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Τό πρόβλημα της έπιλύσεως ενός μεγάλου συστήματος 
γραμμικών άλγεβρικών έζισώσεων συναντάται συχνά σέ έπιστη- 
μονικά προβλήματα διαφόρων κλάδων. Συγκεκριμένα παρουσιά­
ζονται συστήματα των όποιων ό πίναξ των συντελεστών είναι 
πολύ "άραιός" (sparse) , δηλαδή, τά περισσότερα άπό τά στοι­
χεία του είναι ισα μέ μηδέν. Τέτοια συστήματα έμφανίζονται 
συχνά κατά τήν άριθμητική λύσι τών έλλειπτικών διαφορικών 
έζισώσεων μέ μερικάς παραγώγους μέ μεθόδους πεπερασμένων 
διαφορών ή πεπερασμένου στοιχείου. Προβλήματα αύτου του εί­
δους προκύπτουν κατά τήν μελέτη περιοχών τών συγχρόνων έπι- 
στημών όπως: διάχυσις νετρονίων, ροή τών ρευστών, έλαστικό- 
της, ροή θερμότητος στερεάς καταστάσεως, έκτίμησις - πρόγνω- 
σις τού καιρού κ.λ.π.

, ‘Η λύσις,,ένός μεγάλου συστήματος μέ άραιό πίνακα έπι- 
τυγχάνεται συνήθως μέ έπαναληπτικές μεθόδους άντί τών άμέ- 
σών μεθόδων, όπως είναι αΐ διάφοροι μέθοδοι άπαλοιφής Gauss, 
Jordan, κ.λ.π.

Γενικώς αΐ έπαναληπτικαί μέθοδοι, έφαρμοζόμεναι κα­
ταλλήλως, προτιμώνται τών άμέσων, στίς περιπτώσεις πού έ- 
-χομε μεγάλους άραιούς πίνακες. Αύτό δέ, διότι ή έπίλυσις 
τών άντιστοίχων προβλημάτων σ'έναν 'Ηλεκτρονικό ‘Υπολογιστή 
άπαιτεΐ τήν άπομνημόνευσι μόνον τών διαφόρων τού μηδενός 
στοιχείων του πίνακος τών συντελεστών καί έτσι ή άπαίτησίς 
των σέ μνήμη καθίσταται έλαχίστη. 'Επίσης, όταν γνωρίζομε



έκ των προτέρων ότι ή σύγκλισις είναι ταχεία γιά τό δεδομέ­
νο πρόβλημα. Τονίζεται έπί πλέον , ότι αι έπαναληπτικαί μέ­
θοδοι είναι εύκολώτεροι είς τόν προγραμματισμόν σ'έναν Ή -  
λεκτρονικό ‘Υπολογιστή.

-Κ

Σκοπός της διατριβής αυτής εϋναι νά παρουσιάσει, άνά- 
μεσα στήν τόσο έκτεταμένη θεωρία των έπαναληπτικών μεθόδων, 
μία συστηματική θεώρησι καί μελέτη των δυνατοτήτων προς ώ- 
ρισμένες κατευθύνσεις μιας γενικώτερης έπαναληπτικής μεθό - 
δου (γραμμικής stationary πρώτης τάξεως) ή οποία είσήχθη τε­
λευταίως άπό τόν Hadjidimos (jlo]  , τής καλουμένης ’’Accelerated 
Overrelaxation" (AOR).

Τά κεφάλαια 1 καί 2 είναι προκαταρκτικά. Στό κεφάλαιο 
1 άναφέρονται αι βασικαί καί άπαραίτητοι γνώσεις έκ τής θε­
ωρίας πινάκων καί τής γραμμικής Άλγέβρας. Οι ορισμοί καίτά 
θεωρήματα του κεφαλαίου αύτου θά χρησιμοποιηθούν στά έπόμε- 
να κεφάλαια.

Στό δεύτερο κεφάλαιο γίνεται ή παρουσίασις των γραμ­
μικών stationary έπαναληπτικών μεθόδων πρώτης τάξεως καί 
διατυπώνονται γενικά θεωρήματα συγκλίσεως αύτών. 'Ακολούθως 
άναφέρονται αί βασικαί μέθοδοι έΕ αύτών καί άντίστοιχα θε­
ωρήματα συγκλίσεώς των.

, ‘Η βασική προσφορά τής παρούσης διατριβής εύρίσκεται 
στά έπόμενα τέσσερα κεφάλαια. Συγκεκριμένως,στό κεφάλαιο 3 
γένεται ή άνάλυσις τής νέας μεθόδου (AOR), όπως παρουσιάζε­
ται στήν [1θ], καί μελετώνται ίδιότητες συγκλίσεως αύτής. Τά 
θεωρήματα καί αι άποδεί£εις, πού περιέχονται στό κεφάλαιο 
αύΐό είναι συμβολή τοϋ συγγραφέως. Άπ'αύτά δέ τό θεώρημα 
*3-2.1. καί τό λήμμα 3-2.3. υπάρχουν καί στίς κοινές έργα- 
σίες τών G. Avdelas, A. Hadjidimos and A. Yeyios [l] καί 
A. Hadjidimos and A. Yeyios [12] , άντιστοίχως.

Στό κεφάλαιο 4 γίνεται μία πρωτότυπος θεωρητική μελέ­
τη τής γνωστής τεχνικής extrapolation, μέ άποτέλεσμα νά έ-



ξαχθοϋν βασικά συμπεράσματα, τά όποια έφαρμόζονται έπί της 
AOR μεθόδου στό επόμενο κεφάλαιο. Έ κ  του κεφαλαίου αύτοϋ 
προκύπτουν σάν πορίσματα τά θεωρήματα της κοινής εργασίας των 
A. -Hadjidimos and A. Yeyios [ii], πού άναφέρονται στην extra- 
polation μέθοδο.

Στό κεφάλαιο 5 γίνεται γενίκευσις των άποτελεσμάτων 
των έργασιών [ι] καί [ϊι] καί παρουσίασις νέων θεωρημάτων 
συγκλίσεως γιά τίς κατηγορίες πινάκων, πού θεωρούνται, σέ 
συνδυασμό μέ τό κεφάλαιο 4. "Επί πλέον, άπό τά άριθμητικά 
παραδείγματα, πού παρουσιάζονται, δεικνύεται ή άνωτερότης 
της AOR μεθόδου σέ σύγκρισι μέ την SOR.

Στό έκτο κεφάλαιο γίνεται ή μελέτη μιας τροποποίησε- 
ως της AOR μεθόδου της καλουμένης συμμετρικής AOR μεθόδου 
(SAOR). Τά συμπεράσματα πού περιέχονται σ'αύτό είναι νέα 
καί γενικότερα έκείνων της [ΐ^. Έ π ί  πλέον, διά παραδείγμα­
τος φαίνεται ή υπεροχή τής SAOR έναντι τής SSOR.

Τέλος, στό έβδομο καί τελευταίο κεφάλαιο γίνεται μία 
γενική άνασκόπησις των συμπερασμάτων καί άποτελεσμάτων των 
προηγουμένων κεφαλαίων καί δίδονται υποδείξεις γιά νέες κα­
τευθύνσεις καί δδηγίες γιά τήν περαιτέρω έρευνα μέ σκοπό 
τήν παραπέρα άνάπτυξι τής σχετικής μέ τήν AOR· καί τάς μεθό­
δους πού συνδέονται μ'αύτήν θεωρίας.
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Κεφαλα ιον  1

Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

Στό παρόν κεφάλαιο άναφέρονται χωρίς άπόδειζι βασικά 
συμπεράσματα της γραμμικής άλγέβρας καί θεωρίας πινάκων τά 
όποια θά χρησιμοποιηθοϋν στά έπόμενα κεφάλαια. Αι άποδεί- 
5εις αύτών καθώς έπίσης καί μία πλήρης μελέτη τής γενικής 
θεωρίας των πινάκων παρουσιάζονται σέ άρκετά κλασσικά βι- 
βλία δπως π. χ. στά [3] , [ι+] , [δ],'[δ] , [is] .

1.1. ‘Ο ρ ι σ μ ο ύ  καί θ ε ω ρ ή μ α τ α  έ κ  τ η ς  
θ ε ω ρ ύ α ς  π ι ν ά κ ω ν

Έστω Α=(α„) ένας n* η μιγαδικός έν γένει πίναζ. ‘Ο 
Α δηλαδή, είναι ένας τετραγωνικός πίναξ τά^εως η καύ θά 
συμβολίζεται Αη*η ή άπλώς Α.

Θά καλούμε διάνυσμα-στήλη ή άπλώς διάνυσμα έναν ηχ ι πί­
νακα.

Μέ diag(A) όρύζομε τόν πίνακα πού προκύπτει άπό τόν Α 
θέτοντας δλα τά έκτός τής διαγωνίου στοιχεία αύτοϋ ίσα μέ 
μηδέν.
. Έπίσης θά συμβολίζεται μέ I δ μοναδιαίος ή ταυτοτι-

τ  Λ
κός πίναζ, μέ Α δ άνάστροψος τοΟ Α, μέ Λ δ συζυγής (μιγα-

U
δικός) τοΟ Α καί μέ Α δ συζυγής άνάστροφος τοΟ Α.

‘Ορισμός 1.1.



*0 Α καλείται κάτω τριγωνικός (αύστηρώς κάτω τρί" 
n*n

γωνικός) πίναζ έάν α„ = ο Y L<*· i<:i (i£j).
Έ ά ν  j = 0 γιά i > j (i_>j) , τότε 6 A καλείται άνω τρι­

γωνικός (αύστηρώς άνω τριγωνικός) nivag.

Θεώρημα 1.1.

"Αν Α,Β είναι ηχη πίνακες τότε ίσχύουν τά έξης:

i) (ΑΗ)Η =(ΑΤ)Τ = (αΥ = Α , ΑΗ =

ii)
Τ Τ Τ 

(Α+Β) =Α +Β , (ΑΒ)Τ = ΒΤΑΤ

iii)
, * * *
(AB) = A Β , (α β)η = βηαη

,*\Τ *
)

‘Ορισμός 1.2.

Τό ίχνος (trace) ένός πίνακος Α„ν =(<*..) δρίζεται ώς
πχώ 1 3

η
trace A = tr(A) = 7 α . . .

i=l 11
* Η δρίζουσα τού ΑηΧη θά συμβολίζεται det(A). "Αν det(A) t  Ο τό­
τε ό Α λέγεται nonsingular ή regular (μή ίδιάζων, όμαλός)καί 
ό άντίστροφός του πίναζ θά είναι ό Α-1 . '

Θεώρημα 1.2.

«· "Αν Α,Β είναι nxn πίνακες,τότε

i) tr(AB) = tr(BA)
ii) det(AB) =det(A)det(B) =det(BA)
• • • \  / . . i - i  n- i  - i  / . Tv- i  , A- i . T  . -v  , A-i . .vi n )  (AB) = B A , (A ) = (A ) , A = (A ) ,

v φυσικός άριθμός
det(A *) = [det(A)] 1

Στίς Ιδιότητες iii) καί iv) ύποτίθεται ότι det(A) det(B)j<0.
T*0 Α καλείται συμμετρικός έάν A = Α. Στά έπόμενα ό- nxn

ταν άναφερόμεθα σέ συμμετρικούς πίνακες θά έννοοΟμε πραγμα- 
τικούς συμμετρικούς γιά τούς όποίους δηλαδή ίσχύει Α ·=Α = Α.



*Ορισμός 1.3.

*0 πίναΕ Ρ καλείται permutation πίναΕ άν σέ κάθε^ ηχη
γραμμή καί κάθε στήλη έ χ ε ι  Α κ ρ ι β ώ ς ένα διάφορο του μηδενός 
στοιχείο, τό όποιο ίσουται μέ τήν μονάδα.

"Ενας permutation πίναΕ είναι δρθογώνιος πίναΕ (δηλα- 
δή Ρ-1 = ΡΤ ) .

"Αν ν καί w είναι δύο όποιαδήποτε διανύσματα, τότε μέ 
(v,w) = v w όρίζομε τό έσωτερικό γινόμενο αύτών καί μέ ||ν||2= 
||ν|| = (ν,ν)^ = (νΗν)% =(Ι |ν.|2>% τήν Εύκλείδιο norm ή μήκος τοϋ

1=1 1 Τδ ιανύσματος ν = [ν j ,ν2,... ,vj .

*Ορισμός 1.4.

*0 άριθμός λ (πραγματικός ή μιγαδικός) είναι μία ίδι- 
οτιμή τοΟ πίνακος Α εάν γιά κάποιο διάνυσμα ν ? 0  ίσχύει 

Αν = λν .
Τό διάνυσμα ν καλείται τότε ίδιοδιάνυσμα του Α, πού άντιστοι- 
χεΐ στήν ίδιοτιμή λ.

Θεώρημα 1.3.

‘0 άριθμός λ είναι μία ίδιοτιμή τοΟ Α έάν καί μόνον 
έάν det(A-XI) = 0 .

Θεώρημα 1.4.

"Αν λ., i = l(l)n είναι αί ίδιοτιμαί τοΟ ΑηΧη »τότε 
η 1 η

det(A) = | |λ. καί tr(A) = £ λ. . 
i=l 1 i=l 1

- 3 -

♦  ττ
"Αν Α = Α τότε ό Α καλείται Hermitian. Ol πραγματι­

κοί συμμετρικοί πίνακες είναι καί Hermitian.

‘Ορισμός 1.5.

*Η φασματική άκτίς τοΟ Α όρίζεται ώς



ρ(Α) = max{ |λ |: det(A-XI) = 0} , δηλαδή είναι, τό maxi­
mum των μέτρων των [.δ ιοτ ιμών τοϋ Α.

*Ορισμόc 1.6.

Δύ<^ nxn πίνακες Α,Β είναι όμοιοι έάν Β = G *AG γιά κά­
ποιο nonsingular πίνακα G.

Θεώρημα 1.5.

Έ ά ν  Α καί Β είναι όμοιοι, τότε έχουν τίς ίδιες ίδι- 
οτιμές καί μάλιστα έκάστην μέ τήν αύτήν πολλαπλότητα. Ε π ο ­
μένως

det(A) = det(B) καί tr(A)=tr(B).

Θεώρημα 1.6.

Έ ά ν  Α,Β είναίηχη πίνακες, τότε οι ΑΒ καί ΒΑ έχουν 
τίς ίδιες ίδιοτιμές καί μάλιστα έκάστην μέ τήν αύτήν πολλα­
πλότητα.

‘Ορισμός 1.7.

*0 πίναξ Α =(α..) καλείται μή άρνητικός Α>0 έάν 
α„^>0 γιά κάθε i,j = l(l)n.

Έ ά ν  “i;.>0 γιά κάθε i,j = l(l)n τότε ό Α καλείται θε­
τικός Α > 0 ·

Έ ά ν  Α>_0, Β _> ο καί Α-Β^ο, τότε λέγομε ότι Α > Β .
‘Τ

Έ ά ν  A nXn τότε μέ |α | θά συμβολίζεται ό πίναζ τοΟ ό-
ποίου τά στοιχεία είναι τά μέτρα των άντιστοίχων στοιχείων
τοΟ Α .^ *

Θεώρημα 1.7.

Έ ά ν  A>J b |, τότε ρ(Α)^ρ(Β). 

Θεώρημα 1.8.



5

Έ ά ν  Α̂ > Ο , τότε ό Α έχει μία ίδιοτιμή ίση μέ ρ(Α) καί 

ύπάρχει ένα μή άρνητικό ίδιοδιάνυσμα του Α πού Αντιστοιχεί 

στήν ρ(Α) .

Θεώρημα 1.9·

Έ Α ν  Α είναι ένας Hermitian πίναξ καί έάν λΜ καί 
είναι ή μεγίστη καί ή έλαχίστη άντιστοίχως ίδιοτιμή του, τό­
τε

Η u. ν Αν ν ΑΑν
λΜ=χ - Η -  = ^ Γ  κ α ΐVFU ν  V V V

Η α, . ν Ανλ = min—-—
m ν/ΟνΗν

vHav

Η
V  V

όπου ν καί ν είναι ίδιοδιανύσματα τοΟ Α πού Αντιστοιχούν 

στίς καί , Αντιστοίχως.

Οι Hermitian πίνακες έχουν πραγματικές ίδιοτιμές.

Θεώρημα 1.10.

*0 πίναξ Α είναι ένας Hermitian πίναξ έΑν καί μόνον 

έΑν ν Αν είναι πραγματικός Αριθμός γιΑ όλα τΑ διανύσματα ν.

*0 Ακόλουθος ορισμός είναι ίσοδύναμος μέ έκείνους των 

Μ / [30] .

“Ορισμός 1.8.

‘0 πίνα| Α καλείται positive definite έάν 
Ην Αν > 0 γιΑ όλα τΑ ν t  0 .

? U
Έ ά ν  ν Αν^Ο γιά όλα τά ν, τότε ό Α καλείται nonne­

gative definite.
„ Ά π ό  τό θεώρημα 1.10 .προκύπτει ότι ένας positive de­

finite πιναΕ Α είναι Hermitian.

Θεώρημα 1.11.

"Ενας πίνας Α είναι positive definite (nonnegative de­
finite) έάν καί μόνον έάν είναι Hermitian καί δλαι αΐ.ίθι-οτι-
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μαί του είναι θετικαί (μή άρνητικαί).
Άν Α είναι ένας positive definite πίναζ, ή det(A) 

καί δλα τά διαγώνια στοιχεία του Α είναι θετικά·

Θεώρημα 1.12.
II

Γιά κάθε πίνακα L ό πίναξ LL είναι Herraitian καί
nonnegative definite. 'Εάν ό L είναι nonsingular, τότε ό 

11
LL εϋναι positive definite.

Θεώρημα 1.13.

'Εάν Α είναι ένας positive definite (nonnegative 
definite) πίναζ, τότε υπάρχει ένας μοναδικός positive de­
finite (nonnegative definite) πίναζ B τέτοιος ώστε Β2 =Α. 
'Επί πλέον, έάν ό Α εϋναι πραγματικός, τότε δ Β είναι πραγ­
ματικός. ‘0 πίναζ Β καλείται τετραγωνική ρίζα του Α καί συμ-

kβολίζεται μέ Α .

Πόρισμα 1.14.

'Εάν Α είναι ένας positive definite πίναξ, τότε γιά
11

κάθε nonsingular πίνακα L ό πίναξ Μ = LAL είναι positive 
definite.

Γιά ένα πίνακα Α „ ν ή φασματική norm αύτοΟ δρίζε-
Π  X  ΤΙ

4

ται ώς

* II» II =|| All, = (p(aW  .

καί άν L είναι ένας δποιοσδήποτε nonsingular πίνα*; δρίζο- 
με τήν "φασματική, L-norm" τοΟ Α ώς άκολούθως

I|a |Il = ||lal-1 112 = ||lal“ 11| .

Θεώρημα 1.15.

Ά ν  Α είναι έναςηχη πίναξ, τότε Ak -*-0 δταν k -»-»
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έάν καί μόνον έάν ρ(Α)<1

Θεώρημα 1.16.

*Η συνθήκη limA^v = 0 ίσχύε ι γιά κάθε διάνυσμα ν έάν 
 ̂ k ·*■<*>

καί μόνον έάν ρ(Α)<1.

Ορισμός 1.9.

"Ενας πίναξ AnXn=(ai;.) καλείται irreducible έάν π = 1 
ή έάν η>1 καί δοθέντων δύο δποιωνδήποτε μή κενών καί ξέ­
νων μεταξύ των υποσυνόλων S καί Τ τοϋ συνόλου W των πρώτων 
η φυσικών άριθμών, τέτοιων ώστε SUT=W, υπάρχει ifeS καί 
jGT τέτοια ώστε α„ i  ο .

‘0 παραπάνω δρισμός συμφωνεί μέ έκεΐνον στό [θ] πού 
δίνεται άπό τόν Geiringer. *0 ορισμός άπό τόν Varga £s| ά- 
παιτεΐ όταν η = 1 νά είναι α1}^0.

Οί άκόλουθοι δύο όρισμοί είναι ίσοδύναμοι μέ τόν 1.9.

‘Ορισμός 1.10.

*0 Α καλείται irreducible έάν καί μόνον έάν δέν ύπάρ- 
χει ένας permutation πίναξ Ρ τέτοιος ώστε ό Ρ_1ΑΡ έχει τήν 
μορφή

‘Ορισμός 1.11.

*0 πίναξ A „ καλείται irreducible έάν καί μόνον έάν
Π X Π

η=1 ή, δοθέντων δύο δποιωνδήποτε διακεκριμένων Ακεραίων i 
καί j μέ i < i < n f 1<ι<η, τότε α.,^0 ή ύπάρχουν φυσικοί

πίνακες καί 0 μηδενικός πίναϋ.
Στήν Αντίθετο περίπτωσι δ Α καλείται reducible.

1 f i . i i  9^2 9 · · · ’ i g ~ n • · ·
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‘Ορισμός 1.12.

"Ενας πίναξ Α =(α..) καλείται αύστηρώς διαγωνίωςnxn 13
ύπερτερών (Strictly diagonally dominant or with strong di­
agonal dominance) έάν

n
Ια..I > 7 Ι α . . I γιά όλα τά i = l(l)n .

11 j r l

fc0 A καλείται άσθενώς διαγωνίως υπερτερών (with weak 
diagonal dominance or weakly diagonally dominant) έάν

n
|α..|̂ > 1 Ια··Ι 9 i = l(l)n καί γιά ένα τουλάχιστον i 
11 j=l 13

i n
n

|a.. I > 7 |a.. I . 
11 j - 2  1 3

l 4 i

*0 A καλείται διαγωνίως ύπερτερών (diagonally domin­
ant) έάν

n
I°*ϋI L  l  K i l  » i = 1(1)n .

11 j = l  1 3

j ^ i

‘0 A καλείται irreducibly διαγωνίως ύπερτερών (irre- 
ducibly diagonally dominant, κατά Varga |sj ) &v 6 A είναι
irreducible καί άσθενώς διαγωνίως ύπερτερών.

■·*

Θεώρημα 1.17.

Έ ά ν  A = (α..) είναι ένας irreducible καί άσθενώς δι-
ί  3

αγωνίως ύπερτερών πίναζ, τότε det(A) 4 0 καί 4 0 .

Πόρισμα 1.18.

Έ ά ν  ό Α είναι αύστηρώς διαγωνίως ύπερτερών, τότε 

det(A) 4 0, 4 0 .
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θεώρημα 1.19.

'Εάν A = (α..) είναι ένας Hermitian πίναξ μέ α..>0 i j  ι ι  —
καί άσθενώς διαγωνίως υπερτερών, τότε ό Α είναι nonnegati­
ve definite. 'Εάν ό Α είναι έπίσης irreducible ή nonsingu- 
lar, τότε ό Α είναι positive definite.

Πόρισμα 1.19.

Ά ν  Α = (α„) είναι ένας Hermitian αύστηρώς διαγωνίως 
υπερτερών πίνα| μέ >̂ 0, τότε ό Α είναι positive definite.

*0 παρακάτω ορισμός γιά τήν κατηγορία των πινάκων πού’ 
έχουν τήν "ιδιότητα Α" είσήχθη άπό τόν Young [36] .

*Ορισμός 1.13.

Έ ν α ς  πίναξ Α =(α..) έχει τήν "ιδιότητα Α" έάν ΰ-nxn 1 3

τχάρχουν δύο ξένα μεταξύ των υποσύνολα Sx καί S2 του συνόλου 
Vf των πρώτων η φυσικών αριθμών τέτοια ώστε SjUS2=W καί τέ­

τοια ώστε έάν i^j καί έάν είτε α . . ? 0 ,  ε ί τ ε  τότε
x3 31

iGSj καί jGS2 ή άλλως iGS2 καί jfcSj.

*Ορισμός 1.14.

%0 Α έχει τήν "ίδιότητα Α" έάν καί μόνον έάν ό Α εί­
ναι, διαγώνιος ή^ύπάρχει permutation πίναξ Ρ τέτοιος ώστε

, δπου Dj καί Ε3̂ είναι διαγώνιοι πί-ΡΑΡ - ι  _
Η

Κ

> ‘Ορισίχάς 1.15.

• *Ένας πραγματικός πίναξ Α = (α..) καλείται L-πίναξ
nxn *3 t

έάν a-i > 0, i = l(l)n καί α „ £ 0, i*j, i,j=l(l)n .

* Ορισμός 1.16.

"Ενας πραγματικός πίναξ Anxnr âiĵ  καλείται Μ-πίναξ
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έάν α..£0, i^j, i,j =1(1)ή, det(A) f  0 καί A~1 >̂ 0 ·
"Ενας Ισοδύναμος ορισμός μέ τόν 1.16. είναι ό παρακάτω.

‘Ορισμός 1.17.

"Ενας πίναζ Α καλείται Μ-πίναξ (nonsingular Μ-πι-η χ η
να£) έάν μπορεί νά έκφρασθή μέ τήν μορφή A = sI-C, όπου C >_0 
καί s > p(C) .

‘Ορισμός 1.18.

"Ενας πραγματικός πίναξ Anxn= καλείται Stielt
jes πίνα£ έάν ό Α είναι positive definite καί j,
i, j = l(l)n.

"Ενας Stieltjes πίνaS είναι ένας positive definite 
L-πίναξ, ένώ κάθε Μ-πίναΣ; είναι καί L-πίναΕ.

Θεώρημα 1.20.

Έ ά ν  Α είναι ένας L-πίναξ, τότε ό Α είναι Μ-πίναξ έ­
άν καί μόνον έάν ρ(Β) < 1 , όπου B = D_1C , D = diag(A) ,. A = D-C .

Κάθε Stieltjes πίναζ είναι καί Μ-πίναξ.

Θεώρημα 1.21.

"Ενας irreducible καί άσθενώς διαγωνίως όπερτερών 
L-πίναξ; είναι ένας Μ-πίναξ.

Θεώρημα 1.22.'* 1
(»

"Ενας irreducible συμμετρικός καί άσθενώς διαγωνίως 
Οπερτερών L-πίναξ είναι ένας Stieltjes πίνα!;.

j·

‘Ορισμός 1.19.

"Ενας πίνα!; Α καλείται stable έάν τά πραγματικά μέρη 
όλων τών ίδιοτιμών του είναι άρνητικά.

‘Ορισμός 1.20.
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"Ενας πίναξ Α καλείται, negative - stable (N-stable) 
έάν τά πραγματικά μέρη όλων των ίδιοτιμων του είναι θετικά.

Θεώρημα 1.23.

"Αν ̂ Α = (a^j) είναι ένας ηχη αΰστηρώς irreducibly 
διαγωνίως υπερτερών πίναξ μέ α..>0, τότε ό Α είναι N-stable.X X

Θεώρημα 1.24.

"Αν A = (°Uj) είναι ένας ηχη διαγωνίως υπερτερών πί- 
ν α ζ  μέ τότε αι ίδιοτιμαί του Α ικανοποιούν την
σχέσι ReX^j>0 , i = l(l)n. "Αν έπί πλέον δ Α είναι Hermitian, 
τότε ό Α είναι nonnegative definite.

Θεώρημα 1.25.

"Εστω Α=(α.·) ένας πραγματικός πίνας μέ α..£0, i^j,
J 13

i,j =l(l)n . Τότε δ Α είναι ένας Μ-πίναξ έάν καί μόνον έάν ό 
Α είναι N-stable.

‘Ορισμός 1.21.

*0 πίναξ Α καλείται consistently ordered έάν γιά η χ η
κάποιο t ύπάρχουν, ξένα μεταξύ των, ύποσύνολα S,,S2,...,St

* - t
τοΟ συνόλου W = {1,2,... ,η} τέτοια ώστε u S.=W καί τέτοια

k=l
Η

ώστε έάν i καί j είναι άκέραιοι τέτοιοι ώστε

τότε j€Sk+1 έάν j >i καί jeSj^ έάν j < i , 
τό δποσύνολο πού περιέχει τόν άκέραιο χ.

c»ij i  0 ή t  0 , 

όπου -s^ είναι

Θεώρημα 1.26.

"Αν δ πίναξ Α είναι consistently ordered τότε έχει 
τήν "Ιδιότητα Α".

...



Κ ε φ α λ α ι ο ν  2

Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Α Ι  S T A T I O N A R Y  Ε Π Α Ν Α Λ Η Π Τ Ι ­
Κ Α  I Μ Ε Θ Ο Δ Ο Ι

2.1. Ε ι σ α γ ω γ ή  - ‘Ο ρ ι σ μ ο ύ

"Εστω δτι έχομε πρός έπίλυσιν τό γραμμικό σύστημα έ­
ξι σώσεων

Αχ = b , ( 2 . 1 )

όπου Α είναι ένας ηχη γνωστός πραγματικός πίναξ, b ένα 
γνωστό πραγματικό διάνυσμα καί χ τό διάνυσμα - λύσις πού πρό­
κειται νά προδιορισθή. ‘0 πίναξ Α θεωρείται άραιός καί με­
γάλης τάξεως, πράγμα τό όποιο συμβαίνει σέ συστήματα πού προ­
έρχονται συνήθως άπό τήν λύσι μέ μεθόδους πεπερασμένων δια­
φορών ή πεπερασμένου στοιχείου, έλλειπτικών καί παραβολικών 
προβλημάτων συνοριακών τιμών. Σάν παράδειγμα άναφέρομε έκεΐ- 
να, τά προβλήματα πού περιέχουν τήν έλλειπτική διαφορική έξί- 
σωσι δευτέρας τάξεως μέ μερικάς παραγώγους

" (Α3χ) + ic!y) + Fu = 6 »

δπου A,C,F καί G είναι συναρτήσεις τών χ καί y τέτοιες ώστε 
Α > 0 , C > 0 καί F<0 στήν περιοχή πού θεωρούμε. Τά προβλήμα­
τα αύτά είναι γνωστά ως γενικευμένα προβλήματα Dirichlet.'H 
ίδέα τής έπιλύσεως μεγάλων γραμμικών συστημάτων μέ έπαναληπ-
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τικάς*μεθόδους είναι βεβαίως δχι νέα, χρονολογουμένη τουλά­
χιστον άπό τής έτιοχής του Gauss (1823).

'Αργότερα πολλοί έρευνηταί ήσχολήθησαν συστηματικώς, 
θεωρητικώς καί πρακτικώς μέ τάς έπαναληπτικάς μεθόδους έπι- 
λύσεως τών^γραμμικών συστημάτων καί έτσι έχει άναπτυχθή μία έ 
κτεταμένη θεωρία έπ'αύτών. Άπ'αυτούς σ,ναφέρονται βασικά οι 
Richardson (ΐθ) , Temple , Southwell §2! / Stein and Rosen­
berg [23] , Geiringer [9] , Reich [20] , Frankel [δ] , For­
sythe [7 ] , Cstrowski [ΐδ] [ΐγ] , Kahan [11+] , Varga [2 s ]  , 

Wachspress [28] καί Young [29] [30].
Γιά την έπίλυσι του συστήματος (2.1), μεταξύ όλων 

των έπαναληπτικών μεθόδων, αί γραμμικαί stationary πρώτης 
τάξεως παίζουν σημαντικό ρόλο. Μία γενική γραμμική statio­
nary έπαναληπτική μέθοδος ορίζεται άπό τίς σχέσεις (Εδε π. 

χ· [7] )

καί

Χ ( 0 )  = Φ0 (A,b)
(m+1) _ ,. (ο) (ι)

(2.2)

χ = Φ(χ X
(m)

J · · · ) , A , b ) ,  ra = 0 , 1 , 2 , , . . ,

όπου Φ0,Φ είναι γραμμικαί συναρτήσεις Ανεξάρτητες του m 
(έξ αΟτοΟ δικαιολογείται ό δρος stationary) καί ή Φ0 αυθαί­
ρετος συνάρτησις των A,b, δηλαδή, χ^°^ είναι ένα αύθσ,ίρετο 
Αρχικό δι'άνυσμα.

Ά ν  ή Φ = Ή χ ^ ^ Α  ,b ) , τότε ή μέθοδος (2.2) είναι πρώ­
της τάξεως. Ά ρ α  μία γραμμική stationary έπαναληπτική μέθο- 
δος πρώτης τάξεως έχει τήν μορφή

x(m+1) =Gx(m)+k, m = 0,1,2,... (2.3)

γιά*" κάποιο πίνακα G καί κάποιο διάνυσμα k, πραγματικά, δ- 
τΐου χ(0) είναι αύθαίρετος άρχική προσέγγισις τής λύσεως χ.

Μέ τήν μέθοδο (2.3) θά θεωρούμε συσχετισμένο τό σ ύ ­
στημα

(I-G)x = k , (2.U)
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άπό τό όποιο θά λέγομε δτι προέρχεται η (2.3).
Στό σύστημα (2.1) δ πίναϋ A , έκτος καί άν εκ των ι­

διοτήτων του, πού θά έχει συνήθως, προκύπτει, θά υποτίθεται 
nonsingular καί έπομένως τό σύστημα (2.1) έχει μία καί μό­
νο λύσι.

'Ορισμός 1.1.

*Η μέθοδος (2.3) καλείται completely consistent (πλή­
ρως συμβιβαστή) Ρ·έ τό σύστημα (2.1) έάν τό σύνολον των λύ­
σεων τοϋ (2.4) ταυτίζεται μέ τό σύνολον των λύσεων του (2.1).

Θεώρημα 1.1.

Ικανή καί ό,ναγκαία συνθήκη ινα ή μέθοδος (2.3) είναι 
completely consistent μέ τό (2.1) είναι νά ισχύουν τά έ^ής:

k = (I-G)A-1b καί I-G είναι nonsingular πίναΞ·

2.2. Γ ε ν ι κ ά  θ ε ω ρ ή μ α τ α  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς

Τό παρακάτω θεώρημα σέ έλαφρώς διαφορετική μορφή ά- 
πεδείχθη άπό τόν Geiringer [9 ].

Θεώρημα 2.1.

* Η έπαναληπτική μέθοδος (2.3) συγκλίνει, δηλαδή, γιά 
κάθε άρχικό διάνυσμα κ ή Ακολουθία διανυσμάτων 
κ^ ̂  ,χ^2 \  ..., πού όρίζεται άπό τήν (2.3) συγκλίνει σέ ένα 
όριο άνεζάρτητο τοϋ κ^° \  έάν καί μόνον έάν p(G)<l .

Θεώρημα 2.2.
- ·

"Αν ή έπαναληπτική μέθοδος (2.3) είναι completely con­
sistent μέ τό σύστημα (2.1) καί συγκλίνει, τότε γιά κάθε άρ­
χικό διάνυσμα κ^°^ ή Ακολουθία κ^°\ κ^1 ,̂... συγκλίνει στήν 
μοναδική λύσι τοΟ (2.1).
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Τό άχόλουθο θεώρημα βασίζεται σέ ένα άτιοτέλεσμα του 
Wachspress (28] .

Θεώρημα 2.3.

'E&tf Α είναι ένας positive definite τιίναξ καί έάν η 
έτιαναλητιτική μέθοδος (2.3) elvat completely consistent μέ 
τό (2.1) ,τότε αυτή συγκλίνει έάν ό πίναζ

Μ = Q + QT-A (2.5)

elvat positive definite, όπου Q = A(I-G)_1. 'Επί πλέον, έχο­
με

||g ||a% < 1 . (2.6)

Άντιστρόψως, έάν η (2.6) ισχύει, τότε ό Μ εΓναι po­
sitive definite. 4»-

Μία ικανή καί άναγκαία συνθήκη γιά τήν σύγκλισι τής 
μεθόδου (2.3) δίδεται άπό τό παρακάτω θεώρημα τό όποιο . ά- 
ναχρέρεται άπό τόν Householder [133*

Θεώρημα 2.4.

Έ σ τ ω  G ένας πραγματικός πίνα^. Τότε p(G) <1 έάν καί 
μόνον έάν ό I-G είναι nonsingular πίναζ καί ύπάρχει ένας 
πραγματικός positive definite πίναζ Q, τέτοιος ώστε ό πίνα£ 
Κ = HQ + QHT είναι positive definite, όπου

? Η = (I-G)-l(I+G) .

Γιά τήν μέθοδο (2.3) όρίζομε τό διάνυσμα σφάλμα ώς 

Εύκόλως άποδεικνύεται ότι e*m * = G n8*°* ,

=1,2,3,..., δπου ε*β*=χ*β*-χ είναι τό άρχικό διάνυσμα 
σφάλμα. Επομένως λαμδάνομε

||ein,)i|=||Gmc(°)|l<||GB || 1|ε(β,|| , * = 1,2.3.....(2.7)
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Μέ σκοπό τόν προσδιορισμό της ταχύτητος μέ τήν όποία 
£( * V  0 όταν m 00 γιά μία συγκλίνουσα μέθοδο (2.3) άπό 

τήν (2.7) έχομε

||e(m)||
------ 7— Γ—  <  11 G ^  11 =  s u p   7— \
ι ι« ( " , ιι -  ν · )« ι ι . ( , )

( τπ)

"Ετσι ή || G m || δίνει ένα μέτρο του ποσού μέ τό όποιο 
ή norm του σφάλματος έλαττουται μετά άπό m έπαναλήψεις.

Συνήθως αι έπαναλήψεις σταματούν όταν ή ||ε^|| έλατ- 
τωθη κατά ένα κλάσμα ρ της ||ε̂ °̂ || (ρ<1). Μία τέτοια έ-
λάττωσις μπορεί νά έπιτευχθή έκλέγοντας τό m έτσι ώστε

ιι«( ” Ί ΐ ί . » ι ι « <Μ ι  . <2 · 8 >

‘Η (2.8) ίσχύει αν έκλεγή τό m άρκετά μεγάλο ώστε

||Gm || I P  . (2.9)

Γιά όλα τά m , έπαρκώς μεγάλα, γιά τά όποια ||Gm || < 1 
ή (2.9) είναι ίσοδύναμος μέ τήν

m > ----- li£ g P -------
— - m - 1 l o g  | | G m ||

(2.10)

, "Ετσι, ό έλάχιστος άριθμός έπαναλήψεων είναι άντιστρό- 
ψως άνάλογος τής ποσότητος m - 1 l o g  | | G r n || .

? *Ως ταχύτης συγκλίσεως ή άσυμπτωτική ταχύτης συγκλίσε­
ως τής μεθόδου (2.3) ορίζεται ή R ( G )  = l i m  ( - m _ 1 l o g  | | G m || )  = - l o g p ( G )

m +<*>
ή όποία προφανώς έζαρτάται άπό τήν φασματική άκτΐνα ρ(G ).

Βασική προσπάθεια γίνεται γιά τήν εόρεσι μεθόδων μέ 
όσον τό δυνατόν μεγαλυτέρα ταχύτητα συγκλίσεως. Πρός τούτο 
άρκεί νά έλαχιστοποιηθή ή φασματική άκτίνα p ( G )  τού πίνακος 
G ό όποιος καλείται έπαναληπτικός πίναζ τής μεθόδου (2.3).

* η έπιτάχυνσις τής συγκλίσεως γίνεται μέ διάφορες δι-
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2.3. Β α σ ι κ α ί  ' Ε π α ν α λ η π τ ι κ ά  C Μ. έ θ ο δ ο ι 
,,καί Θ ε ω ρ ή μ α τ α  Σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  Α ύ τ ώ ν .

*0 πίναΕ Α τοΟ συστήματος (2.1) μπορεί πάντοτε νά γρα­
φή κατά ένα μοναδικό τρόπο ώς έςής

A = D-Cl-C[J (2.11)

όπου D = diag(A) καί CL καί Cy είναι αύστηρώς κάτω τριγωνι­
κός καί αύστηρώς άνω τριγωνικός πίναΕ, άντιστοίχως.

Στά έπόμενα θά υποθέτομε ότι τά διαγώνια στοιχεία τοϋ 
πίνακος Α είναι διάφορα ό.πό τό μηδέν ( d e t ( D ) ^ O )  , έκτος καί 
έάν τούτο προκύπτει σάν άποτέλεσμα των ιδιοτήτων τοϋ Α. Τό­
τε, άπό τήν (2 .1 1 ) έχομε

D-1A = I-D-1Cl-D-1Cu= I-L-U (2.12)

όπου έχει τεθή L= D-ICL καί U = D-1̂  . 0t L καί U είναι αύστη­
ρώς κάτω καί άνω τριγωνικοί πίνακες, άντιστοίχως.

"Αν ό Α είναι έπί πλέον συμμετρικός καί έχει θετικά 
διαγώνια στοιχεία ( ο ^ > 0) , τότε όρίζομε τόν πίνακα

A = D" V d"* = I-L-U (2.13)

όπου L = D^LD-̂  καί 0 = ϋ^υϋ^καί 1Τ= ΰ
Ά ρ α  ό πίναξ Α είναι συμμετρικός καί έχει θετικά δι­

αγώνια στοιχεία. 'Επί πλέον ό Α είναι positive definite 
έάν'κάί μόνον έάν δ Α είναι positive definite, σύμφωνα μέ- 
τώ πόρισμα 1-1.14.

Ά π ό  τά παραπάνω προκύπτει ότι, στήν περίπτωσι πού ό 
Α είναι συμμετρικός καί έχει θετικά διαγώνια στοιχεία, χω­
ρίς βλάβη τής γενικότητος μπορεί νά ύποτεθή ότι ό Α έχει 

τήν μορφή

αδικασίες, ώρισμένες των όποιων θά άναφερθοϋν στά επόμενα

κεφάλαια κατά την μελέτη της AOR μεθόδου.
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A = I-L-U μέ L = UT .

Πράγματι, όταν θεωρούνται stationary έπαναληπτιχαί μέθοδοι 
είναι χρήσιμο νά μετατρέφομε τόν πίνακα των συντελεστών A 
του συστήματος (2 .1 ) σέ έναν ό όποιος έχει διαγώνια στοι­
χεία μονάδεξ. Αύτό μπορεί νά έπιτευχθή χωρίς νά χαθή ή συμ­
μετρία ή ή positive definiteness μέ μία διαδικασία "scaling" 
ή "prescaling". "Ετσι, άντί του συστήματος (2.1) θεωρούμε 
τό σύστημα Ay = c μέ c = D~*b οπότε ή λύσις του άρχικου x = D 2y  

προκύπτει ευκόλως.
#Αναφέρομε τώρα τίς πιό γνωστές γραμμικές stationary 

έπαναληπτικές μεθόδους πρώτης τάξεως πού εϋναι completely 
consistent μέ τό σύστημα (2.1) (ιδε π.χ. [25], [3θ]).

4 Η άπλουστέρα ίσως έπαναληπτική μέθοδος είναι ή μέθο­
δος του Jacobi(J)θεωρηθεΐσα άρχικώς ύπ'αύτοϋ (1845). Είς 
τήν βιβλιογραφίαν άναφέρεται έπίσης αυτή καί ώς μέθοδος of 
simultaneous displacements ή point total-step έπαναληπτική 
μέθοδος. Αύτή ορίζεται άπό τό έπαναληπτικό σχήμα

x(ln+l)=Bx(m)+ k , m = 0,1 ,2,... (2.14)

δπου
B = d"1(Cl + Cu) = L + U = D-1(D-A) = i-d_1a

σύμψωνα μέ τίς (2.7) καί (2.8), k = D-1b καί Αρχική προ-
σέγγισις τής λύσεως (αύθαίρετο διάνυσμα).

Συνήθως σάν χ^°^ λαμβάνσμε τό μηδενικό διάνυσμα ή τό D_1b .
‘Ο πίναξ Β τής μεθόδου (2.14) καλείται πίναξ Jacobi 

πού άντιστοιχεϊ στόν πίνακα Α.
Σχέσι μέ τήν J μέθοδο έχει ή simultaneous overrelaxa­

tion μέθοδος (JOR) ή άλλως extrapolated Jacobi (EJ), ή δ- 
ποία δρίζεται άπό τό σχήμα

χ (πι+ ι) _ β χ <” >
ω + S * m = 0 , 1 , 2 , . (2.15)

δπου
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Β =ωΒ +(1-ω)Ι = Ι-ωϋ_1Α (2.16)ω
καί g  =  a>D_ 1 b . ' E 6 c j  ω είναι μία πραγματική παράμετρος i 0  καί 
Ανεξάρτητος του m πού έχει σκοπό τήν βελτίωσι τής ταχύτη- 
τος συγκλίσεως σέ σχέσι μέ τήν μέθοδο J. Γιά ω=1 Π JOR 
μέθοδος ταυτίζεται μέ τήν μέθοδο J.

Μία άλλη γνωστή μέθοδος είναι ή μέθοδος Gauss-Seidel 
(GS) ή μέθοδος of successive displacements ή point single- 
-step έπαναληπτική μέθοδος όριζομένη ώς έξης:

x(n,+l)=Fx(m)+ * , m = 0,1,2,... , (2.17)

διτου
F=(I-L)_1U καί I -  (I-D-iD-ib . (2.18)

At μέχρι τώρα άναφερθεΐσαι μέθοδοι στίς περισσότερες 
περιπτώσεις έχουν πολύ άργή σύγκλισι καί έπομένως έν γένει 
δέν έξυπηρετοΰν. Κέ μία τροποποίηση τής μεθόδου GS μπορού­
με νά βελτιώσομε κατά πολύ στίς περισσότερες περιπτώσεις 
τήν ταχύτητα συγκλίσεως. *Η μέθοδος πού προκύπτει καλείται 
successive overrelaxation μέθοδος (SOR) καί είναι πιθανώς 
ή πιό δημοφιλής άπό άπόψεως άπλότητος καί προγραμματισμού 
γιά τήν έπίλυσι τού (2 .1 ).

Τό έπαναληπτικό σχήμα αύτής είναι

όπου

χ(ιη+ι) .= x(m)
r + z , m = 0,1,2, (2.19)

Lr = (I-rL)-1 [(l-r)I+rU] = I-rd-rD"^'^ (2.20)

καί ✓
z = r(I-i>L)"xD-1b .

* Η παράμετρος r^o καλείται overrelaxation παράμετ­
ρος καί είναι ένας πραγματικός άριθμός πού έκλέγεται στό 
διάστημα 0 < r <2 ούτως ώστε ή S0R μέθοδος νά συγκλίνει τα­
χύτερα. ‘Η optimum τιμή τού r(ropt )εΐναι. έκείνη γιά τήν
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οποία toxuet ρ(L )=min piL^) . Δυστυχώς, έκτός καί άν δ
opt

πίναΞ Α τοϋ συστήματος (2 .1 ) άνήκει σέ ώρισμένες ειδικές 
κατηγορίες πινάκων, δπως π.χ. στην κατηγορία των έχόντων 
τήν "ιδιότητα Α" , δέν υπάρχουν άρκετές πληροφορίες γιά τήν 
ευρεσι μιας"" θεωρητικής τιμής του r Q̂ t  ούτως ώστε νά έπι- 
τευχθή ή ταχυτέρα σύγκλισι καί γι'αύτό ή έκλογή καί έκτίμη- 
σις του r γίνεται έμπειρικώς μέ διαφόρους μεθόδους. Γιά
γ = 1 ή SOR μέθοδος συμπίπτει μέ τήν μέθοδο GS.

ΙΙία μέθοδος άναφερομένη στόν Richardson [19] καί ή ό­
ποια δέν άπαιτει νά είναι διάφορα του μηδενός τά διαγώνια 
στοιχεία του Α εϋναι ή γενικευμένη stationary μέθοδος τοΟ 
Richardson (GRF) όριζομένη ως άκολούθως

X ( m + l ) = R x ( , n ) + u . Π) -  0 , 1 , 2 , . . . (2.21)

οπού
R = I + ΡΑ

μέ Ρ έναν όποιονδήποτε nonsingular διαγώνιο πίνακα καί 
u = -Pb . 'Εάν Ρ = -ϋ-1δπου D=diag(A) έχομε τήν μέθοδο J.

'Αν Ρ = ρΐ μέ ρ^Ο προκύπτει ή stationary Richardson 
μέθοδος (R?).

Στή συνέχεια διατυπώνονται ώρισμένα βασικά θεωρήματα 
συγκλίσεως των προαναφερθεισών μεθόδων. Γιά τίς Αποδείξεις 
αότών ίδε π.χ. [30] ·

Θεώρημα 3.1. (Kahan [iu])

Είναι p(Lr)j>|r-l| . 'Επί πλέον, άν ή SOR μέθοδος συγ­
κλίνει (p(Lr)<l), τότε 0<r<2.

Θεώρημα 3.2. (Γενίκευσις Αποτελεσμάτων τοΟ [9])

'Αν Α είναι ένας irreducible καί άσθενώς διαγωνίως 
ύπερτερών πίναξ, τότε ή J μέθοδος συγκλίνει καί ή SOR μέ-
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♦
θοδος συγκλίνει γιά κάθε 0<r<l.

Τό παρακάτω θεώρημα άπεδείχθη άπό τούς Reich [20] γιά 
γ  = 1 κσ,ί Ostrowski [ιβ] γενικά.

. Θεώρημα 3.3.

"Εστω Α ένας συμμετρικός πίναΕ μέ θετικά διαγώνια στοι­
χεία. Τότε, ή SOR μέθοδος συγκλίνει έάν καί μόνον έάν δ A 
είναι positive definite καί 0<r<2 .

Θεώρημα 3.4.

Έ ά ν  Α είναι ένας L-πίναΕ καί έάν 0<r<l, τότε

i) ρ(Β)<1 έάν καί μόνον έάν p(L )<1 .
Γ

ϋ) ρ(Β) < 1 (καί ρ(ΐ^) < 1 έάν καί μόνον έάν 6 Α είναι
Μ-πίναΕ.

Έ ά ν  ρ(Β) < 1 , τότε p(L )<l-r+rp(B) .Γ —

iii) Έ ά ν  ρ(Β) >̂ 1 , τότε p(Lr)_>l καί p(Lr) + Γρ(Β) > 1.

Τό θεώρημα αύτό είναι έπέκτασις των άποτελεσμάτων τοϋ 
[23] , ίδε έπίσης [μ+] .

Θεώρημα 3.5. (Kahan [m] )

< Έ ά ν  Α είναι ένας Μ-πίναΕ 

p(Lr)<l .

καί έάν 0 < r < - — ~
1+ρ(Β) τότε

Πόρισμα 3.6.

 ̂ Έ ά ν  Α είναι ένας Stieltjes πίναΕ, τότε ρ(Β)<ι .

Θεώρημα 3.7.

Έ ά ν  Α είναι ένας positive definite πίναΕ, τότε

μ <1 max 9
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δπου μ elvat ή μεγαλυτέρα ίδυοχίμή του πίναχος Jacobi
ΐ"Τι5Χ

Β ττ ο ύ dvrtcrrotxel στόν Α.

Θεώρημα 3.8.

* ‘Εάν k elvat ένας positive definite τιίναξ μέ t6tort-
'  2

μές λ. τ έ τ ο ι ε ς ,  ώ σ τ ε α_< Β , τότε ή RF μέθοδος μέ Ρ-~"^7β
συγκλίνει.

Θεώρημα 3.9.

‘Εάν A elvat ένας positive definite ntvag και §xet 
την " Ιδιότητα A * , τότε ρ(Β)  < 1 .

Θεώρημα 3.10.

‘'Εστω Α = (α^.) ένας σuμμετptκός consistently ordered 
τιίναξ μέ a..>G . Τότε ρ ( Β) < 1  έάν καί μόνον έάν ό A elvat 
positive definite.

H6ptcrua 3.11.

‘Εάν A elvat ένας positive definite consistently or­
dered ittva5 τότε ή μέθοδος J συγκλίνει

Θεώρημα 3.12.

'Εάν A = (a.-.) elvat ένας consistently ordered τιίναζ, 
τέτοιος ώστε δ πίναζ Jacobi Β έχει πραγματικές ίδιοτιμές, 
τότέ

p(L ) < 1 έάν καί μόνον έάν 0 < r < 2 καί ρ(Β) <1 .
Γ

>



Κ ε φ α λ α ι ο ν  3

Η A C C E L E R A T E D  O V E R R E L A X A T I O N  (A OR)

Μ Ε Θ Ο Δ Ο Σ

3.1. Γ ε ν ι κ ά

Τό 1978 ό Hadjidimos (Ιο] είσήγαγε μία νέα γραμμική 
stationary έπαναληπτική μέθοδο πρώτης τάζεως γιά τήν έπί- 
λυσι του συστήματος (2.1). %Η νέα μέθοδος καλείται Accele­
rated Overrelaxation (AOR) μέθοδος καί είναι μία γενικωτέ- 
ρα μέθοδος άφοϋ δλαι αΐ άναψερθεισαι στό προηγούμενο κεφά­
λαιο, έκτός τής GRF, προκύπτουν ώς είδικαί περιπτώσεις τής 
AOR μεθόδου.

4Η AOR μέθοδος έν άντιθέσει πρός τήν JOR καί SOR πε­
ριέχει δύο' παραμέτρους καί έπομένως τό πρόβλημα τώρα είναι 
ή εύρεσι optimum τιμών γιά τις δύο παραμέτρους ώστε νά
έπιτευχθή ή ταχυτέρα σύγκλισι;

■**

Θεωρώντας πάλι τό σύστημα (2.1) καί τΙς προϋποθέσεις 
καί τούς συμβολισμούς τής παραγράφου 2.3. τό έπαναληπτικό 
σχίίμςι τί)ς AOR μεθόδου είναι

- x(m+1) = (Ι-^)_1[(1-ω)Ι+ (u)-r)L+uu]x(nl)+w(I-rL)_1D'1b, (3.1)

m = 0,1,2,... δπου r είναι ή acceleration παράμετρος καί 
ω(^ 0) ή overrelaxation παράμετρος. 4 Ο έπαναληπτικός πίναξ 
τής AOR μεθόδου θά συμβολίζεται μέ L καί είναι
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L = (I-rL)_1 Γ(1-ω)Ι + (<a-r)L + ωΐί] · (3.2)
Γ , ω  *-

Γιά ειδικές τιμές των παραμέτρων r καί ω προκύπτουν 

αί έξης μέθοδοι:

Γιά (Γ,ω)=(0,1) προκύπτει ή μέθοδος J καί-L0 .=Β.
W 9 Χ

Γιά (Γ,ω)=(0,ω) προκύπτει ή JOR μέθοδος καί 1>ο ω = Βω ·

Γιά (r,w)=(r,r) προκύπτει ή SOR μέθοδος καί L =L .
Γ ,Ι *  Γ

Προψανως για Γ  = ω = 1 προκύπτει ή GS μέθοδος καί L Ξ F . #Ε-
1 5 1

πίσης γιά (Γ,ω) = (1,ω) προκύπτει ή extrapolated GS μέθοδος 
(EGS) . Πρέπει έπίσης νά σημειωθή δτι ή AOR μέθοδος γιά γ = 0  

είναι ή extrapolated SOR μέθοδος (ESOR) μέ overrelaxation 
παράμετρο r καί extrapolation παράμετρο s=~ . Μία μελέτη 
της έπιταχυντικής τεχνικής "extrapolation" γίνεται ατό έπό- 
μενο κεφάλαιο.

Σέ δτι άκολουθεΐ θά μελετηθη ή AOR τόσον άνεζαρτήτως 
δσον καί υπό την ιδιότητα της ESOR μεθόδου.

‘Ωρισμένα βασικά συμπεράσματα πού άψορουν στήν σύγ- 
κλισι της AOR μεθόδου παρουσιάζονται στό [ΐΟ̂  . Ειδικά γιά 
τήν περίπτωσι πού δ πίναζ Α του (2.1) είναι ένας con­
sistently ordered ή γενικώτερα ένας πίναζ πού έχει τήν 
"ιδιότητα Α", έγινε μία έκτεταμένη μελέτη στά [2] καί |θ]· 
Έτσι εύρέθησαν στήν περίπτωσι αύτή optimum τιμές των πα­
ραμέτρων r καί ω καί έδείχθη δτι ή optimum AOR μέθοδος σέ 
άρκετές περιπτώσεις έχει μεγαλυτέρα ταχύτητα συγκλίσεως 
άπ'δτι ή optimum SOR μέθοδος, ένώ στίς υπόλοιπες περιπτώ­
σεις ή optimum AOR μέθοδος ταυτίζεται μέ τήν optimum SOR 
μέθοδο.

* Η παρουσία των δύο παραμέτρων στήν AOR μέθοδο έχει 
σάν Αποτέλεσμα νά καθιστά αύτήν μία ίσχυρά καί ταχεία, έπί 
πλέον δέ καί σχετικώς απλή άπό άπόψεως προγραμματισμού, έ- 
παναληπτική μέθοδο γιά τήν έπίλυσι μεγάλων γραμμικών συστη­

μάτων.
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Στά [ΐ] καί |i] παρουσιάζονται θεωρήματα συγκλίσεως 
τής AOR μεθόδου γιά ειδικές κατηγορίες πινάκων-συντελεστών 
του (2.1) καί άναφέρονται έπίσης βασικά συμπεράσματα τής 
extrapolation τεχνικής σέ σχέσι μέ τήν AOR μέθοδο. Τέλος,. 
παρουσιάζονται ώρισμένα άριθμητικά παραδείγματα άπό τά ό­
ποια (ραίνεται δτι ή AOR μέθοδος υπερτερεί έναντι των άλλων 
μεθόδων καί είδικά τής SOR.

Στή συνέχεια του κεφαλαίου 3 καθώς καί στά κεφάλαια 
5 καί 6 παρουσιάζονται τά μέχρι τώρα συμπεράσματα σέ ώρισ- 
μένες κατευθύνσεις άπό τήν μελέτη τής AOR μεθόδου κατά 
τρόπον πού νά μπορούν νά έφαρμοσθουν πρακτικώς μέ τήν χρη- 
σιμοποίησι ένός 'Ηλεκτρονικού Ύπολογιστοΰ γιά τήν έπίλυσι 
μεγάλων γραμμικών συστημάτων.

Πολλά άπό τά συμπεράσματα καί θεωρήματα είναι νέα, 
άλλα άποτελούν γενίκευσι καί έπέκτασι άποτελεσμάτων τών 
[1],&<3.Μ καί ώρισμένα υπάρχουν σ'αύτά. Πρέπει έπίσης νά 
σημειωθή δτι, έφ'δσον γιά ω = Γ ή AOR μέθοδος ταυτίζεται μέ 
τήν SOR, δλα τά συμπεράσματα σχεδόν γιά τήν SOR μέθοδο άπο­
τελούν είδική περίπτωσι τών άποτελεσμάτων καί θεωρημάτων 
τής θεωρίας συγκλίσεως τής AOR μεθόδου.

3.2. Θ ε ω ρ ή μ α τ α  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  τ ή ς  A O R  
μ ε θ ό δ ο υ .

*

» Θεώρημα 2.1.

"Εστω Α ένας positive definite π£να£. Τότε ή AOR συγ­
κλίνει ( ρ (L )<1) γιά κάθε 0<u<r<_2 καί ω^2.\  Γ . (ι) —

Άπόδε ιΕις

'Επειδή ό Α είναι συμμετρικός καί £χει θετικά διαγώ­

νια στοιχεία δυνάμεθα νά ύποθέσομε ότι

A = I-L-U μέ L = UT (3.3)
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'Εάν λ είναι μία ίδιοτιμή τοΟ L ω , τότε γιά κάποιο 
δ tάνυσμα υ*0 έχομε ωυ = λυ ή χρησιμοποιώντας την (3.2)

(Ι-^)_1[(1-ω)Ι + (ω-Γ^ + ωυ]υ = λυ ή άκόμη 

^[(1-ω)Ι + (fc>-r)L +ωϋ]υ = A(I-rL)o . (3.*0

Πολλαπλασιάζοντες τά δύο μέλη της (3.4) άπό άριστερά
JJ

μέ υ έχομε

[(1-ω)υΗ + (iD-r)uHL + ωυ^ϋ]υ - λυ^(I-rL)u . (3.5)
11

*Υποθέτοντες πρός στιγμήν δτι υ (I-rL)u^O άπό τήν 
(3.5) προκύπτει

χ - + (ω-Γ)υ^υ -franAju ^
u^d-rUu

.  (Ι-ω)υ^υ + (ω -Γ )Λ ,υ  + ωυ**ϋυ
Η Η. υ υ -ru Χυ

'Επειδή L = UT έπεται ν^υ = υ \ Τυ = (uTLu*)T = uTLu* =

(3.6)

= (u^Lv)  ·

Θέτομε - ζΗ - 5 /r υ υ
(3.7)

δπότε είναι

*. ί Α υ  }* _ (uHLu)* Λ υ

' ’  I υΗυ i '  υΗυ υΗυ #

Η,
(3.8)

υ υ υ υ

Τότε άπό τήν (3.6) έχομε, διαιρώντας άριθμητή καί 
παρόνομαστή μέ υ υ

, _ 1-ω + (ω-ι*)ζ + ωζ* λ -  ' ·
1-γζ

'Εάν τεθή ζ = α + βΐ όπότε ζ = a - βί προκύπτει ότι
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Μ  =
(1-ra + 2ωα-ω) - rf3i

1 -rz

Άρκει έπομένως νά δειχθη δτι |λ| < 1 γιά κάθε
0 < <_2 ( ΐ ύ ^ 2 \ ή ίσοδυνάμως δτι

ωζ(2α-1)2 + 2ω(1τα)(2α-1) < 0 .

ΆφοΟ ω >0 άρκει νά δειχθη δτι

ω(2α-1)2+ 2(l-ra)(2a-l)< 0 .

Ά π ό  τίς (3.7) καί (3.8) έχομε δτι

*. „ _ υ̂ Ι<υ , υΠυυ υ”(Ι<+υ)υ _ υπ(Ι-Α)υ _ , υπΑυ
Ζ  +  Ζ  -  Ζ (Χ ------- --—  +  — ——  -  ----------- --------------- -  -------------------------- -  1 -  --------- ------ ^  JL

Η, Η, Η,

(3.9)

Η
Ηυ υ Ηυ υ Ηυ υ Ηυ υ Ηυ υ

U
άψου ό Α είναι positive definite καί έπομένως υ Αυ > 0 .

"Αρα 2α <1 ή α<%. ‘Επομένως ή (3.9) είναι τώρα ίσο- 
δύναμος μέ τήν

ω(2α-1) + 2(l-ra) > 0 . (3.10)

‘Η (3.10) παρατηρούμε δτι ίσχύει γιά ω = r , άψοϋ 2-ω > 0 . 
Γιά γ = 2 ή (3.10) δίδει (1-2α)(2-ω) > 0 πού έπίσης ί­

σχύει.
Γιά Γ^ω,2 διακρίνομε τις έ£ής περιπτώσεις.
"Αν .α < 0 ή (3.10) γίνεται -2α(τ-ω) + 2-ω > 0 πού ίσχύει 

διότΊ r-ω > 0 καί 2-ω > 0 .
"Αν - a > 0 τότε έχομε -2a(r-u>) + 2-ω > -2α(τ-ω) + r-ω =

= (τ-ω)(1-2α)> 0 .

"Ετσι είναι |λ| < 1 καί έπομένως p(L )<1 .
Η Γ  5 U)

Θά δειχθή τώρα δτι υ (i-rL)u^o. Πράγματι, άν ύποτε-
θ$ δτι

PJ
uH(I-rL)u = 0, τότε θά είναι υ ^IHrL—  = ο ή

υΠυ

ΗΤ
1- r =0 ή Ι-rz = 0

υΗυ
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τό όποιο συνεπάγεται δτι Ι-rot = 0 καί Γβ = 0 . Ά φ ο Ο  r j- 0 , 
πρέπει β = ο καί α = Ι/r . 'Αλλά l/v>_h καί έπομένως 2 α 1 

τό όποιο είναι άτοπον διότι 2α < 1 .

Θεώρημα 2.2.

Έ σ τ ω  Α ένας συμμετρικός πίναξ μέ μή μηδενικά διαγώ­
νια στοιχεία.

Τότε, άν ή AOR μέθοδος συγκλίνει (p(L )<1), ό πί-I* ̂  (λ)
ναΞ Α είναι nonsingular.

ΆπόδειΕις

'Από τήν (2.12) έχομε 

D-1A = I-L-U
'Από τήν (3.2) προκύπτει έπίσης ότι

I-Lr ω = (I-rL)_1[l-rL-[(l-io)I + (w-r)L + u)U]J =

= (I-rL·)-1 [ωΐ-ωΐι-ωϋ] =ω(Ι-τΙί)-10”1Α.

'Επειδή p(L )<1· ό πίναξ I-L είναι nonsingular

καί έπομένως ό πίναζ Α = uj^Dd-rDd-L^ ) είναι nonsingular 
άψόΟ det<D) / 0 καί ω ̂ Ο .

'Αποδεικνύομε τώρα ένα βασικό λήμμα γιά τήν AOR μέθο­
δο.

%

Λήμμα 2.3.

Έ σ τ ω  Α ένας συμμετρικός πίναξ μέ θετικά διαγώνια στοι
χειά.
• Τότε ό πίναΕ Μ = ω"1 [(2-r)D + (ρ-ω)Α] μέ ω*0 καί D = diag(A) 
είναι positive definite έάν καί μόνον έάν

9-ω 2-ω0 < ω < 2 καί ω + < r <ω + ----
pmin Mmax
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όπου μ . καί μ είναι ή μικροτέρα καί ή μεγαλυτέρα άπό min max
τίς ίδιοτιμές τοΟ πίνακος Jacobi B = L + U, πού Αντιστοιχεί 
στόν Α, άντισΐοίχως.

ΆπόδειΕις

‘0 πίναξ Μ είναι positive definite έάν καί μόνον έάν 
δ πίναξ

Η = D~^M(D“^)H = = (— )Ι + (— )d“^a d "^ω ω

είναι positive definite σύμφωνα μέ τό πόρισμα 1-1.14·
Είναι

Η = ( — )Ι + (— )Α=(— )Ι + (— ) [l-L-0] ω ω ω ω L J

σύμφωνα μέ τήν (2.13) καί άν τεθή L + 0 = Β = D^BD-^ προκύπτει 
ότι

*0 Η είναι προφανώς συμμετρικός.
At ίδιοτιμαί τοΟ Η είναι ^ZSL - Ε_ϋ! μ. δπου μ. είναι atω ω ι  *ι

ίδιοτιμαί τοΟ Β άφοΟ 6 Β είναι όμοιος μέ τόν Β.
'Επειδή tr(B)=0 καί μ^ είναι πραγματικαί δπεται ότι

< 0 κ<*ί Ρ >0 . Προφανώς ό Η είναι positive definite in i n — max —

έάν καί μόνον έάν ίσχύει — |(2-ω) + (ω-τ)μ.Ι >0 ή — - 1 + (1- — )μ. > 00) *- ‘ 1·* (0 (ι) 1

γιά όλες τίς ίδιοτιμές τοΟ Β
'Ισχύει ότι

 ̂ μ . < μ. < μHmin— ι— max ^max ̂  μι

* Η περίπτωσις μ.„min " ° ~ ^max
Γιά τήν άπόδειξι τού λήμματος διακρίνομε τίς έζής πε­

ριπτώσεις.
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i) ω < 0 .  Αύτή Απορρίπτεται διότι πρέπει νά Ισχύουν 

συγχρόνως αΐ σχέσεις

_ - 1 + (1 )μ . >0 καί --1 + (1--)μ >0ω ω min ω ω max ( 3 . 1 1 )

'Από τήν πρώτη των (3.11) προκύπτει ότι πρέπει νά εί­
ναι 1 - — <ο ένώ άπό τήν δεύτερη 1-— >0 πράγμα τό όποιον 

ω ω
είναι άτοπον.

ii) ω > 0 καί ι><ω
Διακρίνομε τις Ακόλουθες δύο ύποπεριπτώσεις.

i i j )  τ £ 0 < ω

Τότε, ό Η είναι positive definite έάν καί μόνον έάν .
ισχύει

-- 1 + ( 1  )μ . >0 ή r >ω ( 1 1 2~Μ ) .ω ω min ωμ .
m m

Λ  .  .  Λ

'Επειδή γ < 0  πρέπει 1 + Τ— —  < 0  ή 0 < ω < - — - — < 2ωμ . m m 1-μ .mm

Αρα τελικά πρέπει νά είναι ω ( 1 * -2~ω· ) < Γ < 0 < ω < · τ — - — < 2 .
ίτ ωμm m 1-μ . mm

i i 2 J 0 < Γ < ω

% Τότε δ Η είναι positive definite έάν καί μόνον έάν 
Ισχύει πάλι

- 1 + (1 )μ . >0 ή r >ω(1 + 2~ω ) όπότεω . ω 'min ωμ .mm

&ν 1 1 ··̂ ω < ο θά έχομε 0<r<u><-— -— <2ωμ . 1-μ .
mm "mm

ένώ Αν 0 < 1 +-Ηΐί^_< ι 6η λαδή -Λ— ----< ω < 2  θά έχομε
— ωμ . 1"** ,·«mm m m
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Ο < ω(1+ 2 ~ ω  ) <r <ω καί ·:— -— <ω<2 .—  (i)u . 1-μ · —Hmin m m

iii) 0 < ω < r

Τότβ- 6 Η είναι positive definite έάν καί μόνον έάν Ι­
σχύει

—■ -  1 + (1 )μ >0  ήω ω max r < ω(1 * - - ω ·)ωμmax

Επειδή r >ω πρέπει 1 + 2-ω
ωμ >1 ήτοι ω < 2
max

*Αρα τελικά στήν περίπτωσι αύτή θά έχομε

0 < ω < 2 και ω < r < ω( 1 +---- ) ·ωμmax

iv) "Αν ω = Γ  τότε προκύπτει άμέσως ότι ό  Η εϋναι positive

definite έάν καί μόνον έάν — 1 > 0  ήτοι 0 < ω < 2  όχροϋ ω > 0 .
ω

Λαμβάνοντες ύπ'δψιν τά συμπεράσματα όλων των άνωτέρω 
περιπτώσεων προκύπτει ότι ό πίναξ Μ είναι positive defini­
te έάν καί μόνον έάν

0 < ω < 2 καί ω +-2ΐ“-<Γ < ω + _2ΐω_ (3.12)
* μ · μmin max

• Παρατηρήσειο

i) "Αν μ = μΛ . = 0 τότε εύκόλως συνάγεται ότι δ Μ max min **
είναι positive definite έάν καί μόνον έάν 0 < ω <2 χαί r 
όποι/ο δήποτε.

ii) Γιά r=0 άπό τίς σχέσεις (3.12) λαμβάνομε

2
0<ω<------<2 δηλαδή τό συμπέρασμα τοΟ λήμματος 3.2 σελ.

χ_μπ ά η -

1 0 9  [3 d  ·
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*0 πίναζ
' 1 + L = (I-rL)_J Γΐ-rL + (1-ω)Ι + (u>-r)L + u>u]

Γ , ω  L- J

= (X-rL)"1 [(2-ω)Ι + (u)-2r)L +ωϋ] .

Σχηιϊατίζομε τώρα τόν πίνακα

Η = (I-L )
Γ 5ω

- ι (I + L ) =■Γ ,ω

= ω“1Α“10(Ι-Γΐ)(Ι-Γΐι)-1 [(2-ω)Ι + (<i)-2r)L + ωϋ] =

= A-1D (— )Ι + (1-—  )L+U = 2uT1A~1D(I-rL) -I L ω ω J

Λόγω των σχέσεων D_1A = I-L-U καί (DU)T = uTD = DL, 

(DL)T = DU = LTD καί dv ληφθη Q = A-1 , τότε δ πίνα£

Κ = HQ + QHT =

= ΗΑ_1+ Α_1ΗΤ = Α—1D I + (1~~)Ι· + uJa-1 + A"1 £<·^)Ι + (1 -^)LT + UTJd(A_i )Τ

= Α-1 Γ2···2"— · D + (1 - — )DL + DU t (1 )LTD + I^dIa"1 =L ω ω ω J

= 2ω-1 [(2-u>)D+ (u-r)DL+ (u>-r)DU]A"'1 = 2ω“1Α“1 [(2-r)D + (r^)A]A"i2A_1M(A"1 )H.

Ά ρ α  dv δ Μ είναι positive definite, 
positive definite καί έπομένως p(Lr ω> < 1 .

τότε δ Κ είναι



Κ ε φ α λ α ι ο ν  4

Η Τ Ε Χ Ν Ι Κ Η  Τ Η Σ  E X T R A P O L A T I O N

4.1. Γ ε ν ι κ ά

Θεωρούμε πάλι μία completely consistent γραμμική sta­
tionary έπαναλμπτική μέθοδο πού ορίζεται άπό τήν

χ (πι+ι) _ Gx(m) + k , m= 0 , 1 , 2 , . . .  . ( 4 . 1 )

Μέ σκοπό νά έπιταχυνθή ήσύγκλισις τέτοιων μεθόδων χρη- 
σιμοποιοϋνται διάφοροι διαδικασίαι. Μία ές αυτών είναι ή ex­
trapolation μέθοδος πού βασίζεται στήν (4.1). Αότή ορίζεται 
άπό τήν

x (ln+l) =w(Gx(in)+k)  + (1-ω)χ(πΐ) , m = 0 , Γ , 2 , . . .  , ( 4 . 2 )
»>

οπού ω είναι μία πραγματική παράμετρος / 0 ή όποια καλείται 
extrapolation παράμετρος. Γιά ω = 1  ή μέθοδος (4.2) ταυτίζε­
ται μέ τήν (4.1). Σάν παράδειγμα άναφέρομε ότι άν ή (4.1) 
είναι ή μέθοδος Jacobi f τότε ή (4.2) είναι ή JOR μέθοδος.

*0 έπαναληπτικός πίναξ τής (4.2) θά συμβολίζεται μέ
6 ίιαί είναι ω

G = uG + (1-ω )Ι · ( 4 . 3 )ω

4.2. Θ ε ω ρ ί α σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  

Έ ν  πρώτοις παρατηρούμε ότι άν
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||g || <1 καί Ο < ω < 1

τότε

IJgJ I  = II u>G + (1-ω )Ι II _< o>||G || + 1-ω < ω + 1-ω = 1 .

Ά ρ α  ||Gj| <1 καί έπομένως ή extrapolation μέθοδος (4.2) συγ­
κλίνει.

'Εάν ύποτεθή ότι

iu = pe*® , j=l(l)n (4.4)

είναι αί ίδιοτιμαί τοΟ G όπου 0 £ p j £ ρ £ ρ 2 = p(G) , τότε αί

ίδιοτιμαί τοϋ G είναιω

λ..=ωμ^+1-ω , j=l(l)n . (4.5)

...Έτσι, γιά τήν φασματική άκτΐνα τοϋ G έχομε

p(G^) = max|ωμ  ̂ + 1-ω| <^max{ |ωμ  ̂ | + 11—to | } = 11—ω | + | ω ^ β χ | μ |  

= 11-ω| + | ω| p(G) . ( 4 . 6 )

'Εξετάζομε τώρα τήν σύγκλισι τής μεθόδου (4.2) σέ σχέ- 
σι μέ τήν μέθοδο (4.1). Θά εύρεθή δηλαδή , κάτω άπό ποιές συν­
θήκες γιά τό ω καί τίς ίδιοτιμές τοΟ πίνακος G,έχομε piG^)< 1 
καί έπίσης πότε είναι ρ( )  < p(G) <1 οπότε ή (4.2) θά συγκλί­
νει ταχύτερα.

Διακρίνομε τίς άκόλουθες περιπτώσεις.
i) ‘Υποθέτομε ότι μ ̂ = ο γιά όλα τά j , δηλαδή ρ = 0.Τό­

τε έχομε λ.. = 1-ω καί ώς έκ τούτου είναι |λ̂ .| <1 έάν καί

μόνον έάν 11—ω| < 1 ή 0 < ω < 2 . Στήν περίπτωσι αύτή ή μέθοδος 
(4.2) συγκλίνει γιά κάθε 0 < ω < 2. Προφανώς ή optimum τιμή 
τοΟ ω είναι ω t = 1 άχροΟ p(Gj) = 0 .

ii) ‘Υποθέτομε ότι |μ^|=ΐ γιά όλα τά j, δηλαδή ρ = ΐ.

Τότε είναι
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Iλj I = |ω(σοεθ + isinG) + 1-ω| = [(ωοοεθ + 1-ω )2 + ω2ε ϊη 2θ] %

καί
I | 2= 2ω(ω-1)(1-οοεθ) + 1 .

Προφανώς, |λ̂ | <1 , έάν καί μόνον έάν

2ω(ω-1)(1-οοεθ)+ 1 < 1  ή 2ω(ω-1)(1-οοεθ)< 0.

Ά ν  οοεθ i 1, δηλαδή, άν μ ^ ΐ ,  τότε γιά κάθε 0 < ω < 1  

έχομε p(G )<1 . Έ ά ν  γιά κάποιο j είναι μ.=1, τότε δέν
(ι) 3

έχομε σύγκλισι γιά όποιαδήποτε τιμή τοϋ ω . Στήν περίπτωσι
πού είναι p(G^) < 1 γιά κάθε 0<ω<1 , Αναζητούμε τήν τιμή
του ω ή οποία έλαχιστοποιει τήν φασματική Ακτίνα p(G )

ω β

οπού ν =cos0

‘Υποθέτομε δτι

“11ν11ν 
Προφανώς,

max|A. | 2 = 1-2ω (1-ω )(1~ν2)
j ^

δπότε είναι

min {maxi λ . 1} = minp(G ) = πάη[ΐ-2ω (1-ω )(1-ν2  )] *= 
ω j 3 ω ω ω

w  ν
fi =  ( m i n [ l - 2 < i > ( l - < i > ) ( l - v 2 ) J )  ·

( 4 . 7 )

τότε

είναι

Έ ά ν  τεθή

f(m)= 1-2ω(1-ω)(1-ν2) 9

||=2(1-ν2)(2ω-1) καί 0 = *(1-ν2)>Ο.

Έτσι ,τό έλάχιστο τής f(w) δίδεται γιά ω = % καί

1+ν2
min f (ω) = f (%) = —2~ ~  

ω
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α 6τ 6 συνεπάγεται, δτς
1+ν

miiip(G ) = p(G ) = p(G* ) = (—-τ 
“ “opt Ϋ 2

2 j4f

Προφανώς V. ε tvai τό maxRep. , δηλαδή τό
_  _ η ]

πραγματικών μερών των Ιδιοτιμων τοΰ G
Εάν» ν 2 = -1 (τό όποιο ισχύει, δταν

τύτε γιά
U . - 1

maximum των 

γιά κάθε j ) ,

“ορτ= % £χομε

iii) '"Εστω

p(Gu )  = 0 .
opt

° < ρι £ P f . P 2 = p(G) < 1 .

Τότε είναι, |λ̂ | <1 έάν και. μόνον έάν

ω2(ρ2 + l-2pcos0) t 2m(pcos0-l) < 0 · (if. 8)

"Αν ύαοτεθη ω<0, τότε ή (4.8) εΓναι, (σοδύναμος μέ τάν 

αι(ρ2 +1 -2pcos0) + 2(pcosB-l) >0 . (if.9)

"Αλλά. άφοΟ

Ρ2 + l-2pcos0  > ρ̂2 + 1-2ρ = (1-ρ ) 2 > 0

x a t

l-pcosi0 > 1 -*ρ > 0

άπό τή ν ( 4 .9 )  Hpox0Trcet δ τ ι  
*

‘ * Μ> ^ . 1 - Ρ α θ 5 θ ) _ > 0

p2+i-2pcos0

τό Φποιο είναι άτοπον.
• "Αν ύποτεθή ω>0 τότε ή (4.8)

αι(ρ2 * l-2pcos0) + 2(pcosS-l) < 0

(σοδυναμεΐ μέ τήν

κ α ί έπομένω ς
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Ο < ω < 2 ( 1 ~pcos9) - 
ρ2 + l-2 p c o s 0

gCp, θ ) γ ιά κάθε . μ. = pê ·® ,

δηλαδή

β < ω < m in g (p ,0 )  .· 
μ3

Ά ρ α  άπεδείχθη τό έζης θεώρημα.

Θεώρημα 2.1.

'Εάν ή μέθοδος (4.1) συγκλίνει (p(G)<i), τότε ή μ£ 
θοδος (4.2) συγκλίνει (ρ(θω)<ΐ) έάν καί μόνον έάν

0 < ω < ming(p,0) .
p j

Θά δειχθίί τώρα δτι

"“ ! (ρ ·θ1 = ϊ4 οτ -ρ,ο

γιά όλα τά ρ τέτοια ώστε 0 < Ρι< ρ < ρ 2 <ι KaC γιά &λ(χ χά 0 
τέτοια ώστε 0£θ<2π .

Πράγματι είναι

3g _ p2cosQ-2p+cos0 _ _ 3 g _ _ p Q - 02)
. 3P (n 2 + 1 3(cos0) “ 7  2 ~ ~Ip +l-2pcos0) (pz+l-2pcos0)

άπό τίς όποιες προκύπτει δτι 

.· ming = g(p,0 = *) = τ τ τ
C O S0 1 + ρ

καί έπομένως

' ’"ί;;ε<Μ>=»ΐη<^>=ϊϊ Τ = ϊ ^ δΤ ·
'  *  Ρ * σ  i

2
Παρατηρούμε δτι 1 < y+pfg) < 2

Πόρισμα 2.2.



2
"Αν p(G) <1, τότε γιά κάθε 0 < w < i+^(G) είναι pCGto) < l.

* ΑπόόειΗιε

Προκύπτει άπό τό θεώρημα 4-2.1. καί έκ τού ότι είναι

I T ^ T < m i n g ( p , 9 )  .

Πόρισμα 2.3.

"Αν δ πιναξ G έχει μία τουλάχιστον Αρνητική ίόιοτιμή 

μ τέτοια ώστε |p[=p(G)<l, τότε
2

p(G ) < 1 έάν καί μόνον έάν 0 < ω < > .
ω 1+piGJ

'ΑπόόειΕιc

Προκύπτει άπό τό θεώρημα 4-2.1. άφού στήν περίπτωσι 

αύτή είναι

ming(p,e)=g(p(G),iE) = IT^ 5- .

Παρατηρήσειε

1. . "Αν ρ £ΐ τότε g(p,0)^l .

2. . "Αν θεωρηθή ή περίπτωσι 0 < ρ χ £ ρ  < ρ2 = p(G)£l μέ μ^* 1,

τότε είναι ming(p,0) = 1 .
Ρ3

3 .  ' "Αν θεωρηθή ή περίπτωσι 0£ρ, £ρ <_ρ2 = p(G)£l μέ μ^ * 1

πάλι είναι ming(p,0)=l .
V3

4. * Στήν περίπτωσι 0 £ ρ } £ ρ <_ρ2 = p(G) < 1, έπειδή είναι 
- «

g(p,0) < 2 &ν ρ2 > Rep. , g(p,0) = 2 άν ρ2 = Rep  ̂ καί

g(p»0) > 2 άν ρ2 < Rep  ̂, συμπεραίνομε λαμβάνοντεε ύπ'6- 

ψιν καί τήν περίπτωσι ί)δτι



p(G ) < 1 έάν καί μόνον έάν 0 < ω <mini2, ming(p,6)}·
U>

θεωρώντας τώρα πάλι τήν περίπτωσι iii) θά δειχθη ότι
2 ( 1 - Z j )

J-+p2 P 2 + I"2 z j
<^m inf(p9e ) (Η .1 1 )

όπου z J = minz 9 z = Rey^ = pcosG

"Α π ό δ ε ί Ε ι , ς

Προφανώς etvat -1< z 1<̂ z < 1 xat ~P2 f.zi.Sp2 οπότε εχο-

με p2 + 1-2ZJ >_ p2 + l-2p2 = (l-p2 )z >0 .

Γιά νά δειχθη ή έξ αριστερών άνισότης στήν (4.11) άρ- 
κεΐ νά δειχθή δτι

2(ρ2 +l-2zj)£2(l+p2)(l-z1) ή (p2+z j)(p2-1) <̂ 0

τό όποιο Ισχύει άψοϋ ΐ-ρ2 > ο καί ρ +Zj>_0.

Γιά τήν άπόδειξι τής έκ δεξιών άνισότητος στήν (4.11) 
άρκεΐ νά δειχθη δτι

2(1-ζ.)

ρ '+1 -2 Ζ ι
—  < ^-1-pcose) γιά κάθε y. = pe1Θ

ρ +l-2pcos6 

ή ισοδυνάμως, άψοϋ pcos6 = z,

Ρ2(1-ζ.)-ρ|(1-ζ)+ζ,-ζ<.0 (*».12)
ϋ 1 * —

Ή  (4.12) γράφεται (ΐ-ζ)(ΐ-ρ2)£(ι-ζ1)(1-ρ2) καί ίσχύει διότι

ο < 1-ζ < ι-ζ καί ο < ι-ρ2 < ι-ρ2 .
—  1 2 —*

"Αρα άπεδείχθη τό παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 2.4.

Εάν p(G) < 1 καί ζ = minRey. ,
1 3 ^

τότε γιά κάθε



- Η 2

2 ( 1 - Z j )
Ο < ω <----------  είναι, p(G ) < 1 ·

p 2 ( G ) + l - 2 Z j

Πόρισμα 2.5.

'Εάν ό έπαναληπτικός πίνα£ G της μεθόδου (4.1) έχει
ίδιοτιμές τέτοιες ώστε Rey^O γϊά όλα τά j (π.χ. όταν ό
πίναξ G πληροί τίς προϋποθέσεις τοϋ θεωρήματος 1-1.24.),
τότε άν p(G)<l καί 0 < ω < — -—  θά είναι ρ(G )<1.

1+ρ2(G) “

*Απόδει£ις

Προκύπτει άπό τό προηγούμενο θεώρημα άψοϋ τώρα είναι 

ζ = minRey . = 0
1 i  3

iv) "Εστω O ^ P ^ P l P a  < 1 < P2 = p(G) .
‘Υποθέτομε έπίσης δτι' y ^ l .  Θεωρούμε τίς ίδιοτιμές 

τοϋ G μέ 1 < ρ £ ρ2 = ρ(G). Τότε είναι | λ_. | < 1 έάν καί μόνον έάν

u)2(p2tl-2pcos0) + 2u)(pcos0-l) < 0 . (4.13)

1. "Εστω ω<0. Τότε έπειδή p2+l-2pcos0 >_(1-ρ)2 > 0 άπό

τήν (4.13) έπεται δτι ω > 2-··1 pcos-^ . Fid νά υπάρχουν άρ-
ρ2 +l-2pcos0

νητικές τιμές του ω πρέπει l-pcos0<O. Δηλαδή ̂ πρέπει τά 
πραγματικά μέρη των ίδιοτιμών πού θεωρούμε νά είναι > 1. 
Αύτό σημαίνει πώς άν ό G έχει μόνον πραγματικές ίδιοτιμές, 
έκείνες πού έχουν μέτρο > 1 πρέπει νά είναι θετικές καί >1. 
'Επειδή γιά τίς υπόλοιπες ίδιοτιμές μέ Of.Pj^Pi.1 (Εδε πε­
ριπτώσεις i), ii), iii)) μόνον γιά θετικά ω υπάρχει σύγκλι- 
σι, συμπεραίνομε δτι ή περίπτωσι ω <0 άπορρίπτεται.

2. "Εστω ω>0. Τότε είναι | λ_. | < 1 έάν καί μόνον έάν

ω <^ίΐΓ££2£§1 , όπως προκύπτει άπό τήν V4.13) .
ρ2 +l-2pcos0



Πρέπει δέ νά είναι l-pcos0> Ο pcos0<1. Δηλαδή,πρέπει 
τά πραγματικά μέρη των ίδιοτιμών πού θεωρούμε νά είναι < 1. 
Αύτό σημαίνει πώς στήν περίπτωσι πού ό G έχει μόνον πραγμα­
τικές ίδιοτιμές , έκεΐνες πού έχουν μέτρο > 1 πρέπει νά εί- 
ναι άρνητικές καί <-1 . Θεωρώντας τώρα δλες τίς ίδιοτιμές 
τού G , λαμβάνοντας δέ ύπ'δψιν τίς περιπτώσεις i), ii) καί
iii) καθώς έπίσης καί τήν παρατήρησι δτι είναι

i<A-p-c ?·?9.).- < !  Ytd 
p2+l-2pcos0

ρ >1 προκύπτει τό έξης θεώρημα.

Θεώρημα 2.6.

Έ ά ν  p(G) > 1, μ.*1 καί Rep.<l γιά ρ>1, τότε p(G )<1
3 D  ω

έάν καί μόνον έάν ο < ω <ming(p,0).
Pj

Πόρισμα 2.7.

Έ ά ν  μ. i -1, l^Pj £ ρ £ ρ 2 = p(G) καί Rep.<l, τότε p(G )<ι
3 3 ω

έάν καί μόνον έάν 0 < ω < ming(p,0).
P j

Θεώρημα 2.8.

Έ ά ν  p(G) > 1 καί Rep.£0, τότε έχομε p(G )<1 γιά

κάθε 0 < ω <------- .
* 1+P2CG)

*ΑπόδειΕιο

* Η άπόδειξις προκύπτει άπό τό θεώρημα 4-2.6. διότι 
πληρούνται αΐ προϋποθέσεις αύτού καί έπί πλέον ίσχύει

---2--- < 2(l-pcos0L γιά κάθε μ. . («ΚΙ*)
l+p2(G) p2+l-2pcos0 ^

Πράγματι,, άρκεΐ νά δει,χθή ή (4.14) γοά ρ>1 καί



pcos0 <_0 . 'Αλλά, ή (4.14) είναι Ισοδύναμος μέ τήν 

p2-l£(l-pcos0)(p2(G)-l)

Π δποία ισχύει διότι είναι 0 < p2-l£p2(G)-l καί l£l-pcos9 
άφοΟ pcos0 < 0 .

Θεώρημα 2.9.

'Εάν ό G έχει ίδιοτιμές μ_. μέ 1 < pj £ ρ £ ρ2 = p(G), τό­
τε Ισχύουν τά Ακόλουθα .

1 ."Αν Rep. > 1, τότε p(G )<1 έάν καί μόνον έάν 3 ω

maxg(p,0)< ω < 0 . 
μ3

2/Αν Rep. < 1, τότε p(G )<1 έάν και μόνον έάν 3 ω

0 < ω < ming(p,0) · 
μ3

Άπόδειξις

Προκύπτει άπό τά συμπεράσματα της περιπτώσεως ίν). 

Παρατηρήσεις

1. Στό πόρισμα . 4-2.5. είναι ----—  > ^ Τ άφοΟ
l+pz(G) 1+P(G)

p(G) < 1 (ύποτίθεται ότι p(G)^o). ‘Επομένως ένα μεγαλύ­
τερο άνω φράγμα γιά τό ω λαμβάνεται άπ' ότι στό πό­
ρισμα 4-2.2.

2. Μία άλλη άπόδειξις τοΟ πορίσματος 4-2.2. προκύπτει ώς 
Ακολούθως.
'Από τήν (4.6) είναι p(G ) <_ |ΐ-ω| + |ω| p(G). 'Αρκεί έπο- 
μένως νά δειχθή ότι

11—ω | + |ω | p(G) < 1 9
(9.15)



δταν pCG) < 1 καί 0<ω<
1+pCG) *

0 ΔΔιακρίνομε τίς δύο περιπτώσεις 0<ω<1 Had 1 < ω <γ+ρ’β?y *

Γιά 0<ω£ΐ ή (4.15) είναι ίσοδύναμος μέ τήν 
l-oj+tup(G)<l ή -oj(l-p(G)) < 0 ή όποια προφανώς ίσχύει.

2
Γιά κ ω <^—— —  ή (4.15) ίσοδυναμεΐ μέ τήν <o-l+u>p(G) < 1.

'Αλλά είναι ω-1+ωρ(0 = ω(1+ρ(0)-1 < 2-1 = 1. "Αρα ή (4.15) 
ίσχύει.

3. 'Επειδή 6 έπαναληπτικός πίναξ Β τής μεθόδου Jacobi έ­
χει t r ( B ) = o ,  τότε άπό τό θεώρημα 4-2.9. προκύπτει ότι, 
άν ό Β έχει όλες τις ίδιοτιμές του πραγματικές μέ μέ­
τρα >ι, τότε ή JOR μέθοδος δέν συγκλίνει.
Τό παρακάτω θεώρημα προκύπτει σάν έφαρμογή τοΟ πορί­

σματος 4-2.2. καί είναι γενικώτερο τοΰ θεωρήματος 1.1. σελ. 
107 §ά}.

Θεώρημα 2.10.

'Εάν ή μέθοδος J συγκλίνει (ρ(Β) <1), τότε ή JOR μέθο­
δος συγκλίνει (ρ(Βω)<ι) γιά κάθε ο < Μ <--^~). .

Θεώρημα 2.11.

'Εάν ό G έχει Ιδιοτιμές μ̂  μέ Rep^> 1 καί 1<ΡιΐΡΐΡ2=

=p(G) τότε είναι p(G ) < ι γιά κάθε 2- - < ω < 0.
ω l-p(G)

✓

είναι

ΆπόδειΕις

Προκύπτει άπό τό θεώρημα 4-2.9. μέ τήν παρατήρησι ότι 

2(l-pcos0) „ 2
1 -------  -Ϊ^ΤΓΓγΓ  κάθε ν Α ι δηλαδήp2+l-2pcos6 1 plG) 3

maxg(p,6)<
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θεωροΟμε τώρα τήν περίπτωσή πού 6 πίναξ G έχει ίδιοτι 
μές μ. τέτοιες ώστε 0 ̂  p(G) <1 καί Αναζητούμε τιμές τού ω 
γιά.τίς όποιες ισχύει pCG^^piG) .

'Απαιτούμε νά ισχύει |λ.|£|μ.| γιά κάθε j , όπου λ
J J J

είναι αί ίδχοτιμαί του G καί δίδονται άπό τήν (4.5).ω
Λόγω τής (4.4), προκύπτει ότι είναι |λ^|<_|μ. | έάν καί 

μόνον έάν ίσχύει ή

F(u>)= ω2(ρ2+1-2ροοεΘ)+ 2ω(ροοεθ-1)+ 1-ρ2 <_0 . (4.16)

'Επειδή είναι p2+l-2pcos0 >^(1-ρ)2 > 0 καί ή διακρίνουσα τού 
τριωνύμου F(u) είναι Δ = 4p2(p-cos0)2 ̂ 0 , έπεται ότι ή (4.16) 
ίσχύει έάν καί μόνον έάν minitOj ,ω2) <_ω£max(a>j ,ω2) , όπου αί 
ρίζαι Uj καί ω2 τού τριωνύμου Γ(ω) δίδονται άπό τίς

ω1 = 1 καί ω2 = 1-Ρ2

pz+l-2pcos0
(4.17)

Παρατηρούμε ότι είναι ω2 >1 άν ρ < cos0 , ω2 < 1 άν ρ > cos0 καί

έπίσης ότι ρ > cos0 έάν καί μόνον έάν p2 >Rep. .

Ά ρ α  σύμφωνα μέ τά παραπάνω άπεδείχθη τό έζής θεώρημα.

Θεώρημα 2.12.

Ά ν  6 G έχει ίδιοτιμές μ^ καί 0 * ρ(ς) < 1 , τότε ίσχύ 
ουν τά Ακόλουθα.

. i) Ά ν  είναι ρ2 <Ρβμ.. γίά κάθε j, τότε γιά κάθε

1 2
---Ε---- είναι p(g ) < p(G) .

j  P 2 + l - 2 R e u .  ω  ~
3

ii) Ά ν  είναι p2 >Rep^ γιά κάθε j, τότε γιά κάθε 

1-ρ 2max ---------< ω < 1 είναι p(G )<p(G) .
p2+l-2Rep. ω “

Παοατήρησιε
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‘Ο περιορισμός p2<Rep. συνεπάγεται δτι ρ<ΐ καί άρα
3

p(G) < 1 , ένώ ό ρ2 > Re+ij όχι.

"Αν τεθή μ . = χ+ίψ , τότε είναι χ = Rep^ , ψ = Imp  ̂ καί
ρ2 =χ2+ψ2 . Τό παρακάτω λήμμα τοϋ οποίου ή άπόδειξις προκύ­
πτει εύκολα μάς δίδει διαστήματα γιά τά χ καί ψ ούτως ώστε 
νά ισχύουν αι σχέσεις ρ2 <χ ή ρ2 >χ καί ρ < 1 .

Λήμμα 2.13

1. Είναι ρ2 = χ2+ψ2 < χ = Repj έάν καί μόνον έάν

|ψ| < % καί 1-k „ „ 1+k
2 Χ 2 ’

2όπου k = (1-4ψζ)

2. Είναι ρ2 = χ2+ψ2 > χ = Rep  ̂καί χ2+ψ2 = ρ2 < 1 έάν καί μόνον 
έάν ίσχύει έκάστη των κατωτέρω προτάσεων .

i) -1 < χ < 0 καί |ψ|<(1-χ2)̂  .
1

ii) - 1 < ψ < 4  ή % £ ψ < 1 κ α ί  0<χ<(1-ψ2)̂  .

iii) |φ|<* καί (l+k)/2< χ < (1-ψ2 ή 0 < χ < (l-k)/2, 

όπου k = (1-4ψ2)̂  .

Σάν έφαρμογή στό θεώρημα 4-2.12. άναφέρομε τό έζής παράδει­

γμα.
"Αν

G =

0 1

0 0

13/Π 2 - 3 1 /
/ 3 6

0

1

3/ζ

μέ ίδιοτιμές , ±·|-i ,

πού πληρούν τήν σχέσι ρ2 < Rep , j= 1,2,3 , τότε έπειδή εί­
ναι

min
p2+l-2Rep_.

1*“D2 23= jg , προκύπτει ότι γιά κάθε
ο
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ωθ(1,-=|) §Χθμε p(G ) < p ( G) .13 ω

Πρίν κλείσομε τό κεφάλαιο αύτό πρέπει νά σημειωθοϋν 
καί ,τά έΕή£·

"Οπως είναι γνωστό τό πρόβλημα της εύρέσεως μιας θεω­
ρητικής optimum τιμής γιά τό ω, της ωορΐ , τέτοιας ώστε

p(G )=minp(G ) < ρ(G) καί p(G )<1 ,ω ω ω ω .

δέν έχει έπιλυθη στήν γενική περίπτωσι παρά μόνον σέ μερικές 
είδικές περιπτώσεις. "Ετσι, είναι εύκολο νά δειχθή ότι άν ό 
πίναξ G έχει ίδιοτιμές μ̂  πραγματικές καί τέτοιες ώστε

μ < μ . < μ < 1 
m — 3 — Μ (*4.18)

τότε ή φασματική άκτίς p(G ) ,τοϋ G , έλαχιστοποιειται έάνu* ω

ληφθή ω = ω

'Επί πλέον , ε ί ν α ι

opt- 2 - ( μ ~ ^ Τ >0 6t0TL ά π ά  τήν (4*18) είναι μιΠ+μΜ<2.

μΜ ~ *V
* « .  > *  άβ>ο0opt Μ ΙΏ

μΜ< 1 .

"Ετσι, ή optimum extrapolated μέθοδος πάντοτε συγκλί­
νει σ'αύτή τήν περίπτωσι. Πρέπει νά σημειωθή δτι ή (4.18) 
ίσχύει άν G είναι ό τ ι ί ν α ξ Jacobi Β πού άντιστοιχεί σέ έναν 
positive definite πίνακα Α. Τότε ή optimum JOR μέθοδος συγ­
κλίνει. Γιά πρακτικούς σκοπούς καί στις περιπτώσεις πού δέν 
είναι είδικές όπως ή προηγουμένωςάναφερθείσα, ή έκλογή του 

γίνεται ύπολογιστικώς μέσα άπό τό διάστημα γιά τό δποί- 
ο·είναι ρ(G )<1 ούτως ώστε νά έλαχιστοποιηθή ή p(G ).U) 0)

Άναφέρομε άκόμη ότι μπορεί νά χρησιμοποιηθώ καί ή με­
ταβλητή extrapolation μέθοδος γιά τήν έπιτάχυνσι τής συγκλί- 
σεως τής μεθόδου (4.1). Ε'αύτήν ή παράμετρος ω μεταβάλλεται 
άπό έπανάληψι σέ έπανάληψι κυκλικώς (ίδε π.χ. [31]).



Κ ε φ α λ α ι ο ν  5

E X T R A P O L A T I O N  Κ Α Ι  A O R  Μ Ε Θ Ο Δ Ο Σ  
Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α Τ Α  Σ Υ Γ Κ Λ Ι Σ Ε Ω Σ

5.1. Γ ε ν ι κ ά

'Από τήν (2.20) έχομε ότι ό έπαναληπτικός πίνας τήε 
SOR μεθόδου είναι

Lr = Lr } r = ( I - r L)_1[ (1 - r ) I +rU] .

Έ ά ν  σχηματίσομε τήν extrapolated SOR μέθοδο μέ extrapola­
tion παράμετρο s = “ t τότε αύτή έχει έπαναληπτικό πίνακα

( l - s ) I +sLr jr  = J  Lr>r + (1 - £ ) Ι  = £  ( I -r L )-1 [(l-r)H -rU ] +'

+(1- | ) I  = (I -r L )-1 [ J ( l - r ) I + » U + ( I - r L ) ( ~ 2  =

\ = (I-rL ) 1 Γ(1-ω)Ι+(ω-Γ)Ι+ωΙ)1=Ι<L J Γ,ω

λόγω τής (3.2) "Αρα ή AOR μέθοδος είναι μία extrapolated 
μέθοδος τής SOR μεθόδου γιά r^O , ένώ γιά r=0 είναι ή ex­
trapolated Jacobi μέθοδος (JOR).

"Εχοντας υπ'δψιν την άνάλυσι τοΟ προηγουμένου κεφαλαί­
ου καθώς καί βασικά συμπεράσματα των κεφαλαίων 1,2 καί 3, 
διατυπώνομε καί άποδεικνύομε στή συνάχεια ώριομένα θεωρήμα­
τα συγκλίσεως τής AOR μεθόδου όταν αύτή έφαρμόζεται στό γε­
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νικό σύστημα C2.ll στό όποιο ό πίναζ Α έχει ωρισμένες C6i- 
ότητες . "Ετσι, στίς περιπτώσεις πού θά θεωρηθούν, ό πίνα5 

Α θά εΓναι
ί) “Ενας irreducible καί άσθενώς διαγωνίως ύπερτερών 

πίναξ.
ii) “Ενας positive definite πίνα£. 
ΐϋ)”Ενας L-πίναξ .
iv) "Ενας Μ-πίναξ καί 
ν) "Ενας Stieltjes πίναξ.
Στά έπόμενα θά συμβολίζεται μέ Ι>0 . ό Jacobi πίναΡ Β

9
καί μέ L. ό πίναξ τής JOR, δηλαδή ό Β , πού άντιστοιχοΰν 

°, ω ω
στόν πίνακα Α .

5.2. Θ ε ω ρ ή μ α τ α  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς

Θέωρημα 2.1.

Έ σ τ ω  Α=(α^) ένας nonsingular πίναζ μέ f  0 . 
'Εάν ή SOR μέθοδος συγκλίνει γιά κάθε 0<α£ρ£β<2, τότε ή 
AOR μέθοδος συγκλίνει γιά^δλα τά r καί ω τέτοια ώστε

ct<r< β κα£ 0 < ω < - - ■ -> --- e*
Ρ

'Επί‘πλέον, έχομε
- ι

ρ( L ) < r  (|r-co|+a>p(L ))<1 .
Γ , ω  — γ , γ

#Απόδει£ις

✓ 'ΑφοΟ γιά α<^Γ<^$ είναι p(L )<1 τότε σύμφωνα μέΓ ,Γ

τό πόρισμα 4-2.2. γιά κάθε ο < ~ < ^ γ ~π--- ν είναι p(L )<1r 1+ρ(L ) Γ,ω
Γ , Γ

'Επομένως, άφοΟ r>0 προκύπτει ότι ή AOR μέθοδος συγκλίνει
2Γ

γιά κάθε καί 0<ω < ---j· .
r,r
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Από τήν (4.61 τώρα έχομε

καθ'δσον ή^άπόδειξις είναι άνάλογος μέ έκείνη της σχέσεως 
(4.15).

i) Irreducible καί άσθενως διαγωνίως ύπερτεροΰντες 
πίνακες.

βεώρτηια 2 . 2 .

'Εστω Α ένας irreducible καί άσθενως διαγωνίως ύπερ- 
τερων πίνα*;. Τότε γιά κάθε

ΆπόδειΕιε

Σύμφωνα μέ τό θεώρημα 2-3.2. είναι p(L ) < ι. Ά π ό
° , 1

τό θεώρημα τώρα 4-2.10. προκύπτει ότι γιά κάθε 0 < ω < ---3---.
1+ί>αο , ι )

είναι p(L ) < 1. Τό θεώρημα αύτό έπεκτείνει τό Βασικό άπο- ο,ω
τέλεσμα τοΟ θεωρήματος 2.1(a) σελ. 107 §0} .

Πόρισμα 2.3.

% Έ σ τ ω  Α ένας irreducible καί άσθενως διαγωνίως ύπερ- 
τερων πίναξ. Τότε γιά κάθε

είναι p(L„ ) < 1.ο,ω

0 < r < 1 καί 0 < ω < 2 τ
l+p(L

Απόδειζις

Σύμφωνα μέ τό θεώρημα 2-3.2. ή SOR μέθοδος συγκλίνει 
γιά κάθε 0<r<l . Επομένως άπό τό θεώρημα 5-2.1. προκύ­
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πτει τό παρόν πόρισμα. 

θεώρημα 2.4.

Έ σ τ ω  Α ένας irreducible καί άσθενώς διάγωνίως ύπερ-
τερών πίνφξ. Τότε γιά κάθε 0£ι>^1 καί Q < ω^ιηβχίΐ,·^— ---^δχομε

r,r
p(L )< ι , όπου τό = στό διάστημα τοΰ ω ισχύει όταν τ,ω

m ax(1» w α - ~ τ ) = 1  ·
Γ , Γ

ΆπόδειΕις

Τό άποτέλεσμα προκύπτει άπό τό προηγούμενο πόρισμα 
καί άπό τό θεώρημα της παραγράφου 3 του [iq| τό όποιο λέγει 
ότι: "'Εάν Α είναι ένας irreducible καί άσθενώς διαγωνί-
ως υπερτερών πίναξ, τότε γιά κάθε 0<_r£l Ηαί 0<ω£ΐ έχο­
με ρ(L ) < 1 " . *Η περίπτωσις r = 0 καλύπτεται άπό τό θεώ- r ,ω
ρήμα 4-2.2. Προφανώς, τό παρόν θεώρημα Αποτελεί μία έπέ-
κτασι έκείνου τοΟ Hql έάν καί μόνον έάν p(L ) < 2r-l .^ u r9r

ii) Positive definite πίνακες

Θεώρημα 2.5.

‘ Ά ν  Α είναι ένας positive definite πίναζ, τότε γιά 
κάθε

b
Ου*

0 < r < 2 καί 0<ω< , ■ >.--- Γ έχομε p(L )<1 .
1+Ρ( r , r } Γ ,ω

ΆπόδειΕις

Ά π ό  τό θεώρημα 2-3.3. προκύπτει ότι είναι p(L )<1.r,r

γιά κάθε 0<r<2. Έτσι, ή άλήθεια τοΟ θεωρήματος βασίζεται 
στήν ίσχύ τοΟ θεωρήματος 5-2.1.
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Επειδή είναι r< 2 r καί σέ συνδυασμό μέ τό

θεώρημα τής παραγράφου 4 τοϋ |qj τό όποιο λέγει ότι: " Ά ν

Α είναι ένας L-πίναΕ μέ p(L )<1.τότε γιά κάθε 0 < Γ < ω < 1  
(ω^Ο) είναι p(L ) < 1", προκύπτει τό εξής θεώρημα.

Γ  jtt)

Θεώρημα 2.8.

Ά ν  Α είναι ένας Κ-πίναζ, τότε γιά κάθε 

0 < γ.<ι καί 0 < ω < 1 έχομε p(L )<1 .Γ,(ι)

Πόρισμα 2.9.

Ά ν  Α ε ίν α ι  ένας Η-πίναΕ, τότε γ ιά  κάθε 0 £ γ ^1 καί
2ρ

0<uj<max(l, — —  ---r-) έχομε p(L )<1 , όπου τό = στό διάστη-
-  l + p i L p ^ )  Γ , ω

μα τοΟ ω Ισχύει όταν maxil, - — % ---Γ) = ι .
1+plL )

Γ , Γ

ΆπόδειΕιε

'Εάν m a x (l, ^ ^ ---j - ) = l ,  τότε έχομε τό θεώρημα 5-2.8.

Εάν max(l,
l « ( L r > r > ' - l , p ( L r j r ) ·

2 r ____ . 2 r
τότε έχομε τό θεώ­

ρημα 5-2.7

Γ,Γ

Θεώρημα 2.10.

Ά ν  Α ε ίν α ι  ένας Η -πίναξ, τότε γ ιά  κάθε

κα£ °< Μ < Τ Γ ρ-( Υ  ) t * 0 » * Ρ(Ι*Γ,ω) < 1

Ά π όδ ειΕ ις

ΆφοΟ δ Α ε ίν α ι  ένας Κ -π ίνα ζ  , τότε σύμφωνα μέ τό θ ε -
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* 2
ώρημα 2-3.5, έχομε p t L ^ X l  '.Tft* κάθε 0< Γ < 1+ρ(L" "ρ  · τό

θεώρημα τώρα 5-2.1. συμπληρώνει τύν άπόδειξι τοΰ παρόντος.

κάθε

Θεώρημα 2.11.
•X .

Έ σ τ ω  Α ένας L-πίναΕ. Ά ν  ή AOR μέθοδος συγκλίνει γιά

0 < ω = Γ<-— ^ ' τότε ό Α είναι ένας Μ-πίναΕ.
1+P'-La ι'

ΆπόδειΕις

'Αρκεί νά δειχθή ότι pCL

, τ ό τ ε  e l v a L  l tp C t i ,  7

μα 2-3.4. έχομε ότι p(L )>1r,r —

δέν είναι άληθές. "Ετσι έχομε 
ό Α είναι Μ-πίναΕ.

,)<1 . 'Εάν ύποθέσομε ότι 
° , 1

y£l καί σύμφωνα μέ τό θεώρη-

γιά κάθε 0<Γ_<1,τό όποιον 

p(L0 j)<l καί ως έκ τούτου

Θεώρημα 2.12.

"Αν Α είναι ένας Μ-πίναΕ/ τότε γιά κάθε

0 < ^ < Ύ τ - η---τ καί ο < ω < ^-ι— . ■2̂ · ,·Τ---r έχομεl+ p ( L 0 j )  l + | r - l | + r p ( L 0 ^1 )

P(L ) < 1 .Γ ,ω

ΆπόδειΕις

Προκύπτει άπό τό θεώρημα 5-2.10. Αύτό γιατί σύμφωνα 
μέ τό θεώρημα l(viii) τοΟ [2δ] είναι p(L r )^rp(L0 1)+ΙΓ“1Ι· 
"Αρα είναι

2r/(l+|r-l|+rp(L ) < 2r/(l+p(L )) .• ο,ι — r$r

Θεώρημα 2.13.
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Έ ά ν  A είναι ένας Μ-πίναξ καί ΟΙ*! <r'2 < ώ^ι (ω^ο) ,
τότε είναι p(L ) < p(L )<1 ,Γ2,ω - r r 1 ,o>

*Απόόειξις

Σύμφωνα μέ τό θεώρημα 5-2.8. γιά κάθε 0£r<_i καί
0 < ω < 1 έχομε p(L ' )<1. Είναι — r 5ω

Ι*Γ ω = (I~rL) £( l-<i>)I+(a)-r)L+u)Lf] = Q 1(τ)Κ(ω,Γ)

όπου

Q(r) = I-rL καί R(u>,r) = (l-u>)I+(u)-r)L+a>U .

* Επομένως

Q *(r) = I+rL+r2L·2 + ...+rn-1Ln_1 >̂ 0

Έ π ί  πλέον είναι R(io,r)>_0 άφοΟ ό Α είναι Μ-πίναϋ. Επίσης 
άφοΟ ω-r είναι μία φθίνουσα ώς πρός τ  , μή άρνητική συν- 
άρτησις, έπεται δτι έάν 0<_i>j <_r2 <_ω<_ 1 (ω*0), τότε θά είναι
Κ(ω>Γ2) _̂Κ(ω»ΐ’1) . Ά π ό  τό πόρισμα τώρα 5.6. σελ.125 [3θ] προ­
κύπτει δτι p(L ) < p(L ) < 1.Γ2,ω - Κ r j ,ω

ν) Stieltjes πίνακες

'· Πόρισμα 2.14.

Έ ά ν  Α είναι ένας Stieltjes πίναξ, τότε γιά κάθε

° < ω < ~+~ρα '0~')' εχομε p(Lo,ω} < 1 *

Επίσης ,γιά κάθε

0 < r < 2 καί ο < ω < τ■ - 7-τ---τ είναι p(L )<1 .1+piLp τ ) ν , ω

ΆπόδειΕιε ν
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ΆφοΟ 6 Α είναι ένας positive definite L-πίναΕ θά εί­
ναι L >̂ 0 . "Αρα p(L είναι μία ίδιοτιμή τοΟ Lfl ι καί
σύμφωνα μέ τό θεώρημα 2-3.7. θά είναι p(L .)<!· {"T&e έπί-

0 9 1

σης πόρισμα 2-3.6.). *Επομένως.άφοΰ ό Α είναι Μ-πίναζ άπό 
τό θεώρημα 5-2.6. προκύπτει ή ίσχύς της πρώτης προτάσεως.
* Η δευτέρα πρότασις προκύπτει άπό τό θεώρημα 5-2.5. προφα­
νώς. Τό παρόν πόρισμα είναι γενικώτερο τοΰ πορίσματος 5.3 
σελ. 122 [§ο] .

'Από τό πόρισμα 2-3.11. προκύπτει έπίσης τό παρακάτω

Πόρισμα 2.15.

'Εάν Α είναι δνας positive definite consistently or-
2

dered πίναξ, τότε γιά κάθε 0 < ω <- , -?Γ--- γ- είναι p(L )<1.1+PUj0 j ) ο ,ω

5.3. ' Α ρ ι θ μ η τ ι κ ά  Π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α

Τά παραδείγματα, τά όποια θά άναφερθοϋν στή συνέχεια, 
έπιβεβαιώνουν άσφαλως τήν ίσχύ των άντιστοίχων θεωρημάτων , 
τά όποια παρουσιάσθηκαν προηγουμένως καί έπί πλέον άποδει- 
κνύουν τήν άσυμπτωτική υπεροχή ώς πρός τήν ταχύτητα συγκλί- 
σεως τής AOR μεθόδου έναντι τής SOR μεθόδου. Γιά τόν σκοπό 
αυτό, έπεξεργαστήκαμε σέ 'Ηλεκτρονικό ‘Υπολογιστή έναν με­
γάλο άριθμό παραδειγμάτων, καταλλήλων γιά τήν κάθε περίπτω­
σ ή  καί εύρέθησαν αί optimum φασματικαί άκτίνες των άντιστοί- 
χων έπαναληπτικών πινάκων όλων των περιπτώσεων πού θεωρήθη­
καν. Αί παράμετροι r καί ω τής AOR μεθόδου έλαβον όλες τις 
τιμές 0(0.01)2 καί 0.01(0.01)2 άντιστοίχως καί άνεξαρτήτως 
ή μία άπό τήν άλλη. Τό άνω φράγμα 2 στις τιμές των παραμέ­
τρων έΕελέγη έπειδή όλα τά θεωρήματα τοϋ κεφαλαίου αύτοΟ κα­
θώς καί έκείνα του κεφαλαίου 3 δίδουν μόνον ικανές καί όχι 
άναγκαΐες συνθήκες γιά τήν σύγκλισι τής AOR μεθόδου, ένώ έ£' 
άλλου, έπιπροσθέτως πρός αύτό, άπό τό θεώρημα 2-3.1. τοϋ Ka-
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han έχομε ότι, έάν ή SOR μέθοδος συγκλίνει, τότε θά είναι 
0 < r  < 2 ·

Χρησιμοποιώντας τόν 'Ηλεκτρονικό ‘Υπολογιστή UNIVAC 
1106 του Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης καί μέ ένα μέγιστο έ- 
πιτρεπτό σχετικό σφάλμα Ε = ίο"*1' στην εϋρεσι των φασματικών 
άκτίνων καταλήζαμε στά αύτά, σχεδόν πάντοτε, άποτελέσματα 
τά όποια προκύπτουν καί άπό τά παρουσιάζομενα κατωτέρω πα­
ραδείγματα στην περίπτωσι πού ό πίναζ Α είναι τάζεως 3 .

i) Στήν περίπτωσι πού Α είναι ό άκόλουθος irreducib­
le καί άσθενώς διαγωνίως υπερτερών πίναξ

1 0.5 -0.25

0.6 1 0.2

-0.5 0.3 1

Α =

ή optimum φασματική άκτίνα τής AOR μεθόδου εύρέθη ότι εί­
ναι ρ . (L ) = p(L ) = minp(L )» 0.272 γιά·τίς τιμές των'

o p t  Γ , ω  r o p t , u , o P t  * , «  Γ ’ ω

παραμέτρων = 1.26 καί = 1 .1 8 ,ένώ ή optimum φασματι­

κή άκτίς τής SOR μεθόδου δίδεται γιά rQpt = 1.24 καί εί­
ναι ρ . (L )a*0,327. optr r 9r

ii) Στήν περίπτωσι πού Α είναι ό κάτωθι positive de­
finite πίναξ

1 0Λ 0.4

. A = ΟΛ 1 0.6

- 0.ι+ 0.6 1

εύρέθησαν ρ ,h(Lr νι ) & 0.196ΙΛ Υΐ o p t
u .

o p t

ένώ ρ . (L )» 0.282 γιά r> =1.08.
o p t  r , r  o p t
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iii) Ά ν  A eCvcu 6 Ακόλουθος L-Tttvag μέ pCLfl a)<i, 

δηλαδή ό Μ-πέναξ

1 -0.5 0

A = 0 1 -0.5

-0.5 0 1

έχομε ρ (L opt Γ. )^0.,ω ,302 γιά η ο rt

, (είναι p(L ) =0.5)0,1

υ .opt
ρ (L )td 0.354 γιά r = 1.00 . opt r,r opt

"Apa πάντοτε έχομε ρ _ (L ) <ρ . (L ) , πράγμα τό δ-
o p t  Γ , ω  ο ρ τ  γ , γ

ποιο μας έΕασφαλίζει την μεγαλυτέρα ταχύτητα συγκλίσεως της 
AOR μεθόδου έναντι της S0R μεθόδου. Τό τελευταίο αύτό βασι­
κό συμπέρασμα φ α ν ε ρ ώ ν ε ι δτι ή A0R μέθοδος θά πρέπει νά χρη­
σιμοποιείται άντί τής S0R μεθόδου, οπουδήποτε ή τελευταία 
έφαρμόζεται, πολύ δέ περισσότερο στις περιπτώσεις πού ή SOR ’ 
μέθοδος μέ r i  1 δέν βελτιώνει καθόλου τήν σύγκλισι τής GS 
μεθόδου, όπως π.χ. συμβαίνει στό παράδειγμα iii) στό όποιο 
όπως μπορεί νά δειχθή καί θεωρητικώς, ή optimum SOR δίδεται 
γιά r = 1 (ίδε έπίσης f*q) κεφ. 12).

Πρέύει έπίσης νά σημειωθή ότι όλαι αί τροποποιήσεις 
πού ‘έφαρμόζονται π.χ. έπί τής SOR μεθόδου μέ σκοπό τήν βελ- 
τίωσι τής συγκλίσεως, μπορούν* άναλόγως νά έφαρμοσθουν καί 
έπί' τής A0R μεθόδου. Μία έΕ αύτών θά μελετηθή στό έπόμενο κε­
φάλαιο. Τά άποτελέσματα πού προκύπτουν είναι άσφαλώς καλύτε­
ρα των άντιστοίχων γιά τήν S0R μέθοδο.



Κ ε φ α λ α ίο  ν 6

Η Σ Υ Μ Μ Ε Τ Ρ Ι Κ Η  A C C E L E R A T E D  O V E R R E L A ­
X A T I O N  ( S A Ο R ) Μ Ε Θ Ο Δ Ο Σ

6.1. E ί σ α γ ω γ ή - Γ ε ν  ι κ ά

‘Η συμμετρική AOR μέθοδος (SAOR) μπορεί νά θεωρηθή σάν 
μία τροποποίησις τής AOR μεθόδου, δπου κάθε έπανάληψις άπο- 
τελεΐται άπό δύο μισές έπαναλήφεις. *Η πρώτη μισή έπανάληψις 
είναι ή ίδια, όπως ή AOR μέθοδος, ένώ ή δευτέρα μισή έπανά-* 
ληφις είναι ή· AOR μέθοδος στήν οποία έναλλάζαμε τήν θέσι τών 
πινάκων L καί U.

Έτσι προσδιορίζομε τό άπό χ<5 άπό χήν
(τΐρός τά έμπρός) AOR μέθοδο

Γ,ω
(6 .1)

καά τό xim+>) άπό τό x m̂+^  άπό τήν (πρός τά πίσω) AOR μέ

θοδο

x (m+i)  = u (6 . 2)

"όπου

Lr  ω = i I “ r L ) _ 1  [ ( 1 - ω>Ι+ίω-Γ)Σ+ωυ]

U = (Ι-Γυ)"1[(1-ω)Ι+(ω-Γ)ϋ+ωΣ] 
Γ,ω w J

(6.3)
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Στήν παράγραφο 6.2. θά μελετηθοΟν at (δι.ότμτες συγκλί- 
σεως τής SAOR μεθόδου υπό τήν προυπόθεσι ότι. ό Α είναι ένας 
πραγματικός συμμετρικός πίναδ μέ θετικά διαγώνια στοιχεία.Θά 
δειχθή δτι σύγκλισις υπάρχει έάν ό Α είναι positive definite 
καί

ο
0 <· ω < 2  ,  ω  +  <  r  <  ω  +  ^  ω  ,  ( 6 . 8 )

pmin Mmax

όπου μ . είναι ή έλαχίστη καί μ ή μεγίστη ίδιοτιμή του
Π ) ΐ η  Ι Ώ 3 . Χ

Jacobi πίνακος Β = L+U πού Αντιστοιχεί στόν Α.

6.2. Θ ε ω ρ ί α  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  τ η ς  S A O R  μ ε θ ό ­
δ ο υ .

'Από την (6.7) είναι

I"Jr,u> = w(D“r Cu)“1D[(2-U)I+(W-r)B](D-rCL)"lA =

= oitD-rC^-1 [(2-u>)D+(u>-r)DB] (D-rC )_1Α =

= ω(ϋ-Γθυ) 1 [(2-r)D+(r-w)A] (D-rCL)_1A =

=W2(D-rCu)“1M(D-rCL)'1A , (6.9)

δπου* ·

• i  Μ = ω 1 £ ( 2 - r ) D + ( r - a > ) A ]

Θεώρημα 2.1.

"Εστω Α ένας πραγματικός συμμετρικός nivag μέ θετικά 6ι- 
ι αγωνία στοιχεία. "Αν at παράμετροι τ,ω ικανοποιοΟν τίς σχέ­

σεις (6.8), τότε at ίδιοτιμαί τοϋ πίνακος J είναι πραγμα-
t μ Σ'

τικαί. "Αν έπί πλέον ίσχύει ρ (J ) < 1 , τότε ό Α είναι positi-
r  , ω  * *■

ve definite πίνα£.
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ΆπόδειΕις

*Από τήν (6.9) elvat J = I-a>2(D-rCn) ‘̂ (D-rC ) *Α ,ό-
Γ , ω  υ  i»

που Μ = ω ^ 1 [ ( 2 - Γ ) ϋ + ( Γ - ω ) Α ] .  Άφου at παράμετροι r  καί ω πλη- 
ροϋν τίς ςτχέσεις (6.8) , σύμφωνα μέ τό λήμμα 3-2.3. δ Μ εϋ- 
vat positive definite. Αύτό συνεπάγεται ότι δ είναι
όμοιος μέ τόν

J ® w = Ι-ω2 [Η"%( D-rCjj) ] ( D-rCy)“ ' Μ( D-rCL)~ 1A[ ( D-rCy)"1 M̂ J =

(6.10)

*0 J® 
Γ , ω

μετρικοί

όμως είναι συμμετρικός άφοΰ οι Α καί Μ* είναι συμ- 

* Επομένως ό J έχει πραγματικές ίδιοτιμές.
Γ  .  0)

Έ σ τ ω  τώρα ότι ίσχύει καί p(J ) < 1 . θά δειχθή ότι
Γ , ω

ό Α είναι positive definite. Πράγματι, έάν ό Α δέν είναι posi­
tive definite, τότε υπάρχει διάνυσμα υ?ί0 καί ίδιοτιμή 
α  < 0 τοΟ Α έτσι ώστε

Αυ = αυ .

Εάν τεθή k = M-^(D-rCy)u , τότε έχομε

kTJ® k' kTk-io2oT(D-rC )M ^M^D-rC ) 'A(D-rC )-1H^M~^(D-rCII)v
_____Γ  , U )  ^  b  b  U  U

Tk k kTk

t  o T 
j k  k-ατυ Αυ

TK k
= 1 - ω 2 α  ^ > 1  

k k
O"Apa σύμφωνα μέ τό θεώρημα 1-1.9. έχομε ότι p(j )>1 . Αύ-
Γ , ω  —

Ο
ΊΤύ όμως είναι άτοπον διότι,άφοΟ δ J εϋναι όμοιος μέ τόν

γ  ,ω
©

J , θά είναι p(J ) < 1.
Γ , ω  '  κ  Γ , ω

Τό παρόν θεώρημα είναι γενικώτερο τοΟ θεωρήματος 2 τοϋ
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, άφοΟ περιέχει μία άσθενεστέρα υπόθεσϋ. γιά τί.ς ίδιοτι,· 
μές τοΟ J .Η  ̂ Γ,ω

Θεώρημα 2.2.

Έ ά ν  Α είναι, ένας positive definite πίναξ, τότε 

(L' )Τ = ϋ'
Γ , ω  Γ , ω

καί

IIl I|2i, = p(u L ) = p(J ) =||J ||A% = p(J' ) ,
" Γ , ω 1* jfe  Γ , ω  Γ , ω  Γ , ω  11 Γ , ω ΜΑ Η Γ , ω  9

δπου ol L , U δίδονταο άπό τίς σχέσεις (6.3) καί
Γ , ω  Γ , ω

= > J r , » - i A r ,«,*"* ’ t ; , »  = A\ , . A'*  *

u' = ÂCJ k *1 .
Γ , ω  Γ , ω

#»

ΆπόδειΕις

*Από τίς σχέσεις (6.5) έχομε

L = I-d > (D -rC  ) *Α ,Γ,ω L

U = Ι-ωίϋ-ΓΟ..)-1 A ,
Γ , ω  U

Τ1 *  «+

(6.11)

ο που Cl = DL , Cy = DU καί CL s c0 · ‘Επομένως είναι

I f = I-u>A*(D-rC. )"1A% , IT = I-uA^D-rC,.)"^* (6.12)
Γ,ω  ̂ Γ>ω υ

καί (L;jU))T = (I-wA% (D-rCL)_:,A% )T = I - u ^ D - r C y ) " 1/^ = u;^. 

Επίσης είναι

' = A*J A"% = A%U . A~ %A*L A_* = U' L;
Γ , ω  Γ , ω Γ , ω Γ , ω Γ , ω  Γ , ω

(6.13)
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υΗ£υ = υΗΑ*ΒΑ*υ = CA^uJ^CA^u) > Ο .

διότι δ Β εΓναι positive definite. "Exot, ό C καί έπομένως 
ό C έχει πραγματικές καί θετικές ίδιοτιμές.

Άν^ιστρόφως, έστω ότι ό*Α είναι positive definite 
καί δτι ό C έχει πραγματικές θετικές ίδιοτιμές. Θά δειχθη 
δτι ό Β είναι positive definite.

Άφοϋ C = ΑΒ προκύπτει δτι

A"*CA* = Α^ΒΑ^ = Ε .

*0 πίναΕ Ε είναι δμοιος μέ τόν C καί συμμετρικός διότι δ

Α*ΒΑ* είναι συμμετρικός. Ά ρ α  ό Ε είναι positive defini-
ηte καί έπομένως καί ό Β διότι Β = Α *Ε(Α 2 ) (σύμφωνα μέ τό 

πόρισμα 1-1.14.) .
Παρόμοια είναι ή άπόδειζις στήν περίπτωσι πού δ Β εί­

ναι positive definite πίνα£.
"Αν τώρα είναι ΑΒ = ΒΑ' , τότε προφανώς ό C είναι καί 

συμμετρικός καί επομένως άφοϋ έχει θετικές ίδιοτιμές θά εί­
ναι positive definite σύμφωνα μέ τό θεώρημα 1-1.11. Άντι- 
στρόφως, άν ό C είναι positive definite, τότε δ ΑΒ είναι 
συμμετρικός καί άρα είναι ΑΒ = ΒΑ άφοϋ Α καί Β είναι συμμε­
τρικοί.

Στή συνέχεια διατυπώνεται καί άποδεικνύεται ένα βασι­
κό θεώρημα τό δποίο άφορα στήν σύγκλισι της SA0R μεθόδου* ·»
καί είναι γενικώτερο τοϋ θεωρήματος 1 τοϋ [ΐ2| .

Θεώρημα 2.4.
✓

"Εστω Α ένας πραγματικός συμμετρικός πίναξ μέ θετικά 
διαγώνια στοιχεία. Τότε, άν ίσχύουν at δύο έκ τών κατωτέρω 
προτάσεων θά ίσχύει καί ή τρίτη έζ αύτών.

ί) %Ο Α είναι positive definite πίναζ.
ii) Αί παράμετροι r καί ω ικανοποιούν τίς σχέσεις (6.8)
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iii) *H. SAOR μέθοδος συγκλΕνει ήτοι. pCJ Χ ΐ ,  όπου δ
Γ  JW

J δΕδεται άπό τι\ν (.6.6) ή τήν C6.7).
Γ ,ω

Έ π Ε  πλέον, στήν περίπτωσή πού Εσχύουν at i) καΕ ii)

έχομε

||l II2, =|| j |U=pCJ X I
11 Γ , ω " 4% 11 Γ , ω " Α  Γ , ω

ΆπόδειΕις

Έ ά ν  Ισχύουν al i) καΕ iii) , τότε ή άπόδειξις δΕδε- 

ται άπό τό θεώρημα 6-2.1. Έ σ τ ω  τώρα ότι Εσχύουν αΐ προτά­

σεις ϊ) καί ίί) . Ό ρ Ε ζομε πάλι τούς πΕνακες J ' , L' καΕ
Γ , ω  Γ , ω

U' όμοιους άντιστοΕχως μέ τούς J ,L καΕ U , όπως
Γ , ω  Γ , ω  ’ Γ , ω  Γ , ω  '

άκριβώς καΕ στό θεώρημα 6-2.2. στό όποιο έδεΕχθη ότι

(1/ )T = U' 
Γ , ω  Γ , ω

καί J ' = U' 1/
Γ , ω  Γ , ω  Γ , ω

Ά ρ α  είναι

Jr ω ε^ναι συμμετρικός non-
neaative definite. Επομένως ό J' καί ό δμοιός του J 

- Γ , ω  Γ , ω
έχουν ίδιοτιμές πραγματικές μή άρνητικές. 'Εξ άλλου άπό τό 
λήμμα 3-2.2. έχομε ότι ό πίναξ Μ = ω”1 [(2-r)D+(r-u))A] είναι 
positive definite* 'Επειδή είναι

J = I-W2(D-rC„)'1M(D-rCt)"1A (6.14)
Γ , ω  u L

J' = (1/ )TL·'
Γ , ω  Γ , ω  Γ , ω

'Απ'αυτό έπεται δτι δ πίναξ

έπεται δτι

J' = I-(o2A^(D-rCM)- ?M(D-rC. )-1ΑΑ~^ =
Γ , ω  . U  L

= I-ω2Α^(D-rC )~*Μ^Μ^(D-rC.)_1Α^ =
U L

(6.15)
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= I-[toA^(D-rCy)~JM̂ ] 0»A^CD-rCu )"1M ]̂T = I - S ,

P  - i  ^
όπου ό S eivat positive definite διότι ό πίναξ (uÂ iD-rĈ ) Μ*

^  -1 >
είνα,ι nonsingular, άφου ol A^iD-rC^) καί Μ* είναι nonsin­
gular πίνακες· "Αρα ό S έχει πραγματικές καί θετικές ίδιοτι-
μές καί ώς έκ τούτου ό J' έχει ίδιοτιμές μικρότερες από τήν

r  , ω
μονάδα. Τό αύτό Ισχύει καί γιά τόν J  . Αυτό σημαίνει ότιν  , ω
p(j )<1 καί αρα ή πρότασις iii) άπεδείχθη. 'Επί πλέον, λό- 

ν  , ω
γω του θεωρήματος 5-2.2. έχομε

Μία άλλη άπόδειξις τής προτάσεως iii) όταν ίσχύουν αί i) καί 
ii) είναι ή άκόλουθος.

'Από τήν (6.14) έχομε

I-J =w2(D-rCI,)"IM(D-rC.)“,A =r , ω  U  L  .

= [ωίϋ-Γ^Γ^] [u>(D-rCur 1M*]TA ,

άφου ό Μ είναι positive definite. 'Επειδή οι D καί Μ 2 είναι 
nonsingular πίνακες έπεται ότι ό πίναξ

R= [ω(ϋ-Γθυ)“1Μ̂ ] [m(D-rCu)"1M^]T . 

είναι positive definite.
Ά ρ α  είναι I-J = RA καί βάσει τοΟ λήμματος 6-2.3.

r  ,ω

προκύπτει ότι δ Ι-J έχει πραγματικές καί θετικές ίδιοτι-r , ω

μές'. ‘Επομένως είναι p(J )<1 διότι δ J έχει μή άρνη-χ ,  ω χ , ui
Τικές ίδιοτιμές.

'Εάν τώρα ίσχύουν αί προτάσεις i) καί iii) θά δειχ- 
θή ή ii). Πρός τούτο, σύμφωνα μέ τό λήμμα 3-2.3, άρκεΐ νά 
δειχθή ότι ό πίναξ Μ είναι positive definite.
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Ά π ό  τήν (6·14) έχομε

I - J  = sfl2(B-rCi1)^ 1H(D-rC )~*Α . (6 .1 6 )
Γ 5ω υ

Έπει,όή ό J elvat δμοι,ος μέ τόν J* θά έχει. £6toTt-
Γ ,ω  r

μες πραγματικές καί μη Αρνητικές. Ά φ ο ΰ  6έ είναι Ρ(<ϊΓ ω )<1 

επεται ότι δ I-J έχει ίδιοτιμές πραγματικές καί θετικές.Γ 5ίί

Τό αύτό ισχύει καί διά τόν όμοιο του πίνακα

E ^ D - r C y H l - ^ ^ K D - r C j j ) '1

δ όποιος λόγω τής (6.16) γράφεται ισοδύναμα 

Ε = ω  K(D-rC^)_1A(D-rCy)_1 = ΜΓ,

όπου

F = [«(D-rCL) _ I A^J .

h*0 πίναΕ F είναι positive definite διότι ot πίνακες D καί A 
είναι nonsingular. Ά φ ο ΰ  δ Ε έχει θετικές ίδιοτιμές καί δ F 
είναι positive definite, άπό τό λήμμα 6—2.3. προκύπτει ότι 
καί. δ Κ είναι positive definite, άφοΰ είναι συμμετρικός διό­
τι δ Α είναι συμμετρικός πίναΕ. Ά ρ α  άπεδείχθη η ii) .

Μία άλλη άπόόειΕις τής προτάσεως ii) προκύπτει ώς έΕής* 

,. Ά π ό  τήν (6.15) έχομε ότι

Ι-,Τ =M2A*(D-rCfl)_,H(D-rC )_1Α*
r,u U "

καί 'έπομένως προκύπτει ότι

M = M- 2(D-rCu )A_%( I - J ^ >w)A"V(D -rCL) =

= [« " ’ ( D - r C ^ A ^ a - J ^ J * ]  [«  ‘ (D'PCyiA =

= GGT

(6.17)

*
(6.18)
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δπου G = ω ‘cD-rC.JA^Cl-J' )* . Αύτό ytarC 6 I-J' elvat συμ-
U Γ , ω  r 9u>

μετρικός καί positive definite, άφοΟ ό J' είναι συμμετρι-
I* )(ι)

κός καί nonnegative definite καί ισχύει p(J' ) = p(J' ) < 1.
I'.jtO Γ  jW

"Αρα ή (6Μ8) συνεπάγεται ότι ό Μ είναι positive definite 
άφου είναι, det(G)^0.

6.3. ' Α ρ ι θ μ η τ ι κ ό  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  κ α ί  
σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α

Σάν έψαρμογή της θεωρίας, πού άνεπτύχθη στην προηγου- 
μένη παράγραφο παρουσιάζομε ένα μόνον παράδειγμα έΕ όλων 
των έπεζεργασθέντων στούς 'Ηλεκτρονικούς ‘Υπολογιστές, UNI- 
VAC 1106 του Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης καί ΗΡ-2116Β τοΟ 
Πανεπιστημίου Ίωαννίνων, άφοϋ τά συμπεράσματα πού προκύ­
πτουν άπ'αύτό είναι σχεδόν γενικά.

"Εστω ότι Α είναι ό άκόλουθος πραγματικός συμμετρικός 
positive definite πιναΕ

1 0.5 0.5

0.5 1 0.5

0.5 0.5 1

Γιά τόν πίνακα α εύρέθησαν πρώτα αι optimum φασματικαί ά- 
κτίνες των μεθόδων AOR καί S0R. "Ετσι έχομε

καί >
ρ , (L )λ?0.250 γιάKopt Γ,ω r  = 1 .0 0opt καί ω =1.25 opt

’ο ρ Λ , Γ ^ 0'330 YL<i ropt = 1·08 ’

σύμφωνα καί μέ τά άναφερθέντα στήν παράγραφο 5.3..
Σύμφωνα μέ τήν θεωρία της προηγουμένης παραγράφου (θε
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ώρημα 6-2·4.1f άφοϋ 6 Α ε ί ν α ι  positive definite, έάν τά r 
καί ω έκλεγοΟν άτιό τά διαστήματα των σχέσεων C6.81, τότε ή 
SAOR μέθοδος συγκλίνει· Αΐ ίδιοτιμαί τοϋ Jacobi πίνακος 
Β = L πού Αντιστοιχεί στόν Α είναι μ =-1, ρ = μ =0.5 "Α-

• j 1 χ 2 3
ρα είναι 'ρ . = -1 καί ρ =0.5 . Γιά νά εύρεθή ύπολογιστι-

m in  m a x
κώς ή optimum SAOR μέθοδος δίδομε στίς παραμέτρους ω καί r 
τίς τιμές ω = 0.01(0.01)1.99 καί

r = [ΐ00(ω +-^-)]/100 + 0.01(0.01) [ΐ00(ω +-^-)]/100,
^min Pmax

όπου μέ [χ] συμβολίζομε τό άκέραιο μέρος του πραγματικού ά- 
ριθμοϋ χ. "Ετσι εύρέθη δτι είναι

Ρ _ ( J  )&  0.360 γιά r  =0.01 καί ω = 0.80.
o p t  Γ ,ω  o p t  o p t

'Επειδή ή SAOR μέθοδος γιά ω = Γ  συμπίπτει μέ τήν γνωστή συμ­
μετρική S0R μέθοδο (SS0R) καί είναι γνωστό (ίδε π.χ. (3̂  κεφ. 
15) δτι ή SSOR μέθοδος, στήν περίπτωσι πού δ Α είνσ,ι ένας 
συμμετρικός πίναξ μέ θετικά διαγώνια στοιχεία, συγκλίνει έάν 
καί μόνον έάν ό Α είναι positive definite καί 0<r<2, δί­
δοντας στίς παραμέτρους τίς τιμές ω = r = 0.01(0.01)1.99 προέκυ- 
ψε δτι,

(J ' )«? 0.390Γ ,Γ γιά r =0.87 . 
1 o p t

Ά π ό  τά παραπάνω Αποτελέσματα προκύπτει δτι ή optimum SAOR 
είναι καλύτερη τής SSOR μεθόδου ένώ δέν είναι καλύτερη άπό 
τήν A0R μέθοδο, δσον άφορά στήν ταχύτητα συγκλίσεως των με­
θόδων αύτών. Αυτό είναι κάτι τό όποιο άναμένετο άφοϋ καί ή 
SSOR μέθοδος μέ τήν optimum τιμή τοϋ r είναι συνήθως πιό Αρ­
γή άπό τήν S0R μέθοδο μέ τό optimum r. 'Αφοϋ δμως ό έπανα- 
ληπτικός πίναζ J τής SAOR, μέ A positive definite, έχειΓ * (ί)
πραγματικές καί μή Αρνητικές ίδιοτιμές, είναι δυνατόν νά
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έπιταχύνομε τήν σύγκλισι αύτής μέ τήν χρήσι ήμι,επαναληπτι­
κών μεθόδων, πραγμα τό όποιο δέν είναι δυνατόν γιά τήν AOR 
μέθοδο άφοΟ πολλές άπό τίς ίδιοτιμές τοΟ L μπορεί νά εί- 
ναι μιγαδικές. Έπί πλέον, άν αΐ παράμετροι, r καί ω πληρούν
τάς (6.8)^τότε αι ίδιοτιμαί του J εϋναι μή άρνητικαί καίr  ,ω
μικρότεραι της μονάδος καί επομένως βελτίωσις τής συγκλίσε- 
ως τής SAOR είναι δυνατόν νά έπιτευχθή έφαρμόζοντας τήν op­
timum extrapolated SAOR (ίδε κεφάλαιο 4)· "Ετσι, ή SAOR μέ­
θοδος, ή όποια άπαιτεΐ διπλάσιο περίπου άριθμό πράξεων γιά 
κάθε έπανάληψι άπ'ότι ή AOR μέθοδος, μπορεί τελικά νά άποβή 
ταχυτέρα τής AOR.

Πρέπει νά σημειωθή δτι ή SSOR σάν μία τροποποίησις τής 
SOR έθεωρήθη πρώτα άπό τόν Sheldon (21). *

*
ι

*



Κ ε φ α λ α ι ο ν  7

Τ Ε Λ Ι Κ Α  Σ Υ Μ Π Ε Ρ Α Σ Μ Α Τ Α  Κ Α Ι  
Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Ε Ι Σ

Στά προηγούμενα κεφάλαια έγινε μία μελέτη αέ ώρισμέ- 
νες κατευθύνσεις της νέας μεθόδου AOR γιά τήν έπίλυσι με­
γάλων γραμμικών συστημάτων. Σκοπός ήταν άφ'ένός νά εύρεθουν 
διαστήματα των παραμέτρων r καί ω τής μεθόδου στά όποια νά 
έχομε σύγκλισι άφ'έτέρου δέ έγινε μία σύγκρισις τής AOR μέ 
τήν πιό γνωστή καί περισσότερο χρησιμοποιουμένη μέθοδο τήν 
SOR. Τά θεωρήματα των κεφαλαίων 3 καί 5 διασφαλίζουν ικανές 
συνθήκες γιά τήν σύγκλισι τής AOR μεθόδου γιά διάφορες κα­
τηγορίες πινάκων-συντελεστών του πρός έπίλυσιν συστήματος. 
Πρέπει νά σημειωθή δτι έζετάζονται πίνακες πού έχουν ώρισμέ- 
νες ίδιότητες διότι τέτοιοι προκύπτουν κατά τήν άριθμητική 
έπίλυσι έλλειπτικών διαφορικών έξισώσεων μέ μεθόδους πεπερα- 
σμένων διαφορών ή πεπερασμένου στοιχείου (Εδε π.χ. [32]). *Η 
τεχνική τής extrapolation πού άναπτύσσεται στό κεφάλαιο 4 μάς 
δίδει άρκετά χρήσιμα συμπεράσματα γιά τήν σύγκλισι τής AOR 
μεθόδου. Ή  σύνδεσις αύτής μέ τήν AOR μέθοδο μπορεί νά έπε- 
κταθή όπως τονίσθηκε καί γιά μεταβλητή extrapolation παράμε- 

• τρο μέ σκοπό τήν έπιτάχυνσι τής συγκλίσεως.Αύτό είναι ένα άπό 
τά προβλήματα τής περαιτέρω έρευνας. 'Επίσης ή ευρεσις opti­
mum τιμών γιά τήν extrapolation παράμετρο είναι ένα πρόβλη­
μα πού γενικώς δέν έχει έπιλυθή άκόμη. Τά άποτελέσματα τοΟ



κεφαλαίου 5 είναι σημαντικά διότι έδείχθη,πρός τό παρόν 
τουλάχιστον διά των άριθμητικών παραδειγμάτων,ότι καί γιά 
άλλες κατηγορίες πινάκων, ή AOR μέθοδος ύπερτερεΐ άπό τήν 
άποφι της φασματικής άκτϊνος (ή τής άσυμπτωτικής ταχύτητος

'V

συγκλίσεως) του έπαναληπτικοϋ πίνακος έναντι της SOR. 'Ε­
πομένως πρέπει νά προτιμάται ατά Αντίστοιχα προβλήματα·

Τέλος ατό κεφάλαιο 6 άπό τήν άνάπτυξι τής SAOR με­
θόδου γίνεται φανερόν ότι αύτη υπερτερεί έναντι τής Αντι­
στοίχου SSOR. 'Επί πλέον ,όταν ό Α είναι positive definite 
προέκυψαν ικανές καί Αναγκαίες συνθήκες γιά τήν σύγκλισι 
τής SAOR μεθόδου.

Θέματα στά όποια θά μπορούσε νά έπεκταθή ή θεωρία 
τής AOR μεθόδου είναι τά έξής:

ί) Χρησιμοποίησις μεταβλητών παραμέτρων ω καί r στήν 
AOR καί SAOR μέθοδο.
ii) Χρησιμοποίησις ήμιεπαναληπτικών μεθόδων γιά τήν 
έπιτάχυνσι τής συγκλίσεως.
χ ϋ ) Ευρεσις optimum τιμών τών παραμέτρων ω καί r θε- 
ωρητικώς καί Αντιστοίχων optimum μεθόδων γιά τίς διά­
φορες περιπτώσεις, καθώς έπίσης καί προσπάθεια γιά τήν 
,,εϋρεσι φραγμάτων γιά τίς ίδιοτιμές τών έπαναληπτικών 
πινάκων.
iv) Χρησιμοποίησις "block" AOR μεθόδων καθώς καί άλ- 

* λων τροποποιήσεων πού μπορούν νά έφαρμοσθοϋν. (ίδε
π . χ .  [3θ] )..
Ά πό τά παραπάνω προκύπτει ό τ ι ύπάρχει ένα εύρύ πε­

δ ίο  έρεύνης γ ιά  τό άμεσο μέλλον.
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