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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Είναι διαπιστωμένο ότι για την αριθμητική επίλυση των 
προβλημάτων των Θετικών Επιστημών, των Οικονομικών Επιστημών 
και της Τεχνολογίας καταλήγουμε σε γραμμικά συστήματα της μορφής 
Ax=b τουλάχιστον στο 70% των περιπτώσεων. Σ’ αυτά τα συστήματα 
συνήθως ο πίνακας Α είναι αραιός, δηλαδή τα περισσότερα από τα 
στοιχεία του είναι μηδέν, και τα μη-μηδενικά του στοιχεία κατέχουν 
συγκεκριμένες θέσεις στον πίνακα (π.χ. τριδιαγώνιοι πίνακες κ.τ.λ.).

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα τέτοιου προβλήματος είναι το 
πρόβλημα των ελάχιστων τετραγώνων (Least Squares Problem). Σ’ 
αυτό, αφού δεν υπάρχει η λύση του συστήματος

Ax = b (*)

με Ae IRmxn , m>n και be IRm, ζητούμε εκείνα τα χ, ώστε να ελαχιστο­
ποιείται η ποσότητα ΙΙΑχ - bll2 ([24], [28], [32] και [12]). Αποδεικνύεται 
ότι, όταν rank(A)=n, το πρόβλημα έχει μοναδική λύση, τη λύση του 
συστήματος

ATAx = ATb ,

όπου Ατ  ο ανάστροφος του Α.

( U )
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Αν το διάνυσμα-υπόλοιπο του συστήματος (*) ([1], [24], [28] και [12]) 
είναι

r = b - Αχ , (1.2)

λόγω της (1.1) η (1.2) δίνει

ATr = 0 . (1.3)

Μεταθέτουμε τις εξισώσεις στο (1.2), εφόσον χρειάζεται και 
διαχωρίζουμε κατάλληλα τον πίνακα A , ώστε ο πίνακας A ie IRnxn με 
det(Ai)s*0. Έτσι έχουμε

Αι Γΐ bi
A =

α 2 _
, Γ =

J 2 .
και b =

J>2.

Λόγω των (1.2) και (1.3) μπορούμε να βρούμε τα διανύσματα x και r 
από τη λύση του παρακάτω συστήματος

Α ιχ  +  Γι = b i

Α2Χ + Γ2 =b2 (1.4)

Α 2Γ2 +  A j r ,  = 0

Υπό μορφήν πινάκων το σύστημα (1.4) γράφεται

*+* / V

A x = b , (1.5)

όπου
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Αι 0 I X

A = a 2 I 0 > x = Γ2 και b =  b2

. 0  A j Α Ϊ_  _ri_ _0 .LO J

( 1 .6)

Ο ομαλός πλέον πίνακας A είναι G.C.O.- (3,1) πίνακας (βλ. Κεφ. 2).
Όταν λύνουμε το σύστημα (1.5) χρησιμοποιώντας μια επαναλη­

πτική μέθοδο ([34], [40]), τίθενται ερωτήματα σύγκλισης και ταχύτητας 
σύγκλισης. Αν η μέθοδος που θα επιλέξουμε είναι π.χ. SOR ή η SSOR 
(βλ. Κεφ. 2 και [34], [40]), τα παραπάνω ερωτήματα συγκεκριμενο­
ποιούνται εν γένει στα εξής τρία:

— Ποιο πρέπει να είναι το σ(Β) (φάσμα του πίνακα Jacobi) ώστε 
η μέθοδος να συγκλίνει;

— Για ποιες τιμές του ζεύγους (ρ(Β), ω) (ρ(Β) είναι η φασματική 
ακτίνα του πίνακα Jacobi), η μέθοδος συγκλίνει;

— Για ποια τιμή του ω έχουμε την ταχύτερη ασυμπτωτικά 
σύγκλιση;

Ακόμη ειδικά για το σύστημα (1.5), όπου ο πίνακας Α είναι G.C.O.-
(3,1) τίθενται ερωτήματα διαχωρισμού του ([24], [28]). Επίσης τέτοια 
ερωτήματα ([31], [6]) δημιουργούνται και όταν ο πίνακας του 
συστήματος (1.5) είναι γενικότερα G.C.O.- (p, q) πίνακας.

Για την εύρεση των διανυσμάτων-x και r των (1.2) και (1.3) θα 
μπορούσαμε επίσης να λύσουμε το σύστημα

(1.7)

Ι ΐ Ί + AjX =bj

ή υπό μορφή πινάκων A χ = b , όπου
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1

~>
Η

Ο

__
__

_
1

V "0 "

A = 0 I α 2 , X =
/S /

Γ2 και b = b2

-  I 0 Α ι- _Χ _ -b!_

Είναι φανερό τώρα ότι το ερώτημα που τίθεται είναι:
Ποια από τις δυο μορφές του συστήματος, η (1.4) ή η (1.7) είναι 

προτιμότερη σ' ό,τι αφορά τη σύγκλιση ([16], [17], [19], [20]) καθώς 
και την ταχύτητα σύγκλισης ([26], [ 11]), όταν μια παραμετρική επανα­
ληπτική μέθοδος χρησιμοποιείται για την επίλυσή τω ν;

Η παρούσα διατριβή απαντά σε ερωτήματα, που αφορούν στη 

σύγκλιση και εύρεση της βέλτιστης παραμέτρου ω των SOR και SSOR 
μεθόδων για G.C.O.- (p, q) πίνακες και ρίχνει φως σε αρκετές πτυχές 
του παραπάνω ερωτήματος. Πιο συγκεκριμένα:

Το 2° Κεφάλαιο αναφέρεται στους p-κυκλικούς πίνακες και στις 
επαναληπτικές μεθόδους. Δίνει στοιχεία από τα κατευθυνόμενα 
γραφήματα και δείχνει πώς συνδέονται αυτά με τους παραπάνω 
πίνακες. Ορισμένα από τα θεωρήματα που δίνονται (π.χ. Θεώρημα 1.9), 
υπάρχουν σαν ασκήσεις στο [34] . Τέλος γίνεται αναφορά στις block 
SOR και SSOR μεθόδους και δίνεται η σχέση που συνδέει τις ιδιοτιμές 
του επαναληπτικού πίνακα της μιας με τις αντίστοιχες ιδιοτιμές του 
επαναληπτικού πίνακα της μεθόδου Jacobi.

Στο 3° Κεφάλαιο δίνεται ο αλγόριθμος των Schur-Cohn, ο 
οποίος και χρησιμοποιείται για την εύρεση "ακριβών" περιοχών 
σύγκλισης στο (ρ(Β), ω)-επίπεδο της SOR μεθόδου, στην περίπτωση όπου 
ο πίνακας Α είναι G.C.O.-(p, p-1) και το σ(Βρ) είναι μη-θετικό ή μη- 
αρνητικό. Επιπλέον χρησιμοποιώντας τον ίδιο αλγόριθμο αποδεικνύ-

-  Λ
εται κάτω από ποιες συνθήκες η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου to είναι



ΚΕΦΑΛΑΙΟ I 5

ίση με 1 καθώς και σε ποιο διάστημα (ω}(ρ(Β), ω2(ρ(Β)) βρίσκεται η ω,
, Λ
οτανω*1.

Στο 4° Κεφάλαιο δίνεται η περιοχή του μιγαδικού επιπέδου, 
στην οποία, όταν βρίσκονται οι ιδιοτιμές του πίνακα Jacobi, η SOR 
μέθοδος συγκλίνει, για G.C.O.-(p, q) πίνακες. Αυτή βρίσκεται 
μελετώντας μιγαδικές απεικονίσεις μέσα από υποκυκλοειδείς καμπύλες. 
Επιπλέον βρίσκονται περιοχές σύγκλισης του (ρ(Β),ω)-επιπέδου για 
G.C.O.-(p, q) πίνακες, όταν οι ιδιοτιμές του ΒΡ έχουν το ίδιο πρόσημο.

Το 5° Κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στην εύρεση της βέλτιστης 
παραμέτρου ω της SOR μεθόδου για G.C.O.-(p, p-1) πίνακες. 
Αποδεικνύεται ότι η παράμετρος ω αντιστοιχεί σε μια μιγαδική ρίζα 
και όχι σε μια διπλή πραγματική, όταν σ(ΒΡ)<0, όπως συνέβαινε στους 
G.C.O.- (ρ, 1) πίνακες. Επιπλέον δίνονται εκφράσεις για την ω σαν 
συνάρτηση της φασματικής ακτίνας του πίνακα Jacobi, όταν το σ(ΒΡ) 
είναι μη-θετικό και ο πίνακας είναι G.C.O.-(3,2) ή (4,3).

Στο 6° Κεφάλαιο μελετάται η SSOR μέθοδος. Δίνονται ακριβείς 
περιοχές σύγκλισης για τη μέθοδο, στην περίπτωση όπου ο πίνακας A 
είναι G.C.O.-(p, 1), p=3 ή 4 και το σ(Βρ) ομόσημο.

Τέλος στο 7° Κεφάλαιο δίνονται τα γενικά συμπεράσματα, που 
προκύπτουν από τα αποτελέσματα της παρούσας διατριβής και 
δίνονται ενδεικτικά νέες κατευθύνσεις για παραπέρα έρευνα.
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ρ-ΚΥΚΛΙΚΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ ΚΑΙ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ
ΜΕΘΟΔΟΙ

2.1 ρ-κυκλικοί πίνακες
Για τη λύση του γραμμικού συστήματος"

Αχ = b , (2.1)

όπου Ae <ΠΠ·η με det(A)*0 και χ, be (En έχουν κατά καιρούς προταθεί 
τόσο άμεσες, όσο και έμμεσες ή επαναληπτικές μέθοδοι.

Η μορφή και οι ιδιότητες του πίνακα Α παίζουν πρωταρχικό ρόλο. 
Η μέχρι σήμερα εμπειρία δείχνει ότι για μεγάλης τάξης και "αραιούς" 
πίνακες Α, που συναντάει κανείς στην πράξη, οι επαναληπτικές μέθοδοι 
είναι οι πιο κατάλληλες. Η βασική ιδέα, πάνω στην οποία στηρίζεται 
μια επαναληπτική μέθοδος, περιγράφεται στη συνέχεια. Για το σκοπό 
αυτό διαχωρίζουμε τον πίνακα Α ως ακολούθως:



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 7

A n  Α 12 . . .  Α ίρ

Α 21 Α 22 . . .  Α2ρ

A = (2.2)

A pi Ap2 . . .  App

Υποθέτουμε ότι Ah , i = l(l)p , ρ>1 είναι τετραγωνικοί ομαλοί (non- 
singular) πίνακες και γράφουμε τον πίνακα Α στην ακόλουθη μορφή

A = D - E - F  , (2.3)

όπου D = diag{An,A22, .... App) καιΕ και F είναι αυστηρά κάτω και 
άνω block τριγωνικοί πίνακες αντίστοιχα. Από την (2.1) και την (2.3) 
μπορεί να κατασκευαστεί η παρακάτω επαναληπτική μέθοδος

Dx(m+1) = (E+F)x(m) + b , m = 0 ,1 , 2,... , (2.4)

με x(°)e C" ένα αυθαίρετο διάνυσμα, ή ισοδύναμα

x ( m + l )  = d - ι (E+F)x(m> +D-1 b , m = 0 ,1 ,2 ,. . . .  (2.5)

Η μέθοδος (2.5) είναι γνώστή ως η block Jacobi επαναληπτική μέθοδος,
ενώ ο πίνακας

*

Β = L + U , (2.6)

όπου L = D '1 Ε και U = D*1 F, είναι γνωστός ως ο block Jacobi 
επαναληπτικός πίνακας.

Στα γραμμικά συστήματα της μορφής (2.1), που εμφανίζονται 
κατά τη διακεκριμενοποίηση για τη λύση των διαφορικών εξισώσεων με
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αριθμητικές μεθόδους, ο πίνακας Α είναι μεγάλης τάξης και αραιός, 
δηλαδή έχει λίγα μη-μηδενικά στοιχεία σε σχέση με το πλήθος των 
στοιχείων του πίνακα. Η λύση τέτοιων συστημάτων μπορεί να 
επιτευχθεί ταχύτερα, όπως αναφέρθηκε και στην αρχή, με 
επαναληπτικές μεθόδους. Για τη μελέτη τέτοιων συστημάτων και 
ειδικότερα εκείνων που ο πίνακας Α είναι block "κυκλικός", δίνουμε 
τους επό[ΐενους ορισιιούς.

Ο ρ ι σ μ ό ς  2.1
Ένας τετραγωνικός πίνακας PelR"·11, ο οποίος σε κάθε γραμμή 

και σε κάθε στήλη έχει ακριβώς ένα στοιχείο ίσο με το 1 και όλα τ’ άλλα 
στοιχεία μηδέν, καλείται μεταθετικός (permutation) πίνακας.

Εάν έναν οποιονδήποτε πίνακα Ae<Cn*m τον πολλαπλασιάσουμε 
από αριστερά μ’ ένα μεταθετικό πίνακα PeIR11·11, τότε μεταθέτονται οι 
γραμμές του. Συγκεκριμένα, όταν στη θέση (i, j) του πίνακα Ρ υπάρχει 
η μονάδα, τότε η j γραμμή του πίνακα Α γίνεται η i γραμμή του 
γινομένου. Εάν ο πολλαπλασιασμός γίνει από δεξιά με το μεταθετικό 
πίνακα Pm-m, τότε μεταθέτονται οι στήλες του Α, με τη διαφορά ότι η i

στήλη γίνεται j. Ο πίνακας Α = ΡΑΡΤ προκύπτει από τον Α με 
ταυτόχρονη μετάθεση των γραμμών και των αντίστοιχων στηλών του. Ο 
παραπάνω μετασχηματισμός λέγεται μεταθετικός και είναι ένας 
μετασχηματισμός ομοιότητας, αφού ΡΤ = Ρ'1 .

Ο ρ ι σ μ ό ς  2 .2

Έστω Β ο πίνακας Jacobi της (2.6). Εάν υπάρχει μεταθετικός 
πίνακας Ρ, έτσι ώστε ο ΡΒΡΤ να έχει τη μορφή
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0 0 0  . . . 0 Β ί ρ

Β21 0 0  . . . 0 0

Ρ Β Ρ Τ  =
0

#

0 3 2 0  . . .  

• · φ ·

0

•

0

-  0 0

• · · ·

0  . . . Β ρ,ρ-1 0

(2.7)

όπου οι μηδενικοί πίνακες επί της κυρίας διαγώνιου είναι 
τετραγωνικοί, τότε ο Β θα ονομάζεται ασθενώς κυκλικός με δείκτη p 
(weakly cyclic of index p) [34].

Ο ρ ι σ μ ό ς  2 .2

Εάν o block Jacobi πίνακας Β της (2.6), που σχετίζεται με τον 
πίνακα Α της (2.2), είναι ήδη στη μορφή του δεξιού μέλους της (2.7), 
τότε τον πίνακα Α θα τον λέμε p-κυκλικό (p-cyclic) σε σχέση με το 
διαχωρισμό της (2.2).

2.2 Κατευθυνόμενα γραφήματα και ρ-κυκλικοί 
πίνακες

Ο ρ ι σ μ ό ς  2.4
Ένας μιγαδικός nxn πίνακας Ae Gn-n, n>2 θα ονομάζεται 

αναγώγιμος (reducible), αν υπάρχει μεταθετικός πίνακας Ρ, έτσι ώστε ο 
πίνακας ΡΑΡΤ να έχει την ακόλουθη μορφή

Α ε ΡΑΡτ =
Α π Α 12 

0  Α 22.
(2.8)
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όπου οι πίνακες Α π και Α22 είναι τετραγωνικοί πίνακες. Διαφορετικά 
ο πίνακας θα ονομάζεται μη-αναγώγιμος (irreducible). Ένας 1x1 

πίνακας θα θεωρείται μη-αναγώγιμος, αν το μοναδικό στοιχείο του 
είναι διάφορο του μηδενός.

Οι παραπάνω έννοιες είναι εξαιρετικά χρήσιμες για τη λύση των 
γραμμικών συστημάτων, αφού το γραμμικό σύστημα (2.1) με τον 
πίνακα Α αναγώγιμο γράφεται

(ΡΑΡΤ)Ρχ = Pb
ή ισοδύναμα

Λ /  / V  0***
Α χ = b ,

J

/■w / V

όπου τα διανύσματα χ και b είναι κατάλληλα διαχωρισμένα, όπως ο

πίνακας Α . Έτσι αντί του αρχικού συστήματος έχουμε να λύσουμε δύο 
συστήματα μικρότερης τάξης, τα εξής:

A n  * ι  +  Ai2X2 = t>i

Α22*2=*>2 >

που συνολικά απαιτούν μικρότερο αριθμό πράξεων από ότι το αρχικό 
σύστημα.

Η γεωμετρική έκφραση μη γεωμετρικών εννοιών είναι εξαιρετικά 
ενδιαφέρουσα, τόσο από θεωρητική όσο και από πρακτική άποψη. Στη 
συνέχεια θα δούμε πως μέσα από τα κατευθυνόμενα γραφήματα είναι 
δυνατός ο έλεγχος τόσο του αναγώγιμου ή μη ενός πίνακα, όσο και της 
κυκλικότητας ή μη αυτού.

Έστω A = (ay), Ae (Εη·η , ένας πίνακας και έστω Pi, Ρ2,..., Ρη η 
διακεκριμένα σημεία (nodes) στο επίπεδο. Για κάθε μη-μηδενικό 
στοιχείο ay του πίνακα Α ενώνουμε το σημείο Pj με το σημείο Pj μ’ 
ένα βήμα (path) κατευθυνόμενο από το Pj στο P j . Το εν λόγω βήμα
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θα συμβολίζεται με PjPj. Έτσι κάθε ηχη πίνακα Α μπορούμε να τον 

συσχετίσουμε μ’ ένα κατευθυνόμενο γράφημα G(A), που θα αποτελείται 
από πεπερασμένο αριθμό κατευθυνόμενων βημάτων. > «ο

Στο γράφημα G(A) του A = ΡΑΡΤ , αφού ο Ρ μεταθέτει έστω την 
j γραμμή και την κάνει ϊ, το σημείο Pj γίνεται Pj και τα βήματα που 
ξεκινούσαν απ' αυτό, τώρα ξεκινούν από το Pj . Επίσης αφού ο ΡΤ 
μεταθέτει την i στήλη και την κάνει j, το σημείο Pj γίνεται Pj και τα 
βήματα που έφθαναν σ' αυτό, τώρα φθάνουν στο P j. Έτσι, ουσιαστικά 
το γράφημα G(A) είναι το ίδιο με το G(A) με μόνες αλλαγές τα 
ονόματα (ουσιαστικά των δεικτών) των σημείων. Για τους δείκτες ΐ των 
σημείων Pj συμβαίνουν τα εξής: Εάν στη θέση (i,j) του μεταθετικού 
πίνακα Ρ υπάρχει η μονάδα, τότε ο πολλαπλασιασμός της 
διατεταγμένης η-άδας (1,2,3,...,η) των δεικτών των σημείων Pj I i = 1(1)η 
με τον παραπάνω πίνακα, μεταθέτει το στοιχείο της i θέσης στη θέση j. 

ί Έτσι προκύπτει μια καινούργια διατεταγμένη n-άδα η (sj, S2, ..., S3 ). Τα 
Psj I i= 1 (1 )π είναι τα καινούργια ονόματα των σημείων του γραφήματος 
και μάλιστα εκείνο το σημείο που πριν ονομαζόταν Pj , τώρα 
ονομάζεται Psj.

Ο ρ ι σ μ ό ς  2.5
Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G(A) είναι ισχυρά συνεκτικό 

(strongly connected), αν για κάθε διατεταγμένο ζεύγος σημείων Pj και 
Pj υπάρχει ένας κατευθυνόμενος δρόμος, αποτελούμενος από 
κατευθυνόμενο βήματα PjPg 1( Ρ£ ,Ρ£2..... PgrPj, που ενώνει το σημείο
Pj με το σημείο Pj. Ο αριθμός των κατευθυνόμενων βημάτων του 
παραπάνω δρόμου θα ονομάζεται μήκος του δρόμου.

Εάν το κατευθυνόμενο γράφημα G(A) του πίνακα Α δεν είναι 
ισχυρά συνεκτικό, τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ζεύγος σημείων 
Έί, Pj), που δε συνδέονται μ’ έναν κατευθυνόμενο δρόμο, σαν αυτόν που
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απαιτεί ο Ορισμός 2.5. Στην περίπτωση αυτή σχηματίζουμε το σύνολο 
Sj με στοιχεία το Pj κι εκείνα τα Ps , που για τα διατεταγμένα ζεύγη 
(Pi, Ρ$) υπάρχει κατευθυνόμενος δρόμος που τα συνδέει. Προφανώς το 
S] * 0 .  Με τα υπόλοιπα σημεία σχηματίζουμε το σύνολο S2. To S2 
περιέχει τουλάχιστον το P j. Συνεπώς S2 *  0 . .  Τα Si και S2 αποτελούν 
μια διαμέριση του συνόλου W = |P j, Ρ2, ..., Ρη) και δεν υπάρχει 
στοιχείο του συνόλου Si , που να ενώνεται με απ' ευθείας δρόμο με 
κάποιο στοιχείο του S2- Έτσι προκύπτει το επόμενο θεώρημα.

Θ ε ώ ρ η μ α  2.6
Ένα κατευθυνόμενο γράφημα δεν είναι ισχυρά συνεκτικό, αν και 

μόνον αν υπάρχει τουλάχιστον μια διαμέριση Si, S2 του συνόλου 
W = (Pj, Ρ2,..., Ρη}, για την οποία δεν υπάρχει στοιχείο του Si που να 
συνδέεται με κάποιο στοιχείο του S2-

Η σύνδεση των ισχυρά συνεκτικών γραφημάτων με τους μη 
αναγώγιμους πίνακες φαίνεται στο θεώρημα που ακολουθεί.

θ ε ώ ρ η μ α  2.7
Ένας nxn μιγαδικός πίνακας Α είναι μη αναγώγιμος, αν και 

μόνον αν το κατευθυνόμενο γράφημα του G(A) είναι ισχυρά συνεκτικό.

Α π ό δ ε ι ξ η
Αν ο Α είναι αναγώγιμος, τότε θα υπάρχει ένας μεταθετικός 

πίνακας Ρ, που θα φέρνει τον πίνακα Α στη μορφή (2.8). Αφού Α21 = 0, 
εύκολα βρίσκουμε τη διαμέριση, που χρειάζεται το προηγούμενο 
Θεώρημα 2.5. Άρα το G(A) δεν είναι ισχυρά συνεκτικό. Αντιστρόφως, 
αν το γράφημα δεν είναι ισχυρά συνεκτικό, τότε υπάρχει μια διαμέριση
Si = {Psi, PS2......Psr) και S2 = {Psr+1, Psr+2. ···> Psnl του w  = lPsi.
PS2, ..., Psn }, για την οποία δεν υπάρχει στοιχείο στο Si, που να
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συνδέεται με κάποιο στοιχείο του S2 . Δημιουργούμε τη διάταξη (Sr+i, 
Sr+2, ..., S„, Si, S2, ..., Sr ) και βρίσκουμε τον πίνακα Ρ έτσι ώστε

(Sr+i, Sr+2, ...? Sn, Si, S2, S r) · P = ( 1 , 2 , n-r, n - r + 1 , n ) . (2.9)

Στο γράφημα G(A) του πίνακα A = PAPT δεν υπάρχει στοιχείο στο
(P n-r+ i. Pn-r+2......P nh που να συνδέεται με κάποιο στοιχείο του
συνόλου {P i, Ρ2, ..., Pn-r) · Αυτό συνεπάγεται ότι όλα τα στοιχεία aij

με 1 < j < n-r και n-r+1 < i £ n του πίνακα A είναι μηδέν, και οι Αι ι 
και Α22 τετραγωνικοί, οπότε το θεώρημα απεδείχθη. ♦

Το δεύτερο μέρος της προηγούμενης απόδειξης μας δείχνει έναν 
τρόπο για να φέρουμε έναν αναγώγιμο πίνακα στη μορφή (2.8). Θα 
Ιπεριγράψουμε τα παραπάνω μ’ ένα παράδειγμα.

Ας θεωρήσουμε τον πίνακα

0 x 0 x 0

A =

0  0  X 0  X

0 x 0 0 0

X 0  X 0  X

0 X X 0 0 J

(2.10)

3που χ συμβολίζει μη μηδενικό στοιχείο, το γράφημα G(A), δίνεται στο 
τχήμα %Λ. _

Ρ2

Σχ. 2.1
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Το γράφημα αυτό δεν είναι ισχυρά συνεκτικό, αφού δεν υπάρχει 
δρόμος που να οδηγεί π.χ. από το Ρ3 στο Ρ4. Σχηματίζω τα Si = {Ρ3, Ρ2, 
Ρ5 } και S2 = {Ρι, Ρ4}- Μια διατεταγμένη 5-άδα των δεικτών με πρώτα 
στοιχεία τους δείκτες από το S2 και μετά από το Si είναι η (4,13,5,2). 
Εύκολα βρίσκουμε τον Ρ ώστε να ισχύει

(4 ,1 ,3 ,5 ,2)  ·Ρ = (1,2, 3 ,4 ,5 ) ,

που είναι ο ακόλουθος

0 0 0 1 0 

1 0 0 0 0

Ρ = 0 0 1 0  0 

0 0 0 0 1 

-  0  1 0  0  0 -

(2.11)

(2.12)

Πράγματι ο A = ΡΑΡΤ είναι της μορφής (2.8), συγκεκριμένα

0 χ χ χ 0 

χ 0 0 0 χ

A = 0 0 0 0 X
0 0 X 0 X

-  0 0 x x 0 -

Ένα από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των ασθενώς κυκλικών με 
δείκτη p πινάκων είναι η κυκλικότητα των ιδιοτιμών των. Δηλαδή, εάν 
με σ(Β), όπου σ(Β) παριστάνει το φάσμα του πίνακα Β, τότε και μ· 0J 
ε  σ(Β), όπου θ είναι η ρ- τάξης ρίζα της μονάδας και j ακέραιος.
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θ  ε ώ ρ η μ ο  2.8
Εάν Β είναι ένας ασθενώς κυκλικός με δείκτη ρ πίνακας με ρ>1, 

τότε '

r
Φ(ί) = det(t Ι-Β) = tm Π  (tp - μ ?) , (2.13)

ΐ=ο

όπου me Ζ  η πολλαπλότητα της μηδενικής ιδιοτιμής μι, i=0(l)r οι μη- 
μηδενικές ιδιοτιμές και r το ακέραιο πηλίκο του (n-m) με το p (η η τάξη 
του πίνακα Α).

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω μ) μια μη-μηδενική ιδοτιμή του πίνακα Β και ζ  = (ζι, Ζ2,..., 

ζη)τ  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα, διαχωρισμένο όπως ο πίνακας Β, για 
τον οποίο υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι έχει τη μορφή
(2.7). Αφού Α· ζ = μ,ζ, θα ισχύουν οι σχέσεις:

Αίρ Ζρ = μι ζι
^2ρ Ζι = μί Ζ2

(2.14)

Αρ,ρ-i Ζρ.ι =  μί Ζρ
€

Έστω θ] = exp(2%tp). Οι 0j = θ \ , i = 0(1)ρ-Ι είναι οι ρ ρίζες της χΡ=1. 

Για κάθε m eZ  θέτουμε 0m = θ 1̂. Με m ,£ eZ  η σχέση 0m = θ£ ισχύει,

αν και μόνο αν m s  £(mod ρ). Έτσι θα ισχύουν και οι σχέσεις 
✓
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Α ίρ Ζρ -  θι μι (θρ_! Ζι)

Α2ΐ(θρ-1 Ζι) = θ, μι (θρ_2ί Ζ2)

(2.15)..

Αρ,ρ-i (θρ.(ρ-ΐ)ΐ Ζρ-i) -  θι μι Ζρ

όπου 1 < i < ρ-1. Συνεπώς A · ζ' = θι μ · ζ ' , όπου ζ' = (θρ_ι ζ ι , ..., θρ_(Ρ_ΐ)ί 
Ζρ.ι, Ζρ). Έτσι, αν ο πίνακας Β έχει τη μηδενική ιδιοτιμή με 
πολλαπλότητα m, η σχέση (2.13) ισχύει. ♦

Έστω τώρα

S* = {ze <Ε : ζ = μ· e2km/p , 0 < μ < ν , 1 ι  = 0 , 1 , ..., p- Ι )

και (2.16)
S ,̂= {zeC : ζ = μ· ε̂ 21ί+1)πί̂  , 0 < μ < ν ,  k = 0, Ι , . . . ,ρ-l} ,

όπου ν η φασματική ακτίνα του πίνακα Β (ν=ρ(Β)).
Τα δύο παραπάνω σύνολα S* και μπορούμε να τα δούμε στο 
παρακάτω σχήμα 2.2 για p = 3.

Σχ. 2.2
Από το Θεώρημα 2.8 προκύπτει αμέσως το επόμενο πόρισμα.
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Π ό ρ ι σ μ α  2 .8

Εάν ο πίνακας Jacobi Β είναι αοθενώς κυκλικός με δείκτη p (ρ>1), 
τότε οι ίδιοιιμές του Βρ είναι μη-αρνητικές (μη-θετικές), αν και μόνον 
αν οι ιδιοτιμές του Β ανήκουν στο σύνολο S  ̂ (S'v ).

Ο ρ ι σ μ ό ς  2.9
Έστω G ένα ισχυρά συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα. Για κάθε 

σημείο Pj του G θεωρούμε όλους τους κατευθυνόμενους δρόμους που  
συνδέουν το Pj με τον εαυτό του. Εάν ο μέγιστος κοινός διαιρέτης ίω ν  

μηκών όλων των δρόμων αυτών είναι ρ>1, τότε το G θα ονομάζεται 
ρ-κυκλικό γράφημα.

θ ε ώ ρ η μ α  2 .10
Ένας nxn μιγαδικός πίνακας Β είναι αοθενώς κυκλικός με δείκτη 

ρ, αν το γράφημά του G(B) είναι ένα p-κυκλικό γράφημα.

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω ρ>3. θεωρούμε p κλειστές περιοχές του επιπέδου S ι, S2, ..., 

Sp, οι οποίες δεν έχουν κανένα κοινό σημείο μεταξύ τους. Στις περιοχές 
αυτές γράφουμε τα σημεία Ρ j, Ρ2, .... Pn και τα βήματα που τα συνδέουν.
ώστε να ξαναδημιουργήσσυμε το γράφημα G(B), ως εξής. Αυθαίρετα 
εκλέγουμε το Ptj σημείο και το τοποθετούμε στην Si περιοχή. Από το 
ΡΜ .γράφουμε όλα τα βήματα που ξεκινούν απ' αυτό και τα σημεία που 

καταλήγουν τα τοποθετούμε στην περιοχή S2- Από τα σημεία του S2 
γράφουμε όλα τα βήματα που ξεκινούν απ’ αυτά και τα καινούργια 
σημεία, που εμφανίζονται σαν τέλος των βημάτων αυτών, τα 
τοποθετούμε στο S3. Γενικά, από τα σημεία του Sj γράφουμε όλα τα 
βήματα που ξεκινούν απ' αυτά και τα καινούργια σημεία, αν υπάρχουν, 
που εμφανίζονται σαν τέλος των βημάτων αυτών τα γράφουμε στο Sj+i,
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με την παρατήρηση Sp+i = Sj . Αφού το γράφημα G(B) είναι ισχυρά 
συνεκτικό, με την παραπάνω διαδικασία θα γράψουμε όλα τα σημεία 
Pi I i = 1 (1 )η καθώς και τα βήματα που τα συνδέουν.

Με τον τρόπο που δημιουργήσαμε το G(B), τα βήματα που 
ξεκινούν από τα σημεία της Sj περιοχής, καταλήγουν μόνο στην Sj+i 
περιοχή. Πράγματι έστω ότι υπάρχει βήμα, που από κάποιο σημείο 
Ae Sj καταλήγει στο σημείο Be S* με k φ i+1. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη 
της γενικότητας, ότι το Α είναι το πρώτο τέτοιο σημείο, που συναντάμε 
κατά την κατασκευή του γραφήματος. Επίσης υποθέτουμε ότι 
l < k < i < p  κ α ι(k4)^(l,p). Η περίπτωσηϊ+ 2 < k < p  αντιμετωπίζεται 
με τον ίδισ τρόπο.

ΣΧ· 2.3

Όπως φαίνεται στο σχήμα 2.3, ένας κλειστός δρόμος ΒΒ είναι ο BPtjB, 

ο οποίος έχει μήκος L ίσο με

L(BB) = r + £ p  + k-l . (2.17)

Ένας άλλος κλειστός δρόμος είναι ο BPtlAB με μήκος
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L' (ΒΒ) = r +βρ + i -1  +1 . (2.18)

Όμως ισχύες r = mp+r', 0<ι< ρ-1. Έτσι από τις (2.17) και (2.18) όζουμε 
τις

Αφού το G(B) είναι ρ-κυκλικοί, οι κλειστοί δρόμοι έχουν μήκος 
πολλαπλάσιο του ρ. Έτσι έχουμε r'+k-l = r'+i (modp) ή ισοδύναμα k -ls i 
(modp). Αφού 0 < k-1 < i < ρ, συμπεραίνουμε ότι k=l και i=p, που 

οδττ/εί σε άτοπο. Το ρ=2 μπορού(ΐε να το μελετήσουμε πολύ εύκολα με 
το προηγούμενο σκεπτικό, αντιμετωπίζοντας μόνο την περίπτωση k=i.

Έστω Si, S2, ..., Sp τα σύνολα που περιέχουν τα σημεία των 
συνώνυμων περιοχών. Έστω επίσης S j=  {11,..., tr2), S 2= {tT2+\> ···*
tr3), ...,Sp= {trp+i , ..., tp} τα αντίστοιχα σύνολα δεικτών των παραπάνω 

συνόλων. Μια διάταξη όλων αυτών των δεικτών είναι η

Αλλάζοντας τα ονόματα των σημείων στα σύνολα S), S2, ..., Sp και 
στις αντίστοιχες περιοχές, ώστε το σημείο που είχε δείκτη trp+] να έχει
τώρα το 1, το σημείο που είχε δείκτη τον 1Γρ+2 να έχει τώρα το 2, κ.ο.κ., 
τελικά εκείνο που είχε δείκτη τον tr2 να έχει τώρα το ρ, δημιουργούμε

μια καινούργια διάταξη δεικτών την W' = (1, 2 ......ρ). Έτσι, για το
σύνολο Sj έχουμε

με γρ+ι = ρ και γι = 0. Αφού τα σημεία της Sj περιοχής συνδέονται 
μόνο μ’ εκείνα της Sj+i, ο πίνακας

L(BB) = Kp + r’ + k - l  

L(BB) = K’p + r’ + i
(2.19)
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Β = ΡΒΡΤ , (2.22)

όπου ο πίνακας Ρ είναι ο μεταθετικός πίνακας για τον οποίο ισχύει 
W’ = W-P, θα έχει τη μορφή (2.7). ♦

Το τελευταίο μέρος της παραπάνω απόδειξης σκιαγραφεί έναν 
τρόπο για να μπορούμε να φέρουμε ένα ασθενώς κυκλικό με δείκτη p 
πίνακα στη μορφή (2.7).

Εάν το ρ' είναι διαιρέτης του ρ, τότε θεωρώντας ρ' κυκλικές 
περιοχές και ακολουθώντας το τελευταίο μέρος της προηγούμενης 
απόδειξης μπορούμε να φέρουμε ξανά τον πίνακα στη μορφή (2.7). 
Αυτή τη φορά όμως ο πίνακας θα είναι ασθενώς κυκλικός με δείκτη ρ '. 
Γενικά δηλαδή η κυκλικότητα ενός πίνακα δεν είναι μονοσήμαντη. Αν η 
αλλαγή των ονομάτων των σημείων στην παράπανω απόδειξη γίνει 
έτσι, ώστε το σημείο που είχε δείκτη tr „+ι να έχει τώρα το 1, αυτό 
που είχε δείκτη trp_q+2 να έχει τώρα το 2, κ,ο.κ., και τελικά εκείνο που -  
είχε δείκτη τον tr να έχει τώρα τον ρ, μπορούμε να βρούμε έναν 
άλλο μεταθετικό πίνακα Ρ, ο οποίος να μας δίνει πάλι τη μορφή (2.7).

Για τον πίνακα Α, που έχει διαχωριστεί όπως στην (2.2), 
εισάγουμε εδώ το block γράφημα Οπ(Α). Στην προκειμένη περίπτωση 
θεωρούμε p σημεία Ρπ(ΐ>» i = 1(1)ρ κι ενώνουμε τα σημεία Ρπ(ί) και Ρπ(ρ ~ 
μ’ ένα κατευθυνόμενο βήμα από το Ρπ(ί) στο Ρπφ  , εφόσον το 
αντίστοιχο block Αη είναι διάφορο του μηδενικού πίνακα. Για τον 
πίνακα Β της (2.7) το block γράφημα, όπως φαίνεται στο σχήμα 2.4, 
είναι ένα p-κυκλικό γράφημα. Με τον ίδιο τρόπο, όπως στο θεώρημα 
2.10, μπορούμε να δείξουμε ότι, αν για έναν πίνακα Β το block 
γράφημά του είναι p-κυκλικό, τότε ο πίνακας Β θα είναι ασθενώς 
κυκλικός με δείκτη ρ σε σχέση με το διαχωρισμό αυτό.
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θ ε ώ ρ η μ α  2.11

Υποθέτουμε ότι ο πίνακας Jacobi Β, που αντιστοιχεί στον πίνακα 
Α της (2.2), είναι της μορφής

~ 0 0 ... 0 Bl,p-q+l 0 ... 0 “

0 0 ... 0 0 0 ... Β„„q.p
Β =

' ,Bq+u 0 ... 0 0 0 ... 0

%
_ ο 0 ... Bp.p-q 0 0 ... 0 _

Τότε ο πίνακας Β είναι ασθενώς κυκλικός με όείκτη ρ, αν και μόνον αν
οι αριθμοί p και q (1 <q < ρ) είναι πρώτοι μεταξύ τους.

*

■ - Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω τα σημεία Ρπ(ΐ), i = l ( l ) p ,  διατεταγμένα κυκλικά όπως στο 

σχήμα 2.5. Έστω Gn(B) το block γράφημα του πίνακα Β.
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Σχ. 2.5

Σ’ αυτό, το τυχαίο σημείο Ρπ(Γι) συνδέεται μ’ ένα κατευθυνόμενο βήμα, 
που ξεκινά απ’ αυτό με το Ρπ(Γ2)> όπου τ2 = ri+(p-q) αν r+(p-q) < ρ  και 

γ2 = ri+(p-q)-p αν ri+(p-q)> ρ ,  δηλαδή ri+(p-q) = r2 (mod ρ).
α) Έστω μ,κ.δ. (p,q) = d *1. Ξεκινώντας από το τυχαίο σημείο-  

Ρπ(Γι) μετά από ® βήματα θα φθάσουμε στο σημείο με δείκτη r + ^ (ρ- 
q) = η  + p = r (mod ρ). Δηλαδή ο κλειστός αυτός δρόμος δεν έχει p 
βήματα. Αυτό σημαίνει ότι το ΰ π(Β) δεν είναι ρ-κυκλικό γράφημα ή 
ισοδύναμα ότι ο Β δεν είναι ασθενώς κυκλικός με δείκτη ρ.

β) Έστω ότι μ.κ.δ. (p,q) = 1. Ξεκινώντας πάλι από το τυχαίο 
σημείο Ρπ(Γΐ). μετά από ρ βήματα θα φθάσουμε πάλι στο σημείο Ρπ(π) .
περνώντας απ’ όλα τ' άλλα σημεία. Δηλαδή το Gn(B) θα είναι ρ-κυκλικό
γράφημα και επομένως ο πίνακας Β ασθενώς κυκλικός με δείκτη ρ. Το 
ότι θα επιστρέφουμε πάλι στο Ρπ(π) φαίνεται εύκολα, αφού ri + p(p-q)

= n  + (p-q)p = ri (mod ρ). Για να δείξουμε ότι θα περάσουμε απ’ όλα τ'
άλλα σημεία, αρκεί να δείξουμε ότι στη σχέση

ri + k(p-q) = m (mod p)
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καθώς το k παίρνει όλες τις τιμές από 1 μέχρι p και για το m θα 
συμβαίνει το ίδιο. Πράγματι αν l<k2<ki<p και ΓΠ2= π ΐ ι , α π ό τ η ν  
προηγούμενη σχέση βρίσκουμε (k2- ki)(p-q) s  0 (mod p). Δηλαδή έχουμε 

ε ,κ χ  (p, p-q)<p(p-q), που είναι άτοπο.

2.3 Γενικευμένοι συνεπώς διατεταγμένοι (ρ, q) 
πίνακες

Το 1968 οι Vemer και Bernal [37] έδωσαν τον επόμενο ορισμό, 
γενικεύοντας τον ορισμό του Varga [34] για τους συνεπώς διατε­
ταγμένους πίνακες.

Ο ρ ι σ μ ό ς  2.12
Ένας πίνακας Ae <En-n (a,j*0) καλείται γενικευμένος συνεπώς 

διατεταγμένος (G.C.O.-(q, r)), αν και μόνον αν όλες οι ιδιοτιμές του 
πίνακα

B(a) = aqL + a-rU, (2.25)

που προκύπτει από τον πίνακα Jacobi Β = L+U, που αντιστοιχεί στον 
Α είναι ανεξάρτητες του a, για κάθε a *0. (Επίσης τον πίνακα Β θα τον 

λέμε G.C.O.-(q, r)). Στα επόμενα, για ευκολία, έναν p-κυκλικό πίνακα 
Α που είναι και G.C.O.-(q, p-q) πίνακας θα τον καλούμε G.C.O. -(ρ, q) 
πίνακα.

' θ ε ώ ρ η μ α  2.13
Ο πίνακας Β της (2.24) με p, q πρώτους μεταξύ τους είναι ένας 

G.C.O. -(ρ, q) πίνακας.

Α π ό δ ε ι ξ η
Αφού μ.κ.δ. (p,q)=l, ο Β είναι ασθενώς κυκλικός με δείκτη ρ. Έστω

τώρα
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B(a) · X = λ ·Χ (2.26)

με Χ*0. Μπορούμε να διαχωρίσουμε το ιδιοδιάνυσμα x σύμφωνα με 
τον πίνακα Β και να πάρουμε το ισοδύναμο σύνολο εξισώσεων προς την - 
(2.26).

1
a p-q

Β: X .j,p-q+j p-q+j j = 1(1)9

aC,Bi,j-q X J-q =  X X , j = q+l(l)p

(2.27)

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις (2.27) με a*j παίρνουμε τις εξής 
σχέσεις:

Bj.P-q+j ^  a P-q+j X P -q + P  =  λ  ^  a j X j^  ’ ^ =

(2.28)

Θέτοντας λοιπόν - ^ X g = Z g  έχουμε ισοδύναμα
8.

B i.p-q+ j Z p - i+ j λ Ζ ί ’ *

Bj,j-q Zj-p = λ Zj » j = Q+1(1)P .
(2.29)

Οι σχέσεις (2.29) σημαίνουν ότι οι ιδιοτιμές του πίνακα B(a) είναι 
εκείνες του πίνακα Β και συνεπώς ανεξάρτητες του a. Επίσης εύκολα 
μπορεί κανείς να δει τη σχέση που συνδέει τα ιδιοδιανύσματα των δύο 
πινάκων. ♦
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θ ε ώ ρ η μ α  2.14
Έστω A = I-L-U ένας G.C.O.-(p, q) πίνακας. Τότε για κάθε 

τριάδα μιγαδ^ών σταθερών α, βκαιγ ισχύει

det(Yl-aL-3U) = d e t{Y l-(a P ^ V /p (L+U)} . (2.30)

Α π ό δ ε ι ξ η

Αν λ. είναι οι ιδιοτιμές του aL+βυ πίνακα, τότε έχουμε

η
del (γΐ- aL- βϋ) = Π  (V - \ )  . (2.31)

i=l

Επίσης, αν μ. είναι οι ιδιοτιμές του (aP‘q β̂  )^p (L+U), τότε ισχύει

, /n η
, det {γΐ - (αΜ f t  )1/ρ (L+U)} = Π  (γ - μ4) . (2.32)

ί=1

Με την υπόθεση ότι α β * 0  μπορούμε να πάρουμε ότι

aL + βϋ = (αΡ^ β̂  )1/ρ (6qL + δ' U ) , (2.33)
* -

ί όπου δ = I |1/ρ . Αφού όμως ο L+U είναι G.C.O. - (ρ, q), οι ιδιοτιμές 
1 * ν 5)

του &q L + δ' (P-q) U και του L+U είναι ίδιες. Έτσι συμπεραίνουμε ότι 

η σχέση (2.30) ισχύει, αφού τα δεύτερα μέλη των (2.31) και (2.32) είναι 

ίσα. Σΐην περίπωση που α=0 ή β=0 ή α=β=0, τότε η (2.30) πάλι ισχύει, 

<*<Ρού det(Yl - aL - βυ) = det{Yl - (a™  β<1)1Λι (L+U)} = γη .
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Το Θεώρημα 2.14 είναι ιδιαίτερα σημαντικό, αφού είναι το 
εργαλείο που θα μας δώσει συναρτησιακή σχέση μεταξύ των ιδιοτιμών 
του Jacobi πίνακα Β και του επαναληπτικού πίνακα £ ω της Successive 
Overrelaxation (SOR) μεθόδου, που θα μελετήσουμε στη συνέχεια.

2.4 Η block SOR μέθοδος
Έστω πάλι το σύστημα (2.1) με τον πίνακα Α διαχωρισμένο, όπως 

στην (2.2), και με τις ίδιες "υποθέσεις. Θεωρούμε τώρα τη διαμέριση

Α = Μ -Ν  , (2.34)

όπου Μ = ~  (D-ωΕ) και Ν = ^  [ o)F +(1- ω)ϋ] με ω φ 0. Η block SOR 

μέθοδος είναι η ακόλουθη:

x(m+l) _ (D . ωΕ)-ΐ | ωρ + (1_ ω)Ε)} x(m) + ^Ο -ωΕ)'1 b . (2.35) **

Η προηγούμενη σχέση μπορεί να γραφεί σαν

X(m+D _  (D  .  ω Ε )-1 D D -1 ι ω ρ +  (1.  ω)Ε) I x(rn) +  ω ( 0  _ ω Ε )-1 DE)-1 b f

οπότε

x(m+t) _ ( Ι . ωΕ)-ΐ {ωυ  + (ΐ-ω)Ι} x(m) + ωλ , (2.36)

όπου L = D*1 Ε, U = D*1 F και k = (I - coL)'1 D'1 b . Ο επαναληπτικός 
πίνακας της block SOR μεθόδου είναι ο

£ ω = (I - ω ί)'1 {ωυ + (1-ω)Ι} . (2.37)

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα £ ω , είναι προφανώς το

J
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Φ<λ)=<ΐ£*(£ω - λ ΐ ) .

Ο πίνακας I-cqL είναι κάτω τριγωνικός και έχει διαγώνια στοιχεία ίσα 
με τη μονάδα. Έτσι, αφού det(I-coL) = 1, θα έχουμε

i
j

Φ(λ) = detflkoL) det {(I-coL) '1 [ωυ + (1-ω)Ι] -λΐ} = ί

= άετ[ωυ + ω λ Ι.- (ω + λ -1)1} . (238)

Από την (238) φαίνεται καθαρά ότι ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου 
όρου του πολυωνύμου Φ(λ) είναι α„ = (-1)" και ο σταθερός όρος
θο = Φ(0) = (1-ω)η . Γίνεται λοιπόν φανερό ότι

D
Π  \  =  . (239)
ί=1

όπου λί οι ιδιοτιμές του .

Έτσι λοιπόν, όταν η SOR μέθοδος συγκλίνει, η φασματιχή ακτίνα του 
θα είναι μικρότερη από τη μονάδα και συνεπώς θα ισχύει η επόμενη, 

κλασική πλέον, σχέση ([34], [40])

0 < ω < 2  , (2.40)
%

k
για ά>6 1R. Οταν ο πίνακας Α είναι G.C.O. - (p, q), τότε οι ιδιοτιμές 
του πίνακα Jacobi Β της (2.6) και του πίνακα (237) της SOR είναι στενά 
συνδεδεμένες, όπως θα δούμε στο επόμενο θεώρημα.
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θ ε ώ ρ η μ α  2.15
Έστω ο πίνακας Α της (2.1) ένας G.C.O. - (p, q) πίνακας μ' όλους 

τους υποπίνακες A.. ομαλούς. Εάν για ω*0 , το λ είναι μια μη- 
μηδενική ιδιοτιμή του £ ω , και το μ ικανοποιεί τη σχέση

(λ + ω - 1)Ρ = λρ'ς ωρ μρ , (2.41)

τότε το μ είναι ιδιοτιμή του πίνακα Jacobi Β. Αντιστρόφως εάν το μ 
είναι ιδιοτιμή του Β και το λ ικανοποιεί τη σχέση (2.41), τότε το λ θα 
είναι ιδιοτιμή του £ ω .

Α π ό δ ε ι ξ η
Τό χαρακτηριστικό πολυώνυμο του επαναληπτικού πίνακα £ ω

είναι εκείνο της σχέσης (2.38). Όμως ισοδύναμα θα μπορούσε να 
θεωρηθεί και το

F(X) = det{ (ω + λ -1)1 - ω λί - coU}.  (2.42)

Επειδή ο πίνακας Α είναι G.C.O. - (p, q) πίνακας, από το Θεώρημα 
2.14 θα ισχύει

Έ(λ) = det{(co + λ -1)1 - (ωΡ λΡ^ ) 1/p (L + U)} =
Μ

= det{ (ω + λ -1)1 - ωλ ρ Β } . (2.43)

g-g

Αφού ο πίνακας Α είναι ρ-κυκλικός, ρ-κυκλικός θα είναι και ο ωλ ρ Β. 
Από το Θεώρημα 2.11 και τη σχέση (2.13) θα ισχύει

r
Ρ(λ) = (ω + λ -l)m Π Κ ω + λ -1)Ρ- λ Μ ω Ρ μ[>} · (2.44)

ΐ=1 '
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Εάν υποθέσουμε ότι ω*0, μ ιδιοτιμή του πίνακα του Jacobi Β και η 
(2.41) ισχύει, τότε αμέσως από την (2.44) έχουμε ότι F(X) = 0 και το 
δεύτερο σκέλος του θεωρήματος ισχύει. Εάν υποθέσουμε ότι ω·μ*0, λ 
μη-μηδενική ιδιοτιμή του επαναληπτικού πίνακα της SOR £ ω και την 
(2.44) να ισχύει, τότε λόγω ακριβώς της ισχύος της (2.41) θα έχουμε 
ω+λ-1* 0. Παίρνοντας υπόψη την (2.44) και ότι μφ 0, προκύπτει

Από την προηγούμενη σχέση έχουμε αμέσως, παίρνοντας ρ- τάξης ρίζα 
στα δυο μέλη της ισότητας μΡ = μ·*, ότι

και από την κυκλικότητα του Β έπεται ότι με σ(Β). Εάν (α=0 και ισχύει 
η (2.41), τότε λ+ω-1 = 0. Από την (2.43) θα έχουμε

Επειδή το λ ' είναι ιδιοτιμή του £ ω , θα έχουμε ότι Ρ(λ) = 0 · έτσι σε 
συνδυασμό με την (2.47) θα ισχύει del Β = 0, που σημαίνει ότι το μ=0 
είναι ιδιοτιμή του πίνακα Jacobi. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ♦ 

Σ η μ ε ί ω σ η :  όπως απέδειξαν οι Galanis, Hadjidimos και
Noutsos [8] με την ίδια ακριβώς σχέση συνδέονται και οι αντίστοιχοι 
πίνακες.

λΜ ωΡ(μΡ- μρ) = 0 . (2.45)

2 λ π .

μ = μ{ e ρ με 0 < k < ρ , (2.46)

Μ  
-ωλ ρ (2.47)
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2.5 Η block SSOR μέθοδος
Έστω πάλι το σύστημα (2.1) με τον πίνακα Α διαχωρισμένο, όπως 

στην (2.2), και με τις ίδιες υποθέσεις. Θεωρούμε επίσης τη διαμέριση

A = Μ - Ν , (2.48)

όπου Μ = ^  (D-cdF) και Ν = ^  [ωΕ +(1- oo)D] με ω φ 0. Η προς τα 

πίσω block SOR μέθοδος είναι η ακόλουθη:

x (m+l) = ( D . ω Ρ )-ΐ {ω Ε  +  (1. ω ) 0  j x (m) +  ω φ - ω ρ ) - 1 b .

Η προηγούμενη σχέση μπορεί να γραφεί σαν

x(m+1) = (I - call)-1 {o>L + (1-ω)Ι} x(m) + ω(Ι - (DU)'1 D'1 b , (2.49)

όπου L = D'1 Ε, U = D'1 F . Ο επαναληπτικός πίνακας της προς τα 
πίσω block SOR μεθόδου είναι ο

Κω = (I - ωυ)’1 {u)L + ( 1-ω)Ι} . (2.50)

Έστω το πρώτο βήμα που προκύπτει από την εφαρμογή της SOR 
μεθόδου:

x(m+2 } = £ ω x(m) + ω(Ι - ωλ)'1 D"1 b . (2.51)

Έστω επίσης το δεύτερο μισό βήμα

x(m+1) = 11ω x(m+2 > + ω (I - ωυ)'1 D'1 b , (2.52)
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που προκύπτει από την εφαρμογή της προς τα πίσω SOR μεθόδου στο 

x(m+2 ) Χης (2 5 1). Η επανάληψη

x(m+i) _ U(JL(0 x(m) +1ίω ω(Ι - coL)'1 D'1 b+ ω(Ι - cull)'1 D*1 b 

ή μετά από λίγες πράξεις

X(m+D _ S Mx(m) + ω(2-ω) (I - coL)'1 (I - coU)*1 D'1 b , (2.60)

όπου S w= Ιίω£ ω είναι ο επαναληπτικός πίνακας αυτής, ορίζει τη 
συμμετρική SOR (SSOR) μέθοδο. Αφού detcL^Z^) = detCt^) det(£a)), 
εύκολα μπορεί να αποδειχθεί, όπως στην παράγραφο 2.4, ότι αναγκαία 
συνθήκη σύγκλισης είναι αυτή της SOR, ήτοι 0 < ω < 2.

Για τους G.C.O.-(p, q) πίνακες οι Varga, Niethammer και Cai [36], 
απέδειξαν τη συναρτησιακή εξίσωση, που δίνεται στο επόμενο θεώρημα, 
γενικεύοντας την αντίστοιχη σχέση που υπήρχε για ρ=2 [5],

θ ε ώ ρ η μ α  2.15
Έστω ο πίνακας Α της (2.1) ένας G.C.O. - (ρ,Ι) πίνακας μ’ όλους 

τους, υποπίνακες Α ,, ομαλούς. Εάν ω*0, το λ ( λ*(1-ω)2 ) μια μη-■t*
μηδενική ιδιοτιμή του πίνακα S ωκαι το μ ικανοποιεί τη σχέση

4  Α, ^

6 [λ - (1-ω)2] ρ = λ [λ + (1-ω) jP"2 (2-ω)2 ωρ μρ (2.61)

τότε το μ είναι ιδιοτιμή του πίνακα Β. Αντισρόφως αν το μ είναι μια 
ιδιοτιμή του πίνακα Β και το λ ( λ* (1-ω)2 ) ικανοποιεί τη σχέση (2.61), 
τότε άυτό είναι ιδιοτιμή του S w.

Σ η μ ε ί ω σ η :  Οι Galanis, Hadjidimos και Noutsos [8] απέδειξαν 
ότι η ίδια σχέση διέπει και τους αντίστοιχους πίνακες.

ν.
<>
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ΕΥΡΕΣΗ ΠΕΡΙΟΧΩΝ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΜΕ ΤΟΝ 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ ΤΩΝ Schur-Cohn

3.1 Εισαγωγή
Η προσπάθεια για να απαντηθούν τα ερωτήματα που τέθηκαν στο 

Κεφάλαιο 1, όταν λύνουμε ένα ομαλό γραμμικό σύστημα της μορφής
(2.1) με την SOR μέθοδο (2.35) και τον πίνακα Jacobi Β να είναι G.C.O. 
-(p,q) (Ορισμός 2.12), είναι μακρόχρονη και συνεχής. Έτσι λοιπόν 
αρχικά ο Young [39] και στη συνέχεια οι Kredell [22] και Niethammer 
[27] έδωσαν απαντήσεις τόσο για περιοχές σύγκλισης, όσο και βέλτιστες 
τιμές της παραμέτρου ω για ρ=2 και q=l. Αργότερα οι Niethammer, de 
Pillis και Varga [28] μελέτησαν την περίπτωση p=3, q=l. Οι Hadjidimos 
και Varga [13] έδωσαν πρώτοι περιοχές σύγκλισης για ρ>3 και q=l. 
Μετά οι Galanis, Hadjidimos και Noutsos [7] και ανεξάρτητα οι Wild 
και Niethammer [38] μελέτησαν προβλήματα σύγκλισης για q=l, όταν 
το φάσμα σ(ΒΡ) είναι μη-αρνητικό ή μη-θετικό και βέλτιστες τιμές της 
παραμέτρου ω για την ίδια κατηγορία πινάκων. Βέλτιστη τιμή της 
παραμέτρου ω έδωσαν οι Nichols και Fox [26] για κάθε ρ>3 και q=l, 
όταν το φάσμα σ(Βρ) είναι μη-θετικό, και οι Galanis, Hadjidimos, 
Noutsos και Tzoumas [11] (βλ. Κεφ. 5) για ρ=3, 4 και q=p-l, όταν το 
σ(Βρ) είναι μη-αρνητικό.
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Στο παρόν κεφάλαιο χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο των Schur- 
Cohn [21] θα δώσουμε περιοχές σύγκλισης για κάθε ρ>3 και q=p-l στις 
δύο περιπτώσεις που προαναφέρθηκαν (σ(ΒΡ) μη-θετικό ή μη-αρνητικό). 
Επίσης θα δώσουμε περιοχές στο (ρ(Β), ω)-επίπεδο, όπου η βέλτιστη 
παράμετρος είναι ωορι=1, καθώς και περιοχές του ίδιου επιπέδου στις 
οποίες βρίσκεται η βέλτιστη παράμετρος, όταν είναι διαφορετική του 1.

3.2 Ο Αλγόριθμος των Schur-Cohn
Πριν δώσουμε τον Αλγόριθμο των Schur-Cohn, θα δώσουμε το 

επόμενο θεώρημα, γνωστό σαν θεώρημα του Rouche, το οποίο είναι 
βασικό εργαλείο τόσο για την απόδειξη του αλγορίθμου, όσο και για την 
απόδειξη μερικών θεωρημάτων που θα ακολουθήσουν. Τόσο το θεώρημα 
του Rouche, όσο και το υπόλοιπο μέρος της παρούσας παραγράφου 
είναι παρμένα από το βιβλίο του Henrid, [21].

θ ε ώ ρ η μ α  3.1 (θεώρημα του Rouche)
θεωρούμε τις συναρτήσεις f και g οι οποίες είναι αναλυτικές σε 

μια απλά συνεκτική περιοχή R. Αν Γ είναι μια Jordan καμπύλη της R 
και ισχύει lf(z)l > lg(z)l γιά όλα τα ze Γ, τότε οι συναρτήσεις f+g και f 
έχουν τον ίδιο αριθμό ριζών στο εσωτερικό τη; Γ.

Στη συνέχεια και μέχρι το τέλος του Κεφαλαίου 3 θα χρησιμο­
ποιούμε τον επόμενο γενικευμένο ορισμό του όρου "πολυώνυμο”, που 
αποτελεί επέκταση αυτού που κοινά έχεί καθιερωθεί.

Ο ρ ισ μ ό ς  3.2
,  Η συνάρτηση που ορίζεται ως

P(z): = ΟηΖ'Μ- α ^ ιζ "*1 +... +  α ιΖ  +  Οο (3.1)
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με otj, i=0(l)n μιγαδικούς γενικά αριθμούς, καλείται πολυώνυμο 
βαθμού η, αν τουλάχιστον ένας από τους συντελεστές aj, ΐ=0(1)η 
είναι διαφορετικός από το μηδέν. Διαφορετικά θα είναι η μηδενική 
συνάρτηση. Όταν αη*0, θα λέμε ότι το Ρ είναι πολυώνυμο ακριβώς 
βαθμού η.

Με τον "καινούργιο" ορισμό όλες οι προτάσεις που ισχύουν με 
τον κοινά καθιερωμένο εξακολουθούν να ισχύουν. Η μόνη διαφορά 
ίσως είναι πως, αν για κάποιο k>o ισχύει αΠ = αη-ι = ... = an-k+i = 0 
και an-k * 0 , θα λέμε ότι το πολυώνυμο p της (3.1) έχει ρίζα την ζ=°° 
με πολλαπλότητα k. Έτσι το πολυώνυμο Ρ της (3.1) θα έχει ακριβώς η 
ρίζες, ανεξάρτητα αν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι 
διαφορετικός από το μηδέν ή όχι.

Ο ρ ι σ μ ό ς  3.3
Εάν Ρ είναι ένα πολυώνυμο βαθμού η, το η βαθμού πολυώνυμο

Ρ*(ζ) = ά0 ζη + άι ζηΛ +... + άη-ι ζ + άη (3.2)

θα καλείται αντίστροφο πολυώνυμο του Ρ.
Από τον Ορισμό 3.2 προκύπτει αμέσως ότι

(

ζη Ρ
V

1_

ζ

\

* (3.3)

όταν το ζ φ 0. Αν επί πλέον ΙζΙ=1, δηλαδή ζ = ~ ,  τότε ΙΡ*(ζ)Ι = lzln ΙΡ(τ)Ι 
__ ζ ζ

= ΙΡ(ζ)Ι = ΙΡ(ζ)Ι. Γενικότερα ισχύει.

Θ ε ώ ρ η μ α  3.4
Εάν Ρ*0 είναι ένα πολυώνυμο βαθμού η>0, με ρίζες wj, i = l(l)n.
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τότε το αντίστροφο πολυώνυμο Ρ* είναι ένα πολυώνυμο του ίδιου
Λ 1 1

βαθμού με ρίζες ~ ,  i = 1(1)η, όπου εάν w, = 0, τότε ~  = «> και εάν w
Wj Wj

1
= οο τότε ~  = 0.

Wj

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω Ρ ένα πολυώνυμο βαθμού η>0 και w φ 0 μια ρίζα του Ρ.

Τότε προφανώς η σχέση P(w) = 0 ισοδυναμεί με τη p"(w)=0. Από τη 
σχέση (3.3) προκύπτει

n f  1 Ί1
f  1 )

f 1 >
~  1= nr •P

< i >

zz
W J  ̂ WJ [ w j

P(w) = 0 (3.4)

Έστω επί πλέον ότι το Ρ έχει m ρίζες ίσες με 0 και k ρίζες ίσες με το <». 
Αφού το μηδέν είναι ρίζα πολλαπλότητας m, το πολυώνυμο γράφεται

Ρ(ζ) = ζ™ Q(z) , (3.5)

όπου το Q(z) είναι πολυώνυμο βαθμού n-m με συντελεστή του 
μεγιστοβάθμιου όρου an-k · Θυμίζουμε ότι το υπόψη πολυιονυμο έχει k 
ρίζες ίσες με το μεγιστοβάθμιο όρο τον an-k zn'k'm και σταθερό όρο 
τον am*0. Έτσι για το αντίστροφο πολυιονυμο θα έχουμε

Ρ*(ζ) = ζ»
(1 )rn o f 1 1= · zn"m_̂ · Q f l  )

— Q — = zn-m .Ο  ­ —
i J ZJ Ι ZJ i J

(3.6)

Το δεξιό μέλος της (3.6) είναι ίσο με

zk · (On-k +... + am zn'k'm ) · (3.7)
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Ο πρώτος παράγοντας του γινομένου στην (3.7) δηλώνει ότι το 
αντίστροφο πολυώνυμο Ρ* έχει k φορές ρίζα το μηδέν. Επειδή δε ο 
am*0 και am.i = <%,. 2 =... = α0 = 0, το Ρ* έχει m φορές ρίζα το άπειρο.

Ο ρ ι σ μ ό ς  3.5
Έστω Ρ ένα πολυώνυμο βαθμού η >1. Το πολυώνυμο ΤΡ βαθμού 

η-1 που ορίζεται από τη σχέση

η-1

ΤΡ(ζ): = ά0 Ρ(ζ) - αη Ρ*(ζ) = X  ( ά0 a t  - On an-k) zk (3.8)
k=0

καλείται Schur πολυώνυμο του Ρ και ο αντίστοιχος μετασχηματισμός 
καλείται μετασχηματισμός του Schur.

Μπορούμε να ορίσουμε επαναληπτικά τους μετασχηματισμούς 
Τ2Ρ, Τ3ρ,..., ΤηΡ ως

TkP:=T(Tk-iP), k = 2 ( l )n ,

όπου το Τ ^ Ρ  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n-k+i. Θέτουμε

Vk: = TkP(0) = lo^'1)i2 - l a * ^ ! 2 . (3.9)

Ο διαδοχικός υπολογισμός των ποσοτήτων γ  ̂ στην (3.9) είναι 
γνωστός με την ονομασία αλγόριθμος των Schur-Cohn.

θ ε ώ ρ η μ α  3.6
Έστω Ρ*0 ένα πολυώνυμο βαθμού η. Όλες οι ρίζες του 

πολυωνύμου βρίσκονται στο εξωτερικό του μοναδιαίου δίσκου Izl <1. 
αν και μόνον αν

Yk > 0 , k =  1(1)η . (3.10)
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Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω ότι το πολυώνυμο Ρ δεν έχει καμιά ρίζα στο εσωτερικό και 

το σύνορο τορ μοναδιαίου κύκλου (Izl <1). Τότε από τους τύπους του 
Vieta θα έχουμε

η
Π ' ζ ί Ο Ι  . (3.11)
ί=1

οπότε Ια0Ι > ΙαηΙ ή ισοδύναμα γι = Ια0Ι2 - ΙαΠΙ2 > 0. Λόγω της 
προηγούμενης σχέσης και του γεγονότος ότι ΙΡ(ζ)Ι = ΙΡ*(ζ)Ι για Izl = 1, 
θα έχουμε

I άοΡ(ζ) I > I αη Ρ*(ζ) I , για Izl = 1 . (3.12)

Όμως από το θεώρημα του Rouchd με f = ά0Ρ και g = - αηΡ* η 

συνάρτηση f+g = ά0Ρ - αη Ρ* και η f έχουν τον ίδιο αριθμό ριζών στο 
εσωτερικό του Izl <1. Δηλαδή καμία. Αφού ισχύει η (3.12), ούτε στο 
σύνορο ΙζΙ=1 υπάρχει ρίζα. Δηλαδή το ΤΡ έχει όλες τις ρίζες του στο 
εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. Επαγωγικά προκύπτει ότι για όλα τα 
k = 1(1 )n ισχύει γ  ̂> 0.

Αντιστρόφως, έστω ότι γ* > 0 , k=l(l)n. Αφού I ά^*1* I > Ια(„ .^  I
**

και Π'1ς·1ΡΙ=Π*',Ρ*Ι για Izl =1, προκύπτει ότι I Tk_1PI > la^j^j Tk_1PI 

για Izl = 1. Με εφαρμογή του θεωρήματος του Rouchd προκύπτει ότι το 

πολυώνυ|ΐο TkP έχει τον ίδιο αριθμό ριζών στο μοναδιαίο δίσκο, όπως 

και ίο Tk' ,P. Επαγωγικά λοιπόν φθάνουμε στο συμπέρασμα ότι το 

' πολυώνυμο Ρ έχει τον ίδιο αριθμό ριζών στο εσωτερικό του μοναδιαίου 

δίσκου με το ΤηΡ = γη . Δηλαδή καμία, αφού γη > 0.
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3.3 Περιοχές σύγκλισης με τον αλγόριθμο των 
Schur-Cohn

Σ’ αυτή την παράγραφο έχουμε στόχο να προσδιορίσουμε ακριβείς 
περιοχές σύγκλισης για την SOR μέθοδο στο (ν, ω)-επίπεδο (ν=ρ(Β)). Θα 
εξετάσουμε το πρόβλημα με την υπόθεση ότι το φάσμα των ιδιοτιμών 
της p-οστής δύναμης του πίνακα του Jacobi Β είναι ϊ) μη-θετικό (non­
positive περίπτωση) και ϋ) μη-αρνητικό (non-negative περίπτωση).

3.3.1 Μη-θετική περίπτωση
Όταν το q=p-l, η θεμελιώδης εξίσωση (2.41) που συνδέει τις 

ιδιοτιμές του επαναληπτικού πίνακα Jacobi Β και του επαναληπτικού 
πίνακα L ω της SOR γίνεται

Καταρχήν προσπαθούμε να βρούμε μια περιοχή στο (ν, ω)- επίπεδο, έτσι 
ώστε όλες οι ρίζες λ|, της εξίσωσης (3.13) ως προς λ να ανήκουν στο 
εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου, στην περίπτωση κατά την οποία η 
ιδιοτιμή μεσ(Β) αντιστοιχεί στη φασματική ακτίνα. Έτσι η (3.13) 
ξαναγράφεται ως

Έστω τώρα ότι λ = ΙλΙε’Φ, 0 <φ<2π η μορφή του λ σε πολικές 
συντεταγμένες. Αν πάρουμε p τάξης ρίζες στα δυο μέλη της (3.14), θα 
έχουμε

(λ+ω-1)Ρ = λωΡ μΡ . (3.13)

(λ+ω- 1)ρ = - ν ρ ωρ λ . (3.14)

ΙλεΙ'Φ + ω -1 =vo)M1/pe
(2k+l)ft-Kp

Ρ , k = 0(1)ρ-1 . (3.15)

Θέτοντας

z : = ΙλΙ1/ρ eb
(2k+l)Ji-Kp

Ρ (3.16)
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η (3.15) δίνει - ζρ -κο-1 = ν ω ζ ή ισοδύναμα

ζρ +νωζ + (1-ω) = 0 . (3.17)

Η ανωτέρω εξίσωση είναι μια πολυωνυμική εξίσωση με πραγματικούς 
συντελεστές και οι p ρίζες της θα είναι στο εσωτερικό του μοναδιαίου 
δίσκου ΙζΙ<1, αν και μόνον αν οι ρίζες του αντίστοιχου αντίστροφου 
πολυωνύμου

Ρ (ζ): = (1-ω)ζρ + νωζρ_1 +1 (3.18)

βρίσκονται στο εξωτερικό του. Μετασχηματίζοντας το πολυώνυμο Ρ με 
το μετασχηματισμό του Schur της (3.8) παίρνουμε

ΤΡ(ζ): = νωζρ'] - (1-ω)νωζ + ω(2-ω) . (3.19)

Για ευκολία των πράξεων θέτουμε

= νω, Β ^  = -(1-ω)νω και Β̂ 1) = ω(2-ω) , (3.19α)

οπότε η (3.19) γίνεται
■ i

ΤΡ(ζ) = Β(2υ ζΡ·1 + Β ^  ζ + Β(01} . (3.20)
%

Λ ή μ μ α  3.7
Οι επαναληπτικοί μετασχηιιατισμοί του Schur του πολυωνύμου Ρ 

της (3.18) για όλα τα 1£ j <, ρ δίνονται από τον τύπο
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Tj Ρ(ζ) = < (3.21)

Α π ό δ ε ι ξ η
Επαγωγικά μπορούμε να δούμε την ισχύ του λήμματος για όλα τα 

1 < j< ρ-1. Για την περίπτωση j = p, αφού λάβουμε υπόψη ότι ο ΤΡ'1 Ρ(ζ) 
είναι πρωτοβάθμιο πολυώνυμο, εύκολα ολοκληρώνουμε την απόδειξη. ♦ 

Οι συντελεστές των πολυωνύμων, που προκύπτουν από τους 
επαναληπτικούς μετασχηματισμούς του Schur της (3.21), προκύπτουν 
από τον επόμενο αλγόριθμο, όπως εύκολα,φαίνεται από τις πράξεις της 
απόδειξης του προηγούμενου λήμματος.

με αρχικές τιμές εκείνες της (3.19α). Έτσι οι τιμές Yj του αλγορίθμου 
των Schur-Cohn δίνονται από τον τύπο

Από το Θεώρημα 3.6 προκύπτει ότι ο αντικειμενικός σκοπός μας θα 
πετύχει, αν και μόνον αν οι ποσότητες Yj , j = l(l)p, είναι θετικές. Έτσι
η ακριβής περιοχή του (ν,ω)-επιπέδου, για την οποία όλες οι ρίζες του 
πολυωνύμου Ρ βρίσκονται στο εξωτεΓρικό του δίσκου Izl <1, είναι η

, j=  1(1)Ρ-1
Υ] = TJ Ρ(0) = ί (3.23)
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Ωρ : = {(ν,ω) I Yj > 0, j = 1(1)ρ J . (3.24)

- Στα επόμενα δυο λήμματα φαίνεται η σχέση που συνδέει τις τιμές % Π)
Yj και τους συντελεστές Β>" ,ί  = 0 , 1,2, j=  1(1)ρ-1.

Λ ή μ μ α  3.8
Αν Yj>0 για όλα τα j =1(1)ρ-ΐ κ α ιαχΐ ,  τότε Β ^ Ο κ α ι Β ®  < 0  

για όλα τα j = 1(1)ρ-1. Ενώ αν Yj>0 για όλα τα j = 1(1)ρ-1 και ω>1, 
τότε Β^=(-1)Η ΐΒ^Ικαι Β®>0 για όλα τα j=  1(1)ρ-1.

Α π ό δ ε ι ξ η
Από την (3.19α) φαίνεται ότι εάν α χ ί ,  τότε Β(2υ>0 και B ^cO , 

ενώ αν ω>1, τότε Β2 * >0 και Β ^ > 0 . Επαγωγικά και χρησιμοποιώντας 
τον αλγόριθμο της (3.22) εύκολα αποδεικνύουμε την ισχύ του λήμματος 
και στις δυο περιπτώσεις. ♦

Λ ή μ μ α  3.9

Για όλα τα j =l(l)p-l είναι γρ*0, αν και μόνον αν Β^*1̂  +Β2 ^ > 0  

και Β ^  - Β ^  > 0 , για όλα τα j =1(1)ρ-ΐ.

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω γρ>0, για όλα τα ] =1(1)ρ-ΐ. Τότε έχουμε

V,= K " ] 2 - (3.25)

' Από την (3.23) και την υπόθεση, το Β ^ υ = γ)_, >0. Επί πλέον το Β^'υ  ή 

*®2* * είναι επίσης θετικό. Αρα θετικός θα είναι και ο ένας παράγοντας
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του γινομένου της (3.25). Όμως τότε θετικός θα είναι και ο άλλος 

παράγοντας. Το αντίστροφο του λήμματος είναι προφανές. ♦

Ορίζουμε την ποσότητα

V ) = K ,T - [ B ? - 1>+B«-,> ] 2 , j = 2<l)p,  (3.26)

οπότε είναι φανερό από την (3.23) ότι Υρ = Υρ · Στα επόμενα δύο 
λήμματα φαίνεται η σχέση που συνδέει τις τιμές Yj με τις ποσότητες που 
μόλις ορίσαμε.

Λ ή μ μ α  3.10

Εάν Yj>0 για όλα τα j = l(l)p -l και ω<1, τότε Yj >0 για όλα τα 
j = 2(l)p.

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω Υ}>0 για όλα τα j = 1(1 )ρ-1 · τότε ισχύουν τα των λημμάτων 

3.8 και 3.9. Επίσης από την (3.26), παίρνοντας υπόψη την (3.22), έχουμε

VJ-1 · Ϋ ) = { [ Β Γ ] 2 ·  [ Β ? · 2>+  B f  > ] 2} | [ b « - ‘> ] 2 .  [ B f »  +  Β ™  ] 2} =

= [ β^ - β ^ - β ^ ] 2· [ β^ 2)+ β '̂2)+ β ^ 2)] 2 ·

• [ Β ™  +Β^'2) - βγ'2)] 2 · [ B f }- Β ™ - Β?-2)] 2 . (3.27)

Αφού Bq 2̂  η-Β̂ "2'1 >0, Bq ^-Bj '2  ̂>0 και -Β^"2  ̂> 0, οι δυο τελευταίοι 

παράγοντες είναι θετικοί, οπότε

Y j-i Y j > 0  . (3.28)
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Επαγωγικά λοιπόν μπορούμε να αποδείξουμε ότι, αν γ j > 0 για κάποιο

j, τότε όλα τα γ] > 0 με j = 3(l)p. Τέλος από την (3.18) μπορούμε να 
βρούμε ότι

Υ2 = ω2(2-ω)2 - [- (1-ω)νω + νω]2 = ω2(2-ω-νω) (2-ω+νω) . (3.29)

Επίσης από την (3.18) μπορούμε να βρούμε

Υ2 = ω2(2-ω)2 - ν2ω2 = ω2(2-ω-ν) (2-ω+ν) . (3.30)

Αφού ω<1 και γ2>0, θα είναι και το γ2 θετικό. Επομένως και όλα τα 
Yj. j = 2(l)p. ♦

Λ ή μ μ α  3.11

Αν γρ>0 για όλα τα j =l(l)p-l και ω>1, τότε ΐ) για όλα τα περιττά j 

έχουμε γ^Ο. ii) για όλα τα άρτια j έχουμε γρ>ο αν και μόνον αν
/ V  *

Υ2>0.

Α π ό δ ε ι ξ η
Από τις (2.26) και (2.22) έχουμε

YJ = [Β  Γ ] 2 [
^0-1)

b v v + b 5 '1 )] :

■ [ β :0·2) +  β 0 ·2 > ]2 [β 0*2) -0 -2 ) 
ο + Β 2 - β ?·2,] · [ β :“ ’ ♦ b ^ b 0·2*Ο 1 ^.(3.31)

Επειδή β £'2) +B*)‘2) > 0 και Β^'2) > 0  από τα Λήμματα 3.8 και 3.9, το 

πρόσημο της γ, θα είναι το ίδιο μ’ εκείνο της Β^'2) +β^*2) - Β '̂2) .Όμως
Φ

εύκολα βρίσκουμε ότι
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οb '̂2) +β <*> - β '̂2) = [ β ^ 3)+ β '̂3) ]  · [ β :0-3) „0-3) τ-,0-3)
Ο -B o  - Β ι . (3.32)

Γίνεται τώρα φανερό από τις (2.31) και (2.32) ότι το πρόσημο της yj - 

είναι το ίδιο μ' εκείνο της B q’3)- Β ^ -  Β^'3). Με πολύ απλές πράξεις 

μπορούμε να δούμε ότι και το πρόσημο της γ^2 είναι ίδιο με το 

πρόσημο της ίδιας ποσότητας. Έτσι

Yj · Yj-2 > 0 . (3.33)

Αν το j είναι άρτιος αριθμός, με επαγωγή έχουμε ότι όλα τα θα είναι 

θετικά, αν και μόνον αν ^  >0. Αν το j είναι περιττό, ομοίως με 

επαγωγή έχουμε ότι όλα τα >0, αν και μόνον αν το γ3 >0. Για το 

γ3 όμως έχουμε

Ϋ3= [ Β ®  + Β® + Β ® ][Β ®  Β® Β ® ] . (3.34)

Έχοντας υπόψη ότι BqV b 22)+B(2)>0 και τις σχέσεις (3.22) και (3.18), 

μετά από αλγεβρικές πράξεις παίρνουμε

sign(Y3) = sign((l+v) · (2-ω)). (3.35)

Η τελευταία όμως σχέση μας αποδεικνύει το λήμμα. ♦
Πριν δώσουμε απάντηση στο πρώτο ερώτημα της παραγράφου 3.1, 

θα πρέπει να διευκρινίσουμε ότι ουσιαστικά ενδιαφερόμαστε να βρούμε 
εκείνη την περιοχή του (ρ(Β), ω)-επιπέδου, για την οποία η SOR μέθοδος 
συγκλίνει για όλα τα ω και για όλους τους πίνακες Jacobi, που έχουν 
φασματική ακτίνα ν<ρ(Β). Έτσι ως περιοχή σύγκλισης για την SOR
μέθοδο ορίζεται η
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Ωρ : = {(ρ(Β),ω) ΙηΧ),  j = l(l)p, V ν  e  [0, ρ(Β)]} .

Μετά τηχπροηγηθείσα ανάλυση και την παραπάνω διευκρίνιση, η 
περιοχή σύγκλισης ΩΡ μπορεί, ισοδύναμα, να δοθεί με το επόμενο 
θεώρημα.

θ ε ώ β η μ α  3.12
Η περιοχή σύγκλισης ΩΡ για την SOR μέθοδο, όταν ο Β είναι 

G.C.O.-(p,l) και σ(ΒΡ)<0, μπορεί ισοδύναμα να δοθεί ως

{(ρ(Β), ω) I γρ>0 , j= l(l)p-l, V ν€[0,ρ(Β)]}, p περιττό

.((ρ(Β), ω) I γρ»0 , j= l(l)p-l, V ν€ [0 ,  ρ(Β)] και
2

ωε(0,1] u  ανκαι μόνον αν ν<1}} ,  ράρτιο.

(3.36)

Α π ό δ ε ι ξ η
Είναι φανερό ότι η περιοχή στην οποία αναφέρεται το θεώρημα 

είναι εκείνη η οποία προέρχεται από την (3.24). Αφού για κάποιο 
σταθερό p ισχύει γρ s  γρ , θα έχουμε

Ωρ = {(ρ(Β),ω) Ι γ ^ ,  j= l ( l )p - l  και γρ >0, V v e [0, ρ(Β)]} . (3.37)

Από τα δύο προηγούμενα λήμματα έχουμε αφενός ότι για p περιττό 
Υρ>0 και αφετέρου ότι για p άρτιο γΡ>0, αν και μόνον αν γ2>0 . Το 
τελευταίο όμως ισχύει πάντα για ω<1, ενώγιαω>1,αν ν<1.

ϋτο  λήμμα που ακολουθεί καθώς και στο επόμενο θεώρημα 
φαίνεται πως οι προαναφερθείσες περιοχές σύγκλισης μπορούν να 
διαταχθούν, καθώς το p μεταβάλλεται. Συγκεκριμένα:
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Λ ή μ μ α  3 .1 3
Το "δεξί" σύνορο 3Ω.Ρ της περιοχής ΩΡ, που ορίζεται στην (3.36), 

δίνεται με την "πλέον αριστερή" των καμπύλών σΡ, όπου

.1=0, ωε (0,2)}, ρ περιττός

{(ν, ω)ΙγΡ.ι=0, ωε (Ο,Ι)για ν >1και(γρ.ι=0 ή ω=^ ) γ ι α ν < 1 } ,  

ρ άρτιος

(3.38)

Α π ό δ ε ι ξ η
Θα δείξουμε την πρόταση για p περιττό. Όταν το p είναι άρτιο, η 

απόδειξη είναι ακριβώς ίδια. Έστω η περιοχή

Qj = { (ρ(Β), ω) I vk> 0 , k=l( l ) j - l , V νε [0, ρ(Β)], ω ε (0,2)} (3.39)

και Qj η παραπάνω περιοχή χωρίς το σύνορο. Έστω επίσης ΩΡ η 
περιοχή της (3.36) μαζί με το σύνορό της. Είναι προφανές ότι από τις 
προϋποθέσεις που ορίζουν τις περιοχές αυτές, ισχύει

ΩΡ £  Ω} . (3.40)

Από τη σχέση (3.22) όμως έχουμ£

ΥΗ = Yj-2 - [B2_I) Ρ · (3-41)

Αν τώρα ένα σημείο (ν, ώ) ανήκει στην καμπύλη Yj_2 = 0, τότε από την 
(3.41) προκύπτει ότι

Yj-l (V, ώ ) < 0  . (3.42)
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Αν Yj.i (ν, ώ) < Ο , τότε το σημείο (ν, ώ) δεν ανήκει στην Qj και 

επομένως η Yj-2 = 0 δεν είναι σύνορο της Qj .Α ν Yj.j (ν, ώ) = 0,τότεη 

καμπύλη Yj.i = Ο και Yj.2 = Ο ταυτίζονται. Χρησιμοποιώντας επαγωγή 

και λαμβάνοντας υπόψη ότι απαιτούμε οι ανισοτικές σχέσεις yj>0, j = 

l(l)p-l να ισχύουν V ve [0, ρ(Β)], προκύπτει ότι το "δεξί" σύνορο της 

περιοχής ΩΡ είναι η "πλέον αριστερή” των καμπύλών σρ της (3.38).

θ ε ώ ρ η μ α  3.14
Για τη διάταξη των περιοχών ΩΡ, που ορίζονται στην (3.39), 

ισχύουν τα εξής:

Ωρ -̂2 ^  Ωρ , ρ — 2,3,4, . . .
και (3.43)

Ωρ+\ c  Ωρ , ρ ~ 3,5,7, . . .  .

Α π ό δ ε ι ξ η
Από το Θεώρημα 3.12 είναι φανερό ότι

Ω|>+2 C ΩΡ , ρ — 2,3,4, . . .  .

Για να αποδείξουμε την ισχύ της πρώτης από τις (3.43), αρκεί να  

δείξουμε ότι οι καμπύλες Yj = 0 και Yj+i = 0 για j=  l(l)p-2 δεν είναι 

ταυτοτικά ίδιες (ή ταυτόσημες). Λόγω της (3.41) αυτό είναι ισοδύναμο 

με Β«Ρ Φ 0. Εργαζόμενοι επαγωγικά και χρησιμοποιώντας τις (3.22) 

μπορούμε να πάρουμε

Β® = Bq'2) [Bq*3)]2 ... [- B^Ji-2 [- Β(! ψ  B(2,} . (3.44)
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Αφού Bq  ̂= Yk >0, k=l(l)j-2, = (ω-1) · ν και = ν , έχουμε ότι

= 0, αν και μόνον αν ω=1 ή ν=0. Συνεπώς, Β® 4  0 και η πρώτη 

των (3.43) απεδείχθη.

Επίσης από το Θεώρημα 3.12 είναι φανερό ότι

Ωρ+ΐ ε  Ωρ , ρ = 3 ,5 ,7 ,... . (3.45)

Η αυστηρή έγκλειση προκύπτει ως συνέπεια του γεγονότος ότι οι 
καμπύλες γΡ_ι = 0 και γρ = 0 δεν συμπίπτουν για we  (0,1). Ο τρόπος 
απόδειξης αυτού του ισχυρισμού είναι ο ίδιος, όπως στην προηγούμενη 
περίπτωση.

Από τη μέχρι τώρα ανάλυση γίνεται φανερό ότι η δεξιά συνοριακή 
καμπύλη 3ΩΡ μπορεί πάντοτε να εκφράζεται ως μια μονότιμη 
συνάρτηση του ω, ν=νρ(ω), ωε(0, 2). Το ερώτημα που τίθεται τώρα 
είναι το εξής· μπορεί επίσης η καμπύλη 3Ωρ να εκφρασθεί ως μια “ 
μονότιμη συνάρτηση του ν, δηλαδή ω=ωρ(ν), ν=ρ(Β); Για ρ=3,4 και 5 η 
απάντηση είναι "ναι". Για ρ>5 το ερώτημα παραμένει ανοιχτό, λόγω 
της πολυπλοκότητας των πράξεων που εισχωρούν.

Στη συνέχεια θα δώσουμε την ακριβή περιοχή σύγκλισης για ρ=3,4 
και 5 δίνοντας αναλυτικές εκφράσεις για τη δεξιά συνοριακή καμπύλη 
ω=α>ΐ(ν), ΐ=3,4,5 .

ρ=3
Από την (3.36) έχουμε ως περιοχή σύγκλισης την

Ω3 = {(ρ(Β), ω) I γ} > 0 , j = 1,2, ν ν ε [0 ,ρ (Β )]}  . (3.46)

Αφού η Υ2 = 0 αποτελεί τη δεξιά συνοριακή καμπύλη, έχουμε από τις 
(3.19α) και (3.22)
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Υ2 = ( 2 - ω - ν ) ( 2 - ω  + ν)  = 0 . (3.47)

Ισοδύναμα προκύπτει ότι ■%

ω = ω3(ν) = 2 - ν  . (3.48)

Στο σχήμα 3.1 φαίνεται η περιοχή σύγκλισης Ω3 (γραμμοσκιασμένο)

Σχ. 3.1

Ρ=4

Η περιοχή σύγκλισης είναι
Μ

° 4 = ^(ρ(Β)* ω)1γ]>0, j=l, 2 ,3 , V V€ [0 ,0(B)] και

0)6 (0,1] u  {(1, ^ ) , αν και μόνον αν ν< 1}} . (3.49)

Από^ιο Λήμμα 3.13 η δεξιά d&4 θα παίρνεται από τη

°4~ {(ν, ω) Ιγ3=ο για ν>1 και (γ3=0 ή ω = ^ ; )  γ ι αν<1 } .(3.50)
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Από τις (3.19α) και (3.22) η γ3=0 δίνει

[(2-ω-ν)(2-ω+ν) + (1-ω)ν2][(2-ω-ν)(2-ω+ν) - (1-ω)ν2] = 0 . (3.51)

ί) ω £1

Ο πρώτος παράγοντας της (3.51) είναι θετικός. Έτσι έχουμε

(2-ω-ν)(2-ω+ν)-(1-ω)ν2 = 0 . (3.52)

Ή ισοδύναμα

ω = ω4(ν) = 2 -ν2 . (3.53)

Αφού ωε (0,1] και ν>0 , πρέπει ν = ρ(Β )< ^ ί ϊ .

Π) ω>1
Ο δεύτερος παράγοντας της (3.51) είναι τώρα θετικός. Ο πρώτος 

παράγοντας μετά από πράξεις καταλήγει στην ισότητα

(2-ω-ν)(2-ω+ν) + (1-ω)ν2 = (2-ω)2 - ων2 . (3.54)

Από την (3.43) έπεται Ω4 c  Ω3, συνεπώς ν < 2- ω. Επίσης από την 
2

ω < —  έπεται ότι νω<2- ω. Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη προκύπτει

η ανισότητα (2- ω)2 - ων2 > 0 . Αρα το σύνορο για την Ω4 είναι η 
2

ω = α)4(ν) = — . Έτσι το δεξί σύνορο του 9Ω4 είναι

ω = ΐϋ4 (ν) = "
2- ν2 , l^ v < V 2

77“ » Ckvcl1+ν ’

(3.55)
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Στο σχήμα 3.2 η περιοχή σύγκλισης είναι η γραμμοσκιασμένη περιοχή.

Ρ=5

Η περιοχή σύγκλισης είναι

Ω5 = {(ρ(Β), ω) lYj>0 , j=  1(1)4, V ν ε  [0, ρ(Β)]} . (336)

Από το Λήμμα 3.13 το δεξί σύνορο αυτής είναι

* 05 = {(ν. ω) I γ4 = 0 , ωε (0,2)} . (3.57)

Από το Λήμμα 3.8, για ωε (0,2), έχουμε Β ®  >0. Έτσι η σχέση Υ4=0 

δίνειταπό την (3.41) ότι

γ3 - Β (23) = 0 . (3.58)
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Η (3.58), μετά από συνεχείς παραγοντοπο ιήσεις, λαμβάνοντας υπόψη το 
θετικό των ποσοτήτων των ω4, (2- ω+ν) και (2-ω), καταλήγει διαδοχικά 
στην

f(v ,ω): = ω2 + (ν3 +ν-4)ω  + 4 - 2 ν - ν 2 = 0 . (3.59)

Για ν e [0, ρ(Β)] η δεξιά συνοριακή καμπύλη ω=ω5(ν) παίρνεται ως η 
λύση της (3.59). Αυτή όμως είναι δεύτερου βαθμού και έχει δυο λύσεις εν 
γένει.

Για τα σημεία της καμπύλης 03, ω = 2 -ν  ισχύει

f(v, 2 -ν) = - ν2(ν-1)2 < 0 . (3.60)

Επίσης ισχύει

f(v, +00) = +00 > 0 . (3.60α)

Είναι φανερό λοιπόν ότι η μια ρίζα της (3.59) βρίσκεται "πάνω” από 
την 03 και επομένως απορρίπτεται. Για να είναι δεκτή η άλλη ρίζα της 

(3.59) πρέπει να ισχύει

f(0, ν) = 4 - 2ν + ν2 > 0 . (3.61)

Η τελευταία όμως ισχύει για όλα τα ν e [0, - 1 W s  ). Έτσι η α>5(ν) 

υπάρχει και δίνεται από τη μικρότερη ρίζα της (3.59), δηλαδή την

, , 4- ν- ν3 - V(4- ν- ν2)2 - 4(4- 2ν- ν2) γτ
ω = 0)5(ν) = -------------- 5------2 ----- ------------  , 0 < ν < -1+ν5 . (3.62)

Π ρ ό τ α σ η
Η συνάρτηση ω = 105(ν) είναι μια αυστηρά φθίνουσα συνάρτηση.
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Α π ό δ ε ιξ η

Παραγωγίζοντας την (3.62) έχουμε

Si£n(dv ) = Sisn ( '  Κν3+ν - 4)(3ν2 +1) + 4(ν +1)] -

- (3ν2 +i)V(V3 + ν - 4)2 + 4(ν2 + 2ν - 4) )  . (3.63)

Τώρα, η k(v) ■ (ν2 +ν-4 )(3ν2 + 1) + 4(ν +1) = ν(ν-1)(3ν 2 +3ν2 +7ν - 5) 
είναι θετική για όλα τα ν e [0, ν0) u  (1, -1 + V ? ), όπου ν0 «0.530 η 
μοναδική θετική ρίζα της 3ν2 +3ν2 +7ν - 5 . Έτσι, ^  < 0 . Για τα 
ν€ (ν0, 1) εξετάζουμε, ισοδύναμα, το

sign(k2 - (3ν2+ΐ)2 [(y3 +ν-4)2 + 4(ν2 +2ν - 4)]) =

= sign(v2(v-l)2 (- 3ν2 - 18ν +5)) . (3.64)

Είναι αμέσως φανερό ότι το υπόψη sign είναι -1 (αρνητικό) για όλα τα 

v e(v i,+ ~ ), όπου ν } = ~9  ̂ -  «0.266 είναι ρίζα του δευτεροβάθμιου 

παράγοντα. Επομένως το ίδιο ισχύει και στο διάστημα (ν0, 1).

Σχ .  3.3
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Η Ω5 είναι γραμμοσκιασμένη περιοχή του σχήματος 3.3. Το πρόβλημα 
που δημιουργεί η πολυπλοκότητα των πράξεων για ρ>5, αμβλύνεται με 
το επόμενο θεώρημα. Σ’ αυτό κάνοντας χρήση του θεωρήματος του 
Rouche βρίσκουμε μια υποπεριοχή S όλων των ΩΡ, ρ>3, για την οποία 

η SOR μέθοδος συγκλίνει. Ένα πλήθος αριθμητικών παραδειγμάτων 
καθώς και η παρατήρηση 2, παρακάτω, οδήγησαν το συγγραφέα στην 
πεποίθηση ότι η περιοχή S, όπως αυτή θα περιγράφει στο επόμενο 
θεώρημα, είναι το όριο των περιοχών ΩΡ καθώς το ρ—**> . Ωστόσο 
κάτι τέτοιο δεν έχει αποδειχθεί και αποτελεί ένα θέμα που παραμένει 
ανοιχτό.

Θ ε ώ ρ η μ α  3.15

Έστω ο Β ένας G.C.O.-(p, 1) πίνακας και σ(ΒΡ)<  0. Επίσης έστω
2

S: = {(ν , ω) Ι0<ν<1 κ α ιω < ^ ^ } .Ε ά ν  (ν, io)eS, τότε η SOR μέθοδος 

συγκλίνει.

Α π ό δ ε ιξ η
Θα δείξουμε αρχικά ότι με (ν, ω)ε S οι ρίζες της πολυωνυμικής 

εξίσωσης (3.18) βρίσκονται στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. 
Αρχικά θεωρούμε ότι ν < 1 . Έστω οι συναρτήσεις

h(z): = νω ζΡ_1+1 

g(z): = (1- ω)ζρ
(3.65)

Οι ρίζες της h(z)=0 βρίσκονται στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. 
Πράγματι, όταν (ν, o )eS , έχουμε

2 - 1  
1+ν < ν ’ω <
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που συνεπάγεται ότι ων<1. Αφού για τις ρίζες της h(z)=0 έχουμε Izjl =

(νω)'Ρ'1 καιων<1, προφανώς lzjl>l.

Για όλα τα Izl = 1 ισχύει

lg(z)l = II- ωΙ < II- ωνΙ < II + ωνζΡ-11 = lh(z)l . (3.66)

Η δεξιά ανισότητα ισχύει σαν ισότητα για ν=0, ενώ για ν>0 είναι 
ισοδύναμη με την -l^RezP"1. Όμως αφού ΙζΙ =1, αυτή ισχύει. Η αριστερή 
αυστηρή ανισότητα είναι ισοδύναμη με την ω(1+ν)<2, η οποία επίσης 
ισχύει. Έτσι, από το θεώρημα του Rouch6 θα έχουμε ότι οι ρίζες του

p(z) = g(z) + h(z)

θα βρίσκονται όλες στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου, όπου 
βρίσκονται κι αυτές της h(z) = 0.

Για ν =1, η (3.18) γίνεται

P(z) = (1- ω)ζρ + ωζρ_1 +1 . (3.67)

Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό του Schur προκύπτει το πολυώνυμο 
ΤΡ(ζ) = ωζρ̂ + ω ( 1 -  ω)ζ + ω(2- ω). Οι ρίζες αυτού ταυτίζονται με 
εκείνες του ΤΡ(ζ) = ζΡ*1 + (1- ω)ζ + (2- ω). Έτσι έχουμε 

»
Β ^= 1 Β]1}= - (1- ω) Β^>=2-ω .

Αν υποθέσουμε
✓

.  Β^= 1 Β?= - G- ω) Β ® = ΐ+ 1 -ω

τότε από τις (3.22) παίρνουμε
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Β^+1)= 0- ω) Β?+1)= - 0- ω)0+1-α» Β ^ υ= 0- ω)0+2-ω) ,

στην οποία απλοποιώντας με το (j- ω) > Ο έχουμε

Β^+1)= 1 B ^ l)= j +1 - ω Bq+1)= j + 2 - ω .

Είναι προφανές λοιπόν ότι

Yj = B ® > 0 , j=  1(1 )p-1 · (3.68)

Για j=p έχουμε

Υρ = Yj = (Ρ-ω)2 - (p-2-ω)2 > Ο . (3.69)

Έτσι, αφού Yj>0, j = 1(1)ρ, από το θεώρημα του Schur, οι ρίζες της 
(3.67) και επομένως και της (3.18) βρίσκονται στο εξωτερικό του 
μοναδιαίου κύκλου. Συνεπώς η περιοχή S, όπως ορίστηκε στο Θεώρημα 
3.15, που φαίνεται στο σχήμα 3.4, είναι περιοχή σύγκλισης για την SOR 
μέθοδο.
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Π ό ρ ι σ μ α  3.16
Για ω>1 και ρ άρτιο η συνοριακή καμπύλη της ΩΡ ταυτίζεται με 

εκείνη της S. ^

Α π ό δ ε ιξ η
Η απόδειξη είναι φανερή από την (3.38) και το προηγούμενο 

θεώρημα.

Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς
ί) Η συνοριακή καμπύλη της περιοχής S, για ω>1, ταυτίζεται με 

εκείνη της περιοχής σύγκλισης της SOR μεθόδου, της περίπτωσης q=l 
([7], [38], [13]), πράγμα που σημαίνει ότι και οι περιοχές σύγκλισης 
ταυτίζονται. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι για p άρτιο, αφού Qp=S, το ΩΡ 
είναι ίδια με εκείνο της q=l. Όμως για ρ περιττό οι περιοχές ΩΡ, που 
βρήκαμε, είναι ευρύτερες εκείνων, που γνωρίζαμε με q=l.

Η) Τα σημεία τομής της συνοριακής καμπύλης ΩΡ με τον οριζόντιο 

άξονα ω=0, μπορούμε να τα βρούμε ως εξής: Διαιρούμε τους 

συντελεστές του πολυωνύμου ΤΡ, Β ^ , και Β ^  με το ω. Στις 

εκφράσεις που απομένουν θέτουμε ω=0, οπότε αντίστοιχα παίρνουμε

= ν, = - ν και D ̂  = 2. Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τον 

αλγόριθμο (3.22), με τη διαφορά ότι στη θέση του Β έχουμε D. Οι τιμές 

του ν για τ ις οποίες έχουμε

Dq } = 0, j = 1,2,... 

μας δίνουν τα εν λόγω σημεία.
* Στην [13] οι συντελεστές του αντίστοιχου πολυωνύμου ΤΡ δίνονται
από τις σχέσεις
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= ων(1- ω), A j1̂  = - ων, A™ = ω(2- ω) .

Απλοποιώντας αρχικά τα ω και θέτοντας ω=0 στις σχέσεις που 
προκύπτουν, βρίσκουμε

ν , r ( l)
'-Ο = 2 ,

ακριβώς τα ίδια όπως και τα αντίστοιχα D·1̂ , ί = 0 ,1 ,2  .

Αφού οι αλγόριθμοι που δίνουν τα Α ^  και , j = 2, 3, ... 

ταυτίζονται και τα σημεία τομής της συνοριακής καμπύλης μας ΩΡ με 

τον οριζόντιο άξονα ω=0 θα ταυτίζονται με εκείνα στη [13], επειδή θα 

προκύπτουν από την ίδια εξίσωση

C® = D f = 0 ,  j=  1,2,... .

Έτσι λοιπόν γενικά το δεξί σύνορο της καμπύλης τέμνει τον οριζόντιο 

άξονα στο σημείο ( cq$^ ^  , 0 ) , όπως βρέθηκε από τον Noutso [29].

3.3.2 Μη-αρνητική περίπτωση
Σ’ αυτήν την περίπτωση, ξεκινώντας πάλι από την (3.13) και 

εργαζόμενοι όπως στη μη-θετική περίπτωση, με τη μόνη διαφορά ότι 
τώρα θέτουμε μΡ=νΡ , όπου ν είναι η φασματική ακτίνα του πίνακα 
Jacobi, η αντίστοιχη πολυωνυμική εξίσωση γίνεται

ζρ - νωζ + ω -1 = 0 . (3.70)

Αντικειμενικός σκοπός μας είναι πάλι να βρούμε περιοχή του (ν, ω)- 
επιπέδου, ώστε όλες ou ρίζες της εξίσωσης (3.70) να βρίσκονται στο
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εσωτερικό του μοναδιαίου δίσκου ΙζΙ<1. Τούτο θα συμβαίνει, αν 
ισοδύναμα οι ρίζες του αντίστοιχου αντίστροφου πολυωνύμου

P(z): = (1- ω)ζρ + νωζρ_1 + 1 (3.71)

βρίσκονται στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου.
Η μελέτη του τελευταίου γίνεται πάλι με το Θεώρημα των Schur- 

Cohn. Οι αντίστοιχοι συντελεστές της (3.19α) του πολυωνύμου ΤΡ, είναι 
αυτή τη φορά

= - νω , Β j!) = νω(ω-1), Β(ου = ω(2- ω ), (3.72)

ενώ ο αλγόριθμος που δίνει τους συντελεστές των πολυωνύμων Τ('+1) Ρ 
συναρτήσει εκείνων των T<J)p, παραμένει ίδιος, δηλαδή ο (3.22). Οι 
τιμές γ̂  του αλγορίθμου των Schur-Cohn, η περιοχή ΩΡ, που

προσπαθούμε να βρούμε, καθώς και η ποσότητα ορίζονται από τις 
σχέσεις (3.23), (3.24) και (3.26) αντίστοιχα. Στη συνέχεια θα δώσουμε 
τις προτάσεις (λήμματα και θεωρήματα) αυτής της περίπτωσης. Οι 
αποδείξεις ορισμένων από αυτές δεν θα δοθούν με πολλές λεπτομέρειες. 
Αυτό θα συμβαίνει σ' εκείνες τις περιπτώσεις, κατά τις οποίες ανάλογο 
σκεπτικό έχει διατυπωθεί στην παράγραφο 3.3.1.

Λ ή μ μ α  3.17

' Αν ισχύει γρΟγια όλα τα j=l(l)p-l και επιπλέον ω<1, τότε Β^<0 

και B^cO , j = l(l)p -l. Ενώ αν γ^Ο για όλα τα j= l(l)p -l και ω>1, 

τότε B§}=(-l)j ΙΒ§>Ι και >0, j= l( l)p -l.

<·

Α π ό δ ε ιξ η
Η απόδειξη γίνεται με τον ίδιο τρόπο, όπως στο λήμμα 3.8, μόνο
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που τώρα χρησιμοποιούμε τη σχέση (3.72).

Λ ή μ μ α  3.18

Για όλα τα j= l(l)p -l, Yj>0 αν και μόνον αν Β^_1) + Β^*1̂  >0 και

Α π ό δ ε ιξ η
Η απόδειξη είναι ανάλογη μ’ εκείνη του Λήμματος 3.9 και γι’ αυτό 

παραλείπεται.

Λ ή μ μ α  3.19

Αν γρΟ για όλα τα j= l(l)p-l και ω<1, τότε τα γ ρ ο  για όλα τα 
j=2( 1 )p, αν και μόνον αν ν< 1.

Α π ό δ ε ιξ η
Από τα προηγούμενα λήμματα μ' έναν τρόπο ανάλογο εκείνου της 

απόδειξης του Λήμματος 3.11 μπορούμε να αποδείξουμε ότι γρΟ, αν 

και μόνον αν γ2>0. Από τις (3.26), (3.72) και μετά από απλές πράξεις 
καταλήγουμε στην

Γίνεται πλέον φανερό ότι το πρόσημο του γ2 είναι το ίδιο με το πρόσημο 
του πρώτου όρου του γινομένου του δεξιού μέλους. Αυτό ολοκληρώνει 
την απόδειξη.

Λ ή μ μ α  3.20
Αν γρΟ για όλα τα j=l(l)p-l και ω>1, τότε για άρτια j έχουμε

Υ2 = (1-ν)(1+ν)ω2(2-ω)2 . (3.73)
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YjX), ενώ για περιττά j ισχύει Yj >0, αν και μόνον αν ω < 2
1 + ν '

Α π ό δ ε ιξ η
Με τρόπο ανάλογο εκείνου που χρησιμοποιήσαμε στην απόδειξη 

του Λήμματος 3.11 μπορούμε να αποδείξουμε ότι Yj >0, αν και μόνον 

αν Yj_2 >0. Έτσι λοιπόν έχουμε ότι για τα άρτια j, Yj >0, αν και μόνον 

αν γ2 >0. Από την (3.73) αυτό ισχύει, αν και μόνον αν έχουμε ν<1. 
Αυτό όμως συμβαίνει, αφού Υ2>0 είναι ισοδύναμο, μετά από απλές 

πράξεις, με ν<2-ω. Από την υπόθεση η τελευταία σχέση ισχύει για ω>1. 
Για τα περιττά j, >0 αν και μόνον αν Υ3 >0. Ακολουθώντας ανάλογη 
πορεία μ' εκείνη του Λήμματος (3.11) και μετά από αρκετές πράξεις 
καταλήγουμε στο ότι

sign( Υ3 ) = sign (2-ω-ων) . (3.74)

Η τελευταία όμως σχέση αποδεικνύει το λήμμα.

θ ε ώ ρ η μ α  3.21

Η περιοχή S του Θεωρήματος 3.15 είναι επίσης μια περιοχή
σύγκλισης γιά την SOR.

’€ φ

Α π ό δ ε ιξ η
■ Η απόδειξη γίνεται ακολουθώντας την πορεία που ακολουθήσαμε 

στο Θεώρημα 3.15. Η διαφορά εδώ είναι ότι στη θέση των h και g 
θεωρούμε τώρα τις συναρτήσεις

h(z):= - νωζΡ-1 +1 

g(z):= (ω- 1)ζΡ.
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Θ ε ώ ρ η μ α  3.22
Η περιοχή σύγκλισης ΩΡ για την SOR μέθοδο, όταν το φάσμα 

σ(ΒΡ) είναι μη-αρνητικό, δίνεται ισοδύναμα από τον τύπο

{(ρ(Β),ω) I γρ>0, j=l(l)p-l, ρ(Β)<1, ω < ^

Vv €[0,ρ(Β)]}, p περιττό

{(ρ(Β),ω)Ιγρ>0, j= l(l)p-l, ρ(Β)<1, 
Vv €[0,ρ(Β)]}, p άρτιο

(3.75)

Α π ό δ ε ιξ η
Η απόδειξη είναι προφανής, αφού ισχύουν τα Λήμματα 3.19 και 

3.20. ♦

θ ε ώ ρ η μ α  3.23
Για όλα τα περιττά p η περιοχή S είναι η ακριβής περιοχή 

σύγκλισης για την SOR μέθοδο.

Α π ό δ ε ιξ η
Από το προηγούμενο θεώρημα παρατηρούμε ότι οι καμπύλες 

2- ω  . , , ,ν = -^ ~  , αν ω>1 κ α ιν= 1 αν ω<1 είναι κάποιες απο τις συνοριακές

καμπύλες της ΩΡ. Αυτές όμως μαζί με τις ω=0, ν=0 είναι οι ακριβείς 
συνοριακές καμπύλες της S. Συνεπώς θα έχουμε ΩΡ cS. Όμως αφού η S 
είναι περιοχή σύγκλισης για την SOR μέθοδο θα ισχύει S c  ΩΡ. Αρα 
S= ΩΡ. Το τελευταίο όμως αποδεικνύει το θεώρημα. ♦

Για p περιττό η περιοχή ΩΡ δίνεται στο Θεώρημα 3.22. Είναι 
φανερό ότι ισχύει ΩΡ+2 Q Ωρ .
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Με το σκεπτικό της απόδειξης του Θεωρήματος 3.14 μπορούμε να 
αποδείξουμε το επόμενο θεώρημα διάταξης, με την έννοια του 
εγκλεισμού, τωγ περιοχών.

θ ε ώ ρ η μ α  3.24
Για κάθε άρτιο p ισχύει

Ωρ+2 £  Ω ρ. (3.76)

Επιπλέον η δεξιά συνοριακή καμπύλη της ΩΡ είναι η ν=1, αν ω<1 και 
για ω> 1 δίνεται από την γρ_ ι = 0. ♦

Ίδιο ερώτημα, όπως και στη μη-θετική περίπτωση, όσον αφορά το 
κατά πόσο η γρ.ι = 0 μας δίνει μονότιμη συνάρτηση ω = ωρ.](ν) τίθεται 
κι εδώ. Βέβαια για όλα τα περιττά p η απάντηση είναι δοσμένη, αφού η 
ακριβής περιοχή σύγκλισης ταυτίζεται με την περιοχή S. Για όλα τα p 
και για ω<1 επίσης γνωρίζουμε τι συμβαίνει, αφού δεξί φράγμα είναι η 
ευθεία ν=1. Το ερώτημα παραμένει ανοιχτό για όλα τα άρτια ρ> 6 , ενώ 
για ρ=4 η μελέτη γίνεται παρακάτω. Πριν όμως προχωρήσουμε στη 
μελέτη της ρ=4 πρέπει να παρατηρήσουμε ότι με τον ίδιο τρόπο που 
αποδείξαμε το Λήμμα 3.13 μπορούμε να αποδείξουμε ότι η δεξιά 
συνοριακή καμπύλη της περιοχής ΩΡ για ρ άρτιο δίνεται από την 
"πλέον αριστερή" των καμπύλών

- ορ = {(ν,ω) Iγρ. j = 0 ,ω ε(1,2) ' και ν= 1, ωε(0,1]} . (3.77)

ρ=4
Από την (3.77) έχουμε ότι το δεξί σύνορο της Ω4 είναι η "πλέον 

αριστερή” των καμπύλών γ3=0 για ωε (1,2). Από τις (3.22) και (3.72) 
έχουμε

γ3 = [(2- ω)2- ν2]2 - [ν2(ω-1)]2 = 0 . (3.78)
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Αν θυμηθούμε όμως ότι Υ2>0 και ν<1, εύκολα παίρνουμε ότι

ω = 0J4 (ν) = ̂ ( ν  + 4 - W v2 + 8) ,  0<ν<1 . (3.79)

%

Παραγωγίζοντας την (3.79) βρίσκουμε

~p = 2ν - Vv2 + 8 - dv
ν 2

Vv2 +8 '

Γίνεται αμέσως φανερό ότι η (04(ν) είναι μια αυστηρά φθίνουσα 
συνάρτηση του ν.

Το γραμμοσκιασμένο μέρος του σχήματος 3.5 είναι η περιοχή 
σύγκλισης Ω4 .

1
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3.4 Εύρεση περιοχών που περιέχουν βέλτιστες 
(optimum) τιμές του ω, με τον αλγόριθμο των 
Schiur-Cohn

Στην παρούσα παράγραφο θα προσπαθήσουμε να καθορίσουμε 
περιοχές του (ν, ω)-επιπέδου, για τις οποίες η βέλτιστη τιμή του ω (ω) 
είναι το 1 καθώς και περιοχές για τις οποίες ω*1. Στη δεύτερη 
περίπτωση θα καθορίσουμε, για το οποιοδήποτε συγκεκριμένο ν, το 
διάστημα του ω (ώ(ν), ώ(ν)), στο οποίο θα πρέπει να ανήκει το ώ. Σ’ 
αυτήν την περίπτωση και για το συγκεκριμένο ν, προκειμένου να  
κάνουμε χρήση κάποιου ω«(ώ(ν), ώ (ν)), θα αποδείξουμε ότι είναι 
προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε την τιμή ω=1. Στην προσπάθειά μας 
αυτή κάνουμε χρήση του αλγορίθμου των Schur-Cohn.

3.4.1 Μη-θετική περίπτωση
Θεωρούμε πάλι την εξίσωση (3.17)

ζΡ+νωζ + (1-ω) = 0 ,

όπου το ν είναι η φασματική ακτίνα του πίνακα του Jacobi Β, ενώ αν Zj 

μια ρίζα της πολυωνυμικής αυτής εξίσωσης, τότε ζ·* είναι μια ιδιοτιμή 

του επαναληπτικού πίνακα της SOR. Για ω=1 η παραπάνω εξίσωση 

δίνει
**

ζΡ+νζ = 0 . (3.80)

Oij ρ-1 ρίζες αυτής βρίσκονται στην περιφέρεια ενός κύκλου με ακτίνα 

ν ^ 1 και μια είναι μηδέν. Εάν μεταβάλλουμε συνεχώς το ω προς 

μικρότερες ή μεγαλύτερες τιμές του 1 και όλες οι ρίζες της (3.80)
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1

μετακινηθούν προς το εσωτερικό του παραπάνω κύκλου ΙζΙ <ν Ρ"1 , τότε 

η βέλτιστη τιμή του ω θα είναι διαφορετική του 1. Αυτό γιατί τότε θα 

έχουμε κάποια απ’ αυτές τις ρίζες να αντιστριχεί στη φασματική ακτίνα 

και η τελευταία θα είναι μικρότερη του ν Ρ-1 , που είναι η φασματική 

ακτίνα του L \ .  Αντίθετα αν έστω και μια από τις ρίζες αυτής 

μετακινηθεί προς το εξωτερικό του κύκλου, τότε η βέλτιστη τιμή του ω 

θα είναι το 1.

Εάν θεωρήσουμε το μετασχηματισμό

_ι_

Ζ = ν [>1 ζ (3.81)

οι ρ-1 ρίζες της (3.80) βρίσκονται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο ΙζΙ <1 και 
το πρόβλημα μετασχηματίζεται σ' ένα ισοδύναμο. Η εξίσωση (3.17) με 
το μετασχηματισμό (3.81) γίνεται

J L
Ρ ί ζ ^ ν Ρ - 1 ζΡ + ωνΡ-1 ζ + (1-ω) = 0 (3.82)

και το αντίστοιχο αντίστροφο πολυώνυμο γίνεται

_Β_ J L
Ρ*(ζ): = (1- ω)ζρ+ ων Ρ-1 ζΡ^+νΡ·1 . (3.83)

Έτσι λοιπόν προσπαθούμε να βρούμε πότε οι ρίζες του (3.83) θα 
βρίσκονται όλες στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. Η μελέτη όμως 
του θέματος α\πού μπορεί να γίνει με τον αλγόριθμο των Schur-Cohn.

Οι αντίστοιχες τιμές των Β ,Ι  Β ^ κ α ιΒ ^  είναι
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2β_ JL 2Β-
Β̂ υ  = ων Ρ-1 , Β(11) = -(1-ω )ω νΡ-1 , Β ^ ν ^ - Ο - ω ) 2 . (3.84)

•χ

Οι τιμές των Β®, Β ® κ α ιΒ ® , j=2(l)p-l δίνονται από τις εκφράσεις 

των (3.22). Επειδή τα πρόσημα των Bj1*, j=2,l είναι τα ίδια, όπως 

εκείνα της (3.19α), η θεωρία που αναπτύχθηκε στις προηγούμενες 

παραγράφους και έχει σχέση μ' αυτά ισχύει ακριβώς η ίδια.

Αρχίζουμε τη μελέτη μας υποθέτοντας ότι ω>1.

'θ ε ώ ρ η μ α  3.25
Αν για κάποιο δοσμένο ν  το ω>1, τότε η ελάχιστη φασματική 

ακτίνα για την SOR μέθοδο προκύπτει για ω=1.

Α π ό δ ε ιξ η

Για ρ>3, μελετώντας το πρόσημο του Β ^ \ με την προϋπόθεση ότι
J L

ω ε (1 ,2), προκύπτει ότι για ω>1+ν Ρ"1 αυτό είναι αρνητικό, πράγμα

που σημαίνει ότι η εξίσωσή μας έχει ρίζα εκτός του μοναδιαίου κύκλου

και επομένως από τα ω που θεωρήσαμε καλύτερο είναι το ω=1. Εάν 
JL

oxl+vP ·1 , από τις (3.22) και τις (3.84) παίρνουμε

2β_ 4β_
γ ^ Ι ν Ρ - 1- (1 -ω )2 )2 .ω2νΡ-1 =

*  2ρ 2ρ 2ρ

= (1 -ω )[ν Ρ -1 -(1 -ω )][  ν Ρ-1 - (1- ω)2 + ώ2 ν Ρ"1 } . (3.85)
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JL
Επειδή Qpc Q 3 και ω>1, έπεται ότι ν<1. Έτσι η ανίσωση α χί+ ν  Ρ"1 

2El ?ρ
μας δίνει ότι ν Ρ"1 - (I- ω)2 + ω2ν Ρ-1 >0. Συνεπώς από την (3.85) 
έχουμε ότι Υ2<0 και επομένως υπάρχουν ρίζες της εξίσωσής μας, που 

βρίσκονται έξω από το μοναδιαίο δίσκο. Για ρ=2 έχουμε από τις (3.23) 
και (3.84) ότι το πρόσημο της ποσότητας γ2 είναι ίδιο μ' εκείνο της 
ποσότητας (1- ωχν4 -κυν2 +ω-1), το οποίο είναι επίσης αρνητικό και μας 
οδηγεί στα ίδια συμπεράσματα, όπως προηγουμένως. Αυτό ολοκληρώνει 
και την απόδειξη του θεωρήματος μας. ♦

Βλέπουμε λοιπόν ότι προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε ένα 
οποιοδήποτε toe [1,2) είναι προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε τη 
μονάδα. Για να δούμε τι συμβαίνει για ω<1 παραθέτουμε τις επόμενες 
δυο προτάσεις.

Λ ή μ μ α  3.26
Έστω ότι η περιοχή

Ω'ρ = {(ν, ω) /  3 Vj <0~ j= l(l)p } (3.86)

ορίζεται για (ν, ω)ε (0,1) x (0,1) και έστω σΡ το σύνορο της Ω'ρ . Αν το 

(0,0)εσρ, τότε

σρ = {(ν, ω) /  ω=0, ω=1, ν=0, γρ_ι =0 } . (3.87)

Α π ό δ ε ιξ η
2S.

Από την (3.84) έχουμε ότι γι = ν Ρ-1- (1- ω)2 Στο υπόψη

μοναδιαίο τετράγωνο η γι=0 παριστά μια καμπύλη, η οποία το χωρίζει
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σε δυο μέρη, το και όπως φαίνεται στο σχήμα 3.6.

Αποδεικνύουμέ τώρα ότι για όλα τα j=l(l)p, εάν απαλείψουμε τον όρο
3ε .

(1- ω), ισχύει Yj (1 ,1)>0. Πράγματι έχουμε Β ®  =- (1- ω)ω2ν Ρ-1, Β ®  = 
JS_ 2g_ 2β_

- (1- ω)ων ^ ( ν  Ρ"1- (1- ω)2) ,  και Β ®  = (1- ω)[ν Ρ"1 (1+ω)- (1- ω)2][ν Ρ"1-

(1 -ω )] .

Απρλείφοντας λοιπόν το (1-ω) και-θέτοντας ω=ν=1 παίρνουμε 

α2·- Β ® = -1, fo:= Β ® = -1 και Υ2:= Β®= 2 . Από τους τύπους της (3.22) 

επίσης προκύπτει ότι α3= - 1, &>=- 2, γ3=3, κ.ο.κ.. Αν lat.il +Ιβί-ΐΙ = Yi-l. 

τότε'γί = (Υί-ι)2 - (αι-ι)2 = [ taj.il +lft.jl]2 - tat.il = 2taj.il lft-il + Ift-il2 = 

lYi-il + taj.il Ipj.il = Iftl +tajl > 0 πάντα. Αφού Yj = y".j - [B ^ 1̂ ]2 < 0, 

για όλα τα (v, ω) για τα οποία Yj.i (ν, ω) = 0, και yj(1, 1)>0 θα υπάρχει
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μια καμπύλη η  = 0, η οποία μαζί με τη γμι = Ο κι ένα τμήμα της ω=1 

θα μας δίνει μια περιοχή Γ(}' \  για την οποία θα έχουμε τη η<0. Η 

ένωση όλων αυτών των περιοχών μας δίνει την Ω’ , δηλαδή
Γ

ρ-1
Ω ’ρ =  U  Γ · '} . (3.88)

j=l

Τέλος για γρ s  γρ έχουμε, με όμοιο τρόπο όπως και στην απόδειξη του

Λήμματος 3.10, ότι γρ<0, αν και μόνον αν γ2<0 . Όμως γ2 =
JL JL J2_ „

+Β2]) +Βj!) = ων Ρ^ίν Ρ^-Ι+ω) = ων Ρ"1 γι και άρα ομόσημο του γ ι . ♦

θ ε ώ ρ η μ α  3.27

Για ω<1, αν το σημείο (ν, ω)ε Ω'ρ , τότε η ελάχιστη φασματική 

ακτίνα της SOR μεθόδου, για κάποιο ν, αντιστοιχεί σε ώ=1. Αν το 

σημείο (ν, ω)ε Ωρ- Ω'ρ , τότε η ελάχιστη φασματική ακτίνα της μεθόδου 

αντιστοιχεί σε ω*1.

Α π ό δ ε ι ξ η
Ως γνωστόν για να συγκλίνει η SOR μέθοδος πρέπει το (ν, ω) να 

ανήκει στην ΩΡ. Επομένως η απόδειξη καθίσταται προφανής με βάση το 
προηγούμενο λήμμα και το Θεώρημα των Schur-Cohn. ♦

Εφαρμόζοντας την παραπάνω θεωρία είναι δυνατόν να κάνουμε 
τις εξής παρατηρήσεις για τις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις:

ί) Για ρ=2 ο Kredell [22] βρήκε βέλτιστη τιμή του ώ<1. Η ύπαρξη 
αυτού του ω φαίνεται αμέσως από τα παραπάνω αναφερθέντα.
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ϋ) Για p=3, 4 και τις υποθέσεις της παραγράφου αυτής οι 
Galanis, Hadjidimos, Noutsos και Tzoumas [11], βρήκαν για ποιες 
τιμές του ν έχρυμε ώ=1 και για ποιες τιμές του ν  έχουμε ω*1. Τα ίδια 
συμπεράσματα συνάγονται κι εδώ. Επιπλέον αναφέρεται ότι στην [11] 
έδωσαν την ακριβή τιμή για τη βέλτιστη ώ (βλ. Κεφ. 5).

Στη συνέχεια δίνουμε, για την ειδική περίπτωση ρ=5, το διάστημα 

στο οποίο, όταν ανήκει το ν, έχουμε ώ=1. Η εύρεση του ώ, όταν το ν 

ανήκει στο υπόλοιπο διάστημα σύγκλισης, παραμένει ένα ανοιχτό 

πρόβλημα. Τέλος στο σχήμα 3.7 φαίνεται καθαρά η γραμμοσκιασμένη 

περιοχή, όπου προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε άλλο ω, 

είναι προτιμότερο να χρησιμοποιηθεί το ω=1. Η ανάλυση που γίνεται 

εδώ υποστηρίζει και τις περιπτώσεις (ΐ) και (ii). Για το σκοπό αυτό 

έχουμε ότι από το Λήμμα 5.26, για να βρούμε την Ω’ρ , μας χρειάζεται η 

γ4 = 0 . Από τους τύπους (3.84) και (3.22) όμως και αφού λάβουμε 

υπόψη ότι > 0 έχουμε

5 15
Υ4 = { [ν2- (1- ω)2]2 - ω2ν5 } 2- (1- ω)2ω4ν 2 -

5
* - (1- ω^αΡν^ν2- (1- ω)2] . (3.89)

2
Η παραπάνω καμπύλη διέρχεται από τα σημεία (1,0) και ( φ 5 , ΐ)  .

Η περιοχή Ω'ρ είναι η γραμμοσκιασμένη περιοχή στο σχήμα 3.7.
*

Εκτελώντας πράξεις στην (3.89) εύκολα καταλήγουμε στην παρακάτω 
[ ”έκφραση
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5 5 5
Υ4 = (1- ω)2[ν2 (1+ω)- (Ι-ω)2] { (ν2 -1 +ω)2 [ν2 (1+ω)- (1- ω)2] - ω3ν5 }

ή απαλείφοντας το (1- ω)2 καταλήγουμε στην 

5 5 5
Υ4 = [γ2 (1+ω)· (1*ω)2] { (ν2 -1 +ω)2 [ν2 (1+ω)- (1- ω)2] - ω3ν5 }. (3.90)

5
Για ν=(^)2 η έκφραση (3.90) γίνεται ένα πολυώνυμο του ω 

Q(o>) = [ |  (Ι+ιο)- (1- ω)2] { (ω-1 )2 [ \  d +ω)- (1- ω)2] - ω3(± )2 } . (3.91)

Οι ρίζες του πρώτου παράγοντα της (3.91) είναι οι ή

<*>ι « 2.28 και ω2 -  0.22 . Ο δεύτερος παράγοντας της ίδιας σχέσης,
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μετά τις πράξεις, μας δίνει 02(ω) = ^ (8ω4 - 26ω3 +26ω2 - 9ω + 1) ή,

με το ω=1 νατίναι ρίζα αυτού, Q2(co) = ^ (ω- 1)(8ω3 - 18ω2 +8ω - 1).

Αφού η παράγωγος του δεύτερου παράγοντα του ζ>2(ω) είναι πάντα

θετικός αριθμός και η τιμή του για ω=0 είναι -1, το ζ>2(ω) δεν έχει

ρίζες στο (0,1). Φάνηκε μέχρι εδώ ότι το μόνο σημείο τομής της ευθείας 
1 2 2 

ν και της καμπύλης Υ4 = 0 είναι εκείνο με συντεταγμένες ( φ 5 ,

0,22), το οποίο μάλιστα ανήκει στην περιοχή Γ*;") . Έτσι μπορούμε να
2

ισχυριζόμαστε ότι, αν ν < φ 5 , τότε η βέλτιστη τιμή για την SOR 

μέθοδο θα είναι ώ=1.

Μπορούμε γενικότερα να παρατηρήσουμε ότι, επειδή για όλα τα 
Ρ>5, η γ4=0 που δίνεται από την

2Ε_ 4μ_ 6β_
1 [νΡ-1- (1- ω)2]2 - ω^Ρ-1 }2 - (1- ω)2 ω4 νΡ"1-

42. 22.
*■ - (1- ω^ω^Ρ·1 [νΡ"1 - (1- ω)2] = 0,

* Ed
πεθνά από τα σημεία (1, 0) και ( (r )2p , 1) και επιπλέον τέμνει την

V = ^ 2P Ι^νο σ'ένα σημείο που βρίσκεται στην περιοχή Γ(,") . Έτσι 
E d

^ια ν < (-) 2Ρ η βέλτιστη ω για τη SOR μέθοδο θα είναι ώ= 1.
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3.4.2 Μη·αρνητική περίπτωση
Η μελέτη αυτής της περίπτωσης γίνεται με τρόπο όμοιο με αυτόν 

της προηγούμενης περίπτωσης. ' Ετσι έχουμε ότι το πολυώνυμο που 
αντιστοιχεί σ’ εκείνο της (3.82) είναι τώρα το

_Β_ JL
Ρ(ζ)= ν ^ 1 ζΡ-ων15"1 ζ + ω - 1 (3.92)

με αντίστοιχο αντίστροφο πολυώνυμο το

_Β_ JL
Ρ*(ζ) = (ω-1)ζρ - ω νΡ-1 ζρ'! + νΡ-1 . (3.93)

(1) '*Οι τιμές των Β· , j=0,1,2,... στην παρούσα περίπτωση είναι

2p Ρ 2ρ

Β ^ , = - ω νΡ"1 , Β(11) = (ω-1)ωνΡ·1 , Β̂ 1} = νΡ-1 - (1-ω)2 . (3.94)

Η αναδρομική σχέση που μας δίνει τα και Β® , Β ^  κ α ι Β  ̂ , 

j=2(l)p-l είναι πάλι εκείνη της (3.22). Αφού τα πρόσημα των Β ^ κ α ι  

Β ^  είναι τα ίδια, όπως εκείνα της (3.72) και εκείνο που μας χρειάζεται 

κι εδώ είναι το θετικό της ποσότητας γ̂  , j= l(l)p  , η θεωρία που 

αναπτύχθηκε στην παράγραφο 3.3.2 γενικά ισχύει. Συνέπεια αυτής 

λοιπόν είναι το επόμενο γενικό θεώρημα.

Θ ε ώ ρ η μ α  3.28
Για ρ>3, η ελάχιστη φασματική ακτίνα της SOR μεθόδου, για 

κάποιο ν<1, δίνεται για ω=1.

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω ω >1. Από τις (3.92) με τους τύπους της (3.22) έχουμε ότι



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 75

2β_ iE.
Υ2 =[ vP"1 - (1- ω)2]2 - ω2 ν·5"1 =

Ρ 12.
'=  (1- ω) (νΡ"1 + ω -1) [ νΡ-1 - (1- ω)2 + ω2 γΡ"1 ] (3.95)

2Ε.
Αν γι = νΡ"1 - (1- ω)2 < 0, από το Θεώρημα των Schur-Cohn και τη 
θεωρία που αναπτύχθηκε στην αρχή της παραγράφου 3.4 η μικρότερη 
φασματική ακτίνα για την SOR μέθοδο αντιστοιχεί στο ω=1. Αν γι >0, 
τότε από την (3.93) γ2<0 και το συμπέρασμα παραμένει το ίδιο.

Έστω ω <1. Αν για κάποιο j, j= l(l)p-l, γ^Ο το συμπέρασμα είναι 
το ίδιο όπως και προηγουμένως. Αν ισχύει όλα τα γ^>0, τότε από την 

απόδειξη του Λήμματος 3.10 έχουμε ότι το πρόσημο του γΡ είναι το ίδιο 

μ' εκείνο του γ2. Όμως γι αυτό έχουμε

2β- JL JL
Υ2 = [ νΡ-1 - (1- ω)2] - [- ω  νΡ*1 +  (ω-Ι)ωνΡ·1 ]2 =

-Ε- JL JL JL
= (νΡ-1 +1 - ω)2 (1- ω) ( νΡ"1 -1) ( νΡ·1 -1 + ω + ωνΡ"1) . (3.96)

JL
Αφού γι =Λ'Ρ'1 -1 +ω > 0, προκύπτει ότι γ2<0, το οποίο αποδεικνύει 
και το θεώρημα. ♦ -

Το προηγούμενο θεώρημα απεδείχθη μ’ άλλο τρόπο από τους 
Nichols και Fox [26] στη γενικότερη περίπτωση 1 < q < p-1. Για ρ=2, το 
δεύτερο μέρος του τελευταίου θεωρήματος ισχύει και επομένως για όλα 
τα ω<1 καλύτερο είναι το ω=1. Για ω>1 η ποσότητα γ2 δεν υπάρχει, 
έτσι για ω>1+ν2 έχουμε γι<0 και προκειμένου να εκλέξουμε ένα 
τέτοιο ω, είναι προτιμότερο να εκλέξουμε ω=1. Για ω<1+ν2 έχουμε 
Υι>0 καθώς και γ2>0, πράγμα που σημαίνει ότι υπάρχει άλλη βέλτιστη 
ω / I  και μάλιστα α>€(1,1+ν2). Αυτά τα συμπεράσματα δόθηκαν από
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τον Young [39]. Σημεκόνεται ότι στην [26] βρέθηκε επιπλέον η ακριβής 
τιμή ω.
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ΥΠΟΚΥΚΛΟΕΙΔΕΙΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ 
ΕΥΡΕΣΗ ΦΑΣΜΑΤΙΚΩΝ ΠΕΡΙΟΧΩΝ

4.1 Εισαγωγή
Στα δυο προηγούμενα κεφάλαια δεν ασχοληθήκαμε ειδικά με τις 

ιδιοτηιές του πίνακα Jacobi Β του συστήματος της (2.1). Προκύπτει 
λοιπόν εύλογα το ερώτημα: "Ποια είναι η ευρύτερη δυνατή περιοχή του 
μιγαδικού επιπέδου, η οποία θα περιέχει το σ(Β), έτσι ώστε η SOR 
μέθοδος να συγκλίνει;" Προσπάθεια για απάντηση στο ερώτημα αυτό 
έχει γίνει μόνο για την περίπτωση των G.C.O.-(p.l) πινάκων, αρχικά 
από το Varga [35] και αμέσως μετά για ρ=2 και ω€ (C από τον Kredell 
[15]. Στη συνέχεια ασχολούνται με το θέμα και οι Galanis, Hadjidimos 
και Noutsos ([7], [9], [10]) και δίνουν μερικώς απάντηση στο παραπάνω 
ερώτημα. Ανεξάρτητα, και την ίδια εποχή περίπου στα ίδια 
συμπεράσματα κατέληξαν και οι Wild και Niethammer [38]. Με τη 
μελέτη του ερωτήματος ασχολούνται στη συνέχεια οι Eierman, 
Niethammer και Rutan [6], οι Kontovasilis, Plemmons και Stewart [23] 
και ο Noutsos [29].

·” Σ' αυτό το κεφάλαιο θα προσπαθήσουμε να δώσουμε απάντηση 
- «το παραπάνω ερώτημα, για τη γενική περίπτωση των G.C.O.- (p, q) 

πινάκων. Στην παράγραφο 4.2 θα δοθούν, για τις περιπτώσεις q < [ j ]
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και q > [ |  ] αφού μ.κ.δ (p,q)=l, οι ευρύτατες περιοχές του μιγαδικού

επιπέδου, στις οποίες, εάν ανήκει το σ(Β), τότε η SOR μέθοδος θα 
συγκλίνει. Στην παράγραφο 4.3 θα μελετηθούν οι περιοχές σύγλισης 
στο (ρ(Β),ω)-επίπεδο, όταν το σ(Β) είναι μη-θετικό ή μη-αρνητικό. Τέλος 
στην παράγραφο 4.4 μελετώνται οι ειδικές περιπτώσεις (p,q)=(5,2) και 
(5,3), αφού οι περιπτώσεις (3, 2), (4, 3) και (5, 4) έχουν μελετηθεί ήδη 
στο Κεφάλαιο 3 και οι (3,1), (4,1), (5,1) έχουν μελετηθεί από άλλους 
ερευνητές ([10], [38] και [13]).

Θα παρουσιάσουμε καταρχήν στοιχεία από τη βασική θεωρία των 
υποκυκλοειδών καμπύλών, που είναι χρήσιμα για την εύρεση των 
περιοχών σύγκλισης.

Π ρ ό β λ η μ α
Έστω οι κύκλοι (Ο, R) και (Κ, γ) με r < R. Έστω ακόμη ότι ο 

κύκλος (Κ, γ) εφάπτεται εσωτερικά στον (Ο, R) και κυλάει μέσα σ' 
αυτόν, χωρίς να ολισθαίνει. Έστω τέλος Ρ ένα σημείο του επιπέδου του 
κύκλου (Κ, γ). Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος (γ.τ.) του Ρ, καθώς το 
επίπεδο του κύκλου (Κ, γ) κυλάει μαζί του.

Λύ σ η
Αν Li είναι το μήκος του κύκλου (Ο, R) (μεγάλος κύκλος) και L2 το 

μήκος του κΐτκλου (Κ, γ) (μικρός κύκλος), τότε
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Σχ. 4.1

Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:
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R Ri) Αν — e Z , τότε ο μικρός κύκλος θα κυλήσει γ  φορές μέσα στο

μεγάλο και το σημείο Ρ θα γράψει μια κλειστή (με την έννοια ότι θα 
γυρίσει στην αρχική του θέση) καμπύλη (υποκυκλοειδή).

R  r  H
Η) Αν — eQ και ειδικά — = —, με μ.κ.δ.(£, k)=l, τότε ο μικρός

Γ Γ 1C

μέσα σ' αυτόν). Το σημείο Ρ θα γράψει πάλι μια κλειστή (αστεροειδή) 
υποκυκλοειδή καμπύλη.

ίίί) Αν — € IR-Q, τότε η καμπύλη που γράφει το Ρ δεν είναι 

κλειστή.
Όπως προκύπτει από το σχήμα 4.1 οι παραμετρικές εξισώσεις της 

υποκυκλοειδούς είναι

όπου h η απόσταση του Ρ από το κέντρο του μικρού κύκλου και θ η 
πολική γωνία του κέντρου του μικρού κύκλου.

Ανάλογα με τη θέση του Ρ σε σχέση με το μικρό κύκλο διακρίνουμε 
τριών ειδών καμπύλες:

α ) "shortened hypocycloids", α ν h < r<R -r ή R- r < r < h

β ) "ordinary or cusped hypocycloids", αν h = r

γ )  "stretched hypocycloids", αλλιώς.
Για R = 2r η υποκυκλοειδής μας για h * r είναι η έλλειψη

κύκλος θα κυλήσει ί  φορές μέσα στο μεγάλο (και θα γυρίσει k φορές

χ = (R- r) cos(0) + h cos( Θ) 

y = (R-r) sin(0) - hsin (^ ^ -0)
(4.1)

(r-
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Πίνακας 1
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ενώ για h = r, αυτή εκφυλίζεται σε ευθύγραμμο τμήμα.
Ανάλογα με το αν έχουμε R>2r (ή R<2r), είναι δυνατόν να 

διακρίνουμε πέντε περιπτώσεις σχετικά με τη θέση του h ως προς τα r 
και R- γ . Στον πίνακα 1 φαίνονται αυτές, καθώς ο μικρός κύκλος κυλάει 
αντίθετα με τη φορά των δεικτών του ρολογιού, για ί) R = 3γ και ίί)

4.2 Υποκυκλοειδείς και περιοχές σύγκλισης
Αρχίζουμε τη μελέτη μας από τη σχέση των ιδιοτιμών (2.41), 

θεωρώντας ότι ωε (1, 2). Θέτοντας το μετασχηματισμό,

Στόχος μας είναι να βρούμε την περιοχή εκείνη του μιγαδικού επιπέδου, 

η οποία θα περιέχει τις ιδιοτιμές μ του πίνακα Jacobi Β και θα

το ίσον θα ισχύει, αν μια ιδιοτιμή του Β βρίσκεται πάνω στο σύνορο.
Ο πίνακας Β είναι κυκλικός, που σημαίνει ότι μ#εσ(Β ), με ΘΡ =1 

και je IN. Αν πάρουμε p τάξης ρίζες και στα δυο μέλη της (4.2) θα 

έχουμε

1φ = -

και αντικαθιστώντας στη (2.41) παίρνουμε

[1-(1-ω)φ]Ρ=ωΡμΡφ(1 . (4.2)

απεικονίζεται στο εξωτερικό του κύκλου φ=ηε'θ, η>0, θε [0, 2π), ή

1-(1-ω)φ = ω μ φ ^ (4.3)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 83

Προφανώς η περιοχή μας θα δίνεται από το μετασχηματισμό

ζ := 1 - (1 -ω )φ

ω φφ (4.4)

Για να τον μελετήσουμε θέτουμε

·— rrflfPζ  : = Φ (4.5)

όπου η (4.4) γίνεται

(4.6)

Ο δίσκος ΙφΙ < η, λόγω της (4.5) αντιστοιχεί στον τομέα

Sk := { ρ ^  eip(2kjr+0): ρ € [0, η], θ ε [0,2π) ), k=0(l)p-l

ή ισοδύναμα

Sk := { ρ ^  : ρ ε [0,η], θ ε [0, ^ ) ), k=0(l)p-l .

(4.7)

,. Για να πετύχουμε το στόχο, τον οποίο θέσαμε παραπάνω, θα

πρέπει να ιιελετήσουμε το μετασχηματισμό (4.6) σε καθένα από τους
, 2πο.

τομείς (4.7). Όμως αν ζ' = ζεΚ Ρ 1, k=l(l)p -l, είναι εκείνο το σημείο

πουιπροκύπτει από στροφή του ζε S0 κατά γωνία k ^ p , τότε ζ(ζ') = 

J - Π - oritP^e2101' , 2πο .
' — 1  -------= ζ(ζ)ε* ρ , δηλαδή η εικόνα του ζ(ζ’) προκύπτει από

ω ζε*  ρ 1
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στροφή της εικόνας του ζ(ζ) κατά - . Έτσι λοιπόν θα πρέπει να
Ρ

μελετήσουμε το μετασχηματισμό του S0.

Έστω ο συμπαγής τομέας

S0 := {q*P ei0 : ρ€ [0, η], θ < = [0 ,^ )  } . (4.8)

Το σύνορο αυτού του συνόλου είναι η κλειστή καμπύλη

350={ρ: ρ€[0, η] }υ {ρ ε  p 1: ρε [Ο,η] } υ {  ης/Ρ e10: 0e [0, ^ )}. (4.9)

Η εικόνα αυτής της καμπύλης με το μετασχηματισμό (4.6) είναι μια 
καμπύλη C0 η οποία αποτελείται από τις εικόνες των τριών παραπάνω 
καμπύλών με τον ίδιο μετασχηματισμό. Αφού το δεύτερο ευθύγραμμο 
τμήμα προκύπτει από το πρώτο με στροφή κατά γωνία , θα 
μελετήσουμε το πρώτο ευθύγραμμο τμήμα και την τρίτη καμπύλη.

Λ ή μ μ α  4.1
Η απεικόνιση του ευθύγραμμου τμήματος {ρ: ρ€ [0, η]) είναι ένα 

απείρου μήκους τμήμα του θετικού πραγματικού ημιάξονα. Επιπλέον,

αν η< η = [φ ~̂ χω ^  L αυτό απεικονίζεται 1-1 στο τμήμα [1- (1-ω)η 
ωη

,Ρ/9

οο], διαφορετικά απεικονίζεται στο [* — , «] και η απεικόνιση

δεν είναι 1-1.

Λ
ωη

Α π ό δ ε ιξ η
Θέτοντας ζ=ρ στην (2.6) έχουμε -
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, , 1-(1-ω)ορΑϊ
ζ(ρ) := ωρ

Παραγωγίζοντας αυτήν ως προς ρ παίρνουμε

dzfp) - g (1-ω)ω ρρ/ς - ω + (1- ω)ω ρρ/ς ρρ/ς (1-ω) (Ι -^ Μ  

όρ “ αΡρ2 = ωρ2

Είναι πλέον φανερό από τις προηγούμενες ισότητες ότι f  °» αν 

και μόνον αν ισχύει η = η := . Έτσι καθώς το ρ κινείται
Λ

από το 0 στο η με η<η, οι εικόνες του κινούνται από το °° στο 

~ και η απεικόνιστΙ είναι 1-1. Όταν το η>η, οι εικόνες του ρU JI|

,  ι l 1- (l-COliW^ λκινούνται από το ~  μέχρι το — *— ^ -J—  για ρ < η και έπειτα
ωη

1 - ( 1 - ω ^  λ  .γυρίζουν προς τα πίσω στο — ~ ~ —  για ρε (η, η]. ♦tUIJ

Για τη μελέτη της τρίτης καμπύλης θεωρούμε το μετασχηματισμό
(4.6) και θέτοντας ζ = ης/ρ e10 έχουμε

όπου,
ζ(ζ) = x+iy

X = —^  [cos0 - (1- ω)η cos( ^  θ)]
ωη

y = - —^  [sin0+(l- ω)η sin( θ)] 
ωηψμ *1

,θεΙΟ ,2® )  .(4.10)
r
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Αφού ισχύει ωε(1,2), οι εξισώσεις (4.10) είναι της ίδιας μορφής με τις
(4.1) και επομένως είναι παραμετρικές εξισώσεις υποκυκλοειδούς με

R-r = — L -  
ω η ^

h = —  η(Ρ-ώ/Ρ . (4.11)
ω  1

R-r _ ρ -q 
r  Q

Η μόνη διαφορά των (4.10) μ' εκείνες της σχέσης (4.1) είναι ότι οι (4.1) 
περιγράφουν υποκυκλοειδή που διαγράφεται, όταν ο μικρός κύκλος 
γυρίζει κατά φορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, ενώ αυτές, της 
σχέσης (4.10), περιγράφουν υποκυκλοειδή που διαγράφεται, όταν ο 
μικρός κύκλος γυρίζει προς τη φορά των δεικτών του ρολογιού.

Λ ή μ μ α  4.2

Η εικόνα του τόξου (,Α θβ[0, 2- f n  κατό το μετασχηματισμό

(4.6) είναι η υποκυκλοειδής καμπύλη (4.10). Η απεικόνιση είναι 1-1 και 
η καμπύλη έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία {ρε'ί2π(̂ Ρ: ρεΟ (Κ ) }.

Α π ό δ ε ιξ η

Αποδεικνύουμε πρώτα ότι σημεία του ζ-επιπέδου με αντίθετα 

ορίσματα έχουν εικόνες στο z-επίπεδο με αντίθετα ορίσματα. Πράγματι, 

αν ζ 1 := ζ^ρ, θ) και := ζ^ρ, - θ) δύο τέτοια σημεία, τότε ισχύει

y o  y

tgArg( y  = - ζ  = - - tgArg( ζ λ) ,
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όπου Xj, y., i=l, 2, δίνονται από τις (4.10).
Έστω τώρα ζ 1 και ̂  δύο σημεία του τόξου που θεωρούμε συμμετρικά ως 

προς τον ημιάξονα |ρει2:Γ<ϊ/ρ: ρε IR+ }. Γι' αυτά έχουμε ξ 1= ζ1(η, θ) και

&>= ̂ 2(1Ί> ^  · θ)> δηλαδή Arg( ζ ^ Α ^ ί  . Αν Zj := z ^ j ) ,  τότε

ω η ε

Β . ϊ ^ θ  
l-g-<o)nq o η

-ίθa)T|e
(4.12)

Από την (4.12), αφού σημεία του ξ-επιπέδου με αντίθετα ορίσματα 
έχουν εικόνες με αντίθετα ορίσματα, προκύπτει ότι

ArgZ2 = - Argzi - ή Argzi +ArgZ2 = -

δηλαδή, οι εικόνες συμμετρικών σημείων σε σχέση με τον άξονα  
Ιρ6*πς/ρ. ρ€ jRt είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα {ρ ε ',2π<,̂ >: 

ρ εΚ }. Τέλος αποδεικνύουμε το 1-1. Θεωρούμε δύο σημεία ζ 1* ζ 2 με 

= ηε'® ,̂ j=l, 2. Έστω ότι αυτά έχουν τις ίδιες εικόνες. Τότε από τη 

σχέση ζ ίξ ^ ζ ίζ ρ  συνεπάγονται οι x^Xj και yj=y2, από δε τις σχέσεις 

‘ (4.10) έχουμε:

cos0i - (1-ω) η oos ^  θι = cos02 - (1-ω) η cos ^  02 

,  sin θι + (1- ω) η sin ^  θι = sin02 + (1- ω) η sin ^ 0 2

ή μετά από μερικές πράξεις
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Πίνακας 2
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s in § ( 9 1- ^ )  = 0 ή θ1+θ2 = ^ (4.13)

Επειδή όμως 0j, θ2ε(0, ), η μοναδική τιμή του k είναι k=l. Έτσι

0 J+02 = , το οποίο σημαίνει ότι τα παραπάνω σημεία είναι
.2πα

συμμετρικά ως προς τον άξονα {ρε1 Ρ : ρε 1R)) και οι εικόνες τους δεν 
ταυτίζονται (άτοπο). Συνεπώς η απεικόνισή μας είναι 1-1. ♦

Στη συνέχεια διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:

α) ^—̂ <1 και β) ^ > 1 .
q q

Η πρώτη ανισότητα σημαίνει ότι ο αριθμός των μη ταυτοτικά 
μηδενικών blocks του κάτω τριγωνικού πίνακα L του πίνακα Jacobi 
είναι λιγότερα από τα μη ταυτοτικά μηδενικά blocks του άνω 
τριγωνικού πίνακα U. Η δεύτερη ανισότητα σημαίνει ακριβώς το 
αντίθετο. Οι ανισότητες αυτές με βάση τις (4.11) δίνουν R<2r και R>2r 
αντίστοιχα. Έχοντας υπόψη τα εκτεθέντα στην παράγραφο 4.1 καθώς 
και τις σχέσεις (4.10), παίρνουμε τις μορφές των υποκυκλοειδών 
καμπύλών που φαίνονται στον πίνακα 2.

Μετά τη μέχρι τώρα ανάλυση δίνουμε το επόμενο θεώρημα.

. θ ε ώ ρ η μ α  4.3
Το σύνολο S0' = S0 \  {ρ : ρ(0, η]} απεικονίζεται με τη (4.6) στο 

σύνολο Ω0' =z (S0’). το οποίο είναι το αριστερό μέρος του μιγαδικού

επιπέδου με σύνορο την απεικόνιση της αριστερόστροφης καμπύλης 9S0. 
. Επιπλέον η απεικόνιση αυτή είναι 1-1.
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Α π ό δ ε ιξ η

Είναι προφανές ότι το σύνολο S0’ είναι ο τομέας (γεωμετρικός) 

χωρίς το σύνορο των ευθύγραμμων τμημάτων. Εξαιρούμε τα 

ευθύγραμμα τμήματα του συνόρου, αφού γνωρίζουμε ότι σ' αυτά η 

απεικόνιση δεν είναι 1-1 για η>η, από το Λήμμα 4.1. Έστω τώρα το 

σημείο ζ0 = ρ0ε'θ° e S0' . Αυτό ορίζεται μονοσήμαντα από την τομή του 

ημιάξονα |ρε,0° : ρ>0} και του τόξου ( ροε10 : θ ε ( 0 , ^ ) ). Όμως, από 

το Λήμμα 4.2, η απεικόνιση αυτού του τόξου είναι 1-1. Για την 

απεικόνιση τώρα του ημιάξονα εργαζόμαστε ως εξής: Έστω ότι αυτή δεν 

είναι 1-1. Τότε θα υπάρχουν ζ 1 = ρ} e100 και = ρ2 e100 με ρ1*ρ2 που 

θα έχουν την ίδια εικόνα. Έτσι

1.(1·ω)ο?/ν Ι ί ί’0 l-(l-< o )0f  e 'q e°
θι ei0o " 02

ή -  (4.14)

©2 - 01 = - (1-ω) (0§/q - Q?/q ) e1 q θ° .

Όμως τώρα είναι προφανές ότι η τελευταία ισότητα ισχύει, αν και 

μόνον αν ρ 1= ρ 2 · Δηλαδή η απεικόνιση είναι 1-1. Συνεπώς, η εικόνα του 

ζ0 είναι το μοναδικό σημείο τομής zQ. Αυτό ισχύει για όλα τα σημεία 

του SQ' και επομένως η απεικόνιση αυτή είναι 1-1. Μετά από αυτό 

είναι φανερό ότι το Ω0=ζ (Sq) είναι το αριστερό μέρος του μιγαδικού 

επιπέδου σε σχέση με τη διεύθυνση, που δείχνουν τα βέλη στον 

πίνακα 2. ♦
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Φυσικά, το Θεώρημα 4.3 ισχύει για όλους τους τομείς Sk, k=0 (1)

p-1. Έτσι την απεικόνιση Ω(ς = ζ (Sk), k=0 (1) ρ-1, μπορούμε να την

πάρουμε σαν στροφή της Qk l κατά γωνία - ^ π  ήτηςΩ 0 κατά γωνία

- ^ ^ π , k=l(l)p-l, δηλαδή 
Ρ

- ϊ ^ π
Qk = Qk. , e Ρ , k =  1(1)ρ-1

(4.15)
ί ' Μ π

fik = Q0 e Ρ , k = 1(1)ρ-1) .

Αφού ο δίσκος ΙζΙ < η ^  είναι η ένωση U S,,, η εικόνα του δίσκου
i-o

θα είναι

ρ-1 ρ-1
z ( U  Sk) =  U ί \ ·

*=0 Κ *=0 κ

ρ-1 c  ρ-1
Έτσι όλα τα σημεία που ανήκουν στο ( U Ω. ) = p| Ω*, θα αντιστοιχούν

*= 0  Κ * . 0

στο εξωτερικό του προηγούμενου δίσκου.

* Θ ε ώ ρ η μ α  4.4
Έστω ότι ο block πίνακας Jacobi Β που αντιστοιχεί στο σύστημα

(2.1) είναι G.C.O - (p, q) πίνακας. Τότε για τη φασματική ακτίνα ρ(£ω)

της SOR μεθόδου ισχύει

ρ(£ω)<1/η ,

αν και μόνον αν
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σ (Β )£Π Ω ; ,
*=ο

όπου σ(Β) το φάσμα του Β xat Qk= z(Sk). Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο

αν τουλάχιστον μια ιδιοτιμή του Β ανήκει στο σύνορο αυτής της 
περιοχής.

Α π ό δ ε ιξ η
ρ - 1

Έστω σ(Β) £  Π Ω* · Τότε αν με σ(Β) μια τυχαία ιδιοτιμή του Β, με 
*=ο

τον αντίστροφο μετασχηματισμό της (4.6), αυτή θα αντιστοιχίζεται στο 

εξωτερικό του δίσκου ΙζΙ < η^Ρ . Όμως τότε όλα τα σημεία του 

εξωτερικού αυτού χωρίου με τους αντιστρόφους των (4.5) και (4.1) 

διαδοχικά αντιστοιχίζονται στο εσωτερικό του κύκλου I λ I < 1/ η και το
ρ-1

αντίστροφο απεδείχθη. Αν I λ I < 1/η και σ(Β) £  ΠΩ* , τότε υπάρχει
*=ο

ρ-1 Ρ-1
με ΠΩ* ,  δηλαδή υπάρχει fie (J Ω *. Όμως τότε θα υπάρχει 0 <ΐ < ρ-1

*=0 k-Ο Κ

τέτοιο ώστε με . Συνεπώς, με τους αντίστροφους μετασχηματισμούς

των (4.6), (4.5) και (4.1) αντίστοιχα, αυτή η περιοχή θα αντιστοιχίζεται

στη λ με I λ Ι>1/ η που είναι άτοπο και άρα η απόδειξη ολοκληρώθηκε. ♦ 

Εκείνο που θα πρέπει εδώ να παρατηρήσουμε είναι ότι η περιοχή
Ρ ~ 1

σύγκλισης Π Ω* είναι το κενό σύνολο στις περιπτώσεις I , Ih, I , I., 

II και IL του πίνακα 2. Έτσι θα πρέπει να μελετάμε μόνον τις άλλες
β D

περιπτώσεις ή ισοδύναμα την περίπτωση, όπου
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(4.16)

Στα σχήματα 4.2 και 4.3 η γραμμοσκιασμένη περιοχή είναι η
ρ - 1

ακριβής περιοχή Π Ω* . στην οποία πρέπει να ανήκει το σ(Β), ώστε η
k - 0

SOR μέθοδος να συγκλίνει για τις περιπτώσεις (p, q) = (5,2) και (ρ, q) = 

(5,3) αντίστοιχα.

Σχ. 4.2
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Έστω τώρα ότι ωε (0,1). Από το μετασχηματισμό (4.6) έχουμε

ζ : =
1- (1- o))fcp/q 

cot
_ 1-Κ1- ω ) ^ *  _ Ι - Κ Ι - ω ^ ν ^ ^  = 

ω  ̂ ωηε*θ

_ 1-Κ1-ω)τιρ/(1 eip(6+ρ ) - ® ι  
ϊ(θ+ ^)

ωηε

Θέτοντας ΘΓ-Θ  + ^  έχουμε

Ζ !=
ωηείθι e Ρ

(4.17)

(4.18)
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Όμως αυτό σημαίνει ότι η εικόνα του μετασχηματισμού έχει τη μορφή

ισχύουν συμπεράσματα ανάλογα με αυτά της προηγούμενης 

περίπτωσης.

4.3 Περιοχές σύγκλισης στο (ρ(Β),ω)-επίπεδο
Υποθέτουμε ότι σ(Βρ) είναι μη-θετικό ή μη-αρνητικό. Γι' αυτές τις 

περιπτώσεις θα προσδιορίσουμε στη συνέχεια την περιοχή σύγκλισης της 

SOR μεθόδου στο (ρ(Β),ω)-επίπεδο. Για το σκοπό αυτό δίνουμε το 

επόμενο λήμμα.

Λ ή μ μ α  4.5
2 k jiΣτροφή κατά , k=0(l)p-l στο μιγαδικό επίπεδο της περιοχής 

σύγκλισης, της SOR μεθόδου του Θεωρήματος 4.4, την αφήνει 

αμετάβλητη.

Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω ζ(θ) ένα σημείο του μετασχηματισμού (4.6). Στροφή αυτού 

κατά , k=0(l)p-l μας δίνει το σημείο
Ρ

2κα π . 
ζ(θ)ε Ρ 1

Ε Ε
ΐ 1-(1-ω)η{<είΐ
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δηλαδή πάλι σημείο του ίδιου μετασχηματισμού. Αφού μ.κ.δ.(ρ,ς)=1, τα 

σημεία που δεν αλλοιώνονται μ' αυτές τις στροφές είναι p διακεκριμένα 

μεταξύ τους, πάνω σ’ έναν κύκλο και χωρίζουν αυτόν σε p ίσα διαδοχικά

Από το προηγούμενο λήμμα προκύπτει ότι οι άξονες {± ρε Ρ , 
q s  [0, « ο ) ), k=0(l)p-l είναι άξονες συμμετρίας. Συνεπώς τα σημεία στα 
οποία το μέτρο r του σημείου ζ(ζ) γίνεται ελάχιστο (rmin) ή μέγιστο 
(imax) θα βρίσκονται πάνω σ' αυτούς. Από τις παραμετρικές εξισώσεις 
(4.10) παίρνουμε ότι

τόξα. Έτσι στροφές κατα -----, k=0(l)p-l αφήνουν την περιοχή
Ρ

αμετάβλητη. ♦

τ=Ιζ(ζ)Ι = — [1+(1-ω)2 η2 -2(1 -ω )η σο5^ θ]1/2 . (4.20)
ωη

Παραγωγίζοντας την (4.20) ως προς θ προκύπτει

dr _ 
dO-

Ρ(1-ω)η5ίηξ-θ
(4.21)

Ρ

rmin -  [1+(1-ω)η] . (4.22)
ωη
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Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι το rmin αντιστοιχεί σε τόξα 

(2k+l)q jĉ 0(l)p-l. Από τη συμμετρία της καμπύλης στα τόξα

<27 q+1 π , k=0(l)p-l, αντιστοιχούν τα rmax · Τα τόξα αυτά ανήκουν

στα δυο σύνολα Αο = {— π , k=0(l)p-l} και Α ι= {^ ~ Γ ^ κ  , k=0( 1 )p-1}
Ρ Ρ

και μάλιστα όταν το rmin βρίσκεται σ' ένα απ' αυτά το rmax βρίσκεται 

στο άλλο.

Έστω ω > 1. Για να βρούμε την τιμή του rmax μελετάμε τα σημεία

τομής της καμπύλης μας με τον οριζόντιο άξονα. Η ελάχιστη τιμή rmin

βρίσκεται στο θετικό οριζόντιο ημιάξονα αν η διαφορά 0 - ^  ε ίνα ι
2 π ^ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του —  , ή ισοδύναμα αν ο q είναι άρτιος 

αριθμός. Διαφορετικά στο θετικό ημιάξονα θα αντιστοιχεί η rmax-

Ομοίως η rmin βρίσκεται στον αρνητικό ημιάξονα αν π - ^  -
2n  ^  ̂

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του —  ή αν το p-q είναι άρτιος αριθμός.

Διαφορετικά στον αρνητικό ημιάξονα θα βρίσκεται το rmax . Ανάλογα

συμπεράσματα προκύπτουν για ω<1. Έτσι διακρίνουμε τις παρακάτω

τρεις περιπτώσεις:

Λ ΐ) Για ρ άρτιο και q περιττό και στους δυο πραγματικούς 
ημιάξονες αντιστοιχεί η rmax για ω > 1 και η rmm για ω < 1.

Π) Για ρ περιττό και q άρτιο, το rmin αντιστοιχεί στο θετικό 
ημιάξονα και το rmax στον αρνητικό για όλα τα ω.

iii) Για ρ και q περιττά στο θετικό πραγματικό ημιάξονα 
αντιστοιχεί το rmax και στον αρνητικό το rmin για ω > 1 και αντίστροφα 
για ω < 1.
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Για τον υπολογισμό της τιμής rmax και εφόσον αυτή αντιστοιχεί 
στον πραγματικό άξονα εργαζόμαστε ως εξής: Από τις παραμετρικές 
εξισώσεις (4.10) βρίσκουμε τις ρίζες της

sinO + (1- ω) η sin θ = 0 , θε [ 0 ,2 π ) (4.23)

ή ισοδύναμα της

Uq-i (t) + (1- ω) η Up-q-Kt) = 0 (4.24)

0
με t = cos ^ , και Us(t) πολυώνυμο Chebyshev δεύτερου είδους βαθμού 

s [33]. Για κάθε tj υπολογίζουμε και το αντίστοιχο

Χί = 1
1 p/q ωη

[ Tq(ti) - (1- ω) η Tp.q(ti) ] . (4.25)

Η rmax είναι η ελάχιστη θετική τιμή των Xj αν η rmax αντιστοιχεί στο 
θετικό ημιάξονα ή το μέτρο της μεγίστης αρνητικής αν αυτή αντιστοιχεί 
στον αρνητικό ημιάξονα. Στην περίπτωση που η τιμή rmax δεν 
αντιστοιχεί στον πραγματικό ημιάξονα, στρέφουμε το σχήμα κατά 

γωνία ^  και εργαζόμαστε όπως και προηγούμενα. Αυτή η τιμή μπορεί

να δοθεί αριθμητικά στη γενική περίπτωση.

Θ ε ώ ρ η μ α  4.6
Έστω ότι το σ(ΒΡ) είναι μη-αρνητικό και ο πίνακας Jacobi Β 

ανήκει στην κατηγορία των G.C.O.- (p, q) πινάκων. Τότε η περιοχή 
σύγκλισης της SOR μεθόδου στο (ρ(Β), ω)-επίπεδο είναι
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Ω ι^ {(β ,ω ): βε[0,1), 0 < ω < ω 1(β) = - ^  } (426)

για q άρτιο και

02  -  {(β,ω): βε [0,1), 0< ω < ο>2 (β) } (427)

για q περιττό, με ο>2 (β) την καμπύλη f$=rmax - Η καμπύλη αυτή είναι 
το άνω φράγμα του 02  και μπορεί να δοθεί από τις (424) και (4.25) 
αριθμητικά.

Α π ό δ ε ι ξ η
Για q άρτιο έχουμε p περιττό, το οποίο αντιστοιχεί στην 

περίπτωση (ϋ). Σ' αυτήν την περίπτωση έχουμε ρ(Β) = rmjn. Για ω > 1 η

τιμή του rmin αντιστοιχεί στο τόξο θ = p ®  π  = ηπ . Από την (4.10) για  

η=1 παίρνουμε

β = ^  ή ω = j ^ - = : ω,(β) . (428)

Γι αω< 1 , έχουμε rmin= l ( με θ = 0 )  οπότε
φ

β =  1 . (4.29)

Από τις δυο προηγούμενες σχέσεις συνεπάγεται ότι η περιοχή σύγκλισης 
της SOR μεθόδου είναι η Qj της (426), η οποία φαίνεται στο σχήμα 4.4.
Για q περιττό ισχύουν οι περιπτώσεις (ΐ) και (iii). Σ’ αυτήν την 
περίπτωση έχουμε ρ(Β) = rmax για ω > 1. Η τιμή του rmax υπολογίζεται 

-όπως προαναφέρθηκε. Για κάθε ω ε(0 ,2) παίρνουμε από τις (4.24) και 
(4.25) ένα μοναδικό β. Όλα τα ζεύγη (β, ω) μας δίνουν το σύνορο ο>2(β). 
Το σχήμα του Ω ι μοιάζει μ' εκείνο του Qj.
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θ ε ώ ρ η μ α  4.7
Έστω ότι το σ(ΒΡ) είναι μη-θετικό και ο πίνακας Β όπως στο 

Θεώρημα 4.6 . Τότε η περιοχή σύγκλισης της SOR μεθόδου στο (ρ(Β), ω)- 
επίπεδο είναι:

Ω3 = {(β,ω): ω ε(0 ,2) και 0<β<βι(ω ) } (4.30)

για q άρτιο και

Ω4 = {(β,ω): ο)€(0,2) και 0<β<β2(ω) } (4.31)

για q περιττό , με βι(ω) την καμπύλη β = rmax , την οποία μπορούμε να 
πάρουμε αριθμητικά όπως αναφέραμε στο προηγούμενο θεώρημα. Η 

καμπύλη β2 (ω) είναι η β = για ωε [1.2) και β = rmax για ωε (0,1]

(παίρνεται όπως και η βι(ω)).
Επιπλέον ισχύει
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i \m  βι(ω)= £im β2(ω) = l/cos(n/p). (4.32)
ϋ)-»0+ CO-»Of

Α π ό δ ε ι ξ η

Με παρόμοιο τρόπο όπως και στο προηγούμενο Θεώρημα 4.6, για p 

άρτιο και για τις δυο περιπτώσεις ω>1 και ω<1 έχουμε P=rmax και η 

υπόψη περιοχή είναι η Ω3 . Για p περιττό (περίπτωση (ϊ) και (iii)), αφού 

πρέπει σ(ΒΡ) να είναι μη-θετικό θα πρέπει το β να ισούται με το 

μικρότερο σε απόλυτη τιμή μέτρο των σημείων τομής της καμπύλης με 

τον ημιάξονα |ρε' Ρ , ρ [0,» )} . Αυτό όμως αντιστοιχεί στο rmax όταν 

to  rmin ανήκει στον πραγαμτικό θετικό ημιάξονα και αντίστροφα. Έτσι 

από τις περιπτώσεις (ΐ) και (iii) έχουμε ότι αυτό το σημείο αντιστοιχεί 

στο rmjn για ω>1 και στο rmax για ω<1. Συνεπώς η καμπύλη β2(ω) 

παίρνεται από τη β = για ωε [1,2) και από τη β=ΓΓΠ3χ για coe (0, 

1]. Στη δεύτερη περίπτωση αυτή υπολογίζεται αριθμητικά.

Είναι φανερό ότι βι(2) = β2(2) = 0 και β ι(1) = β2(1) = 1. Τα 

σημεία τομής των καμπύλών βι(ω) και β2(ω) με τον άξονα των β 

(οριζόντιο άξονα) μπορούν να προσδιοριστούν ως εξής. Για ω-»0, 

ακολουθώντας την ίδια πορεία που ακολούθησε ο Noutsos στην [29], 

μπόρούμε να συ|ΐπεράνουμε ότι η περιοχή σύγκλισης της SOR μεθόδου 

είναι ένα κανονικό αστεροειδές p-γωνο. Έτσι το β τείνει στο l/cosCn/p), 

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. ♦

Οι περιοχές Ω3 και Ω4 φαίνονται για (p, q) = (5,2) και (5, 3) στα 

σχήματα 4.5α και4.5β αντίστοιχα.
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Π α ρ α τή ρ η σ η :
Τα δύο τελευταία θεωρήματα συμφωνούν απόλυτα με τα 

συμπεράσματα για τις περιπτώσεις (p, q) = (ρ, ρ-1), που βρέθηκαν στο 
Κεφάλαιο 3 χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο των Schur-Cohn.

4.4 Ειδικές περιπτώσεις
Για τις ειδικές περιπτώσεις, όπου (p, q) = (3,2), (4,3) και (5,4), 

έχουν δοθεί περιοχές σύγκλισης στο (ρ(Β), ω)-επίπεδο στο Κεφάλαιο 3, 
χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο των Schur-Cohn. Επίσης για τις 
περιπτώσεις (p, q) = (3,1), (4,1) και (5,1) έχουν δοθεί επίσης οι περιοχές 
σύγκλισης από άλλους ερευνητές, όπως αυτό φαίνεται στην εισαγωγή 
του παρόντος κεφαλαίου. Εδώ θα μελετήσουμε τις περιπτώσεις (p, q) =
(5,2) και (5,3).

ί) (ρ, q) = (5,2).
Σ' αυτήν την περίπτωση η (4.24) γίνεται
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Uj(t) + (1 - ω)ηϋ2(0 = 0 (4.33)

ή ισοδύναμα „

4(1 - ω)ηί2 + 2t - (1 - ω)η = 0 . (4.34)

Οι ρίζες αυτής είναι

<+.- =
-1 ί  V l+ 4 (1  -ω )2η2 

4(1 - ω)η (4.35)

Από τις (4.25) έχουμε

χ + ι- = ^  [ σ ζ (t+.-) - Ο - ω) ηΤ3(1+, . ) ] (4.36)

ή ισοδύναμα

Χ+’- =  [ (2 t+ .- ' 1 ' ( 1 ' ω )η (4 ΐ+.-- 3 ι+(- 1 · (4-37)

Αντικαθιστώντας το t+>. από την (4.35) παίρνουμε μετά από λίγες 
πράξεις:

Ο'

χ [ 1 - (1 - ω)2η2 ΐ [1 ± V 1 + 4(1 - ω)2η2 1
Χ+>·" 2ω(1-.ω)2ηΐ2/5 · (4·38>

I

Η μικρότερη σε απόλυτη τιμή από τις χ+ και χ. δίνει το rmax . 
Προφανώς rmax = Ιχ+Ι. Η τιμή του rmin δίνεται από την (4.22) και είναι

Γ _ « „  =  ί+(1 -ω)η
rm,n ώ ^ Λ (4.39)
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Είναι φανερό ότι όλη η θεωρία, που αναπτύχθηκε προηγουμένως, 
επαληθεύεται. Επιπλέον στην ειδική περίπτωση, που εξετάζουμε, έχουμε 
αναλυτική έκφραση για το rmax-

Εάν σ(Β5) είναι μη-αρνητικό, αντικαθιστώντας το η = 1 παίρνουμε 
την περιοχή σύγκλισης Ωι, όπως αυτή δίνεται από το Θεώρημα 4.6.

Εάν σ(Β5) είναι μη-θετικό, μπορούμε να πάρουμε την περιοχή 
σύγκλισης Ω3 από το Θεώρημα 4.7. Σ' αυτήν την περίπτωση βι(ω) 
δίνεται από τη συνάρτηση

β = βι(ω) := I rmax I = (2 - ω )θ /ΐ + 4(1 - ω)2 - 1 )  
2(1 - ω)2

ή ισοδύναμα

βΐ(ω) = 2(2 - ω)

1 +V7 + 4(1 - ω)2

(4.40)

(4.41)

Παραγωγίζοντας την (4.41) ως προς ω έχουμε

Φ ΐ(ω )_ -2  [1 + V l +4(1 -ω )2 -~4(1 -ω)1 

^  [ 1 + V 1 + 4(1 - ω)2]2·\/1 + 4(1 - ω)2
(4.42)

Από τη σχέση (4.42) προκύπτει ότι η β^ω) για ω ε(0, ^ ) είναι μια

αυστηρά αύξουσα συνάρτηση του ω, ενώ για coe d , l ) u ( l ,2) μια 

φθίνουσα συνάρτηση αυτού, με

max βι(ω) = βι( 
ω

5
4 *

Με ω να τείνει στο μηδέν έχουμε
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to W c o )= K O ) = ^ - i = ^  ·

■5*

το οποίο επαληθεύει τη θεωρία μας.

Π) (p, q) = (5,3).
Η εξίσωση (4.24) γίνεται

U2(t) + (l-o W J i(t)  = 0
ή ισοδύναμα

4t2 + 2(1 - ω)ηί - 1 = 0  .

Η (4.44) έχει ως ρίζες τις

- (1 - ω)η ± V 1 +4(1 -ω )2η2
* + .-  ~  A

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Η σχέση (4.25) τώρα μετά από απλές πράξεις δίνει

f 1 - (1 - ω)2η2 )1 Γ(1 - ω)η W 4 +(1 - ω)2η21
Χ*’- "  2ωη3/5

' 4

Οι^ιμές των rmax και rmjn αντίστοιχα είναι

rmax -  ‘
Ix+I , αν ω^Ι 

Ιχ.Ι , αν ω£1

(4.46)

(4.47)

1 + (1 - ω) 
rmin =  ωη5/3 (4.48)
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Για τη μη-αρνητική περίπτωση, η περιοχή σύγκλισης είναι η Ω2 του 
Θεωρήματος 4.6. Η καμπύλη α>2(β) δίνεται πια με αναλυτικό τύπο και 
συγκεκριμένα τη συνάρτηση

β = β(ω) := ^ (2 - ω)(1 - ω +V4 + (1 - ω)2 ) . (4.49)

Για τη μη-θετική περίπτωση η περιοχή σύγκλισης είναι η Ω4 του 
Θεωρήματος 4.7. Η καμπύλη β2(ω) δίνεται κι αυτή αναλυτικά από τη 
συνάρτηση

χ ( 2 - ω)(ω- 1 +V4 + (1 - ω)2 ) , αν ω<1

β = β2(ω) :=
2 -ω  

ω , αν ω>1

ή ισοδύναμα

β = β2(ω)

2(2 - ω)
 ̂ - ω +1 W 4 + (l - ω)2 '- 

2 -ω
 ̂ ω

αν ω<1

αν ω>1

(4.50)

Παραγωγίζοντας την (4.50) ως προς ω για ωε(0,1) και (1,2) μπορούμε 
να αποδείξουμε ότι αυτή είναι μια αυστηρά φθίνουσα συνάρτηση του ω, 
ενώ για ω = 1 δεν υπάρχει η παράγωγος.

Τέλος μπορούμε να βρούμε ότι

ί  im β2(ω) = β(0) = VF -ω->0 cosn/5 ’ (4.51)

το οποίο πάλι επιβεβαιώνει τη θεωρία μας.
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ΕΥΡΕΣΗ ΒΕΛΤΙΣΤΗΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥ (ω0ρί) 
ΓΙΑ ΤΗΝ SOR ΜΕΘΟΔΟ

5.1 Εισαγωγή
Στη μελέτη των παραμετρικών επαναληπτικών μεθόδων για τη 

λύση των γραμμικών συστημάτων, αφού εξασφαλίσουμε τη σύγκλιση 
της μεθόδου ή αφού βρούμε κάτω από ποιες προϋποθέσεις έχουμε 
σύγκλιση, εκείνο που κεντρίζει το ενδιαφέρον μας είναι η εύρεση της 
βέλτιστης τιμής των παραμέτρων. Με τον όρο "βέλτιστη τιμή" εννοούμε 
εκείνη την τιμή των παραμέτρων, για τις οποίες η μέθοδος συγκλίνει 
ασυμπτωτικά ταχύτερα. Μ' άλλα λόγια εκείνες τις τιμές για τις οποίες η 
ασυμπτωτική ταχύτητα σύγκλισης (R(M)), όπου Μ είναι ο επαναλη­
πτικός πίνακας της μεθόδου, γίνεται μέγιστη ή ισοδύναμα η φασματική 
ακτίνα ρ(Μ) του επαναληπτικού πίνακα Μ γίνεται ελάχιστη.

Ειδικά για την SOR μέθοδο, όταν αυτή εφαρμόζεται σε G.C.O.- 
(p, q) πίνακες και το σ(Βρ) είναι μη-αρνήτικό, ο Young [39] το 1950 στη 
διδακτορική του διατριβή προσδιόρισε τη βέλτιστη τιμή ω0ρι της
παραμέτρου ω για (p, q) = (2, 1). Αργότερα ο Varga [35] το 1959 
προσδιόρισε το o)0pt για (p, q) = (ρ, 1) και ρ>3 για την ίδια κατηγορία 
πινάκων. Τέλος οι Nichols και Fox [26] το 1969 απέδειξαν ότι u>0pt =1 
για τους ίδιους πίνακες, όταν ρ£3 και q < ρ-2. Για την περίπτωση όπου 
το σ(ΒΡ) είναι μη-θετικό, πρώτος κάνει λόγο ο Kredel [22] το 1962 και
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προσδιορίζει το co0pt για p=2. Το 1984 ξεκινώντας με αφορμή την 
αριθμητική επίλυση μεγάλων γραμμικών συστημάτων που προκύπτουν 
από τη θεωρία των ελάχιστων τετραγώνων οι Niethammer, de Pillis και 
Varga [28], λύνουν το πρόβλημα για (p, q) = (3,1). Τέλος το 1968 γι’ 
αυτή την κατηγορία πινάκων βρίσκουν το co0pt για (p,q) = (ρ,Ι) οι 
Galanis, Hadjidimos και Noutsos [7] και ανεξάρτητα οι Wild και 
Niethammer [38].

Σ' αυτό το κεφάλαιο θα προσπαθήσουμε να δώσουμε απάντηση στο 
πρόβλημα της εύρεσης του a)opt στην περίπτωση όπου το σ(ΒΡ) είναι μη- 
θετικό, ρ>3 και q=p-l, που αποτελεί κατά κάποιο τρόπο, συμπλήρωμα 
της κλασικής περίπτωσης q=l. Στην παράγραφο 5.2 θα αναλυθεί η 
γενική περίπτωση, όπου θα αποδειχθεί ότι η εντύπωση που επικρατούσε, 
ότι δηλαδή η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου ω αντιστοιχεί σε μια διπλή 
ιδιοτιμή λ(ωΟρ0 πιθανόν από τα μέχρι τώρα αποτελέσματα, είναι 
λανθασμένη. Στην παράγραφο 5.3 θα μελετηθούν οι ειδικές περιπτώσεις 
(p, Q) = (3, 2) και (ρ, q)=(4, 3) και θα δοθεί η ακριβής έκφραση για το 
o)opt στις περιπτώσεις αυτές.

5 . 2  Ανάλυση της γενικής περίπτω σης
Αρχίζουμε την ανάλυσή μας από την κλασική σχέση που συνδέει 

τις ιδιοτιμές του πίνακα Jacobi και του πίνακα της SOR

(λ+ω-1)Ρ = μΡωΡλρ· <5 .

Επειδή μρ <0, όπου μ μια ιδιοτιμή του πίνακα Jacobi Β, θέτουμε μρ = 
-νρ, ν e (0, ρ(Β)), και αφού για την περίπτωσή μας q= p-1, παίρνουμε

(λ+ω-1)Ρ = - νρ ωρ λ . (5.1)
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Εξάγουμε ρ τάξης ρίζες και στα δύο μέλη της (5.1) έχουμε λ+ω-1 = ν  ω
ι . 2k+l ι— ι ----- π ~

λΡ e- Ρ , όπου λρ είναι ρ τάξης ρίζα του λ και k ακέραιος. 
Θέτοντας

ι . 2k+i
z :=  λΡ e ρ (5.2)

έχουμε την ισοδύναμη εξίσωση

g(z, ω): = ζρ + ωνζ +1- ω = 0 . (5.3)

Ας είναι Zj: = Zj(a>), j=l(l)p, οι ρίζες της εξίσωσης (5.3). Αφού θέλουμε
να ελαχιστοποιήσουμε τη φασματική ακτίνα του επαναληπτικού πίνακα 
της SOR μεθόδου ρ(£ω), ως συνάρτηση του ωε (0,2), και λ = - ζΡ , θα
προσπαθήσουμε να ελαχιστοποιήσουμε τη max Izj I, ως συνάρτηση του 
ω με σταθερό αρχικά νε  (0, ρ(Β)]. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τη 
μέγιστη τιμή αυτής για όλα τα νε  (0, ρ(Β)]. Η μελέτη αυτή δίνεται στη 
συνέχεια διαμέσου μιας σειράς λημμάτων και θεωρημάτων.

. Λ ή μ μ α  5.1
Για όλα τα ρ>3 και τα ωε (1,2) η εξίσωση (5.3), έχει τουλάχιστον

*

μια ρίζα με ReZj < 0 και Imzj £ 0 .

? Α π ό δ ε ι ξ η
Θα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
ί) ρ άρτιο. Από τον κανόνα των προσήμων του Descartes 

προκύπτει ότι η εξίσωση αυτή έχει ακριβώς μια ρίζα θετική. Αφού το p 
είναι άρτιο (και οι συντελεστές πραγματικοί), η (5.3) θα έχει 
υποχρεωτικά άλλη μια ρίζα πραγματική, η οποία όμως θα είναι 
αρνητική. Αυτό αποδεικνύει και το λήμμα.
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i i ) p περιττό. Πάλι από τον ίδιο κανόνα προκύπτει ότι η (5.3) έχει
μια θετική ρίζα. Αν με ζΡ παραστήσουμε αυτήν, τότε από τους τύπους

p ρ-ι
του Vieta προκύπτει £  Zj = 0 ή ισοδύναμα £  Zj = - ζΡ < 0. Το τελευταίο

j=i j=i
όμως συνεπάγεται

ρ-1
£  Rezj = - Zj < 0 , (5.4)
j=i

το οποίο αποδεικνύει και το λήμμα. ♦
Είναι φανερό ότι για ω=1 και για ρ>4 (την περίπτωση ρ=3 θα 

εξετάσουμε στην επόμενη παράγραφο)., η εξίσωση (5.3) έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα με Rezj < 0 και Imzj > 0, για την οποία ισχύει lzj(l)l 
_ ν ΐ/(ρ-ΐ) pt< αυτή τη ρ(ζα Qa £χ0υμ£ Rezj < ο και Imzj = 0 ή Rezj < 0 

και Imzj > 0. Στην πρώτη περίπτωση αναφερόμαστε στην αρνητική ρίζα 
της περίπτωσης p άρτιο (ρ>4) και στη δεύτερη περίπτωση σε μια από τις 
ρίζες του δεύτερου τεταρτημόριου του μιγαδικού επιπέδου. Η μελέτη 
μιας τέτοιας ρίζας γίνεται στο επόμενο θεώρημα.

θ ε ώ ρ η μ α  5.2
Για όλα τα ωε(1, 2) η εξίσωση (5.3) έχει πάντα τουλάχιστον μια 

ρίζα με μέτρο αυστηρά μεγαλύτερο από το max Izj (1)1 = v 1/(p' ^ .

Α π ό δ ε ι ξ η
Αν θέσουμε y = zp , τότε από την (5.3) παίρνουμε

γ + ωνζ+1-ω = 0 . (55 )
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Απ’ αυτή γίνεται φανερό ότι, αν Rez <0, τότε Rey>0, ενώ, αν Imz = 0, 

τότε και Imy =0.

Αφού y = ζΡ =- λ, η (5.1) γίνεται

( - γ+ω-1)ρ = ωΡνρ γ . (5.6)

Διαφορίζοντας αυτήν ως προς ω παίρνουμε p · (- γ+ω-Ι^'1 · (- ^  +1) 

= ρνρ ωΡ'1 y + νρ ωρ ^  . Αν απαλείψουμε το ν από τήν (5.6) και 

λύσουμε ως προς ^  , έχουμε από πράξεις ότι

dy. _ py(y+i)__  ,STl
do) ω[(p-l)y+ω-l] "  ̂ '

Από την (5.7), χωρίζοντας σε πραγματικό και φανταστικό μέρος, 
παίρνουμε

R e^  = P{R(R+1) * [(p-l)R + C0-1] + [(p-lXR+l) - (ω-1)]ΐ2 ) /D  (5.8) 

και

Irn ^  = p[(p-l)R2 + (2R+l)(o)-l) + (p-l)I2 ]/ E) , (5.9)

όπου έχουμε θέσει

R: = Rey, I: = Imy και D: = 0){[(p-l)R + (ω-1)]2 + (ρ-1)2 I2 ) . (5.10) 

Από τις (5.8) και (5.10) φαίνεται αμέσως ότι

R>0 συνεπάγεται R c ^  = ^  Re y>0  , (5.11)
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ενώ από τις (5.9) και (5.10)

R>0 και 1 = 0 συνεπάγεται Im ^  ^  Imy = 0  . (5.12)

Από το αμέσως προηγούμενο λήμμα η εξίσωση (5.3) έχει μια ρίζα με 

Rezj < 0 και Imzj ^ 0 . Τότε όμως για την yj = ζ? ισχύει Reyj > 0 και 

Imyj < 0, το οποίο με τη σειρά του, από τις σχέσεις (5.11) και (5.12), μας 

δίνει ότι η Reyj είναι αύξουσα θετική συνάρτηση του ω και η Imyj είναι 

φθίνουσα αρνητική συνάρτηση του ω. Δηλαδή η συνάρτηση του μέτρου 

lyjl είναι γνησίως αύξουσα ως προς ω. Όμως τότε γνησίως αύξουσα θα 

είναι και η συνάρτηση του μέτρου Izjl, το οποίο αποδεικνύει το 

θεώρημα. ♦

Π ό ρ ι σ μ α  5.3
Η ελάχιστη των φασματικών ακτινών ρ (£ω ) (ρ(£ωορΙ)) θα 

παίρνεται για κάποιο ωε (0, 1], ♦
Το συμπέρασμα του προηγούμενου πορίσματος ήταν αναμενόμενο, 

αφού έτσι συμβαίνει και σε παρόμοιες περιπτώσεις π.χ. για σ(ΒΡ) μη- 

θετικό, με (ρ, q) = (ρ, 1) έχει βρεθεί ότι coopt ε (  ^-y, 1 ), ενώ για σ(Βρ)

μη-αρνητικό και q < ρ- 2 βρέθηκε ότι coopt = 1. Εκείνο που δεν ήταν 
αναμενόμενο είναι το συμπέρασμα του επόμενου Θεωρήματος 5.7. 
Πρώτα όμως θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε τρία λήμματα.

Λ ή μ μ α  5.4
Η συνάρτηση

ί(ω) = ωΡ νΡ - ρρ (ρ-1)1' ρ (1- ω)11·1 (5.13)
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έχει μια μοναδική ρίζα coce (0, 1) και μάλιστα ισχύει

■ ί(ω )<0 , V ωε(0, ω0) και ί(ω) > 0 , V ωε(ω0, 1)-.

Α π ό δ ε ι ξ η
Παραγωγίξοντας την (5-13) ως προς ω έχουμε

Συνεπώς η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. Αφού f(0) = - pP(p-l)1' ρ 
< 0 και ί(1) = νρ > 0, τα συμπεράσματα του λήμματος είναι άμεσα.

Λ ή μ μ α  5.5
Για όλα τα άρτια p (ρ>4) η πραγματική ρίζα z = ζ(ω0) της (5.3), 

που αντιστοιχεί στο ω0 , είναι μια διπλή ρίζα και ισχύει

Α π ό δ ε ι ξ η
Αντικαθιστώντας την (5.14) στην (5.3), για p άρτιο παίρνουμε

^ = ρ ω Ρ'1νΡ + ρρ (ρ-1)2· ρ (1-ω )Ρ'2 > 0  .

(5.14)

(5.15)

Αφού το coc είναι ρίζα της (5.13), έχουμε

ως ν = ρ(ρ·1) ^ (1* Wc)  ̂ . (5.16)
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Αντικαθιστώντας το ωςν από την (5.16) στην (5.15) προκύπτει, μετά 
από λίγες πράξεις, ότι Κ=0. Παραγωγίζοντας την (5.3) ως προς z με 
ω=ως έχουμε

&
dz + ως ν (5.17)

Αντικαθιστώντας το ζ με ζ(ω0) από την (5.14) και λαμβάνοντας υπόψη 

την (5.16) παίρνουμε ότι ^  ̂  = 0, πράγμα που αποδεικνύει το

λήμμα.

Λ ή μ μ α  5.6
Για όλα τα άρτια p(p>4), η εξίσωση (5.3) για ωε (0, ως) δεν έχει 

πραγματικές ρίζες, ενώ για ω ε ( ω ς,1) αυτή έχει δύο ακριβώς 
πραγματικές αρνητικές και μάλιστα τέτοιες ώστε

V i  < -
1 -ω  Υΐ/ρ)
P-1 J και Ζ ρ > -

1 - ω Μ/ρ 
P-1 J

(5.18)

Α π ό δ ε ι ξ η

Η παράγωγος της g(z, ω) ως προς ζ για ένα σταθερό ω έχει ρίζα 

την ζ0 = . Στο σημείο αυτό η συνάρτηση παρουσιάζει
^ω ν> /(Ρ -ΐ) . . . . |W ) i / ( P - i )  +ελάχιστο. Το ελάχιστο αυτό είναι g(Zo, ω) =

7 )
- ων

u
1 - ω . Μετά από αλγεβρικές πράξεις έχουμε g(Zo, ω) =(ων)ρ/(Ρ'1) ρ" ρ/(ρ'1} 

(1- ρ) +1 - ω . Όμως από το Αήμμα 5.4 παίρνουμε ότι (ων)ρ/(Ρ_1) ρ 'ρ/(ρ_1)

(ρ-1) < 1- ω για ωε (0, ως). Έτσι g(zG, ω) > 0 για ωε (0, ως), που 

σημαίνει ότι η g(z, ω) δεν έχει πραγματικές ρίζες για ω ε (0 , ως).
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Αντίθετα για ωε (ως, 1) έχουμε g(0, ω) = 1- ω > 0 και g(- ν 1̂  ω) = 

( Ι - ω Μ ν ^ Ι )  > 0, οπότε

Από το Λήμμα 5.4 έπεται ότι g ωj  < 0, το οποίο

αποδεικνύει το παρόν λήμμα. ♦

θ ε ώ ρ η μ α  5.7

Έστω o)0pt *1. Τότε max Izj (co0pt)l, όπου Zj είναι ρίζα της (5.3), 

αντιστοιχεί σε ένα ζεύγος μιγαδικών ριζών της (5.3) και όχι σε μια απλή 

(ρ περιττό) ή διπλή (ρ άρτιο) πραγματική ρίζα.

Α π ό δ ε ι ξ η
Από το πόρισμα 5.3 το ω=ωοριε (0, 1]. Έτσι λοιπόν διακρίνουμε 

δυο περιπτώσεις.
-ί) ρ περιττό.

«Από τον κανόνα του προσήμου του Descartes παρατηρούμε ότι η 

g(z, ω) έχει ακριβώς μια πραγματική αρνητική ρίζα. Έστω ζΡ αυτή η 

πραγματική αρνητική ρίζα και (zj, z2), (z3, Ζ4),..., (Ζρ.2 , Ζρ_ι) οι συζυγείς 

μιγαδικές ρίζες αυτής. Στο σημείο ω=1 συμβαίνει Izjl > Izpl = 0, j=l(l)p-l. 

£όγω της ως προς ω συνέχειας των ριζών η προηγούμενη ανισότητα θα 

ισχύει και για ωε(1- ε, 1) για ε>0 και οσοδήποτε μικρά (ε-»0+). Αν
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υποθέσουμε ότι για κάποιο ωε (0,1- ε) το θεώρημα δεν ισχύει, τότε θα 

πρέπει για εκείνο το ω να έχουμε Izl > Izjl, j= l(l)p -l. Όμως, αφού το p

ω< 0. Αφού η ζρ πληρεί και την (5.3), τότε λόγω της τελευταίας 

ανισότητας συνεπάγεται ότι ωνζΡ >0 ή ισοδύναμα Ζρ >0, το οποίο είναι 

άτοπο, πράγμα που αποδεικνύει την ισχύ του θεωρήματος.

Η) p άρτιο.

Πάλι από τον κανόνα του πρόσημου του Descartes προκύπτει ότι η

(5.3) έχει δυο ή καμία πραγματικές αρνητικές ρίζες. Εκείνο που

παρατηρούμε τώρα είναι ότι η εξίσωση g(z, 0) = zp+l = 0 έχει όλες τις

ρίζες τις μιγαδικές, ενώ η g(z, 1) = zp +νζ έχει πραγματικές ρίζες τις Ζρ_ι

_ ν ΐ/(ρ 1) καί Ζρ _ ο. Από την (5.7) για toe (ω, 1), παίρνουμε ότι το 
dvπρόσημο της ̂  είναι το ίδιο με το πρόσημο του παρονομαστή.

Ρ
είναι περιττό, θα ισχύει [ ]  Zj = ω - 1, το οποίο από την προηγούμενη

> ι
ανισότητα μας δίνει ΙζρΙΡ >1- ω ή ισοδύναμα - ζρ >1-ω ή ακόμη ζρ +1-

Π(γ, ω) = (p-l)y + ω-1. (5.20)

Από το Λήμμα 5.6 έπεται ότι yp_i > 

(Υπενθυμίζεται ότι y = ζρ ). Έτσι λοιπόν έχουμε
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Από την (5.21) έχουμε αμέσως ότι η yp_i είναι αύξουσα συνάρτηση του 
ωε (ως, 1), ενώ η yp είναι φθίνουσα. Συνεπώς η ρίζα ζΡ.ι = ζρ.ι(ω) είναι 
φθίνουσα συνάρτηση του ωε (ω0, 1) και η Ζρ = ζ^ω) αύξουσα. Μετά την 
παραπάνω ανάλυση μπορούμε να πούμε ότι, καθώς το ω μεταβάλλεται 
συνεχώς από το 1 προς το coc, η μικρότερη αρνητική ρίζα αυξάνει, ενώ η 
μεγαλύτερη αρνητική μικραίνει, μέχρις ότου για ω=ω0, ταυτίζονται και 
αποτελούν μια διπλή ρίζα. Από εκεί και πέρα καθώς, το ω μεταβάλλεται 
προς το μηδέν, αυτές οι ρίζες είναι και παραμένουν συζυγείς μιγαδικές.

Αν υποθέσουμε ότι ωορΙ = ω0 και ότι αντιστοιχεί στη διπλή
Ρ

πραγματική ρίζα, τότε θα έχουμε [ ]  Zj(o)c) = 1- ως . Συνεπώς 

(ζΡ(ως))^1- cdc . Αντικαθιστώντας το ως από την (5.14) θα έπρεπε 

> 1 - ω0 . Αυτό όμως είναι άτοπο και άρα το θεώρημα εδείχθη. ♦

Π ρ ό τ α σ η  5.8
Έστω ωορι *1. Για ρ=5 ή ρ=6 η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου 

ω (a)opt) δεν αντιστοιχεί σε διπλή, κατά μέτρο, μιγαδική ρίζα.

Α π ό δ ε ι ξ η
Θα δείξουμε την πρόταση για ρ=6, όπου η απόδειξη είναι πιο 

|· πολύπλοκη. Για ρ=5 αποδεικνύεται ανάλογα.
„ Έστω λοιπόν ρ=6. Η (5.3) για ρ=6 γίνεται

ζ6 + ωνζ +1 - ω = 0 .

Από*τους τύπους του Vieta έχουμε
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6

ΣΖ* = °
i=l

6

X ziZj = °
ij= l
Η  (5.22)

6

Π ζι = 1 - ω
i=l a

Οι ισότητες (5.22) μπορούν να μας δώσουν, αντίστοιχα

Ζι + Ζ2 + Ζ3 + Ζ4 + Ζ5 + Ζβ = 0

Ζ]Ζ2 + Ζ3Ζ4 + Ζ5Ζ<5 + (Ζ1+Ζ2ΧΖ3+Ζ4) + (Ζ3+Ζ4ΧΖ5+Ζ6) +
+ (Ζ5+Ζ6)(Ζι+Ζ2) =  0

ΖΐΖ2(Ζ3+Ζ4+Ζ5+Ζ6) + Ζ3Ζ4(Ζι+Ζ2+Ζ5+Ζ6) + Ζ5Ζ6(Ζι+Ζ2+Ζ3+Ζ4) +
+ (Ζι+Ζ3>(Ζ3+Ζ4)(Ζ5+Ζ<5) = 0 (4.23) 

ΖιΖ2Ζ3Ζ4+Ζ3Ζ4Ζ5Ζ6+Ζ5Ζ6ΖιΖ2+ΖιΖ2(Ζ3+Ζ4)(Ζ5+Ζ<5)+Ζ3Ζ4(Ζι+Ζ2)(Ζ5+Ζ6) +
+Ζ5Ζ6(Ζι+Ζ2)(Ζ3+Ζ4) = 0

Ζ ιΖ 2Ζ3Ζ4(Ζ5+Ζ6) +ΖιΖ2Ζ5Ζ6(Ζ3+Ζ4) +Ζ3Ζ4Ζ5Ζ6(Ζι+Ζ2) = - COV 

Ζ1Ζ2Ζ3Ζ4Ζ5Ζ6 =  1 - ω .

Θεωρούμε ότι τα Ζ\ ,Ζ2 και Ζ3, Μ αποτελούν δυο ζεύγη συζυγών 
μιγαδικών ριζών, ενώ το ζεύγος Ζ5, z<j είναι ή ένα ζεύγος συζυγών 
μιγαδικών ή ένα ζεύγος πραγματικών ριζών. Υποθέτουμε ότι Izjl = ΙΖ3Ι 

και θέτουμε α: = Ζ1+Ζ2, β: = Ζ3+Ζ4, γ: = Ζ5+ζ<5, δ: = Izil2 = ΙΖ3Ι2 και ε: = 
Ζ5Ζ<5 . Προφανώς α, β, γ, δ, telR+ και έχουμε από τις (5.23)
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α+β+γ = 0 

2δ+ε+αβ+βγ+γα = 0 

δ(β+γ)+δ(α+γ)+ε(α+β)+αβγ = 0
(5.24)

δ242δε+δβγ+δαγ+εαβ = 0 

δ^+δεβ+δεα = - ων 

δ2ε = 1-ω

Από τις (5.24) μετά από αντικαταστάσεις προκύπτουν οι παρακάτω 
ισότητες

(i) α = - (β+γ)

(ίί) 2δ+ε = β2+βγ+γ2 

(iii) γ(δ+2ε-γ2) = 0
(5.25)

(ΐν) δ2-ε2+(ε-δ)γ2 = 0 

(ν) δ^+δεβ+δεα = - ων 

f (vi) δ2ε = 1 - ω

ν Επίσης, από την (iii) των (5.25) προκύπτει γ=0 ή γ2 = δ+2ε. Αν γ=0 από 
την^(ΐν) έχουμε δ=ε, το οποίο λόγω της (·ν) οδηγεί σε άτοπο, αφού ω*0 
και ν*0. Αν γ2 = δ+2ε, τότε η (ΐν) δίνει ε(ε-δ) = 0, το οποίο μας οδηγεί 
πάλι σε άτοπο, λόγω της (vi) αν ε=ο ή λόγω της (ν) αν δ=ε. ♦

Σ η μ ε ίω σ η :
■m

Πριν κλείσουμε αυτή την παράγραφο, θα πρέπει να ξεκαθαρίσουμε 
ένα σημείο που σχετίζεται με το ci)0pt, στην περίπτωση όπου το p είναι 
άρτιο. Για το σκοπό αυτό έστω ότι o)(ie (0,1) είναι η τιμή του ω για την
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οποία maxlZj(a))l παίρνει την ελάχιστη τιμή για όλες τις μιγαδικές ρίζες. 
Τότε αν code (Ο, ως), είναι φανερό ότι cod = mopt · Διαφορετικά, αν 
e (coc, 1), διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Αν Izp_i (ω^Ι < md, όπου ζρ-ι(ω) 
η μεγαλύτερη σε μέτρο πραγματική ρίζα και md η ελάχιστη τιμή της 
maxlZj(o))l, τότε O)opt = md. Αν όμως lzp_i (cod)l > md, τότε mopte (mc, md) 
και μάλιστα τότε, όταν lzp_i(mopt)· = md·

Τέλος να διευκρινίσουμε ότι στην πρόταση 5.8 μελετήσαμε τις 
περιπτώσεις ρ=5 και ρ=6, επειδή στην επόμενη παράγραφο οι 
περιπτώσεις ρ=3 και ρ=4 αναλύονται και μελετούνται πλήρως.

5.3 Εύρεση της βέλτιστης παραμέτρου για ρ=3, 4

i) Ρ=3
Η εξίσωση (5.3) για ρ=3 γίνεται

ζ3 + ω νζ+1-ω  = 0 . (5.26)

Έστω ζ \, Ζ2 και Ζ3 οι ρίζες αυτής και έστω ότι οι δύο πρώτες είναι 
μιγαδικές και η τρίτη πραγματική. Από το Θεώρημα 5.7 το mopt θα 
προκύπτει από τις μιγαδικές ρίζες. Από τους τύπους του Vieta έχουμε:

Ζι + Ζ2 + Ζ3 = 0

(ζι +Ζ2)Ζ3 + ζιΖ2 = ων . (5.27)

Ζι Ζ2 Ζ3 = ω -1

Απαλείφοντας τα (Ζ1+Ζ2) και Ζ3 από τις (5.27) παίρνουμε

γ3 - ωνι2 - (1- ω)2 = 0 , (5.28)
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όπου θέσαμε π  = τ(ω) = Ιζι(ω)Ι2 . Από τον κανόνα των πρόσημων του 
Descartes προκύπτει ότι η (5.28) έχει ακριβώς μια πραγματική θετική 
ρίζα και δύο -ψιιγαδικές. Η πραγματική θετική ρίζα της (5.28) είναι 
προφανώς η Ιζι(ω)Ι. To coopt θα προκύπτει τότε από την ελαχιστοποίηση 
αυτής της πραγματικής ρίζας της (5.28), ως προς ω.

Λ ή μ μ α  5.9
Υπάρχει μοναδική τιμή του o(=(om)e (0,1) για την οποία η πραγ­

ματική ρίζα της (5.28) παίρνει ελάχιστη τιμή. Επιπλέον

Α π ό δ ε ι ξ η

Παραγωγίζοντας την (5.28) ως προς ω και λύνοντας ως προς ^  

προκύπτει >

(529)

και

min r = r(com) = (1 - ω^)1/3 . (5.30)

Η
9τ ντ2 - 2(1-ω) 
3ω -  3γ2 - 2ωντ

Απαλείφοντας το ν, χρησιμοποιώντας την (5.28), παίρνουμε

3ω ω[τ3 + 2(1-ω)2]
Θγ _  rfr3 - ( l -  ω2)! (5.31)

Προφανώς για ωε [1, 2) επαληθεύεται το Λήμμα 5.2. Από την (5.28) 
έχουμε r(0)=l και r(l)=v. Συνεπώς
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dr I
Ενώ’ t o  1ω=0 ω[τ3 + 2(1- ω)2] ή ισοδύναμα’ αν αντικαταστή­

σουμε το γ3 του αριθμητή με το ίσο του από την (5.28),

(5.33)

Η ανισότητα στην (5.33) ισχύει, γιατί στο προηγούμενο κεφάλαιο

αποδείξαμε ότι, για να συγκλίνει η SOR μέθοδος για ρ=3, πρέπει

γ(Β)<2. Από την (5.32) και (5.33) συνάγεται ότι η r = Γ(ω) για τιμές σε

μια περιοχή του ω=0 είναι φθίνουσα, ενώ σε αντίστοιχη περιοχή του

ω=1 είναι αύξουσα. Συνεπώς η Γ(ω) θα έχει τουλάχιστον ένα ελάχιστο.
3γΕξάλλου έχουμε ακρότατη τιμή την r=(l- ω2)1/3, αφού γι' αυτήν ^  = 

0. Αντικαθιστώντας την τιμή αυτή στην (5.28) προκύπτει

Αφού h(0) h(l) = 4ν3(ν3-8) < 0  και ^  = 2ν(1+ω)+8) > 0, η 1ι(ω) = 0 

έχει μοναδική ρίζα στο (0,1) την

Συνεπώς, αφού η h(co) = 0 έχει μια και μόνο ρίζα στο (0,1), μοναδικό θα 
είναι και το ακρότατο της r = τ(ω). Επειδή δε η r = Γ(ω) έχει ένα 
τουλάχιστο ελάχιστο, αυτό θα είναι το ολικό ελάχιστο στο (0,1) και το 
λήμμα εδείχθη. ♦

1ι(ω): = (1+ω)2ν3 - 8(1- ω) = 0 . (5.34)

(5.35)
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θ ε ώ ρ η μ α  5.10
Έστω ότι ο πίνακας Α του συστήματος της (2.1) είναι ένας G.C.0 - 

(3,2) πίνακας και έστω £ω και Β οι επαναληπτικοί πίνακες της SOR και

Jacobi μεθόδου αντίστοιχα. Έστω επίσης ότι σ(Β3) μη-θετικό και 
ρ(Β)=β. Τότε υπάρχει μια μοναδική τιμή του ω η

(536)

για την οποία ισχύει ότι, για όλα τ α ω *  o)0pt

ρ(£ω) > min ρ(£ω) = (1 - ω^ρι) . (5.37)

Α π ό δ ε ι ξ η
Για ένα σταθερό ve (0, ρ(Β)] βρήκαμε ότι η ελάχιστη τιμή του r 

είναι r = (1 - ω,^)1/3 . Προφανώς αναζητούμε το μέγιστο δυνατό αυτής

της τιμής ως προς το ve (0, ρ(β)]. Αυτό όμως πετυχαίνεται, αν το (om 
γίνει ελάχιστο. Έτσι παραγωγίζοντας την (5.34) ως προς ν έχουμε

do) 3ν2(1+ω')2 .
dv 2[ν3(1+ω)+4] < υ (5.38)

Συνεπώς το a)m ελαχιστοποιείται για ν = ρ(Β) και γίνεται ίσο μ' εκείνο 
της (5.36), η δε ρ(£ωΟρ0 ίση μ' εκείνη της (5.37), αφού (υπενθυμίζουμε

Λ  *
ότι λ  = ζ3) ρ(£ωορι) = Γ(ωορι)3 = (1 - ω ^ ). ♦

Ρ=4
Πριν προχωρήσουμε στην ανάλυση αυτής της περίπτωσης, θα 

πρέπει να υπενθυμίσουμε ότι (από το Κεφάλαιο 3) για να συγκλίνει η 
SOR μέθοδος θα πρέπει ρ (Β )θ /2  . Για την απλοποίηση των
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συμβολισμών θέτουμε β: = ρ(Β). Αρχίζουμε πάλι τη μελέτη μας από την
(5.3), η οποία για ρ=4 δίνει

ζ4 +ωνζ + 1- ω = 0 . (5.39)

Έστω ότι Zj: = Zj (ω), j=l, 2 ,3 ,4  είναι οι τέσσερις ρίζες αυτής. Έχουμε 
αποδείξει στην προηγούμενη παράγραφο ότι η εξίσωση αυτή έχει 
τουλάχιστο δύο ρίζες μιγαδικές, έστω τις ζ\ και Ζ2 . Από τους τύπους 
του Vieta παίρνουμε:

(Ζι+Ζ2)+(Ζ3+Ζ4) =  0

Ζ ιΖ 2 -Κ Ζ ι+Ζ 2)(Ζ3+Ζ^) +  Ζ3Ζ4 =  0

(5.40)
ΖιΖ2(Ζ3+Ζ4)+Ζ3Ζ4(Ζι+Ζ2) = - CDV

ζιζ2ζ3Ζ4 = 1-ω

Απαλείφοντας τα (ζι+ζ2), (ζ3+Ζ4) και ζ3Ζ4 από τις εξισώσεις (5.40) και 
θέτοντας r = ζιζ2 = Ιζι(ω)Ι2, μετά από μερικές πράξεις παίρνουμε

[γ2- (1-ω)]2 [r2 +(1-ω)]-ω2 γ3ν2 = 0 . (5.41)

Επιπλέον επιβάλλουμε τον περιορισμό

τ ^ ί ΐ - ω ) 1/2 (5.42)

και τούτο για να εξασφαλίσουμε το γεγονός ότι, όταν όλες οι ρίζες είναι 
μιγαδικές, το r αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη σε μέτρο.

Π ρ ό τ α σ η  5.11
Η εξίσωση (5.41) έχει μοναδική ρίζα r με
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Γ ^ ί ΐ -ω )1/2 .

Α π ό δ ε ι ξ η
Αναδιατάσσοντας την (5.41) και γράφοντάς την ως πολυώνυμο του 

r έχουμε

Ρ ί Γ ^ ι ^ - ί Ι - ω ^ - ω ^ Ψ - Ο - ω ^  + ίΙ-ω)3 . (5.4Γ)

Από τον κανόνα του Descartes προκύπτει ότι αυτή έχει δυο ή καμία 

θετικές ρίζες. Αφού όμως Ρ(0)>0, £im P(r)>0 και Ρ((1- ω)1/2) =
Γ— >0°

-ω2ν2(1- ω)3/2 < ο, η πρόταση ισχύει. ♦

Λ ή μ μ α  5.12

Η μοναδική ρίζα της (5.41) r: = r(v) για την οποία έχουμε r > (1- 
ω)1/2 , παίρνει τη μέγιστη τιμή ως συνάρτηση του ve (Ο, β: = ρ(Β)] για 
ν=β.

Α π ό δ ε ι ξ η
9γΠαραγωγίζοντας την (5.4 Γ) ως προς ν  και λύνοντας ως προς ^

έχουμε
*

w

Γ»
3γ _____________ 2ω2ντ3____________
dv ” 6r5- 4( 1 - ω)Γ3 - 3ω2ν2τ2 -2(1- ω)2Γ

Πολλαπλασιάζοντας αριθμητή και παρονομαστή με r και απαλείφοντας 
το ω£ν2Γ3 από την (5.41') προκύπτει

d r______________ 2ω2ντ4_____________  η
dv ~ [r2- (1- ω)] [3Γ4 + 2(1- ω)Γ2 + 3(1- ω)2] (5.43)
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αφού ισχύει r > (1- ω) >/2 και το λήμμα εδείχθη. ♦ 
Γράφουμε λοιπόν τις (5.41) και (4.4Γ) με ν=β

F(r, ω; β) =  [(Γ2- ( 1- ω )]2 [Γ2 + (1 .  ω )] .  ω2Γ3β2 -  ο  (5.44) 

F(r, ω; β) =  P(r): = r6 - ( 1 - ω )Η  - ω2β2Γ3 . ( 1- ω)2Γ2 + (ΐ- ω )3 = 0 . (5.44’)

Στο εξής θα ενδιαφερόμαστε για την ελαχιστοποίηση της 
μεγαλύτερης ρίζας της (5.44) ή (5.45). Αυτό γιατί, εάν αυτή είναι 
μεγαλύτερη ή ίση από το μέτρο της μέγιστης σε μέτρο πραγματικής, θα 
δίνει και τη φασματική ακτίνα ρ ( ίω). Διαφορίζοντας την (5.44') ώς

προς ω και λύνοντας ως προς ~  έχουμε ■*
αω

όπου

dr _ G(o, r; β) 
doo G0(o),r; β) ’

G(u), r; β) = r4 + 2(1- ω)τ2 - 3(1- ω)2 - 2ωτ3β2

G0(a>, γ; β) = 6γ5 - 4(1- ω)τ3 - 2(1- ω)2 r - 3ω2Γ2β2

Απαλείφοντας το β2 από την (5.44), τελικά παίρνουμε

dr r[2r4 - cor2 - (1 - ω)(2+ω) 
dω ~ω[3Γ4 + 2(1-ω)Γ2 + 3(1-ω)2]

(5.45)

(5.45α)

(5.45β)

(5.46)

Από την (5.46) μπορούμε να παρατηρήσουμε, λαμβάνοντας υπόψη ότι 
r> (1- ω)1/2, ότι η r = Γ(ω) έχει ακρότατο, αν και μόνον αν

+ (16 - 8ω - Τω2) 1̂2 1/2

/
(5.47)
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και επαληθεύει την (5.44).

Αφού £im = - ρ  , μπορούμε να συμπεράνουμε όχι και για την 
' ω ~*ν  „ Ί 2

περίπτωση που ω ε (ω0  1), η r = Γ(ω) αντιστοιχεί στο γινόμενο των 

μιγαδικών ριζών (ζι(ω)·Ζ2(ω )) και ό χ ι σ' εκείνο των πραγματικών 

ριζών, αφού Ζ3( 1) · Z4O) = 0.

Λήμμα 5.13
Η μεγίστη πραγματική ρίζα (μ-π.ρ.) της (5.44) ή (5.45) έχει: 
ϊ) Για β < — , κανένα ή άρτιο αριθμό από ακρότατα

Η) Για —  < β  <"^2, περιττό αριθμό από ακρότατα

Α π ό δ ε ι ξ η
Από την (5.44) μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι βίοι Γ=1 και

ω-»0
έϊιτίΓ = β2/3. Εύκολα συμπεραίνεται, από την (5.46), ότι 
ω-»1

οπότε

dr I 2β*/3 -1  
όω1ω=1 “ 3β2/3 ’

S U <0 a v i>< ;r: * ! ; L i >0 ο ν ρ > τ :
V8 V8

Επίσης

•  i - L · , -  *»■ & = s  i lm  =αω κυ=0 ω_»ο αω 8 α>-»0 ω

(5.47α)
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£ im 2Γ4- (1- ω)(2-κο) 
ω -> ο  ω

! {  £ im 2γ4 .2(1-ω)2 +2(1-ω)2 - g . ω)(2+ω)_ 
81 ω —>0 ω

2 2im. ω —>0
r2- (1- ω)

ω £imω-»0 (Γ2 + (1 -ω ))

Όμως από την (5.44) έχουμε ότι^ 2-~ ^ ~ ω)^  = 

τελικά παίρνουμε

i im  ^  = ~  (β - V i) < 0  . ω-»ο αω 4

, οπότε

(5.47β)

Οι (5.47α) και (5.47β) αποδεικνύουν το λήμμα. ♦
Αν αντικαταστήσουμε τώρα στην (5.44) το r από την (5.47), η 

αντίστοιχη έκφραση μετατρέπεται σε μια συνάρτηση F(r(o)),co) ως προς 
ω μόνο, της οποίας αναζητούμε τις μη-μηδενικές ρίζες της. Επειδή δε 
F(r(0), 0) = 0, αυτή μπορεί να γραφεί στη μορφή F(r(co),co) = u)2h(co), 
όπου

h(co, Γ(ω)): = Γ2(ω) - (1- ω)
ω

[Γ2(ω) +  (1- ω)] - Γ2(ω)β2 . (5.48)

Αναζητούμε λοιπόν τις ρίζες της h(co,r)=0 στο διάστημα (0,1). Αφού 
Γ(ω)* 0 για όλα τα ωε (0,1), οι ρίζες αυτής στο εν λόγω διάστημα θα 

ταυτίζονται με τις ρίζες της

Α(ω, Γ(ω)): = Γ(ω»  = 0  · (5.49)
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Έχοντας υπόψη μας, από την (5.46), ότι

2Γ4 = ωτ2 + (1- ω)(2+ω) (550)

η (5.49) μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις μετασχηματίζεται στην

Α(ω.Κω) )^ (4-3Μ)Γ2^ Γ- ωΧ7αΜ) - ff . (5.51)

Λ ή μ μ α  5.15
Η συνάρτηση Α(ω, τ(ω)), με τ(ω) εκείνο της (5.47), είναι μια 

γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του ω στο (0,1).

Α π ό δ ε ι ξ η
Παραγωγίξοντας την (551) προκύπτει

t o = « Μ · * 4+(3ω2·4ω)Γ3 t o  •K-7c°2+4)r2+

+ 3ω(7ω2-11ω+4)Γ^} . (552)

Από.την (550) εύκολα προκύπτει

8Γ3 ^  = 2ωτ ^  + r2 - (2ω+1) . (550)

* dA
Από την τελευταία και την (5.50) βρίσκουμε ότι η ^  είναι ομόσημη της

-Α: = (- 53ω2 - 20ω + 32)r2 + (84r2 - 129α)2 - 44ω)2τ +
t o

+ (- 6ω3 + 21ω2 + 20ω - 32) . (5.53)

Από την (5.47) παίρνουμε
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4r2 = ω+ V 16 - 8ω - 7ω2

και

8r — = 1 - 7ω + 4 
do) V 16 - 8ω - 7ω2 ’

Αντικαθιστώντας τις δύο τελευταίες στην (5.54) προκύπτει ότι

Λ

sign(A) = sign {α(ω) + β(ω)} (5.54)

όπου

α(ω) = (7ω3 - 65ω2 + 156ω -128) Vl6-18co-7u)2
. (5-54')

β(ω) = - 217ω4 + 1131ω3 - 704ω2 - 752ω + 512

Λ

Είναι προφανές ότι sign(A) = sign(a(co)), αν α2(ω) - β2(ω) > 0 . Μετά 
από ένα μεγάλο αριθμό πράξεων, όπου για διευκόλυνση μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί η "Mathematica", προκύπτει ότι

α2(ω)- β2(ω) = ^ ω2(ω-1)(7ω+8) · (- 847ω4 +8993ω3- 31208ω2 +

+ 38928ω- 15872). (5.55)

Ο τελευταίος παράγοντας στην (5.55) είναι ένα πολυώνυμο τέταρτου 
βαθμού. Οι τιμές της ακολουθίας του Sturm (βλ. Κεφ. 6) στα σημεία ω=0 
και ω=1 με ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων, δίνονται στον 
επόμενο πίνακα.
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σημ
ω= 0 ω = 1

Οκολ.

ίθ -15872 -6
h 38928 103
h -9960.3125 -365999
h -80.1522 - 14.1860
U -1496.7598 -1496.7598

Ύ

Έτσι από το θεώρημα του Sturm προκύπτει ότι το εν λόγω πολυώνυμο 
δεν αλλάζει πρόσημο και επομένως θα έχει το πρόσημο των τιμών στα 
άκρα του. Δηλαδή θα είναι αρνητικό. Επειδή δε ω-1<0, το πρόσημο του 
α2(ω)- β2(ω) θα είναι θετικό. Συνεπώς

sign(A) = sigo(a(a>)) = sign^a»3 - 65α)2 + 156ω - 128) . (556)

Απ' αυτήν προκύπτει, είτε πάλι με το θεώρημα του Sturm, όπως
A

προηγουμένως, είτε απλά ελέγχοντας την παράγωγο, ότι sign(A) < 0  για  

Va>€(0,l). Επομένως η Α(ω,ι(ω)) είναι γνησιως φθίνουσα στο (0,1). ♦
I  «.

Λ ή μ μ α  5.16
Για τη συνάρτηση Α(ω,ι(ω)) της (551) ισχύει < ^

sign (Α(0. r(0)) = sign (2 - β2) > 0  (557α)

.  sign (Α( 1,ι(1)) = sign ( ^ - β 2 ) . ? (557β)

Α π ό δ ε ι ξ η
Ψ ■

Από την (5.47) προκύπτει ότι
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£ rLikcol
ω-> ο+ ω

«. 8(ω-1)£im ----------- λ._"_Λ. }
5ω -4  - V 1 6 - 8ω - 7ω2

Η ισχύς του λήμματος φαίνεται αμέσως από την (5.51) και το γεγονός
ότιτ(0)= 1 καιτ(1) = - ρ  . ♦

Ί 2

Λ ή μ μ α  5.17

ί) Εάν β2 < - ρ ,  η μεγίστη πραγματική ρίζα της (5.44), r = τ(ω), 
ν8

παίρνει την ελάχιστη τιμή για ω=1 και μάλιστα ισχύει r(l) = β2/3 ενώ 
I *ii) Εάν - ρ  < β2 < 2 , τότε υπάρχει μοναδικό code (0,1) το οποίο 

V8
είναι η λύση της (5.44), αν θέσουμε Γ=Γ(ω) από την (5.47), που 
ελαχιστοποιεί τη μ.π.ρ. Ισχύει μάλιστα ότι

min τ(ω) = ^ |cod + λ/  16 - 8o)d - 7ω  ̂j1/2 . (5.58)

Α π ό δ ε ι ξ η

i ) Αφού β2 < - ρ ,  η μ,π.ρ. της (5.44) δε θα έχει ακρότατα ή αν 
ν8

έχει, θα έχει άρτιο αριθμό απ' αυτά (Λήμμα 5.13). Το πρώτο θα 
συ|ΐβαίνει, αν δεν υπάρχει τιμή του ω που να μηδενίζει την παράγωγό 
της, ή, ισοδύναμα, αν δεν υπάρχει τιμή του coe (0,1) που να είναι ρίζα 
της Α(ω, Γ(ω)). Η Α(ω, τ(ω)) είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. Αφού 
δε, από το Αήμμα 5.16 έχουμε sign (Α(0)) = sign (Α( 1)) > 0, προκύπτει 
ότι δεν υπάρχει coe (0,1) που να τη μηδενίζει. Έτσι η μ,π.ρ. της (5.49) 
σαν συνεχής συνάρτηση του coe (0,1) δε θα έχει ακρότατα και επομένως 
θα είναι μονότονη και μάλιστα θα είναι φθίνουσα, όπως είναι στις
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περιοχές του 0 και του 1. Συνεπώς η ελάχιστη τιμή της θα παίρνεται για 
ω=1.

ii) Αφού* ~η=. < β2 < 2, η μ,π.ρ. της (5.44) θα έχει περιττό αριθμό 
\ 8

από ακρότατα (Λήμμα 5.13). Αν έχουμε ένα μόνον ακρότατο, αυτό θα 
είναι ελάχιστο. Θα έχουμε ένα μόνον ακρότατο, αν και μόνον αν 
υπάρχει ένα μοναδικό a>d στο (0, 1) που να μηδενίζει την Α(ω, Γ(ω)). 
Αφού, από το Λήμμα 5.15, η Α είναι γνησίως φθίνουσα και από το 
Λήμμα 5.16 έχουμε Η(0) · Η(1) <0, συμπεραίνουμε ότι υπάρχει 
μοναδικό u^e (0,1) που μηδενίζει την Α(ω, τ(ω)) και επομένως μοναδικό 
ελάχιστο για την μ,π.ρ. της (5.44). ♦

Μέχρι τώρα συζητούσαμε για την ελαχιστοποίηση της μ,π.ρ. της 
(5.44), που ουσιαστικά ήταν το μέγιστο μέτρο των μιγαδικών ριζών της 
(5.39). Στο επόμενο λήμμα θα συγκρίνουμε το μέτρο των μιγαδικών με 
το μέτρο της μεγαλύτερης σε μέτρο πραγματικής ρίζας της (5.39). 
Πρακτικά θέλουμε να καλύψουμε την περίπτωση που το α^€(ω0, 1), 
όπου ως το σημείο που δεν έχουμε πλέον πραγματικές ρίζες για ωε (0, 
ως).

Λ ή μ μ α  5.18

Το μέτρο r των μιγαδικών ριζών της (5.39) είναι μεγαλύτερο από 
το μέτρο της μεγαλύτερης σε μέτρο πραγματικής ρίζας της ίδιας 
εξίρωσης.

Α π ό δ ε ι ξ η  
^Από τις (5.40) έχουμε
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Ζ3+Ζ4 = -
(r2 + 1- ω)1/2

Γ1/2

Ζ3* Ζ4 —1- ω
(5.61)

όπου r = Izjl2 = ΙΖ2 Ι2 , Ζι = (Ε και Ζ3 , Z4 e  IR.
Τότε τα Ζ3 καιζ4 είναι ρίζες της δευτεροβάθμιας εξίσωσης

ζ2  + ί ^ ω 1 Ζ + ^ ω  = 0 . (5.62)

Οι ρίζες αυτής δίνονται από τις εκφράσεις
a

_ !  - (r2 + 1- ω ) 1̂ 2 ί  fr2- 3(1- ω ))1#  
Ζ3,4 “  2 x m (5.63)

όπου βέβαια Γ2 >3(1-ω), αφού Ζ3, Ζ4 6 IR.
Συγκρίνοντας το r με το max {ΙΖ3Ι, ΙΖ4Ι} έχουμε αμέσως ότι

- 1/2 > ( ι ^ α - ω ^ / ζ  + Γτ2- 3Η-ω)]ΐ/2
2Γ1/2 * *

Είμαστε πλέον σε θέση, αφού το (0, 1) ελαχιστοποιεί το max {Izjl),
j

να δώσουμε το εξής θεώρημα.

θ ε ώ ρ η μ α  5.19
Έστω ότι ο πίνακας Α του συστήματος (2.1) είναι ένας G.C.0 -

(4,3) πίνακας και έστω £ ω και Β οι επαναληπτικοί πίνακες της SOR και

Jacobi μεθόδου αντίστοιχα. Έστω επιπλέον ότι σ(Β4) μη-θετικό. Τότε:

ί) Για 0 < β <  —
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και για όλα τ α ω *  co0pt ισχύει

P(Ad) ̂  min q(L(x>) = β4/3. 
ω

ii) Για ·—  < β < ^ 2 ,  υπάρχει μια μοναδική τιμή (0Opt του ω, η 

μοναδική πραγίί§τική ρίζα της

[r2- (1- ω)]2 [γ2+(1- ω)] - ϋ Α τψ  = 0

με

r = 2  [ω + (16-8ω-7ω2)]ΐ/2

στο (0,1), έτσι ώστε για όλα τ α ω *  ωορ£ να ισχύει

ρ(£ω) > min ρ(£ω) = 
ω

ωορΐ + (16 - 8ωορι - 7ωορ[)1/2

Α π ό δ ε ι ξ η
.Αυτή γίνεται άμεσα φανερή από τα λήμματα που προηγήθηκαν . 

Εκείνο που'θα επιοημάνουμε εδώ είναι ότι 0)Opt είναι το o>d των
<■ Λ

λημμάτων. Επιπλέον θα υπενθυμίσουμε ότι λι = ζ( και επομένως 

θ(Αο) = γ2 . ♦
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ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ SSOR
ΜΕΘΟΔΟ

6 .1  Ει σαγ ωγ ή
Σε προηγούμενα κεφάλαια μελετήσαμε την SOR μέθοδο (περιοχές 

σύγκλισης, βέλτιστη παράμετρος), όταν αυτή εφαρμόζεται στο γραμμικό 
σύστημα (1.1), όπου ο πίνακας Α είναι G.C.O.-(p,q). Στο παρόν 
κεφάλαιο θα μελετήσουμε την SSOR μέθοδο, όταν αυτή εφαρμοστεί στο 
ίδιο σύστημα και για την ίδια κατηγορία πινάκων Α, με q=l.

Υπενθυμίζουμε τη συναρτησιακή σχέση (2.61) των Varga, 
Niethammer και Cai

[λ- (1- ω)2]Ρ = λ(λ+1- ω)Ρ-2 (2- ω)2ωΡμΡ, λ*(1-ω)2 , (6.1)

την οποία ικανοποιούν οι ιδιοτιμές μ του Β (επαναληπτικός πίνακας 
Jacobi) και λ του <5ω (επαναληπτικός πίνακας της SSOR μεθόδου). Την

παραπάνω σχέση γενίκευσαν το 1985 οι Chong και Cai [4] . Το 1989 
βασιζόμενοι στη σχέση (6.1) και χρησιμοποιώντας το θεώρημα του 
Rouche οι Hadjidimos και Neumann (Η-Ν) [16] έδωσαν στο (ν, ω)- 
επίπεδο, με ν = ρ(Β), ικανή περιοχή σύγκλισης για την SSOR μέθοδο. 
Αργότερα (1990) οι ίδιοι συγγραφείς [17] γενίκετισαν τα προηγούμενα 
αποτελέσματά τους. Είναι χαρακτηριστικό ότι, καθώς το ρ— η 
περιοχή που βρήκαν οι Η-Ν τείνει στην περιοχή, που το 1984 οι
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NeumaiBixai Varga [25] έδωσαν ως ακριβή περιοχή σύγκλισης του (ν, 
ω)-επιπέδου για Η- πίνακες (όπου όμως ν = ρ(ΙΒΙ).

Η μελέτη που θα ακολουθήσει αφορά στην ακριβή περιοχή 

σύγκλισης, για την SSOR μέθοδο, στο (ν, ω)-επίπεδο (με ν=ρ(ΒΡ)), για 

τις δύο οικείες πλέον περιπτώσεις, όπου το σ(ΒΡ) είναι ί) μη-θετικό (μ? 

< 0) και ΐΐ) μη-αρνητικό (μ·* > 0) . Πρέπει να αναφερθεί εδώ ότι, 

μελετώντας την [16] των Η-Ν, μπορεί κάποιος να βρει την ακριβή 

περιοχή σύγκλισης, για τη μεν δεύτερη περίπτωση (μ? > 0), όταν το 

0<ω<1, για τη δε πρώτη (μ·* < 0), όταν το 1<ω<ω, όπου

2(- ν + 2)1/2 
(- y +2)ι/ζ+ (- y - 2)1/ζ

και λ _ p + (9ρ2 - 16ρ) 
Υ " ‘ 2(ρ-2)

Για να περιγράφουμε την ακριβή περιοχή σύγκλισης γράφουμε την 

(6.1), εξαιρώντας τις τετριμμένες περιπτώσεις ως εξής:

Ρ_ [λ-(1-ω)21ρ 
(2-ω^ωΡλίλ+Ι-ω)^2

(6.2)

Βασική ιδέα είναι η ακόλουθη: Για ένα σταθερό toe (0, 2) και για ν=0
προκύπτει ότι λ=( 1- ω)2<1. Προφανώς για ν=0+ε με ε-»0+ θα προκύπτει 
θ(^ω)<1 λόγω της συνέχειας των ριζών του πολυωνύμου ως
συναρτήσεων των συντελεστών του. Έτσι εμείς αναζητούμε το μικρότερο 
δυνατό ν, για το οποίο θα ισχύει ρ(5ω) = 1. Προφανώς θα έχουμε βρει

το υπόψη ν, αν προσδιορίσουμε τα πλησιέστερα στο μηδέν σημεία τομής 
της καμπύλης (6.2) με ΙλΙ=1.

Στην παράγραφο 6.2 γίνεται μια γενική προσέγγιση του 
προβλήματος. Στην παράγραφο 6.3 μελετιόνται οι ειδικές περιπτώσεις 
ρ=3,4. Τα αποτελέσματα που βρίσκονται για ρ=3 συμπίπτουν μ’ εκείνα
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του Cai [2] και Hadjidimos και Neumann [14]. Τέλος στην παράγραφο
6.4 μελετάται η περίπτωση ρ=5, όπου εκτός των άλλων εργαλείων 
χρησιμοποιείται και το θεώρημα του Sturm, το οποίο παρατίθεται στη 
συνέχεια χωρίς απόδειξη. Προηγουμένως όμως χρειάζεται να ορίσουμε 
την ακολουθία του Sturm.

Έστω ένα πολυώνυμο Ρ(χ) με όλες τις ρίζες του απλές και έστω 
Ρ' (χ) η παράγωγός του. Γράφουμε τον αλγόριθμο του Ευκλείδη ελαφρά 
τροποποιημένο ως εξής:

fo(x) = Ρ(χ) 
f ι(χ) = Ρ’ (χ) 
fo(X) = qi(x)fi(x)-i2(x)
fi(x) = q2(x)f2(x) - f3(x)

fr-l(x) = qr(x)fr(X) * fr+l(x) ·

Αφού το P(x) έχει όλες τις ρίζες απλές, θα-έχουμε ότι μ.κ.δ. (Ρ(χ), Ρ’(χ)) 
= 1 και συνεπώς fr+i(x)e IR- {0}. Η ακολουθία των.πολυωνύμων

f0(x), fi(x), f2(x), f3(x), ···, fr+i(x) (6.3)

καλείται "ακολουθία Sturm του πολυωνύμου Ρ(χ)”. Για x=a€lR η 

ακολουθία πολυωνύμων της (6.3) γίνεται μια αριθμητική ακολουθία 
Με V(a) παριστάνουμε τον αριθμό των αλλαγών του προσήμου 

αυτής της αριθμητικής ακολουθίας, χωρίς να λαμβάνουμε υπόψη τα 
τυχόν μηδενικά, που εμφανίζονται.

θ ε ώ ρ η μ α  τ ο υ  S t u r m
Αν f(a)?*0 και f(b)*0, τότε ο αριθμός των ριζών του πολυωνύμου
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f(x) (το f(x) έχει μόνον απλές ρίζες) που βρίσκονται στο διάστημα 
a < x < b  ισούταιμεV(a)- V(b). ♦

6 .2  Γ εν ικ ά
Παρατηρούμε ότι με ΙλΙ=1 (ή ισοδύναμα X=eie) η σχέση (6.2) 

γράφεται

είναι φανερό ότι x e (-l, 1) - {0} και y e(- «=, - 2)u(2, + ~ ) · μάλιστα για 
α)€(0,1), έχουμεx e (0 ,1)κ α ιγ€(2 ,+ «)ενώ γιαω €(1,2),είνα ιΧ €(-1 ,0) 
και ye ( -«, -2) .

Η συνάρτηση (6.4) μπορεί να γραφεί στη μορφή

(6.4)

θέτοντας, για ευκολία των πράξεων,

χ: = χ(ω): = 1- ω και y: = y(a>): = χ+ -
Λ

(6.5)

F(<o, θ) = ReF + i ImF, (6.6)

όπου

Η ReF = ̂  {[(1+χ4) cos0 - 2χ2][ΕΡ-2- ^ 2 )  ΕΡ*2 G2 + ... ] - 

- (1- χ4) sin0[ (  jEP-3 G - [ ^ 2 ] eP-5 G3 + ...]}

ImF = ^  {(1-χ4) sin0 [E^2 - ^ 2 j  Ε ^  G2 + ... ] +

(6.7)
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D = (1+χ)2(1-χ)Ρ (1+χ2+2χ cos Θ)ρ'2 

E = (1-x 3) +  x( 1 - x)cos θ , (6.8)

G = x(l+x)sin0

με περιορισμό ότι οι εκθέτες του D είναι μη-αρνητικές ποσότητες.
Για θ=0 ή θ=π θα έχουμε προφανώς ImF = 0, αφού G=0. Έτσι τα 

πλησιέστερα στο 0 ση[ΐεία δίνονται για θ=0 από
Λ

ReF(o), 0) = 1 > 0 (6.9)

και για θ=π από

ReF(co, π) = -
2\Ρ(1+χ )

(1+χ)2(1- χ)2ρ'2 * (y+2)(y-2)p*1
<0 (6 . 10)

Το ερώτημα που τίθεται εδώ είναι αν υπάρχει θε(0, π), τέτοιο ώστε 
ImF(0) = 0. Για να απαντήσουμε σ’ αυτό, θα πρέπει να βρούμε τις ρίζες 
της πολυωνυμικής εξίσωσης

H(t) := H(cos θ) := ^ |  = 0 , (6.11)

που ανήκουν στο διάστημα [- 1, 1]. Έστω θ+ το σύνολο όλων των 
θε [0, π) με

ImF(a), θ) = 0 και ReF(co, θ )> 0  (6.12)

και θ' το σύνολο όλων των θε[0,π) με
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ImF((o,0) = O και ReF(a), Θ) < 0 . (6.13)

Προφανώς από τις (6.9) και (6.10) έχουμε ότι 0ε θ+ και πε θ ' .
Απάντηση στο ερώτημά μας θα δίνει στη μεν ΐ) μη-αρνητική περίπτωση 
ο προσδιορισμός του 0εθ+, έτσι ώστε το

ReF(a), θ) να είναι ελάχιστο (6.14)

στη δε ϋ) μη-θετική περίπτωση ο προσδιορισμός του Οε θ* ώστε το

RcF(co, θ) να είναι μέγιστο . (6.15)

6.3 Οι περιπτώσεις ρ=3 και ρ=4

6.3.1 Για ρ=3η F(co, θ) έχει τη μορφή:

¥(ω ωχ ______ fei6 - (1- ω)2]3_____
(2- ω)2ω3 ε'θ[ε'θ + (1- ω)]

(6.16)

Από τις (6.7), (6.Τ) και (6.8) προκύπτει ότι

ReF = D ί ί(1+χ4) cos θ * 2x2] Ε - (1 - χ4) sin θ G }

ImF = ^  {(1- χ4) sin θ Ε + [<1+χ4) cos θ - 2χ2] G }

(6.17)

(6.17)

με

D = (1+χ)2(1-χ)3 (1+χ2+2χ cos θ) 

Ε = (1- χ3) + χ(1- x)cos θ 

G = x(l+x)sin0

(6.18)
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Οι παραπάνω εκφράσεις, (6.17), (6.17), μετά από ένα μεγάλο πλήθος 
πράξεων γίνονται

ReF = ^  { χ(χ4+χ3+χ2+χ+1) cos θ + (χ6+χ5+χ4- 2χ3 +χ2 +χ+1) cos θ - '

- χ(χ4+4χ3+4χ2+4χ+1)} (6.19)

ImF = ^ ^  {2 x(1+x5)cos0 + (1 - 3χ3 - 3χ4 + χ7) } . (6.19’)

Παρατηρούμε ότι, για ω=1 η (6.16) γίνεται F(l, θ) = ei9 , οπότε τα 

μόνα σημεία τομής αυτής με τους άξονες είναι το 1 και το -1. Θεωρούμε 

λοιπόν ότι ω *1 <=> χ φ 0 , οπότε θέτοντας* y = χ + -  και κάνοντας τις
X

σχετικές απλοποιήσεις οι παραπάνω σχέσεις γίνονται:

ReF =ΐΜ  2 ŷ2 + y’ 1'>cos2 θ+^ 3 + y2*2y' 4')cos θ ' (y2+4y+2)} (6.20)

ImF = { 2(y2- y - 1 )cos Θ * (y3- y2- 2y- 2)} , (6.20’)

όπου

D = (y+2) (y- 2) (y+2cos Θ) . (6.21)

Η μοναδική ρίζα της εξίσωσης (6.11), λαβαίνοντας υπόψη την (6.20’), 
είναι

cos θ = -
ν 3 - y2 - 2y - 2 

2(y2 - y - 1)
(6.22)

Προφανώς ισχύει ο περιορισμός
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V3 - v2 - 2v - 2 
2(y2 - y - 1)

<1 με y e  ( - o o , . 2 ) u (2, -η») , (6.23)

ο οποίος είναι ισοδύναμος με τον

2 < y < 3  . (6.24)

Έχοντας υπόψη τις (6.5) είναι φανερό ότι οι (6.24) ισχύουν, αν και

μόνον αν χ>0 και x + ^ < 3 ή ισοδύναμα, αν < χ < 1 . Αυτό

όμως είναι ισοδύναμο με το

- 1+λ/Τ »
0 < ω <  2 =:  ω . (6.25)

Αφού λοιπόν οι χ(ω), y(ω) στα πεδία ορισμού τους και η cos θ στο (Ο, π)
είναι 1-1 και επι συναρτήσεις, συμπεραίνουμε ότι για ένα συγκεκριμένο 

* Λ
ωε (Ο, ω ) θα έχουμε ένα μοναδικό θ , για το οποίο η καμπύλη της (6.16) 
θα τέμνει τον οριζόντιο άξονα.

Το ερώτημα, που τίθεται τώρα, είναι το κατά πόσο το καινούργια 
σημείο τομής της κα|ΐπύλης βρίσκεται μεταξύ εκείνων που προκύπτουν, 
όταν το θ=0 ή θ=π. Απάντηση σ' αυτό θα δώσει ο υπολογισμός του ReF 
από την (6.20) με cos θ εκείνο της (6.22). Έτσι έχουμε

ι» 1
ReF = j^ {  (y2+ y -1) (y3- y2- 2y- 2)2- (y3+y2- 2y-4) (y3- y2- 2y-2)

(y2* y -1)- 2(y2+ 4y +2) (y2- y-1)2 } , (6.26)
όπου'

D2 = Dj · 2 (y2 - y - 1)2 . (6.26*)
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Η εντός των αγκίστρων παράσταση μετά από τις πράξεις γίνεται 
- 2y6- 4y5+8y4+16y3. Έτσι μετά από τις σχετικές παραγοντοποιήσεις 
παίρνουμε

ReF = -2v3(v-2)(y+2r _ _ y3
2(y-2)(y+2)(y+2)(y2-y-1) y2 - y -1

= :R(y) (6.27)

Παραγωγίζοντας την (6.27) προκύπτει ότι

sign (R’ (y)) = sign {- (y2- 2y- 3)} . (6.28)

Υπενθυμίζουμε ότι ooe (0, ω ), xe ,ι <=> ye (2, 3). Έτσι η R' (y)

είναι θετική για ye (2, 3), πράγμα που σημαίνει ότι η R(y) είναι 

αύξουσα συνάρτηση του y. Όμως αφού η y = x + ~ είναι φθίνουσα στο
^3-V?  ̂ Χ
—-ζ— ,1 , έπεται ότι η R(y(x)) είναι συνολικά φθίνουσα σ' αυτό το

/
διάστημα. Τέλος αφού η χ = 1- ω είναι φθίνουσα συνάρτηση στο (0, ω*),

η R(y(x(io))) θα είναι αύξουσα συνάρτηση του ω σ' αυτό το διάστημα.
27Για ω=ω* <=> y=3 οπότε Rez = - — , ενώ όταν το ω 0, τότε y 2 

και συνεπώς Rez -»- 8. Έτσι προκύπτει το επόμενο λήμμα.

Λ ή μ μ α  6.2
Για την απεικόνιση του (6.16) του μοναδιαίου κύκλου ισχύουν τα

εξής:
ί) Αν ωε(ω*, 2), τότε αυτή τέμνει τον οριζόντιο άξονα μόνον αν 

θ=0 ή θ=π και οι τετμημένες των αντίστοιχων σημείων τομής είναι
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F(co, 0) = 1 και F(co, π) = - . (6.29)

Λ

ϋ) Αν ω6(0, ω*), τότε υπάρχει θε θ' , όπου αυτή τέμνει τον 
οριζόντιο άξονα, που είναι διαφορετικό των θ=0 και θ=π. Η τετμημένη 
του σημείου αυτού δίνεται από την (6.27).

Α π ό δ ε ι ξ η
Οι τύποι της (6.29) προκύπτουν εύκολα θέτοντας θ=0 για τον 

πρώτο και θ=π για το δεύτερο στην (6.16). ♦

Λ ή μ μ α  6.3

Η τετμημένη ReF(o), θ) του σημείου τομής της F(co, θ) της (6.16),

που αντιστοιχεί στο θ του προηγούμενου λήμματος, ανήκει στο 
διάστημα (F(o), π), 0), για όλα τα ωε (0, ω*).

Α π ό δ ε ι ξ η

Το ότι ReF(io, θ) < 0 προκύπτει από την (6.27) αμέσως. Επομένως

αρκεί να δείξουμε ότι ReF(o), θ) > F(io, π ) . Από την (6.16) προκύπτει

Λ

Λ

Λ

Λ

ότι

Αυτή με τους γνωστούς πλέον μετασχηματισμούς γράφεται

(6.31)

Παραγωγίζοντας την (6.31) ως προς θ, μετά από πράξεις προκύπτει
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= sign (2(y2- 2- 2cos 0)2(y2 +3y + 4cos Θ) sin Θ). (6.32)

Αφού το δεύτερο μέλος της (6.32) είναι θετικό για θε(0, π) και y>2,
προκύπτει ότι το IF(y, Θ)Ι είναι μια αύξουσα συνάρτηση του θ. Έτσι IF(y, 

Λ , Λ
π)Ι > IF(y, Θ)Ι και επομένως ReF(u), θ) > Ρ(ω, π), το οποίο ολοκληρώνει 
και την απόδειξη του λήμματος. ♦

θ ε ώ ρ η μ α  6.4
Έστω Α ένας ομαλός G.C.O.-(3,l) πίνακας. Έστω ακόμη Β και 3 ω

ο block Jacobi και ο block SSOR επαναληπτικός πίνακας που 
σχετίζονται με τον Α. Αν ρ(Β3) = ν, τότε

ί ) Αν οι ιδιοτιμές του Β3 είναι όλες μη-αρνητικές, τότε

ορθογώνιο του (ν, ω)-επιπέδου, με κορυφές τα σημεία (0,0), (0,1), (1,2), 

(0,2) μαζί με το ευθύγραμμο τμήμα {(ν, ω): ν =0 και toe (0,2)}. 

i i ) Αν οι ιδιοτιμές του Β3 είναι όλες μη-θετικές, τότε

αν και μόνον αν το ζεύγος (ν, ω)ε R3, όπου R'3 είναι η περιοχή του 

(ν, ω)-επιπέδου, που ορίζεται ως

0(«5ω) < 1

αν και μόνον αν το ζεύγος (ν, oo)e R3, όπου R3 είναι το ανοιχτό

0(<?ω) < 1

(6.32)
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όπου

και y = 1-ω + 1
1-ω (6.32’)

Α π ό δ ε ι ξ η

Για τη μη-αρνητική περίπτωση είναι προφανές ότι η ακριβής

περιοχή σύγκλισης είναι αυτή του θεωρήματος, αφού για όλα τα ωε (0,

2) το μόνο σημείο τομής της F(co, θ) και του θετικού οριζόντιου άξονα

είναι το σημείο (1,0). Για τη μη-θετική περίπτωση, αφού για ω* < ω < 2,

το μόνο σημείο τομής της F(co, θ) και του αρνητικού οριζόντιου άξονα

είναι εκείνο που προκύπτει για θ=π με τετμημένη F(io, π) =

- /ν ·9 ν ' 0Α2 και για 0 < ω < ω* το πλησιέστερο στο σημείο μηδέν είναι 
(y+4)(y-1) λ λ ν3

εκείνο που προκύπτει για θ = θ με τετμημένη F(a>, θ) = - y  ̂ » Ή 

ακριβής περιοχή σύγκλισης θα είναι αυτή της (6.32). ♦

Οι ακριβείς περιοχές σύγκλισης και για τις δύο περιπτώσεις 
φαίνονται στα παρακάτω γραμμοσκιασμένα τμήματα των σχημάτων 6.1 
και 6.2.

Σχ. 6.1 Σχ. 6.2
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6.3.2 Για ρ=4 η F(oo, θ) έχει τη μορφή

F(to,0) = _____feiQ- (1- ω)2]4_____
(2- ω)2ω4 ei0[ei0 + (1- ω)]2

(6.33)

Πάλι από τους τύπους (6.7), (6.7) και (6.8) προκύπτει ότι

ReF = ρ  { [(1+ Χ 4 ) cos θ - 2χ2] (Ε2 - G2) - (1- χ4) sin θ 2EG} (6.34)

και

ImF = ~  {(1- χ4) sin θ (Ε2 - G2) + [(1+x4) cos θ - 2χ2] (2EG)} (6.34')

με

D = (1+χ)2(1-χ)4 (1+χ2+2χ cos θ)2 

E  =  (1-x3) +  x(1-x)cos0 · (6.35)

G = x(l+x)sin0

Οι εκφράσεις στις (6.34) και (6.34’) είναι ισοδύναμες με τις

ReF = ^  { (4χ2+4χ8) cos30 + (4χ-8χ4- 8x6+4x9)cos2 θ +

+ (1- 3χ2- 8χ 3+6χ 4+6χ 6- 8χ 7- 3x8+x10)cos θ +
+ (- 2χ - 4χ2 +4χ4 +12χ5 +4χ6 - 4χ8 - 2χ9 )} (6.34α)

ImF = { (4χ4- 4x8)cos2 θ + (4χ- 8χ4+8χ6- 4x9)cos θ +

+ (1 - χ2- 8χ3- 6χ 4+6χ 6- 8χ 7+χ 8 - χ  10) } , (6.34α')

όπου D είναι εκείνο της (6.35).
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Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό y = x + -  η εξίσωση (6.11) 
μας δίνει τώρα την ακόλουθη

4(y2- l)cos2 θ + 4(y3- 2y- 2)cos θ + y4- 4y2- 8y- 4 = 0

Οι ρίζες της (6.36) είναι

0 . . ,  - Y2 +2y +2 . _ ^y2_: 2y - 2
0 1 ' 2 (y -1) ’ 02 ·" 2(y +1)

(6.36)

(6.37)

Αφού καμία απ’ αυτές δεν ανήκει στο διάστημα (- 1, 1) για y<-2, 
συμπεραίνουμε ότι τα μόνα σημεία τομής της καμπύλης μας με τον 
οριζόντιο άξονα είναι αυτά που παίρνουμε για θ=0 και για θ=π για 
όλα τα ωε (1, 2). Για y > 2 <=> ω ε (0, 1) η ρίζα ρι βρίσκεται στο 
διάστημα (-1,1), αν και μόνον αν yε (2,4), το οποίο ισοδυναμεί με

0 < ω < -1 W J  = : ω* (6.38)

Έτσι η καμπύλη μας έχει κι άλλα σημεία τομής με τον οριζόντιο άξονα, 
όπως και στην περίπτωση ρ=3, για θ=θ με δ = arc cos ρ ι .

Πάλι τίθεται το ερώτημα ως προς το πού βρίσκεται το σημείο 
τομής. Ο υπολογισμός του ReF θα δώσει απάντηση στο ερώτημά μας. 
Για το σκοπό αυτό η (6.34α) γίνεται

Ret? = ^  { 4(y3- 3y)cos3 θ + 4(y4- 4y2 - 2y + 2) cos2 Θ +

+ (y5- 8y3- 8y2+20y +16)cos Θ - 2(y4+2y3- 4y2- 8y- 4)} , (6.39)

όπου

i

I D) = (y+2)(y- 2)2(y+2cos Θ)2 . (6.39*)
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Θέτοντας στις δυο προηγούμενες σχέσεις, στη θέση του cos θ, το ρι της 
(6.37) προκύπτει τελικά

ReF = _ 2yj(£, 2).2(y+2)3 = j L  =. S(v) 
2(y- 2)2(y+2)3(y -1) y - 1

(6.40)

Είναι φανερό ότι το ReF στην προκειμένη περίπτωση είναι αρνητικό, 
δηλαδή η καμπύλη μας τέμνει τον αρνητικό ημιάξονα. Επιπλέον, το 
σημείο τομής βρίσκεται μεταξύ του μηδέν και του σημείου, όπου η 
καμπύλη τέμνει τον άξονα για θ=π, όπως αυτό θα φανεί από τα 
επόμενα λήμματα, τα οποία συνοψίζουν τη μέχρι τώρα ανάλυσή μας.

Λ ή μ μ α  6.5
Για την απεικόνιση της (6.33) του μοναδιαίου κύκλου ισχύουν τα

εξής:
ί ) Αν coe (ω*, 2), αυτή τέμνει τον οριζόντιο άξονα μόνον αν θ=0 ή 

θ=π και οι τετμημένες των σημείων τομής είναι

F(co, 0) = 1 και Ρ(ω,π) = - . (6.41)
(2-ω) ω

Π) Αν ω€ (0, ω*), τότε υπάρχει Qe θ' , όπου αυτή τέμνει τον 
οριζόντιο άξονα, διαφορετικό από το 0 και π. Η τετμημένη του σημείου 
αυτού δίνεται από την (6.40).

Α π ό δ ε ι ξ η
Το μόνο που μένει προς απόδειξη είναι οι τύποι (6.41). Όμως 

αυτοί προκύπτουν αμέσως από την (6.33) θέτοντας θ=0 και π 
αντίστοιχα.
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Λ ή μ μ α  6.5
Για ρ=4, το ReF(a), θ), της (6.33) βρίσκεται στο εσωτερικό του 

διαστήματος (ReF(co, π), 0).

Α π ό δ ε ι ξ η
Θέτοντας χ=1-ω και y=x + -  στην (6.53) και παραγωγίζοντας ως

Λ ^
προς θ το ιιέτρο της F(a), θ), προκύπτει ότι το πρόσημο της ^  ΐΡ(ω, Θ)Ι 

είναι το ίδιο με το πρόσημο της ποσότητας

S(y, θ) = 2sin 6(y2- 2- 2cos θ) (y2+2y- 2+2cos θ) . (6.42)

Όμως η ποσότητα S(y, θ) είναι μια θετική ποσότητα, αφού το ωε (0, ω*) 
ισοδυναμεί με ye (2,4) και sin θ > 0 για 0e (0, π). Έτσι η συνάρτηση του 
μέτρου lF(co, Θ)Ι είναι μια αύξουσα συνάρτηση ως προς θ, πράγμα που 

σημαίνει ότι ReF(a), π) = - lF(u), π)Ι < - lF(u), 6)1 = Re(io, 6). ♦
Τώρα είμαστε σε θέση να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε το 

επόμενο θεώρημα, που μας δίνει την ακριβή περιοχή σύγκλισης για την 
SSOR μέθοδο, όταν ρ=4.

θ ε ώ ρ η μ α  6.7
Έστω Α ένας ομαλός G.C.O.-(4,l) πίνακας. Έστω ακόμη ότι οι 

υποθέσεις του Θεωρήματος 6.4 ισχύουν. Τότε
' i ) Αν οι ιδιοτιμές του Β4 είναι όλες μη-αρνητικές τότε

ν
0(5ω) < 1
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αν και μόνον αν το ζεύγος (ν4, ω)ε , όπου είναι το ανοιχτό 

ορθογώνιο, του (ν4, ω)-επιπέδου, με κορυφές τα σημεία (0,0), (0,1), (1,2),

(2,0) μαζί με το ευθύγραμμο τμήμα {(ν3, ω): ν3= 0 και ωε (0,2)}.

Η) Αν οι ιδιοτιμές του Β4 είναι όλες μη-θετικές,

Q ( S W ) < 1

αν και μόνον αν το ζεύγος (ν4, ω)ε R],, όπου R̂  είναι η περιοχή του 
(ν4, ω)- επιπέδου, που ορίζεται ως

R'4 := i

0 < ω < ω *  , 0 < ν 3 <
y + i

ω* < ω < 2 , 0 <ν3 <
(6.43)

(y+2)(y- 2)3

όπου ω* = - 1+VJ και y = 1- ω + 1
1-ω '

Α π ό δ ε ι ξ η
Αυτή προκύπτει από τη μέχρι τώρα ανάλυση και είναι παρόμοια 

με την απόδειξη του θεωρήματος 6.4. ♦
y2 y4

Οι συνοριακές καμπύλες oj(y) = ^  και o2(y) = —  2)J(y_ 3 

μπορούν εύκολα να μελετηθούν. Οι ακριβείς περιοχές σύγκλισης για τη 

μη-θετική και μη-αρνητική περίπτωση φαίνονται στο γραμμοσκιασμένο 

τμήμα των σχημάτων 6.3 και 6.4 αντίστοιχα.
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Σχ. 6.3 Σχ. 6.4

όπου

6 .4  Η περίπτω ση ρ=5

Στην παρούσα περίπτωση από την (6.11) προκύπτει

H(t> = D { Ao(y)t3 + Ai(y)t2 + A2(y)t +A3(y)} , (6.44)

D = (y+2)(y- 2)2(y+2cos θ)3 

A0(y) = 8(y3. y2. 2 y + i)

A i(y)= ^O y4- 3y3- 9y2 +y +8) . (6.44')

A2(y) = 2(3y5. 3y4. (4y3 - 4y2 +28y +20)

A3(y) = y6- y5.8y4. gy3 +20y2 +36y +16

Αφού t: -  cos θ, προφανώς θα έχουμε te [-1. 1]. Έτσι οι ρίζες της H(t),
που θα είναι δεκτές, θα είναι εκείνες οι οποίες βρίσκονται σ' αυτό το 
διάστημα και θα πληρούν την

^50;y): = Ao(y)t3 + A 1(y)t2 +A 2(y)t+A 3(y) = 0 . (6.45)
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Παρατηρούμε ότι

^ 5d ;y )  = (y-2)2 (y+2)3(y+3) (6.46)

και

K5(-i;y)=y4(y-2)(y-5) · (6.47)

Αφού, από τις (6.5), το ye (- °°, - 2) u  (2, +»), συμπεραίνουμε ότι για 
y=- 3 το t=l είναι δεκτή ρίζα της (6.45) ενώ για y=5 το t= -1 είναι επίσης 
δεκτή ρίζα της ίδιας εξίσωσης. Στη συνέχεια εξετάζουμε, εάν υπάρχουν 
ρίζες στο επιθυμητό διάστημα [-1,1], στα τέσσερα υποδιαστήματα, που 
οι δυο παραπάνω τιμές του y, χωρίζουν το πεδίο ορισμού του. Πριν 
όμως αρχίσουμε τη μελέτη μας, δίνουμε τον πίνακα 6.1, στον οποίο 
φαίνεται η αλλαγή του προσήμου τόσο της y) όσο και της Ks(-1; y).

y - ο© - 3 2 2 5 + ο ο

Κ s(-i;y) + I +
i n i

-  ό  +
Κ5Ο; y) + <!> - Η· I +

Πίνακας 6.1

Λ ή μ μ α  6.8
Έστω η εξίσωση (6.45)
i ) Αν ye (- 3,2), η εξίσωση αυτή έχει μία και μοναδική ρίζα στο 

διάστημα (- 1, 1).
Η) Αν ye (- «>, - 3), η παραπάνω εξίσωση δεν έχει καμία ρίζα στο 

διάστημα αυτό.
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Α π ό δ ε ι ξ η
Έστω ένα σταθερό ye (- » , - 2). Παίρνοντας την πρώτη και τη 

δεύτερη παράχωγο ως προς t της Ks(t\ y) έχουμε αντίστοιχα

^  Ks(t; y) = 3Ao(y)t2 +2Ai(y)t +A2(y) (6.48)

και

% Kstt; y) = 6Ao(y)t +2Ai(y) (6.49)

με Ao(y). Ai(y), A2(y) εκείνα της (6.44').
Αφού Ao(y) = y3- y2- 2y +1 = y(y2- 2)- y2 +1 < 0 , V y e  ( - «, - 2),

d2συμπεραίνουμε ότι η ^  Ks(V, y) είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. 

Από την (6.49) μπορούμε να πάρουμε

&  * s(t; y> L = 8(7 +2)(3y3*3y2' ^  +7) t6·50*

και

| |  ̂ 5(t; y) |t=1 = 8(3y4- 9y3- 3y2 +13y +2) . (651)

4 ->

Εύκολα προκύπτει, από την (650), ότι
Η

^ ^ (t;y)|t=1 > °  · (650·)

Έστω Pi(y) το εντός της παρένθεσης του δεύτερου μέλους της (6.51) 
πολυώνυμο. Για το Θεώρημα Sturm έχουμε τον επόμενο πίνακα:
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2im  fj(x)
X — » -  ΟΟ fi(- 2)

+ ΟΟ 84
-  ΟΟ -179
+ ΟΟ 39.06
-  ΟΟ - 30.69

6.93 6.93

Είναι φανερό ότι το Pj(y) δεν έχει καμία ρίζα στο διάστημα (- «, - 2) 
και επιπλέον είναι θετικό, πράγμα που σημαίνει ότι

^ ^ 5(t;y)L i - > o  · (6·5 ΐ’)

Έτσι έχουμε ότι για όλα τα ye (- <*>, - 2) και te (-1,1) ισχύει j p  K5(t; y) 

> 0, συνεπώς η ^  £s(t; y) είναι γνησίως αύξουσα. Από την (6.48) 

μπορούμε να πάρουμε

dt * 5(t; y) L i  = 2(y+2>2'i3y3- 3 y 2 ’ 1 4 y  +16> o5·52)

και

f  Ks(X; y) L ,  = 2y2(3y3-15y2 +1°y +20) · (6-53)

Η τελευταία μας δίνει αμέσως ότι

^ 5 ( t ; y ) | t = 1 < 0  , V y < - 2  . (6-53’)

Για το εντός της παρένθεσης πολυώνυμο της (6.52) μπορούμε να 
σχηματίσουμε τον επόμενο πίνακα:
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i im  fj(x)X—> - 00 fi(- 3) fi(- 2)

-w 00 -50 8
+ 00 85 34
- 00 -44.44 -34.44
3.89 3.89 3.89

Φαίνεται λοιπόν από το Θεώρημα του Sturm ότι η ^  £5 |t_ j έχε·- μια 

ρίζα στο (- 3, - 2), έστω την y=yG και ισχύει

^ * 5  |t=1<0, V ye(- « ,y 0)x a i ^ 5  |t=1>0, V ye(y0,-2 ) . (6.52')

Λόγω του μονότονου της ^  Ks(t, y) και των δύο τελευταίων σχέσεων 

(6.53') και (6.52’) μπορούμε να συμπεράνουμε τα εξής: Αν ye (- - 3),

τότε ^  Ks(t, y) < 0 για όλα τα te(- 1, 1) και αφού y) και Ks(- 1; 

y) > 0 (βλ. πίνακα 6.1), δεν υπάρχει ρίζα σ’ αυτό το διάστημα. Αν 

ye (- 3, y0), πάλι η Ks(l, y) είναι φθίνουσα για όλα τα te (- 1, 1), όμως 

λόγω του ετεροσήμου των Κζ(1; y) και fcs(l; y) έχουμε μία και μοναδική 

ρίζα σ' αυτό;το διάστημα. Τέλος αν ye (y0, - 2), η Κζ(1; y) είναι αρχικά 

φθίνουσα και στη συνέχεια αύξουσα συνάρτηση του t, οπότε και πάλι 

λόγω του ετεροσήμου αυτής στα άκρα συμπεραίνουμε ότι έχουμε μία και 

μοναδική ρίζα στο (-1,1). ♦

' Λ ή μ μ α  6.9 
Έστω η εξίσωση (6.45).
ί ) Αν ye (5,»), η εξίσωση δεν έχει καμία ρίζα στο διάστημα αυτό.
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π ) Αν ye (2, 5), η εξίσωση αυτή έχει μία ή τρεις ρίζες στο 
διάστημα (-1,1).

Α π ό δ ε ι ξ η
Γράφουμε το πολυώνυμο Κ5(ν, y) της (6.45) με βάση {1, (t+1), 

(t+1)2, (t+1)3}. Έτσι έχουμε

^5(t;y) = Bo(y)(t+i)3 + B 1(y)(t+i)2 + B2(y)(t+l) + B3(y) , (6.54)

όπου
B0(y) = 8(y3- y2- 2y +1)

Bi(y) = 4(3y4- 9y3- 3y2 +13y +2)
(6.54’)

B2(y) = 2y2(3y3- 15y2 +10y +20)

B3(y) = y4(y2- 7y +10)

i) Για y>5 είναι αμέσως φανερό ότι Bj(y)>0 I ΐ=0(1)3. Έτσι το 
πολυώνυμο Ks(t·, y) δεν έχει καμία ρίζα ως προς t+Ι > 0 ή t > -1 και

επομένως στο διάστημα [-1,1],
Π) Για ye (2, 5) φαίνεται αμέσως ότι B0(y) > 0, ενώ B3(y) < 0. 

Για τ' άλλα δύο πολυώνυμα μπορούμε να σχηματίσουμε τους δύο 
παρακάτω πίνακες της ακολουθίας Sturm με ακρίβεια τεσσάρων 
δεκαδικών ψηφίων.

Β,(2) Βι(5) Β2(2) Β2(5)
-8 742 4 70

- 11 808 - 14 85
4.5625 116.5 - 5.5556 24.4444

19.8792
6.9259

57.8090. _ 7.8889 
6.9259

7.8889
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Από το θεώρημα του Sturm προκύπτει ότι το Bj(y) έχει μία ρίζα ρι στο 
διάστημα (2, 5), την οποία βρίσκουμε αριθμητικά, ρι = 2.7626, ενώ το 
B 2(y) έχει §ύο ρίζες Qz και ρ3 στο διάστημα (2,5), τις οποίες 
υπολογίζουμε κι αυτές αριθμητικά ρ2 =23134 και ρ3 = 33081. Έτσι
προκύπτει ο επόμενος πίνακας μεταβολής του προσήμου των 
συντελεστών του fcs(t; y)

2__________Ρ,___________ Pi___________ Ρ3___________ 5

Bo(y) + + + +

Bi(y) < + +

B2(y) +
) ( +

B3(y) _ .

Από τον πίνακα αυτόν και από τον κανόνα μεταβολής του προσήμου 
του Descartes συμπεραίνουμε ότι· το πολυώνυμο Κζ(ΐ; y) για ye (ρ, 5)
έχει ακριβώς μια ρίζα ως προς t+l(> 0 ή t > - 1), ενώ για ye (2, ρ:) το 
Ks(t; y) έχει μία ή τρεις ρίζες ως προς t+Ι (> 0 ή t > -1).

Τώρα γράφουμε το πολυώνυμο Ks(l; y) με βάση {1, (t-1), (Μ )-, 
(t-Ι)3}, οπότε έχουμε

^5(t;y) = Co(yKt-l)3 + Ci(yXt-l)2 + C2(yXM) + C3(y) , (635)

όπου
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Co(y) = 8(y3- y2- 2y + i)

Ci(y) = 4(3y4 +3y3- 15y2- 1 ly  +14)
(6.55’)

C2(y) = 2(y- 2)(3y4 +15y3 +I6y2- 20y- 32)

C3(y) = (y- 2)2(y4 +9y3 +30y2 +44y +24)

Γίνεται εύκολα φανερό, από τις (6.55’), ότι οι συντελεστές του £s(t; y) 
είναι θετικοί αριθμοί V ye (2, 5). Έτσι πάλι από τον κανόνα του
Descartes συμπεραίνουμε ότι το πολυώνυμο αυτό δεν έχει ρίζες ως προς 
Μ  (> 0 ή t>l) για ye (2,5). Συνεπώς οι ρίζες του Ks(t; y ) , μία ή τρεις
όπως βρέθηκαν παραπάνω, βρίσκονται στο διάστημα [-1,1]. ♦

Λ

Λ ή μ μ α  6.10

Το μέτρο της (6.4), lF(y, Θ)Ι, μey = 1- ω + , γιά ένα σταθερό y,

είναι
i) Αύξουσα συνάρτηση του θ για ye (2,5)

i i ) Φθίνουσα συνάρτηση του θ για ye (- 3,- 2) αν cos θ> - ^  ^
4

ή αύξουσα συνάρτηση, αν cos θ < - ^  +^ ~   ̂ .

Α π ό δ ε ι ξ η
Από την (6.4) προκύπτει

IF(y’ 6 ) | 2= i ^ ?  · <6·56>

όπου

Μ2 = le'6 - (1- ω)2!2 , μ2 = le'6 + (1- ω)Ι2 και A = (2- ω)4ω10 . (6.57)
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Παραγωγίζοντας την (656) ως προς θ έχουμε

JjlF(y,0)l2 5(Μ2)'μ2 - 3Μ2(μ2)* , (658)

όπου το σύμβολο" " σημαίνει ότι οι δύο εκφράσεις εκατέρωθεν αυτού 
έχουν το ίδιο πρόσημο. Από τις (657) προκύπτει ότι

Μ2 = (1- u))2(y2- 2- 2cos θ ), μ2 = (1- ω)(γ +2cos θ)
. (659)

(Μ2)’ = 2(1- o>)2sin θ και (μ2)' = - 2(1- o>)sin θ 

Έτσι έχουμε

^0 lF(y, Θ)Ι2 2( 1- ω)3(3γ2 +5y- 6 +4cos θ) . (6.60)

ϊ) Αν γ ε (2 5 ), τότε toe (0, 1) και συνεπώς η lF(y, Θ)Ι2 είναι 
αύξουσα επομένως και η lF(y, Θ)Ι.

Η) Αν γ ε (-3 ,-2), τότε ωε (1,2) και από την (6.60) προκύπτουν τα 
συμπεράσματα του λήμματος. ♦

- Λ ή μ μ α  6.11
Έστω η απεικόνιση (6.4) του μοναδιαίου κύκλου στο μιγαδικό

επίπεδο με ρ=5 και έστω y εκείνο της (65). Τότε
%

ί ) Αν ωε ( ~ 2— 1 «Π 0 .  η καΙιπ^ Τ) τύζ (6.4) τέμνει

τον πραγματικό άξονα μόνον για θ=0 ή θ=π και μάλιστα είναι

VsReF(y, 0) = 1 και ReF(y, π) = - 2)< . (6.61)
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5-"V 5 Λϋ ) Αν ωε ( — —, 2), υπάρχει μοναδικό θ= θ διαφορετικό του 0

και του π, για το οποίο η καμπύλη της (6.2) τέμνει τον πραγματικό

άξονα έτσι ώστε:

A A
0 < ReF(y, θ) =: r(y, θ) < 1 . (6.62)

- 3 +V2T Λί i) Αν toe (0 ,----- -— ), υπάρχει θ = θ διαφορετικό από το 0 και

το π, για το οποίο η καμπύλη της (6.4) τέμνει τον πραγματικό άξονα 

έτσι ώστε

______ y
(y +2)(y- 2)4 < ReF(y, θ) =: r(y, θ) < 0 (6.63)

Α π ό δ ε ι ξ η

i ) Από τα δύο προηγούμενα λήμματα προκύπτει ότι, όταν ye ( - «, 

- 3) υ(5, +»), η εξίσωση (6.45) δεν έχει καμία ρίζα στο [-1, 1]. Έτσι η 

καμπύλη (6.4) δεν έχει άλλα σημεία τομής με τον οριζόντιο άξονα
- 3+V2Tεκτός εκείνων που προκύπτουν για θ=0 ή θ=π, όταν το ooe (0 ,-----»— )

5.V5 Ίu  ( —ζ—, 2), αφού αυτό συνδέεται με το y με τη σχέση y = 1- ω + -— .
1 5-VF 1 ωi i ) Όταν ooe ( —ζ—, 2), τότε ye (- 3,- 2). Από το Λήμμα 6.8 υπάρχει 

α ^
μοναδικό θ=θ διαφορετικό των 0 και π, για το οποίο ImF(co; θ)=0. Έτσι 

η καμπύλη μας τέμνει τον οριζόντιο άξονα και σε άλλο σημείο εκτός 

εκείνων με τετμημένη ReF(y, 0)=1 και ReF(y, π)=- y5/ [(y+2)(y-2)2]. To
Λ

ότι ReF(y, 0)e(O, 1) αποδεικνύεται ως εξής: Παραγωγίζοντας την (6.4) 

ως προς θ για ένα σταθερό-ω, θέτοντας ·λ=ε'θ, προκύπτει:
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jjjj F(to, θ) = {(λ’ [λ- (1- ω)2]4 [5λ(λ+1- ω) - (λ- (1- ω)2) (λ +1- ω)-

- 3λ(λ- (1- ω)2)]} /  1 λ<5(λ +1- ω)4 ) · Ο5·64)

Από αυτήν έχουμε ότι

Α ΐ ^ β ) | θ = ο = ^ Α « ω , β ) | θ=ο~

Γθ5(2-ω)-[1-(1-ω)](2-ω)-3[1-(1-ω)2] = (1-ω)(2-ω)(γ +3) . (6.65) 

Αφού ω(1,2), από την (6.65), συνεπάγεται ότι

jjjjImF(a>,e)|e_  ̂ > 0 ,  αν y < - 3  (6.66)

και

3e Ι ^ ω ,  θ) |0=ο < 0 ,  αν y > - 3 (6.66·)

Από την (6.66) και το ί) του Λήμματος 6.11 προκύπτει ότι ολόκληρη η 
καμπύλη μας για 0e (0, π) βρίσκεται στο Imz > 0 ημιεπίπεδο για y <- 3. 
Για ye (- 3, - 3+ε), λόγω της (6.66') και της συνέχειας, το σημείο τομής 
αυτής και του πραγματικού άξονα έχει θετική τετμημένη. Η τετμημένη 
αυτή συνεχίζει να παραμένει θετική για όλα τα ye (- 3, -2), αφού 

διαφορετικά το σημείο τομής της καμπύλης και του πραγματικού άξονα 
θά· έπρεπε να γίνει το (0, 0) και αυτό είναι άτοπο από το γεγονός ότι 
λ*(1-ω)2 .

Από το Λήμμα 6.10 προκύπτει ότι IF(y, Θ)Ι είναι μια φθίνουσα
- 5 - V 145ρυνάρτηση του θ για όλα τα y (- 3 ,----------- ), αφού τότε έχουμε -1 > -

(3y +5y 6) Έτσι το σημείο τομής έχει τετμημένη στο διάστημα (0, 1),



164 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

θα έχουμε κάποιο θ με cos θ=- (3y +5y -6)/4 . Προφανώς για θ = θ το 

IF(y, Θ)Ι γίνεται ελάχιστο. Από την (6.7) έχουμε όμως ότι

ImF(y, θ) = ~  {(1- χ4)δΐη θ [E3-3EG2] + [(l+x4)cos θ- 2x2][3E2G- G3] =

= (Τ-Τχ^+2)(γ-θ2)2γ3 * y(y' 2)(y+l+cos0) [(y- 2)(y+l+cos6)2 - 

- 3(y+2)sin20] + [(y2- 2)cos Θ - 2][3(y-2)(y+l+eos Θ)2 - (y+2)sin2 Θ]} =

= (l.X )(y+12)(y-2)2y3(y+2')3(' 27y6+1Q8y5' 108y4' 135y3+42^y2' 4^ y+ ^ ^ ')’

(6.67)

Οι ακολουθίες του Sturm fj(- 3) και fj(- 2), όπου f0(y) το εντός της 
τελευταίας παρένθεσης πολυώνυμο στην (6.67), δίνονται στον επόμενο 
πίνακα με ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

όπου χ =1- ω και y = χ + -  .J χ

fi(- 3) fi(- 2)

-4580
88180

- 3127 
13555

21018312
0.41 

- 6572.78

- 8087.78 
5153.91

- 2897.44
- 3368.67 

13658844
0.32

6572.78
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Γίνεται λοιπόν φανερό από το Θεώρημα του Sturm ότι το πολυώνυμο 
αυτό (της τελευταίας παρένθεσης της σχέσης (6.67)) δεν έχει ρίζες στο 
(-3,- 2) και ςπομένως έχει το πρόσημο των άκρων του, δηλαδή είναι 
αρνητική ποσότητα. Έτσι λαβαίνοντας υπόψη ότι οι ποσότητες 1+χ, ΐ- χ ,

(y- 2)2 και sin0 είναι θετικές, ενώ οι ποσότητες y+2, y και (y+3)3 είναι 
αρνητικές, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

Αφού όμως η καμπύλη μας ξεκινά με ImF(y, 0) = 0, λόγω της (6.66'), 
συνεχίζει με ImF(y, θ) < 0 και καταλήγει στο σημείο με το ελάχιστο

μέτρο (θ =θ) με ImF(y,0) > 0, συνεπάγεται ότι αυτή τέμνει τον 
πραγματικό άξονα σε σηιιείο με τετμημένη μικρότερη του 1 και έτσι το 
ii) του λήμματος αποδείχθηκε.

iii) Από την (6.4) προκύπτει ότι

Για toe (0,1) ή ισοδύναμα ye (2,«), από την (6.68) προκύπτει ότι

ImF(y,0)>O . (6.68)

- ω3- ω2 +9ω- 6 = (2- ω)(ω2 +3ω- 3) . (6.68)

(6.69)

και
| |

ImF(co,θ ) |9=ji < 0 ,  ye(5,+«>) . (6.69')

Από την (6.69') και το ί) του Λήμματος 6.11 συνεπάγεται ότι ολόκληρη η 
καμπύλη βρίσκεται στο Imz > 0 ημιεπίπεδο για y £5. Για ye (5- ε, 5),



166 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

λόγω της (6.69) και της συνέχειας, το σημείο τομής αυτής με τον 
πραγματικό άξονα έχει αρνητική τετμημένη. Η τετμημένη αυτή 
συνεχίζει να παραμένει αρνητική για όλα τα ye (2 ,5), αφού διαφορετικά 
το σημείο τομής της καμπύλης και του πραγματικού άξονα θα έπρεπε να - 
γίνει το (0, 0). Αυτό όμως είναι άτοπο από το γεγονός ότι λ * (1- ω)2. 
Από το ϊ) του Αήμματος 6.10 η τετμημένη του σημείου αυτού θα είναι 
μεγαλύτερη του F(oo, π) και επομένως θα ισχύει η (6.3). ♦

Η μέχρι τώρα ανάλυση μας δίνει το επόμενο θεώρημα, το οποίο 
περιγράφει την ακριβή περιοχή σύγκλισης της SSOR μεθόδου για ρ=5.

θ ε ώ ρ η μ α  6.12
Έστω Α ένας ομαλός G.C.O.-(5, 1) πίνακας. Έστω ακόμη ότι οι 

υποθέσεις του Θεωρή[ΐατος 6.4 ισχύουν. Τότε
i ) Αν οι ιδιοτιμές του Β5 είναι όλες μη-αρνητικές, τότε

ρ(<5ω) < 1

αν και μόνον αν το ζεύγος (ν5, u))e R5 , όπου Rj ορίζεται η παρακάτω 

περιοχή του (ν5, ω)-επιπέδου.

Τ) < ω < ω** 

αυ**<ω<2

0 < ν5 < 1 

0 < ν5 < r(y, θ)
(6.70)

i ί) Αν οι ιδιοτιμές του Β5 είναι όλες μη-θετικές, τότε

ρ(<5ω) < 1

αν και μόνον αν το ζεύγος (ν5, ω)ε Rj , όπου R5 ορίζεται στο (ν5, ω)- 

επίπεδο ως εξής · -
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0 < ω < ω*

ω* < ω < 2

Λ

0 < ν5 < - r(y, θ)

0 < ν 5 < -------
(y+2)(y-2)4

(6.71)

όπου ω*=- h d l L  ( ω** _ , y = ΐ- ω + , r(y, ^), εκείνο

~ Λ Λ λ
της (6.62) και r(y, θ) = max r(y, θ) με r(y, θ) εκείνο της (6.63).

δ
Α π ό δ ε ι ξ η

Από το Λήμμα 6.11 έχουμε (ΐ) Αν ωε [~ 3γ 2 1 , ι] u  [ι,  ],

τότε τα πλησιέστερα στο μηδέν σημεία τομής της καμπύλης_με τον
- 1+ν21πραγματικό άξονα είναι αυτά της (6.61). Για ω ε(0, — j —  ) ή

ισοδύναμα ye (2, 5), από το Λήμμα 6.9, η καμπύλη έχει ένα ή τρία

σηιιεία τομής με τον οριζόντιο άξονα. Αφού η IF(y, Θ)Ι είναι αύξουσα ως

προς θ, κανένα απ' αυτά τα σημεία δε θα είναι μεταξύ 0 και 1. Από το

(iii) του Λήμματος 6.11 τουλάχιστον για ένα από τα τρία σημεία θα
5-ισχύει η (6.63). Τέλος για ωε ( —^—, 2) από το Λήμμα 6.9 και το (») του 

Λήμματος 6.11 τα πλησιέστερα σημεία τομής στο μηδέν είναι εκείνα με 

τετμημένες r(y, §) και - y5/(y+2)(y- 2)4. Έτσι η ακριβής περιοχή 

σύγκλισης για την SSOR μέθοδο για τη μη-θετική (μη-αρνητική)

περίπτωση είναι η Rj (R5 ) του θεωρήματος. ♦
Οι περιοχές Rj και R5 φαίνονται στα σχήματα 6.5 και 6.6 

αντίστοιχα.
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Σχ. 6.5 Σχ. 6.6
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Στα προηγούμενα κεφάλαια ασχοληθήκαμε εκτενώς με προβλή­
ματα σύγκλισης και εύρεσης βέλτιστης τιμής της παραμέτρου ω της block 
SOR και της block SSOR μεθόδου. Σ' όλες τις περιπτώσεις που  
μελετήσαμε ο πίνακας Jacobi Β ήταν G.C.O.-(p,q) και το φάσμα του ΒΡ 
άλλοτε μη-αρνητικό και άλλοτε μη-θετικό (βλ. Κεφ. 3,5,6). Ειδικότερα:

Στο 3° Κεφάλαιο, ο πίνακας Β ήταν G.C.O.-(p, p-1) και το σ(Βρ) 
σταθερού προσήμου. Κάτω από τις προϋποθέσεις αυτές βρέθηκαν 
περιοχές σύγκλισης διαφορετικές από εκείνες, όπου ο πίνακας Β ήταν 
G.C.O.-(p, 1). Μάλιστα οι περιοχές που βρέθηκαν ήταν ευρύτερες, όταν 
0<ρ(Β)<1 και σ(ΒΡ )clR . ή σ(Βρ )clR + και υστερούσαν, όταν 1<ρ(Β) 
και o(Bp)cIR .. Επιπλέον στο ίδιο κεφάλαιο καταδείχτηκε ότι ο αλγό­
ριθμος των Schur-Cohn είναι ένα δυναμικό εργαλείο για την εύρεση 
ακριβών περιοχών σύγκλισης.

Στο 4° Κεφάλαιο βρέθηκαν περιοχές του μιγαδικού επι­
πέδου, στις οποίες πρέπει να ανήκουν όι ιδιοτιμές του πίνακα Β για να 
συγκλίνει η SOR μέθοδος. Μέσα απ' αυτές βρέθηκαν επίσης ακριβείς 
περιοχές σύγκλισης του (ρ(Β),ω)-επιπέδου, για μη-θετικό ή μη-αρνητικό 
φάσμα του πίνακα ΒΡ .

Στο 5° Κεφάλαιο δόθηκαν εκφράσεις για τη βέλτιστη τιμή της
Λ

παραμέτρου ω στις περιπτώσεις της SOR μεθόδου, όπου ο πίνακας Β 
ήταν G.C.O.-(3,2) ή (4,3) και το φάσμα του ΒΡ ήταν μη-αρνητικό.
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Αριθμητικά ευρέθη ότι καλύτερα αποτελέσματα έχουμε, όταν ο πίνακας 
Β είναι G.C.O.-(3,l) ή (4,1) αντίστοιχα. Έτσι ένα καινούργιο ερώτημα 
τίθεται εδώ: "Είναι η G.C.O.-(p, 1) μορφή του πίνακα εκείνη, που δίνει 
την ταχύτερη σύγκλιση για την SOR μέθοδο;", όπως π.χ. αυτό συμβαίνει 
για την Gauss-Seidel μέθοδο (Ασκ. 2, σελ 109, [34]).

Στα τρία παραπάνω κεφάλαια μελετήθηκαν πλήρως οι περι­
πτώσεις που αναφέραμε. Δημιουργείται όμως το ερώτημα: Για δεδομένο 
p ποιο είναι το καλύτερο q, που δίνει την ευρύτερη περιοχή σύγκλισης 
της SOR μεθόδου καθώς και την ταχύτερη σύγκλισή της, για τους 
G.C.O.-(p, q) πίνακες; Σαν απάντηση προκύπτουν πολλά στοιχεία, ώστε 
να μπορούμε να ισχυριστούμε ότι έχουμε σοβαρές ενδείξεις ότι το 
καλύτερο σχήμα είναι το αντιστοιχούν στον πίνακα G.C.O.-(p, 1).

Στο 6° Κεφάλαιο δόθηκαν οι ακριβείς περιοχές σύγκλισης της 
SSOR μεθόδου για την ίδια κατηγορία πινάκων, πάλι για μη-θετικές ή 
μη-αρνητικές ιδιοτιμές του πίνακα ΒΡ, στις περιπτώσεις όπου q=l και 
ρ=3,4,5. Θα πρέπει να αναφερθεί εδώ ότι ήδη ο συγγραφέας σε συν­
εργασία με τους Noutsos και Hadjidimos κατόρθωσαν να γενικεύσουν 
αυτές για το ίδιο q και κάθε p [19].

Πολύπλευρες, σημαντικές και ενδιαφέρουσες είναι οι κατευθύν­
σεις, που προσφέρονται για μελλοντική έρευνα. Ενδεικτικά αναφέρουμε 
τις παρακάτω:

α) Η μελέτη του p-κυκλικού επαναδιαχωρισμού ([24], [41], [31], 
[6]) για φανταστικό ή μιγαδικό σ(ΒΡ) .

β) Η εύρεση της βέλτιστης τιμής της παραμέτρου ω ([10], [38], [11], 
[22], [26]) της p-κυκλικής SOR μεθόδου για πραγματικό ή, ακόμα 
γενικότερα, για μιγαδικό σ(ΒΡ).

γ) Η μελέτη της ρ-κυκλικής και της εκτεταμένης SOR μεθόδου, 
καθώς και της SSOR μεθόδου για συστήματα, που ο πίνακας Α είναι 
μη-ομαλός ρ-κυκλικός πίνακας ([42], [23]).
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δ) Η εύρεση της βέλτιστης τιμής της παραμέτρου ω για την G.C.O.- 
(Ρ,Ι) SSOR μέθοδο [19] για ρ> 2 και για γενικό φάσμα του Βρ .

ε) Η μελέτη της χρήσης μεταβλητής παραμέτρου ω τόσο ανά block 
([39], [43]) όσο και ανά επανάληψη και

στ) Με την ανάπτυξη των παράλληλων Η/Υ ίσως θα άξιζε να  
μελετηθεί η p-κυκλική μέθοδος, κάτω από το πρίσμα ενδεχόμενης 
παραλληλίας της σε διάφορες αρχιτεκτονικές παραλληλίας.
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