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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Η Ελληνική βιβλιογραφία είναι μάλλον περιορισμένη στο αντικείμενο της 
στατιστικής φυσικής. Πρωτοδιδάχθηκα το μάθημα αυτό στα Ιωάννινα το 1976 
απο το βιβλίο του εξαιρετικού ερευνητή και δασκάλου μου, καθηγητή τώρα στο 
Πανεπιστήμιο Θεσαλονίκης, κ. Γ. Γούναρη. Το βιβλίο του ήταν στο πνεύμα του 
"Statistical Physics" των Landau και Lifshits γραμμένο όμως στην καθαρεύουσα, 
πράγμα που σύντομα το έκανε πρακτικά άχρηστο. Τον ίδιο χρόνο γνώρισα και 
το ευρύτερα διαδεδομένο βιβλίο "Στατιστική Φυσική" του Mandl που ήταν και 
το πρώτο που διάβασα στα Αγγλικά. Σήμερα κυκλοφορούν και μερικά ακόμη 
καλά βιβλία στην Ελληνική γλώσσα, όπως η "Στατιστική Φυσική" των 
συναδέλφων μου Τριανταφυλλόπουλου και Βέργαδου. Στην σαφώς 
πλουσιότερη Αγγλική βιβλιογραφία, εκτός απο τα προαναφερθέντα, υπάρχουν 
πολλά εξαιρετικά βιβλία όπως το "Thermal Physics" του Kittel, to "Intoductory 
Statistical Physics" των Turner και Betts, το "Fundamentals of Statistical and 
Thermal Physics" του Reif, κ.λ.π.

Οι διδακτικές ανάγκες για τα δύο εξαμηνιαία μαθήματα Στατιστική 
Φυσική I και II του φυσικού τμήματος του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων με 
υποχρέωσαν να δώσω και την προσωπική μου πενιχρή συνεισφορά στο 
αντικείμενο της στατιστικής φυσικής. Αυτό έγινε απο την ιδιότητά μου ως 
θεωρητικού φυσικού συμπυκνωμένης ύλης που ασχολήθηκε με συναφή προς την 
στατιστική ερευνητικά θέματα. Στην περιοχή της στατιστικής φυσικής της 
συμπυκνωμένης ύλης με απασχόλησε, για πάνω απο μια δεκαετία, η κβαντική 
ηλεκτρονική δομή των υλικών παρουσία τυχαιότητας, αλλά και θέματα μη 
γραμμικής φυσικής (χάος, fractals, κ.λ.π.) όπου πάλι είναι απαραίτητη η 
στατιστική αντιμετώπιση. Τα τελευταία χρόνια ένα μεγάλο μέρος των 
ενδιαφερόντων μου εστιάσθηκε στις θεωρίες στατιστικών ensembles απο 
τυχαίες μήτρες με εφαρμογές σε μεσοσκοπικά συστήματα και σε θέματα 
κβαντικού χάους, που αποτελούν γενικότερα θέματα της στατιστικής φυσικής 
με στενή σχέση με όλους σχεδόν τους κλάδους της φυσικής. Μερικά ελκυστικά 
θέματα μοντέρνας στατιστικής φυσικής, όπως τα μορφοκλασματικά, 
συζητούνται στον Ιο τόμο, ενώ μια εκτενέστερη παρουσίαση τέτοιων θεμάτων 
θα γίνει κυρίως στον 2ο τόμο της έκδοσης.

Η ύλη που συμπεριλάβαμε στον πρώτο τόμο αφορά το υπόβαθρο της 
στατιστικής φυσικής και είναι η ελάχιστη δυνατή αφού καλύπτει μόνο το πρώτο



εξάμηνο της διδασκαλίας μου στους τεταρτοετείς φοιτητές του φυσικού 
τμήματος. Ο δεύτερος τόμος περιλαμβάνει την ουσία της στατιστικής φυσικής 
όπως την κλασσική και κβαντική στατιστική Ν-σωματίων, τα κβαντικά αέρια 
Fermi και Bose, τον μαγνητισμό, κ.λ.π. Αγνοήθηκαν αρκετά αλλά μάλλον 
δευτερεύουσας σημασίας θέματα που ίσως θα έπρεπε να συμπεριλαμβάνονται 
σε αυτή την ύλη. Οι λόγοι ήσαν αφ' ενός ο περιορισμένος χρόνος που είχαμε 
στην διάθεσή μας και αφ' ετέρου οι δυσμενέστατες συνθήκες που γίνεται η 
έκδοση όπως ελλειπής γραμματειακή υποστήριξη παρά τις φιλότιμες 
προσπάθειες ορισμένων γραμματέων, απουσία επιμέλειας του κειμένου, 
δυσκολίες εκτύπωσής του, κ.λ.π. Έτσι αναγκαστικά το κείμενο 
δακτυλογραφήθηκε, στο μεγαλύτερο μέρος του, προσωπικά απο τον συγγραφέα 
ενώ την επιμέλεια των σχημάτων έκανε ο Δημήτρης Κατσάνος με χρήση του 
υπολογιστή μας indigo. Για τις αβλεψίες και τα λάθη που θα βρει ο αναγνώστης 
τον παρακαλώ να με συγχωρέσει.

Η ύλη κατανέμεται ως εξής: Μετά την εισαγωγή με το Ιο κεφάλαιο κρίθηκε 
αναγκαίο να συμπεριληφθεί μια εκτεταμένη εισαγωγή στην θερμοδυναμική στο 
2ο κεφάλαιο, ενώ στο 3ο κεφάλαιο αντιμετωπίσθηκε η επίσης αναγκαία 
παρουσίαση των βασικών μεθόδων και αποτελεσμάτων της μαθηματικής 
στατιστικής (πιθανότητες, κατανομές και θεωρία πληροφοριών). Στο 4ο και το 
5 ο κεφάλαιο παρουσιάζονται το κλειστό και το σύστημα σε θερμική επαφή με 
λουτρό θερμοκρασίας, αντίστοιχα ενώ ο 1ος τόμος κλείνει με το κεφάλαιο 6 
όπου ο αναγνώστης μπορεί να βρεί μερικές απο τις πλέον βασικές εφαρμογές. 
Σε κάθε κεφάλαιο δίνονται βασικές ερωτήσεις καθώς και μια σειρά ασκήσεων 
για εμπέδωση της θεωρίας. Υπάρχουν επίσης και τρία παραρτήματα: το ένα με 
τα ολοκληρώματα του Gauss και τα παραγοντικά, το άλλο με μερικά στοιχεία 
υπενθύμισης της απαραίτητης κβαντικής θεωρίας και το τρίτο μια εισαγωγή στα 
μορφοκλασματικά (fractals) στα πλαίσια ενημέρωσης στις σύγχρονες εξελίξεις 
στον τομέα της στατιστικής φυσικής. Οι εικόνες του εξωφύλλου είναι επίσης 
fractals απο μια μικρή συλλογή που διαθέτουμε.

Κλείνοντας τον μικρό μου πρόλογο υπενθυμίζω στον αναγνώστη πως η 
γνώση είναι, για όσους την διαθέτουν, ένα ανεκτίμητο πολύτιμο περιουσιακό 
αγαθό που δεν αγοράζεται αλλά ούτε και μπορεί να αποκτηθεί με κανενός 
είδους "υπερβατική short cut" αντιμετώπιση που είναι, δυστυχώς, το ιδανικό 
της σημερινής Ελληνικής κοινωνίας. Μπορεί κάποιος να αντιγράψει μερικές 
φορές, ακόμη και να "κλέψει", κ.λ.π., αλλά δεν θα μπορέσει ποτέ να



κατανοήσει κάποιο μάθημα αν δεν εντρυφήσει με ζήλο, οπλισμένος με υπομονή 
και επιμονή και χωρίς την δαπάνη επίπονου προσωπικού έργου. Όπως ακριβώς 
ο γεωργός πρέπει να σπείρει, να οργώσει και να ποτίσει την γη την κατάλληλη 
εποχή για να θερίσει αργότερα τους καρπούς έτσι ακριβώς συμβαίνει και με την 
γνώση. Δεν υπάρχει εύκολος τρόπος για την μάθηση παρά μόνο σκληρή 
προσπάθεια μακράς διάρκειας που όμως αποφέρει καρπούς. Μια διαδικασία 
που μπορεί να συνοψισθεί και στην φράση: "η μάθηση έχει πικρές ρίζες αλλά 
πολύ γλυκά φρούτα".

Σπύρος Ευαγγέλου
Φθινόπωρο 1993
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Κι όλο να λες, να λες, στα 
για ένα με γυάλινα πανιά - 
όλο βαθιά, όλο βαθιά, όσο 
όξ' απ τον κύκλο των νερών

(Γ.

θάμβη της νυκτός 
πλοίο που πάει 

που φεύγει εκτός 
- στα χάη 

Σκαρίμπας)
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1. Ε ΙΣ Α Γ Ω Γ Η

1. 1 Γ εν ικ ά

Η θεω ρητική φυσική ε ίνα ι η πρώ τη επ ιστήμη π ο υ  εκφράσθηκε με τη ν  

γλώ σσα τω ν  μ αθη μ ατικ ώ ν, τα  ο π ο ία  χρ η σ ιμ ο π ο ιή θ η κ α ν  π ο λ ύ  α ρ γότερ α  κ α ι  

σ τις  ά λ λ ε ς  επ ισ τ ή μ ες , ό π ω ς  τη ν χ η μ ε ία , τη ν  β ιο λ ο γ ία , κ .λ .π . Έ τ σ ι τα  

α ποτελέσμ α τα  τω ν  π ειρ α μ ά τω ν α λλά  κ α ι τω ν  επ ισ τη μ ο ν ικ ώ ν  παρ α τη ρ ή σ εω ν  

ό χ ι  μ ό ν ο  δ ια τ υ π ώ ν ο ν τ α ι  α λ λ ά  π ρ ο β λ έ π ο ν τ α ι  κ α ι ε ρ μ η ν ε ύ ο ν τ α ι μ έσω  

μ α θ η μ α τικ ώ ν σ χ έ σ ε ω ν  κ α ι ε ξ ισ ώ σ εω ν . Ε ίν α ι  ε π ο μ έ ν ω ς  λ ο γ ικ ό  κ α ι η 

στατιστική, ένα ς  ση μ α ντικ ός κ λά δ ος τω ν μ αθη μ ατικ ώ ν π ο υ  α φ ορ ά  την μελέτη  

σ υ σ τη μ ά τω ν π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι  α π ο  μ ε γ ά λ ο  α ρ ιθ μ ό  σ υ σ τ α τ ικ ώ ν  ή 

υποσυστημάτω ν, ν α  έχει εφ α ρμ ογές κα ι στην φυσική. Η στατιστική μηχανική ή 

στατιστική φυσική ε ίν α ι ο  α ντ ίσ τ ο ιχ ο ς  κ λ ά δ ο ς  της φ υσ ικ ή ς π ο υ  α π ο τελ ε ί το  

αντικείμενο αυτού  του  συγγράμματος.

Η μ α θη μ α τικ ή  σ τα τισ τ ικ ή  ε ίν α ι ο  κ λ ά δ ο ς  τ ω ν  μ α θ η μ α τικ ώ ν  π ο υ  

α σχολείτα ι με τη ν συστηματική επ εξερ γα σ ία  δ εδ ο μ ένω ν  γ ια  συστήματα  π ο υ  

α π ο τ ελ ο ύ ντ α ι α π ο  π ο λ ύ  μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  σ υ σ τα τ ικ ώ ν . Έ χ ε ι ω ς σ κ ο π ό  τη ν  

εξα γω γή  σ υ μ π ε ρ α σ μ ά τ ω ν  γ ια  το  σ ύ ν ο λ ο  α φ ο ύ  α ξ ιο π ο ιή σ ε ι  ό λ ε ς  τ ις  

υπά ρχουσες δυνατές π λη ρ οφ ορ ίες  γ ια  τα  επ ι μ έρους, ενώ  τ ο ν  ουσ ιαστικό ρ ό λ ο  

στα σ υμ περ ά σμ α τά  της έχει κα ι το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι το  σύστημα α π ο τελ είτα ι α π ο  

π ο λ ύ  μ ε γ ά λ ο  α ρ ιθ μ ό  σ υ σ τ α τ ικ ώ ν . Ω ς α π ο τ έ λ ε σ μ α  τη ς  σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  

δ ια τ υ π ώ ν ο ν τ α ι ν ό μ ο ι  ο ρ θ ο ί γ ια  το  σ ύ ν ο λ ο , π α ρ ά  τη ν α δ υ να μ ία  μ α ς ν α  

παρακολουθή σουμ ε την σ υ μ π ερ ιφ ορ ά  ό λ ω ν  τω ν επ ι μέρους. Ο ι εφ αρμ ογές της  

μαθηματικής στατιστικής είνα ι π ο λλές  κα ι κ α λ ύ π το υ ν  βασικές επιστήμες, ό π ω ς  

την β ιο λ ο γ ία , την ψ υ χ ο λ ο γ ία , τη γενετ ικ ή , κ .λ .π . Π ο λ λ ά  α π ο τελ έσ μ α τα  σε 

αυτές τις  επ ισ τή μ ες έ γ ιν α ν  γνω σ τά  μ ό νο  μέσω  της στατιστική ς, π ο υ  σ υ χ ν ά  

προηγήθηκε της α υσ τη ρ ή ς θεμ ελίω σή ς τ ο υ ς . Η θ εω ρ ία  π λ η ρ ο φ ο ρ ιώ ν  κ α ι  

π α ιγ ν ίω ν  α λ λ ά  κ α ι η κ υ β ερ νη τ ικ ή , ρ ο μ π ο τ ικ ή , κ .λ .π . ,  ε ίν α ι  μ ερ ικ ά  

π α ρ α δ είγ μ α τα  μ ο ν τ έ ρ ν ω ν  κ α ι π α λ α ιό τ ε ρ ω ν  επ ισ τη μ ώ ν π ο υ  β α σ ίζο ν τ α ι  

αποκλειστικά  στην μαθηματική στατιστική. ·

Η στατιστική  φ υσική  α π ο τελεί μ ια  ειδική εφ α ρμ ογή  της μαθηματικής  

στατιστικής ώστε α π ο  το υ ς μικροσκοπικούς νό μ ο υ ς  της φυσικής να  οδηγηθούμε 

σε σ υμ περά σμ α τα  κ α ι ν α  επ ιτύχουμ ε την κατανόη ση  του  φ υσ ικ ού  κ όσμ ου  π ο υ  

μας π ερ ιβ ά λλει. Α κ ρ ιβέσ τερ α , έχει ω ς σ κ ο π ό  την ερμη νεία  ν ό μ ω ν  κ α ι τ ο ν  

υ π ο λ ο γ ισ μ ό  π ο σ ο τή τω ν σε μ α κ ροσ κ οπ ικ ά  (παρατηρήσιμα) φ υσικά  σώ ματα  ή
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συστήματα ξεκινοιντας απο δεδομένα σε μικροσκοπικό (ατομικό ή μοριακό) 
>πίπεδο. Επομένως, η στατιστική φυσική αναπαράγει με αυστηρό τρόπο την 
παλαιότερη επιστήμη της θερμοδυναμικής που ορίζεται απο ένα σύνολο από 
συγκεκριμένους εμπειρικούς νόμους και τις σχέσεις μεταξύ τους στους 
οποίους υπακούουν τα μακροσκοπικά σώματα ή συστήματα. Μπορεί επίσης να 
ειπωθεί πως η θερμοδυναμική ασχολείται με τις ανταλλαγές θερμότητας 
μεταξύ μακροσκοπικών συστημάτων. Στα πλαίσια της στατιστικής φυσικής ο 
Maxwell διατύπωσε τον νόμο της κατανομής των ταχυτήτων στα μόρια ενός 
διαλυτού αερίου ενώ την χρονική εξέλιξη αυτής της κατανομής περιέγραψε ο 
Boltzmann. Η στατιστική φυσική θεμελιώνεται στις εργασίες των Maxwell, 
Boltzmann and Gibbs που επιβεβαιοδνουν και συμπληρώνουν την 
θερμοδυναμική που οφείλεται στους Carnot, Kelvin and Joules.

Στην προφανή δυσκολία της στατιστικής φυσικής να προχωρήσει στην 
ερμηνεία του μακρόκοσμου, σε μια πορεία που ξεκινάει απο τον μικρόκοσμο, 
αναπόφευκτα υπεισέρχεται η πιθανοκρατική θεωρία όπου αναγκαστικά τον 
σημαντικό ρόλο έχει η έννοια της τυχαιότητας. Την τυχαιότητα είναι δύσκολο 
να την ορίσει αλλά και να την δικαιολογήσει κανείς. Προκύπτει επειδή το 
αποτέλεσμα των διάφορων γεγονότων ή συμβάντων που αφορούν πολύπλοκα 
φυσικά συστήματα δεν είναι σχεδόν ποτέ αυστηρά προκαθωρισμένο ώστε αυτά 
να θεωρούνται ακριβή ως προς την έκβασή τους. Η πλειοψηφία των φυσικών 
φαινομένων, κυρίως όταν αφορά συστήματα με μεγάλο αριθμό συστατικών, 
αποτελείται απο τυχαία γεγονότα τα οποία ερμηνεύονται μόνον με την θεωρία 
των πιθανοτήτων.

Η πιθανοκρατική ερμηνεία της φύσης είναι γνωστή στους φυσικούς απο 
την κβαντική θεωρία και την αρχή της αβεβαιότητας που ισχύουν στον 
μικρόκοσμο, παρά το γεγονός ότι οι βασικές εξισώσεις της κβαντομηχανικής 
δεν έχουν τυχαιότητα. Στην κβαντική η πιθανότητα σε μιά μέτρηση να βρεθεί 
το σωμάτιο σε μια συγκεκριμένη περιοχή του χωρόχρονου δίνεται απο την 
λύση μιας διαφορικής εξίσωσης, μέσω της κυματοσυνάρτησης που ερμηνεύεται 
ιος το αντίστοιχο πλάτος πιθανότητας (η πιθανότητα' είναι το μέτρο του 
πλάτους στο τετράγωνο), ενώ η ακριβής πρόβλεψη είναι αδύνατη όπως 
ακριβώς συμβαίνει στην ρίψη ενός νομίσματος όπου το αποτέλεσμα μπορεί να 
είναι κορώνα ή γράμματα. Στις περιπτώσεις αυτές είναι αδύνατη η απόλυτη 
γνώση αλλά μέσω της έννοιας της πιθανότητας προσδιορίζουμε μόνον τα 
ποσοστά να συμβεί το ένα ή το άλλο ενδεχόμενο αποτέλεσμα. Στο συμπέρασμα
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ότι τα  δ ύ ο  εν δ εχ ό μ εν α  Κ ή Γ στην ρίψ η εν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  ε ίν α ι ισ ο π ίθ α ν α  

ο δ η γη θ ο ύ μ εθ α  α π ό  τα  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α  γ ια  έν α  μ ε γ ά λ ο  α ρ ιθ μ ό  ρ ίψ ε ω ν  

(πειραμάτω ν), δηλαδή μέσω  μ ιας στατιστικής π ερ ιγρ α φ ή ς το υ  συστήματος.

Τ ην τελευτα ία  εικοσα ετία  έχει γ ίνε ι σ α φ ές, στα  π λ α ίσ ια  της θεω ρίας το υ  

χά ο υ ς, ότι η π ιθα νοκ ρ α τικ ή  ερμηνεία  δ εν  α π ο τελ ε ί α π οκ λειστικ ότη τα  ούτε της 

κβαντικής α λ λ ά  ούτε κ α ι τω ν  συστημάτω ν ή σ ω μ ά τω ν π ο υ  α π ο τ ελ ο ύ ντ α ι α π ο  

π ο λ λ ά  σ υσ τα τικ ά , α λ λ ά  έχει γενικ ώ τερη  ισ χύ  σ τη ν φ ύση . Έ χ ε ι ευρ εθεί ότι 

τυ χα ία  στατιστική  σ υ μ π ερ ιφ ο ρ ά , γνω στή  με το  ό ν ο μ α  "κλασσικό χάος" , δ εν  

σ χετ ίζετα ι μ ό ν ο  με τ ο ν  μ εγ ά λ ο  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν  σ υ σ τα τ ικ ώ ν  α π ο  τα  ο π ο ία  

α ποτελείτα ι ένα  σύστημα α λ λ ά  π ρ οκ ύ π τει ω ς α π οτέλεσ μ α  ακόμη κα ι λ ίγ ω ν  μη 

γ ρ α μ μ ικ ώ ν  ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  τη ν  κ ίνη σ η  σ τα  π λ α ίσ ια  της  

κλασσικής φυσικής. Ό μ ω ς γ ια  τ ο ν  καυτό α υ τό  ν έο  κ λά δ ο  της φ υσικής π ο υ  την  

ενώ νει με π ο λ λ ές  ά λ λ ες  επ ιστή μες, ό π ω ς  τα  μαθηματικ ά , τη ν  β ιο λ ο γ ία , την  

πληροφ ορική, κ .λ π . θα μιλήσουμε α λλού .

Α ς επ ιστρέφ ουμ ε, λ ο ιπ ό ν  στην στατιστική φ υσική  με τη ν α να φ ο ρ ά  σ το ν  

πατέρα  της B oltzm ann (1844-1906) π ο υ  με βάση την π ιθ α νο κ ρ α τικ ή  ερμη νεία  

διατύπω σε την διάσημη σχέση του
S=kB ΙηΩ. (1.1)

Η εξ. (1.1) σ υνδέει την εν τ ρ ο π ία  (S), μ ια  μ ακροσκοπική  π οσ ότη τα  π ο υ  μετράει 

την α τα ξία  εν ό ς  α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο υ  (κ λεισ τού ) σ υ σ τή μ α τος, με τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν  

μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εω ν (Ω ) σ τ ις  ο π ο ίε ς  μ π ο ρ ε ί α υ τό  ν α  υ π ά ρ ξ ε ι  μέσω  της 
σ υ μ π α ν τ ικ ή ς  σ τ α θ ε ρ ά ς  k B τ ο υ  B o ltzm a n n . Μ ε τη ν  (1 .1 ) σ υ ν δ ε έ τ α ι η

θερμοδυνα μικ ή  με τη ν  στατιστική  κ α ι μ π ο ρ εί επ ίσ η ς ν α  λεχθ εί π ω ς η (1 .1), 

κατά κ ά π ο ιο ν  τρ ό π ο , γεφ υ ρ ώ νει τ ο ν  μακρόκ οσμ ο με το ν  μ ικρόκοσμο. Η σχέση  

αυτή υ π ά ρ χ ε ι σ το  κ εντρ ικ ό  κοιμητήριο  τη ς Β ιέννη ς  γρ α μ μ ένη  σ το ν  τά φ ο  του  

B oltzm ann, π ο υ  α υτοκ τόνη σ ε γ ια τ ί τότε δ εν  α π ο δ έχ ο ν τ α ν  τ ις  ιδέες του , ενώ  ο  

θανατάς το υ  σ υμ π ίπ τει ειρω νικ ά  με την γέννηση της στατιστικής φυσικής.

Σ υ ν ο ψ ίζο ν τ α ς , η στα τιστικ ή  φ υσικ ή  μ α ς π α ρ έχ ε ι τη ν μ έθ ο δ ο  γ ια  ν α  

υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ις  ιδ ιό τη τες  τω ν  σ ω μ ά τω ν π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι α π ο  έ ν α ν  

ορισ μ ένο  α λλά  συνήθω ς μ εγάλο  α ρ ιθμ ό  σω ματίω ν, λ α μ β ά νο ντα ς  υπ' ό ψ ιν  ό λ α  

τα δ εδ ο μ ένα  κ α ι τ ο υ ς  φ υ σ ικ ο ύ ς  ν ό μ ο υ ς  σε μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ό  επ ίπ εδ ο . Έ τσ ι  

επιβεβαιώ νεται γ ια  τα  μ ακροσκοπικά  σώ ματα με αυστηρό τρ ό π ο  η παλαιότερη  

εμπειρική α λ λ ά  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  κ α ι μαθηματική επιστήμη της θερ μ οδ υ να μ ικ ή ς. 

Θα μπορούσε, λ ο ιπ ό ν , ν α  διατυπω θεί χω ρ ίς  αυστηρότητα η μαθηματική σχέση



16

Σ -Θ  + ^ Θ, +^2 Θ2 + . . . , (1.2)

α π ο  τη ν ο π ο ία  φ α ίν ε τ α ι π ω ς  η στα τισ τικ ή  φ υσ ικ ή  (Σ) ισ ο δ υ ν α μ εί με την  

θερμ οδυνα μ ικ ή  (Θ ) μ ό νο  στο  ό ρ ιο  του  μ εγά λου  α ρ ιθ μ ο ύ  συστα τικώ ν (μ ορ ίω ν)  
Ν —» Ο ι δ ιο ρ θ ώ σ εις  μ εγα λύ τερ η ς τά ξη ς π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  στην εξ. (1 .2) είνα ι

α πα ρ α ίτη τες μ ό ν ο ν  ό τ α ν  ο  Ν δ εν  ε ίνα ι α ρκετά  μ εγά λος α ρ ιθ μ ός, π .χ . σε σχέση  

με τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  το υ  A vogadro  Ν Α= 6 ·1023 π ο υ  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζε ι την τάξη μεγέθους

του  α ρ ιθ μ ο ύ  τ ω ν  μ ο ρ ίω ν  π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τα  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ά  σώ ματα. Στην  

στατιστική μ α ς ενδ ια φ έρ ει το  γνω σ τό  και ω ς θερ μ οδ υ να μ ικ ό  ό ρ ιο  Ν —> =», για

ο ρ ισ μ έ ν α  ό μ ω ς  σ υ σ τή μ α τα  π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι α π ο  σ χετ ικ ά  μ ικ ρ ό  α ρ ιθ μ ό  

μ ο ρ ίω ν  ή α τ ό μ ω ν , π .χ . μ ερ ικ ές  εκ α το ντά δ ες , η στα τιστική  π ερ ιγρ α φ ή  δεν  

ισ ο δ υ ν α μ ε ί  π λ έ ο ν  με τη ν  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ή . Α υ τ ό  σ υ μ β α ίν ε ι  επ ειδή  στο  

α νά π τ υ γ μ α  (1 .2 ) ο  Ν  ε ίν α ι α ρκ ετά  μ ικ ρ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς . Α υτή  ε ίνα ι η ενδιάμεση  

π ερ ίπ τω σ η  τ ω ν  μ εσ ο σ κ ο π ικ ώ ν  σ υσ τη μ ά τω ν (ούτε μ ικ ρ ό  ούτε  μ α κρο) π ο υ  η 

μελέτη το υ ς  γ ίνετα ι α ποκ λειστικ ά  με την στατιστική φυσική.

Η θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  ό μ ω ς α π ο τ υ γ χ ά ν ε ι κ υ ρ ίω ς ό τ α ν  το  α νά π τυ γμ α  (1.2) 

α π ο κ λ ίν ε ι (α ντ ί ν α  μ ικ ρ α ίν ο υ ν  ο ι ό ρ ο ι π α ρ α π ά ν ω  τά ξη ς α π ειρ ίζο ν τα ), όπ ω ς  

συμ βα ίνει κ ο ντ ά  στα  κ ρ ίσ ιμ α  σημεία ό π ο υ  σ υ ντελ ο ύ ντα ι α λλα γές  (μεταβάσεις) 

φ ά σ η ς. Μ εγά λ η ς  σ π ο υ δ α ιό τ η τ α ς  φ α ιν ό μ ε ν α  μ ετα β ά σ εω ν  φ ά σ η ς, ό π ω ς  η 

υ π ερ α γω γιμ ό τη τα , η υ π ερ ρ ευ σ τότη τα , κ .λ .π ., γ ια  ν α  ερ μ η νευ θ ο ύ ν  α π α ιτ ο ύ ν  

α π α ρ α ιτή τω ς τη ν πλή ρη  μ ικ ρ οσκ οπικ ή  στατιστική  θεώ ρηση. Σ υ μ π ερ α ίνου μ ε  

επ ο μ έν ω ς  π ω ς  η θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  π ερ ιγρ α φ ή  δ εν  α ρ κ εί ακόμη  κ α ι γ ια  π ο λ λ ά  

μ α κ ροσ κ οπ ικ ά  συστή μ ατα  ό π ο υ  η π λή ρη ς στατιστική  π ερ ιγρ α φ ή  με αφ ετηρία  

το μ ικ ρ οσ κ οπ ικ ό  επ ίπ εδ ο  μελέτης είνα ι α π ο λ ύ τω ς α να γκ α ία . Ό μ ω ς ακόμη και 

εά ν  η στα τισ τικ ή  φ υσ ικ ή  ή τα ν α π α ρ α ίτη τη  μ ό ν ο  γ ια  ν α  επ ιβ εβ α ιώ νει την  

θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  δ ε ν  θα  έπ α υ ε  ν α  α π ο τ ε λ ε ί  έ ν α  σ π ο υ δ α ίο  επ ίτευ γ μ α  το υ  

α ν θ ρ ώ π ιν ο υ  ν ο ύ . Θ α π ρ έ π ε ι  ίσ ω ς ν α  α ν α φ ε ρ θ ε ί π ω ς  ο ι  μ έθ ο δ ο ι της  

στατιστικής δ εν  ε ίνα ι π ά ν τ α  επ ιτυχείς  α φ ο ύ  υ π ά ρ χ ο υ ν  π ερ ιπ τώ σ εις  όπ ω ς στην  

μελέτη υ λ ικ ώ ν  της σ υ μ π υ κ νω μ ένη ς  ύλη ς, π .χ . τα  υ γρ ά , ό π ο υ  ο ι  στα τιστικ οί 

υ π ο λ ο γ ισ μ ο ί ε ίνα ι σ υ χνά  π ο λ ύ  δύσ κ ολοι έω ς α νέφ ικτοι.

1. 2 Τ ο  π ο ό β λ ιη ια  τ ικ  Σ τ α τ ισ τ ικ ή ς  Φ υ σ ικ ικ

Η  π λ ε ιο ψ η φ ία  τ ω ν  σ υ σ τ η μ ά τ ω ν  τη ς  φ υ σ ικ ή ς  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  α π ο  

μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ά  σ ώ μ α τα  ή συστή μ ατα , π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι α π ο  π ο λ ύ  μ εγάλο  

α ρ ιθμ ό  α τό μ ω ν ή μ ορ ίω ν . Έ ν α  κ ομ μ ά τι μ ετά λλου  ό π ω ς  1 gr χα λ κ ο ύ  ή 1 cm^
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αέρα α π ο τ ε λ ο ύ ν  α π λ ά  π α ρ α δ είγμ α τα  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ώ ν  συστη μ άτω ν α φ ο ύ  τα  

π α ρ α τη ρ ού μ ε δ ια  γ υ μ ν ο ύ  ο φ θ α λ μ ο ύ . Ε ίν α ι π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι ε ίν α ι ά σ κ ο π ο  ν α  

ε π ιδ ιώ ξ ο υ μ ε  τ η ν  π α ρ α κ ο λ ο ύ θ η σ η  τ ω ν  ε π ι  μ έ ρ ο υ ς  κ ιν ή σ ε ω ν  τ ω ν  

δισεκατομμυρίω ν α τόμ ω ν π ο υ  α π ο τ ελ ο ύ ν  τέτο ια  μ α κ ροσ κ οπ ικ ά  σύστηματα με  

τις εξ ισ ώ σ εις  της κ λα σσικ ή ς ή της κ β α ντικ ή ς Μ η χα νικ ή ς. Ο  λ ό γ ο ς  δ εν  ε ίν α ι  

μ ό ν ο ν  ο  μ εγ ά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  α τό μ ω ν  ή μ ο ρ ίω ν , π ο υ  ε ίν α ι της τά ξη ς  το υ  

α ρ ιθ μ ο ύ  τ ο υ  A vogad ro  (π ε ρ ίπ ο υ  ΙΟ24), α λ λ ά  κ α ι η ιδ ια ίτερ η  μ ορφ ή  τω ν  

α λ λ η λ ε π ιδ ρ ά σ ε ω ν  μ ετ α ξ ύ  τ ο υ ς . Ό μ ω ς  α κ ό μ η  κ ι α ν  γ ν ω ρ ίζ α μ ε  τ ις  

α λ λ η λ επ ιδ ρ ά σ εις  κ α ι υ π ή ρ χε  τ ρ ό π ο ς  ν α  επ ιλ ύ σ ο υ μ ε  ό λ ε ς  τ ις  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  

εξισώ σεις το υ  N ew ton  ή του  Schrodinger η π λη θώ ρ α  τω ν λύσ εω ν θα α π α ιτο ύ σ ε  

όλο  το χαρτί π ο υ  υ π ά ρ χει στην γή μ ό νο  κα ι μ ό ν ο  γ ια  ν α  τις καταγράψ ουμε!

Α ς  επ ικ εντ ρ ω θ ο ύ μ ε , λ ο ιπ ό ν , σ το  π α ρ ά δ ε ιγ μ ά  μ α ς μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ο ύ  

σ ώ μ α το ς  μ ικ ρ ή ς π ο σ ό τ η τ α ς , π ο υ  α π ο κ α λ ε ίτ α ι  σ υ νή θ ω ς δ ε ίγ μ α , ε ν ό ς  

κρυσταλλικού στερεού, π .χ . του  ν ικ ελ ίου  (Νΐ). Τ ο  Νϊ είνα ι ένα  κ α λό  μεταβατικό  

μέταλλο π ο υ  δ ε ίχνε ι αυθόρμητη μαγνήτιση  γ ια  θερμοκ ρα σίες μ ικρότερες α π ο  
μια ο ρ ισ μ ένη  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  C urie (T c) π ο υ  σ υ μ β α ίν ε ι π ε ρ ίπ ο υ  σ το υ ς  6 0 0 °  

K elvin ενώ  γ ια  θερμοκρασίες π ά ν ω  α π ο  την T c ε ίνα ι π α ρ α μ α γνη τικ ό  υλ ικ ό . Τ ο  

δείγμα α υ τό  α ν  το  υ π ο β ά λ λ ο υ μ ε  σε α κ τ ιν ο λ ο γ ικ ό  έλεγχο  θα  μ α ς α π ο κ α λ ύ ψ ει  

την μ ικροσκ οπική  το υ  δομή: Τ α  ά το μ α  τ ο υ  Νί ευ ρ ίσ κ ο ντα ι σε μ ια  π ερ ιοδ ικ ή  

διευθέτηση κ α ι α π ο τ ελ ο ύ ν  ένα  κυβικό κ ρ υ σ τα λλ ικ ό  πλέγμ α . Μ π ορ ού μ ε επ ίση ς  

ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  την α πόστα ση  μ εταξύ  τ ω ν  κ ο ντ ινό τ ερ ω ν  α τό μ ω ν την ο π ο ία  

ο νο μ ά ζο υ μ ε  π λεγμ α τικ ή  στα θερά  το υ  κ ρ υ σ τά λ λ ο υ  π ο υ  ε ίνα ι της τά ξη ς τ ω ν  
μερικώ ν A ngstrom  (1 Α = 10-8  cm ). Υ π εν θ υ μ ίζετα ι π ω ς  το  μήκος κ ύ μ α τος τω ν

α κ τινώ ν X  ε ίνα ι, γ ια  ευνόη του ς λ ό γ ο υ ς , της ίδ ια ς  τάξη ς μεγέθους. Ε π ο μ ένω ς  

α ν και ο  ό γ κ ο ς  V  το υ  δείγμ α τος ε ίνα ι γ νω σ τό ς  τότε υ π ο λ ο γ ίζετα ι εύκολα  κ ι ο  

συνολικ ός α ρ ιθμ ός Ν ατόμ ω ν του  Νΐ π ο υ  είνα ι ένα ς α ριθμός της τάξης τουΐΟ 24. 

Θ εω ρ η τικ ά , λ ο ιπ ό ν ,  τ ο  π ρ ό β λ η μ α  α ν ά γ ε τ α ι  σ τη ν εύρ εσ η  ό λ ω ν  τ ω ν  

κ β α ν τ ο μ η χ α ν ικ ώ ν  κ α τα σ τά σ εω ν  π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α π ο  την επ ίλ υ σ η  της  

κ βαντομηχανικής εξίσω σης του  Schrodinger γ ια  τα  Ν σω μάτια  του  δείγμ α τός  

μας. Α υ τό  όμ ω ς, ό π ω ς  π ρ οα να φ έρ θ η κ ε, ε ίν α ι ένα  π ο λ ύ  δ ύ σ κ ο λ ο  π ρ ό β λη μ α  

π ολλώ ν σω μ ατίω ν ακόμη κι α ν  κ ά νουμ ε δρα στικές π α ρ α δ οχές  γ ια  το ε ίδ ος  της 

αλληλεπίδρασης μεταξύ τω ν ατόμω ν.

Τ ο θ εμ ελ ιώ δ ες  ερώ τημα της σ τα τισ τ ικ ή ς  φ υσ ικ ή ς είνα ι: "πως ε ίν α ι  

δ υ να τό ν  ν α  π ερ ιγρ ά φ ει η μ α κ ροσ κ οπ ικ ή  κατάσταση  το υ  συστήματος τω ν  Ν  

σ ω μ α τ ίω ν  με βά ση  μ ια  ο ρ ισ μ έ ν η  α λ λ ά  μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ή  π ε ρ ιγ ρ α φ ή ”. Η



IΗ

μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ή  π ερ ιγρ α φ ή  β α σ ίζετ α ι συνήθους σε μ ια  κ λα σ σ ικ ή  ή κβαντική  

Χ α μ ιλ τ ο ν ια ν ή  κ α ι επ ίλ υ σ η  τω ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ ω ν  εξισ ιόσειυν τ ο υ  H am ilton  ή 

Schrodinger. Τ ο ερώ τημα σ υ γκ εκ ρ ιμ ενο π ο ιείτα ι στην περίπτω ση  της εξάρτησης  

α π ο  τη ν θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  μ ια ς  βα σικ ή ς, π ε ιρ α μ α τικ ά  μετρήσιμης σε π ρα γμ α τικ ά  

υλ ικ ά  π ο σ ό τη τα ς , ό π ω ς ε ίνα ι η θερμοχω ρη τικ ότητα  υ π ο  στα θερό  ό γκ ο  V, π ο υ  

ορ ίζετα ι α π ο  την σχέση

C /T )= (§ § )v. (1.3)

Σ τη ν  έκ φ ρ α σ η  (1 .3 ) γ ια  τ η ν  C v  υ π ε ισ έ ρ χ ε τ α ι  η ο λ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  

μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ο ύ  σ υ σ τή μ α το ς  Ε  κ α ι η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ. Η C V(T) δ ίν ε ι την

π ο σ ό τη τα  ενέρ γεια ς  π ο υ  α π α ιτ ε ίτα ι γ ια  ν α  θερ μ ά νει π οσ ότη τα  α π ο  το υλ ικ ό

μ α ς μ ο ν α δ ια ία ς  μ ά ζα ς κατά  1° C elcius ή K elvin . Π ειραμ ατικά  ευρέθη ότι γ ια  
χα μ η λές  θ ερ μ οκ ρ α σ ίες  Τ  η CV(T) α π ο τελ ε ίτα ι α π ο  δύο  συνιστιδσες: έ να ν  ό ρ ο

π ο υ  π ρ ο έρ χ ετα ι α π ο  τις  τα λ α ντώ σ εις  τω ν β α ριώ ν α τόμ ω ν του  π λ έγμ α το ς  π ο υ  
έχει κυβική εξάρτηση α π ο  την θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  της μορφ ής Οταλ(Τ)=σταθ·Τ3, ενώ

υ π ά ρ χ ε ι  κ α ι η σ υ ν ε ισ φ ο ρ ά  λ ό γ ω  τ ω ν  ελ α φ ρ ώ ν  η λ εκ τ ρ ο ν ίω ν  α π ο  τ ο υ ς

εξω τερ ικ ο ύ ς φ λ ο ιο ύ ς  τω ν α τό μ ω ν με ελεύθερη κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  στο  μ έτα λλο  π ο υ  
δ ίνει όμ ω ς τη ν γραμμική  σχέση Οηλεκ(Τ)=σταθ·Τ. Ε π ιπ λ έο ν  έχει παρατηρηθεί

π ω ς  σε έ ν α  ά μ ο ρ φ ο  υ λ ικ ό , π .χ . τ ο  γ υ α λ ί , η θ ερ μ ο χω ρ η τ ικ ό τη τα  λ ό γω  
τα λ α ντώ σ εω ν μ π ο ρ εί ν α  σ υ μ π ερ ιφ έρ ετα ι κ α ι ω ς Οταλ(Τ)=σταθ·Τγ γ ια  χαμηλές

Τ  ό π ο υ  ο  εκθέτης γ  ε ίνα ι, εν  γ έν ε ι, έ ν α ς  μη α κ έρ α ιο ς  α ρ ιθ μ ό ς . Ο  εκθέτης γ  

σ χετ ίζετα ι, σε ο ρ ισ μ έν ες  π ερ ιπ τ ώ σ ε ις , με τη ν σ υμ μ ετρ ία  σε σ μ ικ ρ ύ νσ εις  ή 

μ εγεθύ νσ εις  στην δομή του  γ υ α λ ιο ύ  π ο υ  ε ίνα ι γνω στή σ α ν  μ ορφ οκλασμ ατική  

(ή fractal) δομή (Π αράρτημα  Γ). Τ ο ερώ τημα τώ ρα μ π ορ εί ν α  δ ια τυπω θεί και 

ω ς εξή ς: " π ω ς π ρ ο κ ύ π τ ε ι  η σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  γ ια  τη ν  

θ ερ μ ο χω ρ η τ ικ ό τη τα  ξ ε κ ιν ώ ν τ α ς  α π ο  τη ν  μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ή  π ερ ιγρ α φ ή  μέσω  

επ ίλ υ σ η ς  της εξίσ ω ση ς το υ  Schrodinger γ ια  το  σύστημα τω ν  Ν α τό μ ω ν με 

λ ύ σ εις  τ ις  α ντ ίσ τ ο ιχ ες  ιδ ιοτιμ ές  κ α ι ιδιοσυναρτήσεις;" . Ε π ισ η μ α ίνετα ι ό τ ι η 

κ β α ν τ ικ ή  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  ε ί ν α ι  α ν α γ κ α ί α  γ ια  τ η ν  ε ρ μ η ν ε ία  τ η ς  

θερ μ οχω ρη τικ ότη τα ς μ ό νο  σ τις  χα μ η λ ές  θ ερ μ οκ ρ α σ ίες ενώ  α ντίθ ετα  γ ια  τις  

υψ ηλές θερμ οκ ρα σ ίες τα π ειρα μ α τικ ά  α π οτελέσ μ α τα  δ ε ίχ ν ο υ ν  π ω ς  π α ρ α μ ένει 

σταθερή κ α ι δ ιά φ ορ η  του  μ η δενός, σ ύ μ φ ω να  με τ ο ν  νό μ ο  D ulon g-P etit, στα  

π λα ίσ ια  της κλασσικής περιγραφ ής.

Σ το π ρ όβ λη μ ά  μας α να μ ένετα ι ένα ς  α ρ ιθ μ ό ς  α π ο  3Ν κ β α ντομ η χα νικ ές  

κ α τα σ τά σ εις , με το  3 ν α  π ρ ο κ ύ π τει λό γω  της διάστασης του χώ ρ ου , και γ ια  να
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βρούμ ε σε π ο ιά  α π ο  α υ τές  τ ις  κ α τα σ τά σ εις  ε ίν α ι το  σύστη μ α  α π α ιτ ε ίτ α ι η 

α π α ρ ίθ μ η σ ή  τ ο υ ς  (π ε ρ ίπ ο υ  ΙΟ24 μ ετρ ή σ εις!). Α λ λ ά  κ α ι α π ο  τη ν  ίδ ια  την  

κβαντική θεω ρία  α π ο κ λ είετα ι η εύρεση  της σ υγκ εκ ρ ιμ ένη ς κ α τά σ τα σ η ς το υ  

συστήματος, γ ια τί ο ι ιδ ιοτιμές της ενέρ γεια ς  ε ίνα ι π ο λ ύ  κ ο ντά  η μ ία  στη ν άλλη  

λόγω  του  μ εγάλου  α ρ ιθμ ού  το υ ς  Ν . Π .χ . σ το  βασικό  π α ρ ά δ ειγμ α  το υ  ιδ α νικ ο ύ  

α ερ ίου  ο  α ρ ιθ μ ός τω ν κ α τα στά σεω ν σε ένα  π επ ερ α σ μ ένο  ενερ γεια κ ό  δ ιά στη μ α  

α υ ξά νει εκθετικά  με τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν  σ ω μ α τίω ν Ν. Ε π ο μ ένω ς π ρ ο κ ύ π τ ε ι π ω ς  

δύο  γ ε ιτ ο ν ικ ές  κ β α ντικ ές κ α τα σ τά σ εις  γ ια  το  σύστημα  τω ν  Ν  σ ω μ α τίω ν  θα  

έ χ ο υ ν  εκθετικά  μ ικ ρ ές δ ια φ ο ρ έ ς  σ τη ν  εν έρ γ ε ια  (της τάξη ς: δ Ε = 1 0 _ Ν ). Η

δ ια φ ο ρ ά  δ ύ ο  ενερ γεια κ ώ ν κ α τα σ τά σ εω ν  δ Ε  εκ τιμ ά τα ι α π ο  τ ο ν  λ ό γ ο  ε ν ό ς  

μ ικ ρού  ενερ γεια κ ο ύ  δ ια σ τή μ α το ς  δ ια  τ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  κ α τα σ τά σ εω ν  π ο υ  

υ π ά ρ χ ο υ ν  σε α υτό  κ α ι ε ίν α ι εκθετικά  φ θ ίν ο υ σ α  συνάρτηση της ε ν τ ρ ο π ία ς  S. 

Α υ τό  π ρ ο κ ύ π τ ε ι επ ειδή  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  κ α τα σ τά σ εω ν  σ το  σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν ο  

ενερ γεια κ ό  διάστημα  εκ τιμ ά τα ι α π ο  τ ο ν  τ ύ π ο  (1 .1) ω ς e - ^/ ^ β . Τ ο δ Ε  ε ίνα ι  

επ ομένω ς π ο λ ύ  μ ικρότερο α π ο  το  σ φ ά λμ α  στην μέτρηση της ενέρ γεια ς  Δ Ε  π ο υ  

εκ τιμ ά τα ι α π ο  τη ν α ρχή  της α β εβ α ιό τη τα ς  ό τ ι ε ίν α ι ΔΕ =1ι/Δ ΐ, σε χ ρ ό ν ο  

παρατήρησης Δτ ό π ο υ  h ε ίνα ι η κβαντική  σταθερά  του  Planck. Έ τσ ι σ το  εύρ ος  

του  σ φ ά λμ α τος Δ Ε  π ερ ιέχ ο ν τ α ι π ο λ λ έ ς  κ α τα σ τά σ εις  με α π ο τέλ εσ μ α  ν α  ε ίνα ι  

π ρα κτικά  α δ ύ να το ν  ν α  εντο π ίσ ο υ μ ε  την κβαντική  κατάσταση το υ  συστή μ ατος  

και η στατιστική π εριγρα φ ή  με χρήση κα ι της θεω ρίας τω ν π ιθ α νο τή τω ν  είνα ι  

η μόνη εφικτή.

Ό μ ω ς  το  π ρ α γ μ α τ ικ ό  υ λ ικ ό  το υ  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ ο ς  μ α ς ε ίν α ι  π ά ν τ α  σε

επαφ ή με το  π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν  κ α ι η σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  τ ο υ  λ ο γ ικ ά  θ α  π ρ έ π ε ι ν α

επηρεασθεί α π ο  αυτό  (είνα ι επ ίσης γνω σ τό  π ω ς η π α ρ ο υ σ ία  το υ  π ερ ιβ ά λλο ντο ς

οδη γεί α π ό  τη ν κβαντική  σε κ λα σ σικ ή  π ερ ιγρ α φ ή ). Ε πειδ ή  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν

συστατικώ ν του  είνα ι π ο λ ύ  μ εγά λος η αλλη λεπίδρασή  το υ ς  με το  π ερ ιβ ά λ λ ο ν

γ ίνετα ι με π ο λ ύ π λ ο κ ο  τρ ό π ο . Ε π ο μ ένω ς  η π ιθ α νοκ ρ α τικ ή  π ερ ιγρ α φ ή  ε ίν α ι

π ά λ ι α να μ ενό μ ενη . Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  ο ι  ενερ γεια κ ές  δ ια φ ο ρ ές  τ ω ν  κβαντικ ιόν

κ α τα σ τά σ εω ν  τ ο υ  σ υ σ τή μ α το ς  ε ίν α ι  π ο λ ύ  μ ικ ρ ό τερ ες  σε σ χέσ η  με τ ις

δ ια τα ρ α χές  π ο υ  π ρ ο κ α λ ο ύ ν τα ι σ το  σύστημα λόγω  του  π ερ ιβ ά λ λ ο ν το ς  κ α ι ο ι

ο π ο ίες  π ρ ο ξ ε ν ο ύ ν  μεταβάσεις μ ετα ξύ  τω ν κ βα ντικ ώ ν κ α τα στά σεω ν με άμ εσο

α ποτέλεσμ α  την αναγκαιότητα  της π ιθανοκ ρατικ ή ς ερμηνείας.
Τ

Σ ύμ φ ω να  με το ν  ορ ισ μ ό  (1.3) α π ο  το  ολοκλήρω μα J Cv ( T )d T  π ρ οκ ύ π τει
ο

μ ιά  ε ν δ ια φ έρ ο υ σ α  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ή  π ο σ ό τ η τα  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σ τη ν ολ ικ ή
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ενέργεια  Ε του  συστήματος κ α ι ε ίνα ι έμμεσα μετρήσιμη μέσω  της CV(T) α π ό  το

ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α . Μ ας εν δ ια φ έρ ε ι, λ ο ιπ ό ν , η θεω ρητική π ρ ό β λεψ η  τω ν λ ίγω ν  

μ α κ ρ ο σ κ ο π ι κ ο ί  π ο σ ο τ ή τ ω ν  ο ι  ο π ο ίε ς  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό ν  ν α  μ ετρ η θ ο ύ ν  

π ειρ α μ α τ ικ ά  α ντ ί γ ια  κ α τα σ τά σ εις  (π .χ . κ β α ντικ ές) τω ν  ο π ο ίω ν  ο  α ρ ιθμός

είνα ι π ρα κ τικ ά  ά π ειρ ο ς , ό π ω ς  σ το  π α ρ ά δ ειγμ ά  μας. Υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  μ όνο  λίγες  
μ α κ ροσ κ οπ ικ ές π οσότη τες ό π ω ς  τη ν ενέργεια  Ε (μέσω  της CV(T)), την πίεση Ρ,

τ ο ν  ό γκ ο  V, την π υ κ νό τη τα  ρ, κ λ π  κ α ι α γ νο ο ύ μ ε  τελείω ς τις  ΙΟ24 μετρήσεις! 

Π ερ ιο ρ ιζό μ α σ τ ε , λ ο ιπ ό ν , σε λ ίγ ες  μεταβλητές ό π ο υ  με π ο λ ύ  μ ικρό αριθμό  

επ α νά λ η ψ η ς  τω ν, π ε ιρ α μ ά τ ω ν  π α ίρ ν ο υ μ ε  τα ίδ ια  α π ο τ ελ έσ μ α τα  μέσα στο  

σ υ νη θ ισ μ ένο  (μ ικ ρ ό) π ε ιρ α μ α τ ικ ό  σ φ ά λμ α . Ε π ο μ ένω ς, η σ υ μ π ερ ιφ ο ρ ά  τω ν  

μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ώ ν  σ υ σ τη μ ά τω ν, ό π ιυ ς  ο  κ ρ ύ σ τα λ λ ο ς  τ ο υ  Νΐ, ε ίν α ι α π ό λ υ τα  

κ α θ ο ρ ισ μ έν η  κ α ι ο ι  τ ιμ ές  τ ω ν  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ώ ν  μ ετα β λ η τώ ν γνω σ τές  με 

β εβ α ιό τη τ α . Π .χ . ο ι  τ ιμ έ ς  τη ς ε ν έ ρ γ ε ια ς  Ε α π ο  τ ις  ε π α ν α λ ή ψ ε ις  του  

π ε ιρ ά μ α τ ο ς , σε δ εδ ο μ ένη  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ, δ εν  θ α  ε ίν α ι  δ ια κ ρ ίσ ιμ ες  ούτε  

θεω ρητικά α λλά  ούτε κ α ι π ειρ α μ α τικ ά  α λλά  θα κ υ μ α ίνο ντα ι σε μιά π ά ρ α  π ολύ  

στενή  π ερ ιο χή  γύρ ω  α π ο  μ ια  στατιστική  μέση τιμή. Γ ια τη ν ενέρ γεια  η μέση 

τιμή ορ ίζετα ι ω ς <Ε > ενώ  τα  α π οτελέσ μ α τα  α να π α ρ ά γ ο ντα ι σε μακροσκοπική  

κ λ ίμ α κ α  ό π ο υ  η μέση  τ ιμ ή  < Ε >  με μ ικ ρ ές  δ ια φ ο ρ έ ς  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τις  

μετρήσιμες τ ιμ ές  της Ε  (π ο υ  ε ίν α ι ό λ ες  π ερ ίπ ο υ  ίδ ιες), παρ ' ό λ ο  π ο υ  αυτό δεν  

φ α ίν ε τ α ι  δ υ ν α τ ό  α π ο  μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ή  ά π οψ η . Ό μ ω ς  σ υ μ β α ίν ε ι επειδή  ο ι 

σ χετ ικ ές  α π ο κ λ ίσ ε ις  (δ ια κ υ μ ά ν σ ε ις ) γύ ρ ω  α π ό  τη ν μέση τιμή < Ε >  είνα ι της 

τά ξη ς Ι/V n  , δηλ. τ ε ίν ο υ ν  σ το  μηδέν στο  θερ μ οδ υ να μ ικ ό  ό ρ ιο  του  μεγάλου Ν. 

Α λ λ ά  θα  π ρ έ π ε ι να  π ερ ιμ έν ο υ μ ε  τα  π α ρ α κ ά τω  κ εφ ά λ α ια  γ ια  ν α  οδηγηθούμε  

σε π ιο  ακριβή  σ υ μ π ερ ά σ μ α τα  ό π ο υ  θα  εξη γή σουμε γ ια τ ί τα  σ φ ά λμ α τα  στο  

λ ε γ ό μ ε ν ο  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  ό ρ ιο  τ ο υ  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ο ύ  σ ώ μ α τ ο ς  τ ε ίν ο υ ν  

α συ μ π τοτικ ά  στο μηδέν α π ό  τη ν σχέση (1.2) κα ι η Στατιστική σ υμ πίπ τει με την 

Θ ερμοδυναμική .

Μ ια  μ α κ ροσκ οπικ ή  π ο σ ό τη τα  ενό ς  συστήματος μ ετα βά λλετα ι, εν  γένει, 

με τ ο ν  χ ρ ό ν ο . Για το  π α ρ ά δ ειγ μ ά  μ α ς η ανάγκη λήψ ης της μέσης τιμής <Χ >  

μ π ο ρ εί εκτός α π ο  επ α να λή ψ εις  τω ν μετρήσεω ν στό  ίδ ιο  δείγμ α  ν α  επιτευχθεί 

κ α ι με μ ετα βολή  τ ο υ  χ ρ ο ν ικ ο ύ  δ ια σ τή μ α το ς  π ο υ  γ ίν ο ν τ α ι  ο ι  μετρήσεις  

σ ύ μ φ ω να  με την γνω στή ω ς α ρ χή  της εργοδικότητας. Έ ν α  σύστημα θεω ρείται 

ότι ε ίνα ι σε κατάσταση ολική ς θερμοδυναμικής ή στατιστικής ισ ορ ρ οπ ία ς όταν  

ο ι μέσες τιμές ό λ ω ν  τω ν μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ώ ν  μεταβλητώ ν σε μ ικ ρ ά  κα ι μεγάλα  

χρ ο νικ ά  διαστήματα πρακτικά  σ υ μ π ίπ του ν . Ό τα ν  η ισ ο ρ ρ ο π ία  επ ιτυγχάνεται
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Σχ. 1.1. Η Ρ(Χ) δίνει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που υπολογίζεται στην 

στατιστική φυσική και αφορά πειραματικές μετρήσεις μιας μακροσκοπικής μεταβλητής X (η 

πιθανότητα να βρεθεί η τιμή X στο απειροστικό διάστημα (Χ,Χ+dX) είναι το εμβαδόν Ρ(Χ) 
dX ενώ στο (Χα,Χβ) είναι το πεπερασμένο ολοκλήρωμα της P(X)dX με όρια τα Χα,Χβ). Η

πιο πιθανή τιμή στην κατανομή του σχήματις είναι η μέση τιμή <Χ> ενώ οι μέγιστες 
αποκλίσεις είναι οι τιμές X j και Χ2 που για μακροσκοπικά συστήματα δεν απέχουν πολύ

απο την <Χ>. Βλέπουμε πως η Ρ(Χ) είναι εξαιρετικά απότομη γύρω απο την <Χ> ώστε η 

<Χ> μπορεί να θεωρηθεί ως η παρατηρήσιμη θερμοδυναμική τιμή X. Με άλλα λόγια, στο 

όριο μεγάλου Ν η στατιστική μέση τιμή <Χ> είναι ισοδύναμη με την θερμοδυναμική τιμή X.

γ ια  π ερ ιο ρ ισ μ ένο  α ρ ιθ μ ό  μεταβλητώ ν τότε  ο νο μ ά ζετα ι μερική θερμοδυνα μική  

ισ ο ρ ρ ο π ία . Σ ε ένα  σ ύ σ τη μ α  α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο  α π ο  το  π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν  ο  χ ρ ό ν ο ς  

π ρ ο σ έ γ γ ισ η ς  σ τη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  α π ο  μ ια  α υ θ α ίρ ετ η  α ρ χ ικ ή  κ α τά σ τα σ η  

αποκαλείται χ ρ ό ν ο ς  αποκατάστασης ή εφησύχασης του  συστήματος. Ε ξισώ σεις  

π ο υ  π ερ ιγρ ά φ ο υ ν  την π ροσ έγγισ η  στην ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίνα ι το υ  τύ π ο υ  M aster και 

α φ ο ρ ο ύ ν  μ ετ α β ά σ ε ις  μ ε τ α ξ ύ  τω ν  κ β α ν τ ικ ώ ν  μ ικ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ω ν  το υ  

συστήματος π ο υ  θ εω ρ ο ύ ντα ι ισ ο π ίθ α νες. .Θα δ ια π ρ α γμ α τευ θ ού μ ε κ υρ ίω ς την  

π ερ ιγρ α φ ή  τω ν ιδ ιο τή τω ν στη ν κ ατάσταση  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Η 

στατιστική φυσική σε καταστάσεις εκτός ισ ορ ρ οπ ία ς ε ίνα ι ένα  μ ά λλον δύσκολο  

θέμα π ο υ  αφέθηκε ηθελημένα  εκτός τω ν π ερ ιεχο μ ένω ν το υ  τό μ ο υ  π ο υ  κρατάτε  

στα χέρ ια  σας.
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2. Θ Ε Ρ Μ Ο Δ Υ Ν Α Μ ΙΚ Η

2. 1 Η  ι ια χ ο ο σ χ ο π ιχ ή  θ ε ο ιιο δ υ ν α ιη χ ή  κ α τ ά σ τ α σ η

Τ α μα κ ροσκ οπικ ά  σώ ματα ή συστήματα  ο ρ ίζο ντ α ι α π ο  το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  τα  

α ν τ ιλ α μ β α νό μ α σ τ ε  με τ ις  α ισ θ ή σ εις  μ α ς , έ χ ο υ ν  δηλ. μ έγεθ ο ς  κ α τά  π ο λ ύ  

μ εγα λύ τερ ο  τω ν α τό μ ω ν κ α ι τω ν μ ο ρ ίω ν  κ α ι ε ίν α ι κ ο ντ ά  σ το  α ν θ ρ ώ π ιν ο  

μέγεθος ενώ  α π ο τ ελ ο ύ ντ α ι α π ο  έ ν α ν  υ π ερ β ο λ ικ ά  μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  α τ ό μ ω ν  ή 

μ ορίω ν. Τ ο  μ α κ ρ οσ κ οπ ικ ό  σύστη μ α  μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίν α ι σε μ ία  σ υ γκ εκ ρ ιμ ένη  

μορφή (φ άση) ή σε σ υ νδ υ α σ μ ό  α π ο  μ ο ρ φ ές (φ ά σ εις ) της ύ λ η ς , ό π ω ς  ε ίν α ι  η 

στερεά, η υ γρ ά , η α έρ ια , το  π λ ά σ μ α , κ .λ ,π . Η  μ ακ ροσκ οπ ικ ή  κατάσταση  ε ν ό ς  

συστήματος χαρακτη ρίζεται α π ό  τ ις  μ α κ ρ οσ κ οπ ικ ές  μεταβλητές, ό π ω ς  ε ίν α ι η 

π ίεσ η  (Ρ ), ο  ό γ κ ο ς  (V ) κ α ι η θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  (Τ ), ενώ  έ ν α ς  μ α γ ν ή τ η ς  

χαρα κ τη ρίζετα ι α ντ ίσ τ ο ιχ α  α π ο  την μ α γνή τισ η  (Μ ), το  μ α γνη τικ ό  π ε δ ίο  (Η )  

και την θερμοκρασία  (Τ).

Η  θερμοδυναμική  π ερ ιγρ ά φ ει το ύ ς ν ό μ ο υ ς  στους ο π ο ίο υ ς  υ π α κ ο ύ ο υ ν  τα  

μ α κ ροσ κ οπ ικ ά  συστήματα  π ο υ  εμ φ α ν ίζο ν τ α ι κ υ ρ ίω ς μέσω  τω ν  α ν τ α λ λ α γ ώ ν  

θερμότητας μ ετα ξύ  το υ ς. Ο ι θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ο ί ν ό μ ο ι εκ φ ρ ά ζο ντα ι με σ χέσ εις  

σ τις  ο π ο ίε ς  υ π α κ ο ύ ο υ ν  ο ι μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ές  μεταβλητές. Τ έτο ιες  σ χ έσ ε ις  

σ υ μ φ ω νο ύ ν  με τ ις  βασικές γνω σ τές  πα ρ α τη ρ ή σ εις  (π .χ . ό τ ι η θερμότη τα  ρέει 

π ά ν τ α  α π ο  το  θ ερ μ ό τερ ο  σ το  ψ υ χ ρ ό τ ε ρ ο ) . Ε π ο μ έν ω ς  η θ ερ μ ο δ υ ν α μ ικ ή  

π ε ρ ιγ ρ α φ ή  β α σ ίζ ε τ α ι  σ τη ν  α ν α γ ν ώ ρ ισ η  ε ν ό ς  μ ικ ρ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  α π ο  

μακροσκοπικές μεταβλητές κα ι την επινόηση  εμπειρικώ ν σχέσεω ν μεταξύ του ς. 

Ο ι σχέσεις εξάρτησης της μορφής
P=f(V ,T) ή M =f(H ,T ), (2 .1)

μεταξύ τω ν μ α κ ροσ κ οπ ικ ώ ν μεταβλητώ ν λ έγ ο ντα ι καταστατικές εξ ισ ώ σ εις. Η  

(2 .1) δ η λ ώ νει ό τ ι η γνώ σ η  της θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ κ α ι τ ο υ  ό γ κ ο υ  V  ή το υ  

μ α γνη τικ ού  π ε δ ίο υ  Η κ α θ ο ρ ίζο υ ν  τη ν π ίεση  Ρ κ α ι τη ν μ α γνή τισ η  Μ το υ  

συστήματος α ντ ίσ το ιχα . Η συνάρτηση f  στην (2 .1) δ ια φ έρ ει α π ο  σ ύσ τη μ α  σε  

σύστημα κ α ι ε ίνα ι χαρακτηριστική  γ ια  το  σ υγκεκριμ ένο  υ λ ικ ό  α π ο  το  ο π ο ίο  

αυτό α ποτελείτα ι.

Η μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ή  κ α τά σ τα σ η , π ο υ  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι κ α ι θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  

κ α τά σ τα σ η  κ α θ ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ο  λ ίγ ε ς  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ έ ς  μ ετα β λ η τές  α λ λ ά  

α πα ρα ίτη τα  κ α ι α π ο  την καταστατική εξίσω ση. Ό π ω ς π ροα να φ έρ θη κ ε (στο  

Κ εφ. 1) ό τ α ν  η μ α κ ροσ κ οπ ικ ή  κ α τά σ τα σ η  δ εν  α λ λ ά ζε ι με τ ο ν  χ ρ ό ν ο  τότε
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θεω ρούμε ο τ ι το  σύστημα ε ίν α ι σε ολικ ή  θερμοδυνα μικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία . Ό π ω ς  Οα 

δού μ ε στην σ υ νέχεια  στη ν μ α κ ρ οσ κ οπ ικ ή  κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  α ντ ισ το ιχεί  

ένα ς  φ οβερά  μ εγά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  κ β α ντομ η χα νικ ιόν  (μ ικ ρό)κ α τασ τάσ εω ν. Ό τ α ν  

το  σ ύσ τη μ α  δ ε ν  ευ ρ ίσ κ ετα ι σ τη ν  κ α τά σ τα σ η  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

σ υνή θω ς α ρκ εί ένα  μ ικ ρ ό  χ ρ ο ν ικ ό  δ ιά σ τη μ α  τ (ο χ ρ ό ν ο ς  α π οκ α τά σ τα σ η ς ή 

εφ η σ ύ χα σ η ς) γ ια  ν α  π ά ε ι π ρ ο ς  αυτή . Ε ίν α ι όμ ω ς δ υ ν α τ ό ν  σε π ο λ ύ π λ ο κ α  

συστήματα  ο  χ ρ ό ν ο ς  τ ν α  ε ίν α ι π ά ρ α  π ο λ ύ  μ εγά λος ο π ό τε  κ α ι τα  α ντ ίσ το ιχα  

συστήματα ο ν ο μ ά ζο ν τ α ι μετασταθή.

2. 2 Θεοκότιιτα - Θεοιιοκοασία
Δ ύ ο  ν έ ε ς  έ ν ν ο ιε ς  π ο υ  ε ίν α ι  α π α ρ α ίτ η τ ε ς  σ τη ν  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  τω ν  

θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ώ ν  ν ό μ ω ν  ε ίν α ι  η θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  κ α ι η θ ερ μ ό τη τα . Η 

θερ μ οκ ρ α σ ία  Τ  ε ίνα ι γνω σ τή  σ τη ν καθη μερινή  μας ζω ή α π ο  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  του  

ψ υ χρ ο ύ  κ α ι το υ  θ ερ μ ο ύ . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ο τ ι δ εν  υ π ά ρ χ ε ι α νά λ ο γη  έν ν ο ια  της 

θερ μ οκ ρ α σ ία ς στην κλα σσικ ή  μ η χα νικ ή , ό π ω ς  υ π ά ρ χει π .χ . γ ια  την π ίεση  και 

το ν  όγκ ο . Ε ίνα ι ευρ ύτερα  γνω σ τό  ό τ ι α ν  δ ύ ο  σώ ματα π ο υ  έχ ο υ ν  θερμανθεί με 

διαφ ορετικό τρ ό π ο  έλ θ ο υ ν  σε επαφ ή  το  θερμότερο θα ψ υχθεί κα ι το  ψ υχρότερο  

θα θ ερ μ α νθ εί. Σ ε αυτή  τη ν  π ερ ίπ τω σ η  λέμ ε  ό τ ι τα  σ ώ μ α τα  α ν τ α λ λ ά σ ο υ ν  

θ ερ μ ό τη τα . Η θ ερ μ ό τ η τ α  ε ίν α ι  μ ια  μ ο ρ φ ή  ε ν έ ρ γ ε ια ς  κ α ι τα  σ ώ μ α τα  

α ν τ α λ λ ά σ ο υ ν  σ τη ν  ο υ σ ία  ε ν έ ρ γ ε ια . Τ ο  σ ώ μ α  π ο υ  δ ίν ε ι  εν έρ γ ε ια  ε ίν α ι  

α να γκ α σ τ ικ ά  θ ερ μ ό τερ ο  α π ο  α υ τ ό  π ο υ  π α ίρ ν ε ι. Ε π ο μ ένω ς  ω ς θερ μ ό  σώ μα  

ο ρ ίζετα ι α υ τό  π ο υ  θ ερ μ α ίνε ι, π .χ . το  χέρ ι μ α ς σε επαφ ή  μ α ζί του , γ ια τ ί δ ίνει 

ενέργεια  ενώ  το  ψ υ χρ ό  α υτό  π ο υ  μ α ς π α ίρ ν ε ι (ή του  δ ίνουμ ε) ενέργεια .

Η κατάταξη  τω ν  σ ω μ ά τω ν α ν ά λ ο γ α  με την δυνα τότη τά  το υ ς  ν α  δ ίν ο υ ν  

ενέργεια  επ ιτυ γχά νετα ι μέσω  ε ν ό ς  θερμομ ετρ ικ ού  δείκτη, π ο υ  ε ίνα ι το  γνω στό  

μας θερμόμ ετρο . Τ ο θ ερ μ όμ ετρ ο  μετράει την θερμοκ ρα σία  Τ  κ α ι η λειτουρ γία  

το υ  β α σ ίζετα ι στην ευ α ισ θ η σ ία  τω ν  σ ω μ ά τω ν ό τα ν  α υ ξ ά ν ε ι η θερ μ οκ ρ α σ ία  

τους. Η δη μ ιουργία  τω ν θερμομ έτρω ν εκμεταλεύεται το  γ εγ ο ν ό ς  της διαστολής  

(αύξηση  τ ο υ  ό γ κ ο υ  V ) με α ύξη σ η  της Τ  σε υ γρ ά  ή σ τερ εά  σ ώ μ ατα . Έ ν α  

ο ρ ισ μ ένο  είδ ος  α ερ ίω ν, τα  ιδ α νικ ά  α έρ ια , δ ια σ τέλλοντα ι με τ ο ν  ίδ ιο  γραμμικό  

τρ ό π ο , ώστε η αύξηση της Τ  ν α  υ π ο λ ο γ ίζετα ι άμεσα α π ο  τις  α λλα γές σ τον όγκο  
μ ια ς ορ ισ μ ένη ς π ο σ ό τη τα ς  α ερ ίου . Έ τσ ι α ν  α ντ ισ το ιχ ίσ ο υ μ ε  σ τό ν  όγκ ο  V 0 το  

σημείο π ο υ  ένα  υ γρ ό  γ ίνετα ι π ά γ ο ς  κα ι σ τον  όγκο V 10o το  σημείο βρασμού του  

τότε ο  1° Celcius δ ίνετα ι α π ο  το  γ ιν ό μ εν ο  (V 100 -  Vq )/100  . Α ντίσ το ιχα , α φ ού  

σ το ν  ό γκ ο  V ) o o -  Vo α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  δ ια φ ο ρ ά  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  100° C τότε η
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θερμοκρασία  Τ π ο υ  α ντ ισ το ιχεί σε όγκ ο  V δ ίνετα ι α π ο  τ ο ν  λ ό γ ο  100 (V -  V 0)/  

( V ,o o - V 0).

Στην φυσική όμ ω ς χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε την α π όλυ τη  κ λίμ α κ α  θ ερ μ οκ ρ α σ ία ς  

K elvin π ο υ  α ρ χ ίζε ι α π ο  το  α π ό λ υ τ ο  μηδέν ( -  2 7 3 .1 5 °  C). Ο ρ ίζετα ι α π ο  τη ν  

σχέση Τ = Τ ς+ 2 7 3 .1 5 , ό π ο υ  Τ ^ η  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  στη ν κ λ ίμ α κ α  C elcius. Έ τσ ι η 

απόλυτη θερμοκρασία  δω μ ατίου  λαμ βάνετα ι συνήθω ς ω ς 17° C ή 17+273=300°

K elvin . Μ ερ ικ ές  χ ώ ρ ες  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν  τ η ν  κ λ ίμ α κ α  τ ο υ  Farenheit π ο υ  

επιτρέπει την α νά γνω ση  της ένδειξη ς σε C elcius μέσω της σχέσης Τ^=(5/9)(Τ ρ—

32). Ο ι 32° F α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σε 0° C κ α ι ο ι  2 1 2 °  F σε 100° C, α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Τ ο  

μηδέν της κ λ ίμ α κ α ς  το υ  Farenheit α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στη ν θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  ε ν ό ς  

μ ίγματος α π ό  π ά γ ο  κα ι α λά τι, ενώ  ο ι 100 °F στην θερ μ οκ ρ α σ ία  εν ό ς  ελα φ ρ ά  

πυρέσσοντος ανθρώ που.

Α πό  τα π α ρ α π ά νω  β λέπου μ ε π ω ς γ ια  τα  ιδ α νικ ά  α έρ ια  ισ χύει ο  λ ό γ ο ς  Τ /  
2 73= V / V0, δηλαδή η α π όλυ τη  θερ μ οκ ρ α σ ία  Τ  ε ίνα ι α νά λ ο γ η  το υ  ό γκ ο υ  το υ  

αερίου  V. Ε π ο μ ένω ς, ε ίνα ι λ ο γ ικ ό  σ το  α π ό λ υ τ ο  μηδέν ( -2 7 3 .1 5 °  C ) ο  ό γκ ο ς

ενός  α ερ ίου  η στερεού  ν α  ε ίνα ι ο  ελ ά χ ισ το ς  δ υ ν α τ ό ς  κ α ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  ληφ θεί 

ακριβώ ς μηδέν, ο π ό τε  η σχέση - 1 0 0  V q/  (V  joo “  V o) θ α  δ ίν ε ι α κ ρ ιβώ ς τη ν  

τιμή - 2 7 3 . 1 5 °  C. Σ τ ις  π ο λ ύ  μ ικ ρ ές  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ίε ς  τ ο  α π ό λ υ τ ο  μ η δ έν  

π ροσ εγγίζετα ι με μ εθόδους της κ ρ υογενικ ή ς μ έχρ ι 10-5  °  Κ με την μέθοδο της 

αδιαβατικής ψ ύξης. Α ντίθετα  ο ι π ά ρ α  π ο λ ύ  μ εγάλες θ ερ μ οκ ρ α σ ίες, της τά ξη ς  

τω ν εκ α το μ υ ρ ίω ν βα θ μ ώ ν, π α ρ α τη ρ ο ύ ντ α ι σε π υ ρ η ν ικ ές  εκ ρή ξεις  κ α ι σ τα  

άστρα. Η υπόθεση, υ π ο  μ ορφ ή ν θ ερ μ οδυ να μ ικ ού  νό μ ο υ , ότ ι υ π ά ρ χει ά νω  ό ρ ιο  

στην θερμοκρασία, της τάξης τω ν 1012°Κ , δ εν  έχει τύχει ευρύτερης α ποδοχή ς.

2. 3 Ο ι θ ε ο ιιο δ υ ν α α ικ ο ί  ν ό μ ο ι

Ε ίνα ι α π ο  το υ ς  π λ έ ο ν  β α σ ικ ού ς ν ό μ ο υ ς  της φ ύση ς. Τ έτο ιο ι ν ό μ ο ι δ εν  

υ π ά ρ χο υ ν  π ο λ λ ο ί ενώ  κ ά π ο ιο ς  θα έλεγε ότι μ ετρ ιούντα ι στα  δάκτυλα  του  ενό ς  

χεριού. Ο κ ύρ ιος σ κ οπ ός τω ν επιστημώ ν, κα ι της φυσικής, είνα ι ο  π εριορ ισμ ός  

του α π ρ όβ λεπ του  μέσω τέτοιω ν γενικ ώ ν νό μ ω ν  π ο υ  κ υβερ νούν την φύση. Μ ια  

π ερα ιτέρω  βασική  επ ιδ ίω ξη  ό λ ω ν  τω ν  επ ισ τη μ ώ ν ε ίν α ι κ α ι η μείω ση τω ν  

νόμ ω ν στους α π ο λ ύ τω ς α πα ρ α ίτη τους γ εν ικ ο ύ ς  ν ό μ ο υ ς , ώ στε ν α  επ ιτευχθεί η 

συμ πύκ νω ση  ό λ η ς  της γνώ σ η ς κ α ι ν α  σ υ ντελεσ θ εί η έκφ ρασή της με τ ο ν  

ελά χιστο  α ρ ιθ μ ό  α π ο  α κ ρ ιβείς  κ α ι ελκ υ σ τικ ού ς μ α θη μ α τικ ούς τύ π ο υ ς . Ο ι 

N ewton, M axwell και Einstein έχουν δημιουργήσει ευρύτερα γνω στούς τέτοιους  

νό μ ο υ ς  στην κλασσική  φυσική, το ν  η λεκτρομαγνητισμό, κα ι την σχετικότητα.
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O  E instein  π ρ ο σ π ά θ η σ ε  μ έχρ ι τ ο  τ έλ ο ς  της ζω ής του  (γ ια  30  χ ρ ό ν ια )  α λλά  

χ ω ρ ίς  ε π ιτ υ χ ία  ν α  ε ν ο π ο ιή σ ε ι κ α ι τ ο υ ς  ν ό μ ο υ ς  τω ν β α ρ υ τ ικ ώ ν  κ α ι τω ν  

ηλεκτρομ αγνη τικώ ν π εδ ίω ν.

Η εύρεση  ν ό μ ω ν  α ρ χ ίζ ε ι  με τη ν  π ρ ο σ π ά θ ε ια , σε π ρ ώ τ ο  σ τά δ ιο , να  

α π ο κ τ η θ ο ύ ν  ε μ π ε ιρ ικ έ ς  γ ν ώ σ ε ις  α π ο  π ε ιρ α μ α τ ικ ές  π α ρ α τη ρ ή σ εις . Σ την  

σ υ ν έ χ ε ια  επ ιδ ιώ κ ετα ι η γ εν ίκ ευ σ η . Α υ τό  το δ εύ τερ ο  σ τά δ ιο  α π ο τ ελ ε ί την  

βασική  θεω ρητική ερ γα σ ία  π ο υ  π ερ ιλ α μ β ά νε ι π ο λ λ ο ύ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  α λλά  

α πα ρα ιτή τω ς κα ι σ το ιχεία  έμ πνευση ς. Ό μ ω ς η δη μ ιουργία  τω ν γενικ ώ ν νόμ ω ν  

δ ε ν  ε ίν α ι  αρκετή  α φ ο ύ  σε έν α  τ ρ ίτ ο  σ τά δ ιο  α π ο  τ ο υ ς  γ ε ν ικ ο ύ ς  ν ό μ ο υ ς  

οδ η γο ύ μ εθ α  με λ ο γ ικ ό  τ ρ ό π ο  σ το υ ς  ε ιδ ικ ούς ν ό μ ο υ ς  π ο υ  α π α ιτ ο ύ ν τ α ι π λ έο ν  

γ ια  τ η ν  εξή γ η σ η  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ω ν  φ α ιν ο μ έ ν ω ν  κ α ι  π ε ιρ α μ α τ ικ ώ ν  

α π οτελεσμ ά τω ν. Ο ι ειδ ικοί α υ το ί ν ό μ ο ι  π ά ντα  ελέγχοντα ι με το  π είρα μ α .

Π ο ιο ι ε ίνα ι λ ο ιπ ό ν  ο ι  ν ό μ ο ι  της θερμοδυναμικής; Θ α λέγα μ ε σ υνοπ τικ ά  

ό τ ι θ ερ μ οδυ να μ ικ ή  ε ίνα ι η μελέτη τ ω ν  κ α ν ό ν ω ν  με το υ ς  ο π ο ίο υ ς  τα  σώ ματα  

α ντα λ λ ά σ ο υ ν  θερμότητα ώ στε ο ι  θερ μ οδυ να μ ικ οί ν ό μ ο ι ν α  μας επ ιτρ έπ ου ν την 

δια τύπ ω σ η  λ ο γ ικ ώ ν  σ χέσ εω ν μ ετα ξύ  θερμικ ώ ν κ α ι μ η χα νικ ώ ν ιδιοτήτω ν τω ν  

σ ω μ ά τω ν  κ α θ ώ ς κ α ι α ρ χ έ ς  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  τ ις  α λ λ α γ έ ς  κ α τά σ τα σ η ς  τω ν  

σω μάτω ν. Π εριληπτικά:

Ο  μ η δ ενικ ό ς ν ό μ ο ς  δ η λ ώ νει τη ν  τάση τω ν σ ω μ ά τω ν γ ια  εξίσω ση  τω ν  

θερ μ οκ ρ α σ ιώ ν του ς ό τα ν  έρ χο ντα ι σε επαφ ή μεταξύ του ς κ α ι δ ια τυπώ νετα ι ως 

εξής: "Δύο σ ώ μ α τα  σε θ ερ μ ικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία  μ ετα ξύ  τ ο υ ς  έ χ ο υ ν  τη ν ίδ ια  

θερμοκρασία". Ε ίνα ι ένα ς εμ π ειρ ικ ός ν ό μ ο ς  π ο υ  επ ιτρ έπ ει την δη μ ιουργία  της 

θερμομετρικής κλίμακας κ α ι τη ν λειτουρ γία  τω ν θερμομέτρω ν.

Ο  π ρώ τος ν ό μ ο ς  α π ο τ ε λ ε ί τη ν δ ια τύπ ω σ η  της α ρ χή ς  διατήρησης της 

ενέρ γεια ς  σε ένα  α π ο μ ο νω μ ένο  σύστημα. Ε ίνα ι γνω σ τό  ό τ ι η α ρχή  διατήρησης  

τη ς εν έ ρ γ ε ια ς  έχ ε ι γ εν ικ ή  ισ χ ύ  ά ρ α  κ α ι στη ν θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  ε φ ό σ ο ν  η 

θερμότητα  ε ίνα ι μ ια  μορφ ή ενέρ γεια ς . "Σε ένα  α π ο μ ο νω μ ένο  σύστημα η ολική  

ενέρ γεια  π ο υ  ε ίνα ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  της κ ινητικής κ α ι της δ υ να μ ικ ή ς ενέργεια ς  

ο ύ τε  δημ'ιουργείται ού τε  κ α τα σ τρ έφ ετα ι α λ λ ά  διατηρείται" . Σ υ μ π ερ α ίνο υ μ ε  

λ ο ιπ ό ν  ό τ ι η αλλαγή στην εσωτερική ενέργεια  ενός  σώ μ ατος ισ ούτα ι με το έργο  

π ο ύ  έγ ινε  στο  σ ώ μ α  α λ λ ά  κ α ι τη ν  ενέρ γεια  π ο υ  μεταφ έρθηκε σε α υ τό  υ π ο  

μ ορφ ή ν θερμότητας.

Ο  δ εύ τ ερ ο ς  ν ό μ ο ς  δ ίν ε ι  τη ν κα τεύ θυ νση  της ρ ο ή ς της θερμότη τα ς, η 

ο π ο ία  δ εν  συμ βα ίνει π ο τέ  α π ο  ένα  ψ υ χρ ό  σώ μα σε ένα  θερμό σώ μα. Ε π ιπ λέο ν  

ε ισ ά γ ε ι  τη ν  έ ν ν ο ια  τη ς ε ν τ ρ ο π ία ς  π ο υ  δ ε ν  μ ε ιώ ν ε τ α ι π ο τ έ  σε ένα
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α π ο μ ο ν ω μ έν ο  σύστη μ α  α λ λ ά  σ υ νεχ ώ ς  α υ ξ ά ν ε ι. Η  ε ν τ ρ ο π ία  λ α μ β ά ν ε ι τη ν  

μέγιστη τιμή  της σ τη ν  κ α τά σ τα σ η  θερ μ ικ ή ς ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Ε ν  σ υ ν τ ο μ ία , ο  

δεύτερος ν ό μ ο ς  δ ια τυπώ νει την τάση τω ν σω μάτω ν γ ια  μετάβαση στην θερμική  

ισορροπ ία , ενώ  επ ιβά λλει τ ο ν  γνω σ τό  κ α ν ό ν α  ό τ ι α π ο  την θερμική κίνηση τω ν  

μ ορίω ν δ εν  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  π α ρ α χ θ ε ί μ η χα νικ ό  έρ γο . Α π ο  τα  π α ρ α π ά ν ω  

είνα ι π ρ ο φ α νές  ότι ο  π ρώ τος θ ερ μ οδυ να μ ικ ός νό μ ο ς  είνα ι α π ό λ υ το ς  κα ι ισχύει 

με α κ ρ ίβεια  ο  δ εύ τερ ο ς ν ό μ ο ς  ε ίν α ι σ χετ ικ ό ς  γ ια τ ί α π α ιτ ε ί  τη ν  π α ρ ο υ σ ία  

πολλώ ν συστατικών.

Ο τ ρ ίτ ο ς  ν ό μ ο ς  α φ ο ρ ά  α π ο κ λ ε ισ τ ικ ά  τη ν έ ν ν ο ια  της εν τ ρ ο π ία ς , π ο υ  

δηλώ νει την α τα ξ ία  ε ν ό ς  σ υ σ τή μ α τος. Η εν τ ρ ο π ία , λ ο γ ικ ά , α υ ξ ά ν ε ι  με τη ν  

θ ερ μ οκ ρ α σ ία  π ο υ  α υ ξ ά ν ε ι  κ α ι τη ν α τ α ξ ία  ε ν ό ς  σ υ σ τή μ α το ς . Α π α ιτ ε ίτ α ι  

επ ομένω ς στο α π ό λ υ το  μηδέν (Τ =0 °Κ ) η εντρ ο π ία  ν α  λ α μ β ά νει τη ν  ελάχιστη

δυνατή της τιμή , ε φ ' ό σ ο ν  εκεί α ν α μ έν ετ α ι ν α  υ π ά ρ χ ε ι η α π ό λ υ τη  τάξη . Η  

περαιτέρω  π α ρ α δ οχή  ε ίνα ι ό τ ι η εντρ ο π ία  σε θερ μ οκ ρ α σ ία  ίση με το  α π ό λ υ το  
μηδέν είνα ι ακριβώ ς μηδέν, δηλαδή S(T=0)=0.

2. 4 Το ιδανικό «έριο (m a πρώτη επίσκεΐΡη)
2 .4 .1  Η κ α τ α σ τ α τ ικ ή  τ ο υ  ε ξ ίσ ω σ η

Ε ίνα ι φ υ σ ιο λο γικ ό  τα  α έρ ια  ν α  μην ε ίνα ι π ο τέ  τέλεια  α φ ο ύ  τα  μ όρια  π ο υ  

τα α π ο τ ελ ο ύ ν  εκ τελούν τυ χα ίες  κ ινή σ εις , σε α ντιδ ια σ τολή  με τα  στερεά  στα  

ο π ο ία  τα ά τομ α  ε ίνα ι συνή θω ς δ ια τετα γμ ένα  σε τα κ τοπ οιη μ ένες διευθετήσεις  

κα ι μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  τα  θ εω ρή σ ου μ ε ω ς τέλ ε ια  (έν α ς  κ ρ ύ σ τ α λ λ ο ς , ό π ω ς  το  

διαμάντι, ε ίνα ι π ά ν τα  ένα  ευπρόσδεκτο δώ ρο!). Έ τσ ι ενώ  ο  τ ίτλ ο ς  του  θέματός  

μας "ιδανικό αέριο" α κ ού γετα ι ειρ ω νικ ά  εμ είς με α υ τ ό ν  α π λ ώ ς θα εννο ο ύ μ ε  

το αέριο  στο ο π ο ίο  μ ό νο  η κίνηση τώ ν μ ο ρ ίω ν π α ίζε ι ρ ό λ ο  ενώ  α γ ν ο ο ύ ν τ α ι ο ι  

μοριακές σ υ γκ ρ ού σ εις  κ α ι α λ λ η λ επ ιδ ρ ά σ εις . Ε ίνα ι γνω σ τό  π ω ς  τα  ιδα νικ ά  

αέρια  ε ίν α ι π ο λ ύ  α ρ α ιά  κ α ι γ ια  α υ τά  ισ χύ ει ο  ν ό μ ο ς  το υ  B o y le  π ο υ  δηλώ νει 

π ω ς α λλα γές  στην π ίεση  (Ρ) ή τ ο ν  όγκ ο  (V ) δεν μ ετα β ά λλουν το γ ιν ό μ εν ο  P-V, 

το  ο π ο ίο  μ ένει σταθερό. Σ ε σταθερή π ίεση  Ρ μ ετα β ά λλοντα ς τ ο ν  ό γκ ο  V και 

την θερμοκρασία  Τ  δ εν  α λ λ ά ζει ο  λ ό γ ο ς  V /T  π ο υ  π α ρ α μ ένει επ ίσης σταθερός. 

Α πο τ ις  δ ύ ο  α υ τές  εμ π ειρ ικ ές  π α ρ α τη ρ ή σ εις  οδη γούμ εθ α  κ α τευ θ εία ν  στην  

σχέση
P V / Τ = σ τα θ ., (2.2)

π ο υ  είνα ι η γνω στή καταστατική εξίσω ση το υ  ιδανικού αερίου.
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Ε π ιδ ίω ξή  μ α ς ε ίν α ι τώ ρ α  ν α  εξετά σ ου μ ε την σχέση μ ετα ξύ  της κίνησης  

τω ν  μ ο ρ ίω ν  κ α ι της θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς . Α ς  θ εω ρή σ ουμ ε ένα  σ φ α ιρ ικ ό  δ ο χ ε ίο  

α κ τίνα ς  R το  ο π ο ίο  π ερ ιέχ ε ι Ν μ ό ρ ια  το υ  α ερ ίο υ  κα ι θα α κ ολουθή σ ουμ ε την 

κίνηση εν ό ς  μ ο ρ ίο υ  μ ετα ξύ  δ ύ ο  δ ια δ ο χ ικ ώ ν  συγκρούσεο)ν στα το ιχώ μ α τα  του  

δ ο χ ε ίο υ  (ίδ ε  Σ χ . 2 .1 ). Σ το  π ρ ό β λ η μ α  α υ τ ό  θ α  α γ ν ο ή σ ο υ μ ε  τ ις  μ ο ρ ια κ ές  

σ υ γκ ρ ο ύ σ εις . Μ ό λ ις  το  μ ό ρ ιο  α να κ λ ά τα ι σ το  το ίχω μ α  θ α  εξα κ ολουθή σ ει να  

κ ιν ε ίτα ι σε κ ά π ο ια  ά λλη  κ α τεύθυνση  με την ίδ ια  ταχύτητα  π ρ ιν  κ α ι μετά την 

σκέδαση α φ ο ύ  η σκέδαση ε ίνα ι ελαστική. Α ν  ν \  ε ίνα ι η μοριακή ταχύτητα, ν  το  

μέτρο της κ α ι 1 το  μ ή κ ος της δ ια δ ρ ο μ ή ς μ ετα ξύ  δ ύ ο  σ υ γκ ρ ού σ εω ν η πρώ τη  
κρούση  με τ ο  το ίχω μ α  θα  συμ βεί μετά  α π ο  χ ρ ό ν ο  τ=1/ ν . Α ρ α  η σ υ χνότη τα

κ ρ ο ύ σ εω ν  με τα  το ιχ ώ μ α τ α  ε ίν α ι ν /  1 φ ο ρ ές  α ν α  sec. Ω ς α π ο τέλ εσ μ α  του  

σ φ υ ρ ο κ ο π ή μ α το ς  τω ν  το ιχω μ ά τω ν  α π ο  τα  μ ό ρ ια  ο ι  δ υ νά μ εις  τω ν Ν  μ ορ ίω ν  

π ο υ  π ερ ιέχ ε ι το  δ ο χ ε ίο  εν ώ ν ο ν τ α ι κ α ι δ η μ ιο υ ρ γο ύ ν  μ ία  σ υνισ τώ σ α  π ίεση  π ο υ  

εξασκείτα ι στα  το ιχώ μ α τα  το υ  δοχείου .

Α π ο  τ ο ν  ν ό μ ο  τ ο υ  N ew ton  η δύνα μ η  π ο υ  εξα σ κ είτα ι σε ένα  μ ό ρ ιο  κατα  

την ελαστική σκέδαση με το  δ ο χείο  είναι:

Σχ. 2.1. Αναπαρίσταται σχηματικά η κίνηση ενός απο τα Ν μόρια αερίου σε σφαιρικό 

δοχείο ακτίνας R. Η κίνηση κατα μήκος του τόξου 1 επιτρέπει τον υπολογισμό της δύναμης 

και της ολικής πίεσης Ρ στα τοιχώματα.

Δ  Α ν  
“ τ " 1 ’

(2.3)
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ό π ο υ  Δ  ε ίν α ι  η α λλα γή  της ο ρ μ ή ς κ α τά  τη ν  σκέδαση  κ α ι εφ' ό σ ο ν  αυτή  

συμβαίνει ν /1  φ ορές α να  sec. Α π ο  την ομ οιότη τα  τω ν δ ύ ο  τρ ιγώ νω ν σ το  Σ χ. 2.1 

παίρνουμε:
Δ  m v  
1 “  R ’

(2 .4)

άρα
_ m v2 
F= R ·

(2 .5)

Π ρα τη ρούμ ε ό τ ι το  μήκος 1 α π ο υ σ ιά ζ ε ι  α π ο  τη ν  σχέση  (2 .5 ) ά ρ α  μ ό ρ ια  με 

δια φ ορετικά  1 δ ίν ο υ ν  την ίδ ια  σ υ νε ισ φ ο ρ ά  στην ολική  δύναμ η  π ο υ  π ρ ο έρ χετα ι

α π ο  όλα  τα  μόρια. Έ χου μ ε λ ο ιπ ό ν
. Ν  m v2

F° x =  R (2.6)

και παρατηρούμε ότι μ πορ ούμ ε ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε την μέση πίεση  
Γ Ρολ N m v 2/ R  N m v 2 
V ~ S 4 π Ρ 2 "  3V

(2.7)

και

P V = ^ N  m <v2>  = | e . (2 .8)

ό π ο υ  Ε = (1 /2 ) Ν  m < v2> ε ίν α ι η ο λ ικ ή  εν έρ γ ε ια  κ α ι ν=(4/3)πΡ3 ο  ό γ κ ο ς . 

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ο τ ι  σ τη ν (2 .8 )  το  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  τη ς τ α χ ύ τ η τ α ς  ν 2 έ χ ε ι  

α ντ ικ α τα σ τ α θ ε ί α π ο  τη ν α ν τ ίσ τ ο ιχ η  μέση τιμή  < ν 2> π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α ν  

π ρ οσ θέσου μ ε ό λ ες  τ ις  α ντ ίσ το ιχες  τετρ α γω νισ μ ένες  τ ιμές τα χύτη τα ς κ α θ ενό ς  

εκ τω ν μ ορίω ν και στην συνέχεια  δ ια ιρέσ ουμ ε με το ν  αριθμό τους.

Η  εξ. (2.8) αποδείχθηκε α π ο  τ ο ν  B ernoulli το  1738 κα ι α ν  σ υνδυ α σ θ εί με 

την κ α τα σ τα τικ ή  εξίσω ση  τω ν  α ερ ίω ν  , Ρ V =  σταθ. Τ , δ ίν ε ι  τη ν  σχέση  

α να λ ο γ ία ς
Τ  oc < ν2> ,  (2.9)

α π ο  την ο π ο ία  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι  η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  ε ίν α ι α ν ά λ ο γ η  της μέσης  

τετραγω νική ς ταχύτη τα ς ή της μέσης κ ινη τικ ή ς ενέρ γεια ς  τω ν μ ορ ίω ν. Σ την  

απλή σχέση (2.9) π ο υ  καταλή ξαμ ε θα  π ρ έπ ε ι ν α  λάβει υπ' ό ψ ιν  ο  α να γνώ σ τη ς  

ότι έχουμ ε τη ν μέση τιμή το υ  τετρ α γώ νου  της ταχύτητας < ν 2> ενώ  επίσης κ α ι 

το μήκος 1 α να φ έρ ετα ι στο μέσο μήκος ελεύθερης δ ια δρομ ή ς π ο υ  ε ίνα ι η μέση  

τιμή π ο υ  π ρ ο κ ύ π τει α π ο  τα  α ντ ίσ τ ο ιχ α  μήκη γ ια  ό λ α  τα  μόρια . Η μέση τιμή  

στην (2 .9) π ρ ο σ δ ιο ρ ίζε ι την θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  π ο υ  ε ίνα ι ένα  βα σικ ό  στα τισ τικ ό  

μ έγεθος σ το  ο π ο ίο  θα β α σ ισ θ ο ύ μ ε  σ τη ν  σ υ ν έχ ε ια , ενώ  ό π ω ς  κ α ι με τη ν
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θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  στη ν (2 .9), ό λ ε ς  ο ι  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ές  μεταβλητές θα  π ρ ο κ ό ψ ο υ ν  

α π ο  α ντ ίσ το ιχες  στατιστικές μέσες τιμές!

2 .4 .2  Ο ν ό μ ο ς  τ ο υ  A v o g a d r o

Η μέση κινητική ενέργεια  ενό ς  μ ο ρ ίο υ  ε ίνα ι
m < v 2>

<ε> = 2 (2.10)

κ α ι α π ο  τη ν (2 .9 ) α να μ ένετα ι ο τ ι θα  π α ρ α μ έν ε ι η ίδ ια  γ ια  ό λ α  τα  μ όρ ια  σε 

ο ρ ισ μ ένη  σταθερή Τ. Έ ν α  βα σικ ό  α π ο τέλ εσ μ α  της κλασσική ς μ η χανική ς γ ια  

μ ό ρ ια  ίδ ια ς  ενέρ γεια ς  ε ίνα ι ότι τα  βα ριά  τρ έχ ο υ ν  π ιο  α ρ γά  ενώ  τα ελα φ ρά  π ιο  

γρή γορα . Α φ ο ύ  P V = (l/3 )N m < v 2>, ό π ο υ  το  m < v2> ε ίνα ι το ίδ ιο  με δεδομ ένα  Ρ, 

V  κ α ι Τ  α να μ ένετα ι ό τ ι κ α ι ο  α ρ ιθ μ ός τω ν μ ο ρ ίω ν  Ν θα π α ρ α μ ένει σταθερός. 

Α υ τό ς  ε ίν α ι ο  γ νω σ τό ς  ν ό μ ο ς  του  A vogadro: Σ ε θ ερ μ οκ ρ α σ ία  Τ =0° C, π ίεση  

760  m m H g κ α ι όγκ ο  V = lc m 3 ο α ρ ιθ μ ό ς  τω ν μ ορ ίω ν είνα ι π ά ν τα  2 .7  x ΙΟ19.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α :  Ο  2 .7  χ  ΙΟ19 ε ίνα ι ένα ς  υ π ερ β ο λ ικ ά  μ εγ ά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  α φ ο ύ  

α κ ό μ η  κ ι α ν  υ π ά ρ χ ε ι  δ ια ρ ρ ο ή  ε ν ό ς  ε κ α τ ο μ μ υ ρ ίο υ  μ ο ρ ίω ν  α ν α  sec  θα  

α π α ιτη θ ο ύ ν  ένα  εκατομ μ ύριο  έτη (!) ή 1 0 13 sec γ ια  ν α  α δειά σει δ ο χ ε ίο  1cm3.

Ο  λ ό γ ο ς  N /V  = 3 Ρ / (m < v2>) ε ίνα ι π ρ ο φ α ν ώ ς  στα θερός σε σταθερή πίεση  

γ ια  ό λ α  τα  α έρ ια  κ α ι γ ια  ένα  m ole  (n = l)  α ερ ίο υ  σε κατάσταση ιδα νικ ού  α ερ ίου  

ισ χύει
P V  =  k B N A T ,  (2 .11)

ό π ο υ  k B= 1 .3 8 -1 0 - 16 erg / Κ ε ίνα ι η σ τα θερά  το υ  B oltzm ann , ενώ  η R =kBN A 

ε ίνα ι γνω στή  ω ς η συμ παντική  σταθερά  τω ν α ερ ίω ν (Ν Α= 6 ΤΟ23 ). Ε πίση ς ο  

ν ό μ ο ς  τω ν  ιδ α νικ ώ ν  α ερ ίω ν  γ ρ ά φ ετα ι κ α ι χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι ευρ ύτερα  στη  

μορφή
Ρ V =  n R Τ ,  (2 .12)

ό π ο υ  η =  Ν  /  Να  ε ίνα ι το  π ο σ ό  μάζας του  υ λ ικ ού  σε γρ α μ μ ομ όρια  (m ole).

2 .4 .3  Μ ο ρ ια κ έ ς  τ α χ ύ τ η τ ε ς

Τ ίθετα ι τώ ρα το  εξής ερώτημα: ε ίνα ι ίδιες ο ι ταχύτητες γ ια  ό λ α  τα μόρια  

π ο υ  σ υ ν ισ το ύ ν  το ιδα νικ ό  αέριο; Η π ρ ο φ α ν ή ς  απάντηση είνα ι π ω ς  η ταχύτητά  

το υ ς  δ εν  ε ίν α ι η ίδ ια  α λ λ ά  π ο ικ ίλ λ ε ι σε ένα  εύ ρ ο ς τ ιμ ώ ν α π ο  την τιμή μηδέν  

μ έχρ ι π ο λ ύ  μ εγάλες τιμές. Α ν  σ υ νδ υ ά σ ο υ μ ε τη ν εξίσω ση του  ιδα νικ ού  α ερ ίου
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(2.11) με τη ν εξίσω ση του  B ernoulli (2 .8 ) γ ια  την μέση ενέρ γεια  α ν α  μ ό ρ ιο  π ο υ  

είνα ι α νά λογη  της θερμοκρα σία ς Τ  ισ χύει με ακρίβεια  η σχέση

(2.13)
m < v2> 3 ,

<ε>= — r— =  - k BT.

Ο π α ρ ά γ ο ν τ α ς  3 π ρ ο κ ύ π τ ε ι  λ ό γ ω  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  β α θ μ ώ ν  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  τ ο υ  

συστήματος ώστε η ενέργεια  α ν ά  β α θμ ό  ελευθερίας το υ  κ ιν ο ύ μ εν ο υ  σ ω μ α τίου  
είνα ι ακριβώ ς kgT/2 (θεώ ρημα ισ οκ α τα νομ ή ς ενέργειας). Η σ υ μ π ερ ιφ ο ρ ά  τω ν

μ ο ρ ια κ ώ ν  τα χυ τή τω ν ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό ν  ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί  επ α κ ρ ιβ ώ ς  κ α ι τ α  

α π ο τελ έσ μ α τα  φ α ίν ο ν τ α ι σ το  Σ χή μ α  2 .2 . Η επ ιφ ά ν ε ια  (εμ β α δό) της κάθε  

στήλης δηλώ νει το π ο σ ο σ τό  τω ν μ ο ρ ίω ν τω ν ο π ο ίω ν  ο ι ταχύτητες ευρ ίσ κ οντα ι 

στην αντίστοιχη  περιοχή  τιμώ ν.

0  200 400 600 800 1000 1200 1400 v ^ m / s e c )

-Λ

Σχ. 2.2. Κατανομή μοριακών ταχυτήτων. Το ποσοστό των μορίων με ταχύτητες σε μια 

περιοχή δίνεται απο το εμβαδόν του αντίστοιχου κουτιού.

Υ π ά ρ χ ε ι όμ ω ς ά νω  ό ρ ιο  τα χύ τη τα ς ν  τω ν μ ο ρ ίω ν  π ο υ  κ ιν ο ύ ν τ α ι στην  
επ ιφ ά νεια  της γης π ο υ  ο νο μ ά ζετα ι ταχύτητα  διαφ υγής ν δ κ α ι ορ ίζετα ι α π ο  την

ενέργεια  της βαρύτητας. Ό τ α ν  η μέση ενέρ γεια  <ε> ξεπ ερά σ ει την τιμή

G —  , (2.14)

τότε είνα ι δυνατή η απόδρα ση  το υ  μ ο ρ ίου  α π ό  την επ ιφ ά νεια  της γης. Μ είνα ι  

η μ ά ζα  της γής, G η στα θερά  της β α ρύτη τα ς και r η α π ό σ τα σ η  μ ετα ξύ  το υ  

μ ο ρ ίου  κ α ι της γης. Α π ό  την ισότητα ^ > = ( l /2 )m < v 2>=G M m /r υ π ο λ ο γ ίζετ α ι

ότι ν δ="ν/<ν^> =1 l,000m /sec ενώ  το π ο σ ο σ τό  τω ν μ ορίω ν π ο υ  η ταχύτητά του ς
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υ π ερ β α ίν ε ι την ν δ (το  εμ β α δ ό ν  δ εξ ιά  α π ο  την νδ ) α π ο  το  Σ χ. 2 .2  π ρ οκ ύ π τει 

ένα ς  φ α ντα σ τικ ά  μ ικ ρ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς: της τά ξη ς του  ΙΟ- 3 0 0  (300  μηδενικά  μετά  

τη ν υπ οδια σ τολή !) κα ι επ ο μ ένω ς  ο  κ ίν δ υ νο ς  η γή ν α  χάσει την ατμ όσφ α ιρά  της 

ε ίν α ι α μ ελ η τέος. Η ε ν έρ γ ε ια  β α ρ ύ τη τα ς  ε ίνα ι 2 0  φ ο ρ ές  μ ικ ρ ότερ η  κα ι το  

α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  π ο σ ο σ τ ό  μ ο ρ ίω ν  ε ίν α ι  ΙΟ-1 7  σ τη ν ε π ιφ ά ν ε ια  τη ς σ ελή νη ς. 

Π ρ ο φ α ν ώ ς  το τελευ τα ίο  σ υ μ π έρ α σ μ α  δ εν  ε ίνα ι ά σ χετο  α π ο  το  επ ιβεβαιω μένο  

γ εγ ο ν ό ς  ό τ ι η σελήνη δ εν  έχει α τμ όσ φ α ιρα!

2. 5 Εντοοπία. ελεύθερη ενέονεια  και ο α ε τ α σ ν η α α τ ισ α ό ί
Legendre

Η φ ύση  έχει τη ν  τάση  ν α  π η γ α ίν ε ι α π ο  μ ια  α ρ χ ικ ή  τα κ το π ο ιη μ ένη  

κα τά στα ση  σε μ ια  τελική  μη τα κ το π ο ιη μ ένη  κα τά στα ση , α κ ρ ιβ ώ ς ό π ω ς  το  

γ ρ α φ ε ίο  μ α ς στη ν δ ιά ρ κ εια  της η μ έρ α ς γ ίνετ α ι ό λ ο  κ α ι π ιο  m essy  ενώ  η 

α ίθ ο υ σ α  δ ιδ α σ κ α λ ία ς  μ ετ ά  τ ο  μ ά θ η μ α  δ ε ν  ε μ φ α ν ίζ ε τ α ι  κ α θ ό λ ο υ  

τα κτοποιη μ ένη ! Έ ν α  μέτρο της α τ α ξ ία ς  ενό ς  συστή μ ατος ο ρ ίζετα ι α π ο  την  

έ ν ν ο ια  της ε ν τ ρ ο π ία ς  S. Η  ε ν τ ρ ο π ία  ε ίνα ι μ ια  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  π οσ ότη τα  (ή 

θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  μεταβλητή) π ο υ  δ εν  έχει μ η χα νικ ή  έ ν ν ο ια  ό π ω ς  έ χ ο υ ν  η 

εν έρ γ ε ια , ο ό γ κ ο ς , ο  α ρ ιθ μ ό ς  σ ω μ α τ ίω ν , κ .λ .π . Η  ε ν τ ρ ο π ία  έχει μ ό ν ο  

στατιστική ένν ο ια  ό π ω ς  επ ίση ς κ α ι η θερμοκρασία . Σ τα  εν α π ο μ έν ο ν τ α  εδάφ ια  

α υ το ύ  του  κ εφ α λ α ίο υ  θα  α ν α π τ υ χ θ ε ί σ υ νο π τ ικ ά  η θ ερ μ οδυ να μ ικ ή  με γνω σ τό  

κ α ι ω ς α ξ ιω μ α τ ικ ό  τ ρ ό π ο  π ο υ  β α σ ίζετ α ι στην π α ρ α δ ο χ ή  τ ρ ιώ ν  β α σικ ώ ν  

α ξιω μ ά τω ν π ο υ  εισ ά γο υ ν  τ ις  έ ν ν ο ιε ς  της θερ μ οκ ρ α σ ία ς κ α ι της εντρ ο π ία ς . Η  

α ξ ιω μ α τ ικ ή  μ έ θ ο δ ο ς  τ ε λ ε ιο π ο ιή θ η κ ε  α π ο  τ ο ν  Έ λ λ η ν α  μ α θ η μ α τ ικ ό  

Κ αραθεοδω ρή με μ ια  κλασσική  ερ γα σ ία  π ο υ  μ π ο ρ εί ν α  την δ ια βά σ ει κ ά π ο ιο ς  

γνώ σ τη ς της Α γγλικ ή ς σ το  β ιβ λ ίο  E lem ents o f  Partial D ifferential E quations 

του  Sneddon. Ε π ισ η μ α ίνου μ ε π ω ς  τέτο ια  π α ρ α δείγμ α τα  σ υμ μ ετοχή ς Ε λλή νω ν  

σε επ ιστη μονικ ά  επ ιτεύγμ α τα  π ρ ώ το υ  μεγέθους είνα ι σ π ά νια . Ε να π όκ ειτα ι σέ 

σ ένα  φ ιλ όδ οξε  α να γνώ στη  ν α  με δ ιαψ εύσεις!

Ε ίνα ι δ υ ν α τ ό ν  επ ίση ς ν α  δειχθ εί ό τ ι στην θερμική ισ ο ρ ρ ο π ία  ο  ο ρ ισ μ ό ς  

της θερμοκρασίας ενός  συστήματος δ ίνετα ι α π ο  την σχέση
dS 1  
dE Τ (2.15)

Η εξ. (2 .15) ο ρ ίζε ι την θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ  ε ίνα ι στην π ρ ά ξη  μερική π α ρ ά γω γο ς  

σταθερού όγκου V ή π ίεσης Ρ α ντίστοιχα . Α ν  θεω ρήσουμε δύο υποσυστήματα 1
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κ α ι 2 π ο υ  ενώ νο ν τα ι ώ στε ν α  σ χη μ α τ ίσ ο υ ν  ένα  κ λ εισ τό  σύστη μ α  με μ έσες  
ενέργειες Ε , κ α ι Ε 2 α ν τ ίσ τ ο ιχ α  (Σ χ. 2 .3 ) η σ υ νο λ ικ ή  ενέρ γεια  το υ  κ λ εισ το ύ  

συστήματος θα είνα ι Ε  =  Ej +  Ε 2 . Α ν  το  σύστημα βρίσκεται σε θερμοδυνα μική

ισορροπία  α π ο  το ν  2 ο  θερμοδυνα μικ ό  ν ό μ ο  η ολική εντρ ο π ία
S = S 1(E ,)  +  S2 (E2), (2 .16)

π α ίρ νει την μεγίστη τιμή. 

Επομένως:
9S 9S , +

9S2 dE2 

9Ea dE ,

9S. 9S'
= 0, (2 .17)

9E, 9E, 9Ea dE, a e , 9E2 
όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι dE, = -  dE2που προκύπτει απο την dE 
= dE, + dE2 = Ο αφού η Ε είναι σταθερή. Επομένως με τον ορισμό της

θ ερ μ οκ ρ α σ ία ς (2 .15 ) α π ο  τη ν (2 .1 7 ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι π ω ς  στη ν θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  
ισ ο ρ ρ ο π ία  δύ ο  υ π ο σ υ σ τη μ ά τω ν ισ χύ ει Τ , =  Τ2. Α ν  όμ ω ς θεω ρήσουμε ο τ ι το

σύστημα δ εν  έχει φ θ ά σ ει στη ν κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  η π α ρ ά γ ω γο ς  dS/dt θα  

είνα ι απαραίτητα  θετική
dS /9S , 9S2 χ dE, ·̂Τ2 T i\d E i
dt “ V ) F  . “  3fV

1 /T2 -Τ , λ dE,
- ( - ^ 0  V > ° (2 .18)

N)E, 9E2y dt '  T , T2

και η ανισότητα  δηλώ νει μ εταφ ορά  ενέρ γεια ς  α π ο  το  υποσύ στη μ α  υψ ηλότερης  
θερμοκρασίας σε α υτό  με τη χαμηλότερη  θερμοκρασία . Σ υγκεκριμένα , ό τα ν  Τ , 

> Τ 2 η π αρένθεση  (Τ2 -  Τ , )/ Τ , Τ 2 στην εξ. (2 .18) ε ίνα ι αρνητική ά ρ α  κ α ι ο  

ό ρ ο ς  d E ,/ dt α ρνη τικός, ώ στε το  υπ οσύ στη μ α  " 1" χ ά ν ε ι ενέργεια . Ό τ α ν  Τ , <  Τ 2 

τότε η (Τ2 -  Τ , )/ Τ , Τ2 ε ίν α ι θετική κ α ι ο  ό ρ ο ς  d E ,/ dt α να γκ α σ τικ ά  θετικ ός,

ά ρ α  το υ π οσ ύ σ τη μ α  "1" π α ίρ ν ε ι  ενέρ γεια . Τ α π α ρ α π ά ν ω  ε ίν α ι βεβα ίω ς τα  

α να μ ενόμ ενα  σ ύμ φ ω να  με τ ο ν  2 ο  θερμ οδυ να μ ικ ό  νό μ ο .

Α π ο  τα  α ξ ιώ μ α τ α  π ο υ  ε ίδ α μ ε π α ρ α π ά ν ω  ν α  δ ια τ υ π ώ ν ο ν τ α ι γ ια  

α π ο μ ο νω μ ένα  (κλειστά) συστήματα οδη γούμ εθα  π ά λ ι στους βα σικ ούς ν ό μ ο υ ς  

της θερμοδυναμικής: Ο  1ος θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ό ς  ν ό μ ο ς  δηλώ νει π ω ς  η ενέργεια
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δ ια τη ρ είτα ι σε ένα  κ λ ε ισ τ ό  σ ύ σ τη μ α  ενώ  ο  2 ο ς  α ν α φ έ ρ ε ι π ω ς  κατά  την  

π ρ ο σ έγγ ισ η  σ τη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  η ε ν τ ρ ο π ία  α υ ξ ά ν ε ι ενω  σ τη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίνα ι  

μέγιστη. Με τ ο ν  3ο  ν ό μ ο  γ ίν ε τ α ι η δήλιυση π ω ς η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ  δ εν  είνα ι  

π ο τέ  αρνητική ή ό τ ι S (T =0)=0. Ε ά ν  η θερ μ οκ ρ α σ ία  ή τα ν αρνητική η εντροπ ία  

θα  α υ ξ ά ν ο ν τ α ν  μ ό νο  εα ν  τα  μέρη ενό ς  κ λειστού  συστή μ ατος α π ο μ α κ ρ ύ νο ντα ν  

το  ένα  α π ο  το  ά λ λ ο  α υ ξ ά ν ο ν τ α ς  την κινητική ενέρ γεια  κ α ι έτσι το  σύστημα θα  

ήταν εκτός ισ ορ ροπ ία ς.

Ε ά ν όμ ω ς το  σύστημα  δ εν  ε ίνα ι κ λειστό , α λλά  μ π ο ρ εί ν α  προσφ έρετα ι σε 

α υ τό  α φ ειδώ ς ενέρ γεια  α π ο  το  εξω τερικό π ερ ιβ ά λ λ ο ν , π .χ . η καθαρίστρια  π ο υ  

τ α κ τ ο π ο ιε ί τ ο  γ ρ α φ ε ίο  μ α ς  ή τη ν α ίθ ο υ σ α  δ ιδ α σ κ α λ ία ς , τό τε  η εντ ρ ο π ία  

μ ειώ νετα ι. Θ α π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ο υ ς  δ υ ο  τ ρ ό π ο υ ς  με τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς  δ ίνετα ι η 

ενέρ γεια  α π ο  το  π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν . Ο  π ιό  σ υ νη θ ισ μ ένο ς  ε ίν α ι ο  σ υ νεχή ς τρ ό π ο ς , 

ό π ω ς  στην π ερ ίπ τω σ η  τ ο υ  "ψ ησίματος ε ν ό ς  καφέ", ό π ο υ  α υ ξ ά ν ο υ μ ε  την  

ενέρ γεια  του  νερ ο ύ  (με τ ο ν  κ α φ έ μ α ζί) κατά  α π ειρ ο σ τά  π ο σ ά  dE δ ίν ο ντά ς  τα  

α π ό  το  η λεκ τρ ικ ό  μ ά τι. Σ το  "αργό ψ ήσιμο" , με δ ια τή ρη ση  της θερμικ ής  

ισ ορ ρ οπ ία ς σε ό λ α  τα  χ ρ ο ν ικ ά  στάδια , η εντρ ο π ία  α υ ξ ά ν ε ι α ντίσ το ιχα  κατά το  

π ο σ ό  dS=dE/T. Η δ ια δ ικ α σ ία  αυτή λέγεται ο ιονεί-σ τα τικ ή  ή ψ ευδοστατική και

είνα ι πλήρω ς α ντιστρεπτή  εφ' ό σ ο ν  δεν υ π ά ρ χ ο υ ν  φ α ιν ό μ εν α  υστέρησης.

Α ν τ ίθ ε τ α , ό μ ω ς  α ν  τ ο  "ψ ήσιμο τ ο υ  καφέ" γ ίν ε ι  α π ό τ ο μ α  τό τε  

α να π τύ σ σ ο ντα ι ισ χυ ρ ά  ρ εύ μ α τα  στο νερ ό  κ α ι το  dS ε ίν α ι μεγαλύτερο  α π ό  το  

dE/Γ  στην κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Ε ν  γ ένε ι ισ χύ ει η α νισ ο ισ ό τη τα  dS>dE/T ή 
dE<T dS κα ι επειδή η Τ  ε ίν α ι θετική α π ό  το ν  2 ο  νό μ ο  π ρ ο κ ύ π τει ότι dE<0 στην 

π ροσ έγγισ η  π ρ ο ς  τη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  γ ια  σταθερή S ό π ο υ  dS=0. Τ ο σ υμ πέρα σμ α  

ε ίν α ι ε π ο μ έν ω ς  ό τ ι  η τιμ ή  της εσ ω τερ ικ ή ς εν έ ρ γ ε ια ς  Ε  ε ν ό ς  κ λεισ το ύ  

συστήματος στην κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π α ίρ ν ε ι τη ν ελά χιστη  τιμή της γ ια  

σταθερή S. Α ντίθ ετα  η S α υ ξ ά ν ε ι στην π ροσ έγγισ η  π ρ ο ς  τη ισ ορ ρ οπ ία , ό π ο υ  
λα μ βά νει την μέγιστη τιμή της γ ια  σταθερή Ε, α φ ο ύ  dE =0 κα ι επ ομ ένω ς dS>0.

Σ ε ένα  σύστημα π ο υ  ε ίν α ι σε επαφ ή  με το  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  θερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ  δεν  

διατηρούνται ούτε η S ούτε η Ε α λλά  η ελεύθερη ενέργεια
F = E -T S . (2.19)

Α π ο  την δ ια φ όρ ισ η  της (2 .19 ) έχου μ ε d F = d E - d(TS) =  d E -T d S -S d T  < T d S -  

T dS-SdT  = -S d T . Ά ρα  στην π ροσ έγγισ η  π ρ ο ς  την ισ ο ρ ρ ο π ία  η F για  σταθερή Τ  

(dT=0) π α ίρ νει την ελάχιστη  τιμή της α φ ο ύ  dF<0.

Η εξ. (2 .19) ε ίνα ι ένα ς  μ ετα σ χη μ α τισ μ ός Legendre α π ο  την E(S) στην  

F (T ) ό π ο υ  T = d E /d S . Ε μ ε ίς  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ ο υ ς  ο λ ο κ λ η ρ ω τ ικ ο ύ ς
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μ ετ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς , π .χ .  τ ο υ ς  F ou rier κ α ι  L a p la ce , τ ι ε ίν α ι  ό μ ω ς  ο  

μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό ς  L egend re; Π ε ρ ιλ η π τ ικ ά  δ ίν ο υ μ ε  εδώ  τ ις  α ρ χ έ ς  τ ο υ  
μ ετα σ χη μ μ τισ μ ο ύ  L egen d re  α π ο  μ ια  σ υ ν ά ρ τ η σ η  y = y (x )  με π α ρ ά γ ω γ ο  

p = d y(x)/d x  σε κ ά θε σ η μ είο  x . Η y (x ) μ π ο ρ ε ί  ν α  μ ετα σ χη μ α τισ τε ί κ α τά  

Legendre στην φ = φ (ρ ) ό π ο υ  στη ν νέα  συνάρτηση φ (ρ ) α ντ ί της x έχουμ ε σ α ν

μεταβλητή την ρ. Α π ό  το  σ χή μ α  2 .4  ο ρ ίζ ο ν τ α ι α μ έσ ω ς α ν τ ί τω ν  x ,y  ο ι ν έες  

παράμετροι p π ο υ  ε ίνα ι η π α ρ ά γω γο ς  της y  σε κάθε σημείο κα ι το σημείο τομής  

φ του  ά ξ ο ν α  y, α ντ ίσ το ιχα . Π ρ έπ ει ν α  επ ισ η μ α νθ εί π ω ς  ο ι ν εές  μεταβλητές p  

κ α ι φ  κ α θ ο ρ ίζ ο υ ν  π λ ή ρ ω ς  τη ν  α ρ χικ ή  κ α μ π ύ λ η , π ε ρ ιέ χ ο ν τ α ς  ό λ η  τη ν  

πληροφ ορία  π ο υ  έχου ν  ο ι x  κα ι y. Α π ο  το Σ χ. 2.4 π ρ οκ ύ π τει ό τ ι

D - ^ - t a n e  =
dx x - a

άρα cp(p)=y—p x, =  -  χ . (2.20)

Σχ. 2.4. Γραφική παράσταση του μετασχηματισμού Legendre (εξ. 2.20)

Σ ύμ φ ω να  με τα  π α ρ α π ά ν ω  ε ίνα ι εύκ ολο  ν α  δειχθ εί ό τ ι ο  μ ετα σ χη μ α τισ μ ός  

L egendre τη ς φ (ρ )  ε ίν α ι  π ά λ ι  η y (x ) . Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  ό τ ι  η 

μετασχηματισμένη κ α τα  Legendre συνάρτηση φ (ρ) δ ίν ε ι την ίδ ια  π λ η ρ ο φ ο ρ ία  

με την αρχική  y(x ) α λ λ ά  ω ς συνάρτηση π λ έ ο ν  μ ιά ς ά λλη ς μεταβλητής p π ο υ  

είνα ι η π α ρ ά γω γος της αρχική ς (dy(x)/dx).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α : α ν  y(x) = l + x 2 τότε  ρ (χ )= 2 χ  κ α ι ο  μ ετα σ χη μ α τισ μ ός Legendre 

είνα ι φ ( ρ ) = 1 -  ρ2/4.
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Β i

2. 6 Θεοιιοδυναμιχή στην ισορροπία  

2.6.1 Θερμοδυναμικές μεταβλητές
Έ ν α  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  σ ύ σ τη μ α (Σ χ . 2 .5 )  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι α π ο  ένα  σ ύ ν ο λ ο  

σ τ ο ιχ ε ιω δ ώ ν  σ ω μ α τ ιδ ίω ν  π ο υ  ε ίν α ι  σ τ α τ ισ τ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  α π ο  το  

π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν . Τ α  τ ο ιχ ώ μ α τ α  ε ίν α ι α δ ια β α τ ικ ά  ή σε θερμικ ή  επ α φ ή  με το  

π ερ ιβ ά λ λ ο ν , κ α ι η ενέρ γεια  π ο υ  π α ίρ ν ε ι το  σύστημα δ ίνετα ι υ π ο  την μορφή  

μ η χα νικ ο ύ  έρ γο υ  (W ) ή θερμότητας (Q ). Ο ι π οσ ότη τες  π ο υ  π ερ ιγ ρ ά φ ο υ ν  τις  

μ α κ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  ε ν ό ς  σ υ σ τή μ α τος λ έ γ ο ν τ α ι θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ές  π οσ ότη τες  ή 

μεταβλητές. Ω ρ ισ μ ένες  α π ο  α υτές έχ ο υ ν  κα ι κ α θ α ρ ά  μηχανική ένν ο ια  όπ ω ς ο ι  

Ρ, V, Ν , ενώ  ά λ λ ες , ό π ω ς  ο ι  S καιΤ  μ ό νο  στατιστική ένν ο ια . Η θερμοδυναμική  

α σ χ ο λ ε ίτ α ι με τ ις  σ χέσ εις  μ ετα ξύ  τω ν  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ώ ν  π ο σ ο τή τω ν ο ι ο π ο ίες  

π α ρ ο υ σ ιά ζο υ ν  αμελητέες α π οκ λ ίσ εις  α π ο  τις στατιστικές μέσες τιμές τους.

Σχ. 2.5. Θερμοδυναμικό σύστημα και το περιβάλλον.

Σ την κατάσταση  ολική ς θερμ οδυ να μ ικ ή ς ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ο ι θερμοδυναμικές  

μεταβλητές δ εν  μ ετα β ά λλοντα ι με τ ο ν  χ ρ ό ν ο  σε σταθερές εξω τερικές συνθήκες. 

Θ α ε ν τ ο π ίσ ο υ μ ε , λ ο ιπ ό ν ,  το  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν  μ α ς  π ρ ώ τ α  σ τη ν ε ν έρ γ ε ια  Ε  

εκ φ ρ ά ζοντά ς τη ν ω ς συνάρτηση τω ν  τρ ιώ ν "φ υσιολογικώ ν μεταβλητών" S, V

και Ν. Έ χο υ μ ε  δει π α ρ α π ά νω  την θερμοδυναμική  σχέση (2.15) α π ο  την ο π ο ία  
με την α ντίσ τρ οφ η  μορφ ή της π ρ ο κ ύ π τει η (i) (3E/3S)VN=T.



39

Σχ. 2.6. Με to  έμβολο γίνεται μηχανικό έργο -PdV στο σύστημα όγκου V.

Α ν  τώ ρ α  επ ιδ ιώ ξ ο υ μ ε  με τη ν  α ρ γή  κ ίνη σ η  ε ν ό ς  εμ β ό λ ο υ  δ ια τ ο μ ή ς  

εμβαδού Α  (Σ χ. 2 .6 ) στο  σ τό μ ιο  ε ν ό ς  κ υ λ ιν δ ρ ικ ο ύ  δ ο χ ε ίο υ  με π ίεση  Ρ ν α  το  

μετακινήσουμε κ ατά  μήκος dx (ό π ω ς σε μ ια  α ν τ λ ία ) κ ά νο υ μ ε  μ η χα νικ ό  έρ γο  
στο σύστημα d E = P A d x= -P d V , ό π ο υ  dV ε ίν α ι η α λλα γή  ό γκ ο υ . Η σχέση  π ο υ  

π ρ οκ ύ π τει ε ίνα ι η (ii)  (3 E /3 V )SN = -  Ρ .

Ε πίση ς ο ρ ίζο υ μ ε  α π ο  την σχέση (iii)  (3 E /3 N )SV = μ  την π οσ ότη τα  μ  π ο υ  

α ποκαλείτα ι χημικ ό δυναμ ικ ό . Τ ο  μ  π ρ ο ϋ π ο θ έτε ι ό τ ι ο  α ρ ιθ μ ός τω ν σω μ α τίω ν

Ν του  σ υσ τή μ α τος δ εν  ε ίνα ι π λ έ ο ν  σ τα θ ερ ό ς  α λ λ ά  μ ετα βλη τός, ό π ω ς  α υ τό  
συμ βαίνει σ τ ις  χη μικ ές α ντ ιδ ρ ά σ εις , κ α ι κ α τα  κ ά π ο ιο ν  τρ ό π ο  το  μ  δ ίν ε ι τη ν

ενέργεια  α νά  σω μάτιο . Ε φ ο δ ια σ μ ένο ι, λ ο ιπ ό ν , με τ ις  τρ εις  σχέσ εις (ϊ), (ii), κ α ι 

(iii), εφ' ό σ ο ν  το  σύσ τη μ α  ε ίν α ι τ έ τ ο ιο  ώ στε ο ι  τρ ε ις  μ ό ν ο  π ο σ ό τ η τ ε ς , 

(" φ υσιολογικές μεταβλη τές”) ό γ κ ο ς  V , ε ν τ ρ ο π ία  S κ α ι α ρ ιθ μ ό ς  σ ω μ α τίω ν Ν  

καθορίζουν πλήρω ς την κατάσταση ισ ορ ρ οπ ία ς μ πορούμ ε ν α  υπ ολογίσ ουμ ε την  

θερμοκρασία, την π ίεση και το χημικό δυναμ ικ ό .

Ο ι θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ές  μεταβλητές S, V  κα ι Ν λ έγ ο ντα ι εκτατικές, γ ια τ ί  
α υ ξ ά ν ο υ ν  κ ατά  γρ α μ μ ικ ό  τρ ό π ο  με το  μ έγεθος το υ  συστήματος. Α ντ ίθ ετα  ο ι

μεταβλητές Τ , Ρ κ α ι μ ε ίνα ι α νεξά ρ τη τες το υ  μ εγέθου ς το υ  συστή μ ατος κ α ι 

λ έγ ο ντ α ι εντα τ ικ ές  μ εταβλητές. Ο ι π ρ ώ τ ες  ε ίν α ι α ν ά λ ο γ ε ς  το υ  Ν ενώ  ο ι  

δεύτερες ό χ ι. Θ ερμ οδυνα μ ικ ές μεταβλητές π ο υ  ε ίνα ι α νά λ ο γ ες  του  Ν α λ λ ά  σε  

μια δύναμ η  μεταξύ του  0 κα ι 1 δεν  ε ίνα ι ού τε  εκτατικές ούτε εντατικές α λ λ ά  

μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ές  (fractal). Γ ια  τα  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά  θα  μ ιλή σ ου μ ε σ το  

Π αράρτημα Γ(ο σ υγγρα φ έα ς έχει σ υνεισφ έρει ερευνητικά σε αυτό  το θέμα).

2 .6 .2  Θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ έ ς  σ χ έ σ ε ις
Α π ο  τη ν εσω τερική  εν έρ γ ε ια  E = E (S ,V ,N ), π ο υ  τη ν  θ εω ρ ο ύ μ ε  ω ς  

συνάρτηση  τω ν  τρ ιώ ν  εκ τατικ ώ ν μ ετα βλη τώ ν S, V κ α ι Ν, επ ιτρ έπ ετα ι ν α
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λά β ο υ μ ε το  ο λ ικ ό  δ ια φ ο ρ ικ ό  π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  την κ α ι ω ς  π ρ ο ς  τ ις  τρ εις  

μεταβλητές σ ύ μ φ ω να  με τις  (i), (ii), (iii) π α ρ α π ά νω , ώστε
dE =  TdS -  PdV + μιΙΝ. (2 .21)

Σ την εξ. (2 .21 ) μ π ο ρ ε ί ν α  συμ περιλη φ Ο ούν κ α ι ά λ λ α  ζεύγη  μεταβλητώ ν αρκεί 

το  γ ιν ό μ ε ν ό  τ ο υ ς  ν α  δ ίν ε ι την ενέργεια . Τ έτο ια  ζεύγη  είνα ι η ταχύτητα ν* κα ι η
—  ̂ __y —> —►

ορμή ρ , η γω νια κ ή  ταχύτητα  ω και η στροφ ορμ ή  L , το  ηλεκτρικό πεδ ίο  Ε και η 
—̂  ̂ ^

π όλω σ η  Ρ , το  μ α γνη τικ ό  π ε δ ίο  Β κ α ι η μ α γνή τισ η  Μ , η ηλεκτρεγερτική

δύναμη ε  κ α ι το  ηλεκτρικό φ ορ τίο  μ ια ς μ πα τα ρ ία ς Ζ, κ .λ .π ., ώστε:

dE =  TdS -  PdV + μdN + ν  dp +oTdL + E dP + B dM + 8 dZ +.... (2.22)

Στα π ο λ υ α τ ο μ ικ ά  α έρ ια  ό π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  π ερ ισ σ ό τερ α  α π ο  ένα  είδη σω ματίω ν

ο  ό ρ ο ς  μάΝ α ντικ α θίστα τα ι α π ο  το  ά θ ρο ισ μ α  ^ μ ίάΝί , ό π ο υ  μί ε ίνα ι το  χημικό
i

δυναμ ικ ό  τω ν σω μ ατίω ν τύ π ου  ΐ.

Ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς  εν έ ρ γ ε ια ς  π ο υ  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  σ τη ν εξ . (2 .2 2 ) ε ίν α ι η 
ενέρ γεια  σ υ μ π ίεσ η ς  ( -  PdV ), η χημική  ενέρ γ ε ια  (pdN ), η κ ινητική  ενέρ γεια  

(vdp α φ ο ύ  η π α ρ ά γ ω γο ς  της κ ινητικής ενέρ γεια ς  ε ίνα ι d(p2/2m )=(p/m )dv=vdp), 

η π ερισ τροφ ικ ή  ενέργεια  (o?dL ), η ηλεκτρική ενέρ γεια  ( E d P  κ α ι η μαγνητική  

ενέρ γεια  (B d M  ), κ .λ .π . Α π ο μ έ ν ε ι β εβ α ίω ς ν α  ο ρ ισ θ εί κ α ι ο  ό ρ ο ς  TdS π ο υ  

ε ίν α ι  μ ια  ε ν έ ρ γ ε ια  π ο υ  δ ε ν  ε ν τ ά σ σ ε τ α ι σ τ ις  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ε ς  μ ο ρ φ ές . 

Ε π α ν ε ρ χ ό μ ε ν ο ι  σ το  "ψήσιμο το υ  καφέ" π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  π ω ς  δ εν  α λ λ ά ζ ο υ ν  

σημαντικά π ρ ιν  το  σημείο βρασμού ο ι  V , Ν, p \  L , Ρ , ... κ α ι η ενέρ γεια  δ ίνετα ι, 
π ρ ο φ α ν ώ ς , μ ό ν ο  υ π ο  τη ν μ ο ρ φ ή ν  θ ερ μ ό τη τα ς  (=TdS). Ά ρ α  TdS ε ίν α ι ένα

α π ειρ οσ τικ ό  π ο σ ό  θερμότητας π ο υ  δ ίνετα ι σ το  σύστημα. Ο ι σχέσ εις  (2 .21) και 

(2 .2 2 ) α ν α π α ρ ισ τ ο ύ ν  σ ε  μ ια  ω ρ ισ μ έ ν η  α π ε ιρ ο σ τ ικ ή  μ ο ρ φ ή  τ ο ν  Ιο  

θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  ν ό μ ο  κ α ι δ η λ ώ ν ο υ ν  τη ν  α ρ χή  δ ια τή ρη ση ς της ενέρ γεια ς . 

Ε π ιπ λ έ ο ν  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι η εξ. (2 .2 2 ) α π ο τ ε λ ε ίτ α ι α π ο  γ ιν ό μ ε ν α  μ ια ς  

εντατικής (α νεξά ρτη τη ς του  μ εγέθους το υ  συστή μ ατος) κα ι το  δ ια φ ορ ικ ό  μ ιας  

εκτατικής μεταβλητής (π ου  είνα ι α νά λογη  του  μεγέθους του  συστήματος).

Α ρ χ ίζ ο ν τ α ς  α π ο  τη ν εν έρ γ ε ια  ε π ιτ υ γ χ ά ν ο υ μ ε  με μ ετα σ χη μ α τισ μ ο ύ ς  

Legendre την κατασκευή π ο λ λ ώ ν  ά λ λ ω ν  θ ερ μ οδυ να μ ικ ώ ν ποσοτή τω ν. Α π ο  την 

E(S,V ,N) οδη γούμ εθα  στην ελεύθερη ενέρ γεια  F(T,V,N) με τ ο ν  μετασχηματισμό  
Legendre F = E -T S , α φ ο ύ  λά βουμ ε υ π ’ ό ψ ιν  τη ν σχέση (ϊ) π α ρ α π ά νω , οπ ότε το

α ντίσ το ιχο  δ ια φ ορ ικ ό  γ ίνετα ι
dF = -S d T  -  PdV + μdN. (2 .23)
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Ο ι "φ υσιολογικές μεταβλητές" της νέα ς  συνά ρτη ση ς α ν τ ί τω ν S, V κα ι Ν ε ίνα ι  

ο ι Τ, V  και Ν  και π α ρ α τη ρ ού μ ε π ω ς  α ντ ί της εντ ρ ο π ία ς  S π ο υ  υπήρχε στην Ε  η 

νέα  μεταβλητή ε ίν α ι η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ. Η  ελεύθερη  εν έρ γ ε ια  F π ρ ο κ ύ π τ ε ι  

επομένω ς ό τα ν  επ ιθυμ ού μ ε ν α  εκφραστεί η ενέργεια  σ α ν  συνάρτηση της Τ  α ντ ί  

της S. Θ α μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  επ ίσ η ς με τη ν  β οή θ εια  τ ο υ  α π λ ο ύ  α π ο τ ελ έσ μ α τ ο ς  
d(TS)=TdS+SdT κ α ι T dS=d(T S)-SdT  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  την d E = T d S - P d \^ d N  ω ς  

d E = d (T S )-S d T -P d \^ d N  α π ο  τη ν ο π ο ία  π ρ ο κ ύ π τει ακόμη ευκολώ τερα  η(2.23) 

α φ ού dF =d(E -T S )=-SdT -P dV 4^ dN . Α π ο  την (2 .23) π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ισ χέσ εις

.aFx ,aFx ,d¥.
- P - ( 3 v ) t N xcu μ - (·0Ν Tv ' (2 .24)

Είτε με το  ίδιο κ ό λ π ο  (α ντ ί της V  την Ρ κ α ι d(V P)=V dP+PdV , κ .λ ,π .) είτε  

με το ν  μετασχηματισμό Legendre π ρ ο κ ύ π τει α π ο  τη ν  Ε  η ενθ α λ π ία  H = E + P V  

(αφ ού α π ο  την (ϋ) - Ρ  =  (0 E /0 V )SN), με δ ια φ ο ρ ικ ό

dH = Τ  dS +VdP +  μ(1Ν, (2.25)

και με "φ υσιολογικές μεταβλητές" τ ις  S, Ρ κ α ι Ν. Σ ε σταθερή π ίεση  κ α ι α ρ ιθμό  

σω ματίω ν ο ι ιδιότητες της Η  ε ίνα ι ίδ ιες με α υ τές  της Ε σε σ τα θερό  ό γκ ο  κ α ι 

αριθμό σω ματίω ν ενω  α π ο  την (2.25) π ρ ο κ ύ π το υ ν  ο ι νέες  σχέσεις

Τ _  0S ΡΝ’ V _  0Ρ snHCU μ - ^3Ν s p ' (226)

Π ά λ ι α π ο  την εσω τερική  ενέρ γεια  Ε κ α ι α φ ο ύ  λά β ο υ μ ε  υπ' ο ψ ιν  ό τ ι  
T = ( 3 E /0 S )v n  κ α ι - P = ( 3 E / 3 V ) s n  με δ ιπ λ ό  μ ετ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  L egend re

π ρ ο κ ύ π τει η σχέση γ ια  την ελεύθερη  ενέρ γεια  το υ  Gibbs: G = E -T S + P V . Ά ρ α

και η
dG = -S d T +V d P + μdN, (2.27)

με "φυσιολογικές" μεταβλητές της νέα ς  συνάρτησης τ ις  Τ , Ρ και Ν απ' όπ ο υ
„ ^G s , r ,0Gx .0Gx

- S - ( g T )p N ’ V “  ^ p ' T N  κ α ι ·̂0ν ^ΤΡ· (228)

Σε α ντισ το ιχ ία  με τα  Ε , F, Η κ α ι G ο ι α ντ ίσ το ιχο ι τέσ σ ερις  μετασχηματισμούς  
Legendre δ ίν ο υ ν  τα  4 θερ μ οδυ να μ ικ ά  δυναμικά: το  Ε -μ Ν , το μ εγα λοκ α νονικ ό  

δυναμικό Ω=Ε -  TS -  μΝ , το  Ε  +PV  -  μΝ και το  Ε -  TS + P V -  μΝ.

Α π ο  τις (i), (ii), (ii) το υ  Κεφ. 2.6.1 κ α ι τ ις  εξισ ώ σ εις  (2 .24), (2.26), (2 .28) 

ότα ν το Ν  είνα ι σταθερό π α ίρ νο υ μ ε  με μερική παρα γώ γιση  και στα δύο μέλη (ή 

με χρήση της μαθηματικής σχέσης M axw ell (3), εξ. (2 .33) του  επ ομ ένου  Κ εφ. 

2.6.3), τις  τέσσερις θερμοδυναμικές σχέσεις του  M axwell:
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( ϋ )  -
KdVh  "

- A
W v ·

(2.29)

( - ) τ  = W v ·
(2.30)

( — ) τ  = .  
V ' T *· 3T, r ·

(2.31)

V s  ■ ' • 3 s ; p ·
(2.32)

Α φ ο ύ  έχουμε χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ει τ ις  3 μεταβλητές π ο υ  εμ φ α νίζο ντα ι στην εξ  

(2 .21) ο α ρ ιθ μ ός τω ν θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ώ ν δ υ να μ ικ ώ ν π ρ έπ ε ι ν α  ε ίνα ι απαραίτητα  

2 3=8, ενώ  κάθε νέα  μεταβλητή δ ιπ λ α σ ιά ζει α υ τό ν  τ ο ν  α ρ ιθμ ό! Ό τ α ν  ο  αριθμός  

τ ω ν  σ ω μ α τίω ν Ν ε ίν α ι σ τα θ ερ ό ς  τότε ο ι μ ετα βλη τές ε ίν α ι μ ό ν ο  δ ύ ο  κα ι ο  

α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ώ ν  δ υ να μ ικ ώ ν  π ερ ιο ρ ίζετ α ι στα  τέσ σ ερα  πρώ τα. 

Ε ίν α ι π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι δ ε ν  ε ίν α ι σ κ όπ ιμ η  η α π ο μ νη μ ό νευ σ η  τω ν  σ χέσ εω ν π ο υ  

δώ σ αμ ε (ό λ α  όμ ω ς μ π ο ρ ε ί ν α  τα  π ερ ιμ ένε ι κ α ν ε ίς  α π ο  το υ ς  "παπαγάλους"  

φ οιτητές, α να ρ ω τιέμ α ι όμ ω ς α ν  χω ρ ίς  π α π α γ α λ ία  π ε ρ ν ιο ύ ν τ α ι ο ι πανελλή νιες  

εξετά σεις). Α ρ χ ίζο ν τ α ς  α π ο  τη ν ενέρ γεια  κ α ι τ ις  εκτατικές μεταβλητές της με 

τ ο υ ς  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ο ύ ς  L egen d re ό λ ε ς  ο ι  π α ρ α π ά ν ω  σ χ έ σ ε ις  εξ ά γ ο ν τ α ι  

σχετικά  εύκολα.

Α σκηση: Ν α  δ ε ιχ θ ο ύ ν  ο ι  (i) G =N  μ κ α ι ( i i )Q = -P V .

Λ ύση: (ί)Α π ό  την σχέση (2 .28 ) γ ια  την ελεύθερη ενέρ γεια  το υ  Gibbs G(P,T,N)

'ΘΝ'

μεταβλητή G=N<5(P,T). Α π ο  τ ις  σχέσεις α υτές π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι μ=Φ (Ρ,Τ), άρα  

G =N  μ.

/dGx
έχο υ μ ε γ ια  το  χη μ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  μ = ( — ) ΤΡ κ α ι επ ειδ ή  η G ε ίν α ι εκτατική

(Η )Ε ίνα ι χρ ή σ ιμ ο  ν α  έχ ο υ μ ε  το  μ σ α ν  α νεξά ρ τη τη  μεταβλητή. Α υτό  

ε π ιτ υ γ χ ά ν ε τ α ι με τ ο ν  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό  L egen d re σ το  μ ε γ α λ ο κ α ν ο ν ικ ό  
δ υ ν α μ ικ ό  Ω = Ε  -  TS -  μ Ν , με το  Ω σ υ νά ρ τη σ η  τ ω ν  " φ υ σ ιο λ ο γ ικ ώ ν

μεταβλητών" μ, V κα ι Τ. Έ χο υ μ ε  επ ομένω ς
Ω =Ε  -  TS -  μΝ =F -  G =E  -  T S -(E -T S + P V )= -P V .
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2.6.3 Μερικά χρήσιμα μαθηματικά αποτελέσματα
Μ ε μαθηματικές τεχνικ ές  δ ια φ ό ρ ισ η ς  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  α π ο δ ε ιχ θ ο ύ ν  ο ι

(α ντίσ τρ οφ ο  θεώ ρημα) (2 .33)

εξής έξι σχέσεις:

<1> ( ' V  , 13y  2 ,3yv

V x

( 2 )
a ,  a  ( s z } 
V 1 V x 3xJr

( 3 )
/ 3 \  8w  / 8 \  8w  

3x y 3y  ^3y^x 3x

( 4 )
/'3x\ x 3x  \  x8w \

V z =  W z ^ a / z

( 5 )
/8w v x3w>. x3 w 

( ^ ) x =  ( ^ ) z  +  ( ^

(σχέση M axwell) (2 .35)

( α λυ σ ίδ α ς π α ρ α γω γίσεω ν)(2 .36)

( χω ρίς ό νο μ α ) (2 .37)

και ο ι σχέσεις μεταξύ τω ν Ιακ ω βιανώ ν (ορ ίζουσ ες του  Jacobi: 
8(υ ,ν) 1 8(u)/3(x) 3(u)/3(y) 1 1 8(u) 3 (ν) θ(υ) 8 (ν )

( 6 )

3(x,y) I 8 (v )/8 (x )8 (v )/3 (y )l | 8 (χ ) 8(y) 8(y) 3 (χ )

8(u,v) 3 (u ,v) 3 (w ,z) 8(w ,x) 3 (s ,t) 8(w ,x) 8 (s,t)

8(x ,y) 8(w ,z) 3 (x ,y ) · 3 (y ,z) 3(u,v) 3(u ,v) 8 (y ,z )’

(2.38)8(x,z) ,8x>, 8 (z ,x )

8 ( y ,z ) “  8 y 'z _ 8(z,y)

Ο ι α π ο δ είξε ις  τω ν π α ρ α π ά ν ω  ε ίν α ι σχετικά  εύκ ολες, π .χ . α ν  γρ ά ψ ου μ ε  
τις μεταβλητές x, y  κα ι z  ώ στε z= z(x ,y ) κ α ι x = x (y ,z ), με δ ια φ ό ρ ισ η  α υ τώ ν  

έχουμ ε τ ις  d z=(8z/ 3 x )y dx +  (3 z /8 y )x dy κ α ι dx=(8x/ 3 y )z dy +  (3 x / 3 z )y dz o i  

ο π ο ίε ς  ισ χ ύ ο υ ν  ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  ζ ε ύ γ ο ς  μ ετα β λη τώ ν κ ι α ν  ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  ω ς  

α νεξά ρ τη το . Α ν  α ντ ικ α τα σ τ ή σ ο υ μ ε  α π ο  την δεύτερη  τ ο  dx σ τη ν  π ρώ τη  

α π οδ εικ νύοντα ι ο ι (1) κα ι (2). Η (5) α ποδ εικ νύετα ι α π ό  την αντικατάσταση της 

dz με z= z (x ,y ) στην dw α π ό  τη ν  w = w (y ,z ). Σ η μειώ νετα ι ό τ ι  ο ι  π α ρ α π ά ν ω  

σχέσεις ισ χύ ο υ ν  κα ι γ ια  κυκλική εναλλαγή  τω ν μεταβλητών.
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2.6.4 Άλλες θερμοδυναμικές ποσότητες με φυσικό ενδιαφέρον
Η θ ερ μ οχω ρ η τικ ότη τα  C ο ρ ίζετ α ι ω ς ο  λ ό γ ο ς  της θερμότη τας dQ, π ο υ  

α π α ιτείτα ι γ ια  ν α  α υξη θεί η θερ μ οκ ρ α σ ία  του  σώ ματος κατά  dT, δ ια  το  dT. Ο

λ ό γ ο ς  α υ τ ό ς  εξα ρ τά τα ι α π ό  τ ις  σ υ νθ ή κ ες σ τ ις  ο π ο ίε ς  λ α μ β ά ν ει χ ώ ρ α ν  η 
θέρμανση  και συνήθω ς δ ια κ ρ ίνο υ μ ε  τις  π ερ ιπ τώ σ εις  σταθερού όγκ ου  (Cv ) και

σ τα θ ερ ή ς π ίεσ η ς  (C p). Η  θ ερ μ ο χω ρ η τ ικ ό τη τα  α φ ο ρ ά  θ ερ μ ότη τα  κ α ι ό χ ι

ενέρ γεια  κ α ι α π ο  την βασική  σχέση  π ο υ  εκ φ ρ ά ζει τ ο ν  π ρ ώ το  ν ό μ ο  (εξ. 2 .21) 
π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι dQ =TdS. Ό τ α ν  η μεταβολή  της εν τ ρ ο π ία ς  dS αναφέρ'εται σε

μεταβολές μεταξύ καταστάσεω ν ολική ς θερμοδυναμικής ισ ορ ροπ ία ς έπεται ότι 

Cv = T ( ^ ) v = ( p ) v  (2.39)

CP -  Τ φ τ  -  (p )p + P  φ ρ ·  (2 40)

Η C p ε ίνα ι ευκ ολώ τερο  ν α  μετρηθεί π ειρ α μ α τικ ά  (γιατί;) ενώ  σε α να λ ο γ ία  με

τις  (2 .39) κ α ι (2.40) ε ίνα ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  ο ρ ισ θ ο ύ ν  κα ι ά λλες θερμοχω ρητικότητες, 

ό π ω ς  ηειδική θερμότη τα  C / m  (α νά  gr) κ α ι η μοριακή θερμότη τα  C / η (α νά  

γρ α μ μ ο μ ό ρ ιο ), ό π ο υ  m ε ίνα ι η μ ά ζα  κ α ι η ο  α ρ ιθ μ ός τω ν m oles, α ντίστοιχα .

Παράδειγμα 1: Για το ιδανικό αέριο μπορεί να αποδειχθεί, μέσω της σχέσης 
PV = Ν kBT, ότι CP-CV= Ν kB. Πράγματι αφού V = Ν kBT/ Ρ τότε 0V/ ΘΤ)Ρ=
Ν  k B/  Ρ. Α ν  α ντικ α τα σ τή σ ου μ ε στη ν (2 .40) έχου μ ε το  ζη το ύ μ ενο , α φ ο ύ  όμ ω ς

λά βουμ ε υπ' ό ψ ιν  ό τ ι στο ιδ α νικ ό  α έρ ιο  (Κ εφ . 2 .4 .1 ) η Ε ε ίνα ι συνάρτηση μ όνο  

της θερμοκρασίας Τ  ( . . .  κ α ι μ ό ν ο ν  αυτής) π ο υ  οδηγεί στην ισότητα μεταξύ τω ν  

μ ερικ ώ ν π α ρ α γώ γω ν της Ε  ω ς π ρ ο ς  Τ  με σταθερό V κ α ι σταθερή Ρ  στις (2.39) 

κ α ι (2.40), α ντίστοιχα .

Ά λ λ ε ς  π ο σ ό τ η τ ες  με μ ε γ ά λ ο  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν  ε ίν α ι  ο ι  σ υ μ π ιεσ τό τη τες  
(ισόθερμη κ -̂ κα ι ισεντροπική  ή ισοβαρής κ5)

κΤ = 

κ5 =

1 ,3V, _ J _
v V-w0T- τ ϊ  .ν  vap

,9V
Bn

- L ( ~ )  ~ ~  V 0 p ^ s "  ’B<

(2.41)

(2 .42)

Α π ό  τις  (2 .41) κα ι (2 .42) ο ρ ίζο ν τ α ι επ ίση ς τα  μέτρα ελαστικότητας (ισόθερμο  
ΒΤ κ α ι ισεντροπ ικ ό  ή ισοβαρές B s), α ντίστοιχα .
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Ε π ίσ η ς  μ εγά λ ο  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν  π α ρ ο υ σ ιά ζ ε ι  κ α ι ο  χ ω ρ ικ ό ς  σ υ ντ ελ εσ τ ή ς  

θερμικής διαστολής

α= ^ φ ρ -  <2·43)

π ο υ  συνδέεται με το ν  α ντίστοιχο  γραμ μ ικ ό  συντελεστή θερμικής δ ια σ τολή ς  

a L =  L ( ^ γ ) ρ ’ (2 44)

με
a  =  3 a L» (2.45 )

α φ ού  V =L3 κα ι (9LV 3T )p= 3 L2 0 L /  ΘΤ)Ρ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2: Γ ια  το  ιδ α ν ικ ό  α έ ρ ιο , μέσω  της σ χέσ η ς P V  =  Ν  k BT  

υ π ολογίζετα ι ότι κΤ =  1/ Ρ. Α φ ο ύ  V  =  Ν  kBT / Ρ κα ι (3V / 3Ρ>ρ= -  Ν  k BT / Ρ2 τότε

με την (2.41) π ροκ ύπτει το ζητούμενο.

Π α ρ ά δ ειγ μ α  3: Π ά λ ι γ ια  το  ιδ α ν ικ ό  α έρ ιο , μέσω  της σ χέσ η ς P V  =  Ν  k BT  

υ π ο λ ο γ ίζετ α ι ό τ ι  a  =  1/ Τ , α φ ο ύ  (9 V / ΘΤ)Ρ= Ν  k B/  Ρ κα ι με χρήση της (2 .43 )

προκύπτει το ζητούμενο.

( - )  - Τ  W / V N -  1 ’ (2 .46)

Ο ι χρήσιμες σχέσεις
/9S\ ι /ΘΕν
W VN = τ ’ ^

π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α π ό  το  α ντ ίσ τρ ο φ ο  θεώ ρημα (η (1) το υ  Κεφ. 2 .6 .3 ), ενώ  α π ό  τη ν  

σχέση α λυσ ίδα ς παρα γω γίσεω ν (η (4) του  ίδ ιου  κεφ αλαίου)

(2 .47)( i ) v = ( ! ) v ( £ ) v  = T ( ! ) v=Cv.0 τ /ν  vas/v var/v * va r
π ο υ  δ ίνει την θερμοχω ρητικότητα σε σταθερό όγκ ο  Cv .

Α π ό  την σχέση (6) με τ ις  Ια κ ω β ια νές  τ ο υ  π ρ ο η γ ο υ μ έν ο υ  κ εφ α λ α ίο υ  
π ρ οκ ύ π τει ό τ ι ο  λ ό γ ο ς  τω ν θερμοχω ρη τικοτήτω ν γ  =  CP /  C v  ισ ού τα ι με τ ο ν

λό γο  Xj- /  κ 5. Η α π όδ ειξη  στηρίζεται σ το υ ς  π α ρ α π ά νω  ο ρ ισ μ ο ύ ς, κ α ι έχει ω ς  

εξής:
c p , as.. / as \

γ= q T = ( ^ ) p / ( ^ )v=
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9(S ,P ) Θ(Τ,Υ)

'd a .P )  3(S ,V ) 

d(S,P) 8 (T ,V )

3(S ,V ) 3(T ,P)

V a v ' s / W T_ -(VXt)-·

(2 .48)

Χ ρήσιμη  ε ίνα ι επ ίση ς η δ ια φ ο ρ ά  C p- C v  = Τ  V α 2/ ^  π ο υ  δ ε ίχνε ι ό τ ι η 

C p -C v  ε ίνα ι θετική κ α ι στην γενική  π ερίπ τω σ η  (για  το ιδα νικ ό  α έρ ιο  δείτε το

Π α ρ ά δ ειγμ α  1 π α ρ α π ά νω ).

2.7 1ος νόμος - ισόθερμη και αδιαβατική αλλαγή ιδανικού αερίου
Ο 1ος ν ό μ ο ς  εκ φ ρ ά ζε ι τη ν α ρ χή  δ ια τή ρη σ η ς της εν έρ γ εια ς  ό π ο υ  η 

θ ερ μ ό τη τα  Q  ε ίν α ι  μ ια  μ ο ρ φ ή  ε ν έ ρ γ ε ια ς . Γ ια  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  μ ετα β ο λ ές  

γράφ ετα ι ω ς

Ε =  W + Q , <2 ·49 )

ό π ο υ  Ε  ε ίνα ι η εσω τερική ενέρ γεια , Q  η θερμότη τα  π ο υ  δ ίνετα ι στο σύστημα  

(ό τα ν Q <0 τότε το  σύστημα δ ίνει θερμότητα  IQI) κ α ι W είνα ι το  μηχανικό έργο  

π ο υ  επίσης δ ίνετα ι στο  σύστημα (ό τ α ν  W <0 τότε το  σύστημα δ ίνει έργο IWI). 

Ε πισ η μ α ίνετα ι το  γ εγ ο ν ό ς  ό τ ι τα  Q  κ α ι W δ εν  ο ρ ίζο ν τ α ι α π ο  μ ό να  το υ ς  ενώ  
α υτό  σ υμ βα ίνει γ ια  το  ά θ ρο ισ μ ά  το υ ς  Ε =  W +Q  π ο υ  ε ίνα ι δ υ να τό ν  ν α  ορισθεί

κ α ι α π ο  μ ό ν ο  του . Α υ τό  δ ια τυ π ώ νετα ι κ α ι διαφ ορετικά: η Ε ε ίνα ι συνάρτηση  

κ ατάσταση ς το υ  σ υσ τή μ ατος (εξα ρ τά τα ι μ ό ν ο  α π ο  τα ά κρα  κ α ι ό χ ι α π ο  το ν  

δρ όμ ο) ενώ  τα  Q κ α ι W δ εν  ε ίνα ι σ υ να ρ τή σ εις  κατάστασης (εξα ρ τώ ντα ι και 

α π ο  το ν  τρ ό π ο  με το ν  ο π ο ίο  γίνετα ι η μεταβολή).

Στην απειροστική  του  μορφή ο  1ος ν ό μ ο ς  γράφ εται

dE =  dW + dQ, (2 ·5 ° )

ό π ο υ  μ όνο  το  dE είνα ι τέλειο  δ ια φ ορ ικ ό  της συνάρτησης κατάστασης Ε ενώ  τα  

dW  κ α ι dQ ε ίν α ι ατελή  δ ια φ ο ρ ικ ά . Έ ν α  τέλ ε ιο  δ ια φ ο ρ ικ ό  (π .χ . το  dE) 

ολοκ λη ρ ώ νετα ι (δηλ. γρ ά φ ετα ι dE =A d x+B dy με (d A /d y )x= (d B /d x )y) ενώ  τα

ατελή δ ια φ ορ ικ ά  dW , dQ  δ εν  ο λ ο κ λ ή ρ ώ νο ντα ι α φ ο ύ  σε αυτά  δεν ε ίνα ι γνω στή  

η δ ια δρ ομ ή . Σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  έρ γο υ  π ο υ  δ ίν ε τ α ι με ο ιο ν εί-σ τα τ ικ ό  τρ ό π ο  

(χω ρίς τριβές) στο σύστημα συμ βαίνει μείωση του  όγκου (συμπίεση: dV <0 και 
dW =-PdV >0). Α ντίθετα  ό τα ν  το σύστημα δ ίνε ι έργο  έχουμε αύξηση του  όγκ ου  

(εκτόνωση: dV >0 κα ι d W = -P d V < 0). Σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  θέρμανσης με το ν  ίδ ιο
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ο ιονεί-σ τα τικ ό  τρ ό π ο  ισ χύει η dQ=TdS. Ε π ο μ ένω ς, α π ο  τα  π α ρ α π ά ν ω  εύ κ ο λ α  

προκύπτει η διατύπω ση της εξ. (2.21) με σταθερό Ν.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1: Ισ ό θ ερ μ η  α λ λ α γ ή  ιδ α ν ικ ο ύ  α ε ρ ίο υ . Τ ο  μ η χ α ν ικ ό  έρ γ ο  

το ο π ο ίο  δ ίνετα ι στο σύστημα σε μ ια  μεταβολή σταθερής θερμοκρασίας Τ  είνα ι

= N k BT ln ^ . (2 .51)

Ό π ο υ  dV/ d P = -N  k BT  /Ρ2 , ενώ  στην συμπίεση  ο  λ ό γ ο ς  P2/Pj είνα ι μεγαλύτερος  

της μ ονά δα ς και ο  λογά ριθ μ ος θετικός. Σ την εκτόνω ση αντίθετα  ο  λ ό γ ο ς  P2/P j

ε ίνα ι μ ικ ρ ό τερ ο ς  της μ ο ν ά δ α ς  κ α ι ο  λ ο γ ά ρ ιθ μ ο ς  α ρ νη τικ ό ς . Σ τη ν δεύτερη  

περίπτω ση το  σύστημα δ ίνει έργο.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2: Α δ ια β α τ ικ ή  α λ λ α γ ή  ιδ α ν ικ ο ύ  α ε ρ ίο υ . Εφ' ό σ ο ν  ε ίν α ι  
αντιστρεπτή  ισ χύει η σχέση Ρ VY =  Ν k B κ α ι το  α ντ ίσ το ιχο  μ η χα νικ ό  έργο το

ο π ο ίο  δ ίνετα ι στο σύστημα σε μ ια  μεταβολή σταθερής εντρ ο π ία ς  S ε ίνα ι

2 2 
W , 2 =  - f p d V = - N k B J ®

1 1 
N k

=  — p  [ V - Y - V ^ - Y ] .  (2 .52)

2 .8  2 ο ς  ν ό μ ο ς  - α π ό δ ο σ η  θ ερ μ ικ ώ ν  μ η χ α ν ώ ν  κ α ι ο κ ύ κ λ ο ς  C a r n o t  

Η  θ ερ μ ο δ υ ν α μ ικ ή  τ ο υ  19ο υ  α ιώ ν α  μ π ό ρ εσ ε  ν α  κ α τ α ν ο ή σ ε ι τη ν  

λ ε ιτ ο υ ρ γ ία  τω ν  θ ερ μ ικ ώ ν  μ η χα νώ ν  π ο υ  μ ετα τρ έπ ο υ ν  την θ ερ μ ό τη τα  σε 

μη χα νικ ό  έργο. Ό σ ο  κ ι α ν  α υτό  ε ίν α ι δ ύ σ κ ο λ ο , α φ ο ύ  η θερμότητα  ε ίνα ι μ ια  

υποβαθμ ισμ ένη  μορφή ενέρ γεια ς (κάτι σ α ν  το  νό μ ισ μ α  τρ ιτοκοσμικ ής χώ ρ α ς)  

η μ ετα τρ οπ ή  σ υ μ β α ίνε ι με τη ν  δ ια φ ο ρ ά  ό τ ι χ ά ν ο υ μ ε  ένα  σ εβ α σ τό  π ο σ ό  

ενέρ γεια ς  σε αυτή (η Τ ρ α π εζα  κ ρ α τά ει ένα  π ο σ ό ) . Η κ α τά  τ ο ν  C lausius 

διατύπω ση το υ  2 ο υ  ν ό μ ο υ  α να φ έρ ει π ω ς  θερμότητα Q  δ εν  μεταφ έρεται π ο τέ  

α π ο  ψ υ χ ρ ό  σε θ ερ μ ό  σώ μ α . Η λ ε ιτ ο υ ρ γ ία  τω ν θ ερ μ ικ ώ ν μ η χα νώ ν  ό μ ω ς
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β α σ ίζετα ι σ τη ν δ ια τύ π ω σ η  του  2 ο υ  ν ό μ ο υ  α π ο  τ ο ν  K elvin  σ ύ μ φ ω να  με την  

ο π ο ία  "δεν υ π ά ρ χ ε ι δ ια δ ικ α σ ία  στην ο π ο ία  ν α  γ ίνετ α ι πλήρης μετατροπή της 

θ ερ μ ό τη τα ς Q  σε μ η χα νικ ό  έρ γο  W". Η δ ια τύ π ω σ η  αυτή ε ίνα ι ο υ σ ια σ τικ ά  

ισ οδύνα μ η  με το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι μ ια  θερμική μηχανή π ο υ  μετατρέπει θερμότητα Q  

σε μ η χα νικ ό  έργο  W έχει π ά ντα  α π όδ οσ η  π ο λ ύ  μικρότερη του  1 0 0 %.

Μ ια  θ ερ μ ικ ή  μ η χα νή  (π .χ . α υτή  π ο υ  μ α ς επ ιτρ έπ ε ι την κ ίνηση  του  

α υ το κ ινή το υ ) μ ετα τρ έπ ει τη ν θερμ ότη τα  π ο υ  π α ίρ ν ε ι  α π ο  την κ α τα νά λω ση  

κ ά π ο ια ς  π ρ ώ τη ς ύ λη ς (το κ α ύ σ ιμ ο ) σε μ η χα νικ ό  έργο  (κίνηση). Ε πειδή ένα  

ση μαντικό μ έρος της θερμότητας χά νετα ι α να γκ α στικ ά  η α πόδοση  της μηχανής  

ορ ίζετα ι α π ο  τ ο ν  λό γο
_  μ η χα νικ ό  έονο  π ο υ  α π ο δ ίδ ε ι η μηχανή ~ * 3 ϊ

η ~  π οσ ότη τα  θερμότητας π ο υ  π α ίρ ν ε ι η μηχανή' ' '

Είναι  π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι α π ο  τ ο ν  Ιο  ν ό μ ο  η α π ό δ ο σ η  η θα έπ ρεπ ε ν α  ε ίνα ι 100%

όμ ω ς ε ίνα ι π ά ν τ α  κάτω  α π ο  το  ό ρ ιο  το υ  1 0 0 % σ α ν  σ υ νέπ εια  του  2 ου  νό μ ο υ .

Α υ τό  επ ειδή  έν α  π ο σ ό  θ ερ μ ότη τα ς χ ά ν ε τ α ι στη ν θέρμα νση  του  ν ερ ο ύ  π ο υ

α π ο τ ε λ ε ί κ α ι το  υ λ ικ ό  της μ η χα νή ς. Η  α π ό δ ο σ η  μ ια ς  μ η χα νή ς εκ τιμ ά τα ι

π ρ ο φ α ν ώ ς  α νεξά ρ τη τα  α π ο  το  υ λ ικ ό  τη ς, δηλ. το  ν ερ ό  ενώ  ο  2 ο ς  ν ό μ ο ς

α π α γο ρ εύ ει την ύ π α ρ ξη  μ ια ς  "ατέρμονης μηχανής 2 ο υ  είδους" π ο υ  θ α  δούλευ ε

μ ετα τρ έπ οντα ς σε μ η χα νικ ό  έργο ό λ ο  το  π ο σ ό  θερμότητας π ο υ  θα έπ α ιρνε  α π ο

κ ά π ο ιο  λ ο υ τρ ό . Ε ίνα ι ευνόητο π ώ ς  μ ια  "ατέρμονη μηχανή 1ου είδους", π ο υ  θα

έφ τια χνε έργο  α π ο  μόνη  της, π α ρ α β ιά ζει κατάφ ω ρα  τ ο ν  Ιο νό μ ο .

Κ ύ κ λ ο ς  ε ίνα ι μ ια  θερμοδυναμική  δ ια δ ικ α σ ία  π ο υ  επ ιστρέφ ει σ το ν  εαυτό

της. Ο  κ ύ κ λ ο ς  C arnot ε ίνα ι μ ια  τέτο ια  δ ια δ ικ α σ ία  π ο υ  λ ε ιτο υ ρ γεί σ α ν  μ ια

ιδανική μ ο νά δ α  ισ χύ ο ς (κάτι σ α ν  μικρή Δ Ε Η !), χω ρ ίς  τριβές κα ι σ υνεχώ ς στην  
κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , μ ετα ξύ  δ ύ ο  λ ο υ τ ρ ώ ν  με θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  Τ ( κ α ι Τ 3,

α ντίστοιχα . Η ά νω  ισόθερμη χαρακτηρίζει το  λου τρό  Τ , (θερμό) και η κάτω  το  

Τ 3  (ψ υ χ ρ ό ). Ο ι ά λ λ ε ς  δ ύ ο  μ ετα β ο λ ές  π ο υ  φ α ίν ο ν τ α ι  σ το  σ χή μ α  ε ίν α ι

αδιαβατικές.

Α ν  κ ά νο υ μ ε  την π α ρ α δ ο χή  ό τ ι θετικ ό  Q (= jT dS =  TAS ό τ α ν  Τ =  σταθ.)

σ η μ α ίνει ό τ ι η μη χανή  π α ίρ ν ε ι θερμότη τα  ενώ  θετικ ό  W (= JpdV ) ό τ ι δ ίνε ι

μη χα νικ ό  έργο  (π ρ οσοχή , γ ια τί το  W εδώ  ε ίνα ι με α ντίθετο  π ρόσ η μ ο  σε σχέση  

με την π α ρ α δ ο χή  π α ρ α π ά νω  σ το ν  Ιο  ν ό μ ο  (εξ. 1.49)). Ο ι 4 φ άσεις (στάδια) στο  

Σ χ. 2 .7  είνα ι:
1 — >2 : ισόθερμη εκτόνωση (θέρμανση) T j =  Τ 2, Q=Tj(S2- S j)>0
2 — >3: αδιαβατική εκτόνωση (μ ο νω μ ένο ) Τ 2  >  Τ 3, Q = 0 , S3 =S 2
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3— >4: ισ όθερμ η  σ υ μ π ίεσ η  (ψ ύξη) Τ 3 =  Τ 4 , Q = T 3(S4- S 3)<;q

4 — >1: α δ ια β α τικ ή  σ υ μ π ίεσ η  (μ ο ν ω μ έν ο ) Τ4 < T j ,  Q = o , $
κ α ι

~ S 4 -

Σχ. 2.7. Ο κύκλος Carnot (Sadi Carnot: 1796-1828).

Ε ίνα ι π ρ ο φ α ν ές  α π ο  τ ο ν  Ιο  ν ό μ ο  ό τ ι σε έ ν α ν  πλήρη κ ύ κ λ ο  έχο υ μ ε μηδενική  

αύξηση της ενέργειας Ε, ώστε

0  =  $ d E  =  fTdS -  $  PdV =TX(S2- S X) +  T 3(S4- S 3) -W . (2 .54)

Ε π ο μ ένω ς το  έργο π ο υ  δ ίν ε ι η μ ηχανή  σ υ νο λ ικ ά  ε ίνα ι W = (T 1- T 3)(S2- S 1)> 0  

ενώ  η θερμότη τα  π ο υ  π α ίρ ν ε ι  α π ό  το  λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ , κ α τά  τη ν  

δια δικ α σία  1—>2 είνα ι Q = T 1(S2- S 1)>0. Α π ο  τα  π α ρ α π ά νω  η α π όδ οσ η  α π ο  τ ο ν

λό γο  του  έργου π ο υ  δ ίνει η μηχανή δ ια  την θερμότητα π ο υ  π α ίρ νε ι ε ίνα ι  
w _ ( T i - T 3)(S2- S , )

Τ ! (S2- S j )
η = I r h (2 .55)

1
Στις περισσότερες περιπτώ σεις η α πόδοση  η δεν ξεπ ερνά  ούτε το 30% με 40%.

Ο  κ ύ κ λ ο ς  το υ  C arnot με α ντ ίσ τρ ο φ η  φ ο ρ ά  λ ε ιτ ο υ ρ γ ε ί σ α ν  θερμική  

α ντλ ία  (heat pump). Σ την π ερ ίπ τω σ η  αυτή η α ντλ ία  π α ίρ ν ε ι μ η χα νικ ό  έργο W 

α π ο  έν α  μ οτέρ  κ α ι δ ίν ε ι  θ ερ μ ό τη τα  Q . Π ιο  σ υ γ κ εκ ρ ιμ ένα  π α ίρ ν ε ι  τη ν
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θερμότητα απο το ψυχρό λουτρό Τ3και την δίνει οτο θερμό λουτρό Τ,. Η 
απόδοση της θερμικής αντλίας είναι τώρα

_ ποσότητα θεοαότητας που δίνει στο θεοιιό λουτοό _ 
η ~ μηχανικό έργο που παίρνει απο το μοτέρ “ Τ]-Τ3’ '  ’ '

προφανώς πολύ μεγαλύτερη του 100%. Οι θερμικές αντλίες λειτουργούν και 
ως ψυγεία με απόδοση

_ποσότητα θεοαότητας που παίονει απο το ύηι/οό λουτοό _ Τ3 
η μηχανικό έργο που παίρνει απο το μοτέρ Τ,-Τ3 ' ’ *

* I

( :1 I;1
f ; ί ϊ fj

r

i f.

A ! I >■ ' ' ' !
> . v .  ί
r

i. SJI

(

V

i



51

ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ:

1 . Τ ι σ η μ α ίν ε ι ο  ό ρ ο ς  "αδιαβατικ ή  μ ετα β ο λ ή ”; Ε ίν α ι  κ ά θ ε α δ ια β α τικ ή  

μεταβολή αντιστρεπτή; ισχύει το  α ντίστροφ ο;

2 . Π ο ό ς  ε ίνα ι ο  μ η χα νικ ός ο ρ ισ μ ό ς  ενό ς  κ λ εισ το ύ , ε ν ό ς  θερμικ ά  μ ο νω μ ένο υ  

κ α ι ε ν ό ς  α ν ο ικ τ ο ύ  σ υ σ τή μ α το ς; Π ό τ ε  ισ χ ύ ε ι  ο  ν ό μ ο ς  α ύ ξη σ η ς  τη ς  

εντροπίας;

3 . Π ο ιό ς  ε ίν α ι ο  ο ρ ισ μ ό ς  κ α ι φ υσική  σ η μ α σ ία  το υ  χη μ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  μ; 

απαιτεί η θερμοδυναμική ισ ορ ρ οπ ία  εξισορρόπηση  τω ν μ; τω ν πιέσεω ν;

4 . Ε ίνα ι αληθινές ο ι  δηλώ σεις: Έ ν α  σύστημα έχει θερμότητα Q. Έ ν α  σύστημα  

έχει εσωτερική ενέρ γεια  Ε;

5 . Ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  εν α  ιδ α ν ικ ό  α έρ ιο  ν α  ψ υ χθ ε ί με ελεύθερη  α δ ια β α τικ ή  

εκτόνωση; Έ ν α  π ρα γμ ατικ ό  αέριο;

6 . Ν α  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ ε  μ ια  ο ιο ν ε ί -σ τ α τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία . Ν α  α ν α φ έ ρ ε τ ε  

του λά χισ τον  δύο  τέτοιες διαδικασίες.

7 . Ν α υ π ολογίσ ετε τ ο ν  χω ρικ ό  συντελεστή θερμικής δ ιαστολής α, το  ισόθερμο  
μέτρο σ υμ πιεσ τότη τα ς κΤ κα ι το  ισ εντρ ο π ικ ό  κ$ γ ια  τη ν π ερίπτω ση  το υ  

ιδανικού  αερίου  ό π ο υ  ισχύει PV =N kBT.

8 . Ν α α π ο δ είξετε  τ ις  σχέσεις: (i) cp- c v =T V  α2/  κΤ κ α ι (ii) y=cp/  ον =κτ /  κ$ .

Ε ίν α ι η θ ερ μ ο χ ω ρ η τ ικ ό τ η τ α  σε σ τα θ ερ ό  ό γ κ ο  μ εγα λύ τερ η  α π ο  τη  

θερμ οχω ρη τικ ότη τα  σε σταθερή πίεση; Ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετ ε  τα  (i), (ii) σ τη ν  

περίπτω ση του  ιδανικού  αερίου.

ί
r
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9 . Π ο ιό  ε ίν α ι  το  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  π ο υ  έχε ι ω ς  φ υ σ ιο λ ο γ ικ έ ς  

α νεξ ά ρ τ η τ ες  μ ετα βλη τές τ ις  Τ,ν κ α ι μ. Π ο ιά  ε ίν α ι η σχέση  το υ  με το  

γ ιν ό μ ε ν ο  PV .

1 0 .  Π ο ιά  ε ίνα ι η συνθήκη γ ια  ν α  ε ίνα ι ένα  α έρ ιο  ιδανικό; Σ την περίπτω ση  του

ιδ α ν ικ ο ύ  α ερ ίο υ  ν α  α π ο δ είξ ετε  τη ν γενικ ή  σχέση: P V = (2 /3 )E . Ν α  δείξετε  
επ ίση ς ότι η θερμοχω ρητικότητα α να  μ όρ ιο  ε ίνα ι (3 / 2 )k B .

1 1 .  Π ο ιές  ε ίνα ι ο ι γενικ ές θερ μ οδυ να μ ικ ές α νισότητες κ α ι π ο υ  οφ είλοντα ι.

1 2 .  Π ώ ς  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  ο ι  εκ τα τ ικ ές , ο ι  ε ντ α τ ικ ές  κ α ι ο ι  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ές  

θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς ;  Π ο ιά  ε ί ν α ι  η γ ε ν ικ ή  μ ο ρ φ ή  τ ω ν  

θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ώ ν  δ υ ν α μ ικ ώ ν  Ε , F, Η , G κ α ι Ω. σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι τω ν  
φ υ σ ιο λ ο γ ικ ώ ν  τ ο υ ς  α νεξά ρ τη τω ν  μεταβλητώ ν. Ν α  α π ο δ είξετε  ό τ ι Θ =Ν μ  

κ α ι Ω = -Ρ Υ .

1 3 .  Ν α  ε ξ η γ ή σ ε τ ε  τ ο ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  L e g e n d r e . Δ ώ σ τ ε  μ ε ρ ικ ά  

π α ρ α δ είγμ α τα .

1 4 .  Ν α  α π ο δ είξετε  τα  έξι μαθηματικά  "κόλπα" με τ ις  μ ερικές π α ρ α γώ γο υ ς  και 

τ ις  Ιακ ω βια νές π ο υ  δ ιδαχθή κατε στην θεω ρία. Ν α  βρείτε το υ λ ά χ ισ το ν  μ ια  

π ερίπτω ση  εφ αρμογής γ ια  το κ α θένα  α π ο  αυτά  στην θερμοδυναμική.

1 5 .  Σ τ ο ν  κ ύ κ λ ο  του  C arnot ν α  π α ρ ο υ σ ιά σ ετε  το  ε ίδ ο ς  τω ν  δ ια δ ικ α σ ιώ ν π ο υ  

σ υ μ β α ίν ο υ ν , το  έργο  π ο υ  δ ίν ετα ι σ το  σύστημα κ α ι α υ τό  π ο υ  π α ρ ά γει το  

σύστη μ α. Π ο ιά  ε ίν α ι η α π ό δ ο σ η  στην π ερ ίπ τω σ η  μ ια ς  α τμ ομ η χα νή ς με 

θερμοκρασία  450°Κ  π ο υ  δουλεύ ει σε θερμοκρασία  δω ματίου (300°Κ ).

1 6 . Ν α  εξηγήσετε με κάθε λ επ το μ έρ ε ια  τη ν  λ ε ιτο υ ρ γ ία  το υ  κ ύ κ λ ο υ  C arnot, 

επ ίσ η ς  τ ις  π ερ ιπ τ ώ σ ε ις  της θ ερ μ ικ ή ς α ν τ λ ία ς  κ α ι το υ  ψ υ γε ίο υ  με την  

βοήθεια  τω ν διαγραμμάτω ν: π ίεσ η ς-όγκ ου  και ενθ α λπ ία ς-εντρ οπ ία ς.

1 7 .  Ν α  διατυπώ σετε το ν  Ιο  θ ερ μ οδυ να μ ικ ό  ν ό μ ο  στην απειροστική  του  μορφή. 

Ε ίνα ι εφικτή η "ατέρμονη μηχανή π ρώ του  είδους" κ α ι γιατί;
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18. Να διατυπώσετε τον 2ο θερμοδυναμικό νόμο με 4 διαφορετικούς τροπους. 
Πως θα λειτουργούσε μια "ατέρμονη μηχανή δευτέρου είδους" και γιατί 
αποκλείεται η ύπαρξή της;

19. Τι είναι "ο δαίμων του Maxwell";

\
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ :

1 . Ν α  δ ε ίξ ετ ε  ό τ ι  γ ια  μ ια  ο ιο ν εί-σ τα τ ικ ή  α δ ια β α τικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  σε ένα  

ιδ α ν ικ ό  α έ ρ ιο  με σ τα θ ερ ές  ε ιδ ικ ές  θ ερ μ ό τη τες  C p, Cv  ισ χύει η σχέση

Ρ ν γ =σταθ. με γ  =  C p/ Cv .

2 . Ν α υ π ο λ ο γ ίσ ετε  το  έρ γο  π ο υ  π α ρ ά γετα ι σε 1 m ole  ιδ α νικ ού  α ερ ίου  γ ια  μια  
αδιαβατική ημιστατική συμπίεση α π ό  όγκ ο  V j σ το ν  όγκ ο  V 2.

3 . Η  ε ν θ α λ π ία  ο ρ ίζετ α ι α π ο  την σχέση H =E + P V . Ν α  εκφ ράσετε την Cp σ α ν  

συνάρτηση της Η.

4. 1 γρ α μ μ ο μ ό ρ ιο  ιδ α νικ ο ύ  α ερ ίου  π ρ α γ μ α τ ο π ο ιε ί ο ιονεί-σ τα τικ ό  κ ύκλο π ο υ  
π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι τα  τέσ σ ερ α  δ ια δ ο χ ικ ά  σ τά διά : (ΐ) α π ό  την ( P j . V , )  στην  

(P i,V 2) (με σταθερή  π ίεση ), (ϋ) α π ό  την (P i,V 2) στη ν κατάσταση (P2,V 2) 

π ο υ  ε ίνα ι σε στα θερό  ό γ κ ο  με την π ροη γού μ ενη , (iii) α π ο  την (P2,V2) στην  

(P2,V ι) σε σταθερή  π ίεση  κ α ι (ϊν) κ α ι π ίσ ω  ξ α ν ά  στην αρχική  κατάσταση  

(P , , Vj ) .  Ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετ ε  το  έργο π ο υ  π α ρ ά γετα ι στο  α έρ ιο  καθώ ς κα ι την  

θερμότητα π ο υ  α π ο ρ ρ ο φ ά ει το αέριο  στην διάρκεια  του  κύκλου.

5. Ιδια  με τη ν ασκ. 4 α λ λ ά  με τα στάδια: (T i.V i)—»(T2jV i)-» (T 2,V2)—>(Ti,V2).

6 .  Υ π ο λ ο γ ίσ τε  τη ν μεταβολή της εσω τερικής ενέρ γεια ς κατά  την μετατροπή 1 

m ole υ γρ ο ύ  νερ ο ύ  π ίεση ς 1 atm και θερμοκ ρα σ ία ς 100°C  σε υδρατμούς της 

ίδ ια ς π ίεση ς κ α ι θερμοκρα σία ς α ν  ε ίνα ι γνω σ τό  ότι στις συνθήκες αυτές ο ι  

γ ρ α μ μ ο μ ο ρ ια κ ο ί ό γ κ ο ι το υ  υ γρ ο ύ  κ α ι τω ν α τμ ώ ν ε ίνα ι 18.8 cm 3/ m ole και

3.02 χ  ΙΟ4 cm 3 / m o le  ενώ  η λ α νθ ά νο υ σ α  θερμότητα εξαέρω σης είνα ι 4 .06  x 

104 J/m ole.

7 . Η γ ρ α μ μ ο μ ο ρ ια κ ή  ενέρ γ εια  μ ο ν ο α τ ο μ ικ ο ύ  α ερ ίο υ  (ό χ ι  ιδ α νικ ο ύ ) π ο υ  
υ π α κ ο ύ ει στην εξίσω ση  Vander W aals ε ίνα ι Ε  = (3 / 2) RT -  α / V, ό π ο υ  V  ο

γρ α μ μ ο μ ο ρ ια κ ό ς  ό γκ ο ς  σε θερμοκρασία  Τ  κ α ι α=σταθ. Α ρχικ ά  1 m ole του  
α ερ ίο υ  β ρ ίσ κ ετα ι σε θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ ! κ α ι κ α τα λ α μ β ά ν ε ι ό γκ ο  V j. Α ν
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εκτονω θεί αδιαβατικά  στο κ ενό  ώ στε ν α  κ α τα λά βει ό γκ ο  V 2 π ο ια  ε ίνα ι η 

τελική του  θερμοκρασία Τ2;

8.

9.

Εστω η απειροστή ποσότητα (x2-y)dx+xdy=dF, (α) είναι τέλειο διαφορικό; 
(β) Να υπολογίσετε το JdF μεταξύ των i και f στο σχήμα διαλέγοντας τους

τρεις δρόμους iaf. ibf. icf. y ) αν dG=dF/ x  ̂ είναι το dG τέλειο διαφορικό;
(r=  ............ ........ ...............

^  ----------------------  J >

Στην ο ιονεί-σ τα τικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  A —»B α π ό  την μακρυκατάσταση Α  στην

μακροκατάσταση Β στην ο π ο ία  δ εν  π α ρ α τη ρ είτα ι α ντα λλα γή  θερμότητας  

με το π ερ ιβ ά λ λ ο ν  η π ίεση Ρ κα ι ο  ό γ κ ο ς  V υ π α κ ο ύ ο υ ν  στην σχέση Ρ=α·ν_ 
5/3, ό π ο υ  α=σταθ. Ν α υ π ο λ ο γ ίσ ετε  τ ο  η μ ισ τα τικ ό  έργο π ο υ  έγ ινε  κ α ι την  

θερμότητα π ο υ  απορροφήθηκε α π ό  το σύστημα κατά τις περιπτώ σεις:
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(α) Τ ο  σ ύστη μ α  εκ το νώ νετα ι σ τ ο ν  τελ ικ ό  ό γ κ ο  ενώ  θερμότη τα  π ροσ φ έρ ετα ι  

ώ στε η π ίεσ η  ν α  π α ρ α μ είν ε ι σταθερή. Μ ετά  ό  ό γ κ ο ς  π α ρ α μ ένει σταθερός  

ενώ  α φ α ιρ είτα ι θερμότητα ώστε ν α  μειώ σει την πίεση στις ΙΟ6 d y n /cm 2.

(β) Ο  ό γ κ ο ς  α υ ξ ά ν ε τ α ι κ α ι δ ίν ο υ μ ε  θ ερ μ ότη τα  ώ στε ν α  π ρ ο κ α λ έσ ο υ μ ε τη ν  

μείωση της π ίεσης με τ ο ν  όγκ ο  κατά  γρ α μ μ ικ ό  τρ όπ ο .

(γ) τα  δ ύ ο  βήματα (α) κ α ι (β) γ ίν ο ν τ α ι με α ντίθ ετο  τρ ό π ο .

1 0 .  Ο  σ υ ντελ εσ τή ς  θερμικ ή ς δ ια σ το λ ή ς  κ α ι η ισόθερμη  συμ πιεσ τότη τα  εν ό ς  

ρευστού ε ίνα ι α ντ ίσ το ιχα

α  = ^  0ν/θΤ )Ρ. 

κτ  =  - γ  0ν/θΡ )τ.

Α ν  η εσω τερική ενέρ γεια  π ερ ιγρ ά φ ετα ι α π ό  τη ν εμπειρική  σχέση E = a T -  

bP, α ,δ = σ τα θ . κ α ι υ π ο θ έσ τ ε  ό τ ι α = 1 / Τ , κ χ =  1/Ρ ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ε τ ε  τη ν  

θερμοχω ρη τικ ότητα  συνα ρ τή σ ει τω ν  a, b, Ρ κ α ι Τ. (Ν α  α π οδ είξετε  κ α ι ν α  

χρησιμοποιήσετε τις  σχέσεις

(3  ζ / 3  x ) y = 1 / ( 3  x / 3  z ) y κ α ι

( 9 x / 9 y ) z ( 9 y / 9 z ) x ( 9  ζ / 9  x ) y = -  1 ) .

1 1 . 1 K gr α έρ α  2 0 °C  σ υ μ π ιέζετ α ι ισ ό θ ερ μ α  κ α ι η μ ισ τα τικ ά  στο  μ ισ ό  το υ  

α ρ χικ ο ύ  του  ό γκ ου . Μ ετά δ ια σ τέλλετα ι α δ ια β α τικ ά  κ α ι ημιστατικά μέχρι 

την αρχική  του  πίεση. Ν α υπολογίσετε: (ϊ) το  έργο  π ο υ  έγινε α π ό  τ ο ν  αέρα, 

(ii) τη ν σ υ νο λ ικ ή  θερμότητα  π ο υ  α π ο ρ ρ ό φ η σ ε  ο  α έρ α ς, (ίϋ) την μεταβολή  

της εσωτερικής ενέργειας, (ίν) την τελική θερμοκρασία .

12 . Ν α  α π ο δ είξετε  ό τ ι η κλίση  της α δ ια β α τικ ή ς κ α μ π ύ λ η ς  γ ια  ένα  ιδ α νικ ό  

α έρ ιο  σε κάθε σημείο του  επ ιπ έδ ο υ  P - V  ε ίν α ι μεγαλύτερη της κλίσης της 

ισόθερμης καμπύλης π ο υ  διέρχεται α π ό  το  ίδ ιο  σημείο.

1 3 . 1000 gr ν ερ ο ύ  2 0 °C  τ ίθ εν τα ι σε θερμικ ή  επ α φ ή  με λ ο υ τ ρ ό  θερμότη τα ς  

80°C . Π όση είνα ι η μεταβολή εντρ ο π ία ς  το υ  ό λ ο υ  συστήματος (νερού  μαζί
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με τ ο  λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ό τη τα ς) ό τ α ν  θ α  έχ ε ι α π ο κ α τ α σ τ α θ ε ί εκ ν έ ο υ  η 

ισ ο ρ ρ ο π ία ; Α ν  θ ερ μ ά ν ο υ μ ε  τα  1000 gr τ ω ν  2 0 °C  τ ο π ο θ ε τ ώ ν τ α ς  τα  

δ ια δ ο χ ικ ά  μέσα σε λο υ τρ ά  θερμότητας 5 0 °C  κ α ι 80°C  (π ερ ιμ έν ο ντα ς  κάθε  

φ ο ρ ά  ν α  α π οκ ά τα σ τα θεί ισ ο ρ ρ ο π ία ) π ό σ η  ε ίνα ι η μεταβολή  εν τ ρ ο π ία ς  του  

όλου  συστήματος; (Ειδική θερμότητα νερού=4.2.Ι g- !(°C)‘ 1).

14 . Δ ύ ο  δ ο χ ε ία  Α  κ α ι Β π ε ρ ιέ χ ο υ ν  τ ο  κ α θ έ ν α  Ν  μ ό ρ ια  α π ό  τ ο  ίδ ιο  

μ ονοα τομ ικ ό  α έρ ιο . Α ρ χικ ά  τα  δ ύ ο  δ ο χ ε ία  ε ίνα ι θερμικά  μ ο νω μ ένα  τα  ένα  

α π ό  το  ά λλο  και τα  δ ύο  αέρια  έχ ο υ ν  τη ν ίδ ια  π ίεση  Ρ κ α ι θερμοκρα σίες Τ α  

και Τη α ντ ίσ το ιχα . Τ α δύ ο  δ οχεία  έρ χο ν τα ι σε θερμική επαφ ή κ α ι η π ίεση  

τω ν δ ύ ο  α ερ ίω ν  δ ια τη ρείτα ι σταθερή στη ν τιμή Ρ. Β ρείτε τη ν μεταβολή  

εντρ ο π ία ς  του  συστή μ ατος μετά την α ποκ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι δ είξτε  

ότι η μεταβολή αυτή ε ίνα ι μη αρνητική.

15 . Ν α  δείξετε ό τ ι γ ια  ένα  σύστημα  στη ν θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία  ισ χύ ει η 

σχέση το υ  M axwell

O s / a v ) x =(ap/aT)v .

Στην περίπτω ση  ισόθερμης εκτόνω σης π ρ α γμ α τικ ο ύ  α ερ ίου  Van der W aals 

π ο υ  ικ α νοπ ο ιεί την καταστατική εξίσω ση

(P+a/V 2)(V -b )= R T ,

α π ο  V  j σε V 2 ν α  δείξετε ό τ ι ο ι  μ ετα βολές στη ν εσω τερική ενέρ γεια  κ α ι την  

εντρ ο π ία  ε ίνα ι

Δ Ε =  a(V 2 -  V ,)  /  V , V 2

και

AS= R In [(V2 -  b) /  (V-! -  b ) ] ,

α ντίστοιχα .

16. Ν α χρη σιμ οποή σετε την σχέση του  M axw ell π ο υ  αποδείχθηκε στην Α σκ. 15 
σε σ υ νδ υ α σ μ ό  με του ς δυο  π ρ ώ του ς θερ μ οδ υ να μ ικ ού ς νό μ ο υ ς  κα ι την Ρ =
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(1/3) u(T) = (1/3) (E(T)/V), όπου u(T)=E(T)/V είναι η πυκνότητα ενέργειας 
που εκπέμπεται απο ισοτροπικό πεδίο ακτινοβολίας κοιλότητας όγκου V 
για να δείξετε ότι

u = (T/3)(du/dT)-(l/3)u.

Να λύσετε αυτήν την εξίσωση και να εύρετε τον νόμο του Stefan που 
συνδέει την u με την Τ.

17. (ΐ)Στην θεωρία του big-bang για την δημιουργία του σύμπαντος η ενέργεια 
ακτινοβολίας είναι αρχικά εντοπισμένη σε μια μικρή περιοχή του χώρου 
που διαστέλλεται αδιαβατικά με σφαιρικά συμμετρικό τρόπο. Η 
ακτινοβολία κρυώνει καθώς διαστέλλεται. Με θερμοδυναμικές σχέσεις να 
εύρετε την σχέση μεταξύ της θερμοκρασίας Τ και της ακτίνας R του 
σφαιρικού όγκου της ακτινοβολίας.

(η) Να υπολογίσετε την ολική εντροπία του φωτονικού αερίου ως 
συνάρτηση της θερμοκρασίας Τ, του όγκου V και των σταθερών kB, h, c.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

3.1 Στοιχεία θεωρίας πιθανοτήτων
3.2 Βασικές στατιστικές έννοιες : μέση τιμή - διασπορά - ροπές
3.3 Η διωνυμική Κατανομή
3.4 Οι κατανομές Poisson και Gauss
3.5 Νόμος των μεγάλων αριθμών-θεώρημα κεντρικού ορίου
3.6 Αβεβαιότητα και εντροπία πληροφορίας 

ΕΡΩ ΤΗ ΣΕΙΣ-ΑΣΚ Η ΣΕΙΣ

"Η ζωή είναι Ρωσσική ρουλέττα 
με έξι σφαίρες μέσα στο μύλο" Altan



61

3.ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

3. 1 Στοιγεία θεωρίας πιθανοτήτων
Θ α εισ ά γο υ μ ε εδώ  τ ο ν  α να γνώ σ τη  σ τη ν  θεω ρία  τω ν  π ιθ α ν ο τή τω ν  π ο υ  

περιγράφ ει το υ ς  νό μ ο υ ς  στους ο π ο ίο υ ς  υ π α κ ο ύ ο υ ν  τα  τυ χα ία  φ α ινό μ ενα . Π αρ' 

ό λ ο  π ο υ  δ εν  θα  σ υ να ντή σ ο υ μ ε τ ίπ ο τ α  το  ν έ ο  α π ό  μ αθη μ ατικ ής π λ ε υ ρ ά ς  η 

θεω ρία  ε ίν α ι α ρ κ ετά  δύσκολη  γ ια  τ ο ν  α ρ χ ά ρ ιο , γ ια τ ί π ρ έπ ε ι ν α  ξ επ ερ ά σ ε ι  

κάποιο  ψ υ χολογικ ό  πρόβλη μ α  εξοικείω σης με τ ις  έννο ιες . Π ο ιά  όμ ω ς θεω ρούμε  

ω ς τ υ χ α ία  γ ε γ ο ν ό τ α ; Η  α π ά ντη σ η  ε ίν α ι  π ω ς  τ υ χ α ία  γ ε γ ο ν ό τ α  ε ίν α ι  τα  

αποτελέσματα π ειρ α μ ά τω ν τα  ο π ο ία  δεν μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π ροβλέψ ουμε.

Π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α :  Η  ρ ίψ η  ε ν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  ή ζ α ρ ιο ύ  ή α κ όμ η  ο  χ ρ ό ν ο ς  

α ν α μ ο ν ή ς  στη στάση  ε ν ό ς  λ εω φ ο ρ ε ίο υ  μ έχ ρ ι ν α  π ε ρ ά σ ε ι (π .χ . γ ια  τ η ν  

Π α νεπ ισ τη μ ιο ύ π ο λ η  ο ι  υπ η ρ εσ ίες  μ α ς λ έ ν ε  ό τ ι  π ε ρ ν ά ε ι σ τ ις  08:45 α π ό  τη ν  

αφ ετηρία  σ υ χ ν ά  ό μ ω ς σ τη ν π ρ ά ξη  ο  χ ρ ό ν ο ς  α ν α μ ο ν ή ς  σ τη ν στάση  ε ίν α ι  

απρόβλεπτος, δ εν  συμφω νείτε;).

Σχ. 3.1. Η ρίψη ενός νομίσματος.

Τ α τυ χα ία  γ εγ ο νό τ α  χα ρ α κ τη ρ ίζοντα ι α π ο  μ ια  μεταβλητή x την ο π ο ία  θα  

λέμε τυ χα ία  μεταβλητή. Στη ρίψη εν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  τα  δ υ να τά  α π οτελέσμ α τα  
είνα ι δύο  (χ=Κ  ή χ=Γ ) ό π ο υ  Κ και Γ δ η λ ώ νο υ ν  τ ις  δ ύο  του  όψ εις. Α ν  ρ ίξου μ ε  

δύο  νομ ίσ μ α τα  τα  α ντίσ το ιχα  τυχα ία  γεγο νό τα  είνα ι τέσσερα; χ=Κ Κ ,Κ Γ,ΓΚ ,ΓΓ  

και ό χ ι τρ ία  ό π ω ς  ίσω ς ν α  νό μ ιζε  ο  α π ρ ό σ εκ το ς  α να γνώ σ τη ς, α φ ο ύ  Κ κ α ι Γ



62
SES

εμ φ α νίζο ντ α ι με δ ύ ο  τ ρ ό π ο υ ς  ( ΚΓ ή ΓΚ). Η θεω ρία τω ν π ιθ α νοτή τω ν θα μας  

κ α θορίσει το  π ο σ ο σ τό  επ ιτυ χ ία ς  της π ρόβλεψ η ς του  κάθε αποτελέσμ α τος. Πώς 
όμ ω ς θα γ ίν ε ι αυτό; κα ι ε ίνα ι συμβιβαστό με ό ,τι ειπώ θηκε π α ρ α π ά νω , πιυς τα  

τυ χα ία  γ εγ ο νό τ α  ε ίνα ι απρόβλεπτα ;

Εδώ  ε ίνα ι α πα ρ α ίτη το  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε τη ν έννο ια  της π ιθανότη τα ς. Ε σείς θα  

έχετε σ ίγο υ ρ α  εκτιμήσει την π ιθ α νό τη τα  κ ά π ο ιο υ  γεγονότος· ό λ α  τα  γ εγο νό τα  

δ ια κ ρ ίν ο ντα ι σε π ιθ α ν ά , λ ιγώ τερο  π ιθ α ν ά  κ α ι α π ίθ α να  με την κοινή  λογική. Η 

π ιθ α νό τη τα  Ρ, λ ο ιπ ό ν , μας δ ίνει μ ια  εκτίμηση του  π ο σ ο σ το ύ  της ά γ ν ο ια ς  μας  

γ ια  κ ά π ο ιο  α π ο τέλ εσ μ α , ό π ω ς  ε ίνα ι το  τυ χα ίο  γ εγ ο ν ό ς  χ. Ο ι τιμές της Ρ είνα ι  
π ά ν τα  στο δ ιάστημα [0,1 ] (είνα ι π ιθ α ν ό  σε κ ά π ο ιο  πρόβλημα  ν α  π ροκ ύ ψ ει Ρ=2;

υ π ά ρ χει π ο λ ύ  μικρή π ιθ α νότη τα  ν α  μην συμφ ω νήσετε ό τ ι μ ια  τέτοια  τιμή έχει 

μηδενική π ιθ α ν ό τη τα  ν α  συμβεί! Τ ο ίδ ιο  ασήμαντη  θα ήταν κα ι η π ιθ α νότη τα  

δ ια λ έγο ντα ς  έν α ν  α ρ ιθ μ ό  στην τύχη ν α  π ετύ χω  τ ο ν  α ρ ιθμό  μητρώ ου σας στην  

Σ χολή). Σ την α ντ ίπ ερ α  όχθη η τιμή Ρ=1 μας δ ίνει την σ ιγου ρ ιά  ή την α πόλυ τη

βεβαιότητα  ν α  π ρ ο κ ύ ψ ει το  γ ε γ ο ν ό ς  ή ν α  συμ βεί το  α π οτέλεσ μ α . Ε π ο μ ένω ς  
ό τ α ν  γ νω ρ ίζο υ μ ε  ό τ ι Ρ=1 το  α π ο τέλ εσ μ α  π ο υ  γ ια  Ρ = 0 ε ίνα ι α π ίθ α ν ο  γ ίνετα ι  

τότε βέβαιο. Θ α ρωτήσετε ίσω ς τι συμ βα ίνει γ ια  την τιμή Ρ=0.99; το γ εγ ο νό ς  με 

α υτή ν την π ιθ α ν ό τη τα  ε ίνα ι σ χ εδ ό ν  σ ίγ ο υ ρ ο  α λ λ ά  α υ τό  τώ ρα εξα ρ τά τα ι και 

α π ο  κ ά τι ά λ λ ο : τ ο ν  β α θ μ ό  εμ π ισ τ ο σ ύ ν η ς  στο  α π ο τέλ εσ μ α  γ ια  τ ο ν  ο π ο ίο  
υ π εισ έρ χετα ι ο  π ρ ο σ ω π ικ ό ς  π α ρ ά γ ο ν τ α ς . Π .χ . η π ιθ α νότη τα  Ρ=0.99  σ η μα ίνει

α πόλυ τη  σ ιγ ο υ ρ ιά  α ν  ε ίνα ι γ ια  ν α  π ερ ά σ ει το  λεω φ ο ρ είο , δ εν  θα  ε ίνα ι όμ ω ς  

αρκετή ν α  μ ας εξα σ φ α λ ίσ ει στην π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  θα α φ ο ρ ο ύ σ ε  μ ια  επ ιτυχή  

προσγείω ση  ενό ς  α ερ ο π λ ά νο υ  στο ο π ο ίο  είμαστε μέσα ή το  ν α  μην κολλήσουμε  

κ ά π οια  μεταδοτική ασθένεια!

Π ώ ς υ π ο λ ο γ ίζετα ι, λ ο ιπ ό ν , η π ιθ α νό τη τα  Ρ ενό ς  τυ χα ίο υ  γεγ ο νό τ ο ς  χ; Η  

π ιθ α νότη τα  Ρ ν α  έχω  Κ στην ρίψη ενό ς  νο μ ίσ μ α το ς  (είμ α ι σ ίγο υ ρ ο ς με μεγάλη  
π ιθανότη τα  π ω ς θα απαντήσετε σω στά!) ε ίνα ι Ρ=1/2 και η π ιθανότη τα  ν α  φέρω

6  σε ένα  ζά ρ ι ε ίνα ι 1/  6  (αρκεί φ υσ ικ ά  το  ζά ρ ι ν α  μην ε ίνα ι βαρύτερο α π ό  την  

μια  π λευ ρ ά ), ενώ  η π ιθ α νότη τα  ν α  έρθει μ ο ν ό ς  η ζυ γ ό ς  α ρ ιθ μ ός εκτός α π ο  το  

μηδέν σε μια ρουλέτα  είνα ι 18/37 (υ π ά ρ χ ο υ ν  18 άρτιοι, 18 περ ιττοί α λλά  κα ι το  

μηδέν στο ο π ο ίο  κερδίζει η ρουλέτα , σ ύ νο λ ο  37 αριθμοί) α υτό  βέβαια π ά ντα  με 

την π ροϋπ όθεση  π ω ς δ εν  υ π ά ρ χει κα ι κ ά π ο ιο  φ ρ ένο  στο π ό δ ι του  γκρουπιέρη  

π ο υ  ν α  σταματάει την ρουλέττα  ό π ο υ  α υ τό ς  θέλει! Υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  το ν  

α ρ ιθ μ ό  τω ν  δ υ ν α τ ώ ν  γ ε γ ο ν ό τ ω ν  στο  π ε ίρ α μ ά  μ α ς (π .χ . 2  στην ρίψη το υ  

νο μ ίσ μ α το ς  κα ι 6  στην ρίψη του  ζα ρ ιο ύ ) κα ι α φ ού  υποθέσουμ ε ότι α υτά  είνα ι
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ισ ο π ίθ α ν α  α π ο τελ έσ μ α τα  η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  έλθει μ ια  τιμή ε ίν α ι 1 δ ια  το υ  

σ υ ν ο λ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  τ ο υ ς . Έ τσ ι π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ι  τ ιμ ές  1/2 κ α ι 1 /6  ενώ  η 
πιθανότη τα  ν α  έλθει ένα ς ά ρ τιο ς  α ρ ιθ μ ό ς σ τη ν ρίψη του  ζα ρ ιο ύ  ε ίν α ι Ρ=1/2  ( 6  

τα  ισ οπ ίθα να  δυνα τά  α ποτελέσ μ α τα  ενώ  3 α π ο  α υτά  ε ίνα ι ο ι ά ρ τ ιο ι ά ρ α  Ρ = 3/6  

= 1 /2 ). Λ ο ιπ ό ν  μ ό λ ις  έχετε  μ ά θει τ ο ν  κ λ α σ σ ικ ό  τ ρ ό π ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  της  

πιθανότητας Ρ.

Έ στω  χ = χ 1; Χ'2 , Χ3 , ......... , Xm ε ίνα ι m  γ εγ ο νό τ α  π ου: (ΐ) το  έ ν α  α ν α ιρ ε ί το

ά λλο , (ii) κ α λ ύ π το υ ν  ό λ ες  τ ις  δ υ να τότη τες, κ α ι (in) ε ίνα ι ισ ο π ίθ α ν α . Τ ότε η 
πιθα νότη τα  Ρ Α γ ια  ν α  συμβεί ένα  γ ε γ ο ν ό ς  α π ο  α υ τά , π .χ . το  Α , υ π ο λ ο γ ίζετ α ι

α π ό  το πηλίκο του  αριθμού m A τω ν συμβατώ ν (ευνοϊκώ ν) γεγο νό τω ν Α  δ ια  του

ολικ ού  α ρ ιθμ ού  τω ν γεγο νό τω ν  m. Π ροσέξτε ότι στην π ερ ίπω ση  της ρίψ ης δύο  

νομ ισ μ ά τω ν υ π ά ρ χ ο υ ν  3 δ υ να τά  α π οτελέσ μ α τα  τα: 2Κ , 2Γ ή 1Κ κ α ι 1 Γ κ α ι θα  

π ερ ίμ ενε κ ά π ο ιο ς  οτι θα ε ίν α ι ισ ο π ίθ α να . Λ ά θ ος! Τ ο  γ εγ ο ν ό ς  1 Κ κ α ι 1 Γ έχει 

διπ λά σια  π ιθ α νότη τα  να  συμβεί α π ο  το  ΚΚ α φ ο ύ  γ ίνετα ι με δύ ο  τρ ό π ο υ ς , ενώ  

ισ οπ ίθα να  ε ίνα ι βέβαια  μ ό ν ο  τα  τέσσερα  γεγονότα : Κ Κ , ΓΚ, ΓΚ, ΓΓ. Σε ένα  

ά λλο , π α ρ ά δειγμ α  έχουμ ε 3 ά σ π ρ ες  κα ι 4 μ α ύρες μ π ά λλες  σε ένα  κ ουτί. Π ο ιά  

ε ίν α ι η π ιθ α ν ό τ η τ α  (α φ ο ύ  α ν α κ α τ έψ ο υ μ ε  κ α λά  το  κ ο υ τ ί) κ α ι χ ω ρ ίς  ν α  

κ οιτά ζου μ ε ν α  π ά ρ ο υ μ ε  μ ια  ά σπ ρη  μ πά λλα ; Α ν  π ά ρ ω  μ ια  δεύτερη μ π ά λ λ α , 

χω ρ ίς ν α  έχω  δει την πρώ τη, π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  ε ίν α ι π ά λ ι  άσπρη; 

(ελπ ίζω  ν α  βρείτε τ ις  α π α ντή σ εις  με λίγη  ή π ο λ ύ  σκέψη κ α ι ν α  π ρ ο σ έξετε  το  

μ ά λλον π α ρ ά δ ο ξο  ότι η π ιθα νότη τα  δεν α λ λ ά ζει την δεύτερη φ ορ ά  π ο υ  τραβάω  

α ν δεν έχω κ ο ιτά ξει την πρώ τη μ πά λλα ).

Π α ρ ά δ ειγμ α : Π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α ν ό τη τα  τα  τέσσερα  χ α ρ τ ιά  π ο υ  τραβάω  α π ο

μία τ ρ ά π ο υ λ α  τω ν π ενη ντα δ ύ ο  ν α  ε ίν α ι ό λ ο ι  άσσοι; Ο  ο λ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν
<2 52'

ισ οπ ίθα νω ν γεγο νό τω ν εδώ δ ίνετα ι α π ο  το ν  αρ ιθμό  =  41 48! π ο υ

του ς δ υ να το ύ ς  σ υ νδ υ α σ μ ο ύ ς  (τ ρ ό π ο υ ς) με το υ ς  ο π ο ίο υ ς  μ π ορ ώ  ν α  π ά ρ ω  4  

χ α ρ τ ιά  α π ο  τα  5 2  κ α ι σ ύ μ φ ω ν α  με τ ο ν  κ λ α σ σ ικ ό  τ ρ ό π ο  η επ ιθυμη τή  

π ιθ α νότη τα  ε ίνα ι Ρ =  l / C ^ 2 = 3.5 ·10~^ (π ε ρ ίπ ο υ  τρ εις  σ το  εκ α το μ μ ύ ρ ιο  ή

0.00035% ). Σ το π αρά δειγμ α  αυτό  α ν  ο ι κάρτες α ντικατασταθούν α π ο  μ π ο ζό ν ια  

ο ι τέσσερις ά σσ οι ισ οδυνα μ ούν με την δυνατότητα  να  π ά νε  τα  τέσσερα σω μάτια  

στην ίδια κβαντική κατάσταση. Για φ ερ μ ιό ν ια  η α ντίστοιχη  π ιθ α νότη τα  ε ίνα ι  

μηδέν λόγω  της απαγορευτικής α ρχής του  Pauli.



64
SB S II!

i

Ε ίδ α μ ε λ ο ιπ ό ν  π ω ς  υ π ο λ ο γ ίζ ε τ α ι  η π ιθ α ν ό τ η τ α  ό τ α ν  υ π ά ρ χ ε ι σ το  

π ρ ό β λ η μ α  κ ά π ο ια  σ υ μ μ ετρ ία , ό π ω ς  στη ρίψ η τ ο υ  νο μ ίσ μ α τ ο ς  π ο υ  η Κ δ εν  

εμ φ α νίζετα ι π ιο  σ υ χ ν ά  α π ό  τη Γ. Ο τα ν όμ ω ς δ εν  υ π ά ρ χ ε ι αυτή η συμμετρία , 

κ α ι α υ τό  σ υ μ β α ίν ε ι  σ υ χ ν ά , π ώ ς  υ π ο λ ο γ ίζ ε τ α ι  η π ιθ α ν ό τη τα ; Σε τέτο ιες  

π ερ ιπ τώ σ εις  α π α ιτ ε ίτα ι η επανάληψ η του  π ε ιρ ά μ α το ς  με την ο π ο ία  εκτιμάται 

(η κ α λύτερα  π ρ ο σ εγ γ ίζετα ι) η π ιθ α νότη τα  α π ό  τη ν σ υ χνό τη τα  εμφ άνισης του  

γ εγ ο νό τ ο ς . Α ν  επ α ν α λ ά β ο υ μ ε  το  π είρ α μ α  (π .χ . την ρίψ η του  νο μ ίσ μ α τος) σε η 

ό μ ο ια  συστήματα ή η φ ο ρ ές  στο  ίδ ιο  σύστημα (ε ίνα ι μ ά λ λ ο ν  π ιο  κουραστικό να  

ρ ίχ ν ω  το  ν ό μ ισ μ α  η φ ο ρ έ ς  α π ο  το  ν α  ρ ίξω  η ν ο μ ίσ μ α τ α  μ ια  φ ο ρ ά ) τότε  

ορίζεται ο  λ ό γ ο ς

π ο υ  δ ίν ε ι την σ υ χν ό τη τ α  εμ φ ά νισ η ς το υ  α π ο τ ελ έσ μ α το ς  x k, ό π ο υ  nk ε ίνα ι ο

α ρ ιθ μ ό ς  εμ φ ά νισ η ς  τ ο υ  σ υ γκ εκ ρ ιμ ένο υ  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ ο ς  σε η επ α να λή ψ εις .

Κ άντε μ ό ν ο ι σ α ς  το  π ε ίρ α μ α  της ρίψ ης εν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  5 0 , 100, · · · φ ορ ές  (ή 
ό λ α  τα  νο μ ίσ μ α τ α  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α ). Θ α παρατη ρή σετε ό τ ι η fk σ τα θ ερ ο π ο ιε ίτ α ι

καθώ ς ο  η μεγαλώ νει.

Σχ. 3.2. Η συχνότητα εμφάνισης fk της πλευράς "κορώνα" κατά την ρίψη ενός νομίσματος

τείνει προς την πιθανότητα p = 0.5 καθώς ο αριθμός των ρίψεων η πυξάνει.

Σ το ό ρ ιο  η ->  °ο η σ υ χνό τη τα  εμφ άνισης fk τείνει στη ν α ντίσ το ιχη  π ιθανότη τα  

Pk ώστε

P|r= limfic =  lim  ^ ,

Π—>°° Π—
(3.2)
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για  ν α  π ά ρ ε ι η χ  τη ν  τιμή  x k. Σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  τη ς ρ ίψ η ς τ ο υ  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  

P j= P 2 = 1 /2  κ α ι π α ρ α τη ρ είσ τε  ό τ ι  P j + P 2= l  α φ ο ύ  n ,+ n 2 = n , ό π ο υ  1 κ α ι 2

δ η λ ώ νο υ ν  τα  α π ο τελ έσ μ α τα  Κ  κ α ι Γ, α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Τ α  α π ο τ ελ έσ μ α τα  α υ τά  

συμ πίπ τουν με τ ο ν  κλασσικό τρ ό π ο  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ο ύ  της π ιθανότη τα ς α λλά  μ ό νο  

π ρ οσ εγγισ τικ ά  ό τ α ν  ο  η ε ίνα ι π επ ερ α σ μ ένο ς  α ρ ιθ μ ό ς . Α υ τό  σ υ μ βα ίνει σ υ χν ά  

για τί δεν  μ πορούμ ε, βέβαια, ν α  εκτελούμε ά π ε ιρ ο  α ρ ιθ μ ό  πειρα μ ά τω ν. Τ ι όμ ω ς  

μας α να γκ ά ζει ν α  κ α τα φ ύ γο υ μ ε στη ν π ε ιρ α μ α τικ ή  αυτή  μέθοδο; Σ υ μ β α ίνε ι  

δ υ σ τυ χώ ς σ τα  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ α  π ρ ο β λ ή μ α τ α  ν α  α π α ιτ ε ίτ α ι  η ε π ε ξ ε ρ γ α σ ία  

στατιστικώ ν δ εδ ο μ ένω ν  γ ια τί δ εν  υ π ά ρ χ ε ι ά λ λ ο ς  α π λ ό ς  τρ ό π ο ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  

της π ιθ α νό τη τα ς  (π .χ . μ π ο ρ είτε  ν α  εκτιμήσετε π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  

περάσετε το μάθημα α υτό  με την πρώ τη εξεταστική π ερ ίο δ ο  χω ρ ίς  π λη ρ οφ ορ ίες  

και γ ια  τ ο ν  δ ιδ ά σ κ οντα , τα  θέματα π ο υ  βάζει, κ .λ .π .;).

Τώ ρα μ π ορ ού μ ε ν α  δώ σουμ ε το υ ς  δ ύ ο  π ιό  β α σ ικ ούς κ α νό ν ες  της θεω ρίας  

πιθανοτήτω ν:

(ί) Η  π ιθ α ν ό τη τα  ν α  συμβεί ένα  α π ό  δ ύ ο  α μ ο ιβ α ία  α ν α ιρ ο ύ μ ε ν α  γ ε γ ο ν ό τ α  

είνα ι το ά θροισμ α  τω ν α ντ ίσ το ιχω ν π ιθ α νοτή τω ν γ ια  το  καθένα

Ρ (Α  ή Β ) =  Ρ (Α )+ Ρ (Β ), (3 .3)

ενώ

(ii)  η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  σ υ μ β ο ύ ν  (τ α υ τ ό χ ρ ο ν α ) δ ύ ο  γ ε γ ο ν ό τ α  π ο υ  το  ένα  δ εν  

επηρεάζει το  ά λ λ ο  (ε ίνα ι ανεξάρτητα), ε ίνα ι
Ρ(Α  κ α ι Β ) =  Ρ (Α )·Ρ (Β ), (3 .4)

ό τα ν  τα  Α  κ α ι Β  ε ίν α ι α νεξά ρ τη τα  γ ε γ ο ν ό τ α . Π ρ ο σ έξτε  τ ο υ ς  δ ύ ο  α υ τ ο ύ ς  

κ α νόνες για τί σ υ χνά  υ π ο π ίπ το υ μ ε (κυρίω ς ο ι α ρ χά ρ ιο ι) σε λάθη.

Π α ρ ά δ ειγ μ α : Π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  μετά  α π ο  10 ρ ίψ εις ενό ς  νο μ ίσ μ α τ ο ς  

π ο υ  ήλθε Γ κ α ι τ ις  δέκα  φ ο ρ ές  (φ οβερή  σ ύμ πτω σ η  αλήθεια) ν α  έλθει Κ τη ν  

ενδέκατη; Φ υσικ ά  η π ιθ α ν ό τη τα  δ εν  θ α  επ η ρ εα σ θ εί α π ο  τα  π ρ ο η γ ο ύ μ εν α  

α ποτελέσμ ατα  κ α ι θα  είνα ι π ά λ ι 1 / 2 .

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε ):

(ΐ) π ω ς ν α  υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  τη ν π ιθ α ν ό τη τα  α π ο  τη ν α ν α λ ο γ ία  τω ν ευ νο ϊκ ώ ν  

α π οτελεσ μ ά τω ν σε λ ίγ α  προβλή μ α τα  με σ υ μ μ ετρ ία  κ α ι π επ ερ α σ μ ένο  α ρ ιθ μ ό  

δυνατοτήτων,
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( ϋ )  π ω ς  ν α  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τη ν  π ιθ α ν ό τ η τ α  α π ό  ένα  π ε ίρ α μ α  μέσω  της  

σ υχνότη τα ς εμφ άνισης ενό ς  γ εγ ο νό τ ο ς  κ α ι

(iii)  το υ ς  δ ύ ο  β α σ ικ ό τερ ο υ ς  κ α ν ό ν ε ς  της θεω ρίας τω ν π ιθ α νο τή τω ν (3 .3) και 

(3-4).

3 . 2  Σ τ α τ ισ τ ικ έ ς  έ ν ν ο ιε ς  ; μ έσ η  τ ιιιή  - δ ια σ π ο ο ά  - ο ο π έ ζ

Ω ς μέση ή α να μ ενό μ ενη  τιμή < χ >  μ ια ς  στατιστικής τυ χα ία ς  μεταβλητής 
με δ υ ν α τ ές  τ ιμ ές  την α κ ο λ ο υ θ ία  x t , x2 , χ 3, · · ·, x k, - · · κ α ι την τιμή χ ,  ν α

εμ φ α νίζετα ι n j φ ορ ές, την τιμή χ 2  ν α  εμ φ α νίζετα ι π2 φ ο ρ ές , κ .λ .π ., δηλαδή με 

α ν τ ίσ τ ο ιχ ες  σ υ χνό τη τες  εμ φ ά νισ η ς  γ ια  τη ν τιμή x k π ο υ  δ ίν ο ν τ α ι α π ό  την εξ.

(3.1), ορ ίζετα ι το  ά θροισμ α

Σ x i ni

<X> =  "L- ή—  = E x i fi .  (3 .5)
i

όπ ου

Σ  ηί =  η ή Σ  fi =  ! . (3 .6)
i i

Σ το ό ρ ιο  η—>°° η μέση τιμή σ α ν  συνάρτηση τω ν α ντίσ το ιχω ν π ιθα νοτή τω ν είνα ι

<Χ> = Σ  x i P i (3·7)
ί

ενώ  ισχύει

Σ pi=i. ο»
i

ό π ο υ  Pj ε ίνα ι π ιθ α νό τη τα  εμ φ ά νισ η ς το υ  α π οτελέσ μ α τος χ (. Δ ηλ. ω ς μέση τιμή

μ ια ς  τ υ χ α ία ς  μεταβλητής ο ρ ίζετ α ι τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  ό λ ω ν  τω ν  γ ιν ο μ έ ν ω ν  π ο υ  

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τις  δ υ να τές  τ ιμ ές  της επ ι τη ν π ιθ α νότη τα  εμ φ ά νισ η ς της κάθε 

μ ια ς.

Σ τα π α ρ α δείγμ α τα  π ο υ  μελετήσαμε μ έχρι τώ ρα ο ι τιμές της στατιστικής  

μεταβλητής ή τα ν δ ια κ ρ ιτές, ό μ ω ς π ο λ ύ  σ υ χ ν ά  στατιστικά  μεγέθη κ α λ ύ π το υ ν  

ένα  συνεχές φ άσμα τιμώ ν. Σ την περίπτω ση  αυτή ορ ίζου μ ε ω ς

p(x) dx (3.9)

την π ιθ α ν ό τη τα  ο ι τ ιμ ές  της τ υ χ α ία ς  μεταβλητής ν α  α ν ή κ ο υ ν  στο  σ υ νεχές  
διά σ τη μ α  α π ο  x μ έχρ ι x+ d x . Η σ υ νά ρ τη σ η  p(x) ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  σ υνά ρ τη σ η  

π υ κ νό τη τα ς π ιθ α νότη τα ς. Π αρατη ρείστε ό τ ι τώ ρα η Pj, α π ό  την εξ.(3 .2) της 

διακριτής περίπτω σης, θα αντικατασταθεί α π ο  την συνάρτηση ρ(χ) π ο υ  δίνετα ι

α π ο
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PCO=»m{f , ^ te } (310)
Δ χ —>0

ό π ο υ  Ρχ,χ+Δχ ε ίνα ι η συσσω ρευμένη  π ιθ α νό τη τα  ό λ ω ν  τω ν δ υ ν α τ ώ ν  τ ιμ ώ ν σ το  

διάστημα [χ ,χ+ Δ χ]. Η  συνάρτηση κ α τα νομ ή ς F(x) ορ ίζετα ι α π ο  την σχέση
X

. F(x) =  {  p (x’)dx' (3 .11)

και είναι η ολοκληρω μένη (ή αθροιστική) π ιθ α νότη τα  ώ στε ο ι τ ιμές της τυ χα ία ς  

μεταβλητής ν α  είνα ι μ ικρότερες α π ο  την τιμή χ . Α π ο  την (3.11) π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι η 

συνάρτηση πυκνότητας π ιθα νότη τα ς είνα ι

ρ (χ ) =
dF(x)

dx
(3.12)

Ο τ ύ π ο ς  π ο υ  δ ίν ε ι  τη ν  μέση τ ιμ ή , α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  με  

ολοκλήρω μα στην εξ.(3 .7), γ ίνετα ι τώ ρα
+οο

<χ> = X  χ p(x) = J χ ρ(χ) dx (3 .13)

ενώ η συνθήκη κ α νονικ οπ οίη σ η ς είνα ι η
+οο

J p(x)dx = 1  . (3 .14)

Α π ο  την ρ (χ ) =  ^  δ ( χ - χ ρ  Pj π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ι α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  σ χέσ ε ις  γ ια  τ ις  
ϊ

δια κ ριτές κ α τ α ν ο μ ές . Ο ι τ ύ π ο ι  της μ έση ς τ ιμ ή ς (3 .7 ) κ α ι (3 .1 3 ) γ ια  τ ις  

διακριτές κ α ι σ υ νεχείς  κ α τα νο μ ές  της τυ χα ία ς  μεταβλητής α ντ ίσ τ ο ιχ α  μ π ο ρ εί  

να  γενικ ευθούν γ ια  μ ια  ο π ο ια δ ή π οτε συνάρτηση φ (χ) (διακριτή ή συνεχή) ώστε
-foo

<Φ(χ)>  =  Σ  Ψ(χ ) Ρ(χ ) =  J Φ(χ) Ρ(Χ) dx . (3 .15)
χ -°»

Ε κ τός α π ο  τη ν  μέση τιμή  μ ια ς  σ τα τισ τ ικ ή ς  μ ετα βλη τή ς ό μ ω ς  μ α ς  

ενδιαφ έρει επ ίση ς ν α  γνω ρ ίζο υ μ ε  π ό σ ο  κ ο ν τ ά  γύρω  α π ο  τη μέση τιμή ε ίνα ι  

κατανεμημένες ό λες  ο ι τ ιμές της. Α υτό δ ίνετα ι α π ο  την δ ιακύμανση  (ή τυπική  

απόκλιση) σ χ . Η τετρ α γω νισμ ένη  δ ια κ ύ μ α νσ η  σ χ2  ο νο μ ά ζετα ι δ ια σ π ο ρ ά  της

τυ χα ία ς μεταβλητής x α π ο  την μέση τιμή < χ>  και ορ ίζετα ι ω ς η μέση τιμή το υ  
τετραγώ νου της αβεβαιότητας Δ χ  =  χ  -  <χ> . Ε πομ ένω ς με τις  π ρ ά ξεις

4-οο 4-οο

σ χ2 =  < (Δ χ )2> =  J (x -< x > ) 2  p(x) dx =  J (χ 2  +  < χ > 2  -  2 χ< χ> ) ρ (χ) dx
— ΟΟ — οο
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= J x2 p(x) dx + <x>2 { p(x) dx -  2 <x> j  x p(x) dx
—oo —oo

= <x2> + <x>2 -  2<x> <x>, 

έχουμ ε το  α π οτέλεσ μ α
σΧ2 = <χ2> -  <χ>2. (3.16)

Η δ ια σ π ο ρ ά  σ χ2 κ α θ ορ ίζει τ ο ν  βαθμό σκέδασης της μεταβλητής χ και δ ίνει

ένα  μ έτρο  της τ υ χ α ιό τ η τ α ς  σ τη ν εκτίμησή της. Μ ια  μη τυ χα ία  (ορ ισ μ ένη )  
μεταβλητή έχει π ά ν τα  σ Χ=0. Ο σο μεγαλύτερη ε ίνα ι η σ χ2  τό σ ο  μεγαλύτερη είνα ι

η σκέδαση τω ν  τ ιμ ώ ν  της χ γύ ρ ω  α π ο  την μέση τιμή < χ> . Ε πειδή ισ χύει ότ ι 
< Δ χ>  = 0  σ το ν  ο ρ ισ μ ό  της σ χ 2 α να γκ α σθή κ α μ ε ν α  δεχθ ούμ ε την μέση τιμή της

τετραγω νισμ ένη ς α π όσ τα σ η ς της μεταβλητής < (Δ χ)2> . Ε ίνα ι π ρ ο φ α ν ές  ότι για  

ν α  εκτιμήσουμε την δ ια σ π ο ρ ά  δ εν  μ α ς ενδ ια φ έρ ει α ν  ο ι  τιμές της χ  ε ίνα ι π ά νω  

(Δ χ> 0 ) ή κάτω  (Δ χ< 0 ) α π ό  την μέση τιμή < χ> . Γ ια  δ ια σ τα τ ικ ο ύ ς  κ α ι ά λ λ ο υ ς  

λόγου ς η τυπική απόκλιση  ορ ίζετα ι ως σχ =  W o x2·

Σ το Κ εφ . 1.2 είδα μ ε ό τ ι ό λ ες  ο ι τ ιμ ές  μ ια ς  μ α κ ρ οσ κ οπ ικ ή ς μεταβλητής  

π ο υ  υ π ό κ ε ιτ α ι  σ ε  π ε ιρ α μ α τ ικ έ ς  μ ετρ ή σ εις  δ ε ν  ε ίν α ι  δ ια κ ρ ίσ ιμ ε ς  γ ια  

π ρ α κ τ ικ ο ύ ς  σ κ ο π ο ύ ς . Η μέση τιμή  μ ια ς  μ ετα βλη τή ς < χ >  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  

ε π α ν α λ ή ψ εις  της μέτρη ση ς σε δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  χ ρ ο ν ικ έ ς  σ τ ιγ μ ές  κ α ι ε ίν α ι  

α νά λογη  του  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  α τό μ ω ν Ν  ( π ερ ίπ ο υ  ΙΟ24) π ο υ  α π ο τ ελ ο ύ ν  το σώμα, 
ενώ  το  ίδ ιο  ισ χ ύ ε ι κ α ι γ ια  τη ν δ ια σ π ο ρ ά  σ Χ2  =  < ( Δ χ ) 2>  π ο υ  ε ίν α ι π ά λ ι

α νά λ ο γη  το υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  α τό μ ω ν Ν  (κα ι ό χ ι  τ ο υ  Ν ^). Θ α φ α ν ε ί ξεκ ά θα ρα  

π α ρ α κ ά τω  (Κ εφ . 3 .5) ό τ ι η σχετική  ή π ο σ ο σ τ ικ ή  δ ια σ π ο ρ ά  (ή δ ια κ ύμ α νσ η )  

εκτιμάται α π ο  την σχέση

και ε ίνα ι φ υσικά  π ο λ ύ  μικρή (—>0) σε ένα  μ α κ ροσ κ οπ ικ ό  σύστημα ό π ο υ  Ν=1024

γ ια  τη ν στα τιστικ ή  φ υσική  π ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  θεω ρη θεί ω ς α π ό δ ειξη  γ ια τ ί η 

πρόβλεψ η μ α κ ροσ κ οπ ικ ώ ν μεγεθώ ν γ ίνετα ι με σ χεδ ό ν  α πόλυτη  βεβαιότητα και 

ο ι στατιστικές μέσες τιμές α ντισ το ιχού ν  ακριβώ ς στις παρατηρήσιμες τιμές.

Για δ ιακριτές και σ υνεχείς  κ α τα νομ ές α ντ ίσ τ ο ιχ α  μ π ορ ού μ ε ν α  ορ ίσ ουμ ε  
τις στατιστικές ρ οπές μψ και τ ις  κεντρικές ρ οπές m k α π ο  του ς τύπους

(3.17)
<χ> <χ> Vn ’

και -τ= ^ = 1 (Γ 12= 10-ΙΟ% -»0. Α υ τό  ε ίνα ι ένα  α π ο τέλεσ μ α  εξαιρετικής σημασίας
Vn

χ —οο
(3 .18)
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+οο

mk= Z  (x-<x>)k Ρ(χ) = J (x -<x>)k p(x) dx, (3.19)
x

α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Η  μέση τιμ ή  κ α ι η δ ια σ π ο ρ ά  σ 2 δ ίν ο ν τ α ι  α π ο  τ ις  ε ιδ ικ έ ς  
π ερ ιπ τώ σ εις  < χ >  = μ , κ α ι σ 2 =  m 2. Ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τω ν  σ τα τ ισ τ ικ ώ ν  ρ ο π ώ ν

επ ιτυ γχά νετα ι μέσω της χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ή ς σ υνά ρτη σ η ς g(ij), π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι γ ια  

κάθε π ρα γμ α τικ ό  ξ μ ε  g ( £ ) = 0  κ α ι £ (ξ )Ι< 1 , ενώ  α να π τύ σ σ ετα ι ω ς εξής:
οο

δ (ξ )= < ε χ ρ (ΐξ χ )>  =  <  Σ  ^  χΠ>
η=0

= Ση=0
m i

η! <χη>  = Σ
η=0

(ϊ£)η
η! M-nt μο-ΐ· (3 .20)

Η ρ (χ ) μ π ο ρ εί, τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  δ υ νη τ ικ ά , ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί α π ο  τη ν  g ^ )  μέσω
+οο

α ντίσ τρ ο φ ο υ  μ ετα σ χη μ α τισ μ ού  Fourier ( g ( | )  =  < ε χ ρ ( ίξ χ )>  =  j  e>ix ρ (χ ) dx).
-οο

Ό π ω ς  ο ι  ρ ο π ές  μη ε ίνα ι ο ι σ υ ντελεσ τές  σ το  α νά π τυ γ μ α  T aylor της g ^ )  σ το  ξ ,
οο

έτσι κ α ι η log  g ( |) =  Σ  κ η e v̂ctL Ή γεννή τρ ια  συνάρτηση τ ω ν  στατιστικώ ν
η=1

συσσω ρευτώ ν κ η> η = 1 , 2 , .  · .  Ο ι σ υσ σω ρευτές δ ίν ο ν τ α ι α π ο  σ υ νδ υ α σ μ ο ύ ς  τω ν  

ροπώ ν: κ ι= μ ι, κ2 =μ 2 ~ μ ι2 , κ 3 = μ 3 ~ 3 μ2 μ ι + 2 μ ι3, κ .λ .π .

Α σ κ η σ η ΐ: Ό τ α ν  η τυ χα ία  μεταβλητή x  π α ίρ ν ε ι μ ό ν ο  τ ις  α κ έρ α ιες  τ ιμ ές  0 , 1 , 
2 , . . .  ο ρ ίζο ντ α ι κ α ι ο ι π α ρ α γο ντ ικ ές  ρ ο π ές  φη με φ0 = 1  κα ι φη= < χ ( χ - 1 ) ( χ - 2 ) . . . ( χ -

n + 1 )> γ ια  η > 1 , ό π ω ς  κ α ι ο ι  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ι π α ρ α γ ο ν τ ικ ο ί σ υ σ σ ω ρ ευ τές  θ η. Ν α

δ είξετε  ό τ ι  ενώ  σ τη ν G auss ό λ ο ι  ο ι  σ υ σ σ ω ρ ευ τές  π έ ρ α  α π ο  τ ο ν  δ εύ τερ ο  
μ η δ ε ν ίζ ο ν τ α ι  (κ η= 0  γ ια  η > 2) τ ο  ίδ ιο  ισ χ ύ ε ι κ α ι σ τη ν P o isso n  γ ια  τ ο υ ς

π α ρ α γ ο ντ ικ ο ύ ς  σ υσ σω ρευτές θ η με ΘΠ =  0  γ ια  n > l .  Η  Gauss ε ίν α ι μ ια  σ υνεχή ς  

και η P oisson  μ ια  διακριτή κ α τα νομ ή .

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τι μ ά θ α μ ε ):

Α ντ ί γ ια  την πλήρη συνάρτηση πυκ νότη τα ς π ιθα νότη τα ς ε ίνα ι δ υ να τό ν  ν α  

χ α ρ α κ τ η ρ ίσ ο υ μ ε  μ ια  τ υ χ α ία  μ ετα β λ η τή  με δ ύ ο  μ ό ν ο  α ρ ιθ μ η τ ικ ά  

χαρακτηριστικά: τη ν μέση τιμή μ κ α ι την δ ια σ π ο ρ ά  σ 2. Α π ο  φ υσική  ά ποψ η ,



λ ο ιπ ό ν , ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  τ ο  φ ο β ερ ό  π ρ ό β λ η μ α  το υ  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  ό λ ω ν  τω ν  

π ιθ α ν ο τή τω ν  γ ια  κάθε μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ή  κατάσταση να  α ντικ α τα στα θεί με α υτό  

το υ  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  της μέσης τιμ ή ς κ α ι της τυ π ικ ή ς α π ό κ λ ισ η ς  γ ια  τις  λ ίγες  

μετρήσιμες ποσότητες. Ο π ω ς θα  δούμ ε παρακάτω  κ ά νο ντα ς  π α ρ α δ οχές  γ ια  την 

π ιθ α ν ό τη τα  κάθε μ ικ ρ οκ α τά σ τα σ η ς (π ο υ  ε ίνα ι βέβαια  α δ ύ ν α τ ο ν  ν α  ελεγχθεί 

άμ εσα) θα  οδηγηθούμε κ α τευ θ εία ν  σ το ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τω ν μέσω ν τιμώ ν για  όλα  

τα  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ά  μεγέθη. Η π ο σ ο σ τ ικ ή  ή σχετική  τυ π ικ ή  α π ό κ λ ισ η  είνα ι  

α ν ά λ ο γ η  του  l / V Ν ( —* 0  γ ια  μ ε γ ά λ ο  Ν ), ό π ο υ  Ν ε ίν α ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν

σ υ σ τα τικ ώ ν π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν  το  σ ύστη μ ά  μας. Α υ τό  α π ο τ ελ ε ί ένα  ιδ ιαίτερης  

σ η μ α σ ία ς  α π ο τ έλ εσ μ α  με σ υ ν έ π ε ια  ο ι  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ές  π ο σ ό τ η τες  ν α  έ χ ο υ ν  

αμελητέες δ ια κ υ μ ά νσ εις  γύρ ω  α π ο  την μέση τιμή.

3.3 Η Αιωνυιηκή Κατανοαιί
3.3.1 Ορισμός

Σχ.3.3. Η διωνυμική κατανομή δίνει την πιθανότητα να βρεθούν m μόρια στον όγκο Vm.

Θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε  μ ια  σ τα τ ισ τ ικ ή  κ α τα νο μ ή  μ εγ ά λ η ς  σ η μ α σ ία ς  σε  

ε φ α ρ μ ο γ έ ς  α λ λ ά  κ α ι α π ο  τ η ν  π λ ε υ ρ ά  α ν ά π τ υ ξ η ς  τη ς θ ε ω ρ ία ς  τω ν

π ιθανοτή τω ν. Έ στω  σε ένα  δ ο χ ε ίο  όγκ ο υ  V υπ ά ρχει ένα  α έρ ιο  με ολ ικ ό  αριθμό  
μ ο ρ ίω ν  η. Α ν  δ ια ιρ έσ ο υ μ ε  τ ο ν  ό γ κ ο  V σε δ ύ ο  τμ ήματα  V m κ α ι V - V m

(Σ χ.3 .3) π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  βρούμε m  μ όρ ια  σ το ν  όγκ ο  V m; Η λύση

α υ τού  του  προβλήματος μ π ορ εί ν α  βοηθήσει σ τον υ π ο λ ο γ ισ μ ό  της π ιθανότητας  

μ ια ς  σ υγκ εκ ρ ιμ ένη ς τιμ ή ς της π υ κ νό τ η τ α ς  ε ν ό ς  α ερ ίο υ  κ α θώ ς κ α ι σε μ ια  

ευρύτερη π ο ικ ιλ ία  ά λλω ν εφ αρμογώ ν.
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Η  π ιθ α νότη τα  έ ν α  μ ό ρ ιο  ν α  α νή κ ει σ τ ο ν  ό γκ ο  V m ε ίνα ι δ εδομ ένη  κ α ι  

π ροφ ανώ ς

P = - f  , (3.21)
ενώ  η π ιθ α νό τη τα  ν α  μην α νή κ ει (δηλ. ν α  α νή κει σ τ ο ν  ό γ κ ο  V - V m) ε ίν α ι

α ντίστοιχα

v -v m
q = ^r111 =1 -  Ρ, (3.22)

αντίστοιχα .

Α ς α ρ χ ίσ ο υ μ ε  ό μ ω ς  α π ο  τη ν  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  η=2: Α ν  δ ώ σ ο υ μ ε  τ ο υ ς

α ρ ιθ μ ο ύ ς  1 κ α ι 2  σ το  κ ά θ ε  έν α  α π ο  τ α  μ ό ρ ια  γ ια  ν α  κ α θ ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ η ν

π ιθανότητα  π ο υ  μας ενδ ιαφ έρει δ ια κ ρ ίνο υ μ ε τ ις  εξής τέσσερις περιπτώ σεις:
(ΐ) Τ α μ όρια  1 κ α ι 2  α νή κ ου ν σ το ν  όγκ ο  V

(Η) Τ ο μ όριο  1 ε ίνα ι σ το ν  V m κ α ι το  2 εκτός (δηλ. σ το ν  V -V m),

(iii) Τ ο μ όριο  2  ε ίνα ι σ το ν  V m και το  1 εκτός,

(ϊν) κ α ι τα  δύο  μ ό ρ ια  δ εν ε ίνα ι OTOVm.

Ο ι π ιθανότητες α υ τώ ν τω ν γ εγ ο νό τ ω ν  εκ τιμ ού ντα ι ω ς εξής: η π ιθ α νότη τα  τ ο  1 
ν α  ανήκει σ το ν  V m ε ίν α ι p κ α ι ν α  μη α νή κ ει ε ίνα ι q = l - p  ενώ  ίδ ιες  ε ίν α ι ο ι

π ιθανότη τες και γ ια  το  μ ό ρ ιο  2. Γ ια τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  στο α π ο τέλεσ μ α  (ϊ) π ο υ  
κ α ι τα  δύο  μ όρ ια  ευ ρ ίσ κ ο ντα ι σ το ν  V m χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  το γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι δ εν

υπ ά ρχει αλλη λεπίδραση  μεταξύ  τω ν μ ο ρ ίω ν  έτσι ώ στε το μ όρ ιο  1 κ α ι το  μ ό ρ ιο  
2 ν α  α νή κ ου ν σ το ν  όγκ ο  V m είνα ι α νεξά ρ τη τα  γ εγο νό τα . Α ρ α  η π ιθ α νό τη τα  Ρ Ι

να  συμβεί το  γ εγ ο νό ς  (ϊ) ε ίνα ι α π ο  την εξ. (3 .4)

δηλ. το  γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ ω ν  π ιθ α ν ο τ ή τ ω ν  γ ια  τα  μ ό ρ ια  1 κ α ι 2 . 

Π α ρ όμ οια  υ π ο λ ο γ ίζο ν τ α ι κ α ι ο ι  π ιθ α νό τη τες  γ ια  τα  γ εγο νό τα  (ii), (iii) κ α ι (ϊν )  

αντίστοιχα:

Ρ 2  =  ~ y L (* -  ~ y 1) =  Ρ(1 ~  Ρ) (3 .24)

Ρ 3 =  ^ ί ^ Ρ Ο - Ρ )  (3-25)
Vm - ,

ρ 4 = O - ^ f ) '  =  0 - Ρ ) .  (3 .26)

Ε νδ ια φ ερ όμ α στε γ ια  την εύρεση της π ιθ α νό τη τα ς  ο  V m να  π ερ ιέχε ι m μ ό ρ ια  

κ α ι γ ια  τη ν π ερ ίπ τω σ ή  μ α ς ό π ο υ  η= 2  ν α  π ερ ιέχε ι m =2 , 1 ή 0  με π ιθ α νό τη τες
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Ρ2 (2), Ρ2 (1) κ α ι Ρ2 (0), α ντίσ το ιχα . Α π ο  την απαρίθμηση τω ν (ί) - (ΐν) π ροκ ύπτει 

ότι:
Ρ 2 (2) =  Ρ , = Ρ2 (3.27)

α φ ού  το  γ εγ ο ν ό ς  α υτό  συμ βα ίνει μ ια  μ ό νο  φ ορά . Ε πίσης
P 2 ( l )  = P2 +P 3 = 2 p ( l - p ) ,  (3 .28)

α φ ο ύ  στις π ερ ιπ τώ σ εις  (ί) κα ι (ii) υ π ά ρ χει ένα  μ όρ ιο  σ τον  όγκο Vm και

Ρ2 (0) =  Ρ 4 = (1 - ρ )2 . (3 .29)

Η P n(m ) γ ια  m = 2 ,l ,0  κ α ι η=2 μ α ς δ ίν ε ι  την π ιθ α ν ό τη τα  ο  ό γ κ ο ς  V m ν α

π ερ ιέχει m  μ όρ ια .
Ε ξετά ζουμ ε στη σ υ νέχεια  την π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  3 μόρια  (η=3) π ο υ

του ς δ ίν ο ν τ α ι ο ι  α ρ ιθ μ ο ί 1, 2 κ α ι 3. Α π ό  τ ις  α ν τ ίσ τ ο ιχ ες  δυ να τές  κ α τα νομ ές  
τω ν μ ο ρ ίω ν  υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  τις  π ιθ α νό τη τες  P 3 (m ), m = 3 ,2 ,1  κα ι 0  π ο υ  μ α ζί με

τα α ντ ίσ το ιχα  γεγ ο νό τ α  φ α ίν ο ντα ι σ το ν  π ίνα κα :

η=3 μ ό ρ ια  
σ το ν  Vm

αριθμός μορίων 
σ τον Vm

πιθαν. ρϊ P3 (m )

1 1,2.3 3 Ρ5 Ρ3 (3 )= Ρ 3

2 1 ,2 2 ρ 2 ( ΐ —ρ)
3 1,3 2 » Ρ3 (2)=  3ρ2 (1—ρ)
4 2,3 2 »

5 1 1 ρ ( 1 - ρ ) 2
6 2 1 » Ρ3 (1 )= 3ρ (1-ρ )2
7 3 1 »

8 — 0 ( ί —ρ ) 3 P3 ( 0 ) = d - P ) 4

Α ς γενικ εύ σ ου μ ε τώ ρα  το  π ρόβ λη μ α  μ α ς γ ια  ο π ο ιο νδ ή π ο τε  α ρ ιθμό  η α π ο  
μ όρια  με σ κ ο π ό  ν α  δοθεί η έκφραση γ ια  τη ν  π ιθ α νό τη τα  Pn(m ) ώστε m  α π ο  τα

η μόρια  να  α νή κ ουν σ τον  όγκ ο  V m. Τ ο π ρόβλη μ α  επ ιλύετα ι σε δύο στάδια:

(α) εύρεση της π ιθ α νό τη τα ς  m  μ ό ρ ια  ν α  α νή κ ο υ ν  σ το ν  V m και n -m  εκτός του  

V m (δηλ. σ το ν  V - V m). Η π ιθ α νότη τα  α υ το ύ  του  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  είναι: pm( l - p ) n-m  

(κοιτάξτε κα ι το ν  π ίνα κ α  π α ρ α π ά νω  γ ια  η= 3 ).

(β) Α λλά  φ υσ ικ ά  π ρ έπ ει ν α  α π ο φ α σ ίσ ο υ μ ε κα ι στο  ερώ τημα π ο ιά  m μ όρ ια  θα  
δ ια λ έξο υ μ ε α π ο  τα  η γ ια  ν α  τα  β ά λου μ ε σ τ ο ν  V Ο α ρ ιθ μ ό ς  τω ν δ υ να τώ ν
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τρ όπ ω ν επ ιλ ο γή ς  τω ν m  μ ορίω ν α π ο  τα  η ισ σ ύ τα ι με το ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν  δ υ ν α τ ώ ν  

συνδυασμ ώ ν τω ν m  μ ορ ίω ν α π ο  τα  η κάθε φ ο ρ ά  κ α ι συμ βολίζετα ι με CJJ, ενώ

δίνεται α π ο  την σχέση:

Γη = fn ) = 'm'
n!

m! (n -m )!
(3 .30)

Ε πομένω ς α φ ο ύ  Cjj, ε ίνα ι ο ι  τρ ό π ο ι ν α  δ ια λ έξο υ μ ε  m  μ ό ρ ια  μέσω  της (β) κ α ι

p ( Ι - p )  ε ίν α ι Οι τ ρ ό π ο ι ν α  τα  β ά λ ο υ μ ε  σ τ ο ν  ό γ κ ο  V m μέσω  της (α )  ο

π ολλα π λα σ ια σ μ ός της (3.30) με την (3 .31) οδηγεί σ το ν  γενικ ό  τύ π ο

P n(m ) =  ; Pm( l - P ) n~m . m =0, 1 , 2 , ..., η, (3 .31)
n m! (n -m )!

της π ιθ α νό τη τα ς  ώ στε m  α π ο  τα  η μ ό ρ ια  ν α  α ν ή κ ο υ ν  σ τ ο ν  V m (ν α  ελεγθ εί ο  

τύπος (3.31) γ ια  την περίπτω ση π ο υ  η=3).

Ε ίνα ι όμ ω ς η Pn(m ) κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ ένη  ώ στε τα  γ εγο νό τα  στα  ο π ο ία  m = 0,

1 , 2 ,...,n ν α  φ τ ά χ ν ο υ ν  ένα  π λή ρες σ ύ ν ο λ ο  με το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν π ιθ α νο τή τω ν  ν α  
είναι μονάδα; Π ρ ά γμ α τι ο ι Pn(m ) α θ ρ ο ίζο ν τ α ι ω ς π ρ ο ς  m  στην μ ο νά δ α  α φ ο ύ

η!Σρ.μ = Σ
m=o m=om! (n- m)!

p i n  ( i - p ) n - m  =  [  ( ! _ p )  +  p  ] Π  =  ι Π =  1̂ 3. 32)

επειδή είνα ι ο ι συντελεστές του  δ ιω νυ μ ικ ού  α να π τύ γμ α το ς  π ο υ  δ ίνει τη ν  ηοστή  
δύναμη του  α θ ρ ο ίσ μ α το ς  τω ν δ ύ ο  ό ρ ω ν  p  κ α ι 1 -ρ . Λ όγω  της σχέσης της P n(m )

με το ν  τύ π ο  του  δ ιω ν ύ μ ο υ  η P n(m ) (εξ. 3 .31 ) ο νο μ ά ζετα ι διω νυμική  κ α τα νομ ή  

πιθανότητας.

Π α ρ ά δ ειγ μ α : Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α νό τη τα  σε 100 ρ ίψ εις  ε ν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  ν α  
έλθει 100 φ ορ ές  Κ; Α π ο  τ ο ν  τύ πο  (3.31) εκτιμάται ω ς Ρ 100(100) =  2 -100.

Π οιά  ε ίν α ι η π ιθ α νότη τα  σε 100 ρ ίψ εις  ε ν ό ς  ζα ρ ιο ύ  ν α  έλθει 30  φ ο ρ ές  τ ο

6 ; Η απάντηση ε ίνα ι P loo(30) =  3q? 70! φ 3°  Φ ?°

3 .3 .2  Μ έσ η  τ ιμ ή

Α ς μελετή σουμ ε έν α  π α ρ ά δ ειγμ α  κ α τα νο μ ή ς  τω ν μ ορ ίω ν σε ένα  δ ο χ ε ίο  
π ο υ  χ ω ρ ίζ ε τ α ι (έσ τω  νο η τ ικ ά !) σε δ ύ ο  ίσ α  τ μ ή μ α τ α (= ν /2 ) . Σ το  σ χ .3 .4

(ραίνονται γρ α φ ικ ά  τα  α ποτελέσμ α τα  με εφ αρμ ογή  της διω νυμικής κ α τα νομ ή ς  

για  η=4.
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Σχ.3.4. Η διωνυμική κατανομή Pn(m) για η=4 απο την (3.31).

Π α ρατη ρείστε ό τ ι το  γ ε γ ο ν ό ς  π ο υ  έχει την μεγαλύτερη  π ιθα νότη τα  συμβαίνει 

γ ια  m = 2  (λ ο γ ικ ό  α π ο τέλ εσ μ α  θ α  π είτε  α φ ο ύ  το  μ ισ ό  δ ο χε ίο  θα  π ερ ιέχει κατά

μ έσο  ό ρ ο  τ ο ν  μ ισ ό  ο λ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  μ ο ρ ίω ν ). Π α ρ α τη ρ είσ τε  ό μ ω ς  π ω ς  η 
π ιθ α νό τη τα  ν α  μην βρεθεί ούτε  ένα  μ ό ρ ιο  (m = 0 ) στο  ένα  μ ισό του  όγκ ο υ  είνα ι

π ο λ ύ  π ιο  α π ίθα νη  ( 6  φ ο ρ ές  λ ιγότερ ο  π ιθανή).
Η  μέση τιμή  τ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  μ ο ρ ίω ν  σ τ ο ν  ό γ κ ο  V m ε ίν α ι <m > κ α ι

υ π ο λ ο γ ίζετα ι γ ια  τη ν διω νυμική  κατανομή α π ο  το  ά θροισμ α

<m > =  P n(m ) = ]► >  j r ™ ;  pm (1-p)n_m  · <3 3 3 >
m=o m=0 u  -'·

Π α ρ α τη ρού μ ε π ω ς  ο  π ρ ώ τ ο ς  ό ρ ο ς  του  α θ ρ ο ίσ μ α το ς  (γ ια  m =0) φ εύγει α φ ο ύ  

π α ίρ ν ε ι τη ν τιμή 0  κ α ι ε π ιπ λ έ ο ν  α φ ο ύ  m !=l-2*3— (m -l) -m  έχουμ ε

<m > =  £ m  P n(m ) =  Σ ~— 7“ --------- Pm ( l - p ) n"m , (3.34)
nTi m=i ( m - 1 )! (n -m )!

ενώ  α ν  κ ά νου μ ε την αλλαγή  στο  k = m -l τότε  

<m > = Σ ~  , η\ , , P P k ( l - p ) n_1-kG )k! (n-l-k)!

n n V  (n~ 1)! = n p 2 ·̂
^ 0 k! ( n - l - k ) !

p k ( l - p ) n-,-lc =  n p, (3.35)

α φ ού  το τελευτα ίο  ά θ ρο ισ μ α  ω ς π ρ ο ς  k ε ίνα ι μ ο νά δ α  ό π ω ς  κα ι στην (3.32). Το  
α π ο τέλ εσ μ α  γ ια  τη ν μέση τιμή <m >=n p  μ α ς λ έε ι ό τ ι ο  μ έσος α ρ ιθ μ ός τω ν
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μορίω ν σ το ν  όγκ ο  V m είνα ι ο  ο λ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ός τω ν μ ο ρ ίω ν η επ ι τη ν π ιθ α νό τη τα
V

ενός α π ο  α υτά  ν α  είνα ι σ το ν  Vm φ = ~ η).

Ά σ κ η σ η : Ν α  οδη γη θείτε σ το  ίδ ιο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  < m > = n p  γ ια  τη μέση τιμ ή
Π

π αρα γω γίζοντα ς τη ν σχέση κ α νονικ οποίη ση ς Pn(m )= l ω ς π ρ ο ς  ρ.
m=o

3 .3 .3  Δ ια σ π ο ρ ά
Για τη ν δ ια σ π ο ρ ά  Om 2 μ π ο ρ εί ν α  γ ίν ε ι  ο  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  π ο υ

έγινε π α ρ α π ά ν ω  γ ια  τη ν  μέση τιμή α λ λ ά  τώ ρ α  ε ίνα ι α ρ κ ετά  π ιό  δ ύ σ κ ο λ ο ς .

Μ πορούμ ε ό μ ω ς ν α  σ τη ρ ιχθού μ ε σε ο ρ ισ μ έν ες  ιδ ιότη τες γρ α μ μ ικ ότη τα ς της  
μέσης τιμ ή ς π .χ . < f 1H-f2 > = < f |> + < f 2>  κ .λ .π . ώ στε ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  ν α  γ ίν ε ι

ευκολώ τερα. Δ εχό μ α σ τε , λ ο ιπ ό ν , γ ια  κ ά θε μ ό ρ ιο  μ ια  τυ χ α ία  μεταβλητή m  η

ο π ο ία  π α ίρ νει μ ία  α π ο  τ ις  δύο τιμές:
m = l, ό τα ν  το  μ ό ρ ιο  ανήκει σ το ν  V m και

m =0 , ό τα ν  δ εν α νή κ ει σ το ν  V m.

Ε πομένω ς γ ια  καθένα  μ όρ ιο  (η = 1 ) υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  τ ις  μέσες τιμές

<m> = 1· ρ + 0 · (1-ρ) = ρ (3 .36)

και

<m2> = I2· ρ + 0 2· (1-ρ) = ρ (1-ρ), (3 .37)

ώστε η δ ια σ π ο ρ ά  γ ια  τ ο  ένα  μ όριο  (η = 1 ) θα  ε ίνα ι

Om 2  =  <m 2>  -  <m > 2  = p ( 1 —p). (3 .38)

Η  μέση τιμή  < m >  κ α ι η δ ια σ π ο ρ ά  Om2 γ ια  τ ο ν  ο λ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν

σω ματίω ν η δ ίνετα ι α π ο  το ά θροισμ α  τω ν α ντ ίσ τ ο ιχ ω ν  τιμώ ν γ ια  την κάθε μ ια

μεταβλητή εφ' ό σ ο ν  αυτές ε ίνα ι ανεξάρτη τες μεταξύ  του ς (να  α π οδ ειχθ εί, α φ ο ύ  
π ρ ιν  δ ε ίξετε  ό τ ι ισ χ ύ ε ι <Xj x 2 χ3> = < X j>  <χ2> <Χ·3>, ό τ α ν  ο ι  τ υ χ α ίε ς

μεταβλητές x lt χ 2,κ α ι  χ 3  ε ίνα ι ανεξάρτητες. Ε πίση ς μελετείστε το  Κ εφ. 3.5. κα ι

τις  ασκήσεις σ το  τέλ ο ς). Η μέση τιμή κ α ι η δ ια σ π ο ρ ά  τω ν η μ ο ρ ίω ν  ε ίνα ι η

φ ορές αυτή τω ν (3.36) κ α ι (3.38)
<m > = n p (3 .39)

και
a m2  =  n p ( l - p ) . (3 .40)



Π αρατηρείστε ό τ ι , π ο υ  α π οτελεί μ ια  νέα  επιβεβαίωση της (3.17). 

Ά ρ α , η δ ιω νυ μ ικ ή  κ α τα νο μ ή  δ ίν ε ι  την π ιθ α ν ό τη τα  P n(m) ώ στε σε μια

σ ειρ ά  α π ο  η α νεξά ρ τη τα  π ειρ ά μ α τα  (επ α να λή ψ εις) m  α π ο  αυτά  να  δ ίν ο υ ν  το  
επ ιθυμητό α π ο τέλ εσ μ α  και n -m  ό χ ι, ό τ α ν  στο ένα  π είρ α μ α  (μία  επανάληψ η) η

π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  ε ίν α ι  ε υ ν ο ϊκ ό  το  α π ο τ έλ εσ μ α  ε ίν α ι  γνω σ τή  κα ι ίση με ρ. 

Π ροσ πα θείσ τε ν α  επ ινοή σ ετε μερικά π α ρ α δείγμ α τα  εφ αρμογής της διω νυμικής  

κ α τα νομ ή ς α π ο  την δική σ α ς εμπειρία .

Ά σ κ η ση : Ν α οδηγηθείτε σ το  α π ο τέλεσ μ α  <m 2 > = (n p )2 + n p ( l- p )  και επ ομ ένω ς  

στη ν σ χέση  a m2=  n p ( l - p )  π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  τη ν  σ χέση  κ α νο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  

η
^ P n(m )= l δυο  φ ο ρ ές  ω ς π ρ ο ς  ρ.

m=o

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε ):

Π ρ ιν  κ λείσ ει το  κ εφ ά λ α ιο  γ ια  την δ ιω νυμ ικ ή  κ α τα νομ ή  υ π ενθ υ μ ίζο υ μ ε  

π ά λ ι  ο ρ ισ μ ό  της π ο υ  κ α θ ο ρ ίζε ι κ α ι τη ν π ερ ιο χ ή  εφ α ρ μ ο γή ς  της: "Αν ένα  

σω μ ά τιο  π α ρ ο υ σ ιά ζε ι ένα  συγκ εκ ρ ιμ ένο  χαρα κ τη ριστικ ό , π .χ . η ταχύτητα του

είνα ι α π ο  5 0  μέχρι 100m /s, ή ν α  ανήκει στο  α ριστερό τμήμα του  δ οχείου  όγκου  
V m, κ .λ .π ., η δ ιω νυ μ ικ ή  κ α τα νο μ ή  P n(m ), m = n , n - 1 , . . ., 1 , 0  ο ρ ίζε ι την

π ιθ α νό τη τα  ώ στε m  α π ο  η σ ω μ ά τια  π ο υ  δ εν  α λ λ η λ επ ιδ ρ ο ύ ν  μεταξύ  το υ ς  ν α  

έχ ο υ ν  το  ίδ ιο  χαρακτη ριστικό" . Α υ τό  π ρ ο κ ύ π τ ε ι επειδή  τα  γεγ ο νό τ α  γ ια  το  

κάθε σ ω μ ά τιο  ε ίν α ι  α νεξά ρ τη τα  μ ετα ξύ  το υ ς  κ α ι σ υ μ β α ίν ο υ ν  με την ίδ ια  

πιθανότη τα  ρ. Π αρατηρούμε λ ο ιπ ό ν  την γενικότητα  της διω νυμικής κατανομής  

σε εφ α ρ μ ογές ενώ  γ ια  ν α  πεισθείτε σκεφτείτε π ω ς  π α ρ α π ά νω  χρησιμοποιήθηκε

μ ό νο  η π ιθ α ν ό τη τα  p ώ στε ένα  μ ό ρ ιο  ν α  έχει μ ια  συγκεκριμένη  ιδιότητα (π .χ  
ν α  ανήκει σ τον  ό γκ ο  V m) κα ι τ ίπ οτα  ά λλο .

3, 4  Ο ι K a in v o u ic  P o is s o n  κ α ι G a u ss

Θ α δ είξο υ μ ε π ω ς  η δ ιω νυμική  κ α τα νομ ή  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  α π λοπ οιη θ εί  

ό τ α ν  δ εχθ ού μ ε σ υ γκ εκ ρ ιμ ένα  ό ρ ια  κ α ι ν α  οδη γή σ ει σε δ ύ ο  ακόμη βασικές  

κατανομές: την κ α τα νομ ή  του  P oisson  (διακριτή) κ α ι την κατανομή του  Gauss
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(συνεχής). Α λλά  π ρώ τα  θα π ρ έπ ει ν α  σ υ νειδ η το π ο ιή σ ο υ μ ε ένα  π ρόβ λη μ α  π ο υ  

α φ ο ρ ά  τη ν  δ ιω ν υ μ ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή  π ιο  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν α  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  

π αρα γοντικ ώ ν μεγάλω ν α ριθμώ ν.

3 .4 .1  Τ ύ π ο ς  το υ  S t ir l in g

Π ροσέξτε ότι ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τω ν π α ρ α γ ο ντ ικ ώ ν , π .χ . το υ  20! ε ίνα ι ένα ς  

δ εκ α ενν εα ψ ή φ ιο ς  α ρ ιθ μ ό ς (! ) , ήδη π ο λ ύ  δ ύ σ κ ο λ ο ς  γ ια  σ χετ ικ ά  μ ικ ρ ο ύ ς  

αριθμούς φ ανταστείτε τ ις  δυσ κ ολίες  π ο υ  α ντ ιμ ετω π ίζο υ μ ε γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ εί  

ο α ρ ιθ μ ό ς  ΙΟ2 8 !. Ο α ρ ιθ μ ό ς  α υ τ ό ς  μ α ς  χ ρ ε ιά ζ ε τ α ι  ό τ α ν  θ ελ ή σ ο υ μ ε ν α  

υ π ο λο γίσ ο υ μ ε την π ιθ α νό τη τα  ο  α ντ ίσ τ ο ιχ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  μ ο ρ ίω ν  ενό ς  α ερ ίο υ  ν α  

καταλάβει ένα ν  σ υ γκ εκ ρ ιμ ένο  όγκο . Χ ρ εια ζό μ α σ τε  λ ο ιπ ό ν  ένα  τρ ό π ο  γ ια  τ ο ν  

(έστω π ρ οσ εγγισ τικ ό ) υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τω ν π α ρ α γ ο ν τ ικ ώ ν  μ εγά λ ω ν α ρ ιθ μ ώ ν π ο υ  

δίνεται α π ο  το ν  "τύπο το υ  Stirling".

Ε κ μ ε τ α λ ε υ ό μ ε ν ο ι τη ν  π ρ ο σ θ ετ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  τ ο υ  λ ο γ α ρ ίθ μ ο υ  ε ν ό ς

γινομ ένου  είνα ι ευκολώ τερο ν α  επ ιδιώ ξουμ ε το ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  της ποσότητας
Ν

S =  InN! =  ln [ l -2— (n—1)-Ν] =  ln l + 1η2 +····+1ηΝ =  £  Inn , (3 .41)
n=l

της οπ ο ία ς ο ι τιμές έχ ο υ ν  α ποτυπω θεί στο σχ.3.5.

Σχ. 3.5. Χρήσιμη γραφική παράσταση του Inn για τον υπολογισμό της σχέσης του Stirling.

Το άθροισμα  π ο υ  μ ας ενδ ια φ έρ ει δ ίνετα ι α π ο  τη γραμ μ οσ κ ια σμ ένη  επ ιφ ά νεια  

του σχήματος 3.5 γ ια τί το  εμ βαδόν του  κάθε βήματος ε ίνα ι το  π λ ά τ ο ς  (ίσ ο ν  με 

1 ) επ ί το  ύ ψ ο ς  π ο υ  ισ ο ύ τα ι με Inn. Ε π ο μ ένω ς το  S ε ίν α ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν  

εμβαδώ ν γ ια  ό λ α  τα  βή μ ατα . Μ ια  εκτίμηση της ε π ιφ ά ν ε ια ς  δ ίνετα ι α π ο  την  
σχέση y = ln x , ό π ο υ  x ε ίν α ι  η σ υ νεχή ς  μεταβλητή  σ τ ο ν  ο ρ ιζ ό ν τ ιο  ά ξ ο ν α
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(δ ια κ εκ ο μ μ ένη  γρ α μ μ ή ) κ α ι τ ο  εμ β α δ ό ν  S' α υ τή ς της ε π ιφ ά ν ε ια ς  δ ίν ε ι μια  

πρώ τη π ροσέγγιση  γ ια  το  S :

Ν  Ν

S' =  Jinx dx =  xlnx|^ -  J  x ^ dx = N InN -  (N  -  1 ) (3 .42)

1 1
Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι  S ’<S, ενώ  μ ια  κ α λύ τερ η  π ρ ο σ έγ γ ισ η  θα επ ιτευ χθ εί α ν

π ρ ο σ θ έσ ο υ μ ε  κ α ι τά  τρ ιγω νά κ ια  π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  α νά μ εσ α  α π ο  τα  βήματα κ α ι 
την δ ια κ εκ ομ μ ένη  γραμ μ ή . Τ ο ύ ψ ο ς  το υ ς  ε ίνα ι η δ ια φ ο ρ ά  ln (n + l) -  Inn ενώ  η 

βάση τ ο υ ς  1. Α ρ α  τ ο  εμ β α δ ό ν  της α ν τ ίσ τ ο ιχ η ς  ε ιφ ά ν ε ια ς  γ ια  το  η - ο σ τ ό

τρ ιγω νά κ ι ε ίνα ι ~  (1η(η+1)-1ηη). Η ά θροιση  γ ια  ό λ α  τα  τρ ιγω νά κ ια  (π = 1 ,2 , ..., 

Ν) δ ίνει

^  1η2 + 1  (In 3-ln 2) + 1  (In 4 -ln 3 )+  . . .  + \  (ln N -ln (N  -  1)) =  \  1ηΝ.(3.43)

Ε πομ ένω ς π ροσ εγγισ τικ ά  ισχύει

S = S '+ ^ ln N  = N l n N - ( N - l ) + ^ l n N  (3.44)

και α φ ο ύ  S=lnN! έχουμ ε N !=es άρα

Ν! «  Ν ν  e ~ N e  λ/ ν 7  (3.45)

Μ ια ακριβέστερη π ροσέγγιση  ε ίνα ι η

Ν! »  Ν ν  e - N  V 2jt V n  , (3 .46)

ό π ο υ  το  e(=2 .718) της (3 .45) έχει αντικατασταθεί α π ο  το  Αίκ  (=2.506...).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α ί:  Π α ρατη ρή στε ό τ ι γ ια  Ν =4 η ακριβής τιμή ε ίνα ι 4 != 24  ενώ  ο  

τ ύ π ο ς  το υ  Stirling δ ίν ε ι  π ρ ο σ εγ γ ισ τ ικ ά  2 3 .7 . Γ ια Ν = 6  έχου μ ε 61=720 κ α ι η 

π ρ οσ έγγισ η  ε ίν α ι 716 , δηλαδή το  λ ά θ ο ς  π ο υ  κ ά ν ο υ μ ε  χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς  το ν  

π ροσ εγγισ τικ ά  τύ π ο  το υ  Stirling, ακόμη κ α ι γ ια  τό σ ο  μ ικρό Ν , ε ίνα ι μικρότερο  

α π ο 1 %. Φ υσικά το  σχετικό λά θος μειώ νεται κ ι ά λ λ ο  ό τα ν  α υ ξά νει ο  Ν.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α 2 : Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίσ τε  έν α ν  υ π ο λ ο γ ισ τή  τσέπ η ς, π ο υ  ν α  έχει την  

ένδ ειξη  Ν !, γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ε τ ε  το  επ ι τ ο ις  100 λ ά θ ο ς  στην χρήση της 
προσέγγισης του Stirling (3.45) ή (3.46) γ ια  Ν = 2 0 ,4 0 ,6 0  και 80.
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3 .4 .2  Κ α τ α ν ο μ ή  P o i s s o n

Ε φ ο δ ια σ μ ένο ι με τ ο ν  τύ π ο  το υ  Stirling μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ις  

πιθανότη τες α π ο  τη ν δ ιω νυμική  κ α τα νομ ή  σε συστή μ ατα  π ο λ ύ  μ εγάλου  η. Θ α  

επ ιχειρή σ ουμ ε, έτσ ι, α π λ ο π ο ίη σ η  της δ ιω νυ μ ικ ή ς κ α τα νο μ ή ς  ώ στε αυτή ν α  

γ ίν ε ι  π ιο  εύχρηστη  σε υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς . Η π ρ ώ τη  π ερ ίπ τ ω σ η  π ο υ  θα  μ α ς  

α πα σχολή σει ε ίνα ι αυτή π ο υ  ο  η ε ίνα ι π ο λ ύ  μ εγά λο ς ενώ  ο ι τ ιμ ές του  m π ο λ ύ  

μικρές σε σχέση με το  η. Η  ισ ο δ ύ να μ α  έχουμ ε μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  επ α να λή ψ εω ν η

(—>«) και μικρή π ιθ α νό τη τα  ρ=  (—>0 ) ν α  έχου μ ε ευ ν ο ϊκ ό  α π ο τέλεσ μ α  σε

μ ια  επανάληψ η κ α ι π επ ερ α σ μ ένο  το  γ ιν ό μ ε ν ο  p n = <m > . Η  α κριβής τιμή της  

πιθανότητας τότε α π ο  την διω νυμική κατανομή είναι:

P n(m) =
η!

( - 7 ? l) ' V 4 ? r m · m = 0. 1 ,2 . . . . ,  η, (3 .47)
m! (n -m )! '  V V

για  όγκ ο  V π ο υ  ένα  τμήμα  το υ  α π ο τ ελ ε ί τ ο ν  V m. Α ν  α ντ ικ α τα σ τή σ ο υ μ ε  τα

παραγοντικά  α π ο  τ ο ν  τύ π ο  του  Stirling έχουμε

p  ____________ nn e ~ nV n V 2 jT__________,  V ^ n y  _

m! (n -m )n -m  e - ( n - m ) ^  n_ m ^/2 π  v  v

και π ο λ λ α π λ α σ ιά ζο ντα ς  επ ι n- m  αριθμητή κ α ι π α ρ ο νο μ α σ τή

p n(m) =
nm

m! (l--)n -m  em
n

χ - ^ Γ ( ι  - % " m. (3 .49)

Στο ό ρ ιο  n->°° ισ χύει ό τ ι ( l - m /n ) n m= 1 -  m (n -m )/n  =  1 -  m -  m 2/n =  1-  m = e

m επειδή κ α ι ο  λ ό γ ο ς  m 2/n ε ίν α ι π ο λ ύ  μ ικ ρ ό ς  ό τ α ν  m « V  η . (Κ ά ντ ε  το  
π αρά δειγμ α  γ ια  m = 0 . 1 n γ ια  ν α  δείτε ά ν  ισ χύει αυτή η π ρ οσ έγγ ισ η ). Α ρα  γ ια

m « V n
ΠΚπ- τ( 1  J ^ n - m  = e - m ,

ενώ επίσης στο ίδιο όρ ιο

(1- “ )1/2 = I. ν η'

(3.50)

(3.51)

Στον όρο

V ;

( i - 4 f ) m
(3.52)
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y

ο παρονομαστής είναι πάλι περίπου μονάδα, αφού ρ=-^Ρ·-»0, ενώ ο

αριθμητής είναι δυνατόν να γραφτεί ως 
V nV

(1— f  )n .= (1— ^ f ) n = ( l - ^ ) n , (3 .53)

γ ια τ ί <m >=n V m/V  =n p ε ίν α ι ο  μέσος α ρ ιθ μ ό ς  μ ο ρ ίω ν  σ το ν  όγκ ο  Vm (σχέση  

3.35) κ α ι γ ια  η— ι σχύει

(3.54)

Α π ο  τα  π α ρ α π ά ν ω  (εξ. 3 .50-54) η διω νυμική  κ α τα νομ ή  Pn (m ) π α ίρ νει την  

μορφή

(1_^m>)n .  e-m

Pn(m)«
nm(-T f)m e~<m> e-<m>

m ! e  m  e m m! (3 .55)

κ α ι λα μ βά νετα ι η κ α τα νο μ ή  το υ  P oisson

λ  em , - λ
P (m ) = m! m = 0 , 1 , 2 , . . .  με <ιη>=λ. (3.56)

Η  κ α τα νο μ ή  P o isso n  (εξ . 3 .56 ) ε ίν α ι  γνω σ τή  κ α ι ω ς "ο ν ό μ ο ς  τω ν  

σ π ά νιω ν  γεγονότω ν" * . Δ ίν ε ι  την π ιθ α νότη τα  m ευ νο ϊκ ώ ν  α π οτελεσμ ά τω ν, με 

μέση τιμή τ ο υ  m  τ ο  λ , σ τ ο ν  π ο λ ύ  μ εγά λ ο  α ρ ιθ μ ό  επ α να λ ή ψ εω ν η ό τ α ν  η 

π ιθ α νότη τα  επ ιτυ χ ία ς  p  σε μ ία  επανάληψ η ε ίνα ι π ο λ ύ  μικρή. Σ την περίπτω ση

το υ  συστή μ ατος τ ω ν  μ ο ρ ίω ν  δ ίν ε ι τη ν π ιθ α νό τη τα  ώ στε m μ ό ρ ια  ν α  α νή κ ο υ ν  
σ τον όγκ ο  Vm ό τ α ν  η μέση τιμή του  α ρ ιθ μ ού  τω ν μ ο ρ ίω ν  σ το ν  ίδ ιο  όγκ ο  είνα ι

λ= < π ι> = η .ρ , ενώ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  m 2 π ο λ ύ  μ ικ ρ ό τερ ο ς  τ ο υ  ο λ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν

μ ορ ίω ν η. Δ ε ίξα μ ε  π ω ς  η κατανομ ή  του  P oisson  π ρ ο κ ύ π τει α π ο  την διω νυμική  
κ α τα νο μ ή  σ τα  ό ρ ια  n — p = < m > /n  =  V m / V - > 0  κ α ι με χρήση της

αυστηρότερης π ρ ο ϋ π ό θ εσ η ς  m « V n !  Τ α  β α σ ικ ά  σ τα τ ισ τ ικ ά  μεγέθη  της  

κατανομής P oisson  υ π ο λ ο γ ίζο ν τ α ι α π ο  την γεννή τρ ια  συνάρτηση

G (s )= X  P (m ) sm =  e _x ( 1_s), π .χ . <m >= G '(s ) | s= 1  =  λ . (3.57)
m

* Ο ίδιος o Poisson διερεΰνησε την κανονικότητα που παρουσίαζαν τα σπάνια γεγονότα 
"θανάτων στρατιωτών απο κλωτσιές αλόγων(!)Μ.
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r r

^5

P (m )i (β)

<m >=5

8 10 m

(β) κατανομή Poisson

Σχ. 3.6. (α)Διωνυμική και (β) Poisson.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 : Η  κ α τα νομ ή  P o isso n  ισ χύ ει στην π ερ ίπ τω σ η  ε ν ό ς  δ ο χ ε ίο υ  
π ου  περιέχει Ν μ όρια  (π .χ . Ν =109) ό τα ν  ο  ό γκ ο ς  V m είνα ι τόσο μ ικ ρός σε σχέση

με τ ο ν  όγκ ο  του  δ ο χε ίο υ  V ώ στε p = V m/  V « l .  Η μέση τιμή το υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  

μ ορίω ν σ το ν  όγκ ο  V m είνα ι <m > =  Ν  p . (Ό τ α ν  <m >=2 εκτιμήστε π ό σ ο  μικρή  

ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  p = < m > / Ν ) γ ια  m = 0, 1 ,2 ,  3, ...Ε π ο μ ένω ς  η π ιθ α ν ό τη τα  

ώστε m  μ όρ ια  ν α  α νή κ ουν σ τον  π ο λ ύ  μ ικρό όγκ ο  V m δίνετα ι α π ο  την κατανομ ή

του P oisson  (3.56).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2: Έ σ τω  ό τ ι η π ερ ίπ τω σ η  κ α τα σ κ ευή ς εν ό ς  ελα ττω μ α τικ ο ύ  

α ντικ ειμ ένο υ  α π ο  μ ια  β ιο μ η χα νία  έχει τη ν π ο λ ύ  μικρή π ιθ α νό τη τα  ρ . Σε ένα  

μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  α π ό  α ντ ικ ε ίμ ενα  (η) η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  ε ίνα ι m  α π ο  α υ τά  
ελαττω ματικά δ ίνετα ι π ά λ ι α π ο  την P o isson  με λ=ηρ.

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε ):

Η κ α τα νομ ή  του  P oisson  ε ίνα ι μ ια  π ο λ ύ  ικανοποιη τική  π ρ οσ έγγισ η  της  

δ ιω νυ μ ικ ή ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  ό τ α ν  ο  η ε ίν α ι  π ο λ ύ  μ εγ ά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  ( η » 1 ), η 
π ιθ α νότη τα  p  π ο λ ύ  μικρή ( ρ « 1 ) α λ λ ά  με την μέση τιμή <m >=np μ ικρού έω ς



μ έτρ ιο υ  μ εγ έθ ο υ ς . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ε π ίσ η ς  ν α  θ εω ρή σ ουμ ε π ω ς  μ α ς  δ ίν ε ι την  

π ιθ α νό τη τα  P(m ) γ ια  α κ ριβώ ς m επ ιτυ χ ίες  σε κ ά π ο ιο  ιδ α νικ ό  π είρ α μ α  ό τα ν  η 
μέση τιμή  ε ίν α ι  σ τα θ ερ ή  (<ΓΠ>=λ), ενώ  έχει μέση τιμή  τη ν <πι>=λ κ α ι 

δ ια σ π ο ρ ά  σ 2  επ ίσ η ς  ίση με σ2 = < π ι> = λ . Α ν  κ α ι κ ά π ω ς π ερ ιο ρ ισ μ έν ες  ο ι  

εφ α ρ μ ογές της κ α τα νομ ή ς P oisson  στην φυσική είνα ι αρκετές.

3.4.3 Κανονική κατανομή (Gauss)
Ά ν  ο  α ρ ιθ μ ό ς  η ε ίνα ι π ο λ ύ  μ εγά λ ο ς  α λλά  κα ι ο ι τιμές τω ν m , n -m  είνα ι  

επ ίση ς μ εγάλες, δηλ. ό τ α ν  η <m >=np ε ίνα ι μ εγά λος α ρ ιθ μ ό ς  ό χ ι  όμ ω ς π ο λ ύ  

κ ο ντ ά  σ τ ο ν  η, η δ ιω νυμικ ή  κ α τα νομ ή  π ρ οσ εγγίζετα ι α π ο  την π ιο  συνηθισμένη  

κ α τα νομ ή  της φ ύ σ η ς, γνω στή  κ α ι ω ς κ α τα νομ ή  του  Gauss. Η κ α τα νομ ή  του  
Gauss π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τη ν δ ιω νυμικ ή  κατανομ ή  αρκεί ο ι <m > κ α ι n -  <m >

ν α  ε ίνα ι α ρ ιθ μ ο ί μ εγα λύ τερ ο ι το υ  3 (!). Σ το ό ρ ιο  α υ τό  τω ν μ εγά λω ν m και η 

μ π ο ρ ο ύ μ ε  π ά λ ι  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ο ν  τ ύ π ο  τ ο υ  S tir lin g  κ α ι ν α  

μ εγιστοποιή σουμ ε την P(m ) μέσω του  lnP(m ). Π ροσεγγιστικά  έχουμ ε

lnP(m ) ~  n Inn - m  lnm  - ( n - m )  ln (n -m ) +m  ln p + (n -m )ln (l-p ) , (3.58)

επ ομ ένω ς η τιμή m* του  m  π ο υ  μ εγισ τοπ ο ιεί την P(m ) δ ίνετα ι α π ο  την σχέση  

‘ Λ , - η - *  (3 .59 ,

Α λ λ ά
dlnP(m )i _ _  

dm 'm  = m * ~
, m* . ,In---------+  In

n -m *
7^ = 0 ,
i -p

(3 .60)

ά ρ α
m * =  n p  =  <m >. (3 .61)

Α ν  α να π τύ ξο υ μ ε  την συνάρτηση lnP(m ) γύρω  α π ο  την μέση τιμή m * έχουμε  

lnP(m ) =  lnP(m *) +  \  +  · · ·

=  ln P ( m * ) - ^ ( - J ^  +  — ) ( m - m * ) 2 +  . . .  . (3.62)
 ̂ m * n -m *

Ο ι ό ρ ο ι μεγαλύτερης τά ξη ς (k) σ το  α νά π τ υ γ μ α  ε ίνα ι α ν ά λ ο γ ο ι του  (m -m * )k·

0 (n-k +i), με το  Ο να  δηλώ νει τάξη μ εγέθους, ώ στε μ πορ εί ν α  α γνο η θ ο ύ ν  στην 

π ερ ιοχή  ό π ο υ  το m -m *  είνα ι της τάξης 0 (η 1''2). Ε πομ ένω ς σε αυτή την περιοχή  

(δηλ. ό τα ν  ο  m είνα ι κ ο ντά  στην m *=<m >) ισχύει

P(m ) oc ex p [ —~ 2  (m -m * )2], (3 .63)



(3 .64)

με την πα ρά μ ετρο  σ2 ν α  μετράει τη ν δ ια σ π ο ρ ά  του  m

σ2=
m * (n -m * )

η
= n p ( l-p ) ,

και
<m > = m* =  η ρ. (3 .65)

Τα <m > και σ2 π α ρ α μ ένο υ ν  ό π ω ς στην διω νυμική  κ ατανομ ή .

Στο Σχ. 3.7  συγκ ρίνουμ ε τ ις  κ α τα νο μ ές  του  Gauss κ α ι της δ ιω νυμικ ή ς γ ια  
η = 6  κ α ι ρ=  1/2 (δη λ. V m = V /2 )  ό π ο υ  < m > = n p = 3  κ α ι σ 2 = η ρ ( 1 - ρ ) = 1 .5 .

Π αρατηρούμε ότι ο ι  σ τα υ ρ οί (κ α νονικ ή  κ α τα νομ ή ) δ εν  δ ια φ έρ ο υ ν  π ο λ ύ  α π ο  
το υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  (δ ιω νυ μ ικ ή ) α ν  κ α ι ο  < m > = n -< m > = 3  ε ίν α ι  α ρ κ ετά  μ ικ ρ ός

αριθμός. Ε πομ ένω ς μ πορείτε ν α  φ ανταστείτε π ό σ ο  καλή π ροσ έγγισ η  θα έχουμε  

ό τα ν ο ι α ρ ιθμ οί <m > κ α ι n -  <m > ε ίνα ι π ιο  μ εγάλοι.

Σχ. 3.7.(α) Σύγκριση της διωνυμικής κατανομής με την Gauss και (β) η κατανομή Gauss.

Μ ετά την κ α νονικ οπ οίη σ η  (Π αράρτημα Α ) η κα τα νομ ή  το υ  Gauss αποκτά  

την γενική μορφή
1 r (m -< m > )2 ,

( 3 ·“ >

κ α ι εφ α ρ μ ό ζετα ι ό τ α ν  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν μ ο ρ ίω ν  σ το ν  ό γ κ ο  V m ε ίν α ι π ο λ ύ

μεγάλος. Σ τις πρα κ τικ ές εφ α ρμ ογές δ εν  μας ενδ ια φ έρει π ρ ο φ α ν ώ ς  η ακριβής 
τιμή της π ιθανότη τα ς m μόρια  να  α νή κ ουν σ τον  όγκ ο  V m α λλά  π εριοριζόμ αστε

συνήθω ς στην τιμή της π ιθανότη τα ς ώστε ο  αρ ιθμός τω ν μ ορ ίω ν σ το ν  όγκο Vm 

να  είνα ι α π ό  m μ έχρι και m +δπΊ. Α φ ού  ο  α ρ ιθ μ ός π ε ίνα ι ήδη π ο λ ύ  μ εγάλος



I
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όταν o 6m είναι αρκετά μικρός η μεταβλητή m μπορεί να αντικατασταθεί απο 
την συνεχή μεταβλητή X, ώστε οριακά απο την (3.66) παίρνουμε την 
πιθανότητα

1 r (χ-<χ>)21
dP(x) =

^2πσ2
exp[ - 2σ2 -]dx, (3.67)

ώστε οι τιμές της τυχαίας μεταβλητής x να είναι στο διάστημα απο χ μέχρι 
x+dx. Προφανώς η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας p(x) είναι η 
παράγωγος ως προς χ της συνάρτησης κατανομής Ρ(χ) ώστε

1 r (χ-<χ>)21
ρ(χ) =

Vijrσ2
exp[ - 2σ2 (3.68)

όπου <χ> είναι η μέση τιμή και σ2 η διασπορά της τυχαίας μεταβλητής χ.

Σχ. 3.8. H P δίνεται απο το εμβαδόν της γραμμοσκιασμένης καμπύλης.
X t SXSX9

Η πιθανότητα ώστε η x να παίρνει τιμές σε μια ορισμένη περιοχή X] 
μέχρι Χ2 υπολογίζεται απο την σχέση

Χ2 Χ2

Ρχ.<χ<χ2= ρ(χ2 )-ρ(χ ΐ)= i dp(x) = JpOOdx. (3.69)
xl xl

όπου P(x) και p(x) είναι η συνάρτηση κατανομής και πυκνότητας πιθανότητας, 
αντίστοιχα. Για τα όρια που εκτείνονται οι τιμές του χ, παρ’ όλο που έχουμε 
δει πως πολύ μικρές και πολύ μεγάλες τιμές του m είχαν ασήμαντη 
πιθανότητα να συμβούν, τα παίρνουμε χωρίς περιορισμό να είναι -οο και +«>
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α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Η  π ιθ α ν ό τ η τ α  η τ υ χ α ία  μ ετα βλη τή  x ν α  π α ίρ ν ε ι  τ ιμ ές  σ το  
διάστημα (Xj,x2) μ πορεί επομένω ς ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί κ α ι α π ο  το ν  τύ π ο

είναι η συνάρτηση Laplace.

Α σκηση 1 : Ν α α π ο δ ειχθ εί η ισχυρότη τα  της π ρ ό τα σ η ς (3.70).

Α σκ η ση  2: Ν α  δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ο ι  ά ρ τ ιε ς  σ τ α τ ισ τ ικ ές  ρ ο π έ ς  τη ς κ α ν ο ν ικ ή ς  
κ α τα νο μ ή ς μ η δενικ ή ς μέσης τιμ ή ς κ α ι δ ια σ π ο ρ ά ς  μ ο ν ά δ α  ε ίν α ι < x 2n> =  

1.3.5..... (2 η -1 ) =  (2π—1)!! ενώ  ο ι π ερ ιττές  < χ 2η+1> ε ίνα ι μηδέν.

Α σκηση 3: Ν α  δ ε ιχθ ε ί γεν ικ ό τερ α  ό τ ι γ ια  τ ις  ά ρ τ ιες  κ εντρ ικ ές  σ τα τισ τικ ές

για  τις π ερ ιττές m 2 n+1= 0 .

Ανακεφαλαίωση (τι μάθαμε):
Π ρ ίν  κ λ είσ ο υ μ ε το  κ εφ ά λα ιο  γ ια  τ ις  δ ύ ο  α υ τές  βασικές κ α τα νο μ ές , τη ν  

διακριτή κ α τα νομ ή  P oisson  κ α ι τη ν σ υνεχή  Gauss, θα  π ρ οσ θέσου μ ε ότι η Gauss 

π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι τη ν  σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  π ά ρ α  π ο λ λ ώ ν  τ υ χ α ίω ν  μ ετα β λ η τώ ν με 

α ποτέλεσμ α  ν α  ισ χύ ει σε π ά ρ α  π ο λ λ έ ς  π ερ ιπ τώ σ εις . Α υτό  ε ίνα ι σ υ νέπ εια  τω ν  

θεω ρημάτω ν π ο υ  θα  δούμε στο Κ εφ. 3.5.

3. 5 Ntmoc των ιιενάλων αοιθιιών · θεώοηαα κεντοικού ορίου
Α ν σε μ ία  επανάληψ η η π ιθ α νότη τα  ν α  έχουμ ε ευνοϊκ ό  α ποτέλεσ μ α  ε ίνα ι  

ρ κ α ι ν α  μ η ν έχ ο υ μ ε  ε ίνα ι q= 1 —ρ η π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  έχο υ μ ε  m ευ ν ο ϊκ ά

α π ο τελ έσ μ α τα  σε η επ α να λή ψ εις  δ ίν ετ α ι, π ρ ο φ α ν ώ ς , α π ο  την δ ιω νυμ ικ ή  
κατανομή Pn(m ). Ε πομ ένω ς η α ντίσ το ιχη  συχνότη τα  εμφ άνισης τω ν ευ νο ϊκ ώ ν

α π ο τ ελ εσ μ ά τω ν  ε ίν α ι f=m /n. Ο ν ό μ ο ς  τω ν  μ εγά λ ω ν α ρ ιθ μ ώ ν α φ ο ρ ά  τη ν

σ υ χνό τη τα  εμ φ ά νισ η ς  f και μ ας υ π α γ ο ρ ε ύ ε ι π ω ς  γ ια  ένα  μ εγά λ ο  α ρ ιθ μ ό

(3 .70)

όπου
X

(3 .71)



επ α να λή ψ εω ν η η f θα  υ π α κ ο ύ ε ι στην κ α νονικ ή  κα τα νομ ή , δηλ. στο ό ρ ιο  η—»«> 

η p(f) ε ίνα ι η Gauss.

Η μέση τιμή της f ε ίν α ι
<f> = <m> _

π π Ρ, (3 .72)

με δ ια σ π ο ρ ά  την

σ 2 =  < ( Δ 0 2> =  < (Δ πί)2>  _ πΡ ^ ~ Ρ )  _ΡΠ ~Ρ) 
f η2 η2 η ’

ενώ  η τυπική α πόκ λιση  είνα ι

o f =  V <(A f)2> .

(3.73)

(3.74)

Ο κ α ν ό ν α ς  τω ν τ ρ ιώ ν  σ: Η π ιθ α ν ό τη τα  ώ στε η σ υ χνό τη τα  εμ φ ά νισ η ς f να  
κ υ μ α ίνετ α ι α π ο  <f>  -  σ Γ μ έχρ ι <f> + σ Γ ε ίν α ι 2 Φ (1 )= 0 .6 8 3  ή 6 8 .3 %. Μ π ορ εί

επ ίσ η ς ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί π ω ς  η π ιθ α νό τη τα  ώ στε η σ υ χνότη τα  εμφ άνισης f να  
ε ίν α ι στο  δ ιά σ τη μ α  [< f> - 2 .a f,< f> + 2 .o r] ε ίνα ι 2 Φ ( 2 )= 0 .9 5  ή 9 5 % ενώ  γ ια  να

κ υ μ α ίν ετ α ι σ το  δ ιά σ τη μ α  [< f> - 3 .o f,< f> + 3 .o f] ε ίνα ι 2 Φ ( 3 )= 0 . 9 9 7  ή 9 9 .7 %,

α ντίσ το ιχα . Τ α  α π οτελέσμ α τα  αυτά  εξά γο ντα ι με την βοήθεια του  τύ που  (3.70), 

με την π ρ ο ϋ π ό θ εσ η  βέβαια  ότι ισ χύει ο  ν ό μ ο ς  τω ν μ εγάλω ν α ρ ιθμώ ν κα ι η p(f)

ε ίν α ι η κ α τα νο μ ή  Gauss. Β λ έπ ο υ μ ε  ό τ ι με π ιθ α ν ό τη τα  9 9 .7 % ο ι τ ιμ ές της f 
κ υ μ α ίνο ντα ι ± 3 o f γύρω  α π ο  την μέση τιμή <f>. Ε πειδή γ ια  πρακτικούς σ κ οπούς

η π ιθ α νό τη τα  0 .9 9 7  ε ίνα ι π ε ρ ίπ ο υ  μ ο νά δ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι το  συμ πέρα σμ α  π ω ς ο ι

τ ιμ ές  της τ υ χ α ία ς  μ εταβλητής f θα  ε ίνα ι σ χ εδ ό ν  με βεβα ιότη τα  π ά ν τα  στο  
διά στη μ α  μ ετα ξύ  3σΓ α ρ ιστερ ά  α π ο  την μέση τιμή κ α ι 3 o f δεξιά . Α υ τό ς  ε ίνα ι ο

γνω σ τό ς  κ α νό ν α ς  τω ν τρ ιώ ν σίγμα. Σ το Σ χ. 3.8 φ α ίνετα ι ό τ ι η π ιθανότητα  π ο υ  
δ ίνετα ι α π ο  το  εμ β α δ όν κάτω  α π ο  την καμπύλη, εξα ντλείτα ι στα όρ ια  <ί>± 3 σΓ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 : Σ την π ερίπτω ση  η = 100 ρ ίψ εω ν ενό ς  νομ ίσ μ α τος α π ο  τις εξ.

(3 .72) κ α ι (3 .74) η μέση σ υχνότη τα  εμφ άνισης της Κ ε ίνα ι <f>=0.5 και η τυπική  

α π ό κ λ ισ η  σΓ =  0 .0 5 , α ντ ίσ τ ο ιχ α . Α ρα  με π ιθ α νό τη τα  95% η f κυμ α ίνετα ι στο

δ ιά σ τη μ α  σ υ χ ν ο τ ή τ ω ν  [0 .4 ,0 .6 ] κ α ι με π ιθ α ν ό τ η τ α  99.7%  σ το  δ ιά στη μ α  

[0 .3 5 ,0 .6 5 ] . Ε π ο μ έ ν ω ς  θα  ή τα ν εξ α ιρ ετ ικ ά  α π ίθ α ν η  η εμ φ ά νισ η  μ ια ς  
συχνότη τας π .χ . f=0.7, δηλ.70 Κ στις 100 ρίψεις.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 : Ό π ω ς  κ α ι στο  π α ρ ά δ ειγμ α  1 α λ λ ά  γ ια  η=10000. Η μέση  

σ υχνότη τα  ε ίνα ι π ά λ ι <f>=0.5 α λ λ ά  η τυπική  α π ό κ λ ισ η  ε ίνα ι τώ ρα σΓ =  0.005.

Έ τσ ι με π ιθ α νό τη τα  95% η f κ υ μ α ίνετα ι στο δ ιά σ τη μ α  [0 .49,0 .51] ενώ  με
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99.7%  στο δ ιά σ τη μ α  [0 .48 5 ,0 .5 1 5 ]. Η εμ φ ά νισ η  α κ όμ η  κ α ι τη ς τιμ ή ς f= 0 .4  

μ πορ εί σ χεδ ό ν  ν α  α π ο κ λ εισ θ εί κ α ι μ ία  τέτο ια  τιμή  θα  μ π ο ρ ο ύ σ ε  ν α  σ η μ α ίνει 

πω ς το νόμ ισ μ α  είνα ι βαρύτερο α π ο  τη ν π λ ευ ρ ά  Γ.

Τ ο  θεμελιώ δους σημασίας θεώ ρημα της στατιστικής είνα ι γνω σ τό  σ α ν  το

"θεώρημα του  κ εντρικού ορίου"’ κ α θ ο ρ ίζει τ ις  γ εν ικ ές  συνθήκες ώ στε η οριακή  
κατανομή γ ια  ένα  ά θ ρ ο ισ μ α  X = X j+ X 2+ . . .  + Χ Π α π ο  π ο λ λ έ ς  (η) α νεξά ρ τη τες

τυ χα ίες  μεταβλητές X j, i= l ,2 ,...,n , μέσης τιμής μ ί κ α ι δ ια σ π ο ρ ά ς  Oj2, ε ίνα ι η 

κ α νο ν ικ ή  κ α τα νο μ ή  με μέση τιμή  τη ν  μ = μ 1+ μ 2+ . .  . + μ η κ α ι δ ια σ π ο ρ ά  

σ2 = σ , 2 + σ 22+ . . .  + σ Π2 . Ε π ο μ έ ν ω ς  ένα  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  π ο λ λ έ ς  α νεξά ρ τη τες

τυ χα ίες  π οσ ότη τες υ π α κ ο ύ ει π ά ν τ α  στην κ α νο ν ικ ή  κ α τα νομ ή , ένα  ση μ α ντικ ό  

συμπέρασμα π ο υ  έδω σε την απαραίτητη  ώθηση γ ια  τη ν είσ οδο  της μαθηματικής 

στα τιστική ς στην φ υσική . Τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  ό λ ε ς  σ χ ε δ ό ν  ο ι  π α ρ α τη ρ ή σ ιμ ες  

μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ές  μ ετα βλη τές ε ίν α ι ο υ σ ια σ τ ικ ά  ά θ ρ ο ισ μ α  μ εγ ά λ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  

επ ιμέρους τυ χα ίω ν μεταβλητώ ν (εν  π ο λ λ ο ίς  α γνώ σ τω ν σε μ α ς) εκδηλώ νεται με 

την π ο λ ύ  συχνή π α ρ ου σ ία  της κ α νονικ ή ς κατανομής. Έ τσι, π α ρ ά  το γ εγ ο νό ς  ότι 

θα μ π ο ρ ο ύ σ α ν  ν α  υ π ά ρ ξ ο υ ν  ά π ειρ ες  κ α τα νο μ ές  η φ ύση φ α ίνετα ι ν α  π ρ ο τ ιμ ά , 

τουλάχιστον στις περισσότερες τω ν περιπτώ σεω ν, την κατανομή Gauss.

Π α ρ ά δ ειγ μ α : Τ α  π ε ιρ α μ α τ ικ ά  δ εδ ο μ έν α  τα  επ εξ ερ γ ά ζο μ α σ τ ε  σ υνή θ ω ς με 

βάση τ ο  θ εώ ρ η μ α  κ ε ν τ ρ ικ ο ύ  ο ρ ίο υ :  Ο  π ε ιρ α μ α τ ικ ό ς  φ υ σ ικ ό ς  έχ ε ι Ν  

α νεξά ρ τη τες τ υ χα ίες  μ εταβλητές, κ α τα νεμ η μ ένες  με το  ίδ ιο  τ ρ ό π ο , γ ια  τ ις  

ο π ο ίες  έχει μετρήσεις. Ό λ ες  ο ι τυ χα ίες  μεταβλητές έ χ ο υ ν  τη ν ίδ ια  μέση τιμή  

και δ ια σ π ο ρ ά  (π .χ . η τυ π ικ ή  α π ό κ λ ισ η  κ α θ ο ρ ίζετ α ι α π ο  το  σ φ ά λ μ α  σ τις  

μετρήσεις) π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ω ς α π ο τέλεσ μ α  τω ν μετρήσεω ν. Τ ότε γ ια  μ εγάλο  

α ριθμό μετρήσεω ν Ν η μέση τιμή π ρ ο σ εγ γ ίζετα ι α π ο  μ ια  κ α νο ν ικ ή  κατανομ ή  

με δ ια σ π ο ρ ά  π ο υ  φ θ ίνει με τ ο ν  ν ό μ ο  Ι/V n . Σ το ίδ ιο  π νεύ μ α  ε ίνα ι κ α ι η π ο λ ύ  

γ νω σ τή  σ τ ο ν  α ν α γ ν ώ σ τ η  μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  τ ε λ ε ίω ν  τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν  π ο υ  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  γ ια  τ η ν  π ρ ο σ έ γ γ ισ η  π ε ιρ α μ α τ ικ ώ ν  ή υ π ο λ ο γ ισ τ ικ ώ ν  

δεδομ ένω ν με μ ια  ευθεία  γραμμή.



Ανακεφαλαίωση (τι μάθαμε):
Ο  ν ό μ ο ς  xojv μ εγ ά λ ω ν αριθμούν δ η λώ νει π ω ς  η σ υ χνότη τα  εμ φ ά νισ η ς f  

τω ν ευ νο ϊκ ώ ν α π οτελεσ μ ά τω ν σε ένα  π είρ α μ α  α κ ολου θ εί την κατανομή Gauss. 

Α ν έχο υ μ ε έ ν α ν  μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  Ν α νεξά ρ τη τω ν τυ χα ίω ν  μεταβλητιύν, ό π ο υ  η 

κ ά θ ε μ ία  έχ ε ι μέση  τιμή  μ κ α ι δ ια σ π ο ρ ά  σ2 , τό τε  α>ς α π ο τ έλ εσ μ α  το υ  

θ εω ρή μ α τος το υ  κ εντ ρ ικ ο ύ  ο ρ ίο υ  το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν  Ν  τυ χα ίω ν  μεταβλητώ ν  

α κ ο λ ο υ θ εί τη ν κ α τα νο μ ή  Gauss με μέση τιμή  Ν μ , δ ια σ π ο ρ ά  Νσ2  κα ι σχετική  

τυπική α πόκ λιση  α νά λο γη  του  1/V n .

3. 6 Αβεβαιότητα και εντροπία reXnootpoolac

3.6.1 Ορισμοί
Σ τη ν κ α θ η μ ερ ινή  ζω ή α ντ ιμ ετ ω π ίζο υ μ ε  π ο λ ύ  σ υ χ ν ά  το  π ρ όβ λη μ α  ν α  

π ά ρ ο υ μ ε  α π ο φ ά σ ε ις  σε ένα  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  α β εβ α ιότη τα ς ή μερικής ά γ ν ο ια ς  για  

δ ιά φ ο ρ ο υ ς  σ χετ ικ ο ύ ς  π α ρ ά γ ο ντες . Ε να  π α ρ ά δ ειγμ α  α π ο τελ εί η π ρόγνω σ η  του  

κ α ιρ ο ύ  π ο υ  επ η ρ εά ζετ α ι α π ο  π ρ α κ τ ικ ά  ά π ε ιρ ο υ ς  π α ρ ά γ ο ν τ ε ς  π ο υ  τ ο υ ς  

π ερ ισ σ ό τερ ο υ ς  το υ ς  α γνο ο ύ μ ε . Β έβαια  η α βεβαιότη τα  μ π ορ εί να  μειω θεί ό τα ν  

έχουμ ε κ ά π ο ιες  π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  (π .χ . η α να κ ο ίνω σ η  του  δελτίου  κα ιρ ού  α π ο  την  

τη λεόρ α σ η  ή η α νά γ ν ω σ η  της ένδ ε ιξη ς  της β α ρ ο μ ετρ ικ ή ς  π ίεσ η ς). Ά ρ α  η 

π λ η ρ ο φ ο ρ ία  μ ειώ νει την αβεβαιότητα , π .χ . η π λ η ρ ο φ ο ρ ία  ό τ ι ο  δ ιδ ά σ κ οντα ς  

δ εν  "κόβει" π ο λ λ ο ύ ς  στην εξεταστική π ε ρ ίο δ ο  μ ειώ νει την αβεβαιότητα  του  

φοιτητή α ν  θα  π ερ ά σ ει ή ό χ ι  το  μ ά θη μ α(ισχύει γ ια  τ ο ν  δ ιδάσ κ οντα  στο μάθημα  

σ α ς;). Β έβ α ια  δ εν  μ π ο ρ ώ  ν α  φ α ντα σ τώ  π ο ια  π λ η ρ ο φ ο ρ ία  θα μ είω νε την  

α βεβαιότη τα  τ ο υ  φ οιτητή  γ ια  το  α ν  θα  β ρ εί "δουλειά" σ το  α ντ ικ είμ ενο  τω ν  

σ π ο υ δ ώ ν  του  μ ό λ ις  π ά ρ ε ι το  π τυ χ ίο  (μ ά λ λ ο ν , ό μ ω ς, η αβεβαιότητα δ εν  ε ίνα ι  

μεγάλη σε αυτή την περίπτω ση  α φ ού  είνα ι σ χεδ ό ν  σ ίγο υ ρ ο , ότι δεν θα βρεί!).

Εφ' ό σ ο ν  με την π λ η ρ ο φ ο ρ ία  μ ειώ νετα ι η αβεβαιότητα  α λ λ ά ζο υ ν  φ υσικά  

και ο ι σχετικές α π ο φ ά σ εις  (ας πάρω  την ο μ π ρ έλ λ α  μου σήμερα γιατί βρίσκομαι 

στα Γ ιά ννινα  κ α ι το μετεω ρολογικό δελτίο είπε π ω ς  θα βρέξει στα περισσότερα  

μέρη της Ε λλά δ α ς). Β έβαια  στα π ερ ισ σ ό τερ α  φ υ σ ικ ά  συστήματα α να μ ένου μ ε  

ό τι η αβεβαιότητα τω ν μετρήσεω ν είνα ι π ρα γμ α τικ ά  περιορισμένη  στα όρια  του  

π ε ιρ α μ α τ ικ ο ύ  σ φ ά λ μ α τ ο ς  ό π ω ς  ήδη έχ ο υ μ ε  σ υ μ π ερ ά ν ε ι σε π ρ ο η γ ο ύ μ ενα  

κ εφ ά λ α ια . Ο μ ω ς υ π ά ρ χ ε ι κ α ι μ ια  α π έρ α ντ η  π ο ικ ιλ ία  α π ο  ά μ ο ρ φ α  υ λ ικ ά  

(γυαλιά) ή ρευστά στα ο π ο ία  η αβεβαιότητα π α ίζε ι π ρω τεύοντα  ρόλο.
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Στην θεω ρία  τω ν π λ η ρ οφ ορ ιώ ν σ υ μ φ ω νο ύ μ ε ν α  μετράμε τη ν αβεβαιότητα  

ενό ς  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  με τ ο ν  λ ο γά ρ ιθ μ ο  της π ιθ α ν ό τη τα ς  ν α  συμβεί α υ τό  α λ λ ά  με 

αντίθετο  π ρ ό σ η μ ο , δηλ. -Ιη Ρ . Α φ ο ύ  η π ιθ α ν ό τη τα  ε ίνα ι π ά ν τ α  μ ικρότερη  της  

μ ονά δ α ς ο  In ε ίνα ι ένα ς  α ρ νη τικ ός α ρ ιθ μ ό ς  κ α ι το  μ ε ίο ν  γ ίνετ α ι α π α ρ α ίτη το  

για  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  μ ια  θετική ποσότη τα . Ο τα ν  η π ιθ α νό τη τα  εν ό ς  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  ν α  
συμβεί ε ίνα ι 1 τότε -In  1=0 π ο υ  σ η μ α ίνει ό τ ι η αβεβαιότητα  ε ίνα ι μηδέν. Έ ν α  

γ εγ ο νό ς  μηδενικής π ιθ α νό τη τα ς  Ρ έχει ά π ειρ η  αβεβαιότη τα  -1η0=°°. Ο  λ ό γ ο ς  

π ο υ  συμφ ω νήθηκε ν α  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ο ν  λ ο γ ά ρ ιθ μ ο  π ρ ο κ ύ π τ ε ι κ α ι λ ό γ ω  της  

προσ θετικ ή ς ιδ ιότη τα ς το υ  λ ο γ α ρ ίθ μ ο υ . Ε π ο μ έν ω ς , α φ ο ύ  η π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  

σ υ μ β ο ύ ν  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  δ ύ ο  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  γ ε γ ο ν ό τ α  ε ίν α ι  το  γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  

α ντ ίσ τ ο ιχ ω ν  π ιθ α ν ο τή τω ν  η α β εβ α ιότη τα  με τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  π ο υ  έχο υ μ ε  δ εχθ εί  

δ ίν ε τ α ι α π ο  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ ω ν  α β εβ α ιο τή τω ν , εφ' ό σ ο ν  ο  

λογά ριθμος του  γ ινο μ ένο υ  είνα ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν λογαρίθμω ν.

Π α ρ ά δ ειγμ α : Α να φ έρ ο υ μ ε την π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  το  δ ο χ ε ίο  π ερ ιέχε ι η=3 μ ό ρ ια  

και ο  ό γκ ο ς  V  χω ρ ίζετα ι σε V m= 0.1V  κ α ι V - V m= 0.9V . Γ νω ρ ίζου μ ε α π ο  τη ν

διω νυμική  κ α τα νο μ ή  π ω ς  υ π ο λ ο γ ίζ ε τ α ι η π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  π ε ρ ιέ χ ο ν τ α ι  ό λ α  
(m =3) ή κ α ν έν α  (πι=0) μ όρ ια  σ το ν  ό γκ ο  V m. Α π ο  την δ ιω νυμικ ή  κ α τα νο μ ή  ο ι

α ντίστοιχες τιμές της αβεβαιότητας ε ίνα ι
-In  Ρ 3 (3) =  - 3  In 0 .1  = 6 .9  (3 .75)

και
-In  Ρ 3 (0) =  - 3 .  In 0 .9  «  0 .3 . (3 .76)

Επειδή ο  ό γ κ ο ς  V m είνα ι π ο λ ύ  μ ικ ρ ός (0.1 V ) π αρα τη ρούμ ε π ω ς η αβεβαιότητα  

γ ια  το  γ ε γ ο ν ό ς  ν α  μ η ν υ π ά ρ χ ε ι κ α ν έ ν α  μ ό ρ ιο  σ τ ο ν  ό γ κ ο  V m ε ίν α ι  π ο λ ύ  

μικρότερη α π ο  τη ν αβεβαιότητα  ν α  υ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ι τα  3 μ όρια . Η αβεβαιότη τα  

βέβαια α υ ξ ά ν ε ι  ό τ α ν  α πα ιτή σω  ν α  έχω  έχω  3 μ ό ρ ια  σ τ ο ν  μ ικ ρ ό  ό γ κ ο  το υ  

π αρα δείγμ α τος.

Ε πειδή ό τ α ν  ένα  γεγο νό ς  συμβεί τότε θεω ρείτα ι π λ έο ν  ω ς βεβαιότητα κα ι 

η α ν τ ίσ τ ο ιχ η  α β εβ α ιό τη τα  α ν α γ κ α σ τ ικ ά  μ η δ ε ν ίζ ε τ α ι . Η μ είω σ η  τη ς  

αβεβαιότητας ε ίνα ι α ποτέλεσμ α  της π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς , π .χ . λόγω  μετρήσεω ν, κ α ι 

είνα ι ίση με την π οσ ότη τα  π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  π ο υ  εισέρευσε στο σύστημα. Α ρ α  η 

ποσότητα —ΙηΡ μετράει, εκτός α π ο  την αβεβαιότητα, και την πλη ροφ ορία .
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Τ ώ ρα  α ς  μ ελετή σ ουμ ε ένα  π λ ή ρ ες  σ ύ ν ο λ ο  α π ο  α μ ο ιβ α ία  α να ιρ ο ύ μ ενα

γ εγ ο ν ό τ α  ό π ο υ  τ ο  κ α θ ένα  έχει τη ν δική  το υ  αβεβαιότητα . Θ α εισ ά γουμε μια

χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ή  π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  μ ετρ ά ει τη ν  α β εβ α ιότη τα  ο λ ό κ λ η ρ ο υ  το υ

σ υ σ τή μ α το ς . Λ ο γ ικ ά  η τιμή  της ο λ ικ ή ς  α β εβ α ιό τη τα ς  ε ίν α ι α νά λ ο γ η  του

α ριθμού  τω ν δ υ να τώ ν  α ποτελεσμ άτιυν κα ι α ν  το  α ποτέλεσμ α  εξαρτάται α π ο  τα

α π οτελέσ μ α τα  ά λ λ ω ν  π ειρ α μ ά τω ν θα  ε ίνα ι το  ά θ ρο ισ μ α  τω ν αβεβαιοτήτω ν για

το  κα θένα . Η μαθηματική π ο σ ό τη τα  σ υ νεπ ή ς  με τα  π α ρ α π ά νω  γ ια  π ρ ο φ α ν ε ίς

λ ό γ ο υ ς  θα  ε ίνα ι η μέση τιμή της αβεβαιότητας ή εντρ οπ ία  της π λη ροφ ορία ς
S= -  < lnP> = - X  Pj InPj , (3 .77)

i
ενώ  το  ά θ ρ ο ισ μ α  ε ίν α ι σε ό λ α  τα  γ ε γ ο ν ό τ α  ϊ π ο υ  σ χη μ α τ ίζο υ ν  το  π λή ρες  

σ ύ ν ο λ ο . Η  εξ .(3 .7 7 ) δ ίν ε ι  ένα  μ έτρ ο  της α β εβ α ιότη τα ς σε έν α  σ τα τισ τικ ό  

π είρ α μ α  εφ ’ ό σ ο ν  γνω ρ ίζο υ μ ε τις  π ιθ α νό τη τες  Pj γ ια  τα γεγο νό τα  ί. Ε πίσης η S 

ε ίν α ι π ά ν τ α  θετική  α φ ο ύ  ισ χ ύ ε ι 0 < P j< l  γ ια  κ ά θε Pj ενώ  π α ίρ ν ο υ μ ε  το

κατώ τατο ό ρ ιο  S=0 ό τ α ν  ένα  α π ο  τα Pj ε ίνα ι 1 (επειδή ^  Pj =1).
i

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α : Σ ε μ ία  π ερ ίπ τω σ η  έν α  νό μ ισ μ α  ε ίνα ι τ ίμ ιο  (Ρ ι= Ρ 2 =1 /2), ενώ  

σε μ ία  άλλη  ό χ ι  (Ρ ι= 1 /4  κα ι Ρ2  =3 /4). Π ο ιά  α π ο  τ ις  δύο  π ερ ιπ τώ σ εις  ε ίνα ι η 

π ιο  αβέβαια  κ α ι γιατί; (υ π ο λ ο γ ίσ τε  την S γ ια  κάθε μία).

Σ το  π α ρ ά δ ειγ μ α  της δ ιω νυ μ ικ ή ς κ α τα νο μ ή ς είδα μ ε ο τ ι η π ιθ α νότη τα  p 
ε ίν α ι V m/  V  ενώ  η 1 - ρ  ε ίν α ι ( V - V m)/ V . Ο ι π ιθ α νό τη τες  ρ κ α ι 1 -  ρ  γ ια  ν α  

έχ ο υ μ ε  τ ο  μ ό ρ ιο  ε ν τ ό ς  ή εκ τό ς  τ ο υ  ό γ κ ο υ  V m , γ ια  τη ν  ε ν τ ρ ο π ία  της  

π λη ροφ ορία ς δ ίν ο υ ν
S= -Ip ln p  +  (1 - p )  ln ( l - p ) ]  . (3.78)

Α π ο  την (3 .78) ό τ α ν  ρ « 1  σ το ν  ό ρ ο  p lnp το  ρ—>0 ενώ  1πρ-»-οο α φ ο ύ  ο  - ln p  

α υ ξά νει π ιο  α ρ γά  α π ο  το  ρ - > 0  τελ ικ ά  ρ 1η ρ - > 0  (α π ο δ είξτε  το  με τ ο ν  κ α νό να  

του  L' H osp ita l). Ο δ εύτερ ος ό ρ ο ς  ε ίνα ι π ά λ ι  π ο λ ύ  μ ικ ρ ός ώ στε σ υ νο λ ικ ά  η 

ε ν τ ρ ο π ία  της π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  S ε ίν α ι π ο λ ύ  μικρή ό τ α ν  ρ « 1 . Τ ο ίδ ιο  τώ ρα  
συμ βα ίνει κ α ι ό τα ν  ρ —» 1 δηλ. V m—»V η S —>0 . Η αβεβαιότητα  της κατάστασης  

κ α ι η ε ν τ ρ ο π ία  ε ίν α ι μ ικ ρ ο ί α ρ ιθ μ ο ί γ ια  p - » 0 , 1. Ε π ο μ έ ν ω ς  η μεγίστη  

αβεβαιότητα θα π ρ έπ ει ν α  σ υ μ βα ίνει γ ια  κ ά π ο ια  ενδιάμεση τιμή της p μεταξύ  

0  και 1. Α π ο  την (3.78) μ εγισ τοποιούμ ε την S:
as θ
Τ" = [p ln p + (l-p ) ln ( l-p )]= 0 ,
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ln p = I n ( l-p ) ,

άρα η μεγίστη εντρ ο π ία  συμ βαίνει ό τα ν

(3.79)

Α πο  την (3 .79) π α ίρ νο υ μ ε  το  λογικ ό  γ ια  τη ν α νθ ρ ώ π ινη  διαίσθηση α π οτέλεσ μ α  
π ω ς η π ιο  α β έβ α ια  κατάσταση  εμ φ α νίζετ α ι ό τ α ν  V m= V / 2 (p = l/2 ) , δηλαδή

ότα ν κα ι το  ένα  α ποτέλεσμ α  (Κ ) και το  ά λ λ ο  (Γ) ν α  ε ίνα ι εξ ίσ ου  π ιθ α νά .

3 .6 .2  Α ρ χή  τη ς μ έ γ ισ τ η ς  ε ν τ ρ ο π ία ς
Ο ι π ιθ α νό τη τες  εμ φ ά νισ η ς Pj τω ν γ ε γ ο ν ό τ ω ν  i = l , 2 , ..., Ω ε ίνα ι συνή θω ς

άγνω στες κ α ι γ ια  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ ο ύ ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι η μ εγισ τοπ οίη ση  της  

εντροπ ία ς π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  S = - ^  Pj In Pj, με ό λ α  τα  δ εδ ομ ένα  π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  σε

μορφή συνθηκώ ν. Η  μεγιστοποίη ση  της S επ ιτυ γ χ ά νετα ι με τη ν  μ έθοδο  τω ν  

π ο λ λ α π λ α σ ια σ τώ ν το υ  Lagrange π ο υ  λ α μ β ά νει υπ ' ό ψ ιν  κ α ι τ ις  συνθήκες. Α ν  

δ εν  υ π ά ρ χ ε ι  κ α μ μ ία  ά λ λ η  π λ η ρ ο φ ο ρ ία  γ ια  τ ις  π ιθ α ν ό τ η τ ε ς  Pj τ ό τ ε  

χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  μ ό νο  την "εκ τω ν ω ν  ο υ κ  άνευ" συνθήκη κ α νο ν ικ ο π ο ίη σ η ς

με την συνθήκη ^  Pj =1 π ο υ  θα εισ ά γει τ ο ν  π ο λ λ α π λ α σ ια σ τή  το υ  Lagrange λ .

Π α ίρ νοντα ς τ ις  π α ρ α γώ γο υ ς ω ς π ρ ο ς  Pj κ α ι εξ ισ ώ νο ντα ς  το  α ποτέλεσμ α  με το  

μηδέν έχουμ ε γ ια  κάθε ί

^  Ρί=1: Π ρέπει, λ ο ιπ ό ν , ν α  μ εγιστοποιή σουμ ε την εντρ οπ ία  π λη ροφ ορία ς

" Σ  Pi In P j, (3.80)

-I n P j-  1 -  λ  =0 ,

ώστε
Pj =  e x p ( -  1 -  λ ) . (3.81)

Ό μ ω ς α π ο  τη ν συνθήκη Σ  P j= l, α ν  ο  δ υ ν α τ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν α ποτελεσ μ ά τω ν i

είνα ι Ω, έχουμ ε

(3.82)

και η (μέγιστη) εντρ οπ ία  π λη ροφ ορία ς είνα ι
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S= - Σ  pi InPj = ΙπΩ. (3.83)
i

Αν η (3.83) πολλαπλασιασθεί με την σταθερά kB μας δίνει την εξίσωση
του Boltzmann (1.1) για την θερμοδυναμική εντροπία S που διαφέρει μόνο 
κατά την σταθερά kB από την εντροπία πληροφορίας. Η (3.83) προϋποθέτει
επίσης την ισότητα των πιθανοτήτων για το κάθε γεγονός ΐ που είναι γνωστή 
και με την μορφή νόμου που αφορά τις μικροκαταστάσεις ενός κλειστού 
συστήματος (Κεφ.4). Οι ισοπίθανες μικροκαταστάσεις Pi = q αποτελούν

την γνωστή μικροκανονική κατανομή (microcanonica! distribution) 
πιθανοτήτων της στατιστικής φυσικής. Ο υπολογισμός των Pj βασίσθηκε στην 
αρχή της μέγιστης εντροπίας (ή μέγιστης αβεβαιότητας) ενώ για να 
οδηγηθούμε στην εξ(3.82) χρησιμοποιήθηκε ως μοναδικό δεδομένο η συνθήκη 
κανονικοποίησης. Το αποτέλεσμα ότι όλες οι μικροκαταστάσεις i είναι 
ισοπίθανες αποτελεί τον βασικό κανόνα της στατιστικής που η αξία του 
φαίνεται όχι μόνο στην απλότητα αλλά και στο γεγονός ότι δεν έχουν 
αναφερθεί διαφωνίες του με το πείραμα.

Άσκηση: Να υπολογισθούν οι πιθανότητες με μεγιστοποίηση της S όταν
επιπλέον της κανονικοποίησης Σ  Pj=l ικανοποιείται και η συνθήκη

i
Σ Ei pi » Ε, (3.84)
i

όπου Ε =<Ε>= σταθ. είναι η μέση ενέργεια του συστήματος.
Λύση: θα επιδιωχθεί ο υπολογισμός των δύο τώρα πολλαπλασιαστών του 
Lagrange λ και β μέσω της

_θ_
9Pi [-Σ Pi InPj- λ Σ Pi ~ βΣ Ei ‘"Pi ] =0.

i i i
(3.85)

Προκύπτει ότι
Pi = exp(- 1 *- λ) εχρ(-βΕί)) (3.86)

και με αντικατάσταση στην πρώτη συνθήκη

Pi =
εχρ(-βΕϊ)

, i=l,2,..„ Ω, με Ζ=Σ βχρ(-βΕβ. (3.87)
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Τ ο α π ο τέλ εσ μ α  α υ τό  ε ίν α ι γ νω σ τό  κ α ι ω ς η κ α νο ν ικ ή  κ α τα νο μ ή  (ca n o n ica l 

distrib u tion ) (Κ εφ .5).*

Ν α α π οδ ειχθ εί με αντικατάσταση  π ω ς  η μεγίστη θερμοδυναμική  εντ ρ ο π ία

είνα ι

S= - ^ β Σ  p i InPj =  j  +  Ιη Ζ , (3 .88)
i

α π ο  την ο π ο ία  π ροκ ύ πτει η ελεύθερη ενέρ γεια  H elm holtz (F =E -T S )

F= - k BT  InZ. (3 .89)

H (3 .89) ε ίν α ι γνω στή  κ α ι ω ς "η εξίσω ση  της γέφ υρας"  επειδή  σ υ νδ έε ι τη ν  

θερμοδυναμική ( F) με την στατιστική (Ζ). Η Ζ  ε ίνα ι η συνάρτηση επ ιμ ερ ισ μ ού  

π ο υ  α π ο τ ελ ε ί τη ν κεντρική  π ο σ ό τ η τα  της στα τιστικ ή ς φ υσ ικ ή ς π ο υ  γ ια  ν α  

υ π ο λ ο γ ισ τεί α π α ιτείτα ι, μέσω  της (3 .87), γνώ σ η  τω ν μ ικ ρ οκ α τα σ τά σεω ν το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Μ ε τη ν  (3 .8 9 )  υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι  σ τη ν  σ υ ν έ χ ε ια  ό λ ε ς  ο ι  

θερμοδυναμικές ποσότητες.

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε ):

Τ ο βασικό  πρόβλη μ α  το υ  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  τω ν μη γνω σ τώ ν π ιθ α νο τή τω ν Pj 

μ πορεί ν α  α ντιμ ετω π ισ θεί με τη ν  μ εγισ τοποίη ση  της εντρ ο π ία ς  π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  

με τ ις  υ π ά ρ χ ο υ σ ες  συνθή κες (π .χ . τη ν συνθήκη κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  ό τ α ν  δ εν  
υ π ά ρ χει ά λλη  συνθήκη α λ λ ά  κ α ι την α πα ίτη ση  η μέση τιμή < x > = ^  Ρ, χ* ν α

ί
είνα ι δεδομένη, κ ,λ ,π .). Η μ έθοδος της μέγιστης εντροπ ία ς βασίζετα ι στην αρχή  

ο υ δ εμ ιά ς  π ρ ο τ ίμ η σ η ς κ ατά  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τω ν Ρ, και γ ι’ α υ τό  το  σ κ ο π ό  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  η μ έθ ο δ ο ς  τ ω ν  π ο λ λ α π λ 3 σ ια σ τ ώ ν  τ ο υ  L agrange π ο υ  

μ εγισ τοποιεί την εντρ ο π ία  π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  με τ ις  δεδομ ένες συνθήκες. Ό τ α ν  δ εν  

γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  κ α μ μ ία  π λ η ρ ο φ ο ρ ία  γ ια  τα  γ ε γ ο ν ό τ α  i ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τω ν  

π ιθα νοτή τω ν στη αρχή της μέγιστης εν τ ρ ο π ία ς  μας δ ίνει το  α π ο τέλεσ μ α  π ω ς  

αυτά είνα ι ισ οπ ίθα να  κα ι αυτό  ισ χύει γ ια  τ ις  μ ικροκαταστάσεις κλειστού

*Π@οσοχή! Η Gauss είναι επίσης γνωστή σαν κανονική κατανομή αλλά απο την λέξη

normal.
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συστήματος (μικροκανονική κατανομή). Με την επιπλέον απαίτηση η μέση τιμή 
της ενέργειας να είναι συγκεκριμένη λαμβάνεται για σύστημα σε θερμική 
επαφή με λουτρό σταθερής θερμοκρασίας Τ η κανονική κατανομή. Το κλειστό 
σύστημα (μικροκανονική κατανομή) και το σύστημα σε λουτρό (κανονική 
κατανομή) συζητούνται στα Κεφ. 4 και 5, αντίστοιχα. ;]
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Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ:

1. Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α νότη τα  κ α τά  την ρίψ η δυ ο  τ ίμ ιω ν νο μ ισ μ ά τ ω ν  ν α  έλθει 

το υ λά χισ τον  μία  κ ορ ώ να  (K); Δώ στε, τ ο υ λ ά χ ισ το ν  δύο , πειστικά  επ ιχειρή μ α τα  

για τί η π ιθ α νό τη τα  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  Α (ά σ π ρ η ) σε ένα  κ ο υ τ ί με 7 Α (ά σ π ρ ες) κ α ι  

5Μ (μαύρες) μ πά λλες π α ρ α μ ένει 7 / 12 ακόμη και εά ν έχουμ ε ήδη επ ιλέξει μ ια  ή 

π ερ ισ σ ό τερ ες  μ π ά λ λ ες  χ ω ρ ίς  ν α  τ ις  κ ο ιτ ά ξ ο υ μ ε . Ν α  α π ο δ ειχθ ε ί κ α ι με τη ν  

χρήση τω ν δύ ο  βασικώ ν σχέσεω ν της θεω ρίας τω ν πιθανοτήτω ν.

2 . Α ν  α π ο  τό  π α ρ ά π α νω  δ ο χ ε ίο  α λ λ ά  με 3Α  κ α ι 5 Μ  μ π ά λ λ ες  π ά ρ ο υ μ ε  δ ύ ο  

μ πάλλες, ν α  υ π ο λ ο γισ θ εί με τ ο ν  κ λα σ σ ικ ό  τ ρ ό π ο  η π ιθ α νότη τα  ν α  ε ίνα ι κ α ι ο ι  

δύο Α. Α ν  π ά ρ ο υ μ ε  3 μ π ά λλες  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  ε ίν α ι  

2 Α και 1Μ;

3. Σ το π α ιχ ν ίδ ι  το υ  LO TTO  (6  α π ο  4 9 ) θεω ρείστε τη ν π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  3 

α ρ ιθμ οί π ροβ λέφ θη κ α ν σω στά. Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθανότη τα ; (Α πάντηση: 0 .0176)  

Π οιά  είνα ι η π ιθανότη τα  γ ιά  6 α ριθμούς;

4. Ο ταν π α ίζο υ μ ε  τάβλι ρ ίχνο υ μ ε 2  ζά ρ ια  τη ν  φ ορ ά . Π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α νότη τα  

να  φ έρουμ ε εξάρες; Π οιά  ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  φ έρουμ ε 3 φ ορ ές  εξά ρ ες σε 5 

διαδοχικές (ανεξάρτητες) ρίψεις;

5. Σ ύμ φ ω να  με την π ροη γούμ ενη  ερώ τηση π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α νότη τα  ν α  έλθει 3 

φ ορές το  6 σε π έντε  δ ιαδοχικές (ανεξάρτητες) ρίψεις;

6. Α ν ρ ίξο υ μ ε ένα  νόμ ισ μ α  η φ ορ ές ν α  ευρεθεί η π ιθανότη τα  ν α  έλθει "κορώ να  

m φορές. 7 *

7. Ν α δώ σετε το υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  της μέσης τιμή ς, της δ ια σ π ο ρ ά ς  κ α ι της τυπικ ή ς
α πόκλιση ς. Ισχύει η σχέση: <Χ  j+ X 2>= < X  ,> + < Χ 2 >. ύ  ι'Χ 2>=< Χ  ι>·<Χ 2 >;
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8. Μ ε χρήση  της π ρ ο σ έγ γ ισ η ς  Stirling (log  Ν! =  Ν logN  -  Ν, ό τ α ν  Ν—»<») ν α  

βρ είτε τ ις  σ υ νθ ή κ ες κ α ι ν α  π ρ ο χ ω ρ ή σ ετε  σ τ ις  π λ ή ρ εις  α π ο δ ε ίξ ε ις  ώ στε η 

διω νυμική  κ α τα νομ ή  ν α  τε ίνε ι (i) στην P oisson  κ α ι (Η) στην Gauss.

9. Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  "έλθει" μ ια  ο π ο ια δ ή π ο τ ε  στήλη στο  Π Ρ Ο Π Ο  

ό τ α ν  ό λ α  τα  δ υ ν α τ ά  α π ο τ ελ έσ μ α τα  (1 , X  κ α ι 2 ) γ ια  το υ ς  13 α γ ώ νες  ε ίν α ι  

ισ ο π ίθ α ν α ; Π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  έλ θ ο υ ν  ό λ α  2  ό τ α ν  ένα ς  α π ο  το υ ς  

α γ ώ ν ε ς  έ χ ε ι  0 .0 0 1  π ιθ α ν ό τ η τ α  γ ια  2  κ α ι ο ι  ά λ λ ο ι  ισ ο π ίθ α ν α  τα  τρ ία  

α ποτελέσμ ατα;

10 . Π ό σ α  ά τ ο μ α  χ ρ ε ιά ζο ν τ α ι, κ α τά  μ έσ ο  ό ρ ο , γ ια  ν α  β ρ ού μ ε δ ύ ο  ν α  έ χ ο υ ν  

γενέθ λ ια  τη ν  ίδ ια  μέρα (υπόδειξη : α ν  έχου μ ε 3 60  π ερ ίπ ο υ  ζεύγη α τό μ ω ν 1 α π ο  

τα  ζεύγη  θ ά  π ρ έ π ε ι κ α τά  μέσο ό ρ ο  ν α  α π ο τελ είτα ι α π ο  δύο  ά τομ α  με γενέθ λ ια  

την ίδ ια  μέρα); 11

11. Ρ ίψ τε ένα  τ ίμ ιο  ν ό μ ισ μ α  η φ ο ρ ές . Α ν  η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  έλθει Κ  τη ν μ ία  

φ ο ρ ά  ε ίν α ι 1/2 ν α  δείξετε ό τ ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  έλθει Κ m  φ ο ρ ές  δ ίνετα ι α π ο  

τη ν δ ιω νυμ ικ ή  κ α τα νομ ή . Α ν  επ ιπ λ έ ο ν  η Κ κ ερ δίζει μ ια  δραχμή κ α ι η Γ χ ά ν ε ι  

μια  δραχμή  ν α  βρείτε την κατανομ ή  π ιθα νότη τα ς του  σ υ νολικ ού  κέρδους,
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:

1. Η πυκ νότη τα  π ιθ α νότη τα ς μ ια ς  τυ χα ία ς  μεταβλητής (της ταχύτη τα ς ν  ε ν ό ς  

οχήματος σε μ ια  λεω φ όρο), ε ίνα ι p (v) =  A  ν  e - v v̂o, 0  <  ν  <  °° με Α , ν 0 =  σταθ.

ό π ο υ  p(v)dv ε ίνα ι η π ιθ α νότη τα  το  α υ τοκ ίνη το  ν α  έχει ταχύτητα μεταξύ  ν  κ α ι  
v+dv. Ν α υπολογίσετε: (ί) την σταθερά Α  σ α ν  συνάρτηση της ν 0 ,

(Η) την μέση ταχύτητα <ν> ,

(iii) την π ιό  "πιθανή ταχύτητα" δηλαδή  α υ τή ν  γ ια  τη ν ο π ο ία  η π υ κ νό τ η τ α

πιθανότητας έχει μέγιστο. Ν α την συγκρίνετε με την < ν> , κ α ι τέλος
(ϊν) την π ιθα νότη τα  η τυ χα ία  μεταβλητή ν  ν α  ανή κει στο διάστημα (0 ,νο);

2. Δ ίνετα ι η κα τα νομ ή  π ιθ α νότη τα ς

f(x) =  C χ-  3/2, Χ>1
=  0, χ<1.

Να υπ ολογισ τούν: (ΐ) η σταθερά C κα ι (Η) η π ιθ α νότη τα  Ρ (0 .1<  -  <0 .2).X
3. Μ ια  α λ υ σ ίδ α  α π ο τελ ε ίτα ι α π ό  Ν  δ εσ μ ο ύ ς  με τ ο ν  κ α θ ένα  μήκους a. Κ άθε  

δ εσ μ ό ς  ή α υ ξ ά ν ε ι  το  μ ή κ ο ς τη ς α λ υ σ ίδ α ς  κ α τά  a ή δ ιπ λ ώ ν ε τ α ι σ τ ο ν  
π ροη γούμ ενο  γ ε ίτο να  κα ι δεν  α υ ξά νει το  μήκος της. Α ν  aj ε ίνα ι ο ι  δύο  π ιθ α νές

καταστάσεις γ ια  το ν  i-οστό δεσμό στην α λυσ ίδα  το  ο λ ικ ό  μήκος της είνα ι

ΐ
με π ιθ α νές  τ ιμ ές  a p + a  ή a p - a .  Α ν  p ε ίνα ι η π ιθ α νό τη τα  (η ίδ ια  γ ια  ό λ ο υ ς  το υ ς  

δεσμούς) ώ στε ο  i -οσ τός δεσ μ ός ν α  ε ίνα ι a p + a  κ α ι 1 -ρ  ν α  ε ίνα ι a p - a  τότε ν α

δείξετε ό τ ι η μέση τιμή του  μήκους της α λυσ ίδα ς είναι:
<L > =  Ν <aj>

ό π ο υ  <ap» =  p a - ( l - p ) a  =  ( 2 p - l ) a .  Π α ρ ό μ ο ια  το  τετρ ά γω νο  το υ  μήκους της  

αλυσίδας είνα ι

L2 =Σ ai aj = 2 + Σ' ai aj ·
ij i i* j

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιό ν τ α ς  το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι ο ι  π ιθ α ν ό τη τες  γ ια  τ ις  κ α τα σ τά σ εις  δ ύ ο  

δεσμώ ν ε ίν α ι α νεξά ρ τη τες , ν α  δείξετε ό τ ι η μέση τιμή  το υ  τετρ α γώ νου  το υ  

μήκους ε ίνα ι
<L2>=N  <  ai2>  +  Ν  (Ν -1 )  (< aj> )2, ό π ο υ  <aj2> = a2 .

I
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Α ν  το  Ν  ε ίν α ι π ο λ ύ  μ εγά λο , ν α  δείξετε ό τ ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  έχει η α λυσ ίδα  

μήκος L δ ίν ετ α ι α π ο  μ ια  κ α τα νομ ή  π ο λ ύ  μ ικρού εύ ρ ου ς γύρω  α π ό  την μέση  

τιμή <L>. Τ ι συμπεραίνετε;

4. Ε στω  ένα  ιδ α νικ ό  σύστημα α π ο  Ν  ό μ ο ια  σ π ίν ς  1 / 2 . 0  α ρ ιθ μ ός η τω ν ρ ο π ώ ν  
π ο υ  δ ε ίχ ν ο υ ν  π ά ν ω  (Τ) μ πορ εί ν α  γρ α φ τεί με το  ά θροισμ α  

- η =  μ 1 + + ..... +  μΝ(

α φ ο ύ  ό τ α ν  μ ~ 1  η i -οστή μαγνητική  ροπή  δ ε ίχνε ι π ά ν ω  κ α ι ό τα ν  μί= 0  δείχνει

κάτω . Κ ά νο ντ α ς  χρήση της σχέσης π ο υ  δ ίνετα ι κ α ι του  γ εγ ο νό τ ο ς  ό τ ι τα  σ π ίν ς  

είνα ι στα τιστικ ά  α νεξάρτητα , ν α  δείξετε ότι:
(i) <η> =  Ν  <μ >

(ϋ) < (Δ π)2 >  =  Ν  < (Δ μ)2> .

( ii i)A v  μ ια  μ α γνη τ ικ ή  ρ ο π ή  έχ ε ι π ιθ α ν ό τ η τ α  p ν α  δ ε ίχ ν ε ι  π ά ν ω  κ α ι  
π ιθ α ν ό τ η τ α  q = l - p  ν α  δ ε ίχ νε ι κάτω , ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετε  τ ις  μέσες τ ιμ ές <μ> κ α ι 

< (Δ μ )2> .

(ΐν) Ν α  υ π ο λ ο γίσ ετε  επίσης τις <η> και <(Δπ)2>.

5 .Α ν  η π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  β ρ εθ ο ύ ν  η φ ω τ ό ν ια  με δ εδ ομ ένη  σ υ χνό τη τα  σε ένα  

δ οχείο  (υπ οθέτουμ ε ό τ ι ε ίνα ι σε θερμοδυναμική  ισ ορ ροπ ία ) είνα ι

Pn = ( l - x ) x n , 0 < χ<1,

με το  χ  ν α  ε ίν α ι συνάρτηση της σ υ χνό τη τα ς , το υ  ό γ κ ο υ  το υ  δ ο χ ε ίο υ  κ α ι της  

θερμοκ ρα σ ία ς τω ν τοιχω μ ά τω ν, ν α  υ π ολογίσ ετε  τ ο ν  μέσο α ρ ιθμό  φ ω τονίω ν σε 

αυτή την συχνότη τα . Ν α δείξετε ό τ ι η "κλασματική τυπική απόκλιση" είναι:

V  < (Δ π)2 >
<π> =  ( 1  + <π>

6. Εστω  ένα ς π υ ρ ή να ς  με σ π ίν  1. Ο ι συνιστώ σες μ της μαγνητικής ροπή ς σε μια  
δ εδ ο μ ένη  κ α τεύ θ υ νσ η  έ χ ο υ ν  τ ρ ε ις  δ υ ν α τ ές  τ ιμ ές  μ0 , 0 , - μ 0 . Α ν  p είνα ι η

π ιθ α νό τη τα  μ =μ0 κ α ι ρ η π ιθ α νό τη τα  μ = -μ 0 τότε η π ιθ α νότη τα  μ=0 ε ίνα ι 1 -

2ρ. Ν α υπολογίσετε:

(ί) < μ >  κ α ι <μ2>

0 0  < (Δ μ)2> κ α ι
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(iii) α ν  το  σ τερ εό  π ο υ  μ ελ ετ ο ύ μ ε  έ χ ε ι  Ν  τ έ τ ο ιο υ ς  π υ ρ ή ν ε ς  π ο υ  δ ε ν  

αλλη λεπιδρούν, ενώ  Μ  είνα ι η σ υνιστα μ ένη  ό λ ω ν  τω ν μαγνητικώ ν ρ ο π ώ ν κ α τά  
μήκος μ ιας διεύθυνσης, τις  <Μ > κ α ι <(Δ Μ )^ > σ α ν συνάρτηση τω ν Ν, ρ, κα ι μ0 .

7. (ΐ) Ν α δείξετε ό τ ι γ ια  την κ α νο ν ικ ή  κ α τα νομ ή  (Gauss) w (z ) ισ χύ ει η σχέση  

κανονικοποίησης
+οο
j w ( z ) d z = l .

—οο

(ϊί) Ν α υπ ολογισ θεί η n-οστή κεντρική ροπή με η =  0 , 1 , 2 , 3 .

(iii) Π οιά  συνάρτηση π ρ οσ εγγίζετα ι α π ό  την κατανομή το υ  Gauss ό τα ν  σ  —»0;

(iv) Ν α δείξετε ότι ο ι περιτές κεντρικές ρ οπ ές
+οο

m ic= J (z  -  < z > )k w (z) d z  k = l , 3 , 5 , 7 ,....... »
—οο

είνα ι όλες μηδέν. Τ ι σ υμ βα ίνει με τ ις  ά ρ τιες  ροπές; (παρατηρείστε ό τ ι σ2= m 2) . 

Ε πίσης ν α  α ποδ ειχθεί ότι:

(ν )  Ο ταν < ζ> = 0  κα ι σ=1 ν α  δείξετε ό τ ι μ2 η =  (2n—1)! != ( 2 n - l )  (2 η -3 ) ... 3 .1.

8. Α ν ρ (χ ) ε ίνα ι η πυκνότητα  π ιθ α νό τη τα ς μ ια ς  μεταβλητής χ  (0<χ<«>) τότε η
οο

g(s) =  J e - s x p ( x ) d x

είνα ι η χαρακτηριστική της συνάρτηση. Ν α βρείτε την σχέση μεταξύ της g(s) κ α ι
+οο

τω ν ρ οπ ώ ν της ρ(χ). Ε ίνα ι αρκετή η γνώ ση  ό λ ω ν  τω ν ρ ο π ώ ν μ^ =  J x k p(x) dx
—  ΟΟ

(υποθέτουμε ότι υ π ά ρ χο υ ν) γ ια  ν α  ορ ίσ ουμ ε την p(x); Γιατί ν α ι ή γ ιατί όχι;

9 . Μ ια  ά λλη  κ α τα νομ ή  π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι σ υ χν ά  ε ίν α ι η ο μ ο ιό μ ο ρ φ η . 

Δ ίνετα ι α π ό  την σχέση:

ρ(χ) = 0, lxl>W/2 

= 1/W, lxl<W/2

Α φ ού την σχεδιάσετε ν α  υ π ο λο γίσ ετε  την μέση τιμή < χ>  κα ι την δ ια σ π ορ ά  σ2 

α ντίσ ίο ιχα .
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10. Να βρείτε τους συσσωρευτές κη και τις ροπές της κατανομής του
nil

Poisson Pn = — e α ,n = 0,1,2,....

(Υπενθυμίζεται ότι οι συσσωρευτές κη ορίζονται από την σχέση : log β(ξ)
οο +°°

= X  Ο ξ)Π κπ/ n! όπου δ(ξ)= Je‘̂ x P(x) dx.)
Π=1 — οο

11. Στην διωνυμική κατανομή ορίζουμε σαν γεννήτρια συνάρτηση την

G(t) = ^ P n(m) tm = ( n! / m! (n-m)!) pm (l-p)n_m tm = [ (1—p) + (p t) ]n
m=o m=0

(να αποδειχθεί). Να αποδείξετε επίσης ότι G’(t)lt_j=<m> και ότι G"(t)lt=i= 
<m(m-1 )>=<m^>-<m>. Να υπολογίσετε τις ποσότητες <m> και σ2 = <m2> -  
<m>2.

12. Ενα δοχείο που περιέχει η μόρια χωρίζεται σε δύο τμήματα με όγκο Vm 
και V- Vm αντίστοιχα ενώ τα δύο τμήματα επικοινωνούν μέσω μικρής οπής
που επιτρέπει την διέλευση μορίων. Ποιά είναι η πιθανότητα m μόρια 
(m«Vn) να πάνε στον όγκο Vm; Η πιθανότητα να εκφρασθεί ως συνάρτηση 

Vmτων n, m και γ=------- . Ποιά είναι η κατανομή στο όριο V-Vm -» οο, η-*» και
V-Vm

Π 8L------- = —  = σταθ.; Τι συμπεραίνετε για τον μέσο αριθμό σωματίων σε ένανV-Vm vm
μικρό όγκο (και τις αντίστοιχες διακυμάνσεις) που είναι σε επαφή με ένα 
τεράστιο λουτρό; (Ισχύουν επίσης οι: N!=e-N Νν Vn 2π, (1- χ/Ν)ι/2=1 όταν 
Ν»1.)

13. Η τυχαία μεταβλητή x υπακούει στην κανονική κατανομή με παραμέτρους 
μ και σ2. Να αποδειχθεί η σχέση για την πιθανότητα P(a<x<b)

^ b-μ _ a-μ 
P(a<x<b)=0(-^) -  Φ (-^ ) ,
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χ
ό π ο υ  Φ (χ )= (1 /ν 2 π )^  e  t2/  2dt ε ίν α ι η συνάρτηση Laplace. Ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετε  τη ν

π ιθα νότη τα  ώ στε η τ.μ . χ  ν α  α π ο κ λ ε ίν ε ι α π ο  τη ν μέση τιμή λ ιγό τερ ο  α π ο  2σ . 

Π οιά  είνα ι η π ιθανότη τα  γ ια  ν α  α π ο κ λ είνε ι λ ιγό τερ ο  α π ο  3σ;

14. Έ ν α  τρ α ίνο  α π ο τελ ε ίτα ι α π ο  100 β α γ ό ν ια  με το  β ά ρ ο ς  το υ  κ α θ ενό ς  ν α  
δίνετα ι α π ό  μια τ.μ. με μέση τιμή μ=65 tn κ α ι δ ια σ π ο ρ ά  γύρω  α π ο  α υτή ν σ2=81

tn2. Ό τα ν  το  ολικ ό  βά ρος X , με ά θροισμ α  ό λ ω ν  τω ν β α γο νιώ ν, υ π ερβ α ίνει το υ ς  

6600 tn α π α ιτείτα ι μ ια  βηθητική γεννή τρ ια . Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α νό τη τα  ν α  μην  

χρειαστεί αυτή; Π ο ιά  ε ίνα ι ό τ α ν  τα  β α γ ό ν ια  ε ίν α ι 98; Ν α  σ υγκ ρ ίνετε τ ις  δ ύ ο  

τ ιμ ές . (Ισ χ ύ ε ι ό τ ι  Φ ( χ ) = - Φ ( - χ ) κ α ι Φ(0)=0, Φ(.5)=.195, Φ(1)=.341, 
Φ(1.5)=.433, Φ(2)=.477, Φ(2.1)=.482, Φ(2.2)=.486, Φ(2.3)=.489, 
Φ(2.4)=.492, Φ(2.5)=.494, Φ(2.6)=.495, Φ(2.7)=.496, Φ(2.8)=.497, 
Φ(χ>3)=.5).

+ ο ο  _ | _ ο ο

15. Ν α  δείξετε ό τ ι J ... J ά σ α =  1 , με £ x j 2 =  α 2 το  σ το ιχ ε ίο
—οο —οο-οο —οο

επ ιφ ά νεια  μ ια ς d-δ ιά σ τ α τ η ς  σ φ α ίρ α ς  α κ τίνα ς α  κ α ι Γ(χ) τη συνάρτηση γά μ μ α
+οο + οο Α +οο + 0 0  -1-00

ενώ Γ̂ = J ... J dxi dx2...dxd exp (-λ Σχα2) = J dse'*55 } ... J do.
— o o  — C O

d
Σ

α=1 —οο —οο —οο

με Σ χα2= s2 ·
α=1 16

16. Στο π α ιχ ν ίδ ι  της Ρω σσικής ρ ουλέττα ς (δ εν  το  συνισ τώ ) υ π ά ρ χ ε ι μ ό νο  μ ια  

σφ αίρα  σε κάθε μια  α π ο  τ ις  έξ ι θέσεις το υ  κ υ λ ίνδ ρ ο υ  το υ  π ισ τολ ιού . Ο  παίκτης  

γυρ ίζει τ ο ν  κ ύ λ ινδ ρ ο  ώ στε η σ φ α ίρ α  ν α  έλθει σε τυ χα ία  θέση κ α ι μετά τραβάει 

τη ν  σ κ α ν δ ά λ η  σ κ ο π ε ύ ο ν τ α ς  τ ο ν  κ ρ ό τ α φ ό  τ ο υ  (η δ ια δ ικ α σ ία  α υ τή  

επ α να λ α μ β ά νετα ι κάθε φ ο ρ ά ), (ϊ) Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  επ ιζή σ ει ο  

πα ίκ τη ς α φ ο ύ  π α ίξ ε ι Ν φ ορ ές; (ϋ ) Π ο ιά  ε ίν α ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  σ κ οτω θεί 

ακριβώ ς την Ν οστή φορά; (iii) Π ο ιο ς  ε ίνα ι ο  μ έσος α ρ ιθ μ ό ς  τω ν φ ο ρ ώ ν π ο υ  

παίζει ο  παίκτης π ρ ιν  σκοτωθεί;



17. Να περιγράφετε το πρόβλημα των τυχαίων διαδρομών και τα
αποτελέσματα για τη μέση τιμή <χ(τ)> και την τυπική απόκλιση , . ,?■

I-----—--------------  * '
"V <χ2(τ)>-<χ(τ)2>.

18. Μια τυχαία μεταβλητή μέσης τιμής μηδέν και διασποράς σ2 υπακούει στην 
κανονική κατανομή. Να ορίσετε και να υπολογίσετε την εντροπία της. Τι 
παρατηρείται; να συζητηθεί σε σχέση με το θεώρημα κεντρικού ορίου. '

19. Μια τυχαία μεταβλητή έχει μέση τιμή μηδέν και διασπορά σ2. Να βρείτε σε 
ποιά κατανομή p(x) υπακούει επιλέγοντας αυτή που δίνει την μεγαλύτερη 
εντροπία.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΜΙΚΡΟΚΑΝΟΝΙΚΟ ENSEMBLE (ΚΛΕΙΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ)

4.1 Ορισμός του ensem ble-τύπος της μέσης τιμής
4.2 Ένα επιλύσιμο κλειστό σύστημα (Ν ανεξάρτητα σπινς)
4.3 Ο 2ος θερμοδυναμικός νόμος
4.4 Αρνητική θερμοκρασία στο κλειστό σύστημα
4.5 Άλλα παραδείγματα κλειστών συστημάτων και προσέγγιση  

στην ισορροπία
4.6 Συμπεράσματα - συζήτηση 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ - ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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4. M IK P O K A N O N IK O  E N S E M B L E  (Κ Λ Ε ΙΣ Τ Ο  Σ Υ Σ Τ Η Μ Α )

4. 1 O o ia u o c  του  e n s e m b le  - tv n o c  tn c  ιιέστκ  t tu t ic

Κ λειστό  ή α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο  θεω ρείτα ι ένα  σύστημα  Ν -σ ω μ α τίω ν π ο υ  δεν  

α λλη λεπιδρά  με το ν  υ π ό λ ο ιπ ο  κ όσ μ ο , εκτός α π ο  π ο λ ύ  μ ικρές δ ια τα ρ α χές  π ο υ  

εξυπ η ρετούν στην δ η μ ιο υ ρ γ ία  μ ετα βά σεω ν μ ετα ξύ  τω ν εκ φ υ λ ισ μ έν ω ν  ή μη 

εκ φ υ λισ μ ένω ν ενερ γεια κ ώ ν τω ν  σ τα θμ ώ ν. Τ ο  κ λεισ τό  σ ύσ τη μ α  κ α θ ο ρ ίζετα ι  

α π ο  τις, συνήθω ς κβα ντικ ές, επ ιτρ επ τές (μ ικ ρ ο)κ α τα σ τά σ εις  π ο υ  δ η λώ νοντα ι  
με τις ιδ ιοσυναρτήσεις Ιη> ή ψ η, ό π ο υ  η ε ίνα ι ένα  σ ύ νο λ ο  κ βα ντικ ώ ν α ρ ιθμώ ν,

κα ι τ ις  μακροκαταστάσεις π ο υ  χα ρ α κ τη ρ ίζοντα ι α π ο  τ ις  ενεργειακές ιδ ιοτιμ ές  
Ε„. Στην απλή περίπτω ση Ν -σω μα τίω ν π ο υ  δεν α λλ η λ επ ιδ ρ ο ύ ν  μεταξύ το υ ς η 

Ε„ δ ίνετα ι α π ό  το  ά θ ρ ο ισ μ α  τώ ν  ενερ γ ειώ ν  γ ια  το  κ ά θε σ ω μ ά τιο , ενώ  το  

φ α ιν ό μ ε ν ο  κ α τά  τ ο  ο π ο ί ο  σ τη ν  ίδ ια  μ α κ ρ ο κ α τ ά σ τ α σ η  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

περισσότερες α π ο  μία  μ ικροκαταστάσεις λέγεται εκφ υλισμός.

Η στατιστική φ υσική  β α σ ίζετα ι στην "εργοδική υπόθεση" π ο υ  α να φ έρ ει  

π ω ς ό λ ες  ο ι επ ιτρ επ τές  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις  Ω ενό ς  κ λεισ τού  συστή μ ατος Ν - 

σω ματίω ν είνα ι ισ ο π ίθ α ν ες , με π ιθ α νό τη τα  ^  . Η εργοδική  υπ όθ εσ η  έχει ήδη

" α π οδ ειχθ εί"  σ το  Κ εφ . 3 .6 .2  λ α μ β ά ν ο ν τ α ς  υ π ’ ό ψ ιν  τη ν  σ υ νθ ή κ η  

κ α νο νικ ο π ο ίη σ η ς τω ν π ιθ α ν ο τή τω ν  κ α ι σ ύ μ φ ω να  με τη ν α ρχή  της μέγιστης  

εντροπ ία ς. Τ α πλεονεκ τή μ α τά  της ε ίνα ι αφ' ενό ς  η α π λότη τα  (φ α ίνετα ι λογικ ό  

α π ο υ σ ία  ά λλη ς π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  ν α  α π ο δ ό σ ο υ μ ε  ίσ ες π ιθ α ν ό τ η τ ε ς  σε κ ά θε  

μ ικροκατάσταση ) κ α ι αφ' ετέρ ου  το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι οδ η γεί σ ε  π ο λ ύ  ισ χ υ ρ ά  

αποτελέσμ ατα  σε σ υ μ φ ω νία  με το  π είρ α μ α  π ο υ  επ ιβ εβ α ιώ νο υ ν  "a posteriori"  

(εκ τω ν  υ σ τέρ ω ν) τη ν  ο ρ θ ό τ η τ ά  της. Έ ν α  α κ όμ η  α ξ ιο σ η μ ε ίω τ ο  α π λ ό  

α ποτέλεσμ α  γ ια  το  κ λεισ τό  σύστημα α π ο τελ εί κ α ι το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι η εντ ρ ο π ία  

π λη ροφ ορία ς μ ιας μακροκατάστασης δ ίνετα ι α π ο  τ ο ν  λ ο γά ρ ιθ μ ο  του  α ρ ιθμού  

τω ν μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εω ν (εξ .3 .8 3 ) ενώ  η θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  ε ν τ ρ ο π ία  α π λ ώ ς  
π ολλα π λα σ ιά ζει α υ τό ν  το ν  αρ ιθμό  με την σταθερά του  B oltzm an kB (εξ. 1.1).

Α ν  π α ρ α κ ο λο υ θ ή σ ο υ μ ε την χρ ο ν ικ ή  εξέλιξη  εν ό ς  κ λ εισ το ύ  συστή μ ατος

α ν α μ έ ν ε τ α ι π ω ς  α υ τ ό  θ α  π ε ρ ά σ ε ι α π ο  τ ις  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ε π ιτ ρ ε π τ έ ς  
μικροκαταστάσεις Ιη> με π ιθα νότη τα  p n γ ια  την κάθε μία. Η ρ η εκτιμάται α π ο

τ ο ν  λ ό γ ο  το υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τ ω ν  φ ο ρ ώ ν  π ο υ  το  σ ύ σ τη μ α  επ ισ κ έπ τετ α ι τη ν  

συγκεκριμένη μ ικροκατάσταση  Ιη> δ ια  το υ  ο λ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν επισκέψ εω ν. 

Ε π ιπ λ έ ο ν  α ν  γ ια  μ ια  μεταβλητή Α  με α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  τελεστή  τ ο ν  X ισ χύ ει η
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εξίσω ση %. In> = A n ln>, με ιδ ιοτιμ ές τ ις  A n και ιδ ιοσυνα ρτή σεις τ ις  Ιη>, τότε η 

κ β α ντικ ή  τιμή της στη ν μ ικ ρ ό  κ α τά σ τα σ η  Ιη> θα ε ίν α ι η Α„ = <πΙΑΙπ>. Α ν

μ ετρ ή σ ου μ ε π ο λ λ έ ς  φ ο ρ ές  την Α θα  π ά ρ ο υ μ ε  π ρ ο φ α ν ιυ ς  τ ις  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  
ιδ ιο τ ιμ ές  Α η με π ιθ α νό τη τα  ρ Π γ ια  την κάθε μία . Ε π ο μ ένω ς η μέση τιμή <Α >

δ ίν ετα ι α π ο  το  ά θ ρ ο ισ μ α  της κάθε τιμής π ο υ  εμ φ α νίζετα ι στην επανάληψ η της 

μέτρησης επ ί την π ιθ α νότη τα  εμ φ ά νισ ή ς της

< Α >  =  Σ  Ρ„ Α η . (4.1)
η

Ο  ο ρ ισ μ ό ς  της μέσης τιμής τρ ο π ο π ο ιε ίτα ι σ τον  <Α > = Σ  Onm A nm> ό π ο υ  το ρ
n m

εκ φ ρ ά ζε ι τη ν  μ ή τρα  π υ κ ν ό τ η τ α ς , σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  υ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ι μη 
δ ια γ ώ ν ια  σ τ ο ιχ ε ία  <nlA lm > = A nm. Ο ι ό ρ ο ι n *  m α ν α ιρ ο ύ ν τ α ι κ α τά  τ ο ν

υ π ο λ ο γ ισ μ ό  της μέσης τιμή ς κ α ι οδη γού μ εθ α  στην (4 .1) ό τ α ν  ο ι φ ά σ εις  τω ν  

μ ικ ροκ α τα σ τά σεω ν Ιη> κα ι lm> είνα ι τυχα ίες.

Σ ε π ο λ λ έ ς  ό μ ω ς π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  ε ίν α ι χ ρ ή σ ιμ ο ς  κ α ι ένα ς  δ ια φ ο ρ ετ ικ ό ς  

ο ρ ισ μ ό ς  τη ς μέσης τ ιμ ή ς. Α ν τ ί ν α  θ εω ρ ού μ ε το  σ ύσ τη μ ά  μ α ς σε π ο λ λ έ ς  

δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  χ ρ ο ν ικ ές  σ τιγμ ές μ π ο ρ εί ν α  θεω ρήσουμε ένα  σ ύ νο λ ο  π α ρ ό μ ο ιω ν  

(α π ο  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ή  ά π οψ η ) σ υ σ τη μ ά τω ν σε μ ία  (... κ α ι μ ονα δικ ή ) χρ ον ικ ή  

σ τιγμ ή . Α υ τ ό  το  σ ύ ν ο λ ο  σ υ σ τη μ ά τ ω ν  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  σ τα τ ισ τ ικ ό  en sem b le  

(π ρ ο φ έρ ετα ι α νσ ά μ π λ ). Τ ο κ α θ ένα  α π ο  τα  π α ρ ό μ ο ια  συστήματα  του  ensem ble  

μ π ο ρ εί ν α  κα τα λά βει ο π ο ια δ ή π ο τε  α π ο  τις  επ ιτρεπτές κα τα στά σεις Ιη>, ενώ  ο  

α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  συστη μ άτω ν του  en sem b le π ο υ  ευ ρ ίσ κ οντα ι στην κατάσταση Ιη> 
ε ίνα ι, π ρ ο φ α ν ώ ς , α ν ά λ ο γ ο ς  της π ιθ α νό τη τα ς pn. Η μ έθοδος αυτή δ ίνει τα ίδια

α π ο τελ έσ μ α τα  γ ια  τ ις  μέσες τ ιμ ές  α ν  το  σκεφ τούμε λ ίγο , α φ ο ύ  θυμηθούμε και 

τα  π ε ρ ί σ υ χνό τη τα ς  εμ φ ά νισ η ς σ το ν  ο ρ ισ μ ό  της π ιθ α νό τη τα ς  του  Κ εφ. 3. Τ ο  

en sem b le  ε ίν α ι α σ φ α λ ώ ς μ ία  δ ια νοη τικ ή  επ ινόη σ η  π ο υ  α να π α ρ ισ τά  σε μ ία  

χ ρ ο ν ικ ή  σ τιγμ ή  (μ ία  κ ι έξω ) τ ις  ιδ ιό τη τες  τ ο υ  σ υ σ τή μ α το ς  ό π ω ς  α υ τό  

εξελίσσετα ι σ τον  χρ ό νο .

Φ α ν τ α σ θ ε ίτ ε  ό τ ι  π ρ α γ μ α τ ο π ο ιο ύ μ ε  μ ετ ρ ή σ ε ις  π ο υ  μ α ς  δ ίν ο υ ν  

π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  γ ια  την μικροκατάσταση του  συστήματος σέ ένα  μεγάλο αριθμό ν  
σ υ νο λ ικ ά  δ ια δ ο χ ικ ώ ν χ ρ ο ν ικ ώ ν  σ τιγμ ώ ν tj , t2,...... . tv . Α ν  ο  ν η μας λέει π όσ ες

φ ο ρ ές  εμ φ α νίσ θη κ ε η μ ικ ροκ α τά στα ση  Ιη> σε α υ τές  τ ις  επ α να λή ψ εις  τότε η 

π ιθ α νότη τα  ν α  βρούμε το  σύστημα στην Ιη> είνα ι π ρ ο φ α νώ ς
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ενώ  φ υσικά  υ π ο θ έτο υ μ ε ό τ ι ο  ν  είνα ι α ρκ ετά  μ εγ ά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  ώ στε η pn ν α  

μην α λλά ζει σημαντικά  ό τ α ν  δ ιπ λ α σ ιά ζετα ι ή τ ρ ιπ λ α σ ιά ζετ α ι ο  α ρ ιθ μ ός τω ν  

παρατηρήσεων. Α π ο  το ν  ορ ισ μ ό  της π ιθανότη τα ς(4 .2 ) έπ ετα ι η κ α νονικ οποίη ση

Σ  Ρη= 1 α λ λ ά  κ α ι ο  τ ύ π ο ς  της μέσης τ ιμ ή ς (4 .1 ). Α ν  α ν τ ί  ν α  π α ίρ ν ο υ μ ε  
η

χ ρ ο ν ικ ές  μέσες τ ιμ ές  γ ια  ένα  σύστημα  ο ι  μέσες τ ιμ ές  λ α μ β ά ν ο ν τ α ι σε μ ία  

ορισμένη χρονικ ή  στιγμή α λ λ ά  γ ια  ένα  σ ύ ν ο λ ο  α π ο  συστή μ ατα  (το ensem ble), 

κ α τα σ κ ευ α σ μ ένα  ώ στε ν α  ε ίν α ι ίδ ια  α π ο  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ή ς  ά π ο ψ η ς  με το  

σύστημά μας, τότε το  κάθε σύστημα του  ensem ble ενώ  ε ίνα ι π α ν ο μ ο ιό τ υ π ο  με  

το  σύστημά  μ α ς μ π ο ρ ε ί ν α  ευ ρ ίσ κ ετα ι σ ε  μ ία  ά λ λ η  μ ικ ρ οκ α τά σ τα σ η . Η  
π ιθ α νό τη τα  p n στο en sem b le  ο ρ ίζετα ι π ά λ ι  α π ο  τη ν (4 .2 ) α λ λ ά  τώ ρα  η ν η

εκφράζει τ ο ν  αρ ιθμό  τω ν συστημάτω ν π ο υ  ε ίν α ι στην μικροκατάσταση Ιη> ενώ  

ο  ν  το ν  ο λ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  τω ν  π α ν ο μ ο ιό τ υ π ω ν  σ υ σ τη μ ά τω ν (τω ν μ ελώ ν) π ο υ  

α π οτελού ν το  ensem ble κ α ι με το  ν  ν α  ε ίνα ι μ εγά λος α ρ ιθ μ ός.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  δ η μ ιο υ ρ γ ία ς  ε ν ό ς  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ο υ ς  en sem b le  έχ ο υ μ ε  στη ν ρίψ η  

π ο λ λ ώ ν  π α ρ ό μ ο ιω ν  ν ο μ ισ μ ά τ ω ν  μ ία  χ ρ ο ν ικ ή  στιγμή , α ν τ ί ε ν ό ς  ν ο μ ίσ μ α τ ο ς  

δ ιά φ ο ρ ες  χ ρ ο ν ικ έ ς  σ τ ιγ μ ές . Τ α  π α ν ο μ ο ιό τ υ π α  ν ο μ ίσ μ α τ α  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ α  

π α ρ ό μ ο ια  μέλη το υ  en sem b le  με το  κ α θένα  ν α  βρ ίσ κ ετα ι σε μ ια  δ ια φ ορετική  

μικροκατάσταση ("Κ ορώνα" ή "Γράμματα").

Σ υ μ π έρ α σ μ α !.: Η  χ ρ ο ν ικ ή  μέση τιμή κάθε θ ερ μ οδ υ να μ ικ ή ς μεταβλητής X  σε  

ένα σύστημα ε ίνα ι ισ οδύνα μ η  με την μέση τιμή π ο υ  λ α μ βά νετα ι στο ensem ble, 

στο όρ ιο  π ο υ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν π α ν ο μ ο ιό τ υ π ω ν  συστημάτω ν ν  τείνει στο ά π ειρ ο , 

αρκεί τα  μέλη τ ο υ  en sem b le  ν α  α ν α π α ρ ισ τ ο ύ ν  π λ ή ρ ω ς τ ο  σύστημα  κ α ι το  

περιβά λλον του . Α υτή ε ίνα ι η εργοδική υπόθεση , ενώ  π ρ έπ ει ν α  αναφ ερθεί π ω ς  

η ισ οδυνα μ ία  τω ν μ έσω ν τ ιμ ώ ν επ ιδεικ νύετα ι μ εν εύκ ολα  α λ λ ά  ε ίνα ι δύσ κ ολο  

ν α  αποδειχθεί με αυστηρά μαθηματικό τρ ό π ο .

Σ ν μ π έ ρ α σ μ α 2 :  Τ α  π α ν ο μ ο ιό τ υ π α  σ υ σ τή μ α τα  π ο λ λ ώ ν  σ ω μ α τίω ν  π ο υ  

α π οτελού ν το  στα τισ τικ ό  ensem ble κ α τα νέμ ο ντα ι με ίσες "a priori” (εκ τω ν



108

π ρ ο τ έρ ω ν ) π ιθ α ν ό τ η τ ες  σ τ ις  δ ιά φ ο ρ ες  μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  με δεδομ ένες τις  

μακροσκοπικές συνθήκες.

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε )

Η σ τα τισ τ ικ ή  φ υ σ ικ ή  τη ς ισ ο ρ ρ ο π ία ς  β α σ ίζε τ α ι σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  

στα τισ τικ ώ ν μ έσω ν τ ιμ ώ ν  σ ε  μ ικ ρ οσ κ οπ ικ ά  κ λα σ σ ικ ά  ή κ βα ντικά  συστήματα  

π ο λ λ ώ ν  σω μ α τίω ν. Η  μ εθ ο δ ο λ ο γ ία  λήψης της μέσης τιμής α π οτελεί την ουσ ία  

της στατιστικής φ υσ ικ ή ς κ α ι γ ίνετ α ι σε τρία  είδη συστημάτω ν ισ ορ ροπ ία ς π ο υ  

επ ιτ ρ έπ ο υ ν  τη ν σ ύνδεσ η  τ ω ν  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ώ ν  μ ετα βλη τώ ν με τις μοριακ ές  

ιδιότητες:

(ί). Κ λειστά  (ή α π ο μ ο ν ω μ έν α ) συστήματα σταθερής ενέργεια ς Ε  π ο υ  π ερ ιέχου ν  

Ν σ ω μ ά τια  σε σ τα θ ερ ό  ό γ κ ο  V (το  μ ικ ρ ο κ α νο νικ ό  e n se m b le ) .

(ϋ). Σ υστήματα σε ό γκ ο  V  π ο υ  α π οτελο ύ ντα ι α π ο  Ν σω μάτια  σε θερμική επαφή  

με λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ό τ η τα ς  π ο υ  χα ρ α κ τη ρ ίζετ α ι α π ο  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ (η π ιο  

σ υ νη θ ισ μ ένη  π ερ ίπ τω σ η  τ ο υ  κ α νο ν ικ ο ύ  e n se m b le ) .

(iii). Σ υ σ τή μ α τα  ό γ κ ο υ  V σε θερμική  επαφ ή  με λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ότη τα ς π ο υ  

χαρακτηρίζεται α π ο  θερ μ οκ ρ α σ ία  Τ  κα ι α νοικτά  σε α ντα λλα γή  σω ματίω ν με το  

λ ο υ τ ρ ό  π ο υ  χ α ρ α κ τ η ρ ίζετ α ι α π ο  χη μ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  μ  (το  μ ε γ α λ ο κ α ν ο ν ικ ό  

e n s e m b le ) .

4 . 2 Έ ν α  ε π ιλ ύ σ ιιιο  κ λ ε ισ τ ό  σ ύ ο τ η α α  (Ν  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  o n iv e )

Σ την στατιστική  φ υσική  ε ίνα ι απαραίτητη  η εισαγω γή  της έννο ια ς  της 

σ τά σ ιμ η ς κ β α ντικ ή ς κ α τά σ τα σ η ς (ή μ ικ ρ οκ α τά σ τα σ η ς) ε ν ό ς  συστήματος Ν 

σ ω μ α τίω ν. Η  α π α ρ ίθμ η ση  τ ω ν  μ ικ ροκ α τα σ τά σεω ν π ο υ  μ π ο ρ εί ν α  καταλάβει 

ένα  σύστημα μ α ς δ ίν ε ι την εντ ρ ο π ία  του , π ο υ  ε ίνα ι ο  λ ο γά ρ ιθ μ ο ς  του  αριθμού  

τω ν μ ικροκαταστάσεω ν Ω (εξ. 1.1). Μ έσω της εντρ ο π ία ς , π ο ύ  α ποτελεί την π ιο  

σημαντική π ο σ ό τη τα  της στατιστική ς φυσικής, ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  να  π ρ ο κ ύ ψ ο υ ν  

ό λ α  τα  υ π ό λ ο ιπ α  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ά  μεγέθη.

Θ α μελετήσουμε ένα  στατιστικό σύστημα π ο υ  α π οτελείτα ι α π ό  π ο λ λ ά  (Ν) 

σ ω μ ά τια  κ α ι μ α ς εν δ ια φ έρ ε ι η εύρεση και κ α τά τα ξη  ό λ ω ν  τω ν μακρο- και 

μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εώ ν  τ ο υ . Η  κ ά θ ε μ α κ ροκ α τά σ τα σ η  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι α π ο  μ ία  

ορισμένη  ενεργειακή στάθμη π ο υ  λόγω  του εκφ υλισμού συνήθω ς αντιστοιχεί σε 

π ο λ λ ές  μ ικ ροκ α τα στά σεις ή, με ά λλα  λόγια , π ο λ λ ές  μ ικροκαταστάσεις μπορεί
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ν α  έχ ο υ ν  την ίδ ια  (ή σ χ εδ ό ν  τη ν ίδ ια ) ενέρ γεια . Σ την σ το ιχειώ δ η  κβαντική  

μ η χ α ν ικ ή  ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι  ο ι  μ α κ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ις  Ε π κ α ι ο ι  κ β α ν τ ικ έ ς

μικροκαταστάσεις Ιη>. Σ ε π ο λ υ α το μ ικ ά  συστήματα, ό π ω ς  τω ν α τό μ ω ν το υ  Η 2 

και Li, (ραίνονται στο Σ χ.4 .1 .

ενεργεια (εν)

14* χ * (52>------- —>(32)
12- "*(18) &
10· ------- (8)

5·
* ενεργεια (ev) 4·
6' 3·
4· 2·
2« Ι
Ο- ------- (2) Ο

Η.(1 ηλεκτρονιο)
'Jis

(24)
: ^ (6)
3 ( 1 0 )

·£ )(6)
- (6)

---- (2)

Li (3 ηλεκτρονια )
Ρ )

Σχ. 4.1. Ενεργειακές στάθμες (μακροκαταστάσεις) των ατόμων του Η2 και του Li με τους 

αντίστοιχους εκφυλισμούς τους για την κάθε μία σε παρένθεση (απο τον Kittel: 'Thermal 

Physics").

Η ακριβής επ ίλυση  το υ  κ λεισ τού  συστή μ ατος τω ν Ν σ π ιν ς  θα  μ α ς οδηγήσει σε 

σ η μ α ντ ικ ά  σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α  π ο υ  έ χ ο υ ν  εφ α ρ μ ο γ ή  κ α ι σ ε  ά λ λ α  φ υ σ ικ ά  

σ υ σ τή μ α τα . Θ α  β ρ ο ύ μ ε  α κ ρ ιβ ώ ς  ό λ ε ς  τ ις  μ ικ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ις  κ α ι θ α  

υ π ολογίσ ουμ ε τις α ντίσ το ιχες  μ α κροκ αταστάσεις κα ι τ ο ν  εκφ υλισμό τους, ενώ  

στα αποτελέσματα  θα  α π ο δ ο θ εί η απαραίτητη φυσική σημασία  ενώ  θα ελεγχθεί 

και η συμ φ ω νία  το υ ς με το πείρα μ α .

4.2.1 Το μοντέλο
Τ ο σύστημα μ ο ντέλο  τω ν Ν α νεξά ρ τη τω ν σ π ιν ς  φ α ίνετα ι στο Σ χ.4 .2  και 

α ποτελείτα ι α π ο  ένα  σ ύ ν ο λ ο  Ν σ το ιχειω δ ώ ν δ ια κ ρ ίσ ιμ ω ν μαγνητώ ν σε Ν  

σημεία δ ιευθετημένα  σε μ ια  γραμμή  (μ ο νο δ ιά σ τα το  π λέγμ α ). Τ ο  μ έγεθος της 
μαγνητικής ροπής μ j του  κάθε σ τοιχειώ δ ου ς μαγνήτη i ε ίνα ι μ κα ι υποθέτουμε

ότι κάθε μαγνητική ροπή δείχνει π ρ ο ς  τα  π ά νω  ή κάτω (στην κατεύθυνση του  ζ-
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ά ξ ο ν α ). Ο τα ν  ο  μ α γνήτης δ ε ίχ νε ι "πάνα/' η μαγνητική ροπή  είνα ι +μ  κα ι ό τα ν  
δ ε ίχ νε ι "κάτω" ε ίν α ι - μ .  Ε να  η λεκ τρόνιο  με γω νια κή  οτροφ ορμ ή  του  σ π ιν  h/2

έχει δ ύ ο  δ υ να τές  κ α τευ θύ νσ εις  της μαγνητικής του  ροπή ς (ή του  σ π ίν ) σχετικά  

με μ ια  σταθερή δ ιεύ θυ νσ η  ώοτζ ένα  σύστημα π ο υ  α π οτελείτα ι α π ο  ένα  τέτοιο  

σ ω μ ά τ ιο  θ α  έ χ ε ι  δ ύ ο  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  σ τ ά σ ιμ ε ς  κ β α ν τ ικ ές  κ α τ α σ τ ά σ ε ις  

(μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις), μ ία  με το  σ π ιν  ν α  δ ε ίχνε ι "πάνω ” και μ ία  με το σ π ιν  ν α  

δείνει "κάτω". Τ ο πρόβλη μ α  τω ν Ν σ π ιν ς  ε ίνα ι γνα>στό ω ς το μοντέλο του Ising 

κ α ι γ ίν ε τ α ι  π ο λ ύ  π ιο  δ ύ σ κ ο λ ο  α ν  σ υ μ π ερ ιλ η φ θ ο ύ ν  κα ι α λ λ η λ επ ιδ ρ ά σ εις  
μ ετα ξύ  τω ν σ π ιν ς  της μ ορφ ή ς Jjj μιμ^ Σ την σ υ νέχ ε ια  θ α  α γνο ή σ ο υ μ ε τ ις

ij
α λλη λεπ ιδρ ά σ εις  μεταξύ  τιον σ π ινς.

Σχ. 4.2. Μια μικροκατάσταση κλειστού συστήματος Ν=10 σπινς (απο τον Kittel: 'Thermal 

Physics").

Σ ε κάθε πλεγμ ατική  θέση ΐ έχουμ ε

μΐ = + μ, όταν το σπιν δείχνει Τ (4.3)

μί = -  μ, όταν το σπιν δείχνει i  , (4.4)

εν ώ  η π ιθ α ν ό τ η τ α  κ ά θ ε  σ π ίν  ν α  δ ε ίχ ν ε ι  Τ ή -I ε ίν α ι  α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  σε  

δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  θέσεις. Για σύστημα Ν  σ π ιν ς  κ α τα μ ετρ ού ντα ι σ υ νο λ ικ ά  Ω =2Ν 

δυνατές διευθετήσεις ή μικροκαταστάσεις του συστήματος π ο υ  για  Ν = 1 ,2 και 3 

φ α ίν ο ν τ α ι  στο  σχή μ α  4 .3 , π .χ . γ ια  Ν =3 έχου μ ε 2 3=8 μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις . Ο ι 

μ α κ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  το υ  σ υ σ τή μ α τος ε ίν α ι  π ο λ ύ  λ ιγ ό τ ερ ες  κ α ι μ π ο ρ ε ί ν α
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χαρακτηρισθούν α π ο  την συνολική  μακροσκοπική  μαγνητική ροπή (μαγνήτιση) 

Μ με δυνατές τιμές τις
Μ =Νμ, (Ν -2 )μ , (Ν -4 )μ .......(2 -Ν )μ , -Ν μ . (4.5)

Ο ι τιμές της Μ λα μ βά νοντα ι α ρ χ ίζο ν τα ς  με την (μακρο)κατάσταση  ό π ο υ  ό λ α  
τα σ π ιν ς  ε ίν α ι "πάνω ” (τότε Μ =Ν μ) κ α ι α ν τ ισ τ ρ έφ ο ντα ς  τα  σ π ιν ς  ένα -έν α . 

Ο ταν ό λ α  τα  σ π ιν ς  δ ε ίχ ν ο υ ν  "κάτω" τότε Μ = -Ν μ  ενώ  ο ι Ν+1 δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  

τιμές της μ α γνή τισ η ς Μ ε ίνα ι α κ ρ ιβώ ς ό σ ες  κ α ι ο ι ά μ εσ α  π α ρ α τη ρ ή σ ιμ ες  

μ α κροκ αταστάσεις του  συστήματος. Α π ο  τη ν τερά στια  δ ια φ ο ρ ά  π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι  
στο μέγεθος μεταξύ τω ν α ρ ιθ μ ώ ν Ν+1 κ α ι Ω = 2Ν κ α θίσ τα τα ι α να π ό φ ευ κ τη  η

ύπα ρξη  εκ φ υ λισ μ ού  (π .χ. Σ χ.4 .3 ) με π ο λ λ έ ς  δ ια φ ορ ετικ ές  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις  

του ν α  α ντισ το ιχού ν  στην ίδια μακροσκοπική  ολική ροπή Μ (μακροκατάσταση) 

του συστήματος.

(s ~  ................  -ft

Ν=1: Ν=2: Ν=3:

| Μ= μ Μ =2μ m Μ =3μ

Μ=0 wmw .m Μ =μ

♦♦ Μ = -2 μ m .m .m Μ = -μ

w Μ = -3 μ

ιν-  ■■■ ---------------- -----

Σχ. 4.3. Οι μικροκαταστάσεις συστήματος Ν=1,2 και 3 ανεξάρτητων σπινς.

Μ ια τυ χού σ α  μικροκατάσταση τω ν Ν  σ π ιν ς  μ πορεί να  γραφ εί κα ι με το ν

σ υ μ β ο λ ικ ό  τ ρ ό π ο  Τ ι 1~2 4*3 'U Ί-5 ^6 ^7 ^8 .......π ο υ  ερ μ η νεύετα ι ό τ ι η

μαγνητική ροπή  στην θέση 1 ε ίνα ι +μ, στην θέση 2 ε ίνα ι +μ, στην θέση 3 ε ίνα ι  

- μ ,  στην θέση 4 ε ίνα ι - μ ,  και σ υ νεχ ίζο υ μ ε  γ ια  όλες  τ ις  Ν ροπές. Σ α ν  σ υ νέπ εια

αυτής της συμβολικής γραφ ής όλες ο ι δ υνα τές μικροκαταστάσεις π ερ ιέχοντα ι

στο ανάπτυγμα (Τ ι + X ι)( 7 2 + 4-2)( ^3 + ^3).... π ·Χ· για Ν=2 ο
π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  ορ ίζετα ι ω ς το  ά θ ροισ μ α  τεσσάρω ν όρω ν π ο υ  α ντ ισ το ιχο ύ ν  

στις τέσσερις μικροκαταστάσεις του  Σχ.4.3.
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( Τ| + Xj)( T2 + \-2) = ΐ |  1̂2 + Tj J-2 +Ίί  2̂ + Ί-1 ·ί-2· (4.6)
Α π ο  τη ν (4 .5) μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ υ μ π ερ ά νου μ ε π ω ς γ ια  α υθα ίρετο  α ρ ιθμ ό  Ν σ π ιν ς  

θα  δ η μ ιου ρ γη θ εί ένα  ά θ ρ ο ισ μ α  2 Ν ό ρ ω ν, ό σ ω ν  κα ι ο ι  μ ικροκα τα στά σεις του  

σ υσ τή μ α τος, ό π ω ς  γ ια  Ν =2 έχουμ ε τέσσερεις ό ρ ο υ ς  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  στις 4

κβαντικές κ α τα σ τά σ εις , γ ια  Ν=3 οκτώ  ό ρ ο υ ς , κ .λ .π . Τ ο γ ινό μ ενο  στο αριστερό  

μ έρος της (4 .6 ) ε ίν α ι μ ια  γεννή τρ ια  συνάρτηση  π ο υ  επ ιτρ έπ ει με ένα ν  α π λ ό  

τρ όπ ο  ν α  π α ρ ου σ ιά σ ου μ ε όλες τις δυνατές καταστάσεις ενός  συστήματος.

Παράδειγμα!.: Για Ν = 10  σ π ιν ς  υ π ά ρ χ ο υ ν  10+1 = 11 τιμ ές της μαγνήτισης Μ 

και σ υ νο λ ικ ά  Ω = 2 10=1024 μικροκαταστάσεις.

Παράδειγμα:2 Π ό σ ες  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις  υ π ά ρ χ ο υ ν  με ολική  ροπή  Μ =Ν μ . 

Π όσ ες με ολικ ή  ροπή  Μ =Ν μ -  2μ; Απάντηση: μ ία  κ α ι Ν, α ντίστοιχα .

4.2.2 Υπολογισμός της συνάρτησης εκφυλισμού gjy(m)

Σ κ ο π ό ς  μ α ς  ε ίν α ι η α πα ρίθμ η ση  ό λ ω ν  τω ν  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σεω ν σε μ ία  

δ εδ ο μ έν η  μ α κ ρ ο κ α τ ά σ τ α σ η , δ η λα δή  τ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  ό λ ω ν  τ ω ν  δ υ ν α τ ώ ν  

διευθετήσεω ν τω ν σ π ιν ς  με ολική μαγνητική ροπή  (μακροσκοπική μαγνήτιση)

Μ = 2ιιιμ  , (4 .7)

όπου ο αριθμός 2m μετράει την περίσσεια των σπίνς που δείχνουν πάνω. Όταν 
η(Τ) σπινς δείχνουν "πάνω" και η(Ι) δείχνουν "κάτω" απο τις σχέσεις για τον 
ολικό αριθμό των σπινς η(Τ)+η(Ί)=Ν και τον ορισμό της περίσσειας των σπινς

n (T ) -n ( i )= 2 m  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ι α ρ ιθ μ ο ί n (T )= ^ N + m  κ α ι n ( i ) = ^ N - m  κ α ι η 

μαγνήτιση ε ίνα ι

Μ  =  [  Ν +  m ) -  Ν -  m )]  μ  =  2πιμ. (4.8)

Ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  ό λ ω ν  τω ν  μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εω ν σε δ εδομ ένη  

μ α κ ροκ ατάσ τασ η  με δείκτη το  m δ ίν ετα ι α π ο  την συνάρτηση εκ φ υ λισ μ ού  
gN(m ), η ο π ο ία  υ π ο λ ο γ ίζετα ι με την βοήθεια της σ τοιχειώ δους στατιστικής π ο υ

π α ρ ουσ ιά σ α μ ε στο  Κεφ.3.
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Μ πορούμ ε ν α  γράψ ουμ ε με σ υ νο π τικ ό  τρ ό π ο  το  γ ιν ό μ εν ο  π α ρ α γ ό ντω ν  (Τ 
+ 1)Ν  γ ια  Ν =2 κα ι =3

(Τ + 1)2 = ΤΤ +2ί i  + U  =Τ2 + 2Τ1 + 12 (4.9)

(Τ + i)3 = ΤΤΤ + 3?1U +3TW + 444
=  t 3 +  3t 2 i  + 3 U 2U 3, (4 .10)

ώστε χω ρ ίς του ς δείκτες θέσης μετράμε 3 κ α ι 4 μακροκ αταστάσεις γ ια  Ν =2 κ α ι  

3, α ντ ίσ το ιχα  εκεί π ο υ  χω ρ ίς  ν α  α γνοή σ ου μ ε το υ ς δείκτες θέσης μετράμε 4 κ α ι 

8 μ ικροκαταστάσεις. Ε ίνα ι π ρ ο φ α ν έ ς  π ω ς  γ ια  τ ις  μ α κ ροκ α τα σ τά σ εις  δ εν  μ ας  

ενδ ια φ έρ ει ποιά α π ο  τα  σ π ιν ς  ε ίν α ι "πάνω" κα ι π ο ιά  "κάτω ” α λ λ ά  πόοα 
είναι "πάνω" και π όσ α  "κάτω" ώ στε η π ερ ίσσεια  τω ν σ π ιν ς  2m  αρκεί.

Σ την γενικ ότερ η  π ερ ίπ τω σ η  α υ θ α ίρ ετο υ  Ν  θ α  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τη ν  

έκφραση της άλγεβρας του  δ ιώ νυ μ ου  (π ο υ  μελετήσαμε ήδη στο Κ εφ. 3.3)

(χ  +  y )N =  χ Ν +  Ν  χ Ν_1 y  + r  Ν  (Ν -1 )  χ Ν~2 y2 + . . .  +Ν  χ  y  Ν_1+  y N

Ν
= Σ

Ν !
s=0 s ! (N -s )!

χ Ν -S  yS

1.
ό π ο υ  με την αντικατάσταση s=^N+m  έχου μ ε

Ν/2

(Τ +  i)N  =  g N(m) Ti/2N+m j,l/2N-m f 

m=-2

(4 .11)

(4.12)

απ' ό π ο υ  π ροκ ύπτει η συνάρτηση εκφ υλισμού  

Ν Ν !gN(m ) =  C n  =
2 + m  (N /2 + m )! (N /2 -m )!

, m = -N /2 , .., 0, ...Ν /2, (4 .13)

π ο υ  δ ίνει το υ ς δ ιαφ ορετικούς τ ρ ό π ο υ ς  με το υ ς ο π ο ίο υ ς  π α ίρ νο υ μ ε  n(T)=^N+m  

π άνω  σ π ιν ς  α π ο  τα  Ν (και επ ομ ένω ς n (i)= ^ N -m ). Π ρέπει ν α  λάβουμ ε υ π ’ ό ψ ιν

π ω ς ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό ς  Tl /2N+m i i /2 N - m  στην (4 .12 ) δ εν  ο ρ ίζ ε ι  π λ έ ο ν  μ ια  

μικροκατάσταση γ ια τ ί καταργήσαμε του ς δείκτες θέσης. Ο  συντελεστής gN(m )

διαβάζει τ ο ν  αριθμό τω ν δ ια κριτώ ν μ ικροκαταστάσεω ν π ο υ  έχου ν  n ( t )=  ^N+m  

σ π ιν ς  "πάνω" κ α ι n ( i ) =  2 N “ m  σ π ιν ς  "κάτω" κ α ι ολ ικ ή  μ αγνη τική  ρ οπ ή
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Μ =2ηιμ. Ε π ο μ ένω ς  με την εξ. (4 .13) έχουμ ε την έκφραση γ ια  τ ο ν  εκφ υλισμό  

g[\[(m) της κάθε μακροκατάστασης π ο υ  χαρακτηρίζεται α π ο  το m.

Εχ. 4.4. (α)ΘΕΩΡΙΑ: Οι τιμές της συνάρτησης ικψυλιομυυ gj\j(m) για Ν=10, όπου 2m

είναι η περίσσεια των "πάνω" σπινς και (β)ΠΕΙΡΑΜΑ: τα αποτελέσματα των αριθμών για 

την "κορώνα" Κ που ήλθαν σε 100 ρίψεις 10 νομισμάτων.

Σ το  Σ χ .4 .4 (α ) π α ρ ο υ σ ιά ζ ο ν τ α ι  ο ι  τ ιμ ές  της σ υ νά ρ τη σ η ς εκ φ υ λ ισ μ ο ύ  
glM(m) γ ια  Ν = 10, ό π ο υ  το  2m  δ η λώ νει την π ερ ίσ σ εια  τω ν  "πάνω" σ π ιν ς , ενώ

σ το Σ χ .4 .4 (β ) π α ρ ο υ σ ιά ζο ν τ α ι τα  α ντ ίσ τ ο ιχ α  α π οτελέσ μ α τα  τω ν α ρ ιθ μ ώ ν για  

τ ις  φ ο ρ ές  π ο υ  ήλθε το  α π ο τέλεσ μ α  "κορώ να” Κ σε ένα  "πείραμα" 100 ρ ίψ εω ν  

10 ν ο μ ισ μ ά τ ω ν . Η α ν τ ισ τ ο ιχ ία  σ τα  δ ύ ο  π ρ ο β λ ή μ α τα  ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ή ς  ενώ  
π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  π ω ς  η μ έγισ τη  τιμ ή  τη ς σ υ νά ρ τη σ η ς εκ φ υ λ ισ μ ο ύ  g N (m )  

λα μ β ά νετα ι ό τ α ν  m =0 ή Μ (=2ιημ)=0.

Άσκησηΐ: Ν α δείξετε ότι  
Ν/2

S N gN(m) = 2N. (4.14)
m - 2

Λύση: με τη ν  κ α τά λλη λη  α ντικ α τά σ τα σ η  στο  δ εξ ιό  μ έλ ο ς  του  δ ιω νυ μ ικ ο ύ  
α ν α π τ ύ γ μ α τ ο ς  της εξ. (4 .12 ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  g]\|(m) ενώ  στο  

α ριστερό μ έλος ο  αριθμός (1 +  1)Ν= 2 Ν.
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Η μέση τιμή της μαγνήτισης < Μ >  ε ίνα ι  
Ν /2
Σ  2mμ gN(m)

<Μ > =  Π1Ξ̂ ------------------=  Ο , (4 .15)

Σ  gN(m)
m = -  Ν/2

ό π ω ς α π ο δ ε ικ ν ύ ετ α ι με χρή ση  της εξ. (4 .1 4 ) , τ ο υ  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  ό τ ι ό λ ες  ο ι  

μικροκαταστάσεις έχ ο υ ν  ίδ ια  π ιθ α νό τη τα  ν α  σ υ μ β ο ύ ν  κ α ι α π ό  την αρτιότητα  

της συνάρτησης g N(m ). Σ το ίδ ιο  α π οτέλεσ μ α  ό μ ω ς οδη γούμ εθα  ευκολώ τερα  α ν

προσέξουμε ότι
Ν

< Μ > =  Σ  <μρ·
i =1

(4.16)

και π άρουμ ε την μέση τιμή ξεχω ριστά  σε κάθε θέση ο π ό τε

< μ 5> =  |  [ (+μ) +  ( -  μ)] =  0  , (4 .17)

γιατί μΐ=+μ με π ιθ α νό τη τα  1/2 κ α ι - μ  με τη ν  ίδ ια  π ιθ α νό τη τα  1/2.

Τ ις  δ ια κ υ μ ά ν σ ε ις  α π ο  τη ν  μέση τιμ ή  < Μ >  τ ις  μ ετρ ά ει κ α τευ θ ε ία ν  η 
δ ια σ π ο ρ ά σ 2 =<Μ 2> μ ε

Ν 2
<Μ 2> =  <  (  Σ  μ ,)  >

i =1
Ν Ν Ν Ν

= <  Σ  Σ  Mi μι> = Σ  Σ  < μι μ* >. (4.18)
i =1 j= l i =1 j= l

Π αρατηρούμε ότι στο ά θροισμ α  (4.18) υ π ά ρ χ ο υ ν  δύ ο  είδη όρ ω ν, γ ια  i =  j :

<μί2> = ^[(μι2) + (- μι2)] = μ2 (4.19)

και γ ια  i *  j :
<μίμρ> =  0  . (4.20)

Π.χ. στην περίπτω ση Ν=2 τα  αποτελέσματα  είνα ι ο ι 4  μικροκαταστάσεις

ΤΤ Τ4 i t  U
μ2 - μ 2 - μ 2 μ2 (4.21)

με τη ν κ ά θ ε μ ια  ν α  σ υ μ β α ίν ε ι με π ιθ α ν ό τ η τ α  1/4. Ε π ο μ έ ν ω ς  εύ κ ο λ α  

συμπεραίνουμε ( Κεφ. 3.5.) π ω ς
<Μ 2> =  Ν  μ2 ' (4.22)

και
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σ2 =  < (Δ Μ )2> =  <Μ 2> -  <Μ >2

=  <Μ 2>  =  Ν  μ2. (4 .23)

Η κ α τα νο μ ή  τω ν  τ ιμ ώ ν  τη ς μ α γνή τισ η ς Μ ε ίν α ι π ο λ ύ  στενή  α φ ο ύ  η 

σχετική δ ιακύμανση , π ο υ  τώ ρα ορ ίζετα ι (γιατί;) ω ς

κ α ι με τ ο ν  π ο λ ύ  μ εγά λο  α ρ ιθ μ ό  σ ω μ α τίω ν (Ν =1024) της στατιστικής φ υσικής

ε ίνα ι α ρ ιθ μ ό ς  της τά ξη ς του  ΙΟ-1 2 . Σ υ μ π ερ α ίνο υ μ ε, επ ομ ένω ς, ό τ ι γ ια  μ εγάλο  
Ν η gj\j(m) ε ίνα ι μ ια  συνάρτηση το υ  m  συγκεντρω μένη  γύρω  α π ο  την μέση τιμή  

<m >=0 (ε ίν α ι π ά ρ α  π ο λ ύ  ψηλή) ώ στε το  π ο σ ο σ τό  τω ν καταστάσεω ν π ο υ  έχ ο υ ν  

m  ή Μ  δ ια φ ορ ετικ ά  α π ο  μηδέν ν α  ε ίνα ι, συγκριτικά , εξαιρετικά  μ ικρό.

Α σ κ η σ η 2 :  Ν α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  π ω ς  γ ια  μ εγ ά λ ο  Ν  η g ^ im ) δ ίν ε τ α ι α π ο  τη ν  

κ α νονικ ή  κ α τα νομ ή  (Gauss).

Λ ύση: με χρήση τω ν  σ χέσ εω ν με π α ρ α γ ο ντ ικ ά

α φ ο ύ  αντικαταστήσαμε το  Ν / 2  -  s +  1 στην (4.26) με το  Ν /2 -  s, κάτι π ο υ  ισχύει 

γ ια  μ εγά λ ο  Ν .

Σ τη ν π ροσ έγγισ η  m « N  το  ά θ ρο ισ μ α  είνα ι

V < M 2>  _  V n u  1 
Mmax Ν μmax

(4 .24)

(4 .26)

(4 .25)

κ α ι τη ν συνάρτηση  εκ φ υλισμού  α π ο  την εξ. (4.13) έχουμ ε

In (gN(m)) = In Ν! -In ( j  + m) ! -  In ( j  -  m) !

(4 .27)

(4.28)
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και γ ια  m » l  γ ίνετα ι π ροσ εγγισ τικ ά  2m 2/  Ν , ά ρα  
. , , . Ν! 2m 2
η §N m̂  ̂ “ 1η [(Ν/2)!]2 Ν

ώστε

gN(m) =  gjsi(O) exp  ( - 2  m 2/N ) με gN(0) =  Ν! / [ (Ν /2 )!]2

(4 .29)

(4 .30)

Ά σκηση3: Ν α  α π λοπ οιη θ εί π ερα ιτέρω  η σχέση (4 .30) στην

gN(m ) -  2Ν e-2m 2/N, (4 .31)

με χρήση της προσέγγισης του  Stirling. Ν α  α ποδ ειχθ εί π ω ς  γ ια  μ εγάλο  Ν  μ π ορ εί 
ν α  ειπω θεί π ω ς η gN(m) δ ίνετα ι μ ό ν ο  α π ο  τη ν gN(0)(!).

Λ ύ σ η : με χρήση το υ  π ρ ο σ εγ γ ισ τ ικ ο ύ  τ ύ π ο υ  Stirling N != N ^ e _ N v 2 π Ν , π ο υ  

ισ χύ ει γ ια  μ εγά λ ο  Ν , η εξ. (4 .3 0 ) α π λ ο π ο ιε ίτ α ι . Η α π ό δ ε ιξ η  π ρ ο χ ω ρ ά ε ι  
π α ίρ ν ο ν τ α ς  το ν  λογά ρ ιθ μ ο  της g^  με την π ρ ο ϋ π ό θ εσ η  ό τ ι κ α νε ίς  θ α  α γνοή σ ει

όρ ο υ ς  τά ξη ς 1/Ν κ α ι μ εγα λύ τερ ου ς κ α ι λ α μ βά νετα ι η εξ. (4 .31) π ο υ  ε ίνα ι της  

μορφής της συνάρτησης Gauss. Η  μέση τιμή  <m > είνα ι μηδέν ενώ  η συνάρτηση
(4 .31 ) ε ίν α ι κ α ν ο ν ικ ο π ο ιη μ έ ν η  σ τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  2 Ν. Γ ια  μ εγά λ ο  Ν  (= 1 0 22) ο

α ριθμός gN(0) =2Ν είνα ι έν α ς  φ α ντα σ τικ ά  μ εγά λος α ρ ιθ μ ό ς  (της τά ξη ς
27

ΙΟ 10 ) π ο υ  δ ε ν  δ ια φ έ ρ ε ι ο υ σ ια σ τ ικ ά  α π ο  τ ο ν  ο λ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν  
μικροκαταστάσεω ν 2Ν και η g^(m ) σ χεδ ό ν  δ ίνετα ι μ όνο  α π ο  τ ο ν  ό ρ ο  gN(0)! Μ ε

ά λλα  λ ό γ ια  δ εν  π α ρ α τη ρ είτα ι, έ χ ο ν τ α ς  υπ ' ό ψ ιν  α υ το ύ ς  τ ο υ ς  "εξω φ ρενικά  

μεγάλους" α ρ ιθ μ ού ς, καμμία  δ ια φ ο ρ ά  α ν  λά βουμ ε υπ' ό ψ ιν  ό λ ο υ ς  το υ ς  ό ρ ο υ ς  
της gN(m) ή μ ό νο  το ν  π ιο  π ιθ α ν ό  ό ρ ο  gN(0).

Ά σκηση4: Ν α  υ π ο λ ο γισ θ εί το  ά θ ρ ο ισ μ α  X  gN(m ) στην π ροσέγγιση  (4.31).
m

Λ ύση: το ά θ ρ ο ισ μ α  α ντικ α θίστα τα ι τώ ρ α  α π ο  ένα  ολοκλή ρω μα  π ο υ  έχει ό ρ ια  

τα  -οο κ α ι +°°, ώστε

Σ  gN(m) = J dm gN(m) = 2Ν
m πΝ

ψ  =2Ν (4 .32)
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Μ ε γ ά λ ο ι  κ α ι  " φ α ν τ α σ τ ικ ά "  μ ε γ ά λ ο ι  α ρ ιθ μ ο ί:  Π α ρ α τ η ρ ε ίσ τ ε  π ω ς  
α ρ ιθ μ ο ί ό π ω ς  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  σ ω μ α τίω ν Ν = 1 0 22 ε ίν α ι π ο λ ύ  μ εγά λ ο ι (22- 

ψ ή φ ιοι) α λ λ ά  α ρ ιθ μ ο ί ό π ω ς  ο  εκ φ υ λισ μ ός Ω =2Ν = (2 3·3)(ΐ/3.3)Ν _  ί ο 1 ° 22 είνα ι

α φ ά ντα σ τα  μ εγά λο ι, (ή εκθετικά  μ εγά λο ι 1022-ψ ήφ ιοι α ρ ιθ μ ο ί!). Ο ι ιδιότητες  

τέτοιιυν μ εγά λω ν α ρ ιθ μ ώ ν ε ίν α ι π ο λ ύ  σημαντικές στην στατιστική φυσική. Οι 

μ ε γ ά λ ο ι  α ρ ιθ μ ο ί , τη ς  τ ά ξ η ς  τ ο υ  Ν, μ ετρ ο ύ ν  τ ις  μ α κ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ εις  (ή 

θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ές  κ α τα σ τά σ εις) ε ν ό ς  κ λεισ τού  σ υσ τή μ ατος ενιό ο ι φ ανταστικά  

μ εγ ά λ ο ι α ρ ιθ μ ο ί τ ις  μ ικ ρ ό κ α τα σ τά σ εις  (στατιστικές κ α τα σ τά σ εις) του  ίδ ιου  

συστήματος.

ί τ

,0S io W m)
κανονική> jir

7 / \s
/ / \ \

/  Α -  ακριβής \ \
/  /  διωνυμικη

m m w  9
\ \

(α)

- 4 0  - 3 0  - 2 0 - 1 0  0 10 20 30 40 m

Σχ. 4.5. Σύγκριση της συνάρτησης εκφυλισμού gjsj(in) με την προσέγγιση Gauss (4.31) για 

Ν=100, όπου 2m είναι η περίσσεια των "πάνω" σπινς, (α) σε λογ-λογ κλίμακα και (β) σε 

γραμική κλίμακα.

Α σ κ η σ η 5: Ν α  εκ τιμ ή σ ετε  τ η ν  π ο σ ο σ τ ικ ή  δ ια φ ο ρ ά  μ ετα ξύ  τω ν  α ρ ιθ μ ώ ν  

g N(0)=2N κοα Ω = Σ  gN(m ) =  2 Ν ό τα ν  ο  Ν είνα ι μ εγά λος αριθμός.

Λ ύση: ο ι  λ ο γ ά ρ ιθ μ ο ι α υ τώ ν τω ν  α ρ ιθμ ώ ν είνα ι  

In ( Σ  §ν (πί) )  =  Ν In 2
m

(4.33)
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και In ( gN(0)) = In ( 2* ) = N In 2 -  jin  ψ ,  (4.34)

α ντ ίσ το ιχα . Ε π ο μ ένω ς  η π ο σ ο σ τ ια ία  δ ια φ ο ρ ά  μ ετα ξύ  τω ν  δ ύ ο  εκ φ ρ ά σ εω ν  

εκτιμάται α π ο  το ν  λό γο
ln(2N) -  In ( gN( 0 ) ) ln N  .

l n ( 2 N) ~  n  ( 4 -3 5 )

π ο υ  μετράει το  π ο σ ο σ τό  τω ν μ ικ ροκ α τα σ τά σεω ν εκτός της μ α κροκ ατάστασης  
m =0 δια  του  σ υνολικ ού  αριθμού. Ο λ ό γ ο ς  στην εξ. (4.35) τείνει στο μηδέν (-* 0 )

γ ια  μ εγάλο  Ν α φ ο ύ  ο λ ο γά ρ ιθ μ ο ς  α υ ξ ά ν ε ι  π ά ν τ α  π ιο  α ρ γά  α π ο  το  Ν. Σ την

περίπτω ση π ο υ  Ν =1022 η π οσοστικ ή  α π ό κ λ ισ η  (4 .35) θα ε ίνα ι π ερ ίπ ο υ  ~

~ 1 0 -20—>0. Α ρα  δ εν  υ π ά ρ χει δ ια φ ορ ά  α ν  λά β ο υ μ ε υ π ’ όψη ό λ ο υ ς  το υ ς  ό ρ ο υ ς  

της g^O n) ή τ ο ν  π ιό  π ιθ α ν ό  ό ρ ο  g ^ (0 ) , εφ ’ ό σ ο ν  π ρ ό κ ε ιτα ι γ ια  δ ύ ο  τ ό σ ο  

ασυνήθιστα μ εγάλους α ρ ιθμ ούς με σ υγκριτικ ά  αμελητέες δ ια φ ορές.

4.2.3 Μακροκαταστάσεις και μικροκαταστάσεις κλειστού 
συστήματος

Η ενέρ γεια  ενό ς  σ π ιν  i στο μ α γνη τικ ό  π εδ ίο  Β δ ίνετα ι α π ο  το  εσω τερικό  
/ —> —̂

γ ινό μ ενό  μ j · Β κα ι α φ ο ύ  μ ^ μ  ό τ α ν  το  σ π ιν  δ ε ίχ νε ι "πάνω" κα ι - μ  ό τ α ν

δείχνει "κάτω" στην κατεύθυνση του  ζ -ά ξ ο ν α , ενώ  το π εδ ίο  Β δ είχνε ι π ρ ο ς  τα  
"πάνω" σ το ν  ζ -ά ξο να . Ε ( = -  μΒ ή + μΒ , α ντίσ το ιχα .

2m Μ (=2ητμ) Ε (ω )/μΒ α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν g6(m> κ α τ/σ ε ις ln(g6(m ))

—6 - 6 μ 6 Φ ΑΤ3 1 t u 6 0.00
- 4 - 4 μ 4 6 Τ 1^ 5 1.79
- 2 - 2 μ 2 15 Τ 24,4 2.71

0 0 0 20 Τ 34 ,3 3.00
2 2μ - 2 15 t u 2 2.71
4 4μ - 4 6 t M 1 1.79
6 6μ - 6 1 t 6l ° 0.00

Σ χ .  4 .6 . Οι ενεργειακές στάθμες (μακρύ) και οι κβαντικές καταστάσεις (μικρό), που
—̂

χαρακτηρίζουν το κλειστό σύστημα των Ν-σπινς στο πεδίο Β για Ν=6. Καταγράφονται 

συνολικά Ν+1=7 μακροκαταστάσεις και 2^=64 μικροκαταστάσεις. Η κατάσταση ισορροπίας 

με περίσσεια 2m=0 αντιστοιχεί στον μεγαλύτερο εκφυλισμό g και την μεγαλύτερη εντροπία S.
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Ε π ο μ ένω ς το  κ λεισ τό  σύστημα τω ν Ν -σ π ινς  στο κα τα κ όρ υφ ο μαγνητικό π εό ίο  

Β α π ο τελ είτα ι α π ο  Ν+1 μ α κ ροκ α τα σ τά σ εις  π ο υ  χα ρ α κ τη ρ ίζοντα ι είτε α π ο  το  

ήμισυ της π ερ ίσ σ ε ια ς  τω ν σ π ιν ς  m ή τη ν μαγνήτιση Μ = (η(Τ)μ -  π(-1))μ π ο υ  

ε ίνα ι ίση με την δ ια φ ο ρ ά  της σ υ νο λ ικ ή ς  "πάνω" ρ οπ ή ς η(Τ)μ κ α ι της "κάτω" 

η(·1)μ α λ λ ά  ισ ο δ ύ να μ α  κ α ι με την ολική  ενέργεια

Ε =  - Σ μ { · Β  = -  Β Σ  άΐ = - 2  m μ Β = -  Β Μ. (4.36)
! ΐ

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α : γ ια  Ν =6 στη ν στάθμη με ενέρ γεια  Ε = 4μ Β  (ή m = -2  ή Μ = -4 μ )

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  6 κ β α ντ ικ ές  μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εις , ό σ ο ι α κ ρ ιβ ώ ς ε ίν α ι κ α ι ο ι
6'

σ υ νδ υ α σ μ ο ί π ο υ  δ ίν ο υ ν  ένα  σ π ιν  "πάνω" κ α ι 5 σ π ιν  "κάτω" δηλαδή yjyy = 6

σ υ νο λ ικ ά . Μ ε τ ο ν  σ υ μ β ο λ ικ ό  τ ρ ό π ο  γρ ά φ ο υ μ ε π ω ς  η μακροκατάσταση Τ 1! 5 

α ντ ισ τ ο ιχ ε ί στις έξη i i i t i i ,  i i i t i i ,  i i J - i t i ,

•lli-LiT μικροκαταστάσεις.

Ε π ο μ ένω ς η κάθε ενεργειακή  στάθμη α π ο τελ εί κα ι μ ια  μακροκατάσταση  

του  συστήματος, π ο υ  μ π ορ εί ν α  χαρακτηρισθεί είτε α π ο  τις τιμές της ενέργειας  
Ε (= -2 π ιμ Β )  ή τη ς μ α γνή τ ισ η ς  Μ (= 2π ιμ ) ή της μ ισ ή ς π ερ ίσ σ ε ια ς  m γ ια

ο ρ ισ μ έν ο  α ρ ιθ μ ό  σ π ιν ς  Ν  κα ι σε στα θερό  π εδ ίο  Β . Π ρ ο φ α νώ ς γ ια  να  ορ ισθεί 

μ ια  μ α κ ρ ο κ α τά σ τα σ η  α ρ κ ο ύ ν  ο ι  α νεξά ρ τη τες  μ ετα βλη τές Ν , Β κ α ι Ε ή 

ισ ο δ ύ ν α μ α  ο ι  Ν , Β  κ α ι m , κ .λ .π . ενώ  σε κ ά θ ε μ ία  μ α κ ρ ο κ α τά σ τα σ η  
α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  g ^ (m ) μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  σε σ τα θ ερ ό  π ε δ ίο  Β. Ο ι δ ια κ ριτές

εν ερ γ ε ια κ ές  σ τά θ μ ες  ε ίν α ι  ισ α π έ χ ο υ σ ε ς  ενώ  σε κ ά θε μ ία  α π ο  α υ τές  με 
δεδομ ένη  ενέρ γεια  Ε  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  gN(E) κβα ντικ ές μ ικ ρ οκ α τα σ τά σεις, ώστε  

έχο υ μ ε  gjvj(E) δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  δ ιευ θετή σ εις  (σ υ νδ υ α σ μ ο ύ ς) τω ν  Ν -σ π ιν ς  π ο υ

δ ίν ο υ ν  τη ν  ίδ ια  ο λ ικ ή  εν έρ γ ε ια  E (m ). Η σταθερή  δ ια φ ο ρ ά  μ ετα ξύ  δύο  
δ ια δ ο χ ικ ώ ν  ενερ γεια κ ώ ν σ τα θμώ ν ε ίνα ι ίση με E (m )-E (m + 1 ) =2μΒ .

Ο  εκθετικά μ εγά λος α ρ ιθ μ ός α π ο  μ ικροκα τα στά σεις (της τάξης μεγέθους  

2 ν  α ν ά  μ ο ν ά δ α  εν έρ γ ε ια ς ) ισ χ ύ ε ι κ α ι γ ια  π ιο  ρ εα λ ισ τ ικ ά  σ υστή μ ατα  με 

σ υ νεχ ές  ενερ γεια κ ό  φ άσμα . Ε π ο μ ένω ς η τυπική  ενεργειακή  δ ια φ ο ρ ά  μεταξύ  

δ ύ ο  δ ια δ ο χ ικ ώ ν  ενερ γεια κ ώ ν σ τα θ μ ώ ν ε ίν α ι σ υ νή θ ω ς εκθετικά  μικρή με
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α ποτέλεσμ α  ν α  μην μ π ορ ού μ ε ν α  σ τα θ ερ οπ οιή σ ου μ ε με ακρίβεια  την ενέρ γεια  

του  σ υσ τή μ ατος μας. Α υτό  ο φ είλ ετα ι σ τ ις  α σ θ ενείς  α λλ η λ επ ιδ ρ ά σ εις  με τ ο ν  

έξω  κ όσ μ ο  (μη τέλεια  μόνω ση) α λλά  κ α ι λ ό γω  της α ρχής της αβεβαιότητας Δ Ε  
At=h (Κ εφ . 1.2). Π .χ . γ ια  Ν=10^^ η χρ ο ν ικ ή  δ ιά ρ κ εια  κβαντικής μέτρησης μ ια ς

μ ικροκα τά στα ση ς θα ή τα ν ένα ς  α ρ ιθ μ ό ς  με ΙΟ22  ψ η φ ία  (A t=eN= e 10 ) π ο υ  

είνα ι ένα ς ά π ειρ α  μ εγάλος χ ρ ό ν ο ς  σε σχέση με την ηλικία  του  σ ύ μ π α ντο ς  (ΙΟ 18 

secs: α ρ ιθ μ ό ς  με 18 ψ ηφ ία)! Ά ρα  η ενέρ γ ε ια  το υ  κ λεισ τού  συστή μ ατος ε ίν α ι  

στην π ρ ά ξη  σταθερή μ ό νο  σε μια  π ερ ιο χ ή  εύ ρ ο υ ς  Δ Ε  π ο υ  η ακριβής τιμή του  

δεν είνα ι σημαντική.

4. 3 Ο 2oc V0UOC τικ θεοιιοδυνακιχικ

4.3.1 Δύο κλειστά συστήματα σε θερμική επαφή
Έ στω  δύ ο  συστήματα, ένα  με Ν ] σ ω μ ά τια  κ α ι ενέργεια  Ej το  ά λ λ ο  με Ν 2  

σω μάτια  κ α ι ενέρ γεια  Ε 2 , έρ χο ν τα ι σε θερμική  επαφ ή  ώστε ν α  επ ιτρ έπ ετα ι η 

ανταλλαγή  ενέρ γεια ς  μ εταξύ  το υ ς ό χ ι  ό μ ω ς κ α ι σω ματίω ν. Τ α  φ α ιν ό μ εν α  π ο υ  

π ρ ο κ ύ π το υ ν  σε μ ια  διαχυτική επαφή ό π ο υ  επ ιτρ έπετα ι και η α ντα λλα γή  μ ά ζα ς  

(σω ματίω ν) θ α  μ α ς α π α σ χ ο λ ή σ ο υ ν  α ρ γό τερ α . Τ ώ ρα  επειδή  η σ υ νδ υ α σ μ ένη  

συσκευή τω ν  "1" κ α ι "2" ε ίν α ι α π ο μ ο ν ω μ έν η  α π ο  τ ο ν  έξω  κ ό σ μ ο  η ο λ ικ ή  

ενέργεια
Ε — Ej + Ε2 , 

θα π α ρ α μ ένει σταθερή.

(4 .37)

διαθερμικο χώρισμα

Ei.Ni 2

&///&//////////%
σύστημα »ΐ" σύστημα "2" σύστημα "1 + 2"

Σχ.4.7. Τα συστήματα "1" και “2" 'έρχονται σε θερμική επαφή και αποτελούν το σύστημα 

" 1+ 2 "

Τ ο δ ια θ ερ μ ικ ο  χώ ρ ισ μ α  επ ιτρ έπ ει τη ν α ντα λ λ α γ ή  μ ια ς π ά ρ α  π ο λ ύ  μ ικρή ς  

ενέργεια ς μ ετα ξύ  τω ν "1+2" λόγω  α σ θ ενώ ν  α λλη λεπ ιδρ ά σ εω ν τω ν σ ω μ α τίω ν
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π ο υ  σ υ μ β α ίν ο υ ν  κ ο ντά  στο  χώ ρισ μ α . Π ρ οκ ύπ τει, επ ομ ένω ς, το  ά μ εσ ο  ερώτημα  

π ο υ  α φ ο ρ ά  τη ν δια ίρεση  της ενέρ γεια ς  στα  συστήματα ’Τ '  κα ι "2" ό τ α ν  τα δ υ ο  

συστήματα  έλ θ ο υ ν  σε θερμική επαφ ή.

Μ ε τη ν επαφ ή  τω ν "1" κ α ι "2" θα  γ ίν ο υ ν  α σφ α λώ ς α ντα λλα γές  ενέργειας  

μ ετα ξύ  τ ο υ ς  κ α ι α π ο  Ει κα ι Ε2 π ο υ  ή τα ν  α ρ χικ ά  ο ι ενέργειες γ ια  τα  κ λειστά  
συστήματα  "1" κ α ι "2" θα υ π ά ρ ξ ο υ ν  π ο λ λ ο ί  ν έ ο ι καταμερισμοί, π .χ . Ε ’, κα ι Ε’2, 

Ε ”, κ α ι Ε"2 κ .λ ,π ., π ά ν τ α  όμ ω ς ώ στε η ολική  ενέργεια  Ει + Ε2= E’j +  E'2= Ε"ι 

+ Ε"2 = . . .  ν α  μ ένει σταθερή. Μ π ο ρ εί ν α  α π ο δ ειχθ εί (Α σκήσεις 2  κ α ι 4 στο  

τ έλ ο ς  τ ο υ  Κ εφ . 4) π ω ς  ο  π ιο  π ιθ α ν ό ς  κ α τα μ ερ ισ μ ός τω ν ενερ γειώ ν π ρ έπ ε ι να  

ε ίν α ι  α υ τ ό ς  π ο υ  ο δ η γεί το  σ υ ν δ υ α σ μ έ ν ο  σ ύσ τη μ α  τω ν "1" κ α ι ”2" στην  

μ α κ ρ ο κ α τά σ τα σ η  με τ ο ν  μ εγα λύ τερ ο  ο λ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εω ν, ένα  

α π ο τ έ λ ε σ μ α  π ο υ  α π ο τ ε λ ε ί  ά μ εσ η  σ υ ν έ π ε ια  το υ  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  π ω ς  ό λ ε ς  ο ι  

μ ικ ροκ α τα στά σεις ε ίνα ι ισ οπ ίθα νες.

Γ ια  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο ν  μ έ γ ισ τ ο  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν  μ ικ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ω ν  της  

συνδυ ασ μ ένη ς συσκευής π ο υ  ε ίνα ι σ υνεπ ή ς με την σωστή διαίρεση θεω ρείστε τα  

συστήματα τω ν Ν -σ π ινς

με ολικ ή  μισή  π ερ ίσ σ εια  σ π ιν ς  m = m i+m 2 κ α ι ολική  ενέργεια  Ε= Ε 1+Ε 2 , ενώ  ο ι  

α ρ ιθ μ οί τω ν  σ π ιν ς  Ν] κα ι Ν2 στα συστήματα "1" κ α ι "2" π α ρ α μ ένο υ ν  σταθεροί. 

Τ ο ερ ώ τη μ α  π ο υ  π ρ έ π ε ι ν α  α π α ν τ η θ ε ί ε ίνα ι: "ποιά  ε ίν α ι η συνά ρτη σ η  

εκ φ υ λ ισ μ ο ύ  γ ια  το  ο λ ικ ό  σύστημα "1+2" με ενέρ γεια  Ε κ α ι π ερ ίσ σ εια  τω ν  
σ π ιν ς  2m"; Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια , επ ιθ υ μ ού μ ε ν α  μετρήσουμε τ ο ν  εκ φ υ λισ μ ό gN(m )

της μ α κ ροκ α τά σ τα σ η ς π ο υ  χα ρ α κ τη ρ ίζετα ι α π ο  το  m (ή ισ ο δ ύ να μ α  α π ο  την  

ολική Ε) του  συνδυασμένου  συστήματος.

Ο  εκ φ υ λισ μ ός γ ια  το  ολικ ό  σύστημα "1+2" είνα ι

Σ ύστη α α  "1" Σ ύστυα α  "2"

Ν ι κ α ι m i 

Μ ι=2ιτΐιμ  

Ε ι= - Μ ,Β

Ν 2 κ α ι m 2 

Μ2=2ιτΐ2μ
ε 2= —μ 2β

(4.38)
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με το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν  γ ιν ο μ έ ν ω ν  σ τη ν εξ. (4 .3 8 ) ν α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι επειδή  κ ά θ ε  

μικροκατάσταση το υ  συστή μ ατος "1" θα  σ υ νδ υ α σ θ εί α πα ρα ιτή τω ς με ό λ ες  τ ις  

μ ικ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ις  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  "2". Α ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ι ς  

προη γούμ ενες εκφράσεις γ ια  τις gN^(m i)> ·=1»2, (εξ.4 .12)

g iij (m i) =  Sn ^O) gNjiO) exp
2  ΓΠ]2 2(m  -  m i)2

~ νΓ  ΰ 2
(4 .39)

2 m |2 2 (m  -  m i ) 2
το  γ ιν ό μ ε ν ό  (4 .39 ) έχει μ έγισ το  ό τ α ν  ο  —^ —  + ------ —--------π α ίρ ν ε ι  τη ν

ελάχιστη τιμή του . Α υ τό  σ υμ βα ίνει γ ια  την τελική  διαμ έριση  τω ν τιμ ώ ν m = . . .  

= m i +  m2 π ο υ  υπ α κ ούει στην συνθήκη

Λ  Λ  Λmi m - m i  _ m2 

Ν , ' Ν2

ή ό τα ν  η μαγνήτιση  α ν ά  σ π ιν

Ν2
Μ
Nj

(4 .40)

2miμ
~ ,  ϊ= 1 ,2 , ε ίν α ι  η ίδ ια  κ α ι σ τα  δ ύ ο

συστήματα.

Στο ακρότατο m = m i+ m 2

(g(1) g (2))max -  gU)(0) g (2)(0) exp  ( -  2m 2/N ), (4.41)

με N =N i+N2 .To γ ιν ό μ εν ο  g (1) g(2) υ π ο λ ο γ ίζε τ α ι στη ν άσκηση 2 γ ια  m j κ ο ν τ ά  

στο m i. Μ ε την αντικατάσταση π ΐι= π ΐι+ δ  ισ χύ ει

gr!J(Ai +δ) g^(m -m i-δ) -  (g(1) g(2))max ex p  [ - 2δ2 ( +  j j - ) ] (4.42)

κ α ι η κ α τ α ν ο μ ή  τ ο υ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  σ τη ν  ε ξ . (4 .4 2 )  ε ίν α ι  π ά λ ι  η G auss  
συγκεντρω μένη γύρ ω  α π ο  την μέγιστη τιμή (Σ χ. 4 .8 ) π ο υ  λαμβάνετα ι ό τα ν  δ= 0  

ή m i= m i.
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Σχ.4.β. Οι συναρτήσεις εκφυλισμού gj] j , x a tg^ j «ν *·

Π α ρ α τη ρείστε ό τ ι ο ι  δ ια κ υ μ ά νσ εις  στην ενέρ γεια  Ej του  συστήματος "1" 

ε ίνα ι π ο λ ύ  μ ικρές, έστω  κ ι α ν  α υτό  α ντα λλά σ σ ει ενέρ γεια  με το  "2" α φ ού  γ ια  δ 

=mi-mi
< Ε ]>  =  -  2 m i Β μ  (4.43)

κ α ι

< (Δ Ε ι )2> =  (2Β μ )2 < (A m ,)2>  =  (2Β μ )2 <δ2>
N jN2

=  (Β μ )2 ( ) (4.44)
Nj + Ν2

Τ ο α ποτέλεσμ α  της εξ. (4.44) συνεπάγετα ι την* π οσοστικ ή  απόκλιση
^ A E Q ^ / 2 Β μ λ/ Ν ιΝ2 ι ι , .  . . .

<Ε ι>  “  V (N j + ν 2) Ν ι ~  νϊΤ Γ

Επειδή < Ε ι> ~ Ν ι α ρκ εί ο  Ν 2  ν α  μην ε ίνα ι κατά  π ο λ ύ  μ ικρότερος του  Ν ι γ ια  να  

π α ρ α τη ρ ούντα ι μ ικρές δ ιακυμάνσεις. Τ ο αποτέλεσμ α  (4.45) είνα ι σω στό ακόμη

N?
και στο ά λ λ ο  ό ρ ιο  π ο υ  ο  λ ό γ ο ς  μεγέθους τω ν δ ύ ο  συστημάτω ν ^ «  ο π ό τ ε

και το σύστημα "2" είνα ι γνω στό  σ α ν  "λουτρό" θερμότητας (Κ εφ.5).

♦"συνηθισμένη πλέον'
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α ί:  Υ π εν θ υ μ ίζετα ι η άσκηση 3 στο τέλ ο ς  το υ  Κ εφ α λ α ίο υ  ό π ο υ  
Ν ι=Ν 2 = 1 0 22  και δ = 2 1 0 12. Η  π ιθ α νότη τα  γ ια  ν α  έχουμ ε την μικρή δ ιακύμανση

τ γ  ~  2 ΊΟ - 1 0  α π ο  την κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  (δ=0 ) ε ίνα ι γι' αυτό  το  σύστημα

<8 ( , , Λ η »
= exp  [ -  2  δ2  ( - ^  +  " ^  )  1 e-400 „  10-173. (4 .46)

Α ν  επ ιπ λ έο ν  το κάθε σ π ιν  α λ λ ά ζε ι φ ο ρ ά  σε 10-1 2 se c  το  σύστημα  θ α  α λ λ ά ζε ι  

1 0 2 2 χ 1 0 12 = 1 0 34  φ ο ρ ές  το  sec  κ α ι στη ν ζω ή  το υ  σ ύ μ π α ν τ ο ς  ( ~ 1 0 1 8sec) θα  

περάσει σ υνολικ ά  α π ο  ΙΟ5 2  διευθετήσεις (μικροκαταστάσεις) τω ν σ π ινς . 

Ε πομ ένω ς η π ιθα νότη τα  ν α  παρατηρηθεί αυτή η δ ια κ ύμα νση  σ τη ν η λικ ία  του  

σ ύμ πα ντος ε ίνα ι τώ ρα ~ 1 0 -121, κα ι π α ρα τη ρούμ ε π ω ς ο  α ρ ιθ μ ό ς  της εξ. (4 .46) 

δ εν  επ η ρ εά σ θη κ ε σ η μ α ν τ ικ ά  π ρ ά γ μ α  π ο υ  σ η μ α ίν ε ι  π ω ς  μ ια  τ έ τ ο ια  

διακύμανση, παρ' ό λ ο  μη μηδενικής π ιθ α νότη τα ς, δεν θα  συμβεί Π Ο ΤΕ.

Σ υ μ π έρ α σ μ α : Η θ ερ μ οδυ να μ ικ ή  κ ατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι η π ιο  π ιθ α νή  

μακροκατάσταση κα ι α φ ο ύ  το  σύστημα  φ θ ά σ ει σ' α υτή ν δ εν  π α ρ α τη ρ ο ύ ντα ι  

π λ έο ν  μεγάλες δ ιακυμάνσεις. Ο ι δ ια κ υ μ ά νσ εις  α π ο  την κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

έχου ν φ ανταστικά  μικρή π ιθ α νό τη τά  το υ ς  ν α  σ υμ βούν, σε σχέση με την η λικ ία  

του σύμπαντος.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α 2 :  Η ε ν τ ρ ο π ία  της συσ κ ευή ς "1" κ α ι "2" ( άσκηση 4  ) ό τ α ν  

Ν ι=Ν2=^· είνα ι

S =  k B In gN(m) =  k B In (g(1) g (2) )max + ^ f  *n (π Ν / 8 ) ,  (4.47)

κ α ι α φ ο ύ  In (g(1) g (2) )max - N o  δ εύ τερ ο ς ό ρ ο ς  (~ ln N ), μ π ο ρ ε ί κ α ι ν α  

αγνοηθεί. Α ρα

S =  kB In (g0 )  g(2) )max =  k B [ In g ^ O n i)  +  In g S ^ ) )  ]
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= S , + S 2 , (4.48)

ό π ο υ  S j ε ίνα ι η εντ ρ ο π ία  του  "1" με την m j ν α  π α ίρ ν ε ι την π ιο  π ιθανή  της τιμή  

m i κ α ι το  ίδ ιο  β έβ α ια  ισ χ ύ ε ι κ α ι γ ια  την S2 . Ε π ο μ έν ω ς  η ε ν τ ρ ο π ία  το υ  

σ υ ν δ υ α σ μ έ ν ο υ  σ υ τή μ α το ς  δ ύ ο  κ λ ε ισ τώ ν  σ υ σ τη μ ά τω ν ε ίν α ι, σ το  ό ρ ιο  το υ  

μ εγά λ ο υ  Ν, ίση με το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν εντρ ο π ιώ ν  τω ν μ ερώ ν α π ο  τα  ο π ο ία  αυτό  

α π οτελείτα ι.

Ά σ κ η σ η : Γ ια τί δ ε ν  α ρ κ εί ο  εκ φ υ λ ισ μ ό ς  g μ ια ς  μ α κ ρ οκ α τά σ τα σ η ς γ ια  ν α  
π ερ ιγ ρ ά φ ει το  κ λεισ τό  σύστημα κ α ι π ρ έπ ει ν α  θεω ρήσουμε την εντρ ο π ία  S =  

k g ln g ; Α π ά ν τ η σ η :  Μ ε τη ν  S ε ξ α σ φ α λ ίζε τ α ι κ α ι η π ρ ο σ θ ετικ ό τη τα  τω ν  

εντ ρ ο π ιώ ν  γ ια  δ ύ ο  α νεξά ρ τη τα  συστήματα α φ ού  ο  ο λ ικ ό ς  εκφ υλισμός είνα ι το  

γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  εκ φ υ λισ μ ώ ν ενώ  η π ροσ θετικ ότη τα  εξα σ φ α λίζετα ι μ ό νο  με το ν  

λογά ριθ μ ο .

4.3.2 Γενίκευση και για άλλα κλειστά συστήματα
Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τώ ρα  ν α  γ εν ικ εύ σ ο υ μ ε  τα  σ υ μ π ερ ά σ μ α τά  μ α ς κ α ι σε ά λ λ α  

συστήματα . Α ντ ί ν α  χα ρ α κ τη ρ ίζο υ μ ε τ ις  μ α κ ροκ αταστάσεις με το  ήμισυ της 
π ερ ίσ σ εια ς m f χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε τις  ενέργειες Ej, i= l ,2 , ώ στε σε α να λο γία  με την

(4.38)

£ ν (Ε ) =  Σ  g ^ E , )  g (̂ ( E  -  E j ) , (4.49)
Ε ,

η ο π ο ία  π ά λ ι  κ υ ρ ια ρ χείτα ι α π ο  τ ο ν  μ εγαλύτερο  ό ρ ο  στο ά θ ρο ισ μ α  π ο υ  είνα ι 

στην κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  το  μέγιστο α π ο  τα  γ ινο μ ένα  g ^ E , )  gj^CE -  E j).

Α υ τό  συμβαίνει, π ρ ο φ α νώ ς, ό τα ν

dg (ΐ)

ΘΕ,
g (2 ) + g(1)

d g (2)

dEi
=  0 (4.50)
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α λλά  α φ ο ύ  E 2 = E - E j με την Ε  σταθερή  

την (4.50) με g(1) g (2) προκύπτει

d g
3Ε,

(2) (2)d g
dEz

ώ στε α ν  δ ια ιρ έσ ο υ μ ε

1 d g (Ο
1 dg (2)

g ( 0  ΘΕ, g©  3Ε2

π ο υ  οδηγεί (όπ ω ς κα ι στο Κεφ. 2 .5 ) στην ισότητα

(4.51)

k e y i n g " (4 .52)

αλλά  κα ι την ισότητα τω ν π αρα γώ γω ν

as, 3S2 
dEx ~dE2 ‘ (4 5 3 )

Σ ύμφ ω να  με το ν  ορ ισ μό  της α πόλυ τη ς θερμοκρασίας (Κ εφ .2.5) 

3 S n = 1
θ Ε 'ν ,Ν  Τ

(4.54)

σ υ μ π ε ρ α ίν ο υ μ ε  α π ο  τη ν  (4 .5 3 ) π ω ς  α ν  δ ύ ο  σ ώ μ α τα  π ο υ  μ π ο ρ ε ί  ν α  

α ν τ α λ λ ά ξ ο υ ν  ενέρ γεια  ε ίν α ι σε θερμικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία  ο ι  θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  τ ο υ ς  

ε ξ ισ ώ ν ο ν τ α ι σ ε  σ υ μ φ ω ν ία  με τ ο ν  μ η δ εν ικ ό  ν ό μ ο  τη ς θ ερ μ ο δ υ ν α μ ικ ή ς . 

Π αρατηρούμε ό τ ι τ ο ν  σημαντικό ρ ό λ ο  π α ίζε ι π λ έ ο ν  ο  λογά ριθμ ος το υ  α ρ ιθ μ ού  

τω ν επ ιτρεπτώ ν καταστάσεω ν π α ρ ά  η συνάρτηση εκφ υλισμού g α π ο  μ όνη  της. 

Η αντίστοιχη  θερμοδυναμική εντρ ο π ία  S π ο υ  ορ ίζετα ι α π ό

S = kB In g(E) = kB In [ Σ  g<l> (E,) S(2)(E -  El)] . (455)

και είνα ι ίση, σε μ ια  π ο λ ύ  καλή προσέγγιση , μ ό νο  με το ν  μέγιστο ό ρ ο

S =kB In [ g(1) (Ej)) g(2)(E -  E!)]max. (4.56)

Για ν α  οδ η γη θ ο ύ μ ε α π ο  τη ν (4 .5 5 ) σ τη ν (4 .5 6 ) α γ ν ο ο ύ μ ε  τ ις  α σ ή μ α ντη ς  

π ιθ α νό τη τα ς  (φ α ντα σ τικ ά  μ ικ ρ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς) μ ικρές δ ια κ υ μ ά νσ εις  (σ χετ ικ ο ύ  

μεγέθους ~ 1/V n  ) γύρω  α π ο  την κατάσταση ισορροπ ία ς.
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Μ ε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  της εντρ ο π ία ς  S παρα τη ρούμ ε π ω ς π ρ ιν  επιτρέψ ουμε την  

θερμικ ή  επ α φ ή  δ ύ ο  σ υ σ τη μ ά τω ν το  σ ύστη μ α  ε ίν α ι σε μ ια  κατάσταση  μη- 

ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Η  S ε ίν α ι μ ικ ρότερη  εξ' ο ρ ισ μ ο ύ  σ ’ α υ τή ν την κατάσταση μη- 

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  απ' ότι στην κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  και ο ι α ρ χικ ές  ενέργειες είναι 

επ ίση ς δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  α π ο  τ ις  τ ιμ ές στην ισ ο ρ ρ ο π ία . Α λ λ ά  επειδή η S δ ίνετα ι  

α π ο  τ ο ν  λ ο γ ά ρ ιθ μ ο  τ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  τ ω ν  επ ιτ ρ επ τ ώ ν  κ α τα σ τά σ εω ν , γ ια  μ ια  

ο ρ ισ μ έν η  κ α τα νο μ ή  της ο λ ικ ή ς  εν έρ γ ε ια ς  Ε , κ α ι α φ ο ύ  ο ι μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ές  

κ α τα σ τά σ εις  ε ίν α ι ισ ο π ίθ α ν ες  θα π ερ ιμ ένο υ μ ε ό τ ι η ενεργειακή κατανομή  τω ν  
Ε ι κ α ι Ε - Ε ]  θ α  α λ λ ά ζε ι  σ τα δ ια κ ά  έτσ ι ώ στε ν α  α υ ξ ά ν ε ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν

μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εω ν π ο υ  τη ν α π ο τ ελ ο ύ ν . Ε π ο μ ένω ς κα ι η S θα  α υ ξά νει μέχρι 

ν α  π ά ρ ε ι τη ν μέγιστη  τιμή της π ο υ  α ντ ισ τ ο ιχ ε ί στην κατάσταση ισ ορ ρ οπ ία ς. 

Α ρ α , σ ύ μ φ ω ν α  με τ ο ν  2 ο  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ό  ν ό μ ο  η ε ν τ ρ ο π ία  ε ν ό ς  κ λεισ τού  

συστήματος α υ ξά νε ι σ υ νεχώ ς κ α ι π α ίρ νει την μέγιστη τιμή της στην κατάσταση  

ισορροπίας.

Α σκηση: Ν α  δ ε ίξετε  με π α ρ ό μ ο ια  επ ιχειρ ή μ α τα  κ α ι τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  της π ίεση ς  

α π ο  το  Κ εφ. 2.5 ό τ ι στην π ιό  π ιθα νή  διαμέριση ο ι π ιέσ εις  εξισώ νοντα ι.

4.3.2 Δύο κλειστά συστήματα σε θερμική και διαχυτική επαφή
Α ν  τα  δ ύ ο  συστή μ ατα  ε ίνα ι εκτός α π ο  θερμική κ α ι σε διαχυτική  επαφή  

(α ντ α λ λ ά σ σ ο υ ν  κ α ι σ ω μ ά τια  ώστε ο ι  α ρ ιθ μ οί N j κ α ι Ν 2 ν α  μην ε ίνα ι σταθεροί

α λ λ ά  ν α  μ ετα β ά λ λ ο ντα ι) μ εγ ισ το π ο ιο ύ μ ε  την g r ^ (E j)  g ^ ^ E  -  E j )  με τ ις
1 L

συνθήκες

Ε  = Ej +  Ε 2 (4.57)

ν  =  ν , + ν 2 (4.58)

ώστε



(4.59)
Η
dE

9g

9Ε
)  ] dE , =  0.
7 N2  1

Ο συντελεστής του  dEj ε ίν α ι μηδέν στην κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι μας δ ίν ε ι  

Τ j=T2  ενώ  ο  συντελεστής το υ  dNj είνα ι μηδέν ό τα ν

/  dSt \  _ /  dS2 \
ν 3Νι ν,,Ει V8N2 V2,E2

(4 .60)

κα ι α ν  θυμηθούμε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  το υ  χη μ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  μ  α π ο  τη ν σχέση τ ο υ  

Κ εφ.2.5

= _ Ε  
V ΘΝ Λν,Ε  Τ

(4.61)

μ α ζί με τη ν Τ ι= Τ 2  στη ν κ ατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι κ α ι η εξίσω ση τω ν  

χημικώ ν δυνα μ ικ ώ ν μ ι= μ 2.

Α ν α κ ε φ α λ α ίω σ η  (τ ι  μ ά θ α μ ε ):

(ΐ). Α ν  η ολική ενέργεια  ε ίνα ι σταθερή κα ι κ α τα νέμ ετα ι σε δ ιά φ ο ρ α  μέρη η π ιό  

πιθανή  διανομή θα ε ίνα ι αυτή π ο υ  θα  έχει ίσες θερμοκρασίες σε ό λ α  τα  μέρη.

(ii)  . Α ν  ο  ο λ ικ ό ς  ό γ κ ο ς  ε ίν α ι σ τα θερός κ α ι χω ρ ίζετα ι σε δ ιά φ ο ρ α  μέρη η π ιό  

πιθανή  διαίρεση θα είνα ι αυτή π ο υ  θα  έχει ίσες π ιέσ εις  σε ό λ α  τα  μέρη.

(iii)  . Α ν  ο  σταθερός ο λ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  σω ματίω ν κ α τα νέμ ετα ι σε δ ιά φ ορ α  μέρη η 

π ιό  π ιθανή  δια νομ ή  θ α  ε ίνα ι αυτή π ο υ  θα έχει ίσ α  χη μ ικ ά  δ υ να μ ικ ά  σε ό λ α  τα  

μέρη.

4 . 4  Α ονιιτικ ή  θ ε ο α ο κ ο α σ ία

Α π ο  τη ν κα τα νομ ή  το υ  Gauss (εξ. 4 .3 1 ) γ ια  τη ν  συνάρτηση  εκ φ υ λισ μ ού  
gN(m) προκύπτει ό τ ι η εντρ οπ ία  κλειστού συστήματος είνα ι η

$ν(Ε) = 1° Sn(E)

= k B In g N(0) -  k B 2  ( -  Ε /2 μ Β )2 /  N



-  SN(0) kB 2(μΒ)2Ν (4.62)

ό π ο υ  η π ερ ίσ σ ε ια  τω ν  σ π ιν ς  2m  α ντικ α τα στά θη κ ε α π ο  τη ν ενέρ γεια  Ε = -  

2 m μ B , ενώ  η (4 .62) ισ χύ ει ό χ ι  π ο λ ύ  μα κ ριά  α π ο  την κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . 

Α π ο  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  της θ ερ μ οκ ρ α σ ία ς (4.54) κα ι την εντρ οπ ία  (4 .2 0 ):

I  \  ___Η__
Τ  '  9Ε  ' ν  Β (μΒ )2Ν

(4.63)

ώστε

Ε(Τ) = - Ν (μ Β ) 2

k B T
(4.64)

Τ ο  πλή ρες πρόβλημα  με την συνάρτηση εκφ υλισμού (4.13), χω ρ ίς την χρήση της 

π ρ ο σ έγγ ισ η ς  (4 .31), α ντ ιμ ετω π ίζετα ι στην άσκηση 5 στο τέλος του  Κ εφ. 4 . γ ια  

το κλειστό στο σύστημα τω ν Ν -σ π ινς.

 ̂ -
S N(E ) i 

$

----------------------------------

ι

Λ  .
-ΝμΒ 0

-  ................

<μΒ Ε

Γ

--------------------J

Σχ.4.9.Η εντροπία S και η θερμοκρασία Τ σαν συνάρτηση της ενέργειας για το επιλύσιμο 

σύστημα των Ν σπινς. Ποια είναι η κατασταση ισορροπίας; Να δείξετε την περιοχή 

ενεργειών που αντιστοιχούν σε αρνητική απόλυτη Τ.
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Π ροφ α νώ ς (Σχ. 4 .9 ) γ ια  το  ίδ ιο  σύστημα στη ν κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  έχου μ ε  
Μ = Ε = 0 (α φ ο ύ  σε α υ τή ν τη ν μ α κ ροκ ατάσ τασ η  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  ο  μ εγα λ ύ τερ ο ς

α ρ ιθμ ός μ ικ ρ οκ α τα σ τά σεω ν) ενώ  ο ι α κ ρ α ίες  τ ιμ ές  της ενέρ γεια ς  Ε ε ίνα ι ο ι  

±Ν μΒ.

Ε ίνα ι όμ ω ς η α πόλυ τη  θερμοκρασία  Τ  π ά ν τ α  θετική; Στην περίπτω ση του  

κ λ εισ το ύ  σ υ σ τή μ α τ ο ς  τ ω ν  Ν σ π ιν ς  η α π ά ν τ η σ η  ε ίν α ι  ό χ ι  α φ ο ύ  ό τ α ν  

π ερ ισ σ ό τερ α  α π ο  τα  μ ισ ά  σ π ιν ς  ε ίν α ι α ν τ ιπ α ρ ά λ λ η λ α  π ρ ο ς  το  π ε δ ίο  Β 
π αρα τη ρείτα ι αρνητική  α π ό λ υ τη  Τ. Α π ο  το  Σ χ .4 .9  ό π ο υ  δ ε ίχνετα ι η SN(E )  

συναρτήσει της Ε  η ελάχιστη  αρνητική τιμή της Ε  ε ίνα ι η -Ν μ Β  π ο υ  συμ βα ίνει

στην περ ίπ τω σ η  π ό υ  ό λ α  τα  σ π ιν ς  δ ε ίχ ν ο υ ν  "πάνω" (ίδ ια  με το  Β )  ενώ  η 
μ έγιστη  τ ιμ ή  ε ίν α ι  η + Ν μ Β  ό τ α ν  ό λ α  τα  σ π ιν ς  δ ε ίχ ν ο υ ν  "κάτω"

(αντιπαράλληλα  σ το  Β ). Σ τις  δύο π α ρ α π ά νω  τιμ ές  της ενέρ γεια ς  α ντ ισ το ιχε ί  

μια (και μοναδική) μ ικροκατάσταση ώστε η τιμή το υ  lng κ α ι της S ε ίνα ι μηδέν  

σε συμ φ ω νία  με το  3ο  ν ό μ ο  της θερ μ οδυ να μ ικ ή ς. Σ τη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  α ντίθ ετα  

αντιστοιχεί η μέγιστη τιμή της εντροπ ία ς SN(0). Α φ ο ύ  η ^  ο ρ ίζετα ι ω ς η κλίση

της S α π ο  την εφ α π τομ ένη  της κ α μ πύλη ς σ το  σχή μ α  4 .1 0  γ ια  κάθε τιμή της Ε  

παρατηρούμε ότι ό τα ν  Ε <0 η Μ  είνα ι θετική κα ι π ερ ισ σ ότερ α  α π ο  τα μισά  σ π ιν  

δ είχνο υ ν  π ά νω  (η π ερ ίσ σ εια  τω ν σ π ιν ς  π ρ ο ς  τα  π ά ν ω  ε ίνα ι θετική) η κλίση -

είνα ι θετική επ ομ ένω ς κ α ι η Τ  ε ίνα ι θετική. Τ ο  α ντ ίθ ετο  σ υμ βα ίνει ό τ α ν  Ε >0  

η Μ <0 και η κλίση ε ίν α ι αρνητική με την α π όλυ τη  Τ  αρνητική. Σ το Σ χ.4 .9  ο ι  

τιμές της Τ γ ια  κάθε Ε  α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  την δ ιακεκομ μ ένη  γραμμή. Π αρατηρείστε  

ό τ ι στην κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  το υ  κ λ ε ισ τ ο ύ  σ υ σ τή μ α το ς , π ο υ  ε ίν α ι η 

κατάσταση μέγιστης ε ν τ ρ ο π ία ς  (α τα ξ ία ς), η Τ  τ ε ίν ε ι  σ το  ά π ε ιρ ο  (θετική ή 

αρνητική) ενώ  στις κα τα στά σεις τάξης (όλα  τα  σ π ιν  "πάνω" ή ό λ α  "κάτω") η Τ  

είνα ι μηδέν.

Το επ ό μ ενο  λ ο γ ικ ό  ερώ τημα α φ ορ ά  την γενικ ότη τα  το υ  φ α ιν ο μ έν ο υ  της 

α ρνη τικ ή ς θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  κ α ι σε ά λ λ α  φ υ σ ικ ά  σ υ σ τή μ α τα . Η α ρ νη τικ ή  

θερμοκρασία  π α ρ α τη ρ είτα ι μ ό νο  ό τα ν  υ π ά ρ χ ε ι ά νω  ό ρ ιο  στην ενέρ γεια  το υ  

συστήματος έτσι ώ στε η εντρ οπ ία  σε μια ενεργειακή π εριοχή  ν α  είνα ι φ θ ίνουσ α  

σ υνα ρ τή σ ει της εν έρ γ ε ια ς . Α υ τό  δ εν  σ υ μ β α ίν ε ι σ υ νή θ ω ς κ α ι η αρνητική  

α πόλυ τη  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  δ εν  α π ο τελ ε ί σ υ νη θ ισ μ ένη  π ερ ίπ τω σ η . Ε ν τ ο ύ τ ο ις  

μ π ο ρ εί ν α  π α ρ α τη ρ η θ εί κ α ι π ε ιρ α μ α τ ικ ά  π .χ . σε π υ ρ ή ν ες  LiF π ο υ  ο ι  

μ α γνη τικ ές το υ ς  ρ ο π έ ς  τ ε ίν ο υ ν  ν α  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ θ ο ύ ν  π α ρ ά λ λ η λ α  π ρ ο ς
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εξω τερικό π εδ ίο  Β . Μ ε α π ό το μ η  όμ ω ς αλλαγή  της φ ο ρ ά ς  του  Β στην αντίθετη  

κατεύθυνση περισ σ ότερα  σ π ιν ς  μ ένο υ ν  με φ ορά  αντίθετη της φ ορά ς του πεδίου  

ώστε να  έχουμ ε μ ια  πειραματική  πρα γμ ατοποίη ση  αρνητικής απόλυτης Τ.

4. 5 Άλλα παραδείγματα κλειστών συ<ττιηιάτο>ν και προσέγγιση  
στην ισορροπία

Τ α  κ ύ ρ ια  σ η μ εία  σ τη ν  εξή γη ση  της σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά ς  τω ν  κ λ ε ισ τώ ν  

σ υσ τη μ ά τω ν ε ίνα ι ο  ο ρ ισ μ ό ς  της εν τ ρ ο π ία ς  κ α ι η μετάβαση στην κατάσταση  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π ο υ  έχει τη ν μ εγαλύτερη  εντρ οπ ία . Ν ο μ ίζο υ μ ε ό τ ι θα βοηθηθεί ο  

α να γνώ σ τη ς  α ν  δ ο θ ο ύ ν  μ ερικά  ακόμη π α ρ α δείγμ α τα  κ λειστώ ν συστημάτω ν με 

έμφαση στην τάση του ς ν α  μ εταβούν αυθόρμητα στην κατάσταση ισορροπίας.

4.5.1 Κουτί με χρωματιστές μπάλλες
Έ στω  ένα  δ ο χ ε ίο  με 4 χρ ω μ α τισ τές  μπάλλες*  π ο υ  μ π ο ρ εί ν α  κ α ταλάβουν  

έν α  α π ο  δ ύ ο  ίσ α  μέρη (τ ο  δ ε ξ ιό  κ α ι το  α ρ ισ τ ερ ό ) ε ν ό ς  δ ο χ ε ίο υ  με ίση  

π ιθ α ν ό τ η τ α . Τ ο  σ ύ σ τη μ α  α υ τ ό  π ρ ο σ ο μ ο ιώ ν ε ι 4 σ ω μ ά τια  π ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  

β ρ ε θ ο ύ ν  σε μ ία  α π ο  δ ύ ο  ισ ο π ίθ α ν ε ς  κ α τα σ τά σ εις  κ α ι εμ φ α ν ίζε ι 4 + 1 = 5

μ α κ ροκ ατασ τάσ εις  π ο υ  φ α ίν ο ν τ α ι στο Σ χ. 4 .10. Η πρώ τη χω ρ ίς  μ π ά λλες στο  

α ρ ισ τερ ό  μ έρος, η δεύτερη με μ ία  μ π ά λ λ α  στο α ρ ιστερ ό  μ έρος κ α ι τρεις στο  

δ εξ ιό , η τρίτη με δ ύ ο  μ π ά λ λ ες  σ το  κ ά θε μ έρος, κ .λ .π . Ο ι π ιθ α νό τη τες  με τις  

ο π ο ίε ς  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  ο ι  5 μ α κ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ις  ε ίν α ι  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  κ α ι  

δ ια β ά ζο ν τα ι α π ό  το  σχήμα . Α υ τό  γ ια τ ί σε κάθε μακροκατάσταση  μ π ορ εί ν α  

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  π ερ ισ σ ό τερ ες  α π ο  μ ία  ισ ο π ίθ α νες  μ ικ ροκ α τα σ τά σεις. Σ το Σ χ. 

4 .1 0  π α ρ α τη ρ ούμ ε π ω ς  η 1η κ α ι η 5η μακροκατάσταση π ρ α γμ α το π ο ιο ύ ντα ι με 

ένα ν  μ ό νο  τρ όπ ο , η 2η κα ι η 4η με τέσσερις τρ όπ ου ς (πότε η άσπρη μπάλλα  στο  

ένα  μ έρος, π ό τε  η ρ ιγέ, π ό τε  η έντ ο να  ρ ιγέ και π ότε  η μαύρη) ενώ  η 3η με τους  

π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο υ ς  (έξ ι)  δ υ ν α τ ο ύ ς  τ ρ ό π ο υ ς . Ο ι α ρ ιθ μ ο ί α υ τ ο ί δ ίν ο υ ν  το υ ς  
εκφ υλισμούς τω ν μακροκαταστάσεω ν κα ι αφ ού υ π ά ρ χ ο υ ν  συνολικ ά  Ω=16

* Προσοχή! Οι μπάλλες δεν είναι ακριβώς χρωματιστές, λόγω έλλειψης έγχρωμης 

εικόνας, αλλά έχουν διαφορετικά γεμίσματα.
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ισοπίθανες (με π ιθα νότη τα  1/Ω) μ ικροκαταστάσεις ενώ  η π ιθανότη τα  της κάθε  

μακροκατάστασης π ο λ λ α π λ α σ ιά ζε ι την π ιθ α ν ό τη τα  1 /Ω  επ ί τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν  

μικροκαταστάσεω ν π ο υ  α ντισ το ιχού ν  σε αυτήν.

Σχ.4.10. Οι 5 μακροκαταστάσεις με την πιθανότητα για την κάθε μία γραμμένη απο κάτω 

και οι 16 ισοπίθανες μικροκαταστάσεις (1/16) για το παράδειγμα του Κεφ. 4.5.1.

Σ ύμφ ω να με τ ο ν  2 ο  θερμοδυναμικό  νό μ ο  την προσέγγιση  στην ισ ορ ρ οπ ία  

την συνοδεύει α πα ρα ίτη τα  κα ι αύξηση της εντρ ο π ία ς . Έ στω  ότι στο σύστημά  

μας υπάρχει και η δυνατότητα  κίνησης στις μπάλλες ώστε κάθε χρονική  στιγμή  
το σύστημα ν α  ε ίνα ι σε μ ία  α π ο  τ ις  Ω =16 μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  ή ισ ο δ ύ ν α μ α

έχουμε ένα  ensem ble α π ό  π ο λ λ ά  π α ρ ό μ ο ια  συστήματα  με το  καθένα  σε μία  

διαφορετική μικροκατάσταση. Σ ύμφ ω να  με το ν  2ο  νό μ ο  της θερμοδυναμικής  

με την π ά ρ ο δ ο  του  χ ρ ό ν ο υ  θα π ρ α γμ α τοπ οιη θεί η μετάβαση του  συστήματος
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α π ο  μ ία  λ ιγό τερ ο  π ιθ α νή  σε μ ία  π ερ ισ σ ότερ ο  π ιθ α νή  μακροκατάσταση. Επειδή  

η εντρ οπ ία  ε ίνα ι α νά λ ο γη  το υ  λογα ρίθ μ ου  τω ν μ ικροκαταστάσεω ν μετράει την 

α τα ξ ία  της κάθε μ α κ ροκ α τά σ τα σ η ς ό)στε η μετάβαση π ρ ο ς  την ισ ορ ρ οπ ία  να  

α π οτελεί τα υ τ ό χρ ο να  κ α ι μ ια  μετάβαση α π ο  μία κατάσταση μικρής σε μεγάλη  

ε ν τ ρ ο π ία  ή α π ο  τά ξη  σε α τ α ξ ία . Σ το  π α ρ ά δ ε ιγ μ ά  μ α ς  η 3η μ εσ α ία  

μακροκατάσταση π ο υ  π ρ α γ μ α το π ο ιε ίτα ι με του ς π ερ ισ σ ότερ ου ς (έξι) τρ όπ ου ς  

(σε αυτήν α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  έξ ι μ ικροκαταστάσεις) ε ίνα ι η κατάσταση ισ ορ ροπ ία ς  

το υ  σ υ σ τή μ α τος. Η ε ν τ ρ ο π ία  α υ ξ ά ν ε ι  α λ λ ά  η η π ο σ ό τη τα  ενέρ γεια ς  ενό ς  

κ λ ε ισ τ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ε ν  μ ετα β ά λ λ ετα ι καθιός α υ τ ό  ο δ εύ ε ι π ρ ο ς  τη ν  

ισ ο ρ ρ ο π ία . Η π ο ιό τ η τ α  ό μ ω ς  της ε ν έ ρ γ ε ια ς , ό π ιυ ς  εκ φ ρ ά ζετα ι με την  

δ υ ν α τ ό τη τ ά  της ν α  π α ρ ά γ ε ι  χρ ή σ ιμ ο  έρ γο , υ π ο β α θ μ ίζετ α ι. Ε π ο μ ένω ς  σε  

κ λ εισ τό  σ ύ σ τη μ α  η π ά ρ ο δ ο ς  τ ο υ  χ ρ ο ν ο υ  σ υ ν επ ά γ ετ α ι τη ν μετάβαση του  

συστή μ ατος π ρ ο ς  μ ια  π ιό  άτακτη κατάσταση με τα υ τό χρ ο νη  υποβάθμιση  της 

π ο ιό τ η τ α ς  τη ς ε ν έ ρ γ ε ια ς . Ε π ιπ λ έ ο ν  ε ίν α ι α δ ύ ν α τ ο ν  ν α  επ α ν α φ έρ ο υ μ ε  το  

σ ύστη μ α  σε κ ά π ο ια  μ ο ρ φ ή  τά ξη ς  χ ω ρ ίς  την επ έμβα ση  α π ο  το  εξω τερ ικ ό  

π ερ ιβ ά λλον .

4 .5 .2  Κ ο υ τ ί μ ε  ά σ π ρ α  κ α ι  μ α ύ ρ α  φ α σ ό λ ια

Α ν  α ν α μ ίξ ο υ μ ε  ίσ ες  π ο σ ό τη τες  α π ο  ά σ π ρ α  κ α ι μ α ύρα  φ α σ ό λ ια  σε ένα  

κουτί, τα  α να κ α τέψ ουμ ε μερικές φ ορές (π .χ. κ ο υ νώ ντα ς το  κουτί) και π ά ρ ουμ ε  

μ ερικά  θα δ ο ύ μ ε π ω ς  στη ν χ ο ύ φ τ α  μ α ς θα ε ίνα ι ά σ π ρ α  κ α ι μ αύρα  φ α σ ό λ ια  

σ χ εδ ό ν  στην ίδ ια  α ν α λ ο γ ία , δηλαδή ο μ ο ιό μ ο ρ φ α  κ α τα νεμ η μ ένα . Μ ετά α π ο  

κάθε α να κ ά τεμ α  το  σύστημα  ευρίσκεται σε μ ια  μακροκατάσταση και μετά α π ο  

σχετικά  λ ίγα  α να κ α τέμ α τα  φ θ ά νου μ ε στην κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  στην ο π ο ία  

π α ρ α τη ρ είτα ι η ο μ ο ιο μ ο ρ φ ία  της κ α τα νομ ή ς (μ ισ ά  ά σ π ρ α  κ α ι μ ισά  μαύρα). 

Ό σ ο  κι α ν  π α ιδευτούμ ε στην συνέχεια , α νακατεύοντας το κουτί, το  αποτέλεσμα  

π α ρ α μ ένει το  ίδιο  κ α ι η ο μ ο ιο μ ο ρ φ ία  διατηρείται.

Γ ιατί ό μ ω ς δ εν  π α ρ α τη ρ είτ α ι ο  δ ια χ ω ρ ισ μ ό ς  τω ν  φ α σ ο λ ιώ ν , π .χ . τα  

μ αύρα  α π ο  π ά ν ω  κ α ι τα  ά σ π ρ α  α π ο  κάτω , μετά α π ο  ένα  κ α λό  ανακάτεμα; Η  

α π ά ν τ η σ η  δ ίν ε τ α ι  α π ο  τ η ν  π α ρ α τή ρ η σ η  ό τ ι  η μ α κ ρ ο κ α τ ά σ τ α σ η  της  

ομ ο ιο μ ο ρ φ ία ς  στην κατανομ ή  είνα ι η κατάσταση ισ ορ ρ οπ ία ς α φ ού  σε αυτήν τα  

ά σ π ρ α  και μ α ύρα  φ α σ ό λ ια  κ α τα νέμ ο ντα ι με τη μεγαλύτερη  α τα ξία  η ο π ο ία  

μ π ορ εί να  π ρ α γμ α τοπ οιη θεί με ένα ν  υπερβολικά  μεγάλο α ρ ιθμό  διαφ ορετικώ ν  

τρ ό π ω ν . Ά ρα  η κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  έχει κ α ι την σ υ ντρ ιπ τικ ά  μεγαλύτερη
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πιθα νότη τα  ν α  συμβεί. Η μ α κ ροκ ατάσταση  στην ο π ο ία  ό λ α  τα  μ α ύ ρ α  ε ίν α ι  

α π ο  π ά ν ω  κ α ι τα  ά σ π ρ α  α π ο  κάτω  π ρ α γ μ α τ ο π ο ιε ίτ α ι με έ ν α ν  κα ι μ ο να δ ικ ό  

τ ρ ό π ο  (α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σε μ ία  μ ό ν ο  μ ικ ρ ο κ α τά σ τα σ η ) ώ στε η π ιθ α ν ό τ η τ α  ν α  

π ρ ο κ ό ψ ει ε ίν α ι α φ ά ντα σ τα  μικρή. Σε μ ία  τέτ ο ια  π ερ ίπ τω σ η  τά ξη ς  έχο υ μ ε  

μικρή εντροπ ία  κα ι υψ ηλής π οιότη τα ς ενέργεια .

4 .5 .3  Μ ό ρ ια  α ε ρ ίο υ

Τώρα α π ο  τα π α ρ α π ά νω  θεω ρητικά π α ρ α δ είγμ α τα  μ π ορ ού μ ε ν α  π ά μ ε στο  

σύνολο τω ν μορίω ν π ο υ  α π ο τελ ο ύ ν  ένα  α έριο . Τ α μόρια  του  συστήματος α υτού  

υπ όκ ειντα ι στην τυ χα ιότη τα  α φ ο ύ  σ υ γ κ ρ ο ύ ο ντ α ι μ εταξύ  το υ ς  κ α ι κ ιν ο ύ ν τ α ι  

π ρ ο ς  όλες  τ ις  δ υ να τές  κ α τευ θ ύ νσ εις  με τη μ ια  ή την άλλη  ταχύτη τα . Α υτή η 

αέναη  θερμική κ ίνη ση  ε ίν α ι σ α ν  ν α  α ν α κ α τεύ ε ι κ ά π ο ιο ς  τα  μ ό ρ ια , ό π ω ς  

ακριβώς κάναμ ε και στο κουτί με τα  φ α σ όλια . Γ ιατί όμ ω ς τα  μ όρια  το υ  Οζ, Ν 2 , 

κ .λ ,π . π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ ο ν  α έρ α  το υ  δ ω μ α τίο υ  μ α ς δ εν  π ά ν ε  ό λ α  σ το  π ά ν ω  

μέρος κ οντά  στο ταβάνι ή γ ια τί το  "νέφος" α π ο  τ ις  εξατμίσεις α υτοκ ινή τω ν δ εν  

συγκεντρώ νεται σε μ ια  μ ό νο  περιοχή  της πόλης;

Η  κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  τ ο υ  α ε ρ ίο υ  ε ίν α ι  α υτή  π ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  

π ρ α γμ α τοπ οιη θεί με τ ο ν  μ εγα λύ τερ ο  α ρ ιθ μ ό  τρ ό π ω ν , ό π ο υ  τα  μ ό ρ ια  ε ίνα ι  

κατανεμημένα τυ χα ία  ώ στε ίσ ος  α ρ ιθ μ ός α π ο  α υτά  ν α  κ ινείτα ι π ρ ο ς  κάθε μ ια  

α π ο  τις δυνατές κ α τευθύνσεις. Α υτό  σ η μ α ίνει ίσο α ρ ιθμ ό  α π ο  μ όρ ια  σε ίσ ους  

όγκους κ α ί ίδιο  π ο σ ο σ τό  γρ ή γορ ω ν μ ο ρ ίω ν στο π ά ν ω  κα ι στο κάτω  μ έρος το υ  

κ ου τιού . Ε π ο μ ένω ς  η κα τά στα ση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  σ η μ α ίνει ο μ ο ιο μ ο ρ φ ία  στην  

κατανομή κ α ι ε ίνα ι αυτή της μέγιστης α τ α ξ ία ς  (εντρ ο π ία ς). Α π ο κ λ ίσ εις  α π ο  

την ισ ο ρ ρ ο π ία , ό π ω ς  α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι σ τα  π α ρ α π ά ν ω  ερω τή μ ατα , δ ε ν  ε ίν α ι  

α δύνατον ν α  συμβούν. Ο  λ ό γο ς  είνα ι π ω ς ο  2 ο ς  νό μ ο ς  δεν είνα ι α π ό λ υ το ς  ώστε 

να  π ροδ ικ ά ζει τις  δ ια δικ α σίες  α λ λ ά  δ ίνε ι α π λ ώ ς την π ιο  π ιθα νή  κατεύθυνση  

π ρ ο ς  την ο π ο ία  θα  κ ινη θού ν. Ε π ο μ ένω ς τέτο ια  γ εγ ο νό τα  μ π ορ εί ν α  σ υ μ βού ν  

αλλά  είνα ι τόσ ο  α π ίθ α νο  ώ στε μ π ορ εί ν α  θεω ρηθούν μηδενικής π ιθ α νό τη τα ς  

γ ια  κάθε π ρ α κ τ ικ ό  σ κ ο π ό . Μ π ο ρ ο ύ μ ε επ ίσ η ς  ν α  θεω ρή σ ουμ ε π ω ς τέτο ια  

φ α ιν ό μ εν α  δ ια κ υ μ ά νσ εω ν  π ο υ  δ η λ ώ ν ο υ ν  α π ό κ λ ισ η  α π ο  τη ν κα τά σ τα σ η  

ισ ορ ροπ ία ς δεν σ υ μ β α ίνου ν Π Ο Τ Ε  στα χρ ο ν ικ ά  περιθώ ρια  της πεπερα σμ ένη ς  

διά ρκεια ς το υ  σ ύ μ π α ντ ο ς . (Ε ρώ τη ση: Α ν  ένα  τέτο ιο  φ α ιν ό μ εν ο  α π ό κ λ ισ η ς  

α π ο  την ισ ο ρ ρ ο π ία  ή τα ν μ ερικά  δ ισ εκ α το μ ύ ρ ια  φ ορ ές  λ ιγό τερ ο  π ιθ α ν ό  θ α  

μπορούσε κ ά π ο ιο ς  ν α  το  παρατηρήσει;)
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α :  Α ν  σ ε ό γ κ ο  V = 1  c m 3 β ά λο υ μ ε κ ά π ο ιο  α έρ ιο  π ο υ  π ερ ιέχει ένα

λ ο γ ικ ό  α ρ ιθ μ ό , π .χ . Ν = 3 χ 1 0 19 μ ό ρ ια , ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν μ ικροκα τα στά σεω ν (έχει

μ ελετη θ εί π α ρ α π ά ν ω ) θ α  ε ίν α ι  έ ν α ς  α ρ ιθ μ ό ς  της τά ξη ς 1 0 Ν~ 1 0 3χ1° 19.

Ε π ο μ ένω ς  η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  τη ν μ ονα δικ ή  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  ό λ α  τα
19

μ ό ρ ια  θα  ε ίν α ι στη ν κ ορ υ φ ή  το υ  κ ο υ τ ιο ύ  ε ίνα ι ~ 1 0 _ 3 χ ,°  π ο υ  ε ίνα ι ένα ς  

φ α ντα στικ ά  μ ικρός α ρ ιθ μ ός (η υ π οδ ια σ τολή  κα ι 3 x 1 0 19 μηδενικά(!) π ρ ιν  το 1 ). 

Α ν  π ο λ λ α π λ α σ ιά σ ο υ μ ε  αυτή τη ν π ιθ α νό τη τα  με τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν α τόμ ω ν της 
γή ς ή το υ  σ ύ μ π α ν τ ο ς  (—ΙΟ40) η π ιθ α ν ό τη τα  π ά λ ι θα  έμενε π ά ρ α  π ά ρ α  π ο λ ύ

μικρή α φ ο ύ  ΙΟ ^χΙΟ 35110 ~ 1 0 3χ1°  . Α ντ ίσ το ιχα , α ν  σε όγκ ο  V= 10cm 3 είχαμε

3 x 1 0 4  ά σ π ρ α  κ α ι μ α ύ ρ α  φ α σ ό λ ια  η π ιθ α ν ό τη τα  ώ στε να  συμβεί μ ια  τέτοια  
α π ό κ λ ισ η  α π ο  την κατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  θα  ή ταν π ά λ ι π ά ρ α  π ο λ ύ  μ ικ ρή (~  

10-30000)_

Σ το  ιδ α ν ικ ό  α έ ρ ιο  ό γ κ ο υ  V , π ίε σ η ς  Ρ  κ α ι θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ  ο ι  

α λλη λεπ ιδ ρ ά σ εις  μεταξύ  τω ν μ ο ρ ίω ν  ε ίνα ι αμελητέες. Ό π ω ς  ή ταν εύκολο για  

τ ο  σ ύ σ τ η μ α  τ ω ν  Ν  σ π ι ν ς  ν α  σ υ μ π ε ρ ά ν ο υ μ ε  ό τ ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  
μ ικ ροκ α τα στά σεω ν ε ίνα ι Ω =2Ν στην περίπτω ση  του  ιδα νικ ού  (τέλειου) αερίου

ο  σ υ ν ο λ ικ ό ς  εκ φ υ λισ μ ός Ω θα  ε ίνα ι α ν ά λ ο γ ο ς  του  ό γκ ο υ  V N, α φ ο ύ  λογ ικ ά  ο  

α ρ ιθμ ός τω ν καταστάσεω ν του  ενό ς  μ ορ ίου  θα π ρ έπ ει ν α  ε ίνα ι α νά λ ο γ ο ς  του  V  

(ό π ω ς  γ ια  το  ένα  σ π ιν  ε ίν α ι α ν ά λ ο γ ο  το υ  2). Α π ο  την α νεξα ρ τη σ ία  τω ν Ν  
μ ο ρ ίω ν  τ ο υ  ιδ α ν ικ ο ύ  α ερ ίο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι Ω=σ V N, με ο=σταθερά  ενώ  η

εντρ ο π ία  ε ίνα ι

S = k B N ln  V  +  kB ln c  , (4.65)

ενώ  α ν  λά βουμ ε υπ' όψ η π ω ς  το  σ το ιχειώ δες έργο π ο υ  κ ά νου μ ε στο  σύστημα  
ε ίνα ι -P d V x a i η σ τοιχειώ δη ς θερμότητα  TdS α π ο  το ν  Ιο  θερμοδυνα μικ ό  νό μ ο  

έχ ο υ μ ε  d E = T d S -P d V . Γ ια το  κ λ ε ισ τό  όμ ω ς σύστημα η ενέρ γεια  π α ρ α μ ένει

σταθερή (dE=0) ά ρ α  j y  =  ^  · Ε π ίσ η ς  α π ο  τη ν (4 .65) ^  “  ώστε

π ροκ ύ π τει (για  μ ια  ακόμη φ ορ ά ) η καταστατική εξίσωση τω ν τελείω ν αερίω ν

PV  =  k B Ν Τ  . (4.66)
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4 .5 .4  Σ ύ σ τη μ α  Ν  ζ α ρ ιώ ν

Υ π ά ρ χ ε ι ένα  ακόμη εν δ ια φ έρ ο ν  π α ρ ά δ ειγ μ α  κ λ εισ το ύ  σ υ σ τή μ α τος στο  

β ιβ λ ίο  τ ο υ  Ε .Ν . Ο ικ ο ν ό μ ο υ  "η Φ υσική Σήμερα" (σ ε λ .8 1 -1 18). Ε ίν α ι ένα  

α π λ ο π ο ιη μ ένο  μ οντέλο  π ο υ  επ ιτρ έπ ει α κ ρ ιβείς  μαθηματικές σ χέσ εις  ενώ  έχει 

το  π λ ε ο ν έ κ τ η μ α  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί  σ υ ν η θ ισ μ έ ν α  α ν τ ικ ε ίμ ε ν α  (ζ ά ρ ια ) .  

Α π ο τελ είτα ι α π ο  Ν ζά ρ ια  τα  ο π ο ία  κ α τα λ α μ β ά ν ο υ ν  α π ο  ένα  τμ ή μ α  μ ια ς  

συσκευής. Σ την αρχή τα  Ν ζ ά ρ ια  ευ ρ ίσ κ ο ντα ι σε μ ια  σ υ νη θ ισ μ ένη  γνω στή  

κατάσταση π .χ . την 1/ 1/ 1 / . . ./I . Μ έσα στη συσκευή α να τα ρά σσ ετα ι δ ια δ ο χ ικ ά  το  

1°, 2 °  κ .λ .π . ζά ρ ια  και ό τ α ν  φ θά σ ει στο Ν -οσ τό  ζά ρ ι ξ α ν α ρ χ ίζε ι  π ά λ ι  α π ο  το  

πρώ το. Κ άθε φ ορά  στη συσκευή α θ ρ ο ίζο ντα ι ο ι ενδείξεις ό λ ω ν  τω ν ζα ρ ιώ ν  και 

το ά θ ρ ο ισ μ ά  το υ ς  δ ια ιρ είτα ι με Ν  ο ν ο μ ά ζε τ α ι Α  κ α ι επ ιδ ε ικ ν ύ ετ α ι σε μ ια  

οθόνη στο εξωτερικό της συσκευής.

Η μικροκατάσταση το υ  συστή μ ατος Ν ζα ρ ιώ ν είνα ι α π ό λ υ τα  ορ ισμένη  α ν  

ξέρ ου μ ε τη ν ένδειξη  το υ  κάθε ζ α ρ ιο ύ  π ο υ  δη λώ νετα ι με την συγκ εκ ριμ μ ένη  

α κ ολουθία  τιμώ ν, π .χ . η 2 /1 /3 /.../6 /, σ η μα ίνει ότι το 1°  ζά ρ ι π α ίρ ν ε ι την τιμή 2 , 

το 2 °  την τιμή 1 ,...., το Ν οσ τό  τη ν 6 . Η  διαδοχή  τω ν Ν  α ρ ιθ μ ώ ν κ α θ ο ρ ίζει μ ία  

μικροκατάσταση του  συστή μ ατος π .χ . μια  δυνατή  μ ικροκατάσταση  ε ίνα ι κ α ι η 

α ρ χικ ή  : 1/1/. ./I ενώ  η τιμή  τ ο υ  Α  κ α θ ο ρ ίζε ι μ ια  μ α κ ρ ο κ α τά σ τα σ η  το υ  

συστήματος π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σε έν α  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ό  μ έγεθος π .χ . τη ν  π ίεση . 

Μ ετά α π ο  κάθε α να τα ρ α χή  θ έλ ο υ μ ε  ν α  γ νω ρ ίζο υ μ ε  την μ α κροκ ατάσταση , με 

την τιμή το υ  Α , α λ λ ά  κ α ι τη ν μ ικροκατάσταση , με το  σ ύ νο λ ο  τω ν  Ν  ενδείξεω ν, 

π ο υ  βρίσκεται το σύστημα.

Σ τη ν α ρχή  η (μ ικ ρ ο )κ α τά σ τα σ η  τ ο υ  σ υ σ τή μ α τος ε ίν α ι  (εξ  ο ρ ισ μ ο ύ )  

γνω στή, π .χ . η 1/ 1/ . . . /1 . Μ ετά α π ο  τη ν πρώ τη α ναταραχή  θα  π ρ ο κ ύ ψ ει μ ία  α π ο  

τις εξής έξη καταστάσεις :1 /1 /.../1 ,2 /1 /.../1 , 3 /1 /.../1 ,4 /1 /..../1 ,5 /1 /.../1 ,6 /1 /.../1 , με 

π ιθανότη τα  ^  γ ια  την κάθε μία . Μ ε την αναταραχή  κα ι το υ  δεύτερου ζα ρ ιο ύ  το

σύστημα μ π ορ εί ν α  βρεθεί με ίση π ιθ α νό τη τα  σε κ ά π ο ια  α π ο  τ ις  εξής 62= 36

κ α τα σ τά σ εις: 1 /1 /..../I , 2 /1 / . . . . /I ,  1 /2 /1 /... / I ,  .6 /6 /1 /.../1 . Μ ετά την τρίτη

αναταραχή  υ π ά ρ χο υ ν  6 3 δυνατές καταστάσεις με π ιθανότητες ν α  συμβεί η

κ ά θε μ ία , κ .λ .π . Μ ε τη ν π ά ρ ο δ ο  το υ  χ ρ ό ν ο υ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  δ υ ν α τ ώ ν  

καταστάσεω ν α υ ξά νετα ι μ έχρ ι ν α  φ θάσει την μέγιστη δυνατή  τιμή  π ο υ  είνα ι  

6 Ν. Α π ο  κ ει κα ι π έρα  ο  α ρ ιθ μ ό ς  α υ τό ς  π α ρ α μ ένει σταθερός. Α ν  Ω(η) είνα ι ο
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α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  κ α τ α σ τ ά σ εω ν  μ ετά  τ η ν  n -οστή  α ν α τ α ρ α χ ή  θ α  έχ ο υ μ ε  τη ν  

α ν τ ισ τ ο ιχ ία

π: 0 1 2 . . .  Ν Ν+1 Ν+2 . . .

Ω(η): 1 6 62 . . .  6" 6Ν 6" . . .

Π α ρ α τη ρ ού μ ε λ ο ιπ ό ν  π ω ς  ο  α ρ ιθ μ ό ς  Ω (η) σ υμ π ερ ιφ έρ ετα ι ό π ω ς  η εντρ ο π ία  

κ λ εισ το ύ  σ υσ τή μ ατος α φ ο ύ  α υ ξ ά ν ε ι  με την π α ρ ό δ ο  του  χ ρ ό ν ο υ  μ έχρ ις  ό του  

φ θά σ ει τη ν μέγιστη τιμή κ α ι α π ο  κεί κ α ι π έρ α  π α ρ α μ ένει σταθερός.

Π ω ς όμ ω ς μεταβάλλεται η μακροσκοπική  ένδειξη Α (η) με τ ο ν  χρόνο; Στην 
1 /1 /.../I  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  Α (0)= 1  ενώ  σ τη ν 6 / 6 / 6 / . . , / 6  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί η Α (0 )= 6 . Για

μ εγά λο  π το  Α (π) τείνει π ρ ο ς  τη ν μέση τιμή:  ̂ 1 +2 + 3+4+5+6) - 3  ί  οπ οια δή ποτε

κ ι α ν  ε ίν α ι η αρχική  τιμή. Ε π ισ η μ α ίνετα ι όμ ω ς π ω ς αυτή η μεταβολή το υ  Α(η) 

δ εν  ε ίνα ι μ ονότονη  α λ λ ά  π α ρ ο υ σ ιά ζε ι π ο λ λ ές  δ ια κ υ μ ά νσ εις (Σ χ .4 .1 1)

Ό π ω ς  φ α ίν ετα ι στο  σ χ.4 .11  ο ι  δ ια κ υ μ ά νσ εις  α π ο  την μέση τιμή ε ίνα ι 

μ εγά λ ες  ό τ α ν  το  Ν ε ίν α ι μ ικ ρ ό  ενώ  μ η δ εν ίζο ν τ α ι ό τ α ν  το  Ν  -* T o A  

π λ η σ ιά ζε ι την τιμή το υ  3 ^ μ ο ν ό τ ο ν α  κ α ι μετά π α ρ α μ ένε ι στα θερά  σε αυτήν.

Για να  ξα να γ υ ρ ίσ ε ι το  σύστημα στην αρχική κατάσταση χρειά ζετα ι κατά  μέσο  

ό ρ ο  6 Ν α ν α τα ρ α χές  α φ ο ύ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  μ ικροκαταστάσεω ν στην κατάσταση  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίνα ι 6 Ν. Ό λ ε ς  ο ι  μ ικ ρ ο κ α τα σ τά σ εις  ε ίν α ι ισ ο π ίθ α ν ε ς  κ α ι το  

σύστημα θα περάσει (κατά μέσο ό ρ ο ) α π ό  όλες π ρ ιν  επανέλθει στην αρχική.

> * 
Π α ρ ά δ ε ιγ μ α : Γ ια  Ν = 1 0  χ ρ ε ιά ζ ο ν τ α ι  6 10= 6 0 4 6 6 1 7 6  α ν α τ α ρ ά ξ ε ις  όμ ω ς ενώ

γ ια  Ν = 1 0 0  έχο υ μ ε  6 10 0  = 6 .5 x 1 0 7 7  α ν α τ α ρ ά ξ ε ις !  Τ ο  εύ ρ ο ς  τ ω ν  σ χετ ικ ώ ν  

δ ια κ υ μ ά νσ εω ν είνα ι α νά λ ο γ ο  του  ~1= ώστε ν α  τείνει στο μηδέν ό τα ν  το  Ν
V n
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Σχ.4.11. Η εξέλιξη της Α(η) με το η για διαφορετικούς αριθμούς απο Ν ζάρια. Η ένδειξη β 

χαρακτηρίζει μια διακύμανση απο την κατάσταση ισορροπίας.

Π.χ. γ ια  Ν =2 μ π ο ρ ο ύ μ ε  κ α τα γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ις  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  μ α κ ρ ο - κ α ι  

μικ ροκ α τα στά σεις π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σε κ ά θε τιμή το υ  Α: Για Α =1 κα ι Α = 6  

υ π ά ρ χ ο υ ν  α π ο  μ ια  κατάσταση (ο ι 1/1 κ α ι 6 / 6 , α ντ ίσ το ιχα ), γ ια  Α =1,5 κα ι 5.5

υ π ά ρ χο υ ν  α π ο  δύο (ο ι 1/2, 2/1 κα ι 5 /6 , 6 /5 , α ντίσ το ιχα ). Σ την τιμή 3 ~ το υ  A

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  6  κ α τα σ τά σ εις  (1 /6 , 2 /5 ,. . .)  κ α ι αυτή  ε ίν α ι η κ α τά σ τα σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  τ ο υ  κ λ εισ το ύ  σ υ σ τή μ α το ς  π ο υ  έχει τ ο ν  μ εγα λ ύ τερ ο  α ρ ιθ μ ό  

μικροκαταστάσεω ν (και την μεγαλύτερη εντρ ο π ία ). Ο  Ο ικ ονόμ ου  στο βιβλίο  

του  δ ε ίχνε ι με π ο λ ύ  π ειστικ ό  τ ρ ό π ο  π ω ς  ό τ α ν  το  Ν α υ ξά νει ο ι τιμ ές του  A  

π υ κ νώ νο υ ν  γύ ρ ω  α π ο  το <Α >=3 ^ απ' ό τ ι σ τις  α κ ραίες (κ οντά  στο 1 κα ι 6 ).
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Ό τ α ν  ο  Ν ε ίν α ι π ο λ ύ  μ εγ ά λ ο ς  αυτή  η α ν ισ ο κ α τα νο μ ή  γ ίνετ α ι σ υ ντρ ιπ τικ ά  

έντονη  υπ έρ  της μ εσα ία ς τιμής π ο υ  είνα ι η κατάσταση ισ ορ ροπ ία ς όπ ο υ  Α=3 - .

Ά σ κ η σ η : Ε π α ν α λ ά β ετ ε  τα  π α ρ α π ά ν ω  "πειράματα" γ ια  το  σύστημα τω ν Ν 

σ π ιν ς  του  Κ εφ. 4 .2

Τ ο  σ ύσ τη μ α  τω ν  Ν  ζ α ρ ιώ ν  π α ρ ο υ σ ιά ζε ι ό λ α  τα  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ά  του  

δ εύ τερ ο υ  θ ερ μ ο δ υ ν α μ ικ ο ύ  ν ό μ ο υ . Υ π ά ρ χ ε ι η Ω π ο υ  α υ ξ ά ν ε ι μ έχρ ις  ότο υ  

φ τά σ ει στη μέγιστη  τιμή της ενώ  υ π ά ρ χ ε ι κ α ι η Α  π ο υ  τείνει σε μ ια  σταθερή  

τιμή  ενώ  υ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ι μ ικ ρ ές  δ ια κ υ μ ά νσ ε ις  (μ εγέθ ο υ ς  ~  ~ ρ  ) γύρω  α π ο
V n

α υ τή ν . Έ ν α  α κ όμ η  ερώ τη μ α  α φ ο ρ ά  τη ν δ ια κ ύ μ α νσ η  β π ο υ  εμ φ α νίζετα ι στο  

σ χ .4 .1 1 π ο υ  μ α ς οδη γεί α π ο  την μακροκατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  (Α =3 ~ ) στην

Α = 1 . Ε ίν α ι φ α ν τ α σ τ ικ ά  α π ίθ α ν ο  ν α  συμ βεί μ ια  τέτ ο ια  δ ια κ ύ μ α νσ η  στην  

κ λίμ α κ α  του  μ α κ ρόκ οσμ ου , α φ ο ύ  το  σύστημα θα  χρεια σ θ εί (κατά μέσο όρ ο) 6 Ν 

α να τα ρ α χές  γ ια  ν α  επ ισ τ ρ έφ ει στην αρχική  το υ  κατάσταση*. Ο  α ρ ιθ μ ός (ή 

σ υνά ρ τη σ η  εκ φ υ λ ισ μ ο ύ ) Ω π ο υ  μ α ς δ ίν ε ι τ ις  δ υ ν α τ έ ς  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις  

σ υ μ π ε ρ ιφ έ ρ ε τ α ι  ό π ω ς  η θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ή  ε ν τ ρ ο π ία  ε κ τ ό ς  α π ο  τη ν  

α θ ρ ο ισ τ ικ ό τη τ α . Α ν  α π α ιτ ή σ ο υ μ ε  η ε ν τ ρ ο π ία  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  ν α  ε ίν α ι το  

ά θ ροισ μ α  τω ν εντρ ο π ιώ ν  τω ν μ ερώ ν τότε ο  φ υ σ ιο λ ο γ ικ ό ς  ορ ισ μ ός της θα είνα ι 
ό π ω ς  ε ίδ α μ ε  κ α ι π α ρ α π ά ν ω  5 = λ β 1ηΩ, ό π ο υ  λ β  ε ίν α ι  η σ τα θ ερά  το υ

B oltzm ann.

4.5.5 Διακυμάνσεις απο την κατάσταση ισορροπίας
Ε ίδαμε ό τ ι αυθόρμη τες δ ια δικ α σίες  οδη γού ν το  σύστημα στην π ιο  π ιθανή  

κατάσταση στην ο π ο ία  η εντρ οπ ία  αποκτά  την μέγιστη τιμή της, ενώ  παραμένει 

περαιτέρω  σταθερή. Α λ λ ά  κατάσταση ισ ορ ροπ ία ς δ εν  σημαίνει απαραίτητα και 

εσω τερική η ρεμία . Τ ο  α ντ ίθ ετο  μ ά λισ τα  σ υ μ β α ίνει α φ ο ύ  υ π ά ρ χ ε ι ιδιαίτερα

* επειδή η πιθανότητα είναι 1/6Ν. Όπως ακριβώς για να φέρουμε ένα συγκεκριμένο 

αποτέλεσμα, π.χ. το 5, στην ρίψη ενός ζαριού απαιτούνται "κατά μέσο" όρο έξι ρίψεις.
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έντονη  εσω τερική (θερμική) κ ίνηση  κα ι η α μ ο ιβ α ία  κ α τα νο μ ή  τω ν  μ ο ρ ίω ν  

α λλά ζει σε κάθε στιγμή. Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  το  σύστημα δ ια δ ο χ ικ ά  π ερ ν ά ε ι α π ο  τις  

δ ιά φ ο ρ ε ς  μ ικ ρ ο κ α τ α σ τ ά σ ε ις  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τη ν  μ α κ ρ ο κ α τ ά σ τ α σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Ο ι τιμές τω ν α ν τ ίσ τ ο ιχ ω ν  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ώ ν π ο σ ο τή τω ν  ενώ  δ εν  

είνα ι α κριβώ ς ίδιες δ ια τη ρ ού ντα ι κ α τά  "μέσο όρο" κ α ι δ ια κ υ μ α ίν ο ν τα ι γύρ ω  

α π ο  τις μέσες τιμές τους. Ο ι α π ο κ λ ίσ εις  α π ο  τ ις  μέσες τ ιμ ές π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

στην μακροκατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίνα ι μεγέθους ~-γ=  ενώ  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό ν  ν α
V n

σ υ μ π ερ ά νου μ ε π ω ς  μικρές α π ο κ λ ίσ ε ις  ε ίν α ι α π ίθ α ν ες  ενώ  ο ι  μ εγά λ ες  π ά ρ α  

π ο λ ύ  π ιο  απίθανες.

Ε ίν α ι ό μ ω ς σ υ ν η θ ισ μ έν ο  τ ο  φ α ιν ό μ ε ν ο  ν α  π α ρ α τ η ρ ο ύ ν τ α ι μ ικ ρ ές

αποκλίσεις; Στο π α ρ α π ά νω  π α ρ ά δ ειγμ α  τω ν 3 χ 1 0 19 μ ορ ίω ν ο ι μ α κ ροσκ οπ ικ ές

ποσότητες π ο υ  εμ φ α νίζοντα ι κα ι ω ς μέσες τιμές μ α κροσκοπικώ ν μεγεθώ ν είνα ι

ο ι Ρ, ρ, Τ κα ι κ υμ α ίνοντα ι με α π ο κ λ ίσ εις  .— -- . - · ~ 1 θ ~ 10 =  10- 8 % γύρ ω  α π ο
\ 3 x l 0 19

τις  μέσες τ ιμ ές  το υ ς. Τ ο  π ε ίρ α μ α  α δ υ να τ ε ί ν α  α ν ιχ ν ε ύ ε σ ε ι τό σ ες  μ ικ ρ ές  

δια κ υ μ ά νσ εις  ο ι ο π ο ίες  θα  ή τα ν μετρήσιμες μ ό νο  α ν  ο ό γ κ ο ς  V  ή τα ν ln m 3 

(κυβικό νά νο-μέτρο)! Η δ ιακύμανση , επ ομ ένω ς, είνα ι ένα  α νώ μ α λ ο  φ α ιν ό μ εν ο  

με την έν ν ο ια  ό τ ι υ π ο ν ο ε ί μ ιά  μετάβαση α π ο  μ ια  π ιο  π ιθ α νή  σε μ ια  λ ιγό τερ ο  

π ιθ α νή  μακροκατάσταση . Σ τη ν π ρ α γμ α το π ο ίη σ η  α υτή ς τη ς δ ια κ ύ μ α νσ η ς  η 

θερμότητα  ρέει α π ο  το  ψ υ χρ ό  σ το  θ ερ μ ό  κα ι στο  σώ μ α  εγκ α θ ίσ τα τα ι μ ια  

τακτοποιημένη κίνηση με τα υ τόχρ ονη  μείωση της εντρ οπ ία ς. Λ όγω  της μικρής 

του ς π ιθανότη τα ς ν α  σ υμ βούν ε ίν α ι α δ ύ να το  ν α  φ τιά ξου μ ε μ ια  μηχανή π ο υ  ν α  

εκμεταλλεύεται τις  δ ιακυμάνσεις*.

Φ α ινό μ ενα  δ ια κ υ μ ά νσ εω ν π α ρ α τη ρ ο ύ ντ α ι εύκ ολα  μ ό ν ο  σε συστήματα  

μικρού μεγέθους π ο υ  α π ο τελ ο ύ ντα ι α π ο  π ο λ ύ  μικρό α ρ ιθμ ό  μ ορίω ν. Μ εγάλες  

μ ετρ ή σ ιμ ες  δ ια κ υ μ ά ν σ ε ις  έ χ ο υ ν  α ν α φ ε ρ θ ε ί  γ ια  τη ν  α γ ω γ ιμ ό τ η τ α  σ ε  

μ ικ ρ ο δ ο μ ές  δ ια σ τά σ εω ν της τά ξη ς  τ ο υ  1 μ (μ ικ ρ ό). Α υτή  η π ερ ιο χ ή  τω ν  

μεσοσκοπικώ ν συστημάτων της συμπυκνω μένης ύλης έχει προσελκύσει π ο λ λ ο ύ ς  

ερευνητές τα  τελευταία  χ ρ ό ν ι α ... κ α ι τ ο ν  συγγραφ έα  μαζί.

*Σημείωση: Πιστεύεται πως το big-bang με το οποίο γεννήθηκε το σύμπαν πριν 20 περίπου 

δισεκατομμύρια χρόνια(1018 secs) οφείλεται σε μια απίθανη διακύμανση!
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Τ έτοιες δ ια κ υ μ ά νσ εις  π ο υ  π α ρ α β ιά ζο υ ν  το ν  δεύτερο νό μ ο  της θερμοδυναμικής  

έχουμ ε κα ι στην π ερ ίπ τω σ η  του  φ ω τός της ημέρας λόγω  τω ν συμ πιέσεω ν και 

κ ενώ ν  του  α έρ α  σε ό γ κ ο υ ς  σ υ γκ ρ ίσ ιμ ο υ ς  με το μήκος κ ύμ α τος. Σε αυτές τις  

δια κ υ μ ά νσ εις  ο φ είλ ετα ι κα ι το  μπλέ χρώ μ α  του  ουρ α νού!

4 . 6  Σ υ κ π ε ρ ά σ ίΐα τ α  - σ υ ζή τη σ η

Μ ε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  1 ου θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ο ύ  ν ό μ ο υ  β ελ τιώ θ η κ ε κ α ι  

α ν α π τ ύ χ θ η κ ε  η α ρ χή  δ ια τή ρη σ η ς της εν έρ γ ε ια ς  ενώ  γ νω ρ ίσ α μ ε  κ α ι τη ν  

θερμότη τα  σ α ν  μ ια  ν έ α ς  μ ορφ ή ς ενέρ γεια  με κ ά π ο ιο υ ς  όμ ω ς π ερ ιο ρ ισ μ ο ύ ς  

κ α τά  τη ν  μ ε τ α φ ο ρ ά  της α π ο  ένα  σ ώ μ α  σε ά λ λ ο . Α υ τ ο ί ο ι  π ρ ό σ θ ετ ο ι  

π ε ρ ιο ρ ισ μ ο ί α π ο τ ε λ ο ύ ν  το  π ε ρ ιε χ ό μ ε ν ο  του  2 ο υ  θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ο ύ  ν ό μ ο υ , 

σύμφ ω να  με τ ο ν  ο π ο ίο  η εντροπ ία  ενό ς  κλειστού συστήματος δεν είνα ι δ υνα τόν  

π ο τ έ  ν α  μ ειω θ εί. Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  επ ίσ η ς  π ω ς  ενώ  ο  1°5 ν ό μ ο ς  ε ίνα ι ένα ς  

α π ό λ υ τ ο ς  ν ό μ ο ς  ο  2 °ζ  ν ό μ ο ς , π ο υ  ε ίνα ι γ ν ω σ τ ό ς  ω ς ν ό μ ο ς  αύξησης της 

εντ ρ ο π ία ς  π ο υ  σ υ ντελ ε ίτα ι κατά  την π ροσ έγγισ η  στην κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

ε ίνα ι α δ ύ να το  ν α  εφ α ρ μ οσ θ εί σε μ εμ ονω μ ένα  μ ό ρ ια  α λ λ ά  εφ α ρμ όζετα ι μ ό νο  

γ ια  μ ια  μεγάλη σ υλλογή  α π ο  μόρια . Α υτό  οφ είλ ετα ι στην π ιθανοκρατική  φύση  

α υ το ύ  τ ο υ  ν ό μ ο υ . Μ ε τη ν  εισαγω γή  τ ω ν  π ιθ α ν ο τ ή τ ω ν  κ α ι της ε ν τ ρ ο π ία ς  

ε π ιτ υ γ χ ά ν ε τ α ι  η ερ μ η ν ε ία  τ ο υ  δ εύ τ ερ ο υ  ν ό μ ο υ  κ α ι η κ α τα νόη σ η  τω ν  

δ ια δ ικ α σ ιώ ν  σ ε  μ α κ ρ ο σ κ ο π ικ ά  σ υ σ τή μ α τα . Έ τ σ ι ερ μ η ν εύ ο ν τ α ι κ α ι τα  

α ιν ίγ μ α τα  της θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή ς  κ υ ρ ίω ς με την δ ια π ίσ τω σ η  ότι ο  2 ο ς  νό μ ο ς  

ισ χύ ει μ ό νο  κ α τα  μ έσο  ό ρ ο  ενώ  μ π ο ρ εί κ ά λ λ ισ τα  κ α ι ν α  π α ρ α β ιά ζετα ι α π ο  

εξαιρετικά  μικρής π ιθ α νότη τα ς δ ιακυμάνσεις!

Π ρ ιν  κλείσ ουμ ε το  κ εφ ά λα ιο  α υτό  θα π ροσ πα θή σ ουμ ε ν α  απαντήσουμε σε 

ορ ισ μ ένα  ακόμη ερωτήματα:

(ί) Γ ιατί η μ η χα νικ ή  ενέρ γ εια  μ ετα τρέπ ετα ι σε θερμική  ενέρ γεια  κα ι ό χ ι  το  

α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ;

(Η) Ε ίνα ι σ υμ βιβ α σ τός ο  2 °ζ  ν ό μ ο ς  με τ ις  εξ ισ ώ σ εις  κ ίνησης της κλασσικής  

μηχανικής π ο υ  π ρ ο β λ έπ ο υ ν  ότι ο ι κ ινήσεις είνα ι χρ ο ν ικ ά  α ντ ισ τρ επ τές;

(iii)  Ε ίδ α μ ε π ω ς  η κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  δ η λ ώ νετ α ι με τη ν ενεργειακή  

στάθμη στην ο π ο ία  α ντισ το ιχεί ο  μεγαλύτερος α ρ ιθ μ ός μ ικροκα τα στά σεω ν. Το  

κ λεισ τό  σύστημα π ά ε ι π ο λ ύ  γρ ή γορ α  στην κα τά στα ση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ενώ  στη 

συνέχεια  δεν σ υ μ β α ίνο υ ν  σημαντικές α ποκ λίσεις  α π ο  αυτή (τουλάχιστον ό χ ι σε
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χ ρ ό ν ο  ίσο με την η λικ ία  το υ  σ ύ μ π α ντο ς!). Τ ο  ερώ τημά μ α ς όμ ω ς τώ ρα ε ίνα ι  

"πως π ά ε ι το  σ ύ σ τη μ α  σ τη ν κ α τά σ τα σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  (α υ θ ό ρ μ η τ α  ή μ ε  

αναταράξεις όπ ω ς του  κ ουτιού  με τα  φ α σ όλια  ή στο σύστημα με τα ζάρια);"

Για ν α  α π α ντ η θ ο ύ ν  τα  π α ρ α π ά νω  ερω τήματα, έστω  π ο ιο τ ικ ά , π ρ έπ ει ν α  

στηριχθούμε στην ένν ο ια  της εντροπ ία ς. Η  έν ν ο ια  της εντρ ο π ία ς  προβλημάτισε  

του ς φ υσ ικ ού ς α φ ο ύ  δ εν  α ντ ισ το ιχεί κ α τευ θεία ν σε κ ά π ο ιο  μετρήσιμο φ υ σ ικ ό  

μ έγεθος, α λ λ ά  δ η λ ώ νει π ερ ισ σ ό τερ ο  μ ια  α ν θ ρ ω π ο μ ο ρ φ ικ ή  α ντίλη ψ η  τ ο υ  

προβλήματος. Π ρ ιν  πα ρ α συ ρθούμ ε σε μεταφ υσικές αναζητήσεις υπ ενθ υ μ ίζετα ι 

π ω ς η εν τ ρ ο π ία  μ ετρά ει τη ν α τ α ξ ία  σε ένα  σ ύσ τη μ α  α λ λ ά  σ υνή θω ς ό μ ω ς  

δη λώ νει α π λ ώ ς  τη ν  ά γ ν ο ιά  μ α ς γ ια  το  α π ο τ έ λ ε σ μ α  ε ν ό ς  π ε ιρ ά μ α τ ο ς . 

Ε πα νερχόμα στε π ρ ώ τα  σ το  ερώ τημα (ϊ). Η  μηχανική ενέρ γεια  μετατρέπεται σε  

θερμική ενέρ γεια  π .χ . λ ό γω  τρ ιβ ώ ν στο στα μ άτη μα  εν ό ς  α υ τοκ ίνη του  ή σ το  

σταμάτημα μ ια ς  σ β ο ύ ρ α ς  π ο υ  έχα σ ε (;) σ ιγά -σ ιγά  τη ν κινητική  της ενέρ γεια . 

Κ αι στις δύ ο  π ερ ιπ τώ σ εις  η ενέρ γεια  δ εν  χ ά ν ετ α ι α λ λ ά  α π λ ώ ς π α ίρ ν ε ι άλλη  

μορφή. Η μηχανική  ενέρ γεια  μετατρέπεται σε θερμική γ ια τ ί η μηχανική ε ίν α ι  

τακτοποιημένη  ενώ  η θερμική άτακτη. Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  η μηχανική  ενέρ γεια  

είνα ι μικρότερης εντ ρ ο π ία ς  (υψ ηλότερου βα θμ ού  ευ γενεία ς) α π ο  την θερμική  

ενέργεια  π ο υ  ε ίν α ι μ εγα λύ τερ η ς εν τ ρ ο π ία ς  (μ ικ ρ ό τερ ο υ  βα θμού  ευ γενεία ς). 

Α υτό δ ια φ ο ρ ετ ικ ά  φ α ίν ε τ α ι κ α ι μέσω  της π α ρ α τή ρ η σ η ς ό τ ι η μ η χα νικ ή  

ενέργεια εκδηλώ νεται με ένα  τρ ό π ο  στην π ρα γμ ατοποίη σή  της (μικρή α τα ξία  ή 

μικρή εν τ ρ ο π ία ) α π ’ ό τ ι  η θερμική  ενέρ γεια  π ο υ  μ π ο ρ εί ν α  εκδηλω θεί μ ε  

π ο λ λ ο ύ ς  σ υ νδ υ α σ μ ο ύ ς  τ ιμ ώ ν  τω ν  επ ι μ έρου ς α τό μ ω ν ή μ ορ ίω ν το υ  σ ώ μ α τος  

(μεγάλη α τα ξία  ή μεγάλη εντροπ ία ). Η  ακριβής γνώ ση στην δεύτερη περίπτω ση  

είναι μικρή α φ ού  απα ιτείτα ι ο  κ αθορισμός τω ν χαρακτηριστικώ ν κίνησης ό λ ω ν  

τω ν επ ι μ έρ ο υ ς (μ ο ρ ίω ν , κ .λ ,π .) . Δ εν  θα  π α ρ α τη ρ ή σ ου μ ε, λ ο ιπ ό ν , π ο τέ  μ ια  

σβούρα να  α ρ χίζε ι ν α  σ τρ ιφ ογυρίζει α π ο  μόνη  της α φ ού  αυτό  θα ισοδυναμ ούσε  

με μια μετάβαση κ ατά  την ο π ο ία  θα μ ειώ νοντα ν δραστικά  η εντρ οπ ία  κάτι π ο υ  

βέβαια α ντιβα ίνει τ ο ν  2 °  θερμοδυνα μικ ό  νό μ ο .

Μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  κ α τα τά ξο υ μ ε  ό λ ες  τ ις  μ ο ρ φ ές  ενέρ γεια ς  σε ένα  π ίν α κ α  

α νά λογα  με την εντρ ο π ία  ή τ ο ν  βαθμό ευ γενεία ς π ο υ  τ ις  χαρα κτη ρίζουν. Σ την  

κορυφή θα είνα ι ο ρ ισ μ ένες  α κ τινοβολίες π ο ύ  ε ίνα ι π ο λ ύ  μικρής εντροπ ία ς κ α ι  

υ ψ η λ ο ύ  β α θ μ ο ύ  ε υ γ ε ν ε ία ς  ενώ  κ ά τω -κ ά τ ω  ε ίν α ι  η θ ερ μ ό τ η τα , μ ιά  

υποβαθμισμένη  μορφ ή ενέρ γεια ς . Φ υσικά επ ιτρ έπ ετα ι η μετατροπή μ ορ φ ώ ν  

ενέργεια ς υψ ηλής ευ γένε ια ς  σε λ ιγότερ ο  ευ γ ενε ίς  μ ο ρ φ ές , α λ λ ά  ό χ ι  κα ι το



144

α ν τ ίθ ε τ ο . Ε π ο μ έ ν ω ς  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι  η ε ν έρ γ ε ια  ο ύ τ ε  χ ά ν ε τ α ι ού τε  

εξ α φ α νίζετ α ι σ ύ μ φ ω να  με τ ο ν  1 °  ν ό μ ο  της θερ μ οδ υ να μ ικ ή ς ενώ  ο  2 °ζ ν ό μ ο ς  

μ α ς λέει ό τ ι η ε ν τ ρ ο π ία  σ τ ις  φ υ σ ικ ές  δ ια δ ικ α σ ίες  σε κ λ εισ τά  συστήματα  

α υ ξά νετα ι "κατά μέσο ό ρ ο " .

Σ το  ερώ τη μ α  (» )  θα  π α ρ α τη ρ ή σ ο υ μ ε π ρ ά γ μ α τ ι ό τ ι ο ι εξ ισ ώ σ εις  του  

Ν εύτω να  δ εν  κ ά ν ο υ ν  δ ιά κ ριση  π α ρ ό ν τ ο ς  και μ έλ λ ο ντ ο ς  ώ στε η τρ ο χ ιά  είνα ι 

α κ ρ ιβ ώ ς η ίδ ια  α ν  κ ινη μ α το γρ α φ ή σ ο υ μ ε  την κ ίνηση εν ό ς  π λα νή τη  κα ι την  

π α ίξο υ μ ε  π ρ ο ς  τα π ίσ ω . Α π ο  τ ο ν  2 °  νό μ ο  όμ ω ς π ρ ο κ ύ π τει ότι η α ντίστροφ η  

μεταβολή  σε ένα  κ λεισ τό  σύστημα ε ίν α ι αδύνα τη  γ ια τ ί οδη γεί σε μείω ση της 

εντρ οπ ία ς. Ε π ο μ ένω ς με αυτή ν την έν ν ο ια  ο ι δύο  κατευθύνσεις του  χ ρ ό ν ο υ  δεν  

ε ίνα ι ισ ο δ ύ να μ ες  α λ λ ά  επ ιτρ έπ ετα ι μ ό νο  η μια. Α ν  μας π έσει λ ο ιπ ό ν  το  ρ ο λ ό ι  

μας (ένα  π ο λ ύ  τα κ τοπ οιη μ ένο  σύστημα) στο π άτω μα  και σπά σει δημιουργείται 

α τα ξία . Ό τ α ν  τα  μέρη το υ  δ ια σ κ ο ρ π ίζο ν τ α ι στο  π ά τω μ α  γ ίν ετ α ι ένα  π ο λ ύ  

άτακτο  σύστημα κ α ι α υ ξά νετ α ι η εντρ ο π ία . Δ εν  έχουμ ε δεί όμ ω ς ρ ο λ ό γ ια  να  

α υ το σ υ να ρ μ ο λ ο γο ύ ντα ι ή νεκ ρ ού ς ν α  α να σ τα ίνοντα ι. Α υτό είνα ι μ ια  απόδειξη  

ό τ ι ο  χ ρ ό ν ο ς  δ εν  ε ίν α ι  α ν τ ισ τ ρ επ τ ό ς . Το Σ ύ μ π α ν  κ α τά  τη ν δ ιά ρ κ εια  της 

μ εγά λη ς έκ ρη ξη ς, π ρ ιν  2 0  δ ισ εκ α το μ ύ ρ ια  χ ρ ό ν ια  ( ~ 1 0 1 8sec ), ξεκ ίνη σ ε με 

χα μ η λό  βαθμό εντ ρ ο π ία ς  η ο π ο ία  α υ ξά νει μ έχρ ι κα ι σήμερα κα ι ίσω ς οδηγήσει 

μια  μέρα (ευτυχώ ς ό χ ι  σ ύ ντομ α ) σ το ν  θά να το  του  σ ύ μ π α ντος. Μ ιά  άλλη γεύση  

της μη- α ντισ τρ επ τότη τα ς του  χ ρ ό ν ο υ  θα  π ά ρ ετε  α ν  δοκ ιμά σετε ν α  ακούσετε  

ένα  μ ο υ σ ικ ό  κ ο μ μ ά τ ι π ρ ο ς  τα  π ίσ ω . Θ α δείτε ν α  μ ετα μ ο ρ φ ώ νετα ι η π ιο  

υπέροχη  μουσική σε ένα  σ ύ νο λ ο  α π ό  ασυνάρτητους ήχους!

Έ ν α ς  ά λ λ ο ς  τ ρ ό π ο ς  ν α  δού μ ε γ ια τ ί η εντ ρ ο π ία  δ εν  σ υμ βιβάζεται με τη 

χ ρ ο ν ικ ή  σ υ μ μ ετρ ία  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τη ν παρατήρηση ό τ ι υ π ά ρ χ ε ι μ ία  μ ό νο  

μορφ ή τά ξη ς (μηδενική εντρ ο π ία ) ενώ  η α τα ξ ία  έχει π ο λ λ έ ς  μ ορφ ές (μεγάλη  

εντρ ο π ία ). Ξ α να σ κ εφ θείτε το  σύστημα τω ν Ν -σ π ιν ς  ή τω ν  4 χρω μ α τισ τώ ν  

σ φ α ιρ ώ ν σε δ ύ ο  σω λήνες ή τω ν Ν -ζα ρ ιώ ν, κ .λ .π . σε σχέση με την συνάρτηση  

εκφ υλισμού. Μ ια ικα νοποιη τική  απάντηση στο ερώ τημα (ϋ) μ π ορ εί ν α  ληφθεί 

α π ο  την κίνηση π ο υ  κ ά ν ο υ ν  4  χρω μ α τιστές μ π ά λλες  σε δύο  μέρη ενό ς  δοχείου  
ό π ο υ  ένα ς παρατηρητής θα  δ ια κρίνει Ω=16 συνδυασμ ούς γνω ρ ίζο ντα ς ακριβώς

π ω ς μ πορ εί ν α  γ ίνε ι η κίνηση α π ο  το  ένα  μ έρος στο ά λ λ ο  κ α ι α ντίστροφ α . Α ρα  

γι' α υ τ ό ν  υ π ά ρ χ ε ι χρ ο ν ικ ή  α ντισ τρ εψ ιμ ότη τα  ό π ω ς  κ α ι σ τις  εξισ ώ σεις  του  

Ν εύτω να κ α ι η εντρ ο π ία  ε ίνα ι μηδέν. Για κ ά π ο ιο ν  όμ ω ς παρατηρητή π ο υ  έχει 

αχρω μ ατοψ ία  υ π ά ρ χ ο υ ν  μ ό ν ο  5 σ υ νδ υ α σ μ οί (0  μ π ά λλες  στο ένα  4 στο άλλο , 1
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στο ένα  3  σ το  ά λ λ ο , κ .λ .π .)  κ α ι β λέπ ει τη ν  ε ν τ ρ ο π ία  ν α  α υ ξ ά ν ε ι κ α θώ ς το  

σύστημα π λη σ ιά ζει την κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π ο υ  δύ ο  μ πά λλες είνα ι στο  έν α  

μ έρος κ α ι δ ύ ο  σ το  ά λ λ ο  (αυτή  η κ α τα νο μ ή  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ίν ε ι  κ α ι με τ ο υ ς  

π ερ ισ σ ό τερ ο υ ς  τ ρ ό π ο υ ς  γ ια  τ ις  χ ρ ω μ α τ ισ τ ές  μ π ά λ λ ε ς  (Σ χ .4 .1 0 ) ). Σ τη ν  

περίπτω ση αυτή η μη-αντιστρεψ ιμότητα του  χ ρ ό ν ο υ  ε ίνα ι κάτι π α ρ α π ά νω  α π ο  

π ρ ο φ α ν ή ς  ω ς α π ο τ έ λ ε σ μ α  της ά γ ν ο ια ς  (ή α β εβ α ιό τη τα ς) το υ  δ εύ τ ερ ο υ  

παρατηρητή λόγω  της αχρω ματοψ ίας του.

Στο ερώ τημα (iii) δ εν  είνα ι δ υ να τό ν  ν α  α π α ντή σ ου μ ε χω ρ ίς την α να φ ο ρ ά  

σε στοχαστικές εξισώ σεις (τύπου  M aster) π ο υ  δ ίν ο υ ν  την εξέλιξη του  κ λεισ τού  

συστήματος στην κατάσταση ισ ορροπ ία ς. Φ υσικά υ π ά ρ χει δ ια φ ορ ά  σ τον τρ ό π ο  

με το ν  ο π ο ίο  αυτή σ υ μ βα ίνει στο  φ υ σ ικ ό  σ ύσ τη μ α  απ' ό τ ι π .χ . στο τεχνη τό  

μοντέλο τω ν Ν ζα ρ ιώ ν . Στην δεύτερη περίπ τω σ η  υ π ά ρ χ ε ι έντο να  το εξω τερικό  

α ίτ ιο  (α να τα ρ α χή ) σ το  ο π ο ίο  ο φ ε ίλ ετα ι η μετάβαση  π ρ ο ς  την κ α τά σ τα σ η  

ισορροπίας.

Π ρ ιν  κ λείσ ουμ ε κ α ι α υτό  το  κ εφ α λα ίο  θ α  π ρ έπ ε ι ν α  α να φ έρ ου μ ε π ω ς  η 

εντρ οπ ία  α υ ξ ά ν ε ι μ ό ν ο  σ το  κ λεισ τό  σύστη μ α  ό π ο υ  μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  

AS>0 και ο ι α ντ ίσ τ ο ιχ ες  δ ια δικ α σίες  ε ίνα ι μη α ντισ τρ επ τές . Σε ένα  σύστημα  

όμω ς π ο υ  α λλη λεπ ιδ ρ ά  (π .χ . με α ντα λ λ α γές  θερ μ ότη τα ς με τ ο ν  π ερ ιβ ά λ λ ο ν ), 

ενδ εχο μ ένω ς  σ το  εσ ω τερ ικ ό  το υ  ν α  π α ρ α τη ρ η θ εί κ α ι AS<0. Α υ τό  ε ίν α ι  
δ υ να τόν ν α  συμβεί γ ια τ ί ισ χύει π λ έο ν  η απαίτηση  AS0 x(=AS+ASe| )  >0. Α υτή η 

σχέση επ ιτρ έπ ει στην AS ν α  ε ίνα ι αρνητική α ρ κ εί η Δ εξ ν α  υπ ερκ α λύ π τει τη ν  

μείωση λόγω  της AS. Η π ο λ ύ  γνω στή απειροστική διατύπω ση του 2 ου νόμ ου  

d S = 4 p  > 0  (4.67)

μας δ ίν ε ι τη ν  μ ετα βολή  της ε ν τ ρ ο π ία ς  γ ια  μ ια  α ντ ίσ τ ο ιχ η  α ντ ισ τρ επ τή  

μεταβολή με α ντα λλα γή  θερμότητας Τ.
Για ένα  σώ μα θερμοκ ρα σ ία ς Τ σ °Κ  π ο υ  δ έχετα ι α π ο  το  π ερ ιβ ά λλο ν  ένα

π ο σ ό  θερμότη τας Q  (ώ στε ν α  μην α λ λ ά ξε ι α ισ θη τά  η θερ μ οκ ρ α σ ία  το υ ) η 

μεταβολή της εντρ ο π ία ς  του  είνα ι A S = ^ · α ν  μέσα  στο σώ μα δεν σ υ μ β α ίνο υ ν

μη-αντιστρεπτές μ εταβολές. Ε π ομ ένω ς γ ια  το  σύστημα σ ώ μ α -π ερ ιβ ά λλον α ν  

ε ίνα ι δ ια φ ο ρ ετ ικ ή ς  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  το  κ α θ ένα  τότε  θα γ ίν ο υ ν  α ν τ α λ λ α γ ές  
θερμότη τας π ο υ  ο δ η γ ο ύ ν  σε μ η -α ντ ισ τρ επ τές  μ ετα β ο λές . Α ν  Τ π ε ίν α ι η 

θερμοκρασία  του  π ερ ιβ ά λ λ ο ν το ς  κα ι ισχύει Τ π> Τ σ τότε λογω  του  2 ο υ  ν ό μ ο υ  

ένα  π ο σ ό  θ ερ μ ότη τα ς Q  θα μ εταφ ερθεί α π ο  το  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  σ το  σώ μα. Η
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ε ν τ ρ ο π ία  τ ο υ  σ ώ μ α το ς  θα  α υ ξη θ ε ί κατά AS=^- ενώ ή ε ν τ ρ ο π ία  του

π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν τ ο ς  θα  μειιυθεί ( έδιυσε θερμότητα) κ α τά  AS£t = ^  . Η ολική

εντ ρ ο π ία  θα μεταβληθεί κ α τά  AS0x= AS+AS£t=;p· -  π ο υ  ε ίνα ι θετική αφ ού
*σ ' π

Τ π>Τ σ, στο  π νεύ μ α  του  2 ου θερ μ οδυ να μ ικ ού  νό μ ο υ . Η δια δικα σία  π ο υ  οδηγεί 

σε αύξηση της AS0  ̂ε ίνα ι μη α ντιστρεπ τή  και α ντ ίσ τρ ο φ α  μία  μη αντιστρεπτή  

δ ια δ ικ α σ ία  ο δ η γ εί σε α ύ ξη σ η  τη ς ε ν τ ρ ο π ία ς . Α ν  ό μ ω ς  το  σιόμα διόσει 

θ ερ μ ότη τα  στο  π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν  τό τε  Q <0, (α φ ού  σ το ν  ο ρ ισ μ ό  του  1 ου ν ό μ ο υ  

κ ά να μ ε την σύμβαση Q >0 ό τα ν  το  δ ίνο υ μ ε στο σώ μα ενώ  Q <0 ό τα ν  το δίνει το  

σώ μα) η μεταβολή της εν τ ρ ο π ία ς  του  σώ ματος ε ίνα ι αρνητική (AS<0). Βέβαια  

η π ερ ίπ τω σ η  αυτή δ εν  ε ίν α ι σε αντίθεση  με τ ο ν  2 °  ν ό μ ο  α φ ο ύ  α υ τό ς  ισχύει 

μ ό νο  γ ια  κλειστά  συστήματα , δηλ. α υτά  π ου  δ εν  α ντα λ λ ά σ σ ο υ ν  θερμότητα με 
τ ο ν  π ερ ιβ ά λ λ ο ν . Ό τ α ν  Τ σ= Τ π το  σύστημα σ ώ μ α -π ερ ιβ ά λ λ ο ν  ευρίσκετα ι σε

θ ερ μ ο δ υ να μ ικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία  κ α ί έχο υ μ ε  μηδενική π α ρ α γω γή  εν τ ρ ο π ία ς  α π ο  

δ ια δ ικ α σίες  εντός  του  σώ μ α τος. Τ ο  ίδιο  συμ βαίνει κ α ι ό τ α ν  ο ι θερμοκρασίες  
Τ σ κ α ι Τ π ε ίνα ι π ερ ίπ ο υ  ίσες ώ στε η π ερίπτω ση  π ο υ  το  σύστημα ε ίνα ι κοντά

σ τη ν κ ατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ν α  μη δ ια φ έρ ει π ο λ ύ  α π ο  α υ τή ν το υ λ ά χ ισ το ν  

π οιοτικ ά .
Ε νδ ια φ έρ ο ν  π α ρ ο υ σ ιά ζε ι η π ερίπτω ση  Τ σ» Τ π κ α τά  την ο π ο ία  υ π ά ρ χει  

εντροπ ια κ ή  ροή α π ο  το  σώ μα  π ρ ο ς  το  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  με α π ο τέλεσ μ α  η εντρ οπ ία  

τ ο υ  σ ώ μ α το ς  ν α  μ ειώ νετα ι. Α υτή  ε ίν α ι μ ια  ευ ν ο ϊκ ή  π ρ ο ϋ π ό θ εσ η  γ ια  την  

δ η μ ιο υ ρ γ ία  ν έ ω ν  δ ο μ ώ ν  α υ τ ο -ο ρ γ ά ν ω σ η ς  π ο υ  θα  π ρ έ π ε ι , α ν  θ έλ ο υ ν  ν α  

επ ιβ ιώ σ ο υ ν , ν α  π α ρ ά γ ο υ ν  ε ν τ ρ ο π ία  ώ στε ν α  ισ ο φ α ρ ίσ ο υ ν  αυτή π ο υ  χά νετα ι 

λ ό γ ω  της ρ οή ς π ρ ο ς  το  π ε ρ ιβ ά λ λ ο ν . Ε π ο μ ένω ς  η θλιβερ ή  π ρ ο ο π τ ικ ή  ότι  

οδ η γού μ α σ τε σε υ π ο β ά θ μ ισ η ς  της α πα ρα ίτη τη ς γ ια  τ ις  δραστη ριότη τες της 

φ ύ σ η ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  ω ς  μ ια  α ν α π ό φ ε υ χ τ η  σ υ ν έ π ε ια  τ ο υ  2 ου ν ό μ ο υ ,  

α ντ ισ τ α θ μ ίζετ α ι α π ο  τη ν εμ φ ά νισ η  τέτο ιω ν μ ο ρ φ ώ ν  α υ το -ο ρ γά νω σ η ς. Τα  

φ υ σ ικ ά  σ υσ τή μ ατα  π α ρ α κ μ ά ζ ο υ ν  ε ίν α ι ό μ ω ς ικ α νά  ν α  μ ετα π η δ ή σ ουν σε 

κ α τα σ τά σ εις υψ ηλής ορ γά νω σ η ς. Έ ν α  τέτοιο  π α ρ ά δ ειγμ α  ε ίνα ι το  φ α ινόμ ενο  

μ ια ς  ν έ α ς  ζω ή ς π ο υ  α π ο τ ε λ ε ί τη ν ευχά ριστη  π ρ ο ο π τ ικ ή  στη ν θλίψ η του  

θ α νά το υ . Η α υ το -ο ρ γ ά νω σ η  δ εν  ε ίν α ι όμ ω ς μ ια  ιδ ιό τη τα  τω ν  ζω ντα νώ ν  

ο ρ γ α ν ισ μ ώ ν  α λ λ ά  ε ίν α ι κ α ι τ ω ν  φ υ σ ικ ώ ν συστημάτω ν. Τ α  συστήματα στα  

ο π ο ία  παρατη ρείται ε ίνα ι μη-γραμμικά  κα ι α νο ικ τά  με το  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  ενώ  δεν
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α π α ιτ ο ύ ντ α ι "σκοτεινές δυνάμεις"  γ ια  τη ν δ η μ ιο υ ρ γ ία  τέτο ιω ν  φ α ιν ο μ έ ν ω ν  

αλλά  υγιείς μαθηματικές αρχές.

Κ άθε σ υ ν α λ λ α γ ή  α ν ά μ εσ α  σ τ ο ν  ά ν θ ρ ω π ο  κ α ι τη ν φ ύση  ε π ιφ έ ρ ε ι  

"κατανάλω ση" εν έρ γ ε ια ς . Ε π έρ χ ετ α ι έτσ ι σ τ α δ ια κ ά  η υ π ο β ά θ μ ισ η  τη ς  

ενεργειακής "προίκας" της φ ύσης με την αύξηση της ρύπα νση ς, εξάντληση τω ν  

πηγώ ν ενέργειας ικ α νοπ οιη τικ ού  βαθμού ευ γένεια ς , τ ο ν  πληθω ρισμό κ ,λ ,π . Ο ι 

οικολογικές ή ο ικ ονομ ικ ές προεκτάσεις α υτώ ν τω ν φ α ινομ ένω ς ω ς α π οτέλεσ μ α  

της α νά π τυ ξη ς  χ ω ρ ίς  έλεγχο  θα  ε ίν α ι ό χ ι  κ α ι π ο λ ύ  ευ χά ρ ισ τες  σ το  μ έλ λ ο ν . 

Ε σείς ο ι ίδ ιο ι ό τ α ν  π α ρ α κ ο λο υ θ είτε  μ ια  δ ιά λεξη  βάζετε σ το ν  εγκ έφ α λό  σ α ς  

π ερ ίπ ου  2 0 0 0 0 0  σ τοιχεία  π λη ρ οφ ορ ία ς (bits) α ν  μ πορείτε ν α  θυμάστε τ ις  λ έξεις  

π ο υ  α κ ού σ α τε. Έ τ σ ι α υ ξ ά ν ε τ α ι η τά ξη  σ τ ο ν  εγκ έφ α λ ό  σ α ς  κ α τά  2 0 0 0 0 0  

μ ο νά δ ες . Α λ λ ά  τη ν  ίδ ια  ό μ ω ς ώ ρ α  μ ετ α τ ρ έπ ετ α ι κ ά π ο υ  3 0 0 0 0 0  Jou les  
(lca l= 4 .18  joules) τα κ τοποιη μ ένη ς ενέρ γεια ς  π ο υ  π ρ οσ λά β α τε με τη ν τροφ ή  σε

α τα κ τοποίη τη  ενέρ γεια , π .χ . θ ερ μ ότη τα  π ο υ  χά θ η κ ε σ τ ο ν  α έρ α  λ ό γω  τ ο υ  

συνω στισμού, της εφίδρω σης, κ .λ π . Α υτό α υ ξά νει την εντρ οπ ία  κατά ένα  π ο σ ό  

π ά ρ α  π ο λ ύ  μ εγα λ ύ τερ ο  α π ο  τη ν αύξη σ η  της τά ξη ς  λ ό γω  της δ ιά λ εξη ς .»  

Δ υστυχώ ς ό λ ες  ο ι  ενέργειές μας (ή ε ν ό ς  υ π ο λ ο γισ τή ) ν α  β ά λουμ ε κ ά π ο ια  τά ξη  

α π α ιτ ο ύ ν  τη ν  χρήση  ενέρ γ ε ια ς  π ο υ  ξ ο δ ε ύ ε τ α ι με τη ν  μ ορφ ή  θ ερ μ ό τη τα ς . 

Α ποτέλεσμα  ε ίνα ι π ά ν τ α  ν α  α υ ξά νετα ι η εντρ ο π ία  (α τα ξία ) σ το  σ ύ μ π α ν  α φ ο ύ  

η αύξηση της α τα ξ ία ς  ε ίνα ι π ο λ ύ  μ εγαλύτερη  α π ο  το  κ έρ δ ος π ο υ  έχο υ μ ε  σε 

τάξη. Α ν  το  σκ εφ θούμ ε λ ίγ ο  α υ τό  κ α θ ο ρ ίζε ι κ α ι τη ν  αίσθηση το υ  χ ρ ό ν ο υ ,  

π ά ν τα  π ρ ο ς  τα  μ π ρ ο σ τά , κ α ι τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  τη ν α δ υ να μ ία  "να θυμ η θούμ ε το  

μέλλον", δηλαδή ν α  το  π ροβλέπ ουμ ε!

♦Σε μια διάλεξη ο S. Hawking ('Το χρονικό ίου χρόνου") είπε πως σταματάει πριν ο ίδιος 

και το ακροατήριο του αποσυντεθούν σε μια κατάσταση αταξίας λόγω εντροπιακής αύξησης!
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MIKPOKANONIKO ENSEMBLE

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ:

1 . Π ω ς ο ρ ίζ ο ν τ α ι  η α β εβ α ιότη τα  κ α ι η ε ν τ ρ ο π ία  της π λ η ρ ο φ ο ρ ία ς  ε ν ό ς  

συστήματος S; Γιατί η S εκφ ράζεται με το ν  λογάριθμο;

2. Να ορίσετε την μακροκατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  σε ένα  κλειστό  σύστημα κα ι τ ις  

διακυμάνσεις γύρω  α π ο  αυτή. Π ο ιά  είνα ι η τιμή το υ ς  κ α τα  μέσο όρο;

3. Α ν δύο  κλειστά  συστή μ ατα  με g t κ α ι g2  μ ικ ρ οκ α τα σ τά σ εις  α ντ ίσ τ ο ιχ α  δ εν

ε ίν α ι σε επ α φ ή  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  τ ι σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε  γ ια  τ η ν  ε ν τ ρ ο π ία  τ ο υ  

συνδυασμένου συστήματος;

4 . Π ο ιά  ε ίν α ι  η π ιο  α β έβ α ια  κ α τά σ τα σ η  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  με δ ύ ο  δ υ ν α τ ά  
αποτελέσματα π ιθανοτή τω ν p κ α ι ΐ - ρ ,  αντίστοιχα;

5. Μ πορεί η θερμοκρασία  ενό ς  κ λειστού  συστή μ ατος ν α  λάβει αρνητικές τ ιμ ές  

στην κατάσταση ισ ορ ρ οπ ία ς κα ι γιατί; Α ν  σε κλειστό σύστημα δύο  ενεργειακώ ν  

σταθμώ ν η χαμηλότερη δεν ε ίνα ι εκφ υλισμένη κ α ι η υψ ηλότερη έχει εκφ υλισμό  

g » l  τι θα μετρήσει η εντρ ο π ία  S;

6 . Τ ι σ υ μ β α ίν ε ι κ α τα  τη ν δ ιά ρ κ εια  μ ια ς  δ ια κ ύ μ α νσ η ς; Π ο ιά  ε ίν α ι  η 

π ιθ α νότη τα  ν α  συμβεί; Μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  κ α τα σ κ ευ ά σ ου μ ε μ ια  μηχανή  π ο υ  ν α  

εκμεταλλεύεται τις  διακυμάνσεις;

7 . Γ ιατί δ εν  ε ίνα ι εφικτή η αρνητική θ ερ μ οκ ρ α σ ία  γ ια  το  κ βα ντικ ό  α έρ ιο  σε  

κουτί; Τ ι μ π ο ρ εί ν α  ειπ ω θεί α π ο  ενεργειακή  ά π οψ η  γ ια  σύστημα αρνητικής  

θερμοκ ρα σία ς; Ν α  δώ σετε τ ις  π ε ιρ α μ α τ ικ ά  π ρ α γ μ α τ ο π ο ιή σ ιμ ες  συνθή κ ες  

αρνητικής-Τ . 8

8 . Τι γνω ρίζετε γ ια  το  "βέλος του  χρόνου";
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9. Τ ι γνω ρ ίζετε  γ ια  τα  φ α ιν ό μ εν α  α υτοοργάνω ση ς; Π ότε παρατηρούνται;

10. Δ ώ στε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  της εντρ ο π ία ς  στην στατιστική φυσική.

1 1 . Δ ώ σ τε γ εν ικ ά  επ ιχε ιρ ή μ α τα  γ ια  ν α  εξηγήσετε γ ια τ ί κ α ι κάτω  α π ο  π ο ιές  

συνθή κες η εντ ρ ο π ία  ε ν ό ς  κ λεισ τού  συστήματος Α  θ α  π α ρ α μ ένε ι σταθερή ή θα

α υ ξ ά ν ε ι . Γ ια  τη ν  ε υ κ ο λ ία  σ α ς  μ π ο ρ είτε  ν α  υ π ο θ έσ ετε  ό τ ι το  Α  μ π ο ρ εί ν α  
δ ια ιρ εθ εί σε δ ύ ο  υ π ο σ υ σ τή μ α τα  Β θ ερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ Β κ α ι θερμοκ ρα σία ς T c  σε

ασθενή  επαφ ή  μ ετα ξύ  τ ο υ ς  α λ λ ά  με το  κ α θ ένα  σε εσω τερική θερμοδυνα μική  

ισορροπία .

12 . Δ ώ στε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  το υ  στα τιστικού  ensem ble. Π ο ιό ς  ε ίνα ι ο  λ ό γ ο ς  ύ π α ρξή ς

του; 13

1 3 .  Δ ώ σ τε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τη ς  " υπόθεση ς τη ς ερ γοδ ικ ότη τα ς" . Π ο ιά  ε ίν α ι τα

πλεονεκτή μ ατά  της;
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:

1. Σ ηαασία  του  π ο τέ  : Ε χει ε ιπ ω θεί ότι "αν 6  π ίθ η κ οι χ τ υ π ά ν ε  α δ ιά κ ο π α  τα

πλήκτρα  έξη γρ α φ ο μ η χα νώ ν γ ια  εκ α τομ μ ύ ρ ια  εκ α τομ μ υ ρ ίω ν χ ρ ό ν ια  κ ά π ο τ ε

θα γρ ά ψ ο υ ν  ό λ α  τα  β ιβ λ ία  της Ε θνική ς Β ιβλιοθήκης". Α υ τό  ό μ ω ς δ εν  ε ίνα ι

σω στό για τί δ ίνει λά θ ος π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  γ ια  το υ ς  π ο λ ύ  μ εγά λ ο υ ς  α ρ ιθ μ ο ύ ς  ό π ω ς

το υ ς  μάθαμε στην στατιστική . Π ο ιά  ε ίνα ι ό μ ω ς η α π ά ντη σ η  σ το  γ εν ικ ό τερ ο

ερώτημα: "Θα μ π ο ρ ο ύ σ α ν  ό μ ω ς ό λ ο ι ο ι  π ίθ η κ οι το υ  κ ό σ μ ο υ  ν α  γ ρ ά ψ ο υ ν  ένα

ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  β ιβ λ ίο  σ τη ν δ ιά ρ κ εια  α υ το ύ  το υ  σ ύ μ π α ντος" ; (Δ ια β ά σ τε  το

σχετικό διήγημα του  Α ρ γ εν τ ιν ο ύ  σ υ γγρ α φ έα  JL B orges: "Ficciones" κ α ι στα

Ελληνικά: "η βιβλιοθήκη της Βαβέλ").

Έ στω  ΙΟ10 π ίθη κοι (ο  α ρ ιθ μ ό ς  α υ τό ς  ε ίνα ι π ερ ίπ ο υ  ίσ ο ς  με τ ο ν  α ρ ιθμ ό

τω ν  α ν θ ρ ώ π ω ν , π ε ρ ίπ ο υ  ΙΟ 11, π ο υ  έζη σ α ν  μ έχρ ι σ ή μ ερ α ) κ ά θ η σ α ν  σε

γ ρ α φ ο μ η χ α ν ές  κ α ι έγ ρ α φ α ν  γ ια  όλη  τη ν δ ιά ρ κ εια  ζω ή ς τ ο υ  σ ύ μ π α ν τ ο ς

( 1 0 1 8 sec). Α ν  ο κάθε π ίθ η κ ο ς  χ τ υ π ά ε ι 10 π λή κ τρ α  α ν ά  sec  κ α ι η κ ά θ ε

γραφ ομη χα νή  έχει 44 γρ ά μ μ α τα  θα  π ρ ο κ ύ ψ ει π ο τέ  α π ο  την δακτυλογράφ η ση

τω ν πιθήκω ν ο  "Άμλετ" του  Σ α ίξπη ρ  π ο υ  α π οτελείτα ι α π ο  105 γράμ μ ατα  ;

(ΐ). Ν α δείξετε ό τ ι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  π ρ ο κ ύ ψ ει μ ια  δεδομ ένη  α κ ο λ ο υ θ ία  105

χαρακτήρω ν (όπω ς το β ιβλίο  του  "Αμλετ", δηλ. το "χτύπημα" τω ν πλήκτρω ν ν α

είνα ι στην σωστή σειρά  ώ στε ό λ α  τα  γράμματα  π ο υ  α π α ρ τίζο υ ν  τ ο ν  "Αμλετ" ν α

δημιουργούντα ι το  ένα  μετά το  ά λλο ) είνα ι, 100000
( -Μ  =10-164345
44

με log44 =1.64345.

( i i )  . Ν α  δείξετε  ότι η π ιθ α ν ό τη τα  ν α  τυ π ω θ εί το  β ιβ λ ίο  το υ  "Αμλετ" στην  
ηλικία  το υ  σ ύ μ π α ντο ς  ε ίνα ι π ερ ίπ ο υ  10—,64345-iq24= o—164321 δηλ. μηδέν γ ια

π ρ α κ τ ικ ο ύ ς  σ κ ο π ο ύ ς  (π α ρ α τη ρ είσ τε  π ό σ ο  μάταιη  θα  ή τα ν  η α να μ ο νή  ό τ ι  

μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο κ ύ ψ ει μ ια  ο λ ό κ λ η ρ η  β ιβ λ ιοθ ή κ η  α π ο  τη ν  σ υ γ γ ρ α φ ικ ή  

δραστηριότητα τω ν πιθήκων).

( iii)  . Τ ι συμ βαίνει στο ερώ τημα (ii) α ν  δεν κ α θορίσου μ ε τ ο ν  τίτλο  το υ  β ιβλίου  

α λλά  συμφω νήσουμε να  δεχθούμ ε οπ ο ιοδ ή π οτε γνω στό  βιβλίο  1 0 5 γραμμάτω ν; 

Ν α λάβετε υπ' ό ψ ιν  σ ας ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  π ερ ίπ ο υ  30· 1 0 6 τ ίτλ ο ι β ιβ λ ίω ν σε μ ια  

βιβλιοθήκη ενώ  η μεγαλύτερη βιβλιοθήκη σ το ν  κ όσμ ο π ερ ιέχει 15 · 106 β ιβλία .
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(Σημείω ση: Η ολικ ή  π α ρ α γω γή  τω ν π ιθή κ ω ν ε ίνα ι ισ οδύναμ η  με ΙΟ24 β ιβ λ ία  

10 5 χαρα κ τή ρ ω ν το  κ α θ ένα , α λλά  θα  βρείτε ό τ ι κ α νένα  α π ο  αυτά  δ εν  ε ίνα ι ένα  

γνω σ τό  βιβλίο).

Ε ίδαμε λ ο ιπ ό ν  τη ν έ ν ν ο ια  του  "ποτέ" στην στατιστική φυσική. Α ριθμοί με 

δ ισ εκ α τ ο μ ύ ρ ια -δ ισ εκ α τ ο μ υ ρ ίω ν  μ η δενικ ά , π ιθ α ν ό τ η τ ες  με δ ισ εκ α τομ ύ ρ ια -  

δ ισ εκ α τ ο μ υ ρ ίω ν  μ η δ εν ικ ά  μετά  τη ν υ π ο δ ια σ τ ο λ ή , κ .λ .π ., ε ίνα ι π ρ α κ τικ ά  

α ρ ιθ μ ο ί ά π ε ιρ ο ι κ α ι μ η δέν α ντ ίσ το ιχα . Η αντίλη ψ η  το υ  "ποτέ μην λές π ο τ έ” 

ισχύει γ ια  α ρ ιθ μ ο ύ ς  σ α φ ώ ς μικρότερης τάξης κ α ι ό χ ι γι' α υτού ς τους αριθμούς  

π ο υ  το υ ς  σ υ ν α ν τ ά μ ε  στη ν στατιστική. Π .χ. ο  π εντα ψ ή φ ιο ς  α ρ ιθ μ ός 1 0  ̂ ε ίνα ι  

π ο λ ύ  μ εγ ά λ ο ς  α λ λ ά  ο  α ρ ιθ μ ό ς  1 θ 1 0 24ε ίν α ι φ α ντ α σ τ ικ ά  μ εγά λ ο ς  α φ ο ύ  τα  

ψ ηφ ία  π ο υ  τ ο ν  α π ο τ ελ ο ύ ν  ε ίνα ι δισεκατομύρια-δισεκατομυρίω νΟ Ο 24)!

2 . Ε στω  δ υ ο  σ υ σ τή μ α τα -σ π ιν  σε θερμική επαφ ή. Ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετε  τ ο ν  α ρ ιθμ ό  
τω ν επ ιτ ρ επ τ ώ ν  κ α τα σ τά σ εω ν  στο  ο λ ικ ό  σ ύσ τη μ α  α ν  g(l)N.(mj)=gj(0) exp(-

2mj2/Nj) i = l ,2  ενώ  m 2 = m - m i .  Ν α  βρ είτε τ ο  μ έγ ισ το  το υ  ln(g( 1 N̂ )( m i)  ·

g (2 *N2 ( m - m  ι))  κ α ι ν α  δ ε ίξετε  ό τ ι ε ίν α ι π ρ ά γ μ α τ ι μ έγισ το . Ό τ α ν  τα  δύο

συστήματα  ε ίνα ι σε ισ ο ρ ρ ο π ία  σε ό τ ι α φ ο ρ ά  τη ν α ντα λλα γή  ενέργεια ς τότε ο ι  
κ λα σ μ α τικ οί α ρ ιθ μ ο ί πη/Νι, ΐ= 1 ,2  π ο υ  δ η λ ώ νο υ ν  την π ερ ίσ σ εια  τω ν σ π ιν ς  στο

κάθε σύστημα  ε ίνα ι ίσ ο ι. Α ν  m i κ α ι m2 ε ίνα ι ο ι  τ ιμ ές  τω ν m i κα ι m 2 σ το  

μέγιστο  τότε (g(1) g(2 )̂max=g(1)(mi)g(2)(m-rni). Γ ια  ν α  φ α ν ε ί π ό σ ο  α π ότομ η

είνα ι η μέγιστη τιμή της g ^  g ®  σε_δεδομένη τιμή του  m επιτρέψ ατε  
m i= m i +  δ, rri2 =m 2-  δ,

ό π ο υ  το  δ  μετρά  την α π ό κ λ ισ η  τω ν m i κ α ι m 2  α π ο  τις  τιμές mi κα ι m2 στο  

μέγιστο. Α φ ο ύ  λάβετε υπ' όψη ό τ ι πη /Ν ι=ιη 2/Ν 2  ν α  δείξετε ότι ο α ρ ιθ μ ός τω ν

καταστάσεω ν με α πόκ λ ιση  δ  είνα ι

g(l)N,(mi+6) g(2)N2(m2-6) = (g(1)g(2))max e x p ( -  ^  ) .

Δ ο κ ιμ ά σ τε  έν α  α ρ ιθ μ η τικ ό  π α ρ ά δ ειγμ α  π .χ . Ν ι= Ν 2 = 1 0 2 2  και δ = 1 0 12 ώ στε η

κλασματική  α π ό κ λ ισ η  ν α  ε ίν α ι δ ι /Ν ι= 1 0 -·0 . Γι’ αυτή  την μικρή κλασματική
2 δ2

α πόκ λιση  α π ο  την ισ ο ρ ρ ο π ία  έχουμ ε —  = 2 0 0 . Π ο σ ο  μειώ νετα ι το γ ινό μ ενό

g(i).g(2 ) α π ό  χην μέγιστη τιμή του; Ν α  δ ια τυπώ σετε με λ ιγότερο  α π ο  10 λέξεις  

το  συμ πέρασμ α  π ο υ  καταλήξατε.
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3. Α ν κάθε σ π ιν  α λ λά ζει την φ ορ ά  του  α π ο  την μ ια  κατάσταση στην άλλη κάθε  

ΙΟ- 1 2  sec  κ α ι υ π ά ρ χ ο υ ν  Ν = 1 0 2 0  σ π ιν ς  σ υ ν ο λ ικ ά  π ό σ α  secs  π ρ έ π ε ιν α

π ερ ιμ ένου μ ε γ ια  ν α  β ρ ού μ ε το  σύστημα με μ ια  α π ό κ λ ισ η = 1 0 - , °  α ν  Νι η

πιθανότητα  ν α  βρεθεί το  σύστημα με α υτή ν την κλασματική  α πόκ λιση  (ασκ.2 ) 

ε ίνα ι ΙΟ-1 7 3 ; Ν α  σ υ γκ ρ ίνετε  τ ο ν  χ ρ ό ν ο  π ο υ  θ α  β ρ είτε  με τη ν  η λ ικ ία  τ ο υ  

σ ύμ π α ντος (1018 se c). Ε ίνα ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  παρ α τη ρ η θεί στην π ρά ξη  μ ια  τέτο ια  

απόκλιση;

4. Ν α υ π ο λο γίσ ετε  την gN(E) (α φ ού  η Ε ε ίν α ι συνάρτηση  του  m, π ο υ  ε ίνα ι η

μισή περίσεια  σ π ίνς , μ π ορ ού μ ε ν α  χρ η σ ιμ οπ οιού μ ε την ενέργεια  Ε α ντί του  m ) 
ότα ν το σύστημα έχει Ν = 10 2 2  σ π ιν ς . Ν α σ υ γκ ρ ίνετε την τιμή π ο υ  θα βρείτε με

αυτή π ου  π ροκ ύ πτει α ν  αντικατασταθεί η τιμή το υ  λογα ρίθ μ ου  μ ιας π οσότη τα ς

ένα δισεκατομύριο φ ορ ές μικρότερης. Τ ι παρατηρείτε;

Δ ίδ α νιχα : μ ερ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί στην φ υσική  ε ίν α ι π ο λ ύ  ιιενά λ ο ι (π .χ . ΙΟ9 )

αλλά  ά λ λ ο ι α ρ ιθ μ ο ί ε ίν α ι π ά ο α . π ά ο α  π ο λ ύ  ιιενά λ ο ι (ό π ω ς ο  2 10 ); Για ν α

φ α νεί η δ ια φ ο ρ ά  το υ ς  σ υ γκ ρ ίνα τε  το υ ς  λ ο γ α ρ ίθ μ ο υ ς  τω ν δ ύο  α ρ ιθ μ ώ ν π ο υ

εκ τ ιμ ο ύ ν  π ε ρ ίπ ο υ  το  π λ ή θ ο ς  τω ν ψ η φ ίω ν  τ ο υ ς . Σ τη ν  σ τα τισ τ ικ ή  μ α ς

α πα σ χολού ν βεβαίω ς ο ι π άρα , π ά ρ α  π ο λύ  μ εγά λο ι α ρ ιθμοί.
Α ν  gN(m )= ^ g ( 1)Ni(m i+ 0) g (2 N̂2 (rn2- 0 ) α π ό  την άσκηση 2 ν α  μετατρέψ ετε  

δ

το άθροισμα σε ολοκλήρω μα ώστε :
ln(gN(m)) = lnfe(1)g(2))max + h(N).

Ν α υ π ο λ ο γ ίσ ετε  την h(N ). Ν α  βρείτε την τά ξη  μ εγέθ ο υ ς  τω ν δύ ο  ό ρ ω ν  σ το  

άθροισμα. Τ ι σ υμ βα ίνει γ ια  Ν » ;  Π ο ιά  υ π όθ εση  μας στηρίζει το π α ρ ά δ ειγμ α

αυτό; (δίνοντα ι: 1η2=0.69 και J dx e ~ a x 2  = ' \ l  ̂  )

5. Έ να  σύστημα α π οτελείτα ι α π ο  Ν ανεξάρτητα  σ π ίν ς  π ο υ  κ α τα λα μ βάνουν τ ις

Ν θέσεις ενό ς  π λέγμ α το ς είνα ι τοποθετημένο σε εξω τερικό μαγνητικό π εδ ίο  Η. 
Τ ο κάθε σ π ιν  έχει μαγνητική  ροπή  μ έτρ ου  μ 0 κ α ι φ ο ρ ά ς  "άνω" ή "κάτω"

α ντίστοιχα  ά>στε η ενέρ γεια  του  "άνω" σ π ιν  ε ίνα ι - μ 0Η κα ι του  "κάτω" +μ0 Η.

Τι καθορίζει μια  μικροκατάσταση και τι μ ια  μακροκατάσταση του συστήματος  
ό τ α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ υ ν ο λ ικ ά  Ν + "άνω" σ π ιν ς ;  Ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ο ύ ν  κ α ι ν α
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σ χ ε δ ια σ θ ο ύ ν  με σ χετ ικ ή  α κ ρ ίβ εια : η ε ν τ ρ ο π ία  S κ α ι η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ  

συναρτήσει της ενέργεια ς Ε  του  συστήματος. Να δ οθ ο ύ ν  ο ι εκφράσεις τω ν S και 

Τ στα  ό ρ ια  Ε -* 0 + κ α ι Ε —>0". Π ο ιά  ε ίνα ι η θ ερ μ οκ ρ α σ ία  Τ  π ο υ  α ντισ το ιχεί

στην χαμηλότερη  ενέργεια; Τ ι παρατηρείτε; (Ν α χρη σιμ οποιή σετε το ν  τύπο  του  
Stirling γ ια  το  Ν! = N Ne ‘N κ α ι το  α νά π τυ γμ α  ln ( l+ x )= x , π ο υ  ισ χύ ει γ ια  μικρό

χ « 1 ).

6 . Σ υ νέχεια  της άσκησης 5 , στη ν ισ ο ρ ρ ο π ία  με θερμοκ ρα σία  Τ , α π ο τελ ο ύ ν  και

ο ι  παρακάτω  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ί π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  το ν  παραμαγνητισμό:
. . . Μ 2 m  „

(ι) της κ λα σμα τικ ή ς μαγνη τιση ς ——  = —  με 2 m την π ερ ίσ σ εια  τω ν ανω
Ν μο Ν

σ π ινς ,

(ii) της μαγνητικής επιδεκτικότητας (χ = -^ -  στό ό ρ ιο  Η -» 0 ) καιΗ
dE

(iii) της ειδ ικ ή ς θ ερ μ ό τη τα ς  C = - ^ r  , ό π ο υ  Ε  ε ίν α ι  η μέση τιμή της  

ενέρ γεια ς.

Ν α  δώ σετε τ ις  γ ρ α φ ικ ές  π α ρ α σ τ ά σ εις  α υ τώ ν τω ν  φ υ σ ικ ώ ν  μεγεθώ ν ω ς

σ υ νά ρ τη σ η  τη ς θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ. Π ο ιά  ε ίν α ι τα  α π ο τ ελ έσ μ α τ α  στο  ό ρ ιο  
μ0 Η « λ ΒΤ; Π ο ιο ς  ε ίνα ι ο  ν ό μ ο ς  Curie γ ια  την χ;

7 . Σ υ ν έ χ ε ια  της ά σ κ η σ η ς 5 , σε σ υ νθ ή κ ες ισ ο ρ ρ ο π ία ς  με π ε δ ίο  ^ κ α ι  

θερ μ οκ ρ α σ ία  Τ }, α π ο τ ε λ ο ύ ν  κ α ι ο ι  παρα κ ά τω  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ί π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  την

μ αγνη τική  ψ ύ ξη , μ ια  μ έθ ο δ ο  με τη ν ο π ο ία  ε π ιτ υ γ χ ά ν ο ν τ α ι π ο λ ύ  χαμ η λές  

θερμοκρασίες:
Σ τη ν π ρ ο σ έγ γ ισ η  μ 0 Η « λ β Τ και την απαίτη ση  η ε ν τ ρ ο π ία  S ν α  μένει 

σταθερή στην αλλαγή  σε π εδ ίο  Hf ν α  υπ ολογίσ ετε τ ο ν  λ ό γο  Tf/Tj ω ς συνάρτηση  

τ ο υ  λ ό γ ο υ  Hf/Hj . Σ ε έν α  π ε ίρ α μ α  Hj=20000 Gauss κ α ι Tj=l°K το

π αρα μ αγνητικ ό  υλ ικ ό  ψ ύχθηκε σ τους 0.002°Κ . Π ο ιό  ήταν το  τελικό πεδίο; Π ω ς  

θα  μ π ορ ού σ α μ ε ν α  επ ιτύ χο υ μ ε  το  α π ό λ υ το  μηδέν κ α ι γ ια τ ί δ εν  επ ιτυγχά νετα ι 

στην πράξη;

8 . Έ ν α  ακόμη π α ρ ά δειγμ α  κλεισ τού  συστήματος α ποτελεί μ ια  συσκευή π ο υ  στο  

εσω τερικό της έχει Ν ζά ρ ια . Α ν  κάθε φ ορ ά  τα  ζά ρ ια  α να κ α τεύ ο ντα ι ώστε η 

συσκευή στο εσω τερικό της ν α  έχει μια α κολουθία  Ν  τυ χα ίω ν  αριθμώ ν ( ο  κάθε
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α ριθμός α π ο  1 μέχρι 6 ) κα ι στο εξω τερικό της ν α  α να γρ ά φ ετα ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  A  

όλω ν τω ν τ ιμ ώ ν γ ια  τα Ν  ζά ρ ια  δ ια ιρ εμ ένο  με το Ν. Ν α υ π ο λ ο γισ θ ο ύ ν: η μέση  

τ ιμή <Α>, η δ ια σ π ο ρ ά  < (Δ Α )2> κα ι η π οσοσ τικ ή  (ή σχετική) τυπική  α π όκ λ ισ η  

ν < ( Δ Α ) 2 > /< Α > . Μ ελετείσ τε κ α ι το  β ιβ λ ίο  η "Φ υσική Σ ήμερα", Π α ν ε π .  

Ε κδόσεις Κ ρήτης, ό π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι με κάθε λ επ τ ο μ έρ εια  α υ τό  το  π α ρ ά δ ειγ μ α  

κλειστού συστήματος (σχετική τυπική απόκλιση  V < (Δ  Α )2 > /< Α > .= 0 .9  1/V n ).

9. Α ν  το π α ρ α π ά νω  σύστημα με τα  Ν ζά ρ ια  ε ίνα ι α ρχικ ά  στην μ ικροκατάσταση  

{ 1 ,1 , . , . , Ι } γ ια  τα  Ν -σ π ιν ς  κ α ι α ν α τ α ρ ά σ σ ο ν τ α ι η ζά ρ ια  κάθε φ ο ρ ά . Π ω ς  

μεταβάλλεται το Α  σ αν συνάρτηση του  η; Τ ι σ υμ βα ίνει ό τα ν  το  η υπερβεί το  Ν; 

Να ορίσετε την κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  συστήματος. Π όσ ες α να τα ρ ά ξεις  η 

τω ν ζα ρ ιώ ν α π α ιτ ο ύ ντ α ι γ ια  ν α  επ ισ τρ έφ ει τ ο  σύστημα α π ο  την κατάσταση  

ισορροπίας στην αρχική;

10. Α ν  το  π α ρ α π ά ν ω  σ ύ σ τη μ α  με τ α  Ν ζ ά ρ ια  ε ίν α ι  α ρ χ ικ ά  σ τη ν  

μικροκατάσταση {1,1,. . . ,1} γ ια  τα  Ν -σ π ινς  κ α ι α να τα ρ ά σ σ ο ντα ι η ζά ρ ια  κ ά θε  

φ ορά. Π ω ς μεταβάλλετα ι το  Α  σ α ν  συνάρτηση το υ  η; Τ ι σ υ μ βα ίνει ό τ α ν  το  η 

υπερβεί το Ν; Ν α ορ ίσ ετε την κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  συστήματος. Π ό σ ες  

αναταράξεις η τω ν ζα ρ ιώ ν  α π α ιτο ύ ντα ι γ ια  ν α  επ ιστρέφ ει το  σύστημα α π ο  την  

κατάσταση ισ ορροπ ία ς στην αρχική;

11. Α ν  α ντί γ ια  τα  ζά ρ ια  της συσκευής π ο υ  είδαμε π α ρ α π ά νω  το  σύστημά μ ας  

αποτελείτα ι α π ο  Ν  μ όρ ια  σε συνθήκες ιδ α νικ ού  α ερ ίου  με ό γκ ο  V , π ίεση  Ρ κ α ι 

θερμοκρασία  Τ ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί η εντ ρ ο π ία  S του  συστήματος. (Υ π όδειξη : ν α  
λάβετε υ π ’ ό ψ ιν  σ ας ό τ ι ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν μ ικροκαταστάσεω ν ε ίνα ι Q =(cV )n , με 

ο=σταθ., α φ ο ύ  γ ια  ένα  μ ό ρ ιο  σε ό γ κ ο  V ε ίν α ι Q =cV  κ α ι τα  Ν  μ ό ρ ια  ε ίν α ι  

στατιστικά α νεξά ρτη τα ). Α ν  συνδυ α σ θεί η σχέση π ο υ  ευρέθη γ ια  τη ν S με την  

σχέση α π ο  τ ο ν  π ρ ώ το  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  ν ό μ ο  μ ετα ξύ  το υ  α π ε ιρ ο σ τ ικ ο ύ  

μηχανικού έργου  κα ι της α πειροσ τικ ή ς θερμότητας κα ι α φ ού  λάβετε υπ' ό ψ ιν  

και την κλειστότητα  του  συστή μ ατος ν α  α π οδ είξετε  γ ια  μ ια  ακόμη φ ο ρ ά  την  

καταστατική εξίσωση του  ιδανικού αερίου. '



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΚΑΝΟΝΙΚΟ E N SE M B L E  (Σ Υ Σ Τ Η Μ Α  ΣΕ ΑΟΥΤΡΟ  
ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ)

5 .1  Γενικά γ ια  το κανονικό en sem b le

5.2 Μ εγάλο-κανονικό ensem ble
5 .3  Μ έσες τιμές - ελεύθερη ενέρ γεια  H e lm h o ltz
5 .4  Σύστημα Ν ανεξάρτητω ν σω ματίω ν το καθένα με δύο 

καταστάσεις ενέρ γεια ς 0 κα ι ε.
5 .5  Αρνητική θερμοκρασία  (μ ία  νέα  επίσκεψ η)
5 .6  Σω μάτιο σε "κουτί"

5 .7  Σ υ μ π ερ ά σ μ α τ α  
Ε Ρ Ω Τ Η Σ Ε ΙΣ -Α Σ Κ Η Σ Ε ΙΣ

"στη μπ ανιέρα  δ υ ό -δ υ ό  ..."

Ελληνικό τραγούδι
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5 .Κ Α Ν Ο Ν ΙΚ Ο  E N S E M B L E  (Σ Υ Σ Τ Η Μ Α  Σ Ε  Λ Ο Υ Τ Ρ Ο  

Θ Ε ΡΜ Ο Τ Η Τ Α Σ !

5. 1 Γ ενικά γ ια  το κ α ν ο ν ικ ό  e n s e m b le  (σ ύ σ τ η ιια  σε λ ο υ τ ρ ό  
θ εοιιότη τα Ο

η α ντα λ λ α γ ή  εν έρ γ εια ς  μ εταξύ  τ ο υ

Σχ. 5.1. Σύστημα και λουτρό θερμότητας συστήματος κ α ι του  λουτρού και στο

ενέρ γεια ς  α λ λ ά  κ α ι σ ω μ α τ ίω ν . Τ ο  σ ύσ τη μ α  μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίν α ι ένα  μ ικ ρ ό  

μ α κ ροσ κ οπ ικ ό  σύστημα ή ένα  ό ια κ ρ ίσ ιμ ο  μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ό  σύστημα (π .χ . ένα  

άτομο) ενώ  το λουτρό  ε ίνα ι ένα  π ά ρ α  π ο λ ύ  μ εγάλο σύστημα. Η  ολική συσκευή  

π ο υ  α ποτελείτα ι α π ό  το  σύστημα κ α ι το  λου τρ ό  ε ίν α ι μ ονω μ ένη  α π ό  το ν  έξω  

κόσμο.

Γιατί όμ ω ς μας ενδ ια φ έρ ει το  σύστημα σε λ ο υ τ ρ ό  θερμότητας (π .χ. ένα  

μ πουκ άλι σε μια π ισ ίνα ); Σ το κλειστό ή α π ο μ ο νω μ ένο  σύστημα η π ιθανότη τα  

το σύστημα ν α  κα τα λά βει μ ία  α π ό  τις δυνατές μ α κ ροκ αταστάσεις (ορισμένης  

ενέργειας) ε ίνα ι μηδέν εκτός α π ό  την μακροκατάσταση π ο υ  α ντισ το ιχεί στην  

κατάσταση ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Σ το  σύστημα  σε λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ό τη τα ς υ π ά ρ χ ε ι μη 

μ η δ ενικ ή  π ιθ α ν ό τ η τ α  τ ο  σ ύ σ τη μ α  ν α  π ά ε ι  σ ε  κ ά θ ε  μ ία  α π ό  τ ις  

μακροκαταστάσεις το υ  (δηλ. μ π ορ εί ν α  π ά ρ ει κάθε δυνατή  τιμή της ενέργειας  

του). Φ υσικά ο ι μ α κροκ αταστάσεις κ α θ ορ ίζοντα ι α π ό  τ ις  ενεργειακές στάθμες  

Ε η π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α π ό  την λύση της εξίσω ση ς Schrodinger του  φ υ σ ικ ού

Το κλειστό σύστημα παρουσιά ζει 

ενδ ια φ έρον μ ό νο  α π ό  θεωρητικής

πλευράς. Π ιο  χρή σιμ ο  γ ια  πρακτικούς  

υ π ο λο γισ μ ο ύ ς ε ίνα ι το  σύστημα σε 

θερμική επαφ ή με λου τρ ό  θερμότητας

σταθερής θερμοκρασίας Τ. Έ να  

πρόβλημα  συγκριτικ ά  αυξημένης  

πολυπλοκ ότη τα ς π ο υ  μας οδηγεί στο  

κ α νο νικ ό  ensem ble ό τ α ν  επ ιτρέπετα ι

α ενά λ ο -κ α νο ν ικ ό  ensem ble ό τα ν  

επ ιτρ έπ ετ α ι ό χ ι  μ ό ν ο  η α ντα λ λ α γή
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προβλήματος είναι συνήθως εκφυλισμένες ώστε περισσότερες από μία 
ιδιοσυναρτήσεις Ιη>, δηλαδή μικροκαταστάσεις αντιστοιχούν σε μια ορισμένη 
Ε„.

Το πρόβλημα του συστήματος σε λουτρό μπορεί να συνοψισθεί και στην 
εξής ερώτηση: Στην συνθήκη ισορροπίας ποιά είναι η πιθανότητα pn να βρούμε 
το σύστημα σε κάθε μία από τις μικροκαταστάσεις Ιη> με ενέργεια Εη; Για να 
οδηγηθούμε στην απάντηση ορίζουμε ως U0 την ολική ενέργεια του 
συστήματος+λουτρό.,(Φυσικά οι αριθμοί σωματίων του συστήματος και
λουτρού είναι σταθεροί στο κανονικό ensemble αφού δεν ανταλάσσονται 
σωμάτια). Η ολική U0 είναι σταθερή επομένως αν το σύστημα βρεθεί στην 
ενεργειακή στάθμη Εη το λουτρό θα έχει ενέργεια U0-  Ε„, σίγουρα πολύ 
μεγαλύτερη από την Εη. Αν θεωρήσουμε από ένα αντίγραφο του συστήματος 
στην κάθε μια μικροκατάσταση Ιη> τότε έχουμε το κανονικό ensemble ενώ η 
πιθανότητα το σύστημά μας να είναι στην Ιη> θα είναι ανάλογη του αριθμού 
των μικροκαταστάσεων του λουτρού ενέργειας U0-  En. Αυτό προκύπει από την
παρατήρηση ότι ο αριθμός των επιτρεπτών καταστάσεων (μικροκαταστάσεων) 
της ολικής κλειστής συσκευής του Σχ.5.1 είναι ίσος με τον αριθμό 
μικροκαταστάσεων του λουτρού με ενέργεια U0-  Εη ώστε

β(ολικής συσκευής) = §(λουτρού) (5.1)

αφού η g(λουτρού) είναι πολλές τάξεις μεγαλύτερη από τον αριθμό των 
μικροκαταστάσεων του συστήματος, λόγω του μεγάλου μεγέθους του λουτρού. 
Επομένως

Pn “  £(U o — E n) (5.2)

ή οι πιθανότητες pn, και ρΠ2 ώστε το σύστημα να είναι στις μικροκαταστάσεις 
lnj>xai ln2>

£((Jp Epj)
g(U 0  -  En2)

/ AS \
= exp ( ^ ) , (5.3)
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όπου g είναι ο αριθμός των μικροκαταστάσεων του λουτρού και AS=S(U0-  Εη,) 
-  S(U0 -  Εη2), με S την εντροπία του λουτρού σύφωνα με τον τύπο (1.1).

Αν χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα Taylor 

f(x + a) = f(x) + a ^  + 0  + . . .  ,

παίρνουμε αντίστοιχα

, as Ν Ε2 / 92S \
S(U0-E ,=  SGW-B ( ^ ) Νο + | γ ( ^ ) Νο ♦ .· ·  (5.4)

Αν εφαρμόσουμε το ανάπτυγμα (5.4) με Ε = Εη, και Ε = Επ2 και αφού
λάβουμε υπ' όψη ότι οι όροι 2 ^  τάξης και παραπάνω μπορεί να αγνοηθούν, εφ' 
όσον υ0»Εη,τότε

AS = S(U0 -  E„j) -  S(U0 -  En2) = -  (E n, -  E„2) (  )  (5 .5)

ενώ αν θυμηθούμε και τον ορισμό της απόλυτης θερμοκρασίας

AS =- (ΕΠι -  En2) ^  (5 .6)

όπου Τ είναι η σταθερή θερμοκρασία που χαρακτηρίζει το λουτρό. Από τις (5.1) 
και (5.6)

Pn, e x p ( - E ni/ k B T)

Pn2 _ e x p (-E n 2/ k B T)

ή γενικότερα

pnocexp(-En/kBT) . (5.7)
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Ο παράγοντας exp(-En/ kBT) είναι γνωστός ως ο παοάνονταο Boltzmann 
και δίνει την πιθανότητα ώστε το σύστημα να έχει ενέργεια Εη όταν ευρίσκεται
σε λουτρό με θερμοκρασία Τ ενώ η Εη είναι η ολική ενέργεια του συστήματος 
και όχι ενός σωματίου του. Αν κανονικοποιήσουμε την (5.7) ώστε £ p = l

η 11

προκύπτει τι κατανοιχή Boltzmann 

exp(- Ε,,/ kB Τ)
pn=--------------------  (5.8)

Σ  exp(- En/kBT) 
n

ή διαφορετικά

pn = ̂ exp(-E n/k BT) = |ex p (-3 E n) , P = · (5-9)

όπου

Z = Σ  exp(- En/ kB Τ) = Σ  exp(- βΕΠ) (5.10)
n n

είναι η συνάρτηση επιμερισμού. Με τον ορισμό της pn είμαστε τώρα σε θέση να
υπολογίζουμε μέσες τιμές φυσικών μεγεθών*.

Στο ίδιο αποτέλεσμα (5.8) μπορεί να φθάσουμε και μέσω της αρχής της 
μεγίστης εντροπίας, όπως ήδη έχει γίνει στο Κεφ. 3.5, με μεγιστοποίηση της

- Σ ρ η1ηρ„, (5.11)

με τις συνθήκες

Σ ρ η = 1
η

* Η κατανομή της εξ. (5.8) είναι γνωστή και ως κατανομή Boltzmann.
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Σ  E„ ρ η =  <Ε > =  σταθ. (5 .12)
η

Η δεύτερη συνθήκη (α π ο  την εξ. (5 .12)) π ρ ο ϋ π ο θ έτε ι ό τ ι κ α ι τ ο  α ποτέλεσ μ α  της 

μέτρησης της ενέργειας ε ίνα ι γνω σ τό  π ο υ  εκ φ ρ ά ζετα ι ω ς η μέση τιμή <Ε >  π ο υ  

λα μ βά νετα ι α π ο  τα συστή μ ατα  το υ  en sem b le  π ο υ  ε ίν α ι σ τ ις  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  
στάθμες. Στην πράξη  όμ ω ς μετριέται π ά ν τ α  η  θερ μ οκ ρ α σ ία  (ε ίνα ι γνω στή  η β  =

1/λβΤ) π ο υ  είνα ι ουσιαστικά  το  ίδιο  π ρά γμ α.

5. 2 Μ ενάλο-κανονιχό  en sem b le  (σύστηιια σε λουτρό θεριιόττιτα€ 
και σω ματίω ν)

Στην περίπτω ση αυτή το  σύστημα είνα ι σε επαφή με λ ο υ τρ ό  σω μ ατίω ν κ α ι 

ανταλάσσει ενέργεια , ό π ω ς στο κ α νο ν ικ ό  ensem ble, α λ λ ά  κα ι σω μάτια. Τ ώ ρα  η 

ο λ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  U 0  α λ λ ά  κ α ι ο  ο λ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  σ ω μ α τ ίω ν  Ν 0  τ ο υ  

"συστήματος+λουτρό" π α ρ α μ έν ο υ ν  σταθερές ενώ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν σ ω μ α τίω ν Ν  

του συστήματος μεταβάλλεται. Η  α ντίστοιχη  π ιθα νότη τα  ν α  βρεθεί το  σύστημα  

με Ν σω μάτια στην κατάσταση Ιη> είνα ι

ενώ το  α νά πτυγμ α  Taylor γ ια  την AS δ ίνει, α ν  το  λ ο υ τρ ό  ε ίνα ι μ εγάλο ,

PN,noc — N,U0 — En) , (5.13)

όπ ου  g είνα ι η συνάρτηση εκφ υλισμού του  λουτρού . Α ντίστοιχα

(5.14)

AS =  S(N0  -  Nn,,U 0  -  En,) -  S(N 0  -  Nn2 ,U 0  -  E„2)
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-  _(Nri| -  Νη2) ·ρ -  (Εη, -  Εη2) y (5.15)

—μ .  3S \
αφού -=τ = (, τ — ) από τον ορισμό του χημικού δυναμικού. Έχουμε 

1 σΝ0  υ 0

επ ο μ έν ω ς  ό τ ι η κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ έν η  π ιθ α ν ό τη τα  κ α ι η συνάρτηση επ ιμ ερ ισ μ ού  

στην γνω στή  κ α ι ω ς κατανοιχή Gibbs ε ίνα ι

Ρν ,π = ζ  εχΡ[β(Νμ- Ε„)] ,

Ζ= Σ  Σ e x p [β (Ν μ - Ε„)] (5 .16)
Ν  η

α ν τ ίσ τ ο ιχ α , γ ια  τ ο  μ ε γ α λ ο κ α ν ο ν ικ ό  en sem b le . Σ το  ίδ ιο  α π ο τ έλ εσ μ α  θ α  

κ α τα λή ξουμ ε α ν  μ εγιστοποιή σουμ ε τη ν εντρ ο π ία  της π λη ροφ ορία ς

4 =  " ν  ? Ρ ν ’ π  1 0  Ρ ν · "

με τις  εξής συνθήκες:

Σ  Σ  ΡΝ „ = 1 
Ν  η

Σ Σ Ε η ί Ν ^ - υ
Ν η

Σ Σ Ν  ρ Ν η =  <Ν > (5.17)
Ν η

ό π ο υ  <Ν >  ε ίνα ι ο  μέσος α ρ ιθ μ ό ς  σ ω μ α τίω ν στο  σύστημα. Τώ ρα α π α ιτο ύ ντα ι  

τρ εις  π ο λ λ α π λ α σ ια σ τ ές  Lagrange, ο ι  λ , β κ α ι γ  π ο υ  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ντ α ι α π ό  τις  

π α ρ α π ά ν ω  σ υνθή κ ες. Ο  π ο λ λ α π λ α σ ια σ τ ή ς  μ  σ υ νδ έετα ι με τ ο ν  β μέσω  της
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σχέσης γ=β·μ και προκύπτει πάλι η (5.16). Το μεγαλοκανονικό στατιστικό 
ensemble χρησιμοποιείται στις περισσότερες περιπτώσεις αφού 
συμπεριλαμβάνει σαν μερική περίπτωση το κανονικό ensemble.

5, 3 M eacc tm tc  - ελεύθερη ενέο νε ια  H elm h o ltz

Έχουμε ήδη αναφέρει παραπάνω πως ο ορισμός της μέσης τιμής στο 
ensemble δίνει "εξ ορισμού" το ίδιο αποτέλεσμα με αυτόν της χρονικής μέσης 
τιμής. Μπορούμε να εκφράσουμε τις μέσες τιμές στο κανονικό ensemble

<Α> = Σ  pn Α(η) (5.18)
η

και στο μεγαλοκανονικό ensemble

<Α> — Σ  Σ  Pn η Α(Ν,η); (5.19)
Ν η ’

αντίστοιχα. Γενικότερα ισχύει η σχέση

<Α> = Tr (0 λ) (5.20)

όπου β = exp (-β h  )/Ζ ή εχρ[β(Νμ -  h  ]/Ζ  αντίστοιχα είναι οι πίνακες 
πυκνότητας με το Tr να δηλώνει το ίχνος των πινάκων β και Α που 
αναπαριστούν αντίστοιχους τελεστές και ισούται με το άθροισμα των 
διαγώνιων στοιχείων (ισχύει <nlAln> = Anm = 0 όταν n * m).H μέση τιμή της
ενέργειας σε μια ορισμένη θερμοκρασία Τ (ή β) είναι

<Ε> = Σ Ε ηΡη = ̂ Σ Ε η β ^
η ^  η



<Ε> = -
l  az__ ainz
Ζ 3β" 3β

(5.21)

ενώ η αντίστοιχη διασπορά <(ΔΕ)2> =<Ε2> -  <Ε>  ̂ υπολογίζεται αφού πρώτα 
βρεθεί η

_ 1
“ Ζ 3β2

ενώ ισχύει

921ηΖ ΘΖ
θβ2 "  3β \Ζ  3β

(5.22)

1 /  dZ \2
Ζ ^ θ β '

I  Θ2Ζ
ζ  3β2 = -  <Ε>2 + <Ε2> *

ώοτε . ϋ

<(ΔΕ)2> =
θ21πΖ
θβ2

Από τις (5.21) και (5.23) η διασπορά γράφεται και ως

<(ΔΕ)2> = -  — <Ε>
ί

3<Ε> ΘΤ 
ΘΤ 9β

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Ε πομένω ς η δ ια σ π ο ρ ά  μ π ορεί να  εκφ ρασθεί σ α ν  συνάρτηση της

θερμοχωρητικότητας σε σταθερό όγκο Cy =
Θ<Ε>

ΘΤ

<(ΔΕ)2> = kB Τ2 Cv  . (526)

Η ποσοτική τυπική απόκλιση της ενέργειας από την μέση της τιμής είναι 

V <(ΔΕ)2> VkB T2C v  1
<Ε> "  <Ε> ^  * ° S * * * * 10

γιατί είναι γνωστό ότι η μέση ενέργεια <Ε> και η θερμοχωρητικότητα C είναι 

εκτατικές μεταβλητές (ανάλογες του Ν). Η (5.27) μας βεβαιώνει πω ς η 
ποσοτική τυπική απόκλιση τείνει στο μηδέν όταν το Ν —» “  και η μέση τιμή

<Ε> χαρακτηρίζει το σύστημα στην συνθήκη ισορροπίας με το λουτρό  

θερμότητας Τ. Τεράστιες διακυμάνσεις από την μέση τιμή της ενέργειας  
παρατηρούνται μόνο κοντά στην κρίσιμη θερμοκρασία Tc μεταβάσεων φάσης 

οπότε η εξ. (5.27) παύει να  ισχύει.

Η εντροπία του συστήματος είναι η μεγίστη εντροπία της πληροφορίας  
επί την σταθερά του Boltzmann kg π ο υ  οδηγεί στο κανονικό ensemble 

(Κεφ.3.5)

S = -k B Z p ln p n
D

= "  kB \  Σ  e-PEn (-βΕη -ΙηΖ)

= kB l n Z + ^ p .  (5.28)

Α λλά η εντροπία  μπορεί να  χαρακτηριστεί και α π ό  τις ανεξάρτητες  
μεταβλητές Ν, Τ αντί τω ν Ν, Ε ( ή Ν, Τ  και V αντί τω ν Ν, Ε και V) αν
εκφραστούν οι κατάλληλες ποσότητες συναρτήσει της Τ. Αυτό επιτυγχάνεται με 

ένα άλλο θερμοδυναμικό δυναμικό, την ελεύθερη ενέργεια(Κεφ. 2.6),
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F =  < E > -  TS 

=  <E >  — k o  T  InZ — < E >

=  -  k B T  InZ , (5.29)

Η εξίσω ση (5 .29) γεφ υρ ώ νει τη ν θερμοδυναμική  με την στατιστική φυσική ώστε 

α ν  ευρεθεί η Ζ  με μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ό  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  μέσω  της ελεύθερης ενέρ γεια ς  

H elm holtz F ευ ρ ίσ κ οντα ι κα ι ο ι  υ π ό λ ο ιπ ε ς  θερμοδυνα μικές ποσότητες.

Σ το  κ λ ε ισ τό  σ ύσ τη μ α  η ε ν τ ρ ο π ία  έ π α ιρ ν ε  τη ν  μέγιστη τιμή της στην  

κ ατάσταση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ενώ  σ το  σ ύστη μ α  σε λ ο υ τ ρ ό  θερμότητας η ελεύθερη  

ε ν έρ γ ε ια  φ θ ά ν ε ι σ τη ν ελ ά χισ τη  τιμ ή  της (γ ια τ ί;). Ε π ο μ ένω ς  η έ ν ν ο ια  της  

εντ ρ ο π ία ς  S χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι γ ια  κ λεισ τά  συστήματα  ενώ  η ελεύθερη ενέργεια  

F γ ια  συστήματα σε λο υ τρ ό  θερμότητας σε σταθερή θερμοκρασία  Τ. Μ πορεί ν α  

α π ο δ ειχτε ί ό τ ι ένα  σύστημα σε λ ο υ τρ ό  θερμότη τα ς με δεδομένη  μέση ενέργεια  

< Ε >  έχει τη ν  ίδ ια  ε ν τ ρ ο π ία  με αυτή ε ν ό ς  κ λ ε ισ το ύ  συστή μ ατος με ορ ισμένη  

ενέρ γεια  <Ε >  στη συνθήκη ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Σ την π ερίπτω ση  Τ =0 έχουμε F=<E> και

η ελεύθερη ενέρ γεια  ε ίνα ι ίση με τη ν μέση ενέρ γεια  ενώ  γ ια  Τ * 0  η F ε ίνα ι ίση 

με τη ν  < Ε >  μ ε ίο ν  ένα  π α ρ ά γ ο ν τ α  π ο υ  ε ίν α ι  α ν ά λ ο γ ο ς  τη ς α τ α ξ ία ς  το υ  

συστήματος. Σ α ν σ υμ πέρα σμ α  λ ο ιπ ό ν  α υ τού  του  κ εφ α λα ίου  π ροκ ύ πτει ότι όλη

η θερμοδυναμική εξαρτάται από το άθροισμα Σ  e“ Ên , μέσω της εξίσωσης
η

γέφ υ ρ α ς  (5.29). 5

5. 4 Σύστυπα Ν ανεξάρτητων σωαατίων το καθένα tie δύο 
καταστάσεκ eveovEiac 0 και ε
Έ στω  ένα  σύστημα Ν  σ ω μ α τίω ν π ο υ  δ εν  α λ λ η λ επ ιδ ρ ο ύ ν  μεταξύ του ς. Τ ο  

κάθε σω μ ά τιο  έχει δύο  κ α τα σ τά σ εις  με ενέρ γειες  0  κ α ι ε α ντ ίσ το ιχα . Σ κ οπ ός
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μ α ς ε ίν α ι ν α  εκ τιμ ή σ ουμ ε τη ν  ενέρ γ ε ια  κ α ι τη ν  θερ μ οχω ρη τικ ότη τα *  τ ο υ  

σ υ σ τή μ α το ς  σ α ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τη ς θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ . Α ρ χ ίζ ο υ μ ε  μ ε  τ η ν  

μικροσκοπική  π εριγρ α φ ή  το υ  ενό ς  σ ω μ α τίου . Η  συνάρτηση  επ ιμ ερ ισ μ ο ύ  κ α ι η 

μέση ενέργειά  το υ  ε ίνα ι (με μ ικρά  γρ ά μ μ α τα  γ ια  τ ο  έ ν α  σ ω μ ά τιο)

z  =  1 +  e“P£ (5 .30)

0 . 1 + e e ~ f e  ε  e~fe________ e 3 ln z

1 +  e~P£ “  ( 1 +  e “0 £) “  ( 1 +  e ^ £) “  ~  8 β
(5 .31)

ενώ  γ ια  τα  Ν  ανεξά ρτη τα  σ ω μ ά τια  π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι η μέση ενέρ γεια  ε ίνα ι
e - 0 £ Νε<Ε >= Ν  <ε>  =  Ν  ε

l+e"P £ l+ eP £ ’
(5 .32)

και η θερμοχω ρητικότητα σε σταθερό όγκ ο

_  /  d<E > \  χ 3 < Ε > \ dg 1 ε  Ν ε  
ν V 3Γ V v ~ V θβ V v  4 T -k BT* (ΐ«β«)2

=Ν*Β<βε)2α $ ν ·  <5·33)

Σ το Σ χ . 5 .2  έ χ ο υ ν  σ χεδ ια σ τ ε ί η < Ε > /ε  κ α ι η C v /N k B σ α ν  σ υ νά ρ τη σ η  τη ς  

θερμοκρασίας ΟίβΤ/ε). Σ τα  ό ρ ια  μεγάλης κ α ι μικρής-Τ  π α ίρ νο υ μ ε  α ντίστοιχα :  

(ϋ υ ψ η λ ές  Τ: Τ »  ε /λ Β ή (βε) « 1  ώ στε ν α  ισ χ ύ ε ι το  α ν ά π τ υ γ μ α  e^£ =  1 +  βε

κα ι 1 "+χ  ό τ α ν χ «  1 . Α ρα

_  N k B (βε) 2  (1 +  βε) _  N kR (βε ) 2  + N k B (βε) 3  

(2+βε ) 2  4 +4(βε)+(βε ) 2

* Ο λόγος ( ^ ) y  είναι η θερμοχωρητικότητα συστήματος σπ>ν μακροκατάσταση που ορίζεται

από την θερμοκρασία Τ και κάποια άλλη μακροσκοπική παράμετρο y. Η ειδική θερμότητα ανά 
mole: -  (~jr)y δεν εξαρτάται από την μάζα του υλικού (ν = αριθμός των mole).



(5.34)
NkB (βε)2 / 4 

1 +(βε) / 4 4  k B (β ε ) 2  ·

λ\

Σχ. 5.2. Η μέση ενέργεια <Ε>/ε και η θερμοχωρητικότητα Cy/Nkg

Επομένως Cv = (έ)2 κοα η Cy είναι ανάλογη του Τ-2 στο όριο αυτό. Για
4 Κ β  ι

την μέση ενέργεια στο ίδιο όριο παίρνουμε

<Ε>- 2* 0 - ^ )  · (5·35)

(ΐί)χαμηλές Τ: Τ «  ε/ku ή (βε)»1 ώστε ο eP£ είναι πολύ μεγάλος αριθμός
και όλοι οι άλλοι μπορεί να αγνοηθούν στο άθροισμα 

r  _ NkB (βε)2 NkB (βε)2 ? _βΕ
CV - (ΐ+εβε)2ε~βε ~ ε2Ρεε~βε NkB(P£) e (5.36)
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ενώ  <Ε >  =  Ν ε e - ^  . Ο  π α ρ ά γ ο ντα ς  e - ^  μ α ς σ ιγο υ ρ εύ ει ό τ ι C y - »  0  σ το  ό ρ ιο  

βε » 1  (ή Τ  «  ε) με α π ό το μ ο  τρ ό π ο , ό π ω ς  φ α ίνετα ι στην αριστερή π λ ευ ρ ά  του  

Σχ. 5. 2.

Θ α υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τώ ρα κ α ι τη ν ε ν τ ρ ο π ία  S σ α ν  συνάρτηση  της μέσης  

ενέργειας <Ε > με δ ύ ο  τρ ό π ο υ ς.

1 ο ς τ ρ ό π ο ς :

Έ χουμε

3S χ 

Θ<Ε> ' ν

<Ε>

S « E > )  =  J
ο

d<E >
Τ

(5 .37)

με <Ε >  =
Νε

l+ef* =»eP£ =
Ν ε -< Ε >  

< Ε >

=*■ βε =  In (Ν ε -  <Ε >) -  In <Ε >

=> (βε) d<E> = -  In (Ν ε -  <Ε >) d(Nε -  <Ε >) -  In < Ε > d<E> . (5 .38)

Ε πομένω ς
<Ε>

S « E > )  =  J η ?  
ο b

-  In (Ν ε -  <Ε >) d(N ε -  < Ε > ) -  ln<E > d<E > } (5 .39)

κα ι α φ ο ύ  -  J ln x d x  =  x - x l n x  έχουμ ε

S (< E > )= ^ {  (Ν ε -  <Ε >) -  (Ν ε -  <Ε >) In (Ν ε -  <Ε >) +  < Ε >  -  < Ε >  In < Ε > ) |qE> 
£

= —  { -  < Ε >  In <Ε > -  (Ν ε -  <Ε >) In (Ν ε -  <Ε >) +  Ν ε In (Ν ε)) .  (5 .40)£

Για έν α  σ ω μ ά τιο  (Ν =1) κ α ι με ε =1 η μέση ενέρ γεια  ε ίν α ι ιι=<ε> κ α ι η 

εντροπία
s(u) =  k B [-u lnu  - ( ε -u )  Ιη(ε-υ)] (5 .41)

π ο υ  «ραίνεται σ το  Σ χ.5 .3 . Α φ ο ύ  η κλίση  της κ α μ π ύ λη ς s(u) δ ίν ε ι τη ν 1/Τ η 

γραμμοσκιασμένη  π εριοχή  α ντισ το ιχεί σε αρνητική θερμοκρασία  (Κ εφ. 4 .4).
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Σχ. 5.3. Η εντροπία s(u)/kB για ένα σωμάτιο μέσης ενέργειβζϋ=<ε> σε σύστημα δύο σταθμών 

ενεργειών μηδέν και μονάδα.

Πειραματικά όμως συνήθως μόνο η μέτρηση της S(T) είναι εφικτή μέσω
της

d<E> = ^ ^ d T  αΤ

=» S(D= f i f l (5.42)

και αν ολοκληρώσουμε κατά παράγοντες

S(T) =
<Ε> Τ ^ Λ ,τ<Ε>

„ + J d T ^
(5.43)

βε
Το ολοκλήρωμα J d T ^ = N  J d T ^  γ ^  = -Ν kB ’ (με την

οο

αντικατάσταση χ=βε => dx=- (ε/kpT2) dT, β<Ε> 0 και In (1+e °°)=0 όταν Τ
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-» Ο ενώ Jdx / (l+ex)=- ln(l+e_x), οπότε προκύπτει το αποτέλεσμα για την 

εντροπία

S(T) = Ν kB + In (l+e-βε)] (5.44)

Π αρατηρούμε ότι γ ια  Τ  -* <» η εντρ ο π ία  γ ίνετα ι

S(T) Ν kB In 2 = kB In 2Ν , (5.45)

αφ ού στο ό ρ ιο  α υτό  ό λ ες  ο ι 2 Ν μ ικ ροκ α τα στά σεις ε ίνα ι επ ιτρ επτές. Δ είτε  ξ α ν ά  

τα αποτελέσματα του  κλειστού συστήματος (Κ εφ .4).

Σχ. 5.4. Η εντροπία S(T)/Nkg σαν συνάρτηση της θερμοκρασίας Τ.

Ο ι π ρ ά ξεις  π ο υ  μ α ς οδή γη σαν στην S(T) ή τα ν  κ ά π ω ς δύσ κ ολες . Ε υκ ολώ τερα  

υ π ολογίζουμ ε την SCO μέσω θερμοδυναμικής με τ ο ν  εναλλακτικό τρόπο:

2ος τρ όπ ος: Α φ ο ύ
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9F
S(T) =  ~  ^  ( F =  < E >  -  T S) (5.46)

ενώ  ο ι α ντ ίσ τ ο ιχ ες  θερ μ οδυ να μ ικ ές π οσότη τες του  ενό ς  σ ω μ ατίου  είνα ι f κα ι s. 

Υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  κα τευ θείαν τις  f κ α ι s του  ενό ς  σ ω μ α τίου  (α π ο  την εξ. (5.30))

f  =  -  k B Τ  In ( 1  +  e~^E) (5.47)

8 F ^ j  + t a a + e -βε

Η εξ . (5 .4 8 ) ο δ η γ ε ί σ τη ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  
μεταβλητή S(T)=N  s(T).

) . (5.48)

έκφ ρα ση  (5 .4 4 ) γ ια  τη ν  εκτατική

Άσκηση: Ν α  επ α να λά β ετε  τ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  στην π ερίπτω ση  του  NO  (μ όρ ιο  

νιτρ ικ ο ύ  ο ξέω ς) σε ένα  π εδ ίο  £Γ με δ ύ ο  επ ιτρ επ τές  ενεργεια κ ές στάθμες ε\ κ α ι 

Β2 (μη εκφ υλισμένες). Ν α υ π ο λο γίσ ετε  τ ις  ποσότητες ενός  σω αματίου: ζ, ιι=<ε>, 

c(T ), f(T) κ α ι s(T). Π αρατη ρείστε ό τ ι γ ια  υψηλή Τ  (kBT  »  f e - e i ) )  η ποσοτική  

V (Δ ε)2>τυπική απόκλιση ^ —  είναι (ε2+ει)/(ει+ε2) που δεν εξαφανίζεται όπως

συνή θω ς. Α υ τό  ο φ είλ ετα ι στην π ρ ο σ π ά θ ειά  μ α ς ν α  μ ιλήσουμε γ ια  στατιστική  

ε ν ό ς  σ ω μ α τίου (!* ) κ α ι δ εν  π ρ ό κ ε ιτα ι ν α  μ ετρήσουμε βέβαια  μ α κ ροσκ οπ ικ ές  

π ο σ ό τη τες  ε ν ό ς  σω μ α τίου . Η  <Ε >  του  συστή μ ατος Ν  α νεξά ρτη τω ν σω ματίω ν

ε ίνα ι βέβα ια  Ν <ε>  κ α ι έχει α π ό το μ η  κ α τα νομ ή  (ή σχετική α πόκ λιση  ~ρ= κατά
Vn

το  γ νω σ τά ). Ν α  δ είξετε  επ ίσ η ς τ ι σ υ μ β α ίνε ι σ το  σύστημα  ε ν ό ς  μ ο ρ ίο υ  γ ια  

χα μ η λές Τ.

αν είναι δυνατόν κι όμως κάτι κάνουμε, φυσικά η ποσοτική απόκλιση είναι τώρα-— = 1
VI
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5. 5 .Α ρ νη τ ικ ή  α π ό λ υ τ η  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία

Σ το Κ εφ . 4 .4  α π ό  τη μορφ ή της ε ν τ ρ ο π ία ς  σ α ν  συνάρτηση της ενέρ γεια ς
0S

S(E) διαπιστώ θηκε ότι στο κλειστό σύστημα τω ν Ν  σ π ιν ς  η π α ρ ά γω γος (  —  )
σΕ  Ν

είνα ι αρνητική σε μ ια  ενεργειακή π εριοχή . Ε π ο μ ένω ς  σ ύ μ φ ω να  με τ ο ν  ο ρ ισ μ ό
dS

της θερμοκρασίας O f =  ( r r  )  )  κ α ι η θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ  ε ίν α ι αρνητική  σ τη ν

ίδια  π ερ ιοχή . Σ ύ μ φ ω να  με τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τω ν  π α ρ α γ ό ν τ ω ν  του  B oltzm ann (εξ . 
5.7) γ ια  δύ ο  καταστάσεις "πάνω" κ α ι "κάτω" με ενέρ γειες  % κ α ι ε , α ντ ίσ τ ο ιχ α  

έχουμε τ ο ν  λ ό γ ο  κατάληψ ης: ε ,  _________________

Ρ(πά νω) =  ^ (εζ-εΟ /Κ βΤ  
ρ(κάτω) (5.49)

Α ν e (ε2 -ε ι)Α β Τ ^  χότε  λ ο γ α ρ ιθ μ ίζο ν τα ς  την πρώ τη α νισ ότη τα  π α ίρ ν ο υ μ ε  ό τ ι  

—(ε2-ει)/ΚβΤ<0. Η  α νισ ό τη τ α  ισ χύ ει γ ια  Τ>0, α φ ο ύ  ε2  >  ε | ,  κ α ι σ η μ α ίν ε ι

αμέσω ς π ω ς < 1  π ο υ  έχει ω ς α π ο τέλ εσ μ α  η χαμ η λότερη  ενεργεια κ ή

στάθμη ν α  π α ρ ο υ σ ιά ζει μεγαλύτερο δείκτη κατάληψ ης α π ο  την π ά νω . Σ το ό ρ ιο  

Τ -* 0 + u ovo  η χαμηλότερη  στάθμη είνα ι κατειλημμένη  ενώ  στο α ντίθετο  ό ρ ιο  

Τ -* +°° ο  λ ό γ ο ς  τω ν π ιθ α νοτή τω ν (5.49) γ ίνετα ι μ ο νά δ α  κα ι η ανώ τερη στάθμη  

είνα ι εξίσ ου  κατειλημμένη με την χαμηλότερη.

Για αρνητική  α π ό λ υ τη  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  Τ < 0  ισ χ ύ ο υ ν  τα  α ντίθ ετα . Η  

ανισότητα ε ίνα ι > 1  κ α ι έχει ω ς α π ο τέλ εσ μ α  η υψ ηλότερη ενεργειακή

στάθμη ν α  π α ρ ο υ σ ιά ζ ε ι  μ εγ α λ ύ τερ ο  δείκ τη  κ α τά λη ψ η ς α π ο  τη ν  κ ά τω  

(συνεπάγετα ι Τ <0). Σ την οριακή περίπτω ση  Τ  - » 0 "  (α π ό  την αρνητική π λ ευ ρ ά  

τω ν θερ μ οκ ρ α σ ιώ ν) u o v o  η ανώ τερη  στάθμη ε ίνα ι κατειλημμένη , ενώ  γ ια  

ο  λ ό γ ο ς  κ α τά λη ψ η ς γ ίν ε τ α ι π ά λ ι μ ο νά δ α . Ε π ο μ ένω ς  α π ο  α υ τό  το  

παράδειγμα  μ π ορ ού μ ε ν α  συμπεράνουμε:
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Σ υ μ π έ ρ α σ μ α :  σ τη ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τη ς α ρ νη τ ικ ή ς  α π ό λ υ τ η ς  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  

υ π ά ρ χ ε ι μ εγα λύ τερ ος β α θ μ ός κατάληψ ης τω ν α νώ τερ ω ν ενεργειακα>ν σταθμιόν  

σε σχέση με τ ις  κάτω .

Ε ίν α ι π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι γ ια  ν α  επ ιτευ χ θ ε ί η αρνητική  α π ό λ υ τη  Τ κ α ι ν α  

α π ο τ ελ ε ί μ ια  π ο σ ό τη τα  με φ υσική  σ η μα σία  π ρ έπ ε ι ν α  υ π ά ρ χει ά νω  ό ρ ιο  στο  

φ ά σ μ α  τ ω ν  ενερ γεια κ ώ ν σ τα θ μ ώ ν. Γ ια τί α ν  δ εν  υ π ά ρ χ ε ι ά νω  ό ρ ιο  τότε η 
ενεργειακή  στάθμη με Ε =  °» έχει τ ο ν  μ εγαλύτερο  δείκτη κατάληψ ης γ ια  μικρές

κ α ι α ρ νη τικ ές  Τ. Π α ρατη ρείστε επ ίσ η ς  ό τ ι ο ι  α ρ νη τικ ές θερ μ οκ ρ α σ ίες  ε ίνα ι  

θερμότερες α π ό  τις  θετικές(γιατί;) Ε π ο μ ένω ς η κλίμακα θερμοκρασιώ ν α π ό  το  

ψ υ χρ ό  στο  θ ερ μ ό  είναι: + 0  °Κ  . . . ,  + 300  °Κ ,. . . , + « >  °Κ ,-°°  ° Κ , . . . ,  - 3 0 0  ° Κ , . .

., 0  °Κ . Ε π ίσ η ς  α ν  ένα  σ ύστη μ α  με Τ < 0  έρθει σε επαφ ή  με σώ μ α  με Τ > 0  θα  

έχου μ ε μ ετα φ ορ ά  ενέργεια ς α π ό  τ ο  αρνητικής Τ  στο θετικής Τ  (α φ ού  το  σώ μα  

αρνητικής Τ  ε ίνα ι θερμότερο!).

5, ό.Σωιιάτιο σε "κουτί11

Θ α κλείσ ουμ ε το  Κ εφ ά λα ιο  5 με την α νάλυση  ενό ς  σω ματίου σε κουτί π ο υ  

έχε ι άμ εση  εφ α ρ μ ο γή  σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  το υ  π ο λ ύ π λ ο κ ο υ  π ρ ο β λ ή μ α το ς  το υ  

ιδα νικ ού  α ερ ίου  (ΤΟ Μ Ο Σ II) α π ό  κβαντομηχανική  άποψη*. Θ εω ρούμε, λ ο ιπ ό ν  
έν α  κ υ β ικ ό  κ ο υ τ ί π λ ε υ ρ ά ς  α = ν 1/ 3 (α φ ο ύ  ο  ό γ κ ο ς  το υ  θ α  ε ίν α ι ν = α 3) με

κ βα ντομη χα νικ ές καταστάσεις (ιδ ιοσυναρτήσεις του  συστήματος) τ ις  Ini,n2 j i 3>. 

π ο υ  χα ρ α κ τη ρ ίζο ντα ι α π ό  το υ ς  κ βα ντικ ούς α ρ ιθ μ ο ύ ς n j, 112,κ α ι Π3  με του ς ιη (ϊ 

= 1, 2 , 3) θ ετ ικ ο ύ ς  α κ έρ α ιο υ ς  α ρ ιθ μ ο ύ ς . Ο ι In i,n 2 ,n 3 > α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ις  

ενεργεια κ ές στάθμες (ϊι=1ι/2π)

e" in2n3 =  | S (Πι2 +  nz2 +  η32 ) ’ Πι’ Π2, n 3 =  1 . 2 ,  3 , . . . .  (5 .50)

Π α ρ α τη ρ είσ τε  ό τ ι η ιδ ιοκ α τά στα ση  Ι13,3,4> δ ίν ε ι  τη ν ίδ ια  ενέρ γεια  με την  

15,5,12> (ε13,3,4 = £5 ,5 , 1 2 ) ά ρ α  α ν α μ έ ν ε τ α ι κ α ι εδώ  έ ν τ ο ν ο  το  φ α ιν ό μ ε ν ο

* Παράρτημα Γ
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εκφ υλισμού. Α υτό  σ υμ βα ίνει επειδή η ενέρ γεια  εξα ρτά τα ι μ ό νο  α π ό  το

2 2 2 
άθροισμα  nj +  η 2+ η3·

Η  συνάρτηση επ ιμερισμ ού είνα ι

Ζ=| · | η ^ “ Ρ [ ' <η'2 + η22+η32> <5·51)

και το άθροισμα  αυτό  είνα ι ω ς π ρ ο ς  ό λ ο υ ς  το υ ς  κβαντικούς α ρ ιθμούς Πι, Π2  κ α ι 

Π3 (δηλ. α θ ρ ο ίζο υ μ ε  ω ς π ρ ο ς  τ ις  ιδ ιο σ υ να ρ τή σ εις  κ α ι ό χ ι  τ ις  ενέρ γειες). Τ ο  

ά θροισμ α  της εξ. (5 .51) ε ίν α ι δ ύ σ κ ολο  ν α  γ ίν ε ι  ά ν  το  τ ρ ιπ λ ό  ά θ ρ ο ισ μ α  δ εν  

παρα γοντοπ οιη θεί ως εξής:

Z.{ S e x p ( - n ,2 2m$ £ kBT)} { X e x p (-n 22 2μ% . βΤ) }

{ Σ  cxp( -  n32 2π]% . βΤ)1

= ^„?ι exp<" ”2 2mV2«kBT ^  (5·52)

Δ υστυχώ ς ο ύ τε  κ ι α υτό  το  ά θ ρ ο ισ μ α  μ π ο ρ εί ν α  γ ίν ε ι  α να λυ τικ ά . Γ ια  μ ικ ρ ά
οο ο 1ΐ2π 2

σω μάτια (m =10 “  gr) σε μ α κ ροσ κ οπ ικ ό  ό γκ ο  V=1 cm·5 ο  ο ρ ο ς  2 m y 2 /3  ε*·ν α ι

π ο λ ύ  μ ικ ρός σε σχέση με την θερμική ενέρ γεια  το υ  μ ορ ίου  k gT  όσ ο  χαμηλή κ ι

α ν  είνα ι η θερμοκ ρα σία  Τ  π ο υ  μας ενδ ιαφ έρει. Α ν  θεω ρήσουμε το  η ω ς συνεχή

μεταβλητή κ α ι ρω τήσουμε π ό σ ες  κ α τα σ τά σ εις  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ το  dn γ ια  k e T  »  

2 m V2/3 ^  T  »  ©t =  2m V 2/3kB έχο υ μ ε  το  μ ισό  ολοκ λή ρ ω μ α  το υ  Gauss

(Π αρ.Α )

* Η Θ( είναι η θερμοκρασία που αντιστοιχεί στην χαρακτηριστική ενέργεια του σωματίου.
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I ,  exp( " " 2 )<ln

Γ * Π ,/2 
L40tJ

Επομένως

In V ,

/3 f_ \  _ rbT 
Va v ;T v και

(533)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

= “ ( | : λ  =kBlnV + | k BlnT + | k Bl n ( ^ - ) + JkB (5.57)3T v
mkt 
2π h2

Η ενδεχόμενη ανησυχία μας στην παρατήρηση ότι s -> όταν Τ —> 0 είναι
αβάσιμη αφού τα παραπάνω ισχύουν μόνο για μεγάλες θερμοκρασίες Τ και 
όχι για μικρές Τ. Στις χαμηλές Τ η ζ προσεγγίζεται απο το exp (-3n2

~2 mV2/3k Τ) evC2) ικανοποιε  ̂ τον τρίτο νόμο μόνο σε αφύσικα χαμηλές 

θερμοκρασίες γιατί ο 2mv 2/3"kB ε ν̂αι σλετικ(  ̂μεγάλος αριθμός.

Άσκησηΐ: Να δείξετε πως το αποτέλεσμα για την θερμοχωρητικότητα του 
ενός μορίου είναι

(5.58)
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Άσκηση2: Να δείξετε πως οι σχετικές διακυμάνσεις στην ενέργεια του ενός 
μορίου είναι

5. 7.Συιιπεοάσαατα
Στα πλαίσια της κλασσικής στατιστικής Boltzmann και Gibbs μελετήσαμε 

το κανονικό και μεγαλοκανονικό ensembles, αντίστοιχα. Επειδή τα σωμάτια 
είναι διακρίσιμα αρχίζουμε απο την στατιστική του ενός σωματίου και εύκολα 
τα αποτελέσματα γενικεύονται για κάθε Ν. Πρέπει όμως να θυμόμαστε ότι η 
ιδέα να εφαρμόσουμε στατιστική μηχανική για συστήματα του ενός σωματίου 
απαιτεί προφυλάξεις γιατί οι ενεργειακές διακυμάνσεις δεν είναι μικρές σε 
αυτά τα συστήματα με αποτέλεσμα οι απαιτήσεις μας γ ια "... την συνηθισμένη" 
απότομη κατανομή πιθανότητας δεν ικανοποιούνται. Αλλά η τεχνική αυτή να 
επιλύουμε ως προς z για να βρούμε τελικά την Ζ θα αποδειχτεί πολύ χρήσιμη 
στον ΤΟΜΟ II.

(5.59)
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ΚΑΝΟΝΙΚΟ ENSEMBLE

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ:

1. Να δ ικ α ιο λ ο γή σ ετε  α ν  υ π ά ρ χ ε ι ή ό χ ι  α ντ ίφ α σ η  μ ετα ξύ  το υ  ο ρ ισ μ ο ύ  της
6-βΕα

π ιθα νότη τα ς μ ια ς  μ ικροκα τά στα ση ς α  : p a  =  — ^ —  κ α ι της σχέση ς γ ια  τη ν

ποσοστική τυπική απόκλιση  > ~ ~ ρ ^ π ο υ  δη λώ νει π ω ς  ο ι  δ ια κ υ μ ά νσ εις
< Ε >  λ/Ν

της ενέρ γεια ς  γ ύ ρ ω  α π ο  τη ν μέση τιμή  < Ε >  ε ίν α ι α μ ελη τέες σ το  ό ρ ιο  τ ο υ  

μεγάλου Ν .

2. Σε ένα  σύστημα  δ ύ ο  στα θμ ώ ν 1 κ α ι 2  με εκ φ υ λισ μ ο ύ ς  g j = l  κ α ι g2» l  π ο υ

είνα ι σε επ αφ ή  με λ ο υ τρ ό  θ ερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ  τ ι θ α  συμβεί α ν  η ενεργειακή το υ ς

δια φ ορά  ε ίνα ι μικρή (και επ ίσης ό τ α ν  δ εν  ε ίν α ι μικρή) σε σχέση με τη ν θερμική  
ενέργεια  k BT;

3. Τ ι ενν ο ο ύ μ ε  με την συνάρτηση επ ιμ ερ ισ μ ο ύ  Ζ  κ α ι π ω ς  την χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  

στον υ π ο λο γισ μ ό  τω ν θερμοδυναμικώ ν δυναμικώ ν;

4. Α ν  Ζ , κ α ι Ζ^ ε ίν α ι  ο ι  σ υ να ρ τή σ εις  επ ιμ ε ρ ισ μ ο ύ  γ ια  δ ύ ο  α νεξά ρ τη τα

συστήματα 1 κ α ι 2  π ο ιά  ε ίνα ι η Ζ  γ α  το  σ υ νδ υ α σ μ ένο  σύστημα,; ό τ α ν  τα  δ ύ ο  

συστήματα είνα ι σε θερμική επαφή με λ ο υ τρ ό  θερμοκρασίας Τ;

5. Α ν η π ο σ ο σ τ ικ ή  τυ π ικ ή  α π ό κ λ ισ η  ε ίν α ι  ν α  εκ φ ρ α σ τεί σ α ν

συνάρτηση της θερμοχω ρητικότητας στην κ α νονικ ή  κατανομή σε σταθερό όγκ ο  
Cv . Π ο ιές  μεταβλητές ε ίν α ι εκτατικές κ α ι σε π ο ιό  σ υ μ π έρ α σ μ α  οδη γείστε

σχετικά με την ποσοστική τυπική απόκλιση συστήματος Ν σωματιδίων;

ΙΓ
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6. Να περιγράφετε τον 3ο νόμο της θερμοδυναμικής. Δώστε την φυσική 
σημασία της έννοιας της αρνητικής απόλυτης θερμοκρασίας. Παραβιάζει τον 
3ο νόμο και γιατί; Να δώσετε ένα παράδειγμα στο οποίο η αρνητική απόλυτη 
θερμοκρασία μπορεί να επιτευχθεί. Γιατί η αρνητική θερμοκρασία δεν έχει 
νόημα στην κλασσική θερμοδυναμική;
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:

1. Σ τη ν  κ α ν ο ν ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή  (κ α ν ο ν ικ ό  e n se m b le )  ν α  δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι  η 

θερμοχω ρητικότητα σε σταθερό όγκ ο  συνδέετα ι με την δ ια σ π ο ρ ά  της ενέργεια ς  

με την σχέση:
< (Ε -< Ε > )2>

Cy= kBT2 ·

2. (ϊ) .Α π ο  τ ο ν  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  ο ρ ισ μ ό  τη ς ελεύ θ ερ η ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  F α φ ο ύ  

εκφ ράσετε την C y σ α ν  συνάρτηση  της F με τη ν  "εξίσω ση της γέφ υρ α ς"  ν α

εκφραστεί σ α ν συνάρτηση της συνάρτησης επ ιμερ ισμ ού  Ζ.
(ϋ ). Έ ν α  σ ύσ τη μ α  έχ ε ι δ ύ ο  κ α τα σ τά σ εις  με ο λ ικ ή  ενέρ γεια  Ε 0 κ α ι E j ,

αντίστοιχα . Ν α βρείτε την Ζ  κα ι την Cy.

3. (ΐ).Ν α δείξετε  ό τ ι η μέση ενέρ γεια  ε ν ό ς  σ υ σ τή μ α τος σε επ αφ ή  με λ ο υ τ ρ ό  

θερμοκρασίας Τ  ε ίνα ι

< Ε >=  -
ΘΙηΖ

3β ’
ό π ο υ  Ζ  είνα ι η συνάρτηση επ ιμερισμ ού Z = ^  e x p H 3 E n) με το  ά θ ρο ισ μ α  σε

η
όλες τις καταστάσεις η.

(ΐΐ).Να υ π ο λ ο γίσ ετε  την μέση τιμή <Ε2> κ α ι την δ ια σ π ο ρ ά  σ2 =  < (Δ Ε )2>  =  

< (Ε -< Ε > )2>.

(ιϊί).Να υ π ο λ ο γ ίσ ετε  την τυπική  α π όκ λισ η  V < (A E )2> σ α ν  συνάρτηση της  

θερμοχω ρητικότητας κα ι της απόλυτης θερμοκρασίας.

(ΐν).Ν α βρείτε την V <(A  Ε )2>
< Ε >

για  το  μ ονα τομ ικ ό  ιδα νικ ό  αέριο.

4. Ε να  σύστημα α π ο τελ είτα ι α π ό  5 σ ω μ ά τια  με "ονόματα" A , Β, Γ, Δ  κ α ι Ε  

ενώ  το  κ α θ ένα  μ π ο ρ ε ί ν α  βρ ίσκετα ι σε μη εκ φ υ λισ μ ένες  κ α τα σ τά σ εις  ε ν ό ς  

σω ματίου, με ενέρ γειες  0 , ε, 2ε. Α ν  το  σύστημα έχει ενέρ γεια  (3^ ±  ~)ζ, με το

*
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εύ ρ ο ς  τω ν ενερ γ ε ια κ ώ ν  τ ιμ ώ ν  ν α  κ α θ ο ρ ίζετα ι α π ο  σ φ ά λμ α τα  σ τις  χρή σ εις  

ορ γά νω ν, π ο ιο ι  ε ίνα ι ο ι  μ έσοι α ρ ιθ μ ο ί τω ν σω μ ατίω ν σε κάθε ενέργεια;

5. Η ε ικ ό ν α  δ ε ίχ ν ε ι  ένα  τμήμα  ε ν ό ς  μ ο ν ο α τ ο μ ικ ο ύ  κ ρ υ σ τά λ λ ο υ  Ν  α τόμ ω ν, 

ό π ο υ  τα  x π α ρ ισ τ ά ν ο υ ν  τη ν  κ α ν ο ν ικ ή  θέση  τω ν  α τό μ ω ν. Σ ε υψ ηλές  

θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  μ ερ ικ ά  ά τ ο μ α  μ π ο ρ ε ί ν α  α φ ή σ ο υ ν  τ ις  θ έσ εις  τ ο υ ς  κ α ι ν α  

δ η μ ιο υ ρ γή σ ο υ ν  κ ενά  μ ετα κ ινο ύ μ ενα  σε ενδ ιά μ εσ ες  θέσεις π ο υ  π α ρ ισ τά νο ντα ι  

με τις μ α υ ρισ μ ένες  τελείες.

X X X X
•

X X X X
•

X X X X

Α ν  ένα  ά το μ ο  ε ίν α ι σε μ ια  τέτο ια  ενδιάμ εση  θέση, έχει μ ια  επ ιπ λ έο ν  ενέργεια  

ε α π ο  α υτή  π ο υ  έχ ε ι σ τη ν κ α ν ο ν ικ ή  τ ο υ  θέση. Α ν  π ά ρ ο υ μ ε  το  μηδέν της  

ενέρ γεια ς  ν α  ε ίν α ι η ενέρ γεια  του  σ χη μ α τισ μ ού  ό π ο υ  ό λ α  τα  ά τομ α  ε ίνα ι στην  

κ α νονικ ή  το υ ς  θέση ν α  δ είξτε ό τ ι η ενέργεια  γ ια  ο π ο ιο δ ή π ο τε  ά λ λ ο  σχηματισμό  

ε ίν α ι
Ε Π=ηε,

ό π ο υ  η ε ίνα ι ο  α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  ενδ ιά μ εσ ω ν θέσεω ν. Ν α  δείξετε ότι, γ ια  δεδομ ένο  

η, ο  α ρ ιθμ ός τω ν δ υ να τώ ν σχηματισμώ ν είνα ι

Ν! -12 
n ! (N -n )r

(Ν α λάβετε υ π ’ ο ψ ιν  ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  Ν  κ α νο ν ικ ές  θέσεις κ α ι Ν  ενδιάμεσες). Α υτά  

τα  δ ύ ο  α π ο τελ έσ μ α τα  μ α ς δ ίν ο υ ν  τ ις  "ενεργειακές στάθμες" του  συστήματος  

κ α θ ώ ς κ α ι τ ο υ ς  εκ φ υ λ ισ μ ο ύ ς  της κ ά θ ε σ τά θμ η ς. Ε π ίσ η ς ν α  δ είξετε  ό τ ι η 

π ιθ α νότη τα  εν ό ς  συστήματος με ενέργεια  ηε είνα ι

Ρ« = ^ 2 < * * = >
-βπε
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ό π ο υ  Ζ = /  [— —— ]2e _Pn.e Κ ά νοντα ς χρήση του  προσ σ εγγιστικ ού  τύ π ου  του  
n!(N -n)!

n=0

Stirling βρείτε την μέση τιμή το υ  ηε κ α ι επ ομ ένω ς κα ι το υ  η κ α ι ν α  δείξετε ό τ ι η 

α ντίστοιχη  κ α τα νομ ή  π ιθ α ν ό τη τα ς  έχει μ ια  α ιχμη ρή  κ ο ρ υ φ ή  γ ύ ρ ω  α π ο  τη ν  

μέση τιμή.

6. Θ εω ρείστε ένα  ά τομ ο  σε ένα  κ ουτί με τέσ σ ερις  π ιθ α ν ές  κ α τα σ τά σ εις  α υτές  

π ο υ  έχου ν ενέργειες 0  (μ ο ν ό ς  εκφ υλισμός), ε (με δ ιπ λ ό  εκ φ υ λισ μ ό) κα ι 2ε  (π ά λ ι  

με μ ονό  εκφυλισμό). Υ π ο λ ο γ ίσ τ ε  την θερμοχω ρητικότητα κ α ι την εντρ ο π ία  του  

σ υ σ τή μ α το ς  τ ο υ  α τ ό μ ο υ  κ α ι ν α  τ ις  σ χ εδ ιά σ ετ ε  σ α ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τη ς  

θερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ. Ν α συζητήσετε τη ν  μ ορφ ή  της κ α μ π ύ λ η ς  της ε ν τ ρ ο π ία ς  σε  

σχέση με την αβεβαιότητα. Δ ε ίξτ ε  ό τ ι δ εν  ε ίνα ι δ υ ν α τ ό ν  ν α  έχο υ μ ε στατιστική  

περιγραφ ή γ ια  το  σύστημα το υ  εν ό ς  α τό μ ο υ  α φ ο ύ  βρείτε π ρ ώ τα  μ ια  έκφραση  

για  την κλασματική (ή ποσοστικ ή ) διακύμανση της ενέργειας.

7 . To CO2 ε ίνα ι ένα  γ ρ α μ μ ικ ό  μ ό ρ ιο  με τέσ σ ερεις  τ ρ ό π ο υ ς  τα λά ντω σ η ς σε  

χαρακτηριστικές θ ερ μ οκ ρ α σ ίες Θ ν =  3360°Κ , 1890°Κ , 954°Κ  κ α ι 954°Κ  ξ α ν ά

(υ π ά ρ χ ο υ ν  δηλαδή  δ ύ ο  τ ρ ό π ο ι  τα λ ά ν τ ω σ η ς  με τη ν  σ υ χ ν ό τ η τ α  9 5 4 ° Κ ).  

Υ πολογίστε την ταλαντω τική θερμοχω ρητικότητα του  μ ορ ίου  σ τους 312°Κ .

8. Υ π ο λ ο γ ίσ τ ε  την κ λα σ μ α τικ ή  α π ό κ λ ισ η  της ενέρ γ ε ια ς  γ ια  2  δ ια κ ρ ίσ ιμ α  

σω μάτια σε κουτί και συγκρίνετε το  αποτέλεσμ α  με την εξίσω ση

9. Τ α δύο μ ισά  εν ό ς  μ ο ρ ίου  α ιθ α ν ίο υ  μ π ο ρ εί ν α  π ερ ισ τρέφ ετα ι γύρ ω  α π ό  τ ο ν  

δεσμό C— C . Π ω ς π ερ ιμ ένετε  (π οιοτικ ή  εξήγηση) την δυναμ ικ ή  ενέργεια  του  

μ ο ρ ίο υ  ν α  ε ξ α ρ τ ά τ α ι α π ό  τη ν γ ω ν ία  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή ς; Σ υ ζη τε ίσ τ ε  π ω ς  

μεταβάλλεται η θερμοχω ρητικότητα  α υ τού  το υ  τρ ό π ο υ  διέγερσ η ς ν α  με την  

θερμοκρασία  Τ: (α) σε επαρκώ ς υψηλή Τ κα ι (β) σε επ αρκ ώ ς χαμηλή Τ. Δ είξτε
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για τί ε ίνα ι εύ λ ο γο  η θερμοχω ρη τικ ότητα  ν α  γ ίνετα ι μεγίστη μεταξύ α υτώ ν τω ν  

δ ύ ο  π εριοχώ ν.

10 . Μ ε δ εδ ο μ ένο  τ ο ν  σ τα τισ τικ ό  ο ρ ισ μ ό  της εντ ρ ο π ία ς  α π ο  το ν  Boltzm ann να  

π α ρ ο υ σ ιά σ ετε  με σ α φ ή νεια  το  φ υ σ ικ ό  το υ  νόημα. Θ εω ρείστε ένα  σύστημα δύο  
ε ν ε ρ γ ε ια κ ώ ν  σ τ α θ μ ώ ν  π ο υ  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  α π ο  nj σ ω μ ά τια  σ τη ν πρώ τη  

ιδ ιοκ α τά στα ση , ενέρ γεια ς  E j, κ α ι η2 στην δεύτερη ιδ ιοκατάσταση , ενέργειας  

Ε2 , α ντ ίσ το ιχα . Τ ο σύστημα ε ίνα ι σε επαφ ή με λου τρό  θερμοκρα σία ς Τ. Ε άν σε 

μ ια  μονή  κβαντική εκ π ομπ ή  π ρ ο ς  τ ο  λο υ τρ ό  ο  π λη θυ σμ ός α λλά ζει σε n2->n2- l  

κ α ι n , - > n j + l  ό τ α ν  n j , n 2 » l  ν α  δώ σ ετε τη ν  έκφ ρα ση  της εντρ ο π ια κ ή ς

μεταβολής:

(ί). στο σύστημα τω ν δ ύ ο  σ τα θμ ώ ν και

(ii) . στο λουτρό.
(iii) . Α π ο  τ ις  (i) κ α ι (ii) ν α  βρ είτε τ ο ν  λ ό γο  η ^ ^ σ ύ μ φ ω ν α  με την σχέση του  

B oltzm ann.
Πλ  π ?  Ε ο Ε ι n2 Ε2 Et

(Α π ά ντη σ η :A S ,= k B In ---- r ~ k B I n —  AS2= ln ——— , —  = exp [
n,+l  n j i ni kBi

11. Ν α  υποθέσετε ό τ ι η π ίεση  Ρ , ό  ό γ κ ο ς  V και ο  α ρ ιθμ ός τω ν μ ορ ίω ν του αέρα  
σ υ νδ έο ντα ι με την καταστατική εξίσω ση του ιδα νικ ού  αερίου  PV =N  k BT ότα ν η

θ ερ μ ο κ ρ α σ ία  της α τ μ ό σ φ α ιρ α ς  ε ίν α ι Τ. Ν α υ π ο λ ο γ ίσ ετε  π ω ς  μ ειώ νο ντα ι η 
π υ κ νό τη τα  n=N /V  κ α ι η π ίεση  Ρ  σ υνα ρτή σει της αύξησης του  υψ ομέτρου  h. Να

υ π οθέσετε ό τ ι η επ ιτά χυ νσ η  της βαρύτητας ε ίνα ι g  κ α ι η θερμοκρασία  Τ  είνα ι 

α νεξάρτη τη  του  υ ψ ο μ έτρ ου  h. Ν α  σ χολιά σ ετε  το  α π οτέλεσ μ α  σε σχέση με την  

κ α νονικ ή  κατανομή.

(Α πάντηση: n=exp  [-Tp^rJ κ α ι Ρ =
k BT

. m gh, 
exp  [ - — ^]

n
k BT

k g T

k BT
)

12 . Θ εω ρ είσ τε  ένα  em sem b le  α π ο  N  συσ τή μ ατα  δ ύ ο  σ τα θ μ ώ ν ενέρ γεια ς  

Ο(βασική) κ α ι ε(δ ιεγερμένη) γ ια  το  κα θένα . Ν α  βρείτε κ α ι ν α  σχεδιάσετε την
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π ιθ α νό τη τα  ώ στε ένα  α π ο  τα  συστήματα  ν α  ε ίνα ι στην βασική στάθμη κ α θώ ς  

και την εντροπ ία  της συλλογής.

13. Ν α βρείτε την θ ερ μ οχω ρη τικ ότη τα  γ ια  ένα  σύστη μ α  με μ ια  δ ιεγερ μ ένη  

κατάσταση ενέργεια ς Δ  π ά ν ω  α π ο  τη ν βασική , σ α ν  συνάρτηση το υ  Δ . Ν α ν α  

σχεδιάσετε το  α ποτέλεσμ α  κ α ι ν α  δώ σετε τ ις  εκφ ράσεις στα ό ρ ια  χαμ η λή ς κ α ι 

υψηλής Τ.

14 . Ν α υ π ο λ ο γ ίσ ετε  τις  δ ια κ υ μ ά νσ εις  < (Δ Ε )3> =  < (Ε -< Ε > )3>  κ α ι ν α  δ είξετε  

τις τιμές το υ ς στην περίπτω ση του  ιδα νικού  αερίου.

15. Στην κ α νον ικ ή  κατανομή  (κ α νο ν ικ ό  ensem ble), η π ιθ α νό τη τα  ένα  σύστημα  

ν α  έχει μ ια  σ υγκεκριμ ένη  ενέρ γεια  (ό χ ι  κ α τά σ τα σ η !) E m, δ ίν ετ α ι α π ο  τη ν  

σχέση:
_gD1e j^ n

P m -  ζ

ό π ο υ  Ζ  ε ίν α ι η συνά ρτη ση  επ ιμ ερ ισ μ ο ύ  κ α ι β = 1 /λ ΒΤ. Α ν  θεω ρή σετε ό τ ι

πρόκ ειτα ι γ ια  το  σύστημα τω ν Ν  σ π ιν ς  σε θερμική επαφή με λ ο υ τρ ό  α π ό λυ τη ς

θερμοκ ρα σ ία ς Τ με 2m την π ερ ίσ σ εια  τω ν  "ανω" σ π ιν ς  σε σχέση με σταθερής  
άνω  φ ορ ά ς μαγνητικού π εδ ίο υ  μέτρου Β κ α ι ενέργεια  Επι=-2μ0Β, π ο ιά  ε ίνα ι η

π ιθανότη τα  ν α  βρούμε το  σύστημα σε μ ια  ορ ισ μ ένη  κατάσταση ενέρ γεια ς  Em; 

Α ν το σύστημα έχει σταθερή ενέρ γεια  E m π ο ιά  ε ίνα ι η π ιθ α ν ό τη τα  βρεθεί σ ε  

μία  ορ ισ μ ένη  μικροκατάσταση; Α ν  ο  εκ φ υ λισ μ ός (ή συνάρτηση εκ φ υ λισ μ ού )  

gm της ενεργεια κ ή ς στάθμης μ ετα β ά λλετα ι με το ν  ν ό μ ο  δύ να μ η ς E ma , ό π ο υ

0<α<1, ν α  υ π ολογίσ ετε  το ν  λ ό γο  τω ν π ιθα νοτή τω ν γ ια  ν α  βρεθεί το  σύστημα με 
E m=U κ α ι E m=100U , α ντίσ το ιχα . Α ν  θεω ρήσουμε ότι η π ιθα νότη τα  εκτιμάται

α π ο  τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τω ν φ ορ ώ ν π ο υ  σ υμ βα ίνει ένα  γ εγ ο νό ς  σε έν α ν  π ο λ ύ  μ εγάλο  

αριθμό ό μ ο ιω ν  συστημάτω ν δια  το ν  α ρ ιθμ ό  α υτώ ν τω ν συστημάτω ν, π ό σ α  α π ο  

τα  συστήματα  θα ε ίχ α ν  ενέρ γεια  100U α ν  1000 α π ο  α υ τά  ε ίχ α ν  ενέρ γεια  U; 

Π ό σ α  π α ρ ό μ ο ια  συστή μ ατα  χ ρ ε ια ζό μ α σ τ ε  γ ια  ν α  υ π ά ρ χ ε ι μ ια  "λογική"  

πιθανότη τα  ν α  βρούμε ένα  σύστημα με ενέργεια  100 U;
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i

16. To παραμαγνητικό στερεό σε λουτρό απόλυτης θερμοκρασίας Τ(κανονικό 
ensemble): Το κάθε σπίν έχει δύο καταστάσεις "άνω" και "κάτω" με ενέργειες 
-μΒ και +μΒ, αντίστοιχα. Να εύρετε τις αντίστοιχες πιθανότητες κατάληψης
της κάθε κατάστασης, να υπολογίσετε την ζ, την μέση ενέργεια <ε> και την 
μέση μαγνητιση <μ> για το ένα σπιν αλλά και για τα Ν σπινς(Ε=Ν<ε> και 
Μ=Ν<μ>). Να σχεδιάσετε τα. παραπάνω φυσικά μεγέθη σαν συνάρτηση της 
μεταβλητής χ=βμ, όπου β=1/1ιΒΤ και να δώσετε τις εκφράσεις για χ «  και
χ » 1  καθώς και τον νόμο του Curie για την μαγνητική επιδεκτικότητα χ.
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6 . Β Α Σ ΙΚ Ε Σ  Ε Φ Α Ρ Μ Ο Γ Ε Σ

6 . 1 Π α ο α α α ν ν η τ ι σ ι κ κ

Θ α εξετάσουμε το  γνω σ τό  μας π α ρ α μ α γνη τικ ό  σύστη μ α  (α π ο  το  Κ εφ .4) 

τω ν Ν σ π ιν ς  σε επαφ ή με λ ο υ τ ρ ό  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ . Η  μέση ενέρ γ ε ια  τ ο υ  

συστήματος είνα ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν ενερ γειώ ν γ ια  το  κάθε ένα  σω μ ά τιο  ενώ  η 

κ α τα νο μ ή  B oltzm an n  π α ρ α γ ο ν τ ο π ο ιε ίτ α ι  σ το  γ ιν ό μ ε ν ο  τ ω ν  κ α τ α ν ο μ ώ ν  

π ιθανότη τα ς γ ια  το  κάθε σ π ιν . Ε π ο μ ένω ς α ν  α ρ χίσ ου μ ε με το  ένα  δ ίπ ο λ ο  σ π ιν  

- 1 /2  κα ι μαγνητική ρ οπ ή  μ  σ το  π εδ ίο  1?  α υ τό  θα  υ π ά ρ χ ε ι σε μ ια  α π ό  τ ις  δ ύ ο  

καταστάσεις μαγνητικής ρ οπ ή ς +μ  ή - μ  α ντίσ το ιχα  με π ιθ α νότη τες

Ρ ( ΐ)  =  ^  exp  (β μ  Β ), ρ ( Ι )  =  £  exp  ( - β  μ  Β ) , (6.1)

οπού

ζ  =  2 cosh (β μ  Β ) κ α ι β = ]ρ ^  · (6.2)

Η  χαμηλότερη ενεργειακή στάθμη είναι αυτή που το σπιν δείχνει Τ με ε(Τ)=-

μΒ ενώ  η μέση μαγνήτιση < μ >  α ν ά  σ π ιν  ε ίνα ι  
<μ> = μ(ρ(Τ) -  ρ(1))

=  μ  tanh(3 μ  Β) (6 3 )

Σχ. 6.1. Η μέση μαγνήτιση <μ> ανα σπίν σαν συνάςτηση του πεδίου Β.

Α ν x =  β μ  Β  =  μ  B /k BT  εξετά ζουμ ε τα  όρ ια  υψ ηλής κ α ι χαμηλής Τ.
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(ί). Όριο υψηλής Τ: χ  « 1  (Τ »  ή Β -» 0) έχο υ μ ε  ex * 1 + x, e-x * 1 -  χ 
κ α ι tanhx = χ  . Ε π ομ ένω ς

ρ<τ> * 2 + !

^ > Ή

(6.4)

(6.5)U2B
κ α ι <μ> Κβΐ
Ε π ο μ ένω ς γ ια  υψηλή Τ  λό γω  της έντο νη ς  θερμικής κίνησης ο ι  δ ιευθύνσεις τω ν  

σ π ιν ς  ε ίνα ι τυ χα ίες  ( μ ισ ό  π ά ν ω  κ α ι μ ισ ά  κάτω ) με τα υ τό χρ ο νη  αύξηση της 

α τα ξία ς. Α ντίθετα , π α ρ α τη ρ είσ τε  ό τ ι η μείωση της θερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ  ή η αύξηση  

του  π εδ ίο υ  Β  επ ιφ έρ ου ν τάξη.
Στην περ ιοχή  Β —> 0  η μαγνητική επιδεικτικότητα (του  ενό ς  σ π ιν ) είνα ι

X
<|Χ >

V H
(6.6)

ό π ο υ  ε ίνα ι η μ α γνήτιση  α ν ά  μ ο νά δ α  όγκ ου  κ α ι Η  = —-μ ε  μο =  σταθ.
V μο

Σ το ό ρ ιο  α υτό  η μαγνητική επιδεκτικότητα είνα ι 
ϋο μ.2Χ = V  k BT ’

(6.7)

α ντιστρόφ ω ς α νά λογη  της θερμοκρα σία ς Τ  (νόμ ος Curie).

Σχ. 6.2. Η θερμοχωρητικότητα c ανα σπίν σαν συνάρτηση της θερμοκρασίας Τ.
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( i i ) .O e io  χ α μ η λ ή ς  T: x » l ( T «  η Β  ->  “ )  η μ α γνή τισ η  ν α  μ ο ν ά δ α  ό γ κ ο υ  

ε ίν α ι σταθερή  κ α ι ό λ α  τα  δ ίπ ο λ α  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίζ ο ν τ α ι  σ τ ο  π ε δ ίο  Β  . Η  

θερμοχω ρητικότητα υ π ο λο γίζετα ι εύκ ολα  (Κ εφ . 5 .4 ) κα ι ε ίνα ι

° = ΘΤ = k ^ (1 “ tanh2 · (6·8)

Την θερμοχω ρητικότητα  τω ν  Ν σ π ιν ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  την υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  κ α ι με

το ν  ενα λλα κτικό  τρ ό π ο  π ο υ  β α σίζετα ι σ τις  γνώ σ εις  του  Κ εφ. 4 . Ο  εκ φ υ λισ μ ός  
gN(m ), ό τ α ν  η περίσσεια  τω ν ά νω  σ π ιν ς  ε ίν α ι 2 m , είνα ι

exp  (-2 m 2/  Ν )

ex p  (—<μ>2 /  2 μ2) , (6.9)

α φ ο ύ  <μ> =  ε ίνα ι η μ αγνήτιση  α ν ά  σ π ιν . Για μ ια  μ α κ ροκ ατάσ τασ η  με

μαγνήτιση Μ =2πιμ η ενέρ γεια  ε ίν α ι Ε = - 2 πιμΒ  = -Ν < μ > Β  ενώ  ο  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ς  

π α ρ ά γο ντα ς  Boltzm ann είνα ι
exp  (Ν  <μ> Β / kBT ) . (6 .10)

Σχ. 6.3. Η Ρ(<μ>) απο την εξ. (6.11).

Ε πομ ένω ς η π ιθα νότη τα  το  σύστημα ν α  έχει μαγνήτιση α νά  σ π ιν  στην π ερ ιοχή  
<μ> κα ι < μ >  +  ό<μ> ε ίνα ι Ρ (<μ>) (1<μ> με
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Ρ(<μ>) oc ex p  [  -  Ν  (  _  5 < U >  )  1
2μ2 kBT ' 1 (6.11)

Π αρατη ρείστε ό τ ι η Ρ (< μ > ) μ ετα β ά λλετα ι α π ό τ ο μ α  σ α ν  συνάρτηση  της μέσης 
μαγνήτισης <μ> , α φ ο ύ  ε ίν α ι το  γ ιν ό μ ε ν ο  του  π α ρ ά γ ο ν τ α  εκ φ υ λισ μ ού  g N(<u>)

κ α ι του  π α ρ ά γ ο ντα  B oltzm ann . Ε ίνα ι επ ομ ένω ς συγκεντρω μένη  γύρω  α π ό  την 

μέγιστη τιμή της π ο υ  π α ρ α τη ρ είτα ι ό τα ν
u2B

<μ>= f e r (6.12)

π ο υ  μ α ς  δ ίν ε ι  π ά λ ι  (εξ . 6 .6 , 6 .7 )  τ ο ν  ν ό μ ο  τ ο υ  C urie γ ια  τη ν  μαγνητική  

επιδεκτικότητα.

6. 2. Το περιστρεφόμενο διατοιιικό αόοιο

Ο ι ενεργειακές το υ  στάθμες ε ίνα ι

£j = 2 f J(J+1) (6-13)

με εκ φ υλισμό gj =  2J+1 κ α ι J =  0 ,1 ,2 ,. . . . , ό π ο υ  I ε ίνα ι η ροπή  α δρ α νεία ς του. Το  

κύρ ιο  χαρακτηριστικό σ' α υ τό  το  πρόβλημα  είνα ι ο  εκ φ υλισμός gj άρα  α ν  

ορισ θεί η σταθερά  Θπ =  h2/2 I  k g  π ο υ  είνα ι η χαρακτηριστική θερμοκρασία του

συστήματος τότε

ζ  = £  (2 J+ 1 ) e x p  [  -  B29̂ J~ 1 · ]  =  Σ  (2 J+ 1 ) exp  (  -  ^  J (J +  1 ))(6 .1 4 )
J = 0  Ζ Ι Κ β Ι  J = 0  A

α φ ο ύ  το J εδώ  δ εν  α ρ ιθ μ εί τ ις  κ α τα σ τά σ εις α λ λ ά  τις  ενερ γεια κ ές στάθμες ej. 

Ο ύτε το ά θ ρ ο ισ μ α  α υ τό  μ π ο ρ εί ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ εί ακριβώ ς. Π α ρ ’ ό λα  αυτά στις  

οριακές περιπτώ σεις:

h2
( i) . Χ α μ η λ ή  Τ: Α ν  Τ « Θ π =  t o  μ όρ ιο  ε ίνα ι π ο λ ύ  π ιθ α ν ό ν  ν α  βρεθεί

στην θεμελιώ δη του  κατάσταση ( J=0 ) κ α ι α υτό φ α ίνετα ι α π ό  το  γ εγ ο ν ό ς  ό τ ι ο ι  

μαθηματικές εκφράσεις συγκλίνουν γρήγορα (από του ς δύο π ρώ του ς όρους)

z - l + 3 e x p ( - ^ 1)  («15)
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(6 .16)

ενώ  για  Τ  - » Ο η εντρ ο π ία  s - » Ο κ α ι

c (6 .17)

με την θερμοχω ρητικότητα c-H) γ ια  Τ-»0.

(ϋ ). Υ ψ ηλή Τ: ( Τ » Θ π) η φ υσική  π ρα γμ α τικ ότη τα  επ ιτρ έπ ει τη ν  π ιθ α νό τη τα  

εμφ άνισης εν ό ς  μ εγά λο υ  φ ά σ μ α το ς  α π ό  κ α τα σ τά σ εις  π ο υ  λ ο γ ικ ά  θ α  π ρ έπ ε ι  

ό λ ες  ν α  σ υ νε ισ φ έρ ο υ ν  εξ ίσ ο υ  σ το  ά θ ρ ο ισ μ α . Σ την π ερ ίπ τω σ η  αυτή (κ α ι σε  

π α ρ ό μ ο ιε ς )  το  ά θ ρ ο ισ μ α  γ ια  τη ν  ζ  μ π ο ρ ε ί  ν α  π ρ ο σ ε γ γ ισ θ ε ί  α π ό  έ ν α  

ολοκλήρωμα.

Β έβαια  α ν  είμ αστε α υ σ τη ρ ο ί ο  J θα π ρ έπ ε ι ν α  π α ίρ ν ε ι  μ ό ν ο  δ ια κ ρ ιτές  

τιμές. Α λ λ ά  σ τις  π ο λ ύ  υ ψ η λ ές θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  Τ  έν α ς  μ ε γ ά λ ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  α π ο  

κ α τα σ τά σ εις έ χ ο υ ν  σ υ γκ ρ ίσ ιμ ες  τ ιμ ές  π ιθ α νό τη τα ς  ν α  σ υ μ β ο ύ ν . Ε π ο μ ένω ς  

π ο λ ύ  μ εγά λο  εύ ρ ο ς  τ ιμ ώ ν  τ ο υ  J α να μ ένετα ι ν α  σ υ νε ισ φ έρ ει σ το  ά θ ρ ο ισ μ α . 

Μ πορούμε, λ ο ιπ ό ν , ν α  θεω ρήσουμε το ν  J σ α ν  συνεχή  μεταβλητή (το  εύρ ος dJ 

είνα ι π ο λ ύ  μ ικρό ό τ α ν  σ υ γκ ρ ίνετα ι με ό λ ες  τ ις  τ ιμές το υ  J, εκ τός βέβαια  ό τα ν  

το J είνα ι μ ικ ρός α ρ ιθ μ ός). Π .χ  α ν  ΙΟ6 ό ρ ο ι σ υ νε ισ φ έρ ο υ ν  στο ά θ ροισ μ α  γ ια  
την ζ  η επ ιλογή  dJ=100 π ερ ιέχ ε ι σ χεδ ό ν  100 τιμές το υ  J (π ερ ίπ ο υ  ίσες μεταξύ

τους) και η χρησιμοποίηση ολοκληρώ ματος α ντί αθροίσμ ατος ε ίνα ι π ροφ α νή ς.

Ε π ο μ ένω ς α ν  ρω τή σουμε π ό σ ε ς  κα τα στά σεις υ π ά ρ χ ο υ ν  με τιμ ές  της J 
στην π ερ ιοχή  dJ, α φ ο ύ  ο  εκ φ υ λισ μ ός ε ίνα ι gj =(2J+1), η απάντη ση  ε ίνα ι gj dJ =  

(2J+l)dJ, ά ρ α

dJ ό τα ν  Τ »  Θπ . (6.18)
ο

Τ ο ολοκλήρω μα (6.18) α νά γετα ι εύκολα  στην μορφή
Γ „ J 1(1+1)Θπ , , ΘJ e-v dy α ν  y  =  — - — a  (  dy =  (2 J+1 ) dJJ e - y dy α ν  y  = k  (  dy =  (2J+1) dJ ψ ) (6.19)

o

άρα
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Ταφού ζ~ 7 Γ ( J e-v dy) =
Ο

(6.20)

και c = kB (6.21)

6. 3. Θεοιιονωοιηιχότΐΐτες στερεών

Η επιλογή της κατάλληλης κατανομής (μικροκανονική, κανονική, 
μεγαλοκανονική) αποτελεί το πρώτο βήμα στους υπολογισμούς που θα 
προκύψει από τα δεδομένα του προβλήματος (π.χ. σύστημα σε λουτρό 
θερμότητας Τ συνεπάγεται την χρήση του κανονικού ensemble). Συνήθως όμως 
στα προβλήματά μας θα χρησιμοποιούμε την κανονική ενώ σπανιότερα την 
μικροκανονική. Αυτό που μας ενδιαφέρει για ένα σύστημα σταθερής 
θερμοκρασίας Τ είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης επιμερισμού Ζ και όλων 
των θερμοδυναμικών ποσοτήτων μέσω της Ρ=-1ΐΒΤ1ηΖ.Πάλι εδώ υπενθυμίζεται
ότι όλες οι μακροσκοπικές ποσότητες είναι μέσες τιμές ορισμένες στο κανονικό 
ensemble.

Στη στατιστική το πρόβλημα ανάγεται στον υπολογισμό της συνάρτησης 
επιμερισμού με άθροισμα σε όλες τις μικροκαταστάσεις η

Ζ = Σ  e"pEn (6.22)
η

ή άθροισμα σε όλες τις μακροκαταστάσεις (ενέργειες) Εη:

Ζ= Σ  gn e"PE" . (6.23)
En

Στο άθροισμα της (6.23) ως προς Εη πρέπει τον κάθε όρο να τον 
πολλαπλασιάσουμε επί τον εκφυλισμό gn, τον αριθμό που δείχνει πόσες φορές 
καταστάσεις υπάρχουν με ορισμένη Εη. Ε„ είναι η ενέργεια όλων των Ν 
σωματίων που συνθέτουν το μακροσκοπικό σύστημα. Στον ΤΟΜΟ II θα 
βρούμε κομψές λύσεις για το πρόβλημα αυτό. Προς το παρόν όμως ας
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περιοριστούμε στις εύκολες περιπτώσεις που τα Ν σωμάτια είναι ανεξάρτητα 
και μας αρκεί να υπολογίσουμε την ζ (μικρό)

ζ = Σ  e-^En (6.24)
η

για το ένα σωμάτιο με τις Ιη> και εη να δηλώνουν τις μικροκαταστάσεις και τις 
ενεργειακές στάθμες του ενός σωματίου, όπως προκύπτουν από την επίλυση της 
αντίστοιχης εξίσωσης Schrodinger.

Σκοπός μας είναι να δείξουμε πόσο εύκολο είναι να κάνουμε το 
άθροισμα για τον υπολογισμό της ζ αν και όπως είδαμε (Κεφ. 5) οι ποσοστικές 
αποκλίσεις, π.χ. της μέσης ενέργειας του ενός σωματίου ιι=<ε>, δεν είναι
μικρές. Η μέση τιμή της ενέργειας του συστήματος των Ν σωματίων είναι <Ε> 
= Ν<ε> όταν αυτά είναι ανεξάρτητα ώστε η ποσοστική απόκλιση από αυτήν να

είναι πράγματι ~ -4= .
Vn

6.2.1 Μονο-διάστατος αρμονικός ταλαντωτής
Ένας μονοδιάστατος αρμονικός ταλαντωτής αναπαριστά συνήθως τις 

ταλαντώσεις μορίων ή των ατόμων σε ένα κρυσταλλικά πλέγμα. Οι ενέργειες 
λαμβάνονται από την εξίσωση Schrodinger και είναι

ε„ = Γιω(η+^), η = 0 ,1 ,2 ,. . .  (6.25)

όπου ω είναι η κλασσική κυκλική συχνότητα. Η συνάρτηση επιμερισμού για 
ένα ταλαντωτή σε θερμοκρασία Τ λόγω επαφής με λουτρό θερμότητας είναι 

<*> |- h(o(n+;r)-|
ζ = Σ  exp L -  — 7Γ^— J · (6.26)

η=0 ^ Β 1

Φυσικά ο εκφυλισμός της κάθε στάθμης είναι gn=l όπως και σε όλα τα μονο
διάστατα κβαντικά προβλήματα που έχουν μη εκφυλισμένες ιδιοτιμές της 
ενέργειας. Ευτυχώς που η γεωμετρική σειρά στην εξ. (6.26) αθροίζεται 
ακριβώς και δίνει

οο

ζ = e~x̂  Σ  e_nx με χ = βΛω = ̂ ^ := ^Γ
η=ο



1 (6.27)(1 -e -Χ) f

ώστε

z = e-x/2
1 -e-x

0 F
με x = -^Γ = βίιω, (6.28)

όπου Θε είναι μία σταθερά με μονάδες θερμοκρασίας, γι' αυτό είναι γνωστή
και σαν θερμοκρασία Einstein. Η ελεύθερη ενέργεια για τον ταλαντωτή είναι 

f = -  kBT In ζ = kBT [ 2 sinh (x/2)]

= ψ  + i  In [1- exp(- βΚω)]. (6.29)

με Κω/2την ενέργεια μηδενικού σημείου, και η εντροπία

—  ( § ) v = * b [  ( | ) c o . h ( | ) - l n ( 2 Si „ h ( | ) ) ] .  (6.30)

ΤΓια υψηλή Τ (Τ »Θ ε ), η εντροπία είναι s -> kB In ( ^ ) ,  ενώ για χαμηλή Τ

(Τ«Θ), s=0 που είναι συνεπής με τον τρίτο θερμοδυναμικό νόμο.
Επίσης η μέση ενέργεια του ταλαντωτή σε θερμοκρασία Τ είναι

u = ̂ ( f ) v = ( ^ ) c o . h ( ^ )

Κω Κω 
2 + ePht0 -  1

(6.31)

που για Τ=0 δίνει την ενέργεια μηδενικού σημείου . Η θερμοχωρητικότητα 
είναι

c= ( f r V ^ ir ) 2cosech2(CT̂ =kB̂ ^  · (6·32)
και για υψηλές θερμοκρασίες Τ παίρνουμε c=kB ενώ για Τ—> 0, c -> 0. Η

Θρποσοστική ενεργειακή απόκλιση δεν είναι μικρή (= sech (— )).
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Ά σ κ η σ η : Ν α  δείξετε, με χρήση τω ν π ρ ο σ εγ γ ισ τ ικ ώ ν  εκ φ ρ ά σ εω ν ln ( l+  χ ) = χ 

ό τα ν  χ « 1 ,  κ .λ .π ., στο ό ρ ιο  Τ —» 0  τα  α π ο τελ έσ μ α τα  γ ια  την εν τ ρ ο π ία  ε ίν α ι  

s= k e Ιπ(Τ /Θ ε ) « σ ι γ ια  την θερμοχω ρητικότητα ο λ β .

6 .2 .2 . Τ ο μοντέλο' το υ  E in s te in

Σχ. 6.4. Η θερμοχωρητικότητα στο μοντέλο Einstein (συνεχής γραμμή) και τα πειραματικά 
αποτελέσματα ( με το σύμβολο: χ) για το διαμάντι όπου ©ε =1325 °Κ. (Απο την εργασία του 

Einstein το 1907).

Για ένα  σύστημα α π ό  3Ν μ ονοδ ιά σ τα του ς ταλαντω τές με ίδιες συχνότητες  
ω Ε ο ι π α ρ α π ά νω  εκτατικές π οσότη τες θα  π ρ έπ ει ν α  π ο λ λ α π λ α σ ια σ το ύ ν  με το

3Ν. Α υτό ε ίνα ι γνω σ τό  κα ι σ α ν  μ οντέλο  του  Einstein. Τ ο μ οντέλο  του  Einstein  

δ ίν ε ι χρ ή σ ιμ α  α π ο τελ έσ μ α τα  σ τις  υ ψ η λ ές  θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  ( Τ » Θ ε ) ό π ο υ  η 

θερμοχω ρητικότητα  ε ίνα ι C =3N kg κ α ι δ εν  δ ια φ έρει α π ο  τ ο ν  κλα σσικό  νό μ ο  

D u lon g-P etit. Γ ια  χ α μ η λ ές  θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  ( Τ « Θ ε ) το  α π ο τ έλ εσ μ α  ε ίνα ι
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C = 3 N k e  ( ^ ? ) 2  e x p ( - ^ F )  κ α ι η θ ερ μ ο χω ρ η τ ικ ό τη τα  τ ε ίν ε ι σ το  μ η δέν. Τ α

α π ο τελέσ μ α τα  γ ια  χα μ η λές  Τ  δ εν  ε ίν α ι σε π ο λ ύ  καλή σ υμ φ ω νία  με το  π είρα μ α  

(Σχ. 6 .4) π ο υ  π ρ οβ λέπ ει αύξηση της C με τ ο ν  συμ πα ντικ ό  ν ό μ ο  δύναμ η ς Τ 3.

6 .2 .3 . Τ ο  μ ο ντέλ ο - τ ο υ  D e b y e

Τ ο  π ρ ό β λ η μ α  τω ν  τα λ α ντώ σ εω ν τ ο υ  σ τερεού  Ν  α τόμ ω ν επ ιλύ ετα ι με την  
εύρεση τω ν  σ υ χνο τή τω ν  ω ί ό λ ω ν  τω ν  3Ν κ α νο ν ικ ώ ν  τρ ό π ω ν τα λά ντω ση ς π ο υ

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ το  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  β α θ μ ώ ν  ελ ευ θ ερ ία ς  το υ  κ ρ υ σ τ ά λ λ ο υ . Τ ο  

π ρ ό β λ η μ α  α υ τό  επ ιλύθη κ ε α π ο  τ ο υ ς  B o m  κ α ι von  Karman κ α ι τ ο ν  D eb ye το

1912. Η  μέση ενέρ γεια  υ π ο λ ο γ ίζετα ι, το υ λ ά χ ισ το ν  θεωρητικά, α π ο  την (6.31) 
flO); fill):

+  — ) .  (6 .33)
3Ν

< Ε > =  Σ  (
i=l ePh“i -1

Η  εξ. (6 .24) μ π ο ρ εί ν α  α ντικ α τα στα θεί με ένα  ά θροισμ α  σε ό λ ες  τ ις  συχνότητες

< Ε > = Σ  g ( o ) ) ( B^L +
ϋ ω

ω ePhto _ ι )· (6.34)

α ρ κ εί ν α  γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  τη ν  συνά ρτη σ η  εκ φ υ λισ μ ο ύ  g (o ) .  Σ το  ό ρ ιο  μ εγά λου  Ν  

π ο υ  τ ο  φ ά σ μ α  σ υ χ ν ο τ ή τ ω ν  ε ί ν α ι  π υ κ ν ό  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  σ τ η ν  (6 .3 4 )  

αντικ α θίστα τα ι α π ο  το  ολοκ λή ρω μα
wmax

< Ε > =  jg(o>) (  )  d(o, (6.35)

0

ενώ  o  g(to) εκφ ράζει την π υκ νότητα  καταστάσεω ν

δ(ω ) =  ~  , (6 .36)

ό π ο υ  dn είνα ι ο  α ρ ιθμ ός τω ν καταστάσεω ν στη μ ονά δα  συχνότητας άω.

Τ ο  π ρ ό β λ η μ α  τώ ρ α  α ν ά γ ε τ α ι  σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τη ς  g(o)) π ο υ  

επ ιτυ γ χά νετα ι σ υνή θω ς με υ π ο λ ο γ ισ τ ικ ές  μ εθόδους. Ο  D ebye χρη σ ιμ οποίη σε  

γ ι’ α υ τό ν  τ ο ν  σ κ ο π ό  την προσέγγιση  του  σ υ νεχο ύ ς  μέσου (X »a, ό π ο υ  λ  είνα ι το
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μήκος κ ύμ α τος κα ι a η α πόσ τα σ η  μ ετα ξύ  τ ω ν  α τό μ ω ν). Σ το  σ υ νεχές  α υ τό  ό ρ ιο  

(μικρής ω  κ α ι μ εγά λου  μ ή κους κ ύ μ α το ς  λ )  ο ι  σ υ χνό τη τες  ω  υ π α κ ο ύ ο υ ν  σ τη ν  

σχέση
ω  =υ k , (6 .37)

με υ  την ταχύτη τα  το υ  ή χου  κ α ι k το  μ έτρο  το υ  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο υ  κ υ μ α τα νύ σ μ α το ς  
(= 2π Λ ). Α φ ο ύ  όμ ω ς σ το ν  τρ ισ δ ιά σ τα το  χ ώ ρ ο  (ευθύ κ α ι α ντ ίσ τ ρ ο φ ο  χ ώ ρ ο -k)

έχουμε n ~ k 3  η π υκ νότητα  τω ν  τ ιμ ώ ν του  k  ε ίν α ι dn /dk~k 2  ώ στε π ρ ο κ ύ π τ ε ι το  

αποτέλεσμ α

g(a))=dn ^dn_dL„k2!  „ ω2Χ  
®'· * da) dk dco υ  υ 3

(6 .38)

Η π ερα ιτέρω  π ρ ο σ έγγ ισ η  το υ  D eb y e  ή τα ν  ν α  θεω ρή σει τη ν  ισ χυ ρ ότη τα  της

(6.37) ό χ ι μ ό νο  γ ια  μικρές σ υχνότη τες ω α λ λ ά  μ έχρ ι την την μέγιστη σ υχνότη τα  
(σ υχνότη τα  D eb ye) ω β =υ k D π ο υ  ο ρ ίζε ι κ α ι το  κ υ μ α τά νυ σ μ α  D eb ye  kD. Α π ο

την συνθήκη μέτρησης τω ν τρ ό π ω ν ταλάντω σης

ω.

Jg(o)) da)=3N (6.39)

με την g(a>) α π ο  την (6.38) π ρ οκ ύ π τει το  ακριβές α ποτέλεσμ α  α>0 3 =9Ν υ 3  ώστε

(6 .40)g(to) =9Ν  ω̂D
Μ ε το  α π οτέλεσ μ α  (6 .40) γ ια  την g(co) επ ισ τρ έφ ου μ ε στη ν (6 .35) με τη ν  

'max*ωβ α ντί της Ε π ομ ένω ς
ω

Τ, 9ΧΤ.  9Nh 
<Ε > =  gN lioD+ ^ - 3

D

D
ω 3 d o

exp (βάυ) -  Γ
(6 .41)

ο

Θ Γ
και με την αντικατάσταση χ=βίω, χ0=βΓω0=-^τ

_  2 mv , 9N kB^  Γ χ 3  dx 
<Ε > -  gN kB©D+

Ή 1 Γ χ3 dx{D3 Jex- 1'
ο

(6 .42)
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Επομένως η θερμοχωρητικότητα σε σταθερό όγκο, μετά απο παραγώγιση, 
είναι

8<Ε>
3Τ )v =3Nk

D
3 Γ x4 exdxBxd3J (ex -  1 )2 

0
(6.43)

(ί). Υψηλή Τ: (Τ»© ^ ή xD« l )  ο κλασματικός όρος στο ολοκλήρωμα της

(6.43) προσεγγίζεται από χ4 ex
(ex -  1)2 (ex -  l)(l-e-x) (1+x -  l)(l-(l-x))

-»χ2

πειραματικά αποτελέσματα (χ) για το Pb όπου Θβ=88 °Κ. Η συμφωνία με το πείραμα είναι 

πολύ καλή σε όλο το εύρος θερμοκρασιών.

ώστε

Cv =3NkB̂ Jx2cbc =3NkB.
D 0

(6.44)
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(ί). Χ α μ η λ ή  Τ: ( Τ « Θ 0  ή x D« l )  κ α ι α φ ο ύ  ο  κ λ α σ μ α τ ικ ό ς  ,ό ρ ο ς  σ το  

ολοκλήρω μα της (6 .43) τά ξη ς μεγέθους x4 e -x ->  0  ε ίνα ι επ ιτρεπτή  η μετατόπιση  

του άνω  ορ ίου  στο άπειρο, ά ρα
οο

„  „ . .  3 Γ x 4 e xdx , ,  . c ,
CV-3NkBxD3j (ex _ 1)2 · (6'45)

0

Το ολοκλήρω μα στην εξ (6.45) έχει ακριβή τιμή 4 π 4/15 ώστε

C v J ^ N k j ^ ) 3. (6.46)
v̂ D

Η  σχέση (6.46) π ο υ  δ ίνε ι την θερμοχω ρητικότητα λό γω  τω ν  τα λα ντώ σ εω ν το υ  

πλέγμ α τος α νά λογη  το υ  Τ 3  α π ο τελεί ένα ν  σ υ μ π α ντ ικ ό  ν ό μ ο  με ευ ρ εία  ισ χύ  σ ε  

όλα  τα υλικ ά  και ικανοποιητική  σ υμ φ ω νία  με το  π είρα μ α (Σ χ.6 .5 ).

6 . 4 . Ε π ίλ ο ν ο ο

Τα λ ίγα  βασικά  π α ρ α δ είγμ α τα  α υτού  το υ  Κ εφ α λα ίου  δ ε ίχ ν ο υ ν  το ν  τρ ό π ο  

υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  τ ω ν  μ έσ ω ν τ ιμ ώ ν  μ ετρ ή σ ιμ ω ν μ εγεθ ώ ν  μ ε τη ν  κ α τα νο μ ή  

Boltzm ann. Σ την π ερ ίπ τω σ η  της θερμοχω ρη τικότητας το υ  σ τερεού  λόγω  τω ν  

ταλαντώ σεω ν τω ν α τό μ ω ν το υ  π λ έγμ α το ς  η σύγκριση το υ  μ ο ντέλ ο υ  D eb ye με  

το  π ε ίρ α μ α  ε ίν α ι ιδ ια ίτ ερ α  π ετυ χη μ ένη . Α π ο  τη ν  θ εω ρ ία  το υ  Κ εφ . 6 .3  

π ροκ ύπτει ο  μηδενισμ ός της θερμοχω ρητικότητας σ τις  χα μ η λές θερμοκρασίες  

με το ν  σ υμ πα ντικ ό  ν ό μ ο  Τ 3 π ο υ  εξαρτάται μ ό νο  α π ο  την διάσταση του  χώ ρ ου  

και δ ιαφ έρει ρ ιζικ ά  α π ο  την σταθερή τιμή τω ν D ulong-Petit π ο υ  π αρατη ρείται 

μ ό νο  σ τις  υψ η λές θ ερ μ οκ ρ α σ ίες . Σ υ μ π α ντ ικ ο ί ν ό μ ο ι  σ α ν  τ ο ν  C ~ T d, γ ια  d- 

δ ιά σ τα τα  σ υ σ τή μ α τα , υ π ά ρ χ ο υ ν  λ ίγ ο ι  στη  φ υσικ ή  ενώ  η α νά δ ε ιξή  τ ο υ ς  

π α ρ α μ έν ε ι ο  π ρ ω τ α ρ χ ικ ό ς  σ τ ό χ ο ς  κ ά θ ε ερ ευ νη τικ ή ς π ρ ο σ π ά θ ε ια ς . Σ το  

Π α ρ ά ρ τ η μ α  Γ θ ε ρ μ ο χ ω ρ η τ ικ ό τ η τ ε ς  σ ε  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά  σ υ σ τή μ α τα  

σ υ μ π ερ ιφ έρ ο ντ α ι ω ς C ~ T ds με μη α κ έρ α ιο υ ς  εκθέτες ds. Α λ λ α  π ο λ ύ π λ ο κ α  

π α ρ α δ είγ μ α τα  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  της θ ερ μ ο χω ρ η τικ ό τη τα ς  ό π ο υ  τα  κ βα ντικ ά



φαινόμενα είναι η αιτία μηδενισμού της σε χαμηλές θερμοκρασίες Τ θα 
συναντήσουμε στον ΤΟΜΟ II. Ο αναγνώστης θα πρέπει, επίσης, να περιμένει 
γιατί εκεί θα συζητηθεί στην πληρότητά της η κβαντική στατιστική των πολλών 
σωματίων με τις κατανομές Bose-Einstein και Fermi-Dirac. Μέχρι τότε όμως 
του ευχόμαστε ένα υπέροχο διάβασμα και επιτυχία στις εξετάσεις του.
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ:

1. Ν α εξηγήσετε τ ις  α ρ χές  το υ  μ ο ντέλ ο υ  D eb ye  κ α ι ν α  ερμηνεύσετε τα  μεγέθη  
o)D> kDx a i 0 D.

2 . Ν α σχεδιάσετε γ ρ α φ ικ ά  τ ις  θ ερ μ οχω ρη τικ ότη τες Cv  σ α ν  συνά ρτη ση  τής

θερμοκρασίας Τ  στα  μ ο ντέλ α  E instein  κ α ι D eb ye. Ν α  δείξετε  το  κ λα σ σ ικ ό  

αποτέλεσμα. Π οιό  α π ο  τα  δύ ο  μοντέλα  είνα ι το  π ιο  πετυχημένο;

3. Έ ν α ς  κ ρ ύ σ τ α λ λ ο ς  ε ίν α ι  α ρ χ ικ ά  σε θ ερ μ ικ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία  με λ ο υ τ ρ ό  
θερ μ οκ ρ α σ ία ς Τ = 1 °Κ , σε μ α γνη τικ ό  π εδ ίο  B s= 10000 Gauss. Στη σ υ νέχ ε ια  ο

κ ρ ύ σ τα λ λ ο ς  α π ο μ ο ν ώ ν ε τ α ι α π ο  το  λ ο υ τ ρ ό  κ α ι το  π ε δ ίο  μ ε ιώ νετα ι σ τα  
B f=100G au ss. Ν α  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ ε  τ ι σ υ μ β α ίν ε ι. (Ν α  δ ε ίξ ε τ ε  π ρ ώ τ α  ό τ ι  η

εντρ ο π ία  S εξα ρ τά τα ι μ ό ν ο  α π ο  τ ο ν  λ ό γ ο  μΒ /k g T  κ α ι ν α  δ ιερευνή σετε α ν  

αλλάζει σε αυτήν την δ ια δικα σία ).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:
• / >

1. Α ν  υποθέσετε ό τ ι η π ίεση  Ρ , ο  ό γ κ ο ς  V  κ α ι ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  μ ορ ίω ν Ν τού  
α έρ α  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι με τη ν  σ χέσ η  τ ο υ  ιδ α ν ικ ο ύ  α ε ρ ίο υ  P V = N k BT  ό τ α ν  η

θ ερ μ οκ ρ α σ ία  της α τ μ ό σ φ α ιρ α ς  ε ίν α ι Τ  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ετ ε  π ω ς  μ ε ιώ ν ο ν τ α ι η 
πυκνότητα  ρ = N /V και η π ίεση  Ρ  σ α ν  συνάρτηση της αύξησης του  υψ ομέτρου  h.

Η επ ιτά χυνσ η  της β α ρύτη τα ς g κ α ι η θ ερ μ οκ ρ α σ ία  Τ  ε ίν α ι α νεξά ρτη τες το υ  
υψ ομέτρου  h. Ν α  σ χολ ιά σ ετε  το  α ποτέλεσμ α . (Α πάντηση: p = ex p (-$ m g h ) κ α ι 

P = $exp (-£m gh), β = 1 Α ΒΤ ).
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2. Ένας διηλεκτρικός κρύσταλλος (μονωτής) αποτελείται απο διαφορετικές 
στρώσεις ατόμων που δεν αλληλεπιδρούν μεταξύ τους ώστε το πρόβλημα να
μπορεί να θεωρηθεί διδιάστατο. Αφού γράψετε την μέση ενέργεια έτσι (όστε 
Ε(Τ)=Ε0+ΔΕ(Τ) όταν η πυκνότητα καταστάσεων στις δύο διαστάσεις είναι

C
ρ (ω )= ^ 2  ω με S το εΜ·βαδόν τΤ1ζ επιφάνειας να υπολογίσετε την 
θερμοχωρητικότητα Cv στις χαμηλές θερμοκρασίες Τ.

ο©

Γ x^dx(Δίνεται το ολοκλήρωμα: —-------=2.4 ).
J (ex -  1) 
ο

3. Γίνονται πειραματικές μετρήσεις της ειδικής θερμότητας των κρυστάλλων 
NaCl και KC1 που έχουν παρόμοια δομή και θερμοκρασίες Debye 310 °Κ και 
230 °Κ, αντίστοιχα. Για το ο KC1 δίνουν 0.038 J mole-1 Κ-1 σε θερμοκρασία 
Τ=5 °Κ. Ποιά είναι η ειδική θερμότητα του NaCl στους 5 °Κ και του KC1 στους
2 °Κ;

4. Σε ένα d-διάστατο σύμπαν ποιά είναι η εξάρτηση της θερμοχωρητικότητας 
απο την θερμοκρασία στο μοντέλο Debye για χαμηλές θερμοκρασίες;

5. Μετρήσεις της Cv έδωσαν 20 (αυθαίρετες μονάδες) για Τ=1000 °Κ, 20 
μονάδες για Τ=500 °Κ, 8 μονάδες για Τ=40 °Κ και 1 μονάδα για Τ=20 °Κ. 
Υπακούει το υλικό στο μοντέλο Debye;

6. Μαγνητικό υλικό αποτελείται απο Ν ανεξάρτητα σωμάτια και ευρίσκεται σε 
μαγνητικό πεδίο Β και λουτό θερμοκρασίας Τ. Κάθε σωμάτιο μπορεί να έχει 
μαγνητική ροπή m μ με m=J, J-1 ,. . . , -J+l, -J όπου ο J είναι ένας ακέραιος
αριθμός και το μ σταθερά. (ϊ).Να βρείτε την συνάρτηση επιμερισμού για το
σύστημα, (ΐΐ)Να υπολογίσετε την μέση μαγνήτιση <Μ> του υλικού και (ΐϋ)Να
βρείτε την ασυμπτοτική έκφραση της <Μ> για μεγάλες θερμοκρασίες Τ.

1(δίνεται: cothx=- (1+—) για χ«1).X j
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ΠΠΑ1ΡΑΙΡΊΓΙΗΜ Α A

1. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ GAUSS
Θα αποδείξουμε ότι το ολοκλήρωμα I ισούται με Ί κ

+οο

I = J dx ε-χ2 = Vji ,
—οο

αποδεικνύοντας ότι το τετράγωνό του I2 είναι ίσο με π.

Α π ό δ ε ιξ η :

Με την αλλαγή στις συντεταγμένες χ=ροοεφ και γ=ρεϊηφ και με το 
διαφορικό της επιφάνειας άχάγ=ρόράφ, έχουμε

-f-oo + ο ο 2π + °°

I2 = J dx J dy e- (x2+y2) = J dcp f ε^ράρ
—ΟΟ —ΟΟ 0 Ο

+οο
= 2π J" β~02ράρ 

με την αντικατάσταση ε=ρ2/2

=2π J* e-2sds = π ,

ώστε

Το γενικότερο ολοκλήρωμα

+ οο

Ι(α) = J dx β_αχ2 ,
— ΟΟ
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με την μεταβλητή α, θέτοντας αχ2 = y2 έπεται που οδηγεί στην
μορφή

,(ο)=1 ΐ  e_y2 =Vi·
Παραγωγίζοντας μια φορά την παραπάνω

* Τ » *

άρα

+  οο

dx χ2β- α χ 2 =

και με δεύτερη παραγώγιση

— οο

άρα

4-00

J dx χ4β- α χ 2
ΟΟ

, κ.ο.κ.

Τα παραπάνω ολοκληρώματα χρησιμεύουν σε υπολογισμούς με την κατανομή 
Gauss (είναι γνωστά και ως ολοκληρώματα Gauss).

* ψ „ V*,

2. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

Η συνάρτηση Γ ορίζεται απο το ολοκλήρωμα
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Γ(ρ+1) =
+ ο ο

/  e_x χΡ dx 
0

ό π ο υ  ολοκληρώ νοντας κατά  π α ρ ά γοντες

+00
Γ(ρ+1) =  - J  xP d(e_x) =  [  -  χΡ e -x  ]  |J ~

+οο
+ ρ  J χΡ - 1  e -x  dx  

ο

οδηγεί στην

Γ(ρ+1)=ρ Γ(ρ).

Απ' ευθείας α π ο  το  ολοκλήρω μα έχουμ ε  

Γφ=>/π

και

+οο
Γ(1) =  |  e_x dx =1.

Ό τ α ν  ο  p  είνα ι θετικός ακέραιος  

Γ(ρ+1)=ρ Γ [ (ρ - 1 )+ 1 ]

=  ρ (ρ —1) Γ ([ρ -2 ]+ 1 )

= ρ (ρ -1 )  ( ρ - 2 ) ........3·2·1·Γ(1) ,

άρα  Γ (ρ + 1 )= ρ !

Ό τ α ν  ο  ρ  δ εν  ε ίν α ι π ερ ιο ρ ισ μ έν ο ς  σε α κ έρ α ιες  τ ιμ ές  η π ο σ ό τη τα  y  στο  

ολοκλήρω μα

y = x P e _x

έχει ακρότατο ό τα ν
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Ηχ = χΡ_1 e-κ [p-x] =0,

δηλ. όταν χ=ρ. Η y έχει μέγιστο όταν χ=ρ γιατί ♦ '

01χ=ρ =- Pp-le"p ,

είναι αρνητική για ρ>0 ενώ η τιμή της συνάρτησης y για χ=ρ είναι
ί

Ymax = ρΡ e-P =( g )Ρ, , Γ

όπου με τις αλλαγές μεταβλητών

y=ym e-t2 με -οο <t <+οο και χ=ρ+θ με -  ρ< θ <+οβ

και κατάλληλη επεξεργασία με την βοήθεια και της προσέγγισης του Stirling 
μπορούμε να αποδείξουμε το ανάπτυγμα

Γ(ρ+1) =( J  )Ρ V 2 ^ Γ  [1+ Ϊ 2 ^ +* * 4  ·

|

ι Γ4>£?
* ; V' ■

·■<- 1 ··

4' Λ ·ϊ

V
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β
ΜΙΑ ΜΕΘΟΔΟΣ "ΤΑΧΕΙΑΣ Υ Π Ε Ν Θ Υ Μ ΙΣΗ Σ" ΤΗΣ  
ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΜΕ ΚΑΙΡΙΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ*

1. ΓΕΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ SCHRODINGER
Η θεμελιώ δης π ο σ ό τ η τα  π ο υ  υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  στην Κ βαντική  μηχανική  

ε ίν α ι η κ υ μ α το σ υ νά ρ τη σ η  Ψ (? ,ΐ: )  ό π ο υ  ΐ ^ χ ,γ , ζ )  ε ίν α ι  το  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  

σ υ ντετα γμ ένω ν π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  το  σύστη μ ά  μ α ς. Η  φ υσικ ή  της σ η μ α σ ία  

δίνετα ι α π ό  την π ιθ α νότη τα  τη ν χρονικ ή  στιγμή t ν α  βρεθεί το  σύστημα μεταξύ  

Ϋ  κ α ι ? +  d ?

Ψ*(Γ,ΐ) W(r,t)<Pr

και α φ ού το  σύστημα είνα ι σ ίγου ρ ο  ό τ ι θα βρίσκεται κ ά π ο υ  σε ό λ ο  το  χώ ρ ο

J Ψ*(?.ί) Ψ (γ .Qd3 ? = 1 .

Ό τ α ν  ισ χύει η π α ρ α π ά νω  σχέση λέμε ότι η Ψ  ε ίνα ι κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ ένη . Έ στω  

Ψ (Τ ) ε ίν α ι το  χ ρ ο ν ικ ά  α νεξ ά ρ τ η τ ο  μ έρ ο ς  της Ψ ( γ ,t). Η  κ α τά σ τα σ η  τ ο υ  

συστήματος π ο υ  π ερ ιγρ ά φ ετα ι α π ό  μ ια  ψ (? )  λέγετα ι σ τά σιμη  κατάσταση  κ α ι  

εμείς θα  ασχοληθούμε μ ό νο  με στάσιμες καταστάσεις σε ό ,τ ι α κ ολουθεί.

Η  κ υ μ α το σ υ νά ρ τη σ η  ψ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ό  τη ν  λύσ η  τη ς εξ ίσ ω σ η ς τ ο υ  

Schrodinger

Η ψ  =  Ε  ψ,

ό π ο υ  Η ε ίνα ι ο  Χ α μ ιλ το ν ια ν ό ς  τελεστής κα ι Ε είνα ι ένα  βαθμω τό μ έγεθος π ο υ  

α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί στην ενέρ γεια  τ ο υ  σ υσ τή μ α τος. Ο  Χ α μ ιλ τ ο ν ια ν ό ς  τελεστής (ή 

Χ α μ ιλτονια νή ) γ ια  ένα σω μ ά τιο  μ ά ζα ς m σ το ν  χώ ρο  είνα ι

Η -  +i > + ν <*·^> - -  £ ν2 +ν<*·Μ

ό π ο υ  h ε ίν α ι \\/2π δηλ. η στα θερά  το υ  Planck δια ιρεμ ένη  με το  2 π . Ο  π ρ ώ το ς  

ό ρ ο ς  της Η α ντιστοιχεί στην κινητική ενέργεια  κα ι ο  δεύτερος στην δυναμική  

ενέρ γεια  το υ  σω ματίου ώ στε ο  Η  α ντ ισ τ ο ιχ ε ί στην ολική  ενέρ γεια . Υ π ά ρ χ ε ι

* Δείτε το βιβλίο μου ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΦΥΣΙΚΗ, Εκδόσεις Πανεπιστημίου Ιωαννίνων.
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έ ν α ς  τελεσ τή ς π ο υ  υ π α κ ο ύ ε ι  σε μ ια  εξ ίσ ω σ η  α ν τ ίσ τ ο ιχ η  της εξ ίσ ω σ η ς  

Schrondinger κ α ι α ντ ισ το ιχε ί σε κάθε μ ια  α π ο  τις φ υσ ικ ές ποσότητες.

Α ν  μ α ς δ ο θ ο ύ ν  ο ι φ υ σ ικ ές  ορ ια κ ές  συνθήκες το υ  συστήματος η γνώ ση  της 

Χ α μ ιλ τ ο ν ια ν ή ς  Η α ρ κ εί γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ις  ενέρ γε ιες  Ε κ α ι τ ις  ψ. Η 

κυμ α τοσ υνά ρ τη σ η  ψ  λ έγετα ι ιδ ιο σ υ νά ρ τη σ η  το υ  τελεστή Η κ α ι η Ε ε ίνα ι μια  

ιδ ιοτιμή  του . Υ π ά ρ χ ο υ ν  σ υνή θω ς π ο λ λ έ ς  ψ  κ α ι Ε  π ο υ  δ η λώ νο ντα ι με ένα ν  (ή 

π ερισσότερους) δείκτες στις ψ  κ α ι Ε. Έ χο υ μ ε την εξίσω ση ιδιολύσεω ν

Η ψη — Εη ψη

ή την αντίστοιχη  μερική διαφ ορικ ή  εξίσω ση ω ς π ρ ο ς  ψ η 

-  V 2  Ψη (Γ ) + V<?) ψ η(Γ )=  Ε η Ψη(Γ)-

Η εφ α ρ μ ογή  τ ω ν  ο ρ ια κ ώ ν  σ υ νθ η κ ώ ν σ υ χ ν ά  π ε ρ ιο ρ ίζ ε ι  τ ις  τ ιμ ές της Εη σε 

ο ρ ισ μ έ ν ε ς  δ ια κ ρ ιτ έ ς  τ ιμ έ ς  σ τ ις  ο π ο ίε ς  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό ν  ν α  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

π ερ ισ σ ότερ ες  α π ο  μ ία  ιδ ιοσ υ να ρτή σ εις , φ α ιν ό μ εν ο  γνω σ τό  κ α ι ω ς εκφ υλισμός. 

Η τελευ τα ία  εξίσω ση  ε ίν α ι η χ ρ ο ν ικ ά  α νεξά ρτη τη  εξίσω ση  το υ  Schrondinger 

γ ια  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τω ν στά σ ιμ ω ν καταστάσεω ν.

2. Η Μ ΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΕΞΙΣΩ ΣΗ  SCHRONDINGER

Έ ν α  α π λ ό  μ ο ν ο -δ ιά σ τ α τ ο  π ρ ό β λ η μ α  μ εγάλη ς σ η μ α σ ία ς ε ίνα ι α υ τό  το υ  

σ ω μ α τίου  σε "κουτί". Θ εω ρείστε ένα  σω μ ά τιο  π ο υ  κ ινείτα ι στην π ερ ιοχή  0<  x  

<a, σε ένα  π η γά δ ι δ υ ν α μ ικ ο ύ  π ο υ  ε ίν α ι ά π ειρ ο  γ ια  χ  <  0  κ α ι χ  >  a κα ι μηδέν  

γ ια  0  <  χ  <  a. Η  χ ρ ο ν ικ ά  ανεξάρτητη  εξίσω ση Schrondinger στην περιοχή  0 <  x 
£  a ε ίνα ι αυτή του  ελεύθερου σ ω μ ατίου  (V (x) =  0) α λλά  με τις οριακές συνθήκες  

ψ (0 ) =  \p(a) =  0 . Η  μ ονοδ ιά σ τα τη  εξίσω ση γ ια  ένα  μ ονοδ ιά σ τα το  δυναμ ικ ό  V (x) 

ε ίν α ι

2 m ( f e  Ψ (χ) +  V (x) Ψ(χ) =  Ε Ψ(χ )·

(ί).Ν α  δείξετε ό τ ι α ν  V  =  0  η λύση της ε ίνα ι της μ ορφ ή ς

ψ (χ) =  A e ikx ,

ό π ο υ  Α  ε ίνα ι μ ία  σταθερά . Τ έτο ια  λύση επ ίπ εδ ο υ  κ ύ μ α το ς  μ α ς δ ιευ κ ολύ νει  

μαθηματικ ά  α λ λ ά  δ εν  ε ίν α ι κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ έν η . Γ ια ν α  ξεπ ερ α σ τεί αυτή η
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δυσκολία  της κ α νονικ οποίη ση ς η λύση θα π ερ ιορ ισ τεί σε ένα  μ εγάλο τμήμα α π ό  

0  μ έχρ ι L. Α ν  α π α ιτ ή σ ο υ μ ε , λ ο ιπ ό ν ,  σ το  τ μ ή μ α  α υ τ ό  τη ν  σ υ νθ ή κ η  

κανονικοποίησης

L
J ψ* (χ) ψ(χ) dx = 1 
ο

να  υπολογίσετε το  Α  ώ στε ν α  ισχύει η συνθήκη.

(ίΐ).Ν α  δ είξετε  ό τ ι  σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  το υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  μ α ς (μ ο ν ο δ ιά σ τ α τ ο  

π η γά δ ι δ υ ν α μ ικ ο ύ  με ά π ε ιρ α  το ιχώ μ α τα ) με κ α τά λ λ η λ η  επ εξερ γ α σ ία  τ ω ν  

ο ρ ια κ ώ ν σ υ νθ η κ ώ ν π ρ ο κ ύ π τ ε ι η κβάντω ση  (τ ί θ α  π ε ι;)  της ενέρ γ ε ια ς  τ ο υ  

σω ματίου. Ο ι επ ιτρεπτές τ ιμές της ενέργειας ε ίνα ι

E n =  h2  π 2  n2/  2 m a2, η =  θετικός α κέραιος

Γιατί δεν  χρειάζετα ι ν α  λά βουμ ε υπ' όψη τ ις  αρνητικές τ ιμ ές το υ  η;

(ϊίΐ).Ν α δείξετε ό τ ι ο ι  κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ έν ες  λύ σ εις  ψ(χ) π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  στη ν  

ενεργειακή  στάθμη Ε η ε ίν α ι ο ι  ψ Π(χ) =  ( ~ ) 1 2̂ s in 1̂ ^  . Ν α  δ είξετε  ό τ ι  ο ι
3  3

a
κυματοσυναρτήσεις ψπ(χ) είναι "ορθογώνιες", δηλ. J ψη* (χ) ψπ,(χ) dx = 0

ο
ό τα ν  π *  m , π ρ ώ τα  π ο ιο τ ικ ά  με δοκιμή  δ ύ ο  α π λ ώ ν , δ ια φ ο ρ ετ ικ ώ ν τέτ ο ιω ν  

κυματοσυναρτήσεω ν κ α ι μετά ν α  κάνετε α να λυτικ ά  το  ολοκλήρω μα.

Α υτή ε ίν α ι μ ία  α π λ ή  π α ρ ο υ σ ία σ η  μ ια ς  γ εν ικ ή ς  κ α ι π ο λ ύ  σ η μα ντικ ή ς  

ιδιότητας τω ν κυματοσυναρτήσεω ν : δύ ο  λύσ εις  της εξίσω σης Schrondinger, γ ια  

οποιοδή ποτε δυναμ ικ ό, π ο υ  α νή κ ουν σε δύο  διαφ ορετικές ενεργειακές ιδιοτιμές  

είνα ι π ά ντα  ορθογώ νιες.

( ΐν ) . Ν α δ είξετε  τ ις  ενερ γε ια κ ές  δ ια φ ο ρ ές , σε Joule κ α ι eV  μ ετα ξύ  τω ν  
σταθμώ ν Ε\ κα ι Ε 2 , (α) γ ια  ένα  η λεκ τρόνιο  π ερ ιο ρ ισ μ ένο  σε ένα  μήκος a =  1

m, (β) ένά  ηλεκτρόνιο  π ερ ιορ ισ μ ένο  σε ένα  μήκος (χαρακτηριστικό ατόμω ν) a  
= 10- 1 0m, (γ) με m = η λεκ τρονικ ή  μάζα , a  =  10- 2 m. Για π ο ιά  τιμή του  η η 

ενεργειακή ιδιοτιμή ε ίνα ι E n = 1 eV;

( ν ) .  Ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ε τ ε  τη ν π ιθ α ν ό τη τα  ν α  βρεθεί τ ο  σ ω μ ά τιο  μ ετα ξύ  τω ν  

σ η μ είω ν x j κ α ι Χ2 , (κ α ι τα  δ ύ ο  μέσα σ το  [0 , a]) ό τ α ν  ε ίνα ι σε δεδομ ένη
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κ α τά σ τα σ η  με εν έρ γ ε ια  Ε η, κ α ι ν α  δ είξετε  ό τ ι γ ια  κ α τα σ τά σ εις  μεγάλης  

ενέρ γεια ς η π ιθανότη τα  αυτή π ρ ο σ εγ γ ίζε ι την κλασσική.

(ν ί) . Ν α  σ χεδ ιά σ ετε  τη ν Ε Π , (μ ετρ η μ ένη  σε μ ο νά δ ες  της Ej =  h2 π 2 /  2m a2)

σ υνα ρ τή σ ει του  η γ ια  η μ έχρ ι τ ο  15. Τ ώ ρα  θεω ρείστε ένα  ενερ γεια κ ό  διάστημα  
Δ Ε  =  5 0  στις ίδιες μ ονά δες. Μ ετρήστε τ ο ν  αριθμό τω ν ενεργεια κώ ν σταθμώ ν σε

κ ά θε δ ια δ ο χ ικ ό  τέτο ιο  δ ιά σ τη μ α , 0  μ έχρ ι 50, α π ό  5 0  μ έχρ ι 100, κ .λ ,π . Ν α  

σχεδιάσετε α υ τό ν  τ ο ν  α ρ ιθμ ό  σ υνα ρ τή σ ει της μέσης τιμής της ενέργεια ς σε κάθε 

τέτο ιο  διάστημα. Α υτός ο α ρ ιθ μ ό ς  ε ίνα ι η "πυκνότητα καταστάσεων".

• (v ii). Α π ό  τη ν (iii) ε ίνα ι π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι, ακόμη κ α ι γ ια  κ ά τι τό σ ο  ελα φ ρύ όπ ω ς  

τ ο  η λ ε κ τ ρ ό ν ιο , α ν  το  μ έ γ ε θ ο ς  a τ ο υ  π ε ρ ιέ χ ο ν τ ο ς  σ υ σ τή μ α τ ο ς  ε ίν α ι  

μ ικ ροσκ οπικ ό  ο ι ενεργειακές σ τά θμ ες π ο υ  π ρ ο κ ύ π το υ ν  ε ίνα ι τό σ ο  κ οντά  η μία  

με την ά λλη  ώ στε ν α  ε ίνα ι ο υ σ ια σ τ ικ ά  κατανεμ η μ ένες κ α τά  σ υνεχή  τρ ό π ο . Α ν  

ε π ο μ έν ω ς  θεω ρή σουμ ε τη ν  Ε η μ ία  σ υ νεχή  μεταβλητή Ε  ό π ω ς  κ α ι σ υ νεχές  η 

δ ια φ ο ρ ίζ ο ν τ α ς  τη ν  Ε  =  h2  π 2 η 2  /  2 m a 2  ν α  δ ε ίξ ετ ε  ό τ ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν

ε ν ε ρ γ ε ια κ ώ ν  σ τα θ μ ώ ν  dn α ν ά  μ ο ν ά δ α  ενερ γ ε ια κ ο ύ  δ ια σ τή μ α το ς  dE (η 

π υ κ νό τη τα  κα τα σ τά σ εω ν ρ (Ε ) ο ρ ίζετ α ι συνήθω ς α ν α  μ ο νά δ α  μήκους, δηλ. ίση 

με (l/L )(dn/dE )) κα ι υ π ο λ ο γ ίζετα ι α π ό  τ ο ν  τύπο:

Για τ έτ ο ιο  a ώ στε το  5 0  E j ν α  ε ίν α ι  π ρ α κ τ ικ ά  α π ε ιρ ο σ τό  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  τη ν  

σ χετ ίσ ο υ μ ε  με το  (ν ί) λ έ γ ο ν τ α ς  ό τ ι  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν κ α τα σ τά σ εω ν Δη σε κάθε  

διά στη μ α  Δ Ε  =  5 0 Ε ι θα  π ρ έπ ε ι ν α  ε ίν α ι

Ν α  σ υ γ κ ρ ίν ετ ε  αυτή  τη ν  εκτίμ η σ η  με το  α π ο τ έλ εσ μ α  σ το  ερώ τη μ α  (ν ί)  

σ χ ε δ ιά ζ ο ν τ α ς  α υ τό  στο  ίδ ιο  σ χή μ α . (Π ά ρτε το  Ε ν α  ε ίν α ι η μέση τιμή της 

ενέρ γεια ς  σε κάθε διάστημα).

(v ii i) . Ν α δ είξετε  ό τ ι γ ια  ένα  e π ερ ιο ρ ισ μ έν ο  σε ΙΟ- 2  m  

dE α ν  η Ε  μετρείται σε Joules.

τότε dn = (1017/ λ/ε )



3. Η Τ ΡΓ Ε Λ ΙΑ Σ Τ Α Τ Η  ΕΞΙΣΩΣΗ SCHRONDINGER

Το τρ ισδιάστατο α νά λογο  της II ε ίνα ι τ ο  σω μάτιο  σε δυναμ ικ ό  V (r ) τέτο ιο  
ώστε V  =  0 γ ια  0  <χ <a, 0 < y ^ a , 0  < ζ  <a κ α ι V  =  °° π α ν το ύ  α λ λ ο ύ  (δηλ. έξω

α π ο  ένα  κυβικ ό κουτί). Η  χρ ο ν ικ ά  α νεξά ρτη τη  εξίσω ση  Schrondinger ε ίνα ι, γ ια  

0 <x,y,z<a,

h2  (  θ2  92 32 ") ,  Χ „
- 2S  + J Ψ (Χ ^ ) = Εψχ,ν,ζ)

Ν α λύ σ ετε  α υτή  τη ν  εξίσ ω ση  με τη μ έθ ο δ ο  χ ω ρ ισ μ ο ύ  τω ν  μ ετα β λ η τώ ν  

γρ άφ οντα ς ψ (χ ,γ ,ζ )  =  Χ (χ ) Y (y ) Ζ (ζ).

(ί).Ν α δείξετε ό τ ι

χ β Χ = -  k 2 xdx2 * dy2 KV Υ
d iZ  = 
dz2

k2 Z

h i  2 1 1
και 2 m  +  k y +  k z ) =  E. Γ ιατί OL σ τ^ θερές δ ια χω ρ ισ μ ο ύ  δ ια λ έχθ η κ α ν  

αρνητικές;

(ϋ ).Β ά ξοντα ς τ ις  κατάλληλες ορ ια κές συνθήκες της ψ (χ ,γ ,ζ ) στα  το ιχώ μ α τα  τ ο υ  

κουτιού ν α  εξάγετε ό τι

kx =  m  π /a , ky =  Π2  π / a , kz =  Π3  π /a

όπ ου  π ι Π2 ,Π3  ε ίνα ι θετικοί ακέραιοι (ό χ ι α πα ρα ίτη τα  ίσοι).

( i i i) .O i α ρ ιθ μ ο ί ηι,Π 2  κα ι Π3 π ο υ  κ α θ ο ρ ίζ ο υ ν  τη ν λύση ψ (χ ,γ ,ζ )  κ α ι τ ις  

ενερ γεια κ ές  ιδ ιο τ ιμ ές  Ε λ έ γ ο ν τ α ι κ β α ν τ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί. Ν α δ είξετε  με έ ν α  

παράδειγμ α  ό τ ι σε μ ια  δεδομένη τιμή της ενέρ γεια ς  Ε μ π ορ εί ν α  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

περισσότερα  α π ό  ένα  σ ύ νο λ α  (σ υνδ υα σ μ οί) τ ω ν  κ βα ντικ ώ ν α ρ ιθμ ώ ν Πι Π2 κ α ι  

Π3 · Α υτό σ η μα ίνει ό τ ι περισσότερες α π ό  μ ία  κυμ α τοσυνα ρτή σεις α ντ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

στην ίδ ια  εν έρ γ ε ια  Ε , μ ια  κ α τά σ τα σ η  π ο υ  π ερ ιγ ρ ά φ ετ α ι λ έ γ ο ν τ α ς  ό τ ι η 

ενεργειακή στάθμη ε ίν α ι εκφ υλισμένη  (έχετε α κ ου σ τά  την έκφραση α π ό  το  

επ λύσιμ ο  σύστημα τω ν Ν σ π ινς;). Π ο ιο ς  ε ίν α ι ο  εκ φ υ λισ μ ός της ενεργειακή ς  
στάθμης με Ε  =  9h2/8m a2;
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(iv).To αποτέλεσμα της προηγούμενης ερώτησης δείχνει ότι οι ενεργειακές 
στάθμες ενός σωματίου περιορισμένου σε ένα κυβικό κουτί πλευράς a δίνονται 
από την σχέση

-  Λ2π2 ,_2 _2 2 „
Ε nj,n2 .n3 = 2ma2 (ni + n2 + n3 ) »

όπου ni Π2 , Π3 είναι θετικοί ακέραιοι. Αν θεωρήσετε ένα ηλεκτρόνιο σε ένα
2 2 2

κουτί 4m X 4m X 4m ποια περίπου είναι η τιμή του η, + η2 + η 3 που  

αντιστοιχεί σε ενέργεια 5eV;

(ν ) . Ποιά είναι προσεγγιστικά η ενεργειακή διαφορά μεταξύ των ενεργειακών 
σταθμών E m  και Ε2 1 1  για ένα ηλεκτρόνιο στο παραπάνω δωμάτιο; Να 
επαναλάβετε τον υπολογισμό για ένα ηλεκτρόνιο σε ένα κουτί (το "άτομο") 
πλευράς ΐΧ.

(νΐ). Η προηγούμενη ερώτηση μας δείχνει ότι μεταβλητές η είναι ουσιαστικά
συνεχείς όταν το a είναι μακροσκοπικό μέγεθος. Τώρα να υπολογισθεί η

dNπυκνότητα καταστάσεων ^  όπως κάναμε και στο Κεφ.ΙΙ. Θεωρείστε τον

τρισδιάστατο χώρο-n στον οποίο το Πι μετριέται κατά μήκος ενός άξονα, το η2 
κατά μήκος άλλου και το Π3 κατά μήκος τρίτου. Αν εισάγετε τις σφαιρικές 
πολικές συντεταγμένες η ι = η sin0 coscp, 112 = η sin0 sin0 , 113 = η costp να 
δείξετε ότι ο στοιχειώδης όγκος dnj dn2  dn3 = n2 dn sin0 d0 dcp και να δείξετε 

ότι ο αριθμός των σημείων dN που περιέχονται στο θετικό οκτωστό του 
σφαιρικού φλοιού ανάμεσα από τις επιφάνειες η και n+dn είναι

dN = | n 2dn

(vii). Να δείξετε ότι στον χώρο-η σημεία που αντιστοιχούν σε μια κατάσταση

δεδομένης ενέργειας Ε ευρίσκονται στην επιφάνεια σφαίρας με ακτίνα
(2ma2E/K2h2) 1/2 στο θετικό οκτωστό τμήμα. Να δείξετε ότι η πυκνότητα 

dNκαταστάσεων ^  (η πυκνότητα καταστάσεων ρ(Ε) ορίζεται συνήθως ανα 

μονάδα όγκουV=a3, δηλ. ίση με (l/V)(dN/dE) )δίνεται απο την σχέση:

dN _ π (2 m a i\3/2 f i/2  n,Fs _ JdN _ π f i/2

d E ' 4 U 2̂ J  E ·καιe(E)- vdE - 4  U 2̂ J  E '
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Γ ράφ οντας την π α ρ α π ά νω  ω ς dN =  σταθ. Ε  1/2 dE π ο ιά  ε ίν α ι η τά ξη  μ εγέθους  

της σταθεράς ό τα ν  a =  1cm, m  =  μ ά ζα  του  η λεκ τρονίου  κ α ι η ενέρ γεια  μετριέται 

σε Joules;

(νΗ ί).Ο λοκληρώ νοντας την π α ρ α π ά νω  έκφραση γ ια  τη ν dN /dE ν α  δείξετε ό τ ι ο  

α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  κ α τα σ τά σ εω ν σ τη ν π ερ ιο χ ή  α π ό  0  μ έχρ ι Ε  ε ίν α ι s  =  ^  "^3

(2 m E )3/2. Ν α  δεχτείτε Ε  =  (3 /2 ) kT , τη ν μέση τιμή  τη ς κ λα σ σ ικ ή ς θερμικ ή ς  

ενέργειας α ν α  σω μ ά τιο , κ α ι ν α  υ π οθέσετε ό τ ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ υ νο λ ικ ά  Ν  σ ω μ ά τια  

σε ό λες  α υτές τ ις  κ α τα σ τά σ εις . Ν α  δείξετε ό τ ι ο  μ έσ ο ς α ρ ιθ μ ό ς  σ ω μ α τίω ν σε
3 λτ-,ο 1

κάθε κατάσταση ε ίνα ι —  r  ό π ο υ  λ 0Β  ε ίν α ι το  μήκος κ ύ μ α το ς  de B roglie

3
π ο υ  α ντ ισ τ ο ιχ ε ί σε ενέρ γ ε ια  ^ kT (θυμηθείτε γ ια  τ ο ν  δ υ ϊσ μ ό  σ ω α μ α τίο υ -

κ ύμ α τος) κ α ι d ε ίν α ι η μέση α π ό σ τα σ η  μ ετα ξύ  σ ω μ α τίω ν , d = (a3/N ) 1/3. Ν α  

συζητήσετε τ ί σ η μ α ίνει το  κ β α ντικ ό  κρ ιτή ριο  λ 0 Β »  d σε σχέση  με τ ο ν  β α θμό

κατάληψης τω ν καταστάσεω ν.

Π αρατήρηση: Ν α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  το  φ α ιν ό μ ε ν ο  τ ο υ  εκ φ υ λ ισ μ ο ύ  δ ε ν

παρατηρείται στο μ ονοδ ιά σ τα το  προόβλημα.
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ΠΰΑΙΡΑΙΡΊΓΰΠΜΙΑ IT

ΜΟΡΦΟΚΑΑΣΜΑΤΙΚΑ (FRACTALS) *

Γ .Ι .  Ε ισ α γ ω γ ή

1 .1  Τ ι ε ί ν α ι  τ α  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά ;

Η φύση ε ίνα ι σ α ν  ένα  α νο ιχ τό  β ιβ λ ίο  μ π ρ ο σ τά  σ τα  μ άτια  μ α ς το  ο π ο ίο  

όμω ς δεν μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  το δ ια βά σουμε χ ω ρ ίς  ν α  γ νω ρ ίζο υ μ ε  την γλώ σ σ α  κ α ι  

εξο ικ ιω θ ο ύ μ ε  με τ ο υ ς  χα ρ α κ τή ρ ες  με τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς  ε ίν α ι  γ ρ α μ μ έ ν ο . Ο  

Γ α λλιλα ίος είχε π ε ί π ω ς  το  β ιβ λ ίο  της φ ύσ η ς ε ίν α ι γρ α μ μ ένο  στην γλ ώ σ σ α  

τω ν μαθηματικώ ν κα ι ο ι χαρακτήρες (τα  γρ ά μ μ α τα ) π ο υ  χρ η σ ιμ ο π ο ιεί ε ίνα ι  

τα α π λ ά  σ ύμ βολα  της Ε υκ λείδ ια ς γεω μ ετρ ία ς, ό π ω ς ο κ ύκ λος, το  τρ ίγω νο , η 

σφαίρα, κ .λ π .  Ε ίνα ι όμ ω ς η π ο λ ύ  γνω στή γεω μετρική αυτή γλώ σσ α  ικανή ν α  

περιγρά φ ει ό λ α  τα  φ υσ ικ ά  φ α ινό μ ενα  κ α ι αντικ είμ ενα ; Α ν  κ υττά ξουμ ε γύρ ω  

μας θα  π α ρ α τη ρ ή σ ο υ μ ε π ω ς  η σ υ ντρ ιπ τ ικ ή  π λ ειο ψ η φ ία  τω ν  μ ο ρ φ ώ ν  κ α ι  

δ ο μ ώ ν π ο υ  μ α ς  π ε ρ ιβ ά λ λ ο υ ν , δ έν δ ρ α , α κ τές , β ο υ ν ά , α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι α π ο  

κακοσχηματισμένα  κ α ι π ο λ ύ  α κ α νό νισ τα  σχήματα  γ ια  ν α  π ερ ιγρ ά φ ο ντα ι α π ο  

τα  ε ζ ιδ α ν ικ ευ μ έν α  γεω μ ετρ ικ ά  σ χή μ α τα  τη ς  Ε υ κ λ ε ίδ ια ς  γεω μ ετρ ία ς. Τ ο  

σ ύ νεφ ο  δ ε ν  ε ίν α ι σ φ α ίρ α , τα  β ο υ ν ά  δ εν  ε ίν α ι κ ώ νο ι, ο ι ακτές δ εν  ε ίν α ι  

κ ύκ λοι, κ α ι ίσ ω ς, π α ρ ά  τη ν θέλησή μ α ς, η α στραπ ή  δ εν  δ ια δ ίδ ετα ι σε μ ια  

ευθεία γ ρ α μ μ ή ,...

Την τελευ τα ία  δεκαετία  έχει όμ ω ς α ν α π τ υ χ θ ε ί μ ία  νέα  γλώ σ σ α  γ ια  ν α  

π ερ ιγ ρ ά φ ε ι τ έτ ο ια  π ε ρ ίε ρ γ α  π ο λ ύ π λ ο κ α  σ χή μ α τα  κ α ι α ν τ ικ ε ίμ εν α  π ο υ  

π αρ α τη ρ ούμ ε στη ν φύση. Α υτά  ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ά  ( fr a c ta ls )  

κ α ι τα  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  η μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ή  (fracta l) γ ε ω μ ε τ ρ ία Π Ι . Σ τα  

μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ά , με χρήση μ εγεθ υ ντικ ώ ν φ α κ ώ ν ό λ ο  κ α ι α υ ξ α ν ό μ εν η ς  

διακριτικότητας π αρατη ρούμ ε ό λ ο  κα ι νέες  λεπτομ έρειες στην δομή το υ ς π ο υ  

κ α τά  μ έσο  ό ρ ο  π α ρ α μ έ ν ε ι  ό μ ο ια  με τη ν  α ρ χικ ή . Ε π ο μ έν ω ς  τ ο  π ρ ώ τ ο

* Αείτε τις σημειώσεις μου στο μάθημα ''ΠΟΛΥΠΛΟΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
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χαρακτηριστικό τους είναι η ύπαρξη δομής σε μεγάλη ποικιλία διαφορετικοτν 
κλιμάκων μήκους, από τις πολύ μεγάλες έως τις πολύ μικρές, και επιπλέον η 
δομή στις διαφορετικές κλίμακες παραμένει η ίδια. Η ιδιότητα διατήρησης 
της δομής σε αλλαγές κλίμακας είναι γνωστή ως αυτοομοιότητα και 
αποτελεί μια νέα συμμετρία της φύσης. Τα μορφοκλασματικά όμως 
χαρακτηρίζονται και απο μή ακέραιες (κλασματικές) διαστάσεις, π.χ. 
ένα μορφοκλασματικά σύνεφο δεν είναι ένα τρισδιάστατο αντικείμενο αλλά 
όσο κι αν φαίνεται παράξενο περίπου δυομισιδιάστατο! Επομένως, παρ' όλο 
που διαφορετικοί άνθρωποι μπορεί να αποδίδουν διαφορετική σημασία στην 
λέξη μορφοκλασματικά όλοι συμφωνούμε οτι μορφοκλασματικά 
(fractals) είναι συστήματα ή αντικείμενα μη ομαλά αλλά 
ακανόνιστα και κομματιαστά στον ίδιο βαθμό σε όλες τις 
κλίμακες μεγέθους. Έτσι τα φυσιολογικά αντικείμενα ακεραίων 
διαστάσεων αποκτούν μια πληθώρα απο παράξενους νέους γείτονες.

Σχ.Ι. Ένα μορφοκλασματικά σχήμα με κλαδιά, παρακλάδια, κ.λ.π., όλων των μεγεθών. Η 

ύπαρξη δομής σε διαφορετικές κλίμακες μεγέθους είναι εμφανής καθώς και η 

αυτοομοιότητα.
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Σ το Σ χ. Γ. 1 φ α ίνετα ι ένα  τέτο ιο  π α ρ ά ξ εν ο  α ντ ικ είμ ενο  π ο υ  ανήκει στην  

δ ικ α ιο δ ο σ ία  της μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ή ς  γ εω μ ετρ ία ς  σε α ν τ ιδ ια σ τ ο λ ή  με τα  

συνηθισμένα  ομ α λά  γεω μετρικά  σχήματα  της Ε υ κ λείδ ια ς  γεω μ ετρ ία ς. Ε ίνα ι  

ένα  σ υσ σω μ ά τω μ α  π ο υ  κ α τα σ κ ευ ά ζετα ι α π ο  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ τ ή  μ α ς με μ ια  

επαναλαμβανόμενη  δια δικα σία  προσθήκης μ ια ς σ τοιχειώ δ ου ς υ π ο μ ο νά δ α ς . Η  

μ ονά δα  αυτή είνα ι ένα  σω μ ά τιο  στο ο π ο ίο  επ ιτρ έπ ο υ μ ε  ν α  δ ια χέετα ι σε ένα  

χώ ρ ο  (ή π λ έγμ α ) α ρ χ ίζ ο ν τ α ς  α π ο  π ο λ ύ  μ α κ ριά  κ α ι ό τ α ν  π ρ ο σ ε γ γ ίζε ι μ ία  

συγκεκριμένη αρχική κεντρική θέση κ ολλά ει. Τ α νέα  σω μάτια  π ο υ  π λ η σ ιά ζο υ ν  

αυτά π ο υ  έχ ο υ ν  ήδη κ ολλή σ ει κ ο λ λ ά νε  κι α υτά  δ ίπ λ α  το υ ς  κ α ι η δ ια δ ικ α σ ία  

επαναλα μ βά νετα ι γ ια  π ο λ λ ά  σω μάτια . Π α ίρ νο υ μ ε έτσι την δομή το υ  Σ χ. Γ.1 

με π λ ο κ ά μ ια  κα ι φ ιό ρ δ ς  σε δ ιά φ ο ρ α  μεγέθη. Η  π α ρ ο υ σ ία  τω ν  π ο λ λ ώ ν  

κ λιμ ά κ ω ν μ εγέθου ς ε ίν α ι φ α νερ ή , τα  βα σικ ά  π λ ο κ ά μ ια  α π ο τ ε λ ο ύ ν τ α ι α π ο  

ά λλα  μ ικρότερης κ λ ίμ α κ α ς μ εγέθου ς, κ .ο .κ . ενώ  ε ίν α ι επ ίσ η ς εμ φ α νή ς σ το  

σ χή μ α  η α υ τ ο ο μ ο ιό τ η τ α , με τη ν  σ τα τισ τ ικ ή  έ ν ν ο ια . Μ ια  α ν τ ίσ τ ο ιχ η  

π ειρα μ α τικ ή  ε ικ ό να  δ η μ ιο υ ρ γ είτα ι ό τ α ν  κ α ν ά λ ια  α π ο  ιο ν ισ μ έ ν ο  π λ ά σ μ α  

σχη μ α τίζοντα ι σε ένα  διηλεκ τρικό μέσο στο ο π ο ίο  έχει π ρ οκ λη θ εί σ π ινθ ή ρ α ς  

απο την επίδραση ηλεκτρικού πεδ ίου .

Σχ.2. Δύο μορφοκλασματικά μοντέλα του πνεύμονα με ύπαρξη δομής και αύτοομοιότητα σε 
διαφορετικές κλίμακες μεγέθους.
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Σ το Σ χ. Γ .2(β) έχ ο υ μ ε  μ ια  ε ικ ό ν α  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ο ύ  με το  ο π ο ίο  ο  

M andelbrot π ρ ο σ ο μ ο ιώ ν ε ι τ ο ν  α ν θ ρ ώ π ιν ο  π ν εύ μ ο ν α . Π αρατη ρούμε ο τ ι τα  

μ εγά λα  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ά  (β ρ ό γ χ ο ι)  ε ίν α ι  ίδ ια  με τα  επ ιμ έρ ο υ ς , α υ τά  με τα  

επ ιμ έρ ο υ ς  τω ν  επ ιμ έρ ο υ ς , κ .ο .κ . μ έχρ ι ν α  α δ υ να τ ίσ ει η ισ χύς του  φ α κ ού  μας  

κ α ι ν α  μ ην μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π α ρ εισ φ ρ ή σ ο υ μ ε σε ν έα  λεπ τομ έρεια . Η  ομ οιότη τα  

με έν α  π ρ α γ μ α τ ικ ό  π ν ε ύ μ ο ν α  γ ίν ε τ α ι  π ερ ισ σ ό τερ ο  εμ φ α νή ς σ το  επ ό μ εν ο  

μ ορφ οκ λα σμ α τικ ό  μ ο ντέλ ο  π ο υ  δ ε ίχνο υ μ ε  σ το  Σ χ. r .2 (b ). Ε κτός όμ ω ς α π ο  τα  

β ιο λ ο γ ικ ά  συστή μ ατα  η μοριροκλασματική  π ερ ιγρ α φ ή  σ υ νεισ φ έρ ει κ α ι στην  

κ α τα νό η σ η  μ ια ς  μ εγά λ η ς  κ α τ η γ ο ρ ία ς  α ν τ ικ ε ιμ έ ν ω ν  ή υ λ ικ ώ ν  π ο υ  ενώ  

φ α ίν ο ν τ α ι ά μ ο ρ φ α  κ ρ ύ β ο υ ν  τη ν σημαντική  σ υμ μ ετρ ία  της α υ το ο μ ο ιό τη τα ς  

(ένα  α κόμ η  π α ρ ά δ ειγ μ α  (ραίνεται στο  Σ χ. Γ .3) κ α ι π ερ ιγρ ά φ ο ντα ι με αρκετά  

α κ ρ ιβ ε ίς  μ ε θ ό δ ο υ ς  σ τ ις  ο π ο ίε ς  θ α  π ρ ο σ π α θ ή σ ο υ μ ε  ν α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τ ο ν  

ανα γνώ στη .

Σχ.3. Η αυτοομοιότητα επιδεικνύεται σε αυτό το φύλλο όπου κάτω απο διαφορετικές 

μεγεθύνσεις εμφανίζεται νέα δομή παρόμοια με την προηγούμενη.
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1.2 Μη ακέραιες διαστάσεις και μη α ναλυτικές συναρτήσεις

Η βασική, α λλά  και περίεργη , ιδ ιότητα  τω ν  μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ώ ν ε ίνα ι ο  

χαρα κ τη ρισ μ ός το υ ς α π ο  κ λασματικές δ ια σ τά σ εις . Ε ίνα ι γνω σ τό  ό τ ι ενώ  τα  

κ λ ά σ μ α τ α  δ η μ ιο υ ρ γ ή θ η κ α ν  σ χ ε δ ό ν  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  με τη ν  γ έ ν ν η σ η  τ ω ν  

μ α θη μ α τικ ώ ν υ π ά ρ χ ο υ ν  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  π ο υ  ο ι  κ λ α σ μ α τ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί δ ε ν  

γ ίνο ν τα ι εύκ ολα  αποδεκτοί: π .χ . τ ι θα  λέγα τε στην δήλω ση ό τ ι μ ια  Ε λληνική  

ο ικ ο γένεια  έχει 1.83 π α ιδ ιά ; Σ' αυτή τη ν π ερ ίπ τω σ η  δ εν  ε ίνα ι δ ύ σ κ ο λ ο  ν α  

δούμε ότι ο  κλασματικός α ρ ιθμός είνα ι στατιστικό  π α ρ ά γω γο  π ο υ  π ρ ο κ ύ π τει  

α π ο  το ν  μ έσο  ό ρ ο  γ ια  ένα  μ εγάλο  α ρ ιθ μ ό  α π ο  ο ικ ο γένειες . Υ π ά ρ χ ο υ ν  ό μ ω ς  

κ α ι π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  π ο υ  η π α ρ ο υ σ ία  τ ω ν  κ λ α σ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  ε ίν α ι  

π ρ α γμ α τικ ά  α δ ύνα τη  ό π ω ς  φ α ίν ετα ι σ το  ε π ό μ ε ν ο  π α ρ ά δ ειγ μ α  : π .χ . τ ι θ α  

λέγα τε σε κ ά π ο ιο ν  π ο υ  ισ χ υ ρ ίζε τ α ι ό τ ι  μ ελ ετά  έ ν α  σ ύ σ τη μ α  π = 3 .1 4 ...  

εξ ισ ώ σ εω ν με π = 3 .1 4 ... α γ ν ώ σ τ ο υ ς  ή έ ν α  φ υ σ ικ ό  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο  1 .58 ... 

δ ια σ τά σ εω ν; Α υτή  α κ ρ ιβ ώ ς η π ε ρ ίπ τ ω σ η  α π α σ χ ο λ ε ί  τη ν  θ εω ρ ία  τ ω ν  

μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ώ ν κ α ι δ ικ α ιο λ ο γ ε ί, εν  μ έρει, κ α ι τη ν  καθυστέρηση σ τη ν  

μελέτη τους.

Τ α  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά  ό μ ω ς  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  κ α ι με τ η ν  έ λ λ ε ιψ η  

α να λ υ τ ικ ό τη τα ς  τω ν  σ υ να ρ τή σ εω ν π ο υ  τ α  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν . Ε ίν α ι γ ν ω σ τ ό ,  

τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  σ το υ ς  Μ αθη μ α τικ ού ς, ό τ ι μ ια  σ υ νεχή ς  συνά ρτη ση  δ εν  ε ίν α ι  

απαραίτητα κα ι αναλυτική. Η  α να λυτικ ότη τα  μ ιας συνάρτησης εκφ ράζεται με 

την δ υ να τό τη τα  ν α  φ έρω  την π α ρ ά γ ω γ ο  σε κ ά θε σημείο  της. Ό μ ω ς  σ τα  

μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ά  η π α ρ ο υ σ ία  ό λ ω ν  τ ω ν  κ λ ιμ ά κ ω ν  μ εγέθ ο υ ς, π ο υ  ε ίν α ι  

έν ν ο ια  τα υτόση μ η  με τη ν  α π ο υ σ ία  κ ά π ο ια ς  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ή ς κ λ ίμ α κ α ς , 

συνδυασμένη με την αυτοομοιότητα  δεν επ ιτρέπει την λήψη παρα γώ γου . Α υτό  

γιατί η π α ρ ά γω γο ς  ισ οδυνα μ εί με την εφ α π τομ ένη  της καμ πύλη ς, δηλαδή τη ν  

προσέγγισή  της με ευθεία  σε κ ά π ο ια  κ λ ίμ α κ α  μεγέθους. Δ εδομ ένη ς όμ ω ς της  

π α ρ ου σ ία ς δομ ή ς σε ό λ ες  τ ις  κλίμ α κ ες μ ια  τέτο ια  προσέγγιση  ε ίνα ι α δύνατη  

γ ια  τ ις  μ ο ρ φ ο κ λα σ μ α τικ ές  σ υ να ρ τή σ εις  π ο υ  ε ίν α ι μη α να λ υ τ ικ ές , δηλαδή  

π ο υ θ ενά  π α ρ α γω γίσ ιμ ες . Ο ι Κ. W eierstrass κ α ι G. P eano επ ινό η σ α ν  τέτο ιες  

σ υ ν ε χ ε ίς  σ υ να ρ τή σ εις  π ο υ  δ εν  ε ίχ α ν  π ο υ θ ε ν ά  π α ρ ά γ ω γ ο . Ό μ ω ς  η μη  

αναλυτική  συνάρτηση  δ εν  ε ίνα ι α π λ ώ ς μ ια  αφηρημένη μαθηματική ένν ο ια . 

Σ το Σ χ. Γ .4 δείτε το  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ό  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  της σ υνά ρ τη σ η ς π ο υ
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π ερ ιγ ρ ά φ ει τη ν κίνηση ε ν ό ς  σ ω μ α τίο υ  σε ένα  υ γρ ό , γνω στή κα ι ω ς κ ίν η σ η  

B ro w n , ό π ο υ  ό λ ες  ο ι κ λ ίμ α κ ες μ εγέθου ς είνα ι π α ρ ού σ ες . Η συνάρτηση αυτή  

ε ίν α ι μη α να λυ τικ ή , δηλαδή δ εν  ε ίν α ι π α ρ α γω γίσ ιμ η  σε κ α νένα  σημείο  της. 

Σ το  Σ χ . Γ.4 β λ έ π ο υ μ ε  σε δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  κ λ ίμ α κ ες  (π .χ  με χρή ση  εν ό ς  

μ εγεθυ ντικ ού  φ α κ ού) ό τ ι η δομή της συνάρτησης π α ρ α μ ένει η ίδ ια  κατά μέσο  

ό ρ ο  α π ο κ λ ε ίο ν τ α ς  τη ν  λήψ η π α ρ α γ ω γ ο ύ  κ α ι φ α ν ε ρ ώ ν ο ν τ α ς  τη ν  μη 

αναλυτικότητά  της.

Σχ.4. Η μορφοκλασματικά δομή της κίνησης Brown σε διαφορετικές μεγεθύνσεις. Ενώ η 

κίνηση απο Α μέχρι το Β φαίνεται ευθεία παρατηρούμε με χρήση μεγεθυντικού φακού ότι 

εμφανίζεται νέα δομή, στατιστικά όμοια με την προηγούμενη.

1 .3  Γ ια τ ί  τ α  μ ελ ετά μ ε;

Τ α μορφ οκλασματικά  ε ίνα ι α π ο  την φύση του ς ελκυστικά, πρώ τα  α π ’ όλα  

σ το υ ς  κ α λλ ιτέχνες  κα ι στα  π α ιδ ιά  (σ α ν  εσάς π ο υ  διαβάζετε). Δ ε ν  α π ου σ ιά ζει 

ό μ ω ς κ α ι η π ρα κ τικ ή  σ κ ο π ιμ ό τη τα  τής μελέτης το υ ς, κ υ ρ ίω ς σε δ ιά φ ορ ες  

γεω μετρικές κατασκευές π ο υ  ε ίνα ι χρή σιμ ες σ τους μ η χα νικ ούς. Α λλά  είνα ι η 

σ ύνδεσ ή  τ ο υ ς  με τη ν μ ο ν τ έρ ν α  φ υσ ικ ή  κ α ι τα  μαθηματικ ά  π ο υ  τα  κ ά νει 

ε υ ρ ύ τ ε ρ α  α π ο δ ε κ τ ά . Π ρ ω τ ίσ τ ω ς  μ α ς  ε ν δ ια φ έ ρ ο υ ν  σ α ν  μ ια  α κ όμ η  

επ ισ τη μ ονικ ή  μ έθοδο  στη ν π ρ ο σ π ά θ ε ια  γ ια  την κατανόηση  το υ  π ω ς  είνα ι 

φ τια γμ ένος ο κ όσ μ ος μας. Π ω ς δηλαδή π ροκύπτει η π ο ικ ιλ ία  τω ν μ ορφ ώ ν και
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τω ν δ ο μ ώ ν γύ ρ ω  μας α π ο  τα  α π λ ά  ευρ έω ς π α ρ α δ εκ τά  σ υ σ τα τικ ά  (ά το μ α , 

μ όρια , σ ω μ ά τια , κ .λ π .) της ύλη ς. Μ ε α υ τό  το  θέμ α  α σ χ ο λ ε ίτ α ι η " φ υ σ ικ ή  

σ υ μ π υ κ ν ω μ έ ν η ς  ύλης" π ο υ  ε ίν α ι ο  π ιο  μ ο ν τ έ ρ ν ο ς  κ α ι σ χετ ικ ό ς  με τη ν  

ύπαρξή  μας κ λά δος της φυσικής, α φ ού  έχει π ροεκ τά σεις στα  μαθηματικά, τη ν  

βιολογία , κ .λ ,π .. Η άλλη κατεύθυνση της φ υσικής π ο υ  φέρει το ν  τίτλο  "φυσική  

σ το ιχειω δ ώ ν σω ματιδίω ν" εντρ υ φ εί στη ν μελέτη τω ν βα σ ικ ώ ν υ π ο μ ο ν ά δ ω ν  

ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  κ α ι ίσ ω ς  έ χ ε ι  α ρ κ ετά  κ ο ιν ά  μ ό ν ο  με τ ο ν  κ λ ά δ ο  τη ς  

" α ρ χα ιολογία ς" . . . Κ ι α υ τό  γ ια τ ί δ εν  μ α ς  εν δ ια φ έρ ε ι η α νεύ ρ εσ η  κ α ι  

κατάταξη τω ν στοιχειω δώ ν υ π ο μ ο νά δ ω ν της ύλη ς α λλά  κυρίω ς η ερμηνεία  της 

π ο λ υ π λ ο κ ό τη τα ς  το υ  κ ό σ μ ο υ  π ο υ  μ α ς π ερ ιβ ά λ λ ε ι κ α ι π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τ ο ν  

σ υνδυ ασ μ ό α υτώ ν τω ν α π λ ώ ν  συστα τικ ώ ν. Τ ο βα σικ ό  ερώ τημα είνα ι: "πως 

π ρ ο κ ύ π τ ε ι η α να μ φ ισβή τη τη  π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ α  π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι γύ ρ ω  μ α ς  α ν  

συνδυάσουμε τους α π λού ς δομ ικούς λίθους π ο υ  την αποτελούν".

Α λλά  κ α ι α π ό  μαθηματική ά ποψ η  τα  μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ά  π α ρ ο υ σ ιά ζο υ ν  

ενδ ια φ έρ ο ν  γ ια τί δεν  ε ίνα ι "ομαλά" α φ ο ύ  σ υ νδ έο ν τα ι με τ ις  μη α να λ υ τ ικ ές  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  κ α ι α ίρ ο υ ν  ισ τ ο ρ ικ έ ς  π ρ ο κ α τ α λ ή ψ ε ις  Φ υ σ ικ ώ ν  κ α ι  

Μ α θ η μ α τικ ώ ν  ό τ ι η επ ισ τή μ η  δ ε ν  π ρ έ π ε ι  ν α  α σ χ ο λ ε ίτ α ι  με τ έ τ ο ιε ς  

συνα ρτή σεις. Α π ο  τ ις  α ρ χές  το υ  2 0 ο υ  α ιώ να  με το επ ισ τη μ ονικ ό  έργο τω ν  

Cantor, P ea n o , κ .λ .π . κα ι κ υ ρ ίω ς το υ  P oin care π ο υ  ε ίνα ι ο θεμελιω τής της  

θεω ρ ία ς τ ο υ  χ ά ο υ ς  η σ η μ α σ ία  της μη α ν α λ υ τ ικ ό τη τ α ς  α π α σ χ ο λ ε ί τ ο υ ς  

μαθηματικούς.

Έ ν α ς  επ ιπ λ έ ο ν  λ ό γ ο ς  γ ια  την μελέτη τω ν  μ ορφ οκ λα σμ α τικ ώ ν ε ίνα ι ό τ ι  

ε ν τ ά σ σ ο ν τ α ι σ τη ν  μη  γ ρ α μ μ ικ ή  φ υ σ ικ ή . Η π ροσ θή κ η  τ ο υ  ό ρ ο υ  "μη 

γραμμική" ε ίνα ι περιτή  γ ια τί δ εν  υ π ά ρ χει γραμμική  φυσική, α λ λ ά  γρ α μ μ ικ ός  

τρ ό π ο ς  σκέψης στην φυσική, π ο υ  π λ έ ο ν  έχει ό λ ο  και π ερ ιορ ισ μ ένη  ισχύ  στην  

ερμηνεία  της φύσης. Β έβαια  ένα  ακόμη ισ χυ ρ ό  κ ίνητρο γ ια  την μελέτη της μη 

γρ α μ μ ικ ή ς φ υ σ ικ ή ς ε ίν α ι το  γ ε γ ο ν ό ς  ο τ ι  σ τη ν Β ιο λ ο γ ία  κ α ι σε ά λ λ ε ς  

επ ισ τή μ ες ε ίν α ι  α δ ύ να τη  η χρή ση  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  σ χέσ εω ν  ακόμ η  κ α ι σ το  

α π λ ο ύ σ τερ ο  δ υ να τό  επ ίπ εδ ο! Η μ ορφ οκ λα σμ α τικ ή  συμ μετρία  επ ιχειρ εί ν α  

ερμηνεύσει το  χ ά ο ς  κ α ι την π ο λ υ π λ ο κ ό τη τα  [2-4], δύ ο  βασικές ένν ο ιες  π ο υ  

σ χετ ίζο ντα ι με την π α ρ ο υ σ ία  ή μη τυ χα ιότη τα ς στα  α ρχικ ά  δεδομ ένα  π ο λ λ ώ ν  

μη γραμ μ ικ ώ ν συστημάτω ν. Τ έλος η μορφ οκλασματική  θεω ρία α φ ορ ά  κα ι την
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π ρ ο σ π ά θ εια  α π ά ντη σ η ς σε ένα  γεν ικ ώ τερ ο  ερώ τημα κ α τα  π ό σ ο ν  κα ι σε π ιό  

βαθμό η φυσική εξη γείται α π ο  την γεω μετρία.

Γ .2 .  Φ α ιν ό ιιε ν α  ιιε  π ο λ λ έ ς  χ λ ίι ια κ ε ο  ιιε ν έ θ ο υ ς

2 .1  Μ ε τ α β ά σ ε ις  φ ά σ η ς

Μ ια  α π ό  τ ις  χ α ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ές  ιδ ιότη τες  της φ ύ σ η ς ε ίν α ι η μεγάλη  

δια κ ύ μ α νσ η  μ εγεθώ ν ή κ λ ιμ ά κ ω ν  μήκους στη δομή το υ  κ όσ μ ου  μας. Σε ένα  

β ιβ λ ίο  φ υ σ ικ ή ς[5 ] τα  θ έμ α τα  κ α τ α τ ά σ σ ο ν τ α ι α ν ά λ ο γ α  με την κ λίμ α κ α  

μ εγέθους π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν . Η  επ ιτυ χ ία  σ χεδ ό ν  ό λ ω ν  τω ν π ρα κ τικ ώ ν εφ αρμ ογώ ν  

της φ υσικ ή ς εξα ρ τά τα ι α π ό  τη ν α π ο μ ό νω σ η  μ ια ς  π ερ ιο ρ ισ μ ένη ς  π ερ ιοχή ς  

κ λίμ α κα ς μεγέθους. Υ π ο θ έτο υ μ ε  έτσι ό τ ι γ εγο νό τα  π ο υ  δ ια κ ρ ίνο ντα ι α π ό  μια  

μεγάλη δ ια φ ο ρ ά  στο  μ έγεθ ο ς  δ εν  επ ικ ο ιν ω ν ο ύ ν  ο ύ τε  επ η ρ εά ζο υ ν  το  ένα  το  

ά λ λ ο , ά ρα  ε ίνα ι α νεξά ρ τη τα . Π .χ . στην Α στροφ υσική  ο ι  μελέτες τω ν αστέρω ν  

δεν λ α μ βά νου ν υπόψ η  το υ ς  τις  α λλη λεπιδράσεις σε α τομ ικ ό  επ ίπεδο.

Υ π ά ρ χ ε ι ε ν  τ ο ύ τ ο ις  μ ια  τά ξη  φ α ιν ο μ έ ν ω ν  π ο υ  γ ε γ ο ν ό τ α  σε π ο λ λ ές  

κ λίμ α κ ες μ εγέθους σ υ ν ε ισ φ έρ ο υ ν  εξίσ ου . Α υτό  σ υ μ β α ίνει κ ο ντά  στο κρίσιμο  

σ η μ είο  μ ια ς  μ ετά β α σ η ς φ ά σ η ς  ό π ο υ  α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ι δ ια κ υ μ ά νσ ε ις  στην  

π υ κ νό τη τα  σε ό λ ε ς  τ ις  π ιθ α ν έ ς  κ λ ίμ α κ ες. Κ α θώ ς το  ν ε ρ ό  θ ερ μ α ίνετα ι στο  

σημείο β ρ α σ μ ού  α λ λ ά ζε ι κ α ι α π ο  υ γ ρ ό  μ ετα τρ έπ ετα ι σε α έρ ιο . Α κριβώ ς σε 

α υτό  το  σημείο β λέπ ου μ ε ν α  α να π τύ σ σ ο ντα ι φ υσ α λίδες σε ό λ α  τα  μεγέθη, ενώ  

μακριά  α π ο  α υτό  το  σημείο υ π ά ρ χ ε ι ένα  μ ό νο  μ ικρό μ έγεθος φ υσ α λίδω ν, ίσο  

με τη ν α πόσταση  μ ετα ξύ  τω ν  μ ο ρ ίω ν του  νερού . Α υτή η ιδιότητα του  σημείου  

β ρ α σ μ ο ύ , ν α  έχει ό λ ε ς  τ ις  κ λ ίμ α κ ες  μ εγέθου ς, α π ο τ ε λ ε ί τη ν ο υ σ ία  μ ιας  

μ ετά β α σ η ς φ ά σ η ς. Η  κ λ ίμ α κ α  της μ εγαλύτερη ς δ ια κ ύ μ α νσ η ς  δ ίνετα ι α π ό  

το  γρ α μ μ ικ ό  μήκος της μ εγαλύτερη ς φ υ σ α λίδ α ς κ α ι μετράται α π ο  το μήκος  

σ υ σ χ έ τ ισ η ς  ξ. Τ ο ξ  ε ίν α ι ά π ε ιρ ο  σ το  κ ρ ίσ ιμ ο  ση μείο  ό μ ω ς ο ι  μ ικρότερες  

δ ια κ υ μ ά νσ εις  π α ρ α μ έ ν ο υ ν  κ α ι δ εν  ε ίν α ι σε κ α μ μ ιά  π ερ ίπ τω σ η  μικρότερης  

επιρροής. Ε πομ ένω ς όλες  ο ι θεω ρίες π ο υ  π ερ ιγρ ά φ ου ν φ α ινόμ ενα  στο κρίσιμο  

σημείο (γνω σ τά  ω ς κ ρ ίσ ιμ α  φ α ιν ό μ ε ν α ) π ρ έπ ε ι να  λ ά β ο υ ν  "υπ' ό ψ ιν ” ό λ ο  

το  φ ά σ μα  τω ν κ λιμ ά κ ω ν μήκους. Τ ο  ά ξ ιο  παρατήρησης σημείο ε ίνα ι ότι στο  

κ ρ ίσ ιμ ο  σημείο με χρήση ε ν ό ς  μεγεθυντικού  φ α κ ού  θα  δού μ ε νέες  φ υσαλίδες
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με δομή ίδ ια  με αυτές π ο υ  β λέπα μ ε π ρ ιν  τη ν  μεγέθυνση, μ ια  σαφή ένδειξη  γ ια  

την πα ρ ουσ ία  της αυτοομοιότητας.

2 .2  Η  ο μ ά δ α  α ν α κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  κ α ι  τ α  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά

Σ τα κ ρ ίσ ιμ α  φ α ιν ό μ ε ν α  η βασική  μ έθ ο δ ο ς  π ο υ  α να π τύ χθ η κ ε γ ια  τη ν  

μελέτη τ ο υ ς  β α σ ίζετα ι σε μ ια  υ π ό θ εσ η , τη ν  " υ π όθ εσ η  τη ς  κ λ ιμ ά κ ω σ η ς"  

π ο υ  οδήγησε στην τεχνικ ή  της ο μ ά δ α ς  α ν α κ α νο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  το υ  W ilson [6]. 

Αυτή υποθέτει ότ ι στο κ ρ ίσ ιμ ο  σημείο, ό π ο υ  ε ίνα ι π α ρ ο ύ σ ες  ό λ ες  ο ι  κ λίμ α κ ες  

μ εγέθου ς υ π ά ρ χ ε ι η α υ τ ο ο μ ο ιό τ η τ α , με ά λ λ α  λ ό γ ια  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  ά λ λ ο  

χαρακτηριστικό μ έγεθος εκτός α π ό  ένα  μ ικ ρ ό  μήκος π ο υ  μ π ο ρ εί ν α  ε ίνα ι η 

π λ εγ μ α τ ικ ή  α π ό σ τ α σ η  a. Μ π ο ρ ο ύ μ ε , λ ο ι π ό ν ,  ν α  ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  μ ια  

α ν α δ ρ ο μ ικ ή  κ λ ιμ ά κ ω σ η  μ έχ ρ ι π ο υ  τ ο  a ν α  α υ ξ η θ ε ί π ε ρ ίπ ο υ  σ το  ξ  

π ερ ιορ ίζοντα ς δραστικά τ ις  δυσκολίες α π ό  τη ν π ο ικ ιλ ία  κλιμάκω ν μήκους. Ο ι 

π α ρ ά μ ετρ ο ι μ ετα β ά λ λ ο ντα ι δ ια δ ο χ ικ ά  έξω  α π ό  τη ν κ ρ ίσ ιμ η  π ε ρ ιο χ ή  σ ε  

π εριοχή  π ο υ  ε ίνα ι ευκ ολώ τερο  ν α  λυθεί. Έ τσ ι με συντελεστή  κλιμ άκω σης b, 

έχουμε δ ια δοχικ ά

Η  βασική υ π όθ εση  μ α ς ε ίν α ι ό τ ι σ το  κ ρ ίσ ιμ ο  σημείο το  σύστημα δ εν  

β λ έπ ει τη ν α λ λ α γή  σ το  a α φ ο ύ  το  ά λ λ ο  υ π α ρ κ τ ό  μή κος με τ ο  ο π ο ίο  

σ υ γ κ ρ ίν ετ α ι ε ίν α ι  ξ = ά π ε ιρ ο . Α υ τ ό  σ η μ α ίν ε ι  επ ίσ η α υ τ ο ο μ ο ιό τ η τ α  τ ο υ  

συστήματος σε δ ια φ ορετικ ές κλίμ α κ ες μ εγέθους. Υ π ά ρ χ ο υ ν  α ντικ είμ ενα  π ο υ  

η υπ όθεση  κ λιμ ά κ ω σ η ς δ εν  ε ίν α ι α π λ ώ ς  υ π ό θ εσ η  α λ λ ά  βεβαιότητα  κ α ι η 

π α ρ ο υ σ ία  της α υ τοομ οιότη τα ς ε ίνα ι ακριβής. Α υτά  ε ίνα ι μ ορφ οκ λα σμ α τικ ά  

ό π ο υ  η α να δ ρ ο μ ικ ή  π ο ρ ε ία  γέννη σ ή ς τ ο υ ς  υ π ο δ ε ικ ν ύ ε ι τ ις  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ες  

δ ια δ ικ α σ ίες  της ο μ ά δ α ς  α ν α κ α νο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  γ ια  την ακριβή λύση το υ ς . 

Δηλαδή η ομ ά δ α  α να κ α νο νικ ο π ο ίη σ η ς α ντιστρ έφ ει την δ ια δικ α σία  γέννη ση ς

a —> ba —» b2a —> ... —» bma ~  ξ (1)

a  =  αρχικό, δύσκολο  

(ό λα  τα  μήκη)

b =  τελικό, εύκολο  

(ένα  μήκος)
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τω ν μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ώ ν κ α ι επ ο μ ένω ς  ε ίνα ι η π ιο  κατάλληλη διαδικασία  γ ια  

ν α  α σχολη θούμ ε με αυτά .

Ά ρα, στα μ ορ φ ο κ λα σ μ α τικ ά  ισχύει η υπόθεση  κλιμάκω σης και η ομάδα  

α ν α κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  ε ίν α ι  α κ ρ ιβ ή ς . Μ ο ρ φ ο λ ο γ ικ ά  π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ ν  τη ν  

α ξιοσ η μ είω τη  ιδ ιό τη τα  τη ς α υ τ ο ο μ ο ιό τ η τ α ς , σ υ νή θ ω ς με την στατιστική  

έν ν ο ια , κ α ι χ α ρ α κ τ η ρ ίζο ν τ α ι α π ό  μ ια  μη α κ έρ α ια  διά στα ση . Ε ίνα ι χρήσιμα  

και α π ο  το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι ευ ρ ίσ κ ο ντ α ι α νά μ εσ α  σ τα  π ερ ιο δ ικ ά  κα ι τα τελείω ς  

άτακτα (ά μ ορφ α ) σ τερ εά  γ ια τ ί λόγω  της α υ το ο μ ο ιό τη τα ς  π α ρ ο υ σ ιά ζο υ ν  α ντί 

γ ια  την συνηθισμένη  διατήρηση μετατόπισης π ο υ  ισ χύει στα π εριοδ ικ ά  στερεά  

διατήρηση μετά  α π ό  σ μ ικ ρ ύ ν σ ε ις  ή μ εγεθ ύ νσ εις . Ε π ο μ έν ω ς  η γνώ ση τω ν  

φ υ σ ικ ώ ν ιδ ιοτή τω ν στα  μ ο ρ φ ο κ λα σ μ α τικ ά  π λ έγμ α τα , εκτός του  ο τ ι βοηθάει 

στην κατανόη ση  τω ν  ιδ ιο τή τω ν στο κ ρ ίσ ιμ ο  ση μείο  μ ια ς  μετάβασης φάσης, 

π ο υ  α π ο τ ε λ ε ί  έ ν α  α π ο  τ α  π λ έ ο ν  θ εμ ελιώ δ η  π ρ ο β λ ή μ α τ α  της φ υ σ ικ ή ς, 

π λ ο υ τ ίζε ι κ α ι τ ις  γ ν ώ σ ε ις  μ α ς γ ια  τα  ά μ ο ρ φ α  στερεά . Η  συναρπαστικότερη  

α να κ ά λυψ η  α π ο  τη ν  μελέτη δ ια φ ό ρ ω ν  ειδώ ν μ ετα βά σεω ν φ άση ς (η γέννηση  

του  σ ύ μ π α ντο ς  π ρ ιν  α π ο  ΙΟ18 δευτερ όλεπτα  ε ίνα ι μ ια  μετάβαση φάσης, όπ ω ς  

κ α ι η μ ετά βα ση  σ το  χ ά ο ς  α π ο  τη ν τά ξη , κ .λ .π .)  ε ίν α ι  η ύ π α ρ ξη  της 

σ υ μ π α ν τ ικ ό τ η τ α ς  ώ στε τα  α π ο τ ελ έσ μ α τα  σ το  κ ρ ίσ ιμ ο  ση μείο  ν α  ε ίνα ι  

α νεξά ρ τη τα  α π ο  τ ις  δ ιά φ ο ρ ε ς  π α ρ α μ έτρ ο υ ς  εκ τός α π ο  τη ν δ ιάσταση του  

χώ ρου.

Γ.3. Ο οισ ιιό ί ττκ ιιοοφ οχλασ σατιχή ς δ ιά σ τα σ ικ

3 .1  Σ υ σ τ ή μ α τ α  α κ ε ρ α ίω ν  κ α ι μ η ·α κ ε ρ α ίω ν  δ ια σ τ ά σ ε ω ν

Σ ας π ροσ κ α λώ  ν α  πάψ ετε να  σκέφθεστε τη διάσταση ω ς το ν  αριθμό τω ν  

α νεξά ρτη τω ν κ α τευ θύ νσ εω ν ή βαθμώ ν ελευθερίας. Θ εω ρήστε ένα  τμήμα μιας  

ευθείας μ ο ν α δ ια ίο υ  μ ή κ ους. Α ν  τρ ιπ λ α σ ιά σ ο υ μ ε το  μήκος του  - δηλ. α ν  το  

α υξήσουμε με ένα  συντελεστή  κλίμ α κ α ς 3 - π α ίρ ν ο υ μ ε  μ ια  νέα  ευθεία μήκους 

τρία . Αυτή η ευθεία , φ υσ ικ ά , π ερ ιέχει τις τρεις σ υ νισ τώ σ εις  ευθείες (δηλ. τρία  

α ν τ ίτ υ π α  το υ  α ρ χ ικ ο ύ  μ ο ν α δ ια ίο υ  μ ή κους). Γ ια  λ ό γ ο υ ς  π ο υ  θα  φ α ν ο ύ ν  
παρακάτω , π ρ ο σ έχου μ ε ό τ ι 3=3 ξ
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Θ εωρήστε τώ ρα ένα  μ ο να δ ια ίο  τετρ ά γω νο . Α ν  το  α να π τ ύ ξο υ μ ε  με ένα  

συντελεστή κλίμακας 3 - δηλ. α ν  τρ ιπ λ α σ ιά σ ο υ μ ε τ ις  π λευ ρ ές  το υ  - π α ίρ ν ο υ μ ε  

ένα  τετρ ά γω νο  το υ  ο π ο ίο υ  η επ ιφ ά ν ε ια  ε ίν α ι 9  φ ο ρ ές  μ εγαλύ τερη . Α υ τό  

ση μαίνει ό τ ι το  α υ ξη μ ένο  τετρ ά γω νο  α π ο τ ελ ε ίτ α ι α π ό  εν ν έα  α ν τ ίτ υ π α  τ ο υ  
αρχικού τετραγώ νου. Π αρατηρείστε ότι π ά λ ι  9=32.

Σχ.5.0 αριθμός των αντιτύπων N(L) σε σχέση με τον συντελεστή κλιμάκωσης L αυξάνει με 
τον νόμο N(L)=L^ όπου d είναι η διάσταση του αντικειμένου.

Θ εω ρήστε επ ίσ η ς τ ο ν  μ ο ν α δ ια ίο  κ ύ β ο . Α ν  α υ ξή σ ο υ μ ε  π ά λ ι  με έν α  

συντελεστή κλίμακας 3 τ ις  π λευ ρ ές  του , π α ίρ ν ο υ μ ε  ένα  κύβο π ο υ  α π οτελείτα ι  

α π ό  27  α ν τ ίτ υ π α  το υ  α ρ χ ικ ο ύ  κ ύ β ου . (Κ ο ιτά ξ τε  τ ο  Σ χ.Γ .5). Σ' αυτή  τη ν  
περίπτω ση 27=33.

Σε ό λ ες  τ ις  π ερ ιπ τώ σ εις  π ο υ  α να φ έρ θη κ α ν έχουμ ε μ ια  δ ιάσταση d, ένα  

συντελεστή κ λίμ α κ α ς L κα ι το  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν  α ντ ίτυ π ω ν N(L) π ο υ  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  

την συναρτησιακή σχέση α να λ ο γ ία ς

N(L) =  \β  . (2)

Τ α τρ ία  π α ρ α δ είγμ α τα  το υ  Σ χ. Γ.5 α π ο τ ε λ ο ύ ν  π επ ερ α σ μ ένα  π λέγμ α τα , τη ν  
μ ονοδ ιά σ τα τη  α λ υ σ ίδ α  (d = l) , το  τετρ α γω νικ ό  π λ έγμ α  (d=2) κ α ι το  κυβικ ό
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π λ έγμ α  (d=3) α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Δ η λ . η δ ιά σ τα σ η  d π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τ ο ν  λ ό γο  του  

λογα ρ ίθ μ ου  του  α ρ ιθ μ ο ύ  τω ν  α ντ ιτύ π ω ν  Ν (ή της μ ά ζα ς) δ ια  του  λογα ρίθμου  

του  α ρ ιθ μ ο ύ  π ο υ  δ ίν ε ι  τ ο ν  π α ρ ά γ ο ν τ α  κ λ ίμ α κ α ς μήκους L. Η σχέση αυτή  

προκ ύ πτει α ν  λογα ρ ιθ μ ίσ ου μ ε κα ι τα δύο  μέλη της εξίσω σης (2).

Τ α  Ν κ α ι L μ π ο ρ ε ί ν α  μ ην ε ίν α ι α κ έρ α ιο ι α λ λ ά  π ερ ιμ ένου μ ε ό τ ι η d 

ε ίνα ι π ά ν τ α  α κ έρ α ιο ς  α ρ ιθ μ ό ς . Υ π ά ρ χ ε ι όμ ω ς π ερ ίπ τω σ η  ο  d ν α  μην είνα ι  
α κ έρ α ιο ς; Α ν  ν α ι  τό τ ε  ε ίν α ι  η δ ιά σ τ α σ η  τ ο υ  H a u s d o r f f  d f  κ α ι το

α ντ ικ ε ίμ ενο  λ έγετα ι μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό . Ε να  γεω μ ετρ ικ ό  α ντ ικ ε ίμ ενο  του  

ο π ο ίο υ  η σμίκρυνση (ή μεγέθυνση) με ένα  π α ρ ά γο ντα  L μ πορ εί ν α  χω ρισθεί σε 

Ν α ντ ίτυ π α  α ντ ικ ε ίμ ενα  α ρ χ ικ ο ύ  μ εγέθου ς ώ στε df =  lnN (L )/ InL ν α  είνα ι μη

α κ έραιος α ρ ιθ μ ός λέγετα ι μ ορφ οκ λα σμ α τικ ό .

3. 2  Έ ν α  d e t e r m in is t ic  (μ η  τ υ χ α ίο )  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό .

Μ ελετήστε τη δομ ή  π ο υ  δ ε ίχ νο υ μ ε  εδώ (Σ χ. Γ.6). Α υτό  α π οτελεί ένα  

π α ρ ά δ ειγμ α  α π ο λ ύ τ ω ς  κ α θ ο ρ ισ μ ένο υ  (μη τυ χα ίο υ ) μ ορφ οκ λα σμ α τικ ού  π ο υ  

λέγετα ι " g a sk e t τ ο υ  S ie r p in s k i"  απ' τ ο  ό ν ο μ α  το υ  μαθηματικ ού π ο υ  το  

ανακάλυψ ε. Μ ε τη ν πρώ τη  μ α τιά  δεν φ α ίνετα ι τ ίπ ο τ α  το  ενδ ια φ έρ ο ν  γ ι αυτή  

τη δομή . Α ν α δ ρ ο μ ικ ά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  ένα  α π λ ό  κ α νό ν α : χ ω ρ ίζο υ μ ε  το  

τρ ίγω νο  σε τέσσερα  νέα  τρ ίγ ω να  ενώ νο ν τα ς  τα κ έντρα  τω ν π λ ευ ρ ώ ν του  και 

α γ νο ο ύ μ ε  το  μ εσ α ίο , μ έχρ ι ν α  ... κ ου ρ α σ θ ο ύ μ ε. Ε ν  το ύ το ις  έχει μ ια  π ο λ ύ  

σ π ο υ δ α ία  ιδ ιότη τα . Γ ια ν α  τη δ ο ύ μ ε  σ υ γκ εντρ ώ σ τε την π ρ ο σ ο χή  σας στο  
μικρότερο τρ ίγω νο  το υ  σχήματος. Α ν  ορ ίσουμ ε το  μήκος της π λευρ ά ς του L=1 

και την μ άζα  το υ  Ν=1 η επ ιφ α νεια κ ή  π υ κ νότη τα  σ' αυτή την κλίμακα είνα ι  

q (L )= N (L )/L 2= 1. Τ ώ ρ α  μ ελετή στε το  α μ έσ ω ς μ εγα λ ύ τερ ο  τρ ίγω νο . Ε ίνα ι  

φ α νερ ό  ότι L=2 α λ λ ά  Ν = 3 (α ντ ί 4 ), ά ρ α  ρ ( ί)= 3 /4 . Τ ο αμέσω ς επ ό μ ενο  έχει 

L=4, Ν =9 (ό χ ι 16) ά ρ α  ρ (Ε )=9/16 . Σ το λ ο γ -λ ο γ  δ ιά γρ α μ μ α  της ρ συναρτήσει 

του  L π ερ ιμ ένο υ μ ε ρ (Ε )~ ΐΑ - 2 . Η κλίση  α π ό  το  σχήμα  Γ.6(β) ε ίνα ι df—2=(1η3— 

In4)/ln2 απ' ό π ο υ  df=In3/ln2=1.58.... Ε π ίσ η ς με ένα  α π λ ό  λ ο γ -λ ο γ  δ ιάγραμμα

της N (L) ω ς π ρ ο ς  L μέσω  της σ χέσ η ς (2) η κλίσ η  δ ίν ε ι κ α τευ θεία ν  τη ν  
μ ορφ οκλασματική  διάσταση  df. T o gasket του Sierpinski υ π ά ρ χει σε όλες τις  

διαστάσεις του  χώ ρ ο υ  d με μοριροκλασματική διάσταση df=!n(d+l)/ lnd.
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6

£χ.6. To gasket του Sierpinski σε d=2. Έχει μορφοκλασματική διάσταση dpln3/ ln2.

Θ α ε π ιμ ε ίν ο υ μ ε  σ τα  εξή ς δ ύ ο  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν τ α  σημεία: Π ρ ώ τ ο ν , η 

πυκνότητα  ρ γ ια  το μ ορφ οκ λα σμ α τικ ό  το υ  Σ χ. 6 τε ίνε ι στο μηδέν (!) α ντίθ ετα  

α π ό  ό τ ι στα  π ρ α γ μ α τ ικ ά  α ντ ικ ε ίμ ενα  π ο υ  ε ίν α ι σταθερή . Α υ τό  φ α ίν ετ α ι  
α μ έσ ω ς α π ο  το  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι d f< d = 2 σ τη ν  π ερ ίπ τω σ ή  μ α ς. Δ ε ύ τ ε ρ ο ν , η

γραμμικότητα  στο λ ο γ-λ ο γ  σχήμα 5 π ρ ο ϋ π ο θ έτε ι την ύπα ρξη  ο π ώ ν  σε ό λ α  τα  

μεγέθη κ α ι επ ιπ λ έο ν  υ π ά ρχει η αυτοομ οιότη τα .

3 .3  Έ ν α  σ τ α τ ισ τ ικ ό  ή τ υ χ α ίο  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό  (τ ο  δ ιη θ η τ ικ ό  

σ υ σ σ ω μ ά τ ω μ α )

Ε να  π ορώ δες υλικό (μια ελα φ ρόπετρα) α ν  έχει π ό ρ ο υ ς  π ο υ  α π ο τελ ο ύ ν  

ένα  μ ικ ρ ό  π ο σ ο σ τ ό  το υ  ό γκ ο υ  το υ  υ λ ικ ο ύ  τότε  το  νερ ό  δ εν  μ π ο ρ εί ν α  το  

δια π ερά σ ει. Ε ν  το ύ το ις  α ν  ο ι π ό ρ ο ι α π ο τ ε λ ο ύ ν  ένα  αρκετά  μ εγά λο  π ο σ ο σ τό  

του  όγκ ου  του  υλικ ού , το νερ ό  διαρρέει το υ ς  π ό ρ ο υ ς  και δ ια π ερνά ει το  υλικ ό . 

Σε πρώ τη  μ α τιά  φ α ίνετα ι α δ ύ να τ ο ν  ν α  κ ά ν ο υ μ ε  σ οβαρές π ρ ο β λ έψ εις  (π .χ . 
υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τη ς άψ) γ ια  δ ο μ ές  π ο υ  ε ίν α ι  τ ελ ε ιώ ς  τ υ χ α ίε ς . Ό μ ω ς  ο ι

κατηλημμένες θέσεις φ α ίνο ντα ι στο  Σχ. Γ.7 γ ια  δύ ο  τιμές της συγκέντρω σης  
π ο υ  ευ ρ ίσ κ ο ντ α ι σ τις  δύ ο  π λ ευ ρ ές  μ ια ς  κ ρ ίσ ιμ η ς τιμής p c ο π ο ία  ε ίν α ι η
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ελάχιστη  σ υγκ έντρω ση  γ ια  την δ η μ ιο υ ρ γ ία  εν ό ς  "άπειρου" συσσω ματώ ματος  

π ο υ  α π α ιτ ε ίτ α ι γ ια  ν α  δ η μ ιο υ ρ γ ή σ ει έν α  μ ο ν ο π ά τ ι  π ο υ  ν α  δ ια π ερ ν ά  το  

ά π ειρ ο  π λ έγμ α .

Σχ.7. Τα συσσωματώματα για δύο τιμές της πιθανότητας κατάληψης p πάνω και κάτω απο 
το ρς που είναι η ελάχιστη συγκέντρωση για την δημιουργία ενός άπειρου διηθητικοΰ 

συσσωματώματος. Στην περίπτωση p>pc υπάρχει το διηθητικό συσσωμάτωμα που εκτείνεται 

απο την μια άκρη μέχρι την άλλη.

Σ το  φ α ιν ό μ ε ν ο  τη ς  δ ιή θ η σ η ς  ε ικ ό ν ε ς  π ο υ  λ α μ β ά ν ο ν τ α ι  με  

η λεκ τρονικ ούς υ π ο λ ο γ ισ τές  ε ίνα ι χρή σ ιμ ες. Α φ ο ύ  επ ιλέξου μ ε την π ιθανότητα  

κατάληψ ης p σ υ νδ έο υ μ ε κάθε π λεγμ α τικ ή  θέση με τ ις  γειτονικ ές  της (π ά νω  - 

κάτω  - δ εξ ιά  - α ρ ιστερ ά ) μ ό νο  α ν  κ α ι ο ι  δ ύ ο  έ χ ο υ ν  θετικό δείκτη κατάληψης. 

Ε τσι δ η μ ιο υ ρ γο ύ μ ε τα  σ υσ σω μ α τώ μα τα . Σ το  Σ χ. Γ.8 β λέπ ου μ ε με μ α ύρο σε 

ά σ π ρ ο  φ ό ν τ ο  τ ο  μ εγα λύ τερ ο  σ υσ σ ω μ ά τω μ α  π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι γ ια  π ιθ α νότη τα  
κατάληψ ης p α κ ρ ιβ ώ ς ίση με pc . Έ χο υ μ ε  α π ό  π ρ ιν  α π α λ λ α γεί α π ό  τα μικρά

σ υ σ σ ω μ α τώ μ α τα  κ α ι δ εχθ εί π ε ρ ιο δ ικ έ ς  ο ρ ια κ έ ς  σ υ νθ ή κ ες. Α λ λ ά  κ α ι η 

" ρ α χο κ ο κ κ α λ ιά "  τ ο υ  ά π ε ιρ ο υ  σ υ σ σ ω μ α τ ώ μ α τ ο ς , π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α ν  

α φ α ιρ έσ ο υ μ ε τ ις  θ έσ εις  α π ο  τ ις  ο π ο ίε ς  ξ εκ ιν ά ε ι ένα ς  μ ό νο  δεσ μ ός (τέτο ιο ι 

δ εσ μ ο ί π ο υ  ε ίν α ι  σ υ νή θ ω ς στα  ά κ ρ α  δ εν  δ ια π ε ρ ν ο ύ ν τ α ι α π ο  ρεύμ α  στο  

α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  η λεκ τρ ικ ό  κ ύκ λω μ α ) ε ίν α ι π ά λ ι  μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ή ς δομ ή ς. Η  

διατήρηση κ λ ίμ α κ α ς  μ π ο ρ εί ν α  φ α ν ε ί α ν  δ ια λ έγ ο ν τ α ς  δ ύ ο  τμήματα  ίσου  

μ εγέθου ς α π ό  τ ο  Σ χ . Γ.8 κ α ι κ ά ν ο ν τ α ς  φ ω το τυ π ικ ές  σ μ ικ ρ ύ νσ εις  ώ στε η
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π λεγμ α τικ ή  στα θερά  (μ ή κ ος δεσ μ ού: a) ν α  μ η ν ξ ε χ ω ρ ίζ ε ι  δ ο ύ μ ε  ό τ ι δ ε ν  

μ π ορ ού μ ε ν α  δ ια κ ρ ίνο υ μ ε σε π ιο  σχή μ α  έχει γ ίν ε ι η μ εγαλύτερη  σμίκρυνση  

α φ ο ύ  έ χ ο υ ν  σ τα τισ τικ ά  την ίδ ια  εμ φ ά νισ η . Α υ τό  σ η μ α ίν ε ι ό τ ι  τ ο  α ρ χ ικ ό  

σχήμα π α ρ ο υ σ ιά ζε ι διατήρηση κ λ ίμ α κ α ς (ή ισ ο δ ύ να μ α ) α υ το ο μ ο ιό τη τα . Μ ε 

ά λλα  λ ό γ ια  τμήματα  το υ  ε ίν α ι ό μ ο ια  με α υ τό  σε κ ά θε ά λλη  δ ια φ ορ ετικ ή  

κλίμακα  κ α ι εκτός α π ο  το  a δ εν  υ π ά ρ χ ε ι ά λ λ ο  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ό  μήκος στο  

πρόβλημα . Κ α ι τά  π ερ ιο δ ικ ά  (κ α θα ρά) π λ έγμ α τα  έ χ ο υ ν  αυτή  τη ν ιδ ιότη τα  

α λλά  τα  διηθητικά συσσω ματώ ματα έχ ο υ ν  επ ιπ λ έο ν  το  μήκος συσχέτισης ξ (ρ )  

το ο π ο ίο  χαρακτηρίζει την έκταση τω ν συσχετισμ ώ ν στο χώ ρ ο  κ α ι α π ειρ ίζετα ι  

στο pc.

Σχ.8. Το διηθητικό συσσωμάτωμα στο ρς. Η ποικιλία των νησίδων και η στατιστικά όμοια

δομή τους δείχνουν, όπως προκύπτει απο υπολογισμούς, ότι έχουμε ένα στατιστικό 
μορφοκλασματικό με df=91/48 <2.

Α φ ού έχουμ ε διατήρηση κ λ ίμ α κ α ς σ το  ά π ειρ ο  σ υσ σω μ ά τω μ α  γ ια  p=pc  

ό π ο υ  ξ=°°, ενώ  τα  π επ ερ α σ μ ένα  συσσω μ ατώ ματα  έχ ο υ ν  π επ ερ α σ μ ένο  ξ , το  

μήκος συσχέτισης απειρίζετα ι ω ς εξής:

ξ  ~  Ip—pc l ν γ ια  ρ—>pc (3)
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με ένα  εκθέτη ν . Σ το  π ρ ό β λ η μ α  α υ τ ό  ο ρ ίζο υ μ ε  την π ιθ α νότη τα  διήθησης Ρ(ρ) 
π ο υ  ε ίν α ι μ η δέν γ ια  p< pc  κ α ι α ρ χ ίζ ε ι  ν α  α υ ξ ά ν ε ι α π ό  το  κ α τώ φ λι pc  κ α ι γ ια  

p>pc  με κρίσιμη εξάρτηση:

P (p )~ lp —pc lp , p>pc

=  0 P<PC (4)

Σχ.9. Η πιθανότητα Ρ(ρ) μια τυχοΰσα θέση να ανήκει στο διηθητικό συσσωμάτωμα και το 
μήκος συσχέτισης |(ρ) που απειρίζεται στο pc.

Η  Ρ (ρ ) θεω ρείται η π α ρ ά μ ετρ ο ς  τά ξη ς σ' αυτή την διηθητική μετάβαση φάσης. 

Επειδή η μ ά ζα  του  ά π ειρ ο υ  διηθητικού συσσω ματώ ματος είνα ι

Ρ(Ρ)=^ (5)

α π ό  τ ις  (3) κα ι (4)

Ρ(ρ)~ξ~β/ν (6)
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ό π ο υ  d η διάσταση το υ  χ ώ ρ ο υ  (Σ χ. Γ .9). Α ρ α  γ ια  p = p c ό π ο υ  |= L  (το  μ ή κ ος  

συσχέτισης γ ίνετα ι ίσο με το  μέγεθος το υ  π λ έγμ α το ς) έχουμ ε απ' τ ις  (5) κ α ι (6) 

ότι

N -L d -β /ν  (7)

π ο υ  μας οδηγεί λόγω  της (2) στην σχέση μεταξύ  εκθετών:

df =  d — β/ν. (8)

Σ τη ν δ ιά σ τα σ η  χ ώ ρ ο υ  d=2 ο ι  εκ θέτες β ,ν  ε ίν α ι γ ν ω σ τ ο ί α π ό  ά λ λ ο υ ς
91

υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  (β= 5 /36»  ν = 4 /3 ) ,  ά ρ α  df=d—β /ν  =  — , π ο υ  ε ίν α ι  φ α ν ε ρ α  

μικρότερη της d=2 α φ ού  το  συσσω μάτω μα δ εν  κα λύπ τει ό λ ο  το χώ ρο. Α ρ α  η df

χαρακτηρίζει το ν  διαθέσιμο χώ ρο μέσα σ τον  ο π ο ίο  σ υμ βα ίνει η διηθητική ροή. 
Τ ο α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό  σ υ σ σ ω μ ά τω μ α  σ τ ο ν  χ ώ ρ ο  τ ω ν  d = 3  

διαστάσεω ν έχει df=2.52, υ π ερ κ α λύ π τοντα ς τ ο ν  δ ιδ ιά στατο  α λ λ ά  ό χ ι  κ α ι τ ο ν  

τρισδιάστατο χώ ρο.

3 .4  Πως υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  τη ν d f . Α κτές α π είρ ο υ  μήκους · α κ τές  

μήκους μηδέν
Η  δ ιά σ τα σ η  df μ π ο ρ ε ί ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  κ α ι κ α τευ θ ε ία ν  ω ς εξής: 

δ ια λ έγο υ μ ε σ το  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ό  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο  μ ια  τ υ χ α ία  α ρ χή  (ό π ο ια  

θέλουμ ε) κ α ι π α ίρ ν ο ν τ α ς  δ ια δ ο χ ικ ά  τετ ρ ά γ ω να  (ή κ ύ κ λ ο υ ς) γ ρ α μ μ ικ ο ύ  

μήκους L (ή ακτίνα ς L) γύρω  της και τοπ οθετούμ ε τα  δεδομένα  τω ν μετρήσεω ν  

σε ένα  δ ιπ λ ό  λ ο γ α ρ ιθ μ ικ ό  χα ρ τ ί. Α ν  α π ο τ ε λ ο ύ ν  μ ια  ευ θ εία  γραμ μ ή  τό τε  

πράγμ ατι τ ο  α ντικ είμ ενο  ε ίνα ι μ ορφ οκ λα σμ α τικ ό  κα ι η κλίση της ευθείας μ α ς  
δ ίνει την df.
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[10]. (α)Ακτές απείρου μήκους (df=ln4/ln3=1.26>l) και (β) ακτές μήκους μηδέν 

(df=ln2/ln3=0.63< 1)

Α ς μ ελετή σ ουμ ε τώ ρ α  δ ύ ο  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ά  το υ  μ ο νο δ ιά σ τα το υ  
χώ ρ ο υ  στο Σ χ. Γ.10. Σ το  ένα  (Σ χ. Γ. 10(a)) π α ίρ ν ο υ μ ε  df=ln4/ln3=1.26.., αφ ού

σε κάθε ν έο  στά διο  της γέννη σ ή ς το υ  έχουμ ε 3 -π λα σ ια σ μ ό  του  μήκους και 4- 

π λ α σ ια σ μ ό  της μ ά ζα ς . Μ ετά  α π ο  π ο λ λ έ ς  επ α να λή ψ εις  τ ο  μήκος αυτής της 

γ ρ α μ μ ή ς  γ ίν ε τ α ι ά π ε ιρ ο . Α ν τ ίθ ε τ α  σ το  Σ χ . Γ .10(β ) η δ ιά σ τα σ η  ε ίνα ι  
df=ln2/ln3=0.63.., επ ιτρ έπ ο ν τα ς  μ ό ν ο ν  2 -π λα σ ια σ μ ό  της μ ά ζα ς με α ντίστοιχο

3 -π λ α σ ια σ μ ό  τ ο υ  μ ή κ ο υ ς . Σ τ η ν  π ερ ίπ τ ω σ η  α υ τή  μ ετά  α π ο  π ο λ λ έ ς  
επ α να λή ψ εις  το  μήκος της γρ α μ μ ή ς γ ίνετα ι μηδέν. Ο  λ ό γ ο ς  ε ίνα ι ότι df >  d=l 

κ α ι df <  d = l  σ τ ις  δ υ ο  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις ,  α ν τ ί σ τ ο ιχ α .  Ε π ο μ έ ν ω ς  τα  

μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά  τ ω ν  Σ χ . Γ. 1 0 (a ) κ α ι Σ χ . Γ .10 (β ) α ν  ιδ ω θ ο ύ ν  ω ς  

μ ονοδ ιά σ τα τα  α ντικ είμ ενα  (μ ή κ ους) ε ίνα ι ά π ειρ α  κ α ι μηδέν, α ντίσ το ιχα . "Η
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γραμμή δ εν  γ ίνετ α ι αντιληπτή" έχει π ε ί ο  σ κ επτικ ισ τή ς φ ιλ ό σ ο φ ο ς  Sextus 

Em piricus, "αφού έχει μήκος κ α ι δ εν  έχει π ά χο ς" . Α υ τό  σ υ μ β α ίνει γ ια τ ί η 

γραμμής ε ίν α ι δ ιά σ τα σ η ς d = l, ά ρ α  μ έτρ ο υ  μ η δέν (ή τοι ό γ κ ο υ  μηδέν) α ν  

ιδωθεί στον τρισδιάστατο χώ ρο π ο υ  ζούμε.

Μ ια άλλη ιδιότητα τω ν μ ορφ οκ λα σμ α τικ ώ ν ε ίνα ι η αύξηση του  λόγου: 
επ ιφ ά νε ια  δ ια  ό γκ ο ς . Α φ ο ύ  η επ ιφ ά νε ια  ε ίν α ι S(L) =  L2 κ α ι ό γ κ ο ς  ε ίν α ι  

α νά λο γο ς της N(L) =  L3 ο  λ ό γ ο ς  το υ ς ε ίνα ι μ ικ ρ ός , L2/L 3 =  1/L, κ α ι τείνει στο

μηδέν γ ια  μ εγάλο L. Σ την περίπτω ση  τω ν μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ώ ν α π ο  την σχέση  

(2) έχουμε N (L) =  Ldf, ά ρ α  ο  α ντ ίσ τ ο ιχ ο ς  λ ό γ ο ς  γ ίν ετ α ι 1/ Ldf~2, π ο υ  ε ίνα ι  

π ολύ  μεγαλύτερος του  1/L ό τ α ν  df < d=3. Έ χ ε ι μετρηθεί ό τ ι η επ ιφ ά νεια  τω ν  

π νευ μ ό νω ν είνα ι π ερ ίπ ο υ  ίση με το  εμ β α δ όν εν ό ς  γη π έδ ο υ  τέννις ! (100  m 2) 

ενώ  ο  ό γ κ ο ς  το υ ς μ ό λ ις  μερικά  λ ίτρα . Η αύξη ση  το υ  λ ό γ ο υ  επ ιφ ά νε ια  δ ια  

ό γ κ ο ς  φ α ίν ε τ α ι σ το  Σ χ . 11 ό π ο υ  φ α ίν ε τ α ι  γ ια τ ί  έ ν α  μη α ν α λ υ τ ικ ό  

μ ορφ οκ λα σμ α τικ ό  σ χή μ α  (Γ .11(β)) π ρ ο τ ιμ ά  ν α  α υ ξ ά ν ε ι  τ ο ν  λ ό γ ο  α υ τό  σ ε  

σχέση με ένα  φ υ σ ιολογικ ό  α ντικ είμ ενο  (Γ .11(a)).

Σχ.11. (α) Ένα μορφοκλασματικό (χταπόδι;) στο οποίο φαίνεται η τάση γιά αύξηση του 

λόγου επιφάνεια δια όγκος και (β) μία σφαίρα που έχει τον μικρότερο δυνατό λόγο 
επιφάνεια δια όγκος.
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Γ .4 .  Τ α  Π ο λ υ μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ά  ( m u l t i f r a c t a l s )

4 .1  Γ εν ικ ά

Ο K olm ogorov  το  1941 εξέτασε τ ις  στατιστικές ιδ ιότητες της έκλυσης 

ενέρ γ ε ια ς  στη ν π λ ή ρ ω ς  α ν ε π τ υ γ μ έ ν η  τυρβώ δη ροή κ α ι κ α τέλη ξε σε μία  

π εριγρ α φ ή  βασισμένη  σ τ ις  ιδέες της α υ τοομ οιότη τα ς. Ο  Landau προσπάθησε  

ν α  βελτιώ σει αυτή τη ν π ερ ιγρ α φ ή . Ο  Parisi κα ι σ υ νά δ ελ φ ο ί του[7] εισήγαγαν  

έ ν α  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό  μ ο ν τ έ λ ο  π ο υ  α π ο δ ε ίχ θ η κ ε  έ ν α  μη ο μ ο γ ε ν έ ς  
μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό  ή π ο λ υ μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ι κ ά  γ ια τ ί η δ ιά σ τα σ η  df

σ ύμ φ ω να  με το  Κ εφ. 3.4 εξα ρ τά τα ι τώ ρα  α π ό  την αρχή  π ο υ  δ ια λέγουμ ε κάθε 

φ ο ρ ά , δηλαδή ε ίνα ι δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  γ ια  κάθε αρχή! Ε να ς  ά λ λ ο ς  τρ ό π ο ς  ν α  το  

π ο ύ μ ε  α υτό  ε ίνα ι ό τ ι η μ ά ζα  N (L ) ε ίνα ι στα μ ορ φ οκ λα σ μ α τικ ό  μ ια  ποσότητα  

π ο υ  δ εν  δ ια φ έρ ε ι α π ο  τη ν  μέση  τιμή  < N ( L ) >  ενώ  σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  

π ο λ υ μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ώ ν  δ ια φ έρ ει π ο λ ύ  κα ι ε ίνα ι α να γκ α ίο  ν α  μελετήσουμε 

ολόκληρη την κατανομ ή  π ιθ α νό τη τα ς  της μάζας N(L), α φ ο ύ  ορ ίσ ουμ ε όλες τις  

στατιστικές ρ ο π ές  της < N (L )Q > . Ε τσι μία μ ορφ οκλα σμ α τική  διάσταση δ εν  

ε ίν α ι π λ έ ο ν  αρκετή κ α ι α π α ιτ ε ίτ α ι ένα  σ υ νεχές  φ ά σ μ α  α π ό  δ ια σ τά σ εις , 

διαφ ορετική  διάσταση γ ια  δ ιαφ ορετική  αρχή. Ά ρα, το πολυμ ορφ οκλα σμ α τικά  

ε ίν α ι  έ ν α  μ η -ο μ ο γ ε ν έ ς , μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ό . Υ π ά ρ χ ε ι  π ρ ά γ μ α τ ι  έν α ς  

συστη μ ατικ ός τ ρ ό π ο ς  [8] ν α  ο ρ ίσ ω  ό λ ες  τ ις  δ ια σ τά σ εις (π ο υ  α π ο τ ελ ο ύ ν  ένα  

σ υ ν ε χ έ ς  φ ά σ μ α  δ ια σ τ ά σ εω ν !). Σ ε α υ τή ν τη ν π ερ ίπ τω σ η  μ ια  κ α τα νομ ή  

π ιθ α νό τη τα ς  σ υ νδ υ ά ζετα ι με τη ν α υ τοομ οιότη τα  ώ στε π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  π ο λ λ ά  
χαρακτηριστικά  μήκη κ α ι π ο λ λ ο ί εκθέτες Dq με q [-<», +<»].

4 .2  Τ ο  π ο λ υ μ ο ρ φ ο κ λ α μ α τ ικ ό  σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  C a n to r .

Σ την δ ια δ ικ α σ ία  γ έννη σ η ς  α υ το ύ  του  μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τικ ο ύ  σε κάθε  

βήμα κ α τα λ α μ β ά νο ντα ι μ ό ν ο  τα  3/4 μ ια ς γραμμής χ. Ε π ιπ λ έο ν  ορ ίζου μ ε την  

π ιθ α νότη τα  (ή το  μέτρο) μ (χ ) ώ στει α π ο  τα τρ ία  κ ατειλημμένα  κ ουτιά  τα  δύο  

α κ ρ ινά  ν α  έχ ο υ ν  την ίδια  σταθερή τιμή της π ιθ α νότη τα ς μ (χ) ενώ  το μεσαίο  
κ ο υ τ ί δ ιπ λά σ ια . Έ χο υ μ ε , λ ο ιπ ό ν , ό τ ι ο ι π ιθανότη τες ε ίνα ι στα άκρα  ρι=0.25  

κ α ι το  κ έντρ ο  Ρ2=0.50, έτσ ι ώ στε 2ρ ι+ ρ2= 1. Α ν  εφ α ρ μ όσουμ ε τ ο ν  ορ ισ μ ό  (2) 

μ ετ α β ά λ λ ο ν τ α ς  τ ο  μ ή κ ος x κ α τά  dL, α ρ χ ίζ ο ν τ α ς  α π ο  μ ία  τιμή χ 0, και
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μετρώ ντας την μ ά ζα  π ο υ  α ντισ το ιχεί μ (χ) dx α π ο  το  ολοκ λή ρω μα  θ α  π ά ρ ο υ μ ε  
δ ια φ ο ρ ετ ικ ο ύ ς  εκθέτες df γ ια  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  α ρ χές . Α υ τό  σ η μ α ίνε ι ό τ ι  η

δόμηση του  Σ χ. 12(α) ε ίνα ι ένα  π ολυμ ορφ οκ λα σ μ α τικ ό .

Η  ν έ α  μ έθ οδ ος υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  τω ν δ ια σ τά σ εω ν  γ ια  ένα  μ εγά λο  βήμα  

π=0,1 ,2 ,3 ,— έχει ω ς εξής: Χ ω ρ ίζω  το  δ ιά σ τη μ α  x α π ό  0  μ έχρ ι 1 (η μ (χ) ε ίνα ι  

κ ανονικοποιη μένη  σε κάθε βήμα στο η) σε 1-1 κ ουτιά  μήκους 1 το  καθένα . Τ ότε  
ορίζω  την π ιθα νότη τα  Ρ{(1) π ο υ  είνα ι το  ολοκ λή ρ ω μ α  το υ  μ (χ) σε κάθε κ ουτί ϊ.

Α π ’ την σχέση

X (q )=  lim £ [P j (1)]Q _  i m  (9)
1—>0

(ό π ο υ  το ά θ ρ ο ισ μ α  λα μ βά νετα ι σε ό λ α  τα  κ ο υ τ ιά  ΐ) π α ίρ ν ω  τ ο ν  εκθέτη τ (ς )  

α φ ού λογαριθμίσω  κ α ι τα  δύ ο  μέλη. Ο ι α π ειρ ισ μ ο ί ό τ α ν

[PiO)]q=iqa (ίο)

π εριγρά φ οντα ι με το υ ς δείκτες α, κα ι η πυκ νότη τα  τω ν α π ειρ ισ μ ώ ν είνα ι  

η(α,1) =  ρ(α). l- f (a).da (11)

όπ ου  g(a) ο  μη α π ειρ ιζό μ ενο ς  όρος. Τ ότε α π ο  τις  (9), (10), (11) έχουμε

X (q ) =  όα.ρ(α).1[9α~ « α»  (12)

και γ ια  1 -> 0  το  X (q ) δ ίνετα ι α π ό  το  ελά χιστο  της [q a -f(a )] , ώστε[8]

T(q) =  q. a (q )-f (a (q ))  (13a)

dT(q)/dq =  a(q ). ( 13b)

Α ρα, μ ια  κατανομή  α να λύετα ι με την πολυμ ορφ οκ λα σμ α τικ ή  μέθοδο ω ς εξής: 

Λ ογαριθμ ίζοντας κα ι τα  δύο μέλη της (9) υ π ο λ ο γ ίζω  γ ια  κάθε q τα  τ(ς) και τ ις  
γ εν ικ ευ μ έν ες  δ ια σ τ ά σ ε ις  D q = T (q ) / (q —1) ενώ  α π ό  τ ο ν  μ ετα σ χη μ α τισ μ ό
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Legendre (13) υπολογίζω απο τα t(q) το φάσμα ί(α) που περιγράφει όλους 
τους απειρισμούς α με ί(α) την συχνότητα εμφάνισής τους.

Σχ.12. (α) Ένα σύνολο του Cantor και (β) το φάσμα ί(α) των διαστάσεων του απο την σχέση 
(Γ.14). Στο παράδειγμα του σχήματος DQ=ln3/ln4 αντί του λανθασμένου 1.

Στο παράδειγμα του Σχ. 12(α) απο δύο διαδοχικά στάδια γέννησής 
του (π.χ. για η=1,2) έχουμε την ακριβή λύση:

1 ln (P iq + P?q+ Piq) 
q q _ i ln(l/4)

(14)

και αντίστοιχα τα φάσματα f(a) (ίδε Σχ. Γ.12(β)). Απο την (Γ.14) προκύπτει 
ότι Dq είναι η μορφοκλασματική διάσταση που προκύπτει απο τον ορισμό (9)
για q=0. Οι διαστάσεις Dq, παίρνοντας τα όρια στην (Γ.14), κυμαίνονται απο 
την ελάχιστη τιμή D+00=-ln( Ρ2 )/ 1η4=0.63.. (για q->+°°) μέχρι την μέγιστη 
τιμή D_oo=-ln( pj)/ 1η4=1.26..(για q -* -°°).
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Γ.5. Κβαντική μηχανική και μορφοκλασματικά

5.1 Λύση της εξίσωσης του S c h r o n d in g e r  σε ένα  
μορφοκλασματικά (τα φρακτόνια)

Απο το Κεφ. Γ.3.3 για p=pc to  άπειρο διηθητικό συσσωμάτωμα

παρουσιάζει διατήρηση κλίμακας ή αυτο-ομοιότητα με την στατιστική έννοια. 
Η δυναμική των στοιχειωδών διεγέρσεων (ακουστικά φωνόνια, μαγνόνια, 
διάχυση, κ.λ.π.) περιγράφεται από σχέσεις διασποράς, δηλ. εξαρτήσεις της 
συχνότητας απο το κυματάνυσμα k (k=2π/ λ όπου λ το μήκος κύματος), που 
είναι γραμμική για φωνόνια ενω για τα μαγνόνια είναι

Ε ~  k2 , k «  (15)

και αν αντικαταστήσουμε το Ε με - ω2 παίρνουμε την διασπορά ακουστικών 
φωνονίων ενω όταν το Ε αντικατασταθεί με ΐω περιγράφεται η κλασσική 
διάχυση. Απ’ την (15) προκύπτει η πυκνότητα καταστάσεων για μικρές 
ενέργειες, αφού λάβουμε υπ' όψιν ότι nk~kd στον επίσης d-διάστατο χώρο-k.
Αρα,

ρ(Ε) = (dnk/ dk). (dk/dE)

~ E ( d - 2 ) /2 , E «  (16)

και η σχέση (Γ.16) ισχύει για τα περιοδικά πλέγματα. Οταν αρχίσουμε και 
αφαιρούμε πλεγματικές θέσεις με ρ<1 (έχουμε πλέον τα διηθητικά δίκτυα) η 
συμπεριφορά είναι η ίδια με την (16) αλλά οι εκθέτες τώρα αλλάζουν. Η 
αντίστοιχη σχέση με την (15) είναι τώρα για p=pc

E~kz (17)

όπου z είναι ένας νέος (δυναμικός) εκθέτης και nk~kdf γιατί και ο χώρος-k 
έχει την μορφοκλασματική διάσταση df. Τώρα αντί της (Γ.16) παίρνουμε
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Q(E)~E(ds-2)/2 (18)

όπου ds=2.df/z. Έχει ευρεθεί ότι ds~4/ 3 σε όλες τις διαστάσεις του χώρου d. 

Οι στοιχειώδεις διεγέρσεις που υπακοΰουν στην εξ. (Γ. 18) λέγονται 
φρακτόνια. Η συμπεριφορά (Γ.18) οδηγεί σε ειδική θερμότητα φωνονίων 
c(T) της μορφής (για χαμηλές θερμοκρασίες):

c(T)~Tds , Τ «  (19)

αντί της γνωστής στις d-διαστάσεις

c(T)~Td . Τ «  (20)

Τέτοια συμπεριφορά των ρ(Ε) και c(T) παρατηρείται σε αμόρφα υλικά 
(γυαλιά)[9].

Σχ.13. (α) Μια μορφοκλασματική κυματοσυνάρτηση στην μία διάσταση
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5 .2 .Μ ορ φ οκ λα σμ α τικ ά  ε ν ε ρ γ ε ια κ ά  φ ά σ μ α τα  και  κύμα·  
τοσυναρτήσεις

Ενεργειακά φάσματα και κυματοσυναρτήσεις σε μονοδιάστατα 
ασύμμετρα και ο ιονεί περιοδικά πλέγματα[9] πα ρουσιά ζουν  
μορφοκλασματικές δομές. Στο Σχ. Γ13(α) φαίνεται η χωρική εξάρτηση του 
πλάτους πιθανότητας μιας κυματοσυνάρτησης ΙΨ(χ)Ι2, όπου η παρουσία όλων 
των κλιμάκων μεγέθους στο πλάτος της πιθανότητας είναι προφανής. Οι 
πολυμορφοκλασματικές διαστάσεις D q  και τα αντίστοιχα φάσματα 
διαστάσεων f(a) δίδονται στο Σχ. Γ.13(β),(γ).

Σχ.13. (β) οι διαστάσεις της Dq και (γ) το αντίστοιχο φάσμα διαστάσεων f(a).

Γ.6. Επίλογος

Σας παρουσίασα μερικά βασικά στοιχεία για τα μορφοκλασματικά και 
τα πολυμορφοκλασματικά καθώς και τον-τρόπο περιγραφής τους. Το θέμα 
αυτό άρχισε μόλις πριν 10 χρόνια (η λέξη μορφοκλασματικό επινοήθηκε απο 
τον Β. Mandelbrot, μόλις το 1975) και αναπτύσεται διαρκώς. Το παράρτημα
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που σας παρουσίασα δεν είναι σε καμμία περίπτωση πλήρες, είναι απλιός μια 
εισαγωγή στο θέμα, ενώ για περισσότερες λεπτομέρειες στο θέμα πρέπει να 
ανατρέξετε και σε άλλες αναφορές. Ελπίζω όμσ>ς να έχετε πεισθεί ότι τα 
μορφοκλασματικά και οι ιδέες της αυτο-ομοιότητας έχουν σημαντική 
παρουσία στην φυσική και άλλες επιστήμες.

Η εικόνα του κόσμου που μας περιβάλλει περιλαμβάνει αντικείμενα 
με αναρίθμητες κλίμακες μεγέθους και την παρουσία μιας εσωτερικής 
απλότητας, της αυτοομοιότητας ώστε σε αυξανόμενη λεπτομέρεια να 
φαίνεται μια νέα δομή, ίδια με την προηγούμενη. Το μεγάλο που μοιάζει με 
το μικρό, εικόνες μέσα σε εικόνες, φτιάχνουν μια ονειρική περιγραφή του 
κόσμου μας. Αναπαραστάσεις ενός τέτοιου κόσμου σήμερα μπορούμε να 
πάρουμε με τους ηλεκτρονικούς υπολογιστές, όπου απλές μαθηματικές 
απεικονίσεις μας οδηγούν κατευθείαν στην ψυχεδέλεια των εικόνων (δείτε τις 
εικόνες του εξωφύλλου). Συνέπεια της αυτοομοιότητας είναι ότι το οσοδήποτε 
μικρό είναι αναγκαστικά εξ' ίσου πολύπλοκο με το όλο, ταυτόχρονα όμως 
παραμένει η διατήρηση της εικόνας με χρήση διαφορετικών μεγεθυντικών 
φακών. Απο ψυχολογική άποψη έχει παρατηρηθεί μια ανεξήγητη έλξη των 
ανθρώπων στις μορφοκλασματικές εικόνες. Ίσως γιατί η αυτοομοιότητα να 
αποτελεί μέρος του ίδιου του εαυτού μας...

Δεν έχω αναφερθεί σε δύο βασικά θέματα: (α ) στην 
μορφοκλασματική δομή των παράξενων ελκυστών σε σχέση με την 
μετάβαση στο χάος καθώς και σε λεπτομέρειες της τεχνικής της ομάδας 
ανακανονικοποίησης και (β) σε διαδικασίες που δεν αρκεί μια μόνο 
"κλίμακα χρόνου" για να τις περιγράψει, ανάλογες με την μοριροκλασματική 
δομή που χαρακτηρίζεται απο απουσία "κλίμακας μήκους" στην οποία 
αναφερθήκαμε μέχρι τώρα. Είναι ο γνωστός μορφοκλασματικός χρόνος 
που εφαρμόζεται στην ανάλυση χαοτικών χρονοσειρών και με εφαρμογές 
στην θεωρία καταστροφών, κ.λ.π. Γι αυτά όμως τα θέματα και πολλά άλλα 
θα επανέλθουμε με τον ΤΟΜΟ II.
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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

2.1.

Στην αδιαβατική (οιονεί-στατική) διαδικασία ισχύει 

dE = TdS -  PdV 
=>dE = -P d V .

Από τον ορισμό Cy -d E /d T  με το dT  από την εξίσωση του ιδανικού 

αερίου PV  = nRT, n,R =σταθ.,

CydT = -PdV
PdV + VdP 

nR
= -P dV

\
^ + 1
nR

PdV = - —Z-VdP. 
nR

CP ,Από την σχέση Cp —Cy — nR και τον ορισμό γ  = έχουμε

CPPdV = -C yVdP
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V Ρ
=> y in —  = 1η—

Κ Ρ,

και συμπεραίνουμε

P V r = σταθ.

2.3.

Από τον ορισμό της ενθαλπίας και το αντίστοιχο διαφορικό
H  = E + PV

=> dH = dE + PdV + VdP 
=> dH\p =dE + PdV = dQ

η θερμοχωρητικότητα σταθερού όγκου συναρτήσει της ενθαλπίας είναι

ΘΗ_
dT Ρ

2.7.

Η dE = TdS -  PdV με Ρ = 0 όταν είναι στο κενό και

TdS = 0 όταν το αέριο εκτονώνεται αδιαβατικά δίνει dE = 0 . Επομένως, 

από την απαίτηση σταθερής Ε  η τελική θερμοκρασία υπολογίζεται ως 

εξής:

Ει =Ε2



Λύσεις Ασκήσεων Κεφ. 2 249

—RT} - —  = -R T 2 - 
2 ' V, 2 2

3 R { v2 v j
_ τ  2 a (F2 - V i)

' 3 R v y 2

—

v2

2.10.

Από τις x = x(y, z) & y  = _y(z,x) τα διαφορικά είναι

. δχ δχ αχ = — αν + — αζ
δν> δζ

dy = — dz +— dx. 
δζ δχ

Αν αντικαταστήσουμε το dy από την δεύτερη στην πρώτη

, δχΓαχ = —

^δχ δμ δχ

dy dy ^ δχ ,— dz +— dx IΗ---- dz
dz δχ ) dz

dx -
\

Kdy dz dz) dy dx
dx dy , dz + ------ d x

\  dx Φ Ί d x - dx dy dx'-----^  + ---
< dy dx, Kdy dz dz^

dz = 0.

Επειδή δύο από τα τρία διαφορικά dx,dy,dz πρέπει να είναι ανεξάρτητα 

μεταξύ τους η τελευταία σχέση συνεπάγεται

ι _ * *  = ο, £ £ + £  = ,)
dy dx dy dz dz

απ’ όπου
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dx _ 1 dx dy dz 
dy dy_’ dy dz dx 

dx

-  - 1.

Από την E -  aT -b P  , α,δ=σταθ. έχουμε

f dEy II Q 1 —  = a + b
<dT ΑV [ d T ) v JV Jr<

1 u Va u P- -  a - b ----- = a - b —
’ Jo VKr T

αφού

a  s 1 r dV^
\ d T  j

\

V
(dV_ 
\d P  j

που στην περίπτωσή μας είναι α = \ /Τ,  κτ = 1/Ρ. 

Άρα

C„ = ( Μ )  = ± ( E + PV) = 
dT ) Ρ dT ^  Ρ

<*)+Ρ
d T j p

\f dV_ 
<dT jp

= a + PVa

=> CP = a +
PV

2.14.

Έστω TB >TA. Από την

AQoX = 0 => AQj + AQ2 = 0

=>c(t - ta)+c(t - tb)=o

= » r - £ i £

με T την κοινή θερμοκρασία που αποκτούν τα δύο σώματα. Από τις

1 j as;-r£r=>*s,-c*f
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d s 2 = => a s 2 = => A S 2 = C ln ^
2 T T . T  T B

t 2 ( τ  + τ  Y
=>ASnl =AS.+AS2 = C I n - —  = C l n ^ --- ^ - > 0 .

*■ Γ Λ  4 Γ Λ

Αυτό συμβαίνει επειδή ο λογάριθμος είναι θετικός αριθμός για ποσότητα

μεγαλύτερη της μονάδας (lnx > 0, χ > 1) επειδή

f i k l i Z a · !
4 T J ,

ο  Γ,2 + Tg + 2ΤΛΤΒ > 4ΤλΤΒ 

β(Γ,-Γ,)2ΪΟ.

2.15.

με

Από την F  = Ε - Τ S

=>dF = d E -  TdS -  SdT = TdS -  Pd V -  TdS -  SdT 
=> dF -  -P dV  -  SdT

■ ■ © .·  M S ) ,

κ ι . d2F
d T d V

a s  

β ν ) τ
d 2F

dVdT\ d T ) v

(a p ^  J d S _
Λ δ τ ) ν  l d v ) T

Στην περίπτωση ισόθερμης εκτόνωσης πραγματικού αερίου Van der 

Waals από την καταστατική του εξίσωση
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Ρ + ρ ·1 (Κ -4 )= Λ Γ

RT
=> Ρ  -----------τ.

V - b  V2

Η μεταβολή στην εντροπία υπολογίζεται ως εξής

y s r ) r«-(SI-
Vx v u

=>Δ5 = Λ 1 η · ^ ^ .
Vx- b

Η μεταβολή στην ενέργεια υπολογίζεται ως εξής

dE = TdS -  PdV

ΔΕ = TAS- f| — ------- \dV
■ m - w )

ο  ΔΕ = a

- f e d V
ν

Vi-Vx— /v_£___L

F - 6

Ασκηση. Θεωρείστε κλειστό σύστημα που αποτελείται από δύο μέρη σε 

ισορροπία ως προς την θερμική ροή (Γ, = Τ2 = Γ) και σταθερό ολικό 

όγκο V = Vl + V2 αλλά με κινητό χώρισμα που ξεχωρίζει τους όγκους
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Vt,V2. Να δικαιολογήσετε (με πράξεις) γιατί η ποσότητα Ρ = Τ 

είναι η πίεση του αερίου.

dS

Λύση. Όταν το σύστημα έρθει στην ισορροπία όπου το κινητό χώρισμα 
είναι σταθεροποιημένο η εντροπία θα είναι μέγιστη. Οπότε

dS = 0

=> — dE. + — dV. = 0 ,Ν  = σταθ. 
dEx ' dVx 1

dS ΛΡ dS Λ=>----= 0 & ----- = 0.
dEx dVx

Από την πρώτη σχέση προκύπτει η ισότητα των θερμοκρασιών ΤΧ=Τ2. 

Από την δεύτερη με dVx = -dV2 έχουμε

dVx

dVx dVx

dVx dV2 dVx

=>^ L_ ^ =0
dVx d v 2

dVx dV2

Ε7ΐειδή στην ισορροπία εκτός από τις θερμοκρασίες αναμένεται να 

εξισωθούν και οι πιέσεις, δεχόμαστε ως τον ορισμό της πίεσης αυτό που 

δηλώνει η τελευταία σχέση, δηλ. Ρχ = Ρ2 . Επομένως, η πίεση ενός αερίου 

είναι
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Ρ = Τ dS_ 
dV '

Ασκηση.

i. Ποια είναι η αλλαγή στην εντροπία AS όταν ένα θετικό ποσό 

ενέργειας μετακινηθεί από σύστημα 1 σε σύστημα 2; Τι θα 

συμβεί όταν ΤΧ>Τ2, Τ{,Τ2 είναι οι θερμοκρασίες των δύο 

συστημάτων 1 και 2.

ϋ. Αν 10 gr δείγματος Cu θερμοκρασίας 350° Κ τοποθετηθεί σε 

επαφή με παρόμοιο δείγμα αλλά θερμοκρασίας 290° Κ, να 

υπολογίσετε το ποσό της ενέργειας που μεταφέρεται από το ένα 

στο άλλο όταν έρχονται σε επαφή και αποκτούν κοινή 

θερμοκρασία Τ .

iii. Ποια είναι η μεταβολή εντροπίας δύο δειγμάτων όταν μεταφερθεί 

ενέργεια 0.1 Joule από το ένα στο άλλο αν υποθέσουμε ότι τα 

δύο δείγματα ήταν αρχικά σε θερμοκρασίες 350° Κ και 290° Κ 

αντίστοιχα; Δίδονται η σταθερά του Boltzmann 

kB = 1.38x ΙΟ-23/ ·  AT"1 και η ειδική θερμότητα του Cu

cv =Cr fm  = 0 .389/
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Λύση

i. Απάτην

rdEt =

Τ ,-Τ ,
προκύπτει ΔΕ = —---- LAE,. Επομένως, όταν Γ, > Τ2 τότε

Τ\Τ2

ΔΕ, < 0 με ροή από το 1 στο 2.

Η. Από τον ορισμό της ειδικής θερμότητας έχουμε τις ποσότητες 

ενέργειας

ΑΕ2 = 0.389 J fT 'g r-' x 10gr χ (Τ -  290Κ )  = 3.89JK~X (Τ -  29θ) 

ΔΕ, = 0.389JK -'gr-' χ 10gr χ (Τ - 350Κ )  = 3.89JK~X (Τ - 35θ), 

απ’ όπου Τ  -  290 = -(Γ  -  350) => Τ  = 320 Κ.

Άρα,

ΔΕ, = 3.897RT"1 ( -  30 )Κ = -11.7 J

iii. ΔΕ, = -0.1J  /  350Κ  = -2.86 xlO-4

Δ52 =+0.ly/290E■=+3.45xl0-4Jί:-,

ΔΕ = ΔΕ, + ΔΕ2 = (— 2.86 + 3.45)χ 10-4 JK~X = 0.59x10"* J a r 1.

και

ΔΕ2 = -ΔΕ, =+11.77.
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umu = γ { υ2} των μ°ρίων αερίου Ο2 σε θερμοκρασία 27° C=300K; Ποια 

για μόρια Η2 και ποια για μόρια σκόνης {m^ = 5 x ΙΟ '13 gr);

Λύση.

1) Το Οι έχει μοριακό βάρος 32, που; σημαίνει πως τα Ν λ μόρια 

ζυγίζουν 32 gr, επομένως το 1 μόριο Ο2 έχει μάζα 

32m = -------—gr = 5.33x10"23gr. Από τον ορισμό της μέσης
6x10

ενέργειας σύμφωνα με το θεώρημα ισοκατανομής

m(u2) 3
U) = -± — L = ± k BT\ / 2 2 β

προκύπτει

/ 2\ 3 χ 1.38χ 10“16 χ 3 0 0  erg Κ  1Λ* cm(υ ) = ----------------- ----------——  = 2 4 x 1 0  —
' ' 5 .33x10  23 Κ  gr sec

και

υ rms
„ , 4 cm m
5 χ 1 0 4 —  = 500—

sec sec
=  1800

Km
~h

για τα μόρια του Ο2.

2) Το μόριο Η2 έχει μάζα 16 φορές μυψότερη από αυτή του θ 2 που 

σημαίνει πως τα μόρια του Η2 κινούνται μεΛ/Ϊ6=4 φορές 

μεγαλύτερη ταχύτητα σύμφωνα με την σχέση αναλογίας
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για τα μόρια Η2·

3) Η σκόνη αποτελείται από μόρια διαμέτρου της τάξης του 

pm=10"6m με αντίστοιχη ταχύτητα

| ! 5 ΐ —  =  0 .5—  = 0 .005—
\ mm sec sec sec

για τα μόρια σκόνης.

Προφανώς για ίδια ενέργεια τα βαρύτερα μόρια έχουν 

μικρότερες . Επιπλέον, στην κατανομή Maxwell μπορούν να

υπολογισθούν και η πιο πιθανή ταχύτητα v me (αντιστοιχεί στο 

max της κατανομής), η μέση ταχύτητα (υ) με την ρίζα της μέσης

τετραγωνικής ταχύτητας v rmJ= yj(v ^ jn ου ήδη υπολογίσαμε. 

Ικανοποιείται η ανισότητα υ„θ < (υ) < .
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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

3.1.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ρ(υ)=Αυβ υ° :

οσ
\ρ(υ)άυ = 1
0

οο
A Jue u°du = l

4 - « ο )  \υά
υ_

e - =  1

=> 4 - ϋο)
/  υ λ00

«4>ue
V /ο

(  υ \°

00 _
+ Αυ0 je °°do = 1

e
Λ

= 1

Λυ2 = 1

=>Λ = —vl
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11.
«ο

( t>> = |ϋ  ρ ( υ ) ά υ

= 7 j \ u le  * dv
0 0

υ« ;

r  ±
"o

V

υΛ

TOO

u 2e  09

00 V

Jo
-Μ /·ν (υ ·)
U0 0

•  4 . - Ϊ Λ
Uo 0

= - -  =— υ 2 
u 0 A  υ 0

<=>( υ )  = 2 υ 0

iii. Η mo πιθανή ταχύτητα προκύπτει από το μέγιστο της 

κατανομής όπου

^  = 0 
d o

=> e

υ
υ ± e  9 = 0

Ur

=> 1 - — = 0
Un

1
=> ο  - υ 0=  - ( υ )

J
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ιν.

3.3.

"ο
Ρ ( θ  < υ < υ 0 ) =  Jρ ( υ ) ά υ

υ,
] υ β ° · ά υ

Ο Ο

1 «Ό
—  fu d
^0 Ο

_»Λ
e

J

 ̂V

On

1

ο  e

υ
w0

w0

U

Wo

J o

-ι= -----υ 0 β  -

= 1 - 1 .
e

υ
w0

Ό ο 

w0

Από τον ορισμό υπολογίζουμε την μέση τιμή

ι=Σ«<
ι

=>(Ι>=Σ(α/>
ι=1

= % > .

και την μέση τιμή του τετραγώνου
\ /

° ° ά υ

ν
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ϊ = Σ αϊ +Σ α<αι

=>( ΰ ) = Σ ( αΐ ) + Σ { α<aj )  

= Σ ( * ϊ ) + Σ Μ Μ
i i * j

= Ν ( a ? ) + Ν ( Ν  - » ( < , , ) ’

ώστε η διασπορά είναι

= Ν (α ή  + Ν (Ν -1 ) { α ,Υ -Ν 2(α,Υ

= Ν ^ αή - { “ι)1)κ Ν

και η σχετική τυπική απόκλιση

<=>
(L ) Ν  -Jn

—» 0, Ν  -> οο.

3.4.

ι.
» = Σ α

ί

Μ = ί> .· }/=!

= Ν(μ)
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ϋ. Όπως στην άσκηση 3.3

- ν ( Μ )

111.

IV.

( μ )  =  ρ · \  +  ς · 0  =  ρ  

( μ 2 )  =  ρ · 1 2 + ς · 0 2 = ρ

( Μ 2)  =  ( μ 2) -  (μ ) 2 = ρ ~ ρ 2 =  ρ ^ - ρ )

{ η )  =  Ν ( μ )  =  Ν ρ

((δ«)2) = ν ( Μ 2)

({Δη)2) = Ν ρ ( ΐ - ρ )

3.5.

Ρ „ = ( 1 - χ ) χ " ,  0 < χ < \

Η μέση τιμή είναι

< π > = Σ '» ί>.
m

m

= *(l
a xrr
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= * (! -* )
d 1 
d x \ - χ

<=></!>=
l - X

Η διασπορά είναι

< (Δη)2 >=< η2 > -  < η >2 

όπου χρειάζεται και η μέση τιμή του τετραγώνου

< n2 >- ^ m 2Pm = ^ / n 2(l - x ) x m.
m m

Ευκολότερα μπορεί να υπολογισθεί η διαφορά

<η2 > - < « > =  ]T(nz2 ~ m ~ Σ ΐ 2”2 “  m)(l ~ χ )*"
τη m

= Y dm (m - \) { \ - x )x m
m

= jc2 (1 — χ ) Σ  m (m - l)xm
m

= x 2( i - ^ X ^ mdx m 
d  1 
d x {[-  x f

2

=  jc2( 1 - ; e)

= x 2( l - x )

2x2
( 1 - ^

(I -* )1

απ’ όπου
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2 2 χ 2
< η >=< η > +--------τ

(1 -χ )2
χ  2 χ 2 

”  1 - χ  + (1 -χ )2

χ2 + χ

( ΐ - χ ) 2

υπολογίζεται η διασπορά

( A n ) 2 > =
χ + χ

( ΐ - χ )2 " ( 1 - ^

Επομένως, η σχετική τυπική απόκλιση είναι

>/ < Μ
Μ

~  J L
> .. 1 - χ  1

* λ/χ 
1 - χ

και ε7ΐειδή

1+Ί Γ
14

1

1
χ

ϊ ^ χ

προκύπτει η σχέση
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3.12.

Η πιθανότητα να πάει ένα μόριο στον όγκο Vm είναι ρ  = -ρ - .

Επομένως, η ζητούμενη πιθανότητα δίνεται από την δυοονυμική 

κατανομή

ί

m

Επειδή

και

P(m) = ( " Υ ^ Ί Ύ ι _ ^ γ · "  
W U J I  ν )

Ύ = m 1 V ,ο —= ------1
V - V .  γ  Vmm

<=> ρ  =
m

γ  + \

\ - ρ  = 1
y + 1 1+γ

η κατανομή γίνεται

P(m) =
r n \ r

\ mj

\ m .Λ-m

n
Kr + l ;

> . m

x + i
Λ

m O' + iy
Στα όρια n -»  oo και V -V m -±<χ> έχουμε ρ  « 1 ώστε η

μ!
P(m) =

m\(n -  m) ρ · ( ι - ρ Γ '

με την προσέγγιση
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(1 - ρ )
λ  = (τη) = ηρ

« β~Λ, η » ,

παίρνει την μορφή

P(m) = η\ -Α■ρ e

Αφού οι η, η - m  είναι πολύ μεγάλοι αριθμοί χρησιμοποιούμε τον τύπο 

του Stirling

η\= ηηβ~"4η42π

ενώ στο όριο πολύ μικρού m ισχύουν οι προσεγγίσεις

m m ί  m\n
e n « 1-----και e~w =

n
e n

\  J

r \ n
1 - "  

n )
J n

ώστε

n\ nne nf k
(n -m ). (n -  mf~m

η n

nm

f  -Λ*" 
1 - 2  

n )

m

nm

1 - — I em
n

nm
-m me e

__= n .

Από τα παραπάνω στο όριο πολύ μικρού m η δυωνυμική καταλήγει στην 

διακριτή κατανομή Poisson
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.ΚΙη „  - χP(m) = — p me

m -λXme
τη\

, m = 1,2,

με μέση τιμή {τη) -  λ  = ηρ. Η Poisson είναι γνωστή και ως ‘ο νόμος των

σπάνιων γεγονότων’ αφού ισχύει στο όριο πολύ μικρού τη (η πιθανότητα 

μεγάλου τη, δηλ. να βρίσκονται πολλά μόρια στον μικρό όγκο είναι 

τιάρα πολύ μικρή).

3.13.

Από την κανονική κατανομή Gauss

ρ ( χ )  =
1 SheL

2σ2

4 ϊ πσ

μέσης τιμής μ  και διασποράς σ 2 υπολογίζεται με αντικατάσταση στα 

ολοκληρώματα η αντίστοιχη πιθανότητα
b b a

Ρ(α < χ <b)= Jp(x)dx = Jp{x)dx-  Jp(x)dx.

Με αλλαγή μεταβλητών έχουμε την ζητούμενη σχέση
b-jt
σ Λ ¥ ί . σ

4 ϊπ=  ί Λ * # *
χ - μ

αφού
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1 χ —
-J== fe  2 dt, Φ(2) « 0.477, φ(3) « 0.499, κλπ.
λ/2^γ ο

3.14.

Για 7^=100, η μέση τιμή του ολικού βάρους X  από το θεώρημα 

κεντρικού ορίου είναι μ  = Νμ( = 6500tn και η διασπορά

σ 2 = Ν σ 2 = 8100ί«2 απ’ όπου η τυπική απόκλιση σ  = 90in . Επομένως,

η ζητούμενη πιθανότητα να μην χρειασθεί η γεννήτρια υπολογίζεται 

εύκολα από τον τύπο της προηγούμενης άσκησης με a = 0 και 6=6600

Ρ{Χ < 6600) = Φ 6600-6500 
90

\

-Φ
J

-6500 
90

= Φ (ΐ. 1) -  Φ (- 7.2) * 0.35 + 0.5 = 0.85.

Για Ν= 98 η μέση τιμή είναι μ  = Νμ·, = 6370/η και η διασπορά 

σ 2 -  Ν σ 2 = 7938tn2 απ’ όπου η τυπική απόκλιση είναι σ  ~ 89tn .

H X  < 6600) = φ ί1 6? ° - « 70 - φ ί

= Φ(2.6) -  Φ (- 7.ΐ) « 0.495 + 0.5 = 0.995. 

Παρατηρούμε πως πιθανότητα να μην χρειαστεί η γεννήτρια στην 

δεύτερη περίπτωση είναι περίπου 100% (ακριβώς 99.5%, δεν θα 

χρειασθεί σχεδόν σίγουρα) που είναι μικρότερος ο αριθμός των 

βαγονιών, ενώ^στην πρώτη περίπτωση που αριθμός των βαγονιών είναι
I

μεγαλύτερος είναι περίπου 85%.



270 Λύσεις Ασκήσεων Κεφ. 3

3.16.

i. Αν η πιθανότητα επιβίωσης σε μια δοκιμή είναι ρ  = 5/6 μετά από Ν  

επαναλήψεις γίνεται Ρ{Ν) = (5/6)w.

ϋ. Για να είναι επιτυχής η δοκιμή (ατυχής για τον παίκτη!) ακριβώς 

στην Ν  οστη επανάληψη πρέπει να είναι ανεπιτυχής στις Ν  -1  

προηγούμενες (οι επαναλήψεις είναι ανεξάρτητες), άρα

Hi. Η μέση τιμή του αριθμού των επαναλήψεων πριν σκοτωθεί ο παίκτης 

είναι

- i i L f v

1 1

6(1 - P f

= —---- ί---- = 6

Άρα, κατά μέσο όρο χρειάζονται (Ν) = 6 επαναλήψεις στο

παιγνίδι της ρωσικής ρουλέτας με εξάσφαιρο πιστόλι για να 

σκοτωθεί ο παίκτης.
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3.17.

Το πρόβλημα αυτό είναι γνωστό ως τυχαίες διαδρομές (random
Γ

walks) και (x(r)) = ^(*,-) αφορά την κίνηση Brown όπου ένα μόριο
ί=1

κινείται με διαδοχικές κρούσεις με τα άλλα μόρια ενός αερίου. Στο 

μονοδιάστατο θεωρητικό πρόβλημα ο περιπατητής κάθε χρονική στιγμή 

κάνει ένα τυχαίο βήμα, είτε μπρος (προχωράει μία επιπλέον θέση =+1) 

με πιθανότητα ρ  ή πάει ένα βήμα πίσω (πηγαίνει στην προηγούμενη 

θέση χ. = -1 )  με πιθανότητα 1 -  ρ . Μετά από τ βήματα (τ χρονικές

επαναλήψεις) η θέση του περιπατητή δίνεται από το άθροισμα των 

τυχαίων μεταβλητών

*(τ) = Σ * . ·
1=1

Επομένως, η μέση τιμή της θέσης είναι

w > = z w/=!

και η διασπορά

((Δχ(τ))2) = (χ(γ)2 ) -  (χ(τ))2

Από τον ορισμό των τυχαίων μεταβλητών xt— ±1 που ορίζουν τις 

κινήσεις του περιπατητή κάθε χρονική στιγμή έχουμε μέση τιμή

W = M + i)+ ( i-p ) ( - i)

αφού πάει στην επιπλέον θέση με πιθανότητα ρ  ή στην προηγούμενη 

θέση με πιθανότητα 1 -  ρ , μέση τιμή του τετραγώνου
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(χϊ )  = ρ (+ ι ) 2 +(ι-/>Χ- 1) 2

και διασπορά

( Μ 2 ) = ( * ή - Μ 2 ·

Όταν τα βήματα εμπρός ή πίσω είναι ισοπίθανα με ρ= 1 -  ρ  =1/2 η μέση 

τιμή είναι

( * ,) = 4 ( + 0 + ! ( - ι ) = ο .

η μέση τιμή του τετραγώνου

( χ ? ) = Ι ( + ι)! + Ι ( - ι ) ! = ι

και η διασπορά

Μ = ι .

Επομένως, μετά από τ βήματα η μέση τιμή της θέσης παραμένει

Μ

ενώ όπως είδαμε και σε προηγούμενες ασκήσεις (αντί για τ είχαμε Ν) η 

μέση τιμή του τετραγώνου

(*W) - /(ί>, J)=( | > ? ) =£(*?) - 0 W* - £(*?)
δίνει διασπορά

λ Μ Μ

(
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Παρατηρούμε πως ο περιπατητής μετά από χρόνο τ αν και κατά 

μέσο όρο παραμένει στην αρχική θέση αφού (τ(τ)) = 0 , η τυπική 

απόσταση που διανύει είναι ανάλογη της τετραγωνικής ρίζας του χρόνου

*m, = ^ ( ( Μ ύ Υ )  = V r .

Επομένως, η στατιστική κίνηση του περιπατητή είναι αργότερη (με την 

ρίζα του χρόνου) σε σχέση με την ομαλή βαλλιστική κίνηση (που είναι 

ανάλογη του χρόνου). Η πρώτη είναι χαρακτηριστικό κλασικών τυχαίων 

συστημάτων που παρουσιάζουν διάχυση (όπως στο παράδειγμά μας ο 

περιπατητής) αντί της ομαλής κίνησης που συνήθως παρουσιάζουν τα 

κβαντικά συστήματα απουσία τυχαιότητας όπου χ <χ τ . Επίσης, στο 

πρόβλημα αυτό η πιθανότητα να κάνει ο περιπατητής έναν συγκεκριμένο 

αριθμό από θετικά και αρνητικά βήματα δίνεται από την δυωνυμική 

κατανομή. Όμως, για τ  -» «  η οριακή κατανομή πιθανότητας για την 

θέση του παρατηρητή θα είναι η Gauss (η δυωνυμική σε αυτό το όριο 

μεταπίπτει στην Gauss).

3.18.

Η εντροπία πληροφορίας για διακριτές κατανομές ρ{ ορίζεται

s  = “ Σ α  lnPiι

ενώ για συνεχείς κατανομές ρ{χ) ορίζεται
%

+βθ
S = -  Jp(x)ln p{x)dx .

- 0 0
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Γιο την συνεχή κανονική κατανομή μέσης τιμής μ  και διασποράς 

υπολογίζουμε:

σ2

που γράφεται ως το άθροισμα ολοκληρωμάτων Gauss (ΠΑΡ. Α)

dx +
4 ΐ πσ  .

+βο (

Jexp · (*-/*)*
2 σ: 2σ2

άχ

απ’ όπου

1η(2πσ2) 1 *7 {
2

χ - μ
4 2 σ  /

ϊ \ χ - μ χ - μ
4 2 σ  J λ V2<

η εντροπία πληροφορίας της κανονικής κατανομής Gauss είναι

S  = —1η(2πσ2)+ —.
2 2

Παρατηρούμε πως η S  της κατανομής Gauss εξαρτάται μόνο από την 

διασπορά και όχι από την μέση τιμή. Στην επόμενη άσκηση θα δείξουμε 

πως η Gauss είναι η κατανομή που δίνει την μέγιστη δυνατή S από όλες 

τις κατανομές συγκεκριμένης διασποράς.

3.19.
4*

Εδώ θα βρούμε την ρ(χ) δεδομένης διασποράς σ  που 

μεγιστοποιεί την εντροπία πληροφορίας
+οο

S  = -  J/?(jc)ln p(x)dx .
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Με την μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange θα λάβουμε υπ’ όψιν 

την συνθήκη κανονικοποίησης

JP(x) dx = 1
—οο .

και μέσης τιμής
+οθ
pc2 p(x)dx = σ 2.

Πολλαπλασιάζουμε τις δύο συνθήκες με α και β  αντίστοιχα (α,β είναι οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange) και απαιτούμε τον μηδενισμό της

δ_
dp

+00 +00 +00 
^p (x )\n p (x )d x-a  ^ρ (χ )ά χ -β  ^x2p(x)dx = 0 .

—  CO

Από την παραπάνω

-  In ρ(χ) - \ - α -  β χ 2 = Ο

με

ρ{χ) = exp(-1 -  a)  exp(- β χ 2).

Επανερχόμαστε στις δύο συνθήκες με την ρ(χ) που μόλις υπολογίσαμε 

που μας επιτρέπουν να υπολογίσουμε τους πολλαπλασιαστές α και β. 

Από την δεύτερη συνθήκη για την διασπορά
+οο

jx 2 p{x)dx = σ 2
-οο

+οο

<=> jx2 exp(-1 - a)exp(-β χ 2 ) ά χ  = σ 2
— CO

<=> exp(-1 -  a ) ^ -  β  2 = σ 2 
2

και α7ΐό την πρώτη συνθήκη για την κανονικοποίηση



'
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\p (x)dx  = 1
•οο

• +βο
:=> jex p (-1 -  a)exp(- β χ 2}ά χ = \

-οο

<=> exp(-1 -  a ) ^ L  = 1
4 p

<=> exρ ( - 1 - α ) = β

προσδιορίζονται οι a, β

και

2 β  2 σ 2

exp(- \ - α )  =
V2πσ

Επομένως, η κατανομή δεδομένης διασποράς που μεγιστοποιεί την 

εντροπία πληροφορίας είναι η Gauss

Ρ(*) =
1

λ/ Ϊ

X
2σ2

πσ

ι

. .‘
ί N

W
W

 iJ
ii

rf
cw

 ? S
t 

. 
vA

PW
Pr

t
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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ασκηση. Παραμαγνητισμός στο μικροκανονικό ensemble (κλειστό 

σύστημα): Να υπολογίσετε τις πιθανότητες π από Ν  δίπολα μαγνητικής 

ροπής μ να είναι παράλληλα σε μαγνητικό πεδίο Β.

Λύση.

Η εντροπία του κλειστού συστήματος Ν  μαγνητικών δίπολων 

από τα οποία η είναι παράλληλα και Ν - η  αντιπαράλληλα σε μαγνητικό 

πεδίο Β είναι

SN{n) = kB Ing N(η) = kB In
Ν \

η J
με τους συνδυασμούς (δυνατούς τρόπους επιλογής)

C χ λΝ

\ n J

Ν\
η\{Ν-η).

η αντικειμένων από Ν  και με την βοήθεια του τύπου του Stirling 

η\= nne~n4 n ^ 2π έχουμε

ιSN(n) = ^B[A ^lnN '-«lnM -(7V -«)ln(iV -«)].

Από τον ορισμό της θερμοκρασίας του κλειστού συστήματος των 

δίπολων
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as _ as
Τ ~  3Ε ~ dn BE 

με την ενέργεια Ε = ( Ν -  2η)μΒ

j_= ___ι_as
Τ 2 μΒ 3η

\ηη -1  + ln(7V -  η)+ 1]
2 μΒ

Αν nt = η και ni = Ν - η  είναι ο αριθμός των δίπολων που δείχνουν 

άνω και κάτω αντίστοιχα η παραπάνω σχέση γράφεται

η1 Κ  ,—= —Μ η-
Τ  2 μΒ Ν - η  2 μΒ

Από εδώ προκύπτουν οι λόγοι

η| Λ 7*
μΒ μΒ

kpTek*T +e *°Λ eKBi +e

Π\ e
μΒ
kBT

που προσδιορίζουν τις αντίστοιχες πιθανότητες

nt ηι
Α — . Λ - *

j±
kBT

Παρόμοια αποτελέσματα προκύπτουν στο κανονικό ensemble
μΒ μΒ

από την συνάρτηση επιμερισμού Ζ = ek,T +e k*T. Επίσης, παρατηρούμε 

πως θετική 7>0 έχουμε για «t > «; , άπειρη Τ= οο για = ηι και

αρνητική Γ<0 για wt < η±. Παραμαγνήτης γίνεται κάθε μαγνήτης για

αρκετά υψηλές θερμοκρασίες Τ (τα σπιν δεν αλληλεπιδρούν και η 

μαγνήτιση είναι μηδενική). Στις χαμηλές θερμοκρασίες συνήθως έχουμε 

αλλαγή φάσης από παραμαγνητισμό σε σιδηρομαγνητισμό (πεπερασμένη 

τιμή μαγνήτισης) ή αντισιδηρομαγνητισμό λόγω αλληλεπιδράσεων 

μεταξύ των σπιν.
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4.5.

Μια μικροκατάσταση καθορίζεται από την συγκεκριμένη 

διευθέτηση προσανατολισμού του καθενός από τα Ν  σπιν (ποια δείχνουν 

πάνω και ποια κάτω;) και ο αριθμός των μικροκαταστάσεων είναι 

εκθετικά μεγάλος ίσος με 2Ν. Μια μακροκατάσταση καθορίζεται μόνο 

από τον συνολικό αριθμό των πάνω και κάτω σπιν (πόσα δείχνουν πάνω 

και πόσα κάτω;) Χαρακτηρίζεται από την μίση διαφορά m ή την 

μαγνήτιση Μ=2ηιμ ή την ενέργεια Ε— 2μΒ και ο αριθμός των 

μακροκαταστάσεων είναι ίσος με iV+1.

Η εντροπία του κλειστού συστήματος Ν  σπιν από τα οποία 

Ν+=π δείχνουν άνω και Ν_ = Ν  -  Ν+ κάτω σε μαγνητικό πεδίο Β είναι

S  Ν ~  & Ν

Ν\
-  kB In

N J N J  

= kB [in N \- In Λ̂+!- In N_ i].

Από τις σχέσεις ορισμού 2m = N +-N _ , Ν  = Ν ++Ν_ προκύπτει 

Ν+ = Ν/2  + τη, Ν_ = Ν/2 -  τη και αν αντικαταστήσουμε τα 

παραγοντικά από τον τύπο του Stirling έχουμε συναρτήσει του τη 

SN = kB[ N \n N -N +)nN+-N _\nN _]

= k t ΝΧα,Ν-\ ~  + m l̂ n
Ν  λ (Ν  Ν ( Ν  V
—  +  τη — -----τη In -----τη

U  J I U  JJ

ή συναρτήσει της ενέργειας
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( Ν  Ε λN ln N - ---+ ------
[ 2  2 μΒ )

. . Ν  Ε
1η — + -----

2 2μΒ
Ν
 ̂2 2μΒ

1η Ν \

 ̂ 2 2μΒ

Πααρατηρείστε πως για £ -»  0 (κατάσταση ισορροπίας) ο παραπάνω 

τύπος δίνει την αναμενόμενη εντροπία κλειστού συστήματος Ν  σπιν

Η θερμοκρασία

! = dS_ 
Τ ΘΕ

γράφεται

1 _ kB
Τ 2μΒ

- In (Ν  Ε } -1  + 1η( ν  ε  Ί + 1
12 2μΒ)  ̂2 2 μΒ j

Ν __ Ε_
2 2μΒ 

2μΒ “' Ν  , Ε 
2 2 μΒ

- - ^ - 1 η

Η συμπεριφορά για £ ->  0 (κατάσταση ισορροπίας) καθορίζεται από την 

ασυμπτοτική σχέση (αναπτύσσουμε τον παρονομαστή και κρατάμε 

δυνάμεις του χ  μέχρι την γραμμική τάξη)

limln α - χ 1 - ί
= lim ln— — « In

Ν/
1- -

*-*° α + χ  χ-+° j £
a

a a )  { a ) Δ

1 kB— w ---— 2 Ε
Τ 2 μΒ 

<=>Τ*-Ν

ΝμΒ_

{μ Β )\
kBE '

Όταν Ε ->0



Από την σχέση αυτή παρατηρούμε πως στην προσέγγιση προς την 

ισορροπία θετική ή αρνητική £  δίνει αρνητική ή θετική Τ, αντίστοιχα.
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4.6.

ι.

Μ  2m Ε Λ 
2 μΒ

Ε
ΝμΒΝμ Ν  Ν  

και στο όριο Ε  -» 0 από την προηγούμενη άσκηση

Μ '

και

Ε * -Ν -
kBT

Μ  μΒ 
Ν μ *  kBT '

ii. Η μαγνητική επιδεκτικότητα χ  — —  με ενέργεια
Β

Ε  = -Μ Β  = - Ν ^ -  δίνει Μ  = Ν ^ -  Λ
kBT kBT

απ οπού

Χ = Ν iilJL
kB T

ο γνωστός νόμος Curie του μαγνητισμού (στις υψηλές 

θερμοκρασίες η χ  είναι αντιστρόφως ανάλογη της Τ).
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iii. Η θερμοχωρητικότητα C = d £
dT

με ενέργεια

Ε = -M B  = - Ν 0 * 1
k,T δίνει

C -  Ν
kB Τ2

απ’ όίίου προκύπτει η αντίστροφη αναλογία μεΓ2.

4.7.

Από τις προηγούμενες ασκήσεις η εντροπία είναι 

SN = kB[N h iN -  Ν+ InΝ+ - Ν_ ln //_]

ΛΓ Νμε Μ+ = = — exp( μ Β  Ϊ και Μ ' ΝΝ  = η, = — exp
f μ Β λ

ι ζ  ν
\ Κ τ )

με Ζ  την

συνάρτηση επιμερισμού (Κεφ. 5). Παρατηρούμε πως η S  εξαρτάται από

uB
τον λόγο . Επομένως, σε μια ισεντροπική μεταβολή ισχύει η

kBT

αναλογία

Β , Β .Χ _
Γ/ Τ,

Για Β/ = 20000Gauss, Tt =Ι Κ,  Tf  = 0.002Κ υπολογίζουμε

B f = Tt —  = 40 Gauss. f  f  Tj
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4.8.

Αν είναι α{ = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6  η ένδειξή του i ζαριού η

Α = ± Υ α ,  '

έχει μέση τιμή

μέση τιμή του τετραγώνου

και διασπορά

-  '  ■- ·:

(° !)  (Ν - ίΧ α ,Υ  j · 
Ν  Ν  '  ,7

, Μ - Μ Ι  : '
Ν  Ν

- τ ( < * η

Επειδή οι ρίψεις είναι ισοπίθανες η κάθε μία με ρ { = — υπολογίζονται οι
6

μέσες τιμές του ενός ζαριού

(β/) = ---------- ----------- = 3.5, (α,) = 3.52 = 12.25

/α2 \_  12 + 2 2 +32 + 4 2 +52 + 6 2 _ 6(6 + 1)(12 + 1) _ 15 χη 
'  6 6 ·  6

και η διασπορά
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((Δα,)2) = 2.92.

Άρα, για Ν  ζάρια η διασπορά είναι

: Μ Ή ( Μ ) - Ψ

και η σχετική τυπική απόκλιση

_ 1 -J im  . 0.5
— (a )— 7 ν ~ ~ 7 Γ * 0' ν

Στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε από την

Α = Σ χι>χ ' = %>

00.

_ { Μ )

Ν  ■' '  Ν !

με εφαρμογή του θεωρήματος κεντρικού ορίου

<*>-$■ Μ -

( Λ )  = Ν ( * , )  = (a ,), ( ( M f )  = N((to,Y) = Ν ^ μ  =
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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Ασκηση.

Να αποδειχθεί η σχέση ‘γέφυρας’ μεταξύ θερμοδυναμικής και 

στατιστικής

F  = —k g T ln Z .

Λύση.

Από τον ορισμό της ελεύθερης ενέργειας .

F = E - T S

και της εντροπίας πληροφορίας

S = ~kBY dp n]np„,
η

με ρη = —exp(-βΕη), Ζ  = ]T exp(-βΕη) στο κανονικό ensemble

ι
ϊ
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e - ρ ε .

Ζ

= - * . Υ ^ - ( - β Ε „ - \ κ Ζ )
η %

ρ-ρε,
= *i βΣΕη-̂ ~+Κ 1ηΖΣ

η "  π

(ε )
=  ^ - L  +  k B In Ζ.

Τ  Β

e -ρ ε .

Ζ

Επομένως, ικανοποιείται η εξίσωση

F  =  { E ) - T S  =  - k BT \ n Z

με την στατιστική μέση ενέργεια ( β )  στην θέση της θερμοδυναμικής 

τιμής Ε .

Ασκηση. Αν σύστημα αποτελείται από δύο ανεξάρτητα υποσυστήματα 

να δειχθεί ότι η συνάρτηση επιμερισμού του είναι το γινόμενο των 

συναρτήσεων επιμερισμού για το κάθε υποσύστημα.

Λύση.

Τα δύο ανεξάρτητα υποσυστήματα για το συνολικό σύστημα 

δίνουν το άθροισμα των ιδιοτιμών

Εηιηι = Εηχ + ΕΗ ·

Άρα, η συνάρτηση επιμερισμού του συνολικού συστήματος εκφράζεται 

με το γινόμενο αφού
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Ζ = Σ Σ εχρ(~ β£ηχηχ ) = Σ Σ εχρ(- β(Ε+ + Ε*))
=Σ εχρ(~ ρε«χ )Σ εχρ(_ )

Η σχέση αυτή γενικεύεται για αυθαίρετο αριθμό ανεξάρτητων 

υποσυστημάτων.

Ασκηση. Να βρείτε με μεγιστοποίηση της εντροπίας την κατανομή των 

πιθανοτήτων ρπ κατάληψης τριών καταστάσεων π =  1,2,3 από ένα

σωμάτιο με αντίστοιχες τιμές ενέργειας Ε χ = 0, Ε 2 = 1, Ε 3 = 2 και μέση

τιμή ενέργειας (is) = 0.3.

Θα μεγιστοποιήσουμε την εντροπία S  =  - k B ^ p a 1n p n με

τις συνθήκες και Σ^»^« =0-3. Εισάγοντας τους
n η

πολλαπλασιαστές Lagrange α και β  έχουμε

Λύση.

η

d

απ’ όπου

- ] η ρ „ - 1 - α - β Ε η = 0



και ρ κ = exp(-\ - α -  β  E n )  όπως στο κανονικό ensemble με το
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e x p (- l-a )  στον ρόλο της
_1_
Ζ

Από την πρώτη συνθήκη

(κανονικοποίηση)

Σ λ  = 1 °  Σ βχΡ(" l - a - ^ £ . ) * l o  exp(-1 -  a )  =
n n

ι
Σβχρ ( ~ β ε Λ)

με αντικατάσταση στην δεύτερη συνθήκη (μέση ενέργεια)

Σ ε · ρ . = 0.3 ο
Σ Ε „ εχρ ( -β Ε η)

£ β χ ρ ( - /Β .)

ο  0 · exp(- β θ ) + 1 ·  exp(- β  · ΐ)+ 2 · exp(- β  ■ 2)
= 0.3 (exp(- β · 0 ) + exp(- /? ·ΐ)+ exp(- β  2)) .

Η εξίσωση αυτή γράφεται

exp(- β ) + 2 ·  exp(- 2 β )  = 0.3 (l + exp(- β ) + exp(- 2 β ) )  

ο  χ  +  2 χ 2 -  0.3 (ΐ + χ + χ 2)<^ χ  = exp(-β ) =  0.265 .

Επομένως, σε πλήρη αντιστοιχία με το κανονικό ensemble (με τον 

πολλαπλασιαστή β  υπολογίσαμε ήδη την θερμοκρασία του λουτρού) 

έχουμε

β  = 1.33, Ζ  =  1 + exp(- β ) +  exp(-2/?) = 1.34

και

p ,= 0 .7 5 e* p (-1 .3 3 £ ,).

Ασκηση. Να βρείτε την μέση τιμή του αποτελέσματος ρίψεων ενός 

‘τίμιου’ ζαριού. Αν όμως είναι έτσι κατασκευασμένο ώστε η μέση τιμή



να είναι 4 αντί αυτής που υπολογίσατε ποια είναι η αντίστοιχη κατανομή 

των πιθανοτήτων ρ η, η - 1,2,3,4,5,6;
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Λύση.

Η μέση τιμή του αποτελέσματος ρίψεων για το ‘τίμιο’ ζάρι είναι

( „ )  =  T r i p ,  = 1 · -  +  2 · -  +  3 · -  +  4 · -  +  5 · -  +  6 · -  =  3 .5 .  
w  V  6 6 6 6 6 6

Για να βρούμε την κατανομή πιθανοτήτων θα μεγιστοποιήσουμε την

εντροπία S  = —kB ρ π Inρ η με τις συνθήκες Σ .Ρ Π = 1 και
η η

Σ ηΡ« = Εισάγοντας του πολλαπλασιαστές Lagrange α και β
η

έχουμε

- Σ Ρ η ^ Ρ * - < * Σ ρ , , -  β Σ η ρ „  = 0 ,
η η η J

απ’ όπου

- \ η ρ η- \ - α -  β η  = 0

και Ρη = exp(-1 - α - β η ) .  Από την πρώτη συνθήκη (κανονικοποίηση) 

Σ λ  = l< = > ex p (-l-a ) =
£ e x p (-/? « )

με αντικατάσταση στην δεύτερη συνθήκη (μέση τιμή)

Σ ηρ„ = 4 <=>
J^nexp{-fin)

Σ δΧΡ(- βη)
-'=4.



Από τις παραπάνω υπολογίζονται (οι πράξεις αφήνονται στον 

αναγνώστη) οι πολλαπλασιαστές α, β  σε αντιστοιχία με την προηγούμενη 

άσκηση και επομένως η κατανομή πιθανοτήτων

ρ„ = exp(-1 -  a)  · exp(- β η ) , η = 1,2,3,4,5,6.

Ασκηση. Αν οι επιτρεπτές τιμές της ενέργειας ενός σωματίου είναι 

Ε0 = 0 ,Ε ί =1 να υπολογίσετε την κατανομή πιθανοτήτων ρ β, η -  0,1

όταν η μέση ενέργεια (2?) είναι γνωστή. Να εξετάσετε τις περιπτώσεις

(Ε)=0,0.5,1.0.
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Λύση.

Από την μέση τιμή της ενέργειας

(Ε) = Σ Ε"Ρη = ° ·Ρ ο + 1 Ρι =Ρν
η

προκύπτουν αμέσως οι πιθανότητες

Ρο= 1~Ρι = !-(£ )>  Ρι = (£ )·

Άρα

(Ε) = 0 : ρ ο =1,ρ ι =0 

(E) = 0 .5:p0 = ^  = Pt

(Ε) = 1 :ρ 0 = 0 ,ρ ι =1.



Ασκηση. Σύστημα αποτελείται από δύο σωμάτια όπου το καθένα μπορεί
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να έχει ενέργεια 0, ε, 2ε. Επιπλέον, η χαμηλότερη κατάσταση (0) είναι 

διπλά εκφυλισμένη ενώ το σύστημα βρίσκεται σε θερμική ισορροπία σε 

θερμοκρασία Τ. Να βρείτε την συνάρτηση επιμερισμού και την ενέργειά 

του.

Λύση.

Η συνάρτηση επιμερισμού ενός σωματίου είναι (δεν ξεχνάμε τον 

εκφυλισμό, το άθροισμα είναι τεσσάρων όρων)

ζ = Σ  exP ( ~ β εη )= 2 + β~Ρε + β~1βεΠ

ενώ του συστήματος των δύο σωματίων (προηγούμενη άσκηση)

Ζ = ζ2={2 + β-βε + β-2βε)
= 4 + Α β βε + 5 β 2βε + l e 2pe + β'Αβε.

Η μέση ενέργεια του συστήματος είναι

_ j_ a z
Ζ δ β

—(4εβ~Ρε + \0εβ~2βε + 6εε~3βε + Αεε~Αβε) 
Ζ ν ’

+ 10e_/te + 6e~2pc + Ae~ip£)

Ε7ήσης μπορείτε να σχεδιάσετε τις 3 ενεργειακές στάθμες του ενός 

σωματίου και να τι εποικίσετε με τα δύο σωμάτια (αφού δεν 

αλληλεπιδρούν). Οι δυνατοί τρόποι εποικισμού δίνουν συγκεκριμένες 

ολικές ενέργειες Ε των δύο σωματίων και επιτρέπουν κατευθείαν την 

κατασκευή της Ζ. Παρατηρούμε πως για Τ— 0 (/? = <») Ζ=4 και (Ε)=0



(τα σωμάτια καταρρέουν στην θεμελιώδη κατάσταση 0) ενώ για Γ=» 

(β  = Ο) Ζ= 16 και (£)=1.5ε (τα σωμάτια μοιράζονται στις δύο ανώτερες 

καταστάσεις, εδώ οι ε, 2ε).

Άσκυσυ. Σύστημα αποτελείται από Ν μη αλληλεπιδρώντα (ή ασθενώς 

αλληλεπιδρώντα) σωμάτια όπου το καθένα μπορεί να έχει ενέργεια -ε, 0, 

ε (χωρίς εκφυλισμό). Επιπλέον, το σύστημα βρίσκεται σε θερμική 

ισορροπία με λουτρό θερμότητας θερμοκρασίας Τ. Να βρείτε την 

εντροπία για Τ=0, την μέγιστη δυνατή τιμή της, την ελάχιστη ενέργεια, 

την συνάρτηση επιμερισμού και την πλέον πιθανή ενέργεια του 

συστήματος.
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Λύση.

1) Η εντροπία του συστήματος για Τ=0 είναι

S(T = 0) = 0 .

2) Η μέγιστη εντροπία

S(T = *>) = kB l n ^  = kB In3" = NkB ln3.

3) Η ελάχιστη δυνατή ενέργεια για Τ= 0 (όλα τα σωμάτια πάνε στην 

χαμηλότερη στάθμη)

= -Ns .

4) Η συνάρτηση επιμερισμού .

Ζ = ζ Ν = (l + e"/te+ e+/?£)W.

5) Η πιο πιθανή ενέργεια του συστήματος για Ν »  1 συμπίπτει με 

την μέση ενέργεια
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\_&Ζ_
Ζ δ β

-*<«>

= » £ + + * * )  = -2  N s  * * ( & )
1 + + e~p* 1 + cosh(/te)

Ασκηση. Να αποδειχθεί η σχέση
1 dvZ  
Ζ δ β ν '

Λύση.

Από τον ορισμό της μέσης τιμής

(£■) - Σ Ε '.ρ. -  Σ ε ".
n r

e~βΕ.

ζ

παρατηρούμε πως

Επομένως,

δνΖ

3 (- β ί '

ι y / y ι a-z
ζ δ { - β ) ν v '  z a f '



Ασκηση. Σύστημα αποτελείται από δύο σωμάτια που δεν αλληλεπιδρουν 

και το καθένα μπορεί να έχει ενέργεια -1 , 0, 1. Να υπολογισθούν οι

μέσες τιμές (Ε), ^E2j  για την ενέργεια Ε του συστήματος.
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Λύση.

Η συνάρτηση επιμερισμού ενός σωματίου είναι 

ζ = 1 + e~p + ep

ενώ του συστήματος των δύο σωματίων

Ζ = ζ2 = (2 + e~p + epJ.
Η μέση ενέργεια του συστήματος και η μέση τιμή του τετραγώνου της 

ενέργειας είναι

(£ ) =
1 ΘΖ
Ζ δ β

- Λ=  -2
+ ep +e

(l i -e f  + e " )
l[ep —e p) 
1 + ep + e~p

= “τ [(β^ ~ e~PJ  + (l + ep -  e~p\fpp -  e~p\  z
2e2p + 2e~2p + ep + e p 

(l + ep +e~pJ

Στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε από τις αντίστοιχες μέσες τιμές του 

καθενός σωματίου
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μ*

και

(*) = “

<*’>=

1 dz ,β-ο-Ρ
ζ δ β  l + ep +e'p

1 d2z ep + e~p
ζ δ β 2 \ + ep + e~p

{ & )  — (£1 +  £ t )  ~  { £ l )  +  (^2) — ^ { £ )  ^
ep - e p 

\ + ep + e~p

(E‘) = ((«, + « j ) = ( £ i )  + (*! ) + 2( V l )

2 e i p  +  2 e ' i p  +  e *  + e ~ e
, 2 { £ . )  +  2 ( ε ! )  =  2  —

+ e f  +«-")“

Προφανώς, για το άθροισμα τυχαιών μεταβλητών ισχύει πάντοτε

(e+ ,£ 2) = (£,) + (£2>

ενώ για το γινόμενο μόνον όταν αυτές είναι ανεξάρτητες ισχύει

(*1*2) = (*ΐ)(*2>·

5.10.

Δ5, , «! , μ!
— - = In τ----- w -------r - l n -------
kB («1 +l).(«2- 1)  nx\n2\

= n ln n -n - (« , +l)ln(n, + l)+ (n , + l) - (n 2 -l)ln (/i2 - l)+ (n 2 - l )
— nln/i + /n-n,ln/j, -n , +/z2ln«2 - n 2

« -(«, + l)ln(n, + 1) -  (n2 -  l)ln(«2-l)+ « ,ln « , + n2ln«2
= -Inn , + lnn2

ASy & kB In— .ώστε
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ΑΡ Δ 0, ΔΕ, ΔΕ. , , ,ιι. ΔΕ, = —=2. -  — 2. s ------Από τον υπολογισμό
*  τ  τ  τ  ' Γ

ΔΕ, = (μ, + l)s, + (η2 -  l) f2 n2 s2
= et - e 2

ο  ΔΕ, = ——— —

... A O  A O  0 * 2  ^1/  ι ι  ^ 2  v^2 """ ^1 /ill. Δ5, = -Δ 5, = ---- - <=> fc» In— = ---- -
1 2  T B n, T

και

n2<=> —  = exp 
nt

r . h z £ l
k T . κβλ J

5.11.

Από τον όγκο απειροστικού τμήματος διαφοράς πίεσης -άΡ με 

διαφορά ύψους dh

- d P  -  p g d h

με την πυκνότητα ρ  -  , m τη μάζα ενός μορίου και την καταστατική

εξίσωση του ιδανικού αερίου
Ρ Ν  

kBT ~  V

k ,T
dP mg .

<=> —  = —H r« «  
P kBT

ώστε
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Ρ  = Ρ0 exp
mghλ

kB? j

Ν  Ρ
Από την καταστατική εξίσωση η = — = -----

V kBT
Ν, Ρ,

• " · = τ = ν ;η π % κ " '

αυτή είναι ισοδύναμη με την

η = η0 exp
mgh'

\  )

Παρατηρούμε πως τα μόρια κατανέμονται στις συνεχείς ενεργειακές 

στάθμες mgh σύμφωνα με το κανονικό ensemble θερμοκρασίας Τ .

5.12.

Η συνάρτηση επιμερισμού ενός σωματίου είναι 

ζ — 1 + έ~Ρε

ενώ η πιθανότητα κατάληψής των δύο ενεργειακών σταθμών

1 1 ,β*

Ρ ο = τ  =
e

Ρι =

Ζ l + e_/te l + e*
rfic J

1 + e~ps \ + epe 

Οι πιθανότητες στα όρια γίνονται

Τ -* 0 : Ρο = 1» Ρε = 0

ρ · Λ

Από την συνάρτηση επιμερισμού Ν  ανεξάρτητων σωματίων

Z = zw =(l + e 'peY

και την εξίσωση ‘γέφυρας’
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F  = - k BT \nZ  = - N k j l n z  = -N k B ln(l + 

υπολογίζεται η εντροπία του συστήματος

5  =
dF
dT

Νε

ϊ + exp
τ- + Nkg In ~βΛι l + e /k‘

Λ

\JcBT j

Στα όρια:
Τ -> ό: S  - 0

Τ -> οο: 5  = NkB \χι2 = kB In 2"

5.13.

Έχουμε συνάρτηση επιμερισμού 

Ζ = 1 + exp(- βΑ)

μέση ενέργεια

(Ε) = = AexP (~ lA) = Α
' Ζ δβ 1 + exp(- βΑ) 1 + βχρ(/?Δ)

θερμοχωρητικότητα

ς  _ 9(ε) _ δ(Ε) δβ  _ 1 -  Δ2 exp(/9A)
δΤ ~ δβ dT ~ ~~kj* (1 + εχρ(/?Δ))2'

Με τον ορισμό χ = β Α -  η θερμοχωρητικότητα γράφεται

C = kBx 2

Στα όρια είναι
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Τ -> 0(χ  -> οο): C « k Bx 2e~x ^ 0

Τ->οο(χ->0):  C * ^ - x 2 -> 0. 
ν 4

5.14.

Προφανώς η ζητούμενη ποσότητα θα εκφρασθεί ως συνάρτηση 

της μέσης τιμής της ενέργειας (Ε) που για το ιδανικό αέριο είναι

= —NkBT . Η διασπορά συναρτήσει της μέσης ενέργειας είναι

521ηΖ
3β2

d{E}

3β

και σε αντιστοιχία θα δείξουμε πως ισχύει

a3lnZ _ dz(E)
dp3 ~ dp2

Το πρώτο μέλος γράφεται

((Δ£)>} - ( ( β - { Ε ) Ί )

= (ε 3 -  3Ε 2(Ε) + 3Ε(ε )2 -  (ε )3}

= (ε 3) - 3 ( ε 2){Ε) + 3(ε ){ε )2- ( ε )3 

= (ε 3)-?>(ε 2)(Ε) + 2(Ε)3. 

Παρατηρούμε πως το δεύτερο μέλος
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δ3 In Ζ a (  d(E) 
δ β 3 ~ δβ \  δβ

-<*■>)

= Α -(_ L ( s z Υ _  ι d2z '
”a/?[z2 [a/?J ζ θ β 2 ^

2 'a z Y
Ζ 3 ,* Ρ )

2 dZ d2Z  1 d Z d 2Z 
+ Ζ 2 δβ δ β 2 + Z 2 δβ δ β 2

i a3z
Ζ δ β 3

είναι ακριβώς ίσο με το πρώτο σύμφωνα με προηγούμενη άσκηση όπου 

δίνονται οι μέσες τιμές των δυνάμεων της ενέργειας συναρτήσει της Ζ.

Για την εφαρμογή στο ιδανικό αέριο παραγωγίζουμε δύο φορές 

την μέση ενέργεια

( ε )  = i m , T  = ~
W  2 * 2 β

ως προς β

3 Ν

Άρα, η κυβική διασπορά στο ιδανικό αέριο είναι

= 3 N (k ,T f .
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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Ασκηση. Σύστημα δύο ενεργειακών σταθμών 0 και ε με αντίστοιχο 

εκφυλισμό της κάθε στάθμης 1 και g είναι σε θερμοκρασία Τ. Να 

υπολογισθεί το στατιστικό σφάλμα (τυπική απόκλιση) γύρω από την 

μέση τιμή της ενέργειας και να δειχθεί πως στο θερμοδυναμικό όριο 

ικανοποιείται η σχέση

Από την συνάρτηση επιμερισμού στο κανονικό ensemble 

Ζ = l + gexp(- βε)  

η μέση ενέργεια είναι

kBT » ε
lng

Λύση.

Ζ δβ  1 + g  exp(- βε)  exp(/te) + g  ’

η μέση τιμή του τετραγώνου της ενέργειας

η διασπορά
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«“ « - M - W ' - j g j g
και η σχετική τυπική απόκλιση

J M )  exp
(Ε ) ge

f § £
V 2 ;

f g  '

Στο θερμοδυναμικό όριο
Μ * ΐ )

3 ΟΡΙΟ — - « 1
(Ε)

επομένως

exp( ί ι
I 2 ) , β ε  lng , , Λν 7 « Ι ο  —------- — « lnl = 0
V7 2 2

ε
<=> β ε  « lng  <=> « lng

ε
kBT

<=> kBT »
lng

6.2. Το ιιοντέλο Debye trric δύο διαστάσεις:

Η μέση ενέργεια δίνεται από το ολοκλήρωμα

ω„

(Ε}= \(ε{ω)) ρ(ω)άω

με

, Χ %ω Ηω ε(ω) = —  +
2 exp(flUo)-l
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την μέση ενέργεια ενός αρμονικού ταλαντωτή κυκλικής συχνότητας ω 

σε θερμοκρασία Τ. Ο πρώτος όρος είναι η ενέργεια μηδενικού σημείου 

ενώ ο δεύτερος όρος εξαρτάται από την Τ. Με την αντικατάσταση 

ο) = <υ_max W D

{Ε}=

η θερμοχωρητικότητα γράφεται

c  = d(E) _ dAE(T) 
δΤ ΘΤ

και με την διδιάστατη πυκνότητα καταστάσεων επιφάνειας εμβαδού S

ρ ( ω ) =—ϊ ωπυ

εχουμε

C = S d α>ο
I

Ηω: άω =■
πυ2 δΤ '  σχ$(βΗω)-\ πυ

"ο
• $h& d (  1

37\exp(y3& o)-l
άω.

Επειδή

δ 1 1 δβ δ r 1 1 1 (-fte>exp(/Sfti»))
δΤ ~ δ Τ δ β ^expi/ffio)-!. kBT2 {ω φ {β ιω )- \γ

η θερμοχωρητικότητα γίνεται

πυ2  ̂ (ε χ ρ ^ ω )-!)*  

και με την αντικατάσταση χ  = βΗω



Σε χαμηλές θερμοκρασίες β  οο και χ  οο ενώ
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x V  * V  , _ζ
-* 0 .

Επομένως, μπορούμε να πάρουμε ως άνω όριο στο ολοκλήρωμα το 

άπειρο (οι μεγάλες τιμές του χ  δεν θα συνεισφέρουν). Η προσεγγιστική 

τιμή του ολοκληρώματος είναι

Παρατηρούμε πως η θερμοχωρητικότητα λόγω των ταλαντώσεων είναι 

ανάλογη της δεύτερης δύναμης της θερμοκρασίας στις δύο διαστάσεις, 

δηλαδή
ct·3

C  *  1 . 2 — ^ - r T 1 για Γ -> 0 . 
π υ  h

ΛΟ

·*' j
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