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Εισαγω γή

Μέχρι πρόσφατα, η μελέτη φυσικών φαινομένων και επιστημονικών προβλημάτων γι­
νόταν με χρήση μοντέλων όπου οι μεταβλητές είτε ελάμβαναν αποκλειστικά συνεχείς τι­
μές (συνεχή μοντέλα) είτε ελάμβαναν αποκλειστικά διακριτές τιμές (διακριτά μοντέλα). 
Η θεωρία των χρονοβαΌμίδων είναι μία προσπάθεια ενοποίησης του συνεχούς και του 
διακριτού λογισμού όπου οι μεταβλητές μπορούν να παίρνουν τιμές από σύνολα που 
περιέχουν τόσο διαστήματα της πραγματικής ευθείας όσο και διακριτούς πραγματικούς 
αριθμούς. Το μαθηματικό ενδιαφέρον που εκδηλώνεται προς αυτήν την κατεύθυνση 
είναι μεγάλο καθώς αποτελεί ένα καινούριο πεδίο έρευνας με πολλές εφαρμογές.

Οι βάσεις της θεωρίας των χρονοβαθμίδων τέθηκαν από τον Hilger στη διδακτορική 
του διατριβή το 1988 [23], που σκοπό είχε να ενοποιήσει σε μία "θεωρία τον απειρο- 
στικό και ολοκληρωτικό λογισμό (συνεχής περίπτωση) και τον λογισμό των διαφορών 
(διακριτή περίπτωση). Προς την κατεύθυνση αυτή, τα τελευταία χρόνια έχουν γίνει 
πολλά βήματα ([1], [3], [8], [12]). Οι Bohner και Peterson στο βιβλίο τους [13] προ­
σπάθησαν να συνοψίσουν και να οργανώσουν την θεωρία των χρονοβαθμίδων. Ένα 
άλλο βιβλίο το οποίο αναφέρεται στην θεωρία των χρονοβαθμίδων αλλά σε γενικούς 
τοπολογικούς χώρους είναι το βιβλίο των V. Lakshmikantham, S. Sivasundaram και 
Β. Kaymakcalan [31].

Παράλληλα με την ανάπτυξη της θεωρίας των χρονοβαθμίδων εκδηλώθηκε μεγάλο 
ενδιαφέρον για την μελέτη των δυναμικών εξισώσεων, ειδικές περιπτώσεις των οποίων 
αποτελούν οι διαφορικές εξισώσεις και οι εξισώσεις διαφορών. Μελετήθηκαν ποικίλες 
μορφές δυναμικών εξισώσεων και αποδείχθηκε μία πληθώρα συμπερασμάτων που αφο­
ρούν τις λύσεις τους, όπως η ύπαρξη, η ταλάντωση και η ασυμπτωτική συμπεριφορά 
των λύσεων. Επειδή οι δυναμικές εξισώσεις επιτρέπουν την μελέτη φαινομένων στα 
οποία ο χρόνος μπορεί να πάρει τιμές σε ένα πιο σύνθετο σύνολο από ότι το σύνολο 
των ακεραίων ή τα διαστήματα της πραγματικής ευθείας, τα τελευταία χρόνια η θεωρία 
των χρονοβαθμίδων και ειδικά οι δυναμικές εξισώσεις βρίσκουν εφαρμογή σε επιστήμες 
όπως τα οικονομικά ([7], [9]) και η μηχανική ([33]).

Η παρούσα διατριβή έχει σκοπό να παρουσιάσει ένα μέρος της θεωρίας των χρο­
νοβαθμίδων δίνοντας έμφαση στην ταλάντωση των δυναμικών εξισώσεων. Το πρώτο 
κεφάλαιο αποτελεί μία εισαγωγή στις βασικές έννοιες της θεωρίας των χρονοβαθμίδων. 
Δίνεται ο ορισμός της χρονοβαθμίδας και εισάγονται οι έννοιες της παραγώγου (Δ - 
παράγωγος) και του ολοκληρώματος (Δ-ολοκλήρωμα) σε χρονοβαθμίδες. Ορίζεται η 
εκθετική συνάρτηση σε μία χρονοβαθμίδα και δίνονται τα αντίστοιχα μερικών από τα

1



2 Εισαγωγή

βασικά θεωρήματα του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού.
Στο δεύτερο κεφάλαιο μελετάται η ταλάντωση δυναμικών εξισώσεων πρώτης τάξης. 

Το κεφάλαιο αυτό περιέχει ταλαντωτικά κριτήρια για συνήθεις γραμμικές δυναμικές ε­
ξισώσεις, δυναμικές εξισώσεις με υστέρηση καθώς και ουδετέρου τύπου δυναμικές εξι­
σώσεις πρώτης τάξης. Σε ορισμένες περιπτώσεις τα συμπεράσματα αυτά, συγκρίνονται 
με αντίστοιχα συμπεράσματα για διαφορικές εξισώσεις ή εξισώσεις διαφορών.

Το τρίτο κεφάλαιο πραγματεύεται την ταλάντωση μη γραμμικών δυναμικών εξισώσε­
ων δεύτερης τάξης μίας συγκεκριμένης μορφής. Αποδεικνύονται γενικά ταλαντωτικά 
κριτήρια από τα οποία προκύπτουν ορισμένα πορίσματα για πιο απλές μορφές της δυ­
ναμικής μας εξίσωσης. Τέλος, μελετάται μία ειδική μη γραμμική δυναμική εξίσωση 
δεύτερης τάξης για την οποία προκύπτει μία πληθώρα συμπερασμάτων.

Λ
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Κεφάλαιο 1
>

Β ασικός Λ ογισμός

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι θεμελιώδες έννοιες της θεωρίας των χρονο­
βαθμίδων. Στην πρώτη ενότητα εισάγονται οι στοιχειώδεις ορισμοί του λογισμού των 
χρονοβαθμίδων και η αρχή της μαθηματικής επαγωγής. Η δεύτερη και τρίτη ενότητα 
αναφέρονται στην παραγώγιση και στην ολοκλήρωση σε χρονοβαθμίδες, αντίστοιχα. 
Επίσης, αποδεικνύονται τα αντίστοιχα γνωστών συμπερασμάτων του διαφορικού και 
ολοκληρωτικού λογισμού στην θεωρία των χρονοβαθμίδων. Η τέταρτη ενότητα είναι 
αφιερωμένη σε μία από τις πιο σημαντικές συναρτήσεις της θεωρίας των χρονοβαθ- 
μίδων, την εκθετική συνάρτηση, ενώ στην τελευταία ενότητα παρατίθενται ορισμένα 
βασικά θεωρήματα του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού σε χρονοβα'θμίδες που 
πρόκειται να χρησιμοποιηθούν στα επόμενα κεφάλαια.

1.1 Γενικά
Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .1 . Me τον όρο χ ρ ο ν ο β α ϋ μ ίδ α  (time scale) Τ, da evvooipe ένα μη  
κ€νό κλειστό υποσύνολο του R.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .1 . Τα δύο θεμελιώδη παραδείγματα χρονοβαθμίδων είναι τα σύνο­
λα R και Ζ. Άλλα παραδείγματα χρονοβαθμίδων είναι τα σύνολα

Ν, Ν0 =  Ν U {0}, [0,1], {1 ,2 ,3},
1
— : η  € Ν 
η

KL =  {hk : k  £  Ζ} ,

καθώς επίσης και το σύνολο του Cantor στο [0,1], ενώ είναι εύκολο να διαπιστωθεί 
ότι τα σύνολα

Q, (0,1), 0, j ^ , n € N j ,

δεν είναι χρονοβαθμίδες.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 ,2 . Έστω ότι Τ eivai μία χρονοβαϋμίδα. Ορίζουμϊ την συνάρτηση 
π ρ ό σ θ ιο ν  ά λ μ α  (forward jump operator) σ  : Τ —► Τ μ€ τον τύπο

σ  (ί) := inf {s £  Τ : s > ί} , t  Ε Τ

3



και την συνάρτηση ο κ ί σ ϋ ι ο ν  ά λ μ α  (backward jum p operator) ρ  : Τ  —> Τ  με τον 
τύπο

ρ  (ί) :=  sup {s  Ε Τ  : s <  t }  , t  E T, 

όπου, κατά σύμβαση, δέχόμαστε ότι inf 0 =  supT  και sup 0 =  inf Τ.

4 Β α σ ικ ό ς  Λ ο γ ισ μ ό ς

Παρατηρούμε ότι οι δύο συναρτήσεις σ  και ρ  είναι καλά ορισμένες και μάλιστα, αν 
η χρονοβαΰμίδα Τ  είναι άνω φραγμένη με μέγιστο τότε σ { ί^ )  =  ϊμ , ενώ, αν η Τ 
είναι κάτω φραγμένη με ελάχιστο £m, τότε p(tm) =  £m.

Εισάγουμε τώρα μία συνάρτηση που παίζει σημαντικό ρόλο στην 'θεωρία των χρο- 
νοβαΌμίδων.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .3 . Α ς  efvai Τ  μία χρονοβαϋμίδα. θα  λέμ€ σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ ό κ κ ω σ η ς
(graininess function) την συνάρτηση μ  : Τ  —► [0, οο) με

μ(έ) :=  <τ(£) — t , t  Ε  Τ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .2 . (i) Αν Τ =  R, τότε, για t  Ε R, είναι

σ  (t) =  inf {s  Ε R  : s > t}  — inf(f, oo) =  f, 

p (t ) =  sup {s E R  : s < t } =  sup(—oo, t) =  t ,

και
p(t)  =  a(t)  — ί — i — £ =  0.

Επομένως, για Τ =  R, έχουμε ότι ρ (£) =  t  = σ  (t) και μ(ί) =  0, για κάΰε t  Ε R. 
(ϋ) Αν Τ =  Ζ, τότε, για t €  Ζ, είναι

σ (ί) =  inf {$ Ε Ζ  : 5 > t} =  inf {ί 4- Ι , ί  +  2 ,. . .}  =  t +  1,

ρ (t ) — sup {s E Z : 5 <  t} =  sup { . . . , ί  -  2, ί  -  1} =  ί  — 1,

και
μ(£) =  σ(ί) — £ =  ί4 -1  — έ =  1, για όλα τα t  Ε Ζ.

Επομένως, για Τ =  Ζ, έχουμε ρ (f) <  £ <  σ (£) και μ(£) =  1, για όλα τα £ Ε Ζ.
(iii) Θεωρούμε την χρονοβαϋμίδα Τ =  {>fri: n  Ε Ν0} =  {0,1, χ/2, χ /3 ,2 , . . .}  . Αν 

t  = y/K) κ  Ε No, τότε

σ (£) =  χ/κΓΤΤ =  V iM -T, ί  Ε Τ, 

ρ (£) =  λ/ zc — 1 =  χ/£2 -  1, ί  € Τ — {0},

με ρ(0) =  0, και

μ  (ί) =  χ/« +  1 — y/ κ  — χ/£2 +  1 — ί, ί  Ε  Τ.



Γ εν ικ ά 5

(iv) Ας είναι Τ  =  {£ : η  G Ν} U {0} =  { 0 , . . . , ±, §, §, ΐ} . Επειδή inf Τ  =  Ο και 
supT  =  1, είναι σ(1) =  1 και ρ(0) =  0. Για ί  =  Α,κ G Ν, έχουμε

σ  (έ) =  σ 1 ϊ  t
κ — 1 1 - £  1 — t*

/ν

ί  e  Τ  -  { 0 ,1 } ,

·»
1 + ζ  1 +  ί ’

t  6 Τ  -  {0 }  ,

και
t  t2

μ(έ) =  σ ( ί ) - ί  =  — - f  =  — ’ * € Τ - { 0 , 1 } ,

ενώ, για t  =  0, έχουμε σ(0) =  inf {s Ε Τ  : s >  0} =  0 και μ(0) =  σ(0) — 0 =  0. 
Επομένως, για την χρονοβαθμίδα Τ =  { ^ ,n  G Ν} U {0}, ισχύουν

και

αν t  =  0
αν ί  Ε Τ  — {0,1} 
αν t  ~  1,

αν t  =  0
αν t  Ε Τ — {0},

αν t = 0, 1 
αν £ Ε Τ — {0,1}.

Ο επόμενος ορισμός χαρακτηρίζει τα σημεία της χρονοβα'θμίδας Τ, ανάλογα με τις 
τοπολογικές τους ιδιότητες.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .4 . Ένα σημείο t  G Τ καλείται

(ί) δ εξ ιά  π υ κ ν ό  (right dense) (αντίστοιχα, α ρ ισ τ ε ρ ά  π υ κ ν ό  (left dense)) αν 
σ(ί) =  t (αντίστοιχα, p(t) = t),

(ii) δ εξ ιά  δ ια σ  π α ρ μ έ ν ο  (right scattered) (αντίστοιχα, α ρ ισ τ ε ρ ά  δ ια σ π α ρ -  
μ έ ν ο  (left scattered)) αν σ(ί) > t (αντίστοιχα, p(i) < t),

(in) π υ κ ν ό  (dense), αν είναι ταυτόχρονα αριστερά και δεξιά πυκνό, δηλαδή αν p(t) = 
t  =  a(t),

(iv) μ ε μ ο ν ω μ έ ν ο  (isolated), αν είναι ταυτόχρονα αριστερά και δεξιά διασπαρμένο, 
δηλαδή αν p(t) < t <  σ(ί).



6 Β α σ ικ ό ς  Λ ο γ ισ μ ό ς

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .3 . (i) Από το Παράδειγμα 1.1.2 διαπιστώνουμε ότι, αν Τ =  Ε, 
τότε κάδε σημείο της χρονοβαΰμίδας Ε  είναι πυκνό, ενώ αν Τ =  Ζ, τότε κάΰε σημείο 
της χρονοβαΰμίδας Ζ είναι μεμονωμένο. Για την χρονοβαΰμίδα Τ =  {£ : π  £  Ν} U{0} 
παρατηρούμε ότι όλα τα σημεία της είναι μεμονωμένα, εκτός από το σημείο t  = 0 που 
είναι δεξιά πυκνό.

(Η) Α ς  είναι Τ  — [0,1] U [2,3]. Για κάΰε t £  (0,1) U (2,3), το σημείο t  είναι 
πυκνό (σ(ΐ) =  p(t) = ί), το σημείο t =  0 =  inf Τ είναι δεξιά πυκνό, ενώ το σημείο 
t  =  3 =  sup Τ είναι αριστερά πυκνό. Τέλος, το σημείο t  =  1 είναι αριστερά πυκνό και 
δεξιά διασπαρμένο (σ(1) =  2, ρ(1) =  1), ενώ το σημείο t =  2 είναι δεξιά πυκνό και 
αριστερά διασπαρμένο (σ(2) =  2, ρ(2) — 1).

Οι έννοιες των διαστημάτων και της περιοχής ενός σημείου ορίζονται κατ' αναλογία 
με τις αντίστοιχες έννοιες στο Ε.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .5 . Α ς  είναι Τ  μια χρονοβαθμίδα και α,ό £  Τ με a <  6. θα λέμε  
κ λ ε ισ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α  του Τ (ή, απλώς, κλειστό διάστημα) μ ε  άκρα τα α,6 και da
συμβολίζουμε μ ε  [α,6]Τ το υποσύνολο του Τ

[α, 6]τ  :=  [α, b] Π Τ =  {ί £  Τ  : a < t  <  6}.

Ανάλογα, ορίζουμε
(α, 6)τ  :=  {t £ Τ : α <  t  < b} , 

[α, 6)τ  :=  { t  £ Τ : α <  t  < b} ,

(α, 6]τ  :=  {£ £ Τ : α <  ί  <  6} .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .4 . (i) Αν Τ =  Ε  και α, 6 £  Ε  με a < 6, τότε [α, 6]Κ =  [α, 6].
(Π) Αν Τ  =  Ζ και α , b £  Ζ με α <  δ, τότε [α, 6]ζ =  {α,α +  1 , . . .  ,6 — 1,6}, ενώ 
( α ,α  +  1)ζ =  0.
(iii) Α ν Τ = { ± n  £  Ν} U {0}, τότε Μ - -Μ = { J -  -L

llO O ’ 1 0 / Τ  1100» 99’ * * ‘ > 11 J*

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .6 . Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα και ε ένας θετικός αριθμός. Έστω 
t  £  Τ. Καλούμε π ε ρ ιο χ ή  του t  μ ε  πλάτος ε (ή πιο σύντομα ε —περιοχή τον t) και 
συμβολίζουμε μ ε  λίι{ε) ή Aft το σύνολο Aft =  (t — ε, t  +  e)T.

Η τοπολογία μίας χρονοβαΌμίδας είναι η τοπολογία που κληρονομείται από την 
συνήΰη τοπολογία του Ε  στο κλειστό υποσύνολό του, Τ. Ως εκ τούτου, δεν Όεωρείται 
απαραίτητο να γίνει περαιτέρω αναφορά σε έννοιες όπως η κλειστότητα, η συμπαγότητα 
κ.τ.λ., με εξαίρεση τον ορισμό της συνέχειας που παραΰέτουμε παρακάτω.
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Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .7 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και f  : Τ —> Μ μία συνάρτηση. Θα 
λέμε ότι η συνάρτηση f  είναι σ υ ν ε χ ή ς  στο ί 0 Ε Τ, αν και μόνον αν

(Ve > 0) β δ  > 0) (Vs Ε  Ms (k))  f  (s) E Me ( /  (ίο)) ■

Είναι φανερό ότι για Τ =  R ο Ορισμός 1.1.7 οδηγεί στον συνήθη ορισμό της 
συνέχειας, ενώ στην περίπτωση που Τ  — Ν είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι κάθε συ­
νάρτηση /  : Ν —* R  είναι συνεχής. Επίσης, αν /  : R  —► Μ είναι μία συνεχής συνάρτηση, 
τότε και η συνάρτηση /  : Τ —> R είναι συνεχής για οποιαδήποτε χρονοβαθμίδα Τ C Μ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .5 . Ας είναι Τ =  {λ : n Ε  Ν} U  {0} =  { 0 , . . . , 1} και ας
θεωρήσουμε την συνάρτηση f ( t )  =  t. Τότε η /  είναι συνεχής σε κάθε σημείο της Τ.

Στο επόμενο παράδειγμα διαπιστώνουμε ότι η συνάρτηση σ  δεν είναι γενικά συνε-
χήζ·

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .6 . Ας είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και t ένα σημείο της Τ, το οποίο 
είναι αριστερά πυκνό και δεξιά διασπαρμένο, δηλαδή p(t) = t < σ(ί).  Επειδή το t 
είναι αριστερά πυκνό, υπάρχει ακολουθία {tn}neΝ, σημείων της Τ, η οποία τείνει στο t 
από αριστερά. Τότε lim„_>oo σ(ίη) =  ί, δηλαδή lim5_>t- a (s) =  t φ  σ(ί). Επομένως η 
συνάρτηση σ  δεν είναι συνεχής στο t.

Η επόμενη πρόταση αποτελεί μία διατύπωση της αρχής της μαθηματικής επαγωγής 
σε χρονοβαθμίδες.

Π ρ ό τα σ η  1 .1 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα και tQ Ε Τ. Υποθέτουμε ότι

{5(ί) : ί  G [ΐ0,οο)Τ}

είναι μία οικογένεια προτάσεων που ικανοποιεί τις υποθέσεις:

(%) Η  πρόταση S ( t0) είναι αληθής.

(U) Α ν  t  Ε [ίο, οο)τ  είναι ένα δεξιά διασπαρμένο σημείο της Τ  και η πρόταση S(t)  
είναι αληθής, τότε η πρόταση S(a(t))  είναι επίσης αληθής.

(Hi) Α ν  t  Ε  [ίο,οο)ι είναι ένα δεξιά πυκνό σημείο της Τ  και η πρόταση S(t)  είναι 
αληθής, τότε υπάρχει μία περιοχή U του t τέτοια ώστε η πρόταση S(s)  να είναι 
αληθής για όλα τα s Ε  U Π (ΐ, οο)τ.

(ίν) Α ν t  Ε  (ίο, οο)τ είναι ένα αριστερά πυκνό σημείο της Τ, και η πρόταση S(s)  είναι 
αληθής για όλα τα s Ε  [ίο,ί)τ, τότε η πρόταση S(t)  είναι αληθής.

Τότε η πρόταση S(t )  είναι αληθής για όλα τα ί  Ε [ίο, οο)τ·

Παρατηρούμε ότι για την περίπτωση που Τ =  Ν η Πρόταση 1.1.1 είναι η αρχή 
της απλής πεπερασμένης επαγωγής στο σύνολο των φυσικών αριθμών. Στην ειδική 
περίπτωση που Τ =  R προκύπτει η επόμενη πρόταση.
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Π ρ ό τ α σ η  1 .1 .2 . Έστω  G R. Υποθέτουμε ότι

{S{t)  : ί  €  [ίο,οο)}

a'mi μία οικογένεια προτάσεων που ικανοποιεί τα παρακάτω:

(%) Η  πρόταση S(to) είναι αληθής.

(H) Α ν  t  €  [ίο,οο) και η πρόταση S(t)  είναι αληθής, τότε υπάρχει μία περιοχή U του 
t  τέτοια ώστε η πρόταση S(s)  να είναι αληθής για όλα τα s € U  Π (ί, οο).

(Hi) Αν  t  Ε (ίο,οο) η πρόταση S(s)  είναι αληθής για όλα τα s Ε [ίο,ί), τότε η 
πρόταση S(t )  είναι αληθής.

Τότε η πρόταση S(t )  είναι αληθής για όλα τα t £  [ί0 ϊοο).

1.2 Π αραγώ γιση σε Χρονοβα'θμίδες
Στην ενότητα αυτή ασχολούμαστε με την έννοια της παραγώγισης σε χρονοβα'θμίδες. 
Για τον ορισμό της παραγώγου απαιτείται η θεώρηση ενός επιπλέον συνόλου.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα. Ορίζουμε το σύνολο Τ* ως εξής:

( Τ  — (p(supT ),supT ], a i /s u p T < o o  
|  Τ, αν supT  =  οο.

Από τον Ορισμό 1.2.1 έπεται ότι, αν η χρονοβαθμίδα Τ έχει αριστερά διασπαρμένο 
μέγιστο τη, τότε Τ* — Τ — {τη}, ενώ σε όλες τις άλλες περιπτώσεις είναι Τκ =  Τ. 
Προφανώς το σύνολο Τ" είναι, επίσης, μία χρονοβαθμίδα. Μπορούμε, συνεπώς, να 
ορίσουμε το σύνολο (Τ*)* το οποίο θα συμβολίζουμε με Τ* . Θέτουμε δηλαδή

Τ"2 :=  (Τκ)κ .

Γενικεύοντας τα παραπάνω ορίζουμε, επαγωγικά, το σύνολο

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .1 . (ϊ) Αν α, 6 €  Ζ  με a <  ό, τότε, για Τ =  [ α ,δ ] ζ ,  είναι Τ* =  
[a, b — 1]χ, ενώ, για Τ =  [a, £>]r , έχουμε Τ ' =  [α, 6]Κ.

(ϋ) Αν Τ  =  Μ, τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι Τ ' =  R και, επαγωγικά, ότι Τ*" =  
R, τι €  Ν. Ομοίως, αν Τ  =  Ζ, τότε είναι Τ Κ" =  Ζ, n  €  Ζ.

(ΐν) Α ν Τ  =  { λ ;  n  €  Ν} U {0}, τότε έχουμε ότι

Τ ' =  ί  0 - - - 1  Τ
\  ’ ’ 4 ’ 3 ’ 2 J ’

και, γενικά, Τ '"
1

" ’ π  +  1

για η  e  Ν.
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Είμαστε τώρα σε θέση να διαπιστώσουμε τον ορισμό της Δ- παραγώγου μίας συ­
νάρτησης.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .2 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαβμίδα και /  : Τ —> Μ μία συνάρτηση. 
Θα λέμε ότι η συνάρτηση f  είναι Α - π α ρ α γ ω γ ισ ιμ η  στο to £ Τ* αν υπάρχει ένας 
πραγματικός αριθμός α έτσι ώστε, για κάθε ε >  0, να υπάρχει μία περιοχή No του to 
τέτοια ώστε

1 |/ (σ ( ί0)) -  f ( s )  -  α [σ (ί0) -  s]\ < ε |σ(ί0) -  s\ για κάθε s £ Ν 0. (1.1)

Ο αριθμός α συμβολίζεται με f A (to) και καλείται δ έ λ τ α  π α ρ α γ ω γ ό ς  (Α-παράγωγος) 
της /  στο to. Α ν η f  είναι Α-παραγωγίσιμη σε κάθε t £ Τ κ τότε λέμε ότι η f  είναι 
Α-παραγωγίσιμη στο Τ. Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση / Δ : Τ* —> Μ καλείται η 
Δ-7Γαράγωγος της /  στο Τκ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .2 . (i) Ας είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και /  : Τ —► R η σταθερή 
συνάρτηση f ( t )  =  c, t £ Τ, όπου c είναι μία πραγματική σταθερά. Θα αποδείξουμε ότι 
/ Δ(ί) =  0, t £ ΤΚ. Πραγματικά, για κάθε ε > 0, έχουμε

|/(σ (ί))  — f ( s )  — 0 [σ(ί) — s}\ = \c — c\ < ε \a(t) — s| για κάθε s £  Τ.

(ii) Θεωρούμε την συνάρτηση /  : Τ —► R με f ( t )  =  ί, t  € Τ. Είναι εύκολο να 
διαπιστωθεί ότι / Δ(ί) =  1, t  £ Τ*. Πραγματικά, για οποιονδήποτε θετικό αριθμό ε, 
έχουμε για 5 £ Τ

I/(σ (ί)) -  / ( e )  -  1 [σ(ί) -  s}\ =  |σ(ί) -  s -  [σ(ί) -  s]| =  0 <  ε  |σ(ί) -  β | .

Στο επόμενο θεώρημα παρουσιάζονται ορισμένες βασικές ιδιότητες της Δ-παραγώ- 
γου.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .2 .1 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα} /  : Τ —► R  μία συνάρτηση και 
t  G T .

(i) Α ν  η f  είναι συνεχής στο t  και το t  είναι δεξιά διασπαρμένο, τότε η συνάρτηση 
f  είναι Α-παραγωγίσιμη στο t με

Μ ω  =  /(θ·(*)) ~  /(*)
ί  [ ) Μ(ί)

( 1.2)

(U) Α ν το σημείο t  είναι δεξιά πυκνό, τότε η f  είναι Α-παραγωγίσιμη στο t αν και 
μόνο αν το όριο

■ * » ! & -Μ
s—*t t  — 5

υπάρχει ως πεπερασμένος αριθμός. Σ την περίπτωση αυτή είναι

f ( t ) -  f ( s )
r ( t )  =  lim

s-+t t — S (1.3)
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Απόδαξη. (ϊ) Έστω ότι η /  είναι συνεχής στο ί, όπου t  είναι ένα δεξιά διασπαρμένο 
σημείο της Τ. Παίρνοντας υπόψη την συνέχεια της /  στο ί, βρίσκουμε

lim /  w o )  -  μ  /(*(*)) -  m  m t ) )  -  μ
*-* σ(ί) -  s σ(έ) -  t  μ(ΐ)

Επομένως, για ένα αυθαίρετο ε >  0, υπάρχει μία περιοχή Λ/'t τέτοια ώστε, για κάθε 
s €  Λ/'t, να είναι

/ Μ *)) ~ /(*) _ /(Μ0) ~ /(Ο
σ(έ) — s

ή

και συνεπώς

Μ0

[ / (» « ))  -  /<«)] -  - (% f m  w o  - » )

_  / (Μ 0 )  ~  Z(f) 
7 (’ MO

<  ε

<  ε |σ(ί) -  β |,

(ii) Έστω ότι η /  είναι Δ-παραγωγίσιμη στο έ, όπου t  είναι ένα δεξιά πυκνό σημείο 
της Τ \  Από την παραγωγισιμότητα της /  στο ί, έπεται ότι, για ε  >  0, υπάρχει περιοχή 
N t του t  τέτοια ώστε

| / ( Μ 0 )  “  / ( Ο  ~  / Δ ( 0  [Μ 0  -  β]| <  ε |σ ( 0  -  β | ,  a  e  JVt .

Επειδή το σημείο ί είναι δεξιά πυκνό, είναι σ(ί)  =  t και έτσι από την προηγούμενη 
σχέση παίρνουμε

| / ( 0  -  / (a )  -  / Δ(0(* -  8)1 <  e |ί -  β |, s £ N t

και, στη συνέχεια,

/(Ο ~ /(s) _ φ <  ε, s € N t — {ί},

από όπου έπεται ότι

/ Δ(0  =  lim
s —* t

m  -  /(^ )
t  — s

Αντίστροφα, έστω ότι ί €  Τ* είναι ένα δεξιά πυκνό σημείο και lims_ t — A € R.
Τότε, για οποιοδήποτε ε >  0, υπάρχει περιοχή Ut του t  με

m  -  m
< ε, 8 € U t -  {ί}

ή
1 /(0  -  / ( * )  -  k( t  -  s ) l <  ε  |ί -  θ|, s < = U t -  { ί } .



Επειδή το t  είναι δεξιά πυκνό σημείο είναι σ{ϊ) — t  και άρα, για s G Ut — {£}, έχουμε
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\ f { a ( t ) ) - f { s ) - k [ a { t ) - s } \  = \ f { t ) - f { s ) - k { t - s ) \
< e \ t  — s\ — e | a(t)  — s | .

Επομένως, η /  είναι Δ-παραγωγίσιμη στο ί και f A(t) =  lim5—t □

Π α ρ α τή ρ η σ η  1 .2 .1 . (i) Αν Τ =  R, τότε, επειδή κάΌε σημείο t  του R είναι πυκνό, 
μία συνάρτηση /  : R —> R είναι Δ-παραγωγίσιμη στο t  € R αν και μόνο αν το όριο

,· / ( ί )  -  /(« ) ,,,.ν
i!3 t_ , = '(*>

υπάρχει ως πραγματικός αριθμός. Επομένως, για Τ =  R έχουμε

/ Δ(ί) =  f { t )  για κάθε t  e  R

(ii) Αν Τ =  Ζ, τότε κάθε συνάρτηση /  : Ζ R είναι Δ-παραγωγίσιμη στο t  €  Ζ και 
μάλιστα

/Δ ( ( )  _  =  / ( « +  D _ / ( 0  _ Δ / ( ί ) ,

δηλαδή είναι
/ Δ(ί) = Δ/(ί), t e z .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .3 . Θεωρούμε την χρονοβαμίδα Τ =  : n  € Ν }  U {0} και την
συνάρτηση σ : Τ —► Κ. Από το Παράδειγμα 1.1.2 γνωρίζουμε ότι

σ ( ί )  =
0, αν t =  0
ΪΖ(, αν ί  e  Τ — {0,1} και μ(ί) =
1, αν t = 1,

0, αν ί  =  0, 1
αν έ G Τ — {0,1}.

Παρατηρούμε ότι οποιοδήποτε t  Ε Τ Κ — {0, |}  είναι δεξιά διασπαρμένο. Σύμφωνα 
με το Θεώρημα 1.2.1 (ί), για t e  ΤΚ — {θ, |}  , έχουμε

σΔ(ί) =
σ(σ(ί)) -  σ(ί)  =  σ ( ^ )  -  Γ 

μ(ί)

3έ -  έ2 -  1
ί2(1 -  2ί) ’

1-tέ
1-t

1
1-ί

JL1-ί JL
1 - ί

1—2t 1-t

1 - ί
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Για το δεξιά διασπαρμένο σημείο t  = \  = sup Τ * είναι σ  ( | )  =  1 και μ  ( | )  =  Με 
εφαρμογή του Θεωρήματος 1.2.1 (ί), παίρνουμε

,δ  ( Λ  =  * ( * ( § ) ) - * ( £ )  _  σ{1) -  ι  0
W  μ ( | )  " I

Για το δεξιά πυκνό σημείο t  = 0 είναι σ(0) =  0. Με χρήση του Θεωρήματος 1.2.1 (ϊΐ) 
βρίσκουμε

σΔ(0) =  lim ?(°) ~  ι -—  lim ——  =  lim 2—2· =  lim  ------ =  1.
s—*0 0 ~ 5  a—0 $  s~->Q s  1 — 5

Επομένως

V

3 t - t 2 - l
ί 2( ϊ - 2 < ) »

ι,
ο,

αν t  €  Τ" -  {0, |}  
αν t  =  0 
αν t  =

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .2 .2 .  Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα και f  : Τ  —► R  μία συνάρτηση. 
Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση /  είναι Δ -παραγωγίσιμη στο t  Ε  Τ*. Τότε:

(ι) Η  συνάρτηση f  είναι συνεχής στο t.

(it) Ισχύει
/Μ * ) )  =  / ( ί )  +  Μ * )/Δ (ί), ί € Τ * .  (1.4)

Απόδειξη. (ΐ) Έ σ τ ω  ότι η /  είναι Δ -π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  σ το  ί  €  Τ *  και α ς είναι ε  ένας 
α υ θ α ίρ ετο ς  δ ε τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς . Χ ω ρίς β λά β η  τη ς  γ ε ν ικ ό τ η τ α ς , μ πορούμ ε ν α  "θεωρήσουμε 
ό τ ι ε  € (0 ,1 ) .  Θ έτο υ μ ε

ε* = --------------- ----------------ε
1 +  Ι / Δ (0 Ι  +  2 μ ( ί )

Ε π ε ιδ ή  η /  είναι π α ρ α γω γ ίσ ιμ η  σ το  t, υπ ά ρ χε ι μ ία π ερ ιοχή  N t τέ το ια  ώ σ τε

| / ( σ ( ί ) )  -  / ( e )  -  / Δ ( ί)  ( σ ( ΐ )  -  s ) |  <  ε* |σ ( ί )  -  β | ,  « 6  Μ ·

Α ρκ εί ν α  α π ο δ ε ίξο υ μ ε  ό τι | / ( ί )  — / ( δ ) |  <  ε  γ ια  s  Ε  Ut =  iVt Π ( ί  — ε * , ΐ  +  ε* ). Π ραγ­
μ α τικά , Χ αμβάνοντας υπόψ η  ότι ε* Ε (0 ,1 ) , γ ια  s Ε ί/*, έχ ο υ μ ε

l / ( t ) - / W I  ^  | / ( σ ( ί »  ~ f ( s )  - β ) |

+  | / ( σ ( ί ) )  -  m  -  μ  (t ) / Δ («)| +  w  -  < 0 /Δ («)|

<  ε* |σ ( ί )  -  e| +  ε*|σ(ί) -  ί |  +  |ί -  β| | / Δ ( ί ) |

=  ε * |σ(έ) -  ί  +  έ -  s| +  ε*μ(ί) +  |ί -  s| | / Δ (ί)|
<  ε*μ (t) + ε* |ί -  s| +  ε*μ  (ί) +  ε* | / Δ (<) |

=  ε*[2μ(<) +  Ι * - δ | +  | / Δ (ί)|]
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<  ε * [:2μ (t) +  1 +  | / Δ ( ΐ )  |]

=  ε,

που αποδεικνύει το ζητούμενο.
(ii) Αν σ(ί)  =  ΐ, τότε μ(ί) = 0 και η σχέση (1.4) προκύπτει αμέσως.
Αν σ(ί) >  £, τότε μ(ί) > 0 και το σημείο t  είναι δεξιά διασπαρμένο. Με χρήση της 

(1.2), εύκολα προκύπτει ότι
I

/(σ (ί)) = /  (t) +  = m  +  μ(ί)ίΔ(ί).

□
Είναι γνωστό ότι το αντίστροφο του Θεωρήματος 1.2.2 δεν ισχύει για Τ =  R και, 

συνεπώς, "δεν είναι δυνατόν να ισχύει και στην γενικότητα του. Στο παράδειγμα που 
ακολουθεί η συνάρτηση σ είναι συνεχής σε ένα δεξιά πυκνό σημείο, ενώ δεν είναι 
παραγωγίσιμη σε αυτό.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .4 . Ας είναι Τ =  =  ( | ) 3" : n  G  Ν0|  U  { -§ ,0 } .  Είνοα

/ 1 \ 3" 1 / ι λ 3"3-1 ι
σ(ίη) = ίη_ι =  ( - )  = ί -  J  =  (ΐη)* , η  G  Ν

και linin^ooin =  0, ενώ σ(0) =  0 και σ (—| )  =  0. Επομένως 1ππ5_>Ο0·($) =  0, δηλαδή 
η συνάρτηση σ  είναι συνεχής στο 0. Αλλά

lim
s-> 0

σ(σ(0)) -  <r(a) 
σ(0) — s

lim
s—>0

<Φ)
S lim —  =  lim —«

s -» 0  5  s —̂ o 5  3
oo.

Επομένως, η συνάρτηση σ  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.

Είναι αξιοσημείωτο ότι η παραγωγισιμότητα ή όχι μίας συνάρτησης σε ένα σημείο 
t μίας χρονοβαΰμίδας Τ δεν εξαρτάται μόνο από την συνάρτηση αλλά και από την 
χρονοβα-θμίδα Τ. Ειδικά για την περίπτωση της συνάρτησης σ  παρατηρούμε ότι η σ  είναι 
Δ-παραγωγίσιμη στις χρονοβαθμίδες Μ και Ζ. Πράγματι, αν Τ =  R, τότε a(t) = t, t G  

R και σ'(ί) =  1, t G  R, δηλαδή η συνάρτηση σ είναι παραγωγίσιμη σε κάϋε σημείο της 
χρονοβαΰμίδας R. Ομοίως, αν Τ =  Ζ, τότε σ(ί) =  t + 1 , t G  Ζ και Δσ(έ) =  σ(έ + 1) — 
σ(ί) =  1, t G Ζ, δηλαδή η σ είναι παραγωγίσιμη σε κάτ&ε σημείο της χρονοβαΌμίδας
Ζ. Ωστόσο, στην περίπτωση που Τ =  =  ( | ) 3 : n  G N0j  (J { -§ ,0 } , από το
Παράδειγμα 1.2.4 έχουμε ότι η συνάρτηση σ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 G  Τ.

Θ εώ ρ η μ α  1 .2 .3 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και / ,  g : Τ R συναρτήσεις οι 
οποίες είναι Δ  - παραγωγίσιμ ες στο t  G ΤΚ. Τάτ<?;
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(%) Η  συνάρτηση f  + g e(vai Δ-παραγωγίσιμη στο t και

( f  + g)A (t) = f A(t) + gA(t).

Β α σ ικ ό ς  Λ ο γ ισ μ ό ς

στο t  και
(<*f)A(t) = a f A(t).

(iii) Η  συνάρτηση f g  dvai Δ  - παραγωγίσι μ  η στο t  και

(.f 9 ) A (t) =  / Δ(ί)5(ί) +  /(σ ( ί) )5 Δ(ί) =  / ( ί ) ρ Δ(«) +  / Δ( % ( ^ ) ) ·

Απόδειξη, θ α  περιοριστούμε στην απόδειξη του συμπεράσματος (iii), καθώς τα υπόλοι­
πα συμπεράσματα αποδεικνύονται με ανάλογο τρόπο.

(iii) Για ε G (0,1), θέτουμε

Παρατηρούμε ότι ε* € (0,1). Από την παραγωγισιμότητα των / ,  g στο ί  και την 
συνέχεια της /  στο t  έπεται ότι υπάρχουν περιοχές JV2 χαι t f 3 του t  τέτοιες ώστε

\g{c{t)) -  g(s) -  gA (ί) (a(t) -  s) | <  e* |σ(«) -  s | για s e  ^

\ f  (t) -  f  (s)\ < ε* για s e 
Θέτουμε Λί  =  Λίχ Π Π Λ/3. Για 5 € Μ  y έχουμε

|( /? )  («■(*)) -  (fg) (5) -  ( f A(t)g(a(t) + f ( t )g*(t)) (σ(ί) _  s)|
<  I [/(*(*)) -  f{s)  -  f A (t ) (σ(ί) -  s)] Ρ(σ^ ι  

+  | [p M*)) -  g(s) -  gA (t ) (a(t) -  «)]
+  I [pK O ) -  p(s) -  gA (t) (a{t) -  s)j [y, , _ ,
+ |(σ(*) ~ s)gA (t) [/(s) — /  (t)]|

< ε* Ia(t) -  s| Ι^(σ(ί)| +  ε* |σ(ί) -  s\ | / ( ί ) |
+ε*ε* \a(t) -  s| +  ε* \a(t) -  s\ |^Δ (ί)|

(1.5)

[ι +  Ι/(*)Ι +  Ιρ(*(*))Ι +  |ρΔ (ί)|]-\

|/ (σ ( ί) )  -  /(* ) *  / Δ (ί) (σ(ί) -  β)| < ε* |σ(ί) -  ,| για s €

και
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=  ε *  |σ(ί) -  s\ [|*(σ (<)| +  1/ (ί)| +  e* +  19Α (*)|]

<ε*Κ ί)-β|  [|5(σ(ί)Ι + Ι/(ί)Ι + 1 + |ρΔ(ί)|],

και συνεπώς, για s Ε  Λ/’,

|( /s )  (σ(ί)) -  Ua)  (5) -  ( / Δ(ί)?(σ(ί) +  f ( t ) gA(t)) (σ(ί) -  β)| <  ε  |σ(ί) -  s | , 

που αποδεικνύει το ζητούμενο* □

Από εδώ και στο εξής, αν Τ  είναι μία χρονοβαΰμίδα και /  : Τ  —► R είναι μία συνάρ­
τηση, τότε, χάριν απλότητας, για την συνάρτηση /  ο σ  : Τ —► Μ, τ9α χρησιμοποιούμε 
τον συμβολισμό / σ =  /  ο σ.

Από το Θεώρημα 1.2.3 έπεται ότι, αν /  είναι μία Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση σε 
μία χρονοβα'θμίδα Τ ,  τότε η συνάρτηση / 2 είναι Δ-παραγωγίσιμη και μάλιστα

(/2)Δ = (/ · /)Δ = / Δ/ + / σ/ Δ =  ( / + η  / Δ.

Επίσης, η συνάρτηση / 3 είναι Δ-παραγωγίσιμη με

(/3)Δ = (/ · / 2)Δ = / Δ/ 2 + r  (/2)Δ = / Δ/ 2+ r  ( / + η  / Δ

=  / Δ ( / 2 +  Γ / + ( Γ ) 2) ,

και, γ εν ικ ά , είναι

(/η)Δ = / Δ (/η_1 +  Γ Γ ~ 2 +  · · · +  (/ σ)η_1) , Π  Ε  Ν .

Μ ε εφ α ρ μ ογή  τη ς  π ρ ο η γο ύ μ ενη ς σ χ έ σ η ς  π ρ ο κ ύ π τε ι το  επ ό μ ενο  συμπέρασμα .

θ ε ώ ρ η μ α  1 . 2 .4 .  Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα , α  μία πραγματική σταθερά και m  Ε  
Ν . Τότε:

(%) Η  συνάρτηση f ( t )  =  (t — a ) m aV ai Δ -παραγω γίσ ιμη  και

771— 1

[(ί -  a )m]A =  Χ > ( ί )  -  a ) ‘(i -  t  Ε  TK.
i= 0

(it) Α ν  t  e  Ί κ μ ε  [ σ ( ί )  — a] ( t — ό )  φ  0 , τότε η συνάρτηση  (t  — a ) “ m είναι Δ -  
παραγωγίσιμη και
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Α πόδϊίξη . (ϊ) Θ α  περ ιορ ισ τούμ ε σ τ η ν  α πόδειξη  το υ  (i) γ ια  a  =  0. Γ ια  m  €  Ν , ί  ς  Τ * , 
α πό  το  Θ εώ ρ η μ α  1 .2 .3  έ χ ο υ μ ε  ότι

[ ί - ] Δ =  ( ί  . tm~l ) A =  ί " 1- 1 +  σ ( ί )  [ i” *"1] *  =  t k~l +  a ( t ) h t i ( t ) .  

Ε π α να λ α μ β ά νο ντα ς  τη ν  (δια δ ια δ ικ α σ ία  m  — 1 φ ο ρ ές  βρ ίσ κουμ ε

m—1
/ Δ (ί) =  t m~l +  a(t) · t m~2 +  [a(i)]2r - 3 . . .  +  [σ(ί)]"1- 1 =  5 3  [σ(ί)]* ί*""1"4.

t=0

(ii) Α π ό  το  (i) κα ι με χ ρ ή σ η  το υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  1 .2 .3  ( iv ) β ρ ίσ κουμ ε

[ ( ί - α ) - ] Δ
η Δ

( ί  -  a ) m
[(ί -  α) m l

( t  — a ) m ( a ( t )  — α ) 1

ς Ζ ο' μ ο  -  <*)Ψ -  ay
(t — a)m(a(t) — a ) ’

to— 1—i

TO—1 -
- ν ' ___________ L _________

( σ ( ί )  — a ) m~‘( t  — a ) ,+1

□

Με εφαρμογή του συμπεράσματος (i) του Θεωρήματος 1.2.4 (iv) βρίσκουμε ότι
(i) για Τ =  R, έχουμε σ(ί) =  t και συνεπώς

TO—1 TO—1

[ ( ί - α π Δ =  5 3 [ ff(t ) - a ]<(t “ ° ) m" 1" i = s E ( t - a )m' 1 = m (t - a )m" 1
i —0  i=0

= Kt-e)mr.
(ii) για T =  Z, έχουμε σ(ί) =  t +  1 και συνεπώς

TO—1 TO—1
[(t-a)Y  = ^W t)-a), (t-a)“-1-‘ = ^ ( t+ l-a ) ‘(t-<»)"-1-'

i=0 t=0
=  (t +  1 -  a ) m -  ( i  -  a ) m  =  Δ  [(t -  a ) m] .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .5 . Για την συνάρτηση / ( ί )  =  ί2, ί  €  ΤΚ, με εφαρμογή του θεω­
ρήματος 1.2.4, παίρνουμε

ί
/ Δ (<) =  ]Γ > (έ )] ,Τ η- 1- '  =  ί2- 1 +  σ{ί) ■ ί2- 2 =  ί  +  σ(ί).

ι/=0

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι, αν Τ =  R, είναι / Δ(ί) =  2ί  =  / '( ί ) ,  ί  €  R, ενώ, α ν Τ  =  Ζ, 
είναι / Δ(ί) =  2£ +  1 =  Δ / ( έ ) ,  ί €  Ζ.
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Ο επόμενος ορισμός εισάγει τις Δ-παραγώγους δεύτερης ή μεγαλύτερης τάξης.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .3 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα και f  : Τ —» R μία Α-παραγωγίσιμη 
συνάρτηση. Α ν η συνάρτηση, / Δ : Τ* —► R είναι Α-παραγωγίσιμη στο Τκ , da λέμε 
Α-παράγωγο δεύτερης τάξης της /  και da την συμβολίζουμε με  / ΔΔ, την συνάρτηση 
/ ΔΔ — ( / δ ) Δ * Τ*2 —»· R. Μ ε ανάλογο τρόπο, ορίζουμε επαγωγικά την Α-παράγωγο

n -τάξης / Δ" : Τ*" R, θέτουμε, δηλαδή, / Δη =  ^ / Δ” ^

Για απλοποίηση των συμβολισμών, θέτουμε ση(ί) — σ(ση“ 1(ί)) και pn(t) = 
p(pn~l (t)), για π € Ν, όπου σ°(£) =  t  και ρ°(ί) =  t.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .6 . Θεωρούμε την χρονοβαθμίδα Τ — hZ  =  {/ι& : k  G Ζ}, όπου 
h  >  0. Έχουμε ότι

σ(ί) =  inf{s Ε Τ : 5 >  t} =  inf{ί +  nh  : n  G Ν} — t  -f h >  t, t  E /iZ

και

p(t) =  sup{s G T : s < i} =  sup{£ - n / i : n E N }  =  t -  / i < t ,  ί E /iZ. 

Επομένως κάθε σημείο t  € hZ  είναι μεμονωμένο. Για την συνάρτηση κόκκωσης μ  είναι

μ(ί)  =  σ(ί) — t =  t +  — ί =  /ι, ί G /ιΖ.

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση κόκκωσης είναι σταθερή συνάρτηση. Επίσης είναι 
(hZ)K ~  hZ.  Για μία συνάρτηση /  : hZ  —► R, παίρνουμε

γΔ/,λ = / Μ *)) ~ /(Ο
^ U  Μ(ί)

/(*  +  Λ) ~  /(*)
h

t €  /ιΖ.

Για την δεύτερης τάξης Δ- παραγωγό της /  στο t  G  /ιΖ, είναι

/ΔΔ(ί) =  f AH t ) ) ~ f A (t) f A (t + h ) - f * ( t )  
μ(ί) h

f  (t+2/ι)—/ (t+M /(t+/i)-/(t)
h h

h
f i t  +  2ft) -  / ( t  +  ft) -  f ( t  +  ft) +  /(Q

h2
f ( t  +  2fe) -  2f ( t  +  ft) +  /(*)

h?

Π α ρ α τή ρ η σ η  1 .2 .2 . Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι για τυχούσα χρονοβαθμίδα 
Τ, η συνάρτηση f ( t )  = t είναι δύο φορές Δ-παραγωγίσιμη. Ωστόσο, η συνάρτηση 
f ( t )  =  t2 δεν είναι κατά ανάγκη δύο φορές Δ-παραγωγίσιμη. Πραγματικά, για την 
f ( t )  = t 2 = t - t  είναι / A(t) =  t - f  σ(ΐ), ενώ έχει αποδειχθεί ότι η συνάρτηση σ  δεν είναι
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πάντα Δ- παραγωγίσιμη. Γενικά, το γινόμενο δύο συναρτήσεων / ,  g : Τ —* R  είναι 
δύο φορές Δ- παραγωγίσιμη συνάρτηση, αν οι συναρτήσεις /  και g είναι δύο φορές 
Δ-παραγωγίσιμες συναρτήσεις, και, επιπλέον, η συνάρτηση / σ είναι Δ-παραγωγίσιμη. 
Στην περίπτωση αυτή ισχύει

(fg)A2 = (/Δ3 + Γ 9 Δ)Δ = /ΔΔ9 + /Δν  +  Γ ν  +  /σν Δ·

Από τον Ορισμό 1.2.2 αλλά και από τα συμπεράσματα του Θεωρήματος 1.2.1 γίνεται 
φανερό ότι η Δ-παράγωγος μίας συνάρτησης /  είναι μία «δεξιά παράγωγος» της / .  
Κατ' αναλογία με την Δ-παράγωγο, μπορεί να ορισθεί και η «αριστερή παράγωγος» 
μίας συνάρτησης, η οποία ονομάζεται ανάδελτα παράγωγος (ή ναμπλα παράγωγος) 
και συμβολίζεται με V. Η σχετική θεωρία έχει αναπτυχθεί στην εργασία [6]. Χάριν 
πληρότητας, θα δώσουμε εδώ τον ορισμό της V-παραγώγου αφού, πρώτα, εισάγουμε 
ένα κατάλληλο σύνολο και δώσουμε τον ορισμό μίας συνάρτησης αντίστοιχης με την 
συνάρτηση κόκκωσης.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .4 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα. Α ν  η χρονοβαθμίδα Τ  έχει δεξιά δια- 
σπαρμένο ελάχιστο m  τότε θέτουμε Τ* := Τ — {m}, ενώ σε όλες τις άλλες περιπτώσεις 
θέτουμε ΎΚ =  Τ.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .5 . Καλούμε π ρ ο ς  τα  π ίσω  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ ό κ κ ω σ η ς  την συνάρ­
τηση ν  : Ύκ —> [0, οο) με

v{t) := t  -  p(t).

Τώρα είμαστε σε θέση να διατυπώσουμε τον ορισμό της V-παραγώγου.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .6 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και f  : Τ  —» R  μία συνάρτηση. 
Θα λέμε ότι η συνάρτηση f  είναι V - π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  στο ίο £ Τ* αν υπάρχει ένας 
πραγματικός αριθμός α έτσι ώστε1 για κάθε ε  > 0, να υπάρχει μία περιοχή No του to 
τέτοια ώστε

Ι/(ρ (ί ο)) -  /($ )  ~  α  (p(<o) -  $)\ <  ε  |p{t0) -  s\ για κάθε s  Ε Ν 0. (1.6)

Ο αριθμός α συμβολίζεται μ ε  / ν (ίο) και καλείται α ν τ ιδ έ λ τ α  π α ρ ά γ ω γ ο ς  (V-
παράγωγος) της  /  στο ίο.

Ο λογισμός της V-παραγώγου αναπτύσσεται κατ' αντιστοιχία με αυτόν της Δ- 
παραγώγου και δεν θα μας απασχολήσει στην παρούσα διατριβή. Μερικά αξιοσημείωτα 
συμπεράσματα όπου γίνεται χρήση V-παραγώγου παρατίθενται στις επόμενες ενότητες.

1.3 Ο λοκλήρω ση σε ΧρονοβαΦ μίδες
Στην παράγραφο αυτήν αναπτύσσουμε μερικά βασικά στοιχεία της “θεωρίας ολσκλήρω­
σης σε χρονοβαθμίδες. Για τον σκοπό αυτό προτάσσουμε μερικές έννοιες που σχε­
τίζονται με την συνέχεια μίας συνάρτησης σε μία χρονοβαΟμίδα Τ.
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Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα. Μία συνάρτηση /  : Τ —> Μ. καλείται 
regulated αν

(%) υπάρχει το όριο από δεξιά, σε κάδε δεξιά πυκνό σημείο της Τ,

(ii) υπάρχει το όριο από αριστερά, σε κάθε αριστερά πυκνό σημείο της Τ 

και τα όρια αυτά είναι πεπερασμένα.
I

Για τις regulated συναρτήσεις έχουμε το επόμενο συμπέρασμα.

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .1 . Α ν η συνάρτηση /  : [α,δ]χ —* R είναι regulated σε ένα συμπαγές 
διάστημα [α, δ]χ, τότε η /  είναι φραγμένη στο [α,6]χ.

Απόδειξη. Έστω ότι η συνάρτηση /  δεν είναι φραγμένη στο [α, 6]χ. Τότε υπάρχει μία 
ακολουΌία'{tn}n€N στο [α,δ]χ τέτοια ώστε |/(£n)| >  u  για κάΌε n  Ε  Ν .  Επειδή το 
διάστημα [α,6]χ είναι συμπαγές, υπάρχει μία συγκλίνουσα υπακολουΌία {ίη*}*€Ν τΤ)ς 
ακολουΌίας {tn}n€N που συγκλίνει σε κάποιο σημείο t0 Ε  [α,6]τ . Επομένως το σημείο 
t0 δεν είναι μεμονωμένο, δηλαδή το ί0 είναι είτε δεξιά είτε αριστερά πυκνό. Αλλά 
από τον ορισμό της {tnfc}fc€N έπεται ότι το σύνολο { / ( t nJ  : k  Ε  Ν }  δεν είναι άνω 
φραγμένο. Ωστόσο, επειδή {tnk}k^N είναι μία ακολουθία στο Τ και το σύνολο Τ είναι 
κλειστό, το όριο της ακολουΌίας { / ( tnfc)}*€N είναι πεπερασμένο, αφού η συνάρτηση /  
είναι regulated, το οποίο είναι ένα άτοπο. Άρα η υπόΌεση ότι η /  δεν είναι φραγμένη 
δεν ευσταΌεί και, επομένως, η /  είναι αναγκαστικά φραγμένη στο [α,ό]χ. □

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .2 . Μία συνάρτηση /  : Τ —» R λέγεται δ ε ξ ιά  κ ν κ ν ά  σ ν ν ε χ ή ς
(δπ-συνεχής) αν

(%) η /  είναι συνεχής σε κάθε δεξιά πυκνό σημείο της Τ, και

(ii) το όριο από αριστερά της f , σε κάθε αριστερά πυκνό σημείο της  Τ, υπάρχει και 
είναι πεπερασμένο.

Θα συμβολίζουμε το σύνολο των δεξιά πυκνών συναρτήσεων μ ε  Crd =  (7Γ(*(Τ).

Σχετικά με τις δπ-συνεχείς συναρτήσεις έχουμε το επόμενο Όεώρημα.

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .2 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα και f  : Τ —> R μία συνάρτηση.

(ί) Α ν  η f  είναι συνεχής7 τότε η /  είναι δπ-συνεχής.

, (ii) Α ν  η f  είναι δπ-συνεχής, τότε ή f  είναι regulated.

(in) Η  συνάρτηση σ  είναι δπ-συνεχής.

(ίν) Α ν  η f  είναι regulated ή δπ-συνεχής, τότε και η συνάρτηση / σ είναι regulated ή 
δπ-συνεχής, αντίστοιχα.
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(ν) Α ν  η f  αναι σ υ νεχή ς  και μία συνάρτηση  g  : Τ  —> R είναι regulated ή δπ-συνεχής, 
τότε και η συνάρτηση  f o g  είναι regulated ή δπ-συνεχής, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Τα (i), (ii), (ίν) και (ν) έπονται άμεσα από τους Ορισμούς 1.3.1, 1.3.2, τον 
ορισμό του ορίου, τον ορισμό της συνέχειας και τις ιδιότητες αυτών. Θα αποδείξουμε, 
στη συνέχεια, το (iii), δηλαδή ΰα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση σ  G Crd είναι δπ- 
συνεχής. Έστω ένα σημείο t  € Τ. Αν το t είναι δεξιά πυκνό τότε σ(£) =  ί, δηλαδή η 
συνάρτηση σ είναι συνεχής σε κάΰε δεξιά πυκνό σημείο. Αν το t  είναι αριστερά πυκνό, 
ΰεωρούμε μία αύξουσα ακολουΰία { tn : η  €  Ν} C Τ, η οποία συγκλίνει στο t  από τα 
αριστερά. Τότε είναι tn < a ( t n) < t  για κάΰε η  Ε Ν και, συνεπώς, η ακολουΰία a ( t n) 
συγκλίνει στο t  από τα αριστερά. Άρα η σ  έχει πεπερασμένο αριστερό όριο σε κάΰε 
αριστερά πυκνό σημείο. Επομένως η συνάρτηση σ  είναι δπ-συνεχής. □

Π α ρ α τή ρ η σ η  1 .3 .1 .  (i) Ενώ η συνάρτηση σ, όπως προκύπτει από το θεώρημα
1.3.2 είναι δπ-συνεχής, γενικά, η συνάρτηση ρ  δεν είναι δπ-συνεχής. Θεωρούμε την 
χρονοβαΰμίδα Τ  — {1} U [2,3] και την ακολουΰία t n =  2 +  ^  n 6  Ν που συγκλίνει στο 
δεξιά πυκνό σημείο 2 G Τ. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι 2 <  p( tn) < tn και συνεπώς η 
ακολουΰία (p(in))nGN συγκλίνει στο 2 ενώ ρ (2) =  1 ^ 2 .  Επομένως, η συνάρτηση ρ  
δεν είναι δπ-συνεχής, ενώ είναι εύκολο να διαπιστωΰεί ότι η ρ  είναι regulated.

(ii) Η συνάρτηση /χ : ΤΓ —► [0, οο) είναι δπ-συνεχής. Πραγματικά, είναι μ(ί) = 
σ(ί) — t, όπου η σ είναι δπ-συνεχής, και η f ( t )  =  t  είναι συνεχής άρα και δπ-συνεχής. 
Επομένως η συνάρτηση μ  είναι δπ-συνεχής

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 3 . 3 .  Α ς  είναι Τ μία χρονοβαθμίδα. Μ ία σ υ ν εχ ή ς  συνάρτηση  /  : Τ —> 
Μ καλείται π ρ ο - Α - η α ρ α γ ω γ ίσ ιμ  η  μ ε  D  (pre·differentiable w ith D ) στο  Τ* αν 
υπάρχει ένα σύνολο D  C Τ* τέτοιο  ώστε

(%) το σύνολο  Τ* — D  αναι αριϋμήσιμο  και δεν περιέχει δεξιά διασπαρμένα σημεία  
του Τ, και

(ii) η συνά ρτηση  /  είναι Α -π α ρα γω γίσψ η  στο  D .

Από τον Ορισμό 1.3.3 προκύπτει ότι μία συνάρτηση /  είναι προ-Δ-παραγωγίσιμη 
με D  στο Τ*, αν είναι συνεχής και Δ-παραγωγίσιμη σε κάΰε σημείο της Τ, εκτός από 
ένα το πολύ αριϋμήσιμο πλήΰος δεξιά πυκνών σημείων της Τ.

Στην συνέχεια αναφέρουμε ένα πολύ χρήσιμο συμπέρασμα για προ-Δ-παραγωγίσιμες 
συναρτήσεις σε χρονοβαΰμίδες. Το συμπέρασμα αυτό έχει επικρατήσει να αναφέρεται 
ως Θεώρημα Μέσης Τιμής και η απόδειξη του, που είναι μακροσκελής και κάνει χρήση 
της αρχής της επαγωγής, μπορεί να βρεΰεί στο βιβλίο [13].

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .3 .  Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα και έστω  /  K a i g  δύο προ-A  - παραγωγί- 
σ ιμ ες  συναρτήσεις μ ε  D  C Τ*. Α ν

| / Δ ( ί ) | < 0 Δ (<), t e D ,
τότε

I/  («) -  / ( r ) l  <  9(s) ~  9(r ) για r, s  €  Τ  με  r < s.
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Με εφαρμογή του Θεωρήματος 1.3.3 έχουμε το επόμενο πόρισμα.

Π ό ρ ισ μ α  1 .3 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και / ,  g δύο προ-Α-παραγωγίσιμες 
συναρτήσεις με D C Τ*. Τότε:

(%) Α ν U είναι ένα συμπαγές διάστημα με άκρα r, s Ε  Τ, τότε

\ f ( s )  ~ f ( r ) \  < | s - r |  sup | / Δ ( ί) |.
te U KHD

i

(ii) A v f A (t ) =  0 για κάϋε t E D, τότε η f  είναι σταθερή συνάρτηση.

(Hi) Α ν  f A (t) = gA (t) για κάϋε t E Π, τότε

g(t) =  /(<) + C  για κάθε t  E T, 

όποϋ C  είναι μία σταθερά.

Απόδειξη, (i) Θα ασχοληθούμε μόνον με την περίπτωση τ  < s. Η περίπτωση s < τ  
αντιμετωπίζεται με ανάλογο τρόπο. Θεωρούμε την συνάρτηση g : Τ —► Μ με

g { t ) = (  sup | / Δ ( τ ) |)  ( t - r ) ,  t €  Τ.
\T e u *n D  J

Τότε, για t  Ε  UK Π £>, έχουμε

ρΔ( ί ) =  sup | / Δ (r) | >  | / Δ (ί)| .
τευ«πΌ

Από το Θεώρημα 1.3.1, για r < $, παίρνουμε

l / ( 5) -  f (r) \  <  g(s) - g ( r )  =  p(s) =  (  sup | / Δ ( r ) | )  (s -  r).
Vei/^no /

(ii) Αν / Δ (ί) =  0 για κάϋε t e  £>, τότε supieD | / Δ (t) | =  0. Για δύο τυχόντα 
σημεία r, s G  Τ, θεωρούμε το συμπαγές διάστημα U του Τ με άκρα τα σημεία r, s. Τότε 
για δύο οποιοδήποτε σημεία r , s  του Τ από το (ϊ) συνεπάγεται ότι \ f (s) — f ( r ) \ < 0, 
και συνεπώς θα είναι f ( s ) =  / ( r )  . Επομένως η /  είναι σταθερή συνάρτηση.

(iii) Θεωρούμε την συνάρτηση h(t) = f ( t )  -  g(t), t  €  D.  Για t  e  D,  είναι

hA{t) = ( f ( t )  -  g(t))A =  f A 01) -  gA (t) = 0.

Από το (ii) συνεπάγεται ότι η συνάρτηση h είναι σταθερή, δηλαδή υπάρχει σταθερά 
τέτοια ώστε h(t) =  C.  Επομένως g(t) =  f ( t )  -f C  για κάθε t Ε D.

Το επόμενο θεώρημα αποτελεί ένα Θεμελιώδες Θεώρημα στην θεωρία ολοκλήρωσης 
σε χρονοβαθμίδες που αναπτύσουμε εδώ. Για την απόδειξή του παραπέμπουμε στο 
βιβλίο [13], όπου με χρήση της αρχής της επαγωγής αποδεικνύεται η ύπαρξη προ-Δ- 
αντιπαραγώγου σε μία πιο γενική μορφή χρονοβαθμίδας από αυτή που θεωρούμε στην 
παρούσα διατριβή.

ο
 □
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Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .4  (Ύπαρξη προ-Δ-αντιπαραγώγου). Α ν  μία συνάρτηση  /  : Τ  —> R 
είναι regulated, τότε υπάρχα  ένα σύνολο D  C Τ Κ, μ ε  Ύκ — D  το πολύ αριβμήσιμο  
σύνολο} και μία συνάρτηση  F  : Τ  —► R  η οποία είναι προ-Α-παραγω γίσιμη μ ε  D  στο  
Τ* έτσ ι ώστε

^ Δ ω  =  / ( ί ) ,  t e D .

Κ άθε τέτοια συνά ρτηση  F  βα λ έγετα ι π ρ ο - Α - α ν τ ι κ α ρ ά γ ω γ ο ς  τη ς  / .

Ε(νοα φανερό ότι η έννοια της προ-Δ-αντιπαραγώγου είναι πολύ κοντά στην έννοια 
της αντιπαραγώγου στον συνήθη ολοκληρωτικό λογισμό στο R. Πραγματικά, για 
Τ  =  R, είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι το Θεώρημα 1.3.4 εξασφαλίζει την ύπαρξη 
αντιπαραγώγου για συναρτήσεις που είναι συνεχείς σε κλειστό διάστημα. Εντούτοις, η 
έννοια της προ-Δ-αντιπαραγώγου δεν είναι το ακριβές αντίστοιχο της αντιπαραγώγου 
στον συνήθη ολοκληρωτικό λογισμό, καθώς είναι δυνατόν η σχέση Ε Δ (έ) =  /(£), να 
μην ισχύει για ένα σύνολο σημείων του Τ* που είναι μη πεπερασμένο. Ας σημειωθεί, 
επίσης, ότι, αν F i, F2 είναι δύο προ-Δ-αντιπαράγωγοι της /  στο D , τότε Fx(t)  =  
^ ( ί )  +  C, t G D.

Ο επόμενος ορισμός αναφέρεται στις έννοιες του αόριστου ολοκληρώματος και του 
ολοκληρώματος Cauchy σε χρονοβαθμίδες.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .4 . Α ς  dvai Τ μία χρονοβαθμίδα , /  : Τ  —► R μία regulated συνάρτηση  
και F  : Τ  —► R  μία προ-Α-αντιπαράγω γος τη ς  /  μ ε  D  σ το  Τ Κ.

(%) Ορίζουμε το α ό ρ ισ τ ο  Α - ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τη ς  f  ως εξής

f(t)At = F(t) +  C, t e  Τ,

όπου C  dvax μία πραγματική σταθερά.

(ii) Για  5 , t  6  Τ μ ε  s  < t  ορίζουμε το Cauchy Α - ο λ ο κ Κ ή ρ ω μ α  τη ς  /  στο  [$,£]τ

f ( u ) A u  =  F ( t )  -  F (s ) .

Δεν είναι δύσκολο να διαπιστωθεί ότι από το Πόρισμα 1.3.1 έπεται ότι το αόρι­
στο ολοκλήρωμα της /  καθώς και το ολοκλήρωμα Cauchy είναι καλά ορισμένα και 
ανεξάρτητα από την επιλογή προ-Δ-αντιπαραγώγου της / .  Επίσης από τον Ορι­
σμό 1.3.4 έχουμε ότι, αν F  : Τ —> R είναι μία Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση, τότε 
/ > Δ(ω)Δ ω =  η ί ) - ^ ( 5).

Στην συνέχεια ορίζουμε την Δ-αντιπαράγωγο μίας συνάρτησης / .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .5 . Μ ία συνάρτηση  F  : Τ  —> R ϋα καλείται Α - α ν τ ι π α ρ ά γ ω γ ο ς  της
/  : Τ —> R αν

F A (t) = f(t),  t e T K.
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Από τους Ορισμούς 1.3.3 και 1.3.5 γίνεται φανερό ότι η διαφορά μεταξύ της έννοιας 
της προ-Δ-αντιπαραγώγου και της έννοιας της Δ-αντιπαραγώγου έγκειται στο ότι μία 
προ-Δ-αντιπαράγωγος είναι δυνατόν να μην έχει Δ-παραγωγό σε ένα αριθμήσιμο σύνο­
λο δεξιά πυκνών σημείων της ΤΚ, ενώ η Δ-αντιπαράγωγος έχει Δ-παράγωγο σε κάθε 
σημείο της ΤΚ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .3 .1 . Θεωρούμε την χρονοβαθμίδα Τ =  Ζ και την συνάρτηση / ( ί )  — 
aV .i G  Ζ, όπου α σταθερά με a  ^  1. Παρατηρούμε ότι, για ί G Ζ, έχουμε

/  α* \ Δ (  α ι λ α ί+1 — of α ι (α — 1) t
( — ι )  = Δ [ — 1 J  =  ^ r r -  =  ^ r r r i  =  “ ’

και συνεπώς.
a t

of A t  =  -------—h C, ί  G Ζ,
a  — 1

όπου C  είναι μία πραγματική σταθερά.

Από το Θεώρημα 1.3.4 έπεται ότι κάθε regulated συνάρτηση έχει προ-Δ-αντιπαρά- 
γωγο σε ένα (κατάλληλο) σύνολο D  C ΎΚ. Το επόμενο θεώρημα εξασφαλίζει την 
ύπαρξη Δ-αντιπαραγώγου για μία μεγάλη κλάση συναρτήσεων.

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .5  (Ύπαρξη Δ-αντιπαραγώγου). Κ άθε δπ -συνεχής συνά ρτηση  έχει 
Α-αντιπαράγωγο. Ειδικά, αν ίο G Τ, τότε η συνάρτηση

F( t ) := f  f ( r ) A r ,  t e  Τ
Jto

είναι μία Α-αντιπαράγω γος της  / .

Απόδειξη. Έστω /  μία δπ-συνεχής συνάρτηση, τότε από το Θεώρημα 1.3.2 έπεται ότι 
η συνάρτηση /  είναι regulated. Έτσι, από το Θεώρημα 1.3.4 προκύπτει ότι υπάρχει 
μία προ-Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση F  με D στο Τ*, τέτοια ώστε

F A(t) = f ( t ) ,  t e D .

Θα αποδείξουμε ότι F A(t) =  / ( ί )  για ί  G  T K —  D.  Έστω t G  T *  —  D.  Τότε το σημείο 
t  είναι δεξιά πυκνό καθώς από τον Ορισμό 1.3.3, το σύνολο Τκ — D  δεν περιέχει δεξιά 
διασπαρμένα σημεία. Επομένως, επειδή η /  είναι δπ-συνεχής και το ί δεξιά πυκνό, 
έπεται ότι η συνάρτηση /  είναι συνεχής στο ί. Άρα, για ε >  0, υπάρχει μία περιοχή Ut 
του ί  τέτοια ώστε

I f ( s )  -  f { t )  I <  ε, για s €  Ut.

Θεωρούμε την συνάρτηση h  : Τ  —» Μ με

h(s) := F (i)  -  / ( i ) ( s  -  ίο), 5 G Τ



24 Β α σ ικ ό ς  Λ ο γ ισ μ ό ς

και παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h είναι προ-Δ-παραγωγίσιμη στο D με

ΛΔ(β) =  F A(s) -  /( ί)  = f(s)  -  f(t),  s € D.

Συνεπώς, ϋα είναι

|/ιΔ(β)| =  If (s)  -  /( t) | < ε για χάβε s €  D( l U t

και άρα γ
sup |ΛΔ(β)| < ε. (1.7)

seDriUt

Από το Πόρισμα 1.3.1, για s € Ut Π D, παίρνουμε

\F(t) -  F(s) -  -  s)\ =  \h(t) + f ( t ) ( t - t 0) - { h ( s )  + f ( t ) ( s - t 0)}

= |Λ(ί)-Λ(β)|

< { sup \hA(s)\j  | f - s | .
L seDnUt J

και άρα, με χρήση της (1.7), βρίσκουμε ότι

|F(t) -  F(s) -  -  s)I < ε|t -  s|, s € U t r\D.

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι F A(t) =  f ( t)  για t € Τ" — D. Επο­
μένως F A(t) = f{t)  για κά·θε t G Τ", που σημαίνει ότι η συνάρτηση F  είναι μία 
Δ-αντιπαράγωγος της δπ-συνεχους συνάρτησης / .  Για ίο € Τ, από τον Ορισμό 1.3.4 
το (ί) έπεται ότι η συνάρτηση

F ( t )=  Γ  f ( s ) Asy t e  Ί Κ 
J to

είναι μία Δ-αντιπαράγωγος της / .  □

Είναι προφανές ότι αν F  είναι μία Δ-αντιπαράγωγος της /  τότε, για α, 6 € Τ*, 
είναι ^

ί  f ( t ) A t  = F(b) — F(a) =  ί  F A(t)At.
J a  J a

Γ ια  δ π -σ υ ν εχ ε ίς  σ υ να ρ τή σ ε ις  ισ χύ ε ι το  α κ ό λ ο υ θ ο  χρ ή σ ιμ ο  συμπέρασμα.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .6 . Α ν  Τ ζίναχ μία χρονοβαϋμίδα και /  : Τ —» R  ζίναι μία δπ-σννζχής 
συνάρτηση, τ6ze

ρ σ ( ί )

jf / ( τ ) Δ τ  = μ ( ί ) / ( ΐ ) , ί e r .
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Απόδειξη. Υπάρχει μια Δ-αντιπαράγωγος F  της / ,  γιοι την οποία ισχύει F A(t) = 
/ ( ί ) ,  ί  Ε  Τ Κ. Με χρήση του συμπεράσματος (ii) του Θεωρήματος 1 .2 .2 ,  για ί  Ε  Τκ, 
έχουμε

/ ( τ ) Δ ί  =  F (a (i))  -  F (i) =  F(t) + μ ( ^ Α (ή -  F(t)

= M O /W ·

□
Τα 'θεωρήματα που ακολουθούν αναφέρονται στις ιδιότητες του ορισμένου ολοκλη­

ρώματος σε χρονοβαθμίδες. Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι με εφαρμογή των 
θεωρημάτων αυτών, στην περίπτωση που Τ =  R, προκύπτουν τα αντίστοιχα συμπε­
ράσματα του ολοκληρωτικού λογισμού.

*

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .7  (Κανόνες ολοκλήρωσης σε χρονοβαθμίδες). Α ς είναι Τ  μία χρονο- 
βαϋμίδα. Για α, ό, c  Ε  Τ, k  Ε  R και f , g  Ε  Crd(T ,R ), ισχύουν

(i) Si ( /  (t ) +  9 (ί)) Δ ΐ =  S i f  (ί) Δ ί  +  Si 9 W Δ ί, 

(*) S l ( k f ) ( t ) A t  = k J l f ( t ) A t ,

(**) Si f  (t) Δ ί =  -  SI f  (ί) Δ ί,

Μ  /α /  (ί) Δ ί =  / ;  /  (ί) Δ ί +  / C6 /  (ί) Δ ί,

ι υ  /α /  (*) Δ ί = ο,

(mj αν | /  (ί)| <  5 (ί),  ί Ε [α,&),τότβ

Δ ί,

(to) αν /  (ί) >  0 για κάθε t Ε [α, 5], τότ£ / α& /  (ί) Δ ί >  0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ενδεικτικά τις προτάσεις (iii) και (iv) του θεωρήματος. 
Ομοίως αποδεικνύονται και οι υπόλοιπες. Επειδή η συνάρτηση /  είναι δπ-συνεχής, 
έχει Δ-αντιπαραγώγους. Έστω F  μία Δ-αντιπαράγωγος της / .  Για την απόδειξη του
(iii) παρατηρούμε ότι η συνάρτηση kF  είναι μία Δ-αντιπαράγωγος της συνάρτησης k f.  
Επομένως

[ b( k f )  (ί) Δ ί =  (kF) (b) -  (kF)  (α) =  kF(b)  -  kF(a)  
J a

=  k[F(b) -  F{a)\ = k f  f  (ί) Δ ί.
J a
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Για την απόδειξη του (iv), έχουμε ότι

F(b) -  F(a) = F(b) -  F(c) -  [F(c) -  F(a)\ 

[  f ( t ) A t + i  f  (t) At.
J a  J c

□
T o  επ ό μ ενο  συμ πέρα σ μ α  ανα φ έρετα ι σ τη ν  μ έΰ ο δ ο  τη ς  ολοκ λή ρ ω σ η ς κ α τά  πα ρ ά γο ­

ν τ ε ς  σ ε  χ ρ ο ν ο β α ΰ μ ίδ ες .

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .8 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα και / ,  g : Τ —► R δύο Δ-παραγωχίσι- 
μες συναρτήσεις στο Τ*. Α ν  α, ό G Τ, τότε

(*) /α  /  (σ  ( 0 )  9 Α ( ί)  Δ ί  =  /  (6) g{b) — f  (α ) g (α ) -  / *  f A ( ί)  ^  (*) Δ ί .

W  / *  /  ( 0  9 Α ( 0  Δ ί  =  /  (6) 5  (6) -  /  (α ) 5  (« ) -  £  / Δ ( ί)  5  (α (*)) Δ ί .

Απόδειξη. Θ α  α π ο δ ε ίξο υ μ ε  μ όνο  το  ( ΐ) , κα 'θώ ς το  (ii) α π ο δε ικ νύ ετα ι με παρόμοιο  τρ όπο . 
Ε π ε ιδ ή  ο ι σ υ να ρ τή σ ε ις  / ,  g είναι Δ -π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ ε ς  σ τ ο  Τ * , σ ύ μ φ ω να  με το  Θ εώ ρημα
1 .2 .3 , η σ υ νά ρ τη σ η  f g  : Τ  —> R  είναι Δ -π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  σ το  Τ *  και ισ χύ ε ι

(.fg )A(t) = ( r g A + f Ag m , i e T "

Ε π ο μ έν ω ς , η σ υ ν ά ρ τη σ η  / $  είναι Δ -α ν τ ιπ α ρ ά γ ω γ ο ς  τη ς  σ υ νά ρ τη σ η ς  / σ<7Δ +  f Ag σ το  
Τ * . Σ υ ν ε π ώ ς  είναι

Λ Γ 5 Δ +  / Δ 5 ) ( ί ) Δ ί  =  [ \ f g ) A{t)At = (fg)(b) -  (fg)(a)
J  a  J  a

και

/  / <7(<)5Δ (< )Δ ί + f  f A(t)g(t)At = (fg)(b) -  (fg)(a),
J  a  Je t

α π ό  ό π ο υ  πα ίρνουμ ε τη ν  ζη το ύ μ ενη  σ χ έ σ η . □

Ε π ε ιδ ή  γ ια  το ν  ορ ισμό  το υ  Δ -ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α το ς  μ ίας σ υ νά ρ τη σ η ς  /  απαιτείτα ι η /  να  
είναι α π λ ώ ς r e g u la te d  και ό χ ι κ α τ ' α νά γ κ η  δ π -σ υ ν εχ ή ς , α ν ά λ ο γα  σ υμ περ ά σ μ α τα  με αυτά  
τω ν  Θ εω ρ η μ ά τω ν  1 .3 .7  και 1 .3 .8  ισ χ ύ ο υ ν  και σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  ο ι σ υνα ρ τή σ εις  / ,  g 
είναι α π λ ώ ς r e g u la te d .

Τ ο  επ ό μ εν ο  σ υμ πέρα σ μ α  ανα φ έρετα ι σ ε  π ιο  σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν ες  εκ φ ρ ά σ εις  το υ  ορ ισμένου  
ο λ ο κ λη ρ ώ μ α το ς  σ τ ις  δ ύ ο  πιο  χα ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ές  π ερ ιπ τώ σ ε ις  δ ια σ τη μ ά τω ν σ ε  μ ία  χρ ο νο - 
βαΌμίδα.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 . 3 . 9 .  Α ς είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα, f  : Τ  —> R  μία δπ-συνεχής συνάρ­
τηση και α, ό G Τ .
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(ί) Α ν  [ο,6]τ =  [a,b], τότε
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[ bf ( t ) A t =  ί b f ( t ) d t ,
J  a  J  α

όπου f a f ( t ) d t  είναι το κατά R iem ann  ολοκλήρωμα τη ς  f  στο  [α, 6],

(H) Α ν  το διάστημα  [α,δ] αποτελείται μόνο ατό μεμονω μένα σημεία, τότε

rb (  53te[o,6) V (Ο /  (Ο  , αν a < b
/  / ( ί ) Δ ί  =  ς Ο, αν a  =  b

I  -  Σ ίε[6 ,ο) Μ (Ο  /  ( t) , αν α >  b.

Απόδειξη. Τ ο  (ϊ) είναι προφ ανές, ο π ό τε  Όα α ποδείξουμ ε μ ό νο  το  (ii) κ ά νο ντα ς  χρ ή σ η  
τω ν  Θ εω ρημάτω ν 1 .3 .6  και 1 .3 .7 . Α ν  α  <  ό, επειδή  το  δ ιά σ τη μ α  [α, ό]χ π ερ ιέχε ι μόνο  
μεμονω μένα  σημεία, ΰ α  είναι τη ς  μορφ ής [α ,6]Τ =  {ί0, tn}, γ ια  κ ά π ο ιο  n  €  Ν , 
ό που

a =  t0 < t i  <  . . .  <  t n =  b.

Ε π ο μ ένω ς

f b "  1 f U +1 n  1 ρ σ { ί ί )  n — 1

/  f®At = Σ /  f m t  = Y ,
Ja i=0 ^  ϊ=0 ^  iio

Α ν α >  6, τό τε

=  Σ  m o / w ·
ί€ [λ,6)

ί  f ( t ) A t  = -  ί  f ( t ) A t  = — V  μ ( ί ) / ( ί ) ;
«/α J b ί€[6,α)

ενώ , αν α  =  δ, τό τε

Γ m At=
J  a

ο.

Α πό το  Θ εώ ρημα 1 .3 .9  π ρ οκ ύπτει ό τι, αν Τ  =  h Z ,  με h  >  0, τό τε

ί  f ( t ) d t  =
J  α

—1
h Y^k=% /  (k h ) > αν α  <  6

αν α  =  δ

/  ( ^ 0  » αν α  >  6

και, αν Τ  =  Ζ , τό τε

ί  f ( t ) d t  =
J a

Σ ί = α  /  ( 0  ) αν α <  & 
0, αν α  =  ό

, “  Z)t=b /  (0 . αν ο > 6.

□
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Τα επόμενα δύο ΰεωρήματα περιέχονται στο άρΰρο [8] και δίνουν ορισμένες επιπλέον 
ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος.

θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .1 0 . *4$ είναι Τ  μια χρονοβαθμίδα κα ια , b Ε  Τ με a < 6. Α ν  /  : Τ  —> 
R αναι μία συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [α, b] , τότε

(i) £  f ( t ) A t  =  / ; (6) f ( t ) A t  + [b -  p(b)] /  (ρ(6)),

(ιι) / ( ί )Δ ί =  [σ(α) -  a) /  (σ(ο)) +  / ‘(α) f( t)A t.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .1 1 . Α ς  αναι α, b Ε Τ με a < b και / ,  g : Τ  —► R 
συναρτήσεις. Τότε

J  /(* )5 (ί)Δ ί| <  J  \f{ t)g ( t) \A t < ^ m a x ^ \ f ( t ) \ J  |5 ( ί ) |Δ ί^ .

Χάριν πληρότητας, ΰα κάνουμε μία αναφορά στην έννοια του γενικευμένου ολο­
κληρώματος σε χρονοβαΰμίδες που δεν είναι άνω φραγμένες, δίνοντας τον ορισμό 
του γενικευμένου ολοκληρώματος σε ένα σύνολο της μορφής [ίο, οο)χ· Είναι φανε­
ρό ότι, αν η /  : Τ  —► R είναι μία δπ-συνεχής συνάρτηση σε ένα σύνολο της μορφής 
[α, +οο)τ, τότε η /  είναι ολοκληρώσιμη σε οποιοδήποτε κλειστό υποσύνολο [α,δ]χ για 
κάΰε b Ε [α, +οο)χ, δηλαδή η /  είναι τοπικά ολοκληρώσιμη στο [α, +οο)χ.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .6 . Α ς α'ναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα μ ε  supT  — οο και f  : Τ  —» R μία 
δπ-συνεχής συνάρτηση στο [α, οο)Τ . Ορίζουμε το γ ε ν ι κ ^ ν μ έ ν ο  Α -ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  
της f  στο [ίο,οο)χ ως το όριο του ορισμένου ολοκληρώματος της f  στο [α,δ]χ για 
b —► οο, με την προϋπόθεση ότι το όριο αυτό υπάρχει στο R, θέτουμε δηλαδή

Δ ί =  /,

και λέμε ότι το γενικευμένο Α-ολοκλήρωμα της f  συγκλίνει στο I. Σ την περίπτωση 
που το παραπάνω όριο δεν υπάρχει, λέμε ότι το γενικευμένο Α-ολοκλήρωμα της f  στο 
[ίο,οο)τ αποκλίνει.

Στο σημείο αυτό, ΰα πρέπει να αναφερΰεί ότι η ΰεωρία των χρονοβαΰμιδων έχει 
γενικευΰεί και σε ευρύτερους του R τοπολογικούς χώρους [31]. Έτσι, τα αντίστοι­
χα πολλών γνωστών συμπερασμάτων του απειροστικού λογισμού έχει αποδειχΰεί ότι 
ισχύουν σε χρονοβαΰμίδες πολύ πιο γενικές από τις χρονοβαΰμίδες που εξετάσαμε στην 
παρούσα διατριβή. Αναφέρουμε δύο ΰεωρήματα στα οποία οι συναρτήσεις παίρνουν τι­
μές σε ένα χώρο Banach X . Το επόμενο ΰεώρημα αναφέρεται στην αλλαγή μεταξύ 
ορίων και παραγώγισης.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .1 2 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα και X  ένας χώρος Banach. θεω­
ρούμε την ακολουθία συναρτήσεων { /n}n€ν όπου f n : Τ  —► X  είναι προ-Α-παραγωγίσι- 
μες μ ε  D  C  Τ * . Υποθέτουμε ότι για κάθε t Ε  Τ *  υπάρχει μία συμπαγής περιοχή Ut του 
t  τέτοια ώστε η ακολουθία των προ-Α-παραγώγων { /^ } neN w* συγκλίνει ομοιόμορφα 
στο Ut Π D. Τότε
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(ί) η σύγκλιση των {/„}„6ν σ€ ένα σημείο t Ε Ύκ συνεπάγεται την ομοιόμορφη 
σύγκλιση της ακολουθίας αυτής σε κάθε περιοχή Ut,

(ii) η /  :=  limn_oo /„  είναι προ-Α-παραγωγίσιμη στο D  και

/ Δ(ί) =  lim / Δ(ί), t  Ε D.
η —+οο

θ ε ώ ρ η μ α  1 .3 .1 3 . Α ν η ακολουθία { fn}nen των regulated συναρτήσεων f n : Τ  —> 
X  συγκλίνει ομοιόμορφα, στο διάστημα [r, s )τ  στην regulated συνάρτηση f ,  τότε η 
ακολουθία

συγκλίνει στο /  f ( t ) A t  στο X .
neN Jr

Τέλος, θα πρέπει να επισημανθεί ότι στην παρούσα διατριβή αναπτύχθηκε μία “θε­
ωρία ολοκλήρωσης με χρήση της έννοιας της Δ-αντιπαραγώγου. Για μία εισαγωγή σε 
ολοκλήρωση σε χρονοβαθμίδες με χρήση αθροισμάτων Riemann, παραπέμπουμε στο 
άρθρο [21].

1.4 Η ΕκΌετική Συνάρτηση
Η παράγραφος αυτή είναι αφιερωμένη στην εκθετική συνάρτηση σε χρονοβαθμίδες. 

Αντίθετα με τον ορισμό της εκθετικής συνάρτησης στο σύνολο των πραγματικών α­
ριθμών, για τον ορισμό της εκθετικής συνάρτησης σε μία χρονοβαθμίδα Τ απαιτείται η 
εισαγωγή μίας σειράς από έννοιες οι οποίες δεν είναι αναγκαίες στην περίπτωση του Ε. 
Η αρχική εισαγωγή της έννοιας από τον Hilger ([22]) έγινε με χρήση του λεγάμενου 
κυλινδρικού μετασχηματισμού. Εδώ θα προσεγγίσουμε την εκθετική συνάρτηση από 
μία διαφορετική κατεύθυνση που είναι ωστόσο ισοδύναμη με την αρχική.

Ο πρώτος ορισμός αφορά ένα κατάλληλο υποσύνολο της χρονοβαθμίδας Τ όπου 
είναι δυνατόν να ορισθεί η εκθετική συνάρτηση.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και ρ  : Τ —► Ε  μία συνάρτηση. Η  
συνάρτηση ρ θα καλείται regressive αν

1 +  μ(ί)ρ  (ί) ψ  0 για κάθε t Ε Τ*.

Θα συμβολίζουμε με 1Ζ(Τ) το σύνολο όλων των regressive και δπ-συνεχών συναρτήσε­
ων ηου ορίζονται στην χρονοβαθμίδα Τ.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .2 . Στο σύνολο 71(Τ) ορίζουμε τις πράξεις 0  (πρόσθεση) με τον τύπο

p ® q = p + q +  μpq

p Q q p - q
Ι + μ ϊ

και Θ (αφαίρεση) με τον τύπο
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Θ εώ ρημα  1 .4 .1 . Το σύνολο 7ϋ.(Τ) είναι κλειστό ως προς τις πράξεις φ , θ ,  δηλαδή 
για ρ, q 6 ΤΖ(Τ) είναι ρ φ  g G ΤΖ(Ί) και ρ  θ  q 6 ΤΖ(Τ).

Απόδειξη. Ας είναι ρ, q € ΊΖ(Τ) έχουμε, για t  G Τ*,

l+ p ( t ) ( p 0 g )  (έ) 1 +  μ(ί) [ρ (ί) +  q (ί) +  μ (t) ρ (i) g (έ)]
1 +  μ(ί)ρ (ί) + p(t)g (ί) +  μ2(ί)ρ (έ) g (έ) 
1 +  μ(ί)ρ (έ) + p(i)g (έ) [1 + μ(ί)ρ (έ)]

[1 +  μ(ί)ρ (ί)] [1 +  μ(ί)ί (ί)] Φ 0

και επομένως ρ 0  q € 7£(Τ). Επίσης, για t G Τ*, είναι

ι + μ * ) (Ρ θ , ) (0  -  i +
1 +  p( t )q  (t) +  μ(ί)ρ (t ) -  p( t )q  (t )) 

1 +  p(t)g (i)
1 + μ ( φ ( έ )
1 +  p{t)q (t) Ψ

και συνεπώς ρ  θ  q 6 7£(Τ).
□

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .4 .2 .  Το σύνολο ΤΖ(Τ) εφοδιασμένο μ ε  τη ν  πρόσθεση  0  είναι Αβελιανή  
ομάδα .

Α πόδειξη . Το σύνολο 7£(Τ) έχει ουδέτερο στοιχείο την συνάρτηση 0 € 7£(Τ), αφού

(0 ® ρ) (ί) =  0 +ρ(£) +  0 ·ρ(ί) =  ρ =  (p ® 0) (t) , t  Ε Τ*.

Επίσης, αν ρ Ε  7£(Τ), τότε το ρ έχει αντίθετο, την συνάρτηση θ ρ  — 0 θ ρ  =  €
ΤΖ(Τ). Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ρ  θ  g =  ρ 0  (θς) · Πραγματικά,

pete,)» = ρ«)+ +#<*«*> ( - i+ s s b j )
_  ρ(έ) +  p(t)p(t)q{t) -  q(t) -  p(t)p(t)q(t) _  p(t) -  g(£)

1 +  μ(ί)ρ(ί) 1 +  p(t)q(t)

=  ( ρ θ ί ) ( ί ) .

Επομένως, για ί  6  Τ, έχουμε

(Ρ Θ (Θ Ρ ))« ) =

Για κάθε ρ, g, r e  7£(Τ), ισχύει, για t €  Τ,

((ρ θ  g) θ  r) (ί) =  (ρ Θ q) (t) +  r  (ί) +  μ (ί) (ρ Θ q) (<) τ (ί)
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= ρ(ί) + q(t) + μ(ί)ρ(ί)?(ί) + r ( t)
+ μ(ί)\ p ( t ) +q  (t) + μ (t) ρ  (t) q (i)]r (ί)

=  Ρ ( ί )  +  ? ( * )  + r ( i )  +  μ  ( ί ) Ρ  ( * ) ? ( * )

+ μ ( φ  (ί) r (ί) +  μ{ί)ς (ί) r (ί) +  μ2(ί)ϊ> (ί) q (ί) r (ί)

=  Ρ W +  Q (*) +  r  (ί) +  μ(ί)? (Ο Γ (*)
+μ(έ)ρ (ί) [? (ί) +  r  (ί) +  μ(ί)? (ί) r (ί)]

=  Ρ (ί) +  (g 0  r) (ί) +  μ(ί)ρ  (ί) (? θ  γ) (ί)
= (ρ  θ  (g θ  r)) (ί),

που σημαίνει ότι η © είναι προσεταιριστική. Τέλος, για t  G Τ, έχουμε ότι

(?©?)(*) = ρ(0 + q(t) + μ(ί)ρ(ί)?(ί)
= ?(ί) + ρ (ί)  + μ ( ί) ϊ(* )Ρ ( ί )
= ( ίθ ρ ) ( ί ) .

□
Στην συνέχεια παραθέτουμε τον ορισμό της εκθετικής συνάρτησης κατά Hilger.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .3 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και h ένας θετικός αριθμός. Θέτουμε 
Ch = {ζ  e  C : ζ  ^  - £ } , Z h =  {ζ G C : ~  < ζ <  ]Ε} και ορίζουμε τον κυλινδρικό 
μετασχηματισμό ξΗ : Ch —► Z h με

λ L o g (l +  zh ) ,

ζ,
αν h >  0 
αν h =  0,

όπου Log( 1 +  zh) είναι η πρωταρχική τιμή του λογαρίθμου του 1 +  zh  φ  0. Για 
ρ  G 7£(Τ), ορίζουμε την εκθετική συνάρτηση με

βρ(ί,δ) =  exp ^  £μ(τ)(ρ(ί))Δτ

Είναι προφανές ότι ο προηγούμενος ορισμός είναι αρκετά πολύπλοκος και δύσχρη­
στος, ιδιαίτερα στις περιπτώσεις όπου 1 Η- zh  < 0 με αποτέλεσμα πολλές από τις απο­
δείξεις βασικών συμπερασμάτων που αφορούν την την εκθετική συνάρτηση να γίνονται 
ιδιαίτερα απαιτητικές και μακροσκελείς. Για τον λόγο αυτό, στα επόμενα θα περιο­
ριστούμε στις αποδείξεις μερικών βασικών ιδιοτήτων της εκθετικής συνάρτησης μόνο 
για την περίπτωση των θετικά regressive συναρτήσεων ρ, που εισάγονται στον επόμενο

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .4 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα. Ορίζουμε το σύνολο 7£+ (ΊΓ) των 
ϋ ε τ ικ ά  regressive  συναρτήσεων} του ΤΖ(Τ) ως εξής

7£+ (Τ) =  {ρ G 7i(T) : 1 +  μ(ί)ρ (ί) >  0 για κάθε t  G Τ }  .

για $, t  G Τ.
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Λ ήμμα 1.4.1. Το σύνολο ΤΖ+(Ί) είναι υποομάδα του ΊΙ(Τ).

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι 0 € 7£+(Τ). Αρκεί να αποδειχ-θεί ότι για ρ, q € Ί1+(Τ) 
είναι ρ 0  (Θ?) € 72+(Τ). Βρίσκουμε ότι

1 + /ζ(ί)(ρθ(Θ?))(ί) = i +
1 +  p(t)q jt) +  μ(ί)ρ (t ) -  p{t)q (t)

1 +  p(t)q  (t ) 
l  +  p (t)p (t)
1 +  p{t)q (t )

οπότε προκύπτει αμέσως το ζητούμενο. □

Στην περίπτωση ΰετικά regressive συναρτήσεων ο Ορισμός 1.4.3 αναδιατυπώνεται 
ως ακολούΰως.

Ο ρισμός 1.4.5. Θεωρούμε μία χρονοβαϋμίδα Τ. Για κάϋε ρ G 72.+(Τ) ορίζουμε την 
ε κ ϋ ε τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  ep(t, s) : Τ χ Τ —► R με

ep{t, s) βχρ Is w)log ^  +  At\ ’

exp f*  p(T)dr ,

αν μ(τ) > 0 , r  € [s, f] 

ανμ(τ) = 0, r € [ s , t ] .

Π α ρά δειγμ α  1.4.1. Για Τ =  R, έχουμε μ(ί) =  0, t G Μ και από τον Ορισμό 1.4.5 
βρίσκουμε, για έο £ R,

ei(Mo) =  exp t G R

και
ek(t,t0) = ek^ \  tG  R,

όπου k μία πραγματική σταΌερά, ενώ για Τ =  Ζ, είναι μ(ί) =  1, t 6 Ζ, και συνεπώς, 
για t G Ζ, έχουμε

t0) exp ~log(l +  1)Δ τ =  exp Δτ

exp

2$—to

t- i
l°9 (2) Σ  1

r=to

= exp ((t — t0)log2)

Ομοίως βρίσκουμε ότι
efc(i,io) = (fc +  l) t- t°, t €  Z,
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βι(ί,ίο)
e4 ίο, αν Τ =  R 
24_4°, αν Τ =  Ζ,

και, γενικότερα, αν k  είναι μία πραγματική σταθερά, τότε

β*,(ί, ίο) :=  αν Τ =  Μ

ενώ, αν k >  —1, τότε
(k + 1)4~4°, αν Τ =  Ζ.

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι η εκθετική συνάρτηση δεν μηδενίζεται που­
θενά στις χρονοβαθμίδες Τ και Ζ. Το "θεώρημα που ακολουθεί περιλαμβάνει τις βασικές 
ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης. Για την απόδειξή του γίνεται χρήση του ορισμού
1.4.5.

Θ εώ ρ η μ α  1 .4 .3 . Α ς dvai Τ μία χρονοβαϋμίδα και συναρτήσεις ρ, q, r  € 7£(Τ). 
Τότε, για t, s, to €  Τ, έχουμε

β) (eP(*> s)) =  Ρ {t) &p(t, s),

(ii) βρ(σ(ί), s) =  [1 +  μ β )ρ  (i)] ep(t, s ),

(in) e0 (t , s) =  1 και ep(i, t) =  1,

M  ep{t,s)ep(s,r) = ep(t,r),

(v) ep(t,s)  =  [ep(s,i)]_1 ,

(vi) [ep(t, s)]-1 =  eep(i, s),

(vii) ep(t, s)eq(t, s ) = epBq(t, s),

(VMi) eq{t’J) ~  epeq(t> S)i

(ix) (i^h)) =  -7 0 Λ  > όπου ep(^ s) := epMO, s),

(x)  ep©g(Mo) = ip — Q) e|(t’to) ·

Απόδαξη. (i) Θα αποδείξουμε το (i) ανεξάρτητα από το Θεώρημα 1.4.4. Διακρίνουμε 
δύο περιπτώσεις. Αν μ(τ) =  0, τ  G [£,s], τότε

[β„(Μ)]* =  ! exp p (r )d r = p(t)ep(t,s).
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Αν μ(τ) >  Ο, τ  €  [ί, s], τότε, με χρήση του Θεωρήματος 1.2.1, παίρνουμε

Δ<7 _  ep{a{t),s) -  ep{t,s)
S) ~  μ(ί)

r<r(f) 1

J W ) L ° 9 ^ +μ^ ρ̂  Δ τ

— exp
[ /  W ) L°9 ^ + μ^ ρ̂ Δ τ ] }  

Jt Ĵ ) L ° 9  ^  +  Δ τμ(ί) 

x exp

— exp

I f  S i

Ι ί έ ι

Log (1 +  μ(τ)ρ(ί)) Δ τ  

Lop (1 +  μ(τ)ρ(ί)) Δ τ■]}
exP [/ίσ(ί) +  μ(τ)ρ(ί)) Δ τ] -  1

μ(ί)

χ  exp [ /  ^ y L o p  (1 +  μ(τ)ρ(έ)) Δ τ |

exp (p (i)^ y L o p  (1 +  μ (ί)ρ (ί))) -  1

/*(*)
' [ ι ι

X exp j  J ^ l °9 0- +  Κ τ )ρ (Ρ) ) Δ τ

exp (Lop (1 +  μ(ί)ρ(ί))) -  1 _ „λ _  1 +  μ ( φ ( ί )  -  1 . u
μ(ί) 6ρ(ί’ } “  μ(ί) ;

=  p { t)e p(t,s).

(ii) Κάνοντας χρήση του Θεωρήματος 1.2.2 (ii), για t  Ε Τ κ, βρίσκουμε

ep(a(i),s) =  ep(i,s)+ μ(ί)ερ (Μ)
=  ep(t, s) +  μ(ί)ρ (ί) ep(i, s)
=  (1 + P (t)p (t))ep(t,s).

(iii) Για ί, s  Ε Τ, έχουμε

£  ^ ) ^ ! Α τ ]  , αν μ  >  0
e0( i ,s ) :  =

— <

exp

exp

exp

exp

l * od/r] » αν μ  =  0.

/* 0 Δ τ ] ,  αν μ >  0 

£ O dr], αν μ  =  0



Η  Ε κ ϋ ε τ ικ ή  Σ υ ν ά ρ τη σ η 35

και

exp
j It m L °9 ^  +  μ( Φ ( Φ  A t
\

exp j lp { t)d T )
ep(t,t)  :=  <

(iv) Αν μ  > Ο, τότε, για t, s, r e  Τ'5, είναι

- pt
ep{t,s)ep(s,r) = exp

, αν μ  >  Ο 

αν μ  = Ο
=  exp Ο =  1

/  ]^ τ) 'Log ^  +  Α τ

“ ρ ϊ ί ' m

X

Log (1 +  μ(τ)ρ(ί)) Δ τ

=  exp | j f  J ^ r )L °9 ^  +  Α τ

+ £  ~ £ ο ρ ( 1  +  μ (τ )ρ ( ί) )Δ τ  

f* 1
=  exp J  J j y j L°9 (1 +  μ{τ)ρ{ ΐ ) )  Δ τ  =  ep{t, r)

και, αν μ  =  Ο, τότε

ep(i, s)ep(s, r) =  exp ^  p(t)dr £  P(t)d

= exp p(t)dr + J  p{t)dr 

=  exp J  p(t)dr

- ep(t,r).

(v) Από την (iv), για t, s € ΤΛ, έχουμε ep(t, s)ep(s, t) — ep(t, t) =  1, και επομένως
βρ ( ΐ ,  5 )  =  ( e p (^ ,  ί ) )

(vi) Για t, 5 €  T*, με χρήση του συμπεράσματος (iii) του Θεωρήματος 1.2.3, 
έχουμε

ί — ν  -\ e P(i, s )J
ep (t, s) P (t) eP(t, s)

ep(t, s)ep{a (t) , s) ep{t, s)ep(a ( i ) , s)
_________P{t)ep(t,s) _  p (t)
ep{t, s) (1 +  p{t)p  (i)) ep{t, s ) 1 + μ(ί)ρ (i) ep(i, s) ’

δηλαδή

\ e p( t ,s )J Q p(t) €p{t, s)
για t, s £  T*.



Α π ό  τη ν  π ρ ο η γο ύ μ εν η  σ χ έ σ η  και τη ν  πα ρα τή ρη σ η  ό τ ι =  e q (t)e eq{t,s) γ ια
t, s €  Τ " , πα ίρνουμ ε
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Δ _  4 q{t, s) 1
\ e p( t ,s ) J  eeq( t ,s )e p(t,s)  

από  ό π ο υ , γ ια  t, s €  Τ Κ, έχ ο υ μ ε

, t , s €  Τ " ,

(e p(t,s)) eeq(t> s ) —  4 » ( * >  S ) €p(t,s)

eQq{t,s)eeq{ a { t) ,s )

__ /  J i f c j A
l βθ9(ί,5) i

και άρα

Μ ε τη ν  πα ρα τή ρη σ η  ότι

c  =

1
βρ(Μ) , ί ,  s  6  Τ * .

. __ ep(5,g) ___
eeq(s ,s )  ’

τε λ ικ ά  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  [ep ( i ,  5)] 1 =  ε θ ρ ( ί ,  s).
(v ii)  Γ ια  t ,  s €  Τ Κ, έ χ ο υ μ ε

[ep ( t ,  s)eq(t, 5)]δ  ( ί )  =  [ep(t, s )]A eq{c{t), s)) +  ep( i ,  5) [ep ( i ,  s ) ]A

=  p(t)ep(t, s)eq(a(t), s)) +  ep ( i ,  s)q (t) eq(t, s )

=  p(t)ep(t, s) [1 +  μ (ί)?(ί)] Φ ι s) +  «*(*. S)<1 (*) e?(<.s) 

=  \p(t) + q (t)  + μ  { t)p (t)  q (*)] *)«*(<.«)>

δηλαδή

[ep ( i ,  s ) e , ( t ,  s ) ]A ( i )  =  (p  ®  q) (t) ep(t, s )eq( t , s ) ,  γ ια  t ,  s  €  Γ .

Μ ε χ ρ ή σ η  τη ς  πα ρα τή ρ η σ η ς ό τ ι e ^ q(t, s )  =  (ρ  Θ  q) (<) ep9q( ty s ) ,  α π ό  τη ν  π ρ οη γούμ ενη  
σ χ έ σ η  έ χ ο υ μ ε

(ep ( i ,  s )eq(t, s ) f  (t ) =  ^ | l i l e P( i ,  s )eq( t , s ) ,

ο π ό τε

0  =  (ep( i ,  s ) e , ( i ,  5) ) δ  ( t )  e * , ( t ,  s )  -  e £ * ( i ,  s ) e p ( i ,  s ) e , ( i ,  s)
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(ep(t, s)eq(t, s))A (ί) epm {t,s) eP[t, s)eq(t, s)e^@q{t, s) 
eP®q(t,s)ep@g^ (*)>«)

( ev{t, s)eq( t ,s ) \ A
\  ep®g(̂ >s) /

Επομένως

Αλλά

ep{t, s)eq{t, s ) _  ^  όπον c μία σταθερά.
6p©g(i> 5)

_  e j t ,  t)eq( t,t)  =

βΡ®ς(̂ >
οπότε παίρνουμε ep(t,s)eq(ti s) = ep®q(t,s).
(viii) Από τις (vi) και (vii) έπεται, για t, s €  T K,

6p©g(̂ ) s) — ep®(0?)( î s) ep{t,s)eeq( t,s )  = ep(^, 5)
e ,(i, s) ‘

(ix) Για t, s G Τ*, είναι

\ e p(t, s )

Δ eA(t,s) _  p  (t ) ep(f, 3)
ep(i, s)ep(<r (έ), s) ep(t, s)ep(a (t ), 5)

p (t) =  p (t)
ep(a ( t ) ,s )  e£ (t,s )'

(x) Με χρήση του (viii), για t, t 0 6  TK, έχουμε

[(P ©?)(*)] ep©g(Mo) P (* )-g (* ) ep (M 0)
1 +  μ(ί)ςτ(ί) eg( i , i0)

[P(*) — g(*)] gp(t, *0)
βί(σ(ί),ίο)

□

Από το συμπέρασμα (i) του Θεωρήματος 1.4.3 έπεται ότι η εκθετική συνάρτηση 
ep(t} s) αποτελεί μία λύση της δυναμικής εξίσωσης y A (t) =  p(i)y(i), t G T*. Γενικότε­
ρα, έχει αποδειχτεί ([13]) το επόμενο συμπέρασμα.

Θ εώ ρ η μ α  1 .4 .4 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα και ρ  : Τ —► Μ μία regressive συνάρ­
τηση. Α ν  to €  Τ και y0 G Μ, τότβ η μοναδική λύση της εξίσωσης

y A{t) = p{t)y{t)

που ικανοποιεί την συνθήκη 

είναι η συνάρτηση y  : Τ  —> Μ με
ν(*ο) =  yo

y(<) =  eP(t,to)yo, t  e  T.
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Ας σημειωθεί ότι το προηγούμενο συμπέρασμα αποτελεί έναν εναλλακτικό ορισμό 
της εκθετικής συνάρτησης ep(t, s).

Το επόμενο θεώρημα αναφέρεται στην παραγώγιση της εκθετικής συνάρτησης ως 
προς την δεύτερη μεταβλητή.
Θ εώ ρημα 1.4.5. Ας είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και ρ € ΊΖ(Ύ). Αν a ,b ,c€  Τ, τότε

^ [ ( e PM ))]  =  ~ρ{ί)[(ερ(ο,ί))]σ για t  € Ί κ 

και b
ρ (t) ep (c, σ  (t)) A t = ep (c, a) -  ep (c, b).

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας ορισμένες από τις ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης 
που αναφέρονται στο Θεώρημα 1.4.3 καΰώς και το ότι είναι e |p(i, c) = Qp(t)eep(t,c), 
παίρνουμε, για t € Τ*,

p(t)ep(c, σ(ί)) =  p(t)eep(a(t), c) = p(t) [1 +  μ(ί)(θρ)(ί)] εθρ(ί, c)

και άρα

-  Γι -
1 +  p{t)p{t)

=  - ( θ ρ ) ( ί )β ΘΡ(ί, C) =  - e%p{t, c)

p(t)ep(c,o{t)) =  - ^ [ e p(c,i)], t  €  Τ

eep(t, c) -  p(t) 1 + μ{ι)ρ^ θ ρ ( ί ,  c)

Από την τελευταία σχέση έχουμε
fb  rb ΔJ Ρ (t ) ep (c, σ (t)) A t = — J —  [ep(c, ί)]Δί =  ep (c, a) -  ep (c, b) .

Σε αντίθεση με την περίπτωση Τ = R, η εκθετική συνάρτηση είναι δυνατόν να 
λαμβάνει αρνητικές τιμές. Η αξιοσημείωτη αυτή ιδιότητα της εκθετικής συνάρτησης 
προκύπτει από το επόμενο θεώρημα για την απόδειξη του οποίου παραπέμπουμε στο 
βιβλίο [13],
Θ εώ ρημα 1.4.6. Ας είναι Τ μία χρονοβαθμίδα, ρ 6 ΊΖ(Τ) και s0 € Τ. Τότε 

(ι) Αν 1 + μ(ί)ρ (<) > 0 στο ΤΚ, τότε ep(t, s0) > 0 για κάθε t e  Τ.

(ii) Αν 1 +  p(t)p(t) < 0 στο ΤΚ, τότε ep(t,s0) = a(t,So) (—1)”* για κάθε t € Τ, 
όπου

a  (t , s0) := exp log |1 + μ(τ)ρ(ί)| A t

και
f  |[so,i)|, a v t  > So 

^  l  IM o )|, a v t <  s0.
Σήμαώνεται ότι με \Μ\ συμβολίζεται ο κληθικός αριθμός τον συνόλου Μ .
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .2 . Ας είναι Τ =  Ζ και ρ(ί) =  —3, ί  €  Ζ. Είναι μ(ί) =  1 και 
1 Η- p(t)p(t) =  — 2 <  Ο και συνεπώς p(t) Ε 7£(Τ). Για t  Ε Ζ, έχουμε

6-2 (ί, 0) =  (—1 )"‘ exp J  Υ log |1 +  1 ( - 3 ) |Δ τ

=  (—l)nt exp ί  log (2) A t
Jo

=  (—!)"' 2‘,

όπου
_  ί  ί, αν t  >  0 

η* |  —ί, αν t  <  0.

Το επόμενο λήμμα αναφέρεται σε μία σημαντική ιδιότητα των χρονοβαΰμίδων με 
τουλάχιστον αριΰμήσιμο πλήΌος σημείων στα οποία μία συνάρτηση της μορφής 1 +  μρ 
λαμβάνει αρνητικές τιμές, για κάποια δπ-συνεχή και regressive συνάρτηση ρ.

Λ ή μ μ α  1 .4 .2 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα για την οποία υπάρχει μία δπ-συνεχής 
και regressive συνάρτηση ρ  : Τ* —> R με την εξής ιδιότητα: Υπάρχει μία ακολουθία 
διακεκριμμενων σημείων (tn)ne^ ντο ΤΚ για την οποία ισχύει

1 +  p{tn)p{tn) < 0 ,  n  =  1, 2 , . . . .

Τότε ισχύει ότι limn_oo \tn\ = οο.

Σχετικά με το πρόσημο της εκθετικής συνάρτησης, έχουμε το επόμενο Όεώρημα.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 .4 .7 . Έστω  Ε Τ  και ας είναι ρ  : ΤΚ —> R  μία δπ-συνεχής και regressive 
συνάρτηση.

(ί) Α ν  1 +  p(t)p(t) >  0 για όλα τα t  Ε Τ Κ, τότε η εκθετική συνάρτηση ep(t, to) είναι 
δετική στο Τ.

(%%) Α ν  1 +  μ(τ)ρ (τ) < 0 για κάποιο τ Ε Τ λ, τότε

ep{ryto)ep(a (r)J0) < 0.

(in) Α ν  1 +  p(t)p(t) <  0 για οποιοδήποτε t  Ε  Τκ, τότε η εκθετική συνάρτηση ep(ty to) 
αλλάζει πρόσημο σε κάθε σημείο του Τ.

τ(ίν) Υποθέτουμε ότι υπάρχουν σύνολά A  = {U : % Ε Ν} , Β  = { s i : i  Ε Ν} στο Τ με

.. · <  S2 <  Si < t0 < ti  <  t 2 <  · · ·

και τέτοια ώστε 1 +  p{tn)p{tn) <  0, 1 +  p{sn)p{sn) <  0 και 1 +  p{t)p{t) > 0 για
t e T - ( A u B ) .



Α ν  τα σύνολα A , Β  αποτελούνται από άπειρα το πλήθος σημεία, τότε ϋα είναι 
lim n_too ί„  =  οο και ΙϊιΠη-,οο s n =  οο. Σ τη ν  περίπτωση αυτή

βρ( ί , ί 0) >  0  στο  [ σ ( δ ι ) , ί ι ] .

Α ν  το σύνολο Α  αποτελείται από άπειρα το πλήθος σημεία , τότε 

( - 1  )'ep(t, t 0) >  0 στο  [σ ( ί ί) ,  i i+ i ] , * =  1 , 2 , . . . .

Α ν  το σύνολο Α  αποτελείται από Ν  σημεία, τότε

( —1 )’ep ( i, ί 0) >  0 στο  [σ ( ί{), £<+1] ,  * =  1 , 2 , . . . , Ν  -  1 

και
( - l ) Nep (t,to )  >  0  στο  [ σ ( ί ^ ) , ο ο ) .

Α ν  Α  =  0 και Β  ψ  0, τότε

β ρ ( ί, ίο )  >  0 στο  [ σ ( β ι ) , ο ο ) .

Α ν  το σύνολο Β  αποτελείται από άπειρα το πλήθος σημεία , τότε 

( —1 )*ep (i, ί 0) >  0  στο  [σ (β ί+ ι ) ,  s f] , * =  1 , 2 , . . . .

Α ν  το σύνολο Β  αποτελείται από Μ  σημεία, τότε

( - 1  ) l ep ( i ,  ί 0) >  0  στο  [cr(si+1), s 4] , * =  1 , 2 , . . . , Μ  -  1 

και
( ~ l ) Mep( t , t 0) >  0  στο  ( - o o , s m ] ·

Α ν  Β  — 0 και Α  φ  0, τότε

β ρ ( ί, ίο )  >  0  στο  ( —ο ο , ί χ ] .

Απόδειξη. Η  α πόδειξη  το υ  σ υ μ π ερ ά σ μ α το ς  ( ϊν )  π ερ ιέχ ετα ι σ τ ο  ά ρ θρ ο  [5] κα ι παρα- 
Χ είπεται επ ε ιδή  είναι μ α κ ρ ο σ κ ελή ς.

(ΐ) Τ πο·θέτουμ ε ό τ ι 1 4- μ ( ί ) ρ ( ί )  >  0, ί  G Τ Κ. Π α ρα τη ρ ούμ ε ό τ ι γ ια  ί  €  Τ κ με 
μ ( ί )  >  0 έχ ο υ μ ε  log( 1 +  μ ( ί ) ρ ( ί ) )  €  Μ ενώ  γ ια  ί  Ε  Τ "  με μ ( ί )  =  0, είναι 
ρ ( ί )  Ε Μ. Κ α ι σ τ ις  δ ύ ο  π ερ ιπ τώ σ ε ις  από  το ν  Ο ρισ μ ό  1.4.5 έπ ετα ι ό τ ι β ρ ( ί,ίο )  >  0.

(ϋ )  Α ν  1 +  μ ( τ ) ρ ( τ )  <  0  γ ια  κ ά πο ιο  τ  €  Τ * , τ ό τ ε  με χ ρ ή σ η  το υ  σ υμ περ ά σ μ α τος (ii) 
το υ  Θ εω ρ ή μ α το ς 1 .4 .3  β ρ ίσ κ ουμ ε

£Ρ(τ,  ί 0)β ρ (σ (τ ) ,  ί 0) =  ερ(τ ,  ί 0)[1 +  μ ( τ ) ρ ( τ ) ] β ρ ( τ ,  ί 0)

=  (1 +  β { τ )ρ { τ ) ) ε Ι { τ ,  ί 0) <  0

(iii) Ε ίνα ι π ρ ο φ α νές  από το  Θ εώ ρη μα  1 .4 .6 .

□
Ά μ εσ η  σ υ νέπ ε ια  του  παραπάνω  θ εω ρ ή μ α το ς  είναι ό τ ι α ν  μ ία  σ υ νά ρ τη σ η  ρ  : Τ *  —» R  

είναι δ π -σ υ ν εχ ή ς  κα ι reg re ss iv e , τό τε  η  εκ ύ ετ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  e p ( i, ί 0) λαμβάνει πραγμα­
τ ικ έ ς  τ ιμ ές  κα ι δ εν  μ ηδενίζετα ι π ο υ θ ε ν ά  σ το  Τ .
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1.5 Ορισμένα Βασικά Θεωρήματα
Η ενότητα αυτή είναι αφιερωμένη σε ορισμένα θεμελιώδη -θεωρήματα του διαφορικού 

και ολοκληρωτικού λογισμού μίας μεταβλητής της -θεωρίας των χρονοβαθμίδων. Μερι­
κά από τα επόμενα συμπεράσματα αποτελούν επεκτάσεις σε αυθαίρετες χρονοβαθμίδες 
ορισμένων γνωστών συμπερασμάτων του συνεχούς ή/και του διακριτού λογισμού.

Θ ε ρ ρ η μ α  1 .5 .1  (Θεώρημα ενδιάμεσης τιμής). Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και 
/  : [τ', $]τ —> R  μία συνεχής συνάρτηση, όπου r, $ £ Τ  μ ε  r  <  s. Α ν

f ( r )  <  0 <  /($ ),

τότε υπάρχει σημείο c € [r, 5) τέτοιο ώστε

m r ( c )  <  0.

Δεν είναι δύσκολο να διαπιστωθεί ότι, με εφαμογή του Θεωρήματος 1.5.1 στην 
περίπτωση που Τ =  R, προκύπτει το γνωστό θεώρημα του Bolzano του απειροστικού 
λογισμού.

Το επόμενο θεώρημα αναφέρεται στην μονοτονία συναρτήσεων σε χρονοβαθμίδες. 
Ας σημειωθεί ότι οι ορισμοί που χαρακτηρίζουν μία συνάρτηση /  ως προς την μονοτονία 
σε μία χρονοβαθμίδα είναι αντίστοιχοι με τους ορισμούς στο R, και ως εκ τούτου δεν 
κρίνεται απαραίτητη η διατύπωσή τους.

Θ εώ ρ η μ α  1 .5 .2 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και /  : Τ —► R μία Α-παραγωγίσιμη 
συνάρτηση. Α ν  f A (t) >  0, t € ΤΚ (αντίστοιχα, / Δ(ί) <  0, t € Τ κ), rare η /  αναι 
αύξουσα (αντίστοιχα, φϋίνουσα) στο Τ.

Απόδειξη. Έστω / Δ > 0 στο Ύκ και $, t Ε ΤΚ με 5 <  t. Από τον ορισμό του ορισμένου 
ολοκληρώματος έχουμε

Ο ρισ μ ένα  Β α σ ικ ά  Θ εω ρήματα

f ( t )  =  /(e) +  J  f A(r)&r > f (s) ,

από όπου συνεπάγεται ότι η /  είναι αύξουσα στο Τ. □

Στην συνέχεια διατυπώνουμε ένα συμπέρασμα που περιγράφει έναν τύπο υπολογι­
σμού της n-τάξης Δ-παραγώγου ενός γινομένου δύο συναρτήσεων. Για την διατύπωση 
αυτού του συμπεράσματος, χρειαζόμαστε μερικούς συμβολισμούς.

Ας είναι Λ μία (αυθαίρετη) ακολουθία που απαρτίζεται αποκλειστικά από τα σύμβολα 
σ  και Δ  με το σύμβολο σ να εμφανίζεται η  φορές και το σύμβολο Δ  να εμφανίζεται 
n  — k φορές, όπου k = .  { 0 ,1 ,.. .  ,n}, n  Ε N. Ας είναι ££ το σύνολο όλων των 
ακολουθιών Λ της μορφής που περιγράψαμε. Αν Λ =  . . .  ,α η με α* € {Δ ,σ},
θέτουμε / Λ =  / αι- α* =  ( ( . . .  / αιΓ  .. . f n .
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Θ εώ ρ η μ α  1-5 .3 . Α ν

/ Λ νπάρχει για κάϋε Λ G S£ , 

τότε, για κάϋε η  Ε Ν, ισχύει

ifs)A' = Σ ί Σ /Λ'ΐ ί4*. (1.8)
k=0 \Λ65<"> J

όπου g : Τ  —> R  Φ α ι μία η  φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση.

Απόδαξη. Θα αποδείξουμε την σχέση (1.8), χρησιμοποιώντας την αρχή της απλής 
πεπερασμένης επαγωγής. Αν n =  1, τότε, από το συμπέρασμα (iii) του Θεωρήματος
l .  2.3, η (1.8) είναι αληθής. Έστω ότι η (1.8) είναι αληθής για κάποιο φυσικό αριθμό
m. Θα αποδείξουμε ότι η (1.8) είναι αληθής για n =  m  +  1. Με χρήση της (1.8), για 
τη =  τι, έχουμε

( /s )
Am+1

[ ( /9 )4Τ  = ΣΙ Σ /ΛI^
fe=0 '  Aesim)

Ί Δ Y ^ *■

II M
3

Σ / ΛOII—
1 \AeS<m) y .

m r/ >
Σ Σ /Λ\A6S<"*> y <?Δ * +1 +

VΣ /Λ1 ^

^Α65(m )

\
m
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(λ )λ “ ’
m+1

Σ
k = 0

\
9Ak

Ε πομ ένω ς η σχέσ η  (1 .8) είναι α λη θή ς γ ια  κ ά θ ε  n  £  Ν. □

I

Θ α  πρέπει εδώ  ν α  επ ισ ημανθεί ό τι, αν /  : Τ  —► R  είναι μία Δ -π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  συνάρ­

τηση , η σ χ έ σ η  / Δσ =  γ εν ικ ά  δεν  ισ χύ ε ι, ακόμη  κα ι σ τη ν  περ ίπτω σ η  π ο υ  υπά ρ χει 
η Δ -π α ρ ά γ ω γ ο ς  τη ς  / σ . Ε ν το ύ το ις , είναι εύ κ ο λο  ν α  δ ια π ισ τω θε ί ό τι, σ τ ις  π ερ ιπτώ σ εις  

Τ  =  R  και Τ  =  Ζ , η σ χ έ σ η  / Δ<Γ =  / σΔ είναι α λ η θ ή ς, κ α θ ώ ς  επ ίσ η ς ό τι, γ εν ικ ό τερ α , 
η σ χ έ σ η  α υτή  ισ χύ ε ι σ ε χρ ο νο β α θ μ ίδες  σ τ ις  ο π ο ίες  η σ υνά ρ τη σ η  κ ό κ κ ω σ η ς  μ  είναι 
σ ταθερή . *

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 , 5 .1 .  Α ν  Τ  =  R , τό τε  γ ια  κ ά θ ε  Λ  Ε S ^ \  έ χ ο υ μ ε

f A = f^n~k\

όπου  με / ^  σ υμ β ολ ίζουμ ε την  π α ρ α γ ω γ ό  η  τά ξη ς τη ς  / ,  α ν  υ π ά ρ χει. Π ρ ο φ α νώ ς, 
το  σ ύνολο  S £ είναι το  σ ύνολο  τω ν  συνδ ια σ μώ ν η  α νά  &, και σ υ ν επ ώ ς  το  π λ ή θ ο ς  τω ν  

σ το ιχε ίω ν  το υ  σ υ νό λ ο υ  5 ^  είναι

Ε π ο μ ένω ς, έχο υ μ ε

Σ  f A = Σ /{n-fc) - Σ i  =  (i)/(n-fc)
Λ€5<η) Λe s in) A€S<n) '  '

και έτσ ι από  το  Θ εώ ρη μα  1 .5 .3  πα ίρνουμε

„  /

</9)λ· = Σ
k=0

Σ /Λ Κ  - Σ Ο n - k ) g ( k )

Σ τ η  σ υ ν εχ ή  περ ίπτω σ η , η παραπάνω  σ χ έ σ η  α π ο τελε ί το ν  γ ν ω σ τ ό  τύ π ο  το υ  L e ib n iz .

Δ ε ν  είναι δ ύ σ κ ο λ ο  να  δ ια π ισ τω θε ί ό τι ο ι κ α ν ό ν ες  τη ς  α λυσ ίδα ς το υ  δ ια φ ορ ικού  και 
ολο κ λη ρ ω τικ ο ύ  λ ο γ ισ μ ο ύ , γ εν ικ ά , δεν  ισ χ ύ ο υ ν , με τη ν  μορφ ή  που  έ χ ο υ ν  σ τη  σ υ νεχή  
περ ίπτω ση , σ ε  οπ ο ια δή π ο τε  χρ ο νο β α θμ ίδα . Σ τ η ν  σ υ ν έχ ε ια  πα ρα τίθεντα ι τρ ία  'θεωρήμα­
τα  που  α π ο τελο ύ ν  κ α νό να  α λυσ ίδα ς σ τη  θ εω ρ ία  τω ν  χρ ο νο β α θμ ίδω ν .
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Θ εώ ρημα 1.5.4. Ας dvai Τ μία χρονοβαϋμίδα, g : R —> Μ μία συνεχής συνάρτηση, 
η οποία Φαι Δ  - παραγωγίσι μ η στο ΎΚ, και f  : R —*· R μία παραγωγίσιμη συνάρτηση. 
Τότ€ η συνάρτηση f o g : T —>R Φαι Α-παραγωγίσψη στο Τ* και, για t G Τ, υπάρχα 
σημείο c του πραγματικού διαστήματος [t, σ (£)] μ<Ε

( f ° 9)A (t) = f ( g ( c ) ) g A (t). (1.9)

Απόδαξη. Θεωρούμε ότι t  G Τ* είναι σταθερό. Θα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, 
(i) To t είναι δεξιά διασπαρμένο σημείο του Τ. Τότε

t f o g ) A(t) -  f ( g ( t ) )
μ(ί)

Αν g{o(t)) =  g(t), από την προηγούμενη σχέση παίρνουμε ότι ( fog)A(t), ενώ είναι και 
gA(t) = 0, και άρα η σχέση (1.9) είναι αληθής για κάθε c € [ί, σ  (ί)]. Ας θεωρήσουμε 
τώρα την περίπτωση που g{o{t)) φ  g(t). Τότε από το θεώρημα μέσης τιμής για την 
συνεχή περίπτωση προκύπτει

( f o g ) A(t) f ( g ^ m - f ( g ( t ) ) ( g ( c r ( t ) ) - g ( t )  
(g(v(t)) -  9(t) μ(ί)

f ( t ) g A(t),

για κάποιο ξ μεταξύ των g(t) και gfo(t)).  Επειδή η συνάρτηση g : R —> R είναι 
συνεχής, υπάρχει ένα c € [f, σ(ί)] τέτοιο ώστε /(c) =  ξ , το οποίο αποδεικνύει το 
ζητούμενο.

(ii) To t είναι δεξιά πυκνό σημείο του Τ. Κάνοντας πάλι χρήση του θεωρήματος 
μέσης τιμής, βρίσκουμε, για την παραγωγισίμη συνάρτηση /  στο διάστημα με άκρα τα 
g(t) ,  g(s), ότι

( f ° g ) A(t) lim
s—

lim (
s-*t y

f (9 ( t ) )  ~  M s ) )
t — s

f (g ( t ) )  -  f ( g ( s ) )  g( t )  -  g(s)

lim /  (&)lim
$—*t s—*t

lim f ^ s)gA(t),ί—

g(t) -  g(s) t -  s
g(t )  -  g(s)

)

όπου ξ5 είναι μεταξύ των g(s) και g(t). Από την συνέχεια της g έπεται ότι ξ3 =
g(t). Επομένως, για c =  ί, η σχέση (1.9) είναι αληθής. □

Στο επόμενο θεώρημα αποδεικνύεται ότι η σύνδεση μίας παραγωγίσιμης συνάρτησης 
με μία Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση είναι μία Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση. Ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον παρουσιάζει η ύπαρξη ενός ορισμένου ολοκληρώματος στην έκφραση της 
Δ-παραγώγου της σύνθεσης. Για την απόδειξη του 'θεωρήματος παραπέμπουμε στο 
[13].
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Θ εώ ρ η μ α  1 .5 .5 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαδμίδα, f  : Μ —> Κ μία παραγωγίσψη 
συνάρτηση και g  : Τ  —> Μ μία Α-παραγωγίσιμη συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση 
f  ο g : Τ —> Μ είναι Α-παραγωγίσιμη και ισχύει

( /  ° d f  (ί) =  I / 1 / '  (9 (i) +  hp (t) g A (t)) d/ι}  g A ( t ) , t  G T,

όποη μ ε  / '  συμβολίζουμε την (συνήθη) παραγωγό της f  στο R.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .5 .2 . Θεωρούμε τις συναρτήσεις g(t) =  ί2, t  € Ζ  και / ( χ )  =  ex, t G  

Μ. Είναι <7δ (£) =  t +  σ(ί) =  2f +  1, £ € Ζ, / ( χ )  =  ex, χ  G R  και /  ο g : Ζ  —> Μ με 
/  ° <?)(£) = e* > t  € Ζ. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 1.5.5, παίρνουμε

( f ° g ) A(t) = [ J  f  (g(t) + h p ( t ) g A ( t ) ) d h ^ g A (t)

= (21 + 1) f et2+h(2t+1)dh =  (2i  +  l)e ‘2 f eh{2t+^dh
Jo Jo

=  (2< +  l)e , , ^ T [ e M2‘+1,] S  =  e - ( e 2‘« - l )

και συνεπώς,

(e t2) A =  et2 (e2t+1- l ) ,  t e Z .

Αν αντί να χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 1.5.5, υπολογίσουμε άμεσα την παράγωγο 
της /  0  9 παίρνουμε το ίδιο αποτέλεσμα. Πραγματικά, για t Ε  Ζ, έχουμε

Δ (/(9 (ί))  =  /(<?(* +  1)) -  f (g(t))  =  e<t+«a -  /  =  e*a (e2i+1 -  l ) .

Για το επόμενο συμπέρασμα θεωρούμε μία χρονοβαδμίδα Τ και μία γνησίως αύξουσα 
συνάρτηση ν  : Τ  —> R τέτοια ώστε το σύνολο Τ =  ν(Τ)  να είναι επίσης χρονοβαδμίδα. 
Συμβολίζουμε με σ και Δ  την συνάρτηση κόκκωσης και την Δ-παράγωγο, αντίστοι­
χα, στην χρονοβαδμίδα Τ . Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε τον ακόλουδο κανόνα 
αλυσίδας.

Θ εώ ρ η μ α  1 .5 .6 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαϋμίδα και ν  : Τ  —> R μία γνησίως αύξουσα
συνάρτηση που είναι Δ  - παραγωγίσιμ η στο ΤΚ και τέτοια ώστε το σύνολο Τ =  υ(Ύ)
να είναι χρονοβαϋμίδα. Α ν w  : Τ —► R είναι μία Α-παραγωγίσιμη συνάρτηση στο ΤΚ,
τέτοια ώστε η συνάρτηση w ο υ  να είναι Α-παραγωγίσιμη στο Τ*, τότε 
1

(w ο υ)Α =  (ζι;Δ ο ι/)ι/Δ.

Μία εφαρμογή του Θεωρήματος 1.5.6 είναι το ακόλουδο δεώρημα που μας επιτρέπει 
να υπολογίζουμε την Δ-παράγωγο αντίστροφης συνάρτησης.
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Θ εώ ρημα 1.5.7. Αζ είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και ν : Τ —> R μία γνησίως αύξουσα 
συνάρτηση τέτοια ώστε το σύνολο Τ =  ν(Τ) να είναι μία χρονοβαθμίδα. Τότε} για 
κάδε t £ Ί κ με ^Δ(ί) φ  Ο, ισχύει

1
v*(t)

(ν 1)Δ ο ν ( ί ) .

Μία άλλη εφαρμογή του Θεωρήματος 1.5.6 είναι το επόμενο ΰεώρημα αντικατάστα­
σης για ολοκληρώματα.

Θ εώ ρημα 1.5.8. Έστω ν : Τ —► R μία γνησίως αύξουσα συνάρτηση και Τ =  ι/(Τ) 
μία χρονοβαϋμίδα. Αν f  : Τ —*■ R είναι μία δπ-συνεχής συνάρτηση και η ν είναι 
Α-παραγωγίσιμη} έτσι ώστε η νΑ να είναι δπ-συνεχής, τότε, για a, b £ Τ, έχουμε

rb pu{b) _
/  f ( t ) v A ( t ) A t  =  /  ( /  ο i/_1) ( s ) A s .

J  a: J  i/(a)

Π α ρά δειγμ α  1.5.3. Θεωρούμε την χρονοβαϋμίδα Τ := Nj^2 =  {^/ri : n £ No}. θα  
εφαρμόσουμε το Θεώρημα 1.5.8 για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα

J  ( φ τ 2 +  1 +  3τ2Δ τ.

Έστω ι/( ί)  — t2, t G  Τ. Τότε η συνάρτηση ν : Τ —» R είναι γνησίως αύξουσα και το 
σύνολο ν (Ν ο/2) =  Ν 0 είναι χρονοβαϋμίδα. Έχουμε ότι

ι/Δ(ί) = (t2)A — σ(ί) + 1 =  V  ΐΜ -1 + 1. 

Θέτοντας f(t)  := 3ί2, παίρνουμε

Στην συνέχεια αναφέρουμε το ΰεώρημα του Rolle σε χρονοβα'θμίδες χρησιμοποι­
ώντας την Δ και V παράγωγο. Η απόδειξη παρουσιάζεται στο άρ'θρο [39].

Θ εώ ρημα 1.5.9. Ας είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και f  : Τ —► R μία συνεχής συνάρ­
τηση στο [α, δ], η οποία είναι Δ και V-παραγωγίσιμη στο [α,δ]τ·, όπου Τ* = Τ* ΠΤΚ. 
Αν /(α) =  /(δ), τότε υπάρχει ένα t0 £ [α, δ]τ. τέτοιο ώστε

f A(to)fV(to) <  ο.
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Για την διατύπωση των επόμενων συμπερασμάτων είναι απαραίτητο να εισάγουμε 
ορισμένους ορισμούς.

Θέτουμε Τ =  Τ U sup Τ U inf Τ. Αν οο Ε Τ, τότε το οο καλείται αριστερά πυκνό 
ενώ αν — οο £ Τ, τότε το —οο καλείται δεξιά πυκνό. Για κάθε αριστερά πυκνό σημείο 
έρ £ Τ και κάθε θετική πραγματική σταθερά ε ορίζουμε το μη κενό σύνολο L£(t0) = 
{ί £ Τ : 0 < ί — ίο,ε}. Αν οο £ Τ, για κάθε ε > 0 ορίζουμε το μη κενό σύνολο 
L6(oo) =  {ί £ Τ : ί  > j}. Ανάλογά ορίζουμε τα σύνολα R £(t0), για κάθε δεξιά πυκνό 
σημείο ίο G Τ και ε > 0. Ας είναι /  : Τ —» R μία συνάρτηση. Για ί0 £ Τ, θέτουμε

l im in f / ( i )=  lim inf f i t ) .  
t-v*0 £->Q+t€Mt0) W

Ανάλογα ορίζονται τα lim inft_ t+ /( ί) ,  lim supt_>f-  / ( ί )  και lim supt_ t+ / ( ί) .  Είμαστε 
σε θέση τώρα να διατυπώσουμε τα επόμενα δύο θεωρήματα που αποτελούν διαφορε­
τικές εκδοχές του κανόνα L’ Hopital σε χρονοβαθμίδες, οι αποδείξεις των οποίων 
περιλαμβάνονται στο βιβλίο [13].

Θ εώ ρ η μ α  1 .5 .1 0 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα και / ,  g : Τ —> R δυο Α-παραγωγίσι- 
μες συναρτήσεις τέτοιες ώστε

lim f ( t )  = lim g(t) =  0, 
ί—

όπου ίο £ Τ  ένα αριστερά πυκνό σημείο. Α^ υπάρχει ϋετική πραγματική σταθερά ε 
έτσι ώστε

g(t) >  0 και gA(t) <  0, για κάθε t  £  Le(i0),

τότε

lim inf <  lim inf ψ -  <  lim sup ψ -  < lim sup ζ τ τ -  
‘-«ο" 3Δ(ί) t^ t0- g(t) -  fl(i) “

Θ εώ ρ η μ α  1 .5 .1 1 . A$-dknT μία χρονοβαθμίδα και f , g :  Τ  —» R δυο Α-παραγωγίσι- 
μες συναρτήσεις μ ε  g{t) =  οο, όπου ί0 6  Τ ένα αριστερά πυκνό σημείο.
Υποθέτουμε ότι υπάρχει θετική πραγματική σταθερά ε τέτοια ώστε

g(t) > 0 και gA (t) < 0, για κάθε t  £ Le(i0).

Τ6τζ> αν £ £ §  =  Γ € Τ, έχουμε l i m ^ -  g g  =  r.

Η παρούσα διατριβή μελετά ένα μικρό μέρος της θεωρίας των χρονοβαθμίδων κα­
θώς όπως, έχει ήδη αναφερθεί, η -θεωρία αυτή τα τελευταία χρόνια έχει κινήσει το 
ενδιαφέρον πολλών ερευνητών με αποτέλεσμα την συνεχή δημοσίευση άρθρων. Στην 
συνέχεια θα αναφέρουμε, ενδεικτικά, κάποια άρθρα που αναφέρονται στην βασική θε­
ωρία των χρονοβαθμίδων και τα οποία λόγω όγκου δεν μπορέσαμε να συμπεριλάβουμε 
στην εργασία αυτή. Ο Pospisil στο άρθρο [35] εισήγαγε το υπερβολικό ημίτονο και το 
υπερβολικό συνημίτονο σε χρονοβαθμίδες, θεμελιώνοντας ταυτόχρονα τις βασικές τους
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ιδ ιό τη τες . Ιδ ια ίτερ ο  ενδ ια φ έρ ον  π α ρουσ ιά ζε ι το  ά ρ θρ ο  [2] τω ν  A g arw a l, B o h n e r  και P e ­
te r s o n  το  οπο ίο  π ερ ιέχ ε ι γ ν ω σ τ έ ς  α ν ισ ό τη τες  π ο υ  έ χ ο υ ν  μ ετα φ ερθ εί σ τη ν  θ εω ρ ία  τω ν  
χ ρ ο ν ο β α θ μ ίδω ν . Τ έ λ ο ς  α ξ ίζε ι να  α να φ ερ θ εί ό τι σ ε  α ν τ ίθ εσ η  με τη ν  εκ θ ετ ικ ή  συνάρ­
τη σ η , η λ ο γα ρ ιθ μ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  μ ελ ετή θ η κ ε  π ο λύ  π ρ ό σ φ α τα  (2008) από  το ν  J a c k s o n  

[24].



Κεφάλαιο 2
I

Ταλάντωση Δ υναμικώ ν  
Εξισώ σεω ν Πρώτης Τάξης

Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούμαστε με την ταλάντωση δυναμικών εξισώσεων πρώτης 
τάξης. Στην πρώτη ενότητα εισάγονται οι έννοιες της δυναμικής εξίσωσης πρώτης 
τάξης και της λύσης της και η έννοια της ταλάντωσης σε χρονοβαΌμίδες. Περαιτέρω, 
γίνεται συσχέτιση με τις αντίστοιχες έννοιες στις περιπτώσεις Τ  =  R  και Τ =  Ν. 
Στην δεύτερη ενότητα παρουσιάζονται ΰεωρήματα ταλάντωσης για την συνήΌη γραμ­
μική δυναμική εξίσωση πρώτης τάξης, ενώ στην τρίτη ενότητα περιέχονται θεωρήματα 
ταλάντωσης για πρώτης τάξης δυναμικές εξισώσεις με υστέρηση. Η τέταρτη ενότη­
τα είναι αφιερωμένη σε κριτήρια ταλάντωσης για πρώτης τάξης δυναμικές εξισώσεις 
ουδετέρου τύπου.

2.1 Γενικά
Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .1 . Α ς είναι /  : Τ X R2 —► R μία συνάρτηση. Μία εξίσωση της μορφής

yA = f ( t , y , y a) , t e  ΤΚ (2.1)

λέγεται δ υ ν α μ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  π ρ ώ τη ς  τ ά ξ η ς .

Αν η συνάρτηση /  της εξίσωσης (2.1) είναι γραμμική συνάρτηση ως προς την 
δεύτερη και τρίτη μεταβλητή της, -θα λέμε ότι η εξίσωση (2.1) είναι μία γ ρ α μ μ ι κ ή  
δυναμική εξίσωση πρώτης τάξης.

Για παράδειγμα, οι εξισώσεις της μορφής

’ y A ~  Λ  (ί) V +  ΛίΟ»  ̂€ ΤΚ

ή της μορφής
y A = h ( t ) y °  + h ( t ) ,  t e  Τ*

με / 2 : Τ  —► R, είναι δύο γραμμικές δυναμικές εξισώσεις πρώτης τάξης. Στην

49
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περίπτωση που στην εξίσωση (2.1) επισυνάπτεται και μία συνθήκη της μορφής

V ( ί ο )  =  ΙΑ »  ( 2 . 2 )

όπου ίο Ε Τ και y0 είναι μία πραγματική σταθερά, τότε λέμε ότι η εξίσωση (2.1) μαζί με 
την αρχική συνθήκη (2.2) αποτελούν το π ρ ό β λ η μ α  α ρ χ ικ ώ ν  τ ιμ ώ ν  (2.1)-(2.2).

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .2 . Μία συνάρτηση y : Τ —> R που ικανοποιεί την δυναμική εξίσωση
(2.1) λέγεται λ ύ σ η  της δυναμικής εξίσωσης (2.1). Α ν  μία λύση της (2.1) ικανοποιεί 
και την σχέση (2.2), τότε αυτή λέγεται λ ύ σ η  του  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  α ρ χ ικ ώ ν  τ ιμ ώ ν
(2.1) -(2.2).

Το πρώτο συμπέρασμα της ενότητας αφορά τις λύσεις μίας γραμμικής δυναμικής 
εξίσωσης πρώτης τάξης. Για την απόδειξη παραπέμπουμε στο [13].

Θ ε ώ ρ η μ α  2 .1 .1 . Θεωρούμε την δυναμική εξίσωση

yA ( t ) = p ( t ) y ( t ) ,  t €  τ, (2.3)

όπου ρ  Ε 1Ζ(Ύ) και £0 €  Τ. Τότε:

(%) Όλες οι λύσεις της εξίσωσης (2.1) δίνονται από τον τύπο

y(t) = ep ( t , t0)c,  ί  €  Τ,

όπου c είναι μία πραγματική σταϋερά.

(U) Για 2/ο € R, η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών (2.1)-(2.2) είναι 
1

y(t) = ep (ί, ί0) yo

Προκειμένου να διατυπώσουμε τον ορισμό της ταλάντωσης μίας δυναμικής εξίσωσης 
είναι απαραίτητο να δώσουμε την έννοια της γενικευμένης ρίζας μίας συνάρτησης /  σε 
μία χρονοβαθμίδα Τ.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .3 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαΟμίδα και f  : Τ —► Μ μία συνάρτηση. Λέμε 
ότι η συνάρτηση f  έχει γ έ ν ι κ ε ν μ ε ν η  ρ ίζα  στο σημείο t0 Ε Τ, αν / ( ί 0) =  0 ή 
είναι /(£ 0)/(σ(£ο)) < 0 *αι Μ(̂ ο) >  0. Σ την δεύτερη περίπτωση λέμε, επίσης, ότι η f  
παρουσιάζει γενικευμένη ρίζα στο διάστημα (ίο,σ(ίο))·

Είναι φανερό ότι, για Τ  =  R , η έννοια της γενικευμένης ρίζας μίας συνάρτησης 
/  συμπίπτει με την (συνήθη) έννοια της ρίζας μίας συνάρτησης στο R. Πραγματικά, 
η συνάρτηση f ( t ) =  cosi, ί  Ε R έχει γενικευμένη ρίζα σε κάθε σημείο tK — κπ  +  
f , « Ε Ζ. Στην περίπτωση μίας χρονοβαθμίδας Τ που περιέχει δεξιά διασπαρμένα 
σημεία, αν η συνάρτηση /  έχει γενικευμένη ρίζα σε ένα δεξιά διασπαρμένο σημείο ίο 
της Τ, τότε σύμφωνα με τον Ορισμό 2.1.3 θα πρέπει είτε να είναι /(ίο ) =  0 είτε να
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είναι f { to ) f a(to) <  0. Για παράδειγμα, αν Τ =  Ν, τότε η συνάρτηση /  : Ζ —* R με 
/(£) =  (-1)*2*, t G Ν έχει γενικευμένη ρίζα σε κά-θε διάστημα (ί, t +  1), με t  Ε R, 
ενώ f ( t )  Φ 0  για κάϋε t  Ε  Ν.

Είμαστε τώρα σε ΰέση να διατυπώσουμε έναν ορισμό που αναφέρεται στην έννοια 
της ταλάντωσης σε χρονοβαθμίδες που δεν είναι άνω φραγμένες.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .4 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα με  supT  =  οο. θα λέμε ότι μία συ­
νάρτηση f  : Τ —» R είναι τ α λ α ν τ ο ύ μ ε ν η  (ή, ισοδύναμα} ταλαντούται) στο διάστημα 
[ί, ο ο ) Τ  αν υπάρχει μία αύξουσα ακολουθία (tn)n€ν στο [ί, οο)χ γενικευμένων ριζών της 
f  με  limn-,οο tn =  οο.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .5 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα με  supT  =  ο ο .  Θα λέμε ότι μία 
συνάρτηση /  : Τ —» R είναι ι σ χ ν ρ ώ ς  τ α λ α ν τ ο ύ μ ε ν η  αν υπάρχουν αύξονσες 
ακολουθίες (tn)neN , (sn)neN στο Τ με tn < sn < tn+1 < sn+i, n  =  1, . . .  τέτοιες ώστε

f ( t n ) f ( sn) < 0.

Είναι φανερό ότι, για Τ =  Κ ή Τ  =  Ν ,ο  ορισμός της ταλάντωσης σε χρονοβαΰμίδες 
συμπίπτει με τον ορισμό της ταλάντωσης μίας συνάρτησης σε υποσύνολα του R ή του 
Ν, αντίστοιχα, που δεν είναι άνω φραγμένα.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .6 . Λέμε ότι μία δυναμική εξίσωση τα λ α ν το ύ τα ι  αν οι λόσβς1 
της εξίσωσης είναι ταλαντούμενες. Σ την περίπτωση που μία δυναμική εξίσωση έχει 
τουλάχιστον μία λύση που δεν ταλαντούται, τότε λέμε ότι η δυναμική εξίσωση είναι μ η  
τα λα  ν  το ύ μ  ε ν  η.

Ας σημειωθεί ότι οι παραπάνω ορισμοί μπορούν εύκολα να επεκταΌούν ώστε να 
συμπεριλάβουν και την έννοια της ταλάντωσης σε κατάλληλα άνω φραγμένα υποσύνολα 
μίας χρονοβαΆμίδας.

2.2 Ταλάντωση ΣυνήΌων Γραμμικών Δ υ να μ ι­
κών Εξισώσεων

Στην ενότητα αυτή -θα ασχοληθούμε με την ταλάντωση συνήΰων γραμμικών δυ­
ναμικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Ας θεωρήσουμε, πρώτα, την γραμμική δυναμική 
εξίσωση

yA (t) =p( t )y( t ) ,  t e  Τ. (2.4)
Όπως προκύπτει από το Θεώρημα 2.1.1, αν ί0 G  Τ τότε οποιαδήποτε λύση της 

εξίσωσης (2.4) δίνεται από τον τύπο

y(t) =  ep( t , t0)c, t e  Τ,

για μία κατάλληλη πραγματική σταΌερά c, ενώ για yo € R το πρόβλημα αρχικών τιμών 
(2.4)-(2.2), έχει μοναδική λύση την

y(t) =  ep ( t , t0) y 0, ί  €  Τ .
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Το πρώτο συμπέρασμα που αφορά την ταλάντωση της εξίσωσης (2.4) προκύπτει άμεσα 
ως συνέπεια του Θεωρήματος 1.4.7 και παρέχει κριτήρια ταλάντωσης καΌώς επίσης και 
κριτήρια μη ταλάντωσης για την εξίσωση (2.4).

θ ε ώ ρ η μ α  2 .2 .1 . Έστω ότι η συνάρτησηρ  : Τ* —*■ R είναι δπ-συνεχής και regressive.

(i) Α ν
1 +  μ(ί)ρ(ί)  > 0 για κάθε t  Ε  ΤΚ,

τότε κάδε μη  τετριμμένη λύση  της* (2.4) είναι σταθερού προσήμου στο Τ. Α ν  
επιπλέον supT  =  οο τότε η εξίσωση (2.4) είναι μη ταλαντσύμενη στο Τ.

(%%) Α ν
1 +  p(t)p(t)  <  0 για κάθε t Ε  Τ*,

τότε κάδε μη  τετριμμένη λύση της (2.4) αλλάζει πρόσημο σε κάθε σημείο του 
Τ. Αν, επιπλέον, supT  =  οο, τότε η εξίσωση (2.4) είναι ισχυρώς ταλαντούμενη 
στο Τ.

(in) Α ν  υπάρχει μία γνησίως αύξουσα ακολουθία {st}jeN στο ΤΚ τέτοια ώστε

1 +  μ(5*)ρ(5ί) < 0 , ι  =  1,2, . . . ,

τότε η εξίσωση (2.4) είναι ταλαντούμενη στο Τ.

(iv) Α ν  υπάρχουν Ν  πεπερασμένα σημεία του Τ κ τέτοια ώστε 1 + p(t)p(i) <  0, τότε 
κάθε μη  τετριμμένη λύση της (2.4) αλλάζει πρόσημο ακριβώς Ν  φορές στο Τ 
και η εξίσωση (2.4) είναι μη  ταλαντούμενη στο Τ.

Απόδειξη. Έστω ότι y  : Τ —> Μ είναι μία μη τετριμμένη λύση της (2.4). Τότε, σύμ­
φωνα με το Θεώρημα 2.1.1, θα είναι y(t) — ep(i,£0)2/o> για μία κατάλληλη πραγματική 
σταθερά yo ^  0 και, συνεπώς, η ταλάντωση της y  ταυτίζεται με την ταλάντωση της 
συνάρτησης ερ(£,£ο). Επομένως τα συμπεράσματα του θεωρήματος προκύπτουν άμεσα 
από το Θεώρημα 1.4.7. □

Ας θεωρήσουμε τώρα την δυναμική εξίσωση

yA(t) =  -p( t )y"( t ) ,  t  €  Γ \  (2.5)

όπου ρ  : Τ  —► Μ. είναι μία δπ-συνεχής και regressive συνάρτηση. Εύκολα διαπιστώνουμε 
ότι, αν Τ = R, τότε σ(ί)  =  ΐ, ί Ε  R και, συνεπώς, η εξίσωση (2.5) συμπίπτει κατ' 
ουσίαν με την εξίσωση (2.4). Όμως αυτό δεν ισχύει για χρονοβαθμίδες που περιέχουν 
δεξιά διασπαρμένα σημεία, καθώς η (2.5) εξαρτάται από την συνάρτηση σ  και κατά 
επέκταση από την χρονοβαθμίδα Τ. Για παράδειγμα, αν Τ =  Ζ, η εξίσωση παίρνει την 
μορφή

(1 +  p{t))y(t  +  1) =  y(t),  t  e  Ζ.

To επόμενο λήμμα αναφέρεται στην σχέση των μη τετριμμένων λύσεων της εξίσωσης 
(2.4) και των μη τετριμμένων λύσεων της εξίσωσης (2.5).
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Λ ή μ μ α  2 .2 ,1 . Α ν  χ  : Τ —> R είναι μία μη  τετριμμένη λύση της (2.4) τότε η 
συνάρτηση y : Τ —► R με y(t) =  t  Ε Τ  είναι μία μη  τετριμμένη λύση της (2.5).

Απόδειξη. Ας είναι χ  : Τ —> R μία μη τετριμμένη λύση της (2.4). Σύμφωνα με το 
Θεώρημα 2.1.1, η χ  ϋα είναι της μορφής x(t) = ep( t , t0)xo με Χο φ  0. Για ί  G Τ, 
βρίσκουμε

/  1 \ Δ =  ί  1 \ Α _  e£( t , tp )
\ χ ( ί ) )  \ e p(t, t0)x0 J  ep(t, t0)ep(a( t ) , t0)x0 

= p(t)ep(t, tQ) =  p(t)
ep(t, to)ep(a(t),to )x0 ep(a( t ) , t0)x  0

και, άρα η συνάρτηση y(t) = ——, t  G Τ είναι μία μη τετριμμένη λύση της (2.5). □
χ(ζ)

Από το Λήμμα 2.2.1 και το Θεώρημα 2.2.1 εύκολα προκύπτει το επόμενο συμπέρα­
σμα που αφορά τον ταλαντωτικό χαρακτήρα των λύσεων της εξίισωσης (2.5).

Π ό ρ ισ μ α  2 .2 .1 . Έ σ τ ω ρ : Τ Κ 

(ί) Αν

μία δπ-συνεχής και regressive συνάρτηση. Τότε:

1 +  p(t)p{t) > 0 , t Ε Γ \

τότε κάθε μη τετριμμένη λύση της (2.5) είναι σταθερού προσήμου στο Τ. Α ν  
επιπλέον supT  =  οο, τότε η εξίσωση (2.5) είναι μη ταλαντούμενη στο Τ.

(U) Α ν
1 +  μ ( φ ( ί )  < 0 , ί G ΤΚ,

τότε κάθε μη τετριμμένη λύση της (2.5) αλλάζει πρόσημο σε κάθε σημείο του 
Τ. Α ν επιπλέον supT  =  οο, τότε η εξίσωση (2.5) είναι ισχυρώς ταλαντούμενη 
στο Τ.

(Hi) Α ν υπάρχει μία γνησίως αύξουσα ακολουθία {si}ieN οτο Τ* τέτοια ώστε

1 + p(si)p(si) < 0 i =  1 , 2 , . . . ,

τότε κάθε μη τετριμμένη λύση της (2.5) αλλάζει άπειρες φορές πρόσημο και η 
' εξίσωση (2.5) είναι ταλαντούμενη στο Τ.

(iv) Α ν  υπάρχουν Ν  πεπερασμένα σημεία του Τ τέτοια ώστε 1 +  μ(£)ρ(ί) <  0, τότε 
κάθε μη τετριμμένη λύση της (2.5) αλλάζει πρόσημο ακριβώς Ν  φορές στο Τ 
και η εξίσωση (2.5) είναι μη ταλαντούμενη στο Τ.



54 Τ α λ ά ν τω σ η  Ε ξ ισ ώ σ εω ν  Π ρ ώ τη ς  Τ ά ξ η ς

Για το υπόλοιπο της παρούσας ενότητας, -θεωρούμε την δυναμική εξίσωση

x A {an(t)) +  p(t)x(t)  =  0, t £ Τ*, (2.6)

όπου π  £  Ν, ρ  : Τ* —> Μ είναι μία δπ-συνεχής και regressive συνάρτηση και Τ είναι 
μία χρονοβαύμίδα που αποτελείται από μεμονωμένα σημεία. Αναζητούμε λύσεις χ  : 
[tx ,oo) —> R  της δυναμικής εξίσωσης (2.6), που είναι της μορφής x(t) = eAo(t, to), ί S 
Τ, όπου Λ0 : Τ* —> R είναι μία regressive συνάρτηση. Αντικαθιστώντας την συνάρτηση 
χ  στο αριστερό μέλος της εξίσωσης (2.6) και χρησιμοποιώντας ορισμένες ιδιότητες της 
εκΰετικής συνάρτησης, παίρνουμε, για t ζ  Τ,

x A(an(t)) + p(t)x(t)

=  Ao(o"(i))eAo((an(i)),io) +ρ(ί)6λ0(^ Μ
n—1

=  λ0(ση(ί)) Π [ !  +  βλο(ί,ίο) + ρ (ί)ελ0(ί . ίο)
*=0

n —1

Αο(σ” (ί)) J I  [ΐ +  M(^‘(t))A°(<7*(t))] + p(t) * eXo(t, ΐο)ϊ
t=0

από όπου προκύπτει ότι η εξίσωση (2.6) δέχεται μία λύση της μορφής eA0(t,t<>), t  €  Τ 
με λο : Τ* —> R regressive αν και μόνο αν η συνάρτηση λο είναι μία λύση της εξίσωσης

η—1
λο(ση(ί)) Π  [1 +  μ(σ<(ί))λ0(σί(ί))] +  ρ(ί) =  0. (2.7)

i = 0

Η εξίσωση (2.7) καλείται η χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  της δυναμικής εξίσωσης
( 2.6).

Σχετικά με τις λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης (2.7) της εξίσωσης (2.6) έχου­
με το παρακάτω συμπέρασμα.

Λ ή μ μ α  2 .2 .2 . Α ν μία συνάρτηση λο : ΤΓΚ —> R είναι regressive και ικανοποιεί την 
χαρακτηριστική εξίσωση (2.7), τότε, για to G Τ, η συνάρτηση x(t)  =  βλ0(Μ ο)τ t Ε Τ  
είναι μία λύση της (2.6).

Είναι φανερό ότι η επίλυση της δυναμικής εξίσωσης (2.6) μέσω της εύρεσης λύσεων 
της χαρακτηριστικής εξίσωσης (2.7) παρουσιάζει αρκετές δυσκολίες που μπορεί να 
οφείλονται τόσο στην δομή της χρονοβαθμίδας Τ όσο και στην μορφή της συνάρτησης ρ 
καθώς και σε μεγάλες τιμές του φυσικού η. Παρακάτω δίνουμε ένα παράδειγμα επίλυσης 
της δυναμικής εξίσωσης (2.6) μέσω εύρεσης λύσης της χαρακτηριστικής εξίσωση (2.7), 
που αφορά την απλή περίπτωση όπου η =  1, p(t) =  ρ  και Τ =  hZ  με h > 0.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .2 .1 , Ας είναι Τ  =  KL, όπου h >  0. Θεωρούμε την δυναμική εξίσωση 
πρώτης τάξης

α:Δ(σ(ί)) +  px(t) =  0, t  €  Τ, (2.8)
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όπου  ρ  είναι μία πρα γμα τική  σταΌερά με ρ  <  Η  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ή  εξ ίσ ω σ η  τη ς  (2.8) 
είναι

λ ο (σ ( ί) )  [ l +  mW ^ o(0 ]  + Ρ  — 0) ί  Ε h Z  (2 .9)

λ ο ( ί  +  /ι)λ ο ( ί)  +  ~ λ ο ( ί  +  Λ) +  υ  — 0 , t  Ε  /Λ .  
h fi

(2.10)

Ο ρίζουμε τη ν  σ υνάρτησ η  λο : Ζ  —> R  με λ ο (s) =  λ ο (/ι$ ), s E Z .  Κ ά ν ο ν τα ς  χρ ή σ η  τη ς  

λο από τη ν  (2 .10) πα ίρνουμε την εξ ίσ ω ση

Ao(s +  1 )λο (δ ) +  —λο(δ  +  1) +  — =  0, 5 Ε  Ζ ,
h a

και παρατηρούμε ό τι, επειδή  η λο είναι reg re ss iv e , έχ ο υ μ ε  Xo(hs) +  £ φ  0 , s  Ε Ζ , 
πρά γμα  που  σημαίνει ό τι ο  μ ετα σ χη μ α τισ μ ός

x ( s  +  1) 1

i ( s )  h
Xo(s) ( 2. 11)

είναι καλά ορ ισ μ ένος. Μ ε χρή σ η  το υ  μ ετα σ χη μ α τισ μ ού  α υτού , β ρ ίσ κ ουμ ε ό τ ι η συνάρ­
τησ η  x ( s )  είναι λύσ η  τη ς  δεύτερη ς τά ξη ς γρα μμ ική ς εξ ίσ ω σ η ς δ ια φ ορώ ν

x(s + 2) -  ^-χ($ +  1) +  fx (s )  = 0 ,  s E Z ,  
h fi

γ ια  τη ν  οπο ία  είναι γ ν ω σ τ ό  ότι η γ εν ικ ή  λύσ η  δίνεται από  τη ν  σ χ έ σ η

+  λ/1 — 4 h p \ s ( 1  — y/ \  — Ahp
x{s) -- α Χ ( - +  0>2 ( ) ■2h I  ' A V 2 h

με α ι ,  α 2 είναι π ρ α γμ α τ ικ ές  σ τα θ ερ ές . Ε π ο μ έν ω ς, από  τη ν  (2 .11 ) έ χ ο υ μ ε  ότι

1 s € Z

- ( “ ■ £ = ) *  + . .  P = S = ) '  V  1

από ό που  γ ια  t  =  h s, s  G  Ζ  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι η γ εν ικ ή  λύσ η  τ η ς  χα ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ή ς  εξ ίσ ω σ η ς 
(2 .9) δίνεται από  το ν  τύ π ο

s + 1

λ ο (ί)  =

Λ - , ν*  — ~ ( 1-V1-4 ftp l - y / l - 4 h p - 2 h p \  h 
fll " Y2h Γ +  a2 {- 2k P 2hp P-)

1 + y i—4 hp

i „ f  l —\/l—4hp—2hp\ ha l + fl2 [■ V 2hpP V)
Γ , ί  €  /iT . 
h

(2.12)

Είναι γ ν ω σ τ ό  (β λέπε  [5]) ό τι, αν Τ  =  h Z  κα ι a  : Τ  - »  Ζ  είναι μ ία  re g re ss iv e  σ υνάρτηση , 
τό τε

(t/O-i
ea (t, 0) =  [1 +  h a U h ) l .

j= 0
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είναι re g re ss iv e , η σ υνά ρτη σ η
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β λ ο ( ί , Ο )

(t/h) - 1

U  [1 +  hXo{jh)\
3 = 0

είναι μ ία  (ε κ θ ε τ ικ ή )  λ ύ σ η  τη ς  (2 .8 ). Σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν α , γ ια  αχ Φ  0  κα ι α2 =  0  ή γ ια  αχ =  0 
κα ι α 2 φ  0 , η σ υ νά ρ τη σ η  λο είναι σ τα θ ερ ή  σ υνά ρ τη σ η , άρα reg re ss iv e , κα ι πα ίρνουμε, 
α ν τ ίσ το ιχ α , τ ις  ε κ θ ε τ ικ έ ς  λ ύ σ ε ις  τ η ς  (2 .8 )

και

β λ ο Μ ) =
Η- λ/ 1  — 4 h p \

I } t e  Τ

^  ( ι  -  ν ' 1 -  4 h p \  h ^  ^e\o(t} 0) I , ί  E  Τ .

Α ν  υπ ά ρ χε ι ένα  ί 0 €  Τ  και μ ία σ υ νά ρ τη σ η  λο €  7£+ ([ί0 , ο ο )χ ) η ο π ο ία  ικανοπο ιεί 
τη ν  χα ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  (2 .7 ) σ το  [ ίο ,ο ο )χ , τό τε , επειδή  η σ υνά ρτη σ η  eA0( i , io )  
είναι θ ε τ ικ ή  σ το  [ ίο ,ο ο )χ , έπ ετα ι ό τ ι η δυνα μ ική  εξ ίσ ω σ η  (2 .6 ) είναι μη ταλαντούμενη  
σ το  [ ίθ )θ ο )χ . Σ ε  δ ια φ ορετική  π ερ ίπ τω σ η  η εξ ίσ ω σ η  (2 .6 ) τα λα ντούτα ι σ τ ο  ( ίο ,ο ο ).

Τ ο  επ ό μ ενο  θ εώ ρ η μ α  δίνει ικ α νές  σ υ ν θ ή κ ε ς  γ ια  τη ν  τα λά ντω σ η  τη ς  δυναμ ικής ε­
ξ ίσ ω σ η ς (2 .6 ).

Θ ε ώ ρ η μ α  2 . 2 . 2 .  Α ς ε ίν α ιΤ  μία χρονοβαϋμίδα  μ ε  s u p  Τ  =  οο  Κ ίπίο €  Τ . Α ν  υπάρχει 
μία ακολουθία σημείω ν  ( i* ) fc€N οτο  [to, ο ο )χ  μ ε  l im ^ o o  tk  =  οο  για τη ν  οποία ισχύει 
ότι p{pn~x{tk)) > 0 ,  ι  — 0 , 1 , . . .  , λ  — 1, k =  1 , 2 , . . .  και

(2 1 3 )

τότε η  εξίσω ση (2.6) ταλαντούται.

Α πόδειξη . Έ σ τ ω  ό τ ι η  εξ ίσ ω σ η  (2 .6 ) δ εν  τα λ α ντο ύ τα ι σ το  [ίο, ο ο )χ . Χ ω ρ ίς  βλάβη  τη ς  
γ ε ν ικ ό τ η τ α ς , μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  ίχ  £  [ί0 , ο ο )χ  κα ι μ ία  σ υνά ρτη σ η  
λ 0 : [ί0 , οο)τ  -*■ Κ  με

1 +  μ ( ί ) λ ο ( ί )  > 0 ,  ί  €  [ίχ, ο ο )χ , (2*14)

η  ο π ο ία  ικ α νο π ο ιε ί τη ν  χα ρ α κ τη ρ ισ τικ ή  εξ ίσ ω σ η  (2 .7 ) γ ια  ί  €  [ ίχ ,ο ο )Τ. Α π ό  τη ν  (2 .14) 
έπ ετα ι ό τι

>

κα ι σ υ ν επ ώ ς

W Y  ‘ e | t , ' 0 0 ) r

1
λ 0(σ ’ (<)) > μ ( σ {{ ί)Υ t  €  [ ί ι ,ο ο ) τ ,  i  — 0 , 1 , —
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας, Όεωρούμε ότι tk > ση_1(*ι)> k  — 1 ,2 ,__  Θα απο­
δείξουμε ότι λο(al(tk)) < 0 ,  Λ: — 1 ,2 , . . . ;  i =  0 , 1 , 2 , . . . , n  — 1. Πραγματικά, επειδή 
λ0 είναι λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης (2.7), έχουμε, για ΐ =  0 , 1 , 2 , . . .  , n  — 1,

Ao(^(ifc)) =  λο(ση(ρη- % ) ) )

= _____________-ρ (ρ η~ % ) ) ____________ <  0
nr=o1[1 + M CTi(pn_i(ifc)))Ao(CTi(pn- i (ifc)))] “

Συνεπώς

~ μ(σ»(4)) <  Ao((Ttfa)) ~  ° ’ Α =  1·2.··· ;  ΐ =  0 , 1 , 2 , . . . , η - 1 ,  

από όπου έπεται ότι, για k = 1 ,2 , . . . ;  i =  0 , 1 , 2 , . . . , η -  1, είναι

l  +  M^(ifc))A0(ai(ifc)) <  1 +  μ(σί(^ ) ) |λ 0(σ<(^))|

(2.15)

<  1 +  μ(σ*(έ*))
1

— 2,
μ(σ*(i t )

δηλαδή έχουμε

1 + M^(ifc))Ao(^(ifc)) <2 ,  fc = 1,2, =  0 ,1 ,2 , . . . , Π -  1. (2.16)

Από την υπόθεση (2.13) έπεται ότι p{tk) >  ο, k = 1,2, . .  ,  και συνεπώς από την (2.14) 
έχουμε ότι

λο(ση(ί*)) = p (ifc)

Π « Μ ι + Μ ^ ) μ 0(<τ<(ί.))] < 0 ,  * - 1 ’2’ ····

Συνδυάζοντας τις (2.14), (2.15), (2.16) και την προηγούμενη σχέση, βρίσκουμε

? itk) - p(ifc)<  -
A*(^(ifc)) ΠΓ=ο t1 +  K ai (tk)) \0(a^tk))] ”  2"

από όπου προκύπτει ότι

1

, k  — 1 , 2 , . . . ,

K ^ f a ) )  '  2»
< , fe =  1 ,2 , . . .

Συνεπώς είναι

P(ifc) <
2”

M ^"(ifc) ) ’ fc- 1»2>···’

το οποίο αντίκειται στην υπόθεση (2.13), και> ως εκ Τ0ύτου, η εξίσωση (2.6) ταλα- 
ντούται. □
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2.3 Ταλάντω ση Υ στερημένω ν Δ υναμικώ ν Εξι­
σώ σεω ν

Τ α λ ά ν τω σ η  Ε ξ ισ ώ σ εω ν  Π ρ ώ τη ς  Τ ά ξ η ς

Σ τ η ν  π α ρ ά γρ α φ ο  α υ τή , υ π ο ϋ έτο υ μ ε  ό τι Τ  είναι μ ία  χρονοβαΌ μίδα  με s u p T  =  οο και 
μ ελ ετο ύ μ ε  τη ν  τα λ ά ν τω σ η  τη ς  δυνα μ ική ς εξ ίσ ω σ η ς  μ ε υσ τέρ η σ η

χ Δ ( ί)  +  ρ ( ί ) χ ( τ ( ί ) )  = 0 ,  t  e Τ , (2 .17)

ό π ο υ  ρ  : Τ  —► R + είναι μ ία δ π -σ υ ν εχ ή ς  σ υ νά ρ τη σ η  κα ι η υσ τέρ η σ η  τ  : Τ  —» Τ  είναι 
δ π -σ υ ν ε χ ή ς  με τ ( ί )  <  ί ,  ί  Ε  Τ  και lim i_ 00r ( i )  =  οο.

Γ ια  τη ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .1 7 ), είναι γ ν ω σ τ ά  α ρ κ ετά  τα λ α ν τω τ ικ ά  κρ ιτήρια  σ τ ις  ειδ ικές 
π ερ ιπ τώ σ ε ις  π ο υ  Τ  =  [ί0 ,ο ο )  κ α ι Τ  =  Ν . Θ α  α να φ έρ ουμ ε μερ ικά  α πό  τα  κρ ιτήρια  αυτά  
και *θα τα  σ υ σ χ ε τ ίσ ο υ μ ε  με τα  α ν τ ίσ το ιχ α  σ υμ π ερ ά σ μ α τα  γ ια  χρονοβα*θμίδες.

Γ ια  Τ  =  [ίο, ο ο ) , ί 0 £  R , η (2 .17) α ν ά γετα ι σ τ η ν  δ ιαφ ορική  εξ ίσ ω σ η  με υστέρησ η

χ '( ί )  4 - ρ ( ί ) χ ( τ ( ί ) )  = 0 ,  ί  Ε  [ί0 ,ο ο ) ,  (2 .18)

ό π ο υ  ρ  είναι μη α ρ νη τικ ή  σ υ ν ε χ ή ς  π ρ α γμ α τ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  σ τ ο  δ ιά σ τη μ α  ( ίο ,ο ο )  και r  
είναι μ ία  σ υ ν ε χ ή ς  π ρ α γμ α τ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  σ τ ο  [ ίο ,ο ο )  με τ ( ί )  <  ί  γ ια  κ ά θ ε  ί  >  ίο  και 
lim t—oo τ ( ί )  =  οο.
Ο ι L a d a s ,  L a k s h m ik a n th a m  κα ι P a p a d a k is  [29] α π έδειξα ν  ό τ ι η εξ ίσ ω σ η  (2 .18) είναι 
τα λ α ντο ύ μ ενη , αν

l im s u p  /  p (s )d s  >  1, (2 .19)
t-+oo J T(t)

ενώ  λ ίγ ο  α ρ γό τερ α , α π ο δ ε ίχ θ η κ ε  (β λέπε L a d a s  [28], και K o p la ta tz e  και C h a n tu r i ja  
[27]) ό τι η εξ ίσ ω σ η  (2 .18 ) είναι τα λα ντούμ ενη , αν

lim  su p
t—►οο

( 2.20)

Γ ια  Τ  =  Ν  και r (n )  =  n  — k, n s N ,  ό π ο υ  k  είναι ένα ς  θ ε τ ικ ό ς  α κέρα ιος, η (2 .17) 
πα ίρνει τη ν  μορφ ή  τη ς  πρ ώ τη ς τά ξη ς εξίσω σης  δ ια φ ορώ ν με υσ τέρ η σ η

x ( n +  1) — x (n )  + p ( n ) x ( n  — k)  =  0, n  e  Ν , (2 .21)

ό π ο υ  (P n )n >ο είναι μ ία  α κ ο λ ο υ θ ία  μη α ρ νη τικ ώ ν  π ρ α γμ α τ ικ ώ ν  αρ ιθμώ ν. Ο ι E rb e  και 
Z h a n g  [19] α πέδειξα ν  ό τι η (2 .21 ) τα λα ντούτα ι, αν

l im s u p  ^ 2  ρ ( 0  >  1.
71—»00

(2.22)

ενώ  οι L a d a s ,  P h ilo s  κα ι S ficas [30] α πέδειξα ν  ό τ ι η εξ ίσ ω σ η  (2 .21 ) τα λα ντούτα ι, αν

lim  in f
n —»οο

- n -1

τ  Σ  ρ (*)
i=n—fc

>
k k

(k  +  ! )* + » ’
(2 .23)

Σ χ ε τ ικ ά  με τη ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .1 7 ) έ χ ο υ μ ε  τα  επ ό μ ενα  δύο  λήμματα.
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Λ ή μ μ α  2 . 3 .1 .  Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαϋμίδα και ρ  : Τ  —> (Ο, οο) μία δπ-συνεχής  
συνάρτηση . Α ν  p ( t)p ( t)  < 1 ,  £ €  Τ , τότε

1 -  ί  p (s )A ($ )  <  e _ p (£, £ο), £ Ε  Τ .
Λ0

Α πόδειξη . Γ ια  την  απόδειξη  ΰ α  χρη σ ιμ οπο ιή σ ουμ ε τη ν  α ρχή  τη ς  μ α θη μ α τική ς επ α γ ω γ ή ς  
σ ε  χρ ονοβ α ΰμ ίδες τη ς  Π ρότασης 1.1.1. Έ σ τ ω  £ο Ε  Τ . Γ ια  £ Ε [£ο ,οο)χ , ΰ εω ρ ο ύ μ ε  την  
πρόταση

ί
ρ ($ )Δ ($ )  <  e _ p (£,£o).

(i) Ε ίναι πρ οφ α νές ότι η Λ(£ο) είναι α λη θή ς.

(ii) Έ σ τ ω  ότι £ είναι δεξιά  δ ιασ παρμένο  σημείο  κα ι η πρότα σ η  A (t)  είναι α λ η θ ή ς . Α π ό  
το  Θ εώ ρημα 1 .4 .3  έχο υ μ ε  ότι

e-p(<K<)> 0  =  [1 +  /^(ί)ρ(ί)]β-ρ(ί, ί) =  1 +  μ(£)ρ(£).

Α λλ ά  από το  Θ εώ ρημα 1 .3 .6  είναι 1 — p ( s ) A s  =  1 — ρ (£ )μ (£ ), ο π ό τε

1 -  J  p ( s )A s  =  β _ ρ (σ ( ί) ,  ί)·  (2 .24)

Ε πειδή  η Α ( ί)  είναι α λη ΰή ς και

/•σ(ί) /  f t  \  {
1 — j  p ( s )A s  < yL — j  p ( s ) A s j  I 1 — j  p ( s )A s J

με χρ ή σ η  τη ς  (2 .24 ), πα ίρνουμε ότι

1 - <  ε_ρ(σ (ί) ,ίο )

και άρα η Α {σ {ί))  είναι α λη θή ς.

(iii) Έ σ τ ω  ό τι t  είναι δεξιά  π υ κ νό  σημείο  και η πρότα σ η  A (t)  είναι αληΌής. Θ α  
διακρίνουμε δύ ο  περ ιπτώ σεις.

(α) Έ σ τ ω  ό τ ι υπά ρ χει r  τ έ το ιο  ώ σ τ ε  [ί, r ] T =  [ί, r ) . Γ ια  κ ά θ ε  s  €  [ i , r ] ,  έχο υ μ ε

1 — p (s )d s  < eh  ( p(sVds = e - p( s , t ) .

Ε π ειδή  η A ( t ) είναι α λη ύ ή ς , μ ε χρ ή σ η  τη ς  π ρ ο η γο ύ μ εν η ς  σ χ έ σ η ς , πα ίρνουμε, γ ια  
s  €  [t,r],

p ( s )A s  <  ( 1  — f  ρ (» ) Δ » )  ( ι  -  £  p (s )A s^ j <  e _ p ( s , i 0)
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και επ ο μ έν ω ς  η πρ ότα σ η  A (s )  είναι α λη ΰ ή ς

(β) Έ σ τ ω  ό τ ι υ π ά ρ χε ι δ ιά σ τη μ α  [ t,t  +  γ ) τ  τέτο ιο  ώ σ τ ε  [ t,t  +  r ) x  =  { tn}  U {£}, 
ό π ο υ  (£n )n€N είναι μ ία  α κ ο λ ο υ θ ία  σ το  Τ  με t n > t  κα ι lim n_»ootn =  t. Π ροφ ανώ ς, 
γ ια  κ ά ΰ ε  ε  >  0, υ π ά ρ χε ι 'θ ε τ ικ ό ς  α κέρα ιος k  έτσ ι ώ σ τε

/
tn

p(s)As <  ε  +  e - p (tn , i ) ,  n >  k.

Α π ό  το  (ii)  έ χ ο υ μ ε  ^

1 f  p(s)As  ^  β_ρ(£{,£η), % < τι,
Jtn

ο π ό τε

Ι - ί  p(s)As <  (ε + e_p(in, ί 0) ) β _ ρ ( ί 4, *«)
J t o

κ α ι, επ ε ιδή  το  ε  είναι α υ θ α ίρ ετο , πα ίρνουμ ε

1 -  ί  p(s)As  < e_p(i„, to).
Jto

Ε π ο μ έν ω ς , η  A ( tn) είναι α λ η ΰ ή ς .

( iv )  Έ σ τ ω  ό τ ι t  είναι δ εξ ιά  π υ κ ν ό  σημείο . Η  α πόδειξη  είναι πα ρ όμ ο ια  με το  (iii) και 
παραλείπετα ι.

□

Λ ή μ μ α  2 . 3 . 2 .  Α ς  είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα, to €  Τ  και ρ  : Τ  —► (Ο ,οο). Α ν  η 
συνά ρτηση  y  : [£ο>οο)τ —* Τ  ικανοποιεί την

y * ( t )  +  p(t)y(t) < 0 ,  ΐ  € [ί0, οο)τ,

τότε
yit) <  e _ p ( i ,  io ) y ( io ) ,  ί  €  [ίο, ο ο )τ ·

Μ ε τη ν  β ο ή θ ε ια  τω ν  παραπάνω  λη μ μ ά τω ν o t Z h a n g  κ α ι D e n g  [42] απέδειξα ν  το  
π α ρ α κ ά τω  θ εώ ρ η μ α  π ο υ  δ ίνει μ ία  α ν α γκ α ία  σ υ ν θ ή κ η  γ ια  τη ν  ύπα ρξη  δ ε τ ικ ή ς  λύ σ η ς τη ς 
εξ ίσ ω σ η ς  (2 .1 7 ).

Γ ια  τη ν  δ ια τύ π ω σ η  τω ν  σ υμ π ερ α σ μ ά τω ν  σ χ ε τ ικ ά  με τη ν  τα λ ά ντω σ η  τ η ς  εξ ίσ ω σ ης
(2 .1 7 ), θ εω ρ ο ύ μ ε  το  σ ύ ν ο λ ο

Ε  =  {λ > 0 : 1 — λρ(ί)μ(ί) > 0 για κάθε ί > ίο} · (2.25)
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Θ εώ ρ η μ α  2 .3 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα, to €  Τ και ρ  : Τ —> (Ο, +οο). Α ν η
(2.17) έχει μία τελικώς ϋετική λύση, τότε

lim sup sup {Ae_ aP(t ,r( t ))}  > 1,
°° t>t0

όπου E  είναι το σύνολο που ορίζεται από την (2.25).

'Μία άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 2.3.1 είναι το παρακάτω κριτήριο ταλάντωσης.

Π ό ρ ισ μ α  2 .3 .1 . Α ς είναι Τ μία χρονοβαθμίδα, ίο € Τ  και ρ  : Τ —* (0 ,+οο). 
ισγιίει

lim sup sup {Ae_>p(i, r(i))}  <  1, (2.26)
t>t0 λ (EE

τότε η εξίσωση (2.17) ταλαντούται.

Για Τ =  Ν και r(n ) =  n — k, η εξίσωση (2.17) παίρνει την μορφή της (2.21). Από 
το Πόρισμα 2.3.1 έπεται ότι όλες οι λύσεις της (2.21) ταλαντούνται αν

όπου Ε  = {λ >  0 : 1 — Ap(s) >  0, s £ Ν}. Το συμπέρασμα αυτό περιλαμβάνεται στο 
άρΌρο [40].

Για Τ =  [ίο, +οο), η εξίσωση (2.17) ανάγεται στην εξίσωση (2.18). Από το Πόρισμα 
2.3.1 προκύπτει ότι όλες οι λύσεις της (2.18) ταλαντούνται αν

lim supsup <  1
t->°° i>o a eE J

όπου Ε  = Μ+ . Θεωρούμε την συνάρτηση

/ ( λ )  =  \e~xk, λ >  0

και εύκολα διαπιστώνουμε ότι είναι

=  efc

?ςαι, συνεπώς, έχουμε supA>0 \ e  Χ^ t 1 . Επομένως, για Τ  =  [ίο> +°°)>
e Jr(t) Pk8)**8

η συν'θήκη (2.26) γίνεται

lim sup sup
t->°° t>0 \£E

(—λρ($)]<&
}

=  lim sup
t—+oo < 1 ,
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ο π ό τε , η δ ιαφ ορική  εξ ίσ ω σ η  (2 .18 ) τα λ α ντο ύ τα ι αν

Σ υμ π ερ α ίνο υμ ε ό τ ι, σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  Τ  =  [ί0,ο ο ) ,  η σ υ ν θ ή κ η  (2 .2 6 ), α νά γετα ι 
σ τ η ν  σ υ ν ύ ή κ η  (2 .2 0 ), δηλαδή  λα μ β ά νουμ ε το  α ν τ ίσ το ιχ ο  τα λ α ντω τικ ό  κριτήριο  που  
έ χ ε ι α π ο δ ε ιχ τε ί σ τ η ν  σ υ ν ε χ ή  περ ίπτω σ η .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 . 3 . 1 .  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τη ν  χ ρ ο ν ο β α ΰ μ ίδ α  Τ  =  {hk  : k Ε Ζ}, ό π ο υ  h >  0, 
κα ι τη ν  εξ ίσ ω σ η

ί/Δ(π) 4- y ( n  — kh) =  0, n  Ε Τ . (2 .27)

Μ ε εφ α ρ μ ο γή  το υ  Π ο ρ ίσ μ α το ς  2 .3 .1  β ρ ίσ κ ο υμ ε ό τ ι η  (2 .27 ) τα λ α ντο ύ τα ι αν

s u p { A ( l  — h \ ) k} <  1, 
λ€Ε

lim  in f
t—► oo

[  p (s)d s  
J  T(t\

>

ό π ο υ  E  =  { λ  : 0  <  λ  <  £ } . Μ ετά  α π ό  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς , βρ ίσ κ ουμ ε ό τ ι η σ υ ν θ ή κ η  (2 .26) 
γ ίν ετα ι

k k
(k  +  l ) fc+1

<  h. (2 .28)

Ε π ο μ έν ω ς , κ α τα λ ή γ ο υ μ ε  σ το  σ υμ π έρ α σ μ α  ό τ ι α ν  ικα νοπο ιε ίτα ι η σ υ ν θ ή κ η  (2 .2 8 ), τό τε  
η εξ ίσ ω σ η  (2 .27 ) τα λα ντούτα ι.

Α π ό  το  Π όρισ μ α  2.3 .1  είναι φ α νερ ό  ό τ ι αν ισ χ ύ ε ι η (2 .2 6 ), τό τε  κ ά θ ε  λ ύ σ η  τη ς  εξ ίσ ω ­
σ η ς  (2 .1 7 ) έ χ ε ι μη π επ ερ α σ μ ένο  αρ ιθμό  γ εν ικ ευ μ έν ω ν  ρ ιζώ ν  σε ο π ο ιο δή π ο τε  διάστημα  
τη ς  μ ορφ ής [τ, ο ο )τ  γ ια  r  G Τ . Η  κ α τα νομ ή  τω ν  γεν ικ ευ μ έν ω ν  ρ ιζώ ν  τω ν  λύ σ εω ν  τη ς
(2 .17 ) μ ελ ετή θ η κ ε  από το υ ς  Z h a n g  και L ia n  [43].

Σ τ η ν  σ υ ν έχ ε ια , θ α  α ποδείξουμ ε ένα  κρ ιτήριο  μη τα λ ά ντω σ η ς γ ια  τη ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .17). 
Γ ια  τη ν  α πόδειξή  το υ  θ α  χρ ε ια σ το ύ μ ε  το  α κ ό λ ο υ θ ο  λήμμα το  οπο ίο  περ ιλαμβάνετα ι σ το  
ά ρ θρ ο  [42],

Λ ή μ μ α  2 . 3 . 3 .  Α$· dvai Τ  μία χρονοβαΰμίδα, a  €  Τ  και ζ  : [α, ο ο )τ  —> (Ο ,οο). Α ν

1, αν t  < a
ez(s)-i(t, a), αν t  > a,

τότ€ y ( t)  >  0 για t  e  [α,οο)τ·

Θ ε ώ ρ η μ α  2 . 3 . 2 .  Α ς  dvai Τ  μία χρονοβαΰμίδα και Ε  το σύνολο που ορίζεται μ ε  την  
(2.25). Α ν  υπάρχει X £  Ε  και a €  (0, ο ο )τ  τέτοια ώ στε

λ β _ λρ( ί , τ ( ί ) )  > 1 ,  t e  [α ,ο ο )τ , (2 .29)

τότε η  εξίσω ση (2.17) έχει μία θετική  λύση.
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Αηόδαξη. Ας είναι λ £ Ε  χαι α τέτοια ώστε να ισχύει η (2.29). Θα κατασκευάσουμε 
μία θετική λύση της (2.17). Θέτουμε

χ{ή  =
1, αν t  £  (—οο, α)τ
A e _ ^ W ))’ ™ t e [ a , o o ) t .

Παρατηρούμε ότι επειδή είναι 0 <  x(t) < 1 , t £ Τ και η ρ  είναι μη αρνητική, θα έχουμε 
β-λρ®(ί)Τ(έ) ^  0, t  £  Τ, και συνεπώς η συνάρτηση 2 : Τ —► Μ με

ζ ( ί )  =  1 -
p(t)

e - λ Px(t ,T(t))
(2.30)

είναι καλά ορισμένη στο Τ. Από τον ορισμό των χ  και ζ έπεται ότι z{t) =  1 — Ap(t), t  £ 
Τ  και επειδή λ G β ,  από το Λήμμα 2.3.3 έχουμε ότι z(t) > 0 ,  t £  Τ. Ορίζουμε την 
συνάρτηση y : Τ —> R με

y(t) =
1, αν t  £  (—οο, α)χ
ez(sj_i(i, α), αν t  £  [a, οο)τ .

Θα αποδείξουμε ότι y  είναι μία θετική λύση της (2.17). Με επαγωγή παίρνουμε ότι 
y(t) > 0 και

3/(0 Αρχ(^ϊ^)·

ενώ, από τον ορισμό της y, με παραγώγιση παίρνουμε ότι

yA{t) = (z(t) -  l]y(t), t  €  [a, oo)T.

Με χρήση της (2.30), από την προηγούμενη σχέση βρίσκουμε

l  +  ί € [a,co)T
y(t) y{t) ’

και
yA (t) +  p(t)y(r(t))  =  0 , t e  [a , o o ) t

που σημαίνει ότι y  είναι μία θετική λύση της (2.17). □

Το Θεώρημα 2.3.2 περιλαμβάνεται στο άρθρο [40].
Ας θεωρήσουμε τώρα την μη ομογενή δυναμική εξίσωση με υστέρηση

y*(t) + p(t)y(r (t)) = <?(*)> t € T ,  (2 .3 ΐ)

όπου q : Τ R είναι δπ-συνεχής συνάρτηση, τ  : Τ —> Τ και υπάρχει μία συνάρτηση 
Q : Τ* -> R με ζ)Δ(ί) =  q{t), t  £ Τ*.
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Θ ε ώ ρ η μ α  2 . 3 . 3 .  Υποθέτουμε ότι ρ , q : Τ  —> R  είναι δπ-συνεχείς συναρτήσεις , και 
d ri μια τ η ν  υστέρηση  τ  είναι lim t_ f00r ( i )  =  οο. Επιπλέον , υ π ο β ^ το υ μ ί ότι

και

07TOU

J T p ( t)Q + { r ( t) )A t = + οο

ΛΟΟ

/  p ( t ) Q - ( r ( t ) A t  =  + ο ο ,
J T

Q+(t) = m ax(Q (i),0), ί  €  Τ" και Q _(i) =  m ax (-Q (i) ,0 ), ί € Γ .

Τότ€ η εξίσωση (2.31) ταλαντούχοι.

Αιτόδζιξη. Έ σ τ ω  ό τι y  είναι μ ία  τ ε λ ικ ώ ς  δ ε τ ικ ή  λ ύ σ η  τη ς  (2 .3 1 ) κα ι α ς είναι ίο  € Τ  
τέ το ιο  ώ σ τ ε  y(t) > 0 γ ια  κ ά θ ε  ί  £  [ίο, ο ο )τ ·  Α π ό  τη ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .3 1 ) πα ίρνουμε ό τι

[y(t) -  <5(ί)]Δ =  —p{t)y{r(t))At,  ί  €  [ί0 , ο ο )Τ. (2 .32)

Α π ό  τη ν  υ π ό θ ε σ η  τ ( ί )  =  οο  έπ ετα ι ό τ ι μ πορούμ ε ν α  β ρ ο ύ μ ε  ένα  ί ι  >  ίο τέτο ιο
ώ σ τ ε

(y (t)  ~  Q ( t) )A <  0  γ ια  ί > ί ι .

Ε π ο μ έν ω ς  η σ υνά ρ τη σ η  y — Q είναι φ θ ίν ο υ σ α  σ το  ί  €  [ίχ, ο ο )χ· Ισ χ υ ρ ιζό μ α σ τε  ότι

y{t) -  Q(t) > 0 ,  t > r \ t £  Τ . (2 .33)

Π ρ ά γμ α τι, αν  υ π ο θ έσ ο υ μ ε  ό τ ι υ π ά ρ χε ι ί 2 €  Τ  με ί 2 >  ί ι  τέ το ιο  ώ σ τε  y fa )  — Q {t2) <  0, 
τ ό τ ε  από τη ν  μ ο νο το ν ία  τη ς  y  — Q  έπετα ι ό τι θ α  είναι y ( i )  -  Q (t) <  0 γ ια  κ ά θε  
ί  £  [ί2, ο ο ) τ  και σ υ ν επ ώ ς θ α  είναι Q (t)  >  0 , ί  €  [ί2, ο ο )χ  και Q - { t ) =  0, ί  £  [ί2,ο ο )χ . 
Ε π ο μ έν ω ς

/*οο

j  p { t ) Q - { r ( t ) A t  <  οο ,

το  οπο ίο  α ντίκ ε ιτα ι σ τη ν  υ π ό θ εσ η , και άρα η (2 .33 ) είναι α λη θή ς.
Σ υ ν ε π ώ ς , το  όριο lim t_ o o [y (i)  -  Q ( 0 ]  υ π ά ρ χε ι κα ι είναι π επερ α σ μ ένο . Α πό  την 

σ χ έ σ η  (2 .3 2 ) , μ ε ολοκ λή ρ ω σ η , πα ίρνουμε

b (< )  -  Q W ] -  [ y t e )  -  Q {h)}  =  -  ί  p(s)y{T(s))As, t  £  [t2, oo)·
J

α π ό  ό π ο υ  γ ια  ί  —► οο β ρ ίσ κουμ ε

?(<)ί/Μ *))Δ ί <  ΟΟ.
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Με χρήση της (2.33), από την προηγούμενη σχέση προκύπτει ότι

p( t )Q-(r ( t ) )At < οο,

το οποίο όμως αντίκειται στην υπόθεσή μας. Με ανάλογο τρόπο μπορεί να αποδειχτεί 
ότι η (2.31) δεν έχει τελικά αρνητικές λύσεις. Επομένως όλες οι λύσεις της (2.31) είναι 
ταλαντούμενες. □

Στην συνέχεια εισάγουμε για την υστέρηση τ  την επιπλέον συν'θήκη ότι η υστέρηση 
τ  είναι αύξουσα και δίνουμε δύο ακόμη κριτήρια ταλάντωσης για την δυναμική εξίσωση
(2.17). Για την απόδειξη των κριτηρίων αυτών, χρειαζόμαστε τα δύο επόμενα λήμματα.

Λ ή μ μ α  2 .3 .4 . Α ν  / ,  g : Τ —» Μ και τ  : Τ —> Τ είναι δπ-συνεχείς συναρτήσεις, μ* g 
φϋίνουσα και τ  αύξουσα, τότε, για v ,u  Ε Τ μ ε  ν  < u, είναι

ρσ {μ )  ρσ{η )

/  f  (s) 9 {t {s) ) A s > g{r{u)) /  f  {s) As.  
J v  J v

Απόδειξη. Για v ,u  G  Τ με v < u, είναι

•σ(ιι)ρσ[ μ )  p u  p & W

/  f  (s) g{r{s))As  =  /  f { s ) g { r { s ) ) A s +  /  f  (s) g(r(s))As,
J v  J v  J u

από όπου, με χρήση της μονοτονίας των r , g , βρίσκουμε

pu pu
/  f ( s ) 9 ( r ( s ) )As> g( r (u ) )  f  (s) As ,  v , u £ T ,  v < u .  (2.34)

J v  J v

Επιπροσθέτως, επειδή η συνάρτηση f ( g  ο τ )  είναι δπ-συνεχής, έχουμε, για u Ε Τ,

p a (u ) p a (u )

/  /(« )ρ (τ (β ))Δ β  =  μ (« )/(α )^(τ(ϋ )) =  ^(τ(«)) /  f { s )As ,  (2.35)
J u  J u

όπου έγινε χρήση της γνωστής σχέσης f " ®  f { s ) A s  =  μ(t ) f ( t ) .  Από τις (2.34) και 
(2.35) παίρνουμε, για ν, u  e  Τ με υ  < u,

ρσ(η) pu ρσ(η)
/  f  (s) g(T(s))As  =  /  f  (s) g(r ( s ) )As  + /  f  (s) g(r(s ) )As

J v  J v  J u

>  9 {t {u ) )  (  f  f { s ) A s + i  f ( s ) A i
\ J v  J u

=  9{t {u)) f  f(s)As,
J  V

που αποδεικνύει το ζητούμενο. □
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Παρατηρούμε ότι, για υ =  u, η συνθήκη για την μονοτονία της r  δεν είναι απαρα­
ίτητη και από το Λήμμα 2.3.4 έχουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Π ό ρ ισ μ α  2 .3 .2 . Α ν  οι συνατήσεις / , g : Τ —> R και τ  : Τ —> Τ είναι δπ-συνεχείς, 
τότε

ρ σ ( ν )  ρ σ ( ν )

/  f  (s) g(T(s))As = g{r{u)) /  f ( s ) A s ,  u  €  T.
J u  J u

Λ ή μ μ α  2 .3 .5 . Α ς  είναι x  μία τελικώς Οπτική λύση της εξίσωσης (2.17). Α ν  υπάρχει 
μία Θετική σταθερά Μ  τέτοια ώστε

τότε
sCK*))

x(t)

lim inf
t—ΗΧ>

1 p ( s ) A s  > Μ ,
/r(t)

(2.36)

ΙΛ

^
 

*
to για όλα τα μεγάλα £ £  Τ. (2.37)

Απόδειξη. Α ς  είναι x  : [ίΧ, οο) —» R  μία τελικώς θετική λύση της εξίσωσης (2.17) 
και t0 € Τ τέτοιο ώστε x(t)  >  0, t G [ί0,οο)τ· Από την εξίσωση (2.17) έχουμε ότι 
χΔ (ί) <  0 για t €  Τ με t >  τ _1(ί0) =  h .  Από την υπόθεση (2.36) έπεται ότι μπορούμε 
να βρούμε ένα t2 £  Τ με t2 >  r ~ l {t{) τέτοιο ώστε

t > t 2. (2.38)

Επειδή r  *(ί) >  t, από την παραπάνω σχέση παίρνουμε

t > t 2.

Θα αποδείξουμε ότι η σχέση (2.37) ισχύει για όλα τα t  >  t2. Για t >  t2, θεωρούμε την 
συνάρτηση G  : [ ί ,τ -1(ί)] —► Μ με

/Γ Μ
ρ ( β ) Δ « - γ ,  r  €  [ί, τ  1(ί)]τ·

Είναι προφανές ότι η συνάρτηση G  είναι συνεχής και αύξουσα στο διάστημα [ί, τ -1(ί)]τ 
και, επιπλέον, ισχύει

G(t )  =  - y  και ^ ( τ - 1^ )) > M - y  =  y > 0 .

Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής για χρονοβαΰμίδες, υπάρχει ένα t* €  [ ί,τ “ 1(ί)] 
τέτοιο ώστε (?(ί*)(?(σ (ί*)) <  0. Επειδή η G  είναι αύξουσα, συμπεραίνουμε ότι (?(£*) <  
0 <  0 (σ ( ί * ) )  και συνεπώς είναι

t €  [ί2)Οθ)τ (2.39)



Ταλάντωση Υστερημένων Δυναμικών Εξισώσεων 67

και
Μ**) Μ

J  p ( s ) A $ > y ,  t e [ t 2l Οθ)τ.

Α πό τις (2 .38) και (2 .39) παίρνουμε

Μ*) ft* ft*
/  p(s)A s >  / p(s)A s — / ρ(^)Δ5 >  Μ  —

«/ r(t*) Λ ( ί · )  Λ

Ε πειδή  η σ υνά ρτη σ η  χ  είναι φ θ ίνουσ α , σ υ νδ υ ά ζο ντα ς  το  Λ ήμμα 2 .3 .4  και τη ν  προη­
γούμ ενη  σ χ έσ η , π ρ οκ ύπτει ότι

(2 .40)

Μ
·, t > to.

ΜJfa(t)  fc{t )
f p ( s ) x ( r ( s ) ) A s  >  x ( r ( t ) )  /  p ( s ) A s  > x ( r ( t ) ) ~ .  (2 .41)

7-(**) J t  ( r )  ^
*

Ε πίσης, με χρ ή σ η  το υ  Λ ήμματος και τη ς  (2 .40 ), βρ ίσκουμε

ρσ( ί* )  ρ σ ( Γ )  Μ

J | ρ(θ)α:(τ(β))Δ5 >  s(r(t* )) J  p(s)As  > x{r{t*))— . (2 .42)

Ο λοκ λη ρ ώ νοντα ς τη ν  (2 .17 ) από ί  εώ ς σ ( Γ ) ,  με χρ ή σ η  τω ν  (2 .41) και (2 .4 2 ), έχ ο υ μ ε

γ ( Γ )

X
f<r(t*)

(t) > x(t)  -  x (a (t * ) )  =  / ρ($)£(τ($))Δ.

>  *(r(C ))f >  y  [ i ( r ( t * ) )  -  I( < 7 ( t ) ) ]

M  r (t)
>  /  p ( s ) a : ( r ( s ) ) A s

2 ^r(f)
M 2

που  σημαίνει ό τ ι η (2 .37) ικανοποιείτα ι, γ ια  ί  €  [ί2, ο ο )τ , κα ι η α πόδειξη  ο λο κ λη ρ ώ θ η κ ε .
□

Ε ίμ α σ τε  τώ ρα  σ ε  θ έ σ η  να  δώ σ ο υ μ ε τα  δ ύ ο  κρ ιτήρια  τα λ ά ντω σ η ς τη ς  (2 .1 7 ) που 
προαναφέραμε.

Θ ε ώ ρ η μ α  2 . 3 . 4 .  Α ν
/•σ(ί)

lim sup /  p ( s ) A s  >  1, 
ί —*οο Jr(t)

V

τότε η εξίσω ση (2.17) χαλαντούται.

(2 .43)

Απόδειξη. Έ σ τ ω  ό τι χ  : [tXi οο) —» R. είναι μ ία  μη τα λα ντο ύμ ενη  λ ύ σ η  τη ς  δυναμ ικής 
εξ ίσ ω σ η ς (2 .1 7 ). Χ ω ρίς βλάβη  τη ς  γ ε ν ικ ό τ η τ α ς , μ πορούμ ε ν α  θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι η  χ  είναι 
τελ ικ ώ ς ΰ ε τ ικ ή , δηλαδή  ό τ ι υπά ρχει ίο Ε  Τ  τέ το ιο  ώ σ τε  x ( t)  >  0 , ί  £  [ ίο ,ο ο )χ . Ε πειδή
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l i m ^ o o  τ(ί)  =  οο, υπάρχει ίχ  >  ί 0 τέτοιο ώστε χ (τ (ί))  >  0  για κάθε ί  €  [ίχ,οο)τ . 
Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (2.17) από τ (ί)  έως σ(ί), για ί  Ε [ί1,οο)τ , παίρνουμε

fa(t)
x(a(t ))  -  x(r(t))  +  /  p(s)x{r(s) )As  =  0, ί  e  [ ίχ , oo)T.

Jr(t)
(2.44)

Από την (2.17) έχουμε χ Δ(ί) =  —ρ (ί)χ (τ(ί))  < 0 για κάθε ί  G [ίχ,οο)Τ, που σημαίνει 
ότι η συνάρτηση χ  είναι φΌίνουσα στο t  €  (ίι,οο)χ. Επειδή η χ  είναι και δπ-συνεχής 
(Δ- παραγωγίσιμη), με εφαρμογή του Λήμματος 2.3.4, παίρνουμε

ρ σ ( ί )  ρ σ { ί )

/  p(s)x(t(s))As > χ ( τ ( ή )  p(s)As,  i e [ t i , o o ) T. 
J r { t )  J r { t )

Με χρήση της προηγούμενης ανισότητας, από την (2.44) βρίσκουμε ότι

χ (σ (ί)) +  x (r(i))
ρσ( ί )

I p ( s )As  — 1 
r{t)

< 0 , t  e  [ίι,οο)τ ,

από όπου με χρήση της (2.43) προκύπτει ότι υπάρχουν αρκούντως μεγάλα t  Ε [ίι,οο)χ 
με χ(σ(ί))  <  0, δηλαδή οδηγούμαστε σε άτοπο. Άρα η εξίσωση (2.17) είναι ταλαντο- 
ύμενη. □

Παρατηρούμε ότι το Θεώρημα 2.3.4 αποτελεί γενίκευση των κριτηρίων (2.19) και 
(2.22) για την συνεχή και διακριτή περίπτωση αντίστοιχα.

Θ ε ώ ρ η μ α  2 .3 .5 . Αν υπάρχςι μία θετική σταϋ^ρά Μ  τέτοια ώστ€

lim inf /  p(s)As  > Μ

και

lim sup
£—► 00

τότ€ η εξίσωση (2.17) ταλαντούται.

J  τ(ίλ
p( s)As  > 1

Μ 2

(2.45)

(2.46)

Απόδειξη. Έστω ότι x  : [ίχ ,οο) —> R είναι μία μη ταλαντούμενη λύση της δυναμικής 
εξίσωσης (2.17). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η χ  είναι 
τελικώς θετική, υπάρχει δηλαδή ίο € Τ τέτοιο ώστε χ(ί) >  0, ί €  [ίο,οο)τ· Επειδή 
ΙϊΐΏχ—,οο τ (ί)  =  οο, υπάρχει ένας θετικός αριθμός ίχ >  ίο τέτοιος ώστε x (r(i)) >  0 
για κάθε ί  £ [ίχ,οο)χ. Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.4, 
ολοκληρώνουμε την σχέση (2.17) από τ (ί)  έως ί και έχουμε

χ(ί) +  χ p( s)As  — 1 < 0 , ί  € [ίχ,οο)τ ,
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από ό που  βρ ίσκουμε ότι

Μ ε χρή σ η  του Λ ήμματος 2 .3 .5  από τη ν  π ρ ο η γο ύ μ ενη  α ν ισ ό τη τα  πα ίρνουμε

\ ” •κ·') '

το  οποίο όμω ς ο δ η γε ί σ ε άτοπο , λ ό γ ω  τη ς  σ υ ν θ ή κ η ς  (2 .46). □
Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 . 3 . 2 .  Θ εω ρούμε την  χρ ο νο β α θ μ ίδα  Τ  =  hN  =  {h n  : n  €  Ν } κα ι τη ν  
δυναμική εξ ίσ ω ση  με υστέρηση

Ε π ο μ ένω ς από το  Θ εώ ρημα 2 .3 .5 , αν

p k h  > 1,

η εξίσ ω ση (2.47) είναι ταλαντούμενη .

Σ τ η ν  σ υ νέχ ε ια , θ εω ρ ο ύ μ ε μία χρ ο νο β α θ μ ίδα  Τ , τη ς  ο π ο ία ς  το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  δεξ ιά  
δ ιασ παρμένω ν κα ι τω ν  αριστερά δ ιασ παρμένω ν σ το ιχ ε ίω ν  είναι π επ ερ α σ μ ένο  και υ π ο ­
θ έτο υ μ ε  ό τ ι ισ χύ ε ι η  α ν ισ ότη τα  1 -  μ{ί)ρ{ί)  >  0 , ί  €  Τ . Θ α  δ ώ σ ο υ μ ε  δύο  θ εω ρ ή μ α τα  
που  α φ ορούν τη ν  τα λά ντω σ η  τη ς  εξ ίσ ω σ η ς (2 .1 7 ), γ ια  τη ν  α π ό δε ιξη  τω ν  ο π ο ίω ν  γ ίνετα ι 
χρ ή σ η  τω ν  επόμ ενω ν δύο  λημμάτω ν που  πα ρ α θέτο υ μ ε  εδώ  χ ω ρ ίς  α πόδειξη  (β λ έπ ε  [44]). 
Γ ια  το  υπόλο ιπο  τη ς  παραγράφ ου , υ π ο θ έτο υ μ ε  ότι

χ Δ (ί)  +  ρ ( £ ) # ( τ ( ί ) )  =  0, t  G Τ , (2 .47)

όπου  ρ  >  0 και τ (£ )  — 1 )h, γ ια  κ ά θ ε  θ ε τ ικ ό  ακέραιο  k  > 1. Ε ίναι

(2 .48)

και θ έτο υ μ ε

Λ ή μ μ α  2 . 3 . 6 .  Υποθέτουμε ότι ισχύει η (2.48) και m  £  [0, - ]  . Α ς  είναι λ ι  η μοναδική  
ρίζα τη ς  εξίσω σης  λ  =  emX στο διάστημα  [ l ,e ] .  Α ν  x  μία μ η  ταλαντούμενη λύσ η  της  
εξίσω σης (2.17)} τότε
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Λ ή μ μ α  2 . 3 . 7 .  Υηοβέτονμε ότι ισχύει η (2.48) και ότι m  €  [0, £ ] .  Α ν χ  : [£Χ ) ο ο ) τ  —► 
R είναι μία μη  ταλαντούμενη λύση της εξίσωσης (2.17), τότε

lim inf
t—>00

g(g(*))
a : ( r ( i ) )

>
1 — m  — \ / l  — 2m  — m 2 

2

Θ ε ώ ρ η μ α  2 . 3 . 6 .  Υποθετονμε ότι ισχύει η (2.48) και ότι m  €  [Ο, - ]  . Α ν

ra(t)
l im s u p  /  p ( s ) A s  >  1 , (2 .49)

t-> 00 J T(t)

τότξ η ζξίσωση (2.17) ταλαντούχοι.

Απόδαξη. Α ς  είναι χ  : [ίχ ,ο ο ) τ  —> R  μ ία  μη τα λα ντούμ ενη  λύσ η  τη ς  εξ ίσ ω σ η ς (2 .17). 
Χ ω ρ ίς  βλάβη τη ς  γ ε ν ικ ό τ η τ α ς , θ εω ρ ο ύ μ ε  ό τ ι η  χ  είναι τ ε λ ικ ώ ς  δ ε τ ικ ή , ο π ό τε  υπά ρχει 
ίο €  Τ τ έ το ιο  ώ σ τ ε  x(t) >  Ο γ ια  ί  €  [ί0,ο ο )τ ·  Ε π ε ιδή  lim t_oo τ ( ί )  =  οο , υπάρχει 
ένα ς  α ρ ιθ μ ό ς  ίχ >  t0 τ έ το ιο ς  ώ σ τ ε  χ ( τ ( ί ) )  >  Ο γ ια  κ ά θ ε  ί €  [ ίχ ,ο ο )τ ·  Ο ρ ίζουμ ε τις  
σ υ να ρ τή σ ε ις  χ , ρ , τ  : R  —» R  ω ς  εξή ς:

x ( t)
χ ( ί ) ,  Τ
x ( s )  +  [χ (σ (β )  -  x ( s ) ]  ^ 3 7 , s  <  ί  <  σ (β ) ,  s  €  Τ , ί  £  Τ ,

Ρ(0

f ( i)

/  P(t), t €  Τ
\  p ( s ) ,  s  <  ί <  σ (« ) , s  6  Τ, ί  ^  Τ ,

ί  τ ( ί ) ,  ί € Τ
\  t (s), s <  ί <  σ($), s 6 Τ, ί ^ Τ.

Α π ό  τον  τρ ό π ο  ορ ισ μ ού  τω ν  χ ,  τ ,  ρ  δ εν  είναι δ ύ σ κ ο λ ο  ν α  δ ια π ισ τω θ ε ί ό τ ι η χ  είναι συ­
ν ε χ ή ς ,  φ θ ίν ο υ σ α  κα ι τ ε λ ικ ώ ς  θ ε τ ικ ή  σ τ ο  R , η τ  είναι α ύ ξο υ σ α  σ το  R  με lim t- ,,»  ? ( ί )  =  
Ο, ί G R  κα ι ρ ( ί )  >  Ο, ί 6  [ίο, ο ο ). Α π ο δε ικ νύ ετα ι (β λέπ ε  [44] ό τ ι η συνά ρτη σ η  χ  
ικ α νοπ ο ιε ί τη ν  δ ιαφ ορική  εξ ίσ ω σ η  με υσ τέρ η σ η

x +(t) +  P ( t) x ( f ( t ) )  =  Ο, ΐ  €  R , (2 .50)

ό π ο υ  με χ + ( ί )  σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  τη ν  δεξ ιά  π α ρ ά γ ω γ ο  τη ς  χ  σ το  ί .  Ο λο κ λη ρ ώ νο ντα ς  την 
παραπάνω  εξ ίσ ω σ η  από τ ( ί )  έω ς ί  και κ ά νο ντα ς  χρ ή σ η  τη ς  μ ο νοτον ία ς τη ς  χ ,  παίρνουμε, 
γ ια  ΐ  €  [ίχ, ο ο ),

0 =  χ ( ί )  -  χ ( τ ( ί ) )  -I- ί
Jr(t)

x (r (s ) )p { s )d s  >  χ ( ί )  — χ ( τ ( ί ) )  +
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και, συνεπώς,

x(t) < χ ( τ (ί)) [ ΐ  -  ί  p(s)d 
L Jr(t)

, t e [ t u oo) (2.51)

Από την υπόθεση (2.49) έπεται ότι υπάρχει ακολουθία στο Τ με lim ^oo tn =
οο τέτοια ώστε /*σ(ΐη)

limsup / p(s)As > 1.
tn~* ©Ο J T(tn)

(2.52)

Αν tn είναι ένα δεξιά πυκνό σημείο του Τ, τότε, λαμβάνοντας υπόψη την (2.52), από 
την (2.51) παίρνουμε

x{tn) =  x( tn) < χ { τ (tn))

= x(r{tn))

1 “  ί  P(s)di
L Jr{tn)

/ • σ ( ίη )

/  p(s)ds
J r ( t n)

xo οποίο αντίκειται στην υπόΰεση ότι η χ  είναι τελικώς δετική. Επίσης, αν t n είναι ένα 
δεξιά διασπαρμένο σημείο του Τ, τότε, για t Ε [ίη ϊσ (^η)]) έχουμε

x(t) < x(r(t)) -  ί  p(s)ds
Jr(t)

= x(r( tn)) ί  p(s)ds 
J T(tn)

Έχοντας υπόψη την (2.52) και το ότι x(t) < x (r ( t )), από την προηγούμενη σχέση 
βρίσκουμε

ζ (σ (ί«)) =  ί(σ (ί„ ))  <  x{r{tn))

ι<τ(ίη)
1

rvV'n)
-  /  p(s)di

Γ*Κ*η)
-  /  P(s)di

J r(tn)

(tn)

< 0 ,

το οποίο οδηγεί σε άτοπο. □

Θ εώ ρ η μ α  2 .3 .7 . Υποθέτουμε ότι ισχύει η (2.48) και ότι πι €  [0, j] . Α ς είναι λι η 
μοναδική ρίζα της εξίσωσης λ =  emX στο διάστημα [1, e). Α ν

Γ [ΐ) ί  ίlimsup / p(s)As  > — (1 +  InXι ) -----
t-*oo JT(t) Ai

m y/l  — 2m  — m 2
(2.53)

τότε η εξίσωση (2.17) ταλαντούται.

Απόδαξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι, αν m  =  0, τότε είναι λι =  1 και η (2.53) ανάγεται 
στην (2.49), και το συμπέρασμα έπεται από το Θεώρημα 2.3.6. Αν m  Ε (0 ,-], υπο­
θέτουμε ότι η εξίσωση (2.17) δεν ταλαντούται. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας είναι
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χ  μ ία  τελ ικ ώ ς  θ ε τ ικ ή  λ ύ σ η  τη ς  εξ ίσ ω σ η ς  (2 .1 7 ). Τ ό τ ε  υ π ά ρ χε ι ί 0 Ε  Τ  τέτο ιο  ώ σ τε  
x ( t)  >  0, γ ια  ί 6  [ίο, ο ο )χ  κα ι, επειδή  lim t—οο τ ( ί )  =  οο , υ π ά ρ χε ι έν α ς  θ ε τ ικ ό ς  αρ ιθμός 

ίι >  ίο τ έ το ιο ς  ώ σ τ ε  ζ(τ (ί))  >  0 γ ια  κ ά θ ε  ί  Ε [ίχ, ο ο )χ . Θ έτο υ μ ε  b :=
Α π ό  τα  Λ ήμματα  2 .3 .6  και 2 .3 .7  έ χ ο υ μ ε  ό τι

lim inf >  Αι χ α
ί-ΟΟ x ( t)  -  t->oo x ( r ( i ) )  ~~

και σ υ ν επ ώ ς , γ ια  ε  >  0 με ε  <  m in { A i,6 } ,  μ πορούμ ε ν α  β ρούμε έ2 €  ( ίχ ,ο ο )  τέτο ιο  
ώ σ τ ε  να  είναι

ε (τ (0)
χ ( ί )

>  λ ι  — ε  κα ι *(*(*))
χ ( τ ( ί ) )

>  6 — ε , ί  e  [ί2, ο ο ).

Ο ρ ίζο υ μ ε  τ ις  σ υ να ρ τή σ ε ις  χ ,  ρ , r  : R  —► R  ό π ω ς σ τ ο  Θ εώ ρ η μ α  2 .3 .6  κα ι παρατηρούμε 
ό τ ι α πό  το ν  τρ ό π ο  ορ ισμού  το υ ς  έχ ο υ μ ε

*(?(*))
χ ( ί )

>  λχ — ε  και « (* (0 )
x ( r ( i ) )

>  b — ε , t  G [t2,o o ) .

Ε π ο μ έν ω ς , γ ια  t  €  Τ  με ί  >  ί 2, υ π ά ρ χε ι ί  G R  με ί  G ( τ ( ί ) , ί )  τ έ το ιο  ώ σ τε

£(?(*))
χ ( ί )

>  λχ ε.

Μ ε ολο κ λή ρ ω σ η  τ η ς  εξ ίσ ω σ η ς (2 .50 ) σ το  [F, σ ( ί ) ]  και κ ά ν ο ν τα ς  χ ρ ή σ η  τη ς  μονοτονίας 
τη ς  x  (φΌ ίνουσα) και το  ό τι η ρ  είναι μη αρνητική , β ρ ίσ κ ουμ ε

0 =  χ ( σ ( ί ) )  — χ ( ί )  +  /  x ( f ( s ) ) p ( s ) d s

γ4 /•‘TW
=  χ(σ(ί)) — x(t)  +  /  x(?(s))p(s)ds +  / x(r(s))p(s)c£s

/■»(«)
>  χ ( σ ( ί ) )  -  χ ( ί )  +  x ( r ( i ) )  p{s)ds,

ο π ό τε

g(g(*)) .  1
x ( r ( i ) )  λ ι  -  ε

( ό - ε ) . (2 .54)

Δ ια ιρ ώ ν τα ς  τη ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .50 ) με τη ν  χ ( ί )  και ο λ ο κ λη ρ ώ νο ντα ς  από τ ( ί )  έω ς ΐ , 
πα ίρνουμ ε

*+(*)
x ( s )

ds  =  —
MO

( λ ι  -  ε )  j  p (s )d s ,
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από όπου έχουμε

1 f* %+(s ) d _  1η(Αι -  ε) 
Αχ -  ε JT[t) x{s) S λι -  e

Από τις (2.54) και (2.55) προκύπτει ότι

(2.55)

<

M t )  f t  ρσ(ί)
/  p{s)ds =  /  p{s)ds + /  p(s)ds

Jrit) Jrlt) J tit)
1 +  1η(λι — £)

λχ — E

i t)

~ { b ~  ε).

Από την προηγούμενη ανισότητα για ε —► 0 παίρνουμε

fa( t )  ^
limsup /  p(s)A s <  — (1 +  Ιηλχ) 

£—κ χ > J  τ ( ί )  Α χ

1 — ττϊ — \Λ  — 2m — m 2
2 >

το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση (2.53). □

Αν Τ =  [ί0,οο) η εξίσωση (2.17) ανάγεται στην διαφορική εξίσωση (2.18) και από 
το Θεώρημα 2.3.7 προκύπτει το επόμενο κριτήριο ταλάντωσης για την (2.18), το οποίο 
αποτελεί ένα βασικό -θεώρημα στο άρθρο [25].

Π ό ρ ισ μ α  2 .3 .3 . ΎποθότουμΕ ότι m =  liminf^oo f^t)p(s)ds Ε [0, ±] και ότι λ Φαι 
η μοναδική ρίζα της Εξίσωσης λ =  emX στο [1, e]. Αν

lim sup / p(s)ds >
ί-*οο J T(t)

1 +  1ηλ
λ

1 — τη — V i -  2m — m 2
2 >

τότε η Εξίσωση (2.18) ταλαντούται.

Αν Τ =  Ν και r(n ) =  n  — k, n  Ε Ν, όπου k  θετικός ακέραιος, η εξίσωση 
(2.17) ανάγεται στην εξίσωση (2.21) και από το Θεώρημα 2.3.7 παίρνουμε το επόμενο 
ταλαντωτικό κριτήριο για την (2.21), το οποίο αποτελεί γενίκευση ενός θεωρήματος 
στο άρθρο [45].

Π ό ρ ισ μ α  2 .3 .4 . ΤηοΟέτουμΕ ότι m  =  lim infn^ooZ^nIibP(s) <  i  και έστω λ η 
μοναδική ρίζα της Εξίσωσης λ =  emA στο [1, e]. Α ν

lim sup ^2 ρ ($) >
s= r (n )

1 -f- In λ 1 — τη — λ/ 1 — 2m —τη*
η —+οο

τότε η Εξίσωση (2.21) ταλαντούται.
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2.4 Ταλάντω ση Δ υνα μ ικ ώ ν Εξισώ σεω ν  
Ο υδετέρου Τ ύπου

Η παράγραφος αυτή είναι αφιερωμένη στην ταλάντωση των λύσεων της δυναμικής ε­
ξίσωσης ουδετέρου τύπου

[x(t) -  P(t)x(g(t)]A +  Q{t)x(h(t))  =  0, t  e  T, (2.56)

όπου T είναι μία χρονοβαΰμίδα με supT  — οο, Ρ, Q : Τ —» Ε + είναι δπ-συνεχείς 
συναρτήσεις, με Q όχι εκ ταυτότητας μηδέν σε κανένα διάστημα της μορφής [α, οο)χ, 
και g ) h : Τ —► Τ είναι δπ-συνεχείς συναρτήσεις, με g(t) <  t, t  G Τ και /ι(ΐ), g(t) —► οο 
για ί —> οο. Επιπλέον, σε όλη την παρούσα παράγραφο υποθέτουμε ότι:

(Η) Τπάρχουν ακολουθίες (αη)η€Ν και (&n)neN στο Τ τέτοιες ώστε:

lim a n =  οο, α„+ι <  6n+i, n  > 1, και g:  [an+i,6 n+i] -► [«„,&«],
π —*oo

και, επιπλέον, υπάρχει μία ακολουΰία (cn)neN στο Τ για την οποία ισχύει

a n < C n < b n  και g{cn+i) =  c* για κάθε n >  1, (2.57)

και
οο

i=l U=1
n

1

P W )
=  οο. (2.58)

Για την απόδειξη των συμπερασμάτων που αφορούν την ταλάντωση της εξίσωσης (2.56) 
κάνουμε χρήση του συμπεράσματος που διατυπώνεται στο επόμενο λήμμα. Το λήμμα 
αυτό μπορεί να συσχετιστεί με ένα παρόμοιο αποτέλεσμα που αναφέρεται σε ουδετέρου 
τύπου διαφορικές εξισώσεις με υστέρηση στο R (βλέπε [38]).

Λ ή μ μ α  2 .4 .1 . Α ς είναι (a n)neN, (M neν, (cn)n<=N ακολουθίες nov πληρούν την (Ή). 
Α ν χ  είναι μία τελικώς θετική λύση της δυναμικής εξίσωσης (2.56), τότε για την 
συνάρτηση y(i) := x(t)  -  P(t)x(g( t )), t  G Τ ισχύει

yA(t) <  Ο και y(t) > Ο για όλα τα μεγάλα t

Απόδειξη. Ας είναι x  μία τελικώς ΰετική λύση της εξίσωσης (2.56). Με χρήση της 
υπόΰεσης h(t) —► οο για t —* οο και της υπόθεσης ότι η χ  είναι τελικώς ΰετική, έπεται 
ότι υπάρχουν to, ίχ €  Τ  με t0 < ίχ και τέτοια ώστε χ(ί) > Ο για t  > t0 και h(t) > to 
για t  > t\. Τότε yA(t) <  Ο στο [£ι,οο)χ, και άρα η y  είναι φΰίνουσα στο [έι,οο)χ. 
Απομένει να αποδειχΰεί ότι η y  είναι τελικώς ΰετική. Θέτουμε I = inf{y(t) : t  >ίχ} .  
Ας υποΰέσουμε ότι I <  Ο, τότε υπάρχει ένα <2 €  Τ  με <2 >  £ι και α  < Ο, τέτοια ώστε 
y(t) < α  για t €  [Ϊ2»οο)τ· Επιλέγουμε ένα ΰετικό ακέραιο ko τέτοιο ώστε > ti
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και -θέτουμε 50 =  cko και sk =  c^+fc, fc €  Ν. Από την μονοτονία της y  έπεται ότι 
y (sk+i) <  α, k  G  Ν και συνεπώς, είναι

®(sfc+i) <  P{sk+i)x(sk) +  <*, k e  No,

και

< x{sk) 4*
a

Till P(s* i )  Π Κ  * ( * « )  nil P(«n)'
από όπου, επαγωγικά, βρίσκουμε

k €

ίφ η )  < “ ( ε ή ^ ) ι+Φο)
Π ^ ί ) ,  n  €  Ν.
t=l

Λαμβάνοντας υπόψη την (2.58) και το ότι a  < 0, από την προηγούμενη ανισότητα 
έπεται ότι υπάρχει no Ε Ν τέτοιο ώστε a:(sn) <  0 για n  >  no, το οποίο αντίκειται στην 
υπόθεση ότι η χ  είναι τελικώς θετική. Συνεπώς, θα είναι I >  0, και επειδή η y είναι 
φθίνουσα και η Q όχι ταυτοτικά μηδέν, συμπεραίνουμε ότι η y είναι τελικώς θετική. □

Για διευκόλυνσή μας στην διατύπωση των επόμενων συμπερασμάτων, υιοθετούμε 
τον συμβολισμό που εισάγεται από τον επόμενο ορισμό.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .4 .1 . Α ς είναι Τ  μία χρονοβαθμίδα και g : Τ  —» Τ μία συνάρτηση με  
g(t) < t .  Για t, e G Τ μ ε t  > c και t φ  inf Τ  ορίζουμε τον θετικό ακέραιο

„ (t { A ■= /  max {A; € Z+ : gk{t) >  c} , av g(t) > c 
l  0, a v g ( t ) < c ,

όπου θέτουμε gk = g o  k  >  2, με g l =  g.

Εύκολα μπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι ο ng(t\c) είναι καλά ορισμένος. Στα 
επόμενα, για απλούστευση των συμβολισμών, θα γράφουμε n(t\c)  αντί του n g(t;c).

Θ εώ ρ η μ α  2 .4 .1 . Α ς είναι (an)nĜ , (5n)neN> (cn)neN ακολουθίες που πληρούν την 
(Η). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι είναι h(I)  C 7, όπου I  =  6<]. Α ν

n(t;bi)

liminf ΓΤ PtfCt)) > 0
t—> οο *  ·*· 

ia= 1*

(2.59)

και

J  Q(s)P(h(s) )As  = οο, (2.60)

τότ^ η δυναμική εξίσωση (2.56) ταλαντούται.
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Απόδειξη. Έστω ότι χ  : [ίχ,οο) —> R είναι μία μη ταλαντούμενη Χύση της εξίσωσης 
(2.56). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποδέσουμε ότι υπάρχει ίο £ Τ 
τέτοιο ώστε χ(ί) >  0 για κάδε ί  6 Τ με ί  >  ίο· Από το Λήμμα 2.4.1 συνεπάγεται ότι 
για την συνάρτηση y : Τ ' -> R με y(t) := x(t) -  P(t)x(g(t)) ,  t e  Τ* είναι y(t) > 0 
τελικώς, και συνεπώς, λαμβάνοντας υπόψη και το ότι Η π ι^ ^  h{t) = οο, υπάρχει ίι 6 Τ 
με ί ι  >  ί0 τέτοιο ώστε g(t) >  ί0, g(h(t)) >  ί0. Επομένως, δα είναι

x(i) >  P(t)x(g(t)),  ί  G [ίι,οο)Τ.

Επιλέγουμε ένα αγ € Τ με ο , > ί ι  και ορίζουμε m  :=  min (x(i) : αj  ^  bj}. Για 
ί  €  [aJ+i,6J+1] t  είναι g(t) €Ε [α^,δ,ΐτ και συνεπώς, δα είναι

x(t) > P(t)x(g(t))  >  P{t)m,  t  e  [aJ+1, bj+1)T.

Για ί  €  [aj+2,bj+2\T, είναι g(t) €  (aJ+1,6i+ i]T και g(g(t)) 6  [α,-,δ^χ και συνεπώς

x(t)  > P(t)x(g(t ))  ^  P(t)P(g(t )x(g2(t)) ^  P( t )P(g( t ) )m , ί  6  [aj+2,bj+2}T.

Επαναλαμβάνοντας την (δια διαδικασία βρίσκουμε

Π
x(t) > πι Π •^(9 (0)) ^ — 0)  ̂€  [&j+fc» ^;+λ]Τ) ^ ^  No

ι= 0

όπου αποδεχόμαστε την σύμβαση ότι Π?=ο =  1· Από τ7)ν (2.59) έπεται ότι υπάρχει 
ένας θετικός αριθμός μ  και ένα σημείο t2 ^  t \  τέτοια ώστε

χ(ί) ^  τημ >  0 για κάθε t  €  [<2ϊ οο)χ,

και συνεπώς, για t  G [ί2,οο)τ, έχουμε

2/Δ(0  =  -0(ί)® (Λ (ί)) <  -β(ί)Ρ(Λ (<))*(»(Λ (ί)))

δηλαδή
yA(t) <  -φ (ί)Ρ (Λ (ί))τη μ , t  €  [ί2,οο)τ , 

από όπου με ολοκλήρωση στο [£2,£]τ για έ >  ί2 έχουμε

Q($)P(h{s))A$, ί  e  [ί2, οο)τ .

Λαμβάνοντας υπόψη την (2.58), από την ανισότητα προκύπτει ότι, για t  —► οο, η 
παίρνει αρνητικές τιμές, το οποίο είναι άτοπο.

Το συμπέρασμα του Θεωρήματος 2.4.1 είναι αληθές και στην περίπτωση που η 
συνθήκη (2.60) αντικατασταθεί με μία ελαφρώς ασθενέστερη.

y ( t ) - y ( t 2) <  - Ί π μ  ί

□
 «Ζ
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Θ εώ ρ η μ α  2 .4 .2 . Α ς είναι (an)n<=N> (bn)n€ν, (cJneN ακολουθίες που πληρούν την 
(Η). Υποθέτουμε ότι η συνθήκη (2.59) πληρούται, h(I)  C I  και ότι υπάρχει ένας 
ακέραιος k τέτοιος ώστε

*(/ι(*)))Δ* =  οο. (2.61)

Τότε η δυναμική εξίσωση (2.56) ταλαντούται.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η εξίσωση (2.56) έχει μια τελικώς 'θετική λύση x  και ερ­
γαζόμαστε όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.4.1. Θεωρούμε ένα j  G Ν τέτοιο 
ώστε

x(i)) >  P(t)x(g(t)),  t G [Oj, 6j ]t .

και κάνοντας χρήση των επιχειρημάτων που χρησιμοποιήσαμε στην απόδειξη του Θε­
ωρήματος 2.4.1, παίρνουμε

fc-l
* ( ί ) > Π Ρ (9' (t))x(^ (ί))> t  6  [Hj+fc, 7̂+fc]Tj & ^  ^0)

ί=0

από όπου προκύπτει

j Q ( s ) f [ P ( g

yA{t) < —Q{t)x(h(t)) < -Q{ t ) Πp t f w m πιμ.

Δεν είναι δύσκολο να διαπιστωθεί ότι ο συνδυασμός της προηγούμενης ανισότητας με 
την (2.61) οδηγεί σε άτοπο. □

Αν η συνθήκη (2.59) αντικατασταθεί από την συνθήκη ότι η συνάρτηση g είναι 
αύξουσα από το Θεώρημα 2.4.2 εύκολα προκύπτει το επόμενο πόρισμα.

Π ό ρ ισ μ α  2 .4 .1 . Α ς είναι (αη)η€κ, (bn) (Cn)nen ακολουθίες που πληρούν την 
(Η). Υποθέτουμε ότι h(I)  C I  και ότι υπάρχει ένας ακέραιος k τέτοιος ώστε να ισχύει 
η συνθήκη (2.61). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η συνάρτηση g αύξουσα. Α ν υπάρχει μία 
θετική σταθερά σ έτσι ώστε

lim inf "ΓΤ P(g  *(β)) >  σ για κάθε s £ [αχ,ί?ι]τ5 (2.62)
n —*οο 2=0

τότε η δυναμική εξίσωση (2.56) ταλαντούται.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .4 .1 . Έστω Τ =  [ί0) οο), ίο € R. Θεωρούμε την διαφορική εξίσωση 
ουδετέρου τύπου με υστέρηση

Ο, t  > ί0, (2.63)
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όπου j  > 2 είναι ένας 'θετικός ακέραιος. Η συνάρτηση g(t) =  έ — j ,  ί  G R  είναι 
γνησίως αύξουσα και είναι g~{(t) =  t  +  i? . Παρατηρούμε ότι υπάρχουν διακριτοί

παράγοντες στο γινόμενο ΠΓ=ο -P(<7_t(5)) =  Π^=ο β8ΐη(5Η”1̂ ) =  e ^ ielSm(e+t7)’ π  <  2j .  
Επειδή Σ μ )1 s in  ( s  +  i j ' j  = 0 ,  s G R, θα είναι

2j-l
J"J gSm(io+tw/i) _  j
i=0

δηλαδή η συνθήκη (2.60) πληρούται. Επιπλέον, το γινόμενο Π Γ=ο^(#*(5)) μπορεί να 
πάρει 2j  (το πολύ) διακριτές, θετικές τιμές και μάλιστα είναι

Π P(g-i(s))>g, 5€R, neN,
ί= 0

που σημαίνει ότι η η συνθήκη (2.62) ικανοποιείται. Τέλος, επειδή |sin(/i(i))| <  1, t  e  
[ί0 ϊοο), η συνθήκη (2.58) πληρούται. Από το Πόρισμα 2.4.1, έπεται ότι η εξίσωση 
(2.63) ταλαντούται.

Στο επόμενο θεώρημα εξετάζεται η ταλάντωση της δυναμικής εξίσωσης (2.56), όταν 
η συνάρτηση Ρ  ταλαντούται γύρω απο ένα σημείο α.

Θ ε ώ ρ η μ α  2 .4 .3 . Ac dvax (an)n6N, (MneN> (cn)neN ακολουθίες που πληρούν την
^  λ

(Η). Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ακολουθίες (Sn)n€N, (bn)η€κ μ ε  otn < a n < bn < 
bni n  £  N τέτοιες ώστε

/S ·*· ·

9 · [^n+ΐϊ &n+l] ► [Gim&n] 
rai ότι υπάρχει θετικός αριθμός α  με

οο

P(t)  > α  στο Ε  :=  ( J [ a n,6„],
π = Ι

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει ακολουθία διαστημάτων [un,t>„], μ ε un < vn < 
un+1 n e N  και lim ^oo  un =  οο, τέτοια ώστε

h(un) < h{vn), /i([u„,t>„]) C [S„, bn\.

•  Για a  >  1, υποθέτουμε ότι υπάρχει β  > 0 και μία αύξουσα, συνεχής συνάρτηση 
Η  : [α, οο) —> (0, οο), για την οποία

H(g(t))  +  β  > H(t)  για όλα τα μεγάλα L

Α ν

J  Q(t) exp
, , /β , νν l n a
Η Μ ) ) - β - A t  =  οο

όπου J  =  Un=i [^n) ^Λι]> τότε η εξίσωση (2.56) ταλαντούται.
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• Για Ο <  α <  1 υποθέτουμε ότι υπάρχει 7  >  Ο και μ{α αύξουσα} συνεχής συνάρ­
τηση G : [c, οο) —> (Ο,οο) για την οποία

G(g(t)) +  7  <  G(t) για όλα τα μεγάλα t.

Α ν

» ι
Q(t)exp G{h(t))

In a  

7  .
A t  — οο,

τότ€ η δυναμική εξίσωση (2.56) ταλαντούται.

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουμε τα βασικά βήματα της απόδειξης μόνο για την περίπτω­
ση που α  >  1, καθώς η περίπτωση 0 <  a  <  1 είναι παρόμοια. Έστω ότι η εξίσωση 
(2.56) έχει μία δετική λύση χ. Τότε, από το Λήμμα 2.4.1, υπάρχει ένα to > α  τέτοιο 
ώστε x{g{t)) >  0 και

y(t) -  x(t) -  P(t)x(g(t))  > 0 ,  t  E [t0, oo)T.

Επιλέγουμε ένα θετικό ακέραιο Ν  τέτοιο ώστε α Ν >  έ0. Τότε, στο =  U£Tw [a „ , 6„], 

έχουμε ότι x(t) < P(t)x(g(t)).  Θέτουμε Μ  :=  min{x(i) : ί €  [α^, 6^] και Μι  :=  
M e x p [ —i7(5n))(ina:)//3] >  0. Με χρήση της μονοτονίας της Η,  βρίσκουμε

x(t) > Μ  > Μι  βχρ[Η(ί)(Ιηα)/β],  t  €  [α*, Μ ·  (2.64)

Για t €  [aV + i^+ i], είναι

x(t) > P(t)x(g(t))
> aMiexp[H(g(t))( lna)/P)
=  Mi  exp[lna 4- H(g(t))( lna)//3]
=  M x exp[/3 +  H(g(t))(In a)//?]
> Mi  exp [if (t) (In α )  /β] ,

δηλαδή η (2.64) ισχύει στο t  Ε [δ^+1ό^+1]. Εργαζόμενοι επαγωγικά, βρίσκουμε

χ {ί) >  Μχ exp [Η(ί) (lna)//?], t  Ε Εχ.

Με χρήση της υπόθεσης Λ (Κ ,υ „ ])  c  [SnA ] ,  n  >  1, για y(t) =  x(t) -  P(t)x(g(t)),

y ( v k)  — v {u n ) =  — f  Q(s)x(h(s))A
J u p f

^  f  Q{s)x{h{s))As
j = N  J Ui
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<  ~ Σ  Γ  Q ^ M i  * M H ( h ( s ) ) ( l n  α)/β\Δ ε
j = N J u *

και παρατηρούμε ότι, από την υπόθεσή μας, έπεται ότι το δεύτερο μέρος της παραπάνω 
ανισότητας τείνει στο —οο, όταν k —* οο, που αντίκειται στο συμπέρασμα του Λήμματος 
2.4.1, ότι η y  είναι τελικώς Όετική.

□
* λ

Σημειώνουμε ότι συμπεράσματα παρόμοια με αυτά της παρούσης παραγράφου μπο­
ρούν να αποδειχτούν και για την η —τάξης δυναμική εξίσωση ουδετέρου τύπου

(x(t) -  P ( t )x ( g ( t ) ) * n +  Q(t)x (h (t ))  =  0.



Κεφάλαιο 3
4

Ταλάντωση Δ υναμικώ ν  
Εξισώ σεω ν Δ εύ τερ η ς Τ άξης

3.1 Γενικά

Στο παρόν κεφάλαιο ασχολούμαστε με την ταλάντωση της μη γραμμικής δυναμικής 
εξίσωσης

{p( t )xA{t ) )A +  q { t ) ( f o x " ) ( t )  =  0, i e [ a ,o o ) T (3.1)

καθώς και της δυναμικής εξίσωσης

(ρ ( Φ Δ(0 )Δ +  q(t)xa(t) = 0 ,  t € [a, οο)Τ. (3.2)

Η ταλάντωση της εξίσωσης (3.2) έχει προκαλέσει το ενδιαφέρον αρκετών ερευνητών με 
αποτέλεσμα την δημοσίευση ενός σημαντικού αριθμού ερευνητικών εργασιών κατά την 
τελευταία δεκαετία. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα συμπεράσματα των Erbe και 
Peterson οι οποίοι μελέτησαν στο άρθρο τους [18] την σχέση μεταξύ της ταλάντωσης 
της μη γραμμικής (3.1) με την ταλάντωση της εξίσωσης (3.2), ενώ οι Bohner και Tisdell 
στο άρθρο [16] ασχολήθηκαν με την συσχέτιση της ταλάντωσης της εξίσωσης (3.2) 
με την ταλάντωση της αντίστοιχης μη ομογενούς εξίσωσης. Η πρώτη παράγραφος του 
παρόντος κεφαλαίου περιέχει ορισμένα βασικά θεωρήματα ταλάντωσης για την (3.1), 
από τα οποία με κατάλληλη επιλογή συναρτήσεων προκύπτουν αντίστοχα πορίσματα, 
για διάφορες μορφές της (3.2). Στην δεύτερη παράγραφο μελετάται η ταλάντωση μίας 
ειδικής περίπτωσης της εξίσωσης (3.1) και γίνεται σύγκριση των συμπερασμάτων με 
αντίστοιχα γνωστά συμπεράσματα για την συνεχή περίπτωση.

81
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3.2 Ταλάντω ση ΣυνήΌων Μη Γραμμικών Δ υ ­
ναμικώ ν Εξισώ σεω ν Δ εύ τερ η ς Τάξης

Στην ενότητα αυτή ασχολούμαστε με την ταλάντωση των λύσεων της εξίσωσης (3.1) 
για τις οποίες ισχύει

sup { |x(i)| : t > t Q} > 0  για κάθε t0 e T  με t0 > α.

Σε όλη την παρούσα ενότητα θα θεωρούμε ότι ισχύουν οι ακόλουθες δύο συνθήκες:

(Η1) Οι συναρτήσεις ρ, q : Τ  —► Μ είναι δπ-συνεχείς με ρ  > 0, q > 0.

(Η2) Η συνάρτηση /  : R —> R είναι συνεχής με x f ( x )  > 0 για χ  Φ 0 και υπάρχει 
Κ  > 0 τέτοιο ώστε

\ f(x)\  > Κ\χ\  για χ  φ  0.

Θεωρούμε το ολοκλήρωμα

Τα συμπεράσματα αυτής της ενότητας ομαδοποιούνται σε δύο υποενότητες. Η πρώτη 
υποενότητα αφορά την περίπτωση όπου το ολοκλήρωμα I  απειρίζεται θετικά ενώ η 
δεύτερη υποενότητα αφορά την περίπτωση όπου το ολοκλήρωμα I  είναι ένας θετικός 
αριθμός.

3 .2 .1  Η περίπτωση I  =  οο
Πριν προχωρήσουμε στην διατύπωση των κυρίων συμπερασμάτων της παρούσας υ- 

ποενότητας, προτάσσουμε δύο χρήσιμα λήμματα που αφορούν την συμπεριφορά μη 
ταλαντούμενων λύσεων της εξίσωσης (3.1).

Λ ή μ μ α  3 .2 .1 . Α ν χ  είναι μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1), τότε υπάρχει to € 
[α, οο)χ τέτοιο ώστε

x(t )x*(t )  > 0  για t € (ίο,°ο)τ* (3.3)

Απόδειξη. Ας είναι x  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1). Η χ  θα είναι τελικώς θετική 
ή τελικώς αρνητική. Θα ασχοληθούμε μόνο με την περίπτωση που η χ  είναι τελικώς 
θετική, καθώς η περίπτωση που η χ  είναι τελικώς αρνητική αντιμετωπίζεται με παρόμοιο 
τρόπο. Τπάρχει ένα t0 € [α, οο)χ τέτοιο ώστε

x(t) > 0 ,  t e  (ίο,οο)χ.

Θέτουμε y =  ρ χ Α και παρατηρούμε ότι, για την απόδειξη του συμπερασματός μας, 
αρκεί να αποδειχθεί ότι

y ( t )  > 0 ,  t €  (ίο ,οο )τ- (3.4)
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Γ ια ί >  ί0, ισχύει χ(σ(έ)) >  Ο και, συνεπώς, λόγω της υπόδεσης (Η2), είναι f{x(a(t)))  
>  Ο για ί  €  (ίο,οο)τ · Παραγωγίζοντας την συνάρτηση y , παίρνουμε

yA{t) =  [ρ(ί)χΔ(ί)]Δ =  ~q{t)f{x{a{t)))  <  0,

που σημαίνει ότι η συνάρτηση y  είναι τελικώς γνησίως φδίνουσα. Αν υποδέσουμε ότι 
υπάρχει ίι Ε Τ με ίι > ίο τέτοιο ώστε

# y{t ι) = c < ο,

τότε, από την μονοτονία της y  έπεται ότι

p(s)xA(s) =  y(s) < y(ti) = c για s > t i

και συνεπώς
x A(s) <  — t- γ  για όλα τα s > U. 

p(s)
Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση από έι έως ί, για t  >  t 1? παίρνουμε 

x( t )  =  x(ii) +  [  x a ( s ) A s  < x(t i )  +  c [
Jti J t x P \ s )

Επειδή c <  0, από την υπόδεση ^  =  oo έπεται ότι για t  —> oo είναι x(t) —► —oo, 
που αντίκειται στην υπόδεση ότι η χ  είναι μία τελικώς δετική λύση. Άρα y(t) >  0 για 
κάδε ί > ίο και, επειδή η συνάρτηση ρ  είναι δετική, δα είναι και x A(t) >  0 για κάδε 
t  > ί0. □

Λ ή μ μ α  3 .2 .2 . Α ν χ  είναι μία λύση της (3.1) μ ε  x(t)  >  0 για κάθε t  >  ί0 >  α, τότε

0 < εδ (*)
< t)  "  p ( t ) f t

<
t  A s  

t 0 p ( s )

t e  (ίο,οο)χ. (3.5)

Απόδειξη. Θεωρούμε την συνάρτηση y  = ρ χ Α και, εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη 
του Λήμματος 3.2.1, αποδεικνύουμε ότι yA(i) <  0 και y(t) >  0 για κάδε ί  Ε (ίο,οο)τ. 
Ολοκληρώνοντας την (3.1) και κάνοντας χρήση της υπόδεσης ότι η λύση χ  είναι δετική 
στο (ίο,οο)τ, παίρνουμε, για ί Ε (ίο,οο)χ,

από όπου προκύπτει ότι

χ(  ίΐ
0 <  y(t)  <  - .T aV, * €  (ί0, οο)Τ.

Jto ρ(β)

Διαιρώντας την παρακάνω ανισότητα με p{t)x(t) > 0, ί  >  ίο, παίρνουμε τελικά την 
(3.5). □
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Για τα επόμενα δύο θεωρήματα ύα χάνουμε χρήση της ακόλουθης υπόθεσης:

(Η3) Τπάρχει μία συνάρτηση r  G 7?.+ (Τ) τέτοια ώστε η συνάρτηση ρ ■ τ : Τ  —> Κ. 
να είναι Δ-παραγωγίσιμη και υπάρχουν Μ  >  0 και ί*  >  α τέτοιο ώστε για 
οποιοδήποτε ί 0 >  ί*  να είναι r (t )er (t, t0)p(t) <  Μ  για όλα τα μεγάλα ί.

Για διευκόλυνσή μας στις διατυπώσεις των θεωρημάτων αυτών, ορίζουμε, για ίο G 
[α, οο)τ, τις συναρτήσεις C ,  Q, Q i ,  φ : (ίο, οο)Τ —» R με

C { t - t 0)

Qi{t; ίο )  

Φ(ί] ίο )  

Q(t\t0)

1 + μ(*)
p w  η'to p(s)

1 + M(i)r(i)
p(t)er(t,t0) ’

ε Γ( σ ( ί ) , ί 0)

Γ (ί) (1  +  μ ( ί ) π ( ί ) )

Kq(t) +  l(p(t)r(t))A +

C (t )
+  r(t) .

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

© εώ ρ η μ α  3 .2 .1 . Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (H I) , (Η2) m i (Η3). Επι­
πλέον, υποθέτουμε ότι για οποιοδήποτε ί ι  €  [ίο, οο)χ είναι

lim sup ί  H ( s ; t 0) =  οο, (3.10)
t-*oo Jti

όπου

H ( t ; ί 0) =  φ(Τ, ί 0) -
Q 2(t ; to )C (t-t0) 

4 < 5 ι( ί; ίο )  ’

Τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

ί  €  ( ί0, οο)τ .

Απόδειξη. Έστω χ μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
υποθέτουμε ότι η χ  είναι τελικώς θετική. Με χρήση του Λήμματος 3.2.1, διαπιστώνουμε 
ότι υπάρχει ίο €  Τ  τέτοιο ώστε χ (ί) >  0 και χΔ(ί) >  0 για ί  €  (ίο, οο)χ. Για το ίο € Τ 
που θεωρήσαμε, ορίζουμε τις συναρτήσεις C , Q i, φ και Q  με τις σχέσεις (3.6), (3.7), 
(3.8) και (3.9) αντίστοιχα, καθώς και την συνάρτηση w : Τ  —» R  με

ιυ(ί) :=  εΓ(ί, ί 0)
> ( ί ) χ Δ ( ί)  

. * (0
ί  €  ( ί0, οο)χ. (3.11)

Παρατηρούμε ότι η w  είναι Δ-παραγωγίσιμη στο ( ί0,οο)τ. Παραγωγίζοντας την συ­
νάρτηση w  και λαμβάνοντας υπόψη ότι, επειδή r  e  7?+(T), ΰα είναι er( i,t0) >  0, 
παίρνουμε, για ί  >  to,

< Λ ί) ε^(ί,ίο )
> ( ί ) χ Δ (ί)  

. * (< )
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+ e r (a ( t ) ,t0)

r (t)e r ( t ,t0)

, Γ (Ύ(,λ f \ ί x{t)\p{t)%A{t)}A - p ( t ) ( x A (t))2 ! ,  f i l
+ ^ ( ί ) , « { ----------x(t)x(c(t))-------------2 W*Wf)1

δηλαδή, για ί  G (ίο, οο)Τ)

[ ρ ( ί ) χ Δ ( ί ) ] Δ  ε Γ ( σ ( ί ) , ί 0 )
wA(t) =  r(t)w (t)  +  β Γ ( σ ( ί ) , ί 0 )

χ (σ (ί)) p it)
X

x{t)
ι(σ (ί))

Δ / ν Λ ΐ 2
ρ ( ί ) χ ^ ( ί )  

χ ( ί )

1
-  ^ Γ(σ (ί) ,ί0)[ρ(ί)Γ(ί)]Δ. (3.12)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι χ (σ (ί))  =  x(t)  +  μ (ί)χΔ(ί) και με χρήση του Λήμματος 3.2.2, 
έχουμε, για t >  t £ Τ,

lW t ) )  =  ι + Μ ( ) ί 1 2 > < ι  + μ ( ί )

χ ( ί ) χ(ί)
ρ ( ί )  / ί

t Δΐ _  tE{t\ ίο), 
ίο  p (s )

και άρα
ι( ί)

< , ί  G  ( ί 0 , ο ο ) ·x{a{t))- c(t-t0y — ν - ,^ τ .
Από την (3.12) με χρήση της (3.13) παίρνουμε, για ί  G  (ί0, ο ο ) Τ , 

w A(t) <  r(t)w(t) -  e r ( a ( t ) , i 0 ) g ( i ) ^ X-

(3.13)

β Γ ( σ ( ί ) , ί 0 ) ρ ( ί ) χ Δ ( ί )

. x(t)P{t)C (t\  t 0 )

Επίσης από την (3.11) έχουμε

> ( ί ) χ Δ ( ί ) 1 2 _  w2(t) p (t)r(t)

-  - e r ( a ( t ) , t 0)\p (t)r(t)}A. (3.14)

x(t) +
e2( i , i0) er ( i , i0)

wi t ) +
4  r 2 ( i ) p 2 ( i )  ’

ί  >  i 0 .

Από την (3.14), με χρήση της παραπάνω σχέσης και λαμβάνοντας υπόψη την υπόιίεση 
(Η2), βρίσκουμε, για ί >  ί0,

eT(a (t),to )r(t)w (t)  e r ( a ( i ) , i 0 ) r 2 ( i ) p ( i )

C ( i ; i o ) e r ( i ,  ί ο ) 4 C (i;i0)
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- 2 ε’·(σ (ί )>ίο)[ρ(ί Μ ί)]Δ,

δηλαδή, γ ια  ί  €  ( ί 0 ,ο ο ) τ ,

w A (t) <  - e r ( a ( i ) , i 0) I K q (t)  +  ^ \p ( t)r { t)]A  +

eT( a ( t ) , t0)w 2{t) _  r ( t ) e

C (t-,t0)p ( t) e } ( t , t0) [ c t * ( 3 1 5 >

Μ ε χ ρ ή σ η  τη ς  εΓ( σ ( ί ) , ί 0) =  [1 +  p(t)r(t)]er ( t , t0), t e  T , από  τη ν  (3 .1 5 ) πα ίρνουμε, 
γ ια  ί  G T  με ί  > to,

w A (t) <  —ι/>(ί;ίο) —

=  - ^ ( ί ; ί ο ) -  

α πό  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τι

ιυ Δ ( ί)  <  -

[1 +  p { t)r ( t)]w 2(t) ί  r ( i ) [ l  +  μ (ί)τ ·( ί)][ K W _  ί
r ( t ,to )  \C ( i ;  t0)p(t)e.

ίφ ϊο )  +  to)w®

C (t;to )
- r ( i ) | w {t)

Q i{ t\ to ) / f \  ^n (+  f  x /

c m w ( t) - 2 ‘3<M o)v w S )
+

Q2(t;to)C(t;to)

4Qi(t;to)

t f ( t ;  to) -
Q 2{t\to )C {t\ to)

, t  €  (ίο , o o )T.
4 Q i( i ;  ίο)

Γ ια  ί ι  G T  με ί ι  >  ίο, ο λ ο κ λη ρ ώ νο ντα ς  τη ν  (3 .16 ) σ το  [ ί ι , ί ] χ ,  βρ ίσκουμε

Q 2( s ; i o ) C ( s ; i 0)

(3 .16)

( ί)  -  w (ti)  < -  [  
J u

ΐΚ«;*ο) -
4 Q i( s ; io )

Δ $ , t  >  ί ι ,

ή

^ ( s ; i o ) -
Q 2(S; i o ) C ( S; i 0)

A s  < w ( ti)  — w ( t) y t  > t\. (3 .17)
ti L 4 Q i ( s ; i 0)

Λ α μ β ά νοντα ς υπόψ η  ό τ ι οι ρ , χ ,  χ Α είναι θ ε τ ικ έ ς , από  το ν  ορ ισμό τη ς  σ υνά ρ τη σ η ς w  
και τη ν  υ π ό θ ε σ η  (Η 3) β ρ ίσ κ ουμ ε ό τι, γ ια  ί  >  ίχ , είναι

w (t)  =  er ( i ,  ί 0)
ρ ( ί ) ζ Δ ( ί)  1 ,  ̂ , λ

_— )-------2Ρ< )Γ< ’

>  - \p ( t ) r ( t ) e r ( t ,U ,)  >  - j A f ,

από  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τι το  δ εξ ιό  μ έλ ο ς  τη ς  (3 .17 ) είναι άνω  φ ρ α γμ ένο , πρά γμα  που  
α ντίκ ε ιτα ι σ τη ν  υ π ό θ εσ η  (3 .1 0 ). Ε π ο μ έν ω ς  ό λ ες  ο ι λ ύ σ ε ις  τη ς  εξ ίσ ω σ η ς (3 .1 ) ταλα- 
ντο ύ ντα ι. □
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Δεν είναι δύσκολο να διαπιστωθεί ότι ανάλογα με τις επιλογές της συάρτησης r 
στην υπόθεση (Η3) μπορούν να προκύψουν διαφορετικές ικανές συνθήκες για την 
ταλάντωση της εξίσωσης (3.1). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι εφαρμογές του 
Θεωρήματος 3.2.1 στις περιπτώσεις που r(t) — 0 ή r(i) =  j ,  ί G Τ.

Για r =  0 η συνθήκη (Η3) πληρούται για κάθε ί € (ίο, οο)χ και είναι Q i ( t \ t o )  =  0, 
i p ( t ; t 0) = ATg(i), t  e  ( to ,o o ) r , er ( i , i0) = 1, t G (ίο,οο)τ- Από το Θεώρημα 3.2.1 
προκύπτει το επόμενο πόρισμα που, στην περίπτωση Τ =  R, είναι το ταλαντωτικό 
κριτήριο των Leighton-Wintner.

Π ό ρ ισ μ α  3 .2 .1 . Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (Η1) και (Η2). Α ν

00

q{s)As  =  οο,

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Αν r(t) =  τότε er (t, ίο) =  ^  και για να ισχύει η συνθήκη (Η3) αρκεί η συνάρτηση 
ρ  να είναι άνω φραγμένη. Έτσι οδηγούμαστε στο επόμενο κριτήριο.

Π ό ρ ισ μ α  3 .2 .2 . Τποϋέτουμε ότι οι (Η1) και (Η2) πληρούνται και ότι η συνάρτηση 
ρ είναι άνω φραγμένη. Α ν για οποιοδήποτε ί0 6 [α, οο)τ είναι

limsup / ί σ(ε) < Kq(s ) Η-
t—>°° Λ0 V I

ρ Ο )~
2s +

p(s)
4 s2C( s \ t0)

A 2(s)C{s-t0) 
4 B(s)

A s  — oo,

όπου

και

A(t)  :=
tC(t]t0)

1 +  -μ ( ί)  — C(t; t0) , t  € (tQ> oo)T

ί € | α ' οο)ι
τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Στην συνέχεια θεωρούμε την δυναμική εξίσωση (3.1) για p(t) =  1, ί  €  Τ  και 
/ ( χ )  =  χ, χ  6 R, οπότε η (3.1) παίρνει την μορφή

χ ΔΔ(ί) +  <?(ί)χσ(ί) =  Ο, ί  €  [α, οο)Τ. (3.18)

Με εφαρμογή του Θεωρήματος 3.2.1 στην εξίσωση (3.18), παίρνουμε το επόμενο πόρι­
σμα.

Π ό ρ ισ μ α  3.2*3. Έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις (HI), (Η2) και (Η3) και επιπλέον, 
υποθέτουμε ότι για οποιοδήποτε t\  €  [ ί ο , ο ο ) τ  είναι

limsup ·|σ(δ) ? ( « ) - +
►οο 2sa(s) 4s2C'1(s; t0)

A f a M f o to )  Ί
4Bi(s;  i0) j

A s  = oo,
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όπου

A 1(t) : 

B i ( t )  :

Ci(t\ to) :

t C x{t , tQ) 

t +  μ(ί)

1 +  -μ (έ) ~  Ci (t\to) , t e  (<o,oo)T,

f2
, t G [a, oo)x,

1 +  t €  (to, οο)χ.
£ — to

T<5re η εξίσωση (3.18) ταλαντούταχ.

Παραθέτουμε τώρα το δεύτερο ταλαντωτικό κριτήριο για την δυναμική εξίσωση
(3.1).

Θ εώ ρ η μ α  3 .2 .2 . Υποθέτουμε ότι οι συνθήκες (H l) } (Η2) και (Η3) πληρούνται. 
Επιπλέον, υποθέτουμε ότι για οποιοδήποτε t\ Ε [έο, οο)χ είναι

1 Γ
iim sup —  /  ( t - a )

t-+oo £ J o

m
4Q i(s;*o)

όπου m  είναι ένας φυσικός αριθμός. Α ν  η συνάρτηση φ : [α, οο)χ

m—1

A s  =  οο, (3.19)

φ(ί) =  -L  ί  e°r ( s , t 0)p‘' ( s ) r ‘' ( s ) j 2 [ t - a ( s ) n t - s r - ' - l A s ,  (3.20)
1 Jα ί/=0

είναι άνω φραγμένη, τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούταχ.

Απόδειξη. Τποΰέτουμε ότι η (3.19) ισχύει και ότι η συνάρτηση φ που ορίζεται με την 
(3.20) είναι άνω φραγμένη. Ας είναι χ  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1). Χωρίς 
βλάβη της γενικότητας, ΰεωρούμε ότι χ  είναι τελικώς ΰετική και με χρήση του Λήμματος 
3.2.1 ΰεωρούμε ί0 € [α,οο)Τ τέτοιο ώστε χ(ί) >  0 και x A (t) >  0 για t Ε (£ο>οο)χ. 
Ορίζουμε την συνάρτηση w  με την σχέση (3.11) και, εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη 
του ΰεωρήματος 3.2.1, διαπιστώνουμε ότι η (3.16) είναι αληΰής και συνεπώς είναι

ψ(ί]ίο)
Q2(t;t0)C(t;t0y

4Qi(i;£o)
t e  (ίο,οο)χ.

Για ΐχ € T  με ί ι  >  t0 από την προηγούμενη ανισότητα παίρνουμε

( \ t - s )  
Jt ι

m ip(s-,t0)
Q 2(s\tQ) C ( s \ t 0)

4 Q i(s ;i0)
A s  <  — f  ( t—s)mwA (s )A s ,  t  €  [ίι,οο)χ.

J t1
(3.21)

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες το δεξιό μέλος της (3.21) και κάνοντας χρήση του 
Θεωρήματος 1.2.4 για την Δ-παραγώγιση συναρτήσεων δυνάμεων, παίρνουμε, για t €  Τ
με t >  t i ,

ί  (t — s )mlUA (s )A;  
Jt ,
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rt m - l
=  [(ί -  *)“ «,(*)£ +  (—l)m+1 /  J > ( s )  -  t Y ( s  -  t r - " ^ ( s ) ) A s

Jti i/—0
/
η

f  (t — s)mwA(s)As
Jti

pt r n - l

-  (t -  h r w i h )  -  /  ω(σ(β)) £ ( *  -  σ (β )Π ί -  (3.22)
J  i l ___ Λ

Από τον ορισμό της w και το γεγονός ότι οι χ, χ Δ και ρ  είναι δετικές στο (ίο, οο)τ 
έπεται ότι

'  w(t) > - “ P(i)r(i)eT( i , t0), ί  €  (ίο,οο)τ

και άρα

-w{a( t ) )  <  ^9σ(ί)Γσ(ί)< ( ί, ί0), ί  6 (ί0, οο)Τ.

Επομένως, από την σχέση (3.22) με χρήση της προηγούμενης ανισότητας, για ί  € 
[ίι,οο)τ, παίρνουμε

ο) -
<52(s; t0)C(s; t0)

L {  ̂ Γ  ’ 4Q i(s;i0)
i pt  m-1

< { t -  i i )mw (ii) +  -  J  ρσ(s)r°(s)e°{s,to)  J ^ ( t  -  σ(δ))ι/(ί -  s ^ - ^ A s ,

As

rn-l

από όπου προκύπτει ότι, για ί  G Τ με t  > t\> ισχύει

V>(s; to) -
Q2(5;io)C (5;i0)

4Q i(s;i0)7~ Λ *  -  s)’im Λ, '
—  1 1  C l  m ~ l

~ r )  w{ti) + 2t™ J t l ρσ(*>σ(*)<(*>*ο ) Σ > ~ * (* ) ) " (* -*γ ~"~1 δ «·

A s

m—1

Λαμβάνοντας υπόψη την (3.19), παρατηρούμε ότι το πρώτο μέλος της ανισότητας τείνει 
στο άπειρο, ενώ από την (3.20) έπεται ότι το δεύτερο μέλος είναι άνω φραγμένο. Αυτό 
είναι άτοπο και επομένως όλες οι λύσεις της (3.1) είναι ταλαντούμενες. □

. Η πρώτη μας παρατήρηση σχετικά με το Θεώρημα 3.2.2 είναι η διαπίστωση ότι, αν 
r  £ 7£+(Τ) και r{t) < 0 ,  ί  e  Τ, τότε η συνύήκη (3.20) είναι αληύής για κάθε ί  € Τ. 
Ειδικά για την περίπτωση που ίο =  a , r(t) =  0 η (3.19) παίρνει την μορφή

1 /*
lim sup —  /  (ί ~  s)mq(s)As = 

t—> οο * J a
ΟΟ, ί  €  [α, οο)τ, (3.23)
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ενώ εύκολα διαπιστώνεται ότι η συνθήκη (Η3) πληρούται για κάθε ί  Ε (α, οο)χ και 
είναι Qi(t;oc) =  Q (t;a) — 0 και ψ (ί\α ) = kq(t), er ( i ,a) =  1, ί  Ε  (α,οο)χ. Στην 
περίπτωση αυτή το Θεώρημα 3.2.2 μπορεί να θεωρηθεί ως επέκταση ενός γνωστού 
ταλαντωτικού κριτηρίου τύπου Kamenev [26] για δεύτερης τάξης διαφορικές εξισώσεις 
και εξισώσεις διαφορών.

Θ ε ώ ρ η μ α  3 . 2 . 3 .  Θεωρούμε την διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

(p(t)x'{t))' +  q (t)f(x { t))  =  0, ί  Ε [α, οο), (3.24)

όπου ρ  : [α, οο) —> R είναι δπ-συνεχής και /  : R —> Μ χ /( χ )  >  0 yia
χ  φ  0. Έστω <5τι υπάρχα Κ  > 0 τέτοιο ώστε |/ ( χ ) | >  Έ |χ | για x  Φ 0. Α ν

1 ί 1
lim sup —  / (ί — s )mq(s)ds = οο,

ί —*οο ί  J a

τότε  η εξίσωση (3,24) ταλαντούται.

Θ ε ώ ρ η μ α  3 . 2 . 4 .  θεωρούμε την εξίσωση διαφορών

Δ  [ ρ ( π ) Δ χ ( η ) ]  +  q (n )f(x (n  + 1 ) )  =  0 , n  Ε  Ν , (3 .25)

όπου (ρη)η>0) (?n)n>o ακολουθίες μ η  αρνητικών πραγματικών αριθμών και f  : R —> Μ 
συνεχής μ ε  x f ( x )  >  0 για χ Φ 0. Έστω ότι υπάρχει Κ  > 0  τέτοιο  ώ σ τ ε  | / ( χ ) | >  Κ \χ\ 
για χ  Φ 0. Α ν

1 71-1
Um slip —  ] £ ( n  -  s)mq(s) = οο.

n- 00 1 s=i

τότε η εξίσωση (3,25) ταλαντούται.

Το επόμενο ταλαντωτικό συμπέρασμα οφείλεται στους Bohner και Saker [15].

Θ ε ώ ρ η μ α  3 .2 .5 . Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις (Η1) και (Η2). Α ν  υπάρχει 
μία Δ —παραγωγίσιμ η συνάρτηση ζ : Τ —► Μ τέτοια ώστε

lim sup ί  {Έρ(δ)[2σ(«)]2 -p (s )[z (s )]2} A s = οο, (3.26)

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Απόδειξη. Έστω ότι χ  είναι μία μη ταλαντούμενη λύση της εξίσωσης (3.1). Χωρίς 
βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι η χ  είναι τελικώς δετική. Από το Λήμμα 3.2.1 
έχουμε ότι υπάρχει ένα t0 € [α, οο)χ τέτοιο ώστε χ(ί) >  0 και χ Δ(ί) >  0 για t  € 
[ίο,οο)Τ. Θέτουμε

w(t) =
z 2(t)p (t)xA(t)

x(t) t 6 [ίο, οο)τ
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και έχουμε ότι w(t) > 0 για όλα τα t  €  [£ο>οο)τγ. Παραγωγίζοντας την w  μετά από 
πράξεις, παίρνουμε, για t  €  [ίο>οο)τ>

{ f  ο χ σ){ί) 
χσ(ί) + χ σ(ί)

x A(t)
x{t)

z A(t)
z{t) p ( i) [^ ( i) ]2,

από όπου, με χρήση της >  Κ , έπεται ότι

~ w A(t) > q{t)K[za{t)}2 - ρ ( ί ) [ ζ Δ(ί)]2, t  £  [ί0,οο)Τ. (3.27)

Ολοκληρώνοντας την (3.27) βρίσκουμε, για ί £  [ίο,οο)τ,

w (t0) -  w(t) =  -  ί w a (s)A s > ί { φ ^ ζ ^ β ) ] 2 -p ( s ) [ z A(s)]2} A s,
Jt0 Jto

από όπου, λαμβάνοντας υπόψη ότι ιυ(ί) >  0, παίρνουμε ότι

w (t0) >  ί [ φ ) Χ [ ζ σ ( δ ) ] 2 - p ( s ) [ z A ( s ) ] 2 ] Δ β, t £  [ ί 0 , ο ο ) Τ ,
Jto

το οποίο αντίκειται στην υπόθεση (3.26). Επομένως όλες οι λύσεις της εξίσωσης (3.1) 
ταλαντούνται. □

Μία ενδιαφέρουσα εφαρμογή του Θεωρήματος 3.2.5 προκύπτει αν επιλέξουμε z =  
τ/ό, όπου δ : Τ —> R είναι μία θετική Δ-παραγωγίσιμη συνάρτηση. Βρίσκουμε ότι 
ζΔ =  και από το Θεώρημα 3.2.5 παίρνουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Π ό ρ ισ μ α  3 .2 .4 . Τποθέτουμξ ότι οι σιινϋήκϊς (Η1) και (Η2) πληρούνται. Έστω ότι 
υπάρχα μία Α-παραγωγίσιμη συνάρτηση δ : Τ —> (Ο,οο) τέτοια ώστε

[5σ(«)]2 - ^ )
V

<*Δ(*)
\A (s )  +  V s* (s )

A s  =  οο. (3.28)

Τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Περαιτέρω, για δ(ί) =  1, t  G  Τ και 5(t) =  i, i  G  Τ από το Πόρισμα 3.2.4 
προκύπτουν τα ακόλουθα δύο ταλαντωτικά κριτήρια.

Π ό ρ ισ μ α  3 .2 .5 . Α ν οι συνθήκες (Η1) και (Η2) πληρούνται και

lim sup
t—MX)

=  ΟΟ,

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Ας σημειωθεί ότι το Πόρισμα 3.2.5 βελτιώνει το Πόρισμα 3.2.1.
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Π ό ρ ισ μ α  3 .2 .6 . Α ν  οι συνθήκες (Η1) και (Η2) πληρούνται και

lim sup /  <
<—»οο ί K q (s )a (s )  -

p(s)

[ y i +  \/σ (β)]
A s  =  oo, (3.29)

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Το επόμενο Όεώρημα των Bohner και Saker [15] αποτελεί βελτίωση του θεωρήμα­
τος 3.2.5.

Θ εώ ρ η μ α  3 .2 .6 . Α ν  υπάρχει μία Α —παραγωγίσιμη συνάρτηση ζ  και ένας περιττός 
φυσικός τη τέτοιοι ώστε

lim suP - ^  ί  ( i - s ) m { t f ^ ) [ z ff(s)]2 - p ( s ) [ z A(s)]2} A s  =  oo, (3.30)
t—»οο I  Ja

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούνται.

Απόδειξη. Ας είναι x  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1). Χωρίς βλάβη της γενικότη­
τας, υποΰέτουμε ότι η χ  είναι τελικώς *θετική. Εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του 
Θεωρήματος 3.2.5, καταλήγουμε στην σχέση (3.27). Πολλαπλασιάζοντας την σχέση 
(3.27) με (ί — s )m όπου t >  s  και ολοκληρώνοντας την ανισότητα που προκύπτει, για 
ί  >  to, παίρνουμε

Γ ( ί  -  «)”* {q (s )K [z " (s ) }2 -  ρ(5)[*Δ(5)]2} Δ5
Jto

< - ί ( t - s ) mw A (s )A s  
Jt0

ftm -1
- ( ί  -  to)mw(to) -  ( -1 ) "1 /  Σ ( σ ( ί )  -  β Π *  -  s )m- ' - 1u;(a(s))A5

J*0 ϊ/=0
f t  m ~ l

=  (ί -  t0)mw (t0) -  /  Σ ( σ ( ί )  “  β)"(ί -  δ Γ ' ,/“ 1ω(σ(5))Δ5
J  tn  λ

και άρα

« Γ  {q ( s )K [z ° ( s ) }2 -  p (s)[z *(s)]2} Δβ <  (ί -  t0)mw(t0), t € [ίο, οο)Τ.

Δ ια ιρ ώ ντ α ς  με t m, γ ια  t  G [ί0 , ο ο )Τ, α π ό  τη ν π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  α νισ ότη τα  β ρ ίσ κ ουμ ε ότι

^ / ο ( ί _ δ Γ { Φ ) Α : μ < 7 ( 5 ) ] 2 · ρ ( δ ) [ ζ Δ ( δ ) ] 2 } Δ 5  -  ( 1 - l ) m ^ ° ) · (3 ·31 )
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Από την ανισότητα (3.31) έχουμε ότι η συνάρτηση

{ 9 { s ) K [ s f { s ) ) 2 -  p ( « ) [ A s ) ] 2} Δ β , ί  6  [ί0, οο)Τ

είναι άνω φραγμένη, πράγμα που αντίχειται στην (3.30). Επομένως όλες οι λύσεις της
(3.1) ταλαντούνται. □

Το επόμενο ταλαντωτίκό κριτήριο οφείλεται στον Saker [37].

Θ εώ ρ η μ α  3 .2 .7 . Υποθέτουμε ότι πληρούνται οι υποθέσεις (Η1) και (Η2). Α ν υ­
πάρχει μία Α-παραγωγίσιμη συνάρτηση δ : Τ —► (Ο,οο) τέτοια ώστε, για κάθε θετική 
σταθερά Μ } να είναι

limsup ί |.f ifi(a (s))g (5 )— 
t->  οο J α I

[5A(s)]2p(s)[s +  M^i(s)]
4si(a (s))

^  A s  =  οο, (3.32)

τότε κάθε λύση της (3.1) ταλαντούται.

Απόδειξη. Έστω ότι η εξίσωση (3.1) έχει μία μη ταλαντούμενη λύση χ. Χωρίς βλάβη 
της γενικότητας, μπορούμε να υποδέσουμε ότι η λύση χ  είναι τελικώς δετική. Από το 
Λήμμα 3.2.1 έπεται ότι υπάρχει ένα ί0 £ [α, οο)τ τέτοιο ώστε

χ{ί) > Ο, χΔ(ί) >0, ί £ [t0, οο)Τ· (3.33)
Ορίζουμε την συνάρτηση w  : [ίο, οο)τ —> R με

« # > : -  t > f0 (3 .34 )x(t)

και παρατηρούμε ότι λόγω των υποδέσεων για το πρόσημο των ά, ρ, χ , η συνάρτηση 
w  παίρνει μόνο δετικές τιμές. Παραγωγίζοντας την w, παίρνουμε, για t £ [ίο,οο)τ,

^ Δ(ί) =  ί Δ(ί)
p(t)xA(t)

+  <5(cr(t))
> ( ί) χ Δ(ί)

χ(ί) '  \  x(t) )

δ4 β · ω ( ή +
m x(t)x (a (t))  

δ(σ(ί))[ρ(ί)χΔ(ί)]Δ S(a(t))p(t)[xAm 2
χ(ί)χ(σ (ί))m  w{t) +  . <<?(*))

και άρα

w*{t) = SA® w(t) +  (̂ (CT(<))bft)a;Affl]A _ *(g(*)X(*) x(t)
m χ(σ(ί)) 52(t)p(t) χ (σ ( ί) ) ’

t e  [ίο, oo)T.

(3.35)
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Από την εξίσωση (3.1) και την υπόθεση (Η2) έχουμε, για t Ε [£ο,οο)χ, 

(p (t)xA (t))A =  - q ( t ) f (x (a ( t ) ) )  <  - K q ( t ) x { a ( t ) ) . (3.36)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι χ(σ(έ)) =  x(t) +  μ(ί)α:Δ(ί), t €  Τ, από τις (3.35) και (3.36) 
προκύπτει

_  Κδ(α(1), ( i )  -  '
m m m  ι + Μ Ο ^ ί ? ’ t e l < 0 ' o o ) r

(3.37)
Από το πρόσημο και τη μονοτονία των συναρτήσεων χ  και χ Α στο [ί0, οο)τ έχουμε

x(t) — x (t0) — ί  xa (s)As > x A (t)(t — ί0),
Jto

από όπου έπεται ότι υπάρχουν μία Όετική σταθερά Μ  και ένα ίχ € Τ  με ίχ >  ίο τέτοια 
ώστε

ζ Δ (ί) ^ Μ  .
^ < Τ , ί ε [ ( ι . ο ο ) τ .

Με χρήση της προηγούμενης ανισότητας, από την (3.37) παίρνουμε, για ί  e  [ίι, οο)χ,

< Λ ο  <  - m m m  +  s4 £ m  -  ‘
m S2(t)p(t) t +  Μ μ {ί)

και συνεπώς

w A {t) <  - K S ( a ( t ) ) q ( t )  +  ζ | « ; ( ί )  -  —( 2 ^ ! ( t ) , ί  e  [ίχ,οο),
m m

(3.38)

όπου

Q{ ) ~  p if) t + M p t ty

Από την (3.38) με συμπλήρωση τετραγώνων βρίσκουμε

ω Δ ( ί)  <  - K S (a ( t) )q ( t ) +

από όπου προκύπτει ότι

( m )

4< 5(ί) m  ' '  2  j m

ί 2
, ί  €  [ ίχ ,ο ο )τ ,

w A {t) <  -  { K S (a (s ))q (s )  - Ρ Δ(«)]
4 Q ( s )

2 ^
► , ί€ [ ίχ ,ο ο )τ . (3.39)

Ολοκληρώνοντας την (3.39) στο διάστημα [ίχ,ί]τ, για ί  € [ίχ,οο)χ, παίρνουμε

—w {t\) <  w (t) — w (ti) <  — ί
Ju

K 6 (a (s ))q (s )  - [*Δ(*)]
4Q(s)

> As,
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από όπου βρίσκουμε ότι

95

KS(a(s))q{s) [*Δ(*)]2
4Q(s)

A s  < w (ti)  για κάθε t  € [<ι, οο)χ,

που έρχεται σε αντίθεση με την σχέση (3.32). Επομένως όλες οι λύσεις της (3.1) 
ταλαντούνται. □

Για ό(£) =  έ, t £  Τ, από το Θεώρημα 3.2.7 παίρνουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Π όρισμα 3.2.7. Τποθέτουμε ότι πληρούνται οι υποθέσεις (Η1) και (Η2). Α ν , για 
κάθε θετική σταθερά Μ, ισχύει

limsup f  j ifa (s )g (s )  -  ? ^ s +  ^ Μ δ)] |  = 00ί (3.40)
οσ Λ  L 45σ(5) J

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Το επόμενο θεώρημα οφείλεται στον Saker [37] και αποτελεί βελτίωση του Θεω­
ρήματος 3.2.7.

Θ εώ ρ η μ α  3 .2 .8 . Α ς είναι δ(ί) μία θετική συνάρτηση. Α ν υπάρχει ένας περιττός 
φυσικός m  τέτοιος ώστε για κάθε θετική σταθερά Μ  να ισχύει

έ  Γ ( 1  -  · > ■  { « ( ' « ' « w  -  Δ »  -  ” · <3 ·4 1 >

τότε η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Απόδειξη. Θεωρούμε ότι x  είναι μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.1). Εργαζόμενοι 
όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.2.7, καταλήγουμε ότι ισχύει, για κάποιο t\ £ 
[α, οο)χ, η σχέση (3.39), από την οποία έχουμε

K5(a(t))q(t) [*Δ(*)]2
4Q(t)

< - w A {t), t £  [ίι, Οθ)*]ρ.

Από την παραπάνω ανισότητα έχουμε, για t  £  [ti,oo)x,

J\t - ,Γ |π%(.Μ») - Ι£Μ-j Δ. < -1— j (t — s)mw (s)A s
t i

=  -  j - ( t  -  h  r w { h ) + ( - 1  r +i j f  | > ( * )  -  s n t  -  * Γ - " - ν ^ ) ) Δ δ |
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>t m-l/»t 1,1 *
< (ί -  ίιΓ ω (ίι) -  (—l)m+1 /  J > ( i )  -  «)"(* -  δΓ " '-1«;(σ(5))Δ5.

·'*» t/=0

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ο m  είναι περιττός ακέραιος και η w  είναι Όετική στο [ίι,οο)χ, 
από την προηγούμενη ανισότητα παίρνουμε, για t €  [ίι,οο)τ,

Γ(ί - a)
Jt\

m K 5 (a {s ))q {s )  - j £ w l
4<5(s)

► A s  <  (t — ii )miu(ti),

από όπου έπεται ότι, για κάθε t £  [£ι,οο)τ, έχουμε

2 '
^ J \ t  - »r I κβ(φΜ<) - [<AM l

4Q(s)
> A s < Η) w (h ),

και, συνεπώς,

““ Γ  b  Ι„ (< “ ί Γ  { * « · » » «  -  ** (8>Ι4Ρ8(* ^ ) Μμ<ίί)Ι} Δ ί <  w(tl)’
που αντίκειται στην υπόύεση (3.41). Επομένως όλες οι λύσεις της (3.1) ταλαντούνται.

□

Θα κλείσουμε την παρούσα ενότητα εφαρμόζοντας ορισμένα από τα συμπεράσματα 
μας στην δεύτερης τάξης δυναμική εξίσωση Cauchy-Euler.

* ΔΔ(ί) +  ^ ή χ σ (ι ) =  °> * 6  I1»°°)τ· (3.42)

Η εξίσωση αυτή είναι της μορφής (3.1) με p(t) =  1, ί  €  Τ, f ( x )  =  χ , ι  e  Κ και 
=  ϊ^(0>  ̂€  Τ.

Αν Τ  =  [Ι,οο), τότε η (3.42) παίρνει την μορφή της δεύτερης τάξης διαφορικής 
εξίσωσης

(3.43)x"(t) +  =  0, t >  1.
ί i

Προκειμένου να εφαρμόσουμε το Πόρισμα 3.2.3, διαπιστώνουμε ότι Κ  =  1, C\(t) =  
1, B \(t) =  \ , A \(t) =  0, q(t) =  ί  €  Τ. Επομένως, με εφαρμογή του Πορίσματος
3.2.3, βρίσκουμε ότι η εξίσωση (3.43) είναι ταλαντούμενη αν

limsup / 
ί-κ» J  ί

7  1 s
s 2s^~ 4s2

ft  '■y — 1"·
ds =  lim sup J  4

t—*oo 5
(fe = 00.
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Είναι προφανές ότι η παραπάνω σχέση είναι αληθής όταν j  >
Ας εφαρμόσουμε τώρα το Πόρισμα 3.2.7 για την εξίσωση (3.43). Εύκολα διαπι­

στώνουμε ότι η συνΰήκη (3.40) γίνεται

limsup /. 
*-♦ 00 Ja

a(s)q(s)
s +  Μ μ{β) 

4sa(s)
A s  = lim sup

i—MOO

=  lim sup 
*—♦00

Για να ισχύει η παραπάνω σχέση αρκεί η  >  και, συνεπώς, καταλήγουμε στο ίδιο 
συμπέρασμα που πήραμε από την εφαρμογή του Πορίσματος 3.2.3.

Στην περίπτωση που Τ = Ν, η (3.42) παίρνει την μορφή της δεύτερης τάξης εξίσω­
σης διαφορών

Δ 2 $ (η )  +  ^ r + I ) x ( n  + 1 }  =  ° ’ η  =  1’ 2 ’ · · · ·  (3 ·4 4 )

Προκειμένου να εφαρμόσουμε το Πόρισμα 3.2.3, διαπιστώνουμε ότι είναι μ(π) — 1 , 
σ(π) =  n  +  1 , (7ι (η) =  κοα

Λ ί(η)  . t l
B i(n) n2(n +  1)(η -  ί0 +  I)2’

Επομένως, με εφαρμογή του Πορίσματος 3.2.3, προκύπτει ότι η εξίσωση (3.44) ταλαν-
τούται αν

ι· Γ  h  1lim sup / ---------
n—* οο Ja 5 2s

π—1 r
=  lim sup ^

+
s2 — 1 

4s3

n —* oo 5 = 1

7 _ J _
s 2s 4s

t2____________ 0̂____________
4s2(s +  l) (s  -  t0)(s -  t0 +  1)

n—1 r

A s

=  lim sup y y
5=1 L

7 1 η 
4 =  OO,

δηλαδή όταν 7  >  | .  Στην συνέχεια εφαρμόζουμε το Πόρισμα 3.2.7. Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας, θεωρούμε ότι Μ  =  1 και παίρνουμε

lim sup
n—»οο

s +  Μμ(δ) 
4δσ(δ)

A s
π—1

lim sup
n—+oo s=l

7(^ +  1)
s(s +  1 )

lim sup
n—► oo

n—1

Σ 47  — 1 
s

s + 1 
4s(s +  1)

n—1

Επομένως η εξίσωση (3.44) ταλαντούται όταν Ί  > \ ·
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Ας ασχοληθούμε τώρα με την εφαρμογή του Πορίσματος 3.2.6 στην γενική εξίσωση 
Cauchy-Euler (3.42). Επειδή Κ  = 1, παίρνουμε ότι η εξίσωση (3.42) ταλαντούται αν

lim sup / 
t —* οο J  ι

7
s

1

( ν ^  +  γ / Φ ) ) 2
Δ$ =  οο.

Παρατηρώντας ότι, για 5 Ε  [1 ,οο)τ, είναι

7 ________ 1 >  7 1
5 (-^/θ +  λ/ a ( s ) ) 2 5 ( y / s  +  y f s )2

7 1 Ί ~ \
s (2 -yi)2 5

από το Πόρισμα 3.2.6 έπεται ότι η εξίσωση (3.42) ταλαντούται αν 7  >  j  και

(3.45)

Ας σημειωθεί ότι οι Bohner και Guseinov απέδειξαν στην εργασία [12] ότι η συν­
θήκη (3.45) ισχύει σε οποιαδήποτε χρονοβαΰμίδα που δεν είναι άνω φραγμένη. Ε­
πομένως, για Τ =  R και Τ =  Ν, οι εξισώσεις (3.43) και (3.44), ταλαντούνται όταν
7 > ϊ ·

Παρατηρούμε ότι εφαρμόζοντας διαφορετικά κριτήρια αποδείχθηκε ότι η εξίσωση 
(3.42) ταλαντούται όταν η  >  |  και στις δύο περιπτώσεις που Τ =  Κ και Τ =  Ν. 
Το αποτέλεσμα αυτό είναι συμβατό με αντίστοιχα κριτήρια ταλάντωσης που έχουν 
αποδειχτεί για την συνεχή [32] και διακριτή περίπτωση [41].

3 .2 .2  Η περίπτωση I < οο
Στην παρούσα υποενότητα ασχολούμαστε με την ταλάντωση της εξίσωσης (3.1) όταν 

το ολοκλήρωμα /  είναι πεπερασμένο. Πιο συγκεκριμένα, δίνουμε ικανές συνΰήκες ώστε 
οι λύσεις της (3.1) να ταλαντούνται ή να τείνουν στο μηδέν για t —► οο. Το πρώτο 
συμπέρασμα αφορά την περίπτωση που η /  είναι αύξουσα και οφείλεται στους Bohner 
και Saker [15].

Θ ε ώ ρ η μ α  3 .2 .9 . Τποϋέτουμε ότι οι (Η1) και (Η2) πληρούνται. Έστω ότι η συνάρ­
τηση f  είναι αύξουσα. Α ν

f w ) I ‘q m s M  =
οο

και υπάρχει μία Δ - παραγωγίσιμη συνάρτηση ζ η οποία να ικανοποιεί την σχέση (3.26), 
τότε κάθε λύση της (3.1) είτε ταλαντούται είτε τείνει στο μηδέν για t —► οο.
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Η υπόθεση για την μονοτονία της /  δεν απαιτείται στα επόμενα δύο συμπεράσματα.

Θ εώ ρ η μ α  3 .2 .1 0 . Υποθέτουμε ότι οι (HI), (Η2) και (Η3) πληρούνται. Επιπλέον, 
υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η σχέση (3.10). Α ν

A t = οο, (3.46)

τότε κάθε λύση της (3.1) είτε ταλαντούται είτε τείνει στο μηδέν για t  —► οο.

Απόδειξη. Έστω ότι x  : [ίχ,οο) —> R είναι μία μη ταλαντουμενη λύση της (3.1). 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι η χ  τελικώς θετική, δηλαδή υπάρχει ένα 
ί0 Ε [α, οο]χ τέτοιο ώστε χ(ΐ) > Ο για t > ίο· Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

(i) x A{t) >  Ο για t  > to.

(ϋ) Υπάρχει t\ Ε T με tx > t0 και τέτοιο ώστε χ Α(ίχ) <  0.

Στην πρώτη περίπτωση, εργαζόμενοι όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.2.1, κα­
ταλήγουμε σε άτοπο. Επομένως, στην περίπτωση (ί), η εξίσωση (3.1) ταλαντούται.

Στην συνέχεια ασχολούμαστε με την περίπτωση (ii). Υποθέτουμε δηλαδή ότι υ­
πάρχει ένα t\ >  ίο, τέτοιο ώστε χ Δ(ίχ) <  0. Από την εξίσωση (3.1) παίρνουμε

(ρ(ί)χΔ(ί))Δ =  -q { t) f{ x a{t)) < 0, t  > tu

που σημαίνει ότι η συνάρτηση p (t)x A(t) είναι φθίνουσα στο [ίι,οο)χ, και συνεπώς

p (t)x A(t) <  p(ti)a:A(ii) <  0, για t  Ε (ίι, οο)χ,

από όπου, λαμβάνοντας υπόψη ότι p(t)  >  0, t  Ε Τ, έπεται ότι x A(t) <  0 για t Ε 
[ίχ,οο)τ· Κατά συνέπεια η χ  είναι φθίνουσα και θετική στο [ίχ,οο), και άρα το όριο 
της χ  στο 4·οο υπάρχει ως πραγματικός αριθμός. Ας είναι

lim x(i) =  b Ε [Ο,οο).

Αν b > 0, τότε χ (σ (ί) )  > b >  0 για t  Ε [ίχ, οο)Τ και από την υπόθεση (Η2) έχουμε ότι 

f(x (a (t))  > K x(a (t))  >  Kb > 0, t Ε [ίι,οο )τ?

από όπου παίρνουμε

(ρ(ί)χΔ(ί))Δ =  - q ( t ) f ( x a(t)) <  - Kbq(t), t £ [ίι,οο)Τ. 

Από την προηγούμενη ανισότητα με ολοκλήρωση βρίσκουμε

p(t)xA (t) <  p (ti)xA (ti) — Kb ί q(s)A$ < —K b ί q (s)A s , t  > ίχ.
J t i  J t  1

(3.47)
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Διαιρώντας την (3.47) με ρ(ί) και ολοκληρώνοντας από £χ εώς t  παίρνουμε

x ( t ) -  x (ti)  <  —Kb [  - i - r  [  q (r )A rA s .
Jtl  P \s ) Jtx

Από την υπόθεση (3.46) έπεται ότι το δεξιό μέλος της προηγούμενης ανισότητας τείνει 
στο — οο για t —> οο. Αυτό έχει ως συνέπεια ότι θα πρέπει να είναι και limt-^oo^(i) =  
—οο, πράγμα το οποίο αντίκειται στην υπόθεση ότι x (t)  >  0 για t  > £0· Επομένως 
6 =  0, δηλαδή limt_oo x(t)  :=  0. □

Το επόμενο κριτήριο οφείλεται στον Saker [37].

Θ ε ώ ρ η μ α  3 .2 .1 1 . Τποθετουμε ότι οι (Η1) και (Η2) νληρούνται.Έστω ότι υπάρχει 
μία θετική συνάρτηση δ τέτοια ώστε για κάθε σταθερά Μ  >  0, να ισχύει η οχέση  
(3.32). Α ν

Γ ά ) Ι φ)ΔεΑΐ=°°
τότε κάθε λύση της (3.1) είτε ταλαντούται είτε τείνει στο μηδέν για t οο.

3.3 Τ αλάντω ση Μ ίας Κ λάσης Α ποσβεννύμ ενω ν  
Μη Γραμμικών Δ υνα μ ικ ώ ν Εξισώ σεω ν  
Δ εύ τερ η ς Τάξης

Στην ενότητα αυτή 'θα ασχοληθούμε με την ταλάντωση της δυναμικής εξίσωσης 
δεύτερης τάξης

χ Δ Δ (ί) +  q (t)x A*( t )  +  p ( t ) ( f  °  Xa )(t)  =  0, t e  [a, oo)T , (3.48)

όπου p, q είναι πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες σε μία χρονοβαθμίδα Τ με supT =  
οο. Σε ολόκληρη την παρούσα ενότητα θα υποθέτουμε ότι οι ρ, q και /  ικανοποιούν 
τις υποθέσεις:

(Η4) Οι συναρτήσεις ρ, q : Τ —» R είναι δπ-συνεχείς.

(Η5) Η συνάρτηση /  : R —* R είναι συνεχής, παραγωγίσιμη στο R —{0} και ικανοποιεί 
τις σχέσεις

/ ( χ )  >  0 και x f ( x )  > 0 για χ ψ  0.
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Παρατηρούμε ότι η υπόθεση (Η5) επιτρέπει στην συνάρτηση /  να είναι είτε υπο- 
γραμμιχή είτε υπεργραμμική. Για παράδειγμα η συνάρτηση /  μπορεί να είναι της μορφής 
f ( x )  =  χ Ύ, χ  Ε R με 7  >  0, όπου 7 είναι το πηλίκο δύο περιττών ακεραίων. Ας σημειω­
θεί ότι, αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση (3.48) με την συνάρτηση r(t) :=  eg(t,to), 
τότε η εξίσωση (3.48) παίρνει την μορφή

(r(t)xA(t))A + p i ( t ) ( f  ο x a)(t) =  0, t  € [α, οο]τ , (3.49)
•

όπου θέσαμε pi(t) := r(t)p(t), ί  € Τ. Σημειώνουμε, επίσης, ότι, αν q £  72.+ (Τ), τότε 
από το Θεώρημα 1.4.6 έπεται ότι r(t) > 0 ,  t Ε Τ.

Στο σημείο αυτό παραπετούμε μία, επιπλέον, υπόθεση που θα χρησιμοποιηθεί στην 
διατύπωση των συμπερασμάτων αυτής της ενότητας.

(Η6) Η συνάρτηση g : Τ —» R δεν είναι ταυτοτικά μηδέν σε κανένα διάστημα της 
μορφής [to, +οο)τ για to Ε Τ και ισχύει

lim inf ί  g (s )A s>  0.
*-+°° Jto

Μία άμεση συνέπεια της υπόθεσης (Η6) δίνεται στο επόμενο λήμμα.

Λ ή μ μ α  3 .3 .1 . Α ς είναι g : Τ —> R  μία συνάρτηση που ικανοποιεί την συνθήκη (Η6). 
Τότε για οποιοδήποτε to Ε [α, οο)χ, υπάρχει ένα t\ >  to τέτοιο ώστε

/  g{s)A s  >  0 για όλα τα t  Ε [ίχ , οο)Τ
Jtl

(3.50)

Απόδειξη. Έστω ότι δεν υπάρχει ίχ >  to τέτοιο ώστε να ισχύει η (3.50). Τότε για ένα 
αυθαίρετο αλλά σταθερό ί  >  to, θέτουμε

=  tx(t) :=  sup >  t : j f  g (s)A s  <  0 j  .

Αρκεί να αποδειχθεί ότι το t\ είναι πεπερασμένο. Στην αντίθετη περίπτωση, δηλαδή αν 
ίχ =  οο, μπορούμε να βρούμε μία ακολουθία (tn)nGp* στο Τ με limn_»oo tn =  οο τέτοια 
ώστε

In
g (s)A s  <  0 για κάθε π ΕΝ,

,το οποίο όμως αντίκειται στην υπόθεση (Η6). Επομένως είναι ti  <  οο, δηλαδή

>  0 για ί  >  ti,

που αποδεικνύει το ζητούμενο. □
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Το επόμενο λήμμα δίνει μία σημαντική ιδιότητα των μη ταλαντούμενων λύσεων της 
(3.48).

Λ ή μ μ α  3 .3 .2 . Έστω χ  μ{α μη ταλαντούμενη λύση της (3.48). Υποθέτουμε ότι η 
συνάρτηση q € 7£+(ΊΓ) και ότι η συνάρτηση ρι ικανοποιεί την συνθήκη (Η6). Αν

Γ°° 1 Α
Λ  ϊ ω Δ ί  =  0 ° ·

(3.51)

τότ€ υηάρχα ένα ίχ  Ε  Τ μβ ίχ  >  α τέτοιο ώστς

χ ( ί)χ Δ(ί) >  0, ί Ε [ίι,οο)χ.

Απόδαξη. Ας είναι x  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.48). Μπορούμε, χωρίς βλάβη 
της γενικότητας, να 'θεωρήσουμε ότι η χ  είναι μία τελικώς θετική λύση, δηλαδή υπάρχει 
ίο Ε [α, οο)χ τέτοιο ώστε χ (ί) >  0 για t  Ε [ίο, οο)χ. Επειδή η συνάρτηση ρ\ ικανοποιεί 
την συνθήκη (Η6), από το Λήμμα 3.3.1 έπεται ότι υπάρχει ίχ € Τ με ίχ >  ίο τέτοιο 
ώστε

[  P i(s)A
J  u

s >  0, ί Ε [ίι,οο)Τ. (3.52)

Προκειμένου να καταλήξουμε σε άτοπο υποθέτουμε ότι η συνάρτηση χ Δ δεν είναι 
τελικώς θετική και διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.

(i) Έστω ότι η χ Α είναι τελικώς αρνητική. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υπο­
θέτουμε ότι είναι χ Δ(ί) <  0 για κάθε ί  Ε [ίχ,οο)χ. Ολοκληρώνοντας την (3.49) από ίχ 
έως ί  > ίχ, βρίσκουμε

ή

r( t )xA(t) -  Γ(ίχ)χΔ(ίι) +  ί pi ( s ) f (x°(s ) )As  =  0, t  e  [ίχ, oo)T
Jti

r ( t)x A (t) + [  p i(s )f(x <r( s ) )A s ^ r ( t1)xA( t i ) < 0 ,  ί€ [ ίχ ,ο ο )τ . (3.53) 
J t  1

Κάνοντας χρήση της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ολοκλήρωμα της (3.53), 
βρίσκουμε

ί p 1( s) f (xor(s))As =  f(x( t ) )  ί P!(s) A s -  ί  ( f o x ) A(s) ί  pi(u)AuAs.  (3.54) 
•/ΐχ J t \  J t \

Από το Θεώρημα 1.5.5 και την (Η5) έχουμε ότι

( / ο χ ) Δ(ί) =  | J  / ( χ ( ί )  +  /ιμ (ί)χΔ( ί ) ) ό / ι |χ Δ(ί) < 0 ,  ί  €  [ίι,οο)Τ

και συνεπώς, λαμβάνοντας υπόψη την (3.52) βρίσκουμε

ί  ( f ° x ) A{s) ί  px(u)A uA s <  0, ί €  [ίι,οο )χ .
Ju Ju

(3.55)
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Συνδυάζοντας την (3.54) και την (3.55) βρίσκουμε

s)/(xCT(s))As > /(χ(ί)) p i(s)A s  >  0, t  £  [ίι,οο)τ·

Με χρήση της προηγούμενης ανισότητας από την (3,53), προκύπτει

r(t)xA {t) < r ( t\)x A(ti) <  0, t  G [ίι,οο)τ·

Διαιρώντας την παραπάνω σχέση με r(t) (είναι r(t) >  0, ϊ  6 [ίο,οο)τ) κοί1 ολοκλη­
ρώνοντας από ίχ εώς έ, βρίσκουμε

x(t) < x (ti)  +  Γ (ίι)χΔ(ίι) ί  - τ τ Δ δ ,  ί £ [ ί ι ,ο ο ) Τ. (3.56)
Λ , Φ )

Από την (-3.51) και την υπόθεση ότι x A(ti) <  0 έπεται ότι το δεξιό μέλος της σχέσης 
(3.56) τείνει στο —οο για t —► οο, πράγμα που αντίκειται στην υπόθεση ότι η χ  είναι 
τελικώς θετική.

(ii) Έστω ότι η χ Α δεν είναι τελικώς αρνητική. Τότε, από την αρχική μας υπόθε­
ση ότι η χ Α δεν είναι τελικώς θετική έπεται ότι η χ Α ταλαντούται. Θεωρούμε τον 
μετασχηματισμό

λα r (t)x A(t)
” ( ί ) ~7Μ )Ρ  ί € | ί ο ’ ο ο ) ι ·

Επειδή η χ Δ ταλαντούται, μπορούμε να βρούμε ένα ί ι  €  Τ  με ίχ > to τέτοιο ώστε 
χ Α(ίχ) <  0, δηλαδή w (ti) > 0. Παραγωγίζοντας την w , βρίσκουμε, για t  Ε [έι,οο)τ,

w *(t) =
(r(i)xA(i))A/( s ( i ) )  -  r{t)xA ( t ) f  ο x )A(t)

/(χ(ί))/(χ"(ί))

=  ( f  o x ) A(i)
/ ( * - ( t ) )  +  / ( x ' ( i ) )

=  M t )  +  ^ (t)r ( f ) ^ ( t ) / ( k « ) ) ( /  °  * >Δ(ί>

και, με χρήση του κανόνα αλυσίδας του Θεωρήματος 1.5.5, παίρνουμε, για t  Ε  [ti, οο)τ,

w A (t) =  P l^  +  w2^ r { t ) f { S \ t ) )  { J 0 / Μ * ) +  Μ * ) ζ Δ j ·

Κάνοντας χρήση της (Η5) και της υπόθεσης ότι η x είναι ΰετική στο [ίο, οο)τ, από την 
παραπάνω σχέση βρίσκουμε ότι

ω Δ ( ί )  > P l ( i ) ,  ί  e  [ ί ι , Ο θ ) τ ,

από όπου με ολοκλήρωση παίρνουμε

w{t) > w(ti) +  f  
Jt 1

Pi(s)A s, t e  [ίι,οο)τ · (3.57)
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l im in f t t i ( i )  >  w (t i ) >  0,
t —> 00

που σημαίνει ότι η χ Δ είναι τελικώς αρνητική, το οποίο αντίκειται στην υπόθεση ότι η 
χ Δ ταλαντούται. Επομένως ισχύει ότι χ Δ(ί) > 0 για ί  G [ίχ,οο)χ. □

Είναι αξιοσημείωτο ότι, σε αντίθεση με τα συμπεράσματα της δεύτερης ενότητας, 
στην παρούσα ενότητα δεν τίθεται κάποιος περιορισμός για τα πρόσημα των ρ  και q.

Είμαστε τώρα σε θέση να δώσουμε το πρώτο ταλαντωτικό συμπέρασμα για την 
εξίσωση (3.48).

Θ ε ώ ρ η μ α  3 .3 .1 . Τποθέτουμε ότι q €  7£+(Τ) και ότι η συνάρτηση ρχ ικανοποιεί την 
συνθήκη (Η6). Α ν

Γ  1 Λ/ “7Τ Δ ί =  οο
Λ  r(t)

(3.58)

/•οο

1 P i { s ) A s  =  οο, 
α

(3.59)

τότε η εξίσωση (3.48) ταλαντούται.

Απόδειξη. Τποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι x  είναι μία τελικώς θετική 
λύση της (3.48), δηλαδή ότι υπάρχει ίο € [α, οο)χ τέτοιο ώστε χ(ί) >  0, ί G [ίο,οο)χ. 
Έχοντας υπόψη την (3.58), από το Λήμμα 3.3.2 έπεται ότι υπάρχει ένα ίχ G Τ με ίχ >  ίο 
τέτοιο ώστε χ Δ(ί) >  0 για ί G [ίχ,οο)χ. Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (3.49) με 
7 (χ (σ ( ί ) ) )  >  ̂ και ολοκληρώνοντας, παίρνουμε

1
f{x{a (s)))

A s  + t  e  [*ι,οο)Τ)

από όπου με ολοκλήρωση κατά παράγοντες, για ί G (ίχ,οο)χ, βρίσκουμε

Φ )
L / ( * ( « ) )

χ Δ (*)Υ  _  ρ  
Φ))  Λ

r(s )xA(s)
ι Δ

Ά Φ )
A s  4- ί  p i(s )A s  =  0

Ju

ή

τ(ί)χΔ(ί)

/(*(*)) ■ ί r(3)x>) [ φ ]  * Δ ί + / / ι ( ί ) Δ " - Tjm j r ·  (3·60)

Με χρήση του κανόνα της αλυσίδας έχουμε, για t  €  [έι,οο)χ,

ί  r (s )x A(s) 
Jt1

1
A s
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= -  ί \ ( α ) χ Η ο )  { f ° x ) A{ s )

-  -  J  r (s)xA(s) { /  / '  (x(s) + fyu(s)xA(s)) d h )

A s

x A(s)
f{x{s))f{x {a (s))

As.

Λαμβάνοντας υπόψη την υπόθεση (Η5) και ότι οι χ Δ, γ, είναι δετικές στο [ίι,οο)χ, 
διαπιστώνουμε ότι

ί r(s)xA(s)
Ju

1 ι Δ

Λ Φ ) )
A s  <  0, t  Ε [ίι,οο)τ,

από όπου, με χρήση της (3.60), παίρνουμε την ανισότητα 

r(t)x* (t) , , ^ A  ^  r ( tx)xA(ti)

Από την (3.59) έπεται ότι το αριστερό σκέλος της παραπάνω ανισότητας απειρίζεται, 
ενώ το δεξιό είναι άνω φραγμένο. Επομένως όλες οι λύσεις της (3.48) ταλαντούνται.

□
Δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσουμε ότι, αν Όεωρήσουμε το πραγματικό διάστημα 

Τ =  [α, +οο), για q(t) =  0 και f ( x )  =  χ ) χ  Ε Μ το Θεώρημα 3.3.1 αποτελεί γενίκευση 
του ακόλουθου γνωστού θεωρήματος του Fite [20].

Θ εώ ρ η μ α  3.3.2, Η γραμμική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

x ( t )  + p (t)x (t)  =  0, t Ε [α, οο)

τολαντούχαχ} αν / α°° p(t)dt =  οο.

Θ εώ ρ η μ α  3.3.3. Υποθέτουμε ότι q(t) > 0 ,  t Ε Τ και ότι η ρ χ ικανοποιεί την (Η6). 
Επιπλέον, υποθέτουμε ότι πληρούται η ακόλουθη συνθήκη μη-γραμμικότητας της /

f ±OO d u

Lι m < 0 ° '

f°° 1

J ;  W )  =  ° ° ’

1 f 1
lim sup -τ-r / a{s)pi{s)A s  =

t - t-ΟΟ T\t) J a

τότε η εξίσωση (3.48) ταλαντσυται.

(3.61)

Α ν

και
— οο, (3.62)
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Απόδειξη. Ας είναι χ  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.48). Χωρίς βλάβη της γενι­
κότητας, υποθέτουμε ότι η χ  είναι τελικώς δετική, δηλαδή υπάρχει ί 0 € [α, οο)τ τέτοιο 
ώστε x(t) > 0 και από το Λήμμα 3.3.2 υπάρχει ίχ  >  ίο  τέτοιο ώστε χ Δ(ί) > 0, για όλα 
τα ί € [ ί χ , οο)τ· Θεωρούμε την συνάρτηση

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες από t\  έως t  , για t  > t u  παίρνουμε 

ί  H (a (s )(rx A)A (s)A s
J ti

— H (t)r ( t)x A(t) -  / / ‘( ί1)Γ(ίχ)χΔ(ί1) -  J  r(s )xA (s)H A(s)A s

και άρα

f  H ( a { s ) ( r x * ) * ( s ) A s  =  H ( t ) r ( i ) z * ( t )  -  //(t , jr(i,).xa (i,)  -  [ '

+  r  "  (3.M)
Jti  ί ( χ ( Φ ) )

Θέτουμε Xh(t) :=  χ (ί)  +  h p (t)xA (t), ί € T και παρατηρούμε ότι χ&(ί) >  0, ί  €  
[ίχ,οο)χ, Λαμβάνοντας υπόψη την (Η5), βρίσκουμε, για ί  G [ίχ,οο)τ,

ί
I

1 H (s)r(s)xA (s ) ( f  ο x )A(s)

ία / ( * ( * ( * ) )  Δ δ

* H (s)r(s)xA(s)
Ι„ f ( , M s ) )  U Α * Μ ) * > )  Λ ° ) α ,  > ο

και συνεπώς από την (3.63) παίρνουμε, για t € [ίι,οο)χ,

J ^ H (a ( s ) ( r x A)A (s)A s  > H (t)r (t)x A(t) -  //(ίχ)Γ(ίχ)χΔ(ίχ) -  ζ  rf ^ & As.

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (3.49) με H (a(t))  και ολοκληρώνοντας, με χρήση της 
παραπάνω ανισότητας, παίρνουμε, για t  €  [<ι,οο)χ,

0  =  ί  H ( a ( s ) ( r x A)A ( s ) A s  +  ί  a ( s )p i ( s ) A $
J t i  J t i

>  H ( t ) r ( t ) x A (t) -  H ( t i ) r ( t i ) x A (t i )  -  j  A s  +  J ^ < r (s )p x (s )A s
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και άρα, για t  € [ίχ, οο)τ,

H ( t) r ( t ) x A (t) + ί a (s )p i ( s ) A s < H ( t 1) r ( t1) x A ( t1) +  [  A s .  (3.64)
Jti J ti /(*(*(«))

Από την υπόϋεση ότι q(t) > 0, t  6  Τ έπεται ότι r A (t) =  q(t)eq(t,t0) > 0 στο 
[ίι, οο)Τ και, συνεπώς, έχοντας υπόψη το πρόσημο της χ Α χαι ότι η /  πληροί την (Η5), 
παίρνουμε

ί

1 r {s )x ^ {s )
A s < r(t) J x A {s)

t, f ( x (a (s )) '  '  Jtx f ( x ( a ( s ) )
Σ την  συνέχεια ορίζουμε την συνάρτηση G  : [u0, οο) —> R με

A s . (3.65)

° ( Κ ) := £ / ώ * '  " > u -

όπου u 0 =  x{t{)  > 0. Προφανώς είναι G '(u )  =  Επειδή x h(t) < x ( a ( t ) ) y t  e  
[ίι,οο)χ, από την μονοτονία της / ,  έπεται ότι

> t  £ [ΐι,οο)χ.
f (x h ( t) )  f { x { v ( t ) ) V

Με εφαρμογή του κανόνα της αλυσίδας του Θεωρήματος 1 .5 .5 , για t  Ε [tu  οο)Τ, έχουμε

και συνεπώς

[G(x(t)}A >

dh x A (t) > Τ —[Jo f(x(< r(t)))
dh x A (t)

x A (t) , t £ [ ί ι ,  Ο θ ) τ · (3.66)

Επειδή x A (t) > 0 και x ( t)  >  0, t  6  [έι,οο)τ, έπεται ότι υπάρχει το όριο της χ  για 
t  —► οο. Θέτουμε

και παρατηρούμε ότι

lim x ( t)  :=  L  < οοt—*oο

/·*(<) du r 
lim G (x (t))  - lim /  77—r =  /

Juo f (u ) Ju
'L du

uo /(« )

Λαμβάνοντας υπόψη την. (3.61) συμπεραίνουμε ότι

lim G(x(i)) :=  L \  <  οο.
t—♦ οο

Προφανώς είναι [G(x(s))]a A s =  G (x (t))  — G (x (t i) ) , t € [ίι,οο)τ, και με χρήση 
της (3.66) παίρνουμε

f t  x A (s)
G {x {t)) -  G {x {t i))  >  J  /(χ(σ(δ))) Δ$, ί  £  [ίι,οο)χ.
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Α π ό  το ν  τρ ό π ο  ορ ισμού  τη ς  G  έπετα ι ό τι η G  είναι α ύ ξο υ σ α  και σ υ νεπ ώ ς, από  την 
π ρ ο η γο ύ μ εν η  α ν ισ ό τη τα  και τον  ορ ισμό του  L i , π ρ ο κ ύ π τε ι ότι

U  -  G (x(ti)) > G (x(t)) -  G ( x ( t 0 )  >  £  f Z * J ? L .A s , t G [iXl oo)T,

από ό π ο υ , γ ια  L 2 In  — G ( x ( i i ) ) ,  έ χ ο υ μ ε  ότι

t € | t i ' 00)T' i m

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τα ς  τ ις  (3 .6 4 ), (3 .65 ) και (3 .67) πα ίρνουμ ε, γ ια  t  €  [ ΐ ι ,ο ο ) χ ,

H { t i ) r ( t i ) x A ( t1)
H ( t ) x A (t) + £  σ ( β ) ρ ι( θ ) Δ β  <

r ( t)
+  L  2·

α πό  ό π ο υ , επ ε ιδή  r ( t ) >  r ( t i ) ,  t  > i j ,  (είναι r A (t) >  0) έ χ ο υ μ ε

t x A (t)

f { x ( t ) )

και σ υ ν επ ώ ς

t x A (t)

1 f l
+ r ^ j J t  a ^ P l^ A s ~ L ‘

< t i r ( t i ) x A ( t i )  ίιΧ Δ ( ί ι )<
r ( t ) f ( x ( t i ) )  f ( x { t i ) )

/(*(*))
+  - 4  Γ σ ( β )Ρ ι (β) Δ β  <  +  L 2, t  g  [tu o o )T. (3 .68)

r {t) Jt\ f { X V'l))

Έ χ ο ν τ α ς  υπόψ η  ό τ ι χ Δ (έ) >  0 και / ( χ ( έ ) )  >  0  γ ια  έ G [ ί ι ,ο ο ) τ ,  παρατηρούμε ό τι 

από  τη ν  (3 .6 8 ) έπετα ι ό τι η σ υνά ρ τη σ η  ^  / t‘ a ( s ) p i ( s ) A s  είναι άνω  φ ρα γμένη  σ το  

[ έ ι ,ο ο ) τ ,  π ρ ά γ μ α  π ο υ  αντίκειτα ι σ τη ν  (3 .6 2 ). Ε π ο μ έν ω ς  ό λ ες  ο ι λ ύ σ ε ις  τη ς  (3 .48) 
τα λ α ντο ύ ντα ι. □

Α ν  q(t)  =  0 , t  G Τ , τό τε  η εξ ίσ ω σ η  (3 .48 ) πα ίρνει τη ν  μορφή

χ Δ Δ ( ί)  +  p ( t ) ( f  ο χ σ)(ί)  =  0, t  G [α, οο]Τ. (3 .69)

Μ ε εφ α ρ μ ο γή  το υ  Θ εω ρ ή μ α τος 3 .3 .3  π ρ ο κ ύ π τε ι το  α κ ό λ ο υ θ ο  κριτήριο τα λά ντω σ η ς γ ια  
τη ν  εξ ίσ ω σ η  (3 .6 9 ).

Π ό ρ ισ μ α  3 .3 .1 . Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση ρ ικανοποιεί την συνθήκη (Η6) και 
ότι η συνάρτηση /  πληροί την συνθήκη μη γραμμικότητας (3.61). Α ν

l im s u p  /  a ( s ) p ( s ) A s  =  οο ,

τότε η εξίσωση (3.69) ταλαντούται.
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Το Πόρισμα 3.3.1 αποτελεί γενίκευση του ακόλουθου γνωστού 'θεωρήματος του 
Atkinson [10].

Θ εώ ρ η μ α  3 .3 .4 . Η  διαφορική εξίσωση

x ”{t) -Ρρ(ί)χ2η*1 — 0, t  £ [α, οο),

όπου ρ  : [α, οο) —> Μ+ είναι μία συνεχής συνάρτηση και η  είναι ένας φυσικός, ταλα- 
ντρύται αν _

οο.
ΓΟΟ

/  tp(t)dt 
J α

Ας σημειωθεί ότι, σε αντίθεση με το κριτήριο του Atkinson, η συνάρτηση ρ  στο 
Πόρισμα 3.3.1 δεν είναι κατά ανάγκη 'θετική. Από την απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.3 
προκύπτει ότι, αν από τις υποθέσεις του Θεωρήματος 3.3.3 παραληφθεί η συνθήκη 
(3.61), τό,τε μπορεί να αποδειχθεί το επόμενο κριτήριο ταλάντωσης για τις φραγμένες 
λύσεις της (3.48).

Π ό ρ ισ μ α  3 .3 .2 . Υποθέτουμε ότι q(t) > 0 ,  t £  Τ και ότι η ρ\ ικανοποιεί την (Η6). 
Α ν •οο χ

/ = ΟΟ

και
'a r(t)

ι  Vlimsup-r-r / σ(β)ρι(β)Δβ = οο,
t-> oo Τ \ Ρ )  J a

τότε όλες οι φραγμένες λύσεις της (3.48) ταλαντούνται.

Η επόμενη υπόθεση αφορά την συμπεριφορά της /  για μεγάλες τιμές τις μεταβλητής. 
Συγκεκριμένα η υπόθεση (Η7) εξασφαλίζει την ύπαρξη συνόλων της μορφής [τ, οο) με 
τ  £ Τ, όπου η g να είναι κάτω φραγμένη από αυθαίρετα μεγάλα κάτω φράγματα.

(Η7) Αν g : Τ —► Μ μία συνάρτηση, τότε, για κάθε k  >  0, υπάρχει m  >  0 τέτοιο ώστε

g(x)  >  πι  για x  > k.

Στην συνέχεια, θα αποδείξουμε ένα ακόμη κριτήριο ταλάντωσης, χρησιμοποιώντας 
γενικευμένο μετασχηματισμό Riccati. Για να το επιτύχουμε αυτό, θα αναφέρουμε 
πρώτα ένα λήμμα (βλέπε άρθρο [1 1 ]), το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε στην απόδειξη.

Λ ή μ μ α  3 .3 .3 . Έστω ότι χ  είναι μία λύση της (3.48) και x ( t)x A(t) >  0 y i a t > t Q>a.  
Επιπλέον, υποθέτουμε ότι ζ  και f  ο χ  είναι Α-παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο Τ, με  
x( f ( x ) )  7̂  0, χ  ψ  0. Αν

*· z2rx A

τότε
,  Δ  _  ( „σ \2  ΓΧΔ (ΖΔ ) 2 ΓΧΑ( ί  ° * ) ( /  ° Χ)°
w  ~ Μ ζ )  ~ W ^  + — ( 7 ^ ( f o x



Θ εώ ρη μ α  3 .3 .5 . Υποθέτουμε ότι η ρχ ικανοποιεί την (Η5) και η f  ικανοποιεί την 
(Η7). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι
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fOO χ

Λ
και ότι υπάρχα μία Δ-παραγαγίσιμη συνάρτηση ζ  : Τ —> Τ τέτοια ώστζ

limsup ί  {ρι(ί)[2:σ(5)]2 - K V ( s ) [ z a ( s ) ]2 } A s  =  o o . (3.70)
ί—»οο J  a

Τότε η εξίσωση (3.48) ταλαντούται.

Απόδειξη. Ας είναι x  μία μη ταλαντούμενη λύση της (3.48). Χωρίς βλάβη της γενι­
κότητας, 'θεωρούμε ότι η χ  είναι τελικώς θετική δηλαδή υπάρχει to £  Τ  τέτοιο ώστε 
x(t) >  0 για t >  to. Από το Λήμμα 3.3.2 προκύπτει ότι υπάρχει ένα t\ >  ίο τέτοιο 
ώστε x A (t) >  0 για t €  [ίι,οο)χ. Θεωρούμε την συνάρτηση w : [ί0,οο)χ —* R  με

,=  z2(t)r (t)x A (t)

{ ) ' ( f o x ) ( t )  ·

Παρατηρούμε ότι, για t 6  [ίι,οο)Τ, είναι w (t) >  0. Από το Λήμμα 3.3.3 έχουμε

, r ( t )x A { t ) { f  ο χ ) ( t ) ( f  ο x)*(t)
( /ο χ )Δ ( ί)

Επειδή x (t) >  0 και r(t) >  0, για t >  ίχ, έπεται ότι

(

> PI [z-(t))a -  t € [ί,,οο)χ.

Επομένως, ολοκληρώνοντας παίρνουμε, για t >  ί Χ,

- w ( t )  +  ΐϋ (ίι)  >  ί  p i(s )[z °(s )]2A s -  ί  Μ *  ^  As.
Jti Λ, ( f ° x r ( s )

(3.71)

Από την συνθήκη (Η7), έπεται ότι για k =  x (t i) , υπάρχει μία θετική σταθερά m τέτοια
ώστε

f '(x h {t))  >  m , t €  [ίι,οο)Τ, (3.72)

όπου
x h{t) =  x(t) +  /ιμ (ί)ζΔ (ί) >  x(t) >  x (ii).
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Παρατηρούμε ότι από το Θεώρημα 1.5.5 έχουμε ότι

( f o x ) A = ( j f  f ' ( x h(t))d h j x A {t) 

και, με χρήση της (3.72), για t € [ίι,οο)τ, παίρνουμε

( f ° x )  (t) = f  f ^ Xh^ d h > m  f  dh = m,  
Jo JoΧΔ (ί)

οποτε

0 >
χ Δ(ί) ^ 1 r .

> ------- , €  [ ί ι ,  o o ) tt-( f  o x ) A(t) m

Από τις (3.71) και (3.73) βρίσκουμε, για t  G [ίχ,οο)τ, ότι

•ί -, π

(3.73)

w (ίι) >  ω ( ί ι ) - ω ( ί ) ^  ί  Ρι(5)[2:σ(5)]2Δ 5  -  — /  Γ(δ)[ζΔ (5)]2Δδ,
J t i  m  J u

δηλαδή

( h ) >  ί  {ρι(*)[ζσ(8)]2 - Κ φ ) [ ζ * ( 3 ) ] 2} Δ 8 ,  (3.74)
J tx

όπου Κ  =  ^  >  0. Η τελευταία ανισότητα αντίκειται στην (3.70). Επομένως η (3.48) 
ταλαντουται. □

Π α ρ α τή ρ η σ η  3 .3 .1 . Αν f ( x )  =  χ, χ  G R τότε η συνάρτηση /  ικανοποιεί την 
συνθήκη (Η7), δηλαδή το Θεώρημα 3.3.5 εφαρμόζεται και στην γραμμική περίπτωση, 
σε αντίθεση με το Θεώρημα 3.3.3.

Το παράδειγμα που ακολουθεί αποτελεί εφαρμογή του Πορίσματος 3.3.1.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .3 .1 . Θεωρούμε την χρονοβαθμίδα T q = {qNo : q >  1} και την 
εξίσωση

χ ΔΔ(ί) +  p{t ) ( f  ο χ σ)(ί) = 0, t  €  T g, (3.75)

όπου η συνάρτηση /  ικανοποιοιεί την συνθήκη (3.61). Τποθέτουμε ότι 1 <  α  <  2 και 
θέτουμε

<2‘.*-ι _  χ
m  :=

q*+l + Γ
Επιπλέον, για λ, β  G  R με β  >  0 και λ > m a, θέτουμε

Ρ ( ί ) : = ^ ( λ  +  /?(-1)"), ί =  9 " € Τ ?.

Για tn = qn G  Tg, n  =  1 ,2 ,.. . ,  έχουμε

roo ΓσΜ  ^2^
/  p(s)A s = Σ  p (s)A s = 2^ρ(ί* )μ (ί* )

/c= n  k = n
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- Σ (Α +  # —!)*)
n a k (9-1 )qk

=  ( g - l ) ^ (  A +  f l - l ) * ) ^ - ) *

( g - l ) * * - 1 /  λ β ( - ΐ ) η \
g T i ( a - l )  1 q C t+ 1  _  l j  ’

Επειδή
Λ qa- 1 -  1 
— >  ;— -  =  m  >  0, 
β  qa+1 + 1

έπεται ότι poo

lim sup /  p(s)A s >  0, t  6 T9, 
t>0 Jt

δηλαδή  η  σ υ νά ρ τη σ η  ρ  ικ α νο π ο ιε ί τη ν  σ υ ν θ ή κ η  (Η 6 ). Ε π ιπ λ έο ν , γ ια  π  £  Ν , είναι

ίη / \ / \ Λ ^ —Ν -f- y0(—l ) fc) / Λ\ k
σ(δ)ρ(5)Δδ =  2 ^ ----------~ΰίΓ— “ (9 “ 1)9

l·—1 *

=  9 ( 9 - l ) X > (2-a)fc( A +  /? ( - ! )* )>
k —  1

α πό  ό π ο υ , επ ε ιδή  q >  1, π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι lim  s u p ^ ^  / * ” a ( s )p ( s )A s  =  + ο ο .  Α π ό  το  
Π όρ ισ μ α  3 .3 .1  έπ ετα ι ό τ ι η εξ ίσ ω σ η  (3 .75 ) τα λα ντο ύτα ι. ,



Περίληψη

Ο σκοπός της παρούσης μεταπτυχιακής διατριβής είναι διττός, αφενός να παρουσιάσει 
μία σύντομη εισαγωγή στην -θεωρία των χρονοβαθμίδων (tim e scales) και αφετέρου 
να δώσει μερικές εφαρμογές της θεωρίας στην μελέτη της ταλάντωσης δυναμικών ε­
ξισώσεων πρώτης και δεύτερης τάξης. Η διατριβή αποτελείται από τρία κεφάλαια. Το 
πρώτο κεφάλαιο αποτελεί μία σύντομη εισαγωγή στην θεωρία των χρονοβαθμίδων όπου 
παρουσιάζονται οι βασικοί ορισμοί και ορισμένα βασικά θεωρήματα καθώς και αρκετά 
παραδείγματα στα οποία γίνεται φανερό ότι η θεωρία των χρονοβαθμίδων περιλαμβάνει 
ως ειδικές περιπτώσεις τα αντίστοιχα συμπεράσματα για την συνεχή και διακριτή πε­
ρίπτωση. Στο δεύτερο κεφάλαιο μελετάται η ταλάντωση δυναμικών εξισώσεων πρώτης 
τάξης (συνήθων, με υστέρηση καθώς και ουδετέρου τύπου). Στο τρίτο κεφάλαιο πα­
ρουσιάζονται ορισμένα συμπεράσματα που αφορούν την ταλάντωση μη γραμμικών δυ­
ναμικών εξισώσεων δεύτερης τάξης.

The purpose of the present thesis is double, to present a brief introduction to 
the basic theory of time scales and, as application of this theory, to give some recent 
results on the oscillation of dynamic equations of first or second order. The thesis 
consists of three chapters. The first chapter consists an introduction to the basic 
theory of time scales (definitions, fundamental theorems, examples). The second 
and third chapter are devoted to giving some recent results on the oscillation of first 
order dynamic equations and second order dynamic equations, respectively.

113



Βιβλιογραφία

[1] R. R  Agarwal, M. Bohner, Basic calculus on time scales and some of its appli­
cations, J. Res. Math. 35 (1999), 3-22.

[2] R. R  Agarwal, M. Bohner, A. Peterson, Inequalities on time scalesra survey, 
M ath. Inequal. A p p l  4 (2001), 535-557.

[3] R. P. Agarwal, M. Bohner, D. O’Regan and A. Peterson, Dynamic equations 
on time scales: a survey, J. Comput. Appl. M ath. 141 (2002), 1-26.

[4] E. Akin-Bohner, M. Bohner, S. H. Saker, Oscillation criteria for a certain class 
of second order Emden-Fowler dynamic equations, Electron. Trans. N um er. 
A n a l  27 (2007), 1-12

[5] E. Akin, L. Erbe, A. Peterson, B. Kaymakcalan, Oscillation results for a dyna­
mic equation on a time scale, J. D ifference Equ. Appl. 7 ( 2001), 793-810.

[6] D. Anderson, J. Bullock, L. Erbe, A. Peterson, H. Tran, Nabla dynamic equa­
tions on time scales, Panam er. J. M ath. 13 (2003), 1-47.

[7] F. M. Atici, D. C. Biles, A. Lebedinsky, An application of time scales to eco­
nomics, M ath. Comput. M odelling  43 (2006), 718-726.

[8] F. M. Atici, G. Sh. Guseinov, On Green’s functions and positive solutions for 
boundary value problems on time scales, J. M ath. A n a l Appl. 141 (2002), 
75-99.

[9] F. M. Atici, F. Uysal, A production-inventory model of HMMS on time scales, 
A p p l M ath. Lett. 21 (2008), 236-243.

[10] F. V Atkinson, On second-order nonlinear oscillations, Pacific J. M ath. 5 
(1955), 643-647.

[11] M. Bohner, L. Erbe, A. Peterson, Oscillation for nonlinear second order dyna­
mic equations on a time scale, J. M ath. Anal. A p p l  301 (2005), 491-507. 12 *

[12] M. Bohner, G. Sh. Guseinov, Improper integrals on time scales, D ynam . S y­
stem s A p p l  12 (2003), 45-66

115



116

[13] Μ. Bohner, A. Peterson, D ynam ic Equations on T im e Scales, Birkhauser, Bo­
ston, 2001.

[14] M. Bohner, A. Peterson, First and second order linear dynamic equations on 
Time Scales, J. D ifference Equ. A p p l  7 (2001), 767-792.

[15] M. Bohner, S. H. Saker, Oscillation of second order nonlinear dynamic equations 
on tim e scales, Rocky M ounta in  J. M ath . 34 (2004), 1239-1254-

[16] M. Bohner, C. C. Tisdell, Oscillation and nonoscillation of forced second order 
dynamic equations, Pacific J. M ath. 230 (2007), 59-71.

[17] L. Erbe, A. Peterson, S. H. Saker, Oscillation criteria for second-order nonlinear 
dynamic equations on time scales, J. London M ath. Soc. 6 7  (2003), 701-714.

[18] L. Erbe, A. Peterson, Boundedness and oscillation for nonlinear dynamic equa­
tions on a  time scales, Proc. A m er. M ath. Soc. 132 (2003), 735-744.

[19] L. H. Erbe, B. G. Zhang, Oscillation for first order linear differential equations 
w ith deviating arguments, D ifferentia l Integral Equations  1 (1988), 305-314.

[20] W. B. Fite, Concerning the zeros of solutions solutions of certain differential 
equations, Trans Am er. M ath . Soc. 19 (1917), 341-352.

[21] G. Sh. Guseinov, Integration on time scales, J. M ath. A n a l  A p p l  285 (2003), 
107-127.

[22] S. Hilger, Analysis on measure chains-a unified approach to  continuous and 
discrete calculus, Results M ath. 18 (1990), 18-56.

[23] S. Hilger, Ein Mafikettenkalkul mit Anwendung auf Zentrumsmannigfaltigkei- 
ten, Ph.D. thesis, Universitat Wurzburg, 1988.

[24] B. Jackson, The time scale logarithm, A p p l M ath . L e t t  21 (2008), 215-221.

[25] J. Jaros, I. P. Stauroulakis, Oscillation tests for delay equations, Rocky Moun­
tain J. Math. 29 (1999), 197-207.

[26] I. V. Kamenev, An integral test for conjugacy for second order linear differential 
equations, M at. Z am etk i  23 (1978), 249-251. (Russian)

[27] R. G. Koplatatze, T. A. Chanturija, On oscillatory and monotone solutions 
of first order differential equations with deviating arguments, D ifferencyaTnye  
Uravnenija  18 (1982), 1463-1465. 28 *

[28] G. Ladas, Sharp conditions for oscillations caused by delays, A p p l  A n a l  9
(1979), 93-98.

Β ιβ λ ιο γρ α φ ία



Β ιβ λ ιο γρα φ ία 117

[29] G. Ladas, V. Lakshmikantham, J. S. Papadakis, Oscillations of higher-order 
retarded differential equations generated by the retarded argument, Delay and 
Functional Differential Equations and Their Applications, Academic Press, New 
York, 1972, 219-231.

[30] G. Ladas, Ch. G. Philos, Y. G. Sficas, Sharp conditions for the oscillation of 
delay difference equations, J . A p p l Math. Simulation 2 (1989), 101-111.

[31] V. Lakshmikantham, S. Sivasundaram, B. Kaymakcalan, Dynamic Systems on 
Measure Chains, Mathematics and its Applications, 370, Kluwer Academic Pu­
blishers Group, Dordrecht, 1996.

[32] H. J. Li, Oscillation criteria for second order linear differentisal equations, J. 
Math. A nal Appl 194 (1995), 312-321.

[33] R. J. Marks II, I. A. Gravagne, J. M. Davis, J. J. DaCunha, Nonregressivity in 
switched linear circuits and mechanical systems, Math. Comput. Modelling 43 
(2006), 1383-1392.

[34] R. M. Mathsen, Q. R. Wang, H. W. Wu, Oscillation for neutral dynamic fu­
nctional equations on time scales, J. D ifference Equ. A p p l  10 (2004), 651-659.

[35] Z. Pospisil, Hyperbolic sine and cosine functions on measure chains, N onlinear  
A n a l  47 (2001), 861-872.

[36] Y. Sahiner, I. P. Stavroulakis, Oscillations of first order delay dynamic equa­
tions, D ynam . System s A p p l  15 (2006), 645-656.

[37] S. H. Saker, Oscillation of nonlinear dynamic equations on time scales, A p p l  
M ath. C o m p u t  148 (2004), 81-91.

[38] J. H. Shen, New oscillation criteria for odd order neutral eqquations, J. M ath. 
Anal. A p p l  201 (1996), 387-395.

[39] S. G. Topal, Rolle’s and generalized mean value theorems on time scales, J. 
Difference Equ. A p p l , 8 (2002), 333-343.

[40] J. S. Yu, B. G. Zhang, Z. C Wang, Oscillation of delay difference equations, 
A p p l A n a l  53 (1994), 117-124.

*

[41] G. Zhang, S. S Cheng, A necessary and sufficient oscillation condition for the 
discrete Euler Equation, Panam er. M ath. J. 9 (1999), 29-34. 42 *

[42] B. G. Zhang, X. Deng, Oscillation of delay differential equations on time scales,
M ath. Com put. M odelling  36 (2002), 1307-1318.



118 Β ιβ λ ιο γρ α φ ία

[43] Β . G . Z h a n g , F . L ia n , T h e  D is t ib u t io n  o f  g e n e ra liz e d  ze ro s  o f  s o lu tio n s  o f  d e la y  
d if fe re n tia l  e q u a t io n s  o n  t im e  sca le s , J. D ifference Equ. Appl. 1 0  (2004 ), 759- 
771.

[44] B . Z h a n g , X . Y a n , X . L iu , O sc illa tio n  c r i t e r ia  o f  c e r ta in  d e la y  d y n a m ic  e q u a tio n s  
o n  t im e  sc a le s , J. D ifference Equ. Appl., 1 1  (2 0 0 5 ), 933-946. 45

[45] Y . Z h o u , B .G . Z h a n g , O s c il la t io n  fo r d iffe re n ce  e q u a t io n s  fo r v a r ia b le  delay ,
D ynam . S ys tem s Appl. 1 0  (2 0 0 1 ), 133-144. *------\



Ευρετήριο Ό ρω ν

Δ-αντιπαράγωγος, 22 
Δ-ολοκλήρωμα
-  αόριστο, 22
-  γενικευμένο, 28
-  Cauchy, 22
αρχή της επαγωγής, 7 
διάστημα, 6 
γενικευμένη ρίζα, 50 
οπίσθιον άλμα, 4 
περιοχή, 6 
πρόσθιον άλμα, 3 
προ-Δ-αντιπαράγωγος, 22 
σημείο
-  αριστερά διασπαρμένο, 5
-  αριστερά πυκνό, 5
-  δεξιά διασπαρμένο, 5
-  δεξιά πυκνό, 5
-  μεμονωμένο, 5
-  πυκνό, 5 
συνάρτηση
-  Δ-παραγωγίσιμη, 9
-  V-παραγωγίσιμη, 18
-  δεξιά πυκνά συνεχής, 19
-  εκθετική, 32
-  ισχυρώς ταλαντούμενη, 51
-  κόκκωσης, 4
-  προ-Δ-παραγωγίσιμη, 20
-  ταλαντούμενη, 51 

, -  regressive, 29
-  regulated, 19 
σύνολο Tfc, 8
χαρακτηριστική εξίσωση, 54 
χρονοβαΰμίδα, 3


