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Πρόλογος .

Τα ραθήμαια που ακολουθούν έχουν στόχο να αποτελόσουν μ ια  εισα\ωγή στη 

Διαφορική Γεωμετρία των καμπύλών κα ι των επιφανειών.Μερικές μόνο από τ ις  τοπ ικές  

και ολικές ιδ ιότητες των καμπύλών κ α ι των επιφανειών πρόκειτα ι να μελετηθούν 

με κύριο βάρος σ τ ις  τοπικές ιδ ιό τ η τ ε ς . Η Διαφορική Γεωμετρία στα πρώτα της 

βήματα ξεκίνησε σαν ένα κεφάλαιο του Απειροστικού Λογισμού (εύρεση εφαπτομένης 

μιας καμπύλης , μήκος τόξου καμπύλης κ .λ .π .) . Πολλοί ε ίν α ι ε κ ε ίν ο ι που σ υ νει- 

σέφεραν στα πρώτα της βήματα . Ενδεικτικά  αναφέρω τους : Leonhard E u le r (1707- 

1783) , Graspar'd Monge (1746-1818) , Joseph Louis Lagrange (1736-1813) κ α ι Augu­

stin  Cauchy (1789-1857) . Όμως το αποφασιστικό βήμα γ ια  τη Διαφορική Γεωμετρία 

έγινε από τον K arl F rie d rich  Gauss (1777-1855) . Με τη θεμελιακή δουλειά , 

"D isqu isition es generales c irc a  su p e rfic ie s  curvas (1827)" του Gauss , η Διαφο­

ρική Γεωμετρία από ένα κεφάλαιο του Απειροστικού Λογισμού που ήταν , αναβαθμί­

στηκε σε ανεξάρτητο κλάδο στα Μαθηματικά . Έ τ σ ι μπορούμε να πούμε ό τ ι αυτή η 

δουλειά του Gauss ήταν το πιστοποιητικό γένεσης της Διαφορικής Γεωμετρίας . Η 

κύρια ιδέα του Gauss ήταν ό τ ι , μ ια  επιφ άνεια έ χ ε ι μ ια  εσωτερική Γεωμετρία 

που καθορίζεται μόνο από το μήκος των τόξων , τα οποία μετρούνται πάνω στην ε π ι­

φάνεια . Ο ι ιδ έες του Gauss γενικεύτηκαν από τον Bernhard Riemann (1826-1866) 

με αποτέλεσμα τη γένεση της γεωμετρίας "Γεωμετρία Riemann" , που φ έρνει το 

όνομά του . ν

Σήμερα μετά τόσα χρόνια από τη θεμελιακή δουλειά του Gauss θα ά ξ ιζ ε  να 

θυμήααυμε ένα απόφθεγμα του μεγάλου μαθηματικού George B irk h o ff , ο οποίος

όντας αναλύστας είπ ε : " ........... ίσως η Γεωμετρία σε τελ ική  ανάλυση , δεν ε ίν α ι

τίποτε περισσότερο από τη λάμΐιη των δ ια ιτ η τ ικ ώ ν  κοσμημάτων της Ανάλυσης" .

θωμάς Χααάνης

Γιάννενα , 1987



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

Για  μ ια  καλλίτερη προσέγγιση στο μάθημα ο ι φ οιτητές μπορούν να συμβουλευ­

τούν τα παρακάτω β ιβλία  , τα οποία υπάρχουν στη Βιβλιοθήκη του Τμήματος Μαθημα­

τικών :

(1) Manfredo P.do Cam» , D iffe re n tia l Geometry o f Curves and Surfaces , 

Prentice-H all , Inc. , Englewood C l i f f s  , New Jersey , 1976 .

(2) B. O’N e il , Elementary D iffe re n t ia l Geometry , Academic Press , New 

York , 1966 .

(3) W.Klingenberg , A course in  D iffe re n t ia l Geometry , T ran slated  by 

D.Hoffinan , Springer , New York - Hedelberg - B e rlin  , 1978 .

(4) J.A'. Thorpe , Elementary Topics in  D iffe re n t ia l Geometry , S pringer , 

New York - Heidelberg - B e rlin  , 1979 .

Τα παραπάνω προσψέρονται γ ια  μ ια  σύγχρονη αντιμετώπιση του μαθήματος . Ε ι­

δικότερα το (1) αποτέλεσε πρότυπο γ ια  τον συγγραφέα τούτων των σημειώσεων .

(5) J .J .  Stoker , D iffe re n tia l Geometry , W iley-In terscience  , New York , 

1969 .

(6) D .J . S tru ik  , Lectures on C la s s ic a l D if fe re n t ia l Geometry , 2nd ed. , 

Addison-Wesley , Reading , MA , 1960 .

(7) T .J . W illmore , An Introduction to  D iffe re n t ia l Geometry , Oxford U n i­

v e rs ity  Press , Oxford , 1959 .

Τα 5,6,7 ηροαρέρονται γ ια  μ ια  π ιο  κλασσική αντιμετώπιση του μαθήματος .



I . ΚΑΜΠΥΛΕΣ

1 .1 .  Ο ρ ισ μ ο ί -  Π α ρ α δ είγμ α τα  .

θεωρούμε ένα ανοικτό διάστημα I=(a,b) , όπου μπορεί α·-®  ή b= ® . 

Ανάλογα με τους στόχους που θ έλ ει κανείς να πετύχει δ ίν ε ι κ α ι το κατάλληλο 

ορισμό καμπύλης . Γ ια  μας ο παρακάτω ορισμός ε ίν α ι ικανοποιητικός .

Ο ρ ισ μ ός 1 , 1 . 1 . Mux απεικόνιση y :I-*-R3 , γ(ί)*>(γ^( t) ,Y 2( t ) ,v 3 ( t ) ) λέ­

γεται καμπύλη τά ξη ς  Ck αν ο ι συντεταγμένες της γ  , δηλαδή ο ι συναρτήσεις 

Y1 (t) , Y2(t) , Y3(t) έχουν συνεχείς παραγώγους μέχρι κ α ι k τάξης . Η μετα­

βλητή t  λέγετα ι π α ρ ά μ ετρ ο ς της καμπύλης γ  .

Παρατήρηση 1 . 1 , 1 . ( i)  Mux καμπύλη τάξης C0 ε ίν α ι μ ια  συνεχής α π ε ι­

κόνιση γ :Ι  + R3 .

( i i)  Μια καμπύλη τάξης 0°° λέγετα ι , δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  ή λ ε ία  (smooth) 

καμπύλη .

( i i i )  Πρέπει \α διακρίνουμε το σύνολο γ(Ι) ( ε ίν α ι ένα σύνολο σημείων 

του R3 ) από τη καμπύλη y :I-*-R3 . 'Ε τσ ι το σύνολο γ (Ι) θα λ έγ ετα ι ε ικ ό ν α  

ή τ ρ ο χ ιά  της γ . Μερικές φορές θα λέμε καμπύλη κ α ι θα εννοούμε το γ (Ι) .

(iv) Γ ια  μux καμπύλη y :I-»R3 , t  — > Y(t)»(Y1( t) ,Y 2( t) ,Y 3(t))  , το v ( t ) .

ε ίν α ι το διάνυσμα θέσης ενός σημείου , που κ ιν ε ίτ α ι στη τροχιά γ (Ι) της γ  .

(ν) Ο περιορισμός μ ιας καμπύλης τάξης C* , γ : I“ (a,b) -+R3 σε ένα κ λ ε ι­

στό διάστημα [ y ,6 ] c l , δηλαδή η β : [γ,δ]-*^3 , με E (t)* y(t) vux t 6  [γ,δ] , 

θα λέγεται κα ι αυτή καμπύλη τάξης .

Στόχος μας ε ίν α ι να μελετήσουμε μερικές τοπ ικές ιδ ιό τη τες των λείω ν καμπύ­

λών . θα δώσουμε πρώτα μερικά παραδείγματα .

Π α ρ ά δ ειγμ α  1 . 1 . 1 . Ας ε ίν α ι α»(α1,α 2,α3) κ α ι ό>(β| ,β 2,β 3) δύο δ ιανύ- 

σματα του R 3 . θεωρούμε την απεικόνιση y :R-*-R3 , που ο ρ ίζετ α ι με τη σχέση



- 2 -

Y(t)= (o1+tP1 , a 2+tp2 . Oj+tPj) . H απεικόνιση αυτή ε ίν α ι μ ια  λε ία  καμπύλη- Η 

τροχιά της (σχήμα 1) ε ίν α ι μ ια  ευθεία που περνά από το σημείο α κ α ι παράλληλη 

προς το διάνυσμα b . Αν b=(0,0,0) , τότε γ(ί)= (α1 ,ο^ ,ο^ -α δηλαδή μια στα­

θερή απεικόνιση (σταθερή καμπύλη) .

t

Y (t)* (a c o s  t ,  a  s in t ,  bt) ε ίν α ι μ ια  λ ε ία  καμπύλη , αρού ο ι συντεταγμένες 

a  c o s t ,  a  s in t ,  b t έχουν συνεχείς παραγώνους κάθε τάξης . Μπορούμε να δούμε πως 

η εικόνα (τροχιά) y(R) ε ίν α ι πά\ω σε ένα κύλινδρο (ποιά η εξίοωση του κυλίν- 

όρου ;) . Η καμπύλη αυτή λόγω του σχήματος της εικόνας (σχήμα 2) λέγετα ι κ υ λ ιν -j 

δ ρ ικ ή  έ λ ικ α  . *·

,
3



-3-

Π α ράδειγμ α  1 . 1 . 3 . Η y :R->-R̂  με v ( t) e (t^ ,t^ ,0) ε ίν α ι επίσης μ ια

λεία  καμπύλη με τροχιά το γράφημα του σχήματος 3 .

ε ίν α ι επίσης μ ια  λ ε ία  καμπύλη , της οποίας η εικόνα ε ίν α ι στο επίπεδο Oxy κ α ι

έ χ ε ι το σχήμα του 8 (σχήμα 4 ) .  Παρατηρούμε ό τ ι Υ(0)«*(0,0,0)=γ (ακέραιο πολ-

σχήμα 4 

3
λαπλάσιο του π) . δηλαδή η ; v:R + R  δεν ε ίν α ι 1-1 (αμιριμονοσήμαντη πάνω 

στην εικόνα της) .

Π α ρ ά δ ειγμ α  1 . 1 . 5 . Η απεικόνιση y :R-*-R  ̂ που δ ίν ε τ α ι με την 

v (t)» (t,| tj ,0) δεν ε ίν α ι λ ε ία  καμπύλη (γ ια τ ί ;) . Η γ  ε ίν α ι μ ια  καμπύλη τά­

ξης C0 . Η ε ικ ό ν α  της ε ίν α ι πάνωστο επίπεδο Oxy (σχήμα S) f  . <:ί

Μ .,·
;. · " ,ν  ··;*«'

; , . / ϊ;
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Παράδειγμα 1 .1 .6 . Οι απεικονίσεις γ: [θ,2π]+R3 , β:[0,2π] -*R3 που 

δίνονται ως Y(t)=( cos t ,  s in  t ,  0 ) , β(ΐ)=( cos 2t, s in  2t, 0 ) ε ίνα ι λείες

καμπύλες (κοίταξε παρατήρηση 1.1.1. (ν)) , με εικόνες στο επίπεδο Qxy και 

μάλιστα έχουν ·π\ν ίδ ια  εικόνα το κύκλο x2+y2=1 (σχήμα 6) .

ι

;

i
3

f
y

σχήμα 6 §

Ε ίνα ι φανερό ότι η γ σκεπάζει μια φορά το κύκλο και η β δύο φορές .
%.

Ορισμός 1 ,1 ,2 . Καμπύλες των οποίων η εικόνα ε ίνα ι πάνω σε ένα επίπεδο' , 

(όχι κατ’ανάγκη επίπεδο συντεταγμένων) λέγονται επ ίπ εδες καμπύλες .
k.
• j

Έτσι ο ι καμπύλες στα παραδείγματα 1.1.1. , 1.1.3. , 1.1.4. , 1.1.5. 2 
και 1.1.6 ε ίνα ι επίπεδες. Επίσης η καμπύλη y :(0 ,«)-*R 3 , ) | |

ε ίνα ι επίπεδη. Η τροχιά της βρίσκεται στο επίπεδο x-y+z+1=0 . ||

|
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1 .2 .  Κ α ν ο ν ικ έ ς  κ α μ π ύ λες , Α ν α π α ρ α μ ετρ ή σ ε ις  . .

Ας ε ίν α ι γ:Ι·*· R 3 μ ια  λ ε ία  καμπύλη κ α ι t  € I . θεωρούμε το σημείο 

γ{ t)=p της εικόνας της ν  (σχήμα 7) . Επίσης θεωρούμε το σημείο Q=v(t+h) . 

Ας ε ίν α ι ε η ευθεία που ορίζεται, από τα σημεία Ρ κ α ι Q .

σχήμα 7

Το διάνυσμα FQ ε ίν α ι PQ»v(t+h)~Y(t) . ’ Ετσ ι η ευθεία  ε ε ίν α ι παράλληλη με

το διάνυσμα Υ^*^~Υ^  · 'Οταν το Q-*-P , δηλαδή h + Ο , τότε η ευθεία  ε

τ ε ίν ε ι \α γ ίν ε ι η εφαπτομένη του γ( I) στο Ρ κ α ι συνεπώς η εφαπτομένη του

Υ(Ι) στο Ρ*ν(t) ε ίν α ι παράλληλη με το διάνυσμα lim  . Το όρ ιο
Μ  h

αυτό υπάρχει αφού η καμπύλη γ  ε ίν α ι λ ε ία  κ α ι ε ίν α ι το 

dvt dY2 d v ,
v ’ (t)»( -jjr- (t) , - jj-  (t) , (t) ) . Έ τ σ ι η εφαπτόμενη του γ(Ι) στο σημείο

ν ίt) ε ίν α ι παράλληλη στο διάνυσμα γ ’ (έ)= (γ|(ΐ) , Y2(t) , v j( t )  ) . Γ ια  το λόγο 

αυτό το διάνυσμα γ ’ (τ) λέγετα ι εφ απτόμενο δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  ν  σ το  t  . 

Επειδή όμως το γ(Ι) μπορεί να θεωρηθεί σαν η τροχιά ενός υλικού σημείου , που 

βρίσκεται στο σημείο γ (t) τη χρονική στιγμή t  , γ ια  τούτο το διάνυσμα γ ' (τ’) 

λέγεται κα ι δ ιά νυ σ μ α  τα χ ύ τη τα ς  τη ς  ν στο t  .

Ο ρ ισ μ ό ς 1 . 2 . 1 . Έστω η λ ε ία  καμπύλη y :I * R 3 με Y (t)“ (v ^ (t),v 2( t ) fY -(t)  ) .
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Το διάνυσμα γ  ( t ) =(Y^ (t),Y 2 ( t ) ,Y j( t)  ) λέγεται, εφ απτόμενο δ ιά ν υ σ μ α  ή 

δ ιά ν υ σ μ α  τ α χ ό τ η τ α ς  τπ ς  Υ οτο t  ή v ( t ) . Αυτό το διάνυσμα α ρ χ ίζε ι 

από το σημείο γ ( ί)  (σχήμα 8) .

%Ci)

σχήμα 8
4U

Παρατήρηση 1 » 2 .1 » Συνήθως αποφεύγουμε να λέμε διάνυσμα ταχύτητας στο · 

τάδε σημείο της τροχιάς χωρίς να αναφέρουμε κάπως τη παράμετρο , αφού όταν η * ί

τροχιά της έ χ ε ι αυτοτομές (όπως η καμπύλη του παραδείγματος 1 .1 .4 ) ,τότε σε ένα 1
-Μ

σημείο αυτοτομής της τροχιάς έχουμε δύο τουλάχιστον διανύσματα ταχύτητας . Αντίί
Μ

θετά μπορούμ^ άνετα να μιλάμε , χωρίς να δημιουργέ ίτ α ι σύγχυση , γ ια  διάνυσμα  ̂

ταχύτητας στο t  ή στο Y (t) , 1|

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1» 2 , 1 , Το διάνυσμα ταχύτητας της έλικας  

Y(t)= (acos t ,a s in  t ,b t)  στο t  ε ίν α ι το γ ' ( t ) - ( - a s in  t ,a c o s  t,b ) · Ε ίνα ι 

διάνυσμα με αρχικό σημείο το v(t)= (acos t ,a s in  t ,b t)  .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 . 2 . 2 .

Ή

Το διάνυσμα ταχύτητας της καμπύλης του Παραδείγματος!



\

1.1.3 οτο t  ε ίν α ι το v '( t ) - ( 3 t 2,2 t,0 ) κ α ι έ χ ε ι αρχικό σημείο το v (t)

Το διάνυομα ταχύτητας στο t=0 ε ίν α ι (0 ,0,0) δηλαδή το μηδενικό διάνυομα 

και έχε ι αρχικό σημείο το σημείο γ(0)= (0,0,0) .

Π α ράδειγμ α  1 , 2 . 3 . Τα διανύσματα ταχύτητας στο t  των καμπύλών β κ α ι 

γ του παραδείγματος 1 .1 .6  ε ίν α ι : β '( t ) “ ( - s in t ,  c o s t ,0) κ α ι

v '( t)* 2 (-s in  t ,  cos t,0 ) . Τ ι σχέση έχουν τα β '{t) και γ ’ ( ΐ)  ;

Ο ρ ισ μ ός 1 .2 .  2. Μια λ ε ία  καμπύλη y :I-»-R λέγετα ι κ α ν ο ν ικ ή  σ το  

t  £ I , αν γ ’ (τ)*0 κα ι κ α ν ο ν ικ ή  στο I αν ε ίν α ι κανονική γ ια  κάθε t G I ,  

δηλαδή αν το διάνυομα ταχύτητας ε ίν α ι παντού μη μηδενικό . Παρακάτω θα ασχολη­

θούμε μόνο με κανονικές καμπύλες .

Έ τσ ι η καμπύλη γ(τ)®( cos t ,  s in  t,0 ) ε ίν α ι κανονική παντού στο ΐΓ,ενώ  η 

καμπύλη β:11·*·1^με β (τ)» (ΐ2,τ 3,0) δεν ε ίν α ι κανονική στο t=0 .

θεωρούμε τώρα μια  λ ε ία  καμπύλη γ :Ι  -*R3 κ α ι ας ε ίν α ι h:J-*-1 μ ια  δ ια ρ ο ρ ί-  

σιμη συνάρτηση με h(J)=I , όπου J  ε ίν α ι ένα καινούργιο διάστημα της πραγματι­

κής ε ιθ ε ία ς  . Τότε από το διαφορικό λογισμό ξέρουμε πως η σύνθεση β®γ· h: J  -►  R3 

ε ίν α ι πάλι λ ε ία  απεικόνιση , δηλαδή η β ε ίν α ι πάλι μ ια  λ ε ία  καμπύλη (σχήμα 9) .

κα ι μάλιστα ο ι β κ α ι γ  έχουν την ίδ ια  τροχιά . Η καμπύλη U C x W iM O )  λ έγ ε-



τ α ι αναπ αραμ έτρησ η  της καμπύλης γ με την h .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  1 , 2 . 4 , Έστω 1=0*9) κα ι γ .Ί +R3 μ τα λ ε ία  καμπύλη με 

Y(t)= (t-1 ,t/ t ,/ t )  . Αν J-(1 ,3 ) κ α ι h :J-*I με 1ι(τ)=τ^ τότε η αναπαραμέτρη- 

ση της γ με την h εύναι η καμπύλη P:J-*R με 

β(τ)= γ(Κ(τ))= γ(τ2)=(τ2-1 ,τ 3 ,τ) .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 « 2 , 5» Έστω η καμπύλη y :R-*R που ο ρ ίζετα ι ως 

Y (t)-(a c o s  t ,a s in  t,0 ) και h:R+ R , ίι(τ)=€τ+δ με ε/0 . Η αναπαραμέτρηση
r

της γ με την h ε ίν α ι η καμπύλη β.-R + R με

β(τ)=γ(Ιι(τ))=γ(ετ+δ)=(αα)5 (ετ+ δ ),α είη  (ετ+δ),0) . Οι καμπύλες β ,γ  έχουν

ίδ ια  εικόνα , αλλά διαφέρουν ως προς τη παράμετρο .

Παρατήρηση Τ . 2 > 2 . Έστω y :I+ R 3 μ ια λ ε ία  καμπύλη . Η γ μας λ έ ε ι ,1 

πως διαγράφουμε την εικόνα γ(Ι) (πως κ ι νοόμαστε > πάνω στο γ ( Ι ) ) . Έ τ σ ι η ava -J  

παραμέτρηση β=γ® h της γ με την h :J+ I  μας καθορίζει ένα καινούργιο τρό-3|

πο κίνησης πάνω στο σύνολο γ(Ι) „ Με πιο απλά λόγια η γ δ ίν ε ι στα σημεία της?
■Λ

εικόνας κάποιες "ετ ικ έττες” τα t  , ενώ η β δ ίν ε ι στα ίδ ια  σημεία κάποιες || 

"ετ ικ έττες"  τα τ · |§

I
Η παρακάτω πρόταση μας λ έ ε ι πως συ\έ>έονται τα δ υανύσματα ταχύτητας μιας || 

λ ε ία ς  καμπύλης Υ κ α ι της αναπαραμέτρησης 0 .

Π ρόταση Τ . 2 , 1 , Εστω y :I-»-r3 μ ια  λ ε ία  καμπύλη κ α ι 0:J->-R3 η αναπα4 

ραμέτρηση της γ  με την h;J->-i . χότε

Π ) 0 '{ τ ) = | ί (τ )γ '(Μ τ ))

(Κοίταξε σχήμα 9) „

Α π ό δ ε ιξ η  : Επειδή

σύνθετης συνάρτησης έχουμε

β(τ)= γ(Μ τ)) . Τότε σύμφωνα με το κανόνα παραγώγιση|ίΐ 

τΠ σχέση (1) , που ζητάμε .



Παρατήρηση 1 . 2 . 3 .  ’Οπως βλέπουμε από τη σχέση (1) , αν η καμπύλη V

ε ίν α ι κανονική , τότε η αναπαραμέτρηση β ε ίν α ι κανονική (δηλαδή β'(τ)^Ο) , αν
j if

και μόνο αν ^ (τ^ Ο  γ ια  κάθε τ €  J  . Με άλλα λόγια  η β ε ίν α ι κανονική αν κ α ι 

μόνο αν η h ε ίν α ι γνήσια μονότονη συν&ρτησηώστε τα διαστήματα J  κ α ι I να ε ίν α ι 

σε αμφίμσνοσήμαντη α ντισ το ιχ ία  .

3 3
Ο ρισ μ ός 1 . 2 . 3 . Μια αναπαραμέτρηση 0:J-*-R της γ :Ι  +R με την 

, ί*ή(τ) , λέγετα ι κ α ν ο ν ικ ή  αναπαραμέτρησ η  αν ^ (τ)^ 0  , V t G J  .

Κανονικές αναπαραμετρήσεις ε ίν α ι αυτές , που μας ενδιαφέρουν .

1 .3 .  Συνάρτηση μήκους τό ξο υ  -  Μ ήκος καμ π ύ λη ς .

θεωρούμε μ ια  καμπύλη γ: [a,b] ♦  R3 τάξης (Παρατήρηση 1.1.1 (ν )) .* θέλουμε 

να ορίσουμε το μήκος της καμπύλης από το α  ως το b κ α ι να βρούμε ένα τύπο που 

να μας δ ίν ε ι αυτό το μήκος .

Γ ια  κάθε διαμέριση (p a rtitio n )

δ «  ί  a - tQ < t j  < . . .  < t j j - b )
n

του διαστήματος [a,b] εξετάζουμε το άθροισμα έ(γ ,δ ) = Σ I Y ( t .) -v C t. J  I .
i*1 1 1-1

Ε ίν α ι φανερό πως το £(γ,δ) γεωμετρικά εκφράζει το μήκος μ ια ς πολυγωνικής γραμ­

μής εγγεγραμμένης στο v([a ,b]) με κορυφές τα σημεία Y(a)= v(t0) , γ ί^  

Y(tn)=v(b) (σχήμα 10) .

σχήμα 10
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ΟρΙζουμε τώρα μήκος διαμέρισης δ=|| δ|| =max(ti - t i  l ) , i= l , . . . , n  . θεωρώντας 

το σύνολο όλων των διαμερίσεων του ]a,b] μπορούμε να κοιτάξουμε γ ιο  το όριο

lira ί  (γ,δ)
η + »
I I 611 - 0

Αν αυτό το όριο  υπάρχει (και. ε ίν α ι πεπερασμένο) το σημειώνουμε με l£(y ) κ α ι ϊ

το λέμε μ ήκος τ η ς  καμ π ύλης γ από το  α  ως το  b , η δε καμπύλη ί
-  —  · ί

V: [a,b] + ΙΓ λέγετα ι τότε ευ θ υ γ ρ α μ μ ίσ ιμ η  (re c tif ia b le )  . Με μεθόδους του λο- (

γισμού μπορούμε να δείξουμε την παρακάτω πρόταση . ,
ί

r  -, 3 k **
Πρόταση 1 . 3 . 1 . Αν v :[a ,b J> R  ε ίν α ι μ ια  καμπύλη τάξης (Γ  (k> J) , ■

τότε η γ ε ίν α ι ευθυγραμμίσιμη κ α ι ισ χύ ει : , ^
b

μήκος της γ από το α ως το b = L^(Y) = | |γ' (t) jdt . U

a

1
V

Παρατήρηση 1 . 3 . 1 . Η απαίτηση στη πρόταση 1 .3 .1 . ό τ ι η καμπύλη είναι, 

τουλάχιστον τάξης ε ίν α ι απαραίτητη όπως δ ε ίχ ν ε ι το παρακάτω παράδειγμα .

ο
Π α ρ ά δ ειγ μ α  1 . 3 . 1 . θεωρούμε τη καμπύλη γ: [0,1] +R , που ο ρ ίζετα ι ως :

Y (t)= (t,t  s in ~ ) γ ια  t̂ O κ α ι γ(0)*=(0,0) . Αυτή η καμπύλη ε ίν α ι C0 (δηλαδή
τ * ι

συνεχής) . 0 περιορισμός της στο , ε ίν α ι ευθυγραμμίσιμη καμπύλη με

2 ι i
μήκος τουλάχιστον το ------------ γ . Έ τσ ι το μήκος αυτής στο διάστημα [ μ  * 1 ]  είναυι

η + 7

μεγαλύτερο του
Ν

2 Σ 
ΐ=1

1
F T  · 'Αρα το μήκος της γ ε ίν α ι μη φραγμένο κ α ι συνεπώΐί

ί·

η γ ε ίν α ι μη-ευθυγραμμίσιμη (n o n re ctifia b le ) . V

>..

Πρόταση 1 . 3 . 2 .  Το μήκος μ ιας λ ε ία ς  κα ι κανονικής καμπύλης γ: [a,b) -*R 25— j



και το μήκος μ ιας κανονικής αναππραμέτρησης της γ  ε ίν α ι Ισα (δηλαδή το μή­

κος καμπύλης ε ίν α ι ανεξάρτητο από κανονικές αναπαραμετρήσεις) .

Α π ό δ ε ιξη  : 'Εστω 0 :[c ,d ]+ R 3 μ ια  κανονική αναπαραμέτρηση της 

Y :[a ,b )+ R 3 με την h:[c,d[J -*· J a ,b ] ,t  = h(T) . Έ τ σ ι β(τ)«γ(1ι(τ)) .Επειδή  η

αναπαραμέτρηση ε ίν α ι κανονική έχουμε ^  (τ) j4 0 V τ 6  [c ,d ] . Τώρα έχουμε

d d

Λ β )  -  f I β' (τ) I d T ---- U L -  ( | v ' (h(x)) 11 (X) | dT ^
c  l  σελίδα 8 J ατ

Έστω τώρα y :(a ,b ] -*-R3 μ ια  λ ε ία  κανονική καμπύλη κ α ι tg 6  [a ,b ]. Τότε η ποσό-

ft
τητα I |γ' (u) |du μας δ ίν ε ι το μήκος από το tg  ως το t  κ α ι ε ίν α ι φανερό 

\  , 

πως αυτό εξαρτάται από το t  . Έ τσ ι έχουμε

(2) s(t) v'(u)|du

Η συνάρτηση s(t) μας δ έν ε ι γ ια  κάθε t  το μήκος τόξου από το tg  ως το t  

κα ι λέγετα ι συνάρτηση μ ήκους τό ξο υ  με αρχή το  t g (δηλαδή μετράμε τόξα 

πάνω στο γ( 0***3) αρχίζοντας από το Y ( t fl)) .
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ι
I■ft'U:

Ε ίν α ι  φανερό πως α ν πάρουμε σαν αρχή άλλο σημείο (έστω το t^ ) τότε σχηματίζου­

με μ ια  κ α ινο ύ ρ γ ια  συνάρτηση μήκους τόξου  . Αυτή θα μας δ ίν ε ι , τα  μήκη τόξων μ ε­

τρώντας τα  από το  t j  .

Τώρα από τη σχέση (2 ) παίρνουμε

If ( t )  = |v'(t)|j iO  , γ ια  όλα τα  t  ,

αφού η καμπύλη ε ί ν α ι  κανονική  . Έ τ σ ι η συνάρτηση s ( t )  ε ί ν α ι  γνή σ ια  αύξουαα
!

(μ ονότονη ) . Σύμφωνα με το  θεώρημα Α ντίστροφης Συνάρτησης του Λογισμού υ π ά ρχει ί

άτ 1 1  *η α ντίσ τρ οφ ος t  = t ( s )  κ α ι μάλιστα ( s )  =-τ------------=-------------------> 0 .  Έ τ σ ι η 1
®  g i t f s ) )  ! v ' ( t C s ) ) |  4

0 ( s )  = Y ( t ( s ) )  ε ί ν α ι  μ ια  κανονική  αναπαραμέτρηση τη ς γ  [η συνάρτηση Μ τ) της «ι
VI

πρότασης 1 . 2 . 1 .  εδώ τη συμβολίσαμε με t ( s ) ]  . Επίσης από τη σχέση (1) ( σ ε λ ί -

δα  8) έχου μ ε :

3 ' ( s )  = ^  ( s ) v ' ( l ; ( s ) )  κ α ι συνεπώς | 0 ’ ( s ) |  ( s ) | v ' ( t ( s ) ) |d t

| Y ' ( t ( s ) ) | = 1
| v ' ( t ( s ) )

it

I:
r
r

w

Με άλλα λ ό γ ια  το  διάνυσμα ταχύτητας τη ς β ε ί ν α ι  παντού μ ονα δ ια ίο  . Το π εδ ίο  

ορισμού τη ς β ε ί ν α ι  ένα  κ α ινο ύ ρ γ ιο  διάστημα J  με παράμετρο s  κ α ι  

t : J-* I , t ( s )  = t  .

Έ τ σ ι  έχουμε α π ο δ ε ίξ ε ι  το παρακάτω θεώρημα .

Θεώρημα 1 , 3 . 1 . Γ ια  κάθε λ ε ία  κ α ι κανονική  καμπύλη y : I + R 3 υπάρχει 

πάντα κα νονική  αναπαραμέτρηση B:J +  R3 με διάνυσμα ταχύτητας μ ονα δ ια ίο  .

Π α ρ α τή ρ η σ η  : Γ ια  να  βρούμε τη ν αναπαραμέτρηση που μας εξα σ φ α λ ίζε ι το

θεώρημα 1 . 3 . 1  δουλεύουμε ως εξή ς : Π αίρνουμε ένα  τυ χα ίο  t QGI  . Βρίσκουμε

<t ?
τη ν s ( t )  -  | γ # (u) | du , τη ν αντιστρέφ ουμ ε (δηλαδή λύνουμε ως προς t )  κα ι μετά |  

i  £
0 I



βάζουμε στη Y(t)=(Y^(t),Y2 (t) ,Y j{t))  το τ = με τη λύοη που βρήκαμε . Μ ερικές 

Φορές κοιτάζουμε να διαλέξουμε κατάλληλο tg ώστε να απλοποιηθούν ο ι λογαρια­

σμοί μας .

Π αράδειγμ α  1 . 3 . 2 » Δ ίνετα ι η λ ε ία  καμπύλη v:R-*-R^ με 

Υ ίt) * (acos t .a s in  t,b t)  , To διάνυσμα ταχύτητας ε ί ια ι  γ ' (t) ·  ( - a s in  t ,a c o s  t ,b )  

κα ι όιως είπαμε ε ίν α ι ένα διάνυσμα με αρχή το σημείο γ{t) . Έχουμε

lv ’ (t) I = ^2*b2 . Έ τσ ι η γ  ε ίν α ι κανονική παντού αν a 2+b2A) . θέλουμε να 

βρούμε μ ια αιαηαραμέτρηση με διάνυσμα ταχύτητας μοναδιαίο . Βρίσκουμε τη συνάρ­

τηση μήκους τόξου με αρχή το tg . Έχουμε

τ t  ____

s(t) -  I Iγ' (u) |du» | /a2+b2 <Ju“ »̂ t2+b2(t-tg ) ,

δηλαδή

* i4 2+b2(t-t. t  = t. + s

Τώρα η αιαπαραμέτρηση που ζητάμε ε ίν α ι :

3(s) -  (acos (tg a  s in  (tg + ) . b ( tg

Μπορείτε να ελέγξετε ό τ ι η B(s) έ χ ε ι διάνυσμα ταχύτητας παντού μοναδιαίο . 

Επίσης αν έχουμε δ ια λ έξε ι tg * 0 τότε θα έχουμε

0(s) « (a cos — —  , a  s in  - -  -  , ■■■ —  ■ )

A 2*b2 /a2+b2 /a2+b2

Παρατήρηση : 'Οταν μ ια  καμπύλη v :[ a tb]-*-R  ̂ έ χ ε ι διάνυσμα ταχύτητας 

παντού μοναδιαίο τότε , L^ (v)« b-a (γ ια τ ί ;) . Επίσης η συνάρτηση μήκους τόξου 

με αρχή το tg ε ίν α ι s * t - t g  (γ ια τ ί ;) . Γ ια  το λόγο αυτό σ ’αυτή τη περίπτωση
7

λέμε πως η καμπύλη γ : Γα»ί>] -»R έ χ ε ι παράμετρο μήκους τάξου .
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1
1 . 4 .  Π λ α ί σ ι ο  κ α ι  τ ύ π ο ς  τω ν  S e r r e t - F r e n e t  . I

Σ ’αυτή τη παράγραρο θα ασχοληθούμε με καμπύλες γ :  [a ,b ] -*R3 , που έχου ν  fi
.·ί

διάνυσμα ταχύτη τας παντού μ ονα δ ια ίο  (σύμφωνα με το θεώρημα 1 . 3 . 1 .  αυτό μπορεί 

να  γ ί ν ε ι  γ ια  κάθε λ ε ία  κανονική  καμπύλη) , δηλαδή θα κοιτά ξουμε καμπύλες με π α- ; 

ράμετρο μήκους τόξου  . Έστω λ ο ιπ ό ν  v r ^ b J ^ R 3 , με y (s )=(y 1(s ) , y 2(s ) , y 3(s )) 

μ ια  (κ ανονική ) λ ε ί α  καμπύλη με παράμετρο μήκους τοξου  .  Έ τ σ ι το διάνυσμα  

Y '( s )=  (y -J (s ) ,y 2(s ) »Yj (s ) ) έ χ ε ι  μήκος μονάδα παντού , έ χ ε ι  αρχή το  σημείο  

Y(s) κ α ι ε ί ν α ι  εφαπτόμενο της τρ ο χ ιά ς  Y([a,b])  στο y ( s ) . Σ υμβολίζουμε αυτό 1 

το  διάνυσμα  με T ( s )  . Έ τ σ ι

T (s )  =y (s ) = (y 1(s ) , y 2(s ) , y 3(s )) ,

όπου έχουμε β ά λ ε ι τ ε λ ε ία  ( · )  α ν τ ί  ( ' )  γ ια  να  δηλώσουμε ό τ ι  παραγω γίζουμε ως 

προς το  μήκος τόξου  .

Ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 4 . 1 . Ο αριθμός k ( s ) = | V ( s )  | = | f  ( s )  | λ έ γ ε τ α ι  κ α μ π υ λ ό τ η τ α  της 

στο s  κ α ι ο  α ντίσ τρ οφ ος p ( s )  = λ έ γ ε τ α ι  α χ τ ί ν α  κ α μ π υ λ ό τ η τ α ς  .

Έ τ σ ι  όπως έχουμ ε ο ρ ίσ ε ι  τη καμπυλότητα βλέπουμε ό τ ι  αυτή ε ί ν α ι  ένα ς  μη 

α ρ νη τικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  σε κάθε σημείο  τη ς καμπύλης ·

Υί

Ί
*

Τα παρακάτω παραδείγματα δ ε ίχ ν ο υ ν  πως ο ο ρ ισ μ ός τη ς καμπυλότητας ικ α νο π ο ιε ί  

τη δ ια ίσθησή  μας .

f
Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 . 4 . 1 . Έστω a ,b  δύο διανύσματα με | α | « 1 .  Τότε η λ ε ία  κα-y 

μπύλη ( ευ θ ε ία )  , που ο ρ ίζ ε τ α ι  ως Y(s) = a s + b  έ χ ε ι  καμπυλότητα 0 παντού .
. ί

Το διάνυσμα ταχύτητας ε ί ν α ι  y ( s ) = a  , δηλαδή ε ί ν α ι  παντού μ ονα δ ια ίο  . Έ τσ ι ϊ 

η καμπύλη έ χ ε ι  παράμετρο το μήκος τόξου  με αρχή κάποιο σ η μ είο  τη ς (π ο ιό ; ) .Ε π ε ιδ Ι  

το α ε ί ν α ι  σταθερό διάνυσμα,δηλαδή δ εν  εξα ρτά τα ι από το s  , έχουμε |

k ( s )  =. | V ( s ) | - | a | » 0  . I

ϊ.
i
$I
t
&!■

________ Μ
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Αντ ίστροιρα . Αν μιχι καμπύλη με μοναδιαίο διάνυσμα ταχύτητας έχει, καμπυ­

λότητα παντού μηδέν , τότε αυτή είναι, ευθεία . Πραγματικά , από k(s) = |v(s) |*0, 

έχουμε y (s)=0 κα ι ολοκληρώνοντας δύο φορές παίρνουμε Y(s)= a s+b .

Π α ράδειγμα 1 . 4 . 2 . Η καμπύλη γ: [0 ,2π ]+R3 με y (s )=( cos s , s in  s,0) 

έχ ε ι διάνυσμα ταχύτητας γ ' ( s ) * ( - s i n s ,  cos s,0) το οποίο ε ίν α ι μοναδιαίο . Έ τ σ ι 

το s ε ίν α ι παράμετρος μήκους τόξου με αρχή το 0 6 [θ,2π] . 'Αρα

T(s )=y (s )» (-s i n s ,  c o s s ,0)ko i  συνεπώς V (s)= (-co ss ,  s in s .O ) .Έ χουμε λοιπόν  

M s)*|y (s ) 1=1 · Δηλαδή η καμπύλη y (s )=(c o s s , s in s ,0 ) 0 x c i  σταθερή καμπυλότητα

1. Ε ίν α ι φανερό ό τ ι η τροχιά της y (s ) ε ίν α ι κύκλος αχτίνας 1 .

Παρατήρηση : Το σημείο v(s) κ α ι το διάνυομα T(s) , μας καθορίζουν 

πλήρως την εξίσωση της εφ απτόμενης ε υ θ ε ία ς  του v ([a ,b ]) στο y (s ) .

Παρατήρηση : Έστω y:[a,b]-*-R3 , ό χ ι κατ’ανάγκη με μοναδιαίο διάνυομα

ταχύτητας . Το σημείο γ( t) διαγράφει την εικόνα v ([a ,b ]) πηγαίνοντας από το 

σημείο γ(α) προς το v(b) . θεωρούμε τώρα μ ια  αναπαραμέτρηση της γ  με την 

hrfa.bj -*· [a,b] , t  = ά(τ) = a+b-τ . Αυτή η αναπαραμέτρηση ε ίν α ι κανονική ορού

^  = -1 0 κα ι μάλιστα σύμφωνα με τη πρόταση 1.2.1 ισ χύ ε ι β ' (τ) * -γ Τ Μ τ )) .

Το σημείο β(τ) = γ(α«·δ-τ) της αναπαραμέτρησης διαγράφ ει το v ([a ,b ]) πηγαί­

νοντας από το β(α) e v(b) προς το 3(b) * γ (α) ,  δηλαδή η β διαγράφ ει τη τρο­

χ ιά  αντίθετα . Από τη σχέση β'(τ)=*-γ'(Μτ)) με μ ια  ακόμη παραγώνιση έχουμε ό τ ι 

β"(τ) *= γ ' ' (Μ τ)) . Έ τσ ι βλέπουμε ό τ ι σε τέτοιου είδους αναπαραμέτρηση ενώ τα 

διανύσματα ταχύτητας ε ίν α ι αντίθετα , τα διανύσματα β" , γ "  (που λέγοντα ι 

και διανύσματα ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς  ) έχουν την ίδ ια  φορά . Αυτό το σχόλιο μας λ έ γ ε ι 

ό τ ι όταν έχουμε μ ια  καμπύλη γ: [a,b] -*R3 με μοναδιαίο διάνυομα ταχύτητας τότε 

το διάνυσμα V(s) έ χ ε ι την ίδ ια  πάντα φορά όπως κ α ι να κινούμαστε πάνω στο 

γ( [ a ,b ] )  . Επίσης όταν μας δοθεί μ ια  καμπύλη γ : ja ,bj -*-R3 ο ρ ίζετ α ι αυτόματα κ α ι 

ένας π ρ ο σ α να τολ ισ μ ό ς πάνω στο γ( [a.b]) , δηλαδή ένας τρόπος κίνησης από το



Υ(α) προς το v(b) . Έ τσ ι η γ και η αναπαραμέτρηση β που δώσαμε ορίζουν 

YiQx.bJ) αντίθετους προσανατολισμούς . (Βρείτε συνθήκη στην h ώστε η 

Y(t) κα ι β(τ)=γ(Ιι(ΐ)) να ορίζουν ίδ ιο  ή αντίθετο προσανατολισμό) .

Τώρα αν σε ένα σημείο s (ή y (s) ) της καμπύλης γ: [a,b] +R3 η καμπυ­

λότητα k(s)=|V(s)|=|T(s)I δεν ε ίνα ι μηδέν (οπότε η καμπυλότητα δεν είνα ι μη­

δέν σε μια περιοχή του s λόγω συνέχειας) τότε μπορούμε να ορίσουμε εκεί (δη­

λαδή στο s) δύο ακόμη διανύαματα με τ ις  παρακάτω σχέσεις

ο )  » < * ) - ! $ ·

K0CL

(2) B(s) = T(s) xN(s) , όπου x σημαίνει εξωτερικό γινόμενο ♦

Ισχυρ ισμός . Τα διανύσματα T(s) , N(s) , B(s) ε ίνα ι μοναδιαία και 

κάθετα ανά δύο . 1

Απόδειξη  . Από την υπόθεση έχουμε |T(s) | = |y (s) |= 1 , Επίσης

Τώρα από τη σχέση T(s)-T(s) = 1 , αν παραγωγί,σουμε παίρνουμε

0 )
2T(s) ·Τ(s) * 0 = *  2T(s) -k(s)N(s) * 0 T(s) lN (s )  . Επίσης από τ ις  ιδιότητες

του εξωτερικού γινομένου συμπεραίνουμε πως B (s) lT (s) , B(s) ±N(s) και 

|B(s)I = 1 .

Συμπέρασμα . Αν γ: [a,b] κ ε ίν α ι μ ια  καμπύλη με μοναδ ια ίο  

διάνυσμα ταχύτητας τότε σε κάθε σημείο y (s ) με k(s)>0 ορ ίζο ντα ι 

τρ ία  διανύσματα T(s) , N(s) , B(s) μοναδ ια ία  κ α ι ανά δύο κάθετα . 

Αυτά τα τρ ία  διανύσματα ορ ίζουν μ ια  Ορθοκανονική Βάση (πλα ίσ ιο ) στο

σημείο y (s ),  που λ έγε τα ι  Π λα ίσ ιο  των S e r re t -F rene t  .
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Παρατήρηση . Σε ένα σημείο όπου k(s)=0 , δεν μπορεί να γ ίν ε ι κ ά τ ι ανά­

λογο . Έ τσ ι τα σημεία μ ιας καμπύλης με k(s)=0 πρέπει, να μελετηθούν με ιδ ια ί­

τερη προσοχή . Αν όμως ισχύει. k(s)=0 σε ένα κομμάτι της γ(Ι) τότε αυτό το 

κομμάτι , όπως είδαμε στο παράδειγμα 1.4.1 , ε ίν α ι ευθεία  .

Ο ρ ισ μ ός 1 . 4 . 2 . Το διάνυσμα T(s) λέγετα ι μ ο ν α δ ια ίο  εφ απτόμ ενο  

της γ , το N(s) πρώτο κ ά θ ετο  της γ  , το B(s) δ ε ύ τ ε ρ ο  κ ά θ ε τ ο  της 

γ , στο σημείο y (s ) . Εξ άλλου ο ι ευθ είες που περνούν από το γ(ε) κ α ι ε ίν α ι 

παράλληλες προς T(s) , N(s) , B(s) αντίστο ιχα  λέγονται εφ απ τομ ένη  ε υ θ ε ί α  , 

πρώτη κάθετη ε υ θ ε ία  και δ ε ύ τ ε ρ η  κάθ ετη  ε υ θ ε ί α  .

Ο ρ ισ μ ός 1 . 4 . 3 .  0 αριθμός t ($)»-B(s ) -N(s) λέγετα ι στρέψ η της καμπύ­

λης γ: [a,b] -*-R̂  στο σημείο s . Η στρέψη ο ρ ίζετ α ι μόνο όπου k(s) >0 .

Π α ρ α τη ρ ή σ εις . ( ϊ)  Αντίθετα με τη καμπυλότητα η στρέψη μ ια ς καμπύλης μπο­

ρ ε ί \α πα ίρνει κ α ι αρνητικές τ ιμ ές  .

(ϊ ί ) Το σημείο -  στον ορισμό της στρέψης το έχουμε θάλει γ ια  παραδοσιακούς 

λόγους .

Σ η μ α ν τ ικ ή  παρατήρηση : Ας ε ίν α ι γ: [a.b] -*-R̂  μ ια  λ ε ία  καμπύλη με μο­

ναδιαίο διάνυσμα ταχύτητας . Είδαμε πως ο ρ ίζετα ι μ ια  λ ε ία  συνάρτηση 

k:[a ,b] ♦ R, s + k(s) * |t(s)|«|V(s)| , που λέγετα ι συνάρτηση καμπυλότητας της γ  

και η τιμή της k(s) λέγετα ι καμπυλότητα της γ  στο s (ή στο γ(ε) ) . 

Επίσης ο ρ ίζετα ι στα σημεία του [a,b] όπου k(s)^0, η στρέψη της καμπύλης . Αν 

η καμπυλότητα της καμπύλης μηδενίζετα ι μόνο σε πεπερασμένο πλήθος σημείων του 

[a,b] , έστω στο A»{s1, s 2, . . . , s nJ τότε η στρέψη ο ρ ίζετα ι κ α ι ε ίν α ι συνεχής μό­

νο στο [a,b]-A  . Μερικές φορές όμως η συνάρτηση τ(ε) , μπορεί να ο ρ ισ τε ί με 

συνεχή τρόπο κα ι στα σημεία του Α (χωρίς αυτό να μπορεί να γ ίν ε τ α ι πάντα) .
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3
Σε τ έ τ ο ιε ς  περιπτώ σεις ο ρ ίζετ α ι μ ια  συνεχής συνάρτηση x :[a ,b ] -*R,s-*x(s), που | 

λ έγ ετα ι συνάρτηση στρέψης της καμπύλης γ (κοίταξε άσκηση 12) .

- 1 8 ·

θεώ ρημα 1 . 4 . 1 . (Τύποι των Serret-Frenet) . Ας ε ίν α ι Y : ja ,b]+ R 3 μια  

λ ε ία  καμπύλη με μοναδιαίο διάνυσμα ταχύτητας , καμπυλότητα k(s) >0 κα ι 

στρέψη x(s) : Τότε ισχύουν :

(3) T(s) * k(s)N (s)

(4) N(s) = -k(s)T(s) +x(s)B(s)

(5) B(s) = -x(s)N (s)

Ο ι σ χέσ εις αυτές λέγοντα ι τύποι των Serret-Frenet .

Α π ό δ ε ι ξ η  . Ο πρώτος τύπος β γα ίνε ι από τον ορισμό του N(s). Από τη σχέ­

ση B(s)*B(s)=1 με παραγώγιση παίρνουμε 2B(s)*^(s)s0 , δηλαδή B(s)±B(s) . 

Επίσης από τη σχέση B(s)*T(s)=0 με παραγώγιση παίρνουμε : 

B(s)'T(s)+B(s)-T(s)=0 =^UB(s)-T(s)+k(s)B(s)-N(s)=0 b (s)-T(s)=0 ,

δηλαδή B (s )± T(s)  . Αφού λοιπόν το B(s) ε ίν α ι κάθετο στο T(s) και το B(s),
)

θα ε ίν α ι παράλληλο με το N(s) δηλαδή B ( s ) ^ N ( s )  . 'Αρα A=B(s) -N(s)* -t (s) 

κ α ι συνεπώς B(s)=-x(s)N(s) , έτσ ι αποδείξαμε κ α ι τον τρ ίτο  τύπο . Γ ια  να απο­

δείξουμε το δεύτερο τύπο θα χρησιμοποιήσουμε μ ια  άσκηση της αναλυτικής γεωμε­

τρ ία ς : Αν ε ν̂αι ορθοκανονική βάση κα ι x ένα διάνυσμα τότε

χ  = (x*e1)e^+(x*e2 )e2+(x*e3)e 2  (δε ίξτε το) . Με βάση λοιπόν αυτή την άσκηση θα 

έχουμε

(*) N(s) = (N(s) -T(s))T(s) + (N(s) -N(s))N(s) + (N(s) -B(s))B(s)

Όμως ισ χύ ε ι N (s)eN(s)=0 (γ ια τ ί ;) . Επίσης από την N(s)*T(s)=0 έχουμε 

με παραγώγιση N(s) -T(s)+N(s) -T(s)=0 N(s) -TCs)+N(s) -k(s)NCs)=0

I

t

>3

s s

=* N(s) •T(s)+k(s)=0 N(s) •T(s)=-k(s)



επ ί πλέον από

N(s) *B(s)*0 -► N(s) *B(s)<N(s) -B(s)«0-> N(s) -B(s)=-B(s) -N(s)=t (s)
. v ,  . . . .  , * ■ - ·  ' ■ * ' * · '

Έ -rot η (*) ylverot

N(s) = -k(s)T(s) ♦ t(s)B(s) , ;

δηλαδή ο δεύτερος τύπος που θέλουμε να αποδείξουμε V

__________ _____________________________ _____ ____ 3

0(s) ■  (α cos —~s=  ,a s in —-=
bs λ 

» < /
/ 2  . 2  / 2  . 2  far*b /a

 ̂̂ .' _

, . aV,S.,*2

...A„ V.vt
. ως- ’* I'J \v **\f

‘ : ·· *̂
με a > 0

Μπορούμε εύκολα να δούμε ό τ ι η 0 έ χ ε ι παράμετρο το μήκος τόξου , δηλαδή δ ιά -  

νυομα ταχύτητας μοναδιαίο . Γ ια  την 0(s) με τους ορισμούς μας έχουμε :

T (s )-P (s )  - ( - - = ·  s in  s

fa2··*2 O2+b2

°  cos s

4 W / 2  . 2fa+b / 2  , 2 fa+b
)

T(s) »0(s) ·  ( -  · g -  cos s a  s in  - Z  -  , 0 )

a 2+b2 a 2*b2 o^+b2 y^2+b2 .: w-:; Λ  

. * > · V * ~ - * W

'Apa k(s) -  |T(s) | - — >0

a 2 4b2 1

N(s) Σ ί2λ- (-cos— 1 —

'?£*> ■

·■ *■  'f t :*v τ' ’

k(s) fa2+b2

, * s in , 0 )

,J3

B(s) “ T(s) *N(s) * ( —J i s in

’ ' S ?  · -*=·)■

'Apa
*y - c v;; ■ “ Z+b2 / a V
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V
n

κ α ι συνεχώς

x(s) ■  -B(s)*N(s) = ·γ —2
ά +b

Βλέπουμε 6xt η στρέψη εLvαt θετική  αν b> 0 κ α ι αρνητική αν b< 0 . Η στρέψη 

ε ίν α ι ταυτοτικά ίση με μηδέν αν b = 0 .

Π αρατήρηση . Αν στο παραπάνω παράδειγμα το b= 0 , τότε η στρέψη της 

καμπύλης ε ίν α ι μηδέν . Από την άλλη πλευρά όμως αν b= 0 τότε η καμπύλη ε ίν α ι η

p(s) « (a cos ,a s in
/ 2  , 2/a+b

, 0) δηλαδή όλα τα σημεία του P(R) ε ίν α ι

στο επίπεδο Qxy , δηλαδή ε ίν α ι μ ια  επίπεδη καμπύλη . Αυτό δεν ε ίν α ι τυχαίο 

όπως φ αίνετα ι στη παρακάτω πρόταση *

Πρόταση 1.4.1 . Έστω y :I+R3 μια λεία  καμπύλη με παράμετρο το μήκος

τόξου κ α ι k(s) >0 . Αυτή ε ίν α ι επίπεδη αν κ α ι μόνο αν x(s)*0 , V sG I .

Α π ό δ ε ιξ η  . Έστω x(s)=0 , ν  s G I  . Τότε από τον τρ ίτο  τύπο των Serret- 

Frenet έχουμε 6(s)=0 , δηλαδή B(s)= a *(α-| « σταθερό διάνυσμα . Αν

Y(s) = (Y1( s ) fY2(s) ,Y 3(s)) ε ίν α ι το τυχαίο σημείο της εικόνας της καμπύλης τότε

J - (Y (s ) -B (s ))= T (s ) -B (s )  +y (s ) -B (s ) = 0 , ορού T l B  κα ι Β=0 .

0 0

'ϊ.

'

ι·
ΐ
%:

'Αρα y (s )*B(s ) =c = σταθερό a ^ i s ) - « - a ^ i s } + a 3Y3(s) = c If
t ;·

Έτσι, το τυχαίο y (s ) επαληθεύει την εξίσωση a^x + + α3 ζ = c , που είναι, ε ξ ί-

σωση ενός επιπέδου , άρα το γ(Ι) ε ίν α ι πάνω σε αυτό το επίπεδο .

Αντίστροφα ας ε ίν α ι π το επίπεδο πάνω στο οποίο βρίσκεται η γ(Ι) (ρχή- 

μα 11) m i  Ο η αρχή των συ^ΐεΐαγμένων . Έστω Ο' η προβολή του Ο πάνω 

στο π .  Έχουμε ΟΌ · (v(s)-O 'O) «= 0 . Παραγωγίζοντας έχουμε 0 ’0 * T (s )= o ,  

άρα το T(s) ε ίν α ι διάνυσμα του επιπέδου π .

1
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σχήμα 11

Π αραγω νίζουμε π ά λ ι : 0 '0*k(s)N (s) ·  0 Μ ^ Λ .ο '0 ·Ν ( 5 )  = 0 ,

δηλαδή m u to N(s) ε ίχ α ι διάνυσμα του π . Επειδή όμως B(s) ” T(s) *N(s)

(από τον οριαμό) , συμπεραίνουμε ό τ ι το B(s) ε ίν α ι μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο 

στο π κ α ι συνεπώς B(s) =α·»σταθερό — B(s) = 0 ^2S-B22iL».x(s) * 0 , V s G I .

Tb μέχρι τώρα αποτελέσματά μας αφορούν λ ε ίε ς  καμπύλες με μοναδιαίο διάνυσμα 

ταχύτητας . Τ ι συμβαίνει όμως όταν έχουμε μ ια  λ ε ία  κ α ι κανονική καμπύλη 

γ: [a,b] με διάνυσμα ταχύτητας μεταβλητού μήκους ; Στο θεώρημα 1 .3 .1 . ε ίδ α ­

με ό τ ι υπάρχει μ ια κανονική αχαπαραμέτρηση β : J  + R* , β(ε) * v ( t ( s ) )  όπου 

t : J-*I , s + t(s) κ α ι η οποία β ε ίν α ι λ ε ία  κανονική καμπύλη με παράμετρο 

μήκος τόξου . Έ τσ ι γ ια  την β , σύμφωνα με την μέχρι τώρα θεωρία μας μπορούμε 

χα βρούμε τα ic(s) , τ(ε) , T(s) , N(s) , B{s) . Ο ρ ίζο υ μ ε  λοιπόν γ ια  την κα­

μπύλη γ  , που δεν έχε ι απαραίτητα παράμετρο μήκους τόξου τα εξής :

ορισμός
k (s (t))

. : W ·

5
στρέψη της ν  oto t  —  — -  x(t) OOIOU0C ■ t(s(t))

ΐ
T(t) T (s(t))

$ N (s(t))

■γ ' B(t) S (s(t))
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Τα* k ( t )  , x ( t )  , T ( t )  , N (t)  , B ( t )  λ έ γ ο ν τ α ι α ν τ ίσ τ ο ιχ α  : κ α μ π υ λ ό τ η τ α  

τ η ς  γ  σ τ ο  t  Τ σ τ ρ έ ψ η  τ η ς  γ  σ τ ο  t  , ε φ α π τ ο μ ε ν ι κ ό  τ η ς  γ  σ τ ο  

t  , π ρ ώ το  κ ά θ ε τ ο  τ η ς  γ  σ τ ο  t  κ α ι δ εύτερο  κ ά θ ε τ ο  τ η ς  γ  σ τ ο  t  .

θα  το  δ ιε υ κ ρ ιν ίσ ο υ μ ε  με έν α  παράδειγμα .

Π α ρ ά δ ε ιν υ α  1 , 4 . 4 , Δ ίν ε τ α ι  η λ ε ία  καμπύλη y :R-*R , ως

Y( t )  *  ( a c o s  t , a s i n  t ,  b t )  , (a >  0) , που μας ε ί ν α ι  γνωστή ως κ υ λινδ ρ ικ ή  έλ ικ α  . 

Θ έλουμε να  βρούμε τη ν  καμπυλότητά τη ς , τη στρέψη τη ς καθώς κ α ι τα διανύσματα  

T (t )  , N (t )  , B ( t )  .
y 2 2

Έ χουμ ε ό τ ι  γ '  ( t )  *  ( - a  s i n  t , a c o s  t , b) κ α ι | γ '  ( t )  | = / a  +b . Έ τ σ ι αν  

a 2+b2 f  1 η καμπύλη μας δ ε ν  έ χ ε ι  παράμετρο το  μήκος τόξου  , δηλαδή το  t  δ εν  

μετρά τόξα  . Θα κάνουμε αναπαραμέτρηση αυτής ώστε να  έχουμε παράμετρο το μήκος 

τό ξο υ  . Ακολουθώντας το  παράδειγμα  1 .2 .3  μ ε αρχή = 0 έχου μ ε t  = — = t ( s ) .
, 2 , 2  ra + b

Έ τ σ ι  η B:R-*R3 , 3 ( s )  *  Y ( t ( s ) )  * ( a c o s  s
/ 2  , 2 / a  +b

,a  s in b s

4 M
■.)

ε ί ν α ι  κ α νονικ ή  αναπαραμέτρηση τη ς γ  με παράμετρο το  μήκος τόξου  „ Για την β 

σύμφωνα με το  παράδειγμα  1 .4 .3  έχουμ ε :

a z+bz a z+bz

T (s )  = ( - α s i n  s a  sc o s

N (s)  = ( -  c o s  s s, - s in -

B (s )  = C
/ 2  . 2 /a  +b

s in - b scos·

/a2+b2 A 2*b2 AA+b2 AA+b2 AA*b2

, 0 )

a
)

Έ τ σ ι  σύμφωνα με όσα είπ α μ ε παραπάνω γυα  τη ν καμπυλότητα , στρέψη , T (t )  , N (t) , 

B (t )  , τη ς  γ  θα έχουμ ε :
V
Mt

* ·.' I j



k(t) e k (s(t)) =~2^2"

■ T (t)-t(s (t))— ^  
a  +b

T ( t ) - T ( s ( t ) )  -  (- - 7 = = r s i n t , — ,£L*_ _  b .

“ s t ’  — ’

r!?'
•̂ r+b̂

N(t) e N (s(t)) * (- cos t  , - s i n t  , 0 )

B(t) -  B (s(t)) -  ( — P· -  s in  t , - __ t cos t  ,

X?+b2

αφού

4 W

Η παραπάνω δ ιαδικασ ία  ε ίν α ι πολλές Φορές κουραστική . Το παρακάτω θεώρημα 

βοηθάει σε τέτο ιες καταστάσεις .

θεώρημα 1 . 4 . 2 . Ας ε ίν α ι γ :Ι ·* ΐτ  μ ια  λ ε ία  κανονική καμπύλη με παρά­

μετρο t  , ό χ ι κατ’ανάγκη το μήκος τόξου . Αν γ ' (τ)χγί'(ΐ)?Κ) , τότε ισχύουν :

T (t) - - X l i i L  , N ( t ) - B ( t )  x T (t)  , B(t) -  Υ * Φ  χ γ  · (t-3··
lv*(t)| |v'(t) κ γ "  (t)|

. ·*\ ... . . <<y · . ' - - - - - -

, h O t )  K y·’ Ct) ί .  (y’Xt) X V ” ( t ) ) . y ’” (t) #

|Y'(t)|3 |y'(t) χ γ ” (t)| 2 . , νύτ

Α π ό δ ε ιξ η  . Η άσκηση 2 .

Μετά από τα παραπάνω ε ίν α ι αμέσως φανερό ό τ ι η Πρόταση 1.4.1 ισ χ ύ ε ι κ α ι 

γ ια  καμπύλες με ό χ ι αναγκαστικά παράμετρο το μήκος τόξου . Έ τ σ ι έχουμε

Πρόταση 1 .4  .S . Έστω y :I+ R 3 μια λ ε ία  κ α ι κανονική καμπύλη με 

k(t) >0 , γ ια  όλα τα t €  I . Η καμπύλη ε ίν α ι επίπεδη (η τροχιά της ε ίν α ι πάνω
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σε έν α  επ ίπ εδ ο ) α ν  κ α ι μόνο α ν x ( t ) = 0  , γ ια  όλα τα tG  I .

*7
Α π ό δ ε ι ξ η  . Γ ια  τη ν  0:J**R  , που ε ί ν α ι  κανονική  αναπαραμέτρηση της

γ  , με παράμετρο το  μήκος τόξου  ισ χ ύ ε ι  ic (s) > 0  κ α ι τ ( t )= x ( s ( t ) )= 0  .Ε πίσης ο ι  

τ ρ ο χ ιέ ς  β (J ) , γ ( Ι )  ε ί ν α ι  Ι δ ιε ς  .

I

Π α ρ α τή ρ η σ η  . Η απαίτηση ό τ ι  k ( t )  > 0 παντού στο I ε ί ν α ι  απαραίτητη  

(κ ο ίτ α ξ ε  άσκηση 12 κ α ι τη σημαντική παρατήρηση τη ς σ ελ ίδ α ς  17 ) .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 . 4 . 5 . θεωρούμε τη λ ε ία  καμπύλη γ : ( 0 ,« )  + ΙΓ  

2
Y(t) = ( t , — ί - ) . Έ χουμε :

t Ί 1+t̂
Υ*( t )  -  (1 , — 2 * -------2~   ̂ η γ  ε ί ν α ι  κανονική

ως

Υ" (t) « (0 , -4 , \  ) , συνεπώς Y '( t)x Y "(tW  
t r  tr

Υ'” (t) * (0 , - \  , - Α* )
t 4 t 4

Ε ίν α ι  α μέαος φ ανερό πως ( γ # ( t )  χ γ " ( ΐ ) ) -y w ( t )  « 0  . Έ τ σ ι  σύμφωνα με το θεώρημα

1 . 4 . 2  θα έχουμε τ ( τ ) = 0  γ ια  όλα τα t  .

Έ τ σ ι  η καμπύλη θα ε ί ν α ι  επ ίπ εδη  . Π ο ι ό  όμ ω ς ε ί ν α ι  τ ο  ε π ί π ε δ ο  

π ά νω  σ τ ο  ο π ο ί ο  β ρ ί σ κ ε τ α ι  η τ ρ ο χ ι ά  τ η ς  γ ; θα εκθέσουμε μ ια  δ ια ­

δ ικ α σ ία  η ο π ο ία  α ρ ’ ε ν ό ς  μας δ ί ν ε ι  αυτό το  επ ίπ εδ ο  κ α ι π ολλές φ ορές α π ο τελεί τρόπο 

ελ έγ χ ο υ  α ν  μ ια  καμπύλη ε ί ν α ι  επ ίπ εδ η  ή ό χ ι  . Σκεφτόμαστε ως εξή ς : Αν η καμπύλη

ήταν επ ίπ εδ η  , θα έπρεπε τα  σημ εία  τη ς v ( t )  = ( t , Ι ί ΐ ,  ) να  επαληθεύουν

τη ν εξίσω ση ε ν ό ς  επ ιπ έδ ο υ  Ax+By+Γζ+Δ * 0 . Δηλαδή θα έπρεπε γ ια  όλα τα t  να  

ισ χ ύ ε ι  :
2

A t + B ( l i i · )  + Γ ( ^ ~ ) +Δ = 0 , γ ι α  όλα τα t
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. ψ; 

ιψ;- ^y

Μ :* ίν* ' - 
■ 1 ■'■ 
Ί

- ν ,ϊΐ'ϊτ ί? J''.«V«r>i -* f*

(A -D t* *  (Β*Δ)τ*Β*Γ-0

κα ι συνεπώς

γ  ια  όλα τα t

'· ! ν ·>:.··;■ ; ? · » · ' y-' ’ .? -.*·*’

Α-Γ -  0 

Β*Δ * Ο 

Β+Γ ·  Ο

Α - Γ

Β - - Γ ■r.

Δ - - Β - Γ

'Αρα το τυχαίο σημείο της καμπύλης ε ίν α ι πάνω στο επίπεδο

■■Λ

. . x-y+2+t» 0 . ' 'J,s>

Έ τ σ ι δείξαμε ό τ ι η γ  ε ίν α ι επίπεδη κ α ι συγχρόνως βρήκαμε το επίπεδο τη ς τρο­

χ ιά ς  της . · —  ’

Α σ κ ή σ ε ις  .

1. Αν όλες ο ι εφαπτόμενες ευ θ είες μ ια ς καμπύλης περνούν από το ίδ ιο  σημείο, 

τότε η καμπύλη ε ίν α ι ευθεία .

2. Έστω y :I * R 3 μ ια  λ ε ία  κανονική καμπύλη με παράμετρο ό χ ι κατ'ανάγκη 

το μήκος τόξου . Αν γ '( τ ) χ γ Μ(τ)ι»0 τότε ισχύουν :

T ( t ) -  γ ' (^ · , N ( t ) - B ( t ) x T ( t )  , B ( t ) -  Χ ί ί 1 ί ΐ 1 ί 2 _ .
Iv’(t)l , Iv'(t) χγ"(τ)|

k(t). lv ^ jq tU , t
lv'(t)r lY'(t)xv"(t)p

3. Δ ίνετα ι η καμπύλη y :R *R 3 με v(t) ·  (3 t- t3 , 3 t2 , 3t *t3) . Να β ρ είτε  

τα k(t) , τ(τ) , T (t) , N(t) , B(t) .

4. Μια λ ε ία  επίπεδη καμπύλη με καμπυλότητα k(s) - R - σταθερό > 0 ε ίν α ι 

περιφέρεια αχτίνας . ^
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\

5· Προσδιορίστε τη συνάρτηση f(t) ώστε η καμπύλη Y(t)*(acos t,a s in  t ,f( t) )  < 

να ε ίν α ι επίπεδη . i

6 . Να προσδιοριστεί η συνάρτηση <p(t) ώστε η καμπύλη v (t)* (t, sint,(p(t)) 

να έχε ι πρώτη κάθετη ευθεία παντού παράλληλη προς το επίπεδο Oyz

7. Έστω P,Q δύο σημεία του χώρου και γ; [a,b] + R3 μια λεία καμπύλη 

που τα ενώνει (δηλαδή : γ(α)=Ρ , Y(b)=Q) . Δείξτε ότι απ’ όλες τ ις  καμπύλες

που ενώνουν τα P,Q η ευθεία ε ίνα ι αυτή με το μικρότερο μήκος . I

8 . Έστω η λεία  καμπύλη y :R+R3 με γ(t)=(aebt cos t,aebt sin t , 0) , όπου 

a,b σταθερές a > 0 , b < 0

( i) Δείξτε ότ ι όπως t-*«> , τότε το Y(t) πλησιάζει την αρχή 0(0,0,0)και

ελίσσεται γύρω από το Ο . Η εικόνα της (σχήμα 12) ε ίνα ι η λογαριθμική σπείρα 

(logarithm ic sp ira l) . ^

( ii)  Δείξτε ότ ι το γ '(t) + (Ο,Ο,Ο)καθώς t  + «> κα ι ότι το
t

lim  ( |Y '( t) |d t
t+«> l

ZQ

ε ίν α ι πεπερασμένο 

Π Y :[t0 ,«)^R3

, δηλαδή το μήκος \Ζ (υ)
ζ0

ε ίν α ι ευθυγραμμίσιμη .

ε ίνα ι πεπερασμένο με άλλα λόγια

$

I
3

»
|



9. Γενικώς μια καμπύλη γ:Ι+1Γ* λέγετα ι κ υ λ ιν δ ρ ικ ή  έ λ ικ α  αν σε κάθε 

σημείο, η αραπτόμενη ευθεία σχηματίζει σταθερή γωνία με δοθείσα σταθερή δ ιεύ ­

θυνση . Η σταθερή διεύθυνση λέγετα ι διεύθυνση του άξονα της έλικας .

( i)  Μια καμπύλη ε ίν α ι κυλινδρική έλικα  αν κ α ι μόνο αν ο λόγος ^ ε ίν α ι 

σταθερός .

(Η ) Η καμπύλη Y (t)= (a t,b t2, t 3) με a ,b  σταθερές ε ίν α ι κυλινδρική έ λ ι-

A “7
κα αν κα ι μόνο αν 4b**ltor .

10. Δ ίνετα ι η λ ε ία  κ α ι κανονική καμπύλη γ :Ι  + R3 , χω ρίς κατ’ανάγκη παράμε­

τρο το μήκος τόξου . Αν η τροχιά της ε ίν α ι πάνω σε μ ια  σφαίρα με κέντρο το 

διάνυσμα a , τότε ισ χύ ει (a -v(t))* T (t)B0 .

11. 'Εστω γ :Ι  -*R3 μ ια  λ ε ία  καμπύλη με παράμετρο το μήκος τόξου κ α ι k(s) >0. 

Η καμπύλη γ1: 1 ♦  R3 , που ο ρ ίζετα ι ως Y j(s)-T (s) λ έγ ετα ι σ φ α ιρ ικ ή ' δ ε ί χ τ ρ ι α  

των εφαπτομένων ή εωαπτομενική δ ε ίχ τ ρ ια  τ η ς  γ  . Η καμπύλη

V2:I -*-R3 , που ο ρ ίζετα ι ως y 2(s )“  N(s ) λέγετα ι σ φ α ιρ ικ ή  δ ε ίχ τ ρ ια  των πρώ­

των καθέτων ή πρώτη σ φ α ιρ ικ ή  δ ε ίχ τ ρ ια  τ η ς  γ  . Η καμπύλη 

Υ3: 1 R3 , που ο ρ ίζετα ι ως y 3(s )=B(s ) λέγετα ι σ φ α ιρ ικ ή  δ ε ίχ τ ρ ια  τω ν δ ε ύ ­

τερων καθέτω ν ή δεύτερη σ φ α ιρ ικ ή  δ ε ίχ τ ρ ια  τ η ς  γ  .

( ί)  Αν k1 , τ1 ε ίν α ι η καμπυλότητα κ α ι η στρέψη της γ̂  τότε :

k2·**2 _ k i -  k t
ή * Μ 7 i  *

k2 1 k(kz+ 0

( i i )  Η εφαπτόμενη της Y1 ε ίν α ι παράλληλη προς τη πρώτη κάθετη στο α ν τ ί­

στοιχο σημείο της γ  .

( i i i )  Αν k3 , τ3 ε ίν α ι η καμπυλότητα κ α ι η στρέψη της γ3 τότε :

k2
3

k2*T2
τ3

Tk-kT
T(k2^ 2)

, όταν τ»*0

i .
Μ



12. Δ ίνεται η απεικόνιση y :R + R** που ορίζεται ως

( t , 0 , e ' 1 / t2 γ ια  t  > 0

Y(t)  = γ ια  t  < 0

(0 , 0 , 0) γ ια  t  = 0

( i)  Δείξτε ότ ι η γ ε ίν α ι λεία καμπύλη .

( i i)  Η γ ε ίν α ι κανονική γ ια  κάθε t  .

( i i i )  k(t) φ 0 γ ιο  {Q,/ϊΓΐ,-/ΣΠ>} κα ι k (0 η /Σ β  ή -/273) =0

(iv) Η T(t) μπορεί να οριστεί (με συνέχεια) έτσι ώστε τ(t) =0 παντού , ενώ 

η καμπύλη δεν ε ίνα ι επίπεδη .

(Αυτή η άσκηση μας λ έε ι ότι η υπόθεση k(t) >0 στη πρόταση 1.4.5 είνα ι 

απαραίτητη) . »·

1 .5 . Τοπ ική κανον ική  παράσταση καμπύλης .

Έστω γ: [a,trj -+ R̂  μια κανονική καμπύλη με παράμετρο μήκος τόξου . Συνή­

θως όταν θέλουμε να μελετήσουμε τοπικές ιδιότητες της καμπύλης , δηλαδή ιδιότη­

τες σε μια περιοχή ενός σημείου (π.χ. συμπεριφορά , σχήμα εικό^χς γύρω από ένα 

σημείο) , χρησιμοποιούμε κατάλληλο σύστημα συντεταγμένων γ ια  αυτή τη μελέτη . Το 

πιο κατάλληλο σύστημα συντεταγμένων γ ια  τέτοιες μελέτες ε ίνα ι το σύστημα που 

ορ ίζετα ι από το πλαίσιο των Serret-Frenet .

Ας ε ίνα ι Ο ένα σημείο πάνω στη καμπύλη γ: [a,b] +R3 , στη περιοχή του 

οποίου θέλουμε να μελετήσουμε τη καμπύλη . Μπορούμε να υποθέσουμε πως γ(0)=0 . 

Επίσης σαν άξονες Οχ , Oy , Οζ παίρνουμε αντίστοιχα τ ις  ημιευθείες που ορίζονται 

από τα Τ(0) , Ν(0) , Β(0) (Ρυτά ορίζονται όπως ξέρουμε αρκεί k(0) >0 ) .

Τότε το διάνυσμα θέσης του σημείου y ( s ) δίνεται από τη σχέση :

(*) Y(s) =γ(0) + Y l (s)T(0) +y 2(s )N(0) +y 3(s )B(0)



Αν όμως to  σημείο y(s) ε ίν α ι γειτονικό  (πολύ κοντά) στο γ(0)«ο τύτε έχουμε 

αναπιύοσοντας σε σειρά M aclaurin (σειρά Tay lo r στο s=0 ) 6 τ ι :

2 3
(**) Y (s)-y (0 )+  sy(0) + ^ -V (0 )+  Ί -  v (0 )+ R  ,

όπου R είναι ο ι όροι βαθμού >4 ως προς s . :ν>;

Από τους τύπους των Serret-Frenet έχουμε

V(0) -  Τ(0) , *γ(0) -  k(0)N(0) , 'γ(Ο) -  -kZ(0)T(0) + k(0)N(0) + k(0)t(0)B(0)

Βάζοντας αυτές τ ις  σχέσεις στην (**) κ α ι συγκρένοντας με την (*) , παίρνουμε :

Vj(s) s3 + Rj

Y2( S ) S 2 + ^ ·  ; «λ

Y j(s, -  s3+Rj  , "  h

όπου R> (R1,R2,R3) . Έ τ σ ι η καμπύλη V κοντά στο σημείο s - 0 δ ένετα ι ως

i f . s\ h . m ^ L aK v  .

Η έκφραση αυτή λέγετα ι τ ο π ικ ή  παράσταση τ η ς  κα μ π ύ λη ς στο s ■  0 .

θέλοντας τώρα να μελετήσουμε το σχήμα της εικόνας κοντά στο s * 0 , αρκεί 

να βρούμε τ ις  προβολές στα επίπεδα συντεταγμένων Q xy, Oyz , Cbcz α ντίσ το ιχα  .

Προβολή στο Qxy : 2y_ k(0)x

δηλαδή παραβολή

M b)

TCO) X
I

Ο
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ΐ···? ;7 ' :',r' · 's)r .**· ··:;· ;-·: γ/,.
• . > .

' :' . - Τ Ύ : '; ? :  ■ ' -ίΥ- i . ' · . : ο  ; j V*1* ’ ·'·'. £  -ν ';;

Ποοβολή στο Ονζ ; 2τ2ί 0W3= 9kf0~)z2

Ε ίνα ι uux ημικυβική 
παραβολή (ή παραβολή 

του N e il) .

2

j ■

1 .6 . Ε π ίπ εδ ες καμπύλες .

'Οπως είδαμε στη πρόταση 1.4.1 (σελίδα 20 ) μια λεία καμπύλη 

γ: [a,b] -»-R̂  με k(s) > 0 ε ίν α ι επίπεδη η̂ εικόνα Y([a.b]) ε ίνα ι πάνω σε ένα 

επίπεδο^ , αν κα ι μόνο αν η στρέψη τ(ε) ξ 0 V s 6 [a,b] .

Στη παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε επίπεδες καμπύλες . Έτσι μπορούμε να 

πούμε ότ ι μια επίπεδη καμπύλη ε ίν α ι μια λεία  απεικόνιση Yija^b] + R2 ,

Y(t) = (V1 (t),Y 2 (t)) . θα Θεωρήσουμε στη συνέχεια ότ ι μια επίπεδη καμπύλη έχει 

παράμετρο το μήκος τόξου s δηλαδή Y:[a,b]-»-R2 , Y is )* ^  ( s ) , y 2 ( s ) |
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Η καμπυλότητα αυτής αν τη Θεωρήσουμε σαν καμπύλη του χώρου ε ίν α ι σύμφωνα 

με τον ορισμό 1.4.1 , k(s) = | y ( s )  | , δηλαδή ε ίνα ι παντού ένας μη αρνητικός

αριθμός .

Μπορούμε σ τ ις  επ ίπ εδ ες καμπύλες να ορίσουμε κ α ι κατά άλλο τρό­

πο τη καμπυλότητα έτσ ι ώστε να μπορεί να γ ίν ε τ α ι κ α ι αρνητική  .

0  ορισμός αυτός γ ίνετα ι ως εξής : θεωρούμε στο επίπεδο μια βάση ορθοκανο- 

νική την (ê  ,e2) που να ανήκει στο κανονικό προσανατολισμό του R . Μετά ορ ί­

ζουμε το πρώτο μοναδιαίο κάθετο N(s) , γ ια  κάθε s £ [a,b} , έτσ ι ώστε η βάση

σχήμα 13

δηλαδή το N(s) ε ίνα ι στροφή του T(s) κατά γωνία ♦  ^ .

Τότε ορ ίζουμε τη (προσημασμένη) καμπυλότητα στο s (καλύτερα στο y Cs) ) 

από τη σχέση (To T(s) ε ίνα ι κάθετο στο T(s)) .

(*) T (s)* k(s)N(s) .

Ορίζοντας έτσι τη καμπυλότητα μιας επίπεδης καμπύλης βλέπουμε ό τ ι μπορεί να πάρει 
και αρνητικές τιμές, ενώ η ποσότητα |k(s) | ε ίνα ι η καμπυλότητα της γ αν ακολούθου 
σαμε τον ορισμό 1.4.1. Ε ίνα ι αμέσως τώρα φανερό ότι ισχύει (γ ιατ ί;)

(**) N(s)«-k(s)T(s) .

Οι σχέσει (*),(**) ε ίνα ι ο ι τύποι των Serret-Frenet πρσκςιμένσυ γ ια  επίπεδες 
καμπύλες .

Έχοντας υπόψη τη δεύτερη παρατήρηση στη σελίδα 15, βλέπουμε ό τ ι ο καινούρ­
γιος ορισμός καμπυλότητας εξαρτάται και από το προσανατολισμό της καμπύλης
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(πως διαγράψουμε τη καμπύλη) . Έ τσ ι όταν αλλάξουμε προσανατολισμό στη καμπύλη 

τότε το πλαίσιο ^T(s) ,N(s)^ παριστάνεται με τα διακεκομμένα διανύσματα . Από 

τη δεύτερη παρατήρηση στη σελίδα 15 το διάνυσμα T(s) -V (s) δεν αλλάζει φο­

ρά , έτσι από την (*) προκύπτει ότ ι γ ια  να ισχύει πρέπει και το k(s) να 

αλλάζει πρόσημο .

θα δούμε τώρα μια σχέση που μας δ ίν ε ι τη καμπυλότητα (όπως την ορίσαμε I 
τώρα) γ ια  επίπεδες καμπύλες κα ι η οποία σχέση χρησιμοποιείται αρκετά συχνά σε 

εφαρμογές καθώς κα ι γ ια  να βγάζουμε συμπεράσματα πάνω στις επίπεδες καμπύλες.

Έσιω η λεία  καμπύλη γ: [a,b] + . Σημειώνουμε με 0 (s) τη γωνία που £
.-.̂1

σχηματίζει ο άξονας Οχ με το διάνυσμα ταχύτητας της γ στο y (s ) (σχήμα 14) §

σχήμα 14

Μπορούμε να ορίσουμε το 0(s) έτσι ώστε να ε ίνα ι λεία  συνάρτηση στο [a,b]. '·
Λ

Πραγματικά σε μια περιοχή ενός σημείου Y(sQ) μπορούμε να ορίσουμε το 0(s) | 

σα λεία  συνάρτηση από τ ις  σχέσεις cos0(s )  = y (s ) -e-j και s in 0 ( s )  =v(s)*e2 .J

Επειδή όμως το διάστημα I = [atb] μπορούμε να το σκεπάσουμε με πεπερασμένο πλή-̂
f

θος διαστημάτων (θεώρημα των Heine-Borel) , μπορούμε να ορίσουμε το 0(s) αα | 

λεία  συνάρτηση πάνω σε όλο το [a,bj . Η παραπάνω διαδικασία γίνετα ι γ ιατί 

το 0(s) δεν ορ ίζετα ι μονοσήμαντα παρά μόνο ως προς πολλαπλάσια του 2π . 

θα δείξουμε τώρα πως :



Με άλλο λόγια το k(s) μας δ ίν ε ι ένα μέτρο γ ια  το πως α λλά ζει η εφαπτομένη .

'Etol στην ευθεία που δεν αλλάζει η εφαπτομένη θα πρέπει να έχουμε k(s) = 0 ,

V s 6  [a,b] (πράγμα που ξέρουμε παράδειγμα 1.4.1 ) .

Πραγματικά , έχουμε :

T(s) ■  v(s) * ( cos 0 (s) , s in  0 (s))

T(s)“ ( -s in  0(s) jg-(s), cos ®(s) gg· (s)) (s ) f -s in  9 (s) , cos 0(s)) (s)N(s)

- *  T ( s ) - g  (s)N(s) .

ΣυγκρΙνοντας τάρα με την T(s) *>k(s)N(s) , συμπεραίνουμε τη σχέση που θέλουμε : 

k ( s ) - § ( s )  .

Ας δούμε ακόμη μερικούς τύπους που μας δίνουν τη καμπυλότητα (όπως την ο ρ ί-  

αχμε τώρα) προκειμένσυ γ ια  επίπεδες καμπύλες .

(I) , 'Εστω μ ια λ ε ία  επίπεδη καμπύλη γ : [a,b] -»R̂  με παράμετρο το μήκος τό­

ξου . Έχουμε : y(s) -  (Y ^ s J .Y jis ))  , T (s)*<γ-j (s) ,ν 2C*)) . t ( s ) » V ( s ) -  

(V1(s),V 2(s)) . Επίσης επειδή η βάση (T(s) , N(s)) θέλουμε να έ χ ε ι το κανονι­

κό προσαΜχτολισμό του R2 θα έχουμε κ α ι N(s) ■  ( ^ C s J .Y ^ s ) )  . Τώρα από την

f(s )  * k(s)N(s) παίρνουμε k(s) - f ( s ) 'N ( s )  ■  (V1 (s) ,V2(s ))- (-v2( s ) ( s ) ) ■  

Vj(s)V2( s ) - Y jt s W jts )  . Δηλαδή :

(I) k(s) ” Vj(s)*Y2 (s) - Y j is J v ^ s )

(II) . Έστω μ ια  λ ε ία  επίπεδη καμπύλη γ :[α ,ύ ] -*-R2 με παράμετρο ό χ ι κατ’ 

ανάγκη το μήκος τόξου . Έχοιχιε γ ( ΐ)  » (γ̂  ( t ) ,V2  (t ) ) . Αν s ε ίν α ι η παράμετρο 

μήκος τόξου τότε ξέρουμε || (t) -  {γ*( t ) | (σελίδα 12) .

.0
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Έτσ ι έχουμε γ ια  i=1 ,2  ότ ι :

κα ι

YiC si  =Yi( t(s ) )  — *■ Y i( s )= v -C t( s ) )^  Cs)

2

Yi (s)= v:'(t(s))( g  (s))2 + Yj(t(s)) ( S )

Αντι.καθι.στώντας στο τύπο (I) m i χρησι,μοποιώντας τη σχέση 4-  (s) ------- ------
** |Y'(t(s))

έχουμε : 

(II) k(t)·
Y i(t)Y "(t) - Y '( t ) Y "(t) 

|Y '(t) | 3

Παρατήρηση : Ακολουθούμε εδώ τη διαδικασία της σελίδας 21, προκειμένου για 
καμπύλες, που δεν έχουν παράμετρο το μήκος τόξου .

ΑΣΚΗΣΗ : 'Εστω f :R-*R μια λεία  συνάρτηση . Θεωρούμε την απεικόνιση 

y :R-*R , που ορ ίζετα ι ως γ(χ) = ( x , f ( x ) )  . Βλέπούμε ότι η γ είναι, μια λεία 

καμπύλη . Δείξτε ότι. η (προσημασμένη) καμπυλότητα της γ δίνεται από τη σχέση

k(x) * f"(x)

| V ( f '( x ) ) 2] 3/2

(Η εικόνα y (R) , λέγεται γράφημα της f  . Έτσι κυρτά γραφήματα έχουν θετι­

κή καμπυλότητα , ενώ κοίλα γραφήματα έχουν αρνητική καμπυλότητα) .

Κλείνοντας αυτή τη παράγραφο , ας ασχοληθούμε με το εξής πρόβλημα για επί­

πεδες καμπύλες : Ό ταν δοθεί μ ια  δ ιαφ ορ ίσ ιμη  συνάρτηση k(s) , ορισμέ

νη στο [a ,b] , υπάρχει επ ίπεδη καμπύλη που έ χ ε ι την k (s) σαν κα­

μπυλότητα ; Η απάντηση ε ίνα ι ν α ι κα ι μας τη δ ίν ε ι το παρακάτω θεώρημα .

ΘΕΩΡΗΜΑ (ύπαρξης κα ι μοναδικότητας επίπεδης καμπύλης) . Έστω k(s) μια λεία 

συνάρτηση που ορ ίζετα ι στο I = [a,b] .Υπάρχει μία και μόνο μία επίπεδη (κανονική) 

λεία  καμπύλη με καμπυλότητα k(s) κα ι το s σα παράμετρο μήκους τόξου .



Παρατήρηση : Η μοναδικότητα α\«κρέρεται ως προς το σχήμα της εικόνας κ α ι 

ό χι ως προς τη θέση της εικόνας . Με άλλα λόγια  αν ν 1 , υ 2 ε ίν α ι δύο καμπύλες

που ικανοποιούν το θεώρημα τότε v2 e L ·  Yj + u , όπου u ένα σταθερό διάνυσμα

7 2
του R κα ι L μ ια  στροφή του R .

Α π ό δ ε ιξ η  . Από τη σχέση (Α) (σελίδα 3 3 )·«παίρνουμε :

-,ν · .' i .
' '

©Cs)
4

θ(α) ♦  J k(s)ds · χΤ:ϊ·α

____ β<

iW ? ' · ά 1

: ·.: ·; ·4 ·̂■ ψ-
I ............. .  . ·  ■ . . . i v .  , . i  V ··»* · -  , « ,ί · \_  ·ί · · ·?»·=· ·..· *— »

- ·: ·'· ·  · .V ■ ■ V “ r:
-j · · · · . .  ··■-··-

θεωρούμε τώρα το μοναδιαίο διάνυσμα s

T(s) » v(s) ■» ( cos θ(εΧ* s in  θ(ε))

κ α ι ολοκληρώνοντας ' ..... ■ * ·.- fv· ·■

s s
Y (s)*Y (a) + ( | cos0(s)ds , J s in 0 (s )d s )

p.t'r >·· ’

Η καμπύλη y (s ) ε ίν α ι λ ε ία  mil έ χ ε ι παράμετρο μήκους τόξου το s αφού

Y(s) ■  ( cos 0 (s), s in  0(s)) —*· |y (s) | » 1 . Επίσης η καμπυλότητα (προσημασμένη)

αυτής βάσει του τύπου (I) (σελίδα 33) ε ίν α ι :

s·*·
Vi (s) * cos 0(s) -  cost θ(α) +J k(s)ds }

s

Y2(s) * s in  0(s) ·  sin{ θ(α) ♦ J k(s)ds )

v - m · U >:>·
.■ ■ . ' ’ ■ ■ · ’ V

: %h i  ' : .

v1 (s) * -k(s) s in  0(s) , V 2(s) - k ( s )  cos0 (s)

’Apa : καμπυλότητα της y  στο s * · ’

« Yt (S)v2(s) - v2(s)Vt (s) « k(s) { cos2e(s) + s in 20 (s) ) -k(s) ΪΜ

;tju
· / ’

Επίσης η καμπύλη ο ρ ίζετα ι μονοσήμαντα αν ξέρουμε το ν(α) [δηλαδή το u Otij

ίνΓ
Λ.· -ί̂ ·; νϊ :· · > ·· :·

r  -'<· ̂ ν'·.. ·'·.·· - -Λ· ·· . 'Λ-Γ-ν··.-:',·̂ ;» : : · if- ·.·:'·Λ-.·ν '.!·' ’-V.v* , ··: - i
' "±· ' 1 ν :·'“ίτ 'τ' ·-

.'■ · · < · ν  •Λ·ί .;·1  ν - . ν >  - -

• ·;· ν'νιί·'̂ τ..Ί.ν·ί'';
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παρατήρηση] κ α ι το θ(α) [δηλαδή το L στη παρατήρηση] .

Έτσι μ ια  συνάρτηση k(s) καθορ ίζει μονοσήμαντα , από άποψης σχήματος 

εικόνας , μ ια  καμπύλη στο επίπεδο .

Παρατήρηση . Έ να ανάλογο θεώρημα υπάρχει, και, γ ια  καμπύλες του χώρου . 

θα αναφέρουμε αυτό το αποτέλεσμα χωρίς απόδειξη : Δ ίν ο ν τ α ι  δύο λ ε ί ε ς  συναρ­

τ ή σ ε ις  k ( s )  >0 , τ ( ε )  που ο ρ ίζ ο ν τ α ι  στο I - [ a ,b ]  . Τ ό τε  υ π ά ρ χ ε ι 

μ ια  κ α ι  μόνο μ ια  λ ε ί α  καμπύλη y : I - * R 3 με το s σα παράμετρο μή­

κ ο υ ς  τ ό ξο υ  , κ α ι  τ ι ς  k ( s )  , τ ( ε )  σα κα μ π υ λότη τα  κ α ι  στρέψη α ν τ ί - 

σ τ ο ιχ α  . Κ α ι εδώ η μοναδικότητα αναφέρεται στο σχήμα της εικόνας κα ι ό χ ι τη 

θέση .

Α σ κ ή σ ε ις  ♦

1. Να βρείτε επίπεδη καμπύλη με καμπυλότητα* k(s) = 1/R = σταθ.

ο
2. Δ ίν ετα ι μ ια  λ ε ία  καμπύλη γ: [a,b] -+R με παράμετρο μήκους τόξου ,

N(s) το μοναδιαίο κάθετο όπως ο ρ ίζετα ι στη σελίδα 31 , κ α ι k(s) η (προσημα-

σμένη) καμπυλότητα . Έστω k(s) ^0 , γ ια  κάθε s G [a,b] . θεωρούμε την απεικό-

9 1 
νιση 3:[a,b]->R^ , που ο ρ ίζετα ι ως : 3(s) =y [s) +] ^ j N(s) . Τότε :

( i)  Η β ε ίν α ι λ ε ία  καμπύλη , που λέγετα ι ε ν ε ιλ ιγ μ έ ν η  της γ (σχή­

μα 15) .

( i i )  Ο ι εφαπτόμενες των γ ,β  σε αντίσ το ιχα  σημεία ε ίν α ι κάθετες -

pci')

σχήμα 15



3. Έ σ τω  γ : ja .b ]  -►  R2 μ ια  λ ε ία  επίπεδη καμπύλη . Υποθέτουμε ό τ ι 

γ ια  κάποιο t Q : a < t 0 <b η συνάρτηση |γ(ΐ)| π α ίρ νει μέγιστη τιμ ή  . Τότε .η 

(προσημασμένη) καμπυλότητα στο t fl ικανοποιεί τη σχέση : |k(tfl)| > - —  .
Iv(t0) I

1 . 7 .  Ο λ ικ ά  προβλήματα γ ια  ε π ίπ ε δ ε ς  κα μ π ύ λες .

Η παράγραφος αυτή αφιερώνεται σε επίπεδες καμπύλες κ α ι έ χ ε ι σα σκοπό να, 

πάρουμε μ ια  γεύση από ολική θεωρία καμπύλων (δηλαδή : Μας ενδ ια ρέρει ολόκληρη 

η καμπύλη κ α ι ό χ ι μόνο ένα κομμάτι της) . Το πρώτο πρόβλημα, που θα εξετάσουμε 

ε ίν α ι ίσως το αρχαιότερο ολικό πρόβλημα της Διαφορικής Γεωμετρίας κ α ι ε ίν α ι γνω­

στό ως ισοπεριμετρικό πρόβλημα .

Ι σ ο π ε ρ ιμ ε τ ρ ικ ό  πρόβλημα : Από ό λ ε ς  τ ι ο  α π λ έ ς  κ λ ε ισ τ έ ς  ε π ί π ε -  

δ ες  καμπύλες μήκους I π ο ια  π ε ρ ι κ λ ε ί ε ι  το  μ εγ α λ ύ τερ ο  εμβαδό ;

θα επεξεργαστούμε αυτό το πρόβλημα δίνοντας δύο γενικούς ορισμούς ..

Ο ρ ισ μ ό ς  1 . 7 . 1 . Μια λ ε ία  καμπύλη Y*.[a,b]-*-R3 λ έγ ετα ι απλή (sim ple) αν 

η γ( [a,b]) δεν αυτοτέμνεται , δηλαδή αν η γ  ε ίν α ι 1 - 1 .

Μια καμπύλη Ck - τάξης Y :[ a ,b ] - R 3 λ έγ ετα ι κ λ ε ισ τ ή

καμπύλη— C— - (closed) αν Υ(α) ·γ (ύ )  κ α ι όλες ο ι  napdyuyot μέχρ ι

C*1 - τάξης συμφωνούν στα a .b  .



απλή-κλειστή κλειστή-όχι απλήκλειστή καμπύλη Ĉ -τάξης αλλά όχι 
κλειστή καμπύλη C*-τάξης , εκρού 
στο Ρ δεν συμφωνούν ο ι πρώτες 
παράγωγοι .

Το παρακάτω θεώρημα μας δ ίν ε ι απάντηση στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα .

θεώρημα 1 .7 .1 , Μεταξύ όλων των επιπέδων καμπύλών , που ε ίνα ι απλές,κλει­

στές κα ι με το Ιδιο μήκος , ο κύκλος περ ικλείε ι το μεγαλύτερο εμβαδό . Π ιο 

γ ε ν ικ ά  : Αν μια απλή κλειστή επίπεδη καμπύλη C = γ( [α,δ]) μήκους L περικλεί­

ε ι εμβαδό A , τότε ισχύει

(*) L2 >4nA ,

όπου το = ισχύει,αν κα ι μόνο αν,η C ε ίνα ι κύκλος .

Παρατήρηση . Έχουν δοθεί κατά καιρούς διάφορες αποδείξεις αυτού του 

θεωρήματος „ Η πρώτη αναλυτική απόδειξη δόθηκε το 1902 από τον A.Hurwitz και 

μια απλή (I) απόδειξη δόθηκε το 1939 από τον Ε. Schmidt . Η απόδειξη που θα δώ­

σουμε εδώ ε ίνα ι αυτή του Ε.Schmidt .

Απόδειξη  . Παίρνουμε δύο παράλληλες ευθείες (ε) και (ε*) που δεν κόβουν 

τη κλειστή καμπύλη C και η C να ε ίνα ι στη λωρίδα μεταξύ των (ε),(ε ') (σχήμα 

16) . Κινούμε τ ις  (ε ),(ε ')  παράλληλα προς τον εαυτό τους έως ότου να γίνουν 

εωαπτόμενες της C (γ ια τ ί μπορεί να γ ίν ε ι αυτό ;) . Ας ε ίνα ι I και ί '  ο ι 

θέσεις των ευθειών , που εφάπτονται στα σημεία Ρ και Q αντίστοιχα . Ας είνα ι
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s η παράμετρος μήκους τόξου «ης C ώστε y (0)»P*y (L) κα ι v (s 0) * Q  

θεωρούμε ένα κύκλο C αχτίνας R κ β ι κέντρου 0 , ώστε ο κύκλος να μην τέμ νει 

τη C κ α ι να εφάπτεται των I κ» ι * ’ · Ε ίν α ι φανερό πως το 2R εκφράζει την

Παίρνουμε το 0 οαν αρχή συντεταγμένων κ α ι τον άξονα Οχ κάθετο σ τ ις  I , ί ’
;.··-ϊ· ■ '  ■ *

Ας ε ίν α ι y(s)»(y1(s),y2(s)) το γενικό  σημείο της C ως προς αυτό το σύστημα 

συντεταγμένων κ α ι έστω ό τ ι η διαγραφή της C γ ίν ε τ α ι όπως στο σχήμα (θ ετικός

··«. ποοοανατολισμός) . Το γενικό  σημείο του κύκλου ε ίν α ι

v(s) ■  (Ϋ1 (s),V2(s) ) ·  (Y1 (s) ,Y2(s))
' ·. . >■

":H. Γ*1· Ϊ:' "if;** $$.

'v . ; ..
*  y2<s)*>

•-ίίΐ
v _ , . y ta  0 < s <

:= λ ϊ*$νιχ·,χ®\ ■« ■ ,m m-tfri. -ki'5

Y ux
- ««3

"S » ·*·$ΐ
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Σημειώνουμε τώρα με Α,Α τα εμβαδά που περικλείουν αντίστοιχα η C και ο κύ- 

κλος C . Από τον ολοκληρωτικό λογισμό ξέρουμε πως :

L

A* I Yi(s){r (S)ds 
0

L
A = nR2 » - j  ^ (s j^ is jd s

Έ τσ ι

Π)

(2)

L

a + j i r 2  *  I  Cy-j ( s ) y 2 ( s ) - Y 2 ( s ) Y 1 ( s ) ) d s  

0

£  | Av^{s)v2is) - V2 (s)v-|(s ))^ds 
0

L ________ __________ _______—

£  |  XvfCs) + v f(s ))(v f(S) +Y|(s)>dS

0  ' i
L --------------- --

= f / (Y i(s )+ v ^ (s ))d s  -  LR r,

όπου στην (2) έχουμε εφαρμόσει τη ταυτότητα του Lagrange .

Τώρα , επειδή /k· /nR^ £  ~ (Α+π R̂ ) , όπου η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 

A* nR^ ( Γ εν ικ ά  : γ ια  δύο θετικούς αριθμούς Μ,Ν ισχύει (Μ«·Ν) με

το Loo Μ = Ν) , έχουμε :

(3) ΛΓ* Λ 7 2 < J  (Α+ π R2) <_ y LR

4AnR2 <.L2 R2 -=* L2 _>4nA

Αυτό που θέλαμε να δείξουμε : Πότε ισ χ ύ ε ι το * στην >^4πΑ ;

Αν ισχύει to = θα πρέπει σε όλες τ ις  παραπάνω πράξεις να έχουμε ισότητα . 

Έ τσ ι :

A = nR2 * από τη (3)
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(4) 

m i
: &

(5) v1 (s)v2(s) -  y ^ s Jy , (s) > ο 

τύχη η (4) Stvet :

από τη (2)
V i(s)V i(s) ^ YjIS lV jis) * 0  ’  . . ■ .. f,.v ’

1 ■·:>·■ i ;  :,· - η»ι··ί*4-ί^·" "

‘.'Vi v.-.\ ,**? ··< ·ι»ί·: ·* *· ·>· ‘

J"'.·“  · ,  ..;ihr ,-^r v v , ,  ,  . ·· , .

U'i i >·;#·“*■ . ’····

V^ s) V2(s)
• 4

Y f( s ) * V 2(s)
tR,

1  · . -f·

^ λ : ·
^-‘· ■*· "ν t & ^ r \  *  . .  ,/·.'■■·;'■■■ · '  . '

λ/'·  ̂ i- . · ,  -. , · . - , · · -.·* . '·· ·*· "V ! V, '·
·' ’ ·,>··Λ.ΛΗ.«|νί«· ,; .ν *Λ ψ ._ ·. ·ϊ ν.νΐ ^  ' ν ·

. · ί · ·1  * :,■ 4  . V 
* ., , .· . ·*·>.·**>·

Ρ ; :

v*“ ’ v’ (”
*<·■ '“ * ■' ' ‘ .; \ *

-  V ,U )-*»V 2(S1

Επεεδήόμως «ρέπεί ν ια σ χ ύ ε^ η  ί5) θα-έχουμε-ί*$·.5*Α·· .-\Ιλ λ ^ L - J & U iJiS*.·· >·-ν':

ί^ί*4'3 «*$
; ■ ■ Ι· φ'Η’ ·

• « • ίΛ ^ ίΟ ί  V !  .·>..>ΐ Κ ^ / · · Ι  " ,

Yj (s ) “ R v 2(s ) 7 v2(s) “ - R V i is )

.,,·,. . ... v. v*·. : i , W  y,(»)
T (s )« v C $ )-C v 1(s ) ,v 2( s ) ) « ( ----- g—  . -% — ) Λ

'- 4 ■ //Λ' ' .
::β'·νΐ? vW·,.·· ·.:,■·.■·■■  ■ .=.' ■■?·'. Λ';.,'.-' ",*A> -f· ^»,^!5.ι^·ί'·'4··'ν

■ μοναδιαίο εφαπτόμενο στο κύκλο C .

•; rvtf&'i■ vt V; :
Λ ·- '· - Λ  V ,v ' ■ ·· .-·

» *\ ·· vj ·.* ' - v : .. *49. '  *S^.v

d v f  d v2 d v , dY

£  . ^  : t *ar * W f 1 * * t f  » *ar ^ v  0,100 ̂  ̂ w  t6»>o otov ̂  c ' ^
-  - Λ  · ? ·*λ.1

ί ^  ’s - " i r “ ,> d ®4 d * '
■.<5 : ̂

xat

d y , dY

i'
α?·ϊ

• ίν  v
Z- . .' " v.‘. .·.·. ' ·' : -V.

dv2 dY2 d v2

ΉΓ “ I F  “ “3Γ Y2*v2 + a
14

*ΠΟυ a  σταθερά ολοκλήρωσης . Έχουμε τελ ικ ά  ;
rW·

1 |
V|(S) * Y ^s)

Y2(s) -  Y i(s) . a  “':-* '^ f75f :
^,·ί"

·., ' ■- . '· · *■ ' . V;:'; . V ·
■S''''.Λ /̂ νν. ·.

.. : · Λ*..
‘ *· . ,;■ y ;

• <vV - '.., - ■ ;-£ 4C.%■"<· (~'V'
'·/' f -i.* "t ' v*

f e  ■ .. a";-..·· ··- . ̂ .·Λ : O ' 1?**!·.’ -'V / :V -%!·· ‘,i ·· ' « t · «
"-..A

:
·% '< . - ·.· .-vi' ? % ··: ̂ ν*. · ··. '·- ', " "ν·,/ΐ'·ν'Τ·.>>.Γ  ̂- J , > - '\V-- '·; -/■.*' ? 4V.

·; .*·■·* ’■'* ·;· : ····. \ <*;··· *f<·
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r2 - vJ(s) +v^cs) - y J u i  + (v2(s> - « ) 2 ·

Δηλαδή το τυχαίο σημείο (γ̂  (s) , y 2 ( s ) ) τπς C ικανοποιεί την εξίσωση : 

χ2 + (y-α) 2 = R2

που ε ίν α ι εξίσωση ενός κύκλου .

Παρατήρηση : Παραλλαγές του ισοπεριμετρικού προβλήματος υπάρχουν κα ι γ ια  

απλές κλειστές καμπύλες πάνω σε επιφάνειες .

Ένα ενδιαφέρον πόρισμα του θεωρήματος 1.7.1 ε ίνα ι το παρακάτω .

Πόρισμα 1 .7 ,1 . Από όλες τ ις  απλές κλειστές καμπύλες , που περικλείνουν 

ίδ ιο  εμβαδό , η περιφέρεια κύκλου έχει το μικρότερο μήκος .

Το δεύτερο ολικό πρόβλημα που θα εξετάσουμε {ε ίνα ι το θεώρημα των τεσσάρων 

κορυφών . Πριν διατυπώσουμε αυτό το θεώρημα θα δώσουμε ακόμη μερικούς ορισμούς .

ο
Ορισμός 1 .7 .3 . Μια κανονική επίπεδη καμπύλη γ: [a,b] -+R (όχι αναγκα­

στικά κλειστή) λέγεται κυρτή (convex) αν γ ια  κάθε t £  [atb] η εχραπτόμενη 

ευθεία et  στο γ(t) αφήνει την εικόνα Y([a,b]) της γ σε ένα από τα δύο 

κλειστά ημιεπίπεδα που χωρίζεται το R2 από την zt  . Διαφορετικά η γ λέγεται 

μη-κυρτή (non-convex) .

κυρτή καμπύλη μη κυρτή καμπύλη



Ο ρισ μ ός 1 . 7 . 4 . Παίρνουμε μ ια  κανονική επίπεδη καμπύλη γ :[α ,δ ] -*-R̂  . 

'Ενα σημείο t Qe (a ,b ) λέγετα ι κορυφή (vertex) της γ  αν ισ χύ ει k ’ (t0) * 0  . 

Έ τσ ι ο ι κορυφές της Υ ε ίν α ι τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης καμπυλότητας 

k(t) .

Παρατήρηση . Χωρίς μεγάλη δυσκολία μπορούμε να διαπιστώσουμε πως η έλ λ ε ι­

ψη (όχι κύκλος) έχε ι ακριβώς τέσοερες κορυφές (π ο ιές ;) . Να γ ίν ε ι  γ ια  άσκηση .

Το παρακάτω ενδιαφέρον θεώρημα μας δ ίν ε ι  πληροφορίες γ ια  τον αριθμό των 

κορυφών μ ια  απλής κλειστής κ α ι κυρτής καμπύλης .

θεώρημα των τεσσάρων κορυφών (fou r vertex  theorem) : Μ ια απλή κ λ ε ι­

στή κυρτή καμπύλη έχ ε ι τουλάχιστον τέσοερες κορυφές .

Παρατήρηση : Αυτό το θεώρημα αποδείχθηκε από τον Ινδό μαθηματικό S .Mukho- 

padhyaya το 1909 . Το θεώρημα ισ χύ ει κ α ι γ ια  κάποιες μη κυρτές καμπύλες , όμως 

η απόδειξη του ε ίν α ι αρκετά δύσκολη . Γ ια  μη κυρτές απλές καμπύλες το θεώρημα 

ισχύει πάντα . Αποδείξεις έχουν δοθεί από S.B.Jackson (1944) κ α ι L .V ie to r is  

(1952) .

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη του θεωρήματος θα δείξουμε το παρακάτω λήμ­

μα .

ο
Λήμμα 1 , 7 . 1 . Γ ια  κάθε επίπεδη κλειστή καμπύλη γ :£ θ ,ί]  -*·ΙΓ ,

Y(s) = ( Y j t s J ^ C s ) )  , όπου s ε ίν α ι η παράμετρος μήκος τόξου , κ α ι γ ια  τυ χα ίες  

σταθερές Α ,Β ,Γ  ισ χύει :

L

| ( Α γ , (s) ·►  B Y 2(s) + D  k (s )d s  «0 ,

όπου k(s) ε ίν α ι η συνάρτηση καμπυλότητας της γ  κ α ι L  το μήκος της γ  .

Α π ό δ ε ιξ η  . Αρκεί να δείξουμε πως ισχύουν ο ι σ χέσεις :
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Ci) | k (s )d s  =0
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L·

(ϋ )  | Y l(s)ic(s)ds * 0

κ α ι

ί ?·*:?*·)’

( ίϋ )  |  Y2(s)^ s)ds = 0 f ; c w;
0

■ . :-C3!̂ n }i?V Γ
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Για την ( i)  έχουμε

L

X *'' ;· ύ ■ Χν/'Λ.ν'χ'·; ,

X- t/ o jf ; y'.

. ■ ■ ,·?■ «:·. .iv,: <v! . k >
z, L

| k(s)ds = |  dk(s) = k(L) - k(0) = 0 .

. , ' “ .( V, ■

Γ ια την ( i i)  έχουμε

L  ̂ L
[ Yt (s)k(s)ds = ί d(Y,(s)k(s)) - j  Yj (s)k(s)ds
l  0 0

■ Yj (s)k(s)

L
Y^ sjk fs jd s

■ " i r.

0

;A
L L L

- | Y1(s)k(s)ds = - | V2(s)ds = - |  d ( i2 (s)) = 0 ,

οκρού T(s) = (y 1{S) .y 2 (s )) . N(s) = (-Ϋ2 (δ),ΥΊ€3)) ra t T(s) = k(s)N(s) (τύπος 

S e r r e t -F r e n e t )  .

Όμοια αποδεικνόουμε την ( i i i )  .

Απόδειξη  του θεωρήματοσ των τεσσάρων κορυφών . Η συνάρτηση καμπυ- 

λότητας k(s) ε ίν α ι λεία  και λόγω της συμιιπγότητος του Y([a,b])=C υπάρχει



ένα σημείο sQG [0,L] όπου η k(s) π α ίρ νει το απόλυτο μέγιστο της κ α ι ένα ση­

μείο S| G [0 .L ], όπου η k(s) π α ίρνει το απόλυτο ελάχιστο της . Αν Sq = τότε η

k(s)ε ίν α ι σταθερή κ α ι συνεπώς όλα τα σημεία του [0,L] ε ίν α ι κορυφές της Υ .

Ας ε ίν α ι s0 »l s1 κ α ι P«*y(s0) , Q= y(s.j) (σχήμα 17) .
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σχήμα 17 ■

Ε ίν α ι φανερό ό τ ι k(s0) * k (s1) * 0 . Έ τ σ ι η γ  έ χ ε ι τουλάχιστον δύο κορυφές . 

Ας υποθέσουμε ό τ ι δεν υπάρχει άλλη κορυφή , δηλαδή k(s) f  0 , γ ια  κάθε 

sG  [0,L] - (Sq ,S j } . Ισχυριζόμαστε ό τ ι η ευθεία £*PQ τέμ νει τη τροχιά  

O Y ( [ 0 ,L ] )  μόνο στα Ρ , Q . Πραγματικά , αν είχαμε κ α ι άλλο σημείο (σχήμα 18) 

έστω το Τ , τότε η εφαπτόμενη της C στο ενδιάμεσο σημείο από τα P,Q ,T

Τ·<; ν,’· „ --y\ .· '* .v «.r*· - .cv. v V’· ·*· * ·. *
’ · . ' .'v .. . _ _ vVi. .

—  ;■ , · . 
'Vv· "'*·■·'·.·.. v > '‘ V'-’S-V λ .·. ·

■ . ·: ·. \ • .·· V* U -- M ·; ‘ r / ?..* Λ ... * *-"

■■'•v. i';·. . _ ./> ■ ·* J ' '
ν \  ' ■■■ r ,  ... \  ' . ·. r : · ■ . · ■ ■

· ' ■' ·■ ·'· “ '1 , ». 1 .I .·. ' ■ ■ ·/.“

f' ’ V ^:V *K ;;, , . “ J> 1
■ Λ / * \  /  ■ V 4 ,. ^

e .........

-f. σχήμα 18 · . .« ’ a .

(<rco σχήμα μας στο Q ) πρέπει να ε ίν α ι λόγω κυρτότητας ή £  (γιατί ; )  , Τότε

όμως η £ πρέπει να ε ίν α ι λόγω κυρτότητας κ α ι εφαπτόμενη της C a m 1Ρ κ α ί
1* ·
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Τ (γ ια τ ί ;) . Ετσι θα έχουμε την εξής κατάσταση (σχήμα 19}

ι

<ϊν A
J'· 

,·- - :ν

/

σχήμα 19

Τότε όμως η εφαπτόμενη της C σε γειτονικά σημεία του Q (όπως στο Α) θα χω 

Ρ ίζ ε ι τα σημεία Ρ,Τ της C (αδύνατο λόγω κυρτότητας) , εκτός αν το ευθύγραμμο 

τμήμα ΡΤ ε ίν α ι κομμάτι της C . Όμως τότε το κομμάτι ΡΤ της C αποτελεί- 

τα ι όλο από κορυφές , πράγμα άτοπο , αφού έχουμε υποθέσει ότ ι έχουμε μόνο δύο 

κορυφές . Έ τσ ι , πραγματικά η PQ τέμνει την C μόνο στα σημεία P,Q που εκ 

κατασκευής ε ίν α ι κορυφές της C .

(έστω ic(s) >0) στο κομμάτι ^ της C , καθώς και το πρόσημό της (k(s) < 0) 

στο κομμάτι C2 της C . Επίσης η ποσότητα Αγ̂  (s) + By2(s) + Γ διατηρεί πρό­

σημα στα κομμάτια C* και C2 της C . Ας υποθέσουμε πως Αγ1 (s) + By 2 ( s ) + Γ > 0

Ας ε ίν α ι τώρα A x  + B y  + Γ = 0 η εξίσωση της A . Η k(s) διατηρεί το πρόσημο της



στο Cj οπότε , Αγ1 ( s ) + B y2 (s ) + Γ< 0 στο C2 . Τότε όμως θα έχουμ ε ότι,

(Avjts )  +By2 ( s ) + r )k ( s )  > 0 παντού στη C , εκ τός από τα  σ ημ εία  Ρ κ α ι Q 

όπου έχουμε (Ay-,(s ) + By2 ( s ) + T )k (s) = 0 . 'Αρα θα έχουμε

I (Αν1 (s) + By2 ( s ) + r)k (s)d s  > 0 , .

Jr

που αντιφ ά σκει με το λήμμα 1 . 7 . 1 .  Έ τ σ ι η καμπύλη μας έ χ ε ι  ακόμη μ ια  κορυφή , 

έστω R = v ( s 2) . Αν δ ε ν  υπά ρχει άλλη κορυφή , θα έχουμε κ α τα σ τά σ εις α νά λ ο γες  μ ε  

αυτή του παρακάτω σχήματος

Χάνοντας την Ιδια δ ιαδικασ ία  όπως προηγουμένως , αλλά παίρνοντας την ευθεία  

RQ θα καταλήξουμε ό τ ι πρέπει να υπάρχει κ α ι τέταρτη κορυφή .

Π α ρ α τη ρ ή σ ε ις  . ( i ) Σύμφωνα με παρατήρηση . που έχουμε κά νει προηγούμε­

να ο αριθμός 4 κορυφ ές δεν μπορεί να βελτιω θεί , οκρού η έλλειψη έ χ ε ι ακριβώς 

4 κορυφές .

( i i )  Σύμφωνα με το θεώρημα ύπαρξης κ α ι μοναδικότητας γ ια  επ ίπεδες καμπύλες, 

που δείξαμε στη σελίδα 34 προκύπτει : Η συνάρτηση k(s) “  c+ cos s , γ ια  0 £  s 2π

και c « σταθ. > 1 δεν μπορεί να ε ίν α ι η καμπυλότητα μ ια  απλής κλειστής κυρτής
Λ. ·

καμπύλης , αφού η παράγωγος της k(s) “  - s in s  έ χ ε ι μόνο δύο κρ ίσ ιμα  σημεία στο 

διάστημα [0,2π] . Ε ίν α ι όμως συνάρτηση καμπυλότητας κάποιας καμπύλης ·
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II.ΕΠ ΙΦ Α Ν ΕΙΕΣ .

2 . 1 .  Σ τ ο ι χ ε ί α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ ω ν  α π ε ι κ ο ν ί σ ε ω ν  .

Εστω f r U c R ^ R 11 μ ια  α π εικ ό νισ η  , όπου U ένα  α νο ιχτ ό  υποσύνολο του |

R κ α ι £(x>j > · · · >x^) s  (f-j (χ | y · · · >xm) > ^2^x 1 * * * * * · · · » ^n^x 1 * * * * ,x iiP  ̂ * Ϊ

όπου . .  * fn : U c I ^ - > R  ε ί ν α ι  ο ι  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  (συναρτή σεις συντεταγμέ- f  

νω ν) τη ς £  .

Ο ρ ι σ μ ό ς  2 . 1 . 1 . Μια f iU C R ^ R 11 λ έ γ ε τ α ι  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  ή λ ε ί α  

(sm ooth) α π ε ικ ό ν ισ η  α ν  ο ι  σ υ ντετα γμ ένες  f ^ , , f n ε ί ν α ι  διοκρορίσιμες ( λ ε ί ε ς )

f:

2 3 2 -
Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  . Η f : R  + R  , που ο ρ ίζ ε τ α ι  ως f ( x , y )  = (χ  ,x y ,x + y ) ε ίν α ι  I

2 ί
λ ε ί α  οκρού ο ι  f . j ( x , y ) = x  , f 2 ( x , y ) = x y  , f 3 ( x , y )  = x+y ε ί ν α ι  λ ε ί ε ς  . |

n I
Ό τα ν  m=1 , τ ό τ ε  μ ια  λ ε ία  α π εικ όνισ η  y ; I c R + R  λ έ γ ε τ α ι  μια  λ ε ί α  f

κ α μ π ύ λ η  του  Rn (έχο υ μ ε  ήδη εξ ε τ ά σ ε ι καμπύλες του  R° κ α ι R^) . Έ τσ ι μ ια ]
Λ ;■

λ ε ί α  καμπύλη του  Rn  ε ί ν α ι  μ ια  λ ε ία  α π εικ όνισ η  y i I ctr + r11 με 

Y(t)  = (γ^ ( t )  *Y2( t ) , - · · *Vn ( t ) )  , όπου Y . j ( t ) , . . . , Y n ( t )  ε ί ν α ι  ο ι  συντεταγμένες  

τη ς γ  . Γ ια  I q GI  το  διάνυσμα (που α ρ χ ίζ ε ι  από το  y U q) )  

Y#( t 0 )=(Y^( t0 ) , . . . , Y ^ ( t 0) )  λ έ γ ε τ α ι  δ ι ά ν υ σ μ α  τ α χ ύ τ η τ α ς  της γ  στο t Q

}\
Λ

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  . Έ στω η καμπύλη y : I c R-*R4 , που δ ίν ε τ α ι  ως 

γ ( t )  * ( t , t ^ , t ^ , t ^  ) . Το διάνυσμα ταχύτητας στο t  ε ί ν α ι  το γ ' ( τ ) =  ( 1 , 2 t , 3 t ^ , 4 t '  

με α ρ χικ ό  σ η μ είο  το  γ ( t ) .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  . Ό τα ν  δ ο θ ε ί ένα  διάνυσμα ν  του  Rn που α ρ χ ίζ ε ι  από το  

σ η μ είο  pQ e R n * τ ό τ ε  μπορούμε να  βρούμε μ ια  καμπύλη Y:I-*Rn με γ (0 )  s p0 

κα ι  γ ' ( 0 )  = ν  .

Π ρ α γ μ α τ ι κ ά  , η καμπύλη y :R + Rn , που ο ρ ίζ ε τ α ι  ως
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φ
I  V ( t ) -p ^ tv - ( x 5 , . . . ,^ )n c v l , . . . >vn)-(x5+tv1, . . . ,x j + t v n) έχει αυτή την 

ςδιότητα (είναι π Μόνη ;) * όπου Pq® · ■ :
•t s'1 ·

> V V" ■ ‘
Συμβολισμός . Αν ρ είναι ένα σημείο του Rn με το σύμβολο TpR° θα 

εννοούμε όλα τα διανύσματα του Rn που αρχίζουν από το ρ και λέγεται εφα-  

πτόμενος χώρος του Rn στο ρ . Με το σύμβολο TRn θα εννοούμε όλα τα 

διανύσματα του R11 που αρχίζουν από τα διάφορα σημεία του Rn και λέγεται 

εφαπτόμενη δέσμη του R11 . Είναι φανερό πως TR11® U  JTnlP .
--------------------------- p e i r ρ

Ορισμός 2 .1 .2 . Έστω f: U c  R?11 -► Rn μια λεία απεικόνιση και pGU . Λέ- 

με παράγωγο της f  στο ρ ή διαφορικό της f  στο ρ και συμβο­

λίζουμε με dfp (ή £Λρ) την απεικόνιση dfp : Tp^^^fip) * που ορίζεται 

ως εξής : Αν veTpR® και yiI^R® μια καμπύλη με γ(0)=ρ , γ ' (0 ) β ν , τότε 

dfp(v) ·β'(0) «διάνυσμα ταχύτητας στο 0 της β(τ) e f(Y(t)) (σχήμα 20) .

Παρατήρηση 2» 1.1 .  0 παραπάνυ ορισμός είναι καλός , δηλαδή δεν εξαρτά-

ται από τη καμπύλη γ . Δηλαδή , αν πάρουμε άλλη καμπύλη , έστω γ , με Ϋ(0) *ρ, 

Ϋ'(0)·ν τότε η β(τ) « f(v(t)) έχει διάνυσμα ταχύτητας β'(0)*β'(0) . 

Πραγματικά , ας είναι £ (χ , , . . . . x ^ - f f , (χ1, . . .  ,χ,,,)........»··· »^>)



-so  -

r a t  Y ^ - R " 1 , Y C t l- C y ^ t l.........Vm( t ) l  με γ ίΟ Μ γ ^ α } .........Ym(01)=p m u

Υ ’ (0 )= (γ ^ (0 ),...,γ ^ Ρ ))  = ν  . Τότε

P(t)=f(Y(t)) = C£1CY1Ct),...,Yin( t ) ) , . . . >fnCY1C t) , . . . ,Yjn(t)) .

Έτσε : β(0) = ί(γ(0)) = f(p) rot

(*) β ' ( 0 )  = ( ( f 1 o Y ) ' ( 0 ) , . . . , ( f n o Y) ' ( 0 ) )

/ 9£ί

w
” | (Ρ ) ·ν ; ( 0 ) * . . .* ^ ( ρ ) ν ; ( 0) .......

5
3X1

e 9f \
^ ( p ) . Y - ( 0 ) + . . . +  _ | ( r ) V m ( 0 ) J  ,  .

4

σύμφωνα με τον κανόνα σύνθετης παραγώγισης ή

3' (0) = (Ώγ . (0)f l < * * · ,DY' (0)fn·* = *- * ,Dv£n ·*

όπου σημαίνει παράγωγος της κατά τη κατεύθυνση του ν .

Έ τσ ι το 0 ' (0 ) ε ίν α ι ανεξάρτητο της γ , πράγμα που δείχνει αυτό που θέλουμε ? 1 

Η (*) γράφεται κα ι ως

β '(0 ) =

n xm- πίνακας

s·
af4

ή σύντομα β ’ (0 ) = df (ν) = J £(p)v , όπου J£(P) = (357  (Ρ)) είνεα ένας
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n x id - πίνακας ·, που λένε-tat Ιακώβιανός πίνακας της f  στο ρ . Όταν

ι> · · · »£^)
n*>m η ορίζουαα του det j£(p) ■ 

οα της f  στο σημείο ρ .

»· · ■ * ^ )
(ρ) λέγε-tat Ιακωβιανή ορίζου·

Παρατήρηση 2 .1 .2 . Η dfp είναι γραμμική απεικόνιση με αντίστοιχο πί­

νακα , ως προς τις κανονικές βάσεις των R™ , F? , τον Ιακωβιανό .

Παρατήρηση 2 .1 .3 . Η f:UCRm-*-Rn λέγεται κανονική στο p6U αν η 

τάξη του Ιακωβιανού πίνακα είναι m . Αυτό σημαίνει ότι η df οα γραμμική
Jr

απεικόνιση είναι 1-1 ή ότι ο χώρος df (Τ rf") έχει διάσταση m . ·
r  r

| · 2.2 . Ορισμός και παραδείγματα επιφανειών .

2 3Ας πάρουμε μια διαρορίσιμη απεικόνιση x:UcR -*R :Cu,v) x(u,v)

;; (x(u,v),y(ufv),z(ufv)) , όπου U είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του R . Αν

q ■ (Uq.Vq) είναι ένα σημείο του U θα συμβολίζουμε την παράγωγο απεικόνιση

( X στο q με dX̂  αντί X*q . Μια τέτοια απεικόνιση λέγεται κανονική στο q 
2 3αν n dX„ : Τ R ·*Τν , ..R είναι αμφιμονοσήμαντη ή ισοδύναμα αν ο Ιακώβιανός

q q Aw
f  πίνακας

'-.ν'*- * ,<Si

I:
■ ··*'·:* ■ 
·■$. 
Α.
•'V'-s,
it

%.

ί  3u (u0*vn) W  (u0»V0)

Jx(V vo> “ $ r  iuo ' V  l v  (uo ' V  ’ etvot τάξεως 2

y l u  (u0»v0] # iu 0 ’V ,

3

ϊίλυτό σημαίνει πως μια τουλάχιστον από τις ορίζουσες

Λ .* < · ' Vi'; ; I 'C&

\'V
>·::.*·. ..-ν'
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δεν μηδενίζεται στο σημείο q= (Uq,Vq)

Παράδειγμα 2 .2 .1 . Δ ίνεται η διαρορίσιμη απεικόνιση
2 3 2 2χ : R +R · (u,v) —>X(u,v) = (u -ν  , u+v , u-v) . Η απεικόνιση αυτή είν<

ο
κανονική σε κάθε σημείο του R . Πραγματικά έχουμε πως η οριζουσα 

f f u ’vj  Ξ “ 2  ̂° * όπου y(u,v) = u+v και z(u,v)=u-v
■ r$%*

Έ τσ ι ο Ιακώβιανός πίνακας της απεικόνισης ε ίνα ι τάξεως 2 σε κάθε σημείο του | ί
2 , ^  * 

R κα ι συνεπώς η απεικόνιση ε ίνα ι κανονική .
I

Ας υποθέσουμε τώρα πως έχουμε μια διοκρορίσιμη απεικόνιση

X : U C R 2 + X(U)C r 3 : (u,v) X(u,v) » (x(u,v) ,y(u,v)z(u,v)) ,

η οποία ε ίν α ι κα ι αμφιμονοσημαντη (δηλαδή 1-1) . Τότε προφανώς υπάρχει η αντί-

I?

?'·£

.-r

στρο(ρη X- 1 :X(U)c R̂  + UCR^ . θα λέμε πως η Χ~' ε ίνα ι συνεχής αν υπάρχει μιαίί*
f ;

συνεχής απεικόνιση F : ACR3 + R2 , όπου Α^Χ(ΙΙ) και Α μια περιοχή του R3 ■

,-1

,_1 - r'“ (όπου FI ο περιορισμός της F στο X(U) ) . ψ*
X(U) |X(U) l l

έτσι ώστε X = F

Παράδειγμα 2 .2 .2 . Ας πάρουμε την απεικόνιση 

X : UC R2 ->-X(U)c R3 : (u,v) ->· X(u,v) = (u,v ,X -u 2 -v2 ) οπού

έ |

y*
-ϊ φ*

U= { (u,v) GR2 : u2+v2 < 1 } . Η απεικόνιση X ε ίνα ι προφανώς αμφιμονοσημαντη

και η αντίστροφη της X-1 : X(U)CR3 ->-UCR2 ε ίνα ι συνεχής δ ιότ ι X-1 =π3 |Χ(υ) f l  

όπου π3 : R3 + R2 : (x,y,z) -*· η^(χ,γ,ζ) = (x,y) ε ίνα ι μια συνεχής απεικόνιση |!

(η τρίτη Φυσική συνάρτηση συντεταγμένων του R , δηλαδή η προβολή στο Qxy *:
-f ΐ

επίπεδο ) . )[

5»fi ?■

i i
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Ορισμός 2 .2 .1 . Mwt συνεχής απεικόνιση X: Ucr2-*-x(U)c  R3 η οποία 

είναι αμωιμονοσήμαντη και έχει συνεχή αντίστροφη , λέγεται ομο ιομορφισμός 

(homeomorphism) .

Είμαστε τώρα έτοιμοι να δώσουμε τον ορισμό της κανονικής επιφάνειας στον

R3 .

Ορισμός 2 .2 .2 . Ένα υποσύνολο S του R3 , (SCR3) λέγεται κανονική 

επιφάνεια (regular surface) αν σε κάθε σημείο pGS υπάρχει ανοιχτή περιοχή 

V του R3 και μια απεικόνιση X : UCR2-*Vfl Sc:R3, τέτοια ώστε να ισχύουν ol 

παρακάτω τρείς συνθήκες (σχ^ια 21)

■ ί-'*

συνθήκη' 1 : Η X είναι διχχρορίσιμη απεικόνιση * δηλαδή αν

X(u,v) -  (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) τότε οι x(u,v) , y(u,v) , ζΟχ,ν)' έχουν συνε­

χείς μερικές παραγώνους κάθε τάξης · 

συνθήκη 2 : Η X είναι ομοιομορφισμός .

συνθήκη 3 : Η X είναι κανονική σε κάθε σημείο του U .
Α.

Ί ’ιΜλ *

Ορισμός 2 .2 .3  . Έστω S μια κανονική επιφάνεια του R3 , ρ ένα ση-
2 3με ίο -πκ και X : UCR -»VnScR η απεικόνιση (που υπάρχει σύμφωνα με τον ορι- 

αμό 2.2.2 ) έτσι ώστε p -X(Uq,v0) , όπου (Uq,Vq)€U  .
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Γ /.

Η απεικόνιση X θα λέγεται παραμέτρηση ή σύστημα συντεταγμένων | 

(system of coordinates) γύρω από το σημείο ρ , το δε σύνολο VnS θα λέγεται! 

περ ιοχή  συντεταγμένων (coordinate neighborhood) στο ρ . |

? ,  I
Παρατήρηση . Πολλές φορές αντί, να γράφουμε X : UCR + Vfl ScRJ για ένα:

σύστημα συντεταγμένων θα γράφουμε απλά Χ(υ,ν) με (u,v)GU . |
/

Προτού δούμε μερικά παραδείγματα επιφανειών θα εξετάσουμε για λίγο ένα σύ­

στημα συντεταγμένων μιας κανονικής επιφάνειας S γύρω από ένα σημείο ρ̂ .
$

Ας ε ίν α ι X : UCR2 VO SCR3 : (u,v) I—► X(u,v) * (x(u,v) *y(u,v) ,ζ(υ,ν))

ένα σύστημα συντεταγμένων της κανονικής επιφάνειας S γύρω από το σημείο 

P^XCuq/Vq) ,όπου ο̂= υ̂Ο,νΟ̂  * Από αυτό το σύστημα συντεταγμένων μπορούμε να I 

κατασκευάσουμε δύο καμπύλες της επιφάνειας που περνούν από το σημείο pQ, τ ις  | 

a(u ) = X (u ,v0) = (x (u ,v 0) ,y ( u ,v 0) ,z ( u ,v 0) )  |

• I
β(ν) = X(uQ,v) = (xiuQ .vi.ytuQ .vJ.zO iQ .v)) · η

Οι παραπάνω καμπύλες λέγονται παραμετρ ικές γραμμές της επ ιφ άνεια ς S 

από το σημείο  Ρρ ως προς το σύστημα συντεταγμένων X (σχήμα 22) . |

I
:■$

Γ,

σχήμα 22
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Εζ άλλου τα διανύσματα ταχύτητας των παραμετρικών γραμμών α και β στο

% σημείο ρ είναι :
■ '.ι

ί
■ ft-

η « ' ( V  ■ < H  (U0 » V  ’ !u (uo 'V  ν U  ( ν ν 0)}
p - x (U o.v0)

0 '( v o) -  ( - |£  (Uq .Vq) , § £  (u0 ,v0) , (Uq 'Vq) )

Για απλούστευση θα συμβολίζουμε

1 3Χ
α' (ν  “n r  < v W W

^ X ( u 0 ,v 0)

..ν· - -

#·.:'··

ί
f : ·

3Χ
P ' (V “ av ( v V ’ V v V

Τελικά παρατηρούμε ότι το εξωτερικό γινόμενο Xu(u0,vQ) xX^u^Vq) είναι δια­

φορετικό του μηδενικού διανύσματος (γιατί ;)

Ας δώσουμε τώρα δύο απλά παραδείγματα κανονικών επιφανειών . ■ j ;

Παράδειγμα 2» 2 .3 . Ας πάρουμε το σύνολο S2·  {(x,y,z) GR :̂x2+y^+z^*1} ,
χ

το οποίο είναι υποσύνολο του R και ως γνωστό από την Αναλυτική Γεωμετρία 

είναι η επιφάνεια της σφαίρας αχτίνας 1 . θα δούμε πως αυτό το υποσύνολο είναι 

κανονική επιφάνεια .

Αν U- {(x,y) GR2 : x2*y2 < 11}, όπου R2 - { (x ,y ,z ) jE ^ z -0 } είναι εύκο­

λο να δει κανένας ότι η απεικόνιση X^(x,y) ■ (x,y, /1  -x2- y2 ) με (x,y)6U

είναι ένα σύστημα συντεταγμένων και μάλιστα ότι Xj (U) είναι το ανοιχτό ημιαραί-
2ριο του S το πάνω από το επίπεδο Oxy .

Πραγματ ικά , επειδή x2+y2 < 1 , για (x,y) 6 U οι συναρτήσεις 

*.y. έχουν συνεχείς παραγώγους κάθε τάξης · έτσι ικανοποιείται η συν-

θήκη 1 του ορισμού 2.2.2 . Επίσης επιδή s i  και η συνθήκη 3 ικα-
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νοποιείτα ι . Τέλος η Χ1 ε ίνα ι ομοιομορφισμός (βλέπε παράδειγμα 2.2.2 παραπά­

νω) , δηλαδή κα ι η συνθήκη 2 του ορισμού της κανονικής επιφάνειας ικανοποιεί- j 

τα ι .

Σκοπός μας τώρα ε ίνα ι να καλύψουμε το S με συστήματα συντεταγμένων ώστε 

να ε ίν α ι κανονική επιφάνεια .

Θεωρούμε τ ις  παραμετρήσεις:

χ 2(χ >χ) -  (x »y>- / i- x 2-y2 )

Χ3(χ,ζ) = (χ, / ί - χ 2-ζ2 , ζ) 

Χ4(χ,ζ) = (χ , - / ΐ - χ 2- ζ 2 , ζ )

X5 (y,z) = ( / l - y 2-z2 , y ,z ) 

X6 (y,z) = ( - / 1-y2-z2 ,y ,z )

Ε ίνα ι εύκολο να δε ι κανένας (σχήμα 23) πως ο ι περιοχές συντεταγμένων που ορίζο
» 2νται από τα παραπάνω συστήματα συντεταγμένων καλύπτουν το S , έτσι το σύνολο

σχήμα 23

αυτό ε ίν α ι κανονική επιφάνεια .

mm
nn

iiju
iiii

 ...
...

...
..
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χ
Παράδειγμα 2 .2 .4 . 'Εστω το σύνολο π β {(x,y,z) GR :αχ+β/+γζ+δβ 0 

όηου α,β,γ,δ σταθερές και (α,β,γ) ι* (0,0,0) } . Το σύνολο π , που είναι υπό-
7

σύνολο του R είναι μια κανονική επκράνεια . Πραγματικά χωρίς βλάβη της γε­

νικότητας υποθέτουμε πως γι*0 , οπότε η απεικόνιση

X : R2^R3 : (x,y) — X(x,y) -  (x,y, )

είναι παραμέτρηση (γιατί ;) γύρω από κάθε σημείο του π . Σύμφωνα με τον ορισμό

2.2.2 το π είναι κανονική επιφάνεια , που είναι γνωστή από την Αναλυτική 

Γεωμετρία σαν επίπεδο .

Πριν προχωρήσουμε ας κάνουμε μερικά χρήσιμα σχόλια για τον ορισμό 2.2.2 . 

Σχόλια στον ορισμό 2 .2 .2  .

Π) Πρέπει κανείς να διακρίνει μια διαφορά μεταξύ καμπύλών και επιφανειών. 

Ενώ καμπύλη θεωρούμε μια απεικόνιση , επιφάνεια είναι ένα υποσύνολο S του R 

και όχι απεικόνιση . Η επιφάνεια S καλύπτεται με τις εικόνες κάποιων απεικονί­

σεων (παραμετρήσεων) , που ικανοποιούν τις συνθήκες 1,2 και 3 .

(2) Η συνθήκη 2 του ορισμού 2.2.2 δεν επιτρέπει στη κανονική επιφάνεια 

S να έχει αυτομές (να αυτοτέμνσνται) . Αυτό επιβάλλεται , αν θέλουμε να μιλάμε 

για συγκεκριμμένο εφαπτόμενο επίπεδο της επιχράνειας S στο σημείο PGS (σχή­

μα 24α) . Τέλος η συνθήκη 3 του ορισμού 2.2.2 επιβάλλει την ύπαρξη εφαπτόμενου 

επιπέδου σε όλα τα σημεία της κανονικής επιφάνειας S (κοίταξε παράγραφο 2.4) .
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Στα δύο παραδείγματα κανονικών επιχρανειών που είδαμε , δεν ε ίνα ι και τόσο 

δύσκολο να βρούμε παραμετρήσεις (συστήματα συντεταγμένων) γύρω από κάθε σημείο 

τους . Υπάρχουν περιπτώσεις , που συναντάμε δυσκολία στο να βρούμε παραμετρή- 

σ εις . Έ τσ ι μερικές φορές μας ε ίνα ι δύσκολο να αποφασίσουμε αν ένα υποσύνολο 

του ε ίνα ι κανονική επιφάνεια ή όχι . Γ ι’ αυτό παρακάτω θα βρούμε ένα 

κριτήριο , που χρησιμοποιείται αρκετά συχνά κα ι μας βγάζει από αυτή τη δυσκολία 

αρκετές φορές . θα δώσουμε πρώτα δύο ορισμούς .

Ορισμός 2.2.4 . Αν £ :U CR  -*R ε ίνα ι μια διοκρορίσιμη συνάρτηση με 

πεδίο ορισμού το ανοιχτό υποσύνολο U , τότε το σύνολο

rf { ( X , y , z )  6R3 : z = f(x,y) } ,

ε ίν α ι υποσύνολο του R καε λέγεται γράφημα της συνάρτησης f  .
I

Ορισμός 2.2.5 . Δ ίνεται μια διαφορίσιμη συνάρτηση 

F :U cR 3 -*R

με πεδίο ορισμού το U . Ένα σημείο p^GU λέγεται κρίσιμο σημείο ( c r it i­

ca l point) της F , αν η παράγωγος απεικόνιση F ή dF δεν είνα ι
ρ 0 ρ 0

απεικόνιση επί (surjective) . Ένα σημείο aGR θα λέγεται κρίσιμη τιμή 

( c r it ic a l value) της F αν το σύνολο F-1 (a) = { (x,y,z) GU : F(x,y,z) =a }

περ ιέχει κρίσιμα σημεία της F , άλλως λέγεται μη κρίσιμη τιμή της F .

θα αποδείξουμε μια πρόταση γ ια  γροκρήματα .

2
Πρόταση 2*2,1 . Α ν  f : UcR -*R ε ίνα ι μια διοκρορίσιμη συνάρτηση με



πεδίο ορισμού το ανοιχτό\.σπο&6νολο. !̂υ·· του R , τότε το,, γράφημα τικ#·£ 

είναι κανονική επιφάνεια (σχήμα,25) λ
r  . ..·■: ,

■■·.■· \ x x x ' ·  · ,  · - :  χ  - Χ ·  - -  ‘ · ν '■.·,■ . ν  ' χ Χ χ ν

·>*«***- .·*■·

, ,  X
» χ(0)

r* m

X X X  α ν ν  r{

&Κϊ\?*ΟΑ

T !' .- *■> V -ΧΛ· 
' tX? r?‘

X X  Xχ  λ·.γΧ-% · X' ■if hKi&· Tit.

XXiX Χ ΓΧ >'Χ .

r .\. rv

σχήμα 25
I*· - ' ■: ■

£ Απόδειξη . Είναι εύκολο να δούμε ότι η απεικόνιση
£  ■ '

I  X: UcrX r3 : (x,y) .-* X(x,y) -  (x,y,f(x,y)) ;; U O  :)
><■

ι είναι σύστημα συντεταγμένων (παραμέτρηση) γύρω από κάθε σημείο του γραφήματος*
Λ . '%*

Γ* Πραγματικά η συνθήκη 1 του ορισμού 2.2.2 είναι προφανής . Η συνθήκη 3
i f  * *

Γ' ικανοποιείται διότι 1 . Τέλος η X είναι αμφίμονοσήμαντη (1-1) και

 ̂ ισχύει X-1 , όπου Xj :rX r  ̂: (x,y,z) ^ π ^ χ ,γ ,ζ )  » (x,y) . Έτσι η Χ-^
I I f
' X ' * /

είναι συνεχής , άρα η X είναι ομοιομορφισμός , δηλαδή ικανοποιείται και η συν­

θήκη 2 . Επειδή όμως Γ£» X(U) η X είναι παραμέτρηση γύρω από κάθε σημείο 

του γραφήματος και σύμφωνα με τον ορισμό 2.2.2 το γράφημα είναι κανονική
ψ .

♦  φ ι
■Μ,.επαράνεια-.

J»,a

w -■ ΛΓ\Λ

• i** ν

' ί τ ;

’ PV<J

θα δούμε στη συνέχεια μια πρόταση « που θα αποφασίζει σχεδόν αμέσως αν ένα 

υποσύνολο SCR  ̂ είναι κανονική επιφάνεια . Αρχικά θα εξετάσουμε τι σημαίνει
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ότ ι το σημείο Pq = (Xg>yg>zg) 6 r 3  ε ίνα ι κρίσιμο σημείο μιας διαφορίσιμης συνάρ 

χησης f  : U CR3 + r  . Ισχύουν : d£p^ ((lf0f0) ) * | |  (Xg,yg>z0) >

^ Po(CO,l,0)po) = §  (X o,y0 ,z 0) και ^ ( ( 0 ,0 ,1 ) ^ )  = | |  (x0 ,y 0 >z0) · Ετσι ο

Ιακώβιανός πίνακας της £ στο pQ ε ίνα ι ο ,

J f(p0) = C ||· (xo>yg>zg) >ff· Cx0 ,y0 ,z0) ,§£  (x0 >y0 >zg)) ·

Η παραδοχή ότ ι η παράγωγος d£ δεν ε ίνα ι επί (δηλαδή το ρη ε ίνα ι κρίσιμο
Ρ0 υ

σημείο) ισοδυναμεί με το γεγονός ότι ο Ιακωβιανός πίνακας της f  στο pQ είνα ι 

τάξεως 0 , δηλαδή :

Μ
3χ

_ 3£ _3f
(Xg,y0 , z 0 ) = 3y Cx0 >y0>z0) =^· (X g ,yg ,z0) 8=0

Αντίθετα αν μια από τ ις  μερικές παραγωγούς της £ δεν μηδενίζεται στο Ρ() ,
I

τότε το δεν ε ίνα ι κρίσιμο σημείο .

Πρόταση 2.2.2 . Αν f  : UCR3-*-R ε ίνα ι μια διοκρορίσιμη συνάρτηση και
“ 1 Φα 6 £(1ί) μια μη κρίσιμη τιμή της £ , τότε το σύνολο f  (α) είνα ι κανό- §. 

νική επιφάνεια .

Παράδειγμα 2.2.5 . Πριν από την απόδειξη της πρότασης θα εξετάσουμε μια 

ενδιαφέρουσα εφαρμογή της . θεωρούμε ένα ομογενές πολυώνυμο P(x,y,z) βαθμού 

kj*0 . Τότε γ ια  οποιοδήποχε a 6 R με a 5*0 το σύνολο

Μ = {(x,y,z)} 6 R3 : P(x,y,z) =α) ε ίνα ι κανονική επιφάνεια . Πραγματικά από την 

ταυτότητα του Euler γ ια  ομογενή πολυώνυμα

χ H  (x >y»z)+y Ι7  (x >y»z) +z H  (x >y,z)* k p (x *y>z) »

συμπεραίνουμε ότ ι κάθε a ?*0 ε ίνα ι μη κρίσιμη τιμή (γ ιατί;) . Έτσι το σύνολο 

Μ σύμφωνα με τη πρόταση ε ίνα ι κανονική επιφάνεια .

Απόδειξη . Ας πάρουμε ένα σημείο Pg = (xg>yg>zg) του f - 1(a) . Για να



αποδείξουμε αυτό που θέλουμε θα πρέπει να βρούμε ένα ούσττιμα συντεταγμένων 

(παραμέτρηση) του £~1(α) γύρω από το σημείο pQ . Επειδή η τιμή α είναι μη 

κρίσιμη τιμή , οπότε το Pq είναι μη κρίσιμο σημείο της £ * μια τουλάχιστον 

από τις μερικές παραγωγούς της £ δεν μηδενίζεται στο Pq . Χωρίς βλάβη της
*\r -

γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι (ρq) φ 0 . Ορίζουμε τώρα την απει­

κόνιση

F : R3-*R3 : (x,y,z) —*· F(x,y,z) = (x,y,f(x ,y ,z) ξ (u,v,t)

y V'·"· σχήμα 26 ?:i

της οποίας ο πίνακας Jacobi στο Pq είναι ο

1 0 0 

JF(p0)- I 0 J 1 0

, λ" ν·' Α:..·Λ '?*y·̂
·» .· *■ «Τ> ··* · '·

II (p0) If (P0i Μ  (Pq)

■'.'ίφ'τ.5' . Ki*
■ | | '  0 πίνακας *Jp(p0) είναι τάξης 3 διότι det Jp(p0) --||· (pQ) f  0 , άρα η απεικό-

ί νιοη F είναι κανονική στο ρ0 . Σύμφωνα λοιπόν με το θεώρημα Αντιστρόφου Συν- 

:8§ξ αρτήσεως (κοίταξε ένα βιβλίο λογισμού πολλών μεταβλητών) υπάρχει μια πε- 

#y  ριοχή V του ρ0 και μια περιοχή w του F(pQ) , ώστε n F|y να είναι
.·. ,U$



*‘V
i

-62-

αμφιδιαφόριση (σχήμα 26) . Έ τσι λοιπόν υπάρχει η F“ 1 :W+V , ε ίνα ι διαφορί-
,-1σιμη κα ι μάλιστα F 1 : W+V: (u,v#t) ·—► F~Vu,v,t) * (x,y,z) με x*u , y s ν 

και z*g (u ,v ,t) . . Ειδικώτερα γ ια  t» a  , έχουμε z = g(u,v,a) s g(x,y,a)-h(x,y) 

κα ι £(x,y,g(x,y,a)) ■  £(x,y,h(x,y)) **α . Αυτό σημαίνει πως το σύνολο VO£~1(a) 

ε ίν α ι γράφημα της διαφορίσιμης συνάρτησης z«h(x,y) και σύμφωνα με την πρό­

ταση 2·2.1 το σύνολο νΠ£~^(α) ε ίνα ι περιοχή συντεταγμένων του £~1 (α) γύρω 

από το Pq . Επειδή όμως αυτή η διαδικασία μπορεί να γ ίν ε ι γύρω από κάθε σημείο 

του £*^(α) , συμπεραίνουμε πως αυτό ε ίνα ι κανονική επιφάνεια .

Παρατήρηση . Επιφάνειες όπως η £~1(α) λέγονται επ ιφ άνε ιες στάθμης 

της £ .

Ας δούμε τώρα ένα ακόμη παράδειγμα κανονικής επιφάνειας .

\ Τ χ 2 ν 2 72 I
Παράδειγμα 2 , 2 , 6 , Το σύνολο Μ= j (x, y, z)GR : ”7 * 1 ( e v̂aL

» a b c

κανονική επιφάνεια , γνωστή από την Αναλυτική Γεωμετρία σαν ελλειψοειδές .

2 2 2
Πραγματικά , η συνάρτηση £(x,y,z) 1 ε ίνα ι διαφορίσιμη

a b c

και έχε ι το 0 μη κρίσιμη τιμή (γ ια τ ί ;) . Σύμφωνα λοιπόν με την πρόταση 2.2.2 

το σύνολο
2 Λ  _2

fpl(0)-{(x,y,z)eR3 :2j*Zj*-27-1»0} =Μ
o r b c

ε ίνα ι κανονική επιφάνεια και μάλιστα μια επιφάνεια στάθμης της 

2 2 2
f(x,y,z) 1 (Κοίταξε και παράδειγμα 2.2.5) .

o r o r

Άσκηση . Δείξτε ότι ο τόρος (σπείρα) ε ίνα ι μια κανονική επιφάνεια .

Αυτό που μας λέγει η πρόταση 2.2.1 ε ίνα ι βασικά ότι το γράφημα κάθε δια- p  

φορίσιμης συνάρτηση f  : UCR + R ε ίνα ι κανονική επιφάνεια . Ε ίνα ι εύλογο το



ερώτημα μήπως κάθε κανονική επιφάνεια ή τουλάχιστον κομμάτια της είναι γραφήμα­

τα δαχρορίσιμηςσυναρτήσεως ;

Απάντηση δίνει η παρακάτω πρόταση .

Πρόταση 2 .2 .3  . Δίνεται μια κανονική επιφάνεια SCR3 και ρ ένα ση­

μείο της. Τότε υπάρχει ένα κομμάτι V της S γύρω από το ρ ώστετόν να είναι 

γράφημα μιας διαφορίσιμης συνάρτησης της μορφής ζ = f(x,y) ή x»h(y,z) ή 

y -g (x ,z )  ·

Απόδειξη . Αφού η S είναι κανονική επιφάνεια, γύρω από το σημείο ρ 

υπάρχει σύστημα συντεταγμένων

X : UCR2 - S : (υ,ν) t-*  X(u,v) -  (x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v))

Από την συνθήκη 3 του ορισμού 2.2.2 , συμπεραίνουμε πως μια τουλάχιστο από 

τις παρακάτω ορίζουσες

δεν μηδενίζεται στο q*X ^(ρ) . Ας υποθέσουμε πως η δεν μηδενίζεται

στο σημείο q β X"1 (ρ) .

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση + : (x,y»z) “ (x>y) Π οποία

είναι διχχρορίσιμη και συνεχής έχουμε πως π^Χίυ,ν) * (x(u,v),y(u#v)) . Επειδή

όμως η είναι διαφορετική του μηδενός στο σημεία q " X (ρ) . συμπε­

ραίνουμε από το θεώρημα Αντίστροφης Συνάρτησης ότι υπάρχει περιοχή Vj του q 

και περιοχή V2 του π3(ρ) έτσι ώστε η π3·Χ : V1 -V2 να είναι αμφίδιαφόριση 

του V, επί του V2 (σχήμα 27) . Έτσι η ίπ3·Χ>*Ί ;V2^vl είναι διαφορίσιμη 

και αμφιμσνοσήμαντη (1-1) . Ας θέσω X(V,) -VCS και ας θεωρήο. την συνάρτηση
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jif

Τότε έχουμε πως

K . (π3· χ Γ 1 : V2 + R: (x,y) ι—  Κ . (π3·Χ) -1 (x,y) = 

= K(u(x,y) , v(x,y)) = z(u(x,y) , vfx.y)) = f(x,y) ,

σχήμα 27 »

δηλαδή το κομμάτt V ε ίνα ι γράφημα της διοοφορίσιμης συνάρτησης ζ = f(x,y) 

Όμοια δουλεύουμε αν μια από τ ις  άλλες ορίζουσες δεν μηδενίζεται .

θα δούμε ακόμα μια βασική πρόταση .

Πρόταση 2 .2 .4  . Έστω S μια κανονική επιφάνεια και ρ ένα σημείο
2 3της . Έστω επίσης X : UCR -»-R μια απεικόνιση έτσι ώστε pGX(U)cS και να 

ισχύουν ο ι συνθήκες 1 και 3 του ορισμού 2.2.2 . Αν η X ε ίνα ι αμφιμονοσήμαντη 

(1- 1 ), τότε η Χ~1 ε ίνα ι συνεχής (άρα η X ομοιομορφισμός)δηλαδή η X ε ίνα ι 

£να σύστημα συντεταγμένων (παραμέτρηση) γύρω από το σημείο ρ .

Απόδειξη  . Ας ε ίνα ι X(u,v) = (χ(υ,ν) , y(u,v) , ζ(υ,ν)) , όπου (u,v)GU .

Έστω επίσης q τυχαίο σημείο του U . Αφού η X ικανοποιεί τ ις  συνθήκες 1
3Γχκαι 3 .μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι (q) ^0 ·

Αν θεωρήσουμε την διαφορίσιμη και συνεχή απεικόνιση



n^R3-*R2 : (x,y,z) t— π^χ,γ,ζ) -  (x,y) , τότε συμπεραίνουμε (γιατί ;) ότι η 

π3· X : UcR2 -*· R2 είναι κανονική στο σημείο q , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα 

Αντίστροφης Συνάρτησης υπάρχει ανοιχτή περιοχή V1 του q και ανοιχτή περι­

οχή V2 του π .̂ X(q) , έτσι ώστε η π3· X:V.,-»-V2 είναι αμφίδιαφόριση του V1 

επί του V2 . Επειδή όμως n X είναι 1-1 από την υπόθεση , όταν δουλεύουμε 

στο Χ(ν )̂ έχουμε, Χ~1β(π3 . X)-1 . π3. 'Αρα η Χ~1 είναι συνεχής στο X(q) 

σαν σύνθεση των συνεχών (π3 · Χ)’ 1,π3. Επειδή όμως το q είναι τυχαίο σημείο 

του U , συμπεραίνουμε πως n X-1 είναι συνεχής στο X(U) , συμπέρασμα το 

οποίο θέλαμε να δούμε .

Δεν θα είχε καμμιά αξία , αν δεν βλέπαμε μια εφαρμογή της παραπάνω πρότα­

σης . Για τον σκοπό αυτό ας δούμε το παρακάτω παράδειγμα .

2 2 2 2 2Παράδειγμα 2 .2 .7  . 'Εστω το σύνολο S -  { (x,y,z) GR : χ +y *i m 1 } ,

το οποίο είναι κανονική επιφάνεια (παράδειγμα 2.2.3) . Ας είναι

ϋ« { (ω,θ)€R2 :0 <φ< 2π , O < 0< n)cR 2 και
2 3X : UcR -►R : (<Ρ.Θ) * Χ(φ,θ) * ( sin0 coscp, sin θ sin φ , cos6) . θέλουμε να

δούμε αν n X είναι σύστημα συντεταγμένων (παραμέτρηση) της S . Κανονικά 

θα έπρεπε να δούμε αν ισχύουν οι συνθήκες 1,2 και 3 . Πραγματικά οι συνθήκες 1 

και 3 είναι εύκολο να δει κάποιος πως ισχύουν . Στην περίπτωση της συνθήκης 2 

τα πράγματα δεν είναι και τόσο απλά . Έτσι η πρόταση 2.2.4 θα μας βοηθήσει 

σ’αυτό . Πραγματικά , ξέρουμε από το παράδειγμα 2.2.3 ότι το S είναι κανο­

νική επιφάνεια και είναι εύκολο να δεί κάποιος πως η X είναι 1-1 , έτσι σύμ­

φωνα με την πρόταση 2.2.4 η X*1 είναι συνεχής και επομένως η X είναι σύ­

στημα συντεταγμένων όπως θέλαμε να αποδείξουμε .

Αυτές οι συντεταγμένες (φ,θ) (σχήμα 28) λέγονται και γεωγραφικές συντε» 

τανιιένες της σφαίρας και μάλιστα είναι το γεωγραφικό μήκος και ύφος (αζι- 

μούθιο) κάθε σημείου της σφαίρας .
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1

σχήμα 28 '

'Ασκηση . Εξετάστε αν τα παρακάτω σύνολα είναι, κανονικές επιφάνειες 

Μ= { (x,y,z) GR"* : ζ * 0 και x  ̂+ y ^ O }

Ν<= { (χ , γ , ζ )  GR̂  : ζ = 0 και x  ̂+ y^<1V> . ·': r  ν

V U Άσκηση . Εξετάστε αν τα παρακάτω σχήματα μπορούν να παριστάνουν κανονικές 

επιφάνειες σύμφωνα με τον ορισμό 2.2.2 που δώσαμε .
> V’. · · 7 " -,ί J ‘- ; '.7 -  " ί '  ? '

• 7 <.· γ·ί7 .

• · ......fiViff/J'  \7

Άσκηση . Η X : UcR^-»R^,(u,v) -»-X(u,v)0̂ ) (Rcosu , Rsinu,v) είναι σύστημα 
συντεταγμένων μιας επιφάνειας. Τι είναι( γεωμετρικά) η επιφάνεια ; Τι είναι οι 
παραμετρικές γραμμές ;

ν'  , · · ■ ' · ..· . - , 7  γ  ’ ■ y ·.

7 7 / ; · .  :.;ν '■ , ··,··/" ■; τ .



2.3. Συναρτήσεις επ ί επ ιφανειών κ α ι α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  επ ιφ ανειώ ν .

Ένας από τους σκοπούς της Διαφορικής Γεωμετρίας ε ίνα ι η μελέτη των τοπι­

κών ιδιοτήτων των επιφανειών (local d iffe ren tia l geometry) , δηλαδή η μελέτη 

εκείνων των ιδιοτήτων*που εξαρτώνται από την συμπεριφορά των επιφανειών στην 

περιοχή ενός σημείου τους .

0  ορισμός 2 .2 .2  της κανονικής επιφάνειας που δώσαμε * ε ίνα ι κατάλληλος 

γ ι ’αυτό το σκοπό . Πραγματικά ένα σημείο μιας επιφάνειας ανήκει σε μια περιοχή 

συντεταγμένων και στα σημεία αυτής της παριοχής αντιστοιχούν ο ι συντεταγμένες 

τους (δηλαδή τα (υ,ν)) . Έτσι τ ις  ιδιότητες που μας ενδιαφέρουν μπορούμε να 

τ ις  μελετήσουμε αν τ ις  εκρράσουμε σ*αυτές τ ις  συντεταγμένες .

Για παράδειγμα , τ ι βα εννοούμε λέγοντας ότ ι μια συνάρτηση f  :S-»R ε ίν α ι 

δκκρορίσιμη σε ένα σημείο ρ της S ;

Το πιο φυσικό ε ίνα ι να πάρουμε ένα σύστημα συντεταγμένων γύρω από το ση­

μείο ρ , με συντεταγμένες (υ,ν) * να βρούμε την έκφραση της f  , ως προς αυ­

τές τ ις  συντεταγμένες και αν αυτή έχει συνεχείς παραγώγους κάθε τάξης ως προς 

u και ν · να πούμε ότι η f  ε ίνα ι δκχρορίσιμη στο ρ . Σε μια τέτοια περίπτω­

ση, επειδή ένα σημείο κανονικής επιφάνειας μπορεί να ανήκει σε πολλά συστήματα 

συντεταγμένων θα αντιμετωπίσουμε αμέσως το εξής ερώτημα : Μπορεί ως προς ένα 

σύστημα συντεταγμένων (υ ,ν ) η έκφραση της f  να ε ίν α ι δ ιαψ ορ ίσ ιμη  

κα ι ως προς άλλο ένα (ξ ,η ) να μην ε ίν α ι ; Αν συνέβαινε αυτό , τότε 

ένας τέτοιος ορισμός δεν θα ήταν καλός εφ’ όσσν εξαρτάται από το σύστημα συντε­

ταγμένων , που διαλέγουμε . ’Αμα ξέραμε ότι μπορούμε να πάμε από το ένα σύστημα 

συντεταγμένων σε ένα άλλο κατά ένα λείο (δαχρορίσιμο) τρόπο * η απάντηση στο 

ερώτημα θα ήταν ό χ ι δεν μπορεί .

Η παρακάτω πρόταση μας εξασφαλίζει αυτή την δυνατότητα .

*

Πρόταση 2 .3 .1 . Έστω ρ ένα σημείο μιας κανονικής επιφάνειας S κα ι
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X :U c R 2 -»ScR 3 : (u ,v ) *—*■ X(u,v) = (x (u ,v) ,y (u ,v ) ,z (u ,v ) )

Y : VCR2 ■* SCR3 : (ξ ,η ) I ► Υ(ξ,η) = (χ (ξ ,η ) ,7 (ξ ,η ) ,ζ (ξ ,η ) )

δύο συστήματα συντεταγμένων (παραμετρήσεις) της S γύρω από το σημείο ρ , 

δηλαδή ρ G X(U) Π Υ0 0  m W . Τότε η συνάρτηση h *  X"1 · Υ : Υ~1 (W)-*·Χ"1 (W) ε ίνα ι 

αμφτδιαφόρίση(δηλαδή η h ε ίν α ι διαφορίσιμη και έ χ ε ι διαφορίσιμη αντίστροφη).

Πριν κάνουμε την απόδειξη αυτής της πρότασης , ας κάνουμε ένα σχόλιο .

Σ χ ό λ ιο  : Αν X(u,v) = (x (u ,v ) ,y (u ,v ) ,ζ ( υ ,ν ) )  , όπου (u ,v) GU και 

Υ (ξ,η)'= ( χ ( ξ ,η ) ,γ ( ξ ,η ) ,ζ ( ξ ,η ) )  με ( ξ ,η ) 6 ν  , τότε η

h = X'*» Υ :Y- 1 (W)c R2 -*X’ 1(W)c R2 έ χ ε ι συναρτήσεις συντεταγμένων υ = υ (ξ ,η )  , 

ν  = ν (ξ ,η )  με (ξ ,η ) GY*1(W) . Αυτό που πρέπει να αποδείξουμε ε ίνα ι ό τ ι ο ι συν- if
I

αρτήσεις ιι= ιι(ξ ,η ) , ν  = ν (ξ ,η )  ε ίν α ι διαφορίσιμες (έχουν συνεχείς παραγωγούς 

κάθε τάξης) και ό τ ι αντιστρέφονται , δηλαδή μπορδύν να λυθούν ως προς ξ και 

η και ό τ ι ο ι  ξ = ξ (ιι,ν )  , η = η(ιι,ν) ε ίνα ι διοκρορίσιμες . Επειδή η h ε ίνα ι 

και 1—1 , σαν σύνθεση 1-1 συναρτήσεων , θα ε ίνα ι αμφιδιαφόριση .
I

Α π ό δ ειξη  τη ς  π ρότα σ η ς 2 . 3 , 1  . Επειδή ο ι  Χ~̂  και Υ ε ίνά ι ομοιομορ- ·|
—1φισμοί (συνθήκη 2 του ορισμού 2 .2 .2 )  συμπεραίνουμε πως η h=X ·Υ  ε ίνα ι ομοι-£ 

ομορφίσμός , σαν σύνθεση ομοιομορφισμών . Βέβαια δεν μπορούμε να πούμε ότι η h $

ε ίν α ι  διαφορίσιμη με το ίδ ιο  σκεπτικό και αυτό γ ια τ ί η X”1 ε ίνα ι συνάρτηση που |
£

ο ρ ίζετα ι στην S και γ ια  τέτο ιες  συναρτήσεις δεν ξέρουμε ακόμη τ ι  σημαίνει να - 

ε ίν α ι διαφορίσιμη . | |

Ας πάρουμε τώρα ένα σημείο rGY’ 1(W) και ας θέσουμε q = h(r) και

p = X(q) . Επειδή η Χ(ιι,ν) = (χ (υ ,ν )  ,y (u ,v ) ,z (u ,v ) )  ε ίν α ι παραμέτρηση . από την ν 

συνθήκη κανονικότητας (συνθήκη 3 του ορισμού 2 .2 .2 )  , μπορούμε να υποθέσουμε χω-^ j

ρ ίς  βλάβη της γενικότητας ό τ ι η ορίζουσα (q) φ 0 . Μετά από αυτή την



παραδοχή , ας θεωρήσουμε την απεικόνιση ■■νί*’ · ■ -, -ον .·· " ν  .■*>£i?h

F : U x R·*· R : (u,v,t) .*-* F(u,v,t) = (x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v)+t) , ,
-· · . · · - Λ  ■ ■ ' ■ ’■ .V Γ?

όπου (u,v) eu  NOIL t  G R . Γεωμετρικά η απεικόνιση F απεικονίζει έναν ορθό a

κύλινδρο C με βάση το U , σε ορθό κύλινδρο με βάση to X(U) (σχήμα 20) . ,

Είναι φανερό ότι n F είναι διοφορίσιμη (οι συναρτήσεις συντεταγμένων είναι

διαρορίσιμες) και ότι '
■ ’ · '·' ; '* ;ί'  *"ν' ! ' · · : · >. "*■ * ? w  Λ  >vuv.* UO.

· · * - · ■ '- *  ·>* '*·*.■ ; .·ν*  ·***.*■ ■■

ρ | ββ γ  ν*
|Ux{0> ’

; ν ' "
Επίσης η Ιακωβιανή ορίζουσα της F στο σημείο (q.t) είναι ’: -

3x 3χ . .
”§ΰ ”5ν ^  0 ι ν.,'7-

detJp(q.t) - |$Cq) ο
3z ’ '3ζ , «

<*> ·§ν (R) 1

I* ο

ν/.·ν...Λ ?■ ί$*</*· ··..·.·'·*' <· ;\*·

> ·  ; -ί χ ? * ? . - ;  r « '  4

δηλαδή n F είναι κανονική στο σημείο (q,t) m t t to i  μπορεί τοπι*ά να αντί·
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στραφεί , δηλαδή υπάρχει. περιοχή Α του R3 γύρω από το σημείο p = X(q) και 

μια περιοχή Β του R γύρω από το (q ,0 ) έτσι ώστε n F :Α + Β , υπάρχει 

και ε ίν α ι  διαφορίσιμη . Από την άλλη μεριά έχουμε ό τ ι η Υ ε ίνα ι συνεχής σαν 

διαφορίσιμη , άρα υπάρχει περιοχή Ν του r με Y (N )cA  . Φανερά τώρα έχουμε 

ό τ ι  :

h
Ν

Υ
Ν

'Οπως (ραίνεται από τα παραπάνω ο ι  και Υ ε ίν α ι διαφορίσιμες έτσι και η

σύνθεσή τους F* ** · Υ ε ίν α ι  διαφορίσιμη στο σημείο rCY~1(W) · Επειδή όμως
Ν

το r ε ίν α ι  τυχαίο σημείο του Y ~\w ) , συμπεραίνουμε ό τ ι η h ε ίνα ι διαφορί­

σιμη σ ’όλο το Υ '1 (W) . Ξέρουμε ό τ ι η h ε ίν α ι αμφιμονοσήμαντη (1-1) σαν σύν­

θεση των αμφιμονοσήμαντων απεικονίσεων X*1 , Υ .

Για να τελειώσουμε την απόδειξη , μ ένει ακόμη να αποδείξουμε ό τι και η
-1 1h ε ίν α ι  διαφορίσιμη . Αυτό όμως μπορεί να γ ί ν ε ι  εύκολα αν δουλέψουμε όπως

-1 -1στην περίπτωση της h και αυτό γ ια τ ί h =Υ · X . Μετά από αυτά έχουμε ότι 

η h ε ίν α ι αμφιδιαφόριση .

Η παραπάνω πρόταση μας βοηθάει να δώσουμε τον παρακάτω καλό ορισμό .

Ο ρ ισ μ ός 2 , 3 . 1 . Ας ε ίν α ι f  : V cS  + R μια συνάρτηση , που ορίζεται στο

ανοιχτό υποσύνολο V της κανονικής επιφάνειας S . Η f  θα λέγεται διαφο-
2

ρίσιμη στο σημείο p € V  ♦ αν για κάποιο σύστημα συντεταγμένων X : U C R  -> S
2 -1με peX(U)c:v , η σύνθεση £· X : UciR +R είναι διαφορίσιμη στο X (ρ) .

Η f  θα λέγετα ι δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  σ 'ό λ ο  το V αν ε ίν α ι διαφορίσιμη σε κάθε 

σημείο του V .

Παρατήρηση . Εύκολα μπορούμε να δούμε ό τ ι ο παραπάνω ορισμός ε ίνα ι κα­

λός , δηλαδή δεν εξαρτάται από το σύστημα συντεταγμένων που παίρνουμε για να
2

κάνουμε τον έλεγχο ,· Πραγματικά , αν Υ : VCR S ε ίνα ι άλλο ένα σύστημα συν-



τεταγμένων γύρω από το οπίιείο ρ τότε τι σύνθεση f  · Υ = (£ ·  X)· (X Χ· Υ) ■ (f*X)*h 

είνα ι δαχρορίσιμη σαν σύνθεση των διαφορίσιμων απεικόνισών f°X και h . Επί­

σης το σύνολο VCS είναι ανοιχτό του S ως προς την επαγόμενη τοπολογία από 

το R̂  .

Δίνουμε στη συνέχεια ένα ενδιαρέρον παράδειγμα για διαρορίσιμες συναρτή­

σεις f : VcS-*-R .

Παράδειγμα 2.3.1 . Έστω VCS ένα ανοιχτό υποσύνολο της κανονικής επκρά- 

νειας S και WCR μια περιοχή του R τέτοια ώστε VcW . 'Εστω επίσης

f  : W + R μια διαρορίσιμη συνάρτηση τότε η £ :V + R
V

είναι διαρορίσιμη .

7. 3Πραγματικά , αν X : UcR -*SCR;> είναι ένα σύστημα συντεταγμένων , τότε 
η f  β X : U-»R είναι διαρορίσιμη σαν σύνθεση διαρορίσιμων συναρτήσεων . Αλλά 
£| ·Χ = f  · X . Έτσι σύμφωνα με τον ορισμό 2.3.1 η f |  είναι διαρορίσιμη >

|ν |ν
ορού η £I ·Χ είναι διαρορίσιμη .

|ν

3 3'Ασκηση . Αν S είναι μια κανονική επιφάνεια του R και Pq€R ,
2 2τότε n f  : S + R ;ρ »-*· f(p) * |ρ-ρ0 | . όπου |P~PqI είναι το τετράγωνο της

απόστασης στον R3 των σημείων ρ και pQ , είναι διαρορίσιμη . Η συνάρτηση 

g : S-*-R : ρ *-* g(p) -  |ρ-ρρ| είναι διαρορίσιμη ;

Το επόμενο βήμα μας είναι να δούμε πότε μια συνεχής απεικόνιση 

f  : VCS1 +S2 μεταξύ δύο κανονικών επιφανειών θα λέγεται διαρορίσιμη σ’ένα ση- 

/  μείο p€V ;

'Ορισμός 2 .3 .2 . Δίνεται μια συνεχής απεικόνιση £ iV C S ^ S j . μεταξύ 

i  δύο κανονικών επιφανειών S. και S, . Η f  θα λέγεται διαφορίσιμη στο 

\  οημείο Ρ £ V . αν για δύο συστήματα συντεταγμένων

J ;  X1 : U 1C r 2 * S1 · V U2 C r 2 -*S2

i £iX1(U1) ) c X2iU2) / ' n απεικόνιση (σχήμα 21)
■’4

με ρ G X, CU,) και

Χ'1. £·Χ 1 - ,ϋ ^ ^  είναι
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διαφορίσιμη στο σημείο q * X ^ (p )  . Ειδικώτερα μια απεικόνιση f  : V c S 1 -»*S2  

θα λέγετα ι 6_t jotcpo ρ ΐσ  ι  μη στ ο V , αν ε ίν α ι διαφορίσιμη σε κάθε σημείο του

σχήμα 21

Ι ί

Τέλος μια διαφορίσιμη απεικόνιση f  : S., -*S? μεταξύ δύο κανονικών επκρανειών S . κα
ι 1 1? i

S2  με f (S p = S 2^  οποία έ χ ε ι μια διαφορίσιμη αντίστροφη f~ : S2 -► , θα λ έγ ε-^ {

τα ι α μ ψ ιδ ια ψ ό ρ ισ η  . Σε μια τέτοια  κατάσταση ο ι  επιφάνειες και S2 θα ν  

λέγοντα ι α μ φ ί,δ ια φ ο ρ ικ ές  . f  |

Παρατήρηση . Η αμφίδιαφόριση στη μελέτη των κανονικών επιφανειών παίζει 

τον ίδ ιο  ρόλο όπως ο ισομορφισμός μεταξύ γραμμικών χώρων (διανυσματικών χώρων) 

όηλαδή δύο αμφίδιαφορικές κανονικές επιφάνειες από απόψεως διαφορισιμότητος 

δεν θεωρούνται διαφορετικές (θέμα της διαφορικής τοπολογίας) .

ΓΟπως φαίνεται από τα παραπάνω για  να αποφασίσουμε αν μια απεικόνιση 

f : V C -► S2 μεταξύ δύο κανονικών επιφανειών ε ίνα ι διαφορίσιμη πρέπει να πά­

ρουμε συστήματα συντεταγμένων X της μιας επιφάνειας και Υ της άλλης και να 

δούμε μετά αν η σύνθεση Υ- ^·£·  X ε ίν α ι διαφορίσιμη . Είναι φανερό πως αυτή

η διαδικασία μερικές φορές μας μπλέκει σε πολλές και ανιαρές πράξεις . Οι παρα-
/

κάτω δύο προτάσεις απλοποιούν τη δουλειά αυτή σε μερικές περιπτώσεις .

Μ

'V.
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τε η

Πρόταση 2 .3 .2 . Αν

X'1: X(U)c;S-ueR2

X: UczR  ̂+ S ε ίνα ι ένα σύστημα συντεταγμένων 

είνατ διοκρορίσιμη .

τό-

’ 2Απόδειξη . Αν ρ ε ίνα ι ένα σημείο του X(U)k o iY:VCR -*-S 

είναι άλλο ένα σύστημα συντεταγμένων της S γύρω από το ρ , τότε σύμφωνα με 

την πρόταση 2.2.1 η απεικόνιση Χ-  ̂· Υ : Y” (̂W) -►Χ (̂W), όπου W“ X(U)0^W » 

είναι διοκρορίσιμη (και μάλιστα αμφίδιοκρόριση) . Επειδή όμως n X  ̂· Υ είναι 

διοκρορίσιμη . τότε σύμφωνα με τον ορισμό 2.3.1 η απεικόνιση 

X-1 : X(U)cS+UcR2 είναι διοκρορίσιμη . Περισσότερο ακόμη μπορούμε να πούμε 

ότι n X είναι αμφιδιχκρόριση , αφού έχει διοκρορίσιμη αντίστροφη .

ώ1': Πρόταση 2 .3 .3  . Δίνονται δύο κανονικές επιφάνειες και S2 · Αν V
7 ·*

είναι μια περιοχή του RJ έτσι ώστε S^cV και φ : V R° μια διοκρορίσιμη

απεικόνιση τέτοια ώστε , τότε η απεικόνιση φ| :Sj-+-S2 είναι
■S1

διαφορίσιμη .
-V

" I :

Απόδειξη . Ας είναι ρ ένα σημείο της Sj και
r :

X : UCR^ + S Y ; U2c r 2 * S2

δύο συστήματα συντεταγμένων γύρω από τα σημεία ρ και φ(ρ) αντίστοιχα και 

■ έτσι ώστε pGX(Ut) , piXiU^JcrYf^) .

ΐ  Τότε η απεικόνιση 

> Υ-1. Φ ·Χ : U1c r 2- u2c r 2

είναι διοκρορίσιμη στο Χ-1(ρ) σαν σύνθεση των διαφορίσιμων απεικονίσεων Ϋ*̂  

και φ · X .

^ Επειδή όμως Υ”1· φ ·Χ*Υ”1 · φ| ·Χ συμπεραίνουμε σύμφωνα με τον ορισμό 2.3.2
1C

: πως η φ| είναι διοκρορίσιμη στο ρ και επειδή το ρ είναι τυχαίο σημείο
■ ί·:: I®): ■ ’ ■ ·.■ , . · ..

έχουμε ότι η φ| είναι διοκρορίσιμη σ’όλη την S.
ί: Λ
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Ας δούμε τώρα σε δύο παραδείγματα πως χρησιμοποιούνται ο ι παραπάνω δύο 

προτάσεις .

Παράδειγμα 2 /3 ,2  . Δ ίνεται η κανονική επιφάνεια της σφαίρας , αχτίνας 

1 , δηλαδή

S2 s { (x,y,z) € R3 : x2+y2+z2 = 1} και η απεικόνιση

; A : S2 + S2 : (x,y,z) ι-* A(x,y,z) * (-x ,-y ,-z)

η αντ ιδ  ιαμ ετp ική  απεικόνιση όπως λέγεται .

θα δούμε τώρα πως αυτή η απεικόνιση ε ίνα ι διοκρορίσιμη . Πραγματικά , η 
3 3απεικόνιση F : R -*R : (x,y,z) ι—*■ F(x,y,z)= (-x,-y,-z) ε ίνα ι διοκρορίσιμη (έχει 

διοκρορίσιμες συναρτήσεις συντεταγμένων) . Σύμφωνα λοιπόν με την πρόταση 2.3.3

η απεικόνιση F 2=Α θα ε ίνα ι διοκρορίσιμη .

2 3» 2 2 2Παράδειγμα 2 ,3 .3  .Αν S = {(x,y,z) GR : χ +y +ζ = 1} ε ίνα ι η κανονική

3 χ2 ν2 ζ2επιφάνεια της σφαίρας αχτίνας 1 κα ι Μ= {(x,y,z) GR : + ^  + } Π
o r  \ r  z L

κανονική επιφάνεια ελλειψοειδές , τότε η απεικόνιση

2
A : S : ( x , y , z ) ► A(x,y,z) ■  (αχ , by , cz) 

ε ίνα ι διοκρορίσιμη .

Πραγματικά , η απεικόνιση F : R̂  + R : (x,y,z) ι—► F(x,y,z) * (αχ , by , cz) είνα ι 

διοκρορίσιμη (έχει διοκρορίσιμες συναρτήσεις συντεταγμένων) και συνεπώς η Α= F

ε ίνα ι διοκρορίσιμη σύμφωνα με την πρόταση 2.3.3

a !

ιι
Τελειώνοντας αυτή τη παράγροκρο , ας δούμε ένα βασικό παράδειγμα κανονικής £

νw
επιφάνειας f που λέγεται επ ιφ άνε ια  εκ περιστροφής (surface of revolu- |· 

tion) .

Παράδειγμα 2 .3 .4 .Ας πάρουμε μια απλή κανονική καμπύλη του επιπέδου χζ
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την c : I -  (a,b) ·*· R2 : v ·-* c(v) -  (f  (v) ,g(v))

δηλαδή x -f(v ) , z -  g(v) τέτοια ώστε f(v) >0 .Α ς  αρχίσουμε τώρα να περι­

στρέφουμε την εικόνα c(I) γύρω από τον άξονα Οζ . Μετά από μια πλήρη περι­

στροφή η καμπύλη μας έχει διαγράψει ένα υποσύνολο S του , το οποίο είναι 

εύκολο να αποδείξει κανένας πως είναι κανονική επιφάνεια . Πραγματικά , αν

συμβολίσουμε με u την wv6a περιστροφής τότε η απεικόνιση '
2 3X : UcR -*· R : (υ,ν) *-* X(u,v)-(f(v) cosu,f(v) sinu , g(v)) είναι παραμέτρηση 

του συνόλου S (γιατί ;) . Επιφάνειες που γίνονται κατ’αυτό τον τρόπο λέγονται 

επιφάνειες εκ περιστροφής (σχήμα 22)

Σε μια επιφάνεια εκ περιστροφής , οι διάφορες θέσεις της τροχιάς c(I) λέγονται 

μεσημβρινοί (meridians) , ενώ οι καμπύλες που διαγράφουν τα σημεία της c(I)
Λ·*

κατά την περιστροφή (και οι οποίες είναι περιφέρειες) λέγονται παράλληλοι
\<·
'|γ (parallels) . Τέλος η καμπύλη c λέγεται και γενέτειρα  καμπύλη της 

f t  επιφάνειας εκ περιστροφής .

’Ασκηση 

νική επιφάνεια

Δείξτε ότι το σύνολο S του παραδείγματος 2.3.3 είναι κανο-
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' Ασκηση . Κάνετε μια αμφίδιοοφόριση μεταξύ μοναδιαίας σφαίρας και ελλει­

ψοειδούς .

Άσκηση . Δείξτε ότι η σχέση " αμφιδιαφορική της S2 " είναι σχέ­

ση ισοδυναμίας στο σύνολο των κανονικών επιφανειών .

2 .4 . Εφαπτόμενο επίπεδο κανονικής επιφάνειας -  Διαφορικό μιας 

απεικόνισης μεταξύ επιωανειών-Προσανατολίσιμες επιφάνειες .

Διαισθητικά καταλαβαίνει κάποιος πως σε κάθε σημείο μια κανονικής επιφά­

νειας έχουμε και ένα εφαπτόμενο επίπεδο . θα δούμε πραγματικά πως η συνθήκη 3 

του ορισμού 2.2.2 μας εξασφαλίζει ένα εφαπτόμενο επίπεδο σε κάθε σημείο μιας 

κανονικής επιφάνειας S .

Ας δώσουμε πρώτα τον παρακάτω ορισμό .
» r

Ορισμός 2 .4 .1  . Έστω S μια κανονική επιφάνεια και ρ ένα σημείο
«7

της . Ένα διάνυσμα ν £ T̂ R λέγεται εφαπτόμενο διάνυσμα της επιφάνειας 

S στο ρ , αν υπάρχει μια καμπύλη γ : ( -ε ,ε )^ R-»-S , τέτοια ώστε γ(0) =ρ και

%, R



γ'(0) = ν ή όπως αλλιώς λέμε αν υπάρχει μία καμπύλη της επιφάνειας από 

το ρ με αρχική ταχύτητα ν (σχήμα 23) .

Παράδειγμα 2 .4 .1 , Αν ρ ε ίν α ι ένα σημείο μια κανονικής επιφάνειας S 

και X : Uc R2->-S : (u,v) ·-►  X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) ένα σύστημα συντεταγ­

μένων της S γύρω από το σημείο ρ , με p=>X(q) =X(Ug,Vg) , (όπου q=(uQ,Vg)) 

τότε τα διανύσματα Xu(u0,v0) , XyiUgfVg) ε ίνα ι εφαπτόμενα διανύσματα της S 

στο σημείο ρ (σχήμα 24) .
V  Μ »y»)

xr*|J -Χ6ι*,ν*)*αή?)=|ί»)

kntfif'i

V . .;?· 

·. *: / vj-

σχήμα 24

'·-y .

Πραγματικά , οι καμπύλες :
ορ

α : (-8,8)CR-*S : t  -*■ a(t) — = X (iy t,v 0)

β : K e ) c R  + S : t  0(t) —«· XlUg.Vg+t)

«είναι καμπύλες της επιφάνειας με α(0) · ρ  , β(0 )* ρ  κα ι α '( 0 ) "XyiuQfVp) *
1 Q
ί ίβ '(0) =Xv(u0,Vq) . Οι καμπύλες α,β λέγονται παραμετρικές γραμμές ’
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.ι

ως προς τη παραμέτρηση X : UCR +S .

Θεωρούμε τώρα ένα σύστημα συντεταγμένων

X : UCR2 + S : (u,v) -*X(u,v) - (χ(υ,ν).y(u,v),z(u,v)) 

γύρω από ένα σημείο p-X(q) * X(Uq,Vq) , όπου q=(uQ,vQ)GU .

Επειδή η απεικόνιση X ε ίνα ι κανονική στο q , έχουμε πως η παραγωγός απεικό-
2 3νιση dX : TflR + Τ R ε ίν α ι αμφιμονοσήμαντη και σύμφωνα με γνωστό συμπέρασμα

η  q ρ 2
από τη Γραμμική Άλγεβρα f έχουμε πως το πεδίο τιμών dX (Τ R ) ε ίνα ι ένας

q q

διανυσματικός υποχώρος διάστασης 2 του T̂ R3 , δηλαδή ένα επίπεδο που το λέμε

εφαπτόμενο επ ίπεδο της S στο__£ .

Βέβαια από αυτή τη διαδικασία φαίνεται πως το εφαπτόμενο επίπεδο στο ρ , 

εξαρτάται από το σύστημα συντεταγμένων που διαλέγουμε γύρω από το ρ . Αυτή 

η κατάσταση όμως δεν ε ίνα ι επιθυμητή . θα δούμε πως αυτό δεν συμβαίνει στην πραγ­

ματικότητα , δηλαδή το εφαπτόμενο επίπεδο ε ίνα ι ανεξάρτητο από το σύστημα συντε­

ταγμένων . Για το σκοπό αυτό ας συμβολίσουμε με Tp(S) το σύνολο των εφαπτομέ-

νων διανυσμάτων της S στο ρ . Το σύνολο T̂ CS) δεν εξαρτάται από το σύστημα
2

συντεταγμένων . Στόχος μας ε ίνα ι να δούμε ότι d X (Τ R ) =Τ (S) , οπότε πραγμα-
q ρ ρ

τικά το εφαπτόμενο επίπεδο της S στο ρ δεν θα εξαρτάται από το σύστημα συντε­

ταγμένων και θα το συμβολίζουμε απλά με Tp(S) . Η παρακάτω πρόταση μας δ ί­

ν ε ι αυτό που θέλουμε .

2

I

I

Ί

if.

'ϊ

7.

I
•i.

ϋ
$

•£
$*>
ί
Ψ.
ϊ¥£

Πρόταση 2 .4 .1 . Έστω S μια κανονική επιφάνεια και ρ ένα σημείο της . ·
2Ας πάρουμε ένα σύστημα συντεταγμένων X : U C R  +s : (u,v) ♦ -► X(u/v)=(x(utv) ,y(u,v),;

z(u,v)) της S γύρω από το ρ με X(q)=p , όπου q= (uQ,v0) GU . Το σύνολο

των εφαπτομένων διανυσμάτων της S στο ρ , δηλαδή το σύνολο Tp(S) ταυτίζεται
2με το σύνολο (επίπεδο) dX̂ CT̂ R ) ·

ί
Απόδειξη  . Αν w ε ίνα ι ένα εφαπτόμενο διάνυσμα της S στο p = X(q) , 

τότε σύμφωνα με τον ορισμό 2.4.1 συμπεραίνουμε πως υπάρχει μια καμπύλη 

γ : (-ε,ε) CR + X(U)CS με γ(0) ®ρ και v ' (0 )=w. Ε ίνα ι φανερό ότι η διάφορέ- Ί

ί



σιμη απεικόνιση β = Χ_1ο γ : (-ε,ε) -*·υ είναι μια καμπύλη στο U . Από την 

β βΧ*'· Υ , έχουμε εύκολα ότι γ = Χ· β . Έτσι εφαρμόζοντας τον κανόνα σύνθετης 

ηαραγώνισης (κοίταξε ορισμό 2.1.2) έχουμε : γ '(0 )«  ό)^(β’(0)) ή 

w* dXq(p'(0)) . Αυτή η τελευταία σχέση μας λέει ότι w€ dX (̂TqR2) . ορού 

β'(0)€ΤΚ2 . 'Ωστε λοιπόν έχουμε : Αν wGT_(S) , τότε wG dX.(TnR2) (σχήμαqv q
25) .

:\Ϊ\-

::Η · *

>■: · ΤΤϊί'Α C-f-O; -/m. 'm  ,;· 7 · J V W V  hmhr

: m  ■ ·,ιόΤ

. . ..... , ........ · :-;-j : .;·:·ν;; >=λ w;<s·· ·-·'

;j;7:  ̂... fc . .....

Λ’,.:. ··, .'v;'.: ' ·■' Vv_.,f * ^  ·:'ΐ·..· ■*'VV- ^  >,.. ·.' > ■ ■ · -if.

σχήμα. 25

Αντίαιροφαίέστω κ6 'όΧ̂ (Τ̂ Ι12) ,'δηλαδή w ■ dXq(v) , όπου v6TqR2 . θα δείξου­

με ότι το w είναι εφαπτόμενο διάνυσμα,δηλαδή wGTpS , οπότε έχουμε τελειώσει 

την απόδειξή μας .
τΛ

4
Πραγματικά , η β : (-8,8) c r -*-U : ΐ»-*·β(τ) «q+tv , είναι μια καμπύλη του R'

Ψ
|πσυ έχει διάνυσμα ταχύτητας στο σημείο q (δια t* 0 )  το ν  (γιατί ;) . Τέλος

η απεικόνιση γ*Χ · β : (-ε,ε) -*■ X(U)CS * . είναι μια καμπύλη της S , με

1Υ(0) - X. β(0) -  Χ(β(0)) - X(q) = ρ 

ορισμός 2.1.2

και Λ  λ»*

•if
£ Y '(0) ά χ . ( β ' ( 0 ) ) - dxq(v)-w  .

Kir.·;-;, i'v '''/···' $ '.·
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'Αρα το διάνυσμα w ε ίνα ι εφαπτόμενο της επιφάνειας S στο σημείο ρ , σύμφωνα
2

με τον ορισμό 2.4.1. Συμπεραίνουμε λοιπόν πως T^fS) = d (T^R) .

Παρατήρηση . 'Οπως είδαμε παραπάνω σε κάθε σημείο ρ μιας κανονικής επι­

φάνειας S , υπάρχει ένα εφαπτόμενο επίπεδο Tp(S) που αποτελείται από όλα τα 

διανύσματα τα εφαπτόμενα της S στο σημείο ρ .

Μπορούμε να βρούμε μ ια  βάση αυτού του εφαπτόμενου επιπέδου (δηλαδή 

δύο διανύσματα εφαπτόμενα της S στο ρ τα οποία ε ίν α ι κ α ι γραμ­

μ ικά  ανεξάρτητα) ;

θα δούμε πως αυτό μπορεί να γ ίν ε ι πολύ εύκολα . Πραγματικά , έστω 

X : U C R  +S : (u,v)»-*X(u,v) -  (x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v)) ε ίνα ι ένα σύστημα συντεταγ­

μένων της επιφάνειας S γύρω από το σημείο ρ με p = X(q) * όπου ς-(υ0 ,ν0)6 υ 

(Αυτό μπορεί να γ ίν ε ι σύμφωνα με τον ορισμό 2.2.2 της κανονικής επιφάνειας) . 

Τότε τα διανύσματα : ι

V W  =!α (uo*V = (Ί  (VV> -i (U0'V‘ Ία (uo ' v o” ,„ ν ,MU0,V0J
V W  =lv  (u0 ’V  = ί  Ίν Û0 ,V(P* Ίν  ί “θ · ν »  Ιν  (ν ν >  \

Aluo,vo'

ε ίνα ι εφαπτόμενα διανύσματα της S στο σημείο ρ (παράδειγμα 2.4.1) .

Επί πλέον γνωρίζουμε ότ ι Xu (Uq,vq) x Xv (uq,Vq) ψ μηδενικού διανύσματος , δηλαδή 

τα Xu (Uq,vo) , Χγ(υο>νο) ε ίνα ι γραμμικά ανεξάρτητα f αφού το εξωτερικό τους 

γινόμενο δεν μηδενίζεται .

Συμπεραίνουμε λοιπόν πως τα διανύσματα αυτά αποτελούν βάση του εφαπτόμενου επι-. 

πέδου Tp(S) . Ε ίν α ι λο ιπόν λογ ικό  να προσπαθήσουμε να βρούμε τ ις  

συνιστώσες ενός εφαπτόμενου διανύσματος της S στο σημείο ρ , ως 

προς αυτή τη βάση .

Παίρνουμε λοιπόν ένα εφαπτόμενο διάνυσμα w€ T̂ CS) . Τότε σύμφωνα με τον ορισμό 

2.4 .1  υπάρχει μια καμπύλη α: ( - ε , ε )σΚ -*5 , τέτοια ώστε α(0) =ρ και



σ '(0) *w . Ας θεωρήσουμε τώρα την καμπύλη 3 = Χ · α : (~ε,ε) -*-U κα ι ας δεχτού-
! ; #
;ri| με ότι οι συναρτήσεις συντεταγμένων της είναι (u(t),v(t)) , δηλαδή 

| ί  3(t) = (u(t).v(t)) (κοίταξε άσκηση 3 της σελίδας 89) .

Τότε έχουμε a(t) ®Χ· β(ί) ®X(u(t),v(t)) .I Φ

’Αρα

i f t  w*a’(0) *· Χ· β(ΐ) “ X(u(t) ,v(t))
t=0 t=0

-  XufuCO) ,v(0))u' (0)+Xy(u(0) ,v(0))v* (0) -

•  Xyiqju' ((O+XyCqiv’ (0) , σύμφωνα με τον κανόνα σύν-

Jf θετής παραγώνισης . Κατά συνέπεια οι συνιστώσες του διανύσματος w ως προς τη 

ϊ ί  βάση (XyCq) , Xy(q)} είναι (υ'(0) , ν '(0)) , όπου (u ( t ) ,v ( t ) )  είναι οι συν- 

:,§|. αρτήσεις συντεταγμένων της καμπύλης 3(t) *Χ- ·̂ a(t) .

'Ασκηση . Αν v6Tp(S) , τότε σύμφωνα με τον ορισμό υπάρχει καμπύλη

,1

; ί | a ; (-8,8)CR-*-S με α(0) ®ρ και α'(0) = ν . Να βρείτε μια τέτοια καμπύλη και 

να αποδείξετε ότι δεν είναι μοναδική .

Ας κάνουμε μερικά σχόλια ακόμη · προτού ορίσουμε την παράγωγο απεικόνιση 

I  (ή διαφορικό) μιας διαφορίσιμης απεικόνισης φ : VCS  ̂+ S2 μεταξύ δύο κανονικών
1 fr'
Jr επιφανειών , όπου V είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο της Sj . Αν ρ είναι ένα 

σημείο του V και w ένα εφαπτόμενο διάνυσμα της S στο ρ , τότε υπάρχει μια 

I καμπύλη a : (-ε,ε) +VCS.J (σύμφωνα με τον ορισμό του εφαπτόμενου διανύσματος)
,ΐ '
*;· με α (0)·ρ  και a*(0)®w. Τότε η διοκρορίσιμη απεικόνιση β · φ · α : ( - ε ,ε ) -*-S2

Ί  είναι μια καμπύλη της S2 με β(0) ■= <ρ(α(0)) ·<ρ(ρ) . Το διάνυσμα ταχύτητας β'(0)
'[$2-
ψ είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της S2 στο φ(ρ) , δηλαδή β* (0) eT(p(p)(s 2) · Ας πά-

%»υμε και μια άλλη καμπύλη δ : (-ε,ε) -*-VcS1 με ά(0) ·ρ  και a'(0)®w .Τότε  
■ —

ψ πάλι η β : φ . a : (-ε,ε) ♦S2 είναι καμπύλη της S2 με δ(0) *φ(δ(0)) ·φ(ρ) ,

οπότε και πάλι το διάνυσμα ταχύτητας β*(0) είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της S,
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στο <p(p) » δηλαδή β' (0) (S2) (σχήμα 26) .

σχήμα 26
I

Εύλογο είναι, τώρα το ερώτημα : Τ ι σχέση έχουν τα δι,ανύσματα β*(0 ) .

ΤΓ' β ' ( 0 )  ; Είναι, εύκολο να δε ί κανένας ότι. β ' (0)=β’ (0) .

*Ασκηση . Να δείξετε ότι β'(0)=β'(0) .

Βλέπουμε λοιπόν από τα παραπάνω ότ ι , όποια καμπύλη α και να πάρουμε με 

α(0) =ρ και α*(0) = w # τότε το διάνυσμα ταχύτητας της β = Φ  <> α που παίρνουμε 

στο εφαπτόμενο επίπεδο Τφ^  (S2) ε ίνα ι πάντα το Ιδιο και εξαρτάται από το ση­

μείο ρ , το διάνυσμα w και την απεικόνιση <ρ · Γ ι ’αυτό ας το συμβολίσουμε 

dcpp(w) , Μετά από αυτό έχει έννοια ο παρακάτω ορισμός (σχήμα 27) .

σχήμα 27
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Ο οισ μ ός 2 . 4 . 2 . Δ ίν ετα ι η διαφορίσιμη απεικόνιση φ : V c S 1  -*-S2  κ α ι 

ένα σημείο ρ της St τέτο ιο  ώστε p€V . Η απεικόνιση  

d<pp -TpCsp +Tp(S2) :*-*■  dcPp(w) λέγετα ι παράγω νος α π ε ικ ό ν ισ η  τ η ς  φ

οτο ρ (ή διαωορικό της Φ στο ρ) .

Πρόταση 2 . 4 . 2 . Έστω η διχβρορίσιμη απεικόνιση φ:νο5.|->·5 2  κ α ι ρ 

ένα σημείο στο V . Τότε το διαφορικό όφρ της φ στο ρ ε ίν α ι μ ια  γραμμική 

απεικόνιση .

Α π ό δ ε ιξη  . Σαν άσκηση .

NgF

θεωρούμε τώρα ένα σημείο ρ πάνω σε μ ια  κανονική επιφ άνεια S . Τότε μπο­

ρούμε να βρούμε δύο διανύσματα μοναδιαία (με μήκος μονάδα) κ α ι κάθετα στο εφα- 

πτόμενο επίπεδο Tp(S) . Τα διανύσματα αυτά λέγονται κ ά θ ετα  κ α ι μ ο ν α δ ια ία  

δ ιανύσ μ α τα  στο σ η μ ε ίο  ρ τη ς  S κα ι αν το ένα ε ίν α ι Ν(ρ) . τότε το  

άλλο ε ίν α ι -Ν(ρ) . Και τα δύο αυτά διανύσματα βρίσκονται πάνω σε μ ια  ευθεία που 

περνά από το ρ κ α ι λέγ ετα ι κ ά θ ετη  ε υ θ ε ία  στο  σ η μ ε ίο  ο τ η ς  επ ιφ ά ­

ν ε ια ς  S (σχήμα 28) .

KctAt&w w8t4 0u

■’ : Γ' > ..··;>■ νΛ.· <ν·Λ . Ϊ■ill­
s'·: : ,·;

ν-, ^ :Μφ··.·4ύ·Γ ’ ■
σχήμα 28

■ , ϊ ;> :■·■· ;*"··?
- .

' V·.



Με τη βοήθεια αυτής της ευθείας μπορούμε να ορίσουμε τη γωνία δύο κανονικών ε π ι-Ι
'.μ'

Φάνε ιών που περνούν κ α ι ο ι δύο από ένα σημείο ρ . Έ τσ ι θα λέμε γω νία  δύο | 

ε π ιφ α ν ε ιώ ν κ α ι S2  σε ένα κοινό σημείο τους ρ την γωνία των καθέτων | 

ευθειών στο σημείο ρ . V

Πως όμως θα βρούμε τα  μ ο ν α δ ια ία  κ ά θ ετα  δ ια ν ύ σ μ α τα  (γ ια  να βρούμε με­

τά τ ις  κάθετες ευθείες) :

Με αυτό το ερώτημα θα ασχοληθούμε αμέσως . Ας πάρουμε λοιπόν ένα σύστημα συν-
7

τεταγμένων X : U c R  -»-S : (u,v) *-*-X(u,v) = (x(u,v) ,y(u ,v) ,ζ(υ ,ν ))  γύρω από το 

σημείο p = X(q) μ ιας κανονικής επιφάνειας S , όπου q = (u 0 ,v0)G U  .

Τότε τα διανύσματα Xu (q) > Xy(q) ε ίν α ι εφαπτόμενα διανύσματα της S στο ρ 

(παράδειγμα 2.4.1) . 'Αρα το διάνυσμα Xu (q ) x Xy(q) συμβολίζουμε (χ„ χ Χν) (q) 

ε ίν α ι κάθετο στο «ραπτόμενο επίπεδο Tp(S) . Συνεπώς το διάνυσμα :

Ν(ρ)
V * v

II V  Μ
(q) ι

ε ίν α ι ένα από τα μοναδιαία κάθετα διανύσματα της Scrco σημείο ρ . Έ τσ ι μπορού­

με να κάνουμε μ ια  διαφορίσιμη απεικόνιση με πεδίο ορισμού το X(U) ως :
i
I

3 Xu xXv -1
N : X ( U ) C S  + IT : ρ ^ Ν ( ρ ) =  ---- - — —  (X (ρ)) .

II V M

Αυτή η διαφορίσιμη απεικόνιση μας δ ίν ε ι σε κάθε σημείο ρ του X(U) και ένα 

μοναδιαίο κ α ι κάθετο διάνυσμα στο σημείο ρ της S . I V αυτό λέγεται δ ιαφ ο- 

ρ ί σ ι μ ο  μ ο ν α δ ια ίο  κ α ι  κ ά θ ετο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  στο X (U ) .

Βέβαια όταν μας δοθεί μ ια  κανονική επιφάνεια S δεν ε ίν α ι πάντα σίγουρο 

πως μπορούμε να βρούμε ένα διαφορίσιμο μοναδιαίο κα ι κάθετο πεδίο σε όλη την 

S ρ όπως φ αίνεται στο σχήμα 29 , όπου σαν S έχουμε πάρει την επιφάνεια που 

λέγ ετα ι λ ω ρ ίδ α  του Mflbius (MObius s tr ip )  . Αν όμως αυτό μπορεί να γ ί­

ν ε ι f δηλαδή μπορούμε να βρούμε ένα διαφορίσιμο , μοναδιαίο και κάθετο πεδίο σε r
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Έ . σχήμα 29
’■‘Is,'

6 λη την S , δηλαδή μ ια  διαφορίσιμη απεικόνιση Ν : S + : ρ·-»·Ν(ρ) * όπου Ν(ρ)

ε ίν α ι ένα κάθετο κ α ι μοναδιαίο διάνυσμα στο εφαπτόμενο επίπεδο Tp(S) , τότε η 

S λέγεται π ρ ο ο α ν α τ ο λ ίσ ιμ η  ε π ιφ ά ν ε ια  (o rien tab le  surface) .
S'
* Βέβαια από τη δουλειά που κάναμε παραπάνω βλέπουμε πως τοπικά κάθε επιφ άνεια

* ε ίν α ι προοανατολίσιμη , δηλαδή στο X(U) μπορούμε πάντα να βρούμε ένα διαφ ορί-

^ σ ιιιο  # μοναδιαίο κα ι κάθετο πεδίο . . ..

%,:

-Λ;
Π α ράδειγμ α  2 . 4 , 2 .  Ας ε ίν α ι f  : R3  + R μ ια  διχκρορίσιμη συνάρτηση κ α ι

α μια μη κρίσιμη τιμή  της f  , τότε όπως ε ίν α ι γνωστό (πρόταση 2 . 2 . 2 ) το σύνο­

λο f^ (a) * {(x,y,z) 6  R3  : f ( x ,y ,z )  · α )  ε ίν α ι μ ια  κανονική επιφ άνεια την οποία  

είχαμε ονομάσει κ α ι επιφ άνεια στάθμης .

θα δούμε πως αυτή η επιφ άνεια ε ίν α ι προοανατολίσιμη κ α ι μετά θα προσπαθήσουμε να 

βρούμε το εφαπτόμενο επίπεδο (εξίσωση αοαπτομένου επιπέδου) σε ένα σημείο της

<*o»V2o> · '
Ας πάρουμε ένα σημείο ρβ = (xQ,y 0 ,z 0) της r  (α) , θα δείξουμε ό τ ι το διάνυσμα

5 :
Έ  <Ρο}· "5 y Cp0) »-§f . .(P0)) ε ίν α ι «Λθετο στο εφαπτόμενο επίπεδο της £" (α) 

στο ρ0  .

· ,  ,·  ·



Για να αποδείξουμε ό τ ι ε ίν α ι κάθετο οτο εφαπτόμενο επίπεδο , αρκεί να αποδείξοί 

με ό τ ι ε ίν α ι  κάθετο σε κάθε διάνυσμα αυτού του επιπέδου (σχήμα 30) .

σχήμα 30

Πραγματικά , αν ν  ε ίν α ι ένα εφαπτόμενο διάνυσμα της ί" 1(α) στο pQ ■ :'ΐ

-1 Τ' |
τότε σύμφωνα με τον ορισμό 2.4.1  , υπάρχει, μια καμπύλη γ :  ( - ε , ε )  £" (α)

. 4
•Jτέτοια  ώστε γ ( 0 ) “ ρ0 και γ ' ( 0 ) · ν .

Αν γ ( ΐ )  “ (Y1it),v 2(t:),Y3it)) . (όπου γ . ( τ )  , i  = 1, 2 , 3  , ε ίν α ι ο ι  συναρτήσεις y|  

συντεταγμένων της καμπύλης) θα έχουμε ffY^t),Y2(t) , γ 3( τ ) ) » α  . ΠαραγωγίζονταςΙ 

ως προς t  με τον κανόνα σύνθετης παραγώγισης θα έχουμε :

I I  (Y1(t)^Y2( t ) .Y 3( t ) )  (t) (Yf (1:) .Y2(t)  *Y3( t ) ) (t)  +
dY af dY,

dY,
* H (Υ ι(ι )*Υ2( ί) .Υ 3(1)) ^-3 (t) « 0

If
II
uΓια t « 0  παίρνουμε :
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.ψ

dYi 3f  d v - a f  dv3 " !χ ϊ' '"'T >

l x  fPo5  "3 Γ  (0) +J y  (p0 ) 3 Γ  (0) +l z  ίρ (Ρ Ή Γ  ( 0 )" 0  * 5 l0 t ''

··.· - - & u»?«3 wv&t o.<r vtrr drcft

V(0) “  ( Y ^ O .V jtO J .V j iO ) )  * p 0 . -·' ;■

Η τελευταία σχέση μας λ έ ε ι ό τ ι τα διανύσματα 

a f ">r dv, dy.

0^·/· · * cfi

3 f  a f a f dv 1  d y , dv»
( f  (p0) * | f  (ρ0) * Μ  (p0)) * ( • a r W . ^ c o ^ c o ^ - Y ' w - v

■ yi

ε ίν α ι κάθετα , οκρού το εσωτερικό τους γινόμενο ε ίν α ι μηδέν . Έ τ σ ι λοιπόν το

 ̂ Af {){ δ£
f  διάνυαμα ( (pQ),  (Pq) , (,ρ0)) ε ίν α ι κάθετο στο εκραπτόμενο επίπεδο ,

Λ _ 1 ' ' *
...· της t  (α) στο σημείο pQ . Άρα το

£
;L· ft'

Ν(Ρ0)
1 f  tPp>· g  %)· 1  CPp))

/ ( | | ( p 0))2 * ( f  (P0))2 * c | f  (p0))2

ε ίν α ι ένα j*>i

* μοναδιαίο κάθετο διάνυαμα στο pQ . Γενικά  λοιπόν στο σημείο ρ β (χ */»ζ) της 

f*(a) το μοναδιαίο κάθετο θα εί> ο ι : ν.η ' ''

Ν(ρ)- < !<■ >>· g w  ·£<■ ■ »

Λ # ( ρ » 2 · ( | ί  (ρ» 2 · ( | |  Μ ) 2

ν ΐ ϊ
Η ·■ Λ ^ - y .  ;Vv? ■*♦.· %, r

Έ τσι λοιπόν η διεκρορίσιμη απεικόνιση

ί\ί *·’.Vj;MV>'yv ; " ί ·«'* :r

_1 3 ί  Μ  i f  *·ρ)» 1 ?  (ρ^Ν :^'(α) -*R3 :ρ*-*Ν(ρ) - — ----SLX.---- Μ .......dz,------

f  ,y y/'?* '

/ c"|f U>))2+ (If (p))2* (H  <p»2 :„·φ

Μ είν α ι ένα διοκρορίσιμο μοναδιαίο κ α ι κάθετο πεδίο σε όλη την ^ ( β )  * δηλαδό* Π 

!| ι (α) ε ίν α ι μ ια  προσαναταλίσιμη επκράνεια . Λ* ' ' C* . U
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Ας βρούμε τώρα το «ραπτόμενο επίπεδο της f " 1(α) στο σημείο pQ = (x0,y0,z0). '

Από την πεο πάνω δουλειά συμπεραίνουμε ότι το διάνυσμα ( . Ι ίΐη ,ΛaxiM)'’ ayvMr* 3ζ1μΚ

ε ίν α ι κάθετο σ’αυτό το επίπεδο . Αυτό όμως το επίπεδο περνάει και από το σημείο 

ρ0 = (χ0^ 0·ζ05 * τ̂σ ι η του επιπέδου που ζητάμε θα ε ίνα ι : >

(χ-χ0) H CP0) + Cy-y0) If (ρ0)+ ^  Τζ <Ρο> = 0 ·

Παρατήρηση : Το μέτρο του διανύσματος ( | f  (ρ), | |  (ρ). | |  (ρ)) ε ίνα ι ? 

2 af 2 af 2
(ρ)) + ( (ρ)) + ( ·££ (ρ)) ϊ  0 κα ι αυτό γ ια τ ί μια τουλάχιστο από τ ιςf 7 i

ν 1 9Χ

a£ af afποσότητες gj (ρ)» gy (P)» gj (ρ) δεν μηδενίζεται αφού το α δεν είνα ι κρίσ ι- |

μη τιμή της f  .

ο τ 9 9 9 9 *
Ασκηση 1 . Δ ίνεται η κανονική επιφάνεια S = {(x,y,z) € R ; xz+yz+zz - R }ξ

σφαίρας αχτίνας R . Να βρείτε ένα διαφορίσιμο , μοναδιαίο κα ι κάθετο πεδίο πάνω
2 1 σε όλη την S . C

2Άσκηση 2 . Δ ίνεται μια διοκρορίσιμη συνάρτηση f  : UCR + R , όπου U 

ε ίν α ι ένα ανοιχτό υποσύνολο του R . Να δείξτε ότι το γράφημα Γ£ της f  ε ί-  * 

vaL προσανατολίσιμη επιφάνεια . Να βρείτε το εφαπτόμενο επίπεδο σε ένα σημείο ? 

(x0,y0,f(x 0,y0)) του γραφήματος . Έ να  γράφημα μπορούμε να το πάρουμε 

σαν επ ιφ άνε ια  στάθμης κάπο ιας δ ιαω ορ ίσ ιμης συνάρτησης g : R3 -»R ; 

(π ο ιά ς ; )

Παρατηρήσεις : (1) Το παράδειγμα 2.4.2 και η άσκηση 2 παραπάνω μας

εξηγούν γ ια τ ί ε ίνα ι δύσκολο να κατασκευάσουμε μη προσανατολίσιμες επιφάνειες (noir 

orientable surfaces) .

(2) Η προσανατολισιμότητα ε ίνα ι ολ ική  ιδ ιότητα (global property) των

Λ



επιχρανειών (μας ενδιαρέρει ολόκληρη η επιφάνεια ). Όπως είδαμε κάθε επιφάνεια 

είνα ι τοπικά προσαναταλίσιμη .

θεωρούμε χώρα μια προοανατολίσιμη επαράνεια S . Σύμφωνα με τον ορισμό μας 

μπορούμε να βρούμε μια διαρορίσιμη απεικόνιση Ν : S + R # ρ + Ν(ρ) * όπου Ν(ρ) 

είνα ι ένα κάθετο και μοναδιαίο διάνυσμα στο εφαπτόμενο επίπεδο Tp (S) της S . 

Τότε όμως και η απεικόνιση Ν : S + , ρ + Ν(ρ) = -Ν(ρ) ε ίνα ι διαφορίσιμη και το

Ν(ρ) είνα ι μανοδιαίο και κάθετο διάνυσμα στο Tp(S) . Έ τσ ι όταν μια επιφάνεια 

S είνα ι προοανατολίσιμη f μπορούμε να βρούμε δύο διοκρορίσιμα διανυσματικά πεδία 

Ν και -Ν , που ο ι τιμές των ε ίνα ι μοναδιαία διανύσματα και κάθετα στην επιφά­

νεια . Καθένα από αυτά λέγεται προσανατολισμός (orientation) της S . Έ τσ ι κάθε 

προοανατολίσιμη συνεκτική επιχράνεια έχει δύο προσανατολισμούς . Όταν σε μια 

προοανατολίσιμη επιφάνεια S θεωρήσουμε ένα συγκεκριμμένο προσανατολισμό , λέμε 

ότι έχουμε μια προσανατολισμένη επ ιφ άνε ια  (oriented surface) .

Παρατήρηση . Όταν λέμε ότι " Δ ίν ε τ α ι μ ια  προσανατολισμένη επ ίφ ά- 

ν ε ια "  , εννούμε ότ ι έχουμε μια προοανατολίσιμη επιφάνεια με ένα συγκεκριμμένο 

κάθετο διανυσματικό πεδίο . Έ τσ ι η επαράνεια της σφαίρας μπορεί να θεωρηθεί ως 

προσανατολισμένη με το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο ή ως προσανατολισμένη με το 

εσωτερικό μοναδιαίο κάθετο .

Ασκήσεις .

1. Δίνεται μια κανονική επιφάνεια S 9 που καλύπτεται μόνο με μια περιοχή 

συντεταγμένων . Τότε η S ε ίνα ι προοανατολίσιμη .

2. Δίνεται μια κανονική επιφάνεια S , που καλύπτεται μόνο με δύο περιοχές 

συντεταγμένων V1 fV2(Vj U V2 * S) . Αν η τομή v -j Π ν2 ζ ν̂αι ουνεχτικό σύνολο , 

‘τότε η S ε ίνα ι προοανατολίσιμη .

23. Ας ε ίνα ι X : U C R -► S μια παραμέτρηση της επιχράνειας S . Αν γ : I -»■ S ,



-90-

V

t * > y ( t )  ε ί ν α ι  μ La καμπύλη της S , ώστε v ( I ) c X ( U )  , τότε υπάρχουν μοναδικές 

σ υ να ρ τή σ εις u ( t )  , v ( t )  με π εδ ίο  ορισμού το I , έ τ σ ι  ώστε :

Y ( t )  * X ( u ( t )  , v ( t ) )  , γ ια  όλα τα t G I  .

2 . 5 .  Π ά ρ α μ ε τ ρ η μ έ ν ε ς  ε π ι φ ά ν ε ι ε ς  .

Στη σ ελ ίδ α  27 , τον ίσ α μ ε μ ια  α ξιόλογη  διαφορά μεταξύ καμπύλών κα ι επιχρα- 

ν ε ιώ ν  . Έ τ σ ι  ενώ η καμπύλη ε ίν α ι  μ ια  α π εικ όνισ η  * επ ιφ ά νεια  ε ί ν α ι  ένα  υποσύνο­

λο  S του , το οπ ο ίο  μ π ορεί να  καλυφθεί με τ ι ς  ε ικ ό ν ε ς  κάποιων απεικονίσεω ν  

(παραμετρήσεων) , Αυτή η αντιμετώ πιση f που κάναμε γ ια  τ ι ς  επ ιφ ά ν ε ιε ς  ε ίν α ι  η 

σωστή , ότα ν θέλουμε να  μελετήσουμε τόσο τ ι ς  τ ο π ικ ές  όσο κ α ι τ ι ς  ο λ ικ έ ς  ιδ ιό τ η ­

τ ε ς  των επ ιφ α νειώ ν . Όμως θα μπορούσε κ ά ποιος να  α ντ ιμ ετω π ίσ ε ι τ ι ς  επ ιφ ά νειες  

σαν α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  , όπως ακριβώς τ ι ς  καμπύλες . Αυτό γ ί ν ε τ α ι  σ ε αρκετά ε γ χ ε ιρ ίδ ια  

κλασσικής Δ ιαφ ορικής Γεωμετρίας ♦ Αυτή όμως η αντιμετώ πιση μας π ε ρ ιο ρ ίζ ε ι  συ-
I

νήθως μόνο στη μελέτη  τοπικώ ν ιδ ιοτήτω ν των επκρανειώ ν . Παρά το  γ εγ ο νό ς  αυτό θα 

ήταν χρήσιμο να  δούμε κ α ι αυτή την αντιμετώ πιση .

*

I

■ίi
*

ι

Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 5 . 1 . Μια π α ρ α μ ε τ ρ η μ έ ν η  ε π ι φ ά ν ε ι α  (p aram etrized  su r fa ce )

2 3ε ί ν α ι  μ ια  δ ια φ ορ ίσ ιμ η  α π εικ όνισ η  X ; U C R  -+R (u ,v )  ->X (u ,v) , όπου U ε ίν α ι

32 2 ένα  α νο ικ τ ό  σύνολο του R . Αν γ ια  κάθε qG U  η d Χ  ̂ : T^R -^ T ^ ^ R ε ίν α ι

αμφιμονοσήμαντη (δηλαδή , τα διανύσματα Xu , ε ί ν α ι  γραμμικά ανεξάρτητα) , 

τ ό τ ε  η παραμετρημένη επ ιφ ά νεια  X : U C R  -*R λ έ γ ε τ α ι  κ α ν ο ν ι κ ή  π α ρ α μ ε τ ρ η ­

μ έ ν η  ε π ι φ ά ν ε ι α  (r e g u la r  p aram etrized  s u r fa c e )  . Έ να  σημείο  q g e u  , όπου 

2 3η dX^ : Τ Λ R -»Τν /  ^R δ εν  ε ί ν α ι  αμφιμονοσήμαντη λ έ γ ε τ α ι  ι δ ι ά ζ ω ν  σ η μ ε ί ο
qo qo AiqoJ ;

2 3( s in g u la r  p o in t )  τη ς παραμετρημένης επ ιφ ά νεια ς  X : U c R  + R .

1*
I
t

i

f

Π α ρ α τή ρ η σ η  : Ο ορισ μός 2 . 5 . 1  σε α ντίθ εσ η  με το ν  ορισμό 2 . 2 . 2  επ ιτρ έπ ει

στην παραμετρημένη επ ιφ ά νεια  να  έ χ ε ι  αυτοτομές .



Π α ράδειγμ α  2 . 5 . 1 . θεωρούμε την κανονική καμπύλη γ  : I R . t -vv (t)

ε μη μηδενική καμπυλότητα k(t) . Τότε η απεικόνιση .0® :■ '«?-

^  X : U « I x R  + R3  , X (t,v) =Y(t) + v v ' ( t )  , όπου (t ,v )  GU

ε ίν α ι μ ια  παραμετρημένη επιφάνεια . Γ ια  τη παραμετρημένη επιφ άνεια X έχουμε :

ν _ 3Χ
at 

. 3Χ

v ' ( t ) + v v  (t)

X y“  3 5  ■ · v ' ( t )

και

V . - -  . .  - ·. , : ·. ·. ·.'.’· · ' - / · *  ■ :

V ! .·■ % lii
x t x3V s v v " ( t )  * v ( t )

gjfc ’ X T  i i,·

ί®  Όμως η καμπυλότητα της γ  , δ ίν ε τ α ι από τη σχέση . . ν y ...

t , „ .  | V ( t ) > , Q t U  ,

| V ( t ) l 3

(άσκηση 2 , σελίδα 25) . Έ τ σ ι επειδή η γ  έ χ ε ι μη μηδενική καμπυλότητα θα ισ χ ύ ε ι

f §
Ι τ ύ τ ι

V*(t) χ γ "  (t)  + 0 j γ ια  κάθε t G I  

Συνεπώς η απεικόνιση

X : W C R 2 -»R3  , X(t) .*Y*(t)  + v v ” (t)

f  όπου W «{(t,v) GR2 : t G I  κ α ι > v G R  με v V O )  , ε ίν α ι μ ια  κανονική παραμε- ■

W
#τρημένη επιφάνεια , εκρού τότε Χ ^ Χ ^ Ο  , γ ια  όλα τα ( t #v ) 6 W . Αυτή η·παραμε- 

Μτρημένη επιφάνεια λέγ ετα ι «ραπτόμενη επιφ άνεια (tangent surface) της κανονικής 

[καμπύλης γ  .

Κλείνοντας αυτή τη παράγραφο , θα δείξουμε με μ ια  πρόταση ό τ ι γ ια  τη μελέτη 

ιικών ιδιοτήτων των επιφανειών , ο ι  ορ ισμοί 2 . 2 . 2  κ α ι 2.5.1 -είναι-^ 'ΐΛοδύνοι-



-9 2 -

? 3 ,Πρόταση 2 .5 .1 . Ας ε ίνα ι X : U C R + R μια χανονίκη παραμετρημένη 

επιφάνεια κα ι q*= 0*q,Vq) GU . Τότε υ π ά ρ χ ε ι ,  περιοχή W του q , τέτοια ώστε , 

το υποσύνολο X(W) του R** ε ίνα ι κανονική επιφάνεια σΟμφωνα με τον ορισμό 

2. 2.2

Απόδειξη  . Έστω X :U C R 2-*R̂  , με 

Χ(υ,ν) = (x(u,v), y(u ,v), ζ(υ,ν))

η κανονική παραμετρημένη επιφάνεια . Λόγω της κανονικότητας , μπορούμε να υπο­

θέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότ ι :

(U0’V  * 0

Ορίζουμε τώρα τη διοκρορίσιμη απεικόνιση F:UxR-*R , ως

F (u ,v ,t)* (x(u,v) . y(u,,V ) ,  :z(u,v) +t) , Cu,v,t)6UxR
I

Ιακώβιανή ορίζουσα της F στο (Uq.v0.°) «q ε ίνα ι :

9χ in dZ
3u iiu atr

det Jp(q) = ax
av ¥3v

az
~$v (“0»ν0«.0)-Ί £ $ ω -" >

0 0 1
Έτσι σύμφωνα με το θεώρημα Αντίστροφης Συνάρτησης υπάρχει περιοχή του q 

κα ι περιοχή W2 του F(q) =X(q) ώστε η F : ->-W2 να ε ίνα ι αμψιδιαφόριση .

Τώρα θέτοντας W = Uf)W1 * παρατηρούμε ότι F = X I . Έ τσι το υποσύνολο Χ(1
1 w |w

είνα ι αμφιδιαφορικό με το W και συνεπώς το X(W) ε ίνα ι κανονική επιφάνεια 

σύμφωνα με τον ορισμό 2.2.2

Παρατηρήσεις : (1) Ε ίνα ι φανερό πως γ ια  μια κανονική επιφάνεια S κάθε f  i
2 , ί

σύστημα συντεταγμένων ή παραμέτρηση X · U C R ** S ε ίνα ι κανονική παρα-j

μετρημένη επιφάνεια ·



(2) Πολλές έννοιες κοκ. σχέσεις ισχύουν τόσο γ ια  κανονικές επιφ άνειες όσο 

και γ ια  κανονικές παραμετρημένες επιφ άνειες .

Ά σ κησ η  . θεωρούμε τη κανονική καμπύλη ν :  Ι-»Ά3  . s^ v(s)  με παράμετρο 

το μήκος τόξου κ α ι μη μηδενική καμπυλότητα k(s) . ( i)  Η απεικόνιση  

X(s ,ν) * y( s ) ♦ R(n(s) cos ν  + b(s) s in  ν) , R = σταθ. f  0 

ε ίν α ι μ ια  ηαραμετρημένη επιφάνεια , όπου n(s) , b(s) ε ίν α ι αντίσ το ιχα  το πρώτο 

και δεύτερο κάθετο της καμπύλης V ·

(Η )  Εξετάστε πότε η X (s,v) ε ίν α ι κανονική παραμετρημένη επιφ άνεια .* ν,»

3  ■■ ,
• ·ν Ν;..?>c /.'·'·· ' V

ϊ *  ~ · \ *  < * * * * * * * *  , !  ■ : £  - ·  ν  · .  > ' · · '  ·  ' '  > 1  · £ ι  · » Γ ^ ί  3 »  .<  , .

. ■ ' .· '' ■' ■ : ' ; "τ. Γ
! " !  * - ■ ' i d - p . - . i  % ... .  . .*·„*«*>?>·,·>·; :·ϊ ■. γ $  , ^

. Τ 'Γ  ■’ ■ -'"""ν'
£W'~w. ■

· .,·  γ  ■; . -

:?r ■ ■ r;. *:·■·>.'. -.i λ · * y'i ·· · .;■ y ■·* v

v;.>xv· ·ν|ϊ'·ν
... .. ΐ '' ·■· T

;>: r  .. ' ί>ν*··ΐ . ·· · < - \
■ ·· ν'·'

■ . t.> * '■ %

Λ v . v  4 -
■,. *:·::,. .·-·' · *'· >·ν · a- ·* » :. · .·, :·.

■Γί-

■u ■' "·;Λ

ν”· - : ^

·■'■ ν̂;: ·, ' νΓ · $:$

:· ‘ · : V  U-.'ft

- Γ/·.·· --·

?>/ , -:?.· ·.

, -^ν,' •*·ί*“· ' ΐ ^  -;· .·, . ·

·· · .... · · ■ ·.·· .·■  · ·.·.. · ·■■;. · ■ ■ . ’ ·■ .·■ ' ' .· ■■ ·· ν̂.*. (

νν0^··/!^%·; ίνλϊ,κ-η. *r.'·: '■ ϊϊ^'-'

ϊ  ,4Λ

V - X
,  ·"·'· .  ■- Λ. • V · * * * * · ί. 1 *

1^4. : -ν* r , ,
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I I I .  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΣΤΙΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ

3 . 1 .  Α π ε ι κ ό ν ι σ η  τ ο υ  G a u s s  κ α ι  ο ι  β α σ ι κ έ ς  τ η ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  .

Ας ξαναδούμε σύντομα λ ίγ α  σ τ ο ιχ ε ία  από τη παράγραφο 2 .4 .  σ χετικ ά  με τ ι ς  

π ρ οσ α να τολίσ ιμ ες ε π ιφ ά ν ε ιε ς  . Είδαμε πως όταν πάρουμε ένα  σημείο ρ μιας κα­

ν ο ν ικ ή ς  επ ιφ ά ν ε ια ς  S μπορούμε να  βρούμε δύο διανύσματα μ οναδια ία  (μήκους 1) 

κ α ι κάθετα στο εφαπτόμενο της επ ίπ εδ ο  Tp (S) . Επίσης α ν  X : UCR2 + S ε ίν α ι  

ένα  σύστημα συντεταγμένω ν , τ ό τ ε  μπορούμε ν α  βρούμε μ ια  διαφ ορίσιμη  απεικόνιση

X χ X
N : X ( U ) - R 3 : p ~ N ( p )  = ( Χ ' % ) )

που σ ε κάθε σ η μ είο  pGX(U) μας δ ί ν ε ι  σαν ε ικ ό να  ένα  μ ονα δια ίο  κα ι κάθετο στο 

Τ (S) διάνυσμα . Τ έλος μ ια  κανονική  επ ιφ ά νεια  S , γ ια  τη ν οπ οία  μπορούμε να  

βρούμε μ ια  δ ιαφ ορίσ ιμ η  α π εικ όνισ η  Ν : S->R : ρ ^ Ν ( ρ )  , που γ ια  κάθε σημείο  

p G S  μας δ ί ν ε ι  σαν ε ικ ό να  ένα  μ ονα δ ια ίο  κ α ι κάθετο στο Tp(S) διάνυσμα , λ έ ­

γ ε τ α ι  προσανατολίσιμη  επ ιφ ά νεια  . Σ ’αυτή τη περίπτωση το Ν το είπαμε προσανα­

τολ ισ μ ό  τη ς S . Μια επ ιφ ά νεια  S με ένα  προσανατολισμό Ν την ονομάσαμε προ­

σανατολισμένη  επ ιφ ά ν εια  . Ε ίν α ι φανερό τ ό τε  ό τ ι  κ α ι το  -Ν ε ίν α ι  ένα δ ια φ ορ ίσ ι-  

μο μ ο να δ ια ίο  κ α ι κάθετο π εδ ίο  στην S , ο ά λλος προσανατολισμός της S . Σε όλο 

αυτό το κεφάλαιο θα χρησιμοποιούμε μόνο π ροσανατολισμένες επ ιφ ά ν ε ιε ς  και θα προ­

σ έχουμ ε πάντα να  δουλεύουμε χρησιμοποιώ ντας μόνο το Ν ή μόνο το -Ν  γ ια  να  

μη φτάνουμε σε α ν τ ιφ ά σ ε ις  .

Ο ρ ι σ μ ό ς  3 . 1 . 1 . "Εστω S μ ια  προσανατολισμένη κανονική επ ιφ ά νεια  και 

7 3 7 7 7
S = { ( x , y , z )  G R : χ  +y +ζ = 1} η κανονική  επ ιφ ά νεια  της σφαίρας α χτ ίνα ς  1 . 

Σ φ α ι ρ ι κ ή  α π ε ι κ ό ν ι σ η  ή α π ε ι κ ό ν ι σ η  τ ου  G a u s s  λ έ γ ε τ α ι  η απεικόνιση

n : S -  S 2

2
που κατασκευάζεται ως εξή ς : η εικ όνα  η (ρ ) του p G S  ε ί ν α ι  το σημείο της S ,
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που παίρνουμε αν μεταφέρουμε το Ν(ρ) παράλληλα έως ότου η αρχή του συμπέσει

2 λ· ’
με την αρχή των συντεταγμένων (δηλαδή το κέντρο της S ) (σχήμα 31)·

. Τ';· ·· · '
■ -  - TC ; , ■
■ ν'· >‘-:i ϊ ΐ / . μ':.

: ■ m :' f. * π  :

η

· ,^'·ί u:·-: ^

^ ; t . ν. ■>.·- -w'r·· ’·νγ

 ̂ έ.."Ύ

, γ· ·.'···'·'·’ Γ'Λ 'iAU J·,:

' , Ϋ···3· :*>·;£«!»·: .■.-Ϊ’Λ·
σχήμα 31

Γ  Ε ίνα ι φανερό ό τ ι η απεικόνιση του Gauss ε ίν α ι διαφορίσιμη απεικόνιση κ α ι αυτό

-f · γ ια τ ί η (ρ )β Ν(ρ) κ α ι η Ν ε ίν α ι διχχρορίσιμη απεικόνιση . Αν ρ ε ίν α ι ένα

•^σημείο της S , τότε το διαρορικό της η στο ρ , δηλαδή n dnp:Tp(S) +Τη(ρ)

ε ίν α ι μια γραμμική απεικόνιση (πρόταση 2.4.2) . Τα επίπεδα Tp(S) κ α ι

Τ , , (S2) ε ίν α ι παράλληλα σαν κάθετα σε παράλληλα διανύσματα , έτσ ι μπορούμε να 
η(Ρ Γ

2,

I
Μπούμε ό τι τα διανύσματα του Tn(p)(s  ) ταυτίζοντα ι με διανύσματα του Tp (S) ,

■ f αν μεταφέρουμε παράλληλα το επίπεδο Τη(ρ) (S ) ώστε να τα υ τισ τεί με το Tp (S) . 

||Μετά από αυτή τη ταύτιση μπορούμε να πούμε ό τ ι το διαφορικό di\p ε ίν α ι μ ια

|||γραμμική απεικόνιση του Τ (S) στον εαυτό του (δηλαδή ένας γραμμικός μετασχη-
ψρ Ρ
ι  ματισμός του T_(S)) . δηλαδή d iu  : T_(S) *T (S) . θα γράφουμε L *-dn  (το 
Μ  Ρ V * r  ρ p

^πρόσημο -  μόνο γ ια  τεχνικούς λόγους) . θα χρησιμοποιήσουμε το L α ν τ ί του L p , 

||όταν το σημείο p G S  , στο οποίο δουλεύουμε ε ίν α ι αυτονόητο .

H r

I g  Ο ρισμός 3 . 1 . 2 .  Έστω S μ ια  κανονική επιφ άνεια . 0  γραμμικός μετααχη*
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ματισμός (γραμμική α π εικ όνισ η ) L = - d n p : Τ (S) -^Tp (S) λ έ γ ε τ α ι  απεικόνιση  του 

W eingarten  .

Ε ίν α ι α ξιοσημείω το ό τ ι  π ολλές τ ο π ικ ές  ιδ ιό τ η τ ες  των επιφ ανειώ ν προκύπτουν 

από τη μελέτη  της α π ε ικ ό ν ισ η ς  του W eingarten .

Πως δ ο υ λ ε ύ ε ι  όμ ω ς η α π ε ι κ ό ν ι σ η  τ ο υ  W e i n g a r t e n  ; Δηλαδή όταν μας 

δ ο θ ε ί  ένα  διάνυσμα v 6 T p (S) , π ο ιά  ε ί ν α ι  η εικ όνα  του το L(v) ;Για να βρούμε 

τη ν ε ικ ό ν α  δ ε ν  π ρ έπ ε ι να  ξεχνά μ ε ό τ ι  L=-d καθώς κ α ι τ ο ν  ορισμό του διαφο­

ρ ικ ού  μ ια ς  α π ε ικ ό ν ισ η ς  σε σημείο  (ορ ισ μ ός 2 . 4 . 2 )  . Για να  βρούμε λ ο ιπ ό ν  το L (v )* |
I

π αίρνουμ ε μ ια  καμπύλη α  : ( - ε , ε )  + S # τ έ τ ο ια  ώστε α (0 )  = ρ  και  α ' ( 0 )  = ν  . |

Μετά θεωρούμε τη ν καμπύλη β = η<> α  : ( - ε , ε ) ->S : t > β ( t )  = n© a ( t )  = n ( a ( t ) )  5

θ ξ ^ ό ς Γτη ς η N ( a ( t ) )  = Ne a ( t )  # Το διάνυσμα ταχύτητας β ' ( 0 )  = (Ν .α ) '(0 )  ε ί -  | |  

ν α ι  σύμφωνα μ ε τ ο ν  ορισμό του διαφ ορικού η ε ικ ό να  ά ιχ ^ ν )  του ν  (σχήμα 32) 

Δηλαδή : L (v) =-(Ν <> α)

ν**·
III

I:
Is
ϊί

I I

Is

σχήμα 32

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 . 1 . _ 1 , Ας ε ί ν α ι  S μ ια  κανονική επ ιφ ά νεια  και pQ 

σ η μ είο  της * Αν

α 3 » 1 1 « Ας ε ί ν α ι  S μ ια  κανονική επ ιφ ά νεια  και pQ ένα |  

X : UCR2 -»-S ε ί ν α ι  ένα  σύστημα συντεταγμένω ν της S γύρω από
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«

το σημείο ρ0  = Χ(υ0 ,ν0) , όπου (u0 ,vQ) GU , τότε είνα ι, γνωστό (παράδειγμα 

2 . 4 . 1 ) ό τ ι τα διανύσματα X^Uq .Vq) , Xv (Uq ,Vq) ε ίν α ι εφαπτόμενα , δηλαδή ανή­

κουν στο Τρ (S) . Ας βρούμε τα L(Xu Cu0 ,v0)) κα ι L(Xv (uo <v(p) . θεωρούμε την

καμπύλη a(t) =X(u0 +t,v0) . Ε ίν α ι φανερό ό τ ι α(0) = Χ(υ0 ,ν0) ■  pQ και 

α ’ (0) *Xu(uo .vo) · Τότε όμως η ·  a(t) =n(a(t)) *N(a(t)) * Ν(υβ+ ί,ν 0) .

'Apa , (Ν . a) ’ (0) =N(u0 +t,v 0 ) '(0 )  e Nu (u0 ,v 0) , σύμφωνα με τον κανόνα σύνθετης 

παραγώγισης . Γενικά λοιπόν θα έχουμε LfXy)*-!^  . 'Ομοια L(XV)=-NV .

Προτού προχωρήσουμε μας χρ ειά ζετα ι μ ια  βασική έννοια από την Γραμμική 'Αλ­

γεβρα .

Ο ρισμός 3 . 1 . 3.  'Εστω F : V-*·V ε ίν α ι ένας γραμμικός μετασχηματισμός 

(γραμμική απεικόνιση) , όπου V ε ίν α ι ένας διανυσματικός χώρος διάστασης 2 . 

Τότε ένα μη μηδενικό διάνυσμα v£V λέγετα ι ιδ ιο δ ιά ν υ ο μ α  του F με α ν τ ί­

στοιχη ι δ ι ο τ ι μ ή  A G R  όταν F ( v ) « λν .

Ας βρούμε τώρα την απεικόνιση Weingarten μερικών γνωστών κανονικών επκρα-

% νειων .

Π αράδειγμα  3 . 1 . 2 . θεωρούμε την επιφ άνεια επίπεδο 

||π= ((x,y,z) GR^ : αχ+βγ+γζ+δa 0  , όπου α ,β .γ ,δ  σταθερές κα ι α ,β .ν  ό χ ι όλα μη- 

Ι δ ε ν ικ ά )  . Ε ίν α ι γνωστό τότε ό τ ι το διάνυσμα Ν« — εί ναι  μοναδιαίο κ α ι■ 'StP-fc· Μ Λ β

tκάθετο στο επίπεδο (σχήμα 3 3 ) .

/

cornua >3
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Έτσι λοιπόν η απεικόνιση του Gauss για  to επίπεδο είνα ι :

η : π + Ŝ  : ρ ·—► η(ρ) * ( α

V

/α2+β2+γ2 £ 2+β2+γ2 Λ 2+β2+γ2 , sgi
I

Είναι, λοιπόν μ ια σταθερή απεικόνιση , συνεπώς ά ιγ  ξ 0 (μηδενική απεικόνιση) |  

κα ι άρα L = 0 , ήτοι η απεικόνιση Weingarten για το επίπεδο ε ίνα ι η μηδενική § 

απεικόνιση . άρα όλα τα διανόσματα του επιπέδου ε ίνα ι ιδιοδιανύσματα του L 

με αντίστοιχες ιδ ιοτιμές το 0 , αφού L(v) = 0·ν . gj

IΠαράδειγμα 3 .1 .3 . Ας πάρουμε την κανονική επυράνεια της σφαίρας αχτίνας tk 

R , δηλαδή την ||

S i = { (x ,y ,z )  : x 2+y2+z2 = R2 } . f |
A.'*

Ε ίνα ι φανερό ότι η επιφάνεια αυτή ε ίνα ι ma επιφάνεια στάθμης γ ια τη συνάρτηση .*
ύ 2 2 2 2 --

f  : R -*-R : (x,y,z)i-*-f(x,y,z) » χ +y +ζ - R . Έτσι σύμφωνα με το παράδειγμα
2 Ui

2.4.2 , ένα διοκρορίσιμο μοναδιαίο και κάθετο πεδίο στην ε ίνα ι το : 

N:S^+R3 : (x,y,z)-*N(x,y,z) = Xfo>.&>,2zL  «

Μ +4y2+4z2

■ < Μ · ϊ >  ·

Επίσης η απεικόνιση : -Ν : S2 -* R3 : (x,y,z) |  Ζ ^ ) ε ίνα ι το άλλο δια-·.
2 ■ * 

φορίσιμο , μοναδιαίο κα ι κάθετο πεδίο στην S£ . Αν λοιπόν
2 2 a : I ·*· : t *-^a(t) = (x(t) ,y(t) ,z(t)) ε ίνα ι μια καμπύλη στην Sp τέτοια ώστε

α(0) =ρ και α ’ (0) ** (χ* (0) , y ' (0) ,ζ* (0)) = ν , τότε έχουμε :

L (v > -(N · a ) ' (0)β - ( ^ 1  , , ) '(t*0) =

-(■ϊ^2Ι , Ζ^2Ι l(x'(0).y’(0).z-(0))=-ij

-
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j |j| Έ τσ ι λοιπόν η απεικόνιση Weingarten γ ια  την SR ε ίν α ι :

. ·Ί· 
f  Μ

I t

L : Tp(s|) +Τρ( φ  : Vm· L(v) = - £ .

'Apa όλα τα διανύσματα ε ίν α ι ιδιοδιανύσιιατα του L με αντίσ το ιχες ιδ ιό τ ιμ ε ς

ι i . Ε ίνα ι εύκολο να δ ε ι κάποιος , πως αν πάρουμε το -Ν τότε η απεικόνιση

j|- Weingarten θα ε ίν α ι :

ι $

ι .

L : Tp (S jp - Τ ρ ( φ  : v ~ L ( v )  -  J

|·| Π αράδειγμ α  3 . 1 . 4 . Ας πάρουμε την κανονική επιφ άνεια :
1 ·:3£·
ΐ  Ο  {(x,y,z) GR3  : x 2 +y2 » R2  , ζ CR) . η οποία ε ίν α ι γνωστή σαν επιφ άνεια " ο ρθό ς  

ϊΜ κυ κ λ ικ ό ς  κ ύ λ ιν δ ρ ο ς " αχτίνας R . Η επιφάνεια αυτή ε ίν α ι επιφ άνεια στάθμης

{για  τη συνάρτηση f  : R̂  + R : (x ,y ,z)  ·-*· f ( x ,y ,z )  * x 2 +y2 -R 2  . Έ τ σ ι σύμφωναμε το 

παράδειγμα 2.4.2 , η διαφορίσιμη απεικόνιση

I  Ν : O R 3  : (x ,y ,z )* -N C x .y ,z )  » ·  ( {  . {  ,0)

& ♦ 4y'

ε ίν α ι ένα δκχρορίσιμο , μοναδιαίο κα ι κάθετο πεδίο στη C . Ε ίν α ι φ ανερόςγιατί 

§  η τρίτη συντεταγμένη του Ν ε ίν α ι 0 . Αυτό συμβαίνει δ ιό τ ι  σε κάθε σημείο του 

κυλίνδρου το κάθετο διάνυσμα ε ίν α ι κάθετο στον άξονα Οζ κ α ι έτσ ι δεν έ χ ε ι  σ υ ν ι-W,
ft- στώσα ως προς αυτόν τον άξονα . Αν τώρα α : I -»C : t ·—►  a(t)  * (x(t) ,y (t)  ,z ( t ) )

% ε ίν α ι μ ια καμπύλη πάνω στον κύλινδρο με α ( 0 ) · ρ  κα ι α '( 0 ) ■  ( x ' ( 0 ) , y ’ (0 ) , z * ( 0 )) 

|||·ν , τότε n · a(t) <* n(a(t)) * ( , , 0)=N(t) . Άρα

Ι ν ΊΟ) ■  ( , ο ) κ α ι συνεπώς

Ι . ( α ' ( 0 ) ) > - ( £ ^  .^ ^ 2 1  , ο) ή L ( v ) - - ^ ( ν \ ν 2 ,0)

1 ,  ι
όπου ν ·  (ν ,ν  .ν  ) I

I Έ τυ ι λοιπόν τα διανύσματα του Ί ί(*) τα παράλληλα προς τον άξονα Οζ , δηλαδή



τα ν β (0,0,λ) είναι, ιδιοδιανύσματα του L με αντίστοιχη ιδιοτιμή το 0 . 7

Πραγματικά Ι,ίΟ,Ο,λ)*-^ (0,0,0) *0(0,0,λ) - Από την άλλη πλευρά τα διανύσματα

του Τρ ίΟ  * που ε ίνα ι κάθετα στον άξονα Οζ , δηλαδή τα διανύσματα

w=(w\w2,0) ε ίνα ι ιδιοδιανύσματα του L με αντίστοιχη ιδιοτιμή το ·κ
Πραγματικά L(w) =L(w1 ,w2.0)= -^(w1 ,w2,0) w (σχήμα 33) .

Σχήμο 33

Παράδειγμα 3 .1 ,5 . θεωρούμε tnv επιχράνεια S*{(x,y ,z)GR :z=y -x )

(σχήμα 34) .

σχήμα 34



2
Η επιφάνεια αυτή ε ίν α ι γράφημα της συνάρτησης f  : R + R : (x,y) ·-* f  (x»y) =

= y2 -x2  . Ε ίν α ι τότε γνωστό (πρόταση 2.2.1) ό τ ι  η απεικόνιση  

X : R2  + S C R 3  : (u,v) - .Χ (υ ,ν )  = (u ,v ,v 2 -u2) ε ίν α ι σύστημα συντεταγμένων γύρω 

από κάθε σημείο αυτής της επιφάνειας . Έ τσ ι λοιπόν ένα διαφορίσιμο . μοναδι­

αίο και κάθετο πεδίο στην S ε ίν α ι το :

N:S-"R3 :p  — Ν(ρ) V * v

ιι χυ χ Μ
(U .V )  = ( --------^ -------

αφού Xyfu.v) ■  (1 ,0 ,-2u) , Xy(u,v) = (0 ,1 ,2ν) .

Ας εξετάσουμε την απεικόνιση Weingarten αυτής της επιχράνειας στο σημείο 

(0.0,0) . Παρατηρούμε ό τ ι XyfO.O) « (1,0,0) κα ι Xy(0,0) ■  (0,1,0) . Σύμφωνα 

όμως με το παράδειγμα 3.1.1 έχουμε :

L(1 ,0,0) -  LiXyiO.O) « -NyiO.0)— 2(1,0,0) ,

*

αν ηαραγωγίσουμε το Ν ως προς u κ α ι πάρουμε τη τιμή στο (0.0) .

Επίσης

LfO . 1 . 0 ) -  LC^CO^O) -  -  2 (0 , 1 , 0 ) .

H  Έ τσ ι λοιπόν τα διανύσματα (1,0,0) , (0,1,0) του T jq q q j (S) ε ίν α ι ιδ ιο δ ια -  

νύσματα του L με αντίσ το ιχες ιδ ιο τ ιμ ές-2  κ α ι 2 . Βέβαια αν (α,β,Ο) ε ίν α ι 

ένα τυχαίο διάνυσμα του Τ ^ 0  Q Qj ( S ) , τότε επειδή η L ε ίν α ι γραμμική απεικό- 

H  νιση θα έχουμε :
jig

H Κ α .β ,Ο ) « L(a( 1 ,O,O)+0 (O,1 ,O))»aL(1,0,0)+3L(0,1,0)

“ - 2 α ( 1 , 0 . 0 )·*·2 β(0 , 1 , 0 ) · ( - 2 α, 2 0 . 0 ) .

Πρίν δούμε μ ια  σπουδαία ιδ ιότητα  της απεικόνισης Weingarten θα κάνου- 

f i  με μ ια  παρένθεση γ ια  να δούμε πως μπορούμε να κάνουμε " μ ε τ ρ ή σ ε ι ς *' πά\ω 

ftor. υια κανονική επιφάνεια . Ας αρχίσουμε από τα εφαπτόμενα διανύσματα μ ια ς ε π ι­



φ ά ν εια ς  σε ένα  σημείο ρ . Αν πάρουμε δύο διανύσματα v . wGT (S) τότε το π ιο  ί :
Ρ >: ι

(ρυσικό ε ί ν α ι  να  λ έμ ε  εσωτερικό γ ινό μ ενο  αυτών και το συμβολίζουμε με <v,w> , ' i ; . :

το εσω τερικό του ς γ ιν ό μ ε ν ο  σαν να  ε ίν α ι  διανύσματα του Τ (R3) . Το μήκος του *[· ι
F ·;] '

ν  θ ά να ι τό τε  || ν | |  = /< ν ,ν >  . Έ τ σ ι λ ο ιπ ό ν  έχουμε τον  παρακάτω ορισμό . |(  !
1 .

Ο ρ ι σ μ ό ς  3 , 1 . 4 . Η διγραμμική συνάρτηση I : Tp (S) xTp (S) ->R :(v,w) *-+ J■ j

I (v ,w )  = <v,w> λ έ γ ε τ α ι  πρώ τη δ ι γ ρ α μ μ ι κ ή  μορφ ή τ η ς ___S σ τ ο  σ η μ ε ί ο
λ

ρ ,  ενώ η α ν τ ίσ τ ο ιχ η  τετραγω νική μορφή I : Tp (S) + R : ν»-> Ι ( ν )  = || ν | |  = < ν,ν>  |

λ έ γ ε τ α ι  πρώ τη  τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ή  μορφ ή τ η ς  S σ τ ο __ £  ή πρώτη  θ ε μ ε λ ι ώ δ η ς

μορψ ή τ η ς  S ( f i r s t  fundam ental form) .

Θα δούμε παρακάτω , ό τ ι  πραγματικά η γνώση της πρώτης θεμελιώ δους μορφής μ ιας  

επ ιφ ά ν ε ια ς  , μας ε π ιτ ρ έ π ε ι  να  κάνουμε μ ετρ ή σ εις  στην επ ιφ ά νεια  (δηλαδή μπορούμε * 

να  μετράμε μήκη καμπύλών , γ ω νίες  , εμβαδά ♦ κ . λ . π . ) δουλεύοντας μόνο με την
7

επ ιφ ά ν εια  χω ρίς να  λάβουμε υπόψη τον  Ε υ κ λείδ ειο  ρ(ώρο R , στον οπ οίο  βρίσκεται 

η επ ιφ ά ν εια  . Αυτό ήταν κ α ι η αρχή γ ια  την ανάπτυξη της"εσωτερικής γεω μετρίας»της 

επ ιφ ά ν ε ια ς  αφού μπορούμε ν α  κάνουμε γεω μετρία  στην επ ιφ ά νεια  χω ρίς να  λάβουμε 

υπόψη το ν  περ ιβά λλοντα  χώρο .

Αν μας δ ίν ε τ α ι  μ ια  κανονική  επ ιφ ά νεια  S κ α ι ένα  σύστημα συντεταγμένων 

2X : U C R  -*·S , τ ό τ ε  μπορούμε να  κατασκευάσουμε τ ι ς  παρακάτω τ ρ ε ις  συναρτήσεις . 

E : U C R 2 + R:  (u , v ) ~ E ( u , v ) SB -|| y u , v )  | | 2 = < Χ ^  > (u ,v )

F : UCRZ-»R : ( u ,v )  •— F ( u ,v )  < Xu ,Xy  > ( u ,v )

G : U C R 2 + R ,  (u , v) ^ G ( u , v) y u . v ) ! ! 2 » <Xy ,Xv > (u , v) .

Οι τ ρ ε ις  α υ τές  συνα ρτήσεις , που ε ίν α ι  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ες  κ α ι ο ρ ίζ ο ν τ α ι στο U λ έγο ­

ν τ α ι  θ ε μ ε λ ι ώ δ η  π ο σ ά  π ρ ώ τ η ς  τ ά ξ η ς  τ η ς  ε π ι φ ά ν ε ι α ς  S ως π ρ ο ς  το  σ ύ σ τ η ­

μα σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  X .
' Γ ύ

·: , ·ί
Αν ξέρουμε τ ι ς  τ ρ ε ις  συναρτήσεις E.F,G μπορούμε να  βρούμε εύκολα π ια  το
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jlt μήκος κάθε διανύσματος που εφάπτεται στην επιφάνειά μας . Πραγματικά , αν ν
jf 'ή#”
ΐ||' ε ίν α ι ένα τυχαίο διάνυσμα , επειδή αυτό γράφεται σαν ν *  α Χ ι ι +βΧν θα έχουμε :

|| V II2  =<ν,ν> = < αΧ ι1 +βΧν , αΧ υ +βΧν > = Εα2  + 2Fc0+ G β2  .

Έ τσ ι λοιπόν , αν a(t) e X(u(t) *v(t)) ε ίν α ι μ ια  καμπύλη της επιφ άνειας .

S , (άσκηση 3* σελίδα 89 ) * τότε μπορούμε να βρούμε το μήκος του διανύσματος 

:’Λ  ταχύτητας . Πραγματικά έχουμε :

a it )  -  Xu(u ( t) ,v ( t ) ) (  ^  (t)) ♦ Xv (u ( t) fv ( t ) ) ( ^  (t)) ,

σύμφωνα με τον κανόνα σύνθετης παραγώγισης .

Έ τσ ι ,

j  Κ 0  ^ )) * II a ’ Ct)||2 = < a'(t) ,a '(t)> “ <Xu(u (t) ,v (t))  ( ^ )  (tJ+^fuCt) ,v (t))  ( ^ ( t ) )  

,Xu(u(t) , v ( t ) ) ( ^ ( t ) )  + Xyfuft) , v ( t ) ) ( t ) ) >  —

lu%2  . -,T-,diu ,dv,
2 F(^ )(g^ ) * G ( ^ ) 2  , παραλείποντας το t  γ ια  συντομία .

J|  Έ τσ ι , II e*(t) || * / ε ^ ) 2  + 2 F ^ ) ( ^ ) + G ( g ~ ) 2 ·» το  μήκος του  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  

ταχύτητας κα ι άρα το μήκος τό ξο υ  της καμπύλης μας θα ε ίν α ι :

s(t) • f / ί φ 2 .
0

2 Ρ φ φ . Ο ( * ) 2^

Βλέπουμε λοιπόν ό τ ι γ ια  να υπολογίσουμε το μήκος μ ιας καμπύλης χρειαζόμαστε μό-

W
^ ν ο  τα EJ-.G  δηλαδή μόνο την πρώτη θεμελιώδη μορφή της S . Από την τελευταία  

H  σχέση παίρνουμε τώρα ό τ ι :

Μ (*) ds2 « (ds ) 2  * Fdu 2  ♦  2 Fdudv« Gdv 2

fa  λέμε τη τετραγωνική μορφή ds 2  » Fdu2* ’ F d u d v t G d v 2  μ ε τ ρ ικ ή (m etric) της
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επιχράνειας S , οκρ’ ενός μεν γ ια τ ί με τη βοήθεια αυτής και μόνο μπορούμε να κάνου 

με τ ις  μετρήσεις μας , αφ’ ετέρου δε γ ια τ ί η ποσότητα ds μας δ ίν ε ι γεωμετρικά 

την απόσταση δύο γειτονικών σημείων της επιφάνειας , όπως θα δούμε αμέοως τώρα.

Ας ε ίν α ι Χ(υ,ν) , Χ(υ+Δυ , ν+Δν) δύο γειτονικά σημεία της επιφάνειας S 

’ (σχήμα 35) . *

Η απόσταση των σημείων Χ(υ,ν) , Χ(ϋ+Δυ , ν+Δν) (Δυ , Δν>μικρά) δίνεται από 

το μήκος του διανόσματος Χ(υ+Δυ , ν+Δν)-Χ(υ,ν) . Αλλά προσεγγιστικά ισχύει :

Χ(υ+Δυ , ν+Δν)  ̂X(u,v) +XU Δυ +Xy Δν .

Έ τ σ ι έχουμε
'V .

|| Χ(υ+Δυ , ν+Δν) -Χ(υ,ν) ||21< Xu Δυ + Xy Δν , Xu Δυ + Xy Δν > =

= Ε Δυ2 +2F Δυ Δν+ ΘΔν  ̂ ■ .

*'f-V .·
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Αφού έτσι έχουν τα πράγματα f δηλαδή το ds μας δ ίν ε ι  το απειροστό μήκος 

στην επιφάνεια , πρέπει να περιμένει κανένας ό τ ι το ds δεν εξαρτάται από το 

σύστημα συντεταγμένων . Αυτό μας λέγει η παρακάτω άσκηση .

'Ασκηση . Αν X(u.v) και Υ(ξ*η) ε ίν α ι δύο συστήματα συντεταγμένων μ ιας 

κανονικής επιφάνειας f γύρω από ένα σημείο της S τότε :

Edu2 * 2Fdudv ♦  Gdv 2  = Ε ά ζ 2 +2 Fd£άη+Gdn2  , όπου E ,F #G και E ,F ,G  ε ίν α ι τα 

θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης της S , ως προς τα συστήματα X κ α ι Υ αντ ισ τ ο ί-

ϊΜ,';0

χα .

Παρατήρηση 3 . 1 . 1 . Από τον ορισμό των E,F,G  έχουμε ό τ ι , Ε> 0

G > 0  . Επίσης επειδή . II ^  * Χν ΙΙ2  -  < > <  >-< \» \> 2 -  EG - F 2  , συμ-

2 2 2 2 
περαίνουμε πως EG-F >0 . Αυτό μας λ έ ε ι  ό τ ι  η μετρική ds »Εdu + 2Fdudv + G dv

είνα ι θετικά ορισμένη τετραγωνική μορφή .

»  2 2 2 
a  Παρατήρηση 3 . 1 . 2.  Τη μετρική d s= E d u « -2 Fd u d v*  Gdv τη βρήκαμε

ρ<χρσύ υποθέσαμε ό τ ι τα μήκη διανυσμάτων θα τα βρίσκουμε σα να ήταν διανύσματα του

' ̂ . τ
S  i r  και με βάση αυτή τη μετρική βρίσκουμε μήκη καμπύλών κ α ι γεν ικά  μπορούμε ναSI
$  κάνουμε μια γεωμετρία στην επιφάνεια . Όταν λοιπόν μας δώσουν μ ια  θετικά  ορισμέ-

&€ νη  τετραγωνική μορφή 8 n du2  ♦  2 g12dudv ♦  g2 2 dv2  , όπου g^ , g 1 2  . g2 2  etvaL συν“

2
ορχήσεις , ορισμένες σε ένα U CR  μπορούμε κ α ι πάλι κατά τον ίδ ιο  τρόπο να κά-

νουμε μια γεωμετρία πάνω στο I) . Με άλλα λόγια  τα μήκη , γω νίες κ .λ .π .  θα τα  

μετράμε με βάση αυτή τη τετραγωνική μορφή που μας έδωσαν . Αυτή ε ίν α ι κ α ι η βάση 

γ ε ω μ ε τ ρ ία ς  του Riemann .

Ας δούμε τώρα πως βρίσκουμε τα θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης ως προς κάποιο 

ημα συντεταγμένων γ ια  μερικές επιφ άνειες .

Π αράδειγμα  1^6. Λς πάρουμε ένα επίπεδο π που περνά από το σημείο 

fo *  ixo*y<P2 o) ΚΠι ε ίν α ι παράλληλο προς τα διανύσματα ·  (α^α^α^) και



w2s (b-j^^bj) , τα οποία ε ίνα ι ιιοναδιαία και κάθετα μεταξύ τους (σχήμα 36) .

ννΐ}. ν ! . .  Λ · σχήμα 36 , ί

Ε ίνα ι Φανερό τότε πως η απεικόνιση ' *

X.:  R 2 + n C R Z : (υ,ν) h-*X(u ,v ) = (xQ+ υ α ^ ν ^  , y0+ucy  v b 2 ’ z0+ ua3+ vb3̂

ε ίνα ι σύστημα συντεταγμένων γύρω από κάθε σημείο του επιπέδου π Έτσι λοιπόν 

xu(u.v) = (ar a2,a3) και Χ^υ,ν) = (b1 ,b2,b3)

Συνεπώς Ε = α̂ +α̂ +α̂  = 1 , F = a-jb̂ -KX2̂ 2*KX3b3 KCtL  ̂= b1+b2+b3 * Έτσι

η μετρική στο επίπεδο π ε ίνα ι η ds -du +dv . Η τελευταία σχέση , δεν είνα ι 

τίποτε άλλο από το θεώρημα του Πυθαγόρα .

Παράδειγμα 3 .1 .7 . Ας πάρουμε την επιφάνεια "ορθός κυκλικός κύλινδρος”

αχτίνας 1 , δηλαδή την επιφάνεια C= {(x>y,z) : x2+y2= 1 * z6R} (σχήμα 37) .
2 3Ε ίνα ι φανερό πως η απεικόνιση X : UCR +R : (υ,ν) >-*X(u,v)-(cosu , sinu , ν) , 

όπου U = {(υ,ν) C R2:0 < υ < 2π , -«> < ν  ̂ t ε ίνα ι ένα σύστημα συντεταγμένων στον 

κύλινδρο ; Έχουμε τότε : X (υ,ν) * (-sinu . cosu , 0) και Xy (u,v) - (0,0.1) . .



Παρατήρηση 3 . 1 . 3 . Βλέπει κάποιος πως γ ια  τον κύλινδρο κ α ι γ ια  το επ ίπε­

δο τα Θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης ως προς τα συστήματα που πήραμε ε ίν α ι τα Ιδ ια . 

Αυτό δεν ε ίν α ι τυχαίο (θα το δικαιολογήσουμε στην επόμενη παράγραφο 3 .2 .) .  

Χονδρικά μπορούμε να πούμε τώρα ό τ ι , αν κόψουμε τον κύλινδρο κατακόρυψα κ α ι τον 

στρώσουμε πάνω στο επίπεδο χωρίς να τον τεντώσουμε , τότε εφαρμόζει τέλ ε ια  πάνω 

χτο επίπεδο . Αυτό έ χ ε ι  μεγάλη σημασία κ α ι σ'αυτό θα στηριχτούμε γ ια  να δ ικ α ιο ­

λογήσουμε αυτή την παρατήρηση . ‘ί.
·;’> ' · .

Παρά δ ε ιγ μ α _ 3 . 1 . 8 . Ε ΐν ια  γνυατό (παράδειγμα 2.2.6) ό τ ι η απεικόνιση * 

ί : IIC R2  *S2; (θ.ιρ) ·-. Χ(ο.φ) » (sinOcostp , sinQsintp , cosO) . όπου 

ί* ((Ο,ιρ) C R*· : 0  < θ ·. π , ο * <ρ *■ 2π ) ε ίν α ι ένα σύστημα συντεταγμένων της μσνα- 

ια ιο ς  σφαίρας . Ac βρούμε τα «εμελίι-Λη ποσά πρώτης τάξης της μοναδιαίας σφαίρας 

ς προς αυτό το πικττηυη ανντεταγμενινν . Ί χουμε :

· ν . .  '
Ϊ ·Μ λ ϊ Μ :: fe·· ;· :■

j
1?

ι
I

(

ίt *

·■;

Vv
I
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Χ ρίθ ,φ ) = (cosGcoscp , cos0sin<p , -s in Q )

Χφ ( θ ,Φ) = (-sinB sincp  , s i n 0 a ^  , 0 )

*Αρα :

Ε(θ ,φ )  = 1 , F = 0 , G ( 0 , ( p ) - s i n ^ 0

Ε τσι λ ο ιπ ό ν  η μετρική  τη ς σφαίρας ως προς αυτό το  σύστημα ε ίν α ι

2 2 2 2 ? 
d s = d0 + s in  θ dtp . Αν τώρα w ε ί ν α ι  ένα  «ραπτόμενο διάνυσμα της σραίρας S

στο σ η μ είο  ρ 0 * Χ (θ 0 ,<ρ0 ) κ α ι w =  αΧ θ (θ 0 ,φ0 ) + βΧφ (θ 0 ,φ 0 ) . τ ό τ ε  :

|| w ||2 =I(w) = Ε ( θ 0>φ0 )α2 + 2F(0Q,<Pg)aP + G(0q ,<Pq) 0 2 = α 2 + b2s i n 20 Q. Αν πάρουμε τη

παραμετρική γραμμή θ =-^ τ ό τ ε  ε ί ν α ι  φανερό ό τ ι  αυτή ε ί ν α ι  π ερ ιφ έρ εια  κύκλου
γ

(σχήμα 37} α χ τ ίν α ς  γ -  . Έ τ σ ι το  μήκος αυτής ε ί ν α ι  η /λ  . Από την άλλη πλευρά  

το διάνυσμ α  ταχύτητας αυτής ε ί ν α ι  Χφ ( ~  , φ) = (- γ  sirxp , γ  costp ,  0) .

Έ τ σ ι η ταχύτητά  τη ς ε ί ν α ι  v ( t )   ̂ · *Αρα το μήκος ε ί ν α ι  ίσο με

2̂π γ
j γ ά φ - η / Σ  , όπως π ερ ιμ ένα μ ε .

Μ

$
arr-

ο t  η
’Η €

σχήμα 37

Τα σημεία  της κάθετης γραμμής ε 

με την X α π ε ικ ο ν ίζ ο ν τ α ι στην 

π ερ ιφ έρ ε ια  .
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Παράδειγμα 3 . 1.9. Έστω η διαφορίσιμη συνάρτηση f  :UCRZ-*R 

(X>y) f(x,y) . Τότε σύμφωνα με γνωστή πρόταση το σύνολο

rf -{(x,y,z) €R3 : z* f(x ,y)) ε ίνα ι κανονική επιφάνεια γνωστή σαν γράφημα της
ΐ|! 2 τ

συνάρτησης £ . Ε ίνα ι φανερό πως η απεικόνιση X:UCR ^T^CR :(x,y) -*-X(xty) β

^  »(x,yff(x,y)) ε ίνα ι σύστημα συντεταγμένων γύρω από κάθε σημείο του γραφήματος .

| !  Ας βρούμε τα θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης του γραφήματος ως προς αυτό το σύστημα.

[1 Έχουμε : Xx(x,y) = (1,0, | |  (x,y) και Xy(x,y) ■» (0,1, | |  (x,y)) . Έτσι λοιπόν

3f 3f 3f 3fj§ E(x.y) - 1 ♦ ( -gj- l* .y )) * p(x »y)= (x.y) (x>y) . G(x,y)«i+( ^  (x,y))3y

1/ Δηλαδή n μετρική της επιφάνειας μας ε ίνα ι

ds2-  (1 ♦  ( H  (x.y))2)dx2+ 2 I I  (x,y) | |  (x,y)dxdy* (1+( | |  ( x , y ) ) V

|Σ ’αυτό το τελευταίο παράδειγμα βλέπουμε πως το F δεν ε ίνα ι σταθερά μηδέν , ενώ 

στα προηγούμενα ήταν F = 0 . Έ χε ι λοιπόν έννοια ο παρακάτω ορισμός ,

2
Ορισμός 3 .1 .S . Ας ε ίνα ι X :UCR  S ένα σύστημα συντεταγμένων μιας κα­

ί;
γο ν ική ς επιφάνειας S . Το σύστημα θα λέγεται ορθογώνιο αν F = 0 παντού στο

Up . Ειδικώτερα ένα ορθογώνιο σύστημα γ ια  το οποίο ισχύει E*G παντού στο U

φλέγεται ισόθερμο σύστημα συντεταγμένων .(Μπορούμε οε μ ια κανονική επιφάνεια 
|να βρούμε ισόθερμο σύστημα συντεταγμένων;) .

H  Παρατήρηση 3.1 .4. Αν X : UCR -̂*-S ε ίνα ι ένα σύστημα συντεταγμένων μιας
§
>*ανονικής επιφάνειας S , τότε σε κάθε σημείο ρ του X(U) υπάρχουν δύο εφαπτό-
.ί:
||ΐενα διανύηιατα τα Xy , Xy τα οποία ε ίνα ι διανύσματα ταχύτητας των παραμετρικών 

|¥ραμμών . Η γωνία αυτών των διανυσυάτων λέγεται και νωνία των παραμετρικών γραμ-
I
^ών σε εκείνο το σημείο . Η γωνία όμως των Xu , Χν δ ίνετα ι από τη σχέση

' W  π [:
,s0 * ------- ------ — - * ----- * —  · Ετσι λοιπόν όταν το F * 0 τότε θ*5

I*  ̂ !Ι Xy I! *4:· Λ  »4EG ^

α̂δη η παραμετρικέο vmujrc είναι ορθογώνιες (κάθετες) και αντίστροφα . Δήλα-



δή σε ένα  ορθογώ νιο σύστημα συντεταγμένω ν ο ι  παραμετρικές γραμμές ε ί ν α ι  κάθετες.

Έ να  άλλο ερώτημα που θα μας απασχολήσει τώρα ε ίν α ι  το εξής : 'Οτα ν  μα ς

δ ί ν ο υ ν  μ ι α  κ α ν ο ν ι κ ή  ε π ι φ ά ν ε ι α  S κ α ι  έ ν α  κ ο μ μ ά τ ι  α υ τ ή ς __Κ πως

θ α  β ρ ο ύ μ ε τ ο  ε μ β α δ ό ν  α υ τ ο ύ  τ ο υ  κ ο μ μ α τ ι ο ύ ή κ α λ λ ί τ ε ρ α  τ ι  θα λ έ μ ε  

ε μ β α δ ό ν  τ ο υ  κ ο μ μ α τ ι ο ύ  R ; Βέβαια δ ε ν  θα αντιμετω πίσουμε το ερώτημα αυτό 

σ ’όλη του  την έκταση , αλλά μόνο σε μ ια  ε ιδ ικ ή  περίπτωση * μόνο δηλαδή όταν το
ο

R ε ί ν α ι  υποσύνολο ε ν ό ς  X(U) , όπου X : UCTR ■* S ε ί ν α ι  ένα  σύστημα συντεταγ- 

μένων τη ς S (σχήμα 38) .

σχήμα 38 |

2 ι
Ας πάρουμε λ ο ιπ ό ν  ένα  σύστημα συντεταγμένω ν X : UCR + S  μ ια ς κανονικής ? 

επ ιφ ά ν ε ια ς  S κ α ι ένα  κομμάτι R της S έτ σ ι ώστε RcX(U) κ α ι α ς ε ίν α ι  |  

Q = X‘ 1 (R) . Ε ίν α ι φανερό τό τε  ό τ ι  Q cU  (σχήμα 39) . Επίσης ε ί ν α ι  γνωστό από |

τη ν ανα λυτική  γεω μετρία  ό τ ι  το || Xu * Χγ || μας δ ί ν ε ι  το εμβαδόν του παράλληλο- |
§'

γράμμου με π λευρές τα διανύσματα X,, κα ι Χ„ . Α ντίθετα  το παραλληλόγραμμο με ·|
u  ν

π λευ ρ ές τα διανύσματα Xudu , X^dv (du ,dv  πολύ μικρά) έ χ ε ι  εμβαδόν |



II Xyduχ Xydv || * II V X v  II du*dv . Παίρνουμε τώρα ένα άλλο σύστημα συντεταγμέ­

νων Υ :U c R2 +S , έτσ ι ώστε πάλι να έχουμε RcY(U ) , «at θέτουμε <$-Y‘ 1(R) . 

Το σύστημα Υ ε ίν α ι τέτο ιο  ώστε τα διανύσματα Xu χ Xy » γδ * να e tvat 

ομορροπα , δηλαδή να δίνουν τον ίδ ιο  προσανατολισμό της S . Τ ι  σχέση έχουν 

τα ολοκληρώματα ;

II V*v lldudv , [ IIγΰ*Υν  II^ ϊ
Q Q

Πρέπει κανένας να π ερ ιμ ένει ό τ ι ε ίν α ι ίσα . Πραγματικά το καθένα εκφράζει το 

άθροισμα των εμβαδών των μικρών παραλληλογράμμων που κατασκευάζουμε στα σημεία  

του R με πλευρές (Xydu, Xydv) κ α ι (Y^dfl, Y-dv) αντίσ το ιχα  (σχήμα 40) .

Ακριβέστερα αν h - X * 1· Υ : Υ ' 1 (Χ(10ΠΥ(ΪΠ) +Χ*1(Χ(ϋ)ΠΥ(ΰ)) , (ΰ ,ν) ♦ h(u,v) -  

•(υ(ϋ,ν),ν(ίι,ν)) . τότε έχουμε : X”1 · Υ(ϋ.ν) ■  (υ(ϋ,ν) ,ν(ϋ ,ν))  ή 

Υ(ίι,ν) -  Χ(μ(ΰ ,ν),ν(ύ ,ν)) κ α ι συνεπώς

■ f > ■: ;

■f·.· .· ,·>·.'· '" j.;■ ■ ■·

■ t-P ~ '

\ Ά

> ·ΐί '}

~' s·
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/

. ; ' }- r. i.;·., ;··: σχήμα 40
.iCi- ■■■; ■ y ' ■ y-·

. i ^
Ύ&

YG = *u %♦
3u

Y 3v 
-v *

; ' i  ■
: ■ ■‘i

· ·
■ imr.r ii: r ■' • -v .y ■ y y-yy v nyr.

i ^ . r r Xu -~ +
Y 3v
\  ~~z ' y yy · - ■-·"· - vu?· .oy

^ .
H  v ·>■

3v 3v

με τον κανόνα σύνθετης παραγώγισης . 

'Ετσι λοιπόν :

V Ytr “  * ~ ~  ) -X..X3L
3ιι 3ν  3 ν  3ΰ , ν  3 ( ΰ ,ν )

Τελικά θα έχουμε ,-·:*· . < ,

Vn.vr/y ··: r

J Ι! γ ΰ χΥν  1 1 »

q y-wv·-. .

* . ·

J  V \  II
4 4

Q

3(UjV)
3(u,v)

'  . . . .  . . r ^  ■ ~

II \  |] dudv ,

• V . ' ·

dudv .;

> yj. . :.····i - .·:.·-·:·:·■

Q
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σύμ«ιωνα με το θεώρημα αλλαγής μεταβλητών σε πολλαπλά ολοκληρώματα . Συνεπώς όποιο 

σύστημα συντεταγμένων (που να δίνουν τον Ιδιο προσανατολισμό) και αν πάρουμε στην 

επιφάνεια * τότε το ολοκλήρωμα | | ll \  II dudv παίρνει πάντα την ίδ ια  τιμή.

Q
'Εχει λοιπόν έννοια ο παρακάτω ορισμός .

Ορισμός 3 .1 .6 . Έστω R ένα κομμάτι μιας κανονικής επιφάνειας S . που
2περιέχεται στο πεδίο τιμών X(U) ενός συστήματος συντεταγμένων X ; UCR -+S .

0 θετικός αριθμός

A(R) || Xu^Xy || dudv , όπου Q®X'^(R)

λέγεται εμβαδόν του κομματιού R και η ολοκληρωτέα ποσότητα || Xu x Xv l| dtidv 

λέγεται εμβαδικό σ τ ο ιχ ε ίο  (area element) της S ως προς το σύστημα συντε­

ταγμένων X .

Παρατήρηση 3 .1 .5 . Βέβαια ονομάσαμε το ολοκλήρωμα | | II Xu x Xv II dudv

V
εμβαδόν του κομματιού R«X(Q) . Η ονομασία αυτή έχει τη μαθηματική της δικαιολο­

γία , η οποία ξεφεύγει του σκοπού αυτών των σημειώσεων . Διαισθητικά κα ι από την 

Uwn που κάναμε παραπάνω σε κάποιο βαθμό δικαιολογείται αυτή η ονομασία .

Παρατήρηση 3 .1 .6. Ε ίνα ι Φανερό ότ ι : Ρ * χν II “ /EG- F2 , 

πούμε ότ ι

άρα μπορούμε

ACR) /EG - F"dudv , όπου η ποσότητα / eg - dudv

ίνσ ι άλλη έκφραση για το εμβαδικό στοιχείο της επιφάνειας S .

Παρατ^ρηση Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν ενός κομματιού R μιας

ενικής επιφάνειας 5  · υποθέτουμε ότι το Κ r iv a l μέσα σε κάποιο X(U) .
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Έ τ σ ι  λ ο ιπ ό ν  ότα ν έχουμε μ ια  επ ιφ ά νεια  και Θέλουμε να  υπολογίσουμε το εμβαδόν 

τη ς , μπορούμε να  δουλέψουμε μόνο όταν η επ ιφ ά νεια  σκεπάζεται από μ ια  περιοχή  

συντεταγμένω ν , δηλαδή από ένα  X(U) . Αυτός ο π ερ ιορ ισ μ ός δεν ε ί ν α ι  και τόσο 

σοβαρός σε μ ερ ικ ές  π ερ ιπ τώ σ εις  . ‘Οπως γ ια  παράδειγμα , όταν ένα  σύστημα συντε­

ταγμένω ν X κ α λύ π τει σ χεδόν όλη την επ ιφ ά νεια  S κ α ι αφήνει μόνο μ ερ ικ ές  

γραμμές . Επειδή όμως ο ι  γραμμές δ εν  έχου ν εμβαδόν , μπορούμε να  βρούμε το εμ - $  

βαδόν του  κομματιού τη ς S που σ κ επ ά ζετα ι από το X και αυτό θα ε ίν α ι  και το % 

εμβαδόν τη ς επ ιφ ά ν ε ια ς  S . Έ να  παράδειγμα σε αυτή την περίπτωση θα μας κατα- |  

τ ο π ίσ ε ι  π ερ ισ σ ότερ ο  .

Παράδειγμα 3 . 1 . 1 0  . Να βρούμε το εμβαδόν της επ ιφ ά νεια ς της μοναδιαίας  

σφαίρας . Ε ίν α ι  γνωστό πως η α π εικ όνισ η

X  : U C R 2 - * S 2  :  ( θ , φ )  ^ Χ ( Θ , φ )  =  ( ε ί η θ σ ο ε φ  ,  s i n 0 s i w  ,  c o s 0 )

ε ί ν α ι  ένα  σύστημα συντεταγμένω ν τη ς σφαίρας (παράδειγμα 2 . 2 . 6 )  , όπου

2 2 
U = { ( θ ,φ )  GR  : 0 < θ < π , 0 < φ <  2π} κ α ι μάλιστα το X(U) σ κ επ ά ζει όλη την S

εκ τός από μ ισ ό  μ έ γ ισ τ ο  κύκλο το ν  ΑΒΓ (σχήμα 41) . Α ς  ε ί ν α ι  τώρα ε  ένας μ ι ­

κρός θ ε τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ός κ α ι

V

σχήμα 41



Τότε to R »X(Q ) ε ίν α ι όλη η σφαίρα εκτός από μ ια  φέτα γύρω από τον ΑΒΓ 
ε ε

(σχήμα 41) . Τα θεμελιώδη ποσό πρώτης τάξης της S2 ως προς αυτό το σύστημα

[ συντεταγμένων ε ίν α ι (παράδειγμα 3 .1 .8) , Ε * 1 , F = 0 , G * s in 2e . Έ τσ ι το 

στοιχειώδες εμβαδόν της σφαίρας ε ίν α ι /^ -Ρ^ άφ άθ^ εΐηθάφ άθ .Ε π ειδ ή  τώρα

'■ Re cX(U) , έχουμε

A(Re) εΐπ θ  dtp άθ

2π-ε

dtp

π-ε

sin6  άθ

ΐ.·:.

Φ

2π-έ

( -COS0)

π-ε

• ϊ “ ; ·ν ί· ■“* ,

2 (π -ε)· (coss -  co s(π -ε))
. '- · Λ --·

Δήλαδή

A(Rr ) “  2 (π -ε)· (cose-cos(n-8))
:.<V ;ν ν '

Ε ίνα ι φανερό ό τ ι , όταν ε -»0 , τότε το A(R_) ·+A(S2) * το εμβαδόν της σφαίρας .
1 ε  : ·ν.  . -.>;.5··=; ' . r  "
Έ τσ ι λοιπόν έχουυε :

■ί.-

··.·

A(S j  * lim  A(R ) * lim  {2(n-e)(cose-cos(n-e))} «4π
t+Q €“►0

..·,*/ ··' .,-Λ &

* Ασκηση . Να β ρείτε το εμβαδόν του τόρου (Νύξη: Χρησιμοποιείστε το 

τύστημα συντεταγμένων 

2 3
X : U CR  -►  R (υ ,ν) ι- Χ ( ο ,ν )  « ((a+rcosu)cosv , (a+rcosu)sinv , rsin u )

ί:
:·'’2

ιε U ■  ((u .v) GR : 0 < u < 2π . 0 < ν < 2π) κ α ι κάνετε δ ιαδ ικασ ία  όμοια με αυτή 

:ου παραδείγματος 3 .1 .10 . Ηα βοπθηθείτε και από το σχήμα 42) .

Ι ν --

¥
■

: T 's-S .  u . , v .

s A '
■ ' ■' - > ; '1
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Ας ξαναγυρίσουμε τώρα στην α π εικ όνισ η  W eingarten γ ια  να δούμε μ ια  σπουδαία 

ιδ ιό τη τά  τη ς . Μας χ ρ ε ιά ζ ε τ α ι  ο παρακάτω ορισμός .

Ο ρ ισ μ ό ς  3 , 1 , 7 , 'Εστω F : V + V ένας γραμμικός μετασχηματισμός (μ ια  γραμ­

μική  α π ε ικ ό ν ισ η ) , όπου V ε ί ν α ι  ένα ς  δ ιανυσμ ατικός χώρος διάστασης 2. Υποθέ- 

τουμε πως ο δ ια νυ σ μ α τικ ός χώρος V ε ίν α ι  εφ οδιασμένος με ένα εσωτερικό γ ινόμ ενο  

που σ υ μ βολίζου μ ε μ ε < , > . Η α π εικ όνισ η  F λ έ γ ε τ α ι  α υ τ ο π ρ ο σ η ρ τ η μ έ ν η  

( s e l f - a d j o i n t )  ότα ν ισ χ ύ ε ι  <F(v) ,w> * <v,F(w )> , γ ια  όλα τα διανύσματα v , w € V .

( Π ρ ο σ ο χ ή  : μ π ορ εί να  μ ιλάμ ε γ ια  αυτοπροσηρτημένη γραμμική απεικόνιση  μόνο αν 

ο χώρος V έ χ ε ι  εσω τερικό γ ιν ό μ ε ν ο )  .

I

Π ρ ό τα σ η  3 . 1 . 1 . Η α π εικ όνισ η  W eingarten L : Τ (S) ·*Τ (S) ε ίν α ι  αυτοπρο-
γ F

σηρτημένη , ότα ν στο Tp(S) θεωρούμε το συνηθισμένο εσωτερικό γ ινό μ ενο  .

I ο
Α π ό δ ε ι ξ η  . Ας πάρουμε ένα  σύστημα συντεταγμένω ν X : U C IT -* X (U )cS  της 

S γύρω από το  σ η μ είο  ρ . Τότε , όπως ε ί ν α ι  φανερό , έχουμε : <N,Xu> = 0 και 

<Ν,Χν > = 0 . Αν πάρουμε παραγωγούς αυτών των σχέσεων ως προς ν  κα ι u α ν τ ί ­

σ τ ο ιχ α  π ροκ ύπ τει

<Nv *Xu > + < N 'Xuv > = 0

κ α ι

<NU, \ >  + <N,XVU> = 0 .

Ε πειδή  όμως X =ΧΛΠ , από τ ι ς  δύο τ ε λ ε υ τ α ίε ς  σ χ έ σ ε ις  θα πάρουμε
UV VU I;

<Nv ,Xu > = ^ <N,Xu v > = * <N,Xv u > = <Nu ,Xv > · Ε τ σ ι  λ ο ιπ ό ν  έΧ°υ^ε 

<Nu ,Xv > = <Νν · Χυ > · Θ έτοντας στη τ ελ ευ τα ία  σχέση L(Xu)=-Nu κα ι L(Xv )=-Ny  

(παράδειγμα  3 . 1 . 1 )  παίρνουμε

. < MXU) , V  = < L( V  - V  = <  > ·

λόγω συμμετρικότητας του εσωτερικού γ ινο μ ένο υ  .

Έ τ σ ι η σχέση < L(v) ,w > = < v ,L (w ) > που θέλουμε να  αποδείξουμε * γ ια  να  ε ίν α ι J|Jl·
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η L αυτοπροσηρτημένη . ισχόει για τα διανύσματα Xu , Xy που κάνουν μια βάση

του Τ CS) . Είναι εύκολο να αποδείξει κανένας ότι αυτή η σχέση ισχύει για κά- 
Ρ

θε ζευγάρι διανυσμάτων v,w6Tp(S) .

' Ασκηση . Δείξτε τη σχέση < L(v) ,w > » < v,L(w) > για τυχαία v,w € Tp(S). 

(Νύξη : παίρνουμε ν * aXu ♦ βΧγ , w * γΧυ + 6Xy) .

Μετά από την παραπάνω πρόταση βλέπουμε πως η συνάρτηση 

II : Tp(S) xTp(S) -*■ R : (v,w) ·-*■ II (v,w) 28= < L(v),w> είναι συμμετρική , διγραμ-

μική και λέγεται δεύτερη διγραμμική μορφή της S στο σημείο ρ , 

ενώ η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή II : Tp(S) -*-R : ν ►-*· ΙΙ(ν) 86 < L(v) ,ν > λέ­

γεται δεύτερη τετραγωνική μορφή της S στο σημείο_£ ή δεύτερη

θεμελιώδης μορφή της S (second fundamental form) .

θα κατασκευάσουμε τώρα τρεις συναρτήσεις ανάλογες προς τα θεμελιώδη ποσά
2πρώτης τάξης . Έτσι λοιπόν αν X : UcR -*-S είναι ένα σύστημα συντεταγμένων 

μιας κανονικής επιφάνειας S τότε οι τρείς διχκρορΐσιμες συναρτήσεις :

1 : UCR2·*R : (υ,ν) ·-* t(u,v) 8fc < L(XU).XU> - II(XU) 

m:UCR2 -»R: (u,v) i-*m(u,v) 8 t  <L(Xu),Xy > -  <Xu,L(Xy)>

n:U cR 2 *R: ( u ,v ) ~ n(u,v) 2fi= < L(Xy) ,Xy > = II(Xy)

I λέγονται θεμελιώδη ποσά δεύτερης τάξη<; της επιφάνειας S ως προς
ΐ  \  , .
|  το σύστημα συντεταγμένων__X .

'Ασκηση . Να δείξετε ότι : I 8ft· <L(Xu),Xu > · -  <NU,XU> * <Ν,\ ω >

i> ·Χν > »^·< NU.XV - = < N,XW > και

Ί» 88· < Ι.(Χν) ,Χν ' ·  Ny.Xy > »< Ν. Χν<ν > (Νύξη : Νπ δε ίτε  απόδειξη πρότασης

«ΝΛ
- i

¥
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3 .1*1  παραπάνω Kat παράδειγμα 3 . 1 . 1 )

Ο ρ ισ μ ό ς  3 . 1 . 8 . Έστω ένα  μη μηδενικό διάνυσμα vG T p(S) . Τότε ο α ρ ιθ - | ·

, λ έ γ ε τ α ι  κά θ ε τ η  κ α μ π υ λ ό τ η τα  τ η ς  ε π ι φ ά ν ε ι α ς  | |μός I I (u) , όπου u
l l vl l

S σ τ ο  σ η μ ε ί ο  ρ ω ς π ρ ο ς  τη  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  ν  κ α ι συμ βολίζετα ι με kn (v) 

Δηλαδή , k ^ v ) »  I I ( 2 L · ) -  < L( ) f — 3L.  > = <\άΥΧ>ν>
IIVII IIVII II ν|| II ν||

Π α ρ α τή ρ η σ η  3 . 1 . 9 . Από το ν  ορισμό τη ς κάθετης καμπυλότητας (ραίνεται αμέ­

σως (πως ; )  ό τ ι  : Αν ν  κ α ι w ε ί ν α ι  παράλληλα κα ι εφαπτόμενα διανύσματα στο 

Τ (S) , τ ό τ ε  kn (v ) = kn (w) . Έ τ σ ι λ ο ιπ ό ν  μπορούμε να  υπολογίζουμε κάθετες κα­

μπυλότητες μόνο γ ια  τα μ ονα δ ια ία  ε<ραπτόμενα διανύσματα .

Π αρα τ ή ρ η σ η  3 . 1 . 1 0 .  Ε ίν α ι φανερό ό τ ι  α ν γ ια  το ν  ορισμό της απεικόνισης
Μ

W eingarten  πάρουμε το  -Ν α ν τ ί  του Ν τό τε  η κάθετη καμπυλότητα α λλά ζει πρό-' 

σημο .

Ας πάρουμε τώρα μ ια  καμπύλη με μοναδια ία  ταχύτητα πάνω στην επιφ άνεια  S , |  

τ έ τ ο ια  ώστε α (0 ) = ρ  , α (0 )  = ν  , οπότε | | ν | | = 1  . Επειδή το διάνυσμα ταχύτητας 

a ( s )  τη ς α  ε ί ν α ι  εφαπτόμενο στην επ ιφ ά νεια  θα έχουμε : <N(s) ,a ( s ) >  = 0 ή 

παραγω γίζοντας ως προς s  έχουμε : <N(s) ,c t(s)>  + <N(s) /a (s )>  = 0 . Έ τ σ ι||

λ ο ιπ ό ν  γ ια  s  = 0 θα πάρουμε :

(* ) <Ν(0) ,ν>  « <Ν(0) ,ά (0 )>  = -<Ν (0) ,α (0 )>

Τώρα ισ χ ύ ε ι

l^ fv )  ^  l l ( v )  « < L (v ),v>  =  -< Ν (0 ),ά (0 )>  ,

αφού L(v) = L (a (0 ))= -N (0 )  ,

^  < Ν (0 ),α (0 )>  =  < N (0 ) ,k (0 )n (0 )>

= =  k (0)< N (0) ,n (0 )>  =  k (0 ) c o s0  *
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όπου n ε ίνα ι το πρώτο κάθετο πεδίο της α (παλιά το είχαμε συμβολίσει Ν) , k/ 

η καμπυλότητα της καμπύλης a , α" (0 ) -k(0)n(0) ο πρώτος τύπος του Frenet 

wet θ ε ίνα ι η γωνία των Ν(0) . η(0) . Έτσι λοιπόν η κάθετη καμπυλότητα ,. 

^ (ν) ε ίνα ι η προβολή του διανύσματος k(0)n(0) πάνω στο Ν(0) (σχήμα 43) .

Ας δώσουμε τώρα μια γεωμετρική ερμηνεία της κάθετης καμπυλότητας γ ια  να δ ικα ιο­

λογήσουμε κα ι το όνομά της ·

Αν ν ε ίνα ι ένα μοναδιαίο ε«ραπτόμενο διάνυσμα της S στο σημείο ρ , δη- 

»ή vGTp(s) κα ι || ν||Ε 1 , τότε ε ίνα ι φανερό ό τ ι το ν κα ι το, Ν(0) ορίζουν 

επίπεδο που τέμνει την επιχράνειά μας σε μια καμπύλη έστω την Cn (σχήμα 44).



-1 2 0 -

Καμπύλες της επιφάνειας που παίρνουμε κατ’αυτό το τρόπο λέγονται κάθετες τομές 

(normal sec tio n s) . Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η κάθετη τομή CR έχει μοναδι­

αία  ταχύτητα , αν ό χ ι της κάνουμε αναπαραμέτρηση . Το πρώτο, κάθετο διάνυσμα της

C στο ρ ε ίν α ι ±Ν(0) , οπότε θ=0 ή π . Έ τσι από τα παραπάνω θα έχουμε : Iη Γ ίΐ
γ ια  θ=0 ή π

kn Cv) = k(0) cose k ( 0 ) - (± 1 ) - ± k (0 ) i

όπου τώρα k(0) ε ίνα ι η καμπυλότητα της Cn στο ρ . Έτσι λοιπόν βλέπουμε 

ό τ ι η κάθετη καμπυλότητα μιας επιφάνειας S σε ένα σημείο ρ και ως προς μια ;! 

διεύθυνση ν  , στην ουσία ε ίνα ι η καμπυλότητα μιας κάθετης τομής της επιφάνειας ■[ 

(με κάποιο + ή - )  .

Παίρνουμε τώρα ένα σημείο ρ μιας κανονικής επιφάνειας S και ας είνα ι

s \  το σύνολο όλων των διανυσμάτων ν  του Τ (S) που έχουν μέτρο 1 (σχήμα 45)1  
Ρ  Ρ  %

η

σχήμα 45

Μπορούμε τώρα να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση την : 

kn : Sp^ R ί ν  *~*· kn (v)

1 Wδηλαδή μια συνάρτηση που γ ια  κάθε ν  G μας δ ίν ε ι  σα τιμή τη κάθετη καμπυλότητα 

τα της επιφάνειας S ως προς τη διεύθυνση ν  . Η συνάρτηση kn λέγεται
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συνάρτηση κάθετης καμπυλότητας της S στο ρ . Οπωσδήποτε υπάρχει 

ενα τουλάχιστον διάνυσμα e1 στο Sp , ώστε το k^e^ να ε ίνα ι η μεγαλύτε­

ρη τιμή (δηλαδή ως προς τη διεύθυνση η συνάρτηση kn παίρνει τη μεγαλύ­

τερη τιμή) , που γ ια  πιο απλά θα συμβολίζουμε με k^(p) . Επίσης υπάρχει ένα 

τουλάχιστον διάνυσμα e2 0X0 ^  , ώστε το kn(e2) να ε ίνα ι η μικρότερη τ ι­

μή (δηλαδή ως προς τη διεύθυνση e2 η συνάρτηση παίρνει τη μικρότερη τιμή)

και που γ ια  πιο απλά θα συμβολίζουμε με k2(p) . Διανύσματα όπως τα κα ι 

e2 και τα πολλαπλάσιά τους θα λέγονται κύρ ια  διανύσματα (p rincipa l 

vectors) της S στο ρ και ο ι διευθύνσεις τους θα λέγονται κύ ρ ιε ς  δ ιε υ ­

θύν σ ε ις  (p rin c ip a l d irections) της S στο ρ . Αντίστοιχα ο ι τιμές 

k^p) και k2(p) λέγονται κ ύ ρ ιε ς  καμπυλότητες (principa l curvatures) 

της S στο ρ . Επειδή πρέπει να ξεκαθαρίσουμε καλά τ ι ε ίν α ι αυτά τα 

kj(p) * k2(p) * το ^χνατον^ ου ε̂ · Η συνάρτηση kn παίρνει μια πιο μεγάλη* τ ι­

μή που συμβολίζουμε με k̂  (ρ) κα ι μια πιο μικρή τιμή που συμβολίζουμε με 

k2(p) . Τα διανύσματα ως προς τα οποία παίρνουμε αυτές τ ις  τιμές τα λέμε κύρια 

διανύσματα .

θα δώσουμε έναν ορισμό πριν αναφέρουμε μερικά παραδείγματα .

Ο ρισμός 3 .1 .9. 'Ενα σημείο ρ μιας κανονικής επιφάνειας S θα λέγεται

ί
 ομφαλικό σημ ε ίο  (umbilic point) αν k1(p )*k2(p) . Αντίθετα θα λέγεται 

μη ομφαλικό αν k^(p)^k2(p) .

#  Παράδειγμα  3. 1. 11. Ας πάρουμε την επιφάνεια επίπεδο . Τότε (παράδειγμα 

Ρ  3.1.2) έχουμε ότι σε κάθε σημείο ρ του επιπέδου και γ ια  κάθε μοναδιαίο δ ιά-
I
H νυσμα ν , εφαπτόμενο του επιπέδου στο ρ ισχύει Lp(v) *0 . Έ τσ ι λοιπόν 

kn(v) * ΙΙ(ν) * <L(v) ,ν> * 0 , δηλαδή η συνάρτηση κάθετης καμπυλότητας 1̂  του 

επιπέδου στο ρ ε ίνα ι σταθερή και ίση με μηδέν . Συνεπώς k^(p) a k2(p) *0 ♦

Με άλλα λόγια όλα τα σημεία του επιπέδου ε ίνα ι ομφαλικά .
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Παοάδει,νυα 3.1»12. Ας πάρουμε ένα σημείο ρ της σφαίρας αχτίνας R.1 

Τότε (παράδειγμα 3.1.3) , έχουμε ότ ι γ ια  κάθε διάνυσμα ν εφαπτόμενο της σφαί­

ρας στο ρ ισχύει L(v) = -  ̂ . Έτσι λοιπόνR
3

·.■?

kn(v) = II(ν) = < L(v) ,ν > = - <·̂  , ν > =-  ̂< ν,ν > = - .  Δηλαδή και. εδώ η συνάρ-1 

τπσπ κάθετης καμπυλότητας kn της σφαίρας στο ρ ε ίνα ι σταθερή . Έτσι λοιπόν 

V P )  =k2(p) =- ^ . Άρα και τα σημεία της σφαίρας ε ίνα ι όλα ομφαλικά .

Παρατήρηση 3 .1 .1 1 . Α ξ ίζε ι να σημειώσουμε ότι διαλέγοντας γ ια  την σφαίρα* 

το άλλο κάθετο (προσανατολισμό) τότε Lv= και γ ια  την κάθετη καμπυλότητα ί 

θα είχαμε k^v) =1 .

Παράδειγμα 3 .1 .1 3 . Παίρνουμε τώρα τον κύλινδρο C (Παράδειγμα 3.1·4)·| 

Τότε γ ια  το διάνυσμα ej=(0,0,1) GT (C) έχουμε L(e1) = 0 , οπότε = 0

Αντίθετα γ ια  ένα μοναδιαίο διάνυσμα e2= (α,β,Ο) GTp(C) έχουμε L(e2)= - -ρ- > |

οπότε k (e0) = - 4  · Βέβαια γ ια  ένα τυχαίο μοναδιαίο διάνυσμα eGT (C) που I
η  L κ  ρ  s

κάνει, γωνία θ με το e2 θα έχουμε (σχήμα 46) e = cos0e2 + sin0e^

'Αρα L(e) = L(cos0e2 + sin0e.j)

σχήμα 46

' ' o  C O S fl
cos0 L (e0) + sinO L (0^=- cos0 -^+sin0-O=-



rncD
Έτσι λοιπόν θα έχουμε : k^e) » 11(e) * <Le,e> ■  - e2,cos0e2 + sin9e1 > *

2
- £°·| — . Βλέπουμε λοιπόν πως η έχει μεγαλύτερη τιμή το 0 ( γ ια  θ=·| , 

δηλαδή γ ια  το διάνυσμα και μικρότερη τιμή (για θ = 0 , δηλαδή γ ια  το 

διάνυομα e2) . Τελικά έχουμε k^(p) = 0 κα ι k2(p) = . Με άλλα λόγια κα­

νένα σημείο του κυλίνδρου δεν ε ίνα ι ομφαλικό . Πρατηρούμε επίσης ότι τα διανύ- 

σματα e1 , e2 ε ίνα ι κύρια διανύσματα . Αυτά όμως τα διανύσματα αν θυμηθούμε 

το παράδειγμα 3.1.4 ε ίνα ι και ιδιοδιανύσματα του L με αντίστοιχες ιδ ιοτιμές 

■β και 0 . Αυτή η σύμπτωση δεν ε ίνα ι καθόλου τυχαία , όπως θα δούμε αμέσως τώ­

ρα . Να αναφέρουμε επίσης ότ ι παίρνοντας γ ια  τον κύλινδρο το άλλο κάθετο τότε 

θα είχαμε kj(p) =■ £ , k2(p) = 0 . Παρατήρηση : Παρατηρούμε ότ ι αλλάζοντας το

Ν αλλάζει ο ρόλος των e j,e 2 και k j,k 2 .

θα δούμε τώρα μ ια  ενδιαφ έρουσα  πρόταση .

Πρόταση 3 .1 .2. Σε κάθε σημείο ρ μιας κανονικής επιφάνειας S υπάρχει 

μια ορθοκανσνική βάση (e.|,e2} από κύρια διανύσματα έτσι ώστε L(ep  ■  k^(p)e^ 

L(e2) = k2(p)e2 .

Απόδειξη . Ας πάρουμε ένα κύριο διάνυσμα ως προς το οποίο η συν­

άρτηση kn κάθετης καμπυλότητας παίρνει την μεγαλύτερη τιμή δηλαδή kj(p) . 

Έτσι kj(p) = kn(e )̂ = <L(e^),e^> . Ας ε ίνα ι δε e ένα μοναδιαίο διάνυσμα του 

Tp(S) κάθετο στο ej , δηλαδή <e^,e>*0 . Έ τσι λοιπόν τα διανύσματα βρβ 

κάνουν μια ορθοκανσνική βάση του Tp(S) . Κάθε λοιπόν μοναδιαίο διάνυσμα υ(θ) 

του Τ (S) . που σχηματίζει γωνία θ με το e1 (σχήμα 47) . γράφεται αα

γραμμικός συνδυασμός των ,e ως :

Γ υ(θ)» cosOê  ♦  sin0e »
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σχήμα 47 *̂··Χ- V;
»ί

Έτσι, λοιπόν η κάθετη καμπυλότητα ως προς το διάνυσμα υ(θ) θα είνα ι

πιο σύντομα
:·'< ν:Λ·, kn Cu(0)) kη(θ) = ΙΙ(υ(θ)) = < L(u(0)) ,u(0) >

= < L(cos0ej + sin0e) , cos0e1 ♦  sin0e > =  < cos0L(e.|) + sin0L(e) ,

cos0e^ + sin0e > -  cos20 < L(e^) ,e^> + 2cos0sin0 <Lfe^ ,e> + sin20 < L(e),e

(p)cos20 + sin20 < L(e.j) ,e > ♦  s in 20 < L(e) ,e >

αφού kj (p) = < Le  ̂,ê  > 

Τελικά λοιπόν έχουμε : 

Π)
7 2

k (θ) = k̂  (p)cos 0+sin20 < L(e.j) *e > +sin Θ < L(e) ,e >

Η συνάρτηση kn (0) ε ίν α ι μ ιας μεταβλητής . Γ ια  να βρούμε γ ια  ποια θ η συνάρτη| 

αυτή π α ίρ νει μέγιστη ή ελάχιστη τιμή , όπως ξέρουμε από την ανάλυση πρέπει να. 

λύσουμε την εξίσωση : ,ν. .
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dk
(2) -gg- (θ) ■  -kj(p)sin20*2cos20 < L(e^) ,e  > +sin20 < L(e) ,e > * 0 .

Ξέρουμε , όμως από τη κατασκευή μας ό τ ι η συνάρτηση kn (9) παίρνει, μ ε γ ί­

στη τιμή γ ια  θ = 0 , δηλαδή γ ια  το e1 . Έ τσ ι η εξίσωση (2) π ρέπ ει,να  επαλη- 

θέυεται γ ια  θ β 0 . Γ ια  θ = 0 η (2) γ ίν ε τ α ι

2 < L(e1),e >  **0 ,

δηλαδή πρέπει <ί.(β^),β> =0 , οπότε η εξίσωση (1) γ ίν ε τ α ι : ”  ,

(3) 1^(9) ·  k1 (p)cos29+sin29 < L(e) ,e  > 

it n (2) γ ίν ε τ α ι :

<^(9)
(4) lag· * kj (p)sin29+sin29 < L(e) ,e  > -  sin29( < L(e) ,e  > -k^ (p )) * 0

Διακρίνουμε δύο περιπτώ σεις :

Π ερ ίπ τω σ η , 1 : k^(ρ) = <L (e ),e  > . Αν αυτό ισ χύ ει τότε από την (4)

dk
περαίνουμε ό τ ι -gg- (θ) * 0 , δηλαδή η συνάρτηση κάθετης καμπυλότητας 1^(9)

:ίναι σταθερή . Τότε όμως πρέπει k^(p) = k£(ρ) B c , δηλαδή το σημείο ρ ε ίν α ι 

ΐφαλικό . Αλλά τότε

L( e j )  -  < L (e 1) , e 1 > e^  ♦ < ce^ -  k 1( p ) e 1

c ~ &

L(e) * < > e 1 + < L(e) ,e  > e * ce*  k 2 (p)e-

c

.' ..· - -.·· v -·ϊ ■ ■ : · - 5

, M f’ ;' ·'y. '*-■ rf\
■'· ~ < i t-‘ϊ v '■

Λδή n ορθοκανονική βάση fe^.e} ικα νοπ ο ιεί την πρότασή μας .

Ασκηση · Να δ ε ίξτ ε  σ'αυτή την περίπτωση ό τ ι κάθε ορθοκανονική βάση ικ α -

τοιεί. την πρόταοη μας,-***
··» J. ■-,* ·ί.έ ϊ-ϊ'· $
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.» 1

Περίπτωση 2. <L(e),e>^ (p) . Σ ’αυτή την περίπτωση η (4) επαληθεύε­

τα ι μόνο γ ια  τ ις  γωνίες θ = 0 και θ = j . Έτσι λοιπόν μόνο ως προς τα διανύ- 

σματα β^(θ-Ο) και β(θ= ~) η kn(0) γίνετα ι μεγαλύτερη ή μικρότερη . Επειδή

όμως ξέρουμε ότι ως προς το γ ίνετα ι μεγαλύτερη , θα γίνεται μικρότερη ως 

προς το e . (Μπορούμε να το επαληθεύσουμε και αν πάρουμε τη δεύτερη παραγωγό 

της kn(0)). Έτσι λοιπόν το διάνυσμα e = ©2 ε ίνα ι κύριο διάνυσμα και έτσι 

k2(p) -  ̂ (β*62) 88 < L(e2) ,e2 > . Μετά από αυτά έχουμε

k 1(P }

.·■>»

κ α ι

L f e p  * < L ( e l ) , e 1 > e 1 + < L ( e ^ e 2 > e 2 = k i ( P ) e i

0 * 2 ^
L(e2) = < e1 + < L(e2) ,e2 > e2 = k2(p)e2

Ε ίνα ι (ρανερό ότι όταν το ρ δεν ε ίνα ι ομφαλικό μια μόνο ορθοκανονική βάσηI ί
ικανοποιεί την πρότασή μας .

Σχόλ ια  1. Βλέπουμε από τη παραπάνω πρόταση ότι τα κύρια διανύσματα ,e2 

μιας κανονικής επιφάνειας S σε ένα σημείο ρ ε ίνα ι ιδιοδιανύσματα της γραμ- I~γ'

μικής απεικόνιση L του Weingarten με αντίστοιχες ιδ ιοτιμές k (̂p) και 

k2(p) .

2. Αν e-j, e2 ε ίνα ι τα κύρια διανύσματα μιας κανονικής επιφάνειας S σε? 

ένα μη ομφαλικό σημείο ρ και υ(θ) ε ίνα ι ένα μοναδιαίο διάνυσμα που κάνει γω# 

ν ία  θ με το , τότε η κάθετη καμπυλότητα ως προς το υ(θ) είνα ι : ’•'ί'
%

πιο σύντομα 7 7
kn(u(0)) ---------  kR(0) s k^(p)cos υ + k2(p)sinz0 -

όπως βγαίνει από τη σχέση (3) στη παραπάνω απόδειξη . Αυτή η τελευταία εξίσωση^ 

(τύπος) , λέγεται και εξίσωση του E u le r .

*

Σημαντική παρατήρηση . Από τη Γραμμική Άλγεβρα είνα ι γνωστό ότι , αν η Ĵg* 

L:V -*V ε ίνα ι αυτοπροσηρτημένη , τότε έχει πραγματικές ιδιοτιμές και ορθοκανο-^
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νική βάση από ιΛιοδιανύσματα . θα μπορούσαμε κάλλιστα να ονομάσουμε τ ις  

' ιδ ιο τ ιμ ές  ως κύριες καμπυλότητες κα ι τα ιδιοδιανυσματα ως κυρία διανυσματα κ α ι 

r να αποφύγουμε πολλές από τ ις  προηγούμενες δ ια δ ικ α σ ίες . Δεν το προτιμήσαμε όμως 

i γ ια  λόγους γεωμετρικής εποπτείας .

Iί
ϊ Ο ρ ισ μ ό ς 3 . 1 . 1 0 . Έστω S μ ια  κανονική επκράνεια . Τότε η συνάρτηση

( ορ
ί Κ : S-+R : ρ >-►  Κ(ρ) ■ —  k 1(p)k2Cp)

I
f λέγετα ι συνάρτηση κ α υ π υ λ ό τη τα ς του  G auss (Gauss curvature) της ε π ι-  

■ φάνειας S , ενώ η συνάρτηση
.'X. *

ορ .
H ; S - R : p ^ H ( p )  —  \ (k^p) * k 2(p)) 

ι λέγετα ι συνάρτηση μ έσ η ς κ α μ π υ λό τη τα ς  της S (mean curvature) .

Ορισ μ ό ς  3 . 1 . 1 1 . 'Ενα σημείο ρ μ ιας κανονικής επιφ άνειας S λ έγ ετα ι : j

( i)  Ελλ ε ιπ τ ικ ά ( e ll ip t ic )  , αν Κ(ρ)>0 j

f i i )  Υ π ερ β ο λ ικ ό  (hyperbo lic) , αν Κ(ρ) < 0

( i i i )  Π α ρ α β ο λ ικ ό  (p arab o lic) , αν Κ (ρ)* 0  κ α ι (k^(ρ) ^ ( ρ ^ ίΟ ,Ο )  ^

(iv ) Επ ίπ ε δ ο  (planar) , αν k^ p ) = k2(p) “ 0

Παρατήρηση : Έ να επίπεδο σημείο ε ίν α ι πάντα ομφαλικό χω ρίς να συμβαίνει «

κ α ι το αντίστροφο . .

Ας βρούμε τώρα τη συνάρτηση καμπυλότητας Gauss κ α ι τη συνάρτηση μέσης 

καμπυλότητας γ ια  μ ερ ικές γνωστές επιφ άνειες .

Παράδ ε ιγ μ α  3 . 1 . 1 4 . Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.1.11 σε κάθε σημείο ρ  

του επιπέδου έχουμε k^(n) ® k£(ρ) “ 0 · Δηλαδή όλα τα σημεία του επιπέδου ε ίν α ι 

επίπεδα κα ι μάλιστα Κ ξ  0 , Η = 0 ,

Παράδ ε ιγ μα 3 . 1 .  15. Σύμφωνα uf· το παράδειγμα 3.1.12 σε κάθε σημείο ρ  

της σφαίρας αχτίνας R r /ουμε k  ̂(ρ) ·= k 2 (p) * ·  ̂ · Έ τ σ ι θα εχουυε
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L ·

K(p) - k 1 (p) -k 2 (p) * > 0 . Δηλαδή όλα τα σημεία της σφαίρας ε ίν α ι·  ελλειπ τικ ά  .

Επίσης Η(ρ) =-£ (ρ) + ^2 (ρ ))  = 7  C- R '  f t )  = '  ft · Για τη σφαίρα α χτ ίνα ς  R

βλέπουμε ό τ ι  η συνάρτηση καμπυλότητας Gauss Κ κ α ι η συνάρτηση μέσης καμπυλό­

τητας Η ε ί ν α ι  σταθερές . Αν παίρναμε το άλλο κάθετο γ ια  τη σφαίρα θα βρίσκαμε

π ά λ ι Κ(ρ) =-̂ 2 * αλλά Η(ρ) = 1  .
R

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 . 1 , 1 6 , Για τον  κύλινδρο C α χ τ ίν α ς  R θα έχουμε ό τ ι  σε 

κάθε σημ είο  ρ  του κυλίνδρου ισχύουν , k1 (ρ) = 0  κα ι k2 (p) = -  1  .Έ τσ ι λο ιπ όν  

Κ(ρ) = 0 (k^ (ρ) = 0 , k 2 (p) = -  0) , δηλαδή όλα τα σημεία του κυλίνδρου ε ίν α ι

παραβολικά . Επίσης Η(ρ) = Jjrfkj (ρ) + k 2 (p ))  ( -  ^  + 0) = -  .

Εύλογο ε ί ν α ι  τώρα το παρακάτω ερώτημα : Μήπως κάθε ιδ ιοδιάνυσμα  του L ε ί ­

ν α ι  κ ύρ ιο  διάνυσμα τη ς επ ιφ ά νεια ς  ; Πραγματικά αυτό σ υ μ βα ίνει κα ι δ ε ίχ ν ε τ α ι  στη 

παρακάτω πρόταση . Μ

Π ρ ότα σ η  3 . 1 . 3 , Έστω ρ ένα  σημείο  μ ια ς  κανονικής επ ιφ ά νεια ς S και 

vG T p (S ) ένα  ιδ ιοδ ιά νυ σ μ α  του L με α ντ ίσ τ ο ιχ η  ιδ ιο τ ιμ ή  α (δηλαδή : L(v)=av) . 

Τότε το ν  ε ί ν α ι  κύριο  διάνυσμα με α ντ ίσ τ ο ιχ η  κύρια  καμπυλότητα το a  .

Α π ό δ ε ιξ η  . Αν το  σημ είο  ρ ε ί ν α ι  ομφαλικό , τό τε  η πρόταση ε ίν α ι  φανερή.

Ας δεχτούμ ε λ ο ιπ ό ν  ό τ ι  το ρ δ εν  ε ί ν α ι  ομφαλικό (k^(p) ^ k 2 (p ))  . Σε μια τέτο ια  ' |

3*
1

I
κατάσταση , σ ίγουρα  το  α  ε ί ν α ι  δ ιαφ ορετικό  από το k-j(p) ή το k 2 (p) . Χω- *

ρ ί ς  βλάβη της γεν ικ ό τ η τα ς μπορούμε να  υποθέσουμε ό τ ι  k^(p) ί  α . Από τη πρότα- |  f  

ση 3 .1 .2  όμως έχουμε L(e^) = k^(p)e-j . Ά ρα , αφού ο L αυτοπροσηρτημένος | | |  

ισ χ ύ ε ι  , < Lfe^) , ν  > =  < ,L (v ) > ή < ^  (p)e^ ,ν >  = < e 1 ,a v >  ή

(k.j (ρ) - a )  < , ν  > = 0 . Συνεπώς < , ν  > = 0  , αφού k  ̂(ρ) ϊ α . Αυτό σημαίνει

ό τ ι  το  ν  ε ί ν α ι  παράλληλο με το e 2 , δηλαδή το ν  ε ί ν α ι  κύριο διάνυσμα . Ας 

βρούμε τη κάθετη καμπυλότητα ως προς τη διεύθυνση  του ν  . Θα έχουμε :
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op
k2(p) —  kn(e2) —  k„(v) —  

1 1

< L ( — —  ) >

< L (v ) ,v  >

l l vl l II v  ||

< α ν ,ν  > =

llvll l l v l l  

a < v ,v>

llv l l

Έ τσ ι λουπών δείξαμε αυτό που θέλαμε

Ας φανταστούμε τώρα μ ια  κανονική καμπύλη Y:I*S μ ιας κανονικής επιφ άνειας S, 

τέτοια  ώστε σε κάθε σημείο γ ( t ) της καμπύλης το διάνυομα ταχύτητας ν (t)  

ε ίν α ι κύριο διάνυομα της επιφ άνειας S στο γ ( t) . Μια τέτο ια  καμπύλη λέγετα ι 

γραμμή κ α μ π υ λό τη τα ς της επιφ άνειας S . Πως όμως μπορούμε να  ε λ έ γ χ ο υ ­

με αν μ ια  καμπύλη γ  ; I -»S ε ί ν α ι  γραμμή κ α μ π υ λ ό τη τα ς ; Η παρακάτω 

πρόταση μας εξασφ αλίζει μ ια  ικανή κ α ι αναγκαία συνθήκη γ ια  να ε ίν α ι η γ  . γραμ­

μή καμπυλότητας .

Πρόταση 3 . 1 . 4 .Μια κανονική καμπύλη γ  της κανονικής επιφ άνειας S ε ίν α ι 

γραμμή καμπυλότητας ( lin e  o f curvature) της S , αν κ α ι μόνο αν , τα  δ ιανύ - 

 ̂ σματα N '(t)  κα ι γ ' (t) ε ίν α ι παράλληλα , όπου N(t) =N(Y(t)) .

■ ι

! *
Λ\ *

Α π ό δ ε ιξ η . Ας δεχτούμε πρώτα ό τ ι ισ χύ ει N '( t ) * - 0 ( t ) v ' ( t )  . θα δείξουμε 

|| ό τ ι η καμπύλη γ , ε ίν α ι γραμμή καμπυλότητας , δηλαδή ό τ ι το διάνυομα γ ' ( ί )  

ε ίν α ι κύριο διάνυομα γ ια  κάθε t  . Πραγματικά , επειδή L(Y ’ (t))=-M'(t) (ορισμός 

απεικόνισης Weingarten) θα εχουμε ί ( γ ’ (τ)) · λ ( τ ) γ ' ( τ )  , δηλαδή το v ' ( t )  ε ί ­

να ι ιδιοδιανυσμα του L με αντίσ το ιχη  ιδ ιο τ ιμ ή  λ( t ). Σύμφωνα λοιπόν με τη

πρόταση 3.1.3.  το γ  (t) ε ίν α ι κύριο διάνυομα , αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε. 

Επίσης το λ( t ) ε ίν α ι κύρια καμπυλότητα της S στο σημείο γ( t) ως προς τη 

διεύθυνση γ (t) . Αντίστροφα τώρα , σαν ά σ κ ηση .

Παράδε ιγ μ α  3 ; Η  17. Ηεωρούμε τον ορθό κυκλικό κύλινδρο α χτίνας R . Τό-
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τ ε  σύμφωνα με το παράδειγμα 3 . 1 . 4  ένα  διάνυσμα κάθετο στον κύλινδρο ε ίν α ι  το  

N (x»y»z)=  , £  , 0 ) .  θεωρώ τη καμπύλη Υ:Ι ->-C:t ->-Y(t) = ( x ( t )  , y ( t )  ,α ) , όπου

α=σταθερό kxxl ( x ( t ) ) 2+ ( y ( t ) ) 2=R2 . 'Εχουμε, γ '  ( t ) - ( x ’ ( t )  , y ’ ( t )  , 0 ) .  Επίσης

N (t )= N (Y (t ))= (  η Ώ .  , ,ο )  καε συνεπώς N ' ( t ) =  i  (x ' ( t )  ,y '  ( t )  ,0 )=  g - v ' ( t ) .

Έ τ σ ι η καμπύλη γ  ε ί ν α ι  γραμμή καμπυλότητας του κυλίνδρου .

θα κ λείσ ου μ ε με ένα  ακόμη ορισμό .

Ορισμός 5 . 1 . 1 2  . Έ να  διάνυσμα vG T pS τ έ τ ο ιο  ώστε να  ισ χ ύ ε ι <Lv,v> = 0 λ έ ­

γ ε τ α ι  ασυμπτωτικό διάνυσμα (ή διεύθυνση ) στο p C S .  Μια κανονική καμπύλη γ : Ι  + S  

τ έ τ ο ια  ώστε το  γ ' ( ΐ )  ε ί ν α ι  ασυμπτωτικό γ ια  κάθε t  λ έ γ ε τ α ι ασυμπτωτική κα­

μπύλη τη ς επ ιφ ά νεια ς  .

Ασκήσεις

1. Έστω ρ ένα  υπερβολικό σημ είο  μ ια ς κανονικής επ ιφ ά νεια ς S . Να α ποδεί­

ξ ε τ ε  ό τ ι  στο Tp (S ) υπάρχουν δύο ασυμπτωτικές δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις . Να δ ε ίτ ε  ό τ ι  αυτές  

ο ι  δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις  δ ιχο το μ ο ύ ντα ι από τ ι ς  κ ύ ρ ιες  δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις . Τι γ ίν ε τ α ι  σε ένα πα­

ρα βολικ ό , ε λ λ ε ιπ τ ικ ό , επ ίπ εδ ο  σημείο  ;

2. Να δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  το  άθροισμα των καθέτων καμπυλοτήτων μ ια ς κανονικής ε π ι ­

φ ά νεια ς  S σ ε ένα  σ η μ είο  ρ ,  ως προς δύο τυχα ία  κάθετα διανύσματα ε ίν α ι  σταθερό 

κ α ι ίσο με 2Η (ρ), όπου Η η συνάρτηση μέσης καμπυλότητας .

3 . Μια κα νονική  επ ιφ ά νεια  S λ έ γ ε τ α ι  συνεκτική ότα ν κάθε δύο οποιαδήποτε ση­

μ ε ία  της μπορούν να  ενωθούν με μ ια  καμπύλη που βρίσ κ ετα ι ολόκληρη πάνω στην επ ι­

φ ά ν εια . Να α π ο δ ε ίξ ετ ε  ό τ ι  μ ια  κανονική  συνεκτική  επ ιφ ά νεια , που έ χ ε ι  όλα τα ση­

μ ε ία  ομφαλικά, ε ί ν α ι  κομμάτι από επ ίπ εδ ο  ή κομμάτι από σφαίρα .

4 . Έστω ρ ένα  σ ημ είο  μ ια ς  κα νονική ς επ ιφ ά νεια ς S κα ι vG T p (S) ένα διάνυσμα 

σταθερό. Αν kn (0) ε ί ν α ι  η κάθετη καμπυλότητα ως προς ένα  διάνυσμα υ (θ ) που κάνει 

γω νία  θ με το σταθερό διάνυσμα ν ,  να  α π ο δ είξετε  ό τ ι  η μέση καμπυλότητα της ε π ι­

φ ά νεια ς  S στο σ ημ είο  ρ , δ ίν ε τ α ι  από τη σχέση
π

Η(ρ) {  kn ce)d© .

0
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op
5· Η συμμετρική διγραμμική συνάρτηση III : Tp(S) *Tp(S) + R : (v,w) ► HI(v>w)e

<L2(v ) , w > , όπου L 2(v) »L(L(v))  , λέγετα ι τ ρ ί τ η  δ ι γ ρ α μ μ ι κή μορφή 

της επιφάνειας , ενώ η αντίστοιχη  τετραγωνική μορφή III : Tp (S) -*■ R : ν »—»- IIIfv}· 

« < L2(v ) ,ν > λέγετα ι τ ρ ί τ η  τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ή  μορφή της επιφ άνειας ή τ ρ ί τ η  

θ ε μ ε λ ιώ δ η ς  μορφή της επιφ άνειας . Να δ ε ίξετε  ό τ ι ισ χύ ει :

Ι Π - Ζ ίΙ Ι  «-ΚΙ =0

3 . 2 .  Ι σ ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  Α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς  Ε π ιφ α ν ε ιώ ν

H Σ'αυτή τη παράγραφο θα ασχοληθούμε με μ ια  κατηγορία απεικονίσεων επιφανειών ,

H δηλαδή απεικονίσεων που διατηρούν κάποια σ το ιχε ία  των επιφανειών .

11 Στη προηγούμενη παράγραφο ορίσαμε τη μετρική μ ια ς κανονικής επιφ άνειας κ α ι

|ΐ είδαμε πως με τη βοήθεια της μετρικής μπορούμε να βρούμε μήκη διανυσμάτων , μή- 

*' κη καμπύλών , κ .λ .π . Έ τ σ ι η μετρική μ ια ς επιφ άνειας μας βοηθάει να κάνουμε τ ις

H  μετρήσεις μας πάνω στην επιφ άνεια . χωρίς να λάβουμε υπόψη τον περιβάλλοντα χώ- 

H  ρο , αν κ α ι η μετρική προέκυψε από τον περιβάλλοντα χώρο . Το γεγονός αυτό ε ίν α ι 

η αρχή γ ια  τη δημιουργία της λεγάμενης "Εσωτερικής Γεωμετρίας των Επιφανειών" 

(In tr in s ic  Geometry o f  Surfaces) . Στο μέρος αυτό της θεωρίας των επιφανειών 

τοποθετούνται σχέσεις κ α ι ιδ ιό τη τες που εξαρτώνται μόνο από τη μετρική . Εξ άλλου 

στα παραδείγματα 3.1.6 κα ι 3.1.7 είδαμε ό τ ι το επίπεδο κ α ι ο κύλινδρος έχουν , 

ως προς κάποια συγκεκριμμένα συστήματα συντεταγμένων . μετρική της ίδ ια ς  μορφής 

|| παρά το γεγονός ό τ ι επίπεδο κ α ι κύλινδρος ε ίν α ι διαφ ορετικές από άποψη σχήματος 

f  επιφ άνειες . Επ ί πλέον ένα επίπεδο κομμάτι ύωασμα μπορούμε να το τυλίξουμε πάνω 

στο κύλινδρο . χωρίς να μπορούμε να κάνουμε το ίδ ιο  πάνω στη οφαίρα χω ρίς να  

διπλώσουμε το ύφασμα ή να το κόψουμε . θα κοιτάξουμε να μαθηματικοποιήσουμε 

[αυτές τ ις  παρατηρήσεις .

Στα επόμενα S και S θα ε ίν α ι κανονικές επιφ άνειες .
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θα α ρχίσουμε τη συζήτηση με έναν ορισμό .

Ο ρ ισ μ ό ς  3 . 2 . 1 , Μια α π εικ όνισ η  F : S-*S δύο κανονικών επκρανειών λ έ ­

γ ε τ α ι  ισ ο μ ετρ ία  (iso m etr y ) στο σημείο p C S  4 αν η dFp (άλλως F*p) δ ιατηρεί 

τα εσω τερικά γ ιν ό μ ε ν α  . Δηλαδή ισ χ ύ ε ι

(1 )  < v , w >  = < dFp(v) ,dFp (w) > , γ ια  όλα τα v.wG TpS . Αν η F : S + S

ε ί ν α ι  αμφ ίδιαφ όριση κ α ι ισ ομ ετρ ία  σε κάθε p G S  , τό τε  η F λ έ γ ε τ α ι ισομε- 

τ ρ ία  μεταξύ των S , S κ α ι ο ι  δύο επ ιφ ά ν ε ιε ς  λ έ γ ο ν τ α ι ι σ ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  ή 

ε φ α ρ μ ό σ ι μ ε ς  ε π ι φ ά ν ε  ι  ε ς  ( is o m e tr ic  s u r fa c e s )  .

Π α ρ α τή ρ η σ η  . Κάθε επ ιφ ά νεια  S ε ί ν α ι  ισομετρική με τον  εαυτό της , 

αφού η ταυτότητα I : S-+S ε ί ν α ι  αμφίδιαφόριση κ α ι ισομετρία  σε κάθε σημείο  

p G S  .

I ί

* Α σκη ση  ; Η σχέση " Η S ε ί ν α ι  ισομετρική  με την S " ε ίν α ι  σχέση 

ισ οδυνα μ ία ς μέσα στο σύνολο των επιφ ανειώ ν .

Π ρ ότα σ η  3 . 2 . 1 . Ας ε ί ν α ι  F : S- *S μ ια  α πεικ όνισ η  των επιφανειώ ν S ,

S · Υποθέτουμε πως I , ϊ  ε ί ν α ι  ο ι  πρώτες θ εμ ελ ιώ δ εις  μορφές των S , S 

στα σημεία  p ,F (p )  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  . Η F ε ίν α ι  ισ ομ ετρία  στο ρ , αν και μόνο αν 

ισ χ ύ ε ι  :

(2 ) Ι ( ν )  s  ϊ (  d F ( v ) )  , γ ια  κάθε v € T pS

Α π ό δ ε ι ξ η  . Αν η F ε ί ν α ι  ισ ομ ετρ ία  στο ρ τό τε  ισ χ ύ ε ι  φανερά η (2) . 

Αντίστροφα , ας ε ί ν α ι  v ,w G TpS . Τότε η (2 ) κ α ι η ταυτότητα  

< v ,w  > » j  {< v+w , v+w > - < ν , ν > - <  w,w > } συνεπάγονται αμέσως την (1) . Έ τσι 

η F ε ί ν α ι  ισ ομ ετρ ία  στο ρ .

Παρ α τ ή ρ η σ η : Βλέπουμε λ ο ιπ ό ν  ό τ ι  αν F : S + S ε ί ν α ι  μ ια  απεικόνιση , 

τό τ ε  τα  παρακάτω ε ί ν α ι  ισοδύναμα
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(1) F ισομετρία στο ρ

(2) dFP
διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο ■y . S;.:

(3) dFp
διατηρεί μήκη διανυσμάτων . •

θεωρούμε τώρα μ ία  απεικόνιση F : S + S κα ι ας είνα ι, γ ; I -*Έ μ ια  καμπύλη 

της S * Τότε η 3 = F « v : I - ^ S  ε ίν α ι μ ια  καμπύλη της S , που συμβολίζουμε με 

F(y ) . Η παρακάτω πρόταση ε ίν α ι σημαντική .

> ·'

Πρόταση 3 . 2 . 2 . Ας ε ίν α ι F : S + S μ ια  αμφιδιοκρόριση . Η F ε ίν α ι ισ ο- 

μετρία , αν κα ι μόνο αν , γ ια  κάθε καμπύλη γ της S , ο ι γ  κ α ι F(y ) έχουν 

ίδ ιο  μήκος .

Α π ό δ ε ιξ η  . Αν υποθέσουμε πως η F ε ίν α ι ισομετρία τότε τα μήκη των

γ ' ( ΐ ) ,  dF(Y '(t)telvai ίσα κ α ι συνεπώς τα μήκη ί  |γ'(τ)|d t , ί |dF(Y'(t]) |dt των

I  I

γ . F(y ) ε ίν α ι ίσα . Αντίστροφα . ας υποθέσουμε πως η F δ ια τη ρ εί τα μήκη των 

καμπύλών . θα δείξουμε πως ε ίν α ι ισομετρία σε κάθε σημείο ρ G S . θεωρούμε ένα 

σύστημα συντεταγμένων X : U C R -*■ S , γύρω από το ρ G S . Ε ίν α ι φανερό πως η 

F · Χ = Υ : U C Rz ·+ S ε ίν α ι σύστημα συντεταγμένων της S γύρω από το F(p) .

θεωρούμε τώρα καμπύλη v : [ 0 . a ] * S  . γ ( t) * X ( u ( t ) ,v ( t ) )  με γ(0) =X(u(0),v(0))=p  

και ν' (0) ■  ν . Τότε η β = F · γ : [θ,α] -*· S ε ίν α ι καμπύλη της S με β(0) »· F(p) 

και β*(0) * dFp(v) . Τα μήκη τόξων των γ  , F(y ) · β  με αρχή το 0 ε ίν α ι :

f t  ,t
s , ( t ) »  j IY * 11) I dt . . s 2( t ) -  | d F ( v ' ( t ) ) | d t  .

0 0

Σύμφωνα με την υπόθεσή μας s 1( t ) « s 2(t) . Έ τ σ ι λοιπόν | γ ' (t) | * | d F(y ’ ( t ) ) |

κα ι συνεπώς |γ'(0)| * | d F(y '(0))| ή |v| = |dF(v)| . Η πρόταση 3.2.1 τώρα μας 

λέγ ει πως n F ε ίν α ι ισομετρία στο ρ . Αφού όμως η F ε ίν α ι κ α ι αμφιδιαιρόριση , 

Ρσ ε ίν α ι ισομετρία σύμφωνα με. τον ορισυο μας .

I
I
I
I
ί
*
1J



Π α ρ α τή ρ η σ η  „ Η παραπάνω πρόταση μας λ έ ε ι  κα ι το εξής σημαντικό συμπέ­

ρασμα . Ό τα ν  η F : S -► S ε ίν α ι  ισ ομ ετρ ία  και θεωρήσουμε τα συστήματα συντεταγμέ­

νων X : U C R2 S , Y = F ® X : U C R 2 + S , (δηλαδή θεωρούμε σ τ ις  S , S ίδ ιε ς  πα­

ραμέτρους) τ ό τ ε  στα α ν τ ίσ τ ο ιχ α  σημεία  (σημεία  με ίδ ι ε ς  παραμέτρους) , τα θεμε­

λιώδη ποσά πρώτης τάξης της S ε ί ν α ι  ίσα α ντισ τοίχω ς με τα θεμελιώδη ποσά πρώ­

της τάξης τη ς S . Πραγματικά , αφού Yu = d FCXU) , dF(Xy ) 00 έχουμε :

E (u ,v )  » <Xu ,Xu >=<dF(Xu) ,dF(Xu) > = <Yu ,Yu > = E (u ,v )

F (u ,v )  = με όμ οιο  τρόπο = F (u ,v )

G (u ,v ) = με όμ οιο  τρόπο = G (u ,v )

Τώρα τ ο ν  κ ύλινδρο  C κόβοντάς το ν  κατακόρυφα μπορούμε να  τον α νοίξουμε και να

τ ο ν  εφαρμόσουμε σε ένα  κομμάτι Α του επ ιπ έδου  . Αυτό σ η μ α ίνει πως το κομμάτι

Α ε ί ν α ι  ισομετρική  επ ιφ ά νεια  με το ν  κύλινδρο , αφού στην α ν τ ισ τ ο ιχ ία  αυτή ,
»?

α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  καμπύλες έχου ν  ίδ ιο  μήκος . Αυτή η διαπίστωση δ ικ α ιο λ ο γ ε ί κα ι το γ ε ­

γ ο ν ό ς  ό τ ι  στα παραδείγματα 3 . 1 . 6  και  3 . 1 . 7  βρήκαμε πρώτες θεμελιώ δεις μορφές 

της ίδ ια ς  μορφής .

Η παρακάτω πρόταση μας δ ί ν ε ι  ένα  αντίστροφο του συμπεράσματος , που δ ια ­

πιστώσαμε στη προηγούμενη παρατήρηση .

Π ρ ό τα σ η  3 . 2 . 3 . Ας ε ί ν α ι  X : U + S , X : U +  S τοπικά συστήματα συντεταγ­

μένων των S , S α ν τ ίσ τ ο ιχ α  . Αν Ε (υ ,ν )  * Ε (υ ,ν )  , F (u ,v )  = F (u ,v ) και 

G (u ,v ) = G( u , v )  , τ ό τε  η Ρ = Χ * Χ ~ Ί :X(U) -*X(U)  ε ί ν α ι  ισομετρία  .

Από δ ε ι ξ η  . Ε ίν α ι φανερό πως η F ε ί ν α ι  αμφιδιαφόριση . Αρκεί να  δείξουμ ε  

πως δ ια τ η ρ ε ί τα μήκη των καμπύλών . Πραγματικά , αυτό σ υ μ βα ίνει , οκρού γ ια  τη 

καμπύλη ν ( t ) = X ( u ( t )  , v ( t ) )  κα ι την εικ όνα  της β ( ΐ )  : F ( v ( t ) )  = X® X ~ V x (u (t)  , 

v ( t ) )  = X (u (t)  , v ( t ) )  έχουμε :

Y ' ( t ) = X u u ' f t l + ^ v  ( t )  , β ' ( t ) e X u ' ( t )  + Xv V' ( t ) και συνεπώς
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|Y '(t)| e |p#(t)| , λόγω του ότι, τα θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης ε ίνα ι Ισα . Δη­

λαδή β <XU,XU > <XU,XU> . < V Xv> = F * Fs <V v > ·

<XV,XV > eG* G* <\ * \ > · Έ τσ ι σύμφωνα με τη πρόταση 3.2.2 η F ε ίνα ι

ισομετρία ·

Ε ίνα ι φανερό πως δεν υπάρχει αμφιδιοκρόριση μεταξύ όλου του επιπέδου κα ι 

όλου του κυλίνδρου (γ ια τ ί:) . Έ τσ ι όλο το επίπεδο δεν μπορεί να ε ίνα ι ισομε- 

τρικη επιφάνεια με όλο τον κύλινδρο . Εντούτοις όλος ο κύλινδρος ε ίν α ι ισομετρι- 

κή επιφάνεια με ένα κομμάτι του επιπέδου (κόβουμε τον κύλινδρο σε μια γενέτει­

ρα και τον ανοίγουμε να εφαρμόσει στο επίπεδο ) . Το γεγονός αυτό μας οδηγεί 

στο παρακάτω ορισμό .

Ορισμός 3 . 2 . 2. Δίνονται ο ι κανονικές επιφάνειες S , S . Η απεικόνιση 

F :S  + S λέγεται τοπ ική  ισ ομ ετρ ία  (loca l isometry) αν γ ια  κάθε p€S  , 

υπάρχει περιοχή V του ρ , έτσι ώστε η F|y : VCS-*F(V) CS ε ίν α ι ισομετρία. 

Αν υπάρχει τοπική ισομετρία F : S -► S , τότε η S λέγεται τοπ ικά  ισ ο μ ε τρ ι- 

κή (lo ca lly  isometric) με την S .

Παρατήρηση : Ε ίνα ι φανερό πως μια αμφιαδιαφόριση F : S + S , που ε ίν α ι το- 

πική ισομετρία , ε ίν α ι ισομετρία ·

Παράδειγμα  3 , 2 . 1 . Το επίπεδο„ π ε ίνα ι τοπικά ισομετρική επιφάνεια με 

τον κύλινδρο C . θεωρούμε το Oxy επίπεδο γ ια  π . Τότε η απεικόνιση

F : π * C # (xfy) -*·F(xfy) * (cosx f sinx , y)

ε ίνα ι τοπική ισομετρία . Η γεωμετρική έννοια της F ε ίνα ι ό τ ι τυλίσσει το π 

άπειρες ωορές γορω από τον κύλινδρο C . Ας ε ίνα ι pQe (Χη^η) * θεωρούμε 

τη λωρίδα V * {(χ ,y) G R2 : χ C (χ0*π , χ0+π) . y G R} * που ε ίνα ι μια περιοχή του 

ρ0 . Τότε ε ίνα ι φανερό ότι F(V) ε ίνα ι όλος ο κύλινδρος εκτός από την γενέτειρα 

* {(x .y .-l €R3 : χ - cosXn , y«-sinxQ  , zGR) . Επί πλέον η F |ν : V F(V) ε ίν α ι
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αμφιδιαφόριση · Όμως ol απεικονίσεις :

X : V -V C R 3 : (x,y)+XCx,y) = (x.y.O)

1 : V-^FCV) CR3 : (x,y) +X(x,y) -  (cosx , pnx , y)

ε ίν α ι συστήματα συντεταγμένων των V , F(V) κα ι ως προς αυτά , όπως ξέρουμε 

(παραδείγματα 3.1.6 και 3.1.7) ο ι πρώτες θεμελιώδεις μορφές ε ίνα ι ίδ ιες . Έτσι 

η F ε ίνα ι τοπική ισσμετρία ♦ δεν ε ίνα ι όμως ισομετρία αφού η F : π*»0 δεν 

ε ίνα ι αμφιδιαφόριση .

θα συνεχίσουμε τη συζήτηση ορίζοντας , χωρίς πολλές λεπτομέρειες , την 

(εσωτερική) απόσταση δύο σημείων Ρ , Q πάνω σε μια επιφάνεια S .

Θεωρούμε μια κανονική επιφάνεια S και ας ε ίνα ι P,Q δύο σημεία της.Γϊαίρ- 

νουμε όλες τ ις  κατά τμήματα λείες καμπύλες της S που ενώνουν τα δύο σημεία. Κά­

θε τέτοια καμπύλη έχειμήκος ένα μη αρνητικό αριθμό. Παίρνουμε το μεγαλύτερο κάτω 

αυτών των μηκών . 0 αριθμός αυτός (μεγαλύτερο κάτω φράγμα) λέγεται (εσωτερική) 

απόσταση ( in tr in s ic  distance) των σημείων Ρ , Q και συμβολίζεται με

dS(P ’ Φ  ·

Παρατηρήσεις : 1. Ε ίνα ι φανερό ότι η dg(P , Q) ε ίνα ι μεγαλύτερη ή ίση



-137-

<*
από την απόσταση |Ρ -Q| των σημείων σαν σημεία του R (άσκηση 7 , στη σε­

λίδα  26) .

2. Δεν ε ίν α ι σωστό ό τ ι μπορούμε να βρούμε πάντα μ ια  καμπύλη της επιφ άνειας 

S , που να ενώνει τα σημεία Ρ , Q κ α ι της οποίας το μήκος να ε ίν α ι όσο η από­

σταση dg(P , Q) . Πραγματικά , αν S ■= Oxy επίπεδο -{0} κ α ι Ρ= (-1,0,0) ,

Q» (1,0.0) τότε dg(P,Q) = 2 , αλλά δεν υπάρχει καμπύλη της S , που να ενώνει 

τα Ρ , Q κ α ι να έ χ ε ι μήκος 2 (γ ια τ ί ;) .

3. Αν F : S + S ε ίν α ι μ ια  ισομετρία , ε ίν α ι φανερό πως γ ια  κάθε ζευγάρι

σημείων P . Q G S  ισ χύ ει ό τ ι : dg(P , Q) ■  d-(F(P) , F(Q)) (γ ια τ ί ;) .

3 . 3 .  Ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  W e in g a r t e n  , Ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  του  G auss . Ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  

των M a i n a r d i - C o d a z z i  .

Στη παράγραρο αυτή θα προσπαθήσουμε να βρούμε μερικούς χρήσιμους στη θεω­

ρ ία  των επυρανειών τύπους γ ια  τον υπολογισμό της καμπυλότητας του Gauss κ α ι της 

μέσης καμπυλότητας . Στην αρχή θα δώσουμε κάποιες γνωστές έννο ιες από τη γραμ­

μική άλγεβρα . Έστω F : V + V μ ια  αυτοπροσηρτημένη γραμμική απεικόνιση , όπου 

V ε ίν α ι ένας διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο κ α ι dim V = 2 . Αν 

(v.w) ε ίν α ι μ ια  βάση του V , τότε με τη βοήθεια αυτής της βάσης μπορούμε να 

βρούμε ένα 2*2-πίνακα , που λέγετα ι πίνακας της F , ως προς τη βάση (v,w) . 

Πως β ρ ί σ κ ε τ α ι  α υ τ ό ς  ο π ίν α κ α ς  ; Δουλεύουμε ως εξής : Τα διανύσματα F(v) , 

F(w) γράφονται οα γραμμικοί συνδυασμοί της βάσης (v,w) , δηλαδή :

F(v) = an v * a 2Jw r ; '

F(w) e a i2 V * a 22w · ·:···"ϊ'-ϊ

Έ τσ ι ο πίνακας που ζητάμε ε ίν α ι ο :

/  α 11 σ 12 \
A « ( ] κα ι πολλές φορές γράφουμε

\  α ?1 α 22 /



όπου χρησιμοποιούμε το ίδ ιο  σύμβολο F γ ια  να συμβολίσουμε αυτόν τον πίνακα . 

Καταλαβαίνει κανένας τώρα ότι όταν αλλάξουμε τη βάση μας , θα βρούμε και διαφο­

ρετικό πίνακα . Όλοι όμως αυτοί ο ι πίνακες που προκύπτουν με την αλλαγή της 

βάσης έχουν μερικά κοινά πράγματα . Δύο από αυτά ε ίνα ι η ορίζουσα και το ίχνος. 

Δηλαδή ο ι ποσότητες α^α22 ~α12α21 ’ α11+α22 Μ̂ νουν ^ ιες όταν αλλάζουν ο ι

ε ίνα ι αναλλοίωτες ποσότητες γ ια  την απεικόνιση F και δεν εξαρτώνται από τη 

βάση που διαλέγουμε . Μετά από αυτά τα προκαταρκτικά ας έλθουμε στο θέμα μας 

γ ια  να δούμε το σημασία έχουν στη γεωμετρία αυτά που είπαμε παραπάνω . Είναι 

γνωστό ότι σε κάθε σημείο μιας κανονικά <£3Ηχράνειας έχουμε μια γραμμική απεικό­

νιση (η απεικόνιση Weingarten) , που ο ίνα ι και αυτοπροσηρτημένη . Έτσι γ ι'αυ- 

τήν ισχύουν ότ ι είπαμε παραπάνω . Δηλαδή ο ι ποσότητες detL και trace L είνα ι 

αναλλοίωτες της L (δηλαδή της επιφάνειας) και δεν εξαρτώνται από τη βάση που 

διαλέγουμε , στο σημείο p€S . Ξέρουμε ότι αν είνα ι μια ορθοκανονική

βάση από κύρια διανύσματα τότε :

όποια βάση και αν πάρουμε . Ας δούμε όμως τ ι συμβαίνει , αν πάρουμε σα βάση την
2(χ χ } , όπου X : U C R -* S ε ίνα ι ένα σύστημα συντεταγμένων γύρω από το σημείο̂  ’

ν   ̂ |
ρ της επιφάνειας . Τότε έχουμε :

βάσεις . Έ τσ ι λοιπόν ο ι ποσότητες det F και trace F μπορούμε να πούμε ότι

L(e.,)= k l (p)e1 +oe2 

L(e2) =oe1 +k2(p)e2

Έ τσ ι λοιπόν ο πίνακας της L ως προς αυτή τη βάση ε ίνα ι ο :
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(1)
L< V  “ Λ  *“ α11Χυ 4α21 *ν

L(Xv ) — IV —  « , Λ — 22-^r

Πραγματικά , τα διανύσματα LfX^) , LfXy) ε ίν α ι εχραπτόμενα κ α ι γράφονται 

οα γραμμικοί συνδυασμοί της (Βάσης . Πρέπει να υπολογίσουμε λοιπόν τ ις  ποσότητες 

α 1 1  , 0 ( 2  · <*2 j , 022 · Λαμβάνοντας υπόψη πως ο ρ ίζο ντα ι τα θεμελιώδη ποσά πρώτης 

και δεύτερης τάξης θα πάρουμε από τ ις  (1) πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά με X
u

και Xy αντίσ το ιχα  ό τ ι

A = a n E * a 21F

( 2 )
m * a 11F * a 21G

m“ a 12E + a22F 

n “ °12F + a22G

Έ τσ ι λοιπόν πρέπει να λύσουμε το σύστημα (2) γ ια  να βρούμε τα  , α ^ . 

α2 1 κα ι 022 . Η λύση ε ίν α ι εύκολη κ α ι μας δ ίν ε ι :

‘11

c:

HG - mF 

EG - r

mE - £F

21 EG - F2

f « xrtG - nF
12

EG- F2

r s nE -mF
22

E G -F *

->,£* v*

ρ ε τ ά  από αυτά ο ι σ χέσ εις (1) γράφονται

«3)
^ Χυ>“ Λ * ~ - : ^ Χυ + 5 ω ξ Χν

1 EG - F£ EG - F* Ύ

L(X ) - N  » f c S j  X ♦  x
EC Γ  u EG - F* v

* ··,* K&xzm

it παραπάνω ο χέοεις (3) Arvovtat icat ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  του W e in g a r t e n

< --x
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Έ τ σ ι  λ ο ιπ ό ν  ως προς τη κ α ινού ρ για  μας βάση την (Χυ >Χν ) ο πίνακας της

L ε ί ν α ι  ο  :

/■&G * mF 

EG - F2

mG - nF 

EG F2

mE - £F
--------- 2
E G - F *

nE - mF
--------- 1
EG - F^

si

t n - m

EG - F

Σύμφωνα με αυτά που είπ α μ ε π ρ έπ ε ι :

ν  _ ι, ι, _ £G - mF nE - mF mE - £F inG - nF
K “ Ki K2 ~ ~ ~ ------ "2------------ 2 -----------2

1 * B G - F *  EG - F^ EG - F^ EG - 1

π ρ ά ξ ε ις  , 

κ α ι

u  -  1 Vi, α  ', .  U ______t «  1 ,  &G -  mF , n E -m F  ^
H -  2 k 1 +k2^ "  1 t r a c e  L -  1  + >

r μετά από

nE - 2mF + &G 

2 (EG - F2 )

μετά  τ ι ς  π ρ ά ξ ε ις  .

Σ υ μ π έ ρ α σ μ α  : Ό τα ν  έχουμε μ ια  κανονική  επ ιφ ά νεια  κα ι ξέρουμε τα θεμελιώ ­

δη ποσά πρώτης κ α ι δ εύ τερη ς τάξης , ως προς κάποιο σύστημα συντεταγμένων , τότε!,
I

η καμπυλότητα του Gauss Κ κ α ι η μέση καμπυλότητα Η δ ίν ο ν τ α ι από τ ι ς  σ χ έ σ ε ϋ |

2
(4 )

ι ^ _ £n -  Γη** Τι_ nE -  2mF + £G Λ
[ Λ  - — - —- a ·  > Π  “  ‘ 'j  )

EG -  F^ 2 (EG - F j

'£
1

Έ να  εύκολο ερώτημα τώρα ε ί ν α ι  το παρακάτω : Ό τ α ν  μ α ς  δ ί ν ο υ ν  τα  Κ 41 

κ α ι  Η μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ι ς  κ ύ ρ ι ε ς  κ α μ π υ λ ό τ η τ ε ς  τ η ς  ε π ι φ ά ν ε ι α ς ^  

Πραγματικά , αφού ξέρουμε ό τ ι  k^k2 = K κ α ι k^+k2 ;=2H , τό τε  τα k  ̂ , k2 ε ^ | | |  

λ ύ σ ε ις  τη ς εξίσω σης

ZL -  2Η Ζ + Κ = 0

Δηλαδή ο ι  κ ύ ρ ιες  καμπυλότητες ε ί ν α ι  :
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kj “H+ / Η -K k2 = H -  /Η“-Κ

Από αυτές τ ις  εκφράσεις συμπεραίνουμε ό τ ι ο ι κύριες καμπυλότητες ε ίν α ι συνεχείς  

συναρτήσεις πάνω στην επιφ άνεια S κ α ι λ ε ίε ς  μακριά από τα ομφαλικά σημεία .

Ά σ κ η σ η  . Να δ ε ίξετ ε  ό τ ι σε κάθε σημείο μ ιας κανονικής επιφ άνειας ισ χ ύ ε ι:

2
' Η -Κ>.0 κ α ι ό τ ι το ’* = "  ισ χ ύ ε ι αν κ α ι μόνον αν το σημείο ε ίν α ι ομφαλικό .

Π α ρ ά δ ειγμ α  3 . 3 . 1 . Ε ίν α ι εύκολο να δ ε ι κάποιος ό τ ι η απεικόνιση :

m . 2  3
X : U C R  + R : (ufv) «--► X(u#v) * ((α+r cosu)cos ν , ( a * r  cosu) s i n v , r  s in u )  ,

'M 2
H  όπου U » {(u,v) € R : 0 < u < 2π , 0 < v  < 2 π } , ε ίν α ι ένα σύστημα συντεταγμένων της 

επιφάνειας τόρος (σχήμα 48) .

|Ας προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε την καμπυλότητα του Gauss κ α ι τη μέση καμπυ·
y - ■

,λότητα αυτής της επιφ άνειας . Ο ι τύποι (4) ε ίν α ι τα κ λ ε ιδ ιά  μας γ ια  αυτή την 

υπόθεση . ' Εχουμε :

Χ μ Κ ν )  β ( - r s i n u c o s v  . - r s i n u s i n v  , r c o s u )

X.„(ufv) * r c o s u )  s i n v  , (α+r eosu)cos v ,0)
<· „ .>5;· :*
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Xm jfu.v) * C - r c o s u c o s v  , - r c o s u s i n v  , r s i n u )

Xuv(u*v) * ( r s in u s in v  , -rs in u co sv  , 0)

Χ^ ίιι,ν ) = (-(α+r cosu) cosv , - (a+r cos u) sin v ,0 )

Επίσης το μοναδιαίο κα ι κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια , που προκύπτει από τη 

παραμέτρηση X ε ίν α ι :

Ν (υ,ν) =
V * v

(- cos u cos ν , -cos υ s in  ν  , - s in  u)

II xu xXv ll

μετά από πράξεις .

Έ τ σ ι λοιπόν τα θεμελιώδη ποοά πρώτης τάξης ε ίν α ι :

E = <Xu ’V  = r2 > F=<Xu ’ V  = 0 * G = <Xv ,Xv>=(a+rcosu)2

Τα θεμελιώδη ποσά δεύτερης τάξης θα ε ίν α ι :

ι|
il * -<NU,XU> -  <N,Xuu> = r  , m= 0 * n * (a + r  c o s u )  c o s u

Από τους τύπους (4) έχουμε τώρα :

K(u,v) = = - — c2§.u— ,.
EG - F2 r(a+ r cos u)

κ α ι

H(U v) = ^  a+2r cos u
2 (EG -  F j  2r (a+r cos u)

l i

k;

f ;
£

Από τη σχέση που μας δ ίν ε ι  την καμπυλότητα του Gauss μπορούμε να πάρουμε μετ­

ρ ικές πληροφορίες :

1. Τα σημεία , που έχουν υ * |  ί  γ  έχουν Κ= 0 κα ι ε ίν α ι παραβολικά 

σημεία της επιφ άνειας .

2. Τα σημεία , που έχουν u G ( j  , - y ) έχουν Κ<0 κα ι ε ίν α ι υπερβολικά | p ; 

σημεία της επιφ άνειας .
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3. Τα σημεία , που έχουν u G ( 0 ,   ̂ ) Λ ·2π) £Χ°υν Κ> 0 κ α ι

ε ίν α ι ελλειπ τικά  σημεία της επιφάνειας .

Βλέπουμε δηλαδή ό τ ι ο τόρος έχε ι  τρ ία  είδη  σημείων (παραβολικά , υπερβο­

λικά  κα ι ελλειπτικά) .

Π α ρ ά δ ειγμ α  3 . 3 , 2 . Δ ίν ετα ι το γράφημα = {(χ ,γ,ζ) GR3 : ζ = f ( x , y ) )
2

μ ιας διαφορίσιμης συνάρτησης f  : U C R -*· R . Να βρούμε τη καμπυλότητα Gauss κα­

θώς κα ι τη μέση καμπυλότητα αυτής της επιφ άνειας . Μας αρκεί να βρούμε τα θεμε­

λιώδη ποσά πρώτης κ α ι δεύτερης τάξης . Ε ίν α ι γνωστό ό τ ι στη περίπτωση του γρα­

φήματος η απεικόνιση :

X : U C R 2 * r f CR3(x,y) - X ( x ,y )  -  (x ,y , f (x ,y ) )

ε ίν α ι ένα σύστημα συντεταγμένων γύρω από κάθε σημείο του γραφήματος . Έ τ σ ι λ ο ι­

πόν έχουμε :

Χχ“ (1.°.ίχ) , XyKO.I.fy) , Χχχ-CO.O.f^) ,

ν {0·°·ν · ν (0·°·ν · <,Π0” £«·Ι - v Sf ·
f  e 32f  f  „ 32f  r  32f
f xx ^ 7  * f x y"S x S y  , f yy ^  .

Επίσης to κάθετο στην επιφ άνεια μοναδιαίο δι&νυομα που ο ρ ίζετ α ι από τη ηπραμέτρη- 

ση ε ίν α ι :

Ν
Χχ ^Χγ

II Χχ  ^Xy II Λ* fx 2* fy2
• · ί V' :' ·

Τέλος τα θεμελιώδη ποσά πρώτης κα ι δεύτερης τάξης ε ίν α ι ι

Ε ” I! Χχ1'2 “ u f i

l- - X x , X y > * f x f y

π - !! xyt!2 - ι♦ fy
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* * < Ν >Χχ χ > =
XX

A + f l  + f 2

KOtt

ms <N»Xx y > s
xy

/ l+ f2 +f2x y

n =  < N » Xy y >

Έτσι λοιπόν θα έχουιιε :

X L

Λ + f 2 +£2

2 £ £ - f  ̂
κ = , . « A L · . . * /

e c - f 2 (1^ 2

KCtt

2 (EG - F j 2(1+f2 +f2)3/ 2 
X y J

Ας ε ίν α ι τώρα p ένα σημείο μιας κανονικής επιφάνειας S . Ε ίναι τότε γνωστό 

(πρόταση 2,2.3) ότι ένα κομμάτι V της S γύρω από το ρ ε ίνα ι γράφημα μιας 

διαφορίσιμης συνάρτησης της μορφής z = £(x,y) , x = h(y,z) , y = g(x,y) . Χωρίς 

βλάβη της γενικότητας μπορούμε να πούμε ότι το κομμάτι V ε ίνα ι γράφημα της 

διαφορίσιμης συνάρτησης z = £(x,y) . Επίσης μπορούμε να πούμε ότι το σημείο ρ 

ε ίν α ι η αρχή των συντεταγμένων , και ότι ο ι άξονες Οχ , Oy δείχνουν κύριες 

διευθύνσεις , δηλαδή τα διανύσματα (1,0,0) και e2 * (0,1,0) ε ίνα ι κύρια 

διανόσματα της S στο σημείο Ρ = 0 (σχήμα 49).
ζ



Γ ια  μ ια  τέτο ια  κατάσταση θα έχουμε : f(0,0) *0 , £χ (0,0) *0 , £y (0,0) « 0 .  

'Ενα κάθετο στην επιφάνειά μας (παράδειγμα 3.3.2) θα ε ίν α ι :

ΐ )
N (x .y ) ------ * .

Λ Γ ^ Γ 2
χ y

Άρα

Νχ (0,0) -  (-ίχχίΟ.Ο) , -f^fO.O) , 0)

NyfO.OJ-f-f^CO.O) , - ^ ( 0 .0 )  ,0) ,

όπου παρανωγίσαμε ως προς x ,y  κ α ι πήραμε τη τιμή  στο (0.0) .

Επειδή όμως τα διανύσματα ° (1.0.0) , e2 * (0,1,0) εένα ι από τη παραδοχή μας 

κύρια διανύσματα θα έχουμε :

l ' l ( p ) O .0 ,0 ) » L ( 1 ,0 ,0 ) =  -Nx ( 0 , 0 ) - ( f xx(0,0) , f^CO.O) , 0) .

k2(p)(0,1.0) -L C O J .O J-N yC O .O .O J- f f^ C O .O )  , £^ (0 ,0)  , 0)

Έ τσ ι λοιπόν θα έχουμε :

k 1  CP) “  £χ χ (° ·0> · f x y (° .0) ·  fyxCO.O) - 0  . k 2(p) -  fyy(0,0) .

Αν αναπτύξουμε τώρα τη συνάρτηση f (x ,y )  σε σειρά T a y lo r κοντά στο σημείο (0,0) 

θα έχουμε :

f(x.y) -  f(0,0)+xfx(0.0)*yfy ( 0 , 0 > !  ((x2f xx(0,0) +2xyfxy(0 ,0 )+y2f yy(0 ,0))

♦  (όροι τάξης >3)

ή αν πάρουμε τους περιορισμούς που βγάλαμε .

fCx.y) “ 4  ik i<PJx2 k̂2iP5y,2)̂ C<4POi. τ&ξικς >3) .

Έ τσ ι λοιπόν μπορούμε να πούμε ό τ ι ο ι επ ιφ άνειες , που ε ίν α ι γραφήματα των

1 2 7
z e f(x,y)  και ζ® j  f l^ipJx «^(ρ)/ ) κοντά στο ρ * 0  έχουν το Ιδ ιο

oxmia .

Ακριβέστερα αν το σημείο ρ ε ί^ ο ι ελλειπτικό  · δηλαδΑ kj(p)»k 2 (p) >0 ♦
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τότε η επιχράνειχχ ζ = -j (k.,(p)x2+k2(p)y2) ε ίνα ι ή πάνω ή κάτω από το επίπεδο 

Oxy . Το ίδ ιο  λοιπόν θα συμβαίνει και γ ια  την επιφάνεια z = f ( x , y )  .

Επίσης αν το σημείο ρ ε ίνα ι υπερβολικό , δηλαδή kj(p)k2(p) <0 , τότε η 

επιφάνεια ζ = (k.j(p)x -»-k2(p)y*) έχει πολύ κοντά στο ρ = 0 σημεία πάνω και 

κάτω από το επίπεδο Oxy . Το Ιδιο λοιπόν θα συμβαίνει και γ ια  την επιφάνεια 

z = f(x ,y) .

Συμπέρασμα . Το εφαπτόμενο επίπεδο Tp(S) μιας κανονικής επιφάνειας S 

σε ένα σημείο ρ , οκρήνει την επιφάνεια πολύ κοντά στο ρ προς το ίδ ιο μέρος 

αν το ρ ε ίνα ι ελλειπτικό σημείο και κόβει την επιφάνεια πολύ κοντά στο ρ , 

αν το σημείο ρ ε ίνα ι υπερβολικό .

Αν στη συνέχεια πάρουμε το επίπεδο ζ = ε (ε + 0) , τότε αυτό το επίπεδο κό­

βει την επιφάνεια ζ = £(χ,γ) σε μια καμπύλη , που ε ίνα ι περίπου ίδ ια  κοντά

στο Ο με την καμπύλη στην οποία το επίπεδο ζ = ε κόβει την επιφάνεια
1 2  2 1 *

ζ -  (k^(p)x +k2(p)y ) 9 δΠλαδή ε ίνα ι περίπου ίδ ια  με την καμπύλη

C : (ζ * ε , k-j (p)xz+k2(p)yz * 2ε) . Η καμπύλη C όμως ε ίνα ι έλλειψη όταν το ση­

μείο ρ ε ίνα ι ελλειπτικό , υπερβολή όταν το σημείο ρ ε ίνα ι υπερβολικό και 

δύο παράλληλες ευθείες όταν το σημείο ρ ε ίνα ι παραβολικό ·

Έ τσ ι λοιπόν μπορεί να πει κάποιος , ότι γ ια κάθε σημείο ρ μιας επκρά-

νειας S το είδος της καμπύλης k (̂p)x +k2(p)y s ±1 μας δείχνει και το είδος
2 2του σημείου . Αυτή η καμπύλη k^(p)x +k2(p)y = ±1 λέγεται και δε ίχ τρ ια  του 

Pup in  (Dupin ind ica trix ) στο ρ .

Συνεχίζουμε με ένα ακόμη παράδειγμα . Παίρνουμε την απεικόνιση :

X : u c  ·¥ R : (υ,ν) »-*· Χ(υ,ν) - (u cosv ,u sinv ,bv) , όπου b = σταθερό f  0 και 

ϋ*{(υ,ν) €1*2 :0<υ<2π,-«><ν<«>} . Ε ίνα ι εύκολο να δει κάποιος ότι η απεικό­

νιση X ε ίνα ι διαφορίσιμη , αμφιμονοσήμαντη , κανονική και ότι η X^rXiUJ+U 

ε ίνα ι συνεχής . Έτσι το σύνολο Χ(1ί) ε ίνα ι μια κανονική επιφάνεια του R .

Μετά από πράξεις μπορούμε να βρούμε ότι τα θεμελιώδη ποσά πρώτης και δεύτερης
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τάξης ε ίν α ι :

Ε = 1 , F*  0 , G * u2+b2

I s 0 , m*— -β· · , η*0
/ ΐΛ υ 2

2 .2
Έ τσ ι θα έχουμε , Κ =-=2l5L =— « · ■ « ·« κ α ι Η = 0 . Βλέπουμε λοιπόν ό τ ι γ ια  αυ-

EG-FZ (t> -Κι )

τη την επιφάνεια η συνάρτηση μέσης καμπυλότητας ε ίν α ι σταθερά 0 . Τ έτο ιες  

επιφ άνειες με Η = 0 λέγονται επιφ άνειες ε λ ά χ ισ τ η ς  έκ τα σ η ς (minimal su rfa ­

ces) . Ο ι επιφ άνειες ελάχιστης έκτασης ε ίν α ι μ ια  ενδιαφέρουσα κατηγορία επιφα­

νειών με πολλές εφαρμογές κ α ι θα έπρεπε κανείς να αφιερώσει αρκετό χρόνο γ ια  τη 

μελέτη τους .

Γ ια  τη μελέτη των επιφανειών έ χ ε ι γ ίν ε ι μέχρι τώρα φανερό ό τ ι η επιλογή  

κατάλληλου συστήματος συντεταγμένων απλοποιεί κάπως τη δ ια δ ικα σ ία  . Έ τ σ ι γ ια  

παράδειγμα ο ι εξισώ σεις W eingarten στη περίπτωση ορθογωνίου συστήματος συντε­

ταγμένων με m ξ 0 , γ ίν ο ν τα ι :

LpCy) ■  |  Xj, κ α ι LCXy) « -g Xy (τόσο απλές I)

2
θέλουμε ειδικώ τερα να δούμε ένα σύστημα συντεταγμένων X : U CR -*S μ ια ς κανονι­

κής επιφάνειας όπουι ο ι παραμετρικές γραμμές ε ίν α ι γραμμές καμπυλότητας . 'Ενα 

τέτοιο  σύστημα X λέγετα ι σύστημα γ ρ α μμών κα μ π υ λό τη τα ς τη ς  S . Πω  ̂

όμως θα μπορούμε να  ε λ έγ χ ο υ μ ε  αν ένα  σύστημα ε ίν α ι  σύστημα γραμμώ ν 

κα μ π υ λό τη τα ς ; Η παρακάτω πρόταση μας δ ίν ε ι την απάντηση .

2
Πρόταση 3 . 3 . 1 . Έστω σύστημα συντεταγμένων X : U CR  -*X (U )cS  , έτσ ι ώστε 

στο Χ(ΙΙ) δεν υπάρχουν ομφαλικά σημεία της S . To X ε ίν α ι σύστημα γραμμών κα­

μπυλότητας της επιχράνειας S , αν κ α ι μόνο αν ισ χύ ει , F *m = 0 .

2
Α π ό δ ε ιξ η  * Ας δεχτούμε πρώτα ό τ ι το σύστημα X : UCR + S ε ίν α ι σύστημα 

γραμμών καμπυλότητας . Λυτό σημαίνει ό τ ι τα διανύσματα ταχύτητας Xu , Χν  των
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παραμετρικών γραμμών ε ί ν α ι  κύρια  διανύσματα κ α ι συνεπώς τα L(XU) , L(Xy ) 

ε ί ν α ι  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  παράλληλα με τα X και Χγ  . Επειδή όμως τα κύρια δ ια νύ -  

σματα σ ε κάθε σ η μ είο  ε ί ν α ι  κάθετα θα έχουμε F = < Xy , Χγ  > = 0 . Επίσης από τ ι ς  

εξ ισ ώ σ ε ις  W eingarten  γ ια  να  ε ί ν α ι  τα L(XU) % Xu παράλληλα π ρεπ ει να  ισ χ ύ ε ι : 

jriE-JUF = 0 κ α ι επ ειδ ή  F = 0 , Ε > 0  π ρ έπ ει να  έχουμε πι=0 . Α ν τ ί σ τ ρ ο φα , 

α ν  m = F = 0  , τ ό τ ε  από τ ι ς  εξ ισ ώ σ ε ις  του W eingarten θα έχουμε , L(X ) = |  X
U Ε U

L(Xy ) * Xy · Δηλαδή τα  διανύσματα ταχύτητας Xu , Χγ  των παραμετρικών γραμ­

μών ε ί ν α ι  κύρ ια  διανύσματα , αφού ε ί ν α ι  ιδ ιοδιανύσμ ατα  του L (πρόταση 3 . 1 . 3 ) .  

Έ τ σ ι  λ ο ιπ ό ν  ο ι  παρα μετρικές γραμμές ε ί ν α ι  γραμμές καμπυλότητας και το σύστημα 

X ε ί ν α ι  σύστημα γραμμών καμπυλότητας . Ε ίν α ι εύκολο να  δ ε ι  κάποιος (πως; ) , ό τ ι  

στη περίπτωση που το  X ε ί ν α ι  σύστημα γραμμών καμπυλότητας ο ι  κ ύ ρ ιες  καμπύλο-  

τ η τ ες  ε ί ν α ι  ^  κ α ι ^  .

2
Έστω τώρα ένα  σύστημα συντεταγμένω ν X : U c R  ->S μ ια ς  κανονικής επιφ ά-

<ΐ
νειχχς S . Ε ίν α ι γνωστό ό τ ι  τα  διανύσματα Xu > \  . Ν σ ε κάθε σημείο της επιφά­

ν ε ι α ς  ε ί ν α ι  γραμμικά ανεξάρτητα  , δηλαδή κάνουν μ ια  βάση του στο σημείο
•ζ

α υτό . Έ τ σ ι  λ ο ιπ ό ν  κάθε άλλο διάνυσμα του R στο σημείο  αυτό θα ε ίν α ι  γραμμι­

κ ός συνδυασμός αυτών των διανυσμάτων . Συνεπώς θα έχουμε :

(5 )

*uu ■  Γ11 *u * Ί ΐ *ν * “ Ν 

*αν " rU *u * >12 \  -  * Ν 

*νν ■  Γ22 \  * V Ν

Αν πολλαπλασιάσουμε εσω τερικά με Ν τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  (5) παίρνουμε :
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-ΐΐ: fx

(6 )

n -  < X w .N >  “ V 

■ - <\πα*Ν> e ® '

Έ τσ ι λοιπόν ο ι (5) γ ίνο ντα ι :

^ » - Γϊ ι  *u * *1ι

\ λ. - Γ! 2 Χ„ * Γ12 V N

Xw - r 2 2 Xu * l 2 * v ‘ " N i

ν , - Γ] ι *„ * 1 ΐ  Χ» * " Ν

Ο ι εξισώ σεις (6) λέγονται ε ξ ισ ώ σ ε ις  του  G auss κ α ι ο ι συναρτήσεις (συντε­

λεστές) I j j  ( i , j , k =  1,2) λέγονται σύμβολα C h r i s t o f f e l  δ ε υ τ έ ρ ο υ  ε ί δ ο υ ς . 

Πως όμως θα υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τα  σύμβολα Γ*.. ; θα δούμε πως αν ξέρουμε τα------ ---■---· - — - 1 J —
θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης E ,F ,G  της επιφ άνειας , ως προς ένα σύστημα συντε-

Ο
ταγμένων X : Uc R -*s , τότε μπορούμε να υπολογίσουμε κ α ι τα σύμβολα C h r is to f­

fe l δευτέρου είδους , μόνο σαν συναρτήσεις των E ,F ,G  κ α ι των παραγώνων των .

θα συμφωνήσουμε πρώτα κάποιους συμβολισμούς . θέτουμε K XU · = \  ·

χ12 = χυν * κ ,λ *π· * Επίσης θέτουμε Γ . ^ “ <Xj , Χ ^ >  · Ο ι συναρτήσεις ποσότητες 

r ijk  λέγονται σύμβολα C h r i s t o f f e l  πρώτου ε ίδ ο υ ς  .

Ε ίν α ι φανερό ό τ ι ισ χύ ει :

17) rijk· <xi •Xjk> * ϊ { <xi ’xj>k4 <xi'xk V <XJ ’V l  1 ■
Από την (7) φ αίνεται αμέσως ό τ ι τα σύμβολα Γ .^  μπορούν να υπολογιστούν αμέσως 

συναρτήσει των παρανώνων των E .F .G  . Γ ια  παράδειγμα :
: 7 1 .

Γ112“ <Χ1·Χ12 - i i  <Χ ι . Χ , >2- Χ Γ Χ2 > ι - < Χ ν Χ2 > ι )

-4 <χυ·χυ> ν Β \  Εν



Τώρα από τ ι ς  εξ ισ ώ σ ε ις  του  Gauss (εξ ισ ώ σ εις  ( 6 ) )  πολλαπλασιάζοντας εσωτε­

ρ ικ ά  μ ε  Xy ,χ ^  δ ια δ ο χ ικ ά  κ α ι λαμβάνοντας υπόψη του ς συμβολισμούς έχουμε :

( 8) <

r i l 1 - < V Xuu > - Ε Γ ! ΐ * Ρ Ι ΐ ,

Γ1 1 2 - < ν ν  > - ε γ !2 * Ρ Γ 12

I' , 1 2 '<V XW  >- Ε Γ 5 2 * Ρ Γ 22 

Γ121 - ‘ V 1»  >" Ε Γ 1ΐ * Ρ Γ 21 

r 2 1 1 -<V Xu. > - p r ! , * G I1 i

ρ212 > -  F γ ! ,  ·  G Γ?V 7 UV 12

Γ222 '<  W  >’  p PL  * G >22

Ρ221 -< V * v u  “ f j ,  * G 1 l

Μ

Από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  (8 )  γ ίν ο ν τ α ι  φ ανερές μ ερ ικ ές  πληροφορίες . Τα μπορούν να  

υ π ολ ο γισ το ύ ν  συνα ρτή σ ει των E,F,G κ α ι των Ι \ ^  , τα οπ οία  ε ίν α ι  συναρτήσεις  

των παραγώγων των E,F,G (σχέση 7) . Έ τ σ ι  τα υ π ο λ ο γ ίζο ντα ι συναρτήσει 

των E,F,G κ α ι των παραγωγών των . Για παράδειγμα , η λύση του συστήματος της 

1ης κ α ι 5ης εξίσω σης από τ ι ς  (8 ) δ ί ν ε ι  :

Λ _ αΓ1ΐΓΡΓ211
Γ11 "

EG - t

n2 _ ΕΓ21ΓΡΓ111
Γ11 2

EG - F^

'Αλλη πληροφορία που π αίρνουμ ε (πως ;) από τ ι ς  (8 ) ε ί ν α ι  ό τ ι  τα σύμβολα 1^. 

ε ί ν α ι  συμμετρικά  (δ ε ν  α λλάζουν) , ως προς τους δ ε ίχ τ ε ς  i  J  .

Επειδή τώρα ^  Xuv ’ J v  Xw  001 έχουμε από τι·ς  E?Lai)- Η

σ ε ι ς  του  Gauss ό τ ι  :
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1 ~ ρ - -ί·. λ > ; ϊ

V n  ν * «  '  * ‘ Γ!2 V 1»  V » * >

. . > · * t * . . . ν  ■ ··.·. . ·:■·.'· ” ‘ * -V ν  *;> , \ J. f ■ 5 . . ·■' ·♦· ’

Χϋ * Γ? 2 Χν * " Ν) - έ < Γ2 2 Χυ * ΐ 2 Χν * ηΝ’  ·

Σ τ ις  σχέσεις (9) θα κάνουμε τες  ηαραγωνεσεες κ α ι όπου συναντάμε τα 

Xuu * ^ jv '^ ru  * \ ν  ®“  TO otvTLKOI®w ni*xe με τα k** των ,001* τες  εξεαώσεες του 

ϊ Gauss (σχέσεες 6) , όπου δε θα συναντάμε Nu , Ny θα τα αντεκαθεστάμε με τα . , 

ίσα τους από τες  εξεαώσεες του Vfeingarten (σχέσεες 3) . Έ τσε σε κάθε μέλος 

ί μ ιας των (9) θα έχουμε τα δεανύσματα τα xu »\  · Ν καε επεεδή αυτά ε ίνα ε γραμ- 

μεκά ανεξάρτητα οε συντελεστές τους θα ε ίνα ε ίσοε . Δηλαδή , αν κάνουμε τη πα­

ραπάνω δουλειά στη πρώτη από τες (9) θα πάρουμε τες  παρακάτω τρεες εξεαώσεες :

(9)

~  (ΗΊν ι ι ι ι

καε

±  (Τ1 
3ν 1112

3 ι«1 . ρ1 Γ1 . π2 «1 . « ΠΡ " τ  J® pi + ρ2 r.1 . _ niF * Μ!
·5ν 111 * Γ11 Γ12+ *11 Γ22+ * ^ 7 ?  15 12 12 11 12 BG^F

3 γ Ζ ^ , , Ι  τ2 r̂2 n2 . . w F-nE  _ 3 \2 * Γ1 ρ2 A  3F - mE
Sv *11 Γ11 M 2 * Μ Ι *22 1 M2 Γ12 Μ Ι +Γ12 Γ12 κ '7 ρ *

“ Γ11 * » Ί ι *
η
3ν * r ! 2 * " i 2 ‘ i

ή πεο απλά : 
/

An-π» JL Γ ί , - 4 :  γ] ,  ♦ Γ2 Γ1] ,  - Γ2F Τ Γ Τ Ι  " ^  * Ι ϊ  Γ12 " 3ν Γ11 * ̂ 2 Γ12 * Γϊ ΐ  Γ22
EG F V, ;■ ('!·

J .  c  tn · .  c v .  i  ρ2  L γ2 ♦ γ2 - γ  ̂ γ2 * γ2 τ2 _τ2 τ2
Λ Ε ~  3. ^  Ju M 2 3ν 111 M 2 Μ Ι Γ11 *12 *12 *12" Μ Ι  M 2

BG - F

Ι ί  * |5  * 1 Γ12 *m(ri2 * Γ1 ΐ’ *η Γ11

Quota από τη δεύτερη των (9) βα πάρουμε :
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F

ftn - m 
EG - F*

2 (4)
FK = Γ2 - — Γ2 + Γ1 Γ2 P1 r “Tv *12 3u Γ22 Γ12 Γ12 122 ^ 1r?.

( 11) <

2 ί/Π
G iS ~ *li„ =  -GK - J -  r] - -

EG- F1 3 v 12 — Γ* + Η P̂  - p* p2 .  pi p2
3u 122 *12 *12 *11 *22 *22 *12 Γ12Γ22

J»n _ i2  = o r 1 +mfr2 r 1 , r 2 
3v 3u *'122 m(r22 Γ12* "ηΓ 12

Επειδή to σύμβολα του C h r is to ffe l εξαρτώνται μόνο από τα E,F,G και τ ις  παρα- >?
ν £

γώγους τους , συμπεραίνουμε από τη πρώτη των (10) το παρακάτω θεώρημα : ,·|

I
ΘΑΥΜΑΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ TOY GAUSS (G au ss th eorem  eg reg iu m ) : Η καμπυλότητα j

_ &
G au ss μ ε α ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ξ α ρ τ ά τ α ι μόνο απά τα θεμ ελιώ δη  ποσά πρώτης |  

τ ά ξ η ς  κ α ι  τ ι ς  παραγώ γους των . ' Ε τ σ ι  αν ξέρ ο υ μ ε  τα θεμ ελιώ δη  ποσά 

πρώ της τ ά ξ η ς  μ ια ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  , μπορούμε να  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τη καμπύλο-

τη τ α  G auss τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  -
I r

Το παραπάνω θεώρημα ε ίν α ι πολύ σημαντικό . Μπορούμε πρόχειρα να δούμε μια 

γεωμετρική του εφαρμογή . Αν πάρουμε ένα λαστιχένιο κομμάτι επιπέδου , τότε τσα­

λακώνοντας ή γυρίζοντας αυτό το κομμάτι χωρίς να το τεντώσουμε μπορούμε να κατα- f
■3

σκευάσουμε μια πληθώρα από επιφ άνειες , όπως π .χ . έναν κύλινδρο . Τότε όλες α υ -j  

τές ο ι  επ ιφ άνειες έχουν την ίδ ια  καμυλότητα Gauss και μάλιστα ίση με μηδέν |  

Αρού όλες αυτές ο ι επιφ άνειες ε ίν α ι ισομετρικές (γιατί;).Π ρέπει να τονίσουμε εδώ ό τ ι |

τύπος Κ = ί,η - m , που μας δ ίν ε ι  τη καμπυλότητα Gauss φαινομενικά μας λ έε ι ότι^
EG - F

η Κ εξαρτάται και από τα I  , m , η (.') .

Τέλος ο ι  δύο τελευταίες εξισώσεις από τ ις  (10) , (11) δηλαδή ο ι  

εξιοώσεες :



(12)

Μ -£  • * γ!2 ·» (γ52 · γ! ι , · " γ5.

λέγονται ε ξ ισ ώ σ ε ις  των M a in a r d i - C o d a z z i  ·

θα απορούσε κάποιος να π ε ι αρκετά πράγματα γ ια  τ ις  επ ιφ άνειες κ α ι τ ις  ε ξ ι­

σώσεις Gauss κ α ι M ainardi-Codazzi . θα συνεχίσουμε με ένα παράδειγμα .

Π α ρ ά δ ειγμ α  3 . 3 . 3 . Αν X : U C R 2 *·S ε ίν α ι σύστημα γραμμών καμπυλότητας 

πάνω σε μ ια  κανονική επκράνεια S , θα βρούμε τ ις  εξισώ σεις των M ainardi -Codazzi 

ως προς αυτό το σύστημα . Επειδή το σύστημα X ε ίν α ι σύστημα γραμμών καμπυλότη­

τας σύμφωνα με τη πρόταση 3.3.1 θα έχουμε : F«m»0 . Έτσι λοιπόν ο ι εξισώ σεις

(12) θα γίνουν τώρα :

,Μ  m I Γ* -η
3ν * 112 η |11

(13)

3η .1
35" η Γ12 "*■  Γ22

Αν όμως λάβουμε υπόψη ό τ ι F “ 0 κ α ι υπολογίσουμε τα σύμβολα του C h risto f-  

fe l θα βρούμε :

1 Εν Γ1 - 1 ν*12 2 Τ* ιι Ί τ

Συνεπώς θα έχουμε από τ ις  (13) ό τ ι

,1
22

1 Gu
I T

,2 1 Gu
12 Τ Τ Γ

n  ̂ I Εν
V “ t ( ί  * i  > “τ i V k i ) β ί ν Η

Πτσι γ ια  σύστημα νραμμών καμπυλότητας ο ι εξισώ σεις των Mainardi-Codazzi 

παίρνουν την απλή μορφή :



"u -  HGu

όπου Η ε ίνα ι η συνάρτηση μέσης καμπυλότητας της επιφάνειας S .

Ασκήσεις

1. Αν S ε ίνα ι μια κανονική επιφάνεια και E,F,G ε ίνα ι τα θεμελιώδη ποσά 

πρώτης τάξης να αποδείξετε ότι :

1

V  HEV
(14)

Κ =

2 /EG - F2

. FE -EG a 2EF -FE -EE
3 ( v ___ u λ , 3 r u -  u v3v l ------>

E /E G - F 2 E /E G -FZ

Ειδικώτερα γ ια  ορθογώνιο σύστημα (F = 0) θα έχουμε :

„ Ε
Κ = - 1

2 /EG
. I f J i L w - L f - D L )  
au / eg 8v / eg

• I
(Νύξη : Χρησιμοποιείστε τη πρώτη από τ ις  (10)) . 

2. Να δείξετε ότι, :

,1 _ G E u - ^ + F E y
r 2  =

2 E F U - E E V - F E U

1 1  " 2  ( E G  -  F 2 )
9 . 1 1 2  ( E G  -  F 2 )

,1 _
G E  - F GV  u Γ 2  =

1 2 " 2 ( E G  -  F 2 )
f M 2 2  ( E G  -  F 2 )

,1 _
2 G F  - G G  - F G  V  u  V Γ 2  =  M 2

E G v - 2 F F v  +  F G u

2 2 " 2  ( E G  -  F 2 )
»

2  ( E G  -  F 2 )

I

Ρ"£··

3 Mux επκράνεux S έχει . ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων X :U cR 2+|p
If

2 2 §! 
μετρική την ds2 = Λ,Τ"’Τ * ^  βρείτε τη καμπυλότητα G&uss της επιφανειας^^

(1 +ιΑ / γ  μ

Τ ι παρατηρείτε ;
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4. Μπορεί ένα κομμάτι σφαίρας να ε ίν α ι ισομετρικό με ένα κομμάτι : 

α)επιπέδου : β)τόρου ; γ)ελλειψ οειδούς ;

3 .4 .  θ ε μ ε λ ιώ δ ε ς  Θεώρημα τη ς  θ εω ρ ία ς  Ε π ιφ α ν ε ιώ ν  .

Η παρούσα παράγραφος δεν έ χ ε ι σα στόχο να λύσει κάποιο πρόβλημα της θεωρίας 

Επιφανειών , αλλά να σχολιάσει ένα τέτο ιο  πρόβλημα .

θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων X : U c R  -*-ScR μ ια ς επιφ άνειας του 

R̂  , η οποία επιφ άνεια έ χ ε ι ως προς αυτό το σύστημα θεμελιώδη ποσά πρώτης κ α ι 

δεύτερης τάξης τα : E ,F ,G ,4 ,m ,n  . Ε ίν α ι γνωστό τότε ό τ ι ισχύουν ο ι εξισώ σεις :

/

εξισώ σεις Gauss

( 1)

Xuu*■ r* *11V ♦
V

&N

Xu v" Γ 12V r V V* mN

Χν υ " Γ21V rf,xv + mN

X * 
w • r L · V X! 22a

♦
V nN

II mF -- 1C if - mE

EG-■ F2 V EG - F 2

i V -
nF ·’ mG V Λ mF • nE

EG-•F2
V

EG:?
εξισώ σεις Weingarten

όπου Ν ν \ ε ίν α ι το μοναδιαίο κάθετο της επιφ άνειας που ο ρ ίζε τ α ι από

IIV Μ
το σύστημα συντεταγμένων X .

Είδαμε στη προηγούμενη παράγραφο ό τ ι τα σύμβολα εκφράζονται συναρτήσει 

των E ,F ,G  κ α ι των παραγωγόν των . Επίσης ο ι εξισώ σεις :

12) *Xuv*v *

in·
* V

vu



παράγουν όπως είδαμε τ ις  εξιοώσεις (10) και, (11) της προηγούμενης παραγράφου , 

ο ι οποίες όπως μπορεί να δ ε ίξε ι κάποιος μετά από πράξεις ε ίνα ι ισοδύναμες με 

το εξής σύστημα εξισώσεων :

(3) -Κ — τ 7Q - ft ρ2 «„ 3 γ*2 «1 ρ2 + ρ2 ρ̂  Γ2 ρ
EG^F2 ^  Γ11 12 Γ11 Γ11 Γ12 + Γ12 Γ12 Γ11 Γ

,2
22

(4)

η
3ν

_3m
3ν

9m
3u *^Γ12+Πι Γ̂12^Γ11̂  " ηΓ

2
11

22 22 12 12

Η (3) ε ίν α ι γνωστή σαν εξίσωση Gauss (Gauss equation) , που μας δείχ- I
~  )̂

ν ε ι το θαυμαστό θεώρημα του Gauss . Οι (4) ε ίνα ι ο ι εξισώσεις Mainardi-Codazzi $

που είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο (εξισώσεις (12)) .

Οι εξισώσεις (2) , που ε ίν α ι ο ι εξισώσεις συμβιβαστότητας (compatibili-■ — —
ty conditions) γ ια  το σύστημα των εξισώσεων (1) , μας δίνουν τ ις  συνθήκες (3),

(4) γ ια  τα E^ G ^ n^ n .

Γεννάται έτσι το εξής φυσικό ερώτημα : Υπάρχουν άλλες ανεξάρτητες συν-p

θήκες μεταξύ των E ,F ,G , l , ,m ,n εκτός από την εξίσωση Gauss__κα ι

τ ι ς__εξ ισ ώ σ ε ις  M a in a rd i-C o d a zz i ; Διαφορετικά , αν μας δοθούν τα

E,F,G,£, m,n τα οποία ικανοποιούν τ ις  συνθήκες (3) , (4) , μπορούμε να λύσουμε |  

"ακριβώς" το σύστημα των εξισώσεων (1) ;

Παρατήρηση . Όταν μας δοθούν τα E,F,G»£,m,n τότε τα Γν. είνα ι γνωστάU
1 ^ - f t

και έτσι το σύστημα των εξισώσεων (1) έχει αγνώστους τα X(u,v) , N(u,v) . Ε ί- J|j

να ι φανερό δε ότι το σύστημα (1) πρόκειται γ ια  σύστημα εξισώσεων με μερικές πα- Μ|

ρα\ώγους και έτσι η αντιμετώπιση του ερωτήματος που θέσαμε προϋποθέτει κάποιες |||

γνώσεις από Θεωρία Διαφορικών Εξισώσεων με Μερικές Παραγωγούς .
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Το παρακάτω σημαντικό θεώρημα μας δ ίν ε ι απάντηση οτο ερώτημά μας *

θ ε μ ε λ ιώ δ ε ς  Θεώρημα τη ς  θ ε ω ρ ία ς  Ε π ιφ α ν ε ιώ ν  ( 0 . B o nn et)

Δ ίνοντα ι ο ι διαφ ορίσιμες συναρτήσεις E^ G .H jn^ n που ο ρ ίζο ντα ι στο 

ανοιχτό W cR2 με Ε> 0 , G>0 rat EG - F2 > 0 . Υποθέτουμε ό τ ι ol δοθείσες

συναρτήσεις ικανοποιούν ττιν εξίσωση του Gauss (εξίσωση (3)) κ α ι τ ις  εξισώ σεις 

των M ainardi-Codazzi . Τότε γ ια  κάθε ρ C W , υπάρχει περιοχή UcW  του ρ 

κ α ι μ ια  αμφιδιαφόριση X : U + X(U)cR^ . έτσ ι ώστε η κανονική επιφ άνεια X(U) 

έχε ι τα E,F,G,*.,m,n σα θεμελιώδη ποσά πρώτης κ α ι δεύτερης τάξης . Επ ί πλέον 

η επιφάνεια X(U) ε ίν α ι μ ο ν α δ ικ ή  από άποψη σχήματος (ό χ ι θέσης) .

Α π ό δ ε ιξ η : Μια απόδειξη αυτού του σημαντικού θεωρήματος μπορεί να βρεθεί

στη σελίδα 311 του πρώτου β ιβλίου  της βιβλιογραφίας που δόααμε .
- ·· « · ^

* Ασκηση : Μπορεί να β ρείτε κανονική επιφάνεια με E*G=1 , F=0 , Λ*1 , 

m»0 , η* -1 ;

3 .5 .  Γ ε ω δ α ισ ια κ έ ς  γ ρ α μ μ ές -  Γ ε ω δ α ισ ια κ ή  κα μ π υ λό τη τα  .

7

θεωρούμε μ ια  συνεκτική (connected) επιφ άνεια S του R κ α ι δύο σημεία  

P,Q πάνω στην S . Ε ίν α ι Φανερό πως υπάρχουν πολλές καμπύλες πάνω στην S , 

που ενώνουν τα σημεία P,Q . Κάθε μ ια  από αυτές έ χ ε ι ένα μήκος * Ποτά ή π ο ι έ ς  

(αν υπάρχουν) έ χ ο υν το  μ ικ ρ ό τ ε ρ ο  μήκος ; Το ερώτημα αυτό ε ίν α ι ένα από 

τα σημαντικώτερα ερωτήματα . τόσο της θεωρίας Επιφανειών όσο κ α ι της Γεωμετρίας 

Riemann γενικώτερα . Σ*αυτη τη παράγραρο θα δύσουμε τα απαραίτητα σ το ιχ ε ία  γ ια  

την απάντηση του ερωτήματος , χωρίς να προχωρήσουμε σε πολλές λεπτομέρειες . 

Δικαιολογημένη απάντηση στο ερώτημα θα πάρουμε στο μάθημα Γεωμετρία Riemann .

· Mux i κανονική) καμπύλη γ : I C R - S C R 5 , t^ Y ( t )  λέγ ετα ι 

Υ£ω5®ι ίΐν ? .ΐή  (fioodcsk·) της rnupavriac S , αν το διανυσμα επιτάχυνσης (το



διάνυσμα Y"(t)) είναι κάθετο στην επιφάνεια για κάθε t e i  .

Παρατήρηση 3 , 5 ,1 . Αν γ : I cR  + ScR3 , t + v(t) ε ίνα ι γεωδαισιακή καμπύλη 

της S · τότε έχει διάνυσμα ταχύτητας σταθερού μήκους , δηλαδή |γ4 (t ) |=σταθερό . 

Πραγματικά , ισχύει <γ ’ (t) , Y M(t) > =0 , γ ια  κάθε t , αφού το διάνυσμα γ * (t) 

εφάπτεται της επιφάνειας και το διάνυσμα v"(t) ε ίνα ι κάθετο στην επιφάνεια .

Έ τσ ι · 3Έ I Υ* 12 = < ν ' (t) , γ ”(*) > = 2 < γ* (t) , Y*'(t) > * 0 . Συνεπώς ,

|Y'(t)| = σταθερό . Ισχύει το αντίστροφο ; Δηλαδή μια καμπύλη γ : ICR + S με 

σταθερή ταχύτητα ε ίνα ι γεωδαισιακή καμπύλη της S ;

Παρατήρηση 3̂  5 . 2 /Ολες ο ι ευθείες,με σταθερά ταχύτητα, μιας επιφάνειας S 

ε ίν α ι γεωδαισιακές της επιφάνειας.Πραγματικά,άς ε ίνα ι y:I-*S μια ευθεία της S .Τότε 

Y"(t) =0 , γ ια  κάθε tG I  . Έ τσ ι το διάνυσμα επιτάχυνσης της γ είνα ι κάθετο 

(αφού ε ίν α ι μηδενικό) στην S κα ι συνεπώς η γ  ̂ε ίνα ι γεωδαισιακή καμπύλη της 

S σύμφωνα με τον ορισμό 3.5.1.

•Η

• '

V. .1

θα δύσουμε στη συνέχεια δύο ενδιαφέροντα παραδείγματα .

ϊ

Παράδειγμα 3 . 5 . 1 , θα βρούμε όλες τ ις  γεωδαισιακές ενός επιπέδου . Ας 

ε ίν α ι γ  : Ι - * π  t  t - * Y ( t )  μια γεωδαισιακή του επιπέδου π και Ν ένα μοναδιαίο 

κάθετο στο επίπεδο . Τότε ισχύει παντού στο I , < Ν(γ(t ) ) , γ' ( t )  > = < N(t) ,γ '(t)>=0 

ή παραγωγίζοντας <N'(t) , Y '(t) > + <N(t) , Y''(t) >=0 ή <N(t) , Y " ( t )  >=0 , 

αφού N = σταθερό και συνεπώς N'=0 . Έ τσι το διάνυσμα γ"(t) ε ίνα ι κάθετο στο

N(t) . 'Ομως y"(t)//N (t) (αφού η γ ε ίνα ι γεωδαισιακή) . Έτσι πρέπει v"(t)=0 :

κα ι με διπλή ολοκλήρωση παίρνουμε : γ(t) =at+b , όπου a,b ε ίνα ι κάποια δια- ' Μ

νύσματα του R0 . Σύμφωνα λοιπόν και με τη παρατήρηση 3.5.2 , όλες ο ι γεωδαισία-!:

κές του επιπέδου ε ίνα ι ο ι ευθείες αυτού .
ν*

Παράδειγμα 3 .5 .2 .  θα βρούμε όλες τ ις  γεωδαισιακές της σφαίρας ακτίνας
1 ΐ
Μ
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S2  ̂-  { (x .y, z) 6 R3 : x 2+y2+z2 “ Rq )

j i .

Ας e lvat γ : I μ ια  γεωδαισιχχκή χτκ σφαίρας κ α ι ας υποθέσουμε 6xt έχει» na~
i *0

ράμετρο to μήκος τόξου (διαφορετικά της κάνουμε αναπαραμέτρηση) . Αφού π Υ β ί-
\ ,· 'ζ '
i vat γεωδαισιακή πρέπει γ//Ν , όπου Ν ένα μοναδιαίο κάθετο στη αραίρα

' (κοίταξε παράδειγμα 3.1.3) . Εξ άλλου από τον πρώτο τύπο του Frenet παίρνουμε ,

• *> ·

γ  ·= Τ = k n  ,

όπου η ε ίν α ι το πρώτο κάθετο πεδίο  της γ  , Τ το εφαπτόμενο πεδίο  της γ  κ α ι 
%

k π καμπυλότητά της . Συνεπώς Ν//η κ α ι άρα Ν * ± η .
η

Αν τώρα L ε ίν α ι η απεικόνιση Weingarten της αραίρας Sj^ , τότε  

> (παράδειγμα 3.1.3) ισ χ ύ ε ι :

( 1 )

Επίσης

9

LCTJ-LCy ) * -^ - - ·^

L(T) *»L(y(s)“ -N*(s) ■  +ή (s)

ή σύμφωνα με τον δεύτερο τύπο του Frenet 

(2) L(T) ·  + (k T -  τΒ )  .

όπου Β ε ίν α ι το δεύτερο κάθετο πεδίο της Υ κ α ι τ  η στρέψη της · Συγκρίνο- 

ντας τ ις  (1),(2) συμπεραίνουμε ό τ ι η καμπύλη γ  έχ ε ι σταθερή καμπυλότητα

k = + J -  κ α ι μηδενική στρέψη τ * 0 . Έ τσ ι η εικόνα της Υ πάνω στην αραίρα  
κ0

S„ θα ε ίν α ι περιφ έρεια ακτίνας Rrt , δηλαδή μέγιστος κύκλος της Sp 
*0 0 0
Αρα ο ι  γ ε ω δ α ισ ια κ έ ς  τ η ς  σ φ α ίρ α ς ε ί ν α ι  ο ι  μ ε γ ά λ ο ι  κ ύ κ λ ο ι  π α ρ α μ ετρ η ­

μ έ ν ο  ι  . έτσι^ ώ στε το δ ι άνυσμα τ α χ ύ τ η τ α ς  να έ χ ε ι  σ τα θ ερ ό  μ ή κ ος .

Ασκοπη : Να HprOonv όλες ο ι γεωδαισιακές του ορθού κυκλικού κυλίνδρου .
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Π α ρ α τή ρ η σ η  3 , 5 »  3 . Αν πάρουμε δύο σημεία P,Q του επιπέδου η της 

σφ αίρας * τ ό τ ε  από ό λ ε ς  τ ι ς  καμπύλες που τα ενώνουν αυτή που έ χ ε ι  το μικρότερο  

μήκος ε ί ν α ι  το  ευθύγραμμο τμήμα PQ γ ια  το επ ίπ εδο  ή τόξο μεγάλου κύκλου γ ια  

τη σφαίρα . Δηλαδή σ ε κάθε περίπτωση ε ί ν α ι  κομμάτια γεωδαισιακών . Α ποδεικνύεται

χρη σιμποποιώ ντας γ ι α  παράδειγμα λογ ισ μ ό  μεταβολών ( c a lc u lu s  o f  v a r ia t io n s )  ό τ ι  , 

α ν έχουμ ε δύο γ ε ιτ ο ν ικ ά  σημ εία  πάνω σε μ ια  επ ιφ ά νεια  τότε η καμπύλη που τα ενώ­

ν ε ι  κ α ι η ο π ο ία  έ χ ε ι  το  μ ικρότερο  μήκος ε ί ν α ι  γεωδαισιακή της επ ιφ ά νεια ς . Έ τσ ι  

μπορούμε ν α  πούμε ό τ ι  ο ι  γεω δ α ισ ια κ ές ε ί ν α ι  ο ι  " ευ θ είες"  της επ ιφ ά νεια ς .

Οι γεω δ α ισ ια κ ές μ ια ς  επ ιφ ά ν ε ια ς  έχου ν  ιδ ιό τ η τ ε ς  ανάλογες με α υτές των ευ­

θ ε ιώ ν  του  επ ιπ έδ ο υ  . Όμως ο ι  ε υ θ ε ίε ς  χα ρα κ τη ρίζοντα ι με την ιδ ιότη τα  ό τ ι  έχουν  

μη δενική  καμπυλότητα . Με π ο ι α  π ο σ ό τ η τ α  α ν ά λ ο γ η  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  χ α ρ α κ τ η ρ ί ­

σ ο υ μ ε  τ ι ς  γ ε ω δ α ι σ ι α κ έ ς  ; Θα δούμε πως υπ ά ρχει ανάλογη ποσότητα , την οποία

θα ορ ίσ ου μ ε παρακάτω , αφού πρώτα ξαναεξετάσουμε κ ά π ο ιες  έ ν ν ο ιε ς  από προηγούμε-
11

ν ε ς  παραγράφους .

Θεωρούμε μ ια  κανονική  επ ιφ ά ν ε ια  S κ α ι α ς ε ί ν α ι  :
2

X : UciR + S  > ( u , v )  -*X(u,v)  = ( x ( u , v )  , y ( u , v )  , z ( u , v ) )  ένα  σύστημα συντεταγμένων 

α υτής . Κατασκευάσαμε (παράδειγμ α  2 . 4 . 1 )  δύο ο ικ ο γ έ ν ε ιε ς  καμπύλών πάνω στην 

επ ιφ ά ν ε ια  ( π ι ο  συγκεκριμμένα  πάνω στο X(U)) ♦ τ ι ς  ο π ο ίες  καμπύλες ονομάσαμε 

π α ρα μ ετρ ικ ές γραμμές τη ς S , ως προς το σύστημα X . Αν c ε ίν α ι  ένα ς πραγμα­

τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  τ ό τ ε  η καμπύλη :

ορ
α : I + S  , α (υ )  =  X ( u , c )  = ( x ( u , c )  , y ( u , c )  , z ( u , c ) )

ε ί ν α ι  μ ια  παραμετρική γραμμή τη ς επ ιφ ά νεια ς  , που γ ια  συντομία  θα λέμ ε u - π α ρ α -

μ ε τ ρ ι κ ή  γ ρ α μ μ ή  ν  = c . Ε ίν α ι  φανερό π οιά  θα ε ί ν α ι  η u -παραμετρική γραμμή

v = ĉ  (ποιά ;) . Ό μοια η καμπύλη

ορ
β : J + S * β ( ν )  =  X ( c ,v )  = ( x ( c , v ) , y ( c , v ) , z ( c , v ) )  

ε ί ν α ι  η ν ^ π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή  γ ρ α μ μ ή __u = c  . Βέβαια γ ια  τ ι ς  διάφορες τ ιμ ές  του
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c παίρνουμε καμπύλες σαν τ ις  α κ α ι 0 , που όλες μ αζί λέγονται π α ρ α μ ε τ ρ ι -  

κ ε ς γραμ μ ές της επκρώνειας S , ως προς το σύστημα X . Γεωμετρικά , ο ι τρο­

χ ιέ ς  (εικόνες) των παραμετρικών γραμμών ε ίν α ι ο ι εικόνες με την X των ο ρ ιζό -

' Το διάνυσμα ταχύτητας της παραμετρικής γραμμής
t

Υ “ ( |ο  θ'.*) . | ξ  (u.c) , |£  (U.C))

και της παραμετρικής γραμμής u * c ε ίν α ι ,

ν ■  c ε ίν α ι , 

συμβολισμός
y u , C)

av a,  σιχιβολισμός
β '(ν) - (  | ϊ  (ο,ν) , | £  (c.v) , J J  (c ,v)) ----------------y c , v )

θεωρούμε τώρα μ ια  καμπύλη y : I * S  της επιφ άνειας S με y (I)c X(U) . 

Τότε η καμπύλη β - χ " 1· γ  : I +UCR2 ε ίν α ι μ ια  καμπύλη στο U C R 2 (σχήμα 51) .
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r

V

σχήμα 51

Αν u(t) ,v ( t )  : I-*-R ε ίνα ι ο ι συντεταγμένες (όύναρτήσεις συντεταγμένων) της 

καμπύλης β * δηλαδή 3(t) = (u(t) ,v(t)) , τότε v(t) = X(u(t),v(t)) . Βλέπουμε 

λοιπόν πως αν μας δοθεί μ ια καμπύλη γ : I-*S , τότε υπάρχουν δύο μονοσήμαντα 

ορισμένες λ ε ίε ς  συναρτήσεις u(t) ,v ( t )  : I-»-R ώστε να ισχύει :

Y(t) = X (u (t),v(t)) (κοίταξε άσκηση 3 στη σελίδα 89 ) . Έτσι λοιπόν συνήθως 

α ν τ ί  να λέμε "δ ίνετα ι η καμπύλη Υ : 1>S" θα λέμε "δίνεται η καμπύλη 

Y(t) =X(u(t) .

Το διάνυσμα ταχύτητας της καμπύλης Y(t) =X(u(t) , v(t))  , σύμφωνα με τον 

κανόνα σύνθετης παραγώγισης θα ε ίνα ι :

v ' ( t )  =Xu(u(t) , v (t))u ’ (t) +Xv(u(t) ,v ( t ) ) v ’ (t)

. ή γ ια  πιο σύντομα

(3) Y '=Xu u '+ X v v ’
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Ας δούμε τώρα,ποιο ε ίν α ι το διάνυσμα επιτάγχυνσης της καμπύλης 

Y(t) =X(u(t) , v ( t ) )  της επιφάνειας S ; Ε ίν α ι φανερό ό τ ι σε κάθε σημείο της 

καμπύλης τα διανύσματα Xy , Xy κ α ι Ν κάνουν μ ια  βάση του εψαπτομένου χώρου 

του σε αυτό το σημείο (σύνολο διανυσμάτων του , που αρχίζουν από αυτό 

το σημείο) . Έ τ σ ι το διάνυσμα επιτάγχυνσης γ "  θα ε ίν α ι γραμμικός συνδυασμός 

των διανυσμάτων αυτής της βάσης . 'Αρα

(4) γ*’ -  AXy·* u \ *  ν Ν  ,

f / " >*
όπου το διάνυσμα λ \ , + uXy ε ίν α ι η συνιστώσα του διανύσματος γ "  , που ε ίν α ι 

εφαπτομένη στην S κ α ι το νΝ  ε ίν α ι η συνιστώσα η κάθετη στην S . Τώρα από 

τη σχέση (3) παραγωγίζσντας ως προς t  παίρνουμε :

v , ,e ( X u u u +XUYV ' )u ' + V "  + (xv u u ' +* w v,  )ν ' * V "  

-X u u " +Xv v " +Xuu(U' ) 2 + 2XuvuV +Xvv(v ·)2

ή χρησιμοποιώντας τ ις  εξισώ σεις του Gauss (σελίδα 149)

* ^  4 χν ν ”  * (u ) L r ! i \ i  * Γ ι ι χν *
I N j

1
i-. r

* (ν '>2 [ Γ2 Λ * ΐ Λ * ηΝ 1

.* ■ £

-  [ u ,' * r ] 1( u ') 2 * 2 r ] 2u V + r j 2( v ' ) 2 ■/

♦  J v " + r 21(u, ) 2 * 2 r 22u V - i 2( v ' ) 2 K
r " r :■?

* ^ i( u ') 2 ·*·2ιηυ’ν ' * n  (ν ')
■ ]* ·

Έ τσ ι Γχουυε : - ”

Υ " β u ” + r ] t (u* )2+2rJ2n ,v''*-r22<v' )2 ] V 1 1^^(u')2 ·*·2Γ̂ 2υ 'ν '
4 ΐ 22«'·>ί ] χ ι,

♦  II fcfu')" ♦  Λ ι ι Γ ν '  +n(v' Γ  | N • •
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(6)

Συγκρίνοντας με τη σχέση (4) έχουμε :

X = u " + r J 1 ( u ' ) 2 + 2 r ] 2u V  + r j 2 ( v ' ) 2 

μ - ν " + Γ 2 1 ( υ ' ) 2 + 2Γ2 2υ ' ν '  + Γ 2 2 ( ν ' ) 2 

ν  = { A ( u ' ) 2 + 2 m u V + n ( v ' ) 2 }

Τώρα σύμφωνα με τον ορισμό της γεωδαισιακής (ορισμός 3.5.1)> μια καμπύλη 

Y(t) =X(u(t),v(t)) ή (u(t),v(t)) ε ίνα ι γεωδαισιακή της S , αν και μόνο αν 

το , δηλαδή αν κα ι μόνο αν λ = μ = 0 (γ ιατί ;) . Έ τ σ ι  μ ια  κα­

μπύλη (u(t)^v ( t ) )  της S ε ί ν α ι  γεωδαισ ιακή αν κ α ι μόνο αν :

( 7 )

υ ' ' + r j ^ u ' ) 2 + 2 Γ ] 2 υ ' ν '  + r ] 2 ( v ’ ) 2 = 0  

ν ” + Γ 2  ̂ f u ' ) 2 + 2 Γ 2 , υ ' ν '  + Γ 2 , ( ν ’ ) 2 »  0

■:· ;
·ί:
Ί;.'ϋ

4]
1·:

Is
I
I£

12 22

'Οταν μας δοθεί μια επιφάνεια S τότε τα σύμβολα του Christo ffe l είνα ι γνω­

στά · Έ τσ ι αν λύσουμε το σύστημα (7) βρίσκουμε τ ις  συναρτήσεις u(t) ,v(t) 

που μας δίνουν όλες τ ις  καμπύλες που ε ίνα ι γεωδαισιακές . Επειδή όμως το σύστη­

μα (7) ε ίνα ι δευτέρου βαθμού γ ια  να βρούμε μια λύση , χρειαζόμαστε δύο αρχικές 

συνθήκες δηλαδή τα (u(0),v(0)) και (u*(0), ν ' (0)) δηλαδή το σημείο 

X(u(0) , ν(0)) = Ρ και το διάνυσμα γ'(0) =Xu(p)u*(0) +Χν(ρ)ν'(0) . Έχουμε λο ι­

πόν το παρακάτω συμπέρασμα :

9
t

ι
i

I

Συμπέρασμα . *Οταν δοθε ί ένα σημείο Ρ της S κα ι ένα μη μη­

δ εν ικό  διάνυσμα w G TpS , τότε υπάρχει μ ια  κ α ι μόνο μ ια  γεω δαισ ια- 

κ ή γ : ( - ε , ε) -» S της S με γ(0) = Ρ κα ι  γ* (0) = w .

2
Παράδειγμα 3 .5 .3. Αν πάρουμε ένα σημείο της SR και ένα διάνυσμα σ’ ;

αυτό το σημείο , τότε με αυτά τα στοιχεία καθορίζεται πλήρως ένας μόνο μεγάλος -

κύκλος της St , δηλαδή μόνο μια γεωδαισιακή ,
0

'■ ί ■

I
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Παρατήρηση 3 . 5 . 4 . 'Οταν δοθεί στο σημείο Ρ ένα διάνυσμα 

w ■  aX u(P) * pXyfP) , τότε με αυτές τ ις  αρχικές συνθήκες το σύστημα (7) έχ ε ι μ ια  

λύση (u(t) ,v ( t ) )  . Τότε γ ια  την καμπύλη Y(t) =X(u(t) , v (t))  (που ε ίν α ι γεωδοί- 

σιακή) ισ χύ ει : E ( u '( t ) ) 2 + 2Fu’ (t)v '( t)+ G (v '( t))2 » |w|2 γ ια  κάθε t .

Πραγματικά , ορού η καμπύλη (u(t) ,v(t))  ε ίν α ι γεωδαισιακή θα έ χ ε ι σταθερή τα­

χύτητα .

Παρατήρηση 3 . 5 . 5 . Βέβαια , όταν μας δοθεί μ ια  επιφ άνεια κ α ι μας ζητηθεί 

να βρούμε τ ις  γεωδαισιακές της , πρέπει να καταστρώοουμε το σύστημα (7) κ α ι να 

προσπαθήσουμε να το λύσουμε , πράγμα ό χ ι τόσο εύκολο . Μερικές φορές όμως , 

όταν η επιφάνεια ε ίν α ι πολύ απλή I , μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κατ’ ευθεία  

τον ορισμό , όπως στα παραδείγματα 3 .5 .1 . και 3.5.2.

Πρόταση 3 . 5 . 1 . θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων X : U CR  -*-X(U)cS 

της κανονικής επιφ άνειας S . Ικανή κ α ι αναγκαία συνθήκη , ώστε η παραμετρική 

γραμμή ν = c να ε ίν α ι γεωδαισιακή ε ίν α ι να ισχύουν ο ι σχέσεις :

(8)
E ( u ,c ) » σταθερό 

E / u .c )  -  2Fu (u ,c)

Απόδε ι ξ η  . Η παραμετρική γραμμή ν  « c έ χ ε ι οα παράμετρο το υ (δηλαδή 

u - t )  , έ τσ ι ο ι  εζιαώ σεις της ε ίν α ι : u(t) · υ  , v (t)  * c  .

'Αρα , υ ' “ 1 , υ ”«0 . ν ’ -ν'^Ο . Από το σύστημα (7) θα πάρουμε πως η v - c  ε ίν α ι 

γεωδαισιακή αν κ α ι μόνο αν ισχύουν :

Γ
1
11 -0

Γ2*11

Τώρα το συμπέρασμα προκύπτει εύκολα αν πάρουμε την έκφραση των γ ]| . 

συναρτήσει των Γ.Γ.Γ· και των παμηγώγων των (άσκηση 2 , στη σελίδα 154) κ α ι 

λύνοντας πυτες tic εΕιηώ σεις ως προς 0 , .

. Λ
-  t

ID
-*

**
'·*
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Παρατήρηση 3 . 5 . 6 . Αν η παραμετρική γραμμή v = c ε ίνα ι γεωδαισιακή , 

τότε ε ίν α ι φανερό ότι πρέπει E(u,c) = σταθερό , οκρού το διάνυσμα ταχύτητας της

v = c ε ίν α ι το Xu(u,c) και το οποίο σύμφωνα με τη παρατήρηση 3.5.1 πρέπει

να έχε ι σταθερό μήκος .

Παράδε'ιγμα 3 .5 ,5 .  Ξέρουμε (παράδειγμα 2.3.3) ότι η απεικόνιση

X(u,v) = ( f (ν) cos u , f (ν) s in u  , g(v))

ε ίνα ι σύστημα συντεταγμένων μιας επιφάνειας που έχουμε ονομάσει επιφάνεια εκ 

περιστροφής . Τα θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης ε ίνα ι : t·#■.

E=( f(v ) )2 , F - 0  , G = (£’ (ν))2 + (g*(ν))Ζ

Σύμφωνα με τη πρόταση 3.5,1 μια παραμετρική γραμμή ν = c ε ίνα ι γεωδαισιακή 

αν κα ι μόνο αν , ισχύουν ο ι (8) . Η πρώτη των (8) ισχύει , γ ια  v = c . Η δεύτε­

ρη των (8) γ ια  τη συγκεκριμμένη περίπτωση γίνετα^

2 f(v ) . f ' ( v ) -Z Fu «0 .

Έ τσ ι η παραμετρική γραμμή v = c ε ίνα ι γεωδαισιακή αν και μόνο αν ισχύει 

f ' (ν) * 0 .

' Άσκηση . Να δείξετε ότ ι στις επιφάνειες εκ περιστροφής ο ι παραμετρικές 

γραμμές u « c  (οι μεσημβρινοί) με κατάλληλη παραμέτρηση ε ίνα ι γεωδαισιακές της 

επιφάνειας .

Επειδή σε κάθε καμπύλη μπορούμε να κάνουμε αναπαραμέτρηση , ώστε η παράμε­

τρος να ε ίνα ι το μήκος τόξου , ας κοιτάξουμε το εξής πρόβλημα : Πότε μ ια κα­

μπύλη με διάνυσμα ταχύτητας μοναδια ίο ε ί ν α ι  γεωδαισιακή της επιφά­

ν ε ια ς  S ;

θεωρούμε μια καμπύλη γ : I +S , s -* y (s ) με παράμετρο το μήκος τόξου . Είναι 

φανερό (γ ιατ ί;) ότι τα διανύσματα γ , Ν , γχΝ ε ίνα ι μια ορθοκανονική βάση του

^  % 
■ til- u
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R στο σημείο Y(s) . Έ τσι θα ισχύει -

Ϋ - < Ϋ , ν > γ +  < Υ , Ν > Ν +  < Ϋ , γ χ Ν > γ χ Ν

« - < γ  , Ν >Ν ♦  (γ γ Ν ) Ν χ γ *  (ΫΫΝ)Ν χ γ +kn (v)N / . S F iL M E

όπου (γγΝ) -  < γ χ γ , Ν >  κ α ι ορού |γ| «1 . < V ,N >  »0 ' κ α ι ' "  ■ "*"' * *  

^ (ν ) β < Ι»γ,γ> * - < Ν  , γ>  η κάθετη καμπυλότητα στη διεύθυνση του Ϋ

Ο ρ ισ μ ό ς  3 . 5 . 1 . Έστω γ(β) μ ια  καμπύλη με παράμετρο το μήκος τόξου πά· 

w  στην επιφάνεια S . Η ποσότητα k (s) =(^y N)(s) λέγετα ι ν ε ω δ α ισ ια κ ή
Ο

καμ π υλότητα  της γ στο s . Η k εξαρτάται από τον. προσανατολισμό της S .
Ο

'Εχουμε λοιπόν την παρακάτω ενδιαφέρουσα ταυτότητα :

(*) Ϋ ^ ^ χ γ + Ι^ ίΫ ίΝ  . c

Η παρακάτω πρόταση ε ίν α ι εύκολη συνέπεια της ταυτότητας (*) .

Πρόταση 3» 5 . 2 . 'Εστω γ($) μ ια  καμπύλη με παράμετρο το μήκος τόξου πάνω 

στην επιφάνεια S . Η v(s) ε ίν α ι νεωδαισιακή της S αν κ α ι μόνο αν η γεω δαι- 

σιακή καμπυλότητα ε ίν α ι μηδέν .

Α π ό δ ε ιξ η  . Σαν άσκηση .

ι
' Ασκηση . 'Εστω y (s ) «X(u (s ) , v ( s ) j  μ ια  καμπύλη με παράμετρο το μήκος 

■ τόξου πάνω στην επιφ άνεια S , όπου X : U C R 2 - S  ε ίν α ι ένα σύστημα συντεταγμέ­

νων της S . Τότε

»»· -/“ * ρ2[ Ί ΐ <̂ > * * < 2 ' ΐ 2 - Γί ΐ> ϊ® » 2(^ > *  < ΐ 2 ' 2Γΰ > Φ φ 2

. Γ 1 I dv >3 ,  du d2v d2u dv 1 :Π··1

 ̂ 1
■ - . .· ■' ·;*:■ ■  >

.* ____. .1 ..Ϊ&ϊϊ.
. : ' ν :.νΛ ■ Ε··■ · ;̂ ,·ί
..v-V,. ·>£ '.-·-·>· '••Λ Τ · -  ·· --------



Η παρακάτω πρόταση μας δ ίν ε ι μια έκφραση (χρήσιμη γ ια  αυτα που ακολουθούν) 

γ ια  τη γεωδαισιακή καμπυλότητα μιας καμπύλης πάνω σε επιφάνεια . Η απόδειξη της 

ε ίν α ι υπολογιστική και κουραστική . Θα την αναφέρουμε χωρίς πλήρη απόδειξη .

Πρόταση 3 .5*3. Έστω y (s ) = X(u (s ) , v (s)) μια καμπύλη με παράμετρο μή- 

κος τόξου πάνω σε μια κανονική επιφάνεια S , όπου X : UCR +S είνα ι ένα σύ­

στημα συντεταγμένων της S . Αν θ ε ίνα ι η γωνία που σχηματίζει η καμπύλη γ 

με τ ις  παραμετρικές γραμμές ν = c (σχήμα 52) , τότε η γεωδαισιακή καμπυλότητα 

της γ ε ίν α ι :

<91 V  $*—?==?( 2EFu- FV  EEv>lr*— p = ;,EV  FV £
2E /EG - r  2E /EG -

σχήμα 52

Απόδε ιξη  . To διάνυσμα ταχύτητας της καμπύλης γ είναι, 

γ = Xy-jg + Xy , ενώ της παραμετρι,κής γραμμής ν = c είναι. β'= \  

Έ τσ ι έχουμε :
τ, du , _ dv

'·*S%.i'k

i f  it



'Αρα , 

( 10)

Επίσης 

5 · ( 11) s in 6 Iy ‘ *P* v4 - F 2 dv

Ι ν ΊΙ ΡΊ & 3s
. \

Παρανωγίζουμε τπν (10) ως προς s m i παίρνουμε ,

du . ~ dv

&

0 F au . ρ uv

- λ . » « . 4 - 4 * 4  4 *  i t g . *
Λ  ds2 ΛΓ ds^ 2 / ε  03

Fu 3g + Fv  3s dv .  g >

■ &  2E3/2

dv
3s

Στη τελευταία σχέση αντικαθιστούμε το s in  θ από τη (11) και. λύνουμε ως προς 

•g| . Τώρα χρησιμοποιώντας την άσκηση της σελίδας 1S4 και. αντικαθιστώντας τ ις  

εκφράσεις γ ια  τα σύμβολα του C h r is to ffe l παίρνουμε μ ια  έκφραση γ ια  το kg . 

Αντικαθιστώντας αυτές τ ις  εκφράσεις των kg κ α ι ^  στην (9) βλέπουμε ό τ ι 

γ ίν ετα ι μ ια  ταυτότητα .

Παρατήρηση . Η σχέση (9) ε ίν α ι γνωστή,στη βιβλιογραφία κ α ι σαν τύ π ο ς  

του L i o u v i l l e  . . .. _ .

L · . '*' ■?· ~ ' . ; ; τ "  ■ ' !
\ 3 .6 .  θεω ρήματα των Gauss - B on n et ,.

ί ' ' ■'
ί θεωρούμε μ ια  κανονική επιωάνεια S κα ι μ ια  κ λ ε ισ τ ή  π ολυ γω ν ικ ή  κ α -  ;

μ πύλη με πλευρές τα τόξα AqAj ^i^2»****^n-2 ^h-1 * ^ n * l\  CAn = Aq ) · που 

π ερ ικ λ ε ίε ι έναν απλά συνεκτικό τόπο R που ε ίν α ι σε μ ια  περιοχή συντεταγμένων 

X(U) (σχήμα 53) . { Ενας τόπος λέγετα ι απλά σ υ ν ε κ τ ικ ό ς  (sim ply connected),
'· Τ:

όταν κάθε κλειστή καμπύλη αυτού μπορεί να συσταλεϊ με συνεχή κίνηση σε ένα ση-, 

ιείο χωρίς να αφήσει την επιφάνεια) .

■ j ■ . ·> - 'π ...
... ■ . "■ .·'.■ /-:·ννΐ;-Λ-'·.· - · \· :

:̂ · ν-νν' - i:; '· &ΤΙΖ:· '■ i  - -·.·*" ;·ν ··.
• · ’--'.Λ' ■- - '
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σχήμα 53 , γ ια  n = 6

hiΠάνω στη πολυγωνική καμπύλη Aq. . ,An διαλέγουμε μια θετική φορά διαγραφής

της ως εξής:'Οταν περπάταμε πατώντας την S κα ι το ι&φάλι να δείχνει το κάθετό της να %*2
αφήσουμε αριστερά μας το R rn i ας ε ίνα ι αΓ η γωνία που σχηματίζουν ο ι πλευρές Ar Âr  καί;

AjAr+ι (σχή^α 53 ,γ ια  η=6) ,όπου r=T,... ,η και Αη+1=Α1 .Με άλλαλόγια ο ι γωνίες , . 

ε ίν α ι ο ι εξωτερικές γωνίες του καμπυλογράμμου πολυγώνου Α̂ Α̂ .. ·Αη·Ας συμβολίσουμε με γ f 

τη πολυγωνική γραμμή AqA ^ . .^  , η οποία δεν ε ίνα ι λεία αλλά αποτελείται από 

κομμάτια λε ία  κα ι έχει ως παράμετρο το μήκος τόξου . Τότε το επικαμπύλιο ολοκλή-
,ν'Ι
%
, f e .1

ρωμα
ke *

(όπου k ε ίνα ι η γεωδαισιακή καμπυλότητα της γ) υπάρχει 
Ύ  ° ®

n  Γ(γ ια τ ί ;) . Η ποσότητα 2 π - Σ α  · k d s  ε ίνα ι ένας πραγματικός αριθμός
r=1 Γ ·>γ ε

κα ι λέγεται υπεροχή (exceed) της καμπύλης γ , συμβολίζεται δε με βχγ . 

Έ τσ ι έχουμε :

(1)
n (

exy = 2π - Σ α - k_ ds 
r=1 Γ >\ Β

Αν θ ε ίνα ι η γωνία που σχηματίζει η πολυγωνική καμπύλη γ με τ ις  παραμετρικές 

γραμμές v = c , ε ίνα ι φανερό (.11) ότι :



. ' V * V ,

‘ ; :Λ Ά
··■ .■ ,·;■ · · ’: · .<··- ,:*· ·■  - · .·■ ·..■ .■ ·;· ■ ·,·,.· -·. ■· ■.·:. ■'.■■■ ■ .·■■■

; . · ■ ' · , ;  · : ■ -  ;· . 
■ ■  ̂ ·· ■ .·· V ν  · .; ·;>*·: .·· ν /.

(2) ί  d0 ♦  Σ α ■  2π
'Υ γ·1 Γ

: ; ϊ\:

Επίσης από τον τόπο του L io u v ille  έχουμε :

(3)

 ̂ ·*··· ..■'··*<\- i · .-Trf .pf

fk g d s . [ * ♦ [  ------- ί ------- (2EP- FE - EE)du«— J = = (BG -  FE^)*
’ * g J .Y  ^  2 E / S T P  “

• I·  * 1d0 + I Adu + Bdv  
Ύ  j Y

;y ;v: ^,1̂· ··· / .**'(*} 
•.Λ · ' :·'

:. ··· Λ . 4  . : , r !.■■■■.■. ■/ v v .if S * »  ,.

όπου έχουμε θέσ ει 

A — L= = (2EF11- ra u -B8v) » l  „  l -  r  J . L
2E/EG - Fz r  2 E / B G - F 2

(BGy- FBy)

Από Ttc ο χέο είζ (1)*(2) xctt (3) notlpvouuE * ŷ, ·£&■ }’* % Ή·
[ ;.r- - . ··.-·· --ί ·· -' - 'Λ /-. - - -  .■ ■ ·,.-.:γ··~· ; , ν \ γ  "  •'·*“ , λγ' Ίγ$£* · &  ·..· - . /

ίχ γ · · 1
( Adu + Bdv)

■Λ-fz# , b^A ;y a ·><

, j>v-‘ mn

, Επειδή n πολυγωνική γραμμή π ερ ικ λ ε ίε ι έναν απλά συνεκτικό τόπο κ α ι ο ι συναρτή·
f*
t σ ε ις  Α ,Β ε ίν α ι δ ιαρορίσ ιμες μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Green

Kran6 τον απειροστικό λογισμό .- 'Ε τ σ ι θα πάρουμε ^

β χ γ ·-|  (Adu + Bdv) »-Jj (||  * | £ )d u d v  I
^  A -11 Λ -, i 1 i 5 ,ΐί - ιί

.Λ ί;(^ ίχ ίί· I >■?*! %.#$.}£ ;*
7>\

V, ] * <α ■ ■ >.··"■
'· -1  ̂ - %ά

· :* '■·* · .. · «· ■ '*./

- |ί
vBG-V* · -ίνί ^ ^ ν^ ·η ·ί v isa , ,-v

· · ( ( - τ ^ - τ ' Ι - Ι ί " 15
R / K -  F2

} ·' <”·'·:
όπου dS ■  /lr. - F^dudv n a p u n a vri ως γνωστό το στοιχειώ δες εμθαθό της επ«ρά- 

ν π α ς  . ΙΙηίΑίοβΛ rfTO^e^®^b6v^«*i‘*tipô AnAopv»3dfeMoo'ipe πλευρές τα euwOopawi Xydu

V *  ; . , ' - - Γ - . , ,Κ 1· , ,
! . · · * , ,'ΐ;ν-ν%̂ ’ -·α  '’.-,.ί'.',/



και Xydv .

Μπορούμε να διαπιστώσουμε μετά από κουραστικές πράξεις πως

κ = -------!— -  Μ )
~ 1 3u 3ν '

AEG -  F

Έ τσ ι

(4) -ίίexy= jj KdS  

R

ή από την (1)

( S ) 2π -  Σ α ~  ί k d s  = ( 
r=1 Γ i y  * »

KdS

Η σχέση (5) ε ίν α ι γνωστή κα ι σαν τοπ ικό ς τύπος των Gauss-Bonnet .
if

Αν η καμπύλη Υ όταν λεία  , δηλαδή δεν είχε γωνίες , τότε af  -  0 , οπότε 

από την (5) παίρνουμε ,

( 6) 2" - lvkB ds * {{
R

KdS

Επίσης αν τα τόξα της πολυγωνικής γραμμής γ ήταν γεωδαισιακές τότε k =0 και
ο

η (5) γ ίνετα ι , 

η
(7) 2π - j A ' i i^  R

KdS

iS

Τέλος αν η Υ ήταν μια λεία  γεωδαισιακή τότε από την (6) παίρνουμε ,

(8) 2 π = [{ K d S  
R

Οι τύποι (6),(7) κα ι (8) ε ίνα ι ε ιδ ικές περιπτώσεις του γενικού τύπου (5) . 

Εφαρμογή (Άσκηση) . Να βρείτε το εμβαδό της μικρής σκούφιας στο δ ι
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‘Y.jf Jp vs-A; * A- ; - . * ■ U, . ·:\ ί  ,., - θ·; ■ ■ /̂•OTpJfrXt
" πλανό σχήμα , όπου C ε ίνα ι κύκλος αχτί-

. λ? mv.jt-i
νας γλ κ α ι R είναι, η αχτίνα  της0 *' *1>Ύ\Α%, Ι| ΙΑΛ̂ νΐΛ I.IIS >,

V .̂ v ν&»’* - - >·--,··\ν .;·>- .. V . vV
σφαίρας . ;. *

-»τ-,· fit#*#* Q7O
• m μ

όκ>.  ;::···Λ (^·.·^θί 0 s  .yi*m *yr!is tr&  . ι·*ι *?·■?*?& s )  > ί ^ ] ι :

?: - .: /*'·' ? >!Ύ<·ΐΐ ·'· - *.··.■' ·' "-' .· ,#·ί* ' Λ/̂ Γν.;· '.'Οί **?.'.Ο'·'

Παρατήρηση 3 . 6 . 1 . Ο ι παραπάνω υπολογισμοί γ ίνο ντα ι όταν ο τόπος R
η

ε ίν α ι υποσύνολο του X(U) , όπου X : U CR  +S ε ίν α ι ένα σύστημα συντεταγμένων. 

Αν αυτό δεν συμΡαίνει τότε χωρίζουμε το τόπο σε μικρότερα κομμάτια ώστε κάθε 

κομμάτι να ε ίν α ι μέοα σε ένα σύστημα συντεταγμένων κ α ι αθροίζουμε τα αποτελέσμα-
. ' I

τα (παράδειγμα 3.6.1) . Επίσης χρησιμοποιήσαμε στα διπλά ολοκληρώματα σαν τόπο 

ολοκλήρωσης το R , το (πιο) σωστό θα ήταν να βάλουμε X” 1(R) .
♦

• - " .Λ'Vs. W ; -ί ; ' :;'Λ* ,£:Ty<//:feiVi!
Π α ρ ά δ ειγμ α  3 . 6 . 1 . 0 τόπος R ε ίν α ι ένωση των τόπων R̂  κ α ι R2
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αντίστοιχα τα Α1,Α2,Β1,Β2 και. Β2,Β1 .Α3,Α4 . Οι. εξωτερικές νωνίες του R 

ε ίνα ι α1,α2,α3,α4 του R] ο ι Β1=α1 , β2=α2 , Ρ3 , β4 και του R2 

ο ι νΊ , Υ2 . Υ3=α3 * γ4=α4 ' ° L προσανατολισμοί. ^  συνόρων των R , R1 , R2 

(ραίνονται στο σχήμα 54 . Υποθέτουμε ότι κάθε ένας από τους τόπους R. , R
I L·

ε ίν α ι σε περιοχή συντεταγμένων , άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε γ ια  κάθε ένα από 

τους ^ 2  τον τοπικό τύπο των Gauss-Bonnet (σχέση (5)) . 'Ετσι έχουμε :

γ ια  R, : 2 π -β 1 \ = [( Kds
α 1α 2β ί β 2 r 1

/*·

γ ια  R2 : 2 π -γ 1- ν 2 - γ 3 - γ 4 - |  kgds = || KdS

B * V *  R2

Προσθέτοντας κα ι λαμβάνσντας υπόψη ότι , γ2+β3 » π , γ1+β4 = π θα πάρουμε ,
Μ

2π -β1- β 2 - γ 3 - γ 4 - |  kgds = || KdS ,

Α1Α2Α3Α4 R

αφού τα ολοκληρώματα | kg ds , | kg ds αλληλοαναιρούνται . Έτσι

Β1Β2 Β2Β1 .

έχουμε

2π- α1 -  α2 -  α3 - α4 - | kg ds = || KdS

Α1Α2Α3Α4

Ορ ισμός 3 . 6 . 1 . Για ένα οποιοδήποτε τόπο (κομμάτι) R μιας επιφάνειας

S το ολοκλήρωμα | |κ d S λέγεται ολ ική  καμπυλότητα του R .
R

f;

fii
\ΐ.'ΐ
SV 1

Έ τσ ι έχουμε το παρακάτω θεώρημα .

θεώρημα 3 .6 .1 .  (Τοπικό θεώρημα των Gauss-Bonnet) . Αν μια πολυγωνική
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καμπύλη γ μιας επιφάνειας S περ ικλείει ένα απλά συνεχτικό τόπο R , τότε η 

ολική καμπυλότητα του R ισούται με την υπεροχή της καμπύλης γ .

’ Απόδειξη , Η σχέση (4) παραπάνω . .·■« ·>.·*„ i;. :-?j

ρ Εφαρμογές ·.

ί 1. Έστω S μια προσανατολισμένη επιφάνεια με καμπυλότητα Gauss Κ^Ο .

I Ας ε ίνα ι »γ2 δύο γεωδαισιακές της που περνούν από το σημείο PGS . Τότε

\ ο ι Y1 f Υ2 δεν μπορούν να ξανασυναντηθοόν ώστε να περικλείνουν ένα απλά συνε- 

\ κτικό τόπο R .  ̂ ν ,
Γ

Ας υποθέσουμε ότι ξανασυναντιώνται . Τότε θα είχαμε σύμφωνα με το τύπο 

(7) ότι ,

'Ομως α1 , α2 < π , έτσι το πρώτο μέλος 

ε ίνα ι θετικό , ενώ το δεύτερο αρνητικό ή

μηδέν (Κ < 0) . Αυτό ε ίνα ι άτοπο .

Εύκολα (πως ;) συμπεραίνουμε πως σε μια επιφάνεια με Κ < 0 δεν υπάρχει 

λεία και κλειστή γεωδαισιακή , που να περ ικλείει απλά συνεκτικό τόπο .

2. 'Εστω γ : I + R3 μια κλειστή λεία  καμπύλη με μη μηδενική καμπυλότητα 

και s παράμετρος μήκος τόξου . Παίρνουμε τη πρώτη σφαιρική δείχτρια

είνα ι απλή .

Ε
L



kg = <N(s) , Y 2 ( s )  xV2(s) > = < N(s) , n(s) xn(s) >

όπου με · συμβολίζουμε τη παράγωγο ως προς s και Ν το κάθετο της σφαίρας 

Ε ίνα ι φανερό πως

 ̂ds 2̂ _ 
ds P C ?

όπου k , τ η καμπυλότητα και. η στρέψη αντίστοιχα της γ . 

Έχουμε ,

n(s) -  ^  (S) = ~  % = ( - k T  + T B ) %  
ds ds ds ds

κα ι

n(s) ® (-kT + τΒ) —  B) f4§ :r-(k2 + T2) n ( i § ) 2 
ds ’ ’ds ds

Έ τσ ι παίρνουμε ,

k = <N(s) ,n(s) xn(s) >=-(T ^ - - k  ^|) (^§)3 
B ds

τ dk .ν dc
τ-35+κ35 f ds ·» _ d ^ d s--------------  l - r )  = (τοξεφ -λ)—

* k2 M 2 *  dS

μετά από πράξεις και. ορού N(s) = n(s) .

Άρα ,

kg ds = d τοξ εφ -̂ ·

2Τώρα το υ2(Ι) χωρίζει την S σε δύο κομμάτια . Ας ε ίνα ι το ένα κομμά- 

τ ι . Εφαρμόζουμε το τοπικό θεώρημα των Gauss-Bonnet . Επειδή για τη S έχου­

με Κ=1 . τότε η σχέση (6) δ ίνε ι :
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' ri ■

- $ rr - , '-·· ?Kcrt v  ·/

S?1, “ - J  h &

;; ;■·.  ̂ * , -; ■ v-Us. Μ.χ·\ >5 ·> ■ ¥, *:%'§ '..-

K .V

V?
f,; .  2

- l r

-<>-V _ [ d to ?  εφ * * εμβαδόν R ' ^  ^  ^ ’

·■ -·*·■ ** J& fS

; · · '

-<ξ/αχj · ^ £··' ^2 —y fc&im- ::-.z&· ·2&· · issife ·̂ m* 
εμβαδόν R , ^ »  a B T O .S ,. .

.·■ ■ '■  2 ·^.·<·:>·>?ŷ v,*r< fcttr. οδβ ,* «ifs-l»!»» ·*£

3 . Ξέρουμε πως η βάση γ ια  τήν επιπεδομετρία του Ευκλείδη ε ίν α ι η Γεωμε­

τρ ία  των Τριγώνων . Επίσης ε ίν α ι γνωστό ό τ ι το αξίωμα παραλληλίας του Ευκλείδη 

ε ίν α ι ισοδύναμο με το γεγονός ό τ ι το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών ενός τριγώ­

νου ε ίν α ι 2π . Βέβαια στο επίπεδο έχουμε ό τ ι η καμπυλότητα του Gauss ε ίν α ι 

Κ = 0 . θα δούμε τώρα τ ι  συμβαίνει με τ ις  εσωτερικές γω νίες ενός γεωδαισιακού 

τριγώνου πάνω σε μ ια  επιφ άνεια S . Γ ε ω δ α ισ ια κ ό  τ ρ ίγ ω ν ο  ε ί ν α ι  μ ια  πολυγω· 

: ν ικ ή  γραμμή μ ε τ ρ ε ι ς  κορυφές έ τ σ ι  ώστε τα  τ ρ ί α  τ ό ξ α  Α ρΑ 1  , Α ^Α, ,

ϊ Α ;Α 3  J A p  νο  ε ί ν α ι  γ ε ω δ α ισ ια κ έ ς  .

 ̂ * >  Εφαρμόζοντας το τύπο (7) παίρνουμε :
. -ν' ί. V v r . · - '  : ■>„·■;·.

2 π - (0 ^ * 0 3 ) .  f f .K d S

Λ ι  χ

Επειδή όμως α , - π - θ ^  , α^- π-θ2  ,

e3 *  n‘ ®3 * *nou θι ·®ί*®3 e v̂at οι εσω-
. r.-« ·;.-

τερ ικές γω νίες θα έχουμε :

2π -{ 3π - (θ ^ θ ,+ θ .)} ■ f f Κ4 S

- ' V  * \ *:■ i  i i ‘* --tt s- % ■
' W , .

■ί ' -· ’ '
■ · -v fe

(θ^+θ^^ΐ-π » | |

i(‘> *
• v

’< '
'.·  .Γ- ■

KdS
- V-·Vi

· :· ....· ' ^  V. , tr  ^ ‘ 1 '  ’ '

Ετσι αν K = 0 . τδτε ‘ τ ο . όθροιαια  των ρηατερικών γωνιών ε ίν α ι π * *.W-

Β

·' · ■ ■ '■ 'ly *"·'ΐ.:'· ' '-Χν'  ̂ \ ' ■ ': νΒΒ'ΒΚ~·?ΒΜΥί
■ ■ >...... . - - - v ·  :



-178-

ccv Κ > Ο , τότε το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών ε ίνα ι > π 

αν Κ<0 , Μ Μ . < π

Το τοπικό θεώρημα των Gauss-Bonnet μπορούμε να το εφαρμόσουμε και για 

πολλαπλά συνεχτ ικά τόπους μιας επιφάνειας S . δηλαδή για  απλά συνεχτικά 

τόπους από τους οποίους εχουμε αφαιρέσει απλά συνεχτικά τόπους . Για παράδειγμα 

το σχήμα 55 μας δ ίν ε ι ένα τριπλά συνεχτικό τόπο (από έναν απλά συνεκτικό έχου­

με αφαιρέσει δύο απλά συνεκτικούς)

Ας δούμε τώρα πως μπορούμε να εφαρμόσουμε το τοπικό θεώρημα των Gauss-Bon­

net γ ια  τριπλά συνεκτικούς τόπους (η ίδ ια  διαδικασία γίνεται και γ ια  πολλαπλά 

συνεκτικούς τόπους) . Φέρνουμε δύο τόξα γ-j , υ2 όπως στο σχήμα 56

σχήμα 56
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Υποθέτουμε ότι, o l καμπύλες Cj , C2 , C3 ε ίν α ι λ ε ίε ς  χωρίς γω νίες . 

θεωρούμε τη καμπύλη γ  που αποτελείτα ι από τα τόξα Μ  , ΔΓ = υ2 , ΓΓ = C3 ,.

ΓΔ , ΔΑ , ΑΒ * Yj , BB = C2 , ΒΑ κ α ι με προσανατολισμό (φορά διαγραφής) θετικό  

(αυτό που φ αίνεται στο σχήμα) . Η πολυγωνική καμπύλη γ  ε ίν α ι φανερό πως περ ι­

κ λ ε ίε ι ένα απλά συνεχτικό τόπο , έτσ ι μπορούμε να εφαρμόσουμε το τοπικό θεώρημα 

των Gauss-Bonnet . θα έχουμε :

ϊ K d S

Τα τόξα Yj , υ 2 (δηλαδή 3Γ , ΑΒ) διαγράφονται δύο φορές κ α ι μάλιστα μ ια  φορά 

κατά τη μ ια  διεύθυνση κ α ι την άλλη κατά την αντίθετη διεύθυνση . Έ τ σ ι αυτά ,τα 

τόξα δεν προσφέρουν τίποτα στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα . Δηλαδή :

κ * [  kgds «■ J kgds ♦ 1k d s
g

3

Τώρα επειδή από την υπόθεση τα Cj , C2 , C3 ε ίν α ι λ ε ία  η καμπύλη γ  θα κάνει 

γωνίες μόνο στα Α ,Β .Γ ,Δ  . Σε κάθε ένα από αυτά τα σημεία η εφαπτομένη πηδάει 

συνολικά κατά π (κοίταξε γ ια  παράδειγμα τ ι  συμβαίνει στο Α) .

Ci εξωτερική γωνία γ ια  τη 

διαδρομή ΒΑΕ

0 2  εξωτερική γωνία γ ια  τη 

διαδρομή ΖΑΒ . Αλλά

α 1*α2 « π

Έ τ σ ι Σ α Γ ·  4π

ί(K d S

. Συνεπώς

■ -2π- ( k ds
ι gc, c

•  | ν > - ( k ds 
g

όπου βέβαια τα Cj , C 2 έχουν το προσανατολισμό που φ αίνεται στο σχήμα



Η παραπάνω τ ε χ ν ικ ή  μας βοηθάει να  αποδείξουμ ε το λεγόμ ενο  ολικ ό  θεώρημα 

των G auss-B onnet . Πρώτα μερικά  προκαταρκτικά .

Με φραγμένη επ ιφ ά ν ε ια  S (δηλαδή επ ιφ ά νεια  που δ εν  έ χ ε ι  σημεία όσο θέλου­

μ ε  μακριά) χω ρίς σύνορο θα λ έ γ ε τ α ι  κ λ ε ι σ τ ή  ε π ι φ ά ν ε ι α  . Σφαίρα , Τόρος 

(σαμπρέλα) , Ε λ λ ειψ ο ειδ ές  f Ε πιφ άνεια  μπανάνας ε ί ν α ι  μερικά  παραδείγματα  

κ λεισ τώ ν επ ιφ α νειώ ν . Α ντίθετα  ένα  η μ ισ φ α ίρ ιο  δ εν  ε ί ν α ι  κλειστή  επ ιφ ά νεια  .

Έ να  σημαντικό τοπ ολογικ ό  συμπέρασμα τη ς ολικ ή ς θεωρίας επιφανειώ ν μας 

λ έ ε ι  ( το  αναφέρουμε χω ρίς α π όδ ειξη ) : Μ ια κ λ ε ι σ τ ή  κ α ι  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν η  

ε π ι φ ά ν ε ι α  ε ί ν α ι  ο μ ο ιό μ ο ρ φ η  μ ε  μ ι α  κ λ ε ι σ τ ή  κ α ι  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν η  ε π ι -  

φ ά ν ε ι α π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α π ό  τη  σ φ α ίρ α  π ρ ο σ θ έ τ ο ν τ α ς  0 , 1 , . . . , g  χ ε ρ ο ύ ­

λ ι α  ( λ α β έ ς )  . Έ τ σ ι  ο τόρος μπορεί να  προκόψει από τη σφαίρα προσθέτοντας 

ένα  χ ε ρ ο ύ λ ι · Έ να ς  τό ρ ο ς  με δύο τρύπ ες μ π ορ εί να  προκόψει από τη σφαίρα προσ­

θ έ τ ο ντ α ς  δύο χ ερ ο ύ λ ια  (σχήμα 57) . Μ

σχήμα 57

Ο α ρ ιθ μ ό ς  των χερουλ  ιών λ έ γ ε τ α ι  γ έ ν ο ς  της επ ιφ ά νεια ς  . Έ τσ ι η σφαίρα έ χ ε ι  γένος  

0 , ο τόρ ος με μ ια  τρύπα έ χ ε ι  γ έ ν ο ς  1 ενώ η επ ιφ ά νεια  του σχήματος 57 έ χ ε ι  

γ έ ν ο ς  2 „ Τ ι γ έ ν ο ς  έ χ ε ι  η επ ιφ ά νεια  του παρακάτω σχήματος ;



' γένους g . 0 αριθμός jXXS) “ 2-2g λέγετα ι χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ό  E u le r  (Eu ler 

; Poincare ch a ra cte ris tic )  της S .

fc-

Παρατήρηση . To γένος μ ιας επιχρανείας κ α ι η χαρακτηριστική E u le r’ ε ί ­

ν α ι τοπαλσγικές έννο ιες κ α ι μάλιστα τοπαλσγικές αναλλοίωτες (δηλαδή , όταν αλλά· 

ζουμε μ ια  επιφάνεια κατά συνεχή τρόπο τότε το γένος κ α ι η χαρακτηριστική δεν 

αλλάζουν) . Έ τ σ ι η σφαίρα κ α ι η μπανάνα έχουν ίδ ιο  γένος κ α ι ίδ ια  χαρακτηριστι­

κή

·»: Γ'

αγονα.

, r  λm

Μ  ■
\ \

:·>

ΘΕΩΡΗΜΑ . (ΟΛΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ GAUSS-BONNET) . Αν S είνα ι, μυα 

κλειστή κ α ι προσανατολισμένη επιφ άνεια γένους g τότε

f| Kd S «2η yiS) * 4π( 1-g)
•V ·♦ - i

-· - · ; -  .  ■ 
.··. ........
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i

Π α ρ α τή ρ η σ η  . Η*παραπάνω σχέση μας λ ε ε ι  κ ά τι σ η μ α ν τ ικ ό  : Το ολοκλή­

ρωμα | |  K d S  δ ε ν  α λ λ ά ζε ι όταν η επκράνεια  S α λ λ ά ζε ι κατά συνεχή τρόπο και 

S

Ισως ε ί ν α ι  το  π ιο  βαθύ θεώρημα της θεω ρίας επ ιφ ανειώ ν .

Α π ά δ ε  ι ξ η  . Έστω g  = 0 . Χωρίζουμε την S σ ε δύο κομμάτια S 1 και S2

με μ ια  απλή κλειστή  καμπύλη γ  . Τότε τα

S.J , S 2 ε ί ν α ι  απλά σ υ νεχ τ ικ ο ί τόπ οι . 0  

προσανατολισμός (θ ετ ικ ό ς )  της γ  γ ια  το

S.J ε ί ν α ι  0 (1 ) (σχήμα) και γ ια  το S2 

ε ί ν α ι  0 (2 ) (α ν τ ίθ ε τ ο ς )  . Εφαρμόζουμε το  

τοπ ικ ό  θεώρημα των G auss-Bonnet γ ια  κάθε

κομ μ άτι κ α ι S 2 κ α ι έχουμε

2π
- ( V K d S

η

2π
■ (k8dS' i i

K d S

Π ροσθέτουμε κ α ι π α ίρνουμ ε

■ίί4π = | |  K d S  

S

αφού τα  επ ικα μ π ύλια  ολοκληρώματα α λληλοαναιρούνται .

' Εστω  τώ ρα  g £  1__L Π αίρνουμε ένα  σημείο Ρ πάνω στην S και από κ ε ι

Φ έρνουμε 2g καμπύλες κ λ ε ισ τ έ ς  που ν α  σχηματίζουν στο Ρ ανά δύο δ ια δ οχικ ές  

γ ω ν ίε ς  (το  δ ιπ λα νό  σχήμα δ ε ί χ ν ε ι  πως γ ίν ε τ α ι  αυτό γ ια  g = 1 )  .



Ρ

‘ Etctl ώστε,αν κόψουμε την επιφάνεια κατά 

μήκος αυτών των καμπύλων να έχουμε ένα 

οϋιλά συνεκτικό τόπο . Εφαρμόζουμε τώρα το 

τοπικό θεώρημα . Επειδή ο ι καμπύλες δ ια ­

γράφονται η κάθε μ ια  δύο φορές κα ι μάλιστα 

μ ια  φορά θετικά κα ι μ ια  αρνητικά , έτσ ι 

το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα | k^ds δεν'

συνεισφέρει τίποτα στο τύπο . Αντίθετα η εφαπτομένη πηδάει κατά γωνία π -  ·|2 

κάθε φορά που αφήνουμε μ ια  καμπύλη κ α ι περνάμε στην επόμενη . Αυτό γ ίν ε τ α ι στο 

Ρ ,4g φορές . Έ τ σ ι τελ ικά  ο τοπικός τύπος των Gauss·Bonnet θα μας δόσει :

2 π τ 4g(n-  | 2 )  -  Μ K d S

ή

4

4 n -4 g n  ·  J jK d S  

S

Λ - :·;■ i ·

4π(ΐ -g) -  I I K d S

Ί .f -Λ '\

i ·■ ·*  .·· H:

■·\ί> >' <·

Επειδή p̂C(S) -  2 -  2g παίρνουμε κ α ι
ί ί ύ ^ ϊ ϊ ΐ . Λ ί *  - - Oil·;· ■;■■■<

■ ■ .•‘•••V

4K d S  -2 n ^ a s)
4·

; >  -Ο" yn

Εφ αρμογές .

1. Mux κλειστή επιφ άνεια S με θετική καμπυλότητα Gauss ε ίν α ι ομοιομορ- 

φική με τη σφαίρα (δηλαδή ε ίν α ι γένους μηδέν) . Από τη σχέση

αφού Κ>0 , συμπεραίνουν πως 4tr(1-g)>0 . δηλαδή g<1 , άρα g -Ο  ·

| ϊ KdS*4n(1-g)



2 . Αν S ε ί ν α ι  μ ια  κ λεισ τή  επ ιφ ά νεια  με θετική  καμπυλότητα Gauss τότε

ο ι  α π λές κ λ ε ισ τ έ ς  γεω δ α ισ ια κ ές τέμ νο ν τα ι μεταξύ τους . δηλαδή : αν , γ 2 

ε ί ν α ι  δύο α π λές κ λ ε ισ τ έ ς  γεω δ α ισ ια κ ές τό τε  α υτές θα τέμ νοντα ι .

Π ρ ά γ μ ά τ  ικ ά  , α π ό  τη ν εφαρμογή 1 , συμπεραίνουμε πως n S ε ί ν α ι  ομοιομορφι- 

κή μ ε τη σφαίρα . Ας υποθέσουμε ό τ ι  ο ι  ν 1 , υ 2 δ εν  τέμ νοντα ι . Τότε θα έχουμε 

μ ια  λω ρίδα τη ς S μεταξύ των , Υ2 . όπως φ α ίν ετ α ι στο παρακάτω σχήμα .

Αν κόψουμε αυτή τη λωρίδα με μ ια  καμπύλη 

γ  κ α ι την α νο ίξου μ ε γ ίν ε τ α ι  ένας τόπος 

απλά σ υ νεχ τ ικ ό ς  * Στο τύπο των Gauss-Bon­

n e t  (το π ικ ό ς) επ ειδή  η γ  διαγράφεται 

δύο φ ορές δ εν  προσφέρει τ ίπ οτα  . Επίσης 

στο Α η εφαπτομένη πηδά συνολικά κατά π  

2 π - 2 π  = j j j { d S  j j K d S  = 0  . Α υ τ όκαθώς κ α ι στο Β . 'Ε τσ ι θα έχουμε  

ε ί ν α ι  άτοπο αφού Κ > 0 .

R R

Α σ κ ή σ ε ι ς

1. Να εφαρμόσετε το  τοπ ικ ό  θεώρημα των Gaus*s-Bonnet σε ένα επίπεδο δακτύ­

λ ι ο  , που π ε ρ ιέ χ ε τ α ι  μεταξύ  δύο ομόκεντρων κύκλων .

2 . Μ πορείτε να  β ρ ε ίτ ε  με υπολογισμούς (χω ρίς το θεώρημα των Gauss-Bonnet)

το  ολοκλήρωμα K d S  # όταν S ε ί ν α ι  η σφαίρα ή ο τόρος ;

3 . Αν S ε ί ν α ι  μ ια  κ λεισ τή  προσανατολισμένη επ ιφ ά νεια  γένο υ ς  >1 , να

δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  αυτή έ χ ε ι  σημ εία  με καμπυλότητα Gauss θετική  , αρνητική και
r·

μηδέν .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΓΕΝΙΚΗ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

ορ
1. Δ ίνετα ι η καμπύλη y:R-»R^ , t-*-Y(t) “  . Να β ρείτε την

εικόνα της κ α ί το μήκος L !_(γ)

2. Δ ίνετα ι η καμπύλη y :R-*-RZ που ο ρ ίζετα ι ως

Y (t)

( t 2, t 2) t  >0

( t 2, - t 2) t  <0 .

1 2
Να δ ε ίξετε  ό τ ι ε ίν α ι μ ια  καμπύλη τάξης C κ α ι ό χ ι C .

3. Να βρείτε μ ια  καμπύλη γ ( ΐ)  με γ(0)*> (2,3,0) κ α ι 

Y , (t)-(e t ,- 2 t , t 2) .

4. Στο διπλανό σχήμα ο κύκλος αχτίνας R κ υ λ ιέτα ι πά\ω στον άξονα x  .

Να β ρείτε καμπύλη που έ χ ε ι εικόνα την 

τροχιά του A . Να β ρείτε το μήκος αυτής 

της καμπύλης από το Α ως το σημείο , 

που το Α θα επανέλθει στον άξονα των 

χ  .

JI ..2
S. Να βρείτε τη καμπυλότητα της έλλειψης »1

α4 b4
στο τυχαίο της ση­

μείο  . Ποια ε ίν α ι η καμπυλότητα της σ τ ις  τέσσερες κορυφές της ;

ορ 1
6. Δ ίν ετα ι η συνάρτηση f:(0 ,« ) ♦ R , s -*■ f(s )  -*■  -  . Να β ρείτε επίπεδη κα-9

μπύλη , που έ χ ε ι καμπυλότητα την f(s )  κ α ι το s ως μήκος τόξου .

Τ 2 2
7. Δ ίν ετα ι η καμπύλη y :R + Rj  , v ( t ) - ( t ,t  ,-t+ 2t +1) . Αφού δ ε ίξετ ε  ό τ ι η 

καμπύλη ε ίν α ι επίπεδη , να β ρείτε την εξίσωση του επιπέδου πάνα στην οποία β ρ ί­

σκεται η εικόνα της .ι

8. Μια καμπύλη . ν  .έχει εικόνα το σύνολο ((x ,y ,z) CR^ : -  3a2y ,2 x z-a 2 ,

: με α ■  σταθ. ψο) . Να δ ε ίξετε  ό τ ι ισ χύ ει παντού T + k * 0  .
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9 . Δ ίν ε τ α ι  η επ ίπ εδη  καμπύλη

Υ ί θ )  = (3 co s0  - c o s 3 0 , 3 s i n 0  - s i n 3 0 )  , γ ια  0<θ<π .

1 s 2
Να δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  : — ^ + 36 =  ̂ ’ <">που s  *1 ^ νά ρ τπ σ η  μήκους τόξου με αρχή το  

91c

σ η μ είο  0  * j  .

10 . Αν ο ι  πρώτες κ ά θ ετες  ε υ θ ε ίε ς  μ ια ς  καμπύλης ε ίν α ι  παράλληλες σε σταθε­

ρό επ ίπ εδ ο  να  δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  η καμπύλη ε ί ν α ι  κυλινδρική  έλ ικ α  .

2 τ
11. Να δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  η καμπύλη Y ( t )  = ( 3 t , 3 t  , 2 t  ) ε ίν α ι  κυλινδρική  έλικα  και 

να  β ρ ε ίτ ε  τη δ ιεύ θυ νσ η  του ά ξονά  της .

12 . Να δ ε ί ξ ε τ ε  ό τ ι  ο ι  ν -π α ρ α μ ετρ ικ ές γραμμές του συστήματος συντεταγμένων
2 3 2

Χ (υ ,ν )  = (υ  + 2 u v ,u + v ,u  +3u ν )  ε ί ν α ι  ε υ θ ε ίε ς  .

13 . Μια κα νονική  επ ιφ ά ν εια  S ε ί ν α ι  γράφημα τη ς συνάρτησης

2 ορ Π  2
f :R  - ( 0 , 0 )  -*R , ( x , y )  - * f ( x , y )  e  / x  +y . Να β ρ ε ίτ ε  την σφαιρική απεικόνιση  

καθώς κ α ι τη ν  ε ικ ό ν α  τη ς .

14 . Στο σ η μ είο  Ρ τη ς κ α νονικ ή ς επ ιφ ά νεια ς  S θεωρούμε τα μοναδια ία  δ ια  

νύσματα E p . . . , E m ( m > 2 )  που σ χη μ α τίζουν μεταξύ τους γω νία  . Αν 

kn (E^) = λ^ , να  δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι  : ^ i + . . . + ^ = m H ( P )  , όπου Η(Ρ) ε ίν α ι  η μέση κα­

μπυλότητα τη ς S στο σ η μ είο  Ρ .

2 315 . Δ ίν ε τ α ι  το  γράφημα τη ς f ( x , y )  = x + y  . Να β ρ ε ίτ ε  π ο ια  σημεία  

ε ί ν α ι  ε λ λ ε ιπ τ ικ ά , υ π ερ βολικ ά , παραβολικά . Υπάρχουν ομφαλικά σημεία  ;

2
16 . Έστω X:UCR -*X(U)CS ένα  σύστημα συντεταγμένων της S . Τα σημεία*

του Χ(1ϊ) ε ί ν α ι  ομφαλικά, α ν  κ α ι μ ό ν ο .α ν , ^  ~  ~  .

2 2
17 . Να βρεθούν τα ομφαλικά σημεία του γραφήματος της f(x,y) = χ +y

18 . Να βρείτε τ ις  £(χ) , g(y) ώστε το γράφημα Γρ της 

F(x,y) "fW^SCy) να είναι ελάχιστης έκτασης .

Λh

I
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2
19 . Δ ίνετα ι το σύστημα συντεταγμένων X :U CR  + s ,

X(u,v) » (u co sv , u s in v , f(u )) μ ιας κανφνικής επιφάνειας S . Γ ια  π ο ιές λ ε ίε ς  

συναρτήσεις f(u) το X(U) ε ίν α ι επιχράνεια ελάχιστης έκτασης ;

20 . Αν γ ια  την επιφάνεια S ισ χύ ει Ι = α Ι Ι  με α <=σταθ. / Ο , να δ ε ίξ ε ­

τε ό τ ι η S ε ίν α ι κομμάτι σφαίρας αχτίνας |α| .

21 . Έστω Χ(υ,ν) ένα σύστημα συντεταγμένων μ ιας κανονικής επιφ άνειας 

S . α) Να βρεθεί η γεωδαισιακή καμπυλότητα της παραμετρικής γραμμής u=c .

β) Να δ ε ίξετε  ό τ ι : NyXNy* K X ^ X y  , όπου Ν(υ,ν) ε ίν α ι το μοναδιαίο κάθετο 

διανυσματικό πεδίο , που ο ρ ίζετα ι από το σύστημα Χ(υ,ν) .

22 . Δ ίνετα ι κανονική επιφ άνεια S . Αν τα ετραπτόμενα επίπεδα ε ίν α ι παράλ­

ληλα προς σταθερή ευθεία (ε) , να δ ε ίξετε  ό τ ι Κ =0 .

23 . Αν τα θεμελιώδη ποσά δεύτερης τάξης £,m,n ως προς το σύστημα Χ(υ,ν) 

ε ίν α ι μηδενικά , να δ ε ίξετε  ό τ ι η επιφ άνεια ε ίν α ι κομμάτι επιπέδου .

24 . Αν X(u,v) ε ίν α ι ισόθερμο σύστημα συντεταγμένων να δ ε ίξετ ε  πως 

Χ ^ Χ ^ Ε Η Ν  .

25 . Ο ι κανονικές επιφ άνειες S , S τέμνονται κατά μήκος της κανονικής κα­

μπύλης y(s) . Να δ ε ίξετε  ό τ ι ισ χύ ε ι :

k2s in 20 * k 2 +k2 - 2k i  cos Θ , 
n n n n

όπου k η καμπυλότητα της v(s) , k , k ο ι κάθετες καμπυλότητες στη δ ιε ύ -
η η

θυνση του y(s) , των S , S αντίσ το ιχα  κ α ι θ ·  $ (Ν,Ν) .

26 . Αν Χ(υ,ν) ε ίν α ι σύστημα γραμμών καμπυλότητας της κανονικής επιφ άνειας 

S να δ ε ίξετε  ό τ ι ισ χύ ε ι :

lu 2 \ T  ^ ν ' ϊ  ik l  " k2)(  Τ Γ  * Τ  5 ·

2
27 . Να δ είξετε  6χι ο ι ασυρπτωτικές καρπύλες της Γ£ * Yta f(x ,y )  * - y  - y  

ε ίν α ι ευθείες γραιιρές .
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28 . Δ ίν ετα ι το σύστημα X(u,v) = (u ,v ,u  +ν J της S κα ι η καμπύλη 

Y (t) = X (t2,t)  . Να βρείτε την k ^ v ’ Ct)) .

2 9 .  Έστω U = {u,v) eR 2 : u> 0 , ν>0} κα ι X :U C R 2 ->-R3 ,

7 7
X(u,v) * ( u co sv , u s in v ,lo g u ) , Υ : U C R  +R , Y(u,v) = ( ucosv, us in v ,v) . 

Δ ε ίξετε  ό τ ι τα υποσύνολα =X(U) , S2 =Y(U) ε ίν α ι κανονικές επιφάνειες του 

R . Να βρείτε τ ις  καμπυλότητες Gauss των , S2 . Να εξετάσετε αν ε ίν α ι 

ισομετρικές .

2
30 . Δ ίν ετα ι το σύστημα συντεταγμένων X : U^R -*S . Αν όλες ο ι παραμετρι- 

κές γραμμές του συστήματος ε ίν α ι γεωδαισιακές της S κ α ι τέμνονται υπό σταθερή 

γω νία , να δ ε ίξετ ε  ό τ ι Κ = 0 .(Εφαρμόστε τοπικό θεώρημα Gauss-Bonnet) .

■
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