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β) το γινόμενο z j /2  τούτων είναι ο μιγαδικός αριθμός

Ζ1Ζ2 =( Χ1Χ2 “ yiY2 )+i( X|y2 + Χ2Υΐ)-
Παράδειγμα 1.1.

Να ε π ιλ ύ ε ι  η εξίσαχτη

(3+i)x + (4-5i)y= 11+2L
Λ ύση.

Γράφουμε στην αλγεβρική του μορφή τον μιγαόικό αριθμό που είναι στο 
αριστερό μέλος της εξίσωσης οπότε έχουμε

(3x+4y) + i(x-5y) =1 l+2i.
I

Έ τσι θα πρέπει να επαληθεύεται το σύστημα

3x+4y=ll
x-5y=2,

που έχει τη λύση

και y= 19* □
Παράδειγμα 1.2.

Να οριστεί μια σχέση ολικής διάταξης στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών 
και να αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει διάταξη που να χαρακτηρίζει το σύνολο αυτό ιος 
ένα διατεταγμένο σώμα.

Λύση.
Στο σύνολο τω ν μιγαδικών αριθμών μπορούμε να ορίσουμε αρκετές 

σχέσεις ολικής διάταξης, όπως, για  παράδειγμα, τ ις  παρακάτω λεξικογραφικές 
διατάξεις:

α) oj: (x+iy)oi(u+iv): x<u και, αν x=u, τότε y *ν.

β) ι>2: /n2W: l/J <!wl και, αν l/J -Iwl, τότε Argz sArgw.

Όμως δεν υπάρχει καμμία τέτοια διάταξη που να χαρακτηρίζει το σύνολο 
αυτό ως ένα διατεταγμένο σ«>μα, δηλαδή δεν υπάρχει ολική διάταξη
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και
I) z>w και t  > w’ συνεπάγονται όχι (/,+/.’)>  (w+w*),

II) z> 0 και w >0 συνεπάγονται ότι /.· w > 0.
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1.2. Να αποδειχτεί ότι υπάρχουν μιγαδικοί αριθμοί a, b τέτοιοι <όοτε
a.b * 0 και a2+b2=0.

§ 2 . Το μ ιγα δ ιχό  επίπεδο, 
ή επίπεδο Gauss

Κάθε μιγαδικός αριθμός z=x+iy μπορεί να παρασταθεί στο λεγόμενο μιγαδικό 
επίπεδο (complex plane) ή το επίπεδο του Gauss C με το ση^ιείο που 
αντιστοιχεί στο (x, y) ή |ΐε το διά νιώσμα ΟΜ το οποίο έχει αρχή το σημείο Ο και 
πέρας το σημείο M(xty), βλέπε σχήμα: 1

Υ

Το μήκος ρ του διανύσματος ΟΜ είναι το μέτρο (modulus) ή η απόλυτη 
τιμή (absolute value) του μιγαόικού αριθμού ζκ α ι παριστάνεται με ΙζΙ. Άρα έχουμε

ρ = ΙζΙ = (χ2 + y2) 1/2.

Αν ο αριθμός ζ δεν είναι ο μιγαδικός αριθμός 0. τότε το σημείο M(x.y) δεν 
ταυτίζεται με την αρχή Ο των αξόνω ν κα ι άρα το διάνυσμα ΟΜ είναι μη 
τετριμμένο. Κάθε γωνία φ μεταξύ του ημιάξονα ΟΧ και του διανυσματος ΟΜ 
λέγεται όριο μα (argument) του μιγαδικού αριθμού z και δηλώνεται με argz. Η 
διαφορά δύο τέτοκον γωνιών είναι ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π. Επομένως, 
αν ζ**0. υπάρχει μ ια  τέτοια γω νία που λέγεται βασικό όρισμα (essential

argument) ή βασικός κλάδος (essential branch) του ορίσματος ή κύρια τιμή 
(principal value) του ορίσματος του ζ. παριστάνεται με Argz και είναι τέτοια ώστε
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οπότε k’= -1. Έ τσι έχουμε

Argz = -π + 13π 17π
30 “ 30 *

Τέλος

(-sin-jj)2+(-cos-pr)2 = 1. □

Π α ρ ά δειγμ α  2.2.
Να βρεθεί το σύνολο τω ν σημείων του μιγαόικού επιπέδου που 

ικανοποιούν την ανισότητα
Imz2>4.

Λύση.
Θέτουμε z=x+iy. Τότε έχουμε z2=x2- y2+2ixy, οπότε

• {

Imz2=2xy.
Από την υπόθεση πρέπει 2xy>4, ή

xy>2.

Αυτή η ανισότητα παριστάνει το σύνολο όλων των σημείων στο πρώτο και τρίτο 
τεταρτημόριο του μιγαδικού επιπέδου τα οποία βρίσκονται έξω από την \*περβολή 
xy=2. □

i £ p
2.1 . Να βρεθούν τα μέτρα κα ι τα βασικά ορίσματα αντίστοιχα των 

παρακάτω μιγαδικων αριθμών:

α) ζ = 2+i, ι» ζ = -COS

Υ) Ν II • • »> z=-7-i,

ε) z=3+4i, 0 z=-3+i,

η) z=-l-iV2, θ) z=5+2i,

ι) z=-2+i2V2. κ ) Z?=-l+2i

λ) l-«2 2α 
1+α2 + 11+α2 ’ (0< a  < 1).



2.2* Να παρασταθούν στο μιγαδικό επίπεδο ο ι καμπύλες τον  
καρτεσιανού επιπέδου που σιτίζονται με τη βοήθεια των εΗισακτεων:

2.4 .  θεο>ρούμε δυο μιγαδικούς αριθμούς ΐ \  και Ζ2. Net βρεθεί ο  

μιγαδικός αριθμός ζ ο  οποίος στο μιγαδικό επίπεδο κείται πάνα) στο ευθύγραμμο 
τμήμα με άκρα τα σημεία Ζ| και Ζ2 και η απόστασή του από το ζ \  είναι διπλάσια 
από την απόστασή ταυ από το Ζ2·

2.5. Αν δοθούν tu σημεία ζμ Ζ2, ζ* να βρεθεί ένα σημείο Ζ4 <δστε τά &μ4? 
/$. ζ* κ α ι \ α  είναι οι κορυφές ενός παραλληλογράμμου.

«3 . Σ υζυγής  a
μ ιγα δ ιχού  αριθμού

Ο ονζνγής μιγαΛιχος αΐΗΟμής (conjugate complex number) /. του μιγα6ικοΡ 
αριθμού ζ = χ +iy elvui ο

Αν /,| BXfHyi χαι κι BX2+ty2 eivui duo μιγα/Ηχοί αριθμοί, to χ^λίχο ι,φ.χ 
s τη; butiiinn); tin» /.| but wn« Z2 <«Q) rival ο μτ/ηΑυώς «ριΟμής

α) yrtax+β, β> x2-y2=a2, , ,

y )  x Z + y ^ x s O .

2 .3 . Να αναγνωριστεί η γοαμμήπον παριστάνει η εξίσωση #

1(/.-/.)-2 = 0.

V

ζ * χ -  fy.
Κπομένκις έχουμε

ν Ηνχύουν οι ε&ής ιδιότητες:
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1) Zl+Z2=Zl+*2 , H) Z\J .2 -/ .\ . Z2,

Hi) ΤΠξ=1:Ζ2 , iv) z=z,

ν) lzl = lzl, vl) 77. -  IZl2,

vii) lZiZ2l=IZlllZ2l, viii) ΙζιΛ^2ΐ= teil/IZ2l·

lx) IZ1+Z2I £ IZ|I *HZ2 l» x) ItZil· M  £ IZl- Z2l.

xi) \LxYl$  -Mzi- Z2P = 2 {\χ.\9· +  \ΐ ^ )

xli) (RezI £ Izl κα ι llmzl £ Izl.
1 '

Π α ο ά δ ε ιγ μ α 3 .1.

Να γραφεί η εξίσωση του κύκλου

x 2 + y 2  +4(x+y) = 0

στο μιγαδιχό επίπεδο. |

$
Λ ύση. I

Παρατηρούμε ότι J i
1|

χ 2 + γ 2 = |ζΡ  =  ΖΖ, b

2x = z+z, 2y = i(z-z).
*  ̂φ  i

Αντικαθιστώντας στη δοθείσα εξίσωση παίρνουμε
. ] i

ζ ζ + 2(ζ+ζ) + 2ί(ζ-ζ) = 0, f i

ή i f
ζζ +2(l-i)z +2(l+ i)z=  0. □  i s

3 .1 .  Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί χ και y που ικανοποιούν



m
L r»J ·. v>

v. ,·

'#¥■

;4λ·*̂

αντίστοιχα τις ακόλουθες εξισώσεις:

1 J+ L
Λ *Jt

β) x+i(y-2) 1-i
=2, *>

^  3.2. Να υπολογιστούν οι μιγαδικοί αριθμοί ζ που ικανοποιούν τις
|ν παρακάτω σχάσεις:

α) -^<  Ατς(ζ+1-Ι)<|π, β) Im(z2-z)=l-Imz. "
* · > 

-ι *- *
γ )  lz»lkiz»i},

t )  Re(z2-39.

*  ί  > 1 _ 1
6 )  I m J ,<“ 2*

;··.*&$ $ . ; .·

n )

· )

u +(2+l)z *2-1.

If 1*2.

t)  « « H ·

0 )  z2 + (z )2 * |t

k ) Iz-3l|s2
• V. .v V

r.-*VU ν λ) (Zr2-3i! < P> 1 <lz-l-tl<3. \ .f.
ί.

ν ) l<tz+ll<2. *> 3 < Izl < 4.
* 4  ... ίί'8* / T‘· -r " ' ·>.

: ί* Λ ■*·;. ·'- ’ ;:V. ;v-'
-•Μ· * «Μ.f ./

iz*n<iz-ii. Re(z)2*l.

ρ) te*fl4-te4i«ir^ ^**·Λ'· e> Iz l-21rnz»3
-: Λ ' ϊ r

t ) l z l - 3 R e z * 2 .  ‘ . »> lz*2l *  11-211.
<V'f ' iJW4'< « Λ τ .  .·,.· -,η ϊ ■ .. s A f :*f . > r - Π  '·■ - ·

y ·." 9» Re (2z+l>4fi “, W - ^ X)
.· kV*·,ν ’ .

4») w * Kz-zKVI., ·.;>□&
* —Φ 10 ) W+»«2+l.

{•m '

- 'I lk . .
^ε& ατιχιη

.·ΐ& & '

3 .3 . Να βρεθούν όλοι ο ι μιγαόιχοί αριθμοί ζ  που ικανοποιούν την

ζ « / Α

, , λ  |3 .4 . Να λυθεί η εξίσωση
■?

(2+U*2 + <2-Ι»*2 «x-rty.
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3 · 5. Να αποδειχτεί ότι ισχύει

la- bl2 s ( l+ la |2)(i+|b|2 ),

όπου a, b είναι μιγαδικοί αριθμοί.

3 .6 . Να αποδειχτεί ότι αν ισχύει

τότε

και, α ν  ισχύει

1 -ab

lal=l, ή lbl==l 

, a-b * s
I— l< i .

l - a b

τότε
ia k l και Ibk l, ή lal>l και lbl>l.

3 .7 . Αν z \ , Z2 , Z3 είναι μιγαδικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε

ζι + Ζ2 + Ζ3=0 και ΙζιΙ = ΙΖ2Ι = ΙΖ3Ι =1,

ίτ

ι

να  αποδειχτεί ότι τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που αντιστοιχούν στους 
μιγαδικούς αριθμούς αυτούς είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραμμένου 
στον μοναδιαίο κύκλο.

3 .8 . Να αποδειχτεί ότι τα σημεία zj,Z2 ,Z3 του μιγαδικού επιπέδου είναι 

συνευθειακά, αν και μόνο αν ικανοποιούν τη σχέση

§ 4. Π ολική μορφή  I
μ ιγα δ ικ ο ύ  αριθμού

'Α

Η πολ ική  μορφή (polar form) του μιγαδικού αριθμού z=x+iy είναι η

______ J



·«*·.

»=y(cos φ +ista φ),

(mew ρ είναι το μέτρο και φ το όρισμα τον μιγαδικού αριθμού 7.
·. · . < *!

Υ-Υ ’ >£.·■ : ! •·1* ·*'■*'= \  ‘.

4. 1* Να γραφούν στην πολική τους μορφή ο ι παρακάτω μιγαδικοί
ν αριθμοί: \

■ 'Γ£Υ. α) 7 m ·  3, 9 )  » = 5 I ,

•S:
ν. Υ) » -V 3 W 5 , Θ) Zs4-lV2.

r
■ ; - ·.-. : <··.·>'.-' . ··' ■ 

« ) ftsl-oosa+tsina , (0 <  a  <  r ),
:  t I

' *.?■- >*

' 4

!+eosa-istna
i-HX>*u+islna ’ ( 0 < a < | ) .  *

y ’·: ■ '- ■ , 'T > ; · •-"ν' . ; ' * . · V« '· ·, -μ ; ' / ^ 4 · ϊ ' : · \ # ί ϊ ·

·λ ϊ Φ « ? ! · 1 Vir . ■ - ^ ;i· * * - ··■ : Γ · - * ; ·

{' >,;> t>  n ?  ·.>€?> ϊ ί> ϊ  · :-* .:* *'*" ·> , ■ · >* .' v  1 1 r -  iV

β S. Ε χ θ ι η χ ή  μ ο ρ φ ή

Λ  I

• ε.Ύ

ί; μ. '>■£* 
* . -

μ ιγα δ ιχού  αριθμού s 

Η ηιβηιχ^ μορφή (exponential form) του μιγιώικοϋ αριθμού tmiwiy eivtu q^Morr

.V

άπουρ είναι to μέτρο και φ  το άρκΐ}ΐα του μιγαδβιού αριθμού ζ.

>*ν  ·1
;?> j \Λ«Λ <a4*

5·Ι· Nit τραφούνoxqv εκθετική τους μορφήοι εξήςμιγιιΑυαή αριθμοί: 

« I  > 5 * 1 - 1 .  | )  Ζ β - 2 - 3 1 ,

* ·~  > $»*·



γ )  z=V3+iV2, ft) ŷ = 1 - i>/2,

c) z=cosO- IsinO (~ <  θ < π).

5 .2 . Να αποδειχτεί ότι τα σημεία ζι, / 2 , ζ* του μιγαδικού επιπέδοιι 

σχηματίζουν ισόπλευρο τρ ίτονο  αν και μόνο αν ισχύει η συνθήκη

Ζ3-ΖΙ Ί .\ · Ζ2 
Ζ2*Ζι“ Ζ3-Ζ2*

§ 6. Δ υ ν ά μ ε ις  1
μ ιγα δ ικ ού  αριθμού

Αν δυο μιγαδικοί αριθμοί ζι και Ζ2 δίνονται στην πολική τους μορφή

Ζ1 =Q 1 (cosqp 1 -Msinqp 1) και Z2=i>2(cos(p2+isinq>2),

τότε το γινόμενό τους καθορίζεται από τη σχέση

ΖιΖ2=ριρ2(0Ο8(φι+φ2)+ί8ίη(φι+φ2)),

δηλαδή, αν μιγαδικοί αριθμοί πολλαπλασιάζοντας τότε τα μέτρα τους επίσης 
πολλαπλασιάζρνται (αυτό το είδαμε και παραπάνω ), ενώ τα ορίσματά τους 
προστίθενται:

ΙΖ|Ζ2ΜΖΐΗΖ2ΐ

ΑΓβ (ZjZ2) = Arg ζ\ +Arg Ζ2 .

Το πηλίκο του μιγαδικού αριθμού ζ\  διά  του Ζ2 (*0) καθορίζεται από τη σχέση

—■= “ · [cos(<p 1 -ςρ2 )+·ΐ8ίη(φ ι -q>2)],

δηλαδή

a i . a .



£.f Γενιχβόοννις τον κανόνα tov γινομένου jrgoxtarrci ότι «ν ι«ιηίκκ>νμε έναν
μιγαΛιχό αριθμό , ' . f' il V

z*u<co8 φ -*-tsln φ)
. Τ ι . ·

..... '· -  ■· (?’ " !
. - ν  , Η 'r ■ I * τ '

4  οτόόναμημϊβχθέτηένηνθεηχόαχέοαιοηϊκιίϋνουιιττοντι'πο

Γ-: η !^Vn(cos ηφ +Uln ηφ), ■"·- *“  ,4-

δηλαδή
WH-g"

XUl
1 'ί ' #<>'} Λ . >*;»·ινί««·ιΗ β· **·»>> ,ί*- ”: ν >· ' ■ '■ " *

f, Arg ζΠ « nArgz+2kjr (k"0,±l,±2,...).

J  Η τελευταία σχέση Μνει tov τύπο του de Molvre

*···.

(cos φ + lain qp)n«cos ηφ ♦ lain ηφ, , .£*«/>
% .··.**,. .·:;■ A-*5·.
r που ισχύει για κάθε αχέφιιο αριθμό η.

% ,. »Λ*-Λλ 
s>4?:..r

Παμάόειγμα 6.1.
Να υπολογιστεί η δύικιμη

• · ■ ν ·:.··Γ /  ΥΛ'·*

ιητ** ·<

8

» .*Τ5Ϊ

(1±γ
ΚΜ '  ‘

Γ Λ ύ ο ΐ |.  .
• ν- ιί· ■ * ·/ c ■ - '  ;» ^ V- - "
Α Ιίκψυήζρυμτ nyiirtu τον «υιΟμητή xui τον παοονομαοτή στην πολική τους

ll-tw/2, Arg(l-l)«-2i
; ■ ^  

i . * % « «

ts;'

• Ayu

xxa

a ‘ l+4lW2, Arg< I ♦1)^·.
*  ■ h  2

j i 5 τ*ς&

• .» K >. «■  « < jl# .

/

>βί? ;'.VSKfei·
*A Ι + Ι - ^ Ι α Λ φ ^ ΐ η φ )  *

* απ’ tov τύπο de Motvit *ι«νκύπ«ει <m
' ?· '·#; ·ί:;·*ί:: ;

RV ' r ‘
f .i*v#i

[i
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j . 8 (V2[cos(y) + isin(-^)|) 8 

1 +i (V2[cos(?) + isin(~)l)8

/ 8jtx . . . 8π. cos(-y) + isin(-y)
,8πχ . . ,8πχ cos(y) + ism(y)

α)5(4π) - isin(4jt) 1 
ακ(4π) + isin(4Jt) “  T □

Π αράδειγμα 6 .2 .
Να βρεθεί το σύνολο όλων των μιγαδικων αριθμών που ικανοποιούν την 

ανισότητα
Im ζ2 >2.

Λ ύση. 1
θέτοντας z:=x+iy πρέπει να ισχύει

δηλαδή

οπότε

Im(x+iy)2>2,

Im(x2-y2+2ixy)>2, ήτοι 2xy>2, 

xy>l.

Επομένως το σημείο (x,y) πρέπει να κείται "μέσα" στην υπερβολή xy=l,  ή, 
ισοδύναμα, το σημείο ζ  πρέπει να κείται στον αντίστοιχο τόπο AUB του μιγαδικού

επιπέδου, βλέπε σχήματα.



' ' r '.ajfilfe? **' ' ̂  S<» jattc'i'i/i -c C* ~. . *> · Λ V -V'·· ’■«SSH»»··· · ■··' τ·:.*ι Si'--*.-'S5l'C«itei‘»’1> > ·'-···> ·*·:: · ·■-.'-.. · ,. ·..·■· . ·· v . ' .·: -. ·- /..
: ■ ■- · ■ k :>  .Srj.lM ’ .i -\-.·' :

>- r . w  ,'  > V**'4,·  · ' ..*7.
• Α.δ1.··^·^^''

15·
* i *■·

.· .Vv ; i

7 0 ’lfc

6.1.' Ne wKoXoywnoi>v m ή»*νήμεις
: ·. //.«V, y;, * . V  & 4 Jf fcptf

( i M ) 80, ■ D) (2-21)5. \
•' 7::. .. ; «·* /«ίΐφφφρϊ:?.·* r  ?>i$t r <8f*

* <̂ 3‘*
>*>: ■■ - - ■ \. '

% 6.2. Nu αποίκιχτείώη To a o ^ ^ w

• fv  */^vTi -  “ ■*: ■
< r -■''"•Mi-.;, ·■,'- ·-·;'. 

f-tem -t+ %m ί »  ·.·.*£....
• -· ;■· ■“V ■>·'' v:-· · · '* ' ’··■;  ̂ ·:

*̂ί·ν~

*T

T->-: i*

f ?

s'».' '0. ν,ί; : .lii ’v'-*s rr d-: ■■·-' ->
4-'V

- IM /'

^  ' , f K * y » ^  *»* ***>·
m - . · · *

*:. *». - ̂  W ■' V'i·. ■ -/*-̂  c *
3 | άπη« 0 σταθερή mu η Οετιχής άχέοαιος μεγαλύτερος του 2. ήιαιοείται (ακοφώς) 
SiftMIWWXZ+!.

. w  ,,.Α· - --

Μ  ·.

vSfcri ■··:■■
ί·6.9. Να«κφοασηι6νοιΐιμ6ς

*Ί 7~ *7 Γ« ί
$1η3ψ, <χ»3φν ί!η4φ και ςο»4φ

Vrf ·

m n

j|^·* »«r\- ·? ·;·α. •nTVf-.r̂ ·- in**)*#*
tiijv Hlfi<|) xm α « φ . · > v

< .·* »,· i ' ^ · ?ν - - Λ .ί^ ν  *1’iV·
6.4. Να oftotaxtei άτι yut κάθε φ ιαχΰει ή άχέαη

ζ1ι 11§οφ\* l4>ttaii(kq>) 
Μ .||β η φ ' *  Μ ίβηΛ φ Γ  :

.̂ 4·· civiu amiuxitafyiciir νχέφΜίς.

6.S. Να λιιΟεΙ η ε%ίοωοη
, Λ

4·6», ΝαλιΛείtjî iodicru . . · · ^n.v'4̂  .«·
.· ' '··*· ':'. · :·. .··'··.·

, .«wx+l»lnx«*lnx+taMii. - ■ ; ■ ■ : .

· - 'r * ·*'*. -*

ί· .· dtik,.·
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6 .7 . Να \)πολονιαχ<η>ν τα παρακάτω αθροίσματα

a ) sinx + sin2x + ... + sinkx,

(*> cosx + cos2x + ... + coskx,

V) sinx + sin4x + ... + sin(3k+l)x.

6 )  cosx + cos4x + ... + cos(3k+l)x.

ε ) 1+cosx +cos2x +... +coskx. i,.

ζ ) cosx +cos(x+y) +cos(x+2y)+...+cos(x+ky).

§ 7. Ρ ίζ ες
μ ιγα δ ικ ο ν  αριθμού ■Λ

Ο ι η-στές ρίζες ενός μιγαδικού αριθμού ζ=ρβ*Φ δίνονται από τον τύπο

Π αράδειγμα 7.1.
Να λυθεί η εξίσωση

ζΡ=ζ,

όπου η φυσικός αριθμός μεγαλύτερος του 1.

■r'Jl ΛΊ ί  Ί$ί·if

Λύση.
Γράφουμε τον αριθμό ζ στην εκθετική μορφή: ζρρβΦ. Τότε έχουμε

z=e’ i(P,

οπότε η εξίσωση που δίνεται γράφεται

-J, >
;* i: L

r": ΐρΠβίηΦ=ρβ^Φ,



«ς.

Από αυτή βρΙσκσυμΕ ό η

a

χαι επομένως 

όπου k*sO*l ,...*n, δηλαδή

η &

0» | και «^♦ίΚΡβΐν ·*·?: * * 

i(n+l)<H2kn.

Μ
ΙΜ*1v 0jiODk«0,i,...in. Ο

Π αράδειγμα 7.2 . ν&*τ&5&Μ*κΓ>!ξ ρ ρ &: *#*&  ? £  Α Φ & &

Να po^Oei ο  κλάδος της V£για τον οποίο ισχύει V l* -1.
<»

Λύση.
Hifxilfluttjovrcu; τον τύπο που Είδαμε παραπάνω για  η«2 προκύπτουν ο ι

-Λ
| Ι  >*

as--, xcu
■'

':Ιϊ£ί

/•I* V 5  e1̂ ’ -. Η ·*. V ;·· ·.·* .' & 1)

.11

.1*

ti
/2» V S  e'<(j+23iV2a  Vweli}72c l-t β . ^  e‘» 0 v .T· * ■:&:** f : tnaf A fff^ )

Αλλά. ανζ*1, έχουμε l/*e| x*u cp=Arg/;=0. Aga η σχέση Vi*-1 ικανοποιείται από
|τυνΛ η>τε^>ώ ό& >τηςνιίζ(^ ισχύει

y |fe
*· *, , .., - .-j ? ΐ ν 'ν ?*'►*>*'

|n-V ? eKwVwawO+MnO).

:& 0 ί■ ■■ “
' . , *Α> .. F

'Λ Vi

□
«Ο»»

^  n « ( 6 k t r i «  7 .3 .

| § L  ^ » P o * 0 ^ « x ^ * ^ e ^ t * | I O » e e e t  *··’
Λ’ ’**■ oar··

- :w.*·' I H  A wen.
■||§&:v Π«ιί»ι« wnjunn,KwH« Λη m»l xja Axgl«0. Ή«η «φαομόζρντας tav rtaro

ttfxqu Jt(iy»OTavm για n*3, aui^wt^ie 1
;v^U ■ · *·:·>
W m i <;*-. - * ■■
w » · .  ‘ *!*».



e2 =ei2jT̂  = c o s (~ )  + isin (~ ) = - “ + i^  

και

e3=.ei4^/3 -  c o s (^ )  + isin(~) = - |· -  . □

Π αράδειγμα 7 .4 .
Η τριτοβάθμια εξίσωση

z3 + az2 +bz +c=0

όπου a, b, c είναι μιγαδικοί αριθμοί, με την αντικατάσταση

I ;
a

ζ= * 3 +W

μετασχηματίζεται σε άλλη της οποίας ο συντελεστής του δευτεροβάθμιου όρου 
είναι ίσος με το μηδέν, δηλαδή γίνεται

(1) w3 +AW+B =0,

όπου Α και Β είναι μιγαδικοί αριθμοί.
Να αποδειχτεί ότι οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι ο ι μιγαδικοί αριθμοί οι 

οποίοι δίνονται από τους τόπους του C ardano

wi =Ζ+Η, \ν2=ε(Ζ+εΗ), w z= e2(Z + e2H ),

όπου

ε»*1 είναι μία από τις  κυβικές ρίζες της μονάδας, 

ο ι αριθμοί Ζ, Η πα ίρνονια ι έτσι ώστε

και να επαληθεύουν τις εξισώσεις

Ζ3 = θ , Η 3=θ\



και οι Ο, θ’ είναι οι ρίζες της εξίσωσης

0 2 + Β 0 -^ = 0 .

■ ;?* . 
V'·

1

■VEV

V.' '-■·

A von.
θέτουμε

α>

οπότε παίρνουμε
y t . -£?■

* : « ζ * 5 ζ .

A3

ή, αν Οέαουμε
ζ3 » Λ .;  , φ * ” ·»"

ν.-··

π«ί<>νιτυμε τη Αειηεοοβάθμαι εξίσωση

% ϊ';}·*; ν ί τ  ’* >  V#·

,«'>· 0.·̂  » ^ ·

.‘:· > ■ » ■ j;
02+Β Θ -|^=Ο .

: > * . ■* ; \ ί  S'Xi )
..· ·,;·■»*>, ;· .*;Αϊ:''?ΐΗ >>· ί ****.·

η οποία έχει ftw  ρίζες ηι και tfc· θέτοντας 0=ηι. από τη σχέση ζ 3 « ηι παίρνουμε 
τις τρεις κυβικές ρίζες ζ |,ζ2 ,ζ* τσ υ η ι, οι οποίοι |ΐε τη σειρά τους, από τη σχέση (2) 
δίνουν τους αριθμούς W|. W2, w*. Ηπαναλαμβόνοντας την ίδια διαδικασία με το 
η*η2. παίρνουμε άλλοιν; τρεις αριθμούς ζ \ \  Κ ΐ \  *αι στη συνέχεια το\>ς w j\ W2\  
w y.

!<*χι\κζόμαστεότιοιαριθμοί w\\ W2\  wy ταυτίζονται με τοι>ς Wj, W2 . wj , 
I t όχι <uruo<un|T(i αντίοτοιχα. Πραγματικά. nuQ»ti)Q»iHu Λυώτα ότι αν e είναι μια 
^»<Μ νίζίΐτηζίΐονύΛ ας.μεε-Ι. τότε , ,

; ? Γ  ν , ·

f e - i l l .  Ι2·«1ΐ*. . , ΐ 3 ρ ^ ζ » . . . , μ ΐ 3 ν Λ ·  ·

• > .·*·> ·,· .
Αλλα ισχύει ότι

€

Ί >  safe

και επομένυις

ν

!*?%*;&**.*'

*· r* ■* Γ < *
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t,V. Α .
ς ' % \'
ζ2'*Εζ|'=- ε ^ - Α

ν ,  ·

'Aqu έχουμε

ζί'=ε2ζι' ε2 Α .=._Α_= Α .
3ζ| 63ζ, * *

* «· t A
* '  < , · 5 5 Γ

W2’ <2*· t p "  

w3* = & '-7 7 -

A

3,' ί ι |

= fo- £ τ  *Wfc
* 9A j

1

~ * 2  \  A = b ‘ %  2’

πράγιια που αποδεικνύει τον παραπάνω ισχυρισμό μας.
Τελικά από τις (2) και (3) προκύπτει ότι οι τρείς ρίζες της εξίσωσης (1) 

είναι οι μιγαδικοί αριθμοί

W1 “tl"  ^  ®ζι+ζι t

W2=̂ 2' %  )»

W 3*<3-^ ®ε2ζι·«Ϊ2,8*ε2ζι+εζι *ε2ζι+ε4ζι ,=ε2(ξι+ε2ζ |1),

από όπου παίρνουμε το συμπέρασμα για

Ζ*ζι β Η -ζι*» G*ni και Θ’«η2, . □

j i ~ 2

7 .1. Υποθέτουμε ότι ει, ε2—  «η είναι ο ι η-στές ρίζες της μονάδας. Να 

αποδειχτεί ότι

« )  ει +ε2 + ... + £nss0*
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P) *1 .e2......€η-ι*Ι·

7.2. Να αποδειχτεί ότι οι η-στές ρίζες ενός μιγαδικού αριθμού z  
ταυτίζονται με τις κορεκρές ενός κανονικού η-γώνου με κέντρο την αρχή των 
αξόνων του μιγαδικού επιπέδου και ακτίνα ίση με Μ1*1. ί

7 .3 . Αν e είναι μια n-στή ρίζα της μονάδας, να αποδειχτεί ότι ισχύει
V ϊ?· j
·ν·: f!

Μ .

1 -

·%

•r;;·
C!

<··-■*/ *· · 
t -

I + 2c +3cJ ♦... + ne"·* = . -2-,
l*e . - si· ·■

7 .4  Να υπολογιστούν όλες οι τιμές των παρακάτω ριζών:

* ν'1

i  *■'

«0 f a P)

...

r> >/4. *) δ ι.

e) l ) Vr.

f c n . e> V2- 2V31

i) ^ V 5 (COsjr+i

I
f

* ; i ? - *

. : :άΚ

ft

7 .5 . Να βρεθεί ικανή ιηηϋήκη ώστε η εξίσωση V
ST ΐ> · :  ·■ ; :· : ' "  , . -

az2+b7+c=0,

. ί

: Γ όπου a. b, c είναι μιγαδικοί αριθ|ΐοίν να έχμ πραγματικές ρίζες.

7 .5 . Αν X είναι το σύνολο όλω ν των η·ατών ριζώ ν της μονάδας 
εφοδιασμένο με την πράξη του πολλαπλασιασμού "·\  να αποδειχτεί ότι η δυάδα 
(X. · )  είναι μια Αβελιανή (δηλαδή, αντιμεταθετική) ομάδα.

4 · .... ... . . . .
, "Λ . .-j:

■·.»· .
■'/; / r&JFJ-Ji· ···■ **. VMVHF?# V *
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§ 8. Ε υθείες γραμμές
στο μ ιγα δ ιχό  επίπεδο

Η ευθεία που διέρχεται από ένα σημείο a του μιγαδικού επιπέδου και «τχηματίζει 
γωνία με τον θετικό πραγματικό ημιάξονα ίση με το όρισμα του μιγαδικού αριθμού 
b παριστάνεται με £(a,b). Επομένίος η ευθεία £(a,b) είναι το προσανατολισμένο

σύνολο των σημείων ζ του μιγαδικού επιπέδου τα οποία γράφονται <ττη μορφή 
z=a+tb, για κάποιο πραγματικό αριθμό t. Η διάταξη των πραγματικών αριΟμιόν t 
καθορίζει και τον π ρ ο σ α ν α το λ ισ μ ό  ή τη φ ο ρ ά  της ευθείας.

Π α ρ ά δε ιγμ α  8.1.
Να βρεθεί η προσανατολισμένη γωνία μεταξύ των ευθειών Έχ 1, 2+0 και 

£(-1,1-0 του μιγαδικού επιπέδου. 1

Λ ύση.
Οι γωνίες που σχηματίζουν οι ευθείες £( 1,2+0 και £(-1,1-0 με τον θετικό 

πραγματικό ημιάξονα είναι αντίστοιχα ίσες με

Arg(2+i)=Arctan2 και Arg( 1 -i)=Arctan(-1 )=-π/4.

Επομένως η προσανατολισμένη γωνία μεταξύ των δύο ευθειών είναι ίση με

2π-(Αταβη2+π/2)=3π/2-Ατ<ποη2,

αφού η αρχική πλευρά της κείται πάνω στην πρώτη ευθεία και η τελική πάνω στη 
δεύτερη. □

ι

8 .1 . Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός που προκύπτει αν το διάνυσμα 
-V3+3i το περιστρέφουμε (θετικά, δηλαδή με φορά την αντίθετη της κίνησης των 
δεικτών του (ορολογίου) κατά 90°.

8.2. Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός που προκύπτει αν το διάνυσμα -V3-i 
το περιστρέφουμε κατά 120°.

8.3. Να βρεθεί η γω νία  κατά την οποία  πρέπει να περιστραφεί το
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i*·

{Ηάνυσμα 3-4! ώστε να αυμπέαει με το 5/^2 -15/^2.

8.4, Να βρεθεί η γυτνία μεταξύ χαιν ευθειών 

<*) £c2i, 3-hW) xott
»’ ·' >- ' '; ί y
i £(-Ι+21,Ι-Ι)χαιΕ(23).

\  γ) £(l-l, Ι+Ι)και£(1+1,-1+1),

ft) £(1+21,2-1) x m £(2-1,1+21).•: 'r ■■
ŝ·;, $A<'-·

"S

, \

> 4 -
. : ·δ·ίΛ· !?··?!?,

it*

5 9 . H  toxokoyia
rov  μ ιγαόίχού  tn u tib o v

V - i:

Η απόστασή (distance) Mx> μιγαΑιχών αριθμών

/.jsXj^lyj και Z2**2+ty2

(V & tmi vu είναι ο  κραγματικός αριθμός

k |Z 2 l:»

n ‘.ν',;

v *V: .

·. . - ■· ;'t·

·. ;. · .'V  ·>ί·.̂ ··

1-j t o ( i £v i i > ; ο ανοιχτός δ ί σ κ ο ς  (open disc), ή η ανοικτή ρπόλλα (open ball) ή η 
ανοικτή κνκλιχή χιριοχή μι xivnfo to σημείο ζ και ακτίνπ r eivui to οόνολο

IK/,r):«I w€C: te-wl<r|.
f -;.···

* ».. t,> ̂

Ο ανοικτός δακτύλιος (open ring) ή η ανοικτή δακτνλική κ«ριοχή
fir xiviy*» το <ti|irio /.wu axtiw; n wu n  «iv»u τοαύνολο

. ■ ····· ·

A l/.Tj.rj):* 1 weC: n < 1 / . - * * < * 2 1 ·»-·' '
. ; w  ■.·+ ··

; %*χ·

4 > » s

,i i*A* ?/*>*? 4'? ' ’
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Έ να  υποσύνολο  U του μ ιγα δ ικού  επ ιπέδου  C ε ίν α ι  περιοχή
ι·

(neighborhood) ενός σημείοτ» ζ, αν υπάρχει ̂ ραγιιατικός αριθμός γ>0 τέτοιος (ίκττε

Β(ζ, r) £  U.

To U είνα ι π ερ ιοχή  (neighborhood) του συνόλου Α, αν τούτο είναι 
περιοχή κάθε σημείου ζ του Α. 1

Έ να  σύνολο Α είναι α νοικ τό  (open), αν για  κάθε στοιχείο ζ του Α 
υπάρχει r>0 τέτοιο ώστε η ανοικτή μπάλλα με κέντρο το ζ και ακτίνα r να 
περιέχεται στο Α.

Ο π υρή να ς ή το εσωτερικό (interior) Σ° ενός συνόλου Σ είναι η ένωση 

όλων τ<ον ανοικτών υποσυνόλων του Σ. '·

Έ να σύνολο Β £= C είναι κλειστό (closed), αν το συμπλήρωμά του Bc 

είναι ανοικτό υποσύνολο του C .

Η θήκη ή το κά λυμμα  (closure) Σ ενός συνόλου Σ είναι η τομή όλων των 
κλειστών υπερσυνόλων του Σ.

Το σύνορο (boundary) όΣ  ενός συνόλου Σ είναι το σύνολο Σ -Σ°.

Έ να σύνολο είναι συνεκτικό (connected) αν τούτο δεν μπορεί να γραφεί ■· 
ο>ς ένωση δικ > μη κενών ανοικτοχν υποσυνόλων ξένων μεταξύ τους. I

Έ να σύνολο Κ C C είναι φ ρ α γμ ένο  (bounded), αν υπάρχει γ>0 τέτοιο 

ώστε το σύνολο Κ να περιέχεται στην ανοικτή μπάλλα Β(0, γ), δηλαδή αν ισχύει ΙζΙ <

ϊΜ



r για κάθε ζ τον σι»νόλον Κ.

Τέλος, ένα σύνολο είναι συμπαγές (compact), αν τούτο είναι κλειστό και 
φραγμένο.

Στη θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων σπουδαίο ρόλο παίζουν τα μη 
κενά, ανοικτά και συνεκτικά υποσύνολα του C τα οποία ονομάζονται τό π ο ι 

(regions).

Παράδειγμα 9.1.
Να εξεταστεί αν το σύνολο

A: as | & iz2-il < ι )
ί' : .£ '

είναι ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο τον C.

Λύση.
θεωρούμε έναν μιγαΜκό αριθμό z στο σύνολο Α. Τότε πρέπει να ισχύει

(fafeZ-lkl.

Αν ιιπορούμε να προσδιορίσουμε ένα ι>0 τέτοιο ώστε κάθε μιγαδικός αριθμός w 
τέτοιος <ίκπε lz-wl < r να ικανοποιεί επίσης την ανισότητα fw2-ll <1, τότε το σύνολο 
Α θα είναι ανοικτό.

Ήστω r ένας θετικός αριθμός τέτοιος (ίκπε να ισχύει

r2+rtzkl-0.

Τότε, αν lz-wl < r, θα έχουμε Iwl < \Α  ♦  r και επομένως

lw2«ι Ww2-?.2* /2- it % lw2-z2Mz2-ll < lw.zKlwl+ΙζΙΗθ < r(1zl+r)+0 < I,

πράγμα που αποδείχνει ότι το Α είναι ανοιχτό σύνολο.
Ηπίσης. αν ισχύει I/2-1 k  I, τότε Oft έχουμε και ΙζΡ-1 < I, οπότε

' ’■ " ’ I/W 2.

' >
''■ > ■'

■·.



δηλαδή το <τύνολο Α είναι φςχιγμένο. □

9.1. Να αποδειχτεί ότι κάθε ανοικτός δίσκος και κάθε ανοικτή δακτυλική 
περιοχή ενός σημείου είναι ένας τόπος.

I . 'Λ'

§10. Σ ύγκ λισ η  ακολουθιώ ν » | 
μ ιγα δ ικώ ν αριθμώ ν

Έστω (Ζη) μια ακολουθία μιγαδικών αριθμών. Έ να σημείο a είναι το όριο (limit) 

της ακολουθίας αυτής, αν για κάθε ε>0 υπάρχει ένας δείκτης Ν(ε) τέτοιος ώστε κάθε 
όροςζο της ακολουθίας με δείκτη η > Ν(ε) να ικανοποιεί την ανισότητα

I Zn - a  I < ε.

‘ Μια ακολουθία (7^) με όριο a λέγεται ότι σ υ γκ λ ίνει (converges) προς το 

a, πράγμα που δηλώνεται |ΐε

limzn = a.

Σε κάθε ακολουθία (Ζη) μιγαδικών αριθμών αντιστοιχούν δύο ακολουθίες 
(xn), (yn) πραγματικών αριθμών τέτοιες ώστε

Zo=Xn+iyn* n=l,2,...

Η ακολουθία (Zn=Xn+yn) συγκλίνει προς τον μιγαδικό αριθμό a=a+ip, αν και μόνο 
αν η ακολουθία (χ„) συγκλίνει προς τον α και η (yn) προς τον β. Το γεγονός αυτό 

επιτρέπει να χρησιμοποιούμε τις τοπολογικές ιδιότητες του καρτεσιανού επιπέδου 
για να πάρουμε αντίστοιχες τοπολογικές ιδιότητες του μιγαδικού επιπέδου C.

Κάθε συγκλίνοοσα ακολουθία είναι φραγμένη, δηλαδή το σύνολο των
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όρων της είναι φραγμένο, ενώ κάθε φραγμένη αολουθία μιγαδικών αριθμών έχει 
μια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Η έννοια της βασικής ακολουθίας, ή ακολουθίας Cauchy ορίζεται ακριβώς 
ανάλογα με την περίπτακτη ακολουθίας πραγματικών αριθμών. Δηλαδή, μια 
ακολοώΚα (7*) λέμε ότι είναι βασική, ή ακολουθία Cauchy, αν για κάθε ε>0 

υπάρχει ένας δείκτης Ν(ε) τέτοιος ώστε για κάθε η>Ν(ε) και m>N(e) να ισχύει

ten-Zml<e.

Μια ακολουθία συγκλίνει, αν και μόνο αν αυτή είναι βασική.
Έστω (Ζηορη**̂ 0) μια ακολουθία μιγαδικιίτν αριθμοιν τέτοια άκηε

ρ η - ρ κ α ιφ η - ^ Φ ·

Σ\*νδυάζοντας την τριγωνομετρική με την εκθετική μορφή και λάβουμε υπόψη μας 
τη αι«νέχρα των συναρτήσεων sin και cos παίρνουιιε ότι

Παράδειγμα 10.1.
Να αποδειχτεί ότι

Α πόδειξη .

Έστω ε>0. Πρέπει να βρεθεί ένας δείκτης Ν(ε) τέτοιος ώστε για κάθε η £  
Νίε) να ΐιΐχύει

Αλλα παρατηρούμε ότι

JL·
η-Η ·1 |< ε .

litL ιΐ
t e r · ' 1 , n+1

οπότε το πριιιτο μέλος γίνεται μικρότερο του ε για κάθε η 2Ν(ε), όπου
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η

e

Ν(ε): =1+[ακέραιο μέρος του ( ^ *1)1·

Παράδειγμα 10.2.
Ν’ αποδειχτεί ότι

αν l im z n -a , τότε και lim lznl= lal.

Απόδειξη.
Πραγματικά, επειδή lim Zn = a, έπεται ότι

tim Izn- a) = 0 .
I

Αλλά, από την τριγωνική ιδιότητα της απόλυτης τιμής παίρνουμε ότι

llZnl-lall^iZn-a!,

από όπου προκύπτει το συμπέρασμα.

Παράδειγμα 10.3.
Να αποδειχτεί ότι η ακολουθία μιγαδικών αριθμών

Zq: *  Arg η=1,2,...

δεν συγκλίνει.

Απόδειξη.
Επειδή στην πραγματικότητα οι τιμές της ακολουθίας είναι

ί 0, αν η είναι άρτιος 
^  =|π ,  αν η είναι περιττός

έπεται ότι η ακολουθία δεν μπορεί να συγκλίνει.

Παράδειγμα 10.4.
Να αποδειχτεί ότι η ακολουθία

b

□  *

L-

I

□ ,

*4

□  I
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Xii:*  1 + Qcosa 4· g2cos2a ♦ ... + g^oosna, n *1,2,

m  6πσυ0<ρ< l.avyxUm xaiw υπολογιστεί το όριό της.
r f ~ >■

.w ,

: ir ,
'

Λχό6ει(η.

V|#«*

Θέτουμε

yn:s <pina+g^ln2a + ... + Qnsinn&, 11*1,2, 

χαι αναζητούμε to όριο της ακολουθίας (Zn*xn+tyn)· Αλλά για

w:*o(cosa+l&lna)

i - t
.·; ν  ,; ■

v;.
1 i p
! N |:r

; Si.
it*

<r -r .'■· vM ·

παίρνουμε
7h e  l+w+w2+...+wn -

ώάτιΜ *ρ< 1. Αρα

ί ..· -  V Ij/'·;’ Λ-·
V :: · > λ : · ^  ν·.

• :.··-· ·>: - «  *ϋ *  f ' ·  * : Ρ Γ ·  f  * ·

l-w"+> I 
1-w “* |-w

( KM'V
a

¥ ^

□
'U . · Λ .·” .’ '- ·

f * X · · : '  z- * t - V

·;.ν / ja 

i l /
M*.
■ψ:
ifg;·^ nt

: r
•Sfe-

10.1. Να e£rniirto»Vv αις ποος τη m>yxXwn) m jutgawnu) ακολοιΟίίζ:

α» « ι - Ο ^ β ^ Λ ,  β )  ϊο β (ΐ+ 2 Ι)η.

eto
T> A i- ^ jr ’ %

n+l
2n-SI

Si · ■’

'-§β\ 10.2, Να εξεταστεί tcv συγκλίνουν οι ακολουθίες κου ορίζονται με τους
mt^tou ext t> ccvi ttuMcn'ŝ

m

:**?·
:

m W ! :*··

^  i,.

"v'-Tf..···

a> /η+ι11 *i*«

>Vv /«♦l=ln/n. '*!·■

- .VV. > · 

• ^  '■

=-'vH ·̂ ;·: "i* ·* v̂  .·. . , 
*·.. i ·,<·*·.>*$** * -p <

Λ

U ^ f r ,  $ f

* * ’V
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γ )  /„+i=exp(iOn), όπο ιιθη+ |=  ^  · ,  (>ι=Ι.

10 .3 . Αν (Zn=xn+iyn) είναι μια ακολουθία τέτοια άχηε

lim ΙΖηΙ =1,

τί μπορούμε να πούμε για  τη σύγκλιση των ακολουθιών (χ„) και (yn);

10 .4 . Αν (Zn=xn+iyn) είναι μΜΐ ακολουθία τέτοια (ίκηε

lim Zn =°°,

τί μπορούμε να πούμε για τη σύγκλιση των ακολουθιών (χη) και (yn);

I

§11. Το κατ' εκδοχήν 
σημείο <*>

Υποθέτουμε ότι (Zn) είναι μια ακολουθία μιγαδικών αριθμών. Αν για  κάθε Μ > 0 
υπάρχει ένας θετικός ακέραιος Ν τέτοιος ώστε να ισχύει ΙΖηΙ > Μ για κάθε δείκτη η >
Ν , τότε λέμε ότι η ακολουθία (ζ,Ο σ υ γ κ λ ίν ε ι  (converges) προς το άπειρο οο οπότε

και γράφουμε
limzn =

Αν στο μιγαδικό επίπεδο C ενσισματώσουμε το λεγόμενο κ α τ’ εκδοχήν σημείο »  

(infinity) που ορίστηκε στην αμέσως προηγούμενη παράγραφο, τότε παίρνουμε το 
επ εκ τετα μ έν ο , ή σ υμ πα γές μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδο  (extended ή compact complex 
plane), ή απλά το επ ε κ τε τα μ έ ν ο  επίπεδο <

C = C U { o o ) .  |
y

Το σύνολο όλων των σημείων ζ του μιγαδικού επιπέδου που ικανοποιούν την 
ανισότητα ΙζΙ > r για  κάποιο r>0, δηλαδή το σύνολο όλων των ση(ΐείων ζ τα οποία

«
ανήκουν στο συ|ΐπλήρωμα του κλειστού κύκλου με κέντρο το 0 και αρκετά μεγάλη

Μ



-31·

αχτίνα ε, ονομάζεται περιοχή του «> (neighborhood of the point at infinity).

Με τη βοήθεια της στερεογραφικής προβολής (stereographic 
projection) του επεκτεταμένου μιγσδικού επιπέδου επί της σφαίρας του 
Riemann ορίζεται η χορόική απόσταση μεταξύ δύο σημείων του με τον τύπο

21/. wi
X(z, w): s  ■■ ■ I '· a ■ ι ι . αν u  w είναι μιγαδικοί αριθμοί,

χαι

Χ<* ®): Vt M/fr
αν Wt=00

Στην πριιγιιατικότητα η χορδική απόσταση των μιγαόικιόν αριθμών ι. και w είναι 
ίση με την (ευκλείδεια) απόσταση tow προβολήν Ζ xaiW  αντίστοιχα των ιτημείων 
αυυίιν πάνω στη σφαίρα του Kiemann, βλέπε και σχήμα.

Το επεχτεταμένο μιγιιδικο επίπεδο εφοδιασμένο με τη χορδική από<τταση 
(η οποία είναι μια μετρική) είναι ένας σιηιπαγής τοπολογικός χώρος του οποίου  
υπόχωρος είναι το σύνολο των |ΐιγαδικων αριθμών εφοδιασμένο με την απι'κττηση 
► * ‘ i. Ολι ς οι τοπολογικές έννοιες του μιγσδικού επιπέδου επεκτείνονται και στο 
ιπεκτι ταμένο μιγιιδικο επίπεδο. I ια παράδειγμα η δακτυλική περιοχή  Δ (« , Τ\, 

Γ>» του χ  είναι το σύνολο

ί τ ' * Ί
Λ<®. Γ|. Γ2»:*|/: Γ|< χ</. *» < Γ2).



Π α ρ ά δειγμ α  11.1.
Να υπολογιστεί η χορδική απόσταση χ( 1 -i, 1 +21).

Λ ύση.
Παρατηρούμε ότι

ll-i-(l+2i)l = ll-i-l-2il = 3 ,ll-il = V2
και

Επομένως
ll+2iM/5.

X(l-i,l+2i) = 2.3/VT+2VI+5=6/3V2=V2. □
I

11.1. Yποθέτουμε ότι είναι γνωστό το γεγονός ότι για  μια ακολουθία (/* 
=Xn + iyn) ισχύει

lim Zn =

Τι μπορούμε να πούμε για  τη σύγκλιση των ακολουθιών (xn) και (yn);

11.2. Να υπολογιστούν οι παρακάτω χορδικές αποστάσεις

α ) X(3i. l+4i). V) X(0,l-2i),

Υ) X(l+i,l-5i), 6 ) Χ(0,<»),

ε) X (l+ i,» ).

11.3. Να αποδειχτεί ότι το supremum της συνάρτησης χ ( . , .) ισούται το 2 
κα ι στη συνέχεια να δοθούν δύο ακολουθίες μιγαδικών αριθμών (zn) και (wn) 

τέτοιες ώστε
lim(zn- Wn)«  °° 

και
Ηπιχ(ζη, 0) = limx(wn, 0) = 2.

11.4. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ζ  του μιγαδικού
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επιπέδου των οποίων η χροδική απόσταση χ(ζ, 0) από το 0  είναι ίση με I/J.
· , -ΐ; ■«;;.* ?> (λΛ

, V /itf '/ J ♦;'***

S 12. Σ α ρ ί ς
μιγαδιπώ ν αριθμώ ν

, ; f <

Οι έννοιες ιτόγκλισης χαι απόλυτης σύγκλισης μιας σειράς (series) μιγαόικών 
αριΟ}ΐών, δηλαδή βαράς της μορφής

00

/.| + Ζ2 + ... + Ζη + . . .β  J z n .
η=1

Ρ *>Ί /·.

όπου /«, = χη ♦ lyn και η μελέτη (π'ιγκλισης πραγ|ΐατοποιείται συνήθως με τη βοήθεια 
σειρών πραγ|ΐατικιίγν αριθμών. Αν το σύνολο τιμών του δείκτη η είναι προφανές, 
τότε την παραπάνω σειρά τη γράφου|ΐε χαι απλά ως

Σ * '
Παράδειγμα 12.1.

Να αποδειχτεί ότι η σειρά

συγκλίνει απόλυτα.

Α χ Μ » | , .
Έχιη<|ΐΓ

cln * awi + l*lnn,

W V

χαι επομένως η μελέτη σύγκλισης της ΛοΟείσης σειράς ανάγεται στη μελέτη 
σύγκλισης των δ»·ο σειρών πραγματικών α ρα ιώ ν

?

;:·Λ

00
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i
l

Αλλά και ο ι δύο αυτές σειρές <η*γκλίνουν απόλυτα και επομένα>ς και η δοΟείοα 
σειρά συγκλίνει απόλυτα. □

Παράδειγμα 12.2.
Να εξεταστεί αν συγκλίνει η σειρά

~  ei(π/h)
2* η

η=1

Λύση.
Εδώ παρατηρούμε ότι

eKw/n) = cos — + fsin —.
n n

Αλλά από τις δύο σειρές

00 00 
cosQr/n) ^  sin (π/h)Σ <Λ>Μ3ΐ/ΐυ ^  smut

. n ’ Α  ηη=1 η=1

συγκλίνει μόνο η δεύτερη (ενώ η πρώτη δεν συγκλίνει). Επομένιυς η δοθείσα σειρά 
μιγαδικών αριθμ<ί)ν δεν συγκλίνει. □

12.1. Να εξεταστεί α ν  ο ι παρακάτω  σειρές μιγαδικών αριθμών $
ι

συγκλίνουν: \
+“  gin

p )
+00 e o m

α )

V)
cosin 

jL τη * 
η=1 5

6 ) +V W  
Z  n

n~ 2* cosin



δ 13. Μ ιγαδιπές συναρτήσεις: 
γεν ικ ά

Οι μιγαδιχές ο ν ν α ^ ο ιις  (complex functions) έχουν ως πεδίο τιμών το σύνολο 
των μιγαδικών αριθμιίιν, ενώ το πεδίο ορισμού μπορεί να είναι κάποιο υποσύνολο 
τ ο ν  μιγαδικού επιπέδου.

Έστω f μια μιγαδική συνάρτηση. Τότε για κάθε μιγαδικό αριθμό z=x+ly η

τιμή
Wef(7,)

είναι ένας μιγαδικός αριθμός και άρα αυτός γράφεται ως

f(z)«u(x,y)+lv(x.y).

Η ιωναρτηση u είναι το πραγματικό μέρος της f, ενώ η ν είναι to  φανταστικό μέρος. 
Έτσι η ί μπορεί να προσδιοριστεί από τις δύο συναρτήσεις u και ν.

Παράδειγμα 13.1.
βαορούμε τη συνάρτηση

ttfttrvru; Λβχ+ly xra w:=u-Hv,f^yi<D«ntif

u+4v=<x+»y)I-l(x-ly)«x2+2lxy-y2-lx-y^t2.y2.y+j(2xy.K), 

aMVtc q cEwxixjq wHW eivm umtMtaqiq με to  ούστηια vav εξκχύακιΐν

u * x 2*y2.y

13.1. Mfrt»*tq;«n«viii»tqi«q;
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vu βρεθούν οι εικόνες των παρακάτω συνόλων:

α ) (ζ: lz l= jr l, Iz: Rez = () J,

Υ> |ζ: ΙζΙ = ζ2), δ ) | z: ΙζΙ + ζ  = 0 },

ε) {ζ: Rez = Im z |, ζ ) |ζ :  Argz = j - 1 .

«1) {ζ: Argz2 = - ~ } .
I

13.2. Να βρεθεί η εικόνα του συνόλου

|ζ: Rez^O ή lmz=0 j 

μέσω των παρακάτω απεικονίσεων:

α) έ II * β) w = l + I

ϊ ) w = Z+i δ) w=z2.

13.3. Να βρεθεί το πραγματικό και το φανταστικό μέρος της συνάρτησης

f(z)=z+z2 + i·.

§ 14. Ρητές
μ ιγα δ ικ ές  συναρτήσεις

Η απλούστερη μορφή μιγαδικής συνάρτησης είναι αυτή που δίνεται από ένα



πολυώ νυμο (polynomial)

w * βο^ ♦ β ι ^ 1 + . .  . + βη

όπου οι συντελεστές ao, β |. ...βη είναι μιγαδικοί αριθμοί και ao*0. Ο φυσικός 

αριθμός η είναι ο βαθιιός του πολυωνύμου. Το πεδίο ορισμού κάθε πολυωνυμικής 
σι*ναρτησης είναι ολόκληρο το μιγαόικό επίπεδο.

Το πηλίκο δύο <τυναρτήσε<ον οι οποίες είναι πολυώνυμα πρώτα μεταξύ 
τους (δηλαδή δεν έχουν κοινό παράγοντα) ορίζει μία ρητή συνάρτηση (rational 
function), δηλαδή μια σιτνάρτηση με τύπο

Μια ρητή συνάρτηση παίρνει (πεπερασμένες) μιγαδικές τιμές για κάθε z που  
ανήκει στο σύνολο τ<σν μιγαδικιίνν αριθμών εκτός εκείνων που μηδενίζατε τον 
παρονομαστή. Στις ρίζες του παρονομαστή η f παίρνει την τιμή ® .

Π αράδειγμα 14.1.
Να βρεθεί το πραγιιατικό και το φανταστικό μέρος της συνάρτησης |ΐε τύπο

- +

Λύση.
Θέτοτηιε /:*x+iy. οπότε έχουιιε

fiji _ ttx+WH _ · ti+y>+)x - (»+y)t>x x-Uyt-2) 
x-My+21 x+Uy+2) x+l<y+2) x- t(y+2)

Ηπομένως το πραγματικό μέρος της ί eivui

και το φανταστικό μέρος

δ :  □
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Π α ρ ά δειγμ α  14.2.
Να αναλυθεί το κλάσμά

3+i
(z-2)(z+i)

σε άθροισμα απλα>ν κλασμάτ<ον.

Λ ύση .
θέτουμε

3+i a
(z-2)(z+i) ζ-2 z+i i f -

κα ι αναζητούμε τους μ ιγα6ικούς αρ ιθυμούς a κα ι b. Α παλείφοντας 
παρονομαστές παίρνουμε την τα\πότητα

τους
r·

3+i = a(z+i) +b(z-2) =(a+b)z +ai-2b,
από όπου παίρνομε

a+b=0 και ai-2b =3+i.

'·!.·-i

Λύνοντας το σύστημα αυτό βρίσκουμε

. 3+i 7-i
a=-b~2 +j -  5  ,

οπότε το αρχικό κλάομα γράφεται ως

3+1 7-1/5 7-1/5
(z-2)(z+i) ~ ζ·2 '  z+i ‘ □

14.1 . Να βρεθούν τα πρσΥί^ιτικά και τα φανταστικά μέρη των παρακάτω |  

συναρτήσεων: I

Μ



■3».

1
α ) f(7 )c i2±L

,w  lz-| · 5 ) R Z )e |.

;· ; <:‘V  ■·!■:■■·;■ ί- ·:■*. . -Γ> Υ) Γ(7.)β 5>.-1ζ2. ft) Rz) = I - 2z3,

ε) Rz) =ζ3- 1 >..
' ■ * ' '■  ̂ "? >■·. : -λ* · "  ̂  ̂■■v " '•mil·

14.2. Να εξεταστεί για ποιές τιμές των μιγαδικών αριθμών a, b, c χαι d η 
σηνάοτησημζτϋχο

.·' : i · - .  Τ λ - . i i  f -  ' I  · χ ν : . , ι : > : · ;

Rz) az+b
cz+d

Μ.
- είναι ένα-προς-ένα.

14.3. Να αναλνθόόν σε αθροίσματα απλών πλασμάτων τα παρακάτω  

κλάσματα: ν>
.■ i ■ /· >· ·!> y ν<̂ ϋ:·ν.?

« I  1+» .V »
' </r2tXz+IK2z-l)· p' (z-IXzM) ·

/,·!■

|1 5 .  Δνναμοσηρές ■ ■*
στο μιγαδικό exixtbo <*

Μία όννα μ οσ ειρ ά  (power series) μέ κέντρο το σημείο ζο είναι μία σειρά 
S; piT'ftouuvttotfHuw της μορφής

% .  ' 11 - " ' ν
00

V..

.}· βο ♦ β|(/-/ο) ♦ aj(/-/o)2 * -  «■ βοίζ-Ζο)" ♦ ... -  J  Μ^ζο)"·
Π«Βί>

Το σύνολο «ηηπλισης της όιηκηακιαράς αυτής είναι ο  ανοικτός κύκλος Β< ζο. Η) στο
μι,Μίκκο ι πιπιόο με κέντρο το σημείο /ο  όπου η ακτίνα  σύγκλισης (radius of 

convergence) Κ τη; όι*νιιμο<ιειρας είναι ίση με

Λ
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Κ: η r— 
llm iup νΙβηΙ

ΒπΙοης, <πην πεοίπτακΓη κατά την οποία το rtyto

llm ytaJIl

υπάρχει, τό» η ακτίνα οίιγκλιοης R μπορεί να ΛοΟαί κια από τον τόπο

I
K - llm nr—

Vtefll
"mS ·

) 5

Στην ανάπτυξη της 0εακ)1ας μιγαόικών συναςτήοβων αημαντικό υόλ<> 
παίζουν αθροίσματα OKiyo'rv της μορ<ρής

00 00

5  βη(7/·Ζο>·" + V bniz-A))"·
n«b n-l

Στην περίπτωση αυτή Οάκν»|ΐε h* ·βη και αυμφυιναάμί to άθροισμα

00 00 ο 00

2  b î/r/o)*0 + J  bn(/rZo)n Β j  bniZr/o)0 + 2  bn(/̂ /o)n 
n*1 n*0 n··» n»I

v« to Yudupoitfie στη ιιορψή
00

2  bn(/̂ o)n ♦ 
n«-»

*i

i

Η ockKi αυτή, η οποία λέγεται oeitfd Laurent, συγκλίνα στην ανοικτή δακτυλική f f  
π«να>χή Δ< zo, r ι, η), όπου I f

n; -»llm #up yfbjn
και

'? £
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η · t s  "

llm sup K
v *A; K*

με την προϋπόθεση, βέβαια, ότι γι<Γ2· Οι τιμές ta*y αχτίνων αυτών μπορούν να  

βρεθούν χαι με τους τύπους

.. . s a f .£******. «λ  m y
5 d ti!  <*?V

χαι

^ * I,mΒι̂ ιΙ* ΑΛΙ a«v»4*9»M

αρκεί τα όρια αυτά να υπάρχουν.

Παράόειγμα 15.1.
Να υπολογκπεί η ακτίνα σύγκλισης της όυναμοοειρός

00

1 < ¥ *
η=1

\%Κ " ■ }'■/* y? k***T f-~i ''· ’ ’ \ _ν ' * *

Λύση.
Η ακτίνα σύγκλισης της όυναμοσειράς είναι ίση με

ϊ! ? Ί*3$ί *ί :Τ<&

Κ =  Hm sup tanl1*  “ llm sup H-0"/W*Ai * ,,mVn«s i . r -y  a t ί □

naQdkciyiia 15.2.
Na flyrOn to <n>vuX<> (nVyxXunR της Αννπμιχιει^ι;

***
**:·.

^ u -Wi-..-:. /-I ·γ ί^ ϊ\β
>v:-? ■ 
vÂ *W

■ #
* X. '

2  d + l« * .2 V .
n>M)

:f A *>09.
Y πολονΛΐ”1»Γ tijv απόλυτη τιμή tot' tiiYuiteuri Utfi0|totf (1 

* Κ*·7Ι«ιτικιϊ fXin^ic '  “ ‘Vt , - *

ΗΙ·Η)ηΜ | -Hln=iV2)n=2n^ .



Επομέντος η ακτίνα σύγκλιοης είναι if

1 1 ^ 2
“ lim lanii/n = ||m  (2"/2) |Λ'= 2

και άρα το σύνολο σύγκλισης της δχιναμοσειράς είναι ο  ανοικτός δίσκος Β(2ί,
Ί ϊ β ) .  □

Η
Π αράδειγμα 15.3.

Να βρεθεί το σύνολο σύγκλισης της όυναμοσειράς

Σ°° (3+41)* ν  (ζ+21)Π
, (z+2i)n 2 ,  ion ·

n=l n=0

Λ ύση.
Για την πρώτη σειρά έχοιηιε =(3+4i)n, οπότε

r ι = lim sup y / f b ^  I =13+411 =5

και άρά η πρώτη σειρά συγκλίνει στον δακτύλιο Δ(-21,5, + » ). 

Για τη δεύτερη σειρά

έχουμε bn ϋ3τότε

Σ
η=0

(z+2i)n
10"

Γ2 =

ιk
I

Έτσι η δεύτερη σειρά συγκλίνει στον δίσκο B(-2i, 10), πράγμα που σημαίνει ότι η J  Γ 
αρχική σειρά συγκλίνει στον δακτύλιο Δ(-21,5,10). □  § :



ΠαράΑηγρα 1S.4.
Να ftjeOei το <η>νολο (τ»>γχλκτης της ίηηκμιοσεΐϋύς

n »l n=0 UK

A voq.
Για ιην κοώτη σειοά

<Χ> ** (Μ
(In

n*l
(z + l)"

{χηυμζ b.«, ·  e*". ΚΛυμένιος, a?

-i.s n « lh n e u p  « Μ Ι . .4..M
*># ,* - ** ''· i>i* -■·?#»

χ^άγμιι ®η» ατμοί να, ήπ η πςκότη oetyd <η'γχλίνει στην ανοιχτή δαχτυλική πεοίοχή
Δ Η ,1,4*). , . ϊ

Για τη α α φ ϊ 1

V  (/♦«)?
•f..,:·* if*r ^  (ΙΪΗΪμ 

ηβΟ

Ιχουμε 1>η» e-iouiM/Z. Αυαηακτίνίΐ σό/χλιπης είναι

% IV
|£*Ϊ , .; >

*V.i ”?■ Η*>.·
·;>?# .

Vi,v Γ2
lim sup « μ

lim su p c -^ e l

»

xiu *r«n η Λεότεοη αειςχι ανγχλίντι ατον ftUnco Il(-J* l). Κπειόή η ϊομή taw  Λόο 
V ιιυνόλαιν AM , I. ♦ « ) xiu BM , 1) ctvui to  κενό ινόνιιλη, fcretui ότι η ftoOeiau cjciqu
ν. *· V '

^ftrvoirpcXivrixooOrva <πομιγα&ικόεπίπιΛο, ^  ^

'® ί ·
« ■

Λί̂ν*.• ···>*!.*·

ΐ >  ·**.

15.1. Y ffoO fam |u0 tnx0 i’v»MV>on^^ . *·· w ftfQ fr  ii& k fe : #
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I

>*

4*00 +00
2  Μ 1 · Σ W

η=0 n=0

έχουν ακτίνες σύγκλισης r και r’ αντίστοιχα. Να προσδιοριστεί η ακτίνα oiV/κλισης
των παρακάτω όυναμοσειρισν:

•foo +00
α ) Σ (8n+bn)Zn , β ) Σ (®ir bn)#1 ·

η=0 n=0

+00 +<»
Υ) Σ anbnZ?1, ft) 2 j£ * " ·  

nsO0"n=()

15.2.  Να
δυναμοοειριον:

προσδιοριστεί η ακτίνα  σύγκλισης των παρακάτο»

α)
4*00
1  eln(7ri)n*

+0® ..} n
») 2  ( ^ f ) . 

n*0 ,ZIn=0

4·οο +00
Υ) 2  (i+n)n/P, δ) Σ (to)*#*

Π*0 n»0
+00 4*00

e) Σ (i+n)zP, ζ) 2  |n^·
π=0 n*0

9 16. Η εκθετική
μ ιγαόική  συνάρτηση

:ΐ '

%-
■>?»
£/■>

ί:
*;ill

-% ■:

ϊ

Η εκθετική συνάρτηση (exponential function) ez ή και exp(z) ορίζεται ως το Η 
άθροισμα της δυναμοσειράς

f t  /3 Λ
ez « 1+ z + r r + f 7 + . . , +ΓΓ+. . .  

2! 3! Π!

και έχει πεδίο ορισμού ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο.

!.
■■ »

Η

1
1



| r  Αυτή έχ» τις εξής ιδιότητες:

%  α) e·*·* * e · . e·». άποι· a. b είναι μιγαδικοί αριθμοί. .

fi) et+2M m ez ± 1 , ±2,...), δηλαδή e r είναι μία πεβιοδιχή

J  σννάιττησημεΠ*οίοδο2π1. * »'···%.' ■

γ) Αν t. «χ-Hy, τότε e* β e*(cos y +1 sin y) xui άοα le*l = eRe *.

Παοάδειγμα l i . l .
if. Ναβοεθείτολοαγμαηχόχαΐφανιασηχόμέοοςτηςοννάοτησηςμετδλο

ί ί :
i

w&;:'

f
■ *

f(z)* exp|(Z)2J.

θέτοντας r*x+ly έχουμε

f(Z) * exp|(x-ly)2l * expf x*-y2-2fxy| * expix^-y^e^
y

* exp(x2-y2)fcos2xy-Ulii2xy | „
.'.'Vl'

g  xui επομένως

- U

■ 7^

Ref(z) * εχρ(χ^2>α*2χγ
' ' ‘  ·· * ’ '

Imftz)» -exp<x2-y2)stn2xy.

Π αράδειγμα  16.2.
Να (ΟίηΛπχτεί άτι για κάθε /«-M y ιοχάει

W ■· \Α ■■■■,:' ■■
Vfjfj·

□

1lm <l-An« e z.n

><■"? ί ί τ i.
■, ' - ·.; r  ;·%*>>* -·^

^ Λ χό Α ε ιξ* .
Hit njxitAitoouMf to οομχέ^αημα am* Mvrtai rniyv χεληηιιία πα^οτή^οη 

I t& t  10. UvretutaoQftvYi'it* ;7  ? ^

i A "

Tiiti
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η

1ίπιΙζηΙ = Ηπι|(1«φη| *11ιη[(1·φ2- ι^ ] 2.

Αλλά έχουμε

οπότε
η

limlznl 2  llm[(]+£)2 ]? = ex.

Επίσης έχουμε και

από όπου παίρνουμε

1/

·>· .

ti- -

*
I

i
Vt

U m ^l s e x.
* H
r

Η ανισότητα αυτή μαζί με την προηγούμενη συνεπάγονται ότι

limlznl= e x.

Για τον υπολογισμό του ορίου του ορίσματος του παρατηρούμε ότι μέ 

εφαρμογή του γνωστού κανόνα 1/ Hospital γ ια  πραγματικές συναρτήσεις 
προκύπτει

lim t arctan
t-ΦΟΟ

JL___
t+x

t2y
= l im ------ T—t  = y,

t-*« (x+ tr+ yz

και κατά συνέπεια Οα έχουμε και

z j i  ________ y / h __________γ_
Arg7fl=Arg (1+~) = n  arc tan - j ^ ~ =  n arc tan n+x
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Tiuya |t£ βάση την T&ewtaia παοατήο’Κ'Ί της § 6  παίονο\*με το συμπέρασμα. □

16.1. Να επιλιΟούν (Η πα^αχάιω ε£κχύσεις: ϋ

μττόπο

‘■ΐ.
:§/

a) e* + l = 0 , 9 ) e** + e*+l«Q, ■·

16.2. Να βο«θεί το πραγματικό χαι το φανταστικό μέ^ος της συνάντησης
,· V  . „

f(7.) = exp<-7.) + exp(7.). . ; *
V-. . · . · ■

16.3. Nu Ê ctumoiVv (ος π^ος τη αιτγκλιση οι παρακάτω ακολουθίες:

 ̂ t  1 -» «· n aww/l?Aa) /„*expH(7+^)l· 7„ = nexp(y).

t·-

5 17. Ο ι τριγω νομετρικές
μ ιγα όικές συναρτήσεις

■ *■'»

Ο ι τοιγανομττηιιιές ηνναφχήβ.ις (trigonometric funtlons) ημίτονο (sinus) 
sin/, και β ννημ ivovo (a  Minus) cos/, oyitovrai αντίστοιχα από τις όυναμικιειοές

r · ·

/ J  / 2n t i
s , n / e z - v + - ^ ,),W i ? + ·-·

rit̂ > /2  /4  j2n

in ojroii;  ομγκλίνουν ιιπηλοτα yut xuOe τιμή ton  /  xm  ?χομένως οι ουνιιοτήοης 
sin/. xm  cm / O(orv πιό ΐο  «\Ηΐΐμοι> ολόκληρο to  μιγαόικο ιχ ΐπ ιά ο . Κπΰτης αντές 
rivtu πι\μοόικ«;;  μι χιχήοόο την χχκιγμαιικό αριθμό 2π κα ι *χοι*ν μόνο 
χρατματιχι ς ρ&τς m u  tny&riit / Α χ  xui /*π/2 +kx. uv tim tuxu , όπου k«0, i t ,  12,... 
IX nnvuongiri;; *φαχτυμένη (tangent) tan/, xui ηννίφαχιομένη (cotangent) 
cot/. * »vn n . οπ«^  uvt t|i*vttt ιι. μ* to n ; τόχοης;
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tan / = sinz
COSZ ’

COt/ = COS/
sin/ *

Από αυτές η tanz ορίζεται παντού στο μιγαδικό επίπεδο εκτός των σημείων που 
μηδενίζουν το c o s / , δηλαδή εκτός τα>ν αριθμών της μορφής π/2 +λπ, όπου k=0, ±1 , 
±2,... Η συνάρτηση cotz ορίζεται στο μιγαδικό επίπεδο εκτός τα)ν σημείων που 
μηδενίζουν το sinz, δηλαδή εκτός των σημείων της ΐιορφής ζ=λπ, όπου k=(), ±1, 
±2,... Ό λοι οι τύποι- ταυτότητες της τριγωνομετρίας που ισχύουν για τις
γνωστές τριγω νομετρικές συναρτήσεις με μεταβλητή πραγματικό αριθμό 
εξακολουθούν να ισχύουν κα ι για  τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις μιγαδικής 
μεταβλητής.

Τέλος, ο ι συναρτήσεις ez, sinz και cos/ συσχετίζονται μεταξύ τους με τους 
τύπους του E u le r: *

eiz = cosz + isinz, e~iz = cosz - isinz,
από όπου παίρνουμε

eiz + e-iz , e iz - e_iz 
cosz = — ------» sinz = — 2\— ·

Π α ρ ά δειγμ α  17.1.
Να βρεθεί το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαόικού αριθμού sin(2i).

Λ ύση.
Σύμφωνα με τους παραπάνω τύπους έχουμε

sin(2i) =
gi2i .  g-i2i e*2 - e2 ςΑ .  \

2i 2i ~ 2e2 i ,

οπότε

□

17.1. Να υπολογιστούν τα μέτρα και τα βασικά ορίσματα των παρακάτω 
μιγαδικών αριθμών:

α )  tamri, β ) sin(isinl)



,JT

>’ Λ ■ 

1 ; "

' X*i - : ■

M

M s«n (l+ e , .
2  - V.v-i %xk M i  $

;> tan(jj).
w .- i i

' , Yf ;. ,■;. ·?:·/

i f e f  Λ · Μ ^

y) οο»(π + !Ιη2 ),

c) sln(j-+ Iln2),

1712. Να υπολογιστεί το μέτςο τοί' μιγα?χ>«η> αριθμού

sin(»· 1 ln(2+V5)).

17.3. Να fcrftei ίο χραγμαηχόχω το φανιατιχό μέρος της συνάρτησης

f(Z) β  Sln(Z4i) +  COS(Zri). n t

17.4. Να επιλτύεί η εξίσιιχτη

? £:>

istn(|+ix)i=i.

I7.S. Ναεξπασι^ωςχροςτησόγχλαιηαχολσυθώ

■. t ,-ν . - ·... r···· Zn = n n e |,2 .

Λ*··

1 M . Να εξεταστεί αν  ο ι ακόλουθες σειρές μ ιγαό ιχώ ν αριθμώ ν

'.xr.
οιτκλ ίνπ ιητ

/ :/· ■': ·Μ\:
a )  

7 )

i ,

Σ
n«l

cos In
jn * ' 9) cos In2

A " 5^ ·

nsln in
6 » +γ  d+0 "

4n * n»| 2>/2ca»in

> v *an\

, ;: V5 .* *

--

17.7. Nil jt^ootonounei ηακτίνα αιϊγκλιαηζ tinv ftttvaiinaeiQtfiv:
. ' ·*;»< ' >. :*r ;

« »  2  Λ * } * » » * ; '  · - '- :F

»>
Ή»

Σ

•-V·
% S: ■ V*'

> ·-·#*.· -ft? ;·^· '
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§ 1 8 . Οι υπ ερβ ο λικ ές
μ ιγ α δ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ις

Οι υπερβολικές μ ιγα δ ικ ές  σ υ να ρ τή σ ε ις  (hyperbolic complex functions) sinh/, 
coshz, tanh/ και cothz ορίζονται με τους τύπους

Το πεόίο ορισμού των δύο πρώτων υπερβολικών συναρτήσε(ον είναι 
ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο. Η υπερβολική εφαπτομένη ορίζεται παντού στο 
μιγαδικό επίπεδο εκτός από τα σημεία που μηδενίζουν το coshz, δηλαδή εκτός από 
το\*ς μιγαδικούς αριθμούς της μορφής ΐ(2λ+1)π/2, όπου k είναι τυχών ακέραιος. Η 
\υπερβολική συνεφαπτομένη ορίζεται παντού στο μιγαδικό επίπεδο εκτός από τα 
σημεία που μηδενίζουν το sinhz, δηλαδή εκτός από τους μιγαδικούς αριθμούς της 
μορφής ΐλπ, όπου k είναι τυχών ακέραιος.

Οι τριγωνομετρικές και ο ι υπερβολικές συναρτήσεις συνδέονται με τους 
εξής τύπους:

υπερβολικό συνημ ίτονο  (hyperbolic cosinus): coshz = — ^—1 ·

υπερβολική  συνεφ απτομένη  (hyperbolic cotangent): cothz = .

sinz=-isinhiz,
cosz=coshlz,
tanz=-itaniz,
cotz=icothiz,

$inhz=-isiniz,
coshz=cosiz,
tanhz=-itaniz,
cothz=icotiz.

Π α ρ ά δε ιγμ α  18.1.
Να λιωθεί η εξίσωση

sinz = 2.
Λύση .

Θέτουμε z=x+iy. οπότε βρίσκουμε



2 * sln(x+iy)* slnxcosiy + cosxslnly * slnxcoshy+icosxsinhy.

Η εξίοιοση αυτή είναι ισοδύναμη με το σύστημα τιον εξίιχίκίεων

sinx coshy « 2 , 
cosx sinhy « o.

Από τη δεύτερη εξίσωση παίρνουμε cosx=0 ή sinhysO. Αν ισχύει η σχέση sinhy=0, 
τότε έχαιιμε y*=0 και από την πρώτη εξίσωση παίρνουμε sinx=2 , πράγμα αδύνατο. 
Αρα ισχύει cosxsO, οπότε χ«λπ+π/ 2 (k ακέραιος). Τότε από την πρώτη εξίσωση 
προκύπτει ότι coshy«=2(-1)* A)A0coshy>0, οπότε πρέπει k=2m και

£2γ^ ·= 2 , ή ey+e^a*, ή e^Mey-HaO.

θέτουμε λ:*^ και παίρνουμε την εξίσωση

λ2-4λ+1=0,

η οποία έχει ρίζες τους αριθμούς 2±V5. Το ίδιο συμπέρασμα θα προέκνπτε αν 
θέταμε λ«ε*. Κτσι παίρνουμε y= ± ln(2±V5| και επιηιένως η δαθείσα εξίσωση έχει 
λύσεις τους μιγαδικούς αριθμούς της μορφής

7.*2mx-#j±lln|2±V5|.

όπου m ακέραιος. □

Παράδειγμα 18.2.
Να υπολογιστεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

αο

2  «χ» Ιη>ι*.
Π*0

Λύση.
Ο  συντελεστές της δΐΜίμοσειράς είναι οι
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&n s  cos in —------j
gi’in^g-i’in g-n+gD

= cosh n

και επομένως η ακτίνα σύγκλισης είναι η

R = lim = 
ten+l·

Icoshnt coshn
=  liin:— ■" = hmlcosh(n+l)l cosh(n+l)

=Iint cosh n
cosh n cosh 1 + sinh n sinh 1

= lim 1 I
cosh 1 + tanhn sinh! cosh I+sinh 1

αφού έχουμε ότι

gD n j.g - 2n
Hm tanhn = Hra-^ — = lim -^ sr * !.

i £ a

1 8 .1 . Να αποδειχτούν οι παρακάτω σχέσεις:

α ) cos(x+iy) = cosx coshy - isinx sinhy,

β ) sin(x+iy) = sinx coshy +i cosx sinhy,

. tanix+ iv) =  Janx+ iianJi^ .
l-itanx tanhy ’

5  ̂  sinh(x+iy) = sinhx cosy +icoshx siny

c ) coshix+iy) = coshx cosy- isinhx siny,

, ,  tanh(x+iy) = tanhx-Kitany 
1-itanhxtany

f

'4·

Λ

□
$

£



18.2. Να εξεταστεί οις προς τη σύγκλιση η ακολουθία

-  . s a t f f l t t
* η

*β 19. Η  Χ ογαοιβμιχή
μ ιγα δ ιχ ή  συνάρτηση

Η λογαοιβμιχή συνάρτηση (logarithmic function) Inr, όχου ζ*0 , ορίζεται να 
Είναι η αντίστροφη της εχΟ^κήςΛτνάρτησης,χαι

Inr.= Inlz) + iargz * Inlzl+ lArgz +2kxl (k=0, ±1,±2,...).

Η συνάρτηση αυτή είναι πλειότιμη χαι η χρατενονσα ή κύρια τιμ(| της 
(principal value) είναι η συνάρτηση

Lnzeinlzl+IArgz,

όχου Arg/. είναι το βασικό όρεσμα του μιγοΑιχού αριθμού z. Προφανώς ισχύει ότι

l.nz = lnz+2 luil (k*Q,±l,±2 ....).

To πεδίο ορισμού της συνάρτησης | λζ είναι To σύνολο όλων twv μιγαόιχών' 
αριϋμιί ινεκτόςτου0 .

Κχίση; ισχύουν οι σχίσεις
ίΐ».. _ · *,

\  :■ in(/.|̂ 2)*lnzi*lnz2 xmln(/,|/Z2) “ lnzi-tozz- ‘

Παραύειγρα 19.1
 ̂ Να γικ«|ΐτΐ στην αλγε|ΚΗχή του μομφή ο αριθμός I Λ< 14-21-c*).
Λΰοη.

I Ιαμιτικιούμε <Vn η αλγεβρική μομφή w  ιαταΜκούαμΟμαύ l+21-c* είναι

·' 3r '



l+2i-e4 =l+2i -cosl-isinl =( 1-cos 1) +i(2-sinl),

οπότε ο λογάριθμός του ισούται με

Ι,η(l+2i-ei ) = lnll+2i-ei I +1 Arg(l+2i-ei ) =

= ~ ln((l-cosl)2 +(2-sinl)2)+i Arctany - ^  j  =

=“ ln(3- 2cos 1 - 2sin 1 )+i Arctany·^ " · . □

19 .1 . Να υπολογιστούν οι λογάριθμοι των εξής αριθμών:

« ) -1-ί, P) |+ I ln 2 , . V-1

Υ) 3-21 +e21. 6 ) cos(l-i),
Λ*

1

®) sinie4), ζ ) Ln(l+i). ■■’ft
%•Ί.ί43*

§20.  Η μιγαδική συνάρτηση  
δύναμη

Η γενική συνάρτηση  δύναμη (power function) za, όπου a είνα ι μιγαδικός : 
αριθμός ορίζεται με τον τύπο = ;

J .

ζ® = ealnz

Γενικά η συνάρτηση αυτή είναι πλειότιμη, και η πρωτεύουσα τιμή της είναι η

/μ  =  eaLnz^

η οποία έχει πεδίο ορισμού το σύνολο όλ<ον των μη μηδενικών μιγαδικών αριθμών.



Η γενική εκθετική συνάρτηση (genera) exponential function) az (a είναι ένας 
μη μηδενικός μιγαόικός αριθμός) ορίζεται με τον τύπο

βΖ -  & \η*

Η συνάρτηση αυτή είναι επίσης πλειότιμη χαι η πραπεύοικχι τιμή της είναι η

a z β  e zU »

η οποία ορίζεται πανιού στο μιγαδικό επίπεδο.

Παράδειγμα 20.1.
Να γραφεί στην αλγεβρική του μορφή ο μιγαόικός αριθμός

ζ»1*·

Λύση.
ΙΙαρατηρούμεότι

fi s  eiimi) β  e*<tnM +***&) β  ^ Φ ^ α ΐΛ Μ η /1 ) )

όπου k είναι τυχών ακέραιος. Στ#ιεκόνουμε ότι η πρωτεύουσα τιμή της δύναμης I1 
είναι ηεχρ<-π/2 ). □

20.1. Ναυπολιτ/ιστοτ>νοιλΐ)γίημθ|ακτΐιΐνεξήςαριθμ<ίιν:

α> ft 1+0 0 +21). 1 ) (2-1)',

Υ» (1-1)» » . · ) 2 «*.

\ 1 21. Οι αντίστροφες τριγω νομετρίχές  
μιγαό ιχές  σνναρτ ή στις

i (X αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις (inverse trigonometric 
[ functions) arcsine arccos/, arctan/. και arccot/., οριζιι>ντιιι αντίστοιχα ως οι



αντίστροφες συναρτήσεις των sinz, cosz, tanz και cotz. Για παράδειγμα, αν έχουμε 
z=sinw, τότε w είναι το τόξο ημιτόνου του ζ  και γράφουμε w=arcsinz. Όλες αυτές οι 
συναρτήσεις είναι πλειότιμες και μπορούν να εκφραστούν με τη βοήθεια της 
λογαριθμικής συνάρτησης ως εξής:

A
ι

V

arcsinz = 2λπ + j ±  iLn(z ± iV l ζ2),

arccosz = 2λπ ± iLn(z ± iV l ζ2),

* i . 1+iz 
arctanz = - 2 n Mz *

arccotz i . z+i ·
2 ^ ·

Ο ι πρωτεύουσες τιμές των συναρτήσεων αυτών ορίζονται μέσα) τιον 
πρωτευουσών τιμών των αντίστοιχων λογαριθμικών συναρτήσεων.

Παράδειγμα 21.1.
Να λυθεί η εξίσωση

(βλ. και Παράδειγμα 18.1).
sinz = 2

Λύση. ):
Η δοθείσα εξίσωση είναι ισοδύναμη με την ^

ζ

,1
arcsin2=z, §ί

'·: 1

οπότε με βάση τους παραπάνω τύπους έχουμε |

ζ  = 2kn + γ±  ILn(2+iVl-2^) = 2kn i!n(2 ±V5). ‘
η '

δηλαδή το ίδιο συ[ΐπέρασμα που βρήκαμε και στο Παράδειγμα 18.1. □  Ι-

Παράδειγμα 21.2.
Να γραφεί στην αλγεβρική του μορφή ο μιγαδικός αριθμός arctan(l-i).

4 .

Λύση.



Εφαρμόζοντας τον παραπάνω σχετικό τύπο προκύπτει 

arctanf =-|ln2± L  -jln(l-2 i).

Εξάλλου έχουμε

!η( 1 -2ΙΗηΙ I -2iMarg( I -2i)=lnV5+K- arctan2+2lut).

Φ.ΐΜ·'*

- T U

οπότε, τελικά.
,V; '

arctand-1)=- j[lnV5+l(- arctan2 +21ut)] =- ~arctan2  +kit- tjtaS.

.· ν*?Λ'

21*1. Να επιλυθούν οι παρακάτω εξιοώσας:

■£ ■ * * -■■_*. ".Λ
α ) 4 c o sz  +  5 » 0 , 9 )  s l n z « ) t l ,

"

Μ- r ) s l n z * l j · , , Α ) 7- t a n to t l* 0 .

■Φ
#■ V1' , * ) e <x» o n u n c  ( χ ε ίν α ιπ ο α γ μ α τ ιχ ό ς α ϋ * θ μ ό ς ) ,

■ψ"
''••sf?: τ - ■' *' . Γ:'- ί<· 

V
•

4

β 22. Ό ριο
μιγαόιχής συνάρτησης

Θεωρούμε μια μιγαόική α\*νάρτηση Γ οριαμένη τονλάχιοταν οε μια δακτυλική 
περιοχή της μορφής Δ(/ο» 0, γ). Ένας ιιιγαδικός αριθμός L είναι το ό ρ ιο  (Itmli) της 
f ατο οημείο η \  αν για κάθε θετικό αριθμό ε αντιστοιχεί ένας αριθμός to*b(z) 
θετικός, τέτοιος ιίκπε για όλα τα σημεία /. της δακτυλικής περιοχής Δ(/ο. 0, γ), ία  
οποία ικανοποιούν τη <ηη4)ήκη 0  <  \ i r f i i  <  6  να έχουμε

m  .
o jttro  χ ια  τ ρ ίψ ο υ μ ε

llm  1..
r —tft

ς
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Ανάλογα δίνεται και ο ορισμός του ορίου της ί  όταν Ι^=® και/ ή ζσ=». Έ νας άλλος 

ορισμός ορίου μιγαδικής συνάρτησης είναι και ο  εξής: Αν γ ια  κάθε ακολουθία (yfl) 
του δακτυλίου Δ(ζρ, 0, γ ) η οποία  συγκλίνει προς το σημείο ζο η αντίστοιχη 
ακολουθία (f(Zn)) των τιμώ ν της συνάρτησης συγκλίνει προς το σημείο I. του 

επεκτεταμένου μιγαδικού επιπέδου, τότε έχουμε ότι

lim f(z) = L. 
ζ-*ζο

Αν γνωρίζουμε ότι

και

όπου

f(z)=u(x,y)+iv(x,y),

lim f(z) = L, 
z-**zo i

zo= xo+iyo και L=a+ib,

f■Λ
ΐέ

&
f

§
'U
%

■ V;

#

I
E

τότε ισχύουν και ο ι σχέσεις

Um u(x,y) = a 
x-*xo
y-*yo

και

lim v(x,y) = b.
Χ“*Χθ
y-*yo

I

Ό λες οι γνωστές ιδιότητες των ορίων πραγματικών συναρτήσεων ισχύουν ί 
και για  το όριο μιγαδικής συνάρτησης. Πραγματικά, αν έχουμε

}
γί

lim f(z) = Α και lim g(z) = B, 
z-*zo Z-»Zq

τότε ισχύο\»ν οι εξής ιδιότητες:

α) lim |f(z) ± g(z>] = A ± Β, 
ζ-*ζο



Η έννοια της συνέχειας (continuity) μπορεί εύκολα να δοθεί ως συνήθως 
με τη βοήθεια του ορίου της συνάρτησης. Δηλαδή, μια συνάρτηση ί(ζ) είναι συνεχής 
σε ένα σημείο a του πεδίου ορισμού της, αν ισχύει

lim f(z)*f(a),
z-*a

ή, ισοδύναμα, αν για  κάθε ε>0 υπάρχει δ>0, τέτοιο ιίιστε γ ια  κάθε ζ  του πεδίου
| ορισμού της Γ(ζ), με Ιζ - aJ < δ να ισχύει ότι lf(z) -f(a)l < ε.
ιI
1 Μπορεί να διαπιστωθεί ό η
1
I
! a) όλες ο ι πολυωνυμικές συναρτήσεις, η πρωτεύουσα τιμή  της

εκθετικής (υ^ναρτησης a*. ο ι δύο τριγωνομετρικές σ\*ναρτήσεις slnz, cosz καθώς 
επίσης και οι δύο υπερβολικές συναρτήσεις slnh ζ, cosh ζ είναι συνεχείς πάνω  σε 
ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο,

β) η τριγωνομετρική συνάρτηση tanz είναι συνεχής παντού εκτός από 
τα σημεία της μορφής λπ +<π/2). όπου k είναι ακέραιος αριθμός.

γ) η τριγωνομετρική συνάρτηση cotz είναι συνεχής παντού εκτός από 
τα σημεία της μορφής λπ, οπού k είναι ακέραιος αριθμός.

δ) η υπερβολική συνάρτηση tanhz είναι συνεχής παντού εκτός από τα 
σημεία της μορφής i(2k+ 1 )π/2, όπου k είναι ακέραιος αριθμός.

ε) η υπερβολική ωτναρτη*τη cothz είναι < συνεχής παντού εκτός από τα 
\ σηΐιείιι της μορφής iljt, όπου k είναι ακέραιος αριθμός.

t) ο ι βασικοί κλάδοι των συναρτήσουν arg ζ και Ιηζ, δηλαδή ο ι 
συναρτήσεις που παριστάνανται με Arg ζ και Ιλ ζ» αντίστοιχα, είναι συνεχείς

* πσντου στο πεδίο της ορισμού εκτός από τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που 
I βρίσκονται πάνω στον αρνητικό πραγματικό ημιάξονα, δηλαδή αυτές είνα ι
♦ «ηινιχι ίς <πο σύνολο { /- ΖΉ /1··0|.
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Παράδειγμα 22.1.
Να υπολογιστεί το όριο

Λύση.
Παρατηρούμε ότι

lim
ζ - * π / 4

cos2z
coshiz+isinhiz *

cos2z cos2z-sin2z 
coshiz+isinhiz”  cosz-sinz = cosz+smz

ft

και επομένως, λόγω της συνέχειας των συναρτήσεων cosz και sinz, το ζητούμενο 
όριο είναι το

lim (cosz+sinz) = cos?* + s i n j = V£.
ζ - * π / 4

□  I

i £ p
22.1 . Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

« )
..... z2+2iz-l 

2ζ+1 ’ Ρ)

V)
.. sinz 

sinhiz’ δ )

.. e2z+l 
hm  ,

ζ—-ίπ/2 eZ+1

lim Im(z2+2z+ez). 
ζ—ο

2 2 .2 . Να αποδειχτεί με τη χρήση του ε- δ- ορισμού ότι οι παρακάτω 
συναρτήσεις είναι συνεχείς σε κάβε σημείο του μιγαδικού επιπέδου:

α ) ί(ζ) = ζ3 , P) f(z)

γ)

εIIu=r * )  f(z)

ε) f(z) = aoz0 +aizM  + eqiP'2 + . .
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{ 23. Κ α μ π ύλες
στο μιγαόίπό επίπεδο

Μία καμπύλη (curve) γ  στο μιγαδικό επίπεδο είναι η συνεχής εικόνα /XI) στο 
μιγαδικό επίπεδο ενός διαστήματος Ι=|α, β] της πραγματικής ευθείας. Η σι»νεχής 
συνάντηση

W )  *  x(t) +ly(t)f !€ |α ,β1

λέγεται παραμετρική παράσταση (parametric representation) της καμπύλης.

Αν ti<t2 ίο  σηιιείο z(ti) προηγείται του σημείου z(t2). Με τη διάταξη 

αυτή πάνω στα σημεία της γ ορ ίζετα ι ο προσανατολισμός ή η φορά 
(orientiation) της καιιπύλης γ η οποία  στο σχήμα δηλώνεται με ένα βέλος. Το 
σημείο /χα) είναι το αρχικό σημείο (starting point) της καιιπΰλης και το /χβ) είναι 
το τελικό της σημείο (final point). Αν αλλάξουμε τη φορά της καμπύλης γ 
παιρνουιιε την καιιπύλη -γ. η οποία έχει αρχικό σημείο το /Χβ) και τελικό το ζ(α). 
Αν το τελικό σηιιείο ταυτίζεται με το αρχικό τότε η καμπύλη είναι κλειστή (closed 
curve).

Αν η ιωνάρτηση z<t), ΐ€ [α . β) είναι ένα-προς-ένα, τότε η καμπύλη γ είναι 

απλή (simple curve). Μια απλή κλειστή καμπύλη λέγεται κλειστή καμπύλη τον 
Jordan.

Κάθε κλεκττή καμπύλη χωρίζει το επεκτετα|ΐένο μιγαδικό επίπεδο σε ξένα 
ανα δύο συνεκτικά σύνολα. Το <η*νεκτικό εκείνο σύνολο που περιέχει το κατ’ 
εκδοχήν σημείο »  είναι το εξωτερικό (exterior)της καμπύλης και παριστάνεται

μι *£<*/). Αν η κα|ΐπύλη είναι και απλή, δηλαδή αν η γ είναι μια κλειστή κιηιπύλη 
του Jordan, τότε αυτή χωρίζει το επεκτι ταμένο μιγαδικό επίπεδο σε διχι συνεκτικά 
υποσύνολο, το εξ(γ) και το εσωτερικό (interior) της γ που παρυπάνεται |ΐε εσ(γ).

Μια αναπαραμέτρηση (reparam eteri/ation) της καμπύλης γ  είναι μια 
καιυτύλη γ ·  η οποία  ταυτίζεται με την καμπύλη γ ω ς σύνολο σημείων τον 
μίγαδικού επιπέδου και έχει παρα|ΐετρική παρασταση

/*(s):*/(t). όπου t*v(s). τ € |α Φ, β · |.

είναι μία πραγματική ένα-προς- ένα απεικόνιση του |α*# β · | επί του |α , β |.
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Η καμπύλη γ είναι δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  (differentiable) ή ομ α λή  (regular) σε 
ένα σημείο to του διαστήματος 1, αν ο ι συναρτήσεις x(t) και y(t) έχουν συνεχείς 
παραγωγούς στο σημείο to και λ ε ία  στο σημείο  to (smooth at the point to) αν 
αυτή είναι διαφορίσιμη στο to και επιπλέον ισχύει ότι

Αν η καμπύλη γ είναι διαφορίσιμη σε όλα τα σημεία, ή λεία σε όλα τα σημεία τότε 
λέμε αντίστοιχα ότι είναι απλά δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  , ή λ ε ία . Η καμπύλη γ είναι κ α τά  
τμ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  (piecewise differentiable) (αντίστ. λ ε ία ) (piecewise 
smooth) αν αυτή μπορεί να διασπαστεί σε ένα πεπερασμένο πλήθος διαφορίοιμιον 
(αντίστ. λεάον) καμπύλών.

Δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  α ν α π α ρ α μ έ τ ρ ισ η  της κα μ π ύλη ς γ ε ίν α ι μ ια  
αναπαραμέτριση της γ (βλέπε παραπάνω) για  την οποία  η συνάρτηση ψ είναι 
παραγωγίσιμη με συνεχή παράγοιγο.

Αν γ είναι μία διαφορίσιμη καμπύλη με παραμετρική παράσταση

το μήκος (length) μ(γ) της καμπύλης αυτής είναι ο πραγματικός αριθμός

και θεωρούμε μια μιγαδική συνάρτηση f(z), η οποία είναι ένα-προς-ένα, ορισμένη 
και συνεχής τουλάχιστον πάνω στην καμπύλη γ. Για να βρούμε την παραμετρική 
παράσταση της καμπύλης

11  (to)i = lx' («ο) + iy' (to)· = V(x' (to))2 + (y‘ (to))2 -  o.

z(t)=x(t) +iy(t), t€ |a ,  β ] ,

P P __
μ(γ)=  fl/.’(t)ldt= x*(t) +y2(t)d t.

Y ποθέτουμε τώρα ότι η καμπύλη γ <ιτο μιγαδικό επίπεδο καθορίζεται από
την εξίσακιη

F(x, y)=o

I’=f(V)
θέτουμε

w:=u+lv=f(z)

J
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χαι απαλείφουμε τα χ χαι y μεταξύ των εξιοώσκον

u=u(x,y) 
v=v(x,y) 
F(x, y)=0 .

Αν η καμπύλη γ ορίζεται Βαρομετρικά, δηλαδή, με μια παράσταση της μορφής

z(t>ex(t)+iy(t), tei,
ip»·.

|1ξ τότε η καμπύλη Γ«ί(γ) ορίζεται από την παράσταση ‘ '

Jl ' ,
-ί>| w«f(z)«Ref(x(t)t y(t))+nm f(x(t).y(t)),tei. * ***'·'

4
-.if Π ( ||ϋ ιιγ |»  23.1.
1 "·* Να σχηματιστεί η καμπύλη γ στο μιγαδικό επίπεδο η οποία έχει ως

Βαρομετρική παράσταση τη συνάντηση
r /-

Λύση.

ϊ, .

~φ·

%■'

z(t)*l+2-Ht2. tGJO.ll.

V . -A * ·' ' . V

Παρατηθούμε 6 u

* if
Ke7(i)>=x=t+2 και lmz(l)=ynt2.

’ y

I Μηαξι> ν»ν rnmivv ̂ xixicunMuniXctqiotnu ta  t, ok6te βυίαχουμε τη σχέαη
■ Vϊβ . ·  ■
v m; -‘/Λ*.··

\
ί Λί 
t

*L .

I f
\ f V ;

'ZiS: ' ■

t ;l·
f
j '&■

ye(x-2 )2.<tem* x€|23|.
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Η σχέση αυτή ορίζει στο καρτεσιανό επίπεδο μ ια καμπύλη που είναι τμήμα 
παραβολής, όπως στο παραπάνω σχήμα. □

Π α ρ ά δ ειγμ α  23.2.
θειορούμε την περιφέρεια γ  του κύκλου με παραμετρική παράσταση

.f j

*

ϊ

z(t) =reil = rcost + i rsint, 0 s  t as 2π,

και με θετική  (positive) φορά, δηλαδή τη φορά που είναι αντίθετη με τη φορά 
κίνησης των δεικτών του ωρολογίου. Να βρεθεί η καμπύλη Γ που είναι η εικόνα της 
γ  μέσω της συνάρτησης

z
Λύση·

Έστω w=u(t)+iv(t) η παραμετρική παράσταση της ζητούμενης καμπύλης Γ. 
θέτουμε z=x+iy για την καμπύλη γ, οπότε βρίσκουμε

x= rcost και y=rsint, 0 s  t *  2π.

fl
ΗLI'

I·''

I
I

Επομένως έχουμε

από όπου προκύπτει ότι

„ + Ι ν = £ = £ β ^ ϋ ΰ 1
U + ,V - - 5?Ty2 ’

Ζ ζζ J

Χ2-ν2 2χν

Hi

Αντικαθιστώντας τα χ , y με τ ις  εκφράσεις τους από  την παράσταση της γ, 
βρίσκουμε

ή, θέτοντας s:=2t,

u(t) = cos2t και v=sin2t, 0 as t as 2π,

u(s) = coss και v(s) = sins, 0 % s * 4π,

οπότε u2+v2= l . Αρα η ζητούμενη καμπύλη είναι περιφέρεια του μοναδιαίου ·|
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κύκλου διαγεγσαμμένη δύο φοοές με τη θετική φο^ά, όπως τούτο φαίνεται από το 
^  γεγονός 6t i0 * s c 4π.

0 £ α

23.1. Να σχεδιαστούν στο μιγαόικό επίπεδο οι καμπύλες των οποίων οι 
παραμετρικές παραστάσεις δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις:

ΐ.-' , ·<,··"·*.% t ?'τΙ·.ϊ

m -
■

а) z(t)* l-2 lt, Oct c2

б) z<t)« t+it2, teR
Y) 4\) = m m <  t€R
6 ) 7Xt) * 1 + 1 -le t cl 

e) z(t) * λθ+l-ie·11), t€ R, λ>0 .

.v > ί -  i

23.2. Να βρεθούν ο ι εικόνες μέσω του μετασχηματισμού w*l/fc τω ν 
* f  καΐυπ^λιίΑττου/ΛμίΥαδικούεπιπέδουμετιςεξήςπασαμετοικέςπαοαστάσεις:

► */,·

ιίψ<

Λ .Jf·· f ί. ·ϊ

α) z(t)*t+2 i(l-t). 0 * ϊ * 2π,

6  ) 7Xt) * sfnt -loose, 0 % \ c 2π,

Υ) /χΐ) * cosht +istnht, Oc t c 2π.

I'Jr 23.3. Να βρεθούν οι εικόνες του κύκλον με κέντρο το 0 και ακτίνα r (>0)
I ^μέσωτωνιπ*νιιιιτήσεισν

α) Γ(/)* /+ £ , 5)

23.4. Ν<ι δοθούν πα̂ Μμετ̂ κκές παναστάσειςτων xogaxtnti>καμπύλων;

α ) Η καμπύλη που αποτελείται από την τεθλασμένη γραμμή με
* \nnjX; τα σημεία 1. 1, 21. - VhM και -4-21.

91 Η καμπύλη που riven τμήμα της υπερβολής y*i/ χ, έχει
&

Μ '
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αρχικό σημείο το Ι+i και τελικό το j+ 3 i.

γ )  Η καμπύλη που είναι τμήμα της παραβολής x=2y2- l, έχει 
αρχικό σημείο το -1 και τελικό το 1 +1.

6 ) Η καμπύλη που είναι η περίμετρος του τριγώνου με κορυφές
τα σημεία 1-i, 2+1 και -2+31 και με φορά όπω ς αυτή ορίζεται με τη σειρά των 
κορυφών που δόθηκα ν .

I t
δ 2 4 . Π α ρ α γω γό ς

μ ιγα δ ικής συνάρτησης

Μια συνάρτηση f(z), z ε 7  , όπου 7  είναι ένας τόπος του μιγαδικού επιπέδου είναι 
π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  (differentiable) σε ένα σημείο ζρ ε 7  , αν το όριο

ή ισοδύναμα το
1-+Ζ0 ζ“ Ζο

»

ζ-^ζο η

υπάρχει και είναι ένας μιγαδικός αριθμός rrv ' ς·' > αυτό ονομάζεται π α ρ α γ ω γ ό ς  
(derivative) της συνάρτησης f στο σημείο ζο και παριστάνεται με Γ (ζο). Ανάλογα 
ορίζεται και η παράγωγος η- τάξης βη>(ζρ) στο σημείο ζρ όπου η είναι ένας θετικός 
ακέραιος αριθμός.

Ό λο ι ο ι κανόνες και όλες ο ι ιδιότητες που έχουν ο ι παράγωγοι 
πραγματικών συναρτήσεων εξακολουθούν να ισχύουν και εδώ.

Αν 7r=x+iy και f(z)=u(x,y)+iv(x,y), τότε σε κάθε σημείο όπου η συνάρτηση 
f(z) είναι παραγωγίσιμη έχουμε

du dv du dv
dx d y ’ dy dx*

Οι ισότητες αυτές είναι γνωστές ω ς συνθήκες C auchy -R iem ann  (Cauchy-
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Riemonn conditions)· Αντίστροφα· αν σε κάποιο σημείο (xfy) οι συναρτήσεις u(x.y) 
και v(x,y) είναι παραγωγίσιμες ως προς χ και y με συνεχείς π α ρ α γ ιο ύ ς  και 
επιπλέον οι σιτνθήκες Cauchy-Rlemann ικανοποιούντα ι, τότε η συνάρτηση 
f(z)=u(x,y)+tv(x,y) είναι παραγωγίσιμη στο ση^ιείο z=x+iy.

Αν θέσουμε

x: = R c ^ j « n y : e l m ^ ,

και θεωρήσουμε τα x και y ως συναρτήσεις των ζ και ζ, τότε η συνάρτηση ί  μπορεί 

να θεωρηθεί ως συνάρτηση Taw ζκ α ι ζ. Στην περίπτωση αυτή παίρνουμε

-V **:

ί.• ✓ 
4

dr d u d *  + 5“ £y +| ί ΐ ι i L + J£i.£y. 

a'z~**az + β ι * dx a / /  ^ a z

ι au i au i av av
*  2 ax *  2 dy *  * 2 ax 2 ay s

ι rau av l t i rau av 1 
*2 âx ay * 2 *^y + ax *

■·;|·
f οπότε. αν ισχύουν ο ι συνθήκες Cauchy-Rtcmann. θα ισχύει η σχέση

4

a>.

Ήτοι, αν η συνάρτηση ί έχει παραγωγό σε ένα σημείο /. του μιγαδικού 

επιπέΛου. τότε στο σημείο αιαό Οα επαληθεύεται η εξίσωση βί/ dz = 0. την οποία 

βρήκα) ιε μόλις παραπάνω. Κπιπλέον η σχέση αυτή έχει μία καθαρά τυπική έννοια 
και όχι ουσιαστική. διότι Λεν έχει καν οριστεί η παραγωγός της ί ω ς προς τη συζυγή 

μεταβλητή λ  Πλην όμως ο  τύπος αυτός μπορεί άνετα να εφαρμοστεί αντί tow 
mnAHpciiw Cauchy-Rlemann.

Για τις μιγιιδικές <η*ναρτήαεις ισχύει ο κανόνας τον L9 Hospital: (L*
HmptiaT s rule):

Αν για ΛΥχ> ιιιγαδικές σι»ναρτήπεις ί και g είναι γνωστό ότι
)) rival ορισμένες σε έναν τόπο 7 .
li) είναι πιιραγωγίσμιες σε ένα σημείο z ο του 7

■ν

ill) ισχύειg*(/0 ) * Οκαιακόμα
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τότε ισχύει και ότι
f(Z0 ) = 0 = g(Zo>,

„ m M = m a i
g(z> g '( z 0 )

flatfdAeiyfUK 24.1.
Να εξεταστεί αν  υπάρχουν σημεία του μιγαδικού επιπέδου στα οποία η 

συνάρτηση με τύπο
ί(ζ) = χ - iy

είναι παραγατ/ίσιμη.

Λύση. '
Παρατηρούμε ότι ί(ζ) = ζ, οπότε θα ισχύει ότι df/ dz = 1, το οποίο είναι 

πάντοτε διάφορο του μηδενός. Αρα δεν υπά ρχουν  σημεία στα οποία  η f 
παραγωγίζεται. □

Παράδειγμα 24.2.
Να εξεταστεί αν υπάρχουν σημεία του μιγαδικού επιπέδου στα οποία η 

συνάρτηση με τύπο
f(Z) = IZ-210+13- 10

να παραγωγίζεται.

Λύση.
Η συνάρτηση αυτή γράφεται ως

f(z) β  (Zr  2i)(z- 2i) -Kzr l)(zr 1) «  (ζ- 2i)(z+2i) +(ζ- l) (z -1),

οπότε αν υπάρχουν σημεία όπου αυτή παραγωγίζεται θα πρέπει να ικανοποιούν 

την τυπική εξίσωση d f /  d z  = 0. Η εξίσωση αυτή είναι η (z*2i) + ( Z r l )  = 0, η οποία 

έχει λύση τη /χρ~  +i, Τώρα θα πρέπει να ελέγξουμε αν στο σημείο αυτό η δοθείσα

σι»νάρτηση παραλογίζεται. Πραγιιατικά έχουμε



, ϊV&t.

1
Γ(ζοΛ)- f(zo) (zo+h' +<zo+h-l)(ij+h-1) - 1

h =  h ’

1 Λ -  h ttft
* j + 1 -K2 - i ) h +  h ·

It Ομ<ΐ)ς η συνάρτηση αυτή δεν έχει όριο όταν h τείνει προς το 0. Πραγματικά έχουμε

m  ***·

αν h=t, τότε ^  =1,

avh=it, τότε ^  =-1

$  οπότε το όριο τον πηλίκου διαφορών της f στο σημείο ζο δεν υπάρχει. Λρα η 
| |  συνάρτηση/δεν παραγωγίξεται σε κανένα σημείο του μιγαδικαύ επιπέδου. □

§
Παράδειγμα 24.3.

Να εξεταστεί αν υπάρχουν σημεία του κύκλου Β(0, 3/2) στα οποία η 
ϋσυνάρτηση ί με τύπο

!§ f(Z) = lzlUstnW2 +3-21,

είναι παοαγιαγίσιμη.

> Α ύοη .

f  Παρατηρούμε ότι αν υπάρχουν τέτοισ σημεία θα πρέπει σ* αυτά να 
ακιλήΟεύειαι η εξιαωση af/ dr»0. ΑλλΛέχουμε

€4'
OttVtf

f(z) = zz +sln(77.) +3-21, 

df/dz=/.+7.co»(zz)=0 .

ηοποία δίνει ζ«οκαιcosl/J2 «-Ι. Λρα έχουμε ζ·0 και lzP=<2k+l)n. Από αι*τές η 
ι μικρότερη θετική τιμή του Ιζ> είναι η Μ «= V5r -  V3.I4 >3/2. Βπομένως η μόνη τιμή

του ζ ιιέσα στον κύκλο Β(0.3/ 2) για την οποία μπορεί ενδεχομένως να υπάρχει η
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παράγον/ος της f είναι η ζ=0. l'u i να βεβακυθούμε αν πράγματι τούτο συμβαίνει 
εξετάζουμε το πηλίκο διαφορίόν της f στο ζ=0. Πραγματικά έχουμε

l M a | = ( s e a w t , . , *

το οποίο τείνει προς το 0 όταν το z τείνει προς το 0. Αρα το μόνο σημείο τον κύκλον 
Η (0,3/ 2) στο οποίο η δοθείσα συνάρτηση ί είναι παραγοιγίσιμη είναι το ζ=0. □

Παράδειγμα 24.4.
Να αποδειχτεί ότι κάθε σημείο του μιγαδικού επιπέδου στο οποίο 

παραγίογίζεται η συνάρτηση με τύπο

I
f(Z) = \7 r \fi exp(zlzl2)

ανήκει στο σύνολο A={z=x+iy: lzl2 lz-il=l και y Izl2 +x2- y2 = 0 |.

Λύση.
Γράφουμε πρώτα τον τύπο της συνάρτησης στη μορφή 

Γ(ζ) = (ζ- i)(z +i) exp(z2 ζ ),

Τώρα, αν υπάρχουν σημεία στα οποία η Γ παραγωγίζεται, θα πρέπει αυτά να ] | 
ικανοποιούν την τυπική εξίσυχτη

df Λ
—  = 0 ,
dz

από την οποία παίρνουμε

7ri +lz-ll2 z2 =0, ή ζ-1 =- Iz-iPz2

Από τη σχέση αυτή προκύπτει αφ’ ενός μεν ότι

0 ) Iz-ill/J2 =1,

αφ' ετέρου δε ότι ο αριθμός (ζ-Ι)/ ζ2, είναι πρσγμστικός αριθμός. Αρα και ο
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αριθμός (ζ)2(ζ4) είναι πραγματικός, οπότε αυτός έχει φανταστικό μέρος ίσον με το 
μηδέν, θέτοντας z:=*x«Hy, η σχέση InK ẑ-iJaaO, γίνεται

ylzl2··*2- y2 =0 ,

η οποία μαζί με την (1) δείχνουν ότι το σημείο z ανήκει στο σύνολο Α. ό.έ.δ.
ί·& □
1 ί ν'·
S.

Κί Παράδειγμα 24.5.
ι a
I # Να βρεθεί η μιγαδική συνάρτηση f αν γνωρίζουμε ότι το πραγματικό μέρος 

της είναι η συνάρτηση u(x,y)«3excosy και επιπλέον ότι ί(0)=3.

Λύση.
Από την πρώτη συνθήκη Cauchy-Riemann έχουμε

W
#
m

= 3e*cosy,
ax ay

|  οπότε με ολοκλήρυχιη παίρνουμε
rjri.
,·ν> ■ >!' v(x,y) =/3excosydy =3cxslny ♦ φ·(χ), 

v(x,y) a/3e*cosydy = 3e*stny ♦ <p(x),

i &

όπου πρέπει να προοδιορκηεί η συνάρτηση φ. Υπολογίζοντας την παράγωγο της 
v(x.y) ιος προς χ και χρησμιοποιώντας τη δεύτερη συνθήκη Cauchy-Rtemann, 
βρίσκουμε

du
3e*siny ♦ <p'(x) = Κ ^e^ny,

ay

► * ήτα αρα ψ(χ) * c (σταθερά). Ηπομένως η συνάρτηση f είναι της μορφής

ΐ ί f(/.) * .VtoMiy +i(3e*slny -κ) e k v y  ♦ k; «3e* *4c.

Απ ‘ την Γ(0 ) * 3 παίρνουμε c»0 . οπότε τελικά η ζητούμενη Ώυπιρτηαη είναι η

K ..J.
Φ ' ί(/)« 3ε7. Ο
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Παράόειγμα 24.6.
Να υπολογιστεί το όριο στο σημείο 0 της συνάρτησης με τύπο

f(z) =
ζ- e7+ l- sinz 

z+sinhz
Λ ύση.

Παρατηρούμε ότι στο σημείο 0 αυτή παίρνει την απροσδιόριστη μορφή 0 :
0. Επίσης παρατηρούμε ότι ο ι συναρτήσεις στον αριθμητή και παρονομαστή είναι 
παραγαιγίσιμες στην περιοχή του μηδενός και επιπλέον

^lim (ζ- e7+ l- sinz)’= to r j( l - eZ" cosz) =1-1-1 = -l# 

και
I

Jlinj(z+sinhz)' = ^lim (1+coshz) *1+1=2.

Έ τσι εφαρμόζοντας τον κανόνα L’ Hospital παίρνουμε ότι

η ζ - ez+ l-sinz  1 -c7 ·cosz -1 
z-5& z+sinhz ~ z-2o 1+coshz ~2  ’

i t a

24.1. Να βρεθούν τα σημεία του μ ιγαδικού επιπέδου στα οποία οι 
παρακάτω συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες:

«> 1! ί*
' P) f(z) = z e 2,

Υ> f(z) = lzl2Rez, 6) f(z)= zlm z.

ε) f(z) = sin2z-2i, f(z) = (Rez)2 +(Imz)2·

η) f(z)= zRez, « ) f(z) =  lz-2il2 + lz-112*

1) f(z) =coshz, * ) f(z) = z(Rez) +Imz,

λ) f(Z) = (Z+l)IZl2. μ) f(z) = -z lzl2+exp( Izl2),

V) f(z) = z+(z+l+i) z , t ) f(z) = lz-2il2 +lz|2.
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TV
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24.2. Να αποδειχτεί ότι μεταβαίνοντας από τις καρτεσιανές 
συντεταγμένες (xf y) στις πολικές συντεταγμένες <ρ, φ) οι <τυνθήκες Cauchy- 
Riemann παίρνουν τη (ΐορφή

II

au ι 3ν βν_ ι 3u 
dO <?dq>

I
I
1

24.3. Να βρεθούν όλες οι ολόμορφες συναρτήσεις των οποίων το 
πραγματικό μέρος είναι η συνάρτηση

u(x.y) c !(χ2- y2)cosy - 2xysiny)ex.

24.4. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια: 

e ' lα) Hm . .ι —osinz
τ4. 373

Λ Ϊ * ·
a

■t
a

§ 25. Ο λό μ ο ρ φ ις
μ ιγα ό ιχές  συναρτήσεις

Μυι μΓ,ιιΛιχη <η<νηοτη<ιη l:7-*C λΓ,τται ολόροςφη (holomorphic) ή αναλυτική
i _
f (analytic) σε ένα ιτημείο ζρΕ7, αν ι*πάρχει περιοχή U(zq) του σημείου ζο τέτοια ώστε 

η συνάρτηση ί να παραγωγιξεται σε κάθε zEUi/o). Μια συνάρτηση είναι ολόμορψη 
! ή αναλυτική στον τόπο 7 , αν αυτή είναι τέτοια σε όλα τα σημεία του τόπου 7. Για 
; κάθε ολόμορψη συνάρτηση Γ(/) = U(X.y) +Iv(x.y) ισχύει πάντοτε

ι au av av au au au av av
I. %  P (/ | a --- ♦ I— · — , i— e — - i— β — 4·1—  ·
i f  ax ax ay ay ax ay ay ax
r Ί'-·-

( Vlia συνάρτηση που είναι ολόμορψη σε όλο το μιγαόιχό επίπεδο λέγεται α κ έ ρ α ια  
ι συνάρτηση (entire function).

ΙΙαράλειγμα 25.1.
Να tc f ta itm  αν η εκθετική <η«ναρτηση e/ είναι ακέραια.
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Λύση.
Αν ζ = x-fiy, έχουμε

οπότε
eZsre^cosy +islny),

u(x,y) = &co$y και v(x,y) = exsiny.

Οι συναρτήσεις u και v, ως συναρτήσεις των πραγματικών μεταβλητών x, y, είναι 
παραγωγίσιμες σε κάθε σημείο (x,y) (αυτές έχουν συνεχείς μερικές παρ«γ<όγους 
κάθε τάξης) και ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann (βλ. και Παράδειγμα 2 
παραπάνω). Επομένως η συνάρτηση t z είναι ολόμορψη σ’ ολόκληρο το μιγαδικό 
επίπεδο, δηλαδή αυτή είναι ακέραια. Επιπλέον παρατηρού|ΐε ότι

(ez)’ =
dCeXcosy)

dx
d(exsiny) 

+ i-------------
dx

= ex(cosy +isiny) = ez. □

Π α ρ ά δειγμ α  25.2.
Να υπολογιστεί το σύνολο όλ<ύν των σημείων του μιγαόικού επιπέδου στα 

οποία η σιηάρτηση με τύπο

είναι ολόμορφη.

f<« =
ζ, αν Izl < 1 

e iArgzt a v l z l f c p

Λύση.
ι

Κατ’ αρχήν η f είναι ολόμορφη στον ανοικτό δίσκο Β(Ο,Ι), διότι εκεί 
ταυτίζεται με την ταυτοτική συνάρτηση f(z) =

Έστω τύ>ρα ένα σημείο a με lal *1 και έστω cp=Arga. Άρα, τότε f(a) =e^.
i

Αν η συνάρτηση Γ ήταν ολόμορφη στο σημείο a θα υπήρχε και στο a η παράγυγός 
της, έστω d. Τούτο σημαίνει ότι το όριο του πηλίκου διαφορών της f στο a υπάρχει 
και είναι ίσο με j

Λι

άΊ
.ti

I

ί ί 2 ± Μ Μ
h—a n



Υποθέτουμε ότι h τείνει προς το a κατά μήκος της ακτίνας που συνδέει το 
0 με το a, δηλαδή υποθέτουμε ότι h r̂e1?, όπου r*l και r -·■ ΙβΙ.Τότε h-*a και

H  Τώρα, ας υποθέσουμε ότι h τείνει προς το a κατά μήκος της περιφέρειας ΙζΜβΙ, 
δηλαδή υποθέτουμε ότι h είναι της μορφής h = lal eiu\  όπου ~π<ω<π καίω φ. 
Τότε h-*a και

d -  llm c lim Hm
h-*a h ω - φ  ω — φ

πράγμα που δεν συμφωνεί με την τιμή που βρήκαμε αμέσως παραπάνω. Άρα η 
συνάρτηση ί δεν είναι ολόμορφη στα σημεία ζ με ΙζΙ*1. □

£ d
2S.1. Να αποδειχτεί ότι στον τόπο J η ζ +W 0| η συνάρτηση f(z) = Ijti ζ 

είναι ολόμορφη.

2S.2. Να αποδειχτεί ότι αν δυο ολόμορφες συναρτήσεις f και g 
ικανοποα»υν τη σχέση Γ (z)«g* (ζ) για κάθε ζ, τότε ισχύει και f(z)=g(z) -η:, όπου c 

"είναι μία οποιαδήποτε σταθερά.

25.3. Να αποδειχτεί ότι μεταβαίνοντας από τις καρτεσιανές 
συντεταγμένες (x,y) στις πολικές συντεταγμένες (ρ,φ) οι συνθήκες Caudiy-Rlemann 

! παίρνουν τη μορφή
·, ' .· >'?ν ■ ’.Λ-

! I' £u ι av 9ν ι au
i f  ’ * ρ β * ν * » > '

► οχίτιη
25.4. Να ιιποήειχτεί ότι αν μια ολόμοοφη σννά^τηπη f(z) ικανοποιεί π)

lmf(z> * 0 . γιαπάθε /.

! tiVk αιτη είναι σταθερή.
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Μ
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25.5· Να αποδειχτεί ότι αν μια συνάρτηση f(z) = u(x,y) +iv(x,y) είναι |  
ολόμορφη σε έναν τόπο 7 , τότε στον τόπο {(x,y) E R 2 : x+iy e 7  ) ισχύει !

au dv ^  au dv 

ax ax ay ay

2 5 .6 . Να αποδειχτεί ότι αν μια συνάρτηση f(z) = u(xty) +iv(x,y) είναι 
ολόμορφη σε έναν τόπο 7 , τότε στον τόπο | (x,y) E R 2 : x+iy ε 71 οι οικογένειες

των καμπύλών

u(x,y) =σταθ. και v(x,y) = σταθ.

είναι ορθογώνιες. 1

2 5 .7 . Να αποδειχτεί ότι το μέτρο R και το όρισμα Φ μιας ολόμορφης 
συνάρτησης

f(z) = R(x,y)eWx»y)

συνδέονται μεταξύ τους με τ ις  σχέσεις

dR _R ao  
a x “ ay 1

dR
ay

R — . ί
ax \

]

■1

9 26. Α ρ μ ο ν ικ ές  
συνα ρτή σεις

Μια συνάρτηση <p(x*y) λέγεται α ρ μ ο ν ικ ή  (harmonic) σε έναν τόπο 7 , αν στον 

τόπο αυτόν η φ έχει συνεχείς μερικές παραγωγούς μέχρι τουλάχιστον δεύτερης 
τάξης και ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace

0 a2® a2® Λ



Αν μια ιπτνάρτηση f(z)=u(x,y) +iv(x,y) είναι ολόμορφη στον τόπο 7 , τότε και οι δύο 
συναρτήσεις u(x,y) και v(xty) είναι αρμονικές στον 7 . Όμως αν ui(x,y) και vi(x,y) 
είναι δυο αρμονικές συναρτήσεις, ησυνάρτηση fi(z)=ui(x,y) + i V|(x,y) μπορεί να 
μην είναι ολόμορφη, διότι για να συμβαίνει τούτο θα πρέπει οι δυο συναρτήσεις 
U|(xfy) και V|(xfy) να ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann. Δικ> αρμονικές 
συναρτήσεις u, ν που ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann λέγονται 
συζυγείς αρμονικές (conjugate harmonic) συναρτήσεις. Η διάταξη στο ζεύγος 
(u.v) είναι βασική.

Παράδειγμα 26.1.
Να υπολογιστούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις φ για τις οποίες η 

συνάρτηση

είναι αρμονική.
u(x,y)«np(x2-y2)

Λύση.
Γισ να είναι η συνάρτηση u αρμονική θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση 

του 1 Apiece. Αρα θα έχουμε

θέτουμε 

Τότε έχοι^ιε

9Χ2 dX2

s:*x2-y2.

u « v (s),

* είναι <η«νάοτηση taw x και y. Εφαομόζοντας tov κανόνα χαναγώγισης 
w sO rrri; «ηνιί^ηηαης β^ίακοι v t

■Λ 

- %

du<x,y) ..  ds .  .

du(x.y) dt .
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#u(x,y)
dx2

a2u(x,y)
dy2

= 2ψ' (s) +2χψ" (s)—  =2ψ (s) +4χ2ψ" (s), 
dX

= -2ψ' (s) -2γψ" (s)~-=-2\l)' (s) + 4 y V  (s).

Επομένως έχουμε

V2u ·2ψ ' (s) +4χ2ψ° (s)-2t|>‘ (s) 44γ2ψ” (s)=4(x2+y2)\|>M (s)=0.

από όπου παίρνουμε
ψ” (s)=0.

I

Λύνοντας αυτή τη διαφορική εξίσωση προκύπτει η συνάρτηση

ψ(δ)=α+β«,

όπου α  και β είναι δύο ο π ο υ δ ή π ο τε  πραγματικοί αριθμοί. □

26.1. Αφού αποδειχτεί ότι ο ι παρακάτω συναρτήσεις είναι αρμονικές, να 
βρεθούν οι συζυγείς αρμονικές τους συναρτήσεις:

α) u = ln(x2 +y2), ft) u = Arctan

7) II α* ι. *) -V
x^+y? ’ u “  +y2

26.2. Να εξεταστεί πότε η συνάρτηση u = αχ2 +βχγ+γγ2 είναι αρμονική.

26.3. Αν μια συνάρτηση είναι αρμονική σε έναν τόπο του μιγαδικού 
επιπέδου και έχει παραγωγούς κάθε τάξης, να αποδειχτεί ότι κάθε παράγωγός της 
είναι επίσης αρμονική στον τόπο αυτόν.

26.4. Να αποδειχτεί ότι το γινόμενο δυο συναρτήσεων , ο ι οποίες είναι 
συζυγείς αρμονικές σε έναν τόπο, είναι αρμονική στον τόπο αυτόν.
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V-

I
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Ϊ 9 Λ .  Av u(x,y) κα ι v(x,y) ε ίν α ι ένα ζευ γά ςι συζυγο>ν αρμονικώ ν 
σιτναρτήσεων σε έναν τόπο του καρτεσιανού επιπέδου, να εξεταστεί ποιές από τ ις  
παρακάτω συναντήσεις είναι στον τόπο αυτόν αρμονική:

a )  w(x,y) *Au(x,y) +Bv(x,y) , όπου Α και Β είνα ι σταθεροί 
μιγαδικοί αριθμοί.

0) w (x,y)au2(x,y).v2(x,y).

γ )  w(x,y) =u(x,y)v(x,y).

■::ϊ
6 )  w(x,y) =ε“<χ·ν* cosv(x.y).

’•■Λ'

2 6 .6 . Να βρεθούν όλες ο ι πραγματικές συναρτήσεις ψ , αν είνα ι γνωστό 
\; f όχι ο ι παρακάτω συναρτήσεις είναι αρμονικές σε όλο το καρτεσιανό επίπεδο:

α) u(x.y)= wxy)· 0> u(x,y)« v (j-).

Υ) u(x.y)*nKax^y). A) u(x,y) *  i|Kx Wx* +y^).

*)

2 6 .7 . Αν ο ι συναρτήσεις tin? vn (n « l, 2, ...k) είναι συζυγείς αρμονικές, και 
έχουν συνεχείς παραγωγούς δεύτερης τόζης, να εξεταστεί αν ο ι συναντήσεις

και
Uj-fVi-fUa-f V2+.~*HIk+V|t 

U|V|«Hl2V2^...<HlkVk

είναι αρμονικές.

! I  27. Ο ρισμός ολύμορφης μ ιγαόικής συνάρτησης  
από το πραγματικό ή το φανταστικό μέρος

Χρησιμοποκίινιας τ ις  συνθήκες Cauchy-Riemann, μπορούμε πάντοτε να βρούμε 
! ' μία ολόμορφη συνάρτηση f(z) αν γνωρίζουμε το πραγματικό μέρος της u(x.y) ή το
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φανταστικό μέρος της v(x,y). Και τούτο για τί, αν γνωρίζουμε το ένα μέρος, τότε 
βρίσκουμε κα ι το άλλο επ ιλύοντας τ ις  σχετικές διαφ ορικές εξισώσεις που 
προκύπτουν από τ ις  συνθήκες Cauchy-Riemann. Ό μω ς με τους παρακάτω τύπους 
η συνάρτηση f μπορεί να ορισθεί αμέσως χω ρίς τη διαδικασία αυτή με μόνο το 
πραγματικό μέρος της u(x,y) ή το φανταστικό μέρος της v(x,y). Πραγματικά, 
ισχύουν ο ι εξής τύποι:

·;ι·1

f(z)=2u(~5r^ » * ϊ ( ί ) .

f (z )= 2 iv (~ P  , | p )  + f(i£).

Εξυπακούεται ότι για  να συμβαίνει κάτι τέτοιο θα πρέπει ο ι συναρτήσεις u και ν 
να είναι αρμονικές συναρτήσεις.

Παράδειγμα 27.1.
Να βρεθεί η ολόμορφη συνάρτηση f της οποίας το πραγματικό μέρος είναι 

η συνάρτηση
u(x,y) =3(x2-y2)

και ικανοποιεί τη σχέση f(0)=i. ' '

Λύση.
Κατ’ αρχή η συνάρτηση u είναι αρμονική. Αρα υπάρχει τέτοια συνάρτηση f. 

Εφαρμόζοντας κατ' ευθείαν τον παραπάνω  τύπο και έχοντας υπόψη ότι ζσ=0 

παίρνουμε

f(z) = 2· 3 [ ( |)2  - ( |) 2 ]  - (- 0  = 3 ζ 2 +1. □

Παράδειγμα 27.2.
Να βρεθεί η ολόμορφη συνάρτηση f αν γνω ρίζουμε ότι το φανταστικό 

μέρος της είναι η συνάρτηση με τύπο

v(x,y) = 2(2sinhx siny + xy)

και ισχύει f(0)=5.



Λ άοη.
Η ν είναι αρμονική συνάρτηση. Εφαρμόζοντας τον παραπάνω σχετικό 

τόπο παίρνουμε ότι

Γ(ζ) = 21· 2(2sinhj s t a |  + | | · )  =8i s in ^ s ln ^ · +z2 =

a 2(e*/2. e* 2̂ )2 +z2 « 4coshz + z2-4 . □

Παράδειγμα 27.3.
Να βρεθούν όλες ο ι ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις των οποίω ν to  

πραγματικό μέρος είναι

u(x,y) = χ2 - y2-2y 

χαι επιπλέον ικανοποιούν τη σχέση (f(l)J3 =1+1. 

Λύση.
m Και* αρχήν από την τελευταία σχέση παίρνουμε ό τ ι f(i) είνα ι μ ία από  τ ις
i t  κυβικές ρίζες ει, £2 ε3Τσυμιγα6ικού αριθμού 1-Μ, όπου

C| « 2 * ^  (cor— Ή s io j j ) .

£2 s  (cos^p+1 sln^p),

€3 *  2 1*  (c o s^ ~ + i s l n ^ - ) .

i\yr:

ε είναι μ ια οποιαόήποτε α πό  τ ις  ρ ίζες αυτές, εφαρμόζοντας τον παραπάνω  
Σ χ ετ ικ ό  τύπο παίρνουμε H Ί.

f(z)«  2 ( ( γ ) ) 2 - 2 ( < ~ 0 2 ■*&%> ·«  -  f a ?  4 <Ζ+,)2 +2,(Ζ+Ι) * *

ζ2 +21ζ - J -e,
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οπότε προκύπτει ότι οι ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις που έχουν πραγματικό 
μέρος τη συνάρτηση u είναι οι

fj(z) =ζ2 +2iz - 3- ει, f2(z) = ζ2 +2iz - 3- 82, f3(z) -ζ2 +2iz - 3- 83,

όπου ε\, ει 83 είναι οι παραπάνω μιγαδικοί αριθμοί. □

27.1. Να βρεθούν οι ολόμορφες συναρτήσεις f(z) αν είναι γνωστό ότι το 
πραγματικό μέρος u(x,y), ή το φανταστικό μέρος v(x,y) και μια τιμή f(zo) δίνονται 
από τις παρακάτω σχέσεις: <

« )  = Γ<π) = π ·

β) u(x,y) = Arc tan^,f(l) = 0.

γ) u(x,y) = χ2 - y2 +2x , f(i)* 1.

δ ) u(x,y) = 2sinx cosy - x, f(0 ) = 0 .

e) v(x,y) = 2cosx coshy - x2 +y2, f(0)=3.

ζ) v(x,y) = -2sin2 x slnh2 y +y, f(0 ) = 1. j

η) v(x,y) = 2 (sinhx siny +xy), f(0 ) = i.

s 28. Γτω μετρι*ή ερμηνεία
χης παραγώ γον μ ιγσόικής συνάρτησης

Υποθέτουμε ότι μια συνάρτηση ί(ζ) είναι ολόμορφη σε ένα σημείο ζρ και ακόμη ότι; 
ισχύει Γ (ζρ) + 0 .
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Το μέτρο του Γ (7ο), δηλαδή ο πραγματικός αριθμός ΙΓ (/ο)Ι είναι ο 
συντελεστής διαστολής ή συστολής στο σημείο /ο όταν το μιγαδικό ζ- επίπεδο 
απεικονιστεί στο μιγαδικό w- επίπεδο μέσω της απεικόνισης w » f(z). Μάλιστα δε 
έχσυμε

α) διαστολή (expansion), όταν ισχύει ΙΓ(ζο)Μ,

και

β) συστολή (contraction), όταν ισχύει IP (7o)kl.

Το όρισμα του μιγαδικού αριθμού Γ(ζο) είναι η γωνία κατά την οποία μία 
', ευθεία γραμμή λ που είναι εφαπτόμενη στο σημείο 7ο μιας τυχαίας λείας 

; καμπύλης γ που διέρχεται από το σημείο 7ο στο μιγαδικό ζ- επίπεδο πρέπει να 
' στραφεί ιοστε να λάβει τη θέση της ευθείας γραμμής λ’ που είναι εφαπτόμενη στο 
■ σημείο ί(7ο) της καμπύλης Γ(γ) στο μιγαδικό w- επίπεδο, λαμβάνοντας υπόψη τη 
I φορά των καμπυλιάν γ και ί(γ), βλέπε σχήμα.

I Παράδειγμα 28.1.
| Ν<ι βρεθεί ο <π*ντελειιτής διαστολής και η γωνία στροφής τον μιγαδικού
I επιπέδου ιπο «τημείο 7ο = V I + ί V I κάτω από τον μετασχηματισμό

I ; WBZ2 .

\ Λύοη.
| ; |·δώ έχουμε ί(/.) * Α  οπότε ουσιαστικά πρέπει να βρούμε αντίστοιχα το
| μέτρο και το όρυιμα του μιγαδικού αριθμού Γ (7ο) Αλλά έχουμε

'
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ί

Γ <ζο) = 2(V2 + i V ? ) =  4(cosj+isin j ) .

• tf·;■ I
i

Τούτο σημαίνει ότι

πΙΓ(ζο)Ι = 4 και Α τ β Γ (ζ ρ )* - ,

δηλαδή ο συντελεστής διαστολής είναι ίσος με 4 και η γωνία στροφής ίση με π/4. □

^ - 0

28.1. Να υπολογιστεί ο συντελεστής συστολής ή διαστολής καθώς επίσης 
κ α ι η γω ν ία  στροφής του  μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδο υ  κάτω  α π ό  τους εξής 
μετασχηματισμούς στα αντίστοιχα σημεία:

α ) f(z) a  ez , στο σημείο ζρ = 1η2 +ίπ/4. 

β ) f(z) as sinz, στο σημείο ζο = 1+i.

V) f(z) = t?  , στο σημείο ζο=  1 +ίπ/2.

28.2. Να βρεθεί το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου το οποίο συστέλλεται 
και το τμήμα που διαστέλλεται κάτω από τους εξής μετασχηματισμούς:

α ) f(z) = ez, β ) f(z) = Lnz,

Υ) ® - ζ · * ) II

i?*
4  ■
■X I

3*
3ί

δ 29. Εικόνα καμπύλης και τόπον
μέσα από ολόμορφη συνάρτηση

* 1

Υποθέτουμε τώρα ότι ί(ζ) είναι μια ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο 7 ; 
που απεικονίζει τον 7  σε έναν τόπο 7*  κατά μονοσήμαντο τρόπο (δηλαδή η



tuct’txrtvun)

f: 7 - 7 *

είναι ένα-προς-ένα). Έστω και γ μια χατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη στον 
τύπο 7  με παραμετριχή παράσταση

z(t) β x(t) +ly(t), t eja, PJ.

Τότε η συνάρτηση f(z(t)), te(a, β] είναι η παραμετριχή παράσταση μιας χατά 
ηιήΐιατα διαφορίσιμης καμπύλης καμπύλης Γ=f(Y) στον τόπο 7  *η οποία έχει 
μήκος

Α β
μ(Γ) = |1Γ (z(t))llz'(t)ldt e  JtT (x(t) +ly(l)W(x'(t))2 +(y (t))2* .

Πάλι, tor») f(7.) μια ένα-προς-ένα ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν 
τόπο 7  χαι έστωΚ ένα απλά συνεκτικό υποσύνολο του 7. Τότε η συνάρτηση

w ■Γ(ζ),

απεικονίζει το σύνολο Κ. του Ζτμιγαδικσύ επιπέδου στο σύνολο

λ Κ·*(Κ.)

, του w- μιγαδιχού επιπέδου. Στην περίπτωση αυτή το εμβαδόν S(K*) του συνόλου 
λ ‘ δίνεται από το διπλό ολοκλήρωμα

I S(K*) mff iT(x +ty)(2dxdy.
ί  *

V-·.
\···+
«; w*:->

Μ '

ΙΙαράδειγμα 29.1.
Δίνεται η καμπύλη γ με παραμετριχή παράσταση

4 0  ~  2+11, Ι € ( · 1 , Ι | .
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Να υπολογιστεί το μήκος της καμπύλης Γ που είναι η εικόνα της γ μέσω της I 
απεικόνισης ί

w=z2.

Λ ύση.
Η καμπύλη γ  ανήκει στον τόπο

7={ζ: R ez> (Imz)2)

του μιγαδικού επιπέδου. Η εικόνα του τόπου αυτού μέσω της απεικόνισης w=z2 f 
είναι ο  τόπος

' ί
ί
ι

- I

7*={w: Rew>0},
I

βλ. το παρακάτω σχήμα. Η καμπύλη γ  απεικονίζεται στην καμπύλη Γ (που είναι 
τόξο παραβολής) και έχει παραμετρική παράσταση

w(t) = 4-t2+4it, t€ [ - l ,l ] .

Αν θέλουμε να υπολογίσουμε το μήκος της νέας καμπύλης εφαρμόζουμε 
τον παραπάνω τύπο και βρίσκουμε



.

■·7·

μ(Γ) = ^2z(t)rv/(x'(t))2 +{y’(t))2dt = 2 jV4+t2<Jt

IK*

tff-

□

naodfteiyyw  29.2.

Να υπολογιστεί το εμβαδόν του συνόλου που είναι η εικόνα μέοοο της

■w

συνάντησης

Ws

tov τετραγώνου

fc®(z: II* Rez I * a χαι I Imzl * a ).

όχου a είναι ένας σταθερός θετικός πραγματικός αριθμός.

% ϊ&
i l
%κ . :*

Γί:-£· ; vr

Λύση.
Έστω ζ * χ+ly ένα σημείο το συνόλου Κ. Τότε θα πρέπει να έχρυμε

Ι-α π χ *Ι+α χαι -α * y * a.

Έτσι, εφαρμόζοντας τον προηγούμενο τόπο παίρνουμε ότι

.*$■

%.

-3S?* *

re

5(7*) -JQT IT (x 4iy)0dxdy =JJe2*dxdy
fc X

l4<x a
* J e ^  ^dy a2ae2ctah2a.

* •ν

α

O l ( i t « n M  29.3.
Να βρεθεί η εικόνα τον ορθογαΜου παραλληλογράμμου

Κ ·|ε  lcR ezc2w uO «lm zclO )
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μέσω της συνάρτησης w=f(z):=ez. Έπειτα να υπολογιστεί το εμβαδόν τόυ με 
στοιχειώδη τρόπο και στη συνέχεια να εφαρμοστεί ο σχετικός τύπος που δόθηκε 
στην παραπάνω παράγραφο. Να εξηγηθεί γιατί τα δύο αποτελέσματα δεν 
συμφωνούν.

Λ νοη .
Αν ζ =x+iy ανήκει στο σύνολο Κ θα πρέπει να έχουμε 1 s  x * 2 και 0 as y 

*10. Επομένως, επειδή 2π<10, η εικόνα Κ* του Κ μέσω του δοθέντος 
μετασχηματισμού είναι ο κλειστός κυκλικός δακτύλιος

fc*=|w: e s lw lse2)

του οποίου το εμβαδό είναι ίσο με π(ε4 - e2).I
Από την άλλη μεριά αν εφαρμόσουμε τον σχετικό τύπο παίρνουμε ότι το 

εμβαδόν τούτο πρέπει να ισσύται με 5 (e4 - e2), γεγονός το οποίο δεν συμφωνεί με 
το προηγούμενο συμπέρασμα. Το λάθος οφείλεται στο ότι ο σχετικός τύπος δεν 
μπορεί να εφαρμοστεί, αφού η συνάρτηση ί δεν απεικονίζει το σύνολο Κ στο Κ*

κατά μονοσήμαντο τρόπο, δηλαδή δεν είναι ένα-προς-ένα. Πραγματικά, 
παρατηρούμε ότι τα σημεία x+Oi και χ+2πί του συνόλου Κ έχουν την ίδια εικόνα 
w=ex -ιοί στο σύνολο K*yια κάθε x με 1 * χ £ 2. □

29.1. Να υπολογιστεί το εμβαδόν καθώς επίσης και το μήκος του συνόρου 
του τόπου που είναι η εικόνα του τετραγώνου

{ζι 0 sc Rez as 1, 0 as Imzs 1)

μέσω της απεικόνισης w =ζ2.

29.2. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της εικόνας μέσω του μετασχηματισμού 
w=cosz του τετραγώνου

. π n π π . π,{Ζ: g-sRez* j  xaijrsImZisy).

29.3. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της εικόνας μέσα) του μετασχηματισμού 
w=z2 του δακτυλικού τμήματος
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|z: I * z  *2 κ α ι - |·  * Argz * |ΐ ·

29.4. Να υπολογιστεί το μήκος της καμπύλης που είναι η εικόνα μέσω του 
μετασχηματισμού w=e* του ευΟυγοάμμου τμήματος y=x, 0 * x * 2π.

t
■k

1 1  30. Ε η ιχα μ χνλια  ολοκληρώ ματα  
μ ιγα όιχώ ν συναρτήσεω ν

-S'

Vi Έστω γ μια κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαόικό επίπεδο με 
§  παραμετρική παράσταση t),! €|α,β] και ί(ζ) μια συνεχής μιγαόική συνάρτηση
if με πεδίο ολισμού το σύνολο των σημείων της καμπύλης. Τότε το ολοκλήρωμα

I ^

3
iar

ΪΙ
JV(zxlk = J t w m t y k

είναι το εχικαμπύλιο ολοκλήρωμα (Uoe Integral) της συνάντησης f κατά μήκος 
της καμπύλης γ. Τούτο είναι ένας μιγιιδικός αριθμός που δεν εξαρτάται από την 
παραμετρική παράσταση της καμπύλης γ και επιπλέον έχει τις παρακάτω 
ιδιότητες:

α) Ανγι% η ,  ... γ0 είναι μια διαμέριση της καμπύλης γ τότε έχουμε
-

|?1 β(ζ)άζ* β(Ζ>άζ +β(ζ)άζ+...+ β(Ζ>άζ
-I  Υ ΥΙ Υ2 Υβ

0) Αν (, g είναι δυο συνεχείς συναντήσεις και β, b είναι μιγαόικοί
αριθμοί τότε '

!%
ί >

J(ai(zKbg(z))dz «β β(Ζ#ζ Jg(z)dz. 
ΐ  Υ Υ Υ

γ) Αν μ(γ) είναι το μήκος της καμπύλης γ και Μ ένα άνω φράγμα της 
ί συνάντησης Ϊ(Ζ)Ι. ζ€γ. τότε ισχύει

ι

33
V■ϊ ■:
ϊ
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I Jt(z)dz | s  Μμ(γ).

Y I

δ) Υποθέτουμε ότι f και F είναι δυο συναρτήσεις ορισμένες σε έναν τόπο 
7  του μιγαδικού επιπέδου τέτοιες ώστε *

F (z) = f(z), για κάθε z e 7 .

Τότε για  κάθε κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη γ  με αρχικό σημείο α και τελικό ?\
σημείο b ισχύει ο  τύπος τω ν  N ew to n -L e ib n itz :

Jfyz)dz = F(b) - F(a).

Επομένως ισχύει και

β (ζ)ά ζ  = 0 
Υ

για  κάθε κατά τμήματα διαφορίσιμη κλειστή καμπύλη γ που βρίσκεται στον τόπο 
7.

Παράδειγμα 30.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

f[ l+ 2 i-2 z ]d z

όπου γ είναι μ ία από τις  καμπύλες του παρακάτω σχήματος που έχουν αρχικό ί 
σημείο το 0  και τελικό το σημείο 1+i:

α) γ ι είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία 0 και 1+i,



9 1

if·.r·;

P) Y2 είναι τμήμα της ποδοβολής y=x2, και
γ) Υ3 είναι η τεθλασμένη γραμμή που αποτελείται από τα δύο

! ευθύγραμμσ τμήιιατα που ενώνουν αντίστοιχα τα σημεία 0,-144 και -1+1, 144.
/

I Λύση.
* I  α) Υποθέτουμε πρώτα ότι γ*γι. Μια παραμετρική παράσταση της 
j καμπύλης αυτής είναι til) * 14-lt , 1 €(0,1 ]. Επομένως το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

γίνεται
\W'

.̂ 59%m:
Mg

11+21 - 2 zldz * ft !+2l-2(l-U)J(l+l)dt■/
1 I

*<1+»)[<1+21) Jib-2(1-1)Jtdt]=(l+o[(l+2t>· (1- i)]

e3i(l+0=*- 3(1-1).

β) Έστω ότι γ=γ2· Μια παραμετρική παράσταση της καμπύλης είναι η 
iflH+it2, f£j0,l], οπότε το ολοκλήρωμα είναι ίσο με

ι
1+21 - 2 zVte =^1+21·2(ΐ- tl2)Kl+2it>dt

ΙΡί'

>J{l+2it+2l-4t -2t-4tl2 +2lt2-4lJJd!

W&-

-  Jll+21 -«  -*»2 +2h -2l'2|dt» 1+21- 3 -I +1 - | l  

« -3

γ) Τώρα έστω ότι γ « γ*. Εδώ παρατηρούμε ότι η καμπύλη αυτή 
δίασπάιαι σε δυο άλλες καμπύλες γ* και γ" που είναι τα ευθύγρομμα τμήματα που 
ενώνουν τα σημεία 0 , -144 και -144 , 144 αντίστοιχα. Μια παραμετρική 
παράσταση της καμπύλης γ  είναι η til) »- t44t, t€(0,lJ, και της γ· η til) * 144, 

iinEf-M). Επομένως το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα γίνεται
*. %·«.

/ο
-·>

Jil+2t -2 z)dz«^[1+21 - 2 zjdz ♦ ^[1+21 - 2ildz
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1 1 
= I +2l-2(-t-lt)l(-1 +l)dt + ftl+2l-2(H)](l)dt

1 1
* (-1 +1) t+2l-2t+2lt Jdt + ftl+4l-2t]dt =

: (l+l)[l+2i-l+IJ+(l+41)2=(l+i)31 -1-2+81=
f;
? .f

β-1+lli.

Παράδειγμα 30.2.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

□

t ,

/ [  zWzJdz,
Υ *

όπου γ είναι η πάνω ημιπεριφέρεια του μοναδιαίου κύκλου με θετική φορά και Vz 
είναι εκείνος ο κλάδος της τετραγωνικής ρίζας του z για τον οποίο ισχύει VT=-1.

ι
Λύση.

Μια παραμετρική παράσταση της καμπύλης γ είναι η z(t) = ellf t Ε[0,π| και 
οι δυο τετραγωνικές ρίζες του z(t) είναι οι

eKt/2) και β*0/2)·Ηπβ

Από τους δυο αυτούς κλάδους κρατάμε τον δεύτερο, αφοί» για t=0 έχουμε ei((V2) +,π 
=eiJl β -1. Έτσι το ολοκλήρωμα γίνεται

π π
/(z+Vzldz =^e« +e*«/2) +b»J le** dt =l^e2l*dt +|e^Jel<3t/2)j, -

“j e 2" | [Ο,π] - ê*(3t/2> | j0jij =|( e21it.e0). 2(el<3jt/2).eO)_

= . | ( o - i - , ) 4 ( i + . ) . □  i
&

Παράδειγμα 30.3.
Να υπολογιαθεί το ολοκλήροομα
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J(2?+37+2)dz,

όπου γ είναι το ευθύγοαμμο τμήμα που ενώνει το σημείο 1-!μετο-1+21.

Μ'
m  Λυσ*.

I Ιαραχηοαόμε ότι ισχύει

ζ*+3ζ +2 « 4 ( ^ · ^ + 2 ζ),dz'3 2

| |  οπότε βφσρμόζρντας τον τΰπο Newton - Leibnitz παίρνουμε

I

1

/ (ζ*+3ζ +2)dz = ί ϋ £ ^ ί Η £ +2 ( ,. |) . 3Ll|? i£ .  2(-Ι+21)

t
I -

f M * ! · · * - » □

Καοάόειγμα 39.4.
Na υπολογιστεί to ολοκλήοωμα

ita^z
z

'όχου γ είναι to μικρότερο τμήμα της πεοκρέοειας του μοναδιαίου χόχλου με 
αβχιχό σημείο το 1 χαι τελικό το I.

ίΑόση.
Ιοςνοόπορ Παοατηοοόμε ότι η *οος ολοκλήρωση ουνάοτηση είναι 

«λόμοοφη οε μια χεφοχή *95 χαμχόλης γ χαι τέτοια ώστε

4 ,&
te»3z

7. ! & >

Βχομένωςτοολοχλήοωμαείναιίοομε

| ί ώ * . ω ΐ . 1 ^ 1 . ! ί ϊ ^ ( β ) < ^
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2ος τρόπος: θέτουμε ζ:=β*Φ (εδώ έχουμε ρ=Ιζ1=1), οπότε παίρνουμε

Ιηζ = 1φ, dz » i el<P(kp,

όπου η πραγματική μεταβλητή μεταβάλλεται στο διάστημα μεταξύ 0 και π/2. Άρα 
έχουμε

2. π

3 0 .1 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J  (z2+3lzl2)dz,
Υ

όπου γ είνα ι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου με 
κέντρο το σημείο 0.

3 0 .2 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

/e * d z ,
Υ

όπου γ είναι
α )  το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το 0 με το π-1π.

και
β ) το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο -Ιπ με το π.

3 0 .3 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J  (2ζ2 +3z-l+i)dz,
Υ

όπου  γ  ε ίνα ι η καμπύλη που  αποτελείτα ι από  τα ευθύγραμμο τμήματα που ί 
ενώνουν το 0  με το 1-1 και το Ι-i με το 2+1.

a
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30.4. Ι^η'πολογαιτεί το ολοκλήρωμα

J  (slnz+zcosz)dz,

$  όπου γ είναι η καιιπύλη που αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα που
■·?··-
:|§ ενώνουν το I με το 0 και το 0 με το I.
1?

30.5. Για κάθε ακέραιο η>1 και k € |0 f 1,.... n- 1) έστω Z(k) ο k-κλάδο; 
| |  τη; η· οπτή; ρίζα; του μιγαδικού αριθμού ζ. Αν γ είναι μια οποιαδήποτε 

διαφορίοιμη καιιπύλη στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδειχτεί ότι ισχύει

£  f r - - a  
& Jzik>

30.6. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

JzlmzZdz
Υ

όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση tk 1) = e41, t Ε(·π, 0].

30.7. Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

J(z,W54*inz)dz,

όπου γ είναι η καμπύλη του παρακάτω σχήματα;:
r #  »

#c
i£ .
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3 0 .8 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

JzRezdz

όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση z(t) = eil, t Ε [0,2π].

3 0 .9 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

f dz 
Jz3/4 

7
όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση z(t) = elt, t Ε[0, π] και ο

1 4ι—
κλάόος της τέταρτης ρίζας τον  z είναι εκείνος για τον οποίο κτχυει ν ΐ  =1.

3 0 .1 0 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

rcoszdzJ Vsinz
7

όπου γ είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο - 1 με τ© i και ο κλάόος 
της ρίζας του sinz είναι εκείνος για τον οποίο ισχύει

V sin(-1) =iVsinl.

$ 3 1 .  Ο λο κ λή ρ ω σ η
σ ειρ ώ ν  μ ιγα ό ικ ώ ν  σ υνα ρ τή σ εω ν

Υποθέτουμε ότι

Σ*η

είναι μια σειρά συνεχών μιγαόικών συναρτήσεων ορισμένων τουλάχιστον πανί μ <>? 
μια κατά τμήματα όιαφορίσιμη καμπύλη γ. Αν η σειρά αυτή συγκλίνει ομοιομορμα  

πά νω  στη γ, τότε το ολοκλήρωμα της σειράς είνα ι ισ<> μι τ»! οειρα r<nv
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ολιικληΐΜΐμάτων, δηλαδή ισχόει ότι

^I2fn<z)]cte = χ  jrn(z)dz.

Υποθέτουμε ότι
QO
2 bn(?,io)n

η=0

■>; ^vtI1 διιναμοσειοά |ΐε αχτίνα σνγκλισης R χαι ότι γ είναι μια κατά τμήματα 
11 διαφοιμαμιη καμπύλη στον δίσκο B(zq, R) με αρχικό σημείο a και τελικό στμείο b. 
Q. ΚηαοιιόζιΐΛαας τον π< μχιπάνω τύπο παίρνουμε

I
Q0

2  bn(^zo)Odz 
n=0

Sh (b-zp)0**- (a-zn)11*1 
. n+1n=0

Παρά6ηγρα 31.1.
Να εξεταστεί αν το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

[ i^ y v u
J n«0

υπάρχει όταν γ είναι μία αχό τις καμπύλες του παρακάτω οχήματος και, στην 
! «ρίπτωση παυ υπάρχει, να υπολογιστεί τούτο.
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Παρατηρούμε ότι η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

00

π=0

είναι ίση με 2, οπότε η δυναμοσειρά συγκλίνει όταν ζ ανήκει στην ανοικτή κυκλική 
περιοχή Β(3,2). Επίσης παρατηρούμε ότι ο ι καμπύλες γ \ και γ2 ανήκουν ολόκληρες 
μέσα στην περιοχή αυτή, ενώ η γ3 έχει ένα τμήμα της εκτός της περιοχής. Αρα το ,ί; 

επικαμπύλιο ολοκλήρωμα υπάρχει μόνο κατά μήκος των δύο πρώτων καμπύλών. 
Μάλιστα δε εφαρμόζοντας τον παραπάνω τύπο βρίσκουμε

3 1 .1 . Δίνονται οι καμπύλες γ ι, γ2 , 7 3  και γ4 , όπου

γ ΐ είναι η καμπύλη που αποτελείται από τα ευΟύγραμμα τμήματα 
που ενώνουν διαδοχικά τα σημεία i με το -1, το - 1 με το -1 -i και το - 1- i με το -i.

γ2 είναι η αρνητικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με 
κέντρο το σημείο -i και ακτίνα ίση με 1/2.

διότι η καμπύλη γ2 έχει αρχικό σημείο το 2 και τελικό το 4.

διότι η καμπύλη γ ι είναι κλειστή και

V2

00

VI

Jb(n+1)2n ’

00

00

n=0

□
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Y3 είναι το ευθύγραμμη τμήμα το οποίο ενώνει το σημείο I με το 3+1.

74 είναι η θετικά προσανατολισμένη ημιπεριφέρεια του κύκλου με 
κέντρο το σημείο 0  και ακτίνα ίση με 5.

Να εξεταστεί αν υπάρχουν τα παρακάτω επικαμπύλια ολοκληρώματα 
και αν "ναι", να υπολογιστούν αυτά κατά μήκος των καμπύλών γι* γ2, Υ3 και 74 :

.» ίJ η* 0
Υ

Υ

§32. Δ είχτης στροφής  
καμπύλης

Έστω υ μια κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο και ζ ένα 
σημείο το οποίο δεν ανήκει πάνω στην καμπύλη. Υποθέτουμε ότι ένας 
παρατηρητής που στέκεται στο σημείο ζ παρατηρεί ένα κινητό που διαγράφει την 
καιιπύλη γ από το αρχικό σημείο a μέχρι το τελικό της σημείο b. Τότε το βλέμμα 
του παρατηρητή γράφει μια γωνία θ. Το πηλίκο της γωνίας θ μετρημένης σε 
αχτίνκι δια του αριθμού 2π, δηλαδή το τμήιια του κύκλου που γράψει το βλέμμα 
του παρατηρητή, είναι ο δ ε ίκ τ η ς  σ τρ ο φ ή ς (winding number, ή index) της 

: καμπύλης γ ως προς το σημείο ζ, που παριστάνεται με Ι(γ,ζ). Ο δείκτης στροφής 
ί Χαμβάνεται θ ε τ ικ ό ς  αν η κίνηση του βλέμματος του παρατηρητή γίνεται από 
! δεξιά προς τα αριστερά, ενώ αν γίνεται από αριστερά προς τα δεξιά, τότε αυτός 
> λαμβάνεται α ρ νη τικ ό ς .
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b

Ο μαθηματικός ορισμός του δείκτη στροφής δίνεται από τον τύπο

V
Επομένως αν η καμπύλη γ είναι κλειστή τότε ο δείκτης στροφής της γ ως προς κάθε 
σημείο ζ που δεν ανήκει πάνω στη γ είναι

Στην περίπτωση της κλειστής καμπύλης ο δείκτης στροφής είναι πάντοτε ένας 
ακέραιος αριθμός. Μάλιστα δε ισχύει

Ι(γ,ζ) =0, για κάθε ζ  €εξ(γ).

Αν η καμπύλη γ είναι απλή και κλειστή τότε ισχύει επιπλέον ότι

Ι(γ,ζ) =±1, για κάθε ζ  Εεσ(γ).

Αν έχουμε την τιμή +1, η καμπύλη έχει θετική φορά και αν τη -1, αυτή έχει την 
αρνητική φορά.

Παράδειγμα 32.1·
Να υπολογιστεί ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ με παραμετρική 

παράσταση

ω ς προς το σημείο 0.

Λύση.
Ιος τρόπος; Το σημείο 0 δεν ανήκει πάνα) στην καμπύλή γ και η καμπύλη

Υ

z(t)=3eto« t(=l0,j)
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είναι διαφορίσιμη. Αρα ο δείχτης ιττροφής υπάρχει και ισσύται με

ϊΧ 2ος τρόπος: Η καμπύλη γ είναι το πρώτο τέταρτο της θετικά
t·,//

κροοανατολιομένης περιφέρειας του κύκλου με κέντρο το σημείο 0 και ακτίνα ίση 
με 3. Αρα ο δείκτης στροφής είναι

ί·5
Κγ.Ο) JL* ι

2π 4 *4 * □

Παράδειγμα 32.2.
Να κατασκευαστεί μία κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη γ που να έχει 

δείκτη στροφής ως προς το σημείο i ίσον με -4/ 3.

Λύση.
Ο αριθμός 4/3 δηλώνει ότι αν σταθούμε στο σημείο^και παρατηρούμε ένα 

κινητό που διαγράφει την καμπύλη, τότε θα στραφούμε προς τα δεξιά κατά μια 
γωνία ίση με

(4/3)κ360° «360Ν·120β.

Επίσης to πρόσημο *-" σημαίνει ότι βαδίζοντας πάνω στην καμπύλη έχουμε το 
σημείο I προς τα δεξιά μας.

a
I ·'■*'

« Αρα μια τέτοια καμπύλη μπορεί να είναι όπως στο σχήμα, όπου το αρχικό σημείο 
ι είναι το a*2*H και τελικό το be-V3/ 3. □
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Π α ρ ά δ ε ιγμ α  32.3.
Υποθέτουμε ότι γ ι κα ι γ2 είναι δύο κλειστές διαφορίσιμες καμπύλες με 

παραμετρικές παραστάσεις zj(t), t G[a, β] κα ι Z2 (t), t G[a, β], τέτοιες ώστε να

ισχύει

Να αποδειχτεί ότι Ι( γ ι , 0) =Ι( Υ2 , 0).

Α π ό δ ε ιξ η .
Αν για  κάποιο τ G[a, β] ισχύει ότι Ζ2(τ) = 0, τότε από τη δοθείσα σχέση θα 

έχουμε Ιζι(τ)Ι < 0, άτοπο. Επομένως η Z2 (t) δεν μηδενίζεται για  καμμία τιμή του t. 

Έ τσι θέτοντας 1

κα ι η οπο ία  επομένως παριστάνει μ ία  κλειστή διαφορίσιμη καμπύλη γ  που 
βρίσκεται μέσα στον κύκλο με κέντρο 1 και ακτίνα  1. Άρα το 0 ανήκει στο 
εξωτερικό της καμπύλης γ και επομένως ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ α>ς προς 
το σημείο 0 θα είναι ίσος με μηδέν, δηλαδή Ι(γ, 0)=0. Αρα έχουμε

lzi(t) - Z2(t)l < I Z2(t)l, για κάθε t G [a, β].

παίρνουμε μία συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση

lz(t) - II < 1, για  κάθε t Gfa, β)

β

Υ a

1 ΓΖΓ (t)dt 1 m '  (t)dt
2πΙ J /j(t) ’ 2πΙ J z2(t)

a a

= Ι(γι, 0) - I(Y2,0),

πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο συμπέρασμα. Π
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■p;

j'i Παράδειγμα 32.4.
Έστω γ μια κατά τμήματα όιαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο η 

1 < οποία δεν διέρχεται από το σημείο 0 και η οποία έχει παραμετρική παράσταση z(t)
■ =x(t) -Hy(t), iG|a, βΐ, τέτοια ώστε να ισχύει

I  x(a)y(P) = x(P)y(a).

Ι ΐ
|:ι Να αποδειχτεί ότι ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ ως προς το σημείο 0 είναι 
I ένας ακέραιος αριθμός.
if
j ·

Απόδειξη.
• - Έστω a το αρχικό και b το τελικό σημείο της καμπύλης γ. Είναι προφανές
j ότι για να είναι ο δείκτης στροφής Ι(γ.Ο) ένας ακέραιος αριθμός, βα πρέπει οι δύο 

προσανατολισμένες ειϋείες £(0,a) και £(0,b) να ταυτίζονται. Τούτο θα συμβαίνει
αν και μόνο αν η γωνία που σχηματίζουν οι ετϋείες αυτές είναι ίση με το 0, αφού 
και οι δυο ευθείες διέρχονται από το ίδιο σημείο 0. Αλλά η γωνία αυτή είναι ίση με

ar* b - arg a b arc tan ^  - arc tan j ^ ·  «0,

λόγω της συνθήκης που δόθηκε. Άφΐ, πραγματικά, οι δύο ευθείες ταυτίζονται και 
το συμπέρασμα αποδείχτηκε.

□

32.1. Να δοθεί παράδειγμα απλής μη κλειστής καμπύλης γ που να 
ικανοποιεί τη σχέση Ι(2γ, I) +1(- γ. 0) ■ 2.

| 32.2. Να δοθεί παράδειγμα απλής μη κλειστής καμπύλης γ που να
* ικανοποιεί τη σχέση !(γ, I) ^Ι(γ, -I) »-5.

32.3. Να δοθεί παράδειγμα μιας απλής καμπύλης γ που να ικανοποιεί τη 
ι σχέση Ι(γ, 1+1) * 3,25.

32.4. Έστω γ μια κατά τμήματα διαφορίσιμη κλειστή καμπύλη και έστω 
11 ένα σημείο του μιγαδικού επιπέδου το οποίο απέχει από την καμπύλη γ 
; απόσταση d (>0), δηλαδή
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d = min {la- zl: ζ 0 γ ) .  

Να αποδειχτεί ότι ισχύει η σχέση

μ(γ) * 2πά· ΙΙ(γ, a)l.

§ 33. Α λυ σ ίδ ες  
κ α μ η νλώ ν

Μ ία αλυσίδα καμπύλών, ή απλά  αλυσίδα (chain), Γ στο μιγαδικό επίπεδο 
είνα ι μ ια  πεπερασμένη συλλογή καμπύλών {γι, Υ2 , ...,ΥηΙ* γεγονός που το 
δηλώνουμε γράφοντας »

Γ = γ 14·γ2+...4·γη.

Το άθροισμα δυο αλυσίδων είναι η αλυσίδα που αποτελείται από όλες τις 
καμπύλες και των δύο αλυσίδοον. Επίσης για  κάθε μη μηδενικό ακέραιο αριθμό λ 
γράφουμε λγ και εννοούμε την αλυσίδα εκείνη που έχει την καμπύλη γ τόσες φορές 
όσες δηλώνει ο ακέραιος λ έχοντας τη φορά της γ, αν λ>0 και την αντίθετη της γ, 
αν λ<0.

Το επκκαμπύλιο ολοκλήρωμα μιας μιγαδικής συνάρτησης Γ που είναι 
ορισμένη και συνεχής κατά μήκος μιας αλυσίδας

Γ= Yi+Y2+.~+Yn.
ορίζεται με τον τύπο

β (ζ )ά ζ  = β (ζ)ά ζ  + β (ζ)ά ζ  +...+ JV(z)dz, 
f  Yl Υ2 Yn

και (επομένως) ο δείκτης στροφής Ι(Γ, ζ) της αλυσίδας ως προς ένα σημείο ζ 
που δεν ανήκει σε καμμία καμπύλη της αλυσίδας ορίζεται να είναι ο αριθμός ί

Ι(Γ, ζ) =Ι(γι, ζ) +I(Y2t ζ)+...+Ι(γΓι, ζ).

Μια κλειστή αλυσίδα Γ, δηλαδή μια αλυσίδα της οποίας όλες οι καμπύλες J
■%.·*ί\

■■*1



• l i * .

μπορούν να ενωθούν και να γίνουν κλειστές, είνα ι ο |ΐόλογ« | μηδέν στον τόπο 7 ,

αν ο δείκτης στροφής της αλυσίδας ω ς προς κάθε σημείο που δεν ανήκει στον τόπο 
7  είναι ίσος με το μηδέν. Τούτο δηλώνεται με

Γ ~ 0  σ το ν7 .

Δύο αλυσίδες ιη και C2 είναι ο μ ό λ ο γ ε ς  σε έναν τόπο 7  και γράφουμε

Γι ~Γ2 στον 7 ,

όταν η αλυσίδα ί'ι-  1*2 :=Γ| ♦(- Γ2) είναι ομόλογη μηδέν στον στον τόπο 7 . 

Παράδειγμα 33.1.
Μέσα στον ανοικτό δακτύλιο Δ({,1,3) να  κατασκευαστεί μ ια  κλειστή 

αλυσίδα Γ =γι +γ2, (όπου ο ι δυο καμπύλες γι και γ2 είναι κλειστές) τέτοια ώστε η Γ 

να είναι ομόλογη μηδέν στη Δ(1,Ι,3), αλλά ο ι καμπύλες να μην είνα ι ομόλογες 
** μηδέν στην περιοχή αυτή.
ί ϊ  Iν -ΊΙ-
! f  Λύση.
I  Θα πρέπει να ισχύει 1(Γ, ζ)= 0 , ή ισοδύναμα, Ι(γ(, ζ) +Ι(Υ2, ζ) =0, γ ια  κάθε ζ

t  που δεν ανήκα στην δακτυλική περιοχή Δ(ί, 1,3) και επιπλέον να υπάρχουν σημεία 
τέτοια ώστε να ισχύει

Επομένως μια τέτοια αλυσίδα θα μπορούσε να είνα ι όπω ς στο παραπάνω  σχήμα. □
[
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Παράδειγμα 33.2*
Να βρεθεί ο δείκτης στροφής ως προς το σημείο ζ=1+ί της αλυσίδας

Γ=γι+γ2-2Υ3+5γ4,

όπου γ ι, Υ2 , Υ3 και γ4 είναι ο ι καμπύλες του σχήματος,

δηλαδή

γ ι: είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο -2 με το 2ί,

Υ2 *. είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο 4+4i μετο4ΐ, ;

Υ3 : είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο -2 με το 2i, και

γ4: είναι η κάτω ημιπεριφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο 1, ακτίνα \ 

1, αρχικό σημείο το 0 και τελικό το 2.

Λύση.
Από τον ορισμό του δείκτη στροφής της αλυσίδας Γ έχουμε 

Ι(Γ, ζ) = Ι(γι, ζ) +Ι(Υ2 , ζ) - 2Ι(γ3, ζ) +5Ι(γ4, ζ),
όπουζ=1+ί.

Χρησιμοποιώντας απλή γεωμετρία βρίσκουμε ότι
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1(Υι.ζ)= ΗΥι. 1+1) = -^ |A rc ra n |+ |l ,  

Ι(Υ2. ζ) = ΚΥ2.1 +0 = 2” |Arctanj+ ~j, 

Ι(Υ3.ζ) =Ι(Υ2.1+1) = ·*4* *8 ’

Ι(Υ4.ζ>=1<Υ4.1+0= 2 4 ·

Επομένως έχουμε

ΚΙ', 1+1) * 1(γι, 1+1) +1(Υ2.1+1) - 2Ι(γ>. 1+1) +5Ι(Υ4,1+1)»

-5TlA rctani+J)+^C A rcta4+fH |44· °

0 ta
33.1. Δίνεται η αλυσίδα Γ*γι+Υ2+Υ3+Υ4. όπου οι καμπύλες γι, γ2, Υ3 και 

, είναι οι εξής:ΙΥ4

[σημείο 3.
γι: είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο · 31 με το

Yj: είναι το μεγαλύτερο τμήμα της περιφέρειας τον κύκλου με 
χοσιιιείο Ο, ακτίνα 1, αρχικό σημείο το 1 και τελικό το-1.

Υ3: είναι το τμήμα της παραβολής

x*+- y2.

αρχικό σημείο το 2 και τελικό το 21, και
4

γ<: είναι το ευθύγραμμο τμήμα ησν ενώνει το σημείο 21 με to

Να βρεθεί ο δείχτης στροφής της αλυσίδας Γ ως προς τα σημεία
-1 .

«> > 1 -1 . »> ζ Μ + ί.
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γ) ξ= 2- 2i, ft) ζ=3+2Ι.
*

%
33.2. Να δοθεί παράδειγμα μιας αλυσίδας Γ=γ 1+72+73+74» με την 

ιδιότητα ότι

« T . 2 D - J .

§ 34. θεώ ρημα τον Cauchy
γ ια  το ολοκλήρωμα ολόμορφης συνάρτησης

Μια συνάρτηση f είναι τοπικά φραγμένη (locally bounded) σε ένα σημείο a του 
μιγαδικού επιπέδου, αν υπάρχει ε>0 και Μ>0 τέτοια ώστε να ισχύει

if(z)l < Μ, για κάθε z με Ιζ- al<e.

Είναι φανερό ότι αν το όριο της συνάρτησης f(z) στο σημείο a, υπάρχει και είναι 
ένας (πεπερασμένος) μιγαδικός αριθμός, τότε α\ττή είναι τοπικά φραγμένη στο a.

Το θεώρημα του Cauchy για το Ολοκλήρωμα Ολόμορφης Συνάρτησης 
είναι το εξής:

I

θεωρούμε μια συνάρτηση η οποία είναι ορισμένη και ολόμορφη σε έναν * 
τόπο 7  του μιγαδικού επιπέδου εκτός από τα σημεία ai, a2,.~, an του τόπου 7, στα I
οποία όμως η f είναι τοπικά φραγμένη. Αν Γ είναι μια κλειστή αλυσίδα που 
βρίσκεται στον τόπο 7- {ai, a2»....an) και είναι ομόλογη μηδέν στον τόπο 7, τότε
ισχύει ότι

^T(z)dz =0.

Ένα συμπέρασμα χρήσιμο στις εφαρμογές το οποίο είναι άμεσο πόρισμα 
του παραπάνω θεωρήματος είναι και το εξής :

θεωρούμε μια συνάρτηση η οποία είναι ορισμένη και ολόμοοφη σε έναν 
τόπο 7 του μιγαδικού επιπέδου εκτός από τα σημεία aj, a2....an του τόπου 7 ,  στα
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οποία όμ<ι>ς η Γ είναι τοπικά φραγμένη. Αν Γι χαι Γ2 είναι δύο κλειστές αλυσίδες 
που βρίσκονται στον τόπο 7- |&), &2,.··,βη) παι είναι ομόλογες στον τόπο 7, τότε
ισχύει ότι

Παράδειγμα 34,1·
Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση

m » t + ιcon . ι< = \-γ .ξ \,

βλέπε σχήμα.

Λ>0%.β
Κατ'αρχήν η συνάρτηση με τύπο

ζ

|pvtu  ολόμορφη χαντοό mo μιγαόικό exixefo εκτός αχό το σημείο ο, όχου όμως 
ιπή είναι τοπικά φραγμένη, αφσό ισχύει

“ Ι1πΐ~Γ· Un>*lnz-1· <Μ). ι-+ο ζ ι-+ο Ζ 1-»0

λρα το χαραχάνω θεώρημα του Cauchy εφαρμόζεται για τις καμχόλες γ χαι γ1
η

-3ί.
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όπου  γ ’ είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία -π/2 και π/2. Έτσι,
#

επειδή μια παραμετρική παράσταση της καμπύλης γ’ είναι η «

θα έχουμε

m  = t,

πβ
= f 5 ifd t= o ,

-π/2

όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα μηδενίζεται, αφού η προς ολοκλήρωση συνάρτηση 
είναι περιττή. □

34.1 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα Γ dz 
J 4 + Z 2

V

όπου γ είναι μια καμπύλη

όπως στο σχήμα:

!

i
i
i

3 4 .2 .  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

Jzco szd z
V

\ΐ

‘1
'ί

' i

)

όπου γ  είναι μια καμπύλη όπω ς στο σχήμα:



m
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I  #35. Τύπος τον Cauchy  ym  την παράσταση  
ολόμορφης συνάρτησης μ ε ολοκλήρωμα

Αν f είναι μια ολόμί\χρη συνάντηση οε έναν τόπο 7  του μιγαόικού επιπέδου και Γ 
«ναι μια κλειστή αλυσίόα ομόλογη μηόέν στον τόπο 7, τότε ισχύει ο παρακάτω 
τύπος του Cauchy για την παράσταση ολόμοφρης συνάντησης με ολοκλήρωμα:

Ι(Γ,ϊ)Γ<ζ)»^ Jjj& dt. για wiOe ζ e 7 - Γ.

ιμένως, αν έχουμε μια απλή κλειστή καμπύλη γ θετικά προσανατολισμένη, θα 
ότι

f(z)*2id Υ« Χ̂ Οε ζ €εο(γ).

-ί'ί·

« γ |« , 3S.1.
^fa\^πhλovιmoιWTOoλo»<λr^Qώματαtηςαvv>ΰ^ττ^c^ης

S tΙζ3+ 2 ζ 1 51/

κατά μήκος των ελλείψουν γι και γ2 π^ίόίνονται στο παρακάτω σχήμα
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»· * .

Λ ύση.

Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι η συνάρτηση που μας δίνεται είναι ολόμορφη 
παντού στο μιγαδικό επίπεδο εκτός από τα σημεία 0 , 2 +i και -2 + i , τα οποία 
μηδενίζουν τον παρονομαστή. Αρα ο τόπος όπου η συνάρτηση είναι ολόμορφη 
είναι

7  = C- {0,2+i, -2+i). j
I
j

Γ ια  να  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το  ολοκλήρω μα κατά  μήκος της καμπύλης γ2 · 

κατασκευάζουμε κύκλους με κέντρα τα σημεία 0 , 2 +i και -2 +i και ακτίνες τόσο j 
μικρές ώστε ο ι κύκλοι να μην έχουν κοινά  σημεία. Ονομάζουμε γ$, 74  και γ<> ; 

αντίστοιχα  τις  θετικά προσανατολισμένες περιφέρειες των κύκλων αυτών και ! 
θεωρούμε την αλυσίδα γ3 + Υ4  +Υ5 · Η αλυσίδα αυτή και η Υ2 είναι κλειστές και j 
ομόλογες στον τόπο 7 . Πραγματικά, για  κάθε σημείο ζ Ε { 0 , 2+i, -2+i} έχουμε 1

Ι(Υ2,ζ)=1, j

αφού και τα τρία σημεία 0, 2+i, -2+i είναι στο εσωτερικό της καμπύλης Υ2, και η 

καμπύλη αυτή έχει τη θετική φορά. Επίσης έχουμε

Ι(Υ3,0) +Ι(Υ4,0) + Ι(Υ5, 0)=1 + 0  + 0=1,

Ι(Υ3 , 2+1) +Ι(Υ4» 2+i)+ I(Y5,2+i)=0 + 1 + 0 = 1 ,  και 

Ι(Υ3, - 2+i) +ΚΥ4, - 2+i) +1(Υ5, - 2+i)=0 + 0 +1 =1.



Ήτοι ο τύπος του Cauchy για το ολοκλήρωμα ολόμορφης συνάρτησης (8 30) 
εφαρικ&ται, οπότε παίρνουμε ότι

e (ζ+1)ύι β r (7,+Hdz r (z+l)dz f (z+l)dz
J lz-V2z2- 5lz J i/.V2z2-51z J iZ‘V2z2- 5iz J tz5+2z2- 5lz ’

Y2 Y3 Y4 Y5

Ήτοι αρκεί να υπολογίσουμε τα τρία ολοκληρώματα του δεύτερου μέλους. Προς 
τούτα παρατηρούμε ότι η συνάρτηση που μας δίνεται γράφεται ως

- J & 1 )  g ____ iZ t l ) _____
lz3+2z2- 5lz Injr  2-ΐχζ+2-1)'

I οπότε, με εφαρμογή του τύποι» του Cauchy για την παράσταση ολόμορφης 
συνάρτησης, παίρνουμε

r (ζ+1) .
r_12iljdz_ β r___(z+pdz I l(Zr 2-IMz+2-li
Jt73+2z2- 51z J <7<z-2-1KZ+2-1) ^  J z “

Y3 Y3 Yj

* 2x11(Y« o)--------!----------  2s.
r3 '̂l(0-2-IKOf2-l) 5 ’

I  f  (*♦»#·■  .  f ___ t ^ D d z  ,  . f i ^ S S a *
| i  J Ιζ3+2ζ2- Sir J ·*(//· 2-i)(z/f2-i) “ 2311 J (z- 2-1) °
Hr Y4 Y4 vi

^  ,<Y* ,0) Ι{2·ίίΧ2+1·!·2-Ι) “ 10 <2‘,K3+,>"jo f 7’ ·).

.  f---- k+lMz ,
Jte3+2z2-5te J tz(z-2-iKz+2-«) 2,11 J (z+2-1) 
5 Y5 Ys

2X1 ,<YS ^  K- 2+»X- 2 -1 1 2-1) "10 Jrt).
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Επομένως έχουμε

f_ iZ ± lid z _
J iz3+2z2- 5iz 

Y2
'  5 + 10(7'  0+io(- M )  =°·

Τώρα παρατηρούμε ότι ο ι καμπύλες γ ι και Υ2 είναι ομόλογες στον τόπο 7 , οπότε 

σύμφω να π ά λ ι με το θεώρημα του Cauchy γ ια  το ολοκλήρωμα ολόμορφης 
συνάρτησης, θα έχουμε

f  (z+l)dz _ r (z+l)dz
J 1ζ3+2ζ2- 5iz J iz3+2z2- 5iz 

Yl Y2

Παράδειγμα 35.2. 1
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα της συνάρτησης με τύπο

f(z) = z-2i
ζ2+1

κατά μήκος των όιαφορίσιμων καμπύλών γ ι, Υ2 , οι οποίες έχουν αρχικό (τημείο το 

-1, τελικό το 1 και είναι όπω ς στο σχήμα:

1
J

Λύση.
Πρώτα από όλα σημειώνουμε ότι οι πόλοι της συνάρτησης f είναι τα 

σημεία i και -i και κατασκευάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα γ που ενώνει το σημείο 
-1 με το 1 με παραμετρική παράσταση z(t) = t, t G |-1,1).

Τώραθεοορούμε την απλή κλειστή καμπύλη γι- γ και παρατηρούμε ότι ο 

πόλος i ανήκει στο εσωτερικό της καμπύλης. Ητοι εφαρμόζοντας τον τύπο του
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Cauchy για την παράσταση της ολόμορφης συνάρτησης g(z) που ορίζεται με τον
τίνιο

g(z)
7rli 
7Μ 9

έ χ ρ ιζ ε

g(i)
1 fa(2)dz

'2πΙ J z-i
Yl-Y

Ανακαθκτταϊντας παίρνουμε ,  )

ί * Κ
'οπότε βρίσκουμε

tZL ι f * 2 i
Μ  *2:5

Yl-Y

1

J 5 S * "  j i & k ' π Ι e 2j S d ' * e 2  l $ t  · 4 1  j & i · * 1

=041 [Arctan 1 -Arden (-1)1- ni =- 2π1- id «- 3π1.

με τον Who τρόπο για την κάτω καμπύλη ή  έχουμε

-1-21 1
-1-1 -2*1 Ζ ^ 2·

Υ2* Υ
όλου, άΜοςχαι παρακάνω, βρίσκουμε

J j f td z -  JJ^ydz +3jd* - 2π1+3π1 «=π1. 
Y2 Υ

□

ΙαράΑηγμα 35.J.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

t t t t *

γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο to Ο και
Γίνα 2.
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Λ ύσ η .

ο ι  ριςες του παρονομαστή είναι ο ι αριυμοι - ι και *3, οποτε μι 
κύκλο ο παρονομαστής μηδενίζεται στο σημείο -1. Επιπλέον η συνάρτηση

coshiz
ζ+3

είναι ολόμορφη σε μ ια  περιοχή του κύκλου, οπότε θα έχουμε

ί  coshiz f  coshiz 
? ^ 3 dz = J (z +3)(z+ i)dz

r coshiz

-  - ^ ζ = 2 π ΐ ^ |J (z+1) ζ+3 I z=_,
V

= 2 π 1 sjiicosbi =πϊ cos 1. □

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  35.4.
Έ στω γ μια καμπύλη με παραμετρική παράσταση

z(t) = π(1+2είι) ,  t €10, 2π1

και f(z) μια μιγαδική συνάρτηση ορισμένη και ολόμορφη σε έναν τόπο που περιέχει ■ 
την καμπύλη γ μαζί με το εσωτερικό της. Να αποδειχτεί ότι ισχύει η ανισότητα

Ιί(2π)Ι s  Jlf(z)lldzl -
V

Λ ύση.
Η παραμετρική παράσταση της καμπύλης γ γράφεται στη μορφή z(t) = 1 

π+2πείι, l € [0 , 2π], από όπου φαίνεται ότι η γ είναι η θετικά προσανατολισμένη

περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο π  και ακτίνα 2π. Τούτο σημαίνει ότι 
Ι(γ,2π)=1 και επιπλέον ότι για  κάθε σημείο ζ  της γ ισχύει Ιζ-2πΙ *π. Έτσι, από τον ,

τύπο του Cauchy για την παράσταση της Γ(2π) με ολακλήρισμα παίρνουμε

V V



35*1. Ναι»πολογιστείτοολοκλήρωματηςσννάφτησης

ί ( Ζ ) = Λ § Γ Ϊ6 )

χακί μήκος της αλικιίόας γι + γ2 του παρακάτω σχήματος

35.2. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J ^ r 12·

y είναι μ«ι κλεαπή καμπύλη όπως στο παοακάτωοχήμα:

35.3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

2 ϊΜ



όπου γ είναι η καμπύλη του μιγαδικού επιπέδου με παραμετρική παράσταση

z(t) = (l+2sin22t)eil, t G[0,2π].

35.4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

ί
sinz

ζ2-31ζ-2dz

όπου γ είνα ι η θετικά προσανατολισμένη καμπύλη-περίμετρος του τριγώνου <πο 
μιγαδικό επίπεδο με κορυφές τα  σημεία 2 ,3i και -1.

35.5. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

όπου Γ=γι+γ2 +γ3 είναι η αλυσίδα των καμπύλων γι,γ2*Υ3 όπως στο σχήμα,

ο ι οποίες αντίστοιχα έχουν παραμετρική παράσταση: 

Υΐ: zi(t)= -t+iArcsin(-t-l), t G(-2,0),

Υ2· z&(t)= -t+iArcsin(t+3), t G[-4* -2|,
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v.v -W)= t- t efo, 4j.

35.6. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

f dz
J * 3 * i r

m v είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση

Hi) *  j+Isin4tl, t ε[0,2π].

35.7. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

/ £ *

n V είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
I και ακτίνα I.

35.S. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

ι· γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια τον κύκλου με κέντρο το 
0 και ακτίνα 1.

35.9. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

fsinzslntfrl)·
J **Ι>

υ γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια τον κύκλου με κέντρο το



- 1 2 0 -

σημείο 0 και ακτίνα 1.

§36* Τύπος το ν  C auchy γ ια  την  π α ρά στα ση
τω ν π α ρ α γώ γω ν  ολόμορφης σ υνά ρ τησ η ς  
μ ε  ολοκλήρω μα

Αν f ε ίνα ι μ ια  συνάρτηση ολόμορφη στον τόπο 7  και γ είνα ι μια θετικά

προσανατολισμένη απλή κλειστή καμπύλη που περιέχεται μαζί με το εσωτερικό της 
στον τόπο 7 ,  τότε για κάθε φυσικό αριθμό η υπάρχει η n-τάξεως παράγο>γος της ί 
σε κάθε σημείο z Εεσ(γ) και μάλιστα δίνεται από τον τύπο

όπου γ ε ίνα ι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το J 
σημείο -i και ακτίνα 1. I

Η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ορίζεται παντού εκτός από τα σημεία +ί

Υ
Π α ρ ά δ ε ιγμ α  36.1.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

Υ

Λύση.

κα ι -i. Α πό αυτά το σημείο -i ανήκει στο εσωτερικό της καμπύλης γ. Τώρα 
παρατηρούμε ότιτο παραπάνω ολοκλήρωμα γράφεται α>ς

Υ Υ

όπου στην μεσαία ισότητα εφαρμόσαμε τον τύπο του Cauchy για την παράσταση
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(1αοΑ&ηγ|Μΐ 36.2.
Νιι imoXtrjOOTEl to ολοκλήρωμα

i stoy. . .

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
I <τημαο I και ακτίνα I.

Λύση.
Η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ορίζεται παντού εκτός από τα σημεία +1 

και - I. Από αυτά το σημείο I ανήκει στο εσωτερικό της καμπύλης γ. Τώρα 
παρατηρούν ότιτο παραπάνω ολοκλήρωμα γράφεται ως

isinz .
{μ Λτ  2πΙ. sinz r I . cost-sin I m

Παράδειγμα 36.3.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

) γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
0 και ακτίνα 2.

$  Οι μιγαόιχοί αριθμοί που μηδενίζουν τον παρονομαστή είναι οι 1 και -I
βρίσκονται στο εσ(γ). Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα αυτό μπορούμε να 

ωθήσουμε δύο τρόπους:
Ιος τρόπος: Αναλύουμε το κλάσμα σε άθροισμα απλών κλασμάτων και 

βρίσκουμε
*  1 ,  1 1 I I , »  I  Κ ,  1 - ! 1

(ίΐχ ίϊΤ ν  8 Zrl 8 Ζ4-1 4 (ΪΗΗ 2 (ε+Ι)3 β

4$
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οπότε το αρχικό ολοκλήρωμα γίνεται

Γ coshz 1 fcoshz 

Υ Υ

1 fcoshz
8 J (ζ+1)

Υ

dz- I  f coshz 
4 J (ζ+1)2 

Υ

dz- 1 f coshz
2 J(z+1)3 

Y

dz.

Τώρα έχουμε

J g j j* dz as 2nicoshl,

Y

f (z + l)  ^  = cos^ _1) =2Kicoshl,
Y

1 .

f j g j j ^ dz = 2πi(coshz), | ' = ^ is in h l,

J g g  dz= (coshz)” | ^  ^ i c o s h l ,

Y
οπότε τελικά έχουμε

i (z n ( z i i p d z " Ύ 2jlicos 1̂1" ^ π ία κ ί ι ΐ  - ^<-2jrisinh 1)- j^ c o s h l=  
Y

=̂ * Jtisinh 1 - -  nicoshl = -πί. coshl-sinhl 3Π
2 e '

2ος τρόπος: Κατασκευάζουμε όικ) κύκλους γ ι και γ2 με κέντρα αντίστοιχα 

τα σημεία -1 κα ι 1 τόσο μικρούς ώστε να μην τέμνονται και να βρίσκονται 
ολόκληροι στο εσ(γ). Τότε σε μια περιοχή του συνεκτικού συνόλου που ορίζεται 
από τους κύκλους γ, γ ΐ και Υ2 η προς ολοκλήρωση <τυνάρτηση είναι ολόμορφη και 
καμπύλη γ είναι ομόλογη της αλυσίδας γι+γ2 . Άρα από το θεώρημα του Cauchy για 

το ολοκλήρωμα ολόμορφης συνάρτησης παίρνουμε ότι

f coshz ^  f coshz . f  coshz. , 
J(z-l)(z+l)3 dZ~ J (»l)(z+l)3 d J(z-l)(z+I)3<1/ = 
t yi Y2

coshz coshz
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Υι

coshz /-coshz

(M -l)5 I (* 1 )  “
V2

i W L - e S l ta |

_.2e*.l+coihl , ...coshl Jd 
‘ sl 4 +*  T “ -  2?· □

Ms
36.1. Έατ<ο f μιο μιγαδική σ\»νάρτηση ολΛμοοφη σε έναν τώπσ 7  ο οποίος 

πενιίχεν τον avoixw  ̂ftcaxo Β(0,1). Να αποδειχτεί ότι για κάθε λ € (0 . l)w n  θετικό
ακέραιο η ιαχάει η ανισότητα

η!max ΙΡΗζ)! « ττ-ττττγ· max tf(e*°)l !Μ<λ (Ι·λ)^« 0*θ*2χ

36.2. ΝατοιολογνστεΧτοολοχλήοωμα

* 3 Γ ΐ

- s5'7'
Mb·

, ¥ ‘

» Y είναι η καμπύλη με πυφαμετοική παράσταση z(i)« ( j  +2*!Μ)ε*1, Ι€(0,2π].

36.3. Αν Υ είναι η Θετικά προσανατολισμένη πε^κρέοεια του κύκλου με 
το σημείο Οκαι αχτίνα 2, να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

α )
rcofa.
ΠΤ-8· »>

»» *> a z - 0
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36 .4 · Αν γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με 
κέντρο το σημείο 2 και ακτίνα 3, να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

J (7-1)2 ’ Ρ) j(z-2)3(z-6)dz’
Υ Υ

Υ

Γ sinhz j
δ) J ^ i ) ^

Υ

§ 3 7 . θεω ρήματα
Cauchy-Liou ville  καί P icard

Πρώτο θεώ ρημα Cauchy-Liouville: Έ στω f μια ακέραια συνάρτηση, δηλαδή μια 
συνάρτηση που είναι ολόμορφη σε ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο. Αν επιπλέον η f 
είναι και φραγμένη, τότε αυτή είναι σταθερά, δηλαδή υπάρχει aEC , τέτοιο ώστε 
f(z) = a, για  κάθε zEC .

Δεύτερο θεώ ρημα Cauchy-Liouville : Έστω f μια «κεραία συνάρτηση για 
την οποία  γνωρίζουμε ότι υπάρχουν θετικοί αριθμοί Μ και ε καθώς επίσης και 
φυσικός αριθμός η τέτοιοι (άστε να ισχύει

lf(z)l s  Μ1ζηΙ, για κάθε ζ EC, με ΙζΙ > ~  .

Τότε η συνάρτηση f ταυτίζεται με ένα πολικυνυμο που έχει βαθμό το πολύ η.

θεώ ρημα τον Picard : Έστω f μια ακέραια συνάρτηση. Αν η f δεν είναι 
σταθερή συνάρτηση, τότε το σύνολο τιμών της f είναι ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο 
C , ή το C- {a }, όπου a είναι κάποιος μιγαδικός αριθμός.

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  37.1.
Αν f(z) και g(z) είναι δυο ακέραιες μιγαδικές συναρτήσεις τέτοιες ώστε να

ισχύει
lf(z)l<lg(z)l, για κάθε /

J
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να αποδειχτεί ότι κιχυει και

f(0)g(z)=f(Z)8(0). Υ«α χΛΛ *·

Λ ύση.

Αν για κάποιο a είχαμε g(a)*0, τότε θα είχαμε tf(a)kOf άτοπο. Άοα η g(z) 
δεν μηδενίζεται σε κανένα σημείο του μιγαδικού επιπέδου και επομένως η 
σιννάοτηση με τόπο

" ‘« - « Ο

είναι axeyaiu και φοαγμένη. Aya από το π^ώτο θεώρημα των Cauchy-Liouvllle 
ποοκϋπτει ότι η h eivui σταθερό, οπότε b(z)=h(0), που είναι η ζητούμενη σχέση. □

37.1. Να αποδειχτεί ότι δεν υπάοχει μη σταθερή ακε^αία μιγαδική 
f(z) τέτοια ώστε να ισχι'ιει

tf(7.)kll+f(z)l, για κάθε ζ.

37.2. Να αποδειχτεί ότι αν για κάποιο μιγαδικό αριθμό ·  και θετικό 
ιιο η η axeyaia συνάντηση Γ(ζ) ικανοποιεί τη σχέση

l l m i g l e a .
ε-*αο J?1

η ί(ζ) είναι μία πολυωνυμική συνάντηση βαθμοί) το πολό η.

37.3. Να αποδειχτεί ότι δεν υπάρχουν μη σταθερές ακέραιες συναντήσεις 
$ζ) και g(z) τέτοιες ώστε για κάποιο b*0 να ισχύει η σχέση
'Μ

f(z) lb- f(z)J g(z) « I .

TiaxOOezeC.
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§ 38. Σ ε ιρ έ ς
T a y lo r  κα ι L a u ren t

Υποθέτουμε ότι f είναι μια ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο 7  και 
θείορούμε ένα σημείο a στον τόπο 7 , το οποίο απέχει από το σύνορο θ 7  του τόπου 
7  απόσταση ίση με r. Τότε στον ανοικτό δίσκο B(a,r) η συνάρτηση f έχει ένα 

μοναδικό ανάπτυγμα σε σειρά Taylor με κέντρο το σημείο a, δηλαδή υπάρχει 

μ ια  μοναδική δυναμοσειρά 2)bn(z-a)n τέτοια ώστε

f(z) = 2)bn(z-a)n , για κάθε ζ GB(a,r).

Ο ι συντελεστές b n , η=0,1,2,... της δυναμοσειράς δίνονται από τους τύπους

fUfiQ_Λ
0,1 η! 2πί J (ζ- z)n+1

Y

!
i
i
1
i
i

όπου γ είναι μία θετικά προσανατολιοαενη περιφέρεια κύκλου με κέντρο το ■ί
σημείο a και ακτίνα ρ < r. j

Υποθέτουμε ότι f είναι ολόμορφη σε μια ανοικτή δακτυλική περιοχή A(a, 
γ ι , Γ2 ), όπου 0 s  γι < Γ2 s  + οο. Τότε η f έχει ένα μοναδικό ανάπτυγμα σε σειρά ■

Laurent με κέντρο το σημείο a, δηλαδή η f μπορεί να γραφεί στη μορφή

_ 1 00 00 |
f(Z) = 2  bnC7-8)" + 2  bn<z' a)n = Σ  bn(z-a)n ,

π=- οο n=0 η=- οο 1

για  κάθε z GA(a, η ,  Γ2 ). Ο ι συντελεστές bn, η=0, ±1, ±2,... δίνονται από τον τύπο

** =ir  Jfc/ejb*·
Υ

όπου γ είνα ι μ ια οποιαδήποτε θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια κύκλου με 
κέντρο το σημείο a και ακτίνα r τέτοια ώστε Π < r < Τ2·

Η σειρά
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-1

2  bn<™>"
π = -  β β

είναι το kvqio μέρος (principal part) της σειράς Ijuirent χαι η

00

2  Μ * * ) »
η=0

το κανονικό μέςος (regular part).

Πκρόόειγμα 38.1.
Nu αναπτυχθεί οε σειρά luiurcnt η συνάρτηση με τόπο

I
Γ(Ζ)* ^ Τ

στασάνολα:

β) Δ(0.1, +«β), » )  Δ (Ι ,0 .2 ) .

[Λόσμ.
α) Αναλύοντας wv rfo» της f at άθφχομα απλών κλασμάτων βρίσκουμε

ί(ζ )* ^ + Γ “ 20Μ>* 2 (» ϊ)·

ΐν ζ ΕΔ(0,1, +βο ), θα ικανοποιεί την ανισότητα lzt>I* οπότε θα ισχύει και η 

*ηχα|£ |< Ι . Επομένως έχουμε

Γ(*)
1 1 1 1  1 1

2(*»|) 2(ζ+Ι) 2 ζ χ i  2 ζ ^ ί
ζ ζ

+00 +Ο0

-L  V V * \ n 1 W  1\η ,
s  ζ λ ?  s  z < ‘ ?  ■*

νϊ β)Αν ζ€Δ(Ι,0,2), τότε έχουμε 0<Ιζ-ΙΙ<2 xaidpa|rjp|<2.

ΙΕχομένως



1f(z) = 1 1 1
2(z- i) ’ 2(z+i) "  2(z- i)

4 i d + ^
+oo

_ J __  i V /  z4\n 1
2(Z -i)'4 i ~ 2i;  = 2(z- i)

+00

Tan(z-i)*>,
n=0

jn+l
όπου an = ̂ + 2  »n=^» 1*2,. □

Παράδειγμα 38.2.
Να αναπτυχθεί σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο 0  η συνάρτηση με

τύπο
f(Z) = — —-----
Η ;  (ζ-2)(ζ+ί) *

I :
Λύση·

Η συνάρτηση f(z) είναι ορισμένη και ολόμορφη σε όλο το μιγαδικό επίπεδο 
εκτός από  τα  σημεία 2 κα ι -i το οπ  ,α μηδενιζόταν τον παρονομαστή. Έτσι η 
συνάρτηση αναπτύσσεται

α) σε σειρά Taylor με κέντ^ j  το 0 μέσα στον δίσκο Β (0 ,1),
β) σε σειρά Laurent με κέντρο το 0 μέσα στον δακτύλιο Δ(0, 1, 2), και
γ) επίσης σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο 0 μέσα στον δακτύλιο

Δ (0 ,2, + »).

Γράφουμε τον τύπο της συνάρτησης σε ά0ρ<κσμα απλών κλασμάτων

f(z) =
2i a b 

(z-2)(z+i) ~ z-2 zM '
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«'*«»«* as- b=2( 1+20/5, και εξετάζουμε χωςιστύ τις παρακάτω περιπτώσεις: 

μ) ΑνΙζΙΌ,τότε

I f !  <1 και |3 <»·

Αοα έχουμε

xcu

+ »
a

Ζ-2
a J _

5 |· |

+00

- I n«0

+00

J L7A\
+00

•lb -^ =-lb  \
^  n«o,+T n=

owVtf το ανάπτυγμα Taylor της f(z) με κέντρο to  0  μέσα στον δίσκο Β (0,1) είναι το

+00 +00 +00

6RKI0

f(z)« - a J l» *  » Jan * ,
n«0 n«0 n«0

ag .  2ϋ£%2·«-ΐ·Η»*·|. n=0,1,2....

P) Αν 1<Ιζ1<2,τότε

l|l <» l|l <*·
έχουμε

a
τ Λ

+00

a a
2 (f)“

+00

n * 0

%

+00

J L  £
z*H “ z

0

A - ! Σ<·,ε(έ)·“  Σ 1’*1*'·
i + j  $S o  n ·-®

απάτε το ανάπτυγμα Laurent της f(z) με κέντοο το σημείο 0  στη δακτυλική περιοχή
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Δ(0,1,2) είναι το

f(z) = - 2 ild 2 il ^ i n + l z n . i ^ i ^ ^ z * 1
0

n=- oo n=0

γ) Αν 2 < Izl, τότε

l |  <1 κ α ι |  j j  <1

Άρα έχουμε

+00

a a 1 a W 2 \ n
0

0  =a S2-"-*Zi>z-2 z * 2 z / i Nz ,
z  iH > n = - 00

και

b b 1
z+i z ,  i z

1+I  n

+ “  0  
b W  . « /l \n

z '(-i>n( I ) D = b 2 * n+1^ .
n=-oo

οπότε το ανάπτυγμα Laurent της f(z) με κέντρο το σημείο 0 στη δακτυλική περιοχή 
Δ (0 ,2, +οο) είναι το

f(Z) =  - 2 L U 2 J I  ^ i n + l z f i . l ^ i  ^ 2 - n / n  = - - ^ p -  bn*"'

n=- oo n=- oo n=- oo
όπου

bn = 2in+1+2*n , n=0, 1,2,...

Παράδειγμα 38.3. j
Έ στω f μια μιγαδική συνάρτηση ολόμορφη σε έναν τόπο 7. Να αποδειχτεί ]

•1
ότι το σύνολο Α όλων των ζ του τόπου για τα οποία ισχύει ί<η,(ζ) =0 για κάθε η=().
1 ,2 ,... είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του 7 .

Λύση.
Υποθέτουμε ότι το σύνολο Α δεν είναι ανοικτό. Αρα υπάρχει σημείο w j
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€  .7, ένας μη αρνητικό; ακέριος k χαι μια ακολουθία (Zm) σημείων επίσης του 7  
τέτοια οχιτε

llm Zm«*w, fin̂ Zni) *a0 για κάθε n«0 και î Hw) * 0 .

Ονομάζουμε g(z) τη συνάρτηση fto(z) και παρατηρούμε ότι αυτή ικανοποιεί τις 
σχέσεις

*0 για κάθε η·0 και g(w) Μ) .

Ήστω r (>0) η απόσταση του σημείου w από το σύνορο του τόπου 7. Τότε από 
γεγονός ότι llm /<n»w, έπεται ότι υπάρχει ένα σημείο Zm μέσα στην ανοικτή δίσκο 
B(w,r), οπότε το cngurio w ανήκει μέσα στον ανοικτό δίσκο B(Zm,r). Στον δίσκο 
αυτό η συνάρτηση g έχει ένα ιιοναδικό ανάπτυγμα σε σειρά Taylor με κέντρο το
σημείο Zm

S(z) * I * # » * , για κάθε z €B(Zm*r).

Οι συντελεστές bn ,η*0,1,2.... της δυναμοσειράς δίνονται από τους τύπους

λόγω της υπόθεσης που κάναιιε για τις παραγωγούς της συνάρτησης g. Αρα θα 
;έχουμε g(z) «Ο, για κάθε z £B(/m*r). πράγμα το οποίο αντίκειται προς το γεγονός 

g(w) ϋθκαι w£B(ZmJr). Αρα το σύνολο Α είναι ανοικτό. □

3··1. Να αναπτυχθούν σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο 0 οι 
υναρτήοεις

Π  »  x a - j f e .



ε )  f ( z ) = f e ’ ζ> Γ<ζ> = ϊ & 5 ·

r ?· '' ’ ■ ’ ; " Υ ίr ;·* ' ν ' ; r .

η) β) f ( z ) = ^ i j i .

Ο  ί ( ζ ) = ^ Λ  κ ) f(z)=z3e* /z,

λ) f(z) = z5cosi μ) f(Z) = i ! | p .  ,
£ ZJ

3 8 .2 . Να αναπτυχθούν σε σειρά Laurent οι παρακάτω συναρτήσεις στις 
αντίστοιχες περιοχές:

« )
2ζ+3

f(Z )_z2+3z+2 ’ A H A I )

β ) f(Z )_z2-5z+6 ’ Δ (0 ,2t 3) και Δ (0 ,3,+°o)

Υ)
2

f(Z) -  (ζ2+1)(ζ+2) ’
Δ (0 ,1,4) και Δ(0,4,+οο)

δ ) f( z ) = ^ r , Δ (-2 ,1,3)

ε) f ( z ) _ z2+2z-8’
Δ (-2 ,1,4)

ζ> ·*ί*")

ί tII"nιΣί

. ,; ? -:} χ ̂  ·.] Μ ■ ·

Δ(1, 2,+®°)

η) f(Z) = (z2-4)2 ’
Δ (0 ,2,+»)

θ ) f(z )" (z2-4)(z2- l ) ’
Δ(0, 1,2) 1

.!
J1

^
 

■..■ -  ̂'v*m
m

**m
m

m
*!m

m
***m

*m
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5 39 . Ρ ίζες
ολόμορφης μ ιγα δ ιχή ς  συνάρτησης

Υποθέτομε ότι Γ είναι μια ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο 7  και 
OetivmfU' ένα σημείο a ten» τόπου 7 . Αν το σημείο a είναι ρ ίζα  (root, ή zero) της f, 
δηλαδή αν ισχύει ότι Γ(β)=0. και η f δεν είναι η σταθερή συνάρτηση 0, τότε υπάρχει 
ένας μοναδικός φυσικός αριθμός k και μια ολόμορφη συνάρτηση h ορισμένη στον 
τόπο 7  τέτοια «όστε h(a)#0 και

f(z) & (a - a)k h(z), για κάθε z e 7 .

Ο αριθμός k είναι η πολλαπλότητα  ή τά ξη  (multiplicity) της ρίζας a ως προς τη
συνάρτηση ί.

Το σημείο a είναι ρίζα της Γ πολλαπλότητας k, αν και μόνο αν το 
ανάπτυγμα της f σε σειρά Taylor με κέντρο το σημείο a είναι της μορφής

t*U -a)k  ♦  b k + i^ a )* * 1 ♦ . . . ,

[όπου 1**0. Τούτο συνεπάγεται ό η  ισχύει f^K aH ), ο « 0 ,1, k-Ι και fttyaM ).

Παράδειγμα 39.1.
Να αποδειχτεί ότι κάθε πολυώνυμο P(z) «ao+a|Z+...ak.|2*'l+d‘, k*l, έχει 

Ιτουλάχιστον μία ρίζα.

Απόδειξη.
|  Υποθέτουμε ότι τούτο δεν έχει καμμία ρίζα.

I  Ιος τρόπος: Η συνάρτηση Ρ(ζ) είναι μη σταθερά και ακεραία, οπότε από 
|$ο θεώρημα του Picard ιτπάρχει μια ακολουθία (/*) τέτοια ώστε να ισχύει

(1) 8 » (Z n )k για κάθε n* 1.2 ,...

(θα  όείξαυμε ότι η (Zq) είναι φραγμένη. Πραγματικά, αν όχι. τότε υπάρχει 
Ιηβιακολουθία της, tana, επίοης, (r«), τέτοια ώστε tlmzq * » . Αχό njv παραπάνω 

(μητοάτητα παίρνουμε ότι
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1
nlZnlk*!

. J sqL  
+ h ^ - ‘

tail
iZnlk·2

+... + Ιβΐς.|Ι ,

οπότε μεταβαίνοντας στα όρια προκύπτει +<*>* la^.il, άτοπο. Αρα η ακολουθία (Ζη) 

ε ίν α ι φραγμένη κα ι α πό  το θεώρημα του Bolzano αυτή έχει ένα σημείο 
συσσώρευσης, έστω a. Τότε από την (1) έπεται η P(a)=0, πράγμα που αποδείχνει 
ότι το σημείο a είναι ρίζα του Ρ(ζ).

2ος τρόπος : Παρατηρούμε πρώτα ότι ισχύει

(1) Um Ρ(ζ) =οο.
ζ—*00

Πραγματικά, έχουμε

« ζ »  Ι [ .

Έ στω  Μ>0 τέτοιο ώστε για κάθε ζ ΕΔ(0, Μ, +οο) να ισχύει

^ Ι < ^ ,  για  όλα τα m = 0 ,1,..., k-1

Επομένως για  κάθε ζ ΕΔ(0, Μ, +οο) 0α ισχύει και

ΙΡ(ζ)Ι >lzk l |· .

από όπου προκύπτει η (1). Αυτή συνεπάγεται ότι η ακέραια συνάρτηιτη με τύπο

Γ(ζ): -
ικανοποιεί τη σχέση

Ρ(ζ)

lim f(z) =0ζ-*οο

και άρα υπάρχει ε>0 τέτοιο ιίχττε lf(z)kl, για κάθε ζ £Δ(0, r 1. +οο). Αλλά, τη;,, 

ομοιόμορφης συνέχειας της συνάρτησης ί(ζ) πάνω στον κλειστό δίσκο με κέντρο το^ 
0 και ακτίνα το ε-1, αυτή είναι φραγμένη στον δίσκο αυτό. Εστω Κ (ν</. τέτοιο ;
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φράγμα · Τότε θα έχουμε ότι lf(7.)k max( 1, Κ|· για κάθε μιγαόικό αριθμό ζ. Το 
Πρώτο θεώρημα Cauchy-Liouville (8 37) συνεπάγεται ότι η f είναι σταθερά, 
πράγμα που σημαίνει ότι ο βαθμός του Ρ(ζ) είναι 0, άτοπο. □

Από το παραπάνω συμπέρασμα προκύπτει και το θεμελιώδες 
I) θεώρημα της Αλγεβρας:

Κάθε πολυοητυμική συνάρτηση βαθμού k έχει k το πλήθος ρίζες, όπου κάθε 
ρίζα λαμβάνεται υπόψην τόσες φορές όσες είναι η πολλαπλότητά της.

Παράδειγμα 39.2.
Να βρεθεί η τάξη της ρίζας zaO για τη συνάρτηση με τύπο

f(z) z-stnz *
Λύση.

1 ράψουμε τον παρονομαστή στη μορφή

*3
*> Sll>Z=Z-( Z -jj-+  ... -Κ-1 >" (2 ^  , ) , ·»· -  )

.  |  ^  72ο* 2
^ “*7?·*· ”· ** ,)n(2n+l)! + " )·

οπότε ο τόπος της οονύ^τηοηςγίνεται

'™ Χ 7 Τ Ί Γ Ί !
1

3! * 5! *Τ\* -  *Κ*Ι)Γ“ί2η+1)! + ~

όπον φαίνεται όη το ζ*0 είναχ QiZfl. 1ης τάξης. 

Ιαφάλειγμα 39.3.
ΝαβοτΟοτννοιοα^ςτηςστητϊοτησιις μετόπη

ί(ζ) «(ζ^Ι)2*!!*/.

παι ναποοσδω^μητείητάξητους.

1
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Λύσΐ).
θ έτο ντα ς  (z2+ l)2sinhz=0, προκύπτει (ζ2+1)2=0, ή sinhz=0, από όπου 

βρίσκουμε
• z=-i, z=i, z=koti (k=..., -2, -1 ,0 ,1 ,2 ,...) .

Τώρα παρατηρούμε ότι η ί(ζ) γράφεται ως

ί(ζ) = (z+i)2h(z)t

όπου η συνάρτηση h(z): =(ζ- i)2sinhz είναι ολόμορφη και τέτοια ώστε

h(-i) =4i2 sinh(-i)=- 4 sinhi =- 4isin 1,

το οπο ίο  είνα ι διάφορο από  το 0. Άρα η «ρίζα -i είναι ρίζα Τάξης 2. Παρόμοια 
προκύπτει και ότι η ρίζα i είναι τάξης 2. Για τη ρίζα της μορφής kni παρατηρούμε 
ότι η παράγωγος

Γ (z)~4z(z?+l)sinhz +(z2+ l)2coshz

· ι
παίρνει στο σημείο kjri τιμή διάφορη από το μηδέν και άρα η ρίζα Ιοιι είναι ρίζα 
πρώτης τάξης. □  ί

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  39*4.
Να βρεθούν ο ι ρ ίζες της συνάρτησης με τύπο f(z)=z2sinz και να ] 

προσδιοριστεί η πολλαπλότητά τους.

Λνοί).
Λύνοντας την εξίσα>ση z2sinz = 0 παίρνουμε ότι οι ρίζες της ί  είναι τα . 1 

σημεία ζ = ^ ,  όπου k είναι ένας οποιοσδήποτε ακέραιος. Για να προσδιορίσουμε 
την πολλαπλότητά τους εργαζόμαστε με τις παραγίόγους.

Έχουμε ί(λπ)=0 και

r(ta )= 2 (ta )s in (ta ) + (ta)2cos(ta)=0, αν k=0, 
ενώ

Επίσης έχουμε

f(kjc)*^0, avk*0 .

—
--

--
-



και
Γ(0> * 2-slnO +4-0- cosO- (^-cosfW)

ΠΟ) ■ 6«osO -4-OslnO- 20cosO +02-eln0=»6.«0.

Κπομένως το σημείο Ο είναι ρίζα τρίτης τάξης και τα σημεία της μορφής Ιιπ, όπου k 
ακέραιος ίκάψορος τον Ο, είναι ρίζες πρώτης τάξης.

$9.1. Να βρεθούν οι ρίζες των παρακάτω συναρτήσεων και να 
προσδιοριστεί η πολλαπλότητά τους:

α ) f<z) *zM z2,

. . . slnh2z
γ> ί(/·) -  '

. _ (1-slnhz)2 
* ) f (z )“ * ■ -—

η) f(z) =cosz<.

»> ί(ζ)
staz
’ ζ *

6 ) f(z) «l+coshz, 

ζ) f(z) Ε<ζ+πΙ)βΙη1ιζ, 

θ> ί(ζ) Μ ζ^πΖχ !+«-*).

39.2. Να εξεταστεί αν το σημείο ζ*=0 είναι ρίζα των παρακάτω 
συναρτήσεων και αν "ναι" να προσδιοριστεί η τάξη της.

α ) Γ(ζ)βζβΚζ/Σ))2·(sln(z/2))2|-1 

γ )  f(z) «2(*lnhzrl) · ζ2.

β ) ί(ζ)» l+z-e1

·»

ill 4Θ. Αρχή Ταυτότητας  
I ολόμορφω ν μ ιγα δ ικ ώ ν συναρτήστω τ

j I  θεωρούμε άυο ολόμορφες συναρτήσεις ορισμένες σε έναν τόπο 7 . Αν υπάρχει 
U φραγμένη αχολοιθία (an) στον τόπο 7  με όρους διαφορετικούς ανά δύο τέτοια
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ώστε να ισχύει ότι

f(»n) = 8(an), Yta κάθε η =1,2,..., 

τότε ισχύει και f(z) = g(z), για  κάθε ζ  ε 7 .

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  40.1.
Να δοθεί παράδειγμα μιγαδικής συνάρτησης μιγαδικής μεταβλητής που να 

έχει θ^ζες (τουλάχιστον) τα σημεία

και να μην είναι εκ ταυτότητος μηδέν. Να εξεταστεί αν υπάρχει ολόμορφη (σε όλο 
το C, δηλαδή ακέραια) μη τετριμμένη τέτοάέ συνάρτηση.

Λύση.
Θεωρούμε μια πραγματική συνάρτηση φ(χ) που να έχει ως ρίζες τα σημεία 

που δίνονται. Για παράδειγμα, θα μπορούσαμε να λάβουμε τη συνάρτηση με τύπο

φ(χ) = χ sm— .

Η φ(χ) είναι ορισμένη παντού στην πραγματική ευθεία και τέτοια ώστε ψ(0) =0. 
Έ τσι μια μιγαδική συνάρτηση μιγαδικής μεταβλητής που έχει ρίζες τα σημεία an 
είναι η

f(z) = ζ sin^-.

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει μια ακέραια συνάρτηση F που έχει ρίζες τα ' 
σημεία αυτά, τότε θα έχουμε F(an)=0 και επειδή η ακολουθία (an) είναι φραγμένη, 
σύμφωνα με την αρχή ταυτότητας ολόμορφα>ν συναρτήσεων, θα έχουμε F(/,) = 0. 

για  κάθε ζ. Δηλαδή μόνο η τετριμμένη συνάρτηση μπορεί να έχει την παραπάνω 
ιδιότητα, άτοπο. □

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  40.2.
Έ σ τω φ  μια πραγματική <η>νάρτηση πραγματικής μεταβλητής τέτοια ώστε 

να ισχύει (pie-*1) = 1, για  κάθε η = 1 ,2 , . . .  και ψ(2)=0. Να εξεταστεί αν υπάρχει



•IS *

&

ολάμορψη σχινύρτηση f : C C τέτοια (ίκπε f(x) « φ(χ), για κάθε πραγματικό 
αριθμό χ.

A v o n .

Αν υπάρχει τέτοια συνάρτηση ί(ζ). ()α πρέπει να είναι ακεραία και να 
ταυτίζεται |ΐε την επίσης ακέραια σταθερή συνάρτηση g(z) = 1 πάνω στα σημεία c*0 
που riven οι όροι μιας φραγμένης ακολουθίας. Αρα τότε, σύμφωνα με την αρχή 
ταυτότητας ολόμορψων συναρτήσεων, η συνάρτηση ί(ζ) θα ταυτίζεται με την 
σταθερή <π*νάρτηση g(z) = 1, οπότε Οα ισχύει και 1 =g(2) β f(2) βφ(2) = 0, άτοπο. 
Αρα δεν υπάρχει τέτοια ολόμορφη επέκταση της φ. □

Παράδειγμα 40.3.
Να αποδειχτεί ότι δεν χσιάρχσυν μη σταθερές ακέραιες συναρτήσεις f(z) και 

g( z) τέτοιες ώστε για κάποιον μη μηδενικό μιγαδικό αριθμό b να ισχύει η σχέση

tf(/)g(*)l<lb-f(z)l

για κάθε zGC.

Λύση.
Υποθέτουμε ότι τέτοιες συναντήσεις υπάνχσι>ν. Αν για κάποιο σημείο ζ 

είχαμε Γ(ζ)=ά. τότε 0α είχαμε Ιί(ζ) β(ζ)Ι <0, άτοπο. Αςκι για κάθε z έχουμε f(z)<*b,
άηλ<ι6ή το σημείο b δεν ανήκει στο σύνολο τιμών της ί(ζ), οπότε η συνάντηση με 
τύπο

h(z): b-f(z)
χ
I  είναι ακεναία και φναγμένη. Από το θεώνημα Cauchy-Liouvtlte συνεπάγεται τότε 
|ό τ ι αυτή είναι σταθενά. Άνα υπάνχει a τέτοιο (ίκπε να ισχύει h(z) β a, για κάθε ζ, ή

4 f(z)g(z)ea(b- ί(ζ)), για κάθε /.

Ανγια κάποιο ζ είχαμε f<z) ■ 0, τότε, από τη σχέση ατ*τή πνοκύπτει ότι β«0. Άνα 
; ισχύει Γ(ζ)ε(ζΜ), πράγμα που σημαίνει ότι ί(ζ)-0, ή g<z)«0, για κάθε ζ. Έτσι 

Μ Χαπ<)Μ) τα σύνολα (ζ: Ιζ» * 1 και ί(ζ)«0| και \κ  Izl β 1 και g(z)oO| είναι
Η απέναντο, οπότε από την Ανχή Ταυτότητας Ολόμονφων Συναντήσεων πνοκύπτει
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ότι f(z)=0 γ ια  κάθε ζ, ή g(z)=0 για  κάθε ζ, δηλαδή ότι η ί  ή /  και g είναι σταθερά, 
άτοπο. Αρα έχουμε f(z)*0, για  κάθε ζ.

Έ τσ ι βρήκαμε ότι τα  σημεία b και 0 δεν ανήκουν στο σύνολο τιμών της 
ακεραίας συνάρτησης f(z), γεγονός που αντίκειται προς το θεώρημα του Picard, βλ. 
§37. □

i& j
40.1. Έ σ τω  φ μ ια  πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής 

τέτοια ώστε να ισχύει φΦ = η*’ γ ια  κάθε Π = 2» -
και φ(4)=0. Να εξεταστεί αν υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση f : C -*■ C τέτοια (όστε 
f(x) = φ(χ), για κάθε χ  E R . 11

40.2. Να αποδειχτεί ότι η μοναδική ακέραια μιγαδική (τυνάρτηση ί(ζ) που 
ικανοποιεί τη σχέση

2sink +if(isink) = 0 , k = 0 ,1 ,2 ,...,
είναι η f(z) = 2ζ.

§ 41. Α νώ μ α λα  σ η μ ε ία  ]
ολόμορφ ω ν μ  ιγα δ ικ ώ ν  σ υνα ρτήσ εω ν \

3
%

Έ να  σημείο a είναι (μεμονωμένο) ανώμαλο σημείο (isolated singular point) j
4

για  μια συνάρτηση f αν η f είναι ολόμορφη σε μια περιοχή του σημείου a, πλτ(ν του j 
a. Η μελέτη τέτοιων σημείων ανάγεται στην εξέταση της ύπαρξης ή όχι του ορίου j 
της Γ στα σημεία αυτά.

Θεωρούμε έναν δακτύλιο της μορφής A(a, 0, r) στο μιγαδικό επίπεδο και 
μια συνάρτηση f ολόμορφη και ορισμένη στον δακτύλιο αυτό. Αν η Γ ικανοποιεί τη 
σχέση

limf(z) =b, 
z-*a



όπου b είναι ένας μιγαδικός αριθμός, τότε το a είναι αναιρέσιμο ή απαλείψιμο 
(removable) ανώμαλο σημείο και η f είναι τοπικά φραγμένη σ’ αυτό. Τούτο 
συμβαίνει αν και μόνο αν στο ανάπτυγμα της f σε σειρά Laurent με κέντρο το a 
Λεν εμφανίζονται (μη μηδενικοί) όροι με αρνητικό εκθέτη, δηλαδή το κύριο μέρος 
της σειράς είναι μηδέν.

Αν η συνάρτηση Γ ικανοποιεί τη σχέση

limf(z)*®,
z-*a

τότε το σημείο a είναι πόλος (pole) της ί. Τούτο συμβαίνει αν και μόνο αν υπάρχει 
Γ|£(0, γ), ένας μοναδικός φυσικός αριθμός k και μια ολόμορφη συνάρτηση h(z)
ορισμένη στον δακτύλιο A(a, 0, Γ|), τέτοια ώστε να ισχύει

f(z) * (ζ - a)* h(z), για κάθε ζ £A(a, 0, π).

Ο αριθμός k είναι η πολλαπλότητα, ή τάξη (multiplicity) του πόλου a της 
σι ανάρτησης Γ

Το σημείο a είναι πόλος της Γ πολλαπλότητας k, αν και μόνο αν το 
I ανάπτυγμα της ίσε σειρά Laurent είναι της μορφής

b.
+ -  + b0 + bK2-®) + b2(z-a)2 +...

όπονδ* *0.

Μερόμορφη (meromorphlc) είναι μια συνάρτηση σε έναν τόπο 7 , αν για 
; κάθε ζ € 7  η ί είναι ολόμορφη στο ζ , ή το ζ είναι πόλος της ί.

£

I  Αν η συνάρτηση ί δεν έχει όριο στο σημείο a, τότε το a είναι ένα 
Ιονοιωδώς ανώμαλο σημείο (essentially singular point) για την Γ. Τούτο 
|  συμβαίνει αν και μόνο αν στο ανάπτυγμα της ί σε σειρά I~aurent με κέντρο το 

σ̂ημείο a υπάρχουν άπειροι το πλήθος όροι με αρνητικό δείκτη.

it θεώρημα των CassoratJ · Wehrstnss : Έστω Γ μια ολόμορφη συνάρτηση 
ορισμένη σε έναν δακτύλιο της μορφής A(a, 0, r) και έστω ότι το σημείο a είναι 

ϊ \ ουοιωδως ανώμαλο σημείο για την ί. Τότε για κάθε μιγαδικό αριθμό L υπάρχει
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μια ακολουθία (Ζη) τέτοια ώστε αυτή να συγκλίνει προς το a και η ακολουθία 
(f(Zn>) να συγκλίνει προς το L.

Παράδειγμα 41.1*
Να καθοριστεί ο τύπος του ανώμαλου σημείου ζ=π για τη συνάρτηση

f(z) =sinz
ζ -π

Λύση.
Θέτουμε ζ=ζ- π  και παρατηρούμε ότι

£3 £2η+1

^   ̂ sinz sin(z- π) sin£ s  3! v * (2n+l)!
ζ -π  ζ -π t

£
3!

> I

— l+ ?r---(-0 n(2n+])! +·"-

=. 1+iZi2£.. . (.1)ni2 i2 ^ +
3! '  '  (2n+l)! "· ’

που  είναι το ανάπτυγμα της f σε δυνάμεις του ζ- π , δηλαδή το ανάπτυγμα Taylor. 
Το γεγονός τούτο σημαίνει ότι το σημείο π  είναι αναιρέσιμο σημείο για την Γ.
□

Παράδειγμα 41.2.
Να καθοριστεί ο τύπος του ανώμαλου σημείου ζ=π για τη συνάρτηση

Γ(ζ) =l+cosz
ζ-π

Λύση.
Θέτουμε ζ:=ζ- π  και παρατηρούμε ότι

£2 £4 £2η
1 ] .  Λ- +·*- _ 4-ί- 1 )Π—ΐ—— + )

. l+cosz Ι-c o s t  Μ  2! 4! - +' u (2nl! '
f(z) -  = — ? “ *= ----------------------y--------

£ £3 £2n-l
=  2J * + — " (*1) n r i\f + *** ~^/r(2n)! π)Η(ζ),



όπου ο τύπος

ρίζα 1 ης τ<χΗτις για τη συνάρτηση που μας δόθηκε. □

Παράδειγμα 41.3.
Να δοθεί παράδειγμα μιγαδικής συνάρτησης που να έχει το σημείο 1+1 

πόλο 2ης τάξης, το σημείο 1-21 ουσιωδώς ανώμαλο σημείο χαι να είναι ολόμορφη 
σε κάθε άλλο σημείο τον μιγαόικού επιπέδου:

Λύση.

Η απλσύστερη συνάρτηση που έχρι το σημείο 1+1 πόλο 2ης τάξης είναι η

:ίσης μια συνάρτηση που έχρι το σημείο 1-21 ουσιωδώς ανώμαλο σημείο είναι η

ί |(Ζ )* ( £ Η ?  ·

ίβηγρα 41.4.
Να χαοαχτηρΜπεί το σημείο ζο=1 ως πςος τη συνάντηση με τύπο

ος μια συνάρτηση που έχε» τνς ζητούμενες ιδιότητες είναι η

Παρατηρούμε ότι ο αριθμητής γράφεται ως

f(z)« f|(z)+f2(z) = ( Z r l l ) 5 + exPlj^1+2i I ·

Γ2(Ζ) - « Ρ Ι ^ ] .

□

♦ .« ·
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-  Μ» l)[l- Λ Μ » ! Μ |1 ί 1 1 .

γεγονός που σημαίνει ότι το σημείο ζο =1 είναι ρίζα 1ης τά ξη ς. 

Επίσης για  τον παρονομαστή παρατηρούμε ότι

2ez-'-z2-l = 2 (l+ (z -1) ζ2-1 =

=1- ζ2 +2((ζ-1) + ^ · + ί^ · + ί^ · + . . . )  =

=Κζ-1)(-1-ζ+2+|-(ζ-1) +~-(ζ-1)2 +|-(ζ-1)3 + - >  

=(Ζ-1)2(-1+1 + |·(ζ-1) +~(Ζ-1)2 +... )=
I

=(Ζ-1)3(|·+ |·(Ζ -1 ) +~(Ζ-1)2 +...),

και επομένως το σημείο ζο =1 είναι ρίζα τρίτης τάξης. Άρα το σημείο τούτο είναι 

πόλος 2ης τάξης για  τη συνάρτηση, διότι αυτή γράφεται ως

f(z) = siroiz π(ζ- ι χ ι .  ^

2ez“1-z2-l (Ζ-1)3(|·+ |-(Ζ -1 ) +|"(Ζ-1)2 +...)

=(ζ-1)'2 h(z),

όπου

h(z)=
π(1.

είναι μια συνάρτηση ολόμορφη στο σημείο ζο = 1 και τέτοια (ίχττε h( 1) = 3π *0. □

Παράδειγμα 41.5.
Να βρεθεί η τάξη του πόλου ζ=0 της συνάρτησης



Λύση.
I Ιανατηοσΰμε ότι ο αριθμητής γοάφεται ως

^2 /4 ζ2η
l-cos/,=l-( I -jf^ r ···· ^ ' , )η(2ή)Γ+ "'

„ I »2 _z2(n-l)
*z2< 2! *4?*· ·" +(' ,) (2n)! **

: . n

Αρα τελικά η f(z) γράφεται στη μορφή

(•cos/. 1 ζ2 τ2(η-1)
«/-) = =2·3( 27-^ ... -Κ -υ -^ Γ  ),

από όπου προφανώς προκύπτει ότι το σημείο zsO είναι πόλος 3ης τάξης. □

Παράδειγμα 41.6,
Να αποδειχτεί ότι υπάρχει ακολουθία ( 4 0  τέτοια ώστε

llmZn =0 και llmexp(~-) = 3+71.

Λύση.
Τούτο προκύπτει από το γεγονός ότι το σημείο 0 είναι ουσιωδώς ανώμαλο 

σημείο για την exp(z), αφού, όπως μπορούμε να δούμε στο ανάπτι»γμ« της exp(z) 
σε σειρά l^aurcnt με κέντρο το σημείο 0 υπάρχουν άπειροι το πλήθος όροι με 

ικά δείκτη, οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα των Cassoratl - Weierstrass, ο 
|μιγαδικός αριθμός 3+71 είναι το όριο μιας ακολουθίας (Γ(4ι)) για κάποια 
Ιακολουθία (40 η οποία συγκλίνει προς το 0. □

&

41,1. Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν τα ανώμαλα σημεία για τις 
ϋυναρτήοΕίς
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Y) f(z) = sinzh z , 6) f(z) =

ε) f(z)=cosi ’ o f(z) =

n)
... . i . 2-πζ f(z) = cos— +S.n3(z+1) .

ζ2-1

ζ3

41.2. Να χαρακτηριστεί το σημείο ζ=0 για  τις συναρτήσεις

a)  f(z) = ̂ r y .  β) f(z) = zsinh |\

V) f(z) = exp(- - p  + 3 p ^ · .

• I

§ 42· Ο λοκ λη ρω τικά  
υ π ό λ ο ιπ α

Θεωρούμε έναν δακτύλιο της μορφής A(a, 0, γ) οτο μιγαδικό επίπεδο κο 
συνάρτηση f ολόμορφη και ορισμένη στον δακτύλιο αυτό. Το ολοκληρ* . 
υπόλο ιπο  (residuum, ή residue) της f στο σημείο a είναι ο μιγαδικός αριθμός

£ 2 ί(ι): β ( / ) & / ·
V

όπου γ  είνα ι μια οποιαδήποτε θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια κύκλου με 
κέντρο το σημείο a και ακτίνα ρ τέτοια ώστε 0 <ρ<Γ.

Αν γνωρίζουμε το ανάπτυγμα της f σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο u. 
τότε ο συντελεστής b_i του όρου (z-a)-1 της σειράς ισούται με το ολοκληρωτικό 

υπόλοιπο της f στο σημείο a, δηλαδή έχουμε

Res f(z) = b . ( . z«a



Αν το σημείο a είναι πόλος της f πολλαπλότητας k, τότε το ολοκληρωτικό 
υπόλοιπο της Γοτο a δίνεται από τον τόπο

Res f(z) m Brn̂  [(ζ- a)* f(z)]<M),

Π α ρά δειγμ α  42.1.
Να υπολ*ϊγιστούν τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα της συνάρτησης με τύπο

e*
Γ<Ζ) = (ζ+1)*(Ζ-2)

στα σημεία -1 και 2.

Λύση.
Το σημείο -1 είναι πόλος 2ης τάξης, ενώ το σημείο 2 είναι πόλος 1 ης τάξης. 

Έτσι εφαρμόζοντας τον παραπάνω τύπο παίρνουμε

& (Ζ+,)2 ( ^ Ϊ f e ) 1 β

ι, d , e* 4Bm \ Ι τΓλΓ] ® ζ-·-! αζι (μ)- 9e
και ακόμη

1 3  Ι?Ι? 2 1(ζ* 2 W i & 2 )J “  gS?2  ? £ ΐ ? Β <Γ □

Ιαοάλκιγ|Μΐ 42.2.
Να υπολογισχοΐτν τα ολοκληρωτικά ιτπόλοιπα της συνάρτησης με τίοιο

ί(ζ) rinz2

ανώμαλα σημεία της.

Τα ανώμαλα σημεία της συνάρτησης είναι τα 0 χαι π/4. Για to σημείο ο
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lim f(z) = lim , 
z -* o  7 z -* 0  7 /

sinz2 1

z- τ

4
π  ’

πράγμα που σημαίνει ότι το 0 είναι αναιρέσιμο. Έ τσι το ολοκληρωτικό υπόλοιπο 
της f(z) στο σημείο 0 είναι μηδέν, αφού στο ανάπτυγμα Laurent με κέντρο το 0 δεν 
υπάρχουν όροι με αρνητικό δείκτη.

Για το σημείο π/4 παρατηρούμε ότι

lim f(z) = οο
ζ-*π/4

και επομένως τούτο είναι πόλος της f και μάλιστα 1ης τάξης. Αρα έχουμε

Res — = lim (ζ- j)f(z)=  lim (ζ- ?)ί(ζ)=
- τγ - ^ ζ-*·π/4 4

Ι ν ν ,Λ  —  =  m i l  7
ζ-π /4  ζ3 2^2 ζ-*π/4 4

4 ,
.. sinz2 16 . π 2 = lim —7 ~ = ~ rs in= um —τ~  = —9 s“i7 7 “. 

ζ-^π/4 ζ2 π2 16 □

Παράδειγμα 42.3.
Να υπολογιστεί το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης με τύπο

f(z) = z3sin^ ,

στο σημείο 0.

Λύση.
Το ανάπτυγμα Laurent της συνάρτησης αυτής με κέντρο το σημείο 0 είναι 

το
f/ , 0 / 1  1 1 \  1 1  
f(Z) -  ζ \ 2 - 3!ζ6 + 5!ζΙ0 ■■■■) = L - 3!7,3 + 5!7,3 '· ·

από  όπου αμέσως προκύπτει ότι το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης στο 
σημείο Ο είναι ίσο με Ο. □

Παράδειγμα 42.4.
Να υπολογιστεί το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της σι»νάρτησης με τύπο

Ι(ζ) = z2cos^,
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mo σημείο 0.

Λύση*
! I αρατηραύμε ότι η συνάρτηση είναι άρτια. Επομένως στο ανάπτυγμα της f 

σε σειρά 1 Aurent με κέντρο το σημείο 0 όλοι οι όροι με περιττό δείκτη είναι ίσοι με 
το μηδέν. Τούτο, βέβαια, δηλώνει ότι και

b-is1Sf(z>=0. □

Παράδειγμα 42.5.
Να υπολογιστεί το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης με τόπο

u*\
KZ,ss(sinz-z)sin7/

στο σημείο 0.

Λύση.
Πρώτα θα χαρακτηρίσουμε το σημείο 0 ως προς τη συνάρτηση ί. 

Πραγματικά, παρατηρούμε ότι ο αριθμητής γράφεται ως

sln5& 5sinz«5z-^^-+ ^  υ  (2n+l)t +

»3 τ2η«·1

‘ 5 (ζ* F + " +(' ,)n(2n5T)i+ )=

όπου

... = Ζ%7.).

Ιναι ολόμορφη και τέτοια ώστε h(0) * - (53»5)/ 5! ®-26*0. 
Επίσης ο παρονομαστής γράφεται ως

W n z -D s ta z -C z -g +-·Κ -Ι)η̂ Γ + ·· z ) ( z - f f  >

« ζ Κ 4 + .· · · κ - Ι Ρ ^ 7 +  ν * * ...............  * “

7? *&·♦«

3! (2n+l)! ’ 3! * " * ',)n(2n+l)! + ”
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=& g(z),
όπου

/  1 τ2Λ“ 2 \ /· jr2 \
g(z) :=(- — +...+(-0 η 2̂ Π+ΐ)! + ) 0  ‘ 5 Γ+«·+(-1) (2 η+1)! +*" )

είναι ολόμορφη συνάρτηση τέτοια ώστε g(0)=- 1/ 6 . 
, ι Ύστερα από τα παραπάνω έχουμε

f(ζ) =sin3z-3sinz z3h(z) .] 
(sinz-z)sinz “ z4 g(z)"’z

όπου G(z): = ορίζει μια συνάρτηση ολόμορφη σε μια περιοχή του μηδενός και

τέτοια ώστε G(0)=156. Το γεγονός τούτο σημαίνει ότι το σημείο 0 είναι πόλος της 

συνάρτησης f και μάλιστα 1ης τάξης. Αρα έχουμε

Res f(z) =Res 
z-o ζ-ο

sin3z-3sinz
(sinz-z)sinz

lim G(z) =G(0)= 156. 
z-+0

□

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  42.6.
Να υπολογιστεί το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης με τύπο

στα ανώμαλα σημεία της.

r e l/z
f (z )= n ·

Λ ύση .
Τα ανώμαλα σημεία της συνάρτησης αυτής είναι τα 0 και 1. Ηπειόή το 1 

είναι πόλος 1ης τάξης θα έχουμε

e i/i
Res f(z) - ■■■: ■= - e. 
z -i -l

Για το σημείο 0 παίρνουμε το ανάπτυγμα της συνάρτησης κατά Laurent με κέντρο 
το σημείο τούτο. Έχουμε

)(ΐ+ ζ+ ζ2+/Λκ..)=
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οπότε

= ( | 4Χ +Χ +... ) i + (ΛΟΙΠΟΙ OPOD,

Re^f(z) * (l+ 2 | +%+... )  “** 1·

&
42·1. Να υπολογιστούν τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα των παρακάτω 

συναρτήσεων στα ανιϋμαλα σημεία τους:

□

α) ί(ζ)βζ% ^,

γ )

5 )  Γ(ζ)
coshz

(ζ2+1)(ζ-2)'

») f(Z)« ζ2
( z + o V 2)*’

e) f(z) = cos~+z\ ζ) f(z)«=— — - γ- ,
(ζ+2Ι)(ζφ

O  f<z> * ' j r f · · )  f(z) = sinz coA

0  r(z)e< T ^ · ») ί(ζ)*β*Λ·-«.

| |  43. θεώ ρημα τον Cauchy
γ ια  τα ολοκληρω τικά υπόλοιπα

ΒΥποθέιονμε ότι 7  είναι ένας τόπος ατο μιγοΜχό επίπεόο και β|, Λ2..... an είναι
:ένα πεπερασμένο πλήθος σημείων του 7 . Αν f είναι μια ολόμοοφη συνάντηση 

Ι'ΟΟωμένηστοντόποΤ-|»ι. * 2 .....βηΙ.τόιεισχί*ιοτύπος
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2m ft(z)dz = £  I(I\an) 
f  n=l

Res f(z), 
z-an

όπου Γ είναι μ ια  τυχαία κλειστή αλυσίδα κατά τμήματα διαφορίσιμων καμπύλων 
που βρίσκεται στον τόπο 7 -  {aj, a2 , ..., an) και είναι ομόλογη μηδέν στον τόπο 7 .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  43.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα *

ί^ d z
ζ2+ζ

όπου γ  είνα ι η θετικά προσανατολισμένη {περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το · 
σημείο 0 και ακτίνα 5. 1

Λ ύση . j
Στο εσ(γ) η προς ολοκλήρωση συνάρτηση είναι παντού ολόμορφη εκτός από j 

τα σημεία 0  και -1 . Αρα σύμφωνα με το θεώρημα του Cauchy για τα ολοκληρωτικά 1 
υπόλοιπα, θα έχουμε |

tl(Y.O) R e s g ^  +Ι(γ,- O R e s g ]

Αλλά το σημείο 0 είναι ένα αναιρέσιμο ανώμαλο σημείο, αφού

.. ez- l .. ez-l hm - 5—  = lim -7 -7 7 7  = 1  z-*o z2+z z—o z(z+l)

κα ι επομένως

Έτσι τελικά έχουμε

=2π| j!? .,(z+l)& =2,ti(l' e , )
Υ
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Παράδειγμα 43.2.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

Jtanzdz

όπου ν είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
σηΐιείο 0 και αχτίνα 3.

Λύση.
Μέσα στον δίσκο Β(0,3) η συνάρτηση tanz είναι ολόμορφη πανιού εκτός 

από τα σημεία π/2 και -π/2. τα οποία είναι πόλοι 1ης τάξης. Για τα σημεία αυτά 
έχουμε

Res tanz ■ Urn ίζ-π/2 sinz lim.slnz XrlUl
Λ-π/2 z^«/2 cosz cosz

*  U nw in / - - ; ; ;  = - 1, -sinz

όπου στην προτελευταία ισότητα εφαρμόσαμε τον κανόνα L' Hocpltal. Me τον (όιο 
τοόποβοίσχουμεότι

Res tan z*-1.
ϊ - - π /2

Έτσι σύμφωνα με το θεώφημα τον Cauchy για τα ολοχληοωτιχά υπόλοιπα, θα 
έχουμε

Jtanzdz -2π1 [Ι(υλ/2> Re^tanz +1(γ,- π/2) JRn^tanz]·

*2πΚ-Ι-1)*-4χΐ.

Παο&έειγμα 43.3.
Μ  υπολογιστεί το ολοκλήοωμα

□

Η -&:■ 

r%-
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f  l/z2

f e — 2 <lzJ 1+Zz J., .t,^ · - v

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια της έλλειψης με εξίσωση σε 
καρτεσιανές συντεταγμένες την χ2 +16y2 =4.

Λύση.
Τα ανώμαλα σημεία της προς ολοκλήρακιη συνάρτησης είναι τα 0. i, και -i. 

Από αυτά όμως μόνο το σημείο 0 ανήκει στο εσωτερικό της έλλειψης. Επιπλέον 
παρατηρισύμεότι τούτο είναι ένα ουσιωδώς ανώμαλο σημείο της συνάρτησης. Για r 
να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα τούτο θα εφαρμόσουμε τον τύπο του Cauchy για 
τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα. Έ τσι έχουμε , r

ι |
Γ I f?2 Μ7?·

] ΐ ^ ζ = 2 π Π ( γ Ό ) Κ « ^ = 0 ,

V

διότι η συνάρτηση είναι άρτια και επομένως το ολοκληρωτικό υπόλοιπο στο 0  

είναι μηδέν.
□

43.1 . Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα, κατά μήκος τιυν 
αντίστοιχων καμπύλών (οι οποίες θεωρείται ότι έχουν τη θετική φ ορά):

α) J(z-I)2(z+3)d z ’
γ; χ2/3 4-y2/3=22 /3

Υ ··■' ;■

β>
Γ 6 ^ j 
J z 4 +2 z2+ ld z ’ γ:{ζ: lz-il=l}.

Υ

γ: (ζ: ΙζΙ=4|.Υ) / ( z-jr)3<fa ’
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») J » · ·
Υ

γ: (ζ: Μ·>3|.

ε) frTsin^dz, γ: |ε  Ιζ1*1|.
Xi > Υ

Λ) & · γ; 4xz+9y2«36
Υ

< 44. Ολοκληρώματα της μορφής  

2η
(βΙηΙ, co«t)dt

ά κ ου  R(x,y) ε ίν α ι μ ια  ρητή συνάρτηση.

Υποθέτουμε όη έχουμε να υπολογίσουμε ένα ολοχλήοωμα της μοοφής

2χ
Jk(*lm,coM)dt,

άκου R(x,y) είναι μια ρητή συνάντηση των πβαγματιχών μεταβλητών χ και y. 
Για να υπολογίσουμε ένα τέτοιο ολοκλήρωμα εργαζόμαστε ως εξής: 
θέτουμε

e - e » . t e f 0 ,2 *].

οπότε βρίσκουμε

-Λ..εΚ .ι>,

I
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και

dt = - i dz
z

Έ τσι to  ολοκλήρωμα είναι ίσο με το

-I Η « 4 · έ « · ^ ) τ ·

if

A

i

όπου γ  είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου με 
κέντρο το σημείο 0. Αν η ρητή συνάρτηση

f(z): = R ( i ( z  + i ) ,  J r ( z - l ) )

I i

δεν έχει πόλους πάνω  στην περιφέρεια γ, εφαρμόζουμε το θεώρημα του Cauchy για 
τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα.

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  44.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

2 π
Ι_ f____dx____

I (a+bcosx)2 (a > b > 0).

Λύση.
Κάνοντας τον μετασχηματισμό z:=e*1, t Ε[0,2π1, όπιος είπαμε στη γενική \ 

περίπτωση, παίρνουμε

, 4  r zdz 
"  i J (bz2+2az+b)2

V

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου. 

Τα σημεία

ι

ζ ι -
a+Va2- b2 και 7.2 =-a- Va2- b2

·,* , f
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είναι οι πόλοι της οηχής σι*νύ*πησης

f(z)* » 2 a£+b)S

και μάλκπα αυτοί είναι 2ης τάξης. Όμως μέοα στον κύκλο υπάρχει μόνο ο πόλος 
/.ι,οπότε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο τος συνάρτησηςf(z) στο ζι είναι

£ %  ( b r Z L · * ) !  »J<«‘2*«j2>a'2·

Επομένως έχουμε τελικά

4 t  alz 2πβT J (bz^az+b)2 “(a2- b2)3̂  * □

44.1. Να υπολογιστούν τα χαοαχάχω ολοκληρώματα:

2π

;) J l-2 X co tx+ k l· 0 < λ < 1 ·

2π

»  ί τ ^ τ ·  »<*<'·

2π

»* J l S S S b

2π
.  f oo»2xdx 

'  11-2λεοβχ+λ^

λ>1.

0 < λ< 1 .



ε)

2 π
f sin2xdx 
I a+bcosx ’ 0 < b < a.

§ 45, Ολοκληρώματα της μορφής

+ 0 0

PV Jf(x)dx
-  00

Υποθέτουμε ότι f(z) είναι μια μερόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο 7  ο 

οποίος περιέχει τουλάχιστον το πάνω κλειστό ημιεπίπεδο

Ε ={zE C : Im z * 0 ) .

Υποθέτουμε ακόμα ότι η συνάρτηση f έχει πεπερασμένο πλήθος πόλων aj, a2, ..., 
an στο σύνολο Ε, αλλά κανένα από αυτά τα σημεία δεν βρίσκεται πάνα) στον 
πραγματικό άξονα και επιπλέον ισχύει ότι

lim [zf(z)] = 0 .ζ—*00

Τότε ισχύει ο τύπος

+00 k

PV ft(x)dx -2 π ί  y  Res f(z),
- i  n=l z“a"

όπου  το πρώ το μέλος παριστάνει την κατά Cauchy πρωτεύουσα τιμή του 
ολοκληρώματος που, ως γνωστόν, ορίζεται να είναι το

+00 Γ

PV Ji(x)dx « lin^ ji(x)dx ,
-οο · γ̂ γ ·

αρκεί το όριο στο δεύτερο μέλος να υπάρχει.
Αν η f είναι ρητή συνάρτηση τέτοια ώστε ο βαθμός του παρονομαστή να
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είναι τουλάχιστον κατά 6\V> μονάδες μεγαλύτερος από τον βαθμό του αριθμητή, 
τότε υπάρχει το ολοκλήρωμα

■Η»
β (χ * ΐχ

-  00

και τοκίζεται με την πρωτεύουσα τιμή του ολοκληρώματος. Στην περίπτωση αυτή 
ισχύει ο τύπος

+00 k

Jt(x)dx -2ni Σ  Re* f(z).
- oo n«=l ^

Παράδειγμα 45,1,
^υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

+00

Λύση,
Παρατηρούμε ότι η ρητή συνάρτηση με τύπο

W . ' t t

I έχει παρονομαστή με βαθμό 4 που είναι (τουλάχιστον) κατά δύο μονάδες 
p μεγαλύτερος από τον βαθμό 2 του αριθμητή. Αρα το παραπάνω ολοκλήρωμα 
| υπάρχει και ταυτίζεται με την πρωτεύουσα τιμή του. Τώρα οι πόλοι της R(z) είναι 

 ̂ οι μιγαδικοί αριθμοί

: ϊ -*"■

β| «expflj), 82 » expO^p), aj»exp(^p), a< -expd^p).

Αυτοί είναι χόλοι 1ης τάξης χαι μόνον οι Μο πρώτοι έχουν θετικό φανταστικό
μέβος.

Επομένως σύμφωνα μίτον παραπάνω τόπο θα έχσυμ*
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+00

Γ2 ^ ± 1

+00

-00

=2 [ p v  ji(x)dx ]  -  
-  00

+00

διότι έχουμε ότι

Res
z-ai

z2+l
Z4+1 + Res 

z-a2

Z2+l
£*+l ] =0 ,

Res
z-ai

Z2+ l
Z*+l = lim (z-a i)

z-^aj
________ z2+ l ._______
(z- aj)(z- a2)(z- a3)(z- 84)

_______ a i2+ l_______
(ar  a2)(ar  a3)(ar  84)

και

i+1 ■H-»3t jJC ««Π·
e ‘7 ( l -  eir)e>T(l- e>") e>7 ( l-  e3 ir)

Res
z-a2

Z2+ l
Z4+ l = lim (z- a2) 

z-*a2

________ z2+l_________
(z- ai)(z- a2)(z- a3)(z- 84)

a22+ l  ̂V?
(a2- a 1)(a2- a 3)(a2- a 4) ““1 4 *

45.1. Να υπολογιστούν τα ίίαρακάτω ολοκληρώματα

+00 +00

α) Γ dx β) (  dx
ί 1+χ6’ 1 (1+Χ2)3’

+00 +00

Γ x2mdx δ)
r dx

r) 1 (i+x2n)’ J (χ2+2χ+2)2’ 
-00



1*1

+00

ο J (x i + e & 6 ? j· ( a > 0 ’ b > 0 ) ·

45.2. Να αποδειχτεί ότι για κάθε θετικό ακέραιο η ισχύει η σχέση

■Η»
Γ dx 1· 3· ...· (20-1)
J ( 1 + x V “  2· 4· & ...· (2η)

π.
•00

( 46. Ολοκληρώματα της μορφής

+00 

• 00

όταν  R(x) δεν έχ ε ι πόλους στην πραγματική  ευθεία

Υποθέτουμε ότι R(z) είναι μια ρητή συνάντηση η οποία δεν έχει πόλους 
πάνω στον πραγματικό άξονα, ενώ οι πόλοι της με Θετικό φανταστικό μέρος είναι 
οι &|, »2,..., βη. Αν ο βαθμός του παρονομαστή της R(z) είναι τουλάχιστον κατά 
μία μονάδα μεγαλύτερος από τον βαθμό του αριθμητή, τότε για κάθε ω > 0  ισχύει 
οτύπος

+00 *

Jk(x)e‘“*dx· 2πΙ J  Res lR(z)e*“z].
- CO 0*1

Παράδειγμα 46.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J S *



Λύση.
Το ολοκλήρωμα αυτό είναι το πραγματικό μέρος του ολοκληρώματος

+00

1 & · χ ·
•  00

το οποίο προφανίός υπάρχει διότι της ρητής συνάρτησης R(x) = 1/  (χ2+9) ο βαθμός 
(2 ) του παρονομαστή είναι (τουλάχιστον) κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από τον 
βαθμό (0) του αριθμητή. Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος θεωρούμε τη 
μιγαδική συνάρτηση

1
Κ(Ζ) = ( ^ 9 )

η οποία έχει μόνο το σημείο 3ί πόλο με θετικό φανταστικό μέρος. Εφαρμόζοντας 
τον παραπάνω  τύπο παίρνουμε

+00

m  '£ > 1 -  “  ■ & '<*
-  00

Έ τσι τελικά έχουμε 
+00

p“3 jre-3
- 2π* Ιγ·̂ γ ·

+00

j a s * -  ■ °
-  00 00

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  46.2.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

+00

ι
-  00

Λύση.
Το ολοκλήρωμα αυτό είναι το φανταστικό μέρος του ολοκληρώματος
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+00
f e | * .J (x+2^+9°*'

-  00

to οποίο υπάρχει, διότι της ρητής συνάρτησης R(x): «1/((χ+2)2+9) ο βαθμός (2) του 
παρονομαστή είναι (τουλάχιστον) κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από τον βαθμό 
(0) του αριθμητή.

.Για τον υπολογισμό του τελευταίου ολοκληρώματος θεωρούμε τη μιγαδική 
συνάρτηση

R <ζ):
1

(*+2)2+9

η οποία έχει μόνο το σημείο *2+31 πόλο με θετικό φανταστικό μέρος. Έτσι 
παίρνουμε

+<»

οο

e*1-M 2 »  |(ϊ,2-31)— | -

- Im fn e ·^ ·2· ) -  l m f j i e ^ k x ^  +«Ιη2 ) |»

>]w*3ooe2. □

44.1. Να υπολογισιούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

I

+00

β>

+0°

I )
f oo»2x .
Jot+TĴ +P*·

-00



+οο
Υ)

+00

Γ cosxdx 
(χ2+1)(χ2+4) ’j * ) ί cosxdx 

χ2+16
-00

+00

i xsinxdx 
( 1+χ2+χ4)·’

-00

+00

rx2sinXxdx
J (χ2+ 1)2

; λ > 0 .
-00 V'

§ 47. Ολοκληρώματα της μορφής

+00  '*

jtt(x)sinuxdx
-00

ό τ α ν  R(z) έχει το 0 π ό λο  Μ5 τάξης

Υ ποθέτουμε ότι πάνω  στον πραγματικό άξονα ο μόνος πόλος για  τη ρητή 
συνάρτηση R(z) είναι το 0 και μάλιστα αυτός είναι πόλος Π5 τάξης. Αν επιπλέον η 
συνάρτηση R(z) έχει πόλους με θετικό φανταστικό μέρος τα σημεία aj, a2, ...t an 

και ικανοποιεί τη συνθήκη

l im R ( z )  = 0,
Ζ “ *00

τότε για  κάθε πραγματικό αριθμό ω  ισχύει ο τύπος

k
Μ

+00

jk (x )  sinu>x dx = Im [ 2πί( \  Res [R(z> eiwz| + -R e s  [R(z)ei,0/| ) J  
-oo n=t ζ"β“ 7"°

Π α ρ ά ό ε ιγμ α  47.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήριυμα -γl

i
r

n
i

i
r

m
a

T
·

·
 ϊι m

mi
 ■ n

irr
rr
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•Η»

Λ ϋ o ^ .
Το ολοκλήρωμα αυτό eiwi της καοαπάνω μομφής, αφού η συνάντηση

R(z): = z(5-Jz+zi)

έχει to σημείο 7j=Q του πραγματικού άξονα πόλο 1ης τάξης. Επίσης ο μοναδικός 
πόλος της R με Θετικό (ρανταστικό μέρος είναι το σημείο «2+1 και μάλιστα αυτό 
είναι πόλος 1ης τάξης. Έτσι εφαρμόζοντας τον προηγούμενο τύπο παίρνουμε

+ «  

-  00

t
ι : Αλλά έχουμε

£ %  Ι«ο«“*Ι -  tJEn„ Ι β * β  «“ Ί

A . 1

1

Ζ(Ζ+2·Η) β·2*1
C - V «
2(1+21)

και

οπότε τελικά βρίσκουμε ότι

+00

-  00

47.1. Να υχαλαγκποι>ν τα πα^οχάτω ολοκληρώματα:

□
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α )

+00

i

sjnx Α
χ(χ^+λ2 )αχ· P)

+00

i slnx 
x(x4+3x2+2)Jx*

-00

+00 +00

'*  I

δ 48. Ολοκληρώ ματα της μορφής 4 V

+00

Jxa R(x)dx

t o v  0 < α <1.

i ί

Υποθέτουμε ότι R(z) είνα ι μ ια  ρητή μιγαόική συνάρτηση, η οποία πάνω στον 
πραγματικό άξονα μπορεί να  έχει πόλο μόνο το 0 και μάλιστα τάξης. Αν η 
συνάρτηση R ικανοποιεί τη συνθήκη

lim [zR (z)]*0 i
/-+ CO

τότε, γ ια  κάθε α, με 0  <α < 1, ισχύει ο τύπος 

+00

*/♦

k

£
n=l 7- β"

Jx«R(x)dx = j-;^ T a  2  *«s |e irui(7fi *"/2)2«zR(z2)|

όπου a j, a2 , .... an είναι ο ι πόλοι της <π>νάρτησης
i

,·*·; .··’■' ;

·'"''··■ ((/): = ea,ii( / £ i^ u/K (/h

8

* r>*v

i
ί■<**
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που έχοι»ν θετικό φανταστικό μέρος.

Παράδειγμα 48.1.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

ι&
Λύση.

Παρατηρούμε ότι το ολοκλήρωμα τούτο γράφεται ως

-Η»

χ«ι επομένως εφαρμόζεται ο παραπάνω τύπος. Οι πόλοι (που είναι μάλιστα και 
Ιης τήξης) της συνήοτησης

ζ  (ze W ljjm

είναι τα σημεία

?·ΐ =e*(«M), ζ3 = e«S*M>, u  ,  eK7"*),

από τα οποία μόνο τα όόο ποώτα έχουν θετικό φανταστικό μέοος. Επομένως 
έχουμε

Re» l e ^ a · · * ^  r —τ 1»
ί·£ | 1+ Γ

m t*V 3  Ilm ( ζ ·ζ \) (η τ* * β )2 0 - -  ..— Ζ·. ........-
* — *1 (Ζ-Ζ|ΧΖ-Ζ2ΧΖ-Ζ3ΧΖ·Ζ4)

και

β ί ^ ( Ζ | β * ^ ) ^

R t t l e ^ a ^ ^ l

t\ («4/3
(Ζ|-Ζ2ΧΖ|-*3ΧΖ|-Ζ4) m~ T ~
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Hm (7rZ2)(7£-M)2P  
z—z2

________ z________
(Z-Zi)(Z-Z2)(Z-Z3)(Zr74)

=ρπί/3(ζ2β-ίπ/2)2/3 Z2

fe-Zl)(Z2-Z3)(Z2-Z4)
1

4*

Έ τσ ι εφαρμόζοντας τον παραπάνω τύπο έχουμε

Jt%a  -  I g g  i « * O r w i »  ̂  i *

+[Res [βπ1/3(ζβ-'«/2)2/3-4τ
Z-Z2 l+Z* 1]

4πί r e·*1#  i l  W S 
- γ Γ ^ π ΐ ^ Ι  4  "φΐ  "  3  ·

£ a

48.1. Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

+00

β)

+00 

• ̂
Vxdx

x(l+x)’
ί

+00

J
Vxdx 
1+χ+χ2 *

6 )

+00

fo d x

rf
1+χ2 ’

e)

+00

J Vxdx 
2 +2 x+x2 * t )

4-oo

fcdx
2 +2 x+x2



$ 49. Υ π ο λο γ ισ μ ό ς  αθροίσματος σειράς
μ ε τη βοήθεια των ολοκληρωτικών υπολοίπω ν

Υποθέτου|ΐε όχι f(ζ) είναι μια συνάρτηση ορισμένη σε όλο το μιγαδικό επίπεδο, 
ολόμορψη κ<*ντου εκτός από τα σημεία at, 82, ..., βη τα οποία είναι πόλοι της Γ και 
μάλιστα κανένα από αυτά δεν συμπίπτει με κάποιο από τα 0, ±1, *2, ... Αν
υπάρχων θετικοί πραγματικοί αριθμοί ε και Μ τέτοιοι ώστε να ισχύει

to2f(z)l<Μ,γιακάθεζ με lzl>jj\£

τότε ισχύει ο τύπος

Παράδειγμα 49.1.
Να υπολογιστεί το άθροισμα της σειράς

όπου a είναι ένας θετικός πραγματικός αριθμός.

Λύση.
θα υπολογίσουμε πρώτα το άθροισμα της σειράς

00

η«- οο

Προς τούτο θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο

Γ(ζ)- ? τ ? ·



η οποία  είναι ολόμορφη παντού εκτός από τα σημεία ai και - ai, τα οποία είναι 
πόλοι 1ης τάξης. Τώρα παρατηρούμε ότι

iz2f(z)l = I * 1,

κα ι επομένως γ ια  τον υπολογισμό του αθροίσματος της σειράς ( 1) μπορεί να 
εφαρμοστεί ο παραπάνω  τύπος. Έ τσι έχουμε

00

ga[ ώ εοοΙζΙ+ζ1̂ [ ώ εοιπζ»] ·
η=- οο

Αλλά τα σημεία ai και - ai είναι πόλοι 1ης τάξης της συνάρτησης

1 „
z2+a2colKZt

οπότε έχουμε

Res [ 
z - a i1

^ p c o K i z ]  = Um^z-ai) [ z2+a2COtJlZl “
comai

2 ai

και

Ά 1 = Λ (ζ+“>1 ̂ ° m z ]  =£S 2L

Επομένως το άθροισμα της σειράς ( I) είναι

00
Σ Ι cotaai

n2+a2 ~ π  ai 
n=- οο

— coth πα. a

Τώρα έχουμε
00

1
2  n ^ a 2 

n=- οο

00
_ J __
n2+a2 ’

οπότε τελικά προκύπτει ότι
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00
η  I 1 π ..__ ι ι  πβ com πα - 1 rn

Τ Γ 00*  πβ· 2  ?  * ------2 ? -------- Ώn»l

I 1 iiacothjia-1

49.1. Να ίίπολονκπούνταάΟοοίσματατιονπσοαχάχωοΕίοών,όπου a 
elvtti ένας θετικός πραγματικός αριθμός όχι ακέοαιος.

00

β) Σ,βΑ?· ”  Σ ώ τ ·η=1 η<*Γ

00

Τ> Ι Α  * ’

β) Del * * '  ΐ « * Α
. .  ^  «>

♦ *

. f .
» 'Λ- .

/ , ·
.  4 "  ,<.·* ··*·· ν  . * ' * ? '

' # *>
4 ?-* ·* #. » . »"*  ̂.

. * . V ·* ί* ■*« ' ' - J ·
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