
ΓΕΩΡΓΙΟΣ Λ. ΚΑΡΑΚΩΣΤΑΣ

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
ΣΤΗ

ΜΙΓΑΔΙΚΗ
ΑΝΑΛΥΣΗ

r

* ί ~Τ

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ!* ΙΩΑΝΝΙΝΩΝ



ΓΕΩΡΓΙΟΣ Λ. ΚΑΡΑΚΩΣΤΑΣ

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
ΣΤΗ

ΜΙΓΑΔΙΚΗ
ΑΝΑΛΥΣΗ

V  'f ' \  \
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΙΩΑΝΝ1ΝΩΝ \

ίί



Εισαγωγή

Πολλές φορές για νά έκτελέσουμε κάποια έργασία δέν έχουμε άρκετό 
χώρο. Τότε, άν μπορούμε, διευρύνουμε τόν χώρο μας, ώστε μέσα σέ α- 
ύτόν, νά έχουμε τη δυνατότητα νά έργαστούμε. Ακριβώς τό ίδιο συμβα
ίνει καί δταν πρόκειται νά μελετήσουμε κάποια μαθηματικά προβλήμα
τα. Γιά παράδειγμα, τό σύνολο Ν των φυσικών άριθμών, έφοδιασμένο 
μέ τΙς γνωστές πράξεις τής πρόσθεσης καί του πολλαπλασιασμού, δέν 
έπαρκεΐ γιά νά έπιλύσουμε μιά έξίσωση τής μορφής

χ + 3 = 1.

Όμως, δταν τό σύνολο τούτο έπεκταθεί στό σύνολο Ζ τών άκεραίων, ή 
έξίσωση έχει λύση, την χ  = -2 . Βέβαια, οί πράξεις έπί τού νέου συνόλου 
Ζ είναι έπεκτάσεις τών άντιστοίχων πράξεων έπί τού Ν. Ό αριθμός -2 
είναι ένας άκέραιος, πού προφανώς, δέν είναι φυσικός άριθμός. Πα
ρόμοια, ή έξίσωση

2x -  1 = 0

δέν έχει λύση στό σύνολο Ζ τών άκεραίων άριθμών, ώστόσο, έπεκτε- 
ίνοντας τό Ζ στό σύνολο Q τών ρητών άριθμών, ή έξίσωση έχει τη λύση 
χ  = 1/ 2, πού δέν είναι άκέραιος άριθμός. Ακόμα, ή έξίσωση

χ 2 -  3 = 0

δέν έχει λύση στό σύνολο Q τών ρητών άριθμών. Όμως, δταν τούτο 
έπεκταθεί στό σύνολο R τών πραγματικών άριθμών βρίσκουμε ώς λύση 
έναν άριθμό που τόν παριστάνουμε μέ τό σύμβολο V3. Πάλι, οΐ πράξεις 
έπί τού νέου συνόλου R είναι έπεκτάσεις τών άντιστοίχων πράξεων έπί 
τού Q.

Μέ βάση την παραπάνω διαδικασία, δηλαδή τίς διαδοχικές έπε- 
κτάσεις τών διαθέσιμων χώρων καί μέ άφορμή τό γεγονός δτι ή έξίσωση

χ2 + 1 * 0

δέν μπορεί νά έπιλυθεί στό σύνολο R τών πραγματικώ ν άριθμών, έπ ε- 
κτείνουμε τό σύνολο τούτο γ ιά  νά  πάρουμε τό λεγόμενο σύνολο τών
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μιγαδικων αριθμών C, όπου ή έξίσοκτη έχει λι/ση. Ή λύση αότή είναι 
ένα στοιχείο έξο>πριτ|^ατικο, δηλαδή μιά Οντότητα γ/Α  βρίσκεται έξω 
από τό σ»>/ολο τον πραγμ ατικών αριθμό'/ και παριστάνεται ώς ι, Το
ύτο, τό Ονομάζουμε, έπίσης. αριθμό και ώς ένα συμβολο στό σύνολο 
των μιγαδικων αριθμών έχει την ίδια άφηρημένη ίσιόσταση, όπο>ς τα 
γνο>στά σύμβολα 0, 0 , 3, -5, 1/2, κλπ.

Αότή ή διαδικασία, που οδήγησε στην ανακάλυψη των μιγαδικων 
αριθμών, άκολουθήθηκε κατά τό·/ Ιβο αιώνα, όταν οί Ιταλοί μαθηματι
κοί προσπαθούσαν νά βρουν τρόπο* >ς γιά την έπίλι/ση έξισο/σεων τρίτοι/ 
βαθμού, όπως, π ./., είναι ή τ '  + χ  -  2 . Τό έτος 1572 ό Ιταλός Rafaello 
Bombelli, παρουσίασε τό βιβλίο του /Algebra, στό όποιο, μελετώντας 
τις τετραγωνικές ρίζες τών αριθμών, έθεσε τό έρώτημα: Ποια είναι ή 
τετραγο/νική ρίζα το»/ αρνητικού αριθμού - 1; Τό 1693 ό Leibnitz υπο
θέτει ότι υπάρχει ή τετραγωνική ρίζα του -1, ο/στόσο, Θεωρεί ότι όλοι 
οί φανταστικοί αριθμοί είναι έννοιες που τοποθετούνται ανάμεσα 
στην ύπαρξη καί στην ανυπαρξία. Ίο έτος 1777 ό Euler, πρώτος, 
χρησιμοποιεί τό σύμβολο /, όμο>ς τοΰτο άρχισε νά χρησιμοποιείται συ
στηματικά, ίοπότε καί καθιερώθηκε^ από τόν Gauss τό έτος 1801.

Οί μιγαδικοί αριθμοί χρειάζο·/ται σε αρκετούς (έφαρμοσμενους^ έπι- 
στημχτνικοός κλάδους γιά τη μελέτη του ηλεκτρισμού, της κ//ματικής 
θεωρίας, της διάδοσης θερμότητας, της κβαντομηχανικής καί άλλων 
φυσικών φαινομένο/ν. Αλλά καί σε πολλές περιπτονιεις ή /ρήση τών 
μιγαδικων γίνεται γιά διευκόλυνση στην έπίλυση προβλημάτο>ν που 
άναφέρονται στό σύνολο τών πραγματικών αριθμών. Γιά παράδειγ
μα, πολλά όλοκληρο/ματα πραγματικών συναρτήσεων υπολ/τρΧονται 
εόκολότερα με τή χρήση μιγαδικής όλοκλήροχτης. 'Ωστόσο, σέ άλλες
περιπτώσεις, ή /ρήση τους επιβάλλεται από τό ίδιο τό πρόβλημα.

Τό βιβλίο τούτο περιέχει μιά είσαγο/γή στη θεωρία τών μιγαδικων 
σι/ναρτήσεο/ν με σκοπό νά άποτελέσει βασικό βοήθημα γιά τη διδα
σκαλία του μαθήματος μέ τίτλο Μιγαδικες Συναρτήσεις 1 του Προ
γράμματος Σπουδών του Τμήματος Μαθηματικών του Πανεπιστημίου 
Ίο/αννινοίν. Δίνονται αρκετά παραδείγματα καί άλυτα προβλήματα, 
ώστε ή θεωρία νά γίνει ευκολότερα κατανοητή καί νά έμπεδωθεί, χωρίς 
νά άπαιτείται ή προσφυγή σέ άλλα βοηθήματα καί ιδιαίτερα φροντι-
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οπήρια. Πολλά άπό τά  παραδείγματα καί τά  προβλήματα τέθηκαν ώς 
θέματα έξετάσεω ν τής τελευταίας δεκαετίας.

’Ιωάννινα, Απρίλιος 2013 Γεώ ργιος Λ. Κ αρακώ στας

·“·. . ,. .. .· ·. V..■•a··
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Κ ε φ ά λ α ι ο  1

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1.1 ΔΟΜΗ ΤΟΤ ΣΪΝΟΛΟΤ €

1.1.1 Τό καρτεσιανό επίπεδο

Είναι γνωστό ότι τό σύνολο R τών πραγματικών άριθμών έφοδιασμένο 
μέ τΙς πράξεις τής πρόσθεσης + καί τού πολλαπλασιασμού * είναι 
ένα (αλγεβρικό) σώμα. Αναζητούμε ένα σώμα C , τό όποιο έπεκτε- 
ίνει γνήσια τό σώμα R καί που διαθέτει ένα στοιχείο τέτοιο ώστε νά 
Ικανοποιεί τη σχέση

r 2 + 1 = 0 . (1.1)

Έδώ τό σύμβολο + δηλώνει την πράξη τής πρόσθεσης έπΐ τού C, ή όποία 
έπεκτείνει τη γνωστή πρόσθεση έπι τού R.

Πρός τούτο θεωρούμε τό καρτεσιανό έπίπεδο, δηλαδή τό σύνολο R2 
(τού όποίου τά στοιχεία είναι τά 2-διάστατα διανύσματα) έφοδιασμένο 
μέ τΙς άκόλουθες δύο πράξεις:

• Την πράξη τής πρόσθεσης διανυσμάτων, που γίνεται μέ τή μέθοδο 
τού παραλληλογράμμου

Or. y) + (τ' f / )  »  (x + s', y  + y*).

• Τήν πράξη τού βαθμωτού πολλαπλασιασμού, δηλαδή τόν πολλά-
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6 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  4. Β Α Σ Ι Κ Ε Σ  Ε Ν Ν Ο ΙΕ Σ

πλασιασμό πραγματικού αριθμού έπί διάνυσμα

β (χ ,y) = (β χ ,β ι/\ β  € Ε, (χ,y) € Μ2.

Μέ τα δεδομένα αύτά, το σύνολο Ε2 είναι ένας διανυσματικός 
χώρος ύπεράνω τού Ε. Πραγματικά, ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Τό (Ε2, +) είναι μεταθετική ομάδα. Πραγματκά, ισχύουν οί πα
ρακάτω ιδιότητες:

• Τό άθροισμα δύο στοιχείων τού Ε2 είναι στοιχείο τού Ε2.

• ’Ισχύει ή προσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή

(*,y) + [(*i,yi) + (x2,y2>] = f e y )  + (*i>yi)] + (*2^2)·

•  Υπάρχει ο υ δ έτερ ο  στοιχείο, τό (0,0), άφού Ισχύει

(x, y) + (0, 0) = (0, 0) + (x, y) = (x, y).

• Για κάθε στοιχείο (x,y), ύπάρχει τό αντίθετό του καί είναι τό 
στοιχείο (-x, -y), άφού ισχύει

(x,y) + (-χ , -y ) = (x -  x, y -  y) = (0, 0).

• ’Ισχύει ή άντιμεταθετική ιδιότητα:

(x, y) + (χι, yt) = (χι, yt) + (χ, y).

2. Ό  βαθμωτός πολλαπλασιασμός έχει τις εξής ιδιότητες:

• β((χ , y) + (x',y')) = β (χ ,y) + /Kx',y'), /? € Ε

• £[y(x,y)] = [$y](x,y), β , y e Ε.
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1.1.2 Τ ό σ ώ μ α  τ ώ ν  μ ιγ α δ ιχ ώ ν  ά ρ ιθ μ ώ ν

Σκοπός μας είναι να μετατρέψουμε τόν διανυσματικό χώρο R2 σέ σώμα. 
Πρός τούτο διατηρούμε τήν πράξη της πρόσθεσης +, δηλαδή αύτή που 
όρίζεται ώς

• (x.yJ + ixi.yO six + xj.y + yt),
άλλος ταυτόχρονα, όρίζουμε καί την πράξη τού πολλαπλασιασμού  
στοιχείων τού συνόλου R2, ώς έξής:

• (x ,y )(x i.y i) = (xx1 -yyi.xyi +xiy).
Συμβολίζουμε μέ C τό σύνολο R2 έφοδιασμένο μέ τΙς πράξεις αύτές.

Πρόταση 1.1.2.1 Τό σύνολο C tlva i ?να (ά λγφ ρ ικ ό ) σώμα.

'Απόδειξη: ‘Όπως είδαμε παραπάνω, τό σύνολο C είναι μεταθετική 
όμάδα ώς πρός την πρόσθεση. Επομένως άπομένει νά δείξουμε άλλα 
δύο πράγματα: Πρώτον ότι τό σύνολο τούτο χωρίς τό μηδενικό στοι
χείο (0 ,0 ) είναι μεταθετική όμάδα ώς πρός τόν πολλαπλασιασμό καί, 
δεύτερον, ό πολλαπλασιασμός έπιμερίζεται τής πρόσθεσης.

Πράγματι έχουμε τα έξής:

Τό (C \  {(0.0)1. ·) είναι μεταθετική όμάδα. Γιά νά δείξουμε τούτο, 
παρατηρούμε δτι

•  τό γινόμενο δύο στοιχείων τού C είναι στοιχείο τού C,

• Ισχύει ή προσεταιριστική Ιδιότητα, δηλαδή ή

(x,y) · «χ».yi) · (x2, y2)] = (x,y)(xtx2 -  yiy2, xiy2 + x2y,)
= (*(*i*2 “ yiJ/2) -  y(*iy2 + x2y(), x(xty2 + x2yi) + y(x,x2 -  y,y2))
= (XX|X2 -  xy,y2 -  yx,y2 -  yx2yt,xx,y2 + xx2y, + yx,x2 -  yy,y2)
“  ((**1 -  yyi )*2 -  (*yi + yxi )y2, (xxi -  yyi )y2 + (xyt + yx, )χ2)
= ( * * 1  ~ yyi. *yi + y*i) · (x2. y2) = [(x. y) · ( x u  yi)] · (x2, y2),

•  έχει ουδέτερο στοιχείο τό (1,0),  άφοΰ Ισχύει

(* ,y )* ( t ,0 )  = ( lx  - 0 y 0 x +  ly ) = (x ,y),
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• ύπάρχει τό αντίστροφο κάθε (μη μηδενικού) στοιχείου (χ, y) καί 
είναι τό στοιχείο

(

άφοϋ Ισχύει

(x ,y)-(

χ 2 +  y 2 ’ x2 + y2 

χ  - y

X

x2 + y2 ’ x2 + y2

καί, τέλος,

• Ισχύει ή άντιμεταθετική Ιδιότητα:

) =  (1 ,0),

(χ , y )  · (*ι, yi) = ( x x , y y t, xyi + xty) 
= (xix-yiy,xiy + ytx)
= (*i,yi)-(*,yX

Ό πολλαπλασιασμός έπιμερίζεται της πρόσθεσης» δηλαδή ισχύει

(χ , y )  · [(xi, yi) + (*2, y2>] = (*> y) * (*ι + * 2> yi + y2>
= (x(xi + x 2) -  y(yi + y2X ̂ (yi + y2> + (*i + *2)y)
= t e i  + xx2 -  yyi -  yy<b *yi + m  + *iy + *2y)
= t e i  -  yyt, *yi + *iy) + t e 2 -  yy2> m  + *2y)
= (x, y) · (xi, yi) + (x,y) · (x2,y2>. ■

Τά στοιχεία του σώματος C, πού έχουν τη μορφή (χ, 0), συνιστο- 
ϋν ένα ύπόσωμα τού €  τό όποιο είναι ίσόμορφο (δηλαδή, κάτι σαν 
αντίγραφο) του σώματος Μ. Πράγματι παρατηρούμε δτι ισχύει

• (χ, 0) + (χ', 0) = (χ + χ', 0),

• (χ, 0) · (χ', 0) = (χχ', 0).
Επομένως, για κάθε πραγματικό αριθμό χ, τό στοιχείο (χ, 0) μπορεί 

να ταυτιστεί με τό στοιχείο x τού συνόλου των πραγματικών αριθμών, 
όπότε καί συμφωνούμε να γράφουμε (χ, 0) = χ. Ιδιαίτερα, τό σημείο 
(0,0) ταυτίζεται μέ τό 0 καί τό στοιχείο (1,0) ταυτίζεται με τή μονάδα 
1 τών πραγματικών αριθμών. Όμως, θά έχουμε πάντοτε ύπόψη μας δτι, 
ύπάρχει διαφορά μεταξύ της μονάδας 1 τού συνόλου τών πραγματικών

/
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άριθμών καί τής μονάδας

(1 .0 ) = 1 + ι'·0  =  1

του συνόλου τών μιγαδικών άριθμών.

Τέλος, παρατηρούμε δτι τό στοιχείο ι := (0,1), πού λέγεται φαντα
στική μονάδα, Ικανοποιεί τη σχέση

ί1 + 1 = (0. 1)2 + ( 1. 0) = ( - 1. 0) + ( 1. 0) = (0. 0) = 0,

δηλαδή τούτο Ικανοποιεί τή θεμελιώδη σχέση (1.1), ή όποια ήταν καί ή 
άφορμή γιά τόν όρισμό του συνόλου C.

Μέ την παραπάνω παραδοχή γιά τόν συμβολισμό, βλέπουμε δτι τό 
τυχόν στοιχείο ζ = (x,y) του συνόλου C μπορεί νά λάβει τή λεγόμενη 
αλγεβρική μορφή

2 = (x, y) = (x, 0) + (0 , y) = χ + (0,1 )(y, 0) = χ + fy,

δπου, βέβαια, τά στοιχεία x καί y είναι πραγματικοί άριθμοί. "Ετσι, 
συμπεραίνουμε δτι τό σύνολο C περιέχει άκριβώς τά στοιχεία τής μορ
φής αυτής. ’Ιδιαίτερα, δπως είπαμε, κάθε στοιχείο τής μορφής ζ  = (χ, 0) 
γράφεται ώς ζ = χ + ιΌ = χ.

1.1.3 ’Ιδιότητες καί πράξεις

Έδώ θά δούμε όρισμένες Ιδιότητες που έχει ό χώρος C.

Πρόταση 1.1.3.1 Ή  έννοια τοϋ μιγαδικοΰ άριϋμοΰ είναι καλά όρχπμίνη, 
δηλαδή κάθε ζεύγος πραγματικώ ν άριϋμώ ν  (x,y) όριζει ίναν καί μόνο ίναν  
μιγαδικό άριϋμό z = x + iy.

Απόδειξη: Άν κάποιος μιγαδικός άριθμός ζ έχει δύο άλγεβρικές παρα
στάσεις, τήν Χ| + y \i καί χ2 + y2i, τότε θά Ισχύει

* t + y ! i  = *2 + y2*.

Επομένως, θά έχουμε

Xi -  χ2 = Χι + yi# -  yii -  χ2 *  *2 + y2i -  yti - χ 2 = i(y2 -  yi).
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Υψώνοντας ατό τετράγωνο καί τά δύο μέλη της σχέσης αύτής, παίρ
νουμε την ισότητα

(*1 -  χ 2)'2 = !2( ι/2 -  Ι/|)2 = - 0/2 -  yi)2·

Έδώ έχουμε τόν μη άρνητικό άριθμό (τι -  χη)Ί ϊσον μέ τόν μη θετικό 
άριθμό - 0/2 — ι/ι)2. Άρα οι δύο άριθμοί είναι ίσοι μέ τό 0 , άπό όπου 
προκύπτει δτι χ \ = χ 2 καί ι/ι = \ j i .  ■

Άν ζ = * + /ι/ είναι ένας μιγαδικός άριθμός, τότε ό πραγματικός 
άριθμός τ είναι τό πραγματικό μέρος τού ζ καί παριστάνεται μέ

τ = Re(z).

’Επίσης, ό πραγματικός άριθμός y  είναι τό φανταστικό μέρος τοϋ ζ καί 
παριστάνεται μέ

y  = Im(z).

Μέ τόν νέο συμβολισμό τών μιγαδικών άριθμών, τό άθροισμα ζ\ +Ζ2 
καί τό γινόμενο ζ\ · ζ̂  των άριθμών ζι := χ\ + ι/ι/ καί Ζ2 := *2 + J/2* είναι, 
άντίστοιχα, οί μιγαδικοί άριθμοί

καί
ζ\ + ζ2 = (τι + τ2) + (yi + 3/2)*

21 · Ζ2 = (Χ[Χ2 -  J/tJ/2) + (τι 1/2 + τ2ι/ι)ι.

Συνήθως τό γινόμενο ζ\ · Ζ2 παριστάνεται καί ως Ζ|Ζ2, δηλαδή χωρίς 
τό σύμβολο τού πολλαπλασιασμού.

Πόρισμα 1.1.3.1 Ή  Ισότητα χο = α + ίβ = 0, ίσγόα τότ* καί μόνο τότ*, όταν 
a  = /* = ().

Απόδειξη: 'Γούτο προκύπτει άπό την προηγούμενη πρόταση καί τό 
γεγονός ότι τό στοιχείο 0 έχει άλγεβρική παράσταση 0 + /0 . ■

Πρόταση 1.1.3.2 "Εστω χο = α + //? μιγαδικός άριθμός τέτοιος ώστα 
χο Φ 0. Τότ* ίσ χύ α  χο-ζ = 0. άν καί μόνο άν ζ = 0.
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Απόδειξη: Άν ζ = 0 , τότε, προφανώς, w  · ζ = 0 .

Αντίστροφα. Επειδή ό μιγαδικός αριθμός w  = α -I* ίβ είναι διάφορος 
τού μηδενός, άπό τό άμέσως προηγούμενο Πόρισμα, προκύπτει ότι

α2 + β2 t 0 .

’Έστω ζ = x+iy ή άλγεβρική παράσταση του μιγαδικοϋ άριθμου ζ. Άπό 
την ύπόθεση καί τόν όρισμό τού πολλαπλασιασμού, έχουμε

0 = ιοζ = αχ -  β\/ + i(ay + /for).

Έτσι, άπό την Πρόταση 1.1.3.1, προκύπτει τό άλγεβρικό σύστημα

α χ - β \ )  = 0 , /fr + ay = 0 .

Επειδή ή όρίζουσα τών συντελεστών είναι Ιση μέ τόν άριθμό a2 +/?2, 
που, δπως είπαμε, είναι διάφορος τού μηδενός, τό άλγεβρικό σύστημα 
θά έχει λύση τήν χ = 0, y  = 0. Τούτο σημαίνει δτι, άν Ισχύει 0 = ζυζ, τότε 
θά πρέπει z = 0 . ■

1.1.4 Διάταξη στό σύνολο C

Όπως άναφέρθηκε παραπάνω, τό σώμα τών μιγαδικών άριθμών έχει 
ως υπόσωμα τό σώμα τών πραγματικών άριθμών. Το γεγονός τούτο 
συμβιβάζεται μέ τό άκόλουθο συμπέρασμα:

Σημείωση 1.1.4.1 OAes οί γνω στές ταυτότητάς που Ισχύουν μεταξύ π ρ α γ
ματικώ ν Αριθμών ΙξμκολουΟοϋν νά Ισχύουν καΧ χιά τούς μιγαδικους Αριθμούς.

Ωστόσο ύπάρχουν Ιδιότητες τις όποίες έχουν οί πραγματικοί άριθ- 
μοί, άλλα δέν έχουν οί μιγαδικοί άριθμοί. Μιά τέτοια Ιδιότητα είναι 
ή διάταξη. Υπενθυμίζουμε ότι τό σύνολο τών πραγματικών άριθμών, 
άπό τήν κατασκευή του, είναι ένα διατεταγμένο σώμα. Τούτο σημαίνει 
ότι ή γνωστή διάταξη <. ή όποία ύφίσταται μεταξύ τών πραγματικών 
άριθμών, είναι όλική1 καί μάλιστα, Ικανοποιεί τις άκόλουθες σχέσεις:

‘δηλαδή είναι τέτοια ώστε, για κάθε ζεύγος πραγματικών άριθμών Ισχύει άκρι-
βώς μία άπό τΙς σχέσεις: x < j i x  = y , y<x.
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(1) ’Άν χ  <  y  καί χ ' <  y ' ,  τότε χ  +  χ* < y  +  y ' .

(2) ’Άν χ  <  y  καί Ο < α, τότε α χ  <  a y .

Στό σύνολο των μιγαδικών αριθμών τό γεγονός τούτο δεν μπορεί νά 
συμβαίνει. Πραγματικά, εχουμε τήν έξης πρόταση:

Πρόταση 1.1.4.1 Δεν υπάρχει ολική διάταξη πού νά καθιστά τό σύνο
λο των μιγαδικών αριθμών C ένα διατεταγμένο σώμα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε δτι ύπάρχει μια όλική διάταξη <, ή όποια ικα
νοποιεί τις έξης συνθήκες:

(1) ’Άν ζ  <  ιν  και ζ' < τ υ τότε ζ + ζ'1 <  το + ι υ \

(2) ’Άν ζ  < ζ υ  καί 0  <  α, τότε αζ <  αιν.

Τότε, θά πρέπει νά ισχύει τουλάχιστον μία από τις σχέσεις

i  = 0, i  <  0, 0 < /.

Ή ισότητα, i  = 0, προφανώς, δεν ισχύει, αφού τότε σύμφωνα με την 
Πρόταση 1.1.3.1, θά πρέπει νά έχουμε την ισότητα (0,1) = (0,0), δηλαδή 
0 = 1, άτοπο.

’Έστω δτι ισχύει
0 < ι.

Σύμφωνα με τη συνθήκη (2), επειδή 0 < i  καί 0 < /, θά έχουμε καί

0 < i i , δηλαδή 0 < -1,

όπότε, πάλι, σύμφωνα με τή συνθήκη (2), θά έχουμε

0 < (-1)/, ήτοι 0 <

’Έτσι ότε, δμως, από τή συνθήκη (1), προκύπτει δτι

0 + 0 <  ( -0  + 1, δηλαδή 0 <  0, 

σχέση, ή όποία είναι άδύνατη.
Μέ παρόμοιο τρόπο άποδεικνύεται δτι καί ή σχέση i  <  0 είναι 

άδύνατη. ■
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Σχέσεις όλικης διάταξης στό σύνολο τών μιγαδικών αριθμών, μπο
ρούν νά όριστούν χωρίς δμως αύτές νά είναι συμβατές μέ τις πράξεις 
του σώματος, δπως δείχνεται στό παρακάτω παράδειγμα:

Παράδειγμα 1.1.1 Ή  λεξικογραςηκη διάταξη Μ , ή όποια βρίζεται ώς 

(χ  + yO Μ  (u + vi) : χ  < u καί, &ν Ισχύει χ  = μ, τότε y < ν,

Stv dva i συμβατή μ ί  rig πράξήν;.

Απόδειξη: Θέτουμε z  := 1+ ι> :=  2+2/ καί a := 1+2/. Τότε παρατηρούμε 
δτι Ισχύει

ζ  Μ ζ υ  καί 0 Μ α .

Όμως συμβαίνει δτι

Λ2 = (1 + 0(1 + 20 = -1  + 3/ καί aw = (2 + 20(1 + 20  = - 2  + 6 ι, 

όπότε, προφανώς, δέν Ισχύει ή σχέση

(1+ 0(1  + 20 Μ  (2+  20(1+  20,

δηλαδή ή
(αζ) Μ  (aw). ♦

Πρόβλημα 1.1.4.1 Ν ά λ υ ΰ ΰ  ή Εξίσωση

(3 + Οχ + (4 -  5/)y = -14  + 27ι, 

όπου x.y cfvai πραγματικοί άριϋμοϊ.

Λύση: Γράφουμε τόν μιγαδικό άριθμό, πού είναι στό άριστερό μέρος 
τής έξίσωσης, στην άλγεβρική του μορφή, όπότε έχουμε

(3x + 4y) + i(x -  5y) «  -14 + 27/.

Έ τσι θά πρέπει νά έπαληθεύεται τό σύστημα

3x + 4y = -14, χ -  5y = 27,

τό όποιο έχει τή λύση
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1.2 ΤΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

1.2.1 Α π εικ όνιση  του συνόλου  C στο έπ ίπ εδ ο

Τό μιγαδικό έπίπεδο. ή έπίπεδο Gauss, για τό όποιο χρησιμοποιούμε 
έπίσης τό σύμβολο C, είναι τό καρτεσιανό έπίπεδο, μέ τό χαρακτη
ριστικό ότι κάθε σημείο τοϋ επ ιπ έδ ο υ  αύτοϋ μέ συντεταγμένες (x ,y) 
παριστάνει τόν μοναδικό μιγαδικό άριθμό

ζ := χ  + \β.

Δηλαδή, 6 μιγαδικός άριθμός ζ := .τ + iy παριστάνεται μέ τό διάνυσμα 
ΟΜ, τό όποίο έχει αρχή τό σημείο Ο καί πέρας τό σημείο M (x,y). Στό

Σχήμα 1.1: Κάϋα σήμα ο τοϋ έπιπέδου άντιστοιχα ok ίι>αν άκριβώς 
μιγαδικό άριϋμό καί κάϋζ μιγαδικός άριϋμός άντιστοιχα ak iva καί 
μόνο σημαο τοϋ έπιπέδον.

μ ιγα δ ικ ό  έπίπεδο οι άξονες συντεταγμένων έχουν διαφορετική όνο- 
μασία, άπό εκείνη που έχουν στό καρτεσιανό έπίπεδο. Ό όριζόντιος 
άξονας, δηλαδή ό άξονας των τιμών τοϋ .ν, λέγεται πραγματικός άξο
νας Re καί ό κατακόρυφος άξονας, δηλαδή ό άξονας των τιμών τοϋ ι/, 
λέγεται φανταστικός άξονας Im.
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Τό σύνολο
(ζ: ζ = χ + ίΟ, χ>0}

είναι 6 θετικός πραγματικός ήμιάξονας, ένώ τό σύνολο

{2:2 = χ + ιΌ, χ£θ}

είναι ό αρνητικός πραγματικός ήμιάξονας. Ανάλογα έχουμε τόν θετι 
κό φανταστικό ήμιάξονα,

{2 : 2  = 0 + ιχ, χ £ θ }

καί τόν Αρνητικό φανταστικό ήμιάξονα

{2*.2 = 0  + ΐΧ, χ £ θ } .

Σχήμα 1.2: Πρόσϋατη μιγα&νκών άρνθμών μ ΐ  τή μίΰοδο χοΰ παραλληλογράμμου.

Μέ βάση τόν όρισμό τού μιγαδικού έπιπέδου, τό άθροισμα δύο μι- 
γαδικών Αριθμών a καί b Αντιστοιχεί στό άθροισμα διανυσμάτων, δπως 
αύτό πραγματοποιείται πάνω στό καρτεσιανό έπίπεδο. Δηλαδή, άν τό 
διάνυσμα Οα μετακινηθεί παράλληλα πρός τόν έαυτό του, κατά τέτοιον 
τρόπο ώστε τό Αρχικό του σημείο Ο νά συμπέσει μέ τό σημείο b. τότε 
τό τελικό σημείο θα συμπέσει μέ τό άθροισμα a + b. Ισοδύναμα, τό 
σημείο a+ b είναι ή τέταρτη κορυφή τού παραλληλογράμμου τού όπο
ιου οΐ άλλες τρείς κορυφές είναι τά σημεία 0, α τό b. Γι’ αύτό καί ή 
μέθοδος αύτή γιά την εύρεση τού Αθροίσματος, λέγεται κανόνας τού 
παραλληλογράμμου.
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1.2 .2  Μ έτρο και όρ ισ μ α

Ό πω ς άναφέρθηκε παραπάνω, κάθε (μή μηδενικός) μιγαδικός αριθμός 
ζ := χ  + iy  τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  με το σημείο Μ  := M ix ,  y )  τ ο υ  μιγαδικοϋ επιπέδου, 
αλλά και με το διάνυσμα που αντιστοιχεί στο σημείο αύτό. Τό μήκος ρ 
του διανύσματος μέ αρχή τό 0 και πέρας τό σημείο M(x,y) είναι τό 
μέτρο, ή ή απόλυτη τιμή του μιγαδικοϋ αριθμού ζ καί παριστάνεται 
μέ |ζ|, δηλαδή έχουμε

ρ = |ζ| := (τ2 + y2)1/2.

Εύκολα μπορούμε νά δείξουμε την έξης πρόταση:
I

Πρόταση 1.2.2.1 Το μ έ τ ρ ο μ ιγ α δ ικ ώ ν  ά ρ ιϋ μ ώ ν  έχβ ι τ ι ς  ά κό λο υ ϋ ες  ιδ ιό τη τά ς :

1 )  \ζ\ = 0, α ν  κ α ϊ  μ ό ν ο  α ν  ζ  = 0.,

2 )  \ζιυ\ = \ζ\\ιυ\.

3 )  \\ζ\ -  |ζο|| < \ ζ ± ι ν \ <  \ζ\ + |ζο|. (Τ ρ ιγ ω ν ικ ή  ιδ ιό τ η τ α )

Συγκρίνοντας τά μήκη των πλευρών του όρθογωνίου τριγώνου τό 
όποιο έχει κορυφές τά σημεία 0, χ  καί M ( x , y )  μπορούμε νά δούμε ότι 
Ισ χ ύ ο υ ν  ο ι  σ χ έ σ ε ις

|Re(z)| = \χ\ < \ζ\ καί |Im(z)| = \y\ < |ζ|.

Πρόβλημα 1.2.2.1 Ν ά  έ π ιλ υ ϋ ύ  ή  έ ξ ισ ω σ η  |ζ|4 = |ζ  -  1|4.

Λύση: Θέτοντας ζ = χ  + iy , βλέπουμε ότι ή έξίσωση ίσοδυναμεΐ μέ την 
|ζ|2 = |ζ -  1|2, δηλαδή τήν

χ 2 + y 2 =  (χ  -  I ) 2 + y 2,

Άρα αύτή πρέπει νά έπαληθεύεται γιά κάθε y καί γιά τ = Συνεπώς, 
ή εξίσωση έχει λύση κάθε σημείο της μορφής ζ =  ̂+ /y, όπου y € R. ♦

Πρόβλημα 1.2.2.2 Νά β ρ α ϋ β ϊ στό μ ιγ α δ ικ ό  Ιπ ίπ ώ ο  τ ό  σ ύνολο  Α  ό λω ν  τ ω ν  

μ ιγ α δ ικ ώ ν  ά ρ ιϋ μ ώ ν  ζ  π ού  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τη  σ χ έσ η

Re(z + |ζ|) > Im(z -  ι|ζ|).

/
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'Απόδειξη: Θέτουμε z = x  + iy καί βρίσκουμε την άνισότητα

x  +  |z |S ;y - |z | ,

δηλαδή την 2|ζ| £ y -  χ.

Άν Ισχύει y  <, χ, τό τε  ή άνισότητα |ζ| > y -  χ, προφανώς, Ισχύει 
γιά κάθε μιγαδικό άριθμό ζ. “Εστω δτι Ισχύει y £ χ. Τότε πρέπει ν& 
Αληθεύει ή

<2 |z|)2 ;> (y -x )2(

δηλαδή ή
4(x2 + y2) £ y2 + x2 -  2xy, 

ή όποια γράφεται καί ώς

ο η 2 _
χ + y + a**  * ° ·

Ή ποσότητα, πού βρίσκεται στό Αριστερό μέλος τής Ανισότητας αύτής, 
Ισοϋται μέ

ή όποία πάντοτε είναι μή αρνητική. "Έτσι, κάθε μιγαδικός άριθμός ζ = 
χ + iy, μέ y  £ x, έπαληθεύει τήν άνισότητα καί έπομένως τό ζητούμενο 
σύνολο Α  είναι όλόκληρο τό μιγαδικό έπ ίπ εδ ο . ♦

"Εστω Af(x, y) τό σημείο του έπιπέδου που Αντιστοιχεί στόν μιγαδικό 
Αριθμό ζ = χ + iy *  0. Άν φ  είναι μια γωνία πού έχει κορυφή τήν αρχή 
των Αξόνων, Αρχική πλευρά τόν θετικό) ήμιάξονα Οχ καί τελική πλευρά 
τόν φορέα του διανύσματος ΟΜ, λέμε ότι αυτή είναι τό δρισμα του 
μιγαδικού Αριθμού z καί δηλώνεται μέ τό σύμβολο arg(z). Ή γωνία 
αύτή θά μπορούσε νά είναι όπως στό σχήμα, Αλλά και κάθε γωνία τής 
μορφής φ  + 2kn  έχει τήν ίδια Ιδιότητα. Κάθε μιά Από αύτές τΙς γωνίες 
είναι δρισμα arg τού σημείου ζ. Έπομένως. ή διαφορά δύο τέτοιων 
γωνιών ψ\ καί ψ2 είναι ένα Ακέραιο πολλαπλάσιο τού Αριθμού 2η, 
Όμως, σέ κάθε μή μηδενικό μιγαδικό Αριθμό ζ Αντιστοιχεί μιά καί 
μοναδική γωνία

φ  € (~π, π],
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πού παριστάνεται μέ τό σύμβολο

Arg(z).

Ή γωνία αυτή λέγεται βασικό δρισμα, ή βασικός κλάδος τοϋ όρίσμα- 
τος, ή κύρια τιμή του όρίσματος και Ικανοποιεί τη σχέση

arg(z) = (Arg(z) + 2far: k € Z}.

Στα έπόμενα, θά θεωρούμε δτι δυό όρίσματα είναι ϊσα, άν ή διαφορά 
τους είναι ένα ακέραιο πολλαπλάσιο τού 2π . Μάλιστα, δέ, για δύο 
μιγαδικούς αριθμούς ζ\ και Ζ2, δταν γράφουμε

arg(zt) = arg(z2),

9ά έννοούμε Ισότητα μεταξύ συνόλων, αφού ή ισότητα αύτη σημαίνει 
δτι ύπάρχει άκέραιος αριθμός k τέτοιος ώστε να Ισχύει

Arg(zi) = Arg(z2) + 2kni.
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Άν ζ := x+yi είναι ένας μιγαδικός αριθμός διάφορος του 0, μπορούμε 
νά δούμε δτι τό βασικό δρισμα δίνεται ώς έξής:

Arg(z) =

Arctan(«f), αν χ  > 0, 
π  + Arctanijp, άν χ  < 0 καί y > 0,

< - π  + Arctan(^), άν χ  < 0 καί y  < 0, 
f , άν χ = 0 καί y  > 0 ,
- § , άν χ = 0 καί y  < 0 .

(1.2)

Πρόβλημα 1.2.2.3 Ν ά άποδειχτεϊ δ τι Sip ύπάρχει μιγαδικός άριϋμός c τέτοιος 
ώστε, γιά  κάδε μιγαδικό άριβμό  2, νά Ικανοποιείται ή άνισότητα

\c + i*Arg[z -  c2]| £ 1.

Απόδειξη: Άν γιά κάποιο μιγαδικό άριθμό c Ισχύει ή δοθεΐσα σχέση γιά 
κάθε ζ, τότε αυτή θά Ισχύει καί γιά τούς μιγαδικούς άριθμούς ζ = 1 +c2 
καί ζ = -1 +c2. Τότε, δμως, βρίσκουμε, άντίστοιχα, δτι

\c\ <, 1 καί |c + ίπ\ £ 1.

ΟΙ δύο σχέσεις  δέν μπορεί νά Ισχύουν ταυτόχρονα, άφοϋ, τότε θά ϊσχυε 
δτι

2 « 1 + 1 > \c + ι7γ| *f |c| £ |c + hr -  c\ = |nr| ® π, 

πράγμα άτοπο. ♦

Πρόβλημα 1.2.2.4 Ν ά Απεικονιστεί ατό μιγαδικό ίπ ίπεδο  τό  σύνολο

Α  := {2 6 C : |^—7Ι = 1). ΐ ζ+ 11

Λύση: Έ να σημείο ζ άνήκει στό σύνολο Α  άν καί μόνο άν Ισχύει 
|ζ -  ΐ| = |ζ + 1|. Άρα τούτο Ισαπέχει άπό τά σημεία / καί -1, δηλαδή 
τά στοιχεία τού συνόλου Α  αντιστοιχούν στά σημεία τής εύθείας πού 
είναι ή μεσοκάθετος τού εύθύγραμμου τμήματος πού όρίζουν τά σημεία 
αυτά. Ή μεσοκάθετος αυτή είναι ή εύθεΐα μέ έξίσωση y = - x .  φ
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Πρόβλημα 1.2.2.5 Ν ά  β ρ ίϋ ΐϊ  τό  σύνολο τω ν σημείω ν τον ίπιπέδου πού 
ικανοποιούν τη σχέση

Arg(l - ζ - 22) = 7̂ .

Λύση: Θέτοντας z  = x  + iy ή σχέση  αύτη γίνεται

Arg(l - x - i y - x 2 + y 2 -  2ixy) = —.

Τούτο δηλώνει ότι ό μιγαδικός αριθμός 1 -  x  -  iy -  χ 2 + y 2 -  2ixy κεϊται

Σχήμα 1.4: Ο ί δύο καμπ ύλές ε ίν α ι τ μ ή μ α τα  υπερβολής τω ν  όποιω ν τα  
σ η μ ε ία  4παληϋεύουν τη  σχέση Arg(l -  ζ -  ζ2) =

πάνω στόν θετικό φανταστικό ήμιάξονα, πράγμα που συμβαίνει όταν 
και μόνο όταν

Re(l -  χ  -  iy -  x 2 + y 2 -  2ixy) = 0

και
Im(l - x - i y - x 2 + y 2 -  2ixy) > 0 .
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'Επομένως έχουμε

1 - χ - χ 7 + y2 = 0  καί - y - 2x y > 0 ,

(*+  ^ ) 2 - y 2 = |  καί y(l + 2χ) < 0 .

Άρα τό ζεύγος (χ, y) άποτελεί λύση τού συστήματος αύτοΰ, άν, καί μόνο 
άν, το ύ το  βρίσκεται πάνω στα τμήματα τής ύπερβολής, όπως φαίνεται 
στό σχήμα. ♦

Πρόβλημα 1.2.2.6 Ν ά βρεϋεϊ τό  μέτρο  καί ό βασικός κλάδος τοΰ όρίσματος 
τοϋ μιγαδικοΰ άριθμοΰ

π  πz := -  sin —  - 1 cos— . 
1 5  1 5

Λύση: Παρατηρούμε ότι

Re(z) = -  sin ~  < 0 καί Im(z) = -  cos τ|· < 0,
1 5  1 5

όπότε τό σημείο ζ βρίσκεται στό τρίτο τεταρτημόριο. Επομένως, σύμ
φωνα μέ τόν τύπο ( 1.2), ό βασικός κλάδος τού όρίσματος τού μιγαδικοΰ 
άριθμοΰ ζ είναι

Arg(z) = - π  + Arctan(-) = - π  + Arctan- ■C° Ŝ ;
x - s in (^ )

= - π  + Arctan(cot jjr) = - π  + Arctan(tan(^ -  7^))
I d  2  1 5

= - π  + 13π 17π
30 30 *

Τό μέτρο τοΰ ζ είναι ό άριθμός

Μ■ y j (  -  sin ̂ ) 2+ ( - c o s £ ) 2 e  1. φ
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1,2 .3  Τ ριγω νομ ετρική  μορφή και π ρ ά ξε ις

’Άν ρ είναι το μέτρο καί φ  τό δρισμα ενός μιγαδικοϋ άριθμοϋ ζ, τότε 
χρησιμοποιώντας την παράσταση του ζ στο μιγαδικό επίπεδο, βρίσκου
με

χ  = ρ cos(<p) καί y  = ρ sirt(^).

’Έτσι προκύπτει ή λεγάμενη πολική ή τριγωνομετρική μορφή, τοϋ ζ, 
δηλαδή ή παράσταση

ζ = p[cos φ + i  sin φ].

Με την εύκαιρία της τριγωνομετρικής μορφής μιγαδικοϋ άριθμοϋ, 
παρατηρούμε δτι ισχύει

;ρ( cos(<p) + / sin(^)) = ρ (-  sin(<p) + i  cos ( φ ) )

= p[cos(<p + + i  sinGp + ^)],

γεγονός τό όποιο σημαίνει τό εξής:

Πόρισμα 1.2.3.1 V  π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  έν ό ς  μ ιγ α δ ικ ο ϋ  ά ρ ιϋ μ ο ϋ  i n i  τη  φ α ν 

τ α σ τ ικ ή  μ ο ν ά δ α  i  ε ίν α ι  μ ι α  π ρ ά ξη  π ού  Ισ ο δ ύ ν α μ ά  μ ε  τ η  σ τρ ο φ ή  το ϋ  ά ρ ιϋ μ ο ϋ  

σ το  μ ιγ α δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  κ α τ ά  γ ω ν ία  π / 2  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α )  κ α τ ά  τή  λ ε γ ά μ ε ν η  δ ε 

τ ικ ή  φ ο ρ ά , δη λα δή  κ α τ ά  τ ή ν  ά ν τ ίϋ ε τ η  φ ο ρ ά  τη ς  κ ίν η σ η ς  τ ω ν  δ ε ικ τ ώ ν  το ϋ  

ώ ρ ο λ ο γ ίο υ .

Τον χαρακτηρισμό δ ε τ ικ ή , ή ά ρ ν η τ ικ ή  φ ο ρ ά  θά τόν δικαιολογήσουμε 
άργότερα.

Γενικά, τό γινόμενο δύο μιγαδικών άριθμών

ζι :=pi[cos(<pi) + zsinGpi)]

καί
ζ2 := P2[cos(<p2) + ί sin(^2)]

είναι ό μιγαδικός άριθμός ζ := zjz2 ό όποιος προκύπτει άν έκτελέσου- 
με κανονικά τήν πράξη τοϋ πολλαπλασιασμού μεταξύ των ποσοτήτων *

km
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Σχήμα 1.5: Πολλαπλασιασμός 4τή i σημαίνα στροφή άριστφά κατά 90 μοίρας.

Ρι [cosC^i)+ f sinC^i)] xa lp 2tcos(92)+f sin(92)L δπως άκριβώς αύτή γίνε
ται στήν περίπτωση τών πραγματικών άριθμών. *Έτσι βρίσκουμε δτι 
τό γινόμενο τών δύο αυτών άριθμών είναι ό μιγαδικός άριθμός

Ζ\Ζι = PiP2 lco$(<Pi + Ψϊ ) + * sin(^i + φ 2)].

Τούτο δηλώνει δτι. Ισχύει τό έξής συμπέρασμα:

Πρόταση 1.2.3.1 "Αν δύο μιγαδικοϊ άριΟμοϊ ζ\ καί ζ2 πολλαπλασιάζονται, 
τότ€ τά  μ ίτρ α  τους Μ ά η ς  πολλαπλασιάζονται, ίνώ  τά  όρίσματά τους προ - 
στίϋ^νται.

Απόδειξη: Τούτο προκύπτει άπό τό γεγονός δτι Ισχύει

καί

| 2 |2 2 l= P lP 2 = |2 l l N

α χ(ζ \Ζ 2) *  \φι + φ 2 ♦ 2 h c : k e Z )

= {Argzj + ArgZ2 + 2 k n : k  € Z) 
= a r g z t + a r g z 2 .  ♦
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Τό παραπάνω συμπέρασμα μάς βοηθά στη γεωμετρική κατασκευή 
(δηλαδή με τή χρήση μόνο του κανόνα και του διαβήτη) του γινομένου 
ab δυο μιγαδικών αριθμών a, b.

Σχήμα 1.6: Γζωμζτρικη κατασκευή γινομένου.

Πραγματικά, ύποθέτοντας ότι τό σημείο ζ είναι τό γινόμενο των δύο 
μιγαδικών αριθμών, θέτουμε ab =: ζ, οπότε βρίσκουμε

a _  ζ 
! “■£*

Στή συνέχεια ταυτίζουμε τα σημεία 1, a, b, z με τα εύθύγραμμα τμήματα 
01 , Οα, Ob, Ο ζ, αντίστοιχα, όπότε ή παραπάνω αναλογία δηλώνει ότι τό 
τρίγωνο Τ(0 { α) με κορυφές τα σημεία 0, 1, λ είναι όμοιο και όμόρροπο 
με τό τρίγωνο T (0 b z) μέ κορυφές τα σημεία 0 , b, ζ. (Όμόρροπα είναι τα 
τρίγωνα όταν οί γωνίες τών δύο τριγώνων μέ κορυφή τό 0 έχουν τήν 
ίδια φορά.) ’Εδώ χρησιμοποιούμε τό γεγονός ότι οί όμόλογες πλευρές
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όμοιων τριγώνων είναι άνάλογες. ’Έτσι, για τή γεωμετρική εδρεση τοΰ 
σημείου ζ, μέ τή χρήση μόνο τοΰ κανόνα καί τοΰ διαβήτη, έργαζόμαστε 
ώς έξής:

Θεωρούμε τό τρίγωνο Ά ολ.*) καί στη συνέχεια κατασκευάζουμε τό 
τρίγωνο Γ(0ί>2), κατά τέτοιον τρόπο ώστε τούτο να είναι όμοιο τοϋ 
τριγώνου Τ(0 \ α). Σημειώνεται ότι πρέπει τό σημείο 0 να είναι ή μία 
κορυφή τοΰ T(0bz)f τό σημείο b νά άντιστοιχεΐ στό σημείο 1 καί έπί 
πλέον νά έχει τόν ίδιο προσανατολισμό μέ τό τρίγωνο Γ(0,ι,„). Τότε ή 
τρίτη κορυφή τοϋ τριγώνου Τ(obz), ή όποία άντιστοιχεΐ στό σημείο a, 
είναι ό μιγαδικός αριθμός z = ab.

Πρόβλημα 1.2 .3.1 Ν ά άποδαχτεϊ ό τι τά  σημεία ζ\, Ζ2, zs τοϋμιγαδικοϋ έπ ι-  
πίδου σχηματίζουν Ισόπλευρο τρίγωνο &ν καί μόνο άν Ισχύει ή συνθήκη

Ζ3-Ζ1 = Ζΐ “ 22 
Ζ2 -  Ζΐ 23 “ 22 '

Απόδειξη: Θέτουμε A  := Ζ3 ~ Ζ\ καί Β  := Ζ2 -  ζ\, όπότε ή παραπάνω  
σχέση γράφεται ώς

A - Β  
Β  Α - Β '

Τούτο σημαίνει ότι* χωρίς βλάβη τής γενικότητας, μπορούμε νά ύπο- 
θέσουμε ότι ή κορυφή ζ\ είναι ή άρχή των αξόνων τού μιγαδικού έπι- 
πέδου.

Επίσης, πολλαπλασιάζοντας καί τά δύο μέλη τής παραπάνω σχέσης 
μέ τόν μιγαδικό άριθμό cos(9 > + / sin(<p). όπου φ  είναι τό όρισμα τού R  
μπορούμε νά θεωρήσουμε ότι ή πλευράΟΒ τού τριγώνου είναι έπί τοϋ 
θετικού πραγματικού ήμιάξονα.

"Ετσι θεωρούμε ότι έχουμε ένα τρίγωνο 0A R  όπου \Β( = β, Arg(fl) = 
0, |Λ| = α, ArgC4) = 0 καί πρέπει νά δείξουμε ότι τούτο είναι Ισόπλευρο, 
άν καί μόνο άν Ισχύει ή σχέση

q[cos(fl) + i sin(fl)] _ ________ β_________
β  a(cos(0) +1 sin(0)] -  β #

Από τήν άναλογία αυτή προκύπτει ότι

1 λ/5
a[cos(0) + / sin(0)) = β [ -  ± ι— ).
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Επιλύοντας τήν εξίσωση βρίσκουμε δτι

α = β  και θ  =
ό

’Έτσι συμπεραίνουμε δτι τό τρίγωνο είναι ισοσκελές και έχει τήν μεταξύ 
των ίσων πλευρών γωνία ϊση μέ 60 μοίρες. Τούτο, βέβαια, δηλώνει δτι 
τό τρίγωνο είναι ισόπλευρο. ♦

1 .2 .4  Σ υζυγή ς μ ιγα δ ικ ου  αρ ιθμ ού

Ό συζυγής z τού μιγαδικου αριθμού ζ := χ  + iy είναι ό μιγαδικός αριθ
μός ό όποιος έχει τό ’ίδιο πραγματικό μέρος μέ τόν ζ, άλλα αντίθετο 
φανταστικό μέρος, δηλαδή

ζ : - χ -  iy.

’Άρα έχουμε

Σχήμα 1.7: Τά σημεία, ζ  κ α ί ζ  ε ίν α ι σ υμμετρ ικά , ώς πρό? τόν π ρ α γμ α τικό  άξονα.

Re(z) = χ  =
ζ + ζ 
~

ζ -  ζ
και Im(z) = y  = (1.3)

και ακόμη
|ζ| = |ζ| καί ζζ = |ζ|2.
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Πρόβλημα 1.2.4.1 Στό καρτεσιανό έπίπεδο δίνεται ή έξίσωση του κύκλου

x2 + y2 + 4(* + y) = 0.

Νά δοϋεϊ ή έξίσωση τοϋ Ιδιου κύκλου στό μιγαδικό έπίπεδο.

Λύση: Πρός τούτο χρησιμοποιούμε τΙς σχέσεις (1.3) καί βρίσκουμε

\ζ\2 + 2(ζ + ζ) + 2/(ζ -  ζ) = 0 ,

ή, τελικά.
\ζ\2 + 2(1 -  ι)ζ + 2(1 + ί)ζ = 0 . ♦

Άν ζ\ ,Ζ2 είναι δυό μιγαδικοΐ άριθμοί, δπου Ζ2 Φ 0, τό πηλίκο ζ\/ζ·χ 
της διαίρεσης τοϋ ζ\ διά τοϋ Ζ2 είναι ό μιγαδικός άριθμός

Ξΐ · 2ι22 
*2 Ν 2 #

Τό πηλίκο τού μιγαδικοϋ άριθμού ζ\ διά ένός μή μηδενικού μιγα- 
δικού άριθμού Ζ2 είναι 6 μιγαδικός άριθμός πού προκύπτει άν έκτε- 
λέσουμε κανονικά τη διαίρεση μεταξύ των ποσοτήτων

Ζ| := pi [cosi^i) + ί sini^i)] καί Z2 := pi [cos(9i) + i sin(pi)],

δπως στην περί7ττωση τών πραγματικών άριθμών. "Ετσι βρίσκουμε δτι 
τό πηλίκο τών δύο άριθμών είναι ό μιγαδικός άριθμός

— = — ( costyt -  ψ2) + ί sln(^i -  92))·
22 P2V '

Παρατηρούμε δτι Ισχύει τό έξής συμπέρασμα:

Πρόταση 1.2.4.1 "Αν ό μ ιγαδικός ά ριθμός Ζ\ δ ια ιρείτα ι διά τοϋ ζ^. τότε τό  
μέτρο τοϋ ζ\ δια ιρείτα ι διά  τοϋ μ έτρου τοϋ ζ2  καί τό δρ ισμα  τοϋ ζ2  ά φ α ψ εϊτα ι 
άπό τό δρισμα τοϋ Ζ\.
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Απόδειξη: Τούτο συμβαίνει διότι, δπως προκύπτει από τά παραπάνω 
στοιχεία, ισχύει

121. _  Ρΐ_
*221 Ρ2

και

arg = φ ι  -  φ 2 + 2 k n  = Arg(zi) -  Arg(z2) + 2far = arg(zi) -  arg(z2),
22

δπου k  είναι ένας όποιοσδήποτε άκέραιος άριθμός. ♦

Ή προηγούμενη παρατήρηση βοήθα στη γεωμετρική κατασκευή τού 
πηλίκου b /a , ή όποια είναι ανάλογη μέ έκείνη του γινομένου.

Σχήμα 1.8: Γ εω μ ετρ ική  κατασκευή π ηλ ίκου .

Προς τούτο θέτουμε ζ := b /a , και, δπως στήν περίπτωση της γεωμε
τρικής κατασκευής του γινομένου, ταυτίζουμε τά σημεία 1, a, b, ζ  μέ τά 
εύθύγραμμα τμήματα 01, Οα, Ob, Οζ.
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Τότε ή Ισότητα
ζ 1
b α

δηλώνει ότι τό τρίγωνο Γ(0,ι.β) μέ κορυφές τά σημεία 0 , 1, α είναι όμοιο 
καί όμόρροπο μέ τό τρίγωνο T ( 0 z t)) μέ κορυφές τά σημεία 0, ζ. b. "Ε
τσι λοιπόν, για τόν έντοπισμό τοΰ σημείου ζ σχηματίζουμε τό τρίγωνο 
Τ(0.ι.Λ). Στη συνέχεια, σχηματίζουμε τό τρίγωνο T ( 0 z b )  όμοιο τού Τ ( 0 Λ α ), 

όπου τό σημείο Ο είναι ή μία κορυφή τοΰ Τ(ο.2.«. τό σημείο α άντιστοι- 
χεί στό σημείο b καί έπί πλέον νά έχει τόν ϊδιο προσανατολισμό μέ τό 
τρίγωνο 7(0.1.<ι)· μέ την έννοια ότι οΐ γωνίες των δύο τριγώνων μέ κορυφή 
τό Ο νά έχουν την ϊδια φορά. Τότε ή τρίτη κορυφή του τριγώνου Τ(0 Ζ *,), 
ή όποία Αντιστοιχεί στό σημείο 1, θά είναι ό μιγαδικός Αριθμός ζ = b/a.

Μέ βάση τόν τρόπο γεωμετρικής κατασκευής τού γινομένου καί τού 
πηλίκου, είναι εύκολο νά προσδιορίσουμε μέ γεωμετρικό τρόπο καί τους 
μιγαδικους Αριθμούς, οΐ όποιοι μπορούν να προκόψουν μέ διαδοχική 
έφαρμογή τών πράξεων αύτών, σέ συνδυασμό καί μέ τήν πράξη τής 
πρόσθεσης.

Πρόβλημα 1.2.4,2 Ν ά προσδιορ ιστείμ ί γεω μετρικό τρόπο ό μιγαδικός Αριθ
μός  (ab)/c.

Λύση: Πρός τούτο θέτουμε ζ := (ab)/c, όπότε βρίσκουμε τήν Αναλογία
α _ ζ 
c ~ b '

"Ετσι, παρατηρούμε δτι τό τρίγωνο Άθί,α) μέ κορυφές τά σημεία 
0 , c. α είναι δμοιο καί όμόρροπο πρός τό τρίγωνο Γ(0 b 2> μέ κορυφές τά 
σημεία 0, b, ζ.

Το γεγονός τούτο, εύκολοι, μάς όδηγεί στή γεωμετρική κατασκευή 
τού σημείου ζ. ♦

1.2.5 Γενικές ιδιότητες καί Δύναμη

Για τΙς βασικές πράξεις μεταξύ τών μιγαδικών Αριθμών Ισχύουν οΐ έξής 
Ιδιότητες, οΐ όποιες άποδεικνύονται εύκολα:
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t

j·

)

Σχήμα 1.9: Γζωμπρική κατ^κζνή  του σημείου (ab)/c.

•  21 ±  Ζ2 =  Ζ\ ±  2 £ ,

• m = Τ\ ζ ϊ ,

.  [ξι] = 1
Lz'iJ Za*

Για κάθε άκέραιο άριθμό π, ή δύναμη ζ” όρίζεται δπως άκριβώς καί 
α το ύ ς  πραγματικούς άριθμούς. ’Έτσι έχουμε

0 , δν ζ = 0
ζ ♦ ζ · · * ζ, άν « > 0, ζ £ 0

ν'ί

’Λ?

ζ” =
άν η < 0, ζ * 0 

1, άν η = 0 , ζ £ 0,

It

·: it

όπου ατό δεξ ιό  μέλος ύπάρχουν |w| παράγοντες.

Μέ βάση τΙς ιδιότητες τού γινομένου, μπορούμε, εύκολα νά δούμε 
δτι για κάθε άκέραιο άριθμό η ισχύει

F  = (ζ)”.

Π
,1

.· i  

- I

Συνδυάζοντας τΙς παραπάνω Ιδιότητες προκύπτει τό άκόλουθο γε- 
νικό συμπέρασμα: §
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Πόρισμα 1.2.5.1 'Έ σ τ ω  R ( x i ,χ2. · · ·»**) μ ώ . π ρ α γ μ α τ ι κ ή  ρ η τ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  

(δ η λ α δ ή  μ ι ά  Α λ γ ε β ρ ικ ή  π α ρ ά σ τ α σ η , ό π ο υ  σ η μ ε ιώ ν ο ν τ α ι  μ ό ν ο  ο ί  π ρ ά ξ ε ις  τ ή ς  

π ρ ό σ θ ε σ η ς , Α φ α ίρ ε σ η ς , π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ο ύ  κ α ί  δ ια ίρ ε σ η ς )  τ ω ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  

Α ρ ι θ μ ώ ν χ \ , χ 1 , · · ·  , x k .

Τ ό τ ε , γ ι ά  κ ά θ ε  α \ , «2. · · · , e  € , Ι σ χ ύ ε ι  ό τ ι

Ά ν θεωρήσουμε τήν τριγωνομετρική μορφή μιγαδικοΰ άριθμοΰ καί 
έφαρμόσουμε τήν έπαγωγική μέθοδο, προκύπτει τό έξής συμπέρασμα:

Πρόταση 1.2.5.1 Ή  δύναμη τ ο ν  μιγαδικοΰ ά ρ ιϋ μ ο ϋ

ζ  := p[cos φ  + 1 sin φ ]

μ ί  ί κ θ έ τ η  i m v  ά κ ίρ α ιο  Α ρ ιθ μ ό  η , ε ίν α ι  ό  μ ι γ α δ ι χ ό ς  Α ρ ιθ μ ό ς

Απόδειξη: Γιά η  = 1 ή σχέση αύτή Ισχύει. Υ ποθέτουμε δτι Ισχύει γ ιά  
η  =  k . Τότε έχουμε

ΙΚα\,α2, ··· ,α*) = /?(«!,«2,··■ ,ak).

ζ" = p"[cos(ng>) + isin(nqj)]. (1.4)

ζ*+ι = p*+,(cos9  + 1 sin φ)*+<
= p*+1 (cos φ  + i  sin (p^icos φ  + isin  φ )

=  p*+1 (cos(%>) + 1 sin(/i<p))Ur(p)(cos φ  + i sin φ ) 

*  p*+I[(cos/('(pcos(p -  sin λφ simp)
(1.5)

+ i(cos(I^>) sin φ  +  βίηΟφ) cos φ )]
= /J*+,[cos(Or + 1)φ) + j sin((fc + 1)φ)].

Επίσης, γ ιά  κάθε ζ  Φ 0, έχουμε

όπότε καί

ζ* (ρίαϊβφ + ί'βϊηφ])* p*[cos(kp) + ιβΙηΟφ)]
1 1
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cos(k<p) -  i  sin (k<p)
= p  k [c o s ( ( - k ) ( p )  + i  sin( ( - k ) ( p )].

p k  | cos (k<p) +  i  s in (k (p )\

’Άρα ό τύπος (1.4) ισχύει για κάθε ακέραιο πραγματικό αριθμό η .

1 .2 .6  Τ ύ π ο ς  D e  M o iv re

Κάθε μιγαδικός αριθμός με δρισμα φ  και μέτρο ρ  = 1, ίκανοιποιεΐ τόν 
τύπο De Moivre:

[cos (φ ) + i  sin (<ρ)]Π = tos(«<p) + i  sin (ηφ).

Με έφαρμογη τού τύπου De Moivre προκύπτουν οί τριγωνομετρικοί 
αριθμοί πολλαπλασίων τόξων. Για παράδειγμα, από τη σχέση

cos(3^) + 1 sin(3^) = [cosGp) + i  sin(^)]3

= cos3 (φ ) + 3i cos2 (φ ) sin (^) + 3i2 cos (φ) sin2 (φ) + ί3 sin3 (̂ >) 

παίρνουμε τις (γνωστές) τριγωνομετρικές ταυτότητες

cos(3^) = cos3 (φ ) -  3 cos (<φ )  sin2 ( φ )  = 4 cos3 ( φ )  -  3 cos (φ )  

και

sin(3^) = 3 cos2 ( φ )  sin ( φ )  -  sin3 ( φ )  = 3 sin (φ ) -  4 sin3 (φ ). 

Πρόβλημα 1.2.6.1 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ισ τβ ι ή  π ο σ ό τη τα

Λύση: Επειδή ισχύει

1 - ί  (1 -  Ο2 1 - 2 ι - 1  
1 + ί  12 - 1*2 2

θά έχουμε
(ί— ί)8 = ( - 0 8 = ( - 0 2·4 = ( -D 4 = ί- ♦
'1  + ί '
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Πρόβλημα 1.2.6.2 Ν ά  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ ώ  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ώ ν  μ ι γ α δ ικ ώ ν  ά ρ ι θ -  

μ ώ ν  ζ  π ο ύ  Ι κ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ή ν  ά ι 'ι σ ό τ η τ α  Im(z2) > 2.

Λύση: Θέτουμε ζ  := χ  + iy , όπότε θά πρέπει νά  Ισχύει

Im(x2 -  y2 + 2ixy) = 2x y  >  2 ,

δηλαδή x y >  1. "Ετσι τό σημείο μέ συντεταγμένες ( χ ,  y )  πρέπει νά άνήχει 
μέσα στήν υπερβολή μέ έξίσωση x y  -  1. ♦

Σχήμα 1.10: Ό  γραμμοσκιασμένος τύπος, δηλαδή τό έσαχκριχό τής 
όπφβολής xy > 1 fin a l τό σύνολο τώ ν σημιίω ν πού ίπαληϋιύουν τή 
σχέση Im (z2)  > 2 .

1.2.7 Ρίζες

Πρόταση 1.2.7.1 Δίνεται ίνα ς  μ ιγα δικός Αριθμός ζ . 71ν η είναι ίνα ς φ υ σ ι
κός Αριθμός, τότε υπάρχουν η μ ιγα δ ικ ο ί Α ριθμοί Wq, W[, · ■■ ,χοη- 1. οί όπ ο ιο ι 
λέγοντα ι η -σ τ ίς  ρίζες τού  z, if ρίζες τάξης « τού  ζ, πού Ικανοποιούν τή 
σχέση

υ/ j  »  ζ. ; = 0 , 1 , · · · - 1 .

s

\
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Απόδειξη: Θέτουμε
ζυ = r[cos(0) + zsin(0)]

και
ζ = p[cos (φ ) + i  sin(<p)].

Μέ έφαρμογή τοϋ τύπου De Moivre, βρίσκουμε

r n [c o s (n d )  + i  sin( η θ ) ]  = p(cos φ  + i  sin φ ) ,

οπότε προκύπτουν οί σχέσεις

r n = ρ και cos(n0) = cosέ φ ) , sinOitf) = sin(^).

Ή πρώτη σχέση, προφανώς, δίνει τη μοναδική λύση τ  = ρ ί/η . Οί δύο 
τελευταίες σχέσεις συναληθεύουν δταν

Λ φ  + 2toz , Λ Λ
0 = -----------, fc =  0 , 1 ,2 ,· · · !* -1 .

η

Επομένως οί η - ο τ ζ ς  ρίζες τού μιγαδικοϋ αριθμού z := p(cos φ + i  sin φ) 
δίνονται από τόν τύπο

%
ι γ ,φ + 2/τπ\ . . .φ + 2&7Γλ1 _ . .:=p»[cos(— - — ) + isin(— - — )J, k  = 0 ,1 ,..., η  -  1. ( 1.6)

Σημείωση 1.2.7.1 Ή  π ο σ ό τη τα  t f z  λ έ γ ε τ α ι n - σ τ η  ρ ίζ α  το υ  ζ κ α ϊ π α ρ ισ τά ν ε ι 

ό π ο ια δ ή π ο τε  η - σ τ η  ρ ίζ α  το υ  ζ, δηλαδή , ό π ο ιο ν δ ή π ο τε  μ ιγ α δ ικ ό  ά ρ ιϋ μ ό  το ϋ  

ο π ο ίο υ  ή  η - σ τ η  δ ύ ν α μ η  ίσ ο ϋ τ α ι μ ε  ζ. Θ ά  π ρ έπ ε ι, όμω ς, ν α  δ ιε υ κ ρ ιν ίζ ο υ μ ε  

κ ά ϋ ε  φ ο ρ ά  π ο ιό ν  κ λ ά δ ο  τη ς  ρ ίζ α ς  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε .

Θέτοντας στόν τύπο (1.6) τις τιμές ρ = 1 και φ  = 0 προκύπτουν οί 
n-οστές ρίζες της μονάδας

1 = |l|(cos(0) + / sin(0)),

δηλαδή οί αριθμοί
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- V*>> r*y>

Σχήμα 1.11: Ο Ι ( Ικ ό ν ις  σ τ ό  μ ιγ α δ ικ ά  ίπ ί ι κ δ ο  τ ώ ν  έητά ρ ιζ ώ ν  Ιβ δ ο μ η ς  
τ ά ξ η ς  τ ή ς  μ ο ν ά δ α ς  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  κ α ν ο ν ικ ό  έ π τ ά γ ω ν ο .

Ε ίν α ι  εδκολο νά  δούμε δ η  στό μιγαδιχό έπίπεδο οΐ η-οστές ρίζες  
τής μονάδας άνηστοιχοϋν στίς κορυφές τού κανονικού η-γώνου τού  
έγγεγραμμένου στόν μοναδιαίο κύκλο, δπου μία κορυφή του βρίσκεται 
στή θέση τής μονάδας (τού πραγματικού άξονα).

Παρατηρούμε δτι Ισχύει

ί* =  εΐ£|Μ, έ  =  2 ,3 , · · * n - 1 ,

καθώς έπίσης καί
~ — ερ — ί .

Ιδιαίτερα, γ ιά  τΙς κυβικές (η = 3) ρίζες τής μονάδας, δηλαδή τούς  
άριθμοΰς Εχουμε

$> =  1.

/ 2 π . . . -2 ιγ.ει =cos(— ) + is tn (— ) =

,4 tc. . , ,4 jt.£$ =COS(— ) + ISin(-y) =

ι . V5 
2 + ' 2 ’ 
1 . VS 

" 2 " '  2  *
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Πρόβλημα 1.2.7.1 Δ ίν ε τ α ι  ένα ς  μ η  μ η δ ε ν ικ ό ς  μ ιγ α δ ικ ό ς  ά ρ ιϋ μ ό ς  ζ . Ν α  

π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ ε ί ό  κ λά δ ο ς  τη ς  λ/ ζ  γ ια  τ ο ν  ο π ο ίο  Ισ χ ύ ε ι Vl = -1.
Λύση: Θέτουμε ζ = p(cos(<p)) + i  sin(^)) καί εφαρμόζουμε τον τύπο των 
ριζών για την περίπτωση η  = 2. Τότε προκύπτουν οί δύο τετραγωνικές 
ρίζες του ζ:

ζι := > ^ (c o s (^ »  + is m (^ ) )  

και

Ζ2 := λ/ρ ( cos(^ -"~— )) + fsin(- -̂ 27r)) = -  ^o(cos(^)) + isin(^)).
I

Προσπαθούμε να δούμε ποιος άπό τους δύο τύπους όδηγει στη 
σχέση Vl = -1, όταν ζ = 1. ’Άν ισχύει ζ = 1, τότε έχουμε |ζ| = ρ = 1 
και φ  = Arg(z) = 0. ’Έτσι, ό πρώτος τύπος δίνει

-1 = l(cos(0)) + /sin(0)) = 1,

πράγμα άτοπο. Ό δεύτερος τύπος γίνεται

-1 = -  Vl(cos 0 + i  sin 0),

πράγμα πού ισχύει. ’Άρα ή σχέση Vl = -1 ικανοποιείται άπό τον 
δεύτερο κλάδο της ρίζας, δηλαδή τη ρίζα ζ<ι. ♦

Πρόβλημα 1.2.7.2 Ν ά  ε π ιλ ν ϋ ε ϊ ή  ε ξ ίσ ω σ η

ζ11 = ζ,

όπ ο υ  η ε ίν α ι  φ υ σ ικ ό ς  ά ρ ιϋ μ ό ς  μ ε γ α λ ύ τε ρ ο ς  το υ  1.

Λύση: ’Άν z = 0, προφανώς ή ε ξ ίσ ω σ η  Ικανοποιείται. ’Έστω ζ  t  0. 
Γράφουμε τον αριθμό ζ στην πολική μορφή ζ = p(cos(^) + /sin(^)). Τότε 
έχουμε

ζ = ρ( cos(-<p) + i  sin(-<p)), 

όπότε ή εξίσωση πού δίνεται γράφεται ώς

prt(cos(?î ) + / sin 6ιφ)) = p(cos(-^) + i  sin(-^)).
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'Απλοποιούμε μέ ρ  καί πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της σχέσης αύτης 
έπΐ (cos(flj) + 1 sin(«p)). "Ετσι βρίσκουμε δτι

p"_,(cos((n + 1)φ)) + isin((n  + 1)φ)) = 1.

Από έδώ προκύπτει δτι ρ  = 1 καί

cos((n + 1)φ) + 1 sin((n + 1)φ) = 1.

Ε πομένω ς πρέπει νά  Ισχύει

(η + 1)φ = 2έπ, λ = 0,1,...,«

δηλαδή
2έπ

φ  ------- -,  κ = 0 , \ ......η.
η + 1

Έ τσ ι οΐ ζητούμενοι μιγαδικοΐ άριθμοί είναι ό Ζο = 0  καί οΐ

, 2for ν . . , 2b e .. , _ .
z k  =  cos( — - - r i  +  is in i— — - ) ,  ft s  0 ,1 , . . . , η .  ♦

M r !  W + l

Πρόβλημα 1.2.7.3 N i  λ υ θ ά  ή  ί ξ ίσ ω σ η

ζ3 +  λζ2 + b z  +  c  = 0,

δ π ο υ  ο ί  σ ν ι π ( λ ( σ τ 4 ς  a , b , c  d v a i  μ ι γ α δ ικ ο ΐ  ά ρ ι θ μ ο ί .

Λύση: Ή έπίλυση θά γίνει μέ έφαρμογή τής μεθόδου τού Cardano. 
Σύμφωνα μέ τή μέθοδο αύτή Ακολουθούμε τά έξης πέντε βήματα:

Β ή μ α  Α . Θέτουμε ζ  := - §  + w , όπότε ή άρχική έξίσωση μετασχημα
τίζεται στήν

w3 + A w  + β  = 0, (1.7)

δπου οί νέοι συντελεστές A , Β  δίνονται άπδ τούς τύπους

. - α 1 . 2 α 3 abA e _  +  b x a l B =  + c .
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Β ή μ α  Β . Θέτουμε
,  A

καί έτσι παίρνουμε την έξίσωση

/I3
2 7 ζ3

+  Β =  0.

(1.8)

Β ή μ α  Γ . Θέτουμε ζ 3 =: ξ, όπότε προκύπτει ή δευτεροβάθμια έξίσωση

ξ 2 + Β ξ - £
27 = 0 .

Β ή μ α  Δ . Επιλύουμε την έξίσωση αύτή, έφαρμόζοντας τη μέθοδο την 
όποία άκολουθούμε για την έπίλυση τ ή ς  δευτεροβάθμιας έξίσωσης μέ 
πραγματικούς συντελεστές καί βρίσκουμε τΙς ρίζες

- Β + φ β Τ ^ Α 3 ^  - β - ^  + 4 ,Α 3 

* 2 * * 2

Ή έξίσο^ση ζ 3 = δίνει τΙς τρεις κυβικές ρίζες £2, 6  τού μιγαδικοϋ 
άριθμοϋ ξ . Μέ βάση τ!ς ρίζες αύτές καί μέ τη βοήθεια τής σχέσης (1.8) 
παίρνουμε τρεις μιγαδικούς άριθμούς αη, ιο<ι, ι ν ^  αντίστοιχα.

Επίσης, ή έξίσο^ση f3 = £' δίνει τΙς τρεις κυβικές ρίζες £j, το^
οί όποιες, πάλι μέ τη βοήθεια τής σχέσης (1.4), δίνουν ά/Μους τρείς 

άντίστοιχους άριθμούς ιυ'ν ζυ'2, w'v

Θά δείξουμε ότι οί άριθμοί τυ'ν ιν'ν  ιυ'3 ταυτίζονται μέ τούς w \,W 2, 103, 

άλλα όχι άπαραίτητα άντίστοιχα. Πραγματικά, άν ε είναι μια κυβική 
ρίζα τής μονάδας, μέ ε Φ  1, τότε έχουμε

6  = = β  = ε2£ ·  (1·9>

Επειδή, όμως, ισχύει



f t

I I.I!

‘I p

I t

f § \

Ϊ
-•k̂ 0':

M

#

·’

H

1 ,3 .  ΕΤΘΪΓΡΑΜΜΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

προκύπτει δτι

39

β  —
Α_
3(Γ

W _  _̂ 7 _  J^L. — _ _ _ _ _  .
h - % i -  " e 3(, -  ^ ( ,  ' 3(3’ 

_Λ_ 
" 3 f 2 ·

(1.10)

Ά ρα έχουμε καί

j  w A —A
S  = (ί -  =

Λ A
"  3?ί 3 [ ^ ϊ  = ζΐ ~ Wi  = WU

A  - A  A  r  A
= δ - 3 & ' “ 3,^  =  δ - 3 ζ  = 3& - 3 [ # ί

<  = ζ * -
- A y

= (2 ~ or" = W13(3 3(2 3 [ jg ]  M 3(2

■il

Βήμα E . ’Από τΙς σχέσεις (1.9) καί (1.10) προκύπτουν o l τρείς μιγα- 
δικοΐ άριθμοί

« Ί = ( « - ^ = ί ΐ + ( ί .

^2 = ( 2 - ^ = ί ? 1 + β = ί < ( ΐ + β ( ί ) .

«'3 = ( 3 - ^ = ε 2(ι+(^ = ε’ίι + <ί = £*(. + ε*(ί = £*((, + £*((), 

ol όποίοι άποτελοΰν τΙς τρείς ρίζες τί|ς έξίσωσης (1.7).

4 f ;'·
"ifvJS&'; 

&έ;ν - '

Τέλος, άπό αυτές τΙς ρίζες παίρνουμε τούς μιγαβικούς άριθμούς

a

■ ή-Μ
... . .·*J V!·

-./Λ-·.'
·' V.;-,

Z j : = - -  +  Wj, ϊ = 1 . 2 , 3, 

ol όποίοι άποτελοΰν τΙς λύσεις της άρχικης τριτοβάθμιας έξίσωσης. 4

1.3 ΕΤΘΪΓΡΑΜΜΑ ΤΜΗΜΑΤΑ
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1 .3 .1  Ε υ θ ε ίε ς  γ ρ α μ μ έ ς

Θεωρούμε δύο μιγαδικούς αριθμούς a, b ε κ  των όποιων ό b είναι διάφο
ρος του μηδενός. Μπορούμε να βλέπουμε τούς αριθμούς αύτούς ώς 
διανύσματα τού έπιπέδου. Ή εύθεΐα γραμμή στο μιγαδικό έπίπεδο, ή 
όποια διέρχεται από το σημείο α και σχηματίζει με τον θετικό πραγμα
τικό ήμιάξονα γωνία ίση με τό βασικό δρισμα τού μιγαδικού αριθμού 
b, παριστάνεται με Ε (α , b ) .

’Έστω ιυ  ένα σ η μ ε ίο  της εύθείας E (a ,b ) .  Άπό τον όρισμό προκύπτει 
δτι ύπάρχει κάποιος πραγματικός αριθμός s τέτοιος ώστε ιυ  = a + sb.

Θά δείξουμε δτι αύτός ό αριθμός s είναι μοναδικός.
Πραγματικά, αν υπάρχει καί άλλος άριθμός Si τέτοιος ώστε ιυ  -  

a +  S{b, τότε θά ισχύει
a +  sb =  a +  s \b .

Ή σχέση αύτη δίνει την ισότητα

( s - s \ ) b  =  0 ,

)
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όπότε, άπό την Πρόταση 4.2.1.1 έπεται δτι s  = s \ .

Σύμφωνα μέ τά παραπάνω, ή άντιστοιχία

$ <— ► a +  sb

είναι άμφιμονοσήμαντη. Τήν εΙκόνα του s τήν παριστάνουμε μέ w ( $ ) ,  

δηλαδή έχουμε
w ( s )  = a  + s b .

Ή διάταξη τών πραγματικών αριθμών s καθορίζει καί τόν π ρ ο σ α 
νατολισμό, ή τη φ ορά  τής εύθείας. Δηλαδή, ή εύθεϊα γραμμή θεωρείται 
δτι είναι ένας εύθϋς μονόδρομος στό έπίπεδο τόν όπίο διανύουμε καί 
ή παράμετρος $ μετρά τή χρονική στιγμή κατά τήν όποία  βρισκόμαστε 
στό σημείο χυ($) .

Έ να  σημείο ι υ ( $ { )  θεωρείται δτι προηγείτα ι του σημείου w(s2>, άν  
Ισχύει si < S2 .

Γιά κάθε σημείο ζυ := w(s) = a  +  sb  τής εύθείας γραμμής ΕΚα, b ) Ισχύει 
δτι

Έ ι υ - α  t  a  +  s b - a  .  sb  Λ
Im — —  = Im----- :------= Im-r- = Im(s) = 0 .

b  b  b

Τό γεγονός τούτο όδηγεί στό έξής συμπέρασμα:

Πρόταση 1.3.1.1 Ή  ε ύ ϋ ε ϊα  γ ρ α μ μ ή  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ικ ο ϋ  ί π ι π ί δ ο υ ,  ή  ό π ο ία  διέρχε
ται ά π ό  τό σ η μ ε ίο  α  κ α ϊ  Ζ χ ε ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  τό δ ρ ισ μ α  τ ο ϋ  σ η μ ε ίο υ  

b, μ π ο ρ ε ί  ν ά  ό ρ ισ τ ε ι  κ α ϊ  μ ΐ  τ ό ν  τ ύ π ο

ΕΚα, b ) = [w  € C : Im ™ -- = 0}.
b

Μέ βάση τήν πρόταση αυτή τό θετικό ή μ ιεπ ίπεδο  Ε ? (α , b )  τό όποίο  
όρίζεται άπό τήν εύθεία γραμμή ΕΚα, b ) f είναι τό σύνολο τών σημείων χυ 

που Ικανοποιούν τήν άνισότητα

r ι υ - α  Λ
Im—r— > 0 . 

b
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Επίσης, τό αρνητικό ήμιεπίπεδο Ε ~ (α , b) είναι τό σύνολο των σημε
ίων ιν  τά όποια ικανοποιούν τη σχέση

Im ιν  -  a 

b
< 0 .

Πρόβλημα 1.3.1.1 Ν ά  β ρ β ϋ ε ϊ ή  π ρ ο σ α ν α το λ ισ μ έ ν η  γ ω ν ία  μ π α ξ υ  τ ω ν  ζ ύ ϋ α -  

ώ ν

Ε ( - 1,1 -  0 κ α ι 1, V3 + 0.

Λύση: Ή ζητούμενη γωνία ταυτίζεται με τη διαφορά των γωνιών πού 
σχηματίζουν oi δύο εύθεϊες με τόν θετικό πραγματικό ήμιάξονα. Οί 
γωνίες αύτές είναι αντίστοιχα ϊσες με

Σχήμα 1.13: Ή  γ ω ν ία  μ ζ τα ξύ  τω ν  ζόϋζίω ν £(-1,1 - /)  κ α ί Η 1, V3+0 
d v a i ϊσ η  μ ΐ  .

π
Arg(l -  i )  = Arctan(-l) = —ζ

καί
r- V 3Arg( ν3 + 0 = Arctan(— ) =

7Γ

6
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Γ;<&

: ·; ; <V"■ Λ·5.'

μέ
Ά ρα, ή προσανατολισμένη γω νία μεταξύ τών δύο ευθειών είναι ίση

π  _ , τ .  5π  . 
(> 12" f

1.3.2 Εύθύγραμμα τμήματα

s Θεωρούμε δύο σημεία a>(sj) =: «η καί w(s2) =: της εύθείας

ΕΚα, b )  =  \ w :  w - a  +  sb , s  € R),

δπου S| < S2· Δηλαδή έχουμε w \  =  α  + s ib  και =  α +  s ^ b . Αφαιρώντας 
κατά μέλη βρίσκουμε w i ~ w \  -  ( s ^ - s |)£», όπότε καί προκύπτουν ot τιμές  
τών άριθμών b  καί α:

b _ w2 - w i
s2 - s i

Wo Η>1καί a  =  w \ - s \ b  =  w i  -  s i -----------.
S2 - S j

Επομένω ς, γιά  κάθε s € [$ι, sjJ, ή παράσταση u»(s) - a  +  sb  γράφεται 
ώς

w is )  =  a  +  sb  =  w \  — s j— — — + s— — —  = w \ +  - — — ( u ^ - w i) ,
S2 -  Si s2 -  Si Sj -  Si

δηλαδή
wKs) = ( l  -  - — — W i +

'  S 7 - S t f
S — Si 

S2 -  Si U>2·

Θεωρούμε μιά νέα  μεταβλητή t ,  αυτή πού  όρίζεται μέ τήν παράστα-
I  ση

ί : = -------- , όπότε s = S| + f(s2 -  S|) = (1 - <)si + tS2.
$2 ~ s t

Παρατηρούμε δτι Ισχύει s e  (s i.sa]. &v καί μόνο άν Ισχύει ί e  [0 ,1]. 
Μάλιστα συμβαίνει ή τιμή τής παραμέτρου s νά είναι ίση μέ si καί S j ,  

άν καί μόνο άν ( =  0  καί t  = 1, Αντίστοιχα.

θέτουμε
ζ(ί) := ιι>((1 -  f)si + Isj),
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όπότε ή προηγούμενη παράσταση γίνεται

2(0 = W(s) = (1 -  t)W{ + € [0» 1]·

To σύνολο των σημείων ζ πού γράφονται στη μορφή

ζ := ζ(0 = (1 -  t ) a  + ffr, 0 < t  < 1

αποτελεί τό εύθύγραμμο τμήμα με αρχή τό σημείο α καί πέρας το b  

καί παριστάνεται ώς [a, b].

Γιά να δείξουμε τον τρόπο άντιστοίχισης της μεταβλητής s στή μετα
βλητή t , πού κάναμε παραπάνω, εργαζόμαστε δπως στο σχήμα. Δηλαδή 
θεωρούμε δυο τυχόντα διαφορετικοί} μήκους παράλληλα εύθύγραμμα 
τμήματα, τα όποια ταυτίζουμε μέ τα κλειστά διαστήματα [si, S2] καί 
[0,1]. Ή εύθεία γραμμή πού ορίζεται από τά άκρα 0 καί si τέμνει τήν 
εύθεϊα γραμμή πού ορίζεται από τά άκρα 1 και S2 στο σημείο 0. Τώρα, 
ή ζητούμενη άντιστοίχιση γίνεται μέ εύθείες γραμμές πού διέρχονται 
άπό τό σημείο Ο . Πραγματικά, από τό Ο  φέρουμε μιά εύθεϊα γραμμή

Ο

Σχήμα 1.14: Δ έ σ μ η  τ ρ ιώ ν  ε ύ ϋ ε ιώ ν  π ο ύ  τ έ μ ν ο ν τα χ  ά π ό  δύο π α ρ ά λ λη λ ες  

εύ θ ε ίες , τ έ μ ν ο ν τ α χ  σ ΐ  μ έ ρ η  α ν ά λ ο γ α .

ώστε νά τέμνει τό εύθύγραμμο τμήμα [si, S2] ατό σημείο s. Τότε α- 
ύτή τέμνει τό δεύτερο εύθύγραμμο τμήμα σ ε  ένα ακριβώς σημείο, τό t.
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Έτσι* δημιουργείται μια δέσμη εύθειών πού τέμνονται άπό δύο παράλ
ληλες ευθείες. Άπό τό Θεώρημα τού Θαλή, έπεται Ά τ ι αύτές τέμνονται 
σέ μέρη άνάλογα. Δηλαδή, έχουμε

S - S \  __ 52 -  S{

t - 0 1 - 0 ·

Άπό τη σχέση αυτή παίρνουμε την έκφραση του t  ώς συνάρτηση του 
s, δπως αύτή όρίστηκε παραπάνω.

1 .3 .3  Π ο λ υ γ ω ν ικ ές  γ ρ α μ μ έ ς

Άν δοθούν k  τό πλήθος σημεία zj, Ζ2, 23, · · · , ζ*_ι, ζ*, θά λέμε δτι τό σύμ
βολο [zt, Ζ2, — , zrjtl παριστάνει τό σύνολο τών σημείων δλων αύτών τών 
διαδοχικών ευθυγράμμων τμημάτων. Τό σύνολο τούτο τό όνομάζουμε \
άθροισμα τών ευθυγράμμων τμημάτων [ ζ \ Ψζ%], [22, 23]» . . . [zjt-i»2jt] κοΛ ^
τότε γράφουμε

[21, 22, · · * , zk) := [Ζι, Ζ2] + [ζ2, 23] + * · * + fa -i, 2*].

Ώς γεωμετρικό στοιχείο, τό άθροισμα τούτο είναι ή πολυγωνική 
γραμμή μέ κορυφές τά σημεία ζι, ζ3, · · · , 2*-ι, **» καί» φυσικά, μέ 
πλευρές τά εύθύγραμμα τμήματα [2 |, ζ2], fo , 23]........ [ζ*_|,ζ*].

Ένα σύνολο Λ  ς  C λέγεται κυρτό, άν γιά κάθε δύο σημεία a ,b  € A  

τό εύθύγραμμο τμήμα [ab ], πού αύτά όρίζουν, άνήκει στό σύνολο Α .

, 1.4 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
·#

1. Άν k  είναι ένας φυσικός άριθμός, νά υπολογιστούν τά άκόλουθα 
;_C άθροίσματα

!  ι + 2ί2 + 3/3 + ...
■ :>*

j  ι +1 · 2Ϊ2 + 2 · 3/3 + . . .  + (A:-  1) · W* x a l

\  / + 22/2 + 32/3 + . . . + * ¥ .
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Σχήμα 1.15: Ή  π ολυγω ν ική  γ ρ α μ μ ή  \ ζ \ , ζ ι , · · · , ζιο] μ ϊ  κορυφές τ ά  
σ η μ ΐ ϊα ζ,,ζ2,··· , z i0 .

Ψί·

2. Νά έπιλυθεϊ ή έ ξ ίσ ω σ η

1 1 + /ζ
ζ -  2 i + (1 -  ί)2

'ϊ:g

3. ’Άν x f y  είναι πραγματικοί άριθμοί, νά έπιλυθεί ή έξίσωση (3 + /)* + 
(5 -  40y = 12 + 5/.

4. Νά άναλυθουν σε αθροίσματα άπλών κλασμάτων τά κλάσματα

3
#

*

2/ 1 5ζι I
(3 -  /ζ)(3 + 4/ζ) ’ (ζ -  0(ζ2 + 4)' (ζ -  3/)(ζ2 + 9 )# J

5. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο [ζ  € C : Im(z3) > 0}.

6. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο των σημείων ζ := χ  + iy  πού είναι 
τέτοια ώστε ( 2 χ  -  0(4 + 0 + ( 2 χ  -  y0(-2 + 30 = 6 + 5/.

7. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο των σημείων ζ := τ + iy  τέτοιων ώστε 
( χ  -  y i ) ( a + f i i )  = α/?, δπου α , β ζ Ε .

$! 
I  ’

✓
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8. Νά άπεικονιστούν στό μιγαδικό έπίπεδο τά σύνολα των σημείων 
τά όποια στό καρτεσιανό έπίπεδο όρίζονται άντίστοιχα μέ τη βο
ήθεια τών έξής σχέσεων:

χ2 + y2 + 4(x + y) = 0, y = ax + /?, 

x2 -  y2 = a2, x2 + y2 + 2 x  = 0, (x -  l)2 + 2y2 = 1.

9 . *Άν δοθούν τά μη συγγραμμικά σημεία Ζ \,Ζ 2 καί 23 τού μιγαδικού 
έπιπέδου, νά βρεθεί ένα σημείο ζ* τέτοιο ώστε τά 21, 22, 23,24 νά 
είναι οΐ κορυφές ένός παραλληλογράμμου.

10. Νά βρεθούν τά μέτρα καί τά βασικά όρίσματα τών μιγαδικών 
άριθμών V3 + /, -  V3 + 3/, -3  + / VI -1 - 1 VI -3  -  ί VI 3 + 3ι, 2ί.

11. Στό σύνολο τών μιγαδικών άριθμών όρίζουμε μία σχέση σ ώς έξής:

Τό ζεύγος (ζ, ιυ ) άνήκει στη σχέση σ σημαίνει δτι Ισχύει |ζ| < Μ  
καί, άν Ισχύει \ζ\ = |u;|, τότε Arg(z) < Arg(w).

Ν’ άποδειχτεί δτι ή συ {=) είναι μία σχέση όλικής διάταξης.

12. Νά ύπολογιστεί τό άθροισμα (1 -  ι)9 + (1 + 1)9.

13. Νά προσδιοριστούν τά σημεία ζ  τού μιγαδικού έπιπέδου τά όποία 
Ικανοποιούν μία άπό τΙς σχέσεις:

< Arg(z + 2 - 0  < Im -  < R e - =  j ,  1 < | ζ - 1 - ι | < 3 .  
ο  I  Ζ I  2 4

14. Νά βρεθεί ό μιγαδικός άριθμός που προκύπτει άν 6 μιγαδικός 
άριθμός-διάνυσμα -  V3 + 3/ περιστραφεί θετικά κατά 45°.

15. Νά βρεθεί ό μιγαδικός άριθμός πού προκύπτει άν ό μιγαδικός 
άριθμός-διάνυσμα -  V3 - 1 περιστραφεί κατά -120°.

16. Νά βρεθεί ή γωνία κατά τήν όποία πρέπει νά περιστραφεί ό μι- 
γαδικός άριθμός-διάνυσμα 3 -  4ί ώστε νά συμπέσει μέ τό 5 / V2 -  
#5/ VI
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17. Νά προσδιοριστεί μέ γεωμετρικό τρόπο στό μιγαδικό ε π ίπ ε δ ο  τ ό  

άθροισμά, τό γινόμενο και τό πηλίκο των μιγαδικών αριθμών -1 + 
2i  και 2 -  /.

18. Νά αποδειχτεί ότι στό σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οί 
ιδιότητες

αα = |<j|2, \α +  b\2 +  \ α -  b\2 = 2(|a|2 + \b\2), \ a ± b \2 = \α \2 + \b \2 ± 2 R e (a b ) .

19. ’Άν ζ είναι μια λύση της πολυωνυμικης εξίσωσης

βο ζ 11 + β {ζ η- { + · · * + β η = 0,
»

όπου β & β \,*♦*,/?„ είναι πραγματικοί αριθμοί, νά αποδειχτεί ότι 
και ό μιγαδικός αριθμός ζ είναι λύση.

20. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο τών σημείων ζ τά όποια ικανοποιούν 
μία από τις ακόλουθες σχέσεις

Im(z2 -  ζ) = 1 -  Im(z), |ζ -  1| < |ζ -  i\, Re(z2 -  ζ) = 1,

ζζ + (2 + ί ) ζ  = 2 -  ζ2 + (ζ)2 = 1.

21. ’Άν β, b είναι μιγαδικοι αριθμοί, νά άποδειχτεΐ ότι ισχύει ή ανισότη
τα |a -  b\2 < (1 + |β|2)(1 + \b\2) .

22. Νά αποδειχτεί ότι, άν ισχύει ή ισότητα \ a - b \  = |1 τότε έχουμε 
|β| = 1, ή \b\ = 1 κα'ι, άν ισχύει \ a - b \  <  \ i - a b \ ,  τότε |β| < 1 και \b\ < 1, 
η |β| > 1 και \b\ >  1.

23. Νά αποδειχτεί ότι γιά μιγαδικούς αριθμούς α;·, b jy j  = 1,2, · · · , k, 

ισχύει ή ταυτότητα του Lagrange

Τ ’  Λ||ί>»|2
\< n < k

(Σ |λ"|2)( Σ Σ |a,"b"
i< tt< k  \< n < k 1 <>m<n<k

2

Άπό την ισότητα αύτη, νά αποδειχτεί οτι ισχύει ή ανισότητα του 
Cauchy _____

Σ e«b»l - Λ/( Σ ^ 2) J (  Σ ^2)·l<n<fc y l<w<Jr y l<w<£
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24. Νά προσδιοριστεί μέ γεωμετρικό τρόπο στό μιγαδικό έπίπεδο τό 
άθροισμα, τό γινόμενο καί τό πηλίκο τών μιγαδικών αριθμών -1 + 
2ι καί 2 - ι.

25. Νά ύπολογιστοΰν μέ γεωμετρικό τρόπο στό μιγαδικό έπίπεδο οί 
μιγαδικοΐ άριθμοί:

Ζ \  := (1 + Ο2, 22 := 2| -  (2 + 30, 23 := 222/1 -  21.

26. Νά προσδιοριστεί μέ γεωμετρικό τρόπο στό μιγαδικό έπίπεδο ό 
μιγαδικός αριθμός (1 + 0(2 -  30 : (4 + 20.

27. Νά άποδειχτεί δτι τό πολυώνυμο

ρ(χ) := (cos/? + x sin /?)* -  cos fc/? -  χ  sin k fi,

δπου/? είναι ένας σταθερός πραγματικός άριθμός καί k  είναι θετι
κός άκέραιος μεγαλύτερος του 2, διαιρείται διά τού πολυωνύμου 
χ2 + 1.

28. Νά άποδειχτεί δτι γιά κάθε φ  Ισχύει ή σχέση

/1 + 1 ίβη(φ) νk _ 1 + 1* tan(/c<p) 
Μ - 1 ίβη(φ)' 1 -  ita n (k < p Y

δπου λ είναι ένας όποιοσδήποτε άκέραιος.

29. Νά έπιλυθεΐ ή έξίσωση (χ + 0" -  (χ  -  0" = 0.

30. Άν χ είναι πραγματικός άριθμός καί k  θετικός άκέραιος άριθμός, 
νά υπολογιστούν τά άθροίσματα:
sin x +sin 2 x + ... + sin k x t

cosx + cos(x + y) + cos(x + 2y) + ... + cos(x + k y \

sin x + sin 4x + ... + sin(3fc + t)x,
cosx + cos 4x + ... + cos(3fc + l)x,
1 + cosx + cos 2x + ... + cos for,
cosx + cos 2x + ... + cosfar.

•4.

-
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31. Νά ύπολογιστούν οΐ τιμές των ριζών ψ ΐ  -  i, ψ Α ,  ψ ι, y fA .

32. Νά επιλυθεί ή έξίσωση αζ2 + bz +  c = 0, (δπου a, b, c είναι μιγαδικοί 
άριθμοί).

33. ’Άν Ε  είναι τό σύνολο δλων των w-οστών ριζών της μονάδας έφοδια- 
σμένο με τήν πράξη του γνωστού πολλαπλασιασμού ·, νά αποδει
χτεί δτι ή δυάδα (Ε ' ·) είναι μιά Άβελιανή (δηλαδή άντιμεταθετική) 
όμάδα.

34. ’Έστω Μ„(ζ) τό σύνολο τών η- οστών ριζών τού μιγαδικού αριθμού 
ζ. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο δλων τών σημείων ζ τού έπιπέδου 
πού ικανοποιούν τη σχέση Μ,,(ζ) = Μ,,(ζ).

35. ’Άν 1,ει,ε2, 1 είναι οί «-στές ρίζες τής μονάδας, νά ύπολογι-
στούν οί ποσότητες 1 + ε \ + ε2 + ··· + ^ι-ι καί ..... ι·

36. Νά αποδειχτεί δτι τρία σημεία ζι,Ζ2, ζ3 τού μιγαδικού έπιπέδου 
είναι συνευθειακά, άν καί μόνο άν αύτά Ικανοποιούν τη σχέση 
Im(z3 -  ζ ι)/(ζ2 -  ζι) = 0.

37. Νά αποδειχτεί δτι τά σύνολα τής μορφής Ε * (α ,  b) καί &) είναι 
κυρτά.

38. ’Έστω Τ τό σύνολο τών σημείων τού μιγαδικού επιπέδου πού 
βρίσκονται στό εσωτερικό τού τριγώνου μέ κορυφές τά μη συγ- 
γραμμικά σημεία a, b, c. Νά αποδειχτεί δτι ισχύει

Τ = 0?, & -  λ )  π E ? (b , c -  W Π Έ*-(c, λ -  c),

λ*
η

T = E ~ ( a , b -  λ )  Π E ~ (b ,c  -  b) Π -  c).

39. Θεωρούμε δύο μιγαδικούς αριθμούς zt καί Ζ2· Νά προσδιοριστεί 
σημείο a e [ζι^] τέτοιο ώστε |λ -  ζι| = 2|λ -  Ζ2|.



® ® ® ® ® ® ®

Κεφάλαιο 2

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 
ΕΠΙΠΕΔΟΥ

2.1 ΤΟΠΟΛΟΓ1ΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Επειδή τό μιγαδικό έπίπεδο, ώς γραμμικός χώρος, ταυτίζεται μέ τό 
καρτεσιανό έπίπεδο, ή τοπολογία τού μιγαδικού έπιπέδου ταυτίζεται 
μέ τή γνωστή τοπολογία τού καρτεσιανού έπιπέδου. Αύτή είναι ή το
πολογία ή όποία είσάγεται μέ βάση τή μετρική ά  και πού όρίζεται μέ 
τήν άπόλυτη τιμή (2-διάστατων) διανυσμάτων, ήτοι

d ( z .w )  := \ζ -  u>|.

Έτσι, ή άπόσταση δύο μιγαδικών άριθμών z, w  είναι τό μέτρο \ζ -  w \ 

τού μιγαδικού άριθμού ζ  -  ιν .

2.1,1 Β α σ ικ ές  έ ν ν ο ιε ς

ΟΙ πλέον βασικές τοπολογικές έννοιες είναι οΐ Ακόλουθες :

• Ό Ανοικτός δίσκος μέ κέντρο τό σημείο α καί Ακτίνα r > 0 είναι 
τό σύνολο

Λ α ,  r )  := 1 ζ : \ζ -  α\ < γ | .

51
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•  Περιοχή ενός σ η μ ε ίο υ  α είναι ένα σύνολο Α  με την ιδιότητα ότι 
ύπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε ΐΧ α , δ ) c Α .  Μια περιοχή του σημείου α 

την παριστάνουμε, συνήθως, ώς V a.

• Ό άνοικτός δακτύλιος, ή άνοικτή δακτυλική περιοχή, είναι τό 
σύνολο

Δ (α , r, R ) :=  [ζ  : r  <  \ζ -  α\ <  R ).

• Ανοικτό είναι ένα σύνολο Α , όταν για κάθε σημείο ζ  e  Α , υπάρχει 
γ > 0, με την Ιδιότητα ότι Hz, r )  c Α

• Περιοχή ενός συνόλου Λ είναι ένα σύνολο U  με την Ιδιότητα ότι 
ύπάρχει άνοικτό σύνολο V  τέτοιο ώστε A Q V Q U .

•  Κλειστό είναι ένα σύνολο Π, όταν τό συμπλήρωμά του, δηλαδή τό 
σύνολο B c : = C \ B  είναι ανοικτό.

• Φραγμένο είναι ένα σύνολο £?, άν τούτο είναι υποσύνολο κάποιου 
δίσκου με κέντρο τό 0.

• Συνεκτικό είναι ένα σύνολο Α , άν δεν υ π ά ρ χ ο υ ν  μή κενά ανοικτά 
σύνολα Α \  και Α<ι τέτοια ώστε A \C \A < i  =  $ , A q A \  UA2, Α  Γ )Α \ ΦΦ 

καί Α  Π Α ^  Φ Φ.

• Ό τρύπιος δίσκος με κ έ ν τ ρ ο  τό σημείο α καί ακτίνα γ παριστάνε- , 
ται με Β ο(α , r )  καί είναι τό σύνολο πού προκύπτει άν από τόν δίσκο 
Β (α , r), άφαιρέσουμε τό κέντρο του.

• Τόπος, είναι ένα μή κενό, ανοικτό καί σ υ ν ε κ τ ικ ό  σύνολο.

'Ιδιαίτερα, ό δίσκος I X 0,1) τού μιγαδικού έπιπέδου λέγεται μονα
διαίος δίσκος καί ή περιφέρεια τού δίσκου αύτού, δηλαδή τό σύνολο

Κ(0,1) := {ζ: |ζ| = 1)

λέγεται μοναδιαίος κύκλος.

Πρόβλημα 2.1.1.1 Ν ά  έ ξ ζ τ α σ τ ε ϊ & ν  τ ό  σ ύνολο

Iζ -  /|
Λ := {ζ € C : <. W -  + ! |

1 + |ζ - /| “ 1 + |Ζ| 2'

1
9

________ d
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Σχήμα 2.1: Ό δίσκοι J9C1 + 1) καί ό SamWios ά(5 + 1, 0.3, V2).

flm t ά ν ο ικ τ ό  καί φ ρ α γ μ έ ν ο .

l i t  Λύση: Παρατηρούμε δτι γ ιά  κάθε μιγαδικό άριθμό ζ έχουμε

S  |2 - ί |  _  1 ^ 1 |ζ| 1 |ζ| 1
| §  1 + | ζ - » Γ  l + jjlj, 5 t + jgLj 2 + |z| + 2 + | z |S 1 + |ζ| +  2·

Γ Ά ρα ζ € β  δηλαδή τό σύνολο Β  είναι δλο τό μιγαδικό έπίπεδο, τό όποίο  
^ είναι άνοικτό καί μή φραγμένο σύνολο. ■

f  2 .1 .2  ’Ιδ ιό τη τες  τοΟ τ ό π ο υ

Μια χαρακτηριστική Ιδιότητα που είναι χρήσιμη στά έπόμενα, είναι ή 
άκόλουθη:

;< θεώ ρημα 2.1.2.1 *Άν Τ  ε ίν α ι  Ι ν α ς  τ ό π ο ς  κ α ί  A  ε ίν α ι  ί ν α  σ ύ ν ο λ ο  τό όπο
ίο τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  d v a i  ά ν ο ικ τ ό  κ α ί  κ λ ε ισ τ ό  ό π ο σ ϋ ν ο λ ο  τ ο ϋ  τ ό π ο υ , τότε τοΟτο 
τ α υ τ ίζ ε τ α ι  μ ΐ  τ ό ν  τ ό π ο .

Απόδειξη: Ά ν τό σύνολο Α  δέν ταυτίζεται μέ τόν τόπο Τ , τό  σύνολο 
Τ  \  Α  είναι μή κενό. Ά ρα  ό τόπος, ποί> είναι ένα άνοικτό σύνολο,
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γράφεται ώς ένωση των δύο ξένων (μή κενών) άνοικτών συνόλων Α  καί 
Τ \ Α .  Προφανώς, το συμπέρασμα τούτο άντίκειται προς τό γεγονός ότι 
ό τόπος είναι συνεκτικό σύνολο. ■

Τό επόμενο θεώρημα περιγράφει μια χαρακτηριστική ιδιότητα τών 
τόπων.

Θεώρημα 2.1.2.2 Α ν  Τ  ε ίν α ι  ένα ς  τό π ο ς , τότβ κ ά ϋ ε  δυο σ η μ ε ία  το υ  τό π ο ν  

μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  έ ν ω ϋ ο ϋ ν  μ ε  μ ι α  π ο λ υ γ ω ν ικ ή  γ ρ α μ μ ή  τη ς  ο π ο ία ς  ο ί π λενρ ες  ε ίν α ι 

π α ρ ά λ λ η λ ε ς  π ρ ο ς  το ύ ς  ά ξο ν ες  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Απόδειξη: ’Έστω α ένα σημείο του τόπου Τ'. ’Ονομάζουμε Ρ ία ) την 
ιδιότητα πού έχει ένα σημείο τού τοπου όταν τούτο μπορεί να ενωθεί 
με τό σημείο α με μια πολυγωνική γραμμή μέ πλευρές παράλληλες προς 
τούς άξονες.

Επειδή ό τ ό π ο ς  Τ  είναι άνοικτό σύνολο, μαζί μέ τό σημείο α θά 
περιέχει καί έναν δίσκο Β ία , r )  μέ κέντρο τό α καί ακτίνα r  > 0. Κάθε 
σημείο α' τού δ ίσ κ ο υ  έχει τήν ιδιότητα Ρ (α ), αφού, προφανώς, μπορεί να 
ενωθεί μέ τό κέντρο μέ μια πολυγωνική γραμμή μέ πλευρές παράλληλες 
προς τούς άξονες. Τούτο συνεπάγεται ότι τό σύνολο Τ \ τών σημείων 
τού τόπου Τ ,  π ο υ  έ χ ο υ ν  τήν ιδιότητα Ρ (α ), είναι μή κενό καί ανοικτό. 
’Άρα τό σ ύ ν ο λ ο

Τ 2 : = Τ \ Τ {

είναι κλειστό. Είναι φ α ν ε ρ ό  ότι τό συμπέρασμα θά ισχύει όταν τό 
σύνολο σύνολο Τ 2 είναι κενό. ’Έστω ότι τούτο δέν συμβαίνει. Τότε 
μπορούμε νά λάβουμε ένα σημείο b e  Τ 2 . Τό σημείο b δ ε ν  έχει τήν 
ιδιότητα Ρ {α ), δηλαδή δέν μπορεί νά ενωθεί μέ πολυγωνική γραμμή μέ 
τό σημαίο α. Επειδή έχουμε b e  Τ , καί τό σ ύ ν ο λ ο  Τ  είναι ανοικτό, 
ύπάρχει r '  > 0 τέτοιο ώστε ό δίσκος μέ κέντρο b καί ακτίνα Υ  νά 
περιέχεται στο Τ .  Προφανώς, κ α ν έ ν α  σ η μ ε ίο  τ ο ύ  δ ίσ κ ο υ  αύτού δέν 
πρέπει νά έχει τήν ιδιότητα Ρ ( α \  ο π ό τ ε  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  Τ 2 είναι ανοικτό 
σύνολο.

’Έτσι άποδείχθηκε ότι τό σύνολο Τ', αν καί είναι συνεκτικό, γράφε
ται ώς ένωση δυο ανοικτών συνόλων, δηλαδή, τών Τι καί Τ 2 . Το γεγονός 
τούτο, λόγο,) τού θεωρήματος 2.1.2.1, είναι άτοπο, ο π ό τ ε  κάποιο από τά * 
δύο σύνολα είναι τό κενό. Αύτό πρέπει νά είναι τό σύνολο Τ 2. ■

»

__________ Μ
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Σχήμα 2.2: Κ ά ϋ ί  σ η μ ι ΐο  τ ο ϋ  δ ίσ κ ο υ  σ υ ν δ & τ ω  μ έ  τ ό  κ έ ν τ ρ ο  μ λ  μ ι ά  
π ο λ υ γ ω ν ικ ή  γ ρ α μ μ ή  δ ύ ο  ε ύ Ο υ γ ρ ά μ μ ω ν  τ μ η μ ά τ ω ν .

2.1.3 Άλλες έννοιες

J f  Άλλες γνωστές τοπολογικές έννοιες είναι οΐ έξής:• 4·5?ί

• Ή βιάμετρος ένός συνόλου Α:

diam(A) := sup(|x -  y |: κ,y € A).

• Ό πυρήνας ένός συνόλου Α:

Λ° := U{X: X C  A. X  άνοιχτό).

• Ή θήκη ένός συνόλου Α:

Α := η(Χ: Α ς  X  X  κλειστό).
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Τό σ ύ ν ο ρ ο  ενός σ υ ν ό λ ο υ  Α  είναι τό σύνολο

Α η Α Ρ ,

όπου Α °  ε ίν α ι  τό συμπλήρωμα τοϋ συνόλου Α ,  δηλαδή τό σύνολο 
C \ A .

Πρόβλημα 2.1.3.1 Ν ά  β ρ ε ϋ ί ΐ  σ τ ό  μ ιγ α δ ικ ό  έπ ίπ βδο  τό σ ύνολο  Β  ό λω ν  τ ω ν  

μ ιγ α δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  ζ  π ο ύ  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ η  σ χ έσ η

|ζ + ή 
|ζ -1 |

> 2 .

-1

1-

-1-

Σχήμα 2.3: Έ ϋ ή κ η  τοϋ  δ ίσκου Η § +i% , 2-^) π φ ιέ χ α μ ό ν ο  τ ά  σ η μ ά α  

πού Ιπ ιλύ ο υ ν  τή ν  ά ν ισ ό τη τα  >2.

Λύση: Θέτοντας ζ = x  + iy  βρίσκουμε δτι ή σχέση αυτή ίσοδυναμεΐ μ έ|: 
τήν

3τ2 -  8x + 3y2 -  2y + 3 < 0,

ή όποια γράφεται και ώς

V*
 

: 
. 'λ
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Ή σ χ έσ η  αύτή παριστάνει τή θήκη του κύκλου (στό καρτεσιανό έπ£πε- 
δο) με κέντρο τό σημείο (£ ,£) καί άκτίνα 2-^ . νΕτσι τό ζητούμενο 
σύνολο Β  άποτελείται άπό τους μιγαδικους άριθμους z = x  + iy, δπου 
στό καρτεσιανό έπίπεδο τα ζεύγη (x,y) άνήκουν στη θήκη του παρα
πάνω κύκλου. ♦

Πρόβλημα 2.1.3.2 Ν ά  ά π ο δ α χ τ ε ϊ δ τ ι  τό σ ύ νο λο

Α : = { ζ :  |ζ2 -  1| < 1)

d v a i  ά ν ο ικ τ ό  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν ο  ύ π ο σ ϋ ν ο λ ο  τ ο ΰ  C.

Απόδειξη: Θεωρούμε ένα στοιχείο ζ  e  Α .  Τότε έχουμε

λ := |ζ2 -  1| < 1. (2.1)

Γιά νά άποδείξουμε δτι τό σύνολο Α  είναι άνοικτό, θά πρέπει νά δε
ίξουμε δτι ύπάρχει ένας πραγματικός αριθμός r > 0 τέτοιος ώστε, άν 
κάποιος μιγαδικός άριθμός w  Ικανοποιεί την άνισότητα |z -  w \ <  r, 

τότε αύτός νά Ικανοποιεί, έπίσης, τη σχέση (2.1) δηλαδή νά Ισχύει δτι
\ιυ2 —1| < 1.

Γιά κάθε σημείο χν Ισχύει

Iιυ 2 - 1| £ |α;2 -  ζ2| + |ζ2 -  1| = |u; -  ζ||α; + ζ| + λ .
·\*>

t  'Έστω r ένας θετικός άριθμός τέτοιος ώστε |ζ -  α;| < r. Τότε έχουμε

Μ  £ |ζ| + |α; -  ζ| < |ζ| + γ.

Άρα Ισχύει

η |«>2 -  1| 5  \υ> -  ζ|(|η>| + |ζ|) + λ < Κ2|ζ| + r) + λ.

μ 'Έτσι, άν έπιλέξουμε τόν πραγματικό άριθμό r νά είναι μικρός τόσος 
•ί ώστε
ΐ  K2|z| + r) + A <  1,

·' βρίσκουμε
■ || |a>2 - 1| < 1,
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πράγμα πού σ η μ α ίν ε ι  I 'm  ίΧ ζ ,  r )  C  Α . %Άρα τό σύνολο >4 είναι άνοικτό.

Επίσης, &ν ζ είναι τυχόν σημείο τού συνόλου Λ, άπό τη σχέση (2.1) 
παίρνουμε

|ζ|2 -  1 < 1

καί άρα Ισχύει |ζ| < V2, δηλαδή τό σύνολο Α  είναι καί φραγμένο. ♦

2.2 ΣΥΓΚΛΙΣΗ

2.2.1 Ακολουθίες
I

Έστο) ζ„ = + n/„, η = 1,2,··* μιά άκολουθία μιγαδικών άριθμών.
Σύμφο>να μέ τόν όρισμό τής τοπολογίας τού μιγαδικού έπιπέδου, ή 
άκολουθία αυτή συγκλίνει πρός κάποιον μιγαδικό άριθμό w , αν για 
κάθε ε  >  0 ύπάρχει δείκτης «ο τέτοιος ώστε νά ισχύει

|ζ η -  ιυ\ < ε, γιά κάθε η > «ο» (2.2)

Τό γεγονός τούτο τό δηλώνουμε γράφοντας

limzM = w, ή ζ„ -» w

καί μπορούμε νά πούμε ότι ή άκολουθία (ζ η) συγκλίνει πρός τό σημείο 
ζο, όταν κάθε δ ίσ κ ο ς  μ έ  κ έ ν τ ρ ο  τό w  περιέχει μιά ο υ ρ ά  τής άκολουθίας.

Επίσης, μιά άκολουθία (ζ„) λέγεται βασική, αν γιά κάθε ε  > 0 
υπάρχει δείκτης wq τέτοιος ώστε νά Ισχύει

|ζ η -  zm| < ε, γιά κάθε η. m  >  η 0 . (2.3)

Πρόταση 2.2.1.1 'Vim? μ ιγ α δ ικ ό ς  Α ρ ιθ μ ό ς  w  =  α  +  ίβ  d v a i τό όριο μια$ 
ά κ ο λ ο υ θ ία ς  ζ η = χ η +  ί ι / η, η  -  1 ,2 ,···, ά'ν καί //όνο αν ο ί π ρ α γ μ α τ ικ ο ί ά ρ ιϋ μ ο ϊ  

α  κ α ί  β  d v a i  τ ά  όρια τών Α κ ο λ ο υ θ ιώ ν  (χ η)  κ α ί ( ι / „ ) ,  Α ν τ ίσ τ ο ιχ α .

Α π ό δ ε ιξ η :  Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ότι γιά τήν άκολουθία zw = + iy m n = 1,2, · · *
καί τόν άριθμό w  = α + ίβ  Ισ χ ύ ε ι ό τ ι  \ \m ( x n + i y „ )  = a + ίβ . Άπό τή σχέση 
(2.2) παίρνουμε

\x „  - α \ < ,  J ( x „  -  a ) 2 +  ( y „  -  β ) 2 = |ζ„ -  ιυ\ <  ε, γιά κάθε « > «0,

t
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καθώς έπίσης καί

\y „ -  β\ <  tJ ( x „  -  a ) 2 +  ( y „  -  β ) 2 = |ζ„ -  ζυ| < & για κάθε η  > «ο·

01 ανισότητες αύτές άποδεικνύουν δτι limx,, = α καί lim y „  = β .

Αντίστροφα. Άν οΐ δύο άκολουθίες πραγματικών αριθμών χ η, η  =

1,2,··· καί y,„ η  = 1,2, · · · έχουν δρια τούς αριθμούς α καί β . άντίστοιχα, 
τότε για τυχόν ε > 0 ύπάρχουν δείκτες η \ καί «2 τέτοιοι ώστε νά Ισχύουν

|*„ -  α| < ε; για κάθε μ £ μ ι

καί
|y„ - β \  < ε, για κάθε η  >  η ι ·

Θέτοντας «ο := max{«i, «2 Ι, ol άνισότητες |χ„ -  α| < ε καί |y„ -  α| < ε  
θά άληθεύουν ταυτόχρονα, για κάθε η  >  «ο. Αλλά τότε θά έχουμε

|ζ„ -  w| = y ] ( x „ - a ) 2 +  (y„ -  β ) 2 <  Ve3 +C2 = ε V2, για κάθε η  >  n o .

Προφανώς, τούτο άποδεικνύει δτι ή άκολουθία τών μιγαδικών άριθμών 
ζ „  = χ η + iy„, η = 1,2, ·· έχει δριο τόν μιγαδικό άριθμό α  +  ίβ . ■

Άπό την παραπάνω πρόταση προκύπτει τό έξής συμπέρασμα:

θεώρημα 2.2.1.1 (B o ltz a n o )  K d d t  φ ρ α γ μ έ ν η  ά κ ο λ ο υ ϋ ία έ χ α  μ ιά ,σ υ γ κ λ ίν ο υ -  

σ α  ύ π α κολου θ ία .

Απόδειξη: ’Έστω ζ „  = χ „  +  iy n, n = 1,2, · · · μια φραγμένη άκολουθία 
μιγαδικών άριθμών. Τότε ύπάρχει πραγματικός άριθμός Μ  > 0 τέτοιος 
ώστε νά Ισχύει |ζ„| < Μ, για κάθε η . Άρα θά ισχύουν καί οί σχέσεις

Ι*πΙ < \ζη\ <  Μ Ψ καί |y„| < |ζ„| < Μ.

για κάθε η . Από τό θεώρημα τού Boltzano για τΙς άκολουθίες πραγμα
τικών άριθμών, έπεται δτι ύπάρχει ύπακολουθία (**Β) τής άκολουθίας 
( χ „ ) ,  ή όποία συγκλίνει πρός κάποιον πραγματικό άριθμό α. "Επειδή, 
6μως, ισχύει |y*J < Μ, για κάθε η, πάλι άπό τό θεώρημα τού Boltzano, 
έπεται δτι υπάρχει ύπακολουθία (y^n) τής άκολουθίας (y*„). ή όποία 
συγκλίνει πρός κάποιον πραγματικό άριθμό β .  "Ετσι, τελικά, ή άκολου
θία (ζ^ ), ή όποία είναι μια ύπακολουθία τής άκολουθίας (ζ„), συγκλίνει 
πρός τόν μιγαδικό άριθμό w - α  +  ίβ .  ■
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Πρόβλημα 2.2.1.1 Ν ά  α π ο δ ε ιχ τ ε ί ότι, γ ια  κ ά θ ε  μ ιγ α δ ικ ό  ά ρ ιϋ μ ό  α μ ε  \α\ < 1, 
ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ία  (αη)  σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ο ς  τό μ η δ έ ν .

Α π ό δ ε ι ξ η :  Παρατηρούμε ότι για τυχόν ε  > 0, μέ ε  < 1, ισχύει ή ανισότη
τα |α”| < ε, αν και μόνο αν |α|” < ε; δηλαδή, αν και μόνο αν n log |α| < logg. 
Ή τελευταία σχέση ισχύει αν και μόνο αν

n  >  η 0 := L
log(g) 
log Μ J + 1.

Ή απόδειξη είναι πλήρης. ♦

Πρόβλημα 2.2.1.2 Ν ά  α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι  ισ χ ύ ε ι

ι ·  η " 1 4lim----r = 1.n + 1

Απόδειξη: Έστω ε > 0. Πρέπει νά βρεθεί ένας δείκτης Με) τέτοιος 
ώστε για κάθε η  >  Με) νά ισχύει

Ρ 4 - 1 | < *+ 1 1

Άλλα, παρατηρούμε ότι
, η - ζ  ,ι 11 + ζ I V2 2
1 w -Η 1 1 'w + 11 w + 1 η

όπότε τό πρώτο μέλος γίνεται μικρότερο τού ε, γιά κάθε η > Με), όπου
2

Μ ε) := 1 + [ακέραιο μέρος τού —J. ♦

Πρόβλημα 2.2.1.3 Ν ά  α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι ,  ά ν  Ισ χ ύ ε ι limZn = α, τ ό τ ε  Ισ χ ύ ε ι κ α ί  

lim |ζ„| =  \α\.

Απόδειξη: Πραγματικά, άν

lim ζη ~  α, τότε lim |ζ„ - α \  =  0 .

Άπό την τριγωνική Ιδιότητα της απόλυτης τιμής, παίρνουμε ότι

\\Ζη\ -  ΜΙ < \Ζη -  α\, η  = 1,2,..., 

άπό όπου προκύπτει τό παραπάνω συμπέρασμα. ♦
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ψέτί.

Πρόβλημα 2.2 .1 .4  Ν ά  ά π ο δ α χ τ ά  β τ ι  ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ία  μ ι γ α δ ικ ώ ν  ά ρ ι ϋ μ ώ ν

( -1 ) ”ζ„ := Arg------- , n = 1 ,2 , . . .
ft

δ έ ν  σ υ γ κ λ ίν ε ι .

Απόδειξη: Ή άκολουθία αύτή γράφεται ώς ζ„  = 0, &ν η  είναι άρτιος 
καί = π, &ν η  ε ί ν α ι  περιττός. Ά ρ α  δέν συγκλίνει. ♦

ί  Πρόβλημα 2 .2 .1 .5 Ν ά  ά π ο δ ε ιχ τ ε ΐ ότι, yid xrfflc ρ € (0 ,1), ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ία  

π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  Α ρ ιθ μ ώ ν

χ„  := 1 + ρ cos(a) + ρ2 cos(2a) + ... + ρ” cos (wa), n = 1 ,2 , . . .  

auy/cAiVei. Ε π ί σ η ς  ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ή  τό όριό τη?.

Απόδειξη: Θέτουμε

f t  y„ := ρ sin(a) + ρ 2 sin(2a) + . . .  + ρ" sin(na), n  -  1 ,2 , . . .

καί αναζητούμε τό όριο τής Ακολουθίας ζ„  := x „ + iy „ , n  -  1 ,2 , . . .  Ε π ίση ς  
Jf θέτοντας

Μ  η> := p(cos a  + i sin a),

δ  παρατηρούμε ότι Μ  = ρ  < 1. Ό  όρος ζ„ γράφεται στή μορφή
ί*ν
δ  . 2 ,. 1 -  WM+‘

Ζ„ =  1 +  Η> +  « Τ  +  . . .  + w "  β  —;--------- ,
?  1 - w

για κάθε π = 1 ,2 .......όπότε

' "ϊni'.

,. .. 1 -  w"+llim ζ„ = lim —---------
1 — w

1 __________1__________
1 -  w  1 -p c o s (a )  -  ipsin(a)

1 -p c o s (a )  + fpsin(a) 
1 - 2 p c o s ( a ) + p 2

t δπου χρησιμοποιήσαμε τό συμπέρασμα τού προβλήματος 2.2.1.1, Έ πο-  
' μένως έχουμε

lim χ„  -  Re
__1_______ 1 -p c o s (a )
1 -  v ) 1 -  2 p co s(a )+ ρ2 ’ ♦
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Στο σημείο αυτό ύπενθυμίζουμε ότι ένας μετρικός χώρος είναι πλήρης, 
αν κάθε βασική ακολουθία του συγκλίνει.

ΙΙρόταση 2.2.1.2 Τ ό  σ ύ νο λο  C e lv a i έν α ς  π λή ρ η ς  μ ε τ ρ ικ ό ς  χώ ρ ο ς .

Απόδειξη: ’Έστω zn =  x n +  *y«, η = 1,2, · · * μια βασική ακολουθία μιγα- 
δικών αριθμών. Τότε ισχύει ή σχέση (2.3), από όπου παίρνουμε

\xn -  A:m| < |zn — Ztfj I < ε, για κάθε n, m  >  Uq

και
Iy n -  y«l < |2« ~ Zm\ <  ε> για κάθε n, m  >  n0-

’Άρα οί ακολουθίες πραγματικών αριθμών ( x n)  καί (y,f) είναι βασικές, 
όπότε αύτές συγκλίνουν προς κάποιους πραγματικούς αριθμούς α καί β , 
αντίστοιχα. Τώρα από τήν Πρόταση 2.2.1.1 προκύπτει τό συμπέρασμα.

2 . 2 . 2  Σ ε ιρ έ ς

Μια σειρά
+ ο ο

Zq 4- Ζ{ + ... + Ζ)ΐ + ... =! Zjit

;ι=0

μιγαδικών αριθμών z„ := x„+/y„, w = 0,1,2, · · · σ υ γ κ λ ίν ε ι απλά, αντίστοι
χα απόλυτα, άν οί σειρές καί Ey„ συγκλίνουν άπλά, αντίστοιχα 
απόλυτα. Στήν περίπτωση αύτή έχουμε

Σ ζ» = Σ * » + ί Σ ^ η·

Πρόταση 2.2.2.1 Μ ια  σ α ρ ά  Σ  σ υ γ κ λ ίν α  ό τ α ν  ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ία  τ ω ν  μ φ ικ ώ ν  

ά ϋ ρ ο ισ μ ά τ ω ν  τη ς  e lv a i β α σ ικ ή .

Απόδειξη: Ή σειρά £  ζ,„ όπου ζ„ = χ» + fy„, /ι = 1,2,··· συγκλίνει άν 
καί μόνο άν οί σειρές £  καί Σ  y» συγκλίνουν. Αλλά τούτο συμβαίνει 
άν καί μόνο άν οί πραγματικές ακολουθίες τών μερικών αθροισμάτων

t n - x ι + *2 + · · · + « = 1,2, · · ·
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καί
r„ :=yi +y2 + *’ * + y«, « = 1,2,·*·

συγκλίνουν, δηλαδή &ν καί μόνο άν ή Ακολουθία

$n : = t„  +  ir n , « = 1,2,···

συγκλίνει. ■

Πρόταση 2.2.2.2 jlv μιά σ ε ι ρ ά  Ε  ζ« συχκλίνει, τότ* ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  ( ζ „ )  σ υ γ 

κ λ ίν ε ι  7τ ρ δ ς  τ ό  μ η δ ί ν .  Ά ρ α  α υ τ ή  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η .

Απόδειξη: Ε πειδή  ή σειρά συγκλίνει, άπό τήν προηγούμενη πρόταση 
έπεται δτι ή ακολουθία τών μερικών Αθροισμάτων της συγκλίνει. Ά ρα 
αύτή είναι βασική. Τούτο σημαίνει δτι, γ ια  κάθε ε  > 0, ύπάρχει δείκτης 
«ο, τέτοιος ώστε

η > «ο ==* |Ζη + 2«+1 + 2 + * * * + Zn+k\ < ε

γιά κάθε k  = 0.1,2, · · Θέτοντας k  = 0, προκύπτει τό συμπέρασμα. ■

Τά κριτήρια γιά  τήν άπλή καί τήν Απόλυτη σύγκλιση σειρών πραγμα
τικών Αριθμών έφαρμόζονται και στίς σειρές μιγαδικών Αριθμών. *Έτσι, 
έχουμε τά συμπεράσματα πού δίνονται στίς Ακόλουθες προτάσεις:

Πρόταση 2.2.2.3 ( Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  σ ύ γ κ ρ ι σ η ς )  "Ε σ τ ω  Ε  ζ η μ ι ά  σ ε ι ρ ά  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  

ά ρ ι ϋ μ ώ ν .  Ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  η  ι σ χ ύ ε ι  |ζ„| < Μ „ , κ α ί  ή  σ ε ι ρ ά  τ ώ ν  π ρ α γ μ α τ ι 

κ ώ ν  ά ρ ι β μ ώ ν  Ε  Μ „  σ υ γ κ λ ί ν ε ι , τ ό τ ε  κ α ί  ή  σ ε φ ά  Ε  ζΠ σ υ γ κ λ ί ν ε ι  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  

ά π ό λ υ τ α .

Απόδειξη: "Εστω ε  > 0 .  Ε πειδή  ή σειρά Ε  Μ „  συγκλίνει, υπάρχει 
δείκτης hq τέτοιος ώστε

« £ Η ο = *  Μ η  + Μ „+ \ + Μ,,+2 + · * · + Mn+It £ ε

γιά κάθε k  = 0,1,2, · · · Ά ρα τότε θά Ισχύει καί

η ϊ η 0  = *  ^ |2 Π|4·|2^<| + ·*· + |ζ„^Ι<  M n + M n+t + ••• + Af,l+ *£e

γιά κάθε * = 0,1,2.*·· Τούτο σημαίνει δτι ή Ακολουθία τών μερικών 
Αθροισμάτων τής σειράς Ε  Ιζ»ι1 είναι βασική, όπότε συγκλίνει. Ά ρα καί 
ή αρχική σειρά συγκλίνει. ■
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Πρόταση 2.2.2.4 ( Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  D ’A l e m b e r t ) .  Δ ί ν ε τ α ι  μ ι α  a e i p a  £ ζ „  μ ι γ α δ ι -  

κ ώ ν  Α ρ ι θ μ ώ ν ,  γ ι α  τ η ν  ό π ο ι α  ύ τ τ ο ϋ ί τ ο υ μ ί  δ τ ι  ύ π ά ρ χ α  r  >  Ο τ έ τ ο ι ο  ώ'στί

lim ίγ ίίρ  = r.
n-+oo \ζη \

’Ά ν  Ι σ χ ύ ε ι  r  < 1, τ ό τ ε  ή  σ ε φ ά  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .

Ά ν  Ι σ χ ύ ε ι  r  > 1, τ ό τ ε  ή  σ ε φ ά  δ ε ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .

Ά ν  ι σ χ ύ ε ι  r  = 1, τ ό τ ε  δ ε ν  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  ά π ο φ α ν ϋ ο ϋ μ ε  γ ι α  τ η  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ η ς  

σ ε ι ρ ά ς .  ,

Απόδειξη: ’Άν r  <  1 έπιλέγουμε ένα s  e  (r , 1) και παρατηρούμε δτι 
ύπάρχει δ ε ί κ τ η ς  n o  τέτοιος ώστε |ζ„+ι| < s|z„|, γ ια  κάθε η > n o . Τούτο 
συνεπάγεται δτι γ ια  κάθε k  = 1,2, · · · και γ ια  κάθε τέτοιο η ισχύει

|Ζ(Η*|·< 5*Ίζ»0Ι·

’Επειδή ή σειρά
ο ο  οο

^ 8 * | ζ ΙΙο | =  |ζ „0 | ^ Λ
k=0 k=0

ώς γεωμετρική πρόοδος, συγκλίνει (πρός τό σημείο |z„0|/ ( l - s ) )  σύμφωνα 
με τό κριτήριο 2.2.2.3, ή αρχική σειρά συγκλίνει.

Υποθέτουμε δτι r  > 1. ’Επιλέγουμε ένα S  e  (1, r). ’Επειδή S  <  r, 

ύπάρχει δείκτης n o  τέτοιος ώστε |zw+j| > S \ z n \, γ ιά  κάθε n  >  n o . Τούτο 
συνεπάγεται δτι γ ιά  κάθε k  = 1,2, · · · Ισχύει

’Άρα, επειδή S > 1, θά ισχύει S k —> +οο, όπότε ή ακολουθία (ζΜ) δεν 
είναι μηδενική. ’Έτσι, σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 2.2.2.2, ή αρχική σειρά 
δεν συγκλίνει.
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ΣΙ-

Τέλος, ύποθέτουμε δτι r = 1. δπως, γ ια  παράδειγμα, συμβαίνει γ ια  
τις σειρές £  £ καί £  ^τ· Παρατηρούμε δτι Ισχύει

, 1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 * —  4 ·  ■ ·  4 “  4 ·  — -  4 -  —  4 ·  —·  4 * —  4·  —  4 ·  * ·  ·

2 3 4 5 6 7 8 9
, 1 1 1 1 1 1 1  1

2 4 4 8 8 8 8 1 6

-(Μ*ίΗ*ΨΜΜά--ά)-· 
, 1 1 1 1  

a ,  +  2  +  2  +  2  +  2 +  = W '

Τούτο σημαίνει δτι ή σειρά £  i  δέν συγκλίνει πρός πραγματικό άριθμό. 
Όμως γιά τη σειρά £  ^  παρατηρούμε δτι Ισχύει

4 00 4 00 4 00 4 4
+  r  =  1 * 1  =  2 .

*-*  η Ί ^ μ( μ - Ι )  “ I n - 1 η ·
ιι=2 η = 2  η - 2

Έ τσ ι ή σειρά αύτή συγκλίνει. ■

Πριν δώσουμε τό έπόμενο κριτήριο, όπενθυμίζουμε κάποιες έννοιες 
άπό τις άκολουθίες πραγματικών άριθμών:

'Έστω Λ  τό σύνολο των όριακών σημείων μιας άκολουθίας πραγ
ματικών άριθμών χ„, η  = 1,2.···. Τότε τό ανώτερο δριο lim sup χ„ 
είναι τό max(A) καί τό κατώ τερο δριο lim inf χ„ είναι τό minCA). Άν 
τό σύνολο Α  δέν είναι άνω φραγμένο, τότε έχουμε lim sup χ„ = +οο καί, 
άν δέν είναι κάτω φραγμένο, τότε lim inf = -οο. Επίσης, ή άκολουθία 
(λ*,,) συγκλίνει πρός κάποιο στοιχείο / € [-οο, +οο], άν καί μόνο άν Ισχύει 
lim inf χ„  = lim sup χ„  = /.

Ί1 άπόδειξη τού συμπεράσματος πού άκολουθεί, μπορεί νά έπιτευ- 
χθεί εύκολα καί γι' αυτό παραλείπεται.

Πρόταση 2 .2 .2 .5  "Αν (χ„) καί (yw) d v a x  όόο Α κ ο λ ο ύ θ ω ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  Α ρ ι θ 

μ ώ ν ,  τ ό τ (  ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί  Α κ ό λ ο υ θ ε ς  Ι δ ιό τ η τ ά ς :

ί )  limsup(x„ + y„) < lim sup x„  + lim sup yn,

2 )  lim infix,, + yn) £ lim inf x* + lim inf y„.

Ί δ ι α ί τ φ α ,  ά ν  τό δ ρ ι ο  τ ή ς  (yrt) ν π ά ρ χ ι ι ,  τ ό τ ι  ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί

s
ir

s
'
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1 )  limsupi*,, + y n )  =  |im supx„ + lim y n,

2 Ί  Hminf(*„ -f y „ )  = lim inf*,,*  limy,,.
Ε π ί σ η ς ,  f t p  0 [ f y ) 0 l  τ $} ν  Α κ ο λ ο υ θ ιώ ν  α ύ τ ώ ν  ε ί ν α ι  θ ε τ ι κ ο ί  ά ρ ϋ θ μ ο ί ,  τ ό τ ε  

έ χ ο υ μ ε  κ α ι

3 )  Hm sup ( x ny n )  Oimsupx„Xlimsupy,,),

2 )  lim inf( x ny n ) ;> (Dm in fx „ ) ( \ i m  infy„),

Ι δ ι α ί τ ε ρ α ,  f t p  x f r  f y )U )  Τ ή ς  ( y n )  { / π ά ρ χ α ,  τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ο υ ν  o l  

V )  Jim sup ( x „ y n )  s  (limsup*„)(limy,,),

2 ' )  lim ir \f (xny n) & ()jm infxM)Oimy„),

Π ρ ό τ α σ η  2 .2 .2 .6  ( Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  ρ ι ζ ώ ν  τ ο υ  C a u c h y )  *Έ σ τ ω  ( z n )  μ ι ά  ά κ ο λ ο υ Ο ία  

μ ι γ α λ ι κ ώ ν  ά ρ ι θ μ ώ ν .  Θ έ τ ο υ μ ε

L:= limsuplznl».

”Λ ν  Ι σ χ ύ ε ι  L <  1, τ ό τ ε  ή  σ ε ι ρ ά  £ ζ „  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .

"Α ν  Ι σ χ ύ ε ι  L >  ί ,  τ ό τ ε  ή  σ ε ι ρ ά  Σ  ζ„  δ ί ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .

"Α ν Ι σ χ ύ ε ι  L  = 1, τ ό τ ε  δ έ ν  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  ά π ο φ α ν ϋ ο ΰ μ ε  γ ι ά  τ ή  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ η ς

σ ε ι ρ ά ς  Σ ζ » ·

Α π ό δ ε ι ξ η :  Υ ποθέτουμε ό τ ι  Ι σ χ ύ ε ι  L <  1, δ η λ α δ η  Ά τ ι

lim sup |z„|«  < 1,

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  έ ν α ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  Αριθμό Μ  τ έ τ ο ι ο ν  ώ σ τ ε

limsup|z„|« < Μ  <  1,

Τούτο δ η λ ώ ν ε ι  Ά τ ι  τ ά  Ά ρ ι α  όλων τ ώ ν  σιχγκλινουσών όπακολουθιών 
τ η ς  Ακολουθίας ( \ζ„ \)  ε ί ν α ι  μικρότερα του Μ .  " Α ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  δ ε ί κ τ η ς  «ο 
τέτοιος ώ σ τ ε  ν ά  Ι σ χ ύ ε ι  |ζ„| < Μ", γ ι ά  κ ά θ ε  n ‘t r i o *  Το')ρα, έπειδή ή σειρΑ =
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είναι μια γεωμετρική πρόοδος μέ άθροισμα Λί"ο/(1-Μ), ά πό  τό κριτήριο 
σύγκρισης, έπεται ότι καί ή Αρχική σειρά συγκλίνει.

Τώρα ύποθέτουμε ότι ισχύει L  >  1. Θεωρούμε έναν πραγματικό  
αριθμό Ν τέτοιον ώστε L >  Ν >  1. ’Επειδή τό L  είναι σημείο συσσώρευ
σης τής Ακολουθίας

(Ιζ„|ί),

θά υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ι ρ ο ι  δ ρ ο ι  τής άκολουθίας αυτής πού είναι μεγαλύτεροι 
τού άριθμού Ν . 'Άρα ύπάρχουν ήπειροι δείκτες η  τέτοιοι ώστε

\ Ζ η \ > Ν ” .

Άλλα, τότε ή άκολουθία \ζη \ δεν μπορεί νά συγκλίνει πρδς τό σημείο 
0, δπως πρέπει, σύμφωνα μέ την Πρόταση 2.2.2.2, πράγμα άτοπο.

Τέλος, για  την περίπτωση L =  1, ή σειρά μπορεί ή δχι να συγκλίνει, 
δηλαδή δέν μπορούμε νά  άποφανθούμε, δπως φαίνεται άπό τά π α 
ραδείγματα που χρησιμοποιήθηκαν στην άπόδειξη τού Κριτηρίου D ’ 
Alembert.

Τούτο άποδεικνύει τό συμπέρασμα. ■

2.2.3 Συμπαγή σύνολα

Ή συμπαγότητα είναι μιά σημαντική τοπολογική έννοια, γνωστή άπό  
τή θεωρία γενικών μετρικών χώρων. Υ πενθυμίζουμε δτι ύπάρχουν τρείς 
ισοδύναμοι όρισμοί τής συμπαγότητας, οί έξής:

Ό ρισμός 2.2.3.1 "Ε ν α  σ ύ ν ο λ ο  Κ  d u a l  σ υ μ π α γ έ ς .  ά ν  τ ο ύ τ ο  είναι κ λ ε ι σ τ ό  κ α ί  

φ ρ α γ μ έ ν ο ,

Ό ρισμός 2 .2 .3 .2  " Ε ν α  σ ύ ν ο λ ο  Κ  d v a t  σ υ μ π α γ ή  ά ν  κ ά β ί  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  τ ο υ  ?χα 
μ ιά . ύ π α κ ό λ ο υ ϋ ία  ή  ό π ο ι α  σ υ γ κ λ ί ν α  π ρ ό ς  κ ά π ο ι ο  σ η μ α ο  τ ο ύ  Κ ,

Ό ρισμός 2 .2 .3 .S  Έ να σ ύ ν ο λ ο  Κ  d v a i  σ υ μ π α γ ή  ά ν  γ ι ά  κ ά ϋ €  σ υ λ λ ο γ ή  ά ν ο ι -  

κ τ ώ ν  σ υ ν ό λ ω ν  Vi τ έ τ ο ι α  ώστε Κ  ζ  U,*Vi, ( δ η λ α δ ή  γ ι ά  κ ά ΰ (  ά ν ο ι κ τ ή  κ ά λ υ ψ η  

τ ο ύ  Κ ) ,  υ π ά ρ χ ο υ ν  δείκτες ύ . ι*2. · · ·  J n τέτοιοι ώστε Κ Q  U"e | Vjf .
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Μ εταξύ συμπαγώ ν και κλειστών συνόλων ισχύει ή παρακάτω ιδι
ότητα:

Θ εώ ρημα 2 .2 .3 .1  Α ν  Κ  d v a i  σ υ μ π α γ ή  κ α ι  Α  κ λ ε ι σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  ξ έ ν ο  π ρ ό ς  τ ο  

Κ, τ ό τ €  υ π ά ρ χ ε ι  ε  > Ο τέτοιο ώ σ τ ε

ε  <  inf [\ζ -  ι ν \ : z e K ,  w e  A ) .

Α πόδειξη: ’Άν τούτο δεν Ισχύει, γ ια  κάθε η  = 1,2, · · · , θά υπάρχουν 
στοιχεία ζ η e  Κ  και w n e A  τέτοια ώστε

• 1
|ζ„ -  w » \ <

η

Ε π ειδή  τό σύνολο Κ  είναι συμπαγές, ή ακολουθία (ζ„) θά έχει μια 
ύπακολουθία (ζ*π), ή όποια  θά συγκλίνει πρός κάποιο σημείο ζο e Κ .  

Τότε, δμως, θά ισχύει καί

1
IWkn -  Zol ^ \v>k„ -  2jt„l + |2jt„ - Z o \ < T -  +  IΖ*η -  Zol 0.

κ η

Προφανώς, τούτο σημαίνει δτι —> zq. Λόγω τής κλειστότητας τού
συνόλου Λ, θά πρέπει τό σημείο zq νά ανήκει στο σύνολο A . ’Έτσι 
προκύπτει ότι Ζο € Χ η Λ , πράγμα άτοπο, διότι τά δύο σύνολα είναι 
ξένα μεταξύ τους. ■

Τό επόμενο θεώρημα άναφέρεται στους γενικούς μετρικούς χώρους, 
άρα έφαρμόζονται καί στο σύνολο τών μιγαδικών άριθμών.

Θ εώρημα 2 .2 .3 .2  ( C a n t o r )  " Ε σ τ ω  (/ζ ,) μ ι α  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  σ υ μ π α γ ώ ν  σ υ ν ό λ ω ν  

τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε :

1 )  Κη+ ι c  γ ι α  κ ά δ ε  η  = 1,2, · · · , καί 

£) Iim diam(Kn) = 0.

Γάτ€ τό σύνολο n /ζ, π ε ρ ι έ χ ε ι  ά κ ρ ι β ώ ς  έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο

*Ή απόδειξη εχει γίνει σε σχετικά μαθήματα τοπολογίας.
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2.3 Η ΣΦΑΙΡΑ TOT RIEMANN

| |  2.3.1 Στερεογραφική προβολή

Σκοπός μας ατό έδάφιο τούτο είναι να σ υ μ π α γοπ οιή σ ου μ ε τό μιγαδικό 
έπίπεδο. Πρώτα θά κατασκευάσουμε μια άμφιμονοσήμαντη άπεικόνιση  
τού μιγαδικού έπιπέδου έπΐ τής έπιφάνειας τής μοναδιαίας σφαίρας, 
πλήν τού βόρειου πόλου. Τότε τόν βόρειο πόλο τόν άντιστοιχίζουμε 
σ ε  ένα στοιχείο πού είναι έκτός τού μιγαδικού έπιπέδου και πού  τό 
λέμε κατ' εκδοχήν σημείο τού μιγαδικού έπιπέδου, ή ά π ειρο . Μέ την 

ν: προσθήκη τού σημείου τούτου τό μιγαδικό έπίπεδο σ υμ π α γοπ οιείτα ι.

m
'·Μ·

i:
*

'Έστω R3 ό 3-διάστατος εύκλείδειος χώρος, έφοδιασμένος μέ την 
εύκλείδεια άπόσταση.

Ή σφαίρα Riemann είναι ή μοναδιαία σφαίρα S στόν χώρο R3, δη
λαδή τό σύνολο

S  := 6 r3  : Α  + χ \  + = *)·

Ταυτίζουμε τόν άξονα Οχ\ μέ τόν πραγματικό άξονα τού μιγαδικού  
έπιπέδου και τόν Ο χ ι  μέ τόν φανταστικό άξονα. 'Έτσι τό όριζόντιο 
έπίπεδο χ\0χ·χ ταυτίζεται μέ τό μιγαδικό έπίπεδο C.

'Έστω Β  ό βόρειος πόλος τής σφαίρας και ζ  = χ  + i y  ένα σημείο το
ύ μιγαδικού έπιπέδου. Ή εύθεία γραμμή τού χ ώ ρ ο υ  R3 πού όρίζεται 
άπό τόν βόρειο πόλο Β  και τό σημείο ζ  τέμνει τήν έπιφάνεια τής σφ α
ίρας σέ ένα άκριβώς σημείο Ζ. 'Έτσι, όρίζεται μια άμφιμονοσήμαντη  
άπεικόνιση

Π  : S  <— > C,

δπου /7(Ζ) := ζ  = x  + iy .

Στή συνέχεια, συγκρίνοντας δμοια όρθογώνια τρίγωνα τού χώρου, 
; μπορούμε εύκολα νά δούμε δτι οΐ συντεταγμένες ( χ \ Ψ Χ2, *3) τού σημείου 

Ζ και ό μιγαδικός άριθμός z = χ + π/ συνδέονται μέ τΙς σχέσεις
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Ά πό αύτές βρίσκουμε δτι

XI * 2
χ  =  -------, y  -  ------- »

1 -  * 3  1 ~  * 3

όπότε προκύπτει δτι

*ι =  χ (1 -  Χ3), χ ί  =  y ( l  -  *3). 

ένώ έχουμε καί τη σχέση

xj + *2 + χ \  = 1.

3

Τελικά, οΐ συντεταγμένες (* ι,* 2»*3) τοϋ σημείου Ζ  και ό μιγαδικός| 
αριθμός ζ συνδέονται με τις σχέσεις |;

Μ2ζ + ζ ζ -  ζ
*1 = |ζ|2 + Γ  *2 /(|ζ|2 + 1) * 3  =

1

|ζ|2 + 1

*

(2.4)1
tί
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Μέ την άπεικόνιση 77, πού λέγεται στερεογραφική προβολή, τό 
νότιο ήμισφαίριο άπεικονίζεται ατό έσωτερικό τού μοναδιαίου κύκλου 
και τό βόρειο ήμισφαίριο άπεικονίζεται στό έξωτερικό τού μοναδιαίου  
κύκλου.

Πρόταση 2.3.1.1 Κ ά ΰ ε  κ ύ κ λ ο ς  π ά ν ω  σ τ η  σ φ α ί ρ α  6  ό π ο ι ο ς  δ ι έ ρ χ ε τ α ι  ά π ό  

τ ό ν  β ό ρ ε ιο  π ό λ ο  ά π ε ι κ ο ν ί ζ ε τ α ι  σ έ  μ ι ά  ε ύ ϋ ε ϊ α  γ ρ α μ μ ή  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π χ π έ δ ο υ ,  

Ι ν ώ ,  κ ά ϋ ε  κ ύ κ λ ο ς  π ο ύ  δ ϊ ν  δ ι έ ρ χ ε τ α ι  ά π ό  τ ό ν  β ό ρ ε ι ο  π ό λ ο  ά π ε ι κ ο ν ί ζ ε τ α ι  σέ 
έ ν α ν  κ ύ κ λ ο  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ .

Απόδειξη: Έ να ς  κύκλος πάνω στή σφαίρα είναι ή τομή τής S  καί ένός  
έπιπέδου

α χ \  + β χ 2 + yx3 = δ·

Αντικαθιστώντας τΙς σχέσεις (2.4) στήν έξίσωση τοϋ έπιπέδου βρίσκου
με

(y -  δ ) ( χ 2 4* y2) + 2ατ + 2/?y -  y -  δ  = 0,

δπου θέσαμε z  = χ  + iy. Ή τελευταία σχέση παριστάνει τήν έξίσωση 
κύκλου δταν Ισχύει y Φ δ  καί τήν έξίσωση εύθείας. δταν y = δ .

Είναι προφανές δτι ή πρώτη περίπτωση συμβαίνει δταν τό έπ ίπεδο  
δεν διέρχεται άπό τό σημείο (0 ,0 .1 )  του τριδιάστατου χώρου, ένώ ή 
δεύτερη περίπτωση, δηλαδή, ή y = δ, δταν τό έπίπεδο διέρχεται ά π ό  τό 
( 0 , 0 . 1 ) .  ■

Έπεκτείνοντας την έννοια τής προβολής όρίζουμε τήν εΙκόνα τού 
βορείου πόλου τής σφαίρας να είναι ένα σημείο πού τό όνομάζουμε  
άπειρο, ή κατ εκδοχήν σημείο καί τό παριστάνουμε μέ ο ο .

Τό έπεκτεταμένο ή σ υ μ π α γές  μιγαδικό έπίπεδο όρίζεται να είναι 
τό σύνολο C *  := €  D  (ο ο |, δπου γ ια  τό στοιχείο οο δεχόμαστε δτι έπ ι-  
τρέπονται οι πράξεις

0 +  οο = οο +  α  = οο καί b  · οο = οο · b  «  οο,

για κάθε a,  b  € C, μέ b  t  0 .
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2 .3 .2  Χ ο ρ δ ικ ή  α π ό σ τ α σ η  |
>*

Ά ν οί μιγαδικοί αριθμοί ζ, ζν είναι οί αντίστοιχες εικόνες των σημείων |  
(*ι ,Χ2>*3) και· (yi»y2»y3) πάνω στη σφαίρα μέσω της στερεογραφικής ? 
προβολής, ορίζουμε τη χορδική απόσταση χ ( ζ ,  ζν ) τούτων νά είναι τό 
μήκος τής χορδής ή όποια έχει ακρα τα  σημεία (τι, Χ 2 , Χ 3 )  καί (yi, y2, ya). |  
Δηλαδή όρίζουμε

χ(ζ, w) := \(xt, χ2, x3) -  (tji, t/2 , 3/3 ) 1-

Πρόταση 2.3.2.1 Ή  χ ο ρ δ ι κ ή  α π ό σ τ α σ η  δ ί ν ε τ α ι  ά π ό  τ ό ν  τ ό π ο

' Μ ------- z , W G c

χ(ζ, w) = <^1+|ζ|2 Vl+M2
■7̂ = , ζ € C ζυ = οο. 
Vl+|z|2

Α πόδειξη: Παρατηρούμε οτι ή χορδική α π ό σ τ α σ η  παίρνει τή μορφή 

χ(ζ, u>) = [(τι -  y i)2 + (τ2 -  y2)2 + (*3 -  y3>2] 2

= [A + xl +xl + y \ +y \ + y l -  2^ iy i + *2y2+ *3y3) f .

Άλλα ισχύει
m

xiyi + + *3ys -  (|Z|2 + D (H 2 + 1)’

οπού

m  : = (z + z)(w + wJ) -  (z -  z)(zi> -  w) + (|z|2 -  1)(M2 -  1)
=  ZZV +  Z W +  ZZV +  Z W  -  ZZV +  Z W  +  ZZV -  Z W  +  ZZZVZV -  Z Z -  n fH ) +  1

= 2 z w  + 2 z z v  + zzzoziJ -  zz -  ẑ rz; + 1 
= zzzozZJ + zz + zz;w + 1 + 2zw + 2 z z v  -  2zz -  2 z v w  

= (1 + zz)( 1 + Λ  -  2z(z -  z£) + 2zi>(z -  zv )

= (1 + |z|2)(l + M 2) -  2|z -  zv |2.

Επομένως, τελικά, βρίσκουμε δτι

2|ζ -  ζν\χ(ζ, η>) =
Vl + |ζ|2 + Μ2
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Μέ τόν ίδιο τρόπο μπορούμε νά  βρούμε καί δτι

χ(ζ, οο) =

Πρόβλημα 2.3.2.1 Ν α  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ΰ  ή  χ ο ρ δ ι κ ή  ά π ό σ τ α σ η  χ(1 -  i, 1 + 2ι). 

Λύση: Πρδς τούτο παρατηρούμε δτι Ισχύει

|1 — i — (1 + 2ί)| = | - 3»'| = 3, | 1 - | | = V 2  και |l  + 2 i |= V 5 ,

όπότε έχουμε

χ ( 1  -  i ,  1 +  2 0  =
2 .3

V T + 2 V iT 5
- ^ p = V 2 .  «
3 V 2

2.3.3 Τοπολογία τού έπεκτεταμένου έπιπέδου

Πρόταση 2.3.3.1 Γιά τό έ π ε κ τ ε τ α μ ί ν ο  μ ι γ α δ ι κ ό  ί π ί π ε δ ο  Ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί  έ ξ η ς  

Ι δ ιό τ η τ ε ς :

α )  Ή  χ ο ρ δ ι κ ή  ά π ό σ τ α σ η  ό ρ ι ζ α  μ ι ά  μ ε τ ρ ι κ ή  χ(%  ·) σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  Coo.

β )  Ή  χ ο ρ δ ι κ ή  ά π ό σ τ α σ η , ά ν  π ε ρ ι ο ρ ι σ τ ε ί  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  C ε ί ν α ι  Ι σ ο δ ύ ν α μ η  μ έ  

χ ή  μ ε τ ρ ι κ ή  ά  ( π ο ύ  ε ί σ ά γ ε τ α ι  μ έ  τ ή ν  ά π ό λ υ τ η  τ ι μ ή  | —  |λ

Απόδειξη: α) Ή συνάρτηση χ  είναι ό περιορισμός στα σημεία τής έπ ι- 
φάνειας τής μοναδιαίας σφαίρας τής (γνωστής) εύκλείδειας μετρικής 
τού 3-διάστατου χώρου R3. Ε πομένω ς ή χ  είναι μετρική.

β) Θά Αποδείξουμε δτι οΐ μετρικές χ  και ά  είναι Ισοδύναμες, δηλαδή, 
θά Αποδείξουμε δτι μιά Ακολουθία (ζ„) τού συνόλου C συγκλίνει 
πρός κάποιο σημείο zq ώς πρ ός τη μετρική ά, α ν  καί μόνο ά ν αότή  
συγκλίνει πρός τό σημείο zq ώ ς π ρ ός τη μετρική χ .

Πρός τούτο θεωρούμε μιά Ακολουθία μιγαδικών Αριθμών z„  € C, 
η  = 1,2, ♦ · *, ή όποία συγκλίνει πρός τό στοιχείο Ζο, ώς πρός τη χορδική 
Απόσταση. Τούτο σημαίνει δτι, γιά  τυχόν ε  > 0, υπάρχει η 0  τέτοιο ώ σ τ ε  

νά Ισχύει
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γ ιά  κάθε n > t i Q .  Μ πορούμε νά  ύποθέσουμε ότι 6  Α ρ ι θ μ ό ς  ε  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ο ς  

ώ σ τ ε

ε <  2 . (2.5)
Vi + ΙζοΙ2

’Άρα, γ ιά  κάθε η  >  n o , εχουμε

2|ζ„ -  zol < e2 VI + |ζ*Ι2 λ/ 1 + ΙζοΙ2- (2.6)

Υ ποθέτουμε ότι ή άκολουθία (ζ„) δεν συγκλίνει πρός τό σημείο ζ<> |  
ώς πρός τη μετρική ά  τού χώρου C. Τότε ύπάρχει υπακολουθία (ζ^η) 
τέτοια  ώστε ’

-  Zol

γ ιά  κάθε η .  Ά π ό  τη σχέση αυτή παίρνουμε

/

- 1  < \ZkA, η  >  «ο-
ε 2 ( ί  + ζο)2

’Επειδή ή σχέση (2 .6) Ισχύει καί γ ιά  τ ο υ ς  δ ρ ο υ ς  τής ύπακολουθίας (ζ*Β), 
θά έχουμε

2 < ε ^ 1  +|zjt„|2 -y/l + lzd2, « > «0·
*<·

Ε π ειδ ή  ό άριθμός ε  μπορεί νά  είναι δποιοσδήποτε, έπεται ότι ή άκο- jj 
λουθία (ζ*Μ) δεν είναι φραγμένη. Συνεπώ ς αύτή έχει μια ύπακολουθία |  
(z*m ) τέτοια ώστε |z*mJ  +οο, Τότε, όμως, άπό τήν (2.6) έχουμε καί

e 2 >  * ( ζ * „ „  , ζ ο )  >  γ (ο ο , ζ0) -  γ(ζ*„Β, <») =

V 1 +  Μ 2 y j l  +  \Z k J 2 ’

όπότε μεταβαίνοντας στό δριο, παίρνουμε

ε2 >
V1 + ΙζοΙ2’

γ ιά  κάθε ε >  0. Προφανώς τούτο είναι άδύνατο, λόγω της σχέσης (2.5). JH
" &C ϊ

Ά ρ α  ή άκολουθία συγκλίνει καί ώς πρός τή μετρική ά .
■.· 1 

♦. . !
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Αντίστροφα. Ά ν ή Ακολουθία (ζ„) συγκλίνει ώς πρός d  πρός τό  
σημείο zq τότε θά έχουμε

δηλαδή αύτή συγκλίνει καί ώς πρός τή χορδική Απόσταση χ ,  γεγονός, 
που Αποδεικνόει τό συμπέρασμα. ■

Από τΑ παραπάνω  στοιχεία προκύπτει δτι μέ τή βοήθεια τής χορ- 
δικής Απόστασης όρίζεται ή τοπολογία τοΰ έπεκτεταμένου μιγαδικοΰ  
έπιπέδου. Επομένω ς, όλες οΐ γνωστές τοπολογικές έ'ννοιες μπορούν 
νά Αναφέρονται στό σύνολο αύτό. Για παράδειγμα, ό  τρύπιος δίσκος 
£ή(οο, r) είναι τό σύνολο

Είναι φανερό δτι ή διάμετρος τού C „  ώς πρός τή χορδική Απόσταση 
είναι ίση μέ 2.

Σημείωση 2.3 .3 .1  Έ π α δ ή  γ ι ά  κ ά β (  ζ  μ ί  |ζ| έ  Ι σ χ ύ ΐ ΐ

ή  σ ύ γ κ λ ι σ η  μ ι α ς  ά κ ο λ ο υ Ο ία ς  (ζ«) π ρ ό ς  τό οο μ π ο ρ ά  ν ά  δ ι α τ υ π ω θ ά  κ α ί  ώ ς

m -

Μέ τή χορδική Απόσταση τό σύνολο έχει τήν Ακόλουθη Ιδιότητα:

θεώ ρημα 2 .3 .3 .f  Τό ίπ α α η α μ ίνο  μ ι γ α δ ι κ ό  4 π ί π ( δ ο  C». ά ν  Ι φ ο δ ι α σ τ ΰ  μ λ  

τ ή  μ η ρ ι κ ή  χ  κ α θ ί σ τ α τ α ι  ί ν α ς  σ υ μ π α γ ή ς  μ η ρ ί κ ό ς  χ ώ ρ ο ς ,  ό  ό π ο ι ο ς  ϊ χ α  ώ ς  

τ ο π ο λ ο γ ι κ ό  ύ π ό χ ω ρ ο  τ ό  μ ι γ α δ ι κ ό  ί π ί π ΐ δ ο .

V T + l ^ v r + l ^ F

C, άν r >  2
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Α πόδειξη: Θεωρούμε μια ακολουθία σημείων ζ„ := χ„+π/„ τού χώρου 
Coo. 'Ισχυριζόμαστε ότι ύπάρχει μια ύπακολουθία ή οποία συγκλίνει 
προς κάποιο στοιχείο τού χώρου CTO.

Υποθέτουμε, πρώτα, ότι οί όροι της ακολουθίας αύτής είναι τελικά 
διαφορετικοί τού σημείου οο.  Υπάρχουν δύο περιπτώσεις: Ή  ακολουθία 
είναι φραγμένη, ή δεν είναι φραγμένη.

Θεωρούμε την πρώτη περίπτωση, δηλαδή ότι είναι φραγμένη. ’Άρα 
ύπάρχει πραγματικός αριθμός Μ  > 0 τέτοιος ώστε |ζ„| < Μ, για  κάθε 
δείκτη η. Ε π ε ιδή  τό σύνολο Η θ, Μ) είναι συμπαγές, ύπάρχει ύπα
κολουθία (ζ*Μ) πού συγκλίνει προς κάποιο σημείο zq e C. Τότε, όμως 
ισχύει

χ ( ζ * „ > ζ ο )
2|zjt„ -  ζ0|

^1 + |ζ*„ι2 VI + Μ 2
< 2|ζ*„ -  ζ0| —> ο,

δηλαδή στήν περίπτωση αύτή ό ισχυρισμός μας ισχύει.

Τώρα θεωρούμε τή δεύτερη περίπτωση, δηλαδή ότι δεν ύπάρχει άνω 
φράγμα τής ακολουθίας. Τούτο σημαίνει ότι ύπάρχει ύπακολουθία (ζ*„) 
τέτοια ώστε |z*J —> οο .  Τότε, όμως, έχουμε καί ότι

Χ (ζ* „ . ° ° )  = 0 ,

όπότε ή ύπακολουθία (zjt„) συγκλίνει προς τό ο ο . ’Έ τσι καί στήν πε
ρίπτωση αύτή ό ισχυρισμός μας ισχύει.

Τέλος, ύποθέτουμε ότι ύπάρχουν άπειροι όροι ζ,„„ της ακολουθίας 
(ζ„), οί όποιοι ταυτίζονται με τό σημείο ο ο . Τότε, ή σταθερή ακολουθία 
(ζ,„Μ), έπίσης, θά συγκλίνει πρός τό σημείο ο ο . Τό γεγονός τούτο άποδει- 
κνύει πλήρως τόν ισχυρισμό μας, δηλαδή, ότι τό έπεκτεταμένο μιγαδικό 
έπίπεδο είναι συμπαγής χώρος.

Μένει νά δείξουμε ότι ό τοπολογικός χώρος CtX3 είναι επέκταση τού 
τοπολογικού χώρου C. Δηλαδή θά δείξουμε ότι ό περιορισμός τής χορ- 
δικής απόστασης πάνω στο σύνολο C όρίζει τήν τοπολογία τού C πού 
είσάγεται με βάση τήν απόλυτη τιμή. Τούτο, όμως, έχει αποδειχτεί στήν ’ 
Πρόταση 2.3.3.Ι. ■
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2.4 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. Μέ χρήση τοΰ όρισμοϋ τοΰ όρίου, να  Αποδειχτεί δτι

,. η  + ί 1
l i m - ------- —  =

2 μ -  3ι 2

2. ΝΑ έξεταστεί Αν συγκλίνουν οί Ακολουθίες πού όρίζονται μέ τούς 
Αναδρομικούς τύπους

ζ„+ι := ίζ„, ζ„+1 := γ .  z„+t := mz„, δπου zt := a.

3. Νά άποδειχτεί δτι, &ν Κ  είναι ένα  συμπαγές σύνολο καί α ένα  
σημείο έξω ά π ό  τό σύνολο Κ, τότε ύπάρχει σημείο b  e  Κ  τέτοιο  
ώστε \α -  b\ = infZG/c Μ -  ζ|.

4. Νά άποδειχτεί δτι οί άνοικτοί δίσκοι καί οί άνοικτές δακτυλικές 
περιοχές είναι τόποι.

5. Νά άποδειχτεί δτι τά σύνολα τί|ς μορφής & ( a , b )  καί E ~ ( a t b )  είναι 
κυρτά.

6. Νά βρεθεί ό γεωμετρικός τόπος των σημείων ζ του μιγαδικοϋ έπι- 
πέδου τών όποίων ή χορδική άπόσταση ά πό την άρχή τών άξόνων 
είναι ίση μέ |ζ|.

7. Νά υπολογιστούν οί χορδικές άποστάσεις τών σημείων 3 /, 1 + 4/, 
0 ,  1 -  2 1, 1 +  ί, 1 -  5 /, 1 +  2 /,  2  -  3 ι  καί του στοιχείου οο, δταν
αυτά ληφθοϋν άνά  δύο.

8. Υποθέτουμε δτι μιά άκολουθία μέ δρους ζ„ := x„ + iyn, n = 1,2, · · · 
συγκλίνει πρός τό σημείο οο. ΤΙ μπορούμε νά πούμε γ ιά  τη σύγ
κλιση τών άκολουθιών ( χ η )  καί (y„);
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Κεφάλαιο 3

ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΣΤΟ 
ΜΙΓΑΔΙΚΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

/

1

3.1 ΟΡΙΣΜΟΣ

“Εστω
ζΟ) := χ (0  + iy(0. t  e  [ α , β ]

μια συνάρτηση όρισμένη a t  ένα  κλειστό διάστημα [α, β ]  της πραγματι
κής εύθείας καί μέ τιμές στό μιγαδικό έπίπεδο. Θά λέμε δτι ή συνάρ
τηση ζ είναι συνεχής, ftv οΐ δύο συναρτήσεις x, y είναι συνεχείς. Επίσης, 
ή συνάρτηση ζ είναι παραγω γίσιμη , αν ol x ,y  είναι παραγω γίσιμες  
συναρτήσεις. Γιά την παράγω γο τής συνάρτησης ζ γράφουμε

ζ' = x* + iy \

Παρόμοια, &ν ol συναρτήσεις x .y  είναι (κατά Riemann) όλοκληρώσι- 
μες στό διάστημα [ α , β ] ,  τότε λέμε δτι καί ή ζ είναι όλοκληρώσιμη καί 
γράφουμε

ί z(f)A = χ Ο ) d l  +  ΐf J *  y ( t ) d l .

79
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ζ (0  := * (0  + ιι/Ο), t  €  [α, β ]

όνομάζεται κ α μ πύλη  στό μιγαδικό έπ ίπεδο και ή συνάρτηση ζ(·) λέγε
ται πα ρα μ ετρ ικ ή  π α ρ ά στα σ η  της y. Δεχόμαστε και την περίπτωση κα
τά την όποια  τό διάστημα [α,/ί] είναι τετριμμένο, δηλαδή ισχύει a  =  β .  

Τότε λέμε ότι ή καμπύλη είναι τετριμμένη. Ώ ς  συνεχής εικόνα τού συμ
π α γού ς καί συνεκτικού συνόλου [ α , β ]  ή καμπύλη  είνα ι ένα  συμ πα γές  
καί συνεκτικό σύνολο. '

Ά ν  είναι δύο σημεία τού διαστήματος [α,β], με 11 < τότε 
λέμε ότι τό σημείο ζΟι) προηγείτα ι τού σημείου ζί^ )· Με τή διάταξη 
αύτή στα σημεία τής γ  όρίζεται ό πρ οσα να τολισμός, ή ή φ ορά  τής καμ
πύλης. ’Έτσι, τό σημείο z(a) = a είναι τό αρχικό σημείο τής καμπύλης 
καί τό ζ ( β )  = b είναι τό τελικό της σημείο.

Ε π ομ ένω ς, μ ια  καμπύλη  στό έπ ίπ εδ ο  μέ παραμετρική  π α ρ ά σ τα 
ση ζ 0 )  := τΟ) + /ι/0). t  e  [α,/?] είνα ι ένα ς μονόδρομος, δηλαδή ένας  
δρόμ ος μ ια ς κατεύθυνσης, τόν ό π ο ιο  δ ια νύουμ ε κατά τό χρονικό  
διά στη μ α  [a,/?], μέ τρ ό π ο  π ο υ  περ ιγρ ά φ ετα ι α π ό  τή συνάρτηση μέ 
τ ύ π ο  ζ = ζ (0 .

’Άν τό τελικό σημείο ταυτίζεται μέ τό αρχικό, τότε ή καμπύλη είναι 
κλειστή. Ά ν ή συνάρτηση z(0 . f e [a ,/Ο είναι ένα - προς - ένα, τότε ή 
καμπύλη γ  είναι απλή .

Κάθε κλειστή καμπύλη διαμερίζει τό έπεκτεταμένο μιγαδικό έπ ίπ ε
δο σέ ξένα άνά  δύο συνεκτικά σύνολα. Τό συνεκτικό εκείνο σύνολο πού  
περιέχει τό κατ’ έκδοχήν σημείο οο είναι τό έξω τερικό τής καμπύλης 
καί παριστάνεται μέ τό σύμβολο ext(y). Τότε τό σύνολο

int(y) := C \  [ext(y) U y].

δηλαδή τό συμπλήρωμα τού συνόλου ext(y) U γ  είναι τό έσωτερικό τής * 
καμπύλης. Προφανώς, τό σύνολο τούτο είναι φραγμένο.
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Σχήμα 3.1: Ή  κ α μ π ύ λ η  μ ί  π α ρ α μ η τ ρ ικ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  z(f) := f + 
cos(4irf) + i(sin(Trt)X t € [0,1.5].

3.1.1 Κύκλος

Εκτός από τό εύθύγραμμο τμήμα που  είδαμε παραπάνω , ό κύκλος 
είναι ή πιό βασική άπλή καί κλειστή καμπύλη στό μιγαδικό έπίπεδο. Ό  
κύκλος K { a f r ) μέ κέντρο ένα  σημείο α  καί Ακτίνα r είναι τό  σύνολο  
δλων των σημείων τοΟ έπ ιπ έδ ο ο  τώ ν όποιω ν ή Α πόσταση Α πό τό  
σημείο α  είναι σταθερή καί ίση π ρ ό ς  r. Δηλαδή είναι τό σύνολο

Κία. γ) := ( ζ : \ z - a \  =  r\.

Τούτο σημαίνει δτι τό σημείο ζ  -  α είναι σημείο του κύκλου Κ(0, r) μέ  
κέντρο τό σημείο 0 καί Ακτίνα r, όπότε τούτο γράφεται καί ώς

ζ  -  a  = Kcos(0) + ί sin(0)X

δπου 0 είναι τό δρισμα τού ζ  -  α . Ά ρ α  κάθε σημείο τού κύκλου έχει τή 
μορφή

ζ = λ + Kcos(0) + i sin(0)X - π  < 0 £ π.

Αντίστροφα, κάθε σημείο πού γράφεται σ τ η ν  π α ρ α π ά ν ω  μορφή. Ικανο
ποιεί τή σχέση |ζ - λ| «  r|cos(0) + tsin(0)| *  r, όπότε τό σημείο ζ - α  κείται
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πάνω  στόν κύκλο. Συνεπώς, ή παραπάνω  έκφραση δίνει δλα τά  σημεία 
του κύκλου μέ κέντρο τό σημείο α καί ακτίνα r.

Παρατηρούμε δτι αν θέσουμε

τότε Ισχύει

t  :=
V

Θ, αν θ  € (0, π]
2π  + Θ, α ν  Θ €  ( -π ,  0],

cos(0  = cos(0) και s in (0  = sin(0).

Ε π ομ ένω ς κάθε σημείο τού κύκλου Κ ( α ,  r )  γράφεται στη μορφή

ζ = a + r(cos(0 + i sih (0), t  € [0, 2π].

Συνήθως τό διάστημα, στο όποίο μεταβάλλεται ή μεταβλητή £, θεωρε
ίται κλειστό, δηλαδή παίρνουμε τό [0, 2π], αφού οί τιμές t  = 0 καί t  = 2π  
δίνουν τό ’ίδιο σημείο, τό ζ = a + r.

Σχήμα 3.2: σ η μ α ο  ζ  = χ  + iy  τ ο ϋ  κ ϋ κ λ ο υ  Κ (α , r) γ ρ ά φ ε τ α ι  ώ ς
ζ = ίΐ + r(cos(0 + /s in (0 ), t  e  [0 ,2π].

Ή  παραπάνω  παραμετρική παράσταση τού κύκλου μπορεί νά προ- 
κύψει καί αμέσω ς από τό γεγονός δτι, δπως δείχνεται μέ τό βέλος
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στό σχήμα, άν τό σημείο ζ  εϊναι τό χ  + »'y, τότε Ισχύει χ  = rco s(0  καί 
y = rsin(/), όπου t  e [0 ,2π]. ’Άρα έχουμε ζ  =  x+ iy  =  K cos(0+ rsin (0), t  e  
1 0 , 2 * ] .

Ή φορά τής καμπύλης αυτής, όπω ς φαίνεται καί στό σχήμα, είναι ή 
άντίθετη τής φοράς τής κίνησης των δεικτών τού ώρολογίου. Αύτή είναι 
ή λεγόμενη θετική φ ορά  τής καμπύλης και ό χαρακτηρισμός αύτός 
Θά δικαιολογηθεί άργότερα. "Ενας τρόπος γ ιά  νά  δούμε άν μιά άπλή  
κλειστή καμπύλη έχει θετική φορά, είναι νά  Θεωρήσουμε τήν καμπύλη  
ώς μονόδρομο, δπου τό άριστερό μας χέρι είναι πρός τό έσωτερικό τής 
καμπύλης.

Πρόβλημα 3.1.1.1 Ν ά  π ψ ι γ ρ α φ ύ  ή  κ α μ π ύ λ η  γ  π ο ύ  f y e i  π α ρ α μ ί τ ρ ι κ ή  π α 

ρ ά σ τ α σ η  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η

z ( t )  := t  + 2 + i t 2 , t e  [0 ,1].

Λύση: Γιά κάθε t  € [0,1] Ισχύει

Re(z(0) = χ  = t  + 2, καί lm (z(0) = y  = t 2 .

Απ τήν πρώτη σχέση προκύπτει δτι δταν τό t  μεταβάλλεται στό διάστη
μα [0,1], τότε τό χ  μεταβάλλεται στό διάστημα [2 ,3 ]. Τώρα, μεταξύ τών 
δύο αυτών σχέσεων άπαλείφουμε τό /, όπότε προκύπτει ή σχέση

y = ( χ  -  2 )2,

ή όποία στό καρτεσιανό έπίπεδο παριστάνει μιά παραβολή. Ε πομένω ς  
ή καμπύλη γ  είναι τό τμήμα τής παραβολής αύτής που άντιστοιχεϊ στίς 
τιμές τού χ  € [2 ,3]. ♦

Πρόβλημα 3.1.1.2 Ν ά  ά π ο δ α χ ΐ € ϊ  δ τ ι  κ ά δ *  δ α κ τ ύ λ ι ο ς  d v a i  τ ό π ο ς .

Απόδειξη: "Εστω A(a,r\f r*i) ένας δακτύλιος. Πρώτα. 8ά άποδείξουμε  
δτι τό σύνολο τούτο είναι άνοικτό. δηλαδή, δτι μαζί μέ κάθε σημείο b  

τού δακτυλίου υπάρχει δίσκος 6 όποίος έχει κέντρο τό b  καί περιέχεται 
στόν δακτύλιο.
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’Έστω, λοιπόν, b  έ ν α  σημείο του δακτυλίου. ’Άρα ισχύει

Η  <  \α -  b\ <  r 2 .

Θέτουμε
r  := min{r2 - 1 a -  b\, \ a - b \ -  ri).

Θά δείξουμε δτι ό δίσκος B ( b ,  r )  είνa t ύποσύνολο του δακτυλίου. Προς 
τούτο θεωρούμε ένα στοιχείο ζ € B ( b , r), οπότε ίσχύει \b -  ζ\ < r. Τότε 
έχουμε

|ζ -  α| = |(ζ -  b )  +  ( b -  α )\ < \ z - b \  +  \ b - a \

και

< r + -  α| < -  |α -  &| + \b -  α\ = r 2

\ζ  -  α\ = |0* - b )  -  ( ζ -  b )  | > |λ -  ί>| -  |ζ -  b\

>  \α -  b\ -  r  >  \α -  b\ -  \α -  b\ +  r \  =  r \ .

Ε πομένω ς τό σημείο ζ ανήκει στον δακτύλιο, πράγμα που σημαίνει ότι 
ό δακτύλιος είναι ανοικτό σύνολο.

Θά αποδείξουμε δτι ό δακτύλιος είναι συνεκτικό σύνολο. ’Άν τούτο 
δεν είναι συνεκτικό, ύπάρχουν ανοικτά σύνολα Α \ , Α 2 τέτοια ώστε

1 )  A c A { u A 2 ,

2) Α π Α { Φ 0,

3) Α  Π  Α 2 Φ 0, καί

4) Α χ  Γ ) Α 2 = 0.

Παίρνουμε δύο στοιχεία

&ι = a + pi(cosOt) + isinOi)) ε Α η Α χ

καί
b 2 = a +  p 2 ( c o s ( t 2 )  + i s i n ( f 2 ) )

γ ιά  τά  όποία, προφανώς, ίσχύει rj <  p i  <  r 2 καί τχ <  ρ 2 <  r2, ε ν ώ  

μπορούμε νά υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  δτι Ιχ < t 2 . 'Ορίζουμε τη συνάρτηση

φ ( 0  :=
fl+pi(cos(0 + *'sin(0), t € [ t \ , t 2 ]

λ + [(1 - 1 + f2)pi + 0  -  f2)p2](cos02) + isin(i2)), f € (f2, f2 + 1].

/



3 . i .  ΟΡΙΣΜΟΣ 85

Τό πεδίο όρισμοϋ τής συνάρτησης φ  είναι τό συνεκτικό σύνολο  
(ίι ./2 + 11 καί τό μέτρο τής τιμής <p(t) -  α είναι ϊσο  μέ ρ \ ,  ή ίσο  μέ  
(1 -  t +  t 2 ) p \  + (f -  <2)ρ2, τιμές ποό ανήκουν στό διάστημα (η , r2). Το
ύτο σημαίνει δτι ή συνάρτηση φ  παίρνει τιμές στόν άρχικό δακτύλιο. 
'Επομένως, έπειδή αύτή είναι συνεχής, τό σύνολο τιμών της, δηλαδή 
τό σύνολο Β :=  < p([t\. f2 + 1]) είναι συνεκτικό υποσύνολο τού δακτυλίου. 
Μάλιστα, δέ, Ισχύει

Β ς . Α ς . Α { υ Α 2

καί
< 9*(& ilC B n ,4 ,. 0 * { b 2)C  B C \ A 2 ,

δπου, υπενθυμίζουμε δτι, τά σύνολα Α\ καί Α2 είναι τέτοια ώστε Α\ Π 
Α2 = 0. Τούτο είναι άτοπο, έπειδή τό σύνολο Β  είναι συνεκτικό. Στό 
σχήμα φαίνεται ό  δακτύλιος Δ (α , Γ|, γ2), δπου τό σύνολο τιμών τής φ  

. είναι ή καμπύλη ποό  άπαρτίζεται ά π ό  τό τόξο π οό  συνδέει τό σημείο
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b ι μέ τό c καί τό εύθύγραμμο τμήμα [d^L ♦

3 .1 /2  Ά ν α π α ρ α μ έ τ ρ η σ η  κ α μ π ύ λ η ς

Στό έδάφιο 3.1.1 άναφ έραμε τόν κύκλο, δπου, έκφράσαμε πρώτα την 
παράσταση τού κύκλου ώς πρός τη μεταβλητή θ  και στη συνέχεια την 
έκφράσαμε ώς πρός μια νέα  μεταβλητή, την t .  Μιά τέτοια διαδικασία, 
δηλαδή τή μετάβαση α π ό  μιά παράμετρο σε μιά άλλη, τή λέμε άναπα
ραμέτρηση τής καμπύλης.

Ό ρ ισ μ ό ς  3 .1 .2 .1  " Ε σ τ ω  γ  μ ι ά  κ α μ π ύ λ η  μέ π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  ζ(0 , t  € 
[ α , β ]  κ α ί  έστω t  = 0(s). s  € [αο,βοΐ μ*ά ά μ φ ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ 

τ η σ η  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε

0(α ο) = α, ψ ( β 0 )  = β .

Τ ό τ €  ή  σ ύ ν θ ε σ η

ζυ($)  := ζ ( ψ ( $ ) \  $ € [ α ο , β ο ]

ό ρ ι ζ α  μ ι ά  κ α μ π ύ λ η  γ*  π ο ύ  λ έ γ ε τ α ι  ά να πα ρα μ έτρ ηση  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ % έ ν ώ  ή  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ  λ έ γ ε τ α ι  συνάρτηση άναπαραμέτρησης.

Είναι εύκολο νά δούμε δτι κάθε συνάρτηση φ  π ο υ  όδηγεί σέ άνα
παραμέτρηση τής καμπύλης, είναι γνήσια αΰξουσα. Επίσης, άν μιά 
καμπύλη γ 4 προκύπτει ά π ό  άναπαραμέτρηση τής γ , τότε αύτές έχουν 
τήν ίδια  φορά καί, άν θεωρηθούν ώς σημειοσύνολα, αύτές ταυτίζονται.

Π ρόβλημα 3.1.2.1 Δ ί ν ε τ α ι  μ ι α  κ α μ π ύ λ η  γ  μέ π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

ζ = ζ(0 . t € [—1,8].

Ν ά  β ρ ε ϋ ε ϊ  μ ι ά  ά ν α π α ρ α μ έ τ ρ η σ η  γ*  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  α ύ τ η ς  μέ π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή  π α 

ρ ά σ τ α σ η

ζ = ζ*($). 5 € [1,4].

Λύση: Πρέπει νά βρούμε μιά συνεχή (αύξουσα) συνάρτηση

f = 0(s), s€[1»4].
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ή όποία θά άπεικονίζει άμφιμονοσήμαντα τό διάστημα [1,4] έπ ΐ του  
διαστήματος [-1 ,8 ] , κατά τέτοιον τρόπο ώστε 0(1) = -1  καί 0 (4 ) = 8. 
Τότε ή συνάρτηση

ζ  = z(0(s)) = z*(s), s  6 [1,4]

8ά είναι μία τέτοια άναπαραμέτρηση.

Πρός τούτο μπορούμε να άκολουθήσουμε πολλούς τρόπους.

Ι ο ς  τ ρ ό π ο ς :  Θέτουμε
t  :=/iis + ν

καί προσπαθούμε άπό τά δεδομένα να  προσδιορίσουμε τούς συντελε
στές μ  καί ν .  Πραγματικά, έχουμε τΙς δύο έξισώσεις

-1  = \ μ  + ν  καί 8 = 4μ + ν .

Επιλύοντας ώς πρός μ  και ν  τό σύστημα αύτό, βρίσκουμε μ  =  3 και 
ν  = -4 .  Ά ρα  ή ζητούμενη συνάρτηση 0  έχει τύπο

0(s) := t  = 3s -  4, s € [1,4].

2os τ ρ ό π ο ς :  Ε ργαζόμαστε δπως ακριβώς καί στό έδάφιο 1.3. Δη
λαδή, γράφουμε δύο παράλληλα άνισα εύθύγραμμα τμήματα ε \  καί 
&ι δπου στό πρώτο άπεικονίζουμε τό διάστημα [1.4] και στό άλλο τό 
[-1 .8 ] , Ενώ νοντας τά άντίστοιχα άκρα βρίσκουμε τό σημείο τομής 0, 
τό όποιο θεωρούμε ώς τό κέντρο προβολής τού [1,4] έπΐ τού [-1 ,8 ] . 
νΕτσι ένώνουμε τό τυχόν σημείο s τού [1,4] μέ την κορυφή 0 καί προ
εκτείνουμε την άντίστοιχη ευθεία. Αύτή τέμνει τό τμήμα [-1 ,8 ]  στό 
σημείο t .  Από την άναλογία τών τμημάτων πού σχηματίζονται, έχουμε

I -  ( - 1 )  8 - ( - 1 )

s - Ι  ~  4 - 1  ’

όπότε προκύπτει ότι ή συνάρτηση t  = 0($) έχει τύπο δπως αυτός βρέθη
κε μέ τόν Ιο τρόπο.

3 ο ς  τ ρ ό π ο ς :  Απεικονίζουμε τά δύο διαστήματα πάνω σέ δύο άξονες  
που τέμνονται κάθετα καί ταυτίζουμε τά άρχικά άκρα -1 καί 1 τών δύο  
διαστημάτων μέ την τομή τών δύο άξόνων. Έ νώνουμε τά άκρα 8 καί

a
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4 μέ μια εύθεία  γραμμή Ε  και στη συνέχεια από κάθε σημείο s  του 
διαστήματος [1,4] φέρουμε εύθεια γραμμή Ζ  παράλληλη προς τήν Ε .
Ή  Ζ  τέμνει το εύθύγραμμο τμήμα [ -1 ,8 ]  σε ένα  σημείο ϊ .  Άπό τα δύο 
δμοια τρίγωνα, πού σχηματίζονται, μπορούμε αμέσως να πάρουμε τήν 
’ίδια αναλογία  δπω ς και στήν πρώτη περίπτωση και άρα και τήν ’ίδια * 

συνάρτηση ψ .

Σχήμα 3.4: Γ ρ α μ μ ικ ή  μ ε τ ά β α σ η  ά π ό  τ η ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t  σ τ η ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  s.

4 ο ς  τ ρ ό π ο ς :  Μέ τ'ις παραπάνω  μεθόδους βρίσκουμε συναρτήσεις ψ  

π ο ύ  είναι γραμμικές. Μ πορούμε δμως να ακολουθήσουμε καθαρά ανα
λυτικό τρόπο καί να αναζητήσουμε μή γραμμικές τέτοιες συναρτήσεις. 
Προς τούτο θεωρούμε τό καρτεσιανό ε π ί π ε δ ο  σ τ ο  όποιο απεικονίζουμε 
τά διαστήματα [1,4] καί [ -1 ,8 ] .

Ε π ειδ ή  αναζητούμε συνεχή άναπαραμέτρηση της καμπύλης, αναγ
καστικά θά πρ έπει νά κατασκευάσουμε μιά συνεχή άμφιμονοσήμαντη 
συνάρτηση ψ  τού διαστήματος [1,4] επί τού διαστήματος [ -1 ,8 ] . ’Άρα 
θά πρέπει νά  θεωρήσουμε μιά συνεχή καί γνήσια αυξουσα συνάρτηση. 
Γιά παράδειγμα , ή συνάρτηση

t  = ip is )  := s2 - 2 s ,  s e  [1,4],

/



3 Λ .  ΟΡΙΣΜΟΣ 89

Σχήμα 3.5: Μ ή  γ ρ α μ μ ικ ή  μ ε τ ά β α σ η  ά κ ό  τ ή ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t  σ τ ή ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  s .

προφανώς, έχει τΙς Ιδιότητες πού  θέλουμε. ♦

'Ορισμός 3 .1 .2 .2  Mid κ α μ π ύ λ η  γ  μ λ  π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

ζ (0  := x i t )  +  i y ( 0 ,  f €  [α,/J].

είναι διαφορίσιμη a t  ( ν α  σ η μ ε ί ο  w  -  z U q ) ,  δ π ο ν  to  e [α,/fl, d v  o l  σ υ 

ν α ρ τ ή σ ε ι ς  x  κ α ί  y  d v a t  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ ε ς  κ α ί  ί χ ο υ ν  σ υ ν ε χ ή ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ ς  σ τ ό  

σ η μ ε ί ο  t o - Ά ν  ή  κ α μ π ύ λ η  γ  ε ί ν α ι  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ ί  δ λ α  τ ά  σ η μ ε ί α  τ η ς ,  λ ( μ ε  δ τ ι  

ε ίν α ι  διαφορίσιμη.

Ή διαφορισιμότητα τών συναρτήσεων x  και y έχει πολό στενή σχέση  
μέ την ύπαρξη έφαπτόμενης εύθείας στην καμπόλη. Πραγματικά, υπ ο
θέτουμε δτι o l συναρτήσεις x . y  είναι διαφορίσιμες σέ ένα  σημείο f0 καί 
θεωρούμε τά σημεία z ( t 0 )  καί z ( t 0  +  0  τ ή ς  καμπύλης γ ,  δπου t  είναι άρ- 
κετά μικρό, τέτοιο ώστε τό σημείο <0 + < νά  άνήκει στό διάστημα [ α ,# .  
Τά σημεία ζ(<ο) καί ζ(<0 + 0  όρίζουν μιά χορδή, τής όποίας ή κλίση είναι
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i'-J

■° Μ

Ιση πρός
y ( t 0 +  t ) - y ( t o )  _

x Q q + t )  -  x ( t o )  xQ0+ t)-x (t0) ‘

’Άν ύποθέσουμε δτι τό σημείο z ( t ο + 0  μετακινείται και προσεγγίζει 
τό σημείο ζΟοΧ τότε όριακά ή χορδή θά λάβει τη θέση τής εύθείας που 
έφάπτετα ι τής καμπύλης στό σημείο z(fo). Βλέπε σχήμα. Σε μια τέτοια 
διαδικασία ή μεταβλητή t  παίρνει τήν όριακή τιμή 0. ’Έτσι, ή κλίση τής

χορδής 9ά λάβει τήν όριακή τιμή
y O o + 0 - y O o )  \

lim —— (—τ—γ = ;  τ, (3.1)
ί—»ο χΟο+Ο-χΟο) * Ό 0)

t

πού παριστάνει τήν κλίση τής έφαπτόμενης εύθείας.

Π α ρ ά δειγμ α  3.1.1 Νά ά π ο δ β ι χ τ α  δ τ ι  ή  κ α μ π ύ λ η  μ έ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α 

σ η
1 t  . ,1
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S t v  e l v a i  h w / ρ ο ρ ί σ ι μ η .

'Απόδειξη: Τούτο προκύπτει άπδ τό γεγονός δτι ή παράγω γος της συ- 
νάρτησης ζ  =  z ( t ) ,  I 6 [0,1] δέν έχει δριο στό σημείο ί = 0, όπότε ή ζ ΐ  

δέν είναι συνεχής. Πραγματικά, παρατηρούμε δτι, γ ια  κάθε « = 1 ,2 ,· · · ,  
' j [ Ισχύει
1  / ( ______L
Φ  2 η π  ±.S&:
:Sf?·

§  Στό σχήμα φαίνεται ή συμπεριφορά τής συνάρτησης αύτής, δπου κοντά

( f ) )  =  1 ±  2  +  , ( ""1 ±  τ } ’

Σχήμα 3.7: Ή  κ α μ π ύ λ η  μ ί  π α ρ α μ η τ ρ ικ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  ζΟ) := t  +
£ sin({) + i(f -  £ sin(})). t  € [0,1], 6 k v  d v a i  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  στό σ η μ e- 
Ιο  0.

στό σημείο 0 ή καμπύλη Εχει ταλαντώσεις τέτοιες ώστε στό σημείο 0  
νά  μην υπάρχει έφαπτόμενη εύθεία.

3 .1 .3  Λ ε ία  κ α μ π ύ λ η

Είναι φανερό δ η  γιά  νά έξασφαλίσουμε την ύπαρξη της έφαπτόμενης 
εύθείας ζ ( 0  := x (0  + /y(f), t e  \ α , β ] ,  δέν θέλουμε μόνο νά γνωρίζουμε την 
δπαρξη τών παραγωγών τών συναρτήσεων τ, y, άλλά καί την δπαρξη τής 
όριακής τιμής του πηλίκου διαφορών, του άριστερού μέρους τής σχέσης
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(3.1). ΚοΛ αν μέν ό ένας τουλάχιστον από τους όρους τού κλάσμα
τος ι/'(£ο) /* Ό ο) είναι διάφορος του μηδενός, τότε τό κλάσμα αυτό έχει 
όριακή τιμή, όμως, όταν και οί δύο όροι είναι μηδέν, τότε δημιουργείται 
πρόβλημα. ’Έτσι, γ ια  να είμαστε βέβαιοι ότι ύπάρχει ή εφαπτομένη ε
υθεία σε κάθε σημείο τής καμπύλης, απαιτούμε ή καμπύλη νά είναι 
λεία, με την έξης έννοια:

Ό ρισμός 3.1.3.1 Ή  κ α μ π ύ λ η  γ  ε ί ν α ι  λεία  σέ ένα σημείο ιν  = z Q q)  όπου 
h  € [α, β ] ,  α ν  α ύ τ η  d v a i  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ τ ο  z Q q )  κ α ϊ  4 π ί  π λ έ ο ν  ι σ χ ύ ε ι  ότι

U' (*ο)Ι = Ι*Όο) + ί/Οο)Ι *  0.
ι

'Η  κ α μ π ύ λ η  γ  ε ί ν α ι  λεία, α ν  α ύ τ η  d v a i  λ ε ί α  σέ κ ά ϋ ε  σ η μ ε ί ο  τ η ς .

’Άν ή καμπύλη είναι λεία σέ ένα σημείο ζΟοΧ τότε ό μιγαδικός αριθ
μός ζ'(ίο) δέν είναι μηδέν καί ή καμπύλη έχει εφαπτομένη εύθεία γραμ
μή στο σημείο ζΟοΧ Ή  εύθεία αύτη, προφανώς, είναι ή

£Χζ00Χ ζΌο)),

αφού ή κλίση της είναι ίση μέ Arg(z'Oo)). Άν, όμως, ισχύει ζ'(ή>) = 0, 
τότε ίσως νά μήν ύπάρχει έφαπτόμενη εύθεία στό σημείο z ( t οΧ

Π α ράδειγμ α  3.1.2 Έ  κ α μ π ύ λ η  μ ε  π α ρ ά σ τ α σ η

ζ(0  := t 3 + i t2, t  € [-1,1],

δ ε ν  ε ί ν α ι  λ ε ί α .

Α πόδειξη: Αρχικά παρατηρούμε ότι ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  έ χ ε ι  παράγωγο τέτοια 
ώστε ζ'(0) = 0. Γιά νά δούμε τή συμπεριφορά της στό σ η μ ε ί ο  0, θέτουμε 
χ  := t 3 καί y  := t 2 καί άπαλείφουμε τή μεταβλητή f μεταξύ των δύο 
παραστάσεων. Τότε προκύπτει ή σ χ έ σ η

y = \ >  ye [-1,1).

Προφανώς, ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  α ύ τ η  στό σημείο 0 δέν έχει έφαπτόμενη εύθεία : 
παρά  μόνο έφαπτόμενη ήμιευθεία, τον ήμιάξονα 0y . ♦
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3 .1 .4

Σχήμα 3.8: Μ ιά  κ α μ π ύ λ η  π ο ύ  δ ί ν  e lv a t  X t ia  σ τ ό  σ η μ ά ο  0 .

Διαμέριση καμπύλης. Πρόσθεση καμπύλών

'Ορισμός 3.1.4.1 Μ ι ά  κ α μ π ύ λ η  γ  μ ί  π α ρ α μ ί τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  ζ  = ζ(ί), 
t  € [α,/?] λ έ μ (  δ τ ι  d v a t  κατά  τμή μα τα  διαφορίσιμη, δ τ α ν  ύ π ά ρ χ α  μ ι ά  

ί  δ ι α μ έ ρ ισ η

a — to < ί| < t·} <■··'<  Ik — β

- ■ τοΰ διαστήματος [α,β], τέτοια ώστε
}

1 )  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ζ(·) d v a i  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ έ  κ ά β (  δ ι ά σ τ η μ α  (</, fy+ι), j  =  

0 ,1 .2 , · · · , k  -  1, καί ?χ« συνεχή π α ρ ά γ ω γ ο  σ τ ά  δ ι α σ τ ή μ α τ α  α ύ τ ά ,  κ α ί

2 )  τ ά  δ ρ ν α

lim ζ(<) καί lim ζ (0  

ν ά  υ π ά ρ χ ο υ ν ,  ώ ς  μ ι γ α δ ι π ο ϊ  ά ρ ι ϋ μ ο ί .

Ε π ο μ έ ν ω ς ,  ά ν γ / d v a i  ή  κ α μ π ύ λ η  μ ΐ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  z  =  z { t ) ,  t  e  
-*|Ι/»ί/+ι). τΛ ε ή y γ ρ ά φ ι τ α χ  ώ ς

y ■·* y» + y z + · +y*·

Στόν παραπάνω  όρισμό έννοείται δτι στό άκρο α =  fo-όπάρχει τό δεξιό  
δριο καί στό άκρο β  = f* υπάρχει τό άριστερό δριο τής ζ'. Μέ άλλα
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λόγια, ή καμπύλη y είναι κατά τμήματα διαφορίσιμη, άν μπορεί νά  
διαμεριστεΐ καί νά γραφεί ο>ς τό άθροισμα ένός πεπερασμένου πλήθους 
διαφορίσιμο>ν καμπύλών.

Δ ιαφ ορίσιμη  ά να π α ρα μ έτρ ηση  τής καμπύλης y είναι μιά άναπαρα- 
μέτρηση τής y γ ιά  την όποία  ή άντίστοιχη συνάρτηση άναπαραμέτρησης 
φ  είναι παραγονγίσιμη καί έχει συνεχή παραγω γό. Ανάλογα πρός τόν 
όρισμό τής κατά τμήματα διαφορίσιμης καμπύλης, όρίζεται καί ή κατά  
τμ ή μ α τα  διαφ ορίσιμη  άναπαραμ έτρηση. Σ τά έπ ό μ ενα  θά  θεω ρούμε  
π ά ντο τε  ότι ο ί ά να π α ρ α μ ετρ ή σ εις  κ α μ πύλώ ν είνα ι τουλάχιστον κ α 
τ ά  τμ ή μ α τα  διαφ ορίσιμες.

Θεωρούμε δύο καμπύλες γ \  καί’ y>i μέ παραμετρικές παραστάσεις 
z i(0 , t  g |α \ , β \  I καί ζ^Ο). I € άντίστοιχα, τέτοιες ώστε

έχει σύνολο τιμών την ένωση γ \  Uy^. Τό σύνολο τούτο, έστω γ , τό λέμε 
ά θ ρ οισ μ α  τών δύο καμπύλών, καί γράφουμε

ζ \ ( β \ )  = z2(«2).

Τότε ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  μέ τύπο

y = yi +y2·

Τό άρχικό σημείο τής καμπύλης γ  είναι τό άρχικό σημείο τής γ ι καί 
τό τελικό σημείο τής y είναι τό τελικό σημείο τής y^.

Π ρόβλημα 3.1.4.1 Λ/ά f ip e f fc i  τό Ά θ ρ ο ι σ μ α  τ ώ ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  γ \  κ α ϊ  γ-ι μ ί  

ά ν τ ( σ τ ο ι χ € ς  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ά  π α ρ α σ τ ά σ α ς

Χ
ά

ϊΜ
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Σχήμα 3.9: Ή  κ α μ π ύ λ η  ά θ ρ ο ισ μ α  γ \  + y2.

ι·

ι

95

μ -

Λύση: Κατ’ άρχάς παρατηρούμε δτι, τό τελικό σημείο ζι(4) = ι τής 
καμπύλης γ \  ταυτίζεται μέ τό άρχικό σημείο Ζ2( - ί )  τής y2. Ά ρ α  οί δύο  

■ καμπύλες προστίθενται καί θά άναζητησουμε τό άθροισμα y = yt + y2 
τών δύο καμπύλών.

Υποθέτουμε δτι ή ζητούμενη καμπύλη y έχει παραμετρική παράστα- 
*ση ζ(·) όρισμένη στό διάστημα [0 ,1]. Παίρνουμε ένα  σημείο τού δια-

t .

Σχήμα 3.10: Ή  κ α μ κ ϋ λ η  ίβ ρ ο ν σ μ α . yi + y j.

στήματος (0 .1), έστω τό £ καί υποθέτουμε 6τι ή συνάρτηση

i*,(s) *  2|(Κβ)), 8 € [0,
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οπού
f(s) := 4s + 2, s  e  [0, ^],

είναι μια άναπαραμέτρηση της y i. Επίσης, ή συνάρτηση

1

οπού

Zo(s) = z2(Ks)). s e  [ - ,  1],

f ( s ) : = ^ ^ - i  s €  [1 /2 ,1]

είναι μία άναπαραμέτρηση της y2. Πρός τ ο ο τ ο ,  μπορούμε νά χρησιμο
ποιήσουμε έναν α π ό  τούς τρόπους πού είδαμε στο παράδειγμα 3.1.2.1.

I
Ε π ομ ένω ς τό άθροισμα των δυο καμπύλών είναι ή καμπύλη μέ πα- 

ραμετρική παράσταση

ν (2(1 + 0s -  1, αν s € [0, τ̂ ]
2(2 -  Os - 2(1 - 0, α ν  s e  [A, 1]. ♦

’Άν γ  είναι μια καμπύλη μέ παραμετρική παράσταση ζ = ζ(0, t  € 
[α,/?], τότε τό σύμβολο - y  παριστάνει την ’ίδια καμπύλη, άλλα μέ την 
άντίθετη φορά. Προφανώς, μια παραμετρική παράσταση της -y , είναι 
ή συνάρτηση

w(0 = z ( - f  + 2 β \  t  e  [β , 2 β  -  a ] ,

ενώ τό άθροισμα
y + ( -y )  = y - y

είναι ή τετριμμένη καμπύλη πού  άποτελεϊται άπό ένα σημείο, τό ζ(α).

3 .1 .5  Μ ή κ ο ς κ α μ π ύ λ η ς

Τό μήκος μ ( γ )  μιας κατά τμήματα διαφορίσιμης καμπύλης y μέ παρα
μετρική παράσταση ζ(0 , £ € [α, β ]  είναι ό πραγματικός άριθμός

//(y) := J~|dz| = \zf(t)\dt = '(0]2 + [i/'(0]2̂ .

Λόγω τής συνέχειας τών παραγώ γω ν χ ”, \ f  τό μήκος μιας καμπύλης είναι * 
πραγματικός άριθμός.

• 1
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: *:
Πρόταση 3.1.5.1 Τ ό  μ ή κ ο ς  μ ι α ς  κ α μ π ύ λ η ς  ε ί ν α ι  Α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  ά π ό  τ ή ν  π α ρ α 

μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς .

Απόδειξη: Υποθέτουμε, πρώτα, ότι ή καμπύλη γ  είναι διαφορίσιμη καί

ζ(0 , Ι € [ α , β )

είναι μιά παραμετρική παράσταση. "Εστω

f = f(s), s e [ a \ p ]

φ :, μιά αΰξουσα διαφορίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγω γο τέτοια ώστε

Κα') = α καί ί ( β ' )  = β .

ψ  Τότε συνάρτηση
3  Ζι (s) := z(Ks)), s € [α',/Π

είναι μιά διαφορίσιμη άναπαραμέτρηση τής καμπύλης. Μάλιστα, δέ, 
έχουμε

£  \ m \ d t  = £  l z ' ( t ( s ) m s ) d s  = Jfj = J f j | / t(s)|rfs.

πράγμα πού άποδεικνύει τήν πρόταση. Ά ν ή καμπύλη είναι κατά  
τμήματα διαφορίσμη, τό συμπέρασμα έξακολουθεί νά  Ισχύει άφού κάθε 
διαφορίσιμο τμήμα τής καμπύλης είναι άνεξάρτητο ά π ό  τήν παραμε
τρική του παράσταση. ■

3.1.6 Αλυσίδες καμπύλών

Γενικότερα, &ν y*, y2.....γ »  είναι κατά τμήματα διαφορίσιμες καμπύλες
ατό μιγαδικό έπίπεδο, τό σύνολο

C := {y i,y 2.......y„)

όνομάζεται άλυσίδα. Τό σύνολο τούτο τό παριστάνουμε καί ώς
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καί λέμε δτι ή C είναι τό άθροισμά των καμπύλών τούτων.

Στό σύνολο των αλυσίδων όρίζουμε την πράξη

C  := C \  + C2,

να  είναι ή ένωση των στοιχείων των αλυσίδων Ci καί C<i> Ή πράξη της 
πρόσθεσης αλυσίδων έχει τίς ιδιότητες της πρόσθεσης, δηλαδή,

• αύτή είναι προσεταιριστική και άντιμεταθετική,

• έχει ούδ έτερο στοιχείο την τετριμμένη αλυσίδα (δηλαδή μια αλυ
σίδα πού οί καμπύλες της έκφυλίζονται σε σημεία) καί

I
• μαζί με κάθε αλυσίδα C ύπάρχει ή αντίθετη της, ή -C , δηλαδή 

αύτή πού  έχει μέλη τίς αντίθετες καμπύλες της C.

3.2 ΟΜΟΤΟΠΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ

Θεωρούμε δύο κατά τμήματα διαφορίσιμες απλές κλειστές καμπύλες 
γ ο  καί γ \  σ ε  έναν τόπο Τ  μέ παραμετρικές παραστάσεις z o ( t ) ,  t  e [ α , β ]  

καί ziO), t  e  [α./?], αντίστοιχα. Τονίζουμε δτι καί οί δύο συναρτήσεις 
Zq καί ζ  ι όρίζονται πάνω  στό ϊδιο διάστημα [α,β].

Ή  καμπύλη yo λέμε δτι είναι όμοτοπική  της καμπύλης γ \  στον τόπο  
7 \  δταν ή γ ο  μπορεί να μετακινηθεί, συρρόμενη κατά συνεχή τρόπο στον 
τόπο, ώστε νά  έλθει καί νά  ταυτιστεί μέ τήν καμπύλη yj. Έ πί πλέον, θά 
πρ έπει ή καμπύλη, δταν μετακινείται, νά παραμένει άπλή καί κλειστή 
μέσα στόν τόπο.

Ό  μαθηματικός όρισμός τής όμοτοπίας είναι ό έξης:

Ό ρισμ ά ς 3 .2 .0 .1 Έ  ά π λ ή  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ ο  d v a i  όμοτοπική τ η ς  ά π λ ή ς  

κ λ ε ι σ τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ \  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ , π ρ ά γ μ α  π ο ύ  ϋ ά  π α ρ ι σ τ ά ν ο υ μ ε  ώ ς

γο ~  yu

α ν  ύ π ά ρ χ ε ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η

Η : [ α , β ] χ [ 0 Λ ] - * Τ

■*«
·
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ή  ό π ο ι α  έ χ ε ι  τ ί ς  έ ξ η ς  Ι δ ιό τ η τ ε ς :

1 . Ή  Η ( · ,  ·) ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  ώ ς  π ρ ό ς  τ ί ς  δ ύ ο  μ ε τ α β λ η τ έ ς .

2 .  Ι σ χ ύ ε ι  ΗΟ,Ο) = zqO) κ α ί  H ( t ,  1) = Ζ(ΟΧ γ ι α  κ ά ϋ ε  t  € [ α , β ] .

3 .  Γ ι ά  κ ά ϋ ε  $ € [0 ,1]  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ζΟ) := H O , s), t  e  [ α , β ]  ε ί ν α ι  ή  π α ρ α -  

μ ε τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  μ ι α ς  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια χ ρ ο ρ ίσ ιμ η ς  ά π λ ή ς  κ λ ε ι σ τ ή ς  

κ α μ π ύ λ η ς  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ .

Ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Η  λ έ γ ε τ α ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  όμοτοπ ίας.

Παραδείγματα γιά  την κατανόηση τής έννοιας όμοτοπικών καμπύ
λών δίνονται στά παρακάτω σχήματα.

Στό πρώτο σχήμα δίνεται ό τόπος που όρίζεται άπό τή σχέση

χ 2 y2
6  + 0 < 3 ' 5·

δηλαδή τό έσωτερικό μιας έλλειψης. Στόν τόπο αύτό ή έσωτερική 
άστροειδής καμπύλη που έχει παραμετρική παράσταση τή συνάρτηση

2(0) = [(cos(40 )g + ^(sin(4f))e)[2 cos t + isin f], f e [0 ,2π]

είναι όμοτοπική πρός τήν έξωτερική καμπύλη, που είναι ή έλλειψη μέ 
παραμετρική παράσταση τήν

z20 ) = 2[2cosf+ isinf]. f € [ 0 ,2π].

>Ή συνάρτηση όμοτοπίας που άντιστοιχεί στίς δύο καμπύλες είναι ή

H ( t 9 s ) := (1 -  s)z(O) + sz20 ) , t  € [0, 2π], s e  [0. 1],

ΟΙ ένδιάμεσες διαδοχικές θέσεις τΙς όποΐες παίρνει ή έσωτερική καμ
πύλη γιά  νά φτάσει τήν έλλειψη, δείχνονται στό σχήμα καί είναι οΐ 
καμπύλες μέ παραμετρικές παραστάσεις

zO) = HO,s), f e [ 0. 2*J,
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Σχήμα 3.11: Ή  ά σ τρ οα δή ς  καμπ ύλη  d v a i ό μ ο το π ική  της Ζλλαψης.

όταν θέσουμε s  = 0 .2 ,0 .4 ,0 .6 ,0 .8 . ;

Στό δεύτερο σχήμα, έχουμε τόν τόπο πού άποτελείται άπύ τό έσω- 
τερικό τής έλλειψης τού πρώτου παραδείγματος, άλλα έχει άφαιρεθεί 
ένας μικρός δίσκος. Δηλαδή ό τόπος είναι διπλά συνεκτικός. Έδώ ή j 
μία καμπύλη κατά τή μετακίνησή της γ ιά  νά φτάσει στή θέση τής άλλης J 
θά συναντήσει τόν δίσκο, όπότε θά πρέπει νά έξέλθει τοϋ τόπου. Άρα I  

οΐ δύο καμπύλες δεν είναι όμοτοπικές. 3

Στό τρίτο σχήμα οΐ δύο καμπύλες δεν έχουν τόν ίδιο προσανατολι- |  
σμό. 'Έτσι, στήν προσπάθειά μας νά μετακινήσουμε τή μία ώστε νά 1 
φτάσει στή θέση τής άλλης, θά δούμε ότι σε κάποια στιγμή ή καμπύλη |  
θά πρέπει νά διπλωθεί και έπομένως νά αύτοτμηθεί, όπότε θά πάψει 1 
νά είναι άπλή. Ά ρα αυτές οί καμπύλες δέν είναι όμοτοπικές στόν τόπο 1 
πού δίνεται. I

Μ• 4
λ

Πρόταση 3.2.0.1 Σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  ά π λ ώ ν  κ λ € ΐ σ τ ώ ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  ή  Ι δ ιό τ η τ α  4
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Σχήμα 3.12: Ή  ά σ τ ρ ο α δ ή ς  κ α μ π ύ λ η  δ ί ν  d v a x  ό μ ο τ ο π ικ ή  τ η ς  έ λ λ ε ιψ η ς .

τ ή ς  ό μ ο τ ο π ί α ς  ό ρ ί ζ η  μιά σ χ έ σ η  Ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς .  *Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  α ό τ ό  

δ ια μ * ρ ( ζ € τ α ι  o k  κ λ ά σ α ς  ό μ ο τ ο π ι κ ώ ν  κ α μ π ύ λ ώ ν .

Απόδειξη: Α νακλαστική Ιδιότητα. Ά ν γ  είναι μιΑ Απλή κλειστή καμ
πύλη μέ παραμετρική παράσταση ζ = z(fX t  e  [ α , β \  τότε ό τύπος

H i t .  $ ) := ζΟΧ t 6 [α, β \ ,  s  e  [0, 11

όρ(ζει μια συνάρτηση όμοτοπίας τής καμπύλης γ  μέ τόν έαυτό της. Ά ρ α  
Ισχύει γ  -  y, δηλαδή ή σχέση -  είναι Ανακλαστική.

Συμμετρική ιδιότητα. Υ ποθέτουμε δτι γ 0 καί γ \  είναι Απλές κλει
στές καμπύλες μέ παραμετρικές παραστάσεις Ζ|0 Χ t € [α,/fl καί zaOX 
t  € Ι α , β ] ,  Αντίστοιχα, τέτοιες ώστε γ ο  -  γ \ .  ~Αρα υπάρχει συνάρτηση 
όμοτοπίας H(f, sX t  € (α,/?Χ $ € [0,1) μέ Η(·, 0 )  = Zq(·) και //(·, 1) »  Ζ |0 ) .  
Τότε ή συνάρτηση μέ τόπο

i f  ( % s) *  Η(% 1 -  sX S € l 0f l]
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Σχήμα 3.13: Ή  άστροειδής καμπύλη δ ϊν  είνα ι όμοτοπικη της 'έλλειψης.

εχει την Ιδιότητα Η *(·, 0) = ζι(·) και jFf (·, 1 ) = ζο(·), πράγμα πού άποδει- ϊ 
κνύει ότι ισχύει γ \  ~ χο· Επομένω ς ή σ χ έ σ η  ~  είναι συμμετρική.

Μ εταβατική ιδιότητα. Θεωρούμε τρεις απλές κλειστές καμπύλες 
y \ > y % y 3  μέ παραμετρικές παραστάσεις z \ ( t ) ,  t  e  [ α , β ] ,  ζ2(0 , t  € [α,β] ,  
Z3O), £ € [α,/?], αντίστοιχα, τέτοιες ώστε χι ~ χ2 καί 72 ~ 73* Ε π ο 
μένως ύπάρχουν συναρτήσεις όμοτοπίας H { ( t , s ) ,  t  € [α,/?], s  e  [0,1] 
καί i / 2(f, s), t  e  [ α , β ] ,  s  e  [0,1] τέτοιες ώστε

Η { ( - ,  0) = ζι(·), HtO, 1) = ζ2(·), #2(·, 0) = ζ2(*), Η20 ,1) = ζ3(·).
Τώρα παρατηρούμε ότι ό τύπος

H i t ,  s )  :=
H i ( t ,  2s), ί ε [ α , β ] ,  s  e [0 , £] 
H 2 0 , 2s - 1 ), fe [a ,/?), s e [ £ ,  1 ]

όριζει μια συνάρτηση τέτοια ώστε

Η(·, 0 ) = Ηι(·, 0 ) = ζι(·) και Η(·, 1 ) = H ^ i · ,  1 ) = ζ3(·).
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Τούτο άποδεικνύει δτι οΐ καμπύλες γ \  καί είναι όμοτοπικές καί 
έπομένως ή σ χ έ σ η  ~~ έχει καί τη μεταβατική ιδιότητα. ■

Πρόβλημα 3.2.0.1 θ ε ω ρ ο ύ μ ε  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ς  ά ρ ι ϋ μ ο ύ ς  0, r, tq , r \ ,  R  τ έ τ ο ι ο υ ς  

ώ σ τ ε  0  <  r  < ro < r \  <  R  κ α ί  έ ν α  σ η μ ε ί ο  a  e  C. Ν α  Α π ο δ ε ι χ τ ε ί  δ τ ι  o l  

κ ύ κ λ ο ι  K (a , r0) κ α ί  Κ ( α ,  r \ ). ό τ α ν  έ χ ο υ ν  τ η ν  ί δ ια  φ ο ρ ά ,  ε ί ν α ι  ό μ ο τ ο π ι κ ο ί  σ τ δ ν  

δ α κ τ ύ λ ιο  Δ(α, r, R ) .

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι ol δύο κύκλοι K(a ,r<))  καί K { a , r \ )  έχουν θε
τική φορά. Τότε μπορούμε να λάβουμε ώς παραμετρικές παραστάσεις 
τΙς συναρτήσεις ζ ο ( 0  =  ro e1*, t € [0, 2π] και ζ ι(0 = π*?'1, t  € [0. 2π], άν- 
τίστοιχα. Παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση

I K t ,  s )  := a + [(1 -  s ) r \  + sr2](cos(f) + / sin(0 ), t  e  [0, 2π], 5 € [0, 1]

όρίζει μια συνάρτηση όμοτοπίας, αφού μεταφέρει τδν κύκλο Κ (α , tq )  

στόν κύκλο Κ ( α ,  r \ ), χωρίς νά έξέρχεται από τόν δακτύλιο. Ά ν οί καμ
πύλες έχουν άρνητική φορά, τότε, δπου παραπάνω  ύπάρχει t , θέτουμε 

♦

Τό συμπέρασμα πού δίνεται στό έπόμενο πρόβλημα είναι χρήσιμο 
στις αποδείξεις πού Θά δούμε αργότερα.

Πρόβλημα 3 .2 .0 .2  Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  έ ν α ν  κ λ α σ τ ό  δακτυλικό τ ο μ έ α  Ρ  κ α ί  έ ν α  σ η 

μ ε ί ο  a e  Ρ , τ ό  όποιο μ π ο ρ ε ί  ν ά  "βλέπει” δ λ α  τ ά  σ η μ ε ί α  τ ο ϋ  τ ο μ έ α .  Τ ο ύ τ ο  

σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι ,  γ ι ά  κ ά δ ε  σ η μ ε ί ο  ζ  τ ο ϋ  δ ο ϋ έ ν τ ο ς  τ ο μ έ α ,  τ ό  ε ύ ϋ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  

[λ ζ ] π ε ρ ι έ χ ε τ α ι  σ τ ό ν  τ ο μ έ α 1. θ ε ω ρ ο ύ μ ε  κ α ί  έ ν α ν  κ ύ κ λ ο  μ έ σ α  σ τ ό ν  τ ο μ έ α ,  μ ί  

κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ ε ί ο  α κ α ί  ά κ τ ϊ ν α  r .  Τ ό τ ε  ο ί  δ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ε ς  π ε ρ ί μ ε 

τ ρ ο ι  Γ  τ ο ϋ  δ α κ τ υ λ ι κ ο ύ  τ ο μ έ α  κ α ί  γ  τ ο ϋ  κ ύ κ λ ο υ  ε ί ν α ι  ό μ ο τ ο π ι κ έ ς  σ τ ό  έ π ί π ε δ ο .

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι ι υ ( 0  := a  + r[cos(0 + i sinO)], t  e  [0. 2π) είναι 
μιά παραμετρική παράσταση τοϋ κύκλου γ .  Γιά τό τυχόν σημείο ιυ  = 
w(t) τής γ  φέρουμε τό εύθύγραμμο τμήμα [αιυ] τό όποίο καί τέμνει τήν 
καμπύλη Γ  α τ ό  σημείο z = ζ ( 0 .

‘"Ενα σύνολο πού περιέχει ένα σημείο πού βλέπει δλα τά σημεία τού συνόλου 
λέγεται άστροηδ^ς καί τό σημείο λέγεται κ ίν τρ ο  τοϋ άστροεώ οΰς. ~Ενα ά σ τρ ο τιΜ ς  σύνολο 
μ κ ο ρ τι νά έχα πολλά κέντρα.
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ixi

Σχήμα 3.14: Ή  π ε ρ ιφ έ ρ ε ια  κ ύ κ λ ο υ  ε ίν α ι  ό μ ο τ ο π ιχ ή  τ η ς  π ε ρ ιμ έ τ ρ ο υ  
τ ο ϋ  δ α κ τ υ λ ικ ο ύ  τ μ ή μ α τ ο ς .

Τώρα, παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση

I i ( t f s ) := (1 -  s)w(f) + s z U X  ( t ,  s ) € [0, 2π] x  [0, 1]

όρίζει μια όμοτοπία  μεταξύ των δύο καμπύλών. ♦

Τό προηγούμενο συμπέρασμα θά μπορούσε να  προκύψει μέ έφαρ- 
μογη τού παρακάτω  γενικού θεωρήματος, πού άναφέρεται στή θεωρία 
όμοτοπίας καί τού όποιου την απόδειξη παραλείπουμε.

f
Θ εώ ρημα 3 .2 .0 .1 ( Θ ε ώ ρ η μ α  J o r d a n )  Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  μ ι ά  ά π λ ή  κ λ ε ι σ τ ή  κ α ί  θ ε τ ι κ ά  |  j 
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν η  κ α μ π ύ λ η  Γ  κ α ί  έ ν α ν  θ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο  κ ύ κ λ ο  γ  πού | ; 
β ρ ί σ κ ε τ α ι  στό ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  τ η ς  Γ .  Τ ό τ ε  ο ί  κ α μ π ύ λ ε ς  Γ  κ α ϊ  γ  ε ί ν α ι  ό μ ο τ ο π τ κ ί ς  

σ τ ό  μ ι γ α δ ι κ ό  ε π ί π ε δ ο .

Ό ρ ι σ μ ό ς  3 .2 .0 .2  Μ ι ά  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ  σ £  έ ν α ν  τ ό π ο  Τ  λ έ γ ε τ α ι  μηδέν- 
όμοτοπ ικ ή  στόν τ ό π ο  Τ , α ν  ε ί ν α ι  ό μ ο τ ο π ι κ ή  π ρ ό ς  μ ι ά  κ α μ π ύ λ η  ε κ φ υ λ ι 

σ μ έ ν η  σ ϊ  έ ν α  σ η μ ε ί ο .

Για παράδειγμα, ό κύκλος 2X0. r) είναι μιά καμπύλη μηδέν όμοτοπική?' 
στόν δίσκο B J0, /?), γιά  κάθε r € (0. /Ο. Πραγματικά, μπορούμε νά μετα-f
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H  βάλλουμε συνεχώς την Ακτίνα r του κύκλου παίρνοντας τό δριο r  -> 0. 
|§  Τότε ό κύκλος θά συσταλεί τόσο ώστε να έκφυλιστεί λαμβάνοντας τήν 
gg όριακή θέση του κέντρου του.

Σχήμα 3.15: Ό μ ο τ ο π ικ ό ί  κ ύ κ λ ο ι .

Στό σημείο αύτό ύπενθυμίζουμε δτι ένα ύποσύνολο Α  του μιγαδι- 
κου έπιπέδου λέγεται Α πλά συνεκτικό, άν τό Α  καθώς έπίσης καί τό 
συμπλήρωμά του Α €, είναι συνεκτικά σύνολα. Ή συνεκτικότητα έχει 
άμεση σχέση μέ τήν όμοτοπία. Πραγματικά, έχουμε τό Ακόλουθο συμ
πέρασμα, τοϋ όποίου τήν Απόδειξη παραλείπουμε γιατί ξεφεύγει Από 
τόν σκοπό τού παρόντος βιβλίου.

Πρόταση 3 .2 .0 .2  " Ε ν α  σ ύ ν ο λ ο  A  d v a i  ά η λ ά  σ υ ν ε κ τ ι κ ό ,  ά ν  κ α ί  μ ό ν ο  ά ν  

τ ο ύ τ ο  είμαι σ υ ν ε κ τ ι κ ό  κ α ί  4 η ί  π λ ί ο ν  κ ά θ ε  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  Α  

είναι μ η δ ϊ ν - ό μ ο τ ο π ι κ ή  σ τ ό  Α .

3.3 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. Νά περιγράφουν στό μιγαβικό έπίπεδο οΐ καμπύλες τών όποίων οΐ 
παραμετρικές παραστάσεις δίνονται Από τίς Ακόλουθες σχέσεις:
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ζ(0 := t + 2 + /ί2, t € [0,1], 
ζ(0 := 1 -  2it, 0 < t < 2, 
z(0 := f2 + it, t e [-3,3], 
z(0 := t + (i/t), t € [0,1].

2. Νά δοθούν παραμετρικές παραστάσεις των παρακάτω καμπύλών:
α) Της καμπύλης πού είναι τμήμα της ύπερβολής y  = έχει αρχικό 
σημείο τό 1 + / καί τελικό τό  ̂+ 3 i .

β) Της καμπύλης πού είναι τμήμα της παραβολής χ  = 2y2 -  1, εχει
αρχικό σημείο τό -1  καί τελικό τό 1 + ί.

»
3. Νά δοθούν παραμετρικές παραστάσεις των παρακάτω καμπύλών:

α) Της πολυγωνικής καμπύλης με κορυφές τα σημεία 1 -  /, 2/, -3  + 
4/, -4  -  2/, διαδοχικά.
β) Τής καμπύλης πού είναι ή περίμετρος τού τριγώνου με κορυφές 
τα σημεία 1 -  /, 2 + /, -2  + 3/ καί μέ φορά δπως αύτη όρίζεται μέ τη 
σειρά τών κορυφών πού δόθηκαν.

4. Γιά ένα δ >  0, θέτουμε α := -3δ -  /, b := /δ καί c := 5δ + 2/. Νά 
γραφεί μία παραμετρική παράσταση τής πολυγωνικής καμπύλης 
0,0,c].

5. Νά βρεθεί τό άθροισμα τών καμπύλών πού δίνονται μέ τις παρα
μετρικές παραστάσεις
ζι(0  := 3i t 2 -  5ί + (1 -  2/) sin πί, t  ε [—2,3] καί 
ζ2(0  := (2/ -  1 )ί + 3(3/ - 2 ) j e  [9,10].

6. Νά αποδειχτεί ότι ή περίμετρος ενός τετραγώνου Τ  θετικά προ
σανατολισμένη καί ένας θετικά προσανατολισμένος κύκλος Κ  εγ
γεγραμμένος στο τετράγωνο Τ είναι όμοτοπικές καμπύλες στο 
έπίπεδο.

7. Νά αποδειχτεί δτι ό θετικά προσανατολισμένος μοναδιαίος κύκλος , 
καί ή καμπύλη μέ παραμετρική παράσταση χ ( 0  := 3 cos(0, y(0 :=
2 sin(0, t  e  [0 ,2π] βρίσκονται στό σύνολο

Α  := {ζ : |Re(z)| + |Im(z)| < 4).
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Στή συνέχεια, ν& Αποδειχτεί δτι οΐ καμπύλες αύτές είναι δμοτο- 
πικίς στό σύνολο Α.
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Κεφάλαιο 4

ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

4.1 ΓΕΝΙΚΑ

4.1.1 Π α ρ ά σ τ α σ η

Μιά μιγαδική συνάρτηση /  μιγαδικής μεταβλητές έχει πεδίο όρισμού  
ένα ύποσύνολο IX/) του μιγαδικοϋ έπιπέδου καί σύνολο τιμών ένα  
ύποσύνολο Μ /) τού συνόλου τών μιγαδικών άριθμών. Συνήθως, τά  
πεδία όρισμού τέτοιων συναρτήσεων είναι τόποι.

Ά ν / , #  είναι μιγαδικές συναρτήσεις με κοινό πεδίο όρισμού ένα  
σύνολο Α  ς  C, τό άθροισμα καί τό γινόμενο τούτων όρίζονται, άντίστοι- 
χα, με τούς τύπους

( /  + g)(z) :=/(z )  + g ( z ), (/g)(z) :=/(z)g (z).

Επίσης, γιά  κάθε μιγαδική συνάρτηση/(z ) . ζ € IX/) καί κάθε μιγαδικό 
άριθμό c, τό σύμβολο c f  παριστάνει τη συνάρτηση μέ τύπο

(c/)(z) := c/(z), ζ € D^f).

"Εστω /  μιά μιγαδική συνάρτηση μέ πεδίο όρισμού ένα σύνολο I X f )  C 
C. Γιά κάθε μιγαδικό άριθμό ζ := x + iy € IX/), ή τιμή

«> = / ( ζ )

109
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Σχήμα 4.1: Μ ια  μ ι γ α δ ικ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ά π α κ ο ν ί ζ α  ύ π ο σ ύ ν ο λ α  τ ο υ  μ ι - 
γ α δ ικ ο ϋ  έ τ η π έ δ ο υ  σ£  ύ π ο σ ϋ ν ο λ α  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ικ ο ϋ  Ι π ιπ & ο υ .

είναι ένας μιγαδικός αριθμός, όπότε αύτός γράφεται στη μορφή

w  = u  + iv .

Τούτο σημαίνει δτι οί τύποι

u  = Re(zo) = Re(/(z)) = R e ( f ( x  + iy ) )  

v  = Im(ti;) = Im (/(z)) = Im ( f i x  + iy ) )

όρίζουν τις πραγματικές συναρτήσεις u  = u ( x , y )  και v  = v ( x , y )  των 
μεταβλητών x  καί y. Ε π ομ ένω ς ή συνάρτηση /  γράφεται στη μορφή

-I

ΐ
I
ί

/(z ) = u (x , y )  +  iv ( x ,  y ) ,

Sir ·

f i

δηλαδή ή μιγαδική συνάρτηση /  καθορίζεται από τις δύο συναρτήσεις 
u  καί ν οί όποιες έχουν κοινό πεδίο όρισμοϋ τό σύνολο {(*,y) : x  + iy
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Φ Πρόβλημα 4.1.1.1 Ν ά  ά π ο δ α χ τ ύ  δ τ ι  ή  ( Ι κ ό ν α  τ ο ΰ  τ ό π ο υ

K := |z : |R e (z ) |> |Im (z ) |l1

' | [  μ ( σ ω  τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  /  μ ί  τ ό π ο

-t „
«  / ( ζ )  := ζ2

ν;·.

® efmi τό σ ύ ν ο λ ο■mi
f
S'

Κ* = {to: Re(w) > 0}.

s
• f

Απόδειξη: Γιά χάθε μιγαδιχό άριθμό ζ = χ  +  iy 6 Κ ,  Ι σ χ ύ ε ι  |χ| > |y| χαΐ 
δρα χ 2 > y 2. Ή  είχόνα τοΰ ζ μέσω τ ή ς /  είναι τό σημείο

/ ( ζ )  = ζ2 = χ 1 -  y2 + 2ixy.

1  Τότε, προφανώς, έχουμε
· · ·

Re^f(z)) = x2 - y 2 > 0 .

όπότε Ισχύει
/ ( K ) c K \

Τώρα έστω τυχόν w  = u  +  i v  e Κ*. Ά ρ α  Ισχύει μ > 0. Αναζητούμε ένα  
z = x + iy € Κ τέτοιο ώστε ζ2 = η», δηλαδή, x2 -  y2 + 2/xy = t< + to. Τότε 
βρίσκουμε

x2 -  y2 = u xa l 2xy = v .

“Αν υ = 0, τότε πρέπει y = 0, όπότε ζ = >/ΰ + ιΌ.

Υποθέτουμε δτι Ισχύει ο *  0 . Χρησιμοποιώντας αύτές τΙς δύο έξι- 
σώσεις καί τό γεγονός δτι |ιι>| = |ζ2| = x2 + y2, παίρνουμε

: .iti 
Η

lu  + \w\ . V I -
= ± y j - ψ - 1 χα1 y = *2 * - |ρ |

Ά ρα  ή λύση είναι ό  μιγαδιχός άριθμός

/ - μ + Μ
V  2 ~ '

lu  + Μ  ο / - u  + 
= ± \  2  *  Μ V

Ν
2 *
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όπου τ α  πρόσημα ± των δύο προσθετέων είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. 
Ε π ειδ ή  ιι > 0, θά ισχύει \χ\ > \y\, όπότε τό σημείο ζ άνήκει στο σύνολο 
Κ .  ’Έ τσι αποδείχθηκε ότι

/ α ο = κ \  ♦

4.2 ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ
ι

Πριν παρουσιάσουμε τις αναλυτικές ιδιότητες μιγαδικών συναρτήσεων, 
ύπενθυμίζουμε ότι, αν zq είναι ένα  σημείο τού έπεκτεταμένου μιγαδικοϋ 
έπ ιπέδου  καί r  είναι ένας θετικός πραγματικός αριθμός, τότε ό τρύπιος 
δίσκος £ q(zo, r) είναι τό σύνολο των σημείων τού δίσκου JSCzq, r) έκτος 
τού κέντρου του.

Υ ποθέτουμε ότι /  είναι μια μιγαδική συνάρτηση όρισμένη τουλάχι
στον σε έναν τρύπιο δίσκο J9b(zo, rX όπου zq e  Coo.

Ό ρ ισ μ ός 4 .2 .0 .1  6Έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο  Σ τ ο ϋ  έ π ε κ τ ε τ α μ έ ν ο υ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ  €«, 
ε ί ν α ι  τ ο  όρ ιο  τής μιγαδικής συνάρτησης /  στο  σημείο zq € Coo, α ν , γ ι α  

κ ά ϋ ε  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  ά ρ ι ϋ μ ώ ν  (ζ„), Ι σ χ ύ ε ι

limzn = Zq ==> lim /(z„) = L.

Στην περίπτωση αύτή λέμε καί ότι στο Ζο ή συνάρτηση /  συγκλίνει 
π ρ ό ς  τό  σημείο L  καί γράφουμε

lim f ( z )  =  L , ή l im / = L.
Ζ  * Z q  Z q  '

Π ρόβλημα 4 .2 .0 .2  Ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ε ι  ότι οι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς

/ι(ζ) := -, ζ * 0 καί /2(ζ) := (-)2, ζ * 0
Ζ

δ έ ν  έ χ ο υ ν  δ ρ ι ο  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  0 .
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j*

:φι

| | -  Λύση: Παρατηρούμε δτι γ ιά  τήν άκολουθία ζ„  £ + iO , η  = 1, %  * · · 
|  ισχύει ζ η -♦ 0 καί άκόμη

1 -  /Ο
lim /i(2n) = lim ·?------= 1.

l  + ιΌη

Επίσης γιά  τήν άκολουθία w „  := 0 + ι'Υ, n = 1,2 , · · · Ισχύει ζυ„ - *  0 καί 
άκόμη

0 -  ί£
lim maw = lim----- τ- = -1.

0 + i 1η
Επομένω ς τό δριο τή ς/ι δέν ύπάρχει.

Παρόμοια, γ ιά  τή συνάρτηση/a  παρατηρούμε δτι γ ιά  τήν άκολουθία  
2η = £ + ίΟ, η  -  1,2, · · · Ισχύει ζ„ —> 0 καί άκόμη

lim /2(z„) = 1.

Επίσης, γ ιά  τήν άκολουθία ιυ'„ := £(1 + ϊ) έχουμε υ/„  -» 0 καί

lim/j(a»J,) = -1 ,

Επομένω ς καί ή συνάρτηση /2 δέν έχει δριο στό σημείο 0. ♦

Ή σύγκλιση μιάς συνάρτησης /  σέ ένα σημείο zq 6 C „ πρός κάποιο  
σημείο L  € C», ίσοδυναμεί μέ τό γεγονός δτι, γ ιά  κάθε ε  > 0, ύπάρχει 
δ  >  0 τέτοιο ώστε

/(JBbCzo. δ ) )  C EH U  ε). (4.1)

“Εχοντας ύπ’ δψη μας καί τή Σημείωση 2.3.3.1 ή σχέση (4.1) έξειδί' 
κεύεται στίς άκόλουθες περιπτώσεις:

•  2ο 6 C καί L  € C: |ζ -  ζοΙ < δ  = >  |/(ζ) -  II < ε.

•  ζο € C καί L - o o :  |ζ -  ΖοΙ < δ  ==> |^(ζ)| > 1/ε.

•  ζο = οο καί L e  €: |ζ| > 1/δ  = >  [f(z) -  U  < ε.

•  ζο = οο καί L =  οο: )ζ| > \ / δ  = >  |/(ζ)| > 1/ε .

θεώ ρημα 4.2.0.1 “Α ν  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  Ι χ η  τ ή ν  ά λ γ φ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

/ ( ζ ) *  u ( x ,  y) + i tK x , y)
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κ α ι ,  α ν  γ ι α  κ ά π ο ι ο  σ η μ ε ί ο  zq  := χ 0 + iy o  € C, Ι σ χ ύ ε ι

lim/  =  L:= a  + χβ e  C,

τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί  σ χ έ σ ε ι ς

lim u ( x ,  y )  =  α  κ α ί  lim v ( x ,  y )  = β .
x-*XQ,y->yo *  x-+xo,y-*yo

Α π ό δ ε ι ξ η :  Άπό τον όρισμό του όρίου έχουμε ότι, γ ια  κάθε ε >  0, ύπάρ- 
χει δ  >  0 τέτοιο ώστε

η

0 < |ζ -  ζ 0 \ <  δ  = >  |f ( z )  - / ( ζ 0)| < ε;

0  < |(* + zy) -  (*0 + /yo))| <

= »  |[wO, y) + foGr, y)] -  [ u ( x 0, y0) + i v ( x o ,  y0)]| < ξ

0 < yj(x -  xq)2 + (y -  y0)2 < 5

= >  ^ [ u (x f y)  -  u(Ar0,yo)]2 + W * ,y ) -  0(*b,yo)l2 < ξ

0 < y j ( x - x o ) 2 + ( y - y 0)2 < δ

= >  |z/0t, y) -  m(x0, yo)l < e  και |i;(x, y) -  ϊ>Ο0, yo)l < £·

Τούτο άποδεικνύει τό συμπέρασμα. ■

Ή απόδειξη των ιδιοτήτων πού περιγράφονται στην Πρόταση που 
ακολουθεί, γίνεται δπως και στην περίπτωση των πραγματικών συναρ
τήσεων.

Π ρόταση 4 .2 .0 .1  Δ ί ν ο ν τ α ι  δ ύ ο  μ ι γ α δ ι κ ϊ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  β ρ ι σ μ έ ν ε ς  σ ε  μ ι α  π ε 

ρ ι ο χ ή  ε ν ό ς  σ η μ ε ί ο υ  zq  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ ,  Α ν  τ α  ό ρ ι α

lim/  =: A y lim # =: B y
zo xq

%
r44*

\  $\ V*'
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ύ π ά ρ χ ο υ ν ,  τ ό τ ε ,  μ ϊ  τ ή ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  ό τ ι  ο ΐ  π α ρ α κ ά τ ω  π ρ ά ξ ε ι ς  ε ί ν α ι  Ε π ι τ ρ ε π τ έ ς ,  

Έ χ ο υ μ ε  τί? ί ξ ή ς  Ι δ ιό τ η τ ε ς :

lim(f ± g ] =  A  ±  Β
j®L 20
ySK lim [ f ' g ]  =  A - B

A)

lim -  = ( Β Φ  0 ).
Μ  Β

Μ

4.2.1 Συνέχεια

“Εστω / : Τ  - > C μιά μιγαδική συνάρτηση, δπου Τ  είναι ένας τόπος τοΰ  
μιγαδικοϋ έπιπέδου.

}
'Ορισμός 4.2.1.1 Ή  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  συνεχής σέ ένα  σημείο  
ζ , ο ζ Α , ά ν  Ι σ χ ύ ε ι

lim / ( ζ )  = /(ζο ) .

Ι σ ο δ ύ ν α μ α ,  ή  f  ε ϊν α χ  σ υ ν ε χ ή ς  στό ζο, δ τ α ν

(Ϋε > 0)(3δ > OKVz e  Τ )|ζ -  ζοΙ < δ  ==> |f(z) - / ( ζ ο ) |  < ε .

Ά ν ή συνάρτηση /  είναι συνεχής σέ κάθε σημείο τού πεδίου όρισμοΰ  
της. λέμε δτι αυτή είναι συνεχής. Ά ν  στόν παραπάνω  ε - δ  όρισμό τής 
συνέχειας ο αριθμός δ  που  Αντιστοιχεί στόν ε  δέν έξαρτάται ά π ό  τό  
σημείο ζ0. τότε λέμε δτι ή συνάρτηση /  είναι όμοιόμ ορ φ α  συνεχής. ΟΙ 
γνωστές ιδιότητες συνεχών πραγματικών συναρτήσεων έξακολουθοϋν 
νά Ισχύουν καί γιά  τΙς συνεχείς μιγαδικές συναρτήσεις.

Πρόβλημα 4.2.1.1 Ν ά  Ε ξ ε τ α σ τ ε ί  ά ν  τ ά  σ ύ ν ο λ α  A  := |ζ  e  C : |ζ3| < |ζ2 + 1|) 
fim t ά ν ο ι κ τ ά  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν α .

Απόδειξη: Πρώτα παρατηρούμε δτι, έπειδή Ισχύει

l | z | - | z o l lS lz - z o l .
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επεται οτι
ή συνάρτηση ζ —> |ζ| είναι συνεχής.

Τό συμπέρασμα τούτο συνεπάγεται δτι ή πραγματική συνάρτηση μέ 
τύπο

/(ζ ) := |ζ3| -  |ζ2 + 1|,

ή όποια είναι όρισμένη στό μιγαδικό επίπεδο, είναι συνεχής και τέτοια 
ώστε

Α = / - * ( - ο ο , 0 ) .

Άλλα τό διάστημα ( - ο ο ,  0) είναι ανοικτό, οπότε καί τό σύνολο Α  είναι 
επίσης ανοικτό.

’Άν τό σύνολο Λ δεν ήταν φραγμένο, θά υπήρχε κάποια ακολουθία 
(ζ„) σημείων του Ά μέ δριο τό οο. Δηλαδή θά ϊσχυε

Ιζ Ι̂ < \ζη + 1|

καί ^  -> 0. Επομένως θά έπρεπε νά ισχύει

1 1
1 < I -  + 4 ι  0,

ζ» ζί

πράγμα άτοπο. ♦

Πρόταση 4.2.1.1 Ή  σ υ ν ά ρ τη σ η

Arg(z)

d v a i  σ υ ν εχ ή ς  π α ν το ύ  σ το  μ ιγ α δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  έ κ τ ό ς  α π ό  τ ά  σ η μ ε ία  π ου ά ν ή κ ο υ ν  

π ά ν ω  σ τ ό ν  ά ρ ν η τ ικ ό  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ή μ ιά ξ ο ν α , δηλαδή  ε ίν α ι  σ υ νεχ ή ς  σ τό  σύνολο

{ z € C :  ζ  +  |ζ| Φ 0} =  C  \  {ζ e  C  : ζ  +  |ζ| =  0 ) .

Απόδειξη: Άν θέσουμε ζ±  = - χ  ±  ε, δπου χ  καί ε  είναι θετικοί πραγ
ματικοί αριθμοί, τότε, όταν ε  τείνει προς τό 0, τά σημεία ζ+ καί ζ- 
τείνουν πρός τό ίδιο σημείο - χ  τού αρνητικού πραγματικού ήμιάξονα.. 
Τώρα παρατηρούμε δτι τό ζ+ τείνει π ρ ό ς  τό - χ  από τό άνω μιγαδικό ί|. 
επίπεδο, όπότε τό β α σ ικ ό  δρισμά του τείνει πρός τήν τιμή π . Όμως, τό
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ψ  σημείο ζ_ τείνει πρός τό - χ  ά πό  τό κάτω μιγαδικό έπίπεδο, όπότε τό 
"ί βασικό δρισμά του τείνει πρός τήν τιμή -π .  Τούτο άποδεικνύει δτι ή 

συνάρτηση Arg δέν είναι συνεχής στά σημεία πού  άνήκουν πάνω  στόν 
άρνητικό πραγματικό ήμιάξονα. Ή συνέχεια της συνάρτησης αύτής στά

m
φ
·-·£
Λ

Σχήμα 4.2: Ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  A r g  δ έ ν  ε ίν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  σ η μ ε ία  τ ο υ  d p ·  
ν η τ ικ ο ν  π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ  ά ξ ο ν α .

όπόλοιπα σημεία του μιγαδικου έπιπέδου προκύτττει άπό τόν τύπο ( 1.2) 
καί τό ότι ή συνάρτηση Arctan(^) είναι συνεχής στά σημεία αύτά. ■

Πρόβλημα 4.2.1.2 Ν ά  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ ε ί  τό σ ύ ν ο λ ο  τ ώ ν  σ η μ ε ί ω ν  τ ο ύ  έ π ι π ά δ ο υ  

σ τ ά  ό π ο ι α  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  τ ύ π ο

/ ( ζ) := Arg(i -  ζ2)

δ έ ν  ε ίν α ι  σ υ ν ε χ ή ς .

Λύση: Ό π ω ς άποδείχθηκε παραπάνω , ή συνάρτηση Arg(f) δέν είναι 
συνεχής στά σημεία ζ  π ο υ  Ικανοποιούν τή σχέση

ί  + Ι?Ι = 0.
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~Ετσι, ή δοθείσα συνάρτηση δεν είναι συνεχής στα σημεία ζ  για τά
j

όποια  ισχύει
ι -  ζ2 + |ΐ -  ζ2| =  0, ί

δηλαδή στα σημεία ζ  = χ  + i y  γ ια  τά  όποια  Ισχύει

i  -  x2 + y2 -  2 i x y  + |ί -  χ 2 + y 2 -  2 ix y \  = 0,

η
ί

- x 2 + y 2 +/(1 -  2xy) + 1 - x 2 + y 2 + i( l -  2xy)| =  0. 

Ά ρ α  έχουμε

1 -  2xy = 0 και -  x2 + y2 + 1 -  x2 + y2| = 0,

f.·.
r  ■;

όπότε συμπεραίνουμε ότι τά σημεία, στά όποια  ή /  δεν είναι συνεχής, 
είναι έκείνα που ικανοποιούν τις σχέσεις

2 x y  =  1 και |x| > |y|.

Συνεπώς, ό π ω ς  δείχνεται και στό σχήμα, τά  σημεία αυτά είναι ακρι
βώς τά  σημεία της υπερβολής πού βρίσκονται μέσα στό σκιασμένο ι« 
τμήμα τού έπιπέδου. ♦

■ϋι
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4.2.2 Εικόνα καμπύλης μέσω συνεχούς συνάρτησης

Υποθέτουμε δτι /  είναι μία συνεχής μιγαδική συνάρτηση που άπεικο- 
νίζει έναν τόπο 7~ τοΰ μιγαδικοϋ έπιπέδου σέ έναν τόπο Τ ’ , έπίσης 
τού μιγαδικοϋ έπιπέδου. Στόν τόπο Τ  θεωρούμε μιά καμπύλη y μέ 
παραμετρική παράσταση

zO) := xO) + iyO), ί e  [ α , β ] .

Επειδή ή σ ύ ν θ εσ η /ο  ζ είναι ή συνεχής συνάρτηση

κ>0 ) := /( ζ 0 )). ί 6 [α./?1,

έπεται δτι ή εΙκόνα τής καμπύλης y  μέσω τής συνάρτησης /  είναι ή 
καμπύλη Γ :=/(y )  στόν τόπο Τ ’, ή όποια  έχει παραμετρική παράσταση  
τή συνάρτηση

w . - u K t ) ,  ί 6 [ α , β ] .

Πρόβλημα 4.2.2.1 θ ( ω ρ ο ΰ μ (  τ ό ν  κ ύ κ λ ο  γ  μ ΐ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

ζΟ) := KcosO) + isinO)). < € [0, 2π],

Ν ά  β ρ ι ϋ ά  ή  κ α μ π ύ λ η  Γ  π ο ύ  ( Ι ν α ι  ή  ( Ι κ ό ν α  τ ή ς  γ  μ ( σ ω  τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  μ ί  
τ ύ π ο

/ ( ζ )  := I .2

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι ιυΟ) = Μ(ί) + i v U ) ,  t e  10.2π] είναι ή παρα
μετρική παράσταση τής ζητούμενης καμπύλης Γ. Γιά τήν καμπύλη γ  

έχουμε ζΟ) = xO) + i y i t ) ,  όπότε προκύπτει χ Ο )  = rcosO) καί ν ( ι )  =  r s i n  I 
ό π ο υ  t  e  [0. 2π]. Ε πομένω ς έχουμε

/ ( ζ 0 )) = u ( t )  + Μ )  = ^

ζΟ)

από όπου παίρνουμε τΙς τιμές

ζ ( 0 3 _  (χΟ) + ί ί ά ι ))2  

ζ θ ) ζ ω  r f w + r f f i r '

_ χΟ)2 -  y 0 )2 
~  χ ( ι ) 2 + yO)2 καί ν Ο )  =

2x0 )yp) 
xO)2 +yO )2·
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Αντικαθιστώντας τα χ(0, y(0 μέ τις έκφράσεις τους από την παράσταση 
της καμπύλης γ , βρίσκουμε

u ( t ) = cos(20 καί u(0 = sin(20, £ € [0,2π].

Άπό τούς τύπους αύτούς συμπεραίνουμε δτι ή ζητούμενη καμπύλη είναι 
ό μοναδιαίος κύκλος διαγεγραμμένος δύο φορές, μέ θετική φορά, δπως 
τούτο φαίνεται άπό τό γεγονός δτι ή παράμετρος 2ϊ  μεταβάλλεται στό 
διάστημα [0,4π]. Μάλιστα, δε, τούτο συμβαίνει γιά κάθε ακτίνα r  τού 
άρχικού κύκλου. ♦

Πρόβλημα 4.2.2.2 Ν ά  β ρ ζ ϋ α  ή  ύ κ ό ν α  τη ς  κ α μ π ύ λ η ς  μ ϊ  π α ρ α μ η τρ ικ ή  π α 

ρ ά σ τ α σ η  χ ( 0  = 2 cos(0 κ α ϊ ι/(0 = 2 sin £, όπ ου  t  e [0,2π], μ έ σ ω  τη ς  σ υ ν ά ρ 

τ η σ η ς /  μ €  τύ π ο  f i x )  := ζ2 -  /|ζ|2.

Σχήμα 4.3: Ή  ύ κ ό ν α  τοϋ  μ ικ ρ ο ύ  κύκλου μ έσ ω  της  συνάρτησης f i x )  := 
ζ 2 -  /|ζ|2, ζ  6 C, έ ΐν α ι ό μ εγ ά λο ς  κύκλος.

Λύση: Θέτουμε u  + i v  := /(ζ) = f i x  + i y \  όπότε βρίσκουμε 

u  =  χ 2 ~ y 2 =  4(cos2 1 -  sin2 0 = 4 cos(20
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καί

ό  =  2 x y -  χ2 -  y2 = 8 s in f c o s f -  4cos2f -  4 sin 2 f =  4 s in (2 f ) -  4.

Ά ρα ή καμπύλη έχει εικόνα στό σύνολο τών σημείων u + i v  τοΰ μιγαδικοΰ  
έπιπέδου τήν καμπύλη μέ παραμετρική παράσταση

u ( l )  = 4 cos(2f), t  e [0 ,2π],

»(f) = 4 sin(2f) -  4, f € [0 ,2π].

Επειδή τά σημεία αύτά Ικανοποιούν τη σχέση

u 2 +  ( ν  +  4)2 = 42,

Ιπεται δτι ή εΙκόνα τής καμπύλης μέσω τής /  είναι ό κύκλος μέ κέντρο 
τό σημείο - 4 ί καί άκτϊνα ϊση μέ 4, διαγεγραμμένος δύο φορές καί μέ 
θετική φορά, βλ. σχήμα. ♦

Πρόβλημα 4 .2 .2 .3  Ν ά  π φ ι γ ρ α φ ά  ή  ύ κ ό ν α  τ ο ν  κ ύ κ λ ο ν  y  μ ΐ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  

π α ρ ά σ τ α σ η

z(f) := Kcos(f) + isin(f)), θ £ ί < 2π,  

δ π ο ν  r  Φ 1, μ έ σ ω  τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  /  μ έ  τ ύ π ο

/ ( ζ ) : = ζ + - ,  ζ * 0 .ζ
Λύση: Ό  κύκλος γ  έκφράζεται καί μέ τό ζεύγος τών συναρτήσεων 

χ  ss x ( t )  =  rcosO) κ α ί y = y (0  = rsin (0 , t  € [0 ,27r]

καί έχει θετική φ ο ρ ά .

Υποθέτουμε ότι ή καμπύλη Γ  = /(yX  έχει παραμετρική παράσταση  
τήν

w ( t )  = μ(0  + ίιΚΟ, t € [0, 2π].

Επομένω ς έχουμε

£δ'-

'ψ:

U>(0 = lift) + foO) = / < Λ »  = 2(0 + ^

s  Kcos(0 + isin(O) + ^(cos(0 -  ism (0 )

s  (r + i ) c o s (0 + i ( r  -  - ) s in ( 0 . 
r r
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α π ό  όπου προκύπτουν οί τιμές

u  =  ( r + - )  cos(0 και ν  =  (r — ) sin(0 . 
r r

’Έ τσι, ή ζητούμενη καμπύλη Γ  είναι ή έλλειψη που περιγράφεται από

Σχήμα 4.4: Ή  ε ικ ό ν α  τ ο ϋ  κ ύ κ λ ο υ  μ έ σ ω  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  f ( z )  := ζ  + 1, 
z 6 C, eirat ή έ λ λ ε ιψ η .

τη σχέση
μ2 ν2 __ .

(r + r-1)2 + O '- r~ { ) 2

τοϋ καρτεσιανού έπιπέδου, με θετική φορά. Βλέπε σχήμα. ♦

4 .2 .3  Δ ια φ ο ρ ισ ιμ ο τ η τ α

’Έ στω Τ  ένας τόπος στό μιγαδικό επ ίπεδο καί ζο  ένα σημείο τοϋ τόπου.· 
Μια συνάρτηση /( ζ ) ,  ζ  e  Τ ,  είναι παραγω γισιμη , ή διαφορίσιμη στόί 
σημείο ζο € 7~, αν τό όριο

z - * z q  Z - Z q

t
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ή ισοδύναμα τό
/ ( ζ 0 + //) - / ( ζ  ο)

lim

υπάρχει καί είναι μιγαδικός άριθμός. Τό ό ρ ι ο  α υ τ ό  παριστάνεται μέ 
/'(ζο ). ή καί μέ / ' ( ζ ) |ζ=2ο καί όνομάζεται ή π α ρ ά γω γο ς  τής συνάρτησης 
/  στό σημείο ζ0. Ά ν ύπάρχει ή παράγω γος τής /  σέ κάθε σημείο, λέμε  
δτι ή /  είναι παραγω γίσιμη .

’Έστω η  ένας θετικός Ακέραιος άριθμός. Ή παράγω γος π-τάξης 
Ζ00 τής συνάρτησης /  είναι ή παράγω γος τής συνάρτησης ό π ο υ

Ό ρισμός 4.2.3.1 Μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  ε ί ν α ι  όλόμορφη. i f  αναλυτική σέ ί ν α  

σ η μ ε ί ο  α τ ο ν  π ε δ ί ο υ  ό ρ ι σ μ ο ϋ  τ η ς , ό τ α ν  υ π ά ρ χ ε ι  π ε ρ ι ο χ ή  V a τ ο ϋ  σ η μ ε ί ο υ  a  

τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ η ς  /  σέ κ ά ϋ ε  σ η μ ε ί ο  τ η ς  π φ ι ο χ ή ς  V a ν ά  υ π ά ρ χ ε ι .

Αν ή συνάρτηση /  είναι όλόμορφη σέ κάθε σημείο τού τόπου, (Ισο
δύναμα, έπειδή ό τόπος είναι άνοικτό σύνολο, τούτο σημαίνει δτι ή συ
νάρτηση /  είναι παραγωγίσιμη σέ κάθε σημείο τού τόπου,) λέμε, άπλά, 
δτι είναι όλόμορφη.

Αργότερα θά δούμε δτι, &ν μιά συνάρτηση/ είναι όλόμορφη σέ έναν  
τόπο, τότε αυτή έχει παραγώ γους κάθε τάξης στόν τόπο.

Ό ρισμός 4 .2 .3 .2  Μιά σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο ύ  ε ί ν α ι  ό ρ ι σ μ έ ν η  κ α ί  ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ δ λ ο  

τό μ ι γ α δ ι κ ό  έ π έ π ε δ ο  λ έ γ ε τ α ι  άκεραία .

4.2.4 Ιδιότητες παραγωγών

Πρόταση 4.2.4.1 Ή  δ ι α φ ο ρ ι σ ι μ ό τ η τ α  σέ ( ν α  σ η μ ύ ο  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τ ή  σ υ 

ν έ χ ε ια  στό σ η μ ε ί ο  α υ τ ό .

Απόδειξη: "Εστω /  : Τ  -♦ C μιά μιγαδική συνάρτηση ή όποία  είναι 
βιαφορίσιμη σέ ένα σημείο ζο € Τ'. Τότε ή συνάρτηση
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είναι συνεχής ατό σημείο ζ0 και τέτοια ώστε g(z0) = /'(ζο). Επομένως  ̂
έχουμε

Hm |/(ζ) ~ /(ζ0)] = Jim (ζ -  z0)g(z) = Og(z0) = 0.

Τούτο άποδεικνύει τη συνέχεια της /  στό σημείο zq. ■

Στην προηγούμενη πρόταση αποδείχθηκε ταυτόχρονα και τό έξης 
συμπέρασμα:

Πρόταση 4.2.4.2 ' Έ σ τ ω /  μ ι α  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  σέ έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  

A  c  C. Τ ό τ ε  ή  /  d v a i  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σέ &>α σ η μ ε ί ο  ζ0 e Τ', 4ν κ α ϊ  μ ό ν ο  

ά ν  ύ π ά ρ χ ε ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  g  : Τ  —> €  ή 0ποία efrat σ υ ν ε χ ή ς  στό σ η μ ε ί ο  ζο καί 
Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ή  σ χ έ σ η

/(ζ ) = /(ζ 0) + (ζ -  z0)g(z), Ζ € Τ .

Τα ακόλουθα συμπεράσματα άποδεικνύονται εύκολα χρησιμοποι
ώντας την προηγούμενη π ρ ό τ α σ η .

Λ

Πρόταση 4.2.4.3 Ά ν  f  κ α ϊ  g  d v a i  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ ε ς  o k  έ ν α  σ η μ ε ϊ ο ί  

Zq, τ ό τ ε  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ ε ς  ε ί ν α ι  κ α ϊ  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς

f  ± 8> / · £ .  ( S v  g ( z o )  Φ 0)
Ο

J+*
ι

κ α ϊ  μ ά λ ι σ τ α ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  ϊ χ ο υ μ τ

( / ± g y  = r ± S ', ( / · 3 γ = / ' · 8 + / · g \  ( y  =f v  g f ' - g ’f

i* i 4

Πρόταση 4.2 .4.4 Ά ν  f  ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  o k  έ ν α  σ η μ ε ίο: 
ζο καί g eirat μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  /(ζο ), τ ό τ ε  κ α ϊ  ή \ 

σ υ ν ά ρ τ η σ η  g  o f  ε ί ν α ι  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  zq  κ α ϊ  Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ή  σ χ έ σ η  .

\8 0 /] '(2ο) = fe(/(2))]'|2=Z0 = /( /(2 0 » / '(2 θ ) .

/
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Επειδή ή ταυτοτική συνάρτηση, δηλαδή ή συνάρτηση μέ τ ύ π ο /( ζ )  =  
ζ. έχει παράγω γο τή μονάδα, από τήν τελευταία Πρόταση προκύπτει 
τό άκόλουθο συμπέρασμα:

Πόρισμα 4.2.4.1 Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δ τ ι  f  : Τ  —> C κ α ί  g  : / ( T )  -* C είναι δ ύ ο  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε

g ( / ( z ) )  =  ζ ,

γ ι ά  ό 'λα τ ά  σ η μ ε ία ,  ζ  π ο υ  ά ν ή κ ο υ ν  σ έ  μ ι ά  π ε ρ ι ο χ ή  Ι ν ό ς  σ η μ ε ί ο υ  zq € Τ'. 
Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δ τ ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ζ0 κ α ί  ή  g  ε ί ν α ι  

σ υ ν ε χ ή ς  στό σ η μ ε ί ο / ( zq). Έ ά ν  ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  g ' i f i z o ) )  ύ π ά ρ χ ε ι  κ α ί  ε ί ν α ι  μ ή  

μ η δ ε ν ι κ ή , τότε κ α ί  ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ η ς  f  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ζο ύ π ά ρ χ ε ι  κ α ί  Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  

τ ή  σ χ έ σ η

/ , ( 2 o )  =  ? W j ·

4.2.5 Κανόνες L’ Hospital

ΟΙ κανόνες L ’ Hospital, ol όποιοι διατυπώνονται στά έπόμενα  δύο  
θεωρήματα, άφοροΰν τόν προσδιορισμό τών όριακών τιμών κάποιων 
παραστάσεων που όδηγοΰν σέ κλάσματα τής μορφής

0  „ 00

ό· *1 “ ·Ο οο

01 κανόνες αύτοί, γνωστοί ά π ό  τΙς πραγματικές συναρτήσεις, έξακολου- 
θοΰν νά Ισχύουν καί γ ιά  τΙς μιγαδικές συναρτήσεις καί ol αποδείξεις  
τους γίνονται δπως καί στην περίπτωση τών πραγματικών συναρτήσε
ων.

θεώ ρημα 4.2.5.1 Ά ν  o l  συναρτήσεις f . g  είναι όρισμένες σέ έναν τ ό π ο  Τ  

κ α ί  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ ι ς  σέ ένα σημείο ζο € Τ  κ α ί  i n I πλέον Ι σ χ ύ α

/(ζο )  = Ο = g(zo) καί g'(zο) Φ 0.

τότε τό όριο lim^ {  υπάρχει καί μ ά λ ι σ τ α  Ι σ χ ύ α
Ο

£ ^ ( zq)
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Θεώρημα 4.2.5.2 Α ν  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις / ,  g  ε ίν α ι  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  κ α ί  π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ ε ς  

σέ μ ι ά  τ ρ ύ π ια  π ερ ιο χ ή  έν ό ς  σ η μ ε ίο υ  ζ$ € Coo κ α ϊ  ισ χ ύ ε ι

κ α ί  τ ό  όριο

lim/  = limg = 0 ,  ή  lim / = limg = οο
Z q  Z q  Z q  Z q

lim L
20 S '

ύ π ά ρ χ ε ι,  τ ό τ ε  κ α ϊ τό ό ρ ιο  lim^ έ π ίσ η ς , ό π ά ρ χ ε ι κ α ϊ  μ ά λ ισ τ α  Ισ χ ύ ε ι&

lim -  = L. 
20 g

4.2.6 Συνθήκες Cauchy - Riemann H

"Εστω /  : Τ  -> C μια συνάρτηση όρισμένη σ ε  έναν τόπο Τ .  Για κάθε 
σημείο ζ = x  + iy  τοϋ τόπου ή τιμή

/(ζ ) = f ( x  +  iy )

ώς μιγαδικός αριθμός έχει όιλγεβρική παράσταση την

w(x,y) + ip(x,y). |

"Ετσι τό σύμβολο /Cv,y) είναι μια άλλη γραφή τοϋ u (x , y) + iv ( x y y). f
Άν ή παράγωγος /'(ζ ) υπάρχει στό σημείο ζ = x + iy € 7~, τότε αύτή * 

θά έχει τιμή ιση με

Urn l t a  / ( « Η->■?)-/<«■»>, / (  ) ϊ
/ieR. /ι-»0 /I fceR, /ι—*0 h  I

αλλά καί με |

I ta  /<*-»·'■>-/<*>„  lta, - /<»■»*»-/<»■!'>  . - y A y ) . !
/I6R. /ι—»0 m /ieR, Λ-+0 h *

Επομένως οί δύο τιμές είναι ίσες. "Ετσι προκύπτει τό έξης συμ-. 
πέρασμα:
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Πρόταση 4.2.6.1 Ή  δ ι α φ ο ρ ι σ ι μ ό τ η τ α  μ ι α ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς /  στό σ η μ ε ί ο  ζ  σ υ 

ν ε π ά γ ε τ α ι  δ χ ι  μ ό ν ο  τ ή ν  ϋ π α ρ ξ η  τ ω ν  μ ε ρ ι κ ώ ν  π α ρ α γ ω γ ώ ν  τ η ς  ώ ς  π ρ δ ς  τ Ι ς  δ ύ ο  

μ ε τ α β λ η τ έ ς  χ , y, ά λ λ ά  έ π ί σ η ς  κ α ϊ  τό γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ι  α ύ τ έ ς  ο ί  π α ρ ά γ ω γ ο ι  Ι κ α ν ο 

π ο ιο ύ ν  τ ή ν  Ι ξ ί σ ω σ η

fx  = -ify* ή  fy  =  ifx·

Επειδή ή τιμή / ( ζ )  γράφεται στή μορφή

f i x  + i y )  = u ( x f y )  + i v ( x ,  y), 

άπό τήν παραπάνω  έξίσωση προκύπτει δτι

14χ + ΙΌχ -  fx  -  - ify -  - i(Uy + iVy) -  Vy -  IUX.

’Έτσι παίρνουμε τό σύστημα

UX = Vy, 
Uy — ~VXt

(4.2)

τό όποίο έκφράζει τΙς συνθήκες όλομορφ ία ς Cauchy - Riemann.

Πρόβλημα 4.2.6.1 Δ ί ν ε τ α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  τ ύ π ο

/ ( z )  := f i x  + i y )  = χ 2 + i y 2 .

Ν ά  β ρ ε ϋ ε ϊ  τό σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  ά ρ ι ϋ μ ώ ν  ζ  σ τ ο υ ς  ό π ο ι ο υ ς  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

α ύ τ ή  π α ρ α γ ω γ ί ζ ε τ α ι .

Λύση: Τό πραγματικό καί τό φανταστικό μέρος τής συνάρτησης /  είναι, 
Αντίστοιχα, οΐ συναρτήσεις που όρίζονται μέ τους τύπους

μ(χ, y) := χ 2 , v i x t y )  := y 2.

ΟΙ μερικές παράγω γοι τών συναρτήσεων u  καί ν  είναι οΐ

ιιχ = 2 χ ,  tty  = 0, ό χ = 0. ν ν  -  2 y

όπότε ol συνθήκες Cauchy-Ricmann δίνουν 2 χ  = 2y καί 0  = 0 . "Ετσι, &ν 
ή συνάρτηση /  παραγω γίζεται σέ κάποιο σημείο z := χ  ♦  ιμ θά πρέπει
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ν α  Ισχύει x = y, Μέ άλλα λόγια, τό σημείο ζ  θά έχει τή μορφή ζ  = x + ζχ, 
όπου χ  ε ί ν α ι  όποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός.

Θά έξετάσουμε άν υπάρχει ή παραγω γός τής συνάρτησης/ στό τυχόν 
σημείο ζ  = x + ζχ. Προς τούτο βλέπουμε ότι

f ix  + ζχ +  α  +  ίβ)  - / ( x  +  ζχ) _  (χ  +  α ) 2 +  ζ(χ +  /Ο 2 -  χ 2 -  /χ2 

α  +  ί β  α  +  ί β

τό όποιο, τελικά, ίσοϋται μέ

2 χ  +
α 2 +  ίβ2 

α  +  ίβ

'Ό τ α ν  τ ύ  α  +  ίβ  τ ε ί ν ε ι  πρός τό 0, ή ποσότητα αύτή τείνει πρός τό 2χ, 
άφοΰ Ισχύει ότι

+  ίβ 2 \ Ι α 4 +  β 4 Γ Ζ  7Γ , ,οχ

T w = i ^ r ^ - ^ a  + β  _Ια+#
\α ^  +  ίβ 2 \ 

I α

Ε π ομ ένω ς σε κάθε σημείο της μορφής ζ  = x + ζχ ή συνάρτηση /  παρα- 
γω γίζεται καί έχει παράγω γο ’ίση μέ 2χ. ♦

Πρόταση 4 .2 .6 .2  ’Ά ν /  eirai μια  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ έναν · 
τόπο 7“ καί έ χ β ι  μ έ τ ρ ο  σ τ α ϋ ψ ό , τότ£ α ύ τ η  d v a t  σ τ α ϋ ε ρ ή .

Α πόδειξη: ’Έ στω Τ  τό σ ύ ν ο λ ο  των σημείων (x,y) τού καρτεσιανού; 
έπιπέδου μέ χ  + zy e Τ'. Ε πειδή  ή συνάρτηση /  = μ + ίν  ε χ ε ι σταθερό: 
μέτρο στόν τόπο Τ', ύπάρχει κάποιος μιγαδικός αριθμός c τ έ τ ο ιο ς  ώστε;

zz2(x, y) + ι>2(χ, y) = c2,

γιά  κάθε (χ, y) € Τ. ’Άν c = 0 τό συμπέρασμα Ισχύει. ’Έστω ότι c Ψ 0. 
’Έ χουμε

u u x + ν ν χ = 0 καί wizy + izuy = 0,

όπότε χρησιμοποιώντας καί τις συνθήκες Cauchy - Riemann παίρνουμε; 
τό σύστημα

uux -  az/y = 0
ί/Ζ/y + νΐΐχ = 0.
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Λύνοντας τό σύστημα τών έξισώσεων αύτών ώς πρός u x  καί u y  

βρίσκουμε δτι
ux =  My = 0 .

*Άρα ή συνάρτηση u  είναι σταθερή στό σύνολο Τ. Παρόμοια, προκύπτει 
δτι και ή συνάρτηση ν  είναι σταθερή στό σύνολο Τ. Τα στοιχεία αύτά  
συνεπάγονται δτι ή συνάρτηση /  είναι σταθερή στόν τόπο Τ . ■

Χρησιμοποιώντας τίς σχέσεις

2 + 2 2 - 2  

Χ = —  y = " 2 Γ

μπορούμε νά θεωρήσουμε τΙς μεταβλητές x καί y ώς συναρτήσεις τών 
μεταβλητών ζ  καί 2. Ά ρ α  ή συνάρτηση/ μπορεί νά θεωρηθεί ώς συνάρ
τηση τών μεταβλητών ζ  καί 2, άφού αυτή γράφεται ώς

/( ζ )  = u i x , y ) + /iKx.y) = u ( ^ p

Έ τσι, 6ν ή συνάρτηση/ είναι παραγωγίσιμη σέ ένα  σημείο ζο = (*o.yo). 
τότε 9ά Ισχύει

0Ζ'ι»*ο

= W i(*o.yo)^| + uy(x0.y o ) ? | |  + iy x(x o .y o )^ | + »»y(*o.yo)?=|
VZ O Z 'z*1q U Z ' i .«g VZhmXQ

=  o.yo) + i ^ V xo.yo) + »^ *(*o.yo) -  ^ y(zo.yo)

= ^ M x o .y o )  -  V * o .y o )l + *^l«y(*o.yo) + v>(xo.yo)]·

Έ τσι προκύπτει δτι o l συνθήκες Cauchy- Riemann Ισοδυναμοΰν μέ τή
σχέση

Ά ρα παίρνουμε τό άκόλουθο συμπέρασμα:

(4.3)

Πρόταση 4 .2 .6 .3  Ά ν  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  έ χ ι ι  π α ρ ά γ ω γ ο  a i  ( ν α  σ η μ ε ί ο  2ο, τότε 
στό σ η μ ύ ο  α ύ τ ό  0 ά  i t τ α λ η δ ϊ ύ π α ι  ή  σ υ ν α ν τ υ γ μ έ ν η  μ ο ρ φ ή  τ ώ ν  σ υ ν θ η κ ώ ν  

C a u c h y - R ie m a i tn , δ η λ α δ ή  ή  σ χ έ σ η  (4 .3).
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Ή σχέση (4.3) είναι μια αναγκαία συνθήκη ή όποια είναι ισοδύναμη 
με τις συνθήκες Cauchy-Riemann (4.2).

Πρόβλημα 4.2.6.2 Ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ε ϊ  δ τ ι  δ έ ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ η μ ε ί α  τ ο υ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  

ε π ί π ε δ ο ν  σ τ α  ό π ο ι α  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  τ ύ π ο

f ( z ) := ζ

ε ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η .

Απόδειξη: Τό συμπέρασμα προκύπτει από τη σχέση (4.3) καί τό γεγο
νός δτι

ψ  = Κ* 0). ♦ϋζ

Πρόβλημα 4.2.6.3 Ν ά  β ρ ε ϋ ο ϋ ν  δ λ α  τ α  σ η μ α α  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  4 π ιπ έ δ ο υ  σ τ α  

ό π ο ι α  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  τ ύ π ο  f ( z )  := |ζ  -  2/|2 + |ζ - 1|2 π α ρ α γ ω γ ί ζ ε τ α ι .

Λύση: Γράφουμε τόν τύπο της συνάρτησης αύτης στη μορφή

/(ζ) = (ζ -  20(ζ + 20 + (ζ -  1)(ζ -  1).
’Άν ύπάρχει κάποιο σημείο ζ = zq, οπού ή /  παραγωγίζεται, θά 

πρέπει νά Ικανοποιείται ή (τυπική) εξίσωση

ϋ1
ϋ ζ
~ | ζ=ζο = ζ̂ 0 “ 2 0  + (ζο -  1) = 0 .

Ή εξίσωση αύτή έχει λύση τήν ζο :=  ̂+ /.
Στή συνέχεια, με βάση τό πηλίκο διαφορών, ελέγχουμε άν στο σημείο 

ζο ή δοθείσα συνάρτηση παραγωγίζεται.
Γιά τυχόν σημείο Ι ιΦ  0 ισχύει 

/ ( ζ 0 + /0 -/(ζο )
h

1= r[^zo + h -  20[(ζ0 + /0 + 2/] + (ζ0 + ft -  1)[(ζ0 + Λ) -  1] 
Η

-  (zQ -  2θ[ζο + 2 ί] + (ζ0 -  1)[ζ^ -  1]]
l r.l 1 1 1

= ^ 5 + Λ ^  " /ζ “ / |2 " If -  ^  -  If -  Λ  = 2,ί·
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'Έτσι, τό δριο τού πηλίκου διαφορών ατό σημείο 0 είναι ίσο μέ 
τό 0 κι έπομένως ή συνάρτηση /  είναι παραγωγίσιμη μόνο στό σημείο 
2ο = ^ ♦

Πρόβλημα 4 .2 .6 .4  Δ ί ν ε τ α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  μ ί  τ ύ π ο

/ ( ζ )  :=  1 + 12|" + / (R e (z ) ) \

ό π ο υ  λ  d u a l  ί ν α ς  μ ή  μ η δ ε ν ι κ ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  ά ρ ι δ μ ό ς .  Ν ά  ί ξ ε τ α σ τ ε ϊ ,  & ν γ ι ά  

τ Ι ς  δ ι ά φ ο ρ ε ς  τ ι μ ί ς  τ ο ύ  λ, ύ π ά ρ χ ο υ ν  σ η μ ε ί α  τ ο υ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ τ η π ί δ ο υ  σ τ ά  ό π ο ι α  

ή  /  ε ίν α ι  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η .

Λύση: Πρώτα παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση όρίζεται σέ όλόκληρο 
τό μιγαδικό έπίπεδο. Γιά νά  έξετάσουμε τη διαφορισιμότητα τής /  
γράφουμε τόν τύπο της στη μορφή

/ ( z )  = 1 + Ζ^(ζ)^ + ^ τ(ζ  + ζ ) \
ι Λ

Κάθε σημείο Ζο, στό όποίο ή /  παραγω γίζεται, θά Ικανοποιείται ή 
έξίσωση

| ( z o )  =  A z j i z jy - 1 +  A ~ ( zq +  ζζ)*-' =  0 .

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: λ *  1 καί λ  = 1.

Περίπτωση λ * 1. Θέτουμε zq := χ  + iy όπότε προκύπτει τό σύστημα  
τών έξισώσεων

χ(χ2 + y2)A~* = 0, y(x2 + y2)*~* + ^x*"f = 0.

Γιά κάθε λ  t  1 έχουμε τη λύση χ  = y = 0, ήτοι Zq = 0 . "Ετσι μόνο 
στό σημείο ζο = 0 μπορεί ή δοθείσα συνάρτηση νά παραγωγίζεται. Γιά 
νά βεβαιωθούμε γιά  την ύπαρξη τής παραγώ γου, παίρνουμε τό πηλίκο 
διαφορών

/ ( / ι ) - / (  0 ) |fc|^ + i(R e ( h ) Y



I
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Υποθέτουμε ότι 0 < λ  < 1 και θεωρούμε έναν θετικό πραγματικό 
αριθμό h  = χ , Τότε, τό παραπάνω κλάσμα είναι ’ίσο με

/2Λ-1

τό όποιο, προφανώς, όταν χ  τείνει προς τό 0, δεν έχει όριο πραγματικό 
αριθμό. Τούτο σημαίνει ότι, για κάθε 0 < λ < 1, δεν υπάρχει σημείο τού 
μιγαδικού έπιπέδου στο όποιο παραγωγίζεται ή συνάρτηση / .

’Έστω λ > 1. Τότε τό πηλίκο διαφορών της/ στο σημείο 0 έχει μέτρο 
μικρότερο ή ’ίσο τού

\Ιί\2λ + |/ί|λ
Μ

= Ifil2*-1 +

τό όποιο τείνει πρός τό 0, όταν τό h τείνει προς τό 0. ’Έτσι ή παράγωγος 
της /  ύπάρχει μόνο στό σημείο 0 και είναι ’ίση με τό 0 .

Περίπτωση λ = 1. Τότε ή /  γράφεται ως

όπότε έχουμε

/(ζ) = 1 + ζζ + ^(ζ + ζ),

O f i— = Ζ 4---
0Ζ Z=ZQ Τ

ποσότητα πού μηδενίζεται στό σημείο Zq = - 5 · Στό σημείο αύτό τό̂  
πηλίκο διαφορών της /  γίνεται

/(z)-/(-^) |ζ|2 + £(ζ + ζ) -  j (ζ + ^)(ζ+^) _ i
ζ +  A ζ + ί ζ + ± ~ ζ + ψ

ποσότητα ή όποια τείνει πρός τό σημείο i  όταν τό ζ τείνει πρός τό 
’Έτσι, στην περίπτωση όπου λ = 1, ή συνάρτηση /  παραγωγίζεται μόνο 
στό σημείο καί έχει παράγωγο σε αύτό ’ίση με /. ♦

Πρόβλημα 4.2.6.5 Νά έ ξ ζ τ α σ τ ύ  α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ η μ α α  το υ  μ ιγ α δ ικ ο ϋ  έ π ι

π έδου  σ τ α  ό π ο ϊα  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ έ  τύ π ο

2 |z £ + fc  
1 ' 1 + Ιζ|2

β ϊν α ι π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  κ α ί, aV ναι, ν α  β ρ εϋ ο ϋ ν  ο ί  π α ρ ά γ ω γ ο ι σ έ α ύ τά .

t

Λ
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Λύση: Ή συνάρτηση αύτή γράφεται ώς

. n . ζ + 2ί _ .ζ + 2ί 
/ ( ζ )  =  2 +»— —χ =  2 + 1——= .
'  1 + |ζ|2 1 + ζζ

Έ τσι ή μερική παράγω γος τής /  ώς πρός ζ Ισοϋται μέ

. . .  . ζ(ζ + 2ί)
^ Ζ ) " " ' ( 1  + |ζ|2)2·

Αύτή μηδενίζεται στα σημεία z = 0 καί ζ = -2 ι .

Γιά τό σημείο 0  έχουμε /(Ο ) = 2, όπότε

/(/*) - / (Ο )  2/ιΛ + ί/ϊ 2/ι + 1 
Λ lt(i + |/ι|2) 1 + |/ι|2

Γιά τό σημείο -2» έχουμε / ( - 2 ι )  = 2, όπότε

δταν h - * 0 .

/ ( ζ )  —/ ( —2 0  ΐ(ζ + 2«) ΐ »'
- Ι Τ Ϊ ί ------ ( , ,  ΕΚ! ♦ UP) °  T T g  -  5· - 21'

Έ τσι, άποδείξαμε δτι ή δοθεϊσα συνάρτηση παραγω γίζεται μόνο στά  
σημεία 0, -2 ί  καί οΐ παράγω γοι σέ αύτά είναι Ισες μέ ι καί //5 , άν- 
τίστοιχα. ♦

Πρόβλημα 4 .2 .6 .6  JVA ά π ο δ ε ι χ β ε ϊ  δ τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  ά κ ρ ι β ώ ς  ( ν α  σ η μ ε ί ο  Zq στό 
όποιο ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η

f i z )  := |z4| + 2|ζ2| + 4ζ, ζ € C

icapayoiy^rrot. Σ τ ή  σ υ ν έ χ ε ι α  ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ε ί  δ τ ι  ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  σ τ ό  zq  ε ί ν α ι  ί σ η  

μ ε  - 4 .

Απόδειξη: Ό  τύπος της συνάρτησης γράφεται ώς

/ ( ζ )  =  ζ2ζ2 + 2ζζ +  4ζ.

Α ν υπάρχει σημείο ζο = * + iy στό όποίο ή /  παραγω γίζεται, τούτο θά 
Ικανοποιεί τή σχέση

Ι <2» > " ° ·



if

Ισ οδύνα μ α  θά ισχύει δτι

2 ZqZq + 2 zq + 4 = 0 ,

1/
η

2ζο|ζοΙ2 2ζο + 4 = 0 .

Ή  έξίσωση αύτή είναι ισοδύναμη με τό σύστημα

2 χ ( χ 2 + y2) + 2 χ  + 4 = 0  καί 2yGt2 + y2) + 2 y  = 0 .

Ά πό τη δεύτερη έξίσωση προκύπτει ή μοναδική τιμή y = 0, όπότε ή £ 
πρώτη έξίσωση δίνει £

τ 3 + *  + 2 =  0.
I

Π αραγοντοποιώ ντας τήν παράσταση τού πρώτου μέλους παίρνουμε

( χ  +  l)Gc2 -  x + 2) = 0. I

’Έ τσι προκύπτει ή ρίζα χ  = - I ,  όπότε τό μοναδικό σημείο στό όποιο  ̂
είναι πιθανόν ή /  να  παραγω γίζεται είναι τό σημείο zq = - I .

Ε ξετά ζουμ ε αν τό δριο τού πηλίκου διαφορών

/ ( z 0 + h )  - / ( ζ ο )
Τι

υπάρχει καί είναι ίσο μέ - 4 ,  δταν ή μεταβλητή h  τείνει προς τό 0 . Προς 
τούτο παρατηρούμε δ τ ι / ( - 1 )  = -1  καί

/(ζρ + /*) -/(ζο) _
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1/1 -  1|4 + 2|/1 -  II2 + 4(h  -  1) -  ( -1 )  + 4/7
h

(Λ -  l ) 2(/7 -  1) + 2 Q i -  1K/7 -  1) + 4(/ί -  1) -  ( -1 )  + 4/7
h

-2
(Ji2 -  2/7 -f 1X/7 -  2/7 + 1) + 2 ( h  -  l)(/7 -  1) + 4/7 -  4 + 1 + 4/7

h

)t2Jx -  2 h 2h  -  2 h h 2 + 6 h h  + ft2 + /72 

h

= h it2 -  2 iih  -  2/i2 +  6 h  +  h y +  h ,h
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τό όποίο, πράγματι, τείνει πρός τό μηδέν, δταν h  -> 0 . φ

Πρόβλημα 4.2.6.7 Δ ί ν ε τ α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μέ τ ύ π ο

/ ( ζ )  := ζ -  izflmz]2 -  |ζ|2.

Ν ά  β ρ ε θ ε ί  ό  φ ρ α γ μ έ ν ο ς  τ ό π ο ς  π ο ύ  έ χ ε ι  σ ύ ν ο ρ ο  τ ή ν  κ α μ π ύ λ η  γ  μέ π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  

π α ρ ά σ τ α σ η

ζ (0  := 2 co s (0  + ί(1 -  V 2sin (0), t  e [0 ,2π],

ό π ο υ  ή  f  π α ρ α γ ω γ ί ζ ε τ α ι  κ α ί  ν ά  β ρ ε θ ε ί  ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  σ τ ά  σ η μ ε ί α  α ύ τ ά .

Λύση: Γράφουμε τόν τύπο της συνάρτησης στη μορφή

ξ / < z ) : = z - , z [ ^ f - z z .

την παραγωγίζουμε ώς πρός z καί την έξισώνουμε μέ τό 0. *Έτσι 
προκύπτει ή έξίσωση

ι(ζ  -  ζ )2 -  2 ιζ(ζ -  ζ) -  4ζ =  0,

ή όποία, γ ιά  ζ = x  + iy, παίρνει τή μορφή

-2 iy 2 + xy -  χ  -  /y =  0 .

Αύτή ΙσοδυναμεΙ μέ τό σύστημα

2y2 + y = 0, xy -  χ  = 0,

τό όποίο έχει λύσεις (x ,y) = (0 .0 )  και (x .y) = (0. -1 /2 ) .

Γιά τή δοθεΐσα καμπύλη y, παρατηρούμε ότι, άν θέσουμε x := 2 cos/ 
καί y := 1 -  V 2sin /, προκύπτει ή σχέση

πράγμα ποί> σημαίνει ότι ή καμπύλη είναι ή Θετικά προσανατολισμένη  
έλλειψη μέ κέντρο τό σημείο ζ = 0 + ί = ί, χ-άκτίνα ίση μέ 2 χα ΐ y -άκτίνα  
ϊση μέ V2.
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Τό σημείο 0 = (0 ,0 )  κεΐται ατό εσωτερικό της έλλειψης, γιατί ισχύει 
S (0 ,0) = -ψ  < 0, ένώ τό σημείο = (0, - 1 /2 )  κείται στό έξωτερικό της, 
αφού ισχύει S(0, - 1 /2 )  = g > 0 . Συνεπώ ς πιθανό σημείο παραγώγισης 
είναι τό σημείο zq = 0.

Τό πηλίκο διαφορών της συνάρτησης στό 0 είναι

ζ -  fz[Imz]2 -  |ζ|2 
ζ

1 - /(I m z )2-  -  ζ, 
ζ

k

τό όποίο, όταν ζ -* 0, συγκλίνει π ρ ο ς  τόν αριθμό 1. ’Άρα τό μόνο 
σημείο του τ ό π ο υ , όπου ή συνάρτηση παραγω γίζεται, είναι τό 0 καί ή 
παράγω γος σε αύτό είναι ίση μέ 1. ♦

Ό π ω ς είδαμε παραπάνω , αν ή συνάρτηση /  είναι παραγωγίσιμη σέ 
κάθε σημείο ενός τόπου Τ', τότε οι μερικές παράγω γοι της /  ώς πρός ; 
τις πραγματικές μεταβλητές x , y  υπάρχουν σέ κάθε σημείο (τ,ι/) του 
κ α ρ τ ε σ ι α ν ο ύ  ε π ι π έ δ ο υ  μ ε  ζ  := τ  + i y  e  Τ .  Τότε οί συνθήκες Cauchy- 
Riemann Ικανοποιούνται σέ κάθε τέτοιο σημείο. Τό α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  τ ο ύ  

γεγονότος αύτου μπορεί να μην ισχύει, όπως δείχνεται στό παρακάτω : 
πρόβλημα:
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Πρόβλημα 4.2.Θ.8 Ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ά  δ τ ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η

ζ φ Ο  

2 = 0

ί  π α ρ ’ δ λ ο  π ο ύ  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  0  Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ Ι ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  C a u c h y - R ie m a n n  6 i v  ε ί ν α ι  

π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  α ύ τ ό .

’Απόδειξη: Τό πηλίκο διαφορών στό σημείο 0  είναι τό

/(2 )  - /(Ο )  22 
ζ  = Ζ2 ’

τό όποίο, όπω ς είδαμε στό πρόβλημα 4.2.0.2, δέν έχει δριο όταν ζ -» 0. 
'Ωστόσο 0& έλέγξουμε &ν οΐ συνθήκες Cauchy-Riemann Ικανοποιούνται. 
Πρός τούτο θ έτο υ μ ε/(ζ) = u ( x ,  y )  +  i x A x .y )  δπου έχουμε

u0r,y) =
r * - 3 x y 2

x2 + y 2
καί »0r, y) =

y3 -  3x2y 
x2 + y 2

Έ τσι βρίσκουμε

M X ( 0 ,  0 )  «  1 ,  M y ( 0 ,  0 )  s  0 ,  ι> χ ( 0 , 0 )  =  0 ,  v y ( 0 , 0 )  SS 1 ,

πράγμα που συνεπάγεται δτι ol συνθήκες Cauchy-Riemann Ικανοποιο
ύνται. ♦

Ή περίπτωση δπου ol συνθήκες Cauchy-Riemann μπορούν νά  έξα- 
σφαλίσουν τή διαφορισιμότητα μι&ς συνάρτησης άναφέρεται στδ έπόμε  
νο θεώρημα:

θεώ ρημα 4.2.6.1 Ύ π ο ϋ έ τ ο υ μ *  δ τ ι

/ ( ζ )  = f i x  + i y )  = u i x t y )  + i v i x , y), z  €  T

t l v a i  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ (  o l  μ φ ι κ ί ς  π α ρ ά γ ω γ ο ι  u Xt u y , ν Χ, ν ¥ ν ά  υ π ά ρ 

χ ο υ ν  κ α ί  ν ά  d v a i  σ υ ν ε χ ύ ς  σ ϊ  ί ν α  σ η μ ύ ο  (χ0, yo). β π ο υ  Zq := χ<> + Vo € 7"· "Αν  

o l  σ υ ν θ ή κ ε ς  C a u c h y - R ie m a n n  Ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν τ α ι  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ζο, τάτ* ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

/  t l v a t  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  στό zq.
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Απόδειξη. Επιλέγουμε r > 0 έτσι ώστε ό δίσκος Ηζ<>, r) νά περιέχεται 
στον τόπο Τ .

’Έστω τυχόν σημείο h =  s +  i t ,  μέ 0 < |s + ιί| < r . Τότε τό σημείο ζ0 + /; 
ανήκει στον δίσκο Β(ζο, r). Εφαρμόζοντας τό θεώρημα μέσης τιμής για 
πραγματικές συναρτήσεις έχουμε

/(ζ0 + h) -/(ζ0)
= μ(χ0 + s, yo + 0 -  μ(χο + s, yo) + u(xo + s> yo) -  “(xo, yo)

+ i { v ( x 0 + s, yο + 0 -  w(xo + s, yo) + i>(xo + s< yo) -  »(xo. yo)]
= My(x0 + s, y0 + fj)f + Ux ( xq +  si, y0)s 

+ i[fy(xo + S, yo + t 2) t  +  v J ,x o  + S2. yo)s]

δπου οί άριθμοί si,S2, fi, t 2 ίκανοποιοϋν τις σχέσεις |si|, IS2I < |s| καί

Λαμβάνοντας ύ π  όψη τις συνθήκες Cauchy-Riemann, τό δεύτερο 
μέλος γίνεται

Ή ποσότητα αύτη τείνει πρός τό σημείο 0, όταν h  —> 0, λόγω τής;

U y(x0, yo)i + [wy(xo + s, yo + ft) -  uv ( x 0, yo)]f 
+ ttx(x0, y0)s + [mx(xo + si, yo) -  i ‘x (x o , yo)]s 

+ i { y y ( x 0, y0)f + [t>y(x0 +  s ,y 0 +  t 2) ~  vy ( *o , yo)]* 

+ i>*(xo. yo)s + [wx(xo + s2, yo) -  »*(xo. yo)]s)
= /y(xo> yo)f + f x ( x 0> yo)s + i, S i,  S2, t U t 2)

= l /x ( X 0, yo)i + / * ( X 0 ,  yo)s + -R(s, i, S i,  S2, 11,  f2) 
= / * ( x 0, + R(s, f, S i,  S2 , *1, t 2\

όπου ή συνάρτηση R όρίζεται μέ τόν τύπο

R(s, (, Si, S2, fl, (2) =  [«y(xo + S , y 0 +  fl) -  My(xo. y o ) ] t

l*il, M  < w.

+ [«x(xo+ si. yo) -  “x(xo. yo)]s 
+  i [ » y ( x  0 + s,yo + <2) -  i>y(*o.yo)]f 
+ ;[»x(xo + s2. yo) -  v x( x 0, y0)]s.

συνέχειας τών μερικών παραγωγών ux καί »Χ στό σημείο (xo.yo)· Άρα .’
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|?Ι: έχουμε

Ms, f,S(,S2,M 2 )
η

Επειδή οΐ συναρτήσεις u*, My , ν χ, t>y είναι συνεχείς καί Ισχύει

ή τελευταία ποσότητα τείνει πρός τό μηδέν, δταν Η 0. Τούτο άπο- 
βεικνύει τό θεώρημα. ■

Πρόταση 4.2.G.4 >1ν Τ  είναι f tw  τ ό π ο ς  σ τ ό  μ ι γ α δ ι κ ό  ί π ί π ώ ο  * α ί/(ζ ) , ζ  € 
Τ  είναι μιά ό λ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ έ τ ο ι α  ώστε / ' ( ζ )  = 0, χιά κό0ε ζ € Τ', τότε 
αότή είναι σ τ α θ ε ρ ή .

Απόδειξη: Λόγω τής σχέσης / ' ( ζ )  = 0, θά Ισχύουν οι έξισώσεις

σέ κάθε σημείο (x,y) μέ ζ = χ  + iy € Τ . Ά ρ α  οΐ συναρτήσεις μ = w(x,y) 
καί ι> = ι>(λ\y) είναι σταθερές ώς πρός χ  καί y. Μέ άλλα λόγια οί συναρ
τήσεις ν. ν  διατηρούν σταθερή τιμή κατά μήκος τών εύθειών γραμμών 
τού καρτεσιανού έπιπέδου, πού είναι όριζόντιες ή κατακόρυφες, δηλαδή 
κατά μήκος ευθειών πού είναι παράλληλες πρός τούς άξονες.

‘Επειδή ό τόπος είναι ένα άνοικτό καί συνεκτικό σύνολο, σύμφωνα  
μέ τό Θεώρημα 2.1.2.2, κάθε δύο σημεία α καί d  τού τόπου μπορούν 
νά ένωθούν μεταξύ τους μέ μιά πολυγωνική γραμμή πού έχει πλευρές 
παράλληλες πρός τούς άξονες. Κατά μήκος κάθε όριζόντιας καί κα- 
τακόρυφης πλευράς ή συνάρτηση /  διατηρεί σταθερή τιμή. Ε πομένω ς  
Ισχύει /(α) = f ( d \  δηλαδή, ή /  είναι σταθερή συνάρτηση. ■

μχ(χ, y) = wy (x .y) = i>x(x,y) = uy(* ,y) = 0,



140 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  4 . Μ ΙΓ Α Δ ΙΚ Ε Σ  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε ΙΣ
1;

'

Σχήμα 4.5: Κ ά ϋ ε  δύο σ η μ ε ία  το ϋ  τόπ ου σ υνδέοντα ι μ ε τα ξύ  τους μ έ  
π ολυ γω ν ική  καμπ ύλη  που έχ ε ι πλευρές παράλληλες πρός τούς άξονες.

4 .2 .7  Α ρ μ ο ν ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις

Άπό μαθήματα άπειροστικοϋ λογισμού είναι γνωστή ή έννοια της αρ
μονικής συνάρτησης. Έδώ θά δούμε τη σχέση πού έχουν οί αρμονικές 
πραγματικές συναρτήσεις μέ τις όλόμορφες συναρτήσεις.

Όρισμος 4.2.7.1 Μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ  (τ, y )  β ρ ι σ μ έ ν η  σ ε  έ ν α ν  τ ό π ο  Τ  τ ο ϋ  κ α ρ 

τ ε σ ι α ν ο ύ  ε π ι π έ δ ο υ  λ έ γ ε τ α ι  αρμονική, α ν  α υ τ ή  έ χ ε ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  μ ε ρ ι κ έ ς  π α ρ α 

γ ω γ ο ύ ς  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  κ α ι  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  ε ξ ί σ ω σ η  Laplace

Δ φ  := φ ίχ  + fyjy — 0.

Ό τελεστής Δ  λέγεται τελεστής Laplace .

Πρόβλημα 4.2.7.1 Ν α  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ ο ύ ν  ό λ ε ς  ο ί  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ ε ς  π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς  \ 

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ψ  π ρ α γ μ α τ ι κ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  γ ι α  τ ι ς  ό π ο ι ε ς  ή  π ρ α γ μ α τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ -  - 
τ η σ η  μ έ  τ ύ π ο

u ( x , y )  := ψ ( χ 2 - y 2)
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d v a i  ά ρ μ ο ν ι κ ή .

■4 Λύ(τη: Πρός τοϋτο χρησιμοποιούμε τό γεγονός δτι, έπειδή ή συνάρτηση 
r ιι είναι άρμονική, θά πρέπει νά Ικανοποιεί την έξίσωση τοϋ Laplace, 

|  δηλαδή
ϋ 2 ι ι ( χ ,  y )  d 2 u ( x t y )

' — ° ·

Θέτουμε
s : = x 2 -  y 2 ,

όπότε έχουμε u  = ψ ( $ ) . δπου s  είναι συνάρτηση τών x . y .  Ε φ αρμόζοντας  
τόν γνωστό κανόνα παραγώ γισης σύνθετης συνάρτησης βρίσκουμε

·Λ?Γ-

flw(x,y) _
ϋ χ

2 χ φ '{ β ) ,  = Φ ' ^ ) ~  = -2 y 0 '(s ),

καί άκόμα

^  ' ό χ ί ^  ~  ^  + ~ + ^Χ2ψ"(.δ\

^  “f y i "  =  ~  = -2 0 '(s )  + 4y20"(s).

"Αρα

^  + = ν ω + 4^  (S) -  2 * ' ω + 4y2r  ω

= 4Cr2 + y 2 ) ip " ( s )  = 0,
(4.4)

Από δπου προκύπτει δτι 0"(s) = 0 . Ή γενική λύση αύτής τής διαφορικής 
έξίσωσης είναι ή συνάρτηση μέ τύπο

φ {  s ) - a + f i s ,

δπου α καί β  είναι τυχόντες πραγματικοί άριθμοί. φ 

“Αν μιά συνάρτηση μέ τύπο

/(ζ ) := «(*, y) + toOr, y)

I
\
J

If·ikdil
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είναι όλόμορφη στόν τόπο Τ  του μιγαδικοϋ έπιπέδου, τότε στόν τόπο1

Τ := {(*, y ) : x  +  iy  e Τ )

του καρτεσιανού έπιπέδου Ικανοποιούνται οι συνθήκες όλομορφίας Cauchy 
Riemann

u x  =  v y , l l y  =  - ό χ .

Υποθέτοντας, προς τό παρόν, δτι οί δεύτερης τάξης παραγωγοί των 
u, ν  ύπάρχουν καί είναι συνεχείς2 προκύπτει δτι

WXX =: Vyx ~  V x y ,  U y y  =  ~ ~ V xy ,

όπότε »
«XX +  U y y  =  0 .

Παρόμοια βρίσκουμε καί δτι

Ζ>ΧΧ +  V y y  =  0 .

Επομένως οί δύο συναρτήσεις u(*, y )  καί ν (χ , y )  είναι αρμονικές στόν Τ.

Σημειώνεται δτι, αν δίνονται δυό αρμονικές συναρτήσεις u ( x ,y )  καί 
ν (χ ,  y ) ,  τότε ή συνάρτηση /(ζ ) := ι/(τ, y) + /ζ;(τ, y) μπορεί να μην είναι 
όλόμορφη. Όμως συμβαίνει τό έξης:

Πρόταση 4.2.7.1 "Ο τα ν  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( z )  := u ( x , y ) + iv ( x , y )  ε ίν α ι ό λόμο ρ φ η , 

τ ό τ ε  ο ί  σ υ ν α ρ τή σ ε ις  u (x , y )  κ α ί ν (χ , y ) ,  ε ίν α ι α ρ μ ο ν ικ έ ς  κ α ϊ ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ις  · 
σ υ ν θ ή κ ε ς  C a uchy  -R ie m a n n .

Δυό αρμονικές συναρτήσεις ι ι ,  ν  π ο υ  Ικανοποιούν τις συνθήκες Cau- - 
chy - Riemann λέγονται συζυγείς αρμονικές συναρτήσεις.

Ή διάταξη στό ζεύγος (u , ν )  ε ίν α ι  ούσιαστική. Μάλιστα δέ, είναι ι 
ε ύ κ ο λ ο  να δείξουμε δτι άν ή συνάρτηση /  = u + iv  είναι όλόμορφη, τότε! 
καϊ ή συνάρτηση z; + iu  είναι, επίσης, όλόμορφη, μόνο δταν ή συνάρτηση *
/  είναι σταθερή3.

*Τά δυο σύμβολα Τ χαΐ Τ', άρα και τά σύνολα πού παριστάνουν, είναι διαφορετικά!!
^Αργότερα 0ά δούμε δτι οί όλόμορφες συναρτήσεις έχουν παραγωγούς κάθε τάξης,; 

όπότε ή Ιδιότητα της συνέχειας εξασφαλίζεται από την ύπαρξη τής παραγώγου δεύτε- ? 
ρης τάξης.

3Νά ληφθεΐ ώς άσκηση.
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Πρόβλημα 4.2.7.2 Ν ά  β ρ ι β ι ΐ  μ ι ά  Ι κ α ν ή  κ α ί  ά ν α γ κ α ώ .  σ υ ν θ ή κ η  π ο ύ  π ρ έ κ ι ι  

ν ά  π ά ρ ο υ ν  ο ΐ  μ ι γ α δ ι κ ο ΐ  ά ρ ι ϋ μ ο ί  c κ α ί  b  ώ σ τ ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ί  τ ύ π ο

f ( z ) :=f i x  + iy) = cx3 + b x 2y  +  i b x y 2 -  ic y 3

ν ά  ι ΐ ν α ι  ά κ ψ α ί α .

Λύση: Θέτουμε c =: a  + ια' και b = :β  + ΐβ'. Τότε ή συνάρτηση γράφεται 
ώς

/(ζ )  = f i x  + i y )  = u i x ,  y) + i v i x ,  y ) ,  

j  δπου ol συναρτήσεις w, v  όρίζονται άπό τους τύπους

1 καί

uix, y )  := αχ3 + βχ2y  -  f f x y 2 + a'y3

v(x. y) := a'x3 + fi'x2y + fixy2 -  ay3

Τότε ol συνθήκες Cauchy-Riemann θά Ισχύουν γιά κάθε χ, y, δηλαδή 
θά Ισχύουν ol σχέσεις

3αχ5 + 2fixy -  fi'y2 = β ’χ 2 + 2fixy -  3ay2

καί
βχ2 -  2β'xy  + 3a 'y2 = - 3 α 'χ 2 -  2fHxy -  fiy2 

γιά κάθε χ  καί y. Τούτο συνεπάγεται δτι

3α = β > καί β  = -3α '.

“Ετσι βρίσκουμε

b = β  + ίβ1 = -3α ' + ϊ3α = 3ι(α + ia ')  = 3ic,

συνθήκη ή όποία είναι άναγκαία γιά τήν παραγώγιση τής / .

Επίσης, ή συνθήκη αυτή είναι καί Ικανή, άφοϋ, ol μερικές παράγωγοι 
τών συναρτήσεων u καί u ώς πολυωνυμικές. είναι συνεχείς συναρτήσεις 
και &ν αυτή Ισχύει, τότε Ισχύουν ol συνθήκες Cauchy - Riemann. ♦
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Π ρόβλημα 4.2 .7 .3  Ν ά  έ ξ ζ τ α σ τ α  ά ν  υ π ά ρ χ ε ι κ α ϊ, aV val, ν ά  β ρ ζ ϋ α  ό λ ό μ ο ρ 

φ ή  μ ιγ α δ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  τη ς  ό π ο ια ς  τ ό  φ α ν τ α σ τ ικ ό  μ έ ρ ο ς  e lv a i ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  

μ έ  τύ π ο

ν (χ , ι/) := 3x l y  -  y3 +  y 
κ α ϊ  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η  σ χ έ σ η  f ( - i )  + /(/) = 2.

Α πόδειξη: Ά ν ή συνάρτηση ζ> είναι τό φανταστικό μέρος κάποιας 
ήλόμορφης συνάρτησης / ,  Οά πρέπει αύτή νά είναι άρμονική. Για νά 
έξετάσουμε τούτο παρατηρούμε ότι

i P v ( x , y )  f lV x .y )
- l ^ -  + - 0 f ~  = blJ- 6v = 0 ’

I
όπότε, πράγματι, ή συνάρτηση ι; είναι άρμονική. Ά ρα  ύπάρχει όλόμορ- 
φη συνάρτηση /(ζ )  = w(x, ι/) + i v ( x , y ) .

Τ ώ ρ α ,  ά πό  τΙς συνθήκες Cauchy-Riemann έχουμε

u x ( x , y )  = i>y(x,y) = 3χ2 -  3y2 +1,
όπότε προκύπτει

«(τ, y) = χ3 -  3x y 2 + τ + η(ι/),

όπου η  είναι μιά πραγματική συνάρτηση παραγωγίσιμη παντού. Άπό 
αυτή τή σχέση έχουμε

u y ( x , y )  =  - 6 x y  +  r f ( y ) ,

ένώ γνωρίζουμε ότι καί
y )  = 6*y.

Ε πίσης ά πό τΙς συνθήκες Cauchy-Riemann έχουμε u tj ( x , y )  = - v x ( x , y ) t 

όπότε π ρ έ π ε ι  η ' ( ι β  = 0, δηλαδή η(ι/) = ft  σταθερός άριθμός. Επομένως ; 
ό γενικός τόπος τής συνάρτησης /  είναι ό »

■.ι

/(ζ) = χ3 -  3xt/2 + x + /'(3χ2ι> - ι/3 + 1>) + /?

= χ 3 + ι'3χ2ι> -  3χι/2 -  /ι/3 + χ + π/ + β  = ζ 3 + ζ + β .

’Επειδή πρέπει νά ισχύει ή σχέση / ( - Ο  + /( ; )  = 2, δηλαδή

(—Ο3 + ( - 0  + β  + /3 + ΐ + β  =  2,

0ά πρέπει νά έχουμε >5=1. Ά ρα  ή ζητούμενη ήλόμορφη συνάρτηση έχει, 
τ ύ π ο /( ζ )  = ζ3 + ζ + 1. ♦
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4.3 ΣΤΜΜΟΡΦΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Έ στω  /  μιά συνάρτηση, ή όποία είναι όρισμένη καί όλόμορφη σέ έναν 
τόπο. Ά ν για  κάποιο σημείο α, ή /  Ικανοποιεί τη συνθήκη

/ ' ( λ)) Φ 0,

τότε αύτη διατηρεί τή γωνία μεταξύ δύο καμπύλών πού διέρχονται 
άπό τό σημείο α . Για νά γίνουμε πιό άκριβεϊς, δίνουμε, πρώτα, τόν έξής 
όρισμό:

Ό ρισμός 4 .3 .0 .2  Μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  : Τ  C λέγεται σύμμορφ η σ έ  Έ να  

σ η μ ύ ο  α τ ο ϋ  τ ό π ο υ  Τ , Λ ν  ύ π ά ρ χ ο υ ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ί  ά ρ ι ϋ μ ο ί  r  > 0  κ α ί  Θ € 
[0 ,2π). τά όποια Έ χ ο υ ν  τ ή ν  έ ξ η ς  Ι δ ιό τ η τ α :

Γ ιά  κ ά δ ε  δ ια χ ρ ο ρ ίσ ιμ η  κ α μ π ύ λ η  γ  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ  μ έ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α 

σ η  ζΟ), t € [0,1], τέτοια ώστε ζ'(0) Φ 0  κ α ί  ζ(0) = α , Ι σ χ ύ α

I ( f  ο ζ)'(0)| = r|z'(0)|

4 .3 . Σ Τ Μ Μ Ο Ρ Φ Ε Σ  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε ΙΣ

κ α ί

arg ( ( /  ο ζ)'(0)) = 0 + argC/iO)).

Θεωρούμε δύο διαφορίσιμες καμπύλες γ \  καί y2 στόν τόπο Τ  οΐ 
όποίες έχουν παραστάσεις ζιΟΧ f € [0.1] καί ζ20 ) , t € [0.1] άντίστοιχα, 
καί είναι τέτοιες ώστε νά Ισχύει

ζι(0) =  ζ2(0) =: α καί ζ'/Οζ^ίΟ) Φ 0.

"Αν ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  είναι σύμμορφη στό σημείο α , τότε αυτή διατηρεί 
τΙς γωνίες τών (έφαπτόμενω ν εύθειών τών) καμπύλών στό σημείο αύτό. 
(Βλέπε σχήμα.) Πραγματικά, ά π ό  τόν παραπάνω  όρισμό, προκύπτει 
δτι Ισχύει

arg« /  ο ζ2)'(0)) -  arg{</ ο ζ,)'(Ο)) *  argiz^iO)) -  argiz'iO)).
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Σχήμα 4.6: Μ ια  σ ύ μ μ ο ρ φ η  ά π α κ ό ν ισ η  δ ια τ η ρ ε ί  τΐ? γ ω ν ίε ς  τ ε μ ν ό μ ε -  
ν ω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν .

Θ εώ ρημα 4.3 .0 .1  Δ ί ν ε τ α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f i z )  = /(x + n /)  = u ( x ,  y ) + iv ( x ,  y ) : 
ζ = χ  + i y  e  Τ  κ α ϊ  έ ν α  σ η μ ε ί ο  a :=  χ 0 +  iy o  e  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  ο ί  μ ε ρ ι κ ε ς  

π α ρ ά γ ω γ ο ι  τ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ιι κ α ϊ  ν  ν α  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  (*ο> yo) κ α ι  ν ά  

ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ ε  α υ τ ό .  Τ ό τ ε , ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  σ ύ μ μ ο ρ φ η  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  α, 

ά ν  κ α ϊ  μ ό ν ο  α ν  ή  τ ι μ ή  / ' ία )  υ π ά ρ χ ε ι  κ α ϊ  ε ί ν α ι  μ η  μ η δ ε ν ι κ ή . II
Α π ό δ ε ι ξ η :  Υ ποθέτουμε δτι ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  είναι σύμμορφη στο σημείο Ίρ  
a  =  x 0 +  i y 0 .

Θεωροϋμε έναν πραγματικό αριθμό ρ  > 0 τέτοιον ώστε ό δίσκος ;] 
Β ( α , ρ )  ν ά  περιέχεται στόν τόπο Τ .  Τότε, ή καμπύλη με παραμετρική ||' 
παράσταση

ζιΟ) =  a  + ρ ί  = (χ0 + p i )  + iy o ,  t  € [0,1], 

ανήκει στόν τόπο και ικανοποιεί τις σχέσεις:

ζ ι(0) = λ, ζ ',(0 )= ρ ,

( /  ο ζι ) (0  = ι ι ( χ ο + p t ,  y o )  + i v ( x Q + p t f y 0) .
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Ά ρα Ισχύει
( f  ο ζι)'(Ο) = p u x (.xo ,y o >  + i p » x ( x ο , y o ) .

Επίσης, παρατηρούμε δτι ή καμπύλη μέ παραμετρική παράσταση  
2j(<) - a  +  ip t ,  t  € [0,1] άνήκει στδν τόπο Τ  καί Ικανοποιεί τΙς σχέσεις

22(0 ) =  β, 2^(0) =  ίρ,

(f Ο 2 2 ) ' ( 0 )  = pUyix0, y0) + V W y O t O .  yo). 
§  Επειδή, δμως. Ισχύει

JSPi

argiz'jiO)) -  arg(z^(0)) = arg(p) -  arg(ip) = - π /2 ,

0& πρέπει, λόγω τού γεγονότος δτι ή συνάρτηση /  είναι σύμμορφη στό  
σημείο α, νά Ισχύει καί

argty· ο 2ι)'(0) -  arg i f  ο 22>'(0) = - π /2 .

όπότε
arg</ ο Ζ| )'(0) = argty" ο 22>'(0) -  π /2 ,

Επίσης, έπειδή ή συνάρτηση/ είναι σύμμορφη. ύπάρχει ένα  r > 0  τέτοιο 
ώστε
A Κf ο 2|)'(0)| » r|2;C0)| = rpe r1ẑ (0)f = Κ/ο zj)'(0)|.
,£ί' ■Αν"• r  :-; ητ

ίϊ ..■ ·.-
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Ε π ομ ένω ς θά πρ έπει νά  Ισχύει

( /  ο Ζι)'(0 ) =  | ( /  ο zi)'(0)|e'arĝ OZ|),(0) <

= | ( /  ο 22) '(0 )k iarg^ OZ2)'(0)- ,V2 I
= - i \ ( f  °  z2), (0)kiarg^OZ2)'(0) = - i ( /  ° ζ2)'(0).

f
Άπό τΙς δύο αύτές σχέσεις παίρνουμε την Ισότητα

p u x ( x  ο, yo) + φ ν χ(χο , yo) = - i p u y ( x 0, yo) + p v y ( x o, yo))·

Ή ισότητα αύτή, προφανώς, Ισοδύναμε! μέ τις συνθήκες Cauchy-Riemann.t 
Τώρα, τό συμπέρασμα έπεται άπό τό Θεώρημα 4.2.6.1.

Αντίστροφα. Υ ποθέτουμε δτι ή 'τιμή/'GO ύπάρχει και ισχύει

ψ 00| =: r > 0.

Θέτουμε
Θ := arg(/'G0).

Τότε, γ ια  κάθε διαφορίσιμη καμπύλη μέ παραμετρική παράσταση ζ(0, t ! , 
[0,1] και ζ(0) = α, ισχύει

(/ο ζ ) '(0 )= /'Ο Ο ζ'(0 ),

όπότε προκύπτει δτι

|( /  ο ζ)'(0)| = rlz'CO)) και arg(/ ο ζ)'(0) = Θ + arg(z'(0)).

Ή απόδειξη είναι πλήρης. ■

4.4 ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΣΕΙΡΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ I ί

4.4.1 Ακολουθίες

’Έ σ τ ω /ο ,/ι ,/ζ , · · · μιά ακολουθία μιγαδικών συναρτήσεων όρισμένων σέ I ί! 
ένα σύνολο >1. Ή ακολουθία αύτή συγκλίνει κατά σημείο προς μιά ί; < 
σ υ νά ρ τη σ η /, καί γράφουμε

/« -> /(σημ .),
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! |
( δταν, για  κάθε ζ  € Λ, ή άκολουθία τών μιγαδικών αριθμών

§  /ο(ζ). /ι(ζΧ  /2(ζΧ *·*
|

συγκλίνει πρός τόν μιγαδικό αριθμό / ( ζ ) .  Δηλαδή Ισχύει / ,  -►/(σημ .), 
ίξ δταν

(Vz € Λ )0 /ε  > 0)(3«o)(V« > ι/0)|/"«(ζ) - / ( ζ ) !  < ε.

 ̂ Ή άκολουθία αύτή συγκλίνει όμοιάμορφ α π ρ ό ς  μ ια  σ υ νά ρ τη σ η /, καί 
ί  γράφουμε άπλά

δταν
(Ve > 0)(3n0)(Vz € A ) ( V n  > n 0 ) \ f„ ( z )  - / ( ζ ) |  < ε.

Είναι φανερό δτι, &ν μια άκολουθία συγκλίνει όμοιάμορφα πρός μια  
συνάρτηση, τότε αύτή συγκλίνει καί κατά σημείο πρός τή συνάρτηση 
αύτή. Τό άντίστροφο μπορεί νά μή συμβαίνει, δπω ς δείχνεται στό  
έπόμενο πρόβλημα:

Πρόβλημα 4.4.1.1 Ν ά  ά π ο ό α γ τ ΰ  δ τ ι  ή  ά κ ο λ ο υ θ ί α  σ υ ν α ρ τ ή σ ο υ ν

/« (ζ) := ζ", |ζ| < 1

σ υ γ κ λ ί ν ο  κ α τ ά  σ η μ α ο  π ρ ό ς  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( z )  := 0, |ζ| < 1, άλλά δ£ν συχ- 
κ λ ί ν ο  ό μ ο ι ά μ ο ρ φ α .

Απόδειξη: Για κάθε σταθερό σημείο ζ μέ |ζ| < 1 ή άκολουθία (ζΜ) 
συγκλίνει πρός τό 0, βλέπε καί Πρόβλημα 2.2.1.1. Ά ρ α  έχουμε /„ -> 
0(σημ.).

’Άν ή (/„) συγκλίνει όμοιάμορφα, θά συγκλίνει πρός τή μηδενική συ
νάρτηση. Έ τσι, γιά  κάθε ε > 0, μέ ε < 1, ύπάρχει «ο, τέτοιο ώστε γιά  
κάθε η > «0, νά Ισχύει |ζ”| < ε. γ ιά  κάθε ζ μέ |ζ| < 1. Ό μ ω ς βλέπουμε δτι, 
γιά τό σημείο ζ := ε1/(π°+1)ι, ισχύει |ζ| < 1 καί |ζΜ°| = £"ο/<«ο+ΐ) > ^ πράγμα  
άτοπο. Ε πομένω ς ή άκολουθία δέν συγκλίνει όμοιάμορφα. ♦

Ό λες οί Ιδιότητες που Ισχύουν γ ιά  άκολουθίες πραγματικών συναρ
τήσεων έξακολουθούν νά Ισχύουν καί γιά  τήν περίπτωση τών μιγαδικών 
συναρτήσεων. Ενδεικτικά άναφέρουμε τό άκόλουθο βασικό συμπέρα
σμα:
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Π ρόταση 4.4.1.1 Α ν  ο ί  όροι μ ι α ς  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  /„, n  = 1,2, · · · 
€Γναι σ υ ν ε χ ε ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς , καί ή ακολουθία σ υ γ κ λ ί ν ε ι  Ο μ ο ιό μ ο ρ φ α  π ρ ό ς  μ ι α  

σ υ ν ά ρ τ η σ η / ,  τοτ<: καί η /  €tmi σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η .

4 .4 .2  Σ ε ιρ έ ς

’Άν δοθεί μια ακολουθία μιγαδικών συνα ρτήσεω ν/ο ,/ι,/2, ··· όρισμένων 
σε ένα  σύνολο Λ τό τυπικό άθροισμά

οο

= /ο  + /ι  + /2 +· · *
«=0 ,

όνομάζεται σειρά  των συναρτήσεων αύτών. Ή σειρά συγκλίνει κατά  
σημείο (άντίστοιχα, ομοιόμορφ α), αν ή ακολουθία των μερικών αθροι
σμάτων

s n ( z )  := /o(z) + / ι ( ζ )  + / 2( ζ )  + · · · + f n ( z )

συγκλίνει κατά σημείο (αντίστοιχα, όμοιόμορφα). Ε πειδή  τό σύνολο 
των μιγαδικών αριθμών είναι π λ ή ρ η ς  χώρος, ή ακολουθία (s„) συγκλίνει 
αν καί μόνο αν αύτή είναι βασική. Τούτο συνεπάγεται ότι ή σειρά 
E Z o f ” συγκλίνει κατά σημείο, δταν

(Vz € A X V e  >  0 ) O n 0 ) ( V k  €  N)(V« € Ν) η  >  η 0 = >  |s,I+*(z) -  s„(z)| < ε,

ένώ συγκλίνει όμοιόμορφα, δταν

(Υε > 0 ) (3 > 7 0 ) ( V z  e A ) ( V k  € N ) ( V n  g N) 7? > ==> |s„+*.(z) -  s„(z)| < ε.

Ε π ομ ένω ς ή σειρά E™ =ofn συγκλίνει κατά σημείο, δταν

*
(Vz e Λ)(Υε > 0 ) ( 3 n o ) ( V k  e  N ) ( V n  e  Ν) η  > η 0 = >  1 Y ' j n + m i z ) ]  <  ε,

m=i

ένώ συγκλίνει όμοιόμορφα, δταν

k

(Ve > 0 ) ( 3 » o)(V 2 e A ) ( V k  e  N)(Vn e  Ν) η  > n 0  = >  | £ /»+m (z)l < e.
w=l

Χρησιμοποιώντας τους παραπάνω  όρισμούς παίρνουμε εύκολα τδ;ί 
άκόλουθο συμπέρασμα:
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θεώ ρημα 4.4.2.1 ( Μ - Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  W z ie r s tr a s s )  Δ ί ν ε τ α ι μ ι ά .  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  (Μ„) ϋ € -  

τ ι κ ώ ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  ά ρ ι ϋ μ ώ ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ €  ή  σειρά Σ  Μ „  ν α  σ υ γ κ λ ί ν β ι .  Τ -  
π ο ϋ έ τ ο υ μ ζ  ό τ ι  /„ : Τ  -> C  η  = 1 ,2 ,··· efrai μ ι α  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  

σ υ ν α ρ τ ή σ ο υ ν ,  ο π ο ύ  Τ  d v a i  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ ,  τ έ τ ο ι α  

ώστε
sup|fw(z)| < M n , π = 1,2, ···
zeT

Γάτε τ) σειρά £ / n(z) συχκλύ/α ά π ό λ υ τ α  κ α ί  ό μ ο ι ό μ ο ρ φ α .

Τό Αθροισμα δυο σειρών
οο οο

2 , / π  κ«1 2 ,  «π.
η=0 «5=0

δπου οΐ συναρτήσεις /ο ,/ι,* ·· , g o * g i *··· έχουν τό ίδιο πεδίο όρισμοϋ, 
είναι ή σειρά

οο

μ=Ό
Είναι εύκολο νά Αποδείξουμε ό τ ι ,  άν οΐ δύο σειρές συγκλίνουν κατά  

σημείο (Αντίστοιχα, όμοιόμορφα), τότε τό άθροισμά τους έπίσης συγ
κλίνει κατά σημείο (Αντίστοιχα, όμοιόμορφα).

4 .4 .3  Δ υ ν α μ ο σ ε ιρ έ ς

θεωρούμε ένα σημείο α  καί μιά Ακολουθία α0 , α \ ,  · · · μιγαδικών Αριθμών. 
Ή βυναμοσειρά μέ κέντρο τό σημείο α  καί συντελεστές τους Αριθμούς 
αο,Λι.··· είναι ή σειρά

♦οο

Λο + α \ ( ζ  - α )  +  α ι ( ζ  -  λ)2 + · · · + β„(ζ -  α)" + · · · = Υ* Λη(ζ -  β)".
π=0

Ένδιαφερόμαστε γ ιά  τίς τιμές τής μεταβλητής ζ γιά  τίς όποιες ή 
σειρά αύτή συγκλίνει. Αλλά, πρώτα δίνουμε τό έξής παράδειγμα:

Γιά κάθε ζ  1 0 ή γεωμετρική πρόοδος 1+ζ+· · ·+ζ" =: s„ έχει άθροισμα

1 -  ζ!'+χ
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Επομένους, άν ι σ χ ύ ε ι  \ζ\ < 1, τότε ή γεωμετρική σειρά £  ζ” συγκλίνει 
πρός τόν άριθμό 1/(1 -  ζ ) .  Ω στόσο, για  κάθε ζ με |ζ| > 1, αύτή δεν 
συγκλίνει. Πραγματικά, άν τούτο συνέβαινε, γ ια  κάποιο ζ με |ζ| > 1, Οά 
έπ ρ επ ε ή ακολουθία (sw), ώς συγκλίνουσα, να είναι φραγμένη. Επειδή, 
όμο3ς, γ ια  κάθε σταθερό ζ, ισχύει

\z1l+i\ < 1 + |1 -  z||s„|, γ ια  κάθε δείκτη η ,

ή ακολουθία (ζΜ+1) είναι φραγμένη. Προφανώς, τούτο, σημαίνει ότι ή 
ανισότητα |ζ| > 1 δεν μπορεί να  ισχύει.

Γενικεύοντας τό παραπάνω  συμπέρασμα παίρνουμε τα ακόλουθα 
θεωρήματα (των Cauchy, Hadamard):

Θ εώ ρημα 4 .4 .3 .1  Έ  δ υ ν α μ ο σ α ρ α  £  α η ( ζ - α ) η σ υ γ κ λ ί ν α  σ τ ό ν  ά ν ο ικ τ ό  δ ίσ κ ο  

Β ία ,  R ) τ ο υ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ  μ ΐ  κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ ύ ο  α κ α ϊ  μ ϊ  ά κ τ ϊ ν α  τ η  Ae- 

γ ό μ € ν η  α κ τίνα  σύγκλισης, δ η λ α δ ή  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α

R : =  <

Α π ό δ ε ι ξ η :  Θέτουμε

limsup </κϊ’ & v  l im su p V K I> 0 , 
+οο, α ν  lim su p i/jo j = 0.

b n := λ„ ( ζ  -  ίϊ)" .

f i
i f

I>
lit1

Σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.2.6, όταν ή π ο σ ό τ η τ α  L:= lim sup  
είναι μικρότερη τής μονάδας, ή σειρά Σ  \b,t \ συγκλίνει, άρα καί ή αρχική 
σειρά συγκλίνει. Δ η λ α δ ή  α υ τ ή  συγκλίνει όταν ικανοποιείται ή σχέση

1
1 > lim sup yj\an ( z  - a ) n \ =  \ z - a \  lim sup \/j#J =: |z -  a \—, T

A

όπου R  είναι ή άκτϊνα σύγκλισης. ’Άρα ή σειρά σ υ γ κ λ ί ν ε ι  όταν \ ζ - α \  < #  ;|ί 
δηλαδή όταν ζ € Ζ&7, /?). ■  ;

Ό  δίσκος B ( a ,R )  πού δίνεται στό προηγούμενο συμπέρασμα ovo-Jf 
μάζεται δ ί σ κ ο ς  σύγκλισης τής δυναμοσειράς.
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’{ χ  Πρόταση 4.4.3.1 " Ό τ α ν  τ ό  δ ρ ω  τ ή ς  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α ς  μ ί  δ ρ ο υ ς

« Κ »ιΙ
ίί Μ

■ ό π ά ρ χ η ,  τότε κ α ί  τό δ ρ ω  τ ή ς  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α ς

< Λ )

ύ π ά ρ χ α ,  κ α ί  τ ά  δ ρ ι α  α ύ τ ά  t l r n i  ί σ α . Ά ρ α ,  τ ό τ ε ,  ή  ά κ τ ϊ ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  R  μ π ο ρ ά  

ν ά  δ ο ϋ €  i  κ α ί  ά τ ι  τ ό ν  τ ύ π ο

R  := lim = lim \ * n \

Ι*«*ΐΓ

Απόδειξη: Τούτο προκύπτει ά π ό  τό γνω στό γεγονός δτι γ ιά  κάθε άκο- 
λουθία θετικών πραγματικών άριθμών x „ , μ = 1 ,2 ,··· , Ισχύει ή άνισότη- 
τα

lim inf ^ lim inf <  lim sup £  Hm sup
Xtt Xn

Πρόβλημα 4.4.3.1 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ά  ή  ά κ τ ί ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ ή ς  δ υ ν α μ ο σ α ρ α ς

Λύση: Παρατηρούμε δτι οΐ συντελεστές της σειρ&ς είναι οΐ μιγαδικοΐ 
άριθμοί

-  -  ι οα„ ■“ «ft ■■ ι, JLf ·*·,
n

όπότε ή άκτίνα σύγκλισης τής σειράς είναι ή4
1ϋ·:

ι ιί?=
H m siip^i ~ Hmsup^ j

= lim^i= 1. ♦

ν 4ΑΣΚΗΣΒ: Νά Αποδειχτεί δτι ή άκολουΟία ( μ17") συγκλίνει πρός τή μονάδα.



Π ρόβλημα 4 .4 .3 .2  Ν ά  β ρ ί ϋ ί ΐ  ό  δ ί σ κ ο ς  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ η ς  δ υ ν α μ ο σ α ρ ι ϊ ς

+£»
£  (1 + 0"(ζ -  2 0 ”.
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n = 1

Λύση: Υ πολογίζουμε πρώ τα την απόλυτη τιμή τοϋ μιγαδικοϋ αριθμού
(1 +  0 ”.

Πρός τούτο έχουμε

|(1 + ί)"| = |1 + ι|” = ( V2)" = 25.
I

Ε π ομ ένω ς ή ακτίνα σύγκλισης είναι Γση με

R  =
l im su p l/M  lim sup(2?)i

V2
2 ’

όπότε ό δίσκος σύγκλισης τής δυναμοσειρδς είναι ό  Β(2ί, - ψ ) .  ♦

Θ εώ ρημα 4 .4 .3 .2  σαρά £  αη ί ζ - α ) η δ ϊ ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ τ ο  σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  τ ο ϋ  

κ λ β ι σ τ ο ϋ  δ ί σ κ ο υ  Β ία ,  R ) ,  ό π ο υ  R  e l v a i  ή  ά κ τ ϊ ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς .

Α πόδειξη: ’Έ στω z ένα σημείο π ο υ  α ν ή κ ε ι  σ τ ο  συμπλήρωμα τού δίσκου 
Β ία ,  R ) .  Τότε θά ισχύει \ ζ - α \ >  R .

Ά ρ α  Ε π ιλέγου μ ε ρ τέτοιο ώστε |ζ -  λ| > ρ  >  R .  Ά ρ α  θά ισχύει και » 
|λ„(ζ - λ)π| > \an \p n . Ε πομένω ς θά έχουμε και

lim su p |a „ (z - a ) n \* >p lim sup |tf„ |” = ~  > 1.
Λ

Σύμφω να με τ ο  κριτήριο ριζών του Cauchy, βλ. Πρόταση 2.2.2.6, ή 
σειρά δεν συγκλίνει. ■  11

Θ εώ ρημα 4 .4 .3 .3  Ή  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ η ς  σ ζ ι ρ ά ς  Σ α η ί ζ - α ) η e lv a i  α π ό λ υ τ η  κ α ί  

ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  σ έ  κ ά ϋ €  σ υ μ π α γ ϊ ς  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ϋ  δ ί σ κ ο υ  Β ία ,  R ), ό π ο υ  R  e lv a i  ή  i 

ά κ τ ϊ ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς .
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Απόδειξη: Έ στω  Κ  ένα συμπαγές ύποσύνολο τοϋ δίσκου Β ία , R ). Τούτο 
είναι ένα σύνολο ξένο πρός τό συμπλήρωμα τού δίσκου Β ία , R ) ,  τό όποιο  
είναι κλειστό σύνολο. Ά ρα, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 2.2.3.1, ύπάρχει 
ε  > 0 τέτοιο ώστε

|ζ -  Μ £  ε;

γιά κάθε ζ  € Κ  καί ιν  £ Β ί α , R ) .

Έ στω  τυχόν ζ  € Κ  μέ ζ Φ α . Θέτουμε

• καί όρίζουμε τη συνάρτηση ζ  μέ τύπο
&

I ζ ( 0  := a  + Hz -  <?), t  >  0 .

Επειδή |z -  α| < ft  θά Ισχύει ί0 > 1 καί, γ ιά  κάθε t  € [0, t o ) ,  τό  σημείο 
: ζ ( 0  Ικανοποιεί τή σχέση

ί | f ( 0 - f l |  =  i | z - fl| < f 0|z - f l |  =  R

f A p a  γιά κάθε / 6 [0, t o )  Ισχύει ζ ( 0  € Β ία ,  R ), ένώ τό σημείο ζ Ο ο )  άνήκει 
στό σύνορο τού δίσκου, δηλαδή τούτο δέν βρίσκεται μέσα στόν δίσκο. 
’Έτσι πρέπει νά  Ισχύει

|ζ -  {(ίο)12
Επομένω ς έχουμε

ε < |ζ -  <ι -  /0(ζ -  α)| = (ίο -  1)|ζ - λ| = ί ο \ ζ - < ή - \ ζ - α \  = /? -  |ζ -  α|, 

δηλαδή
\ z - a \ z R - e .

*Λρα. γιά κάθε ζ e  Κ ,  έχουμε

Μ ζ  -  β)"| 5 |β„|(/?- «)".
■·?
Τώρα, έπειδή Ισχύει

lim sup = ( / ? - e ) |i  < 1.
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ή σειρά £  |α„|(2?-ε)” συγκλίνει, δπότε σύμφωνα με το Θεώρημα 4.4.2.1 ή 
σύγκλιση της δυναμοσειράς στο σύνολο Κ  είναι απόλυτη και όμοιόμορ- 
φη. ■

Στο σύνολο σύγκλισης ή παραγω γός μιας δυναμοσειράς ταυτίζεται 
με τή δυναμοσειρά των παραγώ γω ν. Πραγματικά, ισχύει τό ακόλουθο 
συμπέρασμα:

Θ εώ ρημα 4 .4 .3 .4  Α ν
+οο

Υ  α „ (ζ  -  α )"

η = 0

d v a i  μ ι α  δ υ ν α μ ο σ ε ι ρ ά  ή  ό π ο ι α  ε χ ε ι  ά κ τ ι ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  R , τ ό τ ε  κ α ί  ή  δ υ ν α μ ό - 
σ ε ι ρ ά

+οο

Υ . n a „ ( z  -  a ) '1 1
n - 1

ε χ ε ι  ά κ τ ι ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  ϊ σ η  μ ε  R  κ α ί ,  γ ι α  κ ά ϋ ε  ζ  € Β (α , R ) ,  ι σ χ ύ ε ι  ή  σ χ έ σ η

+CO +οο
J * 'i n a n( z  -  α ) η 1 = ^  <*η(ζ -
Μ=1 π=0

$11
I  ΐ;Ε* Ιΐ

|!ί

ΕΓΑπόδειξη: Τό γεγονός ότι ή ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς τώνϊιμ 
παραγώ γω ν είναι ’ίση με R  προκύπτει α π ’ τή σ χ έ σ η

lim sup \n a u \i /n  = lim n 1/Mlim sup |λ,,| 1/11 =  1 limsuplfl,,!1̂ 1 = 4*
K

’Έτσι, απομένει να δείξουμε ότι ή δυναμοσειρά Σ  α„(ζ -  α)" παραγω- |  
γίζεται σε κάθε σημείο του δίσκου Β ία ,  R )  καί έχει παράγω γο τή σειρά] : 
των παραγώ γω ν των όρων της. f :

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θέτουμε a  = 0 καί όρίζουμε τις συ·· 
ναρτησεις μέ τύπους

+οο +QO
/ ( ζ )  := Γ  λ ,,ζ " και g ( z )  := Τ  η α , , ζ " ^ .

η = 0  η- 1

ϊ ,
Ι :
ft· : Γ
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Σταθεροποιούμε ένα σημείο w e BIO, R) καί έπιλέγουμε πραγματικό 
'  ̂ όριθμό ρ  τέτοιον ώστε |a>| < ρ  < R. Για κάθε σημείο ζ € ΗΟ,ρ), μέ ζ ϊ  ιυ, 

έχουμε

ζ - ι υζ - χ υ -* < » > =
Μ=1

%
Γιά την τιμή η -  1 ή ποσότητα που είναι μέσα στην άγκύλη είναι ίση 

μέ μηδέν, ένώ, γιά κάθε η  > 2, ή ποσότητα αυτή είναι Ιση μέ

ζ"-1 + ζ”-2 + · · · + zw"'2 + a»”-1 -  ηιυη~*
n-1 M-i k - 1

= j y  -  u/c)wii~k~{ = ( z ~  w) y 1 zru t~r~iwn~k~{
k=\ *=1 r=0

n-1 k-1
= ( z -w ) ]T £ z rwn-r-2.

k=1 r=0

Επειδή Ισχύει M, |z| < ρ, έχουμε

rt-1 k - i n-1 fr-1 n-1 ✓  4v

ΣΣ, ™ ' " 2 * LL· " - 2 * Σ ^ " 2 -
/r=t r»0

n-1 It-l

ΣΣ
Ar*1 r=0

n-1

Σ
/tel

άπό δπου προκύπτει δτι

\ f ( z )  - f ( w )  ,  x| 1 , w O i - l )  „

H r b — * Η 5 ? |2 - “ | Σ ι « " ΐ — r - ' 1 ·^  n=2

Τώρα, τό γεγονός δτι p <  R συνεπάγεται δτι

Iim sup \a„— -— p"| = p h m ( — -— ) l im su p K |,/" = -  < 1,

ίπεται δτι ή σειρά στό δεύτερο μέλος τής προηγούμενης σχέσης συγ
κλίνει. Άρα τό άριστερό μέλος τής σχέσης αυτής τείνει πρός τό μηδέν, 
δταν τό σημείο ζ τείνει πρός τό ιυ. Τούτο συνεπάγεται δτι f '(w )  = #(«,) 
καί ή άπόδειξη είναι πλήρης. ■
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4.4.4 Σειρές Laurent

Στη θεωρία τών μιγαδικών συναρτήσεων αθροίσματα σειρών τής μορ

φής
+οο +οο

Y'J α „ (ζ  -  α ) ~ η + ̂  b „ (z  -  α ) η

η- 1 η=0

πα ίζουν σημαντικό ρόλο. Ή  έκφραση αύτη όρίζει μια συνάρτηση και 
παίρνει μιγαδικές τιμές για  κάθε μιγαδικό αριθμό z για  τό όποιο καί 
οί δύο σειρές συγκλίνουν. Σέ μια τέτοια περίπτωση, θέτουμε b - n := αη, 

γ ια  κάθε η  = 1,2, · · · καί συμφωνούμε ώστε τό άθροισμα τούτο νά τό 
γράφ ουμε στην ενοποιημένη μορφή

+οο

b n( z —α ) η — · · · + -— 1·^ — + · · · + -ζ— + b o + b{ ( ζ —a)  +  · · ·+ bn( z —α ) η + · · ·
Π =-οο ( ζ  -  α ) ” (ζ -  α )

Ή  σειρά αύτη λέγεται σειρά  Laurent μέ κέντρο τό σημείο a .

Π ρόταση 4.4.4.1 Έ  σ α ρ α  L a u r e n t  Σ η = - ο 0 b „ ( z  -  «)", σ υ γ κ λ ί ν ε ι  γ ι α  κ ά ϋ ε  |· 
σ η μ έ ί ο  ζ  π ο υ  ά ν ή κ α  σ τ η ν  α ν ο ι κ τ ή  δ α κ τ υ λ ι κ ή  π ε ρ ι ο χ ή  Δ (α , r \ ,  r 2 ),  ο π ο ύ

1
rt := lim sup y f \ b Z \  κ α ί  r 2 := —  ,

lim sup vl^ii I

ό τ α ν  Ι σ χ ύ α  r \  <  r 2 .

Α πόδειξη: Έ ξ όρισμού ή σειρά αύτη συγκλίνει όταν οί δύο σειρές

ι('
ι | ν

ν . I

+οο +οο

^  b - n ( z - a ) ” καί ^  bn ( z  -  a)*
π=1 ιι=0

συγκλίνουν.

Ή  π ρ ώ τ η  σειρά συγκλίνει όταν

lim su p |fr-,,(z-fl)“”|1/n < 1,

δηλαδή, δταν
ri := lim sup \ b - n \i /u < jz-aj .

Ill

•J]
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ι ί; Ή δεύτερη σειρά είναι μιά δυναμοσειρά που, δπω ς γνωρίζουμε, συγ- 
I? κλίνει στόν άνοικτό δίσκο Ktf, Γ2Χ δπου r<i είναι ή ακτίνα σύγκλισης. 

/Άρα, ή σειρά Laurent συγκλίνει γ ιά  δλα τά σημεία z πού Ικανοποιούν 
τή σχέση

γι < |ζ -  λ| < r2,

δηλαδή, δταν ζ 6 4 (λ. Γι,Γ2). Προφανώς, ό δακτύλιος αύτός δρίζεται 
-δταν, βέβαια, Ισχύει r \ < r 2. ■

4.4. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΣΕΙΡΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Πρόβλημα 4.4.4.1 Ν ά  β ρ ε ϋ α  ό  δ α κ τ ύ λ ι ο ς  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ η ς  δ υ ν α μ ο σ ζ φ ά ς

gg
+οο

£ ( 3  + 4ί)"(ζ + 20~" + Σ

π=0nel

(ζ + 20" 
10"

Λύση: Ή δυναμοσειρά αύτή έχει κέντρο τό σημείο - 2 ί. Ε πίσης, ό 
πρώτος προσθετέος είναι ή σειρά μέ συντελεστές

b -„  := (3  + 40",

όπότε έχουμε

Γ| = limsup\i|i>-n| = |3 + 4ί| = 5.

Ά ρα ή πρώτη σειρά συγκλίνει στόν δακτύλιο Δ ( - 2 ι ,  5, +οο),

Ή δεύτερη σειρά έχει συντελεστές

b„ := 10-",

όπότε

r2 » --------ί——  «  10.
limsupl/iFjjj

Έ τσι ή δεύτερη σειρά συγκλίνει στόν δίσκο Λ - 2 ϊ ,  10) κι έπομένω ς  
ή άρχική σειρά συγκλίνει στόν δακτύλιο ό ( -2 ι , 5 ,1 0 ). ♦
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4.5 ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

4 .5 .1  Ρ η τές  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις

Ή  άπλούστερη μορφή μιγαδικής συνάρτησης είναι ή πολυω νυμική

ρ (ζ )  := αο + α \ζ  + ... + αηζη,

δπου οί συντελεστές είναι μιγαδικοί αριθμοί καί αη Φ 0. Ό
φυσικός αριθμός η  είναι ό βαθμός τ ο υ  πολυωνύμου. Κάθε πολυωνυ
μική συνάρτηση ορίζεται καί παραγω γίζεται σε ολόκληρο τό μιγαδικό 
επίπεδο.

Σχήμα 4.7: Ή  ζ ΐκ ό ν α  δ ύ ο  κ ύ κ λ ω ν  μ έ σ ω  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  f ( z )  := 0.2z2.

Ι.Ί
Τό πηλίκο δύο συναρτήσεων οί όποιες όρίζονται από δύο πολυώνυμα .f; 

ρ ( ζ ) ,  q ( z )  πρώ τα μεταξύ τους, (δηλαδή δεν έχουν κοινόν παράγοντα πλήν 
της μονάδας,) όρίζει τή ρητή συνάρτηση με τύπο

f ( z )  :=
p(z)

* ω ·

Σε κάθε σημείο που δεν μηδενίζει τόν παρονομαστή, ή ρητή συνάρ
τηση παίρνει (πεπερασμένες) μιγαδικές τιμές καί παραγωγίζεται.

Π ρόβλημα 4.5.1.1 Ν ά  β ρ ζ ϋ ο ϋ ν  τ ό  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  κ α ί  τ ό  φ α ν τ α σ τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  τ η ς *



ξΙ
!ί Σχήμα 4.8: Ή tbcdva τριών κύκλωνμ4σω της συνάρτησης f(z)  := ζ2 +1 + ζ“2.

Ρρητης συνάρτησης μ ΐ τύπο
12 — 1
Ζ + 2Γ

Λύση: Πρός τούτο θέτουμε ζ := * + iy. Τότε έχουμε
>(x + iy) -1  _ -(1 + y) + ίχ 
x + iy + 2i ~ χ  + i(y + 2) ’

όπότε παίρνουμε

/ ω  =
-(1 + y) + tx 
χ + i(y + 2)

χ -  i(y + 2) χ + ϊ(χ2 + y2 + 3y + 2) 
χ  -  i'(y + 2) x2 + (y + 2)2

Επομένως τό πραγματικό μέρος της συνάρτησης /  είναι ή πραγμα
τική συνάρτηση με τύπο

u(x,y)  := —— *
* x2 + (y + 2)2

καί τό φανταστικό μέρος ή πραγματική συνάρτηση με τόπο
x2 + y2 + 3y + 2
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Π ρόβλημα 4 .5 .1 .2  Ν ά  ά ν α λ υ ϋ ά  ό  τ ύ π ο ς  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

3 + ζ
/ ( ζ )  :=

σέ ά θ ρ ο ι σ μ α  ά π λ ώ ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν . 

Λύση: Θέτουμε
3 + ζ

(ζ -  2)(ζ + 0

a  b  
+

(ζ -  2)(ζ + 0  ζ -  2 ζ + ζ 
και αναζητούμε τούς μιγαδικούς αριθμούς α καί b .

Κ άνοντας άπαλειφή των παρονομαστώ ν παίρνουμε την ταυτότητα 

3 + ζ = α ( ζ  + ζ) + Κ ζ -  *2) = (α + b)z + at -  2b, 

α π ό  όπου προκύπτει τό σύστημα

a  +  b  — 0  καί a i -  2b = 3 + ζ.

Ε π ιλύ ου μ ε τό σύστημα αύτό και βρίσκουμε

, 3 + ζ 7 - ι
α ~  ~ b  ~  Τ + 1  ~  ~ Ί Γ ’

όπότε, έπετα ι ότι, ό τύπος της συνάρτησης γράφεται ώς

3 + ζ = 7 - ι  7 - ι
(ζ -  2)(ζ + ζ) 5(ζ -  2) 5(ζ + ζ) *

4.5.2 Ή έκθετική συνάρτηση

Ε π ειδ ή  ή ακολουθία μέ όρους

c„ := Οι!)'/"

συγκλίνει πρός τό σύν άπειρο5, ή άκτΐνα σύγκλισης τ^ς δυναμοσεψάςΙΠ*

i I ·ΐ

Ζ  Ζ 2  Ζ3  Ζ" γ - ι  Ζ”

1! 2! 3! ζζ! 4-ι ζζ!

+CO

5 Εύκολα άποδεικνύεται δτι ή ακολουθία (c„) είναι αΰξουσα καί ή ακολουθία τών j 
άρτιων δρων συγκλίνει πρδς τδ +οο.

f

ζ
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μ

; είναι ϊση μέ τό άπειρο. Ά ρ α  ή δυναμοσειρά αύτή μέ κέντρο τό σημείο 
 ̂ 0, για κάθε μιγαδικό αριθμό ζ, συγκλίνει πρός έναν μιγαδικό άριθμό 

' που τόν παριστάνουμε μέ e2, ή καί exp(z).

Ή απεικόνιση ζ -> ir2 όρίζει τη λεγάμενη έκθετική μιγαδική συνάρ- 
τηση καί ή σύγκλιση της δυναμοσειράς πρός την έκθετική συνάρτηση 
είναι όμοιόμορφη πάνω σέ συμπαγή ύποσύνολα του μιγαδικοϋ έπ ι- 
πέδου. Προφανώς έχουμε

ο 4 0  0

c = 1 + π + 2ί
= 1.

θεώ ρημα 4.5.2.1 'Η  έ κ θ ε τ ι κ ή  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Ζ χ ε ι  τ Ι ς  έ ξ η ς  Ι δ ιό τ η τ ε ς :

(1) 2 = b ^ z . Έ τσ ι, δταν b  = 1, παίρνουμε = e2.

(2) c2 * <?Λ“2 = δπου a , z είναι μιγαδικοί άριθμοί.

(3) r 2 =
(4 ) ( c 2Y  = e*z .

(5) c* Φ 0, για  κάθε ζ.

(6) Γιά κάθε ζ = τ + i y  έχουμε ι?2 = e*(cosy + ι sin y) καί άρα ισχύει 
k2! = e™z).

(7) c**7*™ = e2 γιά  κάθε ( k  = 0, ±1, ± 2 ,.. .) ,  δηλαδή ή συνάρτηση exp(·) 
είναι περιοδική μέ περίοδο 2πι\

Απόδειξη: (1) Τούτο προκύπτει μέ έφαρμογή τού θεωρήματος 4.4.3.4.

(2) Παρατηρούμε δτι ή παράγω γος τής συνάρτησης ζ -» cV 1"2 είναι 
ίση μέ τό μηδέν. Ά ρα, σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 4.2.6.4, αύτή είναι 
σταθερή. Ε πομένω ς στα σημεία ζ καί α θά έχει τήν ίδ ια  τιμή, δηλαδή  
Ισχύει

,.ν (3) Προκύπτει ά π ό  τήν προηγούμενη σχέση θέτοντας a  = 0 .

(4) Ό πω ς γιά  τή σχέση (2), άποδεικνύουμε δτι ή συνάρτηση

i.
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είναι σταθερή. ’Άρα αύτή παίρνει τιμή ’ίση πρός τήν

( e i ) a · e~a = eae~a = 1.

(5) Προκύπτει άμεσα από τήν Ιδιότητα (3).

(6 ) Ε φ αρμόζοντας τήν Ιδιότητα (2), παίρνουμε

e2 = = f j y ,

δηλαδή

( i y f

k=0 " k - 0    Jt=0

(7) ’Έ χουμε
e 2m  = cos(27t) + / siη ( 2 π )  = 1, 

δπότε, γ ια  κάθε ακέραιο άριθμό k , θά Ισχύει

e2kKi = (e2*i)k= i f

όπότε καί
e z+2fan· =  <?e2klci =  e2 . ■

i f

Λ

33.
ίΤΪ'

+οο +°° u 2k +2° 172Jt+l
** y  . . - w  ^  y

β Ζ = ^ Σ τ τ = ‘ ‘ ( Σ * - 0 * ®  + / Σ (- 1)*(2Γ μ ) ϊ ) = eX(coey ■*1is in y )-J
«ϊ·ι

Μ

S.

5A“.

Χρησιμοποιώντας τήν Ιδιότητα (6) τού παραπάνω  θεωρήματος καί;! 
τήν τριγωνομετρική έκφραση των μιγαδικών αριθμών, προκύπτει τό!| 
επόμενο  συμπέρασμα:

Π όρισμα  4 .5 .2 .1  Κ ά ϋ ε  μ ι γ α δ ι κ ό ς  ά ρ ι ϋ μ ό ς  ζ  γ ρ ά φ ε τ α ι  σ τ ή ν  Ι κ ϋ ε τ ι κ η  μ ο ρ φ ή ψ

Ζ =  pe'°,

δ π ο υ  ρ  ε ί ν α ι  τ ό  μ έ τ ρ ο  κ α ί  Θ τό δ ρ ι σ μ α  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  ά ρ ι ϋ μ ο ϋ  ζ.

Π ρόβλημα 4.5 .2 .1  Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ό  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  κ α ϊ  φ α ν τ α σ τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς ι  

τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  μ £  τ ύ π ο

f i z ) := exp(z2).
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Σχήμα 4.9: Ή  έ κ ύ τ τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  d i m κ ο ν ίζ ι ι  ό ρ ιζ ό ν τ ια  ( ύ ϋ ύ γ ρ α μ μ α  
τ μ ή μ α τ α  a i  τ μ ή μ α τ α  ( ύ β α ώ ν  π ο ύ  δ ι έ ρ χ ο ν τ α ι  ά π ό  τ η ν  ά ρ χ ή  καί κ α τ α -  
κ ό ρ υ φ α  ( ύ ϋ ύ γ ρ α μ μ α  τ μ ή μ α τ α  o k  τ ό ξ α  κ ύ κ λ ω ν  μ ΐ  κ έ ν τ ρ ο  τ ή ν  ά ρ χ ή .
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Λύση: Θέτουμε ζ := χ  + iy, όπότε παίρνουμε

/(ζ) = = β*, κ*ί-“ » = irJ Ĵ[cos(2xy) -  ί sin<2xy)].

Επομένως έχουμε

Re(/(z)) = e**“J,* cos(2xy) xai sin(2xy). ♦

Πρόβλημα 4.5.2.2 Nd προσδιοριστεί τό σύνολο τώ ν μιγαδικώ ν άριβμώ ν 
ατά όποια ή συνάρτηση μ ί  τύπο

/(ζ) = |ζ| £ 0

ιΐοφαγωγίζαχα..

Λύση: θεωρούμε έναν μιγαδιχό Αριθμό α τέτοιον ώστε λ+|ο| ψ 0. θέτου 
με

θ := Arg(o),



}

ό π ό τ ε  έχουμε
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f i d )  =  έ ° .

ϊ

’Έστο> ότι η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  έχει σ τ ο  σ η μ ε ί ο  α π α ρ α γ ω γ ό  ϊ σ η  μέ d .  j 

Τ ο ύ τ ο  σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι  τ ό  ό ρ ι ο  τ ο ύ  π η λ ί κ ο υ  διαφορών τής/ ατό α ύπάρχειι 
και είναι ’ίσο μέ

ζ~+α Ζ  -  α

Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δτι τδ σημείο ζ  τ ε ί ν ε ι  πρδς τό α κατά μήκος της ακτίνας 
που  συνδέει τ ό  0 μέ τ ό  α . Τότε τό σημείο ζ  έχει τη μορφή

ό π ο υ  γ  είναι τέτοιο ώστε r —> |α|.
1

Όταν τό σημείο ζ προσεγγίζει τό σημείο α, θά έχουμε
j  ,. / ( z ) - / ( f l )  -  f{a) e?e-e·0 n
a  = lim -------------= lim —-------- — = hm  ---------- —r = 0.

z-»a Z — tt r-*\a\ (r -  \a\)et0 r->\a\ (γ -  \α\)βιΘ

Άς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι  τ ό  σημείο z προσεγγίζει τό α κ α τ ά  μήκος της περι-ί 
φέρειας του δίσκου Β ( 0 ,  \α \). Τ ό τ ε  τ ο ύ τ ο  είναι της μορφής

\a\e*(oi+0\  ό π ο υ  ω  -> 0,

ό π ό τ ε  π α ί ρ ν ο υ μ ε

α = lim -------------= lim —— ——-----—- = —.
z-*a z ~ a  o>-+0 \α \(β*ω+°> - e t0)  M

Ή  τιμή αυτή γιά  κ α ν έ ν α  σημείο λ g €  δεν συμφωνεί μέ τήν τιμή 0 
που  βρήκαμε άμέσο^ς π α ρ α π ά ν ω .  Ά ρ α  η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  δ ε ν  έ χ ε ι  παράγω  
γο  στό πεδίο όρισμοϋ της. ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .2 .3  Ν ά  ά π ο δ α χ ζ α  ό τ ι  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  ό ρ ι α κ ώ ν  σ η μ ε ί ω ν  τ η  

ά κ ο λ ο υ ϋ ί α ς  μ ΐ  ό ρ ο υ ς  ζ„  := έ η e l v a i  ό  μ ο ν α δ ι α ί ο ς  κ ύ κ λ ο ς  Κ . Δ η λ α δ ή , ο ί  όρο  

τ η ς  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α ς  α ύ τ η ς  e l v a i  π υ κ ν ο ί 6 σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  Κ .

Α π ό δ ε ι ξ η :  Ε π ειδή  Ισχύει |z„| = 1, γ ιά  κάθε οί δροι τής ακολουθία 
αυτής είναι σημεία του κύκλου Κ .  Στό σχήμα φαίνονται τά σημεία 
γ ι ά  η  = 0 ,1 , · * , 20.

β ά σ η  τ ό  σ υ μ π έ ρ α σ μ α  τ ο ύ το , π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ ι  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  ό ρ ια κώ ν  σ η μ ε ί ί  
τώ ν  ά χο λο υΟ ιώ ν  (co s(ti))  κ α ϊ (sinOi)) είναι τ ό  δ ιά σ τ η μ α  [-1,1].
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Θά Αποδείξουμε, πρώτα, δτι οΐ δροι τής Ακολουθίας διαφέρουν άνά  
δύο. Πραγματικά, υποθέτουμε δτι, γ ιά  κάποιους φυσικούς Αριθμούς 
Η > m . Ι σ χ ύ ε ι  z m = ζ„ , δηλαδή

: όπότε έχουμε καί

e>n =  i m .

/" -* >  = 1.

Τούτο συνεπάγεται δτι

cosOt -  τη )  + / sin(w -  m )  = 1,

Ισότητα ή όποια άληθεύει μόνο δταν η  -  m  = 2 k n ,  γ ιά  κάποιον άκέραιο  
άριΟμό k . Αλλά ό άριθμός η  -  m  είναι άκέραιος, ένώ ό αριθμός 2π  είναι 
άρρητος. "Ετσι, ύποχρεωτικά πρέπει νά  έχουμε η  -  m  = 0, δηλαδή, 
η  = m.

Toipa, θεωρούμε έναν πραγματικό άριθμό ε >  0, σχετικά μικρό, π.χ. 
e  < 1 καί σταθεροποιούμε έναν φυσικό άριθμό Ν  > 1 τέτοιον ώστε 
Ί η / Ν  < ε. Στη συνέχεια, διαιρούμε τόν κύκλο Ρ  σ ε  Ν  ίσα  τόξα, όπότε  
τό μήκος κάθε τόξου θά είναι ισο μέ 2 η / Ν .  Ε π ομ ένω ς υπάρχουν δροι 
Zyi, zm. μέ δείκτες w > m  που Ικανοποιούν τή σχέση

•i .

t  , , 2π
|ζ« -  Ζη,Ι < —  < ε.

Παρατηρούμε δτι γιά  κάθε k  = 0 ,1 ,2 , · · ·, Ισχύει

_  ^a~l)Cn>m)| =  1 ) ( # t - m ) m )  _  j |  = 2 π
N

< £.
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Θέτουμε Λ := η  -  τη . Τότε τούτο γράφεται στη μορφή

A = 2 i z k  + A',

όπου λ' € [ 0 ,2π ). ’Άρα ισχύει e ikX = ε**', γ ια  κάθε k .  01 όροι της άκολου- 
θίας 1, βίλ' ,  β2ιλ\  · · · είναι τέτοιοι ώστε

|eiA* -  1| = \e2tA' -  Ρ \  = |e3'A' -  e 2tX’\ = · · · < ε .

Σημειώνεται ότι, γ ια  κάθε π, ό αριθμός |^Μ+1),λ' - e mX'\ είναι τό μήκος της 
χορδής τοϋ μοναδιαίου κύκλου με άκρα τα  σημεία e ntX' και emX'.

’Έ στω  ζ =  βίφ ένα σημείο τοϋ κύκλου, όπου φ  € [0 ,2π). Υπάρχει μη 
αρνητικός ακέραιος r καί Λ" < λ' τέτοια ώστε

φ  =  Γλ' +  λ " .

Ε π ομ ένω ς έχουμε

|ζ -  enA'| = |^ Γλ'+λ") _  / ,Α'| = \βιλ"  -  1| = |cos(A") + zsin(A") -  1|1/2,

όπότε

|ζ -  e riA'\ = (2 -  sin(2A"),/2 < (2 -  sin(2A')1/2 = \ea ' - 1| < ε.

Τούτο συνεπάγετα ι ότι οί όροι τής ακολουθίας αύτής είναι ε-πυκνοϋ| 
στόν κύκλο πρ ά γμ α  πού άποδεικνύει τό συμπέρασμα. ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .2 .4  Ν ά  β ρ ζ ϋ ά  ή  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ά ν  ά ν α ι  γ ν ω σ τ ό  ότι 
τό π ρ α γ μ α τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  τ η ς  έ ΐ ν α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ϊ  τ ύ π ο

u ( x ,  y) := 3e* cos(y)

κ α ί  4 π ϊ  π λ έ ο ν  ό τ ι  Ι σ χ ύ α / ( 0 )  = 3.

Λύση: Άπό την π ρ ώ τ η  συνθήκη Cauchy- Riemann, έχουμε

u x - V y ~  3e*cos(y).
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Μέ όλοχλήρωση, παίρνουμε

υ ( χ ,  y )  =  J  3 e *  cos ( y ) d y  = 3e* sin(y) + φ ( χ ) ,

δπου πρέπει νά προσδιοριστεί ή συνάρτηση φ .  Πρδς τούτο ύπολσγίζου- 
με την παράγω γο της ν ( χ ,  y )  ώς πρός χ  καί. τότε, χρησιμοποιώ ντας τή 
δεύτερη συνθήκη Cauchy - Riemann, βρίσκουμε

5  3c1 sin(y) + φ ' ( χ )  =  -wy = 3e* sin(y).

%
- Ά ρα πρέπει νά Ισχύει φ ( χ )  = c (σταθερός άριθμός), όπότε ή συνάρ  

τηση / είναι τής μορφής

/ ( z) = 3e*  cos(y) + ί(3ε* sin(y) + c) = 3ε*ε^ + ic  = 3e* + i c .

’Επειδή, δμως. Ισχύει /(Ο ) = 3, θά πρέπει c  = 0, όπότε, τελικά, ή 
ζητούμενη όλόμορφη συνάρτηση έχει τύπο

/< ζ) := 3 f .  ♦

Πρόβλημα 4 .5 .2 .5  0 ά  ά π ο δ ί ί ξ ο υ μ *  ότι ή σειρά

*
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σ υ γ κ λ ί ν ε ι  ά π ό λ ν τ α .

Α πόδειξη: Παρατηρούμε δτι γ ια  κάθε η  Ισχύει &η = cos(n) + / sin Οι) και 
έπομένω ς ή μελέτη σύγκλισης της αρχικής σειράς ανάγεται στη μελέτη 
σύγκλισης τών δύο σειρών πραγματικώ ν αριθμών

Ecos(n) , τ-» sinvn;
η2 κ α ι L  „2 ·

+οο
sin(n)

n=i 71=1

Εύκολα προκύπτει δτι και ot δύο αύτές σειρές συγκλίνουν απόλυτα] 
καί έπομένω ς και ή αρχική σειρά συγκλίνει απόλυτα. ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .2 .6  θ ά  έ ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  c t v σ υ γ κ λ ί ν ε ι  ή  σ ε φ ά

Σ ΙΓ Μ
η

71=1

Α πόδειξη: Ε π ειδή  Ισχύει

e  * = cos (—) + i s in (—), 
η η

έχουμε
•+«Χ> + C O

Σ < ^  _  Υ  ^ Σ Ε 1 + ί γ  a u lV«' 
η η η '

71= I 71= t  71=1

Άλλα παρατηρούμε δτι ό πρώτος προσθετέος γίνεται

c o s ( f ) +οο
sin (jf)

C O S ( y )  c o s ( f )  ^  c o s ( f )

71=3 71=3 71=3
1

όπότε ή σειρά αύτή δεν συγκλίνει. Έ πομένω ς ή δοθείσα σειρά μιγαδι| 
κών αριθμών δεν συγκλίνει. ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .2 .7  Ν ά  ε ξ ε τ α σ τ ε ί  ώ ς  π ρ ό ς  τ ή  σ ύ γ κ λ ι σ η  ή  σ ε ι ρ ά  L a u r e n t

+vX> Ή»
Υ  2 Ύ " (ζ  + 1)"" + Σ  <r(<n+i>(z + 1)”.
71=1 71=0
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Λύση: Τό κέντρο της σειράς είναι τό σημείο - 1 .  Επίσης, οί συντελεστές  
iff της πρώτης σειράς είναι

!  Ά ρα έχουμε

2 - V ”, η =  1 ,2 ,

Π = lim su p V lM  =

πράγμα πού σημαίνει δτι ή πρώτη σειρά συγκλίνει στην άνοικτή δα-
■;κτυλική περιοχή Δ ( - ί ,  %, +οο).
£·'·
%  01 συντελεστές της δεύτερης σειράς είναι οΐ μιγαδικοΐ άριθμοί

i  b n :=

W

$•Μ

Α ρα ή άκτίνα σύγκλισης είναι ή

',2 =  ΤΓ = l im e i  = 1
HmsupVlW

3?
κι άρα ή δεύτερη σειρά συγκλίνει στόν δίσκο Κ - 1 , 1).

f  Έ τσι ή σειρά Laurent συγκλίνει στήν τομή τών δύο συνόλων, δηλαδή, 
στόν δακτύλιο ό (-1 , 1). ♦

Πρόβλημα 4 .5 .2 .8  Ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ύ  δ τ ι  γ ι ά  κ ά θ ε  σ η μ ε ί ο  ζ := x + i y  Ι σ χ ύ «

J  i M i + ^ y w .

Απόδειξη: "Εστω ζ  =  x  +  i y  τυχών μιγαδικός άριΟμός. Α ρ α  ό άριθμός e1 

γράφεται ώς
e  =  <rV>

' £■

J θέτουμε
ί  α„ := (1 + - ) "  = |e„|e/Ar8<,").η
"Ετσι, τό συμπέρασμα θά προκόψει άν αποδειχτεί δτι 

)§;; lim |α„| = ε1 καί lim Arg(a„) = y. (4 .5)
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’Άν έχουμε Arg(z) = y  = 0, τότε, είναι γνωστό ότι, τό συμπέρασμα  
ισχύει.

Υ ποθέτουμε ότι Arg(z) = y  Φ 0 ,  οπότε τό σημείο ζ  είναι μακριά από  
τον αρνητικό πραγματικό άξονα. Ε π ομ ένω ς ή συνάρτηση w  -> Arg(o>) |  
είναι συνεχής στο σημείο ζ.

Άλλα ισχύει ότι

Arg(fl„) = A rg[(l + - ) ”] = nArg(l + -  + ζ -) .
η  η  η

I

Παρατηρούμε ότι γ ια  σταθερό χ  ύπάρχει no τέτοιο ώστε, για  κάθε η  >  no | | t 
να  ισχύει

χ ι
1 + -  > 0 .  

η
ίι'!

Ε πομένω ς, λόγω της σχέσης (1.2), θά έχουμε

X V  *Arg(l + -  + ζ - )  = Arctan-
η η '  1 + ί

Γιά τόν ύπολογισμό τού όρίου limArgG?,,) εφαρμόζουμε τον γνω-1 
στο κανόνα L’Hospital τύπου 0 /0  γιά  πραγματικές συναρτήσεις. ’Έτσι] 
βλέπουμε ότι

V ArctariT— t 2u
lim t(Arctan------) = lim ------ ------ = lim 7------ —---- -

t - * + 00 t  +  X  t—»+ oo  I  f - » + o o  { x  4 . 4 . y l

Ε π ομ ένω ς έχουμε και

y
lim ArgO?„) = lim nArctan-------= y.

0 n  + x  J

Τώρα παρατηρούμε ότι ισχύει

lz .H < >  + ;> 1  Η 1 ♦  ; Μ ( 1  + j ) 1 *  φ ν

Αλλά Ισχύει

[(1 + z f  + ( ? ) ¥  *  [(1 + r ) ¥  = ( ί  + ζ ) η>
Λ*?’
*χ;

f%::



4 .5 . ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 173
lb
g' όπότε προκύπτει

Iiminf|<j„| > lim (1 + -)"  = ε*.
ηW-

Γ»m

I  ">«[(' *  ;> ! ♦  ( * ) ’ ! '  =  + ;> * *  Φ ’ΐ -  5  '° 8 H  *  ^  + Τ 1
[f

Επίσης έχουμε καί

(4.6)

η η ι  η η - ι  η*
τό όποίο, προφανώς, είναι μικρότερο άπό την ποσότητα

η  r x 2 +  y 2 2 x .  x2 + y2
ϊ ΐ ^ - ^ τ ΐ ' - δ Γ * 1 ·jl-jk-

ί|Έτσι προκύπτει δτι
limsup log |α„| < χ .

Επειδή ή συνάρτηση log είναι αϋξουσα, τό πρώτο μέρος τής άνι- 
J σότητας αυτής Ισοϋται7 με log Iimsup|a„|. ’Έ τσι παίρνουμε δτι

limsup|fl„| < f*.

Ή σχέση αύτη μαζί με την (4.6) συνεπάγονται δτι

lim|fl„| = e*.

Τελικά, τό συμπέρασμα έπεται ά π ό  τη σχέση (4.5). ♦

4.5.3 Οί τριγωνομετρικές συναρτήσεις
•.ν

01 τριγωνομετρικές συναρτήσεις ημίτονο sin καί συνημίτονο cos όρίζον- 
ται, άντίστοιχα, ά π ό  τΙς δυναμοσειρές

αο
sin z  := y \ - l ) "

,2n+1

η=0 (2 η +1)!

καί
cosz := £ < - » *

,2π

rr=0 (2  n )V

ol όποΐες, προφανώς, συγκλίνουν άπόλυτα  στό μιγαδικό έπίπεδο. Ε 
πομένως. οΐ συναρτήσεις sin καί cos έχουν πεδίο όρισμου όλόκληρο τό  
μιγαδικό έπίπεδο, είναι συνεχείς καί παραγω γίζονται παντού. ΟΙ π α -

7Νά ληφΟεί ώς άσκηση.
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Σχήμα 4.10: Ή  d ic d v a  ό ρ ιζ ό ν τ ια ς  ζ ύ ϋ ε ία ς  μ έ σ ω  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς /(ζ )  := 
sm(z) d v a t  έ λ λ α ψ η .

ράγωγοι των συναρτήσεων αύτών δίνονται, (δπως και στην πραγματική^  
περίπτωση,) α πό  τους τύπους

(sin)' = cos, (cos)' = -  s in .

Επίσης, αύτές είναι περιοδικές με περίοδο τόν πραγματικό άριθμό 27γ| γ  i 
καί έχουν μόνο (πραγματικές) ρίζες τα σημεία k n  και αντίστοιχα, 5
δπου k  = 0, ±1, ± 2 , . . .

. . -

Εύκολα μπορεί να  διαπιστωθεί δτι ή εικόνα οριζόντιας εύθείας^ ij 
γραμμής {z = χ  + a i : χ  e  Μ}, μέσω της συνάρτησης μέ τύπο / ( ζ )  := sin(z) $ 

είναι έλλειψη. Πράγματι έχουμε f

sin(x + a i)  = sin x  cos ( a i)  + cos(*) sin(m) = sin x  coshG?) + i  c o s ( x )  sinhGO. 

Τό δεξιά μέρος είναι ένας μιγαδικός αριθμός u  + i v , δπου  

u  := sin χ  coshO?), καί u = cos(x) sinh( a ) .

’Άρα έχουμε
ιι2 ν2

(cosh(tf))2 + (sinh(a))2
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j i  Τούτο σημαίνει δτι ή είχόνα τής όριζόντιας εύθείας είναι ή έλλειψη μέ 
i  κέντρο τό 0, όριζόντια άκτίνα Ιση μέ coshG?) και κατακόρυφη άκτίνα  
1 Ιση μέ sinh(fl).

ΟΙ συναρτήσεις έφ α π τομένη  tan καί σ υνεφ α πτομ ένη  cot όρίζονται, 
δπως αναμένεται, μέ τους τύπους

sin 2 cos 2
tan 2 : = ------ . co t2 := — .

cos 2 sin 2

I 4 .5 . ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Ή συνάρτηση tan όρίζεται παντού στό μιγαδικό έπ ίπεδο  έκτός τών 
σημείων πού μηδενίζουν τό cos. δηλαδή έκτός τών μιγαδικών αριθμών 
τής μορφής ξ  + *π. γ ια  κάθε k  = 0. ±1, ± 2 .. . .  Αύτή είναι συνεχής καί 
παραγωγίσιμη παντού μέ παράγω γο τήν 1 + tan2 . Στό

\
IΜ

Σχήμα 4.11: 7/ σ υ ν ά ρ τ η σ η  tan ά π ε ικ ο ν ίζ ε ι  κ α τ α χ ό ρ υ φ α  ε ύ ϋ ύ γ ρ α μ μ α  
τ μ ή μ α τ α  σ ϊ  κ α μ π ύ λ ε ς  π ο ύ  μ ο ιά ζ ο υ ν  μ ΐ  τ ό ξ α  κ ύ κ λ ω ν , ά λ λ ά  δ ί ν  ε ίν α ι .

Ί1 συνάρτηση cot είναι συνεχής και παραγω γίσιμη παντού, έκτός  
άπό τά σημεία τού πραγματικού άξονα τής μορφής k n ,  γ ια  κάθε k  = 
Ο, ±1. ± 2 ,... και έχει παράγω γο τή σ υ ν ά ρ τ η σ η  -1  -  cot2 .

Πρόταση 4.5.3.1 " Ο λ ε ς ο ί  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς ,  π ο ύ  ι σ χ ύ ο υ ν  γ ι ά  τ ί ς  

γ ν ω σ τ έ ς  π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  

έ ξ α κ ο λ ο υ ϋ ο ϋ ν  ν ά  ι σ χ ύ ο υ ν  κ α ί  γ ι ά  ti?  μ ι γ α δ ι κ έ ς  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  

μ τ γ α δ ικ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς .
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01 συναρτήσεις exp, sin και cos συσχετίζονται μεταξύ τους με τόν 
τύπο του Euler

έ ζ = cos z + i sin ζ,

ά π ό  δπου παίρνουμε

&  + e~ iz έ ζ -  e~ iz
cosz = — - —  και s i n z = — —— .

2 21

Οί σ χ έ σ ε ι ς  αύτές είναι πολύ χρήσιμες, άφου μετατρέπουν τις τριγωνο
μετρικές συναρτήσεις σε έκθετικές.

Π ρόβλημα 4 .5 .3 .1  Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  z p  μ έ τ ρ ο  κ α ί  τ ό  β α σ ι κ ό  δ ρ ι σ μ α  τ ο υ  μ ι - ^  

γ α δ ι κ ο ϋ  ά ρ ι ϋ μ ο ϋ  sin (20 .

Λύση: Σύμφωνα μέ τούς παραπάνω  τύπους, έχουμε

• m  ·\ έ 2* ”  e ~ t 2 t  e~2 ~ £2 c4 -  1.sm (2i) = -----—-----= — ——  = ■ —

m>

όπότε προκύπτει δτι

|sin (20 | =

21

e4 - 1

2ί 2e2

π
καί A rgsin(20 = ^ · ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .3 .2  Νά ή  έ ξ ί σ ω σ η  sin(z) = 2.

Λύση: Θέτουμε ζ := x + /y, όπότε βρίσκουμε

2 =  sin(x + i y )  = sin(x) cos(iy) + cos(x) sin(/y)

= sin(x) cosh(y) + i  cos(x) sinh(y).

Ή  έξίσωση αύτή είναι Ισοδύναμη μέ τό σύστημα των έξισώσεων 

sin(x) cosh(y) = 2, cos(x) sinh(y) = 0.

Άπό τη δεύτερη έξίσωση παίρνουμε cos(x) = 0, ή sinh(y) = 0.
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Ά ν ισχύει ή σχέση sinh(y) = 0, τότε y = 0, όπότε ά π ό  τήν πρώτη 
έξίσωση προκύπτει δτι sin(x) = 2, πράγμα άδύνατο. Ά ρ α  πρέπει

7Γ
cosGf) = 0, δηλαδή χ  =  Κ π  + -^

( k  άκέραιος). Τότε, ά π ό  τήν πρώτη έξίσωση, προκύπτει δτι

cosh(y) = 2 (—1) .̂

4 .5 . ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Αλλά, για  κάθε y, ή ποσότητα cosh(y) είναι θετική, όπότε ό άκέραιος  
k  πρέπει νά είναι άρτιος, δηλαδή k  =  2 m  καί

^ γ ^ -  =  2 ,  ή<^ + ε-ν = 4, ή e 2» - 4 < ?  +  l  =  0 .

Θέτουμε λ  := c v  καί έπιλύουμε τήν έξίσωση

λ2 -  4λ + 1 = 0,
■

ψ ΐ  όποία έχει ρίζες τους άριθμούς 2 ± V3. “Ετσι παίρνουμε  

t  y = log[2 ± V3]

{καί έπομένως ή δοθεΐσα έξίσωση έχει λύσεις τοός μιγαδικους άριθμούς
τής μορφής

2 = 2ηιπ + ^  + « log[2 ± V3],

δπου m άκέραιος. ♦

Πρόβλημα 4 .5 .3 .3  ΜΙ ύπολοχιστίΐ ή π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  p k  τ ύ π ο

( (  \  *  ~ 3ζ,~+ 6  
f K Z , ‘~  1 +2 + sin (z)’

στό σ η μ ά ο  ζ - 0 .

Λύση: Μπορούμε νά άκολουθήσουμε δύο τρόπους.

Ι ο ς  τ ρ ό π ο ς :  Παρατηρούμε δτι τό πηλίκο διαφορών (/(ζ) - / ( 0 ) ] / ζ  στό  
σημείο 2 = 0 έχει άριθμητή τήν ποσότητα

22 -  3ζ» + 6  6  _  ζ2 -  3 (2  + i ) z  -  6 sin (z)
1+2  + sin(z) ~ 1 + ζ + sin(z)

ζ - 3 ( 2  + ι) 6sin (z).
w 1 + 2 + sin(z) 1 + z + sin(z) ’



Ε π ομ ένω ς τό  πηλίκο διαφορών τ ή ς /  στό σημείο ζ =  0 είναι τδ 

/ ( ζ )  - / (Ο )  ζ -  3(2 + 0
)

,1 η
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Ζ -  0 1 + ζ + sin(z) 
6

1 + Z + Sm ( 3 l '  "  I + + ■··]·

Έτσι παίρνουμε δτι

,. / ω - / ( 0)lim Λζ-»0 Ζ -  0
= -3(2  + 0 -  6 = -12 -  3/.

2os τ ρ ό π ο ς : Για κάθε σημείο ζ έχουμε

(1 + ζ + sin(z))(2z -  3 0  -  (1 + cos(z))(z2 -  3z i  + 6)
/ ' ( ζ )  =

όπότε

(1 + ζ + sin(z))2

/'(ο ) = 1( 3ί) = -12 -  3ί,
'  1

τιμή την όποια  βρήκαμε καί με τόν πρώτο τρόπο. ♦

I■ί.Μ 5 !
Λ ' 
#■
ί-1

4.5.4 Λογάριθμος.

Ή  λογαριθμική  μιγαδική συνάρτηση log, ή In, όρίζεται νά είναι ή αν
τίστροφη της εκθετικής μιγαδικής συνάρτησης. ’Έτσι, είναι εύκολο νά 
δούμε ότι αύτή δίνεται με τόν τύπο

log ζ = log |z| + / arg ζ = log |ζ| + /Argz + 2k%i> ( k  = 0, ±1, ± 2 ,...) ,

όπου Argz είναι τό βασικό όρισμα τού μιγαδικού αριθμού ζ.

Ή  τιμή logz δεν ορίζεται γ ια  z = 0, δηλαδή τό πεδίο όρισμού της ; 
συνάρτησης log είναι τό σύνολο όλων των μιγαδικών αριθμών εκτός από ι 
τό 0. Ή συνάρτηση αύτή είναι πλειότιμη καί ή πρω τεύουσα, ή κύριοι, , 
τιμή της είναι ή συνάρτηση

Logz := log |ζ| + /Argz.
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Από την Πρόταση 1.1.3.2 προκύπτει δτι ή συνάρτηση Log είναι συ- 
νεχής και παραγωγίσιμη παντού στό μιγαδικό έπίπεδο έκτός α π ό  τα  
σημεία τού άρνητικού πραγματικού ήμιάξονα, δηλαδή τα σημεία τού 
συνόλου (ζ : ζ + |ζ| = 0). Μάλιστα δε, χρησιμοποιώντας την παράγω γο  
Αντίστροφης συνάρτησης, με βάση τό Πόρισμα 4.2.4.1, παίρνουμε

|L o g ( 2) = i .  (4.7)

Εύκολα μπορούμε νά δείξουμε δτι ό λογάριθμος έχει την Ιδιότητα

log ( a b )  = logG?) + log ( b ) .

Επειδή ή έκθετική συνάρτηση άπεικονίζει κατακόρυφα εύθύγραμμα  
τμήματα σέ τόξα κύκλων, έπεται δτι ή λογαριθμική συνάρτηση Απεικο
νίζει τόξα κύκλων σέ κατακόρυφα εύθύγραμμα τμήματα.

70* 0ο* 50* 40* J0* ?0·

Τί> γεγονός τούτο χρησιμοποιείται στην κατασκευή χαρτών. Πραγ
ματικά. έστω ότι θέλουμε νά κατασκευάσουμε τόν χάρτη μιάς νησίδας. 
Πρός τούτο ταυτίζουμε τήν υδρόγειο σφαίρα μέ τη μοναδιαία σφαίρα  
τού 3-διάστατου χώρου καί στή συνέχεια παίρνουμε τή στερεογραφι-
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κή προβολή της πάνω  στό μιγαδικό επίπεδο, δπως ατό σχήμα8. Τότε 
προκύπτει ή εικόνα πού φαίνεται στό δεξιό μέρος του σχήματος. Ή |  
εικόνα τής νησίδας μέσω τής συνάρτησης Log δίνει τόν γνωστό χάρτη 
τής νησίδας, πού  φαίνεται στό άριστερό μέρος τού σχήματος.

Π ρόβλημα 4 .5 .4 .1  Ν ά  λ υ ϋ ε ϊ  ή  ε ξ ί σ ω σ η  sinz = 2. ( Β λ έ π ε  κ α ί  Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  | 
4 . 5 . 3 2 . )

Α πόδειξη: Γράφουμε τη δοθεϊσα εξίσωση στη μορφή

exz -  e~lz = 4ί.

Θέτοντας ζ  := e tz προκύπτει ή δευτεροβάθμια έξισωση

ζ 2 -  4zf - 1  = 0.

Οι ρίζες τής έξίσωσης αύτής είναι οί αριθμοί ζ± = 2ι± ί V3, από όπου πα
ίρνουμε ότι ιζ± = lo g (2 i± iV 3 ). Ε πομένω ς, ή λύση τής αρχικής έξίσωσης 
είναι ή

m

;-ν- ■*
•'Λν ■

ζ± = 2Λτγ + ^  -  /log(2 ± V3). ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .4 .2  iVa επιλυθεί ή έ ξ ι σ ω σ η  sin(z - 0  = 1. ;
Ί

Λύση: Ή έξισωση είναι ισοδύναμη πρός την sin(w;) = 1, δπου w  := Z - / . . J  
’Έ τσι παίρνουμε /

1 ( ^  _  e-to) = 1,

α π ό την όποια  προκύπτει δτι έ χο = I. ’Άρα έχουμε 1

. π Β
i w  =  log(0  = log |/| + i  arg i  = /— + /2έπ, 

όπότε f  + 2έπ. Τελικά, ή λύση τής αρχικής έξίσωσης είναι ή

ζ  =  + 1 =  ~  +  2Ατ7Γ +  ι , k €  Ζ .  ♦
Μ

SP

8Α. I. Markushevich, Complex numbers and conformal mappings, Mir Publ. Moscow, 
1979.
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Πρόβλημα 4 .5 .4 .3  Ν ά  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ ο ύ ν  τ ά  σ η μ ύ α  τ ο υ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  έ π ι π έ δ ο υ  

σ τ ά  ό π ο ι α  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ί  τ ύ π ο

4 .5 . ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

f ( z )  := ζ + Log(zz + ζ )

,; d v a i  σ υ ν ε χ ή ς .

ΐ Λύση: Ό  πρώτος προσθετέος όρίζει μία συνάρτηση συνεχή σέ κάθε 
! σημείο του μιγαδικοϋ έπιπέδου. Ό  δεύτερος προσθετέος, δηλαδή ή 
*| συνάρτηση

z -> Log(zz + ζ )

^δέν είναι συνεχής στά σημεία γ ιά  τά όποια  Ισχύει ζ  + 1£| = 0, δπου  
ζ  := 22 + ζ .  Από τήν τελευταία σχέση έχουμε

22 + Ζ + |ZZ + 2>| =  0 ,

f  x2 + y2 + χ  -  i y  + |x2 + y2 + x  -  iy \ = 0,

άπό δπου προκύπτει δτι y = 0  καί χ 2 + χ  + |χ2 + χ| = 0, δηλαδή, y  = 0  καί 
> 2 + χ < 0. "Ετσι βρίσκουμε

y = 0  καί -  1 ^ x £  0 .

Επομένω ς ή σ υ ν ά ρ τ η σ η /  είναι παντού συνεχής στό μιγαδικό έπ ίπ ε-  
ίο  έκτός άπό τά σημεία τού πραγματικού άξονα πού Ικανοποιούν τήν 
άνισότητα -1  £  χ  < 0 .  ♦

4.5.5 Ή συνάρτηση δύναμη

Ή μιγαδική συνάρτηση δύνα μ η

Μ
2*.

όπου β είναι ένας μιγαδικός άριθμός, όρίζεται ά π ό  τόν τύπο

(ζ*) := (✓ "**).
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Ή συνάρτηση αύτή είναι πλειότιμη καί ή πρω τεύουσα  τιμή της, ή ό 
βασικός κλάδος της, είναι ή

ζ* :=

ή όποία  έχει πεδίο όρισμοϋ τό σύνολο όλων των μη μηδενικών μιγαδι- 
κών αριθμών. Αύτη είναι συνεχής καί παραγω γίζεται σε κάθε σημείο 
τοϋ μιγαδικοϋ επιπέδου, έκτός από τα  σημεία τοϋ αρνητικού πραγμα
τικού ήμιάξονα.

4.5.6 Ή γενική εκθετική συνάρτηση
I

Ή  έκθετική μιγαδική συνάρτηση
m

Ζ —> α
Λ '

οπού α  είναι ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός, δίνεται από τόνΐ 
τύπο

{.αζ} := {e210̂ } .

Η συνάρτηση αύτη είναι πλειότιμη καί ή πρωτεύουσα τιμή της, ή ό]

C:;\·ί'y-

n
! :

Σχήμα 4.12: Ο ί  ύ κ ό ν ζ ς  ό ρ ιζ ο ν τ ίω ν  ζ ύ ΰ υ γ ρ ά μ μ ω ν  τ μ η μ ά τ ω ν  μ έ σ ω  τη ς  

έ κ ϋ ζ τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς /(z ) = (1+02, ζ € <C, d v a i  ο ί  έ λ ικ ο β ιδ α ς  κ α μ π ύ λ ές  

σ τ ό  σ χ ή μ α  δ φ ά .
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βασικός κλάδος της, είναι ή συνάρτηση που όρίζεται στό μιγαδικό  
έπίπεδο μέ τόν τύπο

φ η  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  π ο ύ  έ χ α

& π ρ α γ μ α τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  τ ύ π ο"V>

κ α ί  ί κ α ρ ο π ο ι α  τ ή  σ χ έ σ η  f ( 0 )  =  3.

|Λ ύση: Άπό τήν πρώτη συνθήκη Cauchy- Riemann, [βΧ. συνθήκες (4.2)] 
|ίχ ρ υ μ ε

ί  Θα πρέπει νά προσδιοριστεί ή συνάρτηση φ .  Υ πολογίζοντας τήν π α -  
ράγωγο τής v i x . y )  ώς πρός x  καί χρησιμοποιώντας τή δεύτερη συνθήκη 
Cauchy - Riemann, βρίσκουμε

όπότε πρέπει ή συνάρτηση φ ( χ )  νά  είναι ίση μέ μια σταθερή τιμή c .  

Επομένως ή συνάρτηση /  δίνεται ά π ό  τόν τόπο

/ ( z) = 3c1 cos y + i O e 1 sin y + c) = 3 eV y + ic  = 3c* + ic, Z € C .

’Επειδή έχουμε /(Ο ) = 3, πρ έπει νά  Ισχύει c = 0, όπότε, τελικά, ή 
ζητούμενη συνάρτηση είναι ή

<f- := e ^ 0.

u ( x , y )  := 3c*cosy

v v ( , x , y ) = u x ( x .  y )  = 3c* cosy,

όπότε μέ όλοκλήρωση παίρνουμε

3c1 sin y  + φ \ χ )  = - u v  =  3 c *  sin y.

/ ( z )  := 3c1, z 6 C. ♦
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Π ρόβλημα 4 .5 .6 .2  Ν ά  γ ρ α φ ε ί  σ τ η ν  α λ γ ε β ρ ι κ ή  τ ο υ  μ ο ρ φ ή  ό  β α σ ι κ ό ς  κ λ ά δ ο ς  

τ η ς  δ ύ ν α μ η ς

ζ  = ? .

Λύση: ’Έ χουμε

ρ  =  giLogG*) =  ^(loglil+iArgO)) =  ^/(O +if) _  g - §  φ

Π ρόβλημα 4 .5 .6 .3  ’ftv α*7 π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  τ ό ν  β α σ ι κ ό  κ λ ά δ ο  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  {α*7}, νά jjj 
υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ό  δ ρ ι ο

lim ΐ'(202'(3ί)3' ···(«/)"'■.
«—Η-οο

Λύση: Για κάθε φυσικό αριθμό η ό βασικός κλάδος της δύναμης {(m)w,)j 
είναι ό

=  ^niLogCm) =  ^m [log(«)+/A rg(nO ] _  ^ » '[lo g n + /f

δηλαδή
( n i)ni  =  -̂nf+mlogOO^

ό όποιος έχει μέτρο ίσο με

:^ ν μ

ΡΜ
Ε π ομ ένω ς τό δοθέν γινόμενο έχει μέτρο ισο με

|ζ,(2 0 2,(3 0 3ί · · · ( n i ) ni\ = e-ii+2+3+...+«]f#

τό όποιο τείνει πρός τό 0, όταν ό φ υ σ ι κ ό ς  αριθμός η τείνει πρός τό : wj 
άπειρο. Τό γεγονός τούτο συνεπάγεται οτι τό ζητούμενο δριο είναι τ ό ^ | 
σημείο 0. ♦

Π ρόβλημα 4 .5 .6 .4  Δ ί ν ε τ α ι  ή  ά κ ο λ ο υ ϋ ί α  z n := i / n ,  n  = 1,2, · · · Μζ ά π ο δ ε ι*  

χ τ ε ϊ  δ τ ι  ι σ χ ύ ε ι

l im ^ + o o ^ z ^ 2. . . ^  = 0 .  j

τ Η . *

·.<

ciii
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Απόδειξη: Γιά κάθε η έχουμε

ί 2^ =  e*«Log(z») _  e ^Log<A) _  e i(Iog(J)+/Argi) _  e i(log(i)+iArgjL) _  e-i|og(>i)-£ ^

l
Επομένως Ισχύει
j |ζ*"| = |β-*,0β(',)“* |  =  <?"*.

Επειδή ή σειρά Σ. %  συγκλίνει πρός τδ +οο, έπεται δτι

lim„_,+eo|2|,z^...z5’| = lim„_,+0ol4,ll22l*"lznl = i "E^  = 0.

Αρα τδ δριο τής άρχικής άκολουθίας είναι ίσο μέ τδ 0. ♦

Πρόβλημα 4.5.Θ.5 Ν ά λ ν δ ΰ  ή Εξίσωση

(20* = 1 + ι.

νύση: Ή δοθείσα έξίσωση είναι Ισοδύναμη μέ τήν
£
S

I gZL°g(20 -  1 +

εζΙΙο82+'? 1 =  1 + /.

ϊηλα8ή τήν

I σχέση αύτη είναι Ισοδύναμη μέ την
r

i *Hog 2 + »^] = log(l + 0  = log |1 + i| + /argil + /) = ^  log 2 + + 2Jbri,

«δ τήν όποία παίρνουμε τή λύση
I
I 1 2bri(log 2 -  i f )
* Ζ =  "  f  — ------ "■ ■ ■ , , φ
I  2 iogJ(2 ) +  £



186 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  4 . Μ ΙΓ Α Δ ΙΚ Ε Σ  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε ΙΣ  ί
%.

4.5.7 Οί υπερβολικές μιγαδικές συναρτήσεις §

Οί υπερβολικές μιγαδικές συναρτήσεις ύπερβολικό ήμίτονο sinh ύπερ- |  
βολικό συνημίτονο cosh υπερβολική έφ απτομένη  tanh και υπερβολική V 
συνεφ α πτομ ένη  coth ορίζονται, αντίστοιχα, μέ τούς τύπους §

sinh(z) := — , cosh(z) := — γ —,

ta„ hfa) colh(z) : = £ ? shfa)

¥

:·$ί•■ν,.* *!·Λ

cosh(z) sinh(z) *

Το πεδίο ορισμού των δύο πρώτων υπερβολικών συναρτήσεων είναι 
ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο και τα  σημεία στα οποία μηδενίζονται 
είναι τα  k m  και ( k +  ^)πι, k  e  Ζ, αντίστοιχα. Ή  ύπερβολική έφαπτομένη 
ορίζεται παντού στο μιγαδικό επίπεδο έκτος από τα σημεία πού μη
δενίζουν τό cosh. Ή ύπερβολική συνεφαπτομένη ορίζεται παντού στο - 
μιγαδικό έπ ίπεδο έκτος α πό τα σημεία πού μηδενίζουν τό sinh. 1

Οί τριγωνομετρικές και οί ύπερβολικές μιγαδικές συναρτήσεις συν- ; 
δέονται μεταξύ τους μέ τούς έξης τύπους: -

sin(z) = -zsinhOz), sinh(z) = -zsinG'z), ·. ί

cos(z) = coshG'z), cosh(z) = cos(zz),
 ̂ ' 1 i

tan(z) = -ztanG'z), tanh(z) = -ztan(zz), 

cot(z) = /coth(zz), coth(z) = zcotG’z).

Οί παραγω γοί των συναρτήσεων αύτών υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι  μέ βάση την 
παραγω γό της έκθετικής συνάρτησης. Γιά παράδειγμα έχουμε

sinh'(z) = cosh(z), cosh'(z) = sinh(z).

Π ρόβλημα 4.5.7.1 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ύ  τό όριο

cos(2z)
coshG’z) + i sinhGz) *
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|  Λύση: Παρατηρούμε δτι Ισχύει

cos(2z) _  cos2(z) -  sin2(z) 
cosh(iz) 4- i  sinh(iz) cos(z) -  sin(z)

= cos(z) 4* sin(z),

όπότε, λόγω τής συνέχειας τών συναρτήσεων cos και sin, τό ζητούμενο 
■- δριο είναι ισο μέ

lim (cos(z)-fsin (z)) =  c o s (y )  + s in (^ )  = V2. ♦  
2-*} ν4 '  ν4 7

Πρόβλημα 4.5.7.2 Νά ύ π ο λ ο γ ι σ τ ΰ  τ ό  ό ρ ι ο  σ τ ό  σ η μ έ ί ο  0  τ η ς  π α ρ ά σ τ α σ η ς

/ ω  :=
z -  e z +  1 -  sin(z) 

ζ + sinh(z)
S'■£·.
Λύση: Παρατηρούμε δτι σ τ ό  σημείο 0  ή παράσταση αύτή παίρνει τήν 
Απροσδιόριστη μορφή 0 /0 .

01 δροι τού κλάσματος είναι συναρτήσεις παραγω γίσιμες (στήν π ε 
ριοχή τού μηδενός) καί τέτοιες ώστε

lim(z -  e 1 + 1 -  sin(z))' = lim (l -  ?  -  cos(z)) = 1 -  1 -  1 = -1 ,
Z-»0 2-» 0

\

1

lim(z + sinh(z))' = Iim(l + coshz) = 1 + 1 = 2.
2~*0 2—♦()

w·

p  Έ τσι, έφαρμόζοντας τόν κανόνα L’ Hospital, παίρνουμε

' .. z — c* 4* 1 — sin(z) .. l - e * - c o s ( z )  -1  A
l im -----------—  = ,,m  ~ g-----------------Γ7Τ“  = -7Γ· ♦·■*& r-*o z + sinh(z) z-*o 1 4- cosh(z) 2

'*%;r

Πρόβλημα 4.5.7.3 Ν ά  ά π ο δ α χ τ ΰ  δ τ ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  p i  τ ώ ν ο

=■ u ( x . y) := x2 -  y2 + x sin(x) cosh(y) -  y cos(x) sinh(y)

τό π ρ α γ μ α τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  μ ι α ς  ά κ ψ α ί α ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς /  ή  ό π ο ι α  κ α ί  ν ά  β ρ * ϋ ( 1 .

; #

k
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Λύση: Παρατηρούμε πρώτα δτι ή u  είναι αρμονική. Πραγματικά, έχου
με

ιιχ  =  2 χ  +  sin(x) cosh(y) + χ  c o s ( x )  cosh(y) + y sinCr) sinh(y), 

u xx = 2 + 2 cosOt) cosh(y) -  x  sin(x) cosh(y) + y cos(x) sinh(y), 

u y  = - 2 y + x sin(x) sinh(y) -  cos(x) sinh(y) -  y cos(x) cosh(y),

Uyy = - 2  + x  sinGc) cosh(y) -  2 cos(x) cosh(y) -  y cos(x) sinh(y).

’Έ τσι προκύπτει δτι
Μχχ +  Uyy — 0 ,
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όπότε ή συνάρτηση μ είναι αρμονική. Τώρα, έστω v ( x , y )  ή συζυγής 
αρμονική της. ’Άρα ισχύει v y  = u x  καί ν χ  = - u y . Άπό την πρώτη σχέση 
παίρνουμε

ztyCx, y) = 2τ + sin(x) cosh(y) + χ  cos(x) cosh(y) + y sin(x) sinh(y),

όπότε με όλοκλήρωση έχουμε

ν ( χ ,  y) =  2 x y  + τ cosOt) sinh(y) + y sin(;t) cosh(y) + c ( x ) .

Άπό αύτή καί τήν ν χ  = έχουμε

2y + cosOt) sinh(y) -  x  sin(jc) sinh(y) + y cos(x) cosh(y) + c ' ( x )  ;

= 2y -  x  s i n ( x )  sinh(y) + cos(*) sinh(y) + y cos(*) cosh(y), jj

ά πό όπου προκύπτει δτι c ( x )  = c  (σταθερός αριθμός). Ά ρα  ή ζητούμενη , 
ακέραια συνάρτηση δίνεται άπό τον τύπο

/ ( ζ )  = χ 2 -  y2 + τ sinOt) cosh(y) -  y  cos(x) sinh(y) j
+ i ( 2 x y  + x  c o s ( jc)  sinh(y) + y sin(*) cosh(y) + c ) ^

= x 2 -  y2 + i'2*y + *(sin(x) cosh(y) + i  c o s ( x )  sin 

+ i y ( i  c o s (at) sinh(y) + sinCr) cosh(y)) + ic  

= ( x  + i y )2 + (x + /y) sinCr + i y )  + ic = z2 + * sin z + ic. ♦  i

h(y))
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Πρόβλημα 4.5.7.4 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ά  ή  ά κ τ ί ν α  σ ύ γ κ λ ι σ η ς  τ ή ς  δ υ ν α μ ο σ α ρ α ς

+οο
y^[cos(in )]zn.
Μ=0

3  Λύση; ΟΙ συντελεστές της δυναμοσειράς είναι οΐ μιγαδικοΐ άριθμοί 
:= cos ( i n ) ,  w = 0,1,2, ·*·  Ε πομένω ς, σύμφωνα με την Πρόταση 4.4.3.1, 

3 ή άκτίνα σύγκλισης της δυναμοσεψ άς είναι ιση μέ

lim Μ
Μιμ·||

.. cos ( i n )  

c o s ( i 0 i  + 1»
= lim

e n + e - n
ett+i + f-n-1 = lim

1 + (T 2" 
e  + e"2”- 1 . ♦

m

|4 .6  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ?<>>

%
I  1. Νά βρεθούν ot εΙκόνες μέσω τής συνάρτησης μέ τ ύ π ο /( ζ )  := * τών 
1  καμπύλών μέ τΙς έξής παραμετρικές παραστάσεις

! α) ζ ( 0 : = ί  + 2 ι (1 - 0 .  0 ύ  t  £  1,

β) ζ(() := sir» t  -  i c o s t ,  0  £  t  <, 2 π .

γ) z(f) := cosh / + i  sinh t .  0  £  t  £  2 π .

Νά βρεθούν στό μιγαδικό έπ ίπεδο  οΐ εΙκόνες τών συνόλων

Α χ  := {z = x + i y : x = y)

καί
Α 2 : = { ζ  =  χ  +  i y : x = -y )

μέσω τών συναρτήσεων μέ τύπους / , ( ζ )  := ζ 2 και / 2(ζ) :=

Νά βρεθούν οΐ εΙκόνες τού κύκλου μέ κέντρο τό σημείο 0  καί 
άκτίνα Η> 0) μέσω τών μετασχηματισμών

/ι (ζ )  := ζ  -  ζ  καί Α (ζ) ;= 1 -  4 .
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4. Νά βρεθεί τό πραγματικό μέρος του βασικού κλάδου του μιγαδι- 
κοϋ αριθμού ζ ζ + i  sin ζ, όταν ζ := 1 + χ και τό φανταστικό μέρος 
όταν ζ := 1 -  /.

5. Νά έξεταστεί γ ια  ποιες τιμές των μιγαδικών αριθμών a > b , c , d  ή 
συνάρτηση μέ τύπο

f \ z )  := — —Α

είναι ένα  - πρός - ένα.

6. Νά βρεθούν τά  πραγματικά καί τά φανταστικά μέρη των συναρ- |  
τήσεων που όρίζονται αντίστοιχα μέ τούς τύπους:

χζ + 1
_  I
Ζ

/ ι ( ζ )  := f 2( z )  := - ,  / 3(ζ) ·= i  -  2Ζ3, / 4(ζ) := ζ3 -  χζ.

7. Μέσω της συνάρτησης μέ τύπο /(ζ) := ζ -  1 νά βρεθούν οί εικόνες J 
των έξης συνόλων:
{ ζ ψ  0 : Rez =  0}, \ ζ Φ  0 : |ζ| = ζ2}, {ζ £  0 : |ζ| + ζ = 0},

(ζ Φ 0 : Re(z) = Imz), (ζ : Arg(z) = 37γ/4}, {ζ : Arg(z2) = π/2}.

8. Νά προσδιοριστεί ή εικόνα τού συνόλου

{ ζ : Re(z) = 0 η Im(z) = 0}

μέσω κάθε μιας των απεικονίσεων πού όρίζονται μέ τούς τύπους: 

M z) := Λ ζ) ·'= 1 + ρ  /3<ζ) := ζ2.

9. Νά υπολογιστούν τά όρια στό σημείο 0 των παραστάσεων

ζ2 + 2 χ ζ  -  1
2(ζ + 1 ) , Im (z2 + 2z + ez).

10. Μέ χρήση τού ε - δ -  όρισμού νά αποδειχτεί ότι είναι συνεχείς σέ 
κάθε σημείο τού μιγαδικού έπιπέδου οί συναρτήσεις μέ τύπους

/ι(ζ )  ·= ζ3, Λ ίζ) ·= Re(z2), f 3 ( z )  := Im(z).
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11. Νά προσδιοριστεί τό σύνολο τών σημείων τοϋ μιγαδιχοΰ έπιπέδου 
στα όποια είναι συνεχείς οΐ συναρτήσεις με τύπους

/ι(ζ) := Argil -  ζ2), / 2(ζ) := Argil + ι -  ζ2), / 3(ζ) := Argil -  ζ -  ζ2).

12. Νά ύπολογιστοΰν οΐ άκτίνες σύγκλισης τών δυναμοσειρών
Ή» / Ή» Ή»

Σ μ  ̂E(1+,r(2-20"’ Σ'"2"·
Π=1 Π=1 Π=1

«Η»
ζ"

(in)"

+οο
, £ (« + η )ζ" .

Μ=1

13. Νά έξεταστεί άν συγκλίνουν οΐ σειρές
+οο

cosi/n) ^  cos/in 2) ν ’ «sin(rn)
+ C O

Ecosuw;
2 " ’ 2 -ιπ=1 π=1 3η2 ■Σ

π=1 4"

14. Νά Αποδειχτεί δτι άν μιά συνάρτηση /(ζ) := u(x,y) + iv(x,y) είναι 
όλύμορφη σέ έναν τόπο Τ ,  τότε στόν τόπο {(x, y) e R2 : χ  + iy € Τ \  
Ισχύει

UXVX + UyVy = 0,

ή μέ άλλα λόγια οί οίκογένειες τών καμπύλών u(x, y)  = σταθ. καί 
»(x,y) = σταθ. είναι όρθογώνιες.

ι 15. Νά Αποδειχτεί δτι τό μέτρο R  καί τό δρισμα Φ μιβς όλόμορφης 
[ συνάρτησης
ί /ίζ) = Λίχ. y) εχρίϊΦίχ, y))

συνδέονται μεταξύ τους μέ τΙς σχέσεις

Rx = /W>y καί Ry =

16. Νά έξεταστεί άν Αληθεύει ή παρακάτω Πρόταση:
~Αρ μιά μιγαδική συνάρτηση /  παραγωγίζτται σΐ Iνα σημτνο Zq. τότε 
Ιοχύα ή σχέση

ί ,
δ ζ 1̂

*—
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• j

I

17. Νά αποδειχτεί δτι ή συνάρτηση με τύπο

/(ζ ) := ε|ζ|2 -  ^|ζ|2ζ

είναι παραγωγίσιμη μόνο στο σημείο 0 και ισχύει /'(Ο) = 0.

18. Νά ε ξ ε τ α σ τ ε ί  αν υπάρχουν σημεία τού μιγαδικού επιπέδου δπου 
ή μιγαδική συνάρτηση με τύπο

/(ζ ) := Re—
J ζ  +  2 ι

παραγωγίζεται. }ί
19. Νά εξεταστεί σ ε  ποιά σημεία ή 'συνάρτηση με τύπο/(ζ) := |ζ|2+/|ζ|4 |

παραγωγίζεται καί αν "ναι" νά βρεθεί ή παράγωγος σε αυτά. |

20. Νά έξεταστεί αν ύπάρχουν σημεία του δίσκου Η 0, | )  στά όποια |
ή συνάρτηση /  με τύπο |

/(z ) := |ζ|2 + sin(|z|2) + 3 -  2ί, ^

είναι παραγωγίσιμη. ]

21. Νά βρεθεί τό σύνολο των μιγαδικών αριθμών ζ στά όποία ύπάρχει 
ή παράγωγος της μιγαδικης συνάρτησης με τύπο

/(ζ ) := /(*  + iy )  = τ2 + *y2.

22. Νά εξεταστεί αν ύπάρχουν σημεία στό μιγαδικό επίπεδο οπού | 
παραγωγίζεται ή συνάρτηση με τύπο

/ ω  = J £ !L  + 1 - ΐ Ι :
J z -1|2 |ζ|2 ?

καί αν "ναι " νά βρεθεί ή παράγωγος σε αυτά. I

23. Νά έξεταστεί αν ύπάρχουν σημεία τού μιγαδικού έπιπέδου δπου *
ή συνάρτηση με τύπο

/(ζ ) := 2|ζ -  ϊ \ ι  + |ζ + if'1

παραγωγίζεται καί, αν "ναι", νά βρεθεί ή παράγωγος σε αύτά. $
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24. Να Αποδειχτεί δτι ή συνάρτηση μέ τύπο/(ζ) := e*z είναι περιοδική.

25. Νά Αποδειχτούν οΐ σχέσεις:
cos(x + iy) = cos x coshy -  i sinxsinhy, 
sin(x + iy) = sinxcoshy + / cos x sinh y, 
tan(x + iy) = [tan x + i tanhy]/[l -  i tan x tanhy].

: 26. ΝΑ έπιλυθοϋν ol έξισώσεις:

4cosz = -5, sinz = π», sinz = ί - , ίβηζ = π/, e^cosrcx.ixeR ). 
ϊ L
I

27. ΝΑ υπολογιστούν τΑ δρια τών παραστάσεων

< * - 1  ζ * - 3 ζ *
sinz’ ζ - sinz’ S

ί
' δταν ή μεταβλητή ζ τείνει πρός τό σημείο 0.
f

! 28. ΝΑ βρεθούν τα σημεία τού μιγαδικού έπιπέδου στΑ δποϊα οί συ- 
\ ναρτησεις, πού όρίζονται μέ τούς παρακάτω τύπους, είναι παρα- 
j γωγίσιμες:
ί'
I / , ω  := “ *· /ϊ(2 )  := |2|2Re(z). / 3(z) := zlm (z), / 4(2) := sin(2z) -  2i,

/δ(ζ) := (Re(z))2 + (Im(z))2, / e(2) := zRe(z), fyiz) := |z -  2i|2 + |z -  1|2, 
f. /e<2) := 2(Re(z)) + Im(z), / 9(z) := (2+ l)|z|2, / t0(z) := - z|2|2+exp(|z|2),

/n (z )  := ζ + (ζ  +1  + i)z, / t2(z) := |2 -  2 i|2 + |z|2, / , 3( 2) :=s |2p + /|z,4 

/u (z )  =/(x + iy) := (x -  iy +  1)(*2 + y2 + x + iy + i)->.

i ΝΑ έπιλυθούν ol έξισώσεις

** + » = 0, c2z + f  + 1  «  0.

3°· ΝΑ υπολογιστούν ol λογάριθμοι τών Αριθμών

- l -ι,  2 + 'l°g2’ 3 ~2« + c2<, cos(l-i), sink'), Log(l + 0,

1 a
mi
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31. Νά γραφ εί στην αλγεβρική του μορφή ό αριθμός Log(l + 2 i -

32. Νά βρεθούν τα σύνολα στα όποια είναι όλόμορφες οί συναρτήσεις 
που ορίζονται μέ τούς τύπους

/ ( z )  := Log(2z -  30,

/ ( ζ )  := LogG'z2 + ζ -  0,

/ ( ζ )  := Log(sin ζ -  iz),

/ ( ζ )  := LogCe2 + iz).

33. Νά απεικονιστεί στό μιγαδικό έπίπεδο τό σύνολο των σημείων στα 
όποία  ή μιγαδική συνάρτηση μέ τύπο

I
/ ( ζ )  := sin(z) + zLog(2i -  ζ2)

δεν είναι συνεχής.

34. Δίνονται πραγματικοί αριθμοί α , β , γ , δ  καί ή συνάρτηση μέ τύπο

u ( x , y) := α ( χ 2 -  y2) -  2 β χ \ /  +  γ χ -  Sy .

Νά εξεταστεί αν ύπάρχει (καί, αν ναι, νά βρεθεί) ακέραια μιγαδική 
συνάρτηση /  πού  έχει πραγματικό μέρος τή συνάρτηση αύτή καί 
είναι τέτοια ώστε / (α )  = α3 + iad.

35. Νά ύπολογιστοϋν οί λογάριθμοι των αριθμών

ί1+/, (1 + 0(1 + 20, (2 -  Ο1, ( 1 - 0 3"2ί, 23Μ.

36. Δίνονται πραγματικοί αριθμοί 0 < x ,y  < ξ .  Νά βρεθεί τό φαντα
στικό μέρος του βασικού κλάδου της δύναμης

[sinOr + fy)]1.

37. Νά αποδειχτεί ότι σ ε  πολικές συντεταγμένες ( ρ , φ )  οί συνθήκες 
Cauchy-Riemann παίρνουν τή μορφή

1 1
Up  — Όφ , Vp —

ί

I ■ψ
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38. Άφοΰ Αποδειχτεί δτι οΐ συναρτήσεις μέ τύπους

«(x,y):=log(x2 + y2)«
u ( x , y )  :=  Arc tan( y / x ) ,  

u i x . y )  := xOt2 + y 2)"’,

«Or, y) := -y (x 2 + y2)-1

είναι Αρμονικές, νά  βρεθούν o l συζυγείς Αρμονικές τους.

39. ΝΑ βρεθούν δλες ol όλόμορφες συναρτήσεις /  πού  Ικανοποιούν τή 
σχέση /'(Ο ) + /'(Ο ) = 0  καί έχουν πραγματικό μέρος τή συνάρτηση 
u i x . y ) = x co sx co sh y  + y s in h y sin x .

40. ΝΑ βρεθούν δλες o l πραγματικές συναρτήσεις φ ,  Αν είναι γνωστό  
δτι ή συνάρτηση w(x,y), ή όποία  όρίζεται σέ δλο τό καρτεσια
νό έπίπεδο μέ έναν Από τούς παρακάτω  τύπους, είναι Αρμονική:
uix.y) 1XII

«(x,y) = tpixy),

uix.y) = 0(y/x),
u(x,y) -  ipiax+fiy).

uOr,y) = 0(x + (x2 + y2)1/2),
u(x,y) = 0(x + y2/x).





® ® ® ® ® ®

Κ εφάλαιο  5

ΕΠΙΚΑΜΠΤΛΙΑ
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

5.1 ΟΡΙΣΜΟΙ

5.1.1 'Ολοκλήρωμα μιγαδικής συνάρτησης πραγματικής με 
ταβλητής

•Έστω
φ ( 0  := χ ( 0  + i y ( i ) ,  ( e [α,/9]

μιά συνεχής μιγαδική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής. Τούτο ση
μαίνει δτι οΐ πραγματικές συναρτήσεις

χ  =  χΟ), t e [ α ,β ]  καί y -  y (0 . ί 6 [ α ,β ]

είναι συνεχείς. Τό όλοκλήρω μα τής συνάρτησης φ  όρίζεται μέ τόν τύπο

I *  < pU )dt := Γ
J a  J a

x ( t ) d t  + i

Είναι ε ύ κ ο λ ο  νά άποδείξουμε την άκόλουθη πρόταση:
Ρ

Οράταση 5.1.1.1 Ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ  -» φ Ο ) ά Ι  d v a i  γ ρ α μ μ ι κ ή .

197
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Ε π ίσ η ς Ισχύει ή έξης σημαντική Ιδιότητα:

Π ρόταση 5.1.1.2 Γ ι α  κ ά ΐ ) (  σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ : [ α , β ]  —* C ί σ χ ΰ ΐ ΐ  ό τ ι

r f i  r f i

I I < p(t)dt\ <  \(p ( t) \d t.
J a  J a

? In

i i
fi
ii
t i

Α πόδειξη: Για δυο τυχόντα σημεία t  καί s τοϋ διαστήματος [ α ,β ]  έφαρ- 3 
μόζουμε τή γνωστή ανισότητα Cauchy-Schwartz στα 2-διάστατα δια- f 

νύσματα (τ (0 ,ι/(0 )  και (x(s),y(s)). Δηλαδή έχουμε \

x ( t ) x ( s )  + y (0y(s) < y j x 2 ( t )  + y K t )  y fx2(s) + y K s ).
I

'Ολοκληρώνοντας καί τά  δύο μέλη ώς πρός τή μεταβλητή s από το α 
μέχρι τό β  παίρνουμε τήν ανισότητα -ρ

* 0 ) /  x ( s ) d s  +  y ( t )  J  y ( s ) d s  < y j x 2 ( t ) +  y 2 ( t )  J '  ■sj x 2 ( s )  + y 2 ( s ) d s .  :

Στη συνέχεια, όλοκληρώνουμε ώς πρός ( και παίρνουμε

γ 0 ρ» ρβ
I x ( t ) d t  I x ( s ) d s +  I y ( t ) d t  I y ( s ) d s  i .

*J(i Jd  Ja  ; ·

< J "  y j x 2 ( t )  + y 2 ( t ) d t  y j x 2( s )  + y 2( s ) d s ,

ή όποία  είναι ή ζητούμενη σχέση. ■
"i

5 .1 .2  Έ π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Υ ποθέτουμε ότι y είναι μία διαφορίσιμη καμπύλη στό μιγαδικό επίπεδο * 
με παραμετρική παράσταση

z = z(0 , ί€ [α ,/? ]

καί θεωρούμε μια συνεχή μιγαδική συνάρτηση /  με πεδίο όρισμού τό -j 
σύνολο των σημείων τής καμπύλης. Τό όλοκλήρωμα

( t ) d t ··■ tji
t
<r_

r-
i

I } if
M .
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όνομάζεται έπ ικ α μ πύλιο  όλοκλήρω μα τής συνάρτησης /  κατά μήκος 
τής καμπύλης γ .

Πρόβλημα 5.1.2.1 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ΐ ϊ  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

(z + y /z ) d z ,
χ«

δ π ο υ  γ  d v a i  τό ά ν ω  τ μ ή μ α  τ ο υ  μ ο ν α δ ι α ί ο υ  κ ύ κ λ ο υ  μ ί  d m κ ή  φ ο ρ ά  κ α ί  δ π ο υ  

y fz  e l v a i  ί κ ά ν ο ς  ό  κ λ ά δ ο ς  τ ή ς  τ ε ζ ρ α γ ω ν ι κ η ς  ρ ί ζ α ς  τ ο υ  z  y x A  τ ό ν  ό π ο ι ο  Ι σ χ ί α

Vl = -1 .

Λύση: Μια παραμετρική παράσταση τής καμπύλης γ  είναι ή

z ( t ) := e", t  € [0, π]

καί γιά  κάθε t  o l δυό τετραγωνικές ρίζες του ζ Ο )  είναι οΐ μιγαδικοΐ 
άριθμοί

e ' i  καί e*b+ilt.

Από τούς δυό αύτούς άριθμούς δεχόμαστε τόν δεύτερο, άφοϋ γ ιά  t  = 0, 
έχουμε
l gij+hr =  j *  =

ΓΕτσι τό όλοκλήρωμα γίνεται

Γ(ζ + y / z ) d z  = Γ  +
Jy Jo

*  i ( e 2ri -  ) d t

. m 5*“ G -  Ι ^ ΐ  -  5 <ί!"  -  A  -  f t f *  -  Λ

»  - | < - i  -  I)  *  !<1 + 0 . ♦

Τό έπικαμπύλιο όλοκλήρωμα όρίζεται καί γ ιά  καμπύλες πού  είναι 
[ατά τμήματα διαφορίσιμες ώ ς έξής:

k

i M
i
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’Έ στω γ  μία κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαδικό |  
έπ ιπεδο μέ παραμετρική παράσταση ζ  =  ζ ( 0 ,  t  € [ α ,β ] .  Σύμφωνα με |  
τόν ορισμό 3.1.4.1, υπάρχει μια διαμέριση

α = ί0 < h  < h  < · * * < h  = β

του διαστήματος [ α ,β ] ,  τέτοια ώστε ή ζ ( · )  να έχει συνεχή παράγωγο σε 
κάθε διάστημα ( t j ,  tj+1), j  = 0 ,1 ,2 , · · · ,  k  -  1 και, επί πλέον, τα δρια

lim ζ ( 0  και lim ζ ( 0
t -* t j+ 0 1~0

να  ύπάρχουν, ως μιγαδικοι αριθμοί. Τότε, γ ια  κ ά θ ε; = 0 ,1 ,2 , · · · , k  -  1, 
τό όλοκλήρωμα |  |

f ( z ( t ) ) z ? ( t ) d t  f t
I

a
ύπάρχει, διότι ή συνάρτηση t  —» /( ζ (0 )ζ '(0  μπορεί να έπεκταθει σέ Ι ί 
όλόκληρο τό κλειστό διάστημα [ / , fy+i] και να είναι συνεχής σέ αύτό. i  
Πραγματικά, τούτο γίνεται δταν δώσουμε τιμές Υσες μέ τα πλευρικά |- 
της δρια, δηλαδή, θέτοντας

f ( z ( t j ) ) z ' ( t j )  =  f ( z ( t j ) )   ̂lirr^z'O)

και
/(z(iy+i» z '0 /+i) = /(zO /+i))^Jim_o 2/0 ) .

Ϊ ϊ
I :

Ή  ποσότητα

Xf ( z ) d z  f ( z ( t ) ) z ' ( t ) d t

Μ  Λ
* , .  

. ’■'Λ 1
/■Jόνομάζεται έπ ικ α μ π ύ λ ιο  όλοκλήρω μα της συνάρτησης /  κατά μήκος ĵ · 

τής καμπύλης γ .

Γενικότερα, άν
C := y i +72 + - · + 7 «  . ■ -

είναι μιά αλυσίδα κατά τμήματα διαφορίσιμων καμπύλών στό μιγαδι- ( 

κό έπ ιπεδο καί /  είναι μιά συνάρτηση συνεχής σέ δλα τά σημεία των. JJ.
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καμπύλών, όρίζουμε ώς έπ ικ α μ π ύλιο  ολοκλήρω μα της /  π ά νω  στό  
άθροισμα τώ ν καμ πύλώ ν νά  είναι τό άθροισμα των όλοκληρωμάτων 
πάνω σε κάθε μία άπό αύτές, δηλαδή

C j y \  J y 2 j y n
f ( z ) d z = Γ f ( z ) d z  + Γ f ( z ) d z  +  ' · ·  f  f ( z ) d z .

5.1.3 Αλλαγή μεταβλητής ολοκλήρωσης

Με βάση τόν όρισμό τού έπικαμπυλίου όλοκληρώματος παίρνουμε τό  
έξής συμπέρασμα:

Θεώρημα 5.1.3.1 Τ ό  έ π ι κ α μ π ύ λ ι ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π ά ν ο )  σέ μ ι ά  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  

δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η  δ έ ν  έ ξ α ρ τ ά τ α ι  ά π ό  τ η ν  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  τ η ς  

κ α μ π ύ λ η ς .  ^

’Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε νά ύποθέσουμε δτι 
ή καμπύλη είναι διαφορίσιμη.

'Έστω γ  μιά διαφορίσιμη καμπύλη καί ζ  = z(0 , t  e  [ α ,β ]  μιά παρα- 
μετρική παράσταση τής καμπύλης. Ε πίσης, θεωρούμε δτι ή συνάρτηση 
t := 0(s), s e [αο,^οΐ είναι μιά διαφορίσιμη άναπαραμέτρηση τής καμ
πύλης.

Παίρνουμε μιά συνεχή συνάρτηση /  : γ  -* C. Μέ βάση την παρα- 
μετρική παράσταση τής καμπύλης, τό όλοκλήρωμα τής /  πάνω στην 
καμπύλη γ  είναι τό

ένώ τό όλοκλήρωμα τούτο, μέ βάση την άναπαραμέτρηση Ζι($) := z(0(s)X  
$ € [ α ο ,β ο ]  τής καμπύλης, είναι ισο μέ τό

w

Di δύο αύτές ποσότητες είναι ίσες, άφοϋ ισχύει

/ ( 2(0(s))2,(^(s))^(sW s = / ( 2(0(s))2'(0(s)W(0(s)) = f ( z ( t ) z ' U ) d t .
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Είναι φανερό ότι τα  ϊδ ια  πράγματα ισχύουν όταν ή συνάρτηση t :=
0(s), s e  [ α ο ,β ο ]  είναι μια κατά τμήματα διαφορίσιμη άναπαραμέτρηση 
τής καμπύλης. H

5 .1 .4  ’Ιδ ιό τ η τ ες  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς

Τα επόμενα  θεωρήματα άναφέρονται σέ γενίκευση γνωστών ιδιοτήτων 
όλοκληρωμάτων πραγματικών συναρτήσεων.

Θ εώ ρημα 5.1.4.1 ”A v f , g  d v a i  δυό σ υ ν έχ ε ις  σ υ ν α ρ τή σ ε ις  κ α ϊ b, c ε ίν α ι μ iy ά 

δ ικ ο ι ά ρ ιϋ μ ο ί,  τ ό τ ε  γ ια  κ ά ϋ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  κ α μ π ύ λ η  γ  ισ χ ύ ε ι |

Γ( b f ( z )  + c g (z ))d z  = b f / ( z ) d z  +  c f g (z )d z .
J y  J y  J y

i<;
Α πόδειξη: ’Έστω z  = z ( t ) ,  t  €  [ α ,β ]  μια παραμετρική παράσταση της Ε 
διαφορίσιμης καμπύλης γ .  Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε νά ί 
ύποθέσουμε ότι καμπύλη είναι διαφορίσιμη. Τότε έχουμε

Θ εώ ρημα 5 .1 .4 .2  Α ν  μ ( γ )  ε ίν α ι  τ ό  μ ή κ ο ς  μ ια ς  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η ς  ; 
κ α μ π ύ λ η ς  γ  κ α ί  Μ  ε ίν α ι  έ ν α  ά ν ω  φ ρ ά γ μ α  τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  |/*(ζ)|, ζ  e γ, τό τε  ι 

Ισ χ ύ ε ι

( b f ( z )  + c g (z ) )d z

: Ί

y
<  Μ μ ( γ ) .

I
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Ε π ο μ έ ν ω ς ,  & ν γ  ε ί ν α ι  μ ι ά  τ ε τ ρ ι μ μ έ ν η  κ α μ π ύ λ η , ( ό π ό τ ε  τ ό  μ ή κ ο ς  τ η ς  ε ί ν α ι  

ϊ σ ο  μ ΐ  τ ό  μ η δ έ ν , )  τ ό τ ε  ϋ ά  Ι σ χ ύ ε ι

0.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη τ ή ς  γενικότητας, μπορούμε νά  ύποθέσουμε δτι 
καμπύλη είναι διαφορίσιμη. ’Έ στω  ζ  = ζ(/), t  € [ α ,β ]  μιά διαφορίσιμη  
συνάρτηση πού είναι παραμετρική παράσταση της γ . Τότε, με βάση τό  
συμπέρασμα της Πρότασης 5.1,1.2, έχουμε

| Γ f ( z ) d z \  = | f / ( z ( 0 ) z '0 W / | £  Γ  
J y Ja Ja

\ f ( z Q ) ) \ \ z f ( t ) \ d t  <  Μ μ ( γ ) .  ■

Πρόβλημα 5.1.4.1 Γ ι ά  κ ά ϋ ε  σ τ α θ ε ρ ό  δ  > 0  μ ί  δ  < 2 /V 5 , ϋ ε ω ρ ο ϋ μ ε  τ ό  

ε ύ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  γ& μ ϊ  ά ρ χ η  τό σ η μ ε ί ο  - r  κ α ί  π έ ρ α ς  τ ό  ΐδ , κ α θ ώ ς  έ π ί σ η ς  

κ α ί  τ ό  ε ύ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  γ'δ μ ί  ά ρ χ ή  τ ό  σ η μ ε ί ο  ιδ  κ α ί  π έ ρ α ς  τ ό  2<5. Ά ν  

/  ε ί ν α ι  μ ι ά  ό λ ό μ ο ρ φ η  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  σ τ ό ν  δ ί σ κ ο  Β ( 0 , 2) ν ά  

Α π ο δ ε ι χ τ ε ί  δ τ ι

lim Γ /(ζΜ ζ = 0 .
* - * ° J y s+ /s

Α π ό δ ε ι ξ η :  Μιά παραμετρική παράσταση τής καμπύλης γ& είναι ή

ζΟ) = ό (-1  + 1 + i t ) ,  I € [0 ,1 ]

καί της είναι ή

ζ ,ω  = ό ( ι ( 1 - 0  + 2 α  1 € [0 ,1 ] .

Έ τσι, εύκολα μπορούμε νά  δούμε δτι Ισχύει |ζ(0 | < δ  καί |ζ ι0 )| < 2δ, 
χ ι ά  κάθε / € [0 ,1]. Ά ν δ  είναι δπω ς στό πρόβλημα, θεωρούμε r € ( V 50.2) 
σταθερό άριθμό. Έ πίσης έχουμε p U y t )  = V20 και f A y ' ^  = V55.

Ε πειδή  ή συνάρτηση/ είναι συνεχής στόν δίσκο /Χ 0 .2) καί έπειδή 6  
«λειστός δίσκος ΖΧ0. γ) είναι συμ παγές υποσύνολο τού /Χ 0 ,2), υπάρχει 
Μ  > 0  τέτοιο ώστε

|f(z)|<;Af. z€ J X 0 ,r ).
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Σχήμα 5.1: Ο ί κ α μ π ΰ λ ΐ ς  γ$  κ α ί  γ &.

£ -
·>
•ί

ϊ . fcis
Vr ,Τ·:·i  r:ί: 1

i-J f

Τότε, δμως, έπειδή ισχύει δ  <  r /  V5, έπεται δτι

| J *  f ( z ) d z \  < | J *  /(z)dz| + 1J *  f ( z ) d z

<  Μ μ ( γ δ)  + Μ μ ( γ 'δ)  = M( V2 + V5)<$.

Ό τα ν  ή παράμετρος 5 τείνει πρός τό μηδέν, τό δριο της ποσότητας £ 
αύτης είναι τό μηδέν. ♦

' κ. i 
■sr*

Θ εώ ρημα 5 .1 .4 .3  Ύ π ο ϋ ε τ ο υ μ ε  δ τ ι /  καί F  eirai δυό σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ό ρ ι σ μ ε ν ε ς Μ  

σ ε  έ ν α ν  τ ό π ο  Τ  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  h τ ι π έ δ ο ν  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε

F ( z )  = = /(ζ ) ,  ζ  e  Τ',
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j δ η λ α δ ή  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F  ε ί ν α ι  έ ν α  α ό ρ ι σ τ ο  όλοκλήρω μα τ ή ς  / .  Τ ό τ ε ,  γ ι ά  

I κ ά ϋ ί  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η  γ  μ έ  ά ρ χ ι κ ό  σ η μ ε ί ο  α  καί τ ε λ ι κ ό  

‘ σ η μ ε ί ο  b , Ι σ χ ύ ε ι  ό  τ ύ π ο ς  τ ώ ν  N ewton-Leibnitz:

J ' f ( z ) d z  = H b )  -  F i a ) .

'Ε π ο μ έ ν ω ς  γ ι ά  κ ά δ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ ,  ή  ό π ο ι α  

i ά ν ή κ ε ι  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ ,  Ι σ χ ύ ε ι

J f ( z ) d z  = 0 .

Απόδειξη: Ά ν ζ(0 , t € [α,/?] είναι μιά παραμετρική παράσταση τ ή ς  

καμπύλης, θά έχουμε ζ(α) = α  καί ζ ( β )  = b .  Τότε τό έπικαμπύλιο όλο
κλήρωμα Ισοϋται μέ

f f ( z ) d z  =  Γ / ( z ( O ) z ' ( O d t  =  Γ  F U t W i O d t  
J y Ja Ja

■r d F C z O ))

d t
= F K z i f i ) )  -  F ( z ( a )) = m  -  m .

Πρόβλημα 5.1 .4 .2  Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ζ ϊ  τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

( ζ 2 + 3 ζ + 2 )rfz.ι<
δ π ο υ  γ  d i m  τ ό  ί ύ ΰ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  π ο ύ  Ι ν ώ ν α  τ ό  σ η μ α ο  i - i μ ΐ  τ ό  - 1  + 2ί.

Λύση: Παρατηρούμε δτι Ισχύει

ί  ο n d  / Ζ 3 3 ζ 2 n \; ^  + 3ζ + 2 = ^(-3 + + 2ί).

δπότε έφαρμόζοντας τόν τύπο Newton - Leibnitz παίρνουμε

( - 1 + 2 0 3 3 (—1 + 2 0 2
Γ(z2 + 3ζ + 2 ) d z  = 

Jy 3 2

( l - ι ) 3 3 ( 1 - ί ) 2

+ 2 (-1  + 2 0

3
25
6

2
-  2(1 -  0

+ 3». ♦

\W
k\

 V
.



206 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  5 . Ε Π ΙΚ Α Μ Π Υ Λ ΙΑ  Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω Μ Α Τ Α

Π ρόβλημα 5 .1 .4 .3  Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Log3z

X d z ,

ό π ο υ  γ  e l v a i  τ ό  μ ι κ ρ ό τ ψ ο  τ ό ξ ο  τ ο ϋ  μ ο ν α δ ι α ί ο υ  κ ύ κ λ ο ν  μ ε  ά ρ χ ι κ ό  σ η μ α ο  τ ό  1 
κ α ϊ  τ έ λ ι  κ ό  τ ό  ι .

Λύση: Τό πρόβλημα τούτο θά τό λύσουμε μέ δύο τρόπους:

1 ο ς  τ ρ ό π ο ς : Παρατηρούμε δτι ύπάρχει μ ι α  περιοχή V  της καμπύλης 
γ  ή  όποια  δεν τέμνει τό σύνολο {ζ : ζ  + |ζ| = 0}, βλέπε σχήμα. ’Άρα ή

Σχήμα 5.2: Ή  π φ ιο χ η  V  της καμπύλης γ  δέν τ ίμ ν α  τό σύνολο {ζ: ζ  + |ζ| = 0),

πρός όλοκλήρωση σ υ ν ά ρ τ η σ η  είναι όλόμορφη στην περιοχή F  και τέτοια 
ώστε

Log3z _  d  Log4ζ 
ζ ί/ζ 4 '

Ε π ομ ένω ς τό όλοκλήρωμα είναι ϊσο μέ

X
Ο

Log3(z) Log4/ Log4l  Log4/ 1 nr./, π 4 _ _ r f 2 = _ -----------_  = = _
f/

£.ί
ί

2ο9 τ ρ ό π ο ς :  Ε π ειδή  κάθε σημείο ζ της καμπύλης γ  έ χ ε ι  μέτρο ϊ σ ο  μέ 1, 
μπορούμε νά θεωρήσουμε ώς παραμετρική παράσταση της καμπύλης

/ J
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τη συνάρτηση ζ := o’1, όπου ή πραγματική μεταβλητή t  όρίζεται στό  
| διάστημα μεταξύ 0  καί § . Τότε έχουμε

Log(z) = i t  καί d z  =  i j ' d t .

όπότε, τελικά, προκύπτει

J  y 2 J o  J o  64

θεώ ρη μα  5.1.4.4 *Άν Σ / „  ε ϊ ν α ι  μ ι ά  σ ε φ ά  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ό ρ ι -  

σ μ ί ν ω ν  κ α ϊ  σ υ ν ε χ ώ ν  π ά ν ω  σ ϊ  μ ι ά  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η  γ  

κ α ϊ  ή  ό π ο ι α  σ ε φ ά  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  ό μ ο ι ό μ ο ρ φ α  π ά ν ω  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  γ , τ ό τ ε  τ ό  

ί τ η κ α μ τ π ί λ ι ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ή ς  σ ε ι ρ ά ς  π ά ν ω  σ τ ή  γ  ί σ ο ϋ τ α ι  μ ΐ  τ ή  σ ε φ ά  τ ω ν  

ί π ι κ α μ π υ λ ί ω ν  ό λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν ,  δ η λ α δ ή  Ι σ χ ύ ε ι  δ η

ΐ Σ ^ 2 = Σ f  fn ld d z .

Α πόδειξη: Θέτουμε

" η Γ
g „ ( z ) Σ / ρ )  καί Β »  =  V  J f j ( z ) d z .

/*0 /«ο u y

Ά ν g  είναι τ6 όμοιόμορφο δριο τής άκολουθίας ( g „ )  πάνω  στήν καμπύλη, 
για  τυχόν ε  >  0, θά υπάρχει no τέτοιο ώστε

η  ϊ  η 0  καί z e γ  = >  |gn(z) -  g(z)| < e.

Ά ρα τότε, γ ιά  κάθε η  >  n o . θ ά  Ισχύει

| | J  giz)dz -a,| = | J (̂ζ> - g„(z))dz|,
6πότε, έφαρμόζοντας τό θεώρημα 5.1.4.2, παίρνουμε

| f* (zw z-a ,|

[Ιροφανώς. τούτο άποδεικνύει τό συμπέρασμα. ■

r

8
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II

Θ εώ ρημα 5 .1 .4 .5  Ύ ίτ ο ϋ έ τ ο υ μ ζ  ότι U  e lv a i  e v a  ά ν ο ι κ τ ό  ύ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ϋ  μ ι -  

γ α δ ι κ ο ϋ  ε π ι π έ δ ο υ  κ α ϊ  ότι γ  e l v a i  μ ι α  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η . Α ν  

f i z , ζ \  (ζ. ζ )  < Ε γ χ ϋ  e l v a i  μ ι α  σ υ ν ε χ ή ς  μ ι γ α δ ι κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η , τότ€, 7) σ υ ν ά ρ τ η σ η

■

G(():= f f ( z , 0 d z ,  ( e U

e l v a i  σ υ ν ε χ ή ς .

Α π ό δ ε ι ξ η :  Θεωρούμε τυχόν σημείο ζο και μια ακολουθία (£„) σημείων 
τοϋ συνόλου U  μέ όριο τό £ο· Τότε, τό σύνολο

Κ : = γ χ { ζ 0,ζη< n =  1, 2 , · · · }

είναι συμπαγές και, έτσι, ή συνάρτηση / ( ζ ,  £ ), (ζ,ζ) e y x U  είναι όμοι- 
όμορφα συνεχής στο Κ  Ε πομένω ς, για  τυχόν ε  > 0, ύπάρχει δείκτης π0 
τέτοιος ώστε να  ισχύει

\ f ( z ,  ζ„) -/(ζ, &)Ι ^ ε>

γ ια  κάθε μ > no. Σταθεροποιούμε έναν δείκτη n > no. Τότε, από τό 
Θεώρημα 5.1.4.2, παίρνουμε ;!

|G(r«) -  c(ft)| = f f i z ,  -  Γ/(ζ. CoVzl
* /y  J y  1

f  ( f ( Ζ, ζ„) - f ( z ,  (o))rfzj < ^u(y).

i

Ή  σ χ έ σ η  αύτη άποδεικνύει τό συμπέρασμα.

Θ εώ ρημα 5 .1 .4 .6  'Έ σ τ ω  / ( ζ , ζ )  μ ι α  μ ι γ α δ ι κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  σ ε  e v a  1 
σ ύ ν ο λ ο  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς  γ  x  U , ό π ο υ  U  e l v a i  ά ν ο ι κ τ ό  ύ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ϋ  μ ι γ α δ ι κ ο ϋ  | 
έ π ι π έ δ ο υ  κ α ι  γ  e l v a i  μ ι α  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η .  Ά ν  ή  μ ε ρ ι κ ή  ; 
π α ρ ά γ ω γ ο ς / ζ (ζ ,  ζ ) ύ π ά p χ e ι  σ £  κ ά ϋ €  σ η μ € ϊ ο  (ζ, ζ)  κ α ί  e l v a i  σ υ ν ε χ έ ς ,  τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι

^  [ f ( z , ( ) d z  =  f f ( ( z , ( )d z ,  ( e U .
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Απόδειξη: Θέτουμε

G (f):=  J /( ζ ,  ζ ) ά ζ

καί θεωρούμε ένα  σταθερό σημείο ft  e  U . Πρέπει νά  άποδείξουμε δτι 
Ισχύει

G '( f t )  = J ^ / f (2,ftW 2.

Προφανώς, υπάρχει ε  >  0 τέτοιο ώστε

Β ( ζ ο ,  ε / 2 )  ς  fl(ft, ε) ς  U .

Ε πειδή  ή μερική παράγω γος /;(·, ·) είναι μια συνάρτηση συνεχής, αύτή  

■είναι καί όμοιόμορφα συνεχής στό συμ πα γές σύνολο γ  x  JB(ft, ε / 2 ) .  Ά ρ α  
όπάρχει δ  >  0  τέτοιο ώστε

|/ j ( z ,f t+ f t ) -y f ( z .f t ) l£ « ;
ί

γιά κάθε /ι μέ |/ι| <, δ .

(5.1)

Σχήμα 5.3: Ή  πολυγωνική κ α μ π ύ λ η  [ft, f t +*. ft + Η  β ρ ίσ κ ε τ α ι  μ ί σ α  
α χ ό ν  δ ίσ κ ο  £b(ft, δ ) .

*

\m
<

i
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’Έ στω  h  =  χ  +  iy, μέ \h\ <  δ .  Τότε έχουμε 

-  — *  -  J ' ί ζ ( ζ ,  ζ ο ^ ζ  = ^ J * \ f ( z ,  ζ0 + h )  - f ( z ,  ζ0 )  -  }ι/ζ ( ζ ,  ζ0 ) ] ά ζ  .

=  h  [  [ f  ( f { ( z ,  ζ )  - f t ( z ,  ζο ))( Ιζ ]ό ζ ,

δπου y/, είναι ή πολυγωνική καμπύλη [&, ζο +Μ, ή όποια, προφανώς, 
βρίσκεται μέσα στον δίσκο Β ο (ζ ο , δ ) .  Τό μήκος τής καμπύλης αύτής είναι _ 
μικρότερο ή ισο τοϋ 2|/ι|. Ε πομένω ς, λόγω τής σχέσης (5.1) και τού 
θεωρήματος 5.1.4.2 θά έχουμε

_  J f c( Z t^  < 1.ε2\1ί\μ(γ) =  2εμ(γ).

Τούτο σημαίνει ότι τό πηλίκο διαφορών τής συνάρτησης G στο σημείο 
{ο έχει όριο ίσο μέ f y f ( ( z ,  ζ ο ) d z .  ■  \

Τό επόμενο θεώρημα άποδεικνύεται μέ άμεση χρήση τοϋ ορισμού 1 
τοϋ έπικαμπυλίου όλοκληρώματος.

Θ εώ ρημα 5.1.4.7 ’Έ σ τ ω  g  μ ι α  μ ι γ ά δ ι κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  κ α ι  π α ρ α γ ω - τ 
γ ί σ ι μ η  σ ε  έ ν α ν  τ ό π ο  μ ε  σ υ ν ε χ ή  π α ρ α γ ω γ ό . Ά ν  γ  ε ί ν α ι  μ ι α  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  \ 

δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ α μ π ύ λ η  σ τ ο ν  τ ό π ο  κ α ι  f  ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  |  
σ ύ ν ο λ ο  g t y ) ,  τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι  ό  κ α νόνα ς ολοκλήρωσης μέ αντικατάσταση:

f f ( g ( z ) ) g ' ( z ) d z  = Γ  f ( w ) d w ,  
Jy Jg(y)

5.2 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να ύπολογιστεϊ τό όλοκλήρωμα

Γ( 1 + 2 i -  2 z ) d z ,  
J y

i

όπου γ  είναι τό εύθύγραμμο τμήμα πού ενώνει τα σημεία 0 καί λ 
1 + ί, ή τό τμήμα τής παραβολής y  = χ 2 που ενώνει τα σημεία 0 καί vt 
1 + /, ή ή πολυγωνική γραμμή [0, -1  + /, 1 + *]. |
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2. Νά υπολογιστεί τό όλοκλήρωμα

(ζ2 + 3ζ + 2 ) d z ,ι<
δπου y είναι τό εύθύγραμμο τμήμα πού ένώνει τό σημείο 1 - 1 μέ 
τό -1  + 2ί.

3. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα τής συνάρτησης μέ τύπο

/ ( ζ )  := ζ2 + 3|ζ|2

κατά μήκος τού θετικά προσανατολισμένου μοναδιαίου κύκλου.

4. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα τής συνάρτησης μέ τύπο / ( ζ )  := 
exp(z) κατά μήκος τού εύθυγράμμου τμήματος πού ένώνει τό ση
μείο 0  μέ τό π  -  ίπ. καί κατά μήκος τού εύθυγράμμου τμήματος 
πού ένώνει τό σημείο - πγ μέ τό π.

5. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα τής συνάρτησης μέ τύπο / ( ζ )  :=
zlm (z2) κατά μήκος τής καμπύλης μέ παραμετρική παράσταση  
ζ ( 0  0].

6. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα τής συνάρτησης μέ τύπο / ( ζ )  :=
zRe(z) κατά μήκος τής καμπύλης μέ παραμετρική παράσταση  
ζ ( 0  := \ € [ 0 ,2π].

7. Ά ν λ. b  είναι δύο διαφορετικά σημεία ένός άνοικτού δίσκου καί /  
είναι μιά συνεχής συνάρτηση όρισμένη στόν δίσκο, νά  άποδειχτεί 
ότι Ισχύει

τ ~  Γ  /(wW w *  Γ  f ( a  +  t ( b - a ) ) d t .
* -  « JhH Jo

ζ
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Κεφάλαιο 6

ΤΟΠΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

■6.1 ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ
ί

6.1.1 Δύο χρήσιμα όλοκληρώματα
?

y Εστω y 6 κύκλος μέ παράσταση

I. ζ ( 0  = λ + re*1, 0  £  t  £  2τγ.
ίί
Εφαρμόζοντας τό Θεώρημα 5.1.4.3 παίρνουμε
*

| f(z -  α)"Λ = 0.
ι Jy
ι .

jfiot κάθε άκέραιο άριθμό η  τέτοιον ώστε η *  - 1. Στήν περίπτωση ό π ο υ  

% = -1  έφαρμόζοομε τόν όρισμό τού όλοχληρώματος, όπότε παίρνουμε

&

2πί.
J y Z - a

(6.1)

S Ά ν ή καμπύλη γ  έχει Αντίθετη φορά, δηλαδή έχει παραμετρική π α 
ράσταση
* z 0 )  =  a  +  re ~ a . 0  S t  £  2π.
f

I 213
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τότε προκύπτει οτι

Xά ζ
= —2πί.

ζ - α

/ /  ̂ |  
Τό πρόσημο τοϋ δεξιού μέλους των παραπάνω  ι σ ο τ ή τ ω ν  δικαιολογεί 4
κα'ι τον χαρακτηρισμό ϋ ε τ ι κ η  φ ο ρ ά  και Α ρ ν η τ ι κ ή  φ ο ρ ά .

Στην προηγούμενη π ε ρ ί π τ ω σ η  τ ό  σημείο a , τό όποιο έμφανίζεται 
στον παρονομαστή της συνάρτησης πού ολοκληρώνουμε, είναι τό κέντρο 
τοϋ κύκλου. Ω στόσο, γενικότερα έχουμε τό έξης συμπέρασμα:

¥Θ εώ ρημα 6.1.1.1 Α ν  γ  ε ί ν α ι  ή  δ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν η  π ε ρ ι φ έ ρ ε ι α  ί ν ό ς  |  
δ ί σ κ ο υ  Ε λ α , r ) ,  τ ό τ ε ,  γ ι α  κ ά δ ε  ζ  e  Ε λα , r \  ι σ χ ύ ε ι

X
άιυ

ι υ - ζ
=  2πί.

Α πόδειξη: ’Έ στω  ζ  £  Ε λ α , r ) .  Για κάθε t  e  [0,1] τό σημείο

(1 -  t ) a  + ϊ ζ

ανήκει μέσα στόν δίσκο Έ λα , r ) ,  αφού ισχύει

|(1 -  t ) a  +  t z - a \  =  t \a - z \ < r .

Ά ρ α  ή συνάρτηση με τύπο

1
φ 0 ,  ι υ )  :=

w - a  +  t ( a - z Y

είναι καλά όρισμένη καί παραγωγίσιμη ως προς ι υ  € γ  και t  6 [0,1], 
συνεχή παράγω γο. Θεωρούμε τη συνάρτηση j

g i t ) : -  ί φ 0 , ΐ υ ) ά ι υ =  Γ -------- ---------- r, t e [ 0 , 1], I
J y  J y z v - a  +  t ( a  -  z )  I

γ ια  την όποια  παρατηρούμε ότι, λόγω τού Θεωρήματος 5.1.4.6, ισχύει J p :

g ' ( 0  =  [ ζ ------- Z ~ ? - \ n d w .
J y  [«/ -  λ + t ( a  -  ζ ) ] 2

tt
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1»

ι

Σχήμα 6.1: Ad x d f c  t € [0 ,1] τό σ η μ ύ ο  (1 -  t )a  + t z  = a  -  t ia  -  z) 
ά ν ή κ α  μ ( σ α  α χ ό ν  δ ίσ κ ο  Β ία , r \ .

’Αλλά, γιά  κάθε σταθερό t  ή συνάρτηση
ζ -  a

Fiiv) :=
w  -  a  + t i a  -  z)

έχει παράγω γο
F(u>) =  ---------— - r ,

[ip -  a  + f(tf -  z)]2
όπότε, άπ ό  τό Θεώρημα 5.1.4.3, προκύπτει δτι g ' i t )  = Ο, γ ιά  κάθε f € 
fO, 1], Ε πομένω ς, λόγω καί τής σχέσης (6.1), έχουμε

 ̂ f  ——  = g(l) =^(0) = Γ-^L = 2πι. ■
J y W - z  Λ d J y W - a

tk

6.1.2 'Ολοκλήρωμα σέ κύκλο

Ετό κεφάλαιο τούτο θά δούμε δτι όρισμένα έπικαμπύλια  όλοκληρώμα- 
Γα μπορούν νά  υπολογιστούν εύκολα, χρησιμοποιώντας τΙς τιμές τής 
συνάρτησης, ή τΙς τιμές τών παραγώ γω ν της.

θεώρημα 6.1.2.1 ( ί ο  θ α ώ ρ η / ι α  τ ο ν  C a u c h y )  " Ε σ τ ω  /  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι -  

ψ 4 ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ ϊ ν α ν  τ ό π ο  Τ ,  μ ί  σ υ ν * χ η  π α ρ ά γ ω γ ο Κ  B i a t r )  ί ν α ς

‘Αργότερα 0ά δούμε δτι ή συνθήκη τής συνεχούς παραγώγου έξασφαλ(ζεται άπό 
ήν όλομορφία τής συνάρτησης.
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δίσκος ό ό π ο ι ο ς  μ α ζ ί  μ ε  τ η  ϋ ή κ η  τ ο υ  ά ν ή κ ε ι  σ τ ο ν  τ ό π ο  κ α ϊ  ’έ σ τ ω  γ  ή  ΰ ε τ ι κ ά  

π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν η  π ε ρ ι φ έ ρ ε ι α  τ ο υ  δ ί σ κ ο υ . Τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι

f ( w )
/ ( ζ )  = 7Τ-: Γ —— d w , z  € B (a , r ).

2 π ι  J y W - z

Α πόδειξη: Σταθεροποιούμε ένα σημείο ζ  e  Β ία , r). Για κάθε w  € γ  καί 
1 6 [0,1], τό σημείο

ζ + t ( w  -  ζ )  = (1 -  0 ζ  +

ανήκει στόν κ λ ε ι σ τ ό  δίσκο Β ί α , τ ) ,  άρα ανήκει καί στό πεδίο όρισμου 
τ η ς / .  Θεωρούμε τη συνάρτηση

/ί(0
/ ( ζ  + t ( w  -  ζ))

ιυ  -  ζ
d w , t  € [0,1].

Σύμφωνα με τό Θεώρημα 5.1.4.6, έχουμε

h

Ε π ειδ ή  ή συνάρτηση

'(0 = Γ/'(ζ + Kw -  z ) ) d w .
J y

j / f a i M  0 <  t
K w ) := '

/( ζ ) ,  f = 0,

Ικανοποιεί τη σ χ έ σ η

y ( w ) = f ' ( z  +  t ( w - z ) ) ,  w e y ,  

α π ό  τ ό  Θεώρημα 5.1.4.3 έπεται δτι θά ι σ χ ύ ε ι

Λ'(0 = 0, ί€ [ 0 ,1 ] .

Ε π ομ ένω ς ή συνάρτηση h  είναι σταθερή, όπότε, λόγω καί τού Θεω
ρήματος 6.1.1.1, έ χ ο υ μ ε

ί  ί ^ - ά ι υ  = /ι(1) = /ι(0) = Γ = /( ζ )  Γ = 2π;/(ζ).JyW- Z JyW- Z JyW-Z

Τούτο άποδεικνυει τό συμπέρασμα. ■

J
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6.1.3 Ανάπτυγμα σέ σειρά Taylor

θεώ ρημα 6.1.3.1 " Ε σ τ ω  /  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ ί ν η  καί <5Αόμ ο ρ φ η  μ ί  σ υ -  

ι>(χή π α ρ ά γ ω γ ο  σ ί  ί ν α ν  τ ό π ο  π ο ύ  π ί ρ ι ί χ α  ί ν α ν  κ λ η σ τ ό  δ ί σ κ ο  Β ία ,  R ) .  Τ ό re 
ή  /  γ ρ ά φ ί ται σ τ η  μ ο ρ φ ή

/ ( ζ) =  α „ (ζ  -  α ) Π, ζ  6 Β ία ,  R ) ,

ties 0

δ π ο ν  ο ί  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  δ ί ν ο ν τ α ι  ά π ό  τ ό ν  τ ύ π ο

1 Γ  f ( w )  _  f ' ( a )  

2π ί  J y  ( w  -  a ) '1** W  w!
n = 0 ,1 ,2 ,

Ή  κ α μ π ύ λ η  γ  π ά ν ω  σ τ η ν  ό π ο ι α  γ ί ν ε τ α ι  ή  ό λ ο κ λ ή ρ ω σ η , ε ί ν α ι  ή  δ ε τ ι κ ά  π ρ ο - 
σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν η  π ε ρ ι φ έ ρ ε ι α  τ ο ϋ  δ ί σ κ ο υ  Β (α , R ) .  Ή  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ η ς  σ ε φ ά ς  ε ί ν α ι  

ό μ ο ι ό μ ο ρ φ η  π ά ν ω  σ έ  σ υ μ π α γ ή  υ π ο σ ύ ν ο λ α  τ ο ϋ  δ ί σ κ ο υ . Ε π ί σ η ς , ο ί  σ υ ν τ ε λ ε 

σ τ έ ς  τ η ς  σ ε φ ά ς  ε ί ν α ι  μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ό ρ ι σ μ έ ν ο ι .

Απόδειξη: Σταθεροποιούμε ένα σημείο ζ € Β ία , R ) .  Τότε, γ ιά  κάθε w  € γ ,  

έχουμε

όπότε. άπό τό κριτήριο του Weierstrass γ ιά  τη σύγκλιση σειρών, πρ ο
κύπτει ότι ή σειρά

Υ  (z-fl)" 1 ζ — a (ζ - α ) 2 ^  1
(w -  β)"*1 w  — a  ( t v -  a ) 2 ( t v - a ) 3 1 -  ^  «> -  z

ϊυγκλίνει άπόλυτα καί όμοιόμορφα ώς πρός n> e γ .  Ε π ομ ένω ς τ ό  ίδιο  
)ά συμβαίνει καί γ ιά  τή σειρά

V· (ζ -  a ) " f ( w )  f ( w )

“ { ( w  -  a )"* *  w - z '  W  €n«0

Ικροΰ ή συνάρτηση/ είναι φραγμένη έπ ί τής καμπύλης γ .  Ά ρα . σύμφωνα  
ιέ τό θεώ ρημα 5.1.4.4, μπορούμε νά  άλλάξουμε τή σειρά άθροισης καί

?

\m
 ν
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όλοκλήρωσης καί νά  εφαρμόσουμε τό Ιο Θεώρημα Cauchy (Θεώρημα 
6.1.2.1) γ ια  την παράσταση όλόμορφης συνάρτησης σ ε  δ ί σ κ ο .  ’Έτσι 
παίρνουμε

/ ( ζ ) = ύ ϊ [ ^ ” = Σ α»(ζ- α)η· (6·2)uy ,Ι=ο

Ή  σύγκλιση της σειράς (6.2) είναι απόλυτη και όμοιόμορφη πάνω  
στα συμπαγή ύποσύνολα, λόγω τοϋ Θεωρήματος 4.4.3.3.

’Έ στω  k  = 0 ,1 ,2 , · · · Παραγωγίζοντας k  φορές τη σειρά πού προέκυ- 
ψε παίρνουμε

οο

f ( k\ z )  = ^  α η η ( η  -  1 -  2) · · · (n -  k  + l)(z -  a ) n~k .
n=k

και θέτοντας ζ  = α παίρνουμε

f ik\ a )  =  akk l

πράγμ α  πού άποδεικνύει τό θεώρημα. ■

Σχήμα 6.2: Τό ά νά π τυ γμ α  Taylor μ ί  κέντρο τό σημείο α υπάρχει στόν  
δίσκο Β(α, r), όπου r είναι ή άπόσταση τοϋ α άπό τό σύνορο του τόπου  
Τ .

Σημείωση: Χάριν συντομίας, λέμε " ά νά π τυ γμ α  Taylor ” , αντί τοϋ 
" α νά π τυ γ μ α  σ ε  σ ε ι ρ ά  Taylor".
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j Στό σχήμα φαίνεται ό μέγιστος δίσκος μέσα στόν όποιο ύπάρχει τό  
! άνάπτυγμα Taylor μέ κέντρο τό σημείο α. Αύτός είναι ό ΕΚα, r \  δπου r 
! είναι ή άπόσταση τού α ά π ό  τό σύνορο τού τόπου Τ .

Πρόβλημα 6.1.3.1 Ν ά  β ρ ζ ϋ ύ  τό ά ν ά π τ υ γ μ α  T a y lo r  μ ΐ  κ ί ν τ ρ ο  τό σ η μ ΰ ο  

a = 1 στόν δ ί σ κ ο  2X1,1) τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  μ ί  τ ύ π ο

f ( z )  := r2 _ ι ζ

Λύση: Τό πεδίο όρισμού τής συνάρτησης είναι ό τόπος Τ  := C \  {0, /} 
καί τό σύνορο τού τόπου αύτού είναι τό σύνολο {0, /). Ή άπόσταση τού 
σημείου a  = 1 άπό τό σ ύ ν ο ρ ο  είναι ίση μέ

inf(|l - 0 | . | l - » | )  = inf(l. V2} = 1.

Ά ρα ή συνάρτηση /  μπορεί νά  Αναπτυχτεί σέ σειρά Taylor μέσα στόν 
δίσκο Β(1,1).

Αναλύουμε τό κλάσμα σέ άθροισμα άπλώ ν κλασμάτων:

/ ' -1  1
/ ( ζ )  = -=— γ  = 7----- Τ" = —  + ----- :·

Ζ2 -  ΙΖ ( ζ  -  ΐ ) ζ  ζ  Ζ - Ι

Γιά κάθε σημείο ζ  e  IX1,1), ισχύει |ζ -  1| < 1. Ε πομένω ς έχουμε

-1
ζ

-1
1 -  (1 -  ζ)

αο

= - £ α - ζ ) ·
Μ*0

= ^ ( - 1 ) " +,( ζ - 1 ) ”.
»ι»0

Επίσης Ισχύει
ιζ — 11 _ |ζ — f| 1
Ι ΐ - Ί  V2 < V 2 <

Ιαι έπομένως έχουμε

1 _ 1___________ 1 1
ζ - ί  (1-ΐ)  + (ζ-1)  1 - i i  + ^J

οο οο

= £ (1  -  0-(Β+°(-1)"(ζ -  Ο" = -  J \ i  -  1)-(Λ+,,(ζ -  1)".



220 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  6 . Τ Ο Π ΙΚ Ε Σ  ΙΔ ΙΟ Τ Η Τ Ε Σ

’Έτσι, τό ανάπτυγμα Taylor τής συνάρτησης μέ κέντρο τό σημείο <3 = 1 
στόν δίσκο 23(1,1) είναι τό

ο ο

/(ζ) = £  [(-l)n+1 -  (« -  l)-(n+1)](z -  1)”, ζ € ΚΙ, 1). ♦
η - 0

Π ρόβλημα 6 .1 .3 .2  Ν ά  ά ν α π τ υ χ τ ε ϊ  σ ε  σ ε ι ρ ά  T a y lo r  σ τ ό ν  δ ί σ κ ο  Η 0,1) μ ε  

κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ ε ί ο  0  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  τ ύ π ο

ζ

(ζ -  Ο2

Λύση: Στόν δίσκο Η 0,1) ή συνάρτηση έχει ανάπτυγμα Taylor της μορ
φές

ο ο

/(ζ) := Τ = T j anZn = Οο + αιζ + α2ζ2 + · · ·,
«=0

δπου οί συντελεστές η  = 0,1, · · · είναι μιγαδικοί αριθμοί. Πρώτα 
παρατηρούμε ότι, έπειδή ισχύει /(Ο) = 0, θά πρέπει ό σταθερός όρος <?ο 
νά είναι ’ίσος μέ μηδέν. ’Άρα έχουμε

λ °°

7----- ^2 = Ε λ»ζ”"1’ z e K O . l ) .
( ζ - ' )2 £ ί

Ακόμη παρατηρούμε ότι ισχύει

1 = d  1
(ζ -  Ο2 d z z - ϊ

όπότε τό ανάπτυγμα της συνάρτησης /  θά βρεθεί αν άναπτύξουμε τή 
συνάρτηση μέ τύπο 1/(ζ -  0 σ ε  σειρά Taylor στόν δίσκο # 0 , 1) μέ κέντρο 
τό σημείο 0 καί στη συνέχεια νά πάρουμε τήν παράγωγο πρώτης τάξης. 
(Τούτο μπορεί νά γίνει, επειδή ή σειρά συγκλίνει άπόλυτα ομοιόμορφα 
πάνω σέ κάθε συμπαγές υποσύνολο του δίσκου.)

Επειδή, γιά κάθε ζ  €  Β ( 0 , 1), ισχύει Μ < 1, θά έχουμε

ο ο  ο ο

=7-ΙΓ4*'ΣΦ'=Σγ"Ιζ"·
' Η=0 Μ=0
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Παραγωγίζοντας καί τά δύο μέλη τής παραπάνω  σχέσης προκύπτει

- L j = £ ( » + i r v
(z -  Ο2

καί άρα, τελικά, βρίσκουμε δτι

Η=0

οο
A r 2 = £ ( M  + Ο ί - ^ ν * 1, Ζ €.0(0,1). ♦

(Ζ -  | ) 2 Μ=0

6.1.4 Όλοκληρώματα σέ κλειστές καμπΟλες δίσκων

θεώ ρημα 6.1.4.1 "Αν /  d v a t  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  κ α ί  ό λ ό μ ο ρ φ η  a t  

ί ν α ν  δ ί σ κ ο  Β ία , r )  μ έ  σ υ ν ε χ ή  π α ρ ά γ ω γ ο  κ α ί  γ  ε ί ν α ι  μ ιά .  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  σ τ ό ν  

δ ίσ κ ο ,  τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι

Απόδειξη: Στόν δίσκο Β ία , r )  ή συνάρτηση/ έχει άνάπτυγμα Taylor τής 
μορφής

ί ( ζ )  = Σ α η( ζ - α ) "

καί ή σύγκλιση αύτή είναι όμοιόμορφη πάνω στό συμπαγές σύνολο γ .  

θέτοντας
H z) := Υ  - ^ ( ζ  -  λ)"*'. 

A-» n +1
ιρατηροΰμε δτι, λόγω τού Θεωρήματος 4.4.3.4

F(z) = /(ζ).

για κάθε ζ € Β ί α , τ ) .  Τώρα, τό συμπέρασμα έπεται μέ έφαρμσγή του 
Θεωρήματος 5.1/#.3. ■

θεώ ρημα 6.1 .4 .2  " Ε σ τ ω /  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ έ ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  a t  ί ν α ν  

τ ό π ο  Τ .  μ ΐ  σ υ ν ε χ ή  π α ρ ά γ ω γ ο , Β ία . r )  ί ν α ς  κ λ ε ι σ τ ό ς  δ ί σ κ ο ς  σ τ ό ν  τ ό π ο  κ α ΐ γ ή  

θ ε τ ικ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν η  π ε ρ ι φ έ ρ ε ι α  τ ο υ  δ ί σ κ ο υ . Τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι  ό  τ ύ π ο ς

f ( w )

( W  -  z)w*!
άιυ,
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γ ια  κ ά ϋ ε  η  = 0 ,1, · · · κ α ϊ κ ά ϋ ε  ζ  e  Β ία , r ) .

Α πόδειξη: Τό συμπέρασμα προκύπτει από την παράσταση την όποια 
έχει ή συνάρτηση /  όταν περιοριστεί πάνω στόν δίσκο Β ία , r ) , όπως 
είδαμε στό Θεώρημα 6.1.2.1. ■

Άπό τόν τύπο τού παραπάνω θεωρήματος έπονται τα έξης συμπε
ράσματα:

Πόρισμα 6.1.4.1 Ο ί συντελεστή του α ν α π τύ γ μ α το ς  T a y lo r με κ έ ν τρ ο  τ ό  σ η - 
μ ε ϊο  α δ ίν ο ν τ α ι  κ α ι  ά π ό  τ ό ν  τύ π ο

f (n\ a )
α „  =  — —  ,*'« = 0,1,··· 

til

Πόρισμα 6.1.4.2 Ο ί συντελεστές αη, η  = 0,1, · · · είναι μ ο ν α δ ικ ο ί.

Πόρισμα 6.1.4.3 Α ν  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  /  έχει σ υ νεχ ή  π ρ ώ τη  π α ρ α γω γό , τότε 
υ π ά ρ χ ο υ ν  ο ί  π α ρ ά γ ω γ ο ι κ ά ϋ ε  τ ά ξ η ς .

6 .1 .5  Θ ε ω ρ ή μ α τ α  G ou rsa t κ α ι M orrera

Έδώ θά δούμε δτι ή ύπόθεση τής συνέχειας της παραγώγου μιας όλόμορ 
φης συνάρτησης (όπως τη χρησιμοποιούσαμε στα προηγούμενα συμπε
ράσματα) για τό γενικό θεώρημα τού Cauchy δεν είναι απαραίτητη 
γιατί ή ιδιότητα αύτή προκύπτει άπό την όλομορφία τής συνάρτησης.

Θ εώ ρημα 6.1.5.1 (G o u rs a t)  Δ ίν ε τ α ι  ένας τό π ο ς  Τ  κ α ϊ μ ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η

f  : Τ  —»C,

ό ρ ισ μ έ ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ τ ό ν  τό π ο . Τ ό τε , γ ια  κ ά ϋ ε  τ ρ ιγ ω ν ικ ή  κα μ π ύ λη  Δ 

π ού  μ α ζ ί με τό ίσ ω τ ε ρ ικ ό  τ η ς  ά ν ή κ ε ι σ τ ό ν  τό π ο  Τ ,  ίσχυει ό τ ι

= 0,

J



6Λ. ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 223

’Απόδειξη: Έ στω  Τ 0 ένα τρίγωνο, τό όποιο μαζί μέ τό έσωτερικό του  
βρίσκεται μέσα στόν τόπο Τ  καί έστω Δ 0 ή καμπύλη-περίμετρος του  
Τ 0 θετικά προσανατολισμένη. (Προφανώς ή φορά τής καμπύλης δέν 
έπηρεάζει την απόδειξη.) Παίρνοντας τά μέσα τών πλευρών του τρι
γώνου Τ ο  σχηματίζουμε τέσσερα τρίγωνα Τ1, 7^. Τ3, Τ \  μέ περιμέτρους 
Δ {ΡΔ 2. Δ 3 .Δ * ', αντίστοιχα, θετικά προσανατολισμένες.

Επειδή, προφανώς. Ισχύει δτι Αο = Α1 + Δ 2 + Δ 3 + Α'*, έ'χουμε

J f ( w ) d w = ί f ( w ) d w  + | f ( w ) d w  + I f ( w ) d w +  I f ( i v ) d w .
&Q J 43 Ja*

Επομένω ς υπάρχει ένα άπό τά τρίγωνα Τ1, f 1 , 7*, Τ4, τό όποιο όνο- 
[ μάζουμε Tj, μέ περίμετρο Aj, τέτοιο ώστε

Συνεχίζοντας, έπαγωγικά, μέ τόν Ιδιο τρόπο προκύπτει μιά άκολουθία

(6 .3)
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’Άν όνομάσουμε du τη μεγαλύτερη πλευρά τού τριγώνου Τη καί ρ„ 
τό μήκος της περιμέτρου του, τότε, προφανώς, θά ισχύει σχέση

* do Ρο
d« = 2" κ<ΧΙ ρ" =  2 " '

Επειδή κάθε τρίγωνο είναι συμπαγές σύνολο, από τό Θεώρημα
2.2.3.2 του Cantor, έπεται δτι ύπάρχει μοναδικό σημείο ζο 6 Τ„ τό 
όποιο ανήκει σε δλα τά τρίγωνα.

’Έστω ε > 0. Άπό τη διαφορισιμότητα τής /  στό σημείο Ζο, έξασφα- 
λίζεται ή ύπαρξη κάποιου δείκτη 7ΐ0 τέτοιου ώστε, γιά κάθε η >  hq, τό 
τρίγωνο Τ„ νά άνήκει στόν δίσκο Β (ζ ο, ε) και έπι πλέον νά ισχύει

\f(w) - / ( z 0) - / '(z 0)(w - ζ0)| s  ε|?υ -  ζ0|,

γιά κάθε ζυ € Τ„. Είναι εύκολο νά δούμε δτι Ισχύει j
ί

Γ f(zo)dzo = 0 =  ί  f'(zo)(w - zo)dxn
^11 v4||

γεγονός πού συνεπάγεται δτι 1

| Γ  /(«?)Λ»| = | Γ  (/Χίο) - / ( ζ ο )  - / '( ζ ο ) (« , -  ζ0)]Λ(»| j
I

<ε f  |w — z0|At>< ed„p„ =
v '

’Έτσι, άπό την άνισότητα (6.3), προκύπτει δτι

I f(w)dw <ed0p0,
J a ο

πράγμα πού άποδεικνύει τό θεώρημα. ■

Θεώρημα 6.1.5.2 ( M o rre ra )  "Ε σ τ ω  B (c , r) £'ras δίσκος· m i  f  : He, r) 
μ ι α  σ υ ν εχ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  τ έ τ ο ια  ώ σ τε  ν ά  ίσ χ ύ α

Xf ( z ) d z  = ο,
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γ ι ά  κ ά δ ε  τ ρ ι γ ω ν ι κ ή  κ α μ π ύ λ η  Δ , ή  ό π ο ια ,  Α ν ή κ ε ι  σ τ ό ν  δ ί σ κ ο . Τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ε ι  

μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F : He, r) -> C, τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε

d F C z)

d z
= /( ζ ) .

Δ η λ α δ ή  ή  f  έ χ ε ι  έ ν α  ά ό ρ ι σ τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α .

Απόδειξη: 'Ορίζουμε τη συνάρτηση

H z) := | f ( w ) d w ,  ζ  6 He, r).
: Jlcz)

Τότε, άπό τήν ύπόθεση έχουμε δτι, γ ιά  κάθε ζεύγος σημείων ζ, ζο του  
δίσκου H e,r) Ισχύει

j Γ f ( w ) d w  = 0,
. * J [c.Z,Zq ,c ]

όπότε καί
, Γ f ( w ) d w -  f  f ( i u ) d w  = Γ f ( w ) d w .

J [ a ]  -'ICZol J(zo*l
*Έτσι, παίρνουμε

ί H z) -  Η ζ0) 1
— = —— Γ f ( w ) d w  = Γ / ( ζ ο +  Κ ζ -ζ ο ))Λ .

Ζ -  Ζο ζ -  Ζ0 J fo z| Jo

Παίρνοντας τό δριο τής παράστασης αύτής, δταν ζ τείνει πρός τδ zq 
ical χρησιμοποιώντας τη συνέχεια τής συνάρτησης / ,  έπεται ή Ισότητα 
Ρ ίζο) = /(ζο ). ■

5.1.6 θ ε ω ρ ή μ α τ α  C auchy γ ιά  ό λ ά μ ο ρ φ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις

θεώρημα 6.1.6.1 " Έ σ τ ω  B i c , γ) ένας δ ί σ κ ο ς  κ α ί  /  : He, r) -* C /lid  σ υ ν ε χ ή ς  

ί υ ν ά ρ τ η σ η .  Τ ό τ ε  ή  /  Λα ά ό ρ ι σ τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α  σ τ ό ν  δ ί σ κ ο t ά ν  κ α ί  μ ό ν ο

Ιν  Ι σ χ ύ ε ι

f ( w ) d w  = 0, (6 .4)
L ·

τ ά  κ ά δ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ υ α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ  ή  ό π ο ί α  Α ν ή κ ε ι  σ τ ό ν  

ί σ κ ο  He, γ).
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Απόδειξη. ’Άν ή συνάρτηση /  έχει αόριστο ολοκλήρωμα, τότε το συμ
πέρασμα είναι προφανές.

Αντίστροφα, άν ή σχέση (6.4) αληθεύει, για κάθε κατά τμήματα 
διαφορίσιμη κλειστή καμπύλη γ , ή οποία ανήκει στον δίσκο He, r), τότε 
θά ισχύει και για κάθε τριγωνική καμπύλη πού μαζί με τό έσωτερικό της 
ανήκει στον δίσκο. ’Έτσι, τό συμπέρασμα προκύπτει από τό Θεώρημα 
τού Morrera. ■

Θεώρημα 6.1.6.2 ( Γ ε ν ικ ό  Θ εώ ρ η μ α  C a u ch y ) ’Έ σ τ ω  He, r )  ένας δ ίσ κο ς  κ α ι 

/ :  He, r) —> C μ ι α  σ υ ν εχ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η . T o re  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η /  d v a i  ό λό μ ο ρ φ η , 

ά ν  κ α ι μ ό ν ο  ά ν  ή  σ χ έσ η  (6.4) ισ χ ύ ε ι γ ια  κ ά ϋ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  

κ λ ε ισ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ, π ού  ά ν ή κ ε ι σ το ν  δ ίσ κ ο .

Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι ή συνάρτηση /  είναι όλόμορφη. Άπό τό 
θεώρημα του Goursat, έπεται δτι ισχύει

f ( z ) d z  =  0,

για κάθε τριγωνική καμπύλη Δ στον δίσκο, όπότε άπό τό θεώρημα τού 
Morrera προκύπτει δτι ύπάρχει ένα αόριστο όλοκλήρωμα της / .  Τώρα, 
τό συμπέρασμα έπεται άπό τό Θεώρημα 6.1.6.1.

Αντίστροφα. ’Έστω δτι ή σχέση (6.4) ισχύει γιά κάθε κατά τμήματα 
διαφορίσιμη κλειστή καμπύλη γ ή οποία άνήκει στον δίσκο He, r ) . Τότε, 
σύμφωνα με τό Θεώρημα 6.1.5.2, ύπάρχει μιά συνάρτηση F  τέτοια ώστε

F = f .

Τούτο σημαίνει δτι ή F  είναι όλόμορφη στον δίσκο καί αύτή έχει συνεχτ 
π ρ ώ τ η  παράγωγο στόν δίσκο He, r). Άπό τό Θεώρημα 6.1.4.2, έπεται 
δτι ή συνάρτηση F  ε χ ε ι παραγώγους κάθε τάξης. Τό γεγονός τούτ( 
συνεπάγεται δτι ή συνάρτηση /  είναι όλόμορφη. ■

Πρόβλημα 6.1.6.1 Θ ά  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ό  έ π ικ α μ π ύ λ ιο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

sin 2( z ) d z

i
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ό π ο υ  γ  d v a i  ή  κ α μ π ύ λ η  μ έ  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

ζ (0  := f+  /cos(0 , f € [ -  f ’ f]*

Απόδειξη: Παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση sin2(z) είναι όλόμορφη π α ν
τού στό μιγαδικό έπίπεδο. Θεωρούμε τό εύθύγραμμο τμήμα /  πού  
ένώνει τό σημείο με τό | .  Τότε ή καμπύλη γ  -  /  είναι κλειστή και 
κατά τμήματα διαφορίσιμη. 'Έτσι, έπειδή μια παραμετρική παράσταση  
τής καμπύλης /  είναι ή

θά έχουμε

ί  sin H z ) d z  = 0,
Λ -Υ

όπότε προκύπτει δτι

J"sinH z ) d z  =  -  J * sin2(z)rfz = -  J *  s i n 2 U ) d t  =  ~ .  ♦

6 .1 .7  Τ ο π ικ ά  φ ρ α γ μ έ ν ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις

Μέχρι τώρα ύποθέταμε δτι ή (κλειστή) καμπύλη πού χρησιμοποιούμε 
για νά Ισχύει ή σχέση (6.4) είναι τέτοια ώστε σέ κάθε σημείο τού έσω- 
Γερικού της ή συνάρτηση νά είναι όλόμορφη. Ω στόσο, μπορούμε νά  
δούμε δτι τό συμπέρασμα αύτό έξακολουθεί νά Ισχύει, άκόμη καί &ν 
Ιπάρχουν σημεία, δπου ή συνάρτηση δέν (φαίνεται δτι) είναι όλόμορφη, 
Ιλλά είναι τοπικά φραγμένη με τήν άκόλουθη έννοια:

Ορισμός 6.1.7.1 Μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  ό ρ ι σ μ έ ν η  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  σ έ  έ ν α ν  δ ί σ κ ο  

Κ(ϊ. γ) λέμε ότι d v a i  τοπ ικ ά  φ ραγμένη  στό σ η μ ύ ο  α % & ν ύ π ά ρ χ  «  Μ  > 0  κ α ϊ  

Κριοχή V a ς  Β ία , γ) τ ο υ  σ η μ ε ί ο υ  α τ έ τ ο ι α  ώστ* ν ά  Ι σ χ ύ α  \ f ( z ) \  < Μ, γ ι ά  κ ά ϋ ι  

’>€ V , .

Μιά Ικανή συνθήκη ώστε μιά συνάρτηση νά είναι τοπικά φραγμένη, 
δίνεται στήν έξής πρόταση:
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Π ρόταση 6.1.7.1 ~Έστω /  μ ια  συνάρτηση ή όποια d v a i  ορισμένη σ£ έναν 
δίσκο Β(α, r ) .  Α ν  το δριο τη ς /  στο σημείο α ύπάρχα , τότβ αύτη d ναι τοπικά  
φ ρ α γμ ένη  στο οη]μαο α.

Α πόδειξη: ’Έ στω / τό δριο τ η ς /  στο α . Χρησιμοποιούμε τον ε - δ  όρισμό. 
’Έ τσι, θέτοντας ε  = 1, εξασφαλίζουμε την ύπαρξη ενός δ  >  0, τέτοιου 
ώστε δ  <  r  και

0 < |ζ -  α\ <  δ  ==> / ( ζ )  -  Ζ| < 1.

’Άρα γ ια  κάθε τέτοιο σημείο ζ έχουμε

/( ζ ) | < \ f ( z )  - 1\ + \l\ < 1 + |Ζ|,
Μ

οπότε προκύπτει

\ f ( z ) \  <  m a x { \ f ( a ) \ ,  1 + 1/|} =: Μ, ζ € Η 0, δ )  =: Κα. ■

Θ εώ ρημα 6.1.7.1 Δ ί ν ε τ α ι  έ ν α ς  δ ί σ κ ο ς  E&c, r), α ένα σ η μ ε ί ο  τ ο υ  δ ίσ κ ο ν  He, r) 
και μ ια  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  : H e, r) —> C ή όποια είναι ό λ ό μ ο ρ φ η  σ τ ο  σ ύ ν ο λ ο  

H e, r) \  {α} και τ ο π ι κ ά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  α . Τ ο 'τβ  ι σ χ ν ά

γ ι ά  κ ά θ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ ,  ή  ό π ο ι α  ά ν ή κ α  σ τ ο ν  

δ ί σ κ ο .

Α πόδειξη: Τό συμπέρασμα 9ά προκόψει από τα  προηγούμενα θεω
ρήματα, αρκεί να αποδείξουμε δτι τούτο αληθεύει γιά  τριγωνικές καμ
πύλες.

’Έτσι, θεωρούμε μια τριγωνική καμπύλη γ  := [ A B C A ] , με φορά, 6πω< 
άκολουθούν οί κορυφές Α, Β , C, Α  στον δίσκο H e, r). Διακρίνουμε τί< 
έξης τέσσερις περιπτώσεις:

Π ε ρ ί π τ ω σ η  1 . Τό σημείο α ανήκει στο εξω τερικό της καμπύλης 
Τότε ή συνάρτηση /  είναι όλόμορφη σε μιά περιοχή της καμπύλης y 
πού δεν περιέχει τό σημείο α. ’Έτσι, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 6.1.6.1
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C

C

Β
Α=α ΒΓ

τό όλοκλήρωμα τ ή ς /  κατά μήκος τής καμπύλης γ  είναι too  μέ τό μηδέν.

Π φ ί π τ ω σ η  2 .  Τ ό σημείο α είνα ι μ ια  κορυφή τού  τριγώ νου. Υ π ο
θέτουμε δτι Ισχύει a  = Α  και θεωρούμε έναν πραγματικό αριθμό r > 0  
μικρότερο των μηκών των δύο πλευρών Α Β  καί A C . Παίρνουμε τα  
δύο σημεία B r , C r πάνω στις πλευρές Α Β  καί A C  αντίστοιχα, τα ό π ο 
ια άπέχουν άπόσταση r > 0  α πό τό σημείο α . ’Ονομάζουμε γ τ καί ΓΓ 
τις πολυγωνικές καμπύλες [ A , B r , C n A ]  καί [B r. Β  C . C r, B r] , άντίστοιχα. 
Τότε παρατηρούμε δτι

διότι τά εύθύγραμμα τμήματα B r C r καί C rB r έχουν άθροισμα τη μηδε 
νική καμπύλη. Ε πομένω ς ισχύει

Επειδή, προφανώς, ή συνάρτηση /  είναι όλόμορφη σέ μια περιοχή τής 
καμπύλης ΓΓ, ή όποία δέν περιέχει τό σημείο <?, λόγω τού Θεωρήματος
6.1.6.1, τό έπικαμπύλιο όλοκλήρωμα πάνω  σέ αυτή είναι ίσο μέ τό 
μηδέν. Έ τσ ι έχουμε δτι

y  *  Yr +  Γ η

Ά ν Μ  είναι ένα φράγμα τής /  σέ μιά περιοχή που περιέχει τήν 
καμπύλη y r, άπό  τήν παραπάνω  σχέση, προκύπτει δτι
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διότι τό (μέγιστο) μήκος της καμπύλης y r είναι ϊσο μέ 4r. Λαμβάνοντας 
τό όριο δταν r  —> 0, προκύπτει

= 0.

C

Π ε ρ ί π τ ω σ η  3 .  Τό σημείο α κείται πά νω  σ ε  κ ά π ο ι α  π λ ε υ ρ ά .  ’Έστω 
δτι τό σημείο κείται πάνω στην πλευρά A C . Θεωρούμε τα τρίγωνα Α α Ε  

καί a B C y όπότε εφαρμόζουμε την περίπτωση 2 στην αλυσίδα [ Α , Β , α , Α ] *  

[a, Β ; C, λ ] .

C

Π ε ρ ί π τ ω σ η  4 .  Τό σημείο α ανήκει στό έσωτερικό του τριγώνου  
Τότε σχηματίζουμε τρίγωνα Α Β α , B a C , C&4 καί εφαρμόζουμε πάλι τηι 
περίπτω ση 2 στην αλυσίδα των τριών τριγώνων.

Ε π ομ ένω ς σέ κάθε περίπτωση τό όλοκλήρωμα κατά μήκος τής τρι
γωνικής καμπύλης είναι ϊσο μέ τό μηδέν, όπότε ύπάρχει αόριστο όλο 
κλήρωμα τής / .  Τούτο σημαίνει δτι τό όλοκλήρωμα τής /  κατά μήκο< 
κάθε κατά τμήματα διαφορίσιμης κλειστής καμπύλης γ ,  πού μαζί μέ χ ί

/ I
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έσωτερικό της άνήκει στόν τόπο Τ , είναι ίσο μέ τό μηδέν. 'Έτσι, ά πό  
τό Θεώρημα 6.1.6.1 έπεται τό συμπέρασμα. ■

6 .1 .8  'Ο λοκ λη ρ ώ μ α τα  π ά ν ω  σ ε  ό μ ο τ ο π ικ έ ς  κ α μ π ύ λ ε ς

όμοτοπικές στόν τόπο, όταν ή μία άπό αύτές μπορεί να μετακινηθεί 
κατά συνεχή τρόπο, χωρίς νά έξέλθει άπό τόν τόπο, ώστε νά έλθει

όλοκληρώματα όλόμορφων συναρτήσεων πάνω σε όμοτοπικές καμπύλες 
είναι ϊσα.

θεώ ρημα 6.1.8.1 Ύπ ο ΰ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι  γ ο  κ α ί  γ \  d m i  δ ύ ο  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α -  

φ ο ρ ί σ ι μ ε ς  κλειστή ό μ ο τ ο π ι κ ί ς  κ α μ π ύ λ ε ς  o k  Ζ ν α ν  τ ό π ο  Τ  κ α ί  f  ε ί ν α ι  μ ί α  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  β ρ ι σ μ έ ν η  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ  κ α ί  ό λ ό μ ο ρ φ η  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  σ τ ό ν  τ ό π ο  

Τ  \  (λ), ό π ο υ  α ε ίν α ι  έ ν α  σ η μ ε ί ο  στό ό π ο ι ο  ή  /  ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ά  φ ρ α γ μ έ ν η . Τ ό τ ε  

Ι σ χ ύ ε ι

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι H i t ,  s), i t ,  s) € [ α , β ]  x  [0,1] είναι μιά συνάρ
τηση όμοτοπίας των δύο καμπύλών.

τό σύνολο των τιμών της είναι συμπαγές. Ά ρα, σύμφο^να και μέ τό 
Βεώρημα 2.2.3.1, υπάρχει ε  > 0 τέτοιο ώστε κάθε δίσκος μέ άκτίνα ε  και 
μέ κέντρο όποιοδήποτε σημείο τού συνόλου H i t . s ) .  i t . s )  e  [ α , β ) x [0.1] 
»ά περιέχεται στόν τόπο Τ .

Αόγω τής όμοιόμορφης συνέχειας τής συνάρτησης Η  υ π ά ρ χ ε ι  δ  > 0, 
Γέτοιο ώστε για  κάθε 0 , s ). i t ' ,  s ' )  € [ α , β ]  x  (0.1] νά  Ισχύει

Στό έδάφιο 3.2 εϊδαμε ότι δυό κλειστές καμπύλες σέ έναν τόπο είναι

και νά καταλάβει τη θέση τής άλλης καμπύλης. Έδώ θά δούμε δτι

Ε πειδή ή συνάρτηση Η  είναι συνεχής καί τό πεδίο όρισμού της [ α , β ] χ  

[0.1] είναι συμπαγές, έπεται δτι αύτή είναι όμοιόμορφα συνεχής καί

|/ - 1'\ < δ ,  |$ - ~ s ' \ <  δ  = >  |H i t .  $) -  H i t ' .  s')| < ε. 

Θεωρούμε έναν άκέραιο άριθμό Ν  τέτοιον ώστε

\*
*ι



232 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΤΟΠΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

Τότε, γ ια  κάθε /, k  = 0 , 1, · · · , Ν  -  1, ή συνάρτηση Η  απεικονίζει τό τε
τράγω νο

και ακτίνα ε. ’Έ στω T k ή κλειστή καμπύλη με παραμετρική παράσταση

Τότε έχουμε T q = y0 Γ/ν = y i .

Για κάθε ; = 0 ,1 ,···  , iV -  1, θεωρούμε την κλειστή καμπύλη σμ μέ 
κορυφές τα  σημεία

cj k * C (j+ i)k >  C ( j+ i ) ( k + i ) ’  C j(k + {)

καί μέ πλευρές τις έξης καμπύλες (βλέπε σχήμα):

1) Τό τμήμα Cjk, C(y+1)*. τής καμπύλης Γ*, μέ φορά έκείνη τής καμπύλης

2) Τό τμήμα Cj(k + i)>  c ( j+ m + i)  τής καμπύλης Γ*+1, μέ φορά αντίθετη τής 
φοράς τής καμπύλης T k+1,

3) Τό εύθύγραμμο τμήμα <̂c/+1 ! )0+ ί) κ α ι

4) Τό εύθύγραμμο τμήμα c ^ M )Cjk .

Ή  κλειστή καμπύλη σ;·* (μαζί μέ τό έσωτερικό της) ανήκει στό\ 
δίσκο Η σ^ ,ε), όπότε, έφαρμόζοντας τό Θεώρημα 6.1.6.2, προκύπτει ότι

στόν δίσκο μέ κέντρο τό σημείο

cjk := Η ( α  + Ι ( β  -  α),

/,e[a,yS].

A ,

f ( z ) d z  = 0.

’Επειδή, προφανώς, Ισχύει

σ ο ,* +  σ Μ  +  * * * +  σΝ-\,ι< -  Α  “  ^ t+i»
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|9ιθροίζοντας τήν τελευταία σχέση γ ι ά /  = 0 .1 , — , Ν - 1 βρίσκουμε δτι

Γ f(z)dz = f  f(z)dz.
J r t J r

Ιπό τή σχέση αύτή έπεται τό συμπέρασμα, άφοϋ Ισχύει

Γ f(z)dz = Γ f(z)dz = · · · = Γ f(z)dz = Γ / ( ζΜζ. ■
Λο -'Γο Jr,v

I "Ενα συμπέρασμα που προκύπτει δμεσα ά π ό  τά Θεωρήματα 6.1.7.1 
ιαί 6.1.8.1 είναι τό έξής:

θεώρημα 6 .1.8.2 Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δ τ ι  γ  ε ί ν α ι  μ ι ά  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ψ η  

Λ ίΐσ τή  κ α μ π ύ λ η  μ η δ έ ν - ό μ ο τ ο π ι κ ή  a t  ί ν α ν  τ ό π ο  Τ  κ α ί /  ε ί ν α ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

Ι λ ό μ ο ρ φ η  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ  \  (<ι|, δ π ο υ  a  € Τ’. “Α ν  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ά  

α ρ α γ μ έ ν η  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  α , τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι

I Γ f ( z ) d z  = 0 .
I
%3- ■
ϊ

I
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6 .1 .9  'Ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  σ έ  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ά  σ ύ ν ο λ α

’Έ χοντας ύπ’ δψη μας την Πρόταση 3.2.0.2 καί τό θεώρημα 6.1.8.2 
παίρνουμε τό ακόλουθο συμπέρασμα, που αφορά ολοκληρώματα κα- 
τάμηκος κλειστών καμπύλών οί όποιες βρίσκονται μέσα σέ άπλά συ
νεκτικά σύνολα. Τό Θεώρημα τούτο άναφέρεται στην περίπτωση κατά 
την όποια  μπορεί νά υπάρχει σημείο α  όπου ή συνάρτηση είναι τοπι
κά φραγμένη. ’Έτσι, προφανώς, τό θεώρημα έφαρμόζεται και όταν ή 
συνάρτηση είναι παντού όλόμορφη στον τόπο.

Θ εώ ρημα 6.1 .9 .1  ’Έ σ τ ω  Τ  έ ν α ς  ά π λ ά  σ υ ν ε κ τ ι κ ό ς  τ ό π ο ς  σ τ ο  μ ι γ α δ ι κ ό  ε π ί π ε 

δ ο  κ α ι  α ε ν α  σ η μ ε ί ο  τ ο ϋ  Τ . Α ν  f  ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  κ α ι  ό λ ό μ ο ρ φ η  

σ τ ο ν  τ ό π ο  Τ  \  {α}, κ α ι  τ ο π ι κ ά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  α, τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι

Γ f ( z ) d z  = 0,
Jy

γ ι ά  κ ά ϋ ε  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  γ  σ τ ο ν  τ ό π ο .

6.2 ΔΕΙΚΤΗΣ ΣΤΡΟΦΗΣ

’Έ στω  γ  μιά καμπύλη, μέ αρχή ένα σημείο α και π έ ρ α ς  έ ν α  σημείο b καί 
έστω z ένα  σταθερό σημείο, τό οποίο δεν κείται πά νω  στην καμπύλη. 
’Άς υποθέσουμε ότι ή καμπύλη γ είναι ένας (επίπεδος) δρόμος πάνω 
στον οποίο κινείται ένας ποδηλάτης, μέ αφετηρία τό σημείο α καί τερ
ματισμό τό b . ’Άν ένας παρατηρητής βρίσκεται σ τ η  θέση τ ο υ  σημείου 
ζ καί παρακολουθεί τήν κίνηση του ποδηλάτη, τελικά, τό βλέμμα τοϋ 
παρατηρητή θά έχει διαγράψει μιά γωνία θ .  Τό πηλίκο Θ / 2 π  είναι i  

π ο σ ό τ η τ α  ε κ ε ί ν η  π ο υ  παριστάνεται μέ /(χ, ζ) καί όνομάζεται δείκτη* 
σ τ ρ ο φ ή ς  τ η ς  κ α μ πύλη ς ώ ς π ρ ο ς  τό  σ η μ ε ί ο  ζ.

6 .2 .1  Ό ρ ισ μ ό ς

Υ ποθέτοντας ότι ή καμπύλη είναι όπω ς στο σχήμα, 9ά αναζητήσουμε 
τόν μαθηματικό όρισμό τής έννοιας αυτής.
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Προφανώς έ χ ο υ μ ε

. θ  Arg(i) -  2) -  Arg(d -  2) 1 . / b ~ Z \  1 . .  / b - Z \
* S  * — ----- 2 Ϊ - 5--------'  25,Ar* fe ) ·

Χρησιμοποιώντας τόν όρισμό του λογαρίθμου μιγαδικοϋ αριθμού καί

Σχήμα 6.3: V  δ ί ίκ τ η ς  σ τ ρ ο φ ή ς  τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  μ ϊ  ά ρ χ ή  τ ό  σ η μ ύ ο  α κ α ί  
π ί ρ α ς  τ ό  σ η μ € ΐο  b  ώ ς  π ρ ό ς  τ ό  σ η μ ι ϊ ο  ζ  d v a i  ή  π ο σ ό τ η τ α  Θ /2 π .

ΐήν παράγω γο της συνάρτησης ζ -* L o g ( z )  [βλ. σχέση (4.7)], βρίσκουμε

Λ>,·2) = 2 Ϊ ( Μ ^ ) - |θ«Ιίτ |Ι]

I = έ ΐ 108 ' 21'  |Λ8<“ ■ 4
i

^πότε, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 5.1.4.3, τελικά, προκύπτει ότι

• *μ > - η Ν £ Μ £ : Ι
λν ύποτεθεί δτι ή καμπύλη είναι κλειστή, τότε έχουμε a  = b  όπότε  
(αΐ |λ -  ζ| = |fc -  ζ|. Μέ βάση τόν τύπο αυτό, προκύπτει ό άκόλουθος 
ιαθηματικός όρισμός τού δείκτη στροφής γ ιά  κλειστές καμπύλες:

X
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Ό ρ ισμ ος 6.2.1.1 ’Έ σ τ ω  γ  μ ι α  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  κ λ ε ι σ τ ή  κ α μ π ύ λ η  

σ τ ο  μ ι γ α δ ι κ ό  ε π ί π ε δ ο  κ α ί  έ σ τ ω  α έ ν α  σ η μ ε ί ο  τ ο  ό π ο ιο  δ ε ν  ά ν ή κ ε ι  π ά ν ω  σ τ η ν  

κ α μ π ύ λ η . 5Ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  δείκτη στροφής τ η ς  κ λ ε ι σ τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ  ώ ς  π ρ ο ς  τ ο  

σ η μ ε ί ο  z  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α

_  1 Γ άνο 
2 π ι  j y w  ~ ζ '

Γενικότερα, έστω
C  := yi + y2 + * · * + 7k

μια αλυσίδα κλειστών καμπύλών κςώ ζ  είναι ένα σημείο τό όποιο δεν 
κείται πάνω  σε καμμιά από τις καμπύλες της αλυσίδας. Ό ρίζουμε  
τον δείκτη στροφ ής της αλυσίδας C ώς προς τό σημείο ζ, νά είναι ή 
ποσότητα

k

I ( C ,  ζ )  :=  £  Ι ( γ ,„  ζ )  

11=1

άτυ
ι υ - ζ *

6 .2 .2  ’Ιδ ιό τ η τ ε ς

Π ρόταση 6 .2 .2 .1  'Ά ν  ε ν α  σ η μ ε ί ο  ζ  κ ε ί τ α ι  σ τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  μ ι α ς  κ λ ε ι σ τ ή ς  κ α μ 

π ύ λ η ς  γ ,  τ ό τ ε  έ χ ο υ μ ε  Ι ( γ ,  ζ )  = 0.

Α πόδειξη: Θεωροϋμε έναν απλά συνεκτικό τόπο Τ  π ο υ  περιέχει την 
καμπύλη, άλλα όχι τό σημείο ζ. Στόν τόπο αύτόν ή συνάρτηση

1
ιυ  —> -------

ι υ - ζ

είναι όλόμορφη. ’Έτσι, άπό τό Θεώρημα 6.1.9.1, προκύπτει τό συμ
πέρασμα. ■

Θ εώρημα 6 .2 .2 .1  Ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί  έ ξ η ς  ι δ ιό τ η τ ε ς :

1 . V  δ ε ί κ τ η ς  σ τ ρ ο φ ή ς  Κ γ ,  ζ )  μ ι α ς  κ λ ε ι σ τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ  ώ ς  π ρ ό ς  ε ν α  σ η μ ε ϊ ΐ  

ζ  € €  \  γ  ε ί ν α ι  α κ έ ρ α ιο ς  ά ρ ι ϋ μ ό ς .
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\!
ί 2 .  Ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ζ  —> Ι ( γ ,  ζ ) d v a i  σ ν ν ί χ ή ς .
\

' Απόδειξη: 1) Ά ν w ( l ) ,  t  € [0,1] είναι μια παραμετρική παράσταση τής 
| κλειστής καμπύλης y, ή συνάρτηση

| *>== Ι ^ ·  - 1»·11'
I Ικανοποιεί τή σχέση

j f e x p [ - ^ ( / ) ] [w ( 0  -  ζ ] =  0 .

Τούτο συνεπάγεται δτι ή συνάρτηση

t  -> -  ζ]

είναι σταθερή. Ε πειδή  Ισχύει καί

προκύπτει

f -2KiKyfz ) ^ { ^  -  ζ] = ^ ^ [ ω Ο )  -  ζ] = ίΓ*(0)[«>(0) -  ζ] = w(O) -  Ζ. 

Ε πειδή  ή καμπύλη είναι κλειστή, έχουμε αΚί) = w ( 0) καί άρα Ισχύει

£-2iriAy,z) _  j

Τούτο συνεπάγεται δτι

- 2  Tc/Ky, ζ) = log 1 = log |1| + i arg(l) = /2tor,

δπότε Ky, ζ) = -fc. δηλαδή, ό δείκτης στροφής είναι ένας άκέραιος άριθ- 
μός.

2) Ή συνέχεια τής συνάρτησης ζ -► J(y, ζ) προκύπτει ά π ό  τό Θεώρη- 
χα 5.1.4.5. ■

Ε πειδή  ή συνεχής εΙκόνα συνεκτικού συνόλου είναι συνεκτικό σύνο
δο καί έπειδή τά μόνα συνεκτικά ύποσύνολα τού συνόλου τών άκεραίων 
ίίναι τά μονοσύνολα, συνδυάζοντας τά βύο συμπεράσματα τού παρα- 
ιάνω θεωρήματος παίρνουμε τό έξής πόρισμα:

*

χ*
~

\ ^
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Πόρισμα 6.2.2.1 Ή  τ ιμ ή  τη ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  ζ  -» Κ γ , ζ )  π ά ν ω  σ ε κ ά ϋ ε  σ υ 

ν ε κ τ ικ ή  σ υ ν ισ τ ώ σ α 2 ά λ λ ο  σ υ ν ε κ τ ικ ό  το ϋ  σ υ νόλου  € \ γ  ε ίν α ι ένας σ τα ϋ ερ ός  

ά κ έ ρ α ιο ς  ά ρ ιϋ μ ό ς .

Οί όμοτοπικές καμπύλες διατηρούν τον δείκτη στροφής. Πραγματι
κά, έχουμε τ ο  έξης θεώρημα:

Θεώρημα 6.2.2.2 Α ν  γο  κ α ι  γ \  ε ίν α ι  δυο κ λ ε ισ τ έ ς  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ι-  

μ ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς  ό μ ο τ ο π ικ έ ς  σ ε έ ν α ν  τό π ο  7 ι : = Τ \  {ζ}, τ ό τ ε  ισ χ ύ ε ι

I(yo> ζ) = Kyi, ζ).

Απόδειξη: Τούτο προκύπτει από τό Θεώρημα 6.1.8.1, δταν τό έφαρ- 
μόσουμε για τον τόπο Τ \  και για τη συνάρτηση με τύπο

J ___1__
2 π ί w - z

Θεώρημα 6.2.2.3 Δ ίν ε τ α ι  ένα  σ η μ ε ίο  ζ  το ϋ  μ ιγ α δ ικ ο ϋ  επ ιπ έδο υ  κ α ι μ ια  κ λ ε ι

σ τή  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  κ α μ π ύ λ η  γ .  Α ν  ή κ α μ π ύ λ η  ε ίν α ι ό μ ο το π ικ ή  

σ τ ό ν  τό π ο  C  \  [ζ ] π ρ ο ς  έ ν α ν  κ ύ κ λο  Γ  μ ε  κ έ ν τρ ο  τ ό  σ η μ ε ίο  ζ, τότ€ ισ χ ύ ε ι

Κ γ , ζ )  = ±1.

Απόδειξη: Οί καμπύλες γ  και Γ  είναι όμοτοπικές, άρα έχουν τον ’ίδιο 
δείκτη στροφής ώς προς τό σημείο ζ. Άπό τά στοιχεία πού εκτίθενται 
στο έδάφιο 6.1.1, έχουμε /(Γ ,ζ) = ±1. Τό γεγονός τούτο άποδεικνύει τό 
συμπέρασμα. ■

Πρόβλημα 6.2.2.1 Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι  γ \  κ α ί γ<ι ε ίν α ι δύο κ λ ε ισ τ έ ς  κ α τ ά  τ μ ή μ α 

τ α  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς  μ ε  π α ρ α σ τά σ ε ις  Zj(0, t € [α ,β ] κ α ι Ζ2Ο), t  e [α ,β ],  

α ν τ ίσ τ ο ιχ α ,  τ έ τ ο ιε ς  ώ σ τε

|ζ ι(0 - ζ 2( 0 \  < |Ζ2(0 |,

γ ιά  κ ά θ ε  t  €  [ α ,β ] .  Τ ό τ ε  ισ χ ύ ε ι Ι ( γ 0) = Κ γ %  0).
2Συνεκτική συνιστώσα ένός συνόλου Α είναι ένα συνεκτικό σύνολο S τέτοιο ώστε, 

κάθε συνεκτικό υποσύνολο S' τοϋ Α με τήν ιδιότητα ότι S c S' Ικανοποιεί τή σχέσϊ 
S = S'.

1
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! Απόδειξη: Ά ν γιά  κάποιο t  e  [ α , β ]  ισχύει ζ20 )  = 0, τότε 9ά πρέπει νά  
| έχουμε |ζι0)| < 0, πράγμα άτοπο. *Άρα ή ποσότητα ζ2( 0  δέν μηδενίζεται 
I γιά  καμμία τιμή τού t .

( Τώρα, παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση

γιά κάθε t  e  [ α , β ] .  Ε πομένω ς αύτή παριστάνει μιά κλειστή κατά τμήμα
τα διαφορίσιμη καμπύλη γ  πού βρίσκεται στόν δίσκο 1,1). Ε π ειδή  τό  
σημείο 0 άνήκει στό έξωτερικό τής γ , σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 6.2.2.1, 
έχουμε Κ γ , 0) = 0. ’Έτσι προκύπτει δτι

5ιπό δπου παίρνουμε τό ζητούμενο. φ

5.2.3 Παράσταση όλόμορφης συνάρτησης

θεώρημα 6.2.3.1 "Ε σ τ ω  γ  μ ι ά  κ λ α σ τ ή  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  μ η δ ( ν -  

\ μ ο τ ο π ικ ή  κ α μ π ύ λ η  σί ί ν α ν  τ ό π ο  Τ  κ α ί  έστω /  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ ι σ μ ί ν η  κ α ί  

λ ό μ ο ρ φ η  σ τ ό ν  τ ό π ο  Τ .  Τ ό τ *  Ι σ χ ύ α  ό  τ ύ π ο ς

Ικανοποιεί τή σχέση
|ζ(0  -  1| < 1,

= K y i ,0 ) - / ( y 2,0 ),

1
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Α πόδειξη: Για τυχόν σταθερό σημείο ζ όρίζουμε τη συνάρτηση

g(w , ζ )
ζυ € Τ' \  {2} 

/'(ζ ) , W  — ζ .V

Ή  συνάρτηση g ( ·, ζ ) είναι όλόμορφη στον τόπο Τ  \  [ζ] και τοπικά φραγ
μένη στό σημείο ζ, άφοϋ το δριο στο ζ, ύπάρχει (βλ. Πρόταση 6.1.7.1). 
’Έ τσι, με έφαρμογη του Θεωρήματος 6.1.9.1, έπεται το συμπέρασμα.

Θ εώ ρημα 6 .2 .3 .2  ’Έστω γ  μ ι α  κ λ α σ τ η  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  μ η δ έ ν - 
ό μ ο τ ο π ι κ η  κ α μ π ύ λ η  σ ε  έ ν α ν  τ ό π ο  Τ .  'Ά ν  f  ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  κ α ι  

ό λ ό μ ο ρ φ η  σ τ ο ν  τ ό π ο  Τ , τ ό τ β  ι σ χ ν ά  ό  τ ύ π ο ς

f iw )  .
-------a w ,; ζ e mt(y).
ζυ -  ζ

(6.5)

Α π όδειξη . Τούτο προκύπτει συνδυάζοντας τα θεωρήματα 6.1.8.2 και 
6.Ι.9 .Ι. ■

Θ εώ ρημα 6 .2 .3 .3  ’Έστω γ  κ α ί  /  ό π ω ς  στό π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  θ ε ώ ρ η μ α .  Τ ό τ ε , 
χιά κα#€ θ ε τ ι κ ό  ά κ έ ρ α ιο  η , ίσγ&ι

f ( z v )

( w  -  z);,+1
άιο, ζ € int(y).

Α πόδειξη: Ά πό τό Θεώρημα 5.1.4.6 και τόν τύπο (6.5), με διαδοχική 
παραγώ γιση, παίρνουμε τό συμπέρασμα. ■

Π ρόβλημα 6 .2 .3 .1  ’Έστω γ  ό  θ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο ς  μ ο ν α δ ι α ίο ς  κ ύ κ λ ο ι  

κ α ί  /  μ ια  μ ι γ α δ ι κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  β ρ ι σ μ έ ν η  κ α ι  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ ε  μ ι ά  π ε ρ ι ο χ ή  τ η ς  γ .  

Ν ά  α π ο δ ε ι χ τ ε ί  ό 'τ ι  ι σ χ ύ ε ι

=  12
f f ( z ) d z  

1  Ζ5 *

/
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Απόδειξη: Γιά τη συνάρτηση g  := f "  έχουμε

/ 4)( ο ) = * " ( o) = - L  = ±  Γ € ^ ί
2πι X  ζ3 τη X  ζ3

241

Άπό τήν άλλη πλευρά γιά  τη συνάρτηση /  έχουμε

__4!_ f / ω

y
f
i Εξισώνοντας τά δύο πρώτα μέλη προκύπτει ή ζητούμενη ισότητα. ♦

6.3 ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

6.3.1 Επακόλουθα του θεωρήματος παράστασης

Θεώρημα 6.3.1.1 Α ν  f  ε ί ν α ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ ΐ  έ ν α ν  τ ό π ο  Τ , τάτ€ 
S i v  υ π ά ρ χ ε ι  σ ή μ α  ο  α τ ο ϋ  τ ό π ο υ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ  ε / ^ η)(α )  = 0, γ ι ά  κ ά θ ε  η> έ κ τ ό ς  κ α ί  

α ν  ή  /  ε ίν α ι  έ κ  τ α υ τ ό τ η τ ο ς  μ η δ έ ν .

Α π ό δ ε ι ξ η :  Έ στω  Α  τό σύνολο των σημείων μέ την Ιδιότητα αύτή καί 
έστω a e A .  Ά ν (<?*) είναι μιά άκολουθία στό σύνολο Α  ή όποία  συγκλίνει 
πρός τό σημείο α , τότε θά Ισχύει καί

lim / ί”>(β*) = / η)ω ,
k

άφού, γιά κάθε η, ή συνάρτηση είναι συνεχής. Ά ρ α  τό σύνολο Α  

ε ί ν α ι  κλειστό.

Επίσης, γιά κάθε σημείο α € Λ  ύπάρχει άνοικτός δίσκος &<?, r) μέσα  
στόν όποιο ή συνάρτηση /  άναπτύσσεται σέ σειρά Taylor μέ κέντρο τό 
α της μορφής

α ο

εαΐ μέ συντελεστές

λ,,(ζ - λ)"
μ«0

a„:=J— ^ - =  0, μ =  0 ,1 ,···
til

Χ
*~

λ
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Δηλαδή ή συνάρτηση είναι μηδέν παντού στόν δίσκο B ( a , r \  άρα τό 
ίδιο θα συμβαίνει καί για τις παραγώγους της κάθε τάξης. Συνεπώς 
ό δίσκος ΕΚα, r ) περιέχεται στο σύνολο Α> πράγμα που δηλώνει δτι τό 
σύνολο Α  είναι καί ανοικτό. ’Άρα, σύμφωνα με τό Θεώρημα 2.1.2.1, τό 
σύνολο τούτο ταυτίζεται με ολόκληρον τον τόπο, όπότε ισχύει / ( ζ) = 0, 
για κάθε ζ € 7~. ■

Σύμφωνα μέ τό θεώρημα 6.3.1.1, αν μία όλόμορφη μιγαδική συνάρ
τηση έχει όλες τις παραγώγους της σε ένα σημείο ενός τόπου ’ίσες μέ 
τό μηδέν, τότε αυτή πρέπει να είναι μηδέν παντού στόν τόπο3.

»
Πρόταση 6.3.1.1 Α ν  f  d v a i  μ ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η  ο ρ ισ μ έ ν η  κ α ι ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ ένα ν  

δ ίσ κ ο  Β (α , R ), τότ€, χιά κ ά ϋ ζ  ζ  e  Β ία , R ), ισ χ ύ ο υ ν  ο ι έξης τα υ τό τη τά ς :

/(ζ ) = 2η Φ ψ 9 - / 0 Λ

/(ζ ) = 2 - J U v )

Απόδειξη: Θά εξετάσουμε τήν πρώτη περίπτωση, γιατί ή άλλη εξετάζε
ται μέ τον ’ίδιο τρόπο. Για να αποδείξουμε τό συμπέρασμα τούτο θά 
χρησιμοποιήσουμε τις συνθήκες Cauchy-Riemann καί τό γεγονός πού 
ε’ίδαμε στήν Πρόταση 4.2.6.1, δτι, δηλαδή, σέ κάθε σημείο z = x  + π/, 
όπου ή /  παραγωγίζεται, ισχύει

/ ( ζ )  =  Μ +  ίν, / ' =  11χ +  ίν χ, / "  =  1ίΜ  +  »«χχ, / " ' =  «XXX +  ίΟχχχ, · · ·

Στόν δίσκο R (w . R ) θεωρούμε τη συνάρτηση

g ( z )  =  /(ζ ) -  2 « ( ^ ,  + 7^ ), Z € f ,

3Τό συμπέρασμα τοΰτο δεν ίσχύει για τις πραγματικές συναρτήσεις. Για παράδειγ
μα, ή συνάρτηση μέ τύπο

f e x p C - ^ ) ,  χ φ Ο 

φ<Χ) = (ο. χ = 0

είναι παραγωγίσιμη παντού στήν πραγματική εύθεΐα καί έχει στό σημείο μηδέν τις 
παραγώγους κάθε τάξης ίσες μέ τό μηδέν. Προφανώς, αυτή δεν είναι έκ ταυτότητος 
μηδέν.

ι

i
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δπου w  = α + ίβ .  Τώρα παρατηρούμε δτι ισχύει

g ( w )  =  f ( i u )  -  2κ(α, β )  + f ( w )  = 0.

Επίσης, χρησιμοποιώντας καί τΙς συνθήκες Cauchy-Riemann, βρίσκουμε

S'(u>) = f ' ( u > )  -  2 ι , Μ . β ) \  -  2 u y { a , f i ) j .

= f ' i w )  -  ιιχ ( α , β )  + i u y i a ,  β )

= f ' i i v )  -  ιιχ ( α ,  β )  -  i v x ( a ,  β )  =  0 .

I Παρόμοια, χρησιμοποιώντας τό γεγονός δτι Ισχύουν οΐ σχέσεις
I

UX =  Vy, Uxx =  VyX, Uxy =  Vyy, ΙΙχχχ =  VyXX, · · *

καί
Vx =  “ My, Vxx =  — My*. U-fy =  “ Myy, ^.rrjr =  ~Wyxx. ‘ * *

βρίσκουμε δτι δλες οί παραγω γοί τής συνάρτησης αύτής μηδενίζονται 
στό σημείο 0, δηλαδή, πληρούν τΙς σχέσεις g (" \ w )  = 0. 'Άρα, ά πό τό 
Θεώρημα 6.3.1.1, προκύπτει τό συμπέρασμα. Παρόμοια έξετάζουμε 
καί την άλλη περίπτωση. ■

Σημείωση 6.3.1.1 Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς  τό π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  σ υ μ π έ ρ α σ μ α ,  μ π ο ρ ο 

ύ μ ε  ν ά  β ρ ί σ κ ο υ μ ε  ά μ έ σ ω ς  τ ό ν  τ ύ π ο  τ ή ς  ό λ ό μ ο ρ φ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς /  ό τ α ν  δ ί ν ε τ α ι  

μ ι ά  σ υ ν θ ή κ η  γ ι ά  τΙ$ τ ι μ ί ς  τ η ς ,  κ α ϋ ώ ς  ί π ί σ η ς ,  κ α ί  τ ό  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  u , ή  

τ ό  φ α ν τ α σ τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  ν  τ ή ς / .

Πρόβλημα 6.3.1.1 Ν ά  β ρ ε θ ε ί  ή  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η /  τ ή ς  ό π ο ι α ς  τ ό  π ρ α γ 

μ α τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  ε ί ν α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ί  τ ύ π ο

μ(χ , y) := 3(x2 -  y2)

κ α ί Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η  σ χ έ σ η  /(Ο ) = ι.

Λύση: Είναι εύκολο νά δούμε δτι ή συνάρτηση u  είναι άρμονική, όπότε  
συμπεραίνουμε δτι τέτοια συνάρτηση, έστω / .  υπάρχει. Εφ αρμόζοντας  
εόν σχετικό τύπο τής πρότασης 6.3.1.1 μέ w  = 0. παίρνουμε

/ ( ζ )  = 2 · 3 [ ( | ) 2 -  φ 2] -  (-» ) = 3ζ2 + i .  ♦
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Π ρόβλημα 6 .3 .1 .2  Ν ά  β ρ ε ϋ ε ϊ  μ ι α  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  7το ν  ι κ α ν ο π ο ιε ί

τ η  σ χ έ σ η  /(Ο ) = Ο κ α ϊ  έ χ ε ι  φ α ν τ α σ τ ι κ ό  μ έ ρ ο ς  τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο υ  ο ρ ί ζ ε τ α ι  μ ε  
τ ο ν  τ ύ π ο

ν ( χ ,  y )  := 2(2 sinh(2x) sin 2y  + x y ) .

Λύση: Παρατηρούμε ότι ή ν  είναι αρμονική συνάρτηση, όπότε προ
κύπτει ότι τέτοια συνάρτηση, έστω / ,  ύπάρχει. ’Έτσι, αν έφαρμόσουμε 
τον σχετικό τύπο τής πρότασης 6.3.1.1 μέ w  = 0, παίρνουμε ότι

/(ζ) =  2 / 2 ( 2  s i n h ( 2 ^ )  s i n ( 2 ~ ) +  \  =  ^  s i n h ( z )  s i n ( - i z )  +  ζ2

δηλαδή j f
/ ( ζ )  = 2 ( e z -  e ~z)2 + ζ2 = 4 cosh(2z) + ζ2 -  4. ♦

Θ εώ ρημα 6 .3 .1 .2  ( Ε κ τ ί μ η σ η  C a u c h y )  ”Ε σ τ ω  /  μ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό λ ό μ ο ρ φ η  

σέ έ ν α ν  δ ί σ κ ο  Β ία ,  R ) καί σ υ ν ε χ ή ς  σ τ η  ϋ ή κ η  τ ο ϋ  δ ί σ κ ο υ . Τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι

Α πόδειξη: Από τόν τύπο τοϋ Θεωρήματος 6.2.3.3 βλέπουμε ότι τούτο 
ισχύει γ ια  κάθε r  <  R .  ’Έτσι, παίρνοντας τό όριο, όταν r  R  προκύπτει 
τό σ υ μ π έρ α σ μ α .·

Π ρόβλημα 6 .3 .1 .3  Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ε ϊ  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Γ— — — ά ζ  
J y (z2 + 1)2 ’

ό π ο υ  γ  ε ί ν α ι  ό  ϋ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο ς  κ ύ κ λ ο ς  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ ε ί ο  - i  κ α ϊ  

ά κ τ ί ν α  1.

Λύση: Παρατηρούμε ότι ή προς όλοκλήρωση συνάρτηση όρίζεται παν
τού εκτός α π ό  τα σημεία +/ καί Από αύτά, μόνο τό σημείο - /  ανήκει 
στό εσωτερικό τής καμπύλης γ .  Ε πομένω ς έχουμε

(ζ2 + I)2
d z  =

e1'2
(z-i)2

(Ζ  -  ( - 0 ) 2
dz =

2π/ d . e,z

ι
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δπου, στή μεσαία ισότητα έφαρμόσαμε τόν τύπο τού Θεωρήματος β.2.3.3 
γιά τήν 1η παράγω γο τής όλόμορφης συνάρτησης μέ τύπο

έ τ
(ζ -  Ο2 '

♦

X
Πρόβλημα 6.3 .1 .4  Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ά  τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

sin(z)
ry (ζ2 - 1 ) 2 '

δ π ο υ  γ  d v a i  ό  d m κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο ς  κ ύ κ λ ο ς  μ £  κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ έ ί ο  1 κ α ί  

ά κ τ ί ν α  1.

Λύση: Ή συνάρτηση όρίζεται παντού έκτός ά π ό  τά σημεία +1 καί -1 .  
Από αύτά τά σημεία μόνο τό +1 άνήκει στό έσωτερικό τής καμπύλης γ .  

Έ τσι έχουμε

Jr  sin(z) Γ  . 2 π ί  ά  , sin(z) j  . c o s ( l ) - s in ( l )  A
, ( ? ^ * = Λ ( Γ ^ *  = Τ Γ £ <( Γ ^ , Ι . . , = “ --------- 2--------- · ♦

Πρόβλημα 6.3 .1 .5  Ν ά  ύ π ο λ ο γ wrrct τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Γ άζ
Jy (2z2 + /Ζ4-1)2'

δ π ο υ  γ  έ ΐ ν α ι  ό  d m κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο ς  κ ύ κ λ ο ς  μέ κ έ ν τ ρ ο  τ ό  σ η μ έ ΐ ο  0  καΧ  

ά κ τ ί ν α  3 / 4 .

Λύση: Επειδή 6 παρονομαστής γράφεται ώς 4(ζ + ι)2(ζ -  £ )2, οί πόλοι 
τής συνάρτησης μέ τύπο

:= (2ζ2 + ιζ + 1 )2

είναι οΐ μιγαδικοΐ αριθμοί -/ και οΐ όποίοι μάλιστα έχουν πολλα
πλότητα 2. Από αύτούς, ό πρώτος είναι στό ε ξ ( γ \  ένώ ό δεύτερος στό 
BtKy). 'Έτσι, σύμφωνα μέ τό θεώρημα τού Cauchy γιά  τήν παράσταση  
tdW παραγώγων όλόμορφης συνάρτησης μέ όλοκλήρωμα, έχουμε

τΔ τΓ _ Α ι _  s 1 Γ s 1οπ/ζ_!_νΐ =
Jy (2ζ2 + ιζ + 1 )2 4 j Y ( z - 0 2 4 Hz + i)2 'l** i

8 π
27*
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6 .3 .2  Α ρ χή  μ ε γ ίσ τ ο υ

Θεώρημα 6.3.2.1 Μ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  ή  ο π ο ία  είναι ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ ένα ν  δ ίσ κ ο  

Β (α , R ) κ α ι  τη ς  ο π ο ία ς  ή  α π ό λ υ τη  τ ι μ ή  λ α μ β ά ν ε ι μ έ γ ισ τ ο  σ το  Ισ ω τ φ ικ ο  του  

δ ίσ κ ο υ , είναι σ τ α ϋ ψ ή  σ τ ο ν  δ ίσ κ ο .

Απόδειξη: ’Έστω Α  τό σύνολο των σημείων δπου ή \ f  \ παίρνει μέγιστο 
και έ σ τ ω  σημείο zq 6  Α ,  Θεωρούμε ένα ro >  0  τέτοιο ώστε Ηζο, fy) £ 
ΐΧ α ,Κ ) .  ’Έστω σταθερό r  e  (0, ro) και y ή καμπύλη με παραμετρική 
παράσταση ζ(0 = zq + r&*, t  e  [0 ,2π]. Τότε έχουμε

^ Η ά ί ^ Η ' Η έ Ι  / fe»+re'H

i Γ ζπ
< I Iffeo + re'Olrfi < max |/(ζο + re")| < |/·(ζ0)|.

27Γ / q /€[0,27Τ]

’Άρα όλες οι ποσότητες στην παραπάνω σχέση είναι ’ίσες, όπότε ισχύει

°  = 2- J  [ t^ 0)| -  l f ( z 0 + re’OlJrff.

I

Άλλα ή πραγματική συνάρτηση πού όλοκληρώνουμε στό δεύτερο μέλος 
είναι μη αρνητική, όπότε για να είναι τό όλοκλήρωμα ίσο με τό μηδέν, 
θά πρέπει να ισχύει ;

l f ( z ο)| = |f ( z 0 + re‘%

για κάθε t  e [0, 2π] καί r  e (0, ro). ’Άρα και

\ f ( z 0)\ = |f ( z ) \ ,  ζ  € Η ζ0, r0).

Τό συμπέρασμα αύτό άποδεικνύει δτι τό σύνολο Α  είναι ανοικτό. Προ
φανώς, λόγω τής συνέχειας τής/, τό σύνολο Α είναι καί κλειστό, όπότε, 
σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 2.1.2.1, τό Α  ταυτίζεται με τον δίσκο B (a ,R ). 

Τούτο σημαίνει δτι ή συνάρτηση [/] είναι σταθερή επί τού δίσκου. ’Ε
πειδή ή /  είναι καί όλόμορφη, σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 4.2.Θ.2, αύτή 
είναι σταθερή. ■
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6 .3 .3  Π ρ ώ το  Θ εώ ρ η μ α  L io u v ille

θεώ ρημα 6.3.3.1 K d d e  φ ρ α γ μ έ ν η  ά κ ψ α ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  είναι σ τ α ϋ ί ρ ή .

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι ή συνάρτηση /  είναι φραγμένη, δηλαδή, δτι 
ύπάρχει Μ  >  0 τέτοιο ώστε f i z ) \  < Μ ,  γιά  κάθε ζ e C. “Εστω ζ e  C 
σταθερό. Θεωρούμε ένα R  >  |ζ|. Από τόν τύπο τού Θεωρήματος 6.3.1.2 
προκύπτει δτι

|f (z ) | < ^  max /(tp)| 5 ^Μ .
λ  u»e/Xz.fO a

Ε πειδή  ό άριθμός R  είναι όποιοσδήποτε. παίρνοντας τα δρια δταν R  —* 

+οο, προκύπτει δτι / ' ( ζ )  = 0 . “Ετσι ή /  έχει παράγω γο ϊση μέ τό 0, όπότε  
αύτή είναι σταθερή. ■

Πρόβλημα 6.3.3.1 "Α ν f  d v a t  μ ι ά  ά κ ψ α ( α  μ ι γ α δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ή  ό π ο ί α  γ ι ά  

κ ά ϋ ι  ζ € C Ικανοποιεί τ ή  σ χ έ σ η

/ ( I  + ζ) = / ( ζ )  = / ( /  +  ζ),

ν ά  ά π ο δ α χ κ ί  δ τ ι  Ι σ χ ύ α / ' ( ζ )  = 0, γ ι ά  κ ά ϋ (  ζ.

Απόδειξη: Θέτοντας ζ -  1 καί ζ -  ί στήν παραπάνω  σχέση προκύπτουν  
άντίστοιχα οΐ σχέσεις

/ ( ζ )  = / ( ζ  - 1 )  καί / ( ζ  -» )  = /( ζ ) .

“Εστω ζ = x  + iy € C. Α ν |x j .ly j  είναι τά άκέραια μέρη τών πρ α γ
ματικών αριθμών χ καί y και ( χ ) ,  (y) είναι τά δεκαδικά μέρη τους, τότε 
έχουμε (ζ), (y) 6 {0.1) καί Ισχύει χ  = |x j+ (x )  καί y = ly j+ (y ). Υ ποθέτου
με, πρώτα, δτι χ  >  1 καί y > 1. Ε π ομ ένω ς έχουμε |xj > 1 καί Lyj 2: 1. 
Αρα Ισχύει

/ ( ζ )  = f i x  + iy) = /(LxJ + (x) + i'LyJ + i(y))

= /Ο  + (lx j  -  D  + (x) + »LyJ + i(y))
= /((LxJ -  1) + (x) + i'LyJ + i(y))

= /« l* J  -  1) + Cx) + 1 + id yj -  1) + i(y)> 

= /((LxJ -  1) + (x) + «'(lyj -  1) + i(y )).
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Συνεχίζοντας μέ αύτόν τόν τρόπο, έπαγωγικά, βρίσκουμε

/( z )  = /( (* )  + i ( y ) ) .

Τώρα υποθέτουμε ό τ ι  χ  <  0  καί y  > 1. Τότε έχουμε [xj < -1  καί 
LyJ > 1. ’Άρα Ι σ χ ύ ε ι

f ( z ) = / ( x  + fy) = /( [x j  + (*) + z'LyJ + *(y))
= / ( —1 + ([xj + 1 ) + ( x )  + i'LyJ + i(y))

= /((W  + 1) + (*) + i[yl + i(y))
= /((L*J + 1 ) + (x) + i + i ( [ y l  -  1) + i(y))

= /( ( [x] +1) + (x) + /(LyJ - 1 )  + i(y)).
Και πάλι, δπως και παραπάνο^, συνεχίζοντας μέ αύτόν τόν τρόπο, έπα- 
γωγικά, βρίσκουμε

f ( z )  = f ( ( x )  + i(y)).

Παρόμοια έξετάζουμε και τις περιπτώσεις όπου x < 0 και y < 0 και 
x > 1 και y  < 0 .

Τώρα, έπειδή ό μιγαδικός αριθμός (x)+/(y) είναι στοιχείο του τετρα
γώ νου Τ, πού είναι συμπαγές σύνολο, και ή συνάρτηση/ είναι συνεχής, 
ύπάρχει Μ  >  0, τέτοιο ώστε

|/Όζ)| < Μ, 2GC.

Δηλαδή, ή συνάρτηση / ,  έκτός από ακέραια, είναι και φραγμένη. ’Άρα, 
σύμφωνα μέ τό πρώτο θεώρημα Liouville, αύτη είναι σταθερή. ♦

Π ρόβλημα 6 .3 .3 .2  Α ν  f ( z )  κ α ϊ  g ( z )  ε ί ν α ι  δ υ ό  ά κ ε ρ α ί ε ς  μ ι γ α δ ι κ ε ς  σ υ ν α ρ 

τ ή σ ε ι ς  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε

\ f ( z ) \  <  \ g ( z ) l  γ ι α  κ ά ϋ ε  ζ,

τ ό τ ε  Ι σ χ ύ ε ι  κ α ϊ

f ( 0 ) g ( z )  = f ( z ) g ( 0), γ ι ά  κ ά ϋ ε  ζ .

Α πόδειξη: ’Άν γιά  κάποιο σημείο α είχαμε g ( a ) = 0, τότε / ( λ)| < 0, 
πράγμ α  άτοπο. ’Άρα ή συνάρτηση g δέν μηδενίζεται σέ κανένα σημείο 
τού μιγαδικοϋ επιπέδου. Ε πομένω ς ή συνάρτηση μέ τύπο

Α(ζ) :=

/
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είναι άκεραία καί φραγμένη, άφοϋ ισχύει |Λ(ζ)| < 1, για  κάθε μιγαδικό  
αριθμό ζ .  Ά ρα  άπό τό πρώτο θεώρημα του Liouville προκύπτει δτι ή 
h  είναι σταθερή συνάρτηση, όπότε Λ(ζ) = Λ(0). Τούτο Ισοδύναμε! μέ τη 
ζητούμενη σχέση. ♦

Πρόβλημα 6 .3 .3 .3  Ν ά  ά π ο δ α χ τ ε ϊ  δ τ ι  ή  μ ό ν η  ά κ ε ρ α ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η /  π ο υ  γ ι ά  

κ ά ϋ 6 μ ι γ α δ ι κ ό  ά ρ υ θ μ ό  z Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η  σ χ έ σ η

|f(z )  - 1| <  [f(z)|i?Re(z)

d u a l  ή  σ τ α θ ψ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  / ( ζ )  = ι.

’Απόδειξη: Πραγματικά, άν γιά  κάποιο ζ Ισ χύ ει/(ζ) = 0, τότε 9ά Ισχύει, 
έπίσης, καί / ( ζ )  = /, άτοπο. Ά ρ α  ή συνάρτηση/ δέν μηδενίζεται πουθενά. 
Τότε ή συνάρτηση μέ τύπο

/ ι ( ζ ) :=
/ ( ζ )  - ;

Τω?-
1 είναι άκεραία καί φραγμένη. Τούτο σημαίνει δτι υπάρχει μιγαδικδς 
ι άριθμός α τέτοιος ώστε νά Ισχύει

/ ( ζ )  -»' = <?/(ζ)ε*, γ ιά  κάθε ζ. 

Υποθέτουμε δτι α  Φ 0  καί θέτουμε

w  := L o g ( i) .

Τότε βρίσκουμε
f ( w )  -  ί = /(to),

πράγμα άτοπο. Ά ρ α  πρέπει νά  ισχύει α = 0, όπότε καί

/ ( ζ )  = ι. ♦

Πρόβλημα β .3 .3 .4  Ν ά  άποδΐΐχτύ δ τι δ ίν  ύπάρχα πολυωνυμική μιγαδική 
συνάρτηση Ρ ή  όποια Ικανοποιεί τή σχέση

| V  +  Η ζ)| <  eRe(z), γιά κάϋ( ζ € C. .

[
ί
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Α πόδειξη: Υποθέτουμε δτι τέτοια συνάρτηση ύπάρχει. Διαιρώντας και 
τα δύο μέλη της ανισότητας με τον παράγοντα |^|, παίρνουμε

|l + e "zP ( z )J < 1, για κάθε ζ e €.

Ή παράσταση πού βρίσκεται μέσα στην απόλυτη τιμή, ορίζει μια 
ακέραια συνάρτηση ή όποια είναι ακέραια καί φραγμένη. ’Άρα, σύμ
φωνα με το Θεώρημα τού Liouville, αύτή είναι σταθερή. Τούτο σημαίνει 
ότι υπάρχει σταθερός μιγαδικός αριθμός c τέτοιος ώστε να ισχύει

1 + e~zP iz ) = c, για κάθε ζ,

όπότε καί
Hz) = (c -  Ο^,πγιά κάθε ζ .

’Άν ισχύει c =  1, τότε Ηζ) = 0, για κάθε ζ, όπότε, από τή δοθείσα σχέση, 
θά είχαμε

le2! < eRe(z).

’Έτσι, καί για ζ = 0, θά είχαμε 1 < 1, άτοπο. ’Άρα πρέπει c Ψ 1, όπότε 
ή πολυωνυμική συνάρτηση P iz ) πρέπει να είναι ίση με ένα μή μηδενικό 
πολλαπλάσιο τής εκθετικής συνάρτησης e*. Τούτο είναι άτοπο, διότι, άν 
α είναι μια ρίζα τής Ρ, τότε θά είχαμε (1 -  cV* = 0, πράγμα άτοπο. ♦

Πρόβλημα 6.3.3.5 iVa ά π ο δ β ιχ τε ϊ δ τ ι  α ν  μ ι α  ά κ φ α ία  μ ιγ α δ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  

/  ικ α ν ο π ο ιε ί  τ η  σ χ έσ η

Re(/(z)) <0, ζ g C,
τότ€ α ύ τη  d v a i  σ τα ϋ ε ρ η .

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι ύπάρχει μια μή σταθερή τέτοια μιγαδική 
συνάρτηση. Θέτουμε

/(z ) :=f ( x  +  iy )  = u (x , y )  + iv (x ,  x j).

Τότε πρέπει να ισχύει u ix , y) < 0 καί επί πλέον ή συνάρτηση με τύπο

#(ζ) := exp(/(z))

θά είναι επίσης ακέραια καί μή σταθερή συνάρτηση. Αλλά παρατηρο
ύμε δτι Ισχύει

|g(z)| = exp (ι/Cr, y)) < 1,
δηλαδή ή συνάρτηση g είναι φραγμένη, άρα σταθερή, άτοπο. ♦



6.3. ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 251

6.3.4 Δεύτερο Θεώρημα Liouville

Θεώρημα 6.3.4.1 "Ε σ τ ω  f  μ ι ά  ά κ ε ρ α ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η .  "Α ν υ π ά ρ χ ο υ ν  π ρ α γ μ α 

τ ι κ ο ί  ά ρ ι ϋ μ ο ϊ  Μ  > 0  κ α ί  ε  > 0. κ α ϋ ώ ς  Ι π ί σ η ς  κ α ί  φ υ σ ι κ ό ς  ά ρ ι ϋ μ ό ς  w, τ έ τ ο ι ο ι  

ώ σ τ ε  ν ά  Ι σ χ ύ ε ι

|/Χζ)| <; Aflzp,

γ ι ά  κ ά θ ε  ζ  € C, μ ί  |ζ| > τότε, ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  μ ϊ  έ ν α  π ο λ υ ώ ν υ μ ο  

β α θ μ ο ύ  τό π ο λ ύ  η .

Απόδειξη: Έ σ τω  ζ τυχόν σημείο. Θεωρούμε έναν πραγματικό άριθμό 
r τέτοιον ώστε

r > nr»ax{|z|, - } .

νΕστω γ Τ ό κύκλος μέ κέντρο τό σημείο 0 καί άκτίνα r, μέ τυχόντα  
προσανατολισμό. Τότε ισχύει

l ^ +'>M | = (,, + 1)!| Γ  / (w) j - \  < (» + D! Μ ι"2κτ
V 1 2τγ I Jyr (u>-z)"+2 ι ~ 2tt (r -  |ζ|)"+2'

Ή ποσότητα, πού δίνεται στό δεύτερο μέλος, τείνει πρός τό μηδέν, δταν 
ό άριθμός r τείνει πρός τό +οο. Έ τσι, προκύπτει ότι Ισχύει/ (r,4l)(z) = 0, 
γιά κάθε μιγαδικό άριθμό ζ. Προφανώς, ή σχέση αύτή συνεπάγεται τό 
συμπέρασμα. ■

Πρόβλημα 6.3.4.1 Ν ά  ά π ο δ ε ι χ τ ε ί  δ τ ι  ή  μ ό ν η  ά κ ε ρ α ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  π ο ύ  γ ι ά  

κ ά θ ε  ζ  Ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ή  σ χ έ σ η

/ ω  ι ^  w*

ε ίν α ι  ή  σ τ α θ ε ρ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  / ( ζ )  = 0.

Απόδειξη: Παρατηρούμε ότι ή συνάρτηση /(ζ )ζ~ 2 είναι φραγμένη στήν 
περιοχή {ζ : |ζ| > 1). Ά ρα, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 6.3.4. ί ή συνάρτηση 
/  θά είναι ένα πολυώνυμο βαθμού τό πολύ 2, δηλαδή θά έχει τη μορφή

/( ζ )  = /ι + ί>ζ + cz2,

[δπου λ, bt c  είναι μιγαδικοί άριθμοί. Τότε θά πρέπει νά Ισχύει καί
I

|<ι + b z  4* cz2| £  |ζ|3, γ ια  κάθε ζ.
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Θέτοντας ζ = 0 παίρνουμε a  = 0, όπότε ή παραπάνω σχέση γίνεται

|fcz + cz2| < |ζ|*,
γ ια  κάθε ζ. Διαιρώντας με τό ζ και στη συνέχεια θέτοντας πάλι ζ = 0, 
βρίσκουμε b  =  0, ’Έ τσι θά π ρ έ π ε ι  γ ια  κάθε ζ να Ισχύει

|cz2| < |ζ|£,
όπότε καί

Μ2|ζ| < 1.
Τούτο ισχύει γ ια  κάθε ζ μόνο όταν έχουμε c  = 0, πράγμα που σημαίνει 
ότι /(ζ) = 0. ♦ <(

6 .3 .5  Ρ ίζ ε ς  ό λ ό μ ο ρ φ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν

Θ εώ ρημα 6 .3 .5 .1  ’Έ σ τ ω  /  μ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό ρ ισ μ έ ν η  κ α ί  ό λ ό μ ο ρ φ η  ok evav  

τό π ο  Τ .  T o re , γ ια  κ ά ϋ €  ζ $ € Τ  μ'€ f i z  ο) = 0, ύ π ά ρ χβ ι ένα ς  μ ο ν α δ ικ ό ς  ϋ ϊπ κ ό ς  

ά κ έ ρ α ιο ς  k  κ α ί σ υ ν ά ρ τη σ η  g  ό λ ό μ ο ρ φ η  ok  evav  δ ίσ κ ο  B i z  ο, r) c  Τ , τ έ τ ο ια  

m o re  g (z o )  Φ 0 κ α ί

/ ( ζ )  = (ζ -  z 0 ) kg ( z ) .  (6.6)

Α πόδειξη: ’Άν ή /  είναι ή μηδενική συνάρτηση, τότε, προφανώς, τό 
συμπέρασμα ισχύει. ’Έστω, λοιπόν, ότι αύτή δεν είναι εκ ταυτότητος 
μηδέν. ’Άρα ή /  9ά γράφεται στη μορφή

/( ζ )  = fl„(z -  ζ0)",

για  κάθε ζ στόν δίσκο με κέντρο τό σημείο ζ0 καί ακτίνα τήν απόσταση 
τού ζο από τό σύνορο τού τόπου Τ . Έδώ οί συντελεστές δίνονται από 
τή σχέση

f M ( z 0)
0,1 =

n \

’Από τό Θεώρημα 6.3.1.1, έπεται ότι ύπάρχει ε λ ά χ ι σ τ ο ς  δ ε ί κ τ η ς  k  >  l,i 
τέτοιος ώστε α ^ Φ Ο  και aj = 0, για  κάθε ]  <  k .  Θέτοντας

ο ο

g ( z )  := β«(ζ ~ Ζο)'1'*,
n = k
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βλέπουμε δτι ή συνάρτηση g  Ικανοποιεί τη σχέση (6 .6). ■

Ό  άριθμός k  είναι ή τάξη, ή ή πολλα πλότη τα  τής ρίζας zq.

Πόρισμα 6.3.5.1 " Ε σ τ ω  /  : Τ  -> C μιά ό λ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α ί  zq  έ ν α  

σ η μ ε ί ο  τ ο ν  Τ .  "Α ν ό π ά ρ χ ε ι  θ ε τ ι κ ό ς  ά κ έ ρ α ιο ς  k  τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τ ε  ν ά  Ι κ α ν ο π ο ι ε ί τ α ι  

ή  σ χ έ σ η

(V« € {0,1, · · · , * -  1}) / Ή ζ ο )  = 0  καί f ^ X z 0) Φ 0, 

τ ό τ ε  τ ό  σ η μ ε ί ο  Zq ε ί ν α ι  ρ ί ζ α  π ο λ λ α π λ ό τ η τ α ς  k .

θεώ ρημα β .3 .5 .2  (θεμελιώδες θ ε ώ ρ η μ α  " Α λ γ ε β ρ α ς )  Κ ά θ ε  π ο λ υ ώ ν υ μ ο  β α θ 

μ ο ύ  n (>  1) έ χ ε ι  η  ( δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς , rf ί σ ε ς )  ρ ί ζ ε ς  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  

ά ρ ι θ μ ώ ν .

Α π ό δ ε ι ξ η :  ~Εστω

p tt( z )  = zw + α „ - \ Ζ ? '~ { + · · · + α \ ζ  + α0

ένα πολυώνυμο, βαθμού η .  Θά άποδείξουμε, πρώτα, δτι τό πολυώνυμο  
ρ„(ζ) εχει τουλάχιστον μία ρίζα. Πρός τούτο ύποθέτουμε δτι ή ποσότητα  

. ρ „ ( ζ )  δεν μηδενίζεται στό μιγαδικό έπίπεδο, όπότε ή συνάρτηση
ι

r

ι

PnizY
Ζ  € C

είναι άκεραία. Επίσης, είναι προφανές δτι υπάρχει R  > 0  τέτοιο ώστε, 
γιά κάθε ζ  μέ |z| > R  νά  Ισχύει

l*n-i I . l*»-2l . . Mol ^ 1■■ '■■■»■■■ +     ■» +  · · * +  ■— ■■ ■ S  *** Λ
|2| |zJ | 1*1“  2*

Ε πομένω ς έχουμε
»

ί |p„(r)|«  |ζ"(1 + ^  + · · · + ρ ) |  ^ l2"l(l ~  

[Αρα. γιά  κάθε ζ  μέ |ζ| > R ,  Ισχύει

lf<z)| S L ·

!fo iw  Ι£Ι 
| ζ ψ  2 *
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Άλλα στον δίσκο Η 0, R ) r \ f  είναι φραγμένη, όπότε έχουμε
2

\ f ( z ) \ < max{sup |f(z)|, sup |/·(ζ)|} < max{sup |f(z)|, — },
\z\<R \z\>R |z\<R **

για κάθε ζ € C. Άπό το Θεώρημα τοϋ Liouville έπεται ότι ή /  είναι 
σταθερή, όπότε η  = 0, πράγμα άτοπο.

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι το πολυώνυμο ρ«(ζ) έχει τουλάχιστον 
μία ρίζα, έστω Ζι· Τότε τό ρ η( ζ ) θά γράφεται στη μορφή

ρ„(ζ) = (ζ -  ζι)ρ„_ι(ζ),

όπου ρ η- ί ( ζ )  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n - 1. Σύμφωνα με τα παρα
πάνω, καί τό πολυώνυμο ρ«-ι(ζ) έχει μία ρίζα, έστω ζ2. Συνεχίζοντας μέ 
αυτόν τον τρόπο συμπεραίνουμε ότι ύπάρχει ένα σύνολο πολυωνύμων 
p„(z),ρ„_ι(ζ),··· ,ρι(ζ) των όποιων οί βαθμοί είναι, αντίστοιχα, οί αριθ
μοί η , η~1, η-2 , · · · , 1 καί μέ ρίζες τα σημεία ζι,Ζ2, ··· ,ζ„_ι,ζ„, που είναι 
τέτοια ώστε

pk(z )  = (ζ -  zk)p k. . i ( z ) ,  Jc =  1,2, ♦ · · , η,

όπου είναι ένας σταθερός μιγαδικός αριθμός. ’Έτσι, τελικά, προ
κύπτει ότι τό πολυώνυμο ρ(ζ) γράφεται στη μορφή

ρ η( ζ )  = (ζ -  ζι)ρ„_ι(ζ) = (ζ -  ζι)(ζ -  ζ2)ρ„_2(ζ)

= (ζ -  ζι)(ζ -  ζ2)(ζ -  ζ3) · · · (ζ -  ζ η)ρ ο (ζ ) .

Τούτο άποδεικνύει τό θεώρημα. ■

Πρόβλημα 6.3.5.1 Ν ά  β ρ ϊϋ ά  ή  τ ά ξ η  τη ς  ρ ίζ α ς  z = 0 γ ια  τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ ϊ  

τύ π ο

/(ζ ) :=
ζ4

ζ -  sln(z) *

Λύση: Γράφουμε τον παρονομαστή στή μορφή
ζ3 22η+1

ζ -  sm(z) = 2 _ (2 -  -  + ... + (-1)” (2^ 0 ! + ...)

,2h-21 7  ̂ 7̂
-  -  Ζ _  4- — - +  -  ( ' - Ι  V 1
"  ( 3! 5! 7! (2κ + 1)!

+ ...).
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; Άρα ό τόπος τής συνάρτησης γίνεται

/ ( ζ) = z h (z ),

δπου παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση h όρίζεται μέ τόν τύπο

t
\

ι·

ί

Λ(ζ) :=
_______________ 1___________

ή όποία είναι όλόμορφη σέ μιά περιοχή τού σημείου 0 καί έπΐ πλέον 
Ισχύει h ( 0 )  = 6. 'Έτσι προκύπτει δτι τό σημείο ζ = 0 είναι ρίζα πρώτης 
τάξης. ♦

ι
[
»

Πρόβλημα β.3.5.2 Ν ά  β ρ ε θ ε ί ή  τ ά ξ η  τ ω ν  ρ ιζ ώ ν  τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  μ ί  τ ύ π ο

/ ( ζ )  := (ζ2 + I ) 2 sinh(z).

j Λύση: 01 ρίζες τής συνάρτησης είναι τά σημεία ι, bti, γιά κάθε 
| άκέραιο k. Τώρα παρατηρούμε δτι ή /(ζ ) γράφεται ώς

- /(ζ ) = (ζ + »)2/ί(ζ),

δπου ή
/ι(ζ) := (ζ -  ί)2 sinh(z)

είναι όλόμορφη συνάρτηση καί τέτοια ώστε

/ ι ( - 0  = 4ι'2 s in h (- i)  = -4 /  sin 1,

τιμή πού είναι διάφορη τού 0. "Αρα τό σημείο -» είναι ρίζα τάξης 2.
Παρόμοια προκύπτει δτι καί ή ρίζα / είναι τάξης 2.

ι
I Γιά τΙς ρίζες τής μορφής b t i  παρατηρούμε δτι ή παράγωγος
ί
| / ' ( z )  = 4ζ(ζ2 + 1) sinh(z) + (ζ2 + I ) 2 cosh(z)
I
παίρνει στό σημείο bti τιμή διάφορη άπό τό μηδέν καί άρα ή ρίζα bti 
Ιχει πολλαπλότητα ένα. ♦

Ι

[
ίι
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Πρόβλημα 6.3.5.3 Ν ά  β ρ εϋ ο ϋ ν  ο ί ρ ίζ ες  τη ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  μ ε  τύ π ο

/(ζ ) := z2s in z

κ α ϊ  ν ά  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ ε ί ή  π ο λ λ α π λ ό τη τα  το υ ς .

Λύση: Ή εξίσωση z2sinz = Ο έχει ρ ίζ ε ς  τ α  σημεία for, k  e TL. Για νά 
προσδιορίσουμε την πολλαπλότητα τους χρησιμοποιούμε τό Πόρισμα
6.3.5.1 ώς έξης:

’Έχουμε /(for) = 0 καί

/'(for) = 2(for)sw(for) + (for)2cos(for) = 0, άν k  =  0 ,

ενώ ισχύει »ι
/ ' (for) ^ 0 , άν k  Φ 0 .

Επίσης έχουμε
/"(Ο) = 0 καί /"'(Ο) = 6 Φ 0.

Επομένως τό σημείο 0 είναι ρίζα τρίτης τάξης καί τα σημεία της μορφής 
for, όπου k  είναι ακέραιος διάφορος τού 0, είναι ρίζες πρώτης τάξης. 

♦

Θεώρημα 6.3.5.3 A v f  ε ίν α ι  μ ι α  ( ό χ ι έ κ  τ α υ τ ό τ η τ ο ς  μ η δ έ ν )  σ υ ν ά ρ τη σ η  β ρ ι

σ μ έ ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  σέ έν α ν  τό π ο , τ ό τ ε  ο ί  ρ ίζ ε ς  τη ς  ε ίν α ι μ ε μ ο ν ω μ έ ν α  σ η μ ε ία .

Απόδειξη: ’Άν ύπάρχει ακολουθία ριζών (ζ„) συγκλίνουσα πρός ένα 
σημείο zq μέ ζ0 £ ζ„, για κάθε n t τότε, λόγω τής συνέχειας τής/, τό ζο 
είναι επίσης ρίζα. ’Άρα έχουμε την παράσταση

/(ζ ) = (ζ -  z0 ) kg (z ) ,

σ ε  μια περιοχή τού Ζο, όπου ή συνάρτηση g είναι όλόμορφη καί τέτοια 
ώστε g(zo) Φ 0. Αλλά, για κάθε δείκτη w, Ισχύει

0 = /(ζ„) = (ζ„ -  ζ0)*£(ζ„),

όπότε πρέπει νά ισχύει g(zM) = 0. ’Έτσι προκύπτει ή ισότητα g(zo) = 
πράγμα άτοπο. ■

Άπό τό παραπάνω συμπέρασμα προκύπτει άμεσα τό εξής:

/

J
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Πόρισμα 6.3.5.2 "Αν f  ε ίν α ι μ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό ρ ισ μ έ ν η  κ α ϊ  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ έ  έν α ν  

τόπ ο , τ έ τ ο ια  ώ σ τε  τ ό  σ ύνολο  τ ω ν  ρ ιζ ώ ν  τη ς  ν ά  έ χ ε ι ένα  ό ρ ια κ ό  σ η μ ε ίο .  τ ό τ ε  ή  

σ υ ν ά ρ τη σ η  f  d v a i  έ κ  τα υ τ ό τ η τ ο ς  μ η δ έ ν .

θεώρημα β.3.5.4 (Α ρ χ ή  τ α υ τ ό τ η τ α ς  ό λ ό μ ο ρ φ ω ν  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν )  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  

δυό σ υ ν α ρ τή σ ε ις  ό ρ ισ μ έ ν ε ς  κ α ϊ ό λ ό μ ο ρ φ ε ς  ok έν α ν  τό π ο  Τ . Α ν  σ τ ό ν  τό π ο  Τ  

ύ π ά ρ χ ε ι φ ρ α γ μ έ ν η  ά κ ο λ ο υ ϋ ία  (ζ„) π ού  έ χ ε ι όρους δ ια φ ο ρ ε τ ικ ο ύ ς  ά ν ά  δύο κ α ϊ  

τ έ το ιο υ ς  ώ σ τ ε / ( ζ „ )  = g ( z „ ) ,  γ ιά  κ ά θ ε  n = 1* % . . . .  τ ό τ ε  Ισ χ ύ ε ι/(ζ ) = g(z), γ ιά  

κ ά ϋ ε  z e T .

Απόδειξη: 'Ορίζουμε την όλόμορφη συνάρτηση μέ τύπο

/ι(ζ) :=/(ζ ) -# (ζ).

Ή φραγμένη άκολουθία (ζ„) έχει ένα όριακό σημείο ζο, γιά τό όποίο 
Ισχύει

/;(ζο) = f i z 0 ) -g(zo) = 0.
"Ετσι, τό συμπέρασμα προκύπτει μέ έφαρμογή τού Πορίσματος β.3.5.2.

Πρόβλημα β.3.5.4 Νά Α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι  ή  μ ό ν η  Α κ έ ρ α ια  μ ιγ α δ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  

πού έ χ ε ι ρ ίζ ες  ( τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν )  τ ά  σ η μ ε ία

α„ := π = 1 ,2 ,···

ε ίν α ι ή μ η δ ε ν ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η .

Απόδειξη: Αν υποθέσουμε ότι ύπάρχει μια άκεραία συνάρτηση F  πού 
έχει ρίζες τά σημεία αύτά, τότε θά έχουμε F ia n) = 0. Επειδή ή άκολου
θία (α„) είναι φραγμένη, σύμφωνα μέ την άρχή ταυτότητας όλόμορφων 
συναρτήσεων, θά πρέπει νά ισχύει F iz )  = 0. γιά κάθε σημείο ζ. ♦

Πρόβλημα β.3.5.5 "Ε σ τ ω  φ  μ ιά  π ρ α γ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  π ρ α γ μ α τ ικ ή ς  μ ε 

τα β λ η τή ς  τ έ τ ο ια  ώ σ τε

φ(2) = 0 καί φύΓ”) = 1.

γ ιά  κ ά ϋ ε  π = 1,2,··· Ν ά  Α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι  δ ίν  ύ π ά ρ χ ε ι ό λ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  

/ :  C C τέτοια ώ σ τε  f i x )  = φ(χ), γ ιά  κ ά ϋ ε  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ρ ιϋ μ ό  x .

L
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Απόδειξη: ’Άν υπάρχει τέτοια συνάρτηση/, θά πρέπει νά είναι ακέραια 
και νά ταυτίζεται με την έπίσης ακέραια σταθερή συνάρτηση g (z )  = 1 
πάνω στά σημεία τής μορφής <Γ”, που είναι οί δροι μιας φραγμένης 
ακολουθίας. ’Άρα τότε, σύμφωνα μέ την αρχή ταυτότητας όλόμορφων 
συναρτήσεων, ή συνάρτηση /  θά ταυτίζεται μέ τή σταθερή συνάρτηση 
g ( z )  -  1, όπότε θά ισχύει και

1 = g(2) = /(2 ) = φ ( 2 )  = 0,

άτοπο. ’Άρα δεν ύπάρχει τέτοια όλόμορφη επέκταση τής συνάρτησης
φ . ♦

Πρόβλημα 6.3.5.6 ’Έ σ τ ω  /  μ ι α  ά κ ε ρ α ία  μ ιγ α δ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  τ έ τ ο ια  ώ σ τε  

γ ιά  κ ά ϋ ε  μ ιγ α δ ικ ό  ά ρ ιϋ μ ό  ζ, μέ \ζ -  3| = 1, ν ά  ισ χ ύ ε ι ή  σ χ έσ η

= sin ζ .

Ν ά  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί ή  τ ιμ ή

/(Ο) + /(τγ)+ /'(0 )+ /'(τγ).

Λύση: Τό σύνολο των σημείων ζ  μέ τήν ιδιότητα δτι \ζ -  3| = 1 είναι ό 
κύκλος μέ κέντρο τό σημείο 3 καί ακτίνα 1. Επομένως τούτο είναι ένα 
απέραντο υποσύνολο τού μιγαδικού έπιπέδου. Πάνω στο σύνολο αύτό 
ή ακέραια συνάρτηση /(ζ ) ταυτίζεται μέ τήν έπίσης ακέραια συνάρτη
ση <Ti2sin(z), όπότε αύτές ταυτίζονται παντού στό μιγαδικό επίπεδο, 
δηλαδή έχουμε

/(z ) = e~,z sin(z).

’Έτσι βρίσκουμε /(Ο) = 0, /(π ) = 0, /'(Ο ) = 1 καί /'(π ) = 1, όπότε ή 
δοθείσα παράσταση έχει τήν τιμή 0 + 0 + 1 + 1 = 2. ♦

Πρόβλημα 6.3.5.7 Α ν  /ι,/2»···»Λ ζ^ν α ι όλο 'μ ορ φ ες  μ ιγ α δ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ις  

ό ρ ισ μ έ ν ε ς  σέ έ ν α ν  τό π ο  Τ  κ α ϊ τ έ τ ο ιε ς  ώ σ τε

/ ι(ζ ) · /2(ζ)···/*(ζ) = 0, z e T ,

ν ά  ά π ο δ ε ιχ τ ε ί δ τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  ένας δ ε ίκ τη ς  ν  e  {1,2, ...,£} τ έ το ιο ς  

ώ σ τε  ή  ά ν τ ίσ τ ο ιχ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f v νά  ε ίν α ι έ κ  τα υ τό τη το ς  ϊσ η  μ ε  τ ό  μ η δ έ ν  επ ί 

το υ  Τ .
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Απόδειξη: Επειδή ό τόπος Τ  είναι ένα άνοικτό σύνολο μπορούμε νά 
θεωρήσουμε μιά φραγμένη ακολουθία σημείων (ζη) στόν Τ  μέ δρους 
διαφορετικούς άνά δύο. Τότε 9α ισχύει καί

| /ι(ζ«) Μ ζμ) · · /*(ζ«) = 0, μ = 1 ,2 ,...
ί

Γιά κάθε ν  = 1,2, . . . , k  όρίζουμε τά σύνολα
ί

Αμ *·— {Μ · f|) — 0}.

Επειδή ή ένωση δλων αύτών των συνόλων είναι τό σύνολο των φυσικών 
αριθμών {1,2, — } καί έπειδή τούτο είναι απέραντο, θά ύπάρχει κάποιο 
σύνολο Α μ  τό όποιο θά είναι έπισης απέραντο. Αλλά τότε ή άντίστοιχη 
συνάρτηση / μ  θά έχει μιά φραγμένη άκολουθία ριζών και, έπειδή ή 
συνάρτηση αύτή είναι άκεραία, θά είναι έκ ταυτότητος Ιση μέ τό μηδέν.
♦ί

6.4 ΑΝΩΜΑΛΑ ΣΗΜΕΙΑ

6.4.1 Ανωμαλίες πού αίρονται

Έστω /  μιά μιγαδική συνάρτηση όρισμένη και όλόμορφη σε έναν τρύπιο 
δίσκο flb(z<). Λ), γιά κάποιο σημείο zo € C και R  > 0. Τότε λέμε δτι ή 
/  έχει μιά ανωμαλία στό σημείο z q . *Άν ύπάρχει συνάρτηση όρισμένη 
καί όλόμορφη στόν δίσκο BUzq . R \  ή όποία ταυτίζεται μέ τή συνάρτηση 
/  σε όλα τά σημεία τού τρύπιου δίσκο ί^(ζο, /?). τότε λέμε ότι ή /  έχει 
μιά ανωμαλία ή όποία αίρεται.

Θεώρημα 6.4.1.1 Έστω /  μ ιά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ ΐ  ίν α ν  τρ ύ π ιο  δ ίσ κ ο  

B q ( z q , R ). Tdxe ή ά ν ω μ α λ ία  τ η ς /  στό σ η μ ύ ο  zq α ίρ ε τ α ι. dtV κ α ϊ μ ό ν ο  & ν  Ισ χ ύ α

lim (z -  zq) /(z) = 0.2~*2()

Απόδειξη: Άν ή άνωμαλία αίρεται, ή προτεινόμενη σχέση, προφανώς, 
ί Ισχύει. Αντίστροφα. Παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση

| , s f(z- zo)/(z). Ζ̂ Ζο
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είναι όλόμορφη στόν τρύπιο δίσκο Bq(zq,R), ένώ στο κέντρο zq είναι 
τοπικά φραγμένη. ’Έτσι, από τό θεώρημα 6.1.6.1 καί τό γενικό θεώρη
μα του Cauchy 6.1.6.2, προκύπτει δτι ή συνάρτηση g είναι όλόμορφη. 
Επειδή τό σημείο zq είναι ρίζα της συνάρτησης g, αύτή γράφεται ώς

g(z) = (z -  ζ 0 ) / ι ( ζ )

σε μια περιοχή του zq, που περιέχεται στόν δίσκο B(zq,R). Έδώ ή συ
νάρτηση h είναι όλόμορφη στήν περιοχή αύτή. Τότε έχουμε /ι(ζ) = /(ζ), 
για κάθε ζ € jBqCzo, #), όπότε ή συνάρτηση h είναι μια όλόμορφη έπέκτα- 
ση τής/. ■

6.4.2 Πόλοι

’Έστω /  μια συνάρτηση όρισμένη και όλόμορφη σε έναν τρύπιο δίσκο 
Ηζο, #)· Στο σημείο ζ0 ή συνάρτηση /  μπορεί να έχει μία άπό τις 
ακόλουθες ιδιότητες:

• Τό όριο lim2_>2o/(z) ύπάρχει, όπότε ή συνάρτηση/ είναι τοπικά 
φραγμένη στο σημείο ζ0. Συνεπώς ή ανωμαλία αίρεται.

• Τό όριο της ποσότητας/(ζ), δταν ζ —> zq, νά είναι ’ίσο με τό σημείο 
οο, όπότε λέμε δτι τό σημείο zq είναι πόλος τής/.

• Τό δριο lim2_>Zo/(z) νά μήν ύπάρχει, όπότε λέμε δτι τό σημείο ζο 
είναι ούσιωδώς ανώμαλο σημείο τής/.

Όταν τό σημείο ζο είναι πόλος γιά μιά συνάρτηση/, ή συνάρτηση 
μέ τύπο

s< z):' 7 S )

έχει δριο στό σημείο Ζο τό 0. ’Άρα ή ανωμαλία τής g στό zq αίρεται, 
όπότε αύτή έχει μιά όλόμορφη επέκταση, έστω G, στό σημείο zq και 
μάλιστα στό σημείο αύτό ή G  παίρνει τήν τιμή μηδέν. Δηλαδή τό σημείο 
zq είναι ρίζα τής G . Επομένως ύπάρχει δίσκος Βίζο,τ) καί θετικός 
ακέραιος ;//, τέτοια ώστε ή συνάρτηση G νά γράφεται στη μορφή

G(z) = ( z - z 0)mGi(z), z e K z 0,r),
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δπου Gι είναι μιά συνάρτηση όρισμένη καί όλόμορφη στόν δίσκο Β(ζ0, r) 
τέτοια ώστεΰι(ζο) Φ 0. Άρα, ή συνάρτηση/ γράφεται στη μορφή

/(2 ) = (2-2ο)-"'/ΐ(2), 2  6 3,(20, γ),

δπου/t := 1/Gj. Ό αριθμός m λέγεται πολλαπλότητα, ή τάξη τοϋ πόλου. 
Χρησιμοποιώντας τδ άνάπτυγμα Taylor τής G, δηλαδή γράφοντας

CQ

G(2) = £ a „ (2 -2 o )n,
n=0

βλέπουμε δτι σέ έναν τρύπιο δίσκο μέ κέντρο τό σημείο 2ο, ή συνάρτηση 
/  μπορεί νά γραφεί στή μορφή

/(ζ) = ^  Λ„ (2  -  2o)"~m = £  <Jn+m( 2  -  2ο>".
n=0 n=-m

Αντίστροφα, &ν ή συνάρτηση /  μπορεί νά γραφεί στή μορφή αύτή, τότε 
; τό σημείο zq είναι πόλος τή ς/ πολλαπλότητας m.

Πρόβλημα 6.4.2.1 Ν ά χαραχτηριστη  τό σ η μ ύ ο  zq := 1 ώς πρός τή συνάρ
τηση μ ΐ  τύπο

sin(rcz)
2 « * - ΐ - 22 - Γ

Λύση: Παρατηρούμε δτι ό άριθμητής γράφεται ώς

sin π ζ  = sinOr -  π ζ ) = -  sin π(ζ -  1)
,  ( π ( ζ - 1 ) ) 3 ( π ( ζ - 1 ) ) 5 # ( π ( ζ - 1 ) ) 7

= ~*<2- , ) + -----3!-------------- 5!----- * ------7!--------■·
. « ζ - Ο ) 1 ( > r ( z - l ) ) ‘ , ( π ( ζ - 1 ) ) «  ,

= π (ζ -  1 )(- 1 + ----- 5Ϊ-------------- Εΐ----- + ------ 7!--------··)·3! 5!

Ιγεγονός πού σημαίνει δτι γιά τόν Αριθμητή τό σημείο. 1 είναι ρίζα 1ης 
ίτάξης.
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Επίσης ό παρονομαστής γράφεται ώς

2ez_1 -  ζ2 -  1 = 2[1 + (ζ -  1) + (ζ ~ 1)2 + -~,1)2 + . . . ] -  ζ2 -  1
2! ζ!

_ ,  2 . or/- λ , ( ζ - 1 ) 2 ( ζ - 1 ) 3 ι
=  1 — ζ +  2[(ζ — 1) +  — τ ι—  +  — ——  +  . . . ]

λ\ σ!

= (ζ -  1)[ -  1 -  ζ + 2 + ^ (ζ  -  1) + ^ (ζ  -  I)2 + -^(ζ -  I)3 + ...]
1 \  σ! 4!

= (ζ -  1)2[ - 1  +1 + ^ (ζ  -1 )  + ^ (ζ  - 1)2 + ...]

= (ζ -  1)3[ |  + | ( ζ  -  1) + | ( ζ  -  I)2 +...],

και επομένως για τον παρονομαστή τ6 σημείο 1 είναι ρίζα τρίτης τάξης. 
’Άρα τό σημείο τούτο είναι πόλος 2ης τάξης για τη συνάρτηση, διότι 
αυτή γράφεται ώς

/ ω  =
s in (7 rz )

2ez~* -  z2 -  1 
π ( ζ  -  1 ) [ -1  +  ^ 3" r  ~  ~  ~  - I

(z -  1)3[^ + $(ζ -  1) + ^(ζ -  I)2 + ...]
= (ζ -  l)~2h(z),

οπού

h(z) :=
π[ - 1  + (π (ζ -1 ))2

3!
(π (ζ -1 ))4

5! + (π (ζ -1 ))6 _  
7ί ...]

^  + ^ ( ζ  -  1) + ^ ( ζ  -  I )2 + ...

είναι μια συνάρτηση όλόμορφη στο σημείο ζο = 1 και τέτοια ώστε /ι(1) = 
—3π Φ 0. ♦

Πρόβλημα θ.4.2.2 Νά βρ^ϋα ή τάξη τοϋ πόλου ζ = 0 της συνάρτησης μΐ 
τύπο

/(ζ) :=
1 — cosz

Λύση: Παρατηρούμε ότι ό αριθμητής γράφεται ώς
~2

1 - cos(z) = 1 - ( 1 - 2 !  + 4 ! - -  + (-1)"(2^! + ...)

1 r 2
= ζ2Γ-— -  — +

L2! 4! V

220ι-1)

(2 η)ϊ + . .  .]·
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Άρα, τελικά, ή /(ζ) γράφεται στη μορφή

2! 4! (2 η)1
)>

άπό δπου προκύπτει δτι τό σημείο ζ  = 0 είναι πόλος 3ης τάξης. ♦

6.4.3 Μ ερόμορφες συναρτήσεις

Όταν μια συνάρτηση /  έχει ένα σημείο α πόλο, τότε τό δριο της /  στό 
σημείο αύτό είναι ϊσο μέ ο ο . ’Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε δτι ή /  
όρίζεται στόν πόλο α καί παίρνει την τιμή ο ο . Μέ αύτη τη γενικότερη 
θεώρηση, ύποθέτουμε δτι μια συνάρτηση είναι όρισμένη σε έναν τόπο 
καί κάθε σημείο τού τόπου είναι σημείο όλομορφίας, ή πόλος της / .  
Τότε λέμε δτι ή /  είναι μερόμορφη συνάρτηση.

Πρόταση 6.4.3.1 Α θ ρ ο ίσ μ α τα ,  γ ιν ό μ ε ν α  κ α ί π η λ ίκ α  μ ε ρ ό μ ο ρ φ ω ν  σ υ ν α ρ 

τή σ ε ω ν  d v a t , έπ ίσ η ς , μ ε ρ ό μ ο ρ φ ε ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ις .

Απόδειξη: Θά αποδείξουμε μόνο για τό πηλίκο. 01 άλλες περιπτώσεις 
έξετάζονται άνάλογα.

Υποθέτουμε δ τι/ καί g  είναι δύο μερόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις 
όρισμένες σέ έναν τόπο Τ  καί θεωρούμε ένα σημείο a € Τ ,

Διακρίνουμε τις παρακάτω έξι περιπτώσεις:

α) Τό α είναι σημείο όλομορφίας τών f , g  καί ή g  δέν έχει ρίζα τό α. 

Τότε τό πηλίκο f / g  είναι καλά όρισμένη σέ μιά περιοχή τού α καί είναι 
συνάρτηση όλόμορφη στό α,

β) Τό α είναι σημείο όλομορφίας τών /,  g  καί τό σημείο α είναι ρίζα 
τής /  τάξης m  καί ρίζα τής g  τάξης η . Τότε τούτο είναι σημείο όλομορ
φίας τής//^, άν m > π, καί πόλος τής f / g , αν m  <  η.

γ) Τό α είναι σημείο όλομορφίας τής /  καί πόλος τής g  τάξης μ. Τότε 
ή συνάρτηση είναι όλόμορφη στό α .

δ) Τό α είναι πόλος τής/ τάξης w καί σημείο όλομορφίας τής g , άλλά 
ιδχι ρίζα τής g . Τότε τό α είναι πόλος τού πηλίκου τάξης w.

\\
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ε) Το α ε ίν α ι  πόλος της /  τάξης τη καί ρίζα της g  τάξης k . Τότε τό α 

ε ί ν α ι  πόλος τοϋ πηλίκου τάξης τη + k .

ς) To α ε ίν α ι  πόλος της /  τάξης τη καί πόλος της g  τάξης η . ’Άν τη >  η , 
τό α ε ίν α ι  πόλος του πηλίκου τάξης τη -  η και, α ν  m <  η , τότε τοϋτο είναι 
σημείο όλομορφίας τοϋ πηλίκου.

’Έτσι, σε κάθε περίπτωση προκύπτει ότι τό τυχόν σημείο τοϋ τόπου 
Τ  ε ί ν α ι  σημείο όλομορφίας τοϋ πηλίκου, ή πόλος καί επομένως τό πη
λίκο είναι μερόμορφη συνάρτηση στόν τόπο 7~. ■

6.4 .4  Ούσιωδώς ανώ μαλα σημαία

Θεώρημα 6.4.4.1 (C a s o ra ti-W e ie rs tra s s ) "Ε σ τ ω  /  μ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  β ρ ισ μ έν η  

κ α ι  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ έ  έ ν α ν  τρ ύ π ιο  δ ίσ κ ο  B q( zq, R ) . Ά ν  ή /  'έχζι μ ια  ουσ ιώ δη  α ν ω 

μ α λ ία  σ τό  σ η μ α ο  zq , τό τβ  γ ια  κά ϋ β  r  e (z0, R ], ισ χ ν ά

/CBb(z0, r)> = C.

Ά π ό δ α ξ η : ’Άν τό συμπέρασμα δεν ισχύει, ύπάρχει ένα σημείο c τ ο ύ  

μιγαδικοϋ επιπέδου, πού δεν ανήκει στη θήκη της εικόνας κ ά π ο ιο υ  

δ ίσ κ ο υ  B q( zq, r), όπου r € (0, R ], ’Άρα ύπάρχει ένα ε  >  0 τέτοιο ώστε

1f ( z )  - c \ > e ,  z€ £b(z0,r).

Τότε ή συνάρτηση με τόπο

_ f ( z )  -  c 
z - z 0

έχει όριο τό άπειρο, όταν τό σημείο ζ τείνει π ρ ο ς  τ ό  zq καί επομένως τό 
zq ε ί ν α ι  πόλος. ’Άν ή τάξη τοϋ πόλου είναι m  (> 1), τότε ή συνάρτηση g  

γράφεται στη μορφή

g(z) = (ζ -  ζ0)“"7/(ζΧ ζ € £b(z0, r),

όπου ή h ε ίν α ι  όλόμορφη συνάρτηση. ’Άρα ισχύει

(ζ -  z0)m j/(z) -  c ] = (ζ -  ζ0)/Κζ), ζ 6 £θ(ζ0, r),
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όπότε έχουμε

(ζ -  ζο)m/(z ) = (ζ -  ζο)"'c + (ζ -  ζο)Λ(ζ), ζ e I3b(zo.r)·

Τό δεξιά μέλος τής σχέσης αυτής τείνει πρός τό μηδέν δταν τό σημείο 
ζ τείνει πρός τό ζο καί άρα έχουμε

lim (ζ -  ζο)[(ζ -  ζο)",-,/ ( ζ ) ]  =  0. ζ-·ζο

ί Τούτο, λόγω τού Θεωρήματος 6.4.1.1, συνεπάγεται δτι ή άνωμαλία στό 
[ σημείο ζο αίρεται, γιά τή συνάρτηση
ί

I / ι ( ζ )  := (ζ -  zo)m~'/(z), ζ e £b(zo. r).
ti
! Αλλά, τότε ή συνάρτηση /  γράφεται στη μορφή

/ ( ζ )  := (ζ -  zo )'<m' 0/t(z ), z€ £ b (zo ,r)

πρδγμα πού δηλώνει δτι τό σημείο ζ0 είναι πόλος τής / .  Το γεγονός 
τούτο είναι άτοπο. ■

ίίί

j 6.5 ΣΕΙΡΕΣ LAURENT

Υποθέτουμε δτι /  είναι μιά συνάρτηση όλόμορφη σέ ένα σύνολο τής 
μορφής \ζ : |ζ| > Λ), γιά κάποιο /?. Λέμε ή συνάρτηση /  έχει μιά μεμο
νωμένη άνωμαλία στδ άπειρο, δταν ή συνάρτηση

$(ζ) : = / φ ,  ζ e m

έχει μιά άνωμαλία στό σημείο μηδέν. Υπενθυμίζουμε δτι, δταν R -  0, 
τότε 1//?= +οο.

I Γιά νά δούμε τΐ μπορεί νά συμβαίνει μέ τέτοιες συναρτήσεις, έπι- 
1 λέγουμε έναν πραγματικό άριθμό r μέ τ > R καί όνομάζουμε y(r) τήν 
καμπύλη ή όποία έχει παραμετρική παράσταση

z(<) := re1', 16 [0 .2π].
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Ιΐ·'

”)Uh

Προφανώς, αύτή είναι ό θετικά προσανατολισμένος κύκλος με κέντρο 
τό σημείο 0 και ακτίνα r. ’Έστω

ό αρνητικά προσανατολισμένος κύκλος στόν δίσκο Κ 0, 1/ jR), πού περι- 
γράφεται από τη συνάρτηση

w ( t )  := t  e  [0,2 π ].

’Άν ή ανωμαλία τής συνάρτησης g  στό σημείο μηδέν αίρεται, αύτή έχει 
μιά όλόμορφη έπέκταση στόν δίσκο Η 0,1 /R ) ,  όπότε έχει ένα άνάπτυγ- 
μα Taylor '

g(z) =
n=0

όπου = ^ r ^2πί J-yd/,-) n>"+1

’Ισοδύναμα, ή /  έχει ένα ανάπτυγμα Taylor μέ κέντρο τό σημείο οο, 

τής μορφής
οο

f ( z )  =  J ^ a „ ζ~η, \ζ\ >  R,

«=ο
δπου οί συντελεστές αη δίνονται από τους τύπους

_ -1_ Γ 2π g ( je ~ i l ) je ~ i l ( - i ) d t  j  Γ 2π f ( r e H) r ^ i d t

α"  2 π ί J 0 ( i e-/()n+i 27Γί J 0 (re i l )~ n+i

.  - J ,  f
2 m  J y(r) z - " +l

Σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 6.1.8.1, στά προηγούμενα όλοκληρώματα 
ή καμπύλη y ( r )  μπορεί νά άντικατασταθεί μέ όποιονδήποτε θετικά 
προσανατολισμένο κύκλο μέ κέντρο τό 0 και ακτίνα μεγαλύτερη 
του R, διότι όλες αύτές είναι όμοτοπικές στό σύνολο (ζ: |ζ| >i?).

Υποθέτουμε ότι /  είναι μιά συνάρτηση όρισμένη καί όλόμορφη σέ 
έναν δακτύλιο 4(0,2?ι, #2)· ’Έστω ζ τυχόν σημείο τού δακτυλίου. Τότε 
Ισχύει R \ < |ζ| < i?2. Επιλέγουμε άριθμούς rj, r2 τέτοιους ώστε

Ί

< /Ί < |ζ| < r2 < i?2 :j
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και θεωρούμε τΙς θετικά προσανατολισμένες περιφέρειες γ \  και y2 μέ 
κέντρο τό σημείο 0 καί άκτίνες ϊσες με Γ|, Γ2 άντίστοιχα. Μέσα στόν 
δ α κ τ ύ λ ιο  4(0. n, r2) θεωρούμε έναν θετικά προσανατολισμένο κύκλο γ  

μέ κέντρο τό σημείο ζ . Φέρουμε τά εύΟύγραμμα τμήματα [ab ] καί [d c ],  

ώστε νά μην τέμνουν τη y, όπως στό σχήμα* ’Έτσι σχηματίζεται ό 
δακτυλικός τομέας μέ κορυφές τά σημεία a, b, c, d .

’Ονομάζουμε Γ \  την περίμετρο τού δακτυλικού τομέα αύτού, δηλαδή 
την κλειστή καμπύλη ή όποία άποτελεΐται από τά δύο εύθύγραμμα 
τμήματα [ab ] καί [c d ] καί τά δύο μικρά τόξα (d a ) καί (b c \  ήτοι

Γ \  = [ab ] + (be ) + [c d ] + (d a ) .

Επίσης, έστω Γ2 ή κλειστή καμπύλη πού άποτελεΐται άπό τά δύο ε
ύθύγραμμα τμήματα και τά δύο μεγάλα τόξα (cb ) και (a d ), δηλαδή

Γ 2 = (c b ) + [ba ] + (a d ) + [d c ].

Είναι φανερό δτι Ισχύει Γ \ + Γ2 = - γ ,  + y2, όπότε καί Γ \  = -Γ 2 -  γ \ + 
y2. Ή άπλή κλειστή καμπύλη Γ \  έχει στό έσωτερικό της την καμπύλη 
γ , όπότε, σύμφωνα μέ τό παράδειγμα 3.2.0.2, αύτές είναι όμοτοπικές 
στόν δακτύλιο 4(0. γ, .γ2). "Ετσι, άπό τά Θεωρήματα 6.2.2.2 καί β.1.9.1, 
έπεται δτι Ισχύει

/ω-4s f Γ ^2 π ι J  Y w - z  2 π ι  J Fi  w - z  2 π ΐ  J_r,_yi+V, w - z'y W “ 2 2 π / • w  — ζ

f  f i i * .  ' r  /(w>
J r 2 W “  z 2 π ι , y S 1 N

f  / ( w )
1 ' “ " 1 -i

J y , H > - 2 2 π /  K

2

1 N

d w  + Γ  lto
4 w -

fj-yi+y?

(6.7)

dw.

Τούτο συμβαίνει, διότι ή καμπύλη Γ2 μαζί μέ τό έσωτερικό της άνήκει 
σέ έναν τόπο, (ό όποίος στό σχήμα έχει σύνορο πού περιγράφεται μέ 
πολυγωνική καμπύλη.) δπου ή συνάρτηση w _♦ g g  είναι όλόμορφη.

Τώρα παρατηρούμε δτι για κάθε w  e y, ίσχιίει Μ  < 1. όπότε έχουμε

- Μ  = 1 « .  1  , Μ ψ  , » Γ  ί ΐ  /(» >
» - 2  2 1 -  Κ "  J S f  -  2 L

z m®0 we0 ne-oo ^
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Σχήμα 6.4: *0 κύκλος μ £  κέν τρ ο  τό σ ή μ α ο  ζ  d v a i όμοτοπ ικός της  
π ερ ιμ έτρ ο υ  του  δακτυλ ικού  το μ έ α .

ένώ για κάθε ζυ € y2 ισχύει | < 1, όπότε έχουμε

+οο +0Ο

W η - 0 η = 0 Μ=0

/ f a )
w«+l 2” .

Ή σύγκλιση των παραπάνω σειρών είναι όμοιό μ ο ρ φ η  πάνω στις! 
καμπύλες yi καί y2, αντίστοιχα. Τούτο σ η μ α ίν ε ι δτι τά ολοκληρώματα 
των σειρών είναι ίσα με τά αθροίσματα των σ ε ιρ ώ ν  τ ω ν  όλοκληρω-; 
μάτων.
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’Έτσι, θέτοντας

Κ ψ ~ .  Γ ^ ^ d w ,  η 6 Ζ 2πι Jv τυ"+'
(6.8)

άπό τη σχέση (6.7) παίρνουμε
-ι

/ω -£ £ ^ £ ^ -£ ^ ·«■-°® W n=0 W ns()

Άπό τά παραπάνω στοιχεία προκύπτει τό έ ξ ή ς  Θεώρημα:

Θεώρημα 6.5.0.2 Ά ν  f  ε ίν α ι μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό ρ ισ μ έ ν η  κ α ί  ό λ ό μ ο ρ φ η  σ έ  

ίν α ν  δ α κ τύ λ ιο  A(zq, R \, JfyX δπ ου  0 < R\ <  R% < +«>, τότ€ ύ π ά ρ χ ο υ ν μ ιγ α δ ικ ο ΐ 

ά ρ ιϋ μ ο ϊ bnt n 6 Ζ τέτοιοι ώστ€ νά ίσχώι

/(ζ)=  £  &„(2 - 2ο)Π.
η=-οο

γ ιά  κ ά ϋ ί  ζ  σ τ ό ν  δ α κ τύ λ ιο .  Ή  σ ύ γ κ λ ισ η  τη ς  σ ε ιρ ά ς  d v a i  ό μ ο ιό μ ο ρ φ η  κ α ϊ  

ά π ό λ υ τη  π ά ν ω  σ έ κ ά δ ε  σ υ μ π α γ έ ς  ύπ οσ ύ νολο  το ϋ  δ α κ τυ λ ίο υ  κ α ί  ο ΐ  σ υ ν τε λ ε σ τ έ ς  

ε ίν α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ό ρ ισ μ ίν ο ι .

Απόδειξη: Θέτουμε g(z) := /(ζ  4* ζο), ζ  € 4(0, J?t,/?2) καί έφαρμόζουμε 
τά προηγούμενα. ■

Πρόβλημα 6.5.0.1 Ν ά  Α ν α π τυ χ τ ε ί σ έ  δ υ ν α μ ο σ ε φ ά μ έ  κ ίν τ ρ ο  τό σ η μ ε ίο  £+ί 
ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ έ  τύ π ο

/(2) =
3 ζ -1

2 ( 2 - 1 ) '

' Λύση: Αναλύουμε τόν τύπο τής συνάρτησης σέ άθροισμα άπλών κλα 
; σμάτων, όπότε παίρνουμε

/ ( 2) =
32-1

2 (2 -1 )
1
-  +2

2
2 - Γ

| Τό κέντρο  ̂+ 1 =: α άπέχει από τους πόλους 0 καί 1 άπόσταση ίση 
■ μέ V5/2. Άρα ή συνάρτηση άναπτυσσεται σέ σειρά Taylor στόν δίσκο 
[ + /, V5/2) καί σέ σειρά Laurent στόν δακτύλιο + ί, V5/2, +οο).
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Τώρα για κάθε ζ ε + ί, V5/2) ισχύει

ζ - α  |ζ -β | . ,ζ — α, , ζ-α,
——  = - ρ — < 1 και ------ = -----

° V5/2 1 -β  A -  /
\ ζ -α \
V5/2

< 1

Έτσι ό πρώτος προσθετέος γίνεται

1 = 1 = 1 1 = i ψ ,  , γ , ( ζ - α ) η _  , ) η ( ζ - ά ) η

ζ (ζ -  a ) + a a 1 + ^  ^  α" α',+1
α η = 0  η - 0

και ό δεύτερος

-2  1
ζ - 1  ζ - α - ( ί - ά )

= -2  f f (z -g )” = 2 ψ  (ζ -  α )η

1 -  a ί - i  ( ι _ α)η L ·  ( ι _ α)η+1 *
71=0 71=0

Επομένως έχουμε

(ζ -  α)η

71=0  "  71=0
α)η+1

+οο

-ΣΙ
71=0

( -1 )” 2 
071+1 ( 1  _  0)71+1

](ζ — ( ί)η ·

Επίσης, για κάθε ζ  G + /, V5/2, +οο), ισχύει

α V5/2 , , , 1 - λ< 1 και I i-* · , V5/2
ζ -α  |ζ - α |

Ό πρώτος προσθετέος γίνεται

ζ -«  ζ - α  | ζ - α \
< 1.

1 -  1 _  ι  1
ζ (z -fl) + fl 2 ~ α * + A
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καί ό δεύτερος

2 2 2 ι
ζ - 1 ζ - β - Ο - β )  ζ - β Γ -  l=t2—Λ

_ _ 2 _ f  < 1 ^  = 2 ν  ( ! - « ) "  
2 " Λ^ ( 2 - β)" ^ (2 -  «)"+1'

Επομένως έχουμε

+«
/(ζ) = £ (-1 )"

η=0
+οο

-ΣΜ

a"
(ζ -  β)"+ι

+
+οο

2Σ
μ=0

(1 -  a)" 
(ζ -  β)"+»

V  + 2(1 -  a)"]-— 1
(ζ -  β)”+>

καί άρα, τελικά, βρίσκουμε ότι τό άνάπτυγμα τί|ς συνάρτησης είναι τύ

/ « - Σ Ι
ir*-o o

(-1)*+*
β*+ι (1 -  β)*+«

](ζ -  αΫ. ♦

I

!

Πρόβλημα 6.5.0.2 Ν ά fipeOti τό  ά νά π τυγμ α  Laurent 
τόπο

/ ( ζ ) : 1
ζ2 +1

τής συνάρτησης μ ΐ

' στους δακτυλίους (α )  4(0,1, +οο) καί (β ) 4(ί, 0,2).

| Λύση: Πρός τούτο Αναλύουμε την παράσταση πού δίνει τόν τύπο τ?)ς/ 
I σέ άθροισμα Απλών κλασμάτων, όπότε βρίσκουμε

i f t ) “   ̂ (
Γ Ζ = ζ2 +1 = 2 (2 -0  + 2(ζ + 0 ’

I (α) “Εστω ζ 6 4(0,1, +οο). Τότε Ισχύει |ζ| > 1. όπότε καί |£| < 1.
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Επομένως για κάθε τέτοιο ζ έχουμε

f ( z )  = 1 - ι  ι
+

- i  1 i  1 +
ζ2 +1 2(ζ -  χ) 2(ζ + /) 2ζ 1 -  J 2ζ 1 + \

οο

= 2ΣΦ '+έΣ<-;)'=Σ
1 r k( i  -  (—1)*)

Ί ζ 1 —ί χζ '  ' 2z 4_j v ζ ' 2
77=0 77=0 77=0

ζ

-Σ
k = - o o

(β) ’Άν ζ € 4(/, 0,2), θά έχουμε 0 < |ζ -  /| < 2 και άρα |̂ 4| < 1. 
Επομένως για κάθε τέτοιο ζ ή /(ζ ) γράφεται ως

/ ( ζ )  =
1 - ι  X

+
1 1

ζ2 + 1 2 (ζ -0  2 (ζ+0  2 (ζ -0  4/(1 +^4)
1

έ Σ ( - ¥ ) · = ^ * Σ ^ - « · »
77=0

1 ,'71+1

2(ζ -  /) 4i i-i ν 2ί
71=0

Πρόβλημα 6.5.0.3 Νά β ρ ζ ϋ ύ  τ ό  ά ν ά π τ υ γ μ α  L a u re n t μ ϊ  κ έ ν τρ ο  τό σ η μ ά ο  

0 τη ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  μ έ  τύ π ο

^ ■ ■ - T ^ h r y

Λύση: Ή συνάρτηση/ eivat όρισμένη και όλόμορφη α τ ό  μιγαδικό επίπε
δο εκτός από τά σημεία 2 και τα όποια μηδενίζουν τόν παρονομαστήν 
’Έτσι ή συνάρτηση αναπτύσσεται

(α) στόν δίσκο HO, 1) σε σειρά Taylor με κέντρο τό 0,
(β) στόν δακτύλιο 4(0,1,2) σε σειρά Laurent με κέντρο τό 0, καί
(γ) στόν δακτύλιο 4(0,2, + ο ο )  σε σειρά Laurent με κέντρο τό 0.
Γράφουμε τόν τύπο της συνάρτησης ώς άθροισμα απλών κλασμάτων

ν 2/ α &
/ U ; : _ ( z - 2 ) ( z  +  / ) _ 2 - 2  2  +  Γ

ί /
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όπου
α = -b :=

2(1 + 20

καί έξετάζουμε διαδοχικά τΙς παραπάνω περιπτώσεις:

(α) Άν |z| < 1, τότε έχουμε

| | | < 1  κα ί |f |  <  1.

Άρα
1! a _ a 1I
! 2 - 2  “ 2 1 “ f
! καί
ί ί> -ιό—ί— =ί.r z + r - t + ϊ

οο

2 Z -{ V2η«0

οο

Μ«0

CO CO

0 Π=0
"Ετσι τό άνάπτυγμα Taylor τή ς/ μέ κέντρο τό 0 μέσα στόν δίσκο Μ 0 , 1) 
είναι τό

η«0
■( -  2'""1 + ί"+*)ζ".

(β) Αν 1 < |ζ| < 2, τότε

| | |  < 1 καί |^| < 1.

ί Άρα έχουμε

καί

b 1 -  ^ £ (-1 )" φ "  = & £Y nz-"-‘ = ό £  ι"+,ζΠ.
^ η«0 * π*0 «■-«>ζ+ ί z l + ί  ζ

* Β-0

"Ετσι, τό άνάπτυγμα Laurent τής /  στή δακτυλική περιοχή 4(0,1,2) 
είναι τό

/ ω =  £
»·-οο rtaO5
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\*

(γ) Άν 2 < |ζ|, τ ό τ ε

Άρα έ χ ο υ μ ε

? Ι < 1  κα ί |^ | < 1.
2 Ζ

Λ
ζ -  2

Λ 1
-1

= a £  2 - " - ν
1ϊ=-οο

καί

Ά  = --τ—τ  = -  Ε (-0 " (^ )"  = b £  ι"+<ζ«,
2 + 1 Z i + z Ζ ^ 0  Ζ r k L

ό π ό τ ε  τ ό  Ανάπτυγμα Laurent τής /  σ τ η  δακτυλική περιοχή Δ ( 0 ,2, +οο) 
είναι τό

/ ω  = - ^ ± 2 »  £  r v + l ± 2 i  £  2 - ν
η = - ο ο  η = - ο ο

οο -1

■3

-1
= £  ( ^ ί ) ( 2 - "  -  2ί"+1)ζ”. ♦

η=~οο

Π ρ ό β λ η μ α  6.5.0.4 Μέ ά ν α π τ υ χ τ έ ί σ έ  σ α ρ ά  L a u re n t μ ϊ  κ έ ν τρ ο  τ ό  σ ή μ α ο  1 

ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ ϊ  τύ π ο

/ ω k , < v

Λύση: Τά σημεία 1 καί i  είναι οί πόλοι τΫ)ς συνάρτησης καί απέχουν 
μεταξύ τους άπόσταση ίση μέ V2, Άρα ή συνάρτηση άναπτύσσεται σέ 
σειρά Laurent στους δακτυλίους 4(1,0, V2) καί 4(1, V2, +οο).

Γιά κάθε ζ του πρώτου δακτυλίου έχουμε |ζ-1| < V2, όπότε <1. 
Άρα έχουμε }

1 _ 1 _ 1 1 _ 1 y? ( z - 1)” _ y? (ζ — 1)" j
ζ + / ~ 1 + / + ζ - 1  1 + /1 + &4 1 + / ( 1  + /)” “ (1 + 0 ”+1 |1 1+7 ιι=0 w=o |

καί έπομένως στόν δακτύλιο 4(1,0, V2) ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  έχει Ανάπτυγμα f
+00

/ω=Σ
«* 0

(1 + 0 "+1
(ζ -1 ) «-1

+ ο ο

r  _ _ J ___ (ζ _ ο »
L ·  ( ΐ  + ο«·2uιι=-1

*1&
I
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Επίσης για κάθε ζ τού δακτυλίου 4(1, V2, +οο) έχουμε V2 < |ζ -  1|, 
όπότε < 1. Άρα Ισχύει

1 1 1 1 1 y . (1 + i)" y  (1 + 0»
z + / - l + i + z - l  z - l l  + i±f z - l  (z -  1)" “ ( z - l ) ’l+1Z—1 n=u tt=U

καί έπομένως στδν δακτύλιο 4(1, V2, +οο) ή συνάρτηση έχει άνάπτυγμα

+οο -2

/ ω - Σ Λ ΐ + ο ^ - ΐ ) - * - ’ »  Σ  ΰ Τ ή ^ ^ ' τ · ♦
η=0 η=-οο

Πράβλημα 6.5.0.5 Ν ά  ύπολογιστά  ό συντελεστή ί>_2 τοΰ άναπτύγματος  
Laurent μ ϊ  κέντρο τό  σημάο  1 τή? συνάρτησης μ ί  τύπο

eζ
ζ Η ζ - 1 ) '

Λύση: Πρός τούτο παρατηρούμε δτι ή συνάρτηση αότη Αναπτύσσεται 
σε σειρά Laurent στα σύνολα 4(1,0,1) καί 4(1,1, +οο).

Θεωρούμε πρώτα τόν άνοικτό δακτύλιο 4(1,0,1). Παρατηρούμε δτι 
ή συνάρτηση μέ τύπο

g(z) := (ζ -  1)/(ζ)

είναι όλόμορφη στόν δίσκο Β(1,1), άφοΰ αύτή γράφεται ώς

Έπομένως έχει ένα άνάπτυγμα Taylor της μορφής

* ω = £ / „ ( ζ - ΐ ) " ,
η*0

όπότε θά Ισχύει

(ζ -  1)/(ζ) = g(z) = £  α„(ζ -  0 ” = Λο + Λι(ζ -1 )  + ej(z - 1)2 + · · · .
___Λ
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’Άρα έχουμε

/(ζ ) = + «ι + α2(ζ  -  1) + · · · ,

από δπου προκύπτει δτι ό συντελεστής 2 του αναπτύγματος τής /  σε 
σειρά Laurent είναι Γσος με 0.

Τώρα θεωρούμε τόν δακτύλιο ^(1,1, +οο). Κάθε σημείο τού δακτυ
λίου αύτοϋ ικανοποιεί τή σχέση \ζ -  1| > 1, όπότε ισχύει

|(ζ - 1)-1! < 1.

’Άρα έχουμε II

(ζ -  1) + 1 ζ -  11 + (ζ - 1)-1

= ——τ(1 -  (ζ -  Ο"1 + (ζ -  I ) '2 -  (ζ -  1)“3 + ...) ζ -1
ο ο

= 2 ^ ( - 1 ) " +1( ζ - 1 ) - " .
>ι=1

Με παραγώγιση παίρνουμε

>ι=1

Επίσης γράφουμε και τόν αριθμητή στή μορφή

(ζ -1 )*
e2 = eez 1 =

*=0 It!

A

’Έτσι, στόν δακτύλιο 4(1, 1, +oo) τό ανάπτυγμα της συνάρτησης 9ά είναι 
τό γινόμενο των δύο σειρών

« Σ τ η  -  - £ « ( - 1 ) ' * ' ^ , ) - » - ^ .
k=0 >ι=1

£
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Επομένως έχουμε

'Σ Σ ^ -ο * -2 
ΣΣ"

k=0 η=1
~ 00 e(fc — λ — 2)(—l)fc_A~2(ζ -  1)Λ,

λ=-£» k&0

όπου θέσαμε λ := k -  η -  2. Άρα οί συντελεστές δίνονται άπό τόν τύπο
οο

6* :“ Σ έ ° Γ- λ - 2)(- 1)>·*·
ίΞο κ’

Επομένως ό ζητούμενος συντελεστής είναι 6

:= Σ r i k ( - i ) k = - * Σ  έ(-1Γ= = -1· ♦
w*0

6.5.1 Τάξη ανώμαλου σημείου

“Αν ή /  έχει μιά μεμονωμένη άνωμαλία σέ ένα σημείο zo καί είναι 
όλόμορφη στόν τρύπιο δίσκο Bq(zo, r), τότε αύτή έχει ένα άνάπτυγμα 
Laurent τής μορφής

/<ζ)= £  b„(z -  ζο)".
Π=-οο

γιά κάθε ζ  μέ 0 < \ζ -  ζοΙ < r. Ή τάξη του άνώμαλου σημείου όρίζεται 
νά είναι ο άριθμός

o rd ^ if)  := inf|ii € Ζ : bn Φ 0).

Τά παρακάτω στοιχεία προκύπτουν άπό την άνάπτυξη της συνάρ
τησης σέ σειρά:
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Πρόταση 6.5.1.1 Ή  σ υ ν ά ρ τη σ η /  έ χ ε ι μ ι α  α ν ω μ α λ ία  σ το  Zq ή  ό π ο ια  αίρεται, 
α ν  κ α ι  μ ό ν ο  α ν  o rd ZQ( f )  > 0. Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η  α ύ τη  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  έ χ α  ένα  

Α ν ά π τ υ γ μ α  T a y lo r  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  σ η μ ε ίο  z q . Ι δ ια ί τ ε ρ α  δε, α ν  o r d ^ i f )  > 0, τό τβ  

τ ο  σ ή μ α  ο Zq ε ίν α ι  ρ ίζ α  τ η ς /  κ α ι  o rd ZQ( f )  d v a i  ή π ο λ λ α π λ ό τη τα  τη ς  ρ ίζα ς .

Πρόταση 6.5.1.2 Ι σ χ ύ ε ι  o r d ^ i f )  = -οο, α ν  κ α ι μ ο ν ο  α ν  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  /  έχ ε ι 

μ ι α  ο υ σ ιώ δ η  Α ν ω μ α λ ία  σ τό  σ η μ ε ίο  z q .

Πρόταση 6.5.1.3 Ι σ χ ύ ε ι -οο < o rd ZQ( / )  < 0, α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  τ ο  σ η μ ε ίο  Zq 
ε ίν α ι  π ό λο ς  τ η ς / . Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η  α ύ τη  6 Α ρ ιθ μ ό ς  - o r d ^ i f )  ε ίν α ι ή  τ ά ξ η  το ϋ  

π ό λ ο υ .

Πρόβλημα 6.5.1.1 Ν α  Α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι μ η δ ε ν ικ ή  Α κο λο υ θ ία  ( zn) τ έ τ ο ια  

ώ σ τε

lim sin — = i.
Zn

Απόδειξη: Ή συνάρτηση/(ζ) = sin(l/z) έχει ανάπτυγμα

/(ζ) = ··· + ( -  1)2"+1
1

g2n+\
1 1  ί
3! ζ3 + ζ’

από όπου έπεται ότι o r d ^ i f )  = -οο. Άρα τό σημείο 0 είναι ούσιωδώς 
ανώμαλο για την / .  ’Έτσι, σύμφωνα με τό θεώρημα 6.4.4.1, για τό 
σημείο i  και για κάθε η  = 1,2,··· ύπάρχει σημείο ζ„ με |ζ„| < £ καί 
IsinC^-'l < T r Είναι προφανές ότι ή ακολουθία (ζ„) έχει τις ζητούμενες 
ιδιότητες. ♦

Πρόβλημα 6.5.1.2 Ν α  δ ο θ ε ί π α ρ ά δ ε ιγ μ α  μ ιγ α δ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  /  ή οπ ο ία  

έ χ ε ι τ ό  σ η μ ε ίο  a = 1 + / π όλο  2 η ς  τά ξ η ς , τ ό  σ η μ ε ίο  b = -2 i  ούσ ιω δώ ς Α ν ώ μ α λο ' 

κ α ί σ ε  κ ά θ ε  ά λ λ ο  σ η μ ε ίο  το ϋ  μ ιγ α δ ικ ο ϋ  επ ιπ έδο υ  ε ίν α ι ό λ ό μ ο ρ φ η .

Απόδειξη: Μια συνάρτηση, ή όποια έχει τό σημείο 1 + / πόλο δεύτερης 
τ ά ξ η ς  καί παντού άλλου είναι όλόμορφη, πρέπει να έχει ανάπτυγμα 
Laurent με κέντρο τό σημείο 1 + / τέτοιο ώστε οι δείκτες των μη μη
δενικών συντελεστών να αρχίζουν από τόν ακέραιο αριθμό -2. Για 
παράδειγμα, μια τέτοια συνάρτηση ορίζεται με τόν τύπο

1
(z -  1 -  Ο2

/ι(ζ) :=
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’Επίσης μία συνάρτηση, ή όποία έχει τό σημείο -2 / ούσιωδώς Ανώμα
λο καί παντού άλλου είναι όλόμορφη, πρέπει νά έχει Ανάπτυγμα Lau
rent μέ κέντρο τό σημείο -2« τέτοιο ώστε οί δείκτες τών μη μηδενικών 
συντελεστών νά Αρχίζουν Από τό - ο ο .  Επομένως μιά τέτοια συνάρτηση 
μπορεί νά έχει τύπο

/ 2(z) := ex ρί— ^ ).

Τελικά, μιά συνάρτηση που έχει τίς ζητούμενες Ιδιότητες είναι ή 
/ = / .  +/2- ♦

Τό Ανάπτυγμα Laurent μιάς συνάρτησης /  σέ έναν τρύπιο δίσκο μέ 
κέντρο τό Ανώμαλο σημείο Ζο γράφεται ώς

/ ( ζ )  =  /ς ο/(ζ) + Η2ο/(ζ),

δπου
-1  οο

Λ^/(ζ) = 22 Μ 2 ~ ζο)" κοΛ fW (z> = 22 b,' ( z  ~  Ζο)"·
η - - ο ο  μ = 0

Ό προσθετέος Κ ^ (ζ) λέγεται τό κανονικό μέρος τ^ς /  ατό σημείο 
zq καί ό H ^ j i z )  λέγεται τό όλάμορφο μέρος της /  ατό σημείο αύτό. 
Σημειώνουμε δτι κάθε μία άπό τίς δύο σειρές συγκλίνει άπόλυτα καί 
όμοιόμορφα σέ συμπαγή σύνολα.

6.6 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα της συνάρτησης μέ τύπο
e2

ζ3 + 8
κατά μήκος της καμπύλης μέ παραμετρική παράσταση ζ0) := 1 + 
cos / + 6/ sin f, t € [0,2π].

2. Δίνεται ή συνάρτηση/(ζ) := r /(z  +1), ζ 6 β(1,2). "Αν αη( ζ -  1)" 
είναι τό ανάπτυγμα Taylor της /  μέ κέντρο τό σημείο ζο = 1, νά 
υπολογιστεί τό όριο lima,,, άφού προηγουμένως προσδιοριστούν 
οί συντελεστές αη% η  = 0,1, · · · . Μπορεί νά βρεθεί τό δριο χωρίς νά 
προσδιοριστούν οΐ συντελεστές;
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3. Δίνονται οί καμπύλες γ \ ,  y<i μέ παραμετρικές παραστάσεις αν
τίστοιχα τις συναρτήσεις

*ι(0  := 2 sin £, yi(0 := cos ί, ί € [0,2 π ],

Χ2& )  := sin £, 1/2(0  ·= 3 cos t, t  e [0, 47t],
καθώς έπίσης και μία συνάρτηση /  όλόμορφη στόν δίσκο Η 0,4). 
Να υπολογιστεί τό όλοκλήρωμα

/ /(ζ )
y 1+y2 ζ (ζ +  2 0

rfz.

4. Να υπολογιστεί ή ποσότητα matfflz2 + i z \ : 1 < |ζ| < 3}.

5. ’Έστω /  μία μιγαδική συνάρτηση ορισμένη και όλόμορφη σε μι
α περιοχή τού μοναδιαίου κύκλου Η 0,1). ’Άν k, m  και η είναι 
ακέραιοι αριθμοί τέτοιοι ώστε k > m  και k >  η  καί γ  είναι ή θετικά 
προσανατολισμένη περιφέρεια τοϋ κύκλου αυτού να ύπολογιστεί 
ή ποσότητα

0ζ -  z)m+l
/ < *-*Κζ)άζ

( ζ - ζ ) ” * 1 '
ζ  e  Κ 0 ,1).

6. ’Έστω /  μια ακέραια συνάρτηση, ν ένας φυσικός αριθμός καί ζ e 
C. Να αποδειχτεί δτι για όποιουσδήποτε πραγματικούς άριθμούς 
α , β > 0  Ισχύει

f o * e - ivtf ( z  +  aeu )d t  _  . α γ  

e~Mf {  ζ  + β ε , ι )ά ί P

7. Δίνεται μια περιττή συνάρτηση /  ορισμένη καί όλόμορφη στόν 
τρύπιο δίσκο Ι%(0,1). ’Άν τό σημείο 0 είναι πόλος της /  πολλα
πλότητας 1, νά ύπολογιστεί τό όριο

lim Γ
e -*0  J y e

δπου γ ε είναι ό θετικά προσανατολισμένος κύκλος ΙΚ Ο ,ε ) , όπου
ε  € (0 ,1 ).

( f ( z ) e 2iZ + / 2(z)c 2ίΖΜζ,
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8. Δίνεται ή καμπύλη γ  μέ παραμετρική παράσταση ζ(ί) := 3 cost + 
2/sin/, / 6 [f, ]. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα

d z

Τ ^ ζ * '

9. Άν /  είναι μιά άκεραία συνάρτηση τέτοια ώστε /(ζ+ 2 ) = /(ζ+ 2 0  = 
/(ζ), γιά κάθε ζ, νά άποδειχτεί δτι Ισχύει /'(ζ) = 0.

10. Νά βρεθεί ή τάξη της ρίζας z = 0 γιά τή συνάρτηση μέ τύπο

/(ζ) := ζ -  sin ζ

11. Νά βρεθούν οΐ ρίζες της συνάρτησης μέ τύπο / ( ζ )  := z2sinz καί νά 
προσδιοριστεί ή πολλαπλότητά τους.

12. Νά άποδειχτεί δτι τό σημείο 1 είναι ρίζα 1ης τάξης της συνάρτησης
μέ τύπο

/(ζ) := βιηπζ
2(* - ι _ ζ2 _ Γ

13. Νά άποδειχτεί δτι αίρεται ή άνωμαλία στδ σημείο π της συνάρτη
σης μέ τύπο

/(ζ) := sinz 
ζ - π

14. "Εστω /  μιά άκεραία μιγαδική συνάρτηση τέτοια ώστε, γιά κάθε 
η -  1,2, · · · , νά Ισχύει ή σχέση

/ ( - )  = c,/nsin (-). 
η η

Νά ύπολογιστεί ή τιμή /(Ο) + /(π ) + /'(0) + /'(π).

15. Νά χαρακτηριστούν τά σημεία 0, i καί 2 ώς πρός τή συνάρτηση μέ 
τύπο

ζ - ι  -. 1 sin (z-j)— -  sin ---- χ  + ζ ---- —— -r +
ζ -  2 ζ(ζ - 1) (ζ -  ι)(ζ -  2)

sin ζ(ζ -  2)2 
ζ(ζ -  »)2



282 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΤΟΠΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

16. Νά έξεταστεϊ αν ή συνάρτηση μέ τύπο/(ζ) := z/sinz είναι με
ρόμορφη.

17. Νά χαρακτηριστεί τό σημείο 0 ώς πρδς τις συναρτήσεις μέ τύπους

/ι(ζ ) = (sin5ζ)/ζ, / 2(ζ) := 5iiL5> / 3(ζ) := [1 - cosz]z“5.
Ζ

18. Νά άποδειχτεί δτι ύπάρχει ακολουθία ζ„ 0 τέτοια ώστε lim ei/Zn =  

3 + 7/.

19. Νά αναπτυχτεί σε σειρά Taylor μέ κέντρο τό σημείο 1 στόν δίσκο 
HO, 1) ή συνάρτηση μέ τόπο /(ζ ) := e_2/z. Στη συνέχεια, νά απο
δειχτεί δτι

* = Σ ^ ϊΚ Φ · · · 4 > ·k=0

[Υπόδειξη: Μπορεί νά γίνει χρήση της τιμής της /  στό σημείο
Ζ = ^ . ]

20. Νά αναπτυχτεί σ ε  σειρά Laurent ή συνάρτηση μέ τύπο

1/(ζ ) :=
ζ2 +1

στους δακτυλίους <d(0,1, +οο) καί <4(/, 0,2).

21. Νά άναπτυχτοϋν σέ σειρά Laurent μέ κέντρο τό σημείο 0 οί συ
ναρτήσεις μέ τόπους

/ι(ζ ) := J ? - · - -  - ,  / 2(ζ) := 1
ζ2 -  ζ -  2 (ζ -  2)(ζ + ϊ)

- ,  / 3(ζ ):=
(ζ + 2)(ζ -  2 0

//,(ζ) :=
1 — 6- ζ

—, /δ ίζ )  := ζ2 + /ζ + 2, /β(ζ) :=
ζ +1

ζ2 + ζ -  2
, / 7(ζ) := 1

ζ 2 +  ζ

22. Νά αναπτυχθεί σέ σειρά Laurent μέ κέντρο τό σημείο / στόν δα
κτύλιο <4(/, 1, +οο) ή συνάρτηση μέ τύπο/(ζ) := <Γ2/ζ.

/ί
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23. Νά Αναπτυχτεί σέ σειρά Laurent μέ κέντρο τό σημείο * ή συνάρ
τηση μέ τύπο

/(2 ) . =
7  ζ(ΪΖ +  1)2 ·

24. Νά Αναπτυχτεί σέ oeipALaurent μέ κέντρο τό σημείο -1  ή συνάρ
τηση μέ τύπο

7 5 ·

25. ΝΑ βρεθούν καί νά χαρακτηριστούν τά Ανώμαλα σημεία γιά τΙς 
συναρτήσεις μέ τύπους

. . .  1+cosz . . .  sinz . . .  ζ2 -1
/ι(ζ) := / 2(ζ) := -όττ— ν» / 3 (ζ) :=

( ζ  -  π ) 2 ζ2( ι - ζ ) ζ6 + 2ζ5 + 3ζ'< ’

26. ΝΑ δοθεί παράδειγμα μιγαδικής συνάρτησης ώς πρός την όποία 
τό σημείο 1 + r είναι ούσιωδώς Ανώμαλο σημείο, τό σημείο 2 + / 
είναι πόλος 3ης τάξης καί είναι όλόμορφη σέ κάθε άλλο σημείο 
τού μιγαδικοΰ έπιπέδου.
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Κεφάλαιο 7

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΑ
ΥΠΟΛΟΙΠΑ

7.1 ΘΕΩΡΗΜΑ TOT CAUCHY

"Εστω /  μια συνάρτηση όλόμορφη σέ έναν τρύπιο δίσκο JBb(zo« r). Τότε 
αύτή έχει άνάπτυγμα Laurent τής μορφές

4 *0 0

/(ζ )=  b „ (z  — ζ0)Π ·
Π = - ο ο

'Ονομάζουμε όλοκληρωτικό υπόλοιπο Res^i/) τής συνάρτησης /  στό 
σημείο Ζο τόν συντελεστή b - \ του άναπτύγματος Laurent τής/ με κέντρο 
τό ζο.

Από τόν τύπο (6.8) που δίνει τους συντελεστές τής σειράς, παρατη
ρούμε δτι Ισχύει

Res^C/) = 2 ^/ / f(w)dw.

δπου γ  είναι ένας (όποιοσδήποτε) θετικά προσανατολισμένος κύκλος 
μέ κέντρο τό zq καί άκτίνα μικρότερη τού r.

Ή εύρεση τού όλοκληρωτικού υπολοίπου μιάς συνάρτησης σέ ένα 
σημείο zq έξαρτάται άπό τη μορφή τής συνάρτησης, άλλα καί από τό 
είδος άνωμαλίας τού σημείου.

285
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Γ ια  παράδειγμα, εχουμε το έξης συμπέρασμα:

Πρόταση 7.1.0.4 Α ν  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  d v a i  ά ρ τ ια , τ ό τ ε  το  ο λ ο κ λ η ρ ω τικ ό  τη ς  

υ π ό λ ο ιπ ο  σ τ ο  σ η μ ε ίο  0  d v a i  ίσο 0 .

Απόδειξη: Τό ανάπτυγμα Laurent της συνάρτησης είναι μια σειρά ή 
ο π ο ία  έχει δυνάμεις μόνο μέ άρτιο έκθετη. Άρα όλοι οι συντελεστές μέ 
περιττό δείκτη είναι ίσοι μέ τό 0, οπότε καί θά ισχύει &_ι = 0. ■

Στό πνεύμα της παραπάνω Πρότασης είναι καί τό ακόλουθο πα
ράδειγμα.

Πρόβλημα 7.1.0.3 Α ν  β  d v a i  ένα ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  ά ρ ιϋ μ ό ς , ν α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί τό  

ο λ ο κ λ η ρ ω τ ικ ό  ύ π ό λ ο ιπ ο  τη ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  μ ε  τύ π ο

f { z ) : ~ e x p ( U ^ i P )

σ τό  σ η μ ε ίο  ζ  = β ί.

Λύση: Τό ανάπτυγμα Laurent της συνάρτησης/ μέ κέντρο τό σημείο βί 
είναι τό

1 1 1 1 
+  ί Κ ζ - β ι ) 2 +  2 ! ( ζ - / ? 0 4 +  3 \ ( ζ - β ί ) 6 +  +  η \ ( ζ - β ί ) 2η +

Από εδώ προκύπτει ότι τό όλοκληρωτικό ύπόλοιπο της /  στό σημείο βι 
είναι ’ίσο μέ ί?_ι = 0 . ♦

Άν τό σημείο zq είναι πόλος της/ τάξης η , τότε ή συνάρτηση μέ τύπο

g(z)  : = / ( ζ ) ( ζ  -  ζ 0 ) Μ

είναι όλόμορφη σέ έναν μικρό δίσκο B ^zq.R )  μέ κέντρο τό σημείο ζο· 
’Έτσι, παίρνοντας έναν θετικά προσανατολισμένο κύκλο γ  μέ κέντρο τό 
σημείο zq καί ακτίνα r  e (0, R )y βρίσκουμε ότι τό όλοκληρωτικό ύπόλοιπο 
είναι ή ποσότητα

Re*»<rt = S i  i f(w)dw = S i  X
 ̂ 0 (Zo) = _— i —  lirn g^n ^(w)

(n - l)!d (η - 1)! w-»zo
- — l i m [(w  -  ζ ο ) ”/ (α > ) ] (" -1 ) . 
(η - 1 ) !  w-+zo
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7.1.1 Θεώρημα Cauchy για τά όλοκληρωτικά υπόλοιπα

Θεώρημα 7.1.1.1 Ύποϋέτουμε δτι Τ  είναι ίνας τόπος στό μιγαδικό έπίπεδο 
καί f  d v a iμ ιά  μερόμορφη συνάρτηση όρισμένη οτόν τόπο Τ .  Ά ν ζ \, ζ*,
dva i οί πόλοι της στόν τόπο, τότ^ γιά  κάδε κατά τμήματα διαφορίσιμη 
κλειστή καμπύλη γ  μηδέν-όμοτοπική στόν τόπο Τ , ή όποια δ ίν  διέρχεται άπό 
τά σημεία ζ\, ..., ζ*„ Ισχύει ό τύπος

2 ^  / f(z)dz - Σ  * *  z")Res^.^)·
n=i

Απόδειξη: Υποθέτουμε δτι λ/ είναι ή πολλαπλότητα τοϋ πόλου ζ;·, / =

Θεωρούμε τή συνάρτηση μέ τύπο g(z) :=/(ζ) -  Ε*_, δπου
είναι ή συνάρτηση μέ τύπο

V * ) -  Σ ^ ίζ -ζ ,)" ,
n=-Aj

δηλαδή εϊναι τό κανονικό μέρος τής /  στό άνάπτυγμά της σέ σειρά 
Laurent μέ κέντρο τό σημείο ζ;. Τότε ή συνάρτηση g  είναι όλόμορφη 
στόν τόπο Τ , όπότε, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 6.1.6.2, θά ισχύει

f  if(w ) -  £  V (ui)Ww s  f  g(w)dw  = 0.
/=>

Επομένως, έχουμε

f /(w )d w  = £  f JfyfaWto = £ ! > «  fa -Z f )ndw
Y m  J y / - 1 ne-A/

■ έ έ ' ' Χ = ^ _

■ Σ  =2nri' Σ i(y- ̂ >Res^^)· ■
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Πρόβλημα 7.1.1.1 Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

ez - i J
-5-----“ζ>
ζ ι  + ζ

ό π ο υ  γ  ε ί ν α ι  6  ϋ ε τ ι κ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ έ ν ο ς  κ ύ κ λ ο ς  μ ϊ  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  Ο κ α ϊ  ά κ τ ϊ ν α  

ϊ σ η  μ ε  5.

Λύση: Παρατηρούμε ότι τό σημείο 0 είναι ένα ανώμαλο σημείο της 
συνάρτησης με τύπο

_  < * -1  
:" ζ 2 + ζ '

Ό μω ς, ή ανωμαλία τούτου αίρεται, αφού, εφαρμόζοντας τον τύπο L’H- 
ospital έχουμε

lim/(z) = lim ~—- = lim 77—τ
z->QJ 2—>0 Ζ 2 +  Ζ ζ-*ο 2 ζ  +  1

= 1.

Επομένω ς, στόν δίσκο Κ 0,5) ή /  είναι όλόμορφη έκτος από τό σημείο 
-1 , πού είναι πόλος της συνάρτησης. ’Άρα, από τό Θεώρημα τού Cauchy 
γ ια  τα  όλοκληρωτικά ύπόλοιπα, παίρνουμε

Xf ( w ) d w  = 2π ί Ι ( γ ,  -l)R es_i(/).

Τό σημείο -1  είναι πόλος 1ης τάξης, όπότε τό όλοκληρωτικό υ π ό λ ο ι π ο  

της /  στό -1  είναι ίσο μέ

Res_i(/) = lim (ζ + 1 )^ — -  = 1 -  e 1
2-»-1 Ζ ζ + Ζ

’Έτσι, τελικά, προκύπτει ότι

X =  2 7 γ / ( 1  - e  ι ) .  ♦

Πρόβλημα 7.1.1.2 Δ ί ν ε τ α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  τ ύ π ο

ρ ( ζ )  := ζ2 -  3ζ + 3 + i
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καί ol βεηκά προσανατολισμένοι κύκλοι

yi := ΚΟ, 1), γ 2 := #0,2), y3 := ΚΟ,3).

Νά ύπολογιστοϋν τά όλοκληρώματα

ί  p(z)dz, Γ  · γ τ ,  Γ  
Jyt+K+ys Jyi Ρ(ζ} Jyι

piz)dz Γ p(z)dz

Jy
Λύση: Ή συνάρτηση ρ είναι πολυωνυμική καί άρα όλόμορφη. Επο
μένως Ισχύει

άφοϋ ot καμπύλες είναι κλειστές.
Ή συνάρτηση ρ έχει ρίζες τά σημεία ζ\ := 2 -  i καί Ζ2 := 1 + 1\ όπου 

|ζι| = V5 καί ΙΖ2Ι = V2. Άρα ή ρίζα Ζι άνήκει στό έσωτερικό του κύκλου 
y3 καί στό έξωτερικό των δύο κύκλων yi, y2* ένώ τό σημείο ζ2 άνήκει 
στό έσωτερικό τών δύο κύκλων γ 2, γ$ καί στό έξωτερικό τού κύκλου γ \ . 
Έτσι έχουμε

Γ  *  = r A . w _ ! _ |  = “
Jy, ρ(ζ) Jy, 2 -  Ζ2 Ζ -  Ζ, Ιζ-ζ2 Ζι -  Ζ2 1—2*

καί
piz)dz

άφοϋ ή συνάρτηση Κζ)/ζ βέν έχει πόλους στό έσωτερικό τοϋ κύκλου 
yt·

Τέλος, παίρνουμε

Γ —-I2 = 2π/ρ(2) = 2πΐ(1 + 0. ♦
Jy, ζ - /
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Πρόβλημα 7.1.1.3 Δ ί ν ε τ α ι  ή  κ α μ π ύ λ η  γ  μ ί  π α ρ α μ η τ ρ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η

7Γ 37Γ
ζ(ί) := 3 cos t  +  i s m  t, t  e  [—, — ].

Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Λύση: Θεωρούμε τήν έλλειψη με κέντρο τό σημείο 0, με α κ τ ί ν α  στόν 
χ - α ξ ο ν α  ϊση με 3 και στόν y-άξονα ίση με 1. Τότε ή καμπύλη γ  είναι 
τό τμήμα της έλλειψης αύτης με αρχή τό σημείο i και πέρας τό με 
θετική φορά. ,,

•J3
.1

Ή  καμπύλη αύτή μαζί με τό εύθύγραμμο τμήμα /  πού ένώνει το ση
μείο - i  με τό /, έχουν άθροισμα τήν κλειστή κατά τμήματα διαφορίσιμη 
καμπύλη Γ  = γ  + / .

Ή  /  έχει παραμετρική π α ρ ά σ τ α σ η  ζ (0  = i t ,  t  e  [ - 1 , 1 ] .  Στό έσωτε- 
ρικό τής καμπύλης Γ  ή συνάρτηση με τύπο

1
(1 - ζ 2)

*3jl
ί
if
3
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έχει πόλο τό σημείο -1. "Ετσι, σύμφωνα μέ τόν τύπο τοϋ Θεωρήματος
7.1.1.1, έχουμε

_ Γ  d z  _  Γ  d z  _ Γ  d z  _ Γ  d z_____ Γ  d z

J y l - z 2 Jr  l - z 2 Jy i - z 2 Jr  ( 1 - zKl +z )  J y i - Z 2 

= 2mResz=_i "  £  ΪΤ Τ 2 = 2 π ' |  “  /A rctan(i)t ,
/•7Γ / 7Γ\\. ίΠ »

7.1.2 Όλοκλήρωμα τριγωνομετρικών συναρτήσεων

Υποθέτουμε δτι Λ(·, *) είναι μια συνεχής πραγματική συνάρτηση καί 
έστω δτι θέλουμε νά ύπολογίσουμε τδ όλοκλήρωμα

p in

Jo
R ( s i n  t t c o s  t ) d t .

Θέτουμε z := e?1, t  6 [0 ,2π], όπότε βρίσκουμε

-,·# 1 1 . . 1 ,  lx . 1,  1 \ . . .  .dzz = = -tt = - ,  sm f = ~ ( z  -  cosf = - ( z  + - )  καί dt = .
z  21 z 2 z z

Έ τσ ι, τό δοθέν όλοκλήρωμα γίνεται

Γ  Λ Λ , '· “ " )Λ = 5<2 -  5 > ) f  ·

δπου y είναι 6 θετικά προσανατολισμένος κύκλος μέ άκτίνα τή μονάδα 
καί κέντρο τό σημείο 0. Τώρα έφαρμόζουμε τό θεώρημα τού Cauchy 
για τά όλοκληρωτικά ύπόλοιπα καί ύπολογίζουμε τό όλοκλήρωμα.

Πρόβλημα 7.1.2.1 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ε ϊ  τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

I
1

(α·f/?cosx)2
dx>

δ π ο υ  a  >  β  > 0.
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Λύση: Έκτελοΰμε τόν μετασχηματισμό της προηγούμενης παραγράφου, 
όπότε βρίσκουμε

4 Γ ζάζ
i  Jy (β ζ 2 + 2α ζ  + β ) 2 ’

όπου γ  είναι ό θετικά προσανατολισμένος μοναδιαίος κύκλος. Τα ση
μεία

ζι :=
- α + β 2 - α

—  και Ζ2 ·= —
-  -^α2 — β 12

~ β

είναι πόλοι 2ης τάξης της ρητής συνάρτησης

/ ω  :=
( β ζ 2 + 2αζ + β ) 2 ’

Ό  δίσκος 1X0, 1) περιέχει μόνο το σημείο ζ \ ,  όπότε τό όλοκληρωτικό 
ύπόλοιπο της /  στό ζ \  είναι

Res 2ι(/) = lim
ζ ( ζ - ζ ι ) 2 α

2->ζι άζβ2(ζ -  zj)2(z -  Ζ2)2 4(α2 - β 2) 3/2

Έτσι, ή τιμή του όλοκληρώματος είναι

/ =  ~ 2 m R e s Zt( f )  =  (fl2 ! ^ 2)3/2 · ♦

7.1.3 'Ολοκλήρωμα γενικευμένο στό οο

Στα επόμενα θά δηλώνουμε με C + τό σύνολο {ζ : Im(z) > 0}.

Θεώρημα 7.1.3.1 Ύ π ο ϋ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι /  eirai μ ι α  μ ε ρ ό μ ο ρ φ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  β ρ ι 

σ μ έ ν η  σ€ ernv τόπο ό όποιο? π ε ρ ι έ χ ε ι  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  τ ό  σ ύ ν ο λ ο

€ + :=  {ζ e  C  : Ι η ι ( ζ )  > 0 ) .

*Έ σ τ ω  ότι ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  /  έγ€ΐ π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  π λ ή ϋ ο ς  π ό λ ω ν  ζ ^ ζ %  ...,ζ* στό 
σ ύ ν ο λ ο  C+, άλλα κ α ν έ ν α ς  α π ό  α ύ τ ο ύ ς  τ ο ύ ς  π ό λ ο υ ς  δ ε ν  ά ν ή κ ε ι  π ά ν ω  σ τ ό ν

i 1
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π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ξο να . Ά ν  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η /  ίκ α ν ο π ο κ ϊ  τή  σ χ έ σ η  limz_oo[z/(z)] = 0, 
τ& κ  Ι σ χ ύ α

r+oo γ+τ k
( P V )  I f ( x ) d x  := lim I f ( x ) d x  = 2 π ϊ  V  ResZJ .  

J -  co r-*+oe J _ r  L —J

[

I

I
b

Απόδειξη: Για τυχόν r > max, |z;|, στό ήμιεπίπεδο C* θεωρούμε τή θε
τικά προσανατολισμένη ημιπεριφέρεια C r με κέντρο τό 0 καί άκτϊνα r. 
’Έστω γ  ή κλειστή καμπύλη [—rr] + Cr. Αύτή είναι κατά τμήματα διαφο- 
ρίσιμη καί στό έσωτερικό της περιέχει δλα τά σημεία ζ;·, j  = 1,2, · · · , k .  

Άρα, άπό τό Θεώρημα τού Cauchy γ ιά  τά  όλοκληρωτικά υπόλοιπα, 
έχουμε

k k
2 π ί  £  Κ γ ,  Zn)ResZl/  = 2 π ί  £  Resz J  = Γ/ΧζΜζ 

μ=ι π=ι Jv

= £  f ( z ) d z  + £ f ( z ) d z .

(7.1)

“Εστω ε  > 0. Άπό τήν ύπόθεση, έπετα ι δτι ύπάρχει R  > 0, τέτοιο 
ώστε |zf(z)| < ε , όταν |ζ| > R .  "Ετσι, γ ιά  κάθε r > R >  max;|ζ;|, θά έχουμε

| Γ /(z)rfz| < -7rr = ε π .
J c ,  r
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Ά ρα τό πρώτο όλοκλήρωμα ατό δεξιά μέλος της σχέσης (7.1) τείνει προς 
τό μηδέν, ένώ τό δεύτερο τείνει προς τό

lim
r—*+oo

Τούτο άποδεικνύει τό θεώρημα. ■

7.1.4 Ειδική περίπτωση

’Άν ή συνάρτηση /  είναι ρητή και τέτοια ώστε ό βαθμός τού παρονο
μαστή να είναι τούλάχιστον κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από τον 
βαθμό τού αριθμητή, τότε ύπάρχει τό γενικευμένο όλοκλήρωμα

«

και ταυτίζεται με τήν πρωτεύουσα τιμή του.

Πρόβλημα 7.1.4.1 Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ α  τό ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

χ 2 +1 
χ 4 + 1

ά χ .

Λύση: Ή  /  έχει παρονομαστή ένα πολυώνυμο βαθμού 4, που είναι 
κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από τόν βαθμό 2 τού αριθμητή. ’Άρα 
τό ζητούμενο όλοκλήρωμα ύπάρχει και ίσοϋται με τήν πρωτεύουσα τιμή 
του. Οί μιγαδικοι αριθμοί

(1 + /) V2 (-I + 0V2 (1 - 0V2 (-1 -  0 V2

είναι πόλοι 1ης τάξης καί από αύτούς μόνο οί ζ \ ,  ζ<χ έχουν θετικό φαν
ταστικό μέρος. Επομένως, σύμφωνα με τό Θεώρημα 7.1.1.1, έχουμε

= ( P V )  Γ  f ( x ) d x  = 2 n i [ R e s Zl (/) + Res22(/)].
U —oo
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Αλλά, γιά j  = 1,2, παρατηρούμε δτι Ισχύει

_ . . .  ,. .  , ζ 2 +1 . V2
ResΜ )  =  limvz -  ζ Λ ------- rr---------τρ--------τρ------- r  =  —*—7—.:—Ζ/ 1 ( ζ - ζ ι ) ( ζ - ζ 2) ( ζ - ζ 3) ( ζ - ζ 4)  4

όπότε παίρνουμε

J * ° f ( x ) d x  = 2 π ι [ - ί - ^  -  i %  = π V2. ♦

θεώ ρημα 7.1.4.1 ("Ολοκλήρωμα γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  σ τ ό  0 )  Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δ τ ι /  ε ί ν α ι  

μ ι α  ρ η τ ή  π ρ α γ μ α τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ή  ό π ο ι α  μ π ο ρ ε ί  ν ά  έ χ ε ι  τ ό  σ η μ ε ί ο  0 π ό λ ο  

ί η ς  τ ά ξ η ς ,  ά λ λ ά  κ α ν έ ν α  ά λ λ ο  σ η μ ε ί ο  τ η ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ή ς  ε ύ ϋ ε ί α ς  δ ϊ ν  ε ί ν α ι  π ό λ ο ς ,  

Γ ιά  σ τ α θ ε ρ ό  ω  > 0 θ έ τ ο υ μ ε

P ( z ) : = f ( z ) e > m .

Ά ν  σ τ ό  ή μ ι ε π ί π ε δ ο  C+ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  έ χ ε ι  π ό λ ο υ ς  τ ά  σ η μ ε ί α  ζ \ ,  ζ<ι, , , . , ζ ^  κ α ί  

Ι κ α ν ο π ο ιε ί  τ ή  σ υ ν θ ή κ η

lim /(ζ ) = 0,2—*οο
τ ό τ (  Ι σ χ ύ η  ό  τ ύ π ο ς

Γ  f i x )  sin(a)x)dx =  Im(2iri[ ̂  Res*.(f!) +  ^R eso iP O ]).
M=1

[ Απόδειξη. Θέτουμε

r0 := min{|z,|.|z2|,··· ,|z*|}

j xal
r t := max{|z,|,|z2|,··· ,|z*|}.

"Εστω ε  >  0 . Υπάρχει r2 > r \ τέτοιο ώστε \ f i z ) \  <  ε, γ ιά  κάθε ζ μέ 
|ζ| > γ2.

Επίσης, έπειδή ή συνάρτηση F  έχει τό σημείο 0 πόλο 1ης τάξης, 
υπάρχει Γ3 € (0, r<>) τέτοιο ώστε στόν δίσκο Β(0, Γ3> ή F  νά γράφεται ώς

F i w )  = —  + Ho F i w ) .  
w
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Θεωρούμε θετικούς αριθμούς r < και α , β  με α , β  >  r  καί α + β  >  r 2. 
Στο σύνολο C+ λαμβάνουμε τα  σημεία

- a ,  -r , r, /?, /? + ί(α+ /0 , -α  + ζ(α + /?),

όπως στο σχήμα.

Τώρα, σχηματίζουμε την κλειστή και κατά τμήματα διαφορίσιμη 
καμπύλη

Γ  := [(-a )(-r)]  -  y r + [r/?] + [ β ( α  +/?)] + [(-α)(α + β ) ]  + [(α + /?)(-α)],

δπου y r είναι ή (θετικά προσανατολισμένη) άνω ημιπεριφέρεια στό C+ 
με κέντρο τό σημείο 0 και διάμετρο τό διάστημα [~rr].

Άπό την έπιλογή των αριθμών r, r<i έπεται δτι ή καμπύλη Γ  περικλείει 
στό εσωτερικό της δλους τούς πόλους τ η ς /  μέ θετικό φανταστικό μέρος.

,ι
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Τότε τό Θεώρημα Cauchy γιά τά όλοκληρωτικά ύπόλοιπα έφαρμόζεται 
καί δίνει

Χ  Κ
F t w ) d w  = 2πι Τ ' ResZ/(P).

Μ
Τό πρώτο μέλος της (7.2) γράφεται ώς τό άθροισμα

I t + h  + h  + h + h *  h

τών όλοκληρωμάτων της F  πάνω στίς (έξι) έπΐ μέρους καμπύλες 

[(—α)(—r)], - γ τ, [τβ], [β(α + β)]. [ ( -αΧα + β)], [(α + βΧ-α) ) ,  

άντίστοιχα. “Εχουμε

h = Γ IXw)dw = -  Γ(— + H0'F<w))dw = ό_ι Γ — .
J-y Jy ^  J-y  W

Από έδώ εύκολα παίρνουμε δτι

(7.2)

lim b-1 ί idt = b.<m.
J*

Επίσης Ισχύει

|/«| = I Γ HtaMwl =  | f * /(£  + / y V ^ ^ i d y l
JlflJS] Jo
J r*  r

e-<#y r f y = - ( l - c - <"R) < l .  
ο ω a>

Τό Ιδιο Ισχύει καί γιά τό όλοκλήρωμα Iq. Γιά τό /5 έχουμε

141 = 1 Γ Ρΐκ>)<Μ = Ι Γ f(x + iB̂ *lf0dx\
J \efι  J /ί

S e j *  e ' " Rd x  = eR e~aR  < e R .

“Ετσι, δταν τά σημεία α ,β  τείνουν πρός τό +οο, ή σχέση (1) γίνεται 

(PV) f * *  F i x ) d x  -  &_ιπί = 2πί V  Resx-CF),
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από δπου παίρνουμε τό συμπέρασμα. Υπενθυμίζουμε ότι b_i = R e s o (F ) ·

Πρόβλημα 7.1.4.2 Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

s i n 2 xX
+-C

οο χ ( 5  + 4χ + λ:2)

1

Λύση: Ή  συνάρτηση με τύπο

^  ^ ζ(5 + 4ζ + ζ2)

έχει τό σημείο ζ = 0 πόλο 1ης τάξης,. ένώ ό μοναδικός πόλος της μέ 
θετικό φανταστικό μέρος είναι τό σημείο -2  + ζ. Τό σημείο αύτό είναι 
πόλος 1ης τάξης. Θέτουμε

*ί2ζ
F i z )  :=

ζ(5 + 4ζ -f ζ2)

καί εφαρμόζουμε τόν προηγούμενο τύπο. Τότε έχουμε

7= Im(2rcz[Res-.2+i(K) + ^Res0(iO]).

Άλλα Ισχύει ότι
,ί'2 ζ

Res_2+/CF) = lim (z + 2 -  ζ) - -  g-------— = —
ζ-*-2+ ί ζ (  5 + 4ζ + ζ2) 2(1 + 2ζ)

και

Resoii7) = lim ζ
,ι'2ζ 1

ζ-*ο ζ(5 + 4ζ + ζ2) 5
Έτσι, τελικά, παίρνουμε

I  = Im(27rz[ - e 2e 4| ,-2
+2(1 + 2 ζ) 1017) l] = " Τ “(^ siH ̂  -  cos 4) + | . ♦

Πρόβλημα 7.1.4.3 Ν ά  ύ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

'°0 χ 2 + 4
ΓJ0ο χ4 +16

d x .

/ !
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Λύση: Ή συνάρτηση έχει γενικευμένο όλοκλήρωμα διότι ό βαθμός του 
παρονομαστή είναι κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος έκείνου του άριθ- 
μητη. Ό  παρονομαστής έχει ρίζες

z* := 2<?S2TUtt,fc = 1 ,2 ,3 ,4 .

Από αυτές μόνο οΐ 21,22 έχουν θετικό φανταστικό μέρος. "Ετσι έφαρ- 
μόζοντας τόν σχετικό τύπο τού Cauchy βρίσκουμε

X *  7 Π 5 *  '  1  = + Μ

= ιπ·
Ζ̂  + 4

+ /π·
Ζ2 + 4

(z j -  Z2 ) (z , -  Ζ3 Κ Ζ 1 -  Ζ4) ( ζ 2  -  Z t)(z 2 -  Ζ3 ) ( ζ 2  -  Ζ/,)
4c"r/2 + 4

SS Ι7Γ------ —........ ... ........ ......................................... —_____________ L
8(e<*/4 -  _  ^5ίττ//,) ( e iflr//, _  e7m/i)

. 4<’3rtt/2 + 4+ ITT

= ιπ

8(c3i7r//| -  e '^ X e 3™/'* -  ebiiĉ *)(e3in//t - e liK/,k) 
4(1 + 0 4 ( 1 - 0

+ nr-
8c"t/<(l -  02(1 + 0 8e3fir/4(1 + /)(! -  /)2

I7 r( l  +  0 i.’~"t / / ‘ /7 r ( l  — t i rU 7 · U + e-.V4)
88

n r ,  a 0  wV2
' ϊ ,· Ή | ί τ

8

Πρόβλημα 7.1.4.4

Ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ή  τ ό  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α

/ : sin x d x

( x - n W  + i Y

Λύση: Θ έτονταςy - x - i c ,  βρίσκουμε

/  =
sin y d x

y((y+ π )2 + 1)‘

ΟΙ ρίζες της έξίσωσης (ζ + π )2 + 1 = 0 είναι οΐ μιγαδικοΐ άριθμοί ζ, = 
-π  + ί καί ζ2 = -π  - ι, όπότε έχουμε (ζ + π)2 + 1 = (ζ -  2,(2 _ 22). Τώρα
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έφαρμόζουμε τόν τύπο του θεωρήματος 7.1.4.1 για  τον πόλο Ζι και 
βρίσκουμε

1 =  Ι η > ( 2 π ,{ ^ „ „ 2 (2 _ 2^ _  + i f e w -
■ΛΖ

;])ζ((ζ + π)2 +1)
/ γ elz 1 eiz ι\= Im(27r/ lim(z- ζ\)—,------ τζ------ - + - lim z—-----γτ—— )
ν ιζ->ζι ζ ( ζ - ζ ι ) ( ζ - ζ 2) 2 ζ-»ο z((z + 7r)2 + l) jy

= Ιηα(πζ|
j-e n(cos 1 + / sin 1)(1 - πι) 1

π
1 +7Γ2

1 +  7Γ2

[1 +e-7r(cosl +7rsinl)]. ♦
1 + π 2])

7.2 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Νά δοθεί παράδειγμα μιγαδικής συνάρτησης τής όποιας τό όλο- 
κληρωτικό ύπόλοιπο ώς πρός τό σημείο 0 είναι 1 + /, τό σημείο - /  
είναι πόλος 3ης τάξης και είναι όλόμορφη σε κάθε άλλο σημείο 
του μιγαδικοϋ έπιπέδου.

2. Στη συνέχεια νά βρεθεί τό όλοκληρωτικό ύπόλοιπο της συνάρτησης 
με τύπο

/(ζ) = ειηπζ
ζ2 -  2ζ -  2(1 -  <?2)

στό σημείο 0.

3. Νά ύπολογιστοϋν τά όλοκληρωτικά ύπόλοιπα των συναρτήσεων οί 
όποιες όρίζονται μέ τούς τύπους

1 1 
fi(z) := z3 sin —, / 2(ζ) := ζ2 cos —

στό σημείο 0.
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i

I'

4. Νά Αποδειχτεί δτι τό όλοκληρωτικό ύπόλοιπο ατό σημείο 0 της 
συνάρτησης μέ τύπο

είναι ϊσο μέ 120.

sin(5z) -  5 sin 2 
(sin ζ -  ζ) sin ζ

5. Νά ύπολογιστούν τά όλοκληρωτικά ύπόλοιπα της συνάρτησης μέ 
τόπο

Ρ*Ζ/(ζ) := *ζ(ζ2 +1)
σέ δλους τους πόλους της.

6. Νά υπολογιστούν τά όλοκληρωτικά υπόλοιπα τών συναρτήσεων 
μέ τούς τύπους

/ι(ζ) := zV /z, fa(z) := cos(-) + ζ5, / 3(ζ) := sinzcos(-),ζ ζ
στά Ανώμαλα σημεία.

7. Νά Αποδειχτεί δτι Ισχύει

δπου y είναι ή θετικά προσανατολισμένη έλλειψη μέ έξίσωση σέ 
καρτεσιανές συντεταγμένες την x2 + 16y2 = 4.

8. Νά Αποδειχτεί δτι, &ν y είναι ή καμπύλη μέ παραμετρική πα
ράσταση ζ(0 := 4 + e2U, t e [0,3π], τότε Ισχύει

Γ  2 l j  -277Γ3»'J z*tan zdz =  — ^— .

9. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα τής συνάρτησης μέ τύπο

f i z )  := (ζ -  1)2(ζ + 3)3’
κατά μήκος τής καμπύλης μέ παράσταση ποό Ικανοποιεί τή σχέση

γ : χ ν 3  + \)ν 3  =  22/3

καί έχει θετική φορά.
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10. Δίνεται ή συνάρτηση μέ τύπο

/(ζ )  := ζ2 -  2ζ

και οί θετικά προσανατολισμένες περιφέρειες γ ι , γ 2 καί y s  των 
κύκλων 2X0,1), IX2,1) και J9(2/, 1) αντίστοιχα. Να ύπολογιστοϋν 
τά  όλοκληρώματα

Γ  / ω *  Γ *  Γ ϋ * Ε .
»2vi+Vo+yo J y i+ y o  J ^ Z /  J v \  Z J y - i  ^

11. Να υπολογιστούν τά  όλοκληρώματα
,3cos*' ζ , / sin ζ sin(z -  1) f

ίίζ, I ---- ;----- ------rfz
Γ cosd ζ ,  Γ

ί — 4ζ· 1 ζ ( ζ  - 1 )
Τ Jόπου γ  είναι ό θετικά προσανατολισμένος κύκλος μέ κέντρο τδ ; 

σημείο 0 καί ακτίνα 2. |

12. Νά αποδειχτεί ότι, αν γ  είναι ό θετικά προσανατολισμένος κύκλος 
μέ κέντρο τό σημείο 1 καί ακτίνα 1, τότε ισχύει j

X sin ζ , . cos 1 -  sin 1
■dz = m ------ --------

(ζ2 - 1)2

13. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα της συνάρτησης μέ τύπο

e2
/ ( ζ ) :=

ζ(ζ — I)2,
κατά μήκος της καμπύλης μέ παραμετρική παράσταση ζ(0  := 
(0.5 + 2 sin t ) e lt, t  e [0 ,2π].

14. Νά ύπολογιστοϋν τά όλοκληρώματα των συναρτήσεων μέ τύπους

r /  \ sin πζ ' r / \ ^/ι(ζ ) := "2- _- ■ και / 2(ζ) :=
12

ζ* -  ζ ~ ζ -  %
κατά μήκος τού θετικά προσανατολισμένου κύκλου {ζ : |ζ| = 4}. Νά 
υπολογιστούν τά όλοκληρώματα

ρ2π

J o

d x

(3 + sin*)2

ρ2π

J o

d x

(5 -  2 cos*)2
r 2?r 1— ---------------- d l.

J o  V3 + sini + cosf
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2ττ
15. Νά ύπολογιστεί τό όλοκλήρωμα £  μ + Ϋ ΰ ιχ * ®που Ρ  >  2*

16. Άν 0 < λ  < 1 είναι μια σταθερή παράμετρος καί 0  <  β  < α, νά 
ύπολογιστοϋν ατό διάστημα [0 ,2π] τά  όλοκληρώματα των συναρ
τήσεων μέ τούς έξής τύπους:

\  1 , ,  χ cos2(2*)
Λ ω  *  /2 W  := l - M c o s , f A » '·

Α ω : =  Λ<Χ):= i - l i c z  + P

f b ( x )  :=
sin2 χ

a+jScosx*

17. Νά ύπολογιστοϋν τά  παρακάτω όλοκληρώματα:

r  * r  * * .
Jo x4 + l J o  (1 + χ 2)3

f * ~  x2m Γ * °°

Jo 1 + χ 2" ’ J - „
1

(χ2 + 2χ + 2)2
ί/χ.

18. Νά Αποδειχτεί δτι γ ιά  κάθε φυσικό άριθμό η  Ι σ χ ύ ε ι  ή σχέση

d x  1 .3 . . . ( 2 n - l )γ (1 + χ2)"+1 “  2 .4 .6 ...(2«)
■π.

19. Νά ύπολογιστοϋν τά  παρακάτω όλοκληρώματα:

Γ ~  sin far p ”  sinx Γ °°  sin2x J
Jo x(x2 + a2) ’ J-„ xix4 + 3x2 + 2) ’ Jo x ( l+ x  + x2) ·

sin6x X -foo

oo
sin x d xΓ ~  sinx j  Γ 00

J— x ( x  -  l)2 + x ' J_„ x(x -  l)3 + 2x"~' J . »  x(x2 + 2x + 5 )’

f °  s i n 2 x  Γ ° °  sinx f °  sinx ,
J . „  x(x2 + Ddx* Jo x2 + 4 x + 13 *’ J_oi. x(2 + x2) ’
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Γ+°° sin 2 χ Γ+<
J_„ χ ΐ - 2 χ  +  5 ’ Jo

Χ-Η χ  

ο ο

sin 4χ
sin xdx 

χ(1 + χ2)3

Γ
ΟΟ

r

c (χ2 + l) s in 2 x  
x(x4 + 1)

dx,

sin*

r
x(x2 +  4x + 5) Jo x(10 + 6x + z2) 

(x2 + 1) sin xdx P*00 sin xdx

dx,

x(4 + 9jc2)2 ■ Γ X 3  +  X 2  +  X

ft

i
]

J

/}

'<·'1 ·*
- -1 

-
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