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Εισαγωγή

Η έννοια της πολλαπλότητας υπεισέρχεται στα Μ αθηματικά σχεδόν σε κάθε 
κλάδο, από την Ανάλυση (Κη ) μέχρι την άλγεβρα (ομάδες Lie). Ένα σημαν­
τικό πρόβλημα είναι αυτό της εμφύτευσης: Δοθέντων δύο πολλαπλοτήτων 
N k κα ι Μ η, (k<n), εμφυτεύεται η Ν  στην Μ ;  Και με πόσους τρόπους. Αυ­
τό είναι ένα δύσκολο πρόβλημα το οποίο έχει απαντηθεί για  συγκεκριμένες 
κατηγορίες πολλαπλοτήτων.

Σ' αυτή την μεταπτυχιακή εργασία θα  μελετήσουμε το αντίστοιχο πρό­
βλημα για  η=2,3. Πιο συγκεκριμένα θα αρχίσουμε τη μελέτη μας μ ε τη 
δυϊκότητα Poincare και A lexander μεταξύ τοπολογικών πολλαπλοτήτων. Η 
Poincare δυϊκότητα συνδέει τις ομολογιακές και συνομολογιακές ομάδες μ ί­
ας πολλαπλότητας. Ο H enri Poincare απέδειξε μ ία  διαφορετική μορφή του 
σημερινού θεωρήματος Poincare Duality για  συμπαγείς πολλαπλότητες. Τη 
σύγχρονη μορφή του πήρε το θεώρημα τη δεκαετία του 1930 όταν οι E d u ard  
Cech και H assler W hitney εισήγαγαν τα cup  και cap  p roducts. Η A lexander 
δυϊκότητα είναι αποτέλεσμα του J.W .A lexander και συνδέει τη συνομολογια- 
κή ομάδα ενός υποσυνόλου μίας πολλαπλότητας με την σχετική ομολογιακή 
ομάδα του συμπληρωματικού του υποσυνόλου. Για την απόδειξη του θεω­
ρήματος Poincare D uality θα χρειαστούμε τη θεωρία των ευθέων ορίων μ ιας 
και η απόδειξη θα δοθεί για  κάθε πολλαπλότητα, όχι απαραίτητα συμπαγή. 
Για το θεώρημα A lexander D uality θα χρειαστούμε μ ια  ειδική περίπτωση της 
Cech συνομολογίας. Επίσης θα εισάγουμε την έννοια του προσανατολισμού 
σε μ ία  πολλαπλότητα, αφού τα δύο παραπάνω θεωρήματα εφαρμόζονται σε 
προσανατολίσιμες πολλαπλότητες.

Ειδικά, στο πρώτο κεφάλαιο θα κάνουμε μ ία  εισαγωγή στις ομολογιακές 
και τις συνομολογιακές ομάδες. Θα μελετήσουμε τις cellu lar ομολογιακές
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ομάδες και σύμφωνα με αυτήν τη μελέτη θα υπολογίσουμε τις ομολογιακές 
ομάδες κάποιων βασικών χώρων που έχουν CW ανάλυση, όπως ο μιγαδικός 
προβολικός χώρος C P n, η προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους g, M g, και η 
μη προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους g. N g. Στην ενότητα των συνομολο- 
γιακών ομάδων Θα κάνουμε μία εισαγωγή στις συνομολογιακές ομάδες τοπο- 
λογικών χώρων και τις cellular συνομολογιακές ομάδες. Επίσης Θα ορίσουμε 
το συναρτητή Ext(_,_) ο οποίος είναι πολύ χρήσιμος για τον υπολογισμό των 
συνομολογιακών ομάδων. Πράγματι, αν C  είναι ένα αλυσιδωτό complex ε­
λεύθερων αβελιανών ομάδων και G  μία ελεύθερη αβελιανή ομάδα, τότε από 
το Universal Coefficient Theorem θα έχουμε τον ισομορφισμό:

H n{C\ G)  «  E x t ^ ^ C ) ,  G)  Θ hom (Hn( C ) t G)  

αφού η ακολουθία

0 -----> Εx t ( H n^ { C ) ,  G ) ------> H n(C; G ) ----- > hom(Hn{ C ) , G ) ----- > 0

διασπάται.
Στο δεύτερο κεφάλαιο θα ορίσουμε το cup product. Έστω R  ένας δακτύ­

λιος και X  ένας τοπολογικός χώρος. To cup product είναι μία απεικόνιση:

S k( X \  R)  χ  S l ( X ; R) S k+l( X \  R)

Απεικονίζει το γινόμενο των συναλυσίδων φ  € S k( X ] R )  και φ  6 S l( X \ R )  
στην k+1-συναλυσίδα φ  ^  φ  που η τιμή της σε ένα singular simplex σ  : 
A k+l —► X  δίνεται από τον τύπο:

{φ  -  φ ) {σ )  =  IΙ«ο W f c ) I(w*  )

Θα δούμε ότι το cup product επάγεται στις συνομολογιακές ομάδες. Επίσης 
επάγει ένα γινόμενο στην βαθμολογημένη ομάδα Η*(Χ ;  R)  ενός χώρου X ,  
που είναι το ευθύ άθροισμα των ομάδων Η ι (Χ;  R).  Έτσι η ομάδα Η *{Χ \  R)  
γίνεται δακτύλιος. Δύο ομοιομορφικοί χώροι X  και Υ  έχουν ισόμορφους 
δακτύλιους H * { X \ R )  και H * ( Y \ R ) .  Έτσι μπορούμε να διαχωρίσουμε δύ­
ο χώρους για τους οποίους οι δακτύλιοι H * ( X \ R )  και H * ( Y \ R )  δεν είναι 
ισόμορφοι ως δακτύλιοι, ενώ πιθανόν να είναι ισόμορφοι ως ομάδες.

Στο τρίτο κεφάλαιο θα εισάγουμε την έννοια του προσανατολισμού σε 
πολλαπλότητες. Παρατηρούμε ότι για μία πολλαπλότητα Μ  διάστασης η 
ισχύει:

Η η{ Μ , Μ - χ ) &  Ζ, V ι  G Μ

Ένας προσανατολισμός στο χ  θα είναι η επιλογή ενός γεννήτορα της Η η{Μ,  Μ — 
χ) .  Θα δούμε πως ο προσανατολισμός επεκτείνεται σε μία περιοχή του χ  και.
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αν η Μ  είναι προσανατολίσιμη, σε ολόκληρη την Μ .  Συνήθως σε αυτή τη με­
λέτη θα δουλεύουμε με προσανατολίσιμες πολλαπλότητες αφού τα Θεωρήμα­
τα Poincare Duality και A lexander D uality αναφέρονται σε προσανατολίσιμες 
πολλαπλότητες. Βέβαια κάθε πολλαπλότητα είναι Ζ 2-προσανατολίσιμη.

Στο τέταρτο κεφάλαιο θα εισάγουμε τη θεωρία των ευθέων ορίων, την οποία 
θα χρειαστούμε για  να αποδείξουμε το θεώρημα Poincare Duality, αλλά και 
για να ορίσουμε την A lexander συ νομολογία.

Στην πρώτη ενότητα του πέμπτου κεφαλαίου θα κάνουμε εφαρμογή της 
θεωρίας των ευθέων ορίων για  τις ομάδες:

H q{ X , X -  Κ )

όπου Κ  £  Κ. =  { Κ  C  Χ , Κ  συμπαγές}. Στο Κ  δίνουμε τη διάταξη του εγ­
κλεισμού, δηλαδή Κ  -< Κ '  Κ  C Κ ' .  Έτσι έχουμε το σύστημα { H q( X ,  X  — 
Κ ) , Κ  £  Κ,} .  Στο βασικό θεώρημα αυτής της μελέτης, που είναι το Poincare 
Duality, θα δείξουμε ότι για  μία προσανατολίσιμη πολλπλότητα Μ η υπά ρ ­
χει ισομορφισμός από το όριο του προηγούμενου συστήματος H q( M )  στην 
ομολογιακή ομάδα H n- q( M ) :

Η Ζ ( Μ )  »

Ο ισομορφισμός αυτός δίνεται από την οριακή απεικόνιση των απεικονίσεων:

ζ ~ : Η * ( Μ , Μ - Κ )  — > Η η. , ( Α ί )

7 '—► C ^ 7

όπου Κ  £  Κ  και ζ κ  ένας τοπικός προσανατολισμός της Μ  κατά μήκος του
Κ .

Στο έκτο κεφάλαιο Θα μελετήσουμε την A lexander δυϊκότητα. Το θεώ­
ρημα Alexander Duality αποδεικνύεται με τη βοήθεια του θεωρήματος Poi­
n care  D uality και μ ιας ειδικής περίπτωσης της θεωρίας της Cech συνομο- 
λογίας. Θεωρούμε την οικογένεια V όλων των περιοχών που περιέχουν ένα 
υποσύνολο Α  και τη διατάσσουμε μ ε  τη διάταξη του υπερσυνόλου, δηλαδή 
V  -< V  V  D V ' . Ορίζουμε την Cech συ νομολογία του Α:

Η ( Α )  ~  \ } m H q( V )
ν

Στο θεώρημα A lexander D uality για  μία προσανατολίσιμη συμπαγή πολλα­
πλότητα Μ η και Α  ένα κλειστό υποσύνολό της έχουμε τον ισομορφισμό:

H q{ A ) * H n-.q( M yM - A )
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Τέλος στο έβδομο κεφάλαιο 8α δούμε κάποιες εφαρμογές των δύο βασι­
κών θεωρημάτων. Θα μελετήσουμε εμφυτεύσεις πολλαπλοτήτων στη σφαίρα, 
ή πιο γενικά σε συμπαγείς πολλαπλότητες. Τα βασικά αποτελέσματα περι- 
γράφονται στα επόμενα θεωρήματα.

Θεώρημα (7.1.10). Έστω Κ  =  S m υποποββαπβότητα της Μ η. Τότε:

Μ  -  Κ )  »  Η ° ( Κ )  =  H ° ( S m) «  Ζ

H n_m ( M , Μ  -  S m) «  H m(Sm) »  Ζ 

και  Ηη- ι { Μ , Μ  — Κ )  & H l ( S m) = 0  γ ια ΐ  ^ Q ,m

Θεώρημα (7.1.13). Έστω Μ  =  S n συμπαγής και Κ  συμπαγής συνεκτική  
υποποββαπβότητα  της Μ . Τότε:

Η η( Μ  - Κ ) =  0

Ηχ(Μ)  =  0, ΐ  Φ 0, η

H i ( M , M  -  Κ )  π  Η ΐ - λ( Μ  -  Κ ) ,  i <  η — 1

Εφαρμογές των προηγουμένων είναι το γνωστό θεώρημα διαχωρισιμότη- 
τας του Jordan.

Θεώρημα (7.1.16 Jordan  Separation Theorem). Κ ά βε υπόχω ρος του Rn ο· 
μοιομορφικός μ ε την S n~l διαχωρίζει τον Rn σε δύο τροχιακά συνεκτικούς  
υποχώ ρους. Ο  ένα ς  ε ίνα ι φραγμένος.
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Ομολογία Και Συνομολογια

ι . ι  C e l l u l a r  Ο μ ο λ ο γ ι α κ έ ς  Ο μ ά δ ε ς

Έστω όχι θέλουμε να υπολογίσουμε την ομολογία Η * ( Χ )  ενός χώρου X  
ο οποίος είναι CW-σύμπλεγμα. Αυτός αποτελείται από απλούστερα κομ­
μάτια Χ η των οποίων η ομολογία υπολογίζεται ευκολότερα. Με βάση τις 
Η * ( Χ η , Χ η~ ι ) θα υπολογίσουμε την Η * ( Χ ) .

Ορισμός 1 .1 .1 . Ο ρ ίζο υμ ε τον  χ νδ ίσ κ ο  ν α  ε ίν α ι  το σ ύ ν ο β ο  Β η =  { χ  €  Rn, ||α;|| <  
1} κ α ι την α σ φ α ίρ α  ν α  ε ίν α ι το σ ύ ν ο β ο  S n — { χ  €  Rn+1 . II*» =  1}·

Υπενθυμίζουμε το θεώρημα της εκτομής.

Θεώρημα 1 .1 .2  (θεώρημα εκτομής). Θ εω ρ ο ύμ ε το υς  υ π ό χ ω ρ ο υ ς  Ζ  C  A  C  X  
τέτοιους ώ στε Ζ  C  Λ . Τότε ο  ε γ κ β ε ισ μ ό ς  ( X  — Ζ , A  — Ζ )  (X , Α ) ε π ά γ ε ι
ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς  στις ο μ ο β ο γ ια κ έ ς  ο μ ά δ ε ς  H n ( X  — Ζ, A  — Ζ )  —> H n ( X ,  Α )  γ ια  
κ ά δ ε  η . 'Ο μοια  α ν  A , Β  C  X  τέτοια  ώ στε A  U Β  =  X ,  τότε ο  ε γ κ β ε ισ μ ό ς  

( Β , Α  Π Β )  e-+ ( X ,  Α )  ε π ά γ ε ι  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς  Η η ( Β : Α  Π Β )  -> Η η ( Χ , Α )  γ ια  
κ ά δ ε  η .

Α π ό δ ειξη . Βλέπε στο (1] στη σελίδα 119. □

Ορισμός 1 .1 .3 . Έ στω  X  έ ν α ς  χ ώ ρ ο ς  κ α ι Α  έ ν α  μ η  κ ε ν ό  κ β ε ισ τό  υ π ο σ υ ν ο β ό  
του τέτοιο ώ στε ν α  ε ίν α ι  d e fo r m a tio n  r e tr a c t  κ ά π ο ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς  του  X ,  τότε το 
ζεύ γο ς  (X, Α ) ο νο μ ά ζετα ι καβό ζεύγος.

Παράδειγμα 1 .1 .4 . Το ζεύγος (M n , C )  με C  C  R n συμπαγές, είναι καλό 
ζεύγος.

Είναι σημαντικό να γνωρίζουμε αν υπάρχει σχέση μεταξύ της σχετικής 
ομολογίας κα ι της κανονικής. Ό ταν το ζεύγος (X , Α )  είναι καλό ο χώρος

1



2 · κεφαλαίο ι - Ομολογία Και Συνομολογια

πηλίκου Χ / Α  μπορεί να μελετηθεί και ως εξής: Έστω ρ σημείο του Α  και 
/  : A  —+ {ρ} η σταθερή απεικόνιση. Τότε ο Χ /Α  είναι ομοιομορψικός με τον 
χώρο X  U {ρ } // όπου ταυτίζουμε το α Ε Α  με την εικόνα του /(α ) =  ρ.

Πρόταση 1 .1 .5 . Π α  ένα  κ α β ό  ζεύγος (X , Α) η απεικόνιση πηβίκο q : (Χ,Α) —♦ 
( Χ / Α , Α / Α )  εκ  άγει ισομορφισμούς q, : H n( X , A )  —► Hn{ X / A t A / A )  «  
H n( X / A ) για κάδε τι.

Απόδειξη. Βλέπε στο [11 στη σελίδα 124. □

Επειδή τα CW-υποσυμλέγματα είναι καλά ζεύγη έχουμε το επόμενο πόρισμα.

Π όρισμα 1 .1 .6 . Α ν  ένα  C W  σύμπβεγμα  γράφεται ως ένωση δύο υποσνμπβεγ- 
μάτω ν Α  και Β , τότε ο εγκβεισμός ( Β , Α Π Β )  t-> (X,  Α)  επάγει ισομορφισμούς 
στις ομ οβογια κές ομάδες Η η ( Β , Α  Π Β)  —► H n(X,  Α)  για  κάδε η.

Πόρισμα 1 .1 .7 . Έστω χ α Ε Χ α τέτοια ώστε τα ζεύγος ( Χ α , χ α) να  είνα ι κα βά  
ζεύγη κα ι \ f a Χ α το σφηνοειδές άθροισμα, τότε οι εγκβεισμοί ία : Χ α Χ α 
επ ά γο νν  ισομορφισμό 0 Q ία : 0 α H n{ X a ) -+ H n{\Jα Χ α).

Α πόδειξη . Βλέπε στο [1] στην σελίδα 126. □

Θεώρημα 1.1.8. Έστω μη κ ενά  ανοιχτά σύνοβα  U  C Rm και V  C Rn. Ε ά ν  
τα U κ α ι V  είνα ι ομοιομορφικά, τότε m  =  π.

Απόδειξη. Για χ  Ε U  έχουμε ισομορφισμό H k(U ,U  — {χ}) «  Hk(EmyITn — 
{χ}). Από την μακρά ακριβή ακολουθία για το ζεύγος (Rm, R m—{χ}) έχουμε:

-------> Hk- i( Rm- { i } )  -»  Wt - i(R m) -  ···

Αφού jRm — {x} ^  5m_1, η Hk{U, U  — {χ}) είναι Z για k =  m  και 0 διαφο­
ρετικά. Για τον ίδιο λόγο Hk(V,  V  — {χ}) είναι Ζ για k — η  και 0 διαφορε­
τικά. Τέλος, αφού ένας ομοιομορφισμός h : U  —► V  επάγει ισομορφισμούς 
H k ( U ,U  — {χ}) —* H k ( V , V  — { h ( x ) } )  για κάθε k. Θα πρέπει να έχουμε
τη =  η. □

Γενικεύοντας την ιδέα της απόδειξης ορίζουμε τις τοπικ ές ομολογιακές  
ομά δες ενός χώρου X  σε ένα σημείο χ  Ε X  να είναι οι ομάδες Η η( Χ , Χ  — 
{ χ } ) .  Για μια ανοιχτή περιοχή U  του χ  έχουμε ισομορφισμούς Ηη(Χ,  X  — 
{ χ } )  «  H n( U ,U  — {#}). άρα αυτές οι ομάδες εξαρτώνται από την τοπολογία 
που έχει ο X  κοντά στο χ .  Ένας ομοιομορφισμός /  : X  —► Υ  επάγει ισομορ­
φισμούς Η η(Χ ,  X  — { χ } )  «  Η η( Υ , Υ  - { / ( χ ) } )  για κάθε χ  και για κάθε η ,  άρα 
από αυτές τις ομάδες μπορούμε να συμπεράνουμε πότε δύο χώροι δεν είναι 
τοπικά ομοιομορφικοί σε κάποιο σημείο. Η έννοια της τοπικής ομολογιακής 
ομάδας είναι ουσιώδης για τον προσανατολισμό μίας πολλαπλότητας.
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Ορισμός 1 .1 .9 . Α ν  μ ία  ο μ ά δ α  Η η ( Χ )  γ ρ ά φ ε τ α ι ω ς ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  κ υ κ β ι-  
κ ώ ν ο μ ά δω ν, τότε το π β ή δ ο ς  των Ζ συνιστω σώ ν ο νομ ά ζετα ι ο  η ο σ τ ό ς  αριθμός 
B etti β η του X ,  κ α ι ο ι α κ έρ α ιο ι π ο υ  ο ρ ίζο υ ν  τους β α θ μ ο ύ ς  τω ν π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  
κ υ κ β ικ ώ ν  συνιστω σώ ν ονομ ά ζο ντα ι torsion coefficients.

Ορισμός 1 .1 .10 . Η  χαρακτηριστική Euler ε ν ό ς  χ ώ ρ ο υ  X  ορ ίζετα ι ω ς

χ & )  =  Σ ( - υ ηβη
η

ό τα ν  το άΒ ροιομ α  ε ίν α ι π επ ερ α σ μ ένο .

Για ένα πεπερασμένο CW-σύμπλεγμα X  η χαρακτηριστική E uler δίνεται 
από το άθροισμα χ { Χ )  — Σ η( ~ l ) ncra όπου cn είναι το πλήθος των η-κελύφων 
του X .

Βαθμός

Ένα από τα σημαντικότερα εργαλεία στη μελέτη των συμπαγών προσανατολί- 
σιμων πολλαπλοτήτων είναι η έννοια του βαθμού μ ιας απεικόνισης /  : Ν  —> 
Μ .  Ο βαθμός είναι ένας ακέραιος ο οποίος με απλά λόγια μας λέει πόσες 
φορές η /  διπλώνει την iV γύρω από την Μ .

Ορισμός 1 .1 .11 . Γ ια  μ ία  α π ε ικ ό ν ισ η  /  : S n  —> S n  μ ε  η  >  0, ο  ε π α γ ώ μ ε ν ο ς  
ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /* : H n { S n ) —> H n ( S n ) α π ό  μ ία  ά π ε ιρ η  κ υ κ β ικ ή  ο μ ά δ α  στον  
εα υ τό  της ε ίν α ι της μ ο ρ φ ή ς  /*(α) =  d a  γ ια  κ ά π ο ιο ν  α κ έρ α ιο  d . Ο  α κ έρ α ιο ς  
α υτός  ο νο μ ά ζετα ι βαθμός της / ,  deg f .

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

(i) deg id =  1, αφού id* =  id

(11) deg /  =  0, αν η /  δεν είναι επί. Πράγματι, αν διαλέξουμε Χο £  S n  — 

f ( S n ), τότε η /  γράφεται ως η σύνθεση S n —► S n  — {a^o} *—♦' S n  και άρα 
H n ( S n — {χο}) =  0, αφού το S n  — {χο} είναι συστελόμμενο. ΕπομένωςΛ = ο.

(ill) Αν /  ~  g  τότε deg /  =  deg g , αφού f*  =  g *.

(iv) deg f g  =  d e g /d e g g , αφού ( f g ) *  =  f*g*.  Από αυτό συμπεραίνουμε ότι 
εάν η /  είναι ομοτοπική ισοδυναμία, τότε deg /  =  ± 1 , αφού f g  id.

(ν) Εάν η /  είναι κατοπτρισμός της S n , τότε deg /  =  — 1.

(νΐ) Η αντιπολική απεικόνιση —id : S n  —> 5 n ,x  η-»· — χ  έχει βαθμό (—1)η+1, 
αφού είναι σύνθεση n  +  1 κατοπτρισμών.
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(vii) Εάν η /  δεν έχει σταθερό σημείο τότε έχει βαθμό ( -1 )η+1. Έστω /(χ )  φ  
χ,  τότε το ευθΰγραμμο τμήμα από το /(χ )  στο - χ ,  που ορίζεται από τη 
σχέση ί <—*· (1 — t ) f ( x )  — t x  για 0 < t < 1, δεν περνάει από την αρχή 
των αξόνων. Αρα σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να ορίσουμε την

■ ,  \  · e t  \ (* “  0 / Μ  -  t xομοτοπια από την /  στην αντιπολική / t (x) = -------- (■■■; '--------
|(1 - * ) / ( * ) - t e |

Τώρα έστω μία /  : S n —► 5", η >  0, για την οποία ισχύει ότι για κάποιο 
σημείο y  Ε S n η αντίστροφη εικόνα f ~ 1{y) αποτελείται από πεπερασμένα 
το πλήθος σημεία, έστω Χι, . . . , xm. Έστω τώρα Uu  · · · , Um περιοχές των 
σημείων οι οποίες δεν τέμνονται μεταξύ τους και απεικονίζονται μέσω της /  
σε μία περιοχή V  του y.  Τότε ισχύει /(ί/* — χ<) C V  — y  για κάθε i και έχουμε 
το παρακάτω μεταθετικό διάγραμμα:

H J J J u U i - X i ) U

/.

->Hn( V , V - y )

1“

1“
— > ^ n (5 n)

όπου οι απεικονίσεις και k{ επάγονται από τους εγκλεισμούς. Οι δύο ι­
σομορφισμοί στο πάνω μισό του διαγράμματος προέρχονται από το θεώρημα 
εκτομής και οι δύο ισομορφισμοί στο κάτω μισό του διαγράμματος προέρχον­
ται από τις ακριβείς ακολουθίες των αντίστοιχων ζευγών. Επομένως οι δύο ο­
μάδες στην επάνω γραμμή του διαγράμματος είναι ισόμορφες με H n( S n) «  Ζ 
και άρα ο ομομορφισμός /* : H n(Ui,Ui  — χ») —► H n(V, V  — y) είναι πολλα­
πλασιασμός με έναν ακέραιο ο οποίος ονομάζεται τοπικός βαθμός της /  στο 
Xi και συμβολίζεται με deg /  |χ ..

Για παράδειγμα αν η /  είναι ομοιομορφισμός τότε το y  μπορεί να είναι ο- 
ποιοδήποτε σημείο της S n και υπάρχει μοναδικό χ*. άρα όλες οι απεικονίσεις 
στο διάγραμμα είναι ισομορφισμοί και d e g / |Xi =  deg /  =  ±1. Πιο γενικά 
εάν η /  απεικονίζει κάθε £/» ομοιομορφικά στο V  τότε deg f \ Xi =  ±1 για κάθε 
ί.

Πρόταση 1 .1 .1 2 . deg /  =  ] £ ideg / k ·

Απόδειξη. Από το θεώρημα εκτομής ο μεσαίος όρος H^S™, S n — / -1(y)) στο 
παραπάνω διάγραμμα είναι το ευθύ άθροισμα των ομάδων H n(Ui, Ui — χ»)) «  
Ζ και οι απεικονίσεις Α:, είναι οι εγκλεισμοί στην i-οστή συνιστώσα. Από
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τη μεταθειικότήτα του πάνω τριγώνου οι προβολές αυτής της ομάδας στις 
συνιστώσες της δίνονται από τις απεικονίσεις ρι  και από τη μεταθετικότητα του 
κάτω τριγώνου έχουμε ότι P i j ( l ) =  1, άρα j (  1) =  ( 1 , . . . , 1) =  Σ ί  £*(1). Από 
τη μεταθετικότητα του πάνω τετραγώνου έχουμε ότι η μεσαία /* απεικονίζει το 
*ι(1) στο deg f \ Xi, άρα το Σ ί  =  i W  απεικονίζεται στο Σ ί  d e g / U . Τέλος
από τη μεταθετικότητα του κάτω τετραγώνου έχουμε το ζητούμενο deg /  =
E t d e g / U -  □

Παράδειγμα 1 .1 .13 . Μπορούμε να κατασκευάσουμε μία απεικόνιση S n —> 
S n οποιουδήποτε βαθμού για  η >  1. Έστω q : S n —> \ / k S n η απεικόνιση 
που ταυτίζει το συμπλήρωμα k  δίσκων της S n που δεν τέμνονται μεταξύ 
τους. Επίσης έστω ρ  : \ J k S n S n μ ία απεικόνιση η οποία ταυτίζει όλες τις 
σφαίρες του σφηνοειδούς αθροίσματος \ / k S n σε  μία. Θεωρούμε τη σύνθεση 
/  =  pq.  Τότε για σχεδόν όλα τα y  £  S n έχουμε ότι το f ~ l {y)  αποτελείται από 
ένα Xi σε κάθε Ζ);. Ο τοπικός βαθμός της /  στο είναι ±1  αφού η /  είναι 
τοπικός ομοιομορφισμός στο Xi. Συνθέτοντας την ρ  με κατοπτρισμούς των 
συνιστωσών του \ / fc S n, μπορούμε να προσαρμόσουμε κάθε τοπικό βαθμό σε 
+1 ή —1. Άρα παίρνουμε μία απεικόνιση S n —> S n βαθμού ±/c.

C ellu lar Ο μολογία

Λήμμα 1 .1 .1 4 . Έστω X  =  [ j n X n έ ν α  C W  σ ύ μ π β ε γ μ α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιά ■ 
στάσης, τότε

(i) η  H k ( X n > X n~ l ) ε ίν α ι μ η δ έ ν  γ ια  k φ  η  κ α ι ε β ε ύ θ ε ρ η  α β ε β ια ν ή  γ ια  k  =  π , 
μ ε  β ά σ η  σε έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  α ντ ισ το ιχ ία  μ ε  τα n -κ ε β ύ φ ο ι  του X .

(il) H k( X n) =  0 γ ια  k  >  π.  Ε ιδ ικ ά  H k ( X )  =  0 γ ια  k  >  dim AT.

(Hi) Ο ε γ κ β ε ισ μ ό ς ί  : X n «-> X  ε π ά γ ε ι  τον  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό i* : H k( X n ) —> H k( X )  
a v k  <  n .

Α π ό δ ειξη . (i) To ζεύγος (X n , X n~ l ) είναι καλό ζεύγος και ο χώρος X n f X n~1 
είναι το σφηνοειδές άθροισμα n -σφαιρών, μ ία  γ ια  κάθε n -κέλυφος του 
X.

(ii) Θεωρούμε την μακρά ακριβή ακολουθία του ζευγαριού (Xn, Χ η~ι ),

■ · · -»Hk+l(Xn,Xn~l) -* HkiX"-1) -»Hk{Xn) -»Hk(Xn,X’*-1) -»· · ·

A v  k  φ  n , n  — 1 τότε έχουμε ισομορφισμούς H k ( X n~ 1) &  H k( X n).  
Επομένως αν k  >  η  έχουμε,

H k( X n ) «  H k ( X n~ x) «  H k ( X n- 2) «  · · · w H k ( X ° )  =  0.
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(ill) Από την ίδια ακολουθία, αν k <  η  τότε,

H k{ X n) «  H k{ X n+l) «  · · · «  H k{ X n+m) Vm > 0.

□

Έστω X  ένα CW σύμπλεγμα, τότε από τις μακριές ακριβείς ακολουθίες 
των ζευγών (X n+1,X n), (X n, X n_1) και (X n~l yX n~2) έχουμε το παρακάτω 
διάγραμμα.

0

0 Ηη( Χ η+1) *  Ηη(Χ)

Ηη( Χ η)
Θη+Λ/*

Ηη+ι ( Χ ”+ \ Χ " )  _ ί=± ί_ , # „ (* " ,* " -■ ) —
jn-1

Ηη~ ι ( Χ η~^)

0

όπου dn+1 και dn ορίζονται ως οι συνθέσεις των j ndn+1 και j n- \ d n αντίστοιχα. 
Η σύνθεση dndn+1 περιέχει δύο συνεχόμενες απεικονίσεις στο διαγώνιο αλυ­
σιδωτό complex, άρα είναι 0. Επομένως η οριζόντια γραμμή στο διάγραμμα 
είναι αλυσιδωτό complex και ονομάζεται cellu lar αλυσιδωτό com plex του 
X .  Οι ομολογιακές ομάδες του cellular αλυσιδωτού complex ονομάζονται 
cellu lar ομολογια κ ές ομά δες του X  και συμβολίζονται με H%W( X ) .

θεώ ρ η μ α  1 .1 .1 5 . H%W( X )  «  Η η{ Χ )

Απόδειξη. Από το παραπάνω διάγραμμα έχουμε Hn( X )  =  H n( X n) / l m d n+\.  
Η j n είναι ένα προς ένα, άρα απεικονίζει το Imdn+j ισομορφικά στο 
Im (jndn+i) =  Ιπκίη+ι και το Hn( X n) ισομορφικά στο Inyn =  ker dn. Αρα 
η j n επάγει ισομορφισμό του H n( X n) / I m d n+i στο ker^/Im dn+i. □

Παρακάτω βλέπουμε μερικές εφαρμογές,

(1) Η η( Χ ) =  0 αν ίο X  είναι CW σύμπλεγμα χωρίς π-κελύφοι.
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(ϋ) Πιο γενικά, αν χο X  είναι ένα CW σύμπλεγμα με k  η-κελύφοι, τότε η 
Η η ( Χ )  παράγειαι από ίο  πολύ k  στοιχεία. Πράγματι, η Η η { Χ η ) Χ η~ ι ) 
είναι ελεύθερη αβελιανή σε k  γεννήτορες, άρα η υποομάδα ker d n Θα 
πρέπει να γεννάται από το πολύ k  στοιχεία, άρα χο ίδιο ισχύει και για 
την kerdn/Im(fn+i.

(iii) Έστω X  ένα CW σύμπλεγμα που έχει το πολύ ένα κέλυφος σε κάθε 
δύο συνεχόμενες διαστάσεις, τότε η Η η ( Χ )  είναι ελεύθερη αβελιανή με 
βάση σε ένα προς ένα αντιστοιχία με τα n -κελύφοι του X .  Αυτό ιοχύει 
διότι η απεικόνιση d n σε αυτή την περίπτωση είναι η μηδενική.

Παράδειγμα 1 .1 .16 . Σύμφωνα μ ε την τελευταία εφαρμογή Θα υπολογίσουμε 
τις ομολογιακές ομάδες του μιγαδικού προβολικού χώρου C P n. Ο C Pn έχει 
CW ανάλυση με ένα κέλυφος σε κάθε άρτια διάσταση 2k  <  2 η . Άρα,

rr /'/ρρπΝ   ί  ^  ΥΙΟ. % 0, 2, 4, . . .  , 2η
* '  \  0 διαφορετικά

Η επόμενη πρόταση στηρίζεται στην πρόταση 1.1.12

Πρόταση 1 .1 .1 7  (cellular συνοριακός τύπος). <in(e£) =  d ^ e ^ ~ l , ό π ο υ

ά αβ ε ίν α ι ο β α Β μ ό ς  της α π ε ικ ό ν ισ η ς  S™~1 —> X n~ l —> S ^ ~ l , δ η β α δ ή  της σ ύ υ δ ε-  
σ η ς ιη ς  α π εικ ό ν ισ η ς  π ρ ο σ κ ό β η σ η ς  του  κ ε β ύ φ ο υ ς  e% μ ε  την α π ε ικ ό ν ισ η  π η βνκ ο  
π ο υ  ταυτίζει το X n~ l — e^_1 σε έ ν α  σημείο .

Εδώ ταυτίζουμε τα κελύφοι e” και e^-1 μ ε  τους γεννήτορες της αντίστοι­
χης συνιστώσας των cellular αλυσιδωτών ομάδων. Για την επεξήγηση του 
παραπάνω τύπου Θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα,

H n( D l , d D l )

Φο,»

d
■>Hn^ ( d D l )

φ< χ

*ct/3*

<1β*

H n ( X n , X " - 1) H n^ { X n- 1) ------- -

dn J n —1

Η η ^ Χ ^ , Χ ^ η - ^ Η η ^ Χ ^ / Χ ^ , Χ ^ / Χ 71- 2)

όπου Φα είναι η χαρακτηριστική απεικόνιση του κελύφους e” και ψ α εί­
ναι η απεικόνιση προσκόλησης. Η απεικόνιση q : X n~ l —► X n~ l / X n~ 2 
είναι η απεικόνιση πηλίκο. Η απεικόνιση qp είναι η απεικόνιση που ταυ­
τίζει το συμπλήρωμα του κελύφους e^-1 σε ένα σημείο και η απεικόνιση
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Α αβ : d D ^  —♦ Sp "1 είναι η σύνθεση qpqifia* δηλαδή η σύνθεση της απει­
κόνισης προσκόλησης ίου e£ με την απεικόνιση πηλίκο X n_1 —» S£-1 που 
ταυτίζει το συμπληρωματικό του e^~l στο Χ η~ι σε ένα σημείο.

Η απεικόνιση Φα* απεικονίζει το γεννήτορα [D£] της Hn( D 2 , d D 2 )  σε έ­
να γεννήτορα της Ζ συνιστώσας της Η η( Χ η, Χ η~ι ) που αντιστοιχεί στο κέ- 
λυψος e” . Από τη μεταθετικότητα του αριστερού μισού του διαγράμματος 
έχουμε ότι dn(e£) =  j n-i<Pa*d[D2]. Η απεικόνιση qp„ είναι η προβολή της 
Η η- ι ( Χ η~ι / Χ η~2) στην Ζ συνιστώσα που αντιστοιχεί στο e^-1. Τέλος, από 
τη μεταθετικότητα του διαγράμματος έχουμε το ζητούμενο.

Η di : Η ι ( Χ ι , Χ ° )  —► H q( X ° )  είναι η simplicial συνοριακή απεικόνιση, 
επομένως αν υπάρχει μόνο ένα 0-κέλυψος τότε η d\  είναι η μηδενική.

Π αράδειγμα 1 .1 .1 8 . Έστω M g η κλειστή προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους 
g με τη συνήθη CW ανάλυση από ένα Ο-κέλυφος, 2g 1-κελύφοι και ένα 2- 
κέλυφος που προσκολούνται σύμφωνα με το γινόμενο [αχ, 6ι] · · · [ag,bg]. Το 
cellular αλυσιδωτό complex είναι το,

0 — — ► ο

Η di  είναι μηδέν αφού υπάρχει μόνο ένα Ο-κέλυφος. Για την d2 έχουμε,

2 9

d i { e 2) =
β=\

Σύμφωνα με το παραπάνω διάγραμμα η φ α στέλνει το σύνορο d e2 στη Θη­
λιά α φ γ α ϊ l b^1 · · · dgbgd^bg1 η αποία είναι ομοτοπική με τη σταθερή, άρα οι 
απεικονίσεις Α αρ είναι ομοτοπικές με τη σταθερή και άρα έχουν βαθμό 0. Ε­
πομένως dp =  0 και η απεικόνιση d2 είναι η μηδενική. Τελικά οι ομολογιακές 
ομάδες της M g είναι,

ιτ ( Μ  λ — ί  ^  ,π  — 0,2 Η  A M ,,)  -  |  Ζ2, _η = 1

Παράδειγμα 1.1.19. Έστω N g η κλειστή μη προσανατολίσιμη επιφάνεια 
γένους g με τη συνήθη CW ανάλυση από ένα Ο-κέλυφος, g 1-κελύφοι και ένα 
2-κέλυψος που προσκολούνται σύμφωνα με τη λέξη α2α% · · ■ α2. Η απεικόνιση 
d \ είναι μηδέν αφού υπάρχει μόνο ένα Ο-κέλυφος. Για την d2 : Ζ —► Ζ 9 
έχουμε ότι η Α αρ είναι ομοτοπική με την ζ  »-+ ζ2 που έχει βαθμό 2, άρα 
d 2( 1) =  (2,2, . . .  ,2). Επομένως η d2 είναι 1-1 και η Η 2(Ν9) είναι μηδέν. Αν 
αλλάξουμε τη βάση της Ζ 9 αντικαθιστώντας το τελευταίο στοιχείο ( 0 , . . . , 0,1) 
με ( 1 , . . . , 1) έχουμε ότι H \ ( N g) «  Ζ 9~ι 0  Ζ2. Τέλος Ho(Ng) «  Ζ.
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Α π ό  τ α  δ ύ ο  τ ε λ ε υ τ α ία  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  σ υ μ π ε ρ α ί ν ο υ μ ε  ό τ ι γ ι α  μ ί α  κ λ ε ισ τ ή  

σ υ ν ε κ τ ικ ή  π ο λ λ α π λ ό τ η τ α  Μ  δ ιά σ τ α σ η ς  π  α ρ κ ε ί  ν α  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ η ν  ο μ ο λ ο γ ι α ­

κ ή  ο μ ά δ α  Η η ( Μ ) γ ι α  ν α  ε λ έ γ ξ ο υ μ ε  α ν  η  Μ  ε ίν α ι  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ιμ η .

Π αράδειγμα 1 .1 .2 0  ( π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  π ρ ο β ο λ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  R P n). Έ σ τ ω  R P n ο  

π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  π ρ ο β ο λ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  μ ε  τ η ν  σ υ ν ή θ η  C W  α ν ά λ υ σ η  α π ό  έ ν α  κ έ λ υ -  

ψ ο ς  e k σ ε  κ ά θ ε  δ ιά σ τ α σ η  k  <  η,  κ α ι  τ η ν  α π ε ι κ ό ν ισ η  π ρ ο σ κ ό λ η σ η ς  φ  : S k~ l —> 
R P fc-1. Γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ί σ ο υ μ ε  τη  σ υ ν ο ρ ια κ ή  α π ε ι κ ό ν ισ η  dk α ρ κ ε ί  ν α  υ π ο λ ο ­

γ ί σ ο υ μ ε  τ ο  β α θ μ ό  τ η ς  σ ύ ν θ ε σ η ς  S k~ l ΜΡ*-1 R P fe-1/R P fc~2 =  Η
α π ε ι κ ό ν ισ η  q<p ε ίν α ι  ο μ ο ι ο μ ο ρ φ ι σ μ ό ς  α ν  π ε ρ ιο ρ ισ τ ε ί  σ ε  κ ά π ο ι α  α π ό  τ ις  δ ύ ο  

σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  — S k~2. Υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τ α ς  τ ο π ι κ ο ύ ς  β α θ μ ο ύ ς  έ χ ο υ μ ε  ό τ ι  

degqcp  =  deg id +  deg(—id) =  1 -f- ( —l ) fc, ά ρ α  η  dk ε ί ν α ι  η  μ η δ ε ν ι κ ή  ό τ α ν  τ ο  

k  ε ίν α ι  π ε ρ ιτ τ ό ς  κ α ι  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς  μ ε  τ ο  2  ό τ α ν  τ ο  k  ε ί ν α ι  ά ρ τ ιο ς .  Ά ρ α  τ ο  

c e l l u la r  α λ υ σ ιδ ω τ ό  c o m p le x  ε ί ν α ι  το ,

Ο — ► Ζ —̂  Ζ · · · — Ζ Ζ ——> Ζ Ζ — > Ο αν ο η  είναι άρτιος

Ο — ► Ζ ——> Ζ 1L Ζ — > Ζ — Ζ — > Ο α ν  ο  η  ε ί ν α ι  π ε ρ ιτ τ ό ς

Ε π ο μ έ ν ω ς ,

{Ζ , k  =  Ο και k  — η  περιττός 
Ζ2 , k  περιττός Ο <  k  <  η  
Ο , διαφορετικά

1 .2  Σ υ ν ο μ ο λ ο γ ι α κ ε ς  Ο μ ά δ ε ς

1 . 2 . 1  Δ υ ϊκ έ ς  Ο μ ά δ ε ς

Ο ρισμός 1 .2 .1 . Έ στω  Α  κ α ι G  α β ε β ια ν έ ς  ο μ ά δ ες . Ο ρ ίζο υ μ ε τη ν  α β ε β ια ν ή  
ο μ ά δ α  h o m ( A ,  G ) ύ β ω ν  τω ν ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν  α π ό  την Α  σ τη ν  G  μ ε  τη ν  π α ρ α κ ά τω  
π ρ ά ξη :

γ ι α α  e  Α  ο ρ ίζο υ μ ε  (Φ +  Ψ)(α) =  Φ(α) +  Φ(α).

• Μ ο να δ ια ίο  σ το ιχε ίο  της hom(A, G ) ε ίν α ι ο  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  π ο υ  σ τ έβ ν ε ι το 
Α  στο μ ο ν α δ ια ίο  σ το ιχε ίο  της G .

• Α ντ ίσ τρ ο φ ο ς  του  Φ ε ίν α ι ο  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  π ο υ  σ τ έβ ν ε ι το α στο  — Φ(α) V α £ 
Α .
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Π αράδειγμα 1 .2 .2 .
hom(Z, G ) «  G

Ορίζουμε τον ισομορφισμό

λ : hom(Z, G)  — * G  

( Φ : Ζ  - * G )  φ(ΐ)

• Η λ είναι ομομορφισμός διότι λ(Φ +  Φ) =  (Φ +  Φ)(1) =  Φ(1) +  Φ(1) ”  
Λ(Φ) +  λ(Φ).

• Η λ είναι ένα προς ένα αφού λ(Φ) =  0 =Φ- Φ(1) =  0 =» Φ =  0.

• Η λ είναι επί. Πράγματι, έστω g  6 G,  ορίζεται η Φ με Φ(1) =  g  και
Φ(χ)  =  Φ(1 +  -  · +  1) =  Φ(1) Η-------1- Φ(1) =  g  +  · · · +  g

χ  φορές χ  φορές χ  φορές

Ο ρισμός 1 .2 .3 . Για έναν ομομορφισμό /  : A —* Β ορίζουμε, το διήκό του να 
είναι τι απεικόνιση

hom(A, G)  <— ----- hom (£, G)

( A ^ B ^ G )  <----- ' (Φ ■ Β  G).

Δηβαδή /*(Φ ) =  Φ ο / .

Εύκολα φαίνεται ότι η /* είναι ομομορφισμός. Επίσης ισχύει (/<?)* =  
g*f*.  Για την ταυτοτική id : A  —> Α  έχουμε:

ϊά*(Φ) =  Φ ο id =  Φ

άρα η id* : hom(A, G)  —► hom(i4, G)  είναι η ταυτοτική.
Επιπλέον αν το διάγραμμα:

A   — >C

Β

είναι μεταθετικό, τότε και το διάγραμμα:

hom(>l, G)  <------------------ hom(C, G)

hom ( B , G )

είναι μεταθετικό. Πράγματι /ι*(Φ) =  Φ(Λ-) =  Φ(9 ο / )  και /* ο g*(Φ) = 
/*(Φ ο g) =  Φ 0 3 0  / .
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Θ εώ ρημα 1 .2 .4 . (ί) Α ν  η /  ε ίν α ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  τότε κ α ι η  /*  ε ίν α ι  ισομ ορ­
φισμός.

(ϋ) Α ν  η f  ε ίν α ι ο  μ η δ εν ικ ό ς  ομ ομ ορ φ ισ μ ός, τότε κ α ι η  /*  ε ίν α ι  ο  μ η δ ε ν ικ ό ς  
ομ ομ ορ φ ισμ ός.

(ϋί) Α ν  η  f  ε ίν α ι επί,  τότε η  /*  ε ίν α ι έ ν α  π ρ ο ς  έν α , δ η β α δ ή  α κ ρ ίβ ε ια  του
f  f*Β  —» C  - *  0 σ η μ α ίνε ι α κ ρ ίβ ε ια  του  hom(i?, G ) hom(C, G )  <— 0.

Α π ό δ ειξη , (iii) Έ σ ιω  ότι η  /  ε ίν α ι  ε π ί .  Έ σ τ ω  φ  Ε h o m ( C ,  G) έ τ σ ι ώ σ τε  /*(φ)  =  

0 =  φ  ο f . Τ ό τ ε  φ { / { &)) =  0 V b €  Β .  Κ α θ ώ ς  το  b δ ια τ ρ έ χ ε ι  τ ο  Β  το f ( b ) 
δ ια τ ρ έ χ ε ι  ό λ α  τα  σ τ ο ιχ ε ία  τ ο υ  C,  ά ρ α  φ{ο) =  0  V c  Ε C.  □

Θ εώ ρημα 1 .2 .5 . Α ν  η  α κ ο β ο υ β ία  A —— > Β —^—>(7----->0 ε ίν α ι α κ ρ ιβ ή ς ,
τότε κ α ι η  δ υ ϊκ ή  της, δ η β α δ ή  η

hom(.A, G ) hom (Β , G )  ^— hom((7, G )  <------0

ε ίν α ι α κ ρ ιβ ή ς . Ε π ιπ β έ ο ν  α ν  η  f  ε ίν α ι έ ν α  π ρ ο ς  έ ν α  κ α ι η  πρώ τη α κ ο β ο υ β ία  
δ ια σ π ά τα ι τότε η /*  ε ίν α ι  ε π ί κ α ι η  δεύτερ η  α κ ο β ο υ β ία  δ ιασπάτα ι.

Α π όδειξη . Η  g  ε ίν α ι  ε π ί ,  ά ρ α  α π ό  το  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  θ ε ώ ρ η μ α  η  g* ε ίν α ι  έ ν α  

π ρ ο ς  έ ν α . Μ έ ν ε ι  ν α  δ ε ί ξ ο υ μ ε  τ η ν  α κ ρ ίβ ε ια  σ τ ο  h o m ( i3 ,  G ). h  =  g  ο /  =  

0  h*  =  / *  ο g* =  0 .  Α π ό  τ η ν  ά λ λ η  έσ τω  $ * { φ )  =  0 .  Θ α  δ ε ί ξ ο υ μ ε  ό τ ι  

φ =  g*(Φ) γ ι α  κ ά π ο ι ο  Φ Ε h o m ( C , G ) .  Ο  Ρ { φ )  =  φ  °  /  ε ί ν α ι  ο  μ η δ ε ν ι κ ό ς  

ο μ ο μ ο ρ φ ι σ μ ό ς  ά ρ α  ο  φ  μ η δ ε ν ίζ ε τ α ι  σ τ η ν  υ π ο ο μ ά δ α  f ( A )  =  I m / .  Ά ρ α  ο  φ  
ε π ά γ ε ι τ ο ν  ο μ ο μ ο ρ φ ι σ μ ό  φ' : B / f ( A )  —» G.  Α π ό  α κ ρ ίβ ε ια  τ ο υ  π ρ ώ τ ο υ  έ χ ο υ μ ε  

ότι η  g  ε π ά γ ε ι  ι σ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  g' : B / f ( A )  —> C  ό π ω ς  τ ο  π α ρ α κ ά τ ω  δ ι ά γ ρ α μ μ α :

B / f ( A )

Η φ =  φ '  ο (</) 1 είναι ομομορφισμός από την C  στην G  και g * (Φ) =  φ ο g —
φ' ο (g ' )~ l o g  =  φ.

Τώρα έστω ότι η /  απεικονίζει ισομορφικά το Α  σε μία συνιστώσα του Β  
και 7Γ : Β  —► Α  να είναι ο ομομορφισμός για τον οποίο ισχύει π  ο /  =  id^. 
Έχουμε το παρακάτω διάγραμμα:

A e c

0 ----- C ------->0
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Έχουμε /* ο π* =  i d h0m(A,G). όρα η /* είναι επί και από το splitting lemma 
η π* : hom(A, G) —* hom(Β, G)  διασπάει τη δυΐκή ακολουθία. □

θεώ ρημα  1 .2 .6 . (i) hom(Ai 0  A2,G ) «  hom(Ai,G) 0hom(i42,G).

(ii) A v  η f  : Z —► Z είνα ι ποββαπβασιασμός με το π ι τότε και η /*  είναι 
ποββα πβα σ ια σμ ός με το πι.

(iii) hom(Zm, G ) «  ker(0 ^  G).

Απόδειξη. (ii) Έστω ότι η /  είναι η /  : Ζ Ζ, τότε /*(Φ)(χ) =  Φ (/(χ)) = 
Φ(τπχ) =  77ΐΦ(χ). Αρα /*(Φ) =  πιΦ.

(iii) Θεωρούμε την ακριβή ακολουθία:

0 ----- > Ζ - ^ - > Ζ ----- »Zm----- >0.

Τότε η δυΐκή της:

hom(Z, G ) <-”  hom(Z,G) < --  ■ hom(Zm, G) <----- 0

είναι ακριβής. Επομένως έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή hom(Zm, G) ~  
ker(G G ), αφού η /  είναι ένα προς ένα και Im/  =  ker(G G) από
ακρίβεια.

□
Τώρα είμαστε έτοιμοι να ορίσουμε τις συνομολογιακές ομάδες ενός τοπο- 

λογικού χώρου. Θεωρούμε ένα τυχαίο αλυσιδωτό complex αβελιανών ομάδων 
όπως το παρακάτω.

-------- ->···

Για να πάρουμε το δυϊκό του αντικαθιστούμε τις αλυσιδωτές ομάδες G„ με 
τις συναλυσιδωτές ομάδες C* =  hom(Gn, G) και κάθε συνοριακή απεικόνιση 
d  : C n —> C n- 1 με τη δυΐκή συνσυνοριακή απεικόνιση δ =  d* : C*.* —* G*. 
Η δυΐκή ακολουθία αυτού του αλυσιδωτού complex είναι αλυσιδωτό complex 
και ονομάζεται συναλυσιδωτό complex.

Ορισμός 1.2.7. Οι ομοβογιακές ομάδες ker δβτηδ στην C* στο συναβυσιδωτό  
com plex  ονομάζονται συνομοβογιακές ομάδες και συμβοβίζονται με H n(C\ G).

Είναι ιδιαίτερα χρήσιμο να γνωρίζουμε τη σχέση της ομολογίας ενός χώ­
ρου με τη συνομολογία του. Θα περίμενε κανείς η συνομολογία ενός χώρου 
να είναι η δυΐκή της ομολογίας. Δυστύχως δεν είναι τόσο απλή η σχέση με­
ταξύ τους όπως θα δούμε μελετώντας το Universal Coefficient Theorem σε 
αυτήν την ενότητα.
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Ο ρισμός 1 .2 .8 . Έστω Η  μ ία  α β ε β ια ν ή  ο μ ά δ α . Μ ία  α κ ρ ιβ ή ς  α κ ο β ο υ δ ία  ε β ε ύ -  
Θ έρω ν α β ε β ια ν ώ ν  ομ ά δ ω ν όπ ω ς π α ρ α κ ά τω :

-------- >F2 - ^ - > F 1 - ^ F 0 ----- > Η ----- >0

καβείται f r e e  ΓβεοΙιιίίοη(εβεύδερη διάβυση) της Η .

Αν πάρουμε την δυϊκή αυτής της ακολουθίας ως προς G  έχουμε το συνα- 
λυσιδωτό complex:

• · · <Γ Η * < 0

Ορίζουμε την n -συνομολογιακή ομάδα της F  να είναι η ομάδα H n (F]  G ) =  
k e r / '+ i / Im /* .

Αναφέρουμε χωρίς απόδειξη ένα γνωστό λήμμα σχετικά μ ε  τη συμπερι­
φορά δύο διαλύσεων.

Λήμμα 1 .2 .9 . (ί) Γ ια  δ ύ ο  ε β ε ύ δ ε ρ ε ς  δ ια β ύ σ ε ις  F  κ α ι F ' α β ε β ια ν ώ ν  ο μ ά δ ω ν
Η  κ α ι Η ' κ ά δ ε  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  a  : Η  —> Η 1 μ π ο ρ ε ί ν α  επ εκ τ α δ ε ί σε  
α βυσ ιδω τή  α π εικ ό ν ισ ή  F  —» F ' όπ ω ς π α ρα κά τω .

F2 -Α-> F0 i i ->0
OC2 «ί

/ &  . rpt &

a0

----- > 0

Ε π ιπ β έ ο ν  κ ά δ ε  δ ύο  τέτοιες α β νσ ιδ ω τές  α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  της α  ε ίν α ι α β νσ ιδ ω -  
τά ομοτοπικές.

(ϋ) Γ ια  δ ύ ο  ε β ε ύ δ ε ρ ε ς  δ ια β ύ σ ε ις  F  κ α ι F ' της Η  υ π ά ρ χ ο υ ν  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί
H n ( F ] G ) ^ H n { F ' ] G ) \ f n .

Α π ό δ ειξη . Βλέπε στο [1] στη σελίδα 194.

Κάθε αβελιανή ομάδα Η  έ χ ε ι  free reso lu tion  της μ ο ρ φ ή ς:

□

0 ------> F \ ------>F0 ------> Η ------>0

με Fi =  0 για  i  >  1. Ορίζουμε την F0 να είναι η ελεύθερη αβελιανή ομά­
δα F { H )  που παράγεται από ένα σύνολο γεννητόρων της Η .  Τότε έχουμε 
έναν επιμομορφισμό /ο : F q —► Η  που στέλνει τα βασικά στοιχεία στους αν­
τίστοιχους γεννήτορες. Ο πυρήνας της /ο είναι ελεύθερη ομάδα, αφού είναι 
υποομάδα ελεύθερης ομάδας. Ορίζουμε την F i  να είναι η ελεύθερη ομάδα
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7Ζ(Η)  =  ker /ο και f i  . F\ —* Fq να είναι ο εγκλεισμός. Τέλος διαλέγουμε 
Fi =  0 για i  >  1. Επομένως έχουμε H n( F ] G )  =  0 για η > 1. Από ίο προη­
γούμενο λήμμα συμπεραίνουμε όχι αυτό ισχύει για κάθε ελεύθερη διάλυση. 
Συμβολίζουμε με Ext(H, G) την ομάδα H l (F\ G) .  Ο συναρχητής Ext(_,_) ο 
οποίος πέρνει τιμές στις αβελιανές ομάδες υπολογίζει τις κλάσεις ισοδυναμίας 
των επεκτάσεων 0 —>(?—►£—►//—►Ο.

Το επόμενο θεώρημα αποτελεί το κύριο μέρος αυτής της ενότητας και θα 
το χρησιμοποιήσουμε επανηλημένως στη μελέτη αυτής.

θεώ ρ η μ α  1 .2 .1 0  (Universal Coefficient Theorem). Α ν  ένα αβυσιδωτό com­
p le x  C  εβεύΒ ερω ν αβεβ ια νώ ν ομάδω ν έχ ε ι ομοβογιακές ομάδες H n(C)  τότε οι 
συνομ οβογια κ ές  ομάδες του συναβυσιδω τού com plex  προσδιορίζονται από τις 
διασπώ μενες ακοβουδίες:

0 ----- > E x t G ) ----- > H n{C\ G ) ----- > hom(tfn(C), G ) ----- > 0.

Απόδειξη. Βλέπε στο 11) στην σελίδα 195. □

Η επόμενη πρόταση μας βοηθάει στον υπολογισμό της ομάδας E x t(f f , G ). 

Πρόταση 1 .2 .1 1 . (i) Ext(i7 0  Η \  G ) «  Ext (Η , G ) 0  Ext(tf', G ).

(ii) Ext(H , G ) =  0, α ν  η Η  είνα ι εβέυ&ερη.

(ill) E x t ( Z «  G / n G .  

Απόδειξη. (i)

Ext  {Η  © H ') hom(7l ( H  © H ' ) ) / hom{ ? { H  © H ’)) 

hom(7e(H) © n ( H ' ) ) / hom( T ( H )  Θ 
hom(71 ( H ) ,  G)  © hom (ft(Jf'), G ) /  

hom( f ( H ) , G )  © hom ( T ( H ’) ,G )  

hom(71{H ) ,  G ) / h o m ( F ( H ) ,  G)  © 
h o m ( 7 G) /  \ i o m { F { H % G )  

Ext (H ,  G)  © E x t ( H \  G)

(ii) Αν η Η  είναι ελεύθερη υπάρχει xo free resolution της Η:

0 ----- > Η ----- > Η ----- >0.

Αρα Ext(if, G)  =  0.
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(ϋΐ) Θεωρούμε to free resolution:

ο — > ζ - ^ - > ζ — > ζ η — > ο .

Η δυϊκή της είναι το παρακάτω αλυσιδωτό complex:

0 <-----hom(Z, G)  < - -  hom(Z, G)  <------ hom(Zn, G)  <------0 .
II _ II

Άρα Ext(Zn, G) =  G j n G .
□

Από την παραπάνω πρόταση συμπεραίνουμε ότι αν η i f  είναι πεπερα­
σμένα παραγώμενη, τότε η ομάδα Ext (Η,  Ζ) είναι ισόμορφη με την torsion 
υποομάδα της Η .  Επιπλέον η hom (ii,Z) είναι ισόμορφη με το ελεύθερο 
μέρος της Η . Πράγματι, αφού η ακολουθία

ο — > ζ - ^ ζ — > z m ------>0

είναι ακριβής, τότε η ακολουθία

0 <----- hom(Z, Ζ) hom(Z, Ζ) <------hom(Zm, Ζ) <------0

είναι αλυσιδωτό complex. Επομένως hom(Zm, Ζ) =  ker(Z ^  Ζ) =  0.

Πόρισμα 1 .2 .12 . Α ν  οι ομοβογιακές ομάδες Η η και Η η- ι  ενός  αβυσιδωτού  
com plex C  εβεύΒερω ν αβεβιανώ ν ομάδω ν είνα ι πεπερασμένα  παραγώ μενες  
με torsion υποομάδες Τη C Η η και Τη_χ C Η η- \ ,  η συνομοβογιακή ομάδα  
H n{C\ Ζ) είνα ι ισόμορψτι μ ε την (H n/ T n) 0  Γη_χ.

Πόρισμα 1 .2 .1 3 . Α ν  μ ία  αβυσιδωτή απεικόνιση μεταξύ αβυσιδωτών com ple­
x e s  αβεβιανώ ν ομάδω ν επά γει ισομορφισμούς στις ομοβογιακές ομάδες, τότε 
επάγει ισομορφισμούς και στις συνομοβογιακές ομάδες γ ια  οποιαδήποτε ομάδα  
G.

Απόδειξη . Εφαρμόζουμε το five lemma στο παρακάτω μεταθετικό διάγραμ­
μα:

0 -----> Ext (Hn^ ( C ) ,  G ) ------ > H n{C- G ) — hom(ifn(C), G ) ------> 0

<«.)· a («.)■

0 ----- >E x t ( H n- i ( C ' ) , G ) ----- > G) - ^ h o m ( H n{C '), G ) ----- >0

και έχουμε το ζητούμενο. □
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1.3 Συνομοαογια Τ οπολογικον Χωρων

Ο ρισμός 1 .3 .1 . Έστω X  ένα ς τοποβογικός χώ ρος και G  μία αβεβιανή  ομά­
δα. Ορίζουμε την singular n-συναβυσιδωτή ομάδα να είναι η δυϊκή ομάδα  
h o m (S n( X ) , G ) , όπου S n( X )  η sin gu lar n -αβυσιδω τή ομάδα του X . Επίσης 
ορίζουμε τη συνσυνοριακή απεικόνιση δ : S n( X \ G ) —+ 5 η+1(λΓ; G) να  είναι η 
δυϊκή της συνοριακής απεικόνισης d  : Sn( X )  —> S n- \ ( X ) .

Μία η-συναλυσίδα φ  (Ξ S n( X ] G )  αντιστοιχεί σε κάθε singular n-simplex 
σ  : Δ η —> X  μία τιμή φ(σ)  € G.  Για μία συναλυσίδα φ  € S n( X ‘, G ) ίο
συνσύνορό της είναι η σύνθεση S n + i ( X ) Sn( X )  G.  Δηλαδή για ένα 
singular (n+l)-simplex σ  : Δ η+1 —► X  έχουμε:

{δφ){σ)  =  φ { βσ )  =  ] T ( - l ) V W k ...«n+ι])·
i

Ο ρισμός 1 .3 .2 . Η  δυϊκή ακοβουδία:

• · · <—  S n+1(X]  G)  -  S n{X\  G)  <Λ- S n~l { X \  G)<A------<Λ- S ° (X ]  G ) < 4 -  0

είνα ι αβυσιδωτό com plex  κα ι καβείται συναβυσιδοτό complex. Ορίζουμε τις 
συνομοβογιακές ομάδες του X ,  H l ( X \ G ) να  είνα ι το πηβίκο  ker ό/Ιπιό. Τα 
στοιχεία του ker δ κα βούντα ι συνκύκβοι και τα στοιχεία του Im£ συνσύνορα.

Μία συναλυσίδα φ  είναι συνκύκλος αν δφ =  φ θ  =  0. Δηλαδή αν η φ  
μηδενίζει στα σύνορα.

Οι αλυσιδωτές ομάδες S n( X )  είναι ελεύθερες, άρα εφαρμόζοντας το uni­
versal coefficient theorem για τη συνομολογία έχουμε ότι οι συνομολογιακές 
ομάδες με αυθαίρετους συντελεστές προσδιορίζονται από τις ομολογιακές ο­
μάδες με συντελεστές στο Ζ σύμφωνα με την παρακάτω διασπώμενη ακολου­
θία.

0 ----- > E xt(tfn_ ip O , G ) -----> H n( X ; G ) -----> horn{Hn{ X ) t G ) ------ > 0 .

Ειδικά αν οι ομολογιακές ομάδες του X  είναι πεπερασμένα παραγώμενες, 
τότε από το πόρισμα 1.2.12 μπορούμε να υπολογίσουμε τις συνομολογιακές 
ομάδες του X .

Επίσης μπορούμε να υπολογίσουμε τις συνομολογιακές ομάδες του X  
για n  =  1 και η  — 2. Για η  =  0 δεν υπάρχει ο Ext όρος, επομένως από το 
universal coefficient theorem έχουμε τον ισομορφισμό:

H ° ( X \ G )  a h o m ( H 0( X ) , G ) .
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Αφού τα singular O-simplices είναι τα σημεία του X ,  μία συναλυσίδα στο 
S ° ( X ;  G )  είναι μία τυχαία απεικόνιση ψ  : X  —> G,  όχι απαραίτητα συνεχής 
ακόμα και αν η G  έχει τοπολογία. Για να είναι η φ  συνκύκλος 9α πρέπει για 
κάθε singular 1-simplex σ  : [ι>0, τ»ι] —> X  να έχουμε:

δ φ ( σ )  =  φ { 3 σ )  =  φ { σ ( υ 1))  -  φ ( σ ( ν 0)) -  0.

Δηλαδή θα πρέπει η φ  να είναι σταθερή σε κάθε τροχιακή συνιστώσα του 
X .  Άρα η Η ° ( Χ ;  G )  είναι όλες οι απεικονίσεις από το σύνολο των τροχιακών 
συνιστωσών του X  στην G.  Τώρα για η  =  1 το universal coefficient theorem 
μας δίνει ισομορφισμό:

H l ( X , G )  fa hom (Hi(X),G)

αφού η Η α( Χ )  είναι ελεύθερη και E x t ( H o ( X ) , G )  ~  0. 
Θεωρούμε το αλυσιδωτό complex:

--------- >S0( X ) - ^ - > Z ----- >0

και παίρνουμε το δυϊκό του:

· · ·<-------S ° (X )^ ~  ζ < — ο

Ορισμός 1 .3 .3 . Ό πω ς και στις ομ ολογιακές ομάδες ορίζουμε τις ελατιού- 
μενες συνομολογιακές ομάδες να είνα ι το πη λίκο  ker /Im  στην παραπάνω  
ακολουθία.

Όμοια με τις ομολογιακές ομάδες έχουμε H n(X]  G) =  H n ( X ] G )  για 
η >  0 και από universal coefficient theorem Η ° ( Χ )  «  h o m ( H o ( X ) , G ) .  
Θεωρούμε την H Q( X ; G )  ως τις απεικονίσεις από τον X  στην G  που είναι 
σταθερές στις τροχιακές συνιστώσες του X .  Η ε : S q( X ) Ζ στέλνει κάθε 
singular Ο-simplex σ  στο 1, άρα η ε* στέλνει τον ομομορφισμό φ  : Ζ —► G  στη
σύνθεση S q( X )  — »Ζ - φ > Ζ που είναι η απεικόνιση σ φ ( ϊ ) .  Άρα είναι 
μία σταθερή απεικόνιση και αφού το φ(1)  μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή 
στην G,  το Ιπιε* αποτελείται ακριβώς από όλες τις σταθερές απεικονίσεις. Άρα 
η H ° ( X \ G )  είναι όλες οι απεικονίσεις X  —» G  που είναι σταθερές σε κάθε 
τροχιακή συνιστώσα του X  modulo αυτές που είναι σταθερές παντού.

Θα ορίσουμε τώρα τη σχετική συνομολογία κατ' αντιστοιχία με την ομο­
λογία

Ορισμός 1 .3 .4 . Έστω A  C X  ένα ς υπόχω ρος του X . Ορίζουμε την ομάδα των 
σχετικών τχ-συναλυσίδων S n( X yA \ G )  να  είνα ι η ομάδα  hom(Sn( X , A ) , G ) .
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Η  σχετική συνσυνοριακή  απεικόνιση δ ορίζεται ως η δ\Ακή της αντίστοιχης 
σχετικής συνορια κής απεικόνισης στις ομοβογιακές ομάδες. Τα στοιχεία του 
πυρήνα  της δ : S n( X , A , G ) —» S^+1(X, Α\ G)  καβούντα ι σχετικοί συνκύκβοι 
και τα στοιχεία της εικόνας της καβούντα ι σχετικά συνσύνορα.
Ο ρισμός 1 .3 .5 . 'Εστω A  C X  ένα ς υπόχω ρος του X .  Ορίζουμε τις σχετικές 
συνομοβογιακές ομάδες του X  να  είνα ι οι ομάδες Η ι (Χ ,  Α\ G)  =  ker<$/lm0.

Θεωρούμε την ακριβή ακολουθία:

0---- > S „ ( A )  -i-»  S n ( X )  S „ ( X ,  A ) ----»ο,

όπου 5η(>4) είναι υποομάδα της Sn( X )  και η Sn(X ,  Α)  είναι το πηλίκο τους. 
Η ακολουθία αυτή διασπάται επειδή η σχετική ομάδα είναι ελεύθερη. Αρα 
και η δυϊκή

0 <----- 5"(Λ; G)  S " ( X ; G )  < -£- S " ( X ,  Α\ G) <------0

διασπάται και άρα είναι ακριβής. Επομένως η S n(X ,  A ; G )  είναι υποομάδα 
της S n( X \ G )  και η S n(A; G)  είναι το πηλίκο τους.

Το διάγραμμα:

0<- S n(A\ G) S n( X ; G)  <— —  S n{ X , Α\ G)  <-

0 <----- S n+1{A\ G) <r̂ —  S n+l{X]  G) S n+l(X ,  Α\ G)  *-

0

0

είναι μεταθετικό αφού και το αντίστοιχο στην ομολογία είναι μεταθετικό. Επο­
μένως επάγεται η παρακάτω μακρά ακριβή ακολουθία των συνομολογιακών 
ομάδων:

--------> H n{X ,  Α\  G)  H n{X]  G)  H n{A\ G)  -*-> Η η+1( Χ , Α\ G)  — > · · ·.

Όπως στην ομολογία έτσι και στην συνομολογια μία συνεχής απεικόνιση 
επάγει ομομορφισμούς.

Έστω /  : X  —► Υ. Τότε ορίζεται η /#  : Sn( X ) -+ S ^ y )  με /#(σ) =  /  ο σ.  
Η δυϊκή αυτής της απεικόνισης είναι η / # : S n( Y ; G ) —► S n{ X \  G).  Δηλαδή 
για ψ £  hom(5n(y);G ) έχουμε / #<ρ =  <ρ/# . Από τη σχέση f # d  =  d f #  
έχουμε ότι η /#  απεικονίζει σύνορα σε σύνορα και κύκλους σε κύκλους. 
Παίρνοντας τη δυϊκή μορφή αυτής της σχέσης έχουμε:

( U 9 ) ·  =  m y *
* δ  S *  = S * i5.
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Κ
ν Επομένως η / #  απεικονίζει συνσΰνορα σε συνσύνορα και συνκυκλους σε
ο συνκυκλους. Άρα η / #  επάγει ομομορφισμούς /* : H n( Y ; G )  —> Η η(Χ; G).

Στην περίπτωση των σχετικών ομάδων μία απεικόνιση /  : (X ,  Α ) —> (Υ , Β ) 
επάγει την /* : Η η(Υ , Β; G) -+ Η η(Χ,  A; G).

; Θα δείξουμε ότι αv f ~ g : X - + Y  τότε /* = g* : Η η {Υ)  -+ Η η(Χ) .  Αυτό
αποδυκνείεται παίρνοντας τις δυϊκές μορφές στην αντίστοιχη απόδειξη για τις 
ομολογιακές ομάδες, όπου είχαμε την αλυσιδωτή ομοτοπία Ρ  τέτοια ώστε

9Φ ~  /#  =  d P  +  P  d  =Φ 
=*g * - f *  =  Ρ*δ +  δΡ*.

Άρα η Ρ * είναι αλυσιδωτή ομοτοπία μεταξύ των f *  και g #  : S n( Y ; G )  -+

Θεώρημα 1 .3 .6  (Θεώρημα εκτομής για τις συνομολογιακές ομάδες). Έστω 
Z C A C X p £ Z C A .  Τότε ο  εγκβεισμός i : ( X  — Ζ, A  — Ζ ) t-> (X, Α) επά γει 
ισομορφισμούς:

%*: Η η{ Χ , Α; (?) Η η( Χ  - Ζ , Α -  Ζ\  G)  V η.

1.3.1 Cellular Συ νομολογία

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε τη cellular συνομολογία όπως κάνα­
με στην αρχή της μελέτης για τη cellular ομολογία. Έστω X  ένα CW- 
σύμπλεγμα. Έχουμε το παρακάτω διάγραμμα, αντίστοιχο του διαγράμματος 
για την cellular ομολογία πριν από το Θεώρημα 1.1.15.

0

Η η - ^ χ η - Ι )

Η η- 1 ( X 71- 1, Χ η~2) Η η( Χ η, Χ η~ι ) ^ Η η+1( Χ η+1, Χ η)
■ >  δη

Η η( χ η)

Η η{Χ)  «  Η η( Χ η+1) 0

0
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Εδώ dn — δη ο j n. Η οριζόντια ακολουθία είναι αλυσιδωτό complex, αφού 
η σύνθεση (fndn- i  περιέχει τη σύνθεση j n$n -i =  0, και ονομάζεται cellular 
αλυσιδωτό complex.

Πρόταση 1.3.7. (1) H k( X n, Χ η~1·, G ) =  Q y i a h ^ n .

(ii) H k{ X n\ G )  «  H k{ X n~l \G )  y i a k ^ n , n -  1.

(ill) H k( X n\ G )  =  0 γ ια k >  n.

(lv) H k( X , X n+1; G)  =  0 γ ια  k <  n  +  1.

(v) ο εγκβεισ μ ός i : X n t—► AT επ ά γει ισομορφισμό i* : H k( X n) H k( X )  
a v k  <  n.

Απόδειξή. Η απόδειξη στηρίζεται στο Universal Coefficient Theorem.

(i) Για k Φ η  έχουμε H k ( X n , X n~l ) =  0, επομένως η ομάδα
h o m ( H k { X n, X n_1), G)  είναι η μηδενική. Επίσης η H k - i { X ni X n~1) 
είναι ελεύθερη, άρα Ext(Hie- i ( X n> X n~1) \G )  =  0. Επομένως από το 
universal coefficient theorem έχουμε ίο ζητούμενο.

(ii) Από μακρά ακριβή ακολουθία του ζευγαριού { Χ η, Χ 11' 1) και το (1) έ­
χουμε το ζητούμενο.

(ill) Από τους ισομορφισμούς στο (ii).

0 =  H k( X ° )  «  «  · · · ss H k( X n) για k >  η

(iv) Από το (i).

(ν) Αφού αυτός ο εγκλεισμός επάγει ισομορφισμούς στις ομολογιακές ο­
μάδες τότε θα επάγει ισομορφισμούς και στις συνομολογιακές ομάδες 
όπως έχουμε ήδη αποδείξει.

□

θεώ ρη μ α  1 .3 .8 .
H n ( X ] G )  «  k e r d n /lm d n -i

Απόδειξη.

H n( X \ G )  «  H n( X n+l; G )  «  ker<5„ «  kerd„/Im<5n_i «  kerc^/Imd,,-!

□
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Ό πω ς στην ομολογία έτσι και σιη συνομολογια ορίζεται η Mayer-Vietoris 
μακρά ακριβής ακολουθία.

Έστω S n ( A  -f Β )  η υποομάδα της S n ( X )  που αποτελείται από αλυσίδες 
που είναι αθροίσματα n -αλυσίδων στο Α  και η-αλυσίδων στο Β .  Θεωρούμε 
τη βραχεία ακριβή ακολουθία:

ο ----- > Sn(A  Π Β )  -£->  S n(A ) φ  Sn( B )  - ^ S n(A  +  Β ) ----- > 0

και τη δυϊκή τη ς :

0 ----- > S n ( A  +  Β , G ) ---- > S n (A; G )  0  S n ( B \  G ) -------> S n ( A  Π Β ; G ) -----> 0.

Ο εγκλεισμός S n { A  +  Β )  C S n ( X )  είναι αλυσιδωτή ομοτοπική ισοδυναμία, 
άρα και ο δυϊκός περιορισμός S n ( X ] G )  —> S n ( A  -f Β ;  G )  είναι αλυσιδωτή 
ομοτοπική ισοδυναμία. Επομένως επάγει ισομορφισμούς στις αντίστοιχες 
συνομολογιακές ομάδες. Η πρώτη ακολουθία διασπάται άρα και η δεύτε­
ρη διασπάται, επομένως είναι ακριβής. Άρα επάγεται η παρακάτω μακρά 
ακριβής ακολουθία η οποία ονομάζεται Mayer-Vietoris.

------»Η η( Χ ; G)  -> Η η{Α\ G)  0  Η η { Β \ G)  -> Η η(Α Π Β; G)  -> Η η+1(Χ-, (?)—>··*



2

C u p  P r o d u c t

2 .  l  C u p  P r o d u c t

T o  κ ύ ρ ιο  π λ ε ο ν έ κ τ η μ α  τ η ς  σ υ ν ο μ ο λ ο γ ί α ς  ε ί ν α ι  ό χ ι  ε φ ο δ ιά ζ ε τ α ι  μ ε  γ ι ν ό μ ε ­

ν ο ,  ο π ό τ ε  ο ι  α β ε λ ια ν έ ς  ο μ ά δ ε ς  γ ίν ο ν τ α ι  δ α κ τ ύ λ ιο ι .  Τ ο  γ ι ν ό μ ε ν ο  ε ί ν α ι  ιδ ια ίτ ε ρ α  

χ ρ ή σ ι μ ο  γ ια τ ί  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  δ ια χ ω ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο π ο λ ο γ ι κ ο ύ ς  χ ώ ρ ο υ ς  ο ι  ο π ο ίο ι  έ ­

χ ο υ ν  ι σ ό μ ο ρ φ ε ς  σ υ ν ο μ ο λ ο γ ι α κ έ ς  ο μ ά δ ε ς  α λ λ ά  δ ε ν  ε ί ν α ι  ισ ό μ ο ρ φ ο ι  δ α κ τ ύ λ ιο ι .

Ορισμός 2.1.1. Έστω R  ένας δακτύβιος. Για σ υ να β υ σ ίδ εςφ  Ε S k(X;  R) και  
Φ Ε S l (X]  R) το cup product ψ ^  φ  ε  S k+l(X]  R )  ε ίνα ι η συναβυσίδα  που η 
τιμή της σε ένα  sin gu lar sim plex  σ  : A k+l -4 X  δίνεται από τον τύπο:

(φ  ~  φ ) { σ ) =  ρ (σ |κ ...„„])ψ(σ|[%....

όπου στο δεξιό μέρος της ισότητας έχουμ ε το γινόμ ενο  στον R .

Λήμμα 2.1.2. Για φ  Ε S k( X ; R ) και  φ  Ε S l { X \  R )  ισχύει η  παρακάτω σχέση

5(φ ^  φ)  = δψ ^  φ  + (—l ) k(p ^  δφ.

Απόδειξη. Γ ια  σ  : A fc+i+1 - 4  X  έ χ ο υ μ ε ,

Α+1
(δψ -  φ) ( σ )  = Σ¥>(σ|^,...Λ,...,η+Ι)ψ(σ|κ+ΐι...Λ+,+ι|)

i=0

κ α ι

fc+i+l
( - l ) ‘ (^ -  δ φ ) ( σ )  =  £  ( - l )V W h ,r..« ]M a |ta ... * ....

i—k

2 3
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Αν προσθέσουμε τις δύο ισότητες ο τελευταίος όρος του πρώτου αθροίσματος 
ακυρώνεται με τον πρώτο όρο του δεύτερου αθροίσματος και αυτό που μένει 
είναι (φ  ^  φ ) ( θ σ )  αφού.

fe+1+l

^σ  =  (~^) <7l(wo,...,i'i>·-.Vfc+j+i)·
t=0

□
Από τον τύπο δ(φ ^  φ)  =  δψ φ  db ψ ^  δφ  είναι προφανές ότι το 

cup product δύο συνκύκλων είναι συνκύκλος. Πράγματι, έστω ψ , φ  δύο 
συνκύκλοι, δηλαδή δψ =  0 και δφ  =  0. Τότε δ(φ ^  φ )  =  δφ ^  φ  ±  φ 
δφ  =  0. Επίσης το cup product ενός συνκύκλου και ενός συνσυνόρου είναι 
συνσύνορο, αφού

ψ ^  δφ  =  ± δ ( ψ  ^  φ )  αν δψ — 0 
και δψ ^  φ  — δ{ψ ^  φ )  αν δφ — 0.

Επομένως το cup product μεταξύ αλυσίδων επάγεται στις συνομολογιακές 
ομάδες

H k( X ] R ) χ  H l( X ; R )  H k+l{ X ; R ) .

Αν ο R  έχει μοναδιαίο στοιχείο, τότε υπάρχει μοναδιαίο στοιχείο για το 
cup product, αυτό είναι η κλάση 1 Ε H ° ( X ] R )  που ορίζεται από τους 0- 
συνκύκλους που δίνουν την τιμή 1 Ε R  σε κάθε Ο-simplex. Επίσης είναι 
προσεταιριστικό και επιμεριστικό.

Π αράδειγμα 2 .1 .3 . Έστω X  ένα 2-διάστατο CW-σύμπλεγμα που δημιουρ- 
γείται προσκολλώντας ένα 2-κέλυφος στην S 1 σύμφωνα με την απεικόνιση 
S 1 —» S'1, ζ  ι—> z m. Από cellular συνομολογία έχουμε:

Ι Γ { Χ \  Ζ)
r ζ οII**< 0 ,2=1, Ζη %* II ΙΟ

Αρα δεν έχει ενδιαφέρον να μελετήσουμε το cup product με συντελεστές στο 
Ζ. Για συντελεστές στο Zm έχουμε:

[ Zm , ϊ — 0
/T(X;Zm)=  I Zm ,i = l

I zm , i = 2 .
Παίνουμε την Δ-complex ανάλυση του X  από ένα κανονικό m-γωνο χω­

ρισμένο σε m τρίγωνα Τ,, όπως το σχήμα 2.1. Αρα έχουμε 2 O-simplices
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Σχήμα 2.1: Για m  =  4

{υ,ΐί;}, 771 +  1 1-simplices {e0, eu  e2, e} και 7712-simplices {Γ0,Γ ι,Τ 2,Γ3}. 
Ο κύκλος e γεννά την Η ι ( Χ ) .  Ένας γεννήτορας a  του H l {X \  Zm) εκπροσω­
πείται από έναν συνκύκλο φ  που δίνει την τιμή 1 στο 1-simplex e. Για να 
είναι ο φ  συνκύκλος θα πρέπει να ισχύει:

δψ =  0 δφ(Τί) =  0 V % +>· φ {β Τ β  =  0 +>

φ(βί) +  ψ{&) =  φ&ί+ι)  V ι  mod πι.

Επειδή φ(ε)  =  1 μπορούμε να επιλέγουμε:

<p(ei) — i  € Zm

Η ομάδα Η 2(Χ,  Zm) γεννάται από την κλάση της αλυσίδας Τ0 +  · · · +  
Tm- 1, ενώ Η 2( Χ )  =  0. Ένας γεννήτορας β  της Η 2( Χ , Ζ m) μπορεί να είναι 
η κλάση του 2-συνκύκλου ο οποίος δίνει την τιμή 1 στην Μπορεί
για παράδειγμα να είναι ένας ο οποίος δίνει την τιμή 1 στον Τ* και Ο στον 
Tj,  j  Φ ί. Εδώ έχουμε ότι Η 2(Χ ,  Zm) «  h.om(H2(X ,  Zm), Zm). To γινόμενο 
φ  ^  φ  είναι στοιχείο της Η 2(Χ ,  Zm) και θέλουμε να βρούμε την τιμή του. Θα 
το υπολογίσουμε στον κύκλο Σ  Τ*.

φ  ^  =  ν ( τ ί) =  Σ <̂ (ei M e) =  Σ /  =  0-1-------

Άρα φ  ^  φ  =  Ε ™ -1 ϊ ) β  mod πι. Στο Zm το άθροισμα 0 +  H ------ b (πι  — 1)
είναι Ο αν ο πι  είναι περιττός και k αν πι  =  2k.  Άρα,

a  ^  a  =  0, αν ο 771 είναι περιττός 
και a  ' - ' a  =  kβ,  αν πι  =  2k.

Ειδικά αν 77ΐ =  2 τότε ο X  είναι ο πραγματικός προβολικός χώρος RP2 και
a  ^  a  =  β.
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Εισάγουμε τώρα ία παρακάτω επαγώμενα cup products στη σχετική συ- 
νομολογία:

H k(X·, R )  χ  Η ' ( Χ ,  A; R )  — H k+‘{ X ,  Α\ R)

H k( X ,  Α\  R )  χ  Η \Χ · ,  R )  — H k+l( X ,  Α\ R)

H k( X ,  Λ; R)  χ  Η \ Χ ,  Α·, R )  —^  H k+‘{X ,  A; R) .

Αφού τουλάχιστον ένα από τα φ  και φ  μηδενίζει στο Α,  τότε και το φ  ^  φ  
μηδενίζει στο Α.  Επίσης υπάρχει το πιο γενικό relative cup product:

H k( X , A\ R)  χ  H l( X ,  B; R ) —^  H k+l( X , A  U B\  R) .

To αρχικό cup product περιορίζεται στο

S k( X , A\ R)  x S l(X ,  B\  R ) ---- > S k+l( X , A  +  B\ R) ,

όπου S n( X , A  -f- B\  R)  η υποομάδα της S n( X \  R )  που αποτελείται από συνα- 
λυσίδες που μηδενίζουν σε αθροίσματα αλυσίδων στο Α  και αλυσίδων στο Β.  
Αν τα Α  και Β  είναι ανοιχτά υποσύνολα του X ,  οι εγκλεισμοί:

S n( X , A  U Β )  W ^ ( Χ ,  Α  +  Β; R)

επάγουν ισομορφισμούς στη συνομολογία, από το five-lemma και από το 
γεγονός ότι οι απεικονίσεις:

S"(A U Β] R)  — ► S n(A  +  Β\  R)

επάγουν ισομορφισμούς στη συνομολογία. Αρα το cup product:

S k( X ,  A; R )  x S ‘( X , B\  R)  — > S k+‘( X ,  A  +  B- ,R)

επάγει το παραπάνω σχετικό cup product. Επίσης αυτό το cup product ισχύ­
ει και όταν ο X  είναι CW-σύμπλεγμα και τα Α  και Β  είναι υποσυμπλέγματα 
του X .

Πρόταση 2 .1 .4 . Έστω f  : X  —* Υ . Για τηυ επαγώ μενη  /* : H n( Y ; R ) —► 
H n( X ; R) ισχύει ο  τύπος:

Γ { α  - / ? )  = / »  -  /·(/?).
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Απόδειξη. Αυτό προέρχεται από τον τύπο /#(<μ) ^  / # ( Ψ) =  /#(<£> ^  ψ ).

2.2 Ο Σ υ ν ο μ ο λ ο γ ι α κ ο ς  Δ α κ τ ύ λ ι ο ς

Ορισμός 2 .2 .1. Ορίζουμε την ομάδα Η *  (X ; R )  να  είνα ι το ευθ ύ  άΒροισμα των 
ομάδων H n { X \ R ). Τα στοιχεία του Η * ( Χ \  R )  είνα ι πεπερασμένα  αθροίσματα  
Σ ΐ  oti με OLi £  Η ι ( Χ ;  R ) .  Το γινόμενο δύο τέτοιων στοιχείων ορίζεται ως:

Αυτό το γινόμενο κά νει την Η* (X ; R) δακτύβιο. Ο  δακτύβιος αυτός έχ ε ι μ ο να ­
διαίο στοιχείο α ν ο R  έχει μοναδιαίο στοιχείο.

Από το παράδειγμα 2.1.3 έχουμε ότι ο δακτύλιος Η* (ΜΡ2;Ζ2) αποτελεί- 
ται από τα πολυώνυμα αο +  αιοι +  α2οι2 με συντελεστές a* £  Ζ2. Δηλαδή
H * ( W P 2; Z 2) =  Z 2[ a } / ( a 3).

Ορισμός 2 .2 .2 . Έ να ς δακτύβιος Α  καβείτα ιβαδμοβογημένος δακτύβιος εά ν
έχει ανάβυση σε άθροισμα  >0 Α{ προσθετικών ομάδω ν τέτοιο ώστε ο  ποβ- 
βαπβασιασμός να  είνα ι Ak χ Αι —* Α^+ι. Για να  πούμε ότι έν α  στοιχείο a  £  A  
ανήκει στην Ak γρ ά φ ουμ ε  |α| =  k και καβούμε το |α| διάσταση του α.

Αμέσως θα υπολογίσουμε τη συνομολογία των προβολικών χώρων οι οποί­
οι είναι ιδιαίτερα σημαντικοί στην τοπολογία και τη γεωμετρία. Η απόδειξη 
στηρίζεται στο σχετικό cup product και στην γνωστή τους ανάλυση σαν CW- 
συμπλέγματα.

Θεώρημα 2 .2 .3 .

{ { * ψ  ~  } * φ ) ( σ )  =  ! * ψ ( σ \ [νο...υί]) / * ψ { σ |κ ... „,+ι))

VJ( / C7l[vo,...,Ufc])V,( / C7'l[wfc)...,Vfc+lj)
=  (ψ ^  ψ ) ( ί σ )  =  ί * ( ψ  ^  Φ)(σ).

□

Η · (  RPn;Z2) 
Kaii/*(RP°°;Z2)

Ζ2[ α ] /Κ +1)
Ζ2[α], όπου  |α| =  1.

Επίσης,

H \ C Pn;Z) »  Ζ [ a ] / ( a n+1) 

K a i H * ( C  Ρ°°;Ζ) «  Ζ [α], όπου  |α| =  2.
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Απόδειξη. Για τη συνομολογία του προβολικού χώρου θα χρησιμοποιήσουμε 
Ζ2 συντελεστές. Αρκεί να δείξουμε ότι το cup product ενός γεννήτορα της 
/ / n-1(RPn) με ένα γεννήτορα της Ζ/1 (IR.Pn) είναι γεννήτορας της H n(RP"). 
Θα δείξουμε πιο γενικά ότι το cup product ενός γεννήτορα της /P (R P n) με 
ένα γεννήτορα της H n~l ( R P n) είναι γεννήτορας της H n(R Pn).

Σχήμα 2.2: Προβολικός Χώρος

Ο RPn είναι τα μη μηδενικά διανύσματα (χο, · · > χ η) € Rn+1 modulo 
πολλαπλασιασμό με μη μηδενικούς συντελεστές. Θέτουμε j  =  n  — ΐ. Στον 
R Pn υπάρχει ένα αντίγραφο του RP1 που εκπροσωπείται από διανύσματα 
που οι j τελευταίες συντεταγμένες xi+i , . . . , χ η είναι μηδέν. Επίσης υπάρχει 
ένα αντίγραφο του RP·7 που εκπροσωπείται από τα διανύσματα που οι πρώτες 
i συντεταγμένες, Χο,. . . , χ*_ι, είναι μηδέν. Η τομή RP* Π RPJ είναι τα διανύ- 
σματα με μόνη μη μηδενική συντεταγμένη την xt, δηλαδή είναι ένα σημείο 
ρ.  Τώρα έστω U  ο υπόχωρος του RPn που εκπροσωπείται από διανύσματα με 
μη μηδενική την χ* συντεταγμένη. Κάθε σημείο U  μπορεί να εκπροσωπηθεί 
από διανύσματα με χ* =  1 και τις υπόλοιπες συντεταγμένες αυθαίρετες. Άρα 
το U  είναι ομοιομορφικό με τον R”. Μπορούμε επιπλέον να υποθέσουμε ότι 
το σημείο ρ  απεικονίζεται στο 0 μέσω αυτού του ομοιομορφισμού. Από το 
σχήμα 2.2 έχουμε ότι U =  RPn — RPn_1.

Θεωρούμε το επόμενο αντιμεταθετικό διάγραμμα:

Η*(RP”) χ H j (RPn) ---------------------------- > Η η{RP”)

/P (R P n,R P n -  RP>) x //^(R Pn,R Pn -  R P ) H n{R P n, R P n -  {p})

i/*(Rn,R n -  Rj ) x H j {Rn,R n -  R*)------------»H n{Rn,Rn -  {0}).

Εδώ χρησιμοποιούμε ότι Rn—RJ ~  g n - j - ι  και H k(Rn, R n - R j ) & H k~l ( Rn-  
RJ) w H k~1( S n~3' 1). To κάτω cup product απεικονίζει γινόμενο δύο γεννη­
τόρων σε γεννήτορα. Το ίδιο Θα ισχύει και για το πάνω cup product εάν οι
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τέσσερις κάθετες απεικονίσεις είναι ισομορφισμοί. Η κάτω δεξιά απεικόνιση 
είναι ισομορφισμός από το θεώρημα εκτομής. Η πάνω δεξιά απεικόνιση εί­
ναι ισομορφισμός αφού το R Pn — { ρ }  είναι deformation retract του R P n_1, 
άρα i / n(RPn,R P n — {μ}) «  i7n(RPn,R P n_1) και από cellular συνομολογία 
Η η (RPn, R P n_1) ~  H n(WPn). Για να δείξουμε ότι οι απεικονίσεις στην αρι­
στερή στήλη είναι ισομορφισμοί αρκεί να δείξουμε ότι όλες οι απεικονίσεις 
στο παρακάτω μεταθετικό διάγραμμα είναι ισομορφισμοί,

iP (R P n) <-----fP (R Pn, Μ Ρί_ 1 ) <----- Η1 (R P n , RPn -  R P*)------»iP (R n, Rn -  R*)

t f^ R P * )  <-------^ ( R P V R P * ” 1) <---------t f i (R P i ,R P i -  {p} )  <---------# * (R * ,R *  -  { 0 } ) .

To αριστερό τετράγωνο αποτελείται από ισομορφισμούς από cellular συνομο- 
λογία. Η απεικόνιση στα δεξιά είναι προφανώς ισομορφισμός. Η δεξιά κάτω 
απεικόνιση είναι ισομορφισμός από θεώρημα εκτομής. Η δεύτερη από δεξιά 
οριζόντια απεικόνιση είναι ισομορφισμός επειδή το RP* — { ρ }  είναι defor­
mation retract του RP*-1. Οι υπόλοιπες απεικονίσεις θα είναι ισομορφισμοί 
εάν η μεσαία πάνω απεικόνιση είναι ισομορφισμός. Αυτή είναι ισομορφισμός 
αφού το RPn — RP* είναι deformation retract του RP*-1 . Πράγματι, ο υ- 
πόχωρος RPn — RP* C RPn αποτελείται από σημεία που εκπροσωπούνται 
από διανύσματα ν  =  (xq, . . . , χ η) με τουλάχιστον μία από τις Xq, . . . , μη 
μηδενική. Ο τύπος

f t (v )  =  ( χ0, .. . ,X i _ 1}tX i , . .  . , t x n) 0 < t <  1

ορίζει ένα deformation retract του R P n — RP* στο RP*-1.
Στην περίπτωση του πραγματικού προβολικού χώρου RP°° ο εγκλεισμός 

RPn e—► RP°° επάγει ισομορφισμούς στις συνομολογιακές ομάδες από cel­
lular συνομολογία. Επειδή if*(RPn,Z 2) ~  iP(R P°°, Ζ2) για i  <  η  έχουμε 
Η*(ΜΡ°°; Ζ2) ~  Ζ2 Θ Ζ2 Θ · · · με το προηγούμενο cup product. Δηλαδή,

iT (R P °°) w Z 2[a].

Όμοια αποδυκνύεται η περίπτωση του μιγαδικού προβολικού χώρου. □

Πρόταση 2.2.4. Ο ισομορφισμός ομάδων Η* ( |Ja Χ α\ R ) Η * ( Χ α; R )
με ία : Χ α —► |_)α Χ α είνα ι ισομορφισμός δακτυβίων, α φ ού  κά θε απεικόνιση  
ΐ*α είνα ι ομομορφίσμός δακτυβίων. Ό μ οια  γ ια  το σφ ηνοειδές άθροισμα έχουμε  
ισομορφισμό δακτυβίω ν:

a a
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Ε δ ώ  κ ά θ ε  χ ώ ρ ο ς  Χ α έ χ ε ι  έ ν α  σ η μ είο  χ α ω ς π ρ ο ς  το ο π ο ίο  δ η μ ιο υ ρ γε ίτα ι το σ φ η ­
ν ο ε ιδ έ ς  ά θ ρ ο ισ μ α  κ α ι κ ά θ ε  τέτοιο χ α ε ίν α ι d e fo r m a tio n  re tra c t μ ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς  
το υ  Χ α γ ια  κ ά θ ε  α.

Π α ρά δειγμ α  2 .2 .5 . Θέλουμε να δείξουμε ότι ο μιγαδικός προβολικός χώρος 
C P2 δεν είναι ομοχοπικά ισοδύναμος με το σφηνοειδές άθροισμα S 2 V S 4· 
Αυτό δεν μπορούμε να το δείξουμε χρησιμοποιώντας τις ομάδες H * ( C Ρ2) και 
H * ( S 2 V S4), αφού ως ομάδες είναι ισόμορφες. Όμως ως δακτύλιοι είναι 
διαφορετικοί αφού το τετράγωνο κάθε στοιχείου του H * ( S 2 V S 4) είναι μηδέν 
σύμφωνα με τον ισομορφισμό:

H * { S 2 V 5 4;Ζ ) «  H ' ( S 2; Ζ) 0  tf* (S 4;Z)

και το τετράγωνο ενός γεννήτορα του 77*(CP2; Ζ) είναι μη μηδενικό όπως 
είδαμε στο Θεώρημα 2.2.3.

Θ εώ ρημα  2 .2 .6 . Γ ια  κ ά θ ε  a  €  H k { X , A , R )  κ α ι  β  £ H * { X ^ A \ R )  ισ χ ύ ε ι ο  
τύ π ο ς :

α ~ β  =  ( ~ 1 ) “ β  -  α.

Δ η β α δ ή  το c u p  p r o d u c t  ε ίν α ι  α ντψ ετα θ ετ ικ ό , μ ό ν τ ο υ β ο  ± 1 .

Η απόδειξη είναι υπολογιστική και παραλείπεται.

2.3 ΤαΝΥΣΤΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ

Θα μελετήσουμε τη σχέση του cup product με το γινόμενο τοπολογικών 
χώρων.

Ο ρισ μ ός 2 .3 .1 . Ο ρ ίζο υ μ ε το cross product σ τη ν κ α ν ο ν ικ ή  του μ ο ρ φ ή  ν α  
ε ίν α ι  η α π ε ικ ό ν ισ η :

H k{ X ;  R )  χ  Η ι ( Υ ; R )  H k+l{ X  χ  Υ \  R )

κ α ι στη σ χ ετ ικ ή  του μ ο ρ φ ή  ν α  ε ίν α ι  η α π ε ικ ό ν ισ η :

H k { X , A;  R )  χ  Η ι (Υ,  Β ;  R )  H k+l{ X  x Y , A x Y U X x B t R )

μ ε  a  x  β  — ρ \ ( α )  ^  Ρ ι ( β )  ό π ο υ  ρ \ κ α ι ρ ι  ο ι π ρ ο β ο β έ ς  του  X  χ Υ  στα X  κ α ι 
Υ  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  To c r o s s  p r o d u c t  ε π ά γε τ α ι στους α ντ ίσ το ιχο υς  σ υ ν ο μ ο β ο γ ια κ ο ύ ς  
δ α κ τυ β ίο υ ς .

Πρώτα Θα ορίσουμε το τανυστικό γινόμενο.
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Ο ρισμός 2 .3 .2 . Γ ια  α β ε β ια ν έ ς  ο μ ά δ ες  Α  κ α ι Β  το τανυστικό γινόμενο A ®  Β
ορίζεται ν α  ε ίν α ι το πη/Η κο A  χ  B / Q ,  ό π ο υ  Q  η  ο μ ά δ α  π ο υ  π α ρ ά γετ α ι α π ό  τις 
σ χ έσ ε ις  (α +  α') χ  β  =  α χ β + α ' χ β  κ α ι αχ(β- \ -β' )  = f t X / ? + a x ^ V a ^  A  
κ α ι β  £  Β .  Τ ο  μ η δ ε ν ικ ό  στο ιχείο  του A ®  Β  ε ίν α ι  το 0 ® 0  =  0 ® β  =  α ® 0 .  
Ε π ίσ η ς — (α ® β) — (—οή ® β  =  α ®  (—β).

Πρόταση 2 .3 .3 . (i) A  ®  Β  «  Β  ®  Α .

(ϋ) (®i Λ) ® Β  « ®ί(Λ <® Β ).
(in) (A  ® Β ) ® C  ~  A ®  (Β  ® C ) .

(iv) Ζ ® A  & A.

(ν) Zn ® Α  « Α / η Α .

(νί) Ο ιομ ομ ορφ ισ μ οίf  : Α —> Α* κ α ιg : Β —> Β ' επ ά γουν  ομομορψισμό:

/ ®g : Α ® Β  — ►Α ! ® Β '

α ®  β  ι— ►ί { α ) ® 9 { β ) .

(vii) Μία διγραμμική απεικόνιση ψ : Α χ  Β —» C  επ ά γει ομομορψισμό:

A ®  Β  — ►C

α® β  ι— ►φ ( α , β ) .

Γ ε ν ικ ε ύ ο ν τ α ς  ο ρ ί ζ ο υ μ ε  A ® r  Β , γ ι α  A,  Β  R - π ρ ό τ υ π α ,  ν α  ε ί ν α ι  χ ο  π η λ ί κ ο  

( A ®  B ) / Q  ό π ο υ  Q  η  ο μ ά δ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι  α π ό  τ ις  σ χ έ σ ε ι ς  r a ®  β  =  θ ί ® τ β  
γ ι α  r  £  R , a  £  Α  κ α ι  β  £  Β.  Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ό π ο υ  R  =  Ζ, Zm ή Q έ χ ο υ μ ε  

A ® r B  =  A ®  Β .
T o  c u p  p r o d u c t  ε ίν α ι  ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ό ,  ε π ο μ έ ν ω ς  τ ο  c r o s s  p r o d u c t  ε ίν α ι  6 ι -  

Υ ρ α μ μ ικ ό . Α π ό  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  ιδ ιό τ η τ α  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  π ρ ό τ α σ η ς  έ χ ο υ μ ε  

ό τ ι το  c r o s s  p r o d u c t  ε π ά γ ε ι  ο μ ο μ ο ρ ψ ι σ μ ό :

H * { X ; R ) ® r H * ( Y ; R )  Η * ( Χ  x Y - R )

α ®  β  ι— > α χ  β

ο  ο π ο ί ο ς  γ ίν ε τ α ι  ο μ ο μ ο ρ ψ ι σ μ ό ς  δ α κ τ υ λ ίω ν  α ν  ο ρ ί σ ο υ μ ε  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό :

( α  ® β){ρ( ® <5) =  ( —1 ) ^ 7 *α:γ ® βδ.
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'Αρα to cross product στέλνει to (o ® P ) ( y  ® ^  -s (—l) ^ ,,7*or7 ® βδ  oto 

(-iflM flr-y X β δ  =  ( - l ) IWWp ; ( o - 7) - P ^ - ' i )
=  ( - i ) wlh,|p;(Q) ~  pH  7 ) -  A W )  ~  r iW  
=  Pi(«) ~  Pj(/3) w p;(7) -  pj(<5)
= (a x /?)(7 x <5)

που είναι to cup product των εικόνων των a  <g> β  και η  <8> δ.
Αναφέρουμε το επόμενο θεώρημα χωρίς απόδειξη.

θεώρημα 2.3 .4 . To cro ss  p ro d u c t Η * ( Χ ; β ) H * ( Y ’, R ) —» / f  *(Χ χ Κ ; Λ)
είνα ι ισομορφισμός δακτυβίω ν α ν  τα X  κα ι Υ  είνα ι C W -συμπβέγματα και το 
H k( Y ; Λ) είνα ι πεπερασμένα  παραγώ μενο εβεύ δερ ο  R -πρότυπο V k.

Απόδειξη. Βλέπε στο [7]. □

Παράδειγμα 2.3.5. Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα έχουμε τον ισο­
μορφισμό δακτυλίων:

i/*(RP°° χ  RP°°) «  Η * (RP°°) ® /T(RP°°).

Άρα από το θεώρημα 2.2.3 έχουμε

Η·{RP“  χ RP“ ) ss Zj[a] β M 0] ~  Μ<*,β\·

Γενικά ισχύει
H *{R P °°  x · * · x RP°°) »  Za[ai, · ·. ,a*].
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Π Ο Λ Α Α Π Λ Ο Τ Η Τ Ε Σ

3 · ΐ  Β α σ ι κ έ ς  ε ν ν ο ι ε ς

Μία πολλαπλότητα είναι ένα μαθηματικό αντικείμενο το οποίο τοπικά 
προσδιορίζεται από n -άδες πραγματικών αριθμών. Τοπικά είναι ομοιομορφι- 
κή με τον Rn. Δηλαδή αποτελείται από κομμάτια του R71 τα οποία συνδέονται 
μεταξύ τους με ομοιομορφισμούς. Στη μελέτη αυτή θα χρησιμοποιήσουμε 
τους παρακάτω ορισμούς:

Ο ρισμός 3 .1 .1 . Μ ια  ποββαπβότητα διάστασης η ε ίν α ι έ ν α ς  H a u s d o r f f  τοπο- 
β ο γ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  X  μ ε  αριΒ μήσιμη β ά σ η  π ερ ιο χ ώ ν , του ο π ο ίο υ  κ ά δ ε  σ η μ είο  έ χ ε ι  
α νο ιχτή  π ερ ιο χ ή  U  ο μ ο ιο μ ο ρ φ ικ ή  μ ε  α νο ιχ τή  π ερ ιο χ ή  του  Rn. Μ ία  υποποβ- 
βαπβότητα διάστασης k  της π ο β β α π β ό τ η τ α ς  X  ε ίν α ι έ ν α  σ ύ ν ο β ο  A  C X  μ ε  
τη σχετική  τ ο π ο β ο γ ία  του ο π ο ίο υ  κ ά δ ε  σ η μ είο  έ χ ε ι  α νο ιχτή  π ερ ιο χ ή  U  ώστε το 
U  Π Α  ν α  ε ί ν α ι  ο μ ο ιο μ ο ρ φ ικ ό  μ ε  α νο ιχτή  π ερ ιο χ ή  του  R*.

Ο ρισμός 3 .1 .2 . Γ εν ικ εύ ο ν τ α ς  του ο ρ ισ μ ό  της π ο β β α π β ό τη τα ς , μ ία  ποββα- 
πβότητα με σύνορο διάστασης η  ε ίν α ι έ ν α ς  H a u s d o r f f  το π ο β ο γ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  
μ ε  α ρ ιδμ ή σ ιμ η  β ά σ η  π ερ ιο χ ώ ν  του ο π ο ίο υ  κ ά δ ε  σ η μ είο  έ χ ε ι  α νο ιχ τή  π ερ ιο χ ή  
ο μ ο ιο μ ο ρ φ ικ ή  μ ε  α νο ιχ τή  π ερ ιο χ ή  του  Rn ή μ ε  α νο ιχ τή  π ερ ιο χ ή  του  RJ =  
{(Ζΐ» · · · , X n) € R n |zn >  0}.

Πρόταση 3 .1 .3 . Έ στω  Μ  έ ν α ς  τ ο π ο β ο γ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  κ α ι α έ ν α  κ β ε ιχ π ό  σ η μ είο  
του μ έσ α  σ ε  έ ν α  α ν ο ιχ τ ό  ν π ο σ ΰ ν ο β ο  του ο μ ο ιο μ ο ρ φ ικ ό  μ ε  τον Rn, τότε

Η η ( Μ , Μ  -  {α}) «  Ζ κ α ι if*(Μ , Μ  — {α}) =  0, % ψ  η .

Α π όδειξη . Από θεώρημα εκτομής έχουμε

H i ( M ,  Μ  -  {α}) «  H i ( U t U  ~  {α}),

3 3
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όπου U  μία περιοχή ίου α ομοιομορψική με tov Rn. Στη συνέχεια από την 
μακρά ακριβή ακολουθία και από συσταλτότητα ίου Rn έχουμε:

H i( U ,U - { a } )  a  H i{R n,R n - { a } )

*  H i- i(Rn -{0> ).

Αλλά επίσης Rn — {0} ~  S n ι . Αρα

H i( M ,  Μ  -  {α}) »  *  |  I  =  "

□

Η προηγούμενη πρόταση ισχύει για κάθε πολλαπλότητα αφού για κάθε 
σημείο της πολλαπλότητας υπάρχει περιοχή ομοιομορψική με τον Rn και 
επιπλέον σε κάθε Hausdorff τοπολογικό χώρο τα μονοσύνολα είναι κλειστά. 
Επίσης ισχύει για κάθε σημείο ενός CW συμπλέγματος το οποίο ανήκει στο 
εσωτερικό κάποιου κελύφους διάστασης η.

Επιπλέον σε μία πολλαπλότητα με σύνορο Μ, αν ένα σημείο χ  € Μ  
αντιστοιχίζεται μέσω ενός ομοιομορφισμού σε ένα σημείο (χχ,. . .  ,χ η) G R+ 
τέτοιο ώστε χ η =  0, τότε από το θεώρημα εκτομής έχουμε,

Η „ ( Μ ,  Μ  -  { ι »  «  ff„(RJ, RJ -  {ζ}) =  0.

Τέτοια σημεία χ € Μ  αποτελούν έναν υπόχωρο της Μ  ο οποίος ονομάζεται 
σύνορο της Μ και συμβολίζεται με d M .

Επιστρέφουμε στις πολλαπλότητες χωρίς σύνορο.

Πρόταση 3 .1 .4 . Ο εγκλεισμ ός Μ  — {α} Μ  επάγει ισομορφισμούς στην 
ομολογία, σε διαστάσεις i ψ  n, η — 1.

Απόδειξη. Έστω η μακρά ακριβής ακολουθία του ζεύγους (Μ, Μ  — {α}).

-> # ί+1(Μ, Μ  -  {α}) -> H i( M  -  {α}) -> Η ^ Μ )  -» H i(M , Μ  -  {α}) ->

Όμως για i ^  n, π —1 έχουμε / /<+ι(Μ, Μ  — {α}) =  0 και Ηχ{Μ , Μ —{α}) = 0, 
οπότε έχουμε το ζητούμενο. Ο
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3 . 2  Π ΡΟ ΣΑ Ν Α ΤΟ Λ ΙΣΜ Ο Σ Π Ο Λ Λ Α Π ΛΟ ΤΗ ΤΩ Ν

Ο  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό ς  σ τ ις  π ο λ λ α π λ ό τ η τ ε ς  ε ί ν α ι  μ ί α  ο λ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  η  ο π ο ί α  

ό μ ω ς  κ α θ ο ρ ίζ ε τ α ι  τ ο π ικ ά  ό π ω ς  κ α ι  η  δ ια φ ο ρ ικ ή  δ ο μ ή .  Θ α  δ ο ύ μ ε  ό τ ι κ α θ ο ­

ρ ίζετα ι α π ό  ε π ι λ ο γ ή  γ ε ν ν η τ ό ρ ω ν  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ω ν  ο μ ο λ ο γ ια κ ώ ν  π ρ ο τ ύ π ω ν . Α ς  

δ ο ύ μ ε  π ρ ώ τ α  έ ν α  π α ρ ά δ ε ιγ μ α .

Παράδειγμα 3 .2 .1 . Έ ν α ς  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό ς  σ τ η ν  S 1 ε ίν α ι  ε π ι λ ο γ ή  ε ν ό ς  π ρ ο ­

σ α ν α τ ο λ ισ μ ο ύ  γ ι α  τη  β α σ ικ ή  θ η λ ιά .  Ε π ο μ έ ν ω ς  έ χ ο υ μ ε  δ ύ ο  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι ­

σ μ ο ύ ς ,  α φ ο ύ  Ki i S1) «  Ζ  «  (α) «  ( —α).

Ορισμός 3 .2 .2 . Α ν  σ ς ε ίν α ι έ ν α  q - s im p le x  ή  έ ν α  s in g u la r  q - s im p le x  ο ρ ίζο υ μ ε  
την υποστήριξή του να  ε ίν α ι η  ε ικ ό ν α  του κ α ι την σ υ μ β ο β ίζο υ μ ε  μ ε  |σ9|. Α ν  
c  =  aici είναι α β υ σ ίδ α  μ ε  α* ψ  0 , τότε

w = U w i ·
%

Στο εξής Θα συμβολίζουμε με R  ένα  μοναδιαίο αντιμεταθετικό δακτύλιο. 
Έστω Μ η μία πολλαπλότητα διάστασης η  και χ  £  Μ η . Τότε έχουμε:

H n( M , M -  W )  «  # η - ι(£ η_1) «  &

Η  Η η ( Μ , Μ  — {χ }) γ ίν ε τ α ι  ε λ ε ύ θ ε ρ ο  R - π ρ ό τ υ π ο  μ ε  έ ν α ν  γ ε ν ν ή τ ο ρ α .

Ορισμός 3 .2 .3 . Έ νας τοπικός R -προσανατοβισμός της Μ  στο χ  είνα ι ένα ς  
γεννήτορας του R -προτύπου Η η { Μ , Μ  — {χ}).

Πρόταση 3 .2 .4 . Έστω α χ ένας γεννήτορας της Η η ( Μ , Μ  — {χ}). Τότε υπάρ­
χ ε ι ανοιχτή περιοχή U  του χ  και κβάση a  £  H n [ M , M  — U )  ώστε j% (α) =  α χ , 
όπου £  : H n(M,  Μ  -  U )  -> Hn(M, Μ  -  {*}).

Α π όδειξη . Έ σ τω  u £  S n ( M ) α λ υ σ ίδ α  ώ σ τε  ΰ  =  α χ κ α ι  du £  S n ( M  — { χ } ) .  Η  

υ π ο σ τ ή ρ ιξ η  \du\ ε ί ν α ι  σ υ μ π α γ έ ς ,  ά ρ α  τ ο  U  =  Μ  — \du\ ε ίν α ι  α ν ο ιχ τ ό ,  χ  £ U.  
Ο ρ ίζ ο υ μ ε  ν  ν α  ε ί ν α ι  η  ε ικ ό ν α  τ ο υ  u σ τ η ν  S n ( M ) / S n ( M  — U ) .  Τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι  

jx (ν) —ΰ  — αχ. Τ έ λ ο ς  ο ρ ί ζ ο υ μ ε  ν =  α .  □

Πρόταση 3 .2 .5 . Για κά3ε W  περιοχή τον χ  υπ ά ρ χει U  περιοχή του χ  στο W  
ώστε V y  £ U  η j*j να  είνα ι ισομορφισμός. Δηβαδή ν π ά ρ χ ε ια  £  H n( M , M  — U )  
με  (#(<*)> =  Hn(M,  Μ  -  {y}) V y  e  U.

Α π όδειξη . Έστω V  =  Rn τοπικός χάρτης της Μ  στο χ  μέσα στο W .  Έστω 
U  C V  έτσι ώστε η εικόνα του U  στον Rn να είναι η ( B n J  =  B n — S n~l . Έστω
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y e U  c v  c  μ .

Η„(Μ, Μ - U )  -2-*  Ηη(V, V - U ) ----- 1 Hn.,(V  - U ) a  Ηη. i(5"-‘)

a

Hn( M ,  M  -  {y }) -2 -*  H „ ( v ,  V - U ) ----- > Hn_x( V  -  {y}) «

Οι απεικονίσεις που είναι πάνω αριστερά και κάτω αριστερά είναι ισομορφι­
σμοί από το θεώρημα εκτομής. Η πάνω δεξιά απεικόνιση είναι ισομορφισμός 
από την μακρά ακριβή ακολουθία

--------> H n(V)  — > H n(V t V - U ) — > H n^ ( V  -  U)  — > Hn. x{V)  — * · · ·

αφού H n(V)  =  0 και / /n_1(V) =  0. Επιπλέον to δεξιό τετράγωνο είναι 
μεταθετικό, επομένως η j y  είναι ισομορφισμός. □

Παρατηρούμε ότι Θα είχαμε το ίδιο αποτέλεσμα εαν Θεωρούσαμε το U  να 
είναι ομοιομορψικό με ένα ορθογώνιο υπερπαραλληλεπίπεδο που περιέχει 
το y, η διάσταση του οποίου να μην είναι απαραίτητα π. Αυτό γιατί η προη­
γούμενη απόδειξη στηρίζεται στην εκτομή (V, V  — U)  <—> (Μ, Μ  — U)  και 
στον ισομορφισμό i / n_i(V — U)  «  H n- \ { V  — {?/}). Αυτές όμως οι ιδιότητες 
πληρούνται από ένα τέτοιο υπερπαραλληλεπίπεδο.

Ο ρισμός 3 .2 .6 . Έστω U  C Μ . Έ να  στοιχείο a  € Ηη(Μ,  Μ  — U) καβείται 
τοπικός προσαυατοβισμός της Μ  κατά μήκος του U α ν  {jy (α)) =  Η η( Μ , Μ  — 
Μ )  V y  Ε U.

Παρατηρούμε ότι αν V  C U  C Μ  και α  ο τοπικός προσανατολισμός της 
Μ  κατά το U,  τότε και το j y { a )  είναι τοπικός προσανατολισμός της Μ  κατά 
το V.  Δηλαδή το διάγραμμα:

Η η{ Μ , Μ  — U ) ------ > Η η(Μ,  Μ - V )

Η η( Μ , Μ  -  { y } )

είναι μεταθετικό, j y  ( j y { a ) )  =  j j f  (a) .

Ο ρισμός 3 .2 .7 . Έ να  σύστημα R-προσανατοβισμού της Μ  αποτεβείται από: 

(1) {Ui,  i € 1}  ανοιχτό κά βυμ μα  της Μ

(il) V i  € /  υπά ρχει τοπικός προσαυατοβισμός α* € Ηη( Μ , Μ  — Ui)
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(iii) V χ  Ε Ui Π Uj ισ χ ύ ε ι ότι =  j x j ( a j ) .

Λήμμα 3 .2 .8 . Δ ύ ο  συστήματα  π ρ ο σ α να το β ισ μ ο ύ  Όα κ α β ο ύ ν τ α ι ισ ο δ ύ να μ α  α ν  
δ ίνο υ ν  τον ίδιο γ εν ν ή τ ο ρ α  της H n ( M ) Μ  — { χ } )  V  χ  Ε  Μ .  Η  σχέστι αυτή  ε ίν α ι  
σ χέσ η  ισ οδυνα μ ία ς .

Ορισμός 3 .2 .9 . Η  Μ  κ α β ε ίτ α ι R-προσανατοβίσιμη α ν  υ π ά ρ χ ε ι  σ ύστη μ α  π ρ ο - 
σ α να τοβ ισ μ ού .

Πρόταση 3 .2 .1 0 . (ί) Έστω Ν  μ ία  α νο ιχ τή  υ π ο π ο β β α π β ό τ η τ α  της
R -π ρ ο σ α να το β ισ μ ένη ς  Μ . Τότε κ α ι η  Ν  ε ίν α ι  R -π ρ ο σ α να το β ισ μ ένη .

(ϋ) Η  Μ  ε ίν α ι R -π ρ ο σ α υ α το β ισ μ ένη  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  ό β ε ς  οι σ υ νεκ τ ικ ές  σ υ ν ι­
στώ σες της ε ίν α ι R -π ρ ο σ α να το β ισ μ ένες .

Α π όδειξη . (i) Έστω {£/*, οη};6/ ένα σύστημα προσανατολισμού της Μ .  Για 
κάθε χ  Ε Ν  έχουμε τον ισομορφισμό:

Η η ( Ν , Ν - { χ } )  -Ξ+ Η η ( Μ , Μ - { χ } )

β χ  *  ̂ Οίχ.

Έστω χ  Ε Ui. Τότε υπάρχει ανοιχτή περιοχή του χ ,  Vx μ ε  Vx C  Ν  Π Ui,  
ώστε η κλάση β χ να έχει συνεχή επέκταση β^χ στην Ν  κατά μήκος της 
Vx. Αυτό θα πρέπει να ισχύει για  κάθε y  Ε Vx . Δηλαδή θα δείξουμε ότι 
ο τοπικός προσανατολισμός ταυτίζεται με τον ολικό

Η η{Μ , Μ  -  U i) -----> H n(M , Μ  -  14) H n(N, Ν  -  Vx)

Η „ (Μ , Μ  -  {y}) «  H n(N , Ν  -  {y}).

Πρέπει να δείξουμε ότι αυτά αποτελούν σύστημα, δηλαδή V y  Ε  Vx Π

ν ζ =* ^ ( Α ,* )  =  (ft,*)· Επειδή το $ χ ( β ί)Χ) ταυτίζεται με το j y xj y l

και το j y*  {β^ζ)  με to  j y zh i  (α ό) και αυτό ταυτίζονται μεταξύ τους, αφού 
προέρχονται από το αρχικό σύστημα, έχουμε το ζητούμενο.

(ii) Οι συνεκτικές συνιστώσες είναι ανοιχτά υποσύνολα της Μ , άρα από το 
(i) είναι προσανατολισμένες. Αντίστροφα αν όλες είναι προσανατολισμέ­
νες τότε και η Μ  θα  είναι προσανατολισμένη γιατί κάθε συνιστώσα έχει 
το δικό της ανεξάρτητο σύστημα.

□

Πρόταση 3 .2 .1 1 . Έ στω  Μ  μ ία  σ υ νεκ τ ικ ή  π ο β β α π β ό τη τα . Α ν  δ ύ ο  
R -π ρ ο σ α να το β ια μ ο ί σ υ μ φ ω ν ο ύ ν  σε έ ν α  σ η μ είο  τότε ε ίν α ι ισ οδύνα μ ο ι.
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Απόδειξη. Έστω A  C Μ  το σύνολο των σημείων χ  £  Μ  όπου οι δύο προσα­
νατολισμοί συμφωνούν. Θα δείξουμε ότι το Α  είναι ανοιχτό. Έστω (U, α) και 
(V", β )  ώστε χ  £  U  Π V  και (a ) =  (β ). Τότε 3 W  C U  (Ί V  ανοιχτό ώστε
η να είναι ισομορφισμός και μάλιστα η j™  να είναι ισομορφισμός για 
κάθε y  £  W . Άρα το W  είναι υποσύνολο του Α  και άρα το Α  είναι ανοιχτό. 
Ακριβώς με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι και το Μ  — Α  είναι ανοιχτό. Αλλά η 
Μ  είναι συνεκτική, Επομένως Α  =  Μ . □

Πόρισμα 3 .2 .1 2 . Μία συνεκτική προσανατοβίσιμη ποββαπβότητα έχει ακρι­
β ώ ς  δύο προσαυατοβισμούς.

Π αράδειγμα 3.2 .13. (1) Έστω η S n για n  >  1. Για κάθε χ  £  S n έχουμε:

S" - { ι } ) «

και
R  «  H n(S")  α  Hn( S T , S * -  {χ}) «  fin -ifS ”- 1) »  R.

Ο γεννήτορας της Hn (Sn) 6ίνε\ όλους τους γεννήτορες των H n( S ni S n —
{ χ} ) .

(ii) Ο Rn είναι ομοιομορφικός με το S n — { χ }  που είναι ανοιχτό υποσύνολο 
της S n. Άρα ο Rn είναι προσανατολίσιμος.

Δεν είναι κάθε πολλαπλότητα προσανατολίσιμη. Η ταινία του Mobius 
δεν είναι ολικά προσανατολίσιμη, αλλά τοπικά. Θα δείξουμε αμέσως ότι ο 
προσανατολισμός εξαρτάται και από τον δακτύλιο R.

Πρόταση 3 .2 .1 4 . Γ ια ΙΙ  =  Ζ2 κάΒε ποββαπβότητα είνα ι ̂ -προσανατοβίσ ιμη .

Απόδειξη. Αυτό είναι προφανές αφού το Ζ2 έχει μόνο έναν γεννήτορα. □

Θεώρημα 3 .2 .1 5 . Έστω Μ  μ ία  συνεκτική μη προσανατοβισμένη π οββα π β ό­
τητα. Υ πά ρχει προσανατοβισμένη συνεκτική ποββαπβότητα Ε  και καβυπτική  
απεικόνιση ρ  : Ε  —*■ Μ  ώστε |ρ"1{χ}| =  2.

Απόδειξη. Έστω Ε  =  { { χ , α χ)\χ £  Μ  και (α χ) =  Η η{ Μ , Μ  — {χ})} και 
ρ  : Ε  —* Μ  με p(x,o tx) =  χ. Προφανώς |ρ-1(χ)| =  2. Θα ορίσουμε μί­
α τοπολογία στο Ε  ώστε η ρ να γίνει καλυπτική. Για κάθε χ  £ Μ  και 
o l x  £  H n{ M , M  — {χ}) υπάρχει U  ανοιχτό και a  £  H n( M , M  — U)  ώστε 
jU  (a)  =  a y V y  £  U. Τα σύνολα αυτά συμβολίζονται με (U, α)  και απο­
τελούν βάση της τοπολογίας στο Ε.  Για χ  £  U  Π U' και (ί/, οι) Π {U'a') 
πρέπει να βρούμε (U",a")  C (U , a ) Π (U'ot ) που να περιέχει το (χ, αχ). Ι­
σχύει ότι α χ =  3χ {θί) =  j x '(^')· Υπάρχει U" C U  Π U' και στοιχείο α" ώστε 
j f V )  = «X και α" =  % „ { α )  =  $ ( α ') .  Αρα <ί/",α") C ( U ,a )  Π ( U W ) .
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Η απεικόνιση ρ  είναι καλυπτική αφού p((C/, α))  =  U  και μάλιστα είναι ο­
μοιομορφισμός στο U  αφού V χ £ U αχ =  j ^ { a ) .  Άρα (£/, a )  U (ί/, —α).  Θα 
ορίσουμε σύστημα προσανατολισμού για την Ε.  Για κάθε χ £ Μ  βρίσκουμε 
U ανοιχτό υποσύνολο ενός συστήματος συντεταγμένων V  =  με U Q V  
και U  ομοιομορφικό με ορθογώνιο υπερπαραλληλεπίπεδο του Κη. Ισχύει ότι 
U  ~  *, άρα V  — U ~  S n~1. Επιλέγουμε τα U  και V  να είναι στοιχεία της 
βάσης του Ε: { ϋ , α υ )  και ( V , a v ) με j y ( a v ) =  α υ ·  Έστω ωχ>αχ γεννήτορας 
της Η η( Ε , Ε  -  (χ,α*)). Καλούμε V  =  ( V , a y )  και U' — (U,au) -  Από το 
θεώρημα εκτομής έχουμε

Ηη(Ε, Ε  -  (χ, αχ)) «  H n( V ’, V  -  (χ, α*)) w Hn(V, V  -  {χ}) «

Ηη{Ε, Ε  -  V ) ------> Ηη(Ε, Ε  -  (χ, a t ))
II II

#„(V ,  V  -  V ) ----> Hn{ V ,  V  -  (χ, α,))

Η„-ι ( V - V ) ------* fln-i { V  -  (χ, α*))

H n -d V  -  V) — ---->Hn^ ( V  -  Μ )
II II

H„(V, V - U ) ------- > Ηη( ν , ν - {  ι})

Από το διάγραμμα προκύπτει ότι το ΐ^ΧΟίχ){^υ')  είναι ισοδύναμο ως προς
ισομορφισμό με το j y Z x (ay-u)*  δηλαδή τον γεννήτορα της H n- i ( V  -  {χ}). 
Έστω τώρα (y , a y) 6  V  Π Ζ'  τότε θα έχουμε από το προηγούμενο διάγραμ­
μα ότι το ΐ ζ ^ ν)(ων >) ταυτίζεται με το j ^ y) ( a V- u )  και το j f y^ y){uz >) με το
j%I™y{az -w) ·  Επομένως και τα j y Z \ yy{uV- u )  και i z - Y y } ( a z - w )  ταυτίζονται. 
Άρα {αν ) =  a y =  j% {az ) και άρα J%[ay)(uy' )  =  ν){ωζ ·). □

Πόρισμα 3 .2 .1 6 . ΚάΒε α π β ά  συνεκτική -ποββαπβότητα είνα ι προσανατοβίσι- 
μη. ΚάΒε ποββαπβότητα της οποίας η πρωταρχική ομάδα δεν έχ ε ι υποομάδα  
με δείκτη 2  είναι προσανατοβίσιμη.

Απόδειξη. Έστω Μ  μία μη προσανατολίσιμη πολλαπλότητα, τότε υπάρχει 
προσανατολισμένη συνεκτική πολλαπλότητα Ε  και καλυπτική απεικόνιση
ρ  : Ε  -+  Μ  ώστε [7η (χ) : ρ*πι(Έ)] =  2. □

Τώρα θα γενικεύσουμε τον προηγούμενο χώρο Ε .

Ορισμός 3 .2 .1 7 . Ορίζουμε το R-orientation s h e a f  της Μ  να  είνα ι το σύνοβο  

Μ °  =  {(χ, αβ)|χ £ Μ  και α χ £ Η η( Μ , Μ  -  {χ})}
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και απεικόνιση ρ  : Μ °  —► Μ  με ρ (χ ,  α χ) = χ.  Εδώ το α χ είνα ι τυχαίο στοιχείο 
και ό χ ι απαραίτητα γεννήτορας. Έ χουμ ε  ρ-1{χ} «  / /η(Μ, Μ  -  {χ}). θ α  
ορίσουμε τοποβογία στο Μ ° ώστε η ρ ν α  είνα ι καβυπτική. Θεωρούμε τα σ ύ ν ο β α :

( U ,a u )  =  { (χ ,α ,) |χ  6 U J x (au)  =  α*}

με U ανοιχτό. Τα σ ύνο β α  αυτά αποτεβούν β ά σ η  για  την τοποβογία του Μ °. 
Επίσης κ ά νο υ ν  την ρ  καβυπτική.

Ορισμός 3 .2 .1 8 . Έστω R  — TL. Ορίζουμε την απεικόιηση ν  : Μ °  —► Ν με  
τύπο υ ( χ , αχ) =  |<i| ώστε α χ — d \ x με \ χ γεννήτορα  της Η η( Μ , Μ  — {χ}) «  Ζ.

Λήμμα 3 .2 .1 9 . Έστω q >  0, τότε το σ ύνοβο  υ~ ι (q) είνα ι ανοιχτό στην Μ ° και 
η απεικόνιση  Φ : υ-1(#) Μ  είνα ι μ ία δύο φ ύβ βω ν καβυπτική.

Απόδειξη. Έστω (χ , α χ) 6 τ>-1(<?), δηλαδή α χ =  qXx ή α χ =  — ςλχ όπου 
(Χχ) =  Η η(Μ,  Μ  — χ) .  Υπάρχει ανοιχτή περιοχή U  του χ τέτοια ώστε η να 
είναι ισομορφισμός V y G U.  Δηλαδή

3y (λΐ;) =  Xy

όπου (λu) =  Η η( Μ , Μ  — U)  και (Ay) =  Η η( Μ , Μ  — y ). Έστω ότι α χ =  q \ x. 
Η απόδειξη είναι όμοια και στην αντίθετη περίπτωση. Έχουμε v(U, qXu) =  q . 
επομένως (U, qXu) C v ~ 1(q). Επίσης to (U, qXu) είναι ανοιχτό, άρα το v ~ l (q) 
είναι ανοιχτό στο Μ°.

Έστω τώρα χ  6  Μ ,  τότε Φ_1(χ) =  { ( x ,q X x) , ( x ,  —qXx)} .  Θεωρούμε α­
νοιχτή περιοχή U  του χ  τέτοια ώστε η να είναι ισομορφισμός V y € U.  
Τότε

Φ ' H U )  =  { M a u y a u e H n i M ' M - t y v i a t u ^ q X u }
□  {(U,  - α υ ) \ α υ  e  H n(M,  Μ  -  U)  με α ν  =  gAy},

όπου (Aυ)  =  Hn( M ,  Μ  — U) .  Επομένως για τυχαίο χ  & Μ  βρήκαμε ανοιχτή 
περιοχή U,  της οποίας η αντίστροφη εικόνα είναι ξένη ένωση δύο συνόλων 
ομοιομορφικών με το U.  □

Πόρισμα 3 .2 .2 0 .
ι»_1(1) =  Ε  και ν ~ \ 0 )  £  Μ

Ο ρισμός 3 .2 .2 1 . Έστω A  C Μ .  Μία σ υνεχή ς απεικόνιση s : A  —♦ Μ °  
καβείται section α ν  η σύνδεση A  Μ ° Μ  είνα ι ο  εγκβεισμός A  «—► Μ . 
Α ν χ  € A p e s ( x )  =  (χ,α*) ορίζουμε s ' : A  — ► Uxe A ^ n ( M , M  -  { χ } )  με τύπο 
s'(x) =  α χ. Α ν  A  =  Μ  και ορίζεται section , τότε αυτό Θα βέγεται οβαοό.
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Ορισμός 3 .2 .2 2 . Έστω ΓΑ το σύνοβο όβω ν των sec tio n s  πάνω  από το Α . Το 
σύνοβο αυτό γίνεται R -τφότυκο α ν ορίσουμε πρά ξεις:

(si +  s2)(z) =  (®> si(x) +  «2 Μ ) Via  χ  € &
(rs)(rc) =  (χ, rs' (x))  y i a r e R ^ x s A .

Πρόταση 3 .2 .2 3 . Η  Μ  είναι R -προσανατοβισμένη α ν  κα ι μόνο α ν  υπά ρχει 
οβικό sec tion  s : Μ  —» υ_1(1) Q Μ°.

Απόδειξη. Έστω όχι η Μ  είναι R-προσανατολισμένη, τότε υπάρχει {[/;, % 6Ε /}  
ανοιχτό κάλυμμα της Μ  τέτοιο ώστε V % £  I  να υπάρχει τοπικός προσανατο­
λισμός Oii € Μ  — Ui) και V χ  £ U i D U j  να ισχύει j x {(ai)  =  j ui (oij).
Ορίζουμε ολικό section s : Μ  —> u-1(l) με s(x)  =  { x , {μι)) για Ui 3  χ.
Προφανώς η απεικόνιση s είναι συνεχής και η απεικόνιση Μ  τ>_1(1) Μ  
είναι ο εγκλεισμός.

Αντίστροφα τώρα έστω ότι υπάρχει ένα ολικό section s : Μ  —* ίι_1(1). 
Τότε

= {(2C, \ χ ) }  U { ( χ ,  -λ*)}

όπου ( λχ) — Η η( Μ , Μ  — χ).  Η απεικόνιση s  είναι συνεχής, επομένως

Ims C {(re, λ*)} ή Ims C {(χ, —λ*)}.

Για κάθε χ  G Μ  θεωρούμε περιοχή Ux του χ  τέτοια ώστε η απεικόνιση j y x να 
είναι ισομορφισμός V y  € Ux και ορίζουμε τοπικό προσανατολισμό στο Ux,
τον XUx e  H n( M , M  -  Ux) με j x x{Xux) =  s'(x).  Έστω x  G UXl ΓΊ UX2, τότε 
jx*l (A^ ) =  s'(x) και j x X2(XuX2) =  s'(x). Επομένως η Μ  είναι προσανατο- 
λίσιμη. □

Ορισμός 3 .2 .2 4 . Θα β έμ ε  ότι η Μ  είνα ι R -προσανατοβισμένη κατά μήκος του 
Α  αν υπά ρχει sec tio n  s : A  —► υ-1(1) C Μ °.

Πρόταση 3 .2 .2 5 . Η  Μ  είναι R-προσανατοβισμένη κατά μήκος του Α  α ν  και 
μόνο α ν υπ ά ρχει ομοιομορφισμός φ : ρ~ 1(Α) —» Α χ  R  ώστε το διάγραμμα

ρ~ι ( Α ) ---- -— >Α χ  R

Α

να είναι μεταΒετικό. Το ΓΑ είνα ι ισόμορφο μ ε το σύνοβο  όβω ν των συνεχώ ν  
απεικονίσεων από το Α  στο R . Α ν  το Α  έχει k συνιστώσες τότε ΓΑ & R k.
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Απόδειξη. Έστω s  : A  —* d_1(1) =  Ε  ένα section. Τότε s(z) =  (χ, α τ ) ώστε 
(α) =  Hn( M , M  -  {χ}) V χ Ε Α.  Έστω (χ,/?χ) Ε Μ °  με β χ — Χχα χ , όπου 
Λχ Ε R.  Ορίζουμε την φ : ρ ~ ι ( Α ) —► A  χ R  με φ ( χ , β χ) = (χ ,λ χ). Τα βασικά 
στοιχεία στο ρ ~ 1{Α)  είναι τα (U  Π  A , αυηΑ) με 3 χ ΠΑ =  α χ και to R  έχει τη 
διακριτή τοπολογία, επομένως η φ είναι ομοιομορφισμός.

Αντίστροφα τώρα, αν δίνεται ο ομοιομορφισμός φ , τότε ορίζουμε το section 
s : A  —» υ_1(1) με $(χ)  =  φ~ι {χ,  1). □

Ορισμός 3 .2 .26 . Ορίζουμε τον ομομορφισμό:

3 α  : H n(M,  Μ  — A)  — ► ΓΑ

με
α  1— ► (jU(a) : A  -> ρ ~ \Α )  C Μ°)

όπου
i 4(a) : * 1— ► 3α (<*){χ ) = ( x j £ ( a ) ) .

Η  j A(a)  πρέπει να  είνα ι συνεχής. Η  κβάση α  δίνεται από μία αβυσίδα  c. 
Δ η β α δ ή α  =  ομεε Ε Sn(M )  κ α ιδ ο  Ε Sn- i { M —A).  Έστω\ε\ η υποστήριξη της 
c, η οπ ο ία  είνα ι συμπαγής. ΤότετοίΙ  =  M —d\c\ είνα ι ανοιχτό και d\c\ C Μ —A,  
ό ρ α  A  C U .  Ά ρ α  έχουμ ε

Η η(Μ ,  Μ  - U )  — > Η η( Μ , Μ  -  Α)

με
OLu =  Cu ι----- ► C =  Qt.

'Εστω V  ένα  ανοιχτό σ ύνοβο  στο U  ώστε να  έχουμ ε a y  € H n(M,  Μ  — V)  με  
j y { a u )  =  α ν ,  3 χ { α ν ) =  j A( ax). Έ χουμ ε j A( a ) { V  Π A)  C ( V , a v ). Επίσης 
3 x W )  =  3 Ϊ3 Α (<*υ) =  ώ ' Ϊ Κ ) ·

Ο ρισμός 3 .2 .2 7 . Έστω s έν α  sec tion  του Α . Θα β έμ ε  ότι το s έχει συμπαγή  
υποστήριξη α ν  είνα ι 0  έξω από ένα  συμπαγές Κ  C Α , δηβαδή  =  0. Το
σύνοβο  αυτών των sec tio n s συμβοβίζεται με ΓαΑ και είνα ι R -πρότυπο. Α ν  το 
Α  είνα ι συμπαγές, τότε ΓΑ =  ΓαΑ.

θεώ ρη μα  3 .2 .2 8 . Έστω Α  ένα  κβειστό υποσύνοβο της Μ η. Τότε:

(i) H q(M,  Μ  -  Α)  = 0  V q > n

(ii) Η  απεικόνιση j A : H n(M,  Μ  -  Α)  —► r c A  ^  ΓΑ είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Πρώτο Βήμα. Θα δείξουμε ότι αν το θεώρημα ισχύει για τα κλει­
στά σύνολα Αχ, Α 2 και για την τομή τους Α χΠ  Α 2, τότε θα ισχύει και για την 
ένωση Α  — Αχ U Α 2. Στην τριάδα Μ , (Μ  -  Αχ) ,  ( Μ  -  Α 2) εφαρμόζουμε την 
Mayer-Vietoris ακολουθία.
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------- > Η ,+ ι((Μ  -  Αι) U ( Μ  -  Α2)) —> ίέ ,( (Μ  -  Aj) η  { Μ  -  Α2)) —>

— -  Αι) φ  ( Μ -  Α2)) - 4  H q( ( M  -  Α ι )  U (Μ  -  Α2)) —>· · ·

Ό μως ( Μ  — Αι) Π { Μ  — Α2) =  Μ  — Α ι  U Α2 ~  Μ  — Α.  Άρα

------> Η , { Μ , Μ  -  A) -> Μ - Α ι )  φ  ίί,(Μ , Μ  -  Α2) ->

— > Η , ( Μ ,  Μ  -  Αχ Π Α2) — > · · ■.
Για q >  η  έχουμε H q( M ,  Μ  — Α)  =  0. Για q =  η  έχουμε το διάγραμμα:

0 0

1Ϊ„(Μ, Μ  -  Α )------- ^ ------------> ΓσΑ

r i —Τ2

Η π(Μ,  Μ - Α ι ) ®  Η η(Μ,  Μ - Α 2) ^  r c Ai φ  ΓσΑ2

Γ 1+Γ 2

# η(Μ , Μ  -  Αχ Γ\ Α 2) -----2------> Γο(Α ι  η  α 2)

Αρκεί να δείξουμε ότι Ιιϊγ/λ C Γ^Α. Τότε η ] α  θα είναι ισομορφισμός από το 
διάγραμμα. Imja  Q Γc A  V w φ  0 με υυ Ε Η η( Μ , Μ  — Α), 3 W  C Α
συμπαγές ώστε j £ ( w )  =  0 \f χ  e  A  — W .  Αφού w  φ  0 θα υπάρχει c Ε S n ( M )  
ώστεό =  τυ και |c| <j£ Μ —Α  ενώ \d c \ C  Μ —A,  |c |nA  φ  0 και |c| Π Α συμπαγές. 
Επίσης |c| Π A C  Α. Άρα A — |c| Π Α ανοιχτό και έστω χ  Ε  A — |c| Π Α. Υπάρχει 

ανοιχτό και C/x ανοιχτό ώστε V  χ C Ux C  A — |c| με V x =  S n~ l . Έστω 
W  =  V x, τότε \c\ C A  — W  C M  — W . Αρκεί να δείξουμε ότι:

J y W  =  0 V y  €  A - W  &  j & j ™  ( w )  =  0

Αλλά αφού |c| E M  — W ,  Θα έχουμε j^ { c )  E H n ( M , M  — W) Θα είναι 0. 
Δεύτερο Βήμα. Υποθέτουμε ότι το Α είναι συνεκτικό και συμπαγές υποσύνο­
λο του U  με U  =  Rn και η ρ\υ  να είναι ομοιομορφισμός όπου ρ  η καλυπτική 
απεικόνιση. Έχουμε Α κλειστό, U  ανοιχτό, U  — Α φ  0 , Μ  — Α  ανοιχτό και 
Μ  — U  ανοιχτό. Άρα ( Μ  — Α)  — Μ  — U — U  — Α. Από το θεώρημα εκτομής 
έχουμε:

H q( M ,  Μ  -  A) «  -  A) «  -  A).
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Αν ίο Α είναι ορθογώνιο υπερπαραλληλεπίπεδο ιόιε U  — A  ~  S n~1. Αρα 
— A)  «  H q^ i ( S n~1). Αρα αν q > η  τότε Hq( M , M  -  A )  = 0. 

Επιπλέον U  =  Rn προσανατολισμένο και to Α  είναι συνεκτικό και συμπαγές, 
άρα

ΓΑ =  TCA  =  R  «  / /n_i(iS71-1) «  Η η{Μ,  Μ  -  Α).

Τώρα έστω ότι το Α  είναι πεπερασμένη ένωση ορθογωνίων υπερπαραλληλε- 
πιπέδων, έστω A  =  Αχ U Α 2  U · · · U A m. Θα δείξουμε αυτήν την περίπτωση 
με επαγωγή στο τη. Για τη =  1 είδαμε ότι ισχύει. Για τη = 2, έχουμε 
A  =  Α \ U Α ι· Το Αχ Π Α<ι είναι επίσης ορθογώνιο υπερπαραλληλεπίπεδο, 
διάστασης μικρότερης ή ίσης των διαστάσεων των Αχ και Α^. Αρα για την 
ένωση ισχύει από το πρώτο βήμα της απόδειξης. Έστω τώρα ότι ισχύει για το 
σύνολο Α' =  Αχ U· · -UAm_i. Θα εφαρμόσουμε το πρώτο βήμα της απόδειξης. 
Θέλουμε να ισχύει για την ένωση A' U A m. Αν ισχύει για την τομή Α' Π A m 
τότε έχουμε τελειώσει. Η τομή αυτή είναι το πολύ η  — 1 υπερπαραλληλεπί­
πεδα μικρότερης διάστασης. Άρα το θεώρημα ισχύει για την τομή και από το 
πρώτο βήμα ισχύει και για το Α .
Τ ρ ίτ ο  Βήμα.Υποθέτουμε ότι το Α  είναι όπως στο δεύτερο βήμα, χωρίς την 
υπόθεση της συνεκτικότητας. Έστω s  6 ΓΑ= Γc A , s  : A  —► Μ °  και ρ  η καλυ- 
πτική. To s (A )  είναι συμπαγές υποσύνολο του Μ°. Όμως 5(A) C p ~ l { U }  — 
U(U, α υ ) με otu G Η η( Μ , Μ  — U).  Άρα η τομή 5(A) Π (U, α υ )  είναι διάφορη 
του κενού για πεπερασμένο πλήθος των ajj .  Το Α είναι επίσης συμπαγές, 
άρα καλύπτεται από πεπερασμένο πλήθος ανοιχτών, έστω ί/χ,. . . , Uk Q U. 
Μπορούμε να πάρουμε ία  σύνολα της κάλυψης να είναι ξένα μεταξύ τους, 
διότι U  =  Rn και ο Rn είναι κανονικός χώρος. Άρα μπορούμε να τα διαχω­
ρίσουμε. Έστω s 1 : U  —> TU επέκταση του 5 μέσω της p ~ l {U } .  Για κάθε 
χ  €  A C U  =  Rn επιλέγουμε ορθογώνιο υπερπαραλληλεπίπεδο μέσα στο U 
με κάποια υπερέδρα του παράλληλη σε κάποιον άξονα. Αρα το Α καλύπτεται 
από τέτοια σύνολα μέσα στο U. Έστω Α' η ένωση αυτών των υπερορθογωνίων. 
Άρα σύμφωνα με το δεύτερο βήμα το Θεώρημα ισχύει στο Α'. Έχουμε το 
διάγραμμα:

Η η{ Μ , Μ  -  Α )<— Ηη(Μ,  Μ  -  Α;)

3 λ <

Γc A i ---------------- r c A'

Για 5 6 T c A  υπάρχει s' G T cA ', άρα η ja  είναι επί. Θα δείξουμε ότι η είναι 
ένα προς ένα. Έστω q > η  και a  G Η η( Μ , Μ  — Α) με jU(σ) = 0. Έστω c £ 
Sg( M)  με dc  € 5ς_ι(Μ —Α) και c =  α,  τότε Μ —d\c\ 3  Α. Έστω V =  M —d\c\ 
και a  =  Τώρα για κάθε χ € Α έχουμε j % (σ') = j £ &{<*') — 0. Αρα
υπάρχει V  με A C V  C V  ανοιχτό ώστε (α') =  0 V χ  G V . Επιλέγουμε 
ένα Α' ως πεπερασμένη ένωση υπερορθογωνίων όπως προηγουμένως με A C
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A' C V 'n  U. Τότε από το δεύτερο βήμα =  0 και a  =  j^' ( jA' (a ')) =  0.
Τελικά η Ja είναι ένα προς ένα.
Τέταρτο Βήμα. Έστω ότι το Α  είναι συμπαγές. Τότε θα είναι πεπερασμένη 
ένωση συμπαγών υποσυνόλων ώστε καθένα από αυτά να βρίσκεται μέσα σε 
σύστημα συντεταγμένων όπως στο τρίτο βήμα. Επομένως εφαρμόζοντας το 
πρώτο βήμα έχουμε ότι το θεώρημα ισχύει σε αυτήν την περίπτωση.
Πέμπτο Βήμα. Έστω A  C U με U  ανοιχτό και U  συμπαγές. Άρα το Α  είναι 
συμπαγές στο U. Δηλαδή το ζητούμενο ισχύει για τα σύνολα U  και Α.

Ηη( ϋ ,  U  -  Α ) «  Γζ { Α )  και H q(U, U - A )  =  0 αν q >  η

Θα το δείξουμε για τα_ σύνολα U  και Α.  Για τους υποχώρους M , U  U (Μ —
U),  (U  — A)  U (Μ — U)  έχουμε
----- >Hq{ U U ( M - U ) y{ U - A ) U ( M - U ) ) - i H q( M , ( U - A ) U ( M - U ) ) - ^

- * H q( M , U U ( M - Z 7 ) ) - > H q- i ( U U ( M - U ) , ( U - A ) U ( M - U ) ) - ^ · · ·
Από Θεώρημα εκτομής έχουμε:

H,(U,  U - A )  - 2 - »  H , { U  U (Μ -  V) ,  ( U  -  A)  U ( Μ  -  F ) ) .

Επιπλέον

H q+1{M,  υ υ ( Μ - ϋ ) ) - *  H q(U , U - A ) - *  H q(M,  (U  -  A)  U (Μ  -  U)) .

Όμως U  U (Μ  — U) — Μ  — 3 U  όπου το d U  είναι συμπαγές, άρα εφαρμόζεται 
το τέταρτο βήμα. Και (Μ — U) U (U  — Α)  =  Μ  — (d U  U Α) ,  άρα και εδώ 
μπορούμε να εφαρμόσουμε το τέταρτο βήμα. Επομένως για q >  η  έχουμε 
H g+ i (Mt U U ( M - U ) )  =  Hq( M , (U -  A)  U (Μ -  U)) =  H q(U, U -  Α)  =  0. 
Για q =  η  έχουμε το διάγραμμα

0 0

3 Α ->rc AH n(U, U  — Α)

Η η( Μ , Μ - ( d U  U Α))  -Ξ-> r c (A  U dU)

Ηη( Μ , Μ  -  8 U ) ----=------- > Tc dU.

Έστω τώρα s G Γc A ,  τότε s \a - k  — 0 για Κ  συμπαγές υποσύνολο του Α. Άρα 
ϊ [ β ) \ α  =  5* και η J a  είναι ισομορφισμός.
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Έκτο Βήμα. Έ σ τω  0xt το  Α  ε ίν α ι  τ υ χ α ίο  κ λ ε ισ τ ό . Έ σ τ ω  s Ε ΓρΑ  μ ε  s \ a - k  =  

0 , ό π ο υ  Κ  σ υ μ π α γ έ ς .  Κ α λ ύ π τ ο υ μ ε  το  Κ  μ ε  σ ύ ν ο λ α  Ui ώ σ τε το  Ut ν α  ε ίν α ι  

ο μ ο ι ο μ ο ρ φ ι κ ό  μ ε  το  ( Β η)\ Α ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  U  =  \ j \=1 ίή  μ ε  U  σ υ μ π α γ έ ς  κ α ι  

Κ  C  U. Έ σ τ ω  Α! =  Α  Π U  κ λ ε ισ τ ό  σ τ ο  U. Ε φ α ρ μ ό ζ ο υ μ ε  το  π έ μ π τ ο  β ή μ α  σ τα  

σ ύ ν ο λ α  Α/ κ α ι  U . Έ σ τ ω  s' ν α  ε ίν α ι  ο  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  τ ο υ  s  σ τ ο  Α!, s|>i». Έ χ ο υ μ ε  

τ ο  δ ι ά γ ρ α μ μ α

H n(Ut U  -  Α ' ) ----- > Η η(Μ,  Μ - Α )

0 ----------- > TCA ' ------------------ > TCA.

Άρα s Ε Im ju· Θα δείξουμε οτι η είναι ένα προς ένα. Έστω a  Ε H q(M,  Μ ­
Α)  και για q — η θεωρούμε ότι ja  (ο) =  0. Θα δείξουμε ότι α  =  0 V q > η. 
Όπως προηγουμένως έστω c Ε Sq( M )  με dc Ε Sq^ i ( M  — Α)  και c = a.  
Υπάρχει U  ανοιχτό με U  συμπαγές και U D |c |. Έστω Α' =  Α  Π |c|. Άρα 
υπάρχει β  Ε H q(U ,U  — Α') ώστε να απεικονίζεται στο α .  Για q >  η έχουμε 
H q(U, U — Α ') =  0 =Φ· H q(M,  Μ  — Α)  =  0 και για q =  η έχουμε jA'(0)  =  0 =>■ 
β  =  0 =Φ> α  =  0. Άρα η απεικόνιση Ja είναι ισομορφισμός. □

Π όρισμα 3 .2 .2 9 . Έστω A C M  συνεκτικό και μτχ συμπαγές, τότε Η η(Μ,  Μ  — 
Α )  =  0. Ά ρ α  α ν  Α  =  Μ  συνεκτική μη συμπαγής τότε Η η( Μ )  =  0.

Απόδειξη. Έστω a  Ε H n(M,  Μ  — Α)  τότε 7,4(0:) Ε ΓΑ  Δηλαδή το ^ ( α )  είναι 
μία απεικόνιση Α  —> ρ ~ 1(Α)  συνεχής. Το Α  είναι συνεκτικό, επομένως και 
το jA(oi ){A)  είναι συνεκτικό του ρ ~ 1(Α).

Ρ ~ ι ( Α )  C  Μ °  =  { (® ,ω * ) |®  Ε  Μ , ω χ Ε  Ηη( Μ , Μ  -  χ ) }

μ ε  H n(M ,  Μ  — χ )  =  R  μ ε  τη  δ ια κ ρ ιτ ή  τ ο π ο λ ο γ ία .  Τ ο  ρ~ 1(Α)  ε ίν α ι  σ υ ν ε κ τ ικ ό ,  

ά ρ α  έ χ ε ι  μ ο ρ φ ή  { ( _  , r ) | r  σ τ α θ ε ρ ό  Ε Λ } .  Έ χ ο υ μ ε  Ε  ΤρΑ,  ά ρ α  ε ίν α ι

μ η δ έ ν  ε κ τ ό ς  σ υ μ π α γ ο ύ ς  υ π ο σ υ ν ό λ ο υ  τ ο υ  Α.  Ά ρ α  ε π ε ιδ ή  ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ ό  θ α  

π ρ έ π ε ι  ν α  ε ί ν α ι  Ο. Δ η λ α δ ή  ^ ( α ; ) ( χ )  =  ( χ ,Ο )  V χ  Ε Α.  Α φ ο ύ  το  Α ε ίν α ι  

σ υ ν ε κ τ ικ ό ,  ε ί ν α ι  κ α ι  κ λ ε ισ τ ό . Δ η λ α δ ή  Η η( Μ , Μ  — Α)  «  Γ(?·<4 =  0 . □

Πόρισμα 3 .2 .3 0 . Α ν  η συμπαγής Α  έχ ε ι k  συνιστώσες και η Μ  είναι προσα- 
νατοβίσιμη κατά την Α , τότε H n(M,  Μ  — A)  =  R k διότι Γρ Α  =  ΓΑ  =  R k.

Π όρισμα 3 .2 .3 1 . Έστω A  C  R n συμπαγές με k  συνιστώσες. Τότε το k  ισούται 
μ ε το ra n k  της i /n_i(Rn — Α ).

Απόδειξη. Ο  R n ε ίν α ι  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ιμ ο ς ,  ά ρ α  ε ίν α ι  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ιμ ο ς  κ α τ α  

μ ή κ ο ς  τ ο υ  Α . Ά ρ α  α π ό  τ ο  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  π ό ρ ι σ μ α  έ χ ο υ μ ε

/ /n_i(Rn -  A) «  / /n(Rn,R ” -  A ) «  R k.

□
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Ορισμός 3 .2 .3 2 . Έστω Μ  συμπαγής συνεκτική και R -προσανατοβίσιμη ποβ­
βαπβότητα, τότε ΓΜ  «  R . Έστω j  ένας γεννήτορας της Η η{Μ) .  Ο j  καβείται 
πρωταρχική κβάση και ο  τοπικός προσαυατοβισμός σε κάθε χ  € Μ  δίνεται 
από Δηβαδή (jx ( j ) )  =  H n{M,  Μ  -  χ) .

Πόρισμα 3 .2 .3 3 . Έστω Μ  συμπαγής ποββαπβότητα. Τότε Η η( Μ , Ζ2) ~  Ζ2.

Πρόταση 3 .2 .3 4 . Έστω Μ η και Ν η συνεκτικές συμπαγείς κα ι προσαυατοβί- 
σιμες ποββαπβότητες. Έστω /  : M n —* Ν η καβυπτική m  φύββω ν. Για κάΒε 
χ  £  Μ  επ ιβέγουμε Ux ανοιχτό και Vf(x) =  f ( V x) ώστε το f ~ l (Vf(x)) να  είνα ι ξέ­
νη ένωση ομοιομορφικών μ ετ o U x . Τότε έχουμε τους παρακάτω ισομορφισμούς. 
Εδώ R  =  Ζ.

Hn(M,  M - x ) - ^  Hn(Ux , Ux -  χ )  —2-* Hn(Vm , Vm  -  f ( x ) )  - 2 - ,

- ^ U H n( N , N - f ( x ) ) .

Έστω Jm  και jpj οι πρωταρχικές κλάσεις, τότε /*0'μ ) =  Ισχύει Λ =
m.  Ο ακέραιος Λ καλείται βαθμός της / ,  deg /  =  λ. Η /  διατηρεί τον 
προσανατολισμό αν και μόνο αν deg /  > 0.

Απόδειξη. Όμοια με την θεωρία των τοπικών βαθμών έχουμε το παρακάτω 
διάγραμμα

Η η(Μ, Μ

© *€/->(») U* -  Χ) ------- > H n(Y , V - y )

Επομένως ο βαθμός της g  είναι deg g  =  Σ ,  d eg j|I( και deg gXi =  1 V i ή
degpXi =  - 1  V i. Δηλαδή degp =  m.  Επομένως η πρωταρχική κλάση 
απεικονίζεται στο στοιχείο m \ y μέσω της <7°φ™ χ j j£ ,  όπου (Xy) =  H n(N,  Ν — 
y) .  Όμως η Ν  είναι προσανατολίσιμη, επομένως η απεικόνιση j y είναι 
ισομορφισμός, και =  λ?Ν. Άρα λ =  πι. □

Πρόταση 3 .2 .3 5 . Έστω Μ η συμπαγής προσανατοβίσιμη ποββαπβότητα με  
n  >  1 και /  : S n —* M n με deg /  =  k >  1. Τότε |7Γι (Μ)| — π ι μ ε  m\k .
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Απόδειξη. Έστω (Έ, ρ) ο καλυπτικός χώρος της Μ". Τότε η /  ανασύρεται 
μοναδικά, αφού η S n είναι απλά συνεκτική και τοπικά τροχιακά συνεκτική.

Ε

Τ ό τ ε  f t (Hn(Sn, S n -  χ )) < p*(Hn( E , E  -  / ( α : ) ) ) .  Ε π ο μ έ ν ω ς  ο  κ α λ υ π τ ικ ό ς  

χ ώ ρ ο ς  έ χ ε ι  m  σ τ ρ ώ μ α τ α  μ ε  m \ k .  Ά ρ α  |π ι ( Μ η ) | — m .  □

Θ α  κ λ ε ί σ ο υ μ ε  τ η ν  ε ν ό τ η τ α  α υ τ ή  μ ε  έ ν α  γ ν ω σ τ ό  α π ο τ έ λ ε σ μ α  σ χ ε τ ικ ά  μ ε  τ η ν  

ε μ φ ύ τ ε υ σ η  σ υ μ π α γ ώ ν  π ο λ λ α π λ ο τ ή τ ω ν  σ ε  Ε υ κ λ ε ί δ ε ι ο υ ς  χ ώ ρ ο υ ς .

Πρόταση 3 .2 .3 6 . 'Εστω Μ  η-διάστατη ποββαπβότητα και χ  Ε Μ . Τότε 
υπ ά ρ χει απεικόνιση f  : Μ  —> S n, ανοιχτή περιοχή U  του χ  και σημείο Ρ  στην

S n τέτοια ώστε f \u  : U  - --■> S n — Ρ  και f ( M  — U) =  { Ρ } .

Απόδειξη. Έ σ τω  V  χ ά ρ τ η ς  γ ύ ρ ω  α π ό  το  χ  κ α ι  U  χ ά ρ τ η ς  γ ύ ρ ω  α π ό  το  χ  τ έ τ ο ιο ς  

ώ σ τ ε  U  C  V . Έ σ τ ω  g : U  —> Mn ο μ ο ι ο μ ο ρ φ ι σ μ ό ς  κ α ι  h : R n —► 5 n — Ρ  η  

φ υ σ ικ ή  α π ε ι κ ό ν ι σ η  π ο υ  τ α υ τ ίζ ε ι  τ ο  σ ύ ν ο ρ ο  τ ο υ  κ α ι  τ ο  σ τ έ λ ν ε ι  σ τ ο  Ρ .  Τ ό τ ε  

ο ρ ί ζ ο υ μ ε  τ η ν  /  ω ς :

f (  χ J  Ρ  , y e X - U  
n y } - \  hg(y)  t y e U .

□

Λήμμα 3 .2 .3 7 . Έστω Κ  C Μ  συμπαγές. Τότε υπ ά ρχουν ανοιχτή περιοχή V  
του Κ  κα ι ένα  προς ένα  απεικόνιση της V  σε Ευκβείδειο χώρο.

Απόδειξη. V χ Ε Κ  δ ι α λ έ γ ο υ μ ε  Ux κ α ι  f x ό π ω ς  σ τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  π ρ ό τ α σ η .  

Τ ο  Κ  ε ίν α ι  σ υ μ π α γ έ ς ,  ά ρ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ε π ι λ έ ξ ο υ μ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  π λ ή θ ο ς  

τ έ τ ο ιω ν  π ε ρ ι ο χ ώ ν  π ο υ  ν α  κ α λ ύ π τ ο υ ν  το  Κ .  Έ σ τω  V  =  (J[=1 Ui. Ο ρ ίζ ο υ μ ε :

f : M - * S n x S n x - ' - x S n .

μ ε  f ( x )  =  ( f i { x ) , . · . , f r {x)) .  Τ ό τ ε  ο  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  τ η ς  /  σ το  V  ε ίν α ι  έ ν α  π ρ ο ς  

έ ν α .  Ε π ι π λ έ ο ν  τ ο  γ ι ν ό μ ε ν ο  r σ φ α ιρ ώ ν  ε μ φ υ τ ε ύ ε τ α ι  σ ε  Ε υ κ λ ε ίδ ε ιο  χ ώ ρ ο  r(n+l) 
δ ιά σ τ α σ η ς .  □

Πόρισμα 3 .2 .3 8 . Κ ά δε συμπαγής ποββαπβότητα εμφυτεύεται σε Ε υκβείδειο  
χώ ρο.
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4 ·  ι  Ε υ θ έ α  Ο ρ ι α

Σε αυτήν την ενότητα θα δώσουμε τα απαραίτητα στοιχεία επί των ευθέων 
ορίων τα οποία Θα χρησιμοποιήσουμε για το υπόλοιπο αυτής της μελέτης.

Ορισμός 4 .1 .1 . Έστω Μ  ένα  σύυοβο. Θα β έμ ε  ότι στο Μ  υπ ά ρ χει μ ία  ημι- 
διάταξη -<, a u a ^ a V a e M  και α ν a -<b κα ι b -< c τότε a -< c V a , b , c  6 M .  
To Μ  Θα βέγετα ι διατεταγμένο α ν M a ,b  6 Μ  3 c 6 Μ  με a  -< c κα ι b -< c.

Ορισμός 4 .1 .2 . Έ να  υποσύνοβο Μ 1 C Μ  Θα καβείτε καταβηκτικό α ν  V a  £ 
Μ  3 6 € Μ ' μ ε α  < b .

Μία απεικόνιση Φ : Μ  —► Μ ' μεταξύ διατεταγμένων συνόλων Θα ικανο­
ποιεί την σχέση:

a -<b=>  Φ(α) -< Φ(6).

Ορισμός 4 .1 .3 . Έστω Μ  ένα  διατεταγμένο σύνοβο. Έ να  ευθύ σύστημα 
{ X ,  Π} πάνω από το Μ  είνα ι μία οικογένεια  συνόβω ν { Χ α} α&Μ μαζί μ ε απει­
κονίσεις

: Χ α — ► X b όπου a  -< b 

οι οποίες έχ ο υ ν  τις παρακάτω ιδιότητες:

• IIJ =  ΐάχ* V a e  Μ

• και αν a  -< b -< c τότε =  Π£

4 9
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Μία απεικόνιση από ένα σύστημα σε ένα άλλο αποχελείται από μία Φ : 
Μ  —♦ Μ ' και V α 6 Μ  Φα : Χ β —► Χ ,φ(α) ώστε αν α -< 6 τότε το διάγραμμα

π6Χ α ------- ί-------

Φα φ«>
1 Π'*(6) 1

Χ>Φ{α)---- — ----> X'*(b)

να είναι μεταθετικό. Τώρα έστω οι απεικονίσεις

Φ : {X, Π} — 4 {X', Π'}
Φ' : {Χ ',Π '} —  {Χ",Π"}

Ορίζεται η σύνθεση
Φ'Φ : { X ,  Π} — ► {X", Π"}

V α € Μ  Χ α — ► Χ 'φ(α> — ► Χ ,/Φ'(*(β))

ώστε τα αντίστοιχα διαγράμματα να είναι μεταθετικά.
Έστω Μ  και Μ ' διατεταγμένα με Μ ' C Μ  και {X , Π} ένα ευθύ σύστημα 

πάνω από το Μ . Τα σύνολα και οι απεικονίσεις που αντιστοιχούν στα α 6  Μ' 
ορίζουν ένα υποσύστημα του αρχικού. Αν Μ ' είναι καταληκτικό τότε και το 
υποσύστημα καλείται καταληκτικό.

Παράδειγμα 4 .1 .4 . Η Φ : Μ ' *—> Μ  να είναι ο εγκλεισμός και οι Φα να είναι 
οι ταυτοτικές

Φα : Χ α — ► Χ φ(α)=° με α € f a

Αυτές δημιουργούν μία ένεση του υποσυστήματος {X', Π'} —> {X, Π} όπου 
{X', Π'} είναι το υποσύστημα που δίνεται από το Μ ' C Μ .

Έστω ένα ευθύ σύστημα {G , Π} πάνω από το Μ  ώστε τα G a να είναι R- 
πρότυπα και οι απεικονίσεις Π* να είναι ομομορψισμοί. Έστω Σ α€Μ G a να 
είναι το ευθύ άθροισμα των R-προτύπων και ia : G a —■> Σ α€Μ να ε ν̂αι 01 
εγκλεισμοί. Τα στοιχεία g € G a θα ταυτίζονται με την εικόνα τους ia{g)·

Ορισμός 4 .1 .5 . Για κάδε a  -< 6 και ga e  G a το στοιχείο Π^(^α) -  ga καβείται 
σχέση. Καβούριε Q  την υποομάδα της ]Γ)β που γεννάται από όβες  πς σχέσεις. 
Ορίζονριε το ενδύ όριο τον συστήματος {G, Π} κάνω από το Μ  να είναι η ομάδα
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Οι προφανείς απεικονίσεις

Πα : Οα Σ μ <2α ----- >G°°

καβούνται προβοβές.

Λήμμα 4 .1 .6 . (ΐ) Α ν a -< b τότε ΠδΓζ =  Π°.

(ϋ) Α ν  u  Ε G 00 τότε 3 α € Μ  και ga € Ga ώστε Πα(<?α) =  it.

(in) An g  € (3° και Πε(ρ) =  0 τότε 3 d y e  ώστε nf(g) =  0.

(iv) Πα(#°) =  n b(pb) 3 c y  a, b τέτοιο ώστε Π£(ρα) =  Π£(#6).

Θεώρημα 4 .1 .7 . 'Εστω {G , Π} ένα  ευΒύ σύστημα από R -πρότυπα. Θα β έμ ε  
ότι το ga € G a είνα ι ισοδύναμο ή σχετίζεται με το gb 6 G b, ga ~  g b α ν 3 c >- a>b 
ώστε Π®(ρα) =  Π^(ρ6). Αυτή η σχέση ισοδυναμίας διαμερίζει τα ga σε κβάσεις  
ισοδυναμίας. Θα ορίσουμε ένα  άθροισμα στις κβάσεις ισοδυναμίας

9 i + g 2 =  9·

Βρίσκουμε a 6 Μ  με f t  =  g 1 και f t  =  92 και ορίζουμε g =  g f  +  g%- To 
γινόμενο rg  ορίζεται α νά βογα :

rg  =  reft μ ε  g  =  f t  γ ια  κάποιο a.

Η  δομή αυτή στο σύυοβο των κβάσεω ν ορίζει ένα  R -πρότυπο το οποίο είνα ι 
ισόμορφο με το G°°.

Θεώρημα 4 .1 .8 . Α ν  {(7, Π} είναι ευΒύ σύστημα και V α, 6 € Μ  μ ε a  -< δ 
οι απεικονίσεις Γ]£ είνα ι (ΐ) επ ί (ίί) ένα  προς ένα, τότε και η Π° είνα ι (ί) επί 
(U) ένα  προς ένα. Ε π ιπβέον α ν  η είνα ι ισομορφισμός τότε κα ι η Π° είνα ι 
ισομορφισμός V a € Μ.

Απόδειξη. Βλέπε σιο [4]. □

Παράδειγμα 4 .1 .9 . Έστω G  μία ομάδα. Ορίζουμε ένα σύνολο

Μ  =  { S  C G , |5 | < οο}

και το διατάσσουμε με τον εγκλεισμό S  -< S' <=ϊ S  C S'. Παρατηρούμε ότι 
V S  και S' 3 S  U S' >- S, S 1. Για κάθε a € Μ ορίζουμε την G a =  (a) ^  G . Για

a <  b υπάρχουν οι εγκλεισμοί G a — ^  G b · To {G, Π} γίνεται ευθύ σύστημα 
και έχουμε G °°  ~  G . Δηλαδή κάθε ομάδα μπορεί να ιδωθεί ως ευθύ όριο 
πεπερασμένων υποομάδων της. Αν |G |< οο τότε G  €  Μ  και { G }  C Μ  είναι 
καταληκτικό, άρα

Πσ
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Ο ρισμός 4 .1 .1 0 . Έστω Φ : {G, Π} —► {G', Π'} απεικόνιση μεταξύ δύο ευθέω ν  
συστημάτων. Ορίζεται η

φ ; Σ* — * Σμ· G“'

μέσω  τω νΦα : G a — > G ^ a\  Θεωρούμε μία σχέση στην Σ Μ G a, Π*(ρα) — ga €  
Σ μ  G a μ ε a  -< 6. Τότε η

*(Π i ( 9 ° ) - g a ) = in ‘(s“) -  φ(9“)
= $‘nj(s“) - Φ*(5“)
=  Π ^>Φ “(9») -  4.“(9»)

είνα ι σχέση στην Σ Μ, G'a .

Επίσης ορίζεται η Φ°° : G°° — ► G ,oa και φ°°Πα =  Π,φ α̂̂ Φ°. Αν g a ~  gb 
τότε Φ°(#α) ~  Φb(gb) =» % α =  Φaga.

Παρατήρηση Αν {G, Π} είναι ευθύ σύστημα τυπολογικών ομάδων, δεν ορί­
ζεται φυσική τοπολογία στο G°°. Παρότι ορίζεται τοπολογία στο Y^a G a η Q  
δεν είναι κλειστή υποομάδα. Η επαγώμενη τοπολογία στην G°° δεν είναι Τ2.

Θεώρημα 4 .1 .1 1 . Θεωρούμε δύο ευθ έα  συστήματα {G, Π} και { β \  Π'} πάνω  
από τα Μ  και Μ '. Έστω Φ μ ία  απεικόνιση από το {G , Π} στο {G', Π'}. Α ν  
υ π ά ρ χει καταληκτικό διατεταγμένο υπ οσ ύνολο  Ν  C Μ  ώστε το Φ (Ν )  να  είναι 
κ α ι αυτό καταληκτικό στο Μ 1 κα ι Φ6 : G6 ss G '*^  V δ € Ν , τότε Φ°° : G°° ~  
G'°°.

Απόδειξη. Βλέπε στο (4]. □

Πόρισμα 4 .1 .1 2 . Έστω Μ ' καταληκτικό στο Μ  και {G ',n '} να  είνα ι το υ ­
ποσύστημα του {G , Π} που ορίζεται από το Μ ’ στο Μ . Έστω Φ : {G', Π'} —► 
{G, Π} ο φυσικός εγκλεισμός, τότε Φ°° : G'°° «  G°°.

Ο ρισμός 4 .1 .1 3 . Έστω Μ  διατεταγμένο σ ύ νο λο  και V α € Μ  μία α κολουθ ία  
από R -πρότυπα

S a =  {Ga’9, Φα*}

με

---------------- > Q a , q  . φ  Q a , q + l  — — -* - ■■ > Q a , q +  2 --------* . . .

Έ να  ευθυ σύστημα α να τέρ α ν  ακολουθιώ ν πάνω από το Μ  είναι μ ία απεικό­
νιση

Φ : Μ ----- ► {S , Π} με φ(α)  =  S a
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ώστε για  a  b οι απεικονίσεις : S a — > S b να είνα ι ομομορφισμοί με 
Π£ =  id και για  a  b -< c να ισχύει =  Π£, όπου οι : S a — > S b είνα ι
οι ακοβουδίες ομομορφισμών.

—>Ga’q

nfo)

—) G b,g

φ α , Ί  ,  ,  φ ο , 9 + 1  ,  η—--- » Qa,q+1 -------- > Qa,q+ 2 -------- »

Π*(ς+1) Π α ( 9 + 2 )

-> Q b ,q + l -> Qb,q+2

Γ ια  κ ά δ ε  q  σ τα δ ερ ό  δ ίνετα ι το ε υ δ ύ  σύστη μ α  { G a'q, II^(g)} π ά νω  α π ό  το Μ . 
Ο ρίζεται το ευθύ όριο του συστήματος G°°,q. Ο ι ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί {Φα>9} γ ια  q  
σ τα δ ερ ό  ο ρ ίζ ο υ ν  α π εικ ό ν ισ η  Φ9 : {£?α’9,Π (ς)} — > { G a,q+1, 4- 1)}. Το
ό ρ ιο  τω ν Φ9 ορίζετα ι α π ό  την  Φ°°’9 : G°°'q — > G°°,9+1. Η  α κ ο β ο υ δ ία  S°° 
κ α β ε ίτ α ι το ε υ δ ύ  όρ ιο  του  {«S', Π}.

Ορισμός 4 .1 .1 4 . Μ ία  α νώ τερη  α κ ο β ο υ δ ία  ε υ δ έ ω ν  συστημάτω ν κ α β ε ίτ α ι τάξης 
2  α ν  γ ια  κ ά δ ε  q  στην α κ ο β ο υ δ ία :

->Ga>q
Φ®|?

* G a'Q+1
φο,ς+1

■> G a,q+2

ισ χ ύ ε ι φ α>9φα>9+ι =  0.

Θ εώ ρημα 4 .1 .1 5 . Α ν  κ ά δ ε  α κ ο β ο υ δ ία  ε ν ό ς  ε υ δ έ ο υ ς  συστή μ α τος α νω τέρ ω ν  
α κ ο β ο υ δ ιώ ν  ε ίν α  τάξης 2, τότε κ α ι η  ο ρ ια κ ή  α κ ο β ο υ δ ία  S°° =  {G00’9, Φ00·9} 
ε ίν α ι επ ίσ η ς  τάξης 2 .

Απόδειξη. Βλέπε στο [4], □

Π όρισμα 4 .1 .1 6 . Το ε υ δ ύ  ό ρ ιο  σ έβ ετα ι το ε υ δ ύ  ά δ ρ ο ισ μ α  κ α ι την α κ ρ ίβ ε ια  
α κ ο β ο υ δ ιώ ν .
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P o i n c a r e  D u a l i t y

Η πρώτη μορφή του θεωρήματος Poincare D uality  είχε παρουσιαστεί από 
τον Henri Poincare το 1893. Είχε τη μορφή μ ε τους αριθμούς Betti: Σε μ ία  
συμπαγή προσανατολισμένη n -διάστατη πολλαπλότητα οι αριθμοί Betti στις 
διαστάσεις k  και η  — k  για 0 <  k  <  η  είναι ίσοι. Θα αναφέρουμε αυτήν 
την μορφή ως πόρισμα στο βασικό θεώρημα. Το Θεώρημα Poincare D uality 
πήρε την σύγχρονη μορφή του την δεκαετία του 1930, όταν οι E d u ard  Cech 
και H assler W hitney εισήγαγαν τα cup και cap  products. Οι ίδιοι έδωσαν 
τη σύγχρονη μορφή του θεωρήματος: Αν η Μ  είναι συμπαγής προσανατολί- 
σιμη η -διάστατη πολλαπλότητα, τότε υπάρχει ένας κανονικός ισομορφισμός 
από την Η ^(Μ ) στην H n~k(M) .  Ο ισομορφισμός αυτός απεικονίζει ένα στοι­
χείο της H k( M)  στο cap product του μ ε μ ία  πρωταρχική κλάση της Μ .  
Για μη συμπαγείς προσανατολίσιμες πολλαπλότητες η συνομολογία αντικα­
θίσταται με την συνομολογία με συμπαγή υποστήριξη. Σε αυτήν τη μελέτη 
Θα αποδείξουμε το θεώρημα Poincare D uality για  τυχαία προσανατολίσιμη 
πολλαπλότητα. Θα εισάγουμε τώρα τη θεωρία της συνομολογίας με συμπαγή 
υποστήριξη.

5 · ι Σ υνομολογία  Μ ε  Σ υμ παγή  Υ π ο στή ριξή

Έστω Μ η R-προσανατολίσιμη συμπαγής πολλαπλότητα. Τότε η Μ  έχει 
πρωταρχική κλάση j μ  η οποία καθορίζεται από τον ισομορφισμό:

{ j M) =  H n{ M , R ) ^ T M ^ R .

Για Κ  C Μ  συμπαγές, ο τοπικός προσανατολισμός j x  δίνεται από τον εγ­
κλεισμό j x ( j M) =  3 κ ·

{.j K ) =  Η η(Μ,  Μ  -  Κ )  &  Γ Κ  »  R

5 5
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Αν η Μ δεν είναι συμπαγής, τότε η πρωταρχική κλάση j/c δίνεται πάλι από 
τον προηγούμενο ισομορφισμό. Σε αυτήν την περίπτωση δεν υπάρχει πρω­
ταρχική κλάση Jm , οπότε η απόδειξη του θεωρήματος του Poincare στηρίζε­
ται σε διαφορετική θεωρία συνομολογίας από αυτήν που χρησιμοποιήσαμε 
μέχρι τώρα. Η θεωρία αυτή καλείται singular συνομολσγία με συμπαγή  
υποστήριξη. Η σύνδεσή της με την κανονική θεωρία δίνεται ως ακολούθως. 

Θεωρούμε το αλυσιδωτό complex

--------- > S , ( X )  - 5 - t  5 ,_ ,(Χ )----- > · ■ ·

και χο δυϊκό του

• · · <----- S q( X )  S i - ' i X )  <----------

Έστω A  C X .  Έχουμε το παρακάτω διάγραμμα:

• · ·I I ·

0 — * 5 ,(j4) — !—»S ,(X )------- > 5 ,(1 , A ) ------- »0

4 4 1
0 ----- >S,-i(.A )— Sq—ι (X ) -----> S q- i { X ,  A ) ----- * 0

^  j. j.

Έστω [z ] G H q( X , A )  τότε d z  G S q- i ( A ) ,  όμοια αν [z ] G H q( X , A )  τότε 
δζ  G S q+1(A) .  Δηλαδή η δζ είναι μία απεικόνιση:

δζ  : 5ς+ι(.Λ) — ► Ζ

με
δζ (σΑ) =  ζ (δ σ Α), όπου σΑ G Sq+i(A).

Αρα, για την ζ : S q( X )  — ► Ζ ισχύει ζ ( τ \ χ - Α) =  0.
Έστω Χ η πολλαπλότητα διάστασης π. Ορίζουμε το σύνολο Κ. =  { Κ  C 

X, Κ  συμπαγές}. Στο JC δίνουμε διάταξη με εγκλεισμό, δηλαδή Κ  -< Κ '  4Φ 
Κ  C Κ 1. Το σύστημα { H q( X ,  X  — Κ ) ,  Κ  £  1C} είναι ευθύ πάνω από το Κ:  
Έστω Κ  -< Κ ' ,  δηλαδή Κ  C Κ '  και X  — Κ  D X  — Κ' ,  τότε ο εγκλεισμός 
(X, Χ ~ Κ ' ) ^  (X, X  -  Κ )  επάγει την iq : H q{ X , X  -  Κ )  -  H q{X,  X  -  Κ' ) .

Ο ρισμός 5 .1 .1 . Ορίζουμε τη συνομοβογία του X  μβ συμπαγή υποστήριξη να
είνα ι η ομάδα

H q( X )  =  \ i m H q( X , X  — Κ ) .  
κ.



5 · ΐ -  Σ υ ν ο μ ο λ ο γ ια  Μ ε  Σ υ μ π α γ ή  Υ π ο σ τ ή ρ ιξ ή  · 57

Παρατηρούμε ότι αν η X  είναι συμπαγής πολλαπλότητα, τότε H q( X )  «  
H q{X) .  Αψού η X  είναι συμπαγής, το μονοσύνολο {X} είναι καταληκτικό 
στο Κ.  Άρα έχουμε

K m H q( X , X - K )  »  h m H q( X , X - X )
Κ. X

=*- H q( X )  «  H q( X ) .

Έστω u G H q( X ) .  Τότε υ π ά ρ χ ε ι  Κ  ώστε u =  [ν] με [υ] £ H q( X , X  — Κ ) ,  
όπου ν  £  S q( X )  με δν £  S q + l ( X  — Κ ) .  Αν σ  £  S q+ι ( Χ  — Κ )  τότε ( δυ ) ( σ )  =  
ν ( θσ)  £  Ζ. Δηλαδή ν ( τ \ κ )  =  0 με τ  £  S q( X ) .

Έστω τώρα /  : X  —► Υ .  Υπάρχουν οι επαγώμενες f q : H q(Y)  —> H q(X ) .  
Έστω Κ  ένα συμπαγές υποσύνολο της X ,  τότε το f { X )  είναι συμπαγές στο 
Υ .

Ορισμός 5.1.2. Μία απεικόνιση f  : X  —> Υ  καβείται proper α ν  πβη ρεί την 
παρακάτω ιδιότητα:

V L σνμπαγές στο Υ  το / -1 (L ) είνα ι συμπαγές στο X .

Έστω μία /  : X  ~ * Υ  proper. Τότε έχουμε τις επαγώμενες απεικονίσεις

Η*(Υ,  Y - L ) Η “{Χ,  X  -  / -1(Ι/))

( X , X - f - \ L ) ) - ^ { Y , Y - L )  

και το παρακάτω διάγραμμα:

Η·>(Υ, Y - L )  — Η ' ( Χ , X  -  / - ι (£))
\

\

nL n/_1w

B O X )--------------S n t ( X ) .

Για να συμπληρωθεί το διάγραμμα πρέπει για L  -< V  το διάγραμμα:

Η·>(Υ, Y - L )  -Α ->  /Γ ϊ(χ , Λ· -

Η*{Υ,  Y - V ) - £ - >  Η * ( Χ , Λ' -  / - ! ( £ ' ) )
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να είναι μεταθετικό.
Η πρώτη στήλη είναι ευθύ σύστημα πάνω από το Κ! =  { L  συμπαγές 

υποσύνολο του Υ }  και η δεύτερη είναι ευθύ σύστημα πάνω από το Κ  ~  { Κ  
συμπαγές στο X } .  Αρα επάγεται η } q : H q[ Y )  —* H q( X ) .

Παρατηρούμε ότι οι φυσικοί εγκλεισμοί ζ : X  —» Υ  είναι proper εάν για 
κάθε L συμπαγές στον Υ  το z-1(L) είναι συμπαγές στο X .  Αρα ο X  θα πρέπει 
να είναι κλειστός.

Έστω τώρα U  ανοιχτό στο X  και Κ  συμπαγές στο U.  Από το θεώρημα 
εκτομής έχουμε τον ισομορφισμό:

H q{U, U - Κ )  H q{ X , X  -  Κ )

Αν Κ  -< Κ '  στο U,  τότε έχουμε το παρακάτω διάγραμμα

H q{U, U  - Κ ) H q{X ,  Χ - Κ )

1 1
H q{U, υ  -  Κ ' )  H q{X,  X  -  Κ ')

> c *>ΐ«'

i i
H H U ) ---------------- > m ( x )

Παράδειγμα 5 .1 .3 . Έστω X  =  S n και U  =  S n — {ρ}. Έστω Κ  συμπαγές 
στην S n με ρ ^ Κ .  Τότε τα σύνολα S n — Κ  είναι ανοιχτές περιοχές του ρ. 
Δημιουργείται ένα διατεταγμένο σύνολο με αυτές τις περιοχές. Αυτό έχει ένα 
καταληκτικό υποσύνολο με συστελόμενες περιοχές, δηλαδή S n — Κ  ~  {*}. 
Έ χουμε:

H q{ S n, S n - K )  «  H q( S n - { p } , S n - { p } - K )

=  H q( U , U - K )

«  H q(Rn}R n - K )

Παίρνουμε το εθύ όριο:

Um /f, (Rn,R n -  Κ )  «  lim H q( S n i S n - K )
κ.

=  lin itf ’ CS")
=  H q{Sr )
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Ό μ ω ς

\ im Hq(Rn,R n - K )  =  H q(Rn),

άρα
H q(Rn) «  H q{Sn).

5 . 2  C a p  P r o d u c t

To cap product είναι ιδιαίτερα σημαντικό γιατί συνδέει τη συνομολογία 
με την ομολογία. Δεν είναι όμως εύχρηστο στους υπολογισμούς. Αλγεβρικά 
περιγράφεται από την απεικόνιση 1® : hom(D, R ) —*· hom((7 ® D , C ) .

Ορισμός 5.2.1. Έστω X  ένας τοποβογικός χώ ρος και R  ένα ς  δακτύβιος. 
Ορίζουμε το c a p  p r o d u c t:

μ ε σ  ^  φ =  φ{σ\[υο,...Μ)σ \[νι,··Μ Υια σ  e  Sk( X )  και φ  6 S \ X ) .  To cap  
p ro d u ct είνα ι R -γραμμικό.

Πρόταση 5 . 2 . 2 .  Ι σ χ ύ ε ι  η  σ χ έ σ η ;

S k{ X )  χ  S ‘( X )  — . S*_,(X)

3{σ ^  φ) =  {—1)ι{βσ ^  φ  — σ  ^  δφ).

Απόδειξη.

k

ζ =£-|-1

1+1

1=0
k

d(a ~ ψ) = £ ( - l ‘ VM|w>...ν,)Μ[«<,.·■,«,]

□

Από την προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι το cap product ενός κύκλου 
και ενός συνκύκλου είναι κύκλος, το cap product ενός κύκλου και ενός
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συνσυνόρου είναι συνσύνορο και το cap product ενός συνόρου και ενός συν- 
κύκλου είναι σύνορο. Επομένως to cap product επάγεχαι σιις ομολογιακές 
ομάδες

Ht (X) χ H‘(X) ^  Hk-i(X).
Επίσης έχουμε χα σχεχικά cap product:

Η„(Χ, A) χ H‘(X) Hk. t(X, A)

Hk{X,A) x H‘(X,A)-^—>»k-i(X)

και πιο γενικά:

H k( X ,  A  U B )  x H l{X ,  A )  H k- t ( X } B)

με A  και B  ανοιχχά υποσύνολα χου X .
Έσιω ζ  € Z k( X , A  U Β )  και c € Ζ ι{Χ ,  Α) .  Τόχε d z  ^  c =  c (d z ) i ( d z )k-t ,  

όμως d z  €  S k( A  U B ) και o c μηδενίζει σχην S k(A) ,  άρα μένει xo κομμάχι 
χου d z  ^  c που βρίσκεχαι έξω απο xo Α.  Επιπλέον ζ ^  Sc — Sc(zk)zk_i =  
c ( d z k) z k- i  =  0, αψού ο c είναι συνκύκλος, δηλαδή μηδενίζει σχα σύνορα. Α- 
ρα, από προηγούμενη πρόχαση Θ(ζ ^  c) € Sk- i ( B ) =* [ζ ^  ή  €  H k- i ( X ,  Β).
Πρόχαση 5 .2 .3 . Για μία απεικόνιση f  : X  —* Υ  ισ χύ ει:

fk (a )  =  f k-i{oc ~  /*(¥>)),

δηβα δή  κατά  μ ία  έννο ια  το διάγραμμα

H k( X )  χ  H ‘( X )  Η „ . , ( Χ )

1λ  >  I* ··
H k( Y )  χ  Η \ Υ )  Hk- , ( Y )

ε ίνα ι μεταδετικό.

Απόδειξη. Έσχω [σ] =  α ,  χόχε:

=  (/*V >)(crl[vol...,vii)/*<rl(vj....,vik]

=  /* (( / ^)σ|[νο>...,υ1]σ![ν,... »*])
=  /.(<* ~  Γ { φ ) ) .

Ο
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5 . 3  P o i n c a r e  D u a l i t y

Έστω M  R-προσανατολίσιμη π-διάσταχη πολλαπλότητα. Για Κ  συμπαγές 
υποσύνολο της πολλαπλότητας θεωρούμε τον ομομορφισμό:

ζκ ~ : Η ς( Μ , Μ - Κ )  — ♦ H n- q( M )

7  1— > ζ κ  ~  7

όπου ζ χ  6 Η η( Μ , Μ  — Κ )  τοπικός προσανατολισμός της Μ.
Έστω τώρα Κ  και Κ '  συμπαγή υποσύνολα του Μ  με Κ  C  Κ ' .  Έχουμε 

το παρακάτω διάγραμμα.

H q(M,  Μ  — Κ )

Η * ( Μ , Μ  -  Κ ')

Επομένως επάγεται ο οριακός ομομορφισμός:

D  : Η Ι ( Μ )  ■— > Ηη^ ( Μ ) .

Υπενθυμίζουμε τη σχετική ακολουθία Mayer-Vietoris: Έστω Χ ι , JY2 C X  
ανοιχτά υποσύνολα και Υ  =  Χ \  U  Χ 2 , Λ  =  Χ \  Π Χ2· Η επόμενη μακρά 
ακολουθία είναι ακριβής:

------ > Η„(Χ, Α) Λ  Η , ( Χ , X ,) ® Η ,{Χ ,  Χ 2) ff,(X, Υ ) A I.Γ,-ι ( Χ , Α ) — >·· ·

Θα υπολογίσουμε την απεικόνιση Γ. Θεωρούμε το παρακάτω διάγραμμα:

S(yi)----- > S ( X 2) —^  S ( X  ι, A)
. ν

ι  ι  ι  13

S ( X 2) ----- > S ( X )  — iU S ( X ,  X 2)

όπου i  είναι η αλυσιδωτή απεικόνιση που επάγεται από τον εγκλεισμό και j  
η αλυσιδωτή αντίστροφος, i j  — id =  d D  -f D d  όπου D  αλυσιδωτή ομοτοπία. 
Έστω z  G Zq+i( X )  και w  € 5^+1 (^ ι)  τέτοιο ώστε

ki (w)  ~  k z  στο S ( X ,  Χ 2 ) 

k \ ( d w)  =  0 δηλαδή d w  6 S q(A).

Τότε d w  =  Γ2. Επιπλέον για ένα κατάλληλο w  ισχύει η σχέση k \w  =  j k z ,  
αφού k iw  =  ik \w  — i j k z  — k z  +  d D k z ,  και k \ {dw)  =  d k \ W  =  j k d z  — 0.
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Λήμμα 5 .3 .1 . Έστω 11 K a i V  ανοιχτά με B  — U C\V και Y  =  U u V .  Ε πιπβέον  
Θεωρούμε Κ  συμπαγές υποσύυοβο του U και L συμπαγές υποσύυοβο του V . 
Το παρακάτω  δ ιάγραμμα είνα ι μεταδετικό σε σχέστι με το ( -1 )9+1.

Η “+'{Υ,  Y - K H L )  Η "(Υ, Y - K U L )

i
Η 9+1( Β , Β  -  Κ  Π L)

Η η - ς- ι ( Β )  <--------Γ--------- H n. q(Y)

Απόδειξη. Έχουμε το παρακάτω μεταθειικό διάγραμμα :

s *(y , y - k u l )<— s *(y , y - k )<-----------5 * ( y , y - / c n L )

τ ^S*(U,U -  Κ )

V
S * ( M , M - K u L ) < r - S * { M , M - K ) < --------S * ( M , M  -  Κ  DL)

S * ( B , B - K n L )

όπου όλες οι κάθετες και οι πλάγιες απεικονίσεις επάγονται από τους εγκλει­
σμούς και είναι εκτομές. Αν R  C  S  και j  : (Μ, Μ  — S)  — ► (Μ, Μ  -  R)  είναι 
ο εγκλεισμός, τότε το στοιχείο j*(Cs ^  j*x)  =  ζπ ^  £ στην 5(Μ , Μ  — R)  θα 
συμβολίζεται με Cs ^  x  =  Cr  ^  χ.  Έστω c € S*(Y,  Υ  — Κ  U L)  με <S(c) =  0. 
Έστω <22 6 S*(M,  Μ  — Κ  U  L) η εικόνα του c  μέσω της αλυσιδωτής ομοτο- 
πικής αντιστρόφου στην εκτομή. Τότε δα2 =  0. Έστω <23 £ S*(M,  Μ  — Κ )  
ένα στοιχείο τέτοιο ώστε δα3 ~  7 (^2) στην S*(M,  Μ  — Κ  Π L).  Έστω α4 και 
as οι εικόνες του α3 στις S *( Y , Υ  — Κ )  και S*(U, U — Κ )  αντίστοιχα. Τότε η 
εικόνα του a4 στην S* (Υ, Υ  — Κ  U  L)  είναι c  -f 5Dc  όπου D  είναι η αλυσιδωτή 
ομοτοπία. Άρα η{ο) ~  <$α4 στην S*(Y, Υ  — Κ  Π L).  Από μεταθετικότητα οι 
εικόνες των <$α4 και δα3 στην S*(B ,  Β  — Κ  Π L) είναι ίσες. Έχουμε:

ζ κ Μ  ~  7 (c ) =  CKr\L ^  <5«4 =  CK n L  ^  δ α 3 

και παίρνουμε τις εικόνες στο S ( B ) .  Επιπλέον,

Ca o l  ~  δα3 =  Cκ  ^  δα3 =  ( - 1 ) ς+1&(ζκ ~  α3)
=  ( -1  ) q+1d (C K  ~  <k), * =  4,5.

Από την άλλη,

ζκ  ^  0-4 = Ca u l  ^ (c + 6Dc) = Ca u l  ^ c ±  0(Ca u l  ~ Dc).

Αρα το Γ(Caul ^ c) εκπροσωπείται από to <9(Ca ^ <*δ)·
□
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Θεώρημα 5.3.2 (Poincare Duality). Α ν  Μ  είνα ι R -προσανατοβισμέυη  
τι-διάσταστη ποββαπβότητα, τότε ο  ομομορφισμός

D  ·. Η Ι ( Μ )  — .

είνα ι ισομορφισμός Μ q μεΟ  <  q <  η.

Απόδειξη . Πρώτο Βήμα. Θα δείξουμε όχι αν το θεώρημα ισχύει για τα α­
νοιχτά U  και V  και για την τομή τους Β  =  U  Π V, τότε ισχύει και για την 
ένωσή τους Ν  =  U  U V . Έστω συμπαγή Κ  C U  και L  C  V . Θεωρούμε το 
παρακάτω διάγραμμα όπου η αριστερή στήλη είναι η σχετική Mayer-Vietoris 
ακολουθία για την τριάδα (7V, Ν  — Κ , Ν  — L) μαζί με εκτομή της μορφής 
(W, W  — S ) C (Ν , Ν  — S) και η δεξιά στήλη είναι η Mayer-Vietoris ακολου­
θία για την τριάδα (JV, £/, V).

#«(£, B - K H L ) ------ :----- ------------------ > £„-.,(£)

H*(U, U -  Κ) ® Hq{V,V -  L) ■ - > Hn- q(U) 0  tfn_9(V)

N - K U L ) ------------------------------ > £ n_,(W)

£«+1(£,Β -  KC\L) --------------- ------------------------ > # „ _ * _ ! ( £ )

Τα δύο πάνω τετράγωνα είναι μεταθεχικά από naturality του cap product 
και το κάτω από το προηγούμενο λήμμα. Θεωρούμε τις ομάδες H n- q{B) ,  
H n- q(U ) 0  H n- q(V)  και Hn- q(N)  V q ως σταθερά συστήματα και τις απεικο­
νίσεις ( k d l  ''ν (ζκ  θ  (Cl '*') και Ckul ^  ως απεικονίσεις από ένα σύστημα 
σε ένα άλλο. Καθώς το Κ  διατρέχει το /C, δηλαδή όλα τα συμπαγή του U, 
και το L όλα τα συμπαγή του V  τα σύνολα Κ  Π L  και Κ  U L  διατρέχουν όλα 
τα συμπαγή των Β  και Ν  αντίστοιχα. Οπότε επάγεται το διάγραμμα με τις
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οριακές απεικονίσεις.

Η ξ{Β )----

H'(U)  0  HUV)  

H i m ----

-5 ------>Hn- , {B)

> Hn- q(U) 0  Hn„q(V) 

—------1

------- 2----- , (B)

I I

Επομένως από το five-lemma η D  : Η%(Ν) —* Hn- q( N )  είναι ισομορφισμός.
Δ εύτερο Βήμα. Έστω { U i } xei  μια οικογένεια ανοιχτών συνόλων με ολική 

διάταξη τον εγκλεισμό, δηλαδή -< Ui2 <=> C Ui2. Θα δείξουμε ότι αν το 
Θεώρημα ισχύει για κάθε Ui, τότε ισχύει και για την ένωσή τους |Ji€/ Ui = U. 
Έχουμε τους ισομορφισμούς:

Ψι : lim //„-„([/,) — · H „ - , ( U )
■ψι· lim H !( U () —  H;(U) .

Θα δείξουμε ότι η φ \  είναι ισομορφισμός. Έστω ένας εκπρόσωπος ενός κύ­
κλου στο U.  Η υποστήριξή του είναι συμπαγές στο U,  άρα ανήκει σε κάποιο 
Ui, λόγω διάταξης. Άρα η φ \  είναι επί. Τώρα αν ένας κύκλος σε κάποιο ϋχ 
είναι σύνορο στο U,  τότε από συμπάγεια έχουμε ότι είναι σύνορο σε κάποιο 
Uj  Ι> ϋχ, άρα εκπροσωπεί το μηδέν στο lim H n- q{Ui). Άρα η φ\  είναι ένα 
προς ένα. Για ιη δεύτερη απεικόνιση έχουμε τους παρακάτω ισομορφισμούς.

lim {\im  H q{Ui,Ui -  Κ ) )  «  Urn (lim//*(£/, U -  K ) )
(ςλέ€/ (iATTe/

= Inn H \ U , U - K )

«  Η Ι Ψ ) .

Ο πρώτος ισομορφισμός ισχύει, επειδή το {[/,}ι€/ είναι ολικά διατεταγμένο 
με τη διάταξη του εγκλεισμού και άρα το U  — (Jt€/ Ui είναι καταληκτικό στην 
οικογένεια {ί/,}*6/.
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Τρίτο Βήμα. Έστω όχι xo U  περιέχεχαι σε κάποιο σύστημα συντεχαγμέ- 
νων. Θεωρούμε xo U  ως υπόχωρο χου Rn.

Πρώτη Περίπτωση: To U έναι κυρχό. Έχουμε U  =  Rn. Για να υπολογί­
σουμε χο

Hm ii9(Mn,R n — Κ )  
κ

αφήνουμε xo Κ  να τρέχει σχο καχαληκιικό υποσύσχημα χων κλειστών σφαιρών 
ακτίνας > 1 με κέντρο το 0. Αλλά για τέτοια Κ  χο ευθύ όριο είναι μηδέν για 
q φ  η. Και για q =  τι έχουμε

# n(Rn, i r

Επομένως
H ? ( R n) «  R  »  H 0(Rn).

Γενική Περίπτωση: Αριθμούμε χο πυκνό σύνολο χων σημείων στο U  που 
έχουν ρηχές συντεταγμένες και διαλέγουμε για κάθε τέτοιο σημείο Xj κυρτή 
ανοιχτή περιοχή Vj C U  με Xj € Vj. Έστω U\ =  V\ και Ui =  £/*_1 U Vi για 
i >  1. Έστω τώρα ότι το θεώρημα ισχύει για την ένωση k < ι  ανοιχτών κυρτών 
συνόλων. To U i-i Π V, είναι ένωση χο πολύ ί  — 1 κυρτών συνόλων. Άρα από το 
πρώτο βήμα, την πρώτη περίπτωση και την επαγωγική υπόθεση το θεώρημα 
ισχύει για το U.

Τέταρτο Βήμα. Έστω {W i\i G 1 }  η οικογένεια που περιέχει όλα τα 
ανοιχτά υποσύνολα της Μ  για τα οποία ισχύει το θεώρημα, με μερική διάταξη 
τον εγκλεισμό. Από το λήμμα του Zorn1 υπάρχει ένα μεγιστικό στοιχείο. Το 
μεγιστικό στοιχείο είναι το Μ , δηλαδή ολόκληρη η πολλαπλότητα. Πράγματι, 
έστω ότι το μεγιστικό στοιχείο είναι κάποιο Υ  Q Μ , τότε για y £  Υ  και Vy 
κυρτό ανοιχτό μέσα σε σύστημα συντεταγμένων που περιέχει το y , έχουμε ότι 
Vy 6 {W i\i G /}. Άρα έχουμε άτοπο. □

Πόρισμα 5 .3 .3 . Α ν  Μ  είναι συνεκτική R -προσανατοβίσιμη ποββαπβότητα, 
τότε Η™{Μ)  »  R.

Πόρισμα 5 .3 .4 . Α ν  Μ  είνα ι συμπαγής προσανατοβίσιμη ποββαπβότητα, τότε:
= β η- ς KaiTn- q( M )  w Tq- i ( M )  ό π ο υ Τ ς(Μ )  το torsion  κομμάτι της Η q(M )  

και β η ο αριθμός B e tti στην διάσταση q.

Απόδειξη. Από το πόρισμα 1.2.12 έχουμε:

Η*{Μ )  «  H q( M ) / T q{ M )  φ Γ Η (Μ).

1 Λήμμα του Zom: Εαν X  είναι ένα μη κενό μερικώς διατεταγμένο σύνολο με την ιδιότη­
τα κάθε ολικά διατεταγμένο υποσύνολό του έχει ένα άνω φράγμα, τότε το X  περιέχει ένα 
τουλάχιστον μεγιστικό στοιχείο.
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Όμως
-  K)  «  H*(M) =  Η*{Μ) 

κ

αφού η Μ  είναι συμπαγής. 'Αρα

Η?(Μ) «  /ί,(Μ )/Τ,(Μ )®Τ,_,(Μ ) 
=*· Η„-,(Μ) «  ίΤ,(Λί)/Τ,(Μ)®Τ,_ι(Λί)

=Φ· T n- .q ( M )  Tq—\{M ')  Κ αί /?n- 9  — /?g

□



6

A l e x a n d e r  D u a l i t y

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τη δυϊκότητα μεταξύ της συνομολογίας 
ενός συμπαγούς υποσυνόλου μιας προσανατολίσιμης πολλαπλότητας με την 
ομολογία του συμπληρωματικού του υποσυνόλου σε συμπληρωματικές δια­
στάσεις. Η συνομολογία αυτή που μελετήθηκε πρώτα από τον Alexander και 
γι' αυτό πήρε το ονομά του, δίνεται ως ευθύ όριο της singular συνομολογίας 
των περιοχών του συνόλου με διάταξη του περιέχεσθαι. Θα περιοριστούμε σε 
κλειστά σύνολα. Η συνομολογία του Alexander ικανοποιεί τα γνωστά αξιώμα­
τα μιας συνομολογίας και διαφέρει από την singular. Αλλά στην περίπτωση 
των κλειστών συνόλων είναι ισόμορφη με το ευθύ όριο της singular.

6 . ι  Θ ε ώ ρ η μ α  A l e x a n d e r  D u a l i t y

Ορισμός 6 .1 .1 . Έ νας τοποβσγικός χώ ρος X  καβείται AR (absolute retract)
αν για  κάθε κανονικό χ ώ ρ ο Υ  και απεικόνιση f  : Β  —► X , όπου Β  C Υ  κβειστό, 
η f  επεκτείνεται σε απεικόνιστι f  : Υ  —>■ X .  Α ν  η f  επεκζείνεια ι σε περιοχή του 
Β , τότε ο X  καβείται ANR (absolute neighborhood retract).

Παράδειγμα 6 .1 .2 . Έστω Μ 2 συμπαγής προσανατολίσιμη πολλαπλότητα 
και % : S 1 —> Μ  εμφύτευση ώστε i(5 : ) ~  {ρ }  C Μ . Τότε η % επεκτείνεται σε 
ί :  Β 2 Μ .

Ένας ανοιχτός υπόχωρος ενός ANR είναι ANR.

Θεώρημα 6 .1 .3 . Κ ά δε συμπαγής ποββαπβότητα είνα ι ANR.

Απόδειξη. Βλέπε στο [4] στην σελίδα 225. □

67
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Π όρισμα 6 .1 .4 . Έστω Μ  μία  συμπαγής ποββα πβόιη τα  εμφυτευμένη σε Ευ- 
κβ είδειο  χ ώ ρ ο . Τόιε η Μ  είνα ι re tract κάποιας ανοιχτής περιοχής.

Α πόδειξη. Εφαρμόζουμε χο προηγούμενο θεώρημα και χον ορισμό χου ANR 
για Β  =  Μ  και /  =  id. □

Η Μ η θα είναι προσαναχολίσιμη.
Έστω U  C Μ  ανοιχχό και Κ  C U  συμπαγές. Από χο θεώρημα εκχομής 

έχουμε χον ισομορφισμό:

H q{U, U - K ) - ^  H q{M,  Μ - Κ ) .

Αν Κ  -< Κ '  σχο U  χόχε έχουμε χο παρακάχω διάγραμμα:

H q{U, U - K ) Η *(Μ,  Μ - Κ )

H q(U, U  -  Κ ' )  -Ξ-> H q(M ,  Μ  -  Κ' )

H q(U ) --------ί-------->Hq{M)

Έσχω Α  ένα κλεισχό υποσύνολο χης πολλαπλόχηχας. Θεωρούμε χην οικο­
γένεια V όλων χων ανοιχχών περιοχών V  χου Α,  διαχεχαγμένη με χη διάχαξη 
χου υπερσυνόλου. Δηλαδή V  V'  <=> V  D V'.  Ορίζουμε:

H q(A) =  h m H 9(V) .  
ν

Περνάμε από χους εγκλεισμούς A  c-> V  σχην οριακή απεικόνιση και 
έχουμε χον κανονικό ομομορφισμό:

k  : H q(A) H q(A).

Ο ρισμός 6 .1 .5 . Α ν  o k  είνα ι ισομορφισμός, το Α  καβείται tau tly  im bedded
στο X .

Πρόταση 6 .1 .6 . Α ν το Α  είνα ι ANR, τότε ο k είναι επιμορφισμός. Α ν  επ ιπβέον  
η Μ  είνα ι ANR, τότε ο k είνα ι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Έσχω r : V  —> Α  ένα retraction μιας περιοχής V  χου Α  στο Α και 
i : Α «—» V  ο  εγκλεισμός. Τόχε r i  =  id => (ri)* =  r , i ,  =  id => η i, είναι 
ένα προς ένα και άρα η ΐ* είναι επί. Η οικογένεια όλων χων περιοχών V  που 
είναι retractions σχο Α  είναι καχαληκχική σχο σύστημά μας. Οπόχε ο k  είναι 
επιμορφισμός.
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Έστω τώρα ότι και η Μ  είναι ANR. Έστω U  μία περιοχή του Α  και U' 
μία μικρότερη περιοχή του Α  με retrac tion  r  : U / —> Α . Θα βρούμε μία 
ακόμα μικρότερη περιοχή V  του Α  τέτοια ώστε αν i  : Α  °-> U 1 και j : V  t-»· U' 
τότε να υπάρχει ομοτοπία: i { r \ v ) — j . Άρα j q =  { r \ y ) qi q και θα  έχουμε το 
διάγραμμα:

H q( U ) ------------- > H q(A)

H q( U ' ) ----- - ----- > H*(V)

Η “(Α)

Δηλαδή μία τυχαία κλάση στην H q( U ) που πηγαίνει στο 0 στην H q(A),  πηγα ί­
νει στο 0 και στην H q( V ). Άρα ο & Θα είναι μονομορφισμός. Θα βρούμε τώρα 
την περιοχή V  που αναφέραμε πιο πριν. Θεωρούμε το κλειστό υποσύνολο
(U1 χ  0) U [Α  χ  I)  U ( U 1 χ  1) του U' x  I.  Έστω:

{χ  , αν t  =  0 και χ  €  V
r { x )  , αν t  =  1 και χ  G U'  
χ  , αν χ  Ε Α

Αφού το U' είναι ANR, η F  επεκτείνεται σε απεικόνιση μ ιας περιοχής του 
(U' χ  0) U (Α χ  I )  U  (U* χ  1) στο U ’. Αυτή η περιοχή περιέχει ένα σύνολο 
της μορφής V  X I  όπου V  μία  περιοχή του Α.  Αυτή μας δίνει τη ζητούμενη 
ομοτοπία. □

Έστω τώρα ότι η Μ  είναι συμπαγής πολλαπλότητα. Άρα και το Α  θα είναι 
συμπαγές. Για ανοιχτή περιοχή V  του Α  το Κ  =  Μ  — V  είναι συμπαγές και 
περιέχεται στο U  =  Μ  — Α.  Έ χουμε τον ομομορφίσμό :

H*(V)  —^  H q+l(M,  V ) «  H q+1( M  -  A, V  -  A )  =  H q+1(U , U  -  K ) .

Αν αφήσουμε το V  να διατρέχει την οικογένεια V έχουμε τον επαγώμενο 
οριακό ομομορφίσμό:

δ :  H q{ A ) ----- >Hq+l{U).

Θεώρημα 6 .1 .7 . Έστω Μ  συμπαγής ποββαπΑότητα, Α  κ βεισ ιό  υποσύνοβό  
της και U =  Μ  — Α . Τότε η ακοβουδία

--------- » H f ( U )  - ί - >  Η " ( Μ )  - L »  Η·, (Α)  H I + l ( U ) ------ > · · ·

είνα ι ακριβής.
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Απόδειξη. Έστω μία κλάση στην H q(U, U — K ) ,  όπου Κ  συμπαγές υποσύνολο 
του U.  Η εικόνα της μέσω της:

H q{U , U - K )  H q(M ,  Μ - Κ ) ------> H q( M ) ----- > H q( M  -  Κ )

είναι μηδέν. Το Μ  — Κ  είναι περιοχή του Α,  άρα j i  =  0. Από ακρίβεια της 
παραπάνω έχουμε ker j  =  Im i. Τώρα έστω μία κλάση στην H q( M ) .  Η εικόνα 
της μέσω της

H q( M ) ----- > H q( M ) ---- > H q+l( M , Μ )  =  H q+1(U, U)

είναι μηδέν, άρα Sj  — 0. Από την άλλη μία τυχαία κλάση στο ker δ εκπροσω­
πείται από ένα στοιχείο στην εικόνα της H q{ M ) —+ H q(V) ,  που πηγαίνει στο 
μηδέν στην H q+l(M,  V )  για κάποιο V.

H q( M ) ----- > H q{ V ) ----- > H q+ l ( M , V )  H q+l (U} U - K )

II . i  ,
H " (M )  - i - »  H*(A)  — 5-» H I + l (U).

Τέλος έχουμε την

H q( V ) ----- > H q+1( U , U -  K ) ----- >Hq+1( M )

η οποία είναι ισοδύναμη με την ακριβή

Η* ( Μ  -  Κ ) ---- > H q+1( M , Μ  — Κ ) ------> H q+1(M )

Επομένως και η οριακή της, που είναι η

Η«{Α)  - ί - »  H ; +1( U ) ----- *

είναι ακριβής. Άρα ker i  =  Im<$. □

Πόρισμα 6 .1 .8 . Έστω Α  συμ παγές ANR σε συμπαγές ANR Μ  και U  =  Μ —Α.  
Τότε οι ομομορφισμοί:

H q(Ut U - K )  H q{M,  Μ  -  K f -----»H q( M y A)

για Κ  συμπαγές υποσύνοβο του U  επ ά γουν ισομορφισμό στην οριακή απεικό­
νιση:

H q( U ) - ^ H q( M yA ) .
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Α π όδειξη . Εφαρμόζουμε το five lem m a στο δ ιά γρα μμα:

H q' l ( A ) ------- > H q( U ) ------- > H q( M ) ----- > Η* (A)

II -I II II
H q- 1 ( A ) ---- > Η"(Μ,  A ) ------ > Η Η Μ ) ----- > Η" (A)

αφού από την πρόταση 6.1.6 έχουμε H q(A ) =  H q(A)  V q. □

Έστω τώρα μία R-προσανατολίσιμη πολλαπλότητα Μ  και ( α 6 Η η( Μ , Μ ­
Α)  ένας R -προσανατολισμός της. Για ανοιχτή περιοχή V  του Α,  έχουμε:

Hn(V, V - A ) a  Ηη( Μ , Μ  — Α).

Την εικόνα του στην H n(V, V  — Α)  Θα τη συμβολίζουμε πάλι με ( a - Αν 
αφήσουμε το V  να διατρέχει στην οικογένεια V έχουμε τους ομομορφισμούς:

. Ca H q(V)  — ♦ H n_q(V ,i V  -  A)  «  H n- q(M,  M  -  A)

οι οποίοι επάγουν τον οριακό ομομορφισμό:

D a  : Η* (A)  — > H n. q{M , Μ  -  A)

Θεώρημα 6.1.9 (Alexander Duality). Έστω M  R -προσανατοβισμένη συμπα­
γή ς n -διάσιατη ποββαπβότητα και Α  κβειστό υποσύνοβο της. Τότε ο  D a ε ίνα ι 
ισομορφισμός V q.

Α π ό δ ειξη . Το δ ιά γρα μ μ α :

+ H H J J )---- >Hq(M )

Du Dm

a H q(A)  

Da

->Hq+1{ U ) ---- > H q+1(M )

Du Dm

Hn- q{U)  -A H n- q{ M )  > H n- q(M,  M - A )  H n^ ( U )  - a H n„q̂ ( M )

είναι μεταθετικό σε σχέση με το πρόσημο, όπου D u  και D M είναι οι ισομορ­
φισμοί από το Poincare Duality θεώρημα. Άρα από το five lem m a έχουμε το 
ζητούμενο. □

Πόρισμα 6 .1 .1 0 . Έστω Α  μία συμπαγής υποποββαπβότητα του Rn. Τότε
H q(A)  «  /fn_q_i(Rn — Α)  για q < n  και H n(A)  =  0.

Απόδειξη. Επειδή η Α  είναι συμπαγής στον R n, θα είναι ANR. Άρα H q( A ) =  
H q(A).  Γνωρίζουμε ότι W 1 =  S n — {ρ}. Άρα έχουμε τους ισομορφισμούς:

Η"(Α)  ^  Hn- q( S \  S n -  A ) <—  R” -  A) -A* -  A)

□



~ϊ 
' 

"-
lii

W
tY

rf
rf

iiV
M

t 
·*

'·“
«

7

Εφαρμογές

7 · ΐ  Ε μ φ υ τ ε ύ σ ε ι ς  Π ο λ λ α π λ ο τ ή τ ω ν

Ένα σημαντικό πρόβλημα στη θεωρία πολλαπλοτήτων είναι το εξής: Έστω 
Μ η και N m δύο πολλαπλότητες με τη <  η.  Υπάρχουν υποπολλαπλότητες 
της Μ  οι οποίες είναι ομοιομορφικές μ ε  την Ν \  Θα μελετήσουμε αυτό το 
πρόβλημα μόνο για  ειδικές περιπτώσεις η  =  2 και 3, αλλά θα παρουσιάσουμε 
και γενικά αποτελέσματα.

Ορισμός 7.1.1. Έστω X  και Υ  δύο τοποβογικοί χώ ροι κα ι f  : X  —* Υ  ένα  
προς ένα  και συνεχής απεικόνισή . Α ν  η /  επ ά γει ομοιομορφισμό μεταξύ του X  
και f { X )  C Υ,  Θα καβείται μία εμφύτευση του X  στον Υ .

Παράδειγμα 7 .1 .2 . Έστω <5 : [0,1) —► R2 με τύπο f ( t )  =  (cos 2πί, sin 2wt )  
και το διάστημα [0,1) έχει την τοπολογία του υποχώρου από τον Μ. Η /  δεν 
είναι εμφύτευση.

ΐ
|  Παράδειγμα 7 .1 .3 . Έστω /  : R  —► Μ3 μ ε f ( t )  =  (cos2-7r£,sin27r£,i). Η /  
j· είναι εμφύτευση.
i
I Στα επόμενα με Μ η Θα συμβολίζουμε μία συνεκτική προσανατολίσιμη η-
I διάστατη πολλαπλότητα. Τις περισσότερες φορές η Μ η Θα είναι συμπαγής.

! Επίσης Θεωρούμε R  =  Ζ.

Ορισμός 7 .1 .4 . Δύο υπόχω ροι Χ \ και Χ ι ενό ς  τοποβογικού χώ ρου X  κα~
V &

βούντα ι ισοδύναμα εμφυτεύσιμοι α ν  υπ ά ρ χει ομοιομορφισμός f  : X  —— X  
με / ( X ,) =  Χ 3.

Πρόβλημα: Έστω Μ  μία πολλαπλότητα και Ν  μ ία  συμπαγής συνεκτική 
υποπολλαπλότητά της. Ποιοι είναι οι τρόποι εμφύτευσης της μ ίας στην άλλη 
ως προς εμφυτεύσιμη ισοδυναμία;

73



74 · κεφαλαίο 7 - Εφαρμογές

Έχει αποβειχθεί ότι το πρόβλημα είναι άλυτο για τις τοπολογικές πολλα­
πλότητες. Θα χρησιμοποιήσουμε τα εργαλεία που μελετήσαμε για να βρούμε 
τοπολογικές αναλλοιώτους στις εμφυτεύσεις.

Ένα ασθενέστερο τοπολογικό πρόβλημα είναι το εξής:
Πρόβλημα: Έστω Κ  ένας υπόχωρος του Μ . Να περιγραψούν όλοι οι πιθανοί 
ομομορφισμοί

H i { M - K ) ------»H i ( M ) .

Θα ξεκινήσουμε τη μελέτη με υποπολλαπλότητες μηδενικής διάστασης.

Θεώρημα 7 .1 .5 . Έστω Μ  μ ία  συνεκτική ποββαπβότητα. Τότε Vxo, yo 6 
Μ  υ π ά ρ χ ε ι ομοιομορφισμός /  : Μ  —> Μ  ώστε /(χο) =  yo- Δηβαδή μία  
ποββα πβότητα  ε ίνα ι ομ ογενής χώ ρος.

Απόδειξη. Έστω Aut(M) =  { g , g  : Μ  —> Μ  ομοιομορφισμός}. Το σύνολο 
αυτό είναι ομάδα με πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων. Επίσης δρα στην Μ:

Aut χ  Μ  — ► Μ

(,9 , m ) ι— ► g(m).

Άρα το Μ  διαμερίξεται με βάση τις τροχιές της δράσης:

Μ Χ =  {y, 3 g Ε Aut (Μ) με g{y)  =  χ}.

Προφανώς το Μ χ είναι κλειστό υποσύνολο της Μ. Αρκεί να δείξουμε ότι είναι 
και ανοιχτό, τότε επειδή η Μ  είναι συνεκτική θα έχουμε το ζητούμενο. Αρκεί 
να βρούμε μία ανοιχτή περιοχή για κάθε σημείο του Μ χ ώστε κάθε σημείο 
της περιοχής να είναι στο Μ χ. Έστω y  G Μ  και U  χάρτης του ώστε U  =  Rn, 
Φ : Κη —► U  με Φ(0) =  y.  Έστω Β η ο μοναδιαίος δίσκος στον Rn. Έστω 
V  =  Φ ((βη)') και Β  =  Φ ( Β η). Θα δείξουμε ότι \/ζ Ε V.  ζ € Μ ν. Ας είναι 
u =  Φ-1(ζ). Υπάρχει ομοιομορφισμός φ : B n —> Β η ώστε ψ(0) — u και 
φ ( ν )  =  υ  V ν  € 5 η_1. Ορίζουμε την g\ : Β  —* Β  με:

Β  »B n — - *  B n Β.

Η gi  έχει τις εξής ιδιότητες, g\ (y) =  ζ  και g\ (χ) =  χ  V χ  € d B .  Ορίζουμε 
την g<2 : Μ  — V  —> Μ  — V v a  είναι η ταυτοτική. Επειδή η g\ και η g? 
συμπίπτουν σε κλειστό υποσύνολο της Μ  ορίζεται η g : Μ  —*■ Μ  με g\& =  g\ 
και g\M~v  =  Ρ2 ύε ζητούμενες ιδιότητες. □

Αμέσως θα μελετήσουμε το γενικό πρόβλημα που θέσαμε και θα πάρουμε 
μερικά χρήσιμα αποτελέσματα τα οποία θα μας δώσουν τις απαντήσεις για 
η =  2 και 3 ως πορίσματα.
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Έστω X  ένας ιοπολογικός χώρος και χ  €  U  C 1  μ ε  { χ }  κλειοιό κα ι U  
περιοχή χου χ  ομοιομορφική με χον Rn. Από χην πρόχαση 3 .1 .3  έχουμε χην 
μακρά ακριβή ακολουθία:

0 -> Η η ( Χ  -  χ) Η η { Χ )  -> Η η ( Χ ,  Χ - χ ) - +  Η η- ι ( χ  -  χ )  ->  Η η- ι ( Χ )  0

Από χο θεώρημα 3.2.28 παραχηρούμε όχι H i { M n) =  0 για  %>  η.  Επίσης 
αν η Μ η είναι συνεκχική συμπαγής προσαναχολίσιμη πολλαπλόχηχα, χόχε 
έχουμε χον ισομορφισμό

Η η ( Μ )  «  Η η ( Μ ,  Μ  -  χ )  V χ  G Μ .

Επίσης η Η { ( Μ )  είναι πεπερασμένα παραγώμενη·

Πόρισμα 7 .1 .6 . Έστω Μ η σ υ μ π α γή ς  σ υ νεκ τ ικ ή  κ α ι μ η  π ρ ο σ α να το β ίσ ιμ η . Τό­
τε Η η ( Μ )  =  0.

Α π όδειξη . Η Μ  είναι μη προσαναχολίσιμη, οπόχε δεν υπάρχουν ολικά se­
ctions, δηλαδή Γ Μ  =  0. Εφαρμόζουμε χο θεώρημα 3 .2 .28  και έχουμε χο 
ζηχούμενο. □

Πρόχαση 7 .1 .7 . Α ν  η  Μ η ε ίν α ι σ υ μ π α γή ς  σ υ νεκ τ ικ ή  π ρ ο σ α να το β ίσ ιμ η  π ο β -  
β α π β ό τη τα , τότε Η η ( Μ  — ρ)  =  0 κ α ι  H n- i ( M  — ρ)  ~  H n_ i ( M )  V ρ  G Μ .  
Δ η β α δ ή  H i ( M  — ρ)  «  H i ( M ) yia i  <  n  — 1.

Α π ό δ ε ιξ η . Από χην προηγούμενη μακρά ακριβή ακολουθία. □

Παρατήρηση : Έσχω Μ η μ ία  συμπαγής προσαναχολίσιμη πολλαπλόχηχα και 
Κ  μ ία συμπαγής υποπολλαπλόχηχα χης. Η Μ  και χο Κ  είναι ANR οπόχε από 
χην πρόχαση 6.1 .6  η απεικόνιση k : Η ι ( Κ )  —» Η ι ( Κ )  είναι ισομορφισμός. 
Έχσι έχουμε χους ισομορφισμούς:

Η \ Κ ) »  Ε \ Κ )  »  Μ  -  Κ ) .

Πόρισμα 7 .1 .8 . Έ στω  Μ η σ υ μ π α γή ς  σ υ νεκ τ ικ ή  π ρ ο σ α να το β ίσ ιμ η  π ο β β α π β ό -  
τητα κ α ι Κ  σ υ μ π α γή ς  σ υνεκ τ ικ ή  υ π ο π ο β β α π β ό τ η τ α  της Μ . Τότε

H n ( M )  «  Η η ( Μ ,  Μ  -  Κ ) .

Α π ό δ ειξη . Από χο πόρισμα 3 .2 .30  έχουμε Η η ( Μ ) «  Ζ και από χην προηγού­
μενη παραχήρηση έχουμε H n ( M ,  Μ  -  Κ )  «  Η ° ( Κ )  « Ζ .  □

Πόρισμα 7 .1 .9 . Α π ό  τη ν  π ρ ο η γο ύ μ εν η  α κ ο β ο υ δ ία  κ α ι το π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  π ό ρ ι­
σ μ α  έ χ ο υ μ ε :

H n ( M  -  Κ )  =  0
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Θα εφαρμόσουμε ία  προηγούμενα αποτελέσματα για Μ  και Κ  σφαίρες 
γιατί αυτές αποτελούν τις απλούστερες περιπτώσεις.

θεώ ρη μ α  7 .1 .1 0 . Έ στω  Κ  =  S m υ π ο π ο β β α π β ό τ η τ α  της Μ η . Τότε:

Η „ ( Μ , Μ - Κ ) &  Η ° ( Κ )  =  / / “(S’") «  Ζ

Μ -  Κ) a  Hm(Sm) »  Ζ

και Μ  — Κ )  / / ’(6’TO) = 0 yia i  -^ 0 ,m

Π όρισμα 7 .1 .1 1 . Για  i φ  η, η — 1, π — ιτι,π — ra — 1 ισχύει:

Η φ Μ  -  S m) — Η φ Μ )

Απόδειξη. Από την μακρά ακριβή ακολουθία:

-------> Hi { M - S m ) - ^ H i { M ) - ^ H i { M , M - S m ) - > H i - 1{ M - S m ) - + ' · ·

και από το προηγούμενο θεώρημα. □

Π όρισμα 7 .1 .1 2 . Έ στω  Μ η σ υ μ π α γ ή ς  κ α ι Κ  =  S m υ π ο π ο β β α π β ό τ η τ α  της
Μ . Τότε

Η φ Μ  — S m ) «  Hi(M) i φ  n , n  — m ,n  — m  — 1.

Θεώρημα 7 .1 .1 3 . Έ στω  M n =  S n.

H n ( M  -  K )  =  0 

Η φ Μ )  ~ 0 i  φ Ο , η

Η φ Μ , Μ  -  K )  «  - K ) i < n ~  1.

Π όρισμα 7.1 .14. Έστω Μ  =  S n κ α ι Κ  =  S m . Τότε Η φ Μ  — Κ )  =  0 για 
i  Φ  τι — m  — 1 και — Κ )  =  Ζ.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο Θεώρημα και την προηγούμενη πα­
ρατήρηση. □

Π ροσ οχή : Πουθενά δεν χρησιμοποιήσαμε ότι Κ  =  S m. Το μόνο που χρησι­
μοποιήσαμε είναι ότι το Κ  είναι συμπαγές και

, για i  φ  0, π ι  

, για ι =  0, m.

Αρα μιλάμε για ομολογιακές σφαίρες και όχι για πραγματικές σφαίρες.
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Πόρισμα 7 .1 .1 5 . Θ εω ρούμ ε την S n~l εμ φ υ τευ μ έν η  στην S n , S'71-1 '—>■ S n . O  
χ ώ ρ ο ς  S n — Sn_1 έ χ ε ι  δ ύ ο  τρ ο χ ια κ ές  σ υνιστώ σες κ α ι η  ε β β α τ ο ύ μ ευ η  ο μ ο β ο γ ία  
του ε ίν α ι ισόμ ορφ η  μ ε  την ο μ ο β ο γ ία  εν ό ς  ση μ είου .

Πόρισμα 7 .1 .1 6  (Jordan Separation Theorem). Κάθε υ π ό χ ω ρ ο ς  του  Rn ο- 
μ ο ιο μ ο ρ φ ικ ό ς  μ ε  την S n~ l δ ια χω ρ ίζει τον  Rn σε δ ύ ο  τ ρ ο χ ια κ ά  σ υ νεκ τ ικ ο ύ ς  
υττοχώ ρους. Ο  έ ν α ς  ε ίν α ι φ ρ α γμ ένο ς .

Α π όδειξη . Επειδή Rn =  — { ρ }  αν αφαιρέσουμε ένα σημείο από την μ ί­
α συνιστώσα από το προηγούμενο πόρισμα έχουμε ότι ο χώρος Rn — S n~ l 
έχει δύο τροχιακές συνιστώσες. Επίσης από το θεώρημα 3.2.28 έχουμε 
H n (\Rn, θ'”-1 ) «  Γ0(Μη — S n~ l ). Θεωρούμε την παρακάτω ακολουθία:

0---- > Hn(S"-\Ζ2) ---->Hn(R",Ζϊ) -* -»Ηπ(R», 5"_1)

- +  Hn-l (S’*-1, Ζ2) - ί-»  (R")----- > · · ·

Τότε ranki7n(Rn, S'71-1) =  rank ker j  +  rank Imj =  rank Imz +  rank ker k 
= 0 + 1. Επομένως rank Tc(Rn — Sn_1) =  rank H n(Rn, Sn-1) =  1. Άρα αρκεί 
να δείξουμε ότι το rank TC(X) είναι το πλήθος των φραγμένων συνιστωσών 
του X .  'Εστω s : X  —> Η η( Μ ) section τοπικά σταθερό. Επειδή η Η η( Μ )  έχει 
την διακριτή τοπολογία, το s θα είναι σταθερό σε κάθε φραγμένη συνιστώσα. 
Θυμίζουμε ότι μία συνιστώσα είναι φραγμένη αν η θήκη της είναι συμπαγής. 
Άρα το rank του Γε(Χ) δίνει τον αριθμό των φραγμένων συνιστωσών. □

7 .2  S 1 c-* Μ 2

Έστω τώρα ότι έχουμε την εμφύτευση S 1 e—> Μ 2, όπου η Μ 2 είναι συμπα­
γής προσανατολίσιμη πολλαπλότητα. Έχουμε την παρακάτω μακρά ακριβή 
ακολουθία

Η 2( Μ  -  S 1) ->  Η 2(Μ )  —> Η 2(Μ,  Μ  -  S 1) —> Η χ { Μ  -  S 1) 

Η \ { Μ )  Ή\{Μ,  Μ  — S1) —> H q( M  — S 1) —> H q( M ),

όπου Η2( Μ  -  S1) =  0, Η 2(Μ )  =  Ζ, Η 0{Μ )  =  0 και H ^ S 1) «  Η 2^ ( Μ 7 Μ  -  
S 1), δηλαδή Η ι( Μ ,  Μ  -  S 1) «  H l ( S l ) «  Ζ και Η 2(Μ,  Μ  -  S1) «  t f ^ S 1) «  
Ζ. Θα υπολογίσουμε την Η \ { Μ  — S’1).

Η 0( Μ  -  S'1) »  Z/Inwr =+ rank50(M -  S 1) < 1.
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Υποθέτουμε πρώτα ότι H q( M  — S 1) ~  Ζ. Δηλαδή ο χώρος Μ  — S 1 έχει δύο 
συνεκτικές συνιστώσες. Από την ακολουθία

0 ----- > Η γ(Μ -  S 1) ----- > Ηχ(Μ)  -=-> Ζ ----- > Η0( Μ  -  S 1) ----- > 0

έχουμε Η \ { Μ  — S 1) ~  Η \ { Μ ) .  Δηλαδή η πρώτη ομολογία δεν άλλαξε.
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι H q( M  — S 1) =  0. Τώρα έχουμε μία συνι­

στώσα. Τότε έχουμε την ακολουθία

0 ------> Η χ ( Μ  -  S 1) - ^ H 1( M ) - ^ Z ----->Hq( M  -  S 1) ----- >0.

Γνωρίζουμε ότι Η \ ( Μ )  «  Ζ 0  · · · 0  Ζ, δηλαδή το ευθύ άθροισμα k Ζ συνι­
στωσών. από το παράδειγμα 1.1.18. Όμως Φ (Η χ(Μ  — S 1)) «  Η \ ( Μ  — S 1) 
και Φ( Η ι ( Μ  — S1)) < Ζ 0  · · · 0  Ζ άρα Φ ( Η χ (Μ  — S 1)) «  αχΖ 0  · · · 0  α*Ζ
και Ζ 0  · · · 0  Ζ/α,ιΖ 0  · · · 0  α*Ζ «  Ζ. Επομένως α* =  0 για μοναδικό ϊ και
α;· =  1 για j  φ  ι. Άρα

Η \ ( Μ  — ιS1*) ~  Ζ 0  *̂ · 0  Ζ .
fc-l

Δηλαδή αν θεωρήσουμε τον χόρο Μ 2 =  S 1 x S 1, η S 1 μπορεί να εμφυτευ- 
θεί ως το σύνορο μιας περιοχής ομοιομορψικής με την (Β 2)\ Σε αυτήν την 
περίπτωση, ο Μ 2 — S 1 έχει δύο συνεκτικές συνιστώσες εκ των οποίων η μία 
είναι συστελλόμενη και η άλλη ομοτοπική με το σφηνοειδές άθροισμα δύο 
κύκλων. Αν η S 1 εμφυτευθεί σε έναν S 1 από τους 5 1 x 5 1 =  Μ 2, τότε ο 
Μ 2 — S 1 έχει μία συνεκτική συνιστώσα η οποία είναι ομοτοπική με την S 1.

Δηλαδή τα τοπολογικά εργαλεία σε αυτήν τη διάσταση είναι ικανά να μας 
λύσουν το πρόβλημα.

7-3 S 2 *-> S 3

Θα μελετήσουμε τώρα το αντίστοιχο πρόβλημα για Μ  =  S 3 και Κ  =  S 2. 
Από το πόρισμα 7.1.14 έχουμε:

H i( S 3 — S2) =  0 για κάθε i  φ  0

και H 0( S 3 -  S 2) =  Ζ.

Ας δούμε δύο γνωστές εμφυτεύσεις: 1) την κανονική όπου η 5 2 είναι ο ιση­
μερινός της S 3 και τη σφαίρα του Alexander στην S3. Έστω A S 2 ·—* S3 η 
σφαίρα του Alexander εμφυτευμένη στην S 3. Έχουμε ότι H \ ( S 3 -  AS2) =  0, 
αλλά 7Ti(S3 — AS2) φ  0 (βλέπε (11 στην σελίδα 170). Ενώ στην κανονική 
εμφύτευση έχουμε 7Ti(S3 — S 2) =  0.
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Από τον ισομορφισμό του Alexander Η ' { Κ )  «  //„„,( Μ — K )  έχουμε:

H 3( S 3, S 3 - S 2) ss Z 

H i i S 3^ 3 - ^ )  =  0 
if1(S,3,5 3 -  5 2) «  Z.

Επομένως από την μακρά ακριβή ακολουθία:

H 3( S 3 -  S2) —ι H 3 { S 3) — »ff3(S3,S3 -  S2) —»Ji2(53 -  S 2) — > tf2(S3) — »

—) tf^ S 3,5 3 -  S'2) —»H i ( S 3 -  S 2) —»H i ( S 3) — »ffjiS 3, S'3 -  S2) —>

—>#o(S3 - 5 2) — >0

έχουμε:

i i 2(53 - S '2) =  0 
# ι( 5 3 - £ 2) =  0
H q( S 3 - S 2) «  Z =» i / ’oi'S'3 -  S 2) «  Z 0  Z.

Ο  χώρος S'3 — 52 αποτελείται από δύο συνεκτικές συνιστώσες.
Π ροσοχή: Η κερατοειδής σφαίρα Λ52 του Alexander (Alexander hom ed 
sphere) είναι εμφυτευμένη στην S 3 διαφορετικά από ότι είναι ο ισημερινός 
S2 της 5 3. Η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να ξεχωρίσει αποτελεσματικά τους 
τρόπους που η S m εμφυτεύεται στην S n . Σύμφωνα με αυτήν την παρατήρηση 
δεν υπάρχει μοναδική εμφύτευση S 2 S 3.

Τέλος θα περιγράφουμε πως κατασκευάζεται η σφαίρα του Alexander. 
'Εστω Χ ο  ο γεμάτος τόρος, δηλαδή ο τόρος μαζί με το εσωτερικό του. To X q 
είναι ομοιομορφικό με την σφαίρα Β 2 εαν κολλήσουμε σε αυτήν ένα χερούλι. 
Από το Χ ο  αφαιρούμε ένα κομμάτι όπως το παρακάτω σχήμα. Έτσι έχουμε το 
Χ \ .  Στο Χ \  κολλάμε δύο χερούλια έτσι ώστε να μπλέκονται όπως δύο κρίκοι 
σε μία αλυσίδα. Από κάθε κρίκο αφαιρούμε ένα κομμάτι όπως κάναμε στο 
X q. Έτσι έχουμε το Χ 2. Το Χ 2 έιναι το Χ \  μαζί με τέσσερα κέρατα κολλημένα, 
όπως φαίνεται στο σχήμα. Όμοια σε κάθε κέρατο κολλάμε δύο μπλεγμένους 
κρίκους και από κάθε κρίκο σβήνουμε ένα κομμάτι. Έτσι έχουμε το Χ 3. 
Επαναλαμβάνουμε επ’απειρο την παραπάνω διαδικασία. Το σύνορο αυτού 
του συνόλου είναι η κερατοειδής σφαίρα AS2 του Alexander.
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Σχήμα 7.1: Alexander Homed Sphere
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