
Π Α Ν Ε Π ΙΣ Τ Η Μ ΙΟ  ΙΩ Α Ν Ν ΙΝ Ω Ν
ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜ ΩΝ

Τ Μ Η Μ Α  Μ Α Θ Η Μ Α Τ ΙΚ Ω Ν
ΤΟΜ ΕΑΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ-ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΑΣ

ΑΛΙΚΗ ΣΑΜ ΑΡΤΣΙΔΟΥ

Α Ν Α Π Α Ρ Α Σ Τ Α Σ Ε ΙΣ  Φ Α Ρ ΕΤΡ Ω Ν  Κ Α Ι Τ Ο  

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  T O Y  G A B R IE L

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΔΙΑΤΡΙΒΗ

.1C*
7

• ν 'μ;.

Μ

ΙΩ Α Ν Ν ΙΝ Α , 2009





Π Α Ν Ε Π ΙΣ Τ Η Μ ΙΟ  ΙΩ Α Ν Ν ΙΝ Ω Ν
ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜ ΩΝ

Τ Μ Η Μ Α  Μ Α Θ Η Μ Α Τ ΙΚ Ω Ν
ΤΟΜ ΕΑΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ-ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΑΣ

ΑΛΙΚΗ ΣΑΜ ΑΡΤΣΙΔΟΥ

Α Ν Α Π Α Ρ Α Σ Τ Α Σ Ε ΙΣ  Φ Α ΡΕΤΡΩ Ν  ΚΑΙ Τ Ο  

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  T O Y  G A B R IE L

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΔΙΑΤΡΙΒΗ

ΙΩ Α Ν Ν ΙΝ Α , 2009



VIC **·**φ*·0*2 ΰ Ά

ί» y  * m  ί-.'.τ

;4

t

-■ e i m w M c

H

ΊΟ Μ Τ ΙΗ + .Α ' ■■.

o t  u m  χ ω τ γ ά ί α ^  :■ - a :u  v z ,

'  > .% '· 4‘ 3 M *■

M & v r r k i A  a

f- ;· .-·; :/ ► ·.)·



Η παρούσα μεταπτυχιακή διατριβή εκπονήθηκε οττα πλαίσια του 
Προγράμματος Μεταπτυχιακών Σπουδών, για την απόκτηση του Μεταπ­
τυχιακού Διπλώματος Ειδίκευσης στα ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Ανάλυση-Άλγεβρα- 
Γεωμετρία), που απονέμει το Τμήμα Μαθηματικών του Πανεπιστη­
μίου Ιωαννίνων, υπο την επίβλεψη του Αναπληρωτή Καθηγητή κ. 
Απόστολου Μπεληγιάννη.

Τριμελής Ε πιτροπή Κρίσης

Μπεληγιάννης Απόστολος, Αναπληρωτής Καθηγητής του Τμήματος 
Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων 

(Επιβλέπων Καθηγητής)

Μαρμαρίδης Νικόλαος, Καθηγητής του Τμήματος Μαθηματικών 
του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων

Θωμά Απόστολος, Αναπληρωτής Καθηγητής του Τμήματος 
Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων



 ̂ .f ί, 
?

; tn -t1
; ^ - :€·Μ ί·Χ:· ■&:£&.*.ώΐΐΐ:-·-

■-' f- l-'.lji' <. '-t: *“ : *“ .' ·. " '

'Z r i& J b W i:.' '■:
f:*&  i ''W; - -ΐ:' ·' V . "«: ■•'■’!·ί’ :̂'·;;ΐ..ν·. -.’ίΤ.;?··;?,v’ilSh-vl L:-:-'' --vi ‘

< ■ >&; ‘ ■■. ■" Πα ΚΕΝΑ ΠΟΥ.; ̂ ψ'VVll·

* α ρ
| Χ ι;;ftwiil·:,

'·Ο"μ " ''· ·. ': · :;.y ;:

<■»
® l f f l;:“·̂ ’* 'i'̂ l'̂ &y:̂ !>:%· ' S '-'J..: ·'·Γ · ■ · ir'‘ . · “

* : '

-ν';-

■'·,Γ,Γ , *

Ι Ι Ι Ι β ;. "«,Ι&Χβχ&ϊ ;}■·.’

■ r ;y n -i bqtrCHVCT ΗUOi :·ν;:τ.;νΐί. JVT} Vi»?'?>:> fj%nj,'*.·>?$ £;..·
■/■<;> : n-j··’ .ν'::?<:■'/οϊ'ί.ΐ -^ϊ.·. .·.

;.'.Λ;',ν Λ* , ι> |. !A M ? i η*·:> ;:fnvi, ■ ’ -'ν ' <; .«?5&ί 4  
■ (m»frr ί·.»>Η -joy < \i ■ :,> v'f -n

: 4 ^ ; ν  ■ v:i ■ .vh>, w j r j f a - a & i  m k i

'i · : :f -J!'· %7 ■· -Τ-Α̂ -.-ι.'Λ’■ ■ y'
- 'A.

| ;" '·Α·ΐ.?ν .}

^v.vy ■

’:ΐ ΐ '
’„■, t ·-■>I- ?.· ', ·. ■. ■■,

■ . · : -ί·. . ■ λ:-•■/'I
ii ι(1Λ'* ί .. Jit1' ·• y?. ’;

' ;v. ' 3 '-Μ
1

; λ . ? γ :  y -

■*, P 
i ;«ν

- J- Y*
i -:■$'·:*-

*. . . ii · ■ > ■J.» >rtV <■
p f e -

m w K  ηπο^τιπΗ 3W'.aMHTii·· fl
■ , =>» •'«Λ!·.···^ ■

■i'-..■v* *'
'̂ 5. '

>ur-viifiuT ;>f}jti'fps$i>:d # ! ΐ ω . ) ϊ φ ' < A  y o A v y A t j iA  g§&\ fa 'jp & m M
'VH.wrWi^|. ί,'οΗ^ί^Μ'Γίίνο' J

t v ; iffAi A>v '/tyr
.·. ■* '' v-;>- ̂

. '·'- -.·· ' - -’ '"*Λ« ,.■]',
Γ

, :‘Jr'·;.'' Vi
1 'i» 1X
ί?'ΐ:

■··..·:· ·?·.Λ .· ̂ i··'■i< .· ;;.. · / '
•rfi ; '■ ·:' . ·.··.·.■ · •ν. . ·· t ■ ·

·' Αϊί3&4?ϊ*:Η|ίί®βΜ vim U-
iW a^VVi^· :: ;<·.· - - : (■■■:'; '.A.:\

;.i.·-'··■' " ■- ; · . ■ ·ί#' .-i ■;■ - v ; .. y/:t:A;
^ rm tf if in t.w t ’-. , ; c / o w

"· α , ^ , Α · · .  ,.■1· ·.-  ................... ■.- ·:'5' ν · ϊ  ·■.■·■;■·-· ■■·..> , \ *  ---------A ̂ ^ΐ-·;1···. ..-r.̂.::  ̂ 1··- Λ̂··: / W  ®
■ί,ν·,;-· _ 'μ= >■' v yi"'. ^yyy iyyy ·

:y yim ·***”*-

t:‘ ;.;'y
■:f'

; / * Λ ** ^
J‘ ‘ ' , '  ̂ ^ V

.« iM  T’ '

■A '*t: v‘ Λ 1 A

Λ
i

v * -  .·; :- . ^ , v  ij·..

'•"! >a .
’ - .,’V



Περιεχόμενα

Ετσαγωγή 1

1 Γενική Θεωρία Αναπαραστάσεων Φαρετρών 7
1.1 Φ αρέτρες κ α ι Α να π α ρ α σ τά σ εις-Ο ρ ισμ οί κ α ι Π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α ..................... 7
1 .2  Α π λές κ α ι μ η -Α να λ ύ σ ιμ ες  Α ν α π α ρ α σ τ ά σ ε ις ......................................................... 16
1 .3  Π ροβολικές και Ε μ β ο λ ικ ές  (Injective) Α ν α π α ρ α σ τ ά σ ε ις ................................ 2 3

2 Δακτύλιοι, Πρότυπα και Κατηγορίες 33
2 .1  Θεωρία Δακτυλίω ν κ α ι Π ρ ο τ ύ π ω ν ..........................................................................3 3
2 .2  Κ ατηγορίες και Σ υναρτητές ......................................................................................4 4

2 .2 .1  Γενική Θ εωρία Κ α τ η γ ο ρ ιώ ν ..........................................................................4 4
2 .2 .2  Π υρή νες, Σ υ ν π υ ρ ή ν ε ς  κ α ι Α β ελια νές Κ α τ η γ ο ρ ί ε ς .........................5 0
2 .2 .3  Γενική Θ εωρία Σ υ ν α ρ τ η τ ώ ν ..........................................................................5 2

2 .3  Δ ακτύλιοι του A r t in .......................................................................................................... 5 7
2 .4  Ά λγεβρες του A r t i n .......................................................................................................... 7 2

3 Η Αλγεβρα-Μονοπάτι και το Πρώτο Θεώρημα του Gabriel 89
3 .1  Η Ά λ γ ε β ρ α -Μ ο ν ο π ά τ ι..........................................................................................................8 9

4 Συναρτητές Ανάκλασης 117
4 .1  Κ λη ρονομ ικ ές Ά λ γ ε β ρ ε ς .................................................................................................1 1 7
4 .2  Σ υναρτητές Α ν ά κ λ α σ η ς .....................................................................................................1 2 2
4 .3  D y n k in  κ α ι E u c lid e a n  δ ια γ ρ ά μ μ α τα  ........................  1 51

5 Το Θεώρημα του Gabriel 161
5 .1  Μ η -α να λύ σ ιμ ες α να π α ρ α σ τά σ εις  των Α ι , Α 2, Α 3 κ α ι ....................... 1 61
5 .2  Το θεω ρή μ α  του G a b rie l γ ια  τις φ α ρ έτρ ες τ ύ π ο υ  D y n k i n ........................... 1 71
5 .3  Το θεω ρή μ α  του G ab rie l γ ια  τις φ α ρέτρες τ ύ π ο υ  E u c l i d e a n ................... 1 7 3
5 .4  Το θεώ ρ η μ α  του G a b r i e l .................................................................................................1 7 6

Βιβλιογραφία 181

ν



Εισαγωγή

Σ κ ο π ό ς της π α ρ ο ύ σ η ς  διατριβής είνα ι η π α ρ ο υ σ ία σ η  τη ς α π ό δ ειξ η ς  του φ η μ ισ μ έ ­
ν ο υ , κα ι θ εμ ελ ιώ δ ου ς στην Θ εωρία Α ναπα ραστά σεω ν, Θ εω ρή μ α τος του  G a b rie l 
α να φ ορικ ά  μ ε  την τα ξινόμηση  π ροσα να τολισ μ ένω ν δ ια γρ α μ μ ά τω ν, ή δ ια φ ο ρ ε­
τικά φαρετρώ ν, τα ο π ο ία  έ χ ο υ ν  π επ ερ α σ μ έν ο  π λ ή θ ο ς  κ λά σεω ν ισ ο μ ο ρ φ ία ς  μ η -  
α να λύσιμ ω ν ανα πα ραστά σεω ν π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστασης υ π ερ ά νω  ενό ς σώ ματος.

Α ναλυτικότερα, ο P eter  G abriel σε μ ια  θεμελιώ δη  ερ γα σ ία  του η ο π ο ία  δ η μ ο σ ιεύ -  
Θηκε το .1 9 7 2  κ α ι η ο π ο ία  ουσιαστικά  δ η μ ιο ύ ρ γ η σ ε  ένα ν  ν έ ο  κ λά δ ο  έρ ευ να ς , 
α πέδειξε ότι το π λ ή θ ο ς  των κλάσεω ν ισ ο μ ο ρ φ ία ς των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να π α ρα σ τά σ εω ν  
μ ια ς  φ αρέτρας είνα ι π επ ερ α σ μ έν ο  α ν κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  το υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α  της  
φαρέτρας, το ο π ο ίο  π ρ ο κ ύ π τε ι αν α γ ν ο ή σ ο υ μ ε  τον π ρ ο σ α να το λ ισ μ ό  της, ε ίνα ι δ ιά ­
γ ρ α μ μ α  τύ π ο υ  D y n k in . Σ η μ ειώ νο υ μ ε ότι τα δ ια γ ρ ά μ μ α τα  D y n k in  εμ φ α ν ίζο ν ­
ται και δ ιαδρα μ α τίζουν σημ αντικό  ρόλο  σε δ ιά φ ο ρ ες π ε ρ ιο χ έ ς  των Μ αθημ ατικώ ν, 
α να φ έρ ο υ μ ε  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α : την τα ξινόμ ηση  των α π λώ ν α λγεβρώ ν Lie, τη ν θ εω ­
ρία των π επ ερ α σ μ ένω ν  κ ρυσ τα λλογρα φ ικ ώ ν συστημάτω ν ριζών κ α ι των ο μ ά δ ω ν  
C oxeter, την θεω ρία  των ιδ ιομ ορφ ιώ ν μ ε  την έννο ια  του  A rn o ld , στην θεω ρία  υ π -  
ερχορδώ ν κ α ι στη Μ αθημ ατική  Φ υσική , κ α ι γεν ικ ό τερ α  σε π ο λ λ έ ς  π ε ρ ιο χ έ ς  στις 
ο π ο ίες  μ π ο ρ ε ί να  δ ιατυπω θεί κα τά λλη λα  ένα  π ρ ό β λ η μ α  τα ξινό μ η σ η ς μ α θ η μ α τικ ώ ν  
αντικειμένω ν “π επ ερ α σ μ έν ο υ  τ ύ π ο υ ”.

Α π ό την ά λλη  π λ ευ ρ ά  ο G abriel, δ οθέντος εν ό ς  σώ ματος, α ντιστοίχισε σ ε  κ ά θ ε  
π επ ερ α σ μ έν η  φ αρέτρα μ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  π λ ή θ ο ς  κ ο ρ υ φ ώ ν κ α ι χω ρ ίς  π ρ ο σ α να το λ ισ ­
μ έ ν ο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς , μ ια  βα σική  ά λγεβρα  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα ση ς, η ο π ο ία  ε ίνα ι γ ν ­
ωστή ως η άβγεβρα-μονοπάτι της φ αρέτρας, η ο π ο ία  ε ίνα ι κ λ η ρ ο ν ο μ ικ ή . Α ντίστρο­
φα α ν το σώ μα είνα ι α λγεβ ρ ικ ά  κλειστό, α π έδειξε  ότι κ ά θ ε  β α σ ικ ή  κ λ η ρ ο νο μ ικ ή  
ά λγεβρα  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστασης ε ίνα ι ισ όμ ορ φ η  μ ε  την ά λ γ εβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι μ ια ς  
κ α τά λλη λη ς φ αρέτρα ς. Η π α ρ α π ά νω  1-1 κ α ι επ ί α ντιστοιχία  μεταξύ  φ αρετρώ ν  
και αλγεβρώ ν έχει την ιδιότητα οι κ α τη γορ ίες των α να π α ρ α σ τά σ εω ν της φ α ρ έτρ α ς  
κ α ι των π ρ οτύπ ω ν υ π ερ ά νω  της ά λγεβ ρ α ς να  είνα ι ισ ο δ ύ ν α μ ες . Ω ς σ υ ν έπ ε ια  το 
Θ εώ ρημα του G abriel χαρα κτηρίζει τις κ λ η ρ ο νο μ ικ ές  ά λγεβ ρ ες  μ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  
π λ ή θ ο ς  κλάσεω ν ισ ο μ ο ρ φ ία ς μ η -α να λύ σ ιμ ω ν π επ ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ εν ω ν  π ρ ο τ ύ π ­
ων. Γενικότερα σε μ ια  άλλη  ερ γα σία  του το 1 9 7 3  ο G ab riel α π έδ ειξε  ότι κά θε  

βασική άλγεβρα  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστασης υ π ερ ά νω  ενό ς α λγεβ ρ ικ ά  κλειστού  σώ­
μ α τος παρίσταται α π ό  μ ια  φαρέτρα, η ο π ο ία  είνα ι α ντ ικ ε ίμ ενο  σ υ γκ εκ ρ ιμ ένω ν  
σχέσεω ν μεταξύ των βελώ ν της, μ ε  ά λλα  λ ό γ ια  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  
π η λίκ ο  της ά λγεβ ρ α ς-μ ο νο π ά τι.

Ε π ιπ ρόσθετα  στο θεμ ελιώ δες Θ εώρημά του ο G ab rie l α π έδ ε ιξε  ότι υ π ά ρ χ ε ι  μ ι ­
α 1-1 και επ ί αντιστοιχία  μεταξύ των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να π α ρ α σ τά σ εω ν φ αρετρώ ν  
τύ π ο υ  D y n k in  και των θετικώ ν ριζών κ α τά λλη λη ς τετραγω νικής μ ο ρ φ ή ς  η ο π ο ία  
αντιστοιχίζεται σε κ ά θε φαρέτρα. Έ τσι το π ρ ο β λή μ α  τα ξινό μ η σ η ς α να π α ρ α σ τά σ εω ν
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

α νά γετα ι σ ε. π ο λ ύ π λ ο κ ο  α λ λ ά  εφ ικ τή ς λ ύ σ η ς  π ρ ό β λ η μ α  Γ ρ α μ μ ικ ή ς Α λγεβρα ς, και 
μ ε  β ά σ η  την θεω ρία  του G a b rie l είμ α σ τε σε θέσ η  να  γνω ρ ίζο υ μ ε π ο ιές  φ αρέτρες έ ­
χ ο υ ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  π ο λ λ έ ς  μ η  ισ ό μ ο ρ φ ες  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις , καθώ ς 
κ α ι π λ ή ρ η  π ερ ιγ ρ α φ ή  αυτώ ν. Α π ό  την ά λλη  π λ ευ ρ ά  επ ειδ ή , λόγω  του Θ εω ρήματος  
των K ru ll-S ch m id t, κ ά θ ε α να π α ρ ά σ τα σ η  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης μ ια ς  φ αρέτρα ς  
ε ίν α ι μ ε  μ ο ν α δ ικ ό  τρ ό π ο  ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να πα ρα στά σεω ν, η γνώ ­
ση της κ λ ά σ η ς των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να π α ρ α σ τά σ εω ν επ ιτρ έπ ει την π λή ρ η  γνώ ση  
όλω ν των α να π α ρ α σ τά σ εω ν.

Σ η μ ειώ νο υ μ ε  ότι η ερ γα σ ία  του G ab riel γ εν ίκ ευ σ ε  σχετικά  α ποτελέσμ α τα  και 
μ ε θ ό δ ο υ ς  των G e lfa n d -P o n o m a re v  α να φ ο ρ ικ ά  μ ε  την τα ξινόμ ηση  των τετράδων 
υ π ο χ ώ ρ ω ν ε ν ό ς  δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ύ  χώ ρ ου . Αυτή η τα ξινόμ ηση , η ο π ο ία  επ ιτεύ χθ η κ ε  
το 1 9 7 1 , α να φ έρ ετα ι σε τα ξινόμ η ση  α να π α ρ α σ τά σ εω ν σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ νη ς  φ αρέτρας. 
Τ ο 1 9 7 3  οι B e m s te in -G e lfa n d -P o n o m a r e v  έδω σαν μ ια  α π λού σ τερ η  α πόδειξη  του 
Θ εω ρή μ α τος του G ab rie l χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς  ν έ ε ς  μ ε θ ό δ ο υ ς . Σ υ γκ εκ ρ ιμ ένα  χ ρ η σ ι­
μ ο π ο ίη σ α ν  συναριτμές ανάκλασης, ο ι ο π ο ίο ι α ρ γότερ α  ο δ ή γ η σ α ν  στην θεμελίω ση  
τη ς Θ εω ρία ς T iltin g . Η α π ό δ ειξη  των B e m ste in -G e lfa n d -P o n o m a r e v  του Θ εω ρή­
μ α τ ο ς  του  G a b r ie l θεω ρείται ω ς η π λ έ ο ν  επ ικ ρ α το ύ σ α , α λλά  σ ε κ ά π ο ια  ση μ εία  
τη ς χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί  στοιχεία  Α λ γεβ ρ ικ ή ς Γεω μετρίας. Π ρόσφατα (2 0 0 7 ) ο  Η. K rau se  
π α ρ ο υ σ ία σ ε  μ ια  α π ό δ ειξη  στο π ν ε ύ μ α  των B e m ste in -G e lfa n d -P o n o m a r e v  η ο π ο ία  
είνα ι π ερ ισ σ ότερ ο  σ τοιχειώ δη ς και α π ο φ ε ύ γ ε ι χρ ή σ η  Α λγεβρο-Γ εω μετρικώ ν α π ο τε­
λεσμ άτω ν. Η α π ό δ ειξη  του K ra u se  ε ίνα ι η α π όδ ειξη  την ο π ο ία  θα  α να π τύ ξο υ μ ε  
στην π α ρ ο ύ σ α  διατριβή.

Η π ερ ιγ ρ α φ ή  των Κ εφ αλαίω ν της δ ιατριβής έχ ε ι ως ε ξ ή ς :
Η ερ γ α σ ία  αυτή  ξεκ ινά ει μ ε  τη γ εν ικ ή  θεω ρία  α να π α ρ α σ τά σ εω ν φαρετρώ ν. 

Ε ισ ά γ ο υ μ ε  τη ν έν νο ια  της φ α ρέτρα ς, π ο υ  ουσ ιαστικά  είναι ένα  π ρ οσα να τολισ ­
μ έ ν ο  γ ρ ά φ η μ α  κ α ι των α να π α ρ α σ τά σ εω ν της π ά νω  α π ο  ένα  σώ μα Κ  . Δ ίνο υ μ ε  
τ ο υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  των μ ο ρ φ ισ μ ώ ν μ ετα ξύ  α να π α ρα σ τά σ εω ν, υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η ς και 
δ υ ικ ή ς  φ α ρ έτρ α ς. Στη σ υ νέχ ε ια  μ ελ ετά μ ε  τις α π λ έ ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  κ α ι δ ε ίχ ­
ν ο υ μ ε  οτι κ ά θ ε  α π λ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  τ υ χ α ία ς  φ α ρέτρα ς έχ ει σ υ γ κ εκ ρ ιμ ένη  μ ορ φ ή . 
Α κ ο λ ο υ θ εί μ ελέτη  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να πα ρα στά σεω ν. Ο λο κ λη ρ ώ νο υ μ ε το κ ε ­
φ ά λ α ιο  ορ ίζοντα ς τις π ρ ο β ο λ ικ ές  κ α ι in jec tiv e  α να π α ρ α σ τά σ εις  κ α ι δ ίνο υ μ ε  κ ά π ο ια  
σ η μ α ντικ ά  π α ρ α δ είγ μ α τα  γ ια  το π ώ ς υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  α υ τές  τις α να π α ρ α σ τά σ εις  σε 
μ ια  τυ χα ία  φ αρέτρα .

Στο δ εύ τερ ο  κ εφ ά λα ιο  ξεκ ινά μ ε  μ ε  β α σ ικ ές  έν νο ιες  δακτυλίω ν κ α ι π ρ οτύπ ω ν  
ο ι ο π ο ίε ς  θεω ρ ούντα ι γνω στές κ α ι είνα ι θεμ ελ ιώ δ εις  γ ια  την κα τανόηση  α υτή ς της 
ερ γ α σ ία ς . Σ η μ ειώ ν ο υ μ ε  οτι κ ά ν ο υ μ ε  δ ιά κ ρ ιση  μεταξύ  αριστερώ ν κ α ι δεξιώ ν π ρ ο ­
τύ π ω ν α φ ο ύ  ο  δ α κ τύ λ ιο ς  π ο υ  δ ο υ λ ε ύ ο υ μ ε  δ εν  είνα ι κ α τά νά γκ η  μετα θετικός. Ο ρί­
ζο υ μ ε  στη σ υ ν έ χ ε ια  τα υ π ο π ρ ό τ υ π α , π ρ ό τυ π α  π η λ ίκ α  κ α ι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ -  
εν α  π ρ ό τ υ π α . Κ α τα σ κ ευά ζουμ ε το ε υ θ ύ  γ ιν ό μ ε ν ο  κ α ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  π ρ ο τ ύ π ­
ων. Στα ευ θ έα  α θρ οίσ μ α τα  δίνονται ο ι ο ρ ισ μ ο ί γ ια  το π ότε ένα  π ρ ό τυ π ο  είνα ι 
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο . α ν α λ ύ σ ιμ ο  κ α ι α ν  είνα ι ε υ θ ύ ς  α θρ οισ τέος εν ό ς  ά λ λ ο υ  π ρ ο τύ π ο υ . 
Σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  μ ε  N o e th er ia n  και A r tin ia n  π ρ ό τυ π α . Α π ο δ εικ ν ύ ο υ μ ε  δ ύ ο  π ο λ ύ  
σ η μ α ντικ ά  θεω ρή μ α τα  γ ια  το π ότε ένα  π ρ ό τυ π ο  είνα ι N o eth er ia n  ή A rtin ia n . 
Τ έλ ο ς  κ λ ε ίν ο υ μ ε  την π α ρ ά γ ρ α φ ο  μελετώ ντας τα π ρ οβολικ ά  κ α ι in jectiv e  π ρ ό τυ ­
π α . Στη δ εύτερ η  π α ρ ά γ ρ α φ ο  του κ εφ α λα ίο υ  ξεκ ινά μ ε την μελέτη  των κατηγοριώ ν. 
Δ ια τυ π ώ νο υ μ ε του ς κ α τά λ λη λο υ ς ο ρ ισ μ ο ύ ς  και δ ίνο υ μ ε  π α ρ α δ είγμ α τα  κατηγοριώ ν  
ό π ω ς η κ α τη γορ ία  α να π α ρα σ τά σ εω ν φαρετρώ ν. Σ υ νεχ ίζο υ μ ε ορ ίζο νια ς τις έννοιες  
υ π ο κ α τη γ ο ρ ία , π λ ή ρ η ς  υ π ο κ α τη γο ρ ία  και δ υ ικ ή  κα τηγορία . Α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  έννοιες  
ό π ω ς π υ ρ ή ν ε ς , σ υ ν π υ ρ ή ν ε ς  α λλά  και α βελ ια νές κ α τη γορίες γ ια  να  έ χ ο υ μ ε  μ ι ­
α ο λο κ λ η ρ ω μ ένη  εικ ό να  της θεω ρίας κατηγοριώ ν. Κ λείνουμ ε την π α ρ ά γρ α φ ο
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μελετώ ντας συναρτητές, μ ια  έννο ια  η ο π ο ία  μ α ς  επ ιτρ έπ ει την σ ύγκ ρ ισ η  μεταξύ  
δύο κατηγοριώ ν. Ιδιαίτερα ο ρ ίζουμ ε ένα  συναρτητή M od-/? —► R -M od κ α ι έτ­
σι π ερ νά μ ε  α π ο  τα αριστερά /? -π ρ ό τυ π α  στα δεξιά . Θ έλ ο υ μ ε  στη σ υ νέχ ε ια  να  
μ ελετή σ ου μ ε πότε δ ύ ο  κ α τη γορίες είνα ι ισ ο δ ύ να μ ες . Για το λ ό γ ο  αυτό δ ίν ο υ μ ε  έ ­
να  θεώ ρημα π ου  είναι ένα  σημαντικό κριτήριο γ ια  το π ότε δ ύ ο  κ α τη γορ ίες είνα ι ή 
δεν είναι ισ ο δ ύ να μ ες . Στην επ ό μ ενη  π α ρ ά γρ α φ ο  μ ελ ετά μ ε  κ α ι π ά λ ι τα N o e th e r ia n  
και A rtin ia n  π ρ ό τυ π α . Α π ο δ εικ ν ύ ο υ μ ε  το σ η μ α ντικ ό  θεώ ρ η μ α  J o r d a n -H o ld e r  γ ια  
π ρ ότυ π α  π επ ερ α σ μ ένο υ  μ ή κ ο υ ς  και τέλος ο ρ ίζο υ μ ε κ α ι μ ελ ετά μ ε  το ριζικό κ α ι τα 
η μ ια π λά  π ρ ότυ π α . Α π ο δ εικ ν ύ ο υ μ ε  οτι τα η μ ια π λ ά  π ρ ό τυ π α  είνα ι N o e th er ia n  κ α ι 
A rtin ian  και δ ίνο υ μ ε  ση μ α ντικ ές π ροτά σεις π ο υ  μ α ς  δ ίν ο υ ν  κριτήρια  γ ια  το π ότε  
π ροβολικ ά  π ρ ό τυ π α  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α . Ο ρ ίζο υ μ ε τον το π ικ ό  δα κ τύλιο , σ χ ο λ ιά ­
ζο υ μ ε τη σύνδεση  τοπικώ ν δακτυλίω ν κ α ι α νά λ υ σ η ς εν ό ς  π ρ ο τ ύ π ο υ  σε ευ θ είς  α- 
θροιστέους και κ λ ε ίνο υ μ ε  την π α ρ ά γρ α φ ο  μ ε  κ ά π ο ια  στοιχεία  ο μ ο λ ο γ ια κ ή ς  ά λ γ ε ­
βρας. Στην σ υ νέχεια  π ερ νά μ ε  στην επ ό μ ενη  π α ρ ά γ ρ α φ ο  ό π ο υ  μ ελετά μ ε π ρ ό τυ π α  
υπεράνω  αλγεβρώ ν του A rtin . Α π ο  α υτό το σ η μ είο  κ α ι μ έ χ ρ ι  το τέλος ο  δ α κ τύλ ιο ς  
π ο υ  μ ελετά μ ε θα  είνα ι μ εταθετικός δα κ τύλιος του  A rtin  κ α ι μ ε  m od-Λ  σ υ μ β ο λ ί­
ζο υ μ ε  την κα τηγορία  των π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ εν ω ν  αριστερώ ν Λ -π ρ οτύ π ω ν. 
Δ ια τυπ ώ νουμ ε τον ορ ισ μ ό  της A rtin  /? -ά λγεβ ρ α ς, τη ς / /-κ α τ η γ ο ρ ία ς  κ α ι του  
//-σ υνα ρ τη τή . Δ ίνο υ μ ε τους κ α τη γο ρ ικ ο ύ ς ο ρ ισ μ ο ύ ς  γ ια  τα π ρ ο β ο λ ικ ά  κ α ι in je c ­
tive π ρ ό τυ π α  και μ ελετά μ ε τη δομ ή  των π ροβολικ ώ ν /? -π ρ ο τύ π ω ν. Στη σ υ νέχ ε ια  
α π ο δ εικ ν ύ ο υ μ ε  π ρ οτά σ εις  π ο υ  μ α ς  δ ίνο υ ν  χα ρ α κ τη ρ ισ μ ο ύ ς  γ ια  τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  
π ροβολικά  π ρ ό τυ π α  κ α ι ορ ίζουμ ε τον συναρτητή εκ τ ίμ η σ η ς βΑ ■ Α κ ο λ ο υ θ εί ένα  
σημαντικό θεώ ρη μα  π ο υ  μ α ς  δίνει π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  γ ια  το π ότε έν α  π ρ ό τυ π ο  Α  της  
κα τη γορία ς m od-Λ  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  κα θώ ς κ α ι π λ η ρ ο φ ο ρ ίε ς  α να φ ο ρ ικ ά  μ ε  τη 
μοναδικότητα  α νά λυ σ η ς. Α υτό το σ η μ α ντικ ό  θ εώ ρ η μ α  είνα ι των K rull- S c h m id t.  
Τ έλος δ ε ίχ ν ο υ μ ε  την ύ π α ρ ξη  δυικότητας μετα ξύ  των κα τη γοριώ ν m od-Λ  κ α ι 
m od-A op . Χ ρη σιμ οπ οιώ ντα ς τους ο ρ ισ μ ο ύ ς  in je c t iv e  π ερ ίβ λ η μ α  κ α ι κ ύ ρ ια  ε π έ κ ­
ταση δ ε ίχ νο υ μ ε  οτι ο  co n tra v a r ia n t συνα ρτη τή ς μετα ξύ  των κ α τηγοριώ ν m od-A  
και m od-A op είνα ι μ ια  δυικότητα.

Στο τρίτο κ εφ ά λα ιο  ο ρ ίζουμ ε την ά λ γεβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι K Q  μ ια ς  φ αρέτρα ς Q  . 
Ο υσιαστικά θ εω ρ ού μ ε τον δ ια νυσμ α τικ ό  χώ ρο K Q  μ ε  βάση  τα μ ο νο π ά τ ια  της  
φ αρέτρας Q  και δ ε ίχ ν ο υ μ ε  οτι η K Q  έχ ε ι δ ο μ ή  Κ -ά λ γ εβ ρ α ς . Στη σ υ νέχ ε ια  
ο ρ ίζουμ ε τον τανυστικό δακτύλιο  Τ ( Σ  , V )  ο  ο π ο ίο ς  δ ε ίχ ν ο υ μ ε  οτι έχ ε ι δ ο μ ή  
/ /-ά λ γ ε β ρ α ς . Μ ελετάμε μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λ ικ ά  π ρ ό τ υ π α  γ ια  μ ια  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ­
η ς διάστασης άλγεβρα  μ ονοπ ά τι K Q  πάνω  α π ο  το σώ μα Κ  . Θ εω ρ ούμ ε το 
ιδεώ δες J  π ο υ  π α ρά γετα ι α π ο  όλα  τα βέλη . To J  ε ίνα ι μ η δ ε ν ο δ ύ ν α μ ο  κ α ι η 
ά λγεβ ρ α -π η λ ίκ ο  K Q / J  είνα ι η μ ια π λ ή . Ά ρα  J  — χ . Μ ε τη β ο ή θ εια  των τα υ-  
τοδύνα μω ν στοιχείω ν β ρ ίσ κ ο υ μ ε οτι το k e t είνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  π ρ ό τ υ π ο  κ α ι επ ειδ ή  
το A e j x e i  έχει διάσταση 1 το είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  π ρ ο β ο λικ ό  π ρ ό τυ π ο .
Στη σ υ νέχεια  ορ ίζο υμ ε την έννοια  τη ς σ χέσ η ς  φ α ρ έτρ α ς κ α ι δ ίν ο υ μ ε  α ρκ ετά  π α ­
ραδείγμ ατα  φαρετρώ ν μ ε  σχέσεις. Τ έλο ς α π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε  οτι κ ά θ ε  βα σική  ά λγεβ ρ α  
π επ ερ α σ μ έν η ς  διάστασης πάνω  α π ο  ένα  α λγεβ ρ ικ ά  κλειστό σώ μα Κ  είνα ι ισό- 
μ ο ρ φ η  μ ε  κ ά π ο ια  Κ -ά λγεβρα  K (Q ,p )  η ο π ο ία  ορίζεται α π ο  μ ια  φ αρέτρα  μ ε  
σχέσεις. Σ π ου δ α ίο  β ο ή θ η μ α  για  τη σ υ γγ ρ α φ ή  των π α ρ α π ά νω  α π ο τέλεσ ε το [2].

Στο τέταρτο κ εφ ά λα ιο  ξεκ ινά μ ε μελετώ ντας κ ά π ο ιο υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  κ α ι θεω ρ ή ­
ματα α π ο  την θεω ρία των κ λη ρ ονομ ικ ώ ν α λγεβρώ ν. Δ ια τυ π ώ νο υ μ ε ένα  σ η μ α ν ­
τικό θεώ ρημα π ο υ  μ α ς  π ρ ο μ η θ εύ ε ι μ ε  κριτήρια  γ ια  το π ότε μ ια  ά λγεβ ρ α  ε ίνα ι 
δεξιά κ λη ρ ο νο μ ικ ή . Δ ίνο υ μ ε  τον ο ρ ισ μ ό  τη ς A rtin  //-ά λ γ ε β ρ α ς  μ ε  σ κ ο π ό  να  
π ερ ά σ ο υ μ ε στην άλγεβρα  μ ο νο π ά τ ι K Q  . Τ ο κ ύ ρ ιο  α π ο τέλεσ μ α  στο σ η μ είο  
αυτό κ α ι ιδιαίτερα χρ ή σ ιμ ο  έινα ι ότι η π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα ση ς Κ -ά λ γ εβ ρ α
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K Q  είνα ι κ λ η ρ ο νο μ ικ ή  και μ ε  την χρ ή σ η  λ η μ ά ιω ν  κ α τα λ ή γ ο υ μ ε  στο κεντρικό  
α π ο τ έλ εσ μ α  ότι κ ά θε στοιχειώ δης κ λ η ρ ο νο μ ικ ή  ά λγεβρα  Λ π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιά σ ­
τα σ η ς π ά νω  α π ό  ένα  σώ μα Κ  , είνα ι ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  την ά λγεβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι μ ια ς  
κ α τά λ λ η λ η ς  φ α ρέτρα ς. Στη δεύτερη  π α ρ ά γ ρ α φ ο  δ ίν ο υ μ ε  του ς ο ρ ισ μ ο ύ ς  των s in k  
κ α ι s o u r c e  κ ο ρ υ φ ώ ν μ ια ς  φ α ρ έτρ α ς κα θώ ς και της α π ε ικ ό ν ισ η ς  α νά κ λα σ η ς. Έ ν ­
ν ο ιε ς  π ο υ  θ α  μ α ς  β ο η θ ή σ ο υ ν  σ τους ο ρ ισ μ ο ύ ς  του  σ η μ α ντικ ότερ ου  ερ γ α λ είο υ  για  
τη ν α π ό δ ειξη  του κ ύ ρ ιο υ  α π ο τελ έσ μ α το ς  της δ ιατριβής, του ς συνα ρτητές α ν ά κ ­
λ α σ η ς  κ α ι σ υ να ρ τη τές C o x eter . Σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  ενδεικτικά  μ ε  π α ρ α δ είγμ α τα  και 
π ρ ο τά σ ε ις  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  ιδιότητες των συναρτητώ ν α νά κ λ α σ η ς. Στην επ ό μ ε νη  
π α ρ ά γ ρ α φ ο  μ ελ ετ ά μ ε  τα D y n k in  κ α ι E u c lid e a n  δ ια γ ρ ά μ μ α τα  και σ κ ο π ό ς  μ α ς  ε ί­
ν α ι ν α  σ υ ν δ έ σ ο υ μ ε  τα δ ια γρ ά μ μ α τα  D y n k in  μ ε  τις φ α ρέτρες π επ ερ α σ μ έν ο υ  τύ π ου  
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντ α ς  συστήμ ατα  ριζών κ α ι την τετραγω νική μ ο ρ φ ή  q : Ζ" —» Ζ  μ ε  

τ ύ π ο  q ( x )  =  Σ " =1 χ ϊ  ~  H i < j  d i j X i X j  · Η σ ύ νδ εσ η  επ ιτυ γχά νετα ι α π ο  το γ εγ ο νό ς , 
ό π ω ς α π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε , οτι ένα  γ ρ ά φ η μ α  το ο π ο ίο  είνα ι D y n k in  έχ ει π επ ερ α σ μ έν ο  
σ ύ ν ο λ ο  θετικώ ν ριζών. Στη σ υ νέχ ε ια  δ ίν ο υ μ ε  τον ο ρ ισ μ ό  του μ ετα σ χη μ α τισ μ ο ύ  
C o x eter  κ α ι κ λ ε ίν ο υ μ ε  το κ εφ ά λα ιο  μ ε  κ ά π ο ια  α π οτελέσμ α τα  γ ια  τα E u c lid ea n  
δ ια γ ρ ά μ μ α τ α  .

Στο π έ μ π τ ο  κ εφ ά λ α ιο  είμ αστε σ ε θέσ η  να  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  το Θ εώ ρημα του G abriel 
το ο π ο ίο  ε ίνα ι το κ εντρ ικ ό  α π ο τέλεσ μ α  της δ ιατριβής. Ξ εκ ινά μ ε  δ ίνοντα ς μια  
α να λύ τικ ή  π ερ ιγ ρ α φ ή  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να π α ρ α σ τά σ εω ν των φ αρετρώ ν τύ π ου  
Α ι,Α ϊ ,Α ζ  κ α ι D 4 . Στη σ υ νέχ ε ια  δ ια τ υ π ώ νο υ μ ε το θεώ ρη μ α  του G ab riel για  
τις φ α ρ έτρ ες  τ ύ π ο υ  D y n k in  κ α ι α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  κ ά π ο ιε ς  π α ρ α τη ρ ή σ εις γ ια  την έννοια  
του  d e fe c t  εν ό ς  δ ια νύ σ μ α το ς χ  (Ξ Ζ Τί . Α κ ο λ ο υ θ εί το θεώ ρ η μ α  του G abriel γ ια  τις 
φ α ρ έτρ ες τ ύ π ο υ  E u c lid e a n  κ α ι τέλος το γ εν ικ ό  θεώ ρ η μ α  του G abriel:

θεώ ρημα. Έστω Q μια συνεκτική φαρέτρα. Τότε υπάρχουν μόνο πεπερασ­
μένες ποββές κβάσεις ισομορφίας μη-αναβύσιμων αναπαραστάσεων της Q αν και 
μόνον αν το υποκείμενο γράφημα της φαρέτρας είναι Dynkin διάγραμμα. Επι- 
πβέον αν το υποκείμενο γράφημα της φαρέτρας είναι Dynkin. τότε υπάρχει μια 1-1 
και επί αντιστοιχία μεταξύ του συνόβου των κβάσεων ισομορφίας μη-αναβύσιμων 
αναπαραστάσεων της Q και των Θετικών ριζών της τετραγωνικής μορφής η οποία 
αντιστοιχεί στην φαρέτρα.

Στο τέλος του  κ εφ α λα ίο υ  δ ίν ο υ μ ε  έν α ν  π ίν α κ α  π ο υ  μ α ς  δ ίνει το π λ ή θ ο ς  των μ η -  
α να λ ύ σ ιμ ω ν α να π α ρ α σ τά σ εω ν γ ια  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  φ α ρέτρες κ α ι ένα  π α ρ ά δ ειγ μ α  
π ο υ  μ α ς  δ ίνε ι α να λυ τικ ή  π ερ ιγ ρ α φ ή  των μ η  ισ όμ ορ φ ω ν μ η -α να λ ύ σ ιμ ω ν α ν α ­
π α ρ α σ τά σ εω ν τη ς φ α ρ έτρ α ς Α η .

Θ α ή θ ελ α  να  εκφ ρά σω  π ς  ευ χα ρ ισ τίες  μ ο υ  κ α ι την ευ γ νω μ ο σ ύ νη  μ ο υ  στον 
επ ιβ λ έπ ο ντά  μ ο υ . Α ναπλη ρω τή  Κ αθηγητή  κ. Α π όσ τολο  Μ π ελη γιά ννη , γ ια  την 
σ π ο υ δ α ία  β ο ή θ ε ια , τη ν κ α θ ο δ ή γη σ η  κ α ι την υπ οσ τή ριξη  π ο υ  μ ο υ  έδωσε αυτά  τα 
δ ύ ο  χρ ό ν ια . Ε υχαριστώ  για  την επ ιλ ο γ ή  του θ έμ α το ς , γ ια  την υ π ο μ ο ν ή  και την 
κ α τα νόη σ η  π ο υ  π ά ντα  είχε  μα ζί μ ο υ . Ε υχαριστώ  γ ια  την ευ κ α ιρ ία  π ο υ  μ ο υ  έδωσε 
ν α  μ ά θω  π ερ ισ σ ότερα  και να  α γα π ή σ ω  α κ ό μ α  π ιο  π ο λ ύ  τα μ α θη μ α τικ ά .

Ε υχαριστώ  α κ ό μ η , και τα ά λλα  μ έλη  της τρ ιμ ελ ο ύ ς  επ ιτρ ο π ή ς  κρ ίση ς, τον 
Κ αθηγητή  κ. Ν τκόλαο Μ αρμαρίδη  κ α ι τον Α ναπληρω τή Κ αθηγητή κ. Α πόστολο  
Θ ω μά γ ια  τα σ χόλ ια  του ς πάνω  στην ερ γα σία  μ ο υ  κ α ι την ά ψ ο γ η  συνερ γα σία  π ο υ  
ε ίχ α μ ε  κατα την δ ιά ρ κ εια  των σ π ο υ δ ώ ν μ ο υ  στο μ ετα π τυ χ ια κ ό  π ρ ό γ ρ α μ μ α  αλλά  
κ α ι γ ια  όλα  χρ ό ν ια  των σ π ούδω ν μ ο υ  στο τμ ή μ α  Μ αθηματικώ ν Ιωαννίνων.

Θα ή θελα  επ ίσ η ς  να  ευχαριστήσω  του ς υ π ο ψ ή φ ιο υ ς  Δ ιδάκτορες. Χ ρυσόστομο  
Ψ α ρ ο υ δ ά κ η  κ α ι Χ ρήστο Τατάκη για  την ση μ α ντικ ή  β οή θεια  π ο υ  μ ο υ  έδω σαν και 
γ ια  τις π ά ντα  σωστές υ π οδ είξεις . Ε υχαριστώ  α κ ό μ η  τον μ ετα π τυ χ ια κ ό  φοιτητή και
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σ υ νο δ ο ιπ ό ρ ο  μ ο υ  Κ λεάνθη Ξ ενιτίδη γ ια  τη ν ά ψ ο γ η  σ υ νερ γ α σ ία  π ο υ  ε ίχ α μ ε  α υτά  
τα δ ύ ο  χρ όνια . Ε υχαριστώ  θ ε ρ μ ά  το Τ μ ή μ α  Μ αθηματικώ ν του Π α νεπ ισ τη μ ίου  
Ιωαννίνων κ α ι ιδιαίτερα τον Τ ο μ έα  Ά λγεβρα ς-Γ εω μετρίας γ ια  την β οή θεια  π ο υ  μ ο υ  
π ρ οσ έφ ερ ε σε αυτό το "ταξίδι".

Ευχαριστώ  τους φ ίλ ο υ ς  μ ο υ  μ α θ η μ α τ ικ ο ύ ς  Κ ωνσταντίνα, Σωτήρη, Β ά σ ια , Έ -  
λ ε ν α ,... γ ια  την φ ιλία  τους κ α ι γ ια  τις α π ίσ τευτες σ τιγμ ές  π ο υ  π ε ρ ά σ α μ ε  μ α ζί. Η  
α γά π η  τους και η στήριξη το υ ς σε κ ά θ ε  μ ο υ  β ή μ α  ή ταν σ π ο υ δ α ία . Ε υχαριστώ  
ό λ ο υ ς  του ς φ ίλο υ ς  κ α ι σ υ να δ έλ φ ο υ ς  α π ο  το Τ μ ή μ α  Μ αθημ ατικώ ν Ιω αννίνω ν γ ια  
την σ ύ μ π λ ευ σ η . Ε υχαριστώ  την Ελίξα γ ια  τη ν α γ ά π η  τη ς κ α ι γ ια  τις π ο λ ύ τ ιμ ε ς  
σ υ μ β ο υ λές της. Ε υχαριστώ  τον Ά γ γ ελ ο  γ ια  τη ν ώ θηση π ο υ  μ ο υ  έδω σε κ α ι γ ια  το  
οτι ήταν π άντα  δ ίπ λα  μ ο υ  μ ε  κ α τα νόη ση  σε κ ά θ ε  μ ο υ  δ υ σ κ ο λ ία . Τ έλο ς ευχαριστώ  
κ α ι ευγνω μ ονώ  του ς γ ο ν ε ίς  μ ο υ , Δ ή μη τρα  κ α ι Χ ά ρη  κ α ι τη ν α δερφ ή  μ ο υ  Σ οφ ία  
για  την α γ ά π η  του ς κ α ι σ υ νεχ ή  στήριξη ό λ α  α υτά  τα χ ρ ό ν ια  π ο υ  ε ίμ α ι μ α κ ρ ιά  τ ο υ ς  
α λλά  κ α ι γ ια  το ότι ε ίμ α ι σ ή μ ερ α . Ό λ α  τα μ π ο ρ ο ύ μ ε !

Α λίκη  Σ α μ α ρτσίδου , Ιω άννινα  2 0 0 9 .



Κ ε φ ά λ α ι ο  1

Γενική Θεωρία 
Αναπαραστάσεων Φαρετρών

Στο κεφ ά λα ιο  α υτό ε ισ ά γ ο υ μ ε  τη ν έννο ια  των φαρετρώ ν κ α ι των α να π α ρ α σ τά σ εω ν  
τους. Στην πρώτη π α ρ ά γ ρ α φ ο  ξεκ ινά μ ε μ ε  το υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  κ α ι τις ιδιότητες κ α ι 
π ρ ο χω ρ ά μ ε στις επ ό μ ε ν ε ς  π α ρ α γ ρ ά φ ο υ ς  μελετώ ντας κ ά π ο ιε ς  ε ιδ ικ ές  κ λ ά σ εις  α ν α ­
παραστάσεω ν π ο υ  θ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  κ α ι σ ε  ε π ό μ ε ν α  κ εφ ά λ α ια  α λ λ ά  κ α ι στην  
α πόδειξη  του θεω ρή μ α τος του  G abriel. Τ ο π α ρ ό ν  κ εφ ά λ α ιο  βασίζεται στο [1].

1.1 Φαρέτρες και Αναπαραστάσεις-Ορισμοτ και Πα­
ραδείγματα

Στην πρώτη π α ρ ά γρ α φ ο  α υτού  του κ εφ α λα ίο υ  ορίζονται τα π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένα  
γρ α φ ή μ α τα  π ο υ  μ α ς  ενδ ια φ έρ ο υ ν  και π α ρουσ ιά ζετα ι η ο ρ ο λ ο γ ία  π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί­
ται. Θα δώ σουμ ε αρκετά  π α ρ α δ είγ μ α τα  φ αρετρώ ν κ α ι α φ ο ύ  ο ρ ίσ ο υ μ ε  κ α ι τη ν  
έννοια  α να π α ρ ά σ τα σ η ς φ αρέτρα ς θα  μ ελ ετή σ ο υ μ ε π λή ρ ω ς τις ιδ ιότητες τους.

Ορισμός 1.1.1. Μ ια  φαρέτρα είναι ενα  τφοσανατοβισμένο γράφημα. Συγκεκρ ιμ - 
μέυα μ ια  φαρέτρα είναι  μ ια  τετράδα

Q (ζ?0) ί)

η οκοία αποτεβείται απο ένα πεπερασμένο σύνοβο Q q τα στοιχεία του οποίου 
καβούνται κορυφές, ένα σύνοβο Q \ τα στοιχεία του οποίου καβούντα ι β έ β η  κ α ι 
απο δύο απεικονίσεις s ,t  : Q ι —*■ Qo ,όπου s (a ) =  ι  κ α ι t ( a )  =  j  όταν a  : i  —> j  
είναι ένα β έβ ο ς  απο την κορυφή ι  στην κορυφή j .

Παρατήρηση 1.1.2. Έ να  βέλος α (Ξ Q ι ξεκ ινά  α π ο  to  s (a )  κ α ι τελειώ νει στο  
t ( a)  . Γ ρά φ ουμ ε

a  : s ( a )  —> t ( a )

Έ να  μονοπάτι στην φ αρέτρα  Q  ε ίνα ι είτε μ ια  δ ια τετα γμ ένη  α κ ο λ ο υ θ ία  βελώ ν  
ξ  — ξ Τ—  ξι μ ή κ ο υ ς  r  >  1 μ ε  ί ( ξ ρ) =  s (£ p+1) γ ια  1 <  ρ  <  τ  είτε το τετρ ιμ μ ένο  
μ ο νο π ά τι e* μ ή κ ο υ ς  0  μ ε  s(e*) =  i  =  t ( e i )  γ ια  κ ά θ ε  i  e  Qo· Έ να  μ η  
τετριμμ ένο  μ ο νο π ά τι ρ  κ α λείτα ι προσανατολισμένος κύκλος α ν  s(p)  = t (p) .  
Γ ρ ά φ ου μ ε το μ ο νο π ά τ ι ξ  =  ξ Γ . · .  ξι ω ς εξή ς :

7
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ζι £a (γ
1\ ----- ► %2----- ►----------- *r+l

Το μονοπάτι ξ ξεκινά απο το 8(ξ) =  s(£i) και καταλήγει στο ί(ξ) =  <(ξΓ). 

Ας δούμε κάποια παραδείγματα για να κατανοήσουμε τον ορισμό. 

Παράδειγμα 1.1.3. 1. Έστω η φαρέτρα Q\

1 2

η οποία αποτελείται απο Qo =  {1,2}, Qi — {α}, s(a) =  1, t(a) =  2. 

2. Έστω η φαρέτρα ζ?2

η οποία είναι προσανατολισμένος κύκλος με Qo =  {1}, Q\ =  {a}, s(a) =
t(a) =  1.

3. Έστω η φαρέτρα Qs
1.

3·

η οποία αποτελείται απο Qo = {1,2,3}, Q\ = {α ,β , 7»^}, s(a) =  s(@) =  
1, s(7 ) =  s(S) = 2, t(a) = t(S) =  3, t(/3) = t(7 ) =  2.

Παράδειγμα 1.1.4. Κάποιες ειδικές φαρέτρες

1. Η φαρέτρα του Kronecker
· = £ ·

2. Η φαρέτρα η-υπάχωρων

η οποία έχει π+1 το πλήθος κορυφές και π το πλήθος βέλη.

Συνεχίζουμε τώρα και ορίζουμε την αναπαράσταση φαρέτρας με την βοήθεια 
ενός σώματος Κ το οποίο υποθέτουμε, χάριν απλότητας, οτι είναι αλγεβρικά 
κλειστό. Απο εδώ και μέχρι το τέλος του κεφαλαίου σταθεροποιούμε αυτό το 
σώμα και δουλεύουμε με αυτό.
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Ορισμός 1.1.5. Έστω Q μια φαρέτρα. Μια αναπαράσταση της Q επι του Κ, 
είναι μια συββογή

X  = (,Χίι -̂ α)ί€(3ο,αί€<3ι
η οποία αποτεβείται απο ένα διανυσματικό χώρο Χ{ για κάθε κορυφή ί και μια 
γραμμική απεικόνιση Χ α : X s(a ) —> Χ μ α) Υια κάθε βέβος α.

Παρατήρηση 1.1.6. Για κ ά θ ε  φ αρέτρα υ π ά ρ χ ε ι η μ η δ εν ικ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  στην 
ο π ο ία  σε κ ά θ ε  κ ορυφ ή  αντιστοιχίζεται ο  μ η δ εν ικ ό ς  δ ια νυ σ μ α τ ικ ό ς χώ ρ ος κ α ι σε  
κ ά θε β έλο ς η μ η δ εν ικ ή  α π εικ όνισ η .

Παράδειγμα 1.1.7. Έστω η φ αρέτρα

τότε μ ια  ανα πα ράστα ση  α υτή ς είνα ι της μ ο ρ φ ή ς  X  =  {V,  / )  ό π ο υ  /  : V  —> V  είνα ι

μ ια  γρ α μ μ ικ ή  α π εικ όνισ η . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  : V — — V  ό π ο υ  V  δ ια νυ σ μ α τ ικ ό ς  
χώ ρος κα,ι /  =  1 η ταυτοτική γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η .

Παράδειγμα 1.1.8. Έστω η φ αρέτρα

1 2α
· = £ ·

β

τότε μ ια  α να πα ράστα ση  α υτή ς της φ α ρέτρα ς θ α  ε ίνα ι X  =  (V j, V 2 , / « ,  / β )  ό π ο υ  
V i, V2  δ ια νυσμ α τικ οί χώ ροι κ α ι / « , / / ?  γ ρ α μ μ ικ έ ς  α π εικ ο νίσ εις . Δ ια γρ α μ μ α τικ ά  
έ χ ο υ μ ε  την α να πα ρά στα ση  :

/«
V i = t V 2

f0

Παράδειγμα 1.1.9. Έστω η φ αρέτρα

1 2

υ π ερ ά νω  του σώ ματος Κ  . Για κ ά θ ε  π ίνα κ α  A  €  M n x m (K ) ο ρ ίζο υ μ ε  τη ν α ν α ­
παράσταση

Km Kn , fa (x)  =  Α χ

ό π ο υ  f a είνα ι μ ια  γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  π ο υ  γ ια  λ ό γ ο υ ς  α π λό τη τα ς τη σ υ μ β ο λ ί­
ζο υ μ ε  μ ε  τον σταθερό n  χ  πι π ίνα κ α  Α. Για τη σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν η  α να π α ρ ά σ τα σ η  
θα  μ ιλ ή σ ο υ μ ε  α ναλυτικότερα  παρακάτω .

Α ς δ ο ύ μ ε  τώρα τη σ ύνδεση  μεταξύ  α να π α ρ α σ τά σ εω ν φ αρετρώ ν κ α ι κ ά π ο ιε ς  
ιδιότητες τους.

Ορισμός 1.1.10. Ένας μορψισμός φ : X  —> Υ  μ£ταξύ δυο αναπαραστάσεων 
μιας φαρέτρας Q είναι μια συββογή φ =  (Φί)ίζφ0 γραμμικών απεικονίσεων

{φΐ : X i —► Υ{ | i € Qq}
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έτσι ώστε για κάδε βέβος a  : s(a) —» t(a) στην φαρέτρα το διάγραμμα

V »̂<ο> ν ’ •̂ β(α) ----- *β(α)

Χ α

Χ Κα)

Υα
' '

-----►
Φ·(α)

*< -)

είναι μεταδετικό. Δηβαδή Υαφβ(α) -  φμα)Χα για κάδεβέβος α.

Ορισμός 1.1.11. Αν φ : X  —► Υ  και φ  : Υ  —► Ζ  είναι δνο μορφισμοί μεταξύ 
αναπαραστάσεων μιας φαρέτρας Q τότε η σύνδεση φφ ορίζεται ως η συββογή 
γραμμικών απεικονίσεων

{ΦΐΦΐ : Χ ΐ -+ Zi | i € Qo}

για κάδε κορυφή ϊ, όπου φφ =  (φφ)i =  φίφί. Τότε για κάδεβέβος a  : s(a) —» 
t(a ) της φαρέτρας Q το διάγραμμα

^s(a) 

Xο 

-^ί(α)

Ψ»{α)Φ^α) +  Ζ ί ( α )

Ζα

Η{α)

είναι μεταδετικό. Δηβαδή, ισχύει η σχέση Ζαφ3(α)φ8(α) =  φμα)Φι(α)Χα για κάδε 
λ € Q\.

Για κάδε αναπαράσταση έχουμε του μορφίσμό Ι χ  : X  —* X  με ( 1 χ ) ,  =  1 χ .  
για κάδε i  €  Qo·

Το σύυοβο των μορφισμών X  —* Υ  συμβοβίζεται με Hoitiq(-X", Υ) και το 
σύνοβο των ενδομορφνσμών X  —*· X  με EndgiX).

Ορισμός 1.1.12. Έστω Χ ,Υ  δυο αναπαραστάσεις της φαρέτρας Q. Καβούριε 
την X  υποαναπαράσταση της Υ  και γράφουμε X  C Υ  αν Χ ϊ είναι υπόχωρος 
του Υ{ για κάδε i € Qo και

Yalx .w  =  Χα
για κάδε βέβος a  G Qi.

Έστω X , Υ  δυο αναπαραστάσεις της φαρέτρας Q. Ας δούμε τις ιδιότητες του 
Homg(A:,r).

Ορισμός 1.1.13. Για έναν μορφίσμό h : X  —>Υ αναπαραστάσεων της φαρέτρας 
Q ορίζουμε τον πυρήνα να είναι η υποαναπαράσταση Ker h της X  με

(Kerh)i =  Ker h.

για κάδε i G Qo.

Παρατήρηση 1.1.14. Παρατηρούμε οτι για κάθε βέλος a : s(a) —♦ t(a) ισχύει 
οτι

X a(Ker he(Q')) (Ζ Kerht(Q)

όπου X Q : X»(a) —* Xt(a) είναι η γραμμική απεικόνιση της αναπαράστασης της 
φαρέτρας Q .
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Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .1 5 .  Για  έναν μορφίσμό h : X  —* Υ  ορίζουμε την εικόνα να είνα ι η 
υποαναπαράσταση lm h της Υ  με

(lm h )i  =  lm hi

για κάθε i Ε Qo.

Ορισμός 1.1.16. Για έναν μορφίσμό h : X  —>Υ ορίζουμε τον συνπυρηνα του h  
να είναι η αναπαράσταση Coker h με

(Cokerh)i =  (Y /lm /i)*  =  (Yi/\m h{) — Coker hi

για κάδε i E Qo.

Ορισμός 1.1.17. Ένας μορφισμός h : X  —> Υ  καβείται μονομορφισμός αν 
και μόνον αν hi : Χ{ —> Υ{ είναι μονομορφίσμοί για κάδε ι €  Qo· Δηβαδή 
hi : Xi —► Υι είναι ένα προς ένα για κάδε i Ε Qo·

Ένας μορφισμός h : X  —> Υ  καβείται επιμορφισμός αν και μόνον αν hi : 
Xi —> Yi είναι επιμορφίσμοί για κάδε i  Ε Qo. Δηβαδή hi : X i —»· Yi είναι επί για 
κάδε % E'Qo·

Οι μορφίσμοί hi : X t Υ{ δα καβούνται ισομορφισμοί αν και μόνον αν είναι 
μονομορφίσμοί και επιμορφίσμοί για κάδε i  Ε Qo·

Ο μορφισμός h : X  —> Υ  είναι ισομορφισμός αν και μόνον αν οι hi : X i —> Y i 
είναι ισομορφισμοί για κάδε i  Ε Qo·

Πρόταση 1.1.18. Ένας μορφισμός h : X  —► Υ  είναι μονομορφισμός αν και 
μόνον αν Ker h = 0 και είναι επιμορφισμός αν και μόνον αν lm h — Y.

Απόδειξη. Έ πεχαι εύ κ ο λ α  οπ ότε α φ ή νετα ι στον αναγνώ στη. □

Ορισμός 1.1.19. Έστω X  μια αναπαράσταση πεπερασμένης διάστασης μιας 
φαρέτρας Q . Το διάνυσμα dim X  Ε καβείται το διάνυσμα διάστασης της
X  όπου

(dim X ) i  =  dimKX i

yta κάδε i  Ε Qo-

Α φ ού είδ α μ ε κ ά π ο ιε ς  α π ο  τις ιδιότητες των α να π α ρ α σ τά σ εω ν φ αρετρώ ν θ α  
μ ελετή σ ο υ μ ε τώρα α κ ό μ α  μ ια  χ ρ ή σ ιμ η  ιδιότητα π ο υ  μ α ς  δ ιευ κ ο λ ύ ν ε ι. Στην 
παρακάτω  π αρα τή ρηση  θα  δ ο ύ μ ε  οτι κ ά θ ε  α να π α ρ ά σ τα σ η  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιά σ ­
τασης έχει μ ια  π α ρ α  π ο λ ύ  κ α λή  π ερ ιγ ρ α φ ή . Για τον λ ό γ ο  α υτό  θ εω ρ ο ύ μ ε  μ ια  
φ αρέτρα Q  και μ ια  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης α να π α ρ ά σ τα σ η  α υτής.

Παρατήρηση 1.1.20. Έστω V  μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα ση ς  
μ ια ς  φ αρέτρας Q . Για κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  i Ε Qo έ χ ο υ μ ε  τον δ ια νυ σ μ α τ ικ ό  χώ ρο  
V ( i )  ο ο π ο ίο ς  έχει π επ ερ α σ μ έν η  διάσταση, δ η λ α δ ή  dim V ( i )  =  n* <  οο  κ α ι γ ια  
κ ά θε a  Ε Qi μ ε  a  : ί  —► j  την γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  f a : V ( i )  —> V ( j )  μ ε  
dim V ( j )  =  r i j  <  oo .

Θ εω ρούμ ε τώρα βάση  του δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ύ  χώ ρ ου  V  ( ί )

Β (0 =

για κάθε ί Ε Qo-
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Τότε υπάρχει ισομορφισμός

9* : V(i) -  Κη<

ο οποίος ορίζεται ως εξής

0i(fci*eT* + -----Η =

Θεωρούμε τώρα τις γραμμικές απεικονίσεις

/  Απ’

V C

fa  ■ Kni -> Knj

με τύπο f Q (x) =  Α χ , όπου A  =  (α^) 6  Μη>ι„.(Κ) είναι ο πίνακας της / β 
στις παραπάνω βάσεις των V (i), V( j )  και έχουμε το εξής διάγραμμα

ι ι
9 i

V (i) — —  V( j)
Ja

το οποίο είναι μεταθετικό. Ορίζουμε έτσι μια καινούρια αναπαράσταση V  =  
(Κη<) fa  )i€Q0,aeQi· Ετσι έχουμε έναν ισομορφισμό μεταξύ αναπαραστάσεων
9 =  (9i)ieQ0

g : V  —> ν'

Δουλεύουμε τότε με την αναπαράσταση V  =  (ΚΠ,, f Q )ieQ0,a€Qi ανπ tr1S 
γενυ<ής αναπαράστασης V  = (V (z),/Q).

Ας μελετήσουμε τώρα κάποιες εφαρμογές της παρατήρησης.

Παράδειγμα 1.1.21. Έστω η φαρέτρα Q

1
α

2

και έστω η αναπαράσταση

V : V i - ^ V 2

αυτής με dim Vi =  Πχ και dim V2 = η2 . Υποθέτουμε επίσης {εχ»· · · i en,} να 
είναι βάση του V\ και {ε?,. . . , ε ^ }  να είναι βάση του V2.

Ορίζουμε τότε μορφισμό αναπαραστάσεων g : V* —♦ Κπ< με τύπο g = (git92) 
όπου gi : Vi —► Κ„, με

/ χι

9\ — Χχβχ 4" . . .  Ί" Χηι^ηι

\  χηχ
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κ α ι g2 : V2 - *  Κ „ 2 μ ε

92
ί  h  \

V /

— ki6\ +  . . . +  kn2£■7l2cn2

Τότε ο  g είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  α φ ο ύ  μ ετα φ έρ ει βάση  σ ε  βά σ η . Α ρα  έ χ ο υ μ ε  το 
μεταθετικό δ ιά γ ρ α μ μ α

t
faκ Hi Κ

9ι -1

n2

92

V, +  ν2

ό π ο υ  f a (χ)  =  Α χ  , A  =  (OLij) €  Μ η2ιΐ11 (Κ ). Α ρα  έχω  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  μετα ξύ  των 

α ναπαραστάσεω ν V  κ α ι V  .

Παράδειγμα 1.1.22. Έστω Q  η φαρέτρα

a• ----- ·

πάνω  α π ο  ένα  σώ μα Κ  κ α ι έστω δ υ ο  π ίν α κ ε ς  A , Β .  Π ότε ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις

VA : Κ.771 . K r

και

Vb : Km -  -  ■■> Kn

είναι ισ ό μ ο ρ φ ες ;
Σ ύμφ ω να  μ ε  τον ο ρ ισ μ ό  θ α  π ρ έπ ε ι ν α  υ π ά ρ χ ο υ ν  α ντισ τρέψ ιμ ες γ ρ α μ μ ικ έ ς  

α π εικ ονίσ εις  /χ  : K m —> K m κ α ι / 2 : K n —  ̂ Κ η τέτοιες ώστε B f x =  f 2A  ή 
ισ ο δ ύνα μ α  f 2A f \ ~ l =  Β  . Δ ηλαδή  ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  V A κ α ι Vb  ε ίνα ι 
ισ ό μ ο ρ φ ες α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ο  Β  π ίν α κ α ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τον Α  μ ε  α λ λ α γή  
βάσεω ν των χώ ρω ν & m , Κ η .

Παράδειγμα 1.1.23. Έστω η φ αρέτρα  Q

Για κ ά θ ε  τετραγω νικό π ίν α κ α  A  €  M n (K ) ο ρ ίζο υ μ ε  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έ­
τρας Q  να  είνα ι

ν Α : Κ„ — Κ„
Α ν A , Β  είνα ι δ υ ο  η  χ  η  τετραγω νικοί π ίν α κ ε ς  τότε ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  VΑ κ α ι  
VB είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ες  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  υ π ά ρ χ ε ι  γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  /  : Κ η —► Κ η 
τέτοια ώστε / A  =  B f  ή ισ ο δ ύ να μ α  f  A f ~ l =  Β .  Δ η λα δή  ο ι δ υ ο  α να π α ρ α σ τά σ εις  
θα  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ες  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  οι π ίν α κ ε ς  A,  Β  ε ίνα ι ό μ ο ιο ι.
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Παράδειγμα 1.1 .24 . Έστω Q  η φαρέτρα του Kronecker

1 2 α
· = = 5 ·

Έστω η αναπαράσταση V  αυτής η οποία δίνεται απο

/ο
V  : V, = £  V2

ίβ

όπου dim Vi =  dim V2 =  2 και έστω {ei, e^} βάση του V\ και {εί,ε^} βάση 
του V2.

Μέσω του ισομορφισμού g — (9 1 ,9 2) όπου g\ : V\ —» Κ2 με

^  =  ΧιΈΪ +Χ2β2

και g2 :V2 —> Κ2 με

92 (  ^2 )  =  k l^  + k2^  

μεταφερόμαστε στην αναπαράσταση V ', όπου

και

Όπου διαγραμματικά η V* δίνεται απο

1 0  
0 1

0 0 ' 
1 0

Μια άλλη αναπαράσταση V" της φαρέτρας Q του Kronecker είναι

1 '
0

κ — =g Κ2
0
1

Παρατηρούμε on και οι δυο είναι πεπερασμένης διάστασης. Έχουμε τότε έναν
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μ ο ρ φ ισ μ ό  V V π ο υ  ορίζεται ως εξή ς :

1
0

1
0

Κ  Γ -Τ Κ2
Γ 0 1

1

1 ο
" 0 1 >'

Κ 2 ------- - -  $  Κ.2
' 0 0 ■

1 ο

1
ο

ο
1

'Οντως εύ κ ο λ α  δ ια π ισ τώ νουμ ε οτι το δ ιά γ ρ α μ μ α  ε ίνα ι μετα θετικ ό  α φ ο ύ

οιΗ 
1 __

---
-1

)—
4 

__
I

---
1

V—
4·

Ο ---
\

I—
1 

__
ι

0  1 0 °  i 0

' 1 0 ' ' 0 ■

οο

' 1 '
°  1 1 1 °

-----1
Ο

 
___

1

Θ α δώ σουμ ε τώρα τον ορ ισ μ ό  της δ υ ικ ή ς  φ α ρέτρα ς κ α ι θ α  κ λ ε ίσ ο υ μ ε  α υτή  την  
π α ρ ά γρ α φ ο .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .2 5 .  Έστω μ ια  φαρέτρα Q  όπου Q 0 ε ίνα ι το σύνοβο των κορυφών  
της Q . Θα συμβολίζουμε μ ε  Q op τη φαρέτρα που έχ ε ι το ίδιο σύνολο κορυφών Q q 
κα ι για κάδε β έλ ο ς  a  : s ( a )  —► t ( a )  στην Q  υπάρχει ενα  β έλ ο ς  α ° ρ : t ( a )  —> s ( a )  
στην Q op. Η Q op Θα κ α λ ε ίτα ι δυική φαρέτρα της φαρέτρας Q .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .1 .2 6 .  Γ ια  ένα  μονοπάτι ξ  =  ■ ■ · ζ ι  στη φαρέτρα Q , μ ε ξ ορ Θα
συμβολίζουμε το μονοπάτι ξ ορ =  ξχορ . . .  ξ Γορ στην Q op.

Α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  δ υ ο  π α ρ α δ είγμ α τα  γ ια  τη ν κ α τα νόη σ η  των π α ρ α π ά νω  ορισμώ ν.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 .2 7 .  Έστω Q  η φ αρέτρα  :

1 2  3 4
α β  7• ---->- · ----=► · ---->■ ·

Τότε βάσει του ο ρ ισ μ ο ύ  η δυική  φ αρέτρα  Q op τη ς Q  θ α  έχ ε ι τις ίδ ιες κ ο ρ υ φ έ ς  
κ α ι τα βέλη  της θ α  α λλά ξο υ ν  φ ορά . Δ η λα δή  θ α  είνα ι:

1 2  3 4
α °Ρ βΟΡ 7 ° Ρ

• -----  ·  -ί-----  ·  ^-----  ·

Έστω τώρα V  μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έτρ α ς Q  μ ε

Vi V2 ν4
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Τ ότε η  α να π α ρ ά σ τα σ η

/ °Ρ f*ap Ι·.ορ
D V X D V 2 D V a  D K ,

είνα ι α να π α ρ ά σ τα σ η  της φ α ρ έτρ α ς Q°r κ α ι τη σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  V op ό π ο υ  D V i 
είνα ι οι δ υ ικ ο ί δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ί χώ ροι π ο υ  α ντισ το ιχούν στις κ ο ρ υ φ ές  της Qop.

Παράδειγμα 1.1.28. Έστω η φ αρέτρα  Q

1 2 α
· = £  ·

β

Τ ότε η δ υ ικ ή  φ α ρ έτρ α  Q°v είνα ι η φ α ρέτρα  :

1
α σρ

2

1.2 Απλές και μη-Αναλύσιμες Αναπαραστάσεις
Σ την δεύτερη  π α ρ ά γ ρ α φ ο  θ α  μ ε λ ετ ή σ ο υ μ ε  κ ά π ο ιε ς  σ π ο ύ δ α ίες  κ λά σ εις  ανα πα ραστά σεω ν  
φ αρετρώ ν ξεκινώ ντας α π ο  τις α π λ έ ς  κ α ι προχω ρώ ντα ς στις μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α ν α ­
π α ρ α σ τά σ εις  π ο υ  θ α  μ α ς  α π α σ χ ο λ ή σ ο υ ν  μ έ χ ρ ι το τέλος της διατριβής.

Ορισμός 1.2.1. Μια αναπαράσταση της φαρέτρας Q υπεράνω του σώματος Κ , 
καβείται απβή αν δεν έχει γνήσιες μη-τετριμένες υποαναπαραστάσεις.

Παράδειγμα 1.2.2. Έστω η  φ αρέτρα

1 2

κ α ι έστω έν α  σώ μ α  Κ . Έστω Ε  μ ια  α π λ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  α υ τή ς μ ε

Vi —— >■ V2

ό π ο υ  V i, V2 ε ίνα ι δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ί χώ ροι κ α ι / α γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η . Τότε 
έ χ ο υ μ ε  δ υ ο  α π λ έ ς  υ π ο α να π α ρ α σ τά σ ε ις  :

Ει : Κ —^  0

Ε2 : 0 —

Θ α δ είξο υ μ ε  οτι η α να π α ρ ά σ τα σ η  Ε \  : Κ  — — ► 0  είνα ι α π λ ή . Έστω V * 
μ ια  υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  α υτή ς μ ε  V i, V2 δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ύ ς  χώ ρ ο υ ς και f a μ ια  
γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  γ ια  α  €  Q i μ ε  α  : 1 —♦ 2 . Δ η λαδή  υ π ά ρ χ ε ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
9 =  (0 1 ) 0 2 ) μ ε  g\ : V\ Κ  κ α ι g2 : V2 —► 0 τέτοιος ώστε το δ ιά γ ρ α μ μ α

Vi
fa V2

91 92

κ ο ο
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να  είναι μεχαθετικό. Α ρα — Ker 5 2  =  Ο διότι η ^ - > 0  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . 
Έτσι το δ ιά γ ρ α μ μ α  γ ίν ε τ α ι :

Vi
fot

^ 0

51
''
κ

ο

ο ^ 0

Α ν τώρα g \ είνα ι επ ί α π εικ όνισ η  τότε Vi ~  Κ  κ α ι έτσι έ χ ο υ μ ε  g ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  
μεταξύ της υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η ς V* κ α ι της Ε\

Αν g \ δεν είναι επ ί α π εικ όνισ η  τότε

dim V\ < dim Κ =  1 => dim V\ = 0 =Φ· Vi =  0

Α ρα η υ π οα να π α ρ ά σ τα σ η  V* είνα ι η μ η δ εν ικ ή . Π α ρ ό μ ο ια  α π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε  οτι 
κ α ι η Ε 2  είνα ι α π λή  υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η .

θα  δ είξου μ ε τώρα οτι κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  μ ια ς  φ α ρ έτρ α ς ορίζει α π λ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η .

Πρόταση 1.2.3. Έστω Q φαρέτρα και Κ σώμα. Για την κορυφή ί Θεωρούμε την 
αναπαράσταση S(i) =  {S(i)j, S(i)a)jeQo,aeQi Vs

και
S(i)a =  0

για κάΒε j  6 Qo και a  e Q\. Τότε η αναπαράσταση αυτή είναι απβή.

Απόδειξη. Έστω η φ αρέτρα Q =  (Qo, Q i, s ,  t) κ α ι ο ρ ίζο υ μ ε  γ ια  κ ά θ ε  j  G Qo 
την α να πα ράστα ση  S(i) μ ε

και

S(i)a =  0

γ ια  κ ά θ ε  j  €  Qo κ α ι α  G Qi μ ε  a  : ί  —> j .  Θ α δ είξο υ μ ε  οτι α υ τ ές  ο ι 
α να π α ρ α σ τά σ εις  είνα ι α π λ ές . Δ η λα δή  οτι ο ι μ ό ν ε ς  υ π ο α να π α ρ α σ τ ά σ ε ις  αυτώ ν  
είνα ι είτε η μ η δ ενικ ή  είτε ο ι ίδιες.

Έστω λ ο ιπ ό ν  i G Qo κ α ι έστω V  υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  της S(i)  μ ε  V ( i ) j  
δια νυσμ α τικ ός χώ ρ ος γ ια  κ ά θ ε  j  € Qo κ α ι V(i)a γ ρ α μ μ ικ ή  α π ε ικ ό νισ η  γ ια  
κ ά θ ε a  € Q\.  Τότε έστω gl μ ο ρ φ ισ μ ό ς  μ ετα ξύ  των S(i) κ α ι V  ο ο π ο ίο ς  ορίζεται 

9' =  (ft'ijcg»  με
9 / : V(i)j  -  S(i)i

μονομορφισμός για κάθε j  € Qo·
Για την κ ορ υ φ ή  i φ  j  η α να π α ρ ά σ τα σ η  S(i) θ α  έχ ε ι δ ια νυ σ μ α τ ικ ό  χώ ρο  

S(i)j  =  0 και έτσι οι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί g j l θ α  είνα ι
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Α υτό σ η μ α ίν ε ι οτι V ( i ) j  =  Κe r g j '  = 0  => V ( i ) j  =  0 . Α ρα g /  =  0 .
Για χη ν κ ο ρ υ φ ή  i  =  j  η α να π α ρ ά σ χα σ η  S ( i )  8 α  π ερ ιέ χ ε ι δ ια νυ σ μ α χικ ο ύ ς  

χ ώ ρ ο υ ς  S ( i ) i  =  Κ  κ α ι ο ι <?,* μ ο ρ φ ισ μ ο ί θα  είνα ι

</,’ : V ( i ) ,  -  Κ

Μ ια χέχοια γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  είνα ι είχε ε π ί είχε η μ η δ εν ικ ή . Α ν η gS  ε ίνα ι επ ί  
α π ε ικ ό ν ισ η  8 α  έ χ ο υ μ ε  V ( i ) i  ~  Κ  . Δ η λα δή  η υ π ο α να π α ρ ά σ χα σ η  V ( i )  8 α  έχ ε ι

0,
V ( i ) i  — κ,

* Φ 3
i = j

κ α ι

*"(·)« =  0
γ ια  κ ά θ ε  α  G Q \ .

Δ η λα δ ή  θ α  υ π ά ρ χ ε ι  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  g l μ ετα ξύ  των V ( i )  κ α ι S ( i ) .  Α ρα οι 
V ( i ) ,  S ( i )  θ α  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ες  α να π α ρ α σ τά σ εις

V (<) ~  S { i )

Α ν η gS  δ εν  είνα ι ε π ί  α π ε ικ ό νισ η  ο  υ π ό χ ω ρ ο ς  V ( i ) i  θ α  έχ ε ι διάσταση  
μ ικ ρ ό τερ η  τη ς δ ιάστα ση ς του  Κ  (α φ ού  α ν  είνα ι dim  Κ  =  dim  V ( i) j  η α π εικ ό νισ η  
gi  θ α  ή τα ν επ ί). Ό μ ω ς  dim Κ  =  1. Α ρα

dim νχ»)< =  0  => V ( i ) i  =  0  

Σ υ νεπ ώ ς η υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  V ( ι )  θ α  π ερ ιέ χ ε ι

V(i)i =  0

κ α ι
V ( i ) Q =  0

γ ια  κ ά θ ε  a  €  Q χ. Α ρα  η υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  V ( i ) θα  είναι η μ η δ εν ικ ή  και έτσι η 
α να π α ρ ά σ τα σ η  S ( i )  δεν έχ ε ι γ ν ή σ ιε ς  υ π ο α να π α ρ α σ τά σ ε ις  εκ τός της μ η δ εν ικ ή ς .

□

Η π αρα κά τω  π ρόταση  π ο υ  θα  δ ια τυ π ώ σ ο υ μ ε χω ρίς α π όδειξη  δίνει την α ν α λ υ ­
τική π ερ ιγ ρ α φ ή  των α πλώ ν α να πα ρα στά σεω ν.

Πρόταση 1.2.4. Έστω Q  φαρέτρα χω ρίς προσανατοβισμένους κύκβους και Κ 
σώμα. Τότε κάΒε απβή αναπαράστασή S  της φαρέτρας Q  για δεδομένη κορυφή  
ι  έχε ι την παραπάνω μορφή. Δηβαδή

S  ~  S ( i )

Π ριν μ ιλ ή σ ο υ μ ε  γ ια  τις μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  θα  δώ σ ουμ ε τον ορ ισ ­
μ ό  του ευ θ έω ς α θ ρ ο ίσ μ α το ς κ α ι θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε  κ ά π ο ιε ς  α π ο  τις ιδιότητες του.

Ορισμός 1.2.5. Έστω

Χ ΐ,  . ,Χν
πεπερασμένες στο πβήδος αναπαραστάσεις μ ια ς  φαρέτρας Q . Τότε το ευθύ άδροισ- 
μ α  αυτών

X  =  Χ \  ®  . , . φ  X r
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είναι μ ια  αναπαράσταση X  μαζί μ ε  μορφισμούς

i i  : X i  —* X  , 1 < i < r

και
ΊΤ ί : X  — > Χ ί  , 1 <  i  < r

τέτοιες ώστε
r

=  1 χ

i —1

Kiii =  Ιχ ί

και
TCiij =  Ο, για κάΒε ϊ  φ  j

μ ε ΐ  <  i <  r .  Μπορούμε να Θεωρήσουμε κ ά θε μ ια  απο τις Χ { ,  μέσω της απεικόνισης 
i i  , ως υποαναπαράσταση της X .  Δηβαδή αν X  =  Χ χ  0  . . .  0  X r , τότε έχουμε

3 = 1

και

χ ί Γ \ Σ χ ϊ = °
όφκ

γ ι α !  < ϊ  <  γ .

Αντίστροφα, αν Χ χ , . . . , X r είνα ι μ ια  οικογένεια υποαναπαραστάσεων της ανα­
παράστασης X  που ικανοποιεί τις σχέσεις X  =  Σ \ = \  Χ { κ α ι Χ {  f ]  . X j  =  Ο 
τότε

X  == Χ χ  φ  . . . ©  X r

με τους μορφισμούς

U - . X i - ^ X

και

7Γί =  ( pd i )  1Ρί

όπου Pi : X  —> Χ / Σ ί ^ Χ χ  με U την έγκβειση κ α ι π* τον κανονικό επιμορφισμό.

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  1 .2 .6 .  Η Σ  Χ ΐ  ε ίνα ι η μ ικ ρότερη  υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς X  π ο υ  
π ερ ιέχει την Χ {  γ ια  κ ά θ ε  ί  6  / .

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .2 .7 .  Μ ια  οικογένεια υποαναπαραστάσεων Χ χ , . . . , X r της αναπαράσ­

τασης X  που ικανοποιεί τις σχέσεις X  =  Σ ΐ = ι  κ α ι X *  Π  Σ % &  X j  =  0  y ta  
κ ά θ ε  1 <  ί  <  τ  κ α β είτα ι η αυάβυση του ευθέω ς αθροίσματος της αναπαράστασης  
X  στις αναπαραστάσεις Χ χ , . . . , X r .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  1 .2 .8 .  Η σχέση  X  =  Σ ί = ι  X i  Υια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  ξεχω ριστά  β α  
είναι

X  =  Χχ  Φ . . .  ®  X r  X j  — φ  . . .  Φ ( X r ) j

για  κ ά θε j  6  Q q. Δ η λα δή  X  =  Χ χ  φ  . . .  φ  Χ Γ α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  έ χ ο υ μ ε  α νά λ υ σ η  
ευθέω ς α θρ οίσ μ α τος δ ια νυσμ α τικ ώ ν χώ ρω ν X j  =  ( X x ) j  φ  . . .  φ  ( X r ) j -
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Παράδειγμα 1.2.9. 'Εστω η φαρέτρα Q

1·

\
•2

κ °
3·

και V  μια αναπαράσταση αυτής

0 0 
0 1

Τότε η V  είναι ισόμορφη με την W  0  W7 όπου W  είναι η αναπαράσταση :

Ορισμός 1.2.10. Έστω Q μια φαρέτρα, και X  =  (X j,X Q) , Υ  =  (Υι,Υα) 
αναπαραστάσεις της. Το σύνοβο των μορφισμών X  —* Υ  Θα είναι το σύνοβο

Hom gpr, Υ )  =  =  {/< : X , -  Yi I * e  <&}

όπου /  =  ( f i ) i e Q o  κ α ι  /* γραμμικές απεικονίσεις. Προφανώς το σύνοβο 
Hornq ( X , Y )  είναι Κ-διανυσματικόςχώρος.

Και τώρα ένα σημαντικό λήμμα.

Κ

Κ

και W ' η :

Κ 1



1.2. ΑΠΛΕΣ ΚΑΙ ΜΗ-ΑΝΑΛΥΣΙΜΕΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 21

Λήμμα 1.2.11. Εστω  X  =  Χ χ  ®  . . .  0  X r  κ α ι Υ  = Υχ 0  . . .  0  Ys δυο 
αναπαραστάσεις. Τότε έχουριε τις εξής αναβάσεις διανυσματικών χώρων

Γ 5

0  H o m (X i, Υ )  =  H o m (X , Υ )  =  0  H o m (X , Υό)
ι=1 j —1

Απόδειξη. Θα α π ο δ είξο υ μ ε  την ισότητα H o m (X , Υ )  =  0 [ =1 H o m (X i, Υ ) .  Α π ο  
τον ορ ισ μ ό  του ευθέω ς α θροίσ μ α τος θ α  π ρ έ π ε ι ο ι H o m (X i, Υ )  ν α  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  
τις σχέσεις

r

'y  ̂ Η =  lHom(X,y)
i= l

και

U * K i *  =  lH o m (X i ,y )

γ ια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  % ό π ο υ  ο ι μ ο ρ φ ισ μ ο ί %* κ α ι π *  ε ίνα ι ο ι εξή ς

i t *  : H o m (X , Υ )  ->  Horn(Χχ,  Υ )

μ ε  τ ύ π ο  i** (ck : X  —► Υ )  =  α  ο  : Χ { —» Υ  κ α ι έστω i *  =  H o m (« i, y )  ό π ο υ  
%i είνα ι η έγκ λειση  ΐχ : Χ ϊ  —> X  γ ια  κ ά θ ε  1 <  ι  <  r  κ α ι

π<* : H o m p Q , Υ )  —* H o m ( X ,y )

μ ε  τύ π ο  7η* (α : : Χχ  —> Υ )  =  α  ο τη : X  —► y  κ α ι έστω 7η* =  Horn (π», y )  ό π ο υ  
7Γ{ : X  —► Χχ  γ ια  κ ά θ ε  1 < i  < r .

Τότε α ν  αχ 6  H o m (X , y )  θ α  έ χ ο υ μ ε

Τ τ τ

Σ π ί * ΰ * ( α ι )  =  ]Ρ τη *(α ;χ  ο ^ )  =  ^ ( α χ  ο ί* ο 7η) =
ι=1 i = l  i —1

Αρα

r

=  α ι  °  ^  7Γχΐχ =  αχ ο 1Χ  =  αχ 
ί=1

' Σ / π * ϊ *  =  1 Η οπ ι(Χ ,Υ )  
ί=1

Α κ όμ η  α ν  α 2 Θ \ήοπ\(Χχ, y )  θ α  έ χ ο υ μ ε

i *  π *  ( α 2 ) =  ή * (« 2  ο  7Γ») =  ( α 2 °  ττ* ο  ή )  =

=  « 2  °  1χ< =  a 2

Αρα

=  l jJ o m (X < ,y )

Σ υνεπ ώ ς δείξα μ ε οτι το σ ύ νο λ ο  H o m (X , y )  δ ια σ π ά τα ι στο ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς  
ο ικ ο γ ένε ια ς  H o m (X j, Υ )  των συνόλω ν των μ ο ρ φ ισ μ ώ ν Χχ  —► y  γ ια  κ ά θ ε  1 <  
i  < τ .

Π α ρόμ οια  α π ο δ εικ νύ ετα ι κ α ι η δεύτερη  σχέση  H o m (X , Υ )  — 0 * _ χ  H o m (X , 
μ ε  τις α νά λ ο γ ες  σ χέσεις.
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Παρατήρηση 1.2.12. Γ ρ ά φ ο υ μ ε

Γ = Χ φ · . · φ Χ

κ α ι ε ν ν ο ο ύ μ ε  το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  r α ντίγρ α φ α  της α να π α ρ ά σ τα σ η ς X .

Σ υ ν ε χ ίζο υ μ ε  τη ν π α ρ ά γ ρ α φ ο  ορίζοντας την κ λά οη  των α να π α ρα σ τά σ εω ν π ο υ  
θα  μ α ς  α π α σ χ ο λ ή σ ε ι π ερ ισ σ ότερο  α π ο  κ ά θε ά λλη  κ λά ση  σε αυτή  τη διατριβή. Θα  
δ ο ύ μ ε  σε ε π ό μ ε ν ο  κ εφ ά λα ιο  οτι η κλά ση  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν α να πα ραστά σεω ν  
μ α ς  π ερ ιγ ρ ά φ ε ι π λή ρ ω ς ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  π ρ ό β λ η μ α  στην θεω ρία  α να πα ραστά σεω ν. 
Ξ ε κ ιν ά μ ε  λ ο ιπ ό ν  μ ε  το υ ς β α σ ικ ο ύ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  κ α ι κ ά π ο ιε ς  π α ρ α τη ρ ή σ εις .

Ορισμός 1.2.13. Μ ια  μη-μηδενική αναπαράσταση X  μ ια ς  φαρέτρας Q  καβείτα ι 
μη-αναβύσιμη α ν  η σχέστ\ X  =  Χχ  φ  Χ 2 συνεπάγεται Χ \  =  0  ή Χ ^  =  0.

Παρατήρηση 1.2.14. Κ άθε μ η -μ η δ ε ν ικ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιά σ ­
τα σ η ς μ ια ς  φ α ρ έτρ α ς Q , μ π ο ρ ε ί να  γ ρ α φ εί ως το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  μ η -α να λύ σ ιμ ω ν  
α να π α ρ α σ τά σ εω ν. Δ η λαδή  γ ια  κ ά θ ε X  Φ  0  υ π ά ρ χ ο υ ν  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α ν α ­
π α ρ α σ τά σ εις  Χ \ , . . .  , X r  τέτοιες ώστε

Ι ~ Ι ι Φ . . . φ Χ Γ

Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  α ν  X  =  (X *, Χ α ) α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έτρ α ς Q  τότε θα  είναι 
είτε μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  είτε α να λ ύ σ ιμ η . Α ν είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  το α π ο τέλεσ μ α  είναι 
π ρ ο φ α ν έ ς . Α ν είνα ι α να λ ύ σ ιμ η , έστω οτι γρ ά φ ετα ι ως X  =  Χ \  0  Χ 2 , ό π ο υ  Χ ι  
κ α ι Χ 2  υ π ο α ν α π α ρ α σ τ ά σ ε ις  ο ι ο π ο ίε ς  ε ίνα ι είτε μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς . οπ ο τε κ α ι π ά λ ι  
το α π ο τ έ λ ε σ μ α  π ρ ο φ α ν έ ς , είτε α ν α λ ύ σ ιμ ες  ο π ό τε  η α να π α ρ ά σ τα σ η  X  θ α  γράφ εται 
α να λυ τικ ό τερ α . Δ η λα δή  X  =  Χ ι  θ  Χ 2  θ  Χ 3  κ .ο .κ . Α ρα  σ υ νεχ ίζοντα ς μ ε  α υτόν  
τον τ ρ ό π ο  θ α  έ χ ο υ μ ε  τελικά  μ ια  α νά λ υ σ η  τη ς X  τη ς μ ο ρ φ ή ς  :

X  — Χ χ  φ  . . .  φ  X r

Ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  X j  γ ια  j  — Ι , . , . , γ  ε ίνα ι υ π ο α να π α ρ α σ τά σ ε ις  της X .  
Έστω τώρα οτι ο ι υ π ο α να π α ρ α σ τ ά σ ε ις  X j  δ εν  είνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  το π λ ή θ ο ς , θ α  
δ είξ ο υ μ ε  οτι α υτό  ε ίνα ι ά τοπ ο . Γ νω ρίζουμε οτι γ ια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  i  6  Q q έ χ ο υ μ ε

Χχ — Χ χ \ Φ . · . Φ Χχν

ό π ο υ  Χχ  ε ίνα ι δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ί χώ ροι κ α ι α κ ό μ η  οτι

dim Χχ  =  dim Χ ,ι  +  . . .  +  dim Χ ΙΓ

Α ρα α ν  ο ι X j  δ εν  είνα ι π επ ε ρ α σ μ έ ν ε ς  το π λ ή θ ο ς  τότε και η διάσταση dim X ,  
δ εν  θ α  είνα ι π ε π ερ α σ μ έν η . Α υτό όμω ς είναι ά τοπ ο  α φ ο ύ  υ π ο θ έσ α μ ε  οτι η α ν α ­
π α ρ ά σ τα σ η  X  =  (X ,  , Χ α ) ε ίνα ι π επ ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης και αυτό σ η μ α ίνει οτι 
ο ι δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ί χώ ροι X j γ ια  κ ά θ ε i  £  Q q είναι π επ ε ρ α σ μ έ ν η ς  διάστασης.

Παρατήρηση 1.2.15. Ε ύ κ ο λα  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε οτι κ ά θ ε  α π λ ή  α να π α ρά σ τα σ η  είνα ι 
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  ενώ  το αντίθετο δ εν  ισ χύ ει. Δ η λα δή  α ν  X  είνα ι α π λ ή  α να π α ρ ά σ ­
ταση τότε οι μ ό ν ε ς  υ π ο α να π α ρ α σ τά σ ε ις  α υ τή ς είναι θα  είνα ι οι 0 , X  αρα  δ εν  μ ­
π ο ρ εί να  γρ α φ εί ως ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  μ η -α να λ ύ σ ιμ ω ν α να πα ραστά σεω ν. Α ν δηλαδή  
X  =  X j  φ Χ 2 τότε Χ ι  =  0  ή Χ \  — X  (α νά λογα  Χ 2 =  0  ή Χ 2  =  X ) . Σ υνεπώ ς  
X  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η .
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Παρατήρηση 1.2.16. Ό π ω ς θ α  δ ο ύ μ ε  α ργότερα , β λ έπ ε  θεώ ρ η μ α  K ru ll-S ch m id t  
2 .4 .20 , η α νά λυση  μ ια ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς σε ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α ν α ­
παραστάσεω ν είνα ι μ ο να δ ικ ή .

Σ υ νεχ ίζου μ ε στην επ ό μ ενη  π α ρ ά γ ρ α φ ο  μ ε  τις π ρ ο β ο λ ικ ές  κ α ι in jec tiv e  α ν α ­
παραστάσεις ενώ μ ε  τις μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  θ α  ά σ χ ο λ η θ ο υ μ ε  εκτενέστερα στα ε π ό μ ε ν α  
κεφ άλαια .

1.3 Προβολικές και Εμβολικές (Injective) Αναπαραστά­
σεις

Π ριν δώ σουμε τους ο ρ ισ μ ο ύ ς  των π ροβολικ ώ ν κ α ι εμ βολικώ ν (in jective) α να π α ρ α σ τά σ εω ν  
θα  ο ρ ίσ ο υ μ ε τον χώ ρο Κ [Χ ], ό π ο υ  X  δ ο σ μ ένο  σ ύ νο λο , κ α θώ ς κ α ι το σ ύ νο λ ο  
Q ( i , j ) μ ε  τις ιδιότητες του.

Έστω λ ο ιπ ό ν  σ ύ νο λο  X .  Ο ρ ίζουμ ε μ ε  Κ [Χ ] τον δ ια νυ σ μ α τικ ό  χώ ρο μ ε  βά ση  
X .  Δ ηλαδή το σ ύ νο λο  των γρ α μ μ ικ ώ ν σ υ νδ υ α σ μ ώ ν

5 3  ^ Ρ ΧΡ 
Ρ

μ ε  χρ €  X ,  Χρ €  Κ  κ α ι \ ρ =  0 σ χ ε δ ό ν  π α ντο ύ .
Ε π ίσ η ς κ ά θ ε  α π εικ ό νισ η  φ : X  —> Υ  ε π ά γ ε ι τη ν γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η

Κ [0] : Κ [ Χ ]  -+  Κ [ Υ ]

μ ε  τύπ ο  Κ [ 0 ( £ ρ \ ρχ ρ)\ =  ΧΡφ ( χ Ρ).

Παρατήρηση 1.3.1. Στην α ρ χή  του κ εφ α λ α ίο υ  ο ρ ίσ α μ ε το μ ο ν ο π ά τ ι σε μ ια  φ α ρ έ ­
τρα Q  να  είνα ι μ ια  π ρ οσ α να τολισ μ ένη  α κ ο λ ο υ θ ία  βελώ ν ξ  =  ξ τ ■ ■ · ζ ι  μ ή κ ο υ ς  
r >  1. Έστω τώρα δ ύ ο  κ ο ρ υ φ ές  i =  ξ ι =  s (£ ) ,  j  =  £r =  ί ( ξ )  στη φ αρέτρα  Q.

Η σύνθεση  δ ύ ο  μ ονοπ α τιώ ν υ =  ξ 8 . . .  i  κ α ι w  =  j  . .  . ξ 3 ορίζεται ως w v  =

j  · · · & ■ · ·  *·
Ο ρίζουμ ε μ ε  Q ( i , j )  το σ ύ νο λο  όλω ν των μ ο νο π α τιώ ν ξ  μ ε  δ (ξ ) — % κ α ι  

ί ( ξ )  =  j  . Η σύνθεση  λ ο ιπ ό ν  σε αυτό το σ ύ νο λ ο  δίνεται α π ο  τις α π ε ικ ο νίσ ε ις

μ ε  τύ π ο  Q ( i ,  $ (ξ ) ) (μ )  =  ξ μ  ό π ο υ  μ  ε ίνα ι ένα  μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  α ρ χ ή  τη ν κ ο ρ υ φ ή  ι  
και τέλος την κ ορ υ φ ή  δ(ξ)  κ α ι

μ ε  τύ π ο  Q ( £ , j ) ( X )  =  λ ξ  ό π ο υ  λ  ε ίνα ι έν α  μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  α ρ χ ή  τη ν κ ο ρ υ φ ή  ί(£ )  
και τέλος την κ ο ρ υ φ ή  j .

Για κ ά θε α να πα ρά στα ση  V  κα ι γ ια  κ ά θ ε  μ ο ν ο π ά τ ι ξ  =  ξ Γ · · · ζ ι  μ ή κ ο υ ς  
r  >  1 μ ε  ό (ξ ) =  ι  κ α ι ί ( ξ )  =  j  ο ρ ίζο υ μ ε  την α π εικ ό νισ η

η ί )  =  ν ( ξ Γ) . . .  V ( i i ) : V ( i ) - > V ( j )

Έστω K [Q (i,j i)]  να  είνα ι ο δ ια νυ σ μ α τ ικ ό ς χώ ρ ος μ ε  βά ση  ό λ α  τα μ ο ν ο π ά τ ια  
α π ο  την κ ο ρ υ φ ή  ι  στην κ ο ρ υ φ ή  j .  Ε π ίσ η ς  γ ια  ένα  β έ λ ο ς  a  : j  —+ h  ο ρ ίζο υ μ ε  
την α π εικ όνισ η

K [Q (i,or)] : K [Q ( i , j ) ]  —  K [Q (i, A)]
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μ ε  τ ύ π ο  K [Q (i, a)](u>) =  K [Q (t , o ) (w ) ]  =  a w  να  είνα ι η σ ύ νθ εσ η  μ ε  το μ ο νο π ά τι  
α  α π ο  α ρ ιστερά  κ α ι γ ια  ένα  β έ λ ο ς  0  : h —* ί  ο ρ ίζο υ μ ε  την α π εικ ό νισ η

K I Q 0 M ]  = K [Q (i, j ) )  -  K [ Q ( h J ) )

μ ε  τ ύ π ο  K [ Q ( 0 , j ) ] ( w )  — K \Q ( 0 , ji)(u;)] =  W 0  να  ε ίνα ι η σ ύ νθεσ η  μ ε  το μ ο νο π ά τι  
β  α π ο  δεξιά , ό π ω ς π ρ ο η γ ο υ μ έν ω ς .

Τώ ρα μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  δ ώ σ ο υ μ ε του ς ο ρ ισ μ ο ύ ς  των π ροβολικ ώ ν κ α ι εμβολικώ ν  
(in jective) α να π α ρ α σ τά σ εω ν. Θ α α κ ο λ ο υ θ ή σ ο υ ν  κ α ι κ ά π ο ιε ς  εφ α ρ μ ο γ ές  γ ια  την  
κ α τα νό η σ η  των ορ ισμ ώ ν.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .2 .  Έστω Q  φαρέτρα κ α ι ΐ  κορυφή. Ορίζουμε υα είνα ι

P(i)j = K[Q(«, i)]

κ α ι

μ ε  j  €  Q oi οι €  Q i η προβοβική αναπαράσταση για  την κορυφή % κ α ι γράφουμε 

Ρ { ί )  =  =  (K [Q (i, j ) ] i K (Q (* \t t )])j€Q o,a€Q i

Αντίστοιχα ορίζουμ£

/ ( ;) ,  =  i >k [Q(», j) ]

κ α ι

H i )„  =  D K [ Q ( i ,o ) l

μ ε  j  €  Q o, a  G Q \  την εμβοβ ικη  (injective) αναπαράσταση για την κορυφή i  κα ι 
γράφουμε

J ( 0  — (A * )j .^ (* )a )i€ Q o ,« e Q i =  j ) ] ,^ K [ ( 5 ( i , a ) ] ) j € Q0(O,€ Q,

όπου D  ορίζουμε την δυικότητα στον χώ ρο  Κ  . Δηβαδή

D V  =  V op =  { /  : V  - »  Κ  | /  : γραμμική}

Παρατήρηση 1 .3 .3 .  Η  π ρ ο β ο λ ικ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρέτρα ς Q op ε ίνα ι η
Ρ ( ΐ )  ό π ο υ

D P ( i )  =  Ι ( ΐ )

Παρατήρηση 1 .3 .4 .  Σ η μ ειώ νο υ μ ε οτι α ν  V  ε ίνα ι μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έ­
τρα ς Q , μ ε  D V  ο ρ ίζο υ μ ε  τη ν δ υ ικ ή  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς V .

Παράδειγμα 1 .3 .5 .  Έστω η  φ αρέτρα  Q

1 2  3
a 0 _

Θ α μ ελ ετή σ ο υ μ ε  την π ρ οβολικ ή  και την in jec tiv e  α να π α ρά σ τα σ η  για  την κ ορ υ φ ή  
1. Δ η λα δή  την Ρ (  1) =  (Ρ (1 )^ , P ( l ) 7 ) j € Q0,7 € Q, και την I ( i )  =  I ( i ) a ) jeQo,aeQi  ·
Θ α μ ε λ ετ ή σ ο υ μ ε  πρώτα την Ρ ( 1 ) .
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Έ χ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  να  μ ελ ετή σ ο υ μ ε γ ια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  j  €  Qo =  { 1 ,2 ,3 }  το υ ς  
P ( l ) j  δ ια νυ σμ α τικ ούς χώ ρ ο υ ς  κ α ι γ ια  κ ά θ ε  β έ λ ο ς  7  6  Q i  =  (α , β )  τις α π ε ικ ο ν ί­
σεις Ρ ( 1 ) Ί  . Δηλαδή

-Ρ (1 )χ =  K [Q (1 ,1)], P ( l ) a =  K [Q ( l ,2 ) ] ,  P ( l ) 3 = K [ Q ( 1 ,3 ) ]

και
^ (* )a  =  K [Q ( i ,a ) ] ,  P ( i ) ^  =  K [Q (i,/? )]

Ό μ ω ς |Q (1,1)| =  1 μ ο νο π ά τι, |ζ )(1 ,2 )| =  1 μ ο νο π ά τ ι, |Q (1,3)| =  1 μ ο ν ο π ά τ ι
a p a

Ε π ίσ η ς

Ό μ ω ς

Ρ ( 1 ) 1 =  Ρ ( 1 ) 2 =  Ρ ( 1 ) 3 =  Κ

P ( x)„ : -P(l)! -* P ( l)i, Ρ ( 1 ) β : P (  1)2 -  P(l)s

Q ( l , a ) : 0 ( U ) - Q ( l , 2 )

είνα ι η α π εικ όνισ η  μ ε  τύ π ο  Q ( l , a ) ( e )  =  e a  ό π ο υ  e ε ίνα ι το τετρ ιμ μ ένο  μ ο ν ο π ά τ ι  
μ ε  s(e) =  1 =  t (e) .  A p a

P ( l ) a = K [ Q ( l , a ) ] : K - > K  

μ ε  β ά σεις αντίστοιχα { e }  κ α ι {α;}. Ά ρα

Ρ(1)α =  1κ

Α κόμη
Q ( 1 , / 3 ) : Q ( 1 , 2 ) - Q ( 1 , 3 )  

είνα ι η α π εικ όνισ η  μ ε  τύ π ο  Q (  1 , β ) ( α )  =  βα .  Ά ρα

Ρ ίΐ)^  =  K[Q(1,/?)] : Κ  — Κ

μ ε  β ά σεις αντίστοιχα { α }  κ α ι { β α } .  Ά ρα

Ρ(Χ)β = !κ
α φ ού  α ν δ ο ύ μ ε  το δ ιά γ ρ α μ μ α

<*>

/

/■ν
---- >■ (1)

1κ

( β α )  (1)

είνα ι μεταθετικό, ό π ο υ  /  είνα ι η α π εικ ό νισ η  /  : (α)  —» ( β α )  μετα ξύ  των βά σεω ν  
κ α ι (1) ε ίνα ι η βάση  του Κ  χώ ρ ο υ . Ά ρα  /  =  Ι χ .  Σ η μ ειώ ν ο υ μ ε  οτι η  α π ε ικ ό ν ισ η

(α )  — ( 1)  , ka> ->  k  

ό π ο υ  f c e K  είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Ά ρα

Ρ (  1) : Κ
ι
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είναι η προβολική αναπαράσταση για την κορυφή 1. Ανάλογα μπορούμε να εξ­
ετάσουμε και για τις κορυφές 2 και 3 . Δηλαδή για την κορυφή 2 8α έχουμε 
10(2,1)1 =  0 . 10(2,2)1 =  1 . 10(2,3)1 =  1 . 'Αρα

Ρ(  2 ) , =  0, Ρ (2), =  Ρ (2), =  Κ

και
Ρ(2)„ : Ρ(2), -  Ρ(2)2 => Ρ(2)α : 0 —♦ Κ 

Ρ(2)β : Ρ(2)2 Ρ(2)3 => Ρ(2)„ : Κ -» Κ

Λρα

Ρ{2) : 0 — ^  Κ —*-► Κ 

Ενώ για την κορυφή 3 θα έχουμε

Ρ (3): 0 —^ 0 —

Θα μελετήσουμε τώρα την /(I ) . Έχουμε να μελετήσουμε για κάθε κορυφή 
j  £ Qo — {1,2,3} τους 1(1) j  διανυσματικούς χώρους και για κάθε βέλος 
7 € Qi =  (α,/?) τις απεικονίσεις /(1 )7· Δηλαδή

/(I )!  =  2?K[Q(1,1)], /(1 )2 =  DK[<?(1,2)J, /(1 )3 =  DK[Q(l,3)]

και
I( i)a =  DK(Q(i, α)], / ( ΐ)β =  DK[Q(i, β))

Όμως |Q (1,1)| =  1 μονοπάτι και |Q(1,2)| =  |Q(1,3)| =  0 μονοπάπ άρα

7(1), =  Κ, /(1 )2 =  /(1 )3 =  0 

και
: / (1)ι  -  m 2 =* /(1)β : Κ - 0  

7(1)^ : 7(1)2 — 7(1)3 =* 7(1)^ : 0 — 0

Αρα

/(I)  : Κ - ^ 0 —^ 0  

Για την κορυφή 2 θα έχουμε

1(2), =  Ο Κ (0(2,1)], /(2 ) , =  Ζ>Κ[0(2,2)1, 1(2)3 =  Ζ>Κ[0(2,3)] 

κατ
/(Ο . =  ΟΚ[0(<,α)1, m e =  £>Κ[0(ί,«1

Δηλαδή |0 (2 ,1)| =  |0(2 ,2)| =  1, |0 (2 ,3)| =  0. Αρα

/ ( 2), =  /(2)2 =  Κ, /(2 )3 =  0

'Ομως
0 ( 2 ,  α ) : Q ( 2 ,1) —  0 ( 2 , 2 )

είναι η απεικόνιση με τόπο 0 (2 , α)(αορ) =  αα"1' =  e όπου ε είναι χο τετριμμένο 
μονοπάπ με 3(e) =  1 =  t(e). Αρα

/<2)β =  Ο Κ[0(2,α)1: Κ -  Κ
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μ ε  βά σ εις  αντίστοιχα  { α ορ}  κ α ι {  e } .  Ά ρα

/(2 )α =  1κ

Α κόμ η
/(2)0 =  £>K[Q(2,/?)]:K->O

άρα  Ι ( 2 ) β  =  0. Ά ρα

1(2) : Κ - ^ Κ —^ 0
Για την κ ορ υ φ ή  3 θ α  έ χ ο υ μ ε

7(3),=7>K[C3(3,1)], 7(3)2 =£>Κ[<3(3,2)], 7(3), =  DK[Q(3,3)]

και
7 ( t )„  =  D K [ Q ( i ,  α )] , 1 { ΐ ) β =  D K [< 3(i, β) \  

Δ ηλαδή |Q(3,1)| =  |<3(3,2)| =  |£?(3,3)| =  1. Α ρα

1 ( 3 ) ,  =  / ( 3 ) 2 =  7 ( 3 ) ,  =  Κ

Ό μ ω ς
Q ( 3 , a ) : Q ( 3 , l ) ^ Q ( 3 , 2 )

είνα ι η α π εικ όνισ η  μ ε  τύ π ο  Q ( 3, α ) ( α ορβ ορ) =  α α ορβ ορ. Ά ρα

I ( 3 ) a = K [ Q ( 3 , a ) ] : K - > K  

μ ε  β ά σ εις  αντίστοιχα  { α ορβ ορ}  κ α ι { β ορ}.  Ά ρα

ί(3)„ =  1κ
α φ ο ύ  α ν  δ ο ύ μ ε  το δ ιά γ ρ α μ μ α

(α ορβ ορ) (1)

/ ΐκ

( β °ρ) (1)

είνα ι μεταθετικό ,ό π ο υ  /  είνα ι η α π εικ ό νισ η  /  : (α ορβ ορ) —► μ ετα ξύ  των
βάσεω ν κ α ι (1) είνα ι η βάση του Κ  χώ ρ ου . Ά ρα  /  =  1Κ. Σ η μ ενών ο υ μ ε  οτι η  
α π εικ όνισ η

φ ο ρ )  φ  ; k p o p  ^  k

ό π ο υ  k  €  Κ  είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α κόμ η

<3(3,/3): <3(3,2) -.<3(3,3)

είνα ι η α π εικ ό νισ η  μ ε  τ ό π ο  Q ( 3 ,  ί3) (βορ) =  β β °ν -  e ό π ο μ  e  ε ίνα ι t o  τετρ ιμ μ ένο  
μ ο νο π ά τι μ ε  s (e )  =  1 =  t (e) .  Ά ρα

7 (3 )^  =  D K [Q (3 ,/? ] : Κ - > Κ  

μ ε  β ά σ εις  αντίστοιχα  {/3ορ} κ α ι { e } . Ά ρα

'(3 )„  =  1κ

Ά ρα

1(3)  : Κ  — ^  Κ  — ^  Κ  

είνα ι η  in jec tiv e  α να π α ρά σ τα σ η  γ ια  τη ν κ ο ρ υ φ ή  3.
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Ακολουθούν προτάσεις που αφορούν τις ιδιότητες ίων προβολικών και Injective 
αναπαραστάσεων.

Πρόταση 1.3.6. Έστω X  αναπαράσταση της φαρέτρας Q. Τότε έχουμε τους 
φυσικούς ισομορφισμούς

Horn ( P ( i ) , X ) * X i

και
Horn ( X , I ( i ) ) * D X i

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τον πρώτο ισομορφισμό. Ορίζουμε την απεικόνιση

<5: Horn( P ( i ) , X )  — X ,

με τύπο δ(φ : Ρ ( ϊ )  —► X )  =  <̂>«(e«) όπου φ = (<&)«€<3ο είναι ένας μορφισμός 
αναπαραστάσεων

φί : P ( i ) j  - *  X i  =$► φί : K[Q(i, j)] -► X t

για κάθε κορυφή ΐ.
Η απεικόνιση δ είναι 1 — 1 αφού

Keri =  {φ € Horn(Ρ(ί ) ,Χ) /δ(φ)  = 0} =»

Ker<$ =  { φ £  Horn{Ρ{ ϊ ) ,Χ) /φ ί{εί) =  0} =»

K e r i  =  {φ €  Horn( Ρ ( ί ) , Χ ) / φ ΐ  =  0 }  => Ker<5 =  0

Έστω τώρα χ[ € Xi  με χ*ί φ  0. Θεωρώ τότε τον χώρο (χϊ) και τον 
ισομορφισμό

Κ — —► (χ ϊ ) , k kx{

Έτσι φ ί $ )  = kx l  € Xi- Τώρα για κάθε βέλος a  : s(ot) —► t(a) το διάγραμμα

P ( i )
P ( i ) s ( a ) — ^ P ( i  +  l)t(a)

<t>i

X i

Φ* +1
t

+  X i+1

είναι μεταθετικό.
Δηλαδή φί+ \ Ρ ( ϊ ) α = ΧαΦΐ για κάθε κορυφή ΐ. Αρα 0 j+ iP (t)Q(A:) =  

Χ α Φ ί β )  =  X a (kxi) για κάθε κορυφή ί. Συνεπώς για κάθε χ ί  € Xi βρήκαμε 
μορφισμό φ =  (<&)»€<q0 ύ ε την ιδιότητα

φ ΐ + \ Ρ { ϊ ) α — ΧαΦ*

Έτσι η απεικόνιση δ είναι επί και συνεπώς ισομορφισμός. 
Πριν αποδείξουμε το δεύτερο ισομορφισμό

Hom(A', /(*)) Si D Xi

θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε ενα σημαντικό λήμμα.
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Λήμμα 1.3.7. Έστω X  αναπαράσταστι της φαρέτρας Q  κ α ι Υ  αναπαράσταση  
της δυικής φαρέτρας Q op. Τότε υπάρχει μουομορψισμός

εΧ  : X  - *  D 2X

με τύπο ε χ  ( ζ )  (φ ) =  φ (χ ) για χ  G X  κ α ι φ £  D X ,  ο οποίος επάγει κανονικό  
ισομορφισμό

H o m (y , D X )  H o m (X , D Y )

φ : Υ  * D X --------- >■ ( Ώ φ )  ο ε χ

Εδώ D 2 ορίζει την διπβή δυικότητα της αναπαράστασης X .

Απόδειξη. Έστω X  =  ( X i , X a ) i &Q0fOiGQ1 α να π α ρ ά σ τα σ η  χη ς φ α ρ έτρ α ς Q  κ α ι  
έστω Υ  — (Yi, Y a ) i e Q 0,a e Q i  α να π α ρά σ τα σ η  τη ς δ υ ικ ή ς  φ α ρ έτρ α ς Q op. Τότε 
υ π ά ρ χ ε ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς

eXt : X, -> (D2X)i  =  D2(Xi)

μ ε  τύ π ο  ε χ ϊ ( χ ) ( φ ί )  =  φί ( χ)  γ ια  χ  Ε Χ ι  κ α ι φ{ 6  D X i  κ α ι αντίστοιχα

εν, : Yi -  (D2Y)i  = Ζ>2(Υ;)

μ ε  τύ π ο  εγ*(ί/)(^<) =  Φϊ (ν)  γ ια  y e  Yi  κ α ι φί  G D Y i  γ ια  κ ά θ ε  i  €  Qo· 
Θ έλο υ μ ε να  δ είξο υ μ ε οτι η α π εικ όνισ η

δ : Horn ( Υ , Ό Χ ) - --------^  Horn ( Χ , Ό Υ )

φ --------------- ^  δ(φ)  =  ( Όφ)  ο ε χ

είνα ι ισ ομ ορ φ ισ μ ός. Α ρκεί λ ο ιπ ό ν  να  εξετά σ ουμ ε τις α π ε ικ ο νίσ ε ις

δί : Horn( Y i , D X i )  -► Horn( X ^ D Y , )

γ ια  κ ά θε i  €  Q o . ό π ο υ  X i ,  Yt είνα ι δ ια νυ σ μ α τικ ο ί χώ ροι μ ε  i  €  Qo.  Ό μ ω ς  
γ ια  κ ά θ ε  ζεύ γο ς  X i ,  Yi  είνα ι δ ια νυσμ α τικ ώ ν χώ ρω ν ο κ α ν ο ν ικ ό ς  μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
ε χ ί : X i  —► (D 2X ) i  — Ό 2( Χ {) μ ε  τ ύ π ο  ε χ ί ( χ ) ( φ ί )  =  φ ϊ ( χ )  γ ια  χ  €  X i  κ α ι  
φϊ  €  D X i  επ ά γε ι ισ ομ ορ φ ισ μ ό

Si : Hom{Yi,DXi) -  HorT\(Xi,DYi)

γ ια  κ ά θ ε  i  €  Qo· Α φ ού  λ ο ιπ ό ν  κ ά θ ε  δί ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  σ υ νεπ ά γ ετα ι οτι 
δ =  {δί ) ΐ£φ0 είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . □

Ε π ισ τρ έφ ου μ ε λ ο ιπ ό ν  στην σ χέση  π ο υ  θ έ λ α μ ε  ν α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  κ α ι μ ε  χ ρ ή σ η  
του π α ρ α π ά νω  λ ή μ μ α το ς  έ χ ο υ μ ε

H o m ( X , / ( i ) )  =  Horn( X , D P ( i ) )  “  H o m ( P ( i ) , D X )  “  D X i  =*

Won\{X,I{i))^DXi

□

Πρόταση 1.3.8. 1. Ο ι αναπαραστάσεις P ( i )  γ ια  κ ά δ ε i  €  Qo είνα ι a v a  ζεύγη
μη-ισόμορφες.
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2. Ο ι αναπαραστάσεις Ι ( ί )  για κ ό 8ε i  €  Qo είνα ι ανα  ζεύγη μη-ισόμορφες.

Απόδειξη. 1. Εστω i , j  δυο κορυφές με i  /  j .  Υποθέτουμε οτι Ρ (» )  ~  
P ( j ) .  Γνωρίζουμε οτι η απλή αναπαράσταση είναι της μορφής S(i)  =  
( S ( i ) j , S ( i ) a ) j £ Q 0taGQi  μ ε

και
S ( i ) a  =  0

για κάθε j  €  Qo  και α G Q \ .  Έτσι χρησιμοποιώντας την Πρόταση (1.3.6) 
έχουμε

Κ  £  S { i ) i  “  H o m (P (t ) , S ( i ) )  ^  Horn( P ( j ) ,  S ( i ))  *  S ( i ) j  =  0

Α τοπ ο . Άρα i  — j  και έτσι P ( i )  ^  P ( j )  μόνο σε αυτή την περίπτωση.

2. Παρόμοια υποδεικνύεται και η δεύτερη πρόταση. Δηλαδή έστω i , j  δυο 
κορυφές με i  Φ j  και 1{ϊ) ^  I ( j ) .  Τότε

Κ  “  D S ( i ) i  =  Horn( S ( i ) J ( i ) )  a  Horn( S ( i ) , J ( j ) )  “  D S ( i ) j  =  0

Άτοπο. Αρα I ( i )  — I  ( j )  μόνο στην περίπτωση i  =  j  . Υπενθυμίζουμε οτι 
D S ( i )  ορίζει την δυυ<ή αναπαράσταση της αναπαράστασης S (i).

□

Π ρ ό τ α σ η  1 .3 .9 .  Έστω Q  φαρέτρα μ ε  μη  προσανατοβισμένους κύκβους. Τότε για 
μ ια  κορυφή i  της φαρέτρας, ο ι P ( i ) ,  I ( i )  ε ίνα ι πεπερασμένης διάστασης μ ε

End ( P ( i ) )  =  Κ  =  E n d ( / ( i ) )

Απόδειξη. Αφού η φαρέτρα Q  δεν έχει προσανατολισμένους κύκλους, το σύνολο 
Q ( i , j ) των μονοπατιών ξ  με αρχή την κορυφή β (ξ) =  i  και τέλος ί ( ξ )  =  j  
είναι πεπερασμένο για κάθε ζεύγος κορυφών i , j .  Υπενθυμίζουμε οτι End(^Y) 
είναι το σύνολο των ενδομορφίσμών X  —► X  . Αρα χρησιμοποιώντας την πρόταση 
(1.3.6) έχουμε

E n d (P ( i) )  3  H o m ( P ( i ) , P ( t ) )  =  P (* )i  =  Κ [ < 3 Μ Ι  =  Κ

αφού το σύνολο Q ( i , i )  έχει μόνο ενα στοιχείο, το τετριμμένο μονοπάτι e* μήκους
0  με s (e j )  =  i  =  f(e<) . Ομοίως

E n d ( / ( i ) )  a  H o m ( / ( * ) , / ( * ) )  a  DI(i)i =  £> (£> K [Q (t\i)]) =

=  D 2( K [ Q { i , i ) } )  =  K [Q (» , t ) ]  =  K

□

Πριν κλείσουμε την παράγραφο ας δώσουμε ένα παράδειγμα για να μελετή­
σουμε τις προβολικές και Injective αναπαραστάσεις της δυικής φαρέτρας Q°p 
μιάς φαρέτρας Q.



Παράδειγμα 1.3.10. Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

1 2  3  4
α  β  7• ----- > · ----- >■ · ----- > ·

Τότε όπω ς είδ α μ ε η δυική  φ αρέτρα Q op της Q  θ α  ε ίν α ι:

1 2  3  4
α °Ρ β ορ 7°ρ• ·<-----  ·  -ί-----  · -6-----  ·

Η προβολική  α να πα ράστα ση  Ρ ( 1 )  της φ α ρέτρα ς Q  θ α  ε ίνα ι

Κ —

κ α ι η π ροβολική  α να πα ράστα ση  Ρ (  1) τη ς φ α ρέτρα ς Q op θ α  ε ίνα ι

Κ  ^-------0 --------- 0 ■<------- 0

Αντίστοιχα η in jectiv e  α να π α ρά σ τα σ η  / ( I )  της φ α ρέτρα ς Q  θ α  είνα ι

Κ -------► 0 ------ ^ 0 ------- ^  0

κ α ι η in jectiv e  α να πα ράστα ση  / ( I )  τη ς φ αρέτρα ς Q op θ α  ε ίνα ι
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κ



Κ ε φ ά λ α ι ο  2

Δακτύλιοι, Πρότυπα και 
Κατηγορίες

Θα ξεκ ινή σ ο υ μ ε αυτό το κ εφ ά λα ιο  μ ε  κ ά π ο ιε ς  β α σ ικ ές  έν νο ιε ς  δακτυλίω ν κ α ι 
θ α  σ υ νεχ ίσ ο υ μ ε  μ ε  την βασική  θεω ρία  π ρ οτύ π ω ν π ο υ  α π ο τ ελ ο ύ ν  γ εν ίκ ευ σ η  των 
διανυσματικώ ν χώ ρω ν της Γ ρ α μ μ ικ ή ς Ά λγεβρα ς μ ε  δ ια φ ορ ά  οτι στο βαθμω τό π ο λ ­
λα π λ α σ ια σ μ ό  επ ιτρέπεται να  λ α μ β ά ν ο υ μ ε  στοιχεία  α π ο  ένα  τυ χα ίο  δα κ τύλιο  κ α ι 
οχι απαραίτητα  α π ο  ένα  σώ μα. Θ α σ υ ν εχ ίσ ο υ μ ε  μ ε  την βα σ ικ ή  θεω ρία  κ α τη ­
γοριώ ν κ α ι συναρτητώ ν κ α ι θα  κ α λ ύ ψ ο υ μ ε  ένα  μ ε γ ά λ ο  μ έ ρ ο ς  τη ς θεω ρία ς α υτή ς  
και γ ια  λ ό γ ο υ ς  πλη ρότη τα ς ενώ στην επ ό μ ε νη  π α ρ ά γ ρ α φ ο  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ ε  
τους δ α κ τύλιους χου  A rtin . Θ α κ λ ε ίσ ο υ μ ε  το κ εφ ά λα ιο  μ ε  τη ν μ ελέτη  α λγεβρώ ν  
του A rtin  κ α ι των π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γό μ ενω ν  π ρ ο τύ π ω ν το υ ς. Έ να  α ξ ιο σ η μ εί­
ωτο χαρακτηριστικό τη ς θεω ρία ς των A rtin  αλγεβρώ ν σ ε α ντίθεση  μ ε  α ρ ισ τερ ο ύ ς  
δ α κ τυλίους του A rtin  ε ίνα ι οτι ο ι δα κ τύλιο ι ενδ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν End των π ε π ε ρ α σ μ έ ­
να  π α ρ α γό μ ενω ν π ρ οτύ π ω ν είνα ι π ά λ ι ά λγεβ ρ ες του  A rtin . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  ν α  
μ ετα τρ έπ ο υ μ ε π ρ οβ λή μ α τα  π ο υ  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  μ ό ν ο  ένα  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  π ρ ο τ ύ π ­
ων πάνω  α π ο  μ ια  ά λγεβρα  του A rtin , σε π ρ οβ λή μ α τα  π ο υ  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  π επ ε ρ α σ μ έ ν α  
π α ρ α γ ό μ εν α  π ρ οβ ολικ ά  π ρ ό τυ π α  πάνω  α π ο  μ ια  ά λγεβ ρ α  του A rtin . Α υτή η δ ι­
αδικασία  ονομ άζεται p ro jectiv iza tio n  κ α ι διευκρινίζετα ι κ υ ρ ίω ς μ ε  το θ εώ ρ η μ α  
K ru ll-S ch m id t το ο π ο ίο  θα  α π ο δ είξο υ μ ε . Για τις δ ύ ο  τελευτα ίες π α ρ α γ ρ ά φ ο υ ς  
μ ελετή σ α μ ε το [2]. Α ς ξεκ ινή σ ο υ μ ε μ ε  τη βα σική  θεω ρία  π ρ ο τύ π ω ν.

2.1 Θεωρία Δακτυλίων και Προτύπων
Ό π ω ς α να φ έρ α μ ε και στην εισα γω γή  του κ εφ α λα ίο υ  έν α  π ρ ό τ υ π ο  είνα ι α π λώ ς  
ένα ς  δ ια νυ σ μ α τικ ός χώ ρ ος υ π ερ ά νω  εν ό ς  δα κ τυλίου  R.  Ο ο ρ ισ μ ό ς  του  π ρ ο τ ύ π ο υ  
είναι ίδ ιος μ ε  τον ορ ισ μ ό  του δ ια νυ σ μ α τικ ο ύ  χώ ρ ου  χω ρ ίς ό μ ω ς ν α  α π ιτ ο ύ μ ε  ο  
R  να  είνα ι σώ μα, α λλά  ο π ο ιο σ δ ή π ο τε δα κ τύλιος. Π ριν δ ώ σ ο υ μ ε τον ο ρ ισ μ ό  του  
π ρ ο τύ π ο υ  α ς  δώ σ ουμ ε κ ά π ο ιο υ ς  β α σ ικ ο ύ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  α π ο  τη Θεωρία δακτυλίω ν.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .1 .  Έ νας δακτύβυος (/? , + ,  ·) είνα ι ένα  σύνοβο μαζί με δυο διμεβείς  
πράξεις +  και · , τις οποίες τις αποκαβούμε πρόσδεση κ α ι ποββαπβασιασμό  
αντίστοιχα, ορισμένες στο R  ως

+  : R  χ R  —* R , ( a , b )  a  +  b, · : R  χ  R  —> R ,  (α , 6) w-> a  · b

33
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με τις ιδιότητες

1. Η  (β , + ) ειυαι αβεβιανή ομάδα με μηδενικό στοιχείο το Ο £ β

2. a ■ (b · c) — (α ■ b) · c

3. a- ( b + c) = a b  + a c

για κάδε a,b,c £ R. Δηβαδή ο ποββαπβασιασμός είναι προαεταφιστικός και 
ισχύουν ο δεξιός και αριστερός επιμεριστικός νόμος. Ο δακτύβιος R  καβείται 
αντιμεταδετικός αν και μόνον αν a b = b- α για κάδε a,b £ R.

Παρατήρηση 2 . 1 . 2 .  Μ ελετούμ ε δ α κ τ υ λ ίο υ ς  ο ι ο π ο ίο ι π ε ρ ιέ χ ο υ ν  ένα  στοιχείο  ΐ €  
β  μ ε  1 Φ  0  κ α ι 1 · a  =  α · 1 =  α γ ια  κ ά θ ε  a £ R . Α υτό το στοιχείο  είναι 
μ ο ν α δ ικ ό  κ α ι κ α λείτα ι μ ο ν ά δ α  του δ α κ τυ λ ίο υ  β .

Ορισμός 2 . 1 . 3 .  Έστω ( β ,  +, ·) δακτύβιος και έστω S  C β  . Το υποσύνοβο S  
καβείται υποδακιύβιος του R  αν και μόνον αν

1. 0 ,1  €  5

2. Γι +  7*2 e  S

3. r i  · Γ2 £ S  

για κάδε r \ , Γ2 € S.

Ορισμός 2 .1 . 4 .  Έστω f  : β  —» S  μια απεικόνιση μεταξύ των δακτυβίων β, 5. 
Η  /  καβείται ομομορφισμός δακτυβίων αν και μόνον αν

1. f(ri  + r2) = /(n )  + /(r2)

2. / ( η  · r 2) =  f ( n )  ■ f ( r 2 )

3. /(1 β ) =  Is  

yia κάδε Τχ, r 2 £ R.

Παρατήρηση 2 .1 . 5 .  Έστω /  : β  —► S  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν. Τότε

Κ β Γ /  =  { Γ € β | / ( Γ )  =  0} ς β

είναι ιδεώδες του β .

Θα περάσουμε τώρα στις βασικές εννοιες προτύπων.

Ορισμός 2.1.6. Έστω R  δακτύβιος με μοναδιαίο στοιχείο το 1.

1. Ένα αριστερό R -πρότυπο Μ  είναι μια αβεβιανή ομάδα (Λ/, +) μαζί με 
μια απεικόνιση

φ : β  χ  Μ  —* Μ, (r, m) η-» φ{τ, τη) =  rm  

τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες

(α ’) για κάδε r £ β , πΐχ, m2 £ Μ  : r(m\  +  m2) =  rm\  + rm 2 
Cβ ’) για κάδε r ,s  £ R ,m  € Μ  : (r + s)m  = rm  + sm
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( γ ') για κάδε r ,s  £  R , τη £  Μ  : (rs)m  =  r(sm)
( δ ') για κάδε τη £  Μ  : 1 τη =  τη

2. Έ να δεξιό R -πρόχυπο Ν  είνα ι μ ια  αβεβιανή ομάδα  (/V , + )  μαζί μ ε μ ια  
απεικόνιση

φ : R  χ  Ν  —» TV, (η , r )  ι—> φ (τι, r )  =  n r  

τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες

( α ') για κά θε r  £  R , η ι ,  η 2  €  Ν  : (n \  +  n 2) r  =  n ^ r  +  n 2r  

( β ') για κάδε r ,s  £  R ,n  €  Ν  : n ( r  +  s) =  n r  +  ns  

(γ') για κάδε r ,s  ζ  R ,n  £  Ν  : n ( r s ) =  ( n r ) s  

(δ') για κάδε η  £  Ν  : η ί  =  η

Παράδειγμα 2.1.7. Αν R  =  Ζ  τ ό ιε τ α  Ζ -π ρ ό τ υ π α  σ υ μ π ίπ τ ο υ ν  μ ε  χις α β ελ ια νές  
ο μ ά δ ες, α φ ού  α ν  Μ  : Ζ -π ρ ό τυ π ο  τότε α π ο  τον ορ ισ μ ό  Μ  : α θελιανή  ο μ ά δ α  ενώ  
α ν (Μ ,  + )  είναι μ ια  αβελιανή  ο μ ά δ α  τότε ορίζω μ ια  α π εικ ό νισ η

{
π ι - \ --------- h τ η  =  n m ,  η  >  0
0 , η  =  0

( - τ η )  Η--------- 1- ( - τ η ) ,  η  <  0

κ α ι έτσι η (Μ , + )  μ ε  την π α ρ α π ά νω  α π εικ ό νισ η  γ ίνετα ι Μ  : Ζ -π ρ ό τ υ π ο .

Ορισμός 2.1.8. Έστω Μ  ένα (αριστερό) Ζ-πρότυπο. Έ να  υποσύνοβο Ν  C M  
καβείτα ι R -υποπρότυπο του Μ  αν κα ι μόνον αν η (Ν ,  + )  είνα ι υποομάδα της 
αβεβιανής ομάδας (Μ , + )  και για κάδε r £ R ,n  £  Ν  να ισχύει rn  £  Ν .

Παρατήρηση 2.1.9. Το 0 κ α ιτ ο  Μ  ε ίνα ι i l -υ π ο π ρ ό τ υ π α  κ α ι τα ο ν ο μ ά ζο υ μ ε  
τετριμμ ένα  υ π ο π ρ ό τ υ π α . Έστω S  ένα  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  του  έ? -υ π ο π ρ ο τύ π ο υ  Μ .  Έστω  
A  =  {Α^|Λ^ : υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Μ  π ο υ  π ερ ιέ χ ε ι το 5 } .  Έστω Κ  =  Π ν ^ α Ν .  
Τότε το Κ  είνα ι το μ ικ ρότερο  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Μ  π ο υ  π ερ ιέ χ ε ι το S  κ α ι το 
σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε μ ε  (S)  . Κ αλείται το μ ικ ρ ότερ ο  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  π ο υ  π α ρ ά γετα ι α π ο  το  
S.

Ορισμός 2.1.10. Έ να (αριστερό) R -πρότυπο Μ  ονομάζεται πεπερασμένα 
παραγόμενο πρότυπο αν κ α ι μόνον αν υπάρχει X  C  Μ  μ ε

( X )  =  Μ

ισοδύναμα, αν κ α ι μόνον αν υπάρχουν

m i , . . . , m n £  Μ  : ( m i , . . .  ,m n) =  Μ

Δηβαδή για κάδε m  £  Μ  3 r \ , . . .  , r n £  R  τέτοια ώστε m  =  r \m \ +  · · · +  rnm n.

Παρατήρηση 2.1.11. Θ α σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  ϋ -M od το σ ύ νο λ ο  όλω ν των α ρ ισ ­
τερών /ϊ-π ρ ο τ ύ π ω ν  και μ ε  M od-/? το σ ύ νο λ ο  όλω ν των δεξιώ ν //-π ρ ο τ ύ π ω ν .

Ορισμός 2.1.12. Έστω Μ , Ν  £ R-M od. Μ ια  απεικόνιση  /  : Μ  —» Ν  κα β είτα ι 
ομομορφίσμός R -προιύπων αν κ α ι μόνον αν  ικανοποιούνται ο ι παρακάτω ιδιότητες

1. για κάδε π ΐ \ , π ι 2 £  Μ  f { m i + m 2) =  f ( m i )  +  f ( m 2)
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2. γ ια  κ ά θ ε  r  €  R ,m  e  Μ  / ( r m )  =  r / ( r n )

Έ στω R  δ α κ τύ λ ιο ς  μ ε  μ ο ν α δ ια ίο  στοιχείο  και Λ /, Ν  (αριστερά) Λ -π ρ ό τυ π α . 
Έ στω α κ ό μ η  /  : Μ  —* Ν  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .

Ορισμός 2.1.13. Ο πυρήνας του /  ορίζεται να ε ίν α ι:

Κe r f  — {χ  e  M \ f ( x )  =  0 }

κ α ι να ε ίνα ι υποπρότυπο του Μ .
Η  εικόνα  του f  ορίζεται να ε ί ν α ι :

lm /  =  { / ( χ ) | χ  €  Μ )  C N

κ α ι να  ε ίνα ι υποπρότυπο του Ν .
Ο  /  κ α β είτα ι μουομορφισμός αν κ α ι μόνον αν  Ker /  =  { 0 }
Ο /  κ α β είτα ι επιμορφισμός αν κ α ι μόνον αν  lm /  =  Ν  

Ο  /  κ α β είτα ι ισομορφισμός αν κ α ι μόνον α ν  υπάρχει ομομορφισμός προτύπωυ
g  : Ν  —* Μ  τέτοιος ώστε

f g  =  I f f  κ α ι g f  =  1Μ ·

Θ α κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ μ ε  τώρα το ε υ θ ύ  γ ιν ό μ ε ν ο  π ρ ο τύ π ω ν κ α ι έπ ειτα  το ευ θ ύ  
ά θ ρ ο ισ μ α . Έστω σ υ λ λ ο γ ή  Λ -π ρ ο τύ π ω ν , ό π ο υ  το σ ύ νο λ ο  δεικτώ ν I
γ ε ν ικ ά  ε ίν α ι ά π ε ιρ ο .

Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 1 . 1 4 .  Το ευθύ γινόμενο της συββογής προτύπωυ { M j} ,€ /  είνα ι ένα  
R -πρότυπο Ρ  μαζί μ ε ομομορψισμούς προτύπων

TTi : Ρ  —* M i

γ ια  κ ά θ ε  i  G /  έτσι ώ σ τ ε :
Α ν  D  ε ίνα ι ένα  R -πρότυπο κ α ι φΐ : D  —► M i  ομομορψισμοί για κά θε i  €  /  

τότε υπ άρχει μοναδικός ομομορφισμός Θ : D  —» Ρ  μ ε  ο θ — φί γ ια  κάθε  
i  G I .

Ορίζουμε

Ρ  =  Y [ M i  =  { ( m i ) i€ / |m i  €  Μ ,, Vi €  I }
iei

To Ρ  ε ίνα ι R -πρότυπο με πράξεις

(mi)iei + (m i)tei = (πι{ +

r (m »)»e/ = (rmO.-e/

Θ έβουμε να κατασκευάσουμε τους ομομορφίσμούς π* οπότε κα ι ορίζουμε τους 

ομομορφίσμούς R - προτύπων ως ε ξ ή ς :

7Tj · Π  Λ/ i  - *  M j , ( TTli)i€J W j

<€/

γ ια  κά δ ε j  €  / .
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Έστω τώρα D  ένα R -τφότυπο κ α ι <f>j : D  —► M j  ομομορφίσμοί προτύπων γ ια  

κάδε j  €  I .
Ά ρα  ορίζουμε απεικόνιση θ : D  —► Y \ i e I M i  μ ε  θ ( χ ) =  ( φ ι ( χ ) ) ί ς ΐ  η οποία 

είναι εύκοβο να δείξουμε οτι είνα ι ομομορφίσμός προτύπων. Δ ια γ ρ α μ μ α τικ ά :

Π ί£ /  %  >- Mj
Μ

θ

D

κα ι έχουμε

(πj ° Θ)(Χ) = πΐ(θ(χ)) = Kj((<!>i(x))iei) = ΦΛΧ)
για κάδε χ  G D . Ά ρα  το διάγραμμα είνα ι μεταδετικό. Συνεπώς υπάρχει ομομορ- 
φίσμός προτύπων θ. δείξουμε οτι ε ίνα ι κ α ι μοναδικός. Έστω

e ' : D - * Y [ M i
ί£ΐ

ομομορφίσμός τέτοιος ώστε πj  ο θ =  φ  ̂ γ ια  κάδε j  e  I .  Γ ια  κάδε x  €  D  ισχύει 

θ  ( χ )  =  (rrii)i<zi. Έ χουμεβοιπ όν

K j ( 0 ( x ) )  =  τγ,· [ ( m i ) i € l ]

ΦΛΧ) =mj
για κάδε j  €  I .  Τότε Θ ( χ )  =  ( φ ί ( χ ) ) ί £ ΐ  =  θ ( χ )  γ ια  κ ά δ ε χ  G D .

Μ ένει να δείξουμε οτι το Ρ  είνα ι μοναδικό πρότυπο μ ε  αυτή την ιδιότητα. Έστω  
Ρ  είνα ι ένα άββο πρότυπο μαζί μ ε ομομορφισμούς

7Γ; : Ρ  —► M i

για κάδε i  Ε I  έτσι ώστε το δ ιά γρ α μ μ α :

θ

D

Έστω τώρα Ρ  ευθύ γινόμενο. Τότε υπάρχει μοναδικός ομομορφίσμός /  : Ρ '  —> Ρ  
έτσι ώστε π i f  =  για κάδε ι  6  I .  Δ ιαγραμματικά  :

7Γ< /
Ρ ------- - Μ ,

/

Ρ '

Ό μω ς Ρ  είνα ι κ α ι αυτό ευθύ γινόμενο. Δηβαδή υπάρχει μοναδικός ομομορφίσμός 
g : Ρ  —► Ρ  έτσι ώστε π{ς  =  π* για κάδε i  €  I .  Δ ιαγραμματικά  :

Ρ'
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Α κόμη υπάρχει κ α ι ο ομομορφίσμός 1 ρ  : Ρ  —* Ρ  έτσι ώστε π<1Ρ =  π* για κάδε  
t €  I .  Δ ιαγραμμαχικά :

Ρ  — Μχ

h  ι 

Ρ

Ά ρ α  iT ifg  =  ix{g =  π* για  κά δ ε i  6  I  κ α ι βόγω μοναδικότητας f g  =  Ι ρ  . 

όπως κ α ι ο ομομορφίσμός \ Ρ> : Ρ  —► Ρ  έτσι ώστε π· 1ρ > =  π ’ για  κάδ ε ί  €  / .  
Δ ια γρ α μ μ α χ ικ ά :

Ά ρ α  TX{g f  =  π*/ =  yia κάθε t €  I  κ α ι βόγω  μοναδικότητας g f  =  1Ρ'. !Αρα Ρ  
κ α ι Ρ  είυαι ισόμορφα.

Ορισμ09 2.1.15. Έστω  { M j } i e /  μ ια σ υ β β ο γή  R -προτύπων. Το ευθύ άθροισμα  
τηςσ υββσ γής  { M j } i€ /  είνα ι ένα  R -πρότυπο Ρ  μαζί μ ε ομομορφισμούς προτύπων

\ i·. M i - + Ρ

για  κάδ ε i  €  I  έτσι ώστε :
Α ν  D  ε ίνα ι ένα  R -πρότυπο κ α ι <j>i : M i  —* D  σμομορφισμοί γ ια  κάδε i  €  I  

τότε υπάρχει μοναδικός ομομορφίσμός Θ : Ρ  —► D  μ ε  θ ο λ< =  φί για κάδε i  G I .  
Α ν  το δούμε κ α ι διαγραμμαχικά :

M i - ^ P  

Φί

D

απαιτούμε το δ ιάγραμμα να  ε ίνα ι μεταδετικό. Ορίζουμε

Ρ  =  M i =  { ( m i)  €  Μ , | τπϊ =  Ο σχεδόν πανιού}
»€/ i&l

Το Ρ  ε ίνα ι R -πρότυπο με πράξεις ακριβώ ς όπως κ α ι πριν

(m hei +  (m'ihei =  (m  +  m'<)i€/

r(mi) i€i  =  (rm i)<€/

κ α ιμ ά β ισ τα  Θ,€, λ/. -  Π»€/ ε υ̂αι υποομάδα κα ι υποπρότυπο. θέβ ουμ ε τώρα 
να κατασκευάσουμε τους ομομορφισμούς X j για κάδε j  G /

: - φ Μ .
»€/
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=  3{χ i

ο,' i φ 3
θ : θ ί € /  M i  —► D . Ορίζουμε βοιπόν

κ α ι ακόμη κ α ι τον ομομορψισμό

{rrii)i£i =  (rrii, Ο,.. .)Η------1-(0,. . . , Ο, mn,0 ,. . .)  — Ai(mi)H------Ηλ„(7η.η) —
j e i

κα ι ακόμη

0 { { m i ) i e I ) =  =  Σ θ ( \ j { m j ) )  =
j e i  j e i  j e i

Επειδή οι <fij είνα ι ομομορφίσμοί προτύπων κ α ι ο θ ε ίνα ι ομομορφίσμός προ- 
τύπων τότε για κάδε χ  £  M j  Θα έχουμε

e o \ j ( x )  =  θ { \ j ( x ) )  =  φ ] ( χ )

για κάδε j  £  I .  Έτσι θ ο X j =  <j)j.

Θα δείξουμε οτι ο θ είνα ι μοναδικός. Έστω θ : ( & ie I  M i  —»· D  ένας  

άββος ομομορφίσμός τέτοιος ώστε θ ο Aj =  <fij γ ια  κάδε j  £  I .  Τότε γ ια  κάδε  

( m h e i  e  0 i € /  M i  Θα έχουμε

0 ' { { m i ) i e I )  =  =  ] T V ( A j ( m j ) )  =  =  e ( ( n n ) i € l )

j e i  j e i  j e i

Ά ρα  θ =  θ γ ια  κάδε i  £  I .
Μ ένει να δείξουμε on το P  είναι μοναδικό R - πρότυπο με την ιδιότητα του ευδέως 

αδροίοματος. Έστω Ρ  ένα άββο πρότυπο μαζί μ ε ομομορ φ ισμούς λ i : M i  —* Ρ  
για κάδε i  £  I .  Τότε αν D  είναι ένα  R -πρότυπο κ α ι φί : Μ* —► D  ομομορφίσμοί 
Θα υπάρχει μοναδικός ομομορφίσμός

Θ : Ρ ' D

με θ ο \  =  φί για κάδε ί  £  I  κ α ι δ ιαγραμματικά :

Φί

D

Απαιτούμε το διάγραμμα να είνα ι μεταδετικό.
Ό μω ς το Ρ  είνα ι ευθύ άδροισμα κ α ι έχ ε ι την ιδιότητα. Ά ρ α  υπάρχει μοναδικός  

ομομορφίσμός /  : Ρ  —+ Ρ  μ ε f \ i  ~  γ ια  κάδε i  £  I  κ α ι δ ιαγραμματικά  :

Mi  — ρ

λ' ''
Ρ '

Απαιτούμε το διάγραμμα να είναι μεταδετικό.
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Επίσης Ρ  ε ίνα ι ευθύ  άθροισμα άρα υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός g  : 
Ρ  —► Ρ  έτσι ώστε gX t — Λ, για κ ά θ ε  i €  I  κα ι διαγραμματικά :

Ρ

Απαιτούμε το δ ιάγραμμα να ε ίνα ι μεταθετικό. Επίσης η ιδιότητα ισχύει κ α ι για τα 
Ρ , Ρ  . Ά ρ α  γ ια  το Ρ  : g f X i  =  gX{ =  λ ,  για κά θε ΐ  €  /  κ α ι δ ιαγραμματικά

M i - ^ P

Ρ

κ α ι βόγω μοναδικότητας έχουμε g f  — Ι ρ  . Παρόμοια για  το Ρ  : f g X { =  f X { =  

Λί για  κ ά θ ε  i  6  /  κ α ι δ ιαγραμματικά

κ α ι βόγω μοναδικότητας έχουμε f g  =  \ Ρ  . Ά ρ α  Ρ κ α ι Ρ '  ισόμορφα R -πρότυπα.

Ας  μ ελ ε τ ή σ ο υ μ ε  τώρα δ υ ο  κ λ ά σ εις  π ροτύπ ω ν, τα α π λ ά  κ α ι τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  
π ρ ό τ υ π α  κ α θώ ς κ α ι τις ιδιότητες τους.

Ορισμός 2.1.16. 'Εστω ένα (αριστερό) R -πρότυπο Μ  Φ  0 . Το Μ  καβείτα ι απβό 
( s im p le )  αν κ α ι μόνον αν τα μόνα υποπρότυπα του Μ  είναι τα  0  κα ι Μ .

Πρόταση 2.1.17. Το Μ  (αριστερό) R -πρότυπο είνα ι απβό α ν  κ α ι μόνου α ν  για  
κ ά θ ε  χ  G Μ  \  { 0 }  : R x  =  Μ .

Απόδειξη. Έστω ένα  α π λ ό  Λ -π ρ ό τ υ π ο  Μ  κ α ι x  €  Α / \ { 0 }  τότε { 0 }  C  R x  C  Μ  
μ ε  R x  =  { r x  | r  e  R } .  Ε π ειδ ή  το Μ  είνα ι α π λ ό  έ χ ο υ μ ε  ο π

R x  =  { 0 }  ή R x  =  Μ

ό μ ω ς R x  φ  { 0 }  γιατί χ  Φ  0 . Α ρα R x  — Μ .
Α ντίστροφ α έστω Ν  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Μ  κ α ι έστω Ν  φ  {0}. θ α  δ είξου μ ε  

οτι Ν  =  Μ .  Α φ ο ύ  Ν  φ  {0} σ η μ α ίνει οτι υ π ά ρ χ ε ι χ  €  Ν  : χ  φ  0 τότε 
R x  =  Μ  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Ν  C  Μ  π ο υ  σ η μ α ίν ε ι Ν  =  Μ  κ α ι ά ρ α  το Μ  είνα ι 
α π λ ό . □

Ορισμός 2.1.18. Έ να R -πρότυπο Μ  καβείτα ι αναβύσιμο α ν και μόνον αν  
υπάρχουν A , Β  υποπρότυπα του Μ  μ ε Α , Β  φ  { 0 }  και Μ  =  A  0  Β .

Ορισμός 2.1.19. Έ να R -πρότυπο Μ  καβείτα ι μη-αναβύσψο α ν  κα ι μόνον αν  
το Μ  =  A ®  Β  συνεπάγεται A  =  { 0 }  ή Β  =  { 0 } .
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Παρατήρηση 2.1.20. Α ν Μ  είνα ι α π λ ό  R -π ρ ό τυ π ο , τότε ίο  Μ  ε ίνα ι μη- 
αναλύσιμο.

Ορισμός 2.1.21. Α ν  Μ  είνα ι αριστερό R -πρότυπο, τότε

Endr ( M )  =  { φ  : Μ  —> Μ  | φ ομομορψισμός}

είναι ένας δακτύβιος μ ε π ρ ά ξεις :

1. φ +  φ  : Μ  -+  Μ ,  (φ +  0 ) ( m )  =  φ(πι)  4- ψ(πι )

2. φφ  : Μ  —*· Μ ,  ( 0 0 )  (m ) =  φ( φ( π ι ) )  γ ια  κάδ ε φ ,φ  €  E n d fl(M ) , μ ε μονάδα  

Ι επdfi(M) =  1 μ  κ α ι καβείτα ι δακτύβιος ενδομορφισμών του Μ .

Λήμμα 2.1.22. Α ν Μ  είνα ι ακβό R -πρότυπο, τότε ο Endr ( M )  είνα ι δακτύβιος  

διαίρεσης.

Απόδειξη. Έστω φ €  E n d # (M ) κ α ι φ ^ Ο .  Τ ότε Ker φ υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του  Μ  κ α ι  
lm φ υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Μ .  Α λλά  Μ  είνα ι α π λ ό  .R-π ρ ό τ υ π ο  ά ρ α

Ker</> =  { 0 }  ή Ker φ =  Μ

Δ ηλαδή
φ : μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ή φ =  0  (άτοπο)

και
lm 0  =  { 0 }  ή lm 0  =  Μ

Δηλαδή
0  =  0 (άτοπο) ή φ : επ ιμ ο ρ φ ίσ μ ό ς

Ά ρα 0  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς κ α ι τότε θ α  υ π ά ρ χ ε ι  0 -1  G E n d # ( M ) .  Σ υ νεπ ώ ς κ ά θ ε  
μ η -μ η δ εν ικ ό  στοιχείο του Endr ( M )  είνα ι αντιστρέψ ιμ ο κ α ι έτσι ο  E n d ^ (M )  
είναι δα κτύλιος δ ιαίρεσης. □

Παρατήρηση 2.1.23. Κ άθε δα κ τύλιος δ ια ίρ εσ η ς είνα ι τ ο π ικ ό ς  δα κ τύλιος.

Ορισμός 2.1.24. 'Εστω R  δακιύβνος κ α ι Μ  αριστερό R -πρότυπο. Το Μ  
καβείτα ι ημιαπβό (sem isim ple) αν κ α ι μόνον αν το Μ  γράφ ετα ι ως ευδύ άδροισμα  
απο απβά πρότυπα.

Αββνως το Μ  καβ είτα ι ημιαπβό αν κα ι μόνον αν υπάρχει οικογένεια απβών 

R -προτύπων τέτοια ώστε Μ  =  0 i€7 Μ»·

Πόρισμα 2.1.25. Υποπρότυπα, πρότυπα-πηβίκα, ευδέα αδροίσματα κ α ι ευδείς α- 
Θροιστέοι ημιαπβών προτύπων είνα ι ημιαπ βά πρότυπα.

Θα μ ελετή σ ο υ μ ε τώρα τα π ρ ό τ υ π α  του A rtin  κ α ι τη ς N o e th e r  π ά νω  α π ο  ένα  
δακτύλιο  R  μ ε  μ ο να δ ια ίο  στοιχείο  κ α ι θ α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  δ ύ ο  Θ εω ρήματα π ο υ  μ α ς  
λένε  πότε ένα  π ρ ό τυ π ο  είναι N o e th er ia n  ή A r tin ia n .

Ορισμός 2.1.26. Έ να αριστερό R -πρότυπο Μ  κ α β είτα ι Noetherian αν για  
κάδε αύξουσα ακοβουδία απο R - υποπρότυπα του Μ

Μ λ C  Μ 2 C  · · · C  M n C  Μ η + 1 C  · · ·

υπάρχει ένας Θετικός ακέραιος m  έτσι ώστε M n =  M rn γ ια  κάδε n > m .
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Ορισμός 2 .1 .27. Ένα αριστερό R-πρότυπο Μ  καβείιαι A rtin ian  αν για κάδε 
φδίνουσα ακοβουδία αηο R -υποπρότυπα του Μ

Μχ D  Μ 2 2  · · Ο  Μ η Ώ Λ /„ +1 D  · · ·

υπάρχει ένας θετικός ακέραιος τη έτσι ώστε Μ η =  Λ/„, για κάδ ε η  >  m .

Θα αποδείξουμε τώρα κάποια οημανηκά Θεωρήματα με κριτήρια για τα Ar­
tinian και Noetherian πρότυπα.

θεώρημα 2.1.28. 'Εστω ένα  αριστερό R -πρότυπο Μ .  Τα  παρακάτω είναι ισοδύ­
ναμα.

1. Το Μ  είνα ι N oetherian  πρότυπο.

2 . Κ ά δ ε υποπρότυπο του Μ  είνα ι πεπερασμένα παραγόμενο.

Απόδειξή, (ί) =>· (π) Έστω Ν  ένα υποπρότυπο του /?-προτύπου Μ  και

S  = { L  C Ν  | L  : πεπερασμένα παραγόμενο}

Τότε S  ^  0 αφού το {0} είναι πεπερασμένα παραγόμενο και έτσι ανήκει στο 
S . Ακόμη το S  είναι ένα μερικώς διατεταγμένο σύνολο που έχει μέγιστο στοιχείο 
έστω το L .

Έστω L  φ  Ν  τότε θα υπάρχει ένα χ  6 Ν  και χ  £  L  αφού L  C Ν .  
Δηλαδή

R x  =  { r x  I r  €  Λ }  C  Ν

Τότε L  C  L  + R x  C Ν .  Γνωρίζουμε οτι το L  είναι πεπερασμένα παραγόμενο
και έστω { ι / ι , . . . , yn } ένα σύνολο γεννητόρων. Δηλαδή L  =  Ryx  -------l· R y n-
Τότε το { ι / ι , . . . , yn , x  } είναι σύνολο γεννητόρων του L  +  R x  το οποίο είναι 
πεπερασμένα παραγόμενο.

Επειδή το L  είναι μέγιστο στοιχείο θα έχουμε L  — L  +  R x .  Δηλαδή χ  € L  
το οποίο είναι άτοπο και συνεπώς L  = Ν .  Έτσι το Ν  είναι πεπερασμένα 
παραγόμενο.

(η) => (ί) Έστω Μ χ  C  Μ2 C · · · C Μ η C Λ/η+χ C · · · αύξουσα ακολουθία 
απο Λ-υποπρότυπα του Μ  και έστω Ν  =  (Jn>1 Μ η υποπρότυπο του Μ με 
{ # 1 , . . . , Xk } σύνολο γεννητόρων του Ν .  Τότε

Χχ €  Ν  => 3π χ > 1  : Χι 6  Μ ηι

Xk € Ν  => 3njt > 1  : xjt 6 M nk

Επειδή τα Λ/η, , . . . , M nk είναι υποπρότυπο που ανήκουν στην ακολουθία θα 
υπάρχει ρ > 1 με M Ui C Μηρ για κάθε ?' = 1 , . . . , k. Τότε { χ χ , . . . , χρ € Μηρ}. 
Αρα Μ ηρ =  Ν  ,αφού Μ ηρ C Ν  και τα { Χχ,. . .  ,χ* } είναι γεννήτορες του Ν. 
Τότε Μ„ρ =  Mfc για κάθε k > ηρ γιατί αν χ  € Μ„ρ+χ τότε

X € ( J  Μ„ =  Ν  =  Μηρ
π> 1

Έτσι η ακολουθία σταματά, που σημαίνει οτι το Μ  είναι πρότυπο της Noether. □
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Α κ ολουθεί η δυ ική  μ ο ρ φ ή  του θεω ρή μ α τος γ ια  τα π ρ ό τ υ π α  του A rtin  χω ρίς  
απόδειξη .

Θ εώ ρ η μ α  2 .1 .2 9 .  Έστω ένα  αριστερό R -πρότυπο Μ .  Τ α  παρακάτω είνα ι ισοδύ­
ναμα.

1. Το Μ  είναι A rtin ian  πρότυπο.

2. Κάδε πρότυπο-πηβίκο του Μ  είνα ι πεπερασμένα συνπαραγόμενο.

Π ριν σ υ νεχ ίσ ο υ μ ε  στην επ ό μ ενη  πρόταση  θ α  δ ώ σ ουμ ε ένα  σ η μ α ντικ ό  ο ρ ισ μ ό .

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .3 0 .  Έστω ένα διάγραμμα R -προτύπων κ α ι ομομορφίσμών μεταξύ  
αυτών της μορφής

Μ Ι ΐ —  1 r  I i . . I ΐ “f-1
i —ι ------- >- M i -------->■ M i + ι --------^  · · ·

To παραπάνω διάγραμμα καβ είτα ι ακοβουδία αν κα ι μόνον αν f i  ο /^_χ =  0 για  
κάδε ί. Δηβαδή για κάδε χ  Ε M j _ i  έχουμε f i ( f ( i  — l ) ( :r ) )  =  0.

Το παραπάνω διάγραμμα καβ είτα ι ακριβής ακοβουδία αν κ α ι μόνον αν

K e r/i =  lm / i_ i

για κάδε ϊ.

Λ ή μ μ α  2 .1 .3 1 .  Έστω

0 -------► A ------------------------------------► ()

μια  ακριβής ακοβουδία αριστερών R -προτύπων. Τότε τα  παρακάτω  είνα ι ισοδύναμα.

1. Το Β  είνα ι πρότυπο της N oether (του A rtin ).

2. Τα  A , C  είνα ι πρότυπα της N oether (του A rtin ).

Απόδειξη, ( ί )  => ( π )  Έστω οτι το Β  ε ίνα ι A r tin ia n . Τότε α φ ο ύ  το Α  ε ίνα ι  
ισ όμ ορ φ ο  μ ε  κ ά π ο ιο  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Β  τότε α π ο  το π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  θ εώ ρ η μ α  
έ χ ο υ μ ε  οτι το Α  είνα ι A r tin ia n . Α κ ό μ η  α π ο  το τρίτο θεώ ρ η μ α  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν  
γνω ρ ίζουμ ε οτι κ ά θ ε  π ρ ό τ υ π ο -π η λ ίκ ο  του C  ε ίνα ι ισ ό μ ο ρ φ ο  μ ε  κ ά π ο ιο  π ρ ό τ υ π ο -  
π η λίκ ο  του Β  κ α ι ά ρα  π ά λ ι α π ο  το θεώ ρ η μ α  το C  ε ίνα ι A r tin ia n .

( ϊ ϊ )  => (ί) Ισχυριζόμ αστε οτι το Α  ε ίνα ι υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Β  κ α ι οτι Β / Α  =  C .  
Α κ όμ α  υ π ο θ έτο υ μ ε  οτι

2  ^2 2  ' '  ■ 2  L n D L n + \  2  * · ■

είναι μ ια  ά πειρη  α κ ο λο υ θ ία  α π ο  υ π ο π ρ ό τ υ π α  του Β .  Α φ ού  B / A ^ C  έ χ ο υ μ ε  
οτι το Β (Α  είνα ι A rtin ia n . Ά ρα υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  α κ έρ α ιο ς  m  τέτοιος ώστε

L m Λ- A  — L m+1 -f  A  =  L m+ 2  +  Α  =  · · ■

Ε π ίσ η ς το Α  είναι A r tin ia n  ά ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  έν α ς  α κ έρ α ιο ς  n >  m  τέτοιος ώστε

L n Γ \Α  =  L n+ χ Π A  =  L n+2  Π Α  =  · · ·

Α φ ού L n D  L n + i D  · · · έ χ ο υ μ ε

B n — L n Π ( L n A ) =  L n Π (L n + i  +  A )  =  L n+ i  Π ( L n Π A ) —

=  L n + i ( L n + i  Cl A }  =  L n+ i

για  i  =  1 , 2 , . . . .  □
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Κ λ είνο υ μ ε  α υτή  την π α ρ ά γ ρ α φ ο  μ ε  το υ ς ο ρ ισ μ ο ύ ς  των π ροβολικ ώ ν # - π ροτύπω ν  
κ α ι των In jectiv e  Λ -π ρ ο τυ π ώ ν.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 . 3 2 .  Έστω ένα αριστερό R -ηρότυπο Ρ . Το Ρ  καβείτα ι ηροβοβιχό
R -πρότυπο αν  για  κ ά δ ε  επιμορφισμό φ  : Β  —* C  κα ι κάδε ομομορφίσμό a  : 
Ρ  —» C  υπάρχει ομομορφίσμός θ  : Ρ  —* Β  μ ε  a  — φ θ.

Δ ηβαδή το διάγραμμα

Ρ

απαιτούμε να ε ίνα ι μεταδετικό.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 1 . 3 3 .  Έστω ένα αριστερό R -πρότυπο I. To I καβείτα ι ir\]ective 
R -πρότυπο α ν  για  κάδε μονομορφίσμό φ : A  —> Β  κ α ι κάδε ομομορφίσμό 
β  : A  —► I  υπάρχει ομομορφίσμός θ : Β  —► I  μ ε β  =  θφ.

Δ ηβαδή το διάγραμμα

0 ----- ► Α —^ + Β

β
' Γ 
/

απαιτούμε να ε ίνα ι μεταδετικό.

2.2 Κατηγορίες και Συναρτητές

2.2 .1  Γενική Θεωρία Κατηγοριών

Η γλώ σσα  κ α ι τα α π οτελέσμ α τα  τη ς θεω ρία ς των κα τηγοριώ ν είνα ι π ο λ ύ  σημ αντικά  
ερ γ α λ εία  σε π ο λ λ έ ς  π ε ρ ιο χ έ ς  των μ α θη μ α τικ ώ ν κ α ι κυρ ίω ς στην ά λγεβρα .

Ξ ε κ ιν ά μ ε  την π α ρ ά γ ρ α φ ο  αυτή  μ ε  κ ά π ο ιο υ ς  β α σ ικ ο ύ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  γ ια  τις κατη ­
γ ο ρ ίε ς  κ α ι π α ρ α δ είγ μ α τα  αυτώ ν ενώ στη σ υ νέχ ε ια  θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε κ α τα σ κ ευές  
ό π ω ς του ευ θ έω ς α θρ οίσ μ α τος.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .1 .  Μ ια  κατηγορία  C αποτεβείται α π ο :

1. Μ ια  κβάση απο αντικείμενα  την οποία την συμβοβίζουμε μ ε  o b C

2. Γ ια  κάδ ε διατεταγμένο  ζεύ γος απο αντικείμενα  (X , y )  ορίζουμε το σύνοβο 
H om e (AT, Κ ) του οποίου τα στοιχεία ονομάζονται μορφίσμοί απο το X  στο 
Υ.

3 . Γ ια  κάδε διατεταγμένη τριάδα απο αντικείμενα (X , y ,  Ζ )  ορίζουμε την απεικόν­
ιση του καρτεσιανού γινομένου

H om c(*,y)xH om c(y,Z )-»H om c( * l Z) : ( f , g ) ~ g f

Τότε τα αντικείμενα  κ α ι οι μορφίσμοί ικανοποιούν τις παρακάτω σ υνδ ήκες:

1. Α ν  ( X , Y ) ? ( Z , W )  τότε Homc(A \y )  φ  Homc(Z, W )

4

0

%
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2. Α ν  /  €  H o m c(X , Υ ) , g  €  H o r n b y , Ζ )  κ α ι h  6  Hornc ( Z , W )  τότε 
( h g ) f  — h ( g f ) .  Δηβαδή το διάγραμμα

X  W

είναι μεταΒετικό.

3. Γ ια  κάθε αντικείμενο X  έχουμε ένα  (μοναδικό) στοιχείο 1 χ  €. H o r n e d ,  X )  
έτσι ώστε f i x  =  /  για κάΒε /  €  H o m c (X , Υ )  κ α ι 1 x g  — g για. κόΒε 

g €  H om c (Y, X ) .  Δηβαδή το διάγραμμα

Υ

είναι  μετσΒετικό.

Ας δ ο ύ μ ε  κ ά π ο ια  π α ρ α δ είγμ α τα .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .2 .2 .  1. Η κ α τη γορία  των συνόλω ν S et. Στην κ α τη γο ρ ία  αυτή
τα α ντικ είμ ενα  είνα ι η κλάση  όλω ν των συνόλω ν. Α ν A , Β  ε ίνα ι δ ύ ο  σ ύ νο λ α , 
τότε το H o m (A ,  Β )  είνα ι το σ ύ νο λο  όλω ν των α π εικ ο νίσ εω ν α π ο  το σ ύ νο λ ο  A  

στο Β . Το γ ιν ό μ ε ν ο  g f , ό π ο υ  / €  H om set ( A  Β ) ι  g €  H om set(-E?5 C )  μ ε  
A , B , C  €  o b S e t  είνα ι η σύνθεση  α π εικ ονίσ εω ν κ α ι 1 α  ε ίνα ι η ταυτοτική  
α π εικ όνισ η  α π ο  το Α  στο Α.  Ο ι σ υ νθ ή κ ες  του ο ρ ισ μ ο ύ  επ α λ η θ εύ ο ντ α ι κ α ι  
έτσι το S et είνα ι κ α τηγορία .

2 . Η κα τη γορία  των ομ ά δω ν π ο υ  συμβολίζεται μ ε  Grp έχ ε ι ως α ντικ είμ ενα  τις 
ο μ ά δ ες  ενώ γ ια  δ ύ ο  ο μ ά δ ες  (7, Η ,  το H o m ( G ,  Η )  ε ίνα ι το σ ύ νο λ ο  όλω ν των 
ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν ομ ά δω ν α π ο  την ο μ ά δ α  G  στην Η .  Το γ ιν ό μ ε ν ο  g f , ό π ο υ  
f e  H om set( G , H ) ,  g €  H om set{ Η , Κ )  μ ε  G , H , K  G obG rp  είνα ι η 
σύνθεση  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν κ α ι τέλος το Ι ο  είνα ι η ταυτοτική α π εικ ό νισ η  α π ο  
την ο μ ά δ α  G  στην ίδια  π ο υ  είνα ι ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Οι σ υ ν θ ή κ ες  του ο ρ ισ μ ο ύ  
και εδώ επ α λη θ εύ ο ντα ι κ α ι έτσι το Grp είνα ι κ α τη γορ ία .

3 . Η κα τη γορία  Ab είνα ι η κα τη γορία  των αβελιανώ ν ο μ ά δ ω ν μ ε  α ντ ικ ε ίμ ενα  
τις α βελ ια νές ο μ ά δ ες . Τ α  υ π ό λ ο ιπ α  είνα ι ό μ ο ια  μ ε  την κ α τη γο ρ ία  Grp.

4 . Η κα τη γορία  Ring είνα ι η κ α τη γορ ία  των δακτυλίω ν μ ε  μ ο ν ά δ α  ό π ο υ  τα  
α ντικ είμ ενα  είνα ι η κλά ση  των δακτυλίω ν κ α ι α ν  A ,  Β  ε ίνα ι δ ύ ο  δ α κ τύλ ιο ι 
το H o m (A ,  Β )  ε ίνα ι το σ ύ νο λ ο  όλω ν των ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν  δακτυλίω ν α π ο  τον  
δακτύλιο Α  στον Β.

Ο  βα σ ικότερος ο ρ ισ μ ό ς  κ α ι α υτός π ο υ  θα  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  π ερ ισ σ ότερ ο  ε ίνα ι ο  
παρακάτω  ο ρ ισ μ ό ς  της κ α τη γορ ία ς α να π α ρα σ τά σ εω ν φαρετρώ ν. Έ στω λ ο ιπ ό ν  έν α  
σώ μα Κ  κ α ι μ ια  φ αρέτρα  Q  =  (Qo* Q u  s ,  t) .
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Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 2 . 3 .  Η  κατηγορία αναπαραστάσεων φαρετρών συμβοβίζεται ως R ep(Q , Κ )
κ α ι αποτεβείτα ι α π ο :

1. Μ ια  κβάση μ ε  αντικείμενα  αναπαραστάσεις φαρετρών την οποία την ουμβοβί- 
ζο ν μ εμ ε  o b R e p (Q , Κ ).

2 . Γ ια  κάβε διατεταγμένο ζεύγος απο αναπαραστάσεις  ( X , Κ ) ορίζουμε το σύνο- 
β ο  H om Rep(g  K) (X ,  Υ )  του οποίου τα στοιχεία ονομάζονται μορφίσμοί απο το 
X  στο Υ .

Ά ρ α  αν

φ · . Χ  - * Υ

μορφνσμός μετα ξύ  αναπαραστάσεων τότε Φ €  H om Rep(Q K) ( X , Y )  μ ε  φ =  
(<Pi)iEQo ό π ο υ  φί : X i  —> F* για  κά δ ε i  G Qo τέτοια ώστε

ΥαΦβ{α) — Φ ί(α )^ α

για  κά δ ε a  e  Q \ .

3 . Γ ια  κάδ ε διατεταγμένη τριάδα απο αναπαραστάσεις ( X ,  Υ , Ζ )  ορίζουμε την  
απεικόνιση του καρτεσιανού γινομένου

HomRep(gjK)(A', ^)xHomRep(g)K)(F, Ζ )  —► HomRep(giK)(X, Ζ )  : (f , g ) *-+ g f

Δ η β α δ ή α ν  f €  Hom(X,Y), g e  Hom(Y,Z) τότε (gf)i  -  f tgt για  κάδε
i  €  Qo μ ε  g f  €  HompT, Z ) .

Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 2 .4 .  Μ ία  κατηγορία V  ονομάζεται υποκατηγορία της κατηγορίας C 
αν

1. Τ α  αντικείμενα  της Τ> είνα ι υποκβάση της κβάσης των αντικειμένω ν της 
κατηγορίας C.

2. Γ ια  κάδ ε X ,  Υ  €  V  να ισχύει

H o m p ( X , F )  c  H om c (X , Υ )

3 . Γ ια  κάδε X  G ob V  το Ι χ  κα ι το γινόμενο μορφίσμών της Ί> είνα ι τα ίδια  
κ α ι στην C.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .5 .  Μ ία  κατηγορία V  =  rep(Q , Κ) ονομάζεται υποκατηγορία της 
κατηγορίας  R ep ( Q , K )  αν

1. Τα αντικείμενα  της κατηγορίας  r e p ( Q ,K )  δηβαδή οι πεπερασμένης διάστασης 
αναπαραστάσεις της rep(Q , Κ) ανήκουν και στην κατηγορία  R ep(Q , Κ ) .

2 . Γ ια  κάδ ε ζεύγος ( Χ , Υ )  πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις της rep(Q , Κ ) 
να ισχύει

H o n V ep fg jo iX , Υ )  C H o m Rep( g iK) ( X , F )  

όπου Hon\Rep( Q ' K ) ( X , Y )  είνα ι το σύνοβο των μορφίσμών απο το X  στο Υ .

3 . Γ ια  κάδε X  €  rep (Q , Κ ) το 1 χ  : X  —* X  και το γινόμενο μορφίσμών της 
κατηγορίας  rep(Q ,  Κ ) ανήκουν και στην κατηγορία  R ep((?, Κ ).
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Ορισμός 2.2.6. Μ ία  υποκατηγορία V  της κατηγορίας C κ α β είτα ι π β ή ρ η ς (/ιιΙΙ)  

αν
H o m p p ^ F )  =  Hom c ( X , F )

για κάδε Χ , Υ  £  V .  Δηβαδή η υποκατηγορία  rep (Q , Κ ) είνα ι πβήρης γ ιάτι

H om rep(Q)K)(X , Υ )  =  H om Rep(QjK) ( X , y )

για κάδε ζεύγος (X , Υ )  πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις της κατηγορίας  

R ep(Q , Κ ).

Παράδειγμα 2.2.7. Θ εω ρούμε την κ α τη γορία  i?-M od π ο υ  έχ ε ι ως α ντικ είμ ενα  
την κλάση  όλω ν των αριοτερώ ν π ροτύπω ν πάνω  α π ο  ένα  δ α κ τύλιο  R  . Α ν Μ , Ν  
είναι δ ύ ο  αριστερά π ρ ό τυ π α , τότε το Horn (Μ , Ν )  είνα ι όλο ι οι ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί  
αριστερών π ροτύπω ν α π ο  το Μ  στο Ν .  Π α ρ ό μ ο ια  M od-i?  ε ίνα ι η κ α τη γ ο ρ ί­
α όλων των δεξιών ^ -π ρ ο τ ύ π ω ν . Α ν ο  R  είνα ι δ α κ τύλ ιο ς  δ ια ίρεση ς, τότε η 
i?-M od(M od-.R ) είναι η κα τηγορία  των αριστερώ ν (δεξιών) δ ια νυσμ α τικ ώ ν χώ ρω ν  
υπεράνω  του R .

Παρατήρηση 2.2.8. Έστω X , Υ  δ ύ ο  α ντικ είμ ενα  στην κ α τη γορ ία  C. Κ άθε  
μ ορ ψ ισ μ ός h : X  —* X  καλείται εν δ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  στο Q . Έ να ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
u : X  —> Υ  στην κα τη γορία  C είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  α ν  γ ια  κ ά θ ε  α ντικ είμ ενο  
Ζ  στην obC  κ α ι κ ά θ ε  ζεύ γο ς μ ορ φ ισ μ ώ ν f , g  £  Hornc ( Z , X )  τέτοιο ώστε 
u ο f  =  u ο g να  έ χ ο υ μ ε  /  =  g ή αλλιώ ς α π ο  τη σ χέση  u f  =  0 ν α  σ υ νεπ ά γετα ι  
/  =  0 γ ια  κ ά θ ε  /  €  Hornc ( Z , X ) .

Ορισμός 2.2.9. Δύο μονομορφισμοί u : X  —► Υ  κ α ι u : Χ '  —> Υ  είνα ι 
ισοδύναμοι αν υπάρχει ένας μορφισμός /  : X  —» X  τέτοιος ώστε u  f  =  u . Μ ια  
ισοδύναμη κβάση απο μονομορφισμούς στο αντικείμενο Υ  κ α β είτα ι υποαντικείμευο  
του Υ .

Παρατήρηση 2.2.10. Έ να ς μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ρ : X  —> Υ  στην κ α τη γο ρ ία  C ε ίνα ι 
επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  α ν  γ ια  κ ά θ ε  α ντικ είμ ενο  Ζ  στην ob  C κ α ι κ ά θ ε  ζ ε ύ γ ο ς  μ ο ρ φ ισ μ ώ ν  
f , g  £  H om c ((7, Ζ )  τέτοιο ώστε f o p  =  g o p  ν α  έ χ ο υ μ ε  f  — g ή αλλιώ ς α π ο  τη 
σχέση  f p  =  0  να  σ υ νεπ ά γετα ι /  =  0  γ ια  κ ά θ ε  /  £  H o m c (y , Ζ ) .

Έ να ς μ ο ρ φ ισ μ ό ς  u : X  —► Υ  στην κ α τη γο ρ ία  C ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  α ν  
υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  υ : Υ  —» X  στην κ α τη γο ρ ία  C τέτοιος ώστε uv  — \ γ  
και vu =  1 χ .  Σ ε αυτή την περίπτω ση ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ν  ε ίνα ι μ ο ν α δ ικ ά  ο ρ ισ μ ένο ς , 
εξαρτάται α π ο  τον u  , κ α ι καλείται ο  αντίστροφ ος του  u  ενώ  γ ρ ά φ ο υ μ ε  u ~ l  =  υ.

Α ν υ π ά ρ χ ε ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  u : X  —* Υ  στην κ α τη γο ρ ία  C λ έ μ ε  οτι τα 
α ντικείμενα  X  κ α ι Υ  είνα ι ισόμορφα στην κ α τη γο ρ ία  C κ α ι γ ρ ά φ ο υ μ ε  X  ~ Υ . 
Έ να ς ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς στην κα τη γορία  C είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  κ α ι επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  
ταυτόχρονα .

Θα δώ σ ουμ ε τώρα τον ορ ισ μ ό  του ευθέω ς α θ ρ ο ίσ μ α το ς  α ντικ ειμ ένω ν τη ς κ α τη ­
γο ρ ία ς C.

Ορισμός 2.2.11. Έστω Χ ι , · · · , Χ η αντικείμενα  της κατηγορίας C. Το ευδύ  
άδροισμα των αντικειμένω ν Χ \ ,  ■ · · , Χ η της κατηγορίας C ε ίνα ι ένα αντικείμενο  

Χ \  Θ· · ·Θ Χ Η της C μαζίμεμορφ ίαμούς U j : X j  —> ΛΤιΦ· · · ® Λ η  για j  =  1 , , η  
με την ιδιότητα :

Γ ια  κάδε αντικείμενο Ζ  στην ob C κ α ι για κάδ ε σύνοβο μορφισμών

h  : Χ \  —► Ζ , . . . , f n : X n —► Ζ
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στην στην C να υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός

f  ' X x  0 · · · 0 Χ η —► ζ

τέτοιος ώστε f j  =  f u j  γ ια  κάδε j  =  1 , . . . , τι.

Παρατήρηση 2 .2 . 1 2 .  Γ ρ ά φ ο υ μ ε Χ χ  0  · · · © X n =  0 ”=1 X ,  κ α ι α ν  α υχό  χο 
α ντ ικ ε ίμ ενο  υ π ά ρ χ ε ι  χόχε είνα ι μ ο ν α δ ικ ό  μ έ χ ρ ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό . Για κ ά θ ε j  =  
1 , . . . , η  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  u j : X j  —> Χχ  0  · · · 0  X n καλείται η j -οστή έγκλειση.

Θ α μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τώρα α κ ό μ α  δ ύ ο  κ α τα σ κ ευ ές  ο ι ο π ο ίες  μ α ς  π α ρ ά γ ο υ ν  κ α ιν ­
ο ύ ρ γ ια  α ντ ικ ε ίμ ενα  στην κ α τη γορ ία  C.

Ορισμός 2 . 2 . 1 3 .  Έστω C μ ια  κατηγορία. Ορίζουμε μ ε  Cop μ ια  νέα κατηγορία με  
α ντικείμ ενα  o b C op =  ob C  κ α ι για κάδε Χ , Υ  e  ob  Cop έχουμε  Hornc ° r ( X , Y )  =  
H o m c (X , Y )  ενώ το 1 χ  e  Cop είνα ι το ίδιο μ ε το 1 χ  της κατηγορίας C. Αυτή η 
νέα  κατηγορία καβ είτα ι δυική κατηγορία της C.

Α ν  f  e  H om e o p  ( X ,  Y )  , g  €  Hornc ° p ( Y , Z )  τότε το γινόμενο g f  στην  Cop

ε ίνα ι ίσο μ ε το γινόμενο f g  στην C. Δ ιαγραμματικά, αν X  — Υ  στην C τότε
f ° P

Υ -------► X  στην Cop κ α ι α ν  το διάγραμμα

h

Ζ

ε ίνα ι μεταΒετνκό στην C, τότε το διάγραμμα

Ι ορ
X  ^ — υ
, ,

Η°ν

Ζ

είνα ι μεταΒετικό στην Cop.

Θ α δ ο ύ μ ε  τώρα τη ν δεύτερη  κ α τα σ κ ευ ή  π ο υ  ε ίνα ι το γ ιν ό μ ε ν ο  κατηγοριώ ν.

Ορισμός 2 .2 .1 4 .  Έστω C κ α ι V  δύο κατηγορίες. Ορίζουμε C x  V  το γ ινό μ ενο  
κατηγοριών το οποίο είνα ι κατηγορία που παράγεται απο τις C κ α ι Τ> μ ε αντικείμενα  
ob  C χ V  =  ob  C x  ob  V  κ α ι αν A , Β  €  ob  C κα ι A  , Β '  e  ob  T> τότε

H o m c x i > ( ( A  A ' ) ,  (B , B ) )  =  H o m e ( /l ,  B )  x  H om r>(i4 \ B )

Α κόμη το l ( A A>) =  ( 1 A , 1 A>) κ α ι α ν  f  €  H o r n e d ,  B ) , g €  Hornc ( B , C ) , f ' e  

H om x>(/l , B ) , g  €  Hornv { B ' , C  ) τότε

(.9 , g ) ( f J ' )  =  (g f , g f )·

Ορισμός 2 .2 . 1 5 .  Έ νας μορφισμός  / €  H om e (Λ , Β )  ονομάζεται ισομορφισμός 
α ν  υπάρχει ένας μορφισμός g  €  H o m c (f i ,  Α ) έτσι ώστε

f g  =  1 β  και g f  =  \ λ
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Π α ρ α τή ρ η σ η  2 .2 .1 6 .  Ο  g είνα ι μ ο ν α δ ικ ά  ο ρ ισ μ ένο ς  α π ο  χον /  κ α ι γ ρ ά φ ο υ μ ε  
g =  / - 1 . Η / _1 είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι ( / ~ 1) ~ 1 = / .  Α ν  / , /ι είνα ι ισ ο μ ο ρ ­
φ ισμοί, χότε / / ι  είναι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς κ α ι ( / / ι ) “ 1 =

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .1 7 .  Ένας μορφίσμός f  £ Horc\c{A,B) ονομάζεται monic αν για 
9 ι , 9 2 € Hornc {B ,C ) με g i f  =  g2f  τότε gx = g2.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .1 8 .  Μ ια κατηγορία C καβείται preadditive  κατηγορία αν για κάδε 
ζεύγος Χ ,Υ  6  obC  το σύνοβο H o m c (^ , Υ ) των μορφίομών απο το X  στοΥ έχει 
τη δόμη αβεβιανής ομάδας και για κάδε (X , Υ, Ζ) £ obC ο μορφίσμός

Homc ( X , F )  χ  HornC( Y , Z )  ->  HornC( X , Z )

είναι διγραμμικός (bilinear).

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .1 9 .  Μια κατηγορία C καβείται προσθετική (additive) κατηγορία αν 
είναι (preadditive) κατηγορία και επιπβέον ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες:

1. Γ ια  κάΒε πεπερασμένο σύνοβο αντικειμένω ν Χχ, · · ■ , Χ η της C υπάρχει το 
ευθύ άΒροισμα Χχ 0 · · · 0 Χ η στην κατηγορία C.

2. Υπάρχει ένα  αντικείμενο  0 £  obC το οποίο Οα κ α β είτα ι το μηδενικό αν­
τικείμενο της C, τέτοιο ώστε ο μορφίσμός  Ιο είνα ι το μηδενικό στοιχείο της 
αβεβιανής ομάδας H om e ( 0 ,0 ) .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  2 .2 .2 0 .  Έστω C μ ια  π ροσθετική  κ α χη γορ ία  κ α ι έστω Χ χ  0  · · · 0  
X n £ obC χο ευ θ ύ  ά θρ οισ μ α  χων Χ χ , ■ · · , Χ η α νχικειμ ένω ν χη ς C. Έσχω α κ ό μ η  
Uj : X j  —► Χ χ ® ·  · · @ Χ η να  είνα ι η j -οστή έγκ λεισ η . Τόχε υ π ά ρ χ ε ι  έν α ς  μ ο ρ φ ίσ μ ό ς

p j  : Χ χ  0  · · · 0  Χ η  — > X j

για  κ ά θ ε j  — 1 , . . . , π χέχοιος ώσχε

Π
P j  °  Uj =  l Qj , P j Ο m  =  0  γ ια  i  φ  j  κ α ι Uj  o P j  =  1 χ ιΦ...Φχ η

3=1

Ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  α υχός καλείχαι η j -ο σ τ ή  ε υ θ ε ί α  π ρ ο β ο λ ή . Ε π ιπ λ έ ο ν  α ν

9 x  : X  ι Χχ , . . . , g n  · X  * Χη

είναι ένα  σ ύ νο λο  μ ορ φ ισ μ ώ ν σχην κ α χη γορ ία  C χόχε υ π ά ρ χ ε ι μ ο ν α δ ικ ό ς  μ ο ρ φ ίσ μ ό ς

9 '■ X  —► Χχ 0 ■ · · Θ Χ η 

χέχοιος ώστε Pj  ο g =  γ ια  j  =  1 , . . . , π.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .2 1 .  Έστω ένα σώμα Κ . Μ ια  κατηγορία C κ α β είτα ι Κ -κατηγορία αν  
για κάΒε ζεύγος Χ ,Υ  € ob  C το σύνοβο H o m e ( X ,  Υ ) έχει τη δόμη Κ -δ ιανυσματικού  
χώρου τέτοια ώστε η σύνδεση μορφίομών να είνα ι Κ -δ ιγραμμική  απεικόνιση.

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  2 .2 .2 2 .  Π α ρ α τη ρ ούμ ε οχι γ ια  κ ά θ ε  α ντικ είμ ενο  X  χης Κ -κ α χη γο ρ ία ς  
C η ο μ ά δ α

End CX  =  Homc ( X , X )

όλω ν χων ενδ ομ ορ φ ισ μ ώ ν α π ο  το X  στο X  α ντικ είμ ενο  της C , ε φ ο δ ια σ μ έν ­
η μ ε  χη σύνθεση  ως πράξη  της ο μ ά δ α ς , είνα ι μ ια  Κ -ά λγεβ ρ α  (οχι α πα ρα ίτη τα  
π επ ερ α σ μ έν η ς  διάστασης) μ ε  1 χ .  Αυτή την ο μ ά δ α  τη ν κ α λ ο ύ μ ε  ά λγεβ ρ α  των 
ενδομ ορ φ ισ μ ώ ν του X .
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2 .2 .2  Πυρήνες, Συνπυρήνες και Αβελιανές Κατηγορίες
Στη σ υ ν έ χ ε ια  θα  μ ιλ ή σ ο υ μ ε  γ ια  π υ ρ ή ν ε ς , σ υ ν π υ ρ ή ν ε ς  και α β ελ ια νές  κ α τη γορίες. 
Θ εω ρ ο ύ μ ε γ ια  την σ υ νέχ εια  κ α ι μ έ χ ρ ι το τέλος της π α ρ α γ ρ ά φ ο υ  οτι η κ α τηγορία  
C  ε ίνα ι π ρ ο σ θ ετ ικ ή . Έστω /  : X  —> Υ  έ ν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς .

Ορισμός 2.2.23. Ο πυρήνας του μορφισμού  /  : X  —» Υ  είνα ι ένας μορφισμός

κ : Κ - > Χ

έτσι ώ σ τ ε :

1. /«  = 0

2 . για  κά δ ε μορφισμό g : Ζ  —> X  μ ε  f g  — 0  υπάρχει μοναδικός μορφισμός

θ : Ζ  —> Κ

μ ε g =  κθ. Δηβαδή το δ ιάγραμμα

Κ  — X  — Υ
I I

θ

ζ

είνα ι μεταΒετικό.

Ορισμός 2 .2.24. Ο  συυπυρήνας του μορφισμού  /  : X  —* Υ  είνα ι ένας μορφισμός

c : Y  —* D

έτσι ώ σ τε:

1. c f  =  0

2 . για  κ ά 8 ε  μορφισμό g : Υ  —► Ζ  μ ε  g f  =  0  υπάρχει μοναδικός μορφισμός

θ  : D  - »  Ζ

μ ε  g  =  θα. Δηβαδή το διάγραμμα

/  C
X  — —► Υ  — —► D

Ζ

είνα ι μεταΒετικό.

Πρόταση 2.2.25. Α ν  κ  είνα ι ο πυρήνας ενός μορφισμού κ α ι α ν  ο συυπυρήνας του 
κ  υπάρχει, τότε

κ  =  K er(C oker«)

Απόδειξη. Έστω κ  : Κ  —» X  ο π υ ρ ή ν α ς  του μ ο ρ φ ισ μ ο ύ  /  : X  —* Υ  . Τότε 
/ κ  =  0  κ α ι έτσι ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  α να λύ ετα ι πάνω  στο Coker κ . Α ν τώρα g : Ζ  —♦ X  
είνα ι έ ν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ώστε C oker(ng) =  0 . Α υτό σ η μ α ίνει οτι /<? =  0  κ α ι έτσι ο  
g  α να λύ ετα ι π ά νω  στο Ker /  =  κ . Έ τσι κ  =  K er(C ok er«). □
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Σ υ νεχ ίζου μ ε την π α ρ ά γρ α φ ο  μ ε  τις α βελ ια νές κα τη γορ ίες . Θ εω ρ ούμ ε οτι η 
προσθετική  κα τηγορία  C π ο υ  ο ρ ίσ α μ ε στην α ρ χή  έχ ε ι την ιδιότητα οτι κ ά θ ε  
μ ο ρ φ ισ μ ό ς  έχει π υ ρ ή να  κ α ι σ υ νπ υ ρ ή να . Για ένα  μ ο ρ φ ισ μ ό  /  : X  - + Υ  υ π ά ρ χ ε ι  
μ ια  κ α νονικ ή  α νά λυση  π ο υ  δίνεται α π ο  το π αρακάτω  μετα θετικό  δ ιά γ ρ α μ μ α  :

Ker / ---- ^ X ------

λ

Coker(Ker / )

/
Υ

Μ

Ker(Coker / )

■>· Coker /

Α ν Coker / /  =  0  τότε /  =  pg  γ ια  κ ά π ο ιο ν  μ ο ρ φ ισ μ ό  g : X  —> Ker (C o k e r /) .  
Τότε

μg  Ker /  =  /  Ker /  =  0

και έπ ειδ η  η μ  είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  έ χ ο υ μ ε  οτι g Ker /  =  0  ά ρα

9 = /λ

Έτσι κ α τα σ κ ευ ά σ α μ ε την α π εικ όνισ η

/  : C o k e r (K e r /)  —► K e r(C o k e r /)

Για να  κ α τα νο ή σ ο υ μ ε κα λύτερα  α ς  εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  στην κ α τα σ κ ευ ή  τη ν κ α τη γο ρ ία  
των αβελιανώ ν ομ ά δω ν Ab κ α ι τον μ ο ρ φ ισ μ ό  /  : G  —► Η .  Τ ότε το μ ετα θετικό  
δ ιά γ ρ α μ μ α  ε ί ν α ι :

Ker / ^  G
f

λ

G / K e r f
f

> i
μ

^ lm  /

Coker /

μ ε  C o k er ( K e r / )  ~  G j  K e r /  κ α ι  K er ( C o k e r / )  ~  lm /  κ α ι /  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .
Α ς ο ρ ίσ ο υ μ ε  τώρα την έννο ια  της α δελ ια νή ς κ α τη γορ ία ς.

Ορισμός 2.2.26. Έστω C μ ια  κατηγορία. Η  C κ α β είτα ι αβεβ ιανη αν

1. Η  C είναι προσθετική κατηγορία

2. Κ ά 8ε μορφισμός /  : X  —> Υ  στην C έχει πυρήνα κ  : Ker /  —» X ,  
συνπυρήνα c : Υ  —> Coker /  του /  κ α ι ο μορφισμός

/  : C o k e r ( K e r / )  - »  K er ( C o k e r / )

είνα ι ισομορφισμός για κάΒε μορφισμό  / .

Α κ ολουθεί ένα  θεώ ρη μ α , χω ρίς α π όδειξη , π ο υ  σ υ νδ έει π υ ρ ή ν ε ς  κ α ι σ υ ν π υ ρ ή -  
νες  αβελιανώ ν κατηγοριώ ν.

Θεώρημα 2.2.27. Σ ε αβεβιανές κατηγορίες οι πυρήνες Ker κ α ι οι συνπυρήνες 
Coker είναι αντίστροφες συναρτήσεις.

Θεώρημα 2.2.28. Έστω C μ ια  αβεβιανή κατηγορία κ α ι έστω  /  : X  —► Υ  ένας  
μορφισμός. Α ν  f  είνα ι μονομορφισμός κ α ι επιμορφισμός τότε είνα ι ισομορφισμός.
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Απόδειξη. Έ στω έ ν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  : X  —» Υ  ο  ο π ο ίο ς  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  και 
ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Η α π ε ικ ό ν ισ η  Υ  —> 0  είνα ι σ υ ν π υ ρ ή ν α ς  του /  ενώ  η α π ε ικ ό ν ­

ιση Υ  — 1—+· Υ  ε ίνα ι ο  π υ ρ ή ν α ς  του  Υ  —♦ 0 . 'Αρα υ π ά ρ χ ε ι μ ια  α π εικ ό νισ η  

Υ — 9- + Χ  μ ε

γ  - 1 +  X - L + γ  —L + Y

Α ρα g f  =  l y .  Α κ ό μ η  η α π ε ικ ό ν ισ η  0  —► Α  είνα ι π υ ρ ή ν α ς  του /  : X  —* Υ  και

ο ι μ ο ρ φ ισ μ ο ί /  : X  —> Υ  κ α ι A  — Α  είνα ι σ υ ν π υ ρ ή ν ε ς  του 0  —» Α . Αρα  
υ π ά ρ χ ε ι  μ ο ρ φ ισ μ ό ς

9 ' Υ ~ > Χ
τέτοιος ώστε

f 9 1
X  Υ  — X  —-*■ X

Σ υ νεπ ώ ς f g  =  1 χ  κ α ι ά ρ α  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  : X  —* Υ  είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .
□

Παρατήρηση 2 .2 .29. 1. Α ν /  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς , τότε /  =  K er(C oker/ ) .

2 . Α ν /  ε ίνα ι ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς , τότε /  =  Coker(Ker / ) .

2 .2 .3  Γενική Θεωρία Συναρτητών
Στην π α ρ ά γ ρ α φ ο  α υτή  θ α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  την έννο ια  του συναρτητή, δ η λ α δ ή  εκ ε ίνο υ ς  
τ ο υ ς  μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς  π ο υ  μ α ς  ο δ η γ ο ύ ν  α π ο  τη μ ία  κ α τη γορία  στην ά λλη , ό π ω ς κ α ι τις 
α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  μ ετα ξύ  των συναρτητώ ν π ο υ  ονο μ ά ζο ντα ι φ υ σ ικ ο ί μ ετα σ χη μ α τισ μ οί.

Ορισμός 2 .2 . 3 0 .  Έστω C κ α ι Τ> δύο κατηγορίες. Τότε ένας συναββοίοχος 
(c o v a r ia n t )  συναρτητής F  απο την C στην V  αποτεβείται α π ο :

1. μ ια  απεικόνιση X  —> F X  απο τα  ob C στα ob Ό

2. κ α ι για κ ά θ ε  ζεύγος απο αντικείμενα  ( X ,  Υ ) της κατηγορίας C έχουμε την 
απεικόνιση f  —► F ( f )  του H o m c ^ ,  Υ )  στο H o m p ( F A T , F K )

Απαιτούμε να ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες

1 . Α ν  g f  ορίζεται στην κατηγορία C , τότε F ( g f )  =  F ( g ) F ( f ) .

2 .  F ( l x )  =  1 f x -

Παρατήρηση 2 .2 . 3 1 .  Α π ο  τη σ υ νθ ή κ η  1. έ χ ο υ μ ε  οτι κ ά θ ε  μετα θετικό  τρίγω νο

Ζ

στη ν κ α τη γορ ία  C  ε π ά γ ε ι μ ετα θετικ ό  τρίγω νο

FU)
F X

F(h)

F Z

F Y

F(g)
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στην κατηγορία  V.

Ορισμός 2.2.32. Ένας συναρτητής απο την κατηγορία C στην Τ> καβείια ι 
ανταυαββοίωτος (contravariant) συναρτητής αν είναι συναρτητής απο την κατη­
γορία C°p στην Τ>. Δηβαδή είναι μια απεικόνιση F  απο τα ob C στα ob Τ> για 
κάΒε ζεύγος απο αντικείμενα (X , Υ) στην C υπάρχει μια απεικόνιση F  απο το 
H o m ( X ,  Υ) στο H om (.F X , F Y ) έτσι ώστε

F { f g ) =  F ( g ) F ( f )  και F ( l x )  =  l F X

Παρατήρηση 2.2.33. Έστω C, V , /C κα τη γορ ίες . Α ν F  : C  —> D  καν F  : D  —* 

Κ  είναι συναρτητές μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τη σ ύνθεσ η

F F . C - + K

μ ε  την ιδιότητα: Για κ ά θ ε  X  G obC  ν α  ισ χ ύ ε ι F ' F ( X )  =  F  (F (X ) )  κ α ι γ ια  
κ ά θε μ ο ρ φ ισ μ ό  /  : X  —► Υ  στην C να  ισ χύ ει F  F ( f )  =  F ' ( F ( f ) ) .  Τ ότε η  
σύνθεση  F  F  είνα ι συναρτητής.

Ορισμός 2.2.34. Έστω C,V,1C κατηγορίες και έστω CxT> η κατηγορία γινόμενο. 
Τότε ένας συναρτητής απο την κατηγορία C xV  στην Κ, ονομάζεται αμφίσυναρτητής 
απο την κατηγορία C και Τ> στην 1C.

Ορισμός 2.2.35. Οι συναρτητές απο την κατηγορία Cop x V  στην Κ  ονομάζονται 
αμφισυυαρτητές που είναι contravariant στην C και covariant στην Τ> και οι 
συναρτητές απο την κατηγορία Cop χ  Ί )ορ στην Κ  ονομάζονται αμφισυυαρτητές 
που είναι contravariant στην C και στην V.

Α ς δ ο ύ μ ε  τώρα κ ά π ο ια  π α ρ α δ είγμ α τα  συναρτητώ ν.

Παράδειγμα 2.2.36. (1) Έστω Τ> μ ια  υ π ο κ α τ η γ ο ρ ία  τη ς κ α τη γο ρ ία ς  C. Τότε  
ορ ίζο υμ ε ένα  συναρτητή F  α π ο  την V  στην C ο ο π ο ίο ς  α π εικ ο νίζει κ ά θ ε  
α ντικείμ ενο  της Τ> στο ίδιο ακριβώ ς α ντικ είμ ενο  τη ς C κ α ι κ ά θ ε  μ ο ρ φ ισ -  
μ ό ς  της V  στον ίδιο μ ο ρ φ ισ μ ό  στην C. Ο σ υ να ρτη τή ς α υτός κ α λείτα ι 
συναρτητής έγκλεισης. Α ν D  =  C τότε ο  σ υνα ρτη τή ς κα λείται χ α υ -  
τοτικός συναρτητής κ α ι γ ρ ά φ ο υ μ ε  Ιβ.

(2) Εστω οι κ α τη γορίες i?-M od κ α ι M od-/? των αριστερώ ν κ α ι δεξιώ ν π ρ ο τύ π ω ν  
αντίστοιχα πάνω  α π  τον τυ χα ίο  δα κτύλιο  R .  Έστω α κ ό μ η  Μ  ένα  α ριστερό  
/? -π ρ ό τυ π ο  και έστω

Μ *  =  H o m fi ( M ,  /? )

των ο μ ο μ ο ρ φ ίσ μ ώ ν α π ο  το Μ  στον δα κ τύλιο  /?, τον ο π ο ίο  τώρα τον  
θ εω ρ ού μ ε σαν αριστερό /? -π ρ ό τυ π ο . Το σ ύ νο λ ο  Μ *  τώρα γίνετα ι δεξιό  
/? -π ρ ό τυ π ο  α φ ού  γ ια  κ ά θ ε x , y  e  Μ  , r G R  έ χ ο υ μ ε  :

/ ( *  + V) = /(*) + f(y)
f ( r x )  =  r f ( x )

κ α ι γ ια  f , g  <Ε Μ * ,  s  €  R  έ χ ο υ μ ε

( /  +  9 ) { x )  -  f { x )  +  g ( x )  

( f s ) ( x )  =  f ( x ) s .
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Έ τσι to  Μ * θεω ρείται τώρα δεξιό  Λ -π ρ ό τ υ π ο  κ α ι έ χ ο υ μ ε  την α π εικ όνισ η  
α π ο  το α ριστερό Λ -π ρ ό τ υ π ο  Μ  στο δεξιό Λ -π ρ ό τ υ π ο  Μ * . Δ ηλαδή  την 
α π εικ ό νισ η

Μ  - »  Μ *

π ο υ  στέλνει τα α ντικ είμ ενα  ob  /? -M od στα ob M od-/? . Έστω τώρα Μ ,  Ν  €  
/?-M od κ α ι L  : Μ  —► Ν  έν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /? -π ρ οτύ π ω ν. Έ χ ο υ μ ε  την 
α π εικ ό ν ισ η  L *  : Μ *  —► Ν * π ο υ  ορίζεται L *  : g —* g L  κα ι η σ ύ νθεσ η  των 
g  κ α ι L  ε ί ν α ι :

Μ  — — ► Ν  

R
Τώ ρα α ν  η α κ ο λ ο υ θ ία

Μ χ  —^  Μ 2 Μ 3

α ν ή κ ε ι σ τη ν i l-M o d  κ α ι g €  M g τότε

( L 2L i y ( g )  =  g l 2L x =  ( g L 2) L x =  L \ L l ( g )

'Αρα ( L 2L \ ) *  =  Α κ ό μ η  επ α λ η θ εύ ετα ι κ α ι η σ υ νθ ή κ η  ( 1 λ/ ) *  =
1μ · · Έ τσι α ν  F  : Μ  —► Μ * ,  L  —> L *  η α π εικ ό νισ η  F  ορίζει έν α ν  
c o n tr a v a r ia n t  συνα ρτητή , τον δυικό συναρτητή  D  α π ο  την Λ -M od στην  
M od-/? . Π α ρ όμ οια  ορίζεται κ α ι ο  σ υνα ρτη τή ς α π ο  τη ν M od-/?  στην /?-M od.

Θ α δ ώ σ ο υ μ ε τώρα τον ο ρ ισ μ ό  του φ υ σ ικ ο ύ  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ο ύ  μεταξύ συναρτητώ ν.

Ορισμός 2.2.37. Έστω C, V  δυο κατηγορίες κ α ι έστω F, F  : C —* V  δυο 
συναρτητές. Ορίζουμε εναυ φυσικό μετασχηματισμό Ψ  απο τον συναρτητή F  στον 
F  να ε ίνα ι μ ια  απεικόνιση που απεικονίζει σε κάδε αντικείμενο X  της C έναν  
μορφισμό Ψ χ  €  Homp(FX, F  X )  έτσι ώστε το διάγραμμα

F X  F ' X

F U )

F Y
Ψ γ

F (/) 

F ' Y

να είνα ι μεταδετικό. Α ν  κάδε Ψ χ  είνα ι ισομορφισμός, τότε ο Ψ  καβ είτα ι φυσικός 
ισομορφισμός.

Ορισμός 2.2.38. Έστω C , V  δυο p read d itive  κατηγορίες. Τότε ο συναρτητής 
F  : C —► V  καβ είτα ι προσθετικός (additive) αν

F ( a  +  α  ) =  F ( a )  +  F ( a  ) 

y ia  a ,  a ’ : A  —► A ' όπον A . A s  obC .

Παρατήρηση 2.2.39. (1) Έστω F  : C —> V  ένα ς  συναρτητής. Τότε η α π εικ όνισ η  
1 ρ : F  —* F  μ ε  την ιδιότητα : Κ άθε α ντ ικ είμ ενο  X  €  ob C  απεικονίζεται 
στο 1 ρ Χ  €  H om p(FA T, F X )  είνα ι φ υ σ ικ ό ς  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό ς κ α ι μάλιστα  
α ν  ψ  είνα ι έν α ς  φ υ σ ικ ό ς  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό ς α π ο  τον συναρτητή F  στον F  , 
τότε

ΨΙΡ = ψ =  ΐ Γψ
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(2) Έστω F , G  : C —> V  δ ύ ο  συναρτητές κ α ι έστω Ψ  έν α ς  φ υ σ ικ ό ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς
μεταξύ των F  κ α ι G.  Τότε Ψ χ  : F X  —> G X  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  γ ια  
κ ά θ ε  X  ζ  obC . Α ρα θα  υ π ά ρ χ ε ι κ α ι ο  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  Ψ ^ 1 : G X  —> F X  
κ α ι π ροφ α νώ ς X  —» Ψ ^ 1 ε ίνα ι φ υ σ ικ ό ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  του G  στο F .  
Αντίστροφα α ν  Ψ  είνα ι φ υ σ ικ ό ς  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό ς  α π ο  τον F  στον G  κ α ι 
Φ είναι φ υ σ ικ ός μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό ς α π ο  τον G  στον F  μ ε  Ψ Φ  =  1 g  κ α ι 
Φ Ψ  =  1 ρ  τότε ο  Ψ  είναι φ υ σ ικ ό ς ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  μ ε  Ψ -1  =  Φ.

(3) Έστω F  : C —* C έν α ς  συνα ρτητής κ α ι Ψ  έ ν α ς  φ υ σ ικ ό ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  του
F  κ α ι του 1 c  συναρτητή. Τότε το δ ιά γ ρ α μ μ α

Ψχ
F X

f
γ
Υ

F { f )

Ψγ*■F Y

είνα ι μεταθετικό κ α ι ισ χύ ει F ( f )  =  Ψ γ / Ψ χ ι . Α ρα  η α π εικ όνισ η  

H o m ( X ,F )  -+  H o m (F X , F Y ) ,  /  ^  F ( f )  

είνα ι ισ ομ ορ φ ισ μ ός.

Θα δ ο ύ μ ε  τώρα ποτέ λ έ μ ε  οτι δ ύ ο  κ α τη γο ρ ίες  ε ίνα ι ισ ο δ ύ ν α μ ες . Α ς ξεκ ινή σ ο υ μ ε  
μ ε  τον ορ ισ μ ό  γ ια  το π ότε δ ύ ο  κ α τη γο ρ ίες  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ες .

Ορισμός 2.2.40. Έστω C, V  δυο κατηγορίες Θα βέριε οτι οι κατηγορίες C κ α ι 
V  είναι ισόμορφες αν υπάρχει ένας συναρτητής F  : C —> Τ> κ α ι ένας συναρτητής 
G : V —* C  τέτοιοι ώστε

G F  =  1 c κα ι F G  — 1-ρ

Ορισμός 2.2.41. Έστω C ,V  δυο κατηγορίες Θα βέριε οτι οι κατηγορίες C κ α ι 
Τ> είναι ισοδύναμες αν υπάρχει ένας συναρτητής F  : C —► V  κ α ι ένας συναρτητής 
G  :Τ> —> C τέτοιοι ώστε

G F  ~  1 c κ α ι F G  ~  1χ>

κ α ι ο συναρτητής F Θα βέγετα ι ισοδυναμία ριεταξύ κατηγοριών. Α κόμη Θα ισχύει 
F ~ l — G  κα ι ο G  Θα καβ είτα ι ο αντίστροφος του F.

Ορισμός 2.2.42. Έ νας co n travarian t συναρτητής F  : C —> Ί> ε ίνα ι ισοδυναμία  
μεταξύ κατηγοριών αν ο covarian t συναρτητής F  : Cop —> Ί ) είναι  ισοδυναμία  
μεταξύ κατηγοριών.

Ορισμός 2.2.43. Έ νας co n travarian t συναρτητής F  : C —> Τ> που είνα ι ισο­
δυναμία μεταξύ κατηγοριών καβείτα ι δυικότητα (duality).

Π ριν μ ιλ ή σ ο υ μ ε  γ ια  τον συναρτητή Horn θ α  δ ώ σ ο υ μ ε το υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  του  
fu ll.fa ith fu ll κ α ι d e n s e  συναρτητή καθώ ς κ α ι ένα  σ η μ α ντικ ό  θ εώ ρ η μ α  σ χετικ ό  μ ε  
την ισ οδυνα μ ία  μεταξύ κατηγοριώ ν.

Ορισμός 2.2.44. Έστω C , V  δυο κατηγορίες κ α ι έστω ένας συναρτητής F  : C —> 
V .  Ο συναρτητής F  καβ είτα ι πιστός ( fa i t1 \ fu l l )  α ν  ο μορφισμός

F XtY  : H om c ( X ,K )  -► HornO { F X , F Y )
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είνα ι μονομορφισμός για κ ά θ ε  (X, Κ) €  obC.
Ο ουυαρτηιής F κα β είτα ι κβήρης (full) α ν ο μορφισμός

F XiY  : Homc(X, Υ )  -► Homi)(FX, F Y )

είνα ι επιμορφίσμός για  κ ά θ ε  ( X ,  Υ )  €  ob C.

Ορισμός 2 . 2 . 4 5 .  Έστω C , Τ> δυο κατηγορίες κ α ι έστω ένας ονναρτητής

F  :C  - + V

Ο ονναρτητής F κ α λ ε ίτα ι πυκνός (dense) αν για  κάδε αντικείμενο Μ της 
κατηγορίας V  υπάρχει ένα  αντικείμενο C  της κατηγορίας C τέτοιο ώστε

F(C)  ~  Μ

Θεώρημα 2 .2 .4 6 .  Έ νας covarian t ονναρτητής F  : C —> V  μεταξύ κατηγοριών 
είνα ι ισοδυναμία αν κα ι μόνον αν ε ίνα ι fu ll,  fa ith fu ll  κ α ι dense.

Έστω C μ ια  κ α τη γορ ία . Θ α ο ρ ίσ ο υ μ ε  τον συναρτητή  Horn α π ο  την κ α τηγορία  
C στην S e t κ α ι θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε  τον δ υ ικ ό  συναρτητή Ηοπίκ( —,Κ )  α π ο  την  
κ α τη γο ρ ία  R e p (Q ,K ) στην R ep (Q op,K )  ό π ο υ  Κ  σώ μα, Q  μ ια  φαρέτρα, 
Q op η δ υ ικ ή  τη ς κ α ι R ep (Q op,K )  η κ α τη γορ ία  π ο υ  έχ ε ι ως α ντικείμενα  τις 
α να π α ρ α σ τά σ εις  τη ς φ α ρ έτρ α ς Q op. Ξ ε κ ιν ά μ ε  στα θεροποιώ ντας ένα  α ντικ είμ ενο  
X  στην C.

Ορισμός 2 . 2 . 4 7 .  Ο  ονναρτητής  H o m (X , - )  απο την κατηγορία C στην S e t  
ονομάζεται ο (covariant) Horn ονναρτητής που καδορίζεται απο το αντικείμενο X  
της C κ α ι έχ ε ι τις ιδ ιό τητες:

1. H o m (X ,- ) r  =  Hom(X,F)

2 . Hom(X, - ) ( g )  , όπου g : Υ  —> Υ '  , είνα ι η απεικόνιση

H o m (X ,0 )  : κ η  gn  

του Hom (X,y) στο Hom(X , y  ).

Α ντίστοιχα  α ν  σ τα θ ερ ο π ο ιή σ ο υ μ ε ένα  α ντικ είμ ενο  Υ  στην C  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  
ο ρ ίσ ο υ μ ε  α λλιώ ς τον συναρτητή Horn.

Ορισμός 2 .2 .4 8 .  Ο ονναρτητής  H o m ( - , y )  απο την κατηγορία C στην Set 
ονομάζεται ο (contravartant) Horn ονναρτητής που καθορίζεται απο το αντικείμενο  

Υ  της C κ α ι έχει τις ιδ ιό τητες:

1. H o m (—, y ) X  =  H o m ( X ,y )

2. H om (-, Y ) ( f )  . όπου f  : X  X '  . είνα ι η απεικόνιση

H o m (/, y )  : κ  >-* κ /  

του H o m (X , Υ ) στο H o m (X  , Y  ).

Τώρα μπορούμε να ορίσουμε τον συναρτητή Horn απο την κατηγορία Rep(Q, Κ) 
στην Rep(Qop,K). Έστω Κ σώμα. Q μια φαρέτρα και Qop η δυική της.
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Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .4 9 .  Ο συναρτητής Ηογπκ( —,Κ )  απο την κατηγορία  R ep (Q , Κ )  
στην R ep(Q op,K )  ονομάζεται δνικός διανυσματικόςχώ ρος, συμβοβίζουμεριε D  =  
Ηογπκ( - , Κ )  και έχουμε

D  : R ep (Q ,K ) ->  R ep (Q op,K )

μ ε  τις ιδιότητες

1. Γ ια  κάδε αναπαράσταση X  της Q  να ισχύει

( D X ) i  =  D ( X i )  κα ι  (D X ) a  =  D ( X a ) 

για κάδε i  £  Qo , a  £  Q  ι·

2. Για  κάδε μορφίσμό φ : X  —> Υ  , όπου X , Υ  αναπαραστάσεις της Q  να  
ισχύει

(Βφ), =  Β (φ ()

για κάδε i  £  Q q.

Α να φ έρ ο υ μ ε ξα νά  το λ ή μ μ α  (1 .3 .7 )  ως έν α  κ ά λ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  κ α ι α π ο τέλ εσ μ α  
του π α ρ α π ά νω  ο ρ ισ μ ο ύ

Λήμμα 2.2.50. Έστω X  £  R e p (Q ,K ) κ α ι Υ  £  R ep (Q op, Κ ). Τότε υπάρχει 
μουομορφισμός

ε Χ  : X  ->  D 2X

με τύπο εχ(χ)(φ) = φ(χ) για χ £ X  και φ £ D X ,  ο οποίος επάγει κανονικό 
ισομορφισμό

Hom(Y, D X ) —̂  Η οπ ι(Χ , D Y ) . 

φ :Υ  D X --------ϋ φ ) ο ε χ

2.3 Δακτύλιοι χου Artin
Έστω Α δα κτύλιος κ α ι μ ια  ο ικ ο γ ένε ια  Λ -π ρ ο τύ π ω ν. Ω ς Μ,; ο ρ ί­
ζο υ μ ε  το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  των { M i } i e j  R - π ρ οτύ π ω ν. Ο ρ ίσ α μ ε στη π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  
π α ρ ά γρ α φ ο  το η μ ια π λ ό  Λ -π ρ ό τ υ π ο  ένα  Λ -π ρ ό τ υ π ο  το Μ  το ο π ο ίο  γρ ά φ ετα ι ως 
ευ θ ύ  ά θρ οισ μ α  α π ο  α π λ ά  π ρ ό τυ π α .

Ορισμός 2.3.1. Έ νας δακτύβιος  Λ κα β είτα ι ημιαπβός δακτύβιος αν  κ α ι μόνον  
αν ο Α είνα ι ημιαπβο Α-πρότυπο.

Παρατήρηση 2.3.2. Λ έμ ε αλλιώ ς οτι ένα  π ρ ό τ υ π ο  Μ  ε ίνα ι η μ ια π λ ό  α ν  κ α ι  
μ ό ν ο ν  α ν  κ ά θ ε  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του  Μ  είνα ι ε υ θ ύ ς  α θρ οισ τέος του  Μ .

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε την π α ρ ά γ ρ α φ ο  μ ε  σ κ ο π ό  ν α  δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε κ α ι ν α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  
το θεώ ρη μ α  J o rd a n -H o ld er . Πρώτα όμ ω ς χρειάζεται να  δ ώ σ ο υ μ ε το υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  
σημαντικώ ν εννοιώ ν.

Ορισμός 2.3.3. Έστω ένα  αριστερό Α-πρότυπο Μ .  Θ α β έμ ε  οτι το Μ  είνα ι 
πεπερασμένου μήκους αν υπάρχει πεπερασμένη αβυσίδα (filtration) υποπροτύπων 
τέτοια ώστε

Μ  =  Μ 0 D  Μ ι  D  ·■■ D  Μ n =  0
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όπου τα Δ-πρότυπα πηβίκα Μ χ/ Μ { + \  είνα ι είτε μηδενικά είτε απβό για κάδε
i  =  Ο , . . .  , η  -  1.

Η  πεπερασμένη αβυσίδα υποπροτύπων F  του Μ  καβείτα ι γενχκευμένη 
συνθετική σειρά και τα μη-μηδενικά  R -πρότυπα πηβίκα  A /j/A /i+ i συνδετικοί 
παράγοντες της αβυσίδας F .

Α ν  κανένα  Λ -πρότυπο πηβίκο  Λ / , /Λ /,+ ι  δεν είνα ι μηδέν για i  =  1 , , η — 1 
τότε η αβυσίδα F  κ α β είτα ι συνδετική σειρά του Μ.

Ορισμός 2 .3 .4 . 'Εστω ένα  απβό Α-πρότυπο S . Ορίζουμε με τ τ ΐ ς ( Μ )  τον αριδμό  
των συνδετικών παραγόντων της F  που είναι  ιοομορφικά με το S .

Ορίζουμε με Ι ρ ( Μ ) το άδροισμα π ιζ (Λ /) ,  που Θεωρείται πάνω απο όβα τα 
απβά Α-πρότυπα.

Ορίζουμε το μήκος 1 ( Μ ) του Μ  το εβάχιστο I f  ( Μ )  γ ια  τη συνδετική σειρά 
F  του Μ  κ α ι m s ( M ) να είνα ι το εβάχιστο του τ η ζ ( Μ ) .  Ακόμη, Θεωρούμε τη 
σύμβαση 1(0)  =  0.

Ας δούμε χώρα σε μια παρατήρηση, μια ιδιότητα για τις ακριβείς ακολουθίες, 
που θα μας βοηθήσει στην παρακάτω πρόταση αλλα και στο θεώρημα των Jordan- 
H older.

Παρατήρηση 2 .3 .5 . Έστω η ακριβής ακολουθία αριστερών Λ-προτΰπων

0 ------>· Α  — ^  Β  — C --------► 0

και F  η γενικευμένη συνθετική σειρά Β  =  Β 0 D  Β \  D  · ■ · D  Β η =  0  του  Β .  
Αυτή η αλυσίδα επάγει μια F  αλυσίδα του Α  να είνα ι:

Α  =  / - ' ( Β )  d  / - x( B i )  D  · · · D  Γ \ Β η )  =  ο

και μια F '  αλυσίδα του C  να ε ίν α ι:

C  =  g ( B ) D g ( B l ) z > - - - D g ( B n) =  0

Θα γράφουμε f ~ 1(Bi) =  Ai και ρ(-Β,) =  Q .

Πρόταση 2 .3 .6 . Ισχύουν τα π α ρα κά τω :

(a) Ο ι αβυσίδες F '  του Α  κ α ι F "  του C  είναι γευικευμένες συνδετικές σειρές. 

α») Γ ια  κά δ ε απβό πρότυπο S  ισχύει

π ιξ  (Α )  +  η ιξ  ( C ) =  π ι ξ ( Β )

(c ) l F ' ( A )  +  l F ” ( C )  =  I f ( B )

Απόδειξη. Για κ ά θ ε  i  =  0 , . . . , n  -  1 έ χ ο υ μ ε  τις α κ ριβείς α κ ο λ ο υ θ ίες

0 ----- ► A i----- ► B i----- ► C i----- ► 0



2.3. ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ TOYARTJN 59

κ α ι έτσι έ χ ο υ μ ε  το παρακάτω  μεταθετικό δ ιά γ ρ α μ μ α

0 0 0

ύ+1 Bii + 1

Υ
@ί+1 ^ 0

->■ Α ^ 0

0  A i / A i + i  >■ B i / -B j-f - i >■ C i / C i+ 1 ^  0

V

0
1'
0

''
0

Α ρα α ν  B i / B i + χ =  0 τότε A i / A i + i  =  0  =  C i / C i + i  ενώ α ν  B i / B i + 1 είνα ι α π λ ό  
β -π ρ ό τ υ π ο  τότε είτε

A i / A i + ι  ~  B i / B i + i  κ α ι C i / C i + 1  =  0

είτε
Ci/Ci+i ^  Bi/Bi+1  κ α ι Α {/ Α ί+ ι =  0

Έτσι τα (a),(b),(c) επ α λη θ εύ ο ντα ι εύ κ ο λ α . □

Θεώρημα 2.3.7. (Jordan-Hdlder) Έστω Β  ένα Α-πρότυπο πεπερασμένου μήκους 
και F ,G  δύο συνδετικές σεψές του Β. Τότε για κάδε απβό Α-πρότυπο S έχουμε 
οτι

mg(B) =  m s(B )  =  m s (B ) και αρα lF (B ) = lG(B ) = 1(B).

Απόδειξη. Θ α α π ο δ είξ ο υ μ ε  το θεώ ρ η μ α  μ ε  επ α γω γή  στο 1(B). Ο ισ χ υ ρ ισ μ ό ς  
π ρ οφ α νώ ς ισ χύ ει γ ια  1(B) <  1. Έστω οτι ισ χ ύ ε ι γ ια  1(B) >  1. Τ ότε α π ο  τη ν  
π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  πρόταση  έ χ ο υ μ ε  οτι

1(A) + l (B /A )  <  l F(B)

κ α ιά ρ α  1(A) < 1(B), l (B /A )  <  1(B), ό π ο υ  1(A) φ  0  κ α ι 1(Β/Α) φ  0
Έστω F, G δ ύ ο  σ υνθετικές σ ειρές του Β  κ α ι έστω F ',G ' οι α λ υ σ ίδ ες  π ο υ  

επ ά γο ντα ι στο Α α π ο  τις F, G κ α ι έστω F  , G ' οι α λ υ σ ίδ ες  π ο υ  επ ά γο ν τα ι στο  
Β/Α . Α π ο  την υ π ό θ εσ η  της επ α γω γ ή ς γ ια  κ ά θ ε  α π λ ό  Λ -π ρ ό τ υ π ο  S έ χ ο υ μ ε

πιξ (A) =  m g  (Α) κ α ι m g  (Β /Α ) = m g "  (Β /Α )

Ό μ ω ς α π ο  τη ν π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  πρόταση  έ χ ο υ μ ε

πιξ(Β) =  m g  (A) +  m g  (Β /Α )

Αρα
mg(B)  =  πΐς(Β) κ α ι α ρ α  l F (B) = lG(B).

□
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Παρατήρηση 2.3.8. Έστω μ ια  α κ ρ ιβ ή ς α κ ο λ ο υ θ ία  α π ο  αριστερά Λ -π ρ ότυ π α

0 -------► A  — }—+· Β  — C -------► 0

Α ν F  ε ίνα ι μ ια  γ εν ικ ε υ μ έν η  σ υνθετική  σειρά  A  =  A q Ζ) Α χ D · · Ο  Λ» =  0  του  
Α  κ α ι F  ε ίνα ι μ ια  γ εν ικ ε υ μ έ ν η  σ υνθετική  σειρά  C  =  Co D  C \  D  · · Ο  C* =  0  
του  C  . τότε έ χ ο υ μ ε  μ ια  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  συνθετικ ή  σειρά  Β =  Β0 D  g ~ l ( C \ )  D  

■ - Ο  9 - ‘(C ,-i) 3  {(A) D f(A ,)  ο  ■ ■ ■ Ο !(Α .)  = 0.

Πόρισμα 2.3.9. Έστω μ ια  ακρ ιβής ακοβουδία απο αριστερά Λ-πρότυπα

0 -------► A  — ί—*- Β  — C -------►()

όπου τα A , C  έχουν πεπερασμένο μήκος. Τότε το Β  έχει πεπερασμένο μήκος και
1(A)  +  1(C)  =  1{Β) .

Απόδειξη. Έ στω Α  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Β . Αν  A  =  A o D > l i D - - O i 4 r = 0  είναι 
μ ια  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  συνθετική  σειρά  του Α  κ α ι Β /Α  =  Β / Α 0 D  Β / Α \  D  · ··  D 
B / A s =  0  είνα ι μ ια  γ ε ν ικ ε υ μ έν η  σ υνθετική  σειρά  του Β / Α  τότε έ χ ο υ μ ε  μ ια  
γ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  συνθετικ ή  σειρά  Β  =  Β 0 D g ~ l ( B / A i )  D  · · ·  D  g ~ l ( B / A a- i )  D  
f ( A )  D  f ( A x) D · · o  f ( A r ) =  0 του Β .  Ά ρα  1(B)  =  r  +  s l ( A )  +  l ( B / A )  κα ι 
έτσι το Β  έχ ε ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  μ ή κ ο ς . □

Παρατήρηση 2.3.10. Έ να  η μ ια π λ ό  π ρ ό τ υ π ο  π επ ε ρ α σ μ έ ν ο υ  μ ή κ ο υ ς  είνα ι ο ρ ισ ­
μ έ ν ο  κα τά  μ ο ν α δ ικ ό  τρ ό π ο  α π ο  τ ο υ ς  σ υ νθ ετ ικ ο ύ ς  π α ρ ά γο ντες  π ο υ  το α π ο τελο ύ ν  
α λ λ ά  α υτό  δ ε ν  σ υ μ β α ίνε ι γ εν ικ ά  μ ε  χα π ρ ό τ υ π α  κ α ι τις σ υ νθετικ ές  σειρές. Για 
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  α ν  μ ε λ ετ ή σ ο υ μ ε  ένα  π ρ ό τ υ π ο  π επ ερ α σ μ έν ο υ  μ ή κ ο υ ς  Β  κ α ι το ά ­
θ ρ ο ισ μ α  @ m s ( B ) S  το ο π ο ίο  θεω ρείται π ά νω  α π ο  όλα  χα μ η -ισ ό μ ο ρ φ α  α π λά  
Λ -π ρ ό τ υ π α  S  . θ α  δ ο ύ μ ε  οτι έ χ ο υ ν  το υ ς ίδ ιο υ ς  σ υ νθ ετ ικ ο ύ ς π α ρ ά γο ντες . Αρα  
ό λ α  τα π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν α  Λ -π ρ ό τυ π α  ορίζονται α π ο  του ς σ υ νθετικ ού ς  
π α ρ ά γ ο ν τ ες  αυτώ ν α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ο  Λ είνα ι η μ ια π λ ό ς  δα κ τύλιος.

Πρόταση 2.3.11. Έστω Μ  ένα  Λ  -πρότυπο πεπερασμένου μήκους κ α ι ένας  
Λ -ομομορφισμός f  : Μ  —►Μ. Τα παρακάτω είνα ι ισοδύναμα :

1. Ο  /  είνα ι ισομορφισμός.

2 . Ο  f  είνα ι μονομορφίσμός.

3 . Ο  f  ε ίνα ι επιμορφισμός.

Απόδειξη. Η α π ό δ ειξη  είναι ά μ εσ η  α π ο  το γ ε γ ο ν ό ς  οτι l ( f ( A ) )  - f  l ( A / f ( A ) )  =  
1(A) .  □

Ορισμός 2.3.12. Έστω  Λ δακτύβιος. Ορίζουμε με  M od-Λ  την κατηγορία των 
αριστερών Α-προτύπων. Μ ια  υποκατηγορία C της M od-Λ  καβείτα ι κβειστή ως 
προς επεκτάσεις (closed under extensionsJ αν Β  είνα ι αντικείμενο της κατη­
γορίας C για κάδε ακοβουδία

0 -------► Α -------► Β -------► C -------► 0

με A , C  αντικείμενα της C. Συμβοβίζουμε την κατηγορία των προτύπων πεπερασ­
μένου μήκους με f. 1. Λ.



2.3. ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ TOY ARTIN 61

Π ρ ό τα σ η  2 .3 .1 3 .  (a) Η κατηγορία f . 1 .Λ  είναι η μικρότερη υποκατηγορία της 
Mod-Λ η οποία είναι κβειστή ως προς επεκτάσεις και περιέχει τα απβά πρό­
τυπα

α>) Ένα Α-πρότυπο Μ  είναι πεπερασμένου μήκους αν και μόνον αν είναι Artinian  
και Noetherian ταυτόχρονα.

Απόδειξη, (a). Η κατηγορία f. 1.Α η οποία περιέχει τα απλά πρότυπα είναι 
κλειστή ως προς επεκτάσεις λόγω του πορίσματος (2.3.8). Ακόμη είναι προφανές 
οτι κάθε υποκατηγορία της Mod-A η οποία είναι κλειστή ως προς επεκτάσεις και 
περιέχει τα απλά πρότυπα θα περιέχει και την υποκατηγορία f. 1. Λ.

(b). Κάθε πρότυπο πεπερασμένου μήκους είναι Artinian και Noetherian αφού 
τα Artinian και Noetherian πρότυπα είναι κλειστά ως προς επεκτάσεις και τα 
απλά πρότυπα είναι Artinian και Noetherian ταυτόχρονα. Αντίστροφα έστω Β  
ένα πρότυπο το οποίο είναι Artinian και Noetherian ταυτόχρονα. Τότε προφανώς 
και κάθε υποπρότυπο και πρότυπο-πηλίκο του Β  είναι Artinian και Noetherian. 
Τώρα αφού το Β  είναι Noetherian θα υπάρχει ένα υποπρότυπο Α του Β  το 
οποίο θεωρούμε οτι θα είναι το μεγαλύτερο υποπρότυπο του Β  πεπερασμένου 
μήκους. Α\  Α φ  Β  τότε το πρότυπο-πηλίκο Β /Α  θα είναι Artinian και έχει ένα 
απλό υποπρότυπο C. Έστω τώρα Α ' ένα υποπρότυπο του Β  με A C A ' C Β  
και A ' /A  ~ C. Τότε το Α! είναι πεπερασμένου μήκους. Αυτό όμως είναι άτοπο 
αφού υποθέσαμε οτι το Α είναι το μεγαλύτερο υποπρότυπο του Β  πεπερασμένου 
μήκους. Έτσι Α — Β  και το Β είναι πεπερασμένου μήκους. □

Π ρ ό τα σ η  2 .3 .1 4 .  Έστω ένα ημιαπβό Α-πρότυπο Β. Τότε τα παρακάτω είναι 
ισοδύναμα:

1. Το Β  είναι πεπερασμένου μήκους.

2. Το Β  είναι Noetherian.

3. Το Β  είναι Artinian.

Θα συνεχίσουμε δίνοντας τους ορισμούς των δεξιά και αριστερά ελάχιστων 
minimal μορφισμών μεταξύ προτύπων πεπερασμένου μήκους. Σταθεροποιούμε 
ένα δακτύλιο Λ και έστω ένα Λ-πρότυπο C.

Θεωρούμε την κατηγορία Mod-ΛJC της οποίας τα αντικείμενα είναι Λ- 
μορφισμοί /  : Β  —> C και οι μορφισμοί είναι

9 '· f

απο τον μορφισμό / : Β —> C στον μορφισμό f  : Β ' —> C. Δηλαδή Λ- 
μορφισμοί

g : Β  —> β '

τέτοιοι ώστε το διάγραμμα

είναι μεταθετικό. Ο μορφισμός g : / —*· /  είναι ισομορφισμός στην κατηγορία 
Mod-A/6' αν και μόνον αν ο μορφισμός g : Β  —> Β  είναι ισομορφισμός στην 
κατηγορία Mod-A.
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Ορισμός 2 .3 .15. Λ έμε οτι ο Α μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  /  : 13 —* C  είνα ι δεξιά εβάχισχος
(minimal) α ν  κά θε μορψισμός g : /  —> /  είνα ι αυτομορφίσμός.

Παρατήρηση 2.3.16. Μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  ο ρ ίσ ο υ μ ε  μ ια  σ χέσ η  ισ ο δ υ ν α μ ία ς  μεταξύ των 
α ντικ ειμ ένω ν τη ς κ α τη γο ρ ία ς M o d -A /C  ως έξή ς :

/  ~  /  α ν  H o m ( /,  /  ) Φ  0 κ α ι H o m ( /  , / )  φ  0

Πρόταση 2.3.17. Εστω  Λ δακτϋβιος κα ι έστω C  ένα  Α-πρότυπο. Κ άθε κβάση  
ισοδυναμίας στην  M o d -A /C  που περιέχει έναν  μορφισμό  /  : Β  —* C , όπου Β  
Λ-7τρόχυπο πεπερασμέυου μήκους, περιέχει έυαυ δεξιό εβάχιστο μορφισμό ο οποίος 
είυα ι μουαδικός μ έχρ ι ισομορφισμό.

Απόδειξη. Δ ια λ έ γ ο υ μ ε  ένα  Λ -μ ο ρ φ ισ μ ό  f  : Β  —* C  στην κλά ση  ισ ο δ υ να μ ία ς  και 
έστω 1(B)  το ελά χιστο  μ ή κ ο ς  του Β .  Έστω επ ίσ η ς  έν α ς  μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  g : /  —► /  
στη ν κ α τη γο ρ ία  M o d -A /C . Τότε έ χ ο υ μ ε  το μ εταθετικό  δ ιά γ ρ α μ μ α

κ α ι ά ρ α  g ( B ) =  Β  α φ ο ύ  το 1(B)  ε ίνα ι το ελά χιστο  μ ή κ ο ς  του  Β .  Τότε ο  
μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  g : Β  —* Β  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι έτσι ο  μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  /  : Β  —* C  
είνα ι δεξιά  ελ ά χ ισ το ς μ ο ρ ψ ισ μ ό ς .

Έστω οτι υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  ά λ λ ο ς  μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  /  : Β  —» C  π ο υ  είνα ι ισ ο δ ύ να μ ο ς  
μ ε  τον  /  : Β  —> C . Τότε έ χ ο υ μ ε  κ α ι το υ ς μ ο ρ ψ ισ μ ο ύ ς  g : /  —► /  και 
h : f  —* f .  Ό μ ω ς  οι / ,  /  είνα ι δεξιά  ελά χιστοι π ο υ  σ η μ α ίνει οτι gh  κ α ι hg 
είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί. Ά ρα ο ι g κ α ι h  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί κ α ι έτσι ο  /  : Β  —► C  
ό π ο υ  Β  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  μ ή κ ο υ ς , είνα ι δεξιά ελά χισ τος μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  μ ο να δ ικ ό ς  
μ έ χ ρ ι  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό . □

Ορισμός 2.3 .18. Έστω f  : Β  —* C  μορφ ίσ μόςκαι Β  ένα πρότυπο πεπερασμένου 
μήκους. Τότε ο ι μουαδικοί μ έχ ρ ι ισομορφισμό στην M o d -A /C , δεξιό εβόχιστοι 
μορφισμοί στην κβάση ισοδυναμίας της κατηγορίας  M o d -A /C  της f  καβούνται 
δεξιά εβάχιστες εκδοχές (right minimal versions) του f .

θεώρημα 2.3.19. Εστω  Λ  δακτύβιος και έστω C  ένα Α-πρότυπο. Έστω g : 
X  —» C  ένα  αντικείμενο στην κατηγορία  M o d -A /C  μ ε  X  πρότυπο πεπερασμένου 
μήκους. Τότε το πρότυπο X  αυαβύετα ι ως ε ξ ή ς :

X  = χ '  φ χ "

μ ε  g\x > : X  —> C  είνα ι δεξιά  εβάχιστος μορφίσμός κα ι g\x >< — 0 . Ακόμη ο 
μορφίσμός g \χ > είνα ι μ ια  δεξιά  εβάχιστη εκδοχή του g.

Απόδειξη. Δ ια λ έ γ ο υ μ ε  ένα  μ ο ρ φ ισ μ ό  /  : Β  —» C  ελάχιστο  και ισ ο δ ύ να μ ο  μ ε τον 
μ ο ρ φ ισ μ ό  g : X  —* C  α ψ ού  μ α ς  δ ίνεται αυτή  η δυνατότητα λόγω  της π ρ ο η γ ο ύ ­
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μ ενη ς  πρότασης. Τότε έ χ ο υ μ ε  το δ ιά γ ρ α μ μ α

t

B —^ C

το ο π ο ίο  είνα ι μεταθετικό. Τότε όμ ω ς /  =  f t s .  Έ τσι ο  ts  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
κ α ι άρα

X  =  lm s 0 K er i

ό π ο υ  Im s η εικ όνα  του  s κ α ι K ert ο  π υ ρ ή ν α ς  του t.  Α κ ό μ η  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς

ffllms ’ Ims > C

είνα ι δεξιά ελάχιστος κ α ι <7|«eri =  0 . Ε ύ κ ο λ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  δ ο ύ μ ε  οτι ο  g | |m s 
είνα ι στην ίδ ια  ισ ο δ ύ να μ η  κ λά σ η  ό π ω ς ο  g στην M o d -A /C . □

Πόρισμα 2.3.20. Έστω μορφισμός f  : Β  —> C  κ α ι Β  πρότυπο πεπερασμένου 
μήκους. Τα  παρακάτω είνα ι ισοδύναμα.

1. Ο  /  είνα ι δεξιά εβάχιστος μορφισμός.

2. Α ν  Β ' είνα ι μ ιγμηδενικός προσθετέος του Β , τότε / \Β> φ  0.

Σ ταθεροποιώ ντας κ α ι π ά λ ι ένα  δα κ τύλιο  Λ Θ εω ρούμε έν α  Λ -π ρ ό τ υ π ο  Λ  
και την κατηγορία  M o d -A /A  της ο π ο ία ς  τα α ντικ είμ ενα  ε ίν α ι Λ -μ ο ρ φ ισ μ ο ί  
/  : A  —> Β  κ α ι οι μ ο ρ φ ισ μ ο ί g : /  —> /  α π ο  τον /  : A  —+ Β  στον /  : Α —+ Β  
είναι Λ -μ ο ρ φ ισ μ ο ί g : Β  —»■ Β  τέτοιοι ώστε το δ ιά γ ρ α μ μ α

Α —^ Β
/

ϊ

Β '

είναι μεταθετικό. Δ ηλαδή  g f  =  f ' .

Ορισμός 2.3.21. Λ έμζ οτι ο Λ-μορφισμός  /  : A  —» Β  είνα ι αριστερά εβάχιστος 
(minimal) αν κάθε μορφισμός g : Β  —► Β  μ ε  την ιδιότητα g f  =  /  είνα ι 
αυτομορφίομός.

Ορισμός 2.3.22. Έστω μορφισμός  /  : A  —► Β  κ α ι Β  ένα πρότυπο πεπερασμένου 
μήκους. Τότε οι μοναδικοί μ έχρ ι ισομορφισμό στην  M o d -A /A , αριστερά εβάχιστοι 
μορφισμοί στην κβάση ισοδυναμίας της κατηγορίας  M od-A / Α  της  /  καβούντα ι 
αριστερά εβάχιστες εκδοχές (left m inim al versions) τον f .

θεώρημα 2.3.23. Έστω  Λ δακτύβιος κ α ι έστω Α  ένα  Α-πρότυπο. Έστω  /  : 
A  —> Υ  ένα αντικείμενο στην κατηγορία  M od-A / Α  μ ε Υ  πρότυπο πεπερασμένου 
μήκους. Τότε το πρότυπο Υ  αναβύετα ι ως ε ξ ή ς :

Α

Υ  =  υ ' θ  υ "
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μ ε ρ  /  : A  —*■ Υ' να είνα ι αριστερά εβάχιστος μορφισμός κα ι ρ"  /  : A —* Υ" =  Ο . 
όπου ρ  : Υ —> Υ κα ι ρ  : Υ —► Υ είνα ι οι προβοβές. Ακόμη ο μορφισμός ρ f  
είνα ι μ ια  αριστερά εβάχιστη  εκδοχή του / .

Σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  την π α ρ ά γ ρ α φ ο  δ ίνοντα ς τον ο ρ ισ μ ό  και τις β α σ ικ ές  ιδιότητες του  
ριζικ ού  εν ό ς  δ α κ τυ λ ίο υ  κ α θώ ς κ α ι των π ρ ο τύ π ω ν αριστερώ ν A rtin ia n  δακτυλίω ν. 
Μ ας ε ν δ ια φ έ ρ ο υ ν  οι δ α κ τύ λ ιο ι Λ των ο π ο ίω ν ό λα  τα π ε π ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ εν α  
Λ -π ρ ό τ υ π α  έ χ ο υ ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  μ ή κ ο ς .

Ορισμός 2 . 3 . 2 4 .  Έ στω Λ δακτύβνος με μονάδα. Το ριζικό  Rad Λ του Λ είναι 
η τομή όβων των αριστερών μεγίστων (ή δεξιών μεγίστων) ιδεωδών του Λ . δηβαδή  
είνα ι το σύνοβο

Rad Λ =  Γ ) { Μ  \ Μ  ε ίνα ι αριστερό μέγιστο ιδεώδες του Λ }

Παρατήρηση 2 .3 . 2 5 .  Θ α  σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  το ριζικό  Rad Λ μ ε  τ \  ή  μ ε  r. 
Σ η μ ειώ ν ο υ μ ε  οτι το ριζικό  εν ό ς  δ α κ τυ λ ίο υ , εφ ό σ ο ν  είνα ι η τομ ή  όλω ν των μέγιστω ν  
αριστερώ ν ιδεω δώ ν του Λ είνα ι κ α ι α υτό  ιδεώ δες.

Λήμμα 2 . 3 . 2 6 .  (N a k a y a m a ’s lem m a) Έστω α  ένα  αριστερό  ιδεώ δες ενός δακ- 
τυβίου  Λ. Το α  κερτέχεται στο ριζικό τ αν κ α ι μόνου αν

α Μ  =  Μ  =Φ· Μ  =  0

όπου Μ  είνα ι πεπερασμένα παραγόμενο Α-πρότυπο.

Θεώρημα 2 . 3 . 2 7 .  Έστω  Λ  ένας αριστερός δακτύβνος του Arttn . Τότε ισχύουν τα  
π α ρ α κά τω :

1. Το ρ ιζικό τ  του Λ  είνα ι μηδενοδύναμο.

2 . Ο Λ / t  είνα ι ημιαπβός δακτύβνος.

3. Έ να  Α-πρότυπο Α  είνα ι ημιαπβό αν κα ι μόνον α ν  t Α  =  0

4. Υπάρχει μόνο ένας πεπερασμένος αριδμός μη-ισομορφικών απβών Α-προτύπων.

5. Ο  δακτύβνος Α  είνα ι αριστερός Noetherian.

Απόδειξη. 1. Α φ ο ύ  ο Λ είνα ι α ρ ιστερός δ α κ τύλ ιο ς  του A rtln  και

Λ D t  D  r2 D ■ · Ο  t"  3  · · ·

είνα ι μ ια  φ θ ίνο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ία  α π ο  αριστερά ιδεώ δη υ π ά ρ χ ε ι Θ επκός α κ έρ α ιο ς  
π  έτσι ώστε rn =  rn + 1 . Έστω rTI Φ 0 . Τότε rn+1 =  r"r =  rn Φ  0  και 
έτσι η κ λά σ η  F  όλω ν των αριστερώ ν ιδεωδών α  μ ε  τ"α  φ  0  είναι μ η  κ ενή . 
Δ ια λ έ γ ο υ μ ε  ένα  αριστερό ιδεώ δες α  £  Λ το ο π ο ίο  όμ ω ς έχ ε ι την ιδιότητα οτι 
είνα ι ελά χιστο  στο F .  Τότε υ π ά ρ χ ε ι κ ά π ο ιο  χ  6  α  έτσι ώστε rMx  Φ 0  και 
επ ο μ ένω ς rn (Aa:) φ  0 . Ε π ειδή  το α  είνα ι ελάχιστο έχ ο υ μ ε  οτι α  =  Α χ , 
κ α ι ά ρ α  το α  ε ίνα ι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ εν ο  αριστερό ιδεώ δες. Α κόμ α  
0  Φ  t " a  =  rn + ,a  =  t " t a .  Έ τσι t a  G F  κ α ι ά ρα  a  =  t a .  Α υτό όμ ω ς είναι 
ά το π ο  λόγω  του λ ή μ μ α τ ο ς  του N a k a y a m a  κ α ι ά ρ α  r" =  0 .
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2 . Έστω /  ένα  ιδεώ δες ίο υ  Λ π ο υ  π ερ ιέχ ε ι χο t  έτσι ώστε Ι / τ  είναι 
μ η δ εν ο δ ύ ν α μ ο  στο Λ / t .  Τότε υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  α κ έρ α ιο ς  t έτσι ώστε I *  C t. 
Α φ ού t" =  0, έ χ ο υ μ ε  οτι I s =  0 ό π ο υ  s =  n t. Έστω m  ένα  μέγιστο  
αριστερό ιδεώ δες στο Λ κ α ι έστω η φ υσική  α π εικ ό νισ η  π : Λ —> Λ / m .  Αν 
/  ^  πι ,τόχε π(Ι) ψ  0  κ α ι άρα  π ( Ι )  =  Λ / m  α φ ο ύ  το Λ / m  είνα ι α π λ ό  
Λ -π ρ ό τυ π ο . Τότε έ χ ο υ μ ε  οτι 7γ( / 2) =  / π ( / )  =  Ι ( Α / π ι )  =  A / m  κ α ι ά ρ α  
0  =  7τ(/5) =  Λ / m ,  το ο π ο ίο  είναι ά τοπο. Ε π ο μ ένω ς  / C m  κ α ι ά ρ α  /  C t  
ώστε / / 1  =  0  στο Λ / t .  Α φ ού  ο Λ / t  δ εν  έχ ε ι μ η -μ η δ ε ν ικ ά  μ η δ ε ν ο δ ύ ν α μ α  
ιδεώδη και είνα ι αριστερός A rtin ia n  γιατί ο Λ ε ίνα ι α ριστερός A r tin ia n  
έ χ ο υ μ ε  οτι ο Λ / t  είνα ι η μ ια π λ ό ς  δακτύλιος.

3 . Α ν Α είναι η μ ια π λ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο  μ ε  χΑ =  0 κ α ι έτσι χο Λ  είνα ι ένα  Λ / t -  
π ρ ό τυ π ο  κ α ι ά ρα  ένα  η μ ια π λ ό  Λ /τ -π ρ ό τ υ π ο . Σ υ νεπ ώ ς το Α  ε ίνα ι η μ ια π λ ό  
Λ -π ρ ό τυ π ο . Αντίστροφα α π ο  τον ορ ισ μ ό  του ρ ιζικού  t  έ χ ο υ μ ε  οτι α ν Α  
είνα ι ένα  η μ ια π λ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο  τότε χΑ =  0.

4 . Ε φ όσον υ π ά ρ χ ε ι μ ό ν ο  έν α ς  π επ ε ρ α σ μ έ ν ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  μ η -ισ ο μ ο ρ φ ικ ώ ν Α/χ- 
π ρ οτύπ ω ν κ α ι κ ά θ ε  α π λ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο  είνα ι Λ / t - π ρ ό τ υ π ο , τότε υ π ά ρ χ ε ι  μ ό ν ο  
ένα ς  π επ ερ α σ μ έν ο ς  α ρ ιθ μ ό ς  μ η -ισ ο μ ο ρ φ ικ ώ ν α π λώ ν Λ -π ρ οτύ π ω ν.

5 . Α φ ού  ο  δα κ τύλιος Λ είνα ι α ριστερός A r tin ia n  κ α ι λόγω  του  (ϊ) το ριζικό t  
του Λ είνα ι μ η δ εν ο δ ύ ν α μ ο  έ χ ο υ μ ε  οτι ο  Λ δ α κ τύ λ ιο ς  έχ ε ι μ ια  π επ ερ α σ μ έν η  
α λυσίδα

A D x D x 2 D - - - D x n D · · ·

Γ ρ ά φ ου μ ε Λ =  t ° .  Τότε το π η λ ίκ ο  t l / t l+1 είνα ι η μ ια π λ ό  Λ -π ρ ό τ υ π ο  γ ια  
ι =  0 , . . . , η  — 1 κ α ι είνα ι A r tin ia n  α φ ο ύ  ο Λ δ α κ τύ λ ιο ς  είνα ι A r tin ia n . 
Ά ρα α π ο  την πρόταση  (2 .3 .1 3 .)  το χι /χτ+ι είνα ι N o e th e r ia n  κ α ι έτσι ο Λ  
δα κτύλιος είναι α ριστερός N o eth er ia n .

□

Ως α π οτέλεσμ α  του π ρ ο η γ ο ύ μ εν ο υ  θεω ρ ή μ α τος είνα ι το π α ρα κ ά τω  π ό ρ ισ μ α  γ ια  
την π ερ ιγρ α φ ή  των δακτυλίω ν ό π ο υ  όλα  τα π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν α  π ρ ό τ υ π α  
έχ ο υ ν  π επ ερ α σ μ έν ο  μ ή κ ο ς .

Πόρισμα 2.3.28. Έστω Α ένας δακιύβιος, τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα.

1. ΚάΒε πεπερασμένο παραγόμενο Α-πρότυπο έχει πεπερασμένο μήκος.

2. Ο Α δακτύβιος είναι αριστερός Artinian.

3. Το ριζικό τον Α είναι μηδενοδύναμο και χι /χι+ ι είναι πεπερασμένα παραγόμενο 
ημιαπβό πρότυπο για κάΒε ϊ  > 0.

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε  υ π ο δ ε ικ νύ ο ντα ς  μ ια  π ρόταση  π ο υ  μ α ς  δ ίνει έν α  κ ριτή ριο  γ ια  να  
υ π ο λ ο γ ίζο υ μ ε  το ριζικό έν ο ς  δα κ τυλ ίου . Γενικά  ε ίνα ι δ ύ σ κ ο λ ο  να  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  
το ριζικό εν ό ς  α ριστερού A rtin ia n  δα κ τυλίου  Λ β ρ ίσ κ οντα ς τα μ έγισ τα  α ριστερά  
ιδεώδη του. Η επ ό μ ε νη  πρόταση  Θα μ α ς  δ ιευ κ ο λ ύ ν ε ι δ ίνο ντα ς ένα  κριτή ριο π ο υ  
είνα ι π ιο  εύ κ ο λ ο  όταν α υτό εφ α ρμόζεται. Π ριν α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  την π ρότα ση  θα  Θ εω­
ρ ή σ ο υ μ ε οτι α ν  Α και Β  είνα ι υ π ο π ρ ό τ υ π α  εν ό ς  π ρ ο τ ύ π ο υ  C Θα σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  
Α + Β το υ π ο π ρ ό χ υ π ο  του C το ο π ο ίο  π α ρ ά γετα ι α π ο  το Α κ α ι Β.

Πρόταση 2.3.29. Έστω Α ένας αριστερός δακτύβιος του Artin και α  ένα 
ιδεώδες του Α έτσι ώστε το α  να είναι μηδενοδύναμο και ο δακτύβιος Α /α  να 
είναι ημιαπβός. Τότε έχουριε οτι α =  χ.
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Απόδειξη. Έστω α  ένα  μ η δ ε ν ο δ ύ ν α μ ο  ιδεώ δες και ο  η μ ια π λ ό ς  δα κ τύλ ιος Λ /α .  Για 
να  δ ε ίξ ο υ μ ε  o n  ο  C r. Ισ χυριζόμ α στε οτι ισ χύ ει το αντίθετο, δη λα δή  οτι υ π ά ρ χε ι  
ένα  μ έγ ισ το  ιδεώ δες m € Λ μ ε  ο  $£ τη. Τότε ft + m = Λ ό π ο υ  α + m συμβολίζει 
το μ ικ ρ ό τερ ο  α ρ ιστερό ιδεώ δες π ο υ  π ερ ιέχει το α  και m . Αρα ο 2 +  a m  =  a  , 
ώστε α 2 +  τη =  Λ . Α ν σ υ ν ε χ ίσ ο υ μ ε  μ ε  α υ τό ν  τον τρ όπ ο  θα  π ρ ο κ ό ψ ει οτι

α η +  τη =  Λ γ ια  κ ά θ ε  η

Α υτό ό μ ω ς είνα ι ά το π ο  α φ ο ύ  το α  είνα ι μ η δ εν ο δ ύ ν α μ ο . Α ρα a  C τη κ α ι a  C r. 
Π ρ οφ α νώ ς το ριζικό  του  Λ / α  ε ίνα ι ίσο μ ε  t / a  κ α ι έτσι r =  α  α φ ο ύ  ο  δα κ τύλιος  
Λ / α  ε ίνα ι η μ ια π λ ό ς . □

Για το υ ς  α ρ ισ τερ ο ύ ς δ α κ τ ύ λ ιο υ ς  του A rtin  σ η μ α ντικ ό  ρ ό λο  π αίζει κ α ι το ριζικό  
ε ν ό ς  π ρ ο τ ύ π ο υ .

Ορισμός 2.3.30. Το ριζικό Rad Α  του Λ -προτύπου Α  πάνω απο ένα δακτύβιο  
Λ είνα ι η τομή των μεγίστων υποπροτύπων του. Θ α β έμε οτι ένα υποπρότυπο Β  του 
Λ -προτύπου Α  ε ίνα ι μικρό στο Α  αν έχει την ιδιότητα : Α ν  ισχύει Β  +  X  =  Α  
για  ένα  υποπρότυπο X  του Α , να συνεπάγεται οτι X  — Α .

Λήμμα 2.3.31. 'Εστω Α  ένα πεπερασμένα παραγόμενο πρότυπο πάνω απο ένα  
δακτύβιο  Λ . Τότε ένα υποπρότυπο Β  του Α  είνα ι μ ικρό αν κα ι μόνον αν Β  C  Rad Α .

Απόδειξη. Έστω οτι Β  C  Rad Α  κ α ι έστω X  ένα  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Α  μ ε  Β  +  Χ  =  
Α . Α φ ο ύ  το Α  ε ίνα ι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  κ ά θ ε  κ α νο νικ ό  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του 
Α  π ερ ιέχετ α ι σ ε  έν α  μ έγισ το  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  κ α ι α φ ο ύ  το Β  π ερ ιέχετα ι σε όλα  τα 
μ έγισ τα  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Λ , έ χ ο υ μ ε  οτι X  =  Α .

Α ντίστροφ α έστω οτι Β  ένα  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Α  το ο π ο ίο  όμ ω ς δ εν  π ερ ιέχεται 
στο Rad Α  κ α ι έστω X  ένα  μ έγισ το  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Α  π ο υ  δ εν  π ερ ιέ χ ε ι το Β . 
Τότε το Β  δ εν  ε ίνα ι μ ικ ρ ό  στο Α  α φ ο ύ  Β  +  X  =  Α , α υτό  όμ ω ς είνα ι ά το π ο  α φ ού  
X  φ  Α . □

Σ την ε π ό μ ε ν η  π ρ ότα σ η  θ α  δ ώ σ ο υ μ ε μ ια  κ α λή  π ερ ιγ ρ α φ ή  του  ριζικού  ενός  
π ρ ο τ ύ π ο υ  π ά νω  α π ο  α ρ ισ τερ ού ς δ α κ τυ λ ίο υ ς του  A rtin .

Πρόταση 2.3.32. Έστω Α  ένα  πεπερασμένα παραγόμενο πρότυπο πάνω απο ένα  
αριστερό δακτύβ ιο  του A rtin  έστω  Λ . Τότε

Rad Α  =  χΑ

Απόδειξη. Θ α δ ε ίξ ο υ μ ε  πρώ τα οτι χΑ C  Rad Α . Υ π ο θ έτο υ μ ε  οτι γ ια  ένα  υ π ο π ρ ό ­
τυ π ο  X  του Α  ισ χ ύ ε ι t A  +  X  =  Α . Τότε rn A  +  X  — Α  γ ια  κ ά θε n  >  1. Τότε 
λόγω  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  λ ή μ μ α τ ο ς  το r είνα ι μ η δ εν ο δ ύ ν α μ ο  στο Rad Α  κα ι X  =  Α . 
Τώρα α φ ο ύ  το Α / χ Α  είνα ι η μ ια π λ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο  έπ εται οτι Η ζ ά { Α / χ Α )  =  0. 
Ό μ ω ς Ρ ζ ά ( Α / χ Α )  =  R a d ( ,4 ) /r A  Έ πεται λ ο ιπ ό ν  o n  Rad(i4)/r.<4 =  0 και έτσι 
Rad A  C χΑ.  Δ η λα δή  Rad A  — t .4 . □

Ορισμός 2.3.33. Έστω f  : Α  —> Β  ένας επιμορφισμός μεταξύ Α-προτύπων. O f  
ΰα καβείτα ι ουσιαστικός (essential) επιμορφισμός αν ένας μορφίσμός g : X  —* Α
είνα ι επιμορφισμός όταν f g  : X  Β  είναι  επιμορφισμός.

Πόρισμα 2.3.34. Έστω  /  : Α  —► Β  ένας επιμορφισμός μεταξύ πεπερασμένα 
παραγόμευωυ προτύπων πάνω απο ένα αριστερό δακτύβιο του Artin . Τα παρακάτω  

είνα ι ισοδύναμα.
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1. O f  είναι essential επιμορφισμός.

2. KerfCxA.

3. Ο επαγόμενος επιμορφισμός

A / x A  - *  B / x B

είναι ισομορφισμός.

Π ρ ό τα σ η  2 .3 .3 5 .  Έστω Α  ένας αριστερός δακτύβιος του A rtin . Α ν  Α  είνα ι ένα  
πεπερασμένα παραγόμενο Λ-πρότυπο κ α ι /  : A  —> Β  είνα ι essentia l επιμορφισ- 
μός, τότε ο /  είναι δεξιά εβάχιστος.

Απόδειξη. Α πο την π α ρ α π ά νω  πρόταση  έ χ ο υ μ ε  οτι Ker /  C  xA  κ α ι έτσι κ α νέν α ς  
μ η -μ η δ εν ικ ό ς  αθροιστέος Α  του Α  μ π ο ρ ε ί να  π ερ ιέχετα ι στο Ker / .  Ά ρα α π ο  το 
θεώ ρη μα  (2 .3 .1 8 .)  ο /  είνα ι δεξιά ελά χιστος. □

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .3 .3 6 .  Έστω Α  ένα πεπερασμένου μήκους πρότυπο πάνω απο ένα  αρισ- 
τερό δακτύβιο του A rtin  Λ . Ο μικρότερος ακέραιος ί  τέτοιος ώστε χι Α  =  0 κ α β είτα ι 
το ριζικό μ ή κ α ς (τα ά ίο α Ι le n g th ) του Α  κ α ι συμβοβίζεται με  r l(A ).

Η  ακοβουδία

0 c  t i - 1 A  c  · · · C xA  c  Α

καβείτα ι η ριζικό a e ip d (ra d ic a l s e rie s ) του Α . Κάποιες ψορές το ριζικό μήκος του 
Α  καβείτα ι το μήκος του L o e w y  του Α .

Θ α δώ σουμε τώρα τη δ ομ ή  των π ροβολικ ώ ν π ρ ο τύ π ω ν πάνω  α π ο  α ρ ιστερ ούς  
δ α κ τύλ ω υ ς του A rtin  κ α ι τη σύνδεσ η  του  μ ε  τα α π λ ά  π ρ ό τ υ π α . Γ ιαυτό θ α  θεω ρ ή ­
σ ο υ μ ε  οτι όλοι ο ι δακτύλιοι π ο υ  θ α  δ ο υ λ ε ύ ο υ μ ε  θ α  ε ίνα ι αριστεροί A r tin ia n  κ α ι  
επ ιπ λ έο ν  θα  δ ο υ λ ε ύ ο υ μ ε  μ ε  την κ α τη γορ ία  M od-Λ  των π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν -  
ων αριστερών Λ -π ροτύπω ν.

Έστω λ ο ιπ ό ν  Λ έν α ς  αριστερός δ α κ τύλ ιο ς  του  A rtin  κ α ι Α  έ ν α  A r tin  Λ -  
π ρ ότυ π ο .

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .3 .3 7 .  Έστω  Λ ένας αριστερός δακτύβιος του A rtin  κ α ι ένα A rtin  Λ - 
πρότυπο Α . Έ να προβοβικό κ ά β υ μ μ α  του Α  ε ίνα ι ένας essen tia l επιμορφισμός 
f  : Ρ  —> Α  όπου Ρ  είνα ι προβοβικό Α-πρότυπο.

Η ύπ α ρξη  των προβολικώ ν κ α λυ μ μ ά τω ν γ ια  έν α  α ντ ικ ε ίμ ενο  Α  της M od-A  
βασίζεται στην επ ό μ ενη  πρόταση .

Π ρ ό τα σ η  2 .3 .3 8 .  Έστω  Λ ένας αριστερός δακτύβιος του A rtin , Α  ένα  αντικείμενο  
της M od-Λ κ α ι έστω f  : Ρ  — Α  ένας επιμορφισμός με Ρ  προβοβικό Α-πρότυπο. 
Τότε ο f  : Ρ  —> Α  είνα ι ένα  προβοβικό κά β υ μμ α  αν κ α ι μόνον αν  ο f  είνα ι δεξιά  
εβάχιστος.

Απόδειξη. Γνω ρίζουμε α π ο  π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  π ρόταση  οτι α ν  /  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ ­
μ α , τότε ο θα  είνα ι δεξιά ελά χιστος.

Αντίστροφα, υ π ο θ έτο υ μ ε  οτι ο  /  είνα ι δεξιά  ελ ά χισ το ς κ α ι θ α  δ είξο υ μ ε  οτι 
ο /  είναι π ροβολικ ό  κ ά λ υ μ μ α . Έστω μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  g : C  —> Ρ  τέτοιος ώστε ο
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f g  : C  —* Α  να  είνα ι επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α φ ού  το Ρ  ε ίνα ι π ρ οβ ολικ ό  Λ -π ρ ό ιυ π ο  και 
ο  f g : C —* A  ε ίνα ι επ ιμ ο ρ ψ ισ μ ό ς  τότε χο δ ιά γ ρ α μ μ α

ρ —ί + Α

ε ίνα ι μ ετα θετικ ό . Τώρα επ ε ιδ ή  ο  /  ε ίνα ι δεξιά  ελ ά χισ το ς σ υ νεπ ά γετα ι οτι ο  
gs  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι ά ρ α  ο  g ε ίνα ι επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α ρα  ο  μ ο ρ ψ ισ μ ό ς  
/  : Ρ  —► Α  ε ίνα ι έ ν α  π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α . □

Ω ς ά μ εσ η  σ υ νέπ εια  τη ς π ρ ό τα σ η ς α κ ο λ ο υ θ ε ί το π αρακάτω  θεώ ρη μ α  για  την  
ύ π α ρ ξ η  κ α ι μ ονα δ ικ ότη τα  των π ρ οβολικ ώ ν κ α λυμ μ ά τω ν.

Θεώρημα 2.3.39. Έστω  Λ ένας αριστερός δακτύβιος του A rttn  κα ι Α  ένα αν­
τικείμενο της  M od-Λ . Τότε ισχύουν τα π α ρ α κά τω :

1. Υπάρχει ένα  προβοβικά κάβ υμμα  f  : Ρ  —► Α  στην M od-A .

2 . Κ ά δ ε δύο προβοβικά καβύμματα  f \  : Ρ \  —♦ Α  κ α ι f% : Ρ ι  —<► Α  είνα ι 
ισόμορφα στην  M od-Λ .

Πρόταση 2.3.40. 1. Έστω ένα  προβοβικά  Λ -πρότυπο Ρ . Έ νας επιμορφισμός
/  : Ρ  —► Α  είνα ι ένα  προβοβικά κάβ υμμ α  α ν  κ α ι μόνου α ν  ο  επαγόμενος
επιμορφισμός

Ρ / τ Ρ  - *  Α / τ Α

είνα ι ισομορφισμός.

2 . Έ στω { / i  : P i —* Αχ , ι  €  1 }  μ ία  άπεψ η οικογένεια απο επιμορφίσμούς, 
όπου τα Ρ{ , ΐ  ζ  I  ε ίνα ι προβοβικά Λ-πρότυπα. Τότε ο επαγόμενος επιμορ- 
φίσμός

® ielP i θ « € / ^ ί

είνα ι προβοβικά κάβυμμα αν κα ι μόνου αν κάδ ε f t  : Ρ , —♦ Λ , είναι προβο- 
β ικ ό  κάβυμμα.

Παρατήρηση 2.3.41. Θ α σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  Ρ ( Λ )  την fu ll υ π ο κ α τη γο ρ ία  των 
π ρ ο β ο λικ ώ ν π ρ ο τύ π ω ν της M od-Λ .

θεώ ρημα 2.3.42. 1. Γία  κάδ ε πρότυπο Ρ  στην  Ρ(Λ) ο φυσικός επιμορφισμός
Ρ  —» Ρ / τ Ρ  είνα ι προβοβικά κάβυμμα.

2 . Α ν  Ρ  κ α ι Q  ανήκουν στην Ρ ( Λ ) ,  τότε Ρ  ^  Q  α ν  κα ι μόνου αν Ρ / χ Ρ  —*

Q h Q -

3 . Το  Ρ  πρότυπο στην Ρ ( Λ )  είνα ι μη-αναβύσιμο α ν  κ α ι μόνου α ν  το Ρ / χ Ρ  
είνα ι απβό.
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4. Έστω P πρότυπο στην Ρ (Λ ) και

Ρ = ®?eIPi -  @%iQj

όπου τα P i κ α ι Q j  είνα ι μη-αναβύσιμα πρότυπα. Τότε m  =  η  κ α ι υπάρχει 
μια μετάδεση σ του { 1 , 2 , , η }  έτσι ώστε

Pi — Qa(i)
για κά3ε ί  =  1 , 2 , . . . , η.

Απόδειξη. 1. Το α π οτέλεσ μ α  είνα ι ά μ εσ ο  α π ο  την π ρόταση  (2 .3 .3 9 ) .

2 . Ε ίναι α π οτέλεσμ α  του θεω ρή μ α τος (2 .3 .3 8 )  κ α ι της π ρ ό τα σ η ς (2 .3 .3 9 ) .

3 . Α ν το Ρ / χ Ρ  είνα ι α π λ ό  τότε π ρ ο φ α νώ ς το Ρ  π ρ ό τυ π ο  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο .  
Έστω τώρα οτι το Ρ  π ρ ό τυ π ο  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ό σ ιμ ο . Έστω οτι το Ρ / χ Ρ  δ εν  
είνα ι α π λ ό  κ α ι θ α  κ α τα λ ή ξο υ μ ε σ ε  ά τοπο. Α φ ού  το Ρ / χ Ρ  δεν ε ίνα ι α π λ ό  
τότε

Ρ / χ Ρ  ~ U ® V

μ ε  U  κ α ι V  μ η -μ η δ ε ν ικ ά  η μ ια π λ ά  π ρ ό τυ π α . Έστω P ( U )  —> U  κ α ι P { V )  —» 
V  είνα ι π ροβολικ ά  κ α λύ μ μ α τα . Τότε λόγω  του (ϋ) έ χ ο υ μ ε  οτι Ρ  ~  Ρ ( £ / )  θ  
P ( V )  κ α ι ό ρ α  το Ρ  δεν είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο . Ά τοπο. Ά ρα  το Ρ / χ Ρ  ε ίνα ι 
α π λό .

4 . Υ π οθέτου μ ε οτι
Ρ  =  Θ?€7 ρ 4 *  0J *  j Q j

ό π ο υ  τα Pi κ α ι Qj είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ό τυ π α . Τότε

Ρ / χ Ρ  =  ® f6 l P i/x P i  ~  ® rj e I Q j / x Q j

ό π ο υ  τα P i / x P i  κ α ι Qj/xQj είνα ι α π λ ά  π ρ ό τ υ π α . Τ ότε η  =  m  κ α ι ά ρ α  θ α  
υ π ά ρ χ ε ι μ ια  μ ετά θεση  σ  του { 1 , 2 , . . . , η }  έτσι ώστε

P i / ^ P i  — Q a ( i ) / ^ Q a ( i )

γ ια  κ ά θ ε  ί  =  1 ,2 , . . . , η.  Τότε λόγω  του (il) έ χ ο υ μ ε  οτι

P i  —  Q a ( i )

γ ια  κ ά θ ε  ί  =  1 , 2 , . . .  , π .
□

Ά μεση σ υ νέπ εια  του θεω ρή μ α τος ε ίνα ι το π αρα κά τω  π ό ρ ισ μ α .

Π ό ρ ισ μ α  2 .3 .4 3 .  Έστω S i , . . . ,  Sn ένα  σύνοβο απο μη-ισομορφικά απ βά  Λ- 
πρότυπα. Τότε τα προβοβικά τους καβύμματα  Ρ \ , . . . , Ρ η είνα ι ένα  σύνοβο απο 
μτ[-ιοομορφΐκά μη-αναβύσιμα προβοβικά λ-πρότυπα. Επιπβέου κάδ ε P i ε ίνα ι 
ισομορφικό με έναν αΒροιστέο του Λ σαν αριστερό Α-πρότυπο.

Π ριν δώ σ ουμ ε τις ε π ό μ ε ν ε ς  π ρ οτά σ εις  γ ια  την δ ο μ ή  των π ρ οβ ολικ ώ ν π ρ ο τύ π ω ν  
θα  δ ια τυπ ώ σ ου μ ε τον ο ρ ισ μ ό  του το π ικ ο ύ  δα κ τυλ ίου .
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Ορισμός 2.3.44. Ε ν α ς  δακτύβιος  Λ ονομάζεται τοπικός ( lo c a l)  αν τα στοιχεία  
του Λ που είνα ι μη-αντιστρέψιμα αποτεβούν ένα ιδεώδες του Λ.

Πρόταση 2.3.45. Έστω Α ε ίνα ι τοπικός δακτύβιος. Τότε τα 0  κα ι 1 είνα ι τα
μοναδικά  ταυτοδύναμα στοιχεία του.

Απόδειξη. Έ στω ένα  τα υ το δ ύ να μ ο  σ το ιχείο  e  το ο π ο ίο  είνα ι α ντιστρέψ ιμο. Τότε 
υ π ά ρ χ ε ι  κ ά π ο ιο  στοιχείο  /  €  Λ τέτοιο ώστε e f  — 1 και ά ρα  e =■ e e f  =  e /  =  1. 
'Αρα α ν  e ε ίνα ι τα υ το δ ϋ να μ ο  σ τοιχείο  δ ια φ ορετικ ό  α π ο  τα 0 ,1  τότε τα e και 1 — e 
δ εν  είνα ι μ ο ν ά δ ε ς . Ό μ ω ς το ά θ ρ ο ισ μ α  το υ ς είναι μ ο νά δ α  και έτσι ο  δα κ τύλ ιος δ εν  
είνα ι το π ικ ό ς. Ά ρα  τα 0  κ α ι 1 ε ίνα ι τα μ ο ν α δ ικ ά  τα υ το δ ύνα μ α  στοιχεία  του . □

Πρόταση 2.3 .46. Έστω ένα  προθοβικό πρότυπο Ρ  πάνω απο ένα αριστερό 
δακτύβιο  του A rtin  Λ. Τα παρακάτω  είνα ι ισοδύναμα.

1. Το  Λ-7τρότυπο Ρ  ε ίνα ι μη-αυαβύσιμο.

2 . Το τ Ρ  ε ίνα ι το μοναδικό μέγιστο υποπρότυπο του Ρ .

3 . Ο  δακτύβιος  Επ0 λ ( Ρ )  είνα ι τοπικός.

Απόδειξη. ( ι ) => (U )  Γ νω ρίζουμε οχι α ν  το Ρ  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο , τότε το Ρ / τ Ρ  
είνα ι α π λ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο . Τότε το ν Ρ  είνα ι μέγιστο  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Ρ  και 
ά ρ α  το τ Ρ  είνα ι το μ ο ν α δ ικ ό  μ έγισ το  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  α φ ο ύ  το τ Ρ  είνα ι η 
τομ ή  των μέγιστω ν υ π ο π ρ ο τ ύ π ω ν .

( μ ) => ( H i )  Έστω /  €  Ε π0 λ (.Ρ ). Α φ ού  το χ Ρ  ε ίνα ι το μ ο ν α δ ικ ό  μ έγισ το  υ π ο π ρ ό ­
τ υ π ο  του  Ρ  έ χ ο υ μ ε  οτι lm /  $£ χ Ρ  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  /  : Ρ  —» Ρ  είνα ι επ ί. 
Ό μ ω ς  α ν  η /  : Ρ  —► Ρ  ε ίνα ι ε π ί θ α  είνα ι κ α ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α ρα η /  στον  
Ε π0 λ (.Ρ ) είνα ι μ ο ν ά δ α  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  lm /  ^  χΡ.  Α ρα τα στοιχεία  του  
Ε π0 λ (.Ρ ) π ο υ  είνα ι δ ιά φ ο ρ α  τη ς μ ο ν ά δ α ς  είνα ι τα /  e  E n d \ ( P )  τέτοια  
ώστε lm /  C  χ Ρ  κ α ι ά ρ α  φ τ ιά χ νο υ ν  ένα  ιδεώ δες στον E n d ,\(P ) . Α π ο  τον  
ο ρ ισ μ ό  λ ο ιπ ό ν  του το π ικ ο ύ  δ α κ τυ λ ίο υ  β γ ά ζο υ μ ε  το σ υ μ π έρ α σ μ α .

( H i )  =Φ· ( ί )  Ά μ εσ η  σ υ νέπ εια  τη ς π ρ ό τα σ η ς (2 .3 .4 4 ) .
□

Θ α δ είξο υ μ ε  τώρα μ ε  τη ν π αρα κά τω  π ρόταση  π ω ς μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  β ρ ο ύ μ ε  τα μη* 
α να λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λ ικ ά  π ρ ό τυ π α  χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τα υτοδύνα μ α  στοιχεία . Πρώτα 
ό μ ω ς θ α  δ ώ σ ο υ μ ε κ ά π ο ιο υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  π ο υ  θα  μ α ς  χρ εια σ τούν .

Ορισμός 2.3.47. Έ να σύνοβο απο ταυτοδύναμα στοιχεία { e \ , . . . , e„  } σε ένα δακ­
τύβιο  Λ ονομάζεται ορθογώνιο α ν  e^Cj = 0  για i  Φ j .  Έ να μη-μηδενικό ταυτοδύ- 
ναμο στοιχείο e ονομάζεται prim itive αν το e δεν μπορεί να γραφτεί σαν άθροισμα  
δυο μη-μηδενικώ ν ορθογώνιων ταυτοδύναμων στοιχείων.

Πρόταση 2.3.48. Έστω  Λ ένας αριστερός δακτύβιος του A rtin  κα ι e ένα μη- 
μηδευικό ταυτοδύναμα στοιχείο του Λ.

1. Υποθέτουμε οτι Ae =  Ρ \ Φ · · · 0  Ρ η μ ε Pi φ  0  και  έστω ei €  Pi για κάθε  
i  =  1 , . . . , η έτσι ώστε e =  e\ +  · · · +  en . Τότε το { e i , . . . , en } είναι ένα  
σύνοβο απο μη-μηδενικά ορθογώνια ταυτοδύναμα στοιχεία μ ε την ιδιότητα : 
A ei =  Pi για κάθε i  =  1 , . . . , π  .
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2.  Υποθέτουμε on το σύνοβο { β χ , . . . , en } είνα ι ένα σύνοβο απο μη-μηδενικά  
ορθογώνια ταυτοδύναμα στοιχεία τέτοια ώστε e  =  e \  Η—  · +  en . Τότε το Λβχ  

είναι ένα υποπρότυπο του A e  για κά θε % =  1 , . . . , η  κ α ι

A e  —  A e i  0  · · · 0  A e n

3. Το στοιχείο  e  £  Λ είναι p rim itive  ταυτοδύναμο αν κ α ι μόνον α ν  το A e ε ίνα ι 
ένα μη-αναβύσιμο προδοβικό Α-πρότυπο.

4. Το ταυτοδύναμο στοιχείο 1 μπορεί να  γραφτεί σαν άθροισμα p rim itive  ορθογ­
ωνίων ταυτοδύναμων στοιχείων.

Απόδειξη. 1. Α φ ού  e €  Λ  υ π ά ρ χ ο υ ν  μ ο ν α δ ικ ά  στοιχεία  βχ £  Ρχ γ ια  κ ά θ ε  
ζ =  1 , , η  έτσι ώστε β =  βχ 0  · · · 0  e n . Έστω χ e  Ae  κ α ι ά ρ α  χ  =  Λβ, 
τότε

xe  =  (λ β )β  =  Λβ2 =  λ β  =  χ  

Έστω οτι χ* €  P i γ ια  κ ά π ο ιο  ϊ .  Τότε

, «Εχ — Χχβχ 0  * ■ * “I- Χχβχ 0  · · * 0  χ^β^

Α φ ού  Xj-ej £  P j  γ ια  κ ά θ ε  j  =  1 , . , . , η  κ α ι υ π ά ρ χ ε ι  μ ο ν α δ ικ ό ς  τρ ό π ο ς  
γ ρ α φ ή ς  του χ ,  σ α ν ά θρ οισ μ α  στοιχείω ν του  P j σ υ νεπ ά γ ετ α ι οτι x*ej =  0  
γ ια  κ ά θ ε  ί  φ  j  κ α ι χχβχ =  χχ . Ά ρα  Λβχ =  P i κ α ι επ ειδ ή  P i φ  0  
σ υ νεπ ά γετα ι οτι βχ ^  0  γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 , . , . , η .

Ε π ίσ η ς δείξα μ ε οτι e2ej =  0  α ν  i  φ  j  κ α ι ά ρ α  το { β χ , . . . , en j  ε ίνα ι ένα  
σ ύ νο λο  α π ο  μ η -μ η δ εν ικ ά  ορθογώ νια  τα υ το δ ύνα μ α  στοιχεία  μ ε  την ιδιότητα  
: Λβχ =  Pi γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 , . . . , η  .

2 . Γ νω ρίζουμε οτι etej — 0  γ ια  % φ  j .  Τότε

β^β βχβχ 0  0  βχβχ 0  * * * 0  βχβ,χ — βχ — βχ

Ά ρα κ ά θ ε  βχ €  Λβ κ α ι έτσι Λβχ C Λ β .  Θ α δ είξο υ μ ε  τώρα οτι κ ά θ ε  Χχ £  Λβ
μ π ο ρ ε ί να  γ ρ α φ εί κατά μ ο ν α δ ικ ό  τρ όπ ο  σ α ν  ά θ ρ ο ισ μ α  Χχ Η-------- Η χ η ό π ο υ
Χχ €  Λβχ γ ια  κ ά θ ε  ϊ =  1 , . . . , η . Ό μ ω ς κ ά θ ε  στοιχείο  στο Λβχ μ π ο ρ ε ί  ν α
γ ρ α φ εί σ α ν ά θ ρ ο ισ μ α , ά ρα  α ρ κ εί να  δ ε ίξο υ μ ε  οτι α ν  Χχ Η-------- (- χ η =  0  τότε
Χχ =  0  γ ια  κ ά θε ί  μ ε  χχ £  Λβχ.

Έ τσι υ π ο θ έτ ο υ μ ε  οτι Λχβχ 4-------- h Λη βη = 0  μ ε  λχ £  Λ . Τότε

Λχβχβχ 0  ' ■ ■ 0  Λχβχβχ 0  ■ * ■ 0  λ,Ί,βτιβχ — 0 

Α φ ού ex e j  = 0  γ ια  κ ά θ ε  ί  φ  j  έπεται οτι

0  Λχβχβχ — Λχβχ --  Λχβχ

Α ρα λχβχ =  0  γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 , . . . , η .
Τα ( H i )  κ α ι ( i v )  α π ο δ εικ νύ ο ντα ι εύ κ ο λ α  λόγω  των ( ϊ )  κ α ι (U) .  □

Θα κ λ ε ίσ ο υ μ ε  την π α ρ ά γρ α φ ο  μ ε  κ ά π ο ια  στοιχεία  ο μ ο λ ο γ ια κ ή ς  ά λγεβ ρ α ς. 
Σ υ μ β ολ ίζου μ ε μ ε  l . g l . d i mA  την ο λ ικ ή  (g lo b a l)  δ ιά σ τ α σ η  ε ν ό ς  α ριστερού  δ α κ ­
τυλίου  του A rtin  Λ κ α ι μ ε  pdA X  την π ρ ο β ο λ ικ ή  δ ιά σ τ α σ η  γ ια  έν α  Λ -π ρ ό τ υ π ο
λ:.
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Πρόταση 2 .3.49. Έστω χ το ριζικό ενός αριστερού δακτυβίου του A rtin  Λ. Τότε

l . g l . d i m A  =  p d A(A /r )

Ορισμός 2 .3.50. Έστω  Λ δακτύβιος. Ο  Λ καβείτα ι αριστερά κβηρονομαχός 
(left hereditary) αν όβα τα αριστερά τον ιδεώδη είναι τφοβοβικά.

Έ νας αριστερός δακτύβιος του A rtin  Λ καβείτα ι κβηρονομικός ( hereditary) 
α ν ο δακτύβιος  Λ είνα ι αριστερά κβηρονομικός.

Α κ ο λ ο υ θ εί έν α  σ η μ α ντικ ό  π ό ρ ισ μ α  της π ρ ότα σ η ς, το ο π ο ίο  θα  δ ια τυπ ώ σ ουμ ε  
χω ρ ίς α π ό δ ειξη , γ ια  κ λ η ρ ο ν ο μ ικ ο ύ ς  α ρ ισ τερ ού ς δ α κ τ ύ λ ιο υ ς  του A rtin  και κ λε ί­
ν ο υ μ ε  αυτή  την π α ρ ά γ ρ α φ ο .

Πόρισμα 2 .3.51. Γ ια  ένα ν  αριστερό δακτύβνο του A rtin  Λ . Τα  παρακάτω είναι 
ισοδύναμα.

1. Ο  δακτύβ ιος  Λ  είνα ι κβηρονομικός.

2 . Το χ ε ίνα ι ένα  προβοβικό Λ-πρότυπο.

3 . Η  pdA(A /r )  <  1.

4. Η  I. gl. dim Λ <  1.

2.4 'Αλγεβρες του Artin
Σ ε αυτή  τη ν π α ρ ά γ ρ α φ ο  θ α  μ ιλ ή σ ο υ μ ε  γ ια  ά λγεβ ρ ες του A rtin  κ α ι γ ια  τα π επ ερ α σ ­
μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν α  π ρ ό τ υ π α  τους. Έ να  σ η μ α ντικ ό  χα ρα κ τη ριστικ ό  των A rtin  α λ γ ε ­
βρώ ν σ ε  α ντίθεση  μ ε  το υ ς  α ρ ισ τερ ο ύ ς δ α κ τυ λ ίο υ ς του A rtin  ε ίνα ι οτι ο ι δακτύλιοι 
ενδ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν  End των π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γό μ εν ω ν  π ρ ο τύ π ω ν είνα ι ά λγεβρ ες  
του  A rtin . Έ τσι μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  μ ετα τρ έπ ο υ μ ε  π ρ οβ λή μ α τα  π ο υ  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  μ ό ν ο  ένα  
π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  π ρ ο τύ π ω ν π ά νω  α π ο  μ ια  ά λγεβρ α  του A rtin  σε π ροβλή μ α τα  
π ο υ  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν α  π ρ ο β ο λικ ά  π ρ ό τυ π α  π άνω  α π ο  μ ια  ά λ ­
γεβ ρ α  του  A rtin . Α υτή η δ ια δ ικ α σ ία  ονομ ά ζετα ι p ro jec tiv iza tio n  και δ ιευκ ρινίζε­
ται κ υ ρ ίω ς μ ε  το θεώ ρ η μ α  K ru ll-S ch m id t το ο π ο ίο  θα  α π ο δ είξ ο υ μ ε . Ξ εκ ινά μ ε  
σ τα θερ οπ οιώ ντα ς έν α ν  α ντιμ εταθετικό  δ α κ τύλιο  του A rtin  κ α ι σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  
m od-Λ  τη ν κ α τη γορ ία  των π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γό μ εν ω ν  αριστερώ ν Λ -π ροτύπ ω ν, 
ό π ο υ  Λ  ε ίνα ι μ ια  Λ -ά λγεβ ρ α .

Ορισμός 2 .4.1. Έστω R αναμεταΒετικός δακτύβιος του A rtin . Μ ια  R-άβγεβρα 
Λ είνα ι ένας δακτύβιος μ ε  ένα μορφισμό δακτυβίω ν φ : R  —* Λ του οποίου η 
εικόνα  ε ίνα ι στο κέντρο του Λ. Δηβαδή  lm φ C Ζ (Λ ). Γ ια  μ ια  R -άβγεβρα με  
φ : R —► Λ Θα γράφουμε r \  αντί Φ( γ ) \  με r  €  R  και λ  6  Λ.

Ορισμός 2.4.2. Έστω δυο R -άβγεβρες Αχ, Λ2 με μορφίσμούς δακτυβίω ν φχ : 
R  —* Α  ι κ α ι φ2 '■ R  —> Λ·2· Τότε η άβγεβρα  Λ ι είναι μ ια  R -υποάβγεβρα της 
Λ 2  αν ο Λχ είνα ι υποδακτύβιος του Λ 2 μέσω της απεικόνισης i : Λ j —► Λ 2 με 
ίφχ =  0 2 .

Ορισμός 2 .4.3. Έστω μ ια  R -όβγεβρα  Λ . Τότε η R -άβγεβρα  Λ καβείτα ι 
A rtin R-άβγεβρα ή Artin άβγεβρα α ν ο Α  είνα ι πεπερασμένα παραγόμενος σαν
R -πρότυπο.
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Παρατήρηση 2.4.4. Ε ίναι π ρ ο φ α νές  οχι μ ια  A rtin  f t -ά λγεβ ρ α  Λ είνα ι α ριστερός  
και δεξιός δακτύλιος του A rtin . Μ πορεί εύ κ ο λ α  να  α π ο δ ειχ θ ε ί οτι το κέντρο Ζ (Λ )  
μ ιά ς  A rtin  f t -ά λγεβ ρα ς Λ είναι αντιμεταθετίκος δ α κ τύλ ιος του A rtin  κ α ι οτι μ ια  
A rtin  f t -άλγεβρα Λ είναι μ ια  Ζ (Λ )-ά λ γ ε6 ρ α .

Παρατήρηση 2.4.5. Ε ίναι π ρ ο φ α νές  οτι α ν  Λ  ε ίνα ι μ ια  A r tin  f t -ά λγεβ ρ α  μέσω  
του μ ο ρ φ ισ μ ο υ  δακτυλίω ν φ : R —> Λ , τότε ο  ίδ ιο ς  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν  
f t  —► Λ ορ κά νει το Λ ορ μ ια  A rtin  .ft-ά λγεβ ρα .

Θ α δώ σουμε τώρα ένα  τρόπ ο  γ ια  να  σ υ σ χ ετ ίσ ο υ μ ε  κ α ινο ύ ρ γ ιε ς  A r tin  ά λγεβ ρ ες  
όταν γνω ρίζουμ ε μ ια  A rtin  ά λγεβρα .

Ορισμός 2.4.6. Αν Α και Β ανήκουν στην m od-Λ  για μια A rtin  R-άβγεβρα Λ , 
τότε τα Α και Β Θα ανήκουν και στην m od-ft. Για r  Ε ft και f  E H o m ^ (A ,f t )  
έχουμε οτι

f ( r a ) = r f ( a )

για κάθε a €. A.
Ορίζουμε το r f  με την ιδιότητα ( r f ) (a )  = r f ( a )  για α 6 Α. Τότε το 

H o m ^ A , Β )  είναι ένα R -πρότυπο και ισχύει

Ηογτιλ(Α, Β) c  Hornr (A ,B)

αββά είναι και υποομάδα του. Θα δείξουμε οτι το Ηοιτιλ(Α Β) είναι R -πρότυπο. 
Αττο τον ορισμό της A rtin  R-άβγεβρας Λ έχουμε οτι η εικόνα του R είναι στο 
κέντρο του Λ και άρα

(r/)(Ao·) = Γ(/(Λα)) = r(\f(a)) = λτ/(α) = Λ ((»·/)(<*))

για  λ  Ε Α και /  ε  Ηοιτιλ(Α , Β). Άρα το Ηοπία(Α , Β ) είναι ένα R -πρότυπο 
Hom/j(A, Β). Άρα το Horn λ (A, Β ) Θα το Θεωρούμε σαν R -πρότυπο. Για Α  να 
ανήκει στην m od-Λ  ορίζουμε για r  6 ft μια απεικόνιση φ{τ )  : Α  —>· Α με 
φ ( τ ) ( α )  =  ra  για α Ε Α. Αφού η εικόνα του R είναι στο κέντρο του Λ

φ(ν)(λα) =  r(Aa) =  λ  (ra)  =  Λ φ(τ)(α)

για λ  Ε Λ. Έτσι προκύπτει η απεικόνιση

φ : f t  —> EndA(A) c  E n d fl(A )

η οποία είναι μορφισμός δακτυβίων. Για g Ε E n d fl(A ), r  Ε ft και a Ε Α , έχουμε 
οτι

(Φ(τ)9 ){α) =  r (g (a)) = g(ra)  =  ( ^ ( r ) ) ( a )

και άρα
lm φ c  Z (E n d r ( A ) )  Π E ndA (A ) c  Z (E n d A (A ))

Άρα ορίσαμε τις R-άβγεδρες E n d fi(A ) και Ε γκΙα (Α ) καιμάβισταη EndA (A ) 
είναι R-υποάβγεβρατου E n d ji(A ). Όμοια μπορούμε να ορισούμε και τις Endy?(B) 
και EndA(Β) ως R-άβγεβρες.

Παρατήρηση 2.4.7. Σ η μ ειώ νο υ μ ε οτι η δ ο μ ή  f t -π ρ ο τ ύ π ο υ  του E nd/?(A ) π ο υ  
δίνεται α π ο  την

φ : R End/i(A)

είνα ι η ίδια μ ε  τη δ ο μ ή  του f t -π ρ ο τ ύ π ο υ  Η οιτΐβ(Α , Β) μ ε  Α = Β.
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Πρόταση 2.4.8. Έστω μια  A rtin  R -όβγεβρα  Λ. Τότε :

1. Α ν  Α  κα ι D  ανήκουν στην  m od-Λ  , τότε το Ηογτιλ(Α , Β )  είνα ι πεπερασμένα 
παραγόμενο R -υποπρότυπο του HornR ( A , B ) .

2 . Α ν  Α  είνα ι αντικείμενο της m od-Λ  . τότε ο  End;\ ( A )  είνα ι μ ια  A rtin  R - 
άβγεβρα η οποία ε ίνα ι R -υποάβγεδρα της A rtin  R -άβγεβρας  E nd/*(A ).

Απόδειξη. 1. Έστω Α  κ α ι Β  α ντ ικ είμ ενα  τη ς m od-Λ . Α φ ού  χο Α  α νή κ ει στην 
m od -A , τότε A  €  m od -/?  κ α ι ά ρα  έ χ ο υ μ ε  ένα  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό  α π ο  το n R  —» Α , 
γ ια  κ ά π ο ιο  η  >  0 , ό π ο υ  μ ε  n R  σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  το ά θ ρ ο ισ μ α  του R  η- 
φ ο ρ ές . Α ρα  έ χ ο υ μ ε  ένα  μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό

H om /?(A , Β ) —+ Horn/*(;?//, Β )  —» η Β

Α φ ο ύ  ο R  είνα ι N o e th e r ia n  κ α ι η Β  είνα ι ένα πεπερασμένα παραγόμενο  
//-π ρότυπ ο έχο υ μ ε οτι το υποπρότυπο Η ο ιτ ιλ (Α , Β )  του H o m /* (A ,B )  
είνα ι πεπερασμένα παραγόμενο R - πρότυπο.

2 . Α π ο  τον ο ρ ισ μ ό  ε ίδ α μ ε  οτι η Ε π0 λ (Α )  είνα ι //-υ π ο ά λ γ ε β ρ α  του End/*(A) 
κ α ι α π ο  το (1) έ χ ο υ μ ε  οτι τα Ε π0 λ (Α )  κ α ι E n d fl(A ) είναι π επ ερ α σ μ έν α  
π α ρ α γ ό μ ε ν ο  R -π ρ ό τ υ π α  κ α ι ά ρα  είνα ι A rtin  //-ά λ γ ε β ρ ε ς .

□

Ορισμός 2 . 4 . 9 .  Έστω R  αυημεταΒετικός δα κιύβ ιος του A rtin . Μ ια  p read d itive  
κατηγορία C κ α β είτα ι R -κατηγορία  α ν  κάδ ε  H o m c(A , Β )  ε ίνα ι ένα  R -πρότυπο 
κ α ι ο μορφίσμός

H om c (A , Β )  χ  Hornc ( B , C )  - *  H o m c (A ,C )  

είνα ι διγραμμικός (R -b ilinear).

Ορισμός 2.4.10. Έστω ένας προσθετικός συναρτητής F  : C —> D  όπου C κα ι V  
είνα ι R 'K aτηγopίες. Τότε ο F  κ α β είτα ι R -συναρτητης α ν  ο ι επαγόμενοι μορψισμοί, 
όπως παραπάνω είνα ι R -ομομαρφΐσμοί.

Σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  μ ε  δ εδ ο μ ένο  οτι ό λ ε ς  οι κ α τη γ ο ρ ίες  π ο υ  θ α  α να φ έ ρ ο υ μ ε  είνα ι 
/ /-κ α τ η γ ο ρ ίε ς  κ α ι όλο ι οι σ υνα ρτη τές /Ζ -συναρτητές, ό π ο υ  R  αντιμεταθετικός  
δ α κ τ ύ λ ιο ς  του A rtin .

Παρατήρηση 2.4.11. Ε ίδ α μ ε οτι ότα ν η Λ είνα ι μ ια  A rtin  //-ά λ γ ε β ρ α  τότε 
το Η οι71λ (Α , Β )  ε ίνα ι ένα  //-π ρ ό τ υ π ο , ό π ο υ  τα Α  κα ι Β  είνα ι α ντικ είμ ενα  της 
m od-A . Για /  : Α  —> Β  κ α ι g : Β  —► C  μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς  της m od-A  και γ ια  r  €  R  
έ χ ο υ μ ε

($(»■/))(<*) =  g ( r f ( a ) )  =  r g { f { a ) )  =  ( { r g ) f ) ( a )  

γ ια  κ ά θ ε  α  €  Α . Άρα ο μ ο ρ φ ίσ μ ό ς  σύνθεση

Η ο γπλ (Α , /? )  χ H om ;\ ( i 3 ,C )  -*· Η ο ιτ ιλ (Α ,(? )

είνα ι δ ιγ ρ α μ μ ικ ό ς  ( //-b ilin e a r ) . Α ρα α φ ο ύ  η Λ είνα ι π ροσθετικ ή  κατηγορία  
έπ ετα ι οτι Θα είνα ι π ροσθετικ ή  //-κ α τ η γ ο ρ ία .

Παρατήρηση 2.4.12. Α ν Α  α νή κ ει στην m od-A . τότε μ ε  a d d A  θα  σ υ μ β ολ ίζου μ ε  
τη ν fu ll υ π ο κ α τη γο ρ ία  της m od-A  μ ε  α ντικ είμ ενα  τα π επ ερ α σ μ έν α  α θροίσματα  
α π ο  α ντίγρ α φ α  του Α . Ε π ιπ λ έο ν  η add Α  είνα ι //-κ α τ η γ ο ρ ία .
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Θ α δώ σουμε χώρα έν α  π α ρ ά δ ειγ μ α  /?-συναρτητή.

Παράδειγμα 2.4.13. Έστω Α  ένα  α ντικ είμ ενο  της m od-Λ . Γ νω ρίζουμε οχι οι 
EndA(-<4) και E ndA (A )op είνα ι A rtin  -R-άλγεβρες. Τότε το Α  είνα ι ένα  E ndA (A )- 
π ρ ότυ π ο  γ ια  α  €  Α  κ α ι /  G EndA(A) μ ε  f a  =  f ( a )  κ α ι έτσι το Α  είνα ι δεξιό  
EndA{ Α ) ορ-π ρ ό τυ π ο  . Έστω X  α ντικ είμ ενο  της m od-Λ . Τ ότε Η οιτιλ(Α, X )  έχ ε ι  
τη δ όμ η  π ρ ο τύ π ο υ  πάνω  α π ο  το Επ0 α (Α )° ρ ως εξή ς : Για t  Ε Επ0 α (Α )° ρ  κ α ι  
/  Ε Hoitia(A , X )  ο ρ ίζο υ μ ε το ( t f ) ( a ) =  / ( ί ( α ) )  γ ια  α  €  Α . Γ νω ρίζουμε επ ίσ η ς  
οτι το Ηοπία(Α , X )  είνα ι α ντικ είμ ενο  της m od-i?  κ α ι ά ρα  ε ίνα ι α ντικ είμ ενο  τη ς  
m od-E ndA (A )op. Τότε ο συναρτηχής

Η ογτιλ(.Α, - )  : m od-Λ  —> m od-E ndA (A )op

είνα ι ένα ς Λ -συνα ρχη τής.

Ορισμός 2.4.14. Ε να  αντικείμενο Ρ  στην R -κατηγορία C κ α β είτα ι προβοβικό 
αν για κάθε επψορφίσμό g : Β  —» C  κ α ι μορφίσμό h  : Ρ  —» C  υπάρχει ένας  
μορφίσμός s : Ρ  —> Β  έτσι ώστε gs — h. Δ ια γ ρ α μ μ α τικ ά :

a
s

Ρ

το διάγραμμα είνα ι μεταΒετικό.

Ορισμός 2.4.15. 'Ενα αντικείμενο I  στην R -κατηγορία C κ α β είτα ι in je c t iv e  
αν για κάθε μονομορφισμό g : Β  —* C  κ α ι μορφίσμό h : Β  —> I  υπάρχει ένας  
μορφίσμός s : C  —► I  έτσι ώστε sg =  h. Δ ιαγραμματικά :

Β  — 9—*~ C

h

I

το διάγραμμα είνα ι μεταθετικό.

Παρατήρηση 2.4.16. Στην περίπτω ση π ο υ  η κ α τη γο ρ ία  C ε ίνα ι η κ α τη γο ρ ία  
M od-Λ , γ ια  κ ά π ο ια  Λ -ά λγεβ ρ α  Λ , ο ι π α ρ α π ά νω  ο ρ ισ μ ο ί σ υ μ π ίπ τ ο υ ν  μ ε  τ ο υ ς  
ο ρ ισ μ ο ύ ς  α π ο  τη θεω ρία π ρ οτύπ ω ν.

Πρόταση 2.4.17. Έστω F  : C —*· V  ένας R -συναρτητής που είνα ι ισοδυναμία  
R -κατηγοριών.

1. Έ νας μορφίσμός g : Β  - *  C  στην R -κατηγορία C ε ίνα ι επιμορφισμός (αντ. 
μονομορφίσμός) αν κ α ι μόνον αν

Ρ ( 9 )  ·. F ( B )  F ( C )

είναι επιμορφισμός (αντ. μονομορφίσμός) στην V .

2. Έ να αντικείμενο C  στην R -κατηγορία C ε ίνα ι προβοβικό (αντ. in jective) 
αν κ α ι μόνον αν το F ( C ) είνα ι προβοβικό (αντ. infective) στην V .
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Θ α δ ο ύ μ ε  τώρα πω ς α ν  μ ε τ α φ ε ρ θ ο ύ μ ε  α π ο  μια  A rtin  Λ -ά λγεβ ρ α  Λ στην ά λ ­
γεβ ρ α  εν δ ο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν Γ =  E n d A (A )f>,> ,ό π ο υ  Α  είναι α ντικ είμ ενο  της m od-Λ . 
α ν α γ ά γ ο υ μ ε  π ρ ο β λή μ α τα  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  το π ρ ό τ υ π ο  Α  σ ε π ροβλή μ α τα  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  
π ρ ο β ο λ ικ ά  π ρ ό τ υ π α . Ό λ ο ι  οι δα κ τύλ ιο ι π ο υ  θα  α ν α φ έ ρ ο υ μ ε  θα  είνα ι A rtin  ά λ γ ε ­
β ρ ες . Στη σ υ νέχ ε ια  θα  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  το θεώ ρη μ α  K ru ll-S ch m id t.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 . 4 . 1 8 .  Έστω Α  αντικείμενο της m od-A . Ορίζουμε του Ιϊ-σ υναρτητή  :

βΑ =  Η ο γπ λ (.4 , - )  : m od-A  —» m od-Γ

κ α ι τον καβούμε συναρτητή εκτίμησης του Α . Ο  e \  είνα ι αριστερά ακριβής
συναρτητής που αντιμετατίδεται μ ε πεπερασμένα αθροίσματα.

Π ρ ό τ α σ η  2 . 4 . 1 9 .  Έστω Α  αντικείμενο της  m od -A ,όπου Α  μ ια  A rtin  R -όβγεβρα. 
Τότε ο συναρτητής εκτίμησης

βΑ ■ m od -A  —► m od-Γ

έχ ε ι τις παρακάτω  ιδ ιό τητες:

1. Ο  6α  : \-\οπγ\α ( Ζ , Χ )  —» Ηοπ\Α( βΑ( Ζ) ,  β Α ( Χ ) )  είνα ι ένας ισομορφισμός για  
κάδε Ζ  αντικείμενο της  add Α  κ α ι X  αντικείμενο της m od-A .

2 . Α ν Χ  είνα ι αντικείμενο της  add Α  κάδε Ca ( X )  ε ίνα ι αντικείμενο της Ρ ( Γ ) .

3 . Ο  συναρτητής

|add α  '■ add Α  —*· Ρ ( Γ )  

είνα ι μ ια  ισοδυναμία R -κατηγοριών.

Απόδειξη. 1. Ε ύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι οτι ο  συνα ρτη τή ς

€Α : H o m A( Z , X )  -V Ho\x\A{eA { Z ) , e A { X ) )

είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  λόγω  της προσθετικότητα ς του συναρτητή εκ τίμ η ση ς e ^ .

2 . Α φ ο ύ  Ca ( A )  ~  Γ σ υ νεπ ά γετα ι οτι γ ια  κ ά θ ε  θετικό α κ έρ α ιο  η  έ χ ο υ μ ε  οτι 
β Α{ η Α)  ~  η Γ  . Α φ ού  ο  αντιμετατίθεται μ ε  α θροίσμα τα  έ χ ο υ μ ε  οτι το 
eA ( X )  ε ίνα ι α ντικ είμ ενο  τη ς Ρ ( Γ )  γ ια  κ ά θ ε α ντικ είμ ενο  X  της Add Α

3 . Λ όγω  του (1) έ χ ο υ μ ε  οτι ο  |a£jd Α είνα ι fu ll κα ι fa ith fu ll. Α ρκεί να  δ είξου μ ε  
οτι ο  σ υνα ρ τη τή ς είνα ι d e n s e . Έστω έν α  π ρ ό τ υ π ο  Ρ  α ντ ικ είμ ενο  της Ρ (Γ ) .  
Τότε γ ια  κ ά π ο ιο  η  έ χ ο υ μ ε

Ρ  φ  Q  =  ηΓ

Ά ρα υ π ά ρ χ ε ι ένα  τα υ το δ ύ να μ ο  στοιχείο  /  €  ΕπάΓ(ηΓ) έτσι ώστε P  =  K e r / .  
Ά ρα υ π ά ρ χ ε ι ένα  τα υ το δ ύ να μ ο  στοιχείο  u G E ndA (nA ) έτσι ώστε €a {u ) =  / .  
Τότε Ker u  α ντ ικ είμ ενο  τη ς add Α  κ α ι α φ ο ύ  ο  βΑ είνα ι αριστερά α κριβή ς  
σ υνα ρτη τή ς έ χ ο υ μ ε

e /i(K e r u )  Ρ

□
Θα δ ια τυ π ώ σ ο υ μ ε και θα  α π ο δ είξ ο υ μ ε  τώρα το σ η μ α ντικ ό  θεώ ρη μα  των Krull- 

S c h m id t  π ο υ  μ α ς  δ ίνει π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  γ ια  το π ότε ένα  π ρ ό τυ π ο  Α  της κ α τη γορία ς  
m od-A  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  κα θώ ς κ α ι π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  α να φ ο ρ ικ ά  μ ε  τη μ ονα δ ικ ότη ­
τα α νά λ υ σ η ς.
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Θ εώ ρ η μ α  2 .4 .2 0 .  (Krull-Schm idt)

1. Έ να πρότυπο Α  στην κατηγορία  m od -Α , όπου Λ μ ια  A rtin  ίί-ά β γ εβ ρ α  είνα ι 
μη-αναβύσιμο αν κ α ι μόνον αν ο Επ0 λ (.Α) είνα ι τοπικός δακτύβιος.

2. Έστω {Ai} i<zj  και  { B j } j £ j  δυο πεπερασμένες οικογένειες απο πεπερασ­
μένα παραγόμενα μψ αναβύσ ιμα  Κ-πρότυπα. Α ν

®  Αί -  
i e l  j € J

τότε υπάρχει μ ια  bijectton απεικόνιση σ  : I  —»· J  τέτοια ώστε

A-i — ·®σ(ί)

για κάθε i  Ε I .

Απόδειξη. 1. Έστω Α  α ντικ είμ ενο  της m od-Λ  κ α ι έστω Γ =  E n d A (A )op. Α φ ού  
ο συναρτητής eA επ ά γ ε ι μ ια  ισ ο δ υ να μ ία

add A  —> V { T )

έπεται οτι το Α  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  το eA ( A )  ε ίνα ι 
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  π ρ οβ ολικ ό  Γ -π ρ ότυπ ο . Ό μ ω ς  ε ίδ α μ ε  οτι α ν  το eA { A )  ε ίνα ι 
π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  π ρ ο β ο λ ικ ό  π ρ ό τ υ π ο  π ά νω  α π ο  μ ια  A rtin  ά λγεβ ρ α  
Γ τότε είνα ι και μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ο  δ α κ τύλ ιο ς  Endr (eA ( A ) )  
είνα ι τοπ ικ ός. Α λλά  ο συναρτητής

eA ·· EndA(A ) -+  Endr (eA (A ))

είναι ισ ομ ορ φ ισ μ ός , ά ρα  το Α  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  ο δ α κ ­
τύλιος Επ0 α (Α ) ε ίνα ι τοπ ικ ός.

2 . Έστω C  =  Θ ΐ € / ^ ί ·  Τότε το C  ε ίνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  Λ - 
π ρ ό τυ π ο  κ α ι A i  , B j  ε ίνα ι α ντικ είμ ενα  τη ς add C  γ ια  κ ά θ ε  ί  £  /  κ α ι  
j  €  J . Έστω Γ =  EndA ( C ) op κ α ι έστω

e c  : m od-A  —► m od-Γ

να  ε ίνα ι ο  σ υνα ρτητής εκ τίμ η ση ς. Α φ ού  ο  e c  ε π ά γ ε ι  μ ία  ισ ο δ υ ν α μ ία  
a d d C  —► Ρ (Γ )  τότε α π ο  το θεώ ρ η μ α  (2 .3 .4 1 )  γ ια  τα π ρ ο β ο λ ικ ά  π ρ ό τ υ π α  
έ χ ο υ μ ε  το σ υ μ π έρ α σ μ α .

□

Π ρ ό τ α σ η  2 .4 .2 1 .  Έστω Α  αντικείμενο της m od-A , όπου Λ  μ ια  A rtin  άβγεβρα  
κα ι έστω ένας μορφισμός f  : X  —> Υ  στην add Α . Τότε ο μορφίσμός  /  είνα ι δεξιά  
εβάχιστος αν κα ι μόνον αν ο επαγόμενος μορφισμός

Ηογπλ(Α , X )  - *  Ιγπ(Η οιτιλ(Α , / ) )

είναι ένα προβοβικό κάβυμμα  στην κατηγορία  m od -E n d A (A )op.
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Απόδειξη. Έ στω Γ =  E n dA (i4)op και έστω ο  σ υνα ρτη τή ς εκ τ ίμ η σ η ς : m od-Λ  —► 
m od -Γ. Α φ ο ύ  ο  e .4 : add —♦ V ( Γ) είνα ι ισ ο δ υ να μ ία  κατηγοριώ ν, τότε α π ο  τον  
ο ρ ισ μ ό  του δεξιά  ελά χ ισ το υ  μ ο ρ ψ ισ μ ο ύ  σ υ νεπ ά γετα ι οτι ο  /  : X  —► Υ  ε ίνα ι δεξιά  
ελ ά χ ισ το ς α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς

Ηογπλ (.4 ,/)  : HomA(i4,A·) —► Ηοπιλ(Λ,Κ)

είνα ι δεξιά  ελ ά χ ισ το ς. Ό μ ω ς  ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  Horn λ ( Λ , / )  είνα ι δεξιά  ελά χισ τος α ν  
κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ο  ε π α γ ό μ ε ν ο ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς

Η ο ιτ ια ( Λ , X )  lm (H o m A ( i4 , / ) )

ε ίν α ι έν α  π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α . □

Π ό ρ ισ μ α  2 . 4 . 2 2 .  Έστω { f ,  : Αχ —► μ ια  πεπερασμένη οικογένεια απο
μορφίσμούς στην  m od-Λ , όπου Λ  μ ια  A rtin  άβγεβρα. Τότε

® / *  : ® ^ i  “ *■ φ β <
»€/  t€ /  i € /

ε ίνα ι δεξιά  ελάχ ισ τος μορφισμός α ν  κ α ι μόνον α ν  κάδ ε μορφισμός f i  : Αχ —► Βχ 
ε ίνα ι δεξιά  εβάχιστος.

Απόδειξη. Έ στω έ ν α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  Λ -π ρ ό τ υ π ο  Α  τέτοιο ώστε τα 
Αχ κ α ι Βχ ν α  ε ίνα ι α ντ ικ ε ίμ ενα  τη ς add Α  γ ια  κ ά θ ε  i  €  I .  Έστω α κ ό μ η  ο  
σ υ να ρ τη τή ς εκ τ ίμ η σ η ς

βΑ : m od-Λ  —* m od-Γ

Ε ίδ α μ ε  οτι

©  Λ : ®  Ai ®  Β*
ie/ iei ie /

είνα ι δεξιά  ελ ά χ ισ τ ο ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν

eA ( © / t )  : 6λ (© ^ < )  —1" *ΠΠβΑ(φ/ί)
<6/ »€/ ί€/

ε ίν α ι ένα  π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α .
Α κ ό μ η  ε ίδ α μ ε  οτι το β / ΐ ( 0 ί6 /  f i )  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  

κ ά θ ε  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α . Α ρα  κ ά θ ε  f i  : Αχ —+ Βχ είνα ι δεξιά
ελ ά χ ισ το ς α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν

© / <  : ©  Α
*'€/ «€/ «€/

είνα ι δεξιά ελ ά χισ το ς μ ο ρ φ ισ μ ό ς . □

Ορισμός 2.4.23. Έστω μ ια  A rtin  άβγεβρα  Λ . Η  A rtin  άβγεβρα  Λ κάβείτα ι 
β α σ ική  A rtin  άβγεβρα αν τα πρότυπα πάνω απο την  Λ έχουν την ιδ ιό τη τα :

Α ν  Α — φ ι€ /  Ρχ με Ρχ μη-αναβύσιμα προβοβικά πρότυπα, τότε

Pi Φ Pj

για % φ  j .
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Παράδειγμα 2.4.24. Έστω Λ μ ια  A rtin  ά λγεβ ρ α  μ ε  A  =  ηχΡχ,  ό π ο υ  
η, >  0 κ α ι τα Pi  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λικ ά  π ρ ό τ υ π α  μ ε  Ρ  =  /  Pi  ■
Θ εω ρούμε α κ όμ η  Γ =  Επ0 λ (Α ) ορ κ α ι έστω ο σ υνα ρτητής εκ τ ίμ η ση ς

ep  : m od-Λ  —> m od-Γ

Τότε e p ( P )  =  Γ κ α ι η διάσταση του Ρ  μ α ς  δ ίνει

τη

Γ =  0 e j > ( « )
*6 /

ό π ο υ  τα P i είναι μ η -ισ ο μ ο ρ φ ικ ά  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λ ικ ά  Γ -π ρ ό τυπ α . Ά ρα  Γ 
είνα ι μ ια  βασική  A rtin  ά λγεβρα  π ο υ  καλείται εξασθενημένη φόρμα τη ς Λ.

Ορισμός 2.4.25. Έστω ένα Α-πρότυπο Α . Μ ια  προβολική παράσταση του A
είναι μ ια  ακριβής ακοβουθία

Π Α π f° Λ Λ>Ρ ι ------->  Ρ ο -------s- A  -------► 0

όπου τα Ρχ , Ρο είνα ι προβοβικά πρότυπα.

Ορισμός 2.4.26. Μ ια  προθοβική παράσταση

Ρχ Ρο A -------► 0

του Α  καβείτα ι εβάχιστη προβοβική παράσταση αν f o : P o —> A  και  / χ : Ρ χ —► 
Ker /ο  είναι προβοβικά καβύμματα.

Παρατήρηση 2.4.27. Έστω ένα  π ρ ο β ο λ ικ ό  π ρ ό τ υ π ο  Ρ .  Τ ότε σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  
μ ε  m o d -P  την fu ll υ π ο κ α τη γο ρ ία  τη ς m od-Λ  π ο υ  έ χ ε ι ω ς α ντικ είμ ενα  ό λα  
τα α ντικ είμ ενα  Α  της m od-A  π ο υ  έ χ ο υ ν  π ρ ο β ο λ ικ ές  α να π α ρ α σ τά σ εις

Ρ χ - > Ρ ο - ^ Α ^ 0

ό π ο υ  τα Ρχ , Ρο είνα ι α ντικ είμ ενα  τη ς add Ρ .

Πρόταση 2.4.28. Έστω Ρ  ένα  προβοβικό Α-πρότυπο κ α ι έστω  Γ  =  Επ0λ(Ρ)°ρ. 
Τότε ο περιορισμός

ep|mod-p : m o d -P  —► m od-Γ

του αυναρτητή εκτίμησης ep  : m od-Λ  —» m od-Γ  είνα ι ισοδυναμία κατηγοριών.

Απόδειξη. Α ρκεί να  δ είξο υ μ ε οτι ο  συνα ρτη τή ς e p |mod-p ε ίνα ι fu ll, fa ith fu ll κ α ι  
d e n s e . Θ α δ είξο υ μ ε  πρώ τα οτι είνα ι d e n s e . Έστω ένα  Γ -π ρ ό τ υ π ο  X  κ α ι έστω

Qi —̂  Qo----► X ----► 0
μ ια  π ροβολικ ή  Γ -παράσταση του X .  Τότε υ π ά ρ χ ο υ ν  Ρχ α ντ ικ ε ίμ ενα  τη ς add Ρ  
έτσι ώστε e p ( P t ) ~  Q i  γ ια  i  =  0 , 1 .  Ά ρα υ π ά ρ χ ε ι  έν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  g  : Ρχ —» 
Ρο στην add Ρ  έτσι ώστε το δ ια γ ρ α μ μ α

ep(Pl ) ^ l e P(P0)
n ι.

Q  ι ------- Qo
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ε ίν α ι μ ετα θ ετ ικ ό . Α φ ού  το Ρ  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ α ι ο  συνα ρχη χή ς eP  είνα ι α κριβή ς, 
χόχε

ep(Cokerp) ~ Coker /  = X
Ά ρ α  ο  σ υ να ρ χη χή ς e p |m0(j.p  είνα ι d e n s e .

Τώ ρα θ α  δ ε ίξ ο υ μ ε  οχι ο  e p |mod-p είνα ι fu ll κ α ι fa ith fu ll . Έσχω Α  κ α ι Β  
α ντ ικ ε ίμ ενα  τη ς m o d -P  κ α ι έσχω Λ  —  Ρ 0 —  A  —  0  είνα ι μ ια  π ρ οβολικ ή  
π α ρ ά σ τα σ η  του  A  , χόχε έ χ ο υ μ ε  χο μ εχα θεχικό  δ ιά γ ρ α μ μ α  α π ο  α κ ριβείς α κ ο λ ο υ ­
θ ίες :

0 Ηοιίπα (.Α, Β ) H om A(P o , Β ) Ηο π ιλ ( Ρ ι , Ρ )

0 ------- ^ H o m r ( e p ( A ) , e p ( P ) ) ------- ^ H o m r ( e p ( P 0 ) , e p ( £ ) ) -------► Homr( e p ( P i ) , e p ( f i ) ) j

Α φ ο ύ  χα Ρ* ε ίνα ι α ντικ είμ ενα  τη ς add Ρ  , έ χ ο υ μ ε  οχι

Ηογτ»λ (Ρ ο, Ρ )  - ♦  H om r ( e p ( P 0 ) , e p ( P ) )

κ α ι

Ηογπλ( Ρ ι , Ρ )  -► Η ο Γ π ^ β ρ ί Ρ ^ ,ε ρ ί Ρ ) )

ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί. Ά ρα

e p  : H om A(A , Β )  ->  H om r ( e p (A ) ,e p ( J 3 ) )

ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  γ ια  κ ά θ ε  A,  Β  α ντ ικ είμ ενα  τη ς m o d -P . Α ρα  ο  e p |mGd-ρ  είνα ι 
fu ll κ α ι fa ith fu ll. □

Πόρισμα 2 .4.29. Έ σχω { Ρ ι , . . . , Ρ η } ένα σύυοβο απο μη-ισομορφικά μη-αναβύσιμα  
προβοβικά k -πρότυπα. Έστω ακόμη Ρ  =  0 " =1 Ρ , κα ι r = E n d A( P ) op. Τότε ο 
συυαρτητής ep  : m od-Λ  —> m od-Γ  είνα ι ισοδυναμία κατηγοριών.

Απόδειξη. Ε π ειδ ή  add Ρ  =  Ρ ( Λ )  έπ εχα ι οχι m o d -P  =  m od-Λ  κ α ι έτσι α π ο  
την π α ρ α π ά νω  π ρότα ση  ο  συνα ρχη χή ς eP : m od-Λ  —* m od-Γ είνα ι ισ ο δ υνα μ ία  
κ α τη γοριώ ν. □

Πρόταση 2.4.30. Τα  παρακάτω είνα ι ισ οδύναμα: '

1. Η  Λ  ε ίνα ι βασ ική.

2 . Η  Λ/ t  είνα ι βασική.

3 . A / r ~ 0 * L j D j ,  όπου Όχ είνα ι δακτύβιοι διαίρεσης.

4. Η  Λ ορ είνα ι βασική.

Θ α μ ε λ ετ ή σ ο υ μ ε  χώρα χη δυικόχηχα του συναρτητή D  : mod-Λ -+  mod-Λ ί 
ό π ο υ  R  μ εχα θεχικ ός δα κ τύλ ιος χου A rtin .

Ορισμός 2.4.31. Έστω C ,V  δυο R -κατηγορίες κα ι έστω ένας R -συνάρτησής 
F :C  —*Ί). Ο συυαρτητής F καβείτα ι δυικότητα (duality) α υ ο  συυαρτητής

F  : Cop —+ Τ>

είνα ι μ ια  ισοδυναμία R  -κατηγοριών.
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Ο ρ ισ μ ό ς  2 .4 .3 2 .  Έστω  Λ δακτύβιος κα ι Α , Β  δύο πρότυπα μ ε  Β  C  Α . Θ α β έμ ε  
οτι το πρότυπο Α  είναι μ ια  ουσιαστική (e s s e n tia l)  επέκταση του Β  αυ X  Π Β  ψ  0  
για κάθε υποπρότυπο X  φ  0 του Α .

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .4 .3 3 .  Έστω I  ένα injective πρότυπο. Έ νας μονομορφισμός i  : A  —> I  
καβείται in je c tiv e  περίββημα (en ve lo p e) του Α  α υ τ ό  I  είνα ι μ ια  κύρια επέκταση  
του ί ( Α ) .

Π α ρ α τή ρ η σ η  2 .4 .3 4 .  Έστω R  α ντιμ ετα θετικός δα κ τύλιος του A rtin . Τότε γνω ρ ί­
ζο υ μ ε οτι ο R  έχει ένα  π επ ερ α σ μ έν ο  α ρ ιθ μ ό  μ η -ισ ο μ ο ρ φ ικ ώ ν α π λώ ν π ρ οτύ π ω ν, 
έστω S i , . . . , Sn. Έστω I(Si) το in jectiv e  π ερ ίβ λ η μ α  κ ά θ ε  α π λ ο ύ  π ρ ο τ ύ π ο υ  Si 
και έστω J  =  ® ” _1(S i) . Τότε το J  ε ίνα ι το in jec tiv e  π ερ ίβ λ η μ α  του φ™=1 Si 

κ α ι γ ια  κ ά θ ε Α  π ο υ  α νή κ ει στην m od-i?  υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  A  —> J  
,ό π ο υ  J  είνα ι α ντικείμ ενο  της add J .  Έ χ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  οτι S i ο; R/rrii είνα ι  
μέγιστα  ιδεώδη του R, κ α ι τότε έ χ ο υ μ ε  το υ ς β - ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς

ΗοιηΛ ( 5 ί ,6 ί )  ~  HomR(R/mi,Si)  ~  H om f i ( # , S ; )  ~  Si

Για % φ  j  έ χ ο υ μ ε  οτι
ΗθΓηΛ (5'ί ,5 <7· ) = 0

Θ εώ ρ η μ α  2 .4 .3 5 .  Έστω X  αντικείμενα της m od -R . Τότε :

1. To Hornr ( X , J )  είνα ι πεπερασμένου μήκους κ α ι

mSi(HomR(X, J ) )  =  mSi(X)

για i =  1 , . . .  ,n .

2 . Ο  φυσικός μορφισμός

X  —> H o m R ( H o m R ( X , J ) , J )

είνα ι ένας ισομορφισμός.

3. Ο contravarian t R -συναρτητής D  : m od - R  —► m od -i?  ,όπου D  =  Horrift(—, J )  
είνα ι μ ια  duality .

Απόδειξη. 1. Θ α το α π ο δ είξ ο υ μ ε  μ ε  επ α γω γή  στο 1 ( Χ ) .  Α ν X  =  0  δ εν  έ χ ο υ μ ε  
τίποτα ν α  α π ο δ είξο υ μ ε. Υ π ο θ έτο υ μ ε  οτι 1 ( Χ ) =  1. Τότε X  — S j  γ ια  κ ά π ο ιο  
j .  Ό μ ω ς

η

HornR(Sj,J) ~  HomR( S j , ( ^ S i )  ~  HornR(Sj,Sj) Sj
i= 1

'Apa
m Si { X )  =  7 η ^ (Η ο ιη β ( ^ ,  J ) )

Έστω οτι γ ια  1(A)  >  1 ισ χ ύ ε ι κ α ι έστω

0 ->  X  -+  X  X  ο

μ ια  α κριβή ς α κ ο λο υ θ ία  μ ε  λ  ~  Sj  γ ια  κ ά π ο ιο  j .  Τ ότε η  α κ ο λ ο υ θ ία

0 HornR ( X " , J )  -* Homyi(X, J )  -> HornR ( X  , J )  - *  0

είνα ι ακριβής.Τ ότε a n o  την υ π ό θ εσ η  της επ α γ ω γ ή ς  έ χ ο υ μ ε  οτι rriSi (H o m # (X , J ) )  
m S i ( X )  γ ια  i  =  1 , . . . , n,  α φ ο ύ  l ( X  ) <  l ( X )  κ α ι l ( X  ) < l ( X ) .
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2 . Α π ο  ίο  (1) έ χ ο υ μ ε  ο ιι  ίο  Λ -π ρ ό ιυ π ο  X  και to  H o m j|(H o m R( X , J ) , J )  
έ χ ο υ ν  to  ίδ ιο  μ ή κ ο ς , ά ρ α  α ρ κ εί να  δ ε ίξο υ μ ε  ο ιι  η

φ : X  —* H o m /? (H o m /i(X , J ), J )

είνα ι έ ν α ς  μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  α φ ο ύ  γ ια  κ ά θ ε  /  €  H o m /{(X , J )  κ α ι χ  €  X  
έ χ ο υ μ ε  ο ιι  φ ( χ ) ( / )  =  f ( x )  κ α ι α ν  υ π ά ρ χ ε ι μ ια  /  : X  —♦ J  έ ισ ι ώστε 
} { χ )  φ  0 ι ό ιε  κ α ι φ ( χ )  φ  0. Έ σιω  τώρα ένα  χ  φ  0 , χ  (Ξ X  κ α ι έσιω  R x  
το υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του  X  π ο υ  π α ρ ά γετα ι α π ο  το χ.  Ό μ ω ς  λόγω  του λ ή μ μ α το ς  
του  N a k a y a m a  έ χ ο υ μ ε  o n

R x / ( R a d  R ) R x  Φ  0

κ α ι ά ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  μ η -μ η δ ε ν ικ ό ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς

R x / ( R a d R ) R x - ^ Q ) S i
1 6/

Έ τσι η ε π α γ ό μ ε ν η  α π ε ικ ό νισ η  g  : R x  —* J  ε ίνα ι δ ιά φ ορη  του μ η δ ενό ς . 
Δ η λα δή  g ( x )  φ  0 . Α φ ο ύ  ο  J  ε ίνα ι ένα  π ρ ο ς  ένα , μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  επ εκ τείνο υ μ ε  
τη ν g  σ ε  μ ια  α π εικ ό νισ η  /  : X  —► J  η ο π ο ία  δ εν  μηδενίζεσαι στο χ . Ό μ ω ς  
τότε η α π εικ ό νισ η

φ  : X  —> H om fl(H o m rt(A \ J ), J )  

είνα ι έν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .

3 . Έ π ετα ι ά μ εσ α  λόγω  του  (ii).

□
Πόρισμα 2 .4 . 3 6 .  1. J  κ α ι R  έχουν το ίδιο μήκος κ α ι m s , ( J )  — rnSi ( R)

γ ια  κάδ ε i .

2. R  ~  E n d fl(J )

Παρατήρηση 2 .4 .3 7 .  Θ έλ ο υ μ ε  ν α  δ ε ίξο υ μ ε  οτι η δυυ<ότητα του συναρτητή D  : 
m od -/?  —> m od -/? , ό π ο υ  R  μ ετα θετ ικ ός δ α κ τύλ ιος του A rtln  επ ά γ ε ι ένα  δ υ ικ ό  
/? -συνα ρτη τή  D  : m od-Λ  —*· m o d -A op, ό π ο υ  Λ είνα ι μ ια  A rtln  ά λγεβρα , θ α  
δ είξο υ μ ε  οτι το /? -π ρ ό τ υ π ο  Hom^(AT, J ) ,  ό π ο υ  X  ένα  π ρ ό τυ π ο  της m od-A  
έχ ε ι τη δ ό μ η  Λ °ρ-π ρ ο τ ύ π ο υ . Για /  6  H om i?(AT, J )  κα ι λ  €  Λ ο ρ ίζο υμ ε  
( f X ) ( x )  =  f ( X x )  γ ια  κ ά θ ε x  €  X .  Έ τσι θ εω ρ ο ύ μ ε το D X  σ α ν Λορ-π ρ ό τυ π ο  
γ ια  κ ά θ ε  Λ -π ρ ό τ υ π ο  X .  Α φ ού  το H o m ^ (X , J ) είναι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ εν ο  
/? -π ρ ό τ υ π ο  τότε είνα ι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  Λ ορ-π ρ ό τυ π ο . Α ν f  : X  —* Υ  
είνα ι έν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  στην m od-A  τότε ο

Ηογτιλ ( / ,  J )  : Hornr { Y . J )  - *  H o m R ( X , J )

είνα ι έ ν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  της m o d -A op. Α υτό δ είχνει οτι ο  συναρτητής D  επ ά γε ι  
έ ν α ν  c o n tra  v a r ia n t /?-συναρτη τή  D  : m od-A  m od-A op. Α κ ολουθεί λ ο ιπ ό ν  το 
π αρα κά τω  θ εώ ρ η μ α .

Θεώρημα 2 .4 .3 8 .  Α ν  Λ  είνα ι μ ια  A rtin  R -άβγεβρα, τότε ο contravartcuit R - 
αυυαρτητής

D  : m od-A  —» m od -A op

είναι μια δυικότητα.
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Απόδειξη. Α ν X  είναι α ντικείμ ενο  της m od-Λ  τότε α π ο  τα π α ρ α π ά νω  έ χ ο υ μ ε  οτι 
το Ηογπη(Χ , J )  α νή κ ει στην m od-A op κ α ι ομ οίω ς το Η οιτΐβ(Η θΓηβ(Α ’, J ) ,  J )  
α νή κ ει στην m od-Λ . Τότε ο  φ υ σ ικ ός ϋ -ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .4 .3 9 .  Γ ια  ένα αριστερό A rtin  δακτύβιο  Λ  Θα β έμ ε  οτι η κατηγορία  
m od-Λ  έχει αρκετά  προβοβικά πρότυπα αν για κ ά θε  C  αντικείμενο της m od-Λ  
υπάρχει ένας επιμορφισμός /  : Ρ  —> C  στην m od-Λ  με Ρ  προβοβικό Κ-πρότυπο.

Αντίστοιχα Θα βέμε οτι η κατηγορία  m od-Λ  έχει α ρ κετά  in je c t iv e  πρότυπα  
αν για κάδε C  αντικείμενο της m od-Λ  υπάρχει ένας μονομορφίσμός g : C  —> I  
στην m od-Λ  με I  infective Κ-πρότυπο.

Π ό ρ ισ μ α  2 .4 .4 0 .  Γ ια  μ ια  A rtin  R -άβγεβρα  Λ η κατηγορία  m od-Λ  έχει αρκετά  
injective πρότυπα.

Απόδειξη. Για C  α ντικ είμ ενο  της m od-Λ  έ χ ο υ μ ε  έν α ν  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό  h : Ρ  —> 
D ( C ) στην m od-A op , ό π ο υ  Ρ  π ρ ο β ολικ ό . Ά ρα έ χ ο υ μ ε  ένα  μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό

και συνεπ ώ ς το D ( P )  είνα ι in jectiv e . Ό μ ω ς το D 2( C )  ~  C  κ α ι έτσι έ χ ο υ μ ε  έν α  
μ ο νο μ ο ρ φ ισ μ ό

D ( h )  : C  - *  D ( P )

.ό π ο υ  D ( P )  είνα ι in jectiv e . Ά ρα  λόγω  ο ρ ισ μ ο ύ  η κ α τη γο ρ ία  m od -Λ  έχ ε ι α ρκετά

<t>x : X - > H o m R {HomR { X , J ) , J )

είναι Λ -ισ ομ ορ φ ισ μ ός.
Α ν τώρα λ  £  Λ κ α ι χ  €  X  τότε έ χ ο υ μ ε  οτι

φ ( λ χ ) ( ί )  =  / ( λ ® )  =  ( / λ ) ( χ )  =  4>(x) ( fX)  =  { \ φ ( χ ) ) ( Α

για  κ ά θε /  6  Hom#(AT, J )  κ α ι άρα  φ( Χχ)  =  Χφ(χ) .  Ά ρα  ο

Φ · l m o d - Λ  * D

D  : m od-Λ  m od-A op

είνα ι δυικότητα. □

D ( h )  : D 2 ( C ) -► D ( P )

in jec tiv e  π ρ ό τυ π α . □
Π ρ ό τ α σ η  2 .4 .4 1 .  Ο ι συναρτητές

Ηοιτιβ ( - ,  J ) : m od-Λ  —> m od -A op

κ α ι

Ηοπ\Α ( - , Ό Κ )  : m od-Λ  -»  m od -A op

είναι νσομορφικοί.



84 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ, ΠΡΟΤΥΠΑ ΚΑΙ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ

Θα μελετήσουμε τώρα τη δομή των injective προτύπων στην κατηγορία mod-Λ . 
όπου Λ είναι Artin άλγεβρα.

Ορτσμός 2.4.42. Για ένα πρότυπο Α της κατηγορίας mod-Λ ορίζουμε το socle του 
Α να είναι το υποπρότυπο του Α που παράγεται απο όβα τα ημιαπβά υποπρότυπα 
του Α και συμθοβίζεται με Soc Α.

Πρόταση 2 .4 .43. Για ένα πρότυπο Α της mod-Λ, όπου Λ είναι Artin άβγεδρα. 
έχουμε τα παρακάτω:

1. Το πρότυπο Α  =  0 αν και μόνον αν Soc Α =  0.

2. Το Α είναι μία κύρια επέκταση του Soc Α.

3. Η απεικόνιση A  —> I  είναι ένα injective περίδβημα του Α αν και μόνον αν ο 
επαγόμενος μορφίσμός Soc A —> I  είναι ένα infective περίδβημα.

4. Ένα in jective πρότυπο I  στην mod-Λ είναι μη-αναβύσψο αν και μόνον αν 
το Soc I  είναι απβό.

Απόδειξη. 1. Αν Α  =  0 τότε Soc Α = 0. Αντίστροφα, έστω Α ένα μη-μηδενικό 
πρότυπο. Αφού το ριζικό t Artin άλγεβρας Λ είναι μηδενοδύναμο υπάρχει 
ένας ακέραιος t ώστε ν*Α φ  0. Όμως το tιΑ είναι ημιαπλό πρότυπο και 
άρα Soc Α  τ̂ Ο.

Τα (ii),(iii),(iv) είναι άμεσες συνέπειες του (1). □

Απο την παραπάνω πρόταση προκύπτει οτι ένας τρόπος για να περιγράφουμε 
το injective περίβλημα του προτύπου Α είναι να περιγράφουμε το Soc Α  και 
το injective περίβλημα των απλών προτύπων. Για να περιγράφουμε το injective 
περίβλημα των απλών προτύπων, θα εξετάσουμε για αρχή τη δυικότητα μεταξύ 
των αριστερών και δεξιών προβολικών προτύπων.

Παρατήρηση 2.4.44. Έστω Α ένα Λ-πρότυπο. Τότε θεωρούμε την αβελιανή 
ομάδα Η ο γπ λ ( .Α ,Λ ) να είναι ένα Λορ-πρότυπο αν ορίσουμε το ( / λ ) ( α )  = / ( α ) λ  
για κάθε λ £  Λ, /  (Ε Η ο ιτ ιλ (.<4,Λ) και α  Α. Γνωρίζουμε ακόμη οτι αν Α 
είναι πεπερασμένα παραγόμενο Λ-πρότυπο, τότε το HomA(.4, .4) = Α είναι 
πεπερασμένα παραγόμενο Λορ-πρότυπο. Ακόμη αν / : Α —► Β είναι μορφίσμός 
Λ-προτύπων τότε το Η ογτιλ( / , Λ )  : β ' - *  Α' με HomA(/, A ) ( g )  = g f  για κάθε 
g (Ξ Β  είναι μορφίσμός Λορ-προτύπων και θα τον συμβολίζουμε με /  . Ο 
contravariant συναρτητής

Τ  : Hom(—, Λ) : mod-Λ —► mod-Aop

που απεικονίζει το Α  —► Α  για κάθε αντικείμενο Α  της mod-Λ και τον /►-*·/ 
για κάθε μορφισμό /  στην mod-Λ είναι ένας /2-συναρτητής. Ορίζουμε τότε

Φα · A  —* Α

με Φα (ο) ( / )  = /(α) για κάθε α € Α  και /  6 Α ο οποίος είναι Λ-μορφισμός.

Τώρα θα μελετήσουμε τι συμβαίνει με τον συναρτητή Τ  στην κατηγορία Ρ(Α).  

Λήμμα 2.4.45. 1. Η απεικόνιση

t : Λ —► Λ

που ορίζεται με t(X)(x) = χ \  για κάθε λ 6 Λ και χ  € Λ είναι ένας 
Αορ-ισομορφισμός.
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2. Η  απεικόνιση

Φα  ■ Λ Λ

που ορίζεται όπως στο (V είνα ι ένας Λ-ισομορφισμός.

Π ρ ό τα σ η  2 .4 .4 6 .  1. Έστω Λ μ ια  A rtin  άβγεβρα. Τότε γ ια  κάδε Ρ  που
ανήκει στην Ρ (Λ )  έχουμε ο τ ι τ ο Ρ  ανήκει στην Ρ ( Λ σρ).

2. Για  κά θε Ρ  που ανήκει στην V ( A )  ο μορφίσμός

φ ρ · Ρ  —* ρ "

είνα ι ένας ισομορφισμός.

3. Ο  συναρτητής

HomA(-,A)|^(A):T>(A)-.P(A )̂
είνα ι μ ια  δυικότητα.

Απόδειξη, (ί) Για Ρ  =  Λ  α π ο  το π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  λ ή μ μ α  έ χ ο υ μ ε  οτι ίο  Ρ  α νή κ ει  
στην Ρ ( Λ ορ) κ α ι οτι

φΡ :Ρ-+ Ρ"

είνα ι ένα ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α φ ού  το Η ο ιτ ιλ ( —,Λ )  είνα ι έ ν α ς  Ρ -σ υ να ρ τ η τή ς , 
τότε γ ια  κ ά π ο ιο  θετικό α κ έρ α ιο  η  κ α ι ο φηΑ  θ α  ε ίνα ι Ρ -σ υ να ρ τ η τή ς . 
Έστω Ρ  π ο υ  α νή κ ει στην Ρ (Λ )  , τότε υ π ά ρ χ ε ι  κ ά π ο ιο  α ντικ είμ ενο  Q  τη ς  
Ρ (Λ )  κ α ι κ ά π ο ιο ς  θετικός α κ έρ α ιο ς  π  έτσι ώστε η Λ  =  Ρ  0 Q . Ά ρα  α π ο  
την προσθετικότητα του συναρτητή Η ο π ίλ ( —,Λ )  σ υ νεπ ά γο ν τα ι τα (ΐ) κ α ι

(U).

(ill)  Α π ο  το (ii) έπεται οτι ο  μ ο ρ φ ίσ μ ό ς

Φ ■· 1|τ>(Λ) -*■  Η ογϊιλ ( - , Λ ορ) | ρ (λ »ρ ) HomA(—,Λ)|τ>(Λ) 

είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς , κ α ι επ ειδ ή  ο  μ ο ρ φ ίσ μ ό ς

Φ : 1 |ρ ( Λ ° » )  - * ·  Ηο π ιλ ( - , Λ ) | ρ (λ ) Ηογπλ ( - ,  Λ ορ) | ρ (ΛοΡ) 

είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  σ υ νεπ ά γετα ι οτι ο συνα ρτη τή ς

Η ογπλ ( —, Λ ) |ρ (Λ) : V ( A )  —* V { h ° p)

είνα ι δυικότητα.
□

Π ρ ό τ α σ η  2 .4 .4 7 .  Έστω Α  κ α ι Β  αντικείμενα της m od-Λ , όπου Λ είνα ι A rtin  
άβγεβρα.

1. Ο μορφίσμός

φ  : Ηογπλ(Λ , Λ ) ® λ  β  ->  H om A (A , Β )

μ ε φ { ϊ  <&b){ot) =  f (cx)(b)  για κάδε  /  €  H om A( A  A ), b 6  Β  κ α ι a  <Ξ A  
είναι fu n c to ria l στο Α  κ α ι Β .
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2. Αυ Α αντικείμενο της Ρ (Λ ), τόιε ο μορψισμός

φ : HomA(j4, Α ) ® \  Β —* HomA(-<4, Β)

είναι ισομορφισμός για κάδε Β που ανήκει στην κατηγορία mod-Λ.
Λήμμα 2 .4 .4 8 . 'Εστω Δ =  Δ\ χ · · · χ Δη η μοναδική ανάβυση ένος ημιαπβού 
δακτυβίον Δ σε γινόμενο απβών δακτνβίων Λ,·, i =  1 , . . . , η. Έστω ακόμη

για κάθε i  =  1 , . . . , η. Τότε:

1. Τα πΐΐ είναι τα μοναδικά μέγιστα ιδεώδη του Δ.

2. Αυ S είναι ένας απβός δακιύβιος, τότε ο μηδενιστής ann S (ann ih ilator) του 
S είναι το m.* για κάποιο ΐ.

3. Δύο απβά Δ-πρότυπα S και Τ  είναι ισοόμορφα αν και μόνον αν

4. Αν S είναι ένα απβό Δ-πρότυπο, τότε το Hom ^S, Δ) είναι ένα απβό άσρ- 
πρότυπο και

ann 5  =  ann Τ’

ann S =  ann HomA(5 , Δ)

Πρόταση 2 .4 .4 9 . Έστω A ένα ημναπβό πρότυπο πάνω απο μία Artin άβγεβρα 
Λ και έστω Ρ —> Α ένα προβοβικό του κάβυμμα στην mod-Λ . Τότε το D{P ) 
είναι ένα injective περίββημα του Α.

Απόδειξη. Έστω Α ένα ημιαπλό πρότυπο πάνω απο μία Artin άλγεβρα Λ και 
έστω Ρ  —► Α το προβολικό του κάλυμμα. Αρα το Ρ  είναι μη-αναλύσιμο και 
άρα το Ρ  είναι μη-αναλΰσιμο προβολικό Λορ-πρότυπο. Έχουμε δεί οτι

Ρ'/χΡ ~ Ρ' (Λ / t )  =  Η ο π ιλ ( Τ , Λ / τ ) =  HomA/t{P/xP,A/x)

Αρα
an n (P /tP ) =  a n n ( P / r P )

και έτσι
A ~ D( P/ xP)

Αφού

είναι προβολικό κάλυμμα έπεται οτι

Ό{Ρ,/χΡ') -» D{P')

είναι ένα injective περίβλημα. □
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Ο ρ ισ μ ό ς  2 .4 .5 0 .  Έστω Α  αντικείμενο της m od-Λ  ,όπ ου  Λ  είνα ι A rtin  άβγεβρα. 
Γ ια  j  >  1 ορίζονμε μ ε επαγωγή το

S o c  3 A c  A

να είνα ι η αντίστροφη εικόνα τον

S o c (A /S o c  3 -1  A )

στο A .
Ο μικρότερος ακέραιος t  μ£  S o c * Α  — Α  κα β είτα ι socle μήκος του Α  κ α ι 

συμβοβίζεται με  s l(A ).
Επιπβέον η

0 c  S o c  A  c  S o c  2Α  C  · · · C  S o c  < -1 Α  C  Α  

καβείτα ι η socle σειρά του Α .

Π ρ ό τ α σ η  2 .4 .5 1 .  Έστω  Λ  A rtin  άβγεβρα κ α ι έστω Α  αντικείμενο της  m od-A . 
Τότε

rl(A ) =  s l(A )



Κεφάλαιο 3

Η 'Αλγεβρα-Μονοπάτι και το 
Πρώτο Θεώρημα του Gabriel

3.1 Η 'Αλγεβρα-Μονοπάτι
Στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε πως η έννοια της φαρέτρας και της άλγεβρας- 
μονοπάτι, που θα μελετήσουμε παρακάτω, συνδέονται με πολύ φυσικό τρόπο με 
την tensor άλγεβρα ενός διπροτύπου πάνω απο μια ημιαπλή Κ-άλγεβρα. Οι ανα­
παραστάσεις μιας φαρέτρας με σχέσεις, αντιστοιχούν σε πρότυπα υπεράνω μιας 
άλγεβρας-πηλίκο της άλγεβρας-μονοπάτι. Με αυτόν τον τρόπο έχουμε μια συγ- 
κεκριμμένη περιγραφή προτύπων υπο όρους διανυσματικών χώρων μαζί με γραμ­
μικούς μετασχηματισμούς. Αυτός είναι ένας αποτελεσματικός τρόπος περιγραφής 
απλών, προβολικών και injective προτύπων. Θα δείξουμε οτι κάθε πεπερασμέν­
ης διάστασης Κ-άλγεβρα δίνεται απο μια φαρέτρα με σχέσεις όταν το Κ είναι 
αλγεβρικά κλειστό. Δώσαμε σε προηγούμενο κεφάλαιο τον ορισμό της φαρέτρας 
και της αναπαράστασης μιας φαρέτρας, οπότε μπορούμε να προχωρήσουμε σε 
παρατηρήσεις.

Παρατήρηση 3.1.1. Έστω μια πεπερασμένη φαρέτρα Q  =  (Qo,Qi,s,i). Για 
ένα σώμα Κ  θεωρούμε τον Κ-διανυσματικό χώρο KQ με βάση τα μονοπάτια της 
φαρέτρας Q . Ο Κ-διανυσματικός χώρος KQ έχει μια φυσική δομή Κ-άλγεβρας. 
Για να το δούμε αυτό θα θεωρήσουμε μια γραμμική απεικόνιση

/  : K Q  -  EndK(K Q )

Αρκεί να ορίσουμε το f ( p )  για κάθε μονοπάτι ρ  € Q ,  δηλαδή είναι αρκετό να 
ορίσουμε το f { p ) { q )  για κάθε μονοπάτι q G Q  , αφού τα μονοπάτια δημιουργούν 
μια βάση του K Q  σαν Κ-διανυαματικό χώρο. Για τα τετριμμένα μονοπάτια β; 
ορίζουμε

m u )  = 1 1’

και για ένα βέλος a £ Q x ορίζουμε

{aq,  αν t(q) =  $(α)και q : τετριμμένο μονοπάτι 
α, αν q =  ea(a)

0, αλλιώς

αν t(q) = i 
αλλιώς

89
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Α ν ρ  — ξ η . . .  ξ ι  ε ίνα ι ένα  τετρ ιμ μ ένο  μ ο ν ο π ά τ ι στην φ αρέτρα  Q  ο ρ ίζο υ μ ε

/ ( ? ) = / « „ )  ·■·/(«■)

Για έν α  σ το ιχείο

π ο υ  α νή κ ε ι στον K Q  μ ε  ξΐ €  Κ  κ α ι Pi έν α  μ ο νο π ά τι γ ια  i  = 1,. 
έ χ ο υ μ ε  οτι

fW)  = Σ & 7 ( λ )
ι =  1

. , t  τότε

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε οτι / ( E f e g 0 e <) =  1· Αν σ  =  Φ  0  τότε /(< τ) ( ] £ <€<?0 β,·) =
σ φ  0  έτσι ώστε / ( σ )  φ  0 . Ά ρα  η /  είνα ι μ ια  ένα  π ρ ο ς  ένα  α π εικ ό νισ η , έτσι 
ώστε η /  : K Q  —► lm /  είνα ι έν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -δ ια νυσ μ α τικ ώ ν χώ ρω ν. Α φ ού  
1 €  lm /  κ α ι f ( p ) f ( p ' )  =  f { p p ' )  6  Im /  γ ια  μ ο νο π ά τια  ρ  κα ι ρ'  π ο υ  α ν ή κ ο υ ν  
στην φ α ρ έτρ α  Q ,  τότε το lm /  είνα ι Κ -υ π ο ά λ γ ε6 ρ α  του Endj<(K Q ). Α ρα η l m /  
είνα ι μ ια  Κ -ά λ γ ε6 ρ α  κ α ι μέσω  τη ς /  υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  δ ομ ή  Κ -ά λγεβ ρ α ς στην K Q ,  
α ν  γ ια  μ ο ν ο π ά τ ια  ρ  κ α ι q τη ς φ α ρ έτρ α ς Q  ο ρ ίσ ο υ μ ε

PQ,

(p){q) =  f  l (f(p)f(q)) =

ν
Q,
0,

α ν  e(q) =  s (p ) κ α ι ρ , q ε ίνα ι 
μ η -τετρ ιμ μ ένα  μ ο ν ο π ά τ ια  
α ν  q =  e s(p) 
α ν  Ρ  =  ee(q) 
α λλιώ ς

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε οτι το ταυτοτικό σ τοιχείο  της K Q  ά λγεβ ρ α ς είνα ι το Σ ί ξ ζ } 0 e <·

Ο ρ ισ μ ό ς  3 . 1 .2 .  Η  Κ -ά β γ ε6ρ α  K Q  όπως ορίστηκε παραπάνω καΑείται η άβγεβρα 
μονοπάτι της φαρέτρας Q  πάνω απο το Κ .

Π ρ ό τ α σ η  3 . 1 . 3 .  'Εστω Κ  ένα σώμα κ α ι Q  μ ια  πεπερασμένη φαρέτρα. Τότε η 
Κ Q  είναι μ ια  πεπερασμένης διάστασης Κ -άΑγεβρα αν και μόνον αν η Q  δεν έχει 
7τροσανατοβισμένους κύκβους.

Απόδειξη. Έστω οτι η  Q  έ χ ε ι  ένα  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο  κ ύ κ λ ο  μ . Τότε α ν  μ ε  Ρ Q  
ο ρ ίσ ο υ μ ε  το σ ύ ν ο λ ο  όλω ν των μ ο ν ο π α π ώ ν  υ π ερ ά νω  της Q , δη λαδή

P Q (x ,y ) =  {α  e  PQ |s(a) =  χ , ί ( α )  =  y }

θ α  έ χ ο υ μ ε
P Q  D  { μ ’ Ιι €  Ν }

π ο υ  είνα ι ένα  ά π ε ιρ ο  σ ύ νο λ ο . Ά ρα  dim K Q  =  οο.
Α ντίστροφα έστω I  =  \ Q \ \  κ α ι έστω οτι η Q  δ εν  έχ ε ι π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  

κ ύ κ λ ο υ ς . Τότε τα μ ή κ η  όλω ν των μ ονοπ α τιώ ν υ π ερ ά νω  της Q  είνα ι το π ο λ ύ  I. 
Π ρ α γμ α τικ ά  α ν  υ π ά ρ χ ε ι ένα  μ ο νο π ά τ ι ξ  =  ζ η · · ·ξ ι  μ ε  μ ή κ ο ς  n >  I. Τότε θα  
έ χ ο υ μ ε  & =  γ ια  κ ά π ο ιο  i  <  j  και τότε γ ια  το μ ονοπ ά τι

Ρ =  f i - i  · · ’ ζ*+ιζ*

θ α  έ χ ο υ μ ε
8 (μ )  =  s (& ) =  8(ξ<)  =  ί (ξ > _ ι)  = ί(μ)
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Δ ηλαδή το μ  είνα ι π ρ οσ α να τολισ μ ένος κ ύ κ λ ο ς . Ά ρα  ο δ η γ η θ ή κ α μ ε  σ ε  ά τοπ ο . 
Έτσι γ ια  κ ά θε χ €  Qo ο  α ρ ιθ μ ό ς  των μ ονοπ α τιώ ν μ ε  τέλος την κ ο ρ υ φ ή  χ είνα ι 
το π ο λ ύ ι

Σ ' *
ί=1

και άρα ι
ιροι<ιοοΣ'*ι<ο°

i = 1

□

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε μ ε  κ ά π ο ια  π α ρ α δ είγμ α τα  φαρετρώ ν κ α ι τη ς α ντίστοιχη ς ά λγεβ ρ α ς-  
μ ο νο π ά τι αυτών.

Παράδειγμα 3.1.4. Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

1 2
α ·

3
β—>■ ·

Τότε το σ ύ νο λο  {β χ ,β 2 , e%,α,β,βα} είνα ι μ ια  βά ση  γ ια  τη ν ά λ γεβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι  
K Q  πάνω  α π ο  το σώ μα Κ . Ο π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  των μ ο νο π α τιώ ν στην φ α ρ έτρ α  
Q  είνα ι (β χ )(α )  =  0 , (α ) (β χ )  =  α, (ά){β) =  0  κ α ι (β)(α) =  βα.
Παράδειγμα 3.1.5. Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

1 2 3 4  5
α β  '  7 δ

Τότε το σ ύ νο λο  { β ι , β2 , β3 , e4 , e 5 , α , β,  7 ,  δ, β α ,  Ύβ, ΐ β α ]  ε ίνα ι μ ια  βάση γ ια  την  
ά λγεβ ρ α -μ ο νο π ά τι K Q  πάνω  α π ο  το σώ μα Κ .

Παράδειγμα 3.1.6. Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

1 2  3 4
α  β  Ί

Τότε το σ ύ νο λο  {βχ , e<i, e$, e 4 , α ,  β,  η,  β α }  είνα ι μ ια  βά ση  γ ια  τη ν ά λ γεβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι  
Κ<2 πάνω  α π ο  το σώ μα Κ . Ο π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  των μ ο νο π α τιώ ν  στην φ α ρ έτρ α  
Q  είναι ( α ) ( β )  = 0, (7X7) =  0, ( η ) ( β )  =  0, (β3) ( β )  = ( β ) ( β 2) = ( β )  και 
(e 2)0 3 ) =  0.

Παράδειγμα 3.1.7. Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

α

Τότε το σ ύ νο λο  {βχ, α,  α 2 , . . . , α 1, . . . }  ε ίνα ι μ ια  βά ση  γ ια  την ά λ γεβ ρ α -μ ο νο π ά τ ι  
K Q  πάνω  α π ο  το σώ μα Κ  και ( α ι ) (α^ )  =  α ι +  ̂ γ ια  i , j  >  0. Α π ο  τη βάση  της  
ά λγεβ ρ α ς-μ ο νο π ά τι K Q  έ χ ο υ μ ε  οτι K Q  ^  Κ [Χ ] , ό π ο υ  Κ [Χ ] είνα ι ο  δ α κ τύλ ιο ς  
π ολυω νύμ ω ν μ ια ς  μεταβλητής της X  π ά νω  α π ο  το σώ μα Κ . Ο ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
είνα ι π ρ ο φ α νή ς  α ν  τα υτίσουμ ε τα στοιχεία  α 1 μ ε  X 1 γ ια  ί  >  0 .
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 . 1 . 8 .  Έστω Κ ένα σώμα και Q  η φαρέτρα

•2
ο /  \  ρ

1 · - ------- -̂--------·3

Έχουμε τότε οτι το σύνολο

{ρ\, Ρ21Ρ3 * <*Ρι> βΛ  - 7 Ρ31 β°Φ\ » Ίβρ\ » <*ΊΡ\ | i  > 0}

είναι μια βάση για την άλγεβρα-μονοπάτι KQ πάνω απο το σώμα X, όπου
Ρι =  η β α ,ρ 2 =  α η β ,ρ3 =  β<*Ί και ρ? =  e,·.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3.1.9. Έστω Κ ένα σώμα και Q η φαρέτρα

•1

2· •3

4·

Τότε το σύνολο {e i,e2 ,e3 ,e4 ,a ,/? ,7 ^ )7 a i ^ }  είναι μια βάση για την άλγεβρα- 
μονοπάτι XQ πάνω απο το σώμα Κ.

Ορισμός 3 .1.10. Έστω Σ  ένας δακτύβιος κ α ι V  ένα Σ-διπρότυηο. Τότε μ ε  
β ά σ η  το ζευγάρι (Σ , e Ve ) ορίζουμε του ταυυστικό δακτύβιο ως Τ (Σ  , V).

Α ν  ορίσουμε το ταυυστικό γινόμενο του V  η-φορές, δηβαδή το

V®z: · · ·

ω ς V ” ,τότε ο
Τ ( Σ  , V )  =  Σ  θ  V  Θ  V 2 Θ  ■ · · Φ V ’ φ  · · ·

ορίζεται σαν αβεβ ιανή  ομάδα . Γράφοντας V 0 =  Σ , τότε μ ε φυσικό τρόπο επάγεται 
ο  ποββαπβασιασμός απο τις Σ -δ ιγρ α μ μ ικές  απεικονίσεις

V { χ  V *  -+  V i + j

γ ια  i , j  >  0 .

Λ ή μ μ α  3 .1 .1 1 .  Έστω  Σ ένας δακτύβιος κα ι V  ένα  Σ-διπρότυπο. Έστω  Λ 
ένας δακτύβιος κ α ι /  : Σ Θ  V  —► Λ μια απεικόνιση έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι 
συνθήκες

1 . / |ε : Σ —» Λ είνα ι μορφίαμός δακτυβίων.

2 . Α ν  θεωρήσουμε του Λ σαν Σ-διπρότυπο μέσω της / | ε  : Σ —* Λ τότε 
/ | ν  : V  —* Λ είνα ι μ ια  απεικόνιση Σ-διπρότυπωυ.

Τότε υπάρχει ένας μοναδικός μορφίαμός δακτυβίω ν  /  : Τ(Σ , V )  —» Λ έτσι ώστε

/  Ιε®ν =  /

}
,1

*I

ή

I

ί

ι
5
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Απόδειξη. Θ εω ρούμε την α π εικ όνισ η

φ :  V  X V A

μ ε  τύπο
Φ{ν Ι,ν2) = f(vi)f(v2)

γ ια  ν ι , ι »2 €  Για r  £  Σ  κ α ι επ ειδ ή  η f \ y  : V  —> Λ  ε ίνα ι μ ια  α π εικ ό νισ η  
Σ -δ ιπ ρότυπ ω ν τότε σ υ νεπ ά γετα ι οτι

φ{νι r,v2) =  f(vir)f(v2) = f{v{)rf(v2) =  f{vx)f(rv2) = φ(ν!,Γυ2)
Ά ρα υ π ά ρ χ ε ι μ ο να δ ικ ό ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ομά δω ν

f 2 : ->  Λ

έτσι ώστε
f 2 (vi ® ν 2) = f ( v i ) f ( v 2)

Α ν θ εω ρ ή σου μ ε το V<8>sV σ α ν Σ -δ ιπ ρ ό τ υ π ο  τότε η

- /2  · V —> Λ

είνα ι α π εικ όνισ η  Σ -δ ιπ ρ ό τυ π η . Μ ε επ α γω γή  έ χ ο υ μ ε  μ ια  μ ο να δ ικ ή  α π εικ ό νισ η  
Σ -δ ιπ ρ ότυ π ω ν f n : V n —* Λ  μ ε  τ ύ π ο

f n { v  1  0  · · · ®  ν « )  =  f ( v ι )  · · · f ( v n )

Τότε ορ ίζο υμ ε
οο οο

/ :  Τ ( Σ  , V )  —» Λ ,
n=0 η=0

ό π ο υ  ]C^L0 w n €  Γ ( Σ  , V ) κ α ι w n €  V n . Τότε η /  είνα ι μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν  
και είναι μ ο να δ ικ ά  ορ ισ μ ένη  α π ο  την / .  □

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 .1 2 .  Για μ ια  A rtin  f t -ά λγεβ ρ α  μ ε  ένα ν  μ ο ρ φ ισ μ ό  δακτυλίω ν  
φ : f t  —► Σ  μ ελετά μ ε μ ό ν ο  εκ είνα  τα Σ -δ ιπ ρ ό τ υ π α  V  έτσι ώστε r v  =  v r  γ ια  
κ ά θε r  €  f t  κ α ι ν  €  V .  Τότε ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν

φ  : f t  Σ  φ  V  ® V 2 0  · · · 0  V 4 0  ■ · ■

μ ε
φ ( τ )  =  ( < £ ( r ) , 0 , . . . , 0 , . . . )

γ ια  κ ά θ ε r  & R  έχ ε ι την εικ όνα  του  στο κέντρο του  Τ ( Σ  , V ) ,  α φ ο ύ  ο  R  δ ρ ά  
κ ε ν τ ρ ικ ά  στον Σ  κ α ι V  κ α ι ά ρ α  κ α ι στο V 1 γ ια  κ ά θ ε  % =  1 , . . . , η  κ α ι θ α  
έ χ ο υ μ ε  ότι r v  =  v r  γ ια  κ ά θε r  €  R  κ α ι ν £  V 1 γ ια  κ ά θ ε  ί  >  0 . Ά ρα  ο  
μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν

φ  : R —> Τ ( Σ  , V )

κ ά νει τον Τ (Σ  , V ) μ ια  .ft-ά λγεβ ρα .
Αν στο λ ή μ μ α  (3 .1 .1 1 )  οι Σ  κ α ι Λ είνα ι f t -ά λγεβ ρ ες κ α ι /  : Σ φ  V  —► Λ μ ια  

α π εικ όνισ η  έτσι ώστε / | ς  είνα ι έν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  f t -αλγεβρώ ν, τότε ο  μ ο ν α δ ικ ό ς  
μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν

/  : Τ ( Σ  , V )  —► Λ

έτσι ώστε / | e ®v  =  /  είνα ι ένα ς μ ο ρ φ ισ μ ό ς  f t -αλγεβρώ ν.
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Ο ρ ισ μ ό ς  3 .Χ .1 3 .  Έ στω Κ  ένα  σώμα. Γ ια  κ ά θ ε  Θετικό ακέραιο  η  Θα συμδοβί- 
ζουμε με

την Κ -ά β γ εβ ρ α  η οποία σαν δακτύβιος είναι το γινόμενο  Κ  χ Κ  χ · · · χ  Κ  τι-φορές 
κ α ι έχε ι τη δομή της Κ -ά β γεβ ρ α ς  που δίνεται απο τον μορφισμό δακτυβίω ν

όπου φ (χ )  =  ( χ , . . . , χ)  γ ια  κά θε χ  G Κ .
Εστω Σ  =  Π η ( ^ )  κ α ι ^  έ ν α  Σ-διπρότυπο που δρά κεντρικά, δηβαδή για 

κ ά θ ε  a  €  Κ  κ α ι ν  6  V  ισχύει α ν  =  ν α , και ας υποθέσουμε οτι το V  είναι 
πεπερασμένης διάστασης πάνω απο το Κ . Τότε ο τανυστικός δακτύβιος Τ ( Σ  , V ) 
είναι  μ ια  Κ -ά β γεβ ρα . Σκοπός μας ε ίνα ι να συνδέσουμε την έννοια μ ια ς φαρέτρας 

Q  — (Q ot Q i ,  s , t )  μ ε την  Κ -άβγεβρα  Τ ( Σ  , V7). Έστω Q q =  { 1 , . . . , η }  κα ι έστω 
για  κ ά θ ε  ί  =  1 , , η  το ταυτοδύναμο στοιχείο του Σ  όπου στην ΐ-συντεταγμένη  

παίρνει την τιμή  1 κ α ι στις υπόβοιπες 0.  Τότε £ j V e i  είνα ι ένας Κ-υπόχωρος του 
V  κ α ι Θα υπάρχουν τόσα β έ β η  όσο είνα ι η διάσταση

απο το i  στο j  στην Q . Η  φαρέτρα Q  που ορίσαμε κ α β είτα ι η φ αρέτρα  της 
Κ ·ά β γ ε6 ρ α ς  Τ ( Σ  , ΐ^).

Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 . 1 4 .  Γ ια  μ ια  άβγεβρα-μονοπάτι K Q  Θα συμβοβίζουμε μ ε J  το 
ιδεώδες στην  K Q  που παράγεται απο όβα τα β έ β η  της φαρέτρας Q .

Π ρ ό τ α σ η  3 . 1 . 1 5 .  Έστω  Κ  ένα σώμα κ α ι Σ  =  Π π ( ^ ) ·  Έστω ακόμη V  ένα  
Σ-διπρότυπο πεπερασμένης διάστασης που δρά κεντρ ικά  πάνω απο το σώμα Κ . 
Α ν  Q  είναι η φαρέτρα της τανυστικής άβγεβρας Τ ( Σ  , V7), τότε υπάρχει ένας  
ισομορφισμός Κ -αβγεβρώ ν

γ ια  Οχ €  Κ  η ο π ο ία  είναι ο μ ο μ  ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -α λγεβρώ ν μ ε  εικ ό να  K Q o· Α κ όμ η  
έ χ ο υ μ ε  έν α ν  Κ -ισ ο μ ο ρ ψ ισ μ ό

Π<κ)
Π

φ : Κ  Π ( Κ )
η

dim^ejVei

φ : Τ ( Σ  , V )  -  K Q

έτσι ώστε

}>t
Απόδειξη. Θ εω ρ ο ύ μ ε την α π εικ ό νισ η

/  : Σ  -+  K Q

μ ε  τύ π ο η

f  : V  ->  K Q i

π ο υ  ορίζεται α ν  ο ρ ίσ ο υ μ ε  μ ια  ένα  π ρ ο ς  ένα  α π εικ ό νισ η  μ εταξύ  μ ια ς  β ό σ η ς  π ο υ  
έ χ ο υ μ ε  δ ιαλέξει γ ια  κ ά θ ε  V ε ,  κ α ι του  σ υ νό λ ο υ  των βελώ ν α π ο  το ΐ  στο j .
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Τότε χο K Q i είναι ένα  Σ -υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του 1KQ κ α ι όταν το K Q  το β λ έ π ο υ μ ε  
σαν Σ -δ ιπ ρ ό τυ π ο  μέσω  του ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ  /  : Σ  —> K Q o τότε η α π εικ ό νισ η  
/  : V  —► K Q ι είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς Σ -δ ιπ ρ οτύ π ω ν. Ά ρα α π ο  το λ ή μ μ α  (3 .1 .1 1 .)  
έχ ο υ μ ε  οτι υ π ά ρ χ ε ι ένα ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν

/ : Τ ( Σ ,  V ) - > K Q

π ο υ  επεκ τείνει τον
/  : Σ  Θ  V  —> K Q

Ε π ίσ η ς ισ χύ ει οτι η /  είνα ι έν α ς  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -α λγεβρώ ν μ ε

3>t

Έ χ ο υ μ ε  τότε μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  το V *  π ο υ  α ποτελείται α π ο  τα σ τοιχεία

υ \ ®  · · · <8> vt

ό π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι κ ά π ο ιο  μ ο νο π ά τι

l t I t - 1  « 1  to

• ------- >- · ------- ■ · ----------=► · ------ >- ·

στην φαρέτρα Q  έτσι ώστε το V j είνα ι μεταξύ  των στοιχείω ν τη ς β ά σ η ς  π ο υ  
έ χ ο υ μ ε  επ ιλέξει στην γ ια  j  =  1 , . . . , t.

Τότε το f { v \  ®  · · · (8) Vt) είνα ι ένα  μ ο ν ο π ά τ ι α π ο  την i t  στην to κ ο ρ υ φ ή  κ α ι  
σ υ γκ εκ ρ ιμ μ ένα  στοιχεία  της β ά σ η ς α π εικ ονίζοντα ι σε σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν α  μ ο νο π ά τ ια . 
Αυτό δείχνει οτι η /  ε ίνα ι ένα  π ρ ο ς  ένα  κ α ι ά ρ α  η α π εικ ό νισ η  φ  =  /  ε ίνα ι  
ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς Κ -αλγεβρώ ν

φ : Γ ( Σ  , V )  —> Κ Q

έτσι ώστε

Θ α μ ελ ετή σ ο υ μ ε τώρα τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λ ικ ά  π ρ ό τ υ π α  γ ια  μ ια  π ε π ε ρ α σ ­
μ έ ν η ς  διάστασης ά λγεβ ρ α  μ ο νο π ά τ ι Κ ζ) πάνω  α π ο  το σώ μα Κ .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 .1 6 .  Α φ ού  η Κ -ά λγεβ ρ α  3KQ είνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιά στα ση ς  
τότε η Q  δεν έχ ε ι π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς . Τότε το ιδεώ δες J  π ο υ  
π α ρά γετα ι α π ο  τα βέλη  της φ αρέτρα ς είνα ι μ η δ ε ν ο δ ύ ν α μ ο . Α ν  Q 0 =  { 1 , . . . , η )  
είνα ι το σ ύ νο λο  των κ ορ υ φ ώ ν της φ α ρέτρα ς Q  τότε

Κ Q/J  ~  K e i χ · · · χ Ken

σαν Κ -ά λγεβ ρ ες. Α φ ού  η K Q / J  είνα ι η μ ια π λ ή , έπεται οτι J  =  τ, το ριζικό της  
Λ =  K Q . Άρα η Λ είνα ι βα σική  Κ -ά λγεβ ρ α .

Γνω ρίζουμε οτι υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  α νά λυ σ η  του  1

1 — Gj - f  · · · 4- βη
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σε ά θ ρ ο ισ μ α  ορθογω νίω ν τα υ τοδ ύνα μ ω ν στοιχείω ν. Τ ό ιε

Λ =  Α βι 0  · · · φ  A e„

ό π ο υ  Ae* είνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  π ρ ό τ υ π ο  γ ια  i  =  1 , , η  κ α ι επ ειδ ή  A e , / t e ,  έχ ε ι  
διάσταση  1 π ά νω  α π ο  το Κ , το A e, είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  γ ια  κ ά θ ε i =  1 , . . . , η. 
Τ α  μ ο ν ο π ά τ ια  ρ  μ ε  s(p) =  ΐ  ε ίνα ι μ ια  Κ -β ά σ η  για  τα π ρ οβολικ ά  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  
Λ -π ρ ό τ υ π α  Ae*.

Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 .1 7 .  Μ ια  κορυφή ί της φαρέτρας Q  καβείτα ι s i n k  αυ δεν υπάρχει 
β έβ ο ς  a  : i  —> j  μ ε s ( a )  =  ι ,  κ α ι s o u rc e  αν δεν υπ άρχειβ έβ ος a  : i  —► j  με
t ( a )  =  i

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 .1 8 .  Α π ο  τον π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ο ρ ισ μ ό  έ χ ο υ μ ε  οτι το Α α  είνα ι
α π λ ό  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  η ΐ  ε ίνα ι s in k .

Π ροφ α νώ ς τα μ η -τεχ ρ ιμ μ ένα  μ ο ν ο π ά τ ια  ρ  μ ε  s(p)  =  i  ε ίνα ι η βά ση  του re ,. 
Έστω α ι , . . . , a t τα βέλη  μ ε  s ( a j ) =  i.  Τότε κ ά θ ε  μ η -τετρ ιμ μ ένο  μ ο νο π ά τι γ ια  
το ο π ο ίο  ισ χύ ε ι οτι s(p) =  i  ε ίνα ι τη ς μ ο ρ φ ή ς  qctj γ ια  κ ά π ο ιο  j ,  ό π ο υ  q ε ίνα ι 
έν α  μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  s(q)  =  e ( a ; ). Ά ρα

κ α ι έτσι το t  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  Λ -π ρ ό τ υ π ο . Ά ρα  σ α ν  σ υ μ π έρ α σ μ α  έ χ ο υ μ ε  την  
π αρα κά τω  π ρότα σ η .

Π ρ ό τ α σ η  3 .1 . 1 9 .  Έστω  Κ  έι»α σώμα κ α ι Q  μ ια  φαρέτρα χ ά ρ ις  προσανα- 
τοβισμένους κύκβους. Τότε η πεπερασμένης διάστασης Κ -άβγεβρα  K Q  είνα ι 
κβηρονομική.

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 . 1 . 2 0 .  Για μ ια  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  διάστασης ά λγεβρ α  μ ο ν ο π ά τ ι K Q  
μ ε  <3ο =  { 1 , . .  · , η }  έ χ ο υ μ ε  οτι τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  in jec tiv e  K Q -π ρ ό τυ π α  είνα ι 
μ έ χ ρ ι  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ  τη ς μ ο ρ φ ή ς

γ ια  i  =  1 , . . .  , n .  Π ροφ α νώ ς τα μ ο ν ο π ά τ ια  ρ  μ ε  e (p ) =  ΐ  ε ίνα ι μ ια  Κ -β ά σ η  για  
τ α π ρ ο β ο λ ικ ά  ( K Q ) op -π ρ ό τυ π α  e , ( K Q ) .  Ε π ειδ ή  θ έ λ ο υ μ ε  μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  τα Q, 
τότε την δ υ ικ ή  βάση  π ο υ  π ερ ιέχε ι τα στοιχεία  ρ *, ό π ο υ  ρ * είναι τα μ ονοπ ά τια  
ρ  μ ε  e{p) =  ΐ.  Για ένα  στοιχείο  της β ά σ η ς ρ*  κ α ι ένα  μ ο νο π ά τι q της φ αρέτρας  
Q έ χ ο υ μ ε  οτι

t

Qi =  Η ο η ΐκ (β ,(Κ < 5 ),Κ )

(q p * ) (u )  =  p m(uq)

ότα ν u  ε ίνα ι ένα  μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  e (u )  =  i .  Ά ρα

α ν  ρ  =  uq 
α λλιώ ς

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .1 .2 1 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q η φ αρέτρα

1 2 3
a β
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Τότε το ( K Q ) e i  έχει Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λο  { β χ , α ,  β α } ,  το ( K Q ) e 2 έχ ε ι Κ -β ά σ η  
το σ ύνολο  {β2 , β }  κα ι το ( K Q ) e 3 έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 3 }. Τότε

τβχ =  (Κ <2)α =  (K Q )e 2 a  ~  {K Q )e 2

t e 2 =  (K Q ) /?  =  (KQ) e 30  -  ( K Q ) e 3

κ α ι
t e 3 =  0

Το π ροβολικ ό  (K Q )0*'-π ρ ό τυ π ο  ex (K Q ) έ χ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e i }  κ α ι έτσι 
το {βχ*} είνα ι Κ -β ά σ η  γ ια  το αντίστοιχο in jec tiv e  K Q -π ρ ό τ υ π ο  Q \ .  Ε π ίσ η ς  το 
in jective  K Q -π ρ ό τυ π ο  Q 2  έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 2*, α * }  κ α ι το Q 3 έχ ε ι  
Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λο  {e3* ,β* ,(βα)*}. Η δράση  του Λ  στο Q 3 υ π ο λ ο γίζετα ι α π ο  
τις π ρ ά ξεις

β3β* — 0 ,  ε2β*=β\ α(βα)*=β* 
και

ββ* = e3*
Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .1 .2 2 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

•1

2· ·3

4·

Τότε το (K Q )ex  έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e \ , a ,  β , ^ α , δ β } ,  το (K Q )e 2 έχ ε ι  
Κ -β ά σ η  το σ ύ νολο  { e 2 , τ}» t0  (K Q )e 3 έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 3 ,5 }  κ α ι το 
(K Q )e 4 έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 4} . Τότε

τβχ ~  (Κ Q ) e 2 Θ (K Q )e 3

re2 s i  (K Q )e 4 s i  t e 3

και
t e 4 =  0

To in jec tiv e  K Q -π ρ ό τυ π ο  Qx έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ ν ο λ ο  { e x * } , το Q 2 έ χ ε ι  
Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 2* , a * } ,  το Q 3 έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { ε 3* , β * }  κ α ι το  
K Q -π ρ ό τυ π ο  Q 4 έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e 4*,7*> δ*,  ( 7 α )* 5 (5 /9)*}· Η  δρά ση  
του Λ στο π ρ ό τυ π ο  Q 4 υ π ολογίζετα ι α π ο  τις π ρ ά ξεις

α(ηα)* =  7*

και
β { η α ) *  =  0

Θ α μ ελ ετή σ ο υ μ ε τη σ ύνδεσ η  μεταξύ π ρ ο τύ π ω ν π ά νω  α π ο  μ ια  ά λ γεβ ρ α  μ ο ν ο π ά τ ι  
κ α ι των α να πα ραστά σεω ν φαρετρώ ν. Ο ρ ίσ α μ ε στο πρώ το κ εφ ά λ α ιο  τη ν έννο ια  της  
α να π α ρ ά σ τα σ η ς φ αρέτρας.
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Παρατήρηση 3.1 .23. Έστω Μ  ένα  π ρ ό τ υ π ο  π ά νω  α π ο  τη ν ά λγεβ ρ α  μονοπάττ  
K Q . Τότε Λ / =  ® ie g o e ,A /  ε ίνα ι μ ια  α νά λ υ σ η  του π ρ ο τ ύ π ο υ  σ ε π επ ερ α σ μ έν ο  
ά θ ρ ο ισ μ α  δ ια νυ σ μ α τικ ώ ν χώ ρω ν π άνω  α π ο  το σώ μα Κ . Α ν α  : i  —► j  είναι ένα  
β έ λ ο ς , τότε α ν  π ο λ λ α π λ α σ ιά σ ο υ μ ε  α π ο  δεξιά  μ ε  α  επ ά γετα ι μ ια  Κ -γ ρ α μ μ ικ ή  
α π εικ ό νισ η

ε,Λ/ —► ejM

Θ α σ υ ν ε χ ίσ ο υ μ ε  τώρα ε ισ ά γο ντα ς μ ια  νέα  κ α τη γορ ία , την f . d .(K Q ) η ο π ο ί­
α  σ υ μ β ο λ ίζε ι τη ν κατηγορία των KQ-προτύπων πεπερασμένης διάστασης.
Σ κ ο π ό ς  μ α ς  είνα ι ν α  δ είξο υ μ ε  οτι ο ι κ α τη γο ρ ίες  R ep (Q , Κ ) κ α ι f . d .(K Q ) είνα ι 
ισ ο δ ύ ν α μ ε ς . Θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  συνα ρτητές

F  : R e p (Q ,K ) -+  f . d .(K Q )

κ α ι
/ / : f . d . ( K Q ) - + R e p ( Q , K )  

κ α ι θ α  δ ε ίξ ο υ μ ε  οτι ορ ίζο υ ν  μ ια  ισ ο δ υ να μ ία

R e p ( < ? , K ) - ^ f . d . ( K < 3 )

Παρατήρηση 3 . 1 . 2 4 .  Έστω ( V , / )  ένα  α ντ ικ είμ ενο  τη ς R e p (Q ,K ) , ό π ο υ  
V  =  {V i | i  €  Q o }  σ ύ ν ο λ ο  δ ια νυσμ α τικ ώ ν χώ ρω ν κ α ι /  =  ( / a )a € g ,  Κ - 
γ ρ α μ μ ικ έ ς  α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  f a  : Vj —> V j γ ια  κ ά θ ε  β έ λ ο ς  α  : ι  —» j .  Ισχυριζόμ αστε  
οχι ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  είνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης, δη λα δ ή  κ ά θ ε  V* έχ ει  
π ε π ε ρ α σ μ έ ν η  διάσταση π άνω  α π ο  το σώ μα Κ .

Ορισμός 3 . 1 . 2 5 .  Έστω ( V , / )  ένα  αντικείμενο της  R ep(Q , Κ ). Τότε ορίζουμε το
F ( V ,  f )  να ε ίνα ι το

*€ώο

σαν ένας Κ -δ ιανυσματικός χώρος. Γ ια  κάδε β έβ ο ς  a  : i  —* j  έχουμε μ ια  Κ - 
γραμμική απεικόνιση f a ' - V i —> V j .  Α ν

η  ■ F ( v j )  ν,

είνα ι ri προβοΑή κ α ι
i i  ■■ Vi -  F ( V , f )

ε ίναι η έγκβειση τότε επάγεται η απεικόνιση

£  =  «</.»<: f W / ) - F ( V ,/)

Λα ένα κψψμένο μονοηάα f , έχουμε

Κ. =  ·./«.*, : F(v, f )  -  F(V,f)

όπου f e i  =  1 ν4 : VJ -+  VJ 
Τότε η

ϊ : Κ<2ο -  EndK(F(K/))
ε ίνα ι μ ια  Κ -άβγεβρα απεικόνιση κ α ι

I  ■ KQ, -  EndK(F (r,/))
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είνα ι ένας  Κ<5ο μορφίσμός διπροτύπων. 'Αρα υπάρχει μοναδικός Κ -ά β γεβ ρα ς  
μορφισμός _

/ : K Q ^ E n d K ( F ( V ; / ) )

που επεκτείνει την /  κ α ι άρα το F ( V , f )  γ ίνετα ι ένα  K Q -πρότυπο. Έστω  
τώρα h : (V, / )  - »  ( V ' ,  / ' )  ένας μορφισμός στην R e p (Q ,K ) . Τότε έχουριε μ ια  
Κ-γραμμική απεικόνιση h i : Vi —► V i γ ια  κ ά θε ΐ  6  Qo κ α ι άρα  έχουμε μ ια  
επαγόμενη απεικόνιση διανυσματικών χώρων

h : F ( V , f ) ^ F ( V \ f ’ )

Γ ια  κ ά δ εβ έβ ο ς  a  : i  —*■ j  που ανήκει Q i  έχουμε

h i  f a  =  f a h i  : V i  V ' j

Ά ρα  h f Q — f ' a h  κ α ι άρα γ ια  κάδε σ  £  Κ Q  έχουμε οτι

h i*  =  K h

Δηβαδή το h ( a v )  =  a h ( v )  για V  £  F ( V ,  / )  και  άρ α  η h  : F ( V ,  f ) —» F ( V r, / ' )  

είνα ι Κ φ-απεικόνισ?]. Τότε ορίζουμε το F ( h )  =  h κ α ι άρα εύκοβα αποδεικνύεται 
οτι ο

F  : R e p (Q ,K ) - > f . d . ( K Q )

είνα ι Κ-συναρτητής.
Έστω Μ  ένα αντικείμενο στην f. d .(K <5). Α φ ού  1 =  e \  +  · · · +  en είναι  

ένα άδροισμα απο ορδογώνια ταυτοδύυαμα στην K Q , τότε έχουμε ένα  άδροισμα  
απο διανυσματικούς χώρους Μ  =  ® i6 Q0 β ;Μ . Γ ια  κάδε σ  £  Κ<3 έχουμε μ ια  

απεικόνιση

Τ α - . Μ - ^ Μ

που ορίζεται

ί σ { τ η ) = σπι

Α ν  a  : ΐ  —> j  είνα ι ένα β έβ ο ς στην Q  έχουμε οτι

a ( e i M )  =  e j a M  C  e j M  

κα ι έτσι το α  επάγει μ ια  Κ -γραμμική  απεικόνιση

fa  : e iM  -+  e jM

Ορίζουμε την αναπαράσταση Η  ( Μ )  που δίνεται απο τους Κ -δ ιανυσματικούς  
χώρους e iM  για κάδε i  £  Qo μαζί μ ε τις απεικονίσεις f a γ ια  κάδ ε a  £  Q i .  Α ν  
h :  Β  —* Μ  είνα ι ένας μορφισμός στην f . d .(K Q ), τότε h { e iB )  C e i h ( B )  C e^M  
κα ι άρα παίρνουμε μ ια  Κ -γραμμική  απεικόνιση hi : e iB  —> e*M  . Γ ια  κάδε β έβ ο ς  
a  : i  —> j  έχουμε οτι a h ( b ) =  h(a b)  για b £  Β  κ α ι  άρα  a h i ( b )  =  h j ( a b )  γ ια  
b €  e iB .  Δηβαδή έχουμε

f ' a h i i b )  =  h j f a ( b )

κα ι έτσι αν ορίσουμε το H ( h )  =  { h i }  συνεπάγεται οτι η

H ( h )  : Η ( Β )  ->  Η ( Μ )

είναι μ ια  απεικόνιση στην R ep (Q , Κ ) . Τώρα είναι εύκοβο να αποδείξουμε οτι ο 
Η  : f. d . ( K Q )  —► R e p (Q ,K ) ε ίνα ι Κ-συναρτητής.
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θ ε ώ ρ η μ α  3 . 1 . 2 6 .  Έστω ένα  σώμα Κ  Kat μ ια  πεπερασμένη φαρέτρα Q . Τότε οι 
ουναρτητές

F  : R e p (Q ,K ) -*  f . d . ( K Q )

κ α ι
Η  : f . d . ( K Q )  -  R e p (Q ,K )  

είνα ι αντίστροφες ισοδυναμίες Κ -κατηγοριώ ν.

Απόδειξη. Έ στω ( V , / )  ένα  α ντ ικ ε ίμ ενο  τη ς R ep (Q , Κ ). Τότε F ( V , f )  =  0 i€ g o V{ 
κ α ι __

e i F { V ,  f )  =  f e i ( F { V J ) )  =  i M )

. A v a  : i  —> j  είνα ι έν α  β έ λ ο ς  στην Q  η γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  / α : Κ  —► Vj 
ε π ά γ ε ι  μ ια  Κ -γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η

U  ■■ F (V ,  f )  F t y ,  / )

Ο  π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  του  f Q στο i i ( V i )  δ ίνε ι μ ια  Κ -γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η

: i i ( V i )  -  i i { V j )

Για κ ά θ ε  β έ λ ο ς  a  : i  —> j  έ χ ο υ μ ε  το μ ετα θετικ ό  δ ιά γ ρ α μ μ α

V i— ^ U iV i )

/«

Vj

/«

+  ij(V j)

Α ν χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  οτι ο  H F ( V ,  / )  ε ίνα ι η α να π α ρ ά σ τα σ η  π ο υ  δίνεται α π ο  τη 
σ υ λ λ ο γ ή  ( t» (V i)}  τότε ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  ΐ  =  { ή }  δ ίνε ι έν α  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό

i : ( V , f ) - * H F ( V , f )

π ο υ  ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  συναρτητώ ν α π ο  τον lRep(Q,K) στον H F ( V , f ) .  Έστω  
τώ ρα Β  κ α ι Μ  α ντικ είμ ενα  της κ α τη γ ο ρ ία ς  f. d .(K Q ) κ α ι /  : Β  —* Μ  μ ια  
K Q -α π εικ ό ν ισ η . Τότε έ χ ο υ μ ε  το μετα θετικ ό  δ ιά γ ρ α μ μ α

Β ----------------------- -------------------- Μ

® *<J.e‘ B -----

ό π ο υ  f i  : € i B  —♦ e ,M  είνα ι οι π ερ ιο ρ ισ μ ο ί των α π εικ ονίσεω ν. Α ρα  έ χ ο υ μ ε  έν α ν  
ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  συναρτητώ ν α π ο  το lf.d.(KQ) στον F H .  □

Α φ ού  υ π ά ρ χ ο υ ν  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστα σης Κ *άλγε6ρες οι ο π ο ίες  δ εν  είναι 
κ λ η ρ ο νο μ ικ ές , δ εν  είνα ι κ ά θ ε π επ ε ρ α σ μ έ ν η ς  διάστασης, βασική  Κ -ά λγεβρα , α κ ό ­
μ α  κ α ι α ν  το Κ  είνα ι α λγεβρ ικ ά  κλειστό, ισ ο μ ο ρ φ ικ ή  μ ε  την ά λγεβρα  μ ονοπ ά τι  
μ ια ς  φ α ρέτρα ς. Θα δ ο ύ μ ε  ό μ ω ς οτι α ν  Λ είνα ι μ ια  βα σικ ή  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιά σ ­
τα σ η ς Κ -ά λ γ εβ ρ α  πάνω  α π ο  ένα  α λγεβ ρ ικ ά  κλειστό σώ μα Κ , τότε η Λ είνα ι
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ένα  π η λίκ ο  α π ο  μ ια  ά λγεβρα  μ ο νο π ά τι K Q  μ ια ς  φ αρέτρα ς Q μ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ­
η διάσταση. Έτσι η κ α τη γορία  m od-Λ  ε ίνα ι π λ ή ρ η ς  (full) υ π ο κ α τη γ ο ρ ία  τη ς  
f. d .(K Q ) κ α ι έτσι είνα ι ισ οδ ύνα μ η  μ ε  κ ά π ο ια  υ π ο κ α τη γο ρ ία  της R ep(Q , Κ ). Για 
την π ερ ιγρ α φ ή  αυτής της υ π ο κ α τη γο ρ ία ς  Οα χρειαστεί να  δ ώ σ ο υ μ ε τον ο ρ ισ μ ό  τη ς  
σ χέση ς σε μ ια  φαρέτρα.

Ορισμός 3 .1 .2 7 .  Μ ια σχέση σ σε μια φαρέτρα Q πάνω απο ένα σώμα Κ  
είναι ένας Κ-γραμμικός συνδυασμός των μονοπατιών σ =  ΟίιΡι  +  · · · +  Oinpn μ ε  
ati G Κ, e(pi) = · · · = e(pn) και s{pi) =  ■■■ =  s(pn)

Ισχυριζόμαστε οτι το μ ή κ ο ς  1{ρΐ) γ ια  κ ά θ ε  μ ο ν ο π ά τ ι ρι, ό π ο υ  μ ε  μ ή κ ο ς  
εν νο ο ύ μ ε  τον α ρ ιθμ ό  των βελώ ν σε κ ά θ ε  μ ο νο π ά τι, ε ίνα ι το π ο λ ύ  2.

Ορισμός 3 .1 .2 8 .  Αν ρ =  {a t | ί G Γ} είναι ένα σύνοβο απο σχέσεις στην φαρέτρα 
Q πάνω απο το σώμα Κ , τότε το ζεύγος (Q, ρ) καβείται η φ αρέτρα  μ ε  σχέσεις 
πάνω απο το Κ .

Παρατήρηση 3 .1 .2 9 .  Για τη φ αρέτρα  μ ε  σ χέσ εις  (Q ,p ) θ εω ρ ο ύ μ ε τη ν Κ -  
άλγεβρα

Κ(<3,ρ) =  K Q / ( p )

ό π ο υ  μ ε  (ρ) σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε το ιδεώ δες στο K Q  π ο υ  π α ρ ά γετα ι α π ο  το σ ύ νο λ ο  
των σχέσεω ν ρ. Ισχυριζόμ αστε οτι {ρ) C J 2 ό π ο υ  J  είνα ι το ιδεώ δες του  K Q  
π ο υ  π α ρά γετα ι α π ο  ό λα  τα βέλη  στη φ αρέτρα  Q . Κ υρίω ς ενδ ια φ ερ ό μ α σ τε γ ια  τις 
ά λγεβρες K(Q.p) ό π ο υ  ισ χύ ει οτι

J *  C {ρ) C J 2

για  κ ά π ο ιο  α κ έρα ιο  t. Αυτό σ υμ βα ίνει γιατί τέτοιες ά λγεβ ρ ες K(Q,p) είνα ι  
π επ ερ α σ μ έν η ς  διάστασης.

Θα σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε μ ε  χ, ό π ο υ  χ  €  K Q , το αντίστοιχο στοιχείο  στην KQ/(p).
Πρόταση 3 .1 .3 0 .  Έστω Κ  ένα σώμα και (Q , p ) μια φαρέτρα με σχέσεις πάνω 
απο το Κ . Ισχυριζόμαστε οτι J 1 C ( ρ )  C  J 2  για κάποιο ακέραιο t. Τότε η εικόνα 
J  του J  στην Κ (Q ,p )  είναι το R ad K (< 5 ,p )·

Απόδειξη. Έ χ ο υ μ ε  οτι J 1 =  0 και

K (Q ,p ) /J~ [T  (Κ)

ό π ο υ  η ο α ρ ιθ μ ό ς  των^κορυφών της φ αρέτρα ς Q. Σ η μ ειώ νο υ μ ε  οτι το Κ (Q,p)/~J 
είναι η μ ια π λ ό . Τότε J =  R a d K ( ( 5 ,p )  □

Παρατήρηση 3 .1 .3 1 .  Σ η μ ειώ νο υ μ ε οτι η K(Q,p) μ π ο ρ ε ί να  ε ίνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  
διάστασης άλγεβρα  χω ρίς το J  να  ε ίνα ι το ριζικό.

Παράδειγμα 3 .1 .3 2 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα, Q η φ αρέτρα

και ρ = { α 3 — α 2}. Τότε

K { Q , p )  =  K Q /  <  a 3 - a 2 > ~  Κ [ Χ ] / ( Χ 3 -  X 2) ~  Κ [ Χ ] / { Χ 2) χ  Κ

και το J  έχ ε ι μ ια  Κ -β ά σ η , την { α ,  α 2 }. Ό μ ω ς το α  δ εν  α νή κ ει στο ριζικό του  
Κ  ( Q ,p ) .



Παρατήρηση 3.1.33. Θ έ λ ο υ μ ε  χώρα να  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο ­
λ ικ ά  Λ -π ρ ό τ υ π α  όταν Λ =  K ( Q , p )  γ ια  μ ια  φ αρέτρα  μ ε  σ χέσ εις  (Q , p ) μ ε  
J* C (ρ) γ ια  κ ά π ο ιο  α κ έρ α ιο  t. Έ χ ο υ μ ε  οτι 1 =  £ , € q 0 ^  είνα ι μ ια  α νά λυ σ η  
του  1 σ ε ά θ ρ ο ισ μ α  ορ θογω νίω ν τα υ τοδ ϋνα μ ω ν στοιχείω ν και Λ =  Αε7·
T o A e l  ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α  των α π λώ ν π ρ οτύ π ω ν σε σ χέσ η  μ ε  την κ ο ρ υ φ ή  
i κ α ι ά ρ α  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο . Α φ ού  τα σ τοιχεία  ρ  €  Λ, ό π ο υ  ρ  είνα ι ένα  
μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  s(p) =  ί , π α ρ ά γ ο υ ν  το Λ el  σ α ν  Κ -δ ια νυ σ μ α τικ ό  χώ ρο μ π ο ρ ο ύ μ ε  
ν α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  π ά ντα  μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  το Λ ε ϊ μ ε  σ τοιχεία  τα ρ  ό π ο υ  ρ  είνα ι ένα  
μ ο ν ο π ά τ ι μ ε  s(p) =  i.

Παράδειγμα 3 .1 . 3 4 .  Έστω Κ  έν α  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα
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Έ στω το  σ ύ ν ο λ ο  μ ε  τις σ χ έ σ ε ις  ρ =  { β α ,  η β )  γ ια  την Q  π ά ν ω α π ο τ ο  Κ . Τότε το 
{ /? α , η β ,η β α .}  ε ίν α ι μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  το ιδεώ δες (ρ) κ α ι το { e j ,  e i,  £ 3 , e j ,  α , β ,  7 } 
είνα ι μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  την Λ  =  K (Q ,p ) .  Τ ο  π ρ ό τ υ π ο  Λ ε ΐ  έχ ε ι Κ -β ά σ η  το { έ ΐ , ά } ,  
το A e i  έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  το σ ύ ν ο λ ο  { e i ,  β } ,  το Aejj έ χ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  {£ 3 , 7 } 
κ α ι το A e l  έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  το σ ύ ν ο λ ο  { e j } .

Παράδειγμα 3 . 1 . 3 5 .  Έστω Κ  έν α  σ ώ μ α  κ α ι Q  η  φ αρέτρα

•1
α

II

ίί

\ΐ

2· • 3

4 ·

Έστω το σ ύ ν ο λ ο  μ ε  τις σ χέσ ε ις  ρ  =  { η a  — δ β }  στην Q  π ά νω  α π ο  το Κ . Τότε 
γ ια  Λ  =  K (Q ,p )  έ χ ο υ μ ε  οτι το π ρ ό τ υ π ο  ΛεΓ έ χ ε ι Κ -β ά σ η  το {e7 , α ,  β,  7 » } ,  το 
A e i  έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  to  Λ ε5  έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { ε ^ ,<$}
κ α ι το A e l  έ χ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ ν ο λ ο  { e j } .

Παράδειγμα 3 .1 .3 6 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η  φαρέτρα

•2
β

1· • 3

Έστω το σ ύ ν ο λ ο  μ ε  τις σ χέσ εις  ρ  =  { β α , η β ,  0 7 } στην Q  π ά ν ω α π ο τ ο  Κ . Τότε 
η Λ =  Κ ( φ , ρ ) έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λ ο  { e \ , e i , e l , a ,  β,  7 }· Ε χ ο υ μ ε  α κ ό μ η  οτι το 
π ρ ό τ υ π ο  ΛεΓ έχ ε ι Κ -β ά σ η  το {εΤ, α } ,  το Λε^ έχ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ νο λο  { ε ΐ , /? }  
κ α ι το Λ <?3 έ χ ε ι Κ -β ά σ η  το σ ύ ν ο λ ο  { e i ,  7 } ·

Πρόταση 3.1.37. Ε στω  Κ  ένα σώμα και (Q,p) μια φαρέτρα με σχέσεις πάνω
α η ο  το Κ . Τ ότε ο  σ υνα ρττ ιτή ς

F  : R e p ( (Q ,p ) ,K )  —* f . d .(K (Q ,p ) )

επάγει μια ισοδυναμία Κ-κατηγοριών μεταξύ της R e p ((Q ,p ) , Κ ) καιτης f.d.(K(Q,p)).

U

ντο
ΚΟρί

anit

Πορ,

Η

%
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Απόδειξη. Α ν ( V , f )  ένα  α ντικ είμ ενο  τη ς R e p ((Q ,p ) ,K )  τότε α π ο  τον ο ρ ισ μ ό  τη ς  
κ α τη γορία ς α υτή ς έ χ ο υ μ ε  οτι η α π εικ όνισ η  / σ =  0 γ ια  κ ά θ ε  σ χέση  σ  π ο υ  α νή κ ει  
στο σ ύ νο λο  ρ . Ά ρα a F ( V , f )  =  0  κ α ιά ρ α τ ο  F ( V , f ) ε ίνα ι K (Q , ρ )-π ρ ό τ υ π ο .

Αντίστροφα α ν  το F ( V , f ) είνα ι Κ (ζ ) ,ρ ) -π ρ ό τ υ π ο  τότε a F ( V ,  / )  =  0 γ ια  
κ ά θε σχέση  σ  π ο υ  α νή κ ει στο σ ύ νο λο  ρ  κ α ι ά ρ α  / σ =  0  γ ια  κ ά θ ε  σ  π ο υ  
α νή κ ει στο σ ύ νο λο  ρ . Ά ρα ( V , / )  είνα ι α ντικ είμ ενο  τη ς R e p (((5 ,p ) , Κ ) κ α ι ά ρα  
ο συναρτητής

F  : R e p ( ( Q ,p ) ,  Κ ) —> f. d .(K Q )

επ ά γει μ ια  ισ οδ υνα μ ία  Κ -κα τη γοριώ ν μεταξύ των R e p ( ( Q , p ) , K )  κ α ι  f. d . ( K ( Q , p ) ) .
□

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 .3 8 .  Α ν J i C (ρ) C J 2 γ ια  κ ά π ο ιο  α κ έρ α ιο  ί , τότε

f . d . ( K Q )  =  M o d -K (Q ,p )

και ά ρα  ο  συναρτητής

F  : R e p ( ( Q , p ) , K )  ->  M o d -{K (Q ,p ))  

είναι ισ ο δ υνα μ ία  κατηγοριώ ν.

Πόρισμα 3 .1 .3 9 .  Έστω Κ  ένα σώμα και (Q , p ) μια φαρέτρα με σχέσεις πάνω 
απο το Κ  με J l C  (ρ) C J 2 για κάποιο ακέραιο t . Έστω ο σνναρτητής

F  : R e p ( ( Q , p ) , K )  ->  M o d -(K (g ,p ))

που είναι ισοδυναμία κατηγοριών. Τότε

1. Ένα αντικείμενο ( V , / )  της R e p ( ( Q ,p ) ,  Κ ) είναι προβοβικό (αντ. injective, 
απβό, μη-αναβύσιμο) αν και μονον αν το F(V, /) είναι προβοβικό (αντ. 
injective, απβό, μη-αναβύσιμο) στην M o d -(K (Q ,p )).

2 . Μια ακοβουδία
( υ , ί ) ------ - ( Κ ί ) ------ ~ ( W , h )

στην R ep ((Q , ρ ) , Κ ) είναι ακριβής αν και μόνον αν η ακοβουδία

m  / ) ----- - F(V, 9 ) ------  F(W, h)

είναι ακριβής στην M o d -(K ((5 ,p )).

Παρατήρηση 3 .1 .4 0 .  Μ ελετήσαμε τα α π λ ά  α ντικ είμ ενα  Si  στην Rep((<5,p) ,  Κ )  
για  κ ά θ ε i €  Qo τα ο π ο ία  είνα ι σε ένα  π ρ ο ς  έν α  αντιστοιχία  μ ε  το σ ύ νο λ ο  των 
κορυφ ώ ν Qo κα ι ά ρα  μ ε  τα α π λ ά  Κ (ζ ) ,ρ ) -π ρ ό τ υ π α . Ά ρα  δ εν  υ π ά ρ χ ο υ ν  ά λ λ ες  
α π λ έ ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  της φ αρέτρα ς μ ε  σ χέσ εις  ( Q , p ) .

Παρατήρηση 3 .1 .4 1 .  Έστω Pi  =  A eJ ένα  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο  π ρ ο β ο λ ικ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο , 
ό π ο υ  Λ =  K(Q,p) κ α ι έστω (V, / )  =  Η  (Pi) να  ε ίνα ι η α ντίστοιχη  α να π α ρ ά σ τα σ η  
της φ αρέτρα ς ( Q , p ) .  Τότε α π ο  τον ο ρ ισ μ ό  θ α  έ χ ο υ μ ε

V ( j )  =  e jP i

Αν θ εω ρ ή σ ο υ μ ε μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  το P i μ ε  στοιχεία  ρ  € Λ , ό π ο υ  ρ  είνα ι ένα  
μ ο νο π ά τι μ ε  s(p) =  i, τότε Θα π ά ρ ο υ μ ε  μ ια  Κ -β ά σ η  γ ια  το V ( j )  μ ε  το ν α  
επ ιλ έ γ ο υ μ ε  τα στοιχεία  της β ά σ η ς ρ  μ ε  e (p ) =  j .
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Α ν α  : i '  —» f  ε ίνα ι έν α  β έ λ ο ς , τότε έ χ ο υ μ ε  την α π εικ ό νισ η

f a  : K (t ')  - »  V ( j ' )  , ρ  α ρ

ότα ν e(p)  =  i ' .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 . 1 . 4 2 .  Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε οτι γ ια  τη ν δ υ ικ ή  φ αρέτρα  μ ε  σ χέσ ε ις  μ ια ς
φ α ρ έτρ α ς μ ε  σ χ έσ ε ις  (Q , p ) ισ χύ ε ι οτι K ( Q , p ) op ~  Τώρα γ ια  την
π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιά σ τα σ η ς ά λγεβ ρ α  Λ =  K ( Q , p )  έ χ ο υ μ ε  έν α ν  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό

(Λε^)* =  HomA(Ae7,A) ~  e7A = Aope7°p

μ ε

g : ΛΈΙ  —► Λ

στο g (e 7).
Έ στω (V , / )  έν α  α ντ ικ ε ίμ ενο  τη ς R ep ((< 2 ,p ), Κ ), τότε θ έ λ ο υ μ ε  να  π ε ρ ιγ ρ ά φ ­

ο υ μ ε  τη ν α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς (Qop,pop) π ο υ  είνα ι ισ ο δ ύ να μ η  μ ε  το K(Q,p)op- 
π ρ ό τ υ π ο  D F ( V , f ) .  Τ η ν α να π α ρ ά σ τα σ η  αυτή  θα  τη σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  (D(V),  D(f)) .  
Α ν θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  την (D ( V ) , 10 ( f ) )  σ α ν Κ -δ ια νυ σ μ α τικ ό  χώ ρ ο  τότε

D F ( V , f )  =  Z > ( ®  K ( i ) )  =  H om K( ®  V { i ) , K )
»€Qo i€Qo

Για τη ν  κ ο ρ υ φ ή  i ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό ς  χώ ρ ο ς  D(V)(i)  είνα ι

eiopD F ( V , f ) =  D { e i opF { V J ))  =  D ( V ) ( i )  =  H o m K( F ( i ) , K )

ό π ο υ  τα υ τίζο υ μ ε το e j F ( V , / )  μ ε  τον V(i). Α υτό π ερ ιγ ρ ά φ ει τον δ ια νυσμ α τικ ό  
χώ ρ ο  τη ς δ υ ικ ή ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς σ α ν δ υ ικ ό  χώ ρο σε κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή . Έστω ένα  
β έ λ ο ς  α  : i —► j  κ α ι η αντίστοιχη  γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ ό νισ η  f a : V(i)  —* V(j).  Αν 
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τη δυικότητα  υ π ερ ά νω  του  σώ ματος έ χ ο υ μ ε  την α π εικ ό νισ η

D( fa ) : D(V(i))  D(V{j))

μ ε
D ( f a)(t)(u) =  t ( f a (u)) 

γ ια  t  6  D(V(j ) )  κ α ι u 6  V{i), Έστω τώρα

D ( f ) aOP =  D(fa)

Τότε α ν  ( V , / )  ε ίν α ι ένα  α ντ ικ ε ίμ ενο  τη ς R e p ((Q ,p ) , Κ ), το ( D ( V ) , D ( f ) )  είνα ι 
έν α  α ντ ικ ε ίμ ενο  τη ς R ep ((Q op,p op), Κ ) κ α ι α κ ό μ η

D F ( V , f ) * F ( D ( V ) , D ( f ) )

Σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  τώρα ερ μ η ν εύ ο ντ α ς  την δυικότητα  γ ια  τις α π λ έ ς , π ρ ο β ο λ ικ ές  και 
in jec tiv e  α να π α ρ α σ τά σ εις . Α ν (S,·, / )  είνα ι α π λ ή  α να π α ρά σ τα σ η  στην κατηγορία  
R e p ( ( Q , p ) , K )  τότε γνω ρ ίζου μ ε οτι Si(j)  =  0 γ ια  i φ  j , S,(i) είνα ι ένα ς  
μ ονοδ ιά σ τα σ τος δ ια νυ σ μ α τ ικ ό ς χώ ρ ος και } α =  0  γ ια  κ ά θε β έλ ο ς  α . Αρα αν  
π ρ ο μ η θ ε υ τ ο ύ μ ε  τον δ υ ικ ό  χώ ρ ο  D(Si(i)) για  κ ά θε κ ο ρ υ φ ή  i στην φαρέτρα  
Qop τότε (D(S,), D( f ) )  π ο υ  είνα ι μονοδ ιά στα τος και ό λ ες  οι α π εικ ο νίσ εις  είναι 
μ η δ έν .
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Έστω τώρα μ ια  προβολική  α να πα ράστα ση  ( V , / )  στην R e p ( ( Q ,p ) ,  Κ ) .  Για 
κ ά θ ε κ ορυφ ή  ί  στην φ αρέτρα Q  έ χ ο υ μ ε  τους δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ύ ς χώ ρ ο υ ς  V ( ί )  
και τους μ ο ρ φ ισ μ ο ΰ ς  f a γ ια  κ ά θ ε  β έλ ο ς  α.  Τότε π α ίρ ν ο υ μ ε  ( D ( V ) , D ( f ) )  μ ε  
D ( V ) ( i )  =  D ( V ( i ) )  γ ια  κ ά θ ε κ ο ρ υ φ ή  ί  στην φ αρέτρα  Q op κ α ι D ( f ) a °p — 
D ( f a ) γ ια  κ ά θ ε β έλο ς α ορ στην φ αρέτρα Q op. Ό μ ω ς  η ( V , / )  ε ίνα ι μ ια  π ρ ο β ο ­
λική  ανα πα ράστα ση  α ν  το F ( V , f ) ε ίνα ι Κ (< 5 ,ρ )-π ρ ό τυ π ο . Ά ρα  το D F ( V , f )  
είνα ι ένα  in jectiv e  K ( Q , p ) op-π ρ ό τυ π ο . Ό μ ω ς

K (Q ,p ) op =  Κ  ( Q op, Pop)

Άρα το ( D ( V ) ,  D ( f ) )  είνα ι μ ια  in jec tiv e  α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς K ( Q op^pop).  Α ν­
τίστροφα α ν  ξεκ ινή σ ο υ μ ε μ ε  π ρ ο β ο λ ικ ές  α να π α ρ α σ τά σ εις  στην K ( Q op, p op) τότε 
α π ο  τις δ υ ικ ές αυτών π α ίρ ν ο υ μ ε  in jec tiv e  α να π α ρ α σ τά σ εις  στην R e p ( ( Q , ρ ) ,  Κ ) .

Παρατήρηση 3 .1 .4 3 .  Α π ο  την Γ ρα μ μ ική  Ά λγεβρα  γνω ρ ίζο υ μ ε οτι α ν  f  : V  W  
είνα ι μ ια  γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ όνισ η  μεταξύ  Κ -δ ια νυ σ μ α τικ ώ ν χώ ρω ν π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  
διάστασης π ο υ  αναπαριστάται α π ο  ένα  π ίνα κ α  Μ  σε σ χέση  μ ε  τις βά σ εις  Β  κ α ι 
C  των V  κα ι W  αντίστοιχα τότε χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τη δ υ ικ ή  βά ση  Β *  του  D V  
κ α ι την δυική  βάση C *  του W  τότε ο  π ίν α κ α ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς D f  ως π ρ ο ς  τις 
β ά σ εις  είνα ι ο  μεχαθέτης, όπ ω ς καλείται, του  π ίνα κ α  Μ .

Παρατήρηση 3 .1 .4 4 .  Η δυικότητα

()* : ν { Α )  -► ν { Α ορ)

μεταξύ προβολικώ ν αριστερών κ α ι π ροβολικ ώ ν δεξιώ ν Λ -π ρ ο τύ π ω ν επ ά γ ε ι μ ια  
δυικότητα μεταξύ των προβολικώ ν α να πα ρα στά σεω ν τη ς φ α ρέτρα ς (Q , p ) κ α ι των 
προβολικώ ν α ναπαραστάσεω ν τη ς { Q op, p op) π ο υ  τη σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  μ ε  ()* , όταν  

C (ρ) C J 2 γ ια  κ ά π ο ιο  α κ έρ α ιο  t. Δ η λα δή  α ν Pi  είνα ι μ ια  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  
π ροβολική  α να πα ράστα ση  σε σχέση  μ ε  την κ ο ρ υ φ ή  i  τη ς φ α ρέτρα ς Q,  τότε το 
Ρ *  είναι η προβολική  α να πα ράστα ση  της φ αρέτρα ς ( Q op,P°p) σε αντιστοιχία  μ ε  
το ί.

Παρατήρηση 3 .1 .4 5 .  Έστω μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  ( V , / )  στην R e p ( ( Q ,p ) ,  Κ)  
θ έ λ ο υ μ ε  να  μ ελετή σ ο υ μ ε τώρα τις υ π ο α να π α ρ α σ τά σ ε ις  t(V , / )  =  (U , / ' )  της  
( V , / )  π ο υ  αντιστοιχούν στο Κ (< 5 ,ρ )-π ρ ό τ υ π ο  t  F ( V , f )  κ α ι S oc  ( V , f )  =  (W ,  f " )  

ir lS ( V , / )  π ο υ  αντιστοιχεί στο K (Q ,p ) -π ρ ό τυ π ο  F ( V ,  / ) .  Α φ ού  το t  π α ρ ά γετα ι  
α π ο  τα βέλη της φαρέτρας, τότε ο υ π ό χ ω ρ ο ς  π ο υ  π α ρ ά γετα ι α π ο  τις ε ικ ό νες  των 
α πεικονίσεω ν f a στο V ( ί )  είνα ι ο

^ ( 0 =  Σ  / « ( ^ W ) )
e ( a ) = i

Τώρα γ ια  κ ά θε β έλο ς a  : i —► j  έστω f ' a =  f a \u ( i ) Π ο π οία  ε ίνα ι μ ια  Κ -  
γ ρ α μ μ ικ ή  α π εικ όνισ η  α π ο  το U ( i )  μ ε  ε ικ ό να  το U ( j ) ·  Α κ όμ η  έ χ ο υ μ ε

W ( i ) =  Π  K e r  / „

s ( a ) = i

π ο υ  π ερ ιέχει όλα  τα στοιχεία  π ο υ  π ά ν ε  στο μ η δ έ ν  α π ο  το V  ( i ) μέσω  των α π εικ ο νίσ εω ν  
f a ·  Τ έλος γ ια  κ ά θε β έλ ο ς  a  : % —► j  έ χ ο υ μ ε  οτι

/ Λ )  = ο

και ά ρα  υ π ο θ έτ ο υ μ ε  οτι f " α — 0 .
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Παράδειγμα 3.1.46. Έστω Κ ένα σώμα και Q η φαρέτρα

1 2
Ο ·

3
β

4
7---► ·

Τότε Qop είναι η φαρέτρα

1 2  3 4
• -----  ·  «4------ ·  -4-----  ·

α °Ρ βορ Ί °Ρ

Το προβολικό KQ-πρότυπο Ρχ — Λβι με Κ-βάση {β χ ,α ,β α ,Ίβ α }  αντιστοιχεί 
στην αναπαράσταση

Κ —^ Κ —^ Κ —^ Κ  

και το Ρχ αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

Κ ----- 0-*------ 0-*— ο

της Qop. Το προβολικό KQ-πρότυπο Ρ2 =  Λβ2 με Κ-βάση {ε^ ,β ,^β }  
αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

0 -----^ Κ —^ Κ - ^ Κ

και το Ρ% αντιστοιχεί στη αναπαράσταση

Κ - ^ — Κ-*----- 0-*------ 0

της Qop. Τότε το Injective KQ-πρότυπο Ιχ =  D {P \) αντιστοιχεί στην ανα­
παράσταση

κ — ► 0 -----► 0 ----- ^ 0

και Ι2 =  D{P^) αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

Κ — ^ Κ -----^ 0 ------ ^ 0

της Q. Ας Θεωρήσουμε τη σχέση ρ = {'γβ} στην φαρέτρα Q. Τότε το προβολικό 
Κ(φ,ρ)-πρότυπο AeJ με Κ-βάση {β2 ,/?} αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

0 -----► Κ—^ Κ ----- 0

Η αναπαράσταση που αντιστοιχεί στο K(Q, ρ ^-πρότυπο  (AeJ)* είναι

Κ —  Κ -*----- 0-*— ο

Η αναπαράσταση τέλος που αντιστοιχεί στο K(Q,p)-πρότυπο k e l  είναι

0 ----- ► 0 ----- ► 0 -----►Κ

και η αναπαράσταση που αντιστοιχεί στο injective πρότυπο Ζ* είναι

ο — ►ο— ► κ  —ι—+· Κ

Κ

KC

■ V

Π)ξ
αιτι

*μ

Η
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .1 .4 7 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι Q  η φ αρέτρα

1 2
α

· = £ ·
β

Τότε η δυική  φαρέτρα Q op ε ίνα ι η

1 2α°ρ
β ο ρ

Έστω η ανα πα ράστα ση  (V, / )

K ~ = t^ KOt

της Q , ό π ο υ  ο 17(1) έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  { η } ,  17(2) έ χ ε ι  Κ -β ά σ η  { ν }  κ α ι  
f a { u ) =  ν κ α ι f p ( u )  =  α ν  μ ε  α  6  I ,  Έστω {ω *} κ α ι { ν * }  ο ι δ υ ικ ές  
βά σεις γ ια  τους D V {  1) =  17(1)* Km £>17(2) =  17(2)* αντίστοιχα . Α ν γ ρ ά ψ ο υ μ ε  
D ( V , f )  =  ( D V , D f ) ,  τότε

CD f ) aoP( v * ) ( u ) =  v * { f a {u ) )  =  ν * ( ν )  =  1

κ α ι άρα

και

Α κόμ η  έ χ ο υ μ ε

(Df)aop(v*) = u*

( D f ) a op <= / *

{Β/)β°ρ(ν*)(ν) — ν*(/β(μ)) =  ν*(αν) = a
κ α ι ά ρα

(Ό/)βθΡ(ν*) =  au*
Α ρα η D ( V , f )  είνα ι η  α να π α ρ ά σ τα σ η

α

της Q op. Τ ο π ρ ο β ο λ ικ ό  K Q -π ρ ό τ υ π ο  Ρ 1 =  A e 1 μ ε  Κ -β ά σ η  
αντιστοιχεί στην α να πα ράστα ση

{ei ,α ,β ]

fa
Κ Π Γ -^ Κ Θ Κ

10

ό π ο υ  f Q(b) =  (6, 0 ) κ α ι fp (b )  =  ( 0 ,6 )  γ ια  6 e  Κ . Το π ρ ο β ο λ ικ ό  K Q -π ρ ό τ υ π ο  
Ρ 2 μ ε  Κ -β ά σ η  {β 2 } αντιστοιχεί στην α να π α ρ ά σ τα σ η

0 = £ Κ

Το π ρ οβολικ ό  Κ<3°ρ-π ρ ό τ υ π ο  Ρ£  α ντιστοιχεί στη α να π α ρ ά σ τα σ η

Κ Ξ = 0
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«IS Qop. Το προβολικό KQ0?-πρότυπο Ρ 2*  αντιστοιχεί στη αναπαράσταση

9 α °Ρ

Κ θ Κ 5 = ΚΒ0°ρ

όπου ga°p(c) — (c, 0) και gpop(c) = (0,c) για c €  Κ. To injective KQ-πρότυπο 
h  — D (P ; ) αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

K = 5 0

και Ϊ2 =  ·0 (Ρ |)  αντιστοιχεί στην αναπαράσταση

/ ο

Κ φ Κ ι = £ Κ

όπου / a (b,c) =  b και /β φ ,ό )  = c για 6,c € Κ . 
Έστω (V, / )  να είναι αναπαράσταση

όπου

και

ως προς τις κανονικές βάσεις για Κ φ Κ φ Κ  και ΚφΚ. Τότε D (V ,f) =  (D V ,D /) 
είναι η αναπαράσταση

Φ / )  α ° Ρ
Κ φ & φ Κ  i  \ — Κ φ Κ

{Τ>ί)βθ ρ

όπου D(nK) ταυτοποιείται με ηΚ μέσω των δυικών βάσεων, όπου

(D f)aoP

και

( ΰ / ) β ° ρ

ως προς π ς  κανονικές βάσεις.

1 0 
0 1 
0 0

0 0 
1 0 
0 1

Παράδειγμα 3.1.48. Έστω Κ ένα σώμα και Q η φαρέτρα



3.1. Η  ΑΛΓΕΒΡΑ-ΜΟΝΟΠΑΉ 109

και ( V , / )  αναπαράσταση

Κ
f a

Κ Θ Κ
* ^ Κ

Τ
κ

ό π ο υ  / α (α) =  ( α , 0) ,  / ^ ( α ,b) =  b κ α ι / 7 (α , b) =  α — b γ ια  α , b €  Κ . Α ν
r ( V , / )  =  ( £ / , / ' ) ,  τότε Ϊ7(1) =  0  α φ ο ύ  κ α νένα  μ η -τετρ ιμ μ ένο  μ ο ν ο π ά τ ι δ εν  
καταλήγει στην κ ο ρ υ φ ή  1, U ( 2 )  =  lm  f a =  Κ  0  0 , J7 (3 ) =  Κ  κ α ι 17(4) =  Κ . 
Άρα η υ π οα να π α ρ ά σ τα σ η  r(F , / )  είνα ι η α να π α ρά σ τα σ η

0 -----

9-,

Κ

ό π ο υ  g1 =  1  κ α ι gg =  0. Θ έλο υ μ ε  τώρα ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  την υ π ο α να π α ρ ά σ τα σ η  
S o c ^ , / )  =  (W ,  f " ) .  Α ν χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  οτι

S o c  F (V , / )  =  { ν  G ®  F ( i )  | t v  =  0 }
ΐ=1

τότε έ χ ο υ μ ε  οτι
W (  3) =  Κ  =  W (4 )

α φ ού  κ α νένα  β έλο ς δ εν  ξεκ ινά ει α π ο  την κ ο ρ υ φ ή  3 ή την 4. Α κ ό μ η

W (2) =  Ker fg  Π Ker / 7 =  0

και
W ( l )  =  Ker / α =  0

Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 .4 9 .  Μ ια ά β γ εβ ρ α  Λ πεπερασμένης διάστασης πάνω απο ένα  σώμα 
Κ  καβείτα ι στοιχειώδης (e le m e n ta ry )  αν

Λ / t  κ  Π  (R )
-*· '•‘Π

για  κάποιο π  σα υ  Κ -ά /)γε6 ρ ες .

Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 .5 0 .  Έστω Λ μ ια  στοιχειώδης Κ -ά β γε6ρ α . Τότε η φαρέτρα της  
τανυστικής άβγεβρας Τ  =  ( A / t , r / r 2) κα β είτα ι φ αρέτρα  της  Λ.

Α ς δ ια τυπ ώ σ ου μ ε τώρα το πρώ το θεώ ρ η μ α  του  G ab rie l.

θ ε ώ ρ η μ α  3 .1 .5 1 .  Έστω Α μ ια  πεπερασμένης διάστασης στοιχειώδης Κ -ά β γεβ ρα .

1. Έστω  { ε χ , . . . , en } ένα σύνοβο απο p rim itive  ορθογώνια ταυτοδύναμα σ­
τοιχεία στην Λ, και  { π , . . . , τγ} ένα σύνοβο απο στοιχεία του ν τέτοια ώστε 

οι εικόνες r {  , - . - , η  οτην r / t 2 να παράγουν το r / t 2 σαν ένα  A f t -πρότυπο. 
Τότε το σύνοβο ( ε χ , . . . , en , Γ χ , . . . , r t } παράγει την άβγεβρα Α  σαν μ ια  
Κ -άβγε6ρα.
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2. Υπάρχει επιμορψιομός δακιυ/Ηων

/  : Τ {Α /χ ,τ/χ2) —» Λ 

με
®  (r/r2)2cKer/c®(t/t2)>

J > r l ( A )  j>2

3 . Η  Κ -άβγεβρα Λ ~  Κ ( Q , p )  με J s C <  ρ  > C  J 2 για κάποιο s, όπου Q  
είναι η φαρέτρα της Λ και ρ  ένα σύνοβο απο σχέσεις της φαρέτρας Q πάνω 
απο το σώμα Κ .

4. Αν  Λ  ~  K (Q ,p )  με J * C <  ρ  > C  J 2 για κάποιο t , τότε η Q είναι η 
φαρέτρα της Λ.

Απόδειξη. 1. Θ α το α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  μ ε  επ ά γω γ η  στο r l ( A ) . Για rl(A) =  1 έ χ ο υ μ ε  
Λ  — Π η  (Κ ) κ α ι έτσι η  ά λγεβ ρ α  Λ π α ρ ά γετα ι σ α ν Κ -ά λγεβ ρ α  α π ο  τα ταυ- 
τ ο δ ύ ν α μ α  σ τοιχεία  e* γ ια  i  =  1 , . . . , π .  Για rl(A) =  2 το α π ο τέλεσ μ α  είναι 
π ρ ο φ α ν έ ς  α π ο  την υ π ό θ εσ η  λόγω  του ο ρ ισ μ ο ύ  των Τ\ , . . . , r*. Έστω τώρα 
οτι η υ π ό θ εσ η  ισ χύ ει γ ια  rl(A) =  m  >  2 κ α ι έστω οτι Η (Λ ) =  m  +  1. Έστω  
Α  η Κ -υ π ο ά λ γ ε β ρ α  της Λ  π ο υ  π α ρ ά γετα ι α π ο  τα e \ , . . . , e „ , τ*ι,. . . , r t 
κ α ι έστω α κ ό μ η  ι  €  Λ . Μ ε επ ά γω γη  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  οτι έ χ ο υ μ ε

Α / ( Α  n  t m ) =  A / t m

Α ρα  υ π ά ρ χ ε ι  y  Ε Α  τέτοιο ώστε χ  — y  €  t m κ α ι γ ια  α υτό  θ α  υ π ά ρ χ ο υ ν  
α , €  rm _1 κ α ι βί Ε  r τέτοια ώστε

Χ - ν - 'Σ ,Ο η β ί
»=1

Π ά λι μ ε  επ α γώ γ η  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  οτι έ χ ο υ μ ε  α< =  α  +  α \  μ ε  Οχ6  Α Π rm 
κ α ι α'χ €  rm κ α ι &  =  6* +  μ ε  ό* €  Α  Π t  κ α ι b', €  t m . Τότε

Οΐχβϊ — O j 6 j

γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 , . . . , s  μ ε  χ  — y  €  Α .  Α φ ο ύ  y  €  Α  θ α  έ χ ο υ μ ε  οτι κ α ι το 
χ  €  Α ,  ο π ό τε  α π ο δ ε ίχ θ η κ ε  ο  ισ χυ ρ ισ μ ό ς .

2 . Έ στω { e i , . . .  , e n )  ένα  σ ύ νο λ ο  α π ο  p r im itive  ορθογώ νια  τα υτοδύνα μ α  
στοιχεία  στην Λ . Ο ρ ίζο υ μ ε μ ε  ej  την εικ όνα  του e , στην Λ /r .  Για κά θε  
ζε ύ γ ο ς  α κ ερα ίω ν i , j  μ ε  1 <  i , j  <  τι δ ια λ έγ ο υ μ ε  σ τοιχεία  {y s} στο e jc e ,  
τέτοια ώστε α ν  y j  ε ίνα ι η εικ ό να  του { y e } στο τ /τ 2 , τότε { y j }  είνα ι μ ια  
Κ -β ά σ η  γ ια  το e j ( r /r 2)c7. Ο ρ ίζου μ ε τώρα

/  : (Λ /r )  Θ (r /r2) -» Λ

μ ε  f ( e i )  =  α  γ ια  * =  1 , . . .  , η  κ α ι / ( y j )  =  ya γ ια  κ ά θ ε  yt  στο t .  Τότε 
ο  π ερ ιο ρ ισ μ ό ς

/ Ι α / ,  : ΛΑ  - *  / (Λ /τ )

είνα ι έν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν και

!

/Ι,/Τ» : «Α2 - » /Α Α 2)
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είνα ι ισ ομ ορ φ ισ μ ός Λ /τ -δ ιπ ρ ο τύ π ω ν. Τότε υ π ά ρ χ ε ι ο ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  δ α κ ­
τυλίων

7 : Γ(Λ/t, c/t2) -  Λ

τέτοιος ώστε / U / t ) e ( t / t 2 =  / ·  Π ρ οκ ύπ τει α π ο  το (ι) οτι ο  /  ε ίνα ι ε π ιμ ο ρ -  
φ ισ μ ό ς  δακτυλίω ν. Α φ ού

/ ( ( r / r2)J) C ^ C i 2

γ ια  j  >  2 κ α ι _
/lA /t )0 (r /r 2 : Λ /c )  Θ ( r / t 2 ->  Λ

είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς , μ ε  εικ όνα  π ο υ  τέμ νει το t 2 τετρ ιμ μ ένα , π ρ ο κ ύ π τε ι  
οτι

K e r / c 0 ( t / r 2) i
3> 2

Α φ ού / ( ( r / r 2)·7) =  0 γ ια  j  >  rl (Λ ) έ χ ο υ μ ε  οτι

0  (t/tr2 )2 C  Ker 7
ί>Π(Λ)

3 . Έστω Q  η φ αρέτρα της T (A /r ,  r /r 2). Α π ο  το (11) έ χ ο υ μ ε  οτι υ π ά ρ χ ε ι έν α ς  
επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -αλγεβρώ ν

/  : T ( A / t , r / t 2) -  Λ

μ ε

0  (t/t2)2 C  Ker /  c  0 ( t / t 2)2
i>ri(A) j> 2

Α φ ού  α π ο  τη ν πρόταση  (1 .3 .1 5 .)  υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -α λγεβ ρ ώ ν

φ : Τ (Λ /τ ,  r / t 2) —» K Q

έτσι ώστε
Φ ((Φ 2γ )  = j n

έ χ ο υ μ ε  οτι η α π εικ όνισ η
] φ ~ ι  : K Q  -+  Λ

είνα ι ένα ς  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  Κ -α λγεβρώ ν, ό π ο υ  ο  π υ ρ ή ν α ς  I  =  K e r ( / 0 - 1 ) 
έχ ε ι την ιδιότητα

J 8 C I C J 2

γ ια  κ ά π ο ιο  α κ έρ α ιο  5. Τ ότε το /  ε ίνα ι ένα  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  
ιδεώ δες στην K Q  κ α ι Ι / J 8 είνα ι ένα  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  ιδεώ δες  
στην A rtin  ά λγεβρα  K Q / J 8. Για κ ά θ ε  σ  γ εννή το ρ α  του ιδεώ δους / ,  
γ ρ ά φ ο υ μ ε

σ
l < t  , j < m

κ α ι α ντικα θιστούμ ε το σ  μ ε  ej σβχ γ ια  1 <  i ,  j  <  τη.  Α υτές ο ι σ χέσ ε ις  
μ α ς  δ ίνο υ ν  έν α  π επ ρ α σ μ έ ν ο  σ ύ νο λ ο  α π ο  σ χέσ ε ις  ρ  τη ς φ α ρ έτρ α ς Q , μ ε  
I  = <  ρ  > .
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4 . Α ν Λ ~  K ( Q , p )  μ ε  J 1 C <  ρ  > C  J 2 γ ια  κ ά π ο ιο  ί, τότε α π ο  to  (11) έχ ο υ μ ε  
οχι Λ / t 2 ~  Κ Q / J 2 ε ίνα ι Κ -ά λ γ εβ ρ ες . Α ρα είνα ι εύ κ ο λ ο  να  δ ο ύ μ ε  οχι η 
φ α ρ έτρ α  Q  ε ίνα ι η φ αρέχρα  τη ς Κ Q / J 2 κ α ι ά ρα  χης Λ / r 2. Έ χσι η Q  
είνα ι η φ αρέχρα  χης Λ.

□

Πόρισμα 3 . 1 . 5 2 .  Έστω  Λ  μ ια  πεπερασμένης διάστασης βασ ική  άβγεβρα πάνω 
απο ένα αβγεδρικά  κβειστό σώμα Κ .

1. Η  Λ  είνα ι μ ια  στοιχειώδης Κ -ά β γε6ρ α .

2 . Η  Α  ε ίνα ι ισόμορφη μ ε  την K ( Q , p ) ,  όπου η Q  είνα ι η φαρέτρα της  Λ.

Απόδειξη. 1. Για να  δ ε ίξο υ μ ε  οχι η Λ είνα ι μ ια  στοιχειώ δης Κ -ά λγεβρ α . 
α ρ κ εί ν α  δ ε ίξο υ μ ε  οχι ο ι η μ ια π λ έ ς  β α σ ικ ές  ά λγεβ ρ ες π ά νω  α π ο  χο α λγεβρικά  
κ λεισ τό  σώ μ α  Κ  είνα ι στοιχειώ δεις. Έστω λ ο ιπ ό ν  ένα  α λγεβρ ικ ά  κλειστό  
σώ μ α  Κ  κ α ι Σ  μ ια  η μ ια π λ ή  βα σ ικ ή  Κ -ά λγ εβ ρ α . Τότε

Σ  =  Κ ι  χ  · · · χ  Κ „

ό π ο υ  K i ε ίνα ι δα κ τύλιο ι δ ια ίρ εσ η ς. Έστω η i -στή π ροβολή

7Γ( : Σ  —► Κ^

κ α ι έστω η  έγκ λεισ η

φ :  Κ  —  Σ

π ο υ  κ ά νε ι τη ν Σ  μ ια  Κ -ά λγ εβ ρ α . Τ ότε η  α π εικ ό νισ η

7τ< φ : Κ  —► Κ,·

επ εκ τείνει τον K j έν α  δ α κ τύλ ιο  δ ια ίρ εσ η ς π επ ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης στο Κ . 
Α λλά  το οτι το σώ μα Κ  είνα ι α λγεβ ρ ικ ά  κλειστό σ η μ α ίνει οτι η α π εικ ό νισ η  
7ΐίφ ε ίνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Τώ ρα α ν  δ ο ύ μ ε  κ ά θ ε  Κ* μέσω  του Κ  και του  
ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ  ττιφ έ χ ο υ μ ε  οτι η Σ  είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ικ ή  μ ε  το Π„(Κ) σ α ν  
Κ -ά λ γ εβ ρ α .

2 . Ε ίνα ι ά μ εσ η  σ υ νέπ εια  του  θεω ρ ή μ α τος (3 .1 .1 5 .)
□

Παρατήρηση 3.1.53. Σ η μ ειώ νο υ μ ε οχι α ν  η Λ είνα ι μ ια  στοιχειώ δης Κ -ά λγεβρα  
κ α ι η Λ είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ικ ή  μ ε  την K ( Q , p ) ,  χόχε η Q  είνα ι, μ έχρ ι ισ ομ ορ φ ισ μ ό , 
ο ρ ισ μ ένη  α π ο  την Λ. Σ η μ ειώ νο υ μ ε επ ίσ η ς  οτι το σ ύ νο λο  ρ  κα ι το ιδεώ δες 
(ρ ) στην K Q  δ ε ν  ορίζονται α π ο  την Λ . Ε ίδ α μ ε  οτι η ά λγεβρα  μ ονοπ ά τι K Q  
μ ια ς  φ α ρ έτρ α ς χω ρ ίς π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  π άνω  α π ο  ένα  σώ μα Κ  είναι 
κ λ η ρ ο ν ο μ ικ ή . Χ ρ η σ ιμ οπ οιώ ντα ς το θεώ ρ η μ α  (3 .1 .15 . )  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  δ είξο υ μ ε οχι 
κ ά θ ε  σ τοιχειώ δη ς κ λ η ρ ο νο μ ικ ή  ά λγεβρ α  π ά νω  α π ο  ένα  σώ μα Κ  είνα ι ισ ομ ορφ ικ ή  
μ ε  μ ια  ά λγεβρ α  μ ο νο π ά τι K Q .

Λήμμα 3.1.54. Έστω  Λ μια  κβηρονομική A rtin  άβγεβρα και έστω α ένα μη- 
μηδειηκό ιδεώδες της Λ που περνέχεται στο τ2. Τότε η Λ /α  δεν είνα ι κβηρονομική.



3.1. Η  ΑΛΓΕΒΡΑ-ΜΟΝΟΠΑΤΙ 113

Απόδειξη. Έστω Λ μ ια  κ λη ρ ο νο μ ικ ή  A rtin  ά λγεβρα  κ α ι έστω α C t 2 ένα  μ η -  
μ η δ ενικ ό  ιδεώ δες της. Έστω η ακριβή ς α κ ο λο υ θ ία  Λ /α -π ρ ο τ ύ π ω ν

0 ------->  α / ( a t ) ------>-1 / ( a t ) --------1 / a ---------- >· 0

Α φού το t  είναι ένα  π ρ οβ ολικ ό  Λ -π ρ ό χυ π ο  έ χ ο υ μ ε  οτι το t / ( a t )  είνα ι ένα  
π ροβολικό Λ /α -π ρ ό τ υ π ο . Ε π ίσ η ς το οτι α φ  0 σ η μ α ίνει οτι κ α ι το a / ( a t )  φ  0  
α π ο  το λ ή μ μ α  του N a k a y a m a  κ α ι έτσι t / ( a t )  % t / a  Α φ ού  τώρα a C t 2 έ χ ο υ μ ε  
οτι a / ( a t )  C tyv/a ( t / ( a t ) )  κ α ι έτσι η α π εικ όνισ η

t / ( a t )  —> t / a

είνα ι ένα  π ροβολικ ό  κ ά λ υ μ μ α  το ο π ο ίο  δ εν  είνα ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Ά ρα  το t /  α δ εν  
είνα ι π ροβολικ ό  Λ /α -π ρ ό τ υ π ο  κ α ι ά ρ α  η Λ /α  δεν  ε ίνα ι κ λ η ρ ο νο μ ικ ή . □

Λ ή μ μ α  3 .1 .5 5 .  Έστω Λ  μ ια  κβηρονομική A rtin  άβγεβρα κ α ι έστω  /  : Ρ  —> Q  
ένας μη-μηδενικός μορφισμός στην m od-Λ  μ ε Ρ  κ α ι Q  μη-αναβύσιμα Κ-πρότυπα  
και Q  προβοβικό πρότυπο. Τότε ο μορφισμός /  είνα ι μονομορψισμός κ α ι το Ρ  
προβοβικό πρότυπο.

Απόδειξη. Α φ ού ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  ε ίνα ι μ η -μ η δ ε ν ικ ό ς  η εικ ό να  lm /  ε ίνα ι μ η -  
μ η δ ενικ ο  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Q . Ε π ίσ η ς  α φ ο ύ  το Q  είνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  κ α ι η Λ  
κ λη ρ ονομ ικ ή  έπεται οτι κ α ι η εικ ό να  lm /  θ α  είνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  υ π ο π ρ ό τ υ π ο . Ά ρα  
ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  : Ρ  —> lm /  είνα ι s p lit  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Ά ρα  ο /  : Ρ  —> lm /  ε ίνα ι  
ισ ομ ορ φ ισ μ ός και έτσι το Ρ  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ο . Έ τσι ο  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  /  ε ίνα ι  
μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι το Ρ  π ρ ο β ο λ ικ ό  π ρ ό τυ π ο . □

Π ρ ό τα σ η  3 .1 .5 6 .  Έστω  Λ μ ια  πεπερασμένης διάστασης κβηρονομική άβγεβρα  
πάνω απο ένα σώμα Κ . Τότε η φαρέτρα Q  της Λ  δεν έχει προσανατοβισμένους 
κύκβους κα ι η Λ είναι ισόμορφη με την  Κ Q .

Απόδειξη. Έστω ένα  β έλος α  : ί  —► j  στην φ αρέτρα Q  της Λ , τότε κ α ι το 
eJ ( t / t 2)e 7; είναι μ η -μ η δ εν ικ ο , ό π ο υ  ί  κ α ι j  ε ίνα ι κ ο ρ υ φ ές  π ο υ  α ντισ το ιχούν  
στα el κ α ι e j.  Τότε το e^te* είνα ι μ η -μ η δ ε ν ικ ό  κ α ι ένα  μ η -μ η δ ε ν ικ ό  σ τοιχείο  
χ  G ejtCi  δ ίνει μ ε  π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό  α π ο  δεξιά  ένα ν  μ η -μ η δ ε ν ικ ό  Λ -ο μ ο μ ο ρ ψ ισ μ ό  
α π ο  το Pj  =  A ej στο Pi  =  Λ e7 π ο υ  είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  α λλά  ο χ ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . 
Άρα ένα ς  π ρ οσ α να τολισ μ ένος κ ύ κ λ ο ς  σε μ ια  φ αρέτρα  υφ ίσταται σε μ ια  α κ ο λ ο υ θ ία  
μ ο νο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν α π ο  κ ά π ο ιο  Pi  στο Pi.  Α φ ού  λ ο ιπ ό ν  αυτό είνα ι α δ ύ να το , η 
φαρέτρα Q  της Λ δ εν  έχ ε ι π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς . Α φ ο ύ  η Λ είνα ι  
στοιχειώ δης, τότε Λ ~  K Q / { p ) ,  ό π ο υ  (ρ) C J 2. Ε π ίσ η ς  α φ ο ύ  η Λ ε ίνα ι  
κ λη ρ ο νο μ ικ ή , τότε το (ρ) θ α  είνα ι μ η δ έ ν  κ α ι ά ρ α  Λ είνα ι ισ όμ ορ φ η  μ ε  την  
K Q .  □

Π ρ ό τ α σ η  3 .1 .5 7 .  Έστω  Λ μ ια  πεπερασμένης διάστασης κβηρονομική άβγεβρα  
πάνω απο ένα αβγεβρικά κβειατό σώμα Κ  κ α ι 1 =  e i  +  · · · en μ ια  ανάβυση του 1 
απο prim it ive ορθογώνια ταυτοδύναμα στοιχεία. Έστω P i =  Λ e* κ α ι Si =  P i / t P i  
για  i =  l , . , . , η .  Τότε γ ια  ένα δοσμένο ζεύγος αριΒμώυ i , j  €  { Ι , . , . , η }  τα  
παρακάτω συμπίπτουν:

1. d imK( e j t / t 2ε 7)

2. Η  ποββαπβότητα των απβών προτύπων Si στο χΡί / χ 2Ρ ι
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3 . Η  ποββαπβότηια των P j στο Ρ , όηου

Ρ --------- P i -------► S i -------►Ο

είνα ι μ ια  εβάχιστη τφοβοβική παράσταση του S i.

4 . d im icE x ty ^ S ^ S j)

Απόδειξη. Για κ ά θ ε  % €  { 1 , , η }  έ χ ο υ μ ε  τη ν ακριβή  α κ ο λ ο υ θ ία

0----► t P i ----► P i ----*- S i ----► 0
ό π ο υ  P{ —► Si ε ίνα ι ένα  π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α . Ε φ α ρ μ όζοντα ς τον συναρτητή  
Ηογπλ( , S j)  β λ έ π ο υ μ ε  οτι η α κ ρ ιβ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ία  γ ίνεται

0 —► HomA(Si, S j )  -*■ HomA(Pi, Sj )  -Λ- HomA(rPi, Sj ) —► ExtA($, Sj ) —► 0
Α φ ο ύ  o  h  π ρ έ π ε ι ν α  είνα ι ο  μ η δ ε ν ικ ό ς  θ α  έ χ ο υ μ ε  οτι

HomA(tP i,^ )  ~  Ext^Sj.Sj)

Α λ λ ά  τώ ρα έ χ ο υ μ ε

Horn A(xPi , S j ) = HomA( t P i / t 2P i , S j )

κ α ι

α ν  ρ  =  q κ α ι  

α ν  ρ φ  q Ά ρα

dimKH o m A( 5 p, 5 g ) =  1 

dim KH om A( 5 p, S q) = 0

dimKExt\(Si,Sj) = dimKHomA(rP,j, S j )  = dimKHomA(rP,i/r2Pi, Sj )

Ό μ ω ς  ο  τελευ τα ίος α ρ ιθ μ ό ς  ε ίνα ι η  π ο λλα π λό τη τα  του  S j α ν  το δ ο ύ μ ε  σ α ν έν α ν  
α θρ οισ τέο  του t P j / t 2Pi π ο υ  κ α ι α υτό  είνα ι η π ολλα π λότη τα  του  P j  α ν  το δ ο ύ μ ε  
σ α ν  έ ν α ν  α θροισ τέο  του π ρ ο β ο λ ικ ο ύ  κ α λ ύ μ μ α τ ο ς  Ρ  του t P , / r 2 P j. Ό μ ω ς το 
π ρ ο β ο λ ικ ό  κ ά λ υ μ μ α  του r P t /r 2Pj ε ίνα ι το ίδιο  μ ε  το π ρ οβ ολικ ό  κ ά λ υ μ μ α  του  
t P i.  Ε π ίσ η ς  έ χ ο υ μ ε  οτι

dim icH om A( t P i / t 2 P i, S j )  =  d im KH om A/ r(rP < /r2P i , Sj )  =

=  d im KH om A /t( 5 j ,r P < / t 2P<) =

Α λ λά  έ χ ο υ μ ε  

κ α ι άρα

=  dimjcHomA( P j ,  r P j /r 2P,j)

Horn K( P j ,v mP i ) c * e j T rnei 

d\mKHomA/t(Tpi/t2Pi,Sj) =  dimK(ejt/^e*)

lie

«Ιι
Ext

IX-
*V t!t
Sn

□
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Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 .5 8 .  Έστω Λ μια  A rtin  άβγεβρα κ α ι έστω μ ια  φαρέτρα Q .  Ορίζουμε 
τη φαρέτρα με περισσότερα απο ένα β έβ η  απο μ ια  κορυφή % σε μ ια  κορυφή j ,  
κα ι σε κ ά θ εβ έβ ο ς  ένα διατεταγμένο ζεύγος Θετικών ακεραίων, ως την εκτιμη μένη  
(v a lu e d ) φαρέτρα. Γράφουμε ένα β έβ ο ς απο την κορυφή i  στην κορυφή j  αν  
Ext^(iSa, Sj) Φ 0 και ορίζουμε για αυτό το βέβος το ζεύγος ακεραίων

(d im End a (■S'j) ^^EndA(Si)°P

Ό τα ν  η Λ είναι στοιχειώδης μπορούμε να αντικαταστήσουμε πι το πβήΒος β έβ η  
απο την i  στην κορυφή j  με ένα β έβ ο ς  με εκτίμηση  (m , πι).

Π ρ ό τα σ η  3 .1 .5 9 .  Έστω  Λ  μ ια  A rtin  R -άβγεβρα.

(1) Έστω Ρ \  —> S \ κα ι Ρ 2 —> προβοβικά καβύμματα  των απβών προτύπων
S i κα ι S 2 αντίστοιχα. Τότε οι παρακάτω αριθμοί είνα ι ίδιοι.

1 . d im EndA(52)ExtA('S,i , S ,2 ).
2. S2))/in(ExtX(S2)).
3. Η  ποββαπβότητα των απβών προτύπων S 2 αν το δούμε σαν έναν  α- 

Θροιοτέοτου χ Ρ \ / τ 2Ρ \ .

4. Η  ποββαπβότητα του Ρ 2  αν το δούμε σαν έναν αΒροιστέο του προβο- 
β ικού  καβύμματος  ϊΡ χ .

(2) Έστω S \ —> Ι \  κα ι S 2 —» Ι 2 infective περνββήματα των απβών προτύπων S \
κ α ι S 2 αντίστοιχα. Τότε οι παρακάτω αριθμοί είνα ι ίδιοι.

Ρ  d imEndA(Sl)opExt\ (6 ' i ,<S2)·

2. Η  ποββαπβότητα του Ι \  αν το δούμε σαν έναν αΒροιστέο του injective  
περνΘβήματος του / 2/  S o c  / 2 .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 .6 0 .  Π α ρ α τη ρ ούμ ε οτι η εκ τ ιμ η μ ένη  φ αρέτρα  της δ υ ικ ή ς  ά λ γ ε ­
βρ α ς της Λ είνα ι η δυ ική  φ αρέτρα  της εκ τ ιμ η μ ένη ς  φ α ρ έτρ α ς α λλά  οι εκ τ ιμ ή ­
σεις είνα ι ο ι ίδιες. Α υτό είνα ι φ α νερ ό  α φ ο ύ  E x t^ (S ;, S j)  φ  0 α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  
E.xt\oP{ D S i ,  D S j )  φ  0 κα ι

dimEndA(5f )°ρ Ext^ (S'i, iSj) — dimEndA(£)5j)ExtyYop(Zl<S'j, DSj) 

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .1 .6 1 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα κ α ι έστω

/  Κ 0 0 \
Γ3(Κ) = κ  κ ο

\  κ  κ  κ  )

η Κ -υ π ο ά λ γ εβ ρ α  της ά λγεβ ρ α ς Μ ;φ Κ )  των 3 x 3  π ινά κ ω ν, π ά νω  α π ο  το σώ μα  
Κ , π ο υ  π ερ ιέχε ι ό λ ο υ ς  τους 3 x 3  π ίνα κ ες  ό π ο υ  όλα  τα στοιχεία  εκ τός α π ο  την  
κ ύρια  δ ιαγώ νιο είνα ι μ η δ έν . Έστω /  το ιδεώ δες π ο υ  π ε ρ ιέ χ ε ι τ ο υ ς  π ίν α κ ε ς  της  
μ ο ρ φ ή ς

/  0 0 0 \
0 0 0

\  α  0  0 /
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για α  € Κ. Έστω ακόμη Λ =  Τ3(Κ )//  και έστω

1 0 0 \  1f  0 0 0
0 0 0 +7 , e2 = 0 1 0
0 0 0 /  '̂  0 0 0

και

Τότε

και

Αρα η φαρέτρα Q είναι

0 0 0 
e 3 =  | 0  0  0  

0 0 1

τ (Λ β ι)  ~  A e2/ t ( A e 2), t (A e 2) ^  A e3 

t (A e 3) =  0  

1 2 3
• —2--*- ·

κ α ι Λ  οί K ( Q , p ) ,  ό π ο υ  ρ  =  {β α }.

Παράδειγμα 3.1 .62. Έστω R το σύνολο των πραγματικών αριθμών και C το 
σύνολο των μιγαδικών αριθμών και έστω

*-(§ 2 )
η .β-υποάλγε6ρα των 2 x 2  πινάκων πάνω απο το C. Έστω

ei

και

e2

Όταν γράψουμε
i J

(a,b)

(X
α>
.1
m

Πο

Ίά
όπου με το διατεταγμένο ζεύγος (α, 6) εννοούμε το βέλος α  : i —►j ,  έχουμε την 
εκαμώμενη φαρέτρα

1 2
(2 ,1) και

tivti,

%



Κεφάλαιο 4

Συναρχηχές Ανάκλασης

4.1 Κληρονομικές 'Αλγεβρες
Σε αυτή τη π α ρ ά γρ α φ ο  κ εφ ά λα ιο  π α ρ ο υ σ ιά ζο υ μ ε  τις κ λ η ρ ο ν ο μ ικ έ ς  ά λγεβ ρ ες. Σ υ γ-  
κ εκ ρ ιμ μ ένα  θα  δ είξου μ ε οτι ο ι κ λ η ρ ο νο μ ικ ές  ά λγεβ ρ ες σ υ μ π ίπ τ ο υ ν  μ ε  τις ά λγεβ ρ ες  
μ ονοπ ά τια  π επ ερ α σ μ ένω ν φαρετρώ ν χω ρίς π ρ ο σ α να τ ο λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς . Έστω  
λ ο ιπ ό ν  Α  μ ια  άλγεβρα  π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστα σης π ά νω  α π ο  έν α  α λγεβ ρ ικ ά  κλειστό  
σώ μα Κ.

Ο ρ ισ μ ό ς  4 . 1 . 1 .  Η  άβγεβρα Α  κ α β είτα ι δεξιά  κβηρονομική  αν κ ά δ ε δεξιό ιδεώδες 
της Α  είναι τφοβοβικό Α-τφότυπο.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .1 .2 .  Έστω Α  η κλά ση  των η μ ια π λώ ν α λγεβρώ ν υ π ερ ά νω  εν ό ς  
σώ ματος Κ . Τότε κ ά θ ε  δεξιό (αντ. αριστερό) π ρ ό τ υ π ο  π ά νω  α π ο  μ ια  η μ ια π λ ή  
ά λγεβρα  είνα ι π ρ οβολικ ό . Ά ρα κ α ι κ ά θ ε  δεξιό (αντ. αριστερό) ιδεώ δες τη ς ά λ γεβ ρ α ς  
Α . Σ υνεπ ώ ς κ ά θε ά λγεβρα  η ο π ο ία  α νή κ ει στην κ λά σ η  των η μ ια π λ ώ ν αλγεβρώ ν  
είνα ι δεξιά (αντ. αριστερά) κ λη ρ ο νο μ ικ ή .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .1 .3 .  Έστω

είνα ι τα τα υτοδύνα μ α  στοιχεία , τα δεξιά  ιδεώ δη ε ίνα ι τα e \A  κ α ι e^A  μ ε

η ά λγεβρα  των 2 x 2  π ινά κω ν. Τ ότε α ν

και

ό π ο υ

117
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Τ α βι Α, e i A  είνα ι π ρ ο β ο λ ικ ά  Λ -π ρ ό τ υ π α , α φ ο ύ  είνα ι ευ θ ε ίς  α θροιστέοι της Α. 
'Αρα η ά λγεβ ρ α  Α είνα ι δεξιά  κ λ η ρ ο νο μ ικ ή , α φ ο ύ  α να λύ ετα ι μ ο να δ ικ ά  ως εξή ς :

/ Κ  0 \  / Κ  0 U / 0  0 \
ν κ  Κ  J -  V ο ο \ κ  κ )

είνα ι π ρ ο β ο λικ ά  Λ -π ρ ό τ υ π α .

θ ε ώ ρ η μ α  4 . 1 . 4 .  Έστω Α μια δεξιά κΑηρονομική άβγεβρα. Τότε κάδε υποπρό- 
τυπο ενός εβεύδερου Α-προτύκου είναι ισόμορφο με ένα ευδύ άδροισμα δεξιών 
ιδεωδών της Α.

Απόδειξη. Έστω L ένα  ελ εύ θ ερ ο  Α -π ρ ό τ υ π ο  μ ε  β ά σ η  (β,\)λ€Λ κ α ι Λ / ένα  
υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του  L. Θ έλ ο υ μ ε  να  δ ε ίξο υ μ ε  οτι το Μ  είνα ι ισ όμ ορ ψ ο  μ ε  ένα  
ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  δεξιώ ν ιδεω δώ ν τη ς Α. Έστω γ ια  κ ά θ ε  λ  €  Λ έ χ ο υ μ ε  L \  =  
® μ < λ (βΑ,Α ) .  Τότε L 0 =  0  κ α ι

£ λ + 1  =  φ ( βμ·^) =  ^ λ ®  ex A
μ<λ

Έστω τώρα χ €  Μ  Π L \+ i  τότε το χ γρ ά φ ετα ι κατά  μ ο ν α δ ικ ό  τρόπ ο  μ ε  τη μ ορ φ ή  
χ =  y -f- e \a  ό π ο υ  y € L \  κ α ι a  £  Α. Ο ρ ίζο υ μ ε τώρα έν α ν  ο μ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  
Α -π ρ ο τ ύ π ω ν

/ λ  : Μ  Π Ι λ+1 - + Α ,  χ ^ α  

Έ τσι επ ά γ ετ α ι μ ια  σ ύντομ η  α κ ρ ιβ ή ς α κ ο λ ο υ θ ία

0 ----- ► Μ  Π L x ----- >- Μ  Π La+ i — lm / λ ----- ► 0

Ε π ειδ ή  ό μ ω ς η lm/> είνα ι δεξιό  ιδεώ δες τη ς Α είνα ι κ α ι π ρ ο β ο λικ ό  Λ -π ρ ό τυ π ο . 
Σ υ νεπ ώ ς η  α κ ο λ ο υ θ ία  δ ια σ π ά τα ι κ α ι έτσι υ π ά ρ χ ε ι  έν α  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  Ν χ  του  
Μ  Π L a+ i το ο π ο ίο  ε ίνα ι ισ ό μ ο ρ φ ο  μ ε  τη ν lm f x  κ α ι τέτοιο ώστε

Μ  Π Ζ,λ+ι =  ( Μ  Π L a ) θ  Ν χ

Τ έλ ο ς  α ρ κ εί ν α  δ ε ίξο υ μ ε  οτι Μ  — ® λεΛ ^ λ ·  δ είξο υ μ ε  οτι το Μ  είνα ι 
ισ ό μ ο ρ φ ο  μ ε  το υ π ο π ρ ό τ υ π ο  Ν  — £ ] λ6Λ Ν χ .  Ε π ειδ ή  το L  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ο  μ ε  
τη ν ένω ση μ ια ς  α ύ ξ ο υ σ α ς  α λ υ σ ίδ α ς  υ π ο π ρ ο τ ύ π ω ν  ( L a ) a€A γ ια  κ ά θ ε χ  €  Λ 
υ π ά ρ χ ε ι  ένα  του λά χισ τον λ  € Λ τέτοιος ώστε χ  €  L a+ i . Έστω X — μχ. Α ν  
Ν  $1 Μ  τότε υ π ά ρ χ ε ι  ένα  χ €  Μ  α λ λ ά  χ £  Ν .

Έστω μ το τελευταίο μχ μ ε  χ £  Μ  κ α ι χ £  Ν  κ α ι έστω y  €  Μ  α λλά  ο χ ι  
στο Ν  μ ε  μ =  μν. Τότε

y € Μ  Π L m+ i

Α ρα
y =  u +  υ, u £  Μ  Π L p , ν £ Ν μ

Τότε u =  y — ν κ α ι το u δ εν  α νή κ ει στο Ν  (διαφ ορετικά  y  €  Ν  π ο υ  είναι 
ά τοπο).

Ό μ ω ς  το οτι u €  Μ  Π σ η μ α ίνει οτι μ „  <  μ. Α υτό όμ ω ς είνα ι ά το π ο  α φ ο ύ  
υ π ο θ έ σ α μ ε  οτι το μ  είνα ι ελά χιστο . Α ρα

Μ  =  Υ Ν χ  
λ€Λ

κ α ι τα
/  Κ  0  λ  /  0  0  \
V 0  0  ) '  \ Κ  Κ  )
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Μ ένει να  δείξουμ ε οτι το ά θ ρ ο ισ μ α  Σ λ € Λ - ^ λ ε*ν α ι ευ θ ύ . Έστω οτι

Χχ Η------------ Η  χη =  0

μ ε  Xi (Ξ ό π ο υ  υ π ο θ έτο υ μ ε  οτι Αχ <  · · · <  λ η . Τότε

Χχ +  · · · +  χ η- χ  =  ~ Χ η €  (Μ  Π L Xn) Π Ν χ η =  0

Άρα χ η =  0. Μ ε επ α γω γή  λ ο ιπ ό ν  Χ{ =  0  γ ια  κ ά θ ε  %. □

Π ό ρ ισ μ α  4 .1 .5 .  Έστω Α  μ ια  δεξιά κβηρονομική άβγεβρα. Τότε κά θε υποπρότυπο 
ενός προβοβικού Α-προτύπου είνα ι προβοβικό.

Απόδειξη. Π ραγματικά  κ ά θ ε  π ρ οβ ολικ ό  π ρ ό τ υ π ο  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ ο  μ ε  έν α  ευ θ ύ  ά ­
θρ οισ μ α  ελεύθερω ν π ροτύπω ν. □

Το θεώ ρη μα  π ο υ  α κ ο λ ο υ θ εί χα ρα κ τη ρίζει τις δεξιά κ λ η ρ ο ν ο μ ικ ές  ά λγεβρες.

Θ εώ ρ η μ α  4 .1 .6 .  Έστω Α  μ ια  άβγεβρα. Τα  ακόβουθα είνα ι ισοδύναμα.

1. Η  Α  'ε ίνα ι δεξιά κβηρονομική άβγεβρα.

2. Η  οβική διάσταση της Α  ε ίνα ι το ποβύ 1.

3. Κ ά θε υποπρότυπο ενός προβοβικού δεξιού Α-προτύπου ε ίνα ι προβοβικό.

4. Κ άθε υποττρότυπο ενός πεπερασμένα παραγόμενου προβοβικού Α-προτύπου  
είναι προβοβικό.

5. Το ριζικό κά θε μη-αναβύσιμου πεπερασμένα παραγόμενου προβοβικού Α -  
προτύπου είνα ι προβοβικό.

Απόδειξη. Δ είξαμε οτι το (ί) είνα ι ισ ο δ ύ να μ ο  μ ε  το (iii). Τώ ρα θ α  δ ε ίξο υ μ ε  οτι το 
(ϋ) είναι ισ ο δ ύνα μ ο  μ ε  το (iii). Α ν η ολικ ή  διάσταση τη ς Α  ε ίνα ι το π ο λ ύ  1 κ α ι  
Μ α  είναι υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του π ρ ο β ο λ ικ ο ύ  π ρ ο τ ύ π ο υ  Ρ α  τότε η σ ύ ντομ η  α κ ρ ιβ ή ς  
α κ ο λο υ θ ία

0 ----->■ Μ -----Ρ --------  ̂Ρ / Μ -----0

έχ ε ι pd (Ρ /Μ )  <  1. Ά ρα το Μ  είνα ι π ρ οβ ολικ ό .
Αντίστροφα α ν κ ά θ ε  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  έστω Ν  π ρ ο β ο λ ικ ο ύ  π ρ ο τ ύ π ο υ  ε ίνα ι π ρ ο β ο ­

λ ικ ό  τότε υ π ά ρ χ ε ι ένα  π ρ ο β ο λικ ό  π ρ ό τυ π ο  Ρ α  κ α ι έ ν α ς  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς

f  : P  —> Ν

Ε π ειδή  ο Ker /  είνα ι υ π ο π ρ ό τ υ π ο  του Ρ α  θ α  είνα ι κ α ι π ρ ο β ο λ ικ ό  υ π ο π ρ ό τ υ π ο  
του Ρ α - Α ρα η α κ ριβή ς α κ ο λο υ θ ία

0 -------^  Ker / -------► P  Ν -------► 0

σ υ νεπ ά γετα ι οτι pd Ν  <  1 κ α ι έτσι

gl. dim  A  <  1

Π ροφανώ ς το (iii) σ υ νεπ ά γετα ι το (iv) κ α ι το (iv) σ υ νεπ ά γετα ι το (1) επ ειδ ή  η  
Α  άλγεβρα  είνα ι π επ ερ α σ μ έν α  π α ρ α γ ό μ εν η  σ α ν  Α -π ρ ό τ υ π ο . Θ α δ ε ίξο υ μ ε  τώρα
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οχι το (1ν) συνεπάγεται χο (ν). Έστω Ρ  ένα πεπερασμένα παραγόμενο προβολικό 
Α-πρόχυπο και Μ  ένα υποπρόχυπο του Ρ. Θα αποδείξουμε οχι χο Λ/ είναι 
προβολικό με επαγωγή στην d =  dimicP· Αν d =  1 προφανές. Έστω d > 1 
και έστω οχι η υπόθεση ισχύει για κάθε πεπερασμένα παραγόμενο προβολικό 
Α-πρόχυπο με διάσταση μικρότερη της d. Τότε χο Ρ  μπορεί να γραφτεί σαν 
Ρ  = Ρ\ θ Ρ 2, όπουχο Ρχ είναι μη-αναλύσιμο και χο Ρ2 πιθανόν μηδέν. Έστω η 
προβολή π : Ρ  —* Ρχ. Αν π (Μ ) =  Ρχ τότε η σύνθεση της έγκλεισης i : Μ  —* Ρ  
με την προβολή π, είναι επιμορφισμός και άρα διασπάται αφού χο Ρχ είναι 
προβολικό Α-πρόχυπο. Άρα

Μ  ~  Ρχ 0  Μ '

όπου Μ ' ~  Μ  Π Ρ2 C Ρ2. Επειδή dirriK Ρ2 < d σημαίνει οχι χο Λ/ '  είναι 
προβολικό Α-πρόχυπο και έτσι και το Μ  είναι προβολικό Α-πρότυπο.

Αν π(Μ ) Φ Ρχ τότε
Μ  C (R a d P i) Φ Ρ 2

όπου Rad Ρχ είναι προβολικό Α-πρότυπο απο την υπόθεση. Τότε

dim((RadPi)0P2) = d -  1 κ

επειδή Rad Ρχ είναι μέγιστο υποπρόχυπο του Ρχ τότε και πάλι χο Μ  είναι 
προβολικό Α-πρότυπο.

□

Πόρισμα 4 .1 .7 . Έστω Α μια κβηρονομική άβγεβρα.

1. Κάδε μη μηδενικός Α-ομομορφισμός μεταξύ προβοβικώυ Α-ηροτύπων είναι 
μονομορφισμός.

2. Αν Ρ  είναι ένα ηροβοβικό Α-ηρότνπο τότε End^P~K .

Απόδειξη. 1. Έστω /  : Ρ  ·—► Ρ ' ένας μη μηδενικός ομομορφισμός μεταξύ των 
μη-αναλύσιμων προβολικών Α-προτύπων Ρ, Ρ'. Επειδή lm / C P '  είναι 
προβολικό, η ακριβής ακολουθία

0 ----- *-K e r /----- ► Ρ ----- ► lm / -----»- 0

είναι διασπάσιμη και έτσι

Ρ ~  lm /  φ Ker /

Τότε lm / 7̂ 0 , K er/ =  0 και ο /  είναι μονομορφισμός αφού το Ρ  είναι 
μη-αναλύσιμο.

2. Είναι άμεση συνέπεια του (1).
□

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι χο τελικό συμπέρασμα και θα χο διατυπώ­
σουμε χωρίς απόδειξη.

θεώρημα 4.1.8. 1. Έστω Q μια πεπερασμένη φαρέτρα χωρίς προσανατοβισ-
μένους κύκβους και έστω Q a *1 Φαρέτρα της άΑγεβρας Α. Τότε η άΑγε6ρα 
A  =  KQ είναι κβηρονομική και η φαρέτρα Qa της άΑγεβρας Α είναι η Q.
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2 . Εστω Α  μια  βασ ική  κβηρονομική άβγεβρα κ α ι { e i , . . . , e n } είνα ι ένα  
σύνοβο απο prim itive  ορθογώνια ταντοδύναμα στοιχεία τον Α . Τότε

(a) Η  φαρέτρα Q a  της άβγεβρας Α  είνα ι πεπερασμένη χω ρίς προσανα-
τοβισμένονς κύκβονς.

(b) Υπάρχει ισομορφισμός

Τ έλος 9 α  δ ια τυπ ώ σ ουμ ε τον ορ ισ μ ό  της κ λ η ρ ο ν ο μ ικ ή ς  A r tin  ά λ γεβ ρ α ς  κ α ι Θα 
μ ελετή σ ου μ ε α να λυτικ ά  ένα  π α ρ ά δ ειγ μ α .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .1 .9 .  Εστω  R  ένας μεταθετικός κβηρονομικός δακτύβιος του A rtin . 
Δηβαδή ο R  είνα ι μεταθετκός δακτύβιος του A rtin  κα ι επιπβέον κ ά θ ε  ιδεώδες του 
R  είναι προβοβικό πρότυπο. Τότε η R -άβγεβρα  Λ  κ α β είτα ι κβηρονομική A r t in  
R -άβγεβρα αν ο Λ  είναι πεπερασμένα παραγόμενος σαν R -πρότυπο.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .1 .1 0 .  Έστω Κ  ένα  σώ μα. Θ εω ρούμ ε τον δ α κ τύλιο  π ινά κ ω ν

Θ έλο υ μ ε να  δ είξο υ μ ε οτι ο Λ ε ίνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  δ ιάστα σης κ λ η ρ ο νο μ ικ ή  
A rtin  ά λγεβρα . Α ρκ εί ν α  δείξο υ μ ε οτι το ριζικό Rad Λ ε ίνα ι π ρ ο β ο λ ικ ό  Λ -  
π ρ ότυ π ο . Ο Λ είνα ι π επ ερ α σ μ έν η ς  δ ιάστασης ά φ ου

Ας δ ο ύ μ ε  τώρα τα μ η -α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ οβ ολικ ά  κ α ι α π λ ά  Λ -π ρ ό τ υ π α  τη ς Λ, Έ χ ο υ μ ε  
οτι

Α  ~  Κ  Q a

Έστω τώρα το π η λ ίκ ο
Κ  Κ
0 κ

ο κ  
ο ο

Τότε

Ά ρα το π η λ ίκ ο
Κ  Κ
ο κ

είναι η μ ια π λ ό  κ α ι έτσι

Ε π ειδή  λ ο ιπ ό ν  τα
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και

^  =  { (  μ ) ΐ λ· " « Κ }

είναι ευθείς αθροιστέοι του Λ, είναι προβολικά Λ-πρότυπα και προφανώς μη- 
αναλύσιμα. Αρα το

( ? )
είναι προβολικό Λ-πρότυπο και τελικά το Rad Α είναι προβολικό Λ-πρότυπο. 
Έτσι η Λ είναι πεπερασμένης διάστασης κληρονομική Artln άλγεβρα.

Ας μελετήσουμε τώρα τα απλά Λ-πρότυπα του Λ. Γνωρίζουμε οτι

Rad Ρ\ = tP\

και
Rad Ρ2 =  ΧΡ2

Δηλαδή

ϊ )(ε)-(5)-«
και άρα το απλό Λ-πρότυπο £>2 είναι

« - « Μ ϊ Μ ί Μ ί )
Ακόμη το απλό Λ-πρότυπο S \ είναι

S i =  P i/tP i = Pi

αφού tP \ =  0.

4.2 Συναρχηχές Ανάκλασης
Έστω Q =  (Qo, Qi ,  s, t) μια πεπερασμένη φαρέτρα χωρίς προσανατολισμένους 
κύκλους, με η  =  |Qo|·

Ορισμός 4.2.1. Η φαρέτρα Q καβείται συνεκτική αν δύο τυχούοες κορυφές αυτής 
συνδέονται με μια ακμή.

Ορισμός 4.2.2. Έστω Q μια φαρέτρα και i μια κορυφή της Q. Η  i καβείται 
s in k  αν δεν υπάρχει βέβος στην Q το οποίο ξεκινάει απο την ΐ.

----- ► ί ·  ■*-----

Ορισμός 4 .2 .3 . Έστω Q μια φαρέτρα και ί μια κορνφή της Q. Η  i καβείιαι 
source αν δεν υπάρχει βέβος στην Q το οποίο καταβήγει στην ΐ.

·*----- ΐ · ------ ►

I
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Ορισμός 4.2.4. Έστω Q  μ ια  φαρέτρα. Για  κ ά θε % 6  Q q ορίζουμε την φαρέτρα  

V iQ  =  ( Ο ο , Ω ' ΐ ι δ ' , ί ' ) ,  τιου ηροκύπτει απο την Q , α ν κ ά θ ε β έ β ο ς  a  €  Q \ που 
ξεκινά ή καταβήγει στην κορυφή ΐ  α β β άξει φορά.

Δηβαδή για ένα τέτοιο β έβ ο ς a  €  Q \ υπάρχει μ ια  απεικόνιση

Q  ι  — ► Q '  χ, o n —t o f

με τις ιδ ιότητες:

1. Α ν  s (a ) Φ α  κα ι t ( a )  Φ α  τότε s '(a ')  =  s(ct) κ α ι ί ' (α ')  =  £ (α ).

2 . Α υ  s ( a )  =  α  ή t ( a ) =  α  τότε s ' ( a ' )  =  £ (α ) κ α ι £ '(« ')  =  s (a ) .  

Παράδειγμα 4.2.5. Έστω Q  η φ αρέτρα  :

1· ------- >- 2·

Τότε η a ^ Q  φ αρέτρα θ α  είναι

1 · ----- 2 ·  -<■

Ορισμός 4.2.6. Μ ια  διάταξη κορυφών  «χ , . . . , i n της Q  κα β είτα ι αποδεκτή 
διάταξη s in k s  αν

1 . ϊ \  είνα ι s in k  για την φαρέτρα Q  και,

2.  ip για κά θε ρ η κορυφή ιρ είνα ι s in k  γ ια  την φαρέτρα σ ιρ _ 1 · · · a ^ Q  για  
κάθε 2  <  ρ <  η.

Αντίστοιχα μ ια  διάταξη κορυφών  ι ' χ, . . . , ζη της Q  κ α β είτα ι αποδεκτή διάταξη 
sources αν

1 . i ι είναι source για την φαρέτρα Q  και,

2 . ip για κάθε ρ  η κορυφή χρ είνα ι source γ ια  την φαρέτρα σ ιρ _ 1 · ■ · a ^ Q  
για κά θε 2  <  ρ  <  η .

Παρατήρηση 4.2.7. Π α ρ α τη ρ ούμ ε οτι α ν  ΐ χ , . . . , ι η ε ίνα ι μ ια  α π ο δ εκ τή  διάταξη  
α π ο  s in k s , τότε η διάταξη i n , . . . , ίχ είνα ι μ ια  α π ο δ εκ τή  διάταξη α π ο  s o u r c e s .

Παράδειγμα 4.2.8. Έστω Q  η φ αρέτρα  :

1 · -------2 · ---------- ► 3 ·  -------4 · -------- >■ 5 ·  -------6 ·

Τότε οι κ ο ρ υ φ ές  3 ,5  ε ίνα ι s in k s  ενώ ο ι κ ο ρ υ φ ές  1 ,4 ,6  είνα ι s o u r c e s . Η φ αρέτρα  
σ.3 Q  είναι :

>■ 4 ·1 . 2· 3 · 5 ·  -<■ 6·
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μ ε  τις κ ο ρ υ φ έ ς  2 ,5  s in k s .  Η φ αρέτρα  a ^ Q  ε ί ν α ι :

1 · ------- ► 2 · ------ ► 3 ·   4 ·   5 · -------- ► 6 ·

μ ε  τις κ ο ρ υ φ έ ς  3 ,6  s in k s . Ξ εκ ινώ ντα ς α π ο  τη ν κ ο ρ υ φ ή  3 και την φαρέτρα a$Q  
π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  οτι η κ ο ρ υ φ ή  2 είνα ι s in k . Δ ια λ έ γ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  την κ ο ρ υ φ ή  2 και 
έ χ ο υ μ ε  τότε τη ν φ αρέτρα  a 2 0 j,Q  η ο π ο ία  ε ί ν α ι :

1 ·  ·*-------2 · -------- ► 3 · -------► 4 · -------► 5 ·  -«-------6 ·

μ ε  τη ν κ ο ρ υ φ ή  1 ν α  είνα ι s in k . Τότε η φ αρέτρα  <τι<Τ2<Τ3Q  ε 'ν α ι :

1 · ------- ► 2 · ------ ► 3 · -------- ► 4 · --------► 5 ·  ·*--------6 ·

μ ε  τη ν  κ ο ρ υ φ ή  5 ν α  είνα ι s in k . Ά ρα  η  φ αρέτρα  ε ί ν α ι :

1 · ------- ► 2 · ------ »· 3 · ------ *· 4 ·  ·*----------5 · ------- ► 6 ·

μ ε  τις κ ο ρ υ φ έ ς  4 ,6  s in k s .  Δ ια λ έ γ ο υ μ ε  τη ν κ ο ρ υ φ ή  4  κ α ι π ρ ο χω ρ ά μ ε  στην  
φ α ρ έτρ α  σ^σ ^σ \σ 2 σ ^  η  ο π ο ία  ε ί ν α ι :

1 · ------- >■ 2 · ------ *■ 3 ·  ·*-------- 4 · ------ ► 5 · ------- *- 6 ·

μ ε  τη ν  κ ο ρ υ φ ή  6  ν α  ε ίν α ι s in k . Α ρα  η  φ α ρέτρα  σ&σΑσ^σ\σ2 θ ^  ε ί ν α ι :

1 · ------- ► 2 · ------ ► 3 ·  ·*-------- 4 · --------► 5 ·  ·*------- 6 ·

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  τότε οτι

= Q
κ α ι η  διάταξη  3 , 2 , 1 , 5 , 4 , 6  π ο υ  δ ια λ έξα μ ε  είνα ι μ ια  α π οδεκ τή  διάταξη s in k s .  
Α κ ό μ η  κ α ι ο ι δ ιατάξεις 5 , 3 , 4 , 2 , 6 , 1  , 5 , 3 , 4 , 2 , 1 , 6  , 5 , 3 , 2 , 4 , 1 , 6  κ .ο .κ  είνα ι 
α π ο δ εκ τ ές  διατάξεις α π ο  s in k s .

Λ ή μ μ α  4 .2 . 9 .  Έστω Q  μ ια  πεπερασμένη φαρέτρα χω ρίς προσανατοβισμέυους 

κύκλους, μ ε  n  =  |Q o|·

1. Α ν  γ ια  1 <  ρ  <  η  η κορνφή ΐ ρ ε ίνα ι s in k  για  την Q , τότε η κορυφή i p- \  
ε ίνα ι source για  την φαρέτρα  σ»ρ · · · σ^ Q .

2 . Α ν  γ ια  1 <  ρ  <  η  η κορυφή ΐ ρ είνα ι source για την Q ,  ιό ιε  η κορυφή  
ϊ ρ + ι ε ίνα ι s in k  γ ια  την φαρέτρα  σ 1ρ · · · σχη Q .

3 . σίλ ■•■a i n Q  =  Q  =  a in ■ • • o i l Q.

Απόδειξη. Για τα (i).(ii) μ ια  π ρ ο φ α ν ή ς  επ α γω γή  στο ρ  μ α ς  δ ίνει το α π οτέλεσμ α . 
Για το (ill) π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  οτι κ ά θε β έλ ο ς  στην φ αρέτρα αλλάζει π ροσα να τολισ μ ό  
α κριβώ ς δ ύ ο  φ ο ρ ές . □

Λ ή μ μ α  4 .2 . 1 0 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα. Τότε υπάρχει μ ια  αποδεκτή διάταξη κο­
ρυφ ώ ν (s in ks  ή sources) της Q  α ν  κ α ι μόνον α ν  η Q  δεν έχει προσανατολισμένους 
κύκλους.
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Απόδειξη. Έστω i \ , . . . , i n μ ια  α ποδεκτή  διάταξη κ ορ υφ ώ ν (s in k s  ή so u r c e s )  της  
Q . Τότε η α πεικόνιση  ΐ ρ ι—» ρ  δ ίνει μ ια  διάταξη κ ορ υ φ ώ ν τη ς Q . Ά ρα  η Q  δ εν  
έχει π ρ οσ α να τολισ μ ένου ς κ ύ κ λ ο υ ς .

Αντίστροφα έστω Q  μ ια  φ αρέτρα χω ρίς π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς . Θα  
δείξουμ ε μ ε  επ α γω γή  στο π λ ή θ ο ς  των κορ υφ ώ ν της Q  οτι υ π ά ρ χ ε ι μ ια  μ ι ­
α αποδεκτή διάταξη κορυφ ώ ν. Έστω i n η κ ο ρ υ φ ή  π ο υ  ξεκ ινά  ένα  μ ο ν ο π ά τ ι  
μεγίστου  μ ή κ ο υ ς . Τότε η i n είνα ι so u r c e . Α ν π α ρ α λ ε ίψ ο υ μ ε  τη ν ί η α π ο  το 
μ ονοπ ά τι, τότε η i \ , . . . , ί η_ ι  θ α  είνα ι μ ια  α π οδεκ τή  διάταξη κ ορ υ φ ώ ν κ α ι ά ρα  η 
ϊ'ι , . . . , i n θα  είνα ι μ ια  αποδεκτή  διάταξη κορ υφ ώ ν (s in k s  ή so u r c e s )  της Q . □

θ α  δώ σουμ ε τώρα τον ορ ισ μ ό  του π ίνα κ α  C a rta n , ο  ο π ο ίο ς  π ρ ο κ ύ π τε ι α π ο  τις 
διαστάσεις των μ η  α να λύσιμ ω ν π ροβολικ ώ ν (ή in jective) Α -π ρ ο τύ π ω ν , ό π ο υ  Α  
μ ια  π επ ερ α σ μ έν η ς  διάστασης Κ -ά λγεβ ρ α . Δ είξα με στα π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  οτι

A  2 * Κ Q /3

ό π ο υ  Q  είνα ι μ ια  π επ ερ α σ μ έν η  φ αρέτρα  κ α ι 3  ένα  ιδεώ δες της Κ ζ). Υ π ο θ έτο υ μ ε  
α κ ό μ α  οτι οι κ ο ρ υ φ ές  της φ αρέτρα ς Q  είνα ι δ ια τετα γμ ένες { 1 , . . .  , η }  κ α ι μ ε  
e* σ υ μ β ολ ίζου μ ε τα prim itive  τα υ το δ ύ να μ α  σ τοιχεία  της Α  γ ια  i  €  Qo μ ε

P ( i ) =  e{A

το αντίστοιχο μ η  α να λύ σ ιμ ο  π ρ ο β ο λ ικ ό  Α -π ρ ό τυ π ο .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .2 .1 1 .  Έστω A  =  K Q / 3  μ ια  Κ -ά β γεβ ρα  κ α ι Μ  ένα  πρότυπο της 
κατηγορίας M od-A . Ορίζουμε το δ ιάνυαμα διάστασης του Μ  να είνα ι το διάνυσμα  
dim Μ  στον Ζ η μ ε τύπο

dim Μ  =

dirriK M e  ι

_ dim K M e n

=  [ dim K M e i dim K M e n ]*

όπον e \ , . . . ,  en είνα ι τα p rim itive  ορθογώνια ταυτοδύναμα στοιχεία της Α  που 
αντιστοιχούν στις κορυφές  1 , . . . , η  της Q .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  4 .2 .1 2 .  Π α ρ α τη ρ ούμ ε οτι το δ ιά νυ σ μ α  δ ιά στα ση ς dim Μ  δ εν  
εξαρτάται α π ο  την επ ιλο γ ή  του σ υ νό λ ο υ  των p rim itive  ορθογω νίω ν τα υ τοδ ύνα μ ω ν  
στοιχείω ν e i , . . . , e n τη ς Α .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .1 3 .  Έστω Q  η φ αρέτρα  :

2·

μ ε  α β  =  ηδ, βΧ  =  0 και Λ3 =  0. Τότε τα μ η  α ν α λ ύ σ ιμ α  π ρ ο β ο λ ικ ά  K Q -
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πρότυπα είναι

Ο

Ρ( 1 )

Ο 1 ο 
Ο Ο 1  
0 0 0 ο; ο

με

0

R adP(l) = 0 1 
0 0 C  Κ2> 0

ο

κ

Ρ( 2 ) :  oQ: ο

ο

με Rad Ρ (2) ~  5(1)

Ο

0 1 0 '  

0 0 1
. Ο 0 0 C

' Ο '
ο κ

με Rad Ρ(3) οί Ρ(1) και

Ο

Ρ (4 ): oQ k Κ

Κ
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Κ

Ενώ τα μ η  α να λύ σ ιμ α  In jective  Κ φ -π ρ ό τ υ π α  είνα ι

μ ε

7(1)/5(1) ~

Κ

1(2):

με 7(2)/5(2) a  5(4)

IK

7(3):
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με 7 (3 )/5 (3 ) ~  5 (4 ) και 7(4) =  5(4) με 7 (4 )/5 (4 ) =  0. Αρα οι διαστάσεις 
των προβολικών και Injective K Q -προτύπων είνα ι:

d im P (l)  =  [ 3 0 0 0 ]*

d im P(2) =  [ 1 1 0 0 ] ‘

dim P(3) =  [ 3 0 1 0 ]*

dim P(4) =  [ 1 1 1 1 ]*

και
dim7(1) =  [ 3 1 3 1 ]*

dim 7(2) =  [ 0 1 0 1 ]*

dim 7(3) =  [ 0 O i l ] *  

dim7(4) =  [ 0 0 0 1 ]*

Λήμμα 4.2.14. Έστω A  =  KQ/ 3 ,  όπου Q είναι μια πεπερασμένη φαρέτρα και 
3 ένα ιδεώδες της KQ. 'Εστω ακόμη

0 — L ^ M  - > Ν - >0

μια ακριβής ακοβουδία Α-προτύπωυ. Τότε

dim Μ  =  dim L  +  dim Ν

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας τον συναρτητή Hom ^(P(i), —) στην ακριβή ακολουθία

0 - > L - + M ^ N - + 0

θα πάρουμε την ακριβή ακολουθία Κ-διανυσματικών χώρων

0 —> Lei —* Μβχ —► —► 0

Τότε όμως dimic M e* =  dimjc Lei +  dimx iVe* για κάθε i € Qq. Apa

dim M  =  dim L  +  dim N

□
Παρατήρηση 4.2 .15. 'Εστω Μ , Ν  δϋο πρότυπα με Μ  ~  Ν . Τότε

dim Μ  =  dim Ν

Απο τις διαστάσεις των μη-αναλύσιμων προβολικών (ή injective) Α-προτύπων 
προκύπτει ένας τετραγωνικός πίνακας με ακέραιους συντελεστές. Αυτός ο πίνακας 
καλείται Cartan πίνακας της άλγεβρας Α.

Ορισμός 4.2.16. Έστω Α μια βασική πεπερασμένης διάστασης Κ-άβγεβρα με 
ένα σύυοβο απο primitive ορθογώνια ταυτοδύναμα στοιχεία { e i , . . . , e n}. Τότε 
ορίζουμε τον C a r ta n  π ίνακα της Α ο οποίος είναι ο n x n  τετραγωνικός πίνακας

C A

(  Cn Cl n
€M n(Z)

\  Cnl Cnn

όπου Cij =  dimic e<Aej για t, j  =  1 , . . . , n .
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Παρατήρηση 4.2.17. Α ν C'A είναι ένα ς ά λλος C a rta n  π ίν α κ α ς  τη ς Α  ως π ρ ο ς  
ένα  άλλο σ ύνολο  α π ο  prim itive  ορθογώ νια  τ α υ ιο δ ύ ν α μ α  στοιχεία  { e ^ , . . . , e'n }  
της Α , τότε ο C'A π ρ ο κ ύ π τει α π ο  τον C a  C a rta n  π ίν α κ α  μέσω  μ ετά θ εσ η ς ίω ν  
σειρών κ α ι στηλών του C a  κ α ι ά ρα  ο ι C a  κ α ι είνα ι Ζ -σ υ ξυ γε ίς .

Πρόταση 4.2.18. Εστω C a  ο C a rta n  πίνακας της β α σ ικής Κ -ά β γ ε 6 ρ α ς  Α ~  
K Q / 3 .  Τότε

1 . Η  i -οστή στήβη του C a  είνα ι η  dim P ( i ) .

2. Η  i -οστή γραμμή τον C a  ε ίνα ι η [d im /( i ) ] t .

3. dim Ρ ( ί )  =  C a  dim S ( i ) .

4 . d im / ( i )  =  C ^ d im S ( i ) .

Απόδειξη. 1. To οτι η i -οστή στήλη του C a  ε ίνα ι η  dim Ρ ( ί )  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  
την ισότητα

etAej =  P(i)ej

γ ια  κ ά θ ε  i , j .

2 . Τ ο  οτι η i -οστή γ ρ α μ μ ή  του  C a  είνα ι η [ d im /( i ) ] t π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τον  
ορισ μ ό  κ α ι α π ο  τις ισότητες

dim I ( i ) e j  =  dim e jA e i  =  Cij

γ ια  κ ά θ ε  i , j .
Ο ι ισότητες (iii).(iv) π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α π ο  τα (i),(ii) κ α ι το γ ε γ ο ν ό ς  οτι ο ι

dim 5(1),... ,dim S(n)

είνα ι βάση γ ια  τη ν αβελιανή  ο μ ά δ α  Ζ η , ό π ο υ  n =  |Q o|· □

Παράδειγμα 4.2.19. Έστω η K ron eck er  ά λγεβρα

Α - (  Κ ° λ 
\ κ 2 κ  )

Η Α  έχ ε ι C a rta n  π ίνα κ α

Π ρίν δώ σ ουμ ε τον ο ρ ισ μ ό  γ ια  του ς συνα ρτητές α ν ά κ λ α σ η ς  θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  μ ια  
δ ιγρ α μ μ ικ ή  μ ο ρ φ ή  η ο π ο ία  θα  α π οτελέσει ένα  σ η μ α ντικ ό  ερ γ α λ είο . Έστω Q  

μ ια  π επ ερ α σ μ έν η  συνεκτική  κ α ι χω ρίς π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  φ αρέτρα  μ ε  
n  =  IQol· Έστω α κ ό μ η  { β ι , . . . , en }  η κ α νονικ ή  βά ση  του Ζ η .

Ορισμός 4.2.20. Η  διγραμμική μορφή

: Ζ η χ Ζ η —ι Ζ

V ) q  ^  1 ^ i V i ^  ̂  *̂ β(α)ϊ/ί(α)
i€Qo at€Q ι

με τύπο
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κ α β ε ίια ι E u le r  fo rm  γ ια  τη φαρέτρα Q .
Ορίζουμε τώρα

( x , y )  =  ( x , y )  +  ( y , x )

κ α ι βαμβ ά υουμε στον Ζ η χώ ρο μ ια  συμμετρική διγραμμική μορφή με τύπο

(*.ν ) = Σ  ΧΜ  ~ \  Σ  (χ*(<*)νΐ(α) + Xt(a)y„(a))
i£Qo ct€Q ι

Ορισμός 4 .2 .21. 'Εστω Q  μ ια  πεπερασμένη χω ρίς προσανατοβισμέυους κύκβους  
φαρέτρα. Γ ια  κ ά θ ε  κορυφή i  €  Q q ορίζουμε την απεικόνιση

σι : Ζ η —► Ζ η

μ ε  τύπο

σί(χ) =  χ —
2 Qc,ei)
(e „e i)e*

όπου ei το μοναδιαίο διάυυσμα της κανονικής β ά σ ης του Ζ η . Η  απεικόνιση 
κ α β ε ίια ι ανά κβ α σ η ως προς στην κορυφή i .  Επιπβέον μπορούμε να γράψουμε

<?i
X j ,

—χί +  Z > f c - i

3 Φ ΐ
j  =  i

Παρατήρηση 4.2 .22. Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε οτι ο ι α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  σ» είνα ι α υτο μ ο ρ φ ισ μ ο ί  
τά ξη ς 2 δ ιατηρώ ντας τη δ ιγ ρ α μ μ ικ ή  μ ο ρ φ ή  ( - ,  - ) .

Παρατήρηση 4 . 2 . 2 3 .  Για το σ ύ νο λ ο  Ζ η χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τη μ ερ ικ ή  διάταξη

χ  < y  &  X i < y i

γ ια  κ ά θ ε  L

Παράδειγμα 4 .2 .24 . 'Εστω Q  η  φ α ρέτρα

η β Ί
1·-----► 2·-----► 3·-----► 4·

κ α ι έστω X  μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  α υτή ς

Χ χ Χ 2 Χζ  Χ λ 

Τ ότε η  α π ε ικ ό ν ισ η  α νά κ λ α σ η ς

σ< : Ζ 4 - ♦  Ζ 4

ε χ ε ι τ ύ π ο

ί ί ϊ ι * * *
(β«,βί) ’

γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 ,2 , 3 , 4  κ α ι χ  =  ( χ ι , χ 2 , Χ 3 , χ 4 ) €  Ζ4. Α ρα γ ια  * =  1 έ χ ο υ μ ε

σχ(χ) =  χ ~  = χ  -  (χ,β^εχ
(βι,β!)
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ό π ο υ
(x , e i )  =  < x , e i )  + (el t x)  =  χχ -  0  + χ 1 -  χ 2 =  2 χ ι  -  χ 2

Άρα

σ ΐ ( χ ) =  ( * ι ,Χ 2,* 3 5 * 4 ) -  (2*1 -  * 2 )β ΐ =  (* 2 -  * 1 5 * 2 ,* 3 5 * 4 )  

Έτσι μ ε  π α ρ ό μ ο ιο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  β ρ ίσ κ ο υ μ ε οτι η α π εικ όνισ η  α νά κ λα σ η ς

α φ ο ύ  (βΐ, βχ) =  2 γ ια  κ ά θ ε  e* δ ιά ν υ σ μ α  της κ α νο νικ ή ς  β ά σ η ς ίο υ  Ζ4.

Ας μ ελετή σ ο υ μ ε τώρα του ς συναρτητές α νά κ λα σ η ς κ α ι το υ ς συνα ρτητές C ox-  
eter. Έστω λ ο ιπ ό ν  Q  μ ια  φ αρέτρα χω ρίς π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς , X , X '  
δύο  α να πα ραστά σεις της Q  κ α ι φ : X  —> χ '  έν α ς  μ ο ρ φ ισ μ ό ς  μεταξύ  αυτώ ν.

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .2 .2 5 .  Έστω ί  μ ια  s in k  κορυφή της φαρέτρας Q . Ορίζουμε του 
συναρτητή

μεταξύ των κατηγοριών με αντικείμενα πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις  
των φαρετρών Q , a i Q  αντίστοιχα.

Για  ένα αντικείμενο X  =  { X i , X a ) ieQ0,aeQi της κατηγορίας  Rep(<2, Κ )  
ορίζουμε ένα αντικείμενο

σ* : Ζ 4 Ζ 4

έ χ ε ι  τύπ ο

(*2 *1 ? *2, *3? * 4)» % — \
{Xl , *3 *2, *3, * 4) , ΐ  =  2
(*1, *25 *4 *35 *4)5 ί = 3
(*15 *25 *35 * 4)5 ί  =  4

: Rep(Q,K) -> Rep(ffiQ ,K)

της κατηγορίας  R e p (a iQ ,K ), όπ οσ

1 . Γ ια  τις κορυφές j  € Q q

i s f x ) i  =  r ,  =  X j

αν j  φ  ί  κ α ι

( S f X ) i  = Kerf
όποι/ f  είνα ι η  αηεικόνιαη

<*€Q 1 
t(a)=i

για 2 —ι

2. Γ ια  τα β έβ η  a  €  Q i

( S ? X ) a =  Ya =  X,

αν t ( a )  φ  ΐ  και
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ε ίνα ι η απεικόνιση έγκβεισης

0  *.<·>
<*€Qi
t(o )= i

α ν  ί ( α )  =  ί.

Γ ια  ένα  μορφίσμό

Φ = (0i)»€Qο : X
της κατηγορίας  R ep (Q , Κ ), όπου

X '

X  — ( Χ * ι  X a ) i€ Q o ,c t€ Q i  > X '  — (^< >  X a ) i€ Q o ,o € Q t  

αναπαραστάσεις της φαρέτρας, ορίζουμε την απεικόνιση

ε ϊ φ  =  φ =  («<€<?„: s t x  -  S f x 1

στην κατηγορία  R ep (a jQ , Κ ) ως ε ξή ς :

Φ ί =  Φ ί,Υ “*· 3 Φ *

κ α ι

Φχ’ Υχ—* Y(y Υ*α j  =  i

ο περιορισμός του μορφισμού

(Φ*(<*)) : ®  χ,(α) ®  Χί(α)
ct^Qi a£Q ι
t (a)=i  t(a )= i

Δ ηβαδή η ψ{ ε ίνα ι ο Κ -μορφίσμός που κάνει το παρακάτω διάγραμμα μεταΒετικό.

0

0

Yi ------► φ α 6 0 ι *.(α> ----- ► χ ί
* ί(α)=

Φί Φ  CtfiQi * ·(° )
, t(a )= i

V
W ' F

Υ / -----► θ<*€<?ι -̂ β(α) — ► χ;‘ <(<*)=* ·

Ο ρ ισ μ ό ς  4 . 2 . 2 6 .  Έστω i  μ ια  source κορυφή της φαρέτρας Q . Ορίζουμε τον 
συναρτητή

S ~  : Rep(Q,K) -► RepfaQ.K)

μετα ξύ  των κατηγοριών με αντικείμενα  πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις 

των φαρετρών Q , O iQ  αντίστοιχα.
Γ ια  ένα  αντικείμενο X  =  ( Λ , ,  X a )ieQ o,oeQ t της κατηγορίας  Rep(Q,K) 

ορίζουμε ένα  αντικείμενο

X  — (^<ιΚι)<€<?θιθ€(ϊ»

της κατηγορίας Rep (oiQ, Κ), όπου
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1 . Γ ια  τις κορυφές j  G Qo 

αν j  φ  i  κα ι 

όπου ξ  είνα ι ο μορφίσμός

( S ' X) j  =  Yj =  X ;  

( S r X ) i  =  Coker ξ

ζ · X i φ  X t (a )
<*€Qi
s (a )= i

για 3 — ι.

2 . Γ ια  τα β έβ η  a  £  Q i

( S r X ) a  = Υ α = Χ α

αν s ( a ) φ  ΐ  και

( S r X ) a =  Υα : Yt(a) =  X t{a) -  Yi 

είναι ο περιορισμός £ | χ ί(β) της κανονικής απεικόνισης

ξ  ■ ®  Χ « « )  -  Yi
a e Q i
s (a )= i

αν s ( a ) =  i.

Γ ια  ένα μορφισμό

Φ =  (Φί)ί^ο ·Χ -  X'
της κατηγορίας  R ep(Q , Κ ), όπου

X  ( . X i i  ^ -a ) i£ Q o ,o :& Q i  j X  ( Χ · ί ι  ''^α)ί€<3ο><*ε<2ι

αναπαραστάσεις της φαρέτρας, ορίζουμε την απεικόνιση

βΓφ = φ =  (ifc)<€Qo : 5ΓΧ  -  S r * '  

στ^ι» κατηγορία  R ep ( a i Q ,  K ) ως εξής :

Φί =  4>j,Yia 3 φ ί
και

Ψϊ  '.Υ ϊ  —> Υ ( , γ ια  j  =  ί  

είναι η απεικόνιση που επάγεται απο την

{Φΐ(α)) ■ φ  Xt{a) “ ► φ  X't(a
aeQi
s (a )= i

<*£Q i
s (a )= i

Δηβαδή η ipi είνα ι η Κ -γρα μμική  απεικόνιση που κ ά νει το παρακάτω διάγραμμα  
μεταδετ ικό.

X i ----► ® “€Ρ>. ----ν Κ---->. οs(a)=t 1

Φί Φ OcSQi Φΐ(α) 
a (a ) = i

X ' --------- X't{a)
1 β (α )= ΐ

ipi

+ Υ Ι — - ο
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Οχ α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  S *  X , S { X  κ α λο ύ ντα ι σ υ ν α ρ τ η τ £ ς  α ν ά κ λ α σ η ς .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 . 2 . 2 7 .  'Εστω i  μ ια  s in k  κορυφή της φαρέτρας Q . Ορίζουμε την  
απεικόνιση

U X  : S ' S + X  —  X

οςεξής:
Γ ια  μ ια  κορυφή j ψ  i  ισχύει

( U X ) i  =  1 χ ,

κ α ι γ ια  j  — % έχουμε

( i i X ) i  =  ( S r S f X ) i  =  Coker ξ  ~  Ισ ιξ  -

όπου

Υ  —L». ΘβεΟι χ ·(α) _!_► χ,
t ( a ) = i

Η  απεικόνιση U X  είνα ι ένας φυσικός μονομορφίσμός.

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .2 . 2 8 .
απεικόνιση

Έστω i  μ ια  source κορυφή της φαρέτρας Q . Ορίζουμε την  

TUX  : X  -  S + S ~ X

ως ε ξ ή ς :
Γ ια  μ ια  κορυφή j  φ  ΐ  ισχύει

f a X ) j  =  1 Xi

κ α ι γ ια  j  — i  έχουμε
( w , X ) i  =  ( S t S ~ X ) ,

όπου
X i - ^ Ι η ι ξ ^  Κετξ =  (StS~X)i

μ ε

χ .  _ U  Θ  «€Q i X t(a) _ i _ * .  ν .

Η  απεικόνιση π ,Χ  ε ίνα ι ένας φυσικός επιμορφίσμός.

Π ό ρ ισ μ α  4 .2 . 2 9 .  Ο ι απεικονίσεις S *  κ α ι S ~  είνα ι συναρτητές μ ε

S f l x  =  1  $±χ

για  κά δ ε αναπαράσταση X  κ α ι γ ια  δύο μορφισμούς

φ :  X  - * Υ

κ α ι

ισχύει

φ  : Υ  Ζ

ε*(ψφ)  =  ( s ? m ( s * & ) )
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Απόδειξη. Ε ίνα ι π ρ ο φ α νή ς  η α πόδειξη  α ν  λ ά β ο υ μ ε  υ π ό ψ η  τον ορ ισ μ ό  των S * , S{ 
κ α ι τη μεταθετικότητα των δ ιαγρα μμά τω ν. □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .3 0 .  Έστω η φ αρέτρα

Q : 1 ·  — — 2 ·  — 3 ·

7
' t

4 ·

η ο π ο ία  έχ ε ι so u r c e  κ ο ρ υ φ ή  την κ ο ρ υ φ ή  1 κ α ι s in k s  τις 3 ,4 .  Έστω α κ ό μ η  X  
μ ια  α να πα ράστα ση  της Q

Χ ι  —̂  Χ2 X s

fl
''

*4

Θ α μ ελ ετή σ ο υ μ ε τώρα γ ια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  ξεχω ριστά τις α να π α ρ α σ τά σ εις  5 * X  
και S ~ X .  Α ς ξεκ ινή σ ο υ μ ε μ ε  τη so u r c e  κ ο ρ υ φ ή  % — 1. Η  φ αρέτρα  σ \ Q  τότε 
ε ί ν α ι :

α· β
U  2 ·  — -►  3 ·

7

4 ·  .

Ο ρ ίζου μ ε λ ο ιπ ό ν  τον συναρτητή

Si : Rep(Q, Κ) —> Rep(oiQ, Κ)
μ ε  τύ π ο

( S1 X ) j  = X j

γ ια  κ ά θ ε  j  =  2 ,3 ,4  κ α ι

(#Γ*)ι = Coker( Χ χ Χ 2 ) = Coker f a 

Τότε η α να πα ρά στα ση  S ^ X  ε ίν α ι:

Coker f a J ^ - X 2 - ! i ~ X 3

i f
''

Χ 4

Για τη ν s in k  κ ο ρ υ φ ή  i  =  3  η  φ αρέτρα  ε ί ν α ι :

a  β '
1 ·  — ^  2 ·  -------3 ·

7
’'
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Ορίζουμε λοιπόν τον συναρτητή

: Rep(<?, Κ) -» Rep(<r3Q, Κ)

με τόπο
(S tX ) j  =  X j

για κάθε j  =  1,2,4 και

{ S £ X) 3 =  Ker( Χ 2 Χ 3 ) =  Ker / β 

Τότε η αναπαράσταση X  ε ίνα ι:

Χ ι - ^ Χ 2 * - ^ - Κ & / β

A

Χ 4

Παρόμοια και για την sink κορυφή i = 4 θα έχουμε την αναπαράσταση
S f  X  η οποία ε ίνα ι:

Χ ι Χ2
ίβ χ3

Ker f y

Λήμμα 4.2.31. Έστω X , X '  αναπαραστάσεις της Q και i μια κορυφή της. Τότε

1. S f ( X ® X ' )  = S ? X ® S f X ' .

2. X  = ( S r S f X )  Θ Coker UX και X  =  ( S f S r X )  θ  Κβττη*.

3. Α ν  Coker UX  =  0 τότε dim S * X  =  <r,(dim.Y).

4. Αν  ΚεττηΧ =  0 τότε dim S“ X  =  Oj(dimX).

Απόδειξη. 1. Γνωρίζουμε οτι το ευθύ άθροισμα X  φ  X '  αναπαραστάσεων 
X , X '  είναι αναπαράσταση, η οποία χαρακτηρίζεται απο μορφίσμούς

ΐ χ  : X  -  X  θ Χ \  ϊ χ> \ Χ , —* Χ ® Χ '

και
πχ  : Χ ® Χ ' - + Χ ,  πχ ·  : X  ® Χ '  -* X '

με τις ιδιότητες
ττχΐχ =  1 g, χ χ 'ίχ ' =  1q>

και
ίχττχ Ή χ'ΤΓχ' =  Ιχ© χ '

Εφαρμόζοντας τώρα τον συναρτητή ανάκλασης, ο οποίος είναι προσθετικός 
συναρτητής αφού
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για  κ ά θ ε  ζεύ γο ς  α π ο  π α ρ ά λ λ η λ ο υ ς  μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς  φ, φ  : X  —► X ' ,  επ ά γετα ι  
ευ θ ύ  ά θρ οισ μ α  α να πα ραστά σεω ν αυτή τη φ ο ρ ά  στην κ α τη γο ρ ία  Rep(a{Q,  Κ )  
μαζί μ ε  μ ο ρ φ ισ μ ο ύ ς

i s ± x  : S f X  -  S f ( X  θ  X ' ) ,  i s ± x , ·. S f X '  ^ S f ( X e >  X ' )

και

* s ± x  ■■ s f ( x  ®  X ' )  - *  S f x ,  * s ± x , : S ? ( X e  X ’)  -  s f x 't l

μ ε  τις ιδιότητες

Ksix'*sfx — IsfQ' ^s fx '^ s fx '  ~  1SfQ' 

κ α ι

isfx7rsfx +  isfx,'Ksfx' ~ ŝf{x®x>)

2 . Α π ο  τον ορ ισ μ ό  του μ ο ν ο μ ο ρ ψ ισ μ ο ύ  U X  ; S{ S f X  —► X  επ ά γετα ι η 
ακριβή ς α κ ο λο υ θ ία

0 -------5-  S ~ S f X ------3- X --------► Coke r i i X

Τότε η κ α νονικ ή  α π εικ όνισ η

ρ^: X i  —> Coker ξ

γ ια  κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  % μ α ζί μ ε  την α π εικ όνισ η

Pi : Coker ξ  —► X*

έχει την ιδιότητα

PiPi ~ 1  C o ke r ξ

Ά ρα γ ια  ό λ ες  τις κ ο ρ υ φ ές  ί  θ εω ρ ο ύ μ ε  το μ ο ρ φ ισ μ ό

ρ  : Coker U X  —► X

α ν γ ια  j  φ  ι  έ χ ο υ μ ε  P j =  0 . Τότε οι μ ο ρ φ ίσ μ ο ί

- ^ 0

U X  : S f S f X  -► X

και
ρ  : Coker U X  —* X

ε π ά γ ο υ ν  το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς X .  Δ η λα δή  η  α κ ρ ιβ ή ς α κ ο λ ο υ θ ία  

0 -------^  S f S f X -------X ---------- Coker U X ---------- ► 0

διασπάται κ α ι έτσι

X  =  ( S ~ S f X )  Θ  Coker U X

Η α πόδειξη  γ ια  το X  =  ( S f  S ~ X )  φ  Ker ι η Χ  ε ίνα ι α νά λ ο γη .
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3. Γνωρίζουμε οτι η απεικόνιση ανάκλασης έχει τύπο

<Ti(dim X ) =  dim X  -
ν®«» ε»)

και μάλιστα (β<,βί) =  2(ej,ej) =  2. ’Αρα

<7,(dimX) =  dimX -  (dim X,e,)e* 

Αρκεί λοιπόν να βρούμε το

(dimX,e<) =  (dimX,e<) +  (ei,dimX)

Έχουμε τότε
(dimX,e,) =  dim Xi

και

Αρα

(e<,dimX) =  dim Xi  -  V 'ae Q i dimXe(e)
t(a)=<

Oi(dim X) =  dim X  -  (dim Xt +  dim Xi -  a€Q, dim Χβ(α))ε*
t(a)=t

=  dim X  -  (2 dim Xi -  V ]  ae<?1 dim Xe(a))e<
t(a)=i

Αν τώρα Coker UX  =  0 τότε επάγεται η ακριβής ακολουθία

0 ----- Ker Χ α -------- ► ®  dim Χβ(α) χ  ----- ► οt(a)=i

η οποία διασπάται και έτσι

dim Ker Λα =  ^  dim XS(Q) +  dimX*
α€<?ι
t(a)=i

Αρα

Συνεπώς

d im ^  X )i  =  ^ 2  dim Λβ(α> +  dim Λ<
a€<J ι 
t(a)=*

dimS“ X  =  a<(dimX)

4. Η απόδειξη είναι παρόμοια.

Παράδειγμα 4 .2.32. Έστω η φαρέτρα του προηγούμενου παραδείγματος

β
<5: 2 · ----- ► 3·

4·
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η ο π ο ία  έχ ε ι so u r c e  κ ο ρ υ φ ή  χην κ ο ρ υ φ ή  1 κ α ι s in k s  τις 3 ,4 .  Έσχω α κ ό μ η  X  
μ ια  αναπαράσταση  χη ς Q

Χ ι ^ ^ Χ 2 - ^ Χ Ά

A

*4

Τόχε είδ α μ ε οχι η α να πα ρά στα ση  X  ε ί ν α ι :

Coker f a  < Χ 2  -  Χ 3  

A  

Χ 4

Θέλω χώρα ν α  βρώ χην α να π α ρά σ τα σ η  S*Sj~ X . Ορίζω λ ο ιπ ό ν  χη ν α π εικ ό νισ η

S i  : R e p (a iQ , Κ ) —>· R ep (Q , Κ )

μ ε  τύ π ο
( s t S iX ) i  = (S t( s ;x ) ) j  =  (S f* ) , =  X ,

γ ια  κ ά θ ε  j  =  2 ,3 ,4  κ α ι

( S fS iX )  1 = (S t(S{X ))  1 =

=  Ker( Χ 2  — Coker f a ) =  K er^ a  =  Im f a 

Ά ρα η ανα πα ράστα ση  S^S^X  είνα ι η :

lm fa - i - ~ X 2 - ^ X 3

A
' '

Υ π ά ρ χει λ ο ιπ ό ν  έν α ς  επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς

ΤΓχΧ : X  -+ S f S i X

μ ε  τύπ ο

(*iX) j  = Ixj
γ ια  κ ά θ ε  j  =  2 ,3 ,4  κ α ι

{πχΧ)ι : Χι —* \m f a οί Κνψ α =  S+S{X

Α ν χώρα K e r n i X  =  0  , τότε η α π εικ ό νισ η  f a  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς . Θ α  
δ είξο υ μ ε λ ο ιπ ό ν  οχι γ ια  χη ν κ ο ρ υ φ ή  i  =  1 α ν  Ker τχιΧ — 0 τόχε

dimSi X  =  ai(dimX)
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ό π ο υ  ε ίδ α μ ε  οτι η  δ ιγ ρ α μ μ ικ ή  μ ο ρ φ ή

{ - ,  - >  : Ζ 4 χ  Ζ 4 —* Ζ

έ χ ε ι  τ ύ π ο

(χ>ν) =  Σ  χ*ν* ~ Σ  x»(o)Vt{0)
»6Qo a € Q i

κ α ι

(χ , y) = {®, y) + <y, χ)

κ α ι η  α π ε ικ ό ν ισ η  α ν ά κ λ α σ η ς  είνα ι

σ» : Ζ 4 - ♦  Ζ 4

μ ε  τ ύ π ο
/ χ 2(x,e<)

σ ί ( χ )  =  χ  — - τ ------
(e*, e,)

ό π ο υ  e* το μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  τη ς κ α ν ο ν ικ ή ς  β ά σ η ς  του  Ζ 4 . 
Έ χ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν

dim S~X — (dim C ok er / Q, dim X 2 > dim X 3,dimX4) 

ό μ ω ς ότα ν Ker f a  =  0  επ ά γ ε τ α ι η  α κ ρ ιβ ή ς α κ ο λ ο υ θ ία

0 ------------ Χ χ  >  Χ 2 ---------- ► Coker f a -------► 0

η ο π ο ία  δ ια σ π ά τα ι κ α ι έτσι

dim Χ 2  =  dim Χ χ  +  dim Coker f a

'Αρα
dim  Coker f a =  dim  Χ χ  — dim X 2

Έ τσι
d im 5 ,~ X  =  (dim A"i — dim  AT2 ,dimAT2 ,d im X 3 ,d im X 4 ) 

Έ χ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν
V \  A -  V  2 ( d i m X , e i )  σι ( dim ΛΓ) — d m X ------—------- r—:-ex

{ei 5 )
Α ρα  α ρ κ εί ν α  β ρ ο ύ μ ε  τα (dim  X ,  βχ) κ α ι ( ε ι , β ι ) .  Έ χ ο υ μ ε

( d im X .e i )  =  (d im X , β ι ) +  ( e i .d i m X )  =  2 dim Χ ι  -  d im X 2

κ α ι
(ex,ex)  =  2 ( e 1, e 1> =  2

Α ρα
σ ι (dim  X )  =  dim A  -  (dim  A , e i ) e i  =

=  dim X  — (2  dim  Χ χ  -  dim  Λ ^ )6 ! —

=  (dim Χ χ , dim A 2 , dim A 3 , dimX 4 ) — (2dim A j -  dimAa,0 ,0 ,0 )  =  

=  (dim A 2 -  dim Αχ, dim Aa, dim A 3 , dim A 4) =  dimS,~A
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Π α ρ α τή ρ η σ η  4 .2 .3 3 .  Π α ρα τη ρούμ ε o n  οι α να π α ρ α σ τά σ εις  Coker i i X  κ α ι Ker % i X  
ορίζονται μ ο να δ ικ ά  σε κ ά θ ε κ ο ρ υ φ ή  %. Μ π ο ρ ο ύ ν  λ ο ιπ ό ν  να  θ εω ρ η θ ο ύ ν  ευ θ έα  α ­
θροίσματα  α π ο  αντίγραφ α  α π λώ ν α να πα ραστά σεω ν S ( i ) .

Π ρ ό τα σ η  4 .2 .3 4 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κ α ι X  μ ια  μη-αναβύσιμη αναπαράσταση  
της Q . Τότε

1. Έστω i  <Ε Qo μ ια  s in k  κορυφή. Τότε είτε  d im X j =  1, dim  Xj  =  0 για  

j  Φ i  είτε η απεικόνιση

είνα ι επιμορφίσμός.

2 . Έστω i  €  Qo μ ια  source κορυφή. Τότε είτε  dim X i  =  1, dim X j  =  0  για  
j  φ ϊ  είτε η απεικόνιση

είνα ι μονομορφισμός.

Απόδειξη. 1. Έστω V το σ υ μ π λή ρ ω μ α  της lm X a . Τ ότε X  = V @X r. Ε π ειδ ή  
η α να πα ράστα ση  X  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η , έν α ς  α π ο  το υ ς  δ ύ ο  α θρ ο ισ τέο υ ς  
θ α  είνα ι μ η δ έν .

Α ν V  =  0 , τότε η Χ α ε ίνα ι π ρ ο φ α νώ ς επ ιμ ο ρ φ ίσ μ ό ς . Α ν  X '  =  0, τότε 
α να γκα στικά  γ ια  το σ υ μ π λή ρ ω μ α  θ α  ισ χύ ει dim Xi =  1, dim  Xj  =  0 γ ια  
j  φ ϊ .  Δ ιαφ ορετικά  το V  θ α  γρ α φ ότα ν σ α ν  ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  
π ο υ  είνα ι ά τοπ ο  εφ όσ ον η X  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η .

2 . Η α πόδειξη  ε ίνα ι α νά λο γη .

□
Π ρ ό τ α σ η  4 .2 .3 5 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κα ι X  μ ια  αναπαράσταση της Q . Τότε 

1. Α ν  η απεικόνιση

είνα ι μονομορφισμός, τότε 5 t+ S{ X  — X .

Απόδειξη. 1. Θ α το α π ο δ είξ ο υ μ ε  γ ια  τον ΐ-οστό  χώ ρο. Έστω ο  επ ιμ ο ρ φ ίσ μ ό ς

α€<2 ι
ί(α)=ΐ

1
s(a)=i

a€Qi
t (a)=i

είνα ι επιμορφίσμός, τότε S i S *  X  =  X .  

2. Α ν  η απεικόνιση

α€<?ι
s ( a ) = i

a€Q ι 
ί(α)=ί
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κ α ι έστω Κ  =  Ker X Q. Τ ότε εφ α ρ μ ό ζο ντα ς ιο ν  συναρτηχή  S *  ο  χώ ρ ος X ,  
ε ίν α ι ισ ό μ ο ρ φ ο ς  μ ε  τον π υ ρ ή ν α  του  ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ο ΰ  κ α ι ε π ιπ λ έ ο ν  έστω

Κ  ■ κ  -  φ  *.« .>
a€Qit(n)=i

Ε φ α ρ μ ό ζο ντα ς  τώρα τον συναρτητή  S ~  ο  χώ ρ ο ς Κ  γ ίνετα ι

* ' = ( φ
n€Qit(a)=i

μ ε  lm  Χ 'α =  Κ  κ α ι α π ο  το Θ εώρημα ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ  έ χ ο υ μ ε  οτι 

* '  =  ( φ  Χ β { α ) ) /  Ker Χ α =  lm  Χ 'α
α€<3ιt(a)=i

Ε π ειδ ή  ό μ ω ς η α π εικ ό νισ η  Χ α είνα ι ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  θ α  σ υ νεπ ά γετα ι οτι 
Κ '  =  Χ {.

2 . Η  α π ό δ ειξη  ε ίνα ι δ υ ικ ά  α νά λ ο γ η  μ ε  τη ν πρώ τη.
□

Π ρ ό τ α σ η  4 . 2 . 3 6 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κ α ι X  μ ια  μη-αυαβύσχμη αναπαράσταση 
της Q . Τότε οι αναπαραστάσεις S f  X  κ α ι S ~ X  είνα ι είτε μη-αναβύσιμες είτε 
μηδέν.

Απόδειξη. Θ α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  τη ν π ρότα ση  γ ια  τη ν S * X  α να π α ρ ά σ τα σ η , α φ ο ύ  η 
α π ό δ ειξη  γ ια  τη ν S ~ X  ε ίνα ι δ υ ικ ά  α νά λ ο γ η . Α π ο  την π ρότα ση  (4 .2 .2 5 )  έ χ ο υ μ ε  
οτι είτε dim  X i  =  1, dim X j  =  0  γ ια  j  φ  ι  είτε η  α π εικ ό νισ η

Χ<. : φ  *.(„) -  Xi

*(<*)=«
είνα ι ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α ν dim X i  =  1, dim X j  = 0  γ ια  j  Φ i  τότε

S ? X  =  0

Έστω λ ο ιπ ό ν  Χ α ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι έστω S *  X  α να λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η  μ ε

S + X  =  Χ λ 0  χ 2

ό π ο υ  Χ \ ,  Χ 2  φ  0 . Ό μ ω ς  α π ο  την π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  π ρόταση  γνω ρ ίζουμ ε οτι S f  S ~  Χ \  
Χ \  κ α ι S f S ~  Χ 2  =  Χ 2 κ α ι ιδιαίτερα S ~ X \  φ  0 , 5 “ Λ -2  φ  0 . Α ρα

X  =  S ~ S f X  =  S ~ X  1 φ  S ' Χ 2

Α υτό ό μ ω ς είνα ι ά το π ο  λόγω  υ π ό θ ε σ η ς . Α ρα  η S +  X  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η . □

Π ρ ό τ α σ η  4 . 2 . 3 7 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κ α ι X  μ ια  αναπαράσταση της Q . Εστω 
ακόμη i  €  Qo μ ια  s in k  κορυφή της Q  κ α ι ο επιμορφισμός

X* : φ  Χ.(„) -  Xi
a£Qi
f(o)=t

Τότε
dim  S *  X  =  <7*(dim X )
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Απόδειξη. Έστω i  €  Qo μ ια  s in k  κ ο ρ υ φ ή  τη ς Q κ α ι έστω ο  επ ιμ ο ρ ψ ισ μ ό ς

Χ α  ‘ X s ( a )  —* X i
aeQi
t (a)=i

Τότε

Άρα

dim K erX a  =  ^  dim X s(a ) — dim X*
aeQi
t(a)=i

(d im S ^ X  - d i m X ) *  =  ^  d im X s(a) -  2 d im X *  =  ~ ( d im X ,e i )
a e Q i
t ( a ) —t

και
(dim  S * X  — dim X ) j  =  0  

για  j  φ  i.  Δ η λαδή  θ α  έ χ ο υ μ ε

d im S + X  — d im X  =  — (d im X , e*)ei

κ α ι έτσι
dim S *  X  =  dim  X  — (dim  X , e i)ei  =  a ^ d im  X )

□
Σ υνοψ ίζοντας λ ο ιπ ό ν  τις π α ρ α π ά νω  π ρ οτά σ εις  α κ ο λ ο υ θ ε ί έν α  π ό ρ ισ μ α  γ ια  τις  

ιδιότητες των συναρτητώ ν α νά κ λα σ η ς S f X  κ α ι S ~ X .

Π ό ρ ισ μ α  4 .2 .3 8 .  Έστω Q  μ ια  πεπερασμένη, συνεκτική κ α ι χω ρίς προσαυατοβισ- 
μένους κύκβους φαρέτρα. Τότε αν i  e  Q 0  μ ια  s in k  κορυφή της Q  οι συυαρτητές 
ανάκβασης έχουν τις παρακάτω ιδιότητες :

U ) Α ν  X  μ ια  μη-αναβύσιμη αναπαράσταση της Q  στην κατηγορία  R e p (Q ,K )  
τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα :

1 . S + Χ φ ο

2. X £ S ( i )
3. < 7 t ( d im X ) > 0

(2) Α ν  X '  μ ια  μη-αναβύσιμη αναπαράσταση της Q  στην κατηγορία  R e p f a Q .K )  
τότε τα παρακάτω είνα ι ισ οδύναμα:

1. S - Χ Φ  ο

2 . X '  φ  S ( i )

3.  iT i(d im X /) > 0

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .3 9 .  Έστω η φ αρέτρα

Q : 1 · - ^ 2 ·

κ α ι έστω η α να π α ρά σ τα σ η  α υτή ς

X :
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η ο π ο ία  ε ίν α ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η . Ό π ω ς  ε ίδ α μ ε  σ ε  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  π α ρ ά δ ειγ μ α  ο ι α π λ έ ς  
α να π α ρ α σ τ ά σ εις  τη ς  Q  ε ίνα ι

5 ( 1 ) :

ο1

5 ( 2 ) : ο 1 SS

Π ρ ο φ α νώ ς X  9= 5 ( 1 )  κ α ι X  9= 5 ( 2 ) .  Α ς μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τώρα την α να π α ρά σ τα σ η
s } x .

Θ εω ρ ο ύ μ ε λ ο ιπ ό ν  τον συναρτητή

5 ^  : R ep (Q , Κ ) —► R ep (o 2Q , Κ )

μ ε  τ ύ π ο

( S f X )  1  =  κ

κ α ι

(S }X )2 =  Ker( Κ  — ^  Κ  ) =  0  

Ά ρα  η  α να π α ρ ά σ τα σ η  5 ^  X  είνα ι

Κ ^ —  0

κ α ι έτσι =  5 ( 2 ) .
Π ρ οφ α νώ ς τ\ S ^ X  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  κ α ι S ^ X  φ  0 .
Ε π ιπ λ έ ο ν

g g (dim  X )  =  dim X  — — e 2 =  dim  X  — (dim  X ,  e 2) e 2
(β2 > β2 ) 

μ ε

(dim A", e2) = (dimA-̂ )  + (e2,dimA') = ((1,1), (0,1)) + ((0,1)+ (1,1)) = 1 

Α ρα
o 2 (dim  A )  =  ( 1 ,1 )  -  l e 2 =  ( 1 ,0 )  =  e\  >  0

Α κ ό μ η  dim  5 ^ A  =  ( 1 ,0 )  ά ρ α  dim S % X  =  o 2 (d im A ) .
Α ς ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  τώρα τον συναρτητή

: R ep (o 2Q , Κ ) —► R ep (Q , Κ )

μ ε  τ ύ π ο
(Sj-s+j?), = s2-(s2+x), = κ

κ α ι
(S? S £ Χ ) 2  =  5 2- ( 5 ^ X ) 2 =  Coker( 0 -------► Κ  ) =  Κ

Α ρα η α να π α ρ ά σ τα σ η  X  είνα ι

Κ-—

52"52+Α ~  X
κ α ι έτσι
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Θ εώ ρ η μ α  4 .2 .4 0 .  Ο ι συναρζητές S^~, επάγουν αμοιβαία αντίστροφες 1 — 
1 κ α ι επί απεικονίσεις μεταξύ μη-αναβύσνμων αναπαραστάσεων της Q  κ α ι μη- 
αναβύσιμων αναπαραστάσεων της a iQ  με εξαίρεση την απβή αναπαράσταση S ( i ) 
στην κορυφή ί  η οποία μηδενίζεται απο αυτούς τους συναρτητές.

Επιπβέον
dim S f X  =  a i(d im  X )

για κάΒε μη-αναβύσιμη αναπαράσταση X  μη ισομορφική μ ε την S ( i ) .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .2 .4 1 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα χωρίς προσανατοβισμένους κύκβους κ α ι 
έστω i \ , . . . , i n μ ια  αποδεκτή διάταξη κορυφών της. Ορίζουμε τότε τον συναρτητή  
Coxeter, ως προς τη διάταξη, τον συναρτητή :

C +  =  s f  ■ ■ ■ S t  : Rep(<J, Κ ) Rep(<2, Κ )

κα ι ακόμη ορίζουμε

C -  =  S -  ■ ■ ■ S -  : R ep(Q , Κ ) R ep(Q , Κ )  

Επιπβέον για r  €  Ζ  γράφουμε

ί  ( C + r ,  r  >  0  
C r =  I  1, r  =  0

( ( Ο - ) ' ' ,  V < 0

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .4 2 .  Έστω η φαρέτρα

Q  : 1 ·  — —>■ 2 ·  — — >■ 3 ·

κ α ι έστω η α να πα ρά στα ση  α υτή ς

X  : Χ χ  Χ 2  — ^  Χ 3

Η φ αρέτρα Q  δεν έχ ε ι π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  κ α ι μ ια  α π ο δ εκ τή  διάταξη  
κορυφ ώ ν α υτή ς είνα ι η 3 ,2 ,1 .  Τότε ο  σ υνα ρτητής C o x eter  C "  ε ίνα ι

C ~  =  S 3  S 2  5 f  : Rep(<2, Κ ) -+  R ep (Q ,  K )

Α ς β ρ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  τον τύ π ο  του συναρτητή  C o x eter  C ~ . Έστω ο σ υνα ρτη τή ς

S f  : R e p (Q ,K ) —»· R e p (a iQ , Κ )

μ ε  τύπ ο

για  j  =  2 ,3  κ α ι

( S T X ) j  = X j

( S ,  Χ ) ι  =  Coker( X t — ^  X 2  ) =  C ok er/ „  

Αρα η α να πα ράστα ση  Ξ ζ  X  ε ίνα ι

Coker f a  -fc—  X 2  - f-  > χ 3
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Ε φ α ρ μ ό ζο υ μ ε  τώρα τον σ υνα ρτητή

S i  : Rep(<riC?,K) - ♦  R e p f o ^ i Q .K )

μ ε  τύ π ο

γ ια  j  =  1 ,3  κ α ι

ό π ο υ

( S ^ S T X ) j  =  (52-(5 Γ Χ )), =  (βγ X) j  

(52“ S rX )2 =  (52" ( 5 f  X))2 =  Coker ξ

ξ : Χ 2 ~ *  Coker f a  φ  X 3  

Ά ρ α  η α να π α ρ ά σ τα σ η  S ^ S ^ X  ε ίνα ι

C o k e r /Q Coker ξ  —  Λ 3  

Τ έ λ ο ς  εφ α ρ μ ό ζο υ μ ε  τον συναρτητή

S$ : R ep (a 2 <7 iQ ,K )  —► R ep (Q , K )

μ ε  τ ύ π ο

(*$3 S i  X ) j  ~  ($3 (S2 S i  X ) ) j  — ( S2 Si  X ) j

γ ια  j  =  1 , 2  κ α ι

( S z S 2 S i  X ) 2 =  ( S s ( S 2  S i  X ) ) 2  =  Coker( X 3 -------► Coker ξ  ) =  Coker φβ

'Αρα η α να π α ρ ά σ τα σ η  S 2  S f  X  είνα ι

Coker f a  Φ?-+ - Coker ξ  ■ * -■*■ Coker φβ 

κ α ι ο  συνα ρ τη τή ς C o x eter  C ~  είνα ι

C ~  =  S 3 S 2 S 1 : R e p (Q .K ) -+  R e p (Q ,K )

μ ε  τύ π ο
C ~ X  = S 3 S i  X

Λήμμα 4.2.43. Ο ι συναρχητές C +, C ~  δεν εξαριώ νιω . απο την επιβσγή της δ ιάταξ­
ης κορυφών της Q .

Απόδειξη. Π α ρ α τη ρ ο ύμ ε κ α τα ρ χ ή ν  οτι

S tS t  -  S ts *

α ν  i ,  j  ε ίνα ι s in k s  ως π ρ ο ς  κ ά π ο ιο  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ό  κ α ι α ν  ο ι δ ύ ο  κ ο ρ υ φ ές  δεν  
σ υ νδ έο ντα ι μ ε  ένα  β έλο ς . Έστω τώρα δ ύ ο  διατάξεις κ ορ υ φ ώ ν της Q

*1 »···»*η

*1»···»*»
κ α ι
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Έστω ο ιι  ή  =  i'm . Τότε i [ , . .  δεν συνδέεται μ ε  τη ν κ ο ρ υ φ ή  ί \  μ ε  ένα
β έλος κ α ι έτσι

s+ . . . & · $ $  . — SiSt,1

Α ν θ εω ρ ή σου μ ε π α ρ ό μ ο ιες  υ π ο θ έσ εις  κ α ι γ ια  τις υ π ό λ ο ιπ ε ς  κ ο ρ υ φ έ ς  ί 2 ,* 3 > 
θ α  έ χ ο υ μ ε

S+ ■■■S+ =  s f - - S t ,ln *n *Ί

□

Θ εω ρούμ ε γ ια  τα επ ό μ ε ν α  οτι η φ αρέτρα Q  έχει σ ύ νο λ ο  κ ο ρ υ φ ώ ν Qo =  
{ 1 , . . . , η )  και  1 , . . . , η  είνα ι μ ια  αποδεκτή  διάταξη κ ο ρ υ φ ώ ν της.

Λήμμα 4.2.44. Έστω ί  μ ια  κορυφή της φαρέτρας Q . Τότε

1 . d im Ρ ( ΐ )  =  σ ι  · · · O i_ i(e i)  κ α ι d im / ( i )  =  σ η ·· ·σ*+ ι(β *).

2 . P ( i )  ~  S f  · · · S ^ S i i )  κα ι  I ( i ) ~ S + - ·  Sf+ 1 S ( i ) .

Απόδειξη. Θα α π ο δ είξ ο υ μ ε  το λ ή μ μ α  μ ό ν ο  γ ια  το Ρ ( ΐ ) , α φ ο ύ  η α π όδ ειξη  γ ια  το 
1 { ι)  είνα ι α νά λογη .

1. Για 0  <  I <  i  κ α ι μ ε  επ α γω γή  στο ϊ  έ χ ο υ μ ε  οτι

ι
σ ί - i . . . a i - i(e< ) ~  Q { i , i  -  j ) \ e i - j  

j=o

στον Z n . Για l =  i  — 1 έ χ ο υ μ ε  οτι

σ ι . . .  σ ί _ 1(βί ) =  dim Ρ ( ί )

α φ ο ύ  δ εν  υ π ά ρ χ ο υ ν  μ ο νο π ά τ ια  α π ο  την κ ο ρ υ φ ή  i  στην j  γ ια  j  >  1 .

2 . Μ ε επ α γω γή  κ α ι π ά λ ι γ ια  0  < 1  <  ί  α π ο  τη σχέση

ι
f f i - i . . .  σ<_χ(β<) =  ^  |Q ( i ,  i  -  j ) \ e i - j  

3~ ο

έ χ ο υ μ ε  οτι

dim 5,+ · · Α +Ρ ( ί ) = σ,+1. . . σ Μ (ί()

όμω ς

^ i + ι ' '  ‘ P ( i )  ~  S ( i )

κ α ι έτσι

P ( i ) = ; S r . . . s - i S ( i )

□
Παράδειγμα 4.2.45. Έστω η φ αρέτρα

Q ι · -►  3·
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και μια αποδεκτή διάταξη κορυφών αυτής 3,2,1. Μελετήσαμε σε προηγούμενο 
κεφάλαιο τις προβολικές και Injective αναπαραστάσεις της Q οπότε για τις κο­
ρυφές 1,3 έχουμε:

P ( l) : K — -► K ——  K

P(3): 0 — —  0 — — K

7(1): K ——  0 — —  0

/(3 ) : K  — -►K — —  K

Οπότε έχουμε dim Ρ(1) =  (1,1,1), dimP(3) =  (0,0,1), dim/( I )  =  (1,0,0) 
και dim 7(3) =  (1,1,1). Θα βρούμε τώρα την απεικόνιση ανάκλασης

σι<72 : Ζ3 —► Ζ3

Έχουμε 

με τύπο

<72 : Ζ3 3

σ2(β3) =  e3 -  ~ ^ ' ~ e2 =  e3 -  (e3,e2)e2
(62,€2 )

όπου (e3,e2) =  (e3,e2) +  (e2,e3) =  -1 . Άρα

o-2 (e3) =  (0 , 1 , 1 )

Αν εφαρμόσουμε τώρα την ανάκλαση

<7j : Ζ 3

θα έχουμε

c i M e , ) )  = σι(0,1,1) =  (0,1,1) -  2((°’ 1)'e‘)«, = (0,1,1) -  ((0,1,1), e,)ei
(eiie i)

όπου ((0,1,1), e2) =  {(0,1,1), e2) +  (e2, (0,1,1)) =  —1 Αρα

σισ2(β3) =  <7ι (σ2 (β3)) =  (1 , 1 , 1 )

Συνεπώς
dim 7(3) =  (1,1,1) =  <τισ2(β3)

Παρατηρούμε ακόμη οτι

dim Ρ(3) =  (0,0,1) =  e3 

d im /(l) =  (1,0,0) =  ei

Επιπλέον παρατηρούμε οτι Ρ(3) ^  S(3) και 7(1) cs 5(1).
Έστω τώρα ο συναρτητής

<72 : Ζ3 Ζ3

<72(ei) - e x - 2(ei,e2)
(c2»ea)

e2 — e\ — (e j, e2)e3

με τύπο
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ό π ο υ  ( e i , e 2) =  {eu e2) +  (e2 , e i )  =  - 1. κ α ι

σ 3 : Ζ 3 —► Ζ 3

Θ α έχ ο υ μ ε

σ 3 (σ 2 (β ι) )  =  <7-3(1.1,0) =  ( 1 , 1 , 0 )  - - ( ( | ’ ^ ’ e 3 ) e 3 =  ( 1 , 1 , 0 )  -  ( ( 1 , 1 , 0 ) , e 3) e 3

ό π ο υ  ( ( l , l , 0 ) , e 3) =  < ( 1 ,1 ,0 ) ,  e 3) +  (e3 , ( 1 , 1 , 0 ) )  =  - 1  Ά ρ α

σ·3σ2(βι) =  σ3(σ2 (βι)) =  (1 , 1 , 1 )

Σ υνεπ ώ ς

dim Ρ(3) =  (1,1,1) = σ 3σ2(βι)

Π ρ ό τ α σ η  4 .2 .4 6 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κ α ι X  μ ια  μη-αναβύσιμη αναπαράσταση  
της Q . Τότε

1. C + X = 0  αν κ α ι μόνον αν X  ~  Ρ ( ι )  γ ια  κάποια κορυφή %.

2 . C ~ X  =  0  αν κ α ι μόνον αν X ~ I ( i )  γ ια  κάποια κορυφή ί.

Απόδειξη. 1. Α π ο  χο λ ή μ μ α  (4 .2 .3 3 ) έ χ ο υ μ ε  οχι

Pit) *  S i  ■ ■ ■

Α ν χώρα εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  χον συναρχηχή α νά κ λ α σ η ς C+ θ α  έ χ ο υ μ ε

C+P(i) =  S t  · - · S + S f · - · S" ^ ( i )  =

= S* ■ ■ ■ S t iS l i )  =  0 

Ανχϊσχροφα α ν  C+X  =  0 θ α  έ χ ο υ μ ε

X  *  ST -  ST^S®

γ ια  κ ά π ο ια  κ ο ρ υ φ ή  i. Τ όχε X  a  P ( i ) .

2 . Π άλι α π ο  χο λ ή μ μ α  (4 .2 .3 3 )  έ χ ο υ μ ε  οχι

I ( i )  ^  S + ■ ■ ■ St+ lS(i)

Α ν χώρα εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  χον συναρχηχή  α νά κ λ α σ η ς  C~ θ α  έ χ ο υ μ ε

c - m  = s;---s;s+---s?+ls(i) =

= s r - s r s ( i ) = ο

Αντίστροφα α ν  C~X  =  0  θ α  έ χ ο υ μ ε

X  *  S + ■ ■ ■ St+ lS(i)

γ ια  κ ά π ο ια  κ ο ρ υ φ ή  %. Τόχε X  οί / ( « ) .

□
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Θ α μ ιλ ή σ ο υ μ ε  τώρα γ ια  ένα  α κ ό μ η  ερ γ α λ ε ίο  π ο υ  θα  χρ ε ια σ το ύ μ ε , τις prepro- 
J ec tlv e  κ α ι p re in jec tiv e  α να π α ρ α σ τά σ εις . Π ιο σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν α  θα  μ ιλ ή σ ο υ μ ε  για  
τρείς κ λ ά σ εις  α να π α ρ α σ τά σ εω ν. Για α υτό  τον λ ό γ ο  θ εω ρ ο ύ μ ε μ ια  φ αρέτρα χω ρίς 
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έν ο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς , έστω Q .  κ α ι X  μ ια  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η

tns Q-

Ορισμός 4.2.47. Η  αναπαράσταση X  κ α β είτα ι ηροπροβοβική (p re p ro je c tiv e )
α ν  X  ~  C r P ( i )  γ ια  κάποιο r  <  0  κα ι κάποια κορυφή ί.

Ορισμός 4.2.48. Η  αναπαράσταση X  καβ είτα ι προεμβοβική (p re in je c tiv e ) αν
X  ~  C r I ( i )  για κάποιο r  >  0  κ α ι κάποια κορυφή ί.

Ορισμός 4.2.49. Η  αναπαράσταση X  κ α β είτα ι r e g u la r  αν C r X  Φ  0  για r  €  Ζ.

Παρατήρηση 4.2.50. Μ ια ά μ εσ η  σ υ νέπ εια  της π ρ ό τα σ η ς (4 .2 .34. )  είνα ι οτι η 
α να π α ρ ά σ τα σ η  X  ε ίνα ι p rep ro jectiv e  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  C r X  =  0  γ ια  κ ά π ο ιο  
r  >  0  κ α ι είνα ι p re in jec tiv e  α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  C r X  =  0  γ ια  κ ά π ο ιο  r  <  0 .

Παρατήρηση 4.2 .51. Μ ια μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η  X  της φ α ρέτρα ς Q
είνα ι p rep ro jec tiv e  ή p re in jec tiv e  ή reg u la r .

Πρόταση 4.2.52. Έστω Q  μ ια  φαρέτρα κ α ι X ,  Υ  δύο μη-αναβύσιμες ανα­
παραστάσεις της μ ε  την X  να ε ίνα ι preprojective ή prein jective. Τότε X  a  Υ  αν  
κ α ι μόνον αν  d i m X  =  d i m F .

Επιπβέον

1 . Ο  ισομορφισμός C r P ( i ) ~  C aP ( j ) φ  0  συνεπάγεται o n  i  =  j  κ α ι τ  =  s.

2 . Ο  ισομορφισμός C r I ( i )  ~  C aI ( j )  φ  0  συνεπάγεται οτι i  =  j  κ α ι r  — s. 

Απόδειξη. Έστω X  ~ Υ  κ α ι X  ν α  είνα ι p rep ro jectiv e . Δ η λαδή

X  ~  C r P ( i )  ^  Υ

Ά ρα
X  ~  Cr S i  · · · S '^ S i i )  ^  CrP(i) ~  Υ

Α ν ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  το υ ς  συνα ρτητές α νά κ λ α σ η ς  θα  έ χ ο υ μ ε

S+ J ■ · · S * C - r ( X )  a  S ( i )  a  S + , ■ ■ · S+C-r (K)

κ α ι α ν  εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  γ ια  α κ ό μ η  μ ια  φ ορ ά  το υ ς συνα ρτητές α νά κ λα σ η ς θ α  έχ ο υ μ ε  

τελικά
dim X  =  (ση · · ·σ ι)Γσι · · ·σ,_ι(β() =  dim Υ  

αφού dim S+ X  =  o<(dim X).
Α ντίστροφα έστω dim X  =  dim Υ  κ α ι X  να  είνα ι p rep rojective  μ ε

X  ~  σ Ρ { ΐ )

Τότε
dim X  =  (σ „  · · · σχ ) r dim P ( i )

Δ η λα δή
dim ν ' =  ( σ „ · · · σ ι ) Γσ ι  • · σ < _ ι ( ε ΐ )
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Ε φ αρμόζοντας τους συναρχητές α νά κ λα σ η ς θ α  π ά ρ ο υ μ ε  οτι 

και άρα
Υ  ~  C r S i  · · · S r ^ S i i )  ^  C r P ( i )  =ϋ X  

Ό τα ν η X  είνα ι p re in jectiv e  η α πόδειξη  είνα ι α νά λο γη .

1. Α ν C r P { i ) ~  C sP ( j ) φ  0 τότε

Ρ(<) ^  C - r P { j )

και άρα s -  r  <  0. Ό μ ω ς κ α ι

P ( j )  ~  C r - sP ( i )

και άρα  τ  — s <  0 . Δ η λαδή  r  =  s. Έτσι

Ρ ( ί )  ~  P ( j )

π ο υ  σ υ νεπ ά γετα ι οτι i  =  j .

2 . Η α πόδειξη  είνα ι α νά λο γη .

□

4.3 Dynkin και Euclidean διαγράμματα
Σε αυτή την π α ρ ά γρ α φ ο  θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε  τα π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  γ ρ α φ ή μ α τ α  κ α ι ε ι­
δικότερα τα δ ια γρ ά μ μ α τα  D y n k in  κ α ι E u c lid e a n . Τ α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  γ ρ α φ ή μ α ­
τα π ρ ο κ ύ π το υ ν  α π ο  τις φ αρέτρες, α ν  στα βέλη  τη ς φ α ρ έτρ α ς δ εν  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  
π ρ οσα να τολισ μ ό . Δ η λαδή  έστω Q  η φ αρέτρα

1·---- 2 ·------ >■ 3· ^-----4·

Τότε το υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α  π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τη ν Q  είνα ι

1 ·------2 ·-------3#-------4·

Για να  κ α τη γ ο ρ ιο π ο ιή σ ο υ μ ε τα π επ ερ α σ μ έν α  γ ρ α φ ή μ α τα  θ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή ­
σ ο υ μ ε  τις ιδιότητες των τετραγω νικώ ν μ ορ φ ώ ν. Για τα D y n k in  κ α ι E u c lid e a n  
δ ια γρ ά μ μ α τα  θ α  χρ ε ια σ το ύ μ ε  τα συστήμ ατα  ριζών. Θ εω ρ ού μ ε τώρα κ α ι γ ια  την  
υ π ό λ ο ιπ η  π α ρ ά γρ α φ ο  μ ια  π επ ερ α σ μ έν η , συνεκτική  κ α ι χω ρίς π ρ ο σ α να τ ο λ ισ μ έ­
ν ο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  φ αρέτρα, έστω Q .  Έστω α κ ό μ η  η  =  |Q o| to  π λ ή θ ο ς  των κ ο ρ υ φ ώ ν  
της φ αρέτρας κ α ι {βχ , . . . , e „ }  η κ α νο νικ ή  βάση του  Ζ η .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 . 3 . 1 .  Έστω Γ ένα πεπερασμένο γράφημα κ α ι { Ι , . , . , η }  οι κορυφ ές  
του. Θα συμβοβίσουμε με  d ij  =  d ji τον πεπερασμένο αριΒμό των ακμώ ν που 
ενώνουν τις κορυφές i , j .

Το γράφημα  Γ επάγει μ ια  συμμετρική διγραμμική μορφή

(—, —) : Ζ η χ Ζ η —> Ζ
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με
d%j 1

2 -  2da,
* Φ 3
i — j

όπου e% είναι to μοναδιαίο διάννσμα της κανονικής βάσης τον Ζη στην i κορνφή 
και για χ — (χχ,. . . , χη) 6  Ζ" μια τετραγωνική μορφή

q : Ζ ” —► Ζ

με τύπο
η

Q(x) =  Σ ά'3ΧίΧ3
*=ι .<;

Παρατήρηση 4.3.2. Το γράφημα Γ η συμμετρική μορφή και η τετραγ­
ωνική μορφή q καθορίζονται μεταξύ τους αφού παρατηρούμε οτι

(χ, χ) =  2  q(x)

και
(χ, y) =  q(x +  y ) -  q(x) -  q{y)

Παρατήρηση 4.3.3. Ας θυμηθούμε την Euler form που μελετήσαμε νωρίτερα. 
'Εστω Q μια φαρέτρα με n =  |Qo|· 'Ορίζουμε για χ, y £ Z n τη διγραμμική 
μορφή

( - ,  - ) Q : Ζ ” χ Ζ" -> Ζ

με τύπο

(x,y)Q =  Σ  χΜ  -  Σ
i€Qo a(zQ ι

η οποία καλείται Euler form. Ισχύει τότε

qQ(x) =  (x , x )q

και
(x,y)q  =  (x,y)Q +  (y,x)Q

Ορισμός 4.3.4. To ριζαοό της τετραγωνικής μορφής q ορίζεται το σύνοβο

Rad(q) =  {χ € Zn| (χ, - )  =  0}

Ορισμός 4.3.5. Ένα στοιχείο χ  = (χχ,. . . , χπ) 6 Ζ η καβείται ειβιχρινές (sin­
cere) αν Xi Φ 0 yta κάΒε ι. Γράφουμε χ  > 0 αυ χχ > 0 για κάδε ί και χ  > 0 
αι» χ  > 0 και χχ Φ 0 για κάδε ι.

Ορισμός 4.3.6. Έστω q : Ζ" —► Ζ  μια τετραγωνική μορφή. Τότε

1. Η q είναι θετικά ορισμένη αν q(x) > 0 yta κάδε μη μηδενικό χ  € Ζ”.

2. Η q είναι θετικά ημι-ορισμένη αν q(x) > 0 για κάδε χ  € Ζ” .

Λήμμα 4.3.7. Εστω Q μια συνεκτική τμαρέτρα και Γ το συνεκτικό γράφημά 
της. Έστω y  € Ζ" ένα θετικό μη μηδενικό στοιχείο στο Rad(g). Τότε το y 
είναι ειβικρινές και q είναι Θετικά ημι-ορισμενη. Πα χ  € Ζ” τα παρακάτω είναι 
ισοδύναμα.
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1 . q (x )  =  0.

2 . x €  Q y .

3. x  €  R ad(g).

Απόδειξη. Α π ο  την υ π ό θ εσ η  έ χ ο υ μ ε  οτχ

0 =  (ei t y) =  (2 -  2du)yi - Y ^ d i j V j
όφί

γ ια  1 <  i  <  n . Α ν x/i =  0  τότε

dijVj — 0 
άφϊ

κ α ι επ ειδή  qij >  0 γ ια  κ ά θ ε  i , j  κ α ι y >  0 έ χ ο υ μ ε  οτι yj =  0 όταν qij >  0. 
Ά ρα y =  0 α φ ο ύ  το Γ  είνα ι σ υνεκτικό . Α υτό όμ ω ς είνα ι ά το π ο  α φ ο ύ  το y είνα ι 
ειλ ικ ρ ινές στοιχείο.

Ο παρακάτω  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  δ είχνει οτι η τετραγω νική μ ο ρ φ ή  q ε ίνα ι θετικά  
η μ ι-ορ ισ μ ένη . Δ ηλαδή q(x)  >  0

q{x) = ] Γ (2 ~ 2da )y i^ -xi -Y ^ d ijX iX j =
ι< 3

— di j  ^  x i d i j X i X j  — 
ί φ ό  ^  i < j

=  Σ ~  Σ d i j X i X j  +  Σ d i i  £ Γ χ2ϊ  =
i< 3 i < j  i < ]

V iV j  / X i  X j  \ 2

2 yj

i j  2 ^  Vj}
i < j

( i )  => ( i i ) Av q(x)  =  0  τότε ^  ^  όταν qij  >  0 . Ά ρα  x  €

γ ρ ά φ η μ α  Γ ε ίνα ι συνεκτικό .

α φ ο ύ  το

( i i )  =Φ> ( i n )  Αν χ  €  Q y  τότε χ  €  R ad(g) α φ ο ύ  το y  €  R ad (g).

( H i )  => ( i )  Α ν χ  £  R ad(g) τότε q(x)  =  0 .

□
Θα δ ια τυπ ώ σ ουμ ε τώρα τον ο ρ ισ μ ό  του σ υστή μ α τος ριζών κ α ι του  π ίν α κ α  

C artan  του συστήμ ατος ριζών. Ο ι π ίν α κ ε ς  C a rta n  θ α  μ α ς  χρ ε ια σ το ύ ν  γ ια τί μ ­
π ο ρ ο ύ μ ε  να  σ υ νδ υ ά σ ο υ μ ε  κ ά θ ε  ένα  τέτοιο π ίνα κ α  μ ε  έν α  δ ιά γ ρ α μ μ α  D y n k in . Α ς  
θ υ μ η θ ο ύ μ ε  τώρα τις α π εικ ο νίσ εις  α νά κ λα σ η ς

σ4 : Z n Ζη

μ ε  τύ π ο
_ fM\ __ 2(xj, ^

(ei,e<)

ό π ο υ  είνα ι το ί-οστό  μ ο να δ ια ίο  δ ιά νυ σ μ α  της κ α νο ν ικ ή ς  β ά σ η ς  του TLn . Έστω  
α κ ό μ η  V  ~  Ζ η μ ια  αδελιανή  ο μ ά δ α  εφ ο δ ια σ μ ένη  μ ε  ένα  θετικ ό  σ υ μ μ ετρ ικ ό  
δ ιγρ α μ μ ικ ό  γ ινό μ ε νο  της μ ο ρ φ ή ς  Ε π ίσ η ς  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τον π ερ ιο ρ ισ μ ό
της α π εικ ό νισ η ς  α νά κ λα σ η ς &i \v·
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Ορισμός 4 .3 .8 . Έ ν α  σύστημα ριζών ε ίν α ι  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο β ο  Κ  C  V cs Ζ" έτσ ι 
ώ σ τε ν α  ισ χ ύ ο υ ν  τα  π α ρ α κ ά τ ω :

1. Τ ο  Κ  ε ίν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο , π α ρ ά γ ε ι  τ ο ν  V  κ α ι  0  £  Κ.

2 .  Α ν  χ  €  Κ  τότε Ζ χ Γ \ Κ  =  { ± χ } .

3 .  Α ν  χ  €  Κ  τότε σ ι Κ  =  Κ .

4 . Α ν  x , y  £  Κ  τότε €  Ζ.

Ορισμός 4 .3 .9 . Η  ο μ ά δ α  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι α π ο  ό β ε ς  τις α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  α ν α κ β ά σ ε ις  
Oi , ΐ  £  Κ  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι ο μ ά δ α  W e y l .  Η  ο μ ά δ α  W e y l  ε ίν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η  α φ ο ύ  ό π ω ς  

ε ίδ α μ ε  μ ε τ α θ έ τ ε ι το Κ ,  κ α ι  το Κ  ε ίν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  κ α ι π α ρ ά γ ε ι  το V .

Ορισμός 4 .3 .1 0 . Έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο β ο  Π  C  Κ  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι βάση α ν

1. Τ ο  Π ε ίν α ι  μ ιά β ά σ η  το υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ χ ώ ρ ο υ  V .

2 . Γ ια  κ ά δ ε  k  £  Κ  έ χ ο υ μ ε  οτι

όπου Λχ είναι όβοι Θετικοί ή αρνητικοί ακέραιου

Ορισμός 4 .3 .1 1 . Έστω μια βάση Π του συστήματος ριζών Κ . Τότε τα στοιχεία του 
Κ  καβούνται απβές ρίζες. Αν k £ Κ  είναι ένας Θετικός συνδυασμός απβώνριζών 
τότε το k καβείται θετική ρίζα. Αββιώς αν k £ Κ  είναι αρνητικός συνδυασμός 
απβών ριζών τότε το k καβείται αρνητική ρίζα. Το σύνοβο των Θετικών ριζών 
συμβοβίζεται με Δ + , των αρνητικών ριζών με Δ ~  και γράφουμε

Ένα μη μηδενικό στοιχείο του συυόβου Δ  καβείται ρίζα. Η  ρίζα χ της φαρέτρας 
Q καβείται πραγματική αν q(x) =  1. Διαφορετικά αν q(x) =  0 η ρίζα χ της 
Q καβείται φανταστική ρίζα. Το σύνοβο των πραγματικών ριζών συμβοβίζεται με 
Δ Γε και των φανταστικών A ,m.

Ορισμός 4 .3 .1 2 . Έστω Κ  ένα σύστημα ριζών και Π C Κ  μια βάση. Έστω 
ακόμη Π =  {:ri , . . . , χ η}. Τότε ο πίνακας

καβείται πίνακας Carton του συστήματος ριζών Κ .

Ας δούμε τώρα ποια είναι τα Dynkin και Euclidean διαγράμματα. Τα Dynkin 
διαγράμματα με η κορυφές είναι:

χ€Π

Δ  =  Δ + Π Δ ~

με
Δ  =  {χ £  Ζ η| q(x) <  1}

ο ο ■  ·  * ο ο
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D η Ο

Ο

Ε β  ο ---------- Ο ---------- ο ---------- ο ---------- ο

ο

Ε 7 ο ---------  Ο ---------- Ο ---------  Ο ο ο

ο

E g  ο ---------- ο ---------- ο  ----------ο  ----------- ο ο

Ενώ χα E u c lid e a n  δ ια γ ρ ά μ μ α τα  μ ε  η  =  m  +  1 κ ο ρ υ φ έ ς  ε ί ν α ι :

λ τη

Dm

Eq

1
1
2
I

1 ---------2 ---------- 3 ---------- 2 ---------- 1

2
I

E 7 1 ---------2 ---------- 3 ---------- 4 ---------- 3 ---------- 2

3
I

£ 8 2 ---------4 ---------- 6 ---------- 5 ---------- 4 ---------- 3 ---------- 2 -

Κ άθε κ ο ρ υ φ ή  i  γρ ά φ ετα ι μ ε  τη ν τιμή  <5* ε ν ό ς  δ ια νύ σ μ α τ ο ς  δ €  
m >  0  γ ια  A m κ α ι m  >  4  γ ια  D m .

—  1

Z n . Α κ ό μ η
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θεώ ρημα 4 . 3 . 1 3 .  'Εστω Γ ένα συνεκιικό γράφημα και q η αντίστοιχη τετραγ­
ωνική μορφή. Τότε

1· Το Γ είναι ένα Dynkin διάγραμμα αν και μόνον αν η q είναι Θετικά ορισμένη.

2. Το Γ είναι ένα Euclidean διάγραμμα αν και μόνον αν η q είναι Θετικά 
ημι-ορισμένη και όχι Θετικά ορισμένη. Σε αντή την περίπτωση νπάρχει ένα 
μοναδικό Θετικό διάννσμα δ G Ζ π με Rad q =  Ζδ.

Απόδειξη. Η α π ό δ ειξη  8 α  ο λοκ λη ρ ω θ εί σε τρία βή μ α τα .

Βήμα 1 . Α π ο  το λ ή μ μ α  (4 .3 .7 )  π ρ ο κ ύ π τε ι οτι δ €  R a d g . Α ν το Γ δ εν  έχει 
κ ύ κ λ ο υ ς  ή π ο λ λ α π λ έ ς  α κ μ έ ς  π ρ έ π ε ι να  εξετά σ ο υμ ε οτι γ ια  κ ά θ ε κ ο ρ υ φ ή  ί 
έ χ ο υ μ ε

3

Π ρ α γμ α τικ ά
η

0  =  (e t , 6) =  2 δ{ -  Σ  δ 3

j = ιdij^Q

για  1 <  ι <  η . Ε π ειδ ή  γ ια  κ ά π ο ιο  δ{ =  1 έ χ ο υ μ ε  Rad q =  Q<5 Π Z n =  Ζδ.

Βήμα 2. Κ άθε D y n k in  δ ιά γ ρ α μ μ α  Γ μ ε  π  κ ο ρ υ φ ές  μ π ο ρ ε ί ν α  θεω ρηθεί σ α ν  ένα  
π λ ή ρ ε ς  υ π ο δ ιά γ ρ α μ μ α  εν ό ς  E u c lid e a n  δ ια γ ρ ά μ μ α το ς  Γ μ ε  η + 1  κ ο ρ υ φ ές . 
Έ χ ο υ μ ε  οτι g p (x )  >  0  γ ια  κ ά θ ε  μ η  ε ιλ ικ ρ ινές  στοιχείο  x  Ε Ζ π + 1, α φ ο ύ  τα 
σ το ιχεία  χ  μ ε  q^{x)  =  0  ε ίνα ι π ο λ λ α π λ ά σ ια  των ειλικρινώ ν στοιχείω ν <5. 
Ά ρ α  η  qr είνα ι θετικ ά  ο ρ ισ μ ένη . (Η μ ο ρ φ ή  qr π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  τη ν gf 
μ έσ ω  του  π ερ ιο ρ ισ μ ο ύ  στο γ ρ ά φ η μ α  Γ του γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  Γ).

Βήμα 3 .  Έστω τώρα έν α  γ ρ ά φ η μ α  Γ το ο π ο ίο  δ εν  είνα ι D y n k in  ούτε E u c lid ea n .
Τότε το Γ π ε ρ ιέ χ ε ι έ ν α  υ π ο γ ρ ά φ η μ α  Γ το ο π ο ίο  είνα ι E u c lid e a n . Π αρα τη ρούμ ε  
οτι κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  δ ιάστα ση ς του  Γ μ π ο ρ ε ί  ν α  θεω ρη θεί δ ιά νυ σ μ α  δ ιά σ ­
τα σ η ς του  Γ . Α υτό γ ίνετα ι μ ε  ένθεση  στο δ ιά ν υ σ μ α  μ η δ ενικ ώ ν συνιστωσών 
κ α ι το π λ ή θ ο ς  ό σ ες  κ α ι ο ι ε π ιπ λ έ ο ν  κ ο ρ υ φ ές  του γ ρ α φ ή μ α το ς  Γ. Έστω  
δ €  Rad qf.. Α ν χ  =  δ μ ε  χ  Ε Ζ η τότε g r (x )  <  0 . Δ ιαφ ορετικά  α ν  ι  είναι 

μ ια  κ ο ρ υ φ ή  του  Γ π ο υ  δ εν  είνα ι κ ο ρ υ φ ή  στο Γ α λλά  συνδέεται μ ε  το Γ 
μ ε  μ ια  ά κ ρ η  τότε η σ χέσ η  χ  =  2<5 +  e* σ υ νεπ ά γετα ι q r (x )  <  0.

Ο

Πρόταση 4 . 3 . 1 4 .  Έ στω Γ έ ν α  γράφημα το οποίο είναι Dynkin ή Euclidean. Τότε

1. Κάδε βχ είναι ρίζα.

2. Αν χ  € Δ  και y € Rad q τότε —χ ,  χ  +  y € Δ.

3. Κάδε ρίζα είναι Θετική ή αρνητική.

4. Αν  Γ είναι Euclidean τότε Δ / Rad q είναι πεπερασμένο.

5. Αν  Γ είναι Dynkin τότε Δ  είναι πεπερασμένο.

Απόδειξη. 1. Έ χ ο υ μ ε  q fa ) = 1 ά ρ α  e< ε ίν α ι ρίζα.
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2 . Έστω χ  ρίζα κ α ι y  E Rad q. Τότε

q{x  +  y) =  q(y)  +  q(x)  +  (y , x )  =  q{x)

και
q(y  -  x )  =  q{y)  +  q{x)  -  (y , x)

Ά ρα —χ  κ α ι x +  y  α νή κ ο υ ν  στο Δ .  Α ν y  =  0 έ χ ο υ μ ε  οχι q{—x )  =  q(x) .

3 . Έστω χ  μ ια  ρίζα η ο π ο ία  γρά φ ετα ι χ  =  χ +  — χ ~  ό π ο υ  χ + , χ ~  > 0  κ α ι οι 
χ + , χ “ έχ ο υ ν  ξένα  su p p o rt. Δ η λαδή  ο ι g ( x + ) κ α ι q ( x ~ )  δ εν  μ η δ εν ίζο υ ν  
τα υτόχρονα . Τότε ( χ + — χ ~ )  <  0 και

1 >  q( z )  =  q(x + ) +  q{%~) — (χ +  — χ ~ )  >  q (x + ) +  q{%~)  >  0

Ά ρα q( x+ ) =  0 ή q(x ~ )  — 0 . Δ ηλαδή ένα  α π ο  τα χ +  — χ ~  ε ίνα ι ειλ ικ ρ ινές  
α ν  υ π ο θ έσ ο υ μ ε  οτι κ α ι τα δ ύ ο  δ ια νύσμ α τα  ε ίνα ι μ η  μ η δ εν ικ ά . Α υτό όμ ω ς  
είνα ι ά τοπο  κ α ι έτσι η ρίζα χ  είνα ι θετική ή α ρνη τική .

4 . Έστω β  μ ια  κ ο ρ υ φ ή . Α ν χ  είνα ι μ ια  ρίζα μ ε  x e =  0  τότε δ — χ  κ α ι <5 +  rr 
είνα ι θετικά  στην e  κ ο ρ υ φ ή . Και τα δ ύ ο  δ ια νύ σ μ α τα  ε ίνα ι ρ ίζες λόγω  του  
(ii) κ α ι μ άλιστα  Θετικές λόγω  του (ill). Ά ρα  το σ ύ νο λ ο

{ χ  €  A \ x e =  0 } C  { χ  £  Ζ η | — ό <  χ  <  5 }

είνα ι π επ ερ α σ μ έν ο . Α ν χ  €  Δ  τότε χ  — x e 6  Ε { χ  €  Δ | χ ε =  0 } .

5. Έστω Γ ένα  D y n k in  δ ιά γ ρ α μ μ α . Τότε υ π ά ρ χ ε ι  ένα  E u c lid e a n  δ ιά γ ρ α μ μ α  
Γ π ο υ  π ρ ο κ ύ π τει α π ο  το Γ  δ ια γρ ά φ οντα ς κ ά π ο ια  κ ο ρ υ φ ή  e. Μ ια ρίζα του  
Γ γρ α φ ή μ α το ς μ π ο ρ ε ί να  π ερ ιγ ρ ά φ ε ι μ ια  ρίζα χ  του  Γ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  μ ε  
x e =  0. Ά ρα λόγω  του (iv) α π ο δ είξα μ ε  το σ υ μ π έρ α σ μ α .

□
Λ ή μ μ α  4 .3 .1 5 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα της οποίας το γράφ ημα ε ίνα ι D y n k in  ή 
Euclidean  διάγραμμα. Α ν  χ  είνα ι μ ια  Θετική ρίζα κ α ι σ ; ( χ )  ε ίνα ι μ ια  μη Θετική, 
τότε χ =  e*.

Απόδειξη. Η ρίζα σ * (χ ) είνα ι μ η  Θετική λόγω  υ π ό θ ε σ η ς  κ α ι ά ρ α  α ρ νη τικ ή . Για 
κ ά θ ε κ ορ υ φ ή  j  φ  ί  έ χ ο υ μ ε  ( a i ( x ) ) j  =  Xj  κ α ι ά ρ α  Xj  =  0 . Ά ρα  χ  =  e*. □

Κ λείνουμ ε αυτή  την π α ρ ά γ ρ α φ ο  μελετώ ντας α κ ό μ η  ένα  ερ γ α λ είο , τον μ ε τ α σ χ η ­
μα τισμό C oxeter.

Ο ρ ισ μ ό ς  4 .3 .1 6 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα χω ρίς προοανατοβισμένους κύκβους  
κα ι έστω i \ , . . . , i n μ ια  αποδεκτή διάταξη κορυφών της Q . Ορίζουμε τότε τον 
αυτομορφισμό

c \ ΈΡ —► Ζ η

με τύπο

C(X) = σίη··· σΗ (Ζ)
Ο αυτομορφίσμός c καβ είτα ι μετασχηματισμός C o x e te r .

Στο ε π ό μ ε ν ο  λ ή μ μ α  δ ε ίχ ν ο υ μ ε  οτι ο μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  c δ εν  εξαρτάται α π ο  
τον α ρ ιθ μ ό  των κορυφ ώ ν.



Λήμμα 4.3 .17. 1. c(d im  P ( i )) =  -  dim  I ( i )  για κάδε κορυφή i.

2 . Τ α  σύνοβα  { d im P ( i ) | t  €  Q o }  κ α ι {d im  / ( i ) | i  e  Q o } περιγράφουν δύο 

β ά σ εις  του Ζ " .

Απόδειξη. 1. Έ στω  Q o =  {1 , · · · > n }  to  σ ύ νο λ ο  των κ ορ υ φ ώ ν τη ς φ α ρ έτρ α ς Q . 
Τ ότε

d im P ( i )  =  σ ι

κ α ι α ν  ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  το μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό  c θα  έ χ ο υ μ ε

c (d im P(i)) =  ca x . · ·σ ί_ ι(β * )  =  σ ι  • • •σ < (ε <) =

=  —σ η · · ·σ,·+ ι(β ί)  =  -  dim 7 ( 0
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2 .  Γ νω ρίζουμ ε οτι

d  =  dim P ( i )  -  Σ  clim ^ ’( ί (α ))  =  dim  ^(*) ~  Σ d i m / ( s ( ° ) )
α€<3ι α€<3ι

s ( a ) = <  t(a)=i

Ο

Λήμμα 4.3 .18. Έστω  χ ,  y  G Zn. Τότε ισχύουν τα π α ρα κά τω :

1 . (dim P ( i ) ,  x )  =  Xi  =  (x , dim 7 ( i) )  για  κάδ ε κορυφή i.

2 . {χ , y ) -  - ( y , c (x ) )  =  ( c (x ) ,  c (y ) ) .

Απόδειξη. 1.

2 .  Για χ  =  dim  P ( j )  ό π ο υ  j  δ ια τρέχει ό λ ε ς  τις κ ο ρ υ φ έ ς  έ χ ο υ μ ε  οτι

(dim  P ( j ) ,  y )  =  (y , dim  7 ( j ) )

λό γω  του  (i) κ α ι ά ρα

( d i m P ( j ) . j )  =  <y,dim  I ( j ) )  =  (y , - c ( d im  P ( j ) ) )  

λό γω  τη ς π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  π ρ ότα σ η ς.
□

Λήμμα 4.3.19. Έστω χ  €  Ζ η . Τότε c (x )  =  χ  α υ  κ α ι μόνον α ν  χ  €  Radg. 

Απόδειξη. Α ν
c ( x ) x  « ·  Xi =  c(x)<  =  (σ ,(χ ))<

γ ια  ό λ ε ς  τις κ ο ρ υ φ έ ς  ι.  Έτσι ( χ ,β ί )  =  0  γ ια  ό λ ες  τις κ ο ρ υ φ ές  i  κ α ι άρα
( χ , - )  =  0 . □

Μ έχρι το τέλος τη ς π α ρ α γ ρ ά φ ο υ  θα  θ εω ρ ή σ ο υ μ ε οτι το γ ρ ά φ η μ α  π ο υ  π ρ ο κ ύπ τει  
α π ο  την φ αρέτρα  Q  ε ίνα ι D y n k in  ή E u c lid e a n . Η α π εικ ό νισ η  c  επ ά γ ε ι μ ια  
μ ετά θεσ η  του  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  Δ /  Rad q. Ά ρα  η  ε*  γ ια  κ ά π ο ιο  Λ >  0  

α π εικ ό νισ η  είνα ι
Ch = lz"/Radfl

α φ ο ύ  το ε< 6  Δ  γ ια  κ ά θ ε  t.



4 .3 . DYNK1N Κ ΑΙ EU C LID E A N  ΔΙΑΓΡΑΜ Μ ΑΤΑ 159

Λ ή μ μ α  4 .3 .2 0 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα της οποίας το γράφημα είνα ι D yn k in . Έστω  
ακόμη χ  £  Ζ η. Τότε υπάρχει r  >  0 τέτοιο ώστε το cr (x )  ε ίνα ι μη Θετικό.

Απόδειξη. Τ ο δ ιά νο σ μ α
h - 1

y = Y ^ c r (x)
r=0

ορίζεται α π ο  τον μ ετα σχη μ α τισμ ό  c. Άρα y  =  0  λόγω  του π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  
λή μ μ α τος. Α ρα το cr (x)  είνα ι μ η  θετικό γ ια  κ ά π ο ιο  r  >  0 . □

Λ ή μ μ α  4 .3 .2 1 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα της οποίας το γράφημα είνα ι E u c lid ean  κ α ι 
έστω χ  £  Ζ η . Τότε ισχύουν τα παρακάτω :

1. Α ν  cr ( x ) >  0  γ ια ό β α  τα r  €  Ζ , τότε €^{χ) =  χ.

2. Α ν  ch ( x ) =  χ,  τότε (δ , χ ) =  0.

Απόδειξη. 1. Έστω ch(x )  =  χ  +  ν  γ ια  κ ά π ο ιο  μ η  μ η δ εν ικ ό  ν  £  Rad q. Μ ε  
επ α γω γή  π ρ ο κ ύ π τει οτι

clh(x)  = χ  +  1ν

γ ια  κ ά θ ε  I £  Ζ . Έ τσι γ ια  κ ά π ο ιο  r  έ χ ο υ μ ε  οτι cr  (:r) ε ίνα ι μ η  θετικό  α φ ο ύ  
το δ ιά νυ σ μ α  ν είνα ι ειλ ικ ρ ινές κ α ι Θετικό ή α ρνη τικό .

2 . Το δ ιά νυ σ μ α
h - 1 

r = 0

ορίζεται α π ο  τον μ ετα σχη μ α τισμ ό  c κ α ι ά ρ α  y  £  Ζδ.  Ό μ ω ς

h~l
0 =  (δ,ν ) =  Σ ( δ , ο ' · ( χ ) )  =  Ιι(δ,χ)

r = 0

α φ ο ύ  ο  c διατηρεί τη ν E u ler  form . Άρα (δ, χ )  =  0 .

□



Κεφάλαιο 5

Το Θεώρημα του Gabriel

Σε αυτό to  κ εφ ά λα ιο  θα  δ είξο υ μ ε οτι ο ι φ αρέτρες των οπ οίω ν το υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  δ ιά ­
γ ρ α μ μ α  είναι D y n k in , έχ ο υ ν  π επ ερ α σ μ έν ες  π ο λ λ έ ς  μ η -α ν α λ ΰ σ ιμ ε ς  α ν α π α ρ α σ τά ­
σεις. Αντίστροφα θα  δ είξο υ μ ε οτι κ ά θ ε  φ αρέτρα  μ ε  π επ ερ α σ μ έν ο  π λ ή θ ο ς  μ η -  
α να λύσιμ ω ν αναπαραστάσεω ν έχει σ α ν υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α  έν α  δ ιά γ ρ α μ μ α  
D yn k in . Θ α ξεκ ινή σ ο υ μ ε μελετώ ντας φ α ρέτρες ο ι ο π ο ίες  έ χ ο υ ν  υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  δ ιά ­
γ ρ α μ μ α  Α ι , Α 2 , Α 3  α λλά  κ α ι D 4  γ ια  να  δ είξο υ μ ε  τη ν α υ ξα νό μ ενη  π ο λ υ π λ ο κ ό τ η -  
τα των α ποδείξεω ν χρ η σ ιμ οπ οιώ ντα ς Γ ρ ά μ μ ικ ή  Ά λγεβρα . Σ τα θ ερ ο π ο ιο ύ μ ε  α π ο  
τώρα κ α ι μ έ χ ρ ι το τέλος του κ εφ α λα ίο υ  ένα  σώ μα Κ .

5.1 Μη-αναλύσιμες αναπαραστάσεις των A\,A%, A3 

και D4

Π ριν ξεκ ινή σ ο υ μ ε σ η μ ειώ νο υ μ ε οτι γ ια  να  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  μ ια  α π εικ ό νισ η  α π ο  ένα  
διανυσμ ατικό χώ ρο διάστασης 1 στον μ η δ εν ικ ό  χώ ρο χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τον σ υ μ ­
βολισμ ό  Κ -------0 , ενώ γ ια  να  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  μ ια  α π εικ ό νισ η  α π ο  τον μ η δ εν ικ ό
χώ ρο σε ένα  δ ιανυσμ ατικό χώ ρο διάστασης 1, χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τον σ υ μ β ο λ ισ μ ό  
0 -------► Κ  · Α νά λογα  γ ια  να  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  μετα ξύ  δ ια νυσμ α τικ ώ ν

χώρων διάστασης 1 χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τον σ υ μ β ο λ ισ μ ό  Κ  — —^  Κ  · Σε α υτά  τα 
δ ια γρ ά μ μ α τα  ο χώ ρος Κ  συμβολίζει τον χώ ρο δ ιάστα σης 1 κ α ι οι α π ε ικ ο νίσ ε ις  
είναι κ α νονικ ές.

Σ χ ό λ ιο  5 .1 .1 .  Στα π α ρ α δ είγμ α τα  θ α  δ είξο υ μ ε οτι οι φ α ρέτρες τύ π ο υ  Α \ ,  Α 2 , A 3  

και D 4 α να λύοντα ι σε μ η -ισ ό μ ο ρ φ ες  α να π α ρ α σ τά σ εις  οι ο π ο ίες  μ ε  τη σειρά  του ς  
θα  είναι ευ θ έα  αθροίσμα τα  α π ο  μ η  ισ ό μ ο ρ φ ες , μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις . 
Θα δ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  οτι υ π ά ρ χ ε ι α να λυτική  π ερ ιγ ρ α φ ή  των κλά σεω ν ισ ο μ ο ρ φ ία ς  των 
μ η -α να λύ σ ιμ ω ν ανα πα ραστά σεω ν γ ια  κ ά θ ε  φ αρέτρα.

Α ς ξεκ ινή σ ο υ μ ε μ ε  το δ ιά γ ρ α μ μ α  Α \ .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .1 .2 .  Η φ αρέτρα Α \  α ποτελείτα ι α π ο  μ ια  κ ο ρ υ φ ή  κ α ι δ εν  έχ ε ι α κ ­
μ ές . Αρα μ ια  τυ χού σ α  α να π α ρά σ τα σ η  της Α \  α ποτελείτα ι α π ο  τον δ ια νυ σ μ α τ ικ ό  
χώ ρο Κ  κ α ι άρα είνα ι η μ ό ν η  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η  της.

Σ υ νεχ ίζο υ μ ε μ ε  το δ ιά γ ρ α μ μ α  Α 2.

161
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .1 .3 .  Η φ αρέτρα  A 2  α π οτελείτα ι α π ο  δ ύ ο  κ ο ρ υ φ ές  π ο υ  συνδέονται 
α π ο  ένα  β έ λ ο ς . Δ η λαδή

Μ ια α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έτρ α ς α π οτελείτα ι α π ο  δ ύ ο  δ ια νυ σ μ α τ ικ ο ύ ς  χώ ρ ο υ ς  
V, W  κ α ι μ ια  γ ρ α μ μ ικ ή  α π ε ικ ό ν ισ η  A  : V  —*· W .  Δ η λα δή

A

V  W

Για ν α  α ν α λ ύ σ ο υ μ ε  αυτή  τη ν α να π α ρ ά σ τα σ η , θ εω ρ ο ύ μ ε  το σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  V  τσυ  
Ker Α  στον V  χώ ρ ο  κ α ι το σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  W '  της lm Α  στον W .  Τότε η 
α να π α ρ ά σ τα σ η  α να λύ ετα ι ως εξή ς :

Β λ έ π ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  οτι ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  της π α ρ α π ά νω  α νά λ υ σ η ς είνα ι π ρ οφ α νώ ς  
μ η  ισ ό μ ο ρ φ ες  κ α ι μ ά λισ τα  ο  πρώ τος α θρ οισ τέος είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο
dim  K erA  =  r  α ντίγρ α φ α  της μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς Κ -------* - 0 ,  ο
δ εύ τερ ο ς α θρ ο ισ τέο ς είνα ι το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  dim lm A  =  dim  V  =  s α ν ­

τ ίγ ρ α φ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  Κ  — Χ—+· Κ  κ α ι ο  τρίτος α θροιστέος είνα ι το ευ θ ύ

ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  dim W '  =  I α ντ ίγρ α φ α  τη ς 0 -------► Κ  . Ά ρα η φ αρέτρα Α-ι έχει
τρεις μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις

Κ -------^ ο, κ  — ϊ-*- Κ  κ α ι ο --------Κ

Α ς δ ο ύ μ ε  τώρα το δ ιά γ ρ α μ μ α  A 3 .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .1 .4 .  Η φ αρέτρα  A 3  α ποτελείτα ι α π ο  3 κ ο ρ υ φ ές  κ α ι 2 βέλη  
π ο υ  τις σ υ νδ έε ι. Ά ρα  έ χ ο υ μ ε  να  δ ια λ έξο υ μ ε  μ εταξύ  των π ροσα να τολισ μ ώ ν :

• ----- · -------- ► ·

• ------►  ·  <------·

•  ----- ·  ■*------ ·
t
η

•  -4-----  ·  ----- ► ·

Α ς μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  πρώ τα τον π ρ ο σ α να το λ ισ μ ό

•  ---- ►  · ------►  ·

Μ ια α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έτρ α ς είνα ι τη ς μ ο ρ φ ή ς  :

V  W  Υ
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Ό π ω ς κ α ι στο π ρ ο η γ ο ύ μ εν ο  π α ρ ά δ ειγ μ α  δ ια σ π ο ύ μ ε  πρώ τα

-> · ■> ·

Ker Α 0 0

Αυτή λ ο ιπ ό ν  η ανα πα ράστα ση  είνα ι το ευ θ ύ  ά θρ οισ μ α  α π ο  dim Ker A  =  r  α ν ­
τίγραφ α της μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς Κ -------► 0 -------► 0 . Έστω τώρα
το σ υ μ π λή ρ ω μ α  Υ '  της lm Β  στον Υ .  Ά ρα  δ ια σ π ο ύ μ ε  ξα νά  κ α ι έ χ ο υ μ ε  την  
αναπαράσταση

0

·

0

■> ·

γ·
η ο π ο ία  είνα ι το ευ θ ύ  ά θρ οισ μ α  α π ο  dim Υ '  =  s α ντίγρ α φ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  
α να πα ράστα ση ς

0 ----- ^ 0 -----
Δηλαδή ο δ η γο ύ μ α σ τε στην α να πα ρά στα ση

V W

·

Υ

ό π ο υ  η α π εικ όνισ η  Α  είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι η Β  ε ίνα ι ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Έστω  
τώρα X  =  Ker Β Α  κ α ι το σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  X '  του  X  εντός του  Υ . Έ στω α κ ό μ α  
το σ υ μ π λή ρ ω μ α  W '  του Α ( Χ )  εντός του W  κ α ι τέτοιο ώστε Α { Χ ' )  C  W ' . 
Τότε η α νά λυση  της α να π α ρ ά σ τα σ η ς ε ί ν α ι :

/
Η*- · Β ·  =

\
· ·

/ \
■C -¥~ · Β ·

v  w  y  α (χ ) ο )  \ χ '  w  υ  1

ο πρώ τος α θροιστέος είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς

Κ -^0

Ο δεύτερος α θροιστέος α ποχελείτα ι α π ο  την α π εικ όνισ η  Α  η ο π ο ία  είνα ι μ ο ν ο ρ -  
φ ισμ ός, α π ο  την α π εικ ό νισ η  Β  η ο π ο ία  είνα ι ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι ε π ιπ λ έ ο ν

Ker Β Α  =  0

Για να  α π λ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  την α να π α ρ ά σ τα σ η  θ εω ρ ο ύ μ ε V =  X'  κ α ι W  =  W ' . 
Έστω τώρα X  =  lm Β Α  κ α ι έστω το σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  X '  του  X  εντό ς  του  Υ .  

Ε π ιπ λ έο ν  έστω W *  =  Β ~ 1 ( Χ ' ) .  Τ ότε W '  ε ίνα ι το σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  του  A ( V )  εντός  
του W . Ά ρα επ ά γετα ι η α νά λυση

c Α·<■— -—*■ · Β 9 =

W Υ

Β
->· ·

A(V) X /

(

\ ο

■> · Β

W'

Σ ε αυτή την α νά λυ σ η  ο  πρώ τος α θροιστέος είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  της μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  
α να π α ρ ά σ τα σ η ς
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Α ν τώρα στον δ εύ τερ ο  α θροισ τέο  δ ια σ π ά ο ο υ μ ε  στον π υ ρ ή ν α  του  Β ,  τότε η  α να  
π α ρ ά σ τα σ η  π ο υ  8 α  π ρ ο κ ύ ψ ετ  8 α  ε ίνα ι το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να  
π α ρ α σ τά σ εω ν

ο— ► κ —
κ α ι

ο— ►κ— -ο
Α ρ α  η  φ α ρ έτρ α  A 3  μ ε  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ό

έ χ ε ι  6  μ η  α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  :

Κ -------^ 0 -------^ 0  , 0 ---- ^ 0 --------- ►Κ, Κ — ^ Κ --------►Ο

0 ----► Κ------- ^ 0  , ο — ► κ —

Α ς μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τώρα τον π ρ ο σ α να το λ ισ μ ό

• ----► · -------·

Μ ια α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς φ α ρ έτρ α ς ε ίνα ι της μ ο ρ φ ή ς  :

V  W  Υ  

Έ χ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  τη ν α να π α ρ ά σ τα σ η

ο ο• -------- ► ·  ■<----- ·

K erA  0  0

η ο π ο ία  ε ίνα ι το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  dim Ker A  =  r  α ντίγρα φ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  
α να π α ρ ά σ τα σ η ς

Κ -------► 0  -------0

κ α ι τη ν α να π α ρ ά σ τα σ η
ο ο• -----► ·  ·<----------·

0  0  Ker Β

η ο π ο ία  είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  dim Ker Β  =  s α ντίγρα φ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  
α να π α ρ ά σ τα σ η ς

0 -------► Ο ---------Κ

Δ η λα δή  έ χ ο υ μ ε  τη ν α να π α ρ ά σ τα σ η

V  W  Υ

ό π ο υ  A , Β  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί. Α ν  V  κ α ι Υ  ε ίνα ι υ π ό χ ω ρ ο ι του  W,  τότε 
μ ε λ ε τ ο ύ μ ε  το π ρ ό β λ η μ α  τα ξινόμ η σ η ς ζευγώ ν υ π οχώ ρ ω ν εν ό ς  δ ο σ μ έν ο υ  χώ ρ ου  W  
μ έ χ ρ ι  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό  (Το π ρ ό β λ η μ α  των ζευγών υποχώρων). Για ν α  μ ελετή σ ο υ μ ε
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λο ιπ ό ν  αυτό το π ρ όβ λη μ α  θεω ρ ού μ ε το σ υ μ π λή ρ ω μ α  W' του V Π Υ στον W, 
και έστω V  — W  Π V κ α ι V  =  W  Π Υ. Τότε η α νά λυ σ η  τη ς α να π α ρ ά σ τα σ η ς

\  /
0  · ------->- ·

είναι

/  \
Α > ·  < Β ">*

V  W Υ  \  ν '  W 1 Υ ' )γ· /  \ ν η γ  ν η Υ  ν η Υ

Ο  δεύτερος α θροιστέος είνα ι είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α ν α ­
π αρά σταση ς

ι
Κ Κ

Ά ρα  α ρ κ εί α ν α λ ύ σ ο υ μ ε  τον πρώ το αθροιστέο. Έστω λ ο ιπ ό ν  V = V', W = Wr 
Υ =  Υ· κ α ι VDY =  0.

Ε π ιπ λ έο ν  έστω το σ υ μ π λή ρ ω μ α  W'  του V 0  Υ στον W. Τότε

-> ·  

W
-3# =  

Υ

ί
•C

\ ν

A Β----- ·  -<--------

νη Υ

(

V 0

W'

Ο δεύτερος α θροιστέος είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  dim Wr =  I α ντίγρ α φ α  τη ς  
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς

0 +  Κ + 0

Ο πρώ τος α θροιστέος α να λύετα ι ως εξής :

(
• —

\ ν

»C

V W

A* = 

Υ

>·■<-

V

\  (

0 /  \ 0

\
->·■<-

Υ γ  )

κ α ι οι αθροιστέοι είνα ι ευ θ έα  α θροίσμ α τα  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να π α ρ α σ τά σ εω ν

-►Κ 0 κ α ι 0 -------► Κ  ·<-------Κ  αντίστοιχα . Ά ρα  ο ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς
α να π α ρ α σ τά σ εις  της Α 3 μ ε  π ρ οσα να τολισ μ ό

-> ·< -

είναι, όπ ω ς κ α ι π ρ ίν  :

Κ ----- ►Ο-·----- 0 ,  0 ------ ► 0 ------- Κ , ----- 0

Κ —^ Κ ^ — Κ  , 0 ----- »-Κ-«----- 0 , 0 ------ — Κ

Τ έλος θ α  μ ελ ετή σ ο υ μ ε τις μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  τη ς φ α ρ έτρ α ς £>4 .

Παράδειγμα 5.1.5. Για το π α ρ ά δ ειγ μ α  τη ς φ α ρ έτρ α ς Ζ) 4 α ς  δ ια λ έξ ο υ μ ε  τον  
π ροσα να τολισ μ ό
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Ά ρ α  έστω μ ια  α να π α ρ ά σ τα σ η  α υ τ ή ς  :

Αι• --------· ^3

Vi At V3

^2

Πρώτα λ ο ιπ ό ν  δ ια σ π ο ύ μ ε  τ ο υ ς  π υ ρ ή ν ε ς  των α π εικ ο νίσ εω ν Α χ , Α 2 , Α 3 . Δ ηλαδή  
μ ετά  τη δ ιά σ π α σ η  έ χ ο υ μ ε  τις α να π α ρ α σ τά σ εις

0

KerAi

0

0

κ α ι

0

0

ο
->- ·

Keri42

0

■ ·

0

Ker Λ 3

ο
II
μ
Πι
μι

0
Α υ τές ο ι  α να π α ρ α σ τά σ εις  ε ίνα ι ευ θ έα  α θρ οίσ μ α τα  των μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α ναπαραστάσεω ν

•  -

Κ

•■

0

ο
' ·  ' 
i \

ο

ο

ο

' ·

ο

‘ = 1

κ
Oil

§ §
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κ α ι

Ο

η

Ο

κ

αντίστοιχα. Ά ρα ο δ η γο ύ μ α σ τε στην α να πα ρά στα ση

•C

V\

V
Αι As
-------->■  ·  ■ <--------

η
Α-ί ν3

ν2

ό π ο υ  οι α π εικ ο νίσ εις  Α \ , Α 2, Α 3  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί. Ό π ω ς  κ α ι π ρ ιν  μ ε λ ε ­
το ύ μ ε το π ρ ό β λη μ α  τα ξινόμ η ση ς τρ ιά δα ς υ π ο χώ ρ ω ν ε ν ό ς  δ ο σ μ έν ο υ  χώ ρ ο υ  V  
μ έ χ ρ ι ισ ομ ορ φ ισ μ ό  (Το π ρ ό β λη μ α  των τ ρ ιά δ α ς  υ π ο χ ώ ρ ω ν ) .  Α ρ κ εί δ η λ α δ ή  ν α  
π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε του ς χώ ρ ο υ ς  V \ , V 2, V3 σε σ χέση  μ ε  τον V .  Τ ο ε π ό μ ε ν ο  β ή ­
μ α  λο ιπ ό ν  είνα ι να  δ ια σ π ά σ ο υ μ ε την α να π ά ρ α σ τα σ η  σ ε  ένα  ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς  
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς

0
η

0

ο

ώστε να  ο δ η γ η θ ο ύ μ ε  στη σ χέση  V\ +  V2 -f- V3 — V.  Έστω Y  =  V \  Π V2 Π κ α ι  
έστω το σ υ μ π λή ρ ω μ α  V  του  Υ  στον V. Ε π ιπ λ έ ο ν  Θ εω ρούμε V( = V'C\Vi γ ια  
i =  1,2,3. Τότε η α να π α ρά σ τα σ η  α να λύετα ι σε :

V Υ
.c_

j| l
ν{ Vi Y

< «»

Vi Y

Υ

Ο δεύτερος α θροιστέος ε ίνα ι το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α ν α π α ρ ά σ -



168 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ TOY GABRIEL

χάσης

•  -

K

·

κ
Για τον πρώτο αθροιστέο τώρα Θεωρούμε V(  =  και έχουμε

ν  =  Vi +  ν2 +  ν3 , Vi η  ν2 π  ν3 =  ο

Έστω ακόμη Υ  =  Vi Π V2, το συμπλήρωμα V  του Υ  στον V  τέτοιο ώστε 
V3 C V  και V{  =  V  Π V i, Kj =  V ' Π V2 . 'Αρα έχουμε την ανάλυση

V  V '  Υ
•C------->■ ι

t

► ■*------------------------------ >-1
k i

t -------5# Θ ·  —2L*. ·
k . k

Vi Fs V{ V3 Y

< r' ·

V2 γ '

Ο δεύτερος αθροιστέος της παραπάνω ανάλυσης είναι το ευθύ άθροισμα απο 
dim Υ  — I αντίγραφα της μη-αναλύσιμης αναπαράστασης

Κ 0

Τώρα ισχύει όμως οτι Vi Π V2 =  0. Συνεπώς μπορούμε να διασπάσουμε σε 
αναπαραστάσεις της μορφής

και

Κ

Κ

ο

ο ι Κ

κ



5 .1 . Μ Η -Α Ν Α Λ Υ Σ ΙΜ Ε Σ  Α Ν Α Π Α Ρ Α ΣΤΑ ΣΕ ΙΣ  Τ Ω Ν  Α 1 , Α 2 , Α 3  Κ Α Ι D 4  1 6 9  

ό π ο υ  θ α  ισ χύ ει τότε

V i η ν2 = ν2 η ν3 = Vi η ν3 = ο
Α ν Vi $£ ν 2  0  V3  θ εω ρ ο ύ μ ε

Υ  =  Vi (Ί (V 2  0  Vs)

Έστω τώρα το σ υ μ π λή ρ ω μ α  V {  του Υ  στον V \ . Α φ ού  λ ο ιπ ό ν  V {  ΓΊ ( V2  θ  V3 ) =  0 
μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  επ ιλ έξο υ μ ε  ένα  σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  V  του V {  στον V  π ο υ  ν α  π ερ ιέ χ ε ι  
~το V2  Θ  V3. Α υτό τότε μ α ς  ο δ η γ εί στην παρακάτω  α νά λυ σ η

·)* =

Vi
,

<Τ'

• ·

^3 V{

Υ2

ν{ V

,
0 γ

>

4> 1
0 ν 2

3*

Vs

Ο πρώ τος αθροιστέος ε ίνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  τη ς μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η ς  α να π α ρ ά σ τα σ η ς

Κ

κ
ι—>- ·  -<■

; ,

0

0

Α ν τώρα δ ια σ π ά σ ο υ μ ε , θ α  έ χ ο υ μ ε  V \ C V2  Θ V3 .
Π αρόμ οια  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  δ ια σ π ά σ ο υ μ ε  τον δεύτερο  α θροιστέο  της π α ρ α π ά νω  

α νά λυ σ η ς κ α ι να  ο δ η γ η θ ο ύ μ ε  σε α να π α ρ α σ τά σ εις  ο ι ο π ο ίες  θ α  είνα ι ευ θ έα  α ­
θροίσματα  των μ η -α ν α λ ύ  σιμώ ν ανα πα ραστά σεω ν

Κ
• ------ >■ ·  ■<------ ·

Μ

ο 1 ο

και

• ------ >■  ·  ■ <—- —  ·

0

0
κ α ι να  ισ χ ύ ο υ ν  τα π αρα κά τω  :
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1. ν = νι + ν2 + ν3
2. Vinv^o, Vinv3 = o. v2nv3 = o
3. Vi C V2 0  V3 . V2 C  Vl 0  V3 . V3 C  Vi © V2

Α λ λά  τότε
Vi 0  V2 =  Vi 0  V3 =  V2 Θ V3 =  V

κ α ι έτσι
dim  Vj =  dim  V2  =  dim  V3  =  n

ά ρ α
dim  V  =  2 n

Ε π ειδ ή  V3  C  Vi 0  V2  τότε γ ια  x  €  V3  θ α  έ χ ο υ μ ε  x  =  ( x i , z 2) ,  X i €  V i, 
X 2  €  V i-  Ο ρ ίζο υ μ ε  τότε τις π ρ ο β ο λ ές

Β ι  : V3  —► Vi , ( χ ι , χ 2 ) ·-♦ * ι  

B 2 : V 3 - > V 2 , ( χ χ , χ 2 ) *-*■ Χ2

Ό μ ω ς  V3  V i, V3 (£ V 2. Α ρα  ο ι π ρ ο β ο λ έ ς  Β Χ, Β 2  9 α  είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί κ α ι 
ά ρ α  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί. Τ ότε ο ρ ίζο υ μ ε  τον ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό

A  : Β 2 Β Χ 1 : Vx -  V2

Έ στω τώ ρα β χ , . . . , e n μ ια  βά σ η  του  V i . Τότε

V \ ~  Κ β ι 0  Κ β 2 0  · · · 0  K e n

V2  =  Κ ,Α ει 0  K A e 2  0  · · · 0  K A e n 

κ α ι
V3  =  K (e i  +  A e i )  0  K (e 2  +  A e 2) ©  · · · ©  K (e n +  A e n )

Α ρ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  τον V3  ω ς γ ρ ά φ η μ α  του  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ο ύ

A  : V i ->  V2

Έ τσι 9 α  έ χ ο υ μ ε  τη ν π αρα κά τω  α νά λ υ σ η

Κ 2

•C-------------► ·  **-------------)·
V

Vi
ϊ

ν3

1

ν2

Θ”1=1
Κ(1,1) Κ(1,1)

Κ(0,1)

Α υ τές ο ι α να π α ρ α σ τά σ εις  α ντισ το ιχούν στη μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η

Κ 2

•  -------► ·  Μ------- ·

Κ κ

κ
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Άρα η φαρέτρα με τον προσανατολισμό

• ----- ^ -----  ·
Μ

έχει δώδεκα μη-αναλύσιμες αναπαραστάσεις. Αν τώρα επιλέξουμε ένα άλλο προσανα­
τολισμό θα δούμε οτι και πάλι Θα έχει δώδεκα μη-αναλύσιμες αναπαραστάσεις.

Βλέπουμε λοιπόν οτι ο αριθμός των μη-αναλύσιμων αναπαραστάσεων δεν εξαρτάται 
απο τον προσανατολισμό των βελών, και το θεώρημα του Gabriel που θα ακολου­
θήσει θα γενικεύσει αυτή την παρατήρηση.

5.2 Το Θεώρημα του Gabriel yia τις φαρέτρες τύπου 
Dynkin

Θ εώ ρ η μ α  5 .2 .1 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα της οποίας το υποκείμενο γράφ ημα είνα ι 
D yn k in  διάγραμμα. Τότε η απεικόνιση

X  ι-> dimX

επάγει μ ια  1  — 1  κα ι επί απεικόνιση μεταξύ των κβάσεω ν ισομορφίας των μη- 
αναβύσιμων αναπαραστάσεων της Q  κ α ι των Θετικών ριζών που αντιστοιχούν  
στο διάγραμμα της Q . Ιδ ια ίτερα υπάρχουν μόνο πεπερασμένες ποββές κβάσεις  

ισομορφισμών μη-αναβύαιμων αναπαραστάσεων.

Απόδειξη. Δ ια λ έγο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  μ ια  α π οδεκ τή  διάταξη κ ο ρ υ φ ώ ν τη ς Q .
Έστω X  μ ια  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρά σ τα σ η  τη ς Q  μ ε  δ ιά ν υ σ μ α  δ ιά στα ση ς

χ  =  dim X

Έστω α κ όμ η
τ  =  a ie ■ · · σίχ(σίη · · · σ<1) Γ

η α νά κ λα σ η  μ ε  κ α τάλλη λη  επ ιλ ο γ ή  των τέτοια ώστε το τ ( χ )  ν α  ε ίνα ι μ η  
Θετικό. Η επ ιλ ο γ ή  αυτή  υψίσταται λόγω  λ ή μ μ α το ς  (4 .3 .2 0 .) . Α ν εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  
τώρα τον συναρτητή α νά κ λα σ η ς

S f  : R e p (Q ,K ) —► R e p (o iQ ,K )

κ α ι έ χ ο υ μ ε  

και έτσι

x - { s ~ - - s r j s - - s r . _ ts{i.)
Άρα λ ο ιπ ό ν

d im X  =  ( a h •■■σίη) r a h  · · · o is_ 1 {eia)

είνα ι Θετική ρίζα. Για μ ια  άλλη  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρ ά σ τα σ η  X '  τη ς Q  μ ε  
0 ' m X 1 = d i m X  η σχέση

x - ( s r r - - s r j s r , - " S - ^ s { i , )
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σ υ ν ε π ά γ ε ι οτι X '  ~  X .
Έ στω χώρα χ  μ ια  θετική  ρίζα . Εστω

τ  =  σ ί , · · · σ ί ι {σ ί η · · · σ ί ι ) Γ

η α νά κ λ α σ η  μ ε  κ α τά λλη λη  ε π ιλ ο γ ή  χων <7 jfc τέτοια ώστε το τ ( χ )  να  είνα ι μ η  
θετικ ό , η  ο π ο ία  κ α ι π ά λ ι υφ ίστατα ι λόγω  του λ ή μ μ α τ ο ς  (4 .3 .2 0 .) . Α π ο  το  λ ή μ μ α  
(4 .3 .1 5 )  σ υ μ π ε ρ α ίν ο υ μ ε  οτι

• • • σ ί ι ) Γ( χ )  =  e<.

Έστω

Ε φ α ρ μ ό ζο ντα ς  ξα νά  το υ ς  συνα ρ τη τές α ν ά κ λ α σ η ς  β λ έ π ο υ μ ε  οτι η  α να π α ρ ά σ τα σ η  
X  ε ίν α ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  μ ε

dim Λ" =  (σ {ι •••<rin ) V tl • • • a i<_ 1(e) J  =  X

Υ π ά ρ χ ο υ ν  λ ο ιπ ό ν  π ε π ρ α σ μ έ ν ε ς  π ο λ λ έ ς  κ λά σ εις  ισ ομ ορ φ ισ μ ώ ν μ η -α να λύ σ ιμ ω ν  
α να π α ρ α σ τά σ εω ν α φ ο ύ  ο α ρ ιθ μ ό ς  των ριζών είνα ι π επ ερ α σ μ έν ο ς . □

Παρατήρηση 5.2.2. Η α π όδ ειξη  του θ εω ρ ή μ α τος δ είχνει οτι γ ια  μ ια  φαρέτρα  
τη ς ο π ο ία ς  το υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α  είνα ι D y n k in , ό λ ες  οι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να ­
π α ρ α σ τά σ εις  είνα ι p rep ro jectiv e  κ α ι p re in jec tiv e .

Παρατήρηση 5.2.3. Έστω Γ  έν α  γ ρ ά φ η μ α  χω ρ ίς  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο υ ς  κ ύ κ λ ο υ ς . 
Τ ότε η  α ντίστοιχη  ο μ ά δ α  W eyl, Η^(Γ) ε ίνα ι η ο μ ά δ α  των α υτο μ ο ρ φ ισ μ ώ ν του Ζ " , 
η ο π ο ία  π α ρ ά γετα ι α π ο  τις α να κ λ ά σ ε ις  σ*. Α ν Γ  είνα ι έν α  D y n k in  δ ιά γ ρ α μ μ α , 
τότε ο ι ρ ίζες είνα ι τα δ ια νύ σ μ α τα  τη ς μ ο ρ φ ή ς  r ( e j )  μ ε  r  6  W (F )  κ α ι 1  <  ι <  η.  
Π ρ οφ α νώ ς κ ά θ ε  r(e ,·) είνα ι ρίζα α φ ο ύ  η α νά κ λα σ η  σ , διατηρεί την τετραγω νική  
μ ο ρ φ ή  qQ .

Α ντίστροφ α έστω <7q (x ) =  1. Τότε η υ π ό θ εσ η  π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  γ ια  την 
α π ό δ ειξη  του  θ εω ρ ή μ α το ς (5 .2 .1 .)  δ ε ίχ νει οτι X  ε ίνα ι τη ς μ ο ρ φ ή ς  r ( e f ).

Ορισμός 5.2.4. Έστω Q  μ ια  φαρέτρα της οποίας το υποκείμενο γράφημα είναι 
E u c lid e an  δ ιά γρ α μ μ α  Έστω ένα  διάνυσμα  ι  G Ζ " . Τότε ορίζουμε το d e fe c t  του 
διανύσματος χ  6  Ζ " κα ι το συμβοβίζουμε μ ε 8 Χ  να είνα ι ο αριθμός

Θ Χ  =  (δ,χ)  =  - { χ , δ )

To defect μ ια ς αναπαράστασης X  της Q  είναι

Θ Χ  =  d d \ m X

Πρόταση 5.2.5. Έστω X  μ ια  μη-αναβύσιμη αναπαράσταση. Τότε

1 . Η  X  είνα ι preprojective α ν  κα ι μόνον α ν  Θ Χ  < 0 .

2 . Η  X  ε ίνα ι prein jective α ν  κ α ι μόνον α ν  Θ Χ  >  0 .

3. Η  X  είνα ι reg u la r αν κα ι μόνον α ν  Θ Χ  =  0.
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Απόδειξη. Π αρα τη ρούμ ε οτι γ ια  κ ά θε α να πα ράστα ση  X  μ ε  C r X  φ  0 έ χ ο υ μ ε

d ' m C r X  =  cr ( d i m X )

Έστω τώρα X  =  C r P ( i ) μ ια  p rep rojective  α να π α ρ ά σ τα σ η . Τότε

d X  =  - ( c r (d im P (i)),< 5 ) - - (d im P ( i ) ,< 5 )  =  — δ{ <  0

Α ν X  =  C TI ( i ) μ ια  p re in jectiv e  α να π α ρ ά σ τα σ η . Τότε

d X  =  (5 ,c r (dim  I ( i ) ) )  =  {δ, dim J ( i ) )  =  Si >  0

Α ν X  μ ια  reg u la r  ανα πα ράστα ση  μ ε  C r X  Φ  0  τότε λόγω  του λ ή μ μ α τ ο ς  (4 .3 .2 1 .)  
θ α  έ χ ο υ μ ε  (δ, χ )  =  0  κ α ι άρα  Θ Χ  =  0  □

5.3 Το θεώρημα του Gabriel για τις φαρέτρες τύπου 
Euclidean

Θ εώ ρ η μ α  9 .3 .1 .  Έστω Q  μ ια  φαρέτρα χώ ρις προσανατοβυσμένους κύκβους κ α ι 
έστω οτι το υποκείμενο γράφημα αυτής ε ίνα ι E uclidean  διάγραμμα μ ε η  κορυφές. 
Τότε η απεικόνιση

X  ι—> dim X
επάγει μ ια  1  — 1  κ α ι επί απεικόνιση μεταξύ των κβάσεω ν ισόμορφίας των μη- 
αναβύσιμων preprojective ή prein jective αναπαραστάσεων της Q  κ α ι των Θετικών 
ριζών με μη μηδενικό defect που αντιστοιχούν στο διάγραμμα της Q . Ο ι μη- 
αναβύσιμες preprojective και prein jective σχηματίζουν 2 η  αριΒμήσψες σειρές 
{ C ~ r P ( i ) }  και  { C r I ( i ) }  απο ζεύγη μη ισόμορφων αναπαραστάσεων.

Απόδειξη. Δ ια λ έγο υ μ ε  μ ια  α ποδεκτή  διάταξη κ ορ υ φ ώ ν « i , . . . , i n τη ς Q ■ Έστω  
οτι X  είναι μ ια  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α να π α ρά σ τα σ η  της Q  μ ε  δ ιά ν υ σ μ α  δ ιάστα ση ς  
χ  =  dim X .  Έστω X  ~  C r P ( i s) p rep ro jectiv e  α να π α ρ ά σ τα σ η . Γ νω ρίζουμ ε οτι

d im Ρ (* β) =  σ ίχ

κ α ι άρα
x  =  cr a il  • • • a is_ 1 (e is )

Α υτό το x  είνα ι θετική ρίζα κ α ι δ χ  <  0  α φ ο ύ  υ π ο θ έ σ α μ ε  οτι η X  ε ίνα ι p rep ro jec ­
tive α να π α ρ ά σ τα σ η . Π α ρόμ οια  δ ο υ λ ε ύ ο υ μ ε  α ν  η X  p re in jec tiv e  α να π α ρ ά σ τα σ η . 
Η α π εικ όνισ η

X  ι—► dimX

είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  λόγω  της π ρ ότα σ η ς (4 .2 .5 1 .) .
Έστω τώρα χ  μ ια  θετική ρίζα μ ε  δ χ  φ  0 . Γ νω ρίζουμε α π ο  το λ ή μ μ α  (4 .3 .2 1 .)  

οτι c 1 ( χ )  είναι μ η  θετική γ ια  κ ά π ο ιο  t €  Ζ .
Έστω t >  0 . Τότε υ π ά ρ χ ο υ ν  1 <  s <  η  κ α ι r  >  0  τέτοια ώστε

Τ — &ia ' ' ' &ίι {σίη ' ' ' &ii )

είνα ι η α νά κ λα σ η  μ ε  κα τάλλη λη  επ ιλο γ ή  των τέτοια ώστε το τ ( χ )  ε ίνα ι μ η  
θετικό. Τότε

σ ί β- 1  '  * '  σ ΐ ΐ  ( σ ί η ' ' '  σ ί ΐ  ) i X ) ~  e i B
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Έστω

^  =  (5.Τ···5Γη)Γ5 - · · · 5 - _ ι 5(*β)

Α ν ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  του ς σ υνα ρ τη τές α ν ά κ λ α σ η ς  και το λ ή μ μ α  (4 .2 .3 6 .)  τότε 
έ χ ο υ μ ε  οτι η α να π α ρ ά σ τα σ η  X  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  και

d im X  =  (σ ί , · · · σίη ) r a h  · · · , ( e , . ) =  χ

Ε π ιπ λ έ ο ν  η  X  ε ίν α ι p rep ro jec tlv e  α φ ο ύ

X  ~  C ~ r P ( i a)

λό γω  του  λ ή μ μ α τ ο ς  (4 .2 .4 3 .) .
Έστω t  <  0 . Τότε π α ρ ό μ ο ια  η X  θ α  είνα ι p re in jec tiv e  μ ε

d im X  =  χ

Τ έλ ο ς  το οτι ο ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  p rep ro jec tlv e  κ α ι p re in jec tiv e  σχη μ α τίζουν  
2 η  α ρ ιθ μ ή σ ιμ ε ς  σειρ ές { C ~ r P ( i ) }  κ α ι { C r I ( i ) }  α π ο  ζεύγη  μ η  ισόμορφ ω ν  
α να π α ρ α σ τά σ εω ν π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ο  την π ρ ότα σ η  (4 .2 .5 1 ) . Μ ένει ν α  δ είξο υ μ ε  οτι 
C ~ r P ( i )  φ  0 κ α ι C r I ( i )  φ  0  γ ια  ό λ α  τα τ  >  0 .

Α π ο  την π ρ ότα σ η  (4 .2 .4 5 .)  έ χ ο υ μ ε  οτι α ν  C ~ r P { i )  — 0  τότε η Ρ ( ϊ )  
είνα ι p re in je c tiv e . Ό μ ω ς  ο ι p rep ro jec tlv e  κ α ι p re in jec tiv e  α να π α ρ α σ τά σ εις  έ χ ο υ ν  
δ ια φ ο ρ ετ ικ ό  d e fe c t , λόγω  τη ς π ρ ό τα σ η ς (5 .2 .5 .) .  Α ρα  ο δ η γ η θ ή κ α μ ε  σ ε  ά τοπο. 
Δ ο υ λ ε ύ ο υ μ ε  π α ρ ό μ ο ια  γ ια  τη ν C r I ( i ) .  □

Π ρ ό τ α σ η  5 .3 .2 .  Έστω Q  μ ια  E u c lid ean  φαρέτρα Α η μ ε  η  > 0 .  Τότε υπάρχουν 
άπειρες ποββές κβάσεις ισομορφίας μψ αναβύσ ιμω ν αναπαραστάσεων.

Απόδειξη. Έστω μ ια  E u c lid e a n  φ αρέτρα  Q  μ ε  τυχόντα  π ρ οσα να τολισ μ ό . Ε ι­
δ ικ ότερ α  έστω οτι η φ αρέτρα  Q  π ερ ιέ χ ε ι ένα  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένο  κ ύ κ λ ο . Στα­
θ ε ρ ο π ο ιο ύ μ ε  τώρα έν α  β έλ ο ς  «ο· Έστω γ ια  κ ά θ ε  ρ  >  1 η α να πα ρά στα ση

X  =  Χ ( ρ )  =  (X i , X a ) i e Q 0 ,a€Qi

τη ς Q  η ο π ο ία  ορίζεται ω ς εξή ς : Για κ ά θ ε  κ ο ρ υ φ ή  χ

X i = K p

κ α ι

X Q0 =  J (p , 0 ) =

το J o r d a n  b lo c k  μ ή κ ο υ ς  ρ  κ α ι μ ε  ιδιοτιμή  0  κ α ι

Χ α  =  Ι κρ

γ ια  κ ά θ ε  β έ λ ο ς  α  φ  « ο .
Τότε ο  δ α κ τύλ ιο ς

E n d (X (p ) )  a  Κ [ί1 /(1 » )

είνα ι το π ικ ό ς  κ α ι έτσι λόγω  λ ή μ μ α τ ο ς  (2 .1 .2 2 .)  κ α ι της π α ρ α τή ρ η σ η ς (2 .1 .2 3 .)  
η α να π α ρ ά σ τα σ η  Χ ( ρ )  είνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η . □

0 ............  0

1 *·. :
• · I ·• · · ·• * ■ ·
0 ··· 1 0
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Π α ρ α τή ρ η σ η  5 .3 .3 .  Έστω Q  μ ια  E u c lid e a n  φαρέτρα. Τότε υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  α ν α ­
λυτική  π ερ ιγρ α φ ή  όλω ν των reg u la r  μ η -α να λύ σ ιμ ω ν α να πα ρα στά σεω ν τη ς Q.

Α ς δ ο ύ μ ε  γ ια  π α ρ ά δ ειγ μ α  την φ αρέτρα του K ron eck er, έστω Q , πάνω  α π ο  το 
α λγεβρικά  κλειστό σώ μα Κ . Δ η λαδή  η Q  ε ί ν α ι :

Τότε οι r eg u la r  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  R (n ,  λ )  π αρα μ ετρώ νχα ι α π ο  
α κ έρ α ιο υ ς η >  1  κα ι σ η μ εία  λ  =  (λο : λ ι )  της π ρ ο β ο λ ικ ή ς  γ ρ α μ μ ή ς  Ρ ^ Κ ) .  
Για π α ρ ά δ ειγμ α  έ χ ο υ μ ε  την α να π α ρά σ τα σ η  R ( n ,  λ )

J ( n , \ ο)
Kn = = £ K nι

για  λ  =  (λο : 1 ), ό π ο υ  J ( n ,  λ ο ) ε ίνα ι το J o r d a n  b lo c k  μ ή κ ο υ ς  η  μ ε  ιδ ιοτιμή  
λο·

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .3 .4 .  Έστω η φ αρέτρα  to u  K ron eck er, Q

a
1 · = £ · 2

β

πάνω  α π ο  το α λγεβρικ ά  κλειστό σώ μα Κ . Θ α δ ε ίξο υ μ ε  οτι η  α να π α ρ ά σ τα σ η  

Λ (Ρ , 0)
J (3,0)

Κ 3  -  ' = = £ Κ 3ι

ό π ο υ  1  η ταυτοτική α π εικ ό νισ η  κ α ι

J ( 3 ,0 )  =
0 0 0
1 0 0
0 1 0

το 3 χ  3  μ η δ εν ικ ό  J o r d a n  b lo ck , ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η . Α υτό θ α  δ ε ιχ θ ε ί χ ρ η σ ι­
μ οπ οιώ ντα ς το γ ε γ ο ν ό ς  οτι ο  δ α κ τύλ ιο ς  End R (p , 0 ) ε ίνα ι το π ικ ό ς . Έστω λ ο ιπ ό ν  
ο  ενδ ο μ ο ρ ψ ισ μ ό ς

/  : Λ (ρ , 0 ) -+  R (p , 0)

ο  ο π ο ίο ς  δίνεται α π ο  ένα  ζεύ γ ο ς  3 x 3  π ινά κ ω ν ( / ι ,  f z ) ·  Τότε θ α  ισ χ ύ ε ι

/ι1  =  1/2

και

/ , J ( 3 , 0 )  =  J ( 3 , 0 ) / 2

Α π ο  την πρώτη σχέση  έ χ ο υ μ ε

/ ι  =  /2

και αν
Oil Οί2 <*3
β\ β 2 β 3

7 ι 72 73
/ ι  =  h
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τότε α π ο  τη δ εύτερ η  σ χέσ η  8 α  έ χ ο υ μ ε

Α ρα

Οι 02 03 ' * 0 0 0 ' ' 0 0 0 ■ ’ Οι »2 Οί3
βι 0 2 0 2 1 0 0 = 1 0 0 0 1 0 2 03
7ι 72 73 . 0 1 0 0 1 0 . 7ι 72 73 .

02 03 0 ' 0 0 0
02 02 0 = Οι 02 03

. 72 73 0 . 0 ι 02 03 .
'Αρα 8 α έ χ ο υ μ ε  α 2  =  » 3  =  / ? 3  =  0 , 
λ ο ιπ ό ν  7 ι =  7  τότε

/ ι  =  h

a  ι =  0 2  =  7 3  =  ο  κ α ι β ι  =  72 =  β-  Α ν

α 0 0
β  α  0  

η  β  a

Σ υ νεπ ώ ς δ είξα μ ε οτι

End Λ (ρ , 0 ) ~  {
α  0  0  

β  α  0  

7 β  α
α,β,η/ e Κ }

Τώ ρα το ιδεώ δες

3 =  {
0 0 0 
β  ο ο
7  β  0  _

Ι 0 , 7 € Κ }

του  End R ( p ,  0 ) έ χ ε ι την ιδιότητα D3  =  0 . Τ ο 3  είνα ι μ έγισ το  ιδεώ δες του  
E n d i? (p , 0 ) α φ ο ύ

( E n d / ? ( p , 0 ) ) / 3 ~ K

Τ ότε 3  =  R a d (E n d il(p , 0 ))  κ α ι End R ( p ,  0 ) είνα ι το π ικ ο ί. Ά ρα  η α να π α ρά σ τα σ η  
R ( p ,  0 )  ε ίνα ι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η .

5.4 Το θεώρημα του Gabriel
Τ ώ ρα λ ο ιπ ό ν  είμ α σ τε σ ε  8 έση  ν α  δ ια τυ π ώ σ ο υ μ ε κ α ι να  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  το θεώ ρη μ α  
του  G ab rie l.

θεώ ρημα 5.4.1. Έστω Q μια συνεκτική φαρέτρα. Τότε υπάρχουν μόνο πεπερασ­
μένες ποββές κβάσεις ισομορφίας μη-αναβύαψ,ων αναπαραστάσεων αν κ α ι μόνον 
αν το υποκείμενο γράφημα της φαρέτρας είναι Dynktn διάγραμμα.

Απόδειξη. Έστω Q μ ια  σ υνεκ τικ ή  φ α ρέτρα . Α ν η Q είνα ι τύ π ο υ  D y n k in  τότε λ ό γ ­
ω του θεω ρ ή μ α τος (5 .2 .1 .)  η Q έχ ε ι π επ ε ρ α σ μ έ ν ε ς  π ο λ λ έ ς  κ λά σ εις  ισ ο μ ο ρ φ ία ς  
μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  α να πα ρα στά σεω ν.

Α ν η Q δ εν  είνα ι τύ π ο υ  D y n k in  τότε θα  υ π ά ρ χ ε ι μ ια  υ π ο φ α ρ έτρ α  Q' της  
Q τη ς ο π ο ία ς  το υ π ο κ ε ίμ ε ν ο  γ ρ ά φ η μ α  θ α  είνα ι E u c lid e a n  δ ιά γ ρ α μ μ α  κ α ι τότε 
λό γω  του θ εω ρ ή μ α τος (5 .3 .1 .)  κ α ι της π ρ ότα σ η ς (5 .3 .2 .)  θα  έχ ε ι ά π ε ιρ ες  κ λά σ εις  
ισ ο μ ο ρ φ ία ς  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν α να πα ραστά σεω ν.

Ό μ ω ς  κ ά θ ε  α να π α ρ ά σ τα σ η  της X  τη ς Q' μ π ο ρ ε ί ν α  επ εκ τα θεΐ σ ε  μ ια  
α να π α ρ ά σ τα σ η  τη ς Q α ν  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  οτι X i  =  0  κ α ι Χ α =  0  γ ια  κ ά θ ε
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κορυφ ή  i  e  Qo κ α ι γ ια  κ ά θ ε  β έλ ο ς  a  €  Q \  π ο υ  δ εν  α ν ή κ ο υ ν  στην Q ' .  Ά ρα  
μέσω της επ έκ ταση ς, η Q  θ α  έχ ε ι ά π ειρ ες  κ λά σ εις  ισ ο μ ο ρ φ ία ς  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν  
αναπαραστάσεω ν. □

Παρατήρηση 5.4.2. Υ π ά ρ χο υ ν  δ ύ ο  τύπ οι φαρετρώ ν π ο υ  κ α τη γο ρ ιο π ο ιο ύ ντα ι  
α νά λογα  την περίπτω ση.

1. Ο πρώ τος τύ π ο ς ε ίνα ι φ αρέτρα π επ ερ α σ μ έν ο υ  τύ π ο υ  α να π α ρ ά σ τα σ η ς π ο υ  
π ερ ιέχει μ ια  πεπερασμένη λίστα μ η -α να λύ σ ιμ ω ν α να π α ρ α σ τά σ εω ν μ ε  α ν α ­
λυτική  π ερ ιγρ α φ ή , όπ ω ς στην περίπτω ση των γ ρ α μ μ ικ ώ ν  φαρετρώ ν.

2 . Ο δεύτερος τύ π ο ς είνα ι φ αρέτρα ά π ειρ ο υ  τ ύ π ο υ  π ο υ  π ερ ιέ χ ε ι μ ια  άπειρη 
λίστα μ η -α να λύ σ ιμ ω ν αναπαραστάσεω ν. Α υτού του τ ύ π ο υ  φ αρέτρα  τώρα  
χω ρίζεται σε δ ύ ο  κ α τη γορίες

1. Στην κα τη γορία  tam e π ο υ  π ερ ιέχει μ ια  άπειρη λίστα  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν
α να πα ραστά σεω ν α λλά  τα ξινο μ η μ ένες  μ ε  κ ά π ο ιο  τρ ό π ο  κ α ι

2. Στην κα τη γορία  wild π ο υ  π ερ ιέχει μ ια  άπειρη λίστα  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ω ν
ανα πα ραστά σεω ν χω ρίς ταξινόμ ηση .

Α ς δ ο ύ μ ε  ένα  α κ ό μ η  π α ρ ά δ ειγ μ α . Σ τα θ ερ ο π ο ιο ύ μ ε  τον χώ ρο Ζ η κ α ι θεω ­
ρ ο ύ μ ε  οτι οι φ αρέτρες π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  είνα ι τ ύ π ο υ  Α η , D n , Ε & , Ε γ , Ε $ .

Σχόλιο 5.4.3. Στο σ η μ είο  αυτό α ς  θ υ μ η θ ο ύ μ ε  οτι μ ια  ρίζα

a =  Σ  ha i
%

καλείται θετική α ν  k{ >  0 γ ια  κ ά θ ε  % κ α ι α ρνη τική  αλλιώ ς. Ε π ίσ η ς

Παράδειγμα 5.4.4. Έστω Q  η φ αρέτρα  τύ π ο υ  Α η _ χ . Τ ότε ο  χώ ρ ο ς  L  =  Ζ η _ 1  

μ π ο ρ εί να  θεω ρη θεί σ α ν υ π ο ο μ ά δ α  του χώ ρου  Ζ η α ν  η L  π ε ρ ιέ χ ε ι ό λ α  τα 
διανύσμ ατα  ( χχ , . . . , χ η ) τέτοια ώστε

Σ Χί =0
i

Τώρα τα δ ιανύσμ ατα
αι =  (1 , -1 ,0 , . . . , 0 )  

α2 =  (0 ,1 , -1 ,0 , . . . , 0 )

αη =  (0, . . . , 0, 1, —1)

α π ο τελο ύ ν  βάση γ ια  τον L.  Ε π ιπ λ έο ν  το εσω τερικό γ ιν ό μ ε ν ο

στον Ζ η επεκτείνεται στο εσω τερικό γ ινό μ ενο

B ( x , y )  = x T A Q y

στον L , ό π ο υ  A q  ε ίνα ι ο  π ίν α κ α ς  C artan .
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Η επ έκ τα σ η  α υτή  υ φ ίσ ια ια ι α φ ο ύ  γ ια  τα δ ια νύ σ μ α τα  τη ς β ά σ η ς , τα εσω τερικά  
γ ιν ό μ ε ν α  έ χ ο υ ν  τις ιδιότητες:

(αί,ατ.) = 2

κ α ι
*, j  π ρ ο σ κ ε ίμ ε ν ε ς  
α λ λ ο ύ

Α υτό σ η μ α ίν ε ι οτι δ ια νύ σ μ α τα  τη ς μ ο ρ φ ή ς

(0,... ,0,1,0,... ,0, -1,0,... ,0) = α, + α*+ι Η--- Η Q j - i

κ α ι
(0,...,0,-1,0,...,0,1,0,...,0) = -(ο;* +α<+ι Η-- \ - Q j - 1)

είνα ι ρ ίζες του  L .  Ά ρα  ο α ρ ιθ μ ό ς  των θετικώ ν ριζών του  L  ε ίνα ι

η (η  — 1)

2

Παρατήρηση 5 . 4 . 5 .  Ο  π α ρα κ ά τω  π ίν α κ α ς  δ ίνε ι το π λ ή θ ο ς  των θετικώ ν ριζών γ ια  
κ ά θ ε  D y n k in  δ ιά γ ρ α μ μ α

Α η
n (n  +  1 ) 

2
θετικ ές ρίζες

D n n(n  — 1 ) θ ετικ ές ρ ίζες

E q 36 θετικ ές ρίζες

ε 7 63 θετικ ές ρίζες

Es 1 2 0 θ ετικ ές ρίζες

Πόρισμα 5.4.6. Α φ ού  βοιπόν υπάρχει μ ια  1 — 1 κ α ι επ ί αντιστοιχία μεταξύ  των 
Θετικών ριζώ ν κ α ι των μη  ισόμορφων μη-αναβύσιμω ν αναπαραστάσεων ραας φαρέ­
τρας, το πβήΒος των μη-αναβύσιμω ν αναπαραστάσεων των διαγραμμάτων D yn k in  
δίνετα ι απο τον ακόβου&ο πίνακα

Α η
n(n  +  1 ) 

2
μη-αυαβύσιμες αναπαραστάσεις

D n n(n  — 1 ) μη-αναβύσιμες αναπαραστάσεις

Ε 6 36 μη-αναβύσιμες αναπαραστάσεις

E r 63 μη-αυαβύσιμες αναπαραστάσεις

Es 1 2 0 μη-αναβύσιμες αναπαραστάσεις

Παρατήρηση 5.4.7. Δ εδ ο μ ένο υ  οτι κ ά θε α να π α ρ ά σ τα σ η  έχει μ ο να δ ικ ή  α νά λυ σ η , 
μ έ χ ρ ι ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό , σ ε μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  και οτι κ ά θε μ ο ρ φ ισ μ ό ς  
μ π ο ρ ε ί να  π ερ ιγ ρ ά φ ει ως π ίν α κ α ς  μεταξύ μ η -α να λύ σ ιμ ω ν α να πα ραστά σεω ν, α ­
ναρω τιέται κ α νε ίς  οτι αυτό  π ο υ  μ ένε ι να  κ α τα λά β ου μ ε είνα ι, π ο ιέ ς  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  
α να π α ρ α σ τά σ εις  κ α ι π ο ιο ι μ ο ρ φ ίσ μ ο ί μεταξύ αυτώ ν υ π ά ρ χ ο υ ν  γ ια  δ οσ μ ένη  φ αρέ­
τρα Q . Α υτό ε ίνα ι το π ρ ό β λη μ α  τα ξινόμ η σ η ς, θ α  λ ύ σ ο υ μ ε  ε ν  μ έρ ει α υτό  το 
π ρ ό β λ η μ α  α να λ ύ ο ντα ς  το παρακάτω  π α ρ ά δ ειγ μ α .
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .4 .8 .  Έστω η φαρέτρα Q

Oft OC2 — 2 — 1•  ----------> - ·  ---------- ^  · · · --------------- ·  ------------------------- >■  ·  --------------- > - ·

1 2 3 n — 2 n — 1 n

Α ς π ρ ο σ π α θ ή σ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  να  β ρ ο ύ μ ε  to  σ ύ νο λ ο  των κλά σ εω ν ισ ο μ ο ρ φ ία ς  των 
μ η -α να λύ σ ιμ ω ν α να πα ραστά σεω ν της Q .  Έστω τότε V  μ ια  μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  α ν α ­
παράσταση  αυτής.

Α ν V{ot i ) δεν είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  τότε V ( j )  =  0 γ ια  j  >  i .  Έστω πρώ τα οτι

Η α ι) , · . · .ν (α (- ι )

είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί α λλά  V (α^) δεν  είναι. Τότε

W { i )  =  Ker V { a i )

και επ α γω γικ ά
W ( J )  =  V ( a i r i ( W ( j  + 1 ))  

για  j  =  i -  1 ,  ® — 2 , — , 1.

Έστω 5 (1 )  το ευ θ ύ  σ υ μ π λή ρ ω μ α  του W (  1) στην F ( l ) .  Δ η λα δή  έν α ς  
υ π ό χ ω ρ ο ς  του V ( l )  τέτοιος ώστε το V ( 1 ) να  είνα ι το ευ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  του W {  1 ) 
κ α ι του 5 ( 1 ) .  Ε π α γω γικ ά  λ ο ιπ ό ν  γ ια  j  =  1 , . . . , i  — 1 ο ρ ίζο υ μ ε  S ( j  +  1) το 
ευ θ ύ  σ υ μ π λή ρ ω μ α  του W ( j  +  1 ) τέτοιο ώστε

V ( a j ) ( S ( j ) )  C  S ( j  +  1)

Αυτό μ π ο ρ ε ί να  συμ βεί α φ ο ύ  ο V [ctj)  είνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  κ α ι

v ( a j ) ( S ( j ) )  n W ( j  + 1) =  ο

Άρα η V  α να λύετα ι στο W  Θ V  μ ε

W  =  W {  1 ) ------------------------- W ( i ) -------^  0 -------^ ------------ >■ 0

και

V  =  5 ( 1 ) ------------------------- 5 ( ι ) -------^  V ( i  +  1 ) ------- ---------------- -- V { n )

Α φ ού η V  είναι μ η -α ν α λ ύ σ ιμ η  κ α ι W ( i ) ^  0 ο  α θρ οισ τέος V  π ρ έ π ε ι  ν α  είνα ι  
μ η δέν.

Α ν V ( a j )  δ εν  ε ίνα ι επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς  τότε V ( h )  =  0  γ ια  ό λα  τα h <  j .  Π α ρ ό μ ο ια  
λ ο ιπ ό ν  α π οδ εικ νύ ετα ι όπ ω ς π ρ ο η γ ο ύ μ εν α .

Ά ρα η α να πα ράστα ση  V  είνα ι ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  την

[?, ί] · ο —  ----------- >- ο — >- κ  — -------κ ----------->- ο — ---------->■ ο

ό π ο υ  το πρώτο Κ  εμφ ανίζεται στη θέσ η  1  <  j  κ α ι το τελευτα ίο  στη θέσ η  
ί  <  η.  Α ν όλες οι α π εικ ο νίσ εις  V ( a h ) μ ε  1 <  h <  η  ε ίνα ι μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ο ί τότε 
i  =  η.  Αλλιώ ς η i 9 α  ήταν η μ ικρότερη  κ ο ρ υ φ ή  ώστε ο  V { a i )  ν α  μ η ν  ήταν  
μ ο ν ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .

Α ν ό λ ες  οι α π εικ ο νίσ εις  ν ' (ο:*) μ ε  1 <  h <  ι  ε ίνα ι επ ιμ ο ρ φ ισ μ ο ί τότε 
j  =  1. Α λλιώ ς έστω j  <  i  η μ εγα λύ τερ η  κ ο ρ υ φ ή  ώστε V ( a t i - j )  να  μ η ν  ήταν
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ε π ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς . Α ρα  ό λ ε ς  ο \ α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  V(cth)  μ ε  j  <  h <  ϊ  ε ίνα ι 1 - 1  κ α ι 
ε π ί  κ α ι θ α  έ χ ο υ μ ε  V ( h )  = 0  γ ια  h <  j  κ α ι h >  i .  Α ρα η α να π α ρ ά σ τα σ η  V  
είνα ι ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  την

ο  — * - ------------ *- ο  — ► K d — — * ■ -------- K d --------------► 0 ---------------------- -- 0

ό π ο υ  Id ε ίνα ι ο  ταυτοτικός d  x  d  π ίν α κ α ς . Α ρα  η α να π α ρ ά σ τα σ η  V  είνα ι 
ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  το ε υ θ ύ  ά θ ρ ο ισ μ α  α π ο  d  α ντ ίγρ α φ α  τη ς α να π α ρ ά σ τα σ η ς (j, i] κα ι 
α φ ο ύ  η V είνα ι μ η -α ν α λ ΰ σ ιμ η  θ α  έ χ ο υ μ ε  d  =  1.

Α ς  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τώρα τις α να π α ρ α σ τά σ εις  \ j ,  ΐ]. Έ στω οτι η  α να π α ρ ά σ τα σ η
V  : =  [j, ί] α να λύ ετα ι σε

V  =  W  φ  W '

μ ε  W  ψ  0 κ α ι W '  φ  0. Τ ότε dimic V  >  2 κ α ι ά ρ α  j  <  ΐ .  Έστω οτι γ ια  την  
α να π α ρ ά σ τα σ η  W  ισ χύ ε ι οτι W  (j ) ^  Κ  κ α ι έστω h >  j  η μ ικ ρότερη  κ ο ρ υ φ ή  
ώστε W ( h )  =  0 . Α φ ο ύ  W '  φ  0  θ α  π ρ έ π ε ι h  <  i  κ α ι W ’ ( h)  ~  Κ . Α ρα  έ χ ο υ μ ε

( W ® W ' ) ( a h.  ι )  =  0

π ο υ  έρ χετα ι σε α ντίθεση  μ ε  το γ ε γ ο ν ό ς  οτι V ( α / ι - ι )  =  1κ·
Π ρ οφ α νώ ς η  α να π α ρ ά σ τα σ η  V  =  \ j , i ]  ε ίν α ι ισ ό μ ο ρ φ η  μ ε  την V  =  

α ν  κ α ι μ ό ν ο ν  α ν  ί =  %' κ α ι j  =  j ' .  Α υτό γ ια τί εύ κ ο λ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  μ ια  
κ ο ρ υ φ ή  h  τέτοια ώστε

dimicV'(Λ.) Φ di'micV^/i)

στην περ ίπ τω ση  π ο υ  ( j , i )  φ  { j ' , i ' ) .
Α ρα  β ρ ή κ α μ ε  μ ια  π λ ή ρ η  λίστα  μ η -ισ ό μ ο ρ φ ω ν  κατά  ζεύ γη  μ η -α να λ ύ σ ιμ ω ν α ν α ­

π α ρ α σ τά σ εω ν. Για τη ν φ αρέτρα  Q  λ ο ιπ ό ν  υ π ά ρ χ ο υ ν

η(η +  1)
2

μ η  ισ ό μ ο ρ φ ες , μ η -α ν α λ ύ σ ιμ ε ς  α να π α ρ α σ τά σ εις  κ α ι ά ρ α  η  Q  ε ίνα ι ςραρέτρα 
π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  τ ύ π ο υ  α να π α ρ ά σ τα σ η ς.
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