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Ε ισ α γω γή

Η συνδυαστική μεταθεχική άλγεβρα είναι τομέας της άλγεβρας και τα τελευταία 
χρόνια χρησιμοποιείται στην αλγεβρική στατιστική. Η αλγεβρική στατιστική ασχο- 
λείται με την ανάπτυξη τεχνικών της αλγεβρικής γεωμετρίας, και της συνδυαστικής 
μεταθετικής άλγεβρας για την αντιμετώπιση προβλημάτων στον τομέα της στατιστι­
κής. Η άλγεβρα παρέχει ένα ισχυρό σύνολο εργαλείων για την αντιμετώπιση των 
προβλημάτων στατιστικής. Ωστόσο, είναι σπάνια η περίπτωση όπου οι αλγεβρικές 
τεχνικές είναι έτοιμες για την αντιμετώπιση των στατιστικών προκλήσεων, και συ­
νήθως νέα αλγεβρικά αποτελέσματα πρέπει να αναπτυχθούν. Με αυτό τον τρόπο ο 
διάλογος μεταξύ άλγεβρας και στατιστικής οφελεί και τους δύο κλάδους. Η αλγε­
βρική στατιστική είναι ένα σχετικά νέο πεδίο που έχει εξελιχθεί μάλλον γρήγορα  
κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαπέντε ετών. Μία από τις πρώτες εργασίες 
στον τομέα αυτό είναι το άρθρο των D iaconis-Sturm fels [5], στο οποίο εισήγαγαν 
την έννοια της βάσης Markov για λογαριθμικά-γραμμικά στατιστικά μοντέλα και 
έδειξαν τη σύνδεση της προς τη συνδυαστική μεταθετική άλγεβρα. Από εκεί και 
πέρα, η σύνδεση άλγεβρας και στατιστικής έχει εξαπλωθεί σε διάφορους τομείς με  
εκατοντάδες ερευνητικές δημοσιεύσεις και αρκετά βιβλία όπως [6), [141. [15J.
Στην παρούσα διατριβή το ενδιαφέρον μας στρέφεται γύρω από τις βάσεις Markov 
και Graver με σκοπό την απόδειξη ενός θεωρήματος των F .Santos και B .Sturm fels  
που αφορά την πολυπλοκότητα των βάσεων αυτών και αποδεικνύει ότι η πολυπλο- 
κότητα είναι πεπερασμένη. Για να επιτύχουμε όμως το σκοπό μας θα αντλήσουμε 
τις απαραίτητες πληροφορίες από διαφορετικά σύνολα όπως ενδεικτικά είναι οι 
βάσεις Grobner και οι βάσεις Hilbert.
Στο πρώτο κεφάλαιο το ενδιαφέρον μας επικεντρώνεται στις βάσεις Grobner και 
σε αποτελέσματα που σχετίζονται με αυτές. Οι βάσεις Grobner είναι ένα σύνολο  
πολυωνύμων πολλών μεταβλητών με επιθυμητές αλγοριθμικές ιδιότητες. Η ιδέα 
αυτών έχει πρωτοεμφανιστεί σε άρθρα που γράφτηκαν το 1900 από τον διάσημο  
μαθηματικό Paul Gordan. Ωστόσο, ο Bruno Buchberger ήταν ο πρώτος που έδω­
σε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό τους και ανέπτυξε τη θεωρία αυτού που το 
1976 προς τιμήν του καθηγητή του ονόμασε βάσεις Grobner. Ωστόσο το 1964  μία  
παρόμοια ιδέα για τους τοπικούς δακτυλίους αναπτύχθηκε από τον H eisuke Hiro- 
naka στα άρθρα του (9),{10J, και τις ονόμασε κανονικές βάσεις (standard bases). 
Στο κεφάλαιο αυτό λοιπόν παρουσιάζουμε δύο γνωστά θεωρήματα το θεώρημα  
βάσης Hilbert, το οποίο αποδεικνύουμε με τη βοήθεια των βάσεων Grobner, και 
ίο λήμμα του D ickson. Ορίζουμε τη διάταξη όρων του πολυωνυμικού δακτυλίου  
Κ [ χ \ , .... χ„], τη διαίρεση πολυωνύμων και φτάνουμε στο επίκεντρο του πρώτου 
κεφαλαίου χις βάσεις Grobner, τις οποίες υπολογίζουμε κάνοντας χρήση του αλ­
γορίθμου Buchberger, βασικό εργαλείο του οποίου αποτελούν τα S -π ο λυ ώ νυ μ α . 
Ολοκληρώνουμε το κεφάλαιο παρουσιάζοντας ένα πεπερασμένο υποσύνολο του
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

ιδ εώ δ ο υ ς  / .  τ ις κ α θ ο λ ικ έ ς  β ά σ ε ις  G rd b n e r  οι ο π ο ίε ς  ε ισ ή χ θ η κ α ν  α π ό  τον V. W ei- 
s p f e n n in g  σ το  ά ρ θ ρ ο  |2 0 |  (1 9 8 7 )  κ α ι τον N ie ls  S c h w a r tz  στο ά ρ θ ρ ο  (18) (1 9 8 8 ) .  
κ α ι σ η μ α ν τ ικ ά  σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α  π ο υ  σ χετίζοντα ι μ ε  α υ τ ές .
Στο δ ε ύ τ ε ρ ο  κ ε φ ά λ α ιο  β α σ ικ ό  μ α ς  ε ρ γ α λ ε ίο  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τα δ ιω ν υ μ ικ ά  ιδεώ δη κα ι 
κ υ ρ ίω ς  μ ια  ε ιδ ικ ή  κ α τ η γ ο ρ ία  αυτώ ν, τα τορ ικ ά  ιδεώ δη  τα ο π ο ία  ε ίν α ι α π α ρ α ίτη τα  
γ ια  των ο ρ ισ μ ό  π ο λ ύ  σ η μ α ντ ικ ώ ν  εννο ιώ ν  ό π ω ς οι β ά σ εις  G raver . Οι β ά σ εις  G r a ­
v e r  ε ίν α ι π ο λ ύ  σ η μ α ν τ ικ έ ς  στα ε φ α ρ μ ο σ μ έ ν α  μ α θ η μ α τ ικ ά  κα ι η σ ύ νδ εσ η  τους μ ε  
τη θ εω ρ ία  των β ά σ εω ν G r o b n e r  π ερ ιγ ρ ά φ ε τ α ι στο β ιβ λίο  (1 9 | του B .S tu r m fe ls . Η 
θ εω ρ ία  α λ γ ο ρ ίθ μ ω ν  των β ά σ εω ν G ra v er  κ α ι η ε φ α ρ μ ο γ ή  τ ο υ ς  σ τον α κ έρ α ιο  π ρ ο ­
γ ρ α μ μ α τ ισ μ ό  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι στα β ιβλία  [ 12) κ α ι (1 3 | του S h m u e l  O n n . Ω στόσο οι 
β ά σ ε ις  G ra v e r  ε ίν α ι π ο λ ύ  χ ρ ή σ ιμ ε ς  ό π ω ς  θ α  δ ο ύ μ ε , εκ τ ό ς  α π ό  τον α κ έρ α ιο  π ρ ο ­
γ ρ α μ μ α τ ισ μ ό  κ α ι σ τη ν ά λ γ εβ ρ α . Π ολλά  υ π ο σ ύ ν ο λ α  δ ιω νύ μ ω ν του ιδ εώ δ ο υ ς ό π ω ς  
τα κ υ κ λ ω μ ά τ α . ο ι α ν ά γ ω γ ε ς  β ά σ εις  G r6 b n e r , η κ α θ ο λ ικ ή  β ά σ η  G r6 b n e r . μ ια  τ ο υ ­
λ ά χ ισ τ ο ν  ελ α χ ισ τ ο τ ικ ή  β ά σ η  M ark ov , α ν ή κ ο υ ν  στη β ά σ η  G ra v er  κ α ι την κ α θ ισ το ύ ν  
ιδ ια ίτ ερ α  σ η μ α ν τ ικ ή . Ε ισ ά γ ο υ μ ε  μ ια  έ ν ν ο ια  π ο υ  θ α  α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  α να λ υ τ ικ ά  στο  
τέταρτο κ ε φ ά λ α ιο  το L a w r e n c e  π ίν α κ α  Α ^  α λ λ ά  σ υ μ β ά λ λ ε ι στο κ εφ ά λ α ιο  α υ τό , 
σ τον υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τη ς β ά σ η ς  G raver. Έ π ε ιτ α  α π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε  έ ν α  θ ε ώ ρ η μ α  π ο υ  ε ­
ξα σ φ α λ ίζε ι ότι η β ά σ η  G ra v er  ε ίνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν η  τα υ τίζοντα ς τη μ ε  τέσσ ερα  σ ύ νο λ α  
δ ιω νύ μ ω ν . Στη σ υ ν έ χ ε ια  δ ίν ο υ μ ε  δ ύ ο  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ο ύ ς  α λ γ ο ρ ίθ μ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  
των β ά σ εω ν  G ra v er . Ο  π ρ ώ το ς σ χετίζετα ι μ ε  το θ ε ώ ρ η μ α  π ο υ  π ρ ο α ν α φ έ ρ α μ ε  κ α ι  
ο  δ ε ύ τ ε ρ ο ς  μ ε  τις β ά σ ε ις  H ilb e r t  μ ε  τις ο π ο ίε ς  ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο υ μ ε  το κ εφ ά λ α ιο .
Στο τρίτο κ ε φ ά λ α ιο  α ν α π τ ύ σ σ ο υ μ ε  τη θ εω ρ ία  των β ά σ εω ν M ark ov . Στο κ εφ ά λ α ιο  

α υ τ ό  π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ μ ε  το π ο λ ύ  σ η μ α ν τ ικ ό  θ ε ώ ρ η μ α  των P .D ia k o n is  κ α ι B .S tu r m fe ls  
το ο π ο ίο  α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι  ότι ο ι β ά σ ε ις  M a rk o v  ε ίν α ι ισ ο δ ύ ν α μ ε ς  μ ε  ένα  σ ύ ν ο λ ο  γ ε ν ­
νη τό ρ ω ν  κ ά π ο ιο υ  το ρ ικ ο ύ  ιδ εώ δ ο υ ς, [51. Στη σ υ ν έ χ ε ια  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τη ν έν νο ια  του  
η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ ο υ  κ α ι του  ισ χ υ ρ ά  η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ ο υ  α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  κ α ι π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  
π ω ς το ισ χ υ ρ ά  η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  σχετίζετα ι μ ε  τη ν κ α θ ο λ ικ ή  β ά σ η  M arkov. 
Έ π ε ιτ α  π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ μ ε  ένα  β α σ ικ ό  θ ε ώ ρ η μ α  π ο υ  θ α  μ α ς  χρ ε ια σ τε ί στην α π ό δ ειξη  
του  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  των F .S a n to s  κ α ι B .S tu r m fe ls  στο τέταρτο κ εφ ά λ α ιο , το ο π ο ίο  
σ υ σ χ ετ ίζε ι τη ν  1 - ν ό ρ μ α  των σ υ νό λ ω ν  D κ α ι Β σ . Τ έ λ ο ς  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τη ν  έν νο ια  ιω ν  
α να ντικ α τά σ τα τω ν δ ιω νύ μ ω ν π ο υ  π ρ ο ή λ θ α ν  α π ό  το ερ ώ τη μ α  τη ς α λ γ ε β ρ ικ ή ς  στατι­
σ τ ικ ή ς  το ο π ο ίο  ή τα ν  η εύ ρ ε σ η  μ ο ν α δ ικ ο ύ  ελ α χ ισ τ ο τ ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ιω νυ μ ικ ώ ν  
γ ε ν ν η τ ό ρ ω ν  γ ια  έν α  δ ιω νυ μ ικ ό  ιδεώ δες. Κ αι β λ έ π ο υ μ ε  π ο ια  σ χ έσ η  σ υ νδ έε ι τα α ­
να ντ ικ α τά σ τα τα  δ ιώ νυ μ α  των βά σ εω ν M a rk o v  τόσο μ ε  το η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  του  π υ ρ ή ν α , ό σ ο  κ α ι μ ε  τα α να ντικ α τά στατα  δ ιώ νυ μ α  των βά σ εω ν  

G ro b n e r .
Φ τ ά ν ο υ μ ε  σ το  σ η μ α ν τ ικ ό τ ε ρ ο  κ εφ ά λ α ιο  τ η ς  δ ιατρ ιβή ς, το τέταρτο κ εφ ά λ α ιο . Σ κ ο ­
π ό ς  μ α ς  ε ίν α ι ν α  π α ρ ο υ σ ιά σ ο υ μ ε  το θ ε ώ ρ η μ α  των F .S a n to s  κ α ι B .S tu r m fe ls , το 
ο π ο ίο  σ χετίζετα ι μ ε  τις π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ ε ς  M a rk o v  κ α ι G raver . Για το σ κ ο π ό  α υτό  
ο ρ ίζ ο υ μ ε  α ρ χ ικ ά  το L a w r en ce  π ίν α κ α  A^r\  τις π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ ε ς  M ark ov  κα ι G ra ­
v e r  κ α ι β λ έ π ο υ μ ε  π ο ια  σ χ έ σ η  σ υ νδ έε ι τ ις δ ύ ο  π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ ε ς . Π α ρ ο υ σ ιά ζο υ μ ε  
λ ή μ μ α τ α  κ α ι π ο ρ ίσ μ α τ α  π ο υ  σ υ σ χ ετ ίζο υ ν  σ το ιχε ία  της β ά σ η ς  G ra v er  του π ίνα κ α  
Λ<Γ> μ ε  σ το ιχε ία  τη ς β ά σ η ς  G ra v er  του  π ίν α κ α  Α^'ΗΚ γ ια  5 >  r , κ α ι σ ύ μ μ ο ρ φ α  
α θ ρ ο ίσ μ α τ α  ε π ί των δ ια νυ σ μ ά τ ω ν  το υ ς . Ο ρ ίζο υ μ ε  το δ ιά ν υ σ μ α  φ{u )  κ α ι τη β ά ­
ση  G ra v er  τη ς β ά σ η ς  G ra v er  στη ν ο π ο ία  α ν ή κ ε ι κ α ι π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ μ ε  ένα  λ ή μ μ α  
π ο υ  σ υ ν δ έ ε ι  τα σ το ιχε ία  τη ς β ά σ η ς  G ra v er  μ ε  τα σ το ιχε ία  της β ά σ η ς  G ra v er  της 
β ά σ η ς  G ra v er . Έ τσι φ τ ά ν ο υ μ ε  στο σ η μ α ντ ικ ό τερ ο  θ εώ ρ η μ α  τη ς δ ιατριβή ς, π ο υ  
α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι  ότι ο ι π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ ε ς  M a rk o v  κ α ι G ra v er  ε ίνα ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  και 
α νεξ ά ρ τ η τ ες  του  r  (π ο υ  εμ φ α νίζετα ι σ τον π ίν α κ α  Λ*Γ*). Ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο υ μ ε  το κ ε φ ά ­
λ α ιο  α π ο δ ε ικ ν ύ ο ν τ α ς  το θ ε ώ ρ η μ α  το ο π ο ίο  εξα σ φ α λ ίζε ι ότι το ά νω  ό ρ ιο  τη ς β ά σ η ς
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G raver που βρήκαμε είναι το καλύτερο δυνατό.

Ε υ χα ρ ισ τίες

Με μεγάλη μου χαρά θα ήθελα να ευχαριστήσω όλους αυτούς που μ ε βοήθη­
σαν για την εκπόνηση της μεταπτυχιακής μου διατριβής.
Αρχικά θα ήθελα να ευχαριστήσω την πολυαγαπημένη μου οικογένεια που από 
την αρχή ήταν στο πλευρό μου σε κάθε μου απόφαση. Η απέραντη στήριξη, η ανε­
ξάντλητη αγάπη και η διαρκής συμπαράσταση σε όλες τις δυσκολίες μ ε βοήθησαν 
ώστε να επιτύχω τους στόχους μου. Ένα μεγάλο λοιπόν ευχαριστώ στον μ π α μ π ά  
μου Βαγγέλη, τη μαμά μου Αρετή την αδερφή μου Βασιλική και φυσικά στους 
παππούδες μου Φώτη και Βασιλική, Γεώργιο και Αγγελική και στην υπόλοιπη 
οικογένεια μου, που ήταν ανελλιπώς στο πλευρό μου.
Ένα μεγάλο ευχαριστώ και ευγνωμοσύνη οφείλω στον επιβλέποντα καθηγητή μου, 
Καθηγητή κ.Απόστολο Θωμά, του οποίου η συνεχής βοήθεια, συμπαράσταση, 
στήριξη και καθοδήγηση συνετέλεσαν στην ολοκλήρωση της μεταπτυχιακής μου 
διατριβής. Θα ήθελα ακόμη να τον ευχαριστήσω, διότι πέρα από πρότυπο κα θη ­
γητή αποτελεί και πρότυπο ανθρώπου.
Θα ήθελα επίσης να ευχαριστήσω τον υποψ ήφιο διδάκτορα Χρυσόστομο Ψ αρουδά- 
κη για-την πολύτιμη βοήθεια του, τις συμβουλές και τη στήριξη του. Τον Χρήστο 
Όντι καθώς και όλα τα παιδιά  που στάθηκαν στο πλευρό μου κα ι μ ε στήριξαν. 
Ακόμη, ευχαριστώ όλους τους καθηγητές που ο καθένας μ ε το δικό του τρόπο 
ενθάρρυνε την προσπάθεια μου.
Τέλος οφείλω ένα μεγάλο ευχαριστώ στα άτομα που μ ε την κατανόηση και την 
αγάπη τους με ενθάρρυναν κα ι μ ε στήριξαν κάθε στιγμή τον Κωνσταντίνο, τον 
Βαγγέλη, την Τάνια, τον Παύλο, τη Νάγια, κα ι την Χριστίνα.



Κεφάλαιο 1

Βάσεις Grobner

Σε αυτό ίο κεφάλαιο 9α ασχοληθούμε μ ε τις βάσεις Grobner και τον υπολογισμό  
τους. Οι βάσεις Grobner είναι ένα σύνολο πολυωνύμων πολλών μεταβλητών με  
επιθυμητές αλγοριθμικές ιδιότητες. Η ιδέα των βάσεων Grobner έχει πρωτοεμ- 
φανιστεί σε άρθρα που γράφτηκαν το 1900 από τον διάσημο μαθηματικό Paul 
Gordan. Ωστόσο, ο Bruno Buchberger ήταν ο πρώτος που έδωσε έναν αλγόριθμο  
για τον υπολογισμό τους. Αφορμή στάθηκε ένα πρόβλημα που έθεσε το 1965  
ο καθηγητής W olfgang Grobner στον τότε μαθητή του Bruno Buchberger. Θε­
ωρούμε το δακτύλιο πολυωνύμων πάνω από ένα σώμα Κ ,  μόδιο ένα αυθαίρετο 
ιδεώδες. Το πρόβλημα ήταν η έρευση μιας βάσης για το δακτύλιο πηλίκο α ς  Κ — 
διανυσματικό χώρο. Στην προσπάθεια απάντησης σε αυτό το πρόβλημα, ο Bruno  
Buchberger ανέπτυξε τη θεωρία αυτού που αργότερα, το 1976, προς τιμήν του 
καθηγητή του ονόμασε βάσεις Grobner. Ωστόσο μία παρόμοια ιδέα για τους το­
πικούς δακτυλίους αναπτύχθηκε από τον H eisuke Hironaka το 1964  στα άρθρα  
του [9],(10], και τις ονόμασε κανονικές βάσεις (standard bases). Για τα άρθρα  
αυτά, του απονεμήθηκε το 1970 το Fields Medal η μεγαλύτερη διάκριση στα μ α ­
θηματικά.
Στις βάσεις Grobner έγκειται η επίλυση προβλημάτων που ανακύπτουν τόσο στην 
Αλγεβρική Γεωμετρία όσο και στη Μεταθετική Άλγεβρα, όπως τα ακόλουθα:

• Το πρόβλημα απόφασης αν ένα πολυώνυμο ανήκει σε κάποιο ιδεώδες. Το 
τυχαίο πολυώνυμο /  €Ξ K [ x \ ,  . . . ,£ n] ανήκει στο ιδεώδες 1 C Κ [ χ ι, ···,£«];

• Το πρόβλημα εύρεσης πολυωνύμων € Κ [ χ \ , . . . ,  χ η] ώστε όταν
το πολυώνο /  ανήκει στο ιδεώδες /  =  { /ι ,  ···> Λ ) να γράφεται ως γρ α μ ­
μικός συνδυασμός των με πολυωνυμικούς συντελεστές. Δηλαδή
./ =  Μΐ / ΐ  +  ··■ +  Ugfa]

• Το πρόβλημα εύρεσης αντιπροσώπων για τα σύμπλοκα f  + I  στο δακτύλιο 
πηλίκο Κ [ χ ι ,  . . . , χη ] / Ι . •

• Το πρόβλημα εύρεσης βάσης για τον /('-δ ιανυσματικό χώρο Κ [ χ ι , . . . ,  χ η \ / Ι .

5
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•  Το πρόβλημα απόφασης αν δύο ιδεώδη είναι ίσα ή διάφορα.

• Το πρόβλημα εύρεσης ιη ς τομής δύο ιδεωδών.

Ετην αλγεβρική γεωμετρία και στην υπολογιστική μεταθετική άλγεβρα, οι βάσεις 
G r6bner είναι ένα ιδιαίτερο σύνολο γεννητόρων ενός ιδεώδους I  σε έναν πολυω- 
νυμικό δακτύλιο. Μπορούν να Θεωρηθούν ως γενίκευση:

• του αλγορίθμου του Ευκλείδη για τον υπολογισμό του μέγιστου κοινού διαι­
ρέτη πολλών μεταβλητών.

• της μεθόδου της απαλοιφής του G auss για την επίλυση γραμμικών συστη­
μάτων και

• διαφόρων μεθόδων του ακέραιου προγραμματισμού.

Ο αλγόριθμος του B uchberger είναι η πιο παλιά και η πιο γνωστή μέθοδος 
για τον υπολογισμό τους. Μάλιστα χάρη στο λήμμα του Dickson γνωρίζουμε πως 
ο αλγόριθμος του B uchberger τερματίζει. Επιπρόσθετα οι βάσεις G robner έχουν 
χρησιμοποιηθεί από ερευνητές στη ρομποτική, κωδικοποίηση, θεωρία ελέγχου, 
στατιστική, μοριακή βιολογία, κρυπτογραφία, υπεργεωμετρικές συναρτήσεις κ.α.

1.1 Πολυωνυμικοί δακτύλιοι και Ιδεώδη
Η ενότητα αυτή περιλαμβάνει βασικούς ορισμούς και βασικά θεωρήματα σχετικά 
με τη θεωρία των πολυωνυμικών δακτυλίων και τα ιδεώδη. Θεωρούμε το μετα- 
θετικό δακτύλιο πολυωνύμων Κ [ χ \ , . . . , χ η] με συντελεστές από κάποιο σώμα Κ.  
Έστω / ( χ ι ,  ■.. , x n ) ένα πολυώνυμο σε η  μεταβλητές με συντελεστές από το σώ­
μα Λ'. Το πολυώνυμο /  γράφεται ως πεπερασμένο άθροισμα όρων της μορφής 
a i i Ql . . .  χ ηα,\  όπου a  G Κ ,  a,  G No =  { 0 ,1 ,2 , . . .} ,  για κάθε 
i =  1 , . . . , η. Τα απλούστερα πολυώνυμα στον Κ [ χ \ , . . . ,χ„] είναι τα μονώνυμα.

Ο ρισμός 1 .1 .1 . Μονώνυμο (monomial)Μ  καβεϊταιένα ποβυώνυμοτου Κ [ χ \ , . . .  ,χ„] 
ττιςμορφ ήςΜ  =  Xiu * . . .  x n° n ,ό π ο υ α χ , . . . , a n G Ν0 καισυμβοβίζεια ιμεχ®, όπου 
a  =  ( α ι , . . . , α „ ) .

Το σύνολο των μονωνύμων του Κ \χ ι , . . . , χ„] συμβολίζεται με Τ ". Δηλαδή.

ΊΓη =  { χ ιθ1 . . .  χ „ ° η, όπου αϊ G No, για κάθε i =  1 , ..., η}.

Ο μεταθετικός δακτύλιος των πολυωνύμων Κ [χ \ , . . . , χ„] είναι ένας Κ  - διανυσματικός 
χώρος με βάση το σύνολο Τ η.

Ορισμός 1 .1 .2 . Ο φυσικός αριΒμός αχ +  . . .  +  α„ καβεΐται βαδμός μονώνυμου 
(degree o f  the monomial) Μ  και συμβο/Ηζεται με deg(M).

Για παράδειγμα, ο βαθμός του μονωνύμου x 13x27x a2X4 5 είναι

deg(x i3T27 χ · λ2χ 45) =  3 +  7 +  2 + 5 =  17.

Ορισμός 1 .1 .3 . Ορίζουμε ιο συσχετικό η-χώ ρο  (affine η - space)

Κη =  { (α ι, . . . , α „ ) : όπουα* €  Κ, για κάθεΐ — 1, . . . ,η } .
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Για παράδειγμα αν Κ  =  R, ο Κ η =  είναι ο συνήθης Ευκλείδειος χώρος. 

Ορισμός 1 .1 .4 . Ορίζουμε τη συνάρτηση εκτίμησης (evaluation  fu n c tio n )

f  : K n -¥  Κ

που καθορίζεται από έυα  ποβυώ νυμο /  6  Κ [ χ ι , . . . ,  χ η ] ως εξής:

(αι, ...,αη) ·-> / ( α ι ,  ..·,θη). γ ια  κ ά δε  (αχ, ... ,α η) 6

Έ χουμε λοιπόν δύο τρόπους να βλέπουμε ένα πολυώνυμο /  6  /('[χ ι, ···, x n]· Ο 
πρώτος, ως ένα τυπικό άθροισμα μονώνυμών του μεταθετικοΰ δακτυλίου Κ \ χ χ ,  . . . , χ  
ο δεύτερος ως μια συνάρτηση από το Κ η στο Κ.  Η διπλή ιδιότητα των πολυωνύμων 
αποτελεί τη γέφυρα μεταξύ της άλγεβρας και της γεωμετρίας.

Ορισμός 1 .1 .5 . Έστω ένα  ποβυώ νυμο /  €  Κ [ χ χ , . . . , χ η\. Το σύνοβο  τω νβ ύσ εω ν  
της εξίσωσης /  =  0,

V ( f )  =  {(αχ,  . . . , a n ) <=Kn : / ( α χ , . . . , αη ) =  0} C Κ η 

καβείται ποικιβότητα που ορίζεται από το ποβυώ νυμο f  (varie ty  o f f ) .

Γενικά,

V( f x ,  . ·. , f s ) =  {(αχ,  . . . , a n ) e K n : f f a x ,  . . . , a n ) =  0, για  κάθε* =  l , . . . , s } ,

όπου f t  6 K [ x ι , . . . ,  x n ), για κάθε i =  1 , . . . , s, παριστάνει το σύνολο των λύσεων 
του συστήματος { / ι  =  0 , . . . , / s =  0}. Παρατηρούμε ότι

5

v ( f u  =  n  n / i ) ·
ι=1

Για παράδειγμα, η ποικιλότητα V ( χ 2 +  y 2 -  1, χ  -  1) C R 2 είναι η τομή του 
κύκλου με εξίσωση χ 2 + y 2 =  1 και της ευθείας με εξίσωση χ  =  1 που είναι το 
σημείο (1,0).

Επιπλέον, για ένα υποσύνολο S  του Κ [ χ χ , . . . , χ η ] έχουμε

V ( S )  =  { ( α χ , . . .  , a n ) e  K n : / ( α χ , . . .  , a n ) =  0, για κάθε /  €  S } .

Ακολουθεί ο ορισμός ενός ιδεώδους του μεταθετικού δακτυλίου Κ [ χ χ , . . . , χ η].

Ορισμός 1 .1 .6 . Έ υ α  μη  κενό υποσύνοβο I  του μεταδετικού δα κτνβ ίου  Κ [ χ  χ , . . .  , χ η 
καβείται ιδεώδες (ideal) του Κ [ χ χ , . . . , χ η \ αν:

• Για κά δε f , g  € I  συνεπάγετα ι ότι f  — g £  I  και

• Για κά δε  /  £ /  και h ζ  Κ [ χ χ , . . . , χ η \ συνεπάγετα ι ό τ ι ά /  €  I

Ορισμός 1 .1 .7 . Έ ν α  ιδεώ δες Μ  του Κ  [χ χ, . . . , χ · η ] καβείτα ι μέγιστο ιικό  ιδεώ δες
αν Μ  φ  Κ [χ  ι , . . . , ®„] και η σχέση  Μ  C /  C Κ [ χ χ, . . . ,  χ η ) συνεπά γετα ι πως 
Μ  = I  ή I  =  Κ [ χ χ , . . . , χ η \.

Στη συνέχεια θα δώσουμε τον ορισμό του πεπερασμένα παραγόμενου ιδεώ­
δους.
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Ο ρισμός 1 .1 .8 . Ένα ιδεώδες I του Κ \ χ χ .τ„) καβείται πεπερασμένα παραγό- 
μευο ιδεώδες (finitely generated) αν υπάρχει υποσύνοβο { /ι  . · · · , / « }  ιου I τέτοιο 
ώστε

3

I  =  : Ui e  Κ [ χ χ, . . . , ι η], yta κάδεί =* 1 , . . .
t = l

Τότε γράφουμε I =  ( f \ , . . . ,  f B) και το σύνοβο { / ι , ,  } καβείται σύνοβο γεννη­
τόρων (generating set) του ιδεώδους I.

Στην ακόλουθη παρατήρηση, θα δούμε ποια σχέση συνδέει ένα πεπερασμένα 
παραγόμενο ιδεώδες με την ποικιλότητα του.

Παρατήρηση 1 .1 .9 . Αν το ιδεώδες /  είναι πεπερασμένα παραγόμενο, δηλαδή 
7 =  ( / ι .  · · ·. /*). τότε για την ποικιλότητα του ισχύει V ( I )  =  V ( f i , . . . , /„).
Ό που  V ( I )  =  { ( d i , . . .  , an ) € K n : / ( α ι ,  — , a n ) =  0, για κάθε /  € /} .

Απόδειξη. Μια λύση του συστήματος πολυωνυμικών εξισώσεων

/  =  0, /  6 /

είναι προφανώς λύση του συστήματος

/ ι  =  0, . . . , / 3 =  0

αφού τα πολυώνυμα /* ανήκουν στο ιδεώδες 7 για ζ =  1 , ..., s. Αρα

Αντίστροφα έστω το πολυώνυμο /  ανήκει στο ιδεώδες 7 =  ( / ι , . · . , / » ) .  Τότε 
υπάρχουν ιζ* 6 7C [ζχ ,..., χ η] τέτοια ώστε / =  Σζ=ι u»/»· Αν λοιπόν (αχ, ,  α„) 
είναι μια λύση του συστήματος

/ ΐ  =  0, . . . , f s — 0

τότε είναι λύση και του συστήματος

/  =  0, /  G 7

αφού /  =  53"=1 Uifi.  Αρα V ( f y, . . . ,  / s) C 1/(7). Συνεπώς V’(Z) =  Κ ( / | , . . . , / , ) .
□

Παρατήρηση 1 .1 .10 . Ένα ιδεώδες μπορεί να έχει διαφορετικά σύνολα γεννητό­
ρων με διαφορετικό πλήθος στοιχείων.

Για παράδειγμα στον πολυωνυμικό δακτύλιο Κ[χ,  y] το ιδεώδες

(x  +  y , y )  =  ( x , y )  =  <ζ +  x y , x 2 , y 2, y  +  xy) .

Η επόμενη παρατήρηση, συνδέει ένα πεπερασμένα παραγόμενο ιδεώδες που πα- 
ράγεται από δύο διαφορετικά σύνολα γεννητόρων, με την ποικιλότητα του.

Παρατήρηση 1 ,1 .11 . Έστω ότι έχουμε το ιδεώδες /  =  { / ι , . . . , Λ )  — {/{»···, f t )  
τότε ισχύει V ( f \ , . . . , f a) =  V ( l )  =  Κ ( / { , . . . , /{).  Αρα το σύστημα πολυωνύμων

/ ι  =  0 , . . . , fa — 0
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έχει τις ίδιες λύσεις με το σύστημα πολυωνύμων

/ί = ο, . . . , / ί/ = ο.

Συνεπώς η ποικιλότητα καθορίζεται από το ιδεώδες κι όχι από το εκάστοτε σύνολο 
πολυωνυμικών εξισώσεων. Οπότε όταν έχουμε ένα "καλύτερο" σύνολο γεννητό­
ρων για το ιδεώδες I  =  ( / ι , . . . , / s), έχουμε και μια "καλύτερη" έκφραση για την 
ποικιλότητα V ( / 1}. . . , / 8). Καλύτερο με την έννοια ότι το σύνολο γεννητόρων μας 
επιτρέπει να κατανοήσουμε την αλγεβρική δομή του ιδεώδους και τη γεωμετρική 
δομή της ποικιλότητας καλύτερα. Ένα τέτοιο λοιπόν "καλύτερο” σύνολο γεννητό­
ρων για το ιδεώδες I. είναι και βάση Grobner του ιδεώδους την οποία θα ορίσουμε 
και θα μελετήσουμε στη συνέχεια.

Ο Γερμανός μαθηματικός Hilbert (Καινιξβέργη(Πρωσία) 23  Ιανουάριου 1862  
- Γκέτινγκεν(Γερμανία) 14 Φεβρουάριου 1943) αναγνωρίζεται ως ένας από τους 
πιο ισχυρούς μαθηματικούς όλου του κόσμου. Από αρκετούς θεωρείται ο ση­
μαντικότερος μαθηματικός του 19ου και 20ου αιώνα. Η πιο γνωστή εργασία του 
περιλαμβάνει τα Αξιώ ματα Χ ίβμ περτ  για τη γεωμετρία καθώς και την περιγραφή  
των χώ ρω ν Χ ίβμπερτ  μ ε εφαρμογές στην Κβαντομηχανική και στη Θεωρία Σχετι­
κότητας. Η πρώτη δουλειά του Hilbert στις αναλλοίωτες συναρτήσεις τον οδήγησε 
το 1888 στο θεώρημα που σήμερα είναι γνωστό ως το θεώρημα βάσης του Hilbert. 
Το 1868 ο Paul Gordan απέδειξε το θεώρημα αυτό για διωνυμικές μορφές, χρησι­
μοποιώντας πολύπλοκη υπολογιστική προσέγγιση. Ό σες προσπάθειες έγιναν για  
να γενικεύσουν τη μέθοδό του σε συναρτήσεις με περισσότερες από δύο μεταβλη­
τές απέτυχαν λόγω του τεράστιου βαθμού δυσκολίας των υπολογισμών. Ο Hilbert 
κατάλαβε ότι ήταν απαραίτητο να ακολουθήσει άλλη πορεία. Έτσι οδηγήθηκε στο 
θεώρημα βάσης του Hilbert (Hilbert’s b asis theorem).

Θεώρημα 1 .1 .12 . (Θεώρημα Β άσης του Hilbert) Κ άδε ιδεώ δες I  του Κ [ χ χ ^ . . .  , χ η] 
είναι πεπερασμένα  παραγόμενο. Δηβαδή, υπά ρχο υν  ποβυώ υυμα  <7ι, ·.·, gt £  I  
τέτοια ώστε I  =  {.9ι> ··■> .9t)·

Την απόδειξη του Θεωρήματος Βάσης του Hilbert θα τη δούμε παρακάτω, 
όπου θα γίνει χρήση των βάσεων Grobner.
Την ιδιότητα αυτή του δακτυλίου Κ [ χ χ , . . .  , χ η ), δηλαδή κάθε ιδεώδες του είναι 
πεπερασμένα παραγόμενο, την έχουν κι άλλοι δακτύλιοι. Οι δακτύλιοι αυτοί 
ονομάζονται δακτύλιοι Noether, τους οποίους ορίζουμε αμέσως μετά το θεώρημα  
που ακολουθεί.

Θεώρημα 1 .1 .13 . Έστω R ένα ς  δακτύβιος. Οι ακόβ ουδες προτάσεις είνα ι ισοδύ­
ναμες:
1) Κάδε μη κενό σύνοβο ιδεωδών του R  έχει μεγιστοτικό στοιχείο.
2) Κάδε αύξουσα ακοβουδία  ιδεωδών του R  γίνετα ι τεβ ικά  σ τα δ ερ ή :

Λ C / 2 C ... C I n  C /„ + 1 C ... C I n  =  Ι ν + ι = ··· =  Ι ν + ι = ···

3) Κ άδε ιδεώδες του R  είναι πεπερασμένα  παραγόμενο.

Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού βρίσκεται στο βιβλίο [3] των M.F. Atiyah  
και I.G. M acDonald.
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Ο ρισμός 1 .1 .1 4 . Έ νας δακτύλιος R βέγεται δακτύβιος N o e th er  αν ισχύει μια 
από ιις ακόβονδες ισοδύναμες προτάσεις:
1) Κάδε μη κενό σύνοβο ιδεωδών tou R έχει μεγισιοιικό στοιχείο.
2) Κάδε αύξουσα ακοβουδία ιδεωδών του R γίνεται τεβικά σταδερή:

Λ C h  C ... C / n C I n+i C ... C I n  — //v+i =  ··· =  Jn +i ~  ···

3) Κάδε ιδεώδες του R είναι πεπερασμένα παραγόμενο.

Οι δακτύλιοι αυτοί λέγονται δακτύλιοι Noether προς τιμή της μαθηματικού 
Em m y Noether.

Η Em my N oether (Γερμανία(Ερλάνγκεν)23 Μαρτίου 1882-Μπριν Μορ 14 Α­
πριλίου 1935) χαρακτηρίστηκε ως η σημαντικότερη γυναίκα στην ιστορία των 
μαθηματικών από πολλούς όπως P.Alexandrov, H erm ann Weyl, Norbert Wie­
ner. Οι επαναστατικές τεχνικές της Noether στην αφηρημένη άλγεβρα οδηγούν 
στην τέλεια μαθηματική διατύπωση της "θεωρίας της σχετικότητας", πρόσθεσε ο 
A .Einstein. Η Em m y σπούδασε μαθηματικά στο πανεπιστήμιο του Ερλάνγκεν 
όπου δίδασκε ο πατέρας της Max Noether, που ήταν κι αυτός μαθηματικός. Το 
1907 δούλεψε υπό την επίβλεψη του P.Gordan, ενώ το 1915 προσκλήθηκε από 
τους D .Hilbert και F.Kleln να συμμετάσχει στο μαθηματικό τμήμα στο πανεπι­
στήμιο του Γκέτινγκεν, ένα παγκοσμίως γνωστό ινστιτούτο μαθηματικής έρευνας. 
Το 1933 βρίσκεται στο Κολέγιο Μπριν Μορ, στην Πενσιλβάνια της Αμερυ<ής. Το 
Ίδρυμα Ροκψέλερ χρηματοδοτεί τη συνεργασία της με το Ινστιτούτο Ανωτέρων Με­
λετών του Πρίνστον. Το 1935, βρίσκεται στο νοσοκομείο του Μπριν Μορ. Μετά 
από εγχείρηση, η Em my πέφτει σε κώμα και πεθαίνει. Έ φυγε αναπάντεχα, στο 
απόγειο της δημιουργικής της δύναμης. Ήταν πρωτοπόρος σε ένα πεδίο που θα 
αποτελούσε το μέλλον των μαθηματικών, στο εξής η άλγεβρα δεν θα ήταν ποτέ πια 
η ίδια. Η Em m y Noether είναι η μητέρα της σύγχρονης αφηρημένης άλγεβρας.

Σε αυτό το σημείο θα παρουσιάσουμε και θα αποδείξουμε το λήμμα του Dickson, 
το οποίο θα μας χρειαστεί για να αποδείξουμε ένα σημαντικό θεώρημα για τις 
διατάξεις όρων, τις οποίες θα δούμε αμέσως μετά. Ωστόσο πρέπει να τονίσουμε 
πως το λήμμα του Dickson αποτελεί το βασικό εργαλείο για την απόδειξη του 
θεωρήματος βάσης Hilbert η οποία βρίσκεται παρακάτω.
Θέτουμε S  =  Κ [χ ι , . . . ,  τ„] ο πολυωνυμικός δακτύλιος πάνω από το σώμα Κ . Ένα 
μονωνυμικό ιδεώδες του S, είναι ένα ιδεώδες που γεννάται από μονώνυμα. Αυτή 
η κλάση ιδεωδών μας ενδιαφέρει, επειδή η θεωρία των βάσεων G robner ανάγει 
δύσκολους αλγεβρικούς υπολογισμούς, σε υπολογισμούς με μονωνυμικό ιδεώδη.

Ο ρισμός 1 .1 .15 . Έ να ιδεώδες I του Κ [ χ \ , ..., χ„] βέγεται μονωνυμιχό ιδεώδες 
αν υπάρχει υποσύνοβο Α του Ν'* τέτοιο ώστε το I να αποτεβείται από όβα τα πο- 
βνώ ννμα τα οποία είναι πεπερασμένα αδροίσματα της μορφής Λβχ “. όπου
Ιια e  K [x \ , . . . ,χ„]. Τότε γράφουμε I  — (χ“ : a  € A).

Για παράδειγμα το /  =  (x 4y2, x 3y4, x 2y5) είναι μονωνυμικό ιδεώδες του Α'[χ, y], 
με Β  — {bi =  (4, 2), b 2 =  (3,4), b 3 =  (2, 5)} C N2 και

/  =  (xb l , x b3, x bs) =  (x4y2, x 3y4,.r2y5).

Δίνονται δύο μονώνυμα u =  x“* ...x“n και v  =  χ*ι ...χ^'· που ανήκουν στο S . Τότε 
το u διαιρεί το ν αν ισχύει «, <  Ι>, για κάθε i =  1, . . . ,π, στην περίπτωση αυτή
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γράφουμε ιι \  ν. Αφού το S  είναι Περιοχή Μονοσήμαντης Ανάλυσης για κάθε δύο 
πολυώνυμα /  και g του S , υπάρχει ο μέγιστος κοινός διαιρέτης και το ελάχιστο 
κοινό πολλαπλάσιο των / ,  g. Έτσι έχου μ ε:

μκδ(τι, υ) =  .,.x ^ a ntbn)

EKTl(u, ν) =

Ορισμός 1 .1 .1 6 . Έστω  /  ένα  ποβυώ υυμο του S , τότε ορίζουμε το στήριγμα του /  
ως το σύνοβο των μονω νύμω ν που εμφανίζονται στο ποβυώ υυμο  / .

Ο ακόλουθος χαρακτηρισμός μονωνυμικών ιδεωδών είναι πρωταρχικής σημα­
σίας.

Θεώρημα 1 .1 .1 7 . Έστω I  C S  ένα  ιδεώδες. Τα ακόβουΒα είναι ισοδύναμα:

1. To I είναι μονω υυμικό ιδεώδες.

2. Για κά δε ποβυώ νυμο  /  που ανήκει στο 1 , το στήριγμα s u p p ( f )  είνα ι υποσύ' 
νοβο του ιδεώ δους I .

Απόδειξη. Έστω Μ  το σύνολο των μονωνυμικών γεννητόρων του /  κι έστω /  ανήκει 
στο I .  Τότε υπάρχουν μονώνυμα u i , ..., u m που ανήκουν στο Μ  και πολυώ νυμα  
/ ΐ ι  ···! ίτη που ανήκουν στο S , τέτοια ώστε /  =  2 /μ η .
Συνεπώς s u p p ( f )  C (J^Li su P P (fiu i)· Οπότε αν u  Ε s u p p ( f ) ,  τότε υπάρχει ένα  
i =  1 τέτοιο ώστε u Ε supp(f iUi) .  Κάθε u  που ανήκει στο supp( f iUi )
είναι της μορφής χυ μ , συνεπώς u  =  urn* για κάποιο i =  1 , . , . ,π ι  και για κάποιο  
μονώνυμο w  του πολυωνύμου f.L, άρα το u  ανήκει στο / .
Αντίστροφα έστω G  το σύστημα γεννητόρων του I . Τότε το σύνολο U / gg s u P P ( f ) 
περιέχεται στο /  και είναι σύνολο μονωνυμικών γεννητόρων του / ,  δηλαδή 
1 =  (U f<=GsuPP( f ) ) ·  Αρχικά παρατηρούμε ότι {(J f e G s u p p ( f ) )  C / ,  εφόσον 
{ U / gg 5UPP{f )}  Q Ι ·  Αρκεί να δείξουμε ότι /  C ( U / gg s uPP( f ) ) ·  Έστω ένα 
πολυώνυμο /  G / .  Το /  γράφεται στη μορφή /  =  όπου τα πολυώνυμα
hr G Κ [ χ ι , . . . ,  χ η), και f i  £  G.
Συνεπώς s u p p ( f )  C \J m p p ( f i h i )  C ( U / gg s uPP(f))< άΡα f  e  (U f S G s u PP( f ) )  
εφόσον το /  γράφεται ως άθροισμα όρων των οποίων τα μονώνυμα ανήκουν στο 

ιδεώδες ( U /gg s uPP(f )) ·  ° π0Έε 1 =  ( U / gg suPP( f ) ) ·  □

Πόρισμα 1 .1 .1 8 . Έστω I  C S  ένα  μονω νυμικό ιδεώ δες και Μ  ένα  σύνοβ ο  μονω- 
υύμων του 1. Τότε το Μ  είναι ένα  σύνοβο γεννητόρω ν του I  α ν  κα ι μόνο  α ν  γ ια  κ ά δ ε  
μονώ νυμο υ e I  υπ ά ρχε ι ένα  μονώ νυμο u  Ε Μ  τέτοιο ώστε u \ v .

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το Μ  είναι σύνολο γεννητόρων του I .  Έστω ν Ε I  
ένα  μονώνυμο. Τότε υπάρχουν μονώνυμα u i , . . . , u Jn που ανήκουν στο Μ και 
πολυώνυμα f \ ,  που ανήκουν στο .5’, τέτοια ώστε ν -  / ρ η . Τότε το
μονώνυμο ν Ε (J-"j * ? / / ? / ? ( κι άρα ν Ε suppl fpi . , )  για κάποιο ί =  1 
Κάθε ν που ανήκει στο supp{J lu l ) είναι της μορφής w u it συνεπώς ν =  u>Ui για 
κάποιο i =  1 , ..., τη και για κάποιο μονώνυμο w  του πολυωνύμου f i .  Αρα το U{\ v .  
Αντίστροφα έστω ότι για κάθε μονώνυμο υ Ε I,  υπάρχει ένα μονώνυμο u  Ε Μ  
τέτοιο ώστε u \  υ. Έστω /  Ε I  ένα αυθαίρετο πολυώνυμο. Αφού το I  είναι 
μονωνυμικό ιδεώδες από το θεώρημα 1.1.17 έχουμε ότι s u p p ( f )  C / .  Έστω 
s up p ( f )  =  { ν ι , . . . , υ Τ„} και /  =  Σ Ι Ι ι  ciut. με c* Ε Κ .  Από την υπόθεση λοιπόν  
έχουμε V{ =  w p ii, με u t Ε Μ  και μονώνυμα στο S . Άρα /  =  aW iU it 
δηλαδή το Μ  γεννά το I . □
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Δηλαδή το μονώνυμο x b ανήκει στο μονωνυμικό ιδεώδες I — (χ* : a  € Α) αν 
και μόνο αν to x b διαιρείται από to  χ* για κάποιο a  6  A.

1.2 Διατάξεις όρων και Λήμμα Dickson
Πλέον είμαστε έτοιμοι να ορίσουμε τις διατάξεις όρων στον πολυωνυμικό δακτύλιο 
Κ [ χ ι , . . . , χ π] και να αποδείξουμε το βασικό θεώρημα που σχετίζεται με αυτές.

Ο ρ ισμ ός 1 .2 .1 . Μερική διάταξη (partial order) σε ένα σύνοβο S  καβείται μία 
σχέση < με τις εξής ιδιότητες:

• δεν ισχύει η σχέση a -< α για οποιοδήποτε a € S  και

• αν  αχ -< 0 2 , 0 2  -< 0 3  τότε αχ -< 0 3  για οποιαδήποτε αχ, α2 , α3  € 5.

Ο ρ ισμ ός 1 .2 .2 . Oflική διάταξη (total order) σε ένα σύνοβο S  καβείται μια μερική 
διάταξη -< όπου για οποιαδήποτε αχ, 0 2  6 S  ισχύει ακριβώς μία από τις παρακάτω  
σχέσεις:

«ι -< ο·2 ή αχ =  α2  ή αχ >- <ΐ2 ·

Ο ρισμός 1 .2 .3 . Διάταξη όρων (term order) στον Κ [ χ \ , ,  χ„] καβείται μία οβική
διάταξη -< στο Τ η με τις εξής ιδιότητες:

1. 1 -< x b για κάδε μονώνυμο x b €  T n κa ix b φ  1 και

2. αν  x bl -< x ba τότε xcx bl -< xcx ba yta κά3ε μονώνυμο x c 6  Τ ".

Ακολουθεί μια πολύ χρήσιμη πρόταση σχετικά με τις διατάξεις όρων στον
Κ[Χ\ ι . . . , Χ·η\ ·

Π ρόταση 1 .2 .4 . Θεωρούμε μια διάταξη όρων -<. Για μονώνυμα x a , x b € Τ". αν 
το x a διαψεί το x b τότε ισχύει xa < x b ή x a =  x b .

Απόδειξη. Υπάρχει ένα μονώνυμο x c £ Τ " τέτοιο ώστε x b =  x ax c , αφού xa \ x b .
Από την πρώτη συνθήκη του ορισμού 1.2.3 έχουμε x c > 1 συνεπώς από τη δεύτερη 
συνθήκη του ίδιου ορισμού έχουμε x ax c >  x a, άρα x b > xa , δηλαδή x a < x b ή 
x a =  x b . □

Στο δακτύλιο των πολυωνύμων Κ [ χ \ , . . .  ,χ„]  για n > 1 υπάρχουν άπειρες 
διατάξεις όρων. Στη συνέχεια αναφέρουμε τέσσερις από αυτές.

Ο ρισμός 1 .2 .5 . Η βεξικογραφική διάταξη (lexicographic order) >-iex στον Α'[χχ, . . . , χ„]
με Χχ > Χ 2 >  · . > x n ορίζεται ως εξής:
Για a  =  (αχ, . . . , α„), b  =  (6χ, . . . , bu) ζ  Ν η, ισχύει χ α >~iex x b αν και μόνο αν η 
πρώτη μη μηδενική συντεταγμένη του a  -  b  είναι Θετική.

Π αράδειγμ α  1 .2 .6 . Στον Α'[χ, y ] θεωρούμε τη λεξικογραφική διάταξη όρων >-/«, 
με χ  > y  έτσι έχουμε :
1 <  y < y 2 < y 3 < ... < y k < ... 
χ  < x y  < x y 2 < x y 3 <  ... < x y k < ... 
x 2  <  x 2y < x 2y2 <  x 2y 3 < ... < x 2y k < ... 
x m <  x my < x my 2 < x my3  < ... <  Xmy k <  ...
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Παράδειγμα 1.2.7. Στον K [ x , y , z \  Θεωρούμε τη λεξικογραφική διάταξη όρων 
>-iex, με ζ  >  y  > χ  έχουμε:
1 <  χ  < χ 2 < χ 3 <  ... 
y < y x  < y x 2 < ... 
y 2 <  y 2x  < y 2x 2 < ... 
y 3 < y 3x  < y 3z 2 < ...

z  < z y x  <  z y x 2 <  ... 
z 2 <  z 2y x  < z 2y x 2 <  ...

Ορισμός 1 .2 .8 . Η  βαδμωτή βεξίκογραφική διάταξη (degree lexicographic order)
y deglex στον K [ x χ, . . . ,  x n ] μ ε  Χχ >  x2 >  · · · >  X n  ορίζεται ως εξής:
Για a  =  ( αχ, . . . , a n ), b =  (6χ, . . . , bn ) e  Nn , ισχύει x a ydeglex ο,υ κα ι μόνο  
αν deg(xa) > de g( x h ) ή de g( x a) = de g( x b ) κα ι x & >~iex x b , δηβ α δή  ιχ πρώ τη μ η  
μηδενική συντεταγμένη  του a  — b είναι Θετική.

Παράδειγμα 1 .2 .9 . Στον Κ[χ ,  y] θεωρούμε τη λεξικογραφική διάταξη όρων >degiex<  

με χ  > y  έχ ο υ μ ε:
1 <
y < χ  <
y 2 <  x y  < χ 2
y 3 < x y 2 < x 2y  < x 3 <
y m <  x y 7n_1 <  ... <  x m ~ 1y  <  x m_1 <

Παράδειγμα 1 .2 .10 . Στον K [ x , y , z ]  θεωρούμε τη βαθμωτή λεξικογραφική διά­
ταξη ydegreviex< με χ  > y  > z  έχουμε:
1 < ζ  < y  < χ  < ζ 2 < y z  < χ ζ  < y 2 < x y  < χ 2 < 
ζ 3 < y z 2 < y 2z  < y 3 < 
χ ζ 2 < x y z  < x y 2 < 
x 2z < x 2y  <  x 3 <  ...

Ορισμός 1 .2 .11 . Η  αντίστροφη βαθμωτή βεξίκογραφική διάταξη (degree  reverse  
lexicographic order) ydegreviex οτον K [ x \ , . . . ,  x n \ με  χχ >  χ ι  > . . .  >  x n ορίζεται 
ως εξής:
Για a  = (αχ,.. .  ,an),b =  (6χ,...,&η) € Nn, ισχύει x a y d e g r e v i e x  α ν  κα ι 
μόνο αν  dc g ( x a) > de g ( x b ) ή deg(xa ) =  de g( x b ) κα ι η τεβευτα ία  μη  μ η δεν ική  
συντεταγμένη του a  — b  είνα ι αρνητική.

Παράδειγμα 1 .2 .1 2 . Στον K \ x , y , z )  θεωρούμε την αντίστροφη βαθμωτή λεξικο- 
γραφική διάταξη ydegreviex, με χ  > y  > z  έχουμε:
1 < ζ  < y  < χ  < ζ 2 < y z  < χ ζ  < y 2 < x y  < χ 2 < 
ζ 3 < y z 2 < χ ζ 2 <  y 2z  <  x y z  < χ 2ζ < y 3 < 
x y 2 < x 2y  < x 3 < ...

Εύκολα προκύπτει ότι η βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη και η αντίστροφη 
βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη στον Κ [ χ χ , χ ταυτίζονται. Αυτό δε συμβαίνει 
όμως για π  >  3.

Παράδειγμα 1 .2.13. Στον K [ x , y , z ]  θεωρούμε την αντίστροφη βαθμωτή λεξικο- 
γραφίκή διάταξη ydegreviex. μ ε  ζ > y  > χ  έχουμε:
Z  y x  y  d e g l e x  % y  Χ  ε ν ω  Z y x  d e g r e v l e x  % ·
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Το πλήθος των τεσσάρων παραπάνω διατάξεων είναι η! για κάθε μία από αυτές. 
Υπάρχουν πολλών ειδών βαθμοί. Αλλάζοντας το βαθμό προκύπτουν άπειρες 

διατάξεις. Για παράδειγμα στον δακτύλιο Κ[λ y] με κάθε διάνυσμα c =  (ci.ca) 
ορίζουμε ένα βαθμό για το μονώνυμο x ay b. Δηλαδή dr.gc (xuy b) — ( r i , r a ) (« , />) =
C.\(l +  <\'2?λ
Αν c =  (1,1) τότε έχουμε το συνήθη βαθμό.
Αν Cj =  (1 0 0 \/7 ,1204) τότε ο βαθμός του μονωνύμου x ay b είναι ο εξής: 
degCl(x ay b) = 100\/7α +  12046.
Παρατηρούμε ότι με το βαθμό που ορίζεται από το διάνυσμα Ci =  (100ν/7 ,1204).

|  $ »β
κάθε μονώνυμο έχει διαφορετικό βαθμό. Πράγματι έστω τα μονώνυμα x ay  , x °  y  
με α, α', 6, 6' e  Ν.
Έστω

degCl(x ay b) =  degCl{xa> y b>)

τότε έχουμε
lOQy/ ϊ α  +  12046 =  100>/7α' +  12046'

άρα
100>/7(α -  α ') =  1204(6' -  6).

Διακρίνουμε περιπτώσεις:

1. Αν α =  α ' τότε 6 =  6' άρα (α, 6) =  (α', 6').

2. Αν α φ  α' τότε y/ ϊ  =  € Q  αφού 1204(6' -  6) e Ζ, 100(α -  α ') € Ζ.

Άρα \/7  € Q  άτοπο. Συνεπώς α =  α' και 6 =  6'.
Το ίδιο συμβαίνει και με το βαθμό που ορίζεται από το διάνυσμα
C2  =  (37, ν/2), δηλαδή δεν υπάρχουν διαφορετικά μονώνυμα που να έχουν τον
ίδιο βαθμό. Ωστόσο οι δύο διατάξεις είναι διαφορετικές.
Θεωρούμε τα μονώνυμα x l0y, y5. Είναι

degCl{x10y) < degCl(yb)

και
degC3(x 10y) > degC2(y5).

Ο ρισμός 1 .2 .14 . Έ σ τω Χ ι, X 2 μονώνυμα του ποβυωνυμικού δακτύβ ιουΚ [χι, ...,x n] 
και <χ μία διάταξη όρων στις χ μεταββητές. Έστω Υ\,Υ2 μονώνυμα του ποβυω- 
νυμικού δακτύβιου K [ y i , ..., ymj και <ν μία δίαταξη όρων στις y μεταββητές. Στου 
κοβυωνυμικό δακιύβιο Κ [χ \, . . . ,x „ ,y j , ...,ym) ορίζουμε μια διάταξη όρων < ως
εξής:

Χ {Υ \ < Χ 2Υ2 ον και μόνο αν Χ \  <χ Χ ^ ή Χ ι  = Χ 2 και Υ\ ~<y Υ2 ·

Η  δίαταξη αυτή καβείται δίαταξη απαβουρής (elimination order) με τιςχ  μεταββητές
μεγαβύτερες από τις y  μεταββητές.

Παρατηρούμε πως η λεξικογραφική διάταξη είναι μια ειδική κατηγορία της 
διάταξης απαλοιφής. Στο σημείο αυτό είμαστε σε θέση να αποδείξουμε το πολύ 
σηματικό λήμμα του Dickson. Να θυμίσουμε ότι η μερυτή διάταξη που ορίζεται 
από τη διαιρετότητα είναι αυτή για την οποία ισχύει χ Λ < i b αν το χ Λ διαιρεί το
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Θεώρημα 1 .2 .1 5 . (Λήμμα του Dickson) Έστω Μ ένα  μιη κενό σύνοβο μονω νύμω ν  
στο S . Το σύνοβο Μ έχει μόνο ένα πεπερασμένο αριδμό εβαχιστοτικώ ν στοιχείων  
ως προς τη μερική  διάταξη που ορίζεται από τη διαιρετότητα.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε to θεώρημα μέσω της επαγωγής στο η , χον αριθμό των 
μεταβλητών του S .
Αν η  =  1, τότε το σύνολο Μ αποτελείται από κάποιες δυνάμεις του Χχ και το σύνο­
λο των ελαχιστοτικών στοιχείων του Μ είναι το { χ “ }, όπου α ο μικρότερος αριθμός 
για τον οποίο το μονώνυμο χ “ ανήκει στο Μ. Τα υπόλοιπα στοιχεία του Μ, είναι 
πολλαπλάσια του χ “.
Αν η  > 1 , τότε ορίζουμε Ν  το σύνολο των μονωνύμων χ °  του πολυωνυμικού δα­
κτυλίου Κ [ χ ι , . . . ,  χ η_ι], τέτοια ώστε x cx ^ £  Μ, για d > 0. Δηλαδή 
Ν  = {x c £ Κ [ χ ι, . . . ,x n_ i ] / x cx^ £ Μ, για κάποιο d >  0}. Λόγω της υπόθεσης ε­
παγωγής, γνωρίζουμε ότι το σύνολο N min των ελαχιστοτικών στοιχείων του Ν, είναι 
πεπερασμένο. Έστω N rnin =  {x Cx, . . . ,x Cr} για κάθε x Ci £  Ν ,ηιη, υπάρχει α* >  0 
τέτοιο ώστε x Clx “l να ανήκει στο Μ. Έστω a =  m a x  {α χ , . . . ,  αΓ} και 0 <  b < α. Ο­
ρίζουμε το σύνολο Ν& =  { x c £ Κ[χχ ,  . . . ,x n_ i ) j x cx bn £  Μ }. Λόγω της υπόθεσης  
επαγωγής, γνωρίζουμε ότι το σύνολο Ν ζ1171 των ελαχιστοτικών στοιχείω ν  του Α/&, 
είναι πεπερασμένο.
Θα δείξουμε ότι Mmm C { x Clx “1, ..., x Crx£r } U(U[!=o η η χ η )·
Έστω x u ανήκει στο Mmm και x u =  x cx ln , με I > 0. Διακρίνουμε περιπτώσεις για  
το I.

1. Έστω ότι I >  α. Τότε το x u =  x cx ln , όπου x c £  Ν. Συνεπώς υπάρχει 
ένα £  { c i , ..., c r }, τέτοιο ώστε c >  Cj. Άρα από τη μερική διάταξη που  
δίνεται από τη διαιρετότητα, έχουμε ότι x Ci \  x c . Ακόμη, εφόσον I > α >  εη, 
δηλαδή ί > a* για κάθε % — 1 , ..., r, από τη μερική διάταξη που δίνεται από  
τη διαιρετότητα, έχουμε ότι χ% \  χ ιη . Συνεπώς χ ° 'χ ^  \  x cx ln =  x u . Δηλαδή 
x Cix “' \  x u και x Clx “; ανήκει στο Μ. Αφού το x u ανήκει στο Mrnm είναι 
ελαχιστοτικό στοιχείο του Μ, τίποτα δεν μπορεί να το διαιρεί εκτός από τον 
ευατό του. Άρα x u =  x Cix “{ £  {xClx “1, ..., x Crx£7}.

2. Έστω ότι I < α. Τότε το x u =  x cx^, όπου x c £  Νι =  { x c £  Κ[ χχ ,  . . . , x n_ i ] /  
x cx \t £ Μ }. Λόγω της υπόθεσης επαγωγής, γνωρίζουμε ότι το σύνολο

των ελαχιστοτικών στοιχείων του Νι, είναι πεπερασμένο. Έστω Ν[ηιη — 
{χΧ|ι , . . . ,  x c,r«}. Τότε το x u =  x cx ln , όπου x c £  Νι. Συνεπώς υπάρχει 
ένα cj, £  { c ^ ,..., cjrl}, τέτοιο ώστε c >  ci,. Αρα από τη μερική διάταξη που  
δίνεται από τη διαιρετότητα έχουμε ότι x c'i \ x c . Συνεπώς x C|i x ln \ x cx ln =  x u . 
Δηλαδή x Cx\ x ln \  x u και x c'ix ln ανήκει στο Μ. Αφού το x u ανήκει στο Mmm 
είναι ελαχιστοτικό στοιχείο του Μ, τίποτα δεν μπορεί να το διαιρεί εκτός από  
τον ευατό του. Άρα x u =  x C|i χ ιη £ \J^~ q Λζαιηχ^.

Πράγματι λοιπόν το Mmm C { x Clx"J,..., x Crx " '} (J ((j£ lo  N ^lLnx bn ). □

Έ να  βα σ ικ ό  σ υ μ π έ ρ α σ μ α  α π ό  το λ ή μ μ α  του D ic k s o n  π ερ ιγ ρ ά φ ετ α ι στο α κ ό ­
λ ο υ θ ο  π ό ρ ισ μ α .

Π όρισμα 1 .2 .1 6 . Έστω  /  ένα  μονω υυμικό ιδεώδες. Τότε κά δε  σύνοβ ο  μονωνυμι- 
κώ ν γεννητόρω ν του 1 , π ερ ιέχει ένα  πεπερασμένο  σύνοβο το οποίο γεν ν ά  το 1.

Απόδειξη. Έστω Μ ένα σύνολο μονωνυμικών γεννητόρων του I .  Από το λήμμα  του 
Dickson, το σύνολο των ελαχιστοτικών στοιχείων του Μ είναι πεπερασμένο. Αυτό 
το πεπερασμένο σύνολο μονωνύμων γεννά το / .  □
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Έσιω /  ένα μονωνυμικό ιδεώδες. Ένα σύνολο μονωνυμικών γεννητόρων του 
I  καλείται ελαχιστοτικό αν κάθε γνήσιο υποσύνολο του δεν αποτελεί σύνολο γεν­
νητόρων του / .  Από την πόρισμα 1.2.16, έχουμε ότι κάθε ελαχιστοτικό σύνολο 
μονωνυμικών γεννητόρων του /  είναι πεπερασμένο.

Πρόταση 1 .2 .1 7 . Έστω I ένα μονωνυμικό ιδεώδες. Τότε υπάρχει μοναδικό εβα· 
χιστοτικό σύνοβο από μουωυυμικούς γεννήτορες του I.

Απόδειξη. Η ύπαρξη συνεπάγεται από το πόρισμα 1.2.16.
Έστω { « i , . . . ,u r } και {τ»ι,..., i's} δύο ελαχιστοτικό μονωνυμικό σύνολα γεννητό­
ρων του I . Αφού /  =  (ι»ι, . . . ,v a) και το μονώνυμο «, ανήκει στο I . συνεπάγεται από 
την πόρισμα 1.1.18 ότι Vj \  Ui για κάποιο j .  Ό μοια u ^ \  ν} για κάποιο k. συνεπώς 
i/jt \  ιΐ{. Αφού το {i/j, . . . ,u r } είναι ελαχιστοτικό μονωνυμικό σύνολο γεννητόρων 
του 7, παρατηρούμε ότι i = k  κι άρα u, =  Vj. Συνεπώς { u i , ..., u r } C {v j , ...,ν ,} . 
Ό μοια  έχουμε {υ ι,..., υΛ} C { u i , . . . ,u r }. Αρα το ελαχιστοτικό μονωνυμικό σύνολο 
γεννητόρων του I  είναι μοναδικό. □

Ο ρισμός 1 .2 .1 8 . Μια διάταξη όρων ονομάζεται καβά  διατεταγμένη διάταξη όρον
αν και μόνο αν κάδε μη κενό σύνοβο S  C Τ η περιέχει εβάχιστο στοιχείο. Α ν  
δηβαδή υπάρχει ένα μονώνυμο χ 8 στο S  τέτοιο ώστε για κάδε μονώνυμο χ ι στο S  
έχουμε x a < x t .

Πρόταση 1 .2 .1 9 . Μια διάταξη όρων είναι καβά διατεταγμένη αν και μόνο αν δεν 
υπάρχει άπειρη αβυσϊδα μονωυύμων τέτοια ώστε :

X * 1 >  X ®2 >  X *3 >  ...

στο Τ η .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια διάταξη όρων X, η οποία είναι καλά διατεταγμένη. Έστω 
5  ένα μη κενό σύνολο μονωνύμων του Τ η. Υποθέτουμε ότι υπάρχει αλυσίδα 
μονωνύμων του S  τέτοια ώστε:

X*1 > X*3 > X*3 >  ...

θα καταλήξουμε σε άτοπο. To S  περιέχει ελάχιστο στοιχείο, έστω το x “k τέτοιο ώστε 
x ai >  x afc για  κάθε ϊ. Συνεπώς ισχύει xafc+l >  xafc >  x a*+1, άρα x a*+l >  x a*+‘, 
άτοπο.
Αντίστροφα υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει αλυσίδα μονωνύμων τέτοια ώστε:

χ®1 > xaa > χ “3 >  ...

Ισχυριζόμαστε ότι η διάταξη όρων >- είναι καλά διατεταγμένη. Έστω όχι. θα κα­
ταλήξουμε σε άτοπο. Αφού η διάταξη όρων >-, δεν είναι καλά διατεταγμένη συνε­
πάγεται πως υπάρχει ένα μη κενό σύνολο 5  C Τ ” , το οποίο δεν περιέχει ελάχιστο 
στοιχείο. To S  είναι μη κενό, άρα υπάρχει χ “ι G S , το οποίο δεν είναι ελάχιστο 
στοιχείο του S. Συνεπώς υπάρχει χ “3 € S . με χ* 1 >  χ®2. Το χ “2 δεν είναι ελάχι­
στο στοιχείο του S. Συνεπώς υπάρχει χ®3 6 S, με χ®2 > χ®3. Συνεχίζουμε κατά 
αυτόν τον τρόπο και παρατηρούμε πως σχηματίζεται μια αλυσίδα μονωνύμων:

χ®1 > χ®2 >  χ®3 >  ...

Ατοπο, εφόσον υποθέσαμε ότι δεν υπάρχει τέτοια αλυσίδα μονωνύμων. □
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Ένα πολύ σημαντικό θεώρημα για τις διατάξεις όρων είναι το α κόλουθο:

Θεώρημα 1 .2 .20 . Κάθε διάταξη όρων είναι καβά διατεταγμένη, δηβαδή για κάθε 
Α φ  0, A  C Τ" υπάρχει χ® £ Α  έτσι ώστε για κάθε x h £ Α να ισχύει χ® <  x b .

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η δοθείσα διάταξη όρων δεν είναι καλά διατεταγμένη 
θα καταλήξουμε σε άτοπο. Τότε σύμφωνα με την πρόταση 1.2.19 γνωρίζουμε πως 
υπάρχουν μονώνυμα χ ® 1 £  T n , i =  1, 2 , ... τέτοια ώστε:

xai > χ®2 > χ*3 > ■ ■ ■ .

Αυτό ορίζει μια αλυσίδα ιδεωδών στον πολυωνυμικό δακτύλιο Κ [ χ \ , . . . ,  χ η] την
εξής:
(χ®1) C (χ ® 1 , χ®2) C (χ ® 1 , χ ®2 , χ®3) C · · ·.
Αρχικά παρατηρούμε ότι (χ®1, ...,χ®1) φ  (χ®1,... ,  x®‘, χ®1+1). Υποθέτουμε ότι 
ισχύει η ισότητα, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Εφόσον ισχύει η ισότητα το μονώνυμο  
χ ® ι + 1  ανήκει στο ιδεώδες (χ®1, ...,χ®1). Υπάρχουν δηλαδή Uj £  Κ [ χ  ι , . . . , χ Λ] για 
j  =  1 , . . . , / ,  τέτοια ώστε

i
Xa,+1 =  ^  U j X a i . 

j = 1

Αν αναπτύξουμε κάθε Uj  σαν γραμμικό συνδυασμό μονωνύμων, παρατηρούμε ότι 
κάθε όρος του UjX*J είναι πολλαπλάσιο του x®J. Άρα κάθε όρος στη δεξιά πλευρά  
της εξίσωσης διαιρείται από κάποιο χ ® ·* ,1  <  j  < ϊ. Ό μοια και στην αριστερή 
πλευρά της εξίσωσης. Συνεπώς το μονώνυμο χ ®1 + 1  διαιρείται από κάποιο x aJ, 1  <  
j  <  i. Οπότε σύμφωνα με την πρόταση 1.2.4 έχουμε χ ® 1 + 1  >  x®j για κάποιο  
1 <  j  < ί. Συνεπώς ισχύει χ ®1 + 1  >  x aJ >  χ®^1, άρα χ ®1 + 1  >  χ®1+1, άτοπο. Άρα 
για την αλυσίδα ιδεωδών έχουμε

ΟΟ

h  c h  c h  c · · c In c ... c (J li
i—1

ό π ο υ  Ij =  (x®1 , x®2 , ...,x ® j). T o ιδεώ δες ( J S i  ^  είνα ι μ ο ν ω νυ μ ικ ό  ιδεώ δες, σ ύ μ ­
φωνα το π ό ρ ισ μ α  1 .2 .1 6  του λ ή μ μ α τ ο ς  D ic k so n , γνω ρ ίζο υ μ ε  π ω ς έ χ ε ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ­
νο  σ ύ νο λ ο  γεννη τόρ ω ν. Έ σ τω :

ΟΟ

( J  Ii = (m i , . . . ,m £).
z=l

Το μ ο ν ώ νυ μ ο  πΐχ £ U ^ i  h ,  σ υ νεπ ώ ς α νή κ ει σε κ ά π ο ιο  ιδεώ δες I j \ ,  γ ια  κ ά π ο ιο

β ·
Τ ο μ ο νώ νυ μ ο  m 2 £ U i^ i  σ υ νεπ ώ ς α νή κ ει σε κ ά π ο ιο  ιδεώ δες l j 2 , γ ια  κ ά π ο ιο

β ·

Τ ο μ ο νώ νυ μ ο  m t £  U °^i σ υ νεπ ώ ς α νή κ ει σε κ ά π ο ιο  ιδεώ δες I j t , γ ια  κ ά π ο ιο  j t .  
Θ έτουμ ε Μ  =  m a x { j  1, οπ ότε έ χ ο υ μ ε :
Τ ο μ ο νώ νυ μ ο  m \  £  ( J ^ i  to  ο π ο ίο  είνα ι υ π ο σ ύ ν ο λ ο  του ιδεώ δους Ι μ ·
Τ ο μ ο νώ νυ μ ο  m 2 €  U ^ i  to  ο π ο ίο  είναι υ π ο σ ύ ν ο λ ο  του ιδ εώ δ ου ς Ι μ ·

Το μονώνυμο m t £  U i^i A. to οποίο είναι υποσύνολο του ιδεώδους Ι μ ·
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Α ρ α , ίο  μ ο ν ω ν υ μ ικ ό  ιδεώ δες ( m i , ..., m t ) ε ίν α ι υποσύνολο ίο υ  ιδεώ δους Ι μ · Α ν  
κ ο ιτά ξο υ μ ε  την α λυσ ίδα  ιδεωδών π α ρ ατη ρ ο ύμ ε ότι

ΟΟ

h  C  h  C  / 3 C  · · · C  I  μ  C  ■ · · C  U  Λ  C  I M
1=1

ά ρ α  / m  =  U ~ i  Λ .  δ η λα δ ή

00

h  C h e  I 3 C ··■ C I M  -  I m + i = ■ · · =  U /*
1=1

το  οπ οίο ε ίν α ι άτοπ ο, δ ιό τι η  α λυσ ίδα

ΟΟ

h c h c h c · · · C  I M  c ··  · C  U I i
1=1

ε ίν α ι μ ια  α υσ τηρ ά  α ύξουσ α  αλυσ ίδα  ιδεωδών. □

Θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τώρα τα β α σ ικά  μ έρ η  ενός π ολυω νύμου του π ολυω νυμ ικού  δ α ­
κ τυ λ ίο υ  Κ [ χ ι , . . .  , χ η ], τα  οπ οία δ ια φ οροπ οιούντα ι α νά λο γα  μ ε  τη  δ ιά τα ξη  όρων 

που επ ιλ έγ ο υ μ ε  κ ά θ ε  φορά.

Ο ρισμός 1 .2 .2 1 . 'Εστω ένα  μη  μηδενικό  πολυώ νυμο  /  6  Κ [ χ \ , . . .  ,χ „ ] .  Αυτό  
γρά φ ετα ι στη μορφ ή  f  =  CiX®1 +  . . .  +  csx &", όπου χ * 1 > . . .  > χ Λ· και Ci φ  Ο, για  
κ ά δε  i =  1 , . . . , s, ως προς κάποια διάταξη Τότε:

1. Το χ &1 ονομάζεται αρχικό  μονώ νυμο του f  (leading p o w er  product ή leading  
m onom ial) κα ι συμβοβίζεται μ ε  l rn( f ) .

2. Ο ci ονομάζεται α ρχ ικός συυιεβεστής του /  (leading coefficient) και συμβο-
βίζεται με l c ( f ) .

3. Ο C ix&1 ονομάζεται α ρχ ικός όρος του /  (leading term ) και συμβοβίζεται μ ε

Ορισμός 1 .2 .2 2 . Έστω S  C  Κ [ χ ι , . . . , χ η]. Το ιδεώδες

L t ( S )  =  (l t ( s ) : s e S )

καβείτα ι α ρχ ικό  ιδεώ δες (leading ideal) του S , ως προς κάποια διάταξη όρων

Κ ά θ ε  α ρ χ ικ ό ς  όρος l t (s)  ε ίν α ι τη ς  μ ο ρ φ ή ς lc(s ) lm(s) ,  όπ ου ot α ρ χ ικ ο ί συντελε­
στές ε ίν α ι μ η  μ η δ ε ν ικ ά  σ τοιχεία  του σώματος Κ  κ ι επομένω ς δ ια θέτο υν  αντίστροφο. 
Συνεπ ώ ς L t ( S )  =  ( lm(s)  : s e  S) ,  δ ηλαδή  το α ρ χ ικ ό  ιδεώδες L t ( S ) π αράγεται 
κ α ι από τα  α ρ χ ικ ά  μονώ νυμ α  lm(s ) ,  ένα  σ υμπ έρασ μα  του οπ οίου η  χρησ ιμότητα  

θ α  φ α νεί π αρακάτω .

Παρατήρηση 1 .2 .23 . Ό τα ν  α λλάζει η  δ ιά ταξη  όρων, μ π ορ εί να α λλάζει κ α ι το 

α ρ χ ικ ό  ιδεώδες.
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Στη συνέχεια ακολουθεί ένα παράδειγμα στο οποίο γίνεται η εφαρμογή των 
παραπάνω ορισμών.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .2 .2 4 .  Θεωρούμε το πολυώνυμο /  =  3χ 4ζ  — 2x 3y 4 +  7x 2y 2z 3 — 
8 χ y sz 3 του Q[x, y , ζ] και το ιδεώδες I  =  { / ) .
Θα υπολογίσουμε τον αρχικό όρο, τον αρχικό συντελεστή, το αρχικό μονώνυμο του 
/  και το αρχικό ιδεώδες του I  ως προς τις διατάξεις όρων -<icx, -<deglex, -<degrevlcx 
με χ  >  y > ζ.

•  Στη λεξικογραψική διάταξη είναι l t<iex( f )  =  3x 4z , l c <lex{ f )  =  3 =  
χ 4ζ  και L t <lcx{I)  =  {χ4ζ).

Στη βαθμωτή λεξικογραψική διάταξη είναι l t ^ de (er ( / )  =  —2x 3y 4 ,
- 2  Jrr>.< ( f ) x 3y 4 και =  (aA/4)·

Ic~̂ degl ,« (/) =

• Στην αντίστροφη βαθμωτή λεξικογραψική διάταξη είναι l i d e g r e v l e x i l )  —

2 Χ  1 / ) I C d e g r e v l e x i f )  Ι ^ Ι ϊ ϊ Ι  d e . g r e v l e . x ( f ' )  =  K Q l  F l ~ ^ d e g r e v l e x { ^ )  ~

( x3y 4).

Παρατηρούμε ότι το αρχικό ιδεώδες του I  αλλάξει ως προς τη λεξικογραψική διάτα­
ξη και τη βαθμωτή λεξικογραψική διάταξη. Ενώ μένει το ίδιο ως προς τη βαθμωτή 
λεξικογραψική διάταξη και την αντίστροφη βαθμωτή λεξικογραψική διάταξη.

1.3 Διαίρεση πολυωνύμων και Βάσεις Grobner
Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .1 .  Έστω  / ,  g, h ποβυώ νυμα του Κ [ χ \ , . . . , χ η], μ ε  g φ  0. Θα β έμ ε  
ότι το /  ανάγεται στο h μόδια g σε ένα  β ή μ α  ( f  reduces to h  m odulo  g) κα ι Θα το 
συμβοβίζουμε μ ε  } ~ ^ h  αν  κα ι μόνο αν:

• το αρχικό  μονώ νυμο του g διαιρεί ένα  μη μηδενικό  όρο X  του  /  κα ι

* h = f  -  m g -

Σε αυτόν τον ορισμό πρέπει να γίνει κατανοητό ότι αψαιρούμε από το /  ο ­
λόκληρο τον όρο X  και τον αντικαθιστούμε με όρους αυστηρά μικρότερους του. 
Σκεφτόμαστε τον όρο h  ως το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυω νύμου /  μ ε  το 
πολυώνυμο g, διαίρεση παρόμοια με τη διαίρεση που ξέρουμε στην περίπτωση 
πολυωνύμων της μιας μεταβλητής.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .3 .2 .  Θεωρούμε το δακτύλιο Q[x, y] εφοδιασμένο μ ε τη λεξικο- 
γραψική διάταξη μ ε x  > y . Έστω τα πολυώνυμα /  =  x 2y  +  1, g =  x y  +  1 και 
h = —χ  + 1. Τότε το αρχικό μονώνυμο x y  του g διαιρεί ένα μη μηδενικό όρο

Ο

X  — x 2y  του / ,  έτσι έχουμε h  =  / ---------g. Δηλαδή
x y

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .3 .3 .  Έστω  / ,  h, / ι , . . . , f 3 ποβυώ νυμα του Κ \χΛ , ,  χ η], μ ε  
f t  φ  0, ί =  1, . . .  , s  και F  =  { / ι , ·  ■·)/«}.  Θα β έμ ε  ότι το /  ανάγεται στο h  

μοδιο F  και Θα το συμβοβίζουμε μ ε  / — >+Ιι. αν  και μόνο αν  υ π ά ρ χε ι α κοβ ουδ ία  
δεικτών { ί χ , . . . , i t } C { 1 , . . . , 5 } και ακοβουδία  ποβυω υύμω ν  { / ΐ χ, . . . , h t ~ \ } του  
Κ [ χ \ , . . . , χ η] έτσι ώστε

I
f ' t - 1

-1 h.
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Παράδειγμα 1 .3 .4 . Θεωρούμε το δακτύλιο Q[x, y, ζ] εφοδιασμένο με τη βαθμωτή
λεξικογραφική διάταξη με χ  > y > ζ. Έστω τα πολυώνυμα /  =  - χ ζ 2 + 2y 2z, 

3
h =  - χ ζ 2 -  - χ ζ  +  ζ και F  =  { /ι  =  7y 2 + yz ~ 4, f t  — 2yz — 3χ -  1} ένα σύνολο 
πολυωνύμων. Τότε είνα ι:

f - ^ h i  =  - χ ζ 2 -  ^ y z2 +  ~ z ~ ^ h .

ρ·
Δηλαδή / — ►+/ι. Παρατηρούμε ότι η διαδικασία της αναγωγής δεν μπορεί να 
συνεχιστεί αφού τόσο το αρχικό μονώνυμο y2 του / ι . όσο και το αρχικό μονώνυμο 
y z  του f i  δεν διαιρεί κανένα όρο του Λ.

Ο ρισμός 1 .3 .5 . Έ να ποβυώνιιμο r καβείται ανάγωγο ποβυώνυμο (reduced) ως 
προς ένα σύνοβο  μη μηδενικών ποβνωνύμων F  =  { / ι ,  · . . , / ,}  αν r = 0 ή αν  
δεν νπάρχει όρος τον που να διαιρείται από το αρχικά μονώνυμο κάποιου f i .  για
i = s.

Στο παράδειγμα 1.3.4, το πολυώνυμο h είναι ανάγωγο.

Ο ρισμός 1 .3 .6 . Έστω / ,  τ  ποβυώυυμα του Κ [ χ \ , . . . ,  χ„] και F  =  { / ι ,  
ένα σύνοβο μη μηδενικών ποβνωνύμων. Α ν το /  ανάγεται στο r μόδιο F  και το r  
είναι ανάγωγο ως προς το F , τότε το r καβείται υπόβοιπο (remainder) τον /  μόδιο 
F  και η διαδικασία της αναγωγής καβείται διαίρεση (division).

Παράδειγμα 1 .3 .7 . Θεωρούμε το δακτύλιο Q[x, y, ζ, w\ εφοδιασμένο με τη λεξι- 
κογραφική διάταξη με χ  > y >  ζ > w. Έστω το πολυώνυμο /  =  xu>3 — y2zw  και 
το σύνολο των πολυωνύμων F  =  { / ι  =  χ  — y 2w, / 2  =  ζ — τυ3}. Εκτελώντας τη 
διαίρεση του /  με το σύνολο F  έχουμε ότι

/ h-i = —y 2zw  +  y 2w 4-^*  — y 2zw  +  y 2w A ------^ (z  — w 3) = 0 = r.z
'Αρα το 0 είναι το υπόλοιπο του /  μόδιο F.

Θα δώσουμε ένα ακόμη παράδειγμα στο οποίο το ανάγωγο πολυώνυμο είναι μη 
μηδενικό, ώστε να γίνει πλήρως κατανοητή η έννοια του ανάγωγου πολυωνύμου 
ως προς ένα σύνολο μη μηδενικών πολυωνύμων.

Παράδειγμα 1 .3 .8 . Θεωρούμε το δακτύλιο Q [x,y, ζ, wj εφοδιασμένο με τη λεξι- 
κογραφική διάταξη με χ  >  y >  ζ >  w. Έστω το πολυώνυμο g = 2xw 3 +  y 2zw  
και το σύνολο των πολυωνύμων F  =  { /ι  =  χ  — y 2w , / 2  =  ζ — u/3}. Εκτελώντας 
τη διαίρεση του g με το σύνολο F  έχουμε ότι

g-^-*hi = y 2zw + 2y2w 4- ^ y 2zw + 2y2w 4- ^ - ^ - ( z ~ w 3) =  2y2w 4+y2w4 = 3 y2u’4
Ζ

To 3y2w 4 είναι ανάγωγο μόδιο /•’.αφού δε διαιρείται από το χ  ή το ζ και είναι το 
υπόλοιπο του /  μόδιο F.

Είμαστε πλέον έτοιμοι να ορίσουμε τις βάσεις Gr0bner. θ α  δούμε πως οι 
βάσεις G rdbner αποτελούν γενίκευση της διαίρεσης των πολυωνύμων σε μία με­
ταβλητή. Από την σκοπιά της γραμμικής άλγεβρας, αποτελούν γενίκευση της 
διαδικασίας μετατροπής ενός πίνακα σε κλιμακωτή μορφή.
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Ο ρ ισ μ ό ς 1 .3 .9 .  Έ να  σύνοβο μη  μηδενικώ ν ποβυω νύμω ν G  =  {<7χ , . . .  , g t }  που  
περιέχεται σε ένα ιδεώδες I  καβεΐται βάση G robner του ιδεώδους I  (G robner basis)  
αν και μόνο αν  για  κάθε μη  μηδενικό  ποβυώ νυμο  /  6 I  υπά ρχει i e  { 1 , . . .  , t )  έτσι 
ώστε το αρχικό  μονώ νυμο του g t να  διαιρεί το αρχικό  μονώ νυμο του / .

Η ύπαρξη των βάσεων Grobner έπεται από το λήμμα του D ickson, αφού αυτό 
συνεπάγεται ότι μπορούμε να βρούμε ένα πεπερασμένο σύνολο γεννητόρων για το 
αρχικό ιδεώδες του I .

Π ρ ό τασ η  1 .3 .1 0 . Έστω I ιδεώδες του Κ [ χ χ , χ η], τότε ισχύουν  τα ακόβ ουθα :
(1) To L t ( I )  είναι μονω νυμικό ιδεώδες.
(2) Υ πάρχουν g i , ..., g t €  I  τέτοια ώστε L t ( I )  =  (lt{g{), . . . , l t (gt )).

Απόδειξη. 1. Τα αρχικά μονώνυμα l m ( g ) των μη μηδενικών πολυωνύμων g 
που ανήκουν στο ιδεώδες / ,  παράγουν το μονωνυμικό ιδεώδες

( lm(g)  : g e l ) .

Επειδή τα lm{g)  και τα l t (g)  διαφέρουν μόνο κατά μια μη-μηδενική σταθερά 
η οποία είναι στοιχείο του σώματος Κ, έχει δηλαδή αντίστροφο, έχουμε ότι

(M ff )  : 9 €  / )  =  (lt(g) : g €  / ) .

Άρα Lt ( I )  =  (lt(g)  : g e  I )  =  (lm{g) \ g e l ) .
Δηλαδή, L t ( I )  =  (l m ( g ) : g e  I ) .  Επομένως το L t ( I )  είναι μονωνυμικό  
ιδεώδες.

2. Επειδή Lt,(I)  παράγεται από τα μη μηδενικά μονώνυμα l m( g )  για  g e  I ,  το 
πόρισμα 1.2.16 μας λεει ότι L t ( I )  =  (lm,(gi),  ...,lm .(g t))  για πεπερασμένα  
σε πλήθος πολυώνυμα gi , . . . , g t  e l .  Επειδή τα lm ,(gi) διαφέρουν από τα 
U(gi) κατά μια μη-μηδενική σταθερά η οποία είναι στοιχείο του σώματος Κ, 
έχει δηλαδή αντίστροφο, έπεται ότι:

Lt,{I) =  ( l t (g i ) , . . . , l t (g t ))

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
□

Σε  αυτό το σημείο είμαστε έτοιμοι να παραθέσουμε την απόδειξη του θεωρή­
ματος Βάσης Hilbert. Έχοντας ήδη δει ένα πολύ σημαντικό κομμάτι προς αυτή 
την κατεύθυνση, τα μονωνυμικά ιδεώδη και το λήμμα του D ickson.

Θ εώ ρ η μ α  1 .3 .1 1 .  (Θεώρημα Β ά σ ης του Hilbert) Κ άθε ιδ εώ δ εςI  του Κ [ χ ι , . . . , χ η] 
είναι πεπερασμένα  παραγόμευο. Δηβαδή, υπ ά ρχο υν  ποβυώ νυμα  g \ , . .., gt €  I  
τέτοια ώστε /  =  (,9 ι.

Απόδειξη. Αν /  =  Ο, τότε το θεώρημα ισχύει αφού /  =  (0) είναι δηλαδή π επ ερα ­
σμένα παραγόμενο.
Αν /  φ  0, τότε περιέχει κάποιο μη-μηδενικό πολυώνυμο. Ένα σύνολο λοιπόν  
πολυωνύμων του ιδεώδους I που να το παράγει, μπορεί να δημιουργηθεί ως εξή ς: 
από την πρόταση 1.3.10 (2), γνωρίζουμε ότι υπάρχουν πολυώνυμα #χ, . . . ,gt  £  /  
τέτοια ώστε ίΛ( Ι )  =  { l t (gi ) , ..., l t (gt )). Ισχυριζόμαστε ότι /  =  ( g i , . . . , g t ). Α ρχι­
κά παρατηρούμε ότι (gi , . . . , g t )  Q I .  αφού gu - . . , g t  €  I .  Αρκεί να δείξουμε όχι
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1 C  (S 1 > ···, S t)■ Εστω ένα μ η  μ η δ εν ικ ό  π ολυώ νυμο /  €  / .  Ε φ α ρ μ ό ζο υ μ ε τον α λ ­
γ ό ρ ιθ μ ο  δ ια ίρ εσ η ς  δ ια ιρώ ντας το /  μ ε  τα π ολυώ νυμα g 1 , ..., gt κ α ι π α ίρ νουμ ε μ ια  

έκφ ρ α σ η  της μ ο ρ φ ή ς /  =  QjS i  +  ... +  a tgt + r,  όπου το r  ανάγω γο ως προς το  

σύνολο {<7ι> ·>9ι}·  Α ν  δ ε ίξο υ μ ε  ότι τ  =  0 . έχ ο υ μ ε  τελειώ σει. Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ότι 
r  =  /  -  ( a iS i  +  ... +  atgt)  €  / .  Α ν  r  φ  0  τότε l l{r)  G ΙΛ{Ι) = (l t (gi) ,  . . . , l t(g,))  
απ ό το λ ή μ μ α  1 .1 .1 8 , έπ ετα ι ότι το U(r)  δ ια ιρ ε ίτα ι από κάπ ο ιο  U(gt ). Ατοπ ο αφ ού  

το  r  ε ίν α ι ανάγω γο. Επ ομένω ς, r — 0. Ο π ότε /  =  a \g \  +  ... +  a tgt €  (t/ ι ,  - ,  St)· 

Συνεπ ώ ς I  =  (s i. - .S t) ·  □

Α κ ο λ ο υ θ ε ί μ ια  σ ειρά  ισοδύναμω ν προτάσεων που σχετίζονται μ ε  τις βάσ εις  

G ro b n e r  ενός ιδεώ δους I.

θεώ ρη μ α  1 .3 .1 2 . 'Εστω I  ένα μη μηδενικό ιδεώδες του Κ  [ i j , . . . , χ „ ] ,  θεωρούμε 
τη διάταξη όρων -< . Οι ακόβουδες προτάσεις είναι ισοδύναμες για ένα ούνοβο μη  
μηδενικών ποβυω νύμω νG = { g \ , . . .  , g t } C I :

1. To G είναι β ά ση  Grobner του I.

2. f  €  /  αν και μόνο αν  /  ανάγεται στο 0 μόδιο G.

3. f  €  /  αν και μόνο αν f  — Σ * =1 hiQi με l m ( f )  =  m axi< i< t(lm (h i)lm (g i)).

4. Το αρχικό ιδεώδες του G  ισούται με το αρχικό ιδεώδες του I .  δηβαδή Lt (G)  =  
Lt ( I ) .

Έ να  υπ οσύνολο S  ενός ιδεώ δους I  του  π ο λυω νυμ ικού  δ α κ τυ λ ίο υ  Κ [ χ ι , . . . , χ η ] 
μ ε  τη ν  ιδ ιότη τα  να π α ρ άγει το ιδεώδες I , ο νομάζετα ι βάση του I. Μ ε α υτή  την  

έννο ια  λοιπ όν, όταν λ έμ ε  βάση G ro b n e r εννοούμε ένα  σύνολο γεννητόρω ν του  

ιδεώ δους /  του π ο λυω νυμ ικού  δ α κ τυ λ ίο υ  Κ [ χ ι , . . .  , χ π]·

Πόρισμα 1 .3 .1 3 . Α ν το σύυοβο G =  {<7 ι , . . . , St} Q I  αποτεβείβάση Grdbner του 
ιδεώδους I ,  τότε I  =  (s i > · · ■, St)·

Απόδειξη. Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  πως (s i .  ·· · > S t) Q Ι< εφόσον { s i , · · · > S t} Q I  · 
Α ντίσ τροφ α υ π ο θ έτο υ μ ε  ότι το π ολυώ νυμο /  €  / .  Τ ό τε  από το θεώ ρ η μ α  1 .3 .1 2 , το 

/  α ν ά γ ετα ι στο 0  μ ό δ ιο  G  δ ηλαδή  /  =  / i iS i  + —+ h tgt όπου hi , . . . ,  h t α νή κο υν  στον 

π ο λυω νυ μ ικό  δ α κ τύ λ ιο  Κ [ χ ι , . . . , ι„ ] ,  ά ρ α  α ν ή κ ε ι στο ιδεώδες που π αράγετα ι από  

τα  S i .  - ,9 ι ·  Α ρ α  /  C  ( s i ,  - ,S t) ·  Συνεπ ώ ς I  =  <S i»—  .S r)- °

Παρατήρηση 1 .3 .14 . Δ ηλαδή μ ια  βάση G r6 b n e r  ε ίνα ι πάντα βάση του ιδεώδους.

Πόρισμα 1 .3 .1 5 . Κάδε μη μηδενικό ιδεώδες I  τ ο υ Κ [ χ \ , . . .  ,χ „ ] έχει βάση  Grbbner.

Απόδειξη. Τ ο  α ρ χ ικ ό  ιδεώδες του ΙΛ(Ι)  έχ ε ι ένα  π επ ερασμένο σύνολο γεννητόρων  

το οπ οίο, σύμφ ω να μ ε  την  πρόταση 1 .3 .1 0 . ε ίν α ι της μ ο ρ φ ή ς { l t (g i ) , ..., lt{gt )} μ ε  

S i , . · .  ,S t €  I.  Έστω ότι G =  { s i ,  τότε έχ ο υ μ ε  Lt.(G) = Lt ( I )  άρα από το
θ εώ ρ η μ α  1 .3 .1 2  (4), το σύνολο G  ε ίνα ι βάσ η G r6 b n e r  του ιδεώ δους 1. □

Ορισμός 1 .3 .1 6 . Έ να υποσύνοβο G =  { g i , . . .  , g t ) του Κ [χ-χ,. . .  ,χ„] καβείται 
βάση  Grdbner αν και μόνο αν είναι βάση  GrObner του ιδεώδους (G ) που γεννάει.

Θεώρημα 1 .3 .1 7 . Έστω G  =  {si > · · · , S t} ένα σύυοβο μη μηδενικών ποβυωνύμωυ 
του Κ  [ χ ι , ..., χ η]. Τότε το G είναι βάση Grdbner αν και μόνο αν για κάδε ποβυώνυμο 
/  του Κ \ χ χ , . . . , χ η], το υπόβοιπο της διαίρεσης του f  με το G είναι μοναδικό.
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Ορισμός 1 .3 .18 . Το υπόβοιπο της διαίρεσης κάθε κοβυω νύμου  /  του Κ [ χ \ , ,  £ η] 
μ ε  τη β ά σ η  Grobner G  είναι μοναδικό και καβείται κανονική μορφή [norm al fo rm )  
τον / .  Σ υμβοβίζετα ιμε N a i f ) ·  Δηβαδή,

/_°μ· = N aU) ·

Παρατηρούμε όχι αν έχουμε μια βάση Grobner G = [ g \ , . . .  , g t } για το ιδεώδες 
I τότε μπορούμε να απαντήσουμε σε κάποια από τα ερωτήματα που θέσαμε στην 
αρχή. Για να αποφασίσουμε λοιπόν πότε ένα πολυώνυμο /  ανήκει στο ιδεώδες 
I, χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο διαίρεσης και διαιρούμε το /  μ ε το G.  Το 
υπόλοιπο της διαίρεσης καθορίζει την απάντηση. Δηλαδή το πολυώνυμο /  ανήκει 
στο I αν και μόνο αν το υπόλοιπο ισούται με το μηδέν. Επίσης από το θεώρημα  
1.3.17 έχουμε πως ο αντιπρόσωπος του στοιχείου /  +  /  στο δακτύλιο πηλίκο  
Κ[ χ \ ,  ..., x n] / 1 είναι ο r  -f / , όπου τ  το υπόλοιπο της διαίρεσης του /  από το 
G.  Επιπλέον μια βάση για τον Κ — διανυσματικό χώρο Κ [ χ χ, . . . , χη \ / Ι  είναι το 
σύνολο των συμπλοκών που προέρχονται από μονώνυμα τα οποία δεν διαιρούνται 
από κανένα αρχικό όρο It(g-i) για ί =  1 , . . . , ί ,  τα κανονικά μονώνυμα, κάτι το 
οποίο θα αποδείξουμε στην τελευταία ενότητα αυτού του κεφαλαίου στην οποία  
μάλιστα θα δώσουμε και δύο παραδείγματα ώστε να γίνει πλήρως κατανοητό.

1.4 S—πολυώνυμα και ανάγωγες βάσεις Grobner
Είμαστε πλέον έτοιμοι αφού παρουσιάσαμε τη σχετική θεωρία των βάσεων Grobner 
να περάσουμε σε ένα εξίσου σημαντικό κομμάτι, των υπολογισμό τους. Γι’ αυτό θα  
ορίσουμε τα 5-πολυώ νυμα η χρήση των οποίων θα μας βοηθήσει στον υπολογισμό  
των βάσεων Grobner.

Ορισμός 1 .4 .1 . Έστω δύο μη μηδενικά  ποβυώ νυμα  / ,  g £ Κ [ χ χ , . . . , χ η \ και L  το 
εβάχιστο  κοινό ποβ βα κβά σ ιο  των αρχικώ ν μονωνύμω ν των /  και g. Το ποβυώ νυμο

S U ' 9) = W ) ! ~ W ) 9

καβείται S — ποβυώ νυμο ( S —polynom ial) των ποβυω νύμω ν  /  και g.

Από τον τρόπο που ορίσαμε τα S’-πολυώνυμα παρατηρούμε ότι το ελάχιστο 
κοινό πολλαπλάσιο των αρχικών μονωνύμων των δύο πολυωνύμων /  και g απαλοί- 
φεται αμοιβαία. Ετσι ο βαθμός του πολυωνύμου που προκύπτει είναι μικρότερος 
από το βαθμό του ελάχιστου κοινού πολλαπλάσιου L  των αρχικών πολυωνύμων 
xg)v /  και g.

Παράδειγμα 1 .4 .2 . Θεωρούμε το δακτύλιο Q[ x , y , z ]  εφοδιασμένο με την αντί­
στροφη βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη με χ  > y  > ζ. Έστω τα πολυώ νυμα  
/  =  3x 2y z  — y z  και g =  z 4 +  x y 2. Τα αρχικά τους μονώνυμα έχουν ελάχιστο 
κοινό πολλαπλάσιο το L  =  x 2y z 4. Το ^'-πολυώνυμο των /  και g είναι

2  4
c./ r \ 1 !/Ζ γ

&i i ' e ) = 3 ^ f
Χ21)Ζ4 3 3 x 4
— T - 9  = - X  V -  7;VZ ■

1

Θα παρουσιάσουμε τώρα τον αλγόριθμο υπολογισμού των βάσεων Grobner, 
δηλαδή τον αλγόριθμο του Buchberger. Αφού προηγουμένως παραθέσουμε το 
θεώρημα στο οποίο βρίσκεται η βασική ιδέα του αλγορίθμου του Buchberger.
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θεώ ρημα 1 .4 .3 . (Buchberger) Έστω G = { g \ , . . .  , g t } ένα σύνοβο μη μηδενικών 
ποβυωνύμων του Κ  [χ ι , . . . , χ „ }. Τότε το σύνοβο G είναι βάση  Grdbner του ιδεώδους

1 = (9ι<· ■ ■ ,9ι) αν και μόνο αν για κά8ε i φ  j ,  5 ( ^ ,  g}) — ►+().

Παράδειγμα 1 .4 .4 . 1. Θεωρούμε το δακτύλιο Q[x,t/, ί] εφοδιασμένο με τη
βαθμωχή λεξικογραφική διάταξη με χ > y > ζ. Τότε το σύνολο G  =  |.9ι = 
x 2y  +  2 , <72 — x z  + y, g$ =  - x 2y +  2 2, <74 =  0 3  +  *3} είναι βάση Grfibner του 
ιδεώδους I  =  (<7 1 , 0 2 )· αφού τα αντίστοιχα S -πολυώνυμα που σχηματίζονται, 
*5(01,0 2 ), ·5·(01,0 3 ), 5·(01,04), S(g2, 03>, *5(02,0 4 ), S(g-i,g4), ανάγονται στο 0 
μόδιο G.

2. Θεωρούμε το δακτύλιο Q[x, y] εφοδιασμένο με τη λεξικογραφική διάταξη 
με y > χ .  Το σύνολο G  =  ( 0 ι = x y  -  x , g i  =  - y  + χ 2} δεν αποτελεί 
βάση Gr6 b n er του ιδεώδους I  =  (0 1 , 0 2 ). αφού το μοναδικό S -πολυώνυμο 
*5 (0 1 , 0 2 ) =  x 3  — χ  είναι ανάγωγο μόδιο G  και διαφορετικό του μηδενός.

Α λγόριθμος 1 .4 .5 . (Αλγόριθμος του Buchberger) Είσοδος: Ένα σύνολο μη μ η ­
δενικών πολυωνύμων F  =  { / 1 , ··■,/«} του πολυωνυμικού δακτυλίου ΛΓ[χι, . . . ,χ η]. 
Έξοδος: Η βάση G robner G =  {0 1 , ..., 0 t } του ιδεώδους I  = ( f \ , ..., f„).
Τα βήματα είναι τα εξής:

1. Έστω G =  F  και G' =  {{Λ ,/j}  : f i , f j  €  G και U φ  f j } .

2. Όσο το σύνολο G' είναι μη κενό:
(α ') Επιλέγουμε οποιοδήποτε δισύνολο πολυωνύμων { /, 0 } 6  G.
(β1) Τότε G' =  G' — {{/, 0 }}·
( j 1) To S  — πολυώνυμο S ( f , g )  ανάγεται στο h  μόδιο G. 
όπου το πολυώνυμο h  είναι ανάγωγο μόδιο G.

3. Αν το πολυώνυμο h  είναι μη μηδενικό, τότε:
(oc')G' =  G; (J{{u ,h}  : για κάθε u  G G}.
G0')G =  G |J{h } .

Θεώρημα 1 .4 .6 . Έστω ένα σύνοβο ποβυωνύμων F  =  { / ι , . . . , /*} με  / ,  φ  0. 
για i =  1 , . . . , α. Ο αβγόριδμος του Buchberger παράγει μία βάση  GrObner για το 
ιδεώδες I  =  ( / ι , . . .  , / s).

Παράδειγμα 1 .4 .7 . Στο παράδειγμα 1.4.4 (2) εκτελώντας τον αλγόριθμο του B u­
chberger βρίσκουμε ότι το σύνολο G  =  {g i — x y  -  χ ,  g -2 =  - y  + χ 2, 0 3  =  x 3  -  x}. 
αποτελεί βάση G robner του ιδεώδους /  =  (0 1 , 0 2 )·

Αλλάζοντας λοιπόν τη διάταξη όρων πιθανών αλλάζει και η βάση Grobner. 
Ωστόσο δύναχαι να βρούμε βάσεις G robner του ίδιου ιδεώδους με διαφορετικό 
πλήθος στοιχείων. Ενώ πρέπει να τονίσουμε πως μπορεί να βρούμε διαφορετικές 
βάσεις G robner ως προς την ίδια διάταξη όρων, με λίγα λόγια η βάση Grobner 
δεν είναι μοναδική. Σε αυτό το σημείο θα παραθέσουμε ένα πολύ σημαντικό 
λήμμα το οποίο βοηθά στον γρήγορο υπολογισμό των βάσεων Gr5bner. Θα το 
χρησιμοποιήσουμε στο τέταρτο κεφάλαιο και συγκεκριμένα σε ένα παράδειγμα 
του τέταρτου κεφαλαίου στο οποίο διευκολύνει κατά πολύ τους υπολογισμούς για 
την εύρεση μιας βάσης Grdbner.

Λήμμα 1 .4 .8 . Έστω δύο μη μηδενικά ποβυώυυμα f , g  G /ί '[χ ι, ...,χ„], κι έστω 
d  =  μ κ δ ( /, g). Οι ακόβουδες προτάσεις είναι ισοδύναμες:
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1. Τα Ιτη (^ )  και /m (^ ) έχο υν  μέγιστο κοινό διαιρέτη το 1.

2. T o S ( f , g ) H + Ο

Συνοψίζοντας το σύνολο { f , g }  είναι βάση Grobner αν και μόνο αν τα I m ( ^ )  
και Ιτη (^)  έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη το 1 .
Σε αυτό το σημείο θα ορίσουμε την ελαχιστική βάση Grobner.

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .4 .9 .  Μία β ά σ η  Grdbner G  =  { # ι ,  · · · , <7*} καβείτα ι εβαχιστική βάση  
Grobner (m inim al) αν  για  κά θε %, ο αρχικός συντεβεστής του ποβυω νύμου gi εί­
ναι μονάδα  και γ ια  κάθε ί Φ j  το αρχικό  μονώ νυμο του gi δεν  διαιρεί το α ρχικό  
μονώ νυμο του g-j.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .1 0 .  Θεωρούμε το δακτύλιο εφοδιασμένο με τη λεξικογραφική  
διάταξη y > x . Το σύνολο G  =  {</χ =  y 2x  +  y x  +  χ 2, g2 =  y  +  x , <73 = y , g 4 — 
x 2,gs =  x }  είναι βάση Grobner δεν είναι όμως ελαχιστική, αφού το αρχικό μ ο ­
νώνυμο του # 3  διαιρεί το αρχικό μονώνυμο του § 2  και το αρχικό μονώ νυμο του g§ 
διαιρεί το αρχικό μονώνυμο του g4.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .1 1 .  Από την άσκηση 1.4.4 (1), γνωρίζουμε ότι μια βάση Grobner 
του I είναι η ακόλουθη:

G = {g\ = X2y  +  z , g 2 = x z  +  y , g z =  - x 2y  +  z 2, g 4 =  y 3 + z 3}.

Παρατηρούμε ότι οι συντελεστές των πολυωνύμων g \ , g 2, g4 είναι μονάδες σε αν­
τίθεση με το συντελεστή του <73 που είναι (—1). Άρα η βάση αυτή δεν είναι 
ελαχιστική.

Αντίστοιχη έννοια στη γραμμική άλγεβρα της ελαχιστικής βάσης G robner είναι 
ο κλιμακωτός πίνακας.
Έχοντας μία βάση Grobner βρίσκουμε μία ελαχιστική βάση Grobner. Το ακό­
λουθο πόρισμα παρέχει ένα τρόπο κατασκευής μιας ελαχιστικής βάσης Grobner 
ενός ιδεώδους I.

Π ό ρ ισ μ α  1 .4 .1 2 .  Έστω G =  {g ι , . . . , gt } β ά σ η  Grobner του ιδεώ δους I .  Γ ια να  
β ρο ύμ ε μία  εβαχιστική  β ά σ η  Grobner από τη G, δ ια γράφ ουμε όβα  τα g t γ ια  τα οποία  
υπάρχει j  φ  ί τέτοιο ώστε το α ρχικό  μονώ νυμο του <jj να διαιρεί το α ρχ ικό  μονώ νυμο  
του gi και διαιρούμε κάβε όρο των g-j που απομένουν μ ε  τον α ρχ ικό  σ υντεβεστή  τους.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .1 3 .  Συνεχίζοντας το παράδειγμα 1.4.11 θα κάνουμε τη βάση 
Grobner ελαχιστική. Αρκεί να πολλαπλασιάσουμε το πολυώνυμο # 3  με ( —1), 
συνεπώ ς:

G ' =  {<7ι =  x 2y  + z , g 2 = x z  + y,  g3 =  x 2y  -  z2, g4 =  y 3 +  z3}.

Στη συνέχεια διαγράφουμε το πολυώνυμο gi αφού το αρχικό μονώνυμο του # 3  

διαιρεί το αρχικό μονώνυμο του <7ι, και παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει αρχι­
κό μονώνυμο κάποιου από τα </2,#3,94 που να διαιρεί αρχικό μονώνυμο άλ­
λου πολυωνύμου της βάσης G'  και οι συντελεστές τους είναι μονάδες. Άρα η 
{<72 — x z  + y,  <73 =  x 2y  ~  ζ 2, 9 λ = y 3 + ζ 3 } είναι ελαχιστική βάση Grobner.
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Παράδειγμα 1 .4 .1 4 . Συνεχ ίζοντας το π α ρ ά δ ειγμ α  1 .4 .1 0 , απ ό ιη  βάση G r6 b n e r  

G  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  β ρ ο ύ μ ε  δύο  δ ια κ εκ ρ ιμ έν ες  ελα χ ισ τικ ές  βάσ εις G r6 b n e r , τις  G0 =  

{ i , y }  κ α ι G x =  { x , y  +  ι ) .  Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  όπ  ο ι δύο α υ τές  βάσ εις έχουν  το 

ίδ ιο  π λή θο ς στοιχείω ν κ α ι ότι τα π ολυώ νυμα τους έχ ο υ ν  τους ίδ ιου ς α ρ χ ικ ο ύ ς  

όρους χ  κ α ι y. Σ τη ν  π ρ α γμ α τικ ό τη τα , υπ άρχουν άπ ειρες σε π λήθος δ ια κ εκ ρ ιμ έν ες  
ελ α χ ισ τ ικ ές  βάσ εις G ro b n e r . Γ ια  π α ρ ά δ ειγμ α  τέτο ιες βάσ εις ε ίν α ι ο ι

Gn =  { x , y  + χ η } γ ιαπ  >  1.

Γ ια  όλες α υ τές  τ ις  βάσ εις ισ χ ύ ε ι ότι

Lt{Gx) =  L t(G n)

γ ια  η >  1, έχ ο υ ν  δ η λα δ ή  το ίδ ιο  α ρ χ ικ ό  ιδεώδες.

Η π α ρ α τ ή ρ η σ η  λ ο ιπ ό ν  α υ τή  γ ε ν ικ ε ύ ε τ α ι σ τη ν α κ ό λ ο υ θ η  π ρ ό τ α σ η .

Πρόταση 1 .4 .1 5 . Α ν G  =  {<?ι,. . .  ,<7t} και F =  { / ι  , . . . , / * }  είναι εβαχιστικές 
βάσεις  Grobner ενός ιδεώδονς I ,  τότε s =  t και μπορούμε να διατάξονμε ξανά έτσι 
ώστε ο αρχικός όρος ως προς τη διάταξη -< τον ποβνωνύμον fo. να ισούται
με τον αρχικό όρο τον ποβνωνύμον gx ως προς την ίδια διάταξη, lt(gi), για κάδε 
i =  1 , . . .  1 1.

Σ ε α υ τ ό  το σ η μ ε ίο  θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  την α ν ά γ ω γ η  β ά σ η  G ro b n e r .

Ορισμός 1 .4 .16 . Μία βάση  Grobner G  =  {<7ι,. . . , <7t} καβείται ανάγωγη βάση 
G robner (reduced) αν για κάδε ί ο αρχικός σνντεβεστής τον gt είναι μονάδα και 
κάδε ποβυώννμο gx είναι ανάγωγο ως προς το σύνοβο G -  {g,}. Ισοδύναμα, αν 
δε νπάρχει μη μηδενικός όρος τον gi ο οποίος να διαιρείται από κάποιο αρχικό 
μονώννμο τον gj, για κάδε j  φ  i 6 {1, ...,£}.

Α π ό  το ν  ο ρ ισ μ ό  φ α ίνετα ι ότι μ ία  α νά γ ω γ η  β ά σ η  G r 6 b n e r  ε ίν α ι π ά ν τ α  ελ α χισ τ ι-  
κ ή . Α ντίσ το ιχη  έ ν ν ο ια  στη γ ρ α μ μ ικ ή  ά λ γ ε β ρ α  τη ς α ν ά γ ω γ η ς  β ά σ η ς  G r6 b n e r  ε ίνα ι 
ο  ισ χ υ ρ ά  κ λ ιμ α κ ω τ ό ς  π ίν α κ α ς .

Παράδειγμα 1 .4 .17 . Θ εω ρ ο ύ μ ε  το δ α κ τ ύ λ ιο  Q [x ,y ]  ε φ ο δ ια σ μ έ ν ο  μ ε  τη λ εξ ικ ο -  
γ ρ α φ ικ ή  δ ιά τα ξη  μ ε  x  > y  κ α ι έστω το ιδ εώ δ ες  /  =  ( / ι  =  x y  -  χ , / 2 =  x 2 -  y). 
Έ χ ο υ μ ε :

2 2
S ( f  1J 2 ) =  —  /χ -  ^ - γ / 2  = - I 2 + y 2 ->/a y 2 -  y = h ■ Κ αθώ ς το / 3 ε ίνα ι x y  χ λ
ανάγω γο ως προς το { f \ ,  f 2 }· to  π ροσ θέτουμε στη ζη το ύμ ενη  βάση G r6 b n e r  κ α ι 
σ υ ν εχ ίζο υ μ ε  τον α λ γ ό ρ ιθ μ ο  μ ε  τα  νέα  5 —π ολυώ νυμα που π ροκύπ τουν. Α ρα

G'  =  {/χ =  x y  -  χ,  f 2 =  x 2 -  y, h  =  y 2 ~  ?/}

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ότι 5 ( / χ ,  / 2) 0.
Α κ ό μ η :

xy 3—r h  =  - y x  +  x y  = Ο­
ν 2

Τ έλο ς,
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5(/2ι /3) -  ~ . ϊ ·2 - ^/3 = -y3 + ->/a -:ν3 + y2 =^/3= y2 -  y2 = ο.
To σύνολο

g ' = { f i  = x y  -  x,  h  -  χ2 -  y. Λ = y2 -  y}.
παρατηρούμε όχι είναι ελαχιστική βάση Grobner του I ,  καθώς οι συντελεστές των 
πολυωνύμων είναι μονάδες και δεν υπάρχει αρχικό μονώνυμο των πολυωνύμων 
ί ι , ί ι , ί ζ  που να διαιρεί αρχικό μονώνυμο πολυωνύμου της G ' . Ωστόσο παρα­
τηρούμε ότι τα αρχικά μονώνυμα των πολυωνύμων της G'  δε διαιρούν κανένα  
όρο των πολυωνύμων της G'  εκτός από τον ευατό τους, άρα η βάση G'  είναι και 
ανάγωγη βάση Grobner του I .

Το ακόλουθο πόρισμα παρέχει ένα τρόπο κατασκευής μιας ανάγωγης βάσης 
Grobner ενός ιδεώδους / ,  γνωρίζοντας μια ελαχιστική βάση Grobner του I .

Π ό ρ ισ μ α  1 .4 .1 8 . Έστω G  — { < / ι , . . . , gt } μ ία  εβαχιστική  β ά σ η  G robner του ιδεώ­
δους I . Θεωρούμε την ακόβουΒη διαδικασία αναγω γής:

Q i - ^ + h i ,  όπου δ,χ ανάγω γο μόδιο Ηχ =  {#2 , ■ · · ,.9 t}
Η 2g2—^ + h 2, όπου h 2 ανάγω γο μόδιο Η 2 =  { h x , g 3, . . .  , g t }
Η  3#3— ^ + h  3. όπου h 3 ανάγω γο μόδιο Η 3 =  { h i , h 2, g4, ■ ■ ■ ,gt }

Μ
g t—l->+ht, όπου h t ανάγω γο μόδιο l i t  =  {hi ,  h 2, . . . ,  h t^ ι}
Τότε το σύνοβο I I  =  {Ηχ , . . .  ,h,t } αποτεβεί ανάγω γη β ά σ η  G robner του ιδεώ δους I .

Απόδειξη. Καθώς η G =  {<7 ι, ■ ■ ■ ,f jt} είναι μια ελαχιστική βάση Grobner του 
ιδεώδους / ,  παίρνουμε ότι lm(gi )  =  /ττι(/η) για κάθε ί , αφού Irn(gi)  δεν διαιρεί 
l m(g j )  για οποιοδήποχε ί ψ  j .  Έτσι σε  καθεμία από τις παραπάνω διαιρέσεις 
το αρχικό μονώνυμο lm(gi )  απομένει αναγκαστικά στο υπόλοιπο h t . Άρα Η  =  
{ h x , . . .  , h t } είναι μια βάση Grobner του ιδεώδους I ,  σύμφωνα με το πόρισμα  
1.3.12 (4) εφόσον L t{G ) — L t { H) .  Μάλιστα η βάση αυτή είναι ανάγωγη, αφού  
δεν υπάρχει όρος του hi  που να διαιρείται από κάποιο l m ( h j ) ,  για κάθε ι φ  j  με

e  { l , □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .1 9 .  Θεωρούμε το δακτύλιο Z 3[x,y] εφοδιασμένο με τη λεξικο- 
γραφική διάταξη με χ  > y  και έστω το ιδεώδες I  =  (χ 2 +  y 2 +  1 , x 2y  +  2 x y  +  χ) .  
Το σύνολο

G  = { χ 2 +  y 2 +  1, x 2y  +  2x y  + x,  3x y  + Ax  +  f  +  y,  4y 5 +  3y4 +  y 2 +  y  +  3}

είναι βάση Grobner του I.  To σύνολο

G'  =  { x 2 +  y 2 +  1 , x y  +  3z  +  2 ? / +  2i/, i f  +  2 y 4 +  4y 2 +  4y  +  2 }

είναι ελαχιστική βάση Grobner του / ,  η οποία είναι και ανάγωγη.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .2 0 .  Από τις άπειρες ελαχιστικές βάσεις Grobner του παραδείγ­
ματος 1.4.14, μοναδική ανάγωγη είναι η G q — { x , y } .

Γίνεται λοιπόν κατανοητό πως υπάρχουν άπειρες ελαχιστικές βάσεις Grobner 
αλλά μοναδική ανάγωγη βάση Grobner ως προς συγκεκριμένη διάταξη όρων. Το 
ακόλουθο θεώρημα του Buchberger περιλαμβάνει το συμπέρασμα αυτό.
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θ ε ώ ρ η μ α  1 .4 .21 . (Buchberger) Κάδε μη  μηδενικό ιδεώδες 1 στον δακτύλιο no- 
Ανωνύμων Κ "[χι,. . .  , x n] ο οποίος είναι εφοδιασμένος με συγκεκριμένη διάταξη 
όρων -< έχει μοναδική ανάγωγη βάση  ως προς τη διάταξη

Απόδειξη. Έστω G  =  {<7ι,. . .  ,gt )  και Η  — { h i , . . . , Λ( } αναγωγές βάσεις G rdbner 
ίου I.  Τόχε από ίο  πόρισμα 1.4.18 έχουμε ότι lm(gt ) =  lm( f ι,) για κάθε ί =  
1 ,. . . , ί .  Ισχυριζόμαστε ότι gi -  hi = 0. Έστω όχι. θα καταλήξουμε σε άτοπο. 
Είναι gi ,hi  Ε I  συνεπώς -  hi Ε / .  Καθώς τα σύνολα {<?ι, · · · { h i , . . .  , h t ) 
είναι βάσεις G r6bner του I  συνεπάγεται πως υπάρχει ένα j  Ε {1 ,..., t } ούτως ώστε 
lm(gj )  = lm{hj )  \  lm(gi -  h,). Προφανώς i Φ j .  αφού lm{gi -  hi) < lm(g ,) =  
lm(hi) .  Συνεπώς lm(gj)  = lm(hj )  διαιρεί το αρχικό μονώνυμο του g, -  hi. To 
αρχικό μονώνυμο του g, -  hi μπορεί να είναι μονώνυμο του g, ή μονώνυμο του 
hi ή και των δύο. Θεωρούμε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

1. Αν το αρχικό μονώνυμο του gi ~ hi είναι μονώνυμο του gt, τότε έχουμε ότι το 
lm(gj )  \ l m ( g i  -  hi). Άτοπο εφόσον η βάση G — { ιη ,. . .  , g t } είναι ανάγωγη 
βάση G robner του I.

2. Αν το αρχικό μονώνυμο του g, — hi είναι μονώνυμο του h,,  τότε έχουμε ότι 
το lm(gj )  =  lm(h j )  \  lm(gi -  h,). Άτοπο εφόσον η βάση Η  = { h i , . . .  , h t ) 
είναι ανάγωγη βάση G robner του I.

Άρα g% — Κ  =  0 για κάθε i =  1 ,..., t. □

Τέλος ακολουθεί μια σύνοψη των βασικότερων συμπερασμάτων της θεωρίας 
των βάσεων G robner στο επόμενο θεώρημα.

Θ εώ ρημα 1 .4 .2 2 . Έστω ένα σύνοΑο μη μηδενικών πολυω νύμωνG  — {<?ι. · · ·. 9 t} 
και I  — (G) το ιδεώδες που γευυάται από αυτό. Τότε οι ακόβουδες προτάσεις είναι 
ισοδύναμες:

1. Για κάδε f  Ε I  υπάρχει ΐ τέτοιο ώστε το αρχικό μονώνυμο του gi να διαιρεί το 
αρχικό μονώνυμο του / ,  δηλαδή το σύνολο G είναι βάση  Grdbner.

2. Lt (G)  =  Lt( I ) .
Q

3. f  Ε I  αν και μόνο αν f — >+0·

G  G4. Γ ια κά δε πολυώ νυμο /  τ ο υ Κ [ χ ι , . . .  ,x n] αν f — >+ri , f— >+r2 κ α ι τ α τ ι , Γ 2 
είναι ανάγωγα μόδιο G, τότε Γχ — Τ2 ·

5. Για κάδε ϊ Φ j , S { g i , g j ) — >+0.

6. Για κάδε  /  Ε I , υπάρχουν πολυώνυμα h i , ..., h t Ε Κ [ χ ι, · .· ,£ * ]  τέτοια ώστε 
/  =  h ig i + ... + h tgt κa i l m { f )  = ma x i <v<t ( lm(hv)lm{gv)).

Π αράδειγμ α  1 .4 .2 3 . To 1983 ο Teo Mora βρήκε μια οικογένεια ιδεωδών

I n — (xn+1 -  y z n~ l w , x y n~ l -  z n , x nz -  y nw)  C Q [x ,y ,z ,u ;] ,n  >  1,

της οποίας κάθε στοιχείο /„  έχει τρεις γεννήτορες μολονότι η ανάγωγη βάση 
G rdbner του /„ , ως προς την αντίστροφη βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη με 
χ  >  y > ζ > w,  αποτελείται από n -f 3 στοιχεία. Για παράδειγμα, το / 2 0 0 9  έχει 
τρεις γενήτορες ενώ η ανάγωγη βάση G rdbner αποτελείται από 2012 στοιχεία.
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Καθένα από τα ιδεώδη Ι η διαθέτει τρεις γεννήτορες, δύο βαθμού η  +  1 κι ένα 
βαθμού η.  Η ανάγωγη βάση Grobner του Ι η , ως προς την αντίστροφη βαθμωτή 
λεξικογραψική διάταξη με χ  >  y  > ζ > ιυ, έχει τα παρακάτω η  +  3 στοιχεία:
G  =  { χ η+1 -  y z n ~ 1w,  x y n ~ 1 — ζ η, χ ηζ — y nw , χ η ~ 1ζ η+1 — y 2n~ 1w, χ η ~2ζ 2η+1 — 

w, . . . ,x n ~ i z i n+l — y ( i+1)Tl~Hv, . . . , χ ζ η _ n + 1  — y n ~ n+1w, ζ η + 1  — y n υ;}.,.3τι — 2

1.5 Καθολικές Βάσεις Grobner
Μέχρι στιγμής έχουμε μιλήσει για τις βάσεις Grobner και τον υπολογισμό τους. 
Πιο συγκεκριμένα, δοθέντος μίας διάταξης όρων -< κι ενός ιδεώδους I  του πο- 
λυωνυμικού δακτυλίου Κ [ χ ι , . . . , χ η] γνωρίζουμε πως να υπολογίσουμε μία βάση 
Grobner του I .  Η βάση αυτή εξαρτάται από τη διάταξη όρων -< , καθώς αλλά­
ζοντας τη διάταξη όρων πιθανόν αλλάξει το αρχικό ιδεώδες του / ,  ως συνέπεια της 
αλλαγής των αρχικών όρων των πολυωνύμων της βάσης. Σ υμπεραίνουμε λοιπόν  
ότι για κάθε διαφορετική διάταξη όρων βρίσκουμε πιθανόν διαφορετικές βάσεις 
Grobner για το ιδεώδες I .

Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουμε τις καθολικές βάσεις Grobner τις οποίες  
ανέπτυξαν ο Ν'. Schwartz στο άρθρο [18] και ο V.W eispfenning στο άρθρο [20]. 
Για το σκοπό αυτό θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε μια σειρά πορισμάτων 
και προτάσεων, αφού δώσουμε πρώτα τον ακόλουθο ορισμό.

Ο ρ ισ μ ό ς 1 .5 .1 .  Έστω I  ιδεώδες του ποβυω νυμικού δακτυβ ίου  Κ [ χ χ , . . . , χ η ] και 
L t,(I) αρχικό  ιδεώδες του I ως προς κάποια διάταξη όρων -<. Τα  μονώ νυμα  Μ  που  
δεν ανήκουν στο αρχικό  ιδεώδες L t ( I )  καβούντα ι κανονικά μονώνυμα (s tandard).

Λ ή μ μ α  1 .5 .2 .  Έστω I  ιδεώδες του ποβυω νυμικού δακτυβ ίου  Κ [ χ ι , . . .  , χ η ] και  
Lt ( I )  αρχικό ιδεώδες του I  ως προς κάποια διάταξη όρων -<. Το σύυοβο  των 
συμπβόκω ν των μονω νύμω ν του Κ [ χ \ . . . .  , χ η \ που δεν ανήκουν  στο L t ( I ) αποτεβεί 
β ά ση  για  τον Κ — δ ια υυσματικόχώ ρο  Κ [ χ χ , . . . , χ η \ / Ι .

Απόδειξη. Έστω /  ιδεώδες του πολυωνυμικού δακτυλίου Κ [ χ ι , . . . , χ η] και L t ( I ) 
αρχικό ιδεώδες του /  ως προς κάποια διάταξη όρων Έστω x u μονώ νυμο του 
πολυωνυμικού δακτυλίου Κ [ χ χ .̂ . . , χ η \. Θεωρούμε το σύνολο

S  =  { χ υ 4- /  : x u $  L t ( I ) }  =  +  I  '■ x u κανονικό μονώ νυμο}.

Θα δείξουμε ότι το σύνολο S  αποτελεί βάση για τον Κ — διανυσματικό χώρο
Κ { χ χ , . . . , χ η ]/ Ι .

1. Έστω ένα πολυώνυμο /  G Κ [ χ χ , . . .  , χ η ). Τότε f  + I  €  Κ [ χ ι , . . .  , ! „ ] / / .  
Έστω G  — { ς χ , . . . , g t } βάση Gr5bner του ιδεώδους I ,  ως προς τη διάταξη 
όρων Το /  ανάγεται στην κανονική μορφή N c ( f ) μόδιο G.  Συνεπώς 
έχουμε ότι /  -  N G( f )  6  /  κι άρα /  +  I  = N G( f )  +  / ,  όπου N G( f )  ανάγωγο  
μόδιο G.  Δηλαδή, δεν υπάρχει όρος της κανονικής μορφής του / ,  που να 
διαιρείται από κάποιο αρχικό μονώνυμο lm(gi ) ,  για ι =  Ι , . , . ,π .  Συνεπώς 
τα μονώνυμα της κανονικής μορφής N G( f )  δεν ανήκουν στο αρχικό ιδεώδες 
του I . Άρα είναι κανονικά. Επομένως γράφονται ως γραμμικός συνδυασμός  
των μονωνύμων του συνόλου S.  Δηλαδή

N G( f )  =  c 1x u' + . . .  + clx u'
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όπ ου χ α* e  5 .  γ ια  κ ά θ ε  j  =  1 , . . . , I. Τ ό ιε .

/  +  /  =  N c {f )  + I  =  (c1x Ul+ . . .  +  c,xu')  +  /  =  Cl(xu*+ / )  +  .. . +  c ,(xu' +  / )

γ ρ α μ μ ικ ό ς  συνδυασ μός συμπ λόκω ν κανονικώ ν μονώ νυμώ ν. 'Αρα, χο σύνολο  
S  π α ρ ά γει χον /ί-δ ια ν υ σ μ α χ ικ ό  χώρο Κ [ χ χ , . . . , χ η] / / .

2 . Έσχω όχι χο σύνολο S  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ά  εξα ρ τη μ ένο  κ α ι G  =  {t/χ , Π
βάση G ro b n e r  χου ιδεώ δους I ,  ως προς χη δ ιά ταξη  όρων -<. Τόχε

C i( x Ul +  / )  +  . . .  + c i ( x U| +  / )  =  0  +  / ,  μ ε  ( c x , . . . ,c j )  φ  ( 0 . . . . . 0 )

ισ ο δ ύ να μ α

c ix Ul +  . . .  +  cix Ul +  /  =  0  +  / ,  μ ε  (c i......c<) Φ ( 0 , . . . , 0 ) .

Τ ό τε

CixUl Η- . . .  +  c/xU| € I, 
ά ρ α  από χο θ εώ ρ η μ α  1 .3 .1 2  (5) έχ ο υ μ ε

ΟχΧϋι +  . . . +  C{XUl - ^ 0 .

Α κ ό μ η  τα  μονώ νυμ α  x Ul . . .  x Ul ε ίν α ι κα ν ο ν ικ ά , συνεπώς δεν α νή κο υν  στο 

α ρ χ ικ ό  ιδεώ δες του I .  Κ ατά  σ υνέπ εια  το π ολυώ νυμο c i x Ul + . . .  +  q x u' ε ίνα ι 
ανάγω γο μ ό δ ιο  G,  αφ ού δεν υπ ά ρ χει μονώ νυμο x Uj γ ια  j  =  1 , ..., / που να  

δ ια ιρ ε ίτα ι από κά π ο ιο  α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο του </». γ ια  i =  1 , . . . , t. Συνεπώ ς

C iX Ul +  . . . +  C/XU ,-^ > C iX Ul +  . . .  +  C/XU|.

Δ ια ιρ έσ α μ ε  λοιπ όν το π ολυώ νυμο c ix Ul +  . . .  +  c ;x U| μ ε  το σύνολο G  =  

{ ^ ι .  · · · 19t)  κ α ι  β ρ ή κ α μ ε  δύο υπ όλοιπ α Γχ =  0 , Γ2 =  Cxx111 +  . . .  +  c jx U|. 
Έ τσ ι σύμφ ω να μ ε  το θεώ ρ η μ α  1 .4 .2 2  (4), έχ ο υ μ ε :

CxXUl +  . . .  +  C/XU| =  0.

Συνεπ ώ ς c i =  . . .  =  c/ =  0, άτοπο αφ ού υ π ο θέσ α μ ε ότι ( c j , . . . ,  c<) φ  
(0 , ..., 0). Επ ομένω ς, το σύνολο S  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ά  ανεξάρτητο.

Εφ όσον λοιπ όν το σύνολο S  π α ράγει τον Κ - δ ια νυ σ μ α τικ ό  χώρο Κ [ χ \ , . . . , χ η ] / /  

σύμφ ω να μ ε  το (1 ), κ α ι  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ά  ανεξάρτητο σύμφω να μ ε  το (2) π ροκύπ τει 
ό τι το σύνολο S  απ οτελεί βάση χου Κ -  δ ια νυ σ μ α τικό  χώρο λ ' [ χ ι , . . . , χ η\ / Ι ·  □

Γ ια  ένα  σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν ο  ιδεώδες τα κ α ν ο ν ικ ά  μονώ νυμα μπ ορεί να ε ίνα ι δ ιαφ ο­
ρ ετ ικ ά  αν α λ λ ά ξο υ μ ε  τη δ ίαταξη  όρων, αλλά  πάντα θα  ε ίν α ι ίδ ια  σε π λήθος αφού  

το π λήθος τους ε ίν α ι η διάσταση του Κ -  δ ια νυ σ μ α τικο ύ  χώρου Κ [ χ χ , . . .  , χ η ]/ Ι ,  
κ ά τ ι τα οποίο γ ίν ετα ι αντιληπ τό στα επ όμενα π αρ αδείγμ ατα .

Παράδειγμα 1 .5 .3 . Υ π ο θέτο υ μ ε ότι Κ  =  Q. Έ σ τω /χ =  yx2- y + x ,  J 2 =  y2x - x ,  
κ α ι 1 =  ( /χ ,  / 2 ) . ® α  χρη σ ιμ ο π ο ιή σ ουμ ε βαθμω χή λ εξ ικ ο γ ρ α φ ικ ή  διάχαξη όρων 

μ ε  χ  <  y. Θ α  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ουμ ε τον α λγ ό ρ ιθμ ο  1 .4 .5 .

Έστω G\  =  { h , h } <  G\  — { { / χ , / 2 } }
Τ ο  σύνολο G\  ε ίν α ι μ η  κενό  οπότε:

s(h,h) = yh -  xh = -y2 + *y + *2
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που είναι ανάγωγο ως προς το σύνολο G \ .
Θέτουμε f 3 =  - y 2 +  y x  +  χ 2 και 
G 2 =  { Λ , / 2 , / 3 } οπότε 
£ 2' = { { / ΐ , / 3 } , { / 2 , / 3 } } ·
Αφού τώρα 5 ( / ι ,  / 2) — >·0.
Παρατηρούμε ότι:

S ( f u f 3) =  y / i + z 2 / 3  =  x 3y + x 4+ - y 2 + x y - ^ x 4+ - y 2 + 2 x y - x 2 - ^ x 4+ y x - 2 x 2

που είναι ανάγωγο ως προς το σύνολο G 2 .
Θέτουμε f 4 =  χ 4 + y x  — 2 χ 2 και 
G 3 =  { / ι ,  / 2, / 3, Ι α} οπότε
G 3 =  { { / 2 , / 3 } Ι { / ΐ ) / 4 } , { / 2 , / 4 } , { / 3 . / 4 } } ·
Αφού τώρα 5 ( / ι ,  h ) —^ ·0.
Παρατηρούμε ότι:

5(/2, Λ) = Ϊ 2 + ζ/3 =  x 2y  +  χ 3 -  χ - ^ χ 3 +  y - 2 x

που είναι ανάγωγο ως προς το σύνολο (?3 ·
Θέτουμε f $ = x 3 + y -  2χ  και 
G4 =  { / 1 , / 2, f s ,  h ,  /δ }  οπότε 
g 4 =  { { / ΐ , / 4}, { / 2 , / 4}, { Λ ,  Λ } ,  { / ΐ , / β } ,
{ f i ι /δ}) {/3) / δ } , { / 4, /δ }}·

Παρατηρούμε ότι τα υπόλοιπα S'—πολυώνυμα είναι όλα μηδενικά. Οπότε το 
σύνολο G  =  { / 1 , / 2 , / 3 , / 4 , / δ }  είναι βάση Grobner του ιδεώδους I .  Ωστόσο το 
σύνολο G =  { / ι ,  — / 3 , /δ }  είναι βάση Grobner του ιδεώδους 7, καθώς το αρχικό  
μονώνυμο l m ( f 2) διαιρείται από το αρχικό μονώνυμο και το αρχικό μ ο ­
νώνυμο l m ( f 4) διαιρείται από το αρχικό μονώνυμο Στην πραγματικότητα
το σύνολο G  =  { / ι ,  — f 3, / δ } είναι ανάγωγη βάση Grobner του ιδεώδους 7 ως προς  
τη βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη όρων -<, με a; <  y,  αφού δεν υπάρχει όρος 
των πολυωνύμων της βάσης, που να διαιρείται από κάποιο αρχικό μονώνυμο των 
πολυωνύμων αυτής. Άρα το αρχικό ιδεώδες είναι Lt,^ (7) =  ( x2y , y 2, x 3).
Συνεπώς τα κανονικά μονώνυμα είναι τα εξής {1 , x , y , x 2, x y ) .  Σύμφωνα μ ε  το 
λήμμα 1.5.2, μια βάση για τον <Q>[x, y \ / I  αποτελείται από τα σύμπλοκα {1 +  7, 
χ  +  7 , y  +  7 , χ 2 +  I , x y  +  7}, συνεπώς η διάσταση του Q [x, y ) / I  είναι ίση μ ε 5.

Στη συνέχεια θα δώσουμε και πάλι το ίδιο παράδειγμα στο οποίο θα αλλάξουμε 
όμως τη διάταξη όρων και θα δούμε ότι το πλήθος των κανονικών μονωνύμων είναι 
ίσο με 5.

Παράδειγμα 1.5.4. Υποθέτουμε ότι Κ  = Q. Έστω f \  — x 2y  + χ  — y,
f '2 =  x y 2 ~  x< και 7 =  ( / ι , / 2). Θα χρησιμοποιήσουμε λεξικογραφική διάταξη
όρων με χ  > y.  Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο 1.4.5.
Έ σ τ ω α 1 Η / 1> / 2 } . £ 1' =  { { / 1, / 2 } }
Το σύνολο G \  είναι μη κενό οπότε:

s ( f u  f i )  =  y / ι  -  x f 2 =  X2 + x y  -  y 2

που είναι ανάγωγο ως προς το σύνολο G \ .
Θέτουμε f 3 =  χ 2 +  x y  -  y 2 και
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C 2 =  { / ι , / a , / a }  οπότε 

Ga'-H/i./sM/a./s}}·
Α φ ο ύ  χώρα 5 ( / ι ,  h ) —^ 0-  
Π α ρ α χ η ρ ο ύ μ ε  ό χ ι:

S ( f u  f a )  = 1/1 -  y h  = - x y 2 + x  + y 3 -  y-^>y3 -  y

π ου ε ίν α ι ανάγω γο ως προς ίο  σύνολο G 2

Θέτουμε f t  =  y ~  V καχ 
G 3 =  { Λ , / 2 , / 3 , / 4 } οπόχε

C V  =  { { / 2 ι  / 3 }» { / l .  / 4 } ι  { / a .  -Λ ΐ} ι  { / 3 ι  / 4 } } ·
g3.0.Αφού χώρα S ( f i , f 3)

Παραχηρούμε όχι:
5 (/2ι h )  = a;/ 2  -  y2/3 = - χ 2 -  x y 3 + y ‘

-  x y 3 +  x y  +  y4 -  y2
■ V  -  ya
^ ■ - r4 _ y 2 _ 2/4  +  y 2  =  0y

0.Άρα S ( f 2 , f 3 )
Παραχηρούμε όχι:
S ( f i J i )  = y2/ i  ~ x 2 h  = z2y + x y 2 -  V3 
-h-*xy2 — χ  -  y 3 + y

- y 3 + y
-  y 3 + y +  y 3 -  y = 0

Άρα 5 ( / i , / 4) - ^ 0 .
Παραχηρούμε όχι:

S (/2, / 4) = y/ 2  -  x h  =  a:y3 -  x y  -  x y 3 +  x y  = 0

Ά ρ α  S ( f 2, f 4 ) - ± > 0  

Π α ρ α χ η ρ ο ύ μ ε  ό χ ι:

s(/3) /*) = y 3h  -  x 2h  = *2y+ x y 4 -  y5 
-h + xy 4 -  x - y 5 +  y  

- h * x y 2 - x - y 5 +  y  

- ^ - y 5 + y
- ^ * - y 5 +  y  +  y 5 - y  =  0 
Ά ρ α 5 ( / 3 , / 4 ) Α  0.

Α ρ α  xo σύνολο G  =  { f \ , h ,  h ,  / 4 } ε ίν α ι βάσ η G rfib n e r  χου ιδεώ δους / .  Ωσχόσο χο 
σύνολο G  — { / 2 , / 3 , / 4 } ε ίν α ι βάση G ro b n e r χου ιδεώ δους / ,  καθώ ς χο α ρ χ ικ ό  μ ο ­
νώ νυμο l m ( f i )  δ ια ιρ ε ίτα ι από χο α ρ χ ικό  μονώ νυμο l m ( f 3). Σχην π ραγματικότητα  

χο σύνολο G  =  { / 2 , f 3, / 4 } ε ίν α ι ανάγω γη βάση G ro b n e r χου ιδεώ δους I  ως προς χη 
λ εξ ικ ο γ ρ α ψ ικ ή  δ ιά τα ξη  όρων -<, μ ε  χ  > y  α φ ο ύ  δεν υπ ά ρ χει όρος χων πολυωνύμων  

χης βάσ ης που να δ ια ιρ είχα ι από κάπ οιο  α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο δ ιαφ ο ρ επ κο ύ  πολυωνύ­
μ ο υ  α υτή ς . Α ρα  χο α ρ χ ικ ό  ιδεώδες ε ίνα ι L i ^  ( / )  =  ( x y 2, χ 2, y 3). Συνεπώ ς χα κανο ­
ν ικ ά  μ ο νώ νυμ α  ε ίν α ι χα εξή ς {1 , χ,  y,  y2, xy}. Σύμφ ω να  μ ε  χο λ ή μ μ α  1.5.2, μ ια  βά­
ση γ ια  χον Q [x , y ) / I  αποχελείχαι από χα σ ύμπ λοκα  { 1 + /, χ + Ι ,  y + I ,  y 2+I ,  x y + /} , 
συνεπώς η διάσχαση χου Q [x , y \ / I  ε ίν α ι ίση μ ε  5.



1.5. ΚΑΘΟΛΙΚΕΣ ΒΑΣΕΙΣ GROBNER 33

Π όρισμα 1 .5 .5 . Α ν  L  =  L t ^ I )  και Μ  =  / )  ειυαι δύο α ρχ ικά  ιδεώ δη ενός
ιδεώδονς I  του Κ [ χ \ ,  . . . , x n \ ως προς δύο διαφορετικές διατάξεις όρω ν ~< κα ι -< 
αντίστοιχα, με L  C Μ , τότε L =  Μ .

Απόδειξη. Έστω /  ένα ιδεώδες του πολυωνυμικού δακτυλίου Κ [ χ ι, ...,.χη] και -<, 
δύο  διαφορετικές διατάξεις όρων του ιδεώδους. Έστω L  =  το αρχικό

ιδεώδες του /  ως προς τη διάταξη -< και Μ  =  Lt^>(I)  το αρχικό ιδεώδες του /  ως 
προς τη διάταξη -<'. Ισχυριζόμαστε ότι Μ  C L, έστω όχι Θα καταλήξουμε σε άτοπο. 
Εφόσον L  και Μ  είναι μονωνυμικά αρχικά ιδεώδη, και Μ  C L  συνεπάγεται πως 
υπάρχει ένα μονώνυμο x u τέτοιο ώστε x u £  Μ  — L. Το Μ  είναι αρχικό ιδεώδες 
του /  ως προς τη διάταξη < ’ κι άρα ιδεώδες του Κ [ χ ι , . . . , χ η]. Σύμφωνα λοιπόν  
με το λήμμα 1.5.2, το σύνολο των συμπλοκών των κανονικών μονωνύμων του 
Κ [ χ ι, . . . , Χ η ]  αποτελεί βάση για τον Κ -διανυσματικό χώρο Κ [ χ ι , . . . , χ η] / Ι .  Έστω 
το σύνολο { x Ul + / ,  . . . , x Ut +  / } ,  η βάση του Κ [ χ χ, . . . , χη] / Ι ,  μεα:ϋί φ Μ  για  κάθε 
i =  1 , ..., t. Το μονώνυμο x u £ Κ [ χ ι , . . . ,  χ η ], συνεπώς το x u + 1 £  Κ [ χ ι , . . . ,  χ η] / Ι .  
Ωστόοο το μονώνυμο x u £ Μ  δεν είναι κανονικό, συνεπώς δεν είναι στοιχείο της 
βάσης, άρα το x u +  I  μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων 
αυτής. Δηλαδή

x u +  /  =  r:i(x Ul +  / )  +  ... +  ct (x Ut +  I )

x u +  /  =  (r:ix Ul + . . . + c ix u‘ ) +  J

x u — (clXUl +  ... +  ctx Ut) = 0 + 1

αρα
x u -  (Clx Wl +  . . . + Cix u‘ ) €  I.

Έστω g =  x u —(ciXUl+ . . . + c tx u<). Εξ’ υποθέσεως x u ^ L.  Επιπλέον τα μονώ νυμα  
x Ui ^ Μ , για κάθε i =  1,.. . ,  t, κι αφού L· C Μ  έχουμε ότι τα μονώνυμα x Ui φ L  
για κάθε i =  Ι , . , . , ί .  Συνεπώς, βρήκαμε ένα πολυώνυμο g  κανένας όρος του 
οποίου δεν ανήκει στο L  ως προς τη διάταξη -<, οπότε ούτε ο αρχικός όρος του g δεν 
ανήκει στο L,  ενώ το πολυώνυμο g είναι στοιχείο του ιδεώδους I.  Ατοπο, διότι από  
τον ορισμό του αρχικού ιδεώδους γνωρίζουμε ότι L  = L t ^ I )  =  ( l t ( f )  : /  £  / ) .  
Πράγματι λοιπόν ισχύει ότι Μ  C L,  επιπλέον από την υπόθεση έχουμε ότι L  C Μ  
άρα, L  =  Μ .  □

Υπάρχουν άπειρες διατάξεις όρων στον πολυωνυμικό δακτύλιο Κ [ χ χ , . . . ,  χ η], 
για η  > 2. Μ πορούμε όμως να τις ομαδοποιήσουμε σε  πεπερασμένες κλάσεις 
ισοδυναμίας σταθεροποιώντας ένα ιδεώδες I  του Κ [ χ ι , .... χ η], κι έχοντας ως κρι­
τήριο το αρχικό ιδεώδες του I . Δηλαδή, οι διατάξεις όρων του ιδεώδους /  που  
βρίσκονται στην ίδια κλάση ισοδυναμίας, έχουν το ίδιο αρχικό ιδεώδες. Η ύ ­
παρξη λοιπόν πεπερασμένου πλήθους αρχικών ιδεωδών του I ,  υποδεικνύεται στο 
ακόλουθο Θεώρημα.

Πρόταση 1 .5 .6 . Έστω I ιδεώ δες του Κ [χ  ι , . . . , χ η ]. Υ πά ρχει πεπερασμένο  π β ή δο ς  
διαφορετικώ ν αρχικώ ν ιδεωδών του I .

Απόδειξη. Έστω 1 ένα ιδεώδες του Κ \ χ \ , χ Η], το οποίο έχει άπειρο πλήθος 
αρχικών ιδεωδών. Έστω Σο το σύνολο των αρχικών ιδεωδών του I. Αφού το Σο 
είναι μη πεπερασμένο, το ιδεώδες I  θα είναι μη μηδενικό. Πράγματι αν το ιδεώδες 
I ήταν μηδενικό, τότε Θα έχει μόνο ένα αρχικό ιδεώδες το (0), άτοπο. Συνεπώς,



34 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΕΙΣ GR0BNER

υπάρχει πολυώνυμο f \  €  /  και f \  φ  0. To f \  έχει πεπερασμένο πλήθος όρων 
έστω f \  = a0k0 + .. .  + aak„ όπου k, μονώνυμα ίου f \ ,  για i = 1 ,..., s. Κόθε αρχικό 
ιδεώδες L t ( I )  ίου  Σο περιέχει κάποιον όρο too f \ .  Το σύνολο Σο είναι άπειρο 
έστω

Σο =  Σοι Σ 0 2  U  ··· U  Σ 0»+ι όπου

Σοι =  {Lt ( I )  e  Σο : k0 6 Lt ( I ) }
Σ 02 =  {Lt { I )  e  Σ 0 : λ·ι 6 Lt ( I )}

Σοβ+ι =  {Lt ( I )  e  Σο : k ,  G Lt( I )} .
Εφόσον το Σο είναι άπειρο κάποιο από τα Σοι, ···, Σο.,+ι θα είναι άπειρο. Υπο­
θέτουμε ότι το σύνολο Σοι =  {Lt ( I )  : ko 6 Lt ( I ) }  είναι άπειρο και θέτουμε 
Σοι =  Σ ι .  Έτσι υπάρχουν άπειρα αρχικά ιδεώδη που περιέχουν το ιδεώδες (k0) 
(όλα τα ιδεώδη του συνόλου Σ ι). Ακόμη υπάρχει μια διάταξη όρων -<χ τέτοια ώστε

£ Μ / ) 2 ( * ο ) .

Διαφορετικά το τυχαίο αρχικό ιδεώδες L t ^ x(I)  του Σ ι θα ήταν το (ko) κατά συνέ­
πεια το σύνολο Σ ι θα ήταν πεπερασμένο. Τα ιδεώδη (Α:0) και L t <x ( / )  είναι μονω- 
νυμικά ιδεώδη συνεπάγεται ότι υπάρχει μονώνυμο m 0 £ (ko) και mo 6 L t <x(I). 
To mo δεν είναι κανονικό μονώνυμο ως προς τη διάταξη όρων -<ι, οπότε σύμφωνα 
με το λήμμα 1.5.2, το σύμπλοκο του mo γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των 
συμπλοκών των κανονικών μονωνύμων ως προς τη διάταξη όρων -<ι. Έστω τα 
σύμπλοκα αυτά είναι τη\ +  / ,  ... ,m ( +  / .  Δηλαδή,

m 0 + I =  (6χτηι +  ... +  btm t) +  I.

Αρα υπάρχει πολυώνυμο

h  =  m o ~ ( h m i  +  ... +  btm t ) e  I ,  / 2 Φ 0

και κανένα μονώνυμο του / 2 δεν ανήκει στο ιδεώδες (ko), αφού mo (ko) και 
τα m i, . . . ,m t είναι κανονικά ως προς το ιδεώδες I  και τη διάταξη όρων -<ι· Το 
πολυώνυμο / 2 έχει πεπερασμένο πλήθος όρων. Κάθε αρχικό ιδεώδες Lt ( I )  του 
Σ ι περιέχει κάποιον όρο του / 2. Το σύνολο Σ ι είναι άπειρο έστω

Σ . - Ε . . Ο · υ · · · υ  Σ ΐ(ί+ ΐ) όπου

Σ Χ1 =  { L t ( l )  G Σ ι :m 0 €  Li ( I ) }
Σ 12 =  { L t ( I )  e  Σ ι : m i  € L t ( I )}

Σ 1(ί+1) =  {Lt{I )  €  Σ ι : m t € Lt( I )} .
Εφόσον το Σ ι είναι άπειρο κάποιο από τα Σ π ,  . . . ,Σ ΐ( (+ΐ) θα είναι άπειρο. Υπο­
θέτουμε ότι το σύνολο Σ π  =  {Lt ( I )  € Σ ι : τη0 e  Lt ( I ) }  είναι άπειρο και θέτουμε 
Σ ι ι  =  Σ·2. Αφού m 0 $. (ko)· Συνεπώς (k0) £  (ko ,m0). Υπάρχουν άπειρα αρχικά 
ιδεώδη που περιέχουν το ιδεώδες (ko, τη ο) (όλα τα ιδεώδη του συνόλου Σ 2). Ακόμη 
υπάρχει διάταξη όρων -<2 τέτοια ώστε

L t < 2 ( I )  2  ( k o , m 0 ) .

Διαφορετικό το τυχαίο αρχικό ιδεώδες L t ^ ( I )  θα ήταν το (ko, mo) και κατά συ­
νέπεια το σύνολο Σ 2 θα ήταν πεπερασμένο. Τα ιδεώδη (ko, mo) και L t ^ ( J )
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είναι μονωνυμικά ιδεώδη συνεπάγεται όχι υπάρχει μονώνυμο no φ. (ko , mo) και 
π 0 €  L t ^ 2(I).  To no δεν είναι κανονικό μονώνυμο ως προς τη διάταξη όρων -<2, 
οπότε σύμφωνα με το λήμμα 1.5.2, το σύμπλοκο του no γράφεται ως γραμμικός  
συνδυασμός των συμπλοκών των κανονικών μονώνυμών ως προς τη διάταξη όρων 
-<2 · Έστω τα σύμπλοκα αυτά είναι τα ηχ +  I , . . . ,  η,ι +  /■ Δηλαδή,

η 0 + I  =  (c'ini +  ... +  qnj)  +  Ι·

Άρα υπάρχει πολυώνυμο

f3 = n0 -  (οχΠχ +  ... +  cini) € I, / 3 φ  0

και κανένα μονώνυμο του fo δεν ανήκει στο ιδεώδες (ko, mo) ,  αφού no ^
{k o , m o ) και τα ηχ, . ..,η ι  είναι κανονικά μονώνυμα ως προς το ιδεώδες /  και τη 
διάταξη όρων -<2. Το πολυώνυμο fo  έχει πεπερασμένο πλήθος όρων. Κάθε αρχικό 
ιδεώδες L t ( J ) του Σ 2 περιέχει κάποιον όρο του / 3 · Το σύνολο Σ 2 είναι άπειρο  
έστω

Σ 2 =  Σ 2ι U ̂ 2 2  U-U ̂ 2 (z+i) όπου

Σ2ι =  { Ι Λ ( Ι ) 6  Σ 2 : no 6  L t ( I ) }
Σ 22  =  { L t ( I )  G Σ 2 : m  €  L t ( I ) }

^ 2 (i+i) =  { L t ( I )  £  Σ 2 : ni  €  Lt.(I)}.
Εφόσον το Σ 2 είναι άπειρο κάποιο από τα Σ 2 ι , . . . ,  Σ 2 (;+ΐ) θα είναι άπειρο. Υπο­
θέτουμε ότι το σύνολο Σ 2 1  =  [ L i ( I ]  G Σ 2 : no G L i ( / ) }  είναι άπειρο και θέτουμε 
Σ2ι =  Σ 3 . Αφού n 0 ^ (fco,mo)· Συνεπώς (k o , m o ) £  ( ko , mo , no) .  Υ πάρχουν  
άπειρα αρχικά ιδεώδη που περιέχουν το ιδεώδες (k o , m o , n o ) (όλα τα ιδεώδη του 
συνόλου Σ 3 ). Ακόμη υπάρχει διάταξη όρων - < 3  τέτοια ώστε

Lt<3(I) ^ (k0,m0,no).

Διαφορετικά το τυχαίο αρχικό ιδεώδες Lt-<3 ( / )  θα ήταν ίο ( ko , mo , no )  κατά συ­
νέπεια το σύνολο Σ 3 θα ήταν πεπερασμένο. Τα ιδεώδη (ko, rno,no)  και L t ^ 3(I)  
είναι μονωνυμικά ιδεώδη συνεπάγεται ότι υπάρχει μονώνυμο qo £ (ko,rn,o,no)  
και go £ Lt.<3(I) .  To go δεν είναι κανονικό μονώνυμο ως προς τη διάταξη όρων 
-<3 . οπότε σύμφωνα με το λήμμα 1.5.2, το σύμπλοκο του go γράφεται ως γρα μ μ ι­
κός συνδυασμός των συμπλοκών των κανονικών μονωνύμων ως προς τη διάταξη 
όρων < 2,. Έστω τα σύμπλοκα αυτά είναι τα qx +  7 , ..., qz +  / .  Δηλαδή,

go +  /  =  {dxqx +  ... +  dz qz ) -f I.

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε μία γνησίως αύξουσα ακολουθία ιδεω­
δών

(ko) C (ko, mo) C (ko, mo, no) C .. .  G (ko, ... , r 0) C (k0, . . . ,  r 0, .sq) C . . .

η οποία δε σταματάει ποτέ. Όμως ο πολυωνυμικός δακτύλιος Κ[ χχ , . . . ,  χ η \ είναι 
δακτύλιος της Noether, δηλαδή κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του Κ[ χχ ,  . . . , χ η ] 
είναι τελικά σταθερή, Επομένως υπάρχει ένα σημείο στο οποίο η αύξουσα ακο­
λουθία ιδεωδών σταθεροποιείται δηλαδή:

( k o , . . . , so) =  ( k o , . . . , s q , ίο) =  . . . .

Αρα, καταλήξαμε σε άτοπο αφού αποδείξαμε ότι έχουμε μια αυστηρά αύξουσα  
ακολουθία ιδεωδών . Συνεπώς, κάθε ιδεώδες /  του Κ [ χ χ , ..., χ Τι] έχει πεπερασμένο  
πλήθος διαφορετικών αρχικών ιδεωδών. □



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΕΙΣ GR0BNER

Π ρόταση 1 .5 .7 .  Εστω I  ένα ιδεώδες του ττοβυωνυμικού δακτυβ ίου Κ [ τ \ ,  . . . , χ„]  

κ α ι -< j , -<2  δύο διαφορετικές  δ ια τά ζεις  όρων. Α ν  τα αρχικά  ιδεώδη του ιδεώδους I 
ως ττρος δύο  διαφορετικές διατάξεις όρων  -<χ και < 2  ταυτίζονται, τότε ταυτίζονται 
και οι αυτίστοιχες α νά γω γεςβ ά σ εις  Grdbner του / .

Απόδειξη. Έστω I  ένα  ιδ εώ δ ες  ίο υ  π ο λ υ ω ν υ μ ικ ο ϋ  δ α κ τ υ λ ίο υ  Α ' [ χ χ , . . . ,  χ „ ]  κ α ι -<χ, 
■ <2 δ ύ ο  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  δ ια τά ξεις  όρω ν.
Έ στω  {<7ι, . . . ,  qs ) η α ν ά γ ω γ η  β ά σ η  G r o b n e r  το υ  1, ω ς π ρ ο ς  τη δ ιάταξη  ό ρ ω ν -<χ. 
Τ ότε έ χ ο υ μ ε  Zc(^») =  1 γ ια  κ ά θ ε  i  =  1 ,..., s, κ α ι κ α ν έ ν α ς  ό ρ ο ς  του  q3 δ ε ν  δ ια ιρείτα ι 
α π ό  κ ά π ο ιο  α ρ χ ικ ό  μ ο ν ώ ν υ μ ο  lm(qi),  γ ια  j  φ  ί μ ε  j  =  1 , ... ,  s. Ε νώ  το σ ύ ν ο λ ο  

{9ι>···><7«} ε ίν α ι β ά σ η  G rd b n e r  του  1. Σ ύ μ φ ω να  μ ε  την π ρ ό τα σ η  1 . 3 . 1 0  το α ρ χ ικ ό  
ιδ εώ δ ες  L t <x(I )  =  ( l m ^ x(qi),  ε ίνα ι ελ α χ ισ τ ο τ ικ ό  σ ύ ν ο λ ο  γ ε ν ν η τ ό ­
ρω ν, α φ ο ύ  η β ά σ η  {qx, . . . ,r/s } ε ίν α ι α νά γ ω γ η  β ά σ η  G r o b n e r  του  / .
Έ στω  { ρ ι ,  . . . , / ΐχ}  η α νά γ ω γ η  β ά σ η  G r o b n e r  του  I,  ω ς π ρ ο ς  τη δ ιάταξη  όρ ω ν <2· 
Τ ότε έ χ ο υ μ ε  lc{pj) = 1 γ ια  κ ά θ ε  j  = 1 , .. . ,  t, κ α ι δ εν  υ π ά ρ χ ε ι  ό ρ ο ς  του ρ* π ο υ  να  
δ ια ιρ ε ίτ α ι α π ό  κ ά π ο ιο  α ρ χ ικ ό  μ ο ν ώ ν υ μ ο  lm(pj) ,  γ ια  k φ  j  μ ε  Λ: =  1 , ..., ί. Ε νώ  το 
σ ύ ν ο λ ο  {ρι ,  . . . , ρ ( } ε ίν α ι β ά σ η  G r o b n e r  το υ  1. Σ ύ μ φ ω να  μ ε  τη ν π ρ ό τα σ η  1 . 3 . 1 0  το 
α ρ χ ικ ό  ιδ εώ δ ες  L t <2(I)  =  ( l m<2{pi), . . . , lm<2(pt )) , το ο π ο ίο  ε ίνα ι ελ α χ ισ το τικ ό  
σ ύ ν ο λ ο  γ εν ν η τ ό ρ ω ν  α φ ο ύ , α φ ο ύ  η β ά σ η  {ρχ ,  . . . , p t } ε ίνα ι α ν ά γ ω γ η  β ά σ η  G ro b n e r  
το υ  I .
Ό μ ω ς  έ χ ο υ μ ε  L t <x(I)  =  L t ^ ( I ) ,  ό ρ α

( l m ^ l (q1) , . . . , lm<l (qs)) = {lm <2{px) y.. . ,  l m <2{pt )).

Ω σ τόσ ο  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ότι έν α  μ ο ν ω ν υ μ ικ ό  ιδ εώ δ ες  έ χ ε ι  μ ο ν α δ ικ ό  ελ α χ ισ τ ο τ ικ ό  σ ύ ν ο ­
λ ο  γ εν ν η τ ό ρ ω ν . Α ρ α  { l m ^ x{qx), . . . , lm<x{qs)} -  { l m ^ 2( p i ) , ..., lm<a(pt )}. Σ υ νε-  
π ώ ς το s =  t κ α ι τα δ ια τ ά σ σ ο υ μ ε  ξα νά  έτσι ώ σ τ ε:

i m ^ A q i )  = ι™<ΛΡί)> Υι α ',: =  ί . · · · ,* ·
Ε ίν α ι l m <x(qi)  =  l m ^ 2(px),lc.<x(qi) = Ιο<2(ρχ),  θ α  δ ε ίξ ο υ μ ε  ότι τ/χ =  ρχ. 
Ισ χ υ ρ ιζό μ α σ τ ε  ότι 9 ι — Ρ ι =  0. Έ στω ό χ ι , θ α  κ α τ α λ ή ξ ο υ μ ε  σ ε ά το π ο .
Έ χ ο υ μ ε  ςχ,ρχ  6  I σ υ ν ε π ώ ς  qx — Ρχ €  / .  Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  τη διάταξη  όρ ω ν -<χ. Τότε  
l m ^ x(qi — ρι )  €  L t ^ x(I)  =  ( l m ^ x(qi), . . . , l m ^ x(qs)} σ υ ν επ ώ ς  σ ύ μ φ ω να  μ ε  το 
π ό ρ ισ μ α  1 .4 .2 2  υ π ά ρ χ ε ι  ένα  j  €  { 1 , ..., s }  τέτοιο  ώ στε το  μ ο ν ώ ν υ μ ο  / m Xl (<?_,) να  
δ ια ιρ ε ί το  μ ο ν ώ ν υ μ ο  l m <x(qi - p i ) .  T o  j  φ  1, α φ ο ύ  lm^.x(qi -  ρχ) < l m ^ x(qi) = 
lm<3(pi).  Ο  ό ρ ο ς  l m ^ x(qi -  ρι) ,  ε ίν α ι ό ρ ο ς  το υ  qx ή  το υ  ρ ι  ή  κ α ι των δ ύ ο .
Έ στω  ότι ο  l m <x(qi — ρ ι )  ε ίνα ι ό ρ ο ς  του  <7χ, τότε το μ ο ν ώ ν υ μ ο  l m <l(qj) δ ια ιρ εί 
ό ρ ο  το υ  qι ,  ά τ ο π ο  α φ ο ύ  το σ ύ ν ο λ ο  {<?χ,..., qs } ε ίνα ι α νά γ ω γ η  β ά σ η  G rd b n er  του / .  
Έ στω  ότι ο  l m < , (<?χ - ρ ι )  ε ίνα ι ό ρ ο ς  του ρ ι ,  τότε το μ ο ν ώ ν υ μ ο  l m ^ x ((/_,) =  lm<2(pj) 
δ ια ιρ ε ί ό ρ ο  το υ  ρ χ , ά τ ο π ο  α φ ο ύ  το σ ύ ν ο λ ο  { p i ,  . . . , p t }  ε ίν α ι α νά γ ω γ η  β ά σ η  G ro b n er  
το υ  / .
Ά ρ α  qx — ρχ =  0 , σ υ ν ε π ώ ς  qx =  ρ χ . Ό μ ο ια  q, =  pi γ ια  κ ά θ ε  i = 1, Α ρα  ο ι 
α ν ά γ ω γ ε ς  β ά σ ε ις  G rd b n e r  του  I  ως π ρ ο ς  τις δ ια τά ξεις  ό ρ ω ν -<χ, -<2 , ταυτίζονται.

□

Π όρισμα 1 .5 .8 .  Έστω I  ιδεώδες του Λ '[χ χ ,. . . ,  χ „ ] ,  Υπάρχει πεπερασμένο σύυοβο  
γεννητόρω ν τον I  το οποίο αποτεβεί β ά σ η  G rO bner του I  ως προς  οποιαδήττοτε 
διάταξη όρων.

Απόδειξη. Έ στω  I  έν α  ιδ εώ δ ες  το υ  π ο λ υ ω ν υ μ ικ ο ύ  δ α κ τ υ λ ίο υ  Α' (χ  χ, . . . , x n J. Α ν τα  

α ρ χ ικ ά  ιδεώ δη  το υ  ιδ εώ δ ο υ ς  I  ω ς π ρ ο ς  δ ύ ο  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  δ ια τ ά ξε ις  ό ρ ω ν -<χ κ α ι 
<2 τα υτίζοντα ι, τότε τα υτίζοντα ι κ α ι ο ι α ντ ίσ το ιχ ες  α ν ά γ ω γ ες  β ά σ ε ις  G r6 b n e r  του
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I  σύμφωνα με την πρόταση 1.5.7. Από την πρόταση 1 .5 .6  γνωρίζουμε ότι υπά ρ­
χει πεπερασμένο πλήθος αρχικών ιδεωδών { «/χ,..., Jq}. Έστω Gi  =  {gi1,.. . ,  gis i}, 
1 <  ι <  ςτ. η αντίστοιχη αναγωγή βάση Grobner για το αρχικό ιδεώδες J*. Ι­
σχυριζόμαστε ότι η ένωση των αντίστοιχων ανάγωγων βάσεων Grobner |J ? = 1  Gi,  
είναι το ζητούμενο πεπερασμένο σύνολο γεννητόρων για το I ,  το οποίο αποτελεί 
βάση Grobner του /  ως προς οποιαδήποτε διάταξη όρων. Πράγματι αν -< είναι 
μια τυχαία διάταξη όρων, τότε το αρχικό ιδεώδες Lt , ^ ( I )  ισούται με το 
για κάποιο 1 <  k  < q, σύμφωνα με τα παραπάνω. Άρα η ανάγωγη βάση Grobner 
ως προς τη διάταξη όρων -< είναι η G ^. Είναι G ^  C U i= i G i, δηλαδή η (J ?= 1  G i 
περιέχει μια βάση Grobner. Εφόσον τα υπόλοιπα στοιχεία της ανήκουν στο ιδεώ­
δες I  συμπεραίνουμε ότι η (J i= i G% είναι βάση Grobner του I . □

Ο ρ ισ μ ό ς  1 .5 .9 .  Η  καθοβική β άση G robner ορίζεται ως η ένωση όβω ν των α νά ­
γωγων β ά σ εω ν  G robner ενός ιδεώδους I ,  ως προς οποιαδήποτε διάταξη όρων.

Από το τελευταίο πόρισμα έπεται ότι για ένα ιδεώδες I  πάντα υπάρχει μία 
καθολική βάση Grobner. Η καθολική βάση Grobner είναι ένα πεπερασμένο  
υποσύνολο του ιδεώδους I ,  το οποίο αποτελεί βάση Grobner ως προς οποιαδήποτε 
διάταξη όρων. Οι καθολικές βάσεις Grobner εισήχθηκαν από τον V. W eispfenning  
στο άρθρο [20] (1987) και τον Niels Schwartz στο άρθρο [18] (1988).



λ 38

■: ■ : ’ iff:* ’k ■'
-,1·

 ̂o’S 1
gu ■ 0  

;;.o

f ' \ .

A.! ■ !r ■·
. \  ' Γ ', ■'■

ί  '̂.· ··■', -■>'■>·-■ ,W · Λί ^ *>’* · ^  .'■ ψ  y :- .·>·
^ ’α ·^ Ι^ ί: ;4..;

■ΜΗ,.Φ *. '

ΚΕΦΑΛΑΙΟ h  B A £E JZ Q R 0B M m

-r ·.* r :; A.;·
i V ^ · ·

: ’ ■ r : ^ o i. Λ  *.?:. Α >Α ί·Μ £ϊ>  «:*;

■ ;·.- ; " '  Τ - Η ί ^ Α - ί  $ 1  1 '■· · . .·  ^ -V *  ;/. < V :· ■ -.i/ Λ  ;-:· - ;&Y :*: ;- : f( ;: ■* < v ;j V *1/ .  ’■ , w  ,·';

,;■■■ .- .f  V ^ A ' S f 1 ;,1> v  * **■·*' /■':■■; w  · . '>; . ^  p j : y .  ·Λ γ_ ^

„.: ; . φ $ >  i ‘< ^ ;  ^ ^ i i ^ C . . -ν.Λ. .V' G ; - V / '  ■ :  A  3 i* g ' A '·  ••Av-; :; ' i .  <V ·.'

, - ^i'^V‘'· i’Al· A' t 'V̂ · ϊ^ί·':' 1 ·' V ■■*' -"λ*-.·Ϊ\ ’\'A·:

L:.'*$w virfutohil stov·*

f  ;M ' φ φ ^ ϊ γ

■ - ! i ' ·

γ · * > Μ : γ  ·;

7,'Vv ?v"i ' JV .·:;:., ■'■

"V  '·  ν .Γ :

' "  ·· ·' ··' ' -—* *·?>---»·. ·_ ,_ '· · .·

':w  ··■ ■■■v ..v..·.":,
'■-■■· ,■ > - ' ; · · - % ί^  .

■·*■ y.

a w i « e i

r MS11?·’. : r·:*·4 . i r

·&*'***φ&κ*<£ v$£**v. .*·

'· .' . .- '· '·  4 1 S ·” ■ %, '■ ί Ί· ‘

·' · V;/,-. r  ·.-;.. ■ 7'··<·*; \ λ·· -.;. \* ϊ - ^ ϊ ' ί 1 .-··>-·, ^rnlC : '

f'1i ■■ i ' t  :■■ ■' f *‘ '--̂

·· *  f ; i ; . ?  !  - · 0 Λ  i ‘ ·  • ' ■ v : r ; ! , ' i l  '  . ' ^  > · ,  . ‘ ν " Λ  λ ' , ' - . λ  * :■ ?  \  V·  \  f t  * ' j  ί ; ; · ^  Λ ν < :

■'v  . i " ; ;: ' ·■■■.; ·'^" : -  h ' - . ' : '  ;■
·■ ·. ai ·&·>ϊ·: ·;-:2ώ:. . · . ·; f ’ ■’ .■.?■■■'

iP -· ^
;·ί; . :·;*; .U.i ·
. *;· ‘ ·■ ϊ 'Φ ύ ύ  ■ ■ ".%:,
-.(' 
Λ·

■ Ά τ ;:^ · :  . ; s W v , i > ·  

; , ^ ί  . f e  ί - t i i / f ' i - : · : -

' ·: ;, | ί Λ  , - / }  ί  .
ί* ■ »

, ΐ ^ . ·  !ί . ^ ·

ν·. Υ f .<λ ·ι}4.' ί ί · ; ί Η ' : >·· - JT C" ϊ,: Υ 't

, 4) ".
- ; , f :;· ^ί.: V • ί '> »■;

■: ;4 /·.

: f l

■ ■■ nu(;*l··' · v ii:

'>/r ~ > >

■/M:-:' ■■
i,

- At ·: '<" .··'
■;,f ,v.

i»· ‘vu; o
T··’· '^ 'C r 1·

; . Η - ·;·· , ■, γ

Vi <·.·''t - , - y :n :: - : ‘r ;■ /I ·;, Ί· - .>Τ·'; ■ ·"..'. Γ''..' 'U

■ 1 '  "" •f'4 -;"••/ν.·.£,·..ν»ί,· -■"..·»£? ■·'.'· · ·,
i l » i f e ; i.·  ̂.* ^ γ · "  ■

. V··
f A .'.· **iLL· λ \-*4?5 λ \ 2j <rin» ■̂ ·:*.,ν

Ρ ® 1 £ ί - , φ ΐ ί Ρ ΐ ^ Ι ' : ^ - ',δτ  ̂^., . .

: , · · | γ  - ;'; . - s: «.'5̂ ;̂ * V! '  ’; >' ?*■. * < φ ;
■"-»C- '.·Ά-”' · , '* % t̂’'* **Vj ' >·*ν * , ·.· ’*? ·_. · * ·.
n:\-yy.l· . ••'Λ:5ί!' ϊ ’··< :̂'·> ' . ’’·;« tv'· ν  -‘:· ■': -v 'j'·, νί,:. ·*>:·...<·: ·

//
' ?*&&ΑΛ*Λτ. Ka -V'

>'V ^A,,*

V . .. , ■ · V.V.. · • 4· ■ i s  ? · ί ) · : * | ί ■. .;■" ΐ · Y '- ftv v’' ■_r - '■ ; : : · - . A  ; j
' ·  y  i *  * · .  *■ - a

Ι 'ν ί -  -
♦ -. •I-. " , ] γ ;·'·4-Γ '.- ■': h Γ ■;

μ ;  i V-'ii'i, S; ■ ■ Λ': , k'· Ύ / '■ ''>;·\4Ϊ, ί |ν  · -ΥΓ·γΑ*

rl-,·*: - - : . ν ,.; ’ γ>* ' ■■<■■ • - . i j n i · ;  *γ rν ,  · ; · τ : ; ;ν  ν  · \  \



Κεφάλαιο 2

Τ ο ρ ικ ά  Ιδ εώ δ η  κ α ι β ά σ ε ις  
G raver

Σε αυτό το κεφάλαιο το ενδιαφέρον μας θα επικεντρωθεί στα τορικά ιδεώδη και 
τις βάσεις Graver. Οι βάσεις Graver είναι πολύ σημαντικές στα εφαρμοσμένα  
μαθηματικά, καθώς επιτρέπουν επαναληπτικές λύσεις γραμμικών και ποικίλων 
μη γραμμικών προβλημάτων ακέραιου προγραμματισμού σε πολυωνυμικό χρ ό ­
νο. Η σύνδεση τους με τη θεωρία των βάσεων Grobner περιγράφεται στο βιβλίο 
[19J του B.Sturm fels. Η θεωρία αλγορίθμων των βάσεων Graver και η εφ αρμο­
γή τους στον ακέραιο προγραμματισμό περιγράφεται στα βιβλία [12} και [13] του 
Shm uel Onn. Ωστόσο οι βάσεις Graver είναι πολύ σημαντικές όπως θα δούμε, 
εκτός από τον ακέραιο προγραμματισμό και στην άλγεβρα. Στο κεφάλαιο αυτό, 
το βασικό μας εργαλείο θα είναι τα διώνυμα και πιο συγκεκριμένα τα διωνυμικά  
ιδεώδη, ιδεώδη που παράγονται από διωνυμικούς γεννήτορες. Με τον όρο διώ­
νυμα εννοούμε πολυώνυμα του πολυωνυμικού δακτυλίου Κ \ χ \ , . χ η], τα οποία  
προκύπτουν ως διαφορές μονωνύμων. Για παράδειγμα, το x 4y z  — y z 6 είναι ένα 
διώνυμο του πολυωνυμικού δακτυλίου K [ x , y , z ] ,  Πολλά σημαντικά υποσύνολα  
διωνύμων του ιδεώδους ανήκουν στη βάση Graver τα οποία την καθιστούν ιδιαίτε­
ρα σημαντική. Τα υποσύνολα αυτά είναι το σύνολο των κυκλωμάτων, οι ανάγωγες 
βάσεις Grobner, η καθολική βάση Grobner. Όπως επίσης και μια τουλάχιστον 
ελαχιστοτική βάση Markov. Στην περίπτωση μάλιστα που (ΝΑ) Ρ) — (ΝΑ) =  {0}  
όλες οι ελαχιστοτικές βάσεις Markov βρίσκονται στη βάση Graver. Ό πω ς γίνεται 
λοιπόν αντιληπτό η χρησιμότητα των βάσεων Graver είναι μεγάλη.
Τα διωνυμικά ιδεώδη βρίσκουν εφαρμογή σε διάφορους κλάδους των μαθηματι­
κών, όπως στην άλγεβρα, στη στατισπκή, στην αλγεβρική γεωμετρία, στη θεωρία 
γραφημάτων, στις διαφορικές εξισώσεις, αλλά και στη μαθηματική βιολογία, στη 
θεωρητική φυσική και στο γεωμετρικό σχεδίασμά με τη βοήθεια υπολογιστών. Μί­
α ειδική κατηγορία διωνυμικών ιδεωδών είναι τα τορικά ιδεώδη, τα οποία θα μας  
απασχολήσουν κατά κύριο λόγο στο κεφάλαιο αυτό.

2.1 Τορικά Ιδεώδη

Σταθεροποιούμε ένα σύνολο μη μηδενικών διανυσμάτων A  =  { a i , . . . , a n } C 
C Q m. Θεωρούμε τον πολυωνυμικό δακτύλιο Laurent K [t-i, . . . ,  / m, /.j"1, . . . , p"1].

39
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Θεωρούμε τον ακόλουθο ομομορφίομό ημιομάδων:

degA : Ν" — > Ζ"' 

u  ·-> « ιβ ι  +  .. . +  ti„ a n ,

όπου u  =  ( t i i , . . .  , ti„). Η εικόνα δηλαδή του u  ταυτίζεται με τον Α -β α θ μ ό  του 
μονώνυμου x u που θα ορίσουμε στη συνέχεια. Η εικόνα της degA είναι η ημιο- 
μ ά δ α :

ΝΑ =  { λ ιβ ι +  . . .  +  Ana n : λ ι , . . . , λ„ € No}.

Επιπλέον υποθέτουμε ότι η ημιομάδα ΝΑ είναι θετικό μονοειδές. Με τον όρο 
Θετικό μουοειδές ορίζουμε την ημιομάδα όπου το μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει 
και το αντίθετο του στην ημιομάδα είναι το μηδενικό.

Η απεικόνιση degA  επάγει τον ομομορφισμό δακτυλίων:

Φ : Κ \χ ι , . . . ,  χ η] t Α [ ί ι , . . . , t m , t j , ·. · , tm ]

Xi t—̂ tai .

Σε  αυτό το σημείο θα ορίσουμε μία βαθμολόγηση στον δακτύλιο πολυωνύμων 
Κ [ χ ι , . . . ,  χ„] θέτοντας deg(Xi) =  a*, για i =  1 , . . . , n.

Ο ρ ισμ ός 2 .1 .1 . (A  — βαθμός μουωυύμου — A  — degree o f  a  monomial) 
Ορίζουμε A — βαθμό χου μουω υύμου  x u =  ως:

degA ( x u) = ν.\Ά\ +  ... ■+· u na n € ΝΑ,

όπου u  =  (« ι, . . . ,u n ) € Ν".

Μια χαρακτηριστική ιδιότητα του Α — βαθμού των μονωνύμων x a , x b είναι η 
ακόλουθη:

degA (xa · xb ) =  degA {x*) + degA (xh).

Η βαθμολόγηση αυτή προκύπτει από τον ομομορφισμό Φ. Το σύνολο των 
βαθμών των πολυωνύμων του Κ [ χ ι , . . . ,  χ η] είναι το μονοειδές ΝΑ. Ένα πολυώνυ­
μο /  του Κ [ χ ι, . . . ,χ η] θα είναι Α-ομογενές, αν είναι ομογενές με την παραπάνω 
βαθμολόγηση. Δηλαδή, οποιαδήποτε δύο μονώνυμα x u και χ ν του πολυωνύμου 
/  είναι Α -ομογενή :

degA ( x u) =  degA ( x v ).

Ο ρισμός 2 .1 .2 . Ο πυρήνας της απεικόνισης Φ καβείιαι χορικό ιδεώδες (toric ideal) 
του Α  και συμβοβίζεται με Ι Α.

Π αράδειγμ α  2 .1 .3 . Θεωρούμε το υποσύνολο A  =  {aj =  (4 ,0 ),a2  =  (3,1), 
a 3 =  (1,3), a4 = (0,4)} του Ζ 2 και τον ομομορφισμό ημιομάδων

degA : Ν4 — ► Ζ2

u  =  ( t i i , « 2 *«3 , u-i) *-*■ (4«ι +  3ti2  +  ti3 ,t i2  +  3u3  -f 4 U4 ),

H degA επάγει τον ομομορφισμό δακτυλίων:

Φ : C[x,y , z ,w]  — ►
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x  i-* s 4  

y  s 3t  

z t-> s t 3 

W !->■ t 4

Ο πυρήνας της απεικόνισης Φ είναι το ιδεώδες:

(y z  -  x w , y 3 — χ 2ζ , ζ 3 -  y w 2, y 2w  -  ζ 2χ) .

Αρα, το τορικό ιδεώδες του Α  είναι το εξής:

Ι α  =  {yz -  x w , y 3 -  χ 2ζ, ζ 3 -  y w 2, y 2w  -  ζ 2χ ).

Παράδειγμα 2 .1 .4 .  Θεωρούμε το υποσύνολο
A  =  {a i =  ( 2 , 1 ,0) ,  a 2  =  (1 ,2 ,0 ) ,  a 3 =  (0 ,2 ,1 ) ,  a 4 =  (0 ,1 ,2 ) ,  a 5 =  (1 ,0 ,2 ) ,  
a<5 =  (2 ,0 ,1 ) }  του Ζ 3  και τον ομομορψισμό ημιομάδων

degΑ  : N6 — > Z3

U =  (ui,U2 ,U3,U4 ,U5 ,Ue) t-»  (2Ui+U2+U3+2ue, Ui +2u2+2u3+U4, U3+2u4+2u5+Ue), 

H deg α  επάγει τον ομομορψισμό δακτυλίων:

Φ : C[xi tX2,X3,X4t X5,Xe] -

Χ \  t \ t 2

Χ'2 ι-> ί ΐ ί 2

Χ 3 Η· φ . 3 

Χ 4 t 2 t 2 

Χ 5 Μ· t x t \  

χ 6 ^  *1*3

Ο πυρήνας της απεικόνισης Φ είναι το ιδεώδες:
{χ2Χ5— Χ3Χβ, X\X4— X3X q, ΧιΧ^ —  χ\χ4ι Χ 2Χ4— Χ3%5, X2X 3— X2Xq, X 3x \— x \x q , ΧχΧβ — 
χ4χβι χ Ιχ3χ5 Χ2Χ4χθ) ·
Άρα, το τορικό ιδεώδες του Α  είναι το εξής:
Ια  =  {χ 2χ5 -  χ3χ6ι Χ 1Χ4 -  χ 3χ6ι Χ 1Χ3 ~  χ2χ4, χ\χ4 ~  χ3χ5, χ\χ3 ~  χ\χ§·, Χ3Χ5 ~  
Χ^Χβ,ΧΐχΙ -  Χ4Χβ,ΧιΧ3Χ5 -  Χ2Χ4Χβ).

Ορισμός 2 .1 .5 .  Τοσύνοβο

d e g -1^ )  =  {χν 6 Tn : degA (x.u) =  degA (xv )} 

καβείται ίνα (fiber) του μονωνύμου x u .

Στο μονοειδές ΝΑ ορίζουμε μια μερική διάταξη η οποία είναι σημαντική για 
τη θεωρία μ α ς :

Ορισμός 2 .1 .6 . Ισχύει c  >  d  αν και μόνο αν υπάρχει e  6 ΝΑ  τέτοιο ώστε: 
c =  d  +  e.
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Στη συνέχεια θα δούμε ορισμένες ιδιότητες των ιορικών ιδεωδών που είναι 
πολύ βασικές.

Π ρόταση 2 .1 .7 . Το τορικό ιδεώδες I α  είναι πρώτο ιδεώδες του Κ [χ \ ,. . . ,  ι π], 

Απόδειξη. Έ χουμε:

...... *n]/K er(<£) ~  Φ ( Κ [ χ \ , . . . ,  ι „ ] )  C t f [ i , , . . . , t rn, i f 1, . . . , ί " 1).

το οποίο είναι ακέραια περιοχή. Αρα, ο πυρήνας Κβτ(Φ) =  / Α είναι πρώτο 
ιδεώδες. □

Μ πορούμε να παρουσιάσουμε το τορικό ιδεώδες με ένα διαφορετικό, περισσό­
τερο κατανοητό τρόπο ως ένα σύνολο που γεννάται από διώνυμα με μια χαρακτη­
ριστική ιδιότητα, έχουν το ίδιο Α —βαθμό.

Π ρόταση 2 .1 .8 . Το τορικό ιδεώδες I α  παράγεται από τα διώνυμα x u — χ ν , ώστε
degA( xu) =  d e g x ( x v ), μ ε ι ι ,ν  e  Nn . ΔηΑαδή,

Ι α  =  ( x u  — x v  : r i o i / A ( j c u )  =  rfc</A ( x v ) ,  ό τ τ ο ι / u ,  v  €  N " ) .

Απόδειξη. Καταρχήν, παρατηρούμε ότι ένα διώνυμο x u —χ ν ανήκει στο ιδεώδες Ι α  
αν και μόνο αν είναι Α-ομογενές. Δηλαδή, αν και μόνο αν de<?A(xu) =  degA(xv ). 
όπου u, ν  6 ΝΓ1. Αρκεί λοιπόν να δείξουμε όχι το ιδεώδες Ι α  παράγεται από Α- 
ομογενή διώνυμα. Ισχυριζόμαστε ότι κάθε πολυώνυμο /  που ανήκει στο τορικό 
ιδεώδες / α , γράφεται ως Α -γραμμικός συνδυασμός αυτών των διωνύμων. Έ ­
στω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Σταθεροποιούμε μία διάταξη όρων X στον 
Κ[χ.ι ,  Εφόσον το ιδεώδες Ι α  δεν παράγεται από Α-ομογενή διώνυμα υ­
πάρχει κάποιο πολυώνυμο /  6 / α . το οποίο δε μπορεί να γραφεί ως Κ -γραμμικός 
συνδυασμός των διωνύμων x u — χ ν , με την ιδιότητα degA{xu) =  degA(xv ), όπου 
u, ν  6 Νπ . Από όλα αυτά τα πολυώνυμα / ,  επιλέγουμε ένα πολυώνυμο / .  του 
οποίου ο αρχικός όρος, ως προς τη διάταξη όρων -<. l t ( f )  =  x U|, είναι ελαχιστο- 
τικός. Έστω /  =  CiXUl +  ... +  csx u·-. Αφού το /  ανήκει στο ιδεώδες Ι α  =  Κθγ(Φ), 
έπεται ότι / ( t a ‘ , . . .  , t a” ) =  0. Συνεπώς Cit'lei,A x̂ -f ... +  cst ‘ie9A‘(x '‘“) =  0. 
Αρα, ο όρος t de9A x̂  1 ) =  Φ (χυ*), πρέπει να απαλειφθεί από τουλάχιστον έναν 
άλλο όρο του πολυωνύμου / .  Έστω ένας από αυτούς είναι ο Φ (χ“*). Διαφο­
ρετικά θα είχαμε Φ ( /)  φ  0. Αρα, υπάρχει κάποιο μονώνυμο x U|t -< x U| του / ,  
τέτοιο ώστε degA (x Ufc) =  i/e</A(xUl)- συνεπώς x Ul — x Ufc € Ι α - Τότε το πολυώ­
νυμο / '  =  /  -  r 1(x Ul -  x Ufc) =  /  -  x Ul +  x Ufc € Ι α  αφού το πολυώνυμο /  και 
το διώνυμο x Ul -  χ “* ανήκουν στο ιδεώδες Ι α  και δε μπορεί να γραφεί ως Κ - 
γραμμικός συνδυασμός διωνύμων του τορικού ιδεώδους Ια  ■ Παρατηρούμε όμως 
ότι /£ ( / ')  ~< l l ( f ), το οποίο αντίκειται στην υπόθεση ότι ο αρχικός όρος του / ,  ως 
προς τη διάταξη όρων -<, είναι ελαχιστοτικός. □

Θεωρούμε τον πίνακα Α  του οποίου οι στήλες του είναι τα διανύσματα a i ,..., a n. 
και τον βλέπουμε ως τη γραμμική απεικόνιση:

Α : Ζ Μ -* Z d,

u n ) m a i  - f  . . .  +  « na n .

Στο σημείο αυτό ορίζουμε τον πυρήνα KerzA.
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Ο ρ ισ μ ό ς  2 .1 .9 .  Ο πυρήνας KerzA =  K e r A f ] Z n είναι δηΑαδή τα στοιχεία του 
πυρήνα KerA που έχουν ακέραιες συντεταγμένες.

Είναι:

Kerz A = { ( u i , . . .  , un) £ Z n : η ΧΆχ +  . . .  +  una n =  0}.

Δοθέντος ενός διανύσματος u  =  (ux, . . . ,  un) £  Ζη μπορούμε να το γράψουμε 
κατά μοναδικό τρόπο ως εξής:

u  =  u + — u~ ,

όπου
u + =  {(w/ χ , . . . , u'n ) : ιι[ =  Ui αν u* >  0 ή =  0 αν ιι* <  0} 

και
ιι~ =  {(ι/χ,. . . , u'n) : u'i = —Ui αν Mi <  0 ή u ' =  0 αν Ui > 0}.

Για παράδειγμα για το διάνυσμα u  =  (2 ,—4, 7 ,—3,6), έχουμε ότι u + =  
(2 ,0 ,7 ,0 ,6) και u~ =  (0 ,4 ,0 ,3 ,0).

Μπορούμε σε αυτό το σημείο να ορίσουμε το τορικό ιδεώδες Ι α  χρησιμοποιών­
τας το διάνυσμα u  και τον πυρήνα KerzA.

Παραχή'ρηση 2.1 .10.

Ι α  =  (xu+ -  x u : u  £ KerzA). 

Πράγματι, αν u  £  KerzA 44

u ia i  -f-... +  una n =  0 44

(« f  -  U 1 )a i +  -  +  (un -  Un )an =  0 44 

t i f a i  +  ··· + « n a n =  U fa! +  ... + U ~ an 44 

^ a (xU+) =  deg a  (xu ) 44 

x u+ - x u e  / A-

Έχουμε δηλαδή ότι u £ KerzA 44 x u+ -  x u £ I  a  44 de<;A(xu+) =  de(?A(xu ).

Ορίζουμε degA ( xu+ -  x u") =  rfe^A(xu+) =  degA (xu~)·

Συνεχίζοντας το προηγούμενο παράδειγμα, αν

2ai — 4a2 +  7a3 — 3a4 +  6as =  0, (1)

τότε

με

και

YU+ — YU~ — T2T7Y6 -  Ύ·4'/·3 λ λ ·“  *L·οxa )

deg α {χ 2ι Χ73χ  i )  =  2ai +  ?a3 +  6a5

degA (x i x l) = 4a2 +  3a4.

Από τη σχέση (1), έπεται ότι οι βαθμοί είναι ίσοι, κι άρα x\x\x%  -  χ\χ\ ανήκει 
στο τορικό ιδεώδες Ι α  ■
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Π ρόταση 2*1.11. Γία κά8ε διάταξη όρων -<« η ανάγω γηβάση  GrGbrter ιου χορικού 
ιδεώδους / Α. ως ηρος τη αποιεβείται and ένα πεπερασμένο σύνοΑο διωνύμων 
της μορφής  χ "  -  χ ν € / Α.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα Βάσης του Hilbert 1.3.11 το ιορικό ιδεώδες 
Ι α  είναι πεπερασμένα παραγόμενο. Επιπλέον σύμφωνα με την πρόταση 2 .1 .8 , το 
τορικό ιδεώδες / Α παράγεται από Α -  ομογενή διώνυμα. Αρα το σύνολο γεννητό­
ρων του χορικού ιδεώδους / Α είναι ένα πεπερασμένο σύνολο που αποιελείται από 
Α — ομογενή διώνυμα. Το σύνολο αυτό είναι της μορφής:

{xUl - x Vl, . . . ,x Ui- x v>/de#A(u t ) =  degA(Vi)i  όπου ιη ,ν*  € NTi για 1 <  i <  $}.

Σε αυτό 9α εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του B uchberger για να βρούμε μια βάση 
G rdbner. Οι διαδικασίες σχηματισμού S -πολυωνύμων και της αναγωγής διατη­
ρούν τη διωνυμική δομή. Δηλαδή, κάθε S -πολυώνυμο που δημιουργείται από 
δύο Α -ομογενή διώνυμα, είναι και πάλι Α-ομογενές διώνυμο. Πράγματι κατά 
τη διαδικασία σχηματισμού ενός S -πολυωνύμου από δύο Α-ομογενή διώνυμα, 
απαλοίφεται ένας όρος από το ένα Α-ομογενές διώνυμο κι ένας όρος από το άλλο. 
Ο όρος αυτός είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αρχικών μονώνυμών, των 
δύο Α-ομογενών διωνύμων. Έτσι αυτό που μένει είναι είτε ένα Α-ομογενές διώ­
νυμο το οποίο προκύπτει ως διαφορά των δυο μονώνυμών που απέμειναν, ένα από 
κάθε Α -ομογενές διώνυμο, είτε το μηδέν στην περίπτωση που τα εναπομείναντα 
μονώνυμα ταυτίζονται. Ό μοια η κανονική μορφή ενός Α-ομογενούς διωνύμου. 
μόδιο ενός συνόλου Α-ομογενών διωνύμων, είναι και πάλι Α-ομογενές διώνυμο. 
Πράγματι, έχουμε πως το αρχικό μονώνυμο του Α-ομογενούς διώνυμου,#, διαι­
ρεί ένα μονώνυμο.Q,  του Α-ομογενούς διωνύμου / .  Έτσι κατά τη διαδικασία 
διαίρεσης, αφαιρούμε από το Α-ομογενές διώνυμο / ,  το Α-ομογενές διώνυμο #, 
πολλαπλασιασμένο με ένα μονώνυμο. Με αποτέλεσμα ολόκληρο το μονώνυμο Q 
του / ,  να απαλειφθεί από ένα μονώνυμο του g. Άρα αυτό που μένει 9α είναι είτε 
ένα Α -ομογενές διώνυμο το οποίο προκύπτει ως διαφορά των δυο μονώνυμών που 
απέμειναν, ένα από κάθε Α-ομογενές διώνυμο, είτε το μηδέν στην περίπτωση που 
τα εναπομείναντα μονώνυμα ταυτίζονται. Έτσι, μέσω του αλγορίθμου Buchberger 
η βάση G robner που δημιουργείται, αποτελείται από Α-ομογενή διώνυμα. Κά­
νουμε αυτή τη βάση ελαχιστική και στη συνέχεια ανάγωγη. Παρατηρούμε ότι κάθε 
ανάγωγη βάση G robner του χορικού ιδεώδους / Α, ως προς οποιαδήποτε διάταξη ό­
ρων είναι ένα πεπερασμένο σύνολο Α-ομογενών διωνύμων. Διωνύμων δηλαδή, 
που ανήκουν στο σύνολο {xu — χ ν : i/e#A(u) =  <fc</A(v), όπου u, ν  € Nn }. □

Θα δώσουμε ένα παράδειγμα σχηματισμού ενός Α —ομογενούς S —πολυωνύμου 
από Α —ομογενή πολυώνυμα.

Π α ρά δειγμ α  2 .1 .1 2 . Θεωρούμε το δακτύλιο Q[j:, y y ζ\ εφοδιασμένο με τη βαθμω- 
τή λεξικογραφική διάταξη \xt ζ > y  > χ.  Έστω Α  =  {aj =  1 1 , 0 2  =  14, a 3  =  2}. 
Θεωρούμε τα A —ομογενή διωνυμικά πολυώνυμα /  =  z4y  — χ 2  και g =  zy 3  — χ 4  

που έχουν ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο L  =  z4 y3. Το S -πολυώ νυμο των /  και g
είναι

£ ( / , # ) =  τ ^ / -ζ4ν
* //
ZU3

g  =  2 3Χ 4 -  y 2x 2

Τα πολυώνυμα /  και g είναι Α -ομ ογενή . Δηλαδή για to πολυώνυμο /  έχουμε 
d e g \ ( x 2) — d e g \ ( z 4y) συνεπώς 2 a j =  a 2  +  4aa, ενώ για to πολυώνυμο g έχουμε 
d e g ^ l x 4) =  d e g ^ z y 3) συνεπώς 4ai =  3 a 2  +  8 3 . Για to  S -πολυω νύμο παρα- 
ιηρούμε όχι διατηρεί τη διωνυμική δομή ενώ εξακολουθεί να είναι Α -ομ ογενές
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αφού degA ( z 3x*)  =  4 a x +  3a 3 =  (3a2 +  a 3) +  3a 3 =  3a 2 +  4a 3 και degA {y2x 2) =  
2ax + 2a 2 =  (a 2 +  4a3) +  2a 2 =  3a 2 +  4a3, άρα degA {z3x 4) = degA ( y2x 2).

To ακόλουθο λήμμα είναι ιδιαίτερα σημαντικό, καθώς θα το χρησιμοποιήσου­
με σε αρκετές αποδείξεις.

Λ ή μ μ α  2 .1 .1 3 .  Εστω ότι degA {xh ) =  0 =¥ b  =  0.

Απόδειξη. Έστω A  =  {a i ,  . . . , an} C Zm C Q m ένα σύνολο μη μηδενικών διανυ- 
σμάτων. Έστω ότι d.egA (x b ) =  0 και b  =  (ίη,.. . ,  bn ) 6  N g , με b  φ  0 τότε υπάρχει 
τουλάχιστον μια συνιστώσα του διανύσματος b  μη μηδενική, και χωρίς βλάβη της 
γενικότητας υποθέτουμε ότι είναι η όχ φ  0 και μάλιστα ί>χ >  0. Τότε ο βαθμός  
degA(xh ) =  0  =>
b ia i +  ... +  bnB.n =  0  =Φ·
—6 χβχ =  6 2 a 2 +  ... + b n a n 6  Ν Α , αφού b2,. . . ,b n e  N 0 και a 2 , . . . , a n €  A .  Δη­
λαδή έχουμε ότι 6 χβχ €  Ν Α  και — 6 xax G Ν Α , όμως από τον ορισμό της Ν Α  το 
μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετο του είναι το 0  συνεπώς 6 χΠχ =  0 . 
Εφόσον τα a* 6  Α  είναι μη μηδενικά, έχουμε b\ =  0. Άτοπο, άρα b  =  0 . □

2.2 Καθολικές Βάσεις Grobner για Τορικά Ιδεώδη

Στο τέλος του πρώτου κεφαλαίου ορίσαμε την καθολική βάση Grobner ως την 
ένωση όλων των ανάγωγων βάσεων Grobner του ιδεώδους Ι Α  ως προς οποιαδήποτε 
διάταξη όρων. Τη συμβολίζουμε με UA  και τα κύρια χαρακτηριστικά της είναι πως 
είναι κι αυτή βάση Grobner του ιδεώδους ως προς οποιαδήποτε διάταξη όρων και 
μάλιστα πεπερασμένη σύμφωνα με την πρόταση 1.5.6. Ενώ σύμφωνα μ ε την 
πρόταση 2.1.11 η καθολική βάση Grobner Α -ομογενώ ν διωνύμων αποτελείται 
από Α -ομογενή διώνυμα. Κύριος στόχος στην ενότητα αυτή, είναι να βρούμε έναν 
πιο ακριβή τρόπο περιγραφής της καθολικής βάσης Grobner του Ι Α . Γι’αυτό 
ξεκινάμε δίνοντας τον ακόλουθο ορισμό.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .1 .  Έ ν α  διώνυμο x u+ -  x u του Ι Α καβεΐτα ι πρω ταρχικό  (prim itive) 
αν δεν υπά ρχει διώνυμο  χ ν -  χ ν φ  x u — x u του Ι Α , τέτοιο ώστε το μονώ νυμο  
χ ν να διαιρεί το μονώ νυμο  x u και το μονώ νυμο  χ ν να διαιρεί το μονώ νυμο  x u .

Π α ρ α τή ρ η σ η  2 .2 .2 .  Αν ένα διώνυμο x u+ -  x u είναι πρωταρχικό τότε ο

μ.κ.δ.('αχ, ..., un) =  1,

δηλαδή το διώνυμο είναι ανάγωγο.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .2 .3 .  Το σύνοβο των πρω ταρχικώ ν διωνύμων καβεΐτα ι β ά σ η  G raver  
(Graver basis) του I Α και συμβοβίζεται με G r A .

Το όνομα δόθηκε προς τιμή του Jack  Graver και του έργου του στον ακέραιο  
προγραμματισμό.

Π ρόταση 2 .2 .4 . ΚάΒε στοιχείο της καΒοβικής β ά σ η ς  G robner του Ι Α είνα ι πρω­
ταρχικό.
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Απόδειξη.  Έστω x u+ -  x u ένα  δ ιώ νυμο της κ α θ ο λ ικ ή ς  βάσ ης G rfib n c r  ( Ιχ ,  το 

οπ οίο δεν ε ίν α ι π ρω ταρχικό. Από τον ορισ μό ιη ς  [Ιχ.  9α  υπ ά ρ χει μ ία  δ ιάταξη  

όρων -<, τέτο ια  ώστε το δ ιώ νυμο  x u+ — χ 11 να α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάση G rftb n e r  

{ / ι  ι · · · > / » }  του Ι χ , ως προς α υ τή  τη  δ ιά τα ξη . Επ ίσ ης, το δ ιώ νυμο  αυτό  δεν είνα ι 

π ρω ταρχικό , που σ η μ α ίν ε ι ότι 9 α  υπ ά ρ χει δ ιώ νυμο χ ν -  χ ν φ  χ ι,+ -  x u του 

1 α . τέτο ιο  ώστε το μονώ νυμο χ ν να δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u κ α ι το μονώ νυμο  
χ ν να δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμ ο  x u . Χ ω ρ ίς  βλάβη της γεν ικ ό τη τα ς , υ π ο θέτο υ μ ε ότι 

x u >- x u . Δ ια κ ρ ίν ο υ μ ε  δ ύο  π εριπ τώ σεις:

1. χ ν+ >- χ ν " .

Κ αθώ ς το δ ιώ νυμο χ ν -  χ ν €  Ι α , υπ ά ρ χει ϊ  6  { l , . . . , s } ,  τέτοιο  ώστε 

το α ρ χ ικ ό  μ ονώ νυμ ο  του να δ ια ιρ ε ί το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο του δ ιώ νυμου  

χ ν — χ ν . Ό μ ω ς  l m ( x v -  χ ν ) =  χ ν κ α ι το μονώ νυμο χ ν δ ια ιρ ε ί το 

μο νώ νυμ ο  x u + . Συνεπώ ς, το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο

x u , ά ρ α  το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο l m ( f i )  τα υ τίζετα ι μ ε  το μονώ νυμο x u . α φ ο ύ  

το δ ιώ νυμο  x u+ — x u α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάση G ro b n e r  ( / ι , . . . , / „ )  του  

Ι χ ,  οπότε το / *  =  x u+ — x u . Γνω ρίζουμε όμω ς ότι το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο του  

f i  το οπ οίο ισ ούτα ι μ ε  το μονώ νυμο x u δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο χ ν κ ι αυτό  μ ε
τη  σ ειρά  του δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u . Συνεπώ ς το μονώ νυμο x u ισ ούται

+ + +
μ ε  το μονώ νυμ ο  χ ν , x u =  χ ν . Επ ιπ λέον γνω ρίζουμε ότι το μονώ νυμο  

χ ν δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u απ ’ όπου έχ ο υ μ ε  ότι το x u =  x b x v .
Θ α  δ ε ίξο υ μ ε  ότι x b =  1, δ ηλαδή  ότι b  =  0 . Α φ ο ύ  x u -  x u €  Ι χ  

έ χ ο υ μ ε  ότι d e g x ( x u ) =  d c g x ( x u ) ,  ομοίω ς α φ ο ύ  χ ν -  χ ν €  Ι α  έ ­

χ ο υ μ ε  ότι d e g x ( x v+) =  d e g x ( x v  ) . Ό μ ω ς ισ χύ ει ότι x u+ =  χ ν , ο­

π ότε d e g x ( x u+) =  d e g x ( x v+). Ά ρ α  d e g x ( x u ) =  d e g x ( x y  ) , συνεπώς 

d e g x (x b x v  ) =  degA ( x v ~ )  => degA ( x b ) + degA ( x v ~)  =  degA ( x y ~ ) ά ­
ρα  d e g x ( x h ) =  0 . Σύμφ ω να  μ ε  το λ ή μ μ α  2 .1 .1 3  έχ ο υ μ ε  ότι b  =  0  άρα  

x b =  1. Συνεπ ώ ς το μονώ νυμο x u ισ ούτα ι μ ε  το μονώ νυμ ο  χ ν , οπότε 

x u+ — x u =  χ ν+ — χ ν , άτοπο ε ξ ’ υποθέσεως.

2 . χ ν_  >- χ ν + .
Κ αθώ ς το δ ιώ νυμο  χ ν — χ ν €  Ι χ ,  υπ ά ρ χει i e  ( 1 , . . . , s } ,  τέτοιο  ώστε 

το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμ ο  του f i ,  να δ ια ιρ ε ί το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο χ ν -  χ ν . 
Ό μ ω ς  / m ( x v — χ ν ) =  χ ν κ α ι το μονώ νυμο χ ν δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο  

x u . Συνεπ ώ ς, το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u , το

οπ οίο ε ίν α ι άτοπο εφόσον το δ ιώ νυμο x u — x u α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάση  

G ro b n e r  ( f l t . . . , / s) του Ι χ .

Επ ομένω ς, κ ά θ ε  σ το ιχείο  τη ς  ί / χ  ε ίν α ι πρω ταρχικό.

Α π ο δ ε ίξα μ ε  δ η λα δ ή , ότι η κ α θ ο λ ικ ή  βάση G rd b n e r  ε ίν α ι υποσύνολο της βάσης  

G ra v e r  το υ  A  . Δ ηλαδή

U x  C  Ο τ χ .

□

Α κ ο λ ο υ θ ε ί ένα ς χρήσ ιμος ορισ μός μ ε  τη  β ο ή θεια  του οπ οίου θ α  ο ρ ίσ ουμ ε τα  

κ υ κ λ ώ μ α τα , ο ορ ισ μός του φορέα δ ιανύσ ματος.
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Ορισμός 2 .2 .5 . (φ ορέας δ ια ν ύ σ μ α ιο ς  — v e c to r  su p p o r t)
Ο  φορέας διανύσματος s u p p (u ) ,  ό π ο υ  u  =  (τΐχ, . . . ,u n ) €  Ζη C Qn, ορίζετα ι ω ς το 
σ ύ ν ο β ο :

{i €  { 1 , . . . ,  η} :Ui ^  0 } .

Ορισμός 2 .2 .6 . Το σ ύ ν ο β ο

{χί : είτε χ χ δ ια ιρ ε ί το x u+ ή χ χ δ ια ιρ ε ί το x u }

κ α βείτα ι φορέας διώνυμου (s u p p o r t)  του δ ιω νύμ ου  x u+ — x u και σ υ μ β ο β ίζετα ι μ ε  
s v p p ( x u+ — x u ).

Ισοδύναμα 8α μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε να  ορίσουμε το φ ο ρ έα  ενό ς  διω νύμου x u+ — x u ως 
το σύνολο των μεταβλητών που  εμφανίζονται στο διώ νυμο αυτό. Έ να π α ρ ά δειγμ α  
στο οποίο μ π ο ρ ο ύ μ ε να δούμ ε μια  απλή εφ αρμογή των παραπάνω  ορισμών, είναι 
το ακόλουθο.

Παράδειγμα 2 .2 .7 . Έστω ένα διάνυσμα u  =  (—5, 2 ,0 , —2, —1 ,3 ) . Σ ύμφω να μ ε  
τους παραπάνω  ορισμούς, έχο υ μ ε  όχι u + =  ( 0 ,2 ,0 ,0 ,0 ,3 )  και u ~  =  (5, 0, 0, 2 ,1 ,0 ) .  
Ενώ

s u p p (u )  =  {1 ,2 , 4 ,5 , 6} ,  

και
s u p p ( u + ) =  { 2 ,6 }  και s u p p (u ~ )  =  { 1 ,4 , 5}.

Ενώ παρατηρούμε ότι s u p p ( u + ) Ρ) su p p (u ~ ) =  0.
Ε πιπλέον

xu+ =£'22.6>xU =  χ \ χ \ χ $·

Ενώ

supp{xu+ -  x u ) =  supp(x\χ\ -  xfxjxs) =  {Χ2,Χ6,Χΐ,Χ4,Χ5}·

Μια σημαντική κατηγορία διωνύμων του τορικού ιδεώδους Ι α  είναι τα κυκλώ­
ματα.

Ορισμός 2 .2 .8 . (κύκβωμα -  circuit)
Ένα ανάγωγο διώνυμο x u — x u του τορικού ιδεώδους Ι α  καβείται κύκβωμα αν 
και μόνο αν έχει εβαχιστοτικό φορέα, ως προς τη οχέο·η υποσύνοβου. Δηβαδή δεν 
υπάρχει κάποιο άββο διώνυμο της μορφής χ ν+ — χ ν  €  Ι α , ο φορέας του οποίου 
να είναι γνήσιο υποσύνοβο του φορέα του διωνύμου x u+ — x u .

Το σύνολο όλων των κυκλωμάτων ενός τορικού ιδεώδους Ι α  υπεράνω ενός 
συνόλου Α, συμβολίζεται με C a ■

Παρατήρηση 2 .2 .9 . Έστω x u+ — x u ένα κύκλωμα του ιδεώδους / Α . Εφόσον 
το x u+ -  x u ανήκει στο / Α συνεπάγεται πως rfegA ( x u+) =  d e ^ ( x u ). Άρα 
UiSli + ... + uaa s =  0. Α π’ όπου συμπεραίνουμε πως το διάνυσμα u  ανήκει στον 
πυρήνα K e r %Α. Έ χουμε δηλαδή μια σχέση εξάρτησης και μάλιστα ελαχιστική από  
τον ορισμό του κυκλώματος. Αυτό σημαίνει ότι από το σύνολο {sn/xi G supp(c)}, 
όπου c = x u -  x u το κύκλωμα του / Α αν αφαιρέσουμε οποιοδήποτε διάνυσμα  
a j  με Xj να ανήκει στο φ ο ρ έα  s u p p (c )  και j  ψ  i τότε τα υπόλοιπα διανύσματα  
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
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Π ρόταση 2 .2 .1 0 . Κό8ε κύκβωμα ανήκει σιην κα8οβική βάση  Grbbner too I  a ·

Απόδειξη. Έστω x u+ — x u ένα κ ύ κ λ ω μ α  του / α · Γ ια  να α π ο δ είξο υ μ ε to ζη ­
το ύ μ εν ο , α ρ κ ε ί να π ροσδιορίσουμε μ ία  κα τά λλ η λη  δ ιά τα ξη  όρων, στην οποία το 

κ ύ κ λ ω μ α  x u -  x u θ α  α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάση G rd b n e r  του / α , ως προς 

α υ τή  τη  δ ιά τα ξη . Θ εω ρ ο ύμ ε μ ία  δ ιά τα ξη  απ αλο ιφ ής -< όπως α υτή  ορ ίσ τηκε στο 
πρώτο κ εφ ά λ α ιο , στο 1 .2 .1 4 , τέτοια  ώστε ο ι μεταβλητές που δεν α νή κο υν  στο φ ο­

ρ έα  s u p p (x u -  x u ), να ε ίνα ι μ εγα λύ τερ ες  από τις μ εταβ λη τές που α νή κ ο υ ν  στο 

φ ορ έα  s u p p (x u — x u ). Θ α  δ ε ίξο υ μ ε  ότι το κ ύ κ λω μ α  x u+ -  x u α ν ή κ ε ι στην 

ανάγω γη  βάσ η G ro b n e r  { / ι , . . . , ως προς τη  δ ιά τα ξη  -<.

Έστω ότι δεν α ν ή κ ε ι, θ α  κ α τα λ ή ξο υ μ ε  σε άτοπο. Α φ ο ύ  το κ ύ κ λ ω μ α  x u+ -  x u 

δεν α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάση G ro b n e r  { / ι υ π ά ρ χ ε ι  i €  { l , . . . , s } .  

τέτο ιο  ώστε το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο του / it να δ ια ιρ ε ί ε ίτε  το μονώ νυμ ο  x u+ ή  το  

μ ο νώ νυμ ο  χ “  . Θ α  α π ο δ είξο υ μ ε το ζητούμενο , κ α τα λή γο ντα ς σε άτοπο, στην 

περίπτω ση π ου το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμο του  f i .  δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u + . Α ν  

δ ια ιρ ε ί το  μ ο νώ νυμ ο  χ “  , α νά λο γα  α π ο δ εικ ν ύ ο υ μ ε  το ζητούμενο .

Έστω f i  =  x u* -  x u< , μ ε  l m ( f i )  =  x u«+ , τέτο ιο  ώστε το  μονώ νυμ ο  x u ‘ να  

δ ια ιρ ε ί το μο νώ νυμ ο  x u + . Τ ό τ ε :

s u p p (x u * ) C  s u p p (x u + ) C  s u p p (x u+ — x u ).

Α φ ο ύ  x u^ >- x u< λόγω  τη ς  δ ιά τα ξη ς α π αλο ιφ ή ς . έπ ετα ι ότι

.supp(xu< ) C  supp{xu+ -  x u ).

Α ρ α ,

5 u p p (x u> -  x Ui ) C  s u p p (x u -  x u ).

Ό μ ω ς  το  x u+ — x u ε ίν α ι κ ύ κ λ ω μ α , δ ηλα δή  έχ ε ι ελα χ ισ το τικό  φ ορέα. Επ ομένω ς,

s u p p ( x u* -  x u< ) =  s u p p (x u+ -  x u ) =  { X j , , . . . ,  x j t }.

A v  u  =  ( u i , . . . ,  u n ) κ α ι  Uj  =  (u^ , . . . ,  ιη κ ) , τότε α φ ο ύ  x u+ —x u €  I  a  έχ ο υ μ ε  

deg A  ( x u + ) =  deg a  ( x u ~ ) . Α ρ α  u +  an + . ..  + u+ ajt =  u~  an + . . . +  u~  a Jt οπότε

« j ia ji +  = °  (!)

Ό μ ο ια  x u,+ — x U| €  / a . ώρα έχ ο υ μ ε  deg a  (x u ,+ ) =  de<?A(xU| )· Ά ρα

U tH  * 7 ,  +  · ' '  +  U th  » * + · · · +  K i t  a i r .

«*ί,βίι +  ·■· +  «.,, a *  = 0 ·  (2)

Ο ι δ ε ίκ τες  { j \ , . . . ,  j t } ε ίν α ι ο ι δ ε ίκτες  των μεταβλητώ ν που εμφ α νίζο ντα ι στο φορέα  

s u p p (x u* -  x u‘ ) =  s u p p (x u -  x u ), δηλαδή  οι δ ε ίκτες  των X j t , . . .  , x j , . Τ α  

σ το ιχεία  μ ε  τους υπ όλοιπ ους δ ε ίκτες  ε ίν α ι μ η δ εν ικ ά . Δ ηλαδή αν ε ίνα ι u *  =  0 . 

τότε το  χ *  δεν α ν ή κ ε ι στο φ ορέα *u p p (x u -  x u ) κ α ι to  k  δεν  α ν ή κ ε ι στο σύνολο  

{ j u  · · · , }· Αντίστοιχα αν ε ίνα ι Uk φ  0, τότε το χ *  α ν ή κ ει στο φ ορέα s u p p (x u -

x u ) κ α ι το k  α ν ή κ ε ι στο σύνολο { j i , . . . , j t }.  όπου k  — 1 , . . . , π.
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Έστω Uk ^  Ο δηλαδή k  €  { j i ,  · ■ · , j t } ·  Θεω ρούμε

Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (2 ) μ ε  λ  κ α ι την α φ α ιρ ούμε από τη σχέση (1 ) ,  οπότε 
προκύπτει η εξής σχέση :

uji a j i  +  · · · +  uj t &jt ~  aj-1 +  . . .  +  Uijt a j t ) =  Oa^j +  iuj 2 ~  ^ u ij2 ) a .?2 · ■ ·

+ ( u jt -  λuijt )ajt =  0 .

Επειδή το διώνυμο x u+ — x u είνα ι κύκλω μα, έπεται ότι τα δ ιανύσ ματα { a  j2, ■ ■ ■, a  } 
είνα ι γρ αμμικώ ς ανεξάρτητα, δηλαδή

Uj2 — 0 , . . . , ujt — 0.

Διαφορετικό θ α  ε ίχ α μ ε ένα νέο δ ιάνυσμα ν  =  (0, u j2 — Xu2. , . . .  ,Ujt — Xuij t )
μ ε  το φορέα του αντίστοιχου διώ νυμου. supjj(xv+ — χ ν ) =  {x j2, γνήσια
μικρότερο του ελαχιστοτικοΰ { x j i ,X j2, ■ ··, Xjt }, άτοπο. Άρα,

Uj
u  =  A u i =  ——  Uj.

ΊΙ-i

Διαιρώντας μ ε  το μέγισ το κοινό δια ιρέτη  των Ujl κ α ι μ*. , μπ ορούμε να  υπ οθέσ ου­
μ ε  ότι

u  =  - U i ,  (3 )
μ

όπου κ, μ  ε ίνα ι πρώτοι μεταξύ  τους. Τότε

( μ η 01 , · · · , p u j t ) =  ( k u 2Ji KUiJ t ).

Για κά θε  I =  1 , ..., t, έχ ο υ μ ε

μ u j l =  KUij{ 6  Ζ.

Από την τελευταία  σχέση, έπεται ότι το κ  δ ια ιρ εί το μ η ^ .  Ό μ ω ς ο μέγισ τος κο ινός  
δια ιρέτης των κ  κ α ι μ  ε ίνα ι μονάδα, αφού ε ίνα ι πρώτοι μ ετα ξύ  τους, άρα το κ  

δια ιρεί το Uj,, γ ια  όλα τα / =  1, ... ,£. Το  διώνυμο x u+ — x u ε ίνα ι ανάγω γο, ως 
κύκλω μα, οπότε υποχρεωτικά είνα ι κ  =  1, δ ιαφ ορετικά  Θα ήταν

x u+ - x u~ = χ * ν+ - χ κ ν _ ,

το οποίο δ ια ιρείτα ι από το διώ νυμο χ ν -  χ ν κ ι άρα το διώ νυμο x u — x u δε 
θα  ήταν ανάγωγο. Γ ια  κ  =  1 η σχέση (3 ) γ ρ ά φ ετα ι:

1
u  =  - U i

μ
κ α ι συνεπάγεται ότι

U i =  μ\ι.

Αυτό σ ημαίνει ότι το μονώ νυμο x u+ δ ια ιρ εί το μονώ νυμο x u<+ κ α ι το μονώ νυμο  

x u δ ια ιρεί το μονώ νυμο χ “ · . Επίσης, υπ οθέσαμε ότι το μονώ νυμο x u<+ δ ια ιρ ε ί 

το μονώνυμο x u . Συνεπώς x u =  x u< . Αρα, θα  είνα ι μ  =  1. Τ ελ ικ ά ,

x u -  x u =  χ  * -  x u· ,
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το οποίο είναι άτοπο, αφού υποθέσαμε ότι το διώνυμο x u+ — x u δεν ανήκει στην 
ανάγωγη βάση G rdbner { / ι , . . . , ως προς τη διάταξη ~<.

Αντίστοιχα, καταλήγουμε σε άτοπο και στην περίπτωση που το αρχικό μονώ­
νυμο του / ; ,  h n ( fi ) ,  διαιρεί το μονώνυμο x u .

Τελικά, το κύκλωμα x u  ̂ - x u ανήκει στην ανάγωγη βάση GrObner { / ι , , . 
ως προς τη διάταξη άρα ανήκει και στην ένωση όλων των ανάγωγων βάσε­
ων G rdbner, ως προς οποιαδήποτε διάταξη όρων, δηλαδή ανήκει στην καθολική 
βάση G robner του / α ·

Αποδείξαμε λοιπόν, ότι το σύνολο των κυκλωμάτων του τορικού ιδεώδους Ια  
είναι υποσύνολο της καθολικής βάσης G robner του Ι α  · Δηλαδή

Ca  C Uα ·

□
Π αρατήρηση 2 .2 .1 1 . Στο  τέλος της απ όδειξης τη ς  ανωτέρω πρότασης ε ίχ α μ ε  ότι

+ -f
το τη =  μ η  κ α ι σ υ μ π ερ ά να μ ε ότι το μονώ νυμο x u δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u< κ α ι το 

μο νώ νυμ ο  x u δ ια ιρ ε ί το μονώ νυμο x u> . Π ρ ά γ μ α τι, αφ ού το u , >  u  συνεπ άγεται 

πως το x u \  x U i. Ά ρ α  το μονώ νυμο x u+ \  x u« κ α ι το μονώ νυμο x u \  x u· .

Σ τη  σ υ ν έχ ε ια  θ α  δώ σουμε ένα  χ α ρ α κτη ρ ισ μ ό  αχα σ το ιχεία  της βάσης Graver. 
Γ ια  το σκοπό α υτό  θ α  δώ σουμε τον α κό λο υθο  ορισμό.

Ο ρισμός 2 .2 .1 2 .  Το διάυυσμα a € Zn . a =  ( α χ , . . . , βέμε ότι είναι σύμμορφ ο  

ά δ ρ ο ισ μ α  (conformal sum) δύο μη μηδενικών δίαν ναμάτων b, c € Ζ" δηβαδή  a =  
b  + c c, αν και μόνο αν a  =  b  +  c  κ α ι |<ij| =  |6t | +  |^ |  για κάθε i =  1 ,..., η.

Ο ρισμ ός 2 .2 .1 3 .  Έστω  a ,b  6 Ζ" δύο διανύαματα, τότε βέμε ότι a ^  b  αν και 
μόνο  αΐ) a  -  b € NJ δηβαδή αν κάδε συνιστώσα του διανύσματος a — b είναι δετική 
ή μηδενική (μη αρνητική).

Π αρατήρηση 2 .2 .1 4 .  Από τον ορισ μό π ροκύπ τει πως το α , =  b, +  c, κ α ι τα 

ai,bi,Ci  ε ίν α ι ο μ ό σ η μ α , αφ ού |α;| =  |6,| +  |cj| => |6, +  c ,| =  |6*| +  |cj| γ ια  κ ά θ ε  

ί — 1, . . . ,η .  Π ιο  α ν α λ υ τ ικ ά  δ ια κ ρ ίν ο υ μ ε  τ ις  α κό λ ο υ θ ες  περιπτώ σεις:

1) Α ν  a-i > 0  =$■ b( >  0  κ α ι ('■{ ^  0.
2) Α ν  η* <  0 =Φ· bi ^  0 κ α ι c.i ^  0.
3 ) Α ν  cii =  0 =>· bi =  0 κ α ι γ * =  0.

Π ρόταση 2 .2 .1 5 .  Τ α  στοιχεία x u+ -  x u της β ά σης Graver του ΙΑ, είναι ακριβώς 
εκείνα για τα οποία το u  φ  0, u  6 ΚβΓχΑ, και το u  δεν μπορεί να γραφεί ως 
σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων ν χ , ν 2 €  KevzA.

Απόδειξη. Έστω x u+ -  x u α ν ή κ ε ι στη βάση Graver του ΙΛ. Ισ χυρ ιζόμασ τε ότι το 

u  δεν μ π ο ρ εί να γ ρ α φ εί ως σ ύμμορφ ο ά θρ οισ μα  δυο μ η  μ η δενικώ ν διανυσμάτω ν  

ν χ , ν 2 S K erzA .  Έστω ότι αυτό δεν ισ χύ ει, θ α  κ α τα λ ή ξο υ μ ε  σε άτοπο. Α ρ α  το 

u  =  v i  + c V 2 μ ε  ν χ , ν 2 €  K e r z A  γρ ά φ ετα ι ως σ ύμ μ ο ρ φ ο  ά θρ ο ισ μ α . Τ ό τε  

|τζ,| =  |υχί| +  \v2i\ όπου u  =  ( τ η , . . . , u „ ) ,  νχ =  ( νχχ , . . . , υχ„ ) ,  ν 2 =  (ν2ι, ···, v2n).

1η περίπτωση

Αν το Ui > 0, το v u  ^  0 και το v2i >  0. για κάθε i =  1 ,...,π  τότε έχουμε
«ί =  v u  + v 2i =Φ· Uj ^  v u  ^  0 => Ui ^  0 =* w, =  u,+ . όμοια t>u =  v f t . Αρα
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Ui ^  vu u f  ^  V+1ί·

2η περίπτωση

Αν το Ui < 0, το ν α  ^  0 και το V2 i ^  0, για κάθε i =  1, . . . ,η  τότε έχουμε  
Ui =  vu  +  v2i =» Ui ^  vu  ^  0 =» tij ^  0 =>· Ui =  - u ” ,'όμοια υχ* =  Άρα
l it  ^  Wit => - l i t -  ^  - l i f t  =► wt7 ^  υ Γί·

3η περίπτωση

Αν το Ui =  0 => το υχί =  0 και το V2% =  0.
Έ χουμε δείξει λοιπόν ότι u f  ^  v f  και u f  ^  v f  για κάθε % =  1, . . . , η  συνεπώς 
u + ^  ν +  και u — ^  . Άρα έχουμε ότι χ ν ι \ x u+ είναι χ ν ι \ x u , δηλαδή το
διώνυμο x u+ — x u δεν είναι πρωταρχικό. Άτοπο εξ’ υποθέσεως.

Αντίστροφα υποθέτουμ ε ότι u  φ  0, u  (Ε Ker^A και το u  δεν μ π ο ρ εί να  γ ρ α ­
φεί ως σύμμορψ ο άθροισμα δύο μη  μηδενικώ ν διανυσμάτων V i , V 2 €  Ker^A. 
Ισχυριζόμαστε ότι το διώ νυμο x u -  x u είναι πρωταρχικό, δηλαδή α νή κει στη 
βάση Graver του ιδεώδους Ια - Έστω όχι, θα  καταλήξουμε σε άτοπο. Α φού το 
διώνυμο x u -  x u δεν είναι πρωταρχικό συνεπάγεται πως υ π ά ρ χει ένα  άλλο διώ­
νυμ ο χ ν -  χ ν € Ια  τέτοιο ώστε χ ν+ \ x u+ και χ ν \ x u . Τότε α π ό  τη μερική  
διάταξη που ορίζεται από τη διαιρετότητα έχο υ μ ε  u + ^  ν + , u “ ^  ν ~ ,  δη λα ­
δή u + -  ν + ^  (0, ...,Ο) και u ~  — ν ~  ^  ( 0 , . . . , 0 )  δηλαδή u + -  ν + G Ng και 
u" -  ν ~  €  N g · Δηλαδή u-i+ -  V{+ 6  Ng και Ui~ -  υi~ €  Ng για  κάθε i =  1, ...,η . 
Συνεπώς Ui+ ^  Vi+ και uj~ ^  v.L~ για  κάθε i =  1 ,.,.,η . Τώρα λο ιπ ό ν  γ ρ ά φ ο υ μ ε  
το διάνυσμα u ως το άθροισμα των διανυσμάτων ν ,  u — ν  τα οποία  α νή κ ο υ ν  στον 
πυρήνα K ergA. Έ χο υ μ ε δηλαδή u  =  ν  -Γ (u -  ν), θα α π οδείξουμ ε ότι το ά θροι­
σμα αυτό είναι σύμμορφ ο. Για το σκοπό αυτό αρκεί να δείξουμε σύμφ ω να  μ ε  τον 
ορισμό του σύμ μ ορφ ου  αθροίσματος, ότι η απόλυτη τιμή του αθροίσματος ισούται 
με το άθροισμα των απολύτω ν τιμών. Δηλαδή για  να  έχ ο υ μ ε  σ ύ μ μ ο ρ φ ο  ά θροισμα  
9α δείξουμε ότι |«.ή =  |^  +  (u  — =  |iij| +  |(τι — υ)χ|. Α πό την τελευταία οχέση
συμ π ερα ίνουμ ε για  τα Vi,Ui,Ui — ι ότι είναι ομόση μα .

1η περίπτωση

Αν το Vi >  0, Vi =  υ *  =» 0 <  Vi =  v f  ^  u f .  Άρα u f  > 0 =*> Ui >  0
Ui =  u t  => u f  ^  v f  ■=$> Ui ^  =Φ> Ui -  Vi ^  0. Άρα >  0, u { > 0, Uj -  υ* ^  0,
δηλαδή είναι ομόσημα.

2η περίπτωση

Αν το tn < 0. =*► =  - v f  < 0 =Φ· v f  >  0 =>· u f  ^  v f  > 0 =► u f  >  0 =*
υ-i <  0 =i> Ui =  - u f .  Άρα u f  -  v f  ^  0 => -?/* +  v t ^  0 =Φ> 7 π  -  ^  0. Άρα
Vi <  0, Ui <  0, Ui — Vi ^  0, δηλαδή είναι ομόσημα.

3η περίπτωση

Αν vt =  0 τότε u, =  τη είναι ομόσημα αφού είναι ίσα.
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Α ρ α  π ρ ά γ μ α τι σε κ ά θ ε  περίπτωση τα ιη , ν,,  υ , — ε ίνα ι ομ ό σ η μ α  συνεπώς το 

lu il =  Ιν«Ι +  10* -  υ ) ι |  => I Vi +  (u  -  υ ) ί |  =  |Vj| 4- Ι(ιι -  ν ) ι |  Υ»α κ ά θ ε  i == 1 , ..., η. 
Δ η λαδή  κ α τα φ έρ α μ ε  κ α ι γ ρ ά ψ α μ ε  το ι ι  ως σ ύμ μ ο ρ φ ο  ά θρ ο ισ μ α  δυο  μ η  μ η δ εν ι­
κών δ ιανυσ μάτω ν των ν ,  u -  ν  μ ε  ν  €  K e r z A , u -  ν  6  Κ β Γ ζΑ . Τ ο  οποίο ε ίνα ι 
άτοπ ο. □

Π αρατήρηση  2 . 2 . 1 6 .  Έ χ ο υ μ ε  ότι το δ ιά νυσ μ α  u G K e rχ Α ,  το δ ιά νυσ μ α  ν  €  
K e r z A  συνεπώς u  -  ν  €  K e r z A .

Θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε τώρα το ιδεώ δες Ι α ,b κ α ι αμέσω ς μ ετά  θ α  π α ρ α θέσ ο υ μ ε ένα  
λ ή μ μ α  που σ χετίζετα ι μ ε  το ιδεώ δες αυτό.

Ο ρισμ ός 2 . 2 . 1 7 .  Έστω Α  ένα σύνοβο διανυσμάτων και b  6 Ν Α .  Ορίζουμε το
ιδεώδες IA,b =  ( Β / Β  e  Ι Α μ ε ά β ς Α ( Β )  <  b ) .

Π αρατήρηση  2 . 2 . 1 8 .  Από τον ορ ισ μό 2 .2 .1 7  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ότι το  ιδεώδες ΙΑ,b 

ε ίν α ι υπ οσύνολο του  το ρ ικο ύ  ιδεώ δους Ι Α ·

Λ ή μ μ α  2 .2 . 1 9 .  Α ν το τορικό ιδεώδες Ι Α γεννάται από τα διώνυμα Β \ ,. . . ,  Β , τότε 
το ιδεώδες I A,b γεννάται από εκείνα τα διώννμα Bi με βαθμό αυστηρά μικρότερο
του  b .

Απόδειξη. Θ α  δ ε ίξο υ μ ε  ότι το ιδεώδες I A,b π αράγετα ι από εκε ίν ο υ ς  τους γεννήτο­
ρες Bi του ιδεώ δους ΙΑ που έχουν β α θ μ ό  μ ικρ ό τερ ο  του b . Α ρ κ ε ί να δ ε ίξο υ μ ε  ότι 
ισ χύ ο υ ν  ο ι δύο σχέσεις υπ οσυνόλου. Υ π ο θέτο υ μ ε ότι ο γεννήτορας  

B j  =  x ui -  x ui α ν ή κ ε ι στο σύνολο ( B i / 1 <  i < s μ ε  degA (Bi)  < b )  γ ια  κάπ οιο  

j ,  μ ε  1 <  j  < s. Συνεπ ώ ς έχ ο υ μ ε  degA (B j )  <  b . Α ρ α  ο γεννήτορας Bi  α ν ή κ ει

στο ιδεώ δες Ι Α,b· Δ ηλαδή ( B i / 1 <  % < s μ ε  degA (Bi)  < b )  C I A,b-
+ —

Α ντίσ τροφ α, έστω το δ ιώ νυμο χ ν — χ ν ε ίν α ι γεννήτορας του ιδεώ δους Ι Α,b τότε 

το δ ιώ νυμο  χ ν+ — χ ν α ν ή κ ε ι στο ιδεώ δες Ι Α κ α ι ο β α θ μ ό ς  του ε ίν α ι degA (x v+ -  

χ ν ) <  b . Απ ό την πρόταση 2 .2 .1 4  που β ρ ίσ κετα ι στη μ ετα π τυ χ ια κή  δ ια τρ ι­

βή  του Χ .Τ α τ ά κ η  (2 2 ) γνω ρίζουμε πως το δ ιώ νυμο χ ν+ -  χ ν μπ ορεί να γρ α ­
φ ε ί ως γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υνδυασ μός διω νύμω ν Β ^ , . . . ,  B i, μ ε  μ ο νω νυμ ικο ύ ς  συντελε­

στές, δ η λα δ ή  χ ν+ — χ ν =  x a i ( x u ,i — x u<i )  -|- ... -I- x a ' ( x Ui« — x u<«), μ ε  B it =  

χ ° * ι  — x U(» , . . . ,  B it =  x u<« — x u<«. Ό π ο υ  { 1 , . . . ,  s}  ο ι δ ε ίκτες  των διω-

νύμ ω ν που χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή θ η κ α ν  γ ια  τη ν  π ερ ιγραφ ή του δ ιω νύμου χ ν+ -  χ ν . Έστω 

b j  =  degA (x v+ — χ ν ) τότε ε ίν α ι b  >  b | =  degA (xv+ —χ ν ) >  degA (B ix ) , ..., b  >  

b i  =  degA (x v + -  x v ~ )  >  degA (B i t ). Α ρα degA (B n ) < b ,...,d eg A (B l t ) < b  γ ια  

1 <  <  s.
Α ρ α  ο ι γεννήτορες B j , , . . . ,  B j, α νή κο υν  στο σύνολο

{ B j / 1  <  i < s μ ε  degA (Bi)  <  b }  =Φ 

x v+ — x v =  x f  B j ,  - I - ... 4* x f  B j, α ν ή κ ε ι στο ιδεώδες

( Β , /1  <  i < s μ ε  degA (Bi)  <  b ) .

Συνεπ ώ ς το δ ιώ νυμο x v+ -  x v α ν ή κ ει στο ιδεώδες

(B j/1  < i < s με dcgA (B i) < b).
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Οπότε 7,4,b Q ( B i / 1 <  i < s με degA (B i)  <  b). Αποδείξαμε δηλαδή ότι: 

l A , b  -  ( B i / 1  <  i  <  s με degA (B i ) <  b).

□
Στη συνέχεια ακολουθεί ένα σημαντικό θεώρημα που σχετίζεται με τις βάσεις 

Markov. Στο τρίτο κεφάλαιο θα ασχοληθούμε εκτενέστερα με τις βάσεις αυτές, 
σε αυτό το κεφάλαιο όμως είναι ιδιαίτερα χρήσιμες στις αποδείξεις σημαντικών 
θεωρημάτων και προτάσεων.
Ακολουθεί ο ορισμός των βάσεων Markov.

Ο ρισμός 2 .2 .2 0 . Έ ν α  πεπερασμένο  σύνοβο γεννητόρω ν του ιδεώ δους Ι Α  καβείτα ι 
βάση M arkov του Α . Έ ν α  πεπερασμένο  σύνοβο ονομάζεται εβαχιστοτικό  σύνοβο  
γεννητόρω ν ή εβαχιστοτική βάση M arkov του ιδεώ δους Ι Α  α ν  δ εν  υ π ά ρ χε ι γνήσιο  
υποσύνοβο του που να είναι β ά σ η  M arkov του ιδεώδους Ι Α .

Ο ρισμός 2 .2 .2 1 . Η  ένωση των εβαχιστοτικώ ν β ά σεω ν M arkov του Α  καβείτα ι 
καδοβική βάση M arkov του Α .

Θ εώρημα 2 .2 .2 2 . Έστω { Β χ ,.. . ,  B s } εβαχιστοτικό σύστημα γεννητόρω ν του ιδε­
ώδους Ι Α τότε το Β τ α νήκει στη β ά σ η  Graver του ιδεώ δους Ι Α  γ ια  κ ά δ ε  i =  1 , ..., s. 
Δηβαδή η καδοβ ική  β ά σ η  M arkov είνα ι υποσύνοβο της β ά σ η ς  Graver.

Απόδειξή. Έστω ότι υπάρχει ένα διώνυμο B i =  x ut  — χ υ* που ανήκει στο σύνολο  
{ Β ι , . . . ,  B s } και το B t δεν ανήκει στη βάση Graver του ιδεώδους Ι Α . Συνεπώς 
το Bi δεν είναι πρωταρχικό. Άρα υπάρχει ένα διώνυμο χ ν — χ ν £  Ι Α  με  
:;:ν+ -  χ ν  φ  . x 'u > —  x u> τέτοιο ώστε χ ν+ \ x u? και χ ν \  χ υ * . Αφού χ ν +  \  x u  ̂
συνεπάγεται ότι x u > =  x ax v+ με x a φ  1, δηλαδή degA (x a )  φ  Ο κι αφού χ ν  \ x u* 
συνεπάγεται ότι x Ui =  x bx v με x b φ  1, δηλαδή degA (x b ) φ  Ο, σύμφωνα με την 
πρώτη περίπτωση της απόδειξης της πρότασης 2 .2 .4 . Άρα το Β ι  =  χ ϋί  — x u* =  
x ax v+ -  x bx v =  x ax v+ -  x ax v -)-x ax v -  x bx w~ =  x a (xv+ -  x v ~ ) +  x v '  (x a -  
x b). Συνεπώς

Bi = x a ( x v+ -  x v ~ ) +  x v ~ ( x a -  x b ).

Α ραdagA (x u*+ ) =  de.gA ( x ui ) =» degA (x a)+ degA (x v+) =  degA (x b )+ d eg A ( x v  ) =» 
degA (x a) = degA (x b ), αφού x v -  x v £ I A . Άρα τελικά το διώνυμο x a — x b 
ανήκει στο ιδεώδες Ι Α .
Το διώνυμο B i =  x u< — x u* έχει βαθμό degA (B i) =  bj. Είναι B i =  x a (x v+ — 
x v ) + x v (x a - x b) άρα degA (x v+ - x v ) <  degA ( B L) — b i κ α ιdegA (x a - x b ) < 
drgA (B t) =  bi. To διώνυμο x v+ — x v έχει βαθμό b. Συνεπώς b , =  d e g A ( x u t  — 

x u> ) >  degA (x v — x v ) =  b. Δηλαδή bj >  b. To διώνυμο x v+ — x v ανήκει 
στο ιδεώδες I A  — ( Β ι , ..., Β„), συνεπώς από την πρόταση 2 .2 .1 4  που βρίσκεται 
στη μεταπτυχιακή διατριβή του Χ.Τατάκη [22J το διώνυμο χ ν+ — χ ν γράφεται ως 
γραμμικός συνδυασμός διωνύμων με μονωνυμικούς συντελεστές δηλαδή

χ -  χ ν '  =  x ai ( x u n  - x u h )  + ... +  x a‘ [ χ <  -  xuU.)

με B u =  x um -  x u*i, ..., B lt = x Ui< -  x u<<.. Ό που { i i , . . . , i t } C { l , . . . , s }  oi 
δείκτες των διωνύμων που χρησιμοποιήθηκαν για την περιγραφή του διωνύμου  

. Το διώνυμο χ ν — χ ν ανήκει στο ιδεώδες:χ ν - χ ν

! Α Μ  =  (B j /1  < j < n  με degA (B j)  <  bi)
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αφού degA (B ix) <  degA (x v * -  χ ν ) =  b  < b χ, ...,degA (B it) < degA (xv * -  
x v ) =  b  <  b t . Ό μοια to  διώνυμο x“ — x b ανήκει σιο ιδεώδες:

lA.bi =  (B j/1  < j < s μ c  degA (B j)  < b<>.

Θα δείξουμε ότι

( Β χ , . . . ,  Β χ , ..., B a) — ( Β χ , ..., Ζ?,·_ι, Β χ + χ , ..., B a).

Η μια κατεύθυνση είναι προφανής, δηλαδή ( Β χ , ..., Β χ _ ι, Β χ + 1 , ..., B a) C ( B x , . . . ,B „ .  
αφού το σύνολο {Β χ ,..., Β χ - χ ,  Β χ + χ , . . . ,  Β „ }  είναι υποσύνολο του { Β χ , . . . ,  Β χ , ..., £?,}. 
Μένει να δείξουμε ότι

( Β χ , Β χ , . . . ,  B s ) C  ( Β χ , . . . ,  Β χ - χ ,  Β χ + χ , . . . ,  B a ) .  

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι κάθε γεννήτορας ίου συνόλου

{ Β χ , . . . ,  Β χ , . . . ,  B a }

βρίσκεται στο σύνολο
{ Β χ .........Β χ - χ , Β χ + χ , . . . ,  Β „ } .

Προφανώς τα Β χ , . . . ,  Β χ _ χ ,  Β χ + χ ,  . . . , B S βρίσκονται και στα δύο σύνολα. Απομένει 
να δείξουμε ότι το Β χ  ανήκει στο { Β χ , . . . ,  Β χ - χ ,  Β χ + χ , . . . ,  Β „ } .

Έ χουμε το διώνυμο Β χ  =  x U i « — x u<t =  χ ® ( χ ν +  — χ ν  )  - f  χ ·ν  ( χ “  -  x b ) .

όπου χ ν — χ ν € ^A,bi και x a — x b 6 lA ,bt συνεπώς και το Β χ  ανήκει στο ιδεώδες 
Ι Α,bj · Αρα σύμφωνα με το λήμμα 2.2 .19 το Β χ  ανήκει στο σύνολο

(B j/1  < j  < s με degA (B j) < b j)

το οποίο είναι υποσύνολο του ( Β χ , . . . ,  Β χ - χ ,  Β χ + χ ,  . . . , Β „ ) ,  συνεπώς το Β χ  ανήκει 
στο σύνολο ( Β χ , . . . ,  Β χ - χ , Β χ + χ , . . . ,  B s ) .

Αρα δείξαμε ότι το σύνολο ( Β χ , . . . ,  Β χ , . . . ,  B s ) είναι ίσο με το ( Β χ , . . . ,  Β χ - χ ,  Β χ + χ , . . . ,  B s ) 

Ό μω ς το σύνολο ( Β χ , . . . ,  Β χ - χ ,  Β χ + χ , . . . ,  B s ) είναι σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους 
Ι α  γνήσιο υποσύνολο του ελαχιστοτικού, δηλαδή του συνόλου ( Β χ , . . . ,  Β χ , . . . ,  Β „ ) .  

άτοπο. Οπότε το διώνυμο Β χ  ανήκει στη βάση Graver του ιδεώδους Ι Α . Εφόσον 
μια τυχαία ελαχιστοτική βάση Markov είναι υποσύνολο της βάσης Graver του ιδε­
ώδους Ι Α . συνεπάγεται πως κάθε ελαχιστοτυτή βάση Markov είναι υποσύνολο της 
βάσης Graver. Αρα η καθολική βάση Markov είναι υποσύνολο της βάσης Graver 
του ιδεώδους Ι Α . □

Π αρατήρηση 2 .2 .2 3 . Στην απόδειξη σημαντικό ρόλο έπαιξε η διάταξη των βαθ­
μών στο ΝΑ. Για να ορίσουμε τη διάταξη έπρεπε (N A )f ) - (N A )  =  {0}. Στις 
περιπτώσεις που για κάποιο Α  δεν ισχύει αυτό, το θεώρημα 2.2.22 δεν ισχύει.

Π αράδειγμα  2 .2 .2 4 . Θεωρούμε το σύνολο διανυσμάτων A  = {aj =  (1,0), β 2  =  
( - 1 ,0 ) ,  a 3 =  (0,1), a 4  =  (0 ,-1 )}  και τον πολυωνυμικό δακτύλιο K \x ,y ,z ,w ) .  
Τότε το τορικό ιδεώδες Ι Α  είναι το εξής:

Ι α  =  ( x y ~  1 , z w -  1).

Θεωρούμε το διώνυμο Β  =  x Uly Uaz Vaw rt* — x v ,y vaz vaw v4 με Β  φ  0, Β  φ x y  — 
1, Β  φ  zw  — 1 που ανήκει στο ιδεώδες ΙΑ . Τότε έχουμε ότι:

dcgA (x u'y UazUaw u*) =  degA (x v'y ',az vaw v*)
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δηλαδή
( ΐ ί ι  -  ν2, ν3 -  u4) =  (Vi -  V2, v3 -  v4 )

αρα
u i  -  v 2 =  r ’i  -  t»2 , v 3 -  ti4 = v3 — v4

Εφόσον ίο διώνυμο είναι B  φ  0 συνεπάγεται πως (iti, v 2, v 3, u 4) φ  (ιη, v 2, v3, v 4). 
Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

1. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι ν χ  >  ν χ ,  τότε αφού ιη >  0 
συνεπάγεται πως το ν χ  φ  0 και μάλιστα ν χ  > 0. Ισχυριζόμαστε ότι u 2 φ  0. 
Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Αφού u 2 — 0 τότε το ν χ  =  ν χ  — u 2 =  
νχ — ν 2 συνεπώς ιΐι =  νχ — υ2 κι από τη σχέση ν,χ > υχ  έχουμε τελικά υ2 <  0, 
άτοπο. Συνεπώς ν 2 φ  0. Για το διώνυμο x y  — 1 παρατηρούμε ότι:

x y \ x Uly U2z U3w u4

και
1 \ x Viy V2z V3w y\

Το διώνυμο Β  είναι διάφορο του x y  — 1, άρα το Β  δεν είναι πρωταρχικό, 
δηλαδή δεν ανήκει στη βάση Graver του ιδεώδους / α ·

2. Υποθέτουμε ότι ν χ  = νχ συνεπώς ν 2 =  υ2. Τότε εφόσον το διώνυμο είναι 
Β 'φ  0 συνεπάγεται πως ν 3 φ  υ3 ή ν 4 φ  υ4. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
υποθέτουμε ότι ν 3 > ν3, τότε αφού υ3 > 0 συνεπάγεται πως το ν 3 φ  0, και 
μάλιστα ν 3 > 0. Ισχυριζόμαστε ότι ν 4 φ  0. Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε 
άτοπο. Αφού ν 4 =  0 τότε το ν 3 =  ν 3 — ν 4 = ν3 — υ4 συνεπώς ν 3 =  ν 3 — ν 4 

κι από τη σχέση ν 3 > ν 3 έχουμε τελικά ν4 < 0, άτοπο. Συνεπώς ν 4 φ  0. 
Για το διώνυμο zw  — 1 παρατηρούμε ότι:

z w \ x Uly U2z U3w u*

και
1 \ x Vly V2z V3w V4.

Το διώνυμο Β  είναι διάφορο του zw  — 1, άρα το το Β  δεν είναι πρωταρχικό, 
δηλαδή δεν ανήκει στη βάση Graver του ιδεώδους Τα  ·

Συνεπώς τα μοναδικά στοιχεία της βάσης Graver του ιδεώδους Ι α  είναι τα διώνυμα
x y  — 1, zw  — 1. Δηλαδή

G r/χ =  {x y  -  1, zw  -  1}.

Θεωρούμε το ιδεώδες Μ  =  (1 — (x y ) 2012(zw )2013t 1 — ( x y )2011 ( z w )2012) . Παρα­
τηρούμε ότι:

1. Το διώνυμο l - ( x y ) ( z w )  =  1—( x y )2012(z w )2013 — ( x y ) ( z w ) ( l—( x y ) 2011( z w )2012), 
συνεπώς διώνυμο 1 — (x y ) ( z w ) ανήκει στο Μ .

2. Το διώνυμο 1 -  x y  =  (1 -  (x y )201:i(2 u>)2013) — xy{  1 -  ( x y )20i2( z w )20Vi), 
όπου 1 -  ( x y )20ri( zw )2m3 — l 2013 -  (χτ/)2013(ζΊυ)2013 =  (1 -  ( x y ) ( z w ))
(1 +  (x y ) (z w )  + ... +  (x y )2012(zu;)2012).
Δηλαδή:
I -  x y  =  (1 -  ( x y ){ z w )){ \  +  (x y ) (z w )  +  ... +  (x y )2012(^ix;)2012) -  
x y ( I - ( x y ) 2012(2 io)2(J13), κι αφού τα διώνυμα 1 - ( x y ) ( z w ) ,  l —{ x y )2012{zw )2013 
ανήκουν στο Μ  συνεπάγεται πως 1 -  x y  ανήκει στο Μ .
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3. Το διώνυμο 1 — zw  =  1 — (x y ) (zw ) — 2 u/(l -  xy), κι αφού to  διώνυμα 
1 -  (xy )(2 u>), 1 -  x y  ανήκουν οτο Μ  συνεπάγεται πως to διώνυμο 1 -  zw  
ανήκει στο Μ .

Προφανώς και τα διώνυμα x y  -  1, zw  -  1 ανήκουν oto Μ , δηλαδή ιο ιδεώδες / a 
είναι υποσύνολο ίου  Μ .
Ωστόσο τα διώνυμα 1 —(xy)2012(2 Ui)2013, 1 — (xy)20U(2 ti;)2012 ανήκουν στο ιδεώδες 
Ι α , δηλαδή ίο  Μ  είναι υποσύνολο του ιδεώδους Ι \ ·  Άρα τελικά είναι ίσα δηλαδή

Μ  =  (1 -  (xy)2012(zu>)2013, 1 -  (xy)20ll(2 tu)2012) =  (xy  -  1, zw  -  1) =  Ι α

Βρήκαμε ένα ακόμη σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους Ι α , δηλαδή μια ακόμη 
βάση M arkov πέραν της

{xy — 1 , 2 ΐϋ — 1}

η οποία είναι η

{1 -  (xy)2012(zu/)2013, 1 -  (xy)2011(zu;)2012}

που είναι ελαχιστοτική βάση Markov, αφού το ιδεώδες Ι α  δεν είναι κύριο κάτι το 
οποίο αποδεικνύουμε στη συνέχεια. Ωστόσο παρατηρούμε πως υπάρχουν άπειρες 
ελαχιστοτικές βάσεις Markov. Κάποιες από αυτές είναι της μορφής:

{1 -  (xy)fc(z«;)*+ \  1 -  (χ» )* "1 (*«;)*}

όπου k  €  N o -  Άρα η καθολική βάση Markov, ως ένωση των ελαχιστοτικών βάσε­
ων Markov έχει άπειρα στοιχεία, κατά συνέπεια δεν είναι υποσύνολο της βάσης 
G raver που έχει μονάχα δύο.
Τώρα 9α αποδείξουμε αυτό που αναφέραμε παραπάνω. Δηλαδή πως η βάση M ar­
kov είναι ελαχιστοτική, αφού το ιδεώδες Ι α  δεν είναι κύριο.
Αρχικά ισχυριζόμαστε ότι τα διώνυμα xy — 1, zw  — 1 είναι ανάγωγα. Θα το απο­
δείξουμε γ ια  το διώνυμο xy — 1, όμοια αποδεικνύεται και για το διώνυμο zw  — 1. 
Θεωρούμε τη βαθμωτή λεξικογραφική διάταξη >deglcx με χ  > y. Έστω ότι
x y  -  1 = f ( x , y ) g ( x , v ) ,  με

xy = i U dtgUM ) l t ^dcBu A 9 ) ,

αφού ισχύει ότι Διακρίνουμε περιπτώσεις:

1. Ο αρχικός όρος l t <dcaUz( f )  =  a>y. Τότε ο αρχικός όρος « -< * ,,„ (» ) =  1, 
δηλαδή το πολυώνυμο g είναι μονάδα.

2. Ο αρχικός όρος l t ^ lrgUx( f )  =  *· Τότε ο °ΡΧ»κός όρος (y) =  y.
Εφόσον ο αρχικός όρος U<iUtilrx( f )  = χ, τότε το πολυώνυμο /  ισούται με 
αχ +  by + c. Εφόσον ο αρχικός όρος H<Jra,rx(fj) = y. τότε το πολυώνυμο y  
ισούται με =  dy +  e. Άρα για το διώνυμο xy -  1 έχουμε:

xy -  1 =  (αχ +  6y +  c)(dy + e) 

το σύστημα αυτό είναι αδύνατο.

3. Ο αρχικός όρος l t ^ e U x ( f )  =  V- Τότε ο αρχικός όρος l t <HteltM( 9 )  -  x ,  
όμοια με την δεύτερη περίπτωση.
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4. Ο αρχικός όρος l t^ ,UrjUx{ f )  =  1· Τότε ο αρχικός όρος l t <dealcx(g) =  x y ,  
δηλαδή το πολυώνυμο /  είναι μονάδα.

Οπότε το διώνυμο x y  — 1 είναι ανάγωγο όμοια το διώνυμο zui — 1 είναι ανάγωγα. 
Τώρα υποθέτουμε ότι το ιδεώδες Ι α  είναι κύριο, Θα καταλήξουμε σε άτοπο. Ε ίναι:

(1 - x y ,  1 -  zw )  =  ( / )

Άρα 1 -  x y  =  g i f ,  1 — zw  =  9 2 / ·  Όμως το διώνυμο 1 — xy είναι ανάγωγο και ο 
πολυωνυμικός δακτύλιος Κ [χ , y , ζ , ω] είναι Π.Μ.Α, άρα είναι:

/  =  «(1 -  x y ) , α Ε Κ

η
f  =  b ,b e  Κ .

Αντίστοιχα το διώνυμο 1 — zw  είναι ανάγωγο και ο πολυωνυμικός δακτύλιος 
Κ [ χ , y, ζ , ω] είναι Π.Μ.Α, άρα είναι:

/  =  c( 1 — z w ) ,c  Ε /C

Αρα αναγκαστικά το πολυώνυμο /  είναι μονάδα. Αν το πολυώνυμο /  ήταν μονάδα, 
τότε { /)  =  /('[χ, y, ζ, uij. Δηλαδή, (1 - x y ,  1 — zw )  =  /('[χ, ι/, w]. Τότε το 1 ανήκει
στον πολυωνυμικό δακτύλιο Κ [χ , y, ζ, w] =  (1 — x y ,  1 — zw ), άρα

1 =  F ( x , y , z ,w ) (  1 -  xy )  + G ( x ,y , z ,w ) (  1 -  zw )  

όμως για x  = y  — z =  w  =  l  έχουμε ότι 1 =  0, άτοπο.

Πρόταση 2 .2 .2 5 . Η  β ά σ η  G raver του ιδεώ δους ΙΑ είναι ούυοβο γεννητόρω ν του 
ιδεώδους ΙΑ και μ ια  β ά σ η  G robner ως προς οποιαδήποτε διάταξη όρων.

Απόδειξη. Η καθολική βάση Grobner του ιδεώδους ΙΑ, είναι υποσύνολο της βάσης 
Graver του ιδεώδους IΑ, σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .4 . Ωστόσο η καθολική βάση 
Grobner είναι η ένωση όλων των ανάγωγων βάσεων Grobner ως προς οποιαδήποτε 
διάταξη όρων. Άρα περιέχει τουλάχιστον μια ανάγωγη βάση Grobner. Έτσι η βάση 
Graver του Α περιέχει μια βάση Grobner του ιδεώδους IΑ. Εφόσον τα υπόλοιπα  
στοιχεία της, ανήκουν στο ιδεώδες ΙΑ συμπεραίνουμε πως η βάση Graver του Α  
είναι βάση Grobner του IΑ. Αν επιλέξουμε μια οποιαδήποτε διάταξη όρων τότε 
η ανάγωγη βάση Grbbner ως προς τη διάταξη αυτή ανήκει στην καθολική βάση 
Grobner, η οποία είναι υποσύνολο της βάσης Graver. Άρα η βάση Graver είναι 
μια βάση Grobner ως προς οποιαδήποτε διάταξη. Μια ανάγωγη βάση Grobner, ως 
βάση Grobner αποτελεί σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους. Έτσι η βάση Graver του 
Α περιέχει ένα σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους ΙΑ. Εφόσον τα υπόλοιπα  στοιχεία 
της, πέραν των γεννητόρων του ιδεώδους, ανήκουν στο ιδεώδες ΙΑ συμπεραίνουμε  
πως η βάση Graver του Α είναι σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους I Α. □

Τέλος θα δούμε μια σχέση που συνδέει τις ανάγωγες βάσεις Grobner και τις 
βάσεις Markov του ιδεώδους IΑ. Μάλιστα στο παράδειγμα που ακολουθεί Θα γίνει 
χρήση ενός πολύ σημαντικού λήμματος του πρώτου κεφαλαίου σχετικά με τον 
υπολογισμό των βάσεων GrSbner στο οποίο είχαμε κάνει μια ιδιαίτερη αναφορά, 
του λήμματος 1.4.8.
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Παρατήρηση 2 .2 .2 6 . Σ ε  κάθε αναγωγή βάση Grftbner περιέχεται τουλάχιστον 
μια ελαχιστική βάση Markov αλλά κάθε βάση Markov δεν περιέχεται αναγκαστι­
κά σε μια ανάγωγη βάση Grdbner. Δηλαδή υπάρχουν βάσεις Markov που δεν 
περιέχονται σε καμία ανάγωγη βάση Grdbner.

Π αράδειγμα 2 .2 .2 7 . Στο παράδειγμα αυτό θα δείξουμε ότι υπάρχουν βάσεις 
Markov που δεν περιέχονται σε καμία ανάγωγη βάση Gr5bner. Έστω το σύνολο 
Α = { ( 2 ,4 ,4 , 2, 2), (2 ,0 ,0 , 2, 2), (2,4, 0, 2, 2), (2 ,0 ,4 , 2, 2), (3,3, 3,6, 6), (3 ,3 ,3 ,0 ,0 ), 
(3,3, 3, 6 ,0 ), (3 ,3 ,3 ,0 ,6 )} . Για το τορικό ιδεώδες ΙΑ μια βάση Markov δίνεται από
τα διώνυμα χ χ χ 2  — Χ3 Χ4 , χ 5 χ 6  -  χ 7 χ 8 , χ χΧ2 Χ3 χ 4 -  Χ5 χ 6 χ 7 χ 8 · Πιο συγκεκριμένα 
υπάρχουν ακριβώς 12 ελαχιστοτικές βάσεις Markov και είναι οι ακόλουθες:
Αχ =  { j . lJ '2  -  3 33·4ι χ 5χ 6 -  3'73-8>3 i 3 2 ~  x 5 x g }

Α2 =  {ΧχΧ2 -  13*4» £5*6 -  Χ7χ8,χ χχ2 ~  χ5χ0χ7χβ}
Α3 =  {ΧιΧ2 ~  Χ3χ4ιχ5χ6 ~  Χ7χ8.χ ιχ2 ~  x 7x j}
At =  { Χ ι Χ 2  ~  χ3χ4ι Χ5Χ6 ~  Χ7χ8>χίχ2χ3χ4 ~  χ 5χ<}}
A*j —  { χ χ Χ 2  Χ 3χ4) χ5χ6 χ7χ8ι Χ χ Χ 2χ 3χ 4 χ5χ6χ7χβ} 
Α β  =  { Χ \ Χ 2 ~  Χ3Χ4,Χ5Χ6 ~  Χ7Χ8>Χ 1Χ2Χ3Χ4 ~  Χ 7Χ 1}

Αγ — { Χ \ Χ 2  ~  Χ3χ4>χ5χ6 ~  Χ7χ8> Χ 1Χ2Χ3Χ4 ~ χ ί χ £ )

Ag =  {ΧχΧ2 -  Χ3χ4>χ5χ6 ~  Χ7χ8.χ 1χ2χ§χ4 ~ χ5χ6χ7χβ} 
Ag =  {ΧχΧ2 —  χ3χ4)χ5χ6 —  Χ7χ8ι χ 1χ2χ3χ4 ~ χ7χβ}
Αχο =  {Χΐχ 2 -  Χ3Χ4,Χ5Χ6 “ Χ7Χ8,Χ3Χ4 ~ X5X§}
Αχι — {χχΧ2 X 3χ 4ι Χ5Χ6 Χ7Χ8>Χ334 ·̂5363 73β}
Αχ2 =  {x'iX2 χ 3χ 4ϊχ 5χ6 χ 7χ 8> χ 3χ 4 χ 7χβ}*
Η καθολική βάση Markov ίου ιδεώδους ΙΛ είναι η εξής:

Ai U ' U Al2 =

{χχΧ2 -  Χ3χ4,χ5χ6 ~  Χ7χ8,χ ιχ2 ~ χ 5χ6>χ 1 χ 2 ~ χ5χ6χ7χ8ι χίχ 2 ~ Χ 7Χ 8>2_2 _,3—3 ,3_3 ,2—2

- Χ 5Χ6Χ7χ8,χ?χ2χ3χ4 ~ Χ7Χ8> Χ 1Χ2Χ3Χ4 ~ Χ5Χ6> 
Χ ΐ Χ 2Χ$Χ% ~  Χ 5Χ6χ7χ8,χ1χ2χ3χ4 “ χ7χΙ-Χ3Χ4 “ Χ5Χ6-Χ3Χ4 ~ χ5χ6χ7χ8.
Χ1 Χ2 Χ3 Χ4  ~  Χ5χ 6)χ 1χ 2χ 3χ 4

ί .3ί .3 _  r 2r 2l J 3X4 Χ7Χ8 /·
Θα δείξουμε ότι η Markov βάση As δεν περιέχεται σε καμία ανάγωγη βάση 
G robner, όπου δε μας ενδιαφέρει το πρόσημο. Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται 
ότι οι βάσεις Α2, Α 4, Ag, Α 7, Ag, Ag, A n δεν περιέχονται σε καμία ανάγωγη βάση
G robner. Έστω ότι η Markov βάση Α5 =  {x ix 2 -  χ 3 χ 4 > χ 5 χ 6  -  Χ7 χ 8 > χ ι χ 2χ 3 χ 4 ~ 
Χ5Χ6χ 7χ β} περιέχεται σε μια ανάγωγη βάση G robner ως προς κάποια διάταξη 
όρων -< . Θέτουμε /  =  ΧχΧ2 -  χ 3 χ 4 . 9 =  x 5 xc -  χ 7 χ 8 . Λ =  χ ι χ 2 χ 3 χ 4 -  Τ5χ 6χ 7χ 8· 
Τότε η ανάγωγη βάση θα είναι της μορφής { f , g,  Λ,...}. Παρατηρούμε ότι αυ­
τό είναι άτοπο, καθώς το lm (g) \  χ 5 Χοχ 7 χ 8  όποιο κι αν είναι το αρχικό μονώ­
νυμο του g, άρα η βάση δεν είναι ανάγωγη. Συνεπώς βρήκαμε ένα στοιχείο 
που ανήκει στην καθολική βάση Markov και δεν ανήκει στην καθολική βάση 
G robner. Μονάχα τα διώνυμα x fx$  -  χ§Χβ, xfxjj -  ΧγΧ$, χ 3 χ 4  "  χ δχ 6' Χ3Χ4 ~ Χ7Χ8 
ανήκουν σε κάποια ανάγωγη βάση G robner με την κατάλληλη διάταξη όρων, 
τα υπόλοιπα όχι. Αρα μονάχα οι βάσεις Αχ,Α3,Α ιο ,Αχ2 είναι υποσύνολα κά­
ποιας ανάγωγης βάσης G robner με την κατάλληλη διάταξη όρων. Θα δείξου­
με ότι η βάση Αχ περιέχεται σε μια ανάγωγη βάση Grdbner. Με τον ίδιο τρό­
πο αποδεικνύουμε ότι και οι βάσεις Α3,Α ιο,Α ΐ2 περιέχονται σε κάποια ανάγω­
γη βάση G robner με την κατάλληλη διάταξη, Έστω η βάση Αι =  {x ix2 — 
Χ3 Χ4 1  χ 5 χ ο ~ Χ7χ 8 .χ ιχ 2 “  χ 5 χ β}· Ορίζουμε λεξικογραφική διάταξη όρων τέτοια 
ώστε χ 3 >  Χ4  >  χ 7  >  χ 8 >  χ 5  >  χ ο >  χ ι >  χ 2 · Ισχυριζόμαστε ότι η βά­
ση Αι είναι βάση Grdbner. Θέτουμε /  =  - Χ 3Χ4 +  x \ x 2 ,g  — - χ 7 χ 8  +  χ 5 χ 6 »Λ =
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—XgXg+XjXj· Πράγματι παρατηρώντας όχι μ κ δ (/,^ )  = μ κ δ ( / ,  h) — μκδ(/ι, g) — 1, 
και μ κ δ (/ί( /) , lt(g ))  = μ κ 6 ( i t ( f ) ,  lt(h ))  = μ κ 6 ( lt(h ) ,l t(g ))  =  1 σύμφωνα με το 
λήμμα 1.4.8 του πρώτου κεφαλαίου, καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως η βάση 
Α \ είναι βάση Grobner. Παρατηρούμε μάλιστα πως η { —/ ,  ~ g , —h-} είναι μια  
ανάγωγη βάση Grobner ως προς τη διάταξη όρων που ορίσαμε. Συνεπώς δείξαμε 
πως η βάση Αι περιέχεται στην καθολική βάση Grobner.

2.3 Πίνακας Lawrence A ^

Σε αυτό το σημείο θα παραθέσουμε κάποιες έννοιες οι οποίες θα μας απασχολή­
σουν κατά κύριο λόγο στο τρίτο και τέταρτο κεφάλαιο. Ωστόσο είναι απαραίτητες 
σε μας γιατί μας βοηθάνε για τον υπολογισμό της βάσης Graver του ιδεώδους ΙΑ.

Ορισμός 2 .3.1. Θεωρούμε L μ ια  υποομάδα του Ζ71 =  { ( u i , ..., u n ) : ΐί/ G Ζ }. Οι 
υποομάδες του Ζ 71 ουομάζουται κιγκβιδώματα.

Σταθεροποιούμε ένα σύνολο διανυσμάτων A =  { a i ,  . . . ,a n} C TLd C Q d που  
παράγουν τον Q d κι έστω K e r^A  το κιγκλίδωμα των γραμμικών συνδυασμών του 
Α. Το σύνολο διανυσμάτων Α μπορούμε να το παραστήσουμε και στη μορφή ενός 
d χ  η  πίνακα οι στήλες του οποίου είναι τα διανύσματα του συνόλου Α. Δηλαδή

(  a n « 2 1 • · o n i  ^

« 1 2 0 2 2 • · O n 2

\  a l d « 2 ( 1 O n d  j

ΟΠΟυ a] (^ll)---t^ld))···) (®n l) ···) Q-nd) ·
To Α λοιπόν το βλέπουμε με δύο τρόπους, πρώτον ως σύνολο διανυσμάτων και 
δεύτερον στη μορφή πίνακα.
Ορίζουμε τη δεύτερη άρση του πίνακα Α, Α 2̂\  ως εξής:

Α<2> =
Α Ο 
Ο Α
I I

Ό που I ο μοναδιαίος η  χ  η  πίνακας. Το Ι Α  είναι το ιδεώδες:

/ a  =  (x u+ -  x u / degA ( x u+) =  degA ( x u ))

όπου u  =  (τΐι, . . . ,u Tl). Από την παρατήρηση 2 .1 .1 0  έχουμε ότι:

4* —
degA {x u )  =  degA ( x u ) «=> i i i a i  +  . . .  +  u „ a „  =  0 .

(  a n  0 2 1  . .  . O-nl ^ f  Ui \ ( 0 \
a 12 022 ■ · · an2

Δηλαδή ........................................ —

 ̂ α μ/ 02d ■ ■ ■ on(/ J \  “n ) l 0 )
Συνεπώς

+  ... +  a n \u n =  0
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Old^i "i" ··· ■}* On(jttn — 0

δηλαδή A u T =  0 ·<=> u T 6 KerzA. Θα επαναλάβουμε τη διαδικασία για tov πίνακα
AW.

Είναι Α(2> =

Συνεπώς

«*11
d \ 2

«■n 1 
Gn2 • *

u

Old d n d 0 0
0 0 Oil
• Ol2 Qn2

0 0 Old
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
 ̂ Oil Onl 0 0

Ol2 On2 •

Old Ond 0 0
0 0 Oil Onl
• • Ol2 On2

0 0 Old Ond
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

V  0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 \  ί  u i \

u n
Vi

0 0 0 
/  0 \

\ V n /

al lul + ··· +  0 ·η ϊη η  =  0

Vo )

αρα

• y

CL\2u l +  ·■* +  Q-n2u n — 0

+  ··* +  =  0
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και

αη ι>ι +  ... +  ani vn — Ο

α12ν1 +  ··· +  ®η2υη — Ο

aldv l +  ·■· +  a n d v n  ~  Ο -

Είναι A u T =  Ο u T £ ΚβΐχΑ  και Α ν τ =  Ο ν τ 6 ΚβτχΑ. Ακόμη από τις 
τελευταίες γραμμές του πίνακα Α^2\  έχουμε Ui +νχ =  0 +  νη =  0, δηλαδή 
u r +  ν τ =  0 =Φ> v r =  — u T. Τα διανύσματα λοιπόν uT, ν Τ είναι αντίθετα συνεπώς 
ν + =  u “ και ν “ =  u + .
Είμαστε στο δακτύλιο πολυωνύμων Κ [ χ ^ \  ..., X n \ Xj2\  ·■·, Χ η \  ιστορικό ιδεώδες 
στο Α(2) είναι το εξής:

'  7Α(2) =  ( χ ^ "  χ<2>“ -  χ^1̂  χ^2  ̂ / u r G Kerz^l).

Πρόταση 2.3 .2 . Η βάση Graver του Α ^  είναι το σύνοβο:

{ χ ^  χ^2  ̂ — χ ^  χ ^ ’ / x u+ -  x u G GrA}.

+ — — 4-
Απόδειξη. 'Εστω ότι το διώνυμο χ ^ "  x ^ u —x ^ u x ^ u ανήκει στη βάση Gra­
ver του ΙΛ(2), υποθέτουμε ότι το διώνυμο x u+ — x u δεν ανήκει στη βάση Graver 
του Ι α . θα καταλήξουμε σε άτοπο. Αφού το διώνυμο x u+ — x u δεν ανήκει στη 
βάση Graver του Ι α συνεπάγεται πως υπάρχει ένα διώνυμο χ ν — χ ν € Ια με 
x v — χ ν φ  x u+ — x u τέτοιο ώστε χ ν+ \  x u+ και χ ν \  x u . Συνεπώς:

χ(ΐ)ν+ \ χ ( 1)υ+,χ (2)ν~ \ χ ( 2)“~ (1)

και χ ^  \  x ^ u , χ^1̂  \  χ^1̂ (2 ).

Τότε από τη σχέση (1) συνεπάγεται πως το χ(ΐ) χ(2)V" \X (D U+X(2)U“ ενώ από

τη σχέση (2) συνεπάγεται πως το χ ^ ν x W  \  χ^1̂  χ(2)“ και χ^1̂  χ (2)ν —
χ.(ΐ) χ.(2 ) ανήκει στο ιδεώδες/Α(2 ). Άρα το διώνυμο χ^1̂  .x̂ 2 û —χ^1̂  χ^2)"
δεν είναι πρωταρχικό, άτοπο.
Αντίστροφα έστω ότι το διώνυμο x u — x u ανήκει στη βάση Graver του Ι α . υπο­
θέτουμε ότι το διώνυμο χ ^  χ(2) — χ ί1)1* χ(2)υ δεν ανήκει στη βάση Graver
του 7Α(2), θα καταλήξουμε σε άτοπο.

Αφού το διώνυμο χ^1̂  χ ^  — χ^1) χ(2)υ δεν ανήκει στη βάση Graver του
7Α(2) συνεπάγεται πως υπάρχει ένα διώνυμο x ^ v χ(2)ν -  χ^1̂  χ ^ ν 6 IAw  
μ εχ^ 1̂  χ^2ί — χ^1) χ^2) φ  χ^1)** χ ί2)1* — χ ί1)11 χ(2)υ , τέτοιο ώστε
χ.(ΐ)ν+χ (2)ν- \  Χ.(1Γ+Χ.(2)“- και χ^1)ν" χ (2>ν+ \ x ( 1)u‘ x (2)u+. Από τη σχέση
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χ ( ΐ )  χ (2)ν \  χ ί 1)" χ (2)“ , έχ ο υ μ ε  όχι to  \ j ^ ) u κ α ι to  χ (2)ν \  χ(2)"~
Α ρ α  ι ι +  >  ν + =» u +  -  ν + >  (0 , . . . ,Ο)  κ α ι u ”  >  ν ~  =*· u ~  -  ν ~  >  (Ο,.,.,Ο) 
σ ύμφ ω να  μ ε  χον ορ ισ μό 2 .2 .1 3 .  Απ ό ιη  μ ε ρ ικ ή  δ ιά τα ξη  που ο ρ ίζετα ι από τη δ ια ι-  

ρετότητα  έ χ ο υ μ ε  ότι χ ν >  x u =» χ ν \  x u κ α ι χ ν >  x u => χ ν \  χ “ κ α , ΐ0  

δ ιώ νυμ ο  χ ν — χ ν α ν ή κ ε ι στο ιδεώ δες ΙΛ. Α ρα  το δ ιώ νυμο  x u -  x u' 5ev ε(να ι 
π ρω ταρχικό , άτοπο. □

Π ρόταση 2 .3 .3 . Ό ταν ισχύει (Ν Α )  f ]  - (Ν Α )  =  {0} ιότεέχουμε  (ΝΑ*2)) Γ) -(Ν Α *2*)
{0}.

Α π όδειξη . Έ στω το  σύνολο διανυσ μάτω ν A  — { a i , . . . ,a „ } . Τ ό τε  ο αντίστοιχος  
π ίν α κ α ς  Α  ε ίν α ι ο εξή ς

Α  =

Οι στήλες του πίνακα Α  καθορίζουν την ημιομάδα

ΝΑ = {ciai + ... + c n a n / c i  €  Ν0}·
Θεωρούμε τον πίνακα Α^2\

(  a n 021 · • · flnl '
αχ2 022 · • · 0.n 2

 ̂ a ld « 2  d · • &nd )

Α<2> =

an Onl 0 0
Oi2 0-n2 • •

Old O-nd 0 0
0 0 o 11 ®nl
• • Ol2 Qn2

0 0 aid f in d
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

Έστω το σύνολο διανυσμάτων Β  =  { b j , ..., b n , ..., b 2 n } ίου οποίου τα διανύσματα 
είναι οι στήλες του πίνακα Α ^ .  Οι στήλες του πίνακα Α ^  καθορίζουν την ημιο- 
μάδα ΝΒ =  {fcibi +  ... +  k2nb 2n /k t 6 No}.
Ισχυριζόμαστε ότι το μοναδικό στοιχείο που και το αντίθετο του ανήκει στην ημιο- 
μάδα ΝΒ είναι το μηδενικό. Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Υποθέτουμε 
λοιπόν ότι b, —b  ανήκουν στην ημιομάδα ΝΒ και το b  είναι μη μηδενικό. Είναι: 
bj =  (αχι,..., aid, 0 ,..., 0 ,1 ,..., 0),..,,bn = (flni > ·■ ·ι U n d t  0, ...,0 ,0 ,..., 1)
b n+l =  (0, ..., 0, Oil, ...» Ο jd, 1, ...» 0 ).....b2n (0, ..., 0, Onl t * * · i ···» O ’
Έτσι για  τα διανύσματα b , — b  έχουμε: 
b  =  l \b i  +  ... +  Inb n +  /n+ ib n+i +  ... +  liv\>2n
- b  =  m l b i  +  . . .+ m nb n + m „ +ib n+i +  .. .+ m 2 „ b 2 n. ό π ο υ /i , . . . ,  fen. *η ι···»ΤΗ2 η >
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0 .
Θεωρούμε χην απεικόνιση ττ\ : Z2d+n —> Z d, η οποία είναι η προβολή του διανύ- 
σματος στις πρώτες d  συντεταγμένες. Η προβολή 7Γχ είναι γραμμικός μετασχημα­
τισμός οπότε έχου μ ε:
7Ti(b) =  / i 7Tx(bi) +  ... +  /n7Ti(bn) +  Zn+i7Ti(b„+ i)  +  ... 4  /2 nVTi(b2 n)· Ό μω ς για  
1 <  i < η  ισχύει 7Γχ (b./) =  a*, ενώ η  +  1 <  i < 2η  ισχύει π χ ( ^ )  =  0. Άρα τελικά: 
7Γχ(b) =  Ιι&ι +  ... +  Zna n και - π χ φ )  =  ηίχαχ +  ... +  m n a n .
Οπότε 7Tx(b), — 7Tx(b) ανήκουν στην ημιομάδα Ν Α . Συνεπώς από τον ορισμό της 
Ν Α  εφόσον το μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετο του στην ημιομάδα  
είναι το μηδενικό, συνεπάγεται πως 7Tx(b) =  0, δηλαδή Ιχαχ +  ... 4  Zna n =  0. 
Παρατηρούμε ότι Ζχ =  ... =  Ιη =  0. Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Υποθέ­
τουμε λοιπόν ότι υπάρχει ένα U φ  0  τότε έχ ο υ μ ε:
~ h a* =  1\&\ 4  ... 4  U - i a i - i  +  /j+ x a ^ i +  ··· +  Zna n £  Ν Α , 
αφού τα Ζχ,..., Ζ;_χ, Ζί+1,..., Ιη ανήκουν στο Ν0 και a x , ..., a i_x, a i+1, ..., a n ανή­
κουν στο Α.
To Z,ai ανήκει στην ημιομάδα Ν Α , δηλαδή έχουμε ότι Zja* €  Ν Α  και —Ẑ aχ €Ε Ν Α , 
όμως από τον ορισμό της Ν Α  το μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετο 
του στην ημιομάδα είναι ίο μηδενικό, συνεπώς Ẑ a-i =  0 , άρα εφόσον το διάνυσμα  
a, είναι μη μηδενικό, έχουμε /.; =  0. Άτοπο, άρα τελικά Ζχ =  ... =  Ιη =  0. 
Θεωρούμε την απεικόνιση π 2 : Ζ2 d+n -> Z d, η οποία είναι η προβολή του διανύ- 
σματος στις δεύτερες d  συντεταγμένες. Η προβολή 7Γ2 είναι γραμμικός μετασχη­
ματισμός οπότε έχ ο υ μ ε:
π2 (ή) =  /χπ 2 (ήχ) +  ... 4  Ιηπ  2 (b„) 4  Zn+ 1 7r2 (b n+x) 4  ··· 4  Z2nTr2 (b 2n). Ό μω ς για  
1 <  % <  η  ισχύει τγ2 (b i) =  0, ενώ η  +  1 < i < 2η  ισχύει 7T2 (b i) =  α ^ η . Άρα 
τελικά:
4 2 (b) =  Zn+ 1 a x 4-... 4  Z2 na n και - 7r2 (b) =  m n+1ax 4  ... +  m 2 na n .
Οπότε 7r2 (b), —7T2 (b) ανήκουν στην ημιομάδα Ν Α . Συνεπώς από τον ορισμό της 
Ν Α  εφόσον το μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετο του στην ημιομάδα  
είναι το μηδενικό, συνεπάγεται πως 7r2 (b) =  0, δηλαδή Zn+xax 4  ... +  Z2 na n =  0. 
Παρατηρούμε ότι Ζη+χ =  ... =  Ζ2η = 0 .  Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. 
Υποθέτουμε λοιπόν ότι υπάρχει ένα lj φ  0 τότε έχ ο υ μ ε:
~ h aj - n  — Zn+i a i +  ·■· 4  0 - i a (j-x )-n  +  Z(7+x)_na j + 1  4  ... -f- Z2 na n €  Ν Α , αφού  
ί \ ! ■ ·.! Zj — χ j l j+χ , . . . ,  In G No και 3 χ, . . . .  a^j_ χ^_n ,  a^j^x^—n , . . . ,  a n Θ A .
To l jaj ανήκει στην ημιομάδα Ν Α , δηλαδή έχουμε ότι I ja j  e  Ν Α  και —Ij&j G 
Ν Α , άρα από τον ορισμό της Ν Α  το μοναδικό στοιχείο το οποίο έχει και το αντίθετο 
του στην ημιομάδα είναι το μηδενικό, συνεπώς I ja j  =  0 , άρα εφόσον τα διανύσμα- 
τα aj είναι μη μηδενικά, έχουμε lj = 0 .  Άτοπο, άρα τελικά Ιη+1 =  ... =  Ζ2η =  0. 
Συνεπώς το διάνυσμα b  είναι το μηδενικό διάνυσμα αφού

b Ζ χ b χ -)- ... -)- Znb n -|- Ζ π. -ι- χ 1> π+ 1 4  ··· 4  Z2 itb2n

και αποδείξαμε ότι Ζχ =  ... =  Ιη =  Ζπ + 1  =  ... =  Ζ2η =  0, άτοπο αφού υποθέσαμε  
ότι το διάνυσμα b είναι μη μηδενικό. Άρα τελικά το μοναδικό στοιχείο το οποίο  
έχει και το αντίθετο του στην ημιομάδα Ν Β  είναι το μηδενικό. □

Π ρόταση 2 .3 .4 . Για το χορικό ιδεώ δες του δεύτερου κ ΐυακα  L aw rence  Α ^ Κ τα  
ακό/iouda σύνοβα  διωνύμωυ ταυτίζουται:
1) Η βάοτι G raver του JA<a).
2) Κ άθε αυάγω γη β ά σ η  Grdbner.
3) Η  καθοβ ική  β ά σ η  G rdbner του 7Α(2) .
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4) Κάδε εβαχιστοιική βάση  Markov.
5) Η  καδοβική βάση  Markov.

Απόδειξη. Έστω S  μια ελαχιστοτική βάση M arkov του Iaid . δηλαδή ένα ελαχι- 
στοτικό σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους ΙΑ{Ί). Θα δείξουμε ότι η βάση Graver 
του ΙΑ{ΐ), είναι ίση με την S. Σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 ,2 2  . γνωρίζουμε όχι η 
ελαχιστοτική βάση M arkov S είναι υποσύνολο της βάσης Graver του IAu >. Για να 
δείξουμε την ισότητα, αρκεί να δείξουμε ότι η βάση Graver του / A,a> είναι υποσύ­
νολο  της βάσης M arkov S. Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο.
Αφού η βάση Graver του / Α(2 > δεν είναι υποσύνολο της ελαχιστοτικής βάσης Mar­

kov S . υπ ά ρχει ένα στοιχείο g  =  χ ^ * 1 χ (2)“ -  x S ^ u to οποίο  ανήκει στη
βάση Graver του / Α<2) το οποίο δεν ανήκει στην S. Έστω Β το σύνολο όλων των

διωνύμων χ^1) χ^2) -  χ^1) χ (2)ν , που ανήκουν στη βάση Graver του / Α(2)
εκτός του g. Υ ποθέτουμε ότι το σύνολο Β γεννά το ιδεώδες / A<2). Γνωρίζουμε ότι 
ένα διάνυσμα u  G K erzA  είναι πρωταρχικό αν και μόνο αν το αντίστοιχο διάνυ- 
σμα (u , - u )  6  KerzA*2) είναι πρωταρχικό από την πρόταση 2 .3 .2 . αφού η βάση  
Graver είναι ίση μ ε :

GrA(2) = {a:(1>uV 2>u" -  X M U' X W U+ : χ“+ -  xu’ 6 Gr„}·
Έ χο υ μ ε λο ιπ όν  ότι to  g  ανήκει στο ιδεώδες IAw .  αλλά δεν είναι γεννήτορας του. 
Άρα το g σύμφω να μ ε την πρόταση 2 .2 .1 4  που  βρίσκεται στη μεταπτυχιακή δια­
τριβή του Χ.Τατάκη [22] γράφεται ως γρα μ μ ικ ός συνδυασμός διωνύμων του Β. με 
μονω νυμ ικ ούς συντελεστές. Δηλαδή
g  =  a.O>U χ<2>“ '  _ * ( ! ) “ ' Χ·(2Γ "  =

i d ) " 11 χ (2)™12 ( Χ ( 1 Γ 1 + Χ (2 Γ > " _  χ (1)νι Χ ( 2 Γ 1+ ) +  . . .  +
x (ir«Ia.(2)“«2^.(l)Vn+;i.(2)vn- _  3,(l)*»-a.(2)Vn+^

Vi
Ό π ο υ  a^1) 1 x ^  1 — χ ( 1)νι χ (2)ν* , . . . , χ ( 1)ν" χ ( 2)ν" — χ

Κ άποιος α πό τους όρους του διωνύμου χ ^ " 1 χ^2^ 1 - χ ^ 1^ 1 

ρεί το χ ^ * 1 χ (2 υ̂ . Έστω ο όρος χ ( 1)ν* χ (2)νι .

Δηλαδή χ ^ χ ^  =  χ ^ " "  XW " ' => χΟΓ> +

(1)*-“χ(2)ν-+ g β  

χ (2) 6  Β ,  διαι-

a:<2)v ,‘ Vr(i )"+χ (2)“

συνεπώ ς x^1^ 1 \ x ^ u και χ (2)νι \ χ ( 2)“ , οπότε u + >  νχ + , u _ >  V ! - . Αρα 
α π ό  τη μερική διάταξη που  ορίζεται α πό τη διαιρετότητα έχου μ ε x Vl + \ x u+ και 
x v i yx u ^ p Q τ0 διώνυμο x u+ -  x u δεν ανήκει στη βάση Graver κι άρα δεν 
είναι πρωταρχικό, άτοπο αφού εξ’ υποθέσεω ς g  ζ  G r A m .  Αρα η βάση Graver του 
/ Α(2) είναι υποσύνολο της ελαχιστοτικής βάσης S. Άρα τελικά η βάση Graver του 
/ Α(2 > είναι ίση μ ε  την τυχαία ελαχιστοτική βάση M arkov S, κατά συνέπεια είναι 
ίση μ ε κάθε ελαχιστοτική βάση Markov. Συνεπώς η βάση Graver ισούται με την 
καθολική βάση M arkov.
Μια ανάγωγη βάση G r6bner ως προς κάποια διάταξη όρων -<, 6 'χ  είναι σύνο­
λο γεννητόρων του ιδεώδους, δηλαδή είναι μια βάση Markov. Αρα περιέχει μια 
ελαχιστοτική βάση Markov. Στην περίπτωση μας όμως, αποδείξαμε ότι κάθε ελα- 
χιστοτική βάση M arkov είναι ίση με τη βάση Graver του / A<a>. Αρα η βάση Graver 
περιέχεται στην ανάγωγη βάση Grobner G ^ .  ως προς τη διάταξη όρων -<, που  
περιέχεται στην καθολική βάση Gr6bner, που περιέχεται στη βάση Graver. Αρα 
όλες ταυτίζονται. Τουτέστιν η βάση Graver του IAw  ισούται με την καθολική βάση 
G robner του / Α<a> ισούται μ ε  κάθε ανάγωγη βάση Grdbner του / Α<2) ισούται με 
κάθε βάση M arkov του / Α(2) ισούται μ ε την καθολική βάση M arkov του / α<3). □
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Οι προτάσεις 2 .3 .4  και 2 .3 .2 , μας δίνουν ένα τρόπο υπολογισμού μιας βάσης 
Graver του ΙΑ. Αρχικά υπολογίζουμε μια ανάγωγη βάση Grobner του Α ^  η 
οποία σύμφωνα με την πρόταση 2 .3 .4  γνωρίζουμε πως είναι βάση Graver του Α^ . 
Στη συνέχεια στην ανάγωγη βάση Grobner αυτή, αντικαθιστούμε τα y i, ...,ι/η με  
μονάδες, και το σύνολο πολυωνύμων που δημιουργείται είναι μια βάση Graver 
του ΙΑ.

Α λγόριθμ ος 2 .3 .5 . (Αλγόριθμος υπολογισμού βάσης Graver) Τα βήματα είναι τα
εξή?:

1. Επιλέγουμε οποιαδήποτε διάταξη όρων -< στον πολυωνυμικό δακτύλιο

Κ [χ ι, . . .,x n ,y lt ...,yn]·

Υπολογίζουμε την ανάγωγη βάση Grobner G  του IAw  ως προς τη διάταξη 
όρων -<.

2. Αντικαθιστούμε τα y \ , ..., yn Η>· 1 στα διώνυμα του συνόλου G. Το υποσύνο­
λο του Κ [ χ ι , . . . ,  χ η] που προκύπτει, είναι η βάση Graver του Ι&.

Π αράδειγμα 2 .3 .6 . Θεωρούμε το δακτύλιο Κ [χι,Χ 2 , χ 3, £ 4 , 2/1 ,2/2,2/3,2Λι]· Έ ­
στω το σύνολο διανυσμάτων A  =  {ai =  (4 ,0),a2 =  (3, l ) , a 3 =  (2 , 2 ) ,a 4  =  
(1,3). a 5 =  (0,4)}. Ο αντίστοιχος πίνακας A είναι ο ακόλουθος:

Λ _  /' 4 3 2 1 0
~ \ V 0 1 2 3 4 )

τότε ο πίνακας Α ^  είναι 0 ακόλουθος:

/ 4 3 2 1 0 0 0 0 0 °  \
0 1 2 3 4 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -0 4 3 2 1 0
0 0 0 0 0 0 1 2 3 4

Α ^  = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

ι 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 /

Υπολογίζουμε την ανάγωγη βάση Gr6bner του / Α<2) μέσω του υπολογιστικού π ρο­
γράμματος 4ti2  (21). Η ανάγωγη βάση Grobner του IaW  είναι η εξής:
{£3£'52/f ~  £42/32/5, £'2£4'2/| ~  £’3'2/2'2/4, £'2£‘5'2/3'2/4 ~  £'3£·4'ί/2'2/5,£'2£'5'2/4 ~  £’4 2/2 2/5 > 
X 2X SV3 ~  £'3·'/22/5, £’1·Τ4?/22/5 ~ £’2£’52/ΐ2/4> £’l'T3'2/2 ~ £’22/12/3, £’1 £’42/2273 ~  £’2£32/ΐ2/4, 
£’ΐ £’52/32/4 -  £'2£42/ΐ?/5, £'ΐ£’42/3 ~  £ 3 2/1 2/4 , £’ΐ£’52/3 ~  £’32/l2/5,£'l£52/32/4 -  x 'ix \ l ) \ V \ i  

χ Ι χ & 4  -  £42/12/5 >£?£42/2 -  £22/12/4, £ ι £ 52/22/3 “  *2*3!/ι!/5, ^ 1 * 5 ^  ~  ^ Ι Ϊ / δ } ·
Σύμφωνα με τον αλγόριθμο 2 .3 .5  αντικαθιστούμε τα y \ , 2/2,2/3,2/4 μ ε μονάδες και 
παίρνουμε τη βάση Graver του 7^. Άρα η βάση Graver του Ι α  ε ίνα ι:
Α = { χ 3Χ5 -  £·|,Χ 2£4 -  £ 3> Χ2Χ5 -  Χ3 £4,£2£5 ~  Χ4’Χ2Χ5 ~  Χ3’ Χ1Χ4 ~  Χ2Χ5, 
χ \ χ 3 Χ’2,£ΐΧ4 £ 2 £3, £ΐ£.5 Χ'2Χ41 χ 1χ  4 £ 3 , £ ΐ£δ  X2 , £ l X2 — £ 3 £ 4 >
X 1 Χ 5 -  x t x i x 4 -  £ 2 , £ ι £ 5  -  £ ^ £ 3 ,  x f x 5 -  £ 2 }·

Στη συνέχεια θα δούμε την έννοια των βάσεων Hilbert. Χρησιμοποιώντας τις 
βάσεις Hilbert, μπορούμε να δώσουμε έναν άλλο αλγόριθμο για τον υπολογισμό  
των βάσεων Grobner.
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Ο ρισμός 2 .3 .7 . Ρηχός ποβυεδρικός κώνος C καβεάαι ιο αύυοβο

C =  posQ{cu ...,c a) =  x/U €  Qq }.

Ο ρισμός 2 .3 .8 . Ένα σύνοβο διαυυσμάιωυ Β — { b j ,..., bt } C Ζ" C Qn βέγεται 
βάση H ilb ert αν κάδε διάνυσμα b € Ζ" και b €  ;»o.sq(R) μπορεί να γραφεί στη 
μορφή b  =  Σ  ««*>,·. με η< 6 Ζ„ .

Παρατήρηση 2 .3 .9 .  Η βάση Hilbert α π ό  τον τρόπο π ου  ορίστηκε είναι πεπ ερα ­
σμένη.

Παράδειγμα 2 .3 .1 0 . Έστω το σύνολο διανυσμάτων

B =  {b i =  ( - l , 2 ) , b 2 =  (2,2)},  

αυτό δεν αποτελεί βάση Hilbert.
Π ράγματι Θεωρούμε το διάνυσμα (1 ,1 )  G  Ζ 2 C  Q 2 του κώνου POSq (B).  Παρα­
τηρούμε ότι δεν μπορεί να γραφεί ως γραμ μικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
b i ,  b 2  μ ε  ακέραιους μη αρνητικούς συντελεστές. Αφού:

(1,1) = 0(-1,2) + i(2,2).

Τα διανύσματα b i , b 2  είναι γραμ μικά  ανεξάρτητα, άρα αποτελούν βάση του Q 2. 
Άρα ο τρόπος γραφ ή ς του διανύσματος (1,1)  ως γραμ μικός συνδυασμός των δια- 
νυσμάτων b i ,  b 2 είναι μοναδικός. Αρα το Β  δεν είναι βάση Hilbert.
Ωστόσο μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  βρούμ ε μ ια  βάση Hilbert Β ', τέτοια ώστε ο  κώνος p o sq (B ')  
να είναι ίσος μ ε τον κώνο p o s q (B).  Η βάση

Β ' =  { b i  =  ( —1 , 2 ) ,  b i  =  ( 0 , 1 ) , b i  =  ( 1 , 1 ) }

αποτελεί βάση Hilbert. Στη συνέχεια Θα δ ούμ ε τον τρόπο μ ε τον οποίο βρήκαμε 
τη βάση H ilbert Β 1.

Ο ρισμός 2 .3 .1 1 . Μια βάση Hilbert Β καβεάαι εβαχιστοτική βάση H ilbert, αν
δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνοβο του Β που να παράγει τον ίδιο κώνο και να είναι 
β ά σ η  H ilbert.

Π αράδειγμα 2 .3 .1 2 .  Η βάση Hilbert

=  {b' =  ( - l , 2 ) , b ^  =  (0, l ) ,b^ =  (1,1)}

είναι ελαχιστοτική βάση Hilbert.
Πράγματι, το σύνολο { ( - 1 , 2 ) ,  (1 ,1 )}  C Β 1 δεν αποτελεί βάση Hilbert, καθώς π α ­
ρατηρούμε πως το διάνυσμα (0,1)  του κώνου δεν μπορεί να γραφεί ως γραμμικός  
συνδυασμός των διανυσμάτων b i , b 2 μ ε ακέραιους μη αρνητικούς συντελεστές. 
Α φ ο ύ :

(0,1) =  ^ ( - 1 ,2 )  +  | ( 1 . 1)

και χο διανύσματα (—1,2) ,  (1 ,1 )  είναι βάση του Q 2. Ενώ τα σύνολα { ( —1,2),  (0 ,1 )}  C 
Β \  { (0 ,1 ) ,  ( 1 , 1 ) }  C Β 9 είναι βάσεις Hilbert, παρά γουν όμως διαφορετικούς κώ­
νους.

Ακολουθεί ένα παράδειγμα στο οποίο ο κώνος έχει άπειρες βάσεις Hilbert.
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Π αράδειγμα 2 .3 .1 3 . Έστω ότι έχουμε την ευθεία Q, τότε ο κώνος po5q ( —1,1) =  
Q και το σύνολο { — 1,1}  είναι βάση Hilbert. Θα δείξουμε πως η ευθεία Q, έχει 
άπειρες βάσεις Hilbert, και Θα βρούμε κάποιες από αυτές.
Θεωρούμε τη, η Ε Ν με μκδ(7?τ,η) =  1. Τότε το σύνολο {m , — η }  είναι βάση 
Hilbert της ευθείας Q.
Θεωρούμε τη, η  Ε Ν. τότε έχουμε 1 =  κ π ι  +  Χη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
Θεωρούμε πως το κ > 0 και το λ <  0.
Ισχυριζόμαστε ότι το σύνολο {τη, —η} είναι ελαχιστοτική βάση Hilbert της ευθείας
Q.
Θεωρούμε ένα I Ε Ζ, διακρίνουμε περιπτώσεις.
1η περίπτωση
Αν I > 0, τότε από τη σχέση

1 =  κτη +  Χη
έχουμε

I — (Ικ )τη +  (1(—λ ) ) ( —η ),

όπου Ικ >  0 και 1{—λ) >  0, αφού λ  <  0, άρα γράψ αμε το I ως ακέραιο μη  
αρνητυτό γραμμικό συνδυασμό των τη, —η.
2η περίπτωση
Α ν/ <  0. τότε βλέπουμε τη σχέση 1 =  κτη + Χ η  ως διοφανιική εξίσωση 1 =  x m + y n  
κι αφού-γνωρίζουμε τη λύση κ, X, γνωρίζουμε άπειρες λύσεις της.
Έτσι έχουμε

1 =  (κ +  in )m  +  (λ -  tm ) n  =ϊ

I =  1(κ + tn )m  +  /(λ  — tm ) n  =φ·

I =  (1(κ +  tn ) ) m  +  (Z(im — λ ) ) ( —η).

Θέλουμε 1(κ + tn )  >  0, συνεπώς κ  + tn  < 0, άρα t <  — .
Θέλουμε l ( lm  — λ) >  0, συνεπώς ίτη  — λ <  0, άρα ί <
Οπότε για t < m iη ( ^ ,  και t Ε Ζ  έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή καταφέραμε 
και γράψαμε το I ως ακέραιο μη αρνητικό γραμμικό συνδυασμό των m , —η. Ακό­
μη είναι Ζ φ  N0m  και Ζ φ  Ν ο(—π) άρα το σύνολο {m , —η }  είναι ελαχιστική βάση 
Hilbert, συνεπώς υπάρχουν άπειρα ζεύγη m , - η  τα οποία αποτελούν ελαχιστικές 
βάσεις Hilbert της ευθείας Q.

Ο ρ ισ μ ό ς  2 .3 .1 4 .  Ορίζουμε το ποβύτοπο Ρ  ως το σύνοβο

Ρ  — {Zibi + . . . + -  Z.,bs/0  <  li < 1, l-i E Q q”, 1 <  i <  s} .

Ο ρ ισ μ ό ς 2 .3 .1 5 .  Ο  κώνος C  έχει κορυφή αν  το μοναδικό δ ιάνυσμα  του κώ νου  
που και το αντίθετο του ανήκει στον κώνο, είναι το μηδενικό.

Θ εώ ρ η μ α  2 .3 .1 6 .  Για κ ά δε  ρητό  κοβυεδρικό  κώνο C , υ π ά ρ χε ι τουβ ά χιστον  μ ια  
β ά σ η  Hilbert. Α ν  ο κώ νος C  έχε ι κορυφή , τότε υπ ά ρ χε ι μοναδική  εβαχισ τοτική  
β ά σ η  Hilbert.

Απόδειξη. Έστω C  =  posq(c i , ..., c s ) ένας ρητός πολυεδρικός κώνος, μ ε  c * Ε 
Qn. Είναι Ci =  όπου Ρί.,ηί., Ε Ζ , για 1 <  i < a, 1 <  j  < n .

Θεωρούμε τα διανύσματα b i =  EK n(gilf . . . ,ρίη) · cj. Αρα τα b» Ε Z n και C  =  
posQ,(bi, . . . ,b 8). Έστω a i , . . . , a t όλα τα μη μηδενικά διανύσματα με ακέραιες 
συντεταγμένες του πολυτόπου Ρ  =  { /xbi +  ... Ί- /flb s/ 0  <  h  < 1, k  Ε Q q , 1 <  i <
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s}. Τα διανύσματα αυτά είναι πεπερασμένα, γιατί υπάρχουν πεπερασμένα σημεία 
με ακέραιες συντεταγμένες σε ένα πολύτοπο. Πράγματι, θεωρούμε το διάνυσμα 
aj  =  ( ΐ ι , . . . , χ , , . . . ,  χ η) το οποίο είναι ένα εκ των διανυσμάτων β ι , a t , κι έχουμε

| Χχ |= | /ι&ι, +  ... +  lab„{ |

< | /ι6ι, | +  ...+  | l»bSi |

<1 Ιι II h i  | + ...+  I II blli I 

<1 bu I + ...+  I bSi |=  di.
Έτσι το χ» παίρνει τιμές μεταξύ του di και του - d , .  Ό μω ς στο διάστημα 
—d i < X i < d i  υπάρχουν 2dj +  1 ακέραιες τιμές, συμπεριλαμβανομένου και του
0. Συνεπώς συνολικά υπάρχουν το πολύ ΠΓ=ι(2^ι +  1) ακέραια σημεία στο πο­
λύτοπο Ρ.  Παρατηρούμε ότι:

1. Έ χουμε ότι {b i ,..., b s } C {a i , ...,β(} εφόσον τα διανύσματα b i , ..., b 8 G Ζπ 
και b i =  Obi +  ... +  lb j  +  ...0b8, για 1 <  i < s.
Αρα κάθε bj ανήκει στο πολύτοπο Ρ  .

2. Έ χουμε ότι { a i , . . . , a t } C p o s g ^ x , ..., b 8) εφόσον τα διανύσματα a* γρά­
φονται γραμμικοί συνδυασμοί των b i. με τους συντελεστές li να ανήκουν 
στο Q q - α π °  τον ορισμό του πολυτόπου.

Από την πρώτη παρατήρηση συμπεραίνουμε πως posq ( b i ,..., b s ) C p o sg (a i, . . . ,a t ), 
ενώ από τη δεύτερη συμπεραίνουμε πως p o s g (a i , ..., a () C po$g(b i, . . . ,b s). 
Συνεπώς έχουμε

p o sg ib x ,..., b s) =  posQ (a!,..., a t).

Έστω ένα διάνυσμα b  6  Ζ" και b  G po.«!g(ai,..., a t). Θα δείξουμε ότι το σύ­
νολο διανυσμάτων { a i, . . . ,a t } αποτελεί βάση Hilbert. Αρκεί να δείξουμε ότι το 
διάνυσμα b  γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων της βάσης, με 
ακέραιες μη αρνητικές συντεταγμένες.
Έ χουμε b  6 p o s g (a i , ..., a t ) =  p o s g (b i , ..., b s ), συνεπώς b  =  Σ  Z,b, όπου 
k  6  Q q · Δηλαδή 
b  =  / ib i  +  ... +  Z8b s =
[ l i \b \  +  (li — [ / i j ) b i  +  ... +  [ZsJb s +  (Zs — [ZsJ )b 8 =
L ^ i j b i  +  . . .  +  L ^ s j b s  +  ( l i  — U i J ) b i  +  ··■ +  (Zs  — l.Zs J ) b 8 .

Έ χουμε b  € Zn και [Z ijbi +  ... +  [ZsJb s G Zn αφού πήραμε το ακέραιο μέρος 
των U, για i =  1 ,..., s, συνεπώς (Ιχ -  [ / i j ) b i  +  ... +  (Ζ* -  [zsj)b„  6 Ζ".
Θ έτο υ μ ε^  =  (Ζι -  [Ζχ J )b i +  ...+(Zs -[Z sJ )b 8 και παρατηρούμε ότι 0 < Z,-[ZiJ < 1, 
άρα το b ' ανήκει στο πολύτοπο Ρ, συνεπώς ισούται με κάποιο a, για κάποιο από 
τα i =  1 , Οπότε έχουμε b  =  [Z ^bi -f ... +  [ZsJb s +  a ,.
Παρατηρήσαμε όμως ότι {b i , . . . ,b 8} C { a t , ...,a t} , άρα τελικά γράψαμε το διά­
νυσμα b  γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων a i ,..., a ( με ακέραιους μη αρνη­
τικούς συντελεστές. Οπότε πράγματι το σύνολο { a i , ..., at} είναι βάση Hilbert.
Έστω ότι ο κώνος C  έχει κορυφή, τότε από το βιβλίο του A .Schrtjrer f 171. γνω­
ρίζουμε ότι υπάρχει ένα διάνυσμα χ  G Q ” , τέτοιο ώστε το εσωτερικό γινόμενο να 
είναι θετικό, δηλαδή χ  · y  > 0 για κάθε μη μηδενικό y  που ανήκει στον κώνο C. 
Αποδείξαμε πως το σύνολο {ai, . . . ,a t } είναι βάση Hilbert. Θεωρούμε το σύνολο 
Η C { a i , . . . ,a t}  που αποτελείται από στοιχεία της βάσης Hilbert τα οποία δεν
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μπορούν να γραφούν ως άθροισμα άλλων στοιχείων της βάσης. Το Η από τον 
τρόπο που ορίστηκε είναι μοναδικό επειδή ο κώνος C  έχει κορυφή.
Ισχυριζόμαστε ότι κάθε a ,, για i =  1 , ..., t, είναι ακέραιος μη αρνητικός γραμμικός  
συνδυασμός των στοιχείων του συνόλου Η, δηλαδή ότι το Η είναι βάση Hilbert. 
Έστω όχι, Θα καταλήξουμε σε άτοπο.
Εφόσον δεν ισχύει ο ισχυρισμός μας, συνεπάγεται πως υπάρχουν κάποια a z, τα 
οποία δεν γράφονται ως ακέραιος μη αρνητικός γραμμικός συνδυασμός των στοι­
χείων του συνόλου Η. Από αυτά διαλέγουμε ένα â  τέτοιο ώστε το το εσωτερικό 
γινόμενο χ  · a* να είναι το μικρότερο δυνατό. Το δεν ανήκει στο σύνολο Η άρα 
μπορεί να γραφεί στη μ ορ φ ή :

a i — aj i  +  ··■ +  ajk'

Κάποιο διάνυσμα εκ των aj1,..., ajk 6 { a i , ..., a t } μπορεί να επαναληφθεί περισ­
σότερες φορές.
Είναι χ  ■ a{ =  χ  ■ ajj +  ... +  χ  ■ a jfc > 0  και χ  · a* >  0 άρα χ  · a.; >  χ  · aj, για  
κάθε 1 <  I < k  και k  > 2. Από τη σχέση χ  ■ aj >  χ  · aj, και την υπόθεση μας, 
ότι το χ  ■ a , να είναι το μικρότερο δυνατό εσωτερικό γινόμενο, συνεπάγεται πως τα 
διανύσματα aj,, για κάθε 1 < I < k, μπορούμε να τα γράψ ουμε σαν ακέραιο μη 
αρνητικό γραμμικό συνδυασμό στοιχείων του συνόλου Η. Κατά συνέπεια και το 
διάνυσμα a, =  aj1 +  ... +  ajk μπορεί να γραφεί ως ακέραιος μη αρνητικός γρ α μ ­
μικός συνδυασμός των στοιχείων του συνόλου Η , άτοπο. Αρα το σύνολο Η είναι 
βάση Hilbert και μάλιστα ελαχιστική. Αν δεν ήταν ελαχιστική βάση Hilbert, τότε 
Θα υπήρχε γνήσιο υποσύνολο της Η' =  Η -  {aj} το οποίο Θα ήταν βάση Hilbert. 
Δηλαδή Θα υπήρχε ένα διάνυσμα aj στο σύνολο Η το οποίο Θα μπορούσαμε να το 
αφαιρέσουμε. Τότε όμως το aj Θα γραφόταν ως ακέραιος μη αρνητικός γρα μ μ ι­
κός συνδυασμός στοιχείων του συνόλου Η7, αφού το Η' υποθέσαμε ότι είναι βάση 
Hilbert. Αυτό όμως είναι άτοπο, εφόσον ορίσαμε το Η έτσι ώστε τα στοιχεία του να  
μην μπορούν να γραφούν ως άθροισμα άλλων στοιχείων της βάσης. Έτσι για  τον 
κώνο C  που υποθέσαμε ότι έχει κορυφή, βρήκαμε μοναδική ελαχιστοτική βάση 
Hilbert, κι αυτή είναι το σύνολο Η. □

Π αράδειγμα 2 .3 .1 7 . Επιστρέφουμε στο παράδειγμα 2 .3 .1 0 .
Έ χουμε τον κώνο p o sq {B ), όπου Β  =  { b i =  ( —1,2), =  (2 ,2 )} .  Θα βρούμε
μια βάση Hilbert για τον Β . Θεωρούμε το πολύτοπο

Ρ  = {ίχb ! +  Z2b 2/0  < h  < 1, l,L e  Q j , 1 < i < 2}.

Τα σημεία του πολυτόπου με ακέραιες συντεταγμένες αποδείξαμε ότι είναι π επ ε­
ρασμένα, και είναι τα ακόλουθα: 
ai =  ( - 1 , 2 ) ,  a 2 =  (0,1),  a ;J =  (0, 2), a 4 =  (0,3),  
a5 = (1, l),ac = (l ,2) ,a7 = (l ,3),a8 = (l,4),a9 = (2,2).
Σύμφωνα με το Θεώρημα 2 .3 .16  έχουμε ότι το σύνολο {a i ,  a 2, a,j, a 4, a 5, ββ, a 7, a 8, ag} 
είναι μια βάση Hilbert του κώνου p o s q (B ) ,  και παρατηρούμε πως ο κώνος Β  εί­
ναι κώνος με κορυφή άρα έχει μοναδική ελαχιστοτική βάση Hilbert Η, τα στοιχεία 
της οποίας δεν μπορούν να γραφούν ως άθροισμα άλλων στοιχείων της βάσης.
Τα μοναδικά στοιχεία που πληρούν αυτή την ιδιότητα είναι a i =  (—1,2) ,  a 3 =  
(0,1),  ap =  (1,1)  δηλαδή η ελαχιστοτική βάση είναι η Hilbert Η =  { a 4 =
(— 1, 2 ) , a.i =  (0,1) ,  ao =  (1 ,1)} .  Καθώς τα υπόλοιπα στοιχεία γράφονται ως 
άθροισμα άλλων στοιχείων της βάσης. Για παράδειγμα το :

a 7 =  ( 1 , 3 )  =  a3 + as,
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όμοια και χα στοιχεία a 3 =  (0 ,2 ) ,a 4 =  (0 ,3 ) ,a c =  (1,2), a» =  ( l ,4 ) l a 9 =  (2,2).

Ορίζουμε σ  =  (<Τ(ΐ), ...,<T(n)) 6 {+ , - } η μια διάταξη προσήμων. 
Συμβολίζουμε με

=  Q»(., χ  ··· χ Ο · ,»
όπου

Q+ = {</ e Q / q  > 0}
Q- = {<7 e Q / q  < 0}

Θέτουμε (7σ =  A 'erA f)Q £ , τον κώνο αυτόν ο οποίος έχει κορυφή το (0, ...,Ο). 
Έστω Η σ η μοναδική ελαχιστοτική βάση Hilbert του κώνου Ca . Το παρακάτω 
θεώρημα μας δίνει έναν ακόμη τρόπο υπολογισμού της βάσης Graver του Α.

Θ εώ ρημα 2 .3 .1 8 . Το σύνοβο {xu+ -  x u / u  € |J Ησ - 0 } .  είναι η βάση  Graver 
του ιδεώδους / α  .

Απόδειξη. Έστω ένα μη μηδενικό διάνυσμα u ανήκει στην ένωση (J Ησ . συνεπώς 
to  u  ανήκει στο Η σ για κάποιο σ. Υποθέτουμε ότι το διάνυσμα u  δεν ανήκει στη 
βάση G raver του ιδεώδους I α . θα καταλήξουμε σε άτοπο. Εφόσον το διάνυσμα u 
δεν ανήκει στη βάση Graver του ιδεώδους / α . σύμφωνα με την πρόταση 2.2.15. 
γράφεται ως σύμμορφο άθροισμα:

u  =  U i  + c u 2

μ ε  τα  δ ια νύ σ μ α τα  u i , u 2 € K e rA  κ α ι τη φ  0, u 2 φ  0. Από το σ ύμ μ ο ρ φ ο  άθρ οισ μα  

σ υνεπ άγετα ι ότι το  υχ α ν ή κ ε ι στον κώνο Ca κ α ι το u 2 α ν ή κ ε ι στον κώνο Οσ . Ατοπο, 
α φ ο ύ  από το θ εώ ρ η μ α  2 .3 .1 6  η βάση H ilb e r t  Η  έχ ε ι ορισ τεί έτσι ώστε τα  στοιχεία  

τη ς  να  μ η ν  γ ρ ά φ ο ντα ι ως ά θρ ο ισ μ α  άλλω ν στοιχείω ν. Α ρ α  το δ ιά νυ σ μ α  u  α ν ή κ ει 
στη βάσ η G ra v e r  του  ιδεώ δους Ι α -
Α ντίσ τροφ α υ π ο θ έτο υ μ ε  ότι το μ η  μ η δ εν ικ ό  δ ιά νυσ μ α  u  α ν ή κ ε ι στη βάση G ra v e r  

του ιδεώ δους Ι α - Τ ό τε  υπ ά ρ χ ει ένα  σ  τέτο ιο  ώστε το u  α ν ή κ ε ι στον κώνο C„. 
Συνεπ ώ ς το  δ ιά νυ σ μ α  u  α ν ή κ ε ι στη βάση ΙΙσ . Δ ια φ ορ ετικά , θ α  ε ίχ α μ ε

u  =  υχ +  u 2

μ ε  τα  δ ια νύ σ μ α τα  υ χ , u 2 €  K erA  κ α ι υ χ , υ 2 α νή κ ο υ ν  στον κώνο C„. Α ρα τα δ ια -  
ν ύ σ μ α τα  υ χ , υ 2 έχ ο υ ν  ο μ ό σ η μ ες  σ υντεταγμένες, δ ηλα δή  το ά θρ ο ισ μ α  ε ίνα ι σ ύ μ ­
μ ο ρ φ ο . Άτοπ ο σύμφ ω να μ ε  την πρόταση 2 .2 .1 5 .  Α ρ α  το δ ιά νυσ μ α  υ  α ν ή κ ε ι στη 
βάσ η Η σ C  |J  Η„. Δ ηλαδή  το υ  α ν ή κ ε ι στην ένωση \JH „ .

□

N o rm a liz  ε ίν α ι ένας α λγό ρ ιθμ ο ς υπ ολογισ μού των βάσεων H ilb e rt, κ α τα σ κ ευ α ­
στές του οπ οίου ε ίνα ι ο ι W .B ru n s , B .Ic h im , C h .S o g er. Ο  α λγό ρ ιθμ ο ς  N o rm a liz  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί το θεώ ρ η μ α  2 . 3 . 1 8  γ ια  τον υπ ολογισμό των βάσεων G ra v e r χ ρ η ­
σ ιμοπ οιώ ντας τις  βάσ εις H ilb e rt. Ο  α λγό ρ ιθμ ο ς  αυτός χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι κ α ι στην 

επ ίλυσ η δ ιοφ αντικώ ν γ ρ α μ μ ικ ώ ν  συστημάτων. Συσ τημάτω ν εξισώσεων ή κ α ι ανι- 
σώσεων των οποίων ο ι α κ έρ α ιες  λύσ εις μ α ς  ενδ ιαφ έρ ουν μόνο.



Κεφάλαιο 3

Β ά σ ε ις  M a rk o v

Οι βάσεις Markov είναι πολύ χρήσιμες στην αλγεβρική στατιστική. Από τη σκο­
πιά της στατιστικής μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να εκτιμήσουν πόσο καλά  
ταιριάζουν τα εμπειρικά δεδομένα σε ένα στατιστικό μοντέλο. Στην αλγεβρική γ ε­
ωμετρία οι βάσεις Markov είναι ισοδύναμες με ένα σύνολο γεννητόρων κάποιου  
τορικού ιδεώδους. Αυτές οι ιδέες αναλύθηκαν για πρώτη φορά στο άρθρο [5] των 
P.Diakonis και B.Sturm fels το 1988.
Η αλγεβρική στατιστική χρησιμοποιεί την άλγεβρα για να κατανοήσει προβλήματα  
στατιστικής. Η άλγεβρα ήταν χρήσιμη για τον πειραματικό σχεδίασμά, την εκτίμη­
ση παραμέτρων και τον έλεγχο υποθέσεων. Παραδοσιακά η αλγεβρική στατιστική 
έχει συνδεθεί με το σχεδίασμά πειραμάτων και την πολυπαραγοντική ανάλυση. 
Τα τελευταία χρόνια έχει περιοριστεί κάπως ο όρος αλγεβρική στατιστική και ση­
μαίνει τη χρήση της αλγεβρικής γεωμετρίας και της μεταθετικής άλγεβρας στη 
στατιστική.

3.1 Βάση Markov
Έστω ένα σύνολο μη μηδενικών διανυσμάτων Α.

Ορισμός 3 .1 .1 . Έ ν α  πεπερασμένο  υποσύνολο  Μ  του πυρήνα  Kerχ Α  β έ γ ε τ α ιβάση  
M arkov του Α, αν γ ια  κά βε  t , u  (Ε Nq μ ε  A t  = A u  υπά ρχει μ ια  α κοβουβ ία  { ν*} για 
ί =  1 , ..., .s· από στοιχεία του Μ τέτοια ώστε το t  4- Σ ί= ι  ν ί >  0 για κάδε ρ  =  1 , ..., s 
και t  4- Σ ί= ι  v ‘ =  u · Ενα πεπερασμένο  υποσύνοβο Μ του π υ ρ ή να  Ker%Α β έγε τα ι  
εβαχιστοιική β άσ η  M a r k o v  του Α, α ν  δεν  υπ ά ρχε ι γνήσιο  υποσύνοβο  του που να  
είναι β ά σ η  M arkov του Α.

Ακολουθεί ένα πολύ σημαντικό θεώρημα των D iaconis και Sturm fels που  
βρίσκεται στο άρθρο [51 που δημοσιεύτηκε το 1998.

Θ εώ ρ η μ α  3 .1 .2 .  Diaconis-Sturmfels
Το πεπερασμένο υποσύνοβο Μ  =  { u j , ..., U/} του πυρήνα  Ker%A είνα ι β ά σ η  Mar-

+ — + —
kov του Α αν  και μόνο α ν  το σύνοβο  { x ui — x ui , . . . , xu» — x ai } είναι σύνοβο  
γεννητόρω ν του ιδεώ δους Ι& .

Απόδειξη. Έστω ότι το σύνολο { x Ul — x u‘ , . . . ,x u‘ —x u< } είναι σύνολο γεννητόρων 
του ιδεώδους / α · Θα δείξουμε ότι το σύνολο Μ  =  { u i , ..., uj} είναι βάση Markov 
του Α. Έστω t , u  6 Ng με A t  =  A u. Από τη σχέση A t  =  A n  συνεπάγεται πως το

71
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u  — t  α ν ή κ ε ι σ ιον π υρήνα K e r^ A , οπότε σύμφω να μ ε  την π αρατήρησ η 2 . 1 . 1 0  το 

δ ιώ νυμ ο  i u — χ 1 α ν ή κ ε ι στο ιδεώ δες / α · Συνεπ ώ ς σύμφω να μ ε  την πρόταση 2 . 2 . 1 4  
τη ς  μ ετα π τυ χ ια κ ή ς  δ ια τρ ιβ ή ς του Χ .Τ α τά κ η  (22 ) το δ ιώ νυμο χ*1 — χ *  γρ άφ ετα ι 
ως γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υνδυασ μός διω νύμω ν του συνόλου γεννητόρω ν μ ε  μ ο νω νυμ ικούς
συντελεσ τές. Ε ίν α ι:

x u  -  x t  =  χ “ * ( χ -  χ Κ  )  +  χ “ - - « ( χ ν * - ι  -  χ ν . ' - ι )  +  . . .  +  χ « * ( χ ν Γ -  χ ν Γ ) ,  μ ε  

x u =  χ * - χ ν ί  , χ β - χ ν ." =  χ “ » - · χ ν .+- ι ,  . . . , x e « x v r =  χ »  κ α ι  a j  €  N J ,  μ ε

{ v i , . . . , v a } C  { u i ,  Ό π ο υ  {1 , .. . ,* · }  C { Ι , . , . , Ζ }  ο ι δ ε ίκ τες  των διωνύμων
π ου χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τα ι γ ια  την  π ερ ιγραφ ή του δ ιω νύμου x u -  χ 1. Α ρα  
u  =  a., +  ν +
as +  ν ,  =  aa_ i +  ν+_χ

a 2 +  ν 2 =  a i  +  v f  
&x +  v ~  =  t
π ρ ο σ θέτο υ μ ε κ α τά  μ έλ η  κ ι  έχ ο υ μ ε :
u + a s + ν ~  +  ... +& 2+ ν 2 + a i +ν^  =  as■+·ν * + a s_ i -t· v^_ j + ... + a j +  V j” +  t
u  +  V~ +  ... +  vjf =  V+ +  V^_J +  ... +  v f  +  t  =»

u  =  t  +  v+  -  v s +  ... +  v+  -  Vj  =4· u  =  t  +  Σ  Vi .
i = l

Θα δείξουμε ότι t  +  Vi > 0 .
Ε ίν α ι t  +  v i  =  t  +  V j" — v i — =  v ^  + 1 — v f  =  v *  +  a i  > 0 .  α φ ο ύ  a i  €  N g .

Θα δείξουμε ότι t  +  νχ +  v 2 >  0.
Ε ίν α ι t  +  νχ +  v 2 =  a i  +  v j1" +  v 2 -  v 2 -  =  a 2 +  v 2 +  V j" -  v 2 =  a 2 +  v 2 >  0 ,  

α φ ο ύ  a 2 G N J .
Ό μοια θα δείξουμε όχι t  +  νχ +  V2  +  ... +  ν ρ >  0.

ρ

Είναι t  +  V! +  ν 2 +  ... +  ν ρ =  blp +  ν+  > 0. άρα t  +  ^ ν <  >  0. Αρα για
ι=1

τα διανύσματα t ,  u  € Ng με A t  =  Au, αποδείξαμε ότι υπάρχει μια ακολουθία 
{vj} για i =  1 , ..., λ από στοιχεία του Μ τέτοια ώστε το t  +  !Cf=i ν » ^  0 για κάθε 
ρ =  1 , ..., s και t  +  Vi =  u. Συνεπώς το σύνολο Μ =  { u i , ..., U;} είναι βάση 
Markov του Α.
Αντίστροφα έστω ότι το σύνολο Μ  — {τΐχ, ...,U/} είναι βάση Markov του Α. Θα 
δείξουμε ότι το σύνολο {xu* -  χ “ ϊ , . . . ,  -  x U| } είναι σύνολο γεννητόρων του
ιδεώδους Ι α - Από τον ορισμό της βάσης Markov του Α  έχουμε ότι για κάθε 
t ,  u  6 NJ με A t  =  A n  υπάρχει μια ακολουθία {vi} για i =  1 , ..., s από στοιχεία 
του Μ τέτοια ώστε το t  +  Vj > 0 για κάθε ρ =  1 ,..., s και t  +  Σ 1=ι ν « =  u · 
Θεωρούμε δύο τυχαία διανύσματα t, u  με A t  =  A n  συνεπάγεται πως το u -  
t  ανήκει στον πυρήνα Ker^A, οπότε σύμφωνα με την παρατήρηση 2.1.10 το 
διώνυμο x u -  x fc ανήκει στο ιδεώδες IΑ ­
θ ετο ύμ ε  ap = t  + νχ + ■·. + ν ρ - 1  — ν ρ για ρ >  1,
ai =  t  — Vj για ρ =  1. Είναι:
χ β1( χ ν *  -  χ ν ϊ") +  x aa( x v*+ ~  a:v* ) +  ··· +  x a’ {xv· ~  3·'ν * ) =  

x t - v f  ( χ ν ΐ  - χ ν Γ ) + x t + v , _ v i  (χ ν ’
T t+ V ,  _  xt +  x t + v i + v a _  χ »+νι +  ... +  x t + v , + . . . + v .  _  j t + ν , + . . . + ν . . ,

) +  . . .+ x t+v,+- +v*-,_ v ; (*ν· -Χ ν ; ) =

ι + Σ ν *
j t + V i + . . . + ν .  _  x t  _  χ  ί = ι  -  χ*  =  χ 11 -  χ * .  μ ε  { ν ι , . . . ,  ν β}  C  { u 1( . . . , u / }  κ α ι  

t _ Vl~ i t  +  v i - v 2- , . . . l t +  v 1 + . . . + v , _ i - v ;  > 0 .  Α ρα το δ ιώ νυμο x u - x ‘ ανήκει
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στο ιδεώδες (χν * — χ·ν ι , . . . , χ ν ί  — χ ν * ), όπου { v i , . . . , v s } C { u i , . . . , u j } .  Δηλαδή 
to σύνολο {x u* -  £ ui , . . . ,  x u<+ -  x u< } είναι σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους
Ι α - □

Εξαιτίας του Θεωρήματος D iaconis—Sturm fels ακολουθεί ο ορισμός της βάσης 
Markov του ιδεώδους IΛ, ο οποίος συνδέει ένα σύνολο γεννητόρων ενός ιδεώδους 
με τη βάση Markov του ιδεώδους. Για πρώτη φορά τον ορισμό αυτό τον είδαμε 
στο δεύτερο κεφάλαιο.

Ο ρ ισ μ ό ς 3 .1 .3 .  Έ ν α  πεπερασμένο  σύνοβο γεννητόρω ν του ιδεώ δους Ια  καβείτα ι 
βάση M arkov  του Ια . Έ να  πεπερασμένο σύνοβο γεννητόρω ν του ιδεώ δους Ια 
ονομάζεται εβαχιστοτικό σύνοβο γεννητόρω ν του ιδεώδους ΙΑ ή εβαχισιοτική β άσ η  
Markov  του ιδεώδους ΙΑ αν δεν υπά ρχει γνήσιο υποσύνοβο του που να  είναι β ά σ η  
M arkov του ιδεώδους ΙΑ·

Ο ρ ισ μ ό ς 3 .1 .4 .  Η  ένωση των εβαχιστοτικώ ν β ά σεω ν M arkov του ιδεώ δους ΙΑ 
καβείται καθοβική  β ά σ η  M arkov του ΙΑ·

Ο ρ ισ μ ό ς 3 .1 .5 .  Το διάυυσμα  του πυρήνα  a  G Ker^A, a  =  (τη, . . . ,αη) β έ μ ε  ότι 
είναι ημισύμμορφο άθροισμα (sem iconform al s u m ) δύο μη  μηδενικώ ν διανυσμάτω ν  
του πυρήνα  b, c £ Ker^A, δηβαδή  a  =  b -f sc c αν κα ι μόνο α ν  ισχύει a  =  b  +  c  
και αν .

b{ 0 cii ^  bi

ενώ αν
C{ < 0  =Φ· Qi{ ^  Cj

για κάδε 1 < i < n .

Π α ρ α τή ρ η σ η  3 .1 .6 .  Από τον ορισμό προκύπτει πως αν a  =  b  + sc c  τότε ισχύει 
a + ^  b + και a~ ^  c~ .
Πράγματι αν bt > 0 =>· bx =  b f  =Φ α* ^  b f  >  0 => α* >  0 α·ι =  a f  => a f  ^  b f ,  
για κάθε ί = 1 , ..., η. Άρα a + ^  b + .
Επιπλέον αν c* <  0 =Φ· cL =  -c7t => α·ι ^  c.j <  0 => τη <  0 =Φ· α* =  —α,Γ =$> 
- α ~  ^  - c ~  => αΓ ^  c ~, για κάθε i =  1, . . . ,η.  Αρα a" ^  c" .

Π α ρ α τή ρ η σ η  3 .1 .7 .  Στο σύμμορφο άθροισμα ισχύει η μεταθετική ιδιότητα. Δη­
λαδή :

a  =  b + c c =  c + c b.

Στο ημισύμμορφο άθροισμα δεν ισχύει. Αν το a είναι το ημισύμμορφο άθροισμα  
b + sc c, τότε συνήθως το άθροισμα c Ί- b  δεν είναι ημισύμμορφο.

Θ εώ ρ η μ α  3 .1 .8 .  Τα αθροίσματα  b  Ί- c και c  +  b είναι ημ ισύμμορφ α  αθροίσματα  
αν και μόνο αν το άθροισμα  b  -f c είναι σύμμορφο άθροισμα .

Απόδειξη. Έστω ότι a  =  b-t-scc και a =  c + scb. Τότε από το πρώτο ημισύμμορφο  
άθροισμα έχουμε ότι a + ^  b + και a ~ ^  c~  κι από το δεύτερο έχουμε ότι a + ^  c + 
και ά ~ ^ b ~ .
Έστω η χ-συντεταγμένη του b είναι μη αρνητική, δηλαδή b.t ^  0 συνεπώς 0 ^  
bi =  b f .  Αρα από τη σχέση a + ^  b + έχουμε a f  >  ^  0 =Φ· o f  ^  0 =Φ>
α, =  α4 =* α έ ^  bi ^  0. Αρα από τη σχέση α* =  bi +  cH ^  bi συνεπάγεται 
6, +  c, ^  bt => Cj ^  0 =i> c* =  c4". Αρα είναι α* =  α4 , bi =  b* , c,: =  c f  κι 
από «, =  Ιη + τη συνεπάγεται πως α 4 =  b f  +  r.f για κάθε i =  1, ..., η, δηλαδή
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a +  =  b +  +  c + .

Έ στω η i - σ υ ντετα γμ ένη  του b  ε ίνα ι α ρ νη τ ικ ή , δ ηλαδή  b{ <  0  συνεπώς 0  >  6, =
—b '  =*» b~ > 0. Ά ρ α  από τη σχέση a "  ^  b ~  έχ ο υ μ ε  α~ > 6 “ >  0  => α~ > 
0  => —α~  <  0  => 0 >  Oj =  —α~ =» α~ ^  b~ . Α ρα από τη σχέση η~  >  6 ”  
σ υνεπ άγετα ι - α ~  ^  ~b~  =» τη ζ  6, => η, =  6, +  γ , ^  δ, => γ , ^  0  => r ,  =  - c ~ . 
Α ρα ε ίναι  α , =  —« “ ,/>,· =  = —r.~ κ ι από « , =  +  γ , συνεπ άγετα ι πως
- η ~  =  -Ι>~ +  ( ~ r ~ )  => - α ~  =  - b ~  -  r ~ => η~  =  />“  - f  r ~  γ ια  κ ά θ ε  / =  1, . . . ,σ .  
δ η λα δ ή  a -  =  b “  +  c ~ .  Συνεπ ώ ς έχ ο υ μ ε  a + =  b +  +  c + κ α ι a "  =  b ~  +  c ~ .  
Δ η λαδ ή  το ά θρ ο ισ μ α  a  =  b  + c c  ε ίν α ι σ ύμ μ ο ρ φ ο .

Α ντίσ τροφα έστω ότι το ά θρ ο ισ μ α  a  =  b  + c c  ε ίν α ι σ ύμ μ ο ρ φ ο . Θ α  δ ε ίξο υ μ ε  ότι 
ία  α θρ ο ίσ μ α τα  b  +  c  κ α ι c  +  b  ε ίν α ι η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ α . Από το σ ύμ μ ο ρ φ ο  άθρ οισ μα  

έ χ ο υ μ ε  ότι a +  =  b +  +  c +  κ α ι a '  =  b ~  +  c ~ . Συνεπ ώ ς a +  >  b +  κ α ι a "  ^  c “ , 

ομοίω ς a +  ^  c +  κ α ι a -  ^  b ~ .  Ο π ότε τα α θρ ο ίσ μ ατα  b  +  c κ α ι c  +  b  ε ίνα ι 
η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ α  δ η λα δ ή  a  =  b  + sc c κ α ι a  =  c + ec b .

□

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 .1 . 9 .  Α ν  έχ ο υ μ ε  a  =  b  + sc c τότε ισ χύ ει ( - a )  =  ( - c )  + ec ( - b ) .

Απόδειξη. Έ χ ο υ μ ε  a  =  b  + sc c  συνεπώς a +  >  b +  κ α ι a "  ^  c ~ .
Ό μ ω ς  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ότι a “  =  ( - a ) +  κ α ι  a + =  ( - a ) “ . Α ρα  ε ίνα ι ( - a ) -  ^  ( - b ) "  

κ α ι  ( - a ) +  ^  ( - c )  +  , συνεπώς ( - a )  =  ( —c)  + . ,c ( - b ) .  □

Ο ρ ισ μ ό ς  3 .1 . 1 0 .  To διάυυσμα του πυρήνα  a  6  ΚβτχΑ,  a  =  ( α ι , . . . , α „ )  βέμε 
ότι είναι ισχυρά ημισύμμορφο άδροιαμα (strongly semiconformal sum ) δύο μη 
μηδενικών διανυσμάτων του πυρήνα  b , c €  K erzA  δηβαδή  a  =  b  + , sc c , αν και 
μόνο av  a  =  b  +  c  και αν

bi > 0 => a, > bi

ενώ av
Ci < 0 =* ai < Cj.

Παρατήρηση 3 .1 .1 1 . Από τον ορισμό προκύπτει πως ισχύει a + >  b + και a "  > 
c _ . Πράγματι αν είναι b, > 0 => b, = b* =>· a, > δ, >  0 => α, >  0 => a, =  α* =Φ· 

>  b f  για  κάθε i =  1, ...,π . Άρα a + >  b + .
Επιπλέον αν είναι <  0 =$■ = —c j  => «j <  Cj < 0 =Φ· α* <  0 => α* =  — a~ =Φ·
—a~ < —c^  =» a j  > c~ για κάθε i =  1 , n. Αρα a "  >  c~ .

Θεώρημα 3 .1 .1 2 . Α ν είναι a  =  b  + ssc c  τότε το διώνυμο xa+ -  x a δεν ανήκει 
στην καΒοβικήβάση Markov του I α . όπου a, b , c ανήκουν στον πυρήνα Kerz-4.

Απόδειξη. Έστω ότι είναι a  =  b  +.,.,c c, όπου a , b , c € Kerz-4. Υποθέτουμε ότι 
το διώνυμο x a+ — x a ανήκει στην καθολική βάση Markov, θα καταλήξουμε σε 
άτοπο. Εφόσον το διώνυμο xa -  χ “ ανήκει στην καθολική βάση Markov, που 
είναι η ένωση όλων των ελαχιστοτικών βάσεων Markov, υπάρχει μια ελαχιστοτική 
βάση M arkov στην οποία ανήκει. Έστω (xa — xa , Β ι , ..., B t) η ελαχιστοτική 
βάση M arkov στην οποία ανήκει το διώνυμο x a -  xa . Τότε για το a  έχουμε 
a  =  b  + ssr c. Συνεπώς x a+ -  x a =  xa+_b+(xb+ -  x b ) +  x a+_b++b -  xa . 
Ό μως από τη σχέση a  =  b  -f c συνεπάγεται ότι a + — a -  =  b + — b ~  +  c + — c~ => 
a + -  b + +  b~ =  a ”  + c + -  c ” . Αρα xa+ -  x a =  x a+_b+(xb+ -  x b ) + 
x a++ c+-c — x a~ — x a+ -b + (xb+ — i b ) +  x a ~c (xc+ — x c ). To διάνυσμα b  

ανήκει στον πυρήνα KerzA οπότε σύμφωνα με την παρατήρηση 2 .1 .10 το διώνυμο 
x b+ -  x b '  ανήκει στο ιδεώδες Ι α . συνεπώς σύμφωνα με την πρόταση 2.2.14 της
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μ ετα π τυ χ ια κ ή ς διατριβής του Χ ,Τ ατάκη [22] γράφ ετα ι ως γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  
διω νύμω ν της β ά σ η ς  M arkov μ ε  μ ο ν ω νυ μ ικ ο ΰ ς  συντελεστές. Δ η λα δή

x b+ -  x b = x Ul B il + ... + x Ut B it ,

ό π ο υ  { ? i , ή }  ο ι δείκτες των δ ιω νύμω ν π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ντ α ι γ ια  τη ν π ε ρ ιγ ρ α ­

φή του δ ιω νύμ ου  x b+ — x h . Ά ρα έ χ ο υ μ ε :
degA{xb — x b ) ^  degA(Bik), γ ια  κ ά θ ε  k = 1 , ..., t. Σ υ νεπ ώ ς το δ ιώ νυ μ ο  

x b —x b α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  ( 0 2, ···, B t). Α π ό  τα δ ιώ νυμ α  π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τ α ι  

για  την π ερ ιγ ρ α φ ή  του δ ιω νύ μ ο υ  x b+ — x b , α π ο υ σ ιά ζει το δ ιώ νυ μ ο  χ Ά+ — χ Ά . 
Π ράγματι α φ ο ύ  a  =  b  + ssc c  σ υ νεπ ά γετα ι π ω ς a + >  b + , δ η λ α δ ή  έ χ ο υ μ ε  ότι

x b + \ x a + . Άρα degA ( x a + ) >  degA{xb+)· Οπότε degα (χ ά+ - x a ) =  de.gA{xa+) > 
degA {xb+) = degA {xb+ - x b~).
T o δ ιά νυ σ μ α  c  α νή κ ει στον π υ ρ ή να  K erzA  οπ ότε σ ύμ φ ω να  μ ε  την π α ρ α τή ρ η σ η  
2 . 1 . 1 0  το δ ιώ νυμ ο  x c — x c α νή κ ει στο ιδεώ δες Ι α  σ υ νεπ ώ ς γρ ά φ ετ α ι ως γ ρ α μ ­
μ ικ ό ς  σ υ νδ υ α σ μ ό ς  διω νύμ ω ν της β ά σ η ς  M arkov μ ε  μ ο ν ω ν υ μ ικ ο ύ ς  συντελεστές. 
Δηλαδή

x c+ — x c =  x Ul B jt +  ... +  x Ut B jm ,

ό π ο υ  { j i , j m } οι δείκ τες των δ ιω νύμω ν π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ντ α ι γ ια  τη ν  π ε ρ ιγ ρ α -  
+ -

φή του δ ιω νύμ ου  x c — χ° . Ά ρα έ χ ο υ μ ε :
«μ _

degA(xc — x c ) ^  degA(Bjt ), γ ια  κ ά θ ε  I =  1, ...,τη. Σ υ νεπ ώ ς το δ ιώ νυ μ ο  

x c — x c α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  {Β2 , ..., Bt). Α π ό  τα δ ιώ νυμ α  π ο υ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τ α ι  

γ ια  την π ερ ιγ ρ α φ ή  του δ ιω νύ μ ο υ  x c+ — x c , α π ο υ σ ιά ζει το δ ιώ νυ μ ο  x a+ — x a . 
Π ράγματι α φ ο ύ  a  =  b  + ssc c  σ υ νεπ ά γετα ι πω ς a -  >  c " ,  δ η λ α δ ή  έ χ ο υ μ ε  ό ­

τι x a \  χ° . Ά ρα  degA(xa ) >  degA(xc )· Δ η λα δή  degA{xa+ -  x a  ) =  

deg a  (xa ) >  degA (xc ) =  degA (xc+ - x c~).
Α π οδ είξα μ ε δ η λ α δή  ότι τα δ ιώ νυ μ α  x b — x b , x c — x c α ν ή κ ο υ ν  στο σ ύ νο λ ο  
(.02: ···> B t). Ό μ ω ς  έ χ ο υ μ ε  ότι:

x a+ - x a " = x a + - b + ( x b+ - x b “ ) + x a " - c “ ( x c+ - x c ~ ) .

Άρα κα ι το δ ιώ νυμ ο  x a+ -  x a α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  (0 2 :  ···: 0 f ) ·  Δ η λα δή  είνα ι:

(x a+ -  x a " , 0 2 ) ..., B t) C  ( 0 2 , . . . ,  B t).

Η ά λλη  κ α τεύ θ υ νσ η  είνα ι π ρ ο φ α νή ς , δη λαδή  ( 0 2 , ..., Bt) C (x a+ — x a , 0 2 , . . . ,  0 t ) .  

Ο πότε δ είξα μ ε ότι το ιδεώ δες (x a+ -  x a , 0 2 , . . . , 0 t )  ε ίνα ι ίσο μ ε  το ιδεώ δες  
( 0 2 , . . . ,  0« ) .  Ό μ ω ς το σ ύ νο λ ο  { 0 2 ) . . . , 0 t }  είνα ι σ ύ νο λ ο  γ εννη τόρ ω ν γ νή σ ιο  υ ­

π ο σ ύ νο λ ο  του ελ αχιστοτικ ού , δ η λ α δή  του σ υ νό λ ο υ  { x a+ — x a , 0 2 , ..., B t }, ά το π ο . 

Σ υνεπώ ς το δ ιώ νυ μ ο  x a+ -  x a δεν α νή κ ει στην κ α θ ο λ ικ ή  βά ση  M ark ov  του Ι α  · □

Ο ρισμός 3 .1 .1 3 . Έστω 0  =  { b i , . . . , b 5} τότε ορίζουμε ως Β σ =  { b f , . . . , b £ }  
όπου  b? =  bj όταν το i  ανήκει στο σ  ή  b? =  — h i όταν το % δεν  ανήκει στο σ , με
σ Ο { 1  ,

Π αρατήρηση 3 .1 .1 4 . Υ π ά ρ χ ο υ ν  2 s δ ιαφ ορετικ ά  υ π ο σ ύ ν ο λ α  σ .

Θ εώρημα 3 .1 . 1 5 .  Έστω Β  = { b j , . . . , b s }. Τότε το διώνυμο  x u+ — x u ανήκει 
στη β ά σ η  Graver του Ιβ  α ν  κα ι μόνο α ν  το διώνυμο  x u + — x u" ανήκει στη β ά σ η  
Graver του Ιβ » , όπου u ” =  ιη όταν το i ανήκει στο σ  ή u °  =  -τι.; όταν το ί δεν  
ανήκει στο σ , μ ε σ  C ( 1 , . . . , «}.
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Απόδειξη. Έστω ίο  διώνυμο r u+ -  x u ανήκει στη βάση Graver του In · Σύμφωνα 
με την πρόταση 2 .2 .15  το διάνυσμα u =  (u i , . . . ,u ,)  φ  0 ανήκει στον πυρήνα 
Kei χ Β  και το u δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών 
στοιχείων του πυρήνα K erzB. Θα δείξουμε ότι το διώνυμο t u -  j u ανήκει 
στη βάση G raver του 1 β * · Εφόοον το διάνυσμα u  ανήκει στον πυρήνα KerzB 
συνεπάγεται πως U ibj +  ... +  u eb s =  0. Διακρίνουμε περιπτώσεις:
1 η περίπτωση

Το ί ανήκει στο σ  =» τη =  u f , b< =  bj*7 => u ,b , =  u f b f .

2η περίπτωση

To i δεν ανήκει στο σ =4* u,· =  - u f , b j =  - b f  => Uib* =  ( - u f  ) ( - b f ) =  u f  b f . 

Και στις δύο περιπτώσεις ισχύει ulb l =  u f b f .
Οπότε η σχέση u jb i  + ... +  u sb a =  0 συνεπάγεται ότι u f b f  +  ... +  u f  b f  — 0. 
Δηλαδή το διάνυσμα η σ =  ( u f , ..., Tif) ανήκει στον πυρήνα K erz{Β").
Επιπλέον αφού το u  δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενι­
κών στοιχείων του πυρήνα K erzB  συνεπάγεται πως και το ιισ δεν μπορεί να γραφεί 
ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών στοιχείων του πυρήνα Κ εΐζ (Β σ). 
Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο. Είναι ιισ =  &σ -t-cb*7 με a*7, b 17 6 ΚθΓζ(Βσ). 
Δηλαδή u*7 =  a? +  b*7 και | u*7* |= | a f  | +  | b° | με u f  =  a f  +  6 f .
Αν το i ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως u f  =  Uj =>| u f  |= | a f  | +  | 6f 
| u,· |= | a* | +  | b{ |, και u  =  a  +  b μ ε  a , b 6  K e rz#  άρα u  =  a  + c b  άτοπο.
Αν το i δεν ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως u f  =  — Uj =>| u f  |= | a f  | +
| 6f | Uj |= | —a* I +  I -b i  |=^| u, |= | a{ | Ί- | bi |, και u  =  a  Ί- b  με 
a, b  € K erzB  άρα u  =  a  + c b  άτοπο. Άρα u*7 φ  a*7 -fc b a με a 47, b CT 6 K erziB "). 
Συνεπώς έχουμε ότι το μη μηδενικό διάνυσμα u" ανήκει στον πυρήνα K erz(B ") 
και δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών στοιχείων 
του πυρήνα Κ β τζ(Β σ ), συνεπώς το ιισ ανήκει στη βάση Graver του I q" ■

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι το διώνυμο x u"+ — x u" ανήκει στη βάση Graver 
του Ιβ"  θα δείξουμε ότι το διώνυμο ι “ — χ 11 ανήκει στη βάση Graver του Ιβ · 
Σύμφωνα με την πρόταση 2.2.15 το διάνυσμα ιισ =  ( u f ,..., u f ) φ  0 ανήκει στον 
πυρήνα K erz(B CT) και δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μη­
δενικών στοιχείων του πυρήνα K erz(B <7). Εφόσον το διάνυσμα ιισ ανήκει στον 
πυρήνα ΚβΓζ(Βσ) συνεπάγεται πως u f b f  -f ... +  u f b f  =  0. Διακρίνουμε περι­
πτώσεις :
1η περίπτωση

Το ί ανήκει στο σ  =Φ· u f  =  Uj, b f  =  b j =Φ· u f b f  =  Ujbj.

2η περίπτωση

To i δεν ανήκει στο a  =$■ u f  =  -U j, b f  =  - b j  => u f b f  =  ( - U i ) ( - b j )  =  Uibj.

Και στις δύο περιπτώσεις ισχύει u f b f  =  U j b t .

Οπότε έχουμε u f b f  + ... 4- u f b f  =  0 =» u ib i  +  ... +  u ,b ,  =  0. Δηλαδή το 
διάνυσμα u  =  (uj ,  . . . ,u s) ανήκει στον πυρήνα KerzB.
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Ακόμη αφού το ιισ δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδε­
νικών στοιχείων του πυρήνα Κ βΓζ(£σ) συνεπάγεται πως και το u  δεν μπορεί να  
γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών στοιχείων του πυρήνα Κ βΤχΒ . 
Έστω όχι, θα καταλήξουμε σε άτοπο.
Είναι u  =  a  + c b  με a, b  £  Kerχ Β .  Δηλαδή u =  a  +  b  και | Ui |= | a* | +  | bi | με
Uj =  (ii +  bi.
Av to i ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως Ui — u ° , a t =  a f , bt =  6f =»| Ui |=
| a x I +  I bi |<£>| a f  |= | a f  | +  ! &f K  UCT =  a*" + c b 17, με a ^ b * 7 £  Kerχ ( Β σ ), 
άτοπο.
Αν το i δεν ανήκει στο σ συνεπάγεται πως Ui =  —a f , =  — a f , b-i =  — 6f =*-
| u, |= | a, I +  I bi Μ  - u f  |= | - a f  | +  | - 6 f  |«·| <  |= | a f  | +  | 6f Μ- U* =  
a*7 +c b '7, με Άσ, b CT £ Kerι ( Β σ), άτοπο.
Άρα πράγματι το u ανήκει στη βάση Graver του I β .

□

Παρατήρηση 3 .1 .16 . To a  =  b + c c αν και μόνο αν aa =  b 0- +c ca μ ε a, b, c £ 
Kerz-B και a CT, b*7, c°  £  Κ β τχ (Β σ ).

Απόδειξη. 'Εστω είναι a  =  b + c c τότε a  =  b  +  c και | a* |= | bi | +  | Ci |, με  
ai =  ^  +  Ci όπου τα διανύσματα a, b, c ανήκουν στον πυρήνα K erzB  . 
Διακρίνουμε περιπτώσεις:
1η περίπτωση

Αν το i ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως α; =  a f , bz =  bf,Ci =  c f . Συνεπώς 
I ai 1=1 | +  | c f  | με a f  =  6f +  c f και Άσ =  b ff + οσ . Οπότε ισχύει
aff =  b'7 + c c ° , όπου τα διανύσματα h a ,c °  ανήκουν στον πυρήνα K erz( Β σ ).
2η περίπτωση

Αν το χ δεν ανήκει στο σ συνεπάγεται πως α* =  — a f , b{ =  —&f, c.; =  — c f . Συνεπώς 
I - a f  1=1 - i f  I +  I - c f  I μ ε  ( - a f )  =  ( - i f )  +  ( - c f )  =φ | a f  |= | 6 f | +  | c f  | με  
a f =  6f + c f  και a*7 =  b'7 +  σσ . Οπότε ισχύει a*7 =  b a + Cc a , όπου τα διανύσματα  
b a,c a ανήκουν στον πυρήνα Κ βτχ(Βσ).

Αντίστροφα έστω ότι είναι a ff =  b*7 + c σ'7 =»| a f  |= | 6 f | +  | c f  | .
Διακρίνουμε περιπτώσεις:
1η περίπτωση

Αν το i ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως a f  =  a*, 6f =  6̂ , cf =  α .  Συνεπώς 
I ^  |= | bi | +  | Ci | με m  = bi +  Ci και a  =  b +  c. Οπότε ισχύει a  =  b  + c c, όπου  
τα διανύσματα b, c ανήκουν στον πυρήνα Κ βΐχΒ .
2η περίπτωση

Αν το i δεν ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως a f  =  — a*, 6f =  —b^  c f  =  — c*. Συνεπώς 
I -a *  1=1 -&i I +  I -C i  I μ ε ( -a * )  =  ( - b i )  + ( - a )  =»| a{ |= | 6* | +  | a  | με  
ai =  bi +  Ci και a  =  b  +  c. Οπότε ισχύει a  =  b  + c c, όπου τα διανύσματα b, c 
ανήκουν στον πυρήνα Κ ανχΒ . □

Π αρατήρηση 3 .1 .1 7 . Έστω το διάνυσμα u  =  (u \ , ..., u s ). Τότε ισχύει:
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Απόδειξη. Διακρίνουμε περιπτώσεις:
1η περίπτωση

Αν το i ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως u f =  ιη.
Τότε ισχύει | Ui | =  | u f  |.
2η περίπτωση

Αν το i δεν ανήκει στο σ  συνεπάγεται πως u f  =  -υ* . 
Τότε ισχύει | ν\ |= | —u f  |= | u? |.
Οπότε και στις δύο περιπτώσεις ισχύει:

Σ υ ν ε π ώ ς  || u ||ι = | uj | +...+ | us |=| uf | +...+ | <  |=|| u" ||χ.
Δ η λ α δ ή  τα σ ύ ν ο λ α  Β =  { b i , ..., b ^ } ,  Β σ = { b f , ,  b " } δ ε ν  έ χ ο υ ν  την ίδ ια  β ά σ η  
G ra v e r  α λ λ ά  ο ι δ υ ο  β ά σ ε ις  έ χ ο υ ν  τη ν ίδ ια  max(  1 -  n o r m ) .  □

Ο ρισμός 3 .1 .1 8 . Το σύυοβο των στοιχείων a του πνρήνα  Kerjj/l τα οποία δεν 
μπορούν να γραφούν ως ημιούμμορφο άδροισμα συμβοβίζεται με S(A).

Ο ρισμός 3 .1 .1 9 . Το σύνοβο των στοιχείων a του πυρήνα ΚβτχΑ τα οποία είναι 
τέτοια ώστε:
το διώνυμο xa — χ& ή, το διώνυμο χα — χα ανήκει σε κάδε εβαχιστοτικήβάση  
Markov του ιδεώδους Ι χ  . 
συμβοβίζεται με Ind(A) .

Ο ρισμός 3 .1 .2 0 . Τ ο διώνυμο Β  =  x u+ — x u καβείται αναντικατάστατο τον 
εβαχιστοττκών βάσεων M arkov του ιδεώδους Ι χ  αν και μόνο αν κάδε εβαχιστοτικό 
σύστημα γεννητόρων του Ι χ  περιέχει το Β  ή το — Β .

Ο ρισμός 3 .1 .2 1 . Το διώνυμο Β  =  rru+ — x u καβείται αναντικατάστατο τον 
ανάγωγων β ά σ εο ν  G robner του ιδεώδους Ι χ  αν και μόνο αν κάδε ανάγωγη βάση  
Grobner του Ι χ  περιέχει το Β  ή το — Β.

Παρατήρηση 3 .1 .2 2 . Η ένω ση  των ελ α χ ισ το τικ ώ ν β ά σ εω ν M a rk o v  του  ιδ εώ δ ου ς  
Ι χ  α π ο τ ε λ ε ί  τη ν  κ α θ ο λ ικ ή  β ά σ η  M a rk o v  το υ  Ι χ ,  ενώ  η το μ ή  των ελαχιστοτικ ώ ν  
β ά σ εω ν  M a r k o v  τ ο υ  Ι χ  α π ο τ ε λ ε ί το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν α να ντικ α τά στατω ν δ ιω νύ μ ω ν των 
ελ α χ ισ τ ο τ ικ ώ ν β ά σ εω ν M ark ov .
Η ένω σ η  των α νά γ ω γ ω ν  β ά σ εω ν G r o b n e r  το υ  ιδ εώ δ ο υ ς  Ι χ  α π ο τ ε λ ε ί τη ν κ α θ ο λ ικ ή  
β ά σ η  G r o b n e r  του  Ι χ , ενώ  η το μ ή  των α νά γω γ ω ν β ά σ εω ν G r o b n e r  του  Ι χ  α π ο τελ ε ί  
το σ ύ ν ο λ ο  των α να ντικ α τά στατω ν δ ιω νύ μ ω ν των α νά γω γ ω ν β ά σ εω ν G ro b n er .

Πρόταση 3 .1 .2 3 . Γ ια  το διάνυσμα t  £  Ng και το διάυυαμα ν  € KerzA έχουμε 
t  +  ν  >  Ο αν και μόνο αν  t  >  ν ~ .

Απόδειξη. Έ στω  το δ ιά ν υ σ μ α  t  =  ( l i , . . . , t n ) κ α ι το  δ ιά ν υ σ μ α  ν  =  (t'j 
Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ότι t  +  ν  >  Ο τότε ( t \ , ..., t„)  +  ( v j , . . . ,  vn ) >  Ο =Φ 
(t\  + υ ι ,  . . . , ί η +  υ η ) >  Ο. Θ εω ρ ο ύ μ ε  έν α  ί €  { 1 , . . . π }  κ α ι δ ια κ ρ ίν ο υ μ ε  π ερ ιπ τώ σ εις  

γ ια  το Vi.
Α ν Vi <  Ο Vi =  —ν~ => ν~ =  -Vj .  Τ ότε ε ίνα ι tj 4- 1>,· >  Ο => ί ,  >  — Vj =  ν ~  => 
ί,· ^  ν  ̂ ,
Α ν  Vi > Ο =» ν~  =  0 . Τ ότε ε ίνα ι ti >  0  =  ν~ =» ί ,  >  ν ~ . Α φ ο ύ  ισ χ ύ ε ι γ ια  το 
τ υ χ α ίο  ί €  { 1 , . . . π } ,  θ α  ισ χ ύ ε ι κ α ι γ ια  κ ά θ ε  i €  { 1 , . . . π }  ά ρ α  t  >  ν ~ .
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Αντίστροφα έστω ότι t  >  ν ~ . Θ α δ είξο υ μ ε  ότι t  +  ν  >  0 . Ε ίνα ι t  >  ν -  >  0  =Φ* 
t  —ν -  >  0 . Έ χ ο υ μ ε  t - f v  =  t - f ν +  — ν ~  =  ( t  —ν ~ ) + ν +  >  0 . Α φ ο ύ  ( t  —ν ~ )  >  0  
και ν + >  0 . Ά ρα  t  +  ν  >  0 . Π

Ορισμός 3 .1 .2 4 .  Το εβάχιστο μεταξύ δύο μη αρνητικών διανυσμάτων a , b  6  Ng 
ορίζεται ως εξής:

m in(  a , b )  =  h ) / l  < i <  n).

θεώρημα 3 .1 .2 5 .  To σύνοβο των στοιχείων a  του πυρήνα  K er%Α τα οποία δεν 
μπορούν να γραφούν ως ημισύμμορφο άθροισμα είναι ίσο μ ε  το σύνοβο των αναντι­
κατάστατων διωνύμων των βάσεων Markov, δηβαδή 5 ( A )  =  Ind(A).

Απόδειξη. Έστω ένα  δ ιά νυ σ μ α  u  α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  Ind(A),  Θα δ ε ίξ ο υ μ ε  όχι το u  
α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  5 ( A ) .  Έστω όχι, Θα κ α τα λ ή ξο υ μ ε σε ά τοπο . T o u  α νή κ ει στο 

σ ύ νο λ ο  Ind( A ) ά ρ α  το δ ιώ νυ μ ο  x u+ — x u α νή κ ει σε κ ά θ ε  ελ αχιστοτικ ό  σ ύ νο λ ο  

γεννητόρ ω ν του ιδεώ δους / Α . Έστω { x u+ — x u , Β2, ..., Bs} μ ια  ελα χιστοτικ ή  
βάση M arkov του Α, δη λα δή

/ A =  (xu+ - x u~ , B 2, . . . ,B s).

Το δ ιά νυ σ μ α  u  δ εν  α νή κ ει στο σ ύ νο λ ο  5 ( A )  σ υ νεπ ώ ς γρ ά φ ετ α ι ως η μ ισ ύ μ μ ο ρ φ ο  
ά θρ οισ μ α  των διανυσμ άτω ν του π υ ρ ή ν α  ν ,  w  £  K ergA , u  =  ν  + sc w  => 
u  =  ν  +  w , u + >  v + , u ~  >  w ~  . Α φ ού  λ ο ιπ ό ν  ισ χ ύ ε ι u  =  ν  +  w  σ υ νεπ ά γ ε τ α ι  
πω ς u + -  uT =  ν  +  w  =$► u + — v  =  u ~  +  w .

Ισχυριζόμ αστε ότι το δ ιώ νυ μ ο  x u+ -  x u ε ίνα ι ίσο μ ε  x u+ -  x u =  x u + _ v +  (.τν+  —
v _  x u-+wx v ) + x u _w  (x w — x w ), κ ι α φ ο ύ  u + — v  =  u ~  +  w  =$> x l 

ισ χύει η ισότητα.
Θ έτουμε B u = x u+ -  x u , B v = x v+ -  x v , B w = x w+ -  x w .
Έ χ ο υ μ ε  B u =  x u ~v B„ + x 11 ~w B w ._ Δ η λαδή  γ ια  το ιδεώ δες / Α ισ χ ύ ε ι:

Ι α  — ( 5 U, Β 2, ··■, Β„) C ( 5 V, 5 W> Β2, . . . ,  B s) .

Α κόμ η  ν ,  w  £  K er^A  α π ό  τη ν π α ρ α τή ρ η σ η  2 . 1 . 1 0  σ υ νεπ ά γετα ι π ω ς χ ν+  — χ ν  =  

Bv , x w — x w = B w £  / A , οπ ότε

(Bu, B2)..., B 3) D (Bv, B w , B2, ..., Bs).

Άρα είνα ι

(Bu, B2, ..., Bg) = {Bv, Bw, B2,..., Ba).

Δηλαδή το σύνολο { B v , B w , Β2, ..., B a} είναι σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους / Α .
Συνεπώς υπάρχει ένα ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων υποσύνολο του { Βν , B w , Β2, ..., B s ) 
που δεν περιέχει το αναντικατάστατο διώνυμο B u =  x u +  —  x u , άτοπο.
Αντίστροφα έστω το διάνυσμα u  ανήκει στο σύνολο 5 (A ) και το u  δεν ανή­
κει στο σύνολο In d (A )  Θα καταλήξουμε σε άτοπο. Αφού το u  δεν ανήκει στο 
σύνολο In d (A )  σύμφωνα με το άρθρο [4] των Α.Θωμά, Α.Κατσαμπέκη και της 
Χ.Χαραλάμπους, στην ίνα d(ujJi l ( x u+) που περιέχει τα μονώνυμα x u+, x u πε- 
ριέχεται τουλάχιστον ένα ακόμη μονώνυμο, έστω το μονώνυμο .;:a , όπου a  £ Nq .
Είναι χ β Λ - x u -  x B( x u+~e - x a- B) + x t (x &~t - x u ~ -*■), μ ε β  =  m m (u + , a ) , t  =  
ram (u ~ , a).
Θέτουμε u + — a  =  v =  ( u +  — s) — (a — s). Ισχυριζόμαστε ότι v + =  u +  — s, v~  =
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a — s.
Π ράγματι:
Όταν to  υ,+ =  (u+ — s)j > 0. τότε ισχύει (α -  s)* =  0. Πράγματι είναι (u+ -  s), > 
0 =► u,+ — Si >  0 συνεπώς uf > Si => Si =  a* => (a -  s ) j  =  0, εφόσον το s είναι 
το ελάχιστο εκ των u + , a. Δηλαδή to  S; είναι το ελάχιστο εκ των u t ,  α* κι από τη 
σχέση u f  > έχουμε ότι το *, ισούται με το «,, για κάθε / =  1, ...η.
Όταν το ν~ = (η -  s)j > 0, τότε ισχύει (u+ -  ,s), =  0. Πράγματι είναι (« -  *), > 0 
συνεπώς ίη — s, >  0 =4> «ί > => ,s* =  =£■ (u+ -  s)j =  0. εφόσον το s είναι
το ελάχιστο εκ των u + ,a . Δηλαδή το Sj είναι το ελάχιστο εκ των , α, κι από τη 
σχέση α* >  έχουμε ότι το s j ισούται με το u f , για κάθε i =  1, ...π.
Θέτουμε a  -  u~  =  w  =  (a -  t)  -  (u “ -  t) . Ισχυριζόμαστε ότι w + =  a  — t ,  w ~ = 
u "  -  t.
Π ράγματι:
Όταν το w f  = (a — t)i >  0, τότε ισχύει (u~ — t)i =  0. Πράγματι είναι (α -  > 0
συνεπώς aj — ij >  0 ai >  ij =» ij =  u~  =>· (u~ — t) t =  0, εφόσον το t  είναι το 
ελάχιστο εκ των ιι~ , a. Δηλαδή το U είναι το ελάχιστο εκ των u ~ , α, κι από a, > ti. 
έχουμε ότι το ti ισούται με το α~, για κάθε i — 1, ...π.
Όταν το w~ =  (u~ -  t.)i > 0, τότε ισχύει (α - 1){ =  0. Πράγματι είναι (u~ - t . ) t > 0  
συνεπώς u~ — ti > 0 =Φ u~ > t{ => ti =  a, => (a — /), =  0, εφόσον το t  είναι 
το ελάχιστο εκ των u _ , a . Δηλαδή το ί, είναι το ελάχιστο εκ των u ~ , α, κι από 
u '  > ti, έχουμε ότι το ί{ ισούται με το Oj, για κάθε i =  1, ...π.
Άρα ν  =  u + — a, w  =  a  — u “ συνεπώς u + — a  +  a  — u _ =  v  +  w = ^ u  =  v  +  w. 
Θα δείξουμε ότι u + >  v + και u “ >  w - . Δηλαδή θα δείξουμε ότι το u + > 
u + — s => s >  0. Ό μως το s εξ’ ορισμού είναι το ελάχιστο μεταξύ δύο μη αρ­
νητικών διανυσμάτων συνεπώς θα είναι κι αυτό μη αρνητικό διάνυσμα. Δηλαδή 
s >  0. Θα δείξουμε ότι u _ > w~ δηλαδή u _ > u _ -  t  => t  >  0. Όμως το 
t  εξ’ ορισμού είναι το ελάχιστο μεταξύ δύο μη αρνητικών διανυσμάτων συνεπώς 
θα είναι κι αυτό μη αρνητικό διάνυσμα. Δηλαδή t  > 0. Αρα σύμφωνα με την 
παρατήρηση 3 .1 .6  ισχύει u  =  ν  + sc w  άτοπο, εφόσον υποθέσαμε ότι το διάνυσμα 
u  ανήκει στο σύνολο ^(Λ ). □

Π ρόταση 3 .1 . 2 6 .  Το διώνυμο ΰ  ανήκει σε κάΒε ε/Ιαχιστοτικό σύστημα γεννητόρων 
του / α  αν και μόνο αν το Β  ανήκει σε κάδε σύστημα γεννητόρων.

Απόδειξη. Έστω ότι το Β  ανήκει σε κάθε ελαχιστοτικό σύστημα γεννητόρων του / α 
8α δείξουμε ότι ανήκει σε κάθε σύστημα γεννητόρων. Έστω ένα τυχαίο σύστημα 
γεννητόρων, αυτό περιέχει ένα ελαχιστοτικό σύστημα γεννητόρων στο οποίο όπως 
υποθέσαμε ανήκει το Β . Άρα το διώνυμο Β  ανήκει σε κάθε σύστημα γεννητόρων. 
Αντίστροφα έστω ότι το Β  ανήκει σε κάθε σύστημα γεννητόρων συνεπώς ανήκει 
και σε κάθε ελαχιστοτικό σύστημα γεννητόρων. □

Π ρόταση 3 .1 . 2 7 .  Το διώνυμο Β  ανήκει σε κάδε ανάγω γηβάση GrObner του Ι \  
αν και μόνο αν το Β  ανήκει σε κάδε βάση Grbbner.

Απόδειξη. Έστω ότι το Β  ανήκει σε κάθε ανάγωγη βάση G rdbner του / α θα δεί­
ξουμε ότι ανήκει σε κάθε βάση Grobner. Έστω μια τυχαία βάση Grobner, αυτή 
περιέχει μια ανάγωγη βάση G robner στην οποία όπως υποθέσαμε ανήκει το Β. 
Αρα το διώνυμο Β  ανήκει στην τυχαία βάση Grobner, συνεπώς και σε κάθε βάση 
Gr6bner.
Αντίστροφα έστω ότι το Β  ανήκει σε κάθε βάση G r6bner συνεπώς ανήκει και σε 
κάθε ανάγωγη βάση Grfibner. □ ■I
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Θεώρημα 3 .1 .2 8 . Το σύνοβο των αναντικατάστατω ν διωνύμων των β ά σ εω ν  
M arkov είναι ίσο με το σύνοβο των αναντικατάστατω ν διωνύμων των β ά σ εω ν  Grobner.

Απόδειξη. Έ στω χυ - x u ένα αναντικατάστατο διώνυμο ίων βάσεων Markov. Θα 
δείξουμε ότι το x u — x u ανήκει σε κάθε βάση Grobner. Θεωρούμε μια τυχαία  
βάση Grobner G, αυτή σύμφωνα με το πόρισμα 1.3.13 είναι βάση Markov, α πο­
τελεί δηλαδή σύστημα γεννητόρων του ιδεώδους Ι α · Ό πως υποθέσαμε σε αυτό

+ - + ~
ανήκει το διώνυμο x u — x u , άρα το διώνυμο x u — x u ανήκει και στην τυχαία  
βάση Grobner G. Συνεπώς ανήκει σε κάθε βάση Grobner. Οπότε το διώνυμο 
x u — x u είναι αναντικατάστατο των βάσεων Grobner.
Αντίστροφα θα δείξουμε ότι το σύνολο των αναντικατάστατων διωνύμων των βά­
σεων Grobner είναι υποσύνολο του συνόλου των αναντικατάστατων διωνύμων των 
βάσεων Markov. Έστω ότι το διώνυμο x u — x u δεν ανήκει στο σύνολο των α ­
ναντικατάστατων διωνύμων των βάσεων Markov. Θα δείξουμε ότι το x u — x ,u  
δεν ανήκει στο σύνολο των αναντικατάστατων διωνύμων των βάσεων Grobner. Αρ­
κεί να δείξουμε ότι υπάρχει μια διάταξη όρων ως προς την οποία το διώνυμο 
x u -  x u δεν ανήκει, σύμφωνα με την πρόταση 3 .1 .27 , στο σύνολο των αναν­
τικατάστατων διωνύμων των ανάγωγων βάσεων Grobner. Αφού το x u — x u  δεν 
ανήκει στο σύνολο των αναντικατάστατων διωνύμων των βάσεων Markov σύμφωνα 
με την πρόταση 3 .1 .2 6  δεν ανήκει στο σύνολο των αναντικατάστατων διωνύμων των 
ελαχιστότικών βάσεων Markov, άρα το διάνυσμα u δεν ανήκει στο σύνολο In d (A ) .  
Συνεπώς υπάρχουν κι άλλα μονώνυμα στην ίνα de,c/^1(x u+) εκτός των x u+, x u 
σύμφωνα με το άρθρο [4] των Α.Θωμά, Α.Κατσαμπέκη και της Χ .Χαραλάμπους. 
Διακρίνουμε περιπτώσεις:
1η περίπτωση
Υπάρχει ένα μονώνυμο x a τέτοιο ώ στεμκδ(χυ , x a) =  x g φ  1, όπου μ κ δ (χ “+ , x a ) =  
x mw(u ’a). Τα μονώνυμα x u+,x a ανήκουν στην ίδια ίνα συνεπώς d e g A (x u+) =  
d e g \ ( x a) => d e g ^ i x 11* ~ g ) =  degA {xa~ s ). με u + — g  >  0  και a  — g  >  0  α ­
φού g  =  m in ( u + ,a ). Άρα τα μονώνυμα x u - g ,x a~ g έχουν τον ίδιο Α —βαθμό  
συνεπώς το διώνυμο x u ~ g — x a_g ανήκει στο ιδεώδες Ι α - Θεωρώ μια διάταξη α ­
παλοιφής >- με τις μεταβλητές που ανήκουν στο φορέα s u p p (x u+ ~ s ) μεγαλύτερες
απ' όλες τις άλλες και G y  η αντίστοιχη ανάγωγη βάση Grobner. Τότε το αρχικό

+ +
μονώνυμο του διωνύμου x u g - x a g είναι το x u ~ g . Η G y  είναι βάση Grobner, 
άρα από τον ορισμό της υπάρχει ένα διώνυμο Ε G y  τέτοιο ώστε lm ( g - i ) \x u+~ s . 
Όμως ισχύει x u ~g φ  x u+ αφού x g φ  1, δηλαδή g  φ  0, άρα είναι u + >  u + — g. 
Σύμφωνα με τη μερική διάταξη που δίνεται από τη διαιρετότητα έχουμε ότι το 
μονώνυμο x u _g διαιρεί το μονώνυμο x u και μάλιστα το διαιρεί γνήσια. Άρα 
τελικά h n (g t ) \  x u+ =>· x u+ — x u ^ G y .  Δηλαδή το διώνυμο x u+ — x u δεν 
ανήκει στην ανάγωγη βάση Grobner G y  ως προς τη διάταξη που ορίσαμε.
2η περίπτωση
Υπάρχει ένα μονώνυμο x a τέτοιο ώστε μ κ δ (χ υ , x a) =  χ α φ  1 όπου μ κ δ (χ υ , x a) =  
j . m t n i u  , a ) ' ^ απόδειξη είναι όμοιο με την πρώτη περίπτωση.
3η περίπτωση
Για κάθε x a που ανήκει στην ίνα dv.g^ (x u ) των x u , x u ο μ κ δ (χ υ , x a) =  1 
και μ κ δ (χυ , x a) =  1, άρα οι τρεις φορείς supp(xu+), supp(xu+), su p p (x a ) είναι 
ξένοι μεταξύ τους. Έστω x a ανήκει στην ίνα d e g ^ l ( x u+). Ορίζουμε διάταξη α- 
παλοιφής -< με τις μεταβλητές που ανήκουν στο φορέα su p p {x 11 ), μεγαλύτερες 
από τις μεταβλητές που ανήκουν στο φορέα s u p p (x u ), μεγαλύτερες από τις με-
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τα β λη τές  π ου α ν ή κ ο υ ν  στο φ ορέα s u p p (x m )  κ α ι G <  η  α ντίσ το ιχη  ανάγω γη βάση  

G r6 b n e r . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ότι το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμ ο  του  δ ιω νύμου x u+ -  x u ε ίνα ι 
το  χ “  , ενώ το α ρ χ ικ ό  μονώ νυμ ο  του δ ιω νύμου x u -  χ *  ε ίν α ι το x u . Ό μ ω ς το  

δ ιώ νυμ ο  x u -  χ &' α ν ή κ ε ι στο ιδεώ δες / α . ά ρ α  από τον ορ ισ μό τη ς  βάσ ης G r tb n e r  

υ π ά ρ χ ε ι έν α  δ ιώ νυμ ο  gt  €  G ^  τέτο ιο  ώστε l m(gi )  \  x u =>· x u+ — x u $  G<.  Δ η­

λ α δ ή  το δ ιώ νυ μ ο  x u+ — x u~ δεν α ν ή κ ε ι στην ανάγω γη βάσ η G r0 b n e r  G y  ως προς 

τη  δ ιά τα ξη  που ο ρ ίσ α μ ε. □



Κεφάλαιο 4

Π ο λ υ π λ ο κ ό χ η χ α  G raver κ α ι  
M ark ov

Κάθε σύνολο διανυσμάτων με ακέραιες συντεταγμένες εγείρει μια ιεραρχία από  
συνθέσεις υψηλότερων διαστάσεων οι οποίες γενικεύουν την Lawrence κατασκευή  
που είδαμε στο κεφάλαιο δύο. Το 2 0 0 2  οι στατιστικοί S.Aoki και A.Takem ura [2] 
παρατήρησαν μελετώντας βάσεις Markov για πίνακες της μορφής Α ^ ,  που προερ­
χόταν από προβλήματα στατιστικής, ότι γράφοντας τα στοιχεία της βάσης Markov 
Α σαν πίνακες r χ  η, είχαν το πολύ πέντε μη μηδενικές γραμμές για οποιοδή- 
ποτε /·. Το εντυπωσιακό αυτό γεγονός οδήγησε τους F .Santos και B .Sturm fels να 
ασχοληθούν με το θέμα και να ορίσουν ως τύπο ενός πίνακα το πλήθος των μη  
μηδενικών γραμμών του. Επίσης την έννοια της Markov και Graver πολυπλοκό- 
τητας ενός πίνακα Α, σαν τον μέγιστο τύπο των στοιχείων των βάσεων Markov και 
Graver του Α ^  αντίστοιχα, όταν γράψ ουμε τα στοιχεία τους ως πίνακες r  X η. 
Ακόμη απέδειξαν ότι η Markov και η Graver πολυπλοκότητα είναι πάντα π επ ε­
ρασμένη. Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να  δούμε την απόδειξη των F .San tos  
και B.Sturm fels.

4.1 Πίνακας Lawrence Α ^

Σταθεροποιούμε ένα σύνολο διανυσμάτων A  — { a i , . . . ,a n } c  Zd C Q d που  
παράγουν τον Q d κι έστω Κ β τχΑ  το κιγκλίδωμα γραμμικών συνδυασμών στο Α. 
Εισάγουμε την ακολουθία πινάκων Α^  , Α ^  , Α ^ ......A^k\ . . . :

Α<2> =
Α  0
0 Α
1 I

Λ(3> =

/  Α 0 ° \0 Α 0
0 0 Α

V I I ι /

83
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Α<4> =

f Α 0 0 °  \
0 Α 0 0
0 0 Α 0
0 0 0 Α

1 I I I * )

Α<*> =

ί  Α 0 °  \
0 Α 0
0 0 Α  . . .  . 0

0 0 0 . . .  . . . . .  0 Α

V I I 1 . . .  .
1 /

Ό π ο υ  I ο μ ο ν α δ ια ίο ς  η  χ  η  π ίνακα ς κ α ι A  ο d  χ  η  π ίνα κα ς ο ι στήλες του οποίου  

ε ίν α ι τα  δ ια νΰ σ μ α τα  του συνόλου Α.  Εφόσον ο π ίνα κα ς Α  ε ίν α ι ένας d x n  π ίνακας  

τότε ο π ίν α κ α ς  Α ^  ε ίν α ι ένα ς (2d  +  η )  χ  2 η  π ίνακα ς, ο π ίν α κ α ς  Α^3) ε ίν α ι ένα ς  

(3d + η)  χ  3 η  π ίν α κ α ς  κ ι  αντίστοιχα  ο π ίνα κα ς Α ^  ε ίν α ι ένα ς  ( kd  +  η)  χ  k n  
π ίνα κα ς.

Τ ο  ιδεώ δες Ι α  ε ίν α ι το εξής

Ι Α =  ( x u+ -  x u /d e g A (x u+) =  degA ( x u ' ) ) ,

όπ ου U  =  ( i l l ,  . . . , « n ) ·

Α π ό τη  σχέση degA ( x a+) =  degA (x u ) έχ ο υ μ ε  ότι 
u ^ a i  +  . . .  +  w + a n  =  u f a i  +  . . .  + u “ a „  = >

( « +  -  ) a i  +  ... +  (u +  -  u " ) a n =  0  = *
U i a i  +  ... +  u n a n  =  0. Ό π ο υ  a ,  =  (a i t , . . . ,  aid) γ ια  1 <  i  < n.

 ̂ O il «21 · ( U\ λ /  °  λ

012 022 · . . αη 2 . .

Ε ίν α ι • • • = •

 ̂ Old α  2 d · • &nd J ^ U n / W
Συνεπ ώ ς

a n i i i .+ ... +  a nitin =  0

aid« i +  ... +  anrfUn =  0.

Ε ίν α ι Α ιΓ  =  0  to δ ιά νυσ μ α  u T α ν ή κ ε ι στον πυρήνα Kerχ Α .  θ α  επαναλάβουμε
τη  δ ια δ ικ α σ ία  γ ια  τον π ίνακα  Α ^ .
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Είναι Α ^  =

/ « ιι « η ΐ 0

α ΐ 2 α η 2
,

«Id Q“n d 0

0 0 « 1 1

α χ 2

0 0 « 1  d

1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1

V 0 0 0 0 1 0 0 0 0

Συνεπώς

αχχ . α η ι 0 • 0

α χ 2 • O n  2 •

a i d a n d 0 0

0 * 0 « 1 1 « n l

• « 1 2 « n 2

0 0 a i d a n d

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 '  0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

u  ι

un
υι

\ ν η J

«ιΓ«ι +  ... +  an\ u n =  Ο

/  Ο \

Ο
ο

ο
ο

V ο 7

«12«1 +  ... +  0Ln2Un =  Ο

και

«1<ί«1 Ί" ···"(■ Q"ndMn — Ο

«11^1 "I- ... Ί” O-nlVn — Ο

«12^1 +  ··· +  «η2^η — ο
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(iidVi +  ... +  andV„ = 0.

Είναι Α ιΓ  =  Ο <4 u T € Kerz A και Α ντ =  0 *  ν τ € Kerz A. Ακόμη έχουμε 
xt\ ·+- «ι =  0, . . . ,u n +  νη =  0, δηλαδη u T -j. y r — q <χυνεπώς ν τ — —u T. Τα 
διανάσματα λοιπόν u r , ν τ είναι αντίθετα.
Στην περίπτωση όπου έχουμε τον πίνακα A^k) είναι

ί  "π
/  0 \

/  A  0  .
0  A  . 
0  0  A

0 . .
V I I I

0 °  \
0 0
0 0

0 A
I I  /

^ln
«21

0
0

«2n
0
0

u* 1 0
0

\  Ukn /
V 0 /

Είναι Aui1̂7’ = 0, Au *2)t = 0,..., Au^T = 0. Συνεπώς τα διανύσματα û T̂, u ^ T, ..., u 
ανήκουν στον πυρήνα Kerz A και είναι -f ... +  u ^ T =  0. όπου =
(«U t ...,«1n),...,U(fc) =  (Ufci,...,«fcn)·
Η διάσταση του πυρήνα του Α ^  ισοϋται με (r  — l) (n  -  d) και ο πυρήνας του Α ^  
είναι ο εξής:

K erzA ^  =  { ( u ^ \ . . . , u ^ )  €  (Zn )r : e  Kerz A Vi =  0}.

Ο ρισμός 4 .1 .1 . Ο πίνακας M (u) που προέρχεται από το διάνυσμα u  €  (Zn)r C 
(Qn)r είναι ο ακόβουδος:

Μ  (μ ) =  Μ  (« ιχ ,.. . ,« ι„ , . . . ,  « rit . · , « Γη) =

/  « π

\  « r l

ό π ο υ η  =  (u (1\  ..., u (r)) μ ε υ (1) =  («χχ, . . . ,« 1η), . . . ,u (r) =  («Γχ,

« 1  η  >

^rn  )  

ι u rn)·

Αν το διάνυσμα u  ανήκει στον πυρήνα Kerz A ^  τότε ο πίνακας Λ /(ιι) είναι ο 
ακέραιος πίνακας του οποίου οι στήλες αθροίζουν στο μηδέν και οι γραμμές του 
ανήκουν στον πυρήνα KerzA.
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Θα δώσουμε ένα παράδειγμα ώστε να μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύ­
τερα την παραπάνω διαδικασία.

Παράδειγμα 4 .1 .2 . Έστω ο πίνακας A  :

Λ  ~
3 2 1 0  
0 1 2  3

Τότε ο πίνακας είναι ο 10 χ 12 πίνακας :

(  3 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ° \
0 1 2 3 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 2 1 0 0 0 0 0

(  A 0 0 λ 0 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 0
0 A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 2 1 0
0 0 A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3

^ * I I ) 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 >
Τότε ένα στοιχείο του πυρήνα είναι το εξής:

(  ° ^1
- 2
1
1

- 2
1
0

- 1
1
1

V - 1

Ο αντίστοιχος πίνακας M (u) είναι ο πίνακας:

0 1 - 2 1
1 - 2 1 0

- 1 1 1 - 1

Ακόμη παρατηρούμε πως οι στήλες του αθροίζουν στο μηδέν και οι γραμμές του 
ανήκουν στον πυρήνα Ker%Α.

4.2 Πολυπλοκότηχα Graver
Ορισμός 4 .2 .1 . Κ α Α ο ύ μ ε τύπο ε ν ό ς  δ ια νύ σ μ α το ς  u  €  (Z n)r C (Q n )r του α ρ ιδ μ ό  
των μη μ η δ εν ικ ώ ν  γρ α μ μ ώ ν  του π ίνα κ α  Μ ( u).

Ορισμός 4 .2 .2 . Η  ποβυκβοκότητα M arkov m (A ) του Α  ε ίν α ι ο  μ έγ ισ το ς  τύ π ο ς  τω ν 
π ινά κ ω ν της M a rk o v  β ά σ η ς  του Α ^  γ ια  οπ ο ιοδή π οτε ν .
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Ο ρισμός 4 .2 .3 . Η κοΑυηβοκότηια G raver g(A) ιου Α είναι ο μέγισιος ιύηος ιων 
πινάκων της βά σης Graver ιου  Α ^  για οποιοδήποιε τ.

Παρατήρηση 4 .2 .4 . Ισ χ ύ ε ι  m (A ) <  g (A ) . α φ ο ύ  έ χ ο υ μ ε  α π ο δ ε ίξ ε ι  όχι η  κ α θ ο λ ικ ή  
β ά σ η  M a r k o v  ε ίν α ι υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τη ς β ά σ η ς  G ra v er  ό τα ν  ( N A (r) ) f )  ~ ( N A (r>) =  { 0 } .  
γ ια  r  >  2 .

Παρατήρηση 4 .2 .5 . Στη σ υ ν έ χ ε ια  θ α  δ ο ύ μ ε  έν α  π ο λ ύ  σ η μ α ν τ ικ ό  θ εώ ρ η μ α  στο  
ο π ο ίο  θ α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  ότι ο  τ ύ π ο ς  των π ινά κ ω ν  Μ ( u )  σ τ α θ ερ ο π ο ιε ίτ α ι κ α θ ώ ς η r  
L a w r e n c e  ά ρ σ η  το υ  A , Α^ΓΚ α υ ξ ά ν ε ι γ ια  r > 2 . Δ η λ α δ ή  η π ο λ υ π λ ο κ ό τ η τ α  M ark ov  
κ α ι G ra v e r  ε ίν α ι έ ν α ς  φ υ σ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς .

Παράδειγμα 4 .2 .6 . Έ στω  A  =  { a i  =  ( 3 , 0 ) , a 2  =  ( 2 , l ) , a 3 =  ( 1 , 2 ) , 8 4  =  
(0,3)} C Ζ2. Ο πίνακας του Α  είναι ο εξής:

, ί  3  2  1 0 \
1 2  3  )■

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ο ν  ο μ ο μ ο ρ ψ ισ μ ό  Φ.

Φ : Κ[χ ι ,Χ2, χ ζ , χα] -»· K[tut2],  μ ε ^ ι  ->  έ ι 3 , ^ 2  ->  h 2h , X 3  - *  M 2 2 . *4  ->  *2 3

ό π ω ς  α υ τ ό ς  ο ρ ίσ τ η κ ε  σ το  δ εύ τ ε ρ ο  κ ε φ ά λ α ιο . Έ τσι έ χ ο υ μ ε  :

ΙΑ =  Κ θΓ(Φ ) =  (Ζ ι :Ε3 ~  Χ\ ,Χ\Χ\  — Χ2Χ3,Χ2Χ4 -  2 2 )·
Η  M a r k o v  β ά σ η  το υ  Α  ε ίν α ι το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν τριώ ν δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν

{ ( 1 , - 2 ,1 ,0 ) , ( 1 , - 1 , - 1 ,1 ) , ( 0 ,1 , - 2 ,1 ) }

π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ο υ ς  ελ α χ ισ τ ο τ ικ ο ύ ς  γ ε ν ν ή τ ο ρ ε ς

{*1*3 - *|,*1* 4 -  *2*3. *2*4 ~  *3}

τ ο υ  ιδ ε ώ δ ο υ ς  ΙΑ.
Η  G ra v e r  β ά σ η  του  Α  ε ίν α ι το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν π έ ν τ ε  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν

{(1) ~ 2 ,1 ,0 ), (1, --1 ,- -1 ,1 ) , ( 0 ,1 , - •2,1), (1,

/  3 2 1 0 0 0 0 0 ^
0 1 2 3 0 0 0 0
0 0 0 0 3 2 1 0

Ο πίνακας Α ^  =
0 0 0 0 0 1 2 3
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0

Ιο 0 0 1 0 0 0 1
βαθμίδα 6. Η διάσταση του πυρήνα του πίνακα /

ε ίν α ι έ ν α ς  8 x 8  π ίν α κ α ς  μ ε

σ τ ο ιχ ε ία  το υ  π υ ρ ή ν α  K er^A ^2* έ χ ο υ μ ε  ότι ο ι  σ τή λ ες  το υ  α θ ρ ο ίζ ο υ ν  στο μ η δ έ ν  κ α ι 
ο ι γ ρ α μ μ έ ς  το υ  α ν ή κ ο υ ν  σ τον π υ ρ ή ν α  K er ^ A .
Α π ό  το θ ε ώ ρ η μ α  2 .3 .4  η  β ά σ η  M ark ov  του  Α ^  ε ίν α ι ίση  μ ε  τη β ά σ η  G ra v er  του  
Α^2Κ Α π ο τ ελ ε ίτ α ι α π ό  π έν τ ε  π ίν α κ ε ς  π ο υ  π ρ ο ή λ θ α ν  α π ό  τη β ά σ η  G ra v er  το υ  Α. 
Δ η λ α δ ή :

M a rk o v (A (2*) =  G rAll) ο  )  ' (  - 1  V  V  - 1  )  '
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( Ο  1 - 2  1 λ /  1 0 - 3  2 ^ / 2  - 3  0 1 V
1 ^ 0 - 1  2 - 1  ) '  \  - I  0 3 - 2  )  ’ ^ - 2  3 0 - 1  ) 1

Η τρίτη Lawrence άρση του πίνακα Α  είναι ο 10 X 12 πίνακας μ ε βαθμίδα 8:

(  3 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ^
0 1 2 3 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 2 1 0 0 0 0 0

/  A Ο ο \ 0 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 0
Ο A Ο 0 0 0 0 0 0 0 0 3 2 1 0
Ο Ο A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3

\  1 I 1 ) 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 /

Η διάσταση του πυρήνα του πίνακα Α ^  ισοΰται με 4. Ενώ για τα στοιχεία του 
πυρήνα έχουμε ότι οι στήλες του αθροίζουν στο μηδέν και οι γραμ μές
του ανήκουν στον πυρήνα K ergA

Η βάση Markov του Α ^  αποτελείται από 21 πίνακες:

1 —2 1 0 \  /  0 0 0 0 \ / —1 2 —1 0 \
{ - 1  2 - 1  0 , 1 - 2  1 0 , 0 0 0 0 ,

V 0 0 0 0 / \ —1 2 - 1 0 / \ —1 2 —1 0 /

/  0 0 0 0 \  /  1 —1 —1 1 \  /  1 —1 —1 1 \
1 - 1  - 1  1 , 0  0 0 0 , - 1  1 1 - 1  ,

V - 1  1 1 - 1  /  \  - 1  1 1 - 1  /  \  ο ο ο ο /

/ Ο  0 0 0 \ / 0  1 —2 l \ / 0  1 —2 1 \
0 1 - 2  1 , 0  0 0 0 , 0  - 1  2 - 1

\ 0 —1 2 —1 / \ 0 —1 2 —1 / \ 0  0 0 0 /

/ Ο  0 0 0 \ / ΐ  0 —3 2 \ / ΐ  0 —3 2 \
1 0 - 3  2 , 0  0 0 0 , - 1  0 3 - 2

\  - 1  0 3 - 2  /  \  - 1  0 3 —2 /  V ο 0 0 0 /

/ Ο  0 0 0 \  /  2 - 3  0 1 \  /  2 —3 0 1 \
2 - 3  0 1 , 0  0 0 0 , - 2  3 0 - 1 ,

\  —2 3 0 —1 /  \  —2 3 0 - 1  /  V 0 0 0 0 /

/ 0  1 —2 1 \  /  0 1 —2 1 \  /  1 —2 1 0 \
1 - 2  1 0 , - 1 1  1 - 1 , 0  1 - 2 1

V - 1  1 1 - 1  /  \  1 - 2  1 0 /  \  - 1  1 1 - 1  /

/  1 - 2  1 0 \  /  - 1  1 1 - 1  \  /  - 1  1 1 - 1  \
- 1 1  1 - 1 , 0  1 - 2 1 , 1 - 2 1  0 }.

\  0 1 —2 1 /  \  1 —2 1 0 /  \  0 1 —2 1 /

Μπορεί να ελεγχθεί ότι δεν προστίθενται νέα στοιχεία στη βάση Markov του Α ^  
για r > 4, παρά μόνο μηδενικές γραμμές. Δηλαδή τα στοιχεία της βάσης Markov 
του A(r) για r  > 4, σχηματίζονται με την προσθήκη μηδενικών γραμμών στα
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στοιχεία της βάσης M arkov του Α ^ Κ  Για παράδειγμα ένα στοιχείο της βάσης 
M arkov του Α ^  είναι το εξής:

/ 0 0 0 0 \
0 0 0 0
0 1 - 2 1
0 0 0 0

- 1 1 1 - 1
1 - 2 1 0

\ 0 0 0 0 )
Π αρατήρηση 4 .2 .7 . Η συνεστραμμένη κυβική καμπύλη Α  έχει πολυπλοκότητα 
M arkov m(A) =  3. Η βάση Graver του αποτελείται από 87 πίνακες. Εικοσιέ- 
να από αυτούς είναι οι πίνακες που ανήκουν στη βάση Markov και τους έχουμε 
γράψει προηγουμένως. Οι υπόλοιποι 66  προέρχονται από μεταθέσεις γραμμών 
των παρακάτω 11 πινάκω ν:

1 1

- 1 2

0 - 3

4 - 2

- 1 2

- 3 0

3 0

- 3 3
0 - 3

6 0

- 6 3
0 - 3

- 1 1 1

- 1 2 - 1

2 - 3 0

- 2 2 2

1 - 2 1

1 0 - 3

- 3 4 1

2 - 4 2

1 0 - 3

- 2 0 6

0 3 - 6

2 - 3 0

0 - 2 4 - 2

- 1 2 - 1 0

1 0 - 3 2

- 2 2 2 - 2

0 1 - 2 1

2 - 3 0 1

- 2 1 4 - 3
0 2 - 4 2

2 - 3 0 1

I

Μπορεί να υπολογίσει κανείς χρησιμοποιώντας το πρόγραμμα 4tl2 τις βάσεις 
G raver του Α ^  για  μεγαλύτερα r. Αυτό που παρατηρούμε είναι πρώτον ότι στον 
A (°) υπάρχει ένα στοιχείο με τύπο 6 το ακόλουθο:

/  2 - 3 0
- 1 \

2 - 3 0 1
1 - 2 1 0
1 - 2 1 0
1 - 2 1 0

^ ι  ο - 3 2 /

Δεύτερον για r > 6 τα στοιχεία της βάσης Graver προέρχονται από στοιχεία της 
βάσης G raver του με την προσθήκη τ  — 6 μηδενικών γραμμών. Παρατηρούμε 
λοιπόν ότι η πολυπλοκότητα Graver y(A)  είναι ίση με 6. Το λόγο που συμβαίνει 
αυτό Θα τον καταλάβουμε στο Θεώρημα 4.3.4.

Λ ήμμα 4 .2 .8 . 'Εστω το διάνυσμα u  ανήκει στηβάση Graver του Α(Γ\  Υποδένουμε 
ότι μια από τις γραμμές του r χ  τι πίνακα A /(u), έστω τ\ ι ι ^ \  έχει σύμμορφη παρά­
σταση δηβαδή  + c ... + c όπου ..., u j^  ανήκουν στον πυρήνα
KerzA. Τότε o (r +  k  -  1) x n  πίνακας M (u ') . ο οποίος προέρχεται από την αντι­
κατάσταση της γραμμής  u Μ από τις γραμμές U j ' \ ..., u j^  ανήκει στη βάση  Graver 
του A^r+k~1K
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Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ο πίνακας Μ  ( η 1) δεν ανήκει στη βάση Graver του 
^(r+fc- ΐ ή  gQ καχαλήξουμε σε άτοπο. Αφού ο M (u ') δεν ανήκει στη βάση Gra­
ver του A {r+k- συνεπάγεται σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .1 5  πως το διάνυσμα  
u' μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων 
v ' , t '  του πυρήνα K eT zA ('r+k~ l h  Δηλαδή u' =  ν ' + c t' συνεπώς u' =  ν ' +  t' 
και |ujm| =  +  |i'im| για l =  1 ,..., ϊ χ , ..., i k, ..., r και τη =  Ι , . , . , η ,  όπου
u' =  (u (1) , . . . ,u (1l) , . . . ,u ^ ) , . . . ,u ( r) ) ,v '  =  (v '(1), . . . , v ' (1l) , . . . ,v '^ ) , . - - ,v ' (r)) , t '  =  

(t '(1), ..., t'J0 , ..., t '£ }, ..., t ' (r)) με =  (u j i , ..., uj n ), v '0 ) =  {ν'jX , ..., v 'j n ), t ' 0 )  

( t ' j i ,  για j  = l , . . . , i ~  l , i  +  l , . . . , r  και uft? =  (u ijn l, . . . ,u imJ ,  v ' ^  =

t 'J i =  Yi a m =  1 ,..., k.
Γνωρίζουμε ότι το διάνυσμα u  ανήκει στον πυρήνα Ker%A^ ,  θα δείξουμε ότι το 
διάνυσμα u' ανήκει στον πυρήνα Kerz A i'r+k~ 1') .
Εφόσον το διάνυσμα u  ανήκει στον πυρήνα KerχΑ ^ 'Κ  έχουμε ότι τα διανύσματα  
u ^ , ..., ..., u(r) ανήκουν στον πυρήνα Ker%Α και είναι u^1) +  ... +  +  ... +

u(r) =  0.
Ισχύει ότι + c ... + c uj^ με u ^ , ..., uj^ 6  K er^A  Τότε είναι

u^1), . . . ,u (I_1), u ^ ,  u ^ , ..., u ^ ,  u ^ +1\  ..., ανήκουν στον πυρήνα Ker^A και
+  ... +  +  ... +  =  0.

Συνεπώς τα διανύσματα u^1) , ..., u ^ -1 \  u ^ ,  ···, u ^ ,  u ^ +1\  ..., u (r) ανήκουν
στον πυρήνα Κ β τχΑ  και u (1) +  ... +  u ^ -1 ) +  ( u ^  +  ... +  u ^ )  +  u (i+1) +  ... +  u (r) =  0. 

Αρα πράγματι το διάνυσμα u' =  ( u ^ ,  ..., u ^ - 1 \  u ^ ,  u ^ ,  ·.., u j^ , u ^ +1\  ..., u ^ )  
ανήκει στον πυρήνα KerzA^-r+k~l\
Έ χουμε ότι το διάνυσμα + c ... + c είναι σύμμορφο άθροισμα, δηλα­

δή ισχύει +  ... +  uj^ και \uij \ =  |u il:j | +  ... +  \uikj |, όπου i =  1 ,..., k  και
j  = 1 ,..., η. Δηλαδή στον πίνακα M (u '), τα στοιχεία u ^ . , ..., Uikj είναι ομόσημα. 
Από το σύμμορφο άθροισμα u' =  v ' + ct' , συνεπάγεται πως τα αντίστοιχα στοιχεία 
των πινάκων Μ (ν ') , M (t')  είναι ομόσημα. Συνεπώς έχουμε:

+  ··· +  K+ml =M'im\ —  Γ'+ιm +  ··· +  u i km II pJ. 3

Vil,n + 1 +  ··■ +  \Vik,n
Vilm 1 J  +  .·· +  Kifcml

Δηλαδή είναι \uirn\ =  \vlUn] +  ... +  \vikm\ +  ... +  |tilm | +  ... +
Παρατηρούμε για το διάνυσμα u  ότι ισχύει:

U =  V +  t,

όπ ουν  =  ( ν '^ , . . . ,  ν '^ , . . . ,  ν ' ^ )  κ α ιί  =  ( t ' ^ , ..., t ' ^ , ..., t ' ^ )  θέτοντας ν ' ^  =  
ν'ι** +  ... +  ν ' ^  και t ' ^  =  t ' ^  +  ... +  t 'j^ .  Ακόμη παρατηρούμε πως ισχύει 
I'^im | =  \ν'ΐτη\ +  Wim\ για I = 1, ..., %\, ..., ί*.,..., r  και τη — Ι , . , . ,η . Απομένει να 
δείξουμε ότι τα διανύσματα ν , t  ανήκουν στον πυρήνα K ex% A ^.
Υποθέσαμε ότι τα διανύσματα v ' , t '  ανήκουν στον πυρήνα KerxA^r+k~1K Θα 
δείξουμε ότι τα διανύσματα ν, t  ανήκουν στον πυρήνα K erz-^A  Αρκεί να το δεί­
ξουμε για το διάνυσμα ν  όμοια αποδεικνύεται και για το διάνυσμα t.
Εφόσον το διάνυσμα ν ' ανήκει στον πυρήνα KerzA^r+k~1K έχουμε ότι τα διανύ- 
σματα ν  
„ / 0 )

'(1) ν'[ι), ν ' (2ι),..., ν '^ ; ,..., ν ΛΓ' ανήκουν στον πυρήνα Ker%Α και είναι/(*) Ar)

+ ... +  v ' | l) +  ν ' ^  +  ... + ν '£ \  + ... +/(*) ( ί ) A r) 0.
Θέσαμε ν ' ^  =  v 'j^  +  ... +  v 'j^  με το διάνυσμα ( ν '^  +  ... +  v 'j^ )  να ανήκει στον 
πυρήνα Ker^-A αφού τα διανύσματα ν '^ ,  ..., ν ' ^  ανήκουν στον πυρήνα Ker%Α. 
Τότε είναι ν '^ , . . . ,  ν ' ^ ,  ..., ν ' ^  ανήκουν στον πυρήνα Kerz>l και
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ν ' (1) +  ... +  ν /(<) +  ... +  ν ' (Γ) 
Συνεπώς τα διανύσματα ν '^ 1*

= 0.
, . , ν (») ,..., ν '( Γ* ανήκουν <πον πυρήνα Kerz /l και

=  0. Αρα πράγματι το διάνυσμα ν  =  (ν '*1*,..., ..., ν'*Γ*
ανήκει στον πυρήνα K erzA ^ K  Ό μοια και το διάνυσμα t  ανήκει στον πυρήνα 
KerZv4(r).
Αρα αποδείξαμε ότι είναι ιι =  ν  Ί-f t  σύμμορφο άθροισμα με τα διανϋσματα ν , t  
να ανήκουν στον πυρήνα KerzA^'K άτοπο σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .15  αφού 
το διάνυσμα u  ανήκει στη βάση G raver του Α ^ .
Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η απόδειξη θα την παρουσιάσουμε με τη βο­
ήθεια πινάκων. Ε ίνα ι:

M (u )  =

U*1) \  
μ (2 )

< w u . . . U \ n

«21 . . . u 2n

ω  +  . ..  +  « ω
=

«»1 U%n

u W  ) V « Π U r n /
( «11

«21

« in  +  · . +  U»fcl

Win 
«2 n

«Un +  · . +  U

\  Ur 1 * . Urn /
λόγω του σύμμορφου αθροίσματος της γραμμής του πίνακα Μ (ιι), 
Ο πίνακας M (u ')  είναι ο εξής:

/  uW  \

M (u ')  =

u (2)

U (i-1)
(0u

u ω

u (ί+1)

(  «11  

«21

U

11
*21

^i+11

^ ln  
^2 n

\

*ln

*2i

Uiu*kn
^i+ln

XI /M  \ «Γ1
\ u(r)

Ό μω ς το u ' είναι σύμμορφο άθροισμα των ν '  και t '  ά ρ α :
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/  » (1) \
U(2)

U ^ " 1)
(0u i

M (u ')  =

u ( 0

u (i+1)

Ά ρα ε ίν α ι:
V “ (r) J

(  Mil 
«21

M (u ') =
u121

«tfci
«t+11

\  « r l
Ό μ ω ς δ είξα μ ε ό τ ι:

/  «11

(  v /(1) \  
„ ' ( 2)

v'(i-1)
, (*) V i '

/ (i)
v'fcV '

« 2  n

t ' (1> \
t'<2>

1 )

+

t ' l (0

x / ( i + l )

\ t ' (r) /

\ ( « 1 1  . . . « 1 η
« 2 1  . . . « 2η

Mn
2̂n

Uikn 
« t + Ι  n

U r n

«»n
vhi

vik 1 
«t+11

M ( u )

«21

«in + . -)- UIk 1

\  « r l

/  «11  
«21

\  « r l

« In  
« 2  n

■'*ln
't2n

«tfcn
« i+ ln

+

/  1̂1 
^21

iiu
ii2l

‘'tfci
ii+11

«rn /  \  ir l

«ήη +  · . +  w.̂ fcn

Ur

( « t i l  +  i i u )  +  · +  («i*i + i i fei )

V « r  1

« I n  
« 2  n

(«ίι„ +  ί*ι„) +  · +  ( « i f c n  +  ^ f c n )

UT
r\ σ υ νέπ ε ια  του σ ΰ μ μ ο ρ φ ο υ  α θ ρ ο ίσ μ α το ς u ' =  v ' + c t '  στη γ ρ α μ μ ή  του  π ίν α κ α  
Μ (  u ) .

ilri
2̂η

'^1 η.
‘'ί-2τι

ί k η
ti+li

tr
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/ ( i ' l l  +  i l l ) • · · ( l ’ln  +  i l n )  ^
(«21 +  h i ) ■ · · ( « 2 n + < l n )

M (u ) = κ ι +  i * u )  +  ■·· +  (vik l +  iifci) • · · ( υ *ι„ +  i*i . . )  +  ” +  ( VH« +  <<»«)

(«r l  +  i r l ) («rn "i” ir n)  /
η συνέπεια του σύμμορφου αθροίσματος u ' =  ν '  + c t '  στις υπόλοιπες γραμμές 
του πίνακα M (u ). Άρα τελικά έχουμε: Μ (υ) =

i «11 . . • ^ln ^
«21 > · V2n

V i l l  "I" ··· Η" • V i l n + - + V i k n

• V r n  J
δηλαδή u  =  v  + c t ,  όπου

f  «n * · ^ln
«21 . . . l>2 n

M (v ) =
V i u  +  -  +  «ifci . . - V i l n + ^ + V i

\  «rl • · · vrn
(  ill • 1̂ n

<21 • . t 2 n

M (t)  =
i*u +  ··· +  i»iu ■ . t i l n  +  ... +  t i kn

 ̂ <rl . t r n

/ 1̂1
<21

i<n +  · • + 1*1.1

 ̂ <rl

\

/

<1. 

h ,

i»._ +  ■

Ο ρισμός 4 .2 .9 . Έστω B  =  { b j , b e} βάση  Graver κάποιουαυυόβου διαυυσμά- 
τωυ Α. Θα ορίσουμε το Β Τ, τ  >  s, ως εξής:

Β Γ =  { (u < 1), . . . , u <r)) / u (0  € Β ή  - u {i) €  Β ή ί ΐ Μ  =  Q yta i  =  Ι , . , . , γ }.

Π όρισμα 4 .2 .1 0 . Κάδε στοιχείο u  της β ά σης Graver του μπορεί να δοθεί μέσω
σΰμμορφης πρόσθεσης γραμμών ενός στοιχείου υ ' της βάσης Graver του Α ^Κ  με 
ft >  γ , με την ιδιότητα κάθε μη μηδενική γραμμή του υ ' να ανήκει στη βάση  Graver 
του Α.

Απόδειξη. Έστω u  ένα στοιχείο της βάσης Graver του Έστω u (1) η πρώτη 
γραμμή του πίνακα M (u ). Η μπορεί να ανήκει στη βάση Graver του Α, 
μπορεί και όχι.
Έστω ότι η υ ^  δεν ανήκει στη βάση Graver του Α. Τότε σύμφωνα με την πρόταση
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2 .2 .15 , ίο  μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών 
διανυσμάτων a, b, δηλαδή =  a + c b με ία διανύσματα a, b  να ανήκουν στον 
πυρήνα ΚβνχΑ  και a, b G ZTl. Ο πίνακας που προέρχεται από την αντικατάσταση 
του διανύσματος από τα διανύσματα a, b  ανήκει στη βάση Graver του 
σύμφωνα με το λήμμα 4 .2 .8 .
Συνεχίζουμε με το διάνυσμα a. Το διάνυσμα a  είτε ανήκει στη βάση Graver του Α , 
είτε όχι. Έστω ότι το a  δεν ανήκει στη βάση Graver του Α . Τότε σύμφωνα με την 
πρόταση 2 .2 .1 5  το a μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών 
διανυσμάτων d, e  δηλαδή a  =  d + c e  με τα διανύσματα d, e  να ανήκουν στον 
πυρήνα Ker^A και d, e £ ΙΑ. Ο πίνακας που προέρχεται από την αντικατάσταση 
του διανύσματος a  από τα διανύσματα d, e  ανήκει στη βάση Graver του Α ^ '+2^. 
Συνεχίζουμε με το διάνυσμα b. Το διάνυσμα b  είτε ανήκει στη βάση Graver του Α , 
είτε όχι. Έστω ότι το b δεν ανήκει στη βάση Graver του Α . Τότε σύμφωνα με την 
πρόταση 2 .2 .1 5  το b μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών 
διανυσμάτων m, π δηλαδή b  =  m  + c η με τα διανύσματα m , π  να ανήκουν στον 
πυρήνα Ker%Α και m , n e  Ρ ,  Ο πίνακας που προέρχεται από την αντικατάσταση 
του διανύσματος b από τα διανύσματα m , π  ανήκει στη βάση Graver του λΐ(Γ+3). 
Συνεχίζουμε κατά αυτόν τον τρόπο αντικαθιστώντας τα στοιχεία εκείνα που δεν 
ανήκουν στη βάση Graver του Α , με τα σύμμορφα αθροίσματα τους. Η διαδικασία 
αυτή τερματίζει κάποια στιγμή. Πράγματι θεωρούμε το σύμμορφο άθροισμα

U =  Uj +c U2·

Τότε έχουμε u =  Ui +  u 2 και | Ui |= | u u  | +  | u 2i |, όπου u  =  (u i,  . . . ,u n) ,u i  =  
( i i i i , ..., ujn ), U2 =  ( 1x2 1 , ...,U 2 n )· Αν κοιτάξουμε την 1—νόρμα του διανύσματος u  
παρατηρούμε ότι είναι:

II u  ||ι= || u i ||ι +  || u 2 ||ι

αφού II u | | i= |  m  | + . . .+  | u n |= | u n  \ +  | u 21  | . . .+  | « in  I +  I «2n |. 
Ό που ισχύει || u  ||i> || Ui ||i. To διάνυσμα Ui μπορεί να ανήκει στη βάση 
Graver του Α , μπορεί και όχι. Έστω ότι το Ui δεν ανήκει στη βάση Graver του 
Α . Τότε σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .1 5 , το Ui μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο  
άθροισμα δύο μη μηδενικών διανυσμάτων U n , Ui2, δηλαδή Ui =  U n  + c υη2 μ ε  
τα διανύσματα U n , Ui2 να ανήκουν στον πυρήνα Ker^A και U n , U i2 €  Ζη . Ό που  
ισχύει || Ui | |ι> || u n  ||ι. Οπότε συνολικά έχουμε

II u  ||ι> || U! ||ι> || U n ||ι>  ...

Όμως δεν υπάρχει φθίνουσα ακολουθία φυσικών αριθμών, συνεπώς κάποια στιγ­
μή θα έχουμε

|| ||ΐ =  || Ukm ||ΐ "βΟ,

για κάποιους φυσικούς αριθμούς k ,m .  Έτσι το διάνυσμα u^m δεν αναλύεται 
σε περαιτέρω σύμμορφο άθροισμα, άρα ανήκει στη βάση Graver του Α . Έτσι 
καταλήγουμε σε κάποιο πίνακα Μ (u') ο οποίος ανήκει στη βάση Graver του 
σύμφωνα με το λήμμα 4 .2 .8  με s >  r. Είμαστε βέβαιοι ότι κάθε γραμμή του M (u /) 
ανήκει στη βάση Graver του Λ. διότι διαφορετικά θα συνεχιζόταν η διαδικασία  
ανάλυσης των γραμμών που δεν ανήκουν, σε σύμμορφα αθροίσματα έως ότου 
κάθε γραμμή να μην μπορεί να σπάσει σε περαιτέρω σύμμορφα αθροίσματα, με  
συνέπεια κάθε γραμμή του M (u ') να ανήκει στη βάση Graver του Α. □
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Παρατήρηση 4 .2 .1 1 . Αν ίο  διάνυσμα u ανήκει στη βάση Graver του τότε 
υπάρχει ένα διάνυσμα u ' το οποίο ανήκει στη βάση Graver του Α ^Κ  με r  < s, 
τέτοιο ώστε το διάνυσμα u  να δίνεται ως σύμμορφη πρόσθεση γραμμών του πίνοκα 
Μ (u ')  το αντίστροφο δεν ισχύει, όπως φαίνεται και στο παρακάτω παράδειγμα.

Π αράδειγμα 4 .2 .1 2 . Έστω το σύνολο διανυσμάτων A — { 1 , 2 , 1}. τότε ο αντίστοι­
χος πίνακας είναι ο εξής:

Λ =  ( 1 2 1 ) .

Ο πίνακας

Μ (υ ')  =
/  0 - 1 2 \

2 -1 0
-1 1 - 1

\ - 1 1 - 1 /
ανήκει στη βάση G raver G rA( . Ο πίνακας που προέρχεται από το σύμμορφο 
άθροισμα των γραμμών u ' ^  και u ' ^  είναι ο εξής:

Μ (  u ) =
0 - 1 2  
2 - 1 0  

- 2  2 - 2

Ο οποίος δεν ανήκει στη βάση GY^o).
Θα δείξουμε ότι το διάνυσμα u  =  ((0, —1,2), (2, - 1 ,0 ) ,  ( - 2 ,2 ,  - 2 ) )  γράφεται ως 
σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων a, b , δηλαδή είναι u  =  a + cb  
όπου τα διανύσματα a, b  ανήκουν στον πυρήνα K erzv4^. Έστω:

a  = ( ( 0 , - 1 ,2 ) ,  (0 ,0 ,0 ), (0 ,1 ,- 2 ) )

b  =  ((0 ,0 ,0 ), (2 ,- 1 ,0 ) ,  ( -2 ,1 ,0 ) ) .

Οπότε έχουμε:
/ Ο  —1 2 \ / 0 —1 2 \ / 0  0 0 \

2 - 1  0 =  0 0 0 + c 2 - 1  0 
\  —2 2 —2 /  \  0 1 - 2  /  \  - 2  1 0 /

Δηλαδή είναι u  =  a  -I- b  και τα στοιχεία u,j,  a.ij, bij, 1 < i, j  < 3 είναι ομόσημα. 
Αρα ισχύει u  =  a  + c b , μένει να δείξουμε ότι τα διανύσματα a , b  ανήκουν στον 
πυρήνα ΚβΓζΛ^3).

ί  0
Παρατηρούμε ότι A (a^^)T =  ( 1 2 1 ) 1  - 1

V 2
=  0 όμοια.

Λ (3(2>)τ =  0 ,Λ (β (3))Τ =  0.

Δηλαδή τα διανύσματα a ^ ^ . a ^ ^ a ^ 3^  ανήκουν στον πυρήνα KerzA.
Ακόμη είναι a ^ )  +  a ^  -f a*3) =  (0 ,0 ,0 ). Αρα το διάνυσμα a  ανήκει στον 
πυρήνα KerzA^3).
Παρατηρούμε ότι :

Α ^ 1*)' =  0, A ( b m )T =  0, A (b(3))T =  0.

Δηλαδή τα διανύσματα b ^ T, b ^ T, b ^ T ανήκουν στον πυρήνα KerzA.
Ακόμη είναι b^1) +  b*2* +  b*3* =  (0 ,0 ,0 ). Αρα το διάνυσμα b  ανήκει στον
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πυρήνα Kerz A<3A
Συνεπώς τα διανύσματα a, b  ανήκουν στον πυρήνα Kerz A(3A οπότε έχουμε σύμ- 
μορφο άθροισμα. Άρα το διάνυσμα u σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .1 5 , δεν ανήκει 
στη βάση Graver του Α^3Α παρόλο που το διάνυσμα \Α ανήκει στη βάση Graver
G r  ̂ (4).

Λήμμα 4 .2 .1 3 . Έστω το σύνοβο διανυσμάτω ν Β =  { b i , . . . , b s } είναι η β ά σ η  
Graver του Α . Α ν  το διάνυσμα  u  =  (ιΑ1) ,..., ιΑΓ)) είυαι στοιχείο της β ά σ η ς  G raver  
του Α ^  κ α ι ι ιΕ  Β Γ, τότε ισχύει ιΑι) φ  - ιΑ -A για  κά δε  i =  l , . . . , s  κ α ιν  > 2.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ισχύει ιΑ'1) =  —ιΑΑ για κάποια i , j ,  θα καταλήξουμε 
σε άτοπο. Διακρίνουμε περιπτώσεις για τα i , j .
1η περίπτωση
Αν i = j  τότε =  —ιΑ1) =Φ· 2ιΑ7) =  0 =Φ· ιΑ7) =  0, άτοπο αφού το ιΑ1) £  Β .
2η περίπτωση 
Αν i φ  j  τότε έχουμε
U =  (ΐΑ1), ..., lAt-1 ), 0, ΐΑι+1), ..., ΐΑ·7" 1̂  0, ΐΑ·7 + 1), ..., lAr)) + c 
(0 ,..., 0. uiO, ο ..... 0, u « ) f 0 , ..., 0).
Το άθροισμα αυτό είναι σύμμορφο. Πράγματι, παρατηρούμε πως

I u<:m I — | Μ k m  “t" 0 I I 77,/cm I "t~0i
#

για κάθε 1 <  k < r  και 1 <  m  < n. Πιο αναλυτικά, χρησιμοποιώντας τους 
συμβολισμούς του ορισμού του σύμμορφου αθροίσματος, θέτουμε

και

a =  (u (1), ..., ιΑ7 0, ιΑ*+1\  ..., iAJ 1),0 ,iA J,+1) ) ...jU(r)) 

b  =  (0 ,...,0 ,uW  0 , . . . ,0 ,u f r '\0 , . . ,0 ) .

Παρατηρούμε ότι είναι a^) =  0 και b ^  =  ιΑ7) και a^A =  0 και b̂ -A =  ιΑ-A. Ενώ 
για τα υπόλοιπα k =  1, . . . ,r  — {ή j }  ισχύει ότι a(fc) =  u ^  και b ^  =  0 . Άρα 
πληρείται η συνθήκη του ορισμού του σύμμορφου αθροίσματος, μένει τώρα να 
δείξουμε ότι τα a, b ανήκουν στον πυρήνα Kerz A(7'A
Αφού το διάνυσμα u =  (ιΑ*Α..., ιΑΑ) ανήκει στη βάση Graver του Α (Ά έχουμε ότι 
το u ανήκει στον πυρήνα K e r z A ^ .  Συνεπώς τα διανύσματα ιΑ1),..., lA7') ανήκουν  
στον πυρήνα Kerz A και ιΑ1) +  ... -f ιΑΑ +  ... +  ιΑ-A +  ...ιΑΓ) =  0.
Συνεπώς για το διάνυσμα a  έχ ο υ μ ε:
ιΑ1), ...ιΑ1-1\  ιΑι+1\  ..., ιΑ·7-1^ iAJ+1), ...ιΑΑ 6 Kerz A και
ιΑ1) + ·■· + ιΑι~Α + u(t+1) + ... + ιΑ7-1) + iA7+1) + .. + iAT) = — ιΑΑ — ιΑ-A άρα
ιΑ1) + ... +  iA7-1) +  iA7+1) -(-... -i-ιΑ·7-A +  iA7+1) + .. +  iAr ) =  — iAl) — ( — ιΑΑ) =  0.
Συνεπώς το διάνυσμα a  ανήκει στον πυρήνα KergA^A  
Για το διάνυσμα b έχουμε: 
ιΑΑ,ιΑΑ ^ KerzA  και
0 + ...0 + ιΑ7) + 0 + ... +  0 +  ιΑΑ +  0 +  ... +  0 =  ιΑΑ +  ιΑ-Α =  u (0 +  ( _ u (0) =  0. 
Συνεπώς το b ανήκει στον πυρήνα Kerz A^rA Άρα το διάνυσμα u το γράψ αμε ως 
σύμμορφο άθροισμα διανυσμάτων που ανήκουν στον πυρήνα Kerz A^rA Άτοπο 
αφού εξ’ υποθέσεως το διάνυσμα u ανήκει στη βάση Graver του Α^Ά δηλαδή δεν 
μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα διανυσμάτων που ανήκουν στον πυρήνα  
Kerz A (ΓΑ □

Παρατήρηση 4 .2 .14 . Κάθε σώμα έχει χαρακτηριστική, το μηδέν ή πρώτο αριθ­
μό. Επειδή το σώμα Q έχει χαρακτηριστική μηδέν γ ι’ αυτό στην απόδειξη του
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λήμματος 4 .2 .13  συμπεραίνουμε από τη σχέση 2ι ι( ') =  0 πως ίο διάνυσμα είναι 
u<‘> =  0.

Παρατήρηση 4 .2 .1 5 . Το λήμμα 4 .2 .13  συνεπάγεται πως αν =  b j για κάποια 
ι, j  τότε δεν υπάρχει k φ  i τέτοιο ώστε =  ~ b j ,  για 1 ^  k  ^  r. κι ανιίσιοιχα 
αν =  —b j τότε δεν υπάρχει k φ  ί τέτοιο ώστε =  b j .  για 1 < k  <  r. 
Συνεπώς αν το διάνυσμα u  ανήκει στη βάση Graver και u  € B r και μια γραμμή 
του πίνακα M (u ) είναι ίση με το b_, τότε καμία άλλη γραμμή του πίνακα Μ (u) 
δεν μπορεί να είναι ίση με το -b y .  για r  > 2.

Ο ρισμός 4 .2 .1 6 . Έστω το διάνυσμα  ιι ανήκει στο σύνοβο B r . όπου το σύνοβο 
Β  =  { b i , . . . ,b e } είναι η βάση  Graver κάποιου συνόβου δίαν ναμάτων Α. Έστω 
ψ(ιι)  =  ( ^ ( u ) i , Θα ορίσουμε το ψ (u )J( για 1 < j  < s, ως εξής:
To ip(u)j ισούται με  λ, αν το b j  εμφανίζεται λ φορές στον πίνακα Λ /(υ). Ενώ το 
V>(u)j ισούται με  —λ, αν το -b y  εμφανίζεται λ φορές στον πίνακα Λ /(ιι).

Π αράδειγμα 4 .2 .1 7 . Έστω το σύνολο { b i , b 2 , b 3 , b 4 , b 5, be} αποτελεί βάση G ra­
ver κάποιου συνόλου διανυσμάτων Α. Τότε αν ο πίνακας κάποιου διανύσματος u  
είναι ο ακόλουθος

M (u ) =

/  b 2 \
b3

- b i
- b i
b 2
l>6

\  ~ b 4 /

έχουμε V^(u) =  i p ( u ) 2 , i p ( u ) 3 , i p ( u ) 4 , V^(u)5 , V'(u)e) =  ( - 2 ,2 ,1 , - 1 ,0 ,1 ) .
To - b j  εμφανίζεται 2 φορές στον πίνακα M (u), συνεπώς είναι V;(u )i =  -2 .
Ενώ to  b 2 εμφανίζεται 2 φορές στον Μ (u) συνεπώς είναι i/>(u)2 =  2. To b 3  εμφα­
νίζεται 1 φορά συνεπώς είναι ip(u)3 =  1, το —b 4 εμφανίζεται επίσης 1 φορά άρα 
είναι i/'(u ) 4  =  — 1. Καμία φορά το bs. άρα z/i(u)s =  0. Τέλος το be εμφανίζεται 1 
φορά στον πίνακα M (u ), συνεπώς ψ(\ι)β =  1.

Πρόταση 4 .2 .1 8 . Έστω Β  =  { b i , ..., b s } η βάστι Graver κάποιου συνόβου δια- 
υυσμάτων Α . Το διάνυσμα  u  £ Β Γ ανήκει στον πυρήνα  K erz/l^^ αν και μόνο αν 
το διάνυσμα ψ (u ) ανήκει στον πυρήνα  K erzΒ.

Απόδειξη. Έστω ότι το u  ανήκει στον πυρήνα K erz.4 ^  και u  ανήκει στο Β Γ 9α 
δείξουμε ότι το ψ(υ)  ανήκει στον πυρήνα Kerz Β.  Δηλαδή

biV>(u)i -I-... +  h 3ip(u)8 =  0.

Είναι u  =  (u^1) , ..., u^r )̂ με:
/  uW  \

Μ (  u) . Ό που το διάνυσμα u  ανήκει στον πυρήνα K e rz A ^ . Συνε-

πώς έχουμε ότι τα διανύσματα u ^ ^ T, . . . , u ^ r ανήκουν στον πυρήνα Kerz Λ και 
+  ... +  =  0. Ακόμη αφού το διάνυσμα u ανήκει στο σύνολο Β Τ συνε­

πάγεται ότι U*') £ Β  ή £ Β ή =  0. Αρα καθένα από τα μη μηδενικά
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του πίνακα Μ (u) ισούται το ίδιο ή το αντίθετο του, με κάποιο στοιχείο του 
Β. Αυτό σημαίνει ότι κάποια bfc μπορεί να εμφανίζονται περισσότερες φορές από  
μία. Από τη σχέση +  ... +  =  0 συνεπάγεται ότι το άθροισμα των για
ζ =  1 , ..., r ισούται με το μηδέν δηλαδή το άθροισμα των b i , ..., b s επί την π ολ­
λαπλότητα εμφάνισης των, ισούται με το μηδέν. Άρα από τον ορισμό του '0(u)j 
έχου μ ε:
u (1) +  ... +  =  0 =»· biV>»(u)i +  ... +  b s'0 (u )s =  0. Άρα το διάνυσμα
z/’(u) =  (·ψ(u ) i , ..., ip (u )s ) ανήκει στον πυρήνα Ker%Β.
Αντίστροφα έστω ότι ψ(νι) ανήκει στον πυρήνα ΚβΓ^β συνεπώς 
biV'(u)! +  ... +  b sip (u )s =  0.
Δηλαδή ”0 (u ) i  φορές το b i και ψ ( η ) 2  φορές το b 2 και ψ ( η ) 3 φορές το b s ισούται 
με μηδέν. Άρα +  ... -f τήΓ) =  0, όπου τα μη μηδενικά ή τα αντίθετα 
τους ταυτίζονται με κάποιο στοιχείο του Β, για j  =  1, ...,r . Ωστόσο υπάρχει η 
πιθανότητα ταύτισης δυο ή και περισσότερων διανυσμάτων με το ίδιο b/j, για  
1 ^ k ^ s. Ενώ από το ip (u )j παίρνουμε την πληροφορία ότι αν είναι ι/>(ιι) 3 -> 0 
τότε έχουμε ότι ^ (u )j  σε πλήθος εκ των είναι ίσα με το b j ,  ενώ αν είναι 

j  < 0 τότε έχουμε ότι 0 ( u )j σε πλήθος εκ των είναι ίσα με το —b j.  
Προφανώς τα μη μηδενικά u^1) , ..., ανήκουν στον πυρήνα Κ β ΐχ Λ  αφού ταυτί­
ζονται με στοιχεία της βάσης Graver του Α. Άρα συνολικά έχουμε ότι το διάνυσμα  
u =  ( u ^ , ..., u ^ )  του Β Γ ανήκει στον πυρήνα K er^ A ^ . □

4.3 Η βάση Graver της βάσης Graver
Έστω A  — { a i , a n } ένα σύνολο διανυσμάτων. Για κάθε σύνολο διανυσμάτων 
έχουμε ένα τορικό ιδεώδες, σε αυτή την περίπτωση έχουμε το τορικό ιδεώδες Ι Α ■ 
Το τορικό ιδεώδες Ι α  έχει μια βάση Graver. Τα διανύσματα που  αντιστοιχούν 
στους εκθέτες των διωνύμων της βάσης Graver του Α καθορίζουν το σύνολο Β. 
Είναι Β =  { b i , . . . ,b e} η βάση Graver του Α. Το σύνολο Β = { b i , . . . ,b s} ως 
σύνολο διανυσμάτων ορίζει ένα τορικό ιδεώδες, το τορικό ιδεώδες Ι β .  Το τορικό 
ιδεώδες Ιβ  έχει μια βάση Graver, σε αυτή την περίπτωση λοιπόν μιλάμε για τη 
βάση Graver της βάσης Graver.

Ακολουθεί ένα παράδειγμα που θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύτερα  
την παραπάνω διαδικασία.

Παράδειγμα 4.3 .1 . Έστω το σύνολο διανυσμάτων A  = {a i =  (3 ,0 ) ,a 2  =  (2 ,1 ), a 3 
(1, 2), a 4 =  (0, 3)} C Ζ 2. Ο πίνακας του Α  είναι ο εξής:

Λ = ( 3 2 1 Μ
V 0 1 2 3 Γ

Τότε η βάση Graver του Α είναι η εξής:

G rA =  {(1, - 2 ,1 ,0 ) ,  (1, - 1 ,  - 1 ,1 ) ,  (0 ,1 , - 2 ,1 ) ,  (1 ,0 , - 3 ,2 ) ,  (2, - 3 , 0 , 1 ) }  =  Β .

Ο πίνακας του συνόλου διανυσμάτων Β που ορίζει το τορικό ιδεώδες Ιβ είναι ο 
εξής:

/ 1 1 0 1 2 ^
- 2  - 1 1 0 - 3
1 - 1 - 2 - 3 0
0 1 1 2 1 )
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Λ ήμμα 4 .3 .2 . Έστω το σύνοβο διανυσμάτων Β  = {b ι , ..., b , } U βάση Graver 
κάποιου συνόβου διαυυσμάιων Α. Το διάνυσμα u =  (ιι^ι \ . . . ,  u ^ )  € B r είναι 
στοιχείο της β ά σ η ς Graver του αν και μόνο αν το t/'(u) ανήκει στη βάση  Graver 
του Β.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το ^ (u )  δεν ανήκει στη βάση Graver του Β θα κα­
ταλήξουμε σε άτοπο. Αφού λοιπόν το V’(u ) δ£ν ανήκει στη βάση Graver του Β 
συνεπάγεται πως γράφεται ως σύμμορφο άθροισμα δύο μη μηδενικών διανυσμά- 
των του πυρήνα K erzB , δηλαδή ^ (u )  =  ν ι + c ν 2.
Θα κατασκευάσουμε τα υχ, U2  έτσι ώστε:
V’(u i)  =  νχ € Kerz B, δηλαδή ι/>(υχ) =  ( 0 ( u i ) i , ..., νΚιΐχ).,) =  (υχχ, ...,υχ,) =  νχ 
και
i/>(u2) =  ν 2 €  K erzB , δηλαδή ψ (\ι2) =  {ip{u2)i , ...,ψ{τι2)„) -  (ν2 ι,..., v2a) =  ν 2.

/  u W  \

Έ χουμε τον πίνακα Μ  (τι) =

Ορίζουμε το διάνυσμα ιΐχ(ι\
/

1. ι ΐ χ ^  =  =  bjt και το πλήθος των j  ^  % τέτοιο ώστε u Β) =  b* είναι
μικρότερο ή ίσο από το | υχ* |

2. =  μ(ι) =  — bfc και το πλήθος των j  ^  ϊ τέτοιο ώστε u ^  =  - b *  είναι
μικρότερο ή ίσο από το | v\k  | .

Διαφορετικά το ι ΐ χ ^  είναι ίσο με το μηδέν.
Ορίζουμε το u 2^ .  Όταν το υ χ ^  ισούται με το τότε το αντίστοιχο υ 2^  ισούται 
με το μηδέν. Αντίστροφα όταν το ιΐχ(ι) ισούται με το μηδέν τότε το αντίστοιχο 
u 2(l) ισούται με το υ ^ .  Δηλαδή σε αυτό το άθροισμα η μια εκ των δύο, συνιστώ­
σα είναι η μηδενική για κάθε i =  1, . . . ,r  αφού u 2 =  u  — υχ. Αρα το άθροισμα 
u  =  u i  -l-c u 2 είναι σύμμορφο δηλαδή οι συντεταγμένες των διανυσμάτων u, υχ, u 2 
είναι ομόσημες. Δείξαμε ότι ψ(τΐχ) =  νχ, V'(u2) =  ν 2 όπου τα διανύσματα νχ, ν 2 
ανήκουν στον πυρήνα K erzB . Κατά συνέπεια σύμφωνα με την πρόταση 4.2.18 τα 
διανύσματα ιΐχ, u 2 ανήκουν στον πυρήνα K e rz A ^ . Ατοπο αφού το u  ανήκει στη 
βάση G raver του Α ^  και σύμφωνα με την πρόταση 2.2.15 δεν μπορεί να γραφεί 
ως σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων του πυρήνα K e rzA ^ . 
Αντίστροφα υποθέτουμε ότι το u  δεν ανήκει στη βάση Graver του Α ^  θα κατα­
λήξουμε σε άτοπο. Αφού το u  δεν ανήκει στη βάση Graver του Α^'* συνεπάγεται 
πως γράφεται ως σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων του πυρή­
να K erzA (r \  δηλαδή u  =  ιΐχ + c u 2 με ιΐχ, u 2 G K e rz A ^ . Τότε από την πρόταση 
4 .2 .18  έχουμε ότι τα διανύσματα ι/>(υχ), 0 (u 2) ανήκουν στον πυρήνα KerzB. Θα 
δείξουμε ότι το άθροισμα ^ (υ )  =  ψ(\ΐ ι)  +  ψ (\ι2) είναι σύμμορφο άθροισμα.

/  υ*1) \

Είναι M (u ) =

11(γ)

/  μ ί1} \

/

U
(0

V «1Γ) /

/  u l1} \

+ r U (0

u (*·)

/  «ίι) \

όπου Λ /(ιΐχ) = u (0

\  « ι0  /
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ί  \
και Μ (U2 ) = με u.i φ  0 ,u 2 φ  0.

\  u 2r) /
Έχουμε λοιπόν Υποθέτουμε ότι £ Β  ή — £ Β  συνεπώς
Uj^ =  0 ή =  0  κι αυτό γιατί εφόσον το ανήκει στη βάση Graver του A 
σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .1 5  δεν μπορεί να γραφεί ως σύμμορφο άθροισμα  
δυο μη μηδενικών διανυσμάτων του πυρήνα Ker^A οπότε κάποιο εκ χων δύο θα  
είναι το μηδενικό διάνυσμα.
Άρα ip{n)j =  ip (u i) j  +  V>(u2)j  όλα έχουν το ίδιο πρόσημο από χον χρόπο κα- 
χασκευής χων διανυσμάχων u i ,u 2. Οπόχε είναι ομόσημα κι άρα χο άθροισμα  
ψ ( u) =  φ ( \ ΐ ι )  + c  φ ( u 2) είναι σύμμορφο. Άτοπο αφού το διάνυσμα φ ( υ )  ανήκει 
στη βάση Graver χου Β  και σύμφωνα με την πρόταση 2 .2 .1 5  δεν μπορεί να  γραφεί 
ως σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών διανυσμάτων χου πυρήνα Ker%Β. □

Παράδειγμα 4 .3 .3 . Συνεχίζοντας το παράδειγμα 4 .2 .1 7  υποθέτουμε ότι το διά­
νυσμα t/»(u) γράφεται ως σύμμορφο άθροισμα δυο μη μηδενικών στοιχείων του 
πυρήνα Ker%B ως εξή ς:
φ (η )  =  X—2 ,2 ,1 , —1 ,0 ,1 )  =  ( - 1 , 0 , 1 , - 1 , 0 , 1 )  + c ( - 1 ,2 ,0 ,0 ,0 ,0 ) ,  όπου τα δια- 
νύσματα φ (α )  =  (—1 ,0 ,1 , —1 ,0 ,1 )  και ^ (b )  =  (—1 ,2 ,0 ,0 ,0 ,0 )  ανήκουν στον 
πυρήνα Kerz-S. Συνεπώς τα διανύσματα a, b  ανήκουν στον πυρήνα Ker^A^  
σύμφωνα με την πρόταση 4 .2 .18 .
Είναι:
(  b2 \ (  0 \ (  b2 \

ί>3 be 0
- b i - h 0
- b i = 0 +c - b i

b2 0 b2

be be 0
\  - b A y \  ~ b* / l  o y

/ b2 \ /  0

με M (u ) =

Αρα έχουμε
\

Η
- h
- b i
l>2
be

- h

Μ {  a) =

/

\
3̂

-b x 
0 
0 
be

V /

M (b ) =

(  b2 \  
0 
0

~ b i
b2
0

V o
u =  a  + c b

δηλαδή το διάνυσμα u δεν ανήκει στη βάση Graver του Α^7\

Το παρακάτω θεώρημα είναι το σημαντικότερο θεώρημα της διατριβής, που  
αποδεικνύει ότι η πολυπλοκόχηχα Graver κι άρα και η πολυπλοκότητα Markov, 
είναι πεπερασμένη και δεν εξαρτάται από το r.

Θεώρημα 4 .3 .4 . Η  κοβυπβοκότητα  G raver ενός χορικού ιδεώ δους Ι α  ε ίνα ι μ ικρό­
τερη ή ίση από το μέγιστο  των 1 — νορμώ ν των στοιχείων της β ά σ η ς  G raver της β ά σ η ς  
Graver.
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Απόδειξη. Έστω Β  =  {b  ι , ..., b , } η βάση Graver ιου Α και ιι ιο  διάνυσμα που 
ανήκει στη βάση G raver του με τύπο κ. Σύμφωνα με το πόρισμα 4.2.10 
μπορούμε να βρούμε ένα στοιχείο u ' € B r και u ' να ανήκει στη βάση Graver 
του , με r  <  τ ',  το οποίο να έχει τύπο λ με κ  ^  λ. Ό μως το Α ισούται με το 
άθροισμα | ^ ( « ι )  | +·■■+ I «/'(«■Ο H I  ^ (« ')  IIι άρα

« <11 V»(u') | | ι= || c, | | , ζ  τ η α χ ,^ ς „ ,( || c j)  | |,) ,

όπου C  =  {ο,, . . . ,ε ω} η βάση G raver της βάσης Graver του Α. δηλαδή η βάση 
G raver του Β. Σύμφωνα λοιπόν με το λήμμα 4 .3.2 κι εφόσον το ιι' ανήκει στη 
βάση G raver του Α^Γ \  το ι / Ή )  ανήκει στη βάση Graver του Β, δηλαδή στη 
βάση G raver της βάσης Graver του Α. Η πολυπλοκότητα Graver //(/Ι) δηλαδή, 
είναι μικρότερη ή ίση από το μέγιστο των 1-νορμών της βάσης Graver της βάσης 
G raver του Α. □

Σύμφωνα με το θεώρημα 3.1 .17 το μέγιστο των 1—νορμών των στοιχείων της 
βάσης G raver της βάσης Graver δεν εξαρτάται από τα πρόσημα των διανυσμάτων 
b , , ..., b s της βάσης Graver που τυχαία επιλέξαμε για να ορίσουμε το σύνολο Β. 
Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι το άνω όριο για την πολυπλοκότητα Graver που 
δώσαμε στο Θεώρημα 4 .3 .4  είναι το καλύτερο δυνατό.

Θ εώ ρημα  4 .3 .5 . Για κάδε διάνυσμα  d  που ανήκει σιη βάση  Graver της βάσης  
Graver ιου Α  δηβαδή σιη βάση  Graver του Β. υπάρχει ένα διάνυσμα u  το οποίο 
ανήκει στο σύυοβο B r τέτοιο ώστε το διάνυσμα  u  να ανήκει στη β ά ση  Graver του 
A (r) και\)){u) =  d , όπουν  = || d  ||,.

Απόδειξη. Έστω το σύνολο Β  =  { b , , ..., b s } η βάση Graver του Α και το σύνολο 
C  =  {τη,..., Cu,} η βάση Graver του Β. Έστω d  =  ( d , , . . . ,d s) το οποίο ανήκει 
στη βάση G raver της βάσης Graver του Α, δηλαδή στη βάση Graver του Β, κατα­
σκευάζουμε το u  ως εξής:
Οι πρώτες | d , | γραμμές του είναι ίσες με b ,  αν το d , ^  0 ή με — b , αν το 
d , <  0. Οι επόμενες | d2  | γραμμές είναι ίσες με b 2  αν το >  0 ή με 
—b 2  αν το d2  <  0. Ό μοια οι τελευταίες | dB | γραμμές είναι ίσες με b s αν

το ds ^  0 ή με - b s αν το d3 <  0. Δηλαδή Μ (u) Ακόμη

V /
ψ (u) =  (V '(u )j,..., V'(u)e) =  (d , , . . . ,d s) =  d  1 0  οποίο ανήκει στη βάση Graver 
του Β, άρα από λήμμα 4 .3.2 έχουμε ότι το διάνυσμα u  € Β Γ ανήκει στη βάση 
Graver του Α^Τ\  Από τον τρόπο που κατασκευάσαμε το u  παρατηρούμε ότι είναι 
r  = | d, | + .. .+  I d„ |= || d  ||,. □

Π αράδειγμα  4 .3 .6 . Έστω το σύνολο διανυσμάτων A  =  (a ,  =  (3 ,0 ),a2  =  (2,1), a j  =
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(1 ,2 ), a 4 =  (0 ,3 )}  C Ζ 2. Ο πίνακας του Α  είναι ο:

Α - ί 3 2 1 ΜV ° 1 2 3 )
Τότε η βάση Graver του Α  είναι:

G ta  =  {t>! =  (1, - 2 , 1,0), b 2 =  (1, - 1 ,  -1 ,1 ) , b 3 =  (0,1, -2 , l ) , b 4 =  (1 ,0, - 3 , 2), b 5 =  (2, 

Ο πίνακας του συνόλου διανυσμάτων Β  είναι ο εξής:

f 1 1 0 1 2 N\
- 2  - 1 1 0 - 3
1 - 1 - 2 - 3 0

\ 0 1 1 2 1 )

Η βάση Graver του Β , δηλαδή η βάση Graver της βάσης Graver είναι η εξής:
C  =  {Cl =  ( 1 , - 1 ,1 ,0 ,0 ) ,  c 2 =  (1, - 2 ,0 ,1 ,0 ) ,  c 3 =  (1 ,1 ,0 ,0 , - 1 ) ,  
c4 =  (2 ,0 ,1 ,0 , - 1 ) ,  c 5 =  (2, - 1 ,0 ,1 ,  - 1 ) ,  c 6 =  (0 ,1 ,1 , - 1 ,0 ) ,  
c 7 =  (1 ,0 , - 1 ,1 ,  - 1 ) ,  c 8 =  (3 ,0 ,0 ,1 , - 2 ) ,  c 9 =  (1 ,0 ,2 , - 1 ,0 ) ,  
cio =  (0 ,2 , - 1 ,0 ,  - 1 ) ,  c n  =  (0 ,1 , - 2 , 1 ,  - 1 ) ,  c 12 =  (0 ,3 ,0 , - 1 ,  - 1 ) ,  
c 13 =  ( 0 ,0 ,3 , - 2 ,1 ) } .
Παρατηρούμε ότι τα διανύσματα c 8, Ci3 έχουν τη μέγιστη 1— νόρμα κι άρα g {A ) =  
6 = || c 8 ||i= |j  Ci3 ||ι, σύμφωνα μ ε τα θεωρήματα 4 .3 .4 , 4 .3 .5 . Για το διάνυσμα  
λοιπόν c 8 που ανήκει στη βάση Graver της βάσης Graver, σύμφωνα μ ε το θεώρημα  
4 .3 .5  υπάρχει ένα διάνυσμα u το οποίο ανήκει στο σύνολο Β 6 τέτοιο ώστε το 
διάνυσμα u να ανήκει στη βάση Graver του και ψ (ύ )  =  c 8, όπου

II c 8 ΙΙιΗ 3 | +  | 0 | 4- | 0 | +  | 1 | +  | - 2  |=  6.

Το διάνυσμα αυτό είναι το εξής: u  =  (bf, b 1( b ls b 4, - b s ,  - b s )  και ο αντίστοιχος 
πίνακας του είναι ο α κόλουθος:

Μ ( u)

/  b i \  
b i 
b i
b 4

- b 5
V bs /

Ακόμη το διάνυσμα u  θα μπορούσε να είναι της μορφής u  =  (b i, b 4 , - b 5, b i ,  b i ,  - b s )  
και ο αντίστοιχος πίνακας του είναι ο ακόλουθος:

M (u )

/  b i  \
b 4

- b s
b i
b i

- b 6 /

Επιπλέον ισχύει

II C1 3  | | ι—I 0 I +  I 0 | +  | 3 | + | —2 | +  | 1 |=  6.
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Έτσι to  διάνυσμα u  to  οποίο ανήκει σιο σύνολο Β 6 τέτοιο ώστε το διάνυσμα u  να 
ανήκει στη βάση G raver του και ψ (ύ)  =  Ci3  είναι το εξής: 
u  =  (b 3, b 3, b 3) — b 4 , - b 4l b 5) και ο αντίστοιχος πίνακας του είναι ο ακόλουθος:

Μ ( u)

/  b 3 \  
b 3 
b 3 

- b 4 
- b 4

\  b 5 /

Έ να στοιχείο της βάσης Graver του Λ*10) είναι:
ν  =  (0, b 3, 0, b 3, 0, b 3, 0, ~ b 4l - b 4, b 5) και ο αντίστοιχος πίνακας του είναι ο 
ακόλουθος:

/  °  \  
b 3 
0

Μ(ν)
be
0

b 3
0

- b 4
- b 4

\  b 5 /

Ένα άλλο στοιχείο της βάσης Graver του είναι το εξής: 
ν  =  (b x ,0 ,0 , b i ,  bx, b 4, 0 ,0 , - b s ,  0, - b s )  και ο αντίστοιχος πίνακας του είναι ο 
ακόλουθος:

/  bx \

Μ(ν) =

0
0

bx
bx
b 4
0
0

- b 5
0

\  “ b 5 /

Από το θεώρημα 4 .3 .5  γνωρίζουμε ότι οποιοδήποτε άλλο στοιχείο της βάσης 
G raver του με τύπο 6 θα είναι παρόμοιας μορφής και δεν μπορούμε να
βρούμε στοιχείο της βάσης Graver του με τύπο μεγαλύτερο του 6.



Π ε ρ ίλ η ψ η

Η παρούσα διατριβή σχετίζεται με τις βάσεις Markov και Graver και συγκεκρι­
μένα με τις πολυπλοκότητες αυτών. Αναπτύσσει τη θεωρία που σχετίζεται μ ε  τις 
σχέσεις μεταξύ των βάσεων αυτών μ ε τις βάσεις Grobner και Hilbert, με στόχο την 
απόδειξη του θεωρήματος των F .Santos και B .Sturm fels που βρίσκει την πολύ- 
πλοκότητα Graver.
Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουμε τις βάσεις Grobner και σημαντικά αποτελέ­
σματα που σχετίζονται με αυτές. Η ιδέα των βάσεων Grobner πρωτοεμφανίστηκε 
το 1900 από τον διάσημο μαθηματικό Paul Gordan. Ο πρώτος που έδωσε έναν 
αλγόριθμο για τον υπολογισμό τους και ανέπτυξε τη θεωρία τους και το 1976 τις 
ονόμασε βάσεις Grobner ήταν ο Bruno Buchberger, ενώ μία παρόμοια ιδέα για  
τους τοπικούς δακτυλίους αναπτύχθηκε το 1964 από τον H eisuke H ironaka στα 
άρθρα του [9],[10], και τις ονόμασε κανονικές βάσεις (standard bases). Στο κεφ ά­
λαιο αυτό ορίζουμε εκτός των βάσεων Grobner και τις ανάγωγες βάσεις Grobner 
και δίνουμε αλγόριθμους για τον υπολογισμό τους. Ολοκληρώνουμε το κεφά­
λαιο παρουσιάζοντας τις καθολικές βάσεις Grobner οι οποίες εισήχθησαν από τον 
V. W eispfenning στο άρθρο [20] (1987) και τον Niels Schw artz στο άρθρο [18] 
(1988), και σπουδαία συμπεράσματα που σχετίζονται με αυτές.
Στο δεύτερο κεφάλαιο βασικό μας εργαλείο είναι τα τορικά ιδεώδη. Ορίζουμε 
και μελετούμε τις βάσεις Graver, των οποίων η σύνδεση με τη θεωρία των βάσεων 
Grobner περιγράφεται στο βιβλίο [19] του B.Sturm fels. Η θεωρία αλγορίθμων των 
βάσεων Graver και η εφαρμογή τους στον ακέραιο προγραμματισμό περιγράφεται 
στα βιβλία [12] και [13] του Shm uel Onn. Στην άλγεβρα ωστόσο πολλά υ π οσ ύ ­
νολα διωνύμων του ιδεώδους όπως τα κυκλωμάτα, οι ανάγωγες βάσεις Grobner, 
η καθολική βάση Grobner, μια τουλάχιστον ελαχιστοτική βάση Markov, ανήκουν  
στη βάση Graver και την καθιστούν ιδιαίτερα σημαντική. Εισάγουμε την έννοια  
του Lawrence πίνακα Α ^  που συμβάλλει στον υπολογισμό της βάσης Graver. 
Ενώ δίνουμε δύο διαφορετικούς αλγορίθμους υπολογισμού της.
Στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσουμε τη θεωρία των βάσεων Markov και παρουσιά­
ζουμε το σημαντικό θεώρημα των P.D iakonis και B .Sturm fels το οποίο περιέχεται 
στο άρθρο τους [5], το 1988. Στη συνέχεια ορίζουμε το ημισύμμορφο και ισχυρά  
ημισύμμορφο άθροισμα και παρουσιάζουμε ένα βασικό θεώρημα, που θα μας  
χρειαστεί στο τέταρτο κεφάλαιο στην απόδειξη ενός θεωρήματος των F .San tos και 
B.Sturm fels. Τέλος εισάγουμε την έννοια των αναντικατάστατων διωνύμων.
Στο τέταρτο κεφάλαιο στόχος μας είναι να παρουσιάσουμε το θεώρημα των F .San tos  
και B.Sturm fels, το οποίο σχετίζεται με τις πολυπλοκότητες Markov και Graver. 
Ετσι αρχικά ορίζουμε το Lawrence πίνακα , για r > 2, τις πολυπλοκότητες 
Markov και Graver. Παρουσιάζουμε λήμματα και πορίσματα που συσχετίζουν 
στοιχεία της βάσης Graver του πίνακα Α ^  με στοιχεία της βάσης Graver του 
πίνακα Α ( ' \  για η >  τ , και σύμμορφα αθροίσματα επί των διανυσμάτων τους.
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Ο ρ ίζο υ μ ε  τη  βάσ η G ra v e r  της βάσ ης G ra v e r  κ α ι β λέπ ο υ μ ε  πως α υ τή  σ υνδέετα ι μ ε  
τη  βάσ η G ra v e r . Έ τσ ι φ τά νο υ μ ε στο σ η μ α ντικό τερ ο  Θ εώ ρημα τη ς  δ ιατρ ιβής, που 

α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι όπ ο ι π ολυπ λοκότητες M a rk o v  κ α ι  G ra v e r  ε ίν α ι π επ ερασ μένες κ α ι  
α νεξά ρ τη τες  του  r .  Ο λ ο κλη ρ ώ νο υ μ ε το κ εφ ά λ α ιο  α π οδεικνύοντας το Θ εώ ρημα to  

οπ οίο εξα σ φ α λ ίζε ι ό τ ι το άνω όριο  τη ς  β άσ ης G ra v e r  π ου β ρ ή κ α μ ε  ε ίν α ι το κ α λ ύ ­

τερ ο  δυνατό .



S u m m a r y

This thesis is related to the b ases Markov and Graver and specifically w ith their  
complexities. Develops the theory relating to the relationships betw een those  
bases, the bases Grobner and Hilbert, in order to prove the theorem  of F .Santos  
and B.Sturm fels w hich finds the Graver complexity.
In the first chapter we present the Grobner bases and significant resu lts a sso ­
ciated with them . The idea originated in 1900 by the fam ous m athem atician  
Paul Gordan. The first who gave an algorithm for calculation and developed  
their theory in 1976 and nam ed them  Grobner b ases w as Bruno Buchberger, 
while a sim ilar concept for local rings w as developed in 1964 by H eisuke Hiro- 
naka in the articles [9], [10], and called them  normal b ases  (standard bases). 
In this chapter we define the Grobner b ases and irreducible Grobner b ases  and  
we give algorithm s to com pute them . We conclude the chapter by presenting  
the universal Grobner b ases which were introduced by V. W eispfenning in the 
article [20] (1987) and Niels Schwartz in the article [18] (1988), and im portant 
information related to them.
In the second chapter, our m ain tools are the toric ideals. We define and  stu d y  
the Graver bases, w hose connection with the theory of Grobner b a se s  is  descri­
bed in the book [19] of B.Sturm fels. The theory of algorithm s of Graver b a ses  
and their application to the integer programm ing are described in the books
[12] and [13] of Shm uel Onn. In algebra m any su b sets  of binom ial ideals su ch  
as circuits, irreducible Grobner b ases, the universal Grobner b asis, a t lea st one  
Markov basis, belong to the Graver basis and m ake it particularly im portant. 
We introduce the concept of Lawrence table A ^  contributing to the calcu lation  
of Graver basis. W hilst we give two different algorithm s for calcu lating it.
In the third chapter we develop the theoiy  of Markov b a ses  and presen t the im ­
portant theorem  of P.D iakonis and B.Sturm fels w hich contained in the article
[5], 1988. Then we define sem iconform al and strongly sem iconform al su m  and  
present a basic theorem , we need at the fourth chapter in the proof of a  th eo ­
rem of F .Santos and B.Sturm fels. Finally we introduce the concept of binom ial 
indispensable.
In the fourth chapter we present the theorem  of F .Santos and B .Sturm fels, w h ­
ich is releated to the com plexities Markov and Graver. First we define Lawrence 
table A (r), for r  > 2, Markov and Graver com plexities. We define the Graver 
basis of the Graver b asis  and we see how it is releated to the Graver b asis. 
Finally we prove the m ain theorem  which gives an upper bound for the Graver 
complexity and we prove that it is the best possible.
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