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ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Ιστορική αναδρομή

Με τον όρο Βήτα παραγόμενη κατανομή αναφερόμαστε σε μια 
οικογένεια κατανομών η οποία προκύπτει από σύζευξη μιας άλλης 
στοιχειώδους κατανομής.

Μια ειδική περίπτωση της Βήτα παραγόμενης κατανομής 
πρωτοεισήχθη από τους Eugene e t  a l  (2002). Όμως, ο Jones (2004) ήταν 
αυτός που, ουσιαστικά, όρισε την οικογένεια των Βήτα παραγόμενων 
κατανομών. Έκτοτε, πολλοί ήταν αυτοί που ασχολήθηκαν και συνεχίζουν 
να ασχολούνται με το συγκεκριμένο ερευνητικό πεδίο και όρισαν νέες 
μονοδιάστατες Βήτα παραγόμενες κατανομές. Ενδεικτικά αναφέρουμε τους 
Nadarajah and Kotz (2006) που όρισαν και μελέτησαν την Βήτα-Εκθετική 
Κατανομή και τους Akinsete et al. (2008) που όρισαν και μελέτησαν την 
Βήτα-Pareto Κατανομή.

Κύριο γνώρισμα των κατανομών που προέκυψαν είναι η χρησιμότητά 
τους στη μοντελοποίηση δεδομένων καθώς διαθέτουν καλή 
προσαρμοστικότητα.

1.2 Σκοπός της μεταπτυχιακής διατριβής και περίληψή της

Σκοπός αυτής της μεταπτυχιακής διατριβής είναι μια παρουσίαση και 
κριτική ανασκόπηση των μονοδιάστατων Βήτα παραγόμενων κατανομών, 
των ιδιοτήτων και των χαρακτηριστικών τους, όπως αυτές εισάγονται και
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μελετώνται στη βιβλιογραφία την τελευταία δεκαετία. Το ενδιαφέρον 
επικεντρώνεται στο λεπτομερή προσδιορισμό των χαρακτηριστικών των 
κατανομών αυτών, π.χ. των ροπών, της εντροπίας καθώς και του πίνακα 
πληροφορίας του Fisher των ειδικών Βήτα παραγόμενων κατανομών. Στο 
πλαίσιο αυτό, στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται και μελετάται η 
μονοδιάστατη Βήτα παραγόμενη κατανομή. Στο Κεφάλαιο 3 
παρουσιάζονται και μελετώνται οι ειδικές περιπτώσεις της Βήτα 
παραγόμενης κατανομής. Η εκτίμηση των παραμέτρων των ειδικών Βήτα 
παραγόμενων κατανομών αποτελεί αντικείμενο μελέτης του Κεφαλαίου 4. 
Για την εκτίμηση των παραμέτρων εφαρμόζονται οι μέθοδοι της μέγιστης 
πιθανοφάνειας, των ροπών καθώς και μια εναλλακτική μέθοδος των ροπών, 
η οποία εισήχθη και προτάθηκε από τους Zografos and Balakrishnan 
(2009). Αυτή η μέθοδος εφαρμόζεται για μερικές ειδικές περιπτώσεις των 
Βήτα παραγόμενων κατανομών. Τέλος, στο ίδιο Κεφάλαιο, δίνεται ο 
πίνακας πληροφορίας του Fisher για καθεμία κατανομή. Η διατριβή 
ολοκληρώνεται με τον Επίλογο και τη Βιβλιογραφία.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΒΗΤΑ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΗ
ΚΑΤΑΝΟΜΗ

2.1 Εισαγωγή

Η εισαγωγή νέων κατανομών ή οικογενειών κατανομών, με την ελπίδα 
ότι οι νέες κατανομές θα μοντελοποιούν κάποια τυχαία φαινόμενα 
καλύτερα από τις υπάρχουσες κατανομές, είναι συνήθης στη στατιστική και 
στις πιθανότητες. Στο πλαίσιο αυτό, τα τελευταία χρόνια το ενδιαφέρον των 
ερευνητών μεταξύ άλλων έχει επικεντρωθεί στον ορισμό και τη μελέτη 
νέων μονοδιάστατων οικογενειών κατανομών, οι οποίες προκύπτουν από 
σύζευξη άλλων, στοιχειωδέστερων κατανομών. Οι κατανομές αυτές 
αποτελούν γενίκευση γνωστών κατανομών και είναι ιδιαιτέρως χρήσιμες 
για τη μοντελοποίηση δεδομένων, καθώς διαθέτουν καλή
προσαρμοστικότητα. Επιπλέον, μπορούν να γενικευτούν σε
πολυμεταβλητές κατανομές και έτσι μπορούν να φανούν χρήσιμες σε 
πλήθος περίπλοκων προβλημάτων.

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται αναλυτικά η μονοδιάστατη Βήτα 
παραγόμενη κατανομή (ΒΠΚ). Εν συνεχεία, παρουσιάζονται οι τρόποι 
προσομοίωσης δεδομένων από αυτήν, δίνονται εκφράσεις για τη μέση τιμή, 
τη διακύμανση και τις ροπές αυτής. Τέλος, παρουσιάζεται η εντροπία του 
Shannon καθώς και η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας.
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2.2 Η Κατανομή και οι ιδιότητές της

Παρότι μια ειδική περίπτωση της ΒΠΚ εισήχθη στη βιβλιογραφία από 
τους Eugene et  a l  (2002), ο Jones (2004) ήταν αυτός που, ουσιαστικά, 
όρισε την οικογένεια των ΒΠΚ δίνοντας με τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 2.2.1 [Jones (2004)]

Έστω μία συνεχής αθροιστική συνάρτηση κατανομής (α.σ.κ.) F (  ) με

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) / ( · ) .  Τότε η τυχαία

μεταβλητή (τ.μ.) X  ακολουθεί την ΒΠΚ με παραμέτρους α και b αν η 
σ.π.π. της δίνεται από τη σχέση:

g[rB)(x-,a,b) = J ^ f ( x){F ΜΓ' (' ~F{X)T' > (2·21>

όπου x e R ,  a , b  >  0 και B ( a , b )  = J V-1 (1 -  /)*”' Λ  είναι η συνάρτηση 

βήτα.
Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΠΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται 

X ~ g ^ ( x \ a , b )  ή X  ~ B T IK (a ,b ) .  Η κατανομή F (  ) ονομάζεται

γεννήτορας ή γεννήτρια κατανομή. Εύκολα προκύπτει ότι, όταν ισχύει 
a  =  b  =  \, τότε η σ.π.π. της ΒΠΚ είναι η πυκνότητα του γεννήτορα, δηλαδή

ισχύει ότι: 1,1) = / ( · ) .  Επιπρόσθετα, η ΒΠΚ, για a  =  i  και

b  = η  +1 -  /, δίνει την σ.π.π. του / -  οστού διατεταγμένου στατιστικού X i n

ενός τ.δ. μεγέθους η και επομένως αποτελεί γενίκευσή της.
Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται η α.σ.κ. της τ.μ. X , η οποία

ακολουθεί την Β Π Κ (α ,ΰ ) .
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Πρόταση 2.2.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την BTIK(a,b) .  Τότε η α.σ.κ. της τ.μ. 

X  ορίζεται από τη σχέση:

Φ  Μ = 0 - ' Γ  * = V )  Μ ) ·  (2·2·2)

όπου I F̂ ( a , b )  συμβολίζει τον μη-πλήρη λόγο συναρτήσεων βήτα 

(incomplete beta function ratio).

Απόδειξη

Η α.σ.κ. της B I I K { a ,b )  δίνεται από τη σχέση:

Μ = 0  - ρ ( θ Γ  * ■

Θέτοντας F ( t )  =  y , όπου 0<.μ<1, προκύπτει:

B ( a , b ) io V ;

Επομένως προκύπτει το επιθυμητό αποτέλεσμα. ■

Εκφράσεις της

Στο εδάφιο αυτό θα δοθούν μαθηματικές εκφράσεις της α.σ.κ. της ΒΠΚ 
υπό μορφή σειράς, για την περίπτωση που μία εκ των δύο παραμέτρων a , b  

ανήκει στους θετικούς πραγματικούς αριθμούς και η άλλη στους θετικούς
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ακεραίους.

Έστω / ^ ( j ) η α.σ.κ. μιας τ.μ. X  και έστω Fx (jc) = 1 -  Fx (jc) η

αντίστοιχη συνάρτηση επιβίωσης. Τότε V « e/?+ το ανάπτυγμα της 
διωνυμικής σειράς του Νεύτωνα δίνει:

= ( f A x ) + f x ( x ) )  = z i " ] ( /rf W ) ‘ ( /rr (^ )) ·
k=o\*J '

(2.2.3)

Σύμφωνα με τους Rohatgi and Saleh (1988), εάν n e Z *  τότε η ανωτέρω 
σειρά έχει νόημα για k < n  και ως εκ τούτου εκφράζεται σαν ένα 
πεπερασμένο άθροισμα η +1 το πλήθος όρων. Επομένως, για n e R *  και 

/ e Ζ +, με i <  η, θα έχουμε για την α.σ.κ., Fx ( χ ) ,  του /-ο σ το ύ  

διατεταγμένου στατιστικού X j:n:

ΡχΛ χ) =  Σ { 1  (Fx ( x ) f { Fx ( x )) .

Fx J x ) = 1 -  i f  " k  Μ ) *  (Fx (χ)) ■k=oykj

-  Fx„ (χ) =Fx„ = ί!ί f k  W)‘ ( f x M)" *·
k=0\

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

Από τους σχέσεις (2.2.3) και (2.2.6) προκύπτει ότι:
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Η σχέση (2.2.7) δείχνει ότι η Fx  (*) είναι η α.σ.κ. του ΐ -  οστού

διατεταγμένου στατιστικού X j:n ενός τ.δ. μεγέθους η, όπου η e R +.

Κατά αντίστοιχο τρόπο και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.2.3),
(2.2.5), (2.2.6) και (2.2.7) η α,σ.κ. της ΒΠΚ γράφεται ως εξής:

Πρέπει να διευκρινιστεί το γεγονός ότι οι σχέσεις (2.2.8) και (2.2.9) 
συμφωνούν με τις σχέσεις (2.2.5) και (2.2.7), αντίστοιχα.

Είναι πλέον προφανές ότι η σχέση (2.2.9) αποτελεί μια έκφραση της 
α.σ.κ. της ΒΠΚ, υπό μορφή σειράς, όπου η παράμετρος o e Z + και η

( a  +  b - Ϋ
παράμετρος b ^ R  , υπο την προϋπόθεση ότι ο συνδυασμός

παριστάνεται σε όρους Γάμμα συναρτήσεων [βλ. Jones (2004)].
Από τη σχέση (2.2.4) και λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι ισχύει

(2.2.8)

4 δ)( η = ι - 4 Α)(*)

(2.2.9)

'η λ  (  η ^
= προκύπτει και μια άλλη μαθηματική έκφραση (υπό μορφή

σειράς) για την Fx (*). Αυτή είναι η εξής:
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F* A x ) =  1L
n~k

=Σ
*=oV

k+̂ A xT{FAx)) 
(FAx))'(FAx))

(*))"* (F* (* ))

- 8 > , Μ Γ ( ί Μ ) · ·

n - k - i

(x ))"{Fx { x j f

n- i f

=Σ
*=oV n  — k

(
(2.2.10)

Επιπλέον, η σχέση (2.2.3) μπορεί να γραφεί και ως εξής:

Π^νΜ + Ζν Μ)' = g(*)(zv « )ι W p

- S U H n

=  Σ Γ * ] ( ^  ( * ) ) " ”* (-̂ Λ- ( * ) ) *  ·

Μ * ) )

(2 .2 . ! 1)

Από τις σχέσεις (2.2.10) και (2.2.11) προκύπτει το εξής:

ρ χ Λ χ ) = χ - ρ χ Α χ )

k= ς ( ;  w * r  - £ ( : k  w r  ( m ‘
*=ονΛ J *=ov^y
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= ς  ( ; k w r  ( w ) 1·
k=n-i+\ J  '

(2 .2 .12)

Δηλαδή,

μ *η -  ς
k=rt-i+1 \ k j

(2.2.13)

Για a  = i και b —η + \ —i και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.2.10) και 
(2.2.13) προκύπτει ότι η α.σ.κ της ΒΠΚ γράφεται ως εξής:

< Ρ ( * ) = Σ

( a  + b -  Γ

*=ο

<$>(χ)=ι-Σ
a  +  b - Ι λ

k=b
{ Γ ( χ ) ) ^ ( ΐ - Ρ { χ ) γ .

(2.2.14)

(2.2.15)

Από τη σχέση (2.2.15) συμπεραίνεται ότι η α.σ.κ. της ΒΠΚ μπορεί να 
εκφραστεί υπό μορφή σειράς με την παράμετρο a e R + και την παράμετρο

f  a  +  b -  1Λ
b  e  Ζ +, υπό την προϋπόθεση ότι ο συνδυασμός

ν
παριστανεται

σε όρους Γάμμα συναρτήσεων [βλ. Jones (2004)].

Δημιουργία της ΒΠΚ

Στη βιβλιογραφία έχουν δοθεί δύο τρόποι δημιουργίας της οικογένειας 
των ΒΠΚ [βλ. Jones (2004)]. Ο πρώτος τρόπος υποδεικνύει ότι η ΒΠΚ 
αποτελεί, ουσιαστικά, ένα μετασχηματισμό μιας τ.μ. που ακολουθεί την
κατανομή Β ή τ α ( α ^ )  και ο δεύτερος ότι αποτελεί γενίκευση της κατανομής

των διατεταγμένων στατιστικών. Οι τρόποι αυτοί εισαγωγής της ΒΠΚ 
παρουσιάζονται στη συνέχεια.
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Πρόταση 2.2.2

Έστω Υ  μια τ.μ. που ακολουθεί την κατανομή Β ή τ α ( α , δ ) .  Τότε η τ.μ. 

X  — F  1 (Τ ) ακολουθεί την B I J K ( a ,b ) με γεννήτρια την^(·).

Απόδειξη

Θα προσδιοριστεί η κατανομή της τ.μ. X  με τη μέθοδο 
μετασχηματισμού της α.σ.κ. Είναι τότε:

Fx  (*) = Ρ ( Χ  < χ )  =  P ( F -■ (y ) *  *) = Ρ ( Υ  < F  (*)) = Fr ( F ( x ) ) .  

Όμως, εφ’όσον Υ  ~ B ( a , b ) ,  θα ισχύει:

όπου BF̂ ( a , b )  συμβολίζει την μη-πλήρη συνάρτηση βήτα (incomplete

beta function). Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη και την Πρόταση 2.2.1 
προκύπτει ότι η α.σ.κ. της τ.μ. X  είναι η α.σ.κ. της B I I K ( a ,b )  γεγονός 

που αποδεικνύει το ζητούμενο. ■

Από την παραπάνω Πρόταση προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τυχαίο δείγμα (τ.δ.) Ar,,...,Ar„, από μια ΒΠΚ με

γεννήτρια F (  ) αρκεί να δημιουργήσει ένα τ.δ. Υ{,...,Υη, από την κατανομή

Β ή τ α ία ,b )  και να υπολογίσει τις τιμές X i = / = 1,..λ .
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Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η ΒΠΚ αποτελεί γενίκευση της κατανομής 
των διατεταγμένων στατιστικών που προκύπτει από ένα τ.δ. μιας κατανομής 
με α.σ.κ. F(·). Για λόγους πληρότητας, στο παρακάτω θεώρημα, το οποίο

παρατίθεται χωρίς απόδειξη, δίνεται η σ.π.π. του i -  οστού διατεταγμένου 
στατιστικού Χ..η ενός τ.δ. μεγέθους η.

Θεώρημα 2.2.1 [Casella and Berger (1990)]

Έστω Χ ν . . . ,Χ η, ένα τ.δ. μεγέθους η από έναν πληθυσμό με σ.π.π. 

/ ( · )  και α.σ.κ. Έ(·) και έστω Χ 1:η< Χ 2:η< . . . < Χ „ :η τα αντίστοιχα 

διατεταγμένα στατιστικά. Τότε η σ.π.π. της τ.μ. X i: δίνεται από

τη σχέση:

Λ» Μ =
η\

/ ( x ) ( ^ ( x ) ) M( l - F ( ^ ) ) ”_i, i =  l ,2 , . . . ,η. (2.2.16)

Λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (2.2.1) και το γεγονός ότι η σταθερά 
η\  1

------—----- — γράφεται και ως ----------------  συμπεραίνουμε ότι η ΒΠΚ
(/ — l)!(w —/)! B ( i ,n  +  l - i )

για a - i  και b =  n + \ - i  δίνει την παραπάνω σ.π.π. και ως εκ τούτου 
αποτελεί γενίκευσή της.

Αυτό σημαίνει ότι αν a , b e N  και Χ ι, . . . ,Χ η, είναι ένα τ.δ. μεγέθους 

n =  a  +  b - 1 από την κατανομή με σ.π.π. / ( * )  και α.σ.κ. F (x )  τότε η α -  

οστή παρατήρηση είναι μια τυχαία παρατήρηση από την B I 7 K ( a ,b ) ,  υπό

την προϋπόθεση ότι a  e  Ν  και b e Ν.

Πρέπει να σημειωθεί το γεγονός ότι στο Θεώρημα 2.2.1 τα i , n e N ,  

δηλαδή ανήκουν στο σύνολο των φυσικών αριθμών, ενώ στον Ορισμό 2.2.1 
έχουμε ότι a ,b  e (Ο,οο), δηλαδή ανήκουν στους θετικούς πραγματικούς 

αριθμούς.
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Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές της ΒΠΚ

Στην παράγραφο αυτή δίνονται η μέση τιμή, η διακύμανση και οι ροπές 
της ΒΠΚ.

Έστω X  μια τ.μ. τέτοια ώστε X  ~ g ^ \ x \ a , b ) .  Τότε η μέση τιμή 

δίνεται από τη σχέση :

Ε Χ  =
B ( a , b )

(1 - F ( x ) ) b~'dx. (2.2.17)

Η διακύμανση δίνεται από τη σχέση:

VarX =  Ε Χ 2 ~ ( Ε Χ ) Ζ

= 1 ^ ) ^ χ 2 Ε χ ) ( Π χ ) Γ ^ - Π χ ) Γ ^

w r  (> -  ρ ( * ) Γ  *

Η k  -  τάξης ροπή περί το μηδέν, k<=Z, δίνεται από τη σχέση:

(2.2.18)

*** = Ί ^ ) \ Ι χ ' Ε χ ) ( η * ) Τ '  (1 -  Ρ ( χ ψ  Λ . (2.2.19)

Όμως, από την Πρόταση 2.2.2, ισχύει ότι:

X  =  F~x (Κ) -  g {FB)( x ; a ,b )  <=>Υ =  F ( X )  ~ Β ή τ α ( α £ ) .

Κατά συνέπεια θέτοντας y  =  F ( jt) έπεται ότι χ  =  F  ' ( y )  

d y / d x  = / ( * ) .  Επομένως προκύπτει:

και
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E X '  = E ( F ~ \ Y ) ) t  W I V O - j O*-'*· (2-2-20)

To τελευταίο ολοκλήρωμα δεν μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά και 
επομένως δεν μπορούν να υπολογιστούν, γενικά, οι ροπές αναλυτικά. 
Όμως, για μερικές ειδικές ΒΠΚ που αντιστοιχούν σε ειδικές γεννήτριες
F ( )  είναι δυνατόν να προκύψουν σε αναλυτική μορφή οι ροπές της ΒΠΚ. 

Συμμετρία της ΒΠΚ

Όταν η γεννήτρια κατανομή F (·) ικανοποιεί κατάλληλη σχέση τότε με 

τον καθορισμό των παραμέτρων α και b ελέγχεται η συμμετρία της g ^ \  

Πιο συγκεκριμένα, αν a - b  και F (x ) = 1 — αποδεικνύεται ότι η 

ΒΠΚ είναι συμμετρική. Όντως,

8 f } ( x ;a ,b )  =  g {B) (χ ;α ,α ) =  -~ ^ — f ( x ) ( F ( x ) ) a~l (l -  F (x))"
jo ( a , a )

=  g (FB) ( ~ x ;a ,a ) ,

καθώς όταν F (x ) = 1 -  / '’( -x )  τότε εύκολα προκύπτει ότι / ( λ;) = / ( - χ ) .

ΒΠΚ με παραμέτρους θέσης και κλίμακας

Προηγουμένως παρουσιάστηκε η ΒΠΚ η οποία ορίστηκε από τη σχέση
(2.2.1) και θα μπορούσε να χαρακτηριστεί ως τυποποιημένη ΒΠΚ. Ο 
ορισμός αυτός μπορεί να επεκταθεί έτσι ώστε η ΒΠΚ να εξαρτάται από
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παραμέτρους θέσης (location) και κλίμακας (scale).
Η εισαγωγή παραμέτρων θέσης και κλίμακας σε μια σ.π.π. είναι μια 

τεχνική για την κατασκευή μιας νέας οικογένειας σ.π.π., η οποία είναι 
χρήσιμη για τη μοντελοποίηση δεδομένων.

Έστω η τ.μ. Ζ η οποία ακολουθεί τη B I I K ( a , b )  με πυκνότητα που 

δίνεται από τη σχέση:

Λ ( ζ )  = 5(76)/ ( Ζ ) ( /Γ ( Ζ ) Γ '  ~  F(z))*"' - ζ  €  Λ > a’b >  ° ·

Επιπλέον, έστω Υ  =  μ  +  σΖ,  όπου μ  e  R, σ  > 0, μια τ.μ. που ορίζεται από 

τον παραπάνω γραμμικό μετασχηματισμό θέσης και κλίμακας της τ.μ. Ζ. 
Τότε, άμεσα προκύπτει ότι η τ.μ. Ζ  ακολουθεί την ίδια κατανομή με τη

μεταβλητή ———. Επομένως, η σ.π.π. της τ.μ. Υ δίνεται από τη σχέση:

f , ( y ) = f z
1

1 σ Jσ

σΖ?(σ,ό)
f

Κ σ

(
' Ζ Ξ £ Ϊ
ν. σ  Λ

a-1(
1 - F

f  \ \ h~1y - μ

\  σ  Λ
(2.2.21)

όπου y e R ^ e R ,  a , b , a  > 0.

Επίσης η α.σ.κ. G ^  (·) της τ.μ. Υ με σ.π.π. της μορφής (2.2.21) δίνεται 

από τη σχέση:

:(β) (>>) = / , J a , b )  =  —τ-ί— )ζ α '(1 - ζ Ϋ ' ά ζ .  
Κ τ Τ  ) B ( a , b y *  V ;

(2.2.22)

Εύκολα προκύπτει ότι η μέση τιμή και η διακύμανση της τ.μ. Υ είναι:
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Ε ( Υ )  = Ε ( μ  + σ Ζ )  =  μ  +  σ μ ^ ){ζ) και V ar(Y )  = ν α τ (μ  +  σ Ζ )  =  σ V (*)(z),

2 ψ fαντίστοιχα, όπου μ^Β)  ̂ και είναι η μέση τιμή και η διακύμανση,

αντίστοιχα, της τ.μ. Ζ που ακολουθεί τυποποιημένη ΒΠΚ.

Σχέσεις μεταξύ της ΒΠΚ και άλλων κατανομών

Η επόμενη Πρόταση διατυπώνει σχέσεις που ισχύουν μεταξύ μιας τ.μ. 
που ακολουθεί ΒΠΚ και τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν κάποιες 
άλλες κλασικές κατανομές.

Πρόταση 2.2.3

Έστω Z , W  ανεξάρτητες τ.μ. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα για την τ.μ.

X :

(  7  \  (  1
(α) X  = F - ' \ - £ —^ j ~ B I I K . { a , b ) ,  όπου Ζ  ~ Γ ά μ μ α \α , - ^ \ και

(  ΠW  ~ Γάμμα b ,—
V θ )

(β) X  =  F -ι ( ζ Λ
Z  +  W

~ Β Π Κ ( α , δ ) ,  όπου Ζ ~ Χ \ α και W  ~ X \ b.

f a  Λ

(γ) Αν a ,b  e Ν  τότε X  =  F~
Σ ΐ η Ζ ,
/=!

£ l n Z , + £ ln^
V '=< 7=1 )

Β Π Κ  ( a , b ) ,  όπου

Ζ , ~ Β ή τ α ( θ ,  1), ί = 1,...,α, και Wj ~  Βήτα(θ ,  1), y = l , με Ζ,,...,ΖΛ και 

Wxy...,Wb ανεξάρτητες μεταξύ τους τ.μ.

(δ) Χ  =  Γ '  \ J £ —  
a Z  +  b

j -  Β Π Κ ( a , b ) ,  όπου Ζ  ~ Fla lb.
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Απόδειξη

Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.2.2, σύμφωνα με την οποία εάν Υ 

είναι μια τ.μ. που ακολουθεί την κατανομή Βήτα(α>ύ) τότε η τ.μ.

X  = F " '( y )  ακολουθεί την Β Π Κ ^ α ,ύ )  με γεννήτρια την F (  ), αρκεί να

Ζ
αποδειχτεί ότι η τ.μ. Υ  = -------- , για τις περιπτώσεις (α) και (β), η τ.μ.

Ζ  + W

Σ ΐη Ζ ,
/  = /=!

Σ > ζ , + Σ > » '
για την περίπτωση (γ) και η τ.μ. Υ  =

α Ζ

a Z  + b
για την

/=1 7=1

περίπτωση (δ) ακολουθεί, αντίστοιχα, την Βήτα(α ,δ) .  Η απόδειξη αυτών 

ακολουθεί:

(α) Έστω Ζ ~ Γάμμα (  Οα ,—
I  θ )

και W  ~ Γάμμα Μ
θ )

ανεξάρτητες τ.μ.

Θεωρούμε τον ακόλουθο μετασχηματισμό:

Υ  =
1

Z  + W 1 +

1 W
— = ------ , όπου U  -  — .
W  1+ U  Ζ

Αρχικά θα βρεθεί η σ.π.π. της τ.μ. U. Σύμφωνα με γνωστή θεωρία που 
αφορά την κατανομή πηλίκου ανεξάρτητων τ.μ. [βλ. Κούτρας (2005), σελ. 
158], ισχύει ότι:

f v  (“ ) = D ZI/»- («2) / ζ ( ζΗ = £ ζ^ ( ^ Γ  e"*· ■ z '- 'e ^ d z

θ α+/>

r(a)r(i)
Γ ζ « » -ι(,-[» (ΐ..ψ ώ  =
Jo

θ_________ n ° + b )

f ( a ) r ( b ) < T ‘ ( l  +  « ) “
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U
6-1

B { a , b ) ( \  +  u )a+b
,«  > 0 .

Επομένως η σ.π.π. της τ.μ. Υ  = —-— θα είναι η εξής:
! +  £/

f r ( y )  =  fu Ί - Γ du

dy

1 fi-il 6-1

1
B ( a , b ) Γ ι Υ+δ B ( a , b )

/ - ( l  - y )
6-1

\ y j

όπου 0 < j><1. Άρα Y ~  B ( a , b ) .

(β) Είναι γνωστό ότι Ζ  ~ Χ \ α =  Γάμμα(α^ϊ)  και W  ~ X \ b =  Γ ά μ μ α (ρ ,2).

Επομένως το συμπέρασμα προκύπτει ως ειδική περίπτωση της (α) για 
θ = 1/ 2.

(γ) Έστω Ζ  η τ.μ. με σ.π.π. / Ζ { ζ ) - Θ ζ θ~χ, 0 < ζ < 1, δηλαδή

Ζ ~ Βήτα(θ ,\) .  Θεωρούμε το μετασχηματισμό Υ  = -Ιη Ζ , όπου 0 < Ζ  < 1. 

Τότε ισχύει:

ί/ζ

dy
= 0e~ey, >» >  0 .

/ 1Άρα Υ ~ Εκθετική (θ }  =  Γάμμα 1,— . Λαμβάνοντας υπόψη αυτή την
V θ )

ιδιότητα προκύπτει ότι αν οι τ.μ. Z,,...,Za και fVn ...,fVb είναι ανεξάρτητες

μεταξύ τους, όπου Ζ, ~ Βήτα
θ )

/
, / = και Wj ~ Βήτα 1,—

ν. #
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u υ

j  =  1,...,δ, τότεοιτ.μ . - ^ 1 η Ζ ; και In W} ακολουθούν, αντίστοιχα, τις
«·=1

κατανομές Γάμμα
(  Π
\  V )

και Γάμμα\ 6,— |. Κατά συνέπεια, λαμβάνοντας

υπόψη την περίπτωση (α) προκύπτει ότι η τ.μ. Υ  =
Σ > ζ <
/*!

Σ ΐ η Ζ ,  + Σ ΐ η ΐ ν ,
/=! /*!

ακολουθεί την κατανομή Βήτα(α ,ϋ) .

(δ) Θεωρούμε το μετασχηματισμό: 7  = -------- , όπου Ζ τ.μ. τέτοια ώστε
a Z  +  b

Ζ  ~ F2a 2b. Επομένως η σ.π.π. της τ.μ. Υ θα είναι η εξής:

f r ( y )  =  f z

(  ι λy b dz

d y

(  ι V -1 y b

r ( a  +  b)

r(a)r(b)
r

\

a

~b I >
a { \ - y ) b  1

1 +
V

a  y b  

b a ( l - y )

\ “0-y)

y ° - \ \ - y ) b- ' , 0 < y < l .
B ( a , b )

Άρα Y  ~  B ( a , b ) .

2.3 Η Κατανομή και η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας

Η εντροπία παίζει σημαντικό ρόλο σε διάφορες επιστημονικές 
περιοχές, όπως για παράδειγμα στη φυσική, στην οικονομία και στη
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στατιστική. Στη στατιστική μηχανική θεωρείται ως ένα μέτρο της αταξίας 
ενός φυσικού συστήματος.

Έστω X  μια συνεχής τ.μ. με σ.π.π. την /( · ) . Η εντροπία του Shannon 

(1948) ορίζεται από τη σχέση:

Στην πρόσφατη εργασία τους οι Zografos and Balakrishnan (2009) 
ασχολήθηκαν με τη μέθοδο της μεγίστης εντροπίας για την αναγνώριση του 
κατάλληλου πιθανοθεωρητικού μοντέλου στην κλάση των ΒΠΚ.

Η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας πρωτοπαρουσιάστηκε από τον 
Jaynes (1957) ως μια γενική μέθοδος στατιστικής συμπερασματολογίας και 
έχει εφαρμοστεί σε διάφορα επιστημονικά πεδία. Σύμφωνα με αυτήν αν 
υπάρχει μια κλάση από σ.π.π. τέτοια ώστε:

όπου οι Τ είναι απόλυτα ολοκληρώσιμες συναρτήσεις αντίστοιχα ως προς

μεγιστοποιεί την εντροπία του Shannon, υπό τους περιορισμούς της κλάσης 
Τ ,  ως το πλέον κατάλληλο για να περιγράφει το σύνολο των δεδομένων.

Επομένως η κατανομή της μέγιστης εντροπίας f ME της κλάσης Τ  

προκύπτει ως λύση του ακόλουθου προβλήματος μεγιστοποίησης:

Οι Zografos and Balakrishnan (2009) με σκοπό το χαρακτηρισμό της 
ΒΠΚ μέσω της μεθόδου της μέγιστης εντροπίας παραθέτουν, αρχικά, 
κατάλληλους περιορισμούς στην κλάση της Τ  Οι περιορισμοί αυτοί 
παρατίθενται στο λήμμα που ακολουθεί.

(2.3.1)

Τ  = { f ( x )  ·. Ef  [Tt (X )] = α μ  = 0,1,

την /  και ισχύει ότι Τ0( Χ )  =  α0 =  1, τότε προτείνεται το μοντέλο το οποίο

f m  Μ  =  argm iix  H sh ( / ) .
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Λήμμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)]

Av είναι η σ.π.π. της ΒΠΚ με γεννήτορα την / Γ(·) και αντίστοιχη 

σ.π.π. την /(■ ), τότε ισχύει ότι:

(α) £ (i)[ ln F (^ ) ]  = ^ ( a ) - ? / (iH -0),

(β) £  ,„,[ ln (l — £ (* ) ) ]  =  Ψ ψ ) - ψ ( α  +  ό ) ,

(γ) £ , „ [ l n / ( X ) ]  = £ r [ l n ( / ( ^ '( F ) ) ) ] ,

όπου Υ  ~ Β ήτα^ α,ύ) και Ψ  είναι η συνάρτηση δίγαμμα, η οποία ορίζεται

από τη σχέση: W ( c )  =  —~ \ n r ( c ) ,  c s R +.
d c

Απόδειξη 

(α) Ισχύει ότι:

Ε#> [ta/r(*)]= £ ( to ̂  ( * ) ) / (*)ΓΌ- ρ ( χ ) Γ  Λ·

Θεωρούμε το μετασχηματισμό y  = F (x ). Είναι τότε:

£ [ t a £  ( * ) ]  = - y V  dy- (2.3.2)

Επιπλέον, ισχύει ότι:
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B (a ,b ) = ^  (1 -  y)M Φ = 0 - ί ' Γ 1 Φ· (2·3·3)

και

δ r ( a ) r ( b )  

δα Γ ( α  + b )
J fo )  A

Γ ^ α  + b)  da

Γ ( α )  d  

Γ ^ α  + b )  da
Γ ^ α  + b)  .

Όμως,

!?(c) = - l n  r ( c )  =
i a

/^ (c )  5c
£ r ( c ) = r ( c ) r ( e ).

Κατά συνέπεια,

— B ( a ,b )  =
da

m
r ( a  +  b)

Γ ( α ) ψ { α ) r ( « )

r ( a  +  b)
r ( a  +  b ) W ( a  +  b)

B ( a , b ) ( w { a ) - W ( a  +  b)) . (2.3.4)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.3.2), (2.3.3) και (2.3.4) προκύπτει το 
επιδκοκόμενο αποτέλεσμα.

(β) Ισχύει ότι:

£ ,„ [ ln ( l - F ( * ) ) ]
B { a ,b )

Θεωρούμε το μετασχηματισμό y  =  \ - F ( x ) .  Είναι τότε:
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£ , ι  [ln (l - F ( j r ) ) ]  = ^ - ^ ( Μ ( Ι  - ^ Γ '  Λ ' ^ .  (2.3.5)

Με ακριβώς τον ίδιο συλλογισμό, όπως στην περίπτωση (α), προκύπτει ότι: 

^ B ( b ,a )  = \'o{\ny)yb ' ( \ -  y )” ' dy (2.3.6)

και

^ - B { b , a ) ^ B ( b , a ) { W ( b ) - 9 ( a  +  b ) ) .  (2.3.7)
οο

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.3.5), (2.3.6), (2.3.7) και το γεγονός ότι 
B ( a , b )  = B ( b , a )  προκύπτει το επιθυμητό αποτέλεσμα.

(γ) Ισχύει ότι:

£ [lnF(x)]  = ■ ^ ~ ^ £ ( |11/Γ(Χ) ) / ( Ζ ( /Γ(^ )Γ Ι 0  ~ F { x ) T '  <*·

Θεωρούμε το μετασχηματισμό y  -  F ( jc). Τότε ισχύει ότι: x - F  1 ( y )  και 

d y !d x  =  f ( x ) ·  Επομένως προκύπτει:

V [ taF(*)]“ |ο'(ΐη/(£-' W ) ) Z "  0 ■- y ) b"  d y

=  £ , [ l n / ( £ » ) ] ,

όπου Y  ~ Β ή τ α (α ,ΰ ) .
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Από την επόμενη Πρόταση προκύπτει ότι η ΒΠΚ έχει μέγιστη εντροπία 
στην κλάση όλων των α.σ.κ. η οποία ορίζεται από τους περιορισμούς που 
παρατίθενται εκεί.

Πρόταση 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)]

Η σ.π.π. είναι η μοναδική λύση του προβλήματος

βελτιστοποίησης:

Απόδειξη

Έστω h μια πυκνότητα που ικανοποιεί τους ανωτέρω περιορισμούς. 
Τότε από την απόκλιση (divergence) Kullback-Leibler μεταξύ των

g 1?  = a t g m a x . H S l ( h ) ,

πυκνοτήτων in και g ^  προκύπτει ότι:

:J h ( x ) \ n h ( x ) d x - j*
= - H Sh{ h ) - ^ h { x ) \ n g [p ){x)dx. (2.3.8)
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Όμως, χρησιμοποιώντας τους περιορισμούς (α), (β) και (γ) της Πρότασης
2.3.1 προκύπτει ότι:

£  Μ * =ί'Μ·*)1" B ( a , b )
f ( x ) ( F ( x ) ) ‘" ' ( \ - F ( x ) f ~ '  d x

= -ΙηΒ(α,Α) + Eh [ ln / ( x ) ]  + ( a  -  l )£ t [ln F (^ )]

+ ( 6 - 1) £ Λ[ ΐ η ( ΐ - β ( Λ : ) ) ]

= -ln5(a,6)+£„|>/W]
+ ( α - ΐ ) ( ¥ , ( ο ) - ? , ( α  +  6 ) )

+ (* -1 )(? / ( * ) - ϊ , (α + 6)). (2.3.9)

Επίσης,

- H *  (g{f >) = £  g[a) (x) In g {? ( x ) d x

= - I n B { a , b )  + E [in / ( * ) ] + ( «  -  l ) (P (e )  -  * (« + *)) 

+ (A - l) ( !P (* )- !P (a  + 6))

=  f h ( x ) l n g ^ ( x ) d x .  (2.3.10)
J —cc

Επομένως η σχέση (2.3.9) τώρα γίνεται:

0 < - Η α  ( h )  +  H Sh (g[s| )= > //»  (A) < / / »  ( g f 1)· (2.3.1D

Η ισότητα στη σχέση (2.3.11) ισχύει αν-ν D(A,g['l) = 0, δηλαδή αν-ν
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Τα ενδιάμεσα βήματα στην απόδειξη της Πρότασης 2.3.1 δίνουν την 
παρακάτω έκφραση της εντροπίας του Shannon για την πυκνότητα της 
ΒΠΚ.

Πόρισμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)]

Η εντροπία του Shannon για την πυκνότητα της ΒΠΚ έχει ως εξής:

^ » ( ^ 8)) =  Ι η 5 ( β , έ ) - ^ [ l n / ^ - ' ( r ) ) ]

- ( a - l ) ( ' P ( a ) - ' P ( a  + b ))

- ( b - l ) ( T ( b ) - 9 ( a + b ) ) ,

όπου Y  ~ Βήτα{α,&).

Απόδειξη

Το Πόρισμα αποδεικνύεται κατόπιν χρήσης των σχέσεων (2.3.9),
(2.3.10) και του περιορισμού (γ) της Πρότασης 2.3.1. ■
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ΕΙΔΙΚΕΣ ΒΗΤΑ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

3.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται με ευσύνοπτο τρόπο διάφορες 
μονοδιάστατες Βήτα παραγόμενες κατανομές, οι οποίες δημιουργούνται με 
την εισαγωγή της α.σ.κ. μιας γνωστής συνεχούς κατανομής στη θέση της
γεννήτριας κατανομής F (·) στη σχέση (2.2.1). Επιπρόσθετα, θα

παρουσιαστούν οι βασικές τους ιδιότητες και θα αναφερθούν οι κυριότερες 
εφαρμογές αυτών των κατανομών.

3.2 Βήτα-Κανονική Κατανομή

Η Βήτα-Κανονική Κατανομή (ΒΚΚ) πρωτοεισήχθη στη βιβλιογραφία 
από τους Eugene et a l  (2002) και προκύπτει όταν η γεννήτρια κατανομή 
/7(·) στη σχέση (2.2.1) είναι η α.σ.κ. Φ(·) της τυπικής Κανονικής

κατανομής. Αυτή η κατανομή χαρακτηρίζεται για την εξαιρετική 
προσαρμογή στη μοντελοποίηση δεδομένων τόσο από συμμετρικές όσο και 
από λοξές κατανομές. Στη συνέχεια δίνεται ο ορισμός της ΒΚΚ με 
παραμέτρους θέσης και κλίμακας μ και σ ,  αντίστοιχα.

Ορισμός 3.2.1 [Eugene et  a l  (2002)]

Έστω Φ(·) η α.σ.κ. της τυπικής Κανονικής κατανομής με σ.π.π. την

φ{·). Τότε η τ.μ. X  ακολουθεί τη ΒΚΚ με παραμέτρους α ^ , μ  και σ αν η 

σ.π.π. της δίνεται από τη σχέση:
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g {£ N)( x \ a , b ^ ya )  =

r χ - μ ^
φ  -----£

_ V σ  ) (  ί  \ \ α~χ ίχ - μ '
o B ( a , b )

Φ
V V ο  ) )

1 - Φ
ν

χ - μ< σ Λ (3.2.1)

όπου x e R , a , b > 0 ,  μ ^ Κ , σ > 0  και B { a , b ) -  J V "'(1 -/)*"' dt  είναι η 

πλήρης συνάρτηση βήτα.

Η ΒΚΚ της σχέσης (3.2.1) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.21), στη 

θέση του γεννήτορα F (·) , εισαχθεί η α.σ.κ. της τυπικής Κανονικής 

κατανομής. Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΚΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται 

X  ~ g # N\ x \ a , b ^ , a )  ή X  ~  Β Κ Κ ( α ^ , μ , σ ) .  Στην περίπτωση που μ  =  0

και σ 2 = 1 τότε λέμε ότι έχουμε την τυποποιημένη ΒΚΚ.
Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.2.1, εύκολα προσδιορίζεται στην 

Πρόταση που ακολουθεί η α.σ.κ. της ΒΚΚ.

Πρόταση 3.2.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Β Κ Κ ( α ^ , μ , σ ) .  Τότε η α.σ.κ. της 

τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

< ? Γ Μ= 0  ■- » Γ  ώ· ο·2·2)

Παρατήρηση 3.2.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ η . . . ,Χη, από μια τυποποιημένη ΒΚΚ με

παραμέτρους α,ό,μ και σ,  δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια Φ(  ), αρκεί να
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δημιουργήσει ένα τ.δ. από την Βήτα(α,δ)  και να υπολογίσει τις

τιμές X t =  Φ_1 (Υ{), i =

Παρατήρηση 3.2.2

Από τον Ορισμό 3.2.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

1 )  Για a - b  =  o  =  \ και μ  = 0, η σ.π.π. της ΒΚΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. του

γεννήτορα. Δηλαδή ισχύει ότι: (·;1,1,0,1) = <ρ(·).

2) Όταν a , b & N ,  με a  = i και b =  n +  l — i, τότε προκύπτει ότι η σ.π.π. της 

ΒΚΚ είναι η σ.π.π. του α  -  οστού διατεταγμένου στατιστικού της 
Κανονικής κατανομής.

Επιπλέον, σύμφωνα με την εργασία των Eugene et a l  (2002), ισχύουν 
τα ακόλουθα:

1) Η ΒΚΚ είναι λοξή δεξιά όταν a > b .  Ο  βαθμός της δεξιάς λοξότητας 
αυξάνεται καθώς η παράμετρος α αυξάνεται.

2) Η ΒΚΚ είναι λοξή αριστερά όταν a < b .  Ο βαθμός της αριστερής 
λοξότητας αυξάνεται καθώς η παράμετρος b μειώνεται.

3) Η ΒΚΚ είναι συμμετρική και πλατύκυρτη όταν a < 1, b <  1 και a - b .

Καθώς οι παράμετροι α και b μειώνονται (μέχρι να γίνει δικόρυφη η 
κατανομή) τόσο βαρύτερες γίνονται οι ουρές της ΒΚΚ.

4) Η ΒΚΚ είναι λεπτόκυρτη όταν a  > 1 και b >  1. Καθώς οι παράμετροι α 

και b αυξάνονται τόσο μεγαλώνει η κορυφή της ΒΚΚ.
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Στα σχήματα που ακολουθούν δίνεται η σ.π.π. της ΒΚΚ για 
επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων a , b  στην ειδική περίπτωση της 

τυποποιημένης ΒΚΚ. Ειδικότερα, στο Σχήμα 1 ισχύουν οι περιπτώσεις 2) 
και 4) και στο Σχήμα 2 ισχύουν οι περιπτώσεις 1) και 4).

Σχήμα 2: Σ.π.π. της τυποποιημένης Βήτα-Κανονικής Κατανομής ήταν 0  =  4 .
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Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές της ΒΚΚ

Η ΒΚΚ πρωτομελετήθηκε στην εργασία των Eugene et  al. (2002), οι

για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων α και b. Οι Gupta and Nadarajah 
(2004) υπολόγισαν μια πιο γενική έκφραση για την Α:-τάξης ροπή της 

ΒΚΚ για κάθε a , b ^ Z +. Επιπλέον, θεώρησαν ειδικές περιπτώσεις των α

και b οι οποίες περικλείουν αυτές των Eugene et  a l  (2002). Εκτός του 
γεγονότος ότι τα αποτελέσματά τους είναι πιο γενικά, η απόδειξή τους είναι 
ευκολότερη. Πριν δοθεί το κύριο αποτέλεσμα της εργασίας των Gupta and 
Nadarajah (2004), που αφορά την λ -τ ά ξ η ς  ροπή μιας τ.μ.

Χ ~  Β Κ Κ ( α £ , μ , σ ) ,  με a , b e Z +, θα δοθεί ένα αποτέλεσμα σε μορφή

Λήμματος που χρησιμοποιείται στην απόδειξή του.

Λήμμα 3.2.1 [Gupta and Nadarajah (2004)]

Ισχύουν τα εξής για το διωνυμικό ανάπτυγμα: 

α) Για η > 0  και χ > 0 ισχύει:

οποίοι μεταξύ άλλων υπολόγισαν σε κλειστή μορφή τη μέση τιμή της ΒΚΚ

(3.2.3)

β) Για a , b e  Ζ + ισχύει:

(3.2.4)



32 KJE9 ΑΛΛ19  3

Απόδειξη

α) Από το διωνυμικό ανάπτυγμα παίρνουμε:

(3.2.5)

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη ως προς χ  προκύπτει το επιθυμητό 
αποτέλεσμα.

β) Από το διωνυμικό ανάπτυγμα παίρνουμε:

6-1

r=0

b - ΐ λ

\  r  J

<a+r- 1 (3.2.6)

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη, ως προς χ  από το 0 έως το 1, 

προκύπτει το επιδιωκόμενο αποτέλεσμα. ■

Θεώρημα 3.2.1 [Gupta and Nadarajah (2004)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Β Κ Κ ( α & μ , σ ) .  Τότε για a , b  e  Ζ + 

ισχύει:

6-1

E X k = μ* +
B ( a , b ) f aΣΗ)' i b - 1. ΣJ )  ί=1

a+j-\ ( α +  — Ο

Σ Η Γ
r=0

y ' j  

7Ι . Γ + Η ) # /ίί,α+y-l (3.2.7)

όπου I i r = J* 2V ( z ) ( l - 0 (z))r dr. (3.2.8)
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Απόδειξη

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ό e Z + προκύπτει, από την (3.2.1), ότι η 
πυκνότητα της Β Κ Κ ^ α ^ , μ , σ )  γράφεται και ως εξής:

g {™]( x ; a , b ^ , a )  =
b- 1

Σ(-ι), ( b ~  Γ

J y
hj ( λ:),

όπου h j (x )  =  (p

(  ( v - n \ \ h

f r - , Λ  Y +J~l

1- Φ
x - μ

x - μ  

V σ  J

b- 1

Φ
x - μ

\  \  σ  J J
λαμβάνοντας υπόψη ότι ισχύει:

V V σ  ) ) =Σ(->)
]=ο

,Υά-1 

J
Φ

' χ - μ λ

I  σ  )

Επομένως,

(3.2.9)

X  — IXΘεωρούμε το μετασχηματισμό ζ = ---- — και χρησιμοποιώντας το
σ

ανάπτυγμα της διωνυμικής σειράς του Νεύτωνα προκύπτει:

J x kh j ( x ) d x  =  o^  (// + <Tz)*^(z)(0 (z))tf+y 1 dz

J ^ f k ^

J
= σ£ Σ  . v " '1 Η > ( ζ )(φ (ζ ) Γ '" ,ί&

i = 0 \ l J

/=0

( k V a
£ ζ > ( ζ ) ( φ ( ζ ) Γ ;_ ,ί/ζ. (3.2.10)

Η ολοκληρωτέα ποσότητα της προηγούμενης σχέσης γράφεται και ως εξής:
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|* ζ ν (ζ ) (φ (ζ ) ) '”;"'ώ =

= | ”ζ > (ζ ) (Φ (ζ )Ρ _' dz + |% >(ζ)(Φ (ζ))·";"' ife

= Jo"z>(z)(<0 (ζ)Γ'"' + £(-ζ)' ί’(-ζ)(φ(-ζ)Γ'"' rf(-z)
= £ ζ > ( ζ ) ( ΐ  -  Φ (-ζ))“*'~' dz + ( - l ) ‘ l ” z ‘< p ( z ) ( l - 0 ( z ) ) " M  dz.

Χρησιμοποιώντας το διωνυμικό ανάπτυγμα στο πρώτο ολοκλήρωμα της 
παραπάνω σχέσης προκύπτει ότι:

α+ / - I (

J ” ζ > ( ζ ) ( φ ( ζ ) Γ ; d z  = J ’ zV (z) Σ
Λ + y - l  

r
( - Φ ( - ζ ) Υ  dz

(_ ι )' j„"z V ( z ) ( i  -  * w r '
β+y-' j .  / _  Λ  .

=  Σ Η ί  / , , + ( - > )  w ,
r= 0 V

(3.2.11)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3.2.9), (3.2.10) και (3.2.11) προκύπτει:

*-ι
E X k =

B ( a , b ) j ^

α+j-\

Σ (-θ'
r = 0

ΣΗ)'
V J  J ·-ο

f * Y < r Y

/ y

a  +  y - Γ
+ Η ) ' 7. 7 -1 (3.2.12)

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του θεωρήματος απομένει να δείξουμε ότι 
ο όρος που αντιστοιχεί για / = 0 ισούται με /Λ  Επομένως αρκεί να 
δείξουμε ότι:

Ρ-Ι

ΣΗ)/=Π V 7 /

*+ΗΣ Η)Γ
r= 0

f  a  +  j - V
+ Η ) * / ,ο.β+y-i =  β ( α ,* ) .
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Ισχύει ότι:

/o..=J>(z)('-0(z))‘‘fe = - ( ΐ - Φ ( ζ ) Γ

k  +  \ 2t+1(£ + l) (3.2.13)

Επιπλέον
α+j - 1

Σ Η)Γ
a+y'-l 7 — 1Λ a+j-l
~  α + 7  V + H ) ° W , =  I
r= 0

Η)Γ /

7 S 2r+,(r+l)
1

2 e+y (*  + . / ) '

a  +  j - l \

V

(3.2.14)

Εφαρμόζοντας το α) από το Λήμμα 3.2.1 [Gupta and Nadarajah (2004)], για

η =  a  +  j - I  και χ  = —, η σχέση (3.2.14) γίνεται:
2

α+j-1

Σ Η)' (

%  2r+' ( r  + 1)

a  + j - l  

r

\ 1 l-(l/2)α+/

7 2 a+J ( a  + y) β + y 2*+'( a  + y)
1

a  +  j

Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη το β) από το Λήμμα 3.2.1 [Gupta and 
Nadarajah (2004)] ο όρος που αντιστοιχεί στο i = 0 γίνεται:

b -
U - i  )J

Μ  a  + j

b - ϊ

V J )
=  B ( a , b ) .

Επομένως, όταν i = 0, το άθροισμα των σειρών στον τύπο (3.2.12) δίνει μ* 
και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. ■

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο Θεώρημα είναι εφικτός ο 
προσδιορισμός της μέσης τιμής της ΒΚΚ [βλ. Gupta and Nadarajah (2004)].



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ I

Θεώρημα 3.2.2 [Gupta and N adarajah (2004)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Β Κ Κ ( α & μ , σ ) .  Τότε για 

a , b e Z + ισχύει:

6-t
Ε Χ  =  μ  +

B ( a , b ) f £

( - ι Γ  - ( - » r

‘'tf i ; ( - l ) - '" r f e - lY a  + y -1
ίο  r  +  l j  A  r

\

r+l

a  +  j

Γό-Γ
κ j  ;

'a + j
(3.2.15)

όπου Sr = ( ΐ - Φ ( ζ ) )  dz. (3.2.16)

Απόδειξη

Για k  = 1 η σχέση (3.2.7) γίνεται:

fc-l
Ε Χ  =  μ  +

B ( a , b ) j ΞοΣ (-Ύ
" ό - Γ

< J  >
α +y-1

Σ (-θ'
r=0

\a  +  j - 1 

Γ 7

Όμως,

' „ = Γ ζ«, ( ζ )(1- φ (ζ )),<*·

r  +  l
( !-Φ (ζ )Γ

Jo
1

r  + l r  + l

Επομένως,
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b - 1

E X  = μ +
B { a , b ) P ,

y * r i  6 - i V  ° + j ~ i ' '  

^  r + 1 j  Λ

( -1)
j +1

a  + j

( b - 1

J J

r = 0

r+1
y

— ^  y
μ  B ( a , b ) J=o

°+f 2H _
^  r  +  1

' +Ύ & - ι ^  

v J  A

( -1)
a+2 _/-!

=  μ  +

« + 7  

σ

V J )

b~\

a  + j

a  +  j ~  1

r  y

y+Y 6 _ 1 l

,  j  J

r+ 1

B ( a , b ) j ^
a^ 2 ( - i y +r ^  - 1 γ α + j  -  η

r = 0 r  + 1 l j 'r+ 1

( - i r - ( - i  y
* + /

ρ - ί

v j  )
a + j

Εύκολα προκύπτει, λαμβάνοντας υπόψη τα Θεωρήματα 3.2.1 και 3.2.2 
[Gupta and Nadarajah (2004)] ότι η διακύμανση δίνεται από τη σχέση:

VarX = E X 2 ~ ( Ε Χ ) 2

.2 b - 1
2 μ

= μ  *
B ( a , b ) ~ 0

a+j~x i n  4 -  j —  Λ

Σ ί - , / '  y '

f2̂)ίσ1, Σ .V j //=1
r= 0

a + j - 1

σ 6-1
/< +  8 ( Υ 6 ) Σ

α+y-«(-ιχ+Ύ6-ιΥα+;-Λ
r-o '" + 1 K J A  r

Λ2

'r+ 1

<* + J J
a + j
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Συμμετρία της ΒΚΚ

Στην εργασία τους οι Eugene et  ah (2002) εξετάζουν πότε η ΒΚΚ είναι 
συμμετρική γύρω από την παράμετρο μ.

Λήμμα 3.2.2 [Eugene e t  a l  (2002)]

Όταν a  -  b  η ΒΚΚ είναι συμμετρική γύρω από την παράμετρο μ.

Απόδειξη

Έστω Ρ [ χ )  =  — ~ —-φ (χ )(Φ (χ ))α Τότε, όταν a - b ,
B ( a , b )

t  9ισχύει οτι:

ρ{^~χ) = FTr(---- \ e 2'’(φ(β-  * ) ) “"' (* ~Φ(μ~ * ) Γ 'σ  \ ] 2 π ΰ { α , α )

η ^ )  4 ?

σ ^ 2 π Γ ( α ) Γ ( α )
e  2°2 ( ΐ - Φ ( μ  + *))α + jc))J

Γ (2α) (φ(μ + χ))α '[\~Φ{μ + χ)]
σ ^ 2 π Γ ( α ) Γ ( α )  

=  Ρ ( μ  +  χ )

Παρατήρηση 3.2.3

Το ανωτέρω αποτέλεσμα είναι αναμενόμενο αφού σύμφωνα με την 
παράγραφο που αφορά τη συμμετρία της ΒΠΚ [βλ. Κεφ. 2, σελ. 13] η 
τυποποιημένη ΒΠΚ είναι συμμετρική γύρω από το μηδέν αν a  =  b  και

Φ ( χ )  =  \ - Φ ( - χ ) .
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3.3 Βήτα-Γενικευμένη-Ημικανονική Κατανομή

Η Βήτα-Γενικευμένη-Ημικανονική Κατανομή (ΒΓΗΚ) πρωτοεισήχθη 
πρόσφατα στη βιβλιογραφία από τους Pescim et al. (2010). Αυτή η 
κατανομή περικλείει ως ειδικές περιπτώσεις την Ημικανονική Κατανομή 
(ΗΚ) και την Γενικευμένη Ημικανονική Κατανομή (ΓΗΚ) [βλ. Cooray and 
Ananda (2008)]. Εν αντιθέσει με την ΓΗΚ, την ΗΚ, την Weibull και την 
Βήτα-Weibull Κατανομή (BWK), η οποία θα παρουσιαστεί σε επόμενη 
παράγραφο, η ΒΓΗΚ χαρακτηρίζεται για την προσαρμοστικότητά της επί 
θετικών δεδομένων.

Σύμφωνα με την εργασία των Pescim et  al. (2010) και το σύγγραμμα 
των Beer and Johnston (1992) η κόπωση είναι το φαινόμενο κατά το οποίο 
η θραύση σε ένα υλικό εμφανίζεται κατόπιν επαναλαμβανόμενων 
φορτίσεων. Τα στατιστικά μοντέλα μας επιτρέπουν να προσεγγίσουμε και 
να μελετήσουμε την τυχαία κύμανση του χρόνου θραύσης των εκτιθεμένων 
υλικών. Οι πιο δημοφιλείς κατανομές για την περιγραφή της διαδικασίας 
της διάρκειας ζωής έως την κόπωση των υλικών είναι η ΗΚ και η κατανομή 
των Birnbaum-Saunders (BS). Η ΗΚ και η BS είναι μια επιλογή για τη 
μοντελοποίηση μονότονων ρυθμών κινδύνου (monotone hazard rates) 
εξαιτίας της λοξότητάς τους. Παρ’όλα αυτά, δε δίνουν μια λογική 
παραμετρική προσαρμογή όταν εφαρμόζονται για τη μοντελοποίηση μη 
μονότονων ρυθμών αποτυχίας. Για την υπέρβαση αυτής της αδυναμίας θα 
μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν πιο ευπροσάρμοστες κατανομές, οι οποίες, 
δυστυχώς, έχουν πέντε ή και περισσότερες παραμέτρους. Τέλος, για την 
επίλυση του προβλήματος έχει προταθεί η Γενικευμένη-Birnbaum-Saunders 
[βλ. Diaz-Garcia and Leiva (2005)] και η ΓΗΚ.

Σ’αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστεί διεξοδικά η ΒΓΗΚ. Αυτή η 
κατανομή είναι χρήσιμη διότι έχει την ικανότητα να προσαρμόζει λοξά 
δεδομένα. Η ευελιξία της να προσαρμόζει όλες τις μορφές της συνάρτησης 
κινδύνου την καθιστά απαραίτητο μοντέλο για την επίλυση πλήθους 
προβλημάτων στην ανάλυση επιβίωσης. Πέραν τούτου έχει τη δυνατότητα 
να μοντελοποιεί ρυθμούς αποτυχίας σχήματος «μπανιέρας» (bathtub shaped 
failure rates).
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Προτού προχωρήσουμε στην αναλυτική παρουσίαση της ΒΓΗΚ θα 
δώσουμε επιγραμματικά τις ΓΗΚ και ΗΚ.

Στην πρόσφατη εργασία τους οι Cooray and Ananda (2008) όρισαν την 
σ.π.π. της ΓΗΚ ως εξής:

g
(G H N )

( x ; c '0 ) = S l i
, χ  > 0, c,0  > 0. (3.3.1)

Η α.σ.κ. της ΓΗΚ ορίζεται ως εξής:

G (ghn) (λ:) = 2Φ [( χ / θ γ  ]  ■-1 = e r f
λ/2 ’

(3.3.2)

όπου 0 ( x )  =  ^ l  +  e r f ^ x / y f 2 ^ ,  με e r f ( x )  = * dt.

Η ΗΚ, ως ειδική περίπτωση της ΓΗΚ, προκύπτει όταν στη σχέση (3.3.2) 
θέσουμε c  = 1. Είναι τότε:

=  θ > 0 .  (3.3.3)

Στη συνέχεια δίνεται ο ορισμός της ΒΓΗΚ όπως αυτός 
πρωτοπαρουσιάστηκε στην εργασία των Pescim et  a l  (2010).
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Ορισμός 3.3.1 [Pescim et  al. (2010)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την τυποποιημένη ΒΓΗΚ με παραμέτρους a ,b , c  

και θ αν η σ.π.π. της δίνεται από τη σχέση:

g {BGm) (x ;a ,b ,c , 6 )  = —

( c γ - ν  Λ (-

{ χ Α Θ
2ΚΘ

2 c

2 b- ' \ 2 0
B ( a , b ) 

x jl - 4 > \ ( xi e ) e

(χ / θ ϊ - 1
a~\

-i\ b-\

, x > 0 , a , b , c , e >  0 . (3.3.4)

Η ΒΓΗΚ της σχέσης (3.3.4) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη 
θέση του γεννήτορα F (·), εισαχθεί η α.σ.κ. της ΓΗΚ με παραμέτρους c  

και θ. Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΓΗΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται 

X  ~ g iBcm) (x- ,a ,b ,c ,e)  ή X  ~ B r H K ( a , b , c , 0 ) .

Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.2.1 εύκολα προσδιορίζεται στην 
Πρόταση που ακολουθεί η α.σ.κ. της ΒΚΚ.

Πρόταση 3.3.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B r H K ( a , b , c,#). Τότε η α.σ.κ. της 

τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

G,som)(x) = - 2 — fM[We)I] " ' r ' ( l =  l  ρ ( a , b ) .  (3.3.5) 
v ’ B ( a , b y ss v ’ ’

Παρατήρηση 3.3.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ , , . . . , Χ η, από μια τυποποιημένη ΒΓΗΚ με
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παραμέτρους a , b , c  και θ,  δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια 

G(g//n)(jc) = 2 0 ^(x/^ ) cJ - 1, αρκεί να δημιουργήσει ένα τ.δ. από

την Β ή τ α ( α ^ )  και να υπολογίσει τις τιμές X.  = G(G7W)' (}^), / = 1,

Άρα, αρκεί να υπολογίσει τις λύσεις των μη γραμμικών εξισώσεων

( χ , / θ γ = Φ - ' Ι Υ · +  "

Παρατήρηση 3.3.2

Από τον Ορισμό 3.3.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

1) Όταν a  =  b  =  1, τότε η σ.π.π. της ΒΓΗΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της ΓΗΚ. 
Δηλαδή ισχύει ότι:

g
(B G H N ) ( x ; l , l , c , e )  =  j ^ ί £ 1U J

Hif
, x ,c ,0 >O.

2) Όταν c =  1, τότε η σ.π.π. της ΒΓΗΚ ταυτίζεται με τη σ.π,π. της Βήτα- 
Ημικανονικής κατανομής (ΒΗΚ). Δηλαδή ισχύει ότι:

IΙι
;a ,b ,  1,θ) =  ^ 4

h e ' M

g<’c m \ x ; a , b , l O )

x , a , b , 6 > 0 .

B ( a , b )
•2 <2 Φ

/ V

Oj

<1-1

- n 1- Φ
\ b -1

3) Όταν a  -  b - 1  και c  = 1, τότε η σ.π.π. της ΒΓΗΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π.

τηςΗΚ. Δηλαδή ισχύει ότι: g^BGHN\ x \  1,1,1,0) =  ^  , *,0>Ο .V π θ
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Στα σχήματα που ακολουθούν δίνεται η σ.π.π. της τυποποιημένης 
ΒΓΉΚ για επιλεγμένες τιμές των παραμέτρων a , b.

Σχήμα 3: Σ.π.π. της τυποποιημένης Βήτα-Γενικευμένης-Ημικανονικής Κατανομής όταν 
C =  \ .5 ,b  =  2  και θ  =  40.

Σχήμα 4; Σ.π.π. της τυποποιημένης Βήτα-ΓενικευμένηςΉμικανονικής Κατανομής όταν

c  = 1.5,α  = 2 και θ  — 40.
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Εκφράσεις της G (bghn\ x ) και της g {BGHS) ( x ; a , b , c , 0 )

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστούν μαθηματικές εκφράσεις 
της α.σ.κ. και της πυκνότητας της ΒΓΗΚ υπό μορφή σειράς [βλ. Pescim et  
a l  (2010)].

Σύμφωνα με την εργασία των Nadarajah and Kotz (2004) αν |ζ| < 1 και 

b  > 0, όπου b e R - Z , ισχύει ότι:

(1 -Γ'=Σ
7=0

Η Μ » ) , ,
r ( b - j ) j <

(3.3.6)

Εφαρμόζοντας τη σχέση (3.3.6) στην α.σ.κ. της ΒΓΗΚ, όπως αυτή 
προσδιορίστηκε στη σχέση (3.3.5), για b  e  R + - Ζ +, προκύπτει:

^ (B G H N ) ( χ )  =
B ( a , b ) Jo

± t
far(b-j)j<

r ( b )  ^ ( - > y { 2 * [ ( « / g r ] - » r
B ( a , b ) j =o r ( b - j ) j l ( a  +  j )

(3.3.7)

Όταν a  e  Z + η σχέση (3.3.7) εκφράζει την α.σ.κ. της ΒΓΗΚ σε άπειρους 
όρους της α.σ.κ. της ΓΗΚ. Διαφορετικά αν, a  e  7Γ - Ζ +, τότε λαμβάνοντας 
υπόψη τη σχέση (3.3.6) και το γεγονός ότι

2 φ [(Λ /0 )']-1  = σ “*",Μ = [ ΐ - ( · - Ο <<Μ,,Μ ) ] ,  1 ®χέση (3.3.7)

γράφεται ως εξής:

\ r ( b ) γ _______( - 1) r ( a  + j  + 1)_______
' B(a,b) j%or(b- j ) j l (a  + j ) r ( a  + j  + l - r ) r \ '
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Όμως, 1 - & αΗΝ) (χ) = 1 -  {2 φ [ { φ ) '  ] - 1} = 2 | ΐ  -  φ [ (χ /β ) ']} .

Άρα,

^ ( χ )  = Ι β _  £  { ~ ΐ Γ Γ ( α  + 2 + ΐ ) 2 - { ΐ - φ [ ( ^ ] }
B ( a , b )  j ~ ο r ( b  -  j  ) j \ { a  + j ) Γ ( α  + j  +1 -  r )

Όμως από τη σχέση (3.2.5) προκύπτει ότι:

{ ι - # [ ( ν β ) ' ] } '= Σ ί ή ( - ι / { φ [ ( ν β )
ν L ί=ο /  ν

Επομένως,

q (BGHN)(„\_  r ( b )
ο ο  r

Μ = τ τ τ π Σ Σ -
( - i r t s r r ( a + y + i )

5(α ,ό) , ^ , ί ο  Γ (ό  -  y)y !(β + j  ) Γ ( α  + j  +1 -  r )

M r  r  
\ φ \  (jc/ 6»)£

v v
(3.3.8)

Η σχέση (3.3.8) δείχνει ότι για a , b e R + - Z + η α.σ.κ. της ΒΓΗΚ 

εκφράζεται ως άπειρο άθροισμα δυνάμεων της α,σ.κ. της Α^(θ,ΐ).

Εφαρμόζοντας τη σχέση (3.2.3) στην α.σ.κ. της ΒΓΗΚ, για 0 e Z +, 
προκύπτει:

d SGm\ x )  =
6-1

B ( a , b ) U

f b - r  

< j )

a+j
(3.3.9)



Από τη σχέση (3.3.9), για a  = b - 1  προκύπτει η α.σ.κ. της ΓΗΚ και για 
a - b - c - 1 η α.σ.κ. της ΗΚ.
Κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.3.6) και (3.2.3) και εφαρμόζοντας 
ακριβώς την ίδια μέθοδο με αυτή που χρησιμοποιήθηκε για την ανάδειξη 
της σχέσης (3.3.8) προκύπτει:
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1

B ( a , b )

f f f  ( - i F ” r r ( a + j + i )

ίο ίο ίο ( ί>  + j ) r ( a  + j  +1 -  r ) r \

(3.3.10)

Συνοψίζοντας, οι σχέσεις (3.3.8), (3.3.9) και (3.3.10) είναι εκφράσεις 
της α.σ.κ. της ΒΓΗΚ υπό μορφή σειράς.

Παραγωγίζοντας τη σχέση (3.3.7) προκύπτει:

g ^ a m ) ( x ; a , b , c , e )  =

Μ

O U

*Σ ( - ‘y
U r ( b - j ) j-{»[(verFH·

Κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.3.6) και (3.2.3) και εφαρμόζοντας την ίδια
β _ _

μεθοδολογία με αυτήν που εφαρμόστηκε για την ανάδειξη της σχεοης
(3.3.8) προκύπτει:

g
(B G H N ) ( x - ,a ,b ,c ,d) =

B ( a , b )

2c

oo k

ΣΣ
y.*= o /=o

wjjt j

x{<f[(jf/0 )r]} , (3.3.11)
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οπού wt

Αντικαθιστώντας την <2>|^(x/#)c J με τη συνάρτηση σφάλματος στη σχέση

(3.3.11) και εφαρμόζοντας το διωνυμικό ανάπτυγμα προκύπτει:

Συνοψίζοντας, οι σχέσεις (3.3.11) και (3.3.12) αποτελούν εκφράσεις 
της πυκνότητας της ΒΓΗΚ υπό μορφή σειράς.

Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές της ΒΓΗΚ

Αντικείμενο μελέτης σε αυτήν την παράγραφο είναι η « -τά ξη ς  ροπή 
της ΒΓΗΚ και, ως απόρροια αυτής, η μέση τιμή και η διακύμανσή της.

Θεώρημα 3.3.1 [Pescim et  al. (2010)]

Έστο) X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B r H K ( a , b , c , 6 ) .  Τότε η η -  

τάξης ροπή της ΒΓΗΚ δίνεται από τη σχέση:

(3.3.12)

(3.3.13)



9
0 !TO«P  +  £ e * ; W ( 0 )6 )  =

wj , * j ( a , b ) ( - \ y
r r

<Pj
B ( a , b ) 2 ‘

r ( b ~ j ) r ( a + j - k ) k \ j \ \ b
και

f n  ^ 
~ ’P  

VC J

( - 1)w,+ +̂  Γ

£ Ρ+± Λ  ® *
2Τ 2 V  V

f

m x +... + /W

n  ^
p  +  — + 1

+ c
- 2

)
"|| =0 ηιρ =0

« , + r • · ·
n

m x \„ ιη ρ!

Απόδειξη

Η « -τά ξη ς  ρο7τή της ΒΓΗΚ δίνεται από τη σχέση: 

EX" ~ J0 x ng^BGHN\ x \ a , b , c , e ) d x .  Επομένως, όταν 6 e /Γ  - Ζ +, τότε 

λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (3.3.12) προκύπτει:

^ ” = ^ Σ Σ Σ ο ,μ> . α)V λ  yTit=o /=ο ρ = ο

« / " * - (  ί ]Jo U J
'2U

2 c

e r f
{ χ / θ ) 0

J 2
dx. (3.3.14)

( x  Y
Κάνοντας χρήση του μετασχηματισμού « = — η σχέση (3.3.14)

\ θ  )

αποκτάει την εξής μορφή:

a r - r f e t & M + M j ; " ' 4 ’·
¥ Λ  y , Α = 0 / = 0 ρ * 0  L

λ

Jj
ηρ

du.
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Όμως, λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η συνάρτηση σφάλματος

2  00 ( —lY” x 2w+1
παριστάνεται και ως εξής: e r f i x )  = —τ = Ύ ])— -— -—  [βλ. Nadarajah

ν π ^ ( 2 »ι +  1 )m !

(2008)], έπεται ότι η η - τάξης ροπή της ΒΓΗΚ γίνεται:

Γ Υ  οο k  I (  ο

^ " ^ Υ - Σ Σ Σ ' , , , > > * )  τ =
V j ,k = 0  1=0 ρ= 0  ν ν ^  /

( -1)00 00

χ ^ - Σ ---------- 7
m,=o ^=02 1 2 (2/7̂  +Ϋ). . . (2ιηρ + i } m l \. . jnp \

Γ00 2(«,+...«ρ )+/;+- ~
χ w ce  2 du.

J o

Διαμέσου του μετασχηματισμού u2 ~ χ  το ολοκλήρωμα στην τελευταία 
σχέση υπολογίζεται και ισούται με:

ί
ρ  η  1 m, +7+-——οο 2(m ,+ ...m n )+ p i— -----  tn\ -γ.,.ιπ ι— > ■——

u Ρ) ce 2 du =  2  ρ 2 2c 2 Γ m j + ...m  +

n 1
P  Λ----+  1

c

J

Κατά συνέπεια η η -τάξης ροπή της ΒΓΗΚ ισούται με:

οο k  I

Ε Χ ” = θ Ί - Σ Σ Σ * Μ ρ ( α ’1’ ) 1
ν «  j ,k = 0  1=0 ρ =ο

ί η
- ι Ρ

Kc
(3.3.15)

, η
οπού Ρ  +  — Ε Κ  και

c
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( η  Λ 
~ > Ρ

\ c  )

£  + _ 5 ___ 1  00 α ο

=  π  2 2  2‘ ~2 Σ-Σ
( - ' )

m ,  + . . . + m „

Γ
(

OT, +  ... + W + Ρ  + Η
(  1 Λ

τη. Λ—
V 2 y

m n + — \m.
P  Λ I 1 /»

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο Θεώρημα, εύκολα, προκύπτει ότι η 
μέση τιμή δίνεται από τη σχέση:

Ε Χ ^ β Σ Σ Σ ' Μ , Ρ( - · ψ β . ρ
V 7Γ j ,k = 0  1=0 ρ = 0 vc

Τέλος, η διακύμανση δίνεται από τη σχέση:

V arX  =  Ε Χ 1 - ( Ε Χ ) 2

( 2  ^ 
~ , Ρ

J
= 0 2β Σ Σ Σ ' Μ Ρ ( « > Ψ

Υ 71 j j =ο /= 0  ρ = 0

θΜ Σ Σ Σ ' μ , ' ,Α  a . b ) l ( \ . p
Υ λ  /,*=ο /=ο ρ=ο

(3.3.16)

(3.3.17)

Ροπογεννήτρια συνάρτηση

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθεί η ροπογεννήτρια συνάρτηση (ργ.σ.) 
της ΒΓΗΚ.

Θεώρημα 3.3.2 [Pescim e t  at. (2010)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Β Γ Η Κ ( α ^ ^ θ ) .  Τότε η 

ροπογεννήτρια συνάρτηση δίνεται από τη σχέση:
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Mx(s)=S Σ Σ Σ ^ , ρ Μ 71 22^ 2c 2Σ τ γ 7
» j , k = 0 1=0 ρ =0 r= 0  '  ·

r  
- > p (3.3.18)

Λ

vy+*+/
W

ο  2t
r ( b - j ) r ( a  +  j - k ) k \ j \

( k \

J J
r

και

(-1)
Λ _ P  p + —__ ί- 00 00νγ Η  22 2c 2Σ···Σ

w, +  ... +  7M +

r  1p  H----- 1- 1
C

\

V
ff»! =0 wp =0 ί  Ο Γ  nw, + — ... m „ +  —

{  2 )  { p 2 )
πιλ \...mp \

Απόδειξη

Η ργ.σ. της ΒΓΗΚ δίνεται από τη σχέση: 

Μ χ  (s) = E { e sX) = £  esXg {BGHN) (x;a ,b ,c ,0 )dx .  Επομένως, όταν

b e R + - Ζ +, τότε λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (3.3.12) προκύπτει:

V «  j , k = ο /=ο ρ=ο X

/ „ γ  J / * v2c
2 V ( 9 >

■ a / dx.

00 ( ί * ) '
Όμως, επειδή ισχύει Y _ ~ ~  = e“ , προκύπτει:

r=0 r\

αο19 00 * / „

Μ Λ ^ ) = ψ Σ Σ Σ ^ , , Λ ^ ) Σ ί 1
"  71 j ,k = 0  1=0 p = 0  r= 0 r -
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X e e r f ( φ ) '

a

P

► dx.

f x  V
Διαμέσου του μετασχηματισμού u = — το ολοκλήρωμα στην τελευταία

\ θ  )

σχέση υπολογίζεται και, επομένως, η ργ.σ. ισούται με:

Γ7 00 * / ® n r  r r  u2

** W=£  Σ
Y Λ j , k = 0  1=0 p ~ Q  r=Q '  ·

e / /
u

i/w.

Με ανάλογο τρόπο με αυτόν της απόδειξης του Θεωρήματος 3.3.1 
προκύπτει ότι η ργ.σ. της ΒΓΗΚ δίνεται από τη σχέση:

Μ Λ * ) = β  Σ  Z E w  (" ’*)*
V Λ  y ,* - 0  /= 0  ρ = 0

„ + _ 1 _ Ι  αο 
2 2  2c 2^

r= 0

Y r  λ 
-*Ρ 

KC )ή

Ροπές των διατεταγμένων στατιστικών της ΒΓΗΚ

Οι ροπές των διατεταγμένων στατιστικών κατέχουν σημαντικό ρόλο 
στον έλεγχο ποιότητας και αξιοπιστίας. Η συμβολή τους έγκειται στο 
γεγονός ότι ο στατιστικός τις χρειάζεται για να προβλέψει το χρόνο 
καταστροφής ενός αντικειμένου βασιζόμενος στο χρόνο καταστροφής ενός 
μικρού δείγματος ίδιων αντικειμένων στο παρελθόν. Για το λόγο αυτό οι 
Pescim et  al. (2010) επικέντρωσαν το ενδιαφέρον τους στην εύρεση των 
ροπών των διατεταγμένων στατιστικών της ΒΓΗΚ.

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθούν δύο εκφράσεις των ροπών των 
διατεταγμένων στατιστικών της ΒΓΗΚ, προερχόμενες από την εργασία των 
Pescim et  al. (2010).

Έστω Χ {, . . . ,Χ η, ένα τ.δ. μεγέθους η από την ΒΓΗΚ. Τότε η σ.π.π. της 

τ.μ. X .  t \ < i < n ,  δίνεται από τη σχέση:
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g ' f - )  ( χ - , α ^ , θ )  = g ( ; > 1+ 1_-.)-g (Bgm) ( x ; a , b , c , e ) ( G ^  (*))

x ( l _ G (S0» v ,(x ))"-'

Επομένως,

( G H N ) (  n \

Κάνοντας χρήση της σχέσης (3.2.5) προκύπτει:

g ^ HN]( x , a , b , c , e )  =  Y j { - \ )
t  η  — ι

k =0

g [ ' ( x ; c , 0 )  

B ( i , n  + 1 — i ) B ( a , b )

x ( d a m \ x ) J ~  ( l - G (om)(x))

Κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.3.1), (3.3.2) και (3.3.7) προκύπτει:

( " 0 *
g (;Bf HN](x ;a ib , c ie )  =  ]Γ ------

ί η - ι
In*)

»+Λ-Ι

2c
V  - I  £ 

e 2 ^

k =0

x \ 2Φ

B^a„b^+k B ( i , n  + i - 1)
a (i+ k )~  1

-11 11-Φ( χ / θ )

, ( - i y  {2Φ  ( χ/ θ )

( x / e y

n i + k - l

b - 1

^  r ( b - j ) j \ ( a  + j )
(3.3.19)

Θεωρούμε την έκφραση:
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1 ^ ( - 0 / {2<p [ W ] . I}/ 

h  n b - j ) j \ ( a~ 7 j ) -

-ΚΕΦΑΛΑΙΟ ?

Κάνοντας χρήση του μετασχηματισμού: u -
/  \ c{ χ λ

q  I » της σχέσης (3.3.2) και

της έκφρασης της συνάρτησης σφάλματος υπό μορφή σειράς προκύπτει:

α =Σ·
7=0

2 A  ( - 1 ) V " '
l V

•Jit m.o 2**2 (2m + l)w!

r { b - j ) j \ ( a  +  j )

Επομένως,

η χ \ J i t j

α =Σ-
7=0

0 0  00

Σ-Σ (-0W|+...+Wy

m, =0 m, =C0 2W| ^  2(2w, + l)...(2/wy +l)w,L./wy!

r(b-j)j\(a + j)
u '

i  oo \ W 00

Με χρήση της ταυτότητας Σ , α^  = [Ρ^· Gradshteyn and
v*=o y *=o

Ryzhik (2000)], για

a t =

a> 00 / t \m, +...+ «* 2(«, +...+«!)
^  v  V v  w
"■·” ”· 2”'* '"'*5(2m, +l)...(2m,

r(b-k)k\(a + k) 9
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c0 „ = α0” και ckj, = - - £ ( « /  - k  + Vk  e  N ,  προκύπτει:
κα0 /=ι

Η '
r n - i ^

k

+ k - 1

V
π \ x ,

/ ,c If X,2 c

-  e 2l 0 j s\b-1
0

Λγ=0 B ( a , b ) ' +k B ( i , n  + i - l )

χ { 2 φ [ ( * / 0 )£ 1
α(/+£)-1{i-̂ [(v̂ r]}-i\ ft—1

χΣ ε;,ω-ι 2Φ (* /0 )‘
y-o

Λ

- 1

.  (-0* lr r (bT  '  B [ a ( i  + k) + j ,b ]d
=ΣΣ— L*=0 y=o B ( a , b ) ’ B ( i , n  +  i - \ )

x g ^ ^ f e a f i  +  f y  +  j M c j ) ,  (3.3.20)

οπού g^BGm^(X;a ( i  +  k ) + j , b , c , e }  είναι η σ.π.π. της

Β Γ Η Κ ( α ( ΐ  +  k )  +  j , b , c , 9 ^  και οι σταθερές d j j  k προκύπτουν αναδρομικά 

από τις ακόλουθες εξισώσεις:

^i,0,k ~

7 - 1 ·

(  j Υ+*'

yar(b)J
και

'■J,i j  h  r ( b - l ) ( a  + l)n HMk-"

Κατά συνέπεια η πυκνότητα της ΒΓΗΚ των διατεταγμένων 
στατιστικών είναι μια άπειρη σειρά πυκνοτήτων της

B r H K ( a ( i  + k )  + j , b , c , 0 y  Επομένως, οι ροπές των διατεταγμένων

στατιστικών της ΒΓΗΚ υπολογίζονται απευθείας από τη σχέση (3.3.13).



56 &E<?AAAlgJ

Παρατήρηση 3.3.3

Η σχέση (3.3.20) ισχύει ακόμα και στην περίπτωση όπου η παράμετρος 

b  e  Ζ + με τη μόνη διαφορά ότι η σειρά αθροίζει ως το y = (δ - ! ) ( /  + £ -1 ) .

Μια εναλλακτική μαθηματική έκφραση για την πυκνότητα των 
διατεταγμένων στατιστικών της ΒΓΗΚ προκύπτει από την ταυτότητα:
/  00 Ϋ  00

Σ αΑ ~ Σ » k e Z * .  Διαμέσου αυτής της ταυτότητας, όταν
\  Μ )  {"»|...*»* }=0

b e R *  - Ζ +, προκύπτει ότι:

6 ι - Λ
η-/ οο co (->) ,. φ )

g J BGm)( x ; a , b , c , 0 )  = i r £ . . .  Σ
V * J

ή ο =0Β ( a , b ) ,+k B ( i ,n  + \ - i )

‘Κ ι ΐ ι ρ 82-'
x{2Φ [ { χ / Θ ) ' ]  - 1}"*"41"  {1 -Φ [(χ /«Γ ]}

i+k-i

i+k-\i+Ar-l

n
Μ

n - i  οο .  Η Γ *

Μ-1 /

Φ Γ "

B ( a , b f ‘ B ( n  +  l - i )  

Β
/+Α-Ι

a ( i  +  k ) +  Σ  mp b
Μ

n r ( * - m y)m y !(a  +  my)
Μ
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χ-

|2 £
π \ χ )

V r Y  4 ί4χ

( θ ;

2\θ) nb-1

Β
i+k-l

a ( i  +  k )  + mj*b
y-i

χ 2Φ

rt-/ 00

[ ( λτ/ 6> / ] - 1

i+k-
a{i+k)+  ^  ntj 

y=i
-1

| ι - φ [ (ν » ) · ] Γ

-ΣΣ- Σ
k=0 w, =0 »*,·+*_! =0

Xg
( B G H N )

( i + k - l \
x ; a ( i  +  k ) + ^ , mj , b , c , e  .

J=i )

(3.3.21)

οπού g

v

( B G H N )
( i+ k - l \

x \ a ( i  +  k )  +  ^  m j ,b ,c ,6
j =i

i+k-l \
ΒΓΗΚ a ( i  +  k ) +  ^  m j ,b ,c ,6  

J=1
και

είναι η σ.π.π. της

( - i f *

ι+Λ-Ι
*+Σ

<5y =

-  Λ

ν κ J

(
Β

i+k- 1 Λ
v/+Ar-l

a ( i  + k ) +  Σ  mj>b r { b ]

— ------- -------------  είναι σταθερές οιί+Λ-1
Ζ?(α,ό),+* # ( / , « +  ! - / )  ]^ [  +

y=ι

οποίες υπολογίζονται, εύκολα, για δοθέντα i ,n ,k  και 7Ηί+Α_Γ Η σχέση 

(3.3.21) επεκτείνεται σε όλες τις (/ + λ)-πλειάδες τιμών των 

{&,/η,,...,7Μ/+*_,} των μη αρνητικών ακεραίων και εύκολα προγραμματίζεται

σε υπολογιστή. Όταν £ e Z +, τότε η σχέση (3.3.21) ισχύει ακόμα αλλά τα 

m^,...,muk_x κυμαίνονται από το 0 έως το b - 1.

Η r -τάξης ροπή του / -οστού διατεταγμένου στατιστικού της ΒΓΗΚ 
ενός τ.δ. μεγέθους η, όταν b e R + - Ζ +, προέρχεται από τη σχέση (3.3.20) 
και ισούται με:
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όπου X

πάλι ισχύει η σχέση (3.3.22) με τη διαφορά ότι η σειρά αθροίζει ως το 
j - b - 1.

Κατά αντίστοιχο τρόπο, προκύπτει ότι από τη σχέση (3.3.21) η r -  
τάξης ροπή του i -  οστού διατεταγμένου στατιστικού της ΒΓΗΚ ενός τ.δ. 
μεγέθους η, όταν b  e  R + -  Ζ + ισούται με:

τότε πάλι ισχύει η σχέση (3.3.23) με τη διαφορά ότι η σειρά ως προς j  των 

»ΐρ...,/Ηί+Α_ρ αθροίζει ως το 6 - 1.

Συνοψίζοντας, οι σχέσεις (3.3.22) και (3.3.23) είναι αυτές που δίνουν 
τις r  -  τάξης ροπές των διατεταγμένων στατιστικών της ΒΓΗΚ.

3.4 Βήτα-Εκθετική Κατανομή και Εκθετικώς-Εκθετική 
Κατανομή

Η Εκθετική κατανομή ίσως είναι η πιο ευρέως χρησιμοποιούμενη 
κατανομή σε προβλήματα αξιοπιστίας (reliability). Με σκοπό την 
προσαρμογή ακόμα περισσότερων πραγματικών τυχαίων φαινομένων έχουν 
εισαχθεί στη βιβλιογραφία πλήθος γενικεύσεών της. Αντικείμενο μελέτης 
σε αυτήν την παράγραφο αποτελεί η Βήτα-Εκθετική Κατανομή (ΒΕΚ), η 
οποία εισήχθη στη βιβλιογραφία από τους Nadarajah and Kotz (2006) και

(3.3.23)

ί
όπου X i k ~ Β Γ Η Κ  a ( i  +  k ) +  ^  mj ,b , c , 0  . Στην περίπτωση που 6 e Z +,



ΕΙΔΙΚΕΣ ΒΗΤΑ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 59

αποτελεί γενίκευση της Εκθετικής κατανομής. Στο πλαίσιο αυτό, θα 
μελετηθεί η ΒΕΚ και θα δοθούν εκφράσεις για τη ροπογεννήτρια 
συνάρτηση, τη χαρακτηριστική συνάρτηση, τις ροπές, τη λοξότητα, την 
κύρτωση, τη μέση απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο, την εντροπία 
του Renyi, την εντροπία του Shannon και, τέλος, την κατανομή των 
αθροισμάτων και του λόγου δύο ανεξάρτητων τ.μ. που ακολουθούν την 
ΒΕΚ.

Ορισμός 3.4.1 [Nadarajah and Kotz (2006)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΕΚ με παραμέτρους α,ό,λ αν η σ.π.π. της 
δίνεται από τη σχέση:

g {*E) ( χ ;  a, b, λ )  = λ  , e b}* (l -  Υ \  χ , α & λ >  0. (3.4.1)

Η ΒΕΚ της σχέσης (3.4.1) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη θέση 
του γεννήτορα Έ (·), εισαχθεί η α.σ.κ. της Εκθετικής κατανομής με 

παράμετρο λ. Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΕΚ τότε αυτό θα 
συμβολίζεται X  ~ g ^ ( x ; a , b , A )  ή X  ~ B E K [a ,b ,X ) .

Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται, χωρίς απόδειξη, η α.σ.κ. της τ.μ. 
X  που ακολουθεί την B E K (a ,b ,X ) .

Πρόταση 3.4.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B E K (a ,b ,X ) .  Τότε η α.σ.κ. της 

τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

(1 - t ) b~'dt (3.4.2)
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Παρατήρηση 3.4.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ ^ . . . , Χ η, από μια ΒΕΚ με παραμέτρους α,όκαι λ ,

δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια F (x )  = 1 - e  **, αρκεί να δημιουργήσει ένα

τ.δ. από  την Βήτα^α,ύ)  και να υπολογίσει τις τιμές

JT ,— λ ΐ η ( 1 - 1ί ) , /  =  1 «.

Παρατήρηση 3.4.2

Από τον Ορισμό 3.4.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

1) Για b - 1 η σ.π.π. της ΒΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της ΕΕΚ, η οποία 
εισήχθη και μελετήθηκε από τους Gupta and Kundu (2000) και θα 
παρουσιαστεί αναλυτικότερα σε υποπαράγραφο που θα ακολουθήσει.

Δηλαδή ισχύει ότι:

= aAe'>x( l - e 't,)'” \x,a,X>0.

2) Γιαί7 = 1 η σ.π.π. της ΒΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της Εκθετικής με 
παράμετρο 5λ. Δηλαδή ισχύει ότι:

1

“f

H],

g(*E)(x;l,b,X) = bke^, *,Μ > 0.

Σχήμα και κορυφότητα της ΒΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο, λαμβάνοντας υπόψη την εργασία των 
Nadarajah and Kotz (2006), θα εξεταστεί το σχήμα και η κορυφότητα της

*Ρί

to#
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ΒΕΚ. Για λόγους ευκολίας θα εξεταστεί η συμπεριφορά του φυσικού 
λογάριθμου της πυκνότητας της ΒΕΚ και μετά θα εξαχθούν συμπεράσματα 
για την πυκνότητα της ΒΕΚ.

Η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της Ing ^ E\ x \ a , b , X )  είναι οι εξής:

d Ing (FBE)( χ ; α ,δ ,λ )  __ ( α - \ ) λ β  ** ^

dx 1 -  e~'**
(3.4.5)

και

d 2\ n g ^ E\ x ; a , b , X )  (1

dx2 ( l - e ^ ) 2
(3.4.6)

Επομένως, όταν α<1, τότε καθώς ( i n >0  προκύπτει 

ότι η (lng{?£) (*;<?,Μ ) )  είναι αύξόυσα συνάρτηση. Επιπλέον, ισχύει ότι

lim (lngjf^ (jt;a ,0 ,l)J  = -ο ο  και lim ( In (x; <2, ό, Λ.) j = - b X .  Επομένως,

η πρώτη παράγωγος του λογαρίθμου της πυκνότητας της ΒΕΚ παραμένει 
αρνητική σε όλο το πεδίο ορισμού του χ  και κατά συνέπεια ο λογάριθμος 
της πυκνότητας της ΒΕΚ είναι μια φθίνουσα συνάρτηση. Άρα και η σ.π.π. 
της ΒΕΚ είναι μια φθίνουσα συνάρτηση.

Από την άλλη μεριά, όταν <τ>1, τότε καθώς (ln gjf^ (x ;a ,0 ,A )j < 0  

προκύπτει ότι η ( In gjf£) (x ;a ,M ))  είναι φθίνουσα συνάρτηση. Επιπλέον,

ισχύει ότι lim (ln g j^ (x ;tf ,0,/l)j =οο και lim (ln g jf^ (x ;a ,0,/l)j = -όλ .

Από τα παραπάνω έπεται ότι η πυκνότητα της ΒΕΚ είναι αύξουσα μέχρι 
ένα σημείο χ0 και από εκείνο το σημείο και μετά είναι φθίνουσα. Αυτό
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σημαίνει ότι η g {*E) (x ;a ,b ,X )  είναι μονοκόρυφη στο σημείο χ - χ 0, όπου 

το σημείο χ  = jc0 είναι η ρίζα της εξίσωσης:

( a -  1) /U f^  

l - e ’ **
= bX.

Τέλος, όταν a - 1, τότε καθώς = - ( b X ) 2e~bix < 0

προκύπτει ότι η g ^ E) (x ; \ ,b ,X )  είναι φθίνουσα συνάρτηση.

Παρατήρηση 3.4.3

Το σχήμα της ΒΕΚ εξαρτάται αποκλειστικά και μόνο από την 
παράμετρο α. Αυτό φαίνεται από τους τύπους (3.4.5) και (3.4.6). Το 
γεγονός αυτό, λαμβάνοντας υπόψη την Παρατήρηση 3.4.2, ίσως οδηγεί στο 
συμπέρασμα, όπως επισημαίνουν οι Nadarajah and Kotz (2006), ότι θα 
μπορούσε κάποιος να χρησιμοποιήσει την ΕΕΚ, η οποία είναι ειδική 
περίπτωση της ΒΕΚ για b =  1, χωρίς να χάσει μεγάλο μέρος της 
προσαρμογής των δεδομένων.

Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η σ.π.π. της ΒΕΚ για επιλεγμένες 
τιμές των παραμέτρων a , b  και λ. Όντως, προκύπτει ότι όταν a  = 0.5 < 1 η 
σ.π.π. της ΒΕΚ είναι μια φθίνουσα συνάρτηση. Όταν σ = 2>1, όντως 

υπάρχει ένα σημείο χ0 τέτοιο ώστε μέχρι εκείνο η σ.π.π. της ΒΕΚ να είναι

αύξουσα και μετά να είναι φθίνουσα. Τέλος, όταν a - 1 πράγματι η σ.π.π. 
της ΒΕΚ είναι φθίνουσα.
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Σχήμα 5: Σ.π.π. της Βήτα-Εκθετικής Κατανομής όταν 6 = 2 και λ  = 1.

Ροπογεννήτρια συνάρτηση και χαρακτηριστική συνάρτηση της ΒΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο, λαμβάνοντας υπόψη την εργασία των 
Nadarajah and Kotz (2006), θα δοθεί η ργ.σ. της ΒΕΚ καθώς επίσης και η 
χαρακτηριστική της συνάρτηση (χ.σ.).

Έστω X  μια τ.μ. η οποία ακολουθεί την B E K ( a , b , X ) . Τότε η ργ.σ.

της ΒΕΚ δίνεται από τη σχέση:

'{')■■= ■E ( e " ) = ( ι -  ̂  Γ

Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό y  = e'** προκύπτει:
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(3.4.7)

Επιπλέον, με παρόμοιο τρόπο προκύπτει η χ.σ.:

(3.4.8)

όπου / = S - Λ είναι η φανταστική μονάδα.

Μέση τιμή, διακύμανση, λοξότητα, κύρτωση και ροπές της ΒΕΚ

Έχοντας υπολογίσει την ργ.σ. καθώς και τη χ.σ. οι Nadarajah and Kotz 
(2006) προχώρησαν στον προσδιορισμό της μέση τιμής, της διακύμανσης, 
της λοξότητας, της κύρτωσης και των ροπών της ΒΕΚ. Στην παράγραφο 
αυτή θα παραθέσουμε τα αποτελέσματα αυτά.

Η λ -τά ξ η ς  ροπή της ΒΕΚ είναι η k  - οστή παράγωγος της ργ.σ. στο 
σημείο / = 0. Επομένως,

Επομένως, οι τέσσερις πρώτες ροπές της ΒΕΚ προκύπτει ότι είναι οι εξής:

* * * = ^ Μ Λ * ) \

£ χ  Ψ ( α  + ^ - Ψ ( Β )

λ
(3.4.10)
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2 >E'(b)-,f''(a + b) + <F2(b ) -2 lr(b)<l'(a + b) + lF 2(a + b) „  Λ , η
Ε Χ ------------------------------------- γ ~  ’

ST (δ) -  Ψ"(α + δ) + 2 Ψ ( Χ ) Ψ ' ^ )  - 3  Ψ (α  +  b)<P'(b )
EX -  j

-39'(b)’P \ a  + b) + 3V(a + b)V'(a + b) + 9, i (b)
1

- 3 ^ 2( b ) E ( a  + b )  + 39 { b ) W 2( a  +  b ) ^ 3( a  +  b )  η  4  , 2)
1  "  ’

3 W { b )  -  Ψ "(α  + b )  +  4¥, (δ)¥ί" (δ )  -  4!P(a + δ)!Ρ '(δ)
Ώ Γ  =  7 "

-4!Ρ(δ)¥" ( a  +  b )  +  4 W (a  +  ύ ) Ψ ’ (α  +  b )  +  3 ( ϊ" (δ ))2 + _

-6E'(b)W'{a + b) + 3{xF'(a + b)'f +b<P1(b)'E'(b)

+ 24

- 1 2 Ψ ( Ε ) Ψ ( α  + *)!?'(*) + 6 r 2 (α + δ)¥"(δ) -  6!F2 (δ)¥"(α  + 6)
+  _  —

\2 'F (b ) 'P (a  +  b) 'F'(a  +  b )-( , 'F 'i ( a  +  b)'Ir' (a  +  b )  +  ' P \ b )

+ Α4

-4!Ρ3 (δ ) ϊ '(α  + 6) + 6!Ρ2 (δ )!?2 (α + δ) -  4Ψ  {Ε)Ψ 3 ( a  + b)

+ Λ4

Ψ \ α  +  Ε)

f I 4
(3.4.13)

Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τις τέσσερις πρώτες ροπές της ΒΕΚ θα 
υπολογιστεί η διακύμανση, η λοξότητα και η κύρτωση. Η διακύμανση 
δίνεται από τη σχέση:

VarX = Ε Χ 2 - ( Ε Χ ) 2
Ψ ' ( δ ) - Ψ ' ( α  + δ)

Λ2
(3.4.14)
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Η λοξότητα y, δίνεται από τη σχέση:

,. A  V ’ ( o  + b ) ^ " ( b ) ^ ' 

σ 5 [ ! f " (6 ) - r ( a  +  6 ) ] i

όπου β ,  = £ ( X  - E X f ^ E X ’ -  ( E X ) 1 + 3(£Λ")2 £Jf -  3 ( Ε Χ ) Ε Χ 2 

9, ' ( a  +  b ) —<F ' ( b )

X
(3.4.16)

Η κύρτωση γ2 δίνεται από τη σχέση :

_  A  _  3 Ι Τ ( * ) Τ  - 6 ^ ( ^ ) ^ ' ( « + ^ ) + 3 [ r ( a + ^ ) ] 2

h  σ 1 [ r ( 6 ) - r ( f l + ^ ) ] 2

Ψ " ( Β ) - Ψ " ( α  +  δ )

[ ψ ’^ - Ψ ^ α  + ύ ^ ’
(3.4.17)

όπου

β, = Ε (Χ  -  ΕΧ)' = ΕΧΛ +(ΕΧ)Α-ΛΕΧ, (ΕΧ)-ΑΕΧ(ΕΧ ) 1 Λ-βΕΧ^ΕΧ) 1 

3[!Ρ'(*)]2 -  6 9 ' ( b ) T ( a  +  b )  +  3 |> '(a  + 6 )]2

+ Μ ? ΐ ί 1 . (3.4.18)
λ4

Παρατήρηση 3.4.4

Τόσο η λοξότητα όσο και η κύρτωση εξαρτώνται αποκλειστικά από τις 
παραμέτρους α και b.
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Μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο

Η μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο, 
αντίστοιχα, υπάγονται στις λεγάμενες παραμέτρους διασποράς και σκοπός 
τους είναι να δώσουν μια εικόνα του πως είναι κατανεμημένες οι 
πιθανότητες στις διάφορες τιμές της τ.μ. Στην εργασία τους οι Nadarajah 
and Kotz (2006) δίνουν κάποιες μαθηματικές εκφράσεις για την μέση 
απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο όταν η τ.μ. 
X  ~ B E K ( a , b , l ) .

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B E K (a ,b ,X ) .  Τότε η μέση

απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο ορίζονται, αντίστοιχα, 
από τις σχέσεις:

ή ( ^ )  = / 0 | * - v \ g {p E)(x ;a ,b ,X )d x

και

δι ( χ ) = j 0 1*  -  Μ \ g {p E) (·*;

όπου μ  = Ε Χ  και Μ  είναι η διάμεσος. Προκύπτει ότι:

δ\ { χ ) =  \ 1 ( ν - χ ) 8 Τ \ * > αΜ ) &  +  \ ~ ( χ - μ ^ Ε\ χ ; α Μ ) ά χ  

= \ l { E ~ x ) g (FE)(x \a ,b ,X )d x  +  ^  x g {EE) ( x ; a ,b 9l ) d x  

- μ \ μ g (p E){ x \ a yb ,X)dx

=  \ 1 ( μ  ~  x ) g {F E) {x \a ,b ,X )d x  + \™xg{? E) ( x \ a 9b 9k ) d x  

~ \ l Xg(*E) -  μ \ ^ {ΕΕ) (x-,a,b9X)dx
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+μ\'ο g {? E)( x \ a , b , k ) d x  

= 2£  ( μ  - x ) g (FBE) (x \a ,b ,X )d x

=  2 μ β ^ Ε) [ μ )  - (3.4.19)

και

^ (^ )  = J0W\ m - x)8f E) {x\a,b,X)dx + ̂ ( x - M ) g {BE) (χ\α,^λ)άχ 

= M g {FE) (x;a,b,X)dx-j^ xg(BE) (x,a,b,X)dx

+L-Xĝ £) (*;'Qyb' λ) ̂  ~ MFm %(f E) ( χ >α ’Β ,λ )ά χ

= m [ g {be) ( M ) -  G (fbe) (0)] -  f oMx g (/ E) ( x ; a , b j ) d c  

+ ί Μχ8 (/ £) ( x ;a ,b ,A )d x  -  Μ ^ 3 {ΒΕ) (oo) -  G (f e){ M )  J 

= 2MG^/E\ M )  — M  -  £  x g ^  (x ;a ,b ,A )d x  + j Mxg ^  (x ;a ,b ,A )d x  

=  E X  +  2 M G {be) (M ) -  M -  2 ^  x g {BE) (x ;a ,b ,A )d x . (3.4.20)

Χρησιμοποιώντας τη σειρά: (1 + *)° Σ ,Γ(ο+'I ■■■*'.P 0 r ( a - j  + \ ) j \
όπου

|jc|< 1  και a e R + - Z +, προκύπτει ότι τα ολοκληρώματα στις σχέσεις 

(3.4.19) και (3.4.20) υπολογίζονται ως εξής, για m - μ , Μ :

^ x g [‘E](x \a ,b ,? . )d x (1 - e ^ f ' d x

ς -τΆ τ χ - ί ‘ " “ d*
0 r ( a - i ) i \
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λ Γ ( α )  A ,  ( - 1)' |·»
xe -(b+i)kx dx

_ λ Γ ( ο ) ^  ( 1) m e
-(b+i)Xr) 1 — e ~{b+i)Xm

A(6  +  i)  f (6  +  i)2B { a , b ) ~ i r ( a - i )

Γ ( α )  +  ( b  +  i ) h n ] e - (b*‘)>m}

l B ( a , b ) t S  Γ ( α  -  i ) ( b  +  i f  i[

Επομένως, η μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή είναι:

δ , ( Χ )  =  2 i a ’b )
Γ ( α )

7=0

XB(a^b)

(-1)'· {ΐ - [ ΐ  + (b  + ϊ )λμ ~ ]β {,}+ί)**} 

Γ  (a  -  i ) ( b  + i f  i\
(3.4.21)

Με παρόμοιο τρόπο προκύπτει ότι η μέση απόλυτη απόκλιση από τη 
διάμεσο είναι:

S2 ( χ )  = Ψ( α+- bllSP) + 2 (a , b ) -  Μ

2 Γ ( α )  ^ ( - l ) ' { l - [ l  + (ft +  i ) W ] e ~ (f,w)w}

XB (a ,b )  ί=0 r { a  — i ) { b  +  i f  i\
(3.4.22)

Εντροπία του Renyi και του Shannon

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστούν τα αποτελέσματα των Nadarajah 
and Kotz (2006) που αφορούν την εντροπία του Renyi και του Shannon.

Η εντροπία είναι ένα μέτρο της αβεβαιότητας και επιπλέον δίνει 
χρήσιμες πληροφορίες σχετικά με τη μορφή (shape) της κατανομής.
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Έστω X  μια συνεχής τ.μ. με σ.π.π. την / ( · ) .  Η εντροπία του Renyi 

ορίζεται από τη σχέση: / / Λ(χ) = ·ρ — ln jj*  ( / ( * ) y d c j ,  όπου y € / T - { l } .  

Επομένως η εντροπία του Renyi για την ΒΕΚ είναι η εξής:

Η κ ( γ )  = — In 
1 - ν

V

B ( a , b )

Κάνοντας χρήση του μετασχηματισμού y  = e~** προκύπτει:

1 - γ

= -In  A

X-' iy- ' i l -yy^dy
-  1 In

~ % - ' B ( y b , y ( a - \ )  +  \)

B ( a , b ) ' i -y B ( a , b ) ’

l - γ
In

B ( y ( a - \ )  +  l ,yb )  

B { a , b ) y
(3.4.23)

Η εντροπία του Shannon, η οποία για μια τ.μ. X  με σ.π.π. / ( · )

ορίζεται από τη σχέση Έ [ - Ιη / ( * ) ]  και είναι ειδική περίπτωση της 

εντροπίας του Renyi, για y -»1. Παίρνοντας το όριο για γ  —»1 από τη 

σχέση (3.4.23) εμφανίζεται απροσδιοριστία της μορφής (οοΟ) και ως εκ 

τούτου χρησιμοποιώντας τον κανόνα του L’Hospital προκύπτει:

H sh( g {? E)\  =  - \ n X  +  \ n B { a , b )  +  ( a + b - l ) ' I ' ( a + b ) - { a - \ ) ' F { a )

- b V ( b ) .  (3.4.24)

Εναλλακτικά, η εντροπία του Shannon για την ΒΕΚ μπορεί να βρεθεί 
με εφαρμογή του Πορίσματος 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)]. 
Δηλαδή, προκύπτει ότι:
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Η α  (g ^ ) = In B ( a , b ) - ( a  -  l )^  («) - Ψ ( α  +  b ) )

- ( δ - ΐ ) ( Ψ ( δ ) - Ψ ( α  +  b ) )  -  E r [ l n ( / ( f (Y )))], (3.4.25)

όπου Υ  ~ Βήτα(α ,δ) ,  F(·) και / ( · )  η α.σ.κ. και η σ.π.π. της Εκθετικής με 

παράμετρο λ, αντίστοιχα.

Όμως, με χρήση του Λήμματος 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] 
προκύπτει:

E y [ t a ( / ( F - ' ( Y ) ) ) ]  = Eg f )  [ l n / ( X ) ]  = E p  [ l n ( ^ ) ]

= \η λ  +  Ψ ( ρ ) - Ψ ( α  +  ΰ) .  (3.4.26)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.4.26) στη σχέση (3.4.25) προκύπτει το 
αποτέλεσμα της σχέσης (3.4.24).

Αθροισμα και πηλίκο δύο ισόνομων τ.μ. της ΒΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα μελετηθεί η συνέλιξη δύο ισόνομων τ.μ. 
με ΒΕΚ καθώς επίσης και η κατανομή του πηλίκου αυτών των τ.μ. 
σύμφωνα με την εργασία των Nadarajah and Kotz (2006). Το κύριο 
ερέθισμα των Nadarajah and Kotz (2006) για αυτήν τη διερεύνηση είναι ότι 
το άθροισμα και το πηλίκο δύο ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν την 
Εκθετική κατανομή δίνουν την Γάμμα κατανομή και την F  κατανομή, 
αντίστοιχα.

Έστω Χ χ και Χ 2 δύο ανεξάρτητες τ.μ. που ακολουθούν, αντίστοιχα, 

την B E K ( a x,b ,,Λ,) και την B E K ( a 2,b2, l 2). Ορίζουμε R και W  δύο τ.μ.
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τέτοιες ώστε /? = Χ χ + Χ 2 και W  =  —L. Τότε η σ.π.π. της τ.μ. R
X ,

εξής:

«λ Μ  = £Γ. ( χι'>αι Α Λ  ) s (F E ]{ r ~Χ\ ;*2Α Λ  ) ^ j

B ( a „ b x) B { a 2,b2y «  1 J 1 ’

=  ( l  -  e *  )° ,_1 ( l  - ^ (^ ) ) β2" 1

όπου η σταθερά k  είναι: k  = K K e
-bi^r

B ( a l,bl ) B ( a 2,b2)'

Χρησιμοποιώντας τη σειρά: (1 + * Y ' = V— — x J
Μ > Γ ( α -  j  +  \ ) j \

x| < 1 και q <e R + -  Z+, η σχέση (3.4.27) αποκτάει την εξής μορφή:

g , ( r )  = (1- . ^  Γ  Σ ^ Η τ τ ί - Ο ' ^ ^ ’Ά
Γο / ' ( « ,  - / ) / !

(-1)
I - Ϊ̂ Γ

‘ ^ Σ / ^ ϊ ϊ 7̂

όπου

-*1 . . 4ι(^+0ν«, -ι y=e 1 ρ ι *ι
I ( i i r )  =  \ rQe{ki*blXl~b'*')x'(\-e * 'x')°'~ dxx = — £  ν >> * ( I - jf

είναι η 

dxx

(3.4.27) 

, όπου

(3.4.28)

r ' d y .

Με χρήση του μετασχηματισμού 1 - y  =  z  το ανωτέρω ολοκλήρωμα 

γίνεται:
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1 *ι_/»ν L +i),t ,

= I f i
4

ί

'l-e-*'
^2 (^2 +  0  | ^

A
(3.4.29)

όπου Β.’ _ψ. <3,,ή -  ^ ^ 2· ~t 0  + 11 ε[ναι η μη πλήρης συνάρτηση βήτα, η
ι κ )

οποία ορίζεται ως εξής: By (a ,b )  = J V  1 dt, t , y  e [0 ,l], a ,b  >0.

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3.4.28) και (3.4.29) προκύπτει ότι η σ.π.π. της 
τ.μ. R είναι ένα άπειρο άθροισμα από μη πλήρεις βήτα συναρτήσεις και 
έχει την εξής μορφή:

\  /=ο Γ { α 2 - Ι ) ι \

ί

Β.
\— έ

■X\r av bx Κ. ip2 + 0

Λ

Λ
+ 1 (3.4.30)

Η σ.π.π. της τ.μ. W σύμφωνα με γνωστή θεωρία που αφορά την
κατανομή πηλίκου ανεξάρτητων τ.μ. [βλ. Κούτρας (2005), σελ. 158], 
δίνεται από την εξής σχέση:

gw ( w ) = £  Χ ^ , Βε)( WX2 gi®£|(x 2-,a2,b2,X2)dx2

λ,λ , j»00

1 ·
j - ( b l Al w+b2A2 )x2

D , μ ,  ¥ --------- -( 1 - e - ^ f  dx2

=  £ [  
J o

x2e -(bf ky W+tfyXz ) J (l -  «-*·** )“ ■' (l -  e h" dx2, (3.4.31)

______ϋ ______
B ( a l,hi ) B ( a 2,b2y

07ΐου η σταθερά ί  είναι: I =
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Χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία με αυτήν που εφαρμόστηκε για 
την εύρεση της σ.π.π. του αθροίσματος των δύο τ.μ. Χ χ και Χ 2 προκύπτει

ότι η πυκνότητα της τ.μ. W  είναι η εξής: g^(>v) = ^ ( ο 2)Σ>
/•Ο

( - 1) ' · / ( ' )  
Γ ( α 2 - ί ) α '

οπού x 2e -(b,ilw+b2̂ +a2)x2

Το ολοκλήρωμα J ( i )  είναι κατ’ουσίαν η μέση τιμή μιας τ.μ., η οποία

, (ό2 + / ) λ
ακολουθεί την ΒΕΚ με παραμέτρους αν οχ+ ------- -— και \ w .  Κατά

\ \ ν

συνέπεια το ολοκλήρωμα J ( i )  με χρήση της σχέσης (3.4.10) τώρα 

γράφεται:

Β ί  . + (*2+ ' Κ ϊ  

*1™ )
ψ

(6, + ; ) / 0
a' + * ' + L V r i  - w  J- Ψ iA+(V'K)

1

λ,ιν *!1I______
1

Επομένως, η σ.π.π. της τ.μ. W  γίνεται:

(b2 + / ) Όί

ί  \
* " ( w) = 7 7 v ^(Λ,ιν) ι=ο

Η)'* α,,ό, +
Λ,νν

Γ ( α 2 - ή η

Ψ f t .  (*2 + 0 ^ 1  a. +b .  + - Ψ ί. + ( * : + Ή ]  
b\ +J J_

(3.4.32)

Εκθετικώς-Εκθετική Κατανομή

Σε αυτήν την παράγραφο θα γίνει μια παρουσίαση της Εκθετικώς- 
Εκθετικής Κατανομής (ΕΕΚ). Όπως έχει ήδη αναφερθεί η ΕΕΚ αποτελεί
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ειδική περίπτωση της ΒΕΚ, για b =  1. Αυτή η κατανομή 
πρωτοπαρουσιάστηκε στην εργασία των Gupta and Kundu (2001). Κύριο 
ερέθισμα για την παρουσίασή της είναι το γεγονός ότι αποτελεί ειδική 
περίπτωση της ΒΕΚ για b = 1 [βλ. Nadarajah and Kotz (2006)], και ως εκ 
τούτου συνάγεται το συμπέρασμα ότι θα έχει ίδια συμπεριφορά με την 
ΒΕΚ, καθώς σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.4.3, το σχήμα της ΒΕΚ δεν 
εξαρτάται από την παράμετρο b.

Ορισμός 3.4.2 [Gupta and Kundu (2001)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την ΕΕΚ με παραμέτρους α και λ αν η σ.π.π. της 
δίνεται από τη σχέση:

g^E\ x:>a’ty = αλβ^{X-e~/br) ,χ,α,λ>0.  (3.4.33)

Η ΕΕΚ της σχέσης (3.4.33) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη 
θέση του γεννήτορα F (·), εισαχθεί η α.σ.κ. της Εκθετικής κατανομής με 

παράμετρο λ και συγχρόνως η παράμετρος b ισούται με τη μονάδα. Όταν 

η τ.μ. X  ακολουθεί την ΕΕΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται X  ~ g ^ E\ x \ a , X )

ή X  ~ Ε Ε Κ ( α , / ί). Άμεσα προκύπτει ότι X  ~ Ε Ε Κ ( α , λ )  =  Β Ε Κ ( α , Ι , λ ) .

Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται, χωρίς απόδειξη, η α.σ.κ. της τ.μ. 
X  που ακολουθεί την Ε Ε Κ ( α ,λ ) .

Πρόταση 3.4.2

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Ε Ε Κ ( α ,λ ) .  Τότε η α.σ.κ. της τ.μ. 

X  ορίζεται από τη σχέση:

(3.4.34)
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Παρατήρηση 3.4.5

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ ι, . . . ,Χ η, από μια ΕΕΚ με παραμέτρους α και λ ,

δηλαδή μια ΒΠΚ με b  -1  και με γεννήτρια F ( x )  =  l - e  **, αρκεί να

δημιουργήσει ένα τ.δ. Υν ...,Υη, από την Β ή τα [α , \ )  και να υπολογίσει τις

τιμές X ,  =  Γ '  (Υ.)  =  -^ 1 η ( ΐ -  ̂ ) ,  ί =  Ι,.,.,η.

Παρατήρηση 3.4.6

Από τον Ορισμό 3.4.2 προκύπτει άμεσα ότι:

1) Για <2 = 1 η σ.π.π. της ΕΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της Εκθετικής με 

παράμετρο λ. Δηλαδή ισχύει ότι: (τ;1,λ) = Xe~'x , χ , λ  >  0.

Σχήμα και κορυφότητα της ΕΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα μελετηθεί το σχήμα και η κορυφότητα της 
ΕΕΚ.

Με την ίδια μεθοδολογία που εφαρμόστηκε στην περίπτωση της ΒΕΚ 
προκύπτει ότι όταν a  <  1 τότε η πυκνότητα της ΕΕΚ είναι φθίνουσα 
συνάρτηση, ενώ όταν a  >  1 τότε η πυκνότητα της ΕΕΚ είναι αύξουσα μέχρι 
ένα σημείο χ0 και από εκείνο το σημείο και μετά είναι φθίνουσα. Αυτό

σημαίνει ότι η g ^ E\ x ; a , X )  είναι μονοκόρυφη στο σημείο jc = jc0 , όπου το

{ a - V j k e *
σημείο x  =  xQ είναι η ρίζα της εξίσωσης: -------—  = λ.
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Τέλος, όταν α =  1, τότε καθώς = - % e  ** <  0 προκύπτει ότι η

g ^ E\x - , \ ,X )  είναι φθίνουσα συνάρτηση.

Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η σ.π.π. της ΕΕΚ για επιλεγμένες 
τιμές των παραμέτρων α και λ. Όντως, προκύπτει ότι όταν a  = 0.8 < 1 η 
σ.π.π. της ΕΕΚ είναι μια φθίνουσα συνάρτηση. Όταν α =  4>1, όντως 
υπάρχει ένα σημείο χ0 τέτοιο ώστε μέχρι εκείνο η σ.π.π. της ΕΕΚ να είναι

αύξουσα και μετά να είναι φθίνουσα. Τέλος, όταν a - 1 πράγματι η σ.π.π. 

της ΕΕΚ είναι φθίνουσα.

Σχήμα 6: Σ.π.π. της ΕκθετικώςΈκθετικής Κατανομής όταν λ  =  0.5.

Ροπογεννήτρια συνάρτηση και χαρακτηριστική συνάρτηση της ΕΕΚ

Εφαρμόζοντας, για b =  1, τις σχέσεις της ργ.σ. και της χ.σ. της ΒΕΚ 
προκύπτει ότι η ργ.σ. και η χ.σ. της ΕΕΚ είναι, αντίστοιχα, οι εξής:



2 3 ■K£g>AMlQ 3

M x ( t )  =  a B  a , \ —— =
Λ _ Γ ( α  +  1) Γ ( 1 - / /Λ )  

λ J  / " ( α  +  Ι - ί / λ )
(3.4.35)

και

i t \  Γ ( α  +  \ ) Γ ( ΐ - ί ί / λ )  

λ )  Γ ( α  + l - i t / λ )  ’
(3.4.36)

όπου * = είναι η φανταστική μονάδα.

Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές της ΕΕΚ

Στην παράγραφο αυτή δίνονται η μέση τιμή, η διακύμανση και οι ροπές 
της ΕΕΚ κατόπιν εφαρμογής των αντίστοιχων σχέσεων από την εργασία 
των Nadarajah and Kotz (2006).

Κατά συνέπεια με εφαρμογή, για b  = 1, της σχέσης (3.4.9) προκύπτει 
ότι η k  -  τάξης ροπή της ΕΕΚ δίνεται από την εξής σχέση:

Εύκολα τότε προκύπτει ότι η μέση τιμή και η διακύμανση δίνονται κατόπιν 
εφαρμογής, για b  = 1, των σχέσεων (3.4.10) και (3.4.14) από τις ακόλουθες 

σχέσεις:

(3.4.37)

Ψ { α  +  1 ) - Ψ ( \ )  

λ
(3.4.38)
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(3.4.39)

αντίστοιχα.

Εντροπία του Renyi και του Shannon

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστούν οι εντροπίες του Renyi και 
του Shannon κατόπιν εφαρμογής, για b =  1, των σχέσεων (3.4.23) και 
(3.4.24).

Η εντροπία του Renyi δίνεται από τη σχέση:

3.5 Βήτα-Γενικευμένη-Εκθετική Κατανομή

Η Βήτα-Γενικευμένη-Εκθετική Κατανομή (ΒΓΕΚ) εισήχθη στη 
βιβλιογραφία από τους Barreto-Souza et  a l  (2010). Αυτή η κατανομή έχει 
μεταξύ άλλων ως ειδικές περιπτώσεις την ΒΕΚ, την ΕΕΚ, την Εκθετική και 
την Διπλά-Γενικευμένη-Εκθετική Κατανομή (ΔΓΕΚ).

(3.4.40)

Η εντροπία του Shannon δίνεται από τη σχέση:

Hsh ) = -to.λ + In Β ( α , l) + α Ψ ( α  +1) -  (a  - \ ) Ψ { ά )  -  !Ρ(1)

= -ΙηΛ -  Ιηα + Ψ ( α  +1) -  (α  -  ΐ)!Ρ(α) -  !Ρ(ΐ). (3.4.41)
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Ορισμός 3.5.1 [Barreto-Souza et  al. (2010)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΓΕΚ με παραμέτρους a ,b ,c  και λ αν η σ,π.π. 
της δίνεται από τη σχέση:

όπου x ,a ,b , c ,X  > 0.

Η ΒΓΕΚ της σχέσης (3.5.1) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη 

θέση του γεννήτορα F (·) , εισαχθεί η α.σ.κ. της ΕΕΚ με παραμέτρους c  

και λ. Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΓΕΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται 
X ~ g ^ GE)(x-,a ,b ,c ,X)  ή X  ~ B r £ K ( a , b , c , X ) .

Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται, χωρίς απόδειξη, η α.σ.κ. της τ.μ. 
X  που ακολουθεί την B r E K ( a , b , c , / 1).

Πρόταση 3.5.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την 5 /Έ Κ (α ,ό ,σ ,λ ). Τότε η α.σ.κ. 

της τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

’<*>= ^ Γ ' Γ 0  -  ' Γ  d ‘ = V , . ) ·  Μ ) ·  <3·5·2>

Παρατήρηση 3.5.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ ν ...9Χ Λ, από μια ΒΓΕΚ με παραμέτρους a , b , c  και
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λ, δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια G ^ E\ x )  =  { l -  e  , αρκεί να

δημιουργήσει ένα τ.δ. Υν ...,Υη, από την Β ή τα(α ,ύ )  και να υπολογίσει τις

τψές *,=<#*>" (i;) = - j l n ( l - } f ), i =  l,...,n.

Παρατήρηση 3.5.2

Από τον Ορισμό 3.5.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

1) Για c =  1, η σ.π.π. της ΒΓΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της ΒΕΚ. Δηλαδή 
ισχύει ότι:.

g ^ { r , a , b , U )  =  — — , α , Μ > 0.
B y a , b ) '  '

2) Για a  = b = \, η σ.π.π. της ΒΓΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της ΕΕΚ. 
Δηλαδή ισχύει ότι:

g {‘ aE)(x -X \ ,c ,X )  = c k f*  (ΐ , c,X >  0.

3) Για a  =  b =  c  =  1, η σ.π.π. της ΒΓΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της 
Εκθετικής κατανομής με παράμετρο λ. Δηλαδή ισχύει ότι:

4) Για a  = 1, η σ.π.π. της ΒΓΕΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της ΔΓΕΚ (Διπλά- 
Γενικευμένη-Εκθετική κατανομή). Δηλαδή ισχύει ότι:

g\?GE\ x ; U b , c , X )  =  bcXe ' l - ( l - e  λχ}
l6-l

/l > 0 .
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Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η σ.π.π. της ΒΓΕΚ για επιλεγμένες 
τιμές των παραμέτρων a ,b ,c  και λ.

Σχήμα 7: Σ.π.π. της Βήτα-Γενικευμένης-Εκθετικής Κατανομής όταν b — 2,C =  2  και A =  0 .5 .

Εκφράσεις της G ^ ge\ x ) και της g ^ GE\ x ; a fb,c ,X)

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστούν οι κυριότερες μαθηματικές 
εκφράσεις της α.σ.κ. και της πυκνότητας της ΒΓΕΚ υπό μορφή σειράς [βλ. 
Barreto-Souza et  al. (2010)]. Σύμφωνα με την ανωτέρω εργασία εάν |/| < 1

, , .  ν*-ι ^ ( - l ) J r ( b ) j
και b<=R+ - Z \  τότε με χρηση της σειράς (1 -  /) = Ζ - 7 Τ Γ λ μ και

λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (3.5.2) η α.σ.κ. της ΒΓΕΚ γράφεται:

ο-
f e r ( b - j ) j \
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όπου ^ α } / ) λ  (χ ) ε ν̂αι η α.σ.κ. της ΕΕΚ

με παραμέτρους c ( a  +  j ) και λ.

Από τη σχέση (3.5.3) προκύπτει ότι η α.σ.κ. της ΒΓΕΚ μπορεί να 
εκφραστεί ως ένα άπειρο άθροισμα α.σ.κ. της ΕΕΚ. Όταν b e  Ζ + τότε πάλι 
ισχύουν τα παραπάνω με τη μόνη διαφορά ότι η σειρά αθροίζει ως το 
j - b - 1. Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη την Παρατήρηση 3.5.2, 
προκύπτουν ως ειδικές περιπτώσεις η α.σ.κ. της ΒΕΚ, της ΕΕΚ, της 
Εκθετικής κατανομής με παράμετρο λ και της ΔΓΕΚ.

Παραγωγίζοντας ως προς χ  τη σχέση (3.5.3) προκύπτει:

Η σχέση (3.5.4) δείχνει ότι η σ.π.π. της ΒΓΕΚ εκφράζεται ως μία 

άπειρη σειρά σ.π.π. της ΕΕΚ, η οποία σειρά, όταν b e Z +, αθροίζει ως το 
j  =  b - 1. Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη την Παρατήρηση 3.5.2, 
προκύπτουν ως ειδικές περιπτώσεις η σ.π.π. της ΒΕΚ, της ΕΕΚ, της 
Εκθετικής κατανομής με παράμετρο λ  και της ΔΓΕΚ.

Τέλος, όταν b e R + -  Ζ+, η πυκνότητα της ΒΓΕΚ μπορεί να εκφραστεί 
και ως εξής:

οο
(3.5.4)
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Επιση μαίνεται ότι, όταν b e Z *  τότε η ανωτέρω σειρά αθροίζει ως το

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των διατεταγμένων στατιστικών 
της ΒΓΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθεί η πυκνότητα του /-ο σ το ύ  

διατεταγμένου στατιστικού X in, όπου 1 < / < «, ενός τ.δ. μεγέθους η από

την ΒΓΕΚ [βλ. Barreto-Souza et  a l  (2010)].
Ισχύει ότι:

x ( l

g ^ ( x ; a , b , c J ) { G (r ' ( x ) j

Όμως, με χρήση της σχέσης (3.5.3) προκύπτει:

y h  r ( b - j ) j \ ( a  + j )
(3.5.6)
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Επιπλέον με χρήση της σειράς = Σ "'amk > όπου k  ε Ζ \  η
V/=l )  {mt }=0

σχέση (3.5.6) τώρα γίνεται:

i+k—l
m  ]

7+/t-l

^ / ’(6 - y  + l ) (y - l) ! (o  + y - l )

i+k-\

ί
m

B ( a , b )

\ i+k-\
i+k-1 (

i+k- 1
Y l r ^ - m ^ m ^ a  + m , )
j =1

Επομένως, η πυκνότητα του /-οσ τού  διατεταγμένου στατιστικού Χ 1η της 

ΒΓΕΚ, για b e R + - Ζ + και b e Z +, γίνεται αντίστοιχα:

η —ι co οο

8\™Ε\ * , α Α ο , λ )  = Σ Σ . . .  ^  \
k-Q ml =0 mi+k_t= Ο

(  i+k- 1 ^
x \ a ( i  +  k )  + Ύ ^ Μ ρ ^ ο , λx g {r ]

\ j =1
(3.5.7)

και

k=0 W| =0 mi+k_x

k i+k- 1 Λ
x;tf(/ + &)+ J ] m j ,b , c ,kxg {r ]

j =1 y
(3.5.8)
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( - i f  I f
όπου Sik =

η - ι /+*-!
|B \ a ( i  +  k ) +  ]JT mJtb  Γ (6)

Μ

J + *-l

<+*-l
£(/,/ί + 1 -/)5 (α ,δ ) ][J r (0 -/w y)wy!(a + my)

σ (β^£)
6 F

ι+*-1 \

χ  ; a ( i  +  k ) +  ^ w y,0,c,A
ν'=ι

y=i

είναι σ.π,π.

/
5 / έ κ

i+*-l
# ( /  +  &) +

V >>

και

της

Ροπογεννήτρια συνάρτηση και χαρακτηριστική συνάρτηση της ΒΓΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθεί η ργ.σ. της ΒΓΕΚ καθώς επίσης και 
η χ.σ. της.

Έστω X  μια τ.μ. η οποία ακολουθεί την B r E K ( a yb ,c ,X ) .  Τότε η 

ργ.σ. της ΒΓΕΚ δίνεται από τη σχέση:

Όταν b  ε R + — Ζ* και |/| < 1, τότε χρησιμοποιώντας τη σειρά

b ι 00 (—lV r i b )
(l — t )*_I = — θ ’! πΡοκ1̂ πτει °τι η ανωτέρω σχέση γίνεται:

M x ( l )  =  Σ  /  f " H d x .
χ Κ Ι  B ( a , b ) U r { b - j ) j \  J» >

Με χρήση του μετασχηματισμού y  = e~h  προκύπτει:
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(3.5.9)

όπου t  <  λ.

Φυσικά, όταν b e Z + η σχέση (3.5.9) πάλι ισχύει με τη μόνη διαφορά 
ότι η σειρά αθροίζει ως το j  =  b  — 1.

Η σχέση (3.5.9) αποτελεί γενίκευση των σχέσεων (3.4.7) και (3.4.35), 
δηλαδή των ργ.σ της ΒΕΚ και της ΕΕΚ αντίστοιχα. Πράγματι, όταν c  = 1 
τότε προκύπτει η ργ.σ. της ΒΕΚ. Δηλαδή θα ισχύει:

Τέλος, όταν ισχύει α = ύ = 1 προκύπτει η ργ.σ. της ΕΕΚ. Πράγματι

B { a , b  — t/X)  

B ( a , b )

προκύπτει: M x (t )  = c 5 ( l- / /2 ,c ) .

Η χ.σ. δίνεται από τη σχέση:

^ ( 0  = £ ( ^ )  = | τ ~ Ί λ Σ  Α  ‘Ι λ ; ,g ( l - i t / X , c ( a  +  j ) ) ·  (3-5.10)
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Με ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως και πρωτύτερα για α = 1

προκύπτει η χ.σ. της ΒΕΚ, δηλαδή η φχ (/) = - -  - Β / λ , α )  και ^
B ( a , b )

a  =  b  =  1 προκύπτει η χ.σ. της ΕΕΚ, δηλαδή η φχ  ( t ) = c£ (c ,l -  i t / λ ) .

Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές της ΒΓΕΚ

Στην παράγραφο αυτή δίνονται η μέση τιμή, η διακύμανση και οι ροπές 
της ΒΓΕΚ κατόπιν χρήσης της ργ.σ.

Η k  -  τάξης ροπή της ΒΓΕΚ είναι η k  -  οστή παράγωγος της ργ.σ. στο 
σημείο / = 0. Επομένως,

E X k Μέ.
d t k ir*x '

Ml c r ( b ) y . . {  ,1) ' . —  ΓΥ·'; ( ΐ - ν ) ^ · ,)-| Μ,| 

c r ( b )  +  ( - 1 Γ  -

c ( a + j ) - \

X B ( a , b ) f $ r ( b - j ) j ) d t ‘
•B(l-//A,c(e + y ))U

c r ( b )  A  (-1 ) Jti  d -

t B ( a , b ) U r { b - } ) j \ 4 > i
B ( p , c ( a  +  j ) ) \ p, r (3.5.11)

Επομένως για k  = 1 προκύπτει ότι η μέση τιμή της ΒΓΕΚ δίνεται από 
τη σχέση:

λ Γ ( α )  U  r ( b - j ) j < ( a  +  j )
(3.5.12)

Επιπλέον, η διακύμανση δίνεται από τη σχέση: 

V a r X  =  Ε Χ 2 - { Ε Χ ) 2
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Γ ( α  +  δ ) Α  
* Γ ( α )  U

(-l)y {[>(c(a + j) +1) -  Ψ(\)  ̂+ r ( l )  -  r  (c(a+ j) +1)}

V (g + b)A  (-1 y [v{c{a + j) +1) -  y  (1)] 
MT(a)  7=o r ( b - j ) j \ ( a  +  j )

(3.5.13)

Εντροπία του Shannon

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστεί η εντροπία του Shannon. Με 
βάση το Πόρισμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] προκύπτει ότι η 
εντροπία του Shannon για την ΒΓΕΚ δίνεται από:

ΗΆ{ έ Γ )) = 'ηΒ(α* ) - ( α - ϊ ) ( ψ(α) - ψ{α + 1>))

- { b -  1)(Ρ (*) - W ( a  +  b ) ) ~  Ε γ [ l n ( / ( f - '  (7 )))]. (3.5.14)

Όμως,

E Y [ \ n { f ( F - '  (7 )))] = £ [ l ng<f  ’ (*:<U)]

= In (cX) -  XEg,»«, [X] + i l  - 1  j [in (l -  <rk  )‘

Με χρήση της σχέσης (3.5.12) και του Λήμματος 2.3.1 [Zografos and 
Balakrishnan (2009)] προκύπτει:

£ ^ / ( F - ' ( r ) ) ) ]  = ln(c,t)
r(b) ^ ( - i y [ y ( c ( a + y) + l ) - y ( l ) ]

B ( a , b ) U  r ( b - j ) j \ ( a  +  j )
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(3.5.15)

Κατά συνέπεια με αντικατάσταση της (3.5.15) στην (3.5.14) η εντροπία του 
Shannon τώρα γίνεται:

Η ά  ( g ^ 0 ) = ■In.B { a , b ) - In(cl) ■- ( b - 1 ) (ψ  ( b ) - Ψ ( a  +.6))

, r { b )  +
+  B { a , b ) U  r ( b - j ) j \ { a + j )

+i--cj(¥'(a)-!P(a + i)), (3.5.16)

σχέση η οποία ταυτίζεται με αυτήν των Barreto-Souza et al. (2010).

3.6 Βήτα-Weibull Κατανομή

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστεί η Βήτα-Weibull Κατανομή 
(BWK). Αυτή η κατανομή πρωτοπαρουσιάστηκε από τον Famoye et a l  

(2005) και ορίστηκε, από τον Zografos (2008), ως μια κατανομή που 
μεγιστοποιεί την εντροπία του Shannon υπό κατάλληλους περιορισμούς.

Η Weibull κατανομή έχει αποδειχθεί ότι είναι πολύ σημαντική και έχει 
ευρύ πλαίσιο εφαρμογών στη μοντελοποίηση και ανάλυση διαφόρων 
συστημάτων με μονότονο ρυθμό αποτυχίας [βλ. Zografos (2008)]. Ως εκ 
τούτου η BWK αναμένεται να είναι πολύ σημαντική για την θεωρία 
αξιοπιστίας και την ανάλυση επιβίωσης εξαιτίας της προσαρμοστικότητάς 
της.
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Ορισμός 3.6.1 [Famoye et  a l  (2005)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την BWK με παραμέτρους a ,b , c  και Θ αν η 
σ.π.π. της δίνεται από τη σχέση:

g {p W) ( x \ a tb ,c9e ) =  -c -  x c~le  ΚΦ) | l - e  {χ/θ) j , x , a , b , c , 6  >0. (3.6.1)

H BWK της σχέσης (3.6.1) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη θέση 
του γεννήτορα F (·), εισαχθεί η α.σ.κ της Weibull κατανομής με 

παραμέτρους c  και θ. Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την BWK τότε αυτό θα 

συμβολίζεται X  ~ ( x ;a ,b , c , 6 )  ή B W K ^ a ,b , c , e ) .

Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται, χωρίς απόδειξη, η α.σ.κ. της τ.μ. 
X  που ακολουθεί την B W K ( a , b , c , e ) .

Πρόταση 3.6.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B W K ( a , b , c , Q y  Τότε η α,σ.κ. της 

τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

y ( B W ) .1- ^
(*) = - - - - - -  ί Γ ι(1 -/)*"'dt — 1 J „ (αΜ.
V '  B ( a , b y 0 V '

(3.6.2)

Παρατήρηση 3.6.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ ι, . . . ,Χη, από μια BWK με παραμέτρους a , b , c  και

θ , δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια F (x )  = \ - e ~ ^  , αρκεί να
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δημιουργήσει ένα τ.δ. από την Βήτα(α ,ϋ )  και να υπολογίσει τις

τιμές X.  = θ ^ - \ η ( 1  - Υ , ) ,  i = l,...,n.

Παρατήρηση 3.6.2

Από τον Ορισμό 3.6.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

(  ι
1) Για c - 1, η σ.π.π. της BWK ταυτίζεται με τη σ.π.π. της B E K  a , b , —

\  θ
Δηλαδή ισχύει ότι:

g^w) (χ;  a,  b, 1, θ )  = — e~h{x/e) (l -  e~x,e )“ \x,a,b,B>0.

2) Για b =  c  =  1, η σ.π.π. της BWK ταυτίζεται με τη σ.π.π. της Ε Ε Κ

Δηλαδή ισχύει ότι:

(x ; a , 1, 1, 0 ) = — J — ex/e
ΘΒ(α, ΐ )

- e x'e
Θ

( ΐ  - β ~ χ,θ)α \  α ,Θ >  0 .

Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η σ.π.π. της BWK για επιλεγμένες 
τιμές των παραμέτρων α,ό,ο και θ.
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Σχήμα 8: Σ.π.π. της Βήτα-Weibull Κατανομής όταν b =  2,C = 3 και θ =  1.

Μέση τιμή, διακύμανση και ροπές  της BWK

Αντικείμενο μελέτης αυτής της παραγράφου είναι η k  -  τάξης ροπή της 
BWK και, ως απόρροια αυτής, η μέση τιμή και η διακύμανσή της.

Θεώρημα 3.6.1 [Zografos (2008)]

Έστω X  μιατ.μ. που ακολουθεί την B W K ( a , b , c , e ) .  Τότε η k -τάξης 

ροπή της BWK δίνεται από τον τύπο:

ί \Υ" Qk Qm

ΕΧ* = ~g(a b ) dbmB ^a , b ^’ “V V c  =  m  και m eZ + . (3-6.3)

ενώ



1

94 .κεφαλαίο 3

£ Y *  =
6 kr ( k / c  +  i)

^ -(*/-') +  £ V r ( Z? + r  ) - ( * / - )

r=l
, avA r/ce /T , (3.6.4) f

οπού vr = H )  ----------------- -------------- - ,  r  =  1, 2 ,...,
^ ·

και a, = ( i - l ,

Απόδειξη

H k  -  τάξης ροπή της BWK δίνεται από τη σχέση:

E X k = £  χ k ( x ; a , b , c , e ) d x

0 C£ ( * , 0 )
rJo

y + c - ie -*(*/*)£ (3.6.5)

Με χρήση του μετασχηματισμού y  = η σχέση (3.6.5) γίνεται:

(3.6.6)

Υποθέτοντας ότι k / c  =  m e Z +, και λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι

db  
γράφεται:

B ( b ya ) - ^ { \ n y ) m y b χ dy,  προκύπτει ότι η σχέση (3.6.6)

E X k =
(~ l)w 0 k d m 

B { a yb )  d b m
B ( a yb ). (3.6.7)
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Εάν υποθέσουμε ότι k / c  e R +, τότε χρησιμοποιώντας ότι από το διωνυμικό
οο

Θεώρημα [βλ. Choudhury (2005)] ισχύει ότι: (1 - y ) a X =1 + ̂ v r/ ‘, όπου
/■=!

ν .= (-1 )  ------------ ^ -----------L, a l = a - 1

γίνεται:

και r  =  1,2,..., η σχέση (3.6.6)

ΕΧ* = > y f c yb\ ^ l y Y · (3.6.8)

Με χρήση'του μετασχηματισμού y  = έ~ζ η σχέση (3.6.8) γίνεται:

Ε Χ  =
θ κ

B ( a , b )  

0 k

r
Jo

„ k /c  - b zz  1 e
f

ι + Σ ν^  \dz
V r=1

B ( a , b ) 

6 k

z ^ e ^ ' d z
\

r-l "  J

, . Λ

B ( a , b )  

Bkr ( k / c  + 1)

r ( k / c  + 1) Λ  r ( k / c  +  l)

*Wct|) + h v' { b + r )
\k jc + \

B ( a , b )
b - M ^ + j T v A b  + r )

- ( k /c + \)

r=l

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο Θεώρημα προκύπτει ότι η μέση τιμή για 
1/c e Ζ + δίνεται από τη σχέση:

E X - l & b ) W B { a ’b ) ·
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Όμως, όταν 1/c e  Ζ + => c = 1 και επομένως και m  =1, καθώς m  = £ /c εξ 
ορισμού. Κατά συνέπεια η ανωτέρω σχέση γράφεται:

Ε Χ  = ( - 1)0  5  
B ( a , b )  db

B ( a , b ) .

Αντίστοιχα, όταν 1/c e / T ,  η μέση τιμή δίνεται από τη σχέση:

Ε Χ  =
_ e r ( ( c  +  l ) / c )

B [ a , b )
0 -(c+,)/c+ X v r (0  +  r )

-(c+\)/c

r= !

Όταν 1/c και 2/c e Z + η διακύμανση δίνεται από τη σχέση:

VarX =  E X 1 -  ( E X  f

B ( a , b )  d b *  ^ B ( a , b ) d b  v '
, c  =  { l,2 }

και

B2r ( ( c  +  2 ) / c )
b -(c+2)/c + f ^ V r ( b  +  r y ^ 2)lc

B ( a , b )  

fg r ( ( c  + l)/c )

r=l

* -(" l)/c + J v ,(6  +  r )
- ( c + l ) / c

r= I

αντίστοιχα, αν 1/c και 2 / c e R * .
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Εντροπία του Shannon

Με βάση το Πόρισμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] 
προκύπτει ότι η εντροπία του Shannon για την BWK δίνεται από:

( g iBW)) = In B ( a , b ) - ( a -  \ ) ( ψ { α ) - ψ { α  + b ))

- ( b  -  l ) ( f ( b )  -  ψ ( α  + 6)) -  Er  [ l n / ( F - '  ( r ) ) ] .  (3.6.9)

Όμως,

E r [lh f ( F - '  (K))] = [ l n / ( X ) ]  = Etg(W) In
f

— x c~xe m
<9C

V

Λ

l n 0 c  + ( c  0  [^ n

+ E (BW)
g f

In

Επιπλέον, με χρήση του μετασχηματισμού ζ  = e~(x/e? προκύπτει ότι:

V - Μ =rSfcij ί>·*)·x‘~'e~bm f1 ~ Γ

= 1η# + ζ*-' (1 _  ζ γ-< (3.6.10)

Με χρήση του μετασχηματισμού ζ = 1 -  y  η σχέση (3.6.12) γίνεται:

£ , ι„ .Γ ΐη Λ Γ1 =  1η6 +  — - ί —
«Τ’1 1 c B (a ,b )

J o V - M 1 -  (1 -
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=  1η 0  + ; £ r [ l n ( - l n ( l - r ) ) ] ·
V

(3.6.11)

Με χρήση του Λήμματος 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] 
προκύπτει:

= £ r [ ln ( l - F ( X ) ) ]  

=  W ( b ) - W ( a  +  b ) . (3.6.12)

Με χρήση των σχέσεων (3.6.11) και (3.6.12) η εντροπία του Shannon 
γίνεται:

Ηα { ^ Βΐη) = ̂ Β(^1>)-(α-\)(Ψ(α)-Ψ(α + Β)) 

- ( Β - ΐ ) ( ψ ψ ) - Ψ ( α + δ ) ) - ) η ±

- ( c - l ) | l n i > + i £ 1,[ ln ( - ln ( l - } ' ) ) ] j

- { ^ { b ) - W ( a + b ) )

= In _  (α _  1)(!Ρ(α) -  ψ ( α  +  b ) ) - b ( < F ( b ) - Ψ  ( a  + b ) )
c

+ — £·,, [ ln ( - In ( l  -  K))]. (3.6.13)

3.7 Βήτα-Pareto Κατανομή

Η κατανομή Pareto είναι γνωστή στη βιβλιογραφία για την ικανότητά 
της να μοντελοποιεί κατανομές με βαριές ουρές οι οποίες είναι συνήθεις σε 
προβλήματα που αφορούν οικονομικά ζητήματα και σε προβλήματα που 
αφορούν το μέγεθος του πληθυσμού μιας πόλης και το μέγεθος μιας 
εταιρίας. Έχει βρεθεί επίσης ότι η κατανομή Pareto προσαρμόζει καλά τα
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δεδομένα για βιολογικά, κοινωνικά και τεχνολογικά συστήματα [βλ. 
Newman (2005)]. Πρόσφατα, η κατανομή Pareto έχει εφαρμοστεί σε 
ομάδες δεδομένων που αφορούν σεισμούς, περιοχές καμένων δασών, 
περιοχές πετρελαίου και περιοχές φυσικού αερίου [βλ. Burroughs and 
Tebbens (2001)].

Πλήθος γενικεύσεων της κατανομής Pareto έχει εμφανιστεί στη 
βιβλιογραφία. Μια από αυτές, η Γενικευμένη-Pareto κατανομή, 
χρησιμοποιήθηκε για την εξαγωγή στατιστικών συμπερασμάτων για την 
άνω ουρά μιας σ.π,π. [βλ. Pickands (1975)]. Επίσης, η Γενικευμένη-Pareto 
Κατανομή είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στη μοντελοποίηση ακραίων τιμών 
εξαιτίας των μακριών ουρών της [βλ. Choulakian and Stephens (2001)].

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστεί η Βήτα-Pareto Κατανομή 
(ΒΡΚ) [βλ. Akinsete et al. (2008)].

Ορισμός 3.7.1 [Akinsete et  al. (2008)]

Η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΡΚ με παραμέτρους a , b , 9  και λ αν η σ.π.π. 
της δίνεται από τη σχέση:

g iBP) ( x \ a , b ,0 , k )  =  θ β Χ . (ΐ ~ ( χ/ θ ) ) (* /# ) '“ "'> (3.7.1)

όπου χ > 9 ,  a , b , 9 , k  > 0.

Η ΒΡΚ της σχέσης (3.7.1) προκύπτει όταν στη σχέση (2.2.1), στη θέση 

του γεννήτορα Ρ ( · ) ,  εισαχθείη α.σ.κ. της Pareto με παραμέτρους θ και k. 

Όταν η τ.μ. X  ακολουθεί την ΒΡΚ τότε αυτό θα συμβολίζεται 

X  ~ g {P ( x ; a , b , e , k )  ή X  ~ B P K { a , b f t , k ) .

Στην Πρόταση που ακολουθεί δίνεται, χωρίς απόδειξη, η α.σ.κ. της τ.μ. 
X  που ακολουθεί την B P K ( a , b , 9 , k ) .
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Πρόταση 3.7.1

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K ( a , b , 6 , k ) .  Τότε η α.σ.κ. της 

τ.μ. X  ορίζεται από τη σχέση:

\ - { χ Ι Θ )Γ *
(3.7.2)

Παρατήρηση 3.7.1

Με βάση την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι αν κάποιος θέλει να 
δημιουργήσει ένα τ.δ. Χ ι>. . . ,Χη, από μια ΒΡΚ με παραμέτρους a , b , 0  και

k , δηλαδή μια ΒΠΚ με γεννήτρια F (x )  = 1- ( j t /0 )  *, αρκεί να

δημιουργήσει ένα τ.δ. Υν ...,Υη, από την Βήτα(α ,ό )  και να υπολογίσει τις

τιμές Χ ί =
θ

( ι - ΐ Ο
l/k , i =

Παρατήρηση 3.7.2

Από τον Ορισμό 3.7.1 προκύπτουν άμεσα οι ακόλουθες ιδιότητες.

1) Για <7 = 1, η σ.π.π. της ΒΡΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της Pareto  (θ ,  kb).  

Δηλαδή ισχύει ότι:

-kh-\ kb&kb

Jfcfr+I ·, x > e , b , 6 , k > 0 .

2) Για a - b  =  1, η σ.π.π. της ΒΡΚ ταυτίζεται με τη σ.π.π. της Pare to(B,k) .  

Δηλαδή ισχύει ότι:
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g r ( M k ) = k x / e r ' = ^
tf X

χ > θ , θ , Ι ο  0.

Σχήμα και κορυφότητα της ΒΡΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα εξεταστεί το σχήμα και η κορυφότητα της 
ΒΡΚ. Από την εργασία των Akinsete et  a l  (2008) προκύπτει το ακόλουθο 
Θεώρημα.

Θεώρημα 3.7.1 [Akinsete et  a l  (2008)]

Η ΒΡΚ είναι μονοκόρυφη στο σημείο χ 0. Όταν 0 < a  < 1 τότε xQ = 0,

ενώ όταν a  > 1 τότε χ0 = θ
' kb +  \ + & (<ζ-ΐ)Λ lk 

κ kb λ- 1 /

Απόδειξη

Παραγωγίζοντας την ττυκνότητα της ΒΡΚ προκύπτει:

, - k b - 2
(slr ]{ x ; a ,b , e , k ) )  =  θ 2 Β *α ^ {ι - ( χ/ θϊ " Υ  \ χ/ θϊ

x | t ( a  - 1) ( φ Ϋ  -  {kb  + 1)(ΐ -  ) | ·

Εξισώνοντας την ανωτέρω σχέση με το μηδέν και λύνοντας ως προς χ  

προκύπτουν τα εξής κρίσιμα σημεία. Από την πρώτη παρένθεση το σημείο 
χ0 = θ,  από την δεύτερη το σημείο xQ = 0 (απορρίπτεται διότι χ  >  Θ >  0)

(  * 6  +  1 +  * ( ο  —1)Υ *
και από την τρίτη παρένθεση το σημείο χ0 ~ θ

kb Λ-1

Εφόσον ισχύει εξ’ορισμού χ > θ  απαιτείται τότε να ισχύει
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£ 0  +  l  +  £ ( t f - l )  

kb + \

\i/*
> 1 δηλαδή να ισχύει a  >  1. Εάν ισχύει a  = 1 τότε το

κρίσιμο σημείο είναι το *0 = θ  όπως  και στην περίπτωση της πρώτης 

παρένθεσης. Εάν ισχύει 0 < a  <  1 τότε προκύπτει ότι

< 0  και κατά συνέπεια η ΒΡΚ είναι μια φθίνουσα 

συνάρτηση ως προς χ  και λαμβάνει το μέγιστο στο σημείο χ0 = Θ. ■

Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η σ.π.π. της ΒΡΚ για επιλεγμένες 
τιμές των παραμέτρων α , ό ,θ  και k.

Από το Σχήμα 9 επιβεβαιώνεται ότι όντως για 0 < a  <  1 η σ.π.π. της 
ΒΡΚ είναι φθίνουσα και λαμβάνει το μέγιστο στο σημείο *0 = 3.

Σ χ ή μ α  9 : Σ .π .π . τη ς  Β ήτα-P a re to  Κ α τα νο μ ή ς ό τα ν  b  — k  =  2  κ α ι θ  — 3.
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Μέση τιμή, διακύμανση, λοξότητα, κύρτωση και ροπές της ΒΡΚ

Στην παράγραφο αυτή δίνονται η μέση τιμή, η διακύμανση, η 
λοξότητα, η κύρτωση και οι ροπές της ΒΡΚ σύμφωνα με την εργασία των 
Akinsete et  a l  (2008).

Για την εύρεση της r  -τάξης ροπής της ΒΡΚ πρώτα θα βρεθεί η r  —

f x Vτάξης ροπή της ποσότητας και έπειτα θα βρεθεί η ζητούμενη ροπή.

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K ( a , b , 0 , k y  Επομένως,

( ί ]  =^ ) Π  μ ^ γ Η */*)
-kb+r-\

dx. (3.7.3)

Με χρήση του μετασχηματισμού y  =  ( x l e ) ' k το ολοκλήρωμα στη 

σχέση (3.7.3) γίνεται:

Ε - Υ
θ  J

B ( b - r ! k , a )

B ( a , b )

Επομένως,

Ε Χ Γ= Θ Γ b > r / k . (3.7.4)

Εύκολα τότε προκύπτει ότι η μέση τιμή και η διακύμανση δίνονται από τις 
σχέσεις:
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E x = e % ° ’.b - l / k L e ! l a.+ b ) b > V k
r ( b )  r ( a  + b - i / k y  vB ( a , b )

(3.7.5)

και

VarX =  E X 2 - ( E X ) 1

B ( a , b - 2 / k ) '  B ( a , b - \ / k )
2'

B ( a , b )
<

B ( a , b )
*

b > 2 / k ,

αντίστοιχα.

Επιπλέον, η λοξότητα δίνεται από τη σχέση:

Λ =
Ε ( Χ - Ε Χ ) 3

yjVarX*

(3.7.6)

B ( a , b ) 2 B ( a , b -  3 /k )  -  3 B ( a , b ) B ( a , b  -1 / k ) B ( a , b -  2 / k )  

\ B ( a , b ) B ( a , b -  2 / k )  -  B ( a , b - 1/ k f ^

2 B ( a , b - \ / k f

\ B ( a , b ) B ( a , b  -  2 / k )  - B ( a , b  - 1/*)2] ^
, b > 3 / k , (3.7.7)

όπου

E ( X - E X ) 3 = E X ' - ( E X ) 3 + 3 (£X )2 -  3 ( E X ) E X 2

=  0 J
B ( a , b - 3 / k ) - 3 B ( a , b - \ / k ) B ( a , b - 2 / k )  2 B ( a , b - \ / k )

B ( a , b )  B ( a , b f  B ( a , b f
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Τέλος, η κύρτωση δίνεται από τη σχέση:

iΕ ( Χ - Ε Χ ) 4 

(IVarX)2

Τ ( Β )
b > 4 / k , (3.7.8)

όπου

Ε ( Χ - Ε Χ ) “ = EX* + { E X ) i  -  4Ε Χ } ( Ε Χ )  -  4 Ε Χ ( Ε Χ ) 3 +  6E X 2 ( E X ) 2

B ( a , b - 4 / k ) 4 B { a , b  -  3 / k ) B ( a , b  — 1f k )

B ( a , b ) B ( a , b f

6 B ( a , b - 2 / k ) B ( a , b - l / k f  3 B ( a , b - l / k f

και T ( B )  =  B ( a , b f  B ( a , b - 4 / k ) - 4 B ( a , b y B ( a , b - 3 / k ) B ( a , b - l / k )  

+ 6 B ( a , b ) B ( a , b - 2 / k ) B ( a , b - 1/ k f  - 3 B ( a , b - l / k  f .

Παρατήρηση 3.7.3

Τόσο η λοξότητα όσο και η κύρτωση εξαρτώνται αποκλειστικά από τις 
παραμέτρους a , b  και k και είναι φθίνουσες συναρτήσεις των a , b  και k.

Μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο

Στην εργασία τους οι Akinsete et  a l  (2008) δίνουν μαθηματικές 
εκφράσεις για την μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη 
διάμεσο.

B ( a , b ) 2 B ( a , b ) A
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Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K ( a , b , 0 , k ) .  Τότε η μέση

απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή και τη διάμεσο δίνονται, αντίστοιχα, 
από τις σχέσεις:

δι ( χ ) - \ θ

και

J2(X ) = £  \ χ -  M \ g {BP) { χ \ α £ , Θ ^ ) ά χ ,  

όπου μ  = Ε Χ  και Μ  είναι η διάμεσος. Προκύπτει ότι:

<5, (X ) = 2 μ Ο {ΒΡ) ( μ )  -  l j \ g {FBP) ( x ; a , b , 0 , k ) d x  (3.7.9)

και

δ2 ( Χ )  =  Ε Χ  +  2 M G {BP) ( Μ ) - Μ -  2 ^  x g (BP) (x ;a ,b ,9 ,k ) d x .  (3.7.10)

Χρησιμοποιώντας τη σειρά: (1 + * ) ° = ^
/=0 K*J

*', όπου 1*1 <1 και

a e R + - Z +, προκύπτει ότι τα ολοκληρώματα στις σχέσεις (3.7.9) και
(3.7.10) υπολογίζονται ως εξής, για w = μ,Λ /:

( x ; a , b , e , k ) d x  = Χ( Ψ )  ( ' ~ (* /»)'*) Λ

m -kb-\ α - 1  1/ /Λ\-«
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kQ

B ( a , b ) t

υ υ

Σ(-ι)' ^ a - l M - ( m / # )
\-k(b+i)

\  1 k i b  + i ) -  1

Επομένως, η μέση απόλυτη απόκλιση από τη μέση τιμή είναι:

3>(χ ) = ^ Ημ/θ)Α ^ )
i k e

B ( a , b ) t £
ΣΗί ι-(μ/θ) ι-k(b+i)

V 1 / λ ( ό  +  / ) - 1
(3.7.11)

Η μέση απόλυτη απόκλιση από τη διάμεσο είναι: 

δ2( Χ )  =  e B- ° 'b- ~ V^). + 2 Μ  A a , b ) - M
ν '  β ( α , 6 ) Κ Μ Μ 1 '· '

2 W

B ( a , b ) f

U U

ΣΗ'

(Μ/βγ

f a - I V  (1 - ( Μ / θ )

\  1 k ( b  + i ) - \
(3.7.12)

Σχέσεις μεταξύ της ΒΡΚ και άλλων κατανομών

Στην παράγραφο αυτή θα δοθούν σχέσεις που συνδέουν την ΒΡΚ με 
άλλες κατανομές. Στην εργασία τους οι Akinsete et  a l  (2008) παρουσίασαν 
τα παρακάτω Θεωρήματα και Πορίσματα.

Θεώρημα 3.7.1 [Akinsete e t  aL (2008)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την Β Ρ Κ
( \  1 ϊ  

- , ~ & k  
2 2

. Τότε η τ.μ.
/

Υ = ( Χ /Θ )  * ακολουθεί την κατανομή τόξου ημιτόνου με σ.π.π. 

1 1Λ Μ =
π J y { i - y )

, 0  < >» < 1 .
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Απόδειξη

Θεωρούμε τον ακόλουθο μετασχηματισμό: Υ = (Χ/Θ)~*. Η σ.π.π. της 

τ.μ. Υ  δίνεται από:

Λ Ο Ο - * Γ
f

± . l i e k
/ * ’ 2 ’ 2 ”  ,

dx

d y Ί  Π
U ’2 J

ΘΒ
(1

Λ

Θεώρημα 3.7.2 [Akinsete e t  a l  (2008)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K [ a ,b , B , k ) .  Τότε η τ.μ.
χ

Υ  = Μ η— ακολουθεί την λογαριθμική βήτα κατανομή με παραμέτρους
Θ

a ,k  και —, και η σ.π.π. της δίνεται από τη σχέση
b

Απόδειξη

Θεωρούμε τον ακόλουθο μετασχηματισμό: Y =  b \ n — . Η σ.π.π. της
θ

τ.μ. Υ  δίνεται από:
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f r { y )  =  g T ) {0e:’lb- , a , b A k )
dx

dy

/

1 -
V

' θ β ^  

θ

θ β ^ Χ  0eylb

J
.£7-1

θ  )0B {a ,b )

= * — Α  1 -  e m y V  < τ \ 0 < y  < oo.
b B { a , b y -  > y

Πόρισμα 3.7.1 (Akinsete e t  ah (2008)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K ( \ , b , 9 , k ) .  Τότε η τ.μ.
χ

7  = Z?ln— ακολουθεί την Εκθετική (k) .

Απόδειξη

Θέτοντας a  = 1 στην σ.π.π. της τ.μ. 7  του προηγούμενου Θεωρήματος 
προκύπτει το επιθυμητό αποτέλεσμα. ■

Πόρισμα 3.7.2 [Akinsete e t  ah (2008)]

Έστω X  μια τ.μ. που ακολουθεί την B P K ( a , b , 9 , k ) .  Τότε η σ.π.π. της 
χ

τ.μ. Υ  = Μη— , όταν k  =  b, είναι η πυκνότητα της B W K ( a , b ,  1,1) και 
θ

επίσης είναι μια ολοκληρωτική αναπαράσταση της συνάρτησης βήτα. 

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 3.7.2, όταν ισχύει k  =  b, προκύπτει ότι η πυκνότητα 

της τ.μ. Υ  είναι η πυκνότητα της B W K ( a , b ,  1,1), δηλαδή ισχύει ότι:
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B ( a , b )

μια ολοκληρωτική αναπαράσταση της συνάρτησης βήτα [βλ. Zwillinger and 
Kokoska (2000)] αφού

(l -  e~y) e~Av, 0 < y  < <x>. Επίσης αυτή η πυκνότητα είναι

1

B { p , q )
£  (l -  e~‘ )q * e~'pd t - 1, Re(p )  >  0, R e(^) > 0.

Εντροπία του Renyi και του Shannon

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστούν τα αποτελέσματα των 
Akinsete e t al. (2008) που αφορούν την εντροπία του Renyi και του 
Shannon. Στη συνέχεια θα παρατεθεί και η εντροπία του Shannon με βάση 
το Πόρισμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)].

Έστω X  μια τ.μ. τέτοια ώστε X  ~ B P K { a , b , 9 , k \  Τότε η εντροπία

του Renyi είναι η εξής:

h r Μ  =  j ^ l n j \ ”^ Ρ\ χ \ α Α Θ Λ ) ά χ ) [ d x ^

Με χρήση του μετασχηματισμού y  — 1 -  ( x / f t )  η ανωτέρω σχέση γίνεται:

1 — ν

f

1 - y
In

y e B { a , b )  j

\ y -1

Y

: t y °

f
-»)

\

( l - * )
l/k

-ypA+l)
Θ

/ *0 -y)
1+1/* <fy

ί )  1 f’ V *-1>(1 -  fly,
Θ )  B ( a , b ) T , ° ^
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1η
\ - γ

. k  1 .= -1η— + ----- 1η

( k T '  B ( y ( a - l )  +  l , y (b  +  \ / k ) - l / k )

θ )  B ( a , b ) y

R(y(<2-l) + l,y(Z? + l/&) — l / k }  

θ l - γ  B ( a , b ) r

Η εντροπία του Shannon, η οποία για μια τ.μ. X  με σ.π.π. / ( · )  

ορίζεται από τη σχέση i s [ - ln / ( x ) ]  και είναι ειδική περίπτωση της 

εντροπίας του Renyi, για y —»1. Παίρνοντας το όριο για γ —>1 από την 

ανωτέρω σχέση εμφανίζεται απροσδιοριστία της μορφής (οοθ) και ως εκ 

τούτου χρησιμοποιώντας τον κανόνα του L’Hospital προκύπτει:

H sh (s iw>)) = - l n ^  + 1,1 B ( a , b ) ~ { a - \ ) ( w ( a ) - w ( a  +  b ) )

Με βάση το Πόρισμα 2.3.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] 
προκύπτει ότι η εντροπία του Shannon για την ΒΡΚ δίνεται από:

H sh[ g f )) =  \ n B ( a , b ) - ( a - l ) ( ' F ( a ) - ' F ( a  +  b ) )

- ( b  -  1)(!P(£) -  Ψ ( α  + 6)) -  E r [ l n / ( F - '  ( r ) ) ] .  (3.7.13)

Όμως,

Er[inf(F-'(Y))] = Egr>[ i n f ( X ) y E r> In
k 6k

X k+x

=  \nk  +  k \ n 6 - ( k  +  \ } E  (Bi>) [ln^fl.
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Επιπλέον με χρήση του μετασχηματισμού y  = (*/#) * προκύπτει ότι:

V  Μ  -  ^ ) ί > * ) ( >  ~ Γ  W “ "  Λ

= ΐη 0 - ^ ) Ι Β (Μ ) = ,η " 4 ^ - ^ + ^ · (3·7·ΐ4)

Με χρήση της σχέσης (3.7.15) η εντροπία του Shannon γίνεται:

Η ά  (* Τ ) = 1ηΛ(β. *)-(«.- Ι)( (̂α) - r  (β + *))
-(4 -1)(!?(6) -  ̂ (α + 4)) -  In* -  41η0

+(/t + l) ln6>-i(¥'(4)-!f'(<j+4))
κ

=  \ η Β ( α ^ ) - ( α - \ ) { ψ { α ) - Ψ ( α  +  ύ ) )

r n

V
b  +  -  

k y
( r ( 4 ) - i ' ( e + 4 ) ) - h | . (3.7.15)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΕΙΔΙΚΩΝ 
ΒΗΤΑ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ

4.1 Εισαγωγή

Αντικείμενο μελέτης αυτού του κεφαλαίου είναι η εκτίμηση των 
παραμέτρων των κυριότερων ειδικών Βήτα παραγόμενών κατανομών με τη 
μέθοδο των ροπών, της μέγιστης πιθανοφάνειας καθώς επίσης και με μια 
εναλλακτική μέθοδο των ροπών, η οποία πρόσφατα προτάθηκε στην 
εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009). Η τελευταία αυτή μέθοδος 
θα παρουσιαστεί αναλυτικά στην αμέσως επόμενη παράγραφο. Τέλος, θα 
δοθεί και ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για κάθε μία ειδική Βήτα 
παραγόμενη κατανομή. Ο πίνακας πληροφορίας του Fisher μίας Βήτα 
παραγόμενης κατανομής με σ.π.π. όπου θ μια ρ  -  διάστατη

άγνωστη παράμετρος, είναι ο ρ  χ ρ  συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος 

πίνακας /(0 )  = ||/^||, όπου τα στοιχεία του δίνονται από τις σχέσεις

a2
·η Π Λ ; * )  I και h, . ~ ι

Λ

;=1
με

y d e t ν ' )  { M jd Q j

=  και ( β - (o ,[/(^ ) ]_Ι) , όπου θ είναι ο εκτιμητής 

μέγιστης πιθανοφάνειας της παραμέτρου θ.
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4.2 Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστεί μια εναλλακτική μέθοδος των 
ροπών, η οποία προτάθηκε στην εργασία των Zografos and Balakrishnan 
(2009), για την εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΠΚ, οι οποίες

δημιουργούνται από μια παραμετρική γεννήτρια συνάρτηση F ( ) .  Στο 

πλαίσιο αυτό, υποθέτουμε ότι ο γεννήτορας της ΒΠΚ εμπεριέχει μια ρ  -  

διάστατη άγνωστη παράμετρο θ,  όπου θ  e  R p. Σε όσα ακολουθούν ο 

γεννήτορας θα συμβολίζεται με Fg ( )  και η σ.π.π. της ΒΠΚ με * £ ’(■)·Πα 

την εκτίμηση της παραμέτρου θ,  με την κλασική μέθοδο των ροπών, 
εξισώνονται οι θεωρητικές ροπές με τις αντίστοιχες δειγματικές. Από την 
επίλυση του συστήματος των εξισώσεων που προκύπτει προσδιορίζονται οι 
εκτιμητές των άγνωστων παραμέτρων με τη μέθοδο των ροπών. Επομένως, 
για την εφαρμογή της μεθοδολογίας αυτής απαιτείται κλειστός τύπος για τις

θεωρητικές κεντρικές ροπές της ο οποίος είναι ιδιαίτερα δύσκολος

έως και αδύνατος να βρεθεί. Όμως, από το Λήμμα 2.3.1 [Zografos and 
Balakrishnan (2009)] προκύπτουν αναλυτικοί τύποι για τις αναμενόμενες 
τιμές ορισμένων συναρτήσεων του γεννήτορα /^(·). Κατά αντίστοιχο 

τρόπο στο Λήμμα που ακολουθεί, και το οποίο παρατίθεται χωρίς απόδειξη, 

δίνονται οι αναμενόμενες τιμές, ως προς την g j ^ · ) ,  ορισμένων

συναρτήσεων του γεννήτορα Fe (·).
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Λήμμα 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)]

Για k  =  1,2,...

(α) £ „ [ ( 3 ( * ) ) *
&Fq L

r ( a  +  k ) r ( a  +  b)  

r ( a ) r { a  +  b  +  k )

(P) E^ F^ k] = j ^ ) i B { a 'b)

(T) ^ [ O - M * ) ) *

(δ) £ , ,[ ίη ( ΐ - ^ (Λ :) )*

r ( a  +  b ) r ( b  +  k)  

~ r { b ) r ( a  +  b +  k )

1 d

B ( a , b ) d b k
B ( a , b ) .

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) το 
Λήμμα 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] είναι απαραίτητο για την 
ανάπτυξη της εναλλακτικής μεθόδου των ροπών, η οποία εφαρμόζεται για 
την εκτίμηση της παραμέτρου θ της οικογένειας Κινούμενοι σε

αυτό το πλαίσιο θεωρούν οι παραπάνω συγγραφείς ότι υπάρχει διαθέσιμο 
ένα τ.δ. Χ ν . . . ,Χη από την g (F̂  (·), όπου χωρίς περιορισμό της γενικότητας,

οι παράμετροι α και b είναι γνωστές. Τότε για την εκτίμηση της 
παραμέτρου θ εξισώνονται οι θεωρητικές γενικευμένες ροπές του 
Λήμματος 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] με τις αντίστοιχες 
δειγματικές ροπές. Δηλαδή, για k  = 1,2,...,/? θα έχουμε:

Stott))*]

η ,=ι l-

r ( a  + k ) r ( a  +  b ) 

~ r ( a ) r ( a  +  b +  k Y  

1 d

-I B ( a , b )  d a k
B ( a , b ) ,
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WLL( o( ,)) J r ( b ) r ( a  + b + k)*

; Σ | ( ι" ( > - ^ ( ^ ) ) ) '
n M L . B { a , b ) d b k

B ( a , b ) .

Απ ό  την επίλυση του ανώτερου συστήματος εξισώσεων, ως προς τις 
άγνωστες παραμέτρους, προκύπτει ο εκτιμητής της παραμέτρου θ ο οποίος 
θα ονομάζεται εναλλακτικός ροποεκτιμητής (alternative moment estimator)

~ Α Μ Ε
και θα συμβολίζεται θ

Τέλος, το Λήμμα 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] παρέχει 
μεγάλη δυνατότητα για την κατασκευή κατάλληλων εξισώσεων, οι οποίες

εξαρτώνται από τη μορφή του εκάστοτε γεννήτορα F0 (·).

4.3 Βήτα-Κανονική Κατανομή

4.3.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΚΚ

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Στην εργασία τους οι Eugene et al. (2002) εφαρμόζουν τη μέθοδο της 
μέγιστης πιθανοφάνειας για την εύρεση των εκτιμητών μέγιστης 
πιθανοφάνειας (Ε.Μ.Π.) των παραμέτρων της ΒΚΚ. Για την εύρεση των 
Ε.Μ.Π. απαιτείται η μεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς 
τις άγνωστες παραμέτρους.

Έστω ένα τ.δ. Χ ], . . . ,Χη, από την Β Κ Κ ( α , ^ μ , σ ) >  όπου / /e/?,

a , b , a e R *  και α , ^ μ , σ  άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση 
πιθανοφάνειας δίνεται από τη σχέση:
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ΐ ( α Α μ , σ  |* )  =
ι Ν” 1

Π φί ^ ]
-ια-\

/ ~Φ—\

π
. '=1 V

1 - Φ X j- μ (4.3.1)

Λογαριθμίζοντας τη σχέση (4.3.1) και λαμβάνοντας υπόψη ότι
, . Γ ( α ) Γ ( ύ )

B [ a , b )  =  - προκύπτει:

\ η ΐ { α ^ μ ^ σ \ χ ^  = η \ η Γ ( α  + b)  -  η \ η Γ { α )  -  η \Ώ .Γ (ύ) -  η \& σ

~ Η 2 π ) + Σ£  1=1

(χ,-μ)2
2 σ 2

+  ( α - 1) 1η Φ χ,-μ

+ ( δ - ΐ ) 1η
' χ , - μ ' ' '

\ - Φ
\ \  σ  ) )

(4.3.2)

Παραγωγίζοντας τη σχέση (4.3.2) ως προς α ^ , μ  και σ  προκύπτουν οι εξής 
εξισώσεις:

da

d_

db

\ n L ( a , b ^ , a \ x )  =  η Ψ ( α  +  b )  -  η Ψ ( α )  + ]^1ηφ(
χ , - μ (4.3.3)

ί=1

1ηΖ,(* = η Ψ ( α  +  b ) - n W ( b )  +  jh n f  1 -  φ {  (4.3.4)
/=1 V \  σ  ) )

dμ

η
\ n L y a , b ^ , a \ x }  =

ι=1

( ΐ - α ) φ
+

' χ ί - μ Λ 
V σ ,

σΦ 'χ,-μ
y σ
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+

( b - \ ) ( p
f χ,-t*

a

\

)
(

1- Φ ---
-\ >< I

V Κ σ  ) )

(4.3.5)

όπου φ(·) η σ.π.π. της iV(0,l), και

δσ
\ Ά ΐ ( α , δ , μ , σ \ χ )  = - -  + Σ

θ’ ;=ι
( χ , - μ )

2 { Χ - ή φ ί ^ — ^ χ , - μ )
+

W  h - J *σ  Φ

{b-\)<p\ ——— ( χ , -μ)σ J
ί

χ > - μ1 - Φ
\  I σ

(4.3.6)

Οι σχέσεις (4.3.3), (4.3.4), (4.3.5) και (4.3.6) εξισώνονται με το μηδέν και 
από την επίλυση του συστήματος εξισώσεων που προκύπτει βρίσκονται οι 
Ε.Μ.Π. των αγνώστων παραμέτρων.

Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με αριθμητικές μεθόδους όπως ο 
αλγόριθμος Newton-Raphson.

Σημειώνεται ότι η εναλλακτική μέθοδος των ροπών δεν μπορεί να 
εφαρμοστεί στην ΒΚΚ διότι η γεννήτρια κατανομή δεν είναι σε κλειστή 
μορφή.

4.3.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΒΚΚ

Ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για την ΒΚΚ, όσο είμαστε σε θέση 
να γνωρίζουμε, δεν υπάρχει στη βασική βιβλιογραφία που χρησιμοποιήθηκε 
για αυτήν την κατανομή.
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Ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για την Β Κ Κ ( α ^ , μ , σ ) ,  όπου

μ e  και a ,b , a  e  R +, είναι ένας 4 x 4  συμμετρικός και θετικά 
ημιορισμένος πίνακας που αποτελείται από τα εξής στοιχεία:

/„  = η Ψ ' ( α ) - η Ψ ' ( α  +  δ ) ,  In = - n T { a  +  b ) ,  Ι η = Ε ς -λ - —
Λ ϊ

/=! σΦ
(  χ , - μ λ

V σ )_

h  4 =  Ε
„ {χ,-μ)ψ
Σ

' χ , - μ ''
y σ

σ 2Φ χ ' μ

/23 — Ε
Ψ

σ  J

( χ , - μ ]

y °  /

. , I n = n 9 ' ( b ) - n r { a + b ) ,

σ\ 1 — Φ ί Χ ί ~ μ ' Λ

„ {χ,-μ)ψ 
Ι»=-Ε\Σ—7----

ί Χ ί ~ μ

V Ο

τ η

3̂3 ~  ~  ^  Ε  σ

η Ο " 0 )

Σ—

σ  ) ) )

ί

1 σ2 1-Φ χ,-μ w

σ  ) )

φ Χ ί ~ μ
r

V σ
φ

χ , - μ \

V Ο

ί
- φ Χχ~ μν

σ

ί=1 /
σΦ χ,-μ \ ~ι2

+ Ε {
. (*-*) 
Σ—

ί
1-Φ

V

χ,-μ
\ σ J)

\  σ  J 

W  (
ψ Χί ~ μ  ' - φ 2 

V σ

ί χ,- μ
σ

/=! ί
1 -Φ

V

η 0 “ " )
φ \ Χ 1 - μ ' \  f r ~ n \

φ
Χ χ - μ  

\  <* )
χ · χ - μ

υ

σ
ι=ι σ' ΐ=1

σΦ
σ  ^

-ι2
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. (>-"> 
+Σ-----

' x - μ λ
κ ο

φ ' χ , - μ '
V σ  ,

(  γ  — η \ (  γ  — ηΛ
- φ χ,-μ

\  σ  σ
χ,-μ

/=!

. (*-ο+Σ—
(  /  

1 - Φ
V

σΦ
σ  λ]

/  _μ ι χ, — μ
1 σ

χ,-μ

/'=! f rχ,-μλΛ
-ι2

1 - Φ

„ (*-!)?> 
+Σ----

V

( χ,-μ)
V σ  ,

\  σ  ) )

1 - Φ ( * - μ )
κ σ  )

+ φ ί χ , - μ λ ί
\  σ  σ  J

χ,-μ \

/=] (  ( x - u \ \1 - Φ  =l J L
V σ  Λ

-ι2

/  - __ — + Ε
7 44 2 ' ^σ

Ϋ  . ( 1  - α ) φ ( ^
^ 3(χ, μ) t ^ _______ V__σ

Λ r  * ,- /Λ
/ 1 σ  J

/=! ι=1
σ  Φ ( Χ , - μ '  

κ ο  J

-η2

„ ο  ~ α )ψ

+Σ-----

I1νΓ

2 σΦ Γ χ,-μ)
V σ  ) 1 σ J k ^  j

/=1

.  ( 6 - 0
+Σ—

ζ'
1 -Φ

ρ /  ν
σ2Φ xi *

— 1 σ

( Χ , - μ ] . ( χ , - μ λ
Ψ\

/ V σ  J

/=1
1 -Φ ( Z Z J L ) '

σ  J ,

-ι2

Ε
(?1

σι

ον
I

°!!
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( 6 - i W

+Σ-
»=1

Xj- μ  
σ

\ ( ί γ  ,,Υ\ Ί

J
2σ 1 -Φ χ ι ~ μ + <ρ ^  ( * - / 0

\ 1 σ Λ/ V σ J J

1 -Φ ( ν - μ Υ
σ λ

~ι2

με φ
,[ χ ( - μ Λ

<* )

χ , - μ /
φ

χ . - μ

V ο

4.4 Βήτα-Γενικευμένη-Ημικανονική Κατανομή

4.4.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΓΗΚ

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Αντικείμενο μελέτης αυτής της παραγράφου είναι η εύρεση των 
Ε.Μ.Π. των παραμέτρων της ΒΓΗΚ, σύμφωνα με την εργασία των Pescim 
et al. (2010). Για την εύρεση των Ε.Μ.Π. απαιτείται η μεγιστοποίηση της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς τις άγνωστες παραμέτρους.

Έστω ένα τ.δ. Χ }, . . . ,Χ η, απότην B r H K ( a , b , c , e ) ,  όπου a , b , c t d ( = R +

άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τη 
σχέση:

ί

. L ( a , b , c , e  = V π
B ( a ,b )

η

Π1 1 1 */ - - 1 - V „ 2 c

__ e  2Θ*·μ
η

9  Γ Τ .
ί=1

Π[Μ>[(*/*)']-ι]
a- 1

Χ - Π  \ - φ \ { χ , Ι Θ )
. /=!

6-1

(4.4.1)
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Λογαριθμίζοντας τη σχέση (4.4.1) και λαμβάνοντας υπόψη ότι

η /  ,Λ  r ( a ) f ( b )B ( a , b )  =  ^  προκύπτει:

\ n L ( a , b , c , e \ x )  = n l n j ^ ·  + wine + n ( b  -  l)ln 2 + «1η Γ ( α  + b)  -  «1η Γ (α )

- n \ n r ( b ) - n c \ ! \ e  +  c ^ f o x i - ^ ^ X i ~ ' ^ ^ x?
/=1 /=! Μ

+ (ί, - 1 ) Σ ΐ η [ 2 φ [ ( χ , / ^ ) ' ] - ΐ ]  

+ (* -1 )Σ ΐη [ ΐ-φ [(Α Γ ,/0 ) '] ] . (4.4.2)

Παραγωγίζοντας τη σχέση (4.4.2) ως προς a ,b ,c  και θ προκύπτουν οι εξής 

εξισώσεις:

δ_

d a

d_

db

\ a L { a A c , e \ x )  =  n W ( a  + b ) - n W ( a )  +  Y ^ 2 0 \ ( x ll e ) ‘ ^ - \ ^  (4.4.3) 

lnZ,(a,6,c,̂ |jc) = «¥r(a  + 0)-w!fr(0) + «ln2 

+J t a [ l  - φ [ ( * , /* )']]> (4.4.4)

^ In L ( a , b , c , θ \ χ )  =  n InΘ  + £ ln x t -  ^
\2c

/=! /=! V Θ J

1 Xi
%

. 2*[ ] if )  |nf
+ («-0Σ r  —

«  2 φ [(* ,./0 ) ']-1

0-*)Σ
w  1

(4.4.5)
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Θ 02c+1 0C+1 Τ Ϊ 2 Φ  ( x j e y  -1

, - Λ - Φ  ( χ , / θ )
(4.4.6)

οι οποίες εξισώνονται με το μηδέν και από την επίλυση του συστήματος 
των εξισώσεων που προκύπτει προσδιορίζονται οι Ε.Μ.Π. των αγνώστων 
παραμέτρων.

Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με αριθμητικές μεθόδους όπως ο 
αλγόριθμος Newton-Raphson.

Σημειώνεται ότι η εναλλακτική μέθοδος των ροπών δεν μπορεί να 
εφαρμοστεί στην ΒΓΗΚ διότι η γεννήτρια κατανομή δεν είναι σε κλειστή 
μορφή.

4.4.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΒΓΗΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθούν τα στοιχεία του πίνακα 
πληροφορίας του Fisher.

Ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για την Β Γ Η Κ ^ a ,b , c ,6 ) ,  όπου

a ,b ,c ,6  g R +, θα είναι ο 4 x 4  συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος 
πίνακας και θα αποτελείται από τα εξής στοιχεία:

/„  = η Ψ ’( α ) - η Ψ ' ( α  +  δ ) ,  Ι α = - η Ψ ' ( α  +  ή ,
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/ 22= « r ( / > ) - « r ( a + 6 ) , / 23= £
* ) ,n

5l 
Θ J Q

/=! 1 - φ [ ( , , / ί > ) ' ]

/ 24 -  E  <

cx:
gc^ « ( ( V ® ) ']

w  1 - * [ ( * » /« ) ']

/ 33 =  -  η \ η θ  +  ^ \ n x i +  E

- E («-0Σ
/=i [2Φ[(Χιy^r]-i]

/=! [ 2 φ [ ( χ , Ι Θ ) ' ] - \ ]

+ Ε («-0Σ-
1=1 [2 # [ (* 1/β )Γ] - ΐ ]

(ι-*)Σ-
El
θ

Λ4"
1η

r J C  Λ Γ 
η- U

[ θ )

- φ [ ( λγ, / « Γ ]

κ
ΊΦ
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η \<Ρ

0-*)Σ
(* /» ) '

2 (
£
θ

Λ c
1η 2

θ

ι=1

η
I =  — -  F

34 θ  I 0 2c+1

1 - Φ

l - 2 c l n 0 ^
• Σ ^ > - Ε \

+£<

;=1
2 c

θ

2 θ  > Γ - '  2 c  ι

111 χ'2 c + l

i=l

(°-0Σ
2c x f  ,

η Q ĉ+* ^ ( ^ / 6')c] ll>f -  + p r i ’[ ( ^ / 0 )c c l n ^  + 1

/=1 2Φ M ) ‘ - 1

- £ ( - 0 Σ

t o 2c r
» ψ ή τ {< Ρ (·Χ,/θ)C

-ι\ 2
I n i

6»
!=1 2Φ (χ , /θ ϊ

-12
- 1

+ £

cx2 c

Μ)Σ
n  / i 2 c + lΘ

' V (xile)C\ ^  + ̂ 9\(xtlO)C c l n ^  + l
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+ £
c(c  + l ) ( 6 - l )^

Σ · - φ [ ( χ , / θ Υ ]θ H i

cx

+ Ε<
φ - 1 ) Α ^ Τ ί » ' [ ( ^ / 0 Γ ]

θ 1 Φ [(* ι/β )Γ]

J

Παρατήρηση 4.4.1

Στην εργασία τους οι Pescim et  al. (2010) δίνουν τα στοιχεία του 
πίνακα πληροφορίας του Fisher για την ΒΓΗΚ με έναν εναλλακτικό και 
ισοδύναμο τρόπο. Ο τρόπος αυτός προκύπτει αν στα ολοκληρώματα, μέσω 
των οποίων υπολογίζονται οι αναμενόμενες τιμές, προβούμε στο

μετασχηματισμό V =  2 Φ\ ( χ , / θ ) 0 -1 .

4.5 Βήτα-Εκθετική Κατανομή

4.5.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΕΚ 

Μέθοδος των ροπών

Σε αυτήν την παράγραφο θα γίνει η εκτίμηση των παραμέτρων της 
ΒΕΚ με τη μέθοδο των ροπών, σύμφωνα με την εργασία των Nadarajah and 
Kotz (2006).

Έστω ένα τ.δ. Χ ν . . . ,Χ η, από την B E K ( a ,b ,X ), όπου a , b , X e R *  και 

a ,b ,X  άγνωστες παράμετροι.
Με τη μέθοδο των ροπών εξισώνονται οι θεωρητικές ροπές με τις 

αντίστοιχες δειγματικές ροπές. Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις
(3.4.10), (3.4.14) και (3.4.16) προκύπτει το σύστημα των εξισώσεων:
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ψ ( α  + δ ) - Ψ ( δ )  

λ  ' 
Ψ ' ψ ) - Ψ \ α  + ύ)

και

Ψ '(α  + δ ) - Ψ η(Β)

(4.5.1)

(4.5.2)

(4.5.3)

Συνδυάζοντας τη σχέση (4.5.1) με τη (4.5.2) και τη σχέση (4.5.1) με τη
(4.5.3) προκύπτουν οι εξής εξισώσεις:

, 2 και w " ( b ) - < r ( a + b)

(<?(*)-!P(a + b)f s? (Ψψ)-Ψ(α + ̂ )3 ί,3 ’

οι οποίες λύνονται ταυτόχρονα και δίνουν εκτίμηση για τις παραμέτρους a 

και b. Η εκτίμηση για την παράμετρο λ δίνεται έπειτα, άμεσα, από τη
-  1

σχέση (4.5.1). Παρατηρούμε ότι για α =  1 η σχέση (4.5.1) δίνει λ  =  —  ο
bsx

οποίος είναι ο συνήθης εκτιμητής της παραμέτρου λ για το εκθετικό 
μοντέλο.

Μέθοδος της μεγίστης πιθανοφάνειας

Στην παράγραφο αυτή, σύμφωνα με την εργασία των Nadarajah and 
Kotz (2006), παρουσιάζεται η εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΕΚ με τη 
μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας. Για την εύρεση των Ε.Μ.Π. απαιτείται 
η μεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς τις άγνωστες 
παραμέτρους.
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Έστω ένα τ.δ. Χ χ, . . .Χ η, από την B E K ( a , b , A ) ,  όπου a , b , k e R + και 

a ,b ,X  άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι η

Παραγωγίζοντας την ανωτέρω σχέση ως προς a , b  και λ  προκύπτουν οι 
εξής εξισώσεις:

Οι σχέσεις (4.5.6), (4.5.7) και (4.5.8) εξισώνονται με το μηδέν και λύνονται 
ταυτόχρονα ως προς a , b  και λ. Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με 
αριθμητικές μεθόδους.

Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) και 

λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η γεννήτρια κατανομή της B E K ( a , b , k )

εξής:

(4.5.4)

Αογαριθμίζοντας τη συνάρτηση πιθανοφάνειας προκύπτει:

(4.5.8)

(4.5.7)

(4.5.6)
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είναι η F (x )  = l — e  ** προκύπτει ότι για την εκτίμηση της παραμέτρου λ

πρέπει να εξισωθεί η θεωρητική κεντρική ροπή του Λήμματος 4.2.1 
[Zografos and Balakrishnan (2009)] με την αντίστοιχη δειγματική ροπή, 
θεωρώντας τις παραμέτρους a ,b  γνωστές. Επομένως,

Όμως,

1 d, 

B ( a , b ) db

^ Σ [Μ ι -  « ] = ^ Σ [ ι » ^  ] = - ^η  ί=1 η ί =\

B ( a ,b )  =  W ( b ) - ' J ' ( a  +  b) .

και

' Ά Μ Ε  1 (  e  \ \
Κατά συνέπεια λ  = = (!Ρ (β  + ό ) - ¥ / (όΗ, όπου a ,b  γνωστά.

X

4.5.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΒΕΚ

Σύμφωνα με την εργασία των Nadarajah and Kotz (2006) ο πίνακας 

πληροφορίας του Fisher για την B E K (a ,b ,X ) ,  όπου a , b ,X & R +, θα είναι ο

3x3 συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος πίνακας και θα αποτελείται από 
τα εξής στοιχεία:

/„  = n W ( a ) - n r ( a  +  b ) ,  Ι η = - n 9 ' ( a  +  b ) ,

'  6
1α = - Ε

ΰαθλ

Όμως, ισχύει ότι:
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A H a - ' > b  +  \ ) Z Y  

B ( a , b )  λ

όπου a >  1 και X  ~  B E K ( a - l , b  +  \,X). Κατά συνέπεια με χρήση της 

σχέσης (3.4.10) προκύπτει:

- Ε - e * * '
b

( α - 1 ) λ
(!Ρ(ύΓ+*)-!Ρ(* + ΐ)).

Επομένως, για a  > 1

nb

( α - ΐ ) Λ .
(!P(a + i ) - !P ,(6 + l)) .

Επιπλέον,

1η  = η Ψ ' ( δ ) - η Ψ ' ( α + δ ) , Ι Ώ =  Ε

f  \η

Σ χ<
I Μ

= l ( < r ( a + b ) - < r ( b ) )

και

^33 ~ - Ε ^ \ a L { a , b , k \ x ) = Ε { 4 + ( « -
Λ ι«!

= 4  + (α-1 )» -Λ , Β--·~ —*-+~-ΕΤ».
/f V ; S(a,6) Λ

όπου ΛΓ-β£Κ(α-2,6+1,λ), υπό την προϋπόθεση ό τ ι  a  > 2 .  Άρα,
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/ = — < 
33 Λ2

\ +  b i a + -b ^ \ ^ ' ( b  + \ ) - 9 ' ( a  +  b - \ )  +  W2{b  +  \ )

- 2 W ( b  +  \ ) Ψ ( α  + b  -1 )  + Ψ 2 ( a  + b  -1)]},

υπό την προϋπόθεση a  > 2 .
Επομένως, έχουν βρεθεί τα στοιχεία του πίνακα πληροφορίας του 

Fisher.

4.6 Εκθετικώς-Εκθετική Κατανομή

4.6.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΕΕΚ 

Μέθοδος των ροπών

Αντικείμενο μελέτης αυτής της παραγράφου είναι η εκτίμηση των 
παραμέτρων της ΕΕΚ με τη μέθοδο των ροπών. Η ΕΕΚ είναι ειδική 
περίπτωση της ΒΕΚ και ως εκ τούτου θα χρησιμοποιηθούν οι αντίστοιχες 
σχέσεις της ΒΕΚ.

Έστω ένα τ.δ. Χ χ, . . . ,Χ η, από την Ε Ε Κ ( α ,λ ) ,  όπου a , 2 e R + και α , λ  

άγνωστες παράμετροι.
Με τη μέθοδο των ροπών εξισώνονται οι θεωρητικές ροπές με τις 

αντίστοιχες δειγματικές ροπές. Επομένως, κατόπιν εφαρμογής, για b =  1, 
των σχέσεων (4.5.1) και (4.5.2) προκύπτει ότι:

( « . ο
X

και

(4.6.2)
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Συνδυάζοντας τη σχέση (4.6.1) με τη (4.6.2) προκύπτει η εξής εξίσωση:

Η επίλυση αυτής της εξίσωσης δίνει την εκτίμηση για την παράμετρο α. Η 
εκτίμηση για την παράμετρο λ  δίνεται έπειτα, άμεσα, από τη σχέση (4.6.1).

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Αντικείμενο μελέτης αυτής της παραγράφου είναι η εύρεση των 
Ε.Μ.Π. των παραμέτρων της ΕΕΚ. Για την εύρεση των Ε.Μ.Π. απαιτείται η 
μεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς τις άγνωστες 
παραμέτρους. Οι Gupta and Kundu (2001) στην εργασία τους βρίσκουν 
τους Ε.Μ.Π. της ΕΕΚ με το συνήθη τρόπο. Όμως, επειδή η ΕΕΚ είναι 
ειδική περίπτωση της ΒΕΚ θα χρησιμοποιηθούν οι αντίστοιχες σχέσεις της

άγνωστες παράμετροι. Κατόπιν εφαρμογής για 6 = 1, των σχέσεων (4.5.6) 

και (4.5.8) προκύπτουν οι εξής εξισώσεις:

r ( i ) - r ( g + i )

(!Ρ (ι)-!Ρ (έ ΐ+ ι))2 s,2*

BEK.

Έστω ένα τ.δ. Χ ι, . . . ,Χ η, από την Ε Ε Κ ( α ,λ ) ,  όπου και α , λ

(4.6.2)

(4.6.3)
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οι οποίες εξισώνονται με το μηδέν και λύνονται ταυτόχρονα ως προς α και 
λ. Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με αριθμητικές μεθόδους.

Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) και

πρέπει να εξισωθεί η θεωρητική κεντρική ροπή του Λήμματος 4.2.1 
[Zografos and Balakrishnan (2009)] με την αντίστοιχη δειγματική ροπή, 
θεωρώντας την παράμετρο α γνωστή. Επομένως, για b =  1, προκύπτει ότι:

όπου α γνωστό.

4.6.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΕΕΚ

Από τα στοιχεία του πίνακα πληροφορίας του Fisher για την ΒΕΚ 
προκύπτουν τα στοιχεία του πίνακα πληροφορίας του Fisher για την ΕΕΚ. 
Ειδικότερα, τα στοιχεία / ,, ,/ ,3 και / 33 της ΒΕΚ, για b =  l, δίνουν τον

πίνακα πληροφορίας του Fisher για την Ε Ε Κ ( α ,λ ) ,  όπου α ,λ  e  R +.

λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η γεννήτρια κατανομή της Ε Ε Κ  ( α , λ ) 

είναι η F ( x )  =  \ - e ~ >x προκύπτει ότι για την εκτίμηση της παραμέτρου λ

ϊ "  = 1 ( ψ ( α  +  ΐ ) - Ψ ( \ ) ) ,
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^ = γ λ ^ ^ [ η ^ ) - η α )  + Ψ ^ 2 ) - 2 Ψ ( 2 ) Ψ { α )  + Ψ \ α ) ± α > 2 .

4.7 Βήτα-Γενικευμένη-Εκθετική Κατανομή

4.7.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΓΕΚ 

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Έστω ένα τ.δ. Χ ι, . . . ,Χ η, απάτην Β Γ Ε Κ ( α , ό , ε , λ ) ,  όπου a , b , c , X e R *  

και a ,b ,c ,X  άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας 
δίνεται από τη σχέση:

L ( a ,b , c ,X  |jc) =
c l  Υ  - ‘Σ *

\ B (a ’b) ,
e  w <

" "ι ca~ I r

n o — - " )}  j n [ i - ( ' - ^ r ]

, b-\

Λογαριθμίζοντας την ανωτέρω σχέση και λαμβάνοντας υπόψη ότι
/ . /"(α )/"(ό )

B ( a 9b ) =  προκύπτει:

]nL(a9b9c9Alx) = nin(cA) + n]nr(a + b)-n lnr(a)-n lnr(b)-A y^ xi

ι=1 i=1 L

Παραγωγίζοντας την ανωτέρω σχέση ως προς a,0,c και λ  προκύπτουν οι 

εξής εξισώσεις:

— In L { a , b , c ,  λ |χ ) = η Ψ ( α  +  b )  -  η Ψ ( α )  + c ^ ln ( l  -  e-A*'), 
d a  ,=i
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η Γ- —
—  \n L [a ,b ,c ,X \x }  =  ηΨ(^α + Ε ) - η Ψ ( ρ )  +  ^ \ Ά  ,
db ί=ι L/=!

οι οποίες εξισώνονται με το μηδέν και από την επίλυση του συστήματος 
των εξισώσεων που προκύπτει προσδιορίζονται οι Ε.Μ.Π. των αγνώστων 
παραμέτρων. Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με αριθμητικές 
μεθόδους.

Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) και 
λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η γεννήτρια κατανομή της

πρέπει να εξισωθούν οι θεωρητικές κεντρικές ροπές του Λήμματος 4.2.1 
[Zografos and Balakrishnan (2009)] με τις αντίστοιχες δειγματικές ροπές, 
θεωρώντας τις παραμέτρους a , b  γνωστές. Επομένως, προκύπτει το 
σύστημα εξισώσεων:

δηλαδή η α.σ.κ. της

Ε Ε Κ (ο ,λ ) ,  προκύπτει ότι για την εκτίμηση των παραμέτρων c  και λ

και
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1 d 2 

B ( a , b )  d a d
B ( a , b ) .

Όμως,

w /=i n i=]

ΐ Σ [ ' η ^ , ) ]  = ; Σ > η ( ΐ - ^ )
w /=i n ,=i x 7

και

Επίσης,

1 </2 
B ( a , b )  da'

■B(a,b) = (Ψ(α) -Ψ(α + b j f  + Ψ"(α)-Ψ'(α + 6).

και

Κατά συνέπεια από την αριθμητική επίλυση του συστήματος προκύπτουν οι
Α Α Μ Ε  Λ Α Μ Ε

εναλλακτικοί ροποεκτιμητές c  και λ

4.7.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΒΓΕΚ

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθούν τα στοιχεία του πίνακα 
πληροφορίας του Fisher.

Ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για την B F E K ( a , b , c yX), όπου

a ,b ,c ,X ( = R +, θα είναι ο 4 x 4  συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος 
πίνακας και θα αποτελείται από τα εξής στοιχεία:
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/„  = η Ψ ' ( α ) - η Ψ ' ( α  +  δ ) ,  Ι η = - η Ψ ' ( α  +  δ ) ,  Ι ί3 = - Ε

Όμως, χωρίς περιορισμό της γενικότητας ισχύει ότι:

B ( a , b )

Με χρήση του μετασχηματισμού ( \ - e  ^  = y  το ανωτέρω ολοκλήρωμα 

γίνεται:

ί'(ΐη_νν<:)(ΐ — ) ( /»  Γ ’ (1 -  y ) b~'-----------L_
B ( a , b ) Jo1 A A  ’ 1 ’ cX{y'lcf ' {  1- / e)

d y  =

* »)) -  B i l M f ) .

i a

C

A 4 = - £ Σ τΓ 7 ¥  .A2 = «¥"(6) - « ^  + ̂/=]  ̂ ^ J

/  - £ i f >, / 24 — is
^ u ,c ( l-e  ^  jc(e

» 7 - ( l  -  if* )‘

r  W
3̂3 ~ T  + & 

C
,=1 l - ( l - ^ ' ) c 2



138

Ι » = - Ε

Κ Ε Φ Α Λ Α 1 0 4

" X f i *a S *  —i------
h l - e *

> + E< i"  ' ) i c ( l ~ e" ' r  ^ |n ( · - ^ )
'=' l - ( l - e _<u') c

+ E

+ E

n ( 1 — g_,lx' ) x e  ^
( b -  ι ) Σ ι ;  1/-i l-(l-e‘^)c

(6 -

M l - ( l - e " i s )i

r W ^
I u = J + E i

" A '* *
( c a - l ) £ — i

S f l - . - * ) ’

+£<

- £

i t  n * c (c ~ 1)Jfr~M' ( 1-« ~ * )'
V ; t f  i _ ( i _ e- * ) '

,  o A f M l - e 'M  
( 6 - 1 ) 1  1 1

+ E(*-ΟΣ—τ

Παρατήρηση 4.7.1

Στην εργασία τους οι Barreto-Souza et  al. (2008) δίνουν τα στοιχεία 
του πίνακα πληροφορίας του Fisher για την ΒΓΕΚ με έναν εναλλακτικό και 
ισοδύναμο τρόπο. Ο τρόπος αυτός προκύπτει αν στα ολοκληρώματα, μέσω 
των οποίων υπολογίζονται οι αναμενόμενες τιμές, προβούμε στο

μετασχηματισμό V  =  .
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4.8 Βήτα-Weibull Κατανομή

4.8.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της BWK

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Στην εργασία τους οι Cordeiro et al. (2008) εφαρμόζουν τη μέθοδο της 
μέγιστης πιθανοφάνειας για την εύρεση των Ε.Μ.Π. των παραμέτρων της 
BWK. Για την εύρεση των Ε.Μ.Π. απαιτείται η μεγιστοποίηση της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς τις άγνωστες παραμέτρους.

Έστω ένα τ.δ. Χ ν . . . ,Χ η, από την όπου a , b , c , 6 ^ R +

και a ,b ,c ,6  άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας 
δίνεται από τη σχέση:

L^a,b,c,e\x^j =
r V

6 cB ( a , b ) /

n η /  , >c \ α - 1

Π*Γ'ε " Π Μ 'Λ ·/=I /=I ' '
(4.8.1)

Λογαριθμίζοντας τη σχέση (4.8.1)

B ( a , b )
r ( a  +  b)

προκύπτει:

και λαμβάνοντας υπόψη ότι

\n L ( a , b , c , 0 \ x }  =  n ] n c - n c ] n 6 - n ] n r ( a ) - n ] n r ( b )  +  n \ n r ( a  + b )

+ (c ~ 1) Z ’njc/
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Λογαριθμίζοντας την ανωτέρω σχέση ως προς a ,b ,c  και θ προκύπτουν οι 
εξής εξισώσεις:

οι οποίες εξισώνονται με το μηδέν και από την επίλυση του συστήματος 
των εξισώσεων που προκύπτει προσδιορίζονται οι Ε.Μ.Π. των αγνώστων 
παραμέτρων. Η επίλυση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με αριθμητικές 
μεθόδους.

Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) και 
λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η γεννήτρια κατανομή της

B W K ( a , b , c , G )  είναι η F (x )  = 1-β~(χ/θ) προκύπτει ότι για την εκτίμηση

των παραμέτρων c  και θ πρέπει να εξισωθούν οι θεωρητικές κεντρικές 
ροπές του Λήμματος 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] με τις 
αντίστοιχες δειγματικές ροπές, θεωρώντας τις παραμέτρους a , b  γνωστές. 
Επομένως, προκύπτει το σύστημα εξισώσεων:

^  Λ
— In L (a, b, c, Θ | jc) = - η  Ψ (a ) + η Ψ ( a  + b ) + In 11 -  e ~(x,‘̂

L ( a , b , c , e \ x )  — nr{b) + nr(a + b)- J j .
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και

< * 1  ί Σ Μ ' - ' ’ « » ] - ; Σ ' " * Η* ' · ' - - Σ Σ * ;
”  ι=1 ”  ;=1 ΥΙΌ /—ι

ι ς [ κ ι - ^ ) Τ = ; Σ Κ ('·
η 1=1 « ί=1 L

12 1 ^ - { - Μ 1

n e 2ctΣ * ? ·

και

Επίσης,

1 d 2 

B ( a ,b )  dfr

1 d

■B(a,b)  = (W (b )  - Ψ ( α + ύ ) ) 2 + Ψ  (6) -  ψ '( α  +  b) .

και

Κατά συνέπεια από την επίλυση του συστήματος προκύπτουν οι
λ ΑΜΕ ·»· ΑΜΕ

εναλλακτικοί ροποεκτιμητές c  και θ

4.8.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της BWK

Σε αυτήν την παράγραφο θα δοθούν τα στοιχεία του πίνακα 
πληροφορίας του Fisher.

Επομένως, ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για την B W K ( a , b , c , 6 ) ,

όπου a , b , c , e & R +, θα είναι ο 4 x 4  συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος 
πίνακας και θα αποτελείται από τα εξής στοιχεία:
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/„  = η Ψ ' ( α ) - η Ψ ' ( α  +  ή ,  l , 2 = - n r ( o  +  b ) ,

' η  = - E

<«

^  e'(Xl/e)C In —η I
, Y ΚΘ )  Θ „ / _  F < < r  Θ "■
L ·
i=l 1 -  e ~ ( x M

’ M4 — C t4

t r  l - e ^
*

I 22= n ' F ' ( b ) - n W ' ( a  +  b ) , I 2,  =  E · Σ \ -
Y

In —
Θ

γ Ξ ί
L·* /)c+i 
M "

c

Y

W j

X,
In — (9

+ £

/  = - - E  
Θ

n y.c r
c ln — + 1 

Θ («-0ΣM
o f
0C+I

In x‘
Θ

(> - e (x‘le)' \
/ 4

- E
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- Ε ("-ΟΣ
CXj 

η  n c + l

ί χ Λ 1

Θ° \ 0 )
f 2(*i/e)c |n^L

θ

»=1 1 - e
-ι2

I  = - —  +  Ε  
44 θ 2 ° Ζ ^  0C+2

(c +1 ) cx ‘ Λ χ Μ
η

- Ε  ( « - 1 ) Σ - ^
ic+2

ϊ=ι l - e [i(*//#)

+ Ε

C  X i r - (* ;/0 ) c  x i
» /j2(c+l) C

( n
^  i U / 0 f  i=i 1 — e K '

>Τ ϋ <

i=l

..

2

Παρατήρηση 4.8.1

Στην εργασία τους οι Cordeiro et  a l  (2008) δίνουν τα στοιχεία του 
πίνακα πληροφορίας του Fisher για την BWK, με παραμέτρους a ,b ,c  και

λ  = \ / θ ,  με έναν εναλλακτικό και ισοδύναμο τρόπο. Ο τρόπος αυτός 
προκύπτει αν στα ολοκληρώματα, μέσω των οποίων υπολογίζονται οι 

αναμενόμενες τιμές, προ βούμε στο μετασχηματισμό (x /#)c = y .

4.9 Βήτα-Pareto Κατανομή

4.9.1 Εκτίμηση των παραμέτρων της ΒΡΚ

Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας

Στην εργασία τους οι Akinsete et al. (2008) εφαρμόζουν τη μέθοδο της 
μέγιστης πιθανοφάνειας για την εύρεση των Ε.Μ.Π. των παραμέτρων της 
ΒΡΚ. Για την εύρεση των Ε.Μ.Π. απαιτείται η μεγιστοποίηση της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς τις άγνωστες παραμέτρους.
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Έστω ένα τ.δ. Χ χ,. . . ,Χ„,  από την B P K ( a , b , 0 , k ) ,  όπου a , b , B , k e R

και a , b , 6 , k  άγνωστες παράμετροι. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας 
δίνεται από τη σχέση:

L { a X 0 , k \ x )  =  - ^ ^ [ { [ \ - ( x j e ) ~ k ^  ' ( χ , / θ γ “" ' .  (4.9.1)

Λογαριθμίζοντας τη σχέση (4.9.1) και λαμβάνοντας υπόψη ότι
, ιΧ Γ ( ά ) Γ ( ύ )

B { a , b ) =  ^  προκύπτει:

1ηΖ,(<ζ,ά,0,&| jc) = «Ink  -  win# + w(ln Γ ( α  + b )  -  1η Γ ( ο )  -  In Γ (# ))

+ (α - 1 ) ^ ( ι -(* ,/0 )-* )-(Α *  + ! )Σ Ι ιΑ  (4.9.2)

Παραγωγίζοντας τη σχέση (4.9.2) ως προς a , b , 0  και k προκύπτουν οι εξής 

εξισώσεις:

■ ^ - ] n L ( a ,b , e ,k \x )  =  n W ( a  +  b ) - n lF ( a )  +  ^ i\ n ^ \ - ( x i/ e )  *), (4.9.3)

(4.9.4)

da

ί=1

(4.9.5)
8Θ ν ' ’ θ  ν ’ t ! \ - ( χ , / θ )  θ

- i n L ( a , b , e , k \ x ) . ^
(*■/«)

~k

, / « y *
- b I n i

θ

μ  η

= Ϊ + Σ
Λ  / a s |

(α-1)
W 0 )

- b In—
θ
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η

k ί=ι L u

1-1

+  b (4.9.6)

Ο εκτιμητής μεγίστης πιθανοφάνειας θ της παραμέτρου θ είναι το
A Λ A

πρώτο διατεταγμένο στατιστικό χ^ , αφού χ > θ .  ΟιΕ.Μ.Π. a , b  και k των

παραμέτρων a ,b  και k, αντίστοιχα, προκύπτουν λύνοντας επαναληπτικά 
τις εξισώσεις (4.9.3), (4.9.4) και (4.9.6). Οι αρχικοί εκτιμητές των 
παραμέτρων a ,b  και k προδιορίζονται ως εξής. Προσαρμόζουμε την 

κατανομή Pareto στα δεδομένα. Ο Ε.Μ.Π. της παραμέτρου θ είναι ο

Σ Κ * ,· /0 )  ·
_  Μ

Χρησιμοποιώντας τα θ και k μετασχηματίζουμε τα δεδομένα σε δεδομένα 
βήτα κατανομής και μετά προσδιορίζουμε τους Ε.Μ.Π. των παραμέτρων a  

και b, δηλαδή των παραμέτρων μιας βήτα κατανομής. Οι αρχικοί εκτιμητές

της ΒΡΚ είναι οι Ε.Μ.Π. των α και b και ο εκτιμητής της παραμέτρου k. 

Εναλλακτική μέθοδος των ροπών

Σύμφωνα με την εργασία των Zografos and Balakrishnan (2009) και 
λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι η γεννήτρια κατανομή της

B P K ( a , b , 9 , k )  είναι η F (x ) = \ - ( x i/ 9 )  k προκύπτει ότι για την εκτίμηση

των παραμέτρων θ και k πρέπει να εξισωθούν οι θεωρητικές κεντρικές 
ροπές του Λήμματος 4.2.1 [Zografos and Balakrishnan (2009)] με τις 
αντίστοιχες δειγματικές ροπές, θεωρώντας τις παραμέτρους α,ό γνωστές. 
Επομένως, προκύπτει το σύστημα εξισώσεων:

Θ = x^ και ο Ε.Μ.Π. της παραμέτρου k είναι ο k  = η

και
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η μ

1 d 1

B ( a , b )  db'
B ( a ,b ) .

Όμως, - ^ 1 - / ? ( * , ) )  = - Σ > ( χ , /<?)-* = * ln < ? --£ ln * ,
Μ ϊ=1 ^ ι=Ι W /3|

^Σ[ΐη(ΐ-^(^,))Τ =££|>(*/βΓ J  =^Σ(1η«~1ηΛ'/)2.
"  »=ι η  /=ιL J η ,-ι

Επίσης,

1 d 2
B ( a , b )  d b ‘

■£(α,δ) = (!P(6) -  !Ρ(α +ί>))2 + r  (6) -  !T ( a + b ) .

και

και

Κατά συνέπεια από την επίλυση του συστήματος προκύπτουν οι
~ Α Μ Ε  *  Α Μ Ε

εναλλακτικοί ροποεκτιμητές θ  και k

4.9.2 Πίνακας πληροφορίας του Fisher της ΒΡΚ

Σύμφωνα με την εργασία των Akinsete et al. (2008) ο πίνακας 

πληροφορίας του Fisher για την B P K ( a , b , 6 , k ) ,  όπου a , b , 0 , k  e  R +, θα 

αποτελείται από τα εξής στοιχεία:

Ι η = w r ( a ) - « r ( a + 0 ) ,  I l2 = - n ' F ' ( a  +  b ), / 13 = Ε
M l - ( χ , / Θ Ϋ

Μ \ - ( χ , ! θ γ
, / 22= « r ( 6 ) - » r ( 0 + i . ) , / JJ= - ^ ,/,4 = - ε \
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£;

ΙΚ = Ε \ Σ ΐ η —
t f  θ

η ^ ( x , l e Y k { k - 1)
Ι3 1 = - ±  +  Ε ΐ ( α - ΐ ) Σ ^ — —

ο  <-ι 1 - ( Χ , / Θ )

n(kb + 1)

+  ΕΑ («-1)Σγ

ι2 Ί
- k

/=! \ - ( χ , ! θ γ

Θ*

Ι34= Ε \ ( α -  1 ) Σ θ

/=! i - ( Xi/ e y k
- Ε \

nb

~θ

„ (χ , /θ )-*  In2 i
/ * = £ + * 1 ( « - ι ) Σ —  β/=ι 1 - ( χ , / θ )

. ^ * α ( χ ' / θ Ύ  1η(»-ΐ)Σ/=1

■ί



ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Μέσα στα περιορισμένα πλαίσια μίας μεταπτυχιακής διατριβής έγινε 
μία προσπάθεια να μελετηθούν οι Βήτα παραγόμενες κατανομές (ΒΠΚ). 
Αρχικά, έγινε μία ιστορική αναδρομή και παρουσιάστηκε η διάρθρωση της 
μεταπτυχιακής διατριβής στο Κεφάλαιο 1. Στη συνέχεια, στο Κεφάλαιο 2, 
μελετήθηκε και παρουσιάστηκε η ΒΠΚ, όπως εισήχθη από τον Jones 
(2004), ως σύζευξη άλλων στοιχειωδέστερων κατανομών. Επιπλέον, 
παρουσιάστηκαν σχέσεις μεταξύ της ΒΠΚ και άλλων κατανομών, 
αναφέρθηκαν τρόποι προσομοίωσης δεδομένων από αυτήν, δόθηκαν 
εκφράσεις για τη μέση τιμή, τη διακύμανση, τις ροπές αυτής καθώς και την 
εντροπία του Shannon. Έπειτα, στο Κεφάλαιο 3, έγινε μία ανασκόπηση των 
κυριότερων ειδικών μονοδιάστατων ΒΠΚ, που εισήχθησαν στη 
βιβλιογραφία ως ειδικές περιπτώσεις της οικογένειας των ΒΠΚ που 
παρουσιάστηκε από τον Jones (2004). Επισημαίνουμε ότι στην παρούσα 
μεταπτυχιακή διατριβή μελετήσαμε κάποιες ειδικές ΒΠΚ, τις κυριότερες. 
Υπάρχουν και άλλες και συνεχώς εισάγονται νέες με σκοπό την 
μοντελοποίηση δεδομένων που οι υπάρχουσες στοιχειωδέστερες κατανομές 
αδυνατούν να μοντελοποιήσουν ικανοποιητικά. Τέλος, στο Κεφάλαιο 4, το 
ενδιαφέρον μας επικεντρώθηκε στην εκτίμηση των παραμέτρων των 
κυριότερων ειδικών ΒΠΚ με τη μέθοδο των ροπών, με τη μέθοδο της 
μέγιστης πιθανοφάνειας καθώς επίσης και με μια εναλλακτική μέθοδο των 
ροπών, η οποία πρόσφατα προτάθηκε από τους Zografos and Balakrishnan 
(2009). Επιπλέον, δόθηκε και ο πίνακας πληροφορίας του Fisher για κάθε 
μία ειδική ΒΠΚ, ο οποίος χρησιμεύει για τις ασυμπτωτικές ιδιότητες των 
εκτιμητών. Στο σημείο αυτό θέλουμε να επισημάνουμε ότι παραμένουν 
αναπάντητα ερωτήματα τόσο στην εκτιμητική όσο και στον έλεγχο 
υποθέσεων στα πλαίσια των ΒΠΚ.

Εν κατακλείδι, οι ΒΠΚ αν και εισήχθησαν σχετικά πρόσφατα στη 
βιβλιογραφία έχουν κεντρίσει το ενδιαφέρον των ερευνητών. Συνεχώς 
παρουσιάζονται νέες ΒΠΚ με σκοπό την εφαρμογή τους σε πλήθος 
πραγματικιόν τυχαίοιν φαινομένων. Στη διατριβή αυτή έγινε μια προσπάθεια 
παρουσίασης το;>ν κυριότερων, μέχρι την ώρα συγγραφής, αποτελεσμάτων.
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