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Π ΡΟ Λ Ο ΓΟ Σ

Με τ ο ν  όρο " α λ γ ε β ρ ε κ έ ς  δομές"  νοού μ ε  σύνολα  εφοδμασμένα  με  π ρ ά ξ ε ε ς  , 

ενώ δύο α λ γ ε β ρ ε κ έ ς  δ ομ έ ς  Α χαμ Β του " ί δ ε ο υ  τύπου" κα λού ντα ν  εσ όμορφες  , 

αν  υπ ά ρ χε ε  1 - 1  καε ε π ί  α π εεκόνεσ η  από το σ ύ νο λο  Α στο  Β , η ο π ο ία  δ ε α τ η ρ ε ί  

τ ε ς  π ρ ά ξε ες  τ ο υ ς  ( εσομορφεσμός)  . Έ τ σ ε  η 'Αλγεβρα θ ε ω ρ ε ί τ α ε  ως η μ έ λ ε τ η  ε κ ε ί -  

νων των εδεοτητων των αλγεβρεκών δομών οε  ο π ο ί ε ς  π α ρα μένου ν  α ν α λ λ ο ί ω τ ε ς  υ π ε -  

ράνω των εσομορφεσμών ( τ έ τ ο ε ε ς  ε δ ε ό τ η τ ε ς  καλούνταν  α λ γ ε β ρ ε κ έ ς )  . Από α λ γ ε -  

βρεκη σκοπεά οε εσόμορφες α λ γ ε β ρ ε κ έ ς  δ ο μ έ ς  μπορούν  να  θεωρηθούν ί σ ε ς  η ί δ ε ε ς  , 

αφού το μόνο στο  ο π ο ί ο  δεα φ έρου ν  ε ε ν α ε  η φύση των σ τ ο ε χ ε ί ω ν  τ ο υ ς  . Στην π ε ρ ί ­

πτωση αυτή χ ρ η σ ε μ ο π ο ε ε ε τ α ε  η φράση " α υ τ ές  ε ε ν α ε  ί σ ε ς  κατά π ρ οσ έ γγ εσ η  ε σ ο μ ο ρ φ ε -  

σμού" .

Ε ξ α ε ρ ε τ ε χ ό  ε ν δ εα φ έ ρ ο ν  π αρου σ εά ζουν  οε  α λ γ ε β ρ ε κ έ ς  δ ο μ έ ς  των ο π ο ίω ν  τα σ τ ο ε -  

χ ε ί α  , σε σ χέση  με τ ε ς  π ρ ά ξ ε ε ς  ,  ε χ α ν ο π ο ε ο ΰ ν  ο ρ ε σ μ έ ν ε ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  ( π . χ .  μ ο ν ο -  

εεδη , ομάδες  , δ α κ τ ύ λ εο ε  , σώματα , R-μ ό δ ο υ λ α  χ . λ . π . )  . Οε δ ο μ έ ς  α υ τ έ ς  εμφα­

ν ί ζ ο ν τ α ν  συ χνά  στην πράξη καε έ π α εξα ν  βασεκό ρόλο σ τ η ν  α νά πτυ ξη  τ η ς  Μαθηματε-  

κης Επεστημης .

Εδώ θα α να π τύ ξου μ ε  τα βασεκότερα  θέματα  τη ς  θ ε ω ρ ία ς  μ ο ν ο ε ε δ ώ ν  , ομάδων , 

δακτυλίων καε σωμάτων , σύμφωνα με  την  ύλη που π ε ρ ε έ χ ε ε  το πρόγραμμα σπουδών  

του Μαθηματεχού Τμήματος του Πανεπεστημεου Ιω α νν ίν ω ν  γ ε α  το μόνο  υποχρεω τεκό  

χαε εεσαγωγεκό ε ξ α μ η ν ε α ί ο  μάθημα σ τ ε ς  α λ γ ε β ρ ε κ έ ς  δ ο μ έ ς  . Ακολουθώντας το πρό­

γραμμα σπουδών , προσπαθήσαμε να εφ οδεάσουμε  τ ο υ ς  φ ο ε τ η τ έ ς  μ ’ ένα  ε π α ρ κ έ ς  ποσό  

αποτελεσματεκών γνώσεων πάνω σ την  ύλη αυτή γ ε α  τ ε ς  δ ο μ έ ς  , π α ρ ’ όλο ό τ ε  υπάρ­

χ ο υ ν  δεάφ ορες  α πόψ εες  γ εα  το πόσο μ π ο ρ ε ί  κ α ν ε ί ς  να προχωρόσεε  σ τη ν  ανά πτυξη  

των αλγεβρεκών θεωρεών σ ’ ένα  τ έ τ ο ι ο  δ ι δ α κ τ ι κ ό  β ι β λ ί ο  . Π εστεΰουμε  ό τ ε  κάθε  

περαετέρω συντόμευση η θα π α ρ έ λ ε ε π ε  πολλά , με α π ο τ έ λ ε σ μ α  επ εφ α νε εα κ η  μόνο  

γνώση του α ν τ ε χ ε ε μ έ ν ο υ  , η θα ε ί χ ε  μεα π υκνότητα  καε ψυχρότη τα  σ το  ύφος  , 

πράγμα που απωθεί  τ ο ν  αρχάρεο  φοετητη καε κ ά ν ε ι  το α ν τ ε κ ε ε μ ε ν ο  π ρ ο σ ε τ ό  μόνο  

σε λ ί γ ο υ ς  .

Εεναε γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ε  οε  α φηρημένες  έ ν ν ο ε ε ς  π ροκύπ του ν  ό λ ε ς  από  τ η ν  ανάλυση



σ α μ ε  ν α  ε ξ η γ ή σ ο υ ν ε  τ μ ς  δ μ ά φ ο ρ ε ς  έ ν ν ο μ ε ς  καμ τ α  α ν τ μ κ ε μ μ ε ν μ κ ά  κ ί ν η τ ρ ά  τ ο υ ς  , 

π α ρ α θ έ τ ο ν τ α ς  μ ε τ ά  απ<5 κ ά θ ε  ν έ ο  ό ρ ο  ό σο  τ ο  δ υ ν α τ ό  π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ α  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α  

κ α μ  π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς  .

Στο κεφάλαμο 0 γένεταμ μμα αναδρομή σε βασμκές έννομες που θα χρεμαστούν 
στα επόμενα και, δένουμε μδμαέτερη έμφαση στην έννομα της σχέσης μσοδυναμίας , 

έννομα κεντρμκής σημασίας γμα τα Μαθηματμκά .

Στο κεφάλαμο I  παρουσιάζονται, τα βασμκά από τη θεωρία των μονοεμδών .
Τα μονοεμδή είναμ η απλούστερη μορφή αλγεβρμκής δομής που μελετάμε καμ αποτε­
λούν ένα εμσαγωγμχό βήμα γμα την πληρέστερη κατανόηση των ομάδων . Η μεγάλη 
σημασία τους όμως δμαπμστώθηκε τα τελευταία  χρόνμα με την ανάπτυξη της Πληρο­
φορικής καμ αποτέλεσε τη βάση γμα την αλγεβρμκή θεμελίωση της Θεωρητικής 
Πληροφορικής . Γμα το σκοπό αυτό ολόκληρη η §5 είναι, αφιερωμένη στμς εφαρ­
μογές των μονοεμδών στμς Γλώσσες και, στα Αυτόματα .

Χωρίς να επμχεμρεέταμ αξμολόγηση μαθηματμκών εννομών , πμστεύουμε ότμ τα 
μονοεμδή καμ ομ ομάδες είναμ από τμς σημαντμκότερες μαθηματμκές έννομες . Σε 
πολλούς αλγεβρμστές έχεμ ωρμμάσευ πλεόν η μδέα ότμ τα μονοεμδή καμ ομ εφαρμο­
γ έ ς  τους μπορεί καμ πρέπεμ να αποτελόσουν ξεχωρμστό μάθημα σε κάθε καλό καμ 
σύγχρονο πρόγραμμα αλγεβρμκών μαθημάτων .

«
Στο χεφάλαμο I I  μελετάμε τμς ομάδες . Η θεωρία των ομάδων αναπτύχθηκε τα 

τελ ευ τα ί 150 χρόνμα. παρ'όλο ότμ παραδείγματα ομάδων συναντά κα νείς  από την 
εποχή της αρχμκής μελέτης των μαθηματμκών .

Από τη σκοπμά της θεωρίας ομάδων :
Ομ δμάφορες Γεωμετρίες μπορούν να θεωρηθούν ως η μελέτη εκείνων των μδμο- 

τήτων που παραμένου αναλοίωτες υπεράνω των μετασχηματμσμών που είναμ στομχεία 
κατάλληλων ομάδων . Η ταξμνόμηση αυτή προτάθηκε από τον F e lix  K lein  ( 18*+9- 
1925) στο ονομαζόμενο "πρόγραμμα του E rlangen" ( π .χ .  η Ευκλείδεμα Γεωμετρία 
περμγράφεταμ από την ομάδα των μσομετρμων) .



Η ταξινόμηση  των δ ια φορικώ ν εξ ισώσεων μέσω της  θε ω ρία ς  ομάδων ε ί ν α ι  δ υ ­

νατή και  προσφ έρε ι  ν έ ε ς  μ ε θ ό δ ο υ ς  λύσεων , όπως έ δ ε ι ξ ε  ο S.  L i e  ( 1 8 4 2 - 1 8 9 9 )  .

Η θεωρία  ομάδων έ χ ε ι  εφαρμογές  και  σε  ά λ λ ο υ ς  κλάδους  Επιστημών ε κ τ ό ς  

των Μαθηματικών . Ε ν δ ε ι κ τ ι κ ά  α ναφέρουμε  ό τ ι  στη Φυσική κ α ι  Χημεία  έχ ο υ μ ε  

εφαρμογές σε προβλήματα α τ ο μ ικ ή ς  κα ι  μ ο ρ ια κ ή ς  δομής . Για  π α ρά δ ειγ μ α  , ο ι  

ομάδες L o r e n t z  π α ί ζ ο υ ν  βασικό  ρόλο  στη θεωρία  σ χ ε τ ι κ ό τ η τ α ς  ,  ενώ στη ν  

κρυσταλλογραφία  έχ ου μ ε  ό λ ε ς  τ ι ς  π ι θ α ν έ ς  μορφ ές  κρυστόίλλων δ ι α  μ έσ ου  των ομά­

δων σ υ μ μ ε τ ρ ία ς  .

Στο κεφάλαιο  I I I  παρουσιάζονται  ο ι  δ α κ τ ύ λ ι ο ι  κ α ι  τα σώματα . Βασική έ ν ­

ν ο ι α  στη θεω ρία  δακτυλίων ε ί ν α ι  αυτή του  ιδ ε ώ δ ο υ ς  , που προέκυψε κατά τη 

θεμελίωση τη ς  α λ γ ε β ρ ι κ ή ς  θε ω ρία ς  αριθμών . Με τα ιδεώδη ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι  η δομή  

των δακτυλίων . Απ’ την άλλη μ ε ρ ι ά  , η θεωρία  σωμάτων προέκυψε από τη ν  ανάγκη  

επ ιλυσεω ς εξ ισώσεων . Στη δ ι ε ρ ε υ ν η σ η  τ η ς  ύ παρξης  κ α ι  υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ  των λύσεων  

εξισώσεως υ π ά ρ χ ε ι  σ τεν ή  αλλη λεπ ίδρασ η  μ ε τ α ξ ύ  των θεωριών σωμάτων κ α ι  ομάδων , 

γνωστή ως θεω ρία  G a l o i s  ( Ε . G a l o i s  ( 1 8 1 1 - 1 8 3 2 ) )  . Η θ ε ω ρ ία  δ α κ τ υ λ ίω ν  κ α ι  σω­

μάτων έ χ ε ι  π ο λ λ έ ς  εφ αμρογές  και  σ ’ά λ λ ο υ ς  κλάδους των Μαθηματικών .

Κάθε κ εφ ά λα ιο  χ ω ρ ί ζ ε τ α ι  σε  παραγράφους . Για  τα θεωρήματα ,  π ρ ο τ ά σ ε ι ς  ,  

πορίσματα κα ι  τ ι ς  σ χ έ σ ε ι ς  η αρίθμηση ε ί ν α ι  ε ν ι α ί α  γ ι α  κάθε κ ε φ ά λ α ιο  , ενώ η 

αρίθμηση των παραδειγμάτων ε ί ν α ι  ε ν ι α ί α  σ ε  κάθε κ εφ ά λ α ιο  .

Στην αρχή του β ι β λ ί ο υ  υ π ά ρ χ ε ι  α ν α λ υ τ ι κ ό ς  π ί ν α κ α ς  των π ε ρ ι ε χ ο μ έ ν ω ν  κα ι  

σ τ ι ς  τ ε λ ε υ τ α ί ε ς  σ ε λ ί δ ε ς  του  υ π ά ρ χ ε ι  ε υ ρ ε τ ή ρ ι ο  όρων , π ί ν α κ α ς  συμβόλων κ α ι  

β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α  , την ο π ο ία  μ π ο ρ ε ί  ο αναγνώστης να χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή σ ε ι  γ ι α  π ερ α ιτέρ ω  

μ ελέτη  των α λγε β ρ ικ ώ ν  δομών .

Προσπαθήσαμε ο ι  α τ έ λ ε ι ε ς  του  συγγράμ μα τος  α υτ ού  ν α  π ε ρ ι ο ρ ι σ τ ο ύ ν  στο ε λ ά ­

χ ι σ τ ο  ' γ ι ’αυτό  , παρακαλούμε τ ο υ ς  α ν α γν ώ σ τ ες  ο ι  ο π ο ί ο ι  θα α ν τ ι λ η φ θ ο ύ ν  τ υ χ ό ν  

α τ έ λ ε ι ε ς  , π α ρ α λ ε ί ψ ε ι ς  ό σφάλματα ν α  μας τα υ π ο δ ε ί ξ ο υ ν  ώστε να  τα λά βουμε  

υπόψη .

Τ έ λ ο ς  ,  ε υ χ α ρ ισ τ ο ύ μ ε  θ ε ρ μ ά  τ η  γ ρ α μ μ α τ έ α  τ ο υ  Τ ο μ έα  Ά λ γ ε β ρ α ς  κ α ι  Γ ε ω μ ε -



τ ρ υ α ε  x .  Α θ η ν α υ δ α Δ ο ϋ β λ η  γ υ α  τ η ν  ε π ι μ ε λ η μ έ ν η  δ α κ τ υ λ ο γ ρ ά φ η σ η  τ ο υ  κ ε ι μ έ ν ο υ

Α.ΦΥΡΑΡΙΔΗΣ -  Κ.ΗΕΗΗΣ

Ιωάννυνα 1990
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  Ο

Ε Ι Χ Α  Γ Ω Γ Η

§ 1 . Σ ύ νο λ α .

Η τό σ ο  β α σ ι κ ή  έ . ν ν ο ι α ' τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  έ γ ι ν ε  σ ή μ ε ρ α  π α ρ α δ ε κ τ ή  σ α ν  μ ι α  α π ό  τ ι ς

π ιο  θ ε μ ε λ ι α κ έ ς  κ α ι  χ ρ ή σ ι μ ε ς  έ ν ν ο ι ε ς  σ τ α  Μ α θ η μ α τ ικ ά  . Δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ε  Μ α θ η μ α τ ι κ ό ς  

ο ρ ισ μ ό ς  τ η ς  έ ν ν ο ε α ς  σ ύ ν ο λ ο  ,  α φ ο ύ  α υ τή ' κ α θ α υ τ ή  η έ ν ν ο ι α  ε ί ν α ι  π ρ ω τ α ρ χ ι κ ή  . 

Δ ι α ι σ θ η τ ι κ ά  :

έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ λ λ ο γ ή  α ν τ ι κ ε ι μ έ ν ω ν  * τ α  α ν τ ι κ ε ί μ ε ν α  α υ τ ά  κ α λ ο ύ ν τ α ι  

σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  .

Γ ρά φο υμ ε

χ ex , χ 0Χ
γ ι α  ν α  δ η λ ώ σ ο υ μ ε  ό τ ι  τ ο  χ  ε ί ν α ι  ή  ό ε ν  ε ί ν α ι  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  X .

Θα θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι  ο α ν α γ ν ώ σ τ η ς  γ ν ω ρ ί ζ ε ι  τ ι ς  β α σ ι κ έ ς  έ ν ν ο ε ε ς  α π ό  τ η  θ ε ω ­

ρ ία  σ υ ν ό λ ω ν  , ό π ω ς  τ η ς  έ ν ω σ η ς  ,  δ ι α χ ω ρ ί σ ι μ η ς  έ ν ω σ η ς  ,  δ ι α φ ο ρ ά ς  , δ υ ν α μ ο σ υ ν ό ­

λο υ  ,  ε σ χ ΰ ς  σ υ ν ό λ ο υ  . π . λ . π .

Θα τ ο ν ί σ ο υ μ ε  ό μω ς  ,  ό τ ι  ο α ν ε π ί σ η μ ο ς  τ ρ ό π ο ς  μ ε  τ ο ν  ο π ο ί ο  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε  

σ τ α  μ α θ η μ α τ ι κ ά  τ ι ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  ,  σ υ χ ν ά  σ η μ α ί ν ε ι  ό τ ι  γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε  κ α λ ά  

κ ά π ο ια  η τ α  π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ α  χ ρ ή σ ιμ α  α ξ ι ώ μ α τ α  τ η ς  θ ε ω ρ ί α ς  σ υ ν ό λ ω ν  , χ ω ρ ί ς  α ν α γ κ α ­

σ τ ι κ ά  ν α  έ χ ο υ μ ε  δ ε ι  ή μ ε λ ε τ ή σ ε ι  τ α  σ ύ ν ο λ α  σ α ν  μ ι α  α ξ ι ω μ α τ ι κ ή  θ ε μ ε λ ι ω μ έ ν η  θ ε ω ­

ρ ί α  .



Μια αξιωματική θεμελίωση τηε θεωρίαε Συνόλων ε ίν α ι  χρήσιμη γ ια  να α να ι­
ρέσουμε ορισμένα παράδοξα που εμφανίζονταν καν φέρουν δυσκολίες σε μ ια  μόνο , 
από τη διαίσθηση προερχόμενη , θεώρηση του α ντικε ιμ ένου  .

Θα υπενθυμίσουμε ό τ ι  ένα παράδοξο (α ντ ινο μ ία ) απαντάται σ ’ένα αξιωματικό 
σύστημα , όταν και τα δυο , ένα δεδομένο καν η άρνηση του , συμπεραίνονται 
από τα αξιώματα .

Στη σ υνέχεια  , θα παρουσιάσουμε τη βασική α ντινομ ία  που έχανε την αξιω­
ματική θεμελίωση των συνόλων αναγκαία και σύντομα την άρση τηε σε δυο ενδ ια - 

φέρουσεε τ έ τ ο ιε ς  θεμελ ιώ σεις ·
0 Georg Cantor , πρώτοε to  1870 , ανέπτυξε μ ια  θεωρία συνόλων όχ ι όμωε 

πάνω σε αξιω ματικές βάσεις · Στη συνέχεια  , ο G.Frege , σ τ ις  αρχές του αιώνα 
μαε , στην προσπάθεια μ ια ς αξιωματικής θεμελίωσης , δέχθηκε τα εξηε αξιώματα:

1 . Δύο σύνολα ε ίν α ι  όσα α ν-ν  έχουν τα έδυα σ το ιχ ε ία  , τυπικά
(VA)(Vfe)(((Vx)(xeA <*^χβΒ)) -*Α = Β ) .

2. Για κάθε ιδ ιό τη τα  π υπάρχει ένα σύνολο
A = (χ  /  π (κ )} ,

δηλαδή to  Α ε ίν α ι  το σύνολο όλων των αντικειμένω ν χ  , γ ια  καθένα των οποίων 
το π (χ )  γ ίν ε τ α ι  μ ια  αληθήε πρόταση .

Σημειώνουμε ό τ ι  η αλήθευα ή το ψεύδοε μυαε πρότασηε γύνεταυ μέσα σε ορ ι­
σμένα πλαίσ ια  χο ινήξ παραδοχήε , όπου μ ια  πρόταση α ξ ιο λ ο γε ίτα ι σαν αληθήε ή 
ψευδήε χ α τ ’αποκλειστικό  τρόπο , χωρίς δηλ. να μπορεί να αξιολογηθεί ταυτό­
χρονα σαν αληθήδ και ψευδήε · Η αποδοχή όμωε του 2ου αξιώματοε μαε επ ιφ έρει 
την ocvrrtvouia (παράδοξο) του R ussel .

0 B ertrand  R ussel , το 1902 , με παράδειγμα α πέδειξε ό τ ι :
Το σύνολο όλων των συνόλων δεν  έ χ ε ι  σαν σ τ ο ιχ ε ίο  τον εαυτό του . 

Πραγματικά , το δεδομένο χ0χ , δεν ε ίν α ι  παράλογο , αφού πολλά σύνολα το ικα­
νοποιούν ( π .χ .  το σύνολο όλων των βιβλίων δεν ε ίν α ι  β ιβ λ ίο ) .

Αν π (χ ) ε ίν α ι  η ιδ ιό τη τα  xibc , τότε από το 2ο αξίωμα μπορούμε να σχη­
ματίσουμε το σύνολο

Β = { χ / χ β χ >



απ ο π ο ύ  σ υ μ π ε ρ α ί ν ο υ μ ε

Β0Β ■*=> ΒΘΒ .

Ε κ ε ί ν ο  πο υ  σ φ ά λ λ ε ι  εδώ  ε ί ν α ι  η π α ρ α δ ο χ ή  ό τ ι  το  Β ε ί ν α ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  .

Γ ια  ν α  α π ο φ υ γ ο υ ν  α ν τ ι ν ο μ ί ε ς  ,  ο ν  E .Z e r m e lo  κ α ι  A . F r a n k e l  ,  τ ο  1 9 2 0  π α ­

ρ ο υ σ ί α σ α ν  μ ι α  α ξ ι ω μ α τ ι κ ή  θ ε ω ρ ί α  σ υ ν ό λ ω ν  γ ν ω σ τ ή  σ α ν  ( Z F )  σ ύ ν ο λ ο - θ ε ω ρ ό α  π ο υ  

γ ε ν ι κ ά  ε ί ν α ι  π α ρ α δ ε κ τ ή  σ α ν  θ ε μ ε λ ί ω σ η  τ ω ν  μ α θ η μ α τ ι κ ώ ν  .

Το α ξ ι ω μ α τ ι κ ό  σ χ ή μ α  κ α τ α σ κ ε υ ή ς  υ π ο σ υ ν ό λ ω ν  τ η ς  ( Z F )  σ υ ν ο λ ο θ ε ω ρ ό α  μ α ς  

λ έ ε ι ,  ό τ ι  :

Γ ια  κάδε σύνολο Α και κάδε ιδ ιό τη τα  π  , υπάρχει έ ν α  σύνολο Β έ τ σ ι

ώστε χ  ΘΒ α ν - ν  χ  ΘΑ και έ χ ε ι  την ιδ ιό τ η τ α  π  .

Α υτό  π ε ρ ι ο ρ ί ζ ε ι  τ ο ν  τ ρ ό π ο  μ ε  τ ο ν  ο π ο ί ο  μ ι α  ι δ ι ό τ η τ α  μ π ο ρ ε ί  ν α  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ε ί
#

γ ι α  ν α  σ χ η μ α τ ί σ ο υ μ ε  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  κ α ι  έ τ σ ι  τ ο  π α ρ ά δ ο ξ ο  τ ο υ  R u s s e l  α π ο φ ε ύ γ ε τ α ι  

Έ δ ω  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ χ η μ α τ ί σ ο υ μ ε  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  

Β = { χ Θ Α  / χ  0 χ }

Γ ια  ν α  δ ι α π ι σ τ ώ σ ο υ μ ε  μ ι α  α ν τ ι ν ο μ ί α  π ο υ  ν α  ε μ π λ έ κ ε ι  τ α  δ ε δ ο μ έ ν α  Β β Β  κ α ι  

Β 0 Β  ,  ο φ ε ί λ ο υ μ ε  ν α  γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε  α ν  Β Θ Α  . Το Β β Β  ε ί ν α ι  α δ ύ ν α τ ο  ,  έ τ σ ι  

Β 0  Β κ α ι  τ ό τ ε  Β 0 Α  . Α υτό  δ ε  μ α ς  ο δ η γ ε ί  σ ε  α ν τ ι ν ο μ ί α  α λ λ ά  α ν τ ί θ ε τ α  α π ο δ ε ι -  

κ ν ύ ε ι  ό τ ι  γ ι α  κ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο  Α υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  Β μ ε  Β Α 

Έ τ σ ι  ,  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  το  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  . Τα ά λ λ α  α ξ ι ώ μ α τ α  μ α ς  ε γ γ υ -  

ώ ν τ α ι  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  τ ο υ  κ ε ν ο ύ  σ υ ν ό λ ο υ  , τ ο υ  δ υ ν α μ ο σ υ ν ό λ ο υ  κ . λ . π .  κ α ι  τ η ν  κ α τ α ­

σ κ ε υ ή  ν έ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  α π ό  γ ν ω σ τ ά  σ ύ ν ο λ α  ,  έ ν ω σ η  , το μ ή  κ . λ . π .

Μ ια  ά λ λ η  α ξ ι ω μ α τ ι κ ή  θ ε μ ε λ ί ω σ η  ε ί ν α ι  α υ τ ή  τ ω ν  G o d e l - B e r n a y s - V o n - N e u m a n n  

π ο υ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι  σ τ η  θ ε ω ρ ί α  κ α τ η γ ο ρ ι ώ ν  .

Σ ’ α υ τ ή ν  , η π ρ ω τ α ρ χ ι κ ή  έ ν ν ο ι α  ε ί ν α ι  τ η ς  κ λ ά σ η ς  " c l a s s "  .

Έ τ σ ι  ,  μ ι α  κ λ ά σ η  Α ε ί ν α ι  σ ύ ν ο λ ο  α ν - ν  υ π ά ρ χ ε ι  κ λ ά σ η  Β έ τ σ ι  ώ σ τ ε  

Α 6  Β .

Εδώ μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ χ η μ α τ ί σ ο υ μ ε  τ η ν  κ λ ά σ η  ό λ ω ν  τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  η τ η ν  κ λ ά σ η  ό λ ω ν  

τ ω ν  ο μ ά δ ω ν  .

Μ* α υ τ ό  τ ο ν  τ ρ ό π ο  α π ο φ ε ύ γ ο ν τ α ι  δ υ σ κ ο λ ί ε ς  ο ι  ο π ο ί ε ς  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά  ε ί ν α ι  σ ύ ν  

δ ρ ό μ ε ς  μ ε  τ ο  '" σ ύνολο  όλω ν τω ν συνόλω ν"
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§2 . Καρτεσιανό γ ινόμ ενο  συνόλων . Σ χέσ ε ις .

θεωρούμε δυο μη-κενά σύνολα Α και Β . Από τα σ το ιχ ε ία  αθΑ και β βΒ 
δημιουργούμε νέα σ τ ο ιχ ε ία  (α ,β )  . Τα νέα αυτά σ το ιχ ε ία  τα ονομάζουμε δ ια τε ­
ταγμένα ζεύγη αν ισ χ ύ ε ι

(α ,β )  = ( α ' , β ' )  ^=^α = α '  και β = β '·
Καλούμε Μαρτεσιανό γ ινόμ ενο  των συνόλων Α,Β κα ι το συμβολίζομε ΑχΒ το σύ­
νολο όλων των διατετεγμένω ν ζευγών (α ,β )  όπου α θΑ  και βθΒ , δηλαδη

Α * Β = { (α ,β )  /α β Α  , β θ Β  } .

Αν έχουμε τα σύνολα Α^,Α2 , . . . , Α η μπορούμε τότε να γενικευσουμε την 
έννο ια  του διατεταγμένου ζεύγους θεωρώντας την δ ιατεταγμένη  n-άδα που κα-· 
τασκευάζεται ως έξης :
Από τα σ το ιχ ε ία  α . e  A. i = l , 2 , . . . ,η  δημιουργούμε νέα σ τσ ιχετ ίά ϊα ,,. . .  ,α„ ) 
τα οποία αποκαλούμε δ ια τετα γμ ένες  n-α δες  αν ισ χύ ε ι

(α , . . .  ,α  ) = (α ί , . . .  ,α ')  *«=*> α. = α ' i  = 1 , 2 , . . .  ,η  .X Τ\ * I) 1 1
Ονομάζομε καρτεσιανό γινόμ ενο  των συνόλων Α ^ ,. . . ,Α η και το συμβολίζουμε:
Α * ...χ Α „  το σύνολο όλων των διατεταγμένων η-άδων ( α . , , . . . , α  ) όπου ά ·  β . ? ι  η 1 η ι  ;
1 = 1 , 2 , . . . , ή , δηλαδη *

A- χ · .  * *Α -  {(ci- ,  · '  * , α_ ) /  α . 6Α. , 1 = 1 , 2 , . * . , η )  «A t li X XI X X
Αν ένα τουλάχιστον από τα σύνολα Α ^ ,. , . ,Α ^  ε ίν α ι  το κενό σύνολο , 

τότε  ορίζουμε σαν καρτεσιανό γινόμενο αυτών το κενό σύνολο . [
ι ί

Ας ε ίν α ι  Α και Β δύο σύνολα . Κάθε υποσύνολο R του καρτεσιανού γ ιν ο —b 
μένου A*B- κ α λ ε ίτα ι δ ιμ ελή ς σχέση στο σύνολο Α*Β ύ διμελης σχέση μετά-·ρ 
ξύ των συνόλων Α και Β . |

Αν Α=Β , μια διμελός σχέση στο Α*Α η όπως συνήθως λέμε στο Α δεν Κ 
ε ίν α ι  παρά ένα υποσύνολο R του καρτεσιανού γινομένου Α*Α .

>
Συμφωνούμε να γράφουμε aR  b γ ια  να δηλώσουμε ό τ ι  το ζεύγος (a ,b )eR  ί
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Γ ε ν ι κ ό τ ε ρ α  ,  μ ι α  η - μ ε λ ή ς  σ χ έ σ η  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν  Α ^ , . . . , Α η  ,  ε ί ν α ι  έ ν α  

υ π ο σ ύ ν ο λ ο  R τ ο υ  κ α ρ τ ε σ ι α ν ο ύ  γ ι ν ο μ έ ν ο υ  Α^χ . . .  xAr

Μ ια  δ ι μ ε λ ή ς  σ χ έ σ η  R σ τ ο  σ ό ν ο λ ο  Α κ α λ ε ί τ α ι  :

i )  Α ν α κ λ α σ τ ικ ή  ( r e f l e x i v e ) :  Αν Va8A ι σ χ ύ ε ι  a  R a

i i )  Σ υ μ μ ε τ ρ ικ ή  ( s y m m e t r i c ) :  Αν a  R b  ==> b R a

i i i )  Α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ή  ( a n t i - s y m m e t r i c ) :  Αν a  R b  κ α ι  b  R a  a  = b

i v )  Μ ε τ α β α τ ικ ή  ( t r a n s i t i v e ) :  Av ' - a R b  κ α ι  a b  R c  = Φ  a  R c

§3 . Α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς .

Μ ια  α π ε ι κ ό ν ι σ η  ε ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  A σ ’ έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  Β ,  , ε ί ν α ι  έ ν α ς  μ η χ α ν ι σ μ ό ς  

f  ,  π ο υ  σ ε  κ ά θ ε  σ τ ο ι χ ε ί ο  α  τ ο υ  Α α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  έ ν α  μ ο ν α δ ικ ό  σ τ ο ι χ ε ί ο  b  

τ ο υ  Β ' τ ο  b  κ α λ ε ί τ α ι  ε ι κ ό ν α  τ ο υ  Α μ έ σ ω  τ η ς  f  .

Το Α ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  σ ΰ ν ο λ ο  αφ ετηρίας τ η ς  f  ενώ τ ο  Β σ ύ ν ο λ ο  ά φ ιξη ς  

τ η ς  f  .

Σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε

f  : Α - > Β  η' Α ^ ” Β

μ ι α  α π ε ι κ ό ν ι σ η  α π ό  τ ο  Α σ τ ο  Β ,  ε ν ώ  γ ι α  ν α  δ ε ί ξ ω μ ε  ό τ ι  η α π ε ι κ ό ν ι σ η  

f  : Α-*·Β σ τ έ λ ν ε ι  τ ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  α τ ο υ  Α σ τ ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  b  τ ο υ  Β γ ρ ά φ ο υ μ ε

b = f ( a )  ή a * - ^ - f ( a )

Ισότητα απεικ ονίσ εω ν .  Δυο α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς

f  ,  g  : Α— >· Β 

ε ί ν α ι  ί σ ε ς  ,  α ν - ν

f (a) = g ( a )   ̂ Va6A



Γ ^ Α  , Δ ^ Β  «at f ( c )  = g (c )  Veer

Η α π ε υ κ ό ν ο σ η  g  : Γ— »- Δ κ α λ ε υ τ ο υ  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  τ η ς  α π ε ι κ ό ν ι σ η ς

f  :  A—»·Β ή  ι σ ο δ ύ ν α μ α  η  f  κ α λ ε ί τ α ι  ε π έ κ τ α σ η  τ η ς  g  » ι σ χ ύ ε ι

Παρατήρηση .
Mta απεικόνιση  f  : A—>·Β δεν ε ίν α ι  παρά μια σχέση f  μεταξύ των συν 

όλων A και Β τέτο ια  ώστε

i )  VaeA , a fb  γ ια  κάποιο b 6 B  .

i i )  Αν a fb  x a t a f b ' ^ ^ b s b '  .

Σύνθεση απεικονίσεω ν . 

Θεωρούμε τ ι ς  α π εικ ο ν ίσ εις

Η σύνθεση των απεικονίσεων f  x a t g

g ο f  : A— ►C 

που ο ρ ίζ ετα ι ως εξής :

(g o  f ) ( a )  = g ( f ( a ) )  , V aeA  .

Ένα διάγραμμα από α π εικ ο ν ίσ εις
fA ■■ ■ —> Β

\ Λ/ *C
λ έγ ετα ι α ν τιμ ετα θ ετιχ ό  όταν g ® f  = h 

Όμοια το διάγραμμα

-►ΒI 1 ■C ---------->  D

ε ίν α ι  α ντ ιμ ετα θετιχό  αν g © f = k « h

ευv a t y ta  απεικόνιση



Τώρα , α ν  h : C — Η )  ε ί ν α ι  μ ι α  τ ρ ί τ η  α π ε ι κ ό ν ι σ η  ε ί ν α ι  ε ύ κ ο λ ο  ν α  α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε  

ό τ ι  "

h ο ( g  ο  f )  = ( h  ο g )  ο f

δ η λ α δ ή  , η σ ύ ν θ ε σ η  α π ε ι κ ο ν ί σ ε ω ν  έ χ ε ι  τ η ν  προσεταιρίστική  ιδ ιότη τα  . 

Δ ια γ ρ α μ μ α τ ικ ά  γ ι α  τ η ν  π ρ ο σ ε τ α ι ρ ί σ τ ι κ ή  ι δ ι ό τ η τ α  έ χ ο υ μ ε

f

Ας ε ί ν α ι  τώ ρ α  f  : A — Μ  μ ι α  α π ε ι κ ό ν ι σ η  .

Αν Χ ° Α  ,  ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  ε ικ ό ν α  τ ο υ  X μ έσ ω  τ η ε  

το  σ ύ ν ο λ ο

h c ( g « f ) = ( h . g ) o f

f  -  σ υ μ β ο λ ι σ μ ό ς f ( X ) -

f ( X )  = {b e Β / b = f ( a ) γ ι α  κ ά π ο ιο  a  ΘΧ } = { f ( a ) / a 6 X }

Έτσι , κάθε απεικόνιση 

> ( A ) ------* * ( Β )

f  : A — ►Β ο ρ ί ζ ε ι  μ ι α  α π ε ι κ ό ν ι σ η

Xi----- k f ( x )

( £ ( A )  σ υ μ β ο λ ί ζ ε ι  το  δ υ ν α μ ο σ υ υ ο λ ο  τ ο υ  A ) .
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Η παραπάνω απεεχόνεση έχεε τεε  επο'μενεε εδεότητεε :
Γεα xi;x2 0Ϊ»(Α) εσχύουν :

i ) X lC X 2 = ^ f ( X 2) S f ( x 2)

i i ) f ( X AUX2) = f ( x 1 ) u f ( x 2)

i i i ) f(x]nx2) c f ( X 1 ) H f ( X 2)

'iii

\

Αν Υ ίίΒ  ονομάζουμε αντίστροφη ε ικόνα  του Υ μέσω τηε f  -συμβολεσμός; 
f  ^(Υ) -το  σύνολο |

f _1(Y) ={αθΑ/ f ( a )  ΘΥ }

f

Η f  χ α ι εδώ ο ρ ίζ ε ι  μεα απεεκάνεση

> (Β )-----> > ( Α )  , Υι — ► f _1(Y)
4

Π οποία δεατηρεί τα σύμβολα £  ; f \ / Ό  , δηλαδή γεα Υ^,Υ2 ® εσχύουν

i )  Υ1 ^ Υ2 “ Φ

i i )  f “1(Yj,U Y2) = f ' 1(Y1) U f ' 1(Y2)

i i i )  f"1(Y1n γ2) = f “1(Y1) n f " 1(Y2) .

f  g
Τέλος , γεα απεεχονίσεες A—► B —► C χαε γεα X£A , YS=B έχουμε :

i )  (g ° f ) (X )  —g (f(X ))

i i )  (g  » f)"^ (Y ) = f~ 1(g~1(Y)) .

Ψ:4?
V!

5
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Είδη απεικονίσεω ν .
I  Μ ια α π ε ι κ ό ν ι σ η  f  : A— >  B ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  ένα  προς ένα  (1-1) η ένεση  

( i n j e c t i v e )  α ν  γ ι α  κ ά θ ε  α^,α^Θ Α

α1 ^ α2 =Φ f (α^> ^ f(«2^ *

Ι σ ο δ ύ ν α μ α  , η f  : A— Β ε ί ν α ι  1 - 1  , α ν - ν  γ ι α  κ ά θ ε  α ι » ® 2 ^  . 

f ia ^ ^ )  = f ( a 2 ) = 5> α1 = α 2 .

8 Η α π ε ι κ ό ν ι σ η  f  : Α -----*-Β ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  επ ί η έφεση ( s u r j e c t i o n )  α ν —ν

f (A) = Β .

Μ’ ά λ λ α  λ ό γ ι α  ,  η f  : A — ► Β ε ί ν α ι  επ ί α ν - ν  γ ι α  κ ά θ ε  b6B  ,  b = f ( a )  

γ ι α  κ ά π ο ιο  α6Α .

I  Μ ια α π ε ι κ ό ν ι σ η  f  : A— ► Β ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  ένα  προς ένα  και επ ί ή αμφίεση  

( b i j e c t i v e )  ό τ α ν  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  ε ί ν α ι  1 - 1  κ α ι  ε π ί  .

Γ ια  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  ,  η τ α υ τ ο τ ι κ η  α π ε ι κ ό ν ι σ η

Ι Α : A— #·Α ,  Ι Α( α ) = α  ,  Ϋ α Θ Α

ε ί ν α ι  1 - 1  κ α ι  ε π ί  .
f  g

Ε ύκο λα  α π ο δ ε ι κ ν υ ε τ α ι  ό τ ι  γ ι α  α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς  A— >  Β — C έ χ ο υ μ ε  :

i ) Av Ol ε ί ν α ι 1 - 1  α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς  τ ό τ ε η g  ° f ε ί ν α ι  1 - 1  .

i i ) Av 01 f » g ε ί ν α ι ε π ί  α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς  τ ό τ ε η g  ο f ε ί ν α ι  ε π ί  .

i i i ) Av1 n g ° f ε ί ν α ι 1 - 1  α π ε ι κ ό ν ι σ η  τ ό τ ε η f  ε ί ν α ι  1 - 1  .

i v ) Av η g  0 f ε ί ν α ι ε π ί  α π ε ι κ ό ν ι σ η  τ ό τ ε  η g ε ί ν α ι ε π ί  .

Α ντιστρέφιμες α π ε ικ ο ν ίσ ε ις  .

Ας ε ί ν α ι  f  : Β μ ι α  α π ε ι κ ό ν ι σ η  1 - 1  κ α ι  ε π ί  . Γ ι α  κ ά θ ε  σ τ ο ι χ ε ί ο  b e B

υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  κ α ι  μ ό νο  έ ν α  σ τ ο ι χ ε ί ο  α 6 Α  ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  b = f ( a )  .

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  ,  α φ ο ί  η f  ε ί ν α ι  ε π ί  ,  θ α  υ π ά ρ χ ε ι  α  ΘΑ μ ε  b = f ( a )  κ α ι  

μ ά λ ι σ τ α  μ ο ν α δ ι κ ό  γ ι α τ ί  ,  α ν  b  = f ( a ' )  τ ό τ ε

f ( a )  = f ( a ' )  a  = a '

α φ ο ί  η f  ε ί ν α ι  1 - 1  .
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Αν λουπόν σε χάθε στουχεέο b του Β αντυστουχέσουμε το μοναδυχο' αΘΑ 
γυα το οπούο υσχάευ f ( a ) = b  , ορυζουμε έτσυ μυα απευχάνυση

f -1  : Β— ► A
δηλαδη

( f _1( b ) = a )  w ( f ( o ) = b )  (1)

Η απευχάνυση f  ^ ονομάζεται, αντίστροφη τηε f  χαυ υχανοπουευ τυε 
σχέσευς

f  1β f  = 1^ και. f  « f  ^ = Ig (2)
Δυαγραμματυχά δηλαδά έχουμε

A — ■ » Β

Β

ΘΕΠΡΗΜΑ 1 . Ας ευ v a t £ : A 
g :B —►A τέτουα ώστε

Β μυα απευχάνυση . Αν υπάρχευ απευχάνυση

g ® f  = Ι Α χαυ f  » g = Ιβ

το'τε η f  εύναυ 1-1 χαυ επυ' χαυ μάλυστα η αντύστροφάς τηε ευναυ η g

( 3 )

Απόδειξη .
Ένα προς ένα .

ί ( α χ ) = f ( a 2) - ^ g i f i a ^ )  = g ( f ( a 2>) —=► (g ° ί ) ( α χ ) =
( 3 )

= ( g » f ) ( a 2 ) “ =* ^ “ l* = I A^a 2^ “ * “ l  = a 2

Επύ .
Γυα κάθε b e B  , το στουχεύο a = g (b )6 A  απευχονύζεταυ απο την f  στο 

στουχεύο b , αφοΰ

Μ
'%

£6
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£ ( α )  = f ( g ( b ) )  = ( f  o g ) ( b )  =  I g ( b ) = b  

H f  ε ε ν α ε  λ ο ε π ό ν  1 - 1  Mat ε π ί  Mat μ ά λ ι σ τ α

Π ρ αγμ α τεχά  ,
( 3 )  —i ,  - i  ( 3 )  _ i  _ i

g = I A o g = ( f  ° f )  g r f  o ( f  e g )  = =  f  O I b  = f  1  . B

ΠΟΡΙΣΜΑ 1 . Η σ ύ ν θ ε σ η  g  o f  δυο  1 - 1  Mat ε π ί  α π ε ε κ ο ν ί σ ε ω ν  f  Mat g  ε υ -  

v a t  1 - 1  Mat ε π ί  , τ η ς  ο π ο ία ς  η α ν τ ί σ τ ρ ο φ η  α π ε ε κ ό ν ε σ η  ε ί ν α ε  η f  g  ^  .

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 . Η α ν τ ί σ τ ρ ο φ η  α π ε ε κ ό ν ε σ η  f  ^ μ ε α ς  1 - 1  Mat ε π ί  α π ε ε κ ό ν ε σ η ς  

f  ε ε ν α ε  x a t  α υ τ ή  1 - 1  Mat ε π ί  x a t  μ ά λ ε σ τ α

Η α π α λ λ α γ ή  τ ω ν  ο ρ εσ μ ώ ν  τ η ς  1 - 1  α π ε ε κ ό ν ε σ η ς  x a t  ε π ί  α π ε ε κ ό ν ε σ η ς  α π ό  σ χ έ -  

σ ε ε ς  π ο υ  ε μ π λ έ χ ο υ ν  σ τ ο ε χ ε ό α  x a t  ο ε ν τ ο π ε σ μ ό ς  ε δ ε ο τ η τ ω ν  π ο υ  ε μ π λ έ κ ο υ ν  μ ό νο  ε σ ό -  

τ η τ ε ς  μ ε τ α ξ ύ  α π ε ε κ ο ν ί σ ε ω ν  x a t  σ ύ ν θ ε σ η ς  α π ε ε κ ο ν ί σ ε ω ν  ,  ε π έ φ ε ρ ε  τ ε ς  ε π ό μ ε ν ε ς  

δύο π ρ ο τ ά σ ε ε ς  π ο υ  έ π α ε ξ α ν  β α σ ε κ ό  ρ όλο  σ τ ο υ ς  ο ρ ε σ μ ο υ ς  ε π ε μ ο ρ φ ε σ μ ο ό  x a t  μ ο ν ο μ ο ρ -  

φ εσ μ ο ό  σ ε  y t a  τ υ χ ο ό σ α  χ α τ η γ ο ρ ί α  .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 . M ta α π ε ε κ ό ν ε σ η  f  : A—► Β ε ί ν α ε  ε π ί  α ν - ν  γ ε α  χ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο  C
g

x a t  γ ε α  χ ά θ ε  ζ ε ύ γ ο ς  α π ε ε κ ο ν ί σ ε ω ν  Β __C μ ε  g  ° f  = h « f  ε σ χ υ ε ε  g = h  .
h

Απόδει,Ρη .
g

Ας υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ε  η f  ε ί ν α ε  ε π ί  . Αν o t  α π ε ε χ ο ν ί σ ε ε ς  Β £  C. π λ η ρ ο ό ν
h

τη  σ χ έ σ η  g ° f = h « f  ,  τ ό τ ε  , ε π ε ε δ η  η f  ε ε ν α ε  ε π ί  , γ ε α  χ ά θ ε  b e B  υ π ά ρ χ ε ε  

α ΘΑ με f ( a ) = b .  Ά ρ α

g ( b )  = g ( f ( a ) )  = h ( f ( a ) )  = h ( b )  , Θ Β

δ η λα δ ι ί  g  = h .

Α ν τ ί σ τ ρ ο φ α  . Αν υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ε  η f  : A— ► Β δ ε ν  ε ε ν α ε  ε π ί  χ α ε  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ ­

μ ε  α π ε ε χ ο ν ί σ ε ε ς  g , h  : Β — ►C μ ε  g « f = h « f  α λ λ ά  g ^ h  ,  τ ό τ ε  π ρ ο φ α ν ώ ς  

θ α  έ χ ο υ μ ε  α π ο δ ε ί ξ ε ε  το  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  . '

Αφοί η f δεν είναε επί θα υπάρχεε χάποεο b ^ 6 B  που δεν εεναε εεκόνα

ο
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Ψ

f ( a )  κάποιου αθΑ .
Εκλέγουμε ένα b2 ^b^  (αυτό εέναυ δυνατό , αφού η f  δεν εμ'ναμ επμ' 

καμ ορύζουμε δυο απεμχονμσεμς :

καμ
g : B—► B ue g = I B

Γ b av b ^ b
h : B— B h(b) = ■ X

L b 2 av i  = b i

ECvau h j g  , επεμδη h ib ^ W g C b ^  . 
Επμπλέον :

7αβΑ(g Ο f )(α )  = g ( f ( a ) )  = I B( f ( a ) )  = f ( a )  ,

καμ ακόμη , επεμδη f ( a )  , γοα κάθε αβΑ , έχουμε (h β f )(α ) = h ( f ( a ) ) = f ( a )  

συνεπώς g » f = h « f . S

ΠΡΟΤΑΣΗ 2 . Μμα απεμχόνμση f  : Β-τ- * Α εμναμ 1-1 , αν-ν γμα κάθε συ- *
νολο C καμ κάθε ζεύγος απεμχονύσεων Π—$ Β με f « g  = f » h  μσχυεμ g = h . ν.

h "
Απόδειξη . Υποθέσουμε ότμ η f  : Β— ► Α εμναμ 1-1 καμ ας εμναμ

g ,h  :C — ► Β απεμχονμσεμς τέτομες ώστε f ( g ( c ) )  = f ( h ( c ) )  VceC . Αφού η
f  εμ'ναμ 1-1 g ( c ) = h ( c )  “Vc e c  δηλαδη g = h .

Θα αποδεμζουμε το αντίστροφο αποδεμκνόοντας ότμ , αν η f  : Β— *■ Α δεν 
εύναμ 1-1 , μπορούμε να κατασκευάσουμε απεμχονμσεμς g ,h  : Β —*· Β έτσμ ώστε 
g 4 b καμ f e g s f . h  .
Πραγματμχά , επεμδη η  . f  δεν εμναμ 1-1 , μπορούμε να Βρούμε δύο δμαχεχρμμέ 
να στομχεύα b^ xaμ b2 του Β με ί ( ^ ) = ί ^ 2) .

Παμρνουμε g : Β— ► Β να εμναμ g = Ι β καμ ορμ'ζουμε την h : B —►* Β από

h(b)
· {

b αν b 4  b-

b2 αν b t  b^

Εμναμ g ^ h  , αφού g ib^) iHiCbj) καμ επμπλέον

( f  ° g ) ( b )  = f ( g ( b ) )  = f ( b )  , VbeB  ,
ενώ

m
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Γ f ( b )  α ν  b  4  b 
( f o  h ) ( b )  = f ( h ( b ) )  = 4

L  f ( b 2 ) = f ( b 1 ) α ν  b ^ ^

δηλαδη  f « g  = f « h  . 1

§4 .Σ χέσεις ισοδυναμίας .

Ας ε ί ν α ι  X έ ν α  μ η - κ ε ν ό  σ ύ ν ο λ ο  . Μ ία σ χ έ σ η  R σ τ ο  X κ α λ ε ί τ α ι  σχέση  

ισοδυναμίας στο X α ν  ε ί ν α ι  α ν α κ λ α σ τ ι κ ή ,  σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ή  κ α ι  μ ε τ α β α τ ι κ ή  .

Αν γ ι α  τ α  σ τ ο ι χ ε ί α  χ , χ θ Χ  σ υ μ β α ί ν ε ι  x  R y  δ η λ α δ ή  ( x ,y ) e R  ,  τ ό τ ε  γ ρ ά φ ο υ μ ε  

x S y ( R )

κ α ι  λ έ μ ε  ό τ ι  το  " χ  έ ί ν ά ι  ι σ ο δ ύ ν α μ ο  μ ε  το  y  κ α τ ά  μ έ τ ρ ο  R. ” .

Με το  ν έ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  η σ χ έ σ η  R σ τ ο  σ ύ ν ο λ ο  X ε ί ν α ι  σ χ έ σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς ,

ό τ α ν

1 )  χ  = x (  R ) , Vx e x  .

2 )  Αν X = y (  R ) ==Φ y  Ξ χ (  R ) .

3 )  Αν χ  EyCR) κ α ι  y  Ξ ζ (  R ) = ^ χ  Ξ ζ (  R ) .

Αν χ θ Χ  ,  ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  κλάση ισοδυναμίας τ ο υ  χ  κ α ι  τ η ν  σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε  

[χ ] η R ( χ )  το  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  σ τ ο ι χ ε ί ω ν  τ ο υ  X π ο υ  ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α μ α  μ ε  τ ο  

χ  κ α τ ά  μ έ τ ρ ο  R :

[ x ] = { y / y e X  κ α ι  y = x ( R ) }

Ε ί ν α ι  α ν α γ κ α ί ο  ν α  γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε  π ό τ ε  δύο  κ λ ά σ ε ι ς  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  ε ί ν α ι  ί σ ε ς  . 

Π α ρα τη ρο ύμ ε  ό τ ι  :

[ x ]  = [ y j  X Ξ y  (R ) ( 4  )

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  ,  α ν  [ x ]  = [ y j  ,  ε π ε ι δ ή  χ  = χ (  R )  ,  τ ό τ ε  χ θ [ χ ]  * ά ρ α  χ  θ  [ y ]  ,  

δ ηλαδη  χ  = y (  R.) . Α ν τ ί σ τ ρ ο φ α  ,  α ν  χ  = y (  R.) ,  τ ό τ ε  ,  α ν  z β [χ ] » ε χ ο υ μ ε  

ζ  Ξ χ (  R )  . Α λλά  :

ζ  Ξ χ (  R ) κ α ι  x = y ( R )  = Φ  ζ  S y (  r ) δη λα δ η  ζ  θ [ y j  κ α ι  έ τ σ ι  [χ] £  [ y ]

Ό μ ο ια  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι  ό τ ι  [ y ] , i r  [χ] . Ε π ο μ έ ν ω ς  [ χ ]  = [ y ]  .

Έ ν α  ο π ο ιο δ ό π ο τ ε  σ τ ο ι χ ε ί ο  y  τ η ς  κ λ ά σ η ς  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  [χ ] τ ο  λ έ μ ε  

α ν τ ιη ρ ό σ ω π ο  τ η ς  κ λ ά σ η ς  [ χ ]  .
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Στη συνέχεια  θα δείξουμε ό τ ι δύο κλώσεις ισοδυναμίας ή ε ίν α ι  Ρ ενεςμετα­
ξύ τους ή τα υ τ ίζο ν τα ι ;

V x,y€X  [χ] Π  [y] = # η [x]=£y] (5)

Πραγματικά , αν [x ]n ]y " |* r f  , τότε υπάρχει z e [ x ] n [ y ]  . Επομένως 
ζ 6  [χ] και z β [y] , δηλαδτί χ = ζ ( Β )  και .ζ =y(R ) και τελ ικ ά  x = y (R .)  . 
Σύμφωνα με την (4 ) έχουμε [xj= |y l  .

Θα τονίσουμε εδώ ό τ ι γ ια  κάθε χ  ΘΧ ε ίν α ι  χ  =x(R ) δηλαδη χ β  [χ] 
και επομένως

γ ια  κάθε χ € Χ  (6)

Αν £  ε ίν α ι  μ ια  σχέση ισοδυναμίας στο X τότε το σύνολο όλων των κλά- 
σεων ισοδυναμίας στο X το συμΒολίζουμε X/R και το καλούμε σύνολο πηλίκο 
του συνόλου X μ ε την σχέση Β  ,  δηλαδτί

X/R = {A/ACX με A = Jx} γ ιά  κάποιο χ  ΘΧ} „

Τέλος ,  παρατηρούμε ό τ ι

\ J  C>cJ = [χ] . <7 ί
x e x  [χ] ex /R

Υπενθυμίζουμε ό τ ι  μ ια  ο ικογένεια  υποσυνόλων C-Aj^gj ενός συνόλου X 
αποτελεί ένα διαμελισμό ή  διαμέρισμά ( p a r t i t i o n )  του X όταν

1 ) Α .*  Φ ,  V iSt

d i )  μ Α. - Ύ  ·.. ... . ^  :
1ΕΕ

311) Α^ΓΐΑ- = ι£ γ ια  κάθε i ^ j € l  .

Στην περίπτωση αυτό γράφουμε Χ= 2J Α.
1ΘΙ

Αν R ε ίν α ι  μ ία  σχέση ισοδυναμίας στσ X τότε  από τ ι ς  σχέσεις (5 )a (6 )s 
(7 ) παίρνουμε ό τ ι , ο ι δ ιακεκριμένες κλάσεις ισοδυναμίας δηλαδη τα σ το ιχε ία  
του  συνόλου ττηλίχου X/R αποτελούν ένα διαμελισμό του X - Έ τσ ι
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Καθε σχέση ισοδυναμίας ΤΙ σ 'έ ν α  σύνολο X ο ρ ίζ ε ι  ένα  δ ιαμελισμό του  

συνόλου X .
Α λλά  κ α ι  α ν τ ί σ τ ρ ο φ α  ,

"χάθε διαμελισμός" S = ( A . ) .  του X ο ρ ίζ ε ι  μ ια  σχέση ισοδυναμίας rι  lex  S
στο X , της οποίας ο α ντ ίσ το ιχο ς  διαμελισμός συμπίπτει με τον S .

α α τ ικ ά  , η σ χ έσ η

χ  = y (R g ) ε ά ν - ν

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  , η σ χ έ σ η  Rg π ο υ  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ω ς  έ ξ η ς  :

χ6Α. , ι y6A ^ γ ι α  κ ά π ο ιο  ( μ ο ν α δ ι κ ά )  ίΘ Ι

ε ί ν α ι  μ ί α  σ χ έ σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  σ τ ο  X .

Η κ λ ά σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  Rg ( x )  τ ο υ  τ υ χ ό ν τ ο ς  σ τ ο ι χ ε ί ο υ  χ θ Χ  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  

σ χ έ σ η  Rg ε ί ν α ι  τ ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  A^6S π ο υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  το  χ  ,  α φ ο ί

Rs (x )  = {y /yex  , y  Ex(Rg ) }

= {y /y ex  , yeAi } = A i  .

Έ τ σ ι  ο δ ι α μ ε λ ι σ μ ό ς  π ο υ  ο ρ ί ζ ε ι  η σ χ έ σ η  Rg δ ε ν  ε ί ν α ι  πα ρ ά  ο α ρ χ ι κ ό ς  δ ι α μ ε -  

λ ι σ μ ο ς  S .

Αν λ ο ι π ό ν  Ε( Χ)  ε ί ν α ι  τ ο  σ ό ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  σ χ έ σ ε ω ν  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  σ τ ο  X 

κ α ι  Q(X) το  σ ύ ν ο λ ο  ό λ ω ν  τ ω ν  δ ι α μ ε λ ι σ μ ώ ν  τ ο υ  X τ ό τ ε  η α π ε ι κ ό ν ι σ η

f  : Ε (Χ )—►Q(X) , R I--------- > X /R

π ο υ  σ τ έ λ ν ε ι  δ η λα δ η  κ ά θ ε  σ χ έ σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  R σ τ ο ν  α ν τ ί σ τ ο ι χ ο  δ ι α μ ε λ ι σ μ ό  

X/ R π ο υ  α υ τ ή  ο ρ ί ζ ε ι  σ τ ο  X ε ί ν α ι  1 - 1  κ α ι  ε π ί  .

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  , ο ρ ί ζ ο ν τ α ς  τ η ν  α π ε ι κ ό ν ι σ η

g : Q(X)---- »Ε(Χ) , S I------ » Rg

α π ο δ ε ι κ ν ό ε τ α ι  ε ό κ ο λ α  ό τ ι

B ° f  = I E( X)  Κ Μ  f " g  = 1Q(X) '

Δηλαδη τ α  σ ΰ ν ο λ α  Ε( Χ)  κ α ι  Q(X) ε ί ν α ι  ι σ ο δ ύ ν α μ α  .

Μ’ ά λ λ α  λ ό γ ι α

Υπάρχουν τόσες σ χ έ σ ε ις  ισοδυναμίας σ 'έ ν α  σύνολο X όσ ο ι ε ίν α ι  κ α ι ο ι  
διαμελισμοί του συνόλου X .
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Παράδεμγμα . Να Βρεθούν όλεε ομ σχέσεμε μσοδυναμύαε πάνω στο σύνολο 
{ χ ,γ ,ζ }  .

Ομ δυνατού δμαμελμσμού του συνόλου {x ,y ,z}  εύναμ οι» παρακάτω

{x»y»3ύ

{x.y} , ίζ}
{χ ,ζ} . iy>
{y»z} , ( χ )
{χ} , {y> .

οπάτε πέντε σχέσειε μσοδυναμύαε μπορούμε να ορύσουμε στο σύνολο (x ,y ,z )  . 
Γμα παράδεμγμα η μσοδυναμύα που ορύζεμ ο δμαμελμσμόε 

{y,z} , {χ}

εύναμ η
R = { ( x ,x ) , ( y ,y ) , ( z , z ) , ( y , z ) , ( z ,y ) }  .

Εύκολα τώρα δμαπμστώνεταμ ότμ : ✓

Αν R̂  καμ R̂  εμ'ναμ δύο σχέσεμε μσοδυναμύαε στο σύνολο X , τότε η 

τομή τουε * 1 °  *2 εύναμ σχέση μσοδυναμύαε στο X . ( Άσκηση)

Γενμκώτερα , αν ει' νβι’ μυα ο^ΧΟΥ^νεμα σχέσεων μσοδυναμμαε σ ’
ένα σύνολο X τότε καμ η τομή τουε

Π  R.
i e i  1 ι

εύναμ μύα σχέση μσοδυναμμ'αε στο σύνολο X . (Άσκηση) .

Π αραδείγματα  σ χέσ εω ν ισ ο δ υ ν α μ ία ς  . 

α .  Α ρ ιθ μ η τ ικ ές  ισ ο δ υ ν α μ ίε ς  .

Αε εύναμ m έναε θετμκόε ακέραμοε . Στο σύνολο Ζ των ακεραύων ορύζουμε 
σχέση Rm ωε εξήε

ορ
χ  =y( R ) <-■ -■'*■"> x -y  = km , kez .Π)

Η R_ e C v a i  v i a  σχ€ση υσοδυναμόας στο Ζ . Πραγματικά 9
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i )  H R  ευ'ναυ ανακλαστυκηm
Vx62! χ - χ  = Om - — x=x(  R )m

i i )  H R ευναΰ συμμετρυκηm
Av x E y(  R ) = > x - y  = km , επομένω ε y - x  = (-k )m ===Φ y  Ξ x (  R )J m J m

i i i )  H R ευναυ  μεταβατυκη :m
Av x  5 y (  R ) καυ y = z ( R  ) , τ ό τ ε■' m m

x - y  = κ α ι  y - z  = ,

οπότε

x - z  = ( k . + k 0 )m = = >  x = z ( R  )1 2  m

θα δευ'ξουμε στη σ υ ν ε χ ε ί α  ότυ :
1

χ  Ξ ν(  R ) α ν - ν  χ  =am+r καυ y  = bm+r ,  0 _5.r <m δηλαδή , χ  = y (  R ) α ν - ν  m m
ου x , y  ευναυ υσοΰπόλουπου δυαυρουμενου με τ ο ν  m .

Πραγματυκά , αν  χ  = am+r καυ y  = bm+r τ ό τ ε  x - y  = ( a -b ) m  άρα

x = y ( I R )  . m
Αντυστροφα , αν χ  = y (  R ) θα ευναυ  

x - y  = q-m , qe£

Αχ’ την Ευκλεέδευα δυαυρεση έχουμε  

y  = bm+r , c ^ r  <m

οπότε

χ  = y+q*m = bm+r+qm = (b+q)m+r με 0 j £ r  <m 

πράγμα που επ ιθ υμούσαμε  .

As ευναυ τώρα

- Μ .  [-!].[<>]. Μ .  [ 2 ] -  <<:)
ου κλάσευε των στουχευων του Ζ .

Παρατηρούμε ότυ γυα κάθε ακέραυο χ  η πλάση [ χ ]  τ α υ τ υ ζ ε τ α υ  με τ η ν  κλάση  

[r]  , όπου r  ευναυ  το υπόλουπο τη ε  δυαυρεσηε του  χ  με  τ ο ν  m , δηλαδή  

[ χ ]  = [ r ]  , χ  = am+r , 0 < r  < m

Πραγματυκά , από την  χ  = am+r π αέρνου με  κ - ν  = am , δηλαδη  

χ  = r (  R^) οπ ότε  [ x ] = [ r ]  ·



- 2 2 -

Οι δ ιακεκρ ιμ ένες λοιπόν κλάσεις ισοδυναμίας που εμφανίζονται στην (* ) ε ίν α ι 
ο ι

[0] , ,  jin-1 J  , (**)
που α ντισ το ιχού ν  σ ’όλα τα δυνατά υπόλοιπα της δ ια ίρεσης ενός ακεραίου χ  
με τον m .

Τ ις  χλάσεις (** ) τ ι ς  καλούμε ακεραίους ν α τ ά , μέτρο in και τους συμβολί­

ζουμε
0 , 1 , . . . ,  m- Ι  .

Το σύνολο πηλίκο 1 ]  R το γράφουμε Ζ  δηλαδτίm in

ζ  -  {δ , ϊ  , . . . ,π£ΐ} .m
όπου

δ = {Km / Κ θ ί)  

ϊ  = {Κπη-1 / Κβ2}
/

ί - ϊ  = {Km+(m-l) /  ΚΘΖ} .

b* Αν 1^ και ε ίν α ι  δύο σ χέσ εις  ισοδυναμίας στο σύνολο X , θα λέμε ό τ ι

η 3 ^  ε ίν α ι  λεπτότερη από τη ^  (συμβολίζουμε όταν

χ  Ξ γ( R1) — > x Hy( R2) .

Θα παρατηρήσουμε ό τ ι  αν ,  τότε ο διαμελισμός του X που α ν τ ισ το ιχ ε ί
στην R1 ε ίν α ι  "λεπτότερος” από τον διαμελισμό του X που α ν τ ισ το ιχ ε ί 

στη R j  ·

C* Κάθε σχέση ισοδυναμίας R. σε ένα σύνολο X ο ρ ίζ ε ι  , με φυσικό τρόπο μια 

απεικόνιση ε π ί
ρ : X ------► Χ/R  , χ  I-----► [χ]

που την καλούμε κανονική προβολή .
Αλλά και η αντίστροφη κατάσταση πληρούται , δηλαδτί : Κάθε απεικόνιση 

f  sX— ►? ο ρ ίζ ε ι  μ ια  σχέση ισοδυναμίας Rf  στο X ως εξής : 
χ  =y( R^) <--—*■> f  (χ ) = f (y )  ( Άσκηση) .

H R_ κ α λε ίτα ι πυρηνική ισοδυναμία της f  .
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θα δούμε τώρα ένα θεώρημα που μας λέει, πως μπορούμε να αναλύσουμε μια 
απεμκόνμση σε σένθεση δυο απλοέστερων απεμκονέσεων .

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 .
Κάθε απεμκόνμση f  :Χ —►  γ μπορεέ να εκφραστεέ σαν σιίνθεση fo p  

δυο απεμκονέσεων , μμας επέ απεικόνισης ρ και μμας 1-1 απεικόνισης f

f

οπού Rj. εέναμ η πυρηνική ισοδυναμέα της f  καμ 
ρ(χ) = [χ] , Vxex

f ( [ x ] )  = f ( x )  , V[x]e  X / R f

Απόδειξη -
Η ρ εέναμ φανερά μέα επμ απεμκόνμση , ενώ η f  εέναμ καλά ορμσμένη. 

Πραγματμκά ,
[x] = [y] — » χ = y( Rf )

ββ’*> f(x)=f(y)·

= φ f  ( [xj) = f  ( [y])

Από τον παραπάνω συλλογισμό , ακολουθώντας την αντέθετη πορεέα , συμπε 
ραένουμε ότι η f  εέναμ 1-1 . Το ότι f  = f * p  εέναμ τετρμμμένο .

<3. Η παραγόμενη σχέση ισοδυναμίας .
Ας εέναμ R ένα υποσΰνολο του ΑχΑ .
Ορέζουμε τη σχέση ισοδυναμίας ττου παράγεται από το R καμ τη συμβολέ 

ζουμε με R , να εέναμ η τομή όλων των σχέσεων μσοδυναμέας στο σύνολο A 
που περιέχουν το R .
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Δ η λ α δ ή

R= O s
s e€

όπου C  η ο ικ ο γένε ια  όλων των σχέσων ισοδυναμίας S στο σύνολο Α με
S 2R  .

Η παραγόμενη σχέση ισοδυναμίας R ε ίν α ι  φανερά η μικρότερη σχε'ση ισοδυ­
ναμίας στο σύνολο Α που π ε ρ ιέ χ ε ι το R̂  .

Η επόμενη πρόταση περ ιγράφ ει την παραγόμενη σχέση ισοδυναμίας R .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 .
Δύο σ το ιχ ε ία  α και b του Α ε ίν α ι  ισοδύναμα κατά μέτρο R δηλαδή 

( a ,b )  6R εάν-ν  a=b ή υπάρχει φυσικός η και σ το ιχ ε ία  “ χ»· · · »an+j®A

Α π όδ ειξη  .

1 .  Η R ε ί ν α ι  μ ια  σ χέσ η  ισ ο δ υ ν α μ ία ς  π ου  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ ο  R. . 

ί )  Ανακλαστική .
Για κάθε αΘΑ έχουμε (α,α)Θ  R από τον ορισμό τηε R ·

i i )  Συμμετρική .
Έστω (a ,b )6 R  .
Αν a=b τότε (b ,a ) e  R .

Αν ajflb τότε υπάρχουν σ το ιχ ε ία  αι » · · · »αη+ι®Α με α=αΐ  » ^=αη+1
έτσ ι ώστε

και έχουμε
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(ek,ek+i>eR rt_(ek+1,ek)eR , ι < κ < η  

που σ η μ α ί ν ε ι  ό τ ι  ( b , a ) 6  R

i i i )  Μ εταβατική .

Έστω ( a , b ) e R  και  ( b , c ) e R . 0a δ ε ί ξ ο υ μ ε  ό τ ι  (c

Αν a=b ή b=c τ ό τ ε  ( a , c ) e R  .

υ π ά ρ χ ο υ ν σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ A

a  ~* ot  ̂ j · · · ^ a  . .  = b n+1

έ τ σ μ  ώ σ τ ε γ ι α  κ ά θ ε  k , 1 <.k<^n ν α  ε ί ν α ι

( a k ’ a k + l ) e R
A

n (oW “ k ) e R

Ό μομα α φ ο ύ  ( b , c ) e R θα υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τ ο ι χ ε ί α

b -  f$2»· · · , 3 λ+1 = c
έ τ σ μ  ώ σ τ ε γ ι α  κ ά θ ε  ν ,  1 <_v  < λ ν α  ε ί ν α ι

<8v ’ W eR
a

η ( 6 v + l ’ ev )e R  ·

Π α ίρ ν ο υ μ ε τώ ρ α

α  = α 1 ’ α 2 5 * · * , a n + l  ~ b = W " · ’ 0

δ η λ α δ ή  η+λ+1 σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ  Α χαμ απο  τ μ ς

( a 1 5 a 2 )eR

0

a

η ( a 2 , a 1 )eR

0
•

( V “ n +l )e R
A

n (cV l ’ “ n )e R
( a n+i , B 2 )e R

A

Π ( e 2 ’ a » l ) e R
( B 2 , B 3 ) e R

•

A

η ( B 3 , a 2 ) e R

•

( 6 A’ e A+l )e R η ( e A+l ’ 6 A>eR

λ+1

ομ σ χ έ σ ε ι  ( 3 )  μ α ς  ε ξ α σ φ α λ ί ζ ο υ ν  ο'τμ ( a sc ) e R  , δ η λ α δ ή  η R 

β α τ ι κ ή  , ά ρ α  ε ί υ α μ  σ χ έ σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  .

Απο τ ο υ  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  R έ χ ο υ μ ε  ό τ ι  :

( a , b ) e R  = ^ ( a , b ) 6R

, ο)6Έ .
υ  ( a , b ) e R  θα

(1)

(2)

έ χ ο υ μ ε

( 3 )

ί υ α μ  κ α ι  μ ε τ ά -
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δηλαδά R S R  .

2 . Η R ε ί ν α ι  η μ ικ ρ ότερ η  σ χέση  ισ οδ υ να μ ία ς  π ου  π ε ρ ρ ιέ χ ε ι  τ ο  R . 

θα δείξουμε ό τ ι αν S είναι, μία ισοδυναμία που π ερ ιέχε ι το R , πράγμα που 
σημαίνει ά τι

(a ,b )e R  ■*=> (a ,b )e s  (μ)

τότε η S θα π ερ ιέχ ε ι και την R δηλαδτί 
(a ,b )e R  11 ^ (a ,b )6 S  .

Πραγματικά , έστω ά τ ι (a ,b )eR  .
Αν a=b τότε (a ,b )e s  .Α ν  a ^ b  θα υπάρχουν σ το ιχε ία  του A

α ~ α 1 ,α2 ,
έτσ ι ώστε

η+1 = b

(W n ,eR <tW a k)eR
οπάτε σε συνδυασμό με την (4 ) έχουμε

(V “ k+i )es <ak t i ’“ k )eR

l j i k  <n , 

1 <k <n .

Η συμμετρικότητα και η μεταδοτικότητα της S δίνουν τελικά (a ,b )e S  . ■

Παράδειγμα .

Θεωρούμε το σύνολο Χ = { ΐ,2 ,3 ,μ ,5 ,6 ,7 ,8 }  κα ι το ακόλουθο υποσύνολο R 
του XXX

R = { ( 1 ,1 ) , ( 1 ,2 ) , ( 5 ,8 ) , ( 7 ,4 ) }  .
Θα βρούμε την σχέση ισοδυναμίας R που παράγεται από το R .

α) Η R ε ίν α ι  η μικρότερη σχέση ισοδυναμίας στο X που π ερ ιέχ ε ι το R , 
άρα

( 1 .1 )  , ( 1 ,2 ) , ( 5 ,8 ) , ( 7 ,μ) eR

β) Η R ε ίν α ι  ανακλαστικά , άρα
( 1 .1 )  , ( 2 ,2 ) , ( 3 ,3 ) , ( μ ,μ ) , ( 5 ,5 ) , ( 6 ,6 ) , ( 7 ,7 ) , ( 8 ,8 ) θ δ

γ) Η R ε ίν α ι  συμμετρικά , επομένως
( 2 .1 )  ,(8 ,5 ),(U ,7 )6 R

Από τα α) ,  β) ,  γ ) κ α ι τη συμμετρικότητα της σχέσης R συμπεραίνουμε άτι
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R = { ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 ) ,  ( 3 , 3 ) , ( 4 , «Ο, ( 5 , 5 ) , ( 6 , 6 ) ,  ( 7 , 7 ) , ( 8 , 8 ) , ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) ,

( 8 , 5 ) , ( 5 , 8 ) , ( 7 , 4 ) , ( 4 , 7 ) }  .

§5. Πράξεις .
Mict ττρ(ίξπ (δι,ρελπε) ουνολο X δεν sivoci Ttotpct yuot οπιεικονιοππ

* : X χ X-----*■ X , (x .y ) ·— ► χ  * y

Σ’ενα σύνολο μπορούν γενεκά να ορεσθοόν πολλές πράξεες . Γεα να δεακρε- 
νουμε τες δεάφορες πράξεες χρησεμοποεούμε γενεκά δεάφορα σύμβολα όπως 
& ο Π Η +

Η πράξη * καλεε'ταε αντιμεταθετική , αν συμβαίνει, 

χ* y =y *χ Vx,y ΘΧ

και, προσεταερεστεκή όταν :

x*(y*z) =(x*y)*z Vx,y,zeX

Π3ροο5ε(γματα :
1) Στο σύνολο των φυσικών αριθμών Ν = {0,1,2,3,...} η συνηθισμένη πρόσ­

θεση , ο συνηθισμένος πολ/σμός , καθώς καε η απεεχόνεση Ε.Κ.Π

[ , ]  : U  χ ΐ ί ------>·ϊί ,  ( m , n )  I— ► [m ,n ]

εεναε δεμελεες-πράξεες .

2) Στο δυναμοσύνολο Τρ (α) ενός συνόλου A , οε απεεκονύσεες
ϋ  : TP (A )  χ Ί ? ( Α )  ►Κα ) ( Χ , Ζ ) * — >-XUY

Γ> : 1? (A)  x  > ( Α ) ---- *·Ίρ (Α )  ( Χ , Ζ ) » — »“Χ Π Υ

εεναε δεμελεες πράξεες .

Ας εεναε Α̂  φ ένα υποσύνολο του X . Θα λέμε ότε το Α εεναε κλειστό 
ως προς την πράξη * : Χ Χ Χ ----->-Χ , αν

V a , b e A  το a * b G A  .

Γεα παράδειγμα το σύνολο των άρτεων φυσεκών 2KC-3N εεναε κλεεστό ως προς 
την πρόσθεση καε τον πολ/σμό .
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Προσετοαρυστ υκές πράξεις .
Ας εύναυ * : Χ * Χ ---»-Χ μυα προσεταυρυστυκη πράξη .

Το κουνά αποτέλεσμα (χ^ * Xj) * x g = x 1 * (χ^ * χ 3 > θα το χαλούμε γυνόμενο των 
στουχεύων χ , χ 2 , χ^ , μ ’αυτη την τάξη , καυ θα το συμβολίζουμε απλά
V λ V & V

1 2 3 ■
Γενικότερα θα συμβολύζουμε με

X = X, * X * . . . * X1 2  η
το παρακάτω γυνόμενο των η στουχεύων χ^,...,χη του X 

x = ((...(((x.j#x2) * x g) *χ^)χ5 ...) * * η+1) * χη ·

ΠΡΟΤΑΣΗ 4 . (Γενυχευμένος προσεταυρυστυκός νόμος) .
Έ ν α  γυνόμενο η στουχεύων χ^,χ^.,.,χ^ μπορεύ να εξαρτάταυ από την 

πράξη των στουχεύων αυτών , δεν εξαρτάταυ όμως από τη δυάταξη των πράξεων . 
Με άλλα λόγυα , κάθε άλλο γυνόμενο χ' των στουχεύων χ^,.,.,χ^ , παρμένα με 
αυτό την τάξη , εύναυ ύσο με το χ . '

Α π ό δ ειξ η .

Η πρόταση αληθεύευ γυα η = 3  . Ας υποθέσουμε ότυ αληθεύευ γυα k στου- 
χεύα , γυα όλα τα k <η .

Αν χ' εύναυ ένα γυνόμενο των χ^,.,.,χ^ , μ ’αυτό την τάξη , τότε 
χ'=χ^*χ2 * όχου χ^ ,χ2 εύναυ ου όρου της τελυκης πράξης που γύνεταυ γυα να 
υπολογύσουμε το χ ' .

Το χ^ σχηματύζεταυ από τα στουχεύα xi»x 2*****xr το χ^ από τα
χΓ+ 1 »··*»χη » ( l < r < n - l )  .
Στην περύπτωση r = n - l  έχουμε x 2 = x n xot τ0 χ ί εύναυ ένα γυνόμενο των 
χ^,...,χη_^ καυ , σύμφωνα με την υπόθεση , χ ' = χ ^  χη_^ > οπότε

χ' = (χ, *...*Χ ,) * Χ  =Χ, X = χ .1 n -1  η 1 η

Αν l ^ r ^ n - 2  , σύμφωνα με την υπόθεση εύναυ :

χ ί =  χ 1 χΓ καυ χ 2 = χΓ+1 *···* ΧΠ

οπότε
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χ' -(χ. χ ) * (χ „ χ )
1 r  γ +1 η

= (χ 1 * " · *  V  * [<xr +l  * ” ·* V l >  * XJ  =

= [(χ1 * · · · *  V l ) 4 < *r+1 * · ■ ■ *  χη-1 ) ] ‘ χη =

= (χ1 4···4 χη-1)4χη = χ ·■
Ο γενρκευμένοε προσεταρρρστρκός νόμοε pas επρτρέπερ να μρλάμε γρα δυνάμερε 
(αντρστ. πολ/σρα) ενός στορχεόου χθΧ αν η πράξη σημερώνεταρ πολλαπλάσρα- 
στρκά (αντρστ. προσθετρκά) .
Έτσρ

ΠολλαπΛασιαστ ικά

1χ = χ

xin=xTn^*x j m S M  , m > 1

Επορένως Vm,ne]N έχουμε 
m n m+n

χ  ■ X = X

, nun mn 
(x  ) = X

Π ρ οσ θ ετικ ά

lx  = x ,

*mx = (m-l)x+x , ιηβΊΝ , m > l

mx+nx = (m+n)x 

m(nx) = (mn)x

Ουδέτερο σ τ ο ιχ ε ίο  γ ια  μ ία  πράξη,

Αε εέναρ * : Χ Χ Χ — ->-Χ ρρα πράξη στο X . Ένα στορχειο β Θ Χ  καλερταρ
δεξιό ουδέτερο (αντρστ. αριστερό ουδέτερο) γρα την πράξη * αν

x * e = x  (αντρστ. e * x  = x) ,  Υ χ Θ Χ

Αν το στορχερο e εόναρ ταυτόχρονα δεξρό καρ αρρστερό ουδέτερο γρα την 
πράξη * δηλαδη

x * e = x = e * x  , Vx ΘΧ

τότε καλερταρ ο υ δ έ τ ε ρ ο  γρα την πράξη * .

Αν υπάρχουν δεξιά ουδέτερα και αρρστερά ουδέτερα στορχεια γρα την πράξη 
* , τότε υπάρχερ ένα μόνο , που ερ'ναρ ουδέτερο στορχερ'ο γρα την πράξη * .

Πραγματρκά , έστω e ένα δεξρό ουδέτερο καρ e' ένα αρρστερό ουδέτερο .
Τότε
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Έ τσ ι :

Αν υπάρχει ουδέτερο σ το ιχε ίο  γ ια  μ ία πράξη , αυτό ε ίν α ι μοναδικό και 
μιλάμε γ ια  το  ουδέτερο σ το ιχε ίο  μίας τέτο ια ς πράξης ·

Συμμετρικά στο ιχεία . γ ια  μ ία  πρά^η .
Ας ε ίν α ι  * : Χ * Χ ----*-Χ μία πράξη με ουδέτερο σ το ιχε ίο  e .

Ένα σ το ιχε ίο  χ '  (α ντ ισ τ . χ " )  καλείτα ι δ εξ ιό  συμμετρικό (α ντισ τ. αρ ιστε­
ρό συμμετρικό ) ενός σ το ιχε ίου  χ β Χ  ως προς την πράξη * αν

x * x '= e  (α ντ ισ τ . x " * x  = e) .

Αν ένα σ το ιχε ίο  χ '  ε ίν α ι ταυτόχρονα και δεξιό  και αριστερό συμμετρικό - 
του σ το ιχε ίο υ  χ  δηλαδή αν ικανοπο ιεί την σχέση

x * x ' = e = x ' * x
/

τότε λέγετα ι συμμετρικό του χ .

Αν η πράξη ε ίν α ι προσεταιριστική και υπάρχουν δεξιά  και αριστερά συμμε­
τρικά ενός σ το ιχε ίου  χ  ,  τότε υπάρχει μόνο ένα , που ε ίν α ι συμμετρικό του 
χ  .

Παραγματικά ,  αν χ '  ε ίν α ι  ένα δεξ ιό  και χ "  ε ίν α ι ένα αριστερό συμμετρικό 
του χ  τότε

χ  * χ  '  = e κφ ι  x " * x  = e
επομένως

x " = x " * e  = x " * ( x * x ')  = ( χ " * χ )  * x '  = e * x '  = x '  .
Έ τσ ι

Για μ ία  προσεταιριστική πράξη με ουδέτερο σ το ιχε ίο  το συμμετρικό (αν 
υπάρχει) ενός σ το ιχε ίου  χ  ε ίν α ι  μοναδικό .

Στην περίπτωση που έχουμε ένα πεπερασμένο σόνολο Ε = {x ,y ,z ,w ,k} μπο­
ρούμε να ορίσουμε μία πράξη ,,*Μ με τη βοήθεια ενός τετραγώνου πίνακα , αν 
^γράψουμε π*χ. το σ το ιχε ίο  w * z  στη διασταύρωση της γραμμήε που βρίσκεται 
το w κ α ι τη ς στήληε του ζ  (σχ .1 ) .

e  = e ' * e  = e '
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(σχ.1)

Σε τέτοεους πένακες μπορούμε να ελέγξουμε αν η πράξη έχει, ουδέτερο στοε- 
χεέο e η αν εέναε αντεμεταθετεκη .

Πραγματικά , το e εέναε ουδέτερο στοεχεέο , αυ ’η γραμμή καε η στήλη 
που έχουν το e στην κορυφή εέναε ου έδεες με την αρχεκή γραμμή καε στηλη, 
αντέστοεχα (σχ.2)

*

(σχ.2)
X χ

y

χ y  . . .  e  . . .  k

k

καε η π ρ ά ξη  εέυαε αντεμεταθετεκη αν ο πέυακαε εεναε συμμετρεκος ως προς τη 
δεαγώυεο του (σχ.3)

(σχ.3)
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Σχέση ισοδυναμίας συμβιβαστη με πράΕη ·
Ας είναι R μία σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο X και * : Χ * Χ — >·Χ 

μία πράξη σ ’αυτό .
θα λέμε ότι η σχέση ισοδυναμίας R συμβιβάζεται με την πράξη *

αν-ν
χ

χ

= yOT.)

'=y'OU
χ * χ '  = y*y'(R.) .

*
Για μία τέτοια συμβιβαστή σχέση R μπορούμε , με τη Βοήθεια της πράξης 

να ορίσουμε μία νέα "πράξη" ^ στο σύνολο πηλίκο Χ/R ως εξήδ

*: X / R x  X / R --- ► X/ R , [χ]* [ χ '] = [ χ * χ ']

Εδώ θα πρέπει, να εξετάσουμε αν τ\ αντυστουχυα αυτή ευναυ μέα απευχονυση* 
μ'άλλα λόγυα , αν η "πράξη" * εύναυ χαλά ορυσμενη , δηλαδη αν

( [x ]> [x '] )= ([y ] . [y '] )  τότε [χ ]* '[χ ']  = Ty]*[y'l ·
Πραγματικά ,

([x],[x'J> = ( I y ] , [ y ' ] ) [ x > [ y l  και [x']=Iy'J

χ = y(R ) χα ι χ ' By '(R )

— Φ  x * x ' = y * y ' ( R )  '
(αφού η R είναι συμΒιΒαστή με την πράξη * )

—  [*]*[*·] = [*]«&■]
όπως το θέλαμε .

Παράδειγμα .
Στο σύνολο Ζ των ακεραίων η αριθμητική ισοδυναμία R είναι συμβιβα-πι

στή με την πρόσθεση και με τον πολ/σμό του Ζ .
Πραγματικά , έχουμε :

*■**<*.>
r

► < = = = >
x-y = Ταη 

χ '-y =k m
( 1 )



X''

ί

\·'ϊ
'■y·

■?
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Προσθέτοντας τυς σχέσευς (1) κατά μέλη , τιαέρνουμε :
(χ+χ ') - ( y + y ')  = (k+k')m  , δηλαδή

x+ x '= y + y '(  Rm) .

Αν πολ/σουμε την πρώτη των (1) με χ '  καυ τη δεύτερη με y  καυ τυς προσθέ­

σουμε , έχουμε :

x x '-y y '= (k x '+ x 'y )m  δηλαδη

x x ' 5 y y ' ( R  ) m

Έτσι, μπορούμε να ορέσουμε στο σύνολο £ ^ = { 0 ,1 , . . .  ,m -l} δύο νέεε πράξευε

+ : Ζ xZ — >-Ζmm m , a+b = a+b , Va,bez

• : Ζ xZ — ► Ζ mm m , a*b = a*b , Vci9beZ9 m

που εύκολα δυαπυστώνουμε ότυ ευ'ναυ αντυμεταθετυκές καυ προσεταυρυστυκές . 
Έτσυ , ου πύνακες πρόσθεσης καυ πολ/σμού στο ευ'ναυ ου έξης :

+ 0 1 2 3 4 5 • δ ϊ 2 3 4 5

5 5 ΐ 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 0 ϊ 0 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 δ ϊ 2 δ 2 4 δ 2 4

3 3 4 5 δ ϊ 2 3 0 3 0 3 0 3

4 4 5 6 ΐ 2 3 4 δ 4 2 δ 4 2

4 4 0 1 2 3 4 5 δ 5 4 3 2 ΐ

ΟΡΙΣΜΟΣ .

Μυα σχέση υσοδυναμυ'αε R σ ’ένα σύνολο X , λέμε ότυ έχευ π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  

δ ε ίκ τ η  , αν το σύνολο πηλυ'κο X / R εύναυ πεπερασμένο .

Γυα παράδευγμα , η αρυθμητυκη υσοδυναμυ'α R m στο Ζ έχευ πεπερασμένο 

δευ'κτη , αφού

Ζ = Z /R  = { Ο , ϊ , . . . ,ϊϊΰ1! }  .in m



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο I

M O N O Ε !  A t t

.51.1 Μ 3 ν ο ε ι ,δ ή

ΟΡΙΣΜΟΣ. Έ ν α  μ ο ν ο ε ι , δ έ ς  ( Μ ,* )  ε ί ν α ι ,  έ ν α  ζ ε ύ γ ο ς  π ο υ  σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι ,  

a n d  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  Μ χα ι,  μ ι ,α  δ υ μ ε λ ή  π ρ ά ξ η

ft: Μ χ Μ ■· ■ -» Μ , (x,y)»------► x*y

που ε ίν α ι

ί ) π ρ ο σ ε τ α ι ρ ι , σ τ ι χ ή  :  x*(y*z)=(x*y)*z V x , y , z 6 M  

ί ί ) έ χ ε ι  ο υ δ έτ ερ ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  ,  δ η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι ,  β β Μ  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  

xfte s χ·= eftx V  χ 6 Μ

θα λέμε το μ ο ν ο ειδ ές (Μ ,*) α υ τιμ ετα θ ετικ ό  ύταν 

x*y = y*x , V x , y 6 M

Κ χρ α τη ρ ή σ εις.

1 )  Σ ’ έ ν α  μ ο ν ο ε ι δ έ ς  ( Μ , * ) ,  τ ο  ο υ δ έ τ ε ρ ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  e  ε ί ν α ι ,  μ ο ν α δ ι κ ό .  

Έ τ σ ι ,  θ α  τ ο  σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε  μ ε  1  ( α ν τ . Ο )  α ν  η  π ρ ά ξ η  a * σ η μ ε ι ώ ν ε τ α ι  π ο λ ­

λ α π λ α σ ι α σ τ ι κ ά  ( α ν τ . π ρ ο σ θ ε τ ι κ ά ) .

2 )  Το Μ ^ 0  α φ ο ύ  e G M

3 )  Ι σ χ ύ ε ι  ο γ ε ν ι χ ε υ μ έ ν ο ς  π ρ ο σ ε τ α ι ρ ι σ τ ι χ ύ ς  ν ό μ ο ς .
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Ο ρ ε ζ ο ν τ α ε  λ ο ι π ό ν

V x 6  Μ

μπορούμε να μιλάμε για τεε ψυσεκέε δυνάμεεε ενόε στοιχείου χ6Ε . 
Έτσι έχουμε

χ111 = x m ^χ , V m  G I  , m > 1

Πολλαπλασιαστ ικά.

1χ = χ

Προσθετικά 
Οχ = Ο 

1 χ  = χ

m x = ( r a - l ) x + x  V i n G H  ,  in > 1 .

Παραδείγματα.. ’
1) Τα σύνολα H , Ζ , Q , R  , C των φυσικών, ακεραίων, ρητών, πρα­

γματικών καε μεγαδεκών αντύστοεχα, με πράξη τη συνηθισμένη πρόσθεση, 
είναι αντεμεταθετεκά μονοεεδη.

2) Γεα ένα σύνολο Α^0, το σύνολο

είναι μονοεεδέε, με ουδέτερο στοιχείο την ταυτοτεκή απεικόνιση
Ι^:Α---»Α. Το μονοεεδέε αυτό είναι γενεκά μη-αντιμεταθετικό.

3)Το σύνολο Ρ(Ε) όλων των υποσυνόλων ενόε συνόλου Ε γίνεται 
μονοεεδέε.

4)Υπενθυμεζουμε ότε μεα αριθμητική συνάρτηση f  εύναε μεα απεε-

Hom(A,A) = {f:A--- >A / f  απεεκόνεση}

με πράξη τη σύνθεση απεεκονύσεων

(f , h) »----► ho f

ΐ)με πράξη την τομή " Π 11 καε ουδέτερο στοιχείο το Ε 
ΐί)με πράξη την ένωση nU '* καε ουδέτερο στοιχείο το 0.

Στο σύνολο των αριθμητικών συναρτήσεων ορίζουμε μεα πράξη 
( ε ν ε λ ικ τ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο )

* , (f,g) I---► f*g
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ά π ο υ  ,  f * g  ε ί ν α ι  η α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο υ  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ο π ό  τ η  σ χ έ σ η

(f*g)(n) = Σ f(d)gC4) = Σ f(s)g(t) , Vn6IN*
d | n  ' s t = n

( Τ ο  π ρ ώ τ ο  ά θ ρ ο ι σ μ α  ε κ τ ε ί ν ε τ α ι  π ά ν ω  σ ’ έ λ ο υ ε  τ ο υ ε  φ υ σ ι κ ο ύ ε  δ ι α ι ρ έ τ ε ε  τ ο υ  

η  ,  ε ν ώ  τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  π ά νω  σ ’ ά λ α  τ α  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν α  ζ ε ύ γ η  ( s , t )  φ υ σ ικ ώ ν  

α ρ ι θ μ ώ ν  μ ε  s t  = η )  .

Το ζ ε ύ γ ο ε  ( Λ , * )  ε ί ν α ι  έ ν α  α ν τ ι μ ε τ α θ ε τ ι κ ά  μ ο ν ο ε ι δ έ ε  - 

Γ ι α  κ ά θ ε  f , g , h e A  έ χ ο υ μ ε  ( f * ( g * h ) ) = ( ( f * g ) * h )

Π ρ α γ μ α τ ι κ ά  ,  V n 6  3N ε ί ν α ι

( f * ( g * h ) ) ( n ) =  ΣΙ f ( s ) ( g * h ) ( t )  = ΣΙ f ( s ) (  ΣΙ g ( r ) h ( p ) ) =
s t = n  s t = n  r p = t

= ΣΙ f(s)g(r)h(p) .
s r p = n

Όμοια

((f*g)fth)(n)= ΣΙ (f*g)(k)h(p)= ΣΙ ί Σ f(s)g(rkp)=
kp=n kp=n sr=k '

f ( s ) g ( r ) h ( p )  .

Η αριθμητική συνάρτηση ε :  W

-Σ
s r p = n

► C π ο υ  ο ρ έ ζ ε τ α ι  α π ά

= ί

1 ιίταν η  = 1ε(η)
0 έταν η > 1

είναι το ουδέτερο στοιχείο .  Θα δείξουμε άτι
e*f = f = f*e V f 6 Λ  .

Πραγματικά , Vn63N* είναι
(ε*ί)(η)= ΣΖ ε(ε)ί(τ)= ε(1)ί(η)= f(n) 

st=n
κ α ι  ά μ ο ι α
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(f*e)(n). = f(n)

Τέλος , εύκολα αποδευκνύεταυ ότυ η πράξη * εύναυ αντυμεταθετυκή .

Αριθμών εύναυ βασικός .

§1.2 Υπομσυοευδή
ΟΡΙΣΜΟΣ. Ένα υποσύνολο S ενός μονοευδούς (Μ,*) , που εύναυ 

κλειστό ως προς την πράξη * καυ περιέχει το ουδέτερο στουχεύο του 
Μ , το καλου'με υπομονοευδές του Μ , δηλαδή αν

i) V  x,y G S ==» xfty 6 S
ii)  eGS

To υπομονοευδές S εύναυ φανερά καυ αυτό ένα μονοευδές ως προς την 
πράξη * . Γυα παράδειγμα , το σύνολο των άρτιων ακεραύων
2Ζ ={2k/kG 1 }  εύναυ υπομονοευδές του (Ζ,4-) αφού

καυ 0 G 2 Ί  , ενώ το 2Ζ δεν εύναυ υπομονοευδές του (2Γ,*) αφού το 
1 6 2 Ί  .

Καυ το κλασσυκό αποτέλεσμα .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Αν Α καυ Β εύναυ υπομονοευδή του μονοευδούς (Μ,*), 
τότε καυ η τομή τους ΑΠΒ εύναυ υπομονοευδές του Μ .

Α π όδειξη .

Αν e εύναυ το ουδέτερο στουχεύο του Μ , τότε

β6ΑΠΒ , αφού eGA καυ eGB .

Μένευ να δεύξουμε ότυ αν x,yGAOB τότε xftyGAOB . Πραγματικά , 
αν χ,γΘΑΠΒ τότε x,yGA καυ x,y6B , οπότε x*y G A } x*y 6 Β 
άρα xftyGAf)B .

ουκογένευα υπομονοευδών ϊυός μονοευδούς (Μ,ft) καυ η τομή τους

Θα σημειώσουμε εδώ ότυ ο ρόλος;του μονοευδούς

V  2klS2k2 6 2Κ => 2k2+2k2 = 2(k1+k2) G 2Z

Με τον ύδυο τρόπο αποδευκνύεταυ ότυ , αν
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Π α . εύναε ένα υπομονοεεδές του Μ .
i e i  1

Ας εεναε S ένα υποσύνολο εν<5ε μονοεεδούς (Μ,*) .  Από τα προη­

γούμενα συμπεραίνουμε ότε :
Ηη τομή όλων των υπομονοεεδών του Μ που περιέχουν το S εύναε υπο­
μονοεεδές του Μ , συμβολεσμός < S >  " καε εεναε το < S >  φανερά το 
"μικρότερο" υπομονοεεδές του Μ που περεέχεε το S (με την έννοεα 
ότε περεέχεταε σε κάθε υπομονοεεδές που περεέχεε το S) . ·

Καλούμε το < S > υπσμσνοεεδές που ποράγεταε από το  σύνολο S .

Έ τσ ε ,γ εα  παράδεεγμα , αν S = 0  τότε < 0 > εεναε το υπομονοεε­
δές  {e} ,  ενώ , αν το S εεναε υπομονοεεδές , τότε < S > = S .

Το < S > περεγράφεταε από την επόμενη πρόταση .

ΠΡΟΤΑΣΓΗ 2 . Ας εεναε (Μ,*) ένα μονοεεδές με ουδέτερο στοεχεύο 
e καε S ένα υποσύνολο του Μ με e € S  .

Τότε το < S > εεναε το σύνολο όλων των πεπερασμένων γενομένων 
από στοεχεεα του S , δηλ.

< S > = { s .* . .  .* s  /η € Ζ + ,  s . € S  ,  1 = 1 , .- .  ,η}ι  η 9 χ

Απόδειξη.
ί

Το < S > εεναε υπομονοεεδές του Μ .
Πραγματεκά , V sJl* . . . * s]{ , s ’* . .  .* s^  6 < S > εύναε

( s ^ * . . .* s ^ )* ( s £ * . . .* s^ )  = . .* s^  6 < S > καε e 6 < S >  αφού eG S .

Από τον ορεσμό του , το < S >  περεέχεε το S .
Μένεε να δεεξουμε ότε εύναε το μεκρότερο υπομονοεεδές του Μ 

που περεέχεε το S .
Ας εύναε F ένα άλλο υπομονοεεδές του Μ που περεέχεε το S . 

Αν s ^ , . . . , s ^ 6 S  , τότε , επεεδή SC F καε το F υπομονοεεδές , 
έχουμε S j * . . .* s k 6 F  , δηλ. το τυχόν s ^ * . . ,* s^  G < S > ανόκεε καε στο
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F 5 άρα < S >CF .

Παρατήρηση.

Αν το e 0 S , τότε παίρνουμε το σύνολο SU(e} καμ πέφτουμε στην 
προηγούμενη περίπτωση .

§2.Μονοεμδές πηλίκο.
Ας είναμ (Μ,*) ένα μονοεμδές καμ R μμα σχέση μσοδυναμίας στο 

Μ συμβμβαστη με την πράξη "*,r . Στο σύνολο πηλίκο M/R ορίζεται, τό­
τε μμα πράξη & ως εξής (.βλέπε Κεφ.0,§5)

V[xj,[y]eM/R , [x]*[y] = [x*y]
♦

To M/R εφοδμασμένο με την πράξη & γίνεται, μονοεμδές , που ονομά­
ζεται, μσνοειδές πηλίκο .
Πραγματικά , η προσεταμρμστμκότητα της πράξης συμπεραίνεταμ απλά από 
την προσεταμρμστμκότητα της * , ενώ το ουδέτερο στοιχείο είναι η 
κλάση [e] , αφού V  [χ] G M/R έχουμε ,

[x]*[e] = [x*e] = [χ] = [e*x] = [e]*[x]

Παράδειγμα 1 .

Στα μονοεμδη (Ζ,+) καμ (Ζ,Ο η σχέση μσοδυναμίας R̂  συμβμβά- 
ζεταμ καμ με την πρόσθεση καμ τον πολ/σμό . (βλέπε Κεφ.0,§5) . Έτσι 
έχουμε τα μονοειδή .

α) (Ζ ,+) με ουδέτερο στομχείο την κλάση δ m _
β) (Ζ^,·) με ουδέτερο στομχείο την κλάση ϊ  

όπου r

α+b = a+b __
ή _  _  _ _  V  a,b6Z

α·b = ab m

§3.0μομορφισμοί Μ συοειδών.

Ας είναμ (Μ,*), καμ (Ν,*) δύο μονοεμδη .
Μμα απεμκόνμση 

f  : Μ---- ► Ν
ο
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ο ν ο μ ά ζ ε τ α μ  ο μ σ μ ο ρ φ ί σ μ ό ς  μ ο υ ο ε ι δ ώ υ  ό τ α ν  

01 > f(x * y ) = f (x )* f (y )  V x , y 6 M

° 2^  f êM̂  = eN

άτου eM καμ τα ουδέτερα στομχεία των Μ καμ Ν αντίστομχα .

'Evas ομομορφμσμάε f  : Μ----->-Ν καλείται, :
ε τ α μ ο ρ φ μ σ μ ό ς  , αν η f  είναμ επ ί . 

νουσμορφίσρός , αν η f  είναι, 1-1 .
μ<α>μορφμσμός ,  αν ή f  είναι, 1-1 και, επ ί . Στην περίπτωση αυτή 

καλούμε τα μονοεμδύ (Μ,*) και, (Ν,*)  μρόμορφα και, το συμβολίζουμε

Μ % Ν .
Είναι, φανερέ ότι, :

Αν f:M -*· Μ' είναμ  ένας ομομορφμσμύε μονοεμδών , τύτε ο f  
είνα ι, μσομορφμσμύε , εάν καμ μύνο εάν υπάρχεμ ομομορφμσμάε g:M '— *·Μ 
έτσμ ώστε g o f = I ^  καμ f  e g r l ^ ,  ,

Παραδείγματα.

1) Η απεμκόνμση f : ( P ( E ) ,u )  — ► (Ρ(Ε),Π ) που ορίζεταμ απά 

f i X j s C j X  , Vx 6 Ρ(Ε) 

είναμ  ένας ομομορφμσμάε μονοεμδών , αφού 

0χ ) ¥ χ , Υ6Ρ( Ε)  είναμ

f  (XUY) = C£ (XUY) = CEXnCEY = f  (X )O f(Y )

καμ
0o) f ( 0 )  =C„0 = E' 2 '  ~ L·

H f  είναμ εευπλέον καμ 1-1 καμ επ ί .
ΙΙραγματμκά , αν f ( X ) = f ( Y )  , δηλ. CEX = CgY , τάτε Χ=Υ 
( Η f  είναμ 1-1 ) .

Τέλοε»γμ<* κάθε XGP(E)  ,  υπάρχεμ το CgX με

f(C EX )= CE(CEX)=X (Η f  είναμ επ ί ) .
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Έ τσι π f  ε ίνα ι ισομορφισμόε , οπάτε 

(Ρ(Ε),υ)^(Ρ(Ε),Π) .

2) Αν R ε ίν α ι μια σχέση ισσδυναμίαε συμβιβαστή με την πράξη του 
μονοειδοΰε , τάτε η κανονική προβολή

ρ:(Μ ,*)-----*■ (M/R,&) , p(m) = [m] , VmGM

είν α ι έναε επιμορφισμάε , αφοί

01) Vm,nGM , p(m*n) = [m*n] = [m]?e[n] =p(m)Sp(n)

V  P ( e M )  =  ^

και η p ε ίν α ι φανερά επ ί . '

3) Αν f ,g  ε ίν α ι ομομορφισμοί μονοειδών

(Μ,*) — ( Ν, *) —^  (Α,*) 

τάτε και η σύνθεση τουε

gof : ( M, A) ---- (Α,*)

ε ίν α ι έναε ομομορφισμάε μονοειδών . ( Άσκηση) .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Αε ε ίν α ι f :(M ,* )---- ► (Ν,*) έναε ομομορφισμάε μονο-
ειδών .

α) Αν Α ε ίν α ι ένα υπομονοειδέε του Μ , τάτε και η εικάνα του 
f(A) ε ίν α ι υπομονοειδέε του Ν .

β) Αν Β ε ίν α ι ένα υπομονοειδέε του Ν , τάτε και η αντίστροφη 
εικάνα του f  (Β) ε ίν α ι υπομονοειδέε του Μ .

Απόδειξη.

α) Έχουμε f ( A) ={ y / yGN και  3 x G A  , έτσ ι ώστε f ( x ) = y }  .
Αν y15y2 Gf(A) , τάτε υπάρχουν x ^ Xj GA με

f (x 1) = y 1 και f ( x 2> = y 2

οπάτε
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f  ονιομ.
yl* y2 = f ( x l )*f ( x 2 ) ---- - f ( x i* x2 )

με το x1*x2 G A αφού το A υπομονοευδές .

Έτσι. V y 1 , y 2 e f(A) =* y ^ y j  G f(A)  .

Επιπλέον , επευδή G A και, , έχουμε e^GfCA) .

β) Εέναυ f  1(B) = {x/xGM καυ f ( x ) GB}  .

To G f _1(B) , αφού f ( e ^ )  = e^G B .

Αν τώρα x ,y G f" '1(B) , τ ό τ ε  f i x )  , f ( y ) G B

οπύτε f  (x*y) = f (x )* f (y )  G B δηλ. x * y G f”1(B) . ·

Ας εύναυ τώρα f  : M ■ ·*■ N ένας ομομορφυσμύς μονοευδών. . Η πυρη- 
νυκή υσοδυναμύα σ τ ο  Μ

a = a '(R f )< « > f ( a )  = f ( a ' )
/

ευ ναι, συμβυβαστή με την πράξη του Μ .
Πραγματυκά

a = a #(R^) f ( a )  = f ( a ' )

b = b ' ( Rf ) J  f ( b )  = f ( b ' )

επομένως
«

f ( a * b )  = f  ( a ) * f ( b ) = f ( a  ' ) * f ( b ' )  = f ( a  ' * b ' )  

δηλαδή a*b> a Nkb'CR^) .

H R^ λουπύν δομεύ το σύνολο πηλύκο M/R .̂ σε μονοευδέε (M/R^,S) , 
ύπου

V  [α] , [b] G M/Rf , [a]*[b] = [a*b] .

θα παρατηρήσουμε , στη συνέχευα , (βλέπε θεωρ.2,Κεφ. 0 ,§4) <5τυ 
η απευκύνυση f:M — ►Ν γράφεταυ σαν σύνθεση μυαε επύ ρ καυ 
μυαε 1-1 f  όπου ρ εύναυ η κανονυκή προβολή (επυμορφυσμύς)
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p(x) = [x] xau f  ( [x] ) - f(x)

f

0 f  είναι, ομομορφι,σμός . Πραγματικά , V  W  5 |j] 6 M/R έχουμε
f

f ( [x]« [x] ) = f  C [x*y] ) = f(x*y) = f(x)*f(y)

= f  ( [x] )*f( [y] )

καυ
=f(eM) = eN .

Έτσι, κάθε ομομορφι,σμός μονοει,δών f  : (Μ,*)—»·(Ν,*) γράφεται, σαν 
σΰυθεση

f  = f  ο ρ

ενός επι,μορφυσμου και, ενός μονομορφι,σμού .

Ας παρατηρήσουμε ότι, γι,α τυς ει,κόνες έχουμε 

f(M/Rf ) r  f (Μ)

Θεωρώντας τον μονομορφι,σμό f  σαν απεοκόνυση 

f:M/R ------ ► f(M)

ο f  είναι, ένας ι,σομορφι,σμός μονοει,δών , οπότε 

M/Rf ~ fCM)

Δείξαμε λοι,πόν .



ΘΕΏΡΗΜΑ. 1. (Ομομορφιομού) As ε ίν α ι  R̂ . η πυρηνική ισοδυναμία

που ο ρ ίζ ε ι  ένας ομομορφισμός μονοειδών f : (M ,* ) ---- *-(Ν,*) .  Το μ ονοει-
δές πηλίκο (M/Rf ,* )  είναι, ισόμορφο με την εικόνα fCM) του μ ο νοει- 
δούς Μ , δηλ.

Π φ ά & ειγμ α  1* θεωρήστε τα μονοειδό (Μ,*) και ( Μ ' , * )  με πίνα­
κες πολ/σμού α ντ ίσ το ιχα  τουε : (1 ) και- (2 )

* e α b  c * e γ
€ e α b c (1 ) e e γ
α a e c b γ Ύ Y
b b b  b b
C , c c c  c

Η απεικόνιση  f : M——♦ Μ '  με

f ( e )  = e ,  f  (α) = e , f (b )  = γ  , f ( c )  = γ

ε ίν α ι  ένας επιμορφίσμός μονοειδών , οπότε f (M)=M'  .
Γ ια  την πυρηνικό ισοδυναμία R^ ισ χ ύ ε ι R^ ( e ) =R^ ( a )  και 
R^(b) = R ^(c) έ τσ ι

M/Rf = (Rf (e ) ,R f (b ) )  ,

R απεικόνιση  f z K / R ^  + Μ '  με

f(R f ( e ) )  = 5 κα ι f(R f (b ) )  = y

ε ίν α ι  ισομορφισμός , οπότε M /R ^ M* ·

Ας ε ίν α ι  (X ,*) ένα μονοειδές με ουδέτερο σ το ιχε ίο  e και 
Ηοπ(Χ,Χ) το μονοειδές όλων των απεικονίσεων του X στο X με πρό 

ξη τη σύνθεση απεικονίσεων .

ΘΕΏΡΗΜΑ 2. (Gayley) . Κόθε μονοειδές (X,*) ε ίν α ι ισόμορφο μ ’ 

ένα υπομονοειδές του Hom(X,X) .
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Απόδειξη. θεωρούμε την απεεκόνεση f :X ---- ► Hom(X,X) , χ  I— ί χ

όπου η απεεκόνεση f  :Χ — X ορεζεταε ως εξήδ :X
f  ( z ) = χ  * z V z 6 X

H f  
δηλ.

ε ίν α ι 1-1 . ΙΙραγματεκό 
x*e = y*e = >  x = y .

. av f  = f  , τότε x y f x( e ) = f y i e)  ’

H f εύναε ομομορφεσμός*αρκεί να δείξουμε

a) f  = f  o f  
X1*X2 X1 X2

, V x i s x2 e x

0) f  = i Y ·e X

Γεα το a) έχουμε : V z G X  , f  f (z) = (x *x_)*z .
xl* x2 ^

9
Απ’την όλλη μεριά

(f ° f  Kz) = f (f (z)) = fv (Xo*z) =
A1 λ2 *2  ^

= x ^ C x ^ z )  = (x1*x2>*z

όπως το επιθυμούσαμε .
Γεα το β) παρατηρούμε ό τ ε \ / ζ 6 Χ  εεναε f  (ζ )  = e*z = ζ = Ι ν (ζ )  .e X
Η f  εύναε λοεπόυ μονομορφεσμός , καε αν την θεωρήσουμε σαν απεεκό- 
νεση X---- ► f(X) εεναε εσομορφεσμός . Άρα X^ f i X)  . ·

Παράδειγμα 2. Ας εεναε (Μ,*) το μονοεεδές του προηγουμένου πα­
ραδείγματος . Εδώ έχουμε τες  α π εικ ον ίσ εις  f  , f  , f , , f  » όπως αυτές© 01 ΰ C
δίνοντα ι από το επόμενο σχήμα

Ετσε , γεα τον ομομορφεσμό f : M ----->·Ηοιη(Μ,Μ) έχουμε ότε

f ( M )  = { f  f  , f  f  } 
e *  a * b ’ c
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που ε ίν a t  υπομονοειδές του Ησιη(Μ,Μ) με πίνακα πολ/σμού

0 ομομορφισμός Η--► f{H) με e|— * f g ,  «ι— ► f # ,  b ·— ► ,

c l — *· f  ε ίν α ι  ισομορφισμός ,  οπότε
C

Mvf(H) -

§4.Ελεύθερα μσνοει£ή.
S

Ας ε ίν α ι X ένα σύνολο ,  το αλφάβητο μας ,  τα σ το ιχ εία  του ο­

ποίου θα τα καλούμε γράμματα .

Μια λέ£η w με μόκας £(w) = η £ ΐ  ,  από το αλφάβητο X ,  ε ίν α ι ένα 

σ τ ο ιχ ε ίο  του συνόλου XD = X * — *  X δηλαδή·■ -· ν ' 11 *
ο-φ ορές

) ,  όπου χ ^ 6 Χ  γ ια  κάθε l < i £ n  

που στη συνέχεια  θα σημειώνουμε :

* * ν - Λ ι  ·
2

Έ τ σ ι  τα σ τ ο ιχ ε ία  του X  ε ίν α ι λ έ ξ ε ι ς  με μήκος 1 ,  τον X  με μήκος 

2 χ . ο . χ ,

θα συμβολίζουμε με Λ τη λέξη χωρίς γράμματα και θα την καλούμε 
κενή λέξη - Το μήκος της είναι &(Λ) = 0 .

Το σύνολο  όλων των λέξεων w ,  με μήκος >̂ 0 ,  που παράγονται από 

τσ αλφάβητο X , το σημειώνουμε X* 6ηλ.

X* = {w/w λέξη από το X  με Jt(w) > 0} .
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= χ1 m ·  *  X Vλ  m mη 1 ,yk z1. . ·ζχ = (xr  .·*„ y v  

“ £(x*-·»x ) »

’yk)-(xr ·ζλ>

Γι,α την κενή λέξη Λ έχουμε ,
\ / &Λ· w = w = w-Λ , VwGX

Το σίνολο λοι,πόν X* με την παραπάνω πράξη δομείται, σε μονοεο- 
δές με ουδέτερο στοι,χείο την κενή λέξη Λ . Το μονοει,δές αυτ<5 (X*,·) 
καλείται. Ελεύθερο μονοει,δές που παράγεται από το  σύνολο X .

Παρατήρηση.
Η πράξη " * " δεν είναι, γενι,κά αντι,μεταθετι,κή , ενώ κάθε λέξη 

Χ1  * *'Χη 6 X* » με ^ κοε n » ΡΊ°ρ°ύμε να την γράψουμε σαν γι,νέμενο λέ­
ξεων μήκους 1 ως εξής :

1 n 1 η

Ιίχράδεεγμα 2„ Αν Χ = { 0 ,1 }  τότε X* = { Λ ,0 , 1 , 0 0 , 0 1 , 1 0 , 1 1 , 0 0 0 ,

0 0 1 , . . . }  και,

01* 101= 01101 
101* 01= 10101 
01· Λ = 01 = Λ* 01

Παράδειγμα 3 . Η 1-1 καο επί απει,κόνυση h :ϊί -*■ {χ} του παραδείγμα­
τος 1 είναι, ένας υσομορφυσμος του προσθετικοί μονοει,δοΰς (ϊί, + ) στο μονοευ- 
δές ({χ}",·) .

Η h είναι, ομομορφυσμός . Πραγματυκά , V  π ι,ηβ ΐ έχουμε

h(mtn) = χχ .. .x g (χ.. ♦ χ) * Cx... x) =h(m)*h(n) 
mtn φορές m-φορές n-φορές

και, h(0) = Λ . Ετσι,
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CW , + ) M ( x } * , * )

Υ π ά ρ χ ε ι  έ ν α  σ π ο υ δ α ί ο  θ ε ώ ρ η μ α  π ο υ  μ α ς  χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε ι ,  τ α  ε λ ε ύ θ ε ρ α  

μ ο ν ο ε ι δ ή  .

ΘΕΟΡΗΜΑ 3· Το ελεύθερο μ ονοειδές (X * ,')  έχει, την εξής χαρακτη­
ρ ισ τικ ή  ιδ ιό τη τα  . Για κάθε άλλο μ ονοειδές (Μ,*) , και γ ια  ο π ο υ δή ­
ποτε απεικόνιση  φ:Χ-  -» Μ , υπάρχει, μοναδικός ομομορφισμός

φ :(Χ * ,· ) ------ ► (Μ,*)

που προεκτείνει, την φ , που χάνει, δηλ. το επόμενο διάγραμμα αντιμε- 
ταθετικό

-►  X

( 3 ) Φ φ = φ · ι

ό π ο υ  η  α π ε ι κ ό ν ι σ η  1  ο ρ ί ζ ε τ α ι ,  α π ό  ί ( χ ) = χ  ,  V x € X

Α πόδειξη . ^ς είναι, φ:Χ — *■ Μ μ La τυχούσα απεικόνιση . Ορίζουμε 

την απεικόνιση

$:Χ*---► Μ
ως εξή ς

$(A)=eM
£

Για  κάθε λέξη  χ , . . . χ  8 Χ  ,  με μήκος η ,  να ε ίν α ι >
1  Π

^(χ^,.χ^) * φ(χ1)*φ(χ2)*-. ,*φ(χη)

00

Η φ ε ίν α ι  ομομορφίσμός μονοειδών τέ τ ο ιο ς  ώστε <ρ = 
Πραγματικά , φ(Λ) =β^  και γ ια  κάθε χ^ . . .χ ^  > y1· . .

Λ ·φ ο ι -

με μήκη
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αντόστοι,χα ν και, k ι,σχύει,

KCxr ..xv)-(y i...y k)) = $ ( X;L. . . X V yr ..yk) =

= φ ( χ 1 )ί%. . » * φ ( χ ν ) * φ ( γ 1 ) * . . . * 9 ( y k )

= Κχ^ · .x )*$(y1. . .yk) .
Επυπλέον

(φ  ® i ) ( x )  = φ ( ί ( χ ) )  = φ ( χ )  = φ ( χ )  V x 6 X

Η μοναδικότητα του φ . As υποθέσουμε ότι, υπάρχει, και,'άλλοε ομομορ- 
φι,σμόε

1
h : X*----* Μ με h ο i  = φ (5)

Τότε ΜΛ)=βΜ = φ(Λ) , καυ γι,α κάθε χ^.,.χ^εχ* με μηκοε ν έχουμε 

W  (5)
φ(Χ ι.. .χ ν) — φ(Χι)*,. .*φ(χν) =  (.h i)(X l)*.. .ft(h ο ΐ)(χ^)

=  hCKx )̂ )*.. .*h(.i(x^)) = hCx^)*.. .fthCx̂ ) 
h ομομ
— hCx- ' . . . ’ Χ ) = h ( x .  . . . x  ) i  n l  v

Άρα φ = h , όπωε επιθυμούσαμε . ■

Θεωρούμε ένα (μη κενό) σύνολο X

Θεώρημα 4. (Μοναβμκότητας). Αν (Μ,*) είναι, ένα μονοευδέε καυ
h:X--- ► Μ μι,α απευκόνυση τέτοι,α ώστε , κάθε άλλο μονοευδέε (Ν,*)
και, κάθε απευκόνυση f  : X----► Ν να ορίζουν μοναδυκό ομομορφυσμό
μονοευδών ?:(Μ ,0--- ► (Ν,·) που να κάνει, αντυμεταθετι,κό το δυά-
γραμμα

χ ----- £-------Μ
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Τ«5τε τα μουοειδή (Μ ,·) και, X* ε ίν α ι  ισόμορφα δηλαδή (Μ,· X* .

Α πόδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 3 η απεικόνιση h :X ---- ► Μ
A JL

ο ρ ίζ ε ι  ένα ομομορφισμό h:X ----- ► Μ τέτο ιο  ώστε h o i  = h .
Με την σειρά  της η απεικόνιση  χ:Χ-----*- X* ο ρ ίζ ε ι  σύμφωνα με

την υπόθεση μας ένα ομομορφισμό ι:Μ ---- ► X* τέτο ιο  ώστε i  ο h ~ i  .

*

Έ τσ ι η σύνθεση i  ο h κόνει α ντιμ ετα θετικό  το διόγραμμα

αφού i * h « i ' = i ® h  = i  .
Αλλά κα ι ο τα υτοτικός ομομορφισμός I  κάνει α ντιμ ετα θετικό  το

X*διάγραμμα
*

Αχό το θεώρημα 3 παίρνουμε
Λ /V
ί  β h = I

X*
Με του ίδ ιο  τρόπο δείχνουμε ό τ ι  h P i  = I M και επομένως (Μ ,·)^Χ * . ·
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Πρόταση 4. Κ(ίθε πεπερασμένο παραγόμενο μονοειδές (Μ,*) είναι η 
ομόμορφη εικόνα ενός ελεύθερου μονοειδούς -

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το Μ παράγεται από το πεπερασμένο υπο­
σύνολο του

A = {m̂ 5...

Αν τώρα πάρουμε το αλφάβητο X ={χ ,̂.. . ,χ̂ } με ν στοιχεία και ορί­
σουμε την απεικόνιση

φ:Χ-----*· Μ με φ(.χ̂ )=πκ V i = l , 2 , . . . , n

η φ προεκτείνεται (Θεωρ.3) σ’ένα ομομορφισμό μονοειδών φ:Χ*----►  Μ.
0 φ είναι επιμορφισμός . Πραγματικά , κάθε yGM γράφεται

y = m. ftin. , m. GA . ^ λ β ί ΐ ....... k} ,*/ Ί Ί  ϋ Ί 9 9 9
X1 x2 k χλ

επειδιί το A παράγει το Μ .
To y είναι η εικόνα της λέξης χ. χ. . . . χ .  με μόκος k αφού

X1 Χ2 Xk

φ(χ. . . .χ.  )=φ(χ. )*...ft<p(x. )=m. * ftm. =y 
X1 k 1 k 1 \

Έτσι Μ=φ(Χ*) . ·

ΠΟΡΙΣΜΑ. I. Κάθε πεπερασμένο μονοειδές είναι η ομόμορφη εικόνα 
ενός ελεύθερου μονοειδούς . ■

Παράδειγμα 4 .  Ας είναι (Μ,ft) το μονοειδές του παραδείγματος 1,§3 

Το Μ παράγεται από το σύνολο A={a,b} , αφού

a * b  = c x a i a f t a  = e ( g j

Θεωρούμε το αλφάβητο X = {x,y} και ορίζουμε την απεικόνιση

» με <ρ(χ)=α και <p(y)=b ( 7 )

0 φ επεκτείνεται μοναδικά σ’ένα ομομορφισμό
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φ:Χ*-----► Μ

που ε ίν α ι  επιμορφισμός ,  αφού
(7 ) C7)

β =φ ( Λ)  ,  α = φ ( χ )  = φ(χ) , b =  q>(y)=$(y) 
(6 ) (7 )

C =  a*b s s s  qi(x)*<p(y) = $(xy)

Άρα Μ = φ(Χ*) .

§5. Εφαρμογές a m  αυτόματα χ α ι  σ τ ις  γλώασες
Οι θεω ρίες των αυτομάτων και τυπικών γλωσσών εμφανίστηκαν στη 

δεκαετία  του 50 . Συγκεκριμένα , το 1956 ο Norm Chomsky πρώτος ό ρ ι-  
σε τ ι ς  τυ π ικ ές  γλώσσες σαν υποσύνολα ελευθέρων μονοειδών , οι. δε Μ.
Rabin και D .S co tt το 1959 έχαναν την πρώτη συστηματική παρουσίαση 
της τυπ ικής θεωρίας των αυτομάτων .

Η σχέση μεταξύ της θεωρίας γλωσσών και της θεωρίας αυτομάτων ε ί ­
ναι. πολύ ενδιαφέρουσα . Καθεμιά χρ η σ ιμ οπ ο ιε ίτα ι σαν εργαλείο ή α ιτ ία  
προβλημάτων γ ια  την άλλη . Τα τελευτα ία  20 χρόνια είχαμε μ ια  δραστή­
ρ ια  ανάπτυξη των δύο θεωριών , που οδήγησε σε μια σαφή μαθηματική πα­
ρουσίασή τους ,  χρησιμοποιώντας θεωρήματα κα ι μεθόδους απόδειξης ο ι 
ο π ο ίες  ε ίν α ι  στην ουσία αλγεβρικές .

Πολλά από τρι αποτελέσματα που δημοσιεύτηκαν παρουσιάζουν μεγάλο 
ενδιαφέρον στη Λογική , Γλωσσολογία , προγραμματισμό , ηλεκτρονικά 
κυκλώματα ,  στα φαινόμενα αναπαραγωγής κυττάρων κ .λ .π .

ΓΛΩΣΣΕΣ .

Ας ε ίν α ι  X ένα πεπερασμένο σύνολο το αλφάβητό μας .
Μία γλα*λϋ πάνω στο X ε ίν α ι  ένα υποσύνολο L του ελεύθερου μονοει-
δούς X .

Έ τσ ι ,  το σύνολο των Ελληνικών λέξεων ε ίν α ι  μ ία  γλώσσα πάνω στο αλφάβη­
το X = { α , β , γ , . . . ,ω} .

Ό μοια , το σύνολο L = {α1̂ 11 ] η _>0} , που π ερ ιέχ ε ι σαν σ το ιχε ία  λ έξε ις  
με μόνο α ακολουθούμενες από λ έ ξ ε ις  με μόνο b , που έχουν όμως το ί δ ι ο  
μήκος , ε ίν α ι  μ ία  γλώσσα πάνω στο X = {a,b} .
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Πράξεις πάνω σ τ ι ς  γλώσσες από το αλφάβητο X .

Αν L Ĉ X καε L2Cx" εέναε δέο γλώσσες πάνω στο έδεο αλφάβητο X , 
τό τε  μπορούμε να ορέσουμε τες επόμενες βασεκές πράξεες .

®Ι 'Ενωση L^Ul  ̂=-{w | w θ ή w e L2

■  Τομή L2 = {w I w eLx καε w e y

BB Παράθεση (ή γινόμενο) = {wv IweL  ̂ καε νβΙ·2)

δηλαδή ονομ άζουμ ε παράθεση των γλωσσών καε L2 τη γλώσσα που σ χ η μ α τ ε ζ ε -

τα ε αν παραθέσουμε κάθε λ έξη  τη ς δέπλα  σ ε  κάθε λ έξη  τ η ς  Lg · Γεα π α ρά -

δεεγμ α  , α ν  X = { a ,b sc }  καε θεωρήσουμε τη ς γλώ σ σ ες = {ab ^ b a} ,  L2 = { a c , c }  

τ ό τ ε
*

L^L2 = {ab ac , abc , b aac , b a c }
•jj·

Η παράθεση λέξεω ν ε έ ν α ε  πράξη π ρ ο σ ε τ α ερ ε σ τ ικ ή  , δηλαδή αν L. ζ:Χ  ,
* * ν ( , , ■L

Ι^ΈΞγΧ , L g^ X  ε έ ν α ε  τ ρ ε έ ς  ο π οεεσ δ ή π οτε γλώ σ σ ες^ , τ ό τ ε

Ll(L2,L3) = (LjL^Lg .

Πραγματεκά ,

Li^ L2L3  ̂ = ] ν  eL^ , w e i i 2 , u eL 3 } =

= {(v w )u  J v e i ^  ,  w 6 L 2 ,  u ΘLg } = (L jL ^ L g

BB Θήκη Μπορούμε επαγω γεκά να  ορε'σουμε τη ν  ν -σ τ η  δύναμη μ εα ς γλώ σσας 

L £ X  ως ε ξ ή ς  :

L° = {Λ} 

L1 = L 
L2 = LL

LV+1 = LVL

l* = U } U l U l 2 U . . :  = u Lk .
k=0

>: ·Ά
ji s

θ έτου μ ε
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, & it
Η γλωσσά L £ Χ  , που ορίστηκε με τον παραπάνω τρόπο ονομάζεται, θήκη της 

γλώσσας L . Δηλαδή η θήκη L μ ια ς  γλώσσας L π ε ρ ιέ χ ε ι  άλες τ ι ς  λ έ ξ ε ις  
πσυ σ χημ ατίζοντα ι ,  αν παραθέσουμε σποισνδηποτε αριθμό λέξεων τη ς  L .
Για πράδειγμα , αν X = { a ,b ,c }  χ α ι L = {be} θα έχουμε 

'  L° = U )

L1 = L = {be}

l ?  -  LL = {bebe}

= L^L = {bebebe}

& it
Έ τσ ι L = {be} = {Λ , be , bebe , bebebe , . . .  }

Σ υντα κ τικ ή  ισ ο δ υ ν α μ ία  τ η ς  γλώ σσας L .
i t  it

Ας ε ίν α ι  LcjX μ ία  γλώσσα . Γ ια χάθε λέξη υ β Χ  ορίζουμε το σύνολο

Lu = {(t,s) I tus*eL , t,s ex } .

Στο X ορίζουμε μ ία  σχέση ως εξής :

U1 =U! ( V  α ν ' ϊ  \
= LU,

Θα δείξουμε ά τ ι η ε ίν α ι  μ ία  σχέση ισοδυναμίας στο  ελεύθερο μηνοει­

δ έ ς  X* συμβιβαστή με τη ν  πράξη του  .
Ε ίν α ι φανερά ά τ ι η ε ίν α ι  σχέση ισοδυναμίας . Ας υποθέσουμε ά τ ι

U1=°2(V  *"· _ ______ _______

τάτε
L = L 

1 U2
χα ι L = L

1 W2

Θα δείξουμε ά τ ι
L = L 
U1W1 U2W2 (8)

Πραγματικά ,

( t , s )  eL
U1W1

tu^w s e L ( t , w . s )  eL = L 
1 U1 u2

■s.1
ill

|l

iljj
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=φ tu 2wlS e Lx «ί—*► ( t u 2, s)  e L w^ = L w^

tu 2w2s e L ( t , s )  ΘL
U2W2

hol η (8) νσχύεν .
Οπότε

U1W1 =U2W2(RL) '
H καλενταν συντακτική ισοδυναμίας της γλώσσας L , ενώ το μονο-

ενδές πηλίκο
&X

καλείται συντακτικό μονοείδές της γλώσσας L .

Η επόμενη πρόταση μας περιγράφει» μια βασική ιδιότητα της συντακτικής 
ισοδυναμίας .

ΠΡΟΤΑΣΗ 5 .
θεωρούμε τη γλώσσα L9X καν την συντακτική ισοδυναμίας της R̂  .

Τότ ε ,
a )  u  Ξ w(R ) κ α ν  u  θ L ■ - ■ > w 6 L .L &
8) Γνα κάθε σχέση  ισοδυναμίας S στο X συμβιβαστή με την πράξη του 

τέτονα ώστε

ισχύει
u - w( S )  καν u 6 L = = ^  w6L (9)

V1 Sv2(S) ~ ♦  V1 EW
δηλαδιί η S K R, .

Li

Απόδειξη .
a) Αφού u i w ( R  ) = Φ  L = L . (10)

Xj U W

Αλλά (Λ,Λ) eLu επειδή A u A = u 6 L  , έτσν από την (10) έχουμε (Λ,Λ)ΘΙ· ,
δηλαδη w = Λ wA Θ L .

β) Η σχέση

V1 =V2(S> “ *·ν1 = W

i<
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ευναι ισοδύναμη ye την 
v ,  Ξν (S )  = * > L  '*J* t  >1- J 9  (? .,c.wi) ‘> rJ 3 2 tv r.ui <?— >1 2ν ; ·* ■*■ Α 4

Έστω ( s , t )  e L  . Αφού η S εό^αμ1 ^μβΰβα στη '*, θΐτ* έχόνμέ
»? ' <Γ* '1  ^

= v2 ( S )  -

s  = s  ( S )  >  Γ-,τ»  s v ^ t E s V g ^ C S )  

t  = t  ( S )  _

J 3 U X 0 J  ( 8 )  π j o k

3TO)f0

‘ / W ' iV
('./.·■ 3 c .7 Q [tr  o^ j j u x x ·". ecqjigj-HMTvcoTvafo h

0  K J  Afi if ; ; 3 5 j 3sv 1t  Ξ sv 2t ( S )  Mat s v ^  e L sv 2t  e l
X \  Xοπότε ( s , t )  e L  Mat έτσμ 

2
L c . l  . J  :>cr>obtr ;;:i7 0 3 0 J3 <>/o j  owjtkotvucv — V *1 2  , ,

?hx j)*Xi' i ;. ί ; ft worn.*? r/jLi W J  - cjotoo* nujifcxa H
'Oyouot αποδεικνΰετα ι otl xa t

* ûj.'iftvadooj
L ζ  L · yy  — y

2 1 . 0 ΗΓίΛΙΚΤπΐ
οπότε j/S-ywu’.QOj p* ,·τ.«ΛΓν· / 0  νπτ -υ·# *«;ηω/γ nr 3^ίΌα«;3β

LV =Lv * *  < 3ibT
1 2 . .’ 3 w<-*;'= vf -> ·.'·' .n..·: ( . ’F>w.: u (c

Έ νας τρόπος Y ta  να εντοπίσουμε γλώσσες εόναυ μέσω των αυτομάτων .
V O T  Ί  7 EC -·ΤΓ JTiOC X 07  n Ζ  r·.· Ji.-.Y/J.'ou.i ,-ΟΓ-χΓ· 3 $ » *  υ / Ι  ( 8

3 ί ο ω  J O J O T 3  7ΑΧΈΟΜΑΙΑ .  -
( ρ )  .· 3 w ■"" · J  rf υ  j!0 « ( Z ' j w t n

Ας εόναμ X ένα αλφάβητο .  Μπορούμε να φανταστούμε ένα αυτόματο

σαν ένα "μαύρο κουτό" που ,  όταν το τροφοδοτήσουμε με μνα λέξη

χ ^ . , . χ ^ β Χ  ,  αυτό την αποδέχεται, ή όχε,Η),  ; V' ( ?, ί Λ' /ι £ ι

(ο ι )

. ίί >* Ζ  Π ρ*ε/μ5  J
, rr̂ jâ onA

Ένα ττΕΠΕΟασυένο αυτόματο εόναμ μία &- αδά"  (,.r > w u  υοφΑ ν0

(A, A) ® ^ : ( S  X ό , δ ^ , Γ ) ” 1 30 T3 · « «19 t' = Λ u Λ frSjjjrs L>J  9 (Af A) bAAA
°  . J  9 \w  Λ -  w ρδκΑρδ

όπου

β  S , X , F  εόναμ ξεπερασμένα σύνολα Ρ03χυ Η (8

(S  eilvat το σύνολο των εα π ερ ιχ ώ ν  mW rbiu5eo»v τ6^ αλφάβητο ε ι -
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.*·

σόδου και FQS ένα σύνολο από εσωτερικές καταστάσεις που ονομάζο­
νταν τελ ικές) .

Β Sq μια διακεκριμένη αρχική εωστερική κατάσταση .
Β 6 : S x X ---- *■ S μια απεικόνιση που ονομάζεται, απεικόνιση μετάβα­

σης και μας περιγράφει τη λειτουργία  του αυτόματου , δηλ_ , αν το 
αυτόματο βρίσκεται στην εσωτερική κατάσταση s και το τροφοδοτήσουμε 
με το γράμμα χ8Χ  , θα πάει στην εσωτερική κατάσταση δ ( ε , χ )  .

Ένα αυτόματο CX μπορεί να παρασταθεί από το δ ιά γ ρ α μ μ α  κ α τα ­

στάσεω ν με κορυφές 0  τις εσωτερικές του καταστάσεις και βέλη

Σε μια τέτοια  παράσταση. , ο συμβολισμός (fs)j δηλώνει ό τ ι η εσωτε-

ό τι η s ε ίν α ι η αρχική του κατάσταση .

Παράδειγμα X. Το αυτόματο t X  -  (.S ,X ,6,sQ,F) με S = {sQis } ,
Χ = {θ, ΐ } , F = {s^} και απεικόνιση μετάβασης δ που δ ίν ε τα ι από τον

παρακάτω πίνακα

χ

ρική κατάσταση s είναι τελική , ενώ ο συμβολισμός

δ 0 1

μπορεί να παρασταθεί με το επόμενο διάγραμμα καταστάσεων

1

( Σ χ . 1 )

1

i
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Ag δούμε τώρα πως μεταβάλλονται, ο ι εσωτερικές καταστάσεις ενός 
αυτόματου τ χ  .

Η δ ε π ε κ τε ίν ε τα ι επαγωγικά σε μ ια  απεικόνιση 

δ* : S XX*----- ► S

ως έξης:

ί )  Βασικό βήμα : δ*(ε,Λ) = s V s G S  «»

i i )  Επαγωγικό βήμα : 6*(s,wx) = 6(6*(s,w),x),Vses , w € ) ^ ,  x G X J

Μ’άλλα λόγια  , αν .το αυτόματο βρίσκετα ι στην εσωτερικό κατάσταση s ,  
αυτό δεν μεταβάλλεται όταν το αυτόματο δεν δε χ θ ε ί καμιά λέξη (Βασικό 
βήμα)* αν όμως στην εσωτερική κατάσταση s  δ εχ θ ε ί τη λέξη wx , μας 
μεταφέρει σε μ ια  νέα  εσωτερική κατάσταση 6(6*(s,w),»?c) που προκύπτει ,  
δ ίνο ντα ς  πρώτα τη  λέξη w (μεταφορά στην εσωτερική κατάσταση 6 * (s ,w )), 
χα ι στη συνέχεια  το γράμμα χ .

Στη συνέχεια  , θα παρατηρήσουμε ό τ ι  , γ ια  κάθε s 6 S  και w, v6X ,  

έχουμε

| 6*(syw v) -  6*(6*(s,w ) , ν ) |  ( 1 2 )

Γ ια  την απόδειξη  εργαζόμαστε επαγωγικά πάνω στο μήκος τη ς λέξης ν  - 

Αν ν = Λ  ,  τό τε  ,
< ιι.)  .

δ*(δ*{*.,α),Α ) ■ '■ ·-'■== 6*(s,w ) =  6*(s,w A ) .

Υποθέτουμε ,  στη συνέχεια  ,  ό τ ι  η (12 ) ισ χ ύ ε ι γ ια  όλες τ ι ς  λ έ ξ ε ις  v  
με μήκος k ( k > 0 )  ,  κα ι ας ε ίν α ι  z μ ια  λέξη με μήκος k+Ι - Τότε:

ζ - χ ν

όχου χ 6 Χ  και ν € Χ *  με μήκος k . Έ τσ ι

6 * ( s ,v i )  = 6 * (s ,w x v ) =  6 ( 6 * ( s ,w x ) ,v )

i 6 * (6 (6 * (s ,w ) ,x ) ,v )  =====δ*(δ*(ε,κ) ,χ ν )  =
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ID

i

—  6*(6“(s,w),z) 

όπως το επεθυμούσαμε . 0

Ας υποθέσουμε ότε το αυτόματο

€ £ = ( S , X , 6 , s 0 , F )

βρεσκεταε στην αρχική εσωτερική κατάσταση sQ καε ας το τροφοδοτήσου­
με με την λέξη wGX* , τότε το CX θα πάει στην εσωτερική κατάσταση 
δ^ε^νΟ .

JL
Αν συμβεε η δ (sQSw) να εέναε τελική , δηλαδή δ (sQ,w)eF , 

τότε λέμε ότε το αυτόματο Ολαγνοορίζεί τη λέξη w .

Το σύνολο όλων των λέξεων που αναγμωρεζεε το αυτόματο α ,  ονομάζεταε 
συμπεριφορά του καε συμβολίζεται 1«| , δηλαδή

] -  {w I w 6 X καε δ (Sq,w) Θ F}

Μία γλώσσα ΙιξΐΧ τη λέμε αναγνωρίσιμη αν υπάρχεε αυτόματο

£X=(S , Χ ,  δ , s0 ,F) 
τέτοιο ώστε

|Ct| = L .

Με άλλα λόγεα , οε αναγνωρίσιμες γλώσσες είναε όλες εκείνες οε γλώσσες 
που προκύπτουν σαν συμπεριφορά κάποιου αυτόματου .

Π3ράδειγμα 2. Θεωρούμε το πεπερασμένο αυτόματο iX -  (S ,X ,6 ,s0 ,F) 
όπου S = {s0 , s 1 , s 2, s 3} , Χ = {0,1} , F = {sQ} καε η δ ορίζεται από 
τον παρακάτω πίνακα

δ 0 1

so S2 S1
si OCOCOCO

S2 COCOoCO

S3 sl  S2

3

1*

ί
λΙ

tov1 ». ί;
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( 1 1 . . )
6 * (s0 , l l )  = ^ = 6 ( 6 ( s 0 , l ) , l )  = 6 (S l , l )  = s 0 (13)

οπότε
* ( 13· ϋ ^  * (13)

6 * (s0 ,110) ===== 6 (6 * (s0 , l l ) , 0 )  =  6 (s0 , 0 ) = s 2

Σ υνεχίζοντας , μ 'αυτό τον τρόπο βρίσκουμε

6 (sq , 1101) = s 3 , δ (Sq , 11010) = και τελ ικό

6 (s Q, 110101) = s Q 6 F .

Δ ιατρέχοντας το διάγραμμα καταστάσεων , παρατηρούμε ό τ ι  η γλώσσα 
L , που αναγνωρίζει, το t X ,  είναι, το σύνολο όλων των λέξεων που 

-περιέχουν ά ρ τιο  αριθμό 0 και άρτιο  αριθμό 1 .

Τ ο  £ 3 ί  α ν α γ ν ω ρ ί ζ ε ι  τ η  λ έ ξ η  1 1 0 1 0 1  .  Π ρ α γ μ α τ ι κ ά  ,  6 ( s Q > l ) = s 1  κ α ι

6 ( s ^ , l )  =  s Q ,  ο π ό τ ε

Παράδειγμα 3 .  Για  το αυτόματο t X  του παραδείγματος 1 παρατη­

ρούμε ό τ ι  V  we { 0 , 1 } *  έχουμε

5*(s q, w) = -^
sQ αν η w π ε ρ ιέ χ ε ι άρτιο  αριθμό 1

αν η w π ε ρ ιέ χ ε ι  π ερ ιττό  αριθμό 1  „

Έ τσ ι ,  η γλώσσα L που αναγνω ρίζει το αυτόματο αυτό , ε ίν α ι  το σύνο-
φζ

λο όλων των λέξεων w e {0,1} που έχουν π ερ ιττό  αριθμό 1.

Υπάρχουν κα ι γλώσσες που δεν αναγνω ρίζονται από αυτόματα . Για παράδειγμα , 
θεωρούμε το αλφάβητο X = {a,b} και την γλώσσα

L = { a W n > 0 }  .
Η L δεν ει/ναυ αναγνωρίσιμη · Πραγματικά , a s  υποθέσουμε ο τ υ  η L ε ό ν α ι, 

αναγνωρίσιμη δηλαδό f υπάρχει, αυτόματο

Ct=(s ,χ , e , s 0 , γ )
έ τ σ ι  ώστε

]ΐΠ  = L = {α1̂ 11 | η^Ο}
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Αυτό σημαυνεο ότο γοα κάθε η >̂ 0 έχουμε

6i'(s0,a11bn) 6F . (14)

Αλλά οο εσωτεροκές καταστάσεις
ft * 2 ft 3

δ ( βφ,α) ) δ Csq ja )  ̂ δ (s^^a ) 3 · · ·

δεν μπορεό υα εόναο όλες δοαφορετοκές μεταξύ τους γοα'το το σόνολο S εοναο 

πεπερασμένο . Έτσο θα έχουμε

δ ( 0 ,αΜ) = 6 <4( s 0 ,aX)

γοα κάποοους φυσοκοόδ κ καο λ με κ <λ . Αλλά τότε'

<·*/_ κ,λ. _ c * / c * r  τλ\δ ( s QSa b ) = δ  (δ (S q , α ),b  )=
ft λ ι

= δ ( s Q,aAb ) eF

(15) *  * ,  \ s  , λ6 (δ  ( siq, α ) ,b  ) =

δηλαδή

< Λ λ e Ι<ΧΙ
πράγμα άτοπο (αφοΰ κ <λ ) . Στο άτοπο αυτό οδηγηθήκαμε γοατό υποθέσαμε ότο 

η γλώσσα L ήταν αναγνωρόσομη .

Θα δώσουμε στην συνέχεοα ένα κροτηροο αναγνωροσομότητας μοας γλώσσας 

L με την βοηθεοα της συντακτοκής οσοδυναμόας R^ .
, ft

ΠΡΟΤΑΣΗ 6  . Ας εοναο L S X  μόα γλώσσα καο η συντακτοκη της οσο-

δυναμόα . Αν η R^ έχεο πεπερασμένο δεόκτη , τότε η L εοναο αναγνωρόσομη.

Γοα την απόδεοξη της θα χρεοασθουμε το επόμενο Λήμμα .

ΛΗΜΜΑ . Αν L £ X  εόναο μόα γλώσσα καο υποθέσουμε ότο υπάρχεο ένα πε-
&

περασμένο μονοεοδές (Μ ,*) , ένας ομομορφοσμός φ : X — >-Μ καο ένα υποσύνολο 

Β £Μ  τέτοοο ώστε φ ( B ) = L  τότε η L εόναο αναγνωρόσομη .

Α π όδειξη .

Παόρνουμε το αυτόματο 

t X - (Μ , X , δ , e , Β)

με αρχοκη εσωτεροκή κατάσταση το ουδέτερο στοοχεόο e του Μ . Η απεοκόνοση 

μετάβασης

δ : Μ χ X — *·Μ
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ορμζεταμ από
δ(τη,χ) = ιη*ψ(χ) Vin6M , χ € Χ

Επαγωγμχά πάνω στο μήκος xns λέξης w6X αποδεμκνύεταμ εύκολα ότμ 
Λ

δ (m,w) -  m*(p(w) (16)

οποτε * (16) 
δ (e,w ) βΒ <*=·> e*q>(w) ΘΒ

-1,
w e | a |

<Sse=> q>(w) βΒ <*-8> W0<p Χ(Β) * *’=■’> ν  6 L ·

Έτσμ |C£| =L που σημαμνεμ ότμ η L εμναμ αναγνωρύσμμη .

Απόδειξη πρότασης 6 .

Η συντακτμχη μσοδυναμμα έχεμ σύμφωνα με την πρόταση 5 την μδμότητα
u =v(R^) χαμ u β L ’"■· v 6 L  (17)

Αυτό σημαμνεμ ότμ αν μμα κλάση μσοδυναμύας R^(w) τέμνει, την L , τότε 
περμέχεταμ ολόκληρη στην L . ,

Παραγματμχά , ας υποθέσουμε ότμ R ^ (w )n L /0  χαμ ας εμναμ 
t€ R ^ (w ) καμ t e L  , δηλαδό

t l w O ^ )  χαμ t e L

τό τε  σύμφωνα με την (17) χαμ w €L  .

Γμα να δεμζουμε ότμ R^(w)'£L , παμρνουμε μμα τυχούσα λέξη seR ^(w ) » 

τ ό τ ε  β =w(R^) χαμ,καθώς w eL  , θα έχουμε καμ s e L  .

Η L λομπόν γράφεταμ σαν ένωση κάποιων κλάσεων μσοδυναμμ'ας » χαμ ας 

υποθέσουμε ότμ

L=URL (w) (18)

L



θεωρούμε το συντακτικό μονοειδές X / και την κανονική προβολή

Ρ : X -— » X* / RT , p(w) = R (w)L b

που στέλνει κάθε λέξη w 6 X στην χλάση της και παίρνουμε γ ια  Β το σύνολο 

όλων εχεόνων των κλάσεων R^(w) που περιέχονται στην L , τότε , λόγω της 

(18) , θα έχουμε

Ρ_1 (Β) = L .

Αφού το συντακτικό μονοειδές ε ίνα ι πεπερασμένο , σύμφωνα με το Λήμμα 

η L ε ίνα ι αναγνωρίσιμη .

Σχόλια : Θα μπορούσε Γ,κανείς να επεκταθεί χαι σε άλλα ενδιαφέροντα θέ­

ματα όπως : '

■ ■  Στην μελέτη των ιδιοτη'των που έχουν ο ι αναγνωρίσιμες γλώσσες π.χ. 

η χλάση των αναγνωρίσιμων γλωσσών ε ίνα ι κλειστή ως προς την ένωση , την το­

μή , το συμπλήρωμα χαι τ ις  κωδικοποιήσεις ( 'Αλγεβρα των αναγνωρίσιμων γλωσ­

σών) .

■ ■  Στην ελαχιστοποίηση'των πεπερασμένων αυτομάτων .

■ ■  Σ τ ις  αλγεβρικές γραμματικές που ορίζουν τ ις  αλγεβρικές γλώσσες . Οι πε­

ρισσότερες τεχνητές γλώσσες ε ίν α ι αλγεβρικές χαι αυτό υπογραμμίζει τη σπου- 

δαιότητα των γλωσσών αυτών . Σημειώνουμε ό τ ι η χλάση··των αλγεβρικών γλωσσών 

ε ίνα ι ευρύτερη εκείνης των αναγνωρίσιμων γλωσσών .

■ ■  Έ ΐ ις  αλγεβρικές μηχανές που αναγνωρίζουν τ ις  αλγεβρικές γλώσσες .

Η ανάπτυξη όμως των παραπάνω θεμάτων θα ξεφευγε από το σκοπό αυτού του 

κεφαλαίου .



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο II

Ο Μ Α Λ Ε Σ

Sl.l.OpiGec
/

Ορισμός. Μια ομάδα (6 ,* )  ε ίν α ι  ένα ζεύγος που σχηματίζεται
από ένα σύνολο G και μ ια  πράξη * :  G x G-----►G , (x ,y )  '----- ► x * y
που έ χ ε ι  τ ι ς  επόμενες ιδ ιό τ η τ ε ς  :

0^) Ε ίν α ι προσ ετα ιρ ισ τιχή  : x*(y*z) = (x*y)*z ,  V x ,y ,z G G  .
Ο^) Υπάρχει ουδέτερο σ το ιχ ε ίο  e € G  ,  δηλαδή x*e = χ  = e*x ,

V  χ  G G .
Og) Γ ια  χά£ε σ το ιχ ε ίο  xGG υπάρχει το συμμετρικό του x'GG 

έ τσ ι ώστε χ * χ ' = e = χ  '*χ  .

Μ*άλλα λόγια  , μ ια  ομάδα (G ,*) ε ίν α ι  ένα μονοειδές που ικανο­
π ο ιε ί  τη συνθήκη Og) .

Η ομάδα (G ,*) λέγετα ι αβελιαυή (προς τιμή  του Νορβηγού Μα­
θηματικού N ie ls-H en rik  Abel (1802-1829)), όταν η πράξη * ε ίν α ι  
α ντ ιμ ετα θετικ ή  , δηλαδή όταν x*y = y*x V  x,y G G .

Θα παρατηρήσουμε εδώ ό τ ι σε μ ια ομάδα G
1) Το ουδέτερο σ το ιχ ε ίο  e ε ίν α ι  μοναδικό - μοναδικό επίσης 

ε ίν α ι  και το συμμετρικό χ '  του σ το ιχε ίο υ  xGG ($λ.Κ εφ ,0,§5) .
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Στην περίπτωση που η πράξη σημειώνεται πολ/κά  (α ντ ισ τ . προσθετικά) 

συμβολίζουμε με χ -1  (α ν τ ισ τ .-χ )  το συμμετρικό του σ το ιχε ίο υ  χ  

και το καλούμε αντίστροφο του χ (α ντ ισ τ . α ντ ίθ ετ ο  του χ ) , οπότε

Χ'Χ = 1 = χ  1 ·χ  (α υ τ ισ , χ + ( -χ )  = 0  ~ ( - χ )+ χ )

2) Ισ χύ ει ο γενικ ευ μ ένος προσεταιριστικός νόμος . Έ τσι , αν η 

ομάδα G ε ίν α ι πολ/κη (α ντ ισ τ . προσθετικό) , μπορούμε να μιλάμε γ ια  

φυσικές δυνάμεις (α ντ ισ τ . φυσικά πολ/σια)τω ν σ τοιχείω ν της , όπως ακρι­

βώς και στα μονοειδη . (Βλ,Κεφ»Ι)

Στη γενική  μελέτη των ομάδων (αβελιανώ ν και ό χ ι)  συμφωνούμε να 

σημειώνουμε την πράξη πολ/κά ( ( χ , y ) *------► xy) . Προσθετικά σημειώ­

νετα ι μια ομάδα ιδ ια ίτερ α  στη μελέτη των αβελιανών ομάδων .

Τέλος , ονομάζουμε τάξη της ομάδας G τον πληθικό αριθμό jGj 

του συνόλου G . Η ομάδα G λέγετα ι πεπερασμένης τάξης , αν ο {G | 
ε ίν α ι  πεπερασμένος αριθμός , και άπειρης' τάξης αν ο {G| ε ίν α ι  

άπειρο .

Παράδειγμα 1.

ί )  Τα σύνολα Ε  , Q , H , C των ακεραίων , ρητών , πραγματικών 

και μιγαδικών αριθμών α ντίσ τοιχα  , εφοδιασμένα με τη συνηθισμένη  

πρόσθεση , αποτελούν α β ελ ια νές ομάδες* εφοδιασμένα όμως με το γνωστό 

μας πολ/σμό δ εν  αποτελούν ομάδες .

i i )  Τα σύνολα Q* = Q - { 0 }  , Κ* = ]R -{0} , C* = C - { 0 }  , εφοδια­

σμένα με το συνηθισμένο πολ/σμό , αποτελούν α β ελ ια νές  ομάδες

ί  i i ) Τα σύνολα Q+ , ]R+ των θετικών ρητών και· θετικώ ν πραγμα­

τικών αριθμών α ντίσ τοιχα  , εφοδιασμένα με το γνωστό μας πολ/μό , 
αποτελούν α β ελ ια νές ομάδες .

Φ+ εφοδιασμένο με την παρακάτω πράξηίν )  Το σύνολο 

aba*b = ~7τ V - a , b Θ d)+
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δομείται σε αβελιανή ομάδα · το ουδέτερο στοιχείο είναι το 2 , ενώ 
το συμμετρικό του στοιχείου α είναι το α' = 4/α .

Παράόειγμα 2 .

Το σύνολο = {ό,ΐ,...,m-l} των ακεραίων modulo m εφοδιασμέ­
νο με την πράξη πρόσθεσης πλάσεων

α+b = α+b , V a , b 6 Z m (Βλέπε Κεφ.0,§4)

δομείται σε αβελιανή ομάδα * το ουδέτερο στοιχείο της είναι η κλάση 
0 , ενώ η αντίθετη της κλάσης α είναι η κλάση m -α :

a+(m-a) = a+m-a = m  = δ

Η ομάδα (2*,»+) είναι ένα κλασσικό παράδειγμα ομάδας πεπερασμένης 
τάξης .

/

Παράδειγμα 3 .

Το σύνολο Μ  (C) όλων των πικη πινάκων , με στοιχεία μιγα- ιη*η
δικούς αριθμούς , εφοδιασμένο με τη γνωστή μας πρόσθεση πινάκων , δο­
μείται σε αβελιανή ομάδα .

Παράδειγμα ,4.

Το σύνολο GL (IR ) όλων των αντιστρέψιμων n*n πινάκων με στοι- η
χεία πραγματικούς αριθμούς , δηλαδή

GL C R  ) = {Α/Α 6 H  ν ( H  ) και detA t 0} η η*η
εφοδιασμένο με το γνωστό πολ/σμό πινάκων , δομείται σε ομάδα (μη-αβε- 
λιανή για η > 1 )  ' εδώ , το ρόλο του ουδέτερου στοιχείου παίζει ο μο­
ναδιαίος nxn πίνακας I . Η GL ( ®  ) καλείται γενική γραμμική σμά-n η
δα βαθμού η  στο 1R . Η GL^CF) ορίζεται όμοια πάνω σε οποιοδήποτε 
σώμα F .

Παράδειγμα 5 .



Το πεπερασμένο σΰνολο V = {e,a,b,c} εφοδιασμένο με την πράξη

* e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c  b a e

δομείται σε αβελιανή ομάδα που καλείται τετραδική ομάδα του  K le in

Παράδειγμα 6 .

Το σύνολο όλων των ακολουθιών πραγματικών αριθμών εφοδιασμένο  

με την πράξη πρόσθεσης

(χ0 »·. ) -  ’ ’ ’ ’ ,Xn*"^n’ * * *

δομείται σε αβελιανή ομάδα # το μηδενικό σ τ ο ιχ ε ίο  ε ίν α ι  η μηδενική  

ακολουθία ( 0 , 0 , . . . , 0 , , . . )  , ενώ η α ντίθετη  της ακολουθίας 

( xQ, x 1 , . . . , χ  , . . . )  ε ίν α ι  η ακολουθία ( - χ 0 , - χ 1 , . . . »_χη >**·)  ·

Παράδειγμα 7 . (ευθύ γ ινό μ ενο  ομάδων)

Έστω η & Ζ +  και G1 ,G2 , . . . , G n π ολ /κ ές ομάδες ( ό χ ι  αναγκαία

δια κεκριμ ένες) . Το σύνολο
η

εφοδιασμένο με την πράξη "πολ/σμός συνιστώσα με συνιστώσα"

αποτελεί ομάδα με μοναδιαίο σ το ιχε ίο  την n-αδα ( 1 , 1 , . . . , ! )  και α ν τ ί -

Την ομάδα αυτή την καλούμε ευθύ γ ινό μ ενο  των G ^ - . - j G  που γενικ ά  

•δεν ε ίν α ι αβελιανή ομάδα εκτός και αν όλες ο ι  ομάδες G^ , „ . . , Gn ε ίν α ι

(προς τιμή του Γερμανού Μαθηματικού F e l ix  K lein : 1849-1925) .

n}

g ^ ' i g ^ , . . .  , g^)  s  (g

στροφο του σ το ιχε ίο υ  ( g ^ j . - . j g  ) την n-αδα (g
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αβελιανές .

§ 1 .2 . Σ τ ο ίχ ε  ιώ δ ε ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  tow ομάδω ν

Π ρόταση 1 .

Σε μια πολ/κή ομάδα G ισχύουν τα επόμενα .
i) Αν c G G  και c c  = c  τότε c = l
ii) Για κάθε a , b , x 6 G  

αχ = bx ί Μ »  a = b 1
(Νόμοι απλοποίησης)χα  = xb a  = b

iii) (a 1 ) ^ = a για κάθε a G G
iv) (ab) ^ s b  "̂ a ^ για κάθε a , b G G
v) Για κάθε a , b 6 G  , οι εξισώσεις ax = b και ya = b έχουν 

μοναδικές λύσεις στην G , τις χ ε α , Η »  και y = ba * αντίστοιχα .

Α πόδειξη .

χ) c c  = c — ♦  c 1(cc) = c Xc οπότε (c 1c)c = l δηλαδή lc = 1 
άρα c = 1 .

ii) Πολ/ζοντας την αχ = bx , αχό δεξιά με χ” , έχουμε
(ax)x 1 = (bx)x 1 — *■ α(χχ *) - b(xx 1) άρα al = bl “ => a = b . Όμοια 
εργαζάμαστε και για την άλλη .

iii) Η σχέση αα-1 = 1 = α-1α V o  G G και η μοναδικότητα του
αντίστροφου στοιχείου μας βεβαιώνουν άτι (α *) ^ - α  , V a 6 G  .

iv) Έχουμε

(ab)(b“1a~1 ) = a(bb“1 )a“1 = a-l-a'1 = aa'1 = 1 .

Όμοια (b~*a_1)(ab)= 1 . To στοιχείο b *a 1 είναι αντίστροφο του
-1 -1 -1ab και αχό τη μοναδικότητα του αντίστροφου έχουμε (ab) = b  a , 

ν) To a ^b είναι λύση της εξίσωσης ax = b . Πραγματικά ,

α(α *Ί>) = (aa ^)b = lb = b .

Ας είναι τώρα x € G  μια άλλη λύση της * επομένως ax = b .
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-1Πολ/ζουμε από αρμστερα με a  , οπότε

- ι ,  λ - κα (αχ) = α b (α ^α)χ = α -, - κ1χ = α b ,
-1,

-1
δηλαδή χ = α b , όπως το επιθυμούσαμε ,

Με τον ίδμο τρόπο δείχνουμε ότι, το y = b ‘‘α είναμ η μοναδμκή λύση 

της ya = b . ■

Παρατήρηση.
Ανάλογα αποτελέσματα έχουμε καμ στην περίπτωση που η G είναι, 

προσθετμκή ομάδα . Στην περίπτωση αυτή π.χ, έχουμε

-(a+b) = -b + (-a ) V a ,b G G

Ας είναμ τώρα G μμα πολ/κή ομάδα . Γμα κάθε a ^ , . . . ,a m6 G έχουμε

(1), Ν-1 -1 -1 -1 (a a . ..a  ) = a .. .a  α
1 2 m m 2 1

Εργαζόμαστε επαγωγμκά . ΙΙραγματμκά , γμα m = l  δεν έχουμε να δ ε ί­

ξουμε τίποτα , ενώ γμα m= 2  μσχύεμ (πρόταση 1  , iv )  .

Υποθέτουμε ότμ μσχύεμ γμα όλα τα γμνόμενα στοιχείων της G , 

με πλήθος στομχείων <m , (m_>2) . Τότε

- 1 - , , . .  . Χ-1Ca. · · »α ) = ((α 1 . .  «α . )α ) —α ( α., · .  » α )
1 m 1 m -1  m m l  m -1

υποθ. -1  -1  -1____  a a , . . . a .m m-1 1

Παρατήρηση
Στην περίπτωση που η G είναμ προσθετμκή , γμα κάθε

a, . . . . . a  GG έχουμε 1 m
-(a1+...+ain)=(-am)+... + (-a1) (1')

Θέτοντας α1 = . . . = α  εα  στμς ( 1 ) καμ ( 1 ')  παίρνουμε

Πολ/κα
, πκ-1 , -1Λτη (α ) = (α ) , Vines' (2)

Προσθετικά

-(m a) = τη(-α) ,  V m G S + (2 ' )

'ft
\\'\

to

Μ

ι;:·
ΙΓ
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Βέβαια σε μ ια  πολ/κή ομάδα G (α ντ ισ τ . προσθετική) έχει, νόημα το a 
(α ν τ ισ τ .τ ο  -α ) και. είνα ι, φυσικό να ορίσουμε

-m , -1 .τη a = (a  )

Πολ/χά
(2) ,  nu-1 (α )

Προσθετικά
(2')

(-m )a = τη(-α) — ·̂·—  -(τηα)

Έ τσ ι μπορούμε να μιλάμε γ ια  α κ έρ α ιες  δυνά μ εις  στο ιχείω ν μ ια ς 
πολ/κής ομάδας και ακέρα ια  π ο λ /σ ια  στο ιχείω ν μ ια ς προσθετικής 
ομάδας ,

Τ έλ ο ς ,γ ια  κάθε σ το ιχ ε ίο  α μ ια ς  ομάδας G και ν ·π ι,η € Ζ  
έχουμε

Παλ/κά

* \ to _ ro+n x) a  a  = α

• · \ / Π1\ΐ1 IDD χχ) (α ) = α

Προσθετικά

i )  ma+na = (nrt-n)a

i i )  m (n a)= (mn)a
/

§2.1 Υποομάδες.
C3PUMDE.

Ένα μη κενά υποσύνολο Η μ ια ς  ομάδας G ονομάζεται υποομάδα 
της G , αν ισχύουν :

i )  Γ ια κάφε x ,y € H = - > x y € H
ϋ ) Γ ια  κάθε χ β Η  — > χ _1 G Η

Ε ίν α ι φανερά ά τ ι  κάθε υποομάδα Η της G μπορεί να θεωρηθεί 
σαν ομάδα,με πολ/σμά τον περιορισμό του πολ/σμού της G στο Η .
Δύο παραδείγματα υποομάδων μ ια ς ομάδας G ε ίν α ι  η ίδ ια  η G και η 
τετρ ιμ μ ένη  ιπιοομάδα {1} που π ε ρ ιέ χ ε ι μόνο το μοναδιαίο σ το ιχε ίο  . 
Κάθε υποομάδα Η της G τέτο ια  άστε H^G και Η ^{1} , θα την 
καλούμε γνή σ ια  υποομάδα .

Τέλος , θα γράφουμε H<G , γ ια  να δηλώνουμε ό τ ι η Η ε ίν α ι  
υποομάδα της G , HffG αν δεν ε ίν α ι  και H<G αν Η ε ίν α ι  γνήσια 
υποομάδα .
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Παρατήρηση.

Η σχέση. "< " στο σύνολο & ( G )  όλων των υποομάδων μιας ομάδας 
G είναι μια μερική διάταξη (partial order) , δηλαδή είναι :

α) Ανακλαστική : Η για κάθε HG&G)

β) Αντισυμμετρική : Αν Η1<Η2 και η2^η1 , τότε Η1 = Η2

γ) Μεταβατική : Αν Ηι «η2 και Η2«Η3 ’ τότε

Η επόμενη πρόταση μας δίνει ένα απλούστερο κριτήριο για να δια­
πιστώνουμε αν ένα υποσύνολο μιας ομάδας G είναι υποομάδα της .

ί
ΠΡΟΤΑΣΗ 2.

Ένα μη κενό υποσύνολο Η μιας ομάδας G είναι υποομάδα της , 
εάν και μόνο εάν ισχύει :

i i i )  Για κάθε x,y6H ==» xy ^GH 

Απόδειξη.

Αν H<G , τότε φανερά ισχύει η i i i )  . Αντίστροφα,αφού Η f  0
υπάρχουν χβΗ * επομένως από την υπόθεση μας , το στοιχείο
χχ =16 Η , έτσι VxGH θα έχουμε 1·χ =χ 6 Η . Αν τώρα x,y€H, 

“1τότε το y 6 Η , οπότε , από την υπόθεση μας , και το στοιχείο
-1 —1x*(y ) =xy6 Η , όπως το επιθυμούσαμε . 0

Παρατήρηση

Αν η ομάδα G είναι προσθετική , οι συνθήκες i) και i i)  γρά­
φονται :

i ')  Για κάθε x,y 6 Η =Φ x+y 6 Η 

i i ' )  Για κάθε χ6Η=>·-χ6Η  

ενώ η i i i )  γράφεται



x - y G Hi i i ' )  Για κάθε x ,yG H  =—*■

(άπου x -y  = x+C-y) ) .

Τα·πράγματα , στην περίπτωση πεπερασμένων υποσυνάλων μ ια ς αμάδας 
G απλουστεύονται περισσότερο . Έ τσ ι

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.

Ένα μη-χενά πεπερασμένο υποσύνολο Η μ ια ς ομάδας G είναι, υπο­
ομάδα της εάν και μόνο εάν

ν ) Γ ιά χάθε x ,y  G Η xy G Η .

ΑπόδειΕη.
Το Η φ 0  και πεπερασμένο ,  επομένως V  χ  6 Η τα σ το ιχ ε ία  του

Η
2 3χ ,χ  ,χ  ,

δεν ε ίν α ι  άλα δ ιακεκριμένα . Υποθέτουμε ά τ ι χΓ = xS ,  με r  > s  ,  

έ τσ ι χ Γ s = 1 ύ χ (χ Γ S *) = 1 * επομένως , χ  1 = χ^Γ ^ΘΗ , άπως 

επιθυμούσαμε .
Το αντίστροφο ε ίν α ι  φανερά ,  ·

Παράδειγμα 1.
Η ( $ * ,- )  ε ίν α ι  υποομάδα της ( 3 ϊ * , ' )  πα ι αυτή της (C ,* }  .

Η ε ίν α ι  υποομάδα τη ς (Κ * ,~ )  -

Παράδειγμα 2 .

Το σύνολο G= ε ί ναι  υποομάδα της (C ,* )  .  To G 

λοιπάν ε ίν α ι  κ α ι αυτά μ ια  ομάδα με πίνακα πολ/σμσύ
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# 1 -1 X - χ

1 1 -1 X *- χ

-1 -1 1 - χ •X

1 »1 »- χ -1 1

- χ »- χ X 1 -1

Παράδειγμα. 3.

Το σύνολο των η-στών ριζών της μονάδας (nGZ )

G = {z/zGC* και zn = l)  n
είναι υποομάδα της (C ,·)

Πραγματικά , Gn ψ 0 , αφού 1G Gr . Αν τώρα z,vG Gn , τότε
-1 ζ „ _ , /·Ζνη ζ11 „ζν = —6G , αφού (—) = —  = 1 .ν η * ν ην

Παράδειγμα 4.

Μια ενδιαφέρουσα υποομάδα της γενικής γραμμικήδ ομάδας βαθμού 
η GLn( ]R) f  είναι η υποομάδα 0 (Κ) των ορθογωνίων τχινάκαν βαθμού
η πάνω στο ]R .

0 (]R)={A/AGGL (]R ) και Α_1 = t A} η η
 ̂ t  t(όπου Α παριστάνει τον ανάστροφο του Α) .

Πραγματικά , 0 (3R) 0 , αφού I GO OR) . Επύσης , ανη η η
A,BGO (]R) , τότε και ΑΒ  ̂G Ο (]R) , αφούη η

(ΑΒ-1)-1 = (β“1Γ 1*α“1 = = t (B'1)-tA = t (AB_1) ,

(Υπενθυμίζουμε ότι αν AGOn(]R) , τότε detA = ±l) ♦
Όμοια , για όποιοδήποτε σώμα F » μπορούμε να ορίσουμε την υποομάδα 
0n(F) των ορθογωνίων πινάκων , βαθμού η , πάνω στο F ..

Παράδειγμα 5 .
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Mux υποομάδα της GL (3?) ε ίν α ι  η SL (]R) όπουn n
SL OR) = {Λ/A 6 GL (3 0  ,  με detA = 1} n n

πραγματικά , αν A,B€SLn (3 0  , τότε και o AB_ i 0SL (1R) , αφού 
det(AB_1) = detA -detB "1 = detA* (d e tB )"1 = 1 -1 = 1  .

Την SLq (31) την ονομάζουμε ειδική γραμμική αμάδα βαθμού η πάνω 
στο H  ,

Η SLn (F) ο ρ ίζ ε τα ι όμοια πάνω σε οποιοδήποτε σώμα F .

Παράδειγμα 6 .

Η προσθετική ομάδα Λ  των ακολουθιών πραγματικών αριθμών έ χ ε ι
δύο ενδιαφέρουσες υποομάδες :

α ) Την υποομάδα S των συγκλινουσών ακολουθιών .

Πραγματικά ,  αν ( χ ^ ) . ( y ^ ) € S , τότε  κα ι (x ^ J-C y ^ )= (xn- yn ) ® S ,
αφού lim (x  -y  ) = l i m x  - l i m y  

ir*°° rr*°°
B) Την υποομάδα SQ των μηδενικών ακολουθιών .

Αν ( χ  ) , ( y  ) 6 S n , οπότε l im x  = Ο -.και l im y  = Ο , τότε
JT*® η-*°° η

(x „ ) - (y « )  = (*ηΤ η) 6 Sn ,  αφού limix^-y^) = lim x^ -lim yη η 11 . - νηπ>β0 η*00

Τίχράδειγμα 7 .

Τα σύνολα { 5 , 2 , 4 }  και { 5 , 3 }  ε ίν α ι  υποομάδες της προσθετικής 
ομάδας ( ί β,+ )  .

Παράδειγμα 8 .

Τί» υποσύνολα {e ,a}  ,  {e,b} ,  {e ,c}  ε ίν α ι  ο ι μόνες γνή σ ιες  υπο­
ομάδες της τετραδικής ομάδας του K lein  ( β λ έπ ε ,Κ εφ .II ,§ 1 .1 ,παραδ. 5 ).

Παράδειγμα 9 .

Δύο ενδιαφέρουσες υποομάδες του ευθέως γινομένου G1 xG^ δύο
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ομάδων G  ̂ και G? ε ίνα ι ο ι επόμενες

'{ l } X G 2 = { ( l , g )/ g e G 2} και G ^ i l }  = { ( g ', l ) / g ' 6  -

Παράδειγμα 10. (Κέντρο ομάδας)
Το κέντρο Z(G) μ ιας ομάδας G ε ίν α ι το σύνολο όλων εκείνων 

των στοιχείων της G που αντιμετατίθετα ι με όλα τα σ το ιχε ία  της 

G , δηλαδή

Z(G) = {ζ/ζ 6  G και ζ χ = χ ζ  , V χ G G} .

Ε ίνα ι Z (G )<G  . Πραγματικά , Z(G) ί  0 , αφού 1G Z(G ) ' επίοηζ 

V z l S z2 GZ(G) = ^ z 1 z 2 GZ(G) , αφοί V x G G  , έχουμε

χ (ζ1 ζ2) = (χζ1 )ζ 2 = ( ζ 1 χ )ζ 2 = ζ1 (χ ζ2) = ζχ ( ζ 2χ) = ( ζ ^ ϊ χ

και επιπλέον V  zGZ(G ) = >  ζ ^ G Z ( G )  ’ αφοί V x G G  έχουμε 

-1 .  -1 . -1ζ χ = χ ζ = = >  χ = ζ χ ζ -=-»χ ζ = ζ χ

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότι,αν  η G ε ίνα ι αβελιανή , τότε Z (G )=G

Από τη Γραμμική Άλγεβρα έχουμε ό τ ι γ ια  σώμα F =]R ή (D αν

ο πίνακας A G SL  (F) αντιμετατίθετα ι μ ’όλους τους πίνακες του SL (F) η η
τότε ο Α ε ίνα ι βαθμωτός δηλαδή A = a ln , a G F  

Έ τσ ι

Z(SL ( F ) ) = { a l  /aG F και a11 = l }  n n

Αν , H2 ε ίνα ι δίο υποομάδες μ ιας ομάδας G , η τετριμμένη 

υποομάδα περιέχεται και σ τ ις  δίο . Ε ίν α ι φυσικό λοιπόν , το ερώτημα 

ποια ε ίνα ι η μεγαλύτερη υποομάδα της G , που περ ιέχετα ι και σ τ ις  

δίο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.

Αν , είναι δύο υποομάδες μιας ομάδας G , τότε και η το­
μή τους Η^ΠΗ2 είναι υποομάδα της G .



Απόδειξη

Η Η ^ Π Η 2 f  0 αφού 1 6  Η ^ Π  ί^ .

Γυα κάθε χ , γ δ Η ^ ^  , έχουμε χ , γ β ^  και, x , y 6 H 2 , επομένως 

xy”1 6 Η2 και, xy"1 6 Η 2 οπάτε xy- 1 6 Η Π Η2 . ■

Έτσι, , η τομύ Η ^ Π Η 2 είναι. η μεγαλύτερη υποομάδα τη£ G που 
περι,έχεταυ στι,ς και, Η2 .

Γενικότερα.

Αν ε<'ναι* V>ua μη-κενή οι,κογένει,α υποομάδων μι,ας ομάδας
G , τάτε και. η τομή Π Η. είναι, υποομάδα της G .

ίβ ΐ χ

Παράδειγμα 11.

Ας είναι, G μια ομάδα και x G G  . Ονομάζουμε κεντρσποισύαα 
του χ στην G , το σύνολο άλων των στοιχείων της G που αντιμετα­
τίθενται με το χ .

Cg(x) = { z / z € G  με χ ζ = ζ χ }

Με απάδειξη άμοια με εκείνη του παραδείγματος 10 , έχουμε άτι, η
C_Cx) είναι, υπόομάδα της G . b

Η τομύ της οικογένειας (Cg(x))xgg ε*'νου τ0 *^VTP° 2(G) της 
G . Πραγματικά ,

Π C-(x) = { z / z e G  με z x  = x z  V x 6 G > = Z ( G )  
x e c  G

Παράδειγμα 12.

Η τομή των υποομάδων SLn (lO και 0^(10 τιιΣ ομάδας GL^ClO 
ονομάζεται, ειδική αρδογώοια ομάδα βαθμού n στο R  καυ συμβολί­
ζεται SO (10 & SO

SO (ίο = { Α / Α 6 0  (R) με η η detA s 1}
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§2.2 ΙΧχραγόμενες υποομάδες.

Έστω X ένα υποσύνολο μιας ομάδας G . Η τομή όλων των υποομά­

δων της G που περιέχουν το X καλεύται υποομάδα παραγόμενη από το 

X και συμβολύζεται < Χ >  . Αυτή εύναι η "μ ικρότερη" υποομάδα της G 

που περί.έχει, το X , με την εξής έννοια : 

αν X C H ^G  , τότε < Χ > ^ Η  .

Έτσι, για παράδειγμα , αν Χ = 0 , τότε < 0 >  = { ΐ }  , ενώ , αν

το X ε ίνα ι υποομάδα της G , τότε < Χ >  = Χ . Α ν τ ο  X 0 εύναι πε­

περασμένο υποσύνολο της G , δηλαδή αν X = { χ ^ . . . ,χη) , τότε γράφου­

με <xl 9 . . . , x n> και, όχι, < {χ1 ? ... »xn}> , γ ια  την υποομάδα που παρά- 

γεται από το X . ’

Εύναι εύκολο να περιγράφουμε τα στοιχεύα του < X > με εκφράσεις 

από στοι,χεύα του X .

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.

Αν X εύναι ένα μη-κενό υποσύνολο μ ιας ομάδας G , τότε 
α α

< Χ >  = { χ .Α  . . χ ” /n G Ζ+ , x .G X  , α . 6 Ζ , 1 = 1 ,2 , . . . ,η} 
1 η ι  ι

Απόδειξη
a α

i )  Το σύνολο Η = {χ  . . .χ  n/n GZ , χ. GX , a. GZ , 1 = 1 , . . . ,η}
1 1 a α

εύναι υποομάδα της G . Πραγματικά , για  κάθε χ = χ. . . . χ  n και 

β1 βιη
y  = y ^  . . .y  στοιχεύα του Η εύναι

- ι  α ι αη 6 _ι α ι an '^1
xy - χ  ...χ^  (y- .·. .y ) χ. . . . χ  -y  . ♦ .y- 6 H1 n J1 -'ll) 1 n j id

Επιπλέον , V x G X  ε ίνα ι χ = χ"*" , σχέση που δεύχνει ό τ ι X C H  .

i i )  Η Η εύναι η μικρότερη υποομάδα της G που π ερ ιέχε ι το X.

a α
Πραγματικά , αν B <G  , με XQ B  , τότε , για  κάθε χι  · * · χη τΓ1δ
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Η , έχουμε
αΐ

χ^ G Β και € Ζ = Φ  χ^ G Β

α
χ 6 Β και α 6 Ζ =■=► χ η 6 Β η η η

α
.χ  Γ* 6 Β η »

δηλαδή Η< Β , Έ τσ ι , <Χ > = Η , αφού η <Χ> ε ίν α ι  η μικρότερη υπο­
ομάδα τηε G που περιέχει, το X . ■

Παρατήρηση

Αν η ομάδα G ε ίν α ι  προσθετική και XCG , τότε

< X > = {α,,χ..-»·.. .+α χ /η 6 Ζ + , x . G X  , a. G «  , i=l,...,n} , χ χ η τϊ ι χ

δηλαδή το <Χ > ε ίν α ι  το σύνολο άλων των πεπερασμένων αθροισμάτων 

ακεραίων πολ/σίων στοιχείω ν του X ,,

Παράδειγμα 13.

Στη γεν ική  γραμμική ομάδα GL0(C) θεωρούμε τους πίνακες

Η ομάδα G = < j ',  Jc>^ GL^CC) ε ίν α ι  εύκολο να διαπιστώσουμε ά τ ι π ερ ιέχ ε ι 
8 σ το ιχ ε ία  , έ τσ ι

Η ομάδα G κα λείτα ι 
συμβολίζεται Qg . Η 
βλέπουμε ά τ ι

A = < j > = f j  
ι

ομάδα των χουατερνίων (quate rn ion  group) και 
Qa δεν ε ίν α ι  αβελιανή π .χ . jk  /  k j . ΌμοιαΟ
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ενω

Αε εέναε τώρα S μεα υποομάδα της G .

Αυ X C S  καε < X >  = S , θα λέμε ότε το X εέναε ένα σύνολο γεν­

νητορών της S . Γεα παράδειγμα , το σύνολο S εέναε ένα σύνολο γεν~ 

νητόρων της υποομάδας S .

Εέναε δυνατάν όμως η υποομάδα S να παράγεταε καε από άλλα υπο­

σύνολά της , δηλαδή εέναε δυνατόν S = < X >  = < Y >  X , . y C S  με X 4- Υ, 

Γεα παράδεεγμα , η ομάδα (Ζ , +) παράγεταε από τα υποσύνολα {1 } { -1 }  

καε { 1 ,2 , . . . ,η ,.,,.}  .

Στην περέπτωση που υπάρχεε ένα πεπερασμένο σύνολο γεννητόρων X 

της S , θα λέμε την S πεπερασμένα παραγόμενη .

Εέναε φυσεκό λοεπόν να μας ενδεαφέρουν τα "μεκρότερα" σύνολα 

γεννητόρων , Έτσε :

Ονομάζουμε αυάγωγο γενετεκό σύστημα μεας υποομάδας S , ένα 

υποσύνολο X ^ S  , τέτοεο ώστε V X ' με X ' Q X  να έχουμε < X '> C < X > = S.

Έτσε , τα { ΐ }  καε {-1 } εέναε ανάγωγα γενετεκά συστήματα της 

(Ζ,+) , ενώ το { 1 , 2 , . . . , η , . . . }  δεν εέναε,αφού το { ΐ Κ Ζ { 1 ,2 , . . .  , η , . .. } 

καε < 1 > = (Ζ , +) .

Τέλος , αν X = {α} , η υποομάδα <α> που παράγεταε από το a 

καλεέταε κυκλεκή ή μονογενής υποομάδα . Έτσε

Αν η G εέναε πολ/κή : < a >  = {an/ n 6 Z}

Αν η G εέναε προσθετεκή : <α>= {na/nG Z}

Ποράδεεγμα 14.
α) Η πολ/κή ομάδα G = {1 , - 1 , ί , - ί )  του παραδεέγματος 2 εέναε κυ-

■|!

5
I

κλεκή , αφού < i  > = G .

β) Η προσθετεκή ομάδα Ζ^ εέναε κυκλεκή , αφού < l > = Z m ,
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§ 2 .3 .Ομάδα μεταθέτης

ΟΡΙΣΜΟΣ, 0 μεταθέτης (commutator) [x ,y ] δύο στοιχείω ν χ και 
y yeas ομάδας G είνα ι, το σ το ιχ ε ίο

[x ,y] = x y x '1y_1 .

(Η σχέση [x»y]yx = xy δ ικ α ιο λ ο γ ε ί την ονομασία μεταθέτης) - 
Σημειώνουμε ά τ ι , αν x ,y 6 G  , τάτε

<*> Ix »y] = [y»x] -1

β) [x ,y ] =1  εάν και. μάνο εάν xy = yx .

Πραγματικά

ν r  -ι - 1_ ,  -1 - 1.-1  , - 1 . - 1 , - 1.-1  -1 -1 - 1 - 1  γ  ί
β) Ly»xJ =(yxy χ ) ε (χ  ) (y  ) X y = xyx y = Lx »yJ

β) Αν [x ,y ]= l «—"*xyx \  1 = 1 . Πολ/ζοντας απά δεξ ιά  ,  πρώτα με
/

y και μετά με χ  , παίρνουμε xy = yx . Αντίστροφα :
Αν xy = yx , πολ/ντας κα ι τα δύο μέλη απά δεξιά  , πρώτα με χ  1 και 

μετά με y , έχουμε xyx y = 1 , δηλδή [x ,y ] = 1 .

Θα παρατηρήσουμε ,  τ έ λ ο ς ,ά τ ι  το γινάμενο δύο μεταθετών δεν ε ίν α ι  
γεν ικά  ένας μεταθέτης , δηλαδή το σύνολο των μεταθετών μ ιας ομάδας G 
δεν ε ίν α ι  γ εν ικ ά  υποομάδα της .

Η υποομάδα της G , που παράγεται απά τους μεταθέτες [x,y3 άλων 
των σ το ιχείω ν  x ,y  της G , ονομάζεται ομάδα μεταθέτης της G και 
συμβολίζεται [g , g]  ή G ' :

[G.G] = <{ [x ,y ] /  x ,y  6 g}> =

= i [ xl » y j  1 - ' - [ xn .yn]  n / n 6 Z + , x ^ S G  , a . e z } .

Παρατηρούμε ά τ ι , αν κάποιος απά τους εκθέτες α. ε ίν α ι  αρνητικές 

ou = -3 i  (β ί > 0 ) , τάτε

*
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-β_. _χ  β£ 3..

Επομένως

x̂ i , y i ]  1=  x̂ i » y J  1 = <rx i »yi ]  > 1 =Γυ ι >χι1 1

[G.G] ~ ί  CX2 »y^l · · * ,y k] /  k G Z , xi , y .  6 G} »

Εέναε φανερέ έ τ ε  yea  ομάδα G ε έ ν α ε  α β ελ εα νή  ε ά ν - ν  [g , G] = { 1 }  .

Με κάποεα έ ν ν ο ε α  , η [g , g]  μας π α ρ έχεε  ένα  μέτρο γ εα  το πέσο η ομά­

δα G δεαφ έρεε απο' μεα α β ελ εα νή  ομάδα . ·

§3.1. Supremum δύο υποομάδων.
Ας ε έ ν α ε  G μεα ομάδα καε δυο υποομ άδες  τ η ς  Η καε Κ . Ε ένα ε  

φανερέ έ τ ε  η G ε έ ν α ε  η μ εγα λύ τερη  υποομάδα που π ε ρ ε έ χ ε ε  τ ε ς  Η καε 

Κ ,  Φυσεκέ ε έ ν α ε  λ ο ε π έ ν , ν α  αναρωτηθούμε ποεά  ε έ ν α ε  η μ ε κ ρ έτ ερ η  υπο­

ομάδα τ η ς  G που π ε ρ ε έ χ ε ε  καε τη ν  Η καε τη ν  Κ .  Βέβαεα ,  μεα τ έ -  

τοεα  υποομάδα θα π ε ρ ε έ χ ε ε  το σύνολο  HUK καε η απάντηση σ ’ α υ τ έ  το  

ερώτημα θα ήταν απλή , αν το  σύνολο  HVJK ήταν υποομάδα τ η ς  G . 

Ατυχώς έμως , α υ τέ  δε  σ υ μ β α ένεε  γ ε ν ε κ ά  .

Γεα παράδεεγμα , η ένωση { e , a } \ J  { e , b }  = { e , a , b }  των υποομάδων  

{ e , a }  καε { e , b }  της ομάδας V του K le in  , δ εν  ε έ ν α ε  υποομάδα τ η ς ,  

αφού a b = c 0 { e , a , b }  , έπως ε π έσ η ς  καε η ένωση των υποομάδων Ζ χ {θ }  

καε {θ}χΖ  τη ς  π ρ οσ θ ετεκ ή ς ομάδας Ζ χ Ζ  δ εν  ε έ ν α ε  υποομάδα τη ς  , 

αφού ( 1 , 0 ) + ( 0 , 1 )  = ( 1 , 1 )  0 ( Z x { 0 } ) U ( i 0 } x Z )  .

Πεέ συγκεκρεμ ένα  .

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.

Η ένωση HUK δύο υποομάδων μ εα ς  ομάδας G ε έ ν α ε  υποομάδα τ η ς ,  

εάν καε μ ένο  εάν Η< Κ ή Κ 4  Η .

Απόδειξη.
Αν Η <Κ  ή Κ< Η , τ έ τ ε  HUK = Κ ή HUK = H , Α ντέστροφα , 

‘ υ π ο θ έτο ν τα ς  έ τ ε  Η·ίΓΚ καε Κ·£Η , θα δ ε έ ξ ο υ μ ε  έ τ ε  η ένωση HUK
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δεν εύναυ υποομάδα της G .

Υπάρχευ στουχευ'ο h G Η με h 0 K  χαυ στουχείο kGK με k 0 H  * 
θα δείξουμε ότυ το hk0H U K  , δηλαδή ότυ το HUK δεν εέναυ πλευστό 
ώς προς την πράξη .

Αν hk G Η , τότε h ^ (h k is k G H  άτοπο , άρα hk 0 Η . Όμουα , το 
hk 0 Η , δηλαδή hk 0 HIJ Κ . ■

ΟΡΙΣΜΟΣ . Ονομάζουμε suptfenuxn δύο υποομάδων Η χαυ Κ μυας 
ομάδας G , χαυ το συμβολίζουμε HVK , την υποομάδα που παράγεταυ 
από την ένωση HUK , δηλαδή

HVK = <HUK>

Έτσυ , Η V Κ = 0 { T /T < G  , με HUKCt } . Επομένως , το supremum
HVK εύναυ η μυχρότερη υποομάδα της G που περυέχευ χαυ την Η 
χαυ την Κ . '

Μπορούμε λουπόν να περυγράψουμε τα στουχεία της ομάδας HVK 
αυτά εύναυ της μορφής

α1 β. α β« α^ β^
hl  V  V  k2 * * * η  n  » n€jE » *^6  Η , k ^ H  χαυ

α . , β . € Ζ1*1
Επευδή ου Η χαυ Κ εύναυ υποομάδες,αυτά εύναυ της μορφής

h - k - tu k - . . .h  k ,n G Z + , h . GH , k . GK .1 1 2 2  n n *  1 x x

Επομένως

H V K ={h1k 1. . . h nkn / n 9 Z + , G Η , k . G Κ , i = l , . . . , n }  

Π3ρά£ευγμα 1.

α) Στην ομάδα V του K lein έχουμε 

{e ,a}  V {e,l>} = V
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β) Στην προσθετική ομάδα Ζ * Ζ  έχουμε

({ο }χ ζ )ν  (ζχ {ο }) = Ζ χ Ζ . ■

Τα στουχευα της H V K  έχουν απλούστερη μορφή στην περίπτωση πομ ου 

ομάδες Η χαυ Κ αντυμετατυθενταυ .

ΟΡΙΣΜΟΣ. Αν . X χαυ Υ είναυ δύο μη-χενά υποσύνολα μυας ομάδας 

G ορίζουμε το γυνόμενο τους ΧΥ να είναυ το σύνολο

ΧΥ = {xy / χ G X χαυ y Θ Υ} .

0 ορυσμός υσχύευ χαυ στην περίπτωση που τα Χ,Υ ( είναυ υποομάδες

της G .

Αν X = {χ} , τότε συμβολίζουμε χΥ το γυνόμενο {χ }*Υ  , δηλαδη

xY = { x y / y G Y }

χαυ όμουα , αν Υ = {y } , γράφουμε 

Xy = {xy / χ θ Χ}

Παρατήρηση*
Στην περίπτωση που η ομάδα G είναυ προσθετυχή > έχουμε 

χ + Υ = {x+y / y  G Υ} χαυ X+y = {x+y / χ G X}

Ορίζουμε έτσυ μυα πράξη "γυνόμενο" μέσα στο σύνολο των μη-χενών 

υποσυνόλων της ομάδας G , η οποία είναυ προσεταυρυστυχή , δηλαδή , 

Χ,Υ,Ζ είναυ μη-χενά υποσύνολα της G , έχουμε

Χ(ΥΖ) = (x (yz ) / xG X  , y G Y  , z G Z }  = (XY)Z

ενώ γενυχά , δεν είναυ αντυμεταθετυχή *

Αν τώρα ου υποομάδες Η χαυ Κ αντυμετατίθενταυ , δηλαδή 

ΗΚ = ΚΗ

«
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γι<α κάθε hk 6 HK υπάρχει k *h * 6 KH , έτσι» ώστε 

hk = k '  h '

Επομένως , γ ια  το γινόμενο h 1k 1h 0k_•L Α Α ^ έχουμε

h l kl h2k2 = hl k l k i h2 (h2k2 = k2hP

( k . ^  = k ' )

= hj,h'k ( k ' h ' = h T c )

= h k (h^h'= h )

Γενικότερα ,

^ lkl  * ̂ 2k2 * * *^nkn “ ^k Ύ^β κάποια h 6 H

Έ τσ ι , αν HK = KH , τάτε '

Η V K = {hk /  h 6 H Mat k 6 K} = HK = KH .

Η σχέση ε ίν α ι  μι,a μερική διάταζη  στο σύνολο d>(G) <ίλων
των υποομάδων μ ια ς ομάδας G . Το ζεύγος , λοιπόν ,  ( £ ( G ) , 4  ) ε ίν α ι 
ένα μ ε ρ ικ ά  δ ια τ ε τ α γ μ έ ν ο  σύνολο (p o se t)  τέτο ιο  ώστε , αν Η,Κ6 £(G ) , 
τότε : *

α) Υπάρχει, το κάτω ττέοας (m eet) Η/\Κ των Η και Κ , που 
ε ίν α ι  η τομή τους ΗΠκ .

β) Υπάρχει, το άνω πέρας ( jo in )  HVK των Η και, Κ , που ε ίν α ι 
το s upnemum H V K .

Το μερικά διατεταγμένο σύνολο ( X ( G ) , ^ )  ε ίν α ι  ένα δ ίκ τυ ο  ( l a t ­

t i c e  ) .

Ε ίν α ι χρήσιμο να γράφουμε το διάγραμμα δ ικτύου , γ ια  τ ι ς  υποομά­
δ ες  μ ια ς  ομάδας G . Σ’ ένα τέτο ιο  διάγραμμα , μ ια ευθεία  γραμμή ,
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που γράφεταμ ctn;<5 την υποομάδα Η. ατην Κ , θα δηλώνεμ
Η <5τμ Κ< Η , κα.μ άτμ δεν υπάρχει* υποομάδα Α με 

Κ<Α<Η .Τ η  μεγαλύτερη υποομάδα θα τη βάζουμε στην 
Κ κορυφύ του δμαγράμματος .

Έτσυ , τα διαγράμματα δμκτύων των υποομάδων της ομάδας του Klein V 
καυ τηε προσθετμκιίς ομάδάς Ζ^ είναμ τα επάμενα

§4.0μομορφμσμοί Ομάδων.

ΟΡΙΣΜ ΟΣ.

Ας είναι, G καμ G' δύο ομάδες - Μμα απεμκύνυση f  : G · ■ ■·> G' 
θα λεγεταμ ομομαρφμσμός απά την ομάδα G στην G' , <5ταν

i) f(xy) = f(x)f(y) V K,yGG

Στην περίπτωση που συμβολίζουμε τμς πράξεμς των ομάδων δμαφορετοκά , 
δηλαδη , αν έχουμε τμς ομάδες (G,·) καμ (G',*) , τάτε η σχέση 
i) γράφεταμ

i ')  f(x.y) = f(x)*f(y) Vx , y6G .

Μ’άλλα λύγμα η απεμκύνμση f : G--- ^G' είναμ ομομορφμσμύς ομάδων ,
<5ταν το επάμενο δμάγραμμα είναμ αντυμεταθετυκύ

GXG
f x f

G
f

G 'XG '■ G
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(Η απευκάνυση f x f  ορίζεται, ωε εξηε : (fxf) (x,y) = (f (χ) ,f (y))
Y ( x , y ) G G * G )  . Έ ν α ς  ομομορφυσμάε ομάδων f : G --- >-G' καλείται,

Εαυμορφίσμός , άταν η απευκάνυση f εύναυ επύ 
Μσνοιιαρφυσμώς , άταν η απευκάνυση f εύναυ 1-1 
Ι<Χ3ρορφίσμώε , άταν η απευκάνυση f εύναυ 1-1 καυ επύ δηλαδη άταν 

ο f εύναυ τουτάχρονα επυμορφυσμάε καυ μονομορφυσμάε . Στην περίπτω­
ση αυτά θα λέμε άτι, ου ομάδεε G καυ G' εύναυ υαόμορφες καυ θα το 
συμβολίσουμε G ^ G '  .

Παραδε^γμχτα.

1) Γυα τυχούσες ομάδεε G καυ G', υπάρχευ πάντα έναε ομομορφυ- 
σμάε απά τη G στην G', ο τετρυμμένοε ομομορφυσμάε

f : G --- ► G' f(x) = l_, , V x 6 G
Ο

2) Γυα κάθε ομάδα G , η ταυτοτυκά απευκάνυση I : G --- ► G εύναυG
έναε ομομορφυσμάε , αφού I_(xy) = xy = I_(x)I_(y) , V x , y 6 G  . 0 I.

b b b G
εύναυ φανερά ένας υσομορφυσμάε ·

3) Η απευκάνυση f ; Ζ — — » Ζ , f(n) = 2n V  η € Ζ  εύναυ φανερά
έναε ομομορφυσμάε τηε ομάδαε (Ζ,+ ) στον εαυτά τηε . Η f εύναυ
ένας μονομορφυσμάε , ενώ δεν  εύναυ επυμορφυσμάε ·

Η) Η κανονι,κά προβολή ρ : Ζ --- ► Ζ , p ( n ) = n  , V n G Z  εύναυm
έναε ομομορφυσμάε τηε ομάδαε (Ζ,+) στην (Zm ,+) , αφού 
p(k+n) = k-fn = k+ii = p(k)+p(n) , V k , n 6 Z  .
Η p εύναυ φανερά έναε επυμορφυσμάε , ενώ δ ε ν  εύναυ μονομορφσυσμάε.

5) Αε εύναυ V={e,a,b,c} η ομάδα του Klein . Η απευκάνυση 
φ : V--- ► V , με φ(ε) = φ(α) = e καυ <p(b) = φ(ο) = a , εύναυ έναε ομο­
μορφυσμάε (γυα παράδευγμα <p(ab) = <p(c) = a = ea = <p(a)<p(b)) . Η φ άμωε 
δεν εύναυ ούτε επυμορφυσμάε ούτε καυ μονομορφυσμάε ·

Β) Αν G καυ Η εύναυ δύο ομάδεε , τάτε ου απευκονύσευε

G ■+· -G * Η Η
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όπ ου

®1(-g*h) = g , V· Cg,h) GGXH

Tt2(g,h)=h , \ K g , h )  6GXH

^(g) = Cg,iH) , VgSG

i 2(h)=( lG,h) , VhGG

είναι» ομομορφυσμοί ομάδων . Ιδι»αίτερα ου , π2 είναι. επι»μορφι»σμοί , 
ενώ οι» i 1 , ί 2 είναι» μονομορφοσμοί *

Αε είναι, τώρα f  : G--- ► H εναε ομομορφισμόε ομάδων

«> fClg) = ^

β) f(x_1) = CfCx))"1 V  χ β G .

Πραγματικά ,

f U G) .fU G) = f(.iG*iG) - fd g )  = i Hf d G) — >iH = f d G) .

Γι»α το β) αρκεί να δείξουμε ότι» f(x_1)*f(x) =1_= f(x)f(x-1) .Η
, f ομομ; ' ,

Ευναι» f(x )*f( χ )  ===== · f(x χ )  -  f ( lQ) = 1Η . Όμουα
-1f(x)*f(x )=1  ̂ , όπωε το ειαθυμούσαμε .

Ας δούμε όμωε τι, συμβαίνει» με τη σύνθεση ομομορφυσμών :
Αν f  G--- ►  Η και, g :H --- ► Κ είναι, ομομορφμσμοί ομάδων „ τότε και»
η σύνθεσή τον

ge f  : G--- ► Κ

είναι» ομομορφυσμόε . Πραγματικά , ν · χ , γ - 6  6  έχουμε

f  ομομ.
(go f)(xy) c g(fCxy))------- g(f(x)-f(.y)) =

g ομομ
g ( f ( x ) ) * g ( f ( y ) )  = ( g o  f ) ( x ) . ( g o  f ) ( y )  .
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Έ νας ομομορφυσμάς f  : G-----► G μυας ομάδας G ατον εαυτά της ,

καλείταυ ενδσμορφυσμός της G -
Το σύνολο End(G] άλων των ενδομορφυσμών της ομάδας G , με πρά­

ξη τη σύνθεση απεικονίσεων , α ποτελεί φανερά ένα μονοευδές .
Έ νας υσομορφυσμάς f  : G-----► G , μυας ομάδας G στον εαυτέ της ,

ονομάζεταυ αυτσμαρφυσμώς της ομάδας G .
Εύκολα δυαπυστώνεταυ άτυ το σύνολο άλων των αυτομορφυσμών μυας 

ομάδας G , με πράξη τη σύνθεση απευκονίσεων , ευναυ ομάδα που θα την 
παρυστάνουμε Aut(G) .

ΟΡΠΜ3Ε. Ας ευναυ f  : G-----Η ένας ομομορφυσμάς ομάδων . Ονομά­
ζουμε π υρή να  (k e rn e l)  του f  , καυ το συμβολίζουμε K er(f) , το σύν­
ολο άλων των στουχευων της G που η f  απευκονυζευ στο μοναδυαίο 
στουχείο  της Η , δηλαδή

/

K er(f) = {χ /  χ €  G καυ f ( x )  = l ^ }

To K er(f) ευναυ υποομάδα της G .
Πραγματυκά , K e r(f ) f  0 * το lgG K erC f) , αφού f ( 1Q) = *

Επυπλέον , αν x ,y G K e r(f )  , δηλαδή , αν f (x )  = f (y )  = l  , τάτε καυ
-1  “ xy G K e r(f ) , αφού

. f o  μομ _1 _1
f(xy~M  —■'■■■■ ■ f ( x ) f ( y  ) = f (χ )  [  f (y )  ] = 1 ^ - 1 ^  ~ 1H

Μπορούμε να δούμε αν ένας ομομορφυσμάς είναυ μονομορφυσμάς , 
εξετάζοντας τον πυρήνα . Έχουμε το επάμενο κρυτήρυο

0 ομομορφυσμάς f : G ---►Η είναυ  μονομορφυσμάς K er(f) = {1 }
-  - - — ------------- ----- ■ ___________ - - __________________________________________  Ο

Πραγματυκά , ας υποθέσουμε άτυ Ker(f) = {Iq}. Αν τώρα f(x) = f(y),
τάτε

[ f  (y )3 ~le f  (x) = [ f (y ) ]  1*f(y) > οπάτε
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f  (y 1)f(x) = ljj συνεπώς

—I -1f ( y  x) = ljj' , δηλαδή y x = 1^ ==> y = x .

Αντίστροφα , ας είναι o f  ένας μονομορφισμός „
Αν xGKer(f) , τότε f(x) = 1 αλλά και f(l„) = 1„  έτσι f(x)=f(l0),
οπότε χ = 1_ (ο f  μονομορφισμός) . Συνεπώς Ker(f) = { ΐ „ }  ·ο G

ΠΡΟΤΑΣΗ 7 .

Ας είναι f  : G---*- G' ένας ομομορφισμός ομάδων „ Ισχύουν τα
εΐόμενα ·

i) Αν H<G , τότε και η εικόνα f(H) είναι υποομάδα της G' .
* -1ii)  Αν K4G', τότε και η αντίστροφη εικόνα f  (Κ) είναι υπο­

ομάδα της G .

Απόδειξη.

Η απόδειξη είναι περίπου όμοια , όπως και στα μονοειδή (βλέπε 
Κεφ.Ι,δ 3,προτ.3)

i) Μένει να δείξουμε ότι V^zGiOi) = »  ζ ^Gf(H) .
Αν zGf(H) , τότε υπάρχει χ6Η ώστε f(x) = ζ . Αλλά και το χ 6̂ Η , 
αφού η Η υποομάδα , επομένως

fix"1) = [f(x)J_1= ζ"1 ---* ζ_1 G f (Η) .

ii)  Μένει να δείξουμε ότι, , αν xG f (̂Κ) =£■  χ ^Gf (̂Κ) .
Αν xG f (̂Κ) =»f(x)GK , επομένως [f(x)]-1 GK , αφού K<G' , 
και έτσι f(x G Κ , δηλαδτί χ ^Gf "'"(Κ) .■

Ονομάζουμε εικόνα (image) του ομομορφισμού f  :G--- ► G' , και
γράφουμε Im(.f) , την υποομάδα f(G) της G' .

I m ( f )  = f ( G )  .
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*

Έτσμ , ο ομομορφμσμός f  είναμ επμμορφμσμός , εάν-ν Im (f )= G ' , 

ενώ ο f  είναμ  μηομορφμσμός » εά ν-ν  K er(f) = {l} χαμ Im (f )= G ' .

Είναμ φανερό τώρα ότμ ο ομομορφμσμός f  : G---- ► G' είναμ ένας
επμμορφμσμός της ομάδας G στην ομάδα Im (f) , ενώ ο μονομορφμσμός 
f :G -----► G' είναμ ένας μσομορφμσμάς της ομάδας G στην ομάδα Im (f) .

ΟΡΙΣΜΟΣ . θα λέμε ότμ η ομάδα G εμφυτεύεται, στην ομάδα G ', 
αν υπάρχει ένας μονομορφμσμός <p:G-----► G ' .

Στην περίπτωση αυτό , G Ιιπ(φ) , αλλά χαμ αντίστροφα , αν η
ομάδα G είναμ μσόμορφη με μμα υποομάδα Κ της G' ,  δηλαδή υπάρχεμ 
μσομορφμσμάς φ: θ— Κ , τότε η απεμχόνμση

G ------- - G '  , ί
χ ι-------*■ φ (χ) ·ht

είναμ  ένας μονομορφμσμός , δηλαδή η G εμφυτεΰεταμ στην G ' .

Αν τώρα f  : G ■» G '  ένας μσομορφμσμάς ομάδων , τότε χαμ η 
αντίστροφη απεμχόνμση f  * :G '----- ► G είναμ ομομορφμσμός ομάδων .

ι
Αρχεί να δείξουμε ότμ , γμα χάθε x ,y 6 G ' , έχουμε 

f -1 ( x y ) = f  1( x ) f  1(y ) *

Επεμδή η παραπάνω μσότητα αφορά στομχεία της G χαμ η f  είναμ 
1-1 , α ρ χε ί να δείξουμε ότμ

f i f ’ h x y ) )  = f ( f ' 1( x ) f " I (y ) )  .

Αλλά f ( f _1(xy ))  = xy χαμ f ( f ”1( x ) f “1 (y ) ) r  f t f ^ C x J J - fC f^ C y ) )  

όπως το επμθυμούσαμε .

ι

:Ί
ϊ ■
u
/■
ί;
l · ·

Μ

}

_
r u m V m

Όπως xctu στα μονοεοδή έτσι* xau στυς ομάδες 9 αν f  :G G
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ευναυ ομομορφυσμός ομάδων , τ ό τ ε  ο f  ε ί ν α υ  υσομορφυσμόε * εά ν  καυ 

μόνο εάν υπάρχει, ομομορφυσμός g :  G ' ------*■ G έτσι,  ώστε

g · f = IG και- fog = Ig*
Παρατήρηση .

θα παρατηρήσουμε εδώ ότυ υσόμορφες ο μ ά δ ες  έχ ο υ ν  τ υ ς  έ δ υ ε ς  α λ γ ε -  

βρυκές υ δ υότη τες  , αφού ου. υ δ υ ότη τες  τη ς  μυα ς μετα φ έροντα υ  καυ στην  

άλλη από του υσομορφυσμό . Γενυκά , στην Ά λ γ ε β ρ α  τ α υ τ ίζ ο υ μ ε  τ υ ς  υσ ό-  

μορφες δομ ές  , αφού μας ενδυα φ έρουν ου υ δ υ ό τ η τ ε ς  τ ο υ ς  καυ όχυ η φύση 

των στουχευω ν το υ ς  . Η μ ελέτη  λουπόν των ομάδων α πλοπ συεέταυ  σημαυτυκά,

γυατύ , από τη στυγμη που ξέρ ουμ ε  ότυ π ο λ λ έ ς  ομ ά δ ες  ε ί ν α υ  υσόμορφες ,
*

α ρ κ ε ί  να μελετή σ ουμ ε μυα από α υ τ έ ς  »

Παράδευγμα 1 .

Η απευκόυυση l o g  :]R+------ ► 3R , χ » -----► l o g  χ  (ό π ο υ  l o g  χ  δ η -

λώνευ τον  φυσυκό λογάρυθμο του  χ )  ε ί ν α υ  έ ν α ς  ομομορφυσμός ομάδων

l o g  : ( 3R+ , *) ■— ( 3R »+)

Πραγματυκά , V x , y G ] R + ε ί ν α υ  l o g ( x y )  = l o g x  + l o g y  .  Ε π ίσ η ς  η α πευκό­

υυση e  : ]R------ >-]R+ , χ»-------► e x  ε ί ν α υ  έ ν α ς  ομομορφυσμός ομάδων

e : ( 3R , + )----- ► (. IR+ , ' )

, »» . x + y _ χ  yαφού γυα  V -x ,yG ]R  έχ ο υ μ ε  e  - e  - e

Η σύνθεση l o g e e :  ( ] R ,+ ) · ----- y C.3R , + ) ε ί ν α υ  τ α υ τ ο τ υ κ ό ς  ομομορφυσμός ,

αφού

£ lo g  ο e ]  ( χ )  -  l o g ( e  ) = χ  \ / · χ  β ]R »

Καυ η σύνθεση e ο l o g  : (3R+ , * ) ------*" (3R+ , * )  ε ί ν α υ  ο τ α υ τ ο τ υ κ ό ς  ομομορ­

φυσμός , αφού ν · χ 6 Κ + έχ ο υ μ ε

[e ο log](χ)= = χ
Δηλαδή , ο l o g  ε ίν α υ  έ ν α ς  υσομορφυσμός τ η ς  ομάδας ( H + , * )  στην
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ομάδα (]R , + ) με αντίστροφο τον e : 

( Κ + , · )  ^  (1R ,+ )

Παράδειγμα 2  .
£

Η απεικόνιση  d e t  : GL (]R)---► ]R . A·-------► d e t A ε ίν α ι  ένας
n . ftομομορφισμός της χολ/χύς ομάδας GL (JR) στην ομάδα (]R . Πραγ­

ματικά , αν A,B6GL OR) ε ίν α ι  det(AB) = detA 'detB  .
® ft

0 d e t  ε ίν α ι  εχιμορφισμύς , αφού γεα χάθε aG R υχάρχεε χίναχας
AGGL (]R) χ .χ .  ο χ ίναχα ς Α = ( α . . )  με α . . = 0 ,  όταν i ^ j  ,  α . - ^ α  I) 1] 1] J»·*·

&
χαε α . _ = . . .  = a  = 1  , έ τσ ι ώστε d e t  A = a  „ Άρα Im (det) = JR

22 ΌΏ

0 πυρήνας του ομομορφισμού d e t c£vat

K er(det)x{A /A €G L  OR) με d e t  A = 1} = SL OR) .n n/

Παράδειγμα 3 -  (Βα στεριχοί οαπομορφεσμοί ομάδας G)

Ας ε ίνα ε  G μεα ομάδα .  Σε χάθε σ το ιχε ίο  gGG αντιστοιχούμε
ένα αυτομορφισμό τ τη ς G , ως εζύς :g

T g : G --- *G , t ( x ) s g x g

-1

- 1 V x€G

(το  σ το ιχ ε ίο  g χ  g” κ α λ ε ίτα ι συζυγές του χ  ακ<5 το g) . 
ΙΙραγματικά , έχουμε :

τ (xy) = g x y g -1 = g x g _1g y g  1 = τ (χ)·τ (y) x , y G G
g

δηλαδύ ο τ ε ίν α ι  ομομορφισμός τηε G .
Ο

g g

Επιπλέον , αν g ^ ,g 2 G G , τότε τ 

V x G G  έχουμε

= τ ο τ
gl g2 gl  g2

\ « 2 <Χ> = Β1Β2Χ(Ε1Ε2Γ ΐ  * ΒΑ  * ^ ϊ 1 = W * »  =

Πραγματικά ,

= (τ  β τ ) (χ )  
gl g2



-95-

Ι δ ε α ίτ ε ρ α  , επεεδή  τ .  = Ι„  ε ί ν α ε  Τ ο τ  = τ ,  = τ η ο τ
1 Q G g  g -1  1Q g"1 S

Eπομε'νως , ο τ ε ί ν α ε  α ντεσ τ ρ έψ εμ ο ς  , έ τ σ ε  ο τ 6 Aut(G) . 0  α υ τ ό -  £> · β
μορφεσμός τ ονο μ ά ζετ α ε  εσωτερικός αυτσμιρρφισμός τη ς  G , που 

g
α ν τ ε σ τ ο ε χ ε ε  στο σ τ ο ε χ ε ίο  g  . Κάθε ά λ λ ο ς  αυτομορφ εσμός τη ς  G κ α λ ε ί -  

ταε εξω τερ εκ ό ς  αυτσμορφ εσ μός .

Ε ίν α ε  φανερό τώρα <5τε το σύνολο όλων των εσωτερεκών α υ τομ ορ φ ε-  

σμών τη ς  G , με  πράξη τη σύνθεση απεεκονύσεω ν , α π ο τ ε λ ε ί  ομάδα  

που την σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  Inn(G ) καε μάλεστα  I n n ( G ) < A ut(G )

§ 5 .1 .  Κ υ κ λ ικ ές  ο μ ά δ ε ς . .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Μεα ομάδα G κ α λεετα ε  κυκλική ,  αν υ π ά ρ χεε  σ τ ο ε χ ε ί ο  

χ  8 G που να την παράγεε , δηλαδή αν

G = < x >  = { x n / n 8 Z }

Στην περίπτωση αυτή , το σ τ ο ε χ ε ί ο  χ  κ α λ ε ίτ α ε  γ ε ν ν ή τ ο ρ α ς  τ η ς  G . 

Παρατηρήσεις.
1 .  Αν η G ε ί ν α ε  προσθετεκή  , η G ε ί ν α ε  κυκλεκή μ ε  γ ε ν ν ή τ ο ρ α  

το σ τ ο ε χ ε ί ο  χ  , ότα ν

G = < χ  > = {nx  /  π 8 Ζ }

2. Ε ίν α ε  δ υ να τόν  μεα  κυκλεκή ομάδα G = < χ  > να  έ χ ε ε  καε άλλο

γ ενν ή το ρ α  yG G  , δηλαδή G = < y >  . Γεα παράδεεγμα  , η π ροσθετεκή  

ομάδα των ακεραίων Ζ ε ί ν α ε  κυκλεκή , £  = < 1 >  = < - 1 >  καε μά λεστα

τα σ τ ο ε χ ε ία  της 1 καε - 1  ε ί ν α ε  οε μ ό νο ε  γ ε ν ν ή τ ο ρ ε ς  τη ς  .

Παράδειγμα 1 . Η προσθετεκή  ομάδα Ζ = { ό , ΐ , . . . ,m - l }  ε ί ν α ε  κ υ ­

κλεκή με γ εν ν ή τ ο ρ α  την κλάση ϊ  , δηλαδή

Ζ = < ϊ  >m

(Γ εα  την Ζ^ π . χ .  έχ ο υ μ ε  Ζ^ = < ! >  = < 3 >) .
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Ιϊαράδευγμχ 2 . Η ομάδα G  ̂= ( ζ / ζ  G C , καυ ζ11 = ΐ )  των η-στων 

ρυςών της μονάδας εύναυ κυκλική . Π ρ α γ μ α τ υ κ ά ou n-σ τες  Ρ ίζ ε ς  της 

μονάδας είναυ  ου η σε πλήθος μυγαδυκού αρυθμού

i  .2ku
ζ ,  = συν + ΐ  ημ3!ϋΕ = e k = 0 ,l ,2 ,» .·  9η-1κ η η

• ♦
(e  = συνχ + i  ημχ καυ e = συνχ - i  ημχ ,  ταυτότητες E u le r) .
Η Gn εύναυ λουπάν πεπερασμένης τάξης n , δηλαδή

V {z0 =1 · ζ χ  - *2 - - - V l }
Κάνοντας χρήση του τύπου του De Moivre

(συυθ-»·ί ημθ)^ = συν(1<θ) + i np(kS)

παρατηρούμε ότυ
0 .

Ζ1 = 1 = 20 

Ζ1 * Ζ1
2 _ <· 2 π , .  2π*2ζ  = (συν *— + ι ημ ) = ζ
1  Β Β 2

η -1  ,  2π . 2π χη -1ζ  = (συν —- + ι  ημ — ) = *  -
1  4 η  β  η - α

2 Ti""lΕπομένως <3^ >= { ΐ^ ζ ^ ,ζ ^ , . - . , ζ .^  } ,

Υπάρχουν βέβαυα ομάδες που δεν εύναυ κυκλυκές

Ο φάδευγρα 3 .

α ) Η ομάδα V = { e ,a ,b ,c }  του K lein  δεν εύναυ κυκλυκή , αφού
<*

ου υποομάδες της

< e > = { e }  ,  < a >  = { e ,a } , < b >  = {e,b} , < c > = { e , c }

εύναυ δυαφορετυκε'ς από τη V .
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β) Η ομάδα (Q , +) δεν είναι κυκλική 3 αφού < 0 > = { 0 } και για 
κάθε ρητά qj*Q n <q> = {nq/n6Z}' είναι γνήσια υποομάδα της, αφού 
υπάρχουν ρητού π.χ. ο 9/2 0<q> .

Συνεχίζοντας , θα παρατηρήσουμε ότι :
Κάθε κ υκ λικ ή  ομάδα ε ί ν α ι  α β ε λ ια ν ή  .

Πραγματικά , αν G = < α > = {an / n G Ζ)
τυχόντα στοιχεία της , τότε

r s r+s s+r s r a ·α = a = a = a a

r s και a , a είναι δύο

To αντίστροφο δεν ισχύει . Για παράδειγμα , οι αβελιανές ομάδες V 
του Klein και (<},+) δεν είναι κυκλικές .

ΘΕΏΡΗΜΑ. 1 . Κάθε υποομάδα μιας κυκλικής ομάδας είναι κυκλική . 
Ιδιαίτερα αν Η είναι μια μη-τετριμμένη υποομάδα της G = <a> 
και m είναι ο ελάχιστος θετικός ακέραιος έτσι ώστε am6H , τότε 
Η = < am > = {a11̂  / k β Ζ } .

Α πόδειξη .

Έστω η κυκλική ομάδα G=<a>={an /nGZ} και Η μια υποομάδα 
της . Αν Η = {ΐ} , τότε φανερά η Η είναι κυκλική .
Αν Η {̂1} , τότε , αν a^GH , και το a WGH (η Η υποομάδα) , 
που σημαίνει ότι υπάρχουν θετικοί ακέραιοι η έτσι ώστε αη 6Η . Ας 
είναι m ο ελάχιστος θετικός ακέραιος έτσι ώστε α”1 G Η . Το στοιχείο 
a m παράγει την Η , δηλαδή Η = < a m > = ( a m^  / k 6 Ζ } . Πραγματικά , ε ί­
ναι φανερό ότι < a m > ^ H  .
ΜένεΊ να δείξουμε ότι H^<am> , δηλαδή ότι κάθε στοιχείο b8H ε ί­
ναι ίσο b = a m<̂  , για κάποιο ακέραιο q .

Επειδή bGH και G , θα έχουμε b = a11 για κάποιο ακέραιο 
η . Από τον Αλγόριθμο του Ευκλείδη παίρνουμε

n = mq + r με Q<̂ r<m .
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Τότε
η m qtr ,  nwq r  . , πκ-q η r

Επειδή αΠ 1 οΠ6Η και η Η υποομάδα και, το (am) ^-an GH , δηλαδή 
αΓ G Η που σημαίνει άτι. το r  = 0 ,  αφού έχουμε εκλέξει, τον m σαν 
τον ελάχιστο θ ετ ικ ό  ακέραιο γ ια  τον οποίο a^GH , Έ τσ ι n -mq 
οπότε b = α11 = α1”̂  ,  όπως επιθυμούσαμε . ■

Για παράδειγμα , στην ομάδα (£ ,+  ) , που ε ίν α ι  κυκλική Ζ = < ι >  
κάθε υποομάδα της Φ {0} ευ ναι, τη ς  μορφής

< m > = {ink /  k GΖ} = mZ

γ ια  κάποιο φυσικό m ^ l  .

Επομένως ,  όλες ο ι υποομάδες τη ς  (Ζ ,+ ) ε ίν α ι  ο ι 

{0> , < 1 > ,  < 2 > , < 3 > ,

δηλαδή ο ι

{0} ,Ζ  , 2Ζ ,  3Ζ , . . .

HFOTAEH β .  Ας ε ίν α ι  f  : G— ■» Η ένας ομομορφισμός από την κυ­
κλική ομάδα G = < a >  στην ομάδα Η . Τότε και η εικόνα Iin (f) ε ί ­
ν α ι κυκλική και μάλιστα Im( f ) = < f (α)> .

Α πόδειξη.

Παρτηρούμε ό τ ι  , γ ια  κάθε ακέραιο μ , έχουμε 

f  ομομ
[ f ( a ) ] n — —  f ( a n ) Glm(f)  , 

συνεπώς < f ( a )  > 4  Im (f)
]ς

•Αντίστροφα , αν ζ  G ImCf) ,  τότε ζ = f  (a  ) γ ια  κάποιο ακέραιο k ,

δηλαδή z = [ f ( a ) ] ^  άρα zG < f ( a ) >  και τελ ικά  Im(f )<  < f ( a ) > .  

Έ τσ ι Im (f) = < f ( a )  > . ■
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Ας είναι, τώρα G = <! α > ~ {α11 /  η θ Z )  μεα κυκλική ομάδα .

A ). Αν γεα κάθε ζεύγος ακεραίων (Χ ,λ ) με k ^ X  συμβαίνει,, α^ ^ a , 

τότε η G ε ίν α ι  μεα κυκλεκή ομάδα άπειρης τάξη? ·

β ) . Αν υπάρχει, ζεύγος ακεραίων (k ,X ) με k ^ X  ώστε να εσχύεε
k λa = α , θα έχουμε

a 1 = 1 , h > 0 .

(h = k-X αν k > λ καε h = X-k αν λ > k ) .

Ας ε ίνα ε  τώρα m ο ελάχεστος θ ετικ ό ς ακέραεος γε.α το ν  οποίο  

εσχύεε

IQ k ^a = 1  καε α φ. 1 γεα κάθε k με 0 < k < r a  .

f\ λ
Τα στοεχεία  της Ι ,α ,α  , . . . ,α ™  είνα ε  δεαφορετεκά μεταξύ τους , ενώ 

κάθε άλλο στοεχείο  a* G G με λ > m τα υτίζετα ε με ένα από αυτά 

πραγματεκά , από τον αλγόρεθμο του Ευκλείδη παίρνουμε

λ = m q + r  0 <_r < m

οπότε ,

λ __mq+r f  nuq r  Λ r  ra = a u = (a  ) u*a = l* a  = a

Συνεπώς ,

G = { l , a , . . , , a m-1}

δηλαδη η G ε ίνα ε  μεα κυκλεκή ομάδα πεπερασμένης τάξης τα .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Καλείται τάξη του σ τοεχείου  α μεας ομάδας G , η 

τάξη της κυκλεκής υποομάδας < α > που παράγεε το σ το εχείο  α .

Επομένως

ί )  Το στοεχείο  α έχεε  τάξη η , αν η υποομάδα < α >  ε ίνα ε  

τάξης η .

i i )  Το σ τοεχείο  α θα λέμε ότε έχεε  άπειρη  τάξη , αν η υποομά-
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6α < α >  ε ί ν α ι  άπειρη  .

Με άλλα λάγια  , η τάξη του σ τ ο ιχ ε ίο υ  α ε ίν α ι  ο ελά χισ τος θ ε τ ι­

κ ές α κ έρα ιος η (αν υ π ά ρχει τ έ τ ο ιο ς )  γ ια  τον οποίο

α) αη = 1  , αν η ομάδα είνα ι, πολ/κή

β) ηα = 0 , αν η ομάδα είνα ι, προσθετική .

Αν τ έ τ ο ιο ς  θ ετ ικ ά ς  α κ έρα ιος δ εν  υπάρχει ,  δηλαδή όταν

<χΏ -  1  * » η = 0

θα λέμε ά τ ι το σ τ ο ιχ ε ίο  α έ χ ε ι  άπειρη τάξη .

Θα παρατηρήσουμε εδώ ά τ ι ,  τα σ τ ο ιχ ε ία  χ και χ~^ μ ια ς ομάδας 

G έχουν την ίδ ια  τάξη .  Πραγματικά ,

< χ  > = {xn /  n € Z  } = {χ n /.n GZ } = < > .
/

Π αραδείγματα .

1 )  Στην προσθετική ομάδα Ζ των ακεραίων κάθε μη-μηδενικά σ το ι­
χ ε ί ο  έ χ ε ι  ά πειρ η  τάξη ,

2 )  Στην ομάδα V του K le in  τα σ τ ο ιχ ε ία  a ,b , c  έχουν τάξη 2 ,  

αφού < a >  = { e , a )  Λ < b >  = { e ,b }  ,  < c  > = { e ,c }  .

3 )  Στην προσθετική ομάδα Ζμ τα σ τ ο ιχ ε ία  0 , ΐ , 2 , 3  έχουν τάξη 

1 ,^ ,2 ,*+  α ντ ίσ το ιχα ,α φ ο ύ  ε ί ν α ι  ο ι.μ ικ ρ ά τερ ο ι θ ε τ ικ ο ί  α κ έρα ιο ι γ ια  τους  
ο π ο ίο υ ς ισ χ ύ ε ι

1 * 0 = 0  ,  4*1 = 4 = 0 ,  2*2 = 5 = 0  ,  Η-3 = 1 2 =  0 .

4 )  Στην ομάδα των κουατερνίων (β λ έπ ε  Κ ε φ .ΙΙ ,§ 2 .2 ,π α ρ ά δ .1 3 )  ο ι  π ί ­
να κ ες j  ,  k έχουν τάξη 4 ,  αφού

< j  > = i j , j 2, j 3 , I 2) , < k > = {k ,k2,l<3 , I 2} .

ΠΡΟΤΑΣΗ 9 .

Έστω φ : 6 -  ■ * Η ένας μονομορφυσμάς απά την G στην Η . Τάτε,
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για  κάθε x 8G  , τα στουχεέα x και φ (χ) έχουν την έδυα τάξη .

Α πόδειξη .

Αν φ' = φ| , τότε από την πρόταση 8 θα έχουμε 

< χ  > 'b im<p' = <φ(χ)>

Ου υποομάδες λουπόν < χ >  , <φ(χ)> έχουν την έδυα τάξη που σημαένευ 

ότι τα στουχεέα χ  και φ (χ) έχουν την έδυα τάξη „ ■

Παρατηρήσεις

1) Μυα ομάδα G καλεέταυ περιοδική  (p e r io d ic )  , αν κάθε σ τ ο ι-  

χεέο της έχευ πεπερασμένη τάξη .

Κάθε ομάδα πεπερασμένης τάξης εέναυ περιοδική , αφού τα στουχεέα  

της έχουν πεπερασμένη τάξη (ου αντέστουχες κυκλικές ομάδες που παρά­
γουν εέναυ πεπερασμένες) .

Υπάρχουν όμως καυ ά πειρ ες περ ιοδ ικ ές ομάδες .  Ένα παράδειγμα ε έ ­

ναυ η ομάδα των ρητών modulo 1 Q/Z , την οποέα θα μελετήσουμε παρα­

κάτω .

2) Μια ομάδα G ονομάζεται ελευθέρα ς στρέψ ης ( to r s io n - f r e e )  , 

αν κάθε στοιχεέο  της διαφορετικό από το ουδέτερο έ χ ε ι  άπειρη τάξη .
Για παράδειγμα ο ι ομάδες

(Ζ,+) , (Q,+) , (3R ,+) , (C, + ) , (Q+ , · )  ,

3) Γενικά , μια άπειρη ομάδα μπορεέ να έ χ ε ι  στουχεέα διάφορα του 

ουδέτερου πεπερασμένης τάξης και επέσης στουχεέα άπειρης τάξης .. Τέ­

τ ο ιε ς  ομάδες ονομάζονται μ ικ τές  (mixed) .
&

Για παράδειγμα , στην πολ/κή ομάδα (C  , ·) , το σ το ιχεέο  

2π . 2πζ^ = συν —  + ι  ημ —  ε χ ε ι  τάξη η , αφού

G = < ζ „  > (βλέπε παραδ.2) , η 1

.ενώ το στοιχεέο  3 έ χ ε ι  άπειρη τάξη . Άρα η (C ,· ) ε έν α ι μικτή .



- 1 0 2 -

ΠΡΟΕΑΣΗ 1 0 .

As ε ίν α ι G μια ομάδα και α ένα σ το ιχ είο  της ye πεπερασμένη 

τάξη m .  Τάτε

i )  ak = 1 <*==*· m I k

i i )  ar  = a s <s=* r E s  ( R„, )

i i i )  Για  χάθε θ ετ ικ ά  ακέραιο k με k|m έχουμε <5xu η τάξη

του σ το ιχ ε ίο υ  ak ε ίν α ι ίση με — .

Α πόδειξη.

χ ) (**■=) Αν k = m·λ , τά τε ak = a10*  = (a m) k = 1 *  = 1  -

(*=**) Αν k = mq+r * με 0 >< γ < ιπ ,  τά τε

ak = αΠΜ1+Γ -  (a™)^· ar  = l - a r  = ar  καί/ επ ειδή  ak = 1 ,  έχουμε αΓ = 1 

με 0 <^r <m . D m  άμως ε ίν α ι ο ελά χιστος θ ετ ικ ά ς ακέραιος ye am= l ,  

οπάτε r  = 0 .  Έ τ σ ι  , k = mq ,  δηλαδή mjk .

i i )  a r  -  a s «" » ar  S = 1 «»■> m Jr-s ■*=*=► r = s ( R«j )
m

i i i )  Ε ίν α ι (a k )k = a“  = l  και (a k ) r * l  , ye

0 < r < ~  , γ ια  τ ί  ,  αν ak r  = 1 με 0 < r < J  , «α είχαμε kr < £ k  =m ,

δηλαδή α ^ = 1  με k r < m  άτοπο ,  αφού ο m ε ίν α ι ο ελάχιστος θ ε -  

τ ικ ά ς ακέραιος με a m= 1 . 9

Στη συνέχεια  ,  θα δείξουμ ε ά τι άλες ο ι ά π ειρες κυκλικές ομάδες 

ε ίν α ι ισάμορφες μ ε την ( £ t+) ενώ άλες ο ι κυκλικές ομάδες τάξης m 

ε ίν α ι ισάμορφες μ ε την (Ζ ^ ,τ )  .

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 .

Κάθε άπειρη κυκλική ομάδα ε ίν α ι ισάμορφη με την προσθετική ομά­

δα Ζ  .
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Απόδεεξη.

Έστω G = <a> μεα άπεερη κυκλεκή ομάδα θεωρούμε την απεεκό-
νεση

i : Z --- ► G , i(k)=ak VkGZ .

Η απεεκόυεση ί  εεναε ομομορφεσμός . Πραγματικά

iCk+λ) =ak+A = ak-aX = i(k)-iCX) Vk,XGZ .

Η i  εεναε επεμορφεσμός , αφού γεα κάθε ak 6 < a > υπάρχει το στοε-
χεέο kGZ , με i(k) = a . Τέλος , εεναε καε μονομορφεσμός , γεατύ 

' k λαν k t  λ , τότε α Φ-α. , αφού η G εύναε άπεερη κυκλεκή ομάδα . 
Έτσε (Z, + )^G . ■

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.

Αν G = <a> εόναε μεα άπεερη κυκλεκή ομάδα , τότε 
ΐ) Τα στοεχεεα α καε α  ̂ εεναε οε μόνοε γεννήτορες της G. 
ί ί)  0ε δεακεκρεμένες υποομάδες της εεναε οε

2 3(ΐ},<α> , <α > , <α >,...

ΑπόδεεΕη.

ί) Αν η G εέχε καε άλλο γεννήτορα α , με k i  1 , -1 δηλαδή
G = < ak > , από τον εσομορφεσμό f : G --- ► Ζ , f(an)=n , VanGG ,
έχουμε

ImCf) =Ζ =<f(ak)> (Πρόταση 8)

r < k >

δηλαδή Ζ = < k > με k i  1,-1 άτοπο.

ii)  Εδώ η εργασία εεναε ανάλογη παρατηρόντας μόνο ότε οε δεακε­
κρεμένες υποομάδες της Ζ εεναε οε

\)ν
Νντ

>\
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Κάθε πεπερασμένη κυκλική ομάδα τάξης m είναι, ισόμορφη με την 
προσθετυχή ομάδα Ζ  .TD

Α πόδειξη.

Έστω G= { ΐ ,α ,α  , . . .  ,α™~ } μ ια  κυκλική ομάδα τάξης m . Παρα­
τηρούμε <5τι

τ , ε β Ζ ^  κα ι r  = s  ,  τότε  r  = s (  R ^ J  , οπότε
Γ  S  0α = α ,  σύμφωνα με πρόταση 10 .

Η απεικόνιση  επομένως

$ : Ζ  — + G  ,  8 C k ) s a k ,  V k G Z
®  1D

ε ίν α ι  χαλά ορισμένη - ,

Η β ε ίν α ι  ένας ομομορφισμός .  Πραγματικά , γ ια  κάθε ^ ς , λ β Ζ ^ ,  
έχουμε

SCk+λ) = β()ς+λ) = ak+X = a k - a X = 3(k)-B(A) .

Η β  ε ίν α ι  φανερά ένας επιμορφισμός .  Τέλος * η β  ε ίν α ι  κα ι μονο-
— — k λμορφισμός * αν 0(k) = B(k) ,  δηλαδή αν α = α  , τότε ^ λ  (modm),

σύμφωνα με την .πρόταση 10 δηλαδή k = λ .  Έ τσ ι ( Ζ  , + ) ^ G  .  ■m —

Άρα η μελέτη των απείρων χυχλικών ομάδων χα ι των πεπερασμένων 
χυκλιχών ομάδων τάξης m , ανάγετα ι στην μελέτη των ομάδων (Ζ ,+) 
κα ι (Ζη,+ )  α ντ ίσ το ιχα  .

§ 5 .2 .Υποομάδες των πεπερασμένων κυκλικών ομάδαν.

Θεωρούμε την πεπερασμένη κυκλική ομάδα 

G = < α >= { ΐ , α , α ^ , . . .  ,α111”1}

Αν Ή ε ίν α ι  μ ια  υποομάδα της * τότε  η Η ε ίν α ι κυκλική (Θεώρημα 1) 
θα υπάρχει λοιπόν σ το ιχε ίο  b = an 6G ώστε Η = < α η > .

ΘΕΩΡΗΜΑ 3  .

t ι
μι

ιλ̂
ηλ»-

-
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11 •

Η υποομάδα , η . < α > της G συμπύπτευ με την υποομάδα < ad > ,
όπου d εύναο ο μ.Μ.δ των n Mat m δηλαδη

< α11 > =< ad > με d = (n,m)
s 111 *

Mat  π ε ρ υ ε χ ε υ  σ τ ο υ χ ε ο α  .

Α πόδειξη .

Αφού d=(n,m) , τότε n = dn' , n'GZ . Επομένως , a11 = adn =(ad)n ,
δηλαδη a11 G < ad > , που σημαύυευ ort <an >^<ad >
Αντύθετα , αφού d = (n,m) , έχουμε d = nxtmy , x,yG>Z , οπότε

d _ nx+my , ικχ , m..y _ , ηνχ . , ικχ a = a J -  (a ) · (a y  -  (a ) *1 = (a ) ,

δηλαδύ adG<an > , επομένως <ad >^<an > .

'Apa < a11 > = < ad > ,

0 d otvat δυαυρέτης m , επομένως η τάξη του ad εύναυ ^
d ^(Πρύταση 10) , δηλαδη η ομάδα <α > περϋέχευ ακροβώς στουχεύα .■  

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.

Αν σε μοα τυχούσα ομάδα G το στουχεύο α έχευ τάξη m Mat 
d = (n,m) , τότε τα στουχεύα της a Mat α έχουν την t6ta τάξη . ■

Παράδειγμα 4.

Στην προσθε κ̂η ομάδα Ζ^ ̂  = . .  , 1 1 }  -  < ΐ >  ας πάρουμε την
Μλάση 8 , Euot6ii (.8,12) = 4 , Π πλάση 8 παράγευ μυα υποομάδα με
12 - ,-q-=3 στουχευα , την

< 8 > = < 4 > = {0,4,8}

Έτσο ot κλάσευς 8,4GZ^ έχουν τάξη 3 .

\«ΛΙ< Μ,

;)ί *Ν

.Λ___,

Λ7
\·Λ

'ό·
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Αν G= { ΐ , α , . . . ,α™ } είναι, μι,α κυκλική ομάδα τάξης m , τότε
ρ  A

τα στοι,χεία  α και, α παράγουν την ίδι,α υποομάδα της , δηλαδή 
Γ s<α > = < α  > , εάν και, μόνο εάν (ρ,τη) = (s,m) .

Απόδειξη .

Αν < αΓ > = < a s > τ<5τε ]< αΓ >| = |< a s >]. Αντάρα d=( r , r o )  και, 
d ' = ( s , m )  τότε από την πρόταση 11 θα έχουμε

ί )  < a r > = < a d > οπότε | < α Γ > | = 2

i i ) < a s > = < a d > οπότε | < a s > | = ~ ,

Έτσι. ^  οπότε d = d '  .

Αντίστροφα, αν d = (r,m ) = (s,m ) τότε σύμφωνα με την πρόταση 11 

< αΓ > = < ad > = < a s > . ·

Γμ» παράδειγμα ,  οι, πλάσεις 5 ,  Ϊ 0 9 Ζ 1? παράγουν την ίδ ια  υπο­
ομάδα

< 2 > = < Ϊ0  > = { 5 ,2 ,4 ,6 ,8 ,1 0 }  ,

αφού

(2,12) = (10,12) =2  - ·

ΠΟΡΙΣΜΑ 3 .

Αν G = { ΐ , α , . . . , α ΠΙ_1) είναι, μ ία  κυκλική ομάδα τάξης m , το 
σ το ιχ ε ίο  α η  παράγει την G , εάν και, μόνο εάν οι, m,n ε ίν α ι  πρώτου 
μεταξύ του ■, δηλαδή

G = < a n > = < a > ( r a , n )  = 1 .  ■

ΠΡΟΤΑΣΗ 12 .

Έ τσυ,τα  διαφορετικά σ το ιχε ία  αη της G = { 1 , . . .  ,α"1”·1·}m-Ι-, που

|

-f*

•j£*rr
V-,!
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παράγουν την G ε ίν α ι τόσα όσου ε ίν α ι ο ι φυσικοί αριθμοί k 
(0<k<io)  οε πρώτοι προς τον m , δηλαδή το πλήθος τους ε ίν α ι όσο 
με φCm) , όπου φ η συνάρτηση του E u le r .

Π αράδειγμα 5 .

Στην κυκλική ομάδα Z^g = { 5 ,1 , . . .  ,17} = < ϊ > , έχουμε 

Ζ 18  = < 1 >  = <*5> = < Τ >  =  < ΐ ϊ >  =  < ί 3 >  =  < Ϊ 7 >  ,

αφού ο ι 1 ,5 ,7 ,11 ,13 ,17  ε ίν α ι πρώτοι με τον 18 .

Η είρεση των υποομάδων μ ια ς  ομάδας ε ίν α ι μ ια  εργασία αρκετά, ε π ί­
πονη . Στην περίπτωση όμως των κυκλικών ομάδων τα πράγματα,απλουστεύ- 
ονται . Έ τσι , αν G = < a > ε ίν α ι μια άπειρη κυκλική ομάδα , άλες 
ο ι υποομάδες της ε ίν α ι ο ι {1} , < α > , < α  > , . . .  (Πόρισμα 1) -

Ας δούμε τ ι  συμβαίνει σ τ ις  πεπερασμένες κυκλικές ομάδες .

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 .

Αν G = < a >  ε ίν α ι μια κυκλική ομάδα τάξης m , τότε
ί )  Για κάθε θετικό ακέραιο η η G έχε ι μια υποομάδα τάξης η 

εάν και μόνο εάν ο n|m .

i i )  Εάν njm , τότε η G έχε ι μια μοναδική υποομάδα τάξης η .

Α πόδειξη . m
ί) Αν n |'m , τότε̂ αφού — | m » το αη έχει τάξη (Προτ.10)

m
δηλαδή η . Π<α > έχει τάξη η .

Αντίστροφα .
Ας είναι Η μια υποομάδα της G με τάξη η .. Επειδή Η = < α̂  > ,

η Η θα έχει τάξη ν-lk,nu 9 ο π ό τ ε
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m
( r o , k )

= n m= n (k ,m ) ,  δηλαδή nJro

i i )  Έστω Η ^ ,ί^  υπ00 ι̂<ϊ*^εε τη£ G τάξης n ye njm .

k l  k 2Αλλά = < a  > κα ι -  < a  >

Παρατηρούμε ότι, :

Η τάξη της θα είναι, ffc ^-y = n

και.

η τάξη της θα ε ίν α ι  — in7=n * οπ<*τ€ (k1#ni) = (k2 ,m) . Από την

k k2
πρόταση 12 όμως έχουμε < a  > = < a  > , δηλαδή . ■
Από τα ί )  και, i i )  του προηγουμένου θεωρήματος συμπεραίνουμε ότι, 
μ ια  κυκλική ομάδα τάξης m έχει, ακριβώς τ(πι) σε πλήθος υποομάδες , 
(όπου τ(τη) είνα ι, το πλήθος των θετικών δια ιρετώ ν του m) .

I

ΠΟΡΙΣΜΑ 4 .

Αν η ομάδα G = < a >  είναι, χυχλι,χή τάξης in και d ^ ,.. 

ε ίν α ι  όλοι θ ε τ ικ ο ί  δ ια ιρ έ τ ε ς  του τη * τ ό τ ε  ο ι

< ι/1 > < >< a  > , · · · ,  < a >

ε ίν α ι  ό λες ο ι  δ ια κεκριμ έν ες υποομάδες τη ς G .

• Λ τ(πι)

Α πόδειξη .

Παρατηρούμε ό τ ι  , επειδή  κάθε δ ια ιρ ε ί  τον m , έχουμε
(d ..,in )~ d . * επομένως , αν d . # d .  ,  τότε (d .,m ) f  ( d . ,ια) και επο-

d . d .
μένως < α  1 > j* < α 3 > . Έ τσ ι ,  ο ι  τ(τη) σε πλήθος υποομάδες 

< *1 > < adT(m)

ε ίν α ι  όλες δ ιακεκρ ιμ ένες . ■

1*
!<

Β5
Τ5

βΒ
!
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Ι ϊ χ ρ ά δ ε υ γ μ α  6  .

Ου υποομάδες τη ς  Z^g ε ί ν α υ  ου

< ΐ  > = £  Q , < 2 > = { δ , 2 , ί , 6 , 8 , 1 0 , 1 2 , 1 5 , 1 6 }  ,
Ι ο

< 3  > = { 5 , 3 , 6 , 9 , 1 2 , 1 5 }  , < 6 >  = { 5 , 6 , Ϊ 2 >  ,  < 9 >  = { 0 ,9 >

καυ η < Ϊ8  > = {5 }  , αφού ου 1 . 2 , 3 , 6 , 9 , 1 8  ευ να υ  όλου ου. φ υσυκοί δυαυ- 

ρ έ τ ε ς  του 18 .  Το δυάγραμμα δ ίκ τυ ο  τη ς  ε ίν α υ

< ϊ  >
*< 3 >

< 2> / '< 9 >

< 6 > /
(  ή \

§6.1. Ομάδες μεταθέσεων.

Mux μετά θεσ η  ε ν ό ς  μη κ εν ο ύ  συνόλου  X ευ να υ  μυα 1 - 1  καυ επυ  απευ  

κόνυση του X σ το ν  εα υ τό  του

σ Χ·

Σ υμβολίζουμε με S(X) το σύνολο  των μ ετα θέσ εω ν του  σ υ νό λ ο υ  X * 

Αφού η σύνθεση δύο 1 - 1  καυ ε π ί  απευκουυσεων ευ να υ  1 - 1  καυ επυ , το  σ ύ ν ­

ολο S(X) δ ομ ε ίτα υ  με πράξη τη σύνθεση απευκόνυσεω ν σε ομάδα .

Το ου δ έτερο  σ τ ο υ χ ε ίο  τη ς  ευναυ η ταυτοτυκη  μετά θεσ η  Ι ν  , ενώ
- ϊ   ̂ ,το συμμετρυκό του σ του χεύο  σ e S(X) ε ί ν α υ  η 1 - 1  καυ επυ' σ . Η ομάδα  

( S ( X) , ®)  κ α λείτα υ  ομάδα μεταθέσεων ε π ί  του  X .

Θα σημευώσουμε ότυ το S(X)  ε ί ν α υ  ένα  υ π ο μ ο ν ο ε υ δ έ ς  του  μ ο ν ο ε υ -  

δούς Hom(X,X) ( Β λ έ π ε ,Κ ε φ .I )  .

ΘΕΩΡΗΜΑ 5. 

Κάθε ομάδα

(Gayley)

X ευναυ  υσόμορφη μ ε  μυα υποομάδα τη'ςνόμάδά'ς”""&

/ / ? /  Α * ν» ι *  } φ '" \
ι  ϊ I 38 i• \ \ *  \ A  / a;j

V 6  / $ / /
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τω ν  μ ε τ α θ έ σ ε ω ν  ε π ί  τ ο υ  X .

Α πόδειξη

Για κάθε χ 6 Χ  , η απεικόνιση

f  : X- χ f  ( 2) = X' ζ Vzex
ε ίν α ι  1-1 και ε π ί . Πραγματικά , αν f  ( ζ  ) = f  (ζ  ) , δηλαδή ανX X  X 2

χζ^  = χ ζ 2 , τότε ζ^= ζ 2 , αφού η X ε ίν α ι  ομάδα . 

Επιπλέον , V - z € X  υπάρχει το σ το ιχ ε ίο  χ ' ^ ζ β Χ  τέτο ιο  ώστε 

f  (χ  ^ ζ ) = χ (χ  1ζ )  = ζ .ί%

Η απευκύνυση τώρα f  : X — -» S(X)

χ I r ί χ
/

ε ίν α ι  μονομορφισμός ομάδων , δηλαδή

α) f  : f  o f  V  χ .  ,χ  6 X 
Χ1Χ2 X1 Χ2 1 2

β) Αν f  = f  τότε χ . = χ 
Χ1 χ 2 Δ

Η απόδειξη του ε ίν α ι  η ίδ ια  με εκείνη που κάναμε στο α ν τ ίσ το ι­
χο θεώρημα γ ια  μονοειδή . (Βλέπε Θ εωρ.2,Κ εφ,I) .

Επομένως , η ομάδα X εμφυτεύεται στην S(X) και έτσ ι η
x ~ f ( x )  . m

Η μελέτη λοιπόν όλων των ομάδων ανάγεται στη μελέτη όλων των 
υποομάδων των ομάδων μεταθέσεων .

Τέλος , θα παρατηρήσουμε ό τ ι  , κατά προσέγγιση ισομορφισμού , 
η ομάδα S(X) δεν εξαρτάται από το σύνολο X αλλά από τον πλη- 
θ ιχό  του αριθμό |χ |  .

Πραγματικά , αν X και Υ ε ίν α ι  δύο σύνολα με |χ| = |υ] , 
τότε υπάρχει μ ία 1-1 και ε π ί φ : X *— y Υ και η απεικόνιση 
h : S(X)----*■ S(Y) , Μ σ ^ φ ο σ ο φ 1 , \/o6S(X) ε ίν α ι  ένας ισο­

μορφισμός ομάδων , ( Άσκηση) .
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§6.2. Η συμμετρική ομάδα η-(3αθμού.

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ομάδες μεταθέσεων S(X) , όπου X 
είναι ένα πεπερασμένο σύνολο , δηλαδή jXf = n , n>0 .

Απ’άλα τα ισοδύναμα σύνολα με πληθικό αριθμό η ,εκλέγουμε το 
σύνολο

Ijj ~ { 1 s 2, . . .  ,η} ,

και συμβολίζουμε την ομάδα μεταθέσεων επί του .
Η Sn καλείται σ υ μ μ ετρ ικ ή  ομάδα n-βαθμού .

Μια μετάθεση σ6δη » σ = {1,2,.. . ,η}--- ► { ΐ,2 ,...,η}  μπορεί
να γραφεί >

σ =
1 2 . . .  η

σ Λ Ο —φ m * 0  1 2  η
(*)

όπου σ. = σ(ί) , ί  = 1 ,2 ,...,η  .

Στη γραφή (*) τα σ ,̂σ2, . . . ,σ  δεν είναι παρά τα 1,2,__,η
γραμμένα με διαφορετική ενδεχομένως τάξη .

Παρατηρούμε τώρα ότι , αν ί^,ΐ^,. . .  , i n είναι μια τυχούσα διάτα-

*k

, 2 , . . . ,η , τότε

/ I 2 . . .  η \
0 =  (

\σ. σ„... σ /2 η/

= o ( i k ) , k = l,2 ,

11 12 *'* 1η
0 » 0  » · · · 0  m
Χ1 χ2

Μ’άλλα λόγια , δεν έχει σημασία η διάταξη των αριθμών της πάνω 
γραμμής » αρκεί βέβαια κάτω από κάθε αριθμό να γράφουμε την εικόνα 
του μέσω της σ .

Η παρατήρηση αυτή μας διευκολύνει στον υπολογισμό του "γινομέ­
νου” σοτ δύο μεταθέσεων σ,τββ^ , που θα το συμβολίζουμε απλού- 
στερα στ . Έτσι ,

Ν Ν

...Λ.*. 'ν,'7
\| \

Λν'
ιΆ
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σΐ  σ2· "  V

1 2 . . .  η

σ ο  · · · σ
τ1 τ2 τη

1 2 ...

Γ1 V '

Η αντίστροφη της μετάθεσης σ ε ίν α ι  η 

-1 °1 ° 2  ■■■ %

αφού

1 2 . . .  η

- 1  / 1  2 ·* ·  η ] - ίσ σ = I I = σ σ .
1 2 . . .  η,

Στο εζύς θα συμβολίζουμε (1 ) την ταυτοτιχιί μετάθεση

η <

Παράδειγμα 1 .

Θεωρούμε τ ι ς  μ ετα θέσ εις σ ,τ  6
ι
1 2 3 4  \  /  1 2  3 4

2 4  1 3  /  [  3 4  1  2

Τάτε ,

χα ι

σ τ =
1 2 3 4 \ / 1 2 3 4

2 4  1 3 /  \ 3  4  1  2

1 2  3 4

1 3  2 4

-1σ =
2 4  1 3

1 2  3 4

1 2  3 4

3 1 4  2
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Γυα να ορ ίσ ου μ ε τώρα μυα μετάθεση σ 6 Sn , μπορούμε με η τ ρ ύ γ ο υ ς  να  

εκ λέξου μ ε  το σ(.1) , αφού αυτό θα ε ίν α ι ,  κάποι,ο από τα 1 , 2 , . * . , η . Από 

τη στι,γμη που ο ρ ίζ ετ α ι ,  το σ ( 1 )  , υπάρχουν μόνο  η - 1  τρόποι, γυα  να  

εκ λ έξου μ ε  το σ ( 2 )  , αφού το σ ( 2 )  το εκ λ έγ ο υ μ ε  από το σύνολο  

{ 1 , 2 , . . .  ,η }  -  { σ( 1 ) }  . Έτσι, , υπάρχουν η ( η - 1 )  τρόπου γυα  να  εκ λ ε γ ο ύ ν

τα σ (1 )  , σ ( 2 )  ,

Σ υ ν ε χ ί ζ ο ν τ α ς  μ ’αυτό τ ο ν  τρόπο , βρ ίσ κ ου μ ε ότι, η σ μ π ο ρ ε ί  να  ο -

ρ ι ,σ τε ί  με n ( n - l ) . . .  2· 1 = n 1 τρόπ ους  .  Έτσι, , η S π ερ υ έχ ε ι ,  η!η
σε πλήθος μ ετα θ εσ ε ι ,ς  , δηλαδιί

Παράδειγμα 2 .

Η S3 έχ εύ  3J! = 6 μεταθε'σευς τ υ ς  ε π ό μ ε ν ε ς

e  r

μ1
1 2 

1 3

1 2  3

2 3 1

1 2  3

3 2 1

2 3 

1 2 

2 3 

1 3

καυ π ίνακα π ολ /σ μ ού  τ ο ν  επ όμ ενο

e Ρ1 Ρ2 μι μ2 μ3

e e Ρ1 Ρ2 μι μ2 μ3

Ρ1 P1 Ρ2
e

μ 3 μι μ2

Ρ2 Ρ2 e Ρ1 μ2 μ3 μι

μι μι μ2 μ3 e Ρ1 Ρ2

μ2 μ2 μ3 μι Ρ2 e Ρ1

μ 3 μ3 μι μ2 Ρ1 Ρ2 e

0  π α ρ α π ά ν ω  π ί ν α κ α ς  δ ε ν  ε ί ν α ι ,  σ υ μ μ ε τ ρ υ κ ό ς  ω ς  π ρ ο ς  τ η  δ υ α γ ώ ν υ ό  τ ο υ  ,
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πράγμα που σημαίνει, ύτμ η δεν  είναμ αβελμανή ομάδα .

Γ ενικότερα  , η ομάδα S η > 3 δεν είναι, αβελμανή .η =
Η Sa δεν είναι. αβελμανή .Α ν  η > 3  γμα τμς μεταθέσεμς

1 2 3 4 5 . . .  η \  / 1  2 3 4 5 . . .
σ = | ) καμ τ = (

1 3 2 4 5 . . . η /  V 3 2 1 4 5 . . .

η

n

1 2 3 4 5 . . .  η \ /  1 2 3 4 5 . . .  η
έχουμε τσ  = ( I καμ στ =

3 1 2 4 5 . . .  η /  \ 2  3 1 4 5 . . .  η

δηλαδή τσ t  στ .

Ομ ομάδες καμ S2 είναμ φανερά αβελμανές .

ΟΡΙΣΜΟΕ . Ονομάζουμε πρόσημο μμα μετάθεσης σ= { \  ^ °  ι,
\  σΐ  σ2 ' * ' ° η )

καμ το συμβολίζουμε ε(σ)  , τον αρμθμά

π
i<5

σ . -  σ .
-2__ 1♦ «

1-3

δπου το γμνάμενο εκτείνεταμ  στα —-Ι̂ ~—

( 1 ,2 ) * ,  ( 1 ,3 ) ,  . . .  , ( 1 ,η )  

( 2 ,3 ) ,  . . .  , ( 2 , ώ )

σε πλήθος ζεύγη

( n - l ,n )

ΠΡΟΦΑΣΗ 13 .

Το πρόσημο κάθε μετάθεσης ° e s n είναμ ίσο με +1 ή -1  ,
δηλαδή ε(σ ) = ±1

Απόδειξη .

Γμα κάθε παράγοντα i - j  του παρονομαστή θα βρούμε ένα παράγοντα

a*v.
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του αριθμητή όσο με i- j Π -(i-j) .
ΙΙραγματικά ,1 αιρού ή σ είναι 1—1 και επι, υπαρχουν μοναβικ,ομ φυσικοί Ζ 

και m από τους 1 ,2 ,...,η , έτσι ώστε σ̂  = i  και σ^= j · Αν Ζ "> in, 
ο παράγων σ ^ -σ ^ ί-j εμφανίζεται στον αριθμητή , ενώ , αν Ζ > m , 
θα έχουμε στον αριθμητή τον παράγοντα am-a^=-(i-j) . Έτσι

σ„ - σ Ζ ιπ
ί- 3

/η m

Παρατηρούμε όμως ότι , διακεκριμένοι παράγοντες i- j  και i j  ' 
του παρανομαστώ , αντμστομχούν , με τον παραπάνω τρόπο , σε διακεκρι 
μένους παράγοντες ± ( σ ^ - α ^ )  , ±(σ^,-σ ,) του αριθμητή , γματό ,
αν Ζ = Ζ ' καμ ιη = πι/ , τότε i  = i '  καμ j = j ' άτοπο . Έτσμ 
ε(σ)= ±1 .

Παράδειγμα 3.
/ 1  2 3 \ / 1  2  3 '

Γμα τμς μεταθέσεις της S- , σ = ( [καμ τ = (
\ 2  3 1 /  \ 3  2  l i

έχουμε

_ Τ Τ  σ ί  “ ° ΐ  _ σ ΐ  "  σ 2 σ ΐ  ~ σ 3 ° 2  "  ° 3  _ 2 - 3  2 - 1  3 - 1  _ ,
 ̂ "  * . i - j  "  1 - 2  1 - 3  ‘ 2 r 3  ~ 1 - 2  '  1 - 3  2 - 3  “  11 < D J

ε(τ) = "Π
i  < j

τ ΐ _ τ 3 τ 2 ~ τ 3 _ 3 - 2  3 - 1
1 - 3  * 2 - 3  '  1 - 2  * 1 - 3

2- 1 -

2 - 3
- 1.

Μμα μετάθεση σ 6 Sn θα λέγεται άρτια αν ε(σ)=1 καμ περιττή αν 
ε(σ)=-1 .

Έτσμ στο προηγούμενο παράδειγμα , η σ εόναι άρτια καμ η τ
περιττή .



r

Παράδειγμα 4 .

η

Πραγματικά ,

ε (σ )  r

-1 1 6 - .·

[ .
( 1 2 3 4 . . . η \

1 μετάθεση σ= ί
\  2 1 3 4 . . . η 1

ί—γ σ. -σ .
Τ  Λ .3. _ 2 -1  2 -3 2 -4 2-η1 I · · • ✓  · ΐ “1ι  < 3

1-2  1 -3 ' ϊ= 4  " * 1-η

1 -3 1 -4 1-η
2 -3 2 -4  ” * 2-η

ε ίν α ι  π ερ ιττή .

( η - Ι ) - η  _ 2 - 1  _ 
(η -ϊ)-η  “ 1-2 ” ~ *

Ας δούμε όμως τώρα τ ι  ισ χ ύ ε ι  γ ια  το πρόσημο του γ ινο μ ένο υ  σ τ 

δύο μεταθέσεων σ ,τ  β S

σ -σ  τ .  τ .π ( ο τ ) . —( σ τ ) .  ι .  ι .-  ' ■ 1 = T T - w > - «« ν * X  I · ^ · J. I
ι < 3 J 1 < 3  J

σ -σ σ -  σ

π τ .  τ«* τ . - τ .  —_  τ .  τ .  -— τ . - τ .

- V ·  · ^  -ι *  3 J 1 3  i < j i ]  α <3 J

σ_ - σ
i_l i

4 V * Τ 4 " Τ  4ι <  3 χ  3
• π.; ε ( τ ) ( 1)

Αλλά

π ^ - .  τ τ
• > 4 I 4 · ■ 1 >ι< 3 α 3 k < π)

σ ,-σ  k π)
k-m

σ, -σ  k mΠραγματικά ,  α ς  πάρουμε ένα παράγοντα —- ——  k < m του 2Κ~ΊΠ
της (2 )  .

Υπάρχουν p ,q  έ τ σ ι ώστε τ ^ - k  * Tq = m

ου

( 2 )

μέλους
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σ -σ τ τ
Αν ρ < q , τότε ο παράγοντας — -*·· -̂· του 1 --  μέλους της (2)

ρ q
σΤ -σ, k mαντυστουχευ στον - — -

σ -σ σ -στ τ τ τ σ. -σ
t  q p _ p q _ k mΑν ρ > α , τότε — ^ = —/ ■ · ;Λ ··----- r ----"  F Η * τ -τ  τ -τ  k-mτ -τ

q Ρ
τ -τ  
Ρ q

έστω
σ -σ , τ . τ .

i - j  ’ 1< 3
τότε i i  = k , τ . = m .3

σ -στ . τ . σ, -σ

i  < j ένας παροίγονταε, του 1 --  μέ-

Αν k < m , έχουμε 3 -
τ . - τ .ι  3

k-m 6 2- μέλοε

σ -σ σ -σ τ . τ . τ . τ . σ -σ
αν k > m , τ ό τ ε  - 1; - 1 - = ° 6 2? μίλ05 ·

1 3  3 ΐ

Ου σχέσευε (1) καυ (2) μας δίνουν τελυκά ότυ 

ε ( σ τ ) = ε (σ) · ε ( τ )

Απο τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότυ το πρόσημο μετάθεσηε είναυ 
έναε ομομορφυσμός τηε πολ/κτί ομάδα {+1,-1}

ε : S -----► {+1,-1}η
0 πυρτίναε Ker(e) του ε είναυ το σύνολο όλων των άρτυων μετα­

θέσεων . Ου άρτυεε μεταθέσευε της Sn αποτελούν λουπόν μυα υποομάδα
της S , που την ονομάζουμε ε\αλλάασουαα ομάδα βαθμού η καυ τη η *
συμβολίζουμε Αη .

Εύκολα δυαπυστώνεταυ ότυ :

5

'

: ΐ
1
ί

; ' Λ .

y

'\
}\

\\
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α) Το γινόμενο δύο άρτιων ή περιττών μεταθέσεων ε ίν α ι άρτια  μετά­

θεση .
8) Το γινόμενο μ ια ς ά ρτια ς ίΐε μ ια  περ ιττή  μετάθεση ε ίν α ι  περ ιττή  

μετάθεση .
γ )  Η αντίστροφη μ ια ς ά ρ τια ς  (α ντ ισ . π ερ ιττή ς) μετάθεσηε είναι, 

άρτια  ( αντ ισ .πε ρ ι τ τή )  μετάθεση .

§ 6 .3 . Κύκλοι -  Μ εταβάσεις .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Έστω χ ^ , χ ^ . , . , χ ^  ( k ^ n )  k διακεκριμένα σ το ιχε ία

του συνόλου I n = { l , 2 , __ ,η} . Συμβολίζουμε ( χ ^ χ ^ . , χ ^ )  τη μετά­
θεση του S που α π ε ικ ο ν ίζ ε ι η

*2 * *2 Χ3..........* k - lf *k Hat
ν

και αφήνει αμετάβλητα τα 
δηλαδή

υπόλοιπα n-k

*

σ το ιχε ία του συνόλου Iη

(XjL ^2 · · · Kĵ ) —I Χ1 χ 2 *'* Χη V i
χ” )  · ’\ι χ 2 Χ3 * "  Χ1 V l  *** χ  /  

τι /

Η (χ^  χ 2 * · · *)ς> κα λείτα ι έναε κ ύ κ λ ο ς  μήκους k ή ένας k -κ ύ κ λ ο ς  .

Έ νας κύκλος ( χ ^ χ ^ . - . χ ^ )  λοιπόν μας μ ετα θέτε ι κυκλικά τα στοι-

χ ε ία  χ ^ . , . , χ ^  του I  και αφήνει 
f  Χ2 αμετάβλητα τα υπόλοιπα . Μπορεί επο-

jk \  μένως να περιγράφει με περισσότερους
I . 3  από ένα τρόπους , έτσ ι

x k - l  /

χ 2 . . .  χ ^ ) — (χ 2 χ^ · · .  χ^ )*■»·· — (χ^ χ^ · · « .

Γ ια παράδειγμα , στην η μετάθεση

Γ1 2 3 4
σ =1

4 1 2  3.
=( 1  4  3 2 )  = ( 4  3 2 1 )  = ( 3  2 1 4 )  = ( 2  1 4  3)

t :
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ε ί ν α ι  έν α ς  κύκλος μήκους 4- «

Π αρατηρήσεις .

α) Ε π ειδή  ο ι  κ ύκλοι ε ί ν α ι  μ ε τ α θ έ σ ε ι ς  , μπορούν να  π ο λ /σ θ ο ύ ν  όπως 

ακριβώς ο ι  μ ε τ α θ έ σ ε ι ς  ,  Το γ ι ν ό μ ε ν ο  όμως δύο κύκλων δ ε ν  ε ί ν α ι  α π α ρ α ί­

τητα έν α ς  κύκλος .  Πραγματικό ,  στην S , γ ι α  το υ ς  κύκλους ( 1 4 5 6 )6
και  ( 2 1 5 )  , έχουμε

( 1  4 5 6 ) ( 2  1  5 )  *
1  2 3 μ 5 6

6 4 3 5 2 1

που δ εν  ε ί ν α ι  έν α ς  κύκλος .

Ε κ ε ίνο  όμως που ι σ χ ύ ε ι  κα ι θα το δούμε παρακάτω , ε ί ν α ι  ό τ ι  κάθε 

μετάθεση της Sn μ π ο ρ ε ί  να  γ ρ α φ ε ί  σαν γ ι ν ό μ ε ν ο  κύκλων .

β) Κάθε κύκλος μήκους 1 στην ε ί ν α ι  η τ α υ τ ο τ ικ ή  μετάθεση

( 1 )  = ( 2 )  = . . .  = ( η )  .

~γ) Κάθε k -κ ύ κ λ ο ς  σ = ( σ ,  ο „ . . .  σ, ) σ τη ν ομάδα S (k < η )
-* k η =

έ χ ε ι  τάξη k , αφού 

k 1 2 .... η
σ '  = σ σ  . . .  σ = | ] = ( 1 )  ,

1 2 . . .  η .

ενώ για κάθε χ8 {σ^σ^... ,σ̂ } έχουμε

_ , 2 k-lv
σ - ( χ ο χ · σχ  · · ·  σχ  > ·

Τ έλος  , ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  του  κύκλου σ = ( σ σ . . .  σ ) ε ί ν α ι  ο κύκλος
λ . 4  Κ

σ = (crk ak - l  σΐ ) '

ΟΡΙΣΜΟΣ . Δυο μ ε τ α θ έ σ ε ι ς  ct, τ  S θα λ έ γ ο ν τ α ι  ξ έ ν ε ς  μ ε τ α ξ ύ

το υ ς  αν

α) Για  κάθε k G { l , . . . , n }  με  crCk)?ik ,  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  r ( k ) = k  .
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Είναμ εύκολα να δούμε έτμ η συνθήκη (α) είναμ μσοδύναμη με την 
β) Γμα κάθε k G { l,__,n} με x(k)^k συνεπάγεταμ σ(k)?k .

Απέ τον ορμσμέ είναμ φανερό έτμ , κάθε μη-ταυτοτμκή μετάθεση 
είναι, ξένη με την ταυτοτμκή μετάθεση . Έτσι, , κάθε κύκλος μήκος 1 
(δηλαδή η ταυτοτμκή μετάθεση) είναι, ξένος με κάθε κύκλο μήκους 
kj>2 στην Sn , ενώ δύο κύκλομ

σ = (σ1 σ2 . . .  σ̂ ) καμ τ = (τ  ̂τ2 . . .  τ ) 

στην S με k > 2 καμ ν > 2 είναμ ξένομ μεταξύ τους , έτανΤΊ 88 **

{ J··· Ο  ί^ Ι · · · 9 *"  ̂ >

δηλαδή όταν ομ κύκλομ μεταθέτουν δμαφορετμχά στομχεία απέ το σύνολο 
{ l,2 ,...,n }  . ^

Γμα παράδεμγμα , ομ κύκλομ (1 2 3) καμ 5 6) στην ε ί­
ναμ ξένομ μεταξύ τους .

Είναμ φανερέ τώρα έτμ κύκλομ της Sn , σ=(σ^,... ,σ )̂ καμ 
τ =(τ^,..» ,τ^) ξένομ μεταξύ τους,αντμμετατίθενταμ , δηλαδή

(τ^,.· · tτ^)·(σ^ί»··)ok) — (σ̂ »* * · σ̂ )(τ̂ >» · · } τ )̂ ·

Αυτά μσχύεμ γενμκέτερα γμα μεταθέσεμς σ,τ6 Sn ξένες μεταξύ 
τους , δηλαδή τέτε έχουμε σ τ - τ α  . (Άσκηση) .

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .

Κάθε μη ταυτοτμκή μετάθεση της S αναλύεταμ κατά μοναδμκέ τρέ-ΤΤ
πο σε γμνέμενο κύκλων ξένων μεταξύ τους ανά δύο , μήκους >2 . (Η τά­
ξη των παραγέντων στην ανάλυση αυτή δεν λαμβάνεταμ υπέψη , αφού δύο 
κύκλομ ξένομ μεταξύ τους αντμμετατίθενταμ) .

Απόδεμξη .

Έστω oGSn , με σ(1)^1 (αν σ(1) = 1 , τέτε παίρνουμε τον
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πρώτο ακέραυο i  , γυα τον οποίο ι,σχύευ. σ(ΐ) Φ χ) .
Εφαρμόζοντας δυαδοχυκά την σ στο 1 , παίρνουμε τα στομχεία

Ι,σΟ.) , σ2(.1) , σ3(1),....

Τα στουχεία αυτά δεν είναυ <5λα δυακεκρυμένα μεταξύ τους , αφού αυτά 
είναυ στουχεία του συνόλου { 1 ,2 ,...,η} ,

Έστω k ο ελάχυστος θετυκός ακέραυος τέτουος ώστε τα στουχεία
2 k - Ι  ,1 , σ(1),σ (1),...,σ  (1) να είναυ δυακεκρυμένα , ενώ :

ak(l) ε trkl) , γυα κάπουο j με Q<.j<k

Τότε
k-j (1) =1 , 0<k-j<k

που είναυ αντίθετο με την εκλογή. του k , εκτός αν k-j = k , δηλαδή
j = 0 . Έτσυ. σ (̂1)ϊ=1 .
Η σ περυέχευ λουπόν τον κύκλο

o1 = Cl σ(.1) σ2(ΐ) .... ak_1(l))

Αν ο αρυθμός 2 δεν εμφανίζεται, στον κύκλο σ̂  (αν εμφανίζεται, χρησυ- 
μοπουούμε του μυκρότερο αρυθμό από το σύνολο { 1 ,2 ,...,η} που δεν 
ανήκει, στον κύκλο σ̂ ) , τότε , με την έδυα δυαδυκασία , παίρνουμε 
ένα δεύτερο κύκλο

σ2 = (2σ(.2) σ2(.2) . . .  σλ-1(2))

όπου λ. ο ελάχυστος θετυκός ακέραυος τέτουος ώστε σ (̂2) = 2 .
Η σ λουπόν περυέχευ καυ τον κύκλο σ2 „
Ου κύκλου σ̂  καυ σ2 είναι, ξένου μεταξύ τους , δηλαδή'

{ΐ,σ(1),...,σΚ' 1(1)}.Π {2 ,σ(2 )....... σλ-1(2 )} = 0

Πραγματυκά , ας υποθέσουμε ότυ η τομή τους είναυ Φ0  , τότε θα υπάρ­
χουν φυσυκοί μ,ν τέτουου ώστε σ^(1)=σν(2) .
Έτσυ σμ ν(1) = 2 .
Από τον Αλγόρυθμο δυαίρεσης παίρνουμε



οπότε

σμ' ν<1) -  akq+r( l )  χ  Λ Λ ι )) = < Λ ΐ )  -

Επομένως

σΓ (1) = 2  , με 0<sr < k  ,
k_i

δηλαδή το 2 6 { ΐ , σ ( 1 ) , . . . , σ  (1)}  άτοπο * όπως το επιθυμούσαμε .
Εξακολουθούμε την ίδ ια  τακτική  , μέχρι, να εξαντλήσουμε τα στοι­

χ ε ία  του πεδ ίου  ορισμού ττις σ και. έστω σ^ ο τελευτα ίο ς κύκλος που 
περ ιέχει, η σ . Οι κύκλοι σ ^ , . , . , σ  με μήκη >2  ε ίν α ι  ξένο ι μεταξύ 

τους ανά δύο κα ι το γ ινόμ ενο  σ^ σ2·**σιη ενερ γε ί επ ί των στοιχείω ν
1 , 2 , . , . , η όπως η σ ,  οπότε

σ χ OjOj **1 η (**)

Αν κάποιο σ το ιχ ε ίο  t  από τα 1 , 2 , . . . , η  μ έν ε ι αμετάβλητο από την 
σ ,  δηλαδή σ( t ) = t  , τότε  ο κύκλος που παράγει το t  έ χ ε ι  μήκος 1 , 
δηλαδή ε ίν α ι  η ταότοτική  μετάθεση και γ ι '  αυτό την παραλείπουμε από 

την παραπάνω ανάλυση (**) -
Φανερά δεν ισ χ ύ ε ι oC t) = t  -, V  1 6 { 1 ,2 , . . . ,η }  ,  αφού η σ ε ί ­

ν α ι μη-ταυτοτική  μετάθεση .
Η μοναδικότητα τη ς  αηιάλυσης (**) προκύπτει αυτόματα από την 

προηγούμενη κατασκευή . ■

Παράδειγμα 5 .

Για τη μετάθεση
1 2 3 η 5 6 7 8 9 10

3 6 η 7 5 2 1 9 10 8

τη ς  S1Q εργαζόμαστε ως εξής ,  γ ια  να πάρουμε την ανάλυση τη ς  σε 
γ ινόμενο κύκλων , ξένων μεταξύ τους ανά δύο ,  μήκους >2 . 
Αρχίζουμε από το φυσικό 1  κ α ι βρίσκουμε
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1

a

i

$

σ ( 1 )  = 3 , σ ( 3 ) = 4  , σ ( 4 )  = 7 , σ ( 7 )  = 1

Έ νας κύκλος της ανάλυσης εένα υ  ο ( 1 3  4 7 ) ,

Στη σ υ νέχε ι ,α ,π α ύ ρ νου μ ε  το μ ια ρ ό τερ ο  φυσιαό του  συνόλου  

{ 1 , 2 , . . . , 1 0 } - { 1 , 3 , 4 , 7 }  , δηλαδή το ν  2 ,  και, βρ ίσκουμε

σ( 2 ) = 6 ,  σ{ 6 )  = 2

ο κύκλος λοι,πόν (2  6 )  π ερ υ έχ ετα υ  στην ανάλυση . Ό μουα ,  ο μ ια ρ ό τ ε ­

ρος φ υσια ός  του συνόλου

{ 1 , 2 , . . . , 1 0 } - { 1 , 3 , 4 , 7 , 2 , 6 }  , δηλαδή ο 5 ,  μ α ς  δ έ ν ε ι .  

σ( 5) = 5 ,

οπότε ο κόκλος ( 5 )  ,  δηλαδή η ταυτοτυκή μετά θεσ η  π αρα λεέπ ετα υ  από την  

ανάλυση .

Τ έλος  , ο μ ια ρ ό τ ε ρ ο ς  φ υ σ ια ός  του  συνόλου

{ 1 , 2 , . . .  , 1 0 } - { ΐ , 3 , 4 , 7 , 2 , 6 , 5 }  , δηλαδή ο 8 , μας δ έν ε ι ,  

f f ( 8 )  = 9 , σ( 9 )  = 1 0  , σ ( 1 0 )  = 8

οπότε ο κύκλος ( 8 , 9 , 1 0 )  π ερυ έχετα ι ,  στην ανάλυση .  Έ τσι, ,

«• = ( 1  3 4 7 ) ( 2  6 ) ( 8  9 1 0 )

ΟΡΙΣΜΟΣ . Ονομάζουμε μετά|3αοπ στην S , κάθε κύκλο (i ή)n
μήκους 2 , δηλαδή κάθε μετάθεση που ανταλλάσσει, δύο στοι,χεέα και, αφή­
νει, σταθερά τα υπόλοι,πα :

1 2 . . . i . . . j . . .n  \

1 2—  j . . .  ί . .. η y

Συχνά χρησι,μοπουούμε τον συμβολυσμό τ . . = (i j) .

, που σημαένευ ότι. , κάθε

, δηλαδή τ.  ̂= τ .. . Αν13 ί]

οΕέναυ φανερό ότι, τ. . = τ. .- τ . . = (1)1] 1] 1]
μετάβαση συμπέπτευ με την αντέστροφή της
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τώρα

ν α ι

, έχουμε

α .  Γ (1)  · “ν α = 2k , k e z
(.άσκηση.)

13 1 τ . .  , αν
13

α = 2k+l , k e z

θα παρατηρήσουμε τώρα ύ τ ι το πλήθος των μεταβάσεων στην
n(n-l)

2 '

S ε ί -  n

Πραγματικά , αφού ( i j ) = ( j i )  , γ ια  να πάρουμε ύλες τ ι ς  μεταβά­
σ ε ις  της , μεταθέτουμε καθένα απύ τα σ το ιχε ία  1 , 2 , . . . . , η με τα 
επύμενά του . Συνεπώς , το πλήθος τους ε ίν α ι

Cn-1 Η ( ρ - 2  ) + . .  .4-241= ■η-(Ρ2~1 )

ΠΡΟΤΑΣΗ 14 .

Κάθε μετάβαση ε ίν α ι  π ερ ιττή  μετάθεση .

.Απόδειξη ·

Ας ε ίν α ι  τ . . μ ια  μετάβαση - Θα δείξουμε ά τ ι , ε ( τ . . )  = -1  ,1] 3.J
Θεωρούμε την μετάβαση σ = ( ΐ 2 ) ·  κα ι την μετάθεση

τ> Η

Μ 2 . . .

1 ·\  1

τ<5τε

3 —

■1

, 1 . .  .2 ----n J

τ . . = ρ 
*3

σ ρ *

Πραγματικά , γ ια κάθε k €  ( l , 2 , . . . , n )  , με k^i,j , έχουμε
p ( k ) j i l , 2  και συνεπώς o (p (k) )  = p(k)  , έτσ ι 

(ρ  1 o p ) ( k )  = p 1( o ( p ( k ) ) )  = ρ ^(pCk)) =k = T ^ ( k )  .

Για k s i , j  παίρνουμε
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(,Ρ 1 σ ρ ) ( ί ) = Ρ  1 ( . σ ( ρ ( ΐ ) ) )  = ρ 1 ( σ ( 1 ) )  = ρ” 1 ( 2 )  = j  -  ^ ( i ) ,

(ρ_1 σ ρ)( j) = P- i (cr(p( j))) = ρ_1(σ(2)) = ρ-1(1) = i  = Ĉj) . 

θα έχουμε λοιπόν ,

είΤί .̂) = ε(ρ 1 σρ) = είρ 1)ε(σ)ε(ρ) = ε(σ) = -1 ,

αφού η σ = (1 2) είναι περιττή μετάθεση (βλέπε παράδειγμα 4) . Μ

ΠΡΟΤΑΣΗ 15.

Κάθε μετάθεση στην Sn (n^2) μπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο 
μεταβάσεων (<5χυ αναγκαία ξένων μεταξύ τους ανά δύο) . ’

Α πόδειξη .

Η ταυτοτική μετάθεση (1) γράφεται. (1) = (12)(12) . Ας είναι τώ­
ρα σ μια μετάθεση στην Sn διαφορετική αϊτό την ταυτότητα . Σύμφωνα 
με το θεώρημα 6 , η σ αναλύεται σε γινόμενο κύκλων , ξένων μεταξύ 
τους ανά δύο , μήκους >2 .Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι κάθε κύκλος 
μπορεί να γράφει σαν γινόμενο μεταβάσεων . Πράγματικά , ένας κύκλος 
μήκους k >1 γράφεται

(σ1 σ2...σ ]<) = (σ1 σ]<;Κσ1 σ ^ ) .. (σχ σ3)(σ1 σ2>

Για παράδειγμα , η μετάθεση σe του παραδείγματος 5 αναλύ­
εται

σ = ( 1  3 4  7 ) ( 2  6 ) ( 8  9 1 0 )  = ( 17) ( 14) ( 1 3 ) ( 26) ( 8 1 0 ) ( 8 9 )  .

Η ανάλυση μιας μετάθεσης σε γινόμενο μεταβάσεων δεν είναι μονα­
δική , ούτε ως προς την μορφή των μεταβάσεων , ούτε ως προς το πλήθος 
τους π.χ.

1 2 3 \
= (1 2 3) = (13) (12) = (12) (2 3) =

2 3 1/



= ( 1  3 ) ( 2  3 ) ( 1  2 ) ( 1 3 )  = ( 1  2 ) ( 2  3 ) ( 3  2 ) ( 2  3 )  . 

Ισχύει, όμως η επόμενη πρόταση .

ΠΡΟΤΑΣΗ 16 .

Αν μμα μετάθεση σ της Sq γράφεται, σαν γμυόμευο άρτμου (αντ. 
περμττού) πλήθους μεταβάσεων , τότε , κάθε άλλη ανάλυση της σε γμνό- 
μενο μεταβάσεων * περμέχεμ άρτμο (α ντ.περμ ττό) πλήθος παραγόντων .

Απώδει,ξπ.

Ας εύυαμ

σ = τ χ . . . τκ , σ = π2- . . πχ 

δύο αναλύσεις της σ σε γινόμενο μεταβάσεων , τότε

ε(σ ) = ε ί τ ^ . . ^ )  = ε ί ^ ) . . . ε (τ^ )  = ( - 1 ) . . . ( - 1 ) -  ( - l ) k 

καυ όμοια ε(σ ) = ( - 1 )* .
k λΓια να συμβαύνει λοιπόν ( -1 )  = ( -1 )  ,  πρέπει, οι, k και λ να

εύνα ι ταυτόχρονα ά ρ τ ιο ι ή περι,ττού . ■

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.

Μια μετάθεση σ € β  ε ίν α ι  άρτια  (α ντ .π ερ ιττή ) , εάν και μόνουη
εάν αναλύεται, σε γι,νόμενο άρτι,ου (αντ.περι,ττού) πλήθους μεταβάσεων 

Γι,α παράδειγμα , η μετάθεση oG S 1Q (βλέπε παράδειγμα 5)

σ = (1 7 )  (1 4 )  (1 3) (2 6 )  (8 1 0 )(8  9)

γράφεται σε γι,νόμενο έξη μεταβάσεων , ε ίν α ι  επομένως άρτια  μετάθεση .
Ας δούμε όμως τ ι  συμβαίνει με το πρόσημο των κύκλων . Αν 

(σ1 σ2· . <σ1<) ε ίν α ι  ένας k-κύκλος ( k > 2) , αυτός γράφεται σε γ ιν ό -  
μενο k- Ι  σε πλήθος μεταβάσεων ως εξής :

(σι  ν · · αι<> = (οι  °kK<ri  ν α , ···<σι  'ζ*
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k-1επομένως ε((σ^ . . σ^)) = ( - 1 )
Έτσι,

ΠΡΟΤΑΣΗ 17 .

Ένας κύκλος μήκους k στην S είναμ άρτμος (αντ.περμττός) ,η
εάν και, μόνο εάν ο αρμθμός k- Ι  είναμ άρτμος (αντ.περμττός) ~ ■

Γοα παράδειγμα , κάθε κύκλος μήκους 3 είναμ άρτμα μετάθεση .

§ 6 .4 .Συστήματα μεταθέσεω ν που παράγουν τη ν  Sn -

Ας είναμ Μ το σύνολο όλων των μεταβάσεων τη.£ » Είναι, φανερά

άτι. < Μ > θ £— η
Από την άλλη μερμά , η πρόταση 15 μας δίνει. SnC<M > , οπότε

< Μ > = Sη

δηλαδή το σύστημα των - — -̂--- μεταβάσεων της παράγεμ την .

Το σύστημα όμως αυτό γμα η > 2 δεν είναι, ανάγωγο αφού όπως θα δείξου­
με παρακάτω υπάρχουν γνήσυα υποσυστήματα του που παράγουν επίσης την S^.

ΠΡΟΤΑΣΗ 18 .

Τα επόμενα συστήματα από η-1 μεταβάσεις της Sn 

α) (1 2 )  , (1 3 )  , (.14) ( I n )

β) (1 2 )  , (.2 3) , (3 4) (η-1  η)

είναι, ανάγωγα συστήματα που παράγουν την Sn .

Α πόδειξη . Γμα το  σύστημα, (α) -

Αφού η Sn παράγεταμ από τμς — μεταβάσεμς , αρκεί να δ ε ί ­
ξουμε ότι, κάθε μετάβαση ( i j )  στην Sn μπορεί να γραφεί σαν γμνό- 

. μενο μεταβάσεων από το σύστημα (α) .
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Πραγματυχά ( i  j )= (1 i )  (1 j ) (1 i )  .

To άτι, το σύστημα (α ) εύναι. ανάγωγο , προκύπτει, από το εξής 
■ γ ε γ ο ν ό ς  : αν απά το σύστημα (α) βγάλουμε π .χ .  τη μετάβαση ( 1 2 ) , τ ό ­

τ ε  οι, υπάλοι,πες θα παράγουν μ μα γνησι,α υποομάδα Η της Sr , αφού 
κάθε μετάθεση σ 6 Η θα μεταθέτει, μάνο τα 1 , 3 , . . . ,η  και. όχι* το 2 .

Γ ια  τ ο  σύστημα (β) .

Αφού το σύστημα (α ) παράγει, την , αρκεύ να δεύξουμε άτι, χάθε 
μετάβαση (1  j )  , απά το σύστημα (α ) , γράφεται, σαν γυνάμενο μεταβά­
σεων απά το σύστημα (β ) .

Παρατηρούμε άτι, , γυα j  > 2 , έχουμε

(1  j ) = ( l  j - l ) ( j - l  j )  (1 j - 1 ) =

= ( l j - 2 ) ( j -2 j - l ) ( l j - 2) ( j ; l  j )  (1 j - 2) ( j -2 j - l ) ( l j - 2) = 

= ( l j - 2) ( j -2 j - l ) ( j - l  j )  (1  j - 2)2 ( j -2 j - l ) ( l  j - 2) =

=(1 j - 2) ( j -2 j - l ) ( j - l j )  ( j -2 j - l ) ( l j - 2) =

= (1 2 )(2  3) (3  Η) . . .  ( j - 2  j - l ) ( j - l  j )  ( j - 2  j - 1 ) . . . ( 3 4 )  (2 3) (1 2 )

ά τ ι το σύστημα (β ) εύνα ι ανάγωγο προκύπτει με το ύδιο τράπο άπως 
κα ι γ ια  το (a )  .41

Π3ΡΙΣΜΑ 2  .

Οι μ ετα θέσ εις  της S (η > 3)η ®=
σ = ( 1 2 )  κα ι τ = (1 2 3 . . .  n) 

εύνα ι ένα ανάγωγο σύστημα που παράγει, την .

Απόδειξη .

Εύναι φανερά ά τ ι H = < a ,T > 4 S n - Αρκεύ να δεύξουμε άτι,

S < < σ ,τ >  . Αλλά
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S =< {(12) ,(2  3) , . . . , ( n - l , n ) } >  ,

επομένως αρκεί να δείξουμε άτι, o t μεταβάσεις

( 2 , 3 ) , . . . ,( η - Ι ,η )  ανήκουν στην Η

Πραγματι,κά ,

τ σ τ-1 = (2 3) GH

τ 2 σ τ " 2 = τ ( 2  3) τ ' 1 = (3 4) 6 Η

τ Ώ 2 α τ ' (η ' 2) = (n - l ,n )  GH .

Το άτι, το σύστημα αυτών των δύο μεταθέσεων είναι, ανάγωγο , είναι, φα 

νερό . ■

§6 .5 .Η ε\*ιλλάσσουαχ αμάθα βαθμού η ,

Η ομάδα Ar περυέχει, , άπως είδαμε , άλες τος άρτι,ες μεταθέσεις, 
ενώ κάθε στουχείο της μπορεί να γραφεί σαν γυνάμενο άρτι,ου πλήθους 
μεταβάσεων . Επίσης , γυα 11^3 , η Ar περοέχευ άλους τους κύκλους
μήκους 3 .

Η ομάδα Ar (n =>2) περι,έχει, - στοοχεία δηλαδή

η!
2

Πραγματικά , αν Βη είναι, το σύνολο των περιττών μεταθέσεων ,
τ ό τ ε

ο π ό τ ε

S = A UB„ καυ Α ΠΒ = 0  ,η η η η η

S = A + Βι η 1 1 η 1 1 η 1

Θα δ ε ί ξ ο υ μ ε  άτι* Ια  I = |Β  I1 n J 1 η 1

Αν τ  ε ί ν α ι ,  τ υ χ ο ύ σ α  μ ε τ ά β α σ η  τ η ς  ,  ο ρ ί ζ ο υ μ ε  τ η ν  α π ε ι,κ ά ν ι,σ η
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f  : A - τ η Bη f  (σ) = τ σ , V σ 6 Aη
( ε ( τ σ )  = ε (τ )ε (σ )  “ ( - 1 ) ( 1 ) = -1

Η είνα ι, αμφίεση ( Άσκηση) -

ηίΈτσι, η! =2|Αη| , επομένως |Αη, - 2

δηλαδή τ σ G Β ) η

ΠΡΟΤΑΣΗ 19 .

α) Γυα η > 3  , η ομάδα Α^ παράγεταμ α π’όλους τους κύκλους μή­

κους 3 .
Β) Έστω r , s  δμακεκρμμένα στομχεία του συνόλου {1 , 2, . · . , η) ,

η > 33Β
Η Α παράγεταμ από τους κύκλους η

( r s i )  , 1 < χ < η  , ί ^ Γ , ε  .

Απόδειξη .

α) Έστω Η η υποομάδα της Α^ , που παράγουν ομ κύκλοι, μιίκους 
3 . Αρκεί μα δείξουμε άτι, Α ^ Η  .
Αφού άμως κάθε στομχείο της Αη μπορεί να γραφεί σαν γμνόμενο άρτμου 
πλήθους μεταβάσεων , αρκεί να δείξουμε άτι, το γμνόμενο δύο μεταβάσεων 
είναι, γμνόμενο κύκλων μήκους 3 .

Αν ( i j )  καμ (k Α) είναμ μεταβάσεμς ξένες μεταξύ τους , τότε

( i  j )  (k A) = ( i  k j ) ( i  k A) ,

ενώ , στην περίπτωση που ομ ( i  j )  , (k Α) έχουν κουνά στομχείο 
έστω i  = k , έχουμε

( i  j ) ( i  A) = U  A j )  .

β) Αν Η είναμ η υποομάδα της Ar που παράγουν ομ 3-κύκλομ 
(,Γ s i )  1 £ i ^ η  , i j i r , s  , γμα να έχουμε Η = Α  ̂ , αρκεί να δ ε ί ­
ξουμε ότμ Α^^Η καμ , αν λάβουμε υπόψη μας το (α) , αρκεί να δ ε ί ­
ξουμε ότμ κάθε 3-κύκλος ( i  j  k) γράφεταμ σαν γμνόμενο κύκλων της
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μ ο ρ φ η ς  ( r  s  i )  l ^ i . ^ n  · Π α ρ α τη ρ ο ύμ ε  ότ ι .

( i  j  k )  = Cr s  i ) 2 ( r  s  k ) ( r  s  j ) 2 ( r  s  i )  , 

πρ άγμα  πο υ  ε π ι θ υ μ ο ύ σ α μ ε  .  ■

To (3) μας λέευ ότυ ου 3-κύκλου δεν αποτελούν ανάγωγο γενετυκό 
σύστημα της Α  ̂ .

Π α ράδειγμα  6  .

Τα στουχεύα της ομάδας Sg (βλέπε παράδ.2) , γραμμένα με μορφή 
κύκλων , εύναυ τα ,

(1 ) ,(1  2 ) ,(1  3 ) ,(2  3 ) ,(1  2 3),C1 3 2) .
3»

Εδώ η υποομάδα Ag έχευ τάξη καυ εύναυ η

Α3 = {(1),(.1  2 3 ) ,(1  3 2)} .

Ου άλλες υποομάδες της Sg εύναυ ου Η = { (1 ),(.1  2)} , Η  ̂= { (1 ) ,(1  3 )} ,
Η2 = { ( 1 ) , ( 2  3)} καυ η τετρυμμένη { ( 1 ) }  .

§7.Θεώρημα Lagrange.

Στην παράγραφο αυτή θα πάρουμε τα πρώτα σημαντυκά αποτελέσματα 
που συσχετύζουν τη δομή μυας πεπερασμένης ομάδας G με αρυθμοθεωρη- 
τυκές υδυότητες της τάξης της |G| . Huo συγκεκρυμένα , θα δεύξουμε 
ότυ κάθε υποομάδα Η μυας ομάδας G μας επυφέρευ δυο δυαμελυσμούς 
του συνόλου G , το δυαμελυσμό των δεξυών καυ αρυστερών συμπλοκών της 
Η στην G . Το Θεώρημα του Lagrange (η τάξη μυας υποομάδας Η μυας 
ομάδας G δυαυρεύ την τάξη της ομάδας) συνεπάγεταυ από το γεγονός 
ότυ όλα τα σύμπλοκα της Η στην G έχουν τον ύδυο πληθυκό αρυθμό .

Ας εύναυ G μυα ομάδα καυ Η μυα υποομάδα της .
Στο σύνολο G ορύζουμε δύο σχέσευς υσοδυναμύας καυ R , ως
έξης :
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X ^ y ( R 6 ) -i=*=^xy 1 GH KOI x Ξ y ( )  < = &  X~^y 6 H

H Rg βύνου σχέση ισοδυναμίας . Πραγματικά

i) Ανακλαστική : Γ ια  κάθε χ  G G έχουμε χ χ -1  = 1 6 Η , δηλαδή 
χ Ξ x(Rg) .

ii) Συμμετρική : Αν x = y(R g), τότε xy~* 6 Η επομένως , αφού 
H<G ,

(xy *) 1 = yx * 6 Η  , δηλαδή y Ξ x(Rg)

iii) Μεταβατική : Αν x = y (R .)  και y = z (R .)  , δηλαδή , αν
- 1 - 1  6 ° xy 6 Η και yz 6 Η , τότε και

(xy ^ )(y z  1 ) = χ ζ  1 €Η , δηλαδή x = z (R g ) .

Με ίδ ιο  τρόπο δείχνουμε ό τ ι  και η R ε ίν α ι  σχέση ισοδυναμίας .
Η R. (α ν τ ισ . R ) κ α λε ίτα ι δ ε ξ ιά  σ χέσ η  ισ ο δ υ να μ ία ς  της Η ο α

στην G (α ν τ ισ . α ρ ισ τ ερ ή  σ χέσ η  ισ ο δ υ να μ ία ς  της Η στην G) 

Π αρατήρηση:

Αν η G ε ίν α ι  αβελιανή ομάδα και Η μ ια  υποομάδα της ,  τότε 
Rc = R_ (Πραγματικά χ  = y(R ) ♦ xy 1 G Η (xy *) 1 = yx 1 € Η < = ^0 u Ο
—3. *χ  y € H « —► x5y(Ra ))  . Υπάρχουν άμως μη-αβελιανές ομάδες και υποομά­

δες το υ ς * γ ια  τ ι ς  οπ ο ίες  = Ra  ■, όπως θα δούμε στην επόμενη παρά- 

γραφο #

Η κλάση ισοδυναμίας Rg(x) ενός σ το ιχε ίου  χ  6 G ε ίν α ι το σύνολο 

R, (χ )  =Ηχ = (hx /  h 6 Η}Ο
Ιραγματυπά ,

R6(x) = ( y / y 6 G  , y  = x(R6)} = {y / y  6G , y x ^ S H } -

I
i
i
\
t
|

i
III
Ϊ
II
i
:
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= { y / y S G  , y x  1 = hG H> = { y / y  G G ,  y  = h x  ,  hGH.}

= { h x / h G H } = H x

To σύνολο Hx καλείται και δεξιό αίηιπλσκο τηε Η στην G . 
Όμοια η κλάση RaCx) του στοιχείου χ G G είναι το σύνολο

R ( χ )  = χΗ = { x h  / h  β  Η} a
Το σύνολο χΗ καλείται ένα αριστερό σύμπλσκο τηε Η στην G .
Έτσι , αν x,yGG , τότε :

i) Hx = Hy *-■·> Rg(x)= Rg(y) => χ - y(Rg) => xy G H

ii)  xH = yH«=* R0(x) = R„(y)*■ =*· x = y(Ra) «= -1 '*=> X y G H

i i i)  Hx = H <==»x6H .

ΠΡΟΤΑΣΗ 20 .

As είναι Η μια υποομάδα τηε ομάδαε G . Τότε

|Ηχ| = |η| = |χΗ| , για κάθε xGG .

Δηλαδη όλα τα δεξιά (αντιστ. αριστερά) σύμπλοκα της Η στην G έχουν 
τον ίδιο πληθικό αριθμό .

Απόδειξη .

Η απεικόνιση f  : Ηχ — ► Η , hx ·— ► ..h

είναι φανερά επί ' είναι και 1-1 , γιατί h=h' — > hx = h 'x -

Είναι λοιπόν η f  1+1 και επί , επομένως JHxJ = |ΗJ

Όμοια η απεικόνιση g : χΗ--- ► Η s xh'--► h είναι 1-1 και επί ,
δηλαδή ]χΗ| = |η| , Β

Πμρατήρηση .

Αν η G είναι προσθετική ομάδα και Η μια υποομάδα τηε > τ ύ τ ε
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X Ξ y ( R ^ )  «*=» x -y  G Η και X = y i R ^ )  <==Φ- x + y  G Η .

Στην περίπτωση αυτή , αν xGG , τότε :

Rfi(x )  = Η+χ = {h+x /  h G Η} 

και

R (χ )  = χ+Η = {x+h /  h G Η} a

Ε ίν α ι φανερό τώρα ό τ ι  το σύνολο Δ = G/R^ όλων των διακεκριμένων 
δεξιών συμπλό,κων της Η στην G και όμοια το σύνολο A = G/Ra όλων 
των διακεκριμένων αριστερών συμπλόκων τηε Η στη G , αποτελούν δύο 

δ ιαφ ορετικούς διαμελισμούς του συνόλου G , επομένως

G= W  Ηχ , G = V _^xH  
Ηχ 0 Δ χΗ G A

θα δείξουμε στη συνέχεια  ό τ ι  το  ̂ σύνολα Α κα ι Α ε ίν α ε  ισοδύνα­
μα , δηλαδή {Δ| = |Α| . Μ’άλλα λόγια  , ό τ ι  υπάρχουν τόσα δεξκ ί σύμπλο- 
κα της Η στην G όσα ε ίν α ι  και τα αριστερά σύμπλοκά της .

Ορίζουμε την απεικόνιση

f  : Δ----- - Α ,  Ηχ '---- *■ χ _1Η

χ α ι παρατηρούμε ό τ ι

Ηχ = Hyt <·—► xy” 1 € Η ♦ — > ( χ ”1 ) " ^ ' 1 G Η χ -1Η = y ^ H  .

Η f  ε ίν α ι  λο ιπόν χαλά ορισμένη και ένεση < Ε ίν α ι και έφεση , 
αφού γ ια  κάθε yH6A υπάρχει Hy ^ € Δ  ,  ώστε f(Hy ^ )= (y  *) *H=yH .
Η f  ε ίν α ι  λοιπόν αμφίεση ,  οπότε ]Δ] = | α |

ΟΡΙΣΜΟΣ . Έστω Η μ ια  υποομάδα μ ιας ομάδας G . 0 δ ε ίκ τη ς  της 
Η στην G ε ίν α ι  ο πληθικός αριθμός του συνόλου όλων των δ ιακεκρι­
μένων δεξιών (αντ.αριστερώ ν) συμπλοκών της Η στην G και συμβολί­
ζ ε τ α ι  £g : Η] ,  δηλαδή

[G:H] = |Δ | = |Α| -
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Ιϋράδειγμα 7 » As eivat G uua ομάδα Mat η υποομάδα της H={l}. 
Τότε , γυα κάθε xGG , το σύμπλοκο x{l}={x} xat επομένως [G:{l}]=|G|,

Παράδειγμα 8 . Έστω V = {e,a,b,c} η ομάδα του Klein Mat η 
υποομάδα της <a> = {e,a} . Έχουμε |<α>|=2 xat | ν|=4 , επομέ­
νως 4 = [V:< a >3'2 => [V:< a >3 = 2 .

]IpaγμaτtMά , τα δtaκεMptμέυa σύμπλοκα της <α> etvat <a>e = {e,a} 
xat <a>b={b,c}=<α>.c .

Παράδειγμα 9 , Έστω (Z,+) Mat η υποομάδα της <m> = mZ. Επει­
δή η Z είναι αδελιαντί , έχουμε R-=R =Rδ δ in

a = b(Rm)<=^a-be<m> m
Επομένως , τα δtaMεκptμέva σύμπλοκα είναι 

<ra> +0 = < m > = {km/k 6 Z}

< m > +l-{k(ni+i)/k G Z}

< m > -Hn-1 = {kmf(m-l) /kGZ}

Έτσι , |Z : < m >J = m

ΘΕΩΪΉΜΑ 7 .  (LAGRANGE)

Αν H etvat μια υποομάδα της πεπερασμένης ομάδας G , τότε η 
τάξη της ομάδα Η διαιρεί την τάξη, της ομάδας G * xat μάλtστa

|GI = [g : hJ'|h |

Α πόδειξη.

Αφού η G etvat πεπερασμένη , xat ο δείκτης της Η στην G εί- 
vat πεπερασμένος , έστω [g : η] = k . Υπάρχουν λοιπόν k διακεκριμένα 
δεξιά σύμπλοκα xat ας etvat αυτά τα Ηχ^ , . , . , Η χ,
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Έχουμε λοιπόν

G = HXjU . . .  UHx̂

Επειδή όμως τα σύμπλοχα Η χ^,. 

δύο και |Hxi |= H  , i  = l , . . . , k
. ,Ηχ̂  είναι ξένα μεταξύ τους ανά 
παίρνουμε

| g | = |Η |+ . . .+ |Η | = k | η | = [G:H]*|H| . ■
C —  - - y  —  ,. ■ J

k-φορές

Παρατήρηση .

Η σχέση (* ) ισ χ ύ ε ι γενικότερα  χα ι γ ια  τυχούσα ομάδα G . Πραγμα­
τ ικ ά  , ον I  ε ίν α ι  ένα σύνολο δειχτώ ν με | ΐ |  = [G:hJ , τότε

G = U  Ηχ. , χ .  GG
i e  ι  1 1

/
με τα σύμπλοχα Ηχ. ξένα μεταξύ τους ανά δύο .

Η απειχύνιση  f  : Η χ.— ·*Ι χΗ , hx.*—~+ ( i ,h )  ε ίν α ι  χαλά
i  6 Η 1 1

ορισμένη χα ι μάλιστα 1-1 και ε π ί . Έ τσ ι

| G | * | U  hx, | * | i x h | * | i | - | h | = [g : b] - | h | 
i e i  1

Παράδειγμα AO . Έστω G = (« l 2 ,+ ) * α ι H = < ί  > = {5 ,4 ,8}  . Τα 
δεξ ιά  σύμπλοχα της Η ε ίν α ι

Η+0 = {0 ,4 ,8}  =Η+4 = Η+8

Η+ΐ = {1 ,5 ,9}  = Η+5 = Η+9

Η+2 = { 2 ,6 ,1 0 } = Η+6= Η+10

Η +3={3,4 ,ϊΐ}  = Η+7 = Η +ϊϊ

οπότε

: < 5 1̂ 121 = ΓΖ12 : < * >3 ' Ι< * >Ι
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Παράδείγμα 11 . Έσΐω η ομάδα Sn και n υποομάδα της των
άρτιων μεταθέσεων . Ένα από τα δεξιά σύμπλοκα της Α στην S είη η
ναι η έδυα η Ar , ενώ τα υπόλοιπα θα είναι της μορφής Αητ , για κά 
θε τ 6 , όπου Β το σύνολο των περιττών μεταθέσεων . Αν τώρα
τ,τ^6Βη , επειδή ττ116Αη » θα έχουμε Ατ = Ατ̂  .

Έτσι τα διακεκριμένα σύμπλοκα είναι δύο , το Α και το Βn, n η ’
συνεπώς [Ŝ  : AnJ =2 , που σημαίνει ότι | |  αποτέλεσμα που
έχουμε ξαναδεί .

Παράδειγμα 12 . Ας πάρουμε τη συμμετρική ομάδα $3 

S3 = {(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} 

και την υποομάδα της Η={(1),(12)}

Τα αριστερά σύμπλοκα της Η στην S3 είναι 

(1)Η = {(1),(1 2)} = Η 

(1 2)Η = {(1 2),(1)} = Η 

(1 3)Η = {(1 3), (1 2 3)}

(2 3)Η = {(2 3),(1 3 2)}

(1 2 3)Η= {ί1 2 3), (1 3)}

(1 3 2)Η= ( ί1 3 2),(2 3)}

Υπάρχουν επομένως τρία διακεκριμένα αριστερά σύμπλοκα τηε Η 

στην S3 , τα

Η , {(1 3 ),α  2 3)> , {(2 3),(1 3 2)}

Τα δεξιά σύμπλοκα τηε Η στην S3 

Η.( 1) = Η 

Η(1 2) = Η

Η(1 3)={(1 3),(1 3 2)}

είναι
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Η(2 3 )= { (2  3 ) ,( 1  2 3)} 

H(1 2 3) = {(1 2 3 ) ,(2  3)} 

H(1 3 2 ) = { ( 1 3  2 ) ,( 1  3)}

Υπάρχουν λοιπόν τρ ία  διακεκριμένα δεξ ιά  σύμπλοχα της Η στην SQ ,Ο
τα

Η , {(1 3 ) , (1  3 2)} ,  {(2 3 ) ,( 1  2 3)}

Επομένως , τα δεξ ιά  και αριστερά σύμπλοχα δεν ε ίν α ι  τα ίδ ια * μ ' 
άλλα λάγια , ο δ ιαμελισμές της Sg από τα δεξ ιά  σύμπλοχα ε ίν α ι  δ ια ­
φ ορετικές εχε ίνου  των αριστερών συμπλοκών .

0 δ ε ίχ τη ς  της Η στην G ε ίν α ι  3 , και ισ χύ ε ι

|S3I = [S3 = H ]-|H | .

ΠΡΟΤΑΣΗ 21 .

Αν G ε ίν α ι  μ ια  πεπερασμένη ομάδα , τότε

ί )  Η τάξη χάθε σ το ιχε ίο υ  x € G  δ ια ιρ ε ί  την τάξη της ομάδας

i i )  Αν |G |= m  ,  τότε χ® =1 , γ ια  χάθε x6G  .

Απόδειξη .

i )  Η τάξη ένάς σ το ιχε ίο υ  xS G  ε ίν α ι  η τάξη της υποομάδα < χ > ,  
η οποία άμως δ ια ιρ ε ί  την τάξη τη ς  ομάδας ,  σύμφωνα με το θεώρημα του 

Lagrange .
i i )  Αν η τάξη του  σ το ιχε ίο υ  χ  ε ίν α ι  k , τάτε k|m , δηλαδή 

m = k -λ επομένως xm = (χ^ )*  = 1* = 1 . ·

ΠΡΟΤΑΣΗ 22 .

Κάθε πεπερασμένη ομάδα G , της οποίας η τάξη ε ίν α ι πρώτος αριθ­
μός ,  δηλαδή | g | =ρ , ε ίν α ι  κυκλική - Στην περίπτωση αυτή , χάθε 

σ το ιχ ε ίο  της Φ1 ε ίν α ι  γεννήτοράς της .
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Απόδειξη .
Έστω xGG με χ # 1 (αυτό είναι δυνατό , αφού ο ρ είναι πρώ­

τος αριθμός) και ας πάρουμε την υποομάδα <χ> της G -
Η τάξη της <χ> θα διαιρεί την τάξη της ομάδας G επομένως , 

αφοΰ |<χ>| >1 , θα έχουμε |<χ>| = ρ= |g ] , δηλαδη <x> = G

Παράδειγμα 13. Κάνοντας χρηση των δΰο παραπάνω προτάσεων θα δεί­
ξουμε ότι όλες οι ομάδες G τάξης <5 είναι αβελιανές . Πραγματικά, 
αν |Gj =1,2,3, η 5 , τότε η G είναι κυκλική και επομένως αβελιανη. 
Αν ]G| = 4 , τότε κάθε στοιχείο χ f 1 της G θα έχει τάξη 2 ή ** - 

Αν υπάρχει στοιχείο χ με τάξη 4 , τότε G = <x>={l,x,x ,χ } είναι
κυκλική . Σε κάθε άλλη περίπτωση χ̂  = 1 , για κάθε x6G . Για κάθε

2 2 2 a,bGG έχουμε (ab) = 1 =-=-> ab ab = l  , οπότε a b ab ~ a b  , που
σημαίνει ab = ba - Η G είναι λοιπόν αβελιανή .

Παρατήρηση .
Το αντίστροφο του θεωρήματος του Lagrange δεν αληθεύει γενικά. 

Πραγματικά , όπως θα δούμε στα επόμενα , η μη-αβελιανή ομάδα τά­
ξης 12 δεν έχει υποομάδα τάξης 6 ,

Αληθεύει όμως αυτό για κυκλικές ομάδες (Θεωρ.4) και γενικότερα 
για αβελιανές ομάδες .

Σημειώνουμε εδώ , χωρίς απόδειξη , ότι , εκείνο που γενικά ισχύει 
είναι το έξης : (θεώρημα Sylow ) .

Αν η ομάδα G έχει τάξη ]G| =pn*m , nj^l » ° Ρ πρώτος και 
(ρ,Ίΐι)=1 , τότε η G περιέχει μια υποομάδα τάξης ρ1 , για κάθε 
l^i^n .

§8.Κανονικές Υποομάδες .
Ας είναι Η μια υποομάδα μιας ομάδας G .
Είδαμε γενικά ότι τα αριστερά σύμπλοκα της Η στην G είναι 

διαφορετικά από τα δεξιά σύμπλοκα (Παραδ.12,Κεφ.ΙΧ.7) .
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Ε ίν α ι φυσικό λοιπόν το ερώτημα , πότε τα αριστερά κα ι δεξιά  
σύμπλοκα της Η στην G είνα ι, ίδ ια  ; Αυτό είναι, ισοδύναμο , όπως 
θα δούμε , με το ερώτημα , πότε η δ εξ ιά  σχέση ισοδυναμίας Rg (όμοια 
η R^) συμβιβάζετα ι με τον πολ/σμό της G ;

Το επόμενο θεώρημα θα μας δώσει την απάντηση , και θα μας οδη­
γήσει με φυσικό τρόπο στον ορισμό των κανονικών υποομάδων .

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .

Αν Η ε ίν α ι  μ ια  υποομάδα της ομάδας G , τότε τα παρακάτω ε ίν α ι  
ισοδύναμα .

i )  Η αριστερό R και δ εξ ιά  R- σχέση ισοδυναμίας της Η στηνα ο
G τα υ τ ίζο ν τα ι (δηλαδή ορίζουν την ίδ ια  σχέση ισοδυναμίας στο G) .

i i )  Κάθε αριστερό σύμπλοκο της Η, στην G ε ίν α ι  ένα δεξιό  
σύμπλοκο της Η στην G .

i i i )  Για κάθε xGG ε ίν α ι  χΗ = Ηχ
ίν )  Για κάθε x 6 G  ε ίν α ι  χΗχ * = Η όπου

χΗκ 1 = {xhx ■*■ /  h G Η}

ν) Για κάθε x 6 G  ε ίν α ι  χΗχ CH
v i )  Η Rg (όμοια  η R^) συμβιβάζεται με τον πολ/σμό της ομά­

δας G .

Α πόδειξη .

(1) < ( i i i )  Δύο σ χέσ εις  ισοδυναμίας R και S πάνω σ ’ένα
σύνολο G τα υ τίζο ν τα ι εαν και μόνο εάν R (x )= S (x ) , V x G G  .
Στην περίπτωση μας αυτό σημαίνει χΗ = Ηχ VxGG .

( i i )  ( i i i )  Αν χΗ ε ίν α ι  ένα αριστερό σύμπλοκο τότε χΗ = Hy 
γ ια  κάποιο yGG . Επειδή χ 6 χΗ , έχουμε χ  G Hy δηλαδή χ = hy γ ια  
κάποιο hGH , οπότε xy = h 6 H  που σημαίνει ό τ ι  χΗ = Hy . Τελικά 
χΗ = Ηχ VxGG

( i i i )  ===» ( i i )  . Ε ίνα ι φανερό
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(iii) (iv) . Av xH =; Hx <=£· xHx  ̂= Hxx  ̂= H
(iv) ==» (v) . Εόναμ τετριμμένο ..
(v) = >  (iv) . Γμα κάθε xGG έχουμε xHx . Γμα το x ^GG

θα εέναμ x ^ΗχΟΗ . Την πολ/ζουμε από αρμστερά με χ χαμ από δεξμά 
-1με χ χαμ παμρνουμε

χ(χ ·*Ήχ)χ ^ΟχΗχ-1 = >  HC χΗχ 1 ,
Έτσυ χΗχ  ̂= Η , Vx G G .

(ν) =>· (νΐ) . Πρέπεμ να δεμξουμε ότμ αν x = y(.R ) χαμ
— — -1 ® ιXl = yl̂ R6̂  τ°τε xxi= yyi<R6) δηλαδή αν xy 6 Η χαμ χ y” 6 Η 

-1 -1τότε χχ.^ y^ 6 Η . Πραγματμχά

x ^ ^ G H  =“ ^χ(χ y^Jx 1 G Η χαμ αφοό η Η εέναμ υποομάδα

(xxjy/x 1)(xy 1)6Η δηλαδή xx1y11y-1GH

( Όμομα εργαζόμαστε γμα την R ) .&

(νΐ) =*· (ν) - Γμα κάθε hGH χαμ γμα κάθε x€G έχουμε 
h=l(Rfi) χαμ x = x(R^) οπότε xhΞ x(R^) .
Έτσμ

xh = x(R.) χαμ χ ̂ χ  ̂ (R ) ’ Ο ο

δηλαδή xhx ̂ =1(R.) που σημαόνεμ ότμ
-1 δ Επομένως χΗχ CH .

( Όμομα εργαζόμαστε γμα την R^) .■

xhx~1 = xx"1(R ) ο

xhx-1GH .

ΟΡΙΣΜΟΣ. Μμα υποομάδα Η μμας ομάδας G που μχανοπομεό μμα 
από τυς μσοδόναμες συνθήκες του θεωρήματος 8 καλεέταμ χαυουμπή 
(normal) υποομάδα της G . Θα γράφουμε H^G (αντ. H^G) γμα να 
δηλώσουμε ότμ η Η εέναμ(αντμστ. δεν εμναμ) κανονυκή υποομάδα της 
G .
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Σημευώνουμε εδώ <5τυ απ<5 τυ ς  6 υσοδύναμες συνθήκες χου θεωρήματος 

8 ου ( ν ) , ( ί ν )  καυ η ( i i i )  ευναυ ου πυ«5 εύχρηστες στην ιίράξη .

Παρατηρήσεις.

1) Ου υποομάδες {1} καυ G μυας ομάδας G εύναυ κανονυκές 
δηλαδή {l} <IG καυ G4G .

2) Αν K^G καυ K<iH<G τάτε Κ^Η , αλλά γενυκά H*0G »
Γυα παράδευγμα r  αν G = S3 , Κ = {(1)}  καυ Η = { (1 ) ,( 1  2)} τάτε 
C (1 )> 4 S 3 ,  { (1 )} < H < S 3 αλλά H tfS3 (ΙΙα ρ ά δ .1 2 ,Κ εφ .ΙΙ.7 .) .

3) Η σχέση ” δεν εέναυ μεταβατυχή . Ευναυ δυνατόν δηλαδή 
να έχουμε Η4Κ καυ K<G αλλά HjftG .

4 ) Κάθε χανονυχή υποομάδα Η μυας ομάδας G παραμένευ αναλλού- 
orrn σε κάθε εσωτερυκά αυτομορφυσμά της^ G δηλαδή γυα χάθε τ  6 Inn(G) 
εέναυ τ  (H )C h .

8 _ ι
ΙΙραγματυκά ,  γυα χάθε h 6 Η , τ  (h ) = ghg 6 Η .

ε

Παράδειγμα. 1 .

SLn(]R) * G L n ( X )  .

Εέναυ SL^C]R) <. GLn(R ) (π α ρ ά δ .5 ,Κ εφ .Ι ΐ.2 .1 ),εν ώ  γυα κάθε
Β 6 SL ( 3R) χαυ A6GL (]R) έχουμε ΑΒΑ ^6S L  (H ) αφού η η η

det(ABA- 1 ) = detA*detB*detA-1  = detA ·1-detA ”1 = 1

Παράδειγμα 2 .

Aη n

Εέναυ A <S (βλέπε Κεφ.11,6.2.) , ενώ γυα κάθε τ6 Α  καυ aGS 
ώ  η  ' π  η

-1έχουμε στσ G Αη αφού ,

_JL —1 —1ε(στσ  )=  ε (σ )* ε (τ ) ·ε (σ  ) = ε(σ )« 1 ·ε (σ  ) =

= ε(σσ 1 ) = ε ( (1 ) )  = 1
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Ιϊχράβεμγμια 3 .

Έστω G μ μα ομάδα . Α ν  H<lG καμ K ^ G  τότε h O k ^G  . ΙΙραγ- 

ματμκά , H H K <G  ενώ γμα κόθε xG G  καμ h G H O K  έχουμε , ;
Λ 1 1 ' 1

xhx Χ 6 Η ΠΚ  αφού , xhx GH καμ xhx GK . Έτσι, χ (Η Π Κ )χ  C h O k  . 1

Η παρακάτω πρόταση μας δένεμ πολλά παραδείγματα κανονμκών υποομά­
δων , καμ μας λέευ να στρέψουμε το ενδμαφέρον μας σε μη-αβελμανές 
ομάδες .

ΠΡΟΤΑΣΗ 23 .

Αν G εέναμ μμα αβελμανη ομάδα , τότε κάθε υποομάδα της εόναμ 

κανονμκή . Κ

J.

Απώδεμξη .

Έστω -Ĥ G . Τμα κάθε xGG έχουμε ,

χΗχ'1 - {xhx-1/h G Η} = {xx-1h / h€ Η} = {h / h G Η} - Η *
■ ι·;

Έτσμ H^G . ·  ?

Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν μσχόεμ . Γμα παράδεμγμα, 
στη μη̂ αβελμανή ομάδα Q0 των κουατερνίων όλες ομ υποομάδες εόναμθ ' .
κανονμκές , όπως θα δούμε στο παράδεμγμα 4 παρακάτω .

ΠΡΟΤΑΣΗ 24 .

Έστω Η μμα υποομάδα της ομάδας G τέτομα ώστε [Gin] = 2 .
Τότε η Η είναμ κανονμκτί υποομάδα της G .

Έτσμ στην μη-a βέλο αντί ομάδα Sg έχουμε ,

Α3 = { ( 1 ) , ( 1  2 3 ) , ( 1  3 2 ) } ^ S 3 χαμ H = { ( l ) , ( I  2 ) } j $ S 3 .
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Α πόδειξη .

Επειδή υπάρχουν δύο δεξ ιά  σύμπλοκα της Η στην G αυτά θα εύναι 
τα Η και. G-H . Ό μοια , τα δύο αριστερά σύμπλοκα της θα εύναι τα 
Η και G-H . Έ τσ ι τα δεξ ιά  σύμπλοκα εύναι τα ύδια με τα αριστερά επο­
μένως H<IG . f t

Έ τσ ι ,  γ ια  την A < S  έχουμε (S :Α ] = 2  # οπότε A ,** IJ 71 Ιι {1 17
αποτέλεσμα που έχουμε ξαναδεύ .

Ένα κ ρ ιτή ρ ιο  γ ια  κανονικές υποομάδες θα προκύφει σαν πόρισμα 
από την επόμενη πρόταση *

ΠΡΟΤΑΣΗ 25 . /
Ας εύνα ι Η μ ια  υποομάδα τη ς  ομάδας G και x6G  . Τότε το 

σύνολο

χΗχ’ 1 =· {xhx"1 / h e  Η} 

εύνα ι μ ια  υποομάδα της G και μάλιστα 

|χ Η χ '1 | = 1Η| .

Α πόδειξη .

*1 —1 Το σύνολο χΗχ εύνα ι φανερά /  0 . Αν τώρα , xh .x  και
-1 -1 1 xh2x εύνα ι τυχόντα στοιχεύα  του συνόλου χΗχ , τότε ,

(xhjX ^J'CxhjX  *) 1 = xhx S c h ^ x  ^ = xh^h^^x ^ GχΗχ 1 

αφού h 1h21 6 H . Τέλος , η απεικόνιση

f  : Η-----► χΗχ 1 , h 1— ► xhx”^

εύναι φανερά 1-1 και επύ . Επομένως |Η | = |χΗζ . ■
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ΠΟΡΙΣΜΑ 1 .

Αν Η ε ίνα ι μια πεπερασμένη υποομάδα τάξης m της ομάδαε G 

και ε ίνα ι η μοναδική υποομάδα τηε G με τάξη m τότε H ^G  .

Απόδειξη .
**1Για κάθε xGG  η υποομάδα χΗχ της G έχε ι τάξη 

|χΗχ 1 1 = ]Η | = m - Από την μοναδικότητα της Η έχουμε χΗχ 1  = Η γ ια  

κάθε xGG δηλαδή H<1G . ·

Παράδειγμα 4 .

Για την ομάδα Qq των κουατερνίων (Ήαράδ. 13,Κεφ. 11 ,2.2 ) γνω-
Ο

ρίζουμε

Στοιχεία  ; Ι 2 3
. 2  .3

3  3 k 3k k3 kj

Αντίστροφα ζ τ ·3 
τ 2 3

.2 ,
3 3 k 3 k j k 3k

Τάξη ; 1 4 2  4 4 4 4 4

Αφού |Qg| = 8 ,  σύμφωνα με t d  θεώρημα του Langrange ^ αν H-^Qg
τότε | . Η | = 1 ή ^ η 4 ή 8 .

Ομάδα τάξης 1 ε ίν α ι η { ΐ„}  ενώ τάξηε 8 η ίδ ια  η Qq ίο υ  ε ίν α ι
2 2  ̂ 9

φανερά κανονικές . Ομάδα τάξης 2  ε ίν α ι μόνο η { l 2 , j  } αφού ,  μόνο
2   ̂ 2 

το j  έ χ ε ι τάξη 2 . Σύμφωνα με το  πόρισμα 1 { l2 ,3 }-^Qg *

Οι υπόλοιπες υποομάδες της θα έχουν τάξη 4 και θα ε ίν α ι  κυκλι­
κές αφού μόνο ένα στο ιχείο  τάξης 2 υπάρχει . Αυτές ε ίν α ι  ο ι επόμενες

Η2 = { I2,k ,  j 2 ,k 3} -  < k > ?  <k3 > 

h3= i I2,k3sj 2}j ^ - <kj>^<3k>

ίί^ έχουν δείκτη 2 στην Qg και επομένως σύμφωνα με 
την πρόταση 24 ε ίν α ι κανονικές υποομάδες της Qg -

0̂  h^ hl,
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Έχουμε δ ε ί  ά τ ι το κέντρο ZCG) μ ιας ομάδας G ε ίν α ι  υποομάδα 

της G . θα δείξουμε ά τ ι  Z(G )3G  . Πραγματικά ,

ΠΡΟΦΑΣΗ 26 .

Κάθε υποομάδα Η μ ια ς  ομάδας G που π ερ ιέχετα ι στο κέντρο της 
δηλαδή H<Z(G) είναι* κανονική υποομάδα της G .

Ιδ ια ίτ ε ρ α  Z (G )^G  .

Α πόδειξη .

Θα δείξουμε άτι. γ ια  κάθε x 6 G  και. γ ια  κάθε h  G Η έχουμε 

xhx~^6 Η . Αλλά h 6 Z(G) επομένως

xhx ^ -h x x  ^ = h 6 Η . W
/

Σαν πάρισμα αυτής της πράτασης παίρνουμε την πράταση 

ΠΡΟΦΑΣΗ 27 .

Αν G είνα ι, μ ια  ομάδα κα ι Η μ ια  υποομάδα της που π ε ρ ιέ χ ε ι τον 

μεταθέτη [g , g]  δηλαδή [g , g]  < Η , τάτε H^G . Ιδ ια ίτε ρ α  ,

£g , gJ 4G .

Α π ό δ ειξη  .

Για κάθε h G Η , x 6 G  έχουμε

xhx ^ = (xhx 1 )h  = (x,h3*hGH

Επομένως , xHx ^CH που σημαίνει ά τ ι  H^G 

ΠΡΟΦΑΣΗ 28 .

Αν f :G ---- ► G ' ε ίν α ι  ομομορφισμάς ομάδων , τάτε ο πυρήνας

K er(f) ε ίν α ι  κανονική υποομάδα της G .
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Απόδει^η .

Εόναε γνωστό ότε , K er(f) = { χ /χ € G , <p(x) = lg /} ^ G  , Μένεε να 
δεε'ξουμε ότε , K er(f)^G  . Γεα κάθε xG K er(f) καε γεα κάθε g β G 

έχουμε

f ( gxg_1) = ί ( β) ί ( χ ) ί ( §_1) = f ( g ) . i . f ( g _1) = f ( g )  [ fC g ) ] "1 = i G , 

επομένωε gxg 1 6 K er(f)  δηλαδή K e r(f)^ G  . ■

Γεα παράδειγμα ο πυρήναε του ομομορφεσμού
Λ

d e t : GL (R )---- ► R , Α·---- ► detA

εεναε K er(det) = SL (]R) , οπότε SL (R ) ^GL (R ) αποτέλεσμα πουη ’ η η
έχουμε ξαναδεέ .

Όμοεα , A ^ S ^  αφού , ο πυρτίναε του ομομορφεσμού 

ε : ----- ► {1,-1} , σ'---- ► ε(σ)

εεναε

Ker(.e)=A η

ΠΡΟΤΑΣΗ 29 .

Έστω f  : G---- ► G' έναε ομομορφεσμός ομάδων . Ισχύουν τα επόμε­
να

1) Αν KOG'  τότε καε f _1(K )^G  .

2) Αν ο f  εεναε επεμορφεσμόε δηλαδή f ( G ) = G '  καε H^G 
τότε καε f(H) ^G '  .

Λ

Απόδεεξη .

1) Εέναε f  (K)<;g (βλέπε Κ εφ .ΙΙ,Π ροτ.7) , Γεα κάθε gGG καε 
γεα κάθε χ β ί _1(Κ) έχουμε
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f(gxg  1) = f ( g ) f ( x )  [fCg)] l e K  αφού K ^ G '

*αυ f ( x )  6 K . Έτσυ f -1 CK) .
2) Όμουα f ( H ) $ G '.  Γυα κάθε g ' 6 G ' ,  h ' G f ( H )  , υπάρχουν στου 

χεύα gGG , h e  Η τέτο ια  ώστε f C g ^ g *  καυ f ( h ) = h '  . Έχουμε

g 'h 'C g ') '1 = fC g m h J J fC g ) ] ·1 = f(g h g _1) .

Αλλά ghg 'G H  αφού , H^G .Επομένως

g 'h ' ( g ' J ^ e f C H )  δηλαδύ f(H )«JG ' . ■

ΠΡΟΦΑΣΗ 30

Αν Η ευναυ μυα κανονυκιί υποομάδα της Ar ( n ^ 3 )  καυ η Η 
περυέχευ ένα κύκλο 3 τύτε  , Η = Αη .

/
Ατιόδευξη.

Έστω ( rsk )G  Η . Είδαμε ύτυ , (Πρόταση 19 , Κ εφ .ΙΙ)

Αη = < { ( r s i ) / l £ i_ <  η , i i£ r ,s } >

Γυα να δείξουμε λουπύν ύτυ , Α^ = Η αρκεί να δείξουμε ύτυ , ου 
κύκλου ( r s i )  , l ^ i ^ n  » i ^ f , s  ανύκουν στην Η .

Πραγματυκά , γυα κάθε i ^ r , s , k  έχουμε

( r s i )  = ( r s ) ( k i ) ( r s k ) 2( k i ) ( r s )  =

= [ ( r s ) ( k i ) ]  ( r s k ) 2 [ ( r s ) ( k i ) ]  ^GH

αφού ( r s ) ( k i ) G A n καυ H^An ·■

Π3ΡΙΣΜΑ 2 .
%

H Α1̂ δεν έχευ υποομάδα τάξης 6 .

Απόδευξη
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θα υποθέσουμε ότμ η Α̂  έχει, μμα υποομάδα Η τάξης 6 και, θα 
καταλήξουμε σε ατοπο .

r ι  Α4 *Έχουμε τότε , ;HJ = —g-| · = 2 επομένως , Η Α̂̂  σύμφωνα με την

πρόταση 24 . Επεμδή όμως 8 από τα 12 στομχεία της Α  ̂ είναμ 3-κύκλομ, 
η Η θα περμέχεμ ένα τουλάχμστο 3-κυκλο οπότε , Η = σύμφωνα με 
την παραπάνω πρόταση . Έτσμ IΗI =12 άτοπο .■

ΠΡΟΤΑΣΗ 31 .

Έστω Κ και, Η δύο υποομάδες μμας ομάδας G με την Η κανο­
νική στην G . Τότε

α) Η τομή ΗθΚ είναμ κανονμκή υποομάδα της Κ . 
β) Η Η είναμ κανονι,κή υποομάδα της HV Κ .
γ ) Ομ Η και, Κ αντμμετατίθεταμ δηλαδή ΗΚ = ΚΗ και, μάλμστα 

ΗΚ = Η V Κ = ΚΗ
δ) Αν και, η Κ είναμ κανονι,κή υποομάδα της G με ΗΠΚ= {1} 

τότε hk = kh γμα κάθε h€H  και, kGK .

Απόδεμξη.

α) Αρκεύ να δείξουμε ότμ γμα κάθε χ 6 Η Π Κ  χαμ kGK έχουμε
—1 —1kxk 6ΗΠΚ . Πραγματυκά , το χΘΗ χαμ xGK , επομένως , kxk 6Ή

αφού H3G χαμ k x k ^ G K  επεμδή k<G  *
Έτσμ kxk ^€Η Π Κ  όπως επμθυμούσαμε .

β) H^G χαμ H<HVK<G επομένως Η^Η\ / Κ .

γ)  Θα δείξουμε αρχμχά ότμ , {hk/hGH ,  kGK}={kh/kGK , h€H}  „ 
Αφού H^G γμα χάθέ hGH χαμ kGK έχουμε
i)  khk ^=h'GH δηλαδή kh = hTc επομένως KHCHK
i i )  k ^hk = h"G Η δηλαδή hk = k h "  επομένως HKCKH

ΤελμκάΗΚχΚΗ .  Στην μελέτη του supremum δύο υποομάδων είδαμε ότμ 
αν ΗΚ = ΚΗ τότε



αφού H^G

HV K ? {hk/k'G Η , k 6 Κ} = ΗΚ = KH . 

δ) Γυα χάθε hG Η και. kGK έχουμε

hkh ^ β Κ  αφού K^G χαυ kh *k *6Η  

επομένως αφού ου Η χαυ Κ είναυ υποομάδες της G 

(hkii~^)k"’1 G Κ χαυ hCkh- · ^ - ^) β Η

Αλλά ,

(h k h '1 )k "1 = h C k h '^ " 1 ) 6 ΗΠΚ = {1} 

έτσυ hkh "Sc 1 = 1 επομένως hk = kh - ■

§ 9 . Ομάδα π η λ ίκ ο .

Ας είναυ  G μαυ ομάδα χαυ R μυα σχέση υσοδυναμίας στο σύνολο 
G συμβυβαστύ με τον πολ/σμύ της

G : x  = y(R) χαυ x ' E y ' ( R )  ==> XX' Ξ yy '(R )

Αφού μυα ομάδα είναυ  πολύ περυσσάτερο ένα μονοευδές , το σύνολο 
πηλίκο G/R με πολ/σμά

R (x )* R (y )= R(xy) γυα χάθε R (x ) ,R (y )6 G/R

δομείταυ σε μονοευδές (βλέπε Κ εφ .1 .2 .)  με ουδέτερο στουχείο την 
χλάση R (l)  .

Το μονοευδές G/R είναυ ομάδα . Πραγματυχά , χάθε στουχείο 
R(x) έχευ αντίστροφο το R(x *) αφού ,

R (x )’R(x_1) = R(xx_1) = R ( l ) = R(x_1x )= R (x _1)R(x)

Η ομάδα G/R χαλείταυ  ομάδα πηλίκο της G με την (συμβυβαστύ) 
σχέση υσοδυναμύας R .

Στη συνάχευα , θα δείξουμε άτυ υπάρχουν τάσες σχέσευς υσοδυνα- 
μ ία ς  στην G που συμβυβάζονταυ με τον πολ/σμύ της άσες είναυ καυ ου
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καυουυκές υποομάδες της G . Έτσυ , ου κανουυκές υποομάδες της G 
"ταυτίζουταυ" με τυς υσοδυναμυες τυς συμβυβαστές με του πολ/σμό της 
G , πράγμα που μας επυτρέπευ να μυλάμε γυα την ομάδα πηλίκο της G 
με μυα κανονυκή υποομάδα της .

ΘΕΩΡΗΜΑ. 9 .

Έστω G μυα ομάδα . Το σύνολο Λ όλων των σχέσεων υσοδυυαμυας 
στο σύνολο G που συμβυβάζονταυ με τον πολ/σμό της είναυ υσοδύναμο 
με το σύνολο & όλων των καυονυκώυ υποομάδων της G δηλαδή

Αιχόδευξη .

Κάθε κανονυκη υποομάδα Η της G ορυζευ στο σύνολο G μυα 
σχέση υσοδυυαμυας : χ = 
με τον πολ/σμό της G . ΙΙραγματυκά Rjj = = R (Θεώρημα δ,Κεφ. II) .

Ορυζεταυ λουπόν μυα απευκόνυση

Φ J fe---- *· Λ , Η»------►  Rr  .

Από την άλλη μερυά ,  αν R g A  θα δείξουμε δτυ η πλάση υσοδυναμίας 
R (l)  του μοναδυαέου στουχευου της G :

( 1 ) = { x / x 6G ,  x S l ( R ) }

είναυ κανονυκή υποομάδα χη ς G .

y < V xy 1 6 Η που ευναυ συμβυβαστή

α) R(1)<G .
Ήραγματυκά γυ,α κάθε x,yGR(l) δηλαδή x = l(R) καυ y = l(R) 

έχουμε xy=l(R) αφού η R ευναυ συμβυβαστη με τον πολ/σμό της G. 
Επίσης γυα κάθε x€R(l) έχουμε χ

=>χχ ^=1·χ (̂R)
x= 1CR) 

, 4-!-  -1

GRtl; αφού

δηλαδή χ- 1 Ξ l(R )

β) R(1)^G
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Αρκεί να δείξουμε άτι.‘γ ια  κάθε gGG είνα ι, g R d )g ” ' ^ R d )  
Πραγματικά , γ ια  κ<£θε x G R ( l )  και gGG έχουμε ,

K R) κα ι g Ξ g(R) = >  gx = g(R)

Έτσι, , \

gX Ξ g(R)
► -1

g x g

g- 1 Ξ g“1CR).

που σημαίνει. ά τ ι  gxg_ 1 € R ( l)  

Ο ρ ίζετα ι έτσι, μ ια  απεικάνιση

Ψ : Λ ------ ► ft , R ·—

Θα δείξουμε ά τ ι

= gg 1( R)

R (l)  .

δηλαδιί gxg"1 = 1(R)

4> β Ψ = I  και. Ψ ο Φ = TO

Av H^G τ<5τε (Ψ · Φ)(Η) = = R ^ l )  αλλά

R j j d J s t x / x G G  , x i K R j j ) }  = {x/xG G  , χ Γ 1 6 Η} = {χ /χ  g Η} .  Η

Έ τ σ ι .  ,  ψ ·  *  s  ι  .

Αν RGB τάτε (Φ ο O(R) = *(R(1)) = R ^ j

Αλλά χ  Ξ y t R ^ d ) ) <-=-*· xy-1  6 R( l )  «==*> xy_1 Ξ l(R ) « = >  x = y(R) a f0 ,j η 

R είναι, συμβιβαστώ .

Έτσι. , * ^ ( ι ) =Ι* » που στΐνιαίνει. άτι. * β ψ = ^  ·

Απο τα παραπάνω έχουμε |ώ | = |ft| . ■

Έ σ τ ω  H ^ G  κ α ι. R^ η  σ χ έ σ η  ι σ ο δ υ ν α μ ί α ς  π ο υ  ο ρ ί ζ ε ι  η  R #

ά π ο υ

x = yCRn) G Η
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Την ομάδα πηλίκο G/R^ θα την συμβολίζουμε στο εξής G/Η και, 
θα την καλούμε ομάδα πηλΧκο της G με την Η .

Τα στοι,χεύα της ομάδας G/Η εύναι, άλα τα δυακεκρυμένα δεξι,ά 
σύμπλοκα της Η στην G αφού , γι,α κάθε xGG έχουμε

R^Cx)= Hx

(Υπενθυμύζουμε άτι, Ηχ = χΗ γυα κάθε χ  G G αφού H^IG) ,

0 πολ/σμός στην G/Η γράφεται, ,

Hx'Hy = Hxy

το μανοδι,αύο στοι,χεύο της εύναι, το Η1=Κ , ενώ το αντύστροφο του 
στοι,χεύου Ηχ εύναι, το Ηχ ^  ,

Τέλος η ομάδα G/Η έχει, τάξη

J G/HI = [G : Η] .

Πραγματυκά , από τον ορυσμά του δεύκτη υποομάδας έχουμε 

| g/Rh I = |G /R j = [G:H] .

Ανακεφαλαι,ώνοντας , βλέπουμε ότι, , αν H<G το σύνολο των δεξι,ών 
συμπλοκών της Η στην G αποτελεύ ομάδα ως προς τον πολ/σμό υποσυν­
όλων της G εάν καυ μόνο εάν H^G .

Παρατήρηση .

Αν η ομάδα G εύναι, προσθετι,κή , η ι,σοδυναμύα παύρνεμ τη
μορφή xSyCR^) ^" > x- y6H .

Τα στοι,χεύα της ομάδας πηλύκο G/Η εύναι, όλα τα δι,ακεκρυμένα 
δεξι,ά σύμπλοκα της Η στην G αφού ,

R^(x) = Η+χ .

Η πρόσθεση στην G/Η γράφεται, ,

(H+x)+(H+y)= H+(x+y) ,
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το μηδενικό σ το ιχ ε ίο  τη ς G/Η ε ίν α ι  το Η+ο =: Η και το α ντίθετο  του 
Η+χ είνα ι, το H t(-x )  .

Για να κάνουμε τα πράγματα πιό  φανερά θα δώσουμε ορισμένα παρα­
δείγματα ομάδας πηλίκου .

Παράδειγμα 1» Έστω G μ ια  ομάδα . Ε ίνα ι { l} ^ G  και 

χΞ  y ( R ^ j )  xy 1 6 { l} « = *  X = y

έτσ ι , G /{ l}= {{x} /xΘ G} .

Ό μοια , G^G και χ Ξ y(R^) xy 1 6G

έτσ ι , η ομάδα πηλίκο π ε ρ ιέ χ ε ι μάνο ένα σ το ιχ ε ίο  την κλάση G δηλαδιί 
G/G = {G} .

/

Παράδειγμα 2 . Κάθε υποομάδα Η της (£ ,+ ) ε ίν α ι  της μορφής

Η = < m > = {km/k G £} (mG£+ )

και μάλιστα κανονική αφοί η £  ε ίν α ι  αβελιανή .
Η σχέση ισοδυναμίας R<ro> *ου α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στην υποομάδα <m> 

ο ρ ίζ ε τ α ι από

χ = y(Rm) <==^ x-y  6 <m> <™ ■ » m | x -y

δηλαδή η . δεν ε ίν α ι  παρά η αριθμητική ισοδυναμία R . Έ τσ ι , <τπ> m
σαν σύνολα £ = £ /^  . . Επειδή όμως ο ι πράξεις πρόσθεσης σ τ ις  ομάδες 

m < m >
(£m,+) και (£/<m>,+) τα υ τ ίζο ν τα ι , η ομάδα £/<m> μπορεί να περιγ- 
ραφεί ακριβώς σαν η ομάδα .

λ
Παράδειγμα 3. Στην πολ/κή ομάδα C =C-{0} , ο μοναδιαίος κύκλος 

του μ ιγαδικού  επιπέδου

U = { ζ / ζ  8 C , κα ι \ z \ - l }  ,
£

ε ίν α ι  μ ια  υποομάδα της κα ι μάλιστα κανονική αφού η C ε ίν α ι  αβελιανή.



* ,
zQ G <Ε ευναυ

z z ' GU} = {z/zG<D καυ \ z z Q | = 1 } -

| ζ | - ] ζ 0Ι> -
δηλαδή το Ό ζ η ευναυ η περυφέρευα με κέντρο την αρχή των συνταταγμε 

νων 0 καυ ακτένα όση με JzQ|

Η ομάδα πηλόκο I  /U περυέχευ σαν στουχεύα όλεε τυε ομόκεντρεε 

περυφέρευεε που γράφονταυ με κέντρο το 0 καυ θετυκή ακτυνα ..

Η σχέση υδοσυυαμυαε που αντυστουχεέ στην U ορύζεταμ από

Ζ1 = V  ■*” *' ζ1 Ζ2 β υ  ■

Η κλάση υσοδυναμύαε του 

&
UZg = {z/zG<C καυ

Λ
= {ζ/ζ G C καυ

Βαράβευγμα 4. Στην ομάδα ( Q η υποομάδα τηε Ζ είναυ καττ 
νονυκή , αφοΰ η Q ευναυ αβελυανή .

Η σχέση υσοδυναμυαε κου αντυστουχεύ στην Ζ  ορύςεταυ από

τ^-ιν, G Ζ

Δηλαδή -, δύο ρητού ευναυ υσοδύναμου εάν—ν  έχουν τ ο ν  υδυο κλασμαχυκό 

μέροε »
Ή πλάση υσοδυναμόαε τ ο υ  r-GQ ευναυ t d  σύμπλοκο

Ζ ά τ  = ίυ + τ  / n  G Ζ}

ενώ τα δίΛκεκρυμένα υύμπλοκα τηε X : .·
D _< r  < 1  δηλαδή

^/Ζ={Ε+Γ/τΒί , 0<τ  < 1}

Γι>α να δούμε αυτό παρατηρούμε : Ιο ν )  Αν τ ^,γ^ -S Q -s :>*·■■

0 < r 2 < i  καυ ι ν ^ ι ^  τότε Z + r^ Z + r^  » Ήραγματυκά 3 α ν  Ζ+ρ1 - 

δηλαδή t -j-tvj = α G Ζ τότε - 1  ·»' I g 1  V
Ο^τ̂ ,τ 2 < χ  .

Ζ+Ι>

2 ον) Κάθε σύμπλοκο Z+rGG/Z περυέχευ ένα ρητό τ> με 0<* ■< 1
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δηλαδή Z+r = Z+r̂  .

ΙΙραγματικά , αν rGQ τότε Γ =  ̂ (psq , G Z , q > Q ) .  Διαιρώντας τον 
ρ με τον q παίρνουμε ,

ρ = aq + b , 0 < q

οπότε ,

£  = a +— και συνεπώς - £ = a GZ
q q q q

Έτσι. , Z+r = Z + — με —G Q και, 0 £^·< 1 -
q q = q

Απ<5 τα παραπάνω βλέπουμε ότι. κάθε σύμπλοκο Z+rGQ/Z π ε ρ ιέ χ ε ι ένα 
κα ι μόνο ένα ρητό r 1 με 0 ^ γ 1 < 1  .

Έτσι, το σύνολο Q/Z είναι, ισυδύναμο με το σύνολο των ρητών τ̂ υ 
μοναδιαίου διαστήματος [0,1) , μ’άλλα λόγια η ομάδα Q/Z είναι, ά­
πειρης τάξης .

Η Q/Z καλείται, προσθετική ομάδα των ρητών modulo 1 .
Θα σημειώσουμε εδώ ότι , αν Ζ+ -̂ GQ/Z τότε

q(Z+ £) =Z+q £  = Ζ
Η q Η q'

που σημαίνει ότι όλα τα στοιχεία της έχουν πεπερασμένη τάξη δηλαδή 
η Q/Z είναι περιοδική ομάδα .

§10.Θεωρήματα ισομορφισμών.
Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε τρία σπουδαία θεωρήματα γνωστά 

σαν θεωρήματα ισομορφισμών που μας δείχνουν την συγγένεια που υπάρ­
χει μεταξύ των κανονικών υποομάδων , ομάδων πηλίκο και ομομορφισμών ,

Έχουμε δει ότι ο πυρήνας κάθε ομομορφισμού ομάδων είναι κανονι­
κή υποομάδα (Προτ.28,Κεφ.II) , αλλά και αντίστροφα , όπως θα δούμε 
πιό κάτω , κάθε κανονική υποομάδα Η μιας ομάδας G είναι ο πυρήνας 
ενός ομομορφισμού από την G σε μια κατάλληλη ομάδα .
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Ας είναι, Η μια  κανονική υποομάδα τηε G * Η απεικόνιση

ρ : G---- *- G/Η , pCx)=H x  , V x G G

είναι, ένας επιμορφισμός ομάδων με Kerp = Η .

Πραγματικά , π ρ είναι, φανερά επ ί και,

p(xy) = Hxy = (Hx)(Hy) = ρ (χ )*p(y) , Vx>yGG ·
Επιπλέον

Kerp = {χ Θ G/pCx) =H } = {xG  G/Hx  = H} = {x  6  G /x  β Η} = H .

Η απεικόνιση ρ καλείται, κ α ν ο ν ικ ή  η ροβολή  της G στην G/H „

Το επόμενο λήμμα ε ίνα ι Βασικό .

ΛΗΜΜΑ 1.

Ag ε ίνα ι f :G ---- *■ G '  evag ομομορφισμός ομάδων κα ι Η μ ια  κα­

νονική υποομάδα της G που περ ιεχετα ι στον πυρήνα της f  δηλαδή 

H C K e rf . Τότε , υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός

f  : G/H-----► G '

που κάνει το επόμενο διάγραμμα αντιμεταθετικό

Ρ
G *  G/H

(I)

δηλαδή f  = f β ρ .

Α ιτόδει^η .

f  (Ηχ) = f (χ) , V· χ  6 G

Η f  ε ίν α ι καλά ορισμένη -Θα δείξουμε ότι,αν Hx = Hy 

f(Hx) = f(Hy) ή ισοδύναμα f (x )  = f ( y )
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Π ρ α γ μ α τ ικ ά  , α ν  Ηχ = Hy τ ά τ ε  xy 1 S ^ G K e r f  . Έ τσ ι*  , f (x y  1) = 1 

ή f C x ) [ f ( y ) ] _1 =1  τί f ( x ) = f ( y )  . '

Η f  κάνει, το διάγραμμα ( I )  α ντιμ ετα θετικά  αφού ,

( f  ο ρ ) ( χ )  = f ( p ( x ) )  = f(Hx) = f ( x )  V x S G

και ε ίνα ι, ομομορφισμάε : γ ια  κάθε Ηχ , HyGG/H

f  ομομ.
f[(H x)(H y)] = f(Hxy) = f (x y )  -------- f ( x ) f ( y )  = f(Hx)*f(Hy) .

Μένει, να δείξουμε άτι, ο f  είνα ι, ο μοναδικόε ομομορφισμάε τέτο ιο ε  
άστε f  = f ·  ρ . Α ς  είνα ι, h : G/H-----► G'  έναε άλλοε ομομορφισμάε με

f  = h ο ρ .  (1)

Τότε γ ια  κάθε Ηχ G G/Η έχουμε

(1 )f(H x) = f i x )  " (h  β ρ ) ( χ )  = h (p (x ) ) = h(Hx)

δηλαδή f  = h πράγμα που επιθυμούσαμε . ■

Π αράδειγμα  1 . Κάθε ομομορφισμάε f :G ----- ► Α απά μια ομάδα G
σε μ ια  αβελιανή ομάδα Α ο ρ ίζ ε ι  έναν ομομορφισμά

* : ( 3 / [β ·β]----- * Α * f([G ,G ]x ) = f (x )  ¥ x 6G ,

άπου [G,G] ε ίν α ι  η ομάδα μεταθέτηε τηε G .
Αρκεί να δείξουμε ά τ ι |G ,G ]C K er(f) .
Αρχικά παρατηρούμε ά τ ι , γ ια  κάθε μεταθέτη [x,y] s xyx y 

έχουμε

f (  [ x ,y ] ) = f(x y x  \  1 ) = f ( x ) f ( y )  [ f (x )]  1 =

= f ( x ) [ f ( x ) ] " 1f ( y ) [ f ( y ) ] “1 (η Α αβελιανή)

= 1-1 = 1 .

Αν τώρα [ x ^ y j , . .  [ x ^ y j  
[G,G] τάτε ,

ε ίν α ι  ένα τυχάν σ το ιχε ίο  τηε ομάδαε
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f (  [x19y j . . *  [*k ,yk] J “ f (  Cxi » y J  >·- · f (  E v yJ ) = i * · - 1 ,

πράγμα που επιθυμούσαμε .
To προηγούμενο λήμμα τώρα μας βεβαιώνει ό τ ι υπάρχει, ο ζητού­

μενος ομομορφισμός f  , που κάνει, δηλαδή το επόμενο διάγραμμα αντιμε 
ταθετικό

g/ [ g, g]

f
« '
A

ΘΕΩΡΗΜΑ 10 (Θ εμελιακό θεώρημα ομαμορφισμών)

Κάθε ομομορφισμός ομάδων f  : G---- ► G' ο ρ ίζ ε ι ένα μοναδικά μονο
μορφισμά

f  : G/Ke r f ------^ G ' , f [ (K e r f )χ] = f (x )  , V^xCG

ιδ ια ίτερ α ,

G/KerfiW f >  ·

Απόδειξη.

Σύμφωνα με το λήμμα 1 υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός 
f : G/Ker f ---- *" G ' που κάνει το παρακάτω διάγραμμα αντιμεταθετικά

G ----- ------- ► S'icerf

f
Υ
G'

δηλαδή f = f o p  . "Ετσι f  [(K erf)χ] -  f (χ) ,  V^xCG
Θα δείξουμε άτι ο f  ε ίν α ι μονομορφισμός . Αρκεί να δείξουμε ά τι



Kerf = {kerf} ,

αφού Kerf είναι το μοναδιαίο στοιχείο τηε ομάδας G/^Kerf * ' 
As είναι (Kerf)x ένα στοιχείο του Kerf , τότε

f  £(Kerf )χ] = f(x) = 1 ^ , χ 6 Kerf

οπότε (Kerf)x = Kerf , όπωε το επιθυμούσαμε .
Αφού ο f είναι μονομορφισμόε έχουμε G/i<erf2i*m ^  * 

Αλλά Im(f)=Imf οπότε

G/K e r f ^ In,(f) · B

ΠΟΡΙΣΜΑ 1 .

Αν f:G---► G' είναι έναε επιμορφισμόε τότε

S/K e r f iG' · ■

Γϊχράδειγμα 2.

As ε ίν α ι  U = {z /zG C  , και | ζ |  =1} ο μοναδιαίος κύκλος του 

μ ιγα δ ιχού  επιπέδου . Θεωρούμε την απεικόνιση

f :  Κ -----► U , f (x )  = συν2πχ+χημ2πχ , Y x G J R

Η f  ε ίν α ι  έναε επιμορφισμόε τηε ομάδαε (JR , + )  στην (U ,·) - Πραγ­
ματικά , γ ια  κάθε x,yG ]R  έχουμε

f(x+ y) = ouv(2xx+2xy)+ iημ(2πx+2πy) =

= (συν2πχ a v v 2 * y  -  ημ2πχ np2xy) -  

-  ί(ημ2πχ συν2πγ+ συν2πχ nv2xy) =

= (συν2πχ + iημ2πx)(συυ2πy + i^ 2 x y )  =

= f ( x ) - f ( y )  ,

ε ν ώ  ε ί ν α ι  φ α ν ε ρ ά  '- ε π ί  .  Ε π ι π λ έ ο ν 9
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Έτσε

KerfCf) ~ {χ 6 2R /συν2πχ = 1 καε ημ2πχ s 0} sE

CK, + )/ .^ U  .

i '(|Ι'Λ
mnfi ill'.ll.v ;.lg
ila'

Παράδειγμα 3 .

'Εχουμε δεε <5τε η απεεκόνεση d e t : GL OR)·
* n

]R ε ίνα ε ένας
επεμορφεσμός δηλαδη Im(det) = ]R καε Ker(det) = SL îH) , Έτσι, 

GLn(]R) / SL OR·)·- *B

Παράδειγμα 4 .

Γεα τον ομομορφεσμό e:Sn----*" {-·1»+ΐ} γνωρίζουμε άτε Κβτ·(ε.) = Α
καε Ιτη(ε) = {-1,+ΐ} . Επομένως

V a ΐ  <-!>«> -Π
Έτσε |s / |=2 οπότε Ια  | = —  , αποτέλεσμα ιιου έχουμε ξαναδεί .Ώ a Β I/,

Π αράδεεγμα 5 .

Γεα κάθε ομάδα G ορίζουμε μεα απεεκόνεση

τ : G------► Aut(G) , T(g) = τ , V- g G GΟ
όπου ' τ είναε ο εσωτερεκός αυτομορφεσμός της G με τ ( χ ) = gxg 1  a
v /  ̂ β
V x6G  - (Βλέπε Παράδ. 39Κεφ . I I  Λ ) .Η τ  εέναε ένας ομομορφυσμές , ϋραγ-
ματεχά , γεα κάθε g g GG έχουμε T(g g ) = τ  * τ * τ .

Θα βρούμε τον πυρήνα του τ .

gGKer(T) τ = I Λ—» τ Cx) = I (χ) , Vx6G4==^g πg

-1gxg = χ  , V χ  G G <==> gx = xg V-xGG



4 = Φ  g  G Z(G) )

ό π ο υ  Z(G) το κέντρο της ομάδα G (Βλέπε Π αράδ.ΙΟ ,Κ εφ.ΙΙ 2 . 1 . )  . 

Επομένως K er(T )= Z (G ) .
Ε π ιπλέον Ιυι(τ) = Inn(G) » όπου Inn(G ) η ομάδα των εσωτερικών αυτο- 

μορφισμών της G . Οπάτε

G/Z(G) -  Inn(G ) ·

Παράδειγμα 6 .

Ας ε ί ν α ι  G μ ια  π ολ /χή  ομάδα κ α ι aGG . Η α πεικ όνισ η

f  : Ζ ------ ► G , f ( n ) = a n , V n G Z  ,

ε ί ν α ι  ένα ς  ομομορφισμάς από την (Ζ,+) στην G με 

K e r (f)  = (η  6 Ζ  /  α11 β χ }  και / I m ( f ) = < a >

Συνεπώς

* / K e r ( f ) ^ <0>

Έτσι.

1 ) Αν K e r ( f ) = ( θ )  δηλαδή το σ τ ο ιχ ε ίο  α έ χ ε ι  άπειρη τάξη τότε  

Z / K e r ( f ) = Z *

2) Αν K er (f)  ^ {0 }  ,τύτε K e r (f)  = < n >  δηλαδή το σ τ ο ιχ ε ίο  α έ χ ε ι  τά­

ξη η , οπότε * / ( n ) — *

Αναχεφαλαιώυοντας , αν το α ε ίνα ι, απείρου  τάξης τ<ίτε < α > ^ Ζ  

ενώ αν έχει, πεπερασμένη τάξη η τότε <α>2?Ε η , αποτελέσματα που 

έχουμε ξα να δ εί .

Παράδειγμα 7 .

θεωρούμε τον επιμορφισμό ρ :  ( Ζ ,+ ) ----- ► (Ζη ,+ ) »

V k 9 Z  . Έ χουμε
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Ker(p) = { x /x  G Z  

= { x /x  G Z

Έ τσι ,

Z /
< n >

^ Z — n

h ( x )  = 0}  = ( x / x  G Z , x  = 5} = 

x = λη ,  λ G Z} = { η λ / λ  G Z} = < n > ,

To θεμελιακό θεώρημα των ομομορφισμών συχνά αναφέρεται και σαν 

ηρώτο θεώρημα ισομορφισμών .

Στην συνέχεια  , θα δώσουμε το δεύτερο και τρίτο θεώρημα ισομορ­

φισμών .

ΘΕΩΡΗΜΑ 11 (Δεύτερο θεώρημα ισομορφισμών)

Αν Κ και Η ε ίν α ι  δύο υποομάδες μ ια ς  ομάδας G με την H<1G

τότε

Κ L ^ v  'ν ΗΚ /  Η

Απόδειξη .

Αρχικά παρατηρούμε άτι ο ι  ομάδες: πηλίκο *aL ΗΚ/Η ο ρ ί­
ζοντα ι αφού ,

ΗΠΚ^Κ και Η ̂  ΗΚ = Η V Κ (β λέπ ε  ΙΙρότ.31 ,Κ ε φ .ΙΙ )  -

Θεωρούμε τώρα την απεικόνιση _f = p o i

ί  ρ
Κ -------- ► ΗΚ ------- ► ΗΚ/Η

ο'που i ( k ) = k  , V  k G Κ αφού 

Έ τσι f ( k ) = H k  , V k G K  . 
με

K erf = { k/ kGK και 

= (k /k  G Κ και

Κ<ΗΚ , κα ι ρ η κανονική προβολή .  

Η f  ε ίν α ι  προφανώς ένας ομομορφισμάς

f ( k )  =Η> = { k / kGK και  Hk = H} = 

k G Η} = ΗΠΚ .
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Από το θεμελμακό θεώρημα των ομομορφμσμών έχουμε 

^ΗΥ'ΊΚ — IroCf)

Θα δείξουμε άτμ ο f  είναμ επμμορφμσμάς δηλαδή άτμ I m( f ) = HK/ H . 

Πραγματμκά , κάθε στομχείο της ομάδας ΗΚ /  Η είναμ της μορφής H(hk) 
γμα κάπομα h 6 H  , kGK καμ ε π ί πλέον

H(hk) = (Hh)-(Hk) = H'Hk = Hk ,
*

οπάτε ,

f ( k )  = Η ·(h k )

Τελμκά

κ /η ο κ  - ΗΚ/ Η · '

Παρατήρηση .

Στην περίπτωση που η ομάδα 

θεώρημα των ομομορφμσμών έχουμε

κ / Η Π Κ - Η+Κ/Η '

Π α ρά δειγμ α  8 .

Θεωρούμε τ ι ς  κυκλμχές υποομάδες < 3 > = 3Ζ , < 4 > = 4Ζ της ομάδας 

(Ζ ,+ ) ,Ο μ  < 3 > , < 4 > είναμ κανονμκές υποομάδες της αφού η (Ζ ,+) 

είναμ  αβελμανή .
Το παραπάνω θεώρημα μας λέεμ ά τ ι

< 3 > / < 3 > Π < 4 > ^ < 3 > + < 4 > / < 4 >

δηλαδή άτμ

< 3 >/< 12 > 'ν Ζ /  < 4 >

✓

G είναμ  προσθετμχή απά το δεύτερο

αφού

< 3 >Π< 4 > = < 12 > και < 3 >  + < 4 >  = < 1 >  = Ζ ( Άσκηση)



Βασική Παρατήρηση .

Από το παραπάνω θεώρημα μπορούμε να βρούμε την τάξη τηδ υποομά­
δας ΗΚ όταν η ομάδα G είναι πεπερασμένης τάξηδ - 
Έτσι έχουμε,

ΙΚ / ΗΠκ1 = ΙΗΚ/ΗΙ

και από το θεώρημα του Langrange — ^
)ΗΠΚ| ]Η I

οποτε

(*)

Η (*) ισχύει στην περίπτωση που H^G , (ή όταν K^G) - Μπο­
ρούμε όμως να δείξουμε ότι η (*) ισχύει και στην περίπτωση όπου οι 
Η,Κ είναι απλά υποομάδες της G . (Σημειώνουμε ότι σ’αυτή την περί­
πτωση το σύνολο ΗΚ δεν είναι απαραίτητα υποομάδα της G). C Ασκηση)

ΘΕΩΡΗΜΑ 12 . (Ί£>£.το θεώρημα ισομορφισμών) .

Αν Η και Κ είναι κανονικές υποομάδες μιας ομάδας G έτσι 
ώστε Κ<Η τότε H/K^G/K και

e/JC/ H ^ X - G/H -

Α πόδειξη  .

Ορίζουμε την απεικόνιση f  : G/K---->· G/Η ως εξής

f(Kx) = Ηχ V-xGG .

Η ΐ  είναι καλά ορισμένη . Θα δείξουμε ότι αν Kx~Ky τότε 
f(Kx) = f(Ky.) δηλαδή Ηχ = Hy .
Πραγματικά , Κχ = Ky xy-  ̂G Κ·̂  Η επομένως Hx = Hy . Η f  είναι 
ένας επιμορφισμός . Πραγματικά ,
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f(K x )(k y )) = f(k x y ) = Hxy = (Hx)*(Hy) = f(kx)*  ( f

γ ια  κάθε kx , ky G/K , ενώ είνα ι, φανερά ε π ί ,
Ετη συνέχεια  θα βρούμε τον K erf . Ε ίν α ι

Kx 6 K erf «—* f  (Kx) = H Hx = H «*=» x 6 H

έ τσ ι

K erf = {Kx /  x  6 Η} = H/K

συνεπώς

H /K ^6/K  .

Σύμφωνα τώρα με το θεμελιακό θεώρημα ομομορφισμού 

g/ k/ h /  Κ -  Im (f) = G/H · ■

/
Ifapdfieiypa 9 .

Στην ομάδα Qg των χουατερνίων όλες ο ι υποομάδες τηε ε ίν α ι  κανο­

ν ικ έ ς  . (Βλέπε παραδ.4 , Κ εφ .ΙΙ , 8 .)  .
Θεωρούμε τ ι ς  υποομάδες Η = < J  > = { l 2 , J^} και K s C l j j J  ) ·

Ε ίν α ι Κ<Η , οπότε σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα < J > /K ^ Q g/K 
και

c J  > /κ  — ^ 8 ^  J  >

Αλλά και από τ ι ς  τά ξ ε ις  των ομάδων πηλίκων μπορεί κ α νε ίς  να διαπιστώ­

σ ε ι ό τ ι  ο ι  ομάδες πηλίκα

V K/ <  j  > κα ι Qg /  < J  > ε ίν α ι  ισόμορφες

Λήμμα 2 .

Αν f  : G-----► G ' ε ίν α ι  ένας ομομορφισμός ομάδων κα ι Ε μια υπο­
ομάδα τη ς  G που π ε ρ ιέ χ ε ι τον πυρήνα της f  δηλαδή KerfCH τότε

f _1( f (Η )) = Η .
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Si

K

Απόδειξη .

Από τον ορισμό της αντίστροφης εικόνας υποσυνόλου έχουμε 

HCf_1Cf(H))

Απ’την άλλη μεριά αν x S f  1(f(H)) τότε f(x) G f(H) δηλαδή f(x)=f(h) 
για κάποιο h 6 Η . Έτσι

f(x) [ f ( h ) l = f  (xh-1) = 1

δηλαδή xh 16 Kerf CH οπότε (xh 1)hGH δηλαδή xGH .
Επομένως f  i (f(H))CH , πράγμα που επιθυμούσαμε

ΘΕΩΡΗΜΑ 13 .

Έστω f:G--- *■ G' ένας επιμορφισμός ομάδων . Αν i , ^ ( G)  είναι το
σύνολο όλων των υποομάδων Η της G με KerfCH και ?C(G') το 
σύνολο όλων των υποομάδων της G' τότε η απεικόνιση

-----*-£)(G' )  , Η'---- ► f(H)

είναι 1-1 και επί .
Επιπλέον αν H€iif (G) τότε

f(H)^G' εάν-ν H^G

και έτσι

G/H^G'/fCH)

Απόδειξη .

Η Ψ είναι καλά ορισμένη αφού η εικόνα f(H)<G , (Προτ.7,Κεφ.ΙΙ) . 
Η Ψ είναι ένεση . Πραγματικά , αν f(H)= f (Η̂ ) τότε 
f  [f(H)J = f  δηλαδη Η = σύμφωνα με το παραπάνω λήμμα .
Η Ψ είναι επί . Αν KeX(G') τότε f -:L(K)<G και μάλιστα 
KerfCf λ(.Κ) . Επειδή η f  είναι επί έχουμε

f ( f '1(K))=K
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πράγμα που επιθυμούσαμε .

Η Ψ εύναυ λοι,πύν 1-1 χαυ επύ . (Η αντύστροφη της εύναυ η
' r t i C G ' ) -----^ i f CG) , Κ»------► f -1 (K) . )
Έστω H e £ f (G) .

Αν H^G τότε f ( H ) ^ G '  αφού ο f  εύναυ επυμορφυσμώς (Βλέπε Προτ. 
29 ,Κ εφ « ϊϊ) ·

Απ’ την άλλη μερυά αν f ( H ) ^ G ' τώτε f  \ f ( H ) ) = H  σύμφωνα με το πα­
ραπάνω λήμμα , επομένως H^G (Βλέπε Προτ.29 , I I . )
Μ έ ν ε υ  ν α  δ έ υ ξ ο υ μ ε  <5τυ α ν  HGL^(G) χ α υ  H^G τ ώ τ ε

G/H *  G 7 f (Η)

Θ εω ρ ο ύ μ ε  τ η ν  α π ε υ χ ώ ν υ σ η  ρ  ο f  

*  Ρ
G ------- ► G '--------- ►G'/fCH)

Κ ρ β f  εύναυ φανερά ένας επυμορφυσμάς με

Ker(p β f )  = (x /xG  G , (ρ β f  ) ( χ )  = f (Η)> =

= { χ /χ  G G , p ( f ( x ) )  — f (Η)} —

= {x/xGG ,[f(H )]f(x )= f(H ))= { x /x G G  , f (x )  G f(H)}= 

= {x/xGG , x GH ) = H 

Σύμφωνα λουπών με το θεμελυαχώ θεώρημα

G/H *  IroCp ft f )  2: G 7f(H ) . ■

Η μορφή των υποομάδων μυας ομάδας πηλύχο δύνεταυ απώ το επώμενο 
πώρυσμα .

ΠΟΡΙΣΜΑ 2  .

Αν Η εύναυ μυα χανονυχή υποομάδα μυας ομάδας G , τώτε κάθε 
υποομάδα της ομάδας πηλύχο G/Η εύναυ της μορφής Κ/Η ώπου K<G
τέτουα ώστε HCK . Επυπλέον η K/H^G/H εάν χαυ μώνο εάν K^G .
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Απόδειξη .

θεωρούμε την κανονική προβολή ρ : G--- ► G/H . Η ρ είναι ένας
επιμορφισμύς με Kerp =Η , Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα αν 
J<G/H θα ύπαρχε μ υποομάδα K<G με HC.K έτσι, ώστε ρ(Κ) = J 
δηλαδή

Παράδειγμα 10 .

Οι υποομάδες της Sg= {(!),(! 2 3),(1 3 2),(1 2),(1 3),(2 3)}

{(1)} καμ η Sg . Είναι Ag-̂ Sg . Θεωρούμε την κανονική προβολή
ρ: Sg-----► Sg/Ag με KerP = 3̂ ' υπ0°Ρ<*δεε της Sg που περιέχουν
τον πυρήνα Ag είναι η Ag και η Sg , ενώ , επειδή |Sg/Ag|=2 
οι υποομάδες της είναι οι {Ag} και η Sg/Ag , οπύτε η αντιστοιχία 
αυτή είναι η εξήε :

ρ(Κ) = {Ηχ / χ 6 Κ} = Κ/Η = J 9

ενώ K/Ĥ G/H <Ν=» K<1G . ■

V ----— Ag/Ag - (Ag)



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

A A H T Y A i O t  -  r a n  A T  A

§1.1. Δακτύλιοι. /  ·

Ορισμός . Έ νας δακτύλιος ε ίν α ι  ένα σύνολο 'R μαζί με δύο πρά ξεις,
μ ια  "πρύσθεση" (x ,y )  ·----- ► x+y
και ένα "πολ/σμύ·' (x ,y )  *— ► xy 
έ τσ ι ώστε :

( i )  Το ζεύγος (R ,+) να ε ίν α ι  αβελιανιί ομάδα .
( ί χ )  0 πολ/σμύς ε ίν α ι  προσετα ιρ ισ τικύς :

x (yz) = (xy )z  γ ια  κάθε x ,y ,z G R

( i i i ) O  πολ/σμύς ε ίν α ι  επ ιμ ερ ισ τ ικ ές  ως προς την πρύσθεση :

x (y + z )= xy+xz
γ ια  κάθε x , y , z e R

(x+y)z = xz+yz

Θα καλούμε ένα δακτύλιο R .
Α ντιμ ετα θετιχό  ,  αν xy = yx γ ια  κάθε x , yGR
Δακτύλιο με μονάδα ,  αν υπάρχει σ το ιχε ίο  1D 6 R τέτο ιο  ώστε :κ

x lR = x = l Rx γ ια  κάθε x 6 R  ,

μ ’άλλα λύγια  αν το σύνολο R μαζί με τον πολ/σμύ ε ίν α ι  ένα μονοειδές.

ιγ : ϊ .-ν * :
f.

V
.1»
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Πεπερασμένο , αν το σύνολο R ε ίν α ι πεπερασμένο .

Παρατήρηση.

Το ουδέτερο στο ιχείο  της ομάδας (R,+) καλείτα ι μηδενικό σ το ι­
χείο  του δακτυλίου R και θα το συμβολίζουμε 0 . η 0 ,Κ

Παράδειγμα 1.

Τα σΰνολα Ζ , Q , ]R , C των ακεραίων , ρητών , πραγματικών 
και μιγαδικών αριθμών αντίστοιχα  , εφοδιασμένα με την συνηθισμένη 
πρόσθεση και πολ/σμό ε ίν α ι δακτύλιοι και μάλιστα αντιμεταθετικοό με 
μονάδα .

Π αράδειγμα 2 .

Το σύνολο 1Μ όλων των ηχη πινάκων με σ το ιχε ία  από το ηχη
Q η ]R τί C , εφοδιασμένο με τ ι ς  γνωστέε από την Γραμμική Άλγεβρα 
πράξεις , πρόσθεσηε και πολ/σμού πινάκων , γ ίν ε τ α ι δακτΰλιοε με μονά­
δα μη- αντιμεταθετικός.

Π αράδειγμα 3 .

Το σύνολο R= ^ /α ,1 » β Ζ }  εφοδιασμένο με τεε  γνωστέε πράξεις 
πρόσθεσης και πολ/σμού 2x2 πινάκων με σ το ιχε ία  ακεραίους , δομ είτα ι 
σε δακτύλιο χωρίς μονάδα . 0 R δεν ε ίν α ι αντιμ ετα θετικός .

Υ πάρχουν β έ β α ια  κ α ι π επ ε ρ α σ μ έ ν ο ι δ α κ τ ύ λ ιο ι .

Π αράδειγμα 4 .

Για κάθε θετικό  αλλά σταθερό ακέραιο m , το σύνολο

Ζ = { δ , ϊ , 2 , . . .  ,τη-ΐ} σι ' _
όλων των modulo m κλάσεων ισοδυναμίας , εφοδιασμένο με τις'παρακάτω
πράξεις (βλέπε Κεφ.Ο) . A

>* *

♦
t ·% ;

\  *\



γίνεται, ένας αντιμεταθετικόςδακτύλιος με μονάδα .

Ένα σύνολο μπορεί να γίνει δακτύλιος με πολλούς τρόπους * 
Πραγματικά .

Παράδειγμα 5 .

Στο σύνολο Ζ  ορίζουμε δύο πράξεις πρόσθεσης και πολ/σμού ως 
εξής : για κάθε x,y 6 Ζ

χ φ y = χ+y-l και χ © y = x+y-xy

Το σύνολο Ζ  των ακεραίων με τις παραπάνω πράξεις γίνεται δακτύλιος
/

με μηδενικό στοιχείο το 1 και μονάδα το 0 1 1

Παράδειγμα 6 . (Δακτύλιος των πολυωνύμων R[x])

Ας είναι R ένας δακτύλιος και έστω R[x] το σύνολο των πολυω­
νύμων μιας απροσδιόριστης μεταβλητής X με συντελεστές από τον δακτύ­
λιο R ,

Δύο πολυώνυμα του R[x] .

PCX) =αΛ+α.Χ+...+α Xn και Q(X) = b.+b,X+.. .+b Xm u i  n u i  m
είναι ίσα εάν και μόνο εάν m = n και an = bOJ. . . ,a  =b ►u ν n n

Το σύνολο R[x] εφοδιασμένο με τ ις  γνωστές μας πράξεις πρόσθεσης 
και πολ/σμού πολυωνύμων δομείται σε δακτύλιο , που τον καλούμε δακτύ­
λιο των πολυωνύμων μιας απροσδιόριστης με συντελεστές από το δακτύλιο R

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότι αν ο R έχει μονάδα 1 τότε και οR
δακτύλιος r [x] έχει μονάδα το σταθερό πολυώνυμο ενώ , αν ο R
είναι αντιμεταθετικός τότε , και ο R[x] είναι αντιμεταθετικός .
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Παιράδειγνα 7 . (Δακτύλμος του Gauss) . 

θεωρούμε το σύνολο

2[χ] ={a+bi / a,bGZ} Ci2=-1) -

Παρατηρούμε ύτμ γμα κάθε a+bi , c+d^GZ[i] έχουμε ,

(a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b+d)iG z£ij

(a+bi)·Cc+di)=(ac-bd)+(ad+cd)i β *JX1 >

μ’ άλλα λόγμα , το σύνολο z£i] εύναμ χλεμστύ ωε τροε τμε Τφαξεμς 
πρόσθεσης καμ πολ/σμού μμγαδμχών αρμθμών -

Εφοδμασμένο μ’ αυτέε το ζ£ι] δομείται, .σε αντμμεταθετμχό δαχτυ- 
λμσ με μονάδα . Τα στοιχεία του .z£i] καλούνται, ακέραιοι του Gauss 
χαμ ο δακτύλμος ζ[ΐ] 5ακτΰλιθ£ του Gauss „

Παράδεμγμα 8 .

Αν X εύναμ ένα μη-χενό σύνολο χαμ R. έναε δαχτύλμοε τότε , 
το σύνολο Hom(X,R) όλων των απεμχονύσεων του X στο X δομεύταμ 
σε δαχτύλμο με τον ακόλουθο τρύχο ί

Γμα κάθε f,gG Hom(X,R)
το άθρομσμα f+g : X----► R ορύζεταμ ωε εξύς τ

(f+g)(x) = f(x)+g(x) γμα κάθε χΒΧ

το γμνύμενο f  g : X  *■ R ορμζεταμ ως εξής :

(fg)(x) = f(x)g(x) γμά κάθε χβΧ

Το ιιηδενμκό στομχεύο του δαχτύλμου Hom(X,R) εύναμ η απεμχόνμση
©ίΧ----► R , 0(χ) = 0̂  , γμα κάθε xGX., ενώ το αντίθετο του στομ-
χεμου f  : X --- - R εύναμ η αχεμχόνμση

- f : X ---*■ R , (—f )(χ) — -f(x) γυα κάθε xGX

Θα -παρατηρήσουμε εδώ ύτμ ομ αλγεθρμκές μδμότητες του δαχτυλύου
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Hom(X,R) ορίζονται, απ<ί τις ιδιότητες του R .
Για παράδειγμα , αν ο R έχει, μονάδα 1R τότε και, ο δ α κ τ ύ λ ι ο ς  

Hom(X,R) έχει, μονάδα την απεικόνιση

I : X--- ► R , I(x)= lR για κάθε χ€Χ ,

ενώ , αν ο R είναι, αντιμεταθετικός  ̂ όμοια είναι, και, ο Ham(XsR) ·

ΙϊχράδείΥ ΐια  9 .  (Ευθύ ά θ ρ ο ισ μ α  δα κ τυλίω ν)

Έστω R^,...,Rn ένας πεπερασμένος αριθμός δακτυλίων (όχι ανα­
γκαία διακεκριμένων) . Το σύνολο ,

η
RjX. . . xR̂  = ] f R. = ί( Γι»· · · »rn)/r i 6 Ri  » 

i=l

εφοδιασμένο με τ ις  πράξεις "πρόσθεση και πολ/σμάς συνιστώσα με συν-
/

υστώσα11

*r T? = (Γ1+Γί ’··*

C^, · · · »Γ̂ ) * (l*̂ , . . . »**n) ~

δομείται σε δακτύλιο που καλείται ευθύ άθροισμα των Rls ...,R n και 
συμβολίζεται R^ i . . .  0 R  ,

Είναι φανερό ότι , το ευθύ άθροισμα R̂  <δ . . .  Θ Rr είναι αντι- 
μεταθετικός δακτύλιος εάν και μόνο εάν κάθε παράγοντας R̂  είναι 
αντιμεταθετικός δακτύλιος . Όμοια αυτό έχει μονάδα εάν και μόνο εάν 
κάθε δακτύλιος R̂  έχει μονάδα .

§ 1 .2 .  Σ το ιχ ε ιώ δ ε ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  δακτυλίων .

Πρόταση 1 .

Αν R είναι ένας δακτύλιος , τότε και για κάθε x,y,z6R έχου­
με

x) 0Rx = 0R = x0R
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i i )  ( - x ) y = x ( - y ) = -Cxy)

i i i )  (-x )(-y ') = xy

Απόδειξη .

i>  V = ( V ° r ) x : : 0 Ex +0RX 0 % 6 τ ε  °R X = 0 R ·

Όμο ια xCL = 0_
K K

i i )  xy+x(-y) = x (y + (-y ) )  = *0R = ° R επομένως και x (-y )+ xy  = 0R . 
Από την μοναδικότητα του αντιθέτου στο ιχείου  του xy παίρνουμε 

-(x y ) = xC-y) .

Όμοια δείχνουμε ό τι - ( x y ) = ( -x)y 

( i i )  ( i i )
i i i )  ( -x ) ( -y )  ===== - ( -x )y  = =  - ( - ( x y ) ) = x y  - ·

Ας ε ίν α ι τώρα R ένας δακτύλιος ,  κα ι χ^ , - . , , χ^ , y ^ , . . . , y ^
τυχόντα σ το ιχεία  του . Εργαζόμενοι επαγωγικά παίρνουμε ό τ ι :

ν k ν  k

Τον δακτύλιο R={0} που α ποτελείτα ι από ένα μόνο σ το ιχε ίο  τον 
καλούμε τετριμμένο δακτύλιο „

Αν λοιπόν R ε ίν α ι ένας δακτύλιος με μονάδα 1^ κα ι ε ίν α ι  δ ια ­
φορετικός από τον τετριμμένο δακτύλιο , τότε ^ 0R .

Πραγματικά , αν 1R = 0R τότε γ ια  κάθε xGR θα είχαμε 
x = l Rx = 0 Rx = 0R δηλαδη R={0> , άτοπο .

Σ 'ένα δακτύλιο R , μπορούμε να ορίσουμε τα  ακέραια "πολ/σια 
ενός οποιουδήποτε στο ιχείου  του x , όπως ακριβώς και σ τ ις  προσθετι­
κές ομάδες , δηλαδή

Οχ = Qr , 1χ  = χ  , . . . , ήχ = χ  +. . .+ χ

η-φορες
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και.

( -η )χ  = nC-x) = - (η χ ) γυα κάθε η 6 Ζ +

Είναι, εύκολο να δοαπι,στωσουμε άτι, γι,α κάθε x,y6R και, m,nGZ 
έχουμε

(1 ) n(x+y) = nx+ny

(2 ) (η-Ηη)χ = ηχ-Ηηχ

(3 )  (nx)y  = n(xy) = x(ny) (Άσκηση) 

(*0 (nm)x = n(mx)

(5 ) (nx)(my) = (nm)(xy)

Παρατήρηση .

To nx 6ev είναι, γενοχά το γινόμενο δυο στοιχείων του δακτυλίου 
R . Στην περίπτωση άμωε που ο R έχει, μονάδα 1̂  , το ηχ παριστά 
το γινόμενο δύο στοιχείων του R αφού

ηχ = (η  1^) χ

Σ’ένα δακτύλιο R αφού ο πολ/σμάε είναι, προσεταιριστικόε μπορού­
με να ορίσουμε τιε φυσικέε δυνάμειε ενάε οποιουδήποτε στοιχείου του 
χ ωε εξύε :

1 2 η_„
X = X ,  X =  XX . . . . .  X =  XX . . .  X«--------*-------.

η-φορέε

Έχουμε τουε επύμενουε κ α ν ό ν ε ς  :

(6) xn.xmSxn+B

(7) (xn)m = xnra . ·

Η παρακάτω πρύταση είναι, πολύ χρήσιμη στουε υπολογισμούε ν·αε 
Υπενθυμίζουμε άτι, για ακεραίουε n,k με 0 <̂ k£n , έχουμε



η!(η) _ _______
V  " k! ( n -k ) !

(όπου 0) - 1 , 1! = 1 καε nl - 1-2..... (η-1)η γυα η > 1) ενώ , ο

(̂ ) είναι, πάντα ένας'ακέραι,οε

Π&όταση 2 .  (Τύπος το υ  διώ νυμου)

Αε είναι R έναε δακτύλιοε και x,y δύο στοιχεία του που αντι­
μετατίθενται δηλαδό xy=yx « Τότε για κάθε θετικό ακέραιο η έχου­
με ,

( j \ΐι /Π\ η /H\ Π"Ί , ,D\ Jc ,η\ η(x+ y )  = ( Q) x  + ( 1 ) x  y  + . - -  + ( ^ ) χ  y  + . . . +  ( ^ ) yn

Απόδειίη .
1 1 1Η πρόταση ισχύει για η = 1 , Πραγματικά , (x+y) = x+y = (^x-K^iy- 

Υποθέτουμε ότι ισχύει για τον φυσικό αριθμό τι . Θα έχουμε ,

(x+y)Ι1+̂ = (x+y)η(x+y)={ Cq )xn+ -. •+(^)xn-liy' +. . .+(̂ )yn}(x+y)=

_/.Πν D+l.r/DU /nu  η 1  r f n > ,nu  (n+l)-k k . =(0)x +l(0)+(1)>x y +...+{(k_1)+(k)}x' y  +

,n.> n+1
+ -··  ■+ )y

Αλλο ( J ) = l = ( " 1 ) vIlx /Xl \ y IH" J. n
(k,+W  - W

Επομένωε

, J >n+l ,n+lv n+1 , ,η+1λ(x+y) =( Q )x +„..+( )x

Η πρόταση λσιπόν ισχύει και για τον φυσικό 
κάθε φυσικό αριθμό η . ■

(n+l)-k k ^
y + + (n+1

n+1

n+1 ,  ισ χύ ε ι επομένως γ ια

4
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Παρατήρηση .

Είναι φανερό ότι ο τύ%·ος του διώνυμου ισχύει για κάθε x,y 6R 
όταν ο R είναι, αντιμεταθετιχός δακτύλιος .

Είναι γνωστό ότι, στους αριθμητικούς δαχτύλιους Z,Q,]R ,C το γ ι­
νόμενο δύο μη-μηδενιχών στοιχείων τους είναι, δηλαδή

xy = 0 συνεπάγεται, χ = 0 ή y = 0

Αυτό όμως δεν ισχύει γενικά σε οποιοδήποτε δακτύλιο . Υπάρχουν 
δηλαδή δακτύλιοι που το γινόμενο δόο μη-μηδενιχών στοιχείων τους είναι, 
ίσο με μηδέν I I  .

Για παράδειγμα , στον δακτύλιο ZR έχουμε 2*4 = 8 = δ και, όμως 
2^0 και, 4^0 .

Αυτό μας οδηγεί στον παρακάτω ορισμό .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Ένα μη-μηδενικό στοιχείο α ενός δακτυλίου R θα λέ­
με ότι, είναι, δε£ιός (αντιστ. αριστερός) διαιρέτης του μηδενώς ,  αν 
υπάρχει ένα μη-μηδενιχό στοιχείο b 6 R τέτοιο άστε

ba = 0R (αντιστ. ab = 0R) .

Ένας δ ια ιρ έ τ η ς  του  μηδενός στον δακτύλιο R , είναι ένα στοιχείο 
του που είναι ταυτόχρονα ένας δεξιός και αριστερός διαιρέτης του μη- 
δενός .

Παράδειγμα 10 .

Αν m είναι ένας σύνθετος θετικός ακέραιος 9 τότε ο δακτύλιος 
είναι δακτύλιος με διαιρέτες του μηδενός .
Πραγματικά , αν με Κ β̂ ,λ^ πι , τότε για τιε κλάσεις

iDjl 6 Ζ̂  έχουμε

ϊή̂ π̂  = Tn̂ nij = m = 0 και όμοια m2™i = ®
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ενώ , m1 4  Ο και π>2 4 0 

Κχράδειγμα 11 -

Ο δακτύλιος U 9(C) ε ίν α ι δακτύλιος με δ ια ιρ έ τε ς  του μηδενός. 

__ , ,  ί ο  0 \ , ( 0  0\ ,
ΙΙραγματικα , γ ια  τον πίνακα ^  ο/^Ιο Ο/ εΧουμε

( 1  0 Vo 0 \ [ 0  θ\ f O  0\/0 0 \ _ ( 0  0 \

(ο 0 )(ι ο) ' "(ο ο) *°1' [ ι ο \ ο ι ) ~ [ ο ο )  *

θα τονίσουμε ιδ ια ίτερ α  ό τ ι σε δακτύλιους R χωρίς δ ια ιρ έτε ς  
του μηδενός , αν x , y € R  τότε

x y ^ O j ^ — 5- X = 0 R ή y = 0 E

ύ διαφορετικά , το γινόμενο δύο μη-μηδενικών στοιχείω ν του ε ίν α ι  

·

Ερόταση 3 ,

Έ νας δακτύλιος R δεν έ χ ε ι  δ ια ιρ έ τε ς  του μηδενός εάν κα ι μόνο 
εάν ισχύουν ο ι  νόμος γη ς  απλοποίησης στσν R δηλαδή γ ια  κάθε 
a ,b ,x 6  R με x ^ 0 R έχουμε

i ) χα = xb ==» a = b

i i )  αχ = bx ==> a = b

Α πόδειξη  .

Ας υποθέσουμε ά τι ο R δεν έ χ ε ι  δ ια ιρ έ τε ς  του μηδενάς .
Αν και xa  = xb τότε χα -  xb => x(pt - b ) ^

a -  b = 0R οπότε a = b *
Όμοια δείχνουμε κα ι το i i )  - 
Απ’την άλλη, μεριά ,  ας υποθέσουμε ό τ ι ισχύουν ο ι νόμοι της απλοποίη 
ιχης . Αρκεί να δείξουμε ό τ ι αν x ,y 6 R  και x y = 0 R τότε χ  = 0R

η y = °R ·

°R συνεπώς
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Πραγματικά αν x 0R τότε xy = 0R = x0R και, απ<5 την i)  έχουμε 
y =0R . Αν y^0R τότε xy = 0R = 0Ry οπότε από την i i )  έχουμε 
x = oR . ■

ΟΡΙΣΜΟΣ . 'Evas αντιμεταθετιχόε δαχτύλιοε με μονέδα 1R#0R Χω“ 
pus διαιρέτεε του μηδενόε καλείται πεδίο ακεραιότητας ή ακεραία 
περιοχή .

Σ’ένα πεδίο αχεραιότηταε λοιπόν ισχύουν οι νόμοι τηε απλοποίησηε, 
ενώ το γινόμενο δύο μη-μηδενιχών στοιχείων του είναι πάντα t  0R .

0 δαχτύλιοε Μ2χ2^ δεν e*'vau αντιμεταθετιχόε , συνεπώε δεν 
είναι πεδίο αχεραιότηταε .

0 δαχτύλιοε Ζ (to σΰνθετοε) ενώ είναι αντιμεταθετιχόε έχει
ΤΏ

διαιρέτεε του μηδενόε , δεν είναι επομένωε πεδίο αχεραιότηταε .
Μπορούμε όμως να δείξουμε ότι ο δαχτύλιοε Zm είναι πεδίο αχε­

ραιότηταε εάν χαι μόνο εάν ο m είναι πρώτοε αριθμόε . ( Άσχηση)

Παράδειγμα 1 2  .

Οι γνωστοί μαε δακτύλιοι Z,Q,]R ,C είναι πεδία αχεραιότηταε .

Παράδειγμα 13 .

Αν R είναι ένα πεδίο ακεραιότητας , τότε και ο δακτύλιος των 
πολυωνύμων r [x] είναι πεδίο ακεραιότητας .

Πραγματικά , αφού ο R είναι αντιμεταθετιχόε δαχτύλιοε όμοια 
αντιμεταθετιχόε είναι χαι ο δαχτύλιοε R[χ] . (Βλέπε Κεφ.ΙΙΙ,δΙ.Ι» 
παραδ.6) . Επί πλέον αν Ρ(Χ) = αΛχ a Xra , α Φ 0ο χαι

U ΤΠ Τη Κ

Q(X) = bQ+l̂ X +...+ b X n , b„ i  0R 

είναι δύο μη-μηδενιχά στοιχεία του r |x] > τότε στο γινόμενό τουε 

Ρ(Χ) *Q(X) = aQb0+ (agb^a^bg)Χ .+



αφού ο R ε ίν α ι  πεδίο ακεραιότηταςπαρατηρούμε ότι. α b fn m R
δηλαδή

P(X)-Q(X) i  0

που σημαίνει, ό τ ι ο r [x] δεν έχε ι δ ια ιρ έτε ς  του μηδενός πράγμα που 
επιθυμούσαμε .

ΙΕ χράδειγμα 14 .

0 δακτύλιος ζ£ ι]  των ακεραίων του Gauss είναι,, πεδίο ακεραι­
ότητας .

0 ζ [ ί ]  ε ίν α ι φανερά αντιμεταθετικάς δακτύλιος , Επιπλέον. αν 
α+bi , c+diG Z^i] με a+bi^O  , τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι. 
η σχέση

C a+ bi)(c+ d i)= 0 

συνεπάγεται. c+d i =0

12. Σώματα .

Ας είναι, R ένας δακτύλιος με μονάδα 0R .. Ένα στοιχείο
xGR λέγεται, α ν τ ισ τ ρ έ ψ ιμ ο  αν υπάρχει, στοιχείο y€R τέτοιο ώστε

x y - l^ y x  .

Είναι, φανερό ότι, το αντίστροφο ενός στοιχείου χ G R (όταν υπάρ-
—1χει) είναι, μοναδικό * θα το συμβολίζουμε χ

Στην συνέχει, θα δείξουμε ότι, το σύνολο U(R) όλων των αντιστρέ­
ψιμων στοιχείων ενός δακτυλίου με μονάδα 1*, t  0 αποτελεί ομάδα μεΚ Κ
πράξη τον πολ/σμό ,  που είναι, γνωστή σαν αμάδα των αντιστρέψιμων 
στοίχε Ιων του  R .

Το σύνολο U (R )^0 γ ια τ ί  Ι ^ , - Ι β β ϋ ίΕ )  
προς τον πολ/σμό9αφού αν x ,y6U (R ) τότε

και
-1  -1  χ ,y

είναι κλειστό ως 
G R χαι
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-1 —1 —1(xy) =y x 6R οπότε .xyGUCR) .
0 προσεταιριστικός νόμος πληρούται για τα στοιχεία του U(R) 

και τέλος , αν xGU(R) τότε χ_16 U(R) αφού (χ 1)  ̂= x6R .

Σ'ένα δακτύλιο με μονάδα 1 ^ 0 Κ ένα στοιχείο xGR δεν μπο­
ρεί να είναι, ταυτόχρονα αντιστρέψιμο και, διαιρέτης του μηδενός . 
Πραγματικά .

Π ρόταση 4  .

Σ’ένα δακτύλιο R με μονάδα κάθε αντιστρέψιμο στοιχείο
του δεν είναι διαιρέτης του μηδενός .

Απόδειξη .
✓

Έστω xGU(R) , αρκεί να δείξουμε ότι αν bGR τέτοιο ώστε 

bx = 0R ιί xb = 0R τότε b = 0R

Πραγματικά , αν bx = 0R τότε (bx)x-1 =0Rx_1=0R δηλαδή b = 0R . 
Όμοια εργαζόμαστε όταν xb = 0R .%

π αρά δειγμ α . 1 .

Στο δακτύλιο 2 των ακεραίων , τα μόνα αντιστρέψιμα στοιχεία του 
είναι το 1 και το -1 έτσι

U(Z) = {1 , -1} .

Π α ράδειγμα  2 .

Στον δακτύλιο Μ (C) . Τα αντιστρέψιμα στοιχεία του είναι 
όλοι οι nxn πίνακες Α με detA 1 0 δηλαδή

UCW (C)) *= GL CC) . nxn n
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ϋχράδείγμα 3 .

Στον δακτύλυο ζ{Υ] των ακεραίων του Gauss τα μόνα αντυστρέψυμα 
στουχευα είναυ τα 1,-1,i , - i  δηλαδή

U(Z[i] ) = {1,-1,1,-1}

Είναυ φανερό ότυ τα στοιχεία 1,-1,i , - i  είναι, αντυστρέψυμα στοι­
χεία στον δακτύλυο Ζ[ΐ] . θα δείξουμε ότυ αυτό είναι, όλα τα αντυστρέ­
ψυμα στουχεία του *

Ας υποθέσουμε ότι, το στουχείο a+biGZj~i] είναυ αντυστρέψυμα .
Θα υπάρχει, λουπόν στοι,χείο c+diez[i] τέτοιο ώστε

(a+bi)(c+di) - 1

Επομένως και,

(a-bi)(c-di)= 1

οπότε

1= (,a+bi)(c+di) (a-bl) (c-di) = (a2+b2)(c2+d2) (1)

Από τη σχέση (1) -παίρνουμε 
2 2â +b =1 (2)

αφού a.,b,c,dQZ

Ob μόνες λύσευς της (2) είναι, οι, :

α = ±1 , b = 0 η a = 0 , b - ±1 ,

Τα αντυστρέψυμα στουχευα είναι, τα ±1 ,  ±1 δηλαδή 

U(Z[1]) = {1,-1,i,- i}  ,

Π3ράδειγνια 4 .

Αν R είναι, ένα πεδίο ακεραυότητας , τότε τα αντυστρέψι,μα στου- 
χεία του πεδίου ακεραιότητας R[xJ των πολυωνύμων είναι, ακρυβώς τα 
αντυστρέψι,μα στουχεία του R , δηλαδή



u(r [x] ) =UCR) .

Είναι φανερό ότι αν το a6R είναι αντιστρέψιμο στο R τότε αυτό 
είναι αντιστρέψιμο και, στο r [x] .

Απ’την άλλη pep θά , αν PCX) είναι ένα αντιστρέψιμο στοιχείο 
του r [x] τότε υπάρχει Q(X)6R[x] τέτοιο ώστε

P(X)-Q(X) = 1r C3)

Τότε όμως deg(P(X)Q(X)) = degP(X)+degQ(X) = 0 επομένως degP(X) = 0 
και degQ(X) = 0 , που σημαίνει, ότι, αυτά είναι, σταθερό πολυώνυμα
δηλαδή

Ρ(Χ) = a 6 R xau Q(X)=bGR

Από την (3) παίρνουμε <5tu ab=lR = ba δηλαδή το a€R είναι, αντι­
στρέψιμο .
Εφαρμόζοντας το παραπάνω έχουμε

U(Q[X]) = Q-{0} , U( 1R[X])= ®-{θ} , U(Z[X]) = {1,-1} .

Ιΐρόταοη 5 .

Ένα μη-μηδενικό στοιχείο 3 β 2 ^  είναι αντιστρέψιμο στον δαχτνί- 
λεο Ζ  εάν καε μόνο εάν (a.m) = 1 .TD

Α πόδειξη .

Αν (a,m)= 1 , τότε υπάρχουν αχέραεοε x,y τέτοιοι ώστε 
ax+my = 1 . Αυτό δίνεε

ϊ  = ax+my = ax+my = αχ+δ = α·χ

οπότε η χλάση χ είναι αντίστροφη της a .
Αντίστροφα , αν Ε είναι η αντίστροφη της χλάσης ά τότε

άΕ = ΐ  = Εά

Έτσι άΕ = ϊ  «=» ab = l(modm) δηλαδή ab-l = km για κάποιο ακέραιο
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k , επομένως ab+m(-k) = 1 που σημαίνει ότι (a,m)=1 .■

Για παράδειγμα U(Z Q)e {1,3,7,9}

ΟΡΙΣΜΟΣ .

Ένας αντεμεταθετεκός δακτύλιος με μονάδα 1R t  0R καλείται 
σώμα , αν κάθε μη-μηδενικό στοιχείο του είναι αντιστρέψιμο .

Σ’ένα σώμα F λοιπόν το σύνολο των μη-μηδενικών του στοιχείων 
f-{of) αποτελεέ με πράξη τον πολ/σμό αντιμεταθετεκη ομάδα .

Οε γνωστοέ μας δακτύλεοε Q , 3R , (C είναι σώματα ενώ ο δακτύ- 
λεος Ζ δεν εέναε σώμα „

Δ εν ε ί ν α ι  όμως όλα  τα  σώματα ά π ε ιρ α  . Πραγματεκά ,

, Πρόταση 6 .

0 δακτύλιος Ζ των ακεραίων (modp) είναε σώμα εάν καυ μόνο 
 ̂ Ρ

εάν ο ρ είναε πρώτος αρεθμός „

Απόδειξη .

Αν ο ρ είναε πρώτος αρεθμός , τότε γεα κάθε
ναε (α ,ρ )-Ι , που σημαίνει ότε η κλάση α είναε
φωνα με την πρόταση 5 δηλαδή το Ζ είναε σώμα .

_Ρ
Ζρ είναε σώμα , τότε κάθε κλάση α8Ζ^-{δ} είναε 
οπότε (α,ρ)=1 σύμφωνα με την πρόταση 5 . Δηλαδη 
1<α<ρ-1 είναε (α,ρ) =1 που σημαίνει ότε ο ρ

aGZ -{δ} θα ε ί-  
Ρ

αντιστρέψιμη σύμ- 
Αντεστροφα αν το 
αντιστρέψιμη , 
για κάθε
είναι πρώτος αριθ­

μός - ■

Θα παρατηρήσουμε εδώ  ό τ ι  :

Κάθε σώμα F (π επ ερ α σ μ ένο  ή  ά π ε ιρ ο ) ε ί ν α ι  έ ν α  π ε δ ίο  α κ ε ρ α ιό ­

τη τα ς .
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Πραγματικά το F είναι ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα 
1r *Or και τα αντιστρέψιμα στοιχεία του δηλαδή τα στοιχεία του 
F-{0} δεν είναι δεαερέτες του μηδενός σύμφωνα με την πρόταση 4 .

Υπάρχουν όμως πεδία ακεραιότητας που δεν είναι σώματα .
Γεα παράδειγμα , τα πεδία ακεραιότητας Ζ των ακεραίων , και 

ζ£ί] των ακεραίων του Gauss δεν εεναε σώματα . Όμοια

Πάράδειγμα 5.

Αν F είναι ένα σώμα , τότε το πεδίο ακεραιότητας F[x] των 
πολυωνύμων με συντελεστές από το σώμα F , δεν είναι σώμα .

Πραγματικά , το F είναι πολ ' περισσότερο ένα πεδίο ακεραιότη­
τας επομένως τα μόνα αντιστρέψιμα :-οιχείι -ου πεδίου ακεραιότητας 
F [χ] είναι τα σταθερά μη-μηδενικά πολυώνυμα , δηλαδή

U(F[x]) = F-{0}

Έτσι τα πολυώνυμα P(X)6F[x] με degP((X)>l δεν είναι αντιστρέ­
ψιμα στο F[X] «■ To f [x] δεν είναι λοιπόν σώμα .

πεπερασμένα όμως πεδία ακεραιότητας είναι σώματα . Πραγματικά ,

Πρόταση 7 .

Κάθε πεπερασμένο πεδίο ακεραιότητας είναι σώμα .

Α πόδειξη .

Ας είναι R ένα πεπερασμένο πεδίο ακεραιότητας και ας είναι 
. . .  ,χ  ̂ όλα τα στοιχεία του . Θα δείξουμε ότι κάθε μη-μηδενικό 

στοιχείο x6R είναι αντιστρέψιμο .
Θεωρούμε τα η σε πλήθος στοιχεία του R

ΧΧ.̂  , , ΧΧη



-187-

Αυτά είναι <5λα διακεκριμένα γιατί αν χχ̂  = χχ̂  , τύτε ο
νόμος απλοποίησης δίνει, χ.=χ.  άτοπο .

ι. 2
Κάθε στοιχείο λοιπόν του R είναι, της μορφήε xx̂  για κάποιο 

ί  . Ιδιαίτερα για το 1̂  6 R θα έχουμε

XXl  = 1R
και από το αντιμεταθετικό νόμο x.x = l D ' πράγμα που επιθυμούσαμε .ιι  κ

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι οι έννοιες "πεδίο ακεραιότητας" 
και "σώμα" ταυτίζονται για πεπερασμένους δακτυλίους .

Ορισμός .

Ένας δακτύλιος R με μονάδα 1R t  0R στον οποίο κάθε μη-μηδε- 
νικό στοιχείο είναι αντιστρέψιμο καλείται δακτύλιος με διαίρεση ή 
σκεβρόσωμα .

Σ’ένα δακτύλιο με διαίρεση R το σύνολο R-{0 } αποτελεί ομάδαΚ
με πράξη τον πολ/σμό (όχι απαραίτητα αντιμεταθετικη) .

Κάθε σώμα (πεπερασμένο ή άπειρο) είναι φανερά ένας δακΐυλιος με 
διαίρεση .

Υπάρχουν όμως δακτύλιοι με διαίρεση που δεν είναι σώματα .

Παράδειγμα 6 .

Στον δακτύλιο ^2x2^ θεωρούμε τους πίνακες

I = L = J K = ( ? j )  .

Για τους πίνακες αυτούς ισχύει :
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J 2 = Κ2 = L·2 = - I

KL = -LK = J

JK = -KJ = L 

L J  = -  JL = K

Έστω Q(]R) το ακόλουθο υποσύνολο του

QC3R) = { α Ι+bJ+cK+dL /  a , b , c , d G ] R }  =

■ t t  " S ) / *·»·«'dG ]R}

0 0

To σύνολο Q(K) ε ίν α ι  κλειστό ως προς τ ι ς  πράξεις πρόσθεσης 
κα ι πολ/σμού 2x2 πινάκων και μάλιστα εφοδιασμένο μ ’αυτές γ ίν ε τ α ι  
δακτύλιος (μ η -α ντ ιμ ετα θ ετ ιχό ς) .

Το μηδενικό σ το ιχ ε ίο  χα ι η μονάδα του Q(B) ε ίν α ι  α ντίσ το ιχα  
ο ι  π ίνα κες

· · ( ” ) · ■ ■ ( " )  ’

. / a+bi c+di\ , (0 0\
Αν x '(-ctdi a-bi / ^ \ 0 0 J

δηλαδή αν ένα τουλάχιστον από τα a ,b ,c ,d  ε ίν α ι  ^0 τότε

2 2 2 9= a +b +c +d i  ο

επομένως ο πίνακας

a+bi c+di 
-c+ d i a -b i

-1x 1
2 ,2. 2 ,2a +b +c +d

/ a - b i  
\  c -d i

- c - d i  \  
a+bi / 6Q(]R)

ε ίν α ι  ο αντίστροφος του x .
0 Q(]R) λοιπόν ε ίν α ι  ένας δακτύλιος με δ ια ίρεσ η  αλλά δεν ε ί  

ν α ι σώμα αφού ο πολ/σμός δεν ε ίν α ι  α ντ ιμ ετα θ ετ ιχό ς  , 0 Q(]R) ονο­
μάζετα ι δακτύλιος τον πραγματικών κουατερυίαν „



Ας δούμε όμως τ ι  συμβαίνει με τους πεπερασμένους δακτυλίους 
με διαίρεση „ Το 1905 ο J.H.M. Wedderburn απόδειξε το επόμενο βασικό 

θεώρημα

ΘΕΏΡΗΜΑ 1.

Κάθε πεπερασμένος δακτύλιος με διαίρεση ε ίν α ι  σώμα .
Δεν θα δώσουμε εδώ την απόδειξη του γ ια τ ί  κάτι τέτο ιο  θα μας 

οδηγούσε πολύ μακριά .

'Ε τσ ι o l  έ ν ν ο ιε ς  " δ α κ τύ λ ιο ς μ ε δ ια ίρ εσ η "  κ α ι "σώμα" τ α υ τ ίζ ο ν τ α ι  

γ ια  π επ ερ α σ μ ένους δ α κ τ ύ λ ιο υ ς  .

§ 3 . Χ αρακτηριστική  δ α κ τυ λ ίο υ  

Ο ρισμός ,

Ας ε ίν α ι R ένας δακτύλιος . Αν υπάρχει ελάχιστος θ ε τ ικ ό ς  ακέ­

ραιος η τέ το ιο ς  ώστε

nx=CL γ ια  κάθε x € R

τότε θα λέμε ό τ ι  ο R έ χ ε ι  χαρακτηριστική π και θα το σημειώνουμε 

char R = η -
Αν τέτο ιο ς  θετ ικ ό ς  ακέραιος δεν υπάρχει (δηλαδή ο π = 0  ε ίν α ι  

ο μόνος ακέραιος γ ια  τον οποίο n x = 0 R γ ια  κάθε xGR)  τότε  θα λέμε 
ό τ ι ο R ε ίν α ι  χαρακτηριστικής μ η δέν .(ch a r R= 0)

Ε ίνα ι φανερό τώρα ό τ ι ch ar R =1 4 = ^  R = {θ} .

Θα δείξουμε στη συνέχεια  ό τ ι σε δακτύλιους R με μονάδα 1_, ,Κ
η χαρακτηριστική τους ε ίν α ι  πλήρως ορισμένη από τη μονάδα τους . 
Πραγματικά *
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Πρόταση 8 .

Αν R ε ίνα ι, ένας δακτύλιος με μονάδα 1R τότε , ch arR  = n > 0  

εάν κα ι μόνο εάν ο π ε ίν α ι  ο ελάχιστος θ ετ ικ ό ς  ακέραιος τέ το ιο ς  

ώστε n * lR = 0R .

Α πόδειξη .

Αν c h a r  R = η > 0 , τότε  ηχ = 0R γ ια  κάθε χ  6 R , επομένως
η1_= 0ο . Έ σ τ ω  m ε ί ν α ι  α κ έ ρ α ι ο ς  τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τ ε  0 < m < n  κ α ι  R R
m XR = °R *

Τότε γ ια  κάθε χ  6 R έχουμε

mx = ra(lRx) =(πι1^)χ = 0Rx = 0R ,

άτοπο , αφού ο η ε ίν α ι  ο ελά χισ τος θ ετ ικ ό ς  ακέραιος με ηχ = 0R γ ιά  

κάθε χ  6 R .
Απ’την άλλη μερ ιά  , αν η ε ίν α ι  ο ελάχιστος θ ετ ικ ό ς  ακέραιος 

τ έ τ ο ιο ς  ώστε n l R = 0R , τότε γ ια  κάθε χ  6 R έχουμε

nx = n ( l Rx )= (n lR)x = 0Rx = 0R ,

συνεπώς c h a rR  = k με 0<k<^n
Τότε όμως k l R = 0R , κα ι από την υπόθεση μας έχουμε n<.k . 

Τελικά n = k πράγμα που επιθυμούσαμε . a

Παραδείγματα

α ) Οι γνωστοί μας δα κτύλ ιο ι Ζ ,  Q , R , C ε ίν α ι  δακτύλιο ι χαρα­
κ τη ρ ισ τικ ό ς μηδέν .

β) 0 δακτύλιος των modulo m κλάσεων ισ ο τ ιμ ία ς  ε ίν α ι  χαρα­
κτη ρ ισ τική  m δηλαδή

ch ar Ζ = m m
αφού ο m ε ίν α ι  ο ελάχιστος θ ετ ικ ό ς  ακέραιος γ ια  τον οποίο ισ χύ ε ι 

πιΐ = ϊ  + . . .+  1 — 1 + . . .  +1 = m = 0
m-φ ορές



-191-

γ) Αν F εύναυ ένα σώμα.τότε γυα τον δακτύλιο των πολυωνύμων
F[x] έχουμε char F [χ] = char F .

Πρόταση 9 .
Αν R εύναυ ένας δακτύλυος με μονάδα 1 t  0 χώρος δυαυρέτες τουR i\

μηδενός (υδυαύτερα όταν ο R εύναυ πεδέο ακεραυότητας) τότε 

char R =0 ή char R = ρ , ρ πρώτος αρυθμός .

Απόδευξη .

Έστω char R = ρ#0 . Υποθέτουμε ότυ ο ρ εύναυ σύνθετος καυ
έστω ρ = mn με 1 < m,n < ρ . Τότε

°R~plR" <'mn̂ 1R =

Ο R όμως δεν έχευ δυαυρέτες του μηδενός , επομένως mlD = CL iiΚ κ
ηΐβ = 0̂  , άτοπο αφού πι,η < ρ .καυ ο ρ εύναυ ο ελάχυστος θετυκός 
ακέραυος με ρΐ  ̂= 0̂  . 0 ρ λουπόν εύναυ πρώτος αρυθμός . ·

Πόρυσμα. 1 .

Η χαρακτηρυστυκιί δακτυλέου με δυαύρεση (υδυαύτερα σώματος) εύναυ 
μηδέν η πρώτος αρυθμός . ■

Πρόταση 10 .

Ας εύναυ R ένα πεδύο ακεραυότητας . Έχουμε
i)  Αν charR =0 τότε όλα τα μη-μηδενυκά στουχεύα της προσθετυ- 

κης ομάδας (R,+ ) έχουν άπευρη τάξη .
i i )  Αν charR = ρ#0 , τότε όλα τα μη-μηδενυκά στουχεύα της ομά­

δας (R,-+) έχουν τάξη ρ .

Χ * ° Κ  ■

ΑπόδευΕη .

ί) Έστω charR =0 καυ x6R 9
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Υποθέτουμε ό τ ι  η τάξη του χ  ε ίν α ι  m τότε 

0R = ιηχ = (mlR)x

οπότε mlR = 0R , επομένως τη = 0 αφού ch ar R= 0 , Το χ  ε χ ε ι  λοιπόν
άπειρη τάξη .

i i ) Έστω ch ar R = ρ > 0 και χ  6 R , χ  t  0 .R
Από τον ορισμό της χαρακτηριστικός προκύπτει, ό τ ι  κάθε σ το ιχε ίο  

x 6 R  , xj^OR θα ό χ ε ι Τ<*ξη m

m < p (5 )

Η σχέση όμως 0R = mx = (rolR)x μας δένει. mlR = 0R αφού o R δεν 
έχει, δ ια ιρ έ τ ε ς  του μηδενός .
Επομένως

p<ro , (6 )

αφού ch a rR  = ρ  . Από τ ι ς  (5 )  και (6 ) παίρνουμε m = p πράγμα που 

επιθυμούσαμε . ■

Πόρισμα 2 .

Αν R ε ίν α ι  ένα πεπερασμένο πεδ ίο  ακεραιότητας (επομένως ένα
πεπερασμένο σώμα) τότε η χαρακτηριστικό του ε ίν α ι  πρώτος αριθμός . ·

*

Πρόταση 11 .

Αν R ε ίν α ι  ένα πεδίο  ακεραιότητας ( ιδ ια ίτ ε ρ α  σώμα) με 
ch a rR  = ρ f  0 (ο ρ πρώτος αριθμός) τότε γ ια  κάθε a ,b 6 R  έχουμε

(a± b)p = αρ ± bp

Α πόδειδη .

Από τον τύπο του διωνύμου έχουμε

(a+ b)P = ap + | : 1 ( p ) a p - k bk + bp
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Γυα κάθε k όμως με l^ k^ p-l έχουμε ρ|( )̂ * Προγματυκά ,

(k) = k T ( f W  0,,'ίτε Ρ ^ Φ * 1̂ 1

0 ρ όμως δυαυρευ τον ρ1=1.2.,.ρ συνεπώς ρ| (^)k! (p-k) ί .

Αλλά p̂ j-k! καυ p^(p-k).1 οπότε ρ|( )̂ · Έτσυ Ĉ )â  

γυα κάθε k = l , . . . , p - l  αφού charR =ρ . Τελυκά 

(α+b)̂  = â +b̂

Θα παρατηρήσουμε τώρα ότυ αν ρ = 2 τότε 2b = 0̂  δηλαδτί b = -b 
καυ ότυ αν ρ>2 τότε ο ρ εύναυ περυττσς πρώτος . Έτσυ γυα ρ 
πρώτο έχουμε

(a-b)^= (a+(-b) = a-p+(-b)^> = α̂  - br̂  . ■

§ 4 . Υ ποδακτύλυου .

Ο ρισμός .

Έστω R ένας δακτύλυος . Ένα μη-κεν<5 υποσύνολο S του H 
καλεύταυ υ π ο δ α κ τ ύ λ ιο ς  του Κ αν

ί) Γυα κάθε x,yGS ==> x-y G S
ίί) Γυα κάθε x,yGS = » x y G S

Η σχέση (ί) μας βεβαυώνευ ότι, το (S,+ ) εύναυ μυα υποομάδα της 
(R,+) , δηλαδή ότυ το (S,+) εύναυ μυα ομάδα καυ μάλυστα αβελυανύ 
καυ η ( ii)  ότυ το S εύναυ κλευστό ως προς τον πολ/σμό ,

Αφού SCR η επυμερυστυκότητα του πολ/σμού ως προς την πρόσ­
θεση καυ ο προσεταυρυστυκός νόμος του πολ/σμού υσχύουν καυ γυα τα 
στουχεόα του S .

Από τα* παραπάνω συμπεραίνουμε 

Ένα υποσύνολο S / 0 του R

ότυ :

εύναυ υποδακτύλυος του R εαν

ο
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και μόνο εάν το S ε ίν α ι  ένας δακτύλιος με πράξεις τους περιορισμούς 

της πρόσθεσης κα ι του πολ/σμού του R στο S .

Κάθε δακτύλιος έ χ ε ι  δύο υποδακτύλιους , του εαυτό του και, του 

τ ε τ ρ ιμ μ έ ν ο  υ π ο δ α κ τ ύ λ ιο  {0R} .

Κάθε υποδακτύλιο S του R τέ το ιο  ώστε

S Φ {0 } και S * R  
R

θα του καλούμε γνήσ ιο  υποδακτύλιο .

Π α ράδειγμα  1 .

0 δακτύλιος Ζ  τωυ ακεραίωυ ε ίν α ι  υποδακτύλιος του δακτυλίου 
(Q τωυ ρητώυ * ο <} ε ίυ α ι  υποδακτύλιος του δακτυλίου 1R τωυ 
πραγματικώυ αριθμώυ και αυτός με τηυ 'σειρά του υποδακτύλιος του 
δακτυλίου C τωυ μιγαδικώυ αριθμώυ .

Παράδειγμα 2 . Κάθε δακτύλιος R ε ίυ α ι  υποδακτύλιος του δακτυ­
λ ίο υ  R [x] των πολυωνύμωυ με συντελεστές από το R .

Π α ράδειγμα  3 . 0  δακτύλιος Ζ  τωυ ακεραίωυ ε ίυ α ι υποδακτύλιος 
του δακτυλίου Z [ i]  τωυ ακεραίωυ του G a u ss  και αυτός με τηυ σ ε ι­
ρά του ε ίυ α ι  υποδακτύλιος του δακτυλίου C τωυ μιγαδικώυ αριθμώυ .

Παράδειγμα 4 . (Κέντρο δακτυλίου)

Το κέντρο  Z(R) ευός δακτυλίου R ε ίυ α ι  το σύυολο όλωυ ε κ ε ί-  
υωυ τωυ στο ιχείω υ  του R που α υ τιμ ετα τ ίθ ευ τα ι με όλα τα σ το ιχε ία  
του δηλαδή

Z(R) = { z /z 6 R  και ζχ  = χζ  , V x 6 R }

Ε ίυ α ι εύκολο υα διαπιστώσουμε ό τ ι :
'Ενας δα κτύλ ιος R ε ίν α ι  α ν τ ιμ ετα δ ετ ικ ό ς  εά ν -ν  Z(R) =R .

Το κέντρο Ζ (R) ε ίν α ι  υποδακτύλιος του R .
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Πραγματικά , OGZ(R) , οπότε Z(R) f  0 .

Αν ζ 1 , ζ 2 G Z(R) , τότε  γ ι α  κάθε xG R

ζ ^ χ = χ ζ 1 και  ζ 2χ = χζ^ · ( 7 )

Συνεπώς

( 7 )
( z r z 2 ) x =  ζ^χ—ζ 2χ  =  x z r x z 2 = χ ( ζ  - ζ  )

δηλαδή z ^ - z ^ Z C R )  .

Επίσης

(7) (*)
( ζ χ ζ 2 ) χ  = ζ 1 ( ζ 2χ )  =  ζ 1 ( χ ζ 2 ) = ( ζ 1χ ) ζ 2 =  ( χ ζ 1 ) ζ 2 =

= χ ( ζ 1 ζ2 )

δηλαδή ζ^ζ^&Ζ(.Έ.) .

Π αράδειγμα 5 .

Το σύνολο 2Z = { 2 k / k € Z }  είναι ένας υποδακτύλιος Ζ των ακε­
ραίων . Πραγματικά , αν 2 m ,2 n G 2 Z  τότε ( 2 n ) + ( 2 m )  = 2 (n+m) G 2Ζ 

και ( 2 n ) - (2m) = 2 (2nm )G  2Z .

Στο παραπάνω παράδειγμα βλέπουμε ότι 1 0 2Ζ - Έτσι :
Α) Α ν S ε ί ν α ι  έ ν α ς  υ π ο δ α κ τύ λ ιο ς  ε ν ό ς  δ α κ τ υ λ ίο υ  R μ ε  μ ονά δα  

1^ ,. ε ί ν α ι  δ υ να τ ό ν  l ^ S  .

Συνεχίζοντας παρατηρούμε :
Β) Μ ερικ οί υ π ο δ α κ τυ λ ιο ι έχ ο υ ν  μ ονά δα  α λ λ ά  ο  α ρ χ ικ ό ς  δ α κ τ ύ λ ιο ς  

δ ε ν  έ χ ε ι  .

Για παράδειγμα , ο δακτύλιος R={ “̂ ^)/α,δΘΖ} (βλέπε Κεφ.ΙΙΙ,
§1.1,παραδ.3) δεν έχει μονάδα ενώ ο υποδακτύλιος του S = {(̂  ^VaGZ}

/ ΐ ο \  vu ο/
έχευ μονάδά τον τπίνακα (ο ο) *

Γ) 'Ε νας δ α κ τ ύ λ ιο ς  R μ ε μονάδα 1R μ π ο ρ ε ί ν α  έ χ ε ι  έ ν α  υ π ο -  

δ α κ τύ λ ιο  S μ ε μ ονά δα  l g  κ α ι l g ^ 1 R .
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Για παράδειγμα το ευθύ άθροισμα R = Z φ  Ζ έχει μονάδα το ζεύγος 
(1,1) . Έ ν α ς  υποδακτύλιος του είναι ο Ζχ{θ} = (Οη,Ο) / m G Z }  με μονά­
δα το ζεύγος (1,0) .

Παρατηρούμε άτι (1,1) t (1,0) . ■

Ας euvac S,T δύο υποδακτύλιοι ενάς δακτυλίου R . 0 τετριμμένος 
υποδακτύλιος {0R } περιέχεται και, στους δύο * θα δείξουμε ότι η τομή 
t o u s S O T  είναι ο μεγαλύτερος υποδακτύλιος του R που περιέχεται και, 
στους δύο . Πραγματικά .

Πρόταση 12 .

Αν S,T είναι δύο υποδακτύλιοι ενός δακτυλίου R , τότε και, η 
τομή του5 S O T  είναι, υποδαχτύλι,ος του R .

Απόδειξη .

S Π Τ  t  0 αφού 0R G S O T  .
Για κάθε x , y 6 S O T έχουμε x , y G S  και x,y G Τ επομένως

x-y G S , x-y G T , xy G S , xy G T

αφού οι S,T είναι υποδακτύλιοι του R . Έτσι

x-y G S O T και x y G S O T

πράγμα που επιθυμούσαμε . ■

Είναι φανερά τώρα άτι n S O T  είναι ο μεγαλύτερος υποδακτύλιος 
που περιέχεται και στον S και στον Τ .

Γενικότερα .
Αν (S^)^gj είναι μια μη-κενά οικογένεια υποδακτύλιων ενάς δα­

κτυλίου R τάτε και η τομά του^ Π  S. είναι υποδακτύλιος του R .
iGI 1
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Όπως και στις ομάδες έτσι, κοκ, εδώ ορίζεται ο υποδακτύλιος που
παράγεται από ένα υποσύνολο X ενός δακτυλίου R .

Ορισμός . Αν X είναι ένα υποσύνολο ενός δακτυλίου R , η τομή 
όλων των υποδακτυλίων του R που περιέχουν το X , καλείται υπο­
δακτύλιος παραγόμενος από το X και συμβολίζεται (X) .

0 (X) είναι ο μικρότερος υποδακτύλιος του R που περιέχει το
X με την έξης έννοια :

Αν S είναι ένας υποδακτύλιος του R που περιέχει το X τότε 
(X)CS .

Σημειώνουμε εδώ ότι τα στοιχεία του υποδακτύλιου (X) είναι της
μορφής

και αντίθετα τέτοιων γινομένων »

Παράδειγμα 6 .

0 υποδακτύλιος που παράγεται από ένα στοιχείο α ενός δακτύλιον 
R , αποτελείται από όλα τα στοιχεία του R της μορφής

Και στους δακτυλίους ισχύει κάτι ανάλογο με τις ομάδες .
Αν S,T είναι δύο υποδακτύλιοι ενός δακτυλίου R , η ένωση τους 

SUT δεν είναι γενικά υποδακτύλιος του R .
Για παράδειγμα , η ένωση των υποδακτυλίων

του ευθέως αθροίσματος Ζ Θ Ζ δεν είναι υποδακτύλιος του , αφού

k n. G Ζ και k G Ζι
,+

Ζχ{θ) και {Q}xZ

(1,0)+(0,1) = (1,1) $ (Zx{0})U ({0}xZ) .



Έτ σ ι  η ένωση S U T  δεν μπορεί γενικά να παίξει τον ρόλο του μικρό 
τερου υποδακτύλιου του R που περιέχει τους S και, Τ .

Ορισμός . Ονομάζουμε supremum δύο υποδακτύλιων S,T ενός δακτύ- 
λοου R (συμβολισμός SVT) τον υποδακτύλιο του R που παράγεται από 
την ένωση SUT δηλαδή

SVT = (SUT) = 0 { W / W  υποδακτ, του R με SUTCW}

To supremum SVT είναι, φανερά ο μικρότερος υποδακτύλιος του 
R που περιέχει και του S και τον Τ .

θα παρατηρήσουμε εδώ ότι τα στοιχεία του SVT είναι αθροίσματα 
από πεπερασμένα γινόμενα στοιχείων από τους S και Τ .

§5. ΥπΕχτΙματα

Ας είναι F ένα σώμα και S ένας υποδακτύλιος του . Αφοό το 
F είναι ένα πεδίο ακεραιότητας , αν l p € S  τότε και το S είναι 
ένα πεδίο ακεραιότητας .

Για παράδειγμα , ο δακτύλιος Ζ[ί] των ακεραίων του Gauss 
είναι υποδακτύλιος του σώματος C των μιγαδικών αριθμών και lGZ[i], 
είναι λοιπόν το Z[i] ένα πεδίο ακεραιότητας , αποτέλεσμα που έχουμε 
ξαναδεί ,

Tb z[i] δεν είναι σώμα .
Πραγματικά,έχουμε δείξει (βλέπε Κεφ.ΙΙΙ,§2,Παραδ.3) ότι τα μόνα αντί-
στρέψιμα στοιχεία του- Ζ[ί] είναι τα 1,-1,ΐ,-ί . Αν λοιπόν
α + Μ Θ ζ Γ χ ]  με a,b 1 0 τότε (a+bi) * = — ~  G C αλλάa+bi

(a+bi)-1 0 z[i] .
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Υπάρχουν όμως υποδακτύλιοι σωμάτων που είναι σώματα .

Ορισμός . Έ σ τ ω  F ένα σώμα και F ' ένα μη-κευό υποσύνολο του 
F που περιέχει ένα τουλάχιστο μη-μηδενικό στοιχείο του F . To F'

m
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είναε ένα υπόσωμα του F εάν

ι) Γεα κάθε a,bGF' ==* a-b G F

ii)  Γεα κάθε a,b G F ' με b#Op =

Είναε φανερό ότι, ένα υπόσωμα του σώματος F εεναε ένας υποδακτυ
λεος F' του F τέτοιος ώστε :

' -1 , i i i )  Γεα κάθε bG F' , b  ̂Qp να είναε b 6F

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότι* τα στοεχεία Ορ , 1ρ ενός σώματος F ανή­
κουν σε κάθε υπόσωμά του .

Όπως καε στους υποδακτύλεους έτσε καε εδώ :
Η τομή δύο υποαωμίτων K,L ενός εώματος F είναι ένα ιπτώοιμα 

του F .
ΙΙραγματεκά , η τομή τους ΚΠ L είναε ένας υποδακτύλεος του 

F , εκείνο που μένεε να δείξουμε είναε ότε αν xGKOL τότε καε 
χ ^GKOL που είναε φανερό .

Παράδειγμα 1 .
Το σώμα Q των ρητών είναε υπόσωμα του σώματος ]R των πραγμα- 

τεκών αρεθμών καε αυτό με την σεερά του υπόσωμα του σώματος C των 
μεγαδεκών αρεθμών .

Παράδειγμα 2 .
Το σύνολο

- q[/5] = {a+b/5 / a,b G Q}

είναε ένα υπόσωμα του σώματοε H των πραγματικών αρεθμών .
Εύκολα βλέπουμε ότε η διαφορά καε το γινόμενο δύο στοιχείων του 

[̂/δ] ανήκουν στο qJVs] .
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Αν τώρα , 0 t a+b/5 6 Q [/§] , τότε

(a+ b /5 ) = — - —  = C - 9·” ·- 9 ) -  C - ■-b— -  ) /5  
a+b/5 a -5b  a -5b

ανήκει, στο 4}[V5] αφού έχει, τη μορφή

a'+b'/5 με α*= -g ·0* 2 6 Q  , b' = — - - ^ g Q
a -5b a -5bz

(a2 - 5b2 i  0)

§6.1. Ομομορφισμοί δακτύλιον .

Ορισμός . Ας είναι R και R' δύο δακτύλιοι . Μια απεικόνιση
f : R ---► R ' θα λέγεται σμσμορφιομός απύ τον δακτύλιο R στον R'
αν για κάθε x , y 6 R  είναι

/

i )  f(x+y) = f(x)+f(y)

i i )  f(xy) = f(x)f(y)

Έ ν α ς  ομομορφισμύς f : R ---► R' δακτυλίων καλείται

1) Επιμορφισμός , αν η απεικόνιση f είναι επί .
2) Μϋνσμορφισμός , αν η απεικόνιση f είναι 1-1 .
3) Ισομορφισμός , αν η απεικόνιση f είναι 1-1 και επί .

περίπτωση αυτή λέμε ότι οι δακτύλιοι είναι «Λμορφοι και το συμβο­
λίζουμε R ^ R '  ·

παραδείγματα .

1) Για τυχόντες δακτύλιους R και R' υπάρχει πάντα ένας ομο- 
μορφισμός ο τετριμμένος , που ορίζεται ως εξής :

f : R --- ► R' , f(x) = 0R , για κάθε x 6 R

2) Για κάθε δακτύλιο R η ταυτοτική απεικόνιση I R : R --- ► R
είναι ένας ισομορφισμός του R .
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3) Η κανονι,κή προβολή.

Ρ : ^ * » p C n ) ?n  , yux κάθε η Θ Ζ

είναι, έναε ομομορφι,σμός απ<5 τον δακτύλι,ο Ζ  των ακεραίων στον δακτύ­

λ ιο  των mod ιη κλασεων ι,σοτι,μι,αε , αφού γι,α κάθε n ,k  € Ζ έχουμε

p(n+k) = n+k = n+k = p (n )+p (k )

p (nk) = nk = n -k  = ρ (η ) · p (k )

0 p είναι, φανερά ένας ομομορφι,σμύε ενώ δεν είναι, μονομορφι,σμάε

4 ) Έστω Κ ένα σώμα , ξ 6 Κ  και, Κ  ]χ] ο δ α κ τ ύ λ ιε  των πο­

λυωνύμων με συντελεστές α π ό  τ ο  Κ  . Η απευκύνι,ση Φς : Κ  J x ] -----*■ Κ  ,

ρ (χ ) = + . . .+  anxn ι---- ►  ρ (ξ )  = otQ+ ^ ξ  + . . . +  αη ξη

είναι, ένας ομομορφι,σμύε δακτυλίων . Πραγματικά , θεωρούμε δύο πολυώ­

νυμα του Κ  [χ]

2 2 Ρ -  α^+α^χ+α^χ + . . .  Q = bQ+b^x+b2x  + . . .

το άθρουσμά τους

P+Q= CaQ+b0 )+(a1+b1 )X+(a2+b2 )X2 + . . .  

και, το γυνάμενύ τουε

P Q = ( a 0b0 )+ (a0b1+a1b0)X+(a0b1+a1b1+a2b0 )X2 + . . .

Τύτε

(P+Q)U) = (a0+b0>+ (â +bĵ )ξ+(«2+b2)ξ2 .

- PU>+Q(?>
<8 )

xat.

(Ρς)Οξ) = Οα^0)+(α^1+α^0)ξΚα^ 2+α1̂ +α^0)ξ + ... =

= PCOQU)
C9)

0l C8): kat, (.9) εκφράζουν το γεγονύε άτι- Π Φς είναι, ομομορφυσμύε .
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5) Η απεικόνιση

f  : ]R---- ►  H Φ Κ , f(x) a (χ,Ο) για κάθε xG]R

είναι ένας ομομορφισμάς δακτυλίων . ϋραγματικά , για κάθε x,yG]R 
έχουμε

f(x+y)=(x+y,0)= (x,Q)+(y,0)= f(x)+f(y) 

f(xy) =(xy,0)=(x,o)(y,0)= f(x)f(y)

0 f  είναι φανερά ένας μονομορφισμός ενώ δεν είναι επιμορφισμός .

Δεν είναι βέβαια άλες ου απεικονίσεις από ένα δακτύλιο σ’ένα 
άλλο ομομορφισμοί . Για παράδειγμα , η απεικόνιση

f  : Ζ --- ►  2Ζ , f(n) ε 2η για κάθε η G Ζ

δεν είναι ομομορφισμάς δακτυλίων (0 2Ζ δακτύλιος με τις  συνηθισμέ­
νες πράξεις) , αφού

f(nm) = 2nm?< (2n)(2m) = f(n)f(m)

Ένας ομομορφισμάς δακτυλίων f  : R--- ► R' είναι ιδιαίτερα ένας
ομομορφισμάς ομάδων f  : (R,+ ) ----► (R',+ ) και σαν τέτοιος έχει πολ­
λές απά τις  γνωστές ιδιότητες , Έτσι

α) f(0R) = 0R,

β) f(nx)=nf(x) για κάθε x6R και nGZ

γ) f(xn)= [f(x)]n για κάθε χ G R και nGZ+ , 
αφού ο f  διατηρεί τα γινόμενα .

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότι αν οι δακτύλιοι R και R' έχουν 
μονάδες 1R και 1 ,̂ αντίστοιχα είναι δυνατόν για ένα ομομορφισμά 
f  : R--- ► R' να έχουμε

f
*

t

f ( iR ) t  i R
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καε επομένως εεναε δυνατήν γεα ένα αντεστρέψεμο στοεχεύο x6R η 
εεκάνα του f(x) να μην εύναε αντεστρέψεμο στοεχεύο στον R'
'Ετσε γεα τον ομομορφεσμά (βλέπε Κεφ.III,§1.1,ΙΙαραδ.9)

f  : Β ----Β ® Β  , f(x) = (χ,Ο) γεα κάθε xGJR ,

έχουμε f( l)= (l,0 )  που δεν εύναε η μονάδα (1,1) του Β  ® Β  , 
ενώ n f  απεεκονίζεε κάθε αντεστρέψεμο χ 8 1  χ^Ο σε μη-αντε- 
στρέψεμο στοεχεεο (χ,Ο) στον Β Φ ]R

Εύναε χρησεμο λοεπάν να γνωρίζουμε πάτε γεα ένα ομομορφεσμά 
f  : R--- ► R' έχουμε

fCV s V  ·

Ήρότααη 13 ..

Ας εέναε R καε R' δακτύλεοε με μονάδες 1̂  καε 1R' αντί- 
στοεχα καε f : R --- ► R' ένας ομομορφεσμάς . Ισχύουν :

I) Αν ο f  είναε επεμορφεσμός τάτε f ( l  )= 1 'Κ -Κ
ϋ )  Αν ο f  δεν εύναε τετρεμμένος ομομορφεσμάς καε ο R ' είναε 

δαχτυλεος με δεαερεση (εδεαίτερα σώμα) ή πεδίο ακεραεάτητας τάτε

f(V  = V  ·

Από6ει£η , .
1) Αφού ο f  ε ίνα ε  επεμορφεσμός ,  θα υπάρχεε σ τοεχείο  χ β Β  

τέτοεο  ώστε f ( x )  -  1^*, οπότε

f  O jj)  = f  Cx)fΟ ^ )  = f ( x l R) = f ( x )  = 1R.

i i )  Αφού o f  δεν εόναε ο τετρεμμένος ομομορφεσμάς θα υπάρχεε 
x « R  με f ( x ) # Q -  οπότε

κ»

f ( x ) C f ( lR> -lR̂  -  f ( x ) f ( l R) - f ( x ) l R, = f (x )- fC x )  -  0R ,
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δηλαδή

f ( x ) ( f ( l R) - 1 R ,) sO R , CIO)

Αν o R' είναι δακτύλιος με διαίρεση rl σώμα αφού f(x)^0R πολ/ζοντας 
και τα δύο μέλη της(10) με f(x) από αριστερά παίρνουμε

ί ( ν = ν  '

Αν ο R' είναι, πεδίο ακεραιότητας , τότε απ<5 τους νύμους απλοποίησης 
παίρνουμε

f(x )(f( lR) -  1R,) ? f(x)0R, — > f ( lR) - 1R,= aR, 

δηλαδή f ( lR) = l R, .■

θα παρατηρήσουμε εδώ ότι , αν R , R' είναι, δύο δακτύλιοι με
μονάδες και, f  : R --- ► R' ένας ομομορφίσμός τέτοιος ώστε f ( lR) = l R,
τ<5τε για κάθε αντιστρέψιμο στοιχείο x6R έχουμε

fC x '^ rC fix )]"1

Πράγματι,κά ,

f ( x ) f ( x - 1 ) = f ix x ”1 ) = f ( l R) = 1R , και, όμοια

f ( x  ^ J fC x )= 1R ,

Για τη σύνθεση ομομορφισμών δακτυλίων και γι,α ισομορφισμούς 
ισχύουν ανάλογα αποτελέσματα όπως και στις ομάδες . Έτσι

1) Αν f  : R--- »■ S και g : S --- ► Τ

είναι ομομορφισμοί δακτυλίων , τότε και η σύνθεση τους 

g * f  : R--- ►  Τ

είναι ομομορφίσμός . (Άσκηση)

2) Αν f  : R--- *■ R' είναι ένας ισομορφισμός δακτυλίων τότε και

%

*- .
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η αντίστροφη απεεκόνε,ση f  ^ : R*—- —y R είναι, εσομορφεσμός. ( Ασκηση) 
Απ’ τα παραπάνω εύκολα συμπεραίνουμε ότε :

3) Αν f  :R -- *- R' είναε ένας ομομορφεσμός δακτυλίων , ο f
είναε εσομορφεσμός δακτυλίων εάν καε μόνο εάν υπάρχει, ομομορφεσμός 
g : R '----► R έτσι, ώστε

g ο f  = i R καε f  ο g = IR'

"Ενας ομομορφεσμός f : R---*■ R απ<5 του δακτύλεο R στον εαυ­
τό του καλείταε ενδομιρριρεσμός του R *

Είναε φανερό τώρα ότε το σύνολο End(R) όλων των ενδομορφεσμών 
ενός δακτυλίου R με πράξη τη σύνθεση απεεκονίσεων αποτελεί μονοεε- 
δές ,

Πρόταση 14 .

0ε μόνοε ενδομορφεσμοί του δακτυλίου Ζ των ακεραίων είναε ο 
τετρεμμένος ομομορφεσμός καε ο ταυτοτεκός ,

Απόδεε£η .

Αν ο f  : Ζ--- *■ Ζ δεν είναε ο τετρεμμένος ομομορφεσμός τότε
fC l)= 1 (βλέπε πρόταση 13)
Γεα κάθε ώ8Ζ+ έχουμε λοεπόν

f(n) = f(l+ ...+ l) = f( l)  +...+ f ( l ) = l  l  = n
-y  —  ■■ — — ^  W —.. ...ν · , ./

n-φορές τι-φορές
καε

f(-n) = -f(n) = -n , ενώ f(0) = 0 

Έτσε f(n)=n γεα κάθε nGZ δηλαδή f = l  '■

Πόρεσμςχ 1 .

Υπάρχεε το πολύ ένας εσομορφεσμός από ένα τυχόντα δακτύλεο R 
στον δακτύλεο Ζ των ακεραίων .
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Α πόδειξη .

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο ισομορφισμοί f , g  : R-----*■ Ζ
—1τ<ίτε η σύνθεση f o g  · ε ίν α ι  ένας ενδομορφισμός του Ζ , επομένως 

f o g  1 = Ι ζ  δηλαδή f  = g . ·

Ένας ισομορφισμός f  : R ---- ► R από του δακτύλιο R στον εαυτό
του κ α λ ε ίτα ι αυτσμορφισμός του R .

Ε ίν α ι εύκολο να δούμε ό τ ι  το σύνολο όλων των αυτομορφισμών ενός 
δακτυλίου R με πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων αποτελεί ομάδα που θα 
την παριστάνουμε Aut(R) .

Παράδειγμα 1 .

Στο δακτύλιο q [/E] (βλέπε παραδ.2»δ5) η απεικόνιση

f  : Q [ /5 j-----> Q [/5] , f (a + b /5 )  = a -b /5  'γ ι α  κάθε a+b/5 6Q[V^] ε ίν α ι

ένας αυτομορφισμός . ( Άσκηση) .

ΟΡΙΣΜΟΣ . As ε ίν α ι  f  : R-----► R ' ένας ομομορφισμός δακτυλίων .
Ονομάζουμε πυρήνα του f  , και τον συμβολίζουμε K er(f)  , το ακόλου­
θο υποσύνολο του R

K e r(f)  = { χ /χ €  R , f ( x ) = 0 ^ ,}

0 πυρήνας του f  ε ίν α ι  ακριβώς ο πυρήνας του ομομορφισμού ομά­

δων f  : (R ,+ ) ---- ► (R/ ,+ ) .
Ε ίν α ι λοιπόν υποομάδα της (R,+ ) ’ επ ιπλέον αν x ,y G K e r(f )  

τό τε  x y G K er(f)  αφού

f(x y )  1 f ( x ) f ( y )  = 0R,*0R, = 0R ,

Δείξαμε λοιπόν :
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ΤΤρόταση 15 .

Ο πυρόνας Ker(f) ενός ομομορφεσμού δακτυλίων f  ; R--- ► R'
είναι* υποδακτύλεος του R . *

Έχουμε το επόμενο κρετηρεο γεα μονομορφεσμούς ·

Αν f  :R----R' είναι* ένας ομομορφεσμός δακτυλίων 9 τότε :

0 f  είναε μονομορφεσμός ■ «=?■  Ker(f) = {0R}

Η. απόδεεξη ίου προκύπτει αμέσως από το αντίστοιχο κριτήριο γεα 
ομομορφεσμούε ομάδων αφοί ο πυρήνας ομομορφεσμού δακτυλίων δεν είυαε 
παρά ο πυρήνας του ομομορφεσμού ομάδων f(R,+)--- ►  (R',+ ) .

Πρόταση 16 .

Ας εεναε f  : R---* R' ένας ομομορφεσμός δακτυλίων . Ισχύουν τα
επόμενα :

ί)  Αν S εεναε ένας υποδακτύλεος του R , τότε καε η εεκόνα του 
f(S) εεναε υποδακτύλεος του R' .

ί ί )  Αν Τ εεναε ένας υποδακτύλεος του R' τότε καε η αντίστρο­
φη εεκόνα του f  (̂Τ) είναε υποδακτύλεος του R .

Α πόδειξη .

i) Εεναε f(S) = {£(χ)/χ 6 S} . Αν fCx) ,f(y) 6 f(S) τότε s 
x-y6S καε xySS αφού o S είναε υποδακτύλεος του R οπότε ,

fCx)-f(y) = f(x-y) 6 f(S)

fCx)f(y) =f(xy) G f ( s )

To f(S) εεναε λοιπόν υποδακτύλεος του R' .
-1i i )  Αν x,y G f  (Τ) τότε f(x)sf(y)eT  επομένως

f(x)-f(y)θ Τ καε f(x)f(y)θ T 

αφού ο Τ είναε υποδακτύλεος του R' . Έτσι
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f(x-y) = f(x)-f(y) € Τ και. f(xy) = f(x)f(y) 6 T

δηλαδή x-y , xy 6 f  *(T)
Είναι λοιπόν το f  (̂T) υποδακτύλιος του R . ■

As είναι, τώρα f  : R--- ► R' ένας ομομορφισμός δακτυλίων .
Η εικόνα Im(f) = f(R) του ομομορφισμού f  είναι σύμφωνα με 

την προηγούμενη πρόταση , υποδακτύλιος του R'. Έτσι, ο f  είναι, 
ε π ιμ ρ ρ φ ισ μ ό ς  εάν και μόνο εάν Im(f) = R' , ενώ ο f  είναι, ισομορ­
φ ισ μ ό ς  εάν και μόνο εάν KerCf) = {θ̂ } και Im(f) = R'

Είναι φανερό τώρα ότι ο ομομορφισμός f  : R--- ► R' είναι ένας
επιμορφισμός του δακτυλίου R στον δακτύλιο Im(f) , ενώ ο μονομορ-
φισμός f  : R----► R' είναι ένας ισομορφισμός του δακτυλίου R στον

/
δακτύλιο Im(f) .

ΟΡΙΣΜΟΣ . θα λέμε ότι ο δακτύλιος R ε μ φ υ τ ε ύ ε τ α ι  στον δακτύλιο 
R' αν υπάρχει μονομορφισμός

f  : R--- *· R' .

Στην περίπτωση αυτό R^vim(f) , δηλαδή ο R είναι ισόμορφος προς 
ένα υποδακτύλιο του R' .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2  .

Έστω C το σώμα των μιγαδικών αριθμών και Q(E) ο δακτύλιος 
των πραγματικών κουατερνίων (βλέπε Κεφ.ΙΙΙ,§2,Παραδ.6) .
Η απεικόνιση f  : C----►  QC3R) που ορίζεται ως εξής : Για κάθε a+bi G (C

f(» b i)= « I* N  = ( " Μ  α_°ω )

εέναυ ένας μονομορφισμάς · Πραγματικά γυα κάθε a+bi , c+diGC 
έχουμε
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;F((a+bi)+(c+di)) = (a+b)I+ Cb+d)J =

= CaI+bJ)+CcI+dJ) =

= fCa+bi)+ fCc+di)

f((a+bi)(c+di)) = (ac-bd)I+(ad+bc)J =

C (ctl+bJKcI+dJ) =

= f(a+bi)fCc+di)

δηλαδη o f  είναι, ομομορφισμός . 0 f  είναι φανερά ένας μονομορ- 
φισμός , έτσι.

Αυτό σήμαίνει ότι τα πραγματικά κουατέρνια μπορούν να θεωρηθούν 
σαν μια κατάλληλη γενίκευση των μιγαδικών αριθμών ►

Πρόταση 17 .

Κάθε δακτύλιος R μπορεί να εμφυτευθεί σ’ένα δακτύλιο με μονά­
δα .

Α πόδειξη .

Παίρνουμε το καρτεσιανό γινόμενο ,

S = RxZ = {(r>,m)/r€R , nGZ}

και ορίζουμε σ’αυτό την πρόσθεση και τον πολ/σμό ως εξηδ · 

(r,n)+(s,Tn) = Cr+s , m+n)

(r,n) *(s,in) = (rs+ns+ror , ran)

Εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολο S εφοδιασμένο με τιε  "παραπάνω 
πράξειε T&>etat έναε δακτύλιος , με μηδενικό στοιχείο το ζεύγος 
(0R,0) και μονάδα το ζεύγος (0 ,̂1) .
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Η απεικύνιση

f  : R--- *■ S , f(r) = (r,Q) για κάθε rGR

είναι φανερά 1-1 , και ομομορφισμύς αφού για κάθε r,rG R  έχουμε

fCr+r^) = (r+r. ,̂0) = (Γ,Οί+ίΓ^,Ο) = f(r)+f(r1>

f(w»1) = (γ γ ,̂Ο) = (γ ,0).(γ 2,0) = firOfCx^)

0 f  είναι λοιπύν ένα μονομορφισμύς , μ’άλλα λύγια ο R εμφυ­
τεύεται, στον S . Επιπλέον

Im(f) = {(γ ,0)/γ  6 R} = Rx{0}

και έτσι ο δακτύλιος R είναι ισύμορφος με τον υποδακτύλιο Rx{0} 
του S .

/

Π α ρ α τη ρή σ εις .

1) Αν ο R έχει μονάδα 1R , τύτε ο υποδακτύλιος Rx{0} έχει 
μονάδα ClR,0) που είναι διαφορετική απύ την μονάδα (0R,1) του S .

2) Αν ο R δεν έχει διαμρέτσς του μηδενύς,δεν έπεται ύτι και ο 
RxZ δεν έχει διαιρέτες του μηδενύς π.χ. αν Κ = Ζ  τύτε

C-2,2)(2n,0) = (0+4n-4n,0) = (0,0)

6.2. Ομομορφισμού αωμάτοΜ .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Έστω F και Ε δύο σώματα . Μια απεικύνιση
f  : F --- ►  Ε θα λέγεται σμομορφ>>ομ6£ απύ το σώμα F στο Ε , αν για
κάθε x,yGF έχουμε

i) f(x ty)= f(x)+f(y)

i i )  f(xy)= f(x)f(y)

Μ’άλλα λύγια o f  δεν είναι παρά ένας ομομορφισμύς απύ τον 
δακτύλιο F στον Ε . Έτσι
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«> f(0r > = 0E

$) f(-x) =-fCx) γμα κάθε xGF

ενω αν. o f  δεν εμναμ ο τετρμμμένοε ομομορφι,σμόε τ<5τε σύμφωνα με την 
πρόταση 13 , έχουμε

γ) f( lp )= 1ρ

δ) f(x 1)~ [fCx)]_1 γμα κόθε x6F-{0}

Παράδειγμα 1 .

Αν F ευ να ο ένα σώμα char F - ρ 5* 0 τότε η απευκόνυση

f : F --- ► F , f(x) = x̂  γμα κάθε x Θ F

είναμ ομομορφμσμόε . ΙΙραγματμκοί γυα κάθε x ,y€F έχουμε 

f(x+y) = (x+y)P = x V  Οΐρδταση 11)

= fCx)+f(y)

καμ f(xy) = (xy)  ̂= xPy^ αφού σε σώμα ο πολ/σμόε είναμ αντμμετα· 
θετμκόε .

ΠΡΟΤΑΣΗ 18 .

Αν f  : F--- ► Ε είναμ έναε ομομορφμσμόε σωμότων δμάφοροε από
τον τετρμμμένο ομομορφμσμό τότε ο f  είναμ μονομορφμσμύε ·

Αηόδεμ&ι .

Αρκεί να δείξουμε ότμ αν f(x) = f(y) τότε x = y . Αν 
f(x) = f(y) τότε f(x-y)=0E . Υποθέτουμε ότμ x-y^Op , τότε 
υπόρχεμ Cx-yJ^SF οπότε f(Cx-y)-1) = [f(x-y)]"1 
Πολ/ζονταε ant, τ« δύο μέλη της σχέσηε f(x-y) = 0E με [fCx-yi]’"1 
παίρνουμε ·
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[fCx-yl] "'"fCx-y) = [f(x-y)] δηλαδή 1£ = 0£

άτοπο αφού το Ε είναι, σώμα , Συνεπώς x-y = 0̂ , οπότε x = y . η

Αν λοιπόν f  ; Ε --- ► Ε είναι, ένας επιμορφισμός σωμάτων (επομένως
μη-τετριμμένος) ο f  θα είναιι ένας ισομορφισμός , σύμφωνα με την 
παραπάνω πρόταση .

Όπως και στους δακτυλίους έτσι, και εδώ το σύνολο Aut(F) όλων 
των αυτομορφισμών ενός σώματος F , αποτελεί ομάδα με πράξη τη σύν­
θεση απεικονίσεων I

§ 7 .  Τ ο  σ ώ μ α  κ λ α σ μ ά τ ω ν  π ε δ ί ο υ  α κ ε ρ α ι ό τ η τ α ς .

Αν D είναι, ένα σώμα τότε , η εξίσωση αχ = b , α i- Ο έχει, 
μοναδική λύση στο D την x=a_1b .

Στην περίπτωση που το D είναι πεδίο ακεραιότητας η παραπάνω 
εξίσωση δεν έχει πάντα λύση στο D .

Το ερώτημά μας λοιπόν είναι αν μπορούμε να εμφυτεύσουμε το πεδίο 
ακεραιότητας D μέσα σ'ένα σώμα F , έτσι ώστε η εξίσωση ax = b , 
α Ο , a,b€D να έχει πάντα λύση στο F .

Στην πεπερασμένη περίπτωση βέβαια δεν υπάρχει δυσκολία αφού κά­
θε πεπερασμένο πεδίο ακεραιότητας είναι σώμα .

Το ερώτημε λοιπόν παρουσιάζει ενδιαφέρον μόνο στην περίπτωση που 
το πεδίο ακεραιότητας D είναι άπειρο και δεν είναι σώμα .

Η απάντηση στο ερώτημα είναι καταφατική όπως θα δούμε στη συνέ­
χεια .

‘Εστω  D έ ν α  π ε δ ί ο  α κ ε ρ α ιό τ η τ α ς  .
sfr &

Θεωρούμε το σύνολο E = DxD όπου D = D—ίΟ> δηλαδή i

i>



9 b *  0}E = {(a,b)/a,b E D

Στο σύνολο E ορίζουμε μυα σχέση Ε με τον ακόλουθο τρόπο

(a,b)= (c,d)(R) εάν-ν ad = cb

Δεν ευναυ δύσκολο να δείξουμε ότυ η σχέση R είναυ μυα σ χέσ η  ισ ο ­

δ υ να μ ία ς  στο Ε . Η μεταβατική ιδιότητα είναι ίσως η λιγότερο προφα­
νής . Για να την αποδείξουμε υποθέτουμε ότι

(a,b)=(csd)(R) και (c ,d)= (r,s)(R)
οποτε

ad = be και cs = rd

Πολ/ζουμε την πρώτη ισότητα με s καυ την δεύτερη με b καυ παίρνου­
με

ads= ebs καυ csd = rdb οπότε ads - rdb

Αφού o d δεν είναι, διαιρέτης του μηδενός ο νόμος απλοποίησης μας 
δίνει, as = rb , δηλαδή (a,b) = (r,s)(R)

Το σύνολο Ε λοιπόν διαμελίζεται σε κλάσεις ισοδυναμίας . Την 
κλάση ισοδυναμίας του στοιχείου (a b̂) την συμβολίζουμε -S· δηλαδή

£= i(c,d) 0E/(c,d) = (a,b)(R}} = {(c3d) 6 E/ad = cb}

καυ την καλούμε κλάσμα μ ε  α ρ ιθμη τή  α καυ ηπρανσμαστή b .
Έτσι

a _ e
b ~"d ad = cb (11)

Συμβολίζουμε με F το σύνολο όλων των κλασμάτων δηλαδή F = E/R
Στο σύνολο. F ορίζουμε δύο πράξευς , πρόσθεση καυ πολ/σμό ωε

εξής

a c  _  ad + cb  ( 1 2 )
b . + d “  bd

a c _ ac
b ‘ d bd ( 1 3 )
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Παρατηρούμε ύτυ , αφού το σύνολο D εύναυ χλευστύ ως προς τον πολ/σμύ 
ου δεξυού ύρου αυτών των υσοτύτων έχουν έννουα .

Οφεύλουμε όμως να ελέγξουμε <5τυ ου παραπάνω πράξευς (12) χαυ (13) 
εύναυ χαλά ωρυσμένες δηλαδύ ανεξάρτητες απ<5 τους εκλεγόμενους αντυ- 
προσώπους των χλάσεων .

Πρέπευ να δεύξουμε ύτυ αν

c c 
Met d = d

τάτε

χαυ

ad+cb _ a'd'+c'b'
bd b'd

ac
bd

a 'c '
d'd

θα δεύξουμε την (15) . f
«

Σύμφωνα με την (11) ου σχέσευς (14) υσοδυναμούν με τυς

ab '= a 'b χαυ cd ' = c'd (17)

Πολ/ζουμε την πρώτη των (17) με dd' , την δεύτερη με bb' χαυ 
προσθέτουμε χατά μέλη τυς προχύπτουσες υσύτητες . Θα έχουμε

ab 'dd ' + cd 'bb ' = a 'bdd' + c 'dbb '
A ■ '

(ad+cb )b'd ' = (a'd ' + c 'b ' )bd

σχέση που σύμφωνα με την (11) συνεπάγεταυ την (15) .
Η απύδευξη της (16) γύνεταυ με άμουο τρύπο .

ί
(14) 1

1
(15) ϊ

1!
(16) 1

Ρ

AHWA.

Το σύνολο F ύλων των πλασμάτων με πρύσθεση χα πολ/σμύ που 
δύνονταυ a n d  τυς σχέσευς (12) χαυ (13) αποτελεύ σώμα .

Α πόδειξη .

Υπολογυστυχά βλέπουμε , άτυ η πρύσθεση χαυ ο πολ/σμύς εύναυ

<ι

ί

33
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πράξευε προσεταυρυστυκέε καυ αντυμεταθετυκέε και, ότυ πληροΰνταυ ου 
επυμερυστυκοό νόμου - Επυπλέον

α) Το μηδενυκό στουχευο ευναυ το κλάσμα γ  
Πραγματυκά γυα κάθε γ€ F έχουμε

α . 0 ctl+Ob _ α
b + Τ  = bl '  b

Σημευώνουμε ότυ γ  = — yw* κάθε χ^ΟX X

β) Το αντίθετο του κλάσματος £ ευναυ το κλάσμα .-α

γυατυ

α -α ab+(-a)b _ 0 _ 0
b + b ν2 " 2 “ 1b b

δηλαδτί - γ  = ·γ̂ ·

γ) Το μοναδυαυο· στουχειίο εόνευ το κλάσμα γ>
___ , α Λ  ̂ ,__ΤΙραγματυκά γυα κάθε γ-eF έχουμε

_α
b

_1
1

al _ α 
bl = b

XΣημευώνουμε ότυ το κλάσμα γ  = — γυα κάθε χ ?  0J· X

δ) Αν γ β Ε - ίγ }  * κου σημαυνευ α^Ο , τότε το κλάσμα 
ευναυ το συτυστροφά του .

a _ b _ ab _ 1 
b a ~ ab ~ 1

Ειίυαυ λουκόν το F με τυε πράξευε (12) καυ (13) σώμα

Το σώμα F καλεάταυ σ ό μ α  κλασμάτω ν ά σώμα π η λ ίκ ω ν  , του 
κεδιίου ακεραυότηταε D .

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 .

Κάθε κεδόο ακεραυάτηταε' D μκορευ να εμφυτευθεύ σ*ένα σώμα .

• j'

β|
0*



Α π ό δ ε ιξ η  .

Αν F είναι το σώμα κλασμάτων της D τότε π απεικόνιση
i  : D----► F , ί(α)= γ για κάθε a6D είναι ένας ομομορφισμός.
Πραγματικά ,

i(a+b) = = j  + | = i(a)+i(b)

i(ab) = · ψ  = f  * f  = i(a)i(b) .

Η i  είναι φανερά 1-1 , επομένως η i  είναι ένας μονομορφισμάς ,
που καλείται κανονικά ένεση του D στο F . ■

Συνεχίζοντας παρατηρούμε άτι η εικόνα 

Im(i) = (α/1 / a 6 D} Χ

του μονομορφισμοό i  είναι ένας υποδακτόλιος του F και μάλιστα 

D ν (α/1 / ο 6 D}

Μ’αυτό τον τρόπο το πεδίο ακεραιότητας D (κατά προσέγγιση ισομορφι­
σμού) μπορεί να επεκταθεί σ’ ένα σώμα F .

Μπορούμε λοιπόν να ταυτίσουμε το D με την εικόνα του 
{α/1 / αθϋ} και να θεωρούμε ότι το D πραγματικά ανήκει στο σώμα 
κλασμάτων F .

Σ το  ε ξ ή ς  :
δ ε ν  θ α  γ ρ ά σ ο υ μ ε  y  αλλά a  .

Κάθε στοιχείο a6D , α/0 έχει στο σώμα F αντίστροφο το στοι­
χείο — που θα το συμβολίζουμε a  * . Έτσι κάθε -rGF μπορεί να a  d
γραφεί

μ’άλλα λόγια το σώμα F μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί από όλα τα 
πηλίκα

- 1



- 2 1 7 -

Πρόταση 19 .

Αν D είναι ένα πεδίο ακεραιάτηταε , τάτε το σώμα κλασμάτων F 
του D είναι το μικρότερο σώμα που περιέχει το D .

Απόδειξη -

’Έστω F ' ένα άλλο σώμα που περιέχει το D -
Για κάθε a3b 6 D (b^O) , το ab 1€ F < αφού to F ' είναι 

σώμα και D CF' -
Αλλά ταυτίσαμε το στοιχείο ^ . με το ab 1 έτσι το τυχόν -στοι­

χείο ab ~̂ €F ανήκει στο F ' δηλαδή F C F ' - ■

Πρόταση 20 . ,.

Αν D και 3)̂  είναι δύο ίσδρορφα -πεδία ακεραιότηταε τότε και τ 
τα σώματα κλασμάτων F και F̂  των D και αντίστοιχα είναι
ισάμορφα „

Απόδειξη-

Αν φζΐ)----►  είναι ivas ισομορφισ*»ε τότε τι ακειιιόνωΛΙ ^ '

ψ ζ Τ -----F^ ·, » % ) = f(bT * ^ “ *αθε

είναι εύκολο να δείξουμε άτι είναι έναε ισσμορφισμάε - Λ

ΉαράΒειγμα 1 -

■ Έστω 2 το -πεδίο ακεραιάτηταε των ακεραίων - Το σώμα κλασμά­
των του Ζ  είναι φανερά από την κατασκευή το σώμα $ των ρητών -

Ώαράδειγμη 2 .

Αν F .είναι ένα σώμα .* το σύνολο f Jx] άλων των -πολυωνύμων 'χ 
μιαε απροσδιόριστης -μεταβλητής είναι ένα πεδίο ακεραιάτηταε -

(
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Το σώμα κλασμάτων του πεδίου ακεραιότητας FΓχ] συμβολίζεται 
F (X ) .

Αυτό αποτελεόται από όλα τα κλάσματα

•^11 με Ρ(Χ) , Q(X)6F[X] , Q(X) ϊ  0 .

θα χαλούμε το F(X) σώμα των ρητών συναρτήσεων πάνω στο F . 
θα σημειώσουμε όμως ότι, η ονομασία αυτή δεν είναι, κατάλληλη όταν το 
σώμα F είναι, πεπερασμένο γιατί στην περίπτωση αυτό τα πολυώνυμα 
διαφέρουν από τις πολυωνυμικές συναρτήσεις του F .

§ 8 .1 .  Ιδ εώ δ η  .

Όπως ακριβώς ου κανονικές υποομάδες παίζουν σπουδαίο ρόλο στην 
θεωρία ομάδων , έτσι, και, τα ιδεώδη παίζουν ανάλογο ρόλο στη θεωρία 
δακτυλίων .

Ορισμός . Ας είναι, J ένα μη-κενό υποσύνολο ενός δακτυλίου 
R . To J καλείται, αμωίπλερρο ιδεώδες του R ή απλά ιδεώδες , αν

ί ) Για κάθε x,y Θ J =*■**=> x-y G J

i i )  Για κάθε x6 J και re R  ==^xr 6J και τχθύ .

Αν στην συνθήκη i i )  απαιτήσουμε μόνο το γινόμενο xr (αντίστ. 
το γ χ ) να ανήκει στο J τότε το ιδεώδες καλείται δ ε ξ ι ό  ιδ ε ώ δ ε ς  

(αντιστ. α ρ ισ τ ε ρ ό  ιδ ε ώ δ ε ς )  του R .
Βέβαια σ’ ένα αντιμεταθετικό δακτύλιο δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ 

δεξιού , αριστερού και αμφίπλευρου ιδεώδους .

Είναι φανερό από τον ορισμό ότι ένα ιδεώδες J του δακτυλίου 
R δεν είναι παρά ένας υποδακτύλιος του R που πληροί τη συνθήκη 
( i i)  . (Το ίδιο ισχύει και για δεξιό η αριστερό ιδεώδες) -
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Παρατήρηση .
1 . /  ̂ .

Η συνθηκη (i) μας λέει ότι το ζεύγος (J,+) "έ ίνά ΐ μία υποομά 
δα της ομάδας (R, + ) και μάλιστα κανονική αφού η (R,+) είναι αβε- 
λίανη . ;' , ■ ' 1 / , > 1 : ' *

A S i  λ  / Μ  Γ - Γ ί  , . ν  ■■■/V ,ί ■ ’. ■ ' I.
Κάθε δακτύλιος R έχει προφανώς δύο ιδεώδη το {θ} και τον

, '■ ■ ■' · " · f ; I ·,εαυτό του . '
Κάθε άλλο ιδιεώδες του J^{0} , R καλείται γνήσιο ιδεώδεςi' - i >

τ ο υ  R . : ! - · ■
Σημειώνουμε ιδιαίτερα :
/'Ενα σώμα F έχει δύο μόνο ιδεώδη , τα {0} , F .

• · 1,
Πραγματικά , αν J t  {θ} είναι ένα ιδεώδες του F , τότε για κά

-1 —1θε x8J , ,x Ϋ 0 κα ι. χ -, 8 F έχουμε χχ ·- 1 β J . 'Ετσι, γιοι κάθε
· . .......

y 8 F έχουμε · :J- νΚοψΐχ^*·-' i - Λ

18J και,, y 8 F. = >  l*y = y 8 J ' · ' > -■ f r.x.~
δηλαδτί FCJ , και αφού πάντα JC F  παίρνουμε J = F . ; _ .

Av R ε ί ν α ι  έ ν α ς  δ α κ τ ύ λ ιο ς  , μ ε .,μ ονά δα  ,  τ ό τ ε  κ ά δ ε  ιδ εώ δ ες  τ ο υ  

J  π ου  π ε ρ ι έ χ ε ι  τη μ ονάδα  σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ ε  τ ο  R .

'Ετσι κάθε γνήσιο ιδεώδες του J δεν περιέχει αντιστρέψιμα 
στοιχεία , δηλαδτί jOu(R) = 0 f, ( Άσκησ,ηΟ  ̂ ό  Κ j z '/j j

· ,, ;·.τ ^ν. i ,.·γ ;;Η  ο . λ ν τ Α & α  . / η  r  .

Π αράδειγμα 1 . . . . , ,

Για κάθε φυσικό αριθμό η το σύνολο

(n) — ink / k 8 Ζ)  I) Θ
j'S'

είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου Ζ των ακεραιωνο. - ~ ί ;

■.,··.;..'j - j  ( ; %  λ  ,’ ffreH ?:■, ;  Μ ή  ν. : · c-  ~· v j - f  .

Παιράδειγμα 2 .  '

Το υποσύνολο Α =| ^ : / x,y 8 ν τού δακτυλίου
είναι ένα αριστερό ιδεώδες του , αφού
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i }  Γϋα κ<ίθε (θ  γ[) * (ο  y * ) e A  έχ0υμε

to x \ ( 0  x \ 1
f0 Xl ~ Xl \

( o y j i o / j - i * y ^ > A
i i )  Για κάθε * j G A

( c d ) e » 2x2<K)
έχουμε

/ο 1Λ/0 χ\ j 0  ax+by\ 
\ c  d/ Ι θ  y )  \ 0 cx-fdy/

Επίσης το σύνολο B={|* / x»y € B?. } είναι, ένα δεξιό ιδεώδες του
Μ2χ20Ε) .

Γενικότερα , αν F είναι ένα σώμα , στον δακτύλιο ^nxn(F) yea 
κάθε k , l^ k  <̂n » τα υποσύνολα του '

\  = {(αϋ )/<βϋ ) β Ι ,π»>(Γ) · “i r °  ^ k}

B.MibjJ/a.^eKnxnin , b..=0 i*k}

είναι αντίστοιχα αριστερά και δεξιά ιδεώδη του .

Παράδειγμα 3 .

Ας είναι R ένας δακτύλιος και 0^XCR .
Θεωρούμε τον δακτύλιο Hom(X,R) και το σύνολο

J  = { f 6 Hoth(X,R) /  f ( a )  = 0} , aGX

To ε ίν α ι  ένα ιδεώ δες του Hom(X,R) . ΙΙραγματικά γ ια  κάθε
f , h G J a έχουμε

( f - h ) ( a )  = h ( a ) - f ( a )  = 0 οπότε f - h 6 J a

Επιπλέον , γ ια  κάθε fG J^ , κα ι gGHoro(X,R) ε ίν α ι
α v - r - W y . i ?

( f g ) ( a ) = f ( a ) g ( a ) = Og ( a ) =0  δηλαδη fg  G ιΓ

x->

V-

$
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(gf) (ot) = g(a)f(a) = g(a) = 0 δηλαδτί gf ■€

Ιίαράδευγμα 4 .

θεωρούμε τον δακτύλυο ΖκΖ . Ου υποδακτύλυου {0} καυ 
{θ} κΖ εύναυ υδεώδη του .

Πραγματικά , γυα κάθε (χ,0)βΖχ{θ) καί (τη,η)6ΖχΖ έχουμε

ηχη πύνακα που έχευ τη μονάδα στη i j -θέση καυ παντού αλλού μηδέν .

(x,0)(m,n) = (xm,0) = (τη,ηΧχ,Ο) = (mxs0) €Zx {0} 

Όμουα εργαζόμαστε καυ γυα το {θ}χΖ ,

Π αράδειγμα 5 .

Θεωρούμε τον δακτύλυο Μ OR) καυ συμβολίζουμε με Ε .. τονnxn 1 Ί

Αν J ί- {θ} εύναυ κάπουο υδεώδες του ]Μ (]R) τότε τοnxn(]R) τότε το J πε-
ρυέχευ κάπουο μη-μηδενυκο πύνακα (α..) . Υποθέτουμε a t ot rs
θεωρούμε τον πίνακα (b..) που έχευ το στοιχείο rs στην κύρια
διαγώνιο και παντού αλλού μηδέν ·

Αφού το J εύναυ ιδεώδες του Μ  (3R)nxn(3R) έχουμε

Υπενθυμίζουμε ύτι

Ε*-.—Ε. Ε Ε . G J i j  ι r  rs s] ··*s®)

Τώρα ,
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δηλαδά η μονάδα του Μ OR) ανήκει στο J και, έτσι Η ηχη
J = Μ  OR),  ηχη

Με άλλα λάγια , ο δακτιίλιοε 3Μ (]R) δεν έχει, γνήσια ιδεώδη .ΙΙλΩ

ΟΡΙΣΜΈ . Έ ναε δακτιίλιοε R^ {θ} που δεν έχει, άλλα ι,δεώδη εκτάε 

των {θ} και, R κ α λ ε ίτα ι απλός .

Ο δ α κ τ ύ λ ιο ς  λ ο ιπ ό ν  Mn x n CR) ε ί ν α ι  α π λ ό ς  .

(0 U (3R) έχει <5μωε δεξιά και αριστερά ιδεώδη , βλέπε πα- nxn
ράδειγμα 2) .

Π ρόταση 21  .

0 πυράναε Ker(f) ενάε ομομορφισιίοιί f  :R --- ► R' δακτυλίων ,
είναι ιδεώδεε του R .

Α π ό δ ειξη  .

0 Ker(f) = {χ / χ β R , f(x) = 0 } , είναι έναε υποδακτύλιοε τουR'
R (βλέπε πράταση 15),.

Μένει να δείξουμε άτι για κάθε xGKer(f) και rGR τα 
χγ , rxGKer(f) . Πραγματικά ,

f(xr) = f(x) = Onf(r) = 0 καιR R'

f(rx) = f(r)f(x) = f(r)*0 , = 0 . ■
R R'

Π ρόταση 22  .

Αε είναι f : R --- ► R' έναε ομομορφισμάε δακτυλίων . Ισχιίουν τα
επάμενα

ΐ)  Αν J ' είναι ένα ιδεώδεε του R' τάτε f  1(J') είναι ένα 
ιδεώδεε του R .
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ϋ )  Αν o f  εεναε επεμορφεσμόε χαε J εδεώδεε του R τότε 
χαε f(J) εεναε εδεώδεε του R' .

Α πόδειξη  .

i) To f  ‘''(J') εεναε υποδακτιίλεοε του R (βλέπε πρόταση 16) . 
Μένεε να δείξουμε ότε γεα πόθε x 6 f  ^(J') καε rGR έχουμε 
χ γ  , rx € f  1(J') . ΙΙραγματεχά , εεναε f(x )6 J ' , f( r)6 R ' χαε το
J ' εδεώδεε του R' οπότε

f(xr) = f(x)f(r) 6 J ' δηλαδή xr 6 f  ^(J')

f  (rx) = f  (r)f (x) 6 J ' δηλαδή rx 6 f_1( J ')

i i )  To f(J) εεναε υποδαχτόλεοε του R' (βλέπε πρόταση 16) 
Μένεε να δείξουμε ότε γεα κάθε f(x) 6f(J) χαε r '6 R ' έχουμε 
f(x)r' , r'f(x) 6f(J) .
Πραγματεχά , αφοιί f(R) = R' , υπάρχεε r6 R  τέτοεο ώστε f ( r ) = r ' , 
οπότε

f(x )r ' = f(x)f(r) = f(xr) Gf(J) 

i 'f ( x )  = f(r)f(x) = f(rx) 6f(J) 

επεεδτΐ το J εεναε εδεώδεε του R χαε xr , rx 6 J . ■

Πρόταση 23 .

Αν {J-} εεναε μεα οεχογένεεα αμφίπλευρων (αντεστ. δεξεών,
1·ί €Ι, , ^αρεστερών) εδεωδών ενός δακτυλίου R , τότε η |)J. εεναε ένα

i e I  1αμφίπλευρο (αντεστ. δεξεό,αρεστερά) εδεώδεε του R .

Α πόδειξη

θα δώσουμε την απόδεεξη γεα την περίπτωση των αμφίπλευρων εδεω­
δών .

Το σόνολο p )J.ji0  είναε έναε υποδαχτνίλεοε του R . Μένεε να 
161 1



δείξουμε <5xc , γεα κάθε χ-6 Π  J. καε r6R έχουμε κτ καε
ΐβ ΐ 1

γ χ €  Π  J, * Πραγματικά x € J . γεα κάθε χ6 Ι επομένως 
iS I  1

xr,rx6J^ γεα κάθε iGI αφού το J. εδεώδες . Έτσε , xr,rx€ P lJ ..
1 i e i  1

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότε , αν καε εέναε εδεώδη ενός
δακτυλίου R τάτε η τομή τους ει'ναι' το μεγαλύτερο εδεώδες
του R που περεέχεταε καε στο καε στο .

§ 8 .2 . Παραγόμενα εδεώδη .

As εεναε X ένα υποσνίνολο ενάς δακτυλίου R .
Η τομή ήλων των αμφίπλευρων εδεωδών του R που περεέχουν το X,

καλείταε εδεώ δες παραγόμενο όσιό το  X καε συμβολεζεταε (X ) . Εεναε
/

δηλαδή

(X) = H{J / j  εδεώδες του R , XCJ}

Αυτά εεναε το ”μεκρότερο εδεώδες” του R που περεέχεε το X .
Αν το Χ = { χ .,...,χ  } τάτε το εδεώδες (X) συμβολεζεταε (x- , . . . , χ  )

X Π X Π
καε λέμε άτε είναε πεπερασμένα παραγόμενο .

Ιδεαίτερα , το εδεώδες (χ) που παράγεταε απά το μονοσύνολο 
{χ} ονομάζεταε κυρ to εδεώδες του R .

Παρατήρηση .

Με τον ίδεο τρόπο ορίζουμε το δεξεά (αντεστ. αρεστερό) εδεώδες 
που παράγεταε απά το X , συμβολεσμός (Χ)β (αντεστ.(Χ)^) , σαν την 
τομή όλων των δεξεών (αντεστ. αρεστερών) εδεωδών του R που περεέ­
χουν το X .

Η επόμενη πρόταση μας περεγράφεε το κύρεο εδεώδες (χ) σ’ ένα 
αντεμεταθετεκό δακτόλεο R με μονάδα .



- 2 2 5 -

Πρόταση 24 .

Αν ο δακτύλιος R είναι αντιμεταθετικός με μονάδα 1 τότεR
το κΰρυο υδεώδες που παράγεταυ από το χ εόναο της μορφής 

(χ) = {rx / r  6 R}

Απόδειξη .

Το σύνολο J = {rx / r  G R} είναι ένα ιδεώδες του R .
Πραγματικά , J^0 αφού x=l^*x€J . Επιπλέον

α) Για κάθε r x̂ , GJ έχουμε

r 1x-r2x = )x G J

β) Για κάθε r^x β J και rGR έχουμε

γ χ̂γ = r^x G J και rr^x€ J

To J είναι το μικρότερο ιδεώδες του R που περιέχει το χ  # αφοό 
αν ί  είναι ένα ιδεώδες του R που περιέχει το χ  τότε για κάθε 
r€R  έχουμε τ χ β ί δηλαδή

j c i  .

Έτσι J = (χ) . ■
Γενικότερα :
Αν R είναι ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα και XCR * 

τόΤε το

(X) = {Σ γ χ̂  ̂ / r . GR , xi  6 X και Σ πεπερ. άθροισμα}

( Άσκηση)

Παρατήρηση .

Αν R ε ίν α ι τυχόν δα κτύλιος κα ι x S R  τ ό τ ε  :

1) Το α ρ ισ τερ ό  ιδ εώ δ ες που π-αράγεται από το χ είναι τη ε  

μορφής



(x)Q = {rx+nx / r  B R , n€Z}

2) To δ ε ξ ιό  ιδ εώ δ ες που παράγεται από το χ είναι της μορφύς

(x)g = {χτ+ηχ / r  € R , η6Ζ}

3) Το αμφίπλευρο ιδ εώ δ ες που παράγεται από το χ είναι τηε 
μορφής

(χ) = {nx+rx+xr'+Σ γ .χ γ ' / γ ,γ ' , γ . , r ' 6 R . n€Z , Σ πεπερ.ι ι * ι *  2
άθροισμα}

Τέλος ,  αν ο R έ χ ε ι  μονάδα χα ι δ εν  ε ίν α ι α ν τιμ ετα θ ετικ ό ς έχουμε

4) (χ)α = (rx / r  € R}

5) (χ)δ = {xr/reR}

n +
6) (χ) = { £  r i x r 2 / r i»r 2 6 R * n>ez ' (Άσκηση) .

i=l

ϋρόταση 25 .

Κάθε πεδίο ακεραιότητας R με πεπερασμένο αριθμό ιδεωδών είναι 
σώμα .

Α πόδειξη .

Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε xeR , xj*0  ̂ είναι αντιστρέψιμο . 
Θεωρούμε το σύνολο των κύριων ιδεωδών (χη) όπου η€Ζ+ . Σύμφωνα 
με την πρόταση 2U , έχουμε

(χ11) = {rxn /reR} .

Αφού το R έχει πεπερασμένο αριθμό ιδεωδών θα έχουμε 

(χ ) = (χ )

γυα χάπουους θετυχοΰς ακεραίους n,m ·
Υποθέτουμε ύτυ τη<η *
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Αφού ο R έχει, μονάδα χ °  € (χ™) επομένως

xm€ (χη) δηλαδτί x ^ ry c 11 για κάποιο r ^ R

Έτσι , xTn = r 1*xn”m*xln και, από τους νόμους απλοποίησης
- η - τη
1R=rl X

η
/ π m 1\ ι r π—in—1\(r.jX )x= lR=x(r1x )

δηλαδή

χ ^ ^  , πράγμα που επιθυμούσαμε . Β

Σαν πόρισμα της παραπάνω πρότασης μποροόμε να πάρουμε το γνωστό απο­
τέλεσμα , ότι κάθε πεπερασμένο πεδίο ακεραιότητας εέναι σώμα (πρότ.7)

Πρόταση 26 .

Ας εέναι R ένας αντιμεταθετιχός δακτύ'λιος με μονάδα . 0 R 
είναι σώμα εάν και μόνο εάν δεν έχεμ μη-τετριμμένα μδεώδη .

.Α π όδ ειξη  .

Αν ο R είναι σώμα τότε τα μόνα μδμεώδη του είναι τα {0} 
χαμ R .

Αντίστροφα , αρκεί να δείξουμε ότμ κάθε x6R , χ^ 0 είναι 
αντιστρέψιμο . Θεωρούμε το κύριο ιδιεώδες (χ) που χαραγεται από το 
χ , είναι (χ) - {rx / rG R}

Το (χ) ί- {0} αφού χ=1χ6(χ) , οπότε σύμφωνα με την υπόθεση 
(χ) = R - Έτσμ 16 (χ) δηλαδά 1 = γχ  με ίθ Κ  . O R  όμως εέναμ 
αντμμεταθετμχός οπότε έχουμε

τχ = 1 = χτ 
-1 ,δηλαδό χ r  j πράγμα που επιθυμούσαμε . a

Σαν πόρισμα παίρνουμε την γνωστή πρόταση :



- 2 2 8 -

'Ε να ς σμ ρ μ σ ρφ ισμ ός σωμάτων f  : F ----- ► F ' ε ί ν α ι  ε ί τ ε  ο  τ ε τ ρ ιμ μ έ ν ο ς

σ μ ρ μ σ ρφ ισμ ός ε ί τ ε  έ ν α ς  μ ρ νσ μ ορ φ ισ μ ός .

Πραγματικά , ο Ker(f) σαν ιδεώδες του F θα είναι είτε {0} 
είτε το F . Στην πρώτη περίπτωση ο f  είναι μονομορφισμός ενώ στην 
δεύτερη ο τετριμμένοε ομομορφισμός .

Όμοια παίρνουμε , ό τ ι  κ ά θ ε ετα μ σ ρ φ ισ μ ός f  : F — ► F ' σωμάτων 

ε ί ν α ι  έ ν α ς  ισ ο μ ο ρ φ ισ μ ό ς .

§ 8 . 3 .  Supremum ιδεω δώ ν .

Ας είναι R ένας δακτύλιος και J ,J δν*° ιδεώδη του · ° R 
είναι το μεγαλύτερο ιδεώδες που περέχει τα J^,J2 · Γεννάται τώρα το 
ερώτημα . Ποιό είναι το μικρότερο ιδεώδες του R που περιέχει το

και το J2 ;
Η απάντηση στο ερώτημα αυτό θα όταν απλή , αν το σύνολο J^UJj 

όταν ιδεώδες του R . Αυτό όμως δεν συμβαίνει γενικά . Για παράδειγμα, 
η ενώση των ιδεωδών Ζ χ {θ} και {θ}χΖ του δακτυλίου Ζ χΖ  δεν 
είναι ιδεώδες του , αφού

(x,0)-(0,y)· (x,-y) 0 (Ζ χ {0})U({0> χΖ)

Ορισμός . Ονομάζουμε Supranum δύο ιδεωδών και J2 ενός 
δακτυλίου R , και το συμβολίζουμε J^V J2 » τ0 ιδεώδες που παράγεται 
από την ένωση J^UJj δηλαδό

J 1V J 2= (JiU J 2) ‘

Έ τ σ ι  , J^V J2 = n o f / ί  ι δ ε ώ δ ε ς  τ ο υ  R με J.jUJ2 C f)  .

Επομένως , το supremvm είναι το μικρότερο ιδεώδες του
R που περιέχει και το και το J2
Η επόμενη πρόταση μας περιγράφει το J^VJ2 ’
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εέναε σώμα . (βλέπε παραδ.13,51.2) .
Έστω J ένα εδεώδες του Ρ[χ] . Αν J = {θ} τ<5τε J = (0) 
Υποθέτουμε <ίτu J i- {0} , το J θα περεέχεε επομένως καε μη- 

μηδενεκά πολυώνυμα . Αν Μ εέναε το σύνολο των βαθμών των πολυωνύ­
μων του J τότε MCH , άρα το Μ έχεε ελάχεστο στοεχειίο m .
Υπάρχεε λοεπόν 0^P(X)eJ με degP(X)= m . Αν D(X) εύναε ένα τυ­
χόν πολυώνυμο του J , τότε από την Ευκλεέδεα δεαερεση υπάρχουν μο­
ναδικά πολυώνυμα q(x) καε r(x)ep[x] έτσε ώστε

D(x) - P(x)q(x)+r(x) καε r(x)=0 ά degr(x)<tn

Παρατηρούμε ότε

r(x)= D(x)-P(x)q(x) β J

αφού το J εύναε εδειίδες .
Αν γ ( χ ) ί  0 , τότε θα υπάρχεε πολυώνυμο του J με degr(x)<m 

άτοπο από την υπόθεση μας , συνεπώς r(x) = 0 οπότε D(x) = P(x)q(x) . 
Επομένως JC(P(x)) αφού

(Ρ(χ)) “ (P(x)w(x) / w(x) e p£xj } ,

Απ’την άλλη μερεά , γεα κάθε w(x)€p[x] έχουμε P(x)w(x)GJ αφού 
το J εέναε εδεώδες , επομένως (p(x))CJ . Έτσε J-{p(x)) .

πρόταση 30 *

0 δακτιίλεσς Ζ [ ί ]  - {α+Μ /a,EG£} των ακεραύων του Gauss 
εέναε πεδίο κυρίων εδεωδών «

Απόδειξη ,

0 δακτύλιος % [ ί ]  εέναε ένα πεδέο ακεραεότητας (βλέπε παραδ, 
14,51,2;) /.

Έστω J ένα εδεώδες του &[ί] , Αν J - {ο} , τότε J - (ο) «
4

Υποθέτουμε ότε J Φ {0} καε εκλέγουμε ένα μη-μηδενεκό στοεχεέο 
a€J με ελάχιστη απόλυτη τιμά (μέτρο) , Θα δεέξσυμε ότε J s (α) .



Έστω $GJ , είναι φανερά τώρα ότι,

~ € Qjij = (r+ si/r,s  6 Q}

Έστω

^•=r+si για κάποια r,s6Q  

Εκλέγουμε ακέραιους ρ και q τέτοιους ώστε

°£|*-ρ !< Ί » 0< !s-q|< i

Έστω y = p+qiez[ij οπότε

! γ| = /  (r-p)2+(s-q)2 < / ^  + i  =-L< I (18)

Ας είναι τώρα δ = β-αγ . Επειδή a e j  , S0J το γ6Ζ[ΐ] και το 
J ιδεώδες έχουμε 6GJ . Επιπλέον

|δ| = |β-αγΙ = ja (£ -γ)| = )α| |^-γ| < |α| (λόγω τηε (18)) .

Αν 6^0 , τότε θα υπάρχει 6GJ με |δ) < Jaj άτοπο από την υπό­
θεσή μας . Έτσι 6 = 0 και επομένως β = αγ , οπότε JC(a) ·
Απ’ την άλλη μεριά ,

(α) = {αγ/γΘΖ[ί]}

και αφού το a 6 J καί το J ιδεώδες θα έχουμε αγ 6 J για κάθε 
γ 6 ϊΓ ί]  δηλαδή

(a) J

Έτσι J = (α) πράγμα που επιθυμούσαμε . Β

Δ εν  ε ί ν α ι  όμω ς ό λ ο ι ο ι  δ α κ τ ύ λ ιο ι δ α κ τ ύ λ ιο ι κ ύρ ιω ν ιδεω δώ ν , όπως 

φ α ίν ε τ α ι  από το παρακάτω π αρ ά δειγμ α  .

Π α ρά δειγμ α  6 .

Το πεδίο ακεραιότητας ζ[χ] των πολυωνύμων με ακέραιους συντε-
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λεστές δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών .
Για το ιδεώδες (2,χ) του Ζ[χ] που παράγεται από τα στοιχεία 

2 και, χ του ζ£χ! έχουμε

(2,χ) = (2h(x)+xk(x) / h(x) ,k(x) 6Ζ[χ] } (Άσκηση)

Το (2,χ) λοιπόν περιέχει όλα τα πολυώνυμα του Ζ[χ] που έχουν 
σταθερό όρο άρτιο αριθμό .

Θα δέιξουμε ότι το ιδεώδες (2,χ) δεν είναι κύριο ιδεώδες . 
Πραγματικά αν ήταν κύριο υδεώδες θα υπήρχε πολυώνυμο f(x)6Z[x] 

τέτουο ώστε

(2 ,χ) = (f (χ))

Αλλά 2€(2,χ) καυ χ€(2,χ) , οπότε

2=f(x)h(x) h(x) eZ]x]

x = f(x)h'(x) h'(x)GZ[x]

πράγμα άτοπο , αν λάβουμε υπ’όψη μας ότυ 

deg{q>(x)g(x)) = deg<p(x) + degg(x) 

γυα κάθε φ(χ) , g(x) €Ζ]χΠ . ■

§8.5. Ήρά̂ ευς επί των υδεωδώυ .

Α. Αθροισμα υδεωδώυ .

Έστω J.pJ2 δ̂ ° υδε“δΓ· ενός δακτυλίου R .
Ορίζουμε το άθροισμά τους ως έξης :

J j+Jj = ίχ+y / χ€ J 1 , y € J 2>

Το σόνολο Ĵ -+J2 ει'ναι' ενα υδεώδες του R .
Πραγματικά , είδαμε ότι το supremum * #Ετσΐ/ το “θροι
σμά J ει ν̂αυ το '■ 'δε̂ δες που παράγεται από την ένωση ’
με άλλα λόγια είναι το Ĵ +J τ0 μικρότερο ιδεώδες του R που περιέ
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χεί το J.̂  και το J j  .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  7  .

Στο δακτύλιο Ζ  των ακεραίων θεωρούμε τα ιδεώδη (κύρια) 
J 1=(m) και J 2 = ( n )  . Το άθροισμά τους

(m)+(n)= (d)

όπου d= (m,n) είναι ο Μ.Κ.Δ. των m,n
ΙΙραγματικά , (m)+(n) = (km+λη / k,X €2} , και επειδή κάθε ιδεώδες
του Ζ  είναι κύριο , θα υπάρχει ακέραιος d τέτοιος ώστε

(km+λη / k,X 6 Ζ} = (d)

Έ τ σ ι  m 6 ( d )  κ α ι  n 6 ( d )  ο π ό τ ε  d | m  κ α ι  d j n  ,  δ η λ α δ ή  ο d  ε ί ν α ι

ένας κοινός διαιρέτης των m και η . Απ’την άλλη μεριά , υπάρχουν/
α κ έ ρ α ι ο ι  κ , λ  μ ε

km+Xn = d . (19)

Έ τ σ ι  α ν  δ  ε ί ν α ι  έ ν α ς  ά λ λ ο ς  κ ο ι ν ό ς  δ ι α ι ρ έ τ η ς  τ ω ν  m κ α ι  η  θ α  

ε ί ν α ι  m = δ ι η '  κ α ι  η  = δ η '  ο π ό τ ε  α π ό  τ η ν  ( 1 9 )  έ χ ο υ μ ε  δ { ό  ,  ε π ο μ έ ­

ν ω ς  d=(ra,n) .
Όμοια το άθροισμα πεπερασμένου πλήθους ιδεωδών ‘ **̂ η

ενός δακτύλιου R ορίζεται ως εζάς
J.+J-+...+J = (χ,+χ0+...+χ̂  / χ. 6 J.}1 2  n  1 2  η ι ι

To J,+J„+...+J είναι ένα ιδεωδές του R και μάλιστα είναι το ιδε- 1 2  η
ωδές που παράγεται από την ένωση J^U J j U . . .  U Jn . Με άλλα λόγια το
J +J-+...+J είναι το μικρότερο ιδεώδες που περιέχει τα J. . 

1 2 η  ι

Β .Γ ιν ό μ ε ν ο  ιδεω δώ ν -

Έστω J^,J2 ύ̂ο ιδεώδη ενός δακτυλίου R . Ορίζουμε το γινόμε­
νο τους ως εξός :

\νί· \/7-

:ι···*»
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J1J2= 1 Σ x.y.i x. € J,i  1 6J , Σ πεπερασμ. άθροισμα]

Θα δείξουμε ότι το γινόμενο είναι ένα ιδεώδες και μάλιστα
το ιδεώδες του R που παράγεται από το σύνολο

A={xy/x6J1 , yeJ^}

Με άλλα λόγεα ότι, το J.jJ2 e,'vat το ν κ̂ρότερο ιδεώδες του R που 
περιέχει το A .

Πραγματικά , για κάθε Χ = χιΥ ι+ * * * +χηΥη » y = xi y'’/+* * ,+xkyk € J l J2 
και r  6 R έχουμε

i) x-y = χ ^ λ + . .  ·+χην - ( - χί^ί+· · M - x £ ) y £  6

i i )  rx= (rx1)y1+-..+(rxn)yn 6 και.

x r = x , ( y . r ) + . - ,+ x  ( y  r ) 6 J ,  J 0 1 1 n •'n 1 2

Είναι φανερό ότι · Αν τώρα ί  είναι ένα άλλο ιδεώδες
του R  που περιέχει τό Α 5 τότε για χάθε χ-ν,+*. -+χ ν

1 1  τ τ η  1 2
έχουμε

Χ1 € J ± xai yx e  J2  — *· x1y1 €f

x 6 J, και, y € ==̂  x y  € f  ·η 1 2 irn

δηλαδή J2J2 C  ί  .

Xlyl + . *+x y■n·7!! e i

Παράδειγμα 8 -

Στο δακτύλιο Z των ακεραίων , θεωρούμε τα ιδεώδη ύ^=(τη) 
και J2= (η) . Το γινόμενό τους

J 1 J 2  ~ (m)(η) = Cum)

είναι δηλαδή το ιδεώδες που παράγεται από τον ακέραιο mn . ( Άσκηση)
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Γενικότερα , αν είναι ιδεώδη ενόε δακτυλίου R το
γινόμενό τουε J ,J 0. . .J  είναι το ιδεώδες του R που ορίζεται, «ει  z η
εξήε :

J .J - . . .J s { Σ χ , . , .χ  /χ. 6J. , Σ πεπερ. άθροισμα}ι  * η ι  η ι ι

Στην ειδική περίπτωση όπου J =J_=...=J =J θα δηλώνουμε το1 2 η
γινόμενο J . . .J  με Jn . Έτσι,

«Ιη ={Σχ. . . .χ .  /χ. 6J , Σ πεπερ. άθροισμα)
1 \  \

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότι, τα ιδεώδη 

J D J 2 2 . . .  D JnD ···

σχηματίζουν μια φθίνουσα άλυση ιδεωδών'.
Αν J , , W , ί  είναι ιδεώση ενόε δακτυλίου R τότε:

(1) J-*W = W+J

(2) J+(W+i)=(j+Wj+f

(3) J(W C)=(JW)f

(4) W(J. + ...+Jrt) = WJ1 + ...+WJ Xatl  n l  n

(J.+...+J ) i s ίl  n l  n

(5) Αν o R είναι αντιμεταθετικόε δακτΰλιος

JW = Wj . (Άσκηση)

8 .6 . Δακτύλιος πηλίκο .

Υπενθυμίζουμε εδώ και πάλι ότι τα ιδεώδη στην θεωρία δακτυλίων 
παίζουν τον ίδιο ρόλο που παίζουν και οι κανονικέε υποομάδες στην 
θεωρία ομάδων .
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'Εστω R έ ν α ς  δ α κ τύ λ ιο ς  κ α ι J  έ ν α  ιδ εώ δ ες το υ  .

Επειδή η προσθετική ομάδα (R,+) είναι αβελιανη η υποομάδα τηε 
(J,+) είναι κανονική . Ορίζεται επομένως η προσθετική ομάδα πηλίκο 
R/J με πράσθεση ορισμένη από :

(J+x)+(J+y)=J+x+y (20)

Η ομάδα R/J δομείται σε δακτύλιο -

Πρόταση 31 .

"Εστω R ένα δακτύλιος και J ένα ιδεώδες του . Η προσθετική 
ομάδα R/J είναι ένας δακτύλιος με πολ/σμό που ορίζεται από τη σχέ­
ση

(J+x)(J+y)=J+xy (21)

Αν ο R είναι αντιμεταθετικός η έχει μονάδα τότε το ίδιο ισχύει και 
για τον δακτύλιο R/J .

Α π όδειξη  .

Πρώτα θα δείξουμε ο'τι ο πολ/σμός είναι καλά ορισμένος , δηλαδη 
αν

J+x=J+x1 και J+y = J+y1 τότε J+xy = J+x1y 1 

ή Jcy-x1y1 6 J .
Πραγματικά από την υπόθεση x-x^SJ και y-y  ̂6 J οπότε

'xy-*1y1 = x (y -y 1)+ (x -x 1)y1 e J

πράγμα που επιθυμούσαμε .
Είναι εύκολο τώρα να διαπιστώσουμε ότι ο πολ/σμός είναι προσε- 

ταιριστικός και ότι ισχύουν οι επιμεριστικοί νόμοι .
Το σύνολο πηλίκο R/J εφοδιασμένο με τις πράξεις (20) και (21) 

γίνεται λοι»πόν ένας δακτύλιος .
Αν ο R είναι αντιμεταθετικός τότε και ο δακτύλιος R/J είναι 

αντιμεταθετικός αφού



(J+x)(J+y)=J+xy= J+yx= (J+y)(J+x) _

τέλοε , av o R έχει μονάδα 1R , τάτε το στοιχείο J+1R είναι μο­
νάδα στον δακτύλιο R/J αφού

(J+x)(J+lR) =J+x= (J+lR)(J+x)

0 δακτύλιοε R/J καλείται δακτύλιος πηλίκο . ■
Υπενθυμίζουμε άτι το μηδενικά στοιχείο του είναι το συμπλοκο 

J ενώ

α) J+x = J εάν και μάνο εάν x8J  

β) J+x = J+y εάν και μάνο εάν x-y6J

Για να ξεκαθαρίσουμε περισσάτερο του ράλο που παίζουν τα ιδεώδη
στον σχημάτισμά του δακτυλίου πηλίκου δίνουμε το επάμενο θεώρημα .

/

Θ εώρημα 3 .
•

Έστω R έναε δακτύλιοε . Το σύνολο λ  άλων των σχέσεων ισο- 
δυναμίαε στο R που συμ$ι3άζουται με τιε πράξειε του δακτυλίου είναι 
ισοδύναμο με το σύνολο Β άλων των ιδεωδών του R δηλαδη

UI = \%\

Με άλλα λάγια υπάρχουν τόσες σχέσειε ισοδυναμίαε στο R που 
συμβιβάζονται με τιε πράξειε του R άσα είναι και τα ιδεώδη του R.

Α π ό δ ε ιξ η  .

α) Κάθε ιδεώδεε J του δακτυλίου R ορίζει στο σύνολο R
μια σχέση ισοδυναμίαε ST συμβιβαστώ με την πράσθεση και τον πολ/σμάJ
του R :

χ Ξ y (S Τ) x-y 6 J

To <5τυ η ST εύναο μυα σχέση οσοδυναμύας συμβυβαστη με την πράσ-
ο

θέση τον R προκύπτει* από  το αντύστουχο αποτέλεσμα της θεωρύα ομάδων
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(βλέπε" θεωρ.9,Κεφ.ΙΙ) παρατηρώντας ότυ το (J, + ) εόναυ κανονυκή 
υποομάδα της (R,+) .

Μένεί/ να δεέ'ξουμε ότι, ευναυ συμβυβαστή καυ με τον πολ/σμό δηλαδή
OTL

χ  = y ( S j )  

x ' i y ' ( S T)
=> xx' = yy '(S )

Αλλά ου x iy(S j) και, x' = y'(Sj) σημαυνουν x-y 6 J 
x '- y 'G J  οπότε αφοό το J ' ευναυ υδεώδες

χ(χ' - y *)+(x-y)y ' G J δηλαδη x x '-y y 'G J

καυ

που υσοδυναμευ με xx'-yy'(Sj)

3) Αντίστραοα , αν S εόναυ μυα σχέση υσοδυναμυας στο R συμβυ­
βαστή καυ με την πρόσθεση καυ τον 
πολ/σμό του R , τότε η κλάση υσο­
δυναμυας του μηδενυκού στουχεέου 
του

S(0) = {x/x€R , χ Ξ  0(S) }

εέναυ ένα υδεώδες του R .
Πραγματυκά ,

x,y € S (0) *■— >
■ X = 0(S) 
. y = DCS)

καυ επευδή η S ευναυ συμβυβαστή με την πρόσθεση του R θα έχουμε 
x-y=0(S) δηλαδή x-y € S . Επυσης γυα κάθε xGS(O) καυ r€ R  
έχουμε

χ Ξ  o(S) 

r=r(S)
xr= 0(S) καυ rx = 0(S)

δηλαδή xr€S καυ rx€ S



* S(0)

γ) Ορίζουμε τις απεικονίσεις : 

ψ : Λ -----► h  > S ►

xat

Φ : % ----► «Α , J *--- ► Sj

Είναι, εύκολο να δέιξουμε ότι, 

Φ ο ψ = 1̂  και ψοφ=Ι^ ■

Π α ρ ά δ ειγμ α  9 .

Έστω (η) ένα κύριο ιδεώδες του δακτυλίου Ζ . Το σύνολο 
πηλίκο Ζ/(η) έχει στοιχεία σύμπλοκα

(n)+x = {kn+x / k€ Ζ} , χ6Ζ
/

που είναι ακριβώς η κλάση ισοδυναμίας χ€Ζη · Τα διακεκριμένα λοι 
πόν στοιχεία του είναι τα σύμπλοκα

(η) , (η)+1 (η)+η-1

Οι πράξεις στο Ζ/(η) ορίζονται από τις σχέσεις

((n)+x)+((n)+y) =(n)+xfy

((n)+x)*((n)+y) = (n)+xy

0 δακτύλιος πηλίκο Z/(n) μπορεί να περιγράφει ακριβώς σαν ο δακτύ­
λιος Ζ .

Π α ράδειγμ α  10 .

Στο δακτύλιο των πολυωνύμων ]R{x] με συντελεστές από το σώμα 
2R των πραγματικών αριθμών , θεωρούμε το ιδεώδες

(χ2+ΐ) = {P(x)(x2+ 1)/P (x)e i [χ]}
Τα στοιχεία του δακτυλίου πηλίκου 3R[xj j (χ2+1) είναι σύμπλοκα

(χ2+ΐ)+Ρ(χ) , Ρ(χ) G 3R[x]
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ενώ η πρόσθεση και ο πολ/σμός ορ ίζοντα ι από τ ις  σχεσεις 

^x2 + l)+P (x ) + (x2+l)+W (x) = (x + l)+P(x)+W (x)

(χ2 + ΐ)+ Ρ (χ ) · (χ2 + ΐ)  +W(x) = (x 2 + l ) + P ( x M x )

8.7. Θεωρήματα ισομορφισμών .

Έχουμε δεό ό τ ι ο πυρόνας κάθε ομομορφισμου δακτυλίων ε ίν α ι ένα 

ιδεώδες (βλέπε προτ.2 1 ) αλλά και αντίστροφα , όπως θα δούμε πιό κάτω, 

κάθε ιδεώδες J ενός δακτυλίου R ε ίν α ι ο -πυρήνας ενός ομομορφισμου

από τον R στον R/J .

Ας εεναε J ένα ιδεώδες του R . Η απεεκόνεση

p : R ----► R/j , p (x ) = J+x , V x € R

εόναε ένας ομομορφεσμός δακτυλίων με K e rp  = J 

Πραγματεκά , η ρ είναε φανερά επ ί καε

p (x+y ) r  J+x+y = (J+x)+ (J+y) = p (x )+ p (y )

p (x y ) = J+xy = (J+x )(J+y ) = p (x )p (y )

γεα κάθε x , y 6 R καε επεπλέον

Ker ρ = {x  G R / p (x ) = J } = {x  6  R / J-f-x = J }  = {x  6  R / x 6  j }  = J

Η απεεκόνεση ρ καλείταε χανονεχή προβολιπ του R στο R/J

'Οπως θα δούμε παρακάτω τα θεωρήματα εσομορφεσμών στες ομάδες 

μεταφέρονταε καε στους δακτύλεους αντεκαθεστώντας τες έννοεες κανό- 

νεκή υποομάδα καε ομάδα με τες έννοεες εδεώδες καε δακτυλεος αντέ- 

στοεχα .

Εκεένο όμως που θα τονίσουμε εεναε ότε , στες ομάδες στα θεω­

ρήματα εσομορφεσμών χρησεμοποεησαμε πολ/κες ομάδες ενώ , οε ομάδες 

που χρησεμοποεούμε εδώ ε ίναε προσθετεκές .
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ΛΗΜΜΑ 1 .

As είναμ f  : R--- ► R' έναε ομομορφμσμόε δακτυλίων καμ J ένα
μδεώδεε του R που περμέχεταμ στον πυρήνα τηε f  δηλαδή JC K e rf . 
Τότε υπάρχεμ μοναδμκόε ομομορφμσμόε δακτυλίων

f  : R/J----►  R'

που κάνε μ το επόμενο δμάγραμμα αντμμεταθετμκό 

Ρ
R -------- ► R/J

χ ι?
δηλαδή f  = f  ο ρ /

Α π ό δ ειξη  .

Αφού ο f  είναμ ομομορφμσμόε προσθετμκών αβελμανών ομάδων
f  : (R,+)--- ► (R',+) καμ J μμα κανονμκή υποομάδα της (R*+) το
ΛΗΜΜΑ 1 (Κεφ.ΙΙ,δΙΟ) μας δίνεμ μοναδμκύ ομομορφμσμά ομάδων 
£: (R/J, + )--- ► (R 't+) ορμσμένον από

f(J+x) = f(x) γμα κάθε x6R

που κάνεμ το δμάγραμμα (I) αντμμεταθετμκό .
Μένεμ να δείξουμε ότμ ο f  είναμ ομομορφμσμόε δακτυλίων . Πραγ- 

ματμκά , γμα κάθε J+x , J+y € R/J .

f £(J+x)(J+y)) = f(J+xy) = f(xy) = f(x)f(y) = f(J+x)f(J+y) . ·

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 .  (Θ εμ ελια κ ό  Θεώρημα Ομομορφισμώυ) .

Κάθε ομομορφμσμόε δακτυλίων f  : R --- ► R' ορύζεμ ένα μοναδμκό
μονομορφμσμό

f  : R/Ker f ---- ► R' , f  [ker f+x] = f  (x) , V x G R

4.



Ιδιαίτερα

R/Ker f  In)(f)

Α πόδειξη  .

Σύμφωνα με το λήμμα 1 υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός 
f : R/Kerf----► R' που κάνει το παρακάτω διάγραμμα αυτιμεταθετικό

Ρ
R-------- ► R/Ker f

f

■ -

R'

δηλαδή f  = f  ο ρ

Έτσι f  [ker f  +χ] = f (χ) , V x S R

Η απόδειξη ότι ο f  είναι μουομορφισμός γίνεται με του ίδιο 
τρόπο όπως και στο θεώρημα 10 (Κεφ.ΙΙ,§10) .

Αφού ο f  είναι μουομορφισμός έχουμε

R/Ker f  ν Im(f)

Αλλά Im(f) = Im(f) οπότε R/Ker f  v Im(f) . ■

ΠΟΡΙΣΜΑ 1 .

Αν f  :R --- ►  R' είναι ένας επιμορφισμο'ς δακτυλίων τότε

R/Ker f  *  R' · ■

Π αράδειγμα 11 .

Κάθε επ ιμ ο ρ φ ισ μ ό ς από έ ν α  δ α κ τ ύ λ ιο  R σ τ ο  δ α κ τ ύ λ ιο  2  τω ν 

ακεραίω ν ε ί ν α ι  μ ο να δ ικ ά  ο ρ ισ μ έ ν ο ς  α πό τ ο ν  π υρή να  τ ο υ  .

Πραγματικά,υποθέτουμε ότι f  ,h : R— -*■ Ζ είναι δύο επιμορφισμο 
έτσι ώστε Kerf = Ker h .
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Aπό το προηγούμενο πόρισμα υπάρχουν δύο ισομορφισμοί

f ' : R/Ker f  ·----- ► £ , h ' : R/Ker h ----- ► £

Αλλά Kerf =Kerh , ο π ό τ ε  έχουμε δύο ισομορφισμούς απ<5 του δακτύλιο 
R/Kerf στον £ . Αλλά όπως γνωρίζουμε (Βλέπε Κεφ.ΙΙ,§Β,1 ) υπάρ­
χει. το πολύ ένας ισομορφισμός από ένα τυχόντα δακτύλιο στο δακτύ­
λιο £ των ακεραίων , άρα f '  = h' . Τελικά', από τις σχέσεις 
f ~ f \  ρ , h = h 'e p ' όπου ρ ,ρ ' ου κανονικές προβολές

ρ : R — ► R/Ker f  , ρ ' : R--- ► R/Ker h

έχουμε f  = h .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  12 .

Έστω f  : £ ----► F ένας επιμορφισμός από τον δακτύλιο £ των
ακεραίων σε ένα σώμα F . '

Από το προηγούμενο πόρισμα έχουμε

£ / Ker ( f ) 2L f

όπου Kerf=(n) για κάποιο θετικό ακέραιο η αφού , ο δακτύλιος £ 
είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών . Επίσης (η) / ίθ) γιατί διαφορετικά 
£ ί  F , άτοπο . Αλλά £/(η) ί  £ οπότε

£ ί  F η —

και έτσι το σώμα F έχει η-στοιχεία όπου η πρώτος αριθμός αφού 
ο £η είναι σώμα εάν και μόνο εάν ο η είναι πρώτος αριθμός (βλέ­
πε πρότ.6) .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  13 .

Έστω R ένας δακτύλιος με μονάδά 1_ , τότε η απεικόνιση
κ

φ : Ζ--- ► ]R , φ(η) = η1 , V  ηΘΖΚ

είναι ένας ομομορφισμός δακτυλίων με Ker φ = (ρ) όπου ρ = char R .
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Επυπλέον

α)  Αν c h a r  R = ρ > 1  τ ό τ ε  o R π ε ρ υ έ χ ε υ  έ ν α  υ ποδα κτύλυο  υσόμορφο  

με τον  Ζ
Ρ

b )  Αν c h a r  R = 0  τ ό τ ε  π ε ρ υ έ χ ε υ  ο R έ ν α  υ ποδ α κτύ λυ ο  υσόμορφο  

με τ ο ν  Ζ .

Πραγματικά , η φ εύ ναυ  ομομορφυσμός αφού γυα  κάθε m,n β Ζ 

έχ ου μ ε

<p(n+m) = ( n + m ) l R = n l R+mlR = φ(η)+φ(ιη)

<p(nm) = ( n m ) l R = n ( in lR) = ( n l R) ( m l R) = φ(η)φ(πι)

Ε π ιπ λ έ ο ν  Ker φ ={n  G Ζ /  n l  = 0}  = ( p )  p > 0  . 0  p - c h a r R  , π ρ α γ μ α τ ικ ά

υσχύευ  cp(p) = p l R = 0  αφού ρ Θ Ker φ καυ ο ρ εύ ναυ  ο ε λ ά χ υ σ τ ο ς  

θ ε τ υ κ ό ς  ακέρα υ ος  με την  υδυότητα  αυτή ,  αφού αν λ € Ζ + με  λ ΐ  = 0 

το'τε λ €  Ker φ ο π ό τ ε  λ = pk ,  k > 0  άρα λ ^ ρ

α ) Α ν  ρ > 1 τ ό τ ε

Z / K e r φ = Ζ / ( ρ )  *ν φ(Ζ)

η 2 ρ  ^  φ(Ζ) μ ε  φ( Ζ)  υποδ α κτύ λυ ο  τ ο υ  R .

b )  Αν c h a r R  = 0 τ ό τ ε  n l  /  0 γ υ α  κάθε η / 0  καυ έτ σ υΚ
K er<p=(0)  συνεπώς

Z / K e r  φ = Ζ / ( 0 )  = Ζ α» φ(Ζ )

ΘΕΩΡΗΜΑ 5  . (Δ εύτερ ο  θεώρημα ισομαρω ισμίιυ)

Αν ΤΓ καυ J  εύ ναυ  δύο υδεώδη ε ν ό ς  δ α κ τ υ λ ό ο υ  R ,  τ ό τ ε

Α πόδειξη  .
*

Αρχυκά παρατηρούμε ότυ ου δ α κ τ ύλ υ ου  πηλόκο ”Γ / ί η  J καυ Ί + J / J  

ο ρ ό ζ ο ν τ α υ  αφού το 'Cr\ J  ε ύ ν α υ  υδεώ δες  τ ο υ  καυ το J ε ύ ν α υ  υ δ ε -

ώδες του  ί +J (JC 'T + J)  . Τώρα,αφού η ( J ,  + ) εύ ναυ  κα νονυ κη  υ π ο ο μ ά ­
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δα της (R,+) το δεΰτερο θεώρημα ισομορφισμών για ομάδεε μαε δίνει 
τον ισομορφισμό ομάδων

Αρκε ι ί  να δείξουμε ότι ο f  είναι ομομορφισμόε δακτυλίων .
Πραγματικά , ο f  είναι ομομορφισμόε ομάδων και επιπλέον για 

χάθε cfnj)+x , (fnj)+y €  ί / { η  J έχουμε

f{(!0ifiJ)+x)<hfOJ)+y)} = f((?fnJ)+xy) = Jtxy

= (J+x)(J+y) = f(lTnj)+x)f(‘fnj)+y) .

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .  (T lp ixo  Θ εώρημα Ισ ομ ορ φ ισ μ ώ ν)

Αν "ί και J είναι ιδεώδη ενάε δαχτυλιού R έτσι ώστε το 
J C {  , τάτε το if/J είναι ιδεώδεε του δακτυλίου R/J χαι

Α π ό δ ε ιξ η  .

Εργαζόμαστε όπωε στο αντίστοιχο θεώρημα για ομάδεε . Δηλαδη 
ορίζουμε την απεικόνιση

και αποδειχνόουμε ότι η f  είναι καλά ορισμένη , και ότι είναι

f  : ' ί / ί η  J --------► tT + J/ J

f(Cfnj}+x) = J+x για κάθε

f  : R/J-----► R / y f  9 f(J+x) =τΓ+χ , V  x6 R

ένας επορορφοοράς δακτυλίων ρε Ker f  = ’{ / J  9 οπδτε το ί /j eivau 
ιδεώδες του δακτυλίου R/J . Σύρφωνα τώρα ρε το θεώρηρα 4

R / j / f / J  2l Im (f) = R^* ·

ΛΗΜΜΑ 2 .
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Α π ό δ ειξη  - , .

Εργαζόμαστε όπως και στο Λήμμα 2 , (Κεφ.11,510)

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 .

'Εστω f  : R--- *■ R' ένας επιμορφισμός δακτυλίων . Αν U ε ίνα ι

το σύνολο όλων των ιδεωδών "f του R με Ker f  C  ί  και W το σύνο­

λο όλων των ιδεωδών του R' τότε η απεικόνιση

Ψ : U--- ► W , f  I--- ► ί( ί)

ε ίνα ι 1 - 1  και επ ί .

Απόδειξη -

Η απόδειξη αφήνεται στον αναγνώστη , (Βλέπε θεωρ.13.,Κεφ.II,§10)·

Η μορφή των ιδεωδών ενός δακτυλίου πηλίκου δίνεται από το τταρα- 
κάτω πόρισμα .

ΠΟΡΙΣΜΑ 2 -

Αν ■ £ είναι ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου ,  τότε κάθε ιδεώδες 
του R/̂ " είναι της μορφής J/dC όπου J ιδεώδες του X τέτοιο 
ώστε C  J -

Απόδειξη -

Όπως και στο πόρισμα 2 (Κεφ.ΙΙ,,ϋΙΟ) .

ΤΕιράδειγμα 14 -

0 δακτύλιος Ζ̂  των ακεραίων mod m έχει ακριβώς ένα ιδεώδες 
για κάθε θετικό διαιρέτη τι του m και όχι άλλα ιδεώδη-

Πραγματικά , αφού Ζ^νζ/ζπι) το προηγούμενο πόρισμα μας λέει 
ότι τα ιδεώδη του Z/(m) είναι της μορφη'ς (n)/(m) όπου (η)
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ι δ ε ώ δ ε ς  τ ο υ  2  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ( m ' ) C ( n )  .  Η τ ε λ ε υ τ α ί α  σ χ έ σ η  ό μ ω ς  ι σ χ ύ ε ι

ε ά ν  κ α ι  μ ό ν ο  ε ά ν  n l m -

8 .8  .Π ραττοσώ ματα

'Ενα υπάσωμα S ενός σώματος F καλείται γνήσιο αν S 1· F .

Ο ρ ισ μ ό ς  . Ονομάζουμε πρω τόαω μα κάθε σώμα που δεν έχει γνήσια 
υποσώματα .

Παράδειγμα 15

Τ ο σώ μα 2 ^  τω ν α κ ε ρ α ίω ν  m od p  , ρ  π ρ ώ το ς ,  ε ί ν α ι  π ρ ο π ό α ο μ α .

Πραγματικά , αν S είνα ένα υπάσωμα του , η ομάδα (S,+) , 
σύμφωνα με το θεώρημα του Lagrange , έχει τάξη 1 η ρ αφού ο ρ 
πρώτος . Αλλά |sj t  1 αφού το S είναι σώμα , επομένως ISj = ρ 
δηλαδή S=2p

Παράδειγμα 16 .

Το σώμα © των ρητών ε ίν α ι πρωτόσωμα .

Πραγματικά , έστω F ένα υπάσωμα του © και a€F  , α^Ο . 
Το υπάσωμα F περιέχει τη μονάδα αφού α·α ^=i eF  οπότε για κάθε 
ηΘ2 έχουμε

n = n l € F

δηλαδή 2C F . Έτσι για κάθε , n^O έχουμε

-= mn~1e F η

οπότε QCF , καθώς όμως FCQ παίρνουμε <Q = F .

Παράδειγμα 17 .

η οικογένεια όλων των υποσωμάτων ενός σώματοςΈστω
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F . To υπόσωμα Π  F. εόναμ πρωτόσωμα .
i e i  1

Πραγματϋκά , αν S ειίναυ ένα υπόσωμα του O F .  5 τότε το s
i e i  1

θα ειίναμ υπόσωμα του F συνεπώς S 6 { F . }  άρα O f . C S
1 i e i  i e i

Καθώς όμως S C  Ρ) F. συνεπάγεταμ
i e i  χ

S = Π  F .
i e i

δηλαδή το σώμα Ρ| F. δεν έχεμ γνησυα υποσώματα .
i e i  1

Π ρόταση 32 .

Κάθε σώμα F περμέχεμ ένα μοναδμπό πρωτοϋπόσωμα .

Α πόδεμ^η .

Η τομή της ομπογένεμας {F . }  όλων των υποσωμάτων του F
1 i e i

εόναμ ένα πρωτοϋπόσωμα του F  .

Μένεμ να δεόξουμε την μοναδμχότητα .

Ας εόναμ F^,F2 δυο πρωτοΰποσώματα του F . Η τομή τους 

F^H εόναμ ένα υπόσωμα του F τέτομο ώστε

F i n F 2C F 1 παμ F 1 D F 2C F 2 ,

Αλλά τα F^3F2 σαν πρωτοσώματα δεν έχουν γνησμα υποσώματα ετσυ

F Π F = F = F ■1 2  1 2
Στη συνέχεμα θα δεμξουμε ότμ πατά προσέγγμση μσομορφμσμοό τα 

μόνα πρωτοσώματα εόναμ το σώμα Ζ^ η το σώμα Q των ρητών .

Π ρόταση 33 .

Ας εόναμ F ένα πρωτόσωμα . Τότε
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i)  F % Z
— P

i i )  F'ViQ

ov char F = p i· 0 

αν char F = 0

Α π ό δ ε ιξ η  .

θεωρούμε την απευχάνυση

f  : Ζ --- *· F , f(n) = nl. V - n e z

H f  εόναυ ένας ομομορφυσμός δάχτυλών xat μα'Χυστα Kerf = (ρ)
<5που p = charF (Κεφ,.ΙΙΙ,§8.7,Παραδ.12)
Αν charF = ρ^0 , ρ πρώτος τάτε

zp l f(z) * {η1ρ / η = 0,1, ...,ρ-1}
ενώ αν char F = 0 , Z^f(Z) (Κεφ.ΙΙΙ,§8.7,Παράδ.13)

ί) Υποθέτουμε πρώτα 0Tt ' ·

Αφού ο ρ εέναι, πρώτος έχουμε <5τυ το Ζ̂  εέναυ σώμα άρα σώμα 
εώαυ xat το f(Z) . Αλλά το F εέναι πρωτάσωμα δεν περυέχευ επομέ­
νως γνιίσυα υποσώματα άρα f(Z) = F xat έτσι. F^Z

-  Ρ
i i )  Έστω τώρα Z^f(Z) .
Ο υποδαχτάλυος λουπόν f(Z) , etvat πεδόο αχεραυέτηταδ xat το 

σώμα χλασμάτων του (βλέπε Κεφ.III,§7,πρόταση 19)

F'={a,b ^ /ajbefiZ) , b t  0} = {(nlp)(mlp) ^/η,ιηβΖ , m̂ O}

περυέχεταυ στο σώμα F οπότε F ' = F αφού το F εέναυ πρωτόσωμα .
Από την υπόθεση όμως , τα πεδόα αχεραυότητας Ζ xat f(Z) εόναυ 

υσόμορφα , οπότε xat τα σώματα χλασμάτων τους θα εέναυ υσόμορφα (Βλέ­
πε Κεφ.III,§7,Πρόταση 2 0 ) , δηλαδή ,

«3 1 F ,

μέσω του υσομορφυσμοΰ

g : Q--- ► F , g( )̂ = (nlF)(mlF)“1 . ■
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Πόρισμα 1 .

Κάθε σώμα F

i )  F ' 'ν Ζ
-  Ρ

i i )  F '  -ν Q

π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α  υπόσωμα Τ '  τ έ τ ο ι ο  ώστε  

αν c h a r  F = ρ ^ 0  , ρ  πρώτος

αν c h a r  F = 0

Με την β οή θε ια  τη ς  παραπάνω πρότασ η ς  α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι  ό τ ι  τα πρωτο-  

σώματα δ ε ν  έ χ ο υ ν  αυτομορφ ισμούς  ε κ τ ό ς  τη ς  τ α υ τ ό τ η τ α ς  . Π ραγματικά  .

Π όρισμα 2 .

Αν f  ε ί ν α ι  έ ν α ς  α υτ ομορφ ισ μός  ε ν ό ς  πρωτοσώματος F τ ό τ ε  ο 

f  ε ί ν α ι  η τα υτότητα  .

Α π όδ ε ιξη  .

Σύμφωνα με την προηγούμενη  πρόταση το F θα ε ί ν α ι  :

i )  F = { ( n l p H m l p )  1 / n , m e Z  , m= θ)  αν c h a r  F = 0 

Π

i i )  Γ =  { n i p  / ώ = 0 , 1 , . ,  . , ρ - Ί }  αν  c h a r  F -  ρ ^  0

Αφού όμως γ ι α  κάθε α υτομορφισ μό  f  σώματος F έ χ ο υ μ ε  f ( . l p )  = l p  

εύκολα α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι  ό τ ι  ο f  ε ί ν α ι  ο τ α υ τ ο τ ι κ ό ς  ο μ ομ ορφ ισμ ός  * 

( Ά σ κ η σ η )  *

8 . 9 .  M axim al κ α ι πρώτα ιδεώ δη .

ΟΡΙΣΜΟΣ . Έ ν α  ιδ ε ώ δ ε ς  ΥΥ\. το υ  δ α κ τ υ λ ί ο υ  R λ έ γ ε τ α ι  m axim al 

ιδ εώ δ ε ς  ότα ν  m * R  κ α ι  γ ι α  κάθε ι δ ε ώ δ ε ς  J του  R με t f l C J C R  

ι σ χ ύ ε ι  J = R .

Μ’άλλα λ ό γ ι α  , έ ν α  ι δ ε ώ δ ε ς  lift. τ ο υ  R ε ί ν α ι  m axim al ότα ν  

YHl*R και, δ ε ν  υπάρχει,  ι δ ε ώ δ ε ς  J  τ ο υ  R τ έ τ ο υ ο  ώστε a

J t  R h<x l  m C J C R  . Έτσι,  a το yo v o  ι δ ε ώ δ ε ς  που π ε ρ ι έ χ ε ι  γ ν ή σ ι α  

ένα m axim al ιδ ε ώ δ ε ς  ε ί ν α ι  ο ί δ ι ο ς  ο δ α χ τ υ λ ι ό  R .
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Μ’αυάλογο τρόπο ορίζεται, το δεξιό (αυτιστ. αριστερό) maximal 
ιδεώδεε - Δίνουμε όμως τον ορισμό για αμφίπλευρα ιδεώδη , γιατί τα 
πιό σημαντικά αποτελέσματα που αφορούν maximal ι,δεώδη εμφανίζονται, 
σε αυτυμεταθετικούε δαχτύλιουε ·

Π αρατήρηση .

Αν R είναι, έναε δαχτύλιοε και συμβολίσουμε με § το σύνολο 
ύλων των ιδεωδών του R τέτοιων ώστε J i  R δηλαδή

8  -  {J / J ιδεώδεε του R , J t  R)

τύτε , τύ .§ είναι, ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο από τη σχέση του 
περιέχεσθαι . Βλέπουμε λοιπόν ότι :

Το ΤΠ. είναι ένα maximal ιδεώδεε του R εάν και μόνο εάν το 
m είναι ένα maximal στοιχείο στο μερικά διατεταγμένο σύνολο S  .

Γενιχώτερα , πολλέε φορέε μιλάμε για ένα ιδεώδεε 'C που είναι 
maximal ωε προε μια δοθεέσα ιδιότητα , εννοώνταε ότι υπεράνω τηε 
σχέσηε του περιέχεσθαι το είναι maximal στοιχείο στο σύνολο όλων 
των ιδεωδών του R που έχουν την δοθείσα ιδιότητα . Στην περίπτωση 
αυτή , το δεν είναι απαραίτητα ένα maximal ιδεώδεε του R με 
την έννοια του ορισμού1 .

Είναι δύσκολο στην πράξη να αποδείξουμε , ότι ένα ιδεώδεε είναι 
maximal στηριζόμενοι μόνο στον ορισμό του maximal ιδεώδουε * Για 
του λόγο αυτό , θα δώσουμε στη συνέχεια ορισμένα αποτελέσματα που 
μαε βοηθούν να ορίσουμε πότε ένα ιδεώδεε είναι maximal ή όχι .

Π ρόταση 34

Έστω J ένα ιδεώδεε του δακτυλίου R , To J είναι maximal 
ιδεώδεε εάν και μόνο εάν (J4a) = R̂  για κάθε στοιχείο afSJ , όπου 
(J,a) παριστάνει το ιδεώδεε που παράγεται από το JU{a) .
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Απόδευξη .

Ας ευναυ J ένα maximal υδεώδες του R . Το υδεώδες (J,oi) 
φανερά ικανοποιεί τη σχέση JC (J,a)C R  , οπότε (J,a) = R · Αντί­
στροφα , ας είναι £  ένα υδεώδες του R τέτουο ώστε JCf^CR

Αν a 6 ί  και. a {? J  τότε JC ( J,a')C'f*. Αλλά από την υπόθεσή 
μας (J,a) = R οπότε ' f -= R , που σημαίνει ότι το J είναι maximal 
ιδεώδες του R . ■

Παρατήρηση .

Αν R είναι ένας αντυμεταθετυκός δακτύλιος με μονάδα , J ένα
υδεώδες του και α £ J , τότε ,

(J,a) = {x+ra / x 6 J , r  G R} ,

όπου (J,a) είναι το υδεώδες που παράγεταυ από το J ϋία)
( Άσκηση) .

Π αράδειγμα 18 .

Στο δακτύλιο Ζ ® Ζ το υδεώδες του ¥Π= {(x,2y) / x,y € Ζ} ευναυ 
maximal - Πραγματυκά , αν J ευναυ ένα υδεώδες του Ζ Φ Ζ τέτουο 
ώστε

f tVCJCZ φ Ζ

τότε , υπάρχευ (a,2b+l)€J γυα κάπουα a,bGZ . Επευδή (a,2b)GJ 
θα έχουμε (a,2b+l)-(a,2b) = (0,1) G J . Αλλά (1,0) 0m J , 
επομένως

(0,1)+(1,0)= (1,1)GJ 

που σημαυνευ ότυ J = Z φ Ε  .

Π αράδειγμα  19 .

Στον υποδακτόλυο S = {(̂   ̂j / xsy ,ZG 3R } του Μ (H) το
σΰνολο
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m={(o o)/ a -b e K}
είναι φανεροί ένα ιδεώδες του S . Το ΥΚΙ είναι maximal ιδεώδες του 
S . Πραγματικά , αν J είναι ένα άλλο ιδεώδες του S τέτοιο ώστε

y n c j c s

τότε υπάρχει ^Jej  με x»y»z e ® και ζ ? 0  , επομένως

( ϊ  iUSMJW ■

Επειδό όμως ( J ° ) e j  θο έΧου4ε (θ  ΐ ) +(θ ο) = (ο  ΐ ) 6 J  οπ<ίτε 

J = S όπως επιθυμούσαμε .

Παράδειγμα 20 .
/

Στο δακτύλιο Ζ ^ ~  2Ζ  των άρτιων ακεραίων , που είναι αντιμετα- 
θετικός χωρίς μονάδα , το ιδεώδες (4) είναι maximal .

Πραγματικό', στο δακτύλιο αυτό έχουμε

(4) = {(2m)4+4n / m,n Q Z }

Είναι φανερά τώρα άτι (4) = {4k / k Β Ζ }  = 4ί , ενώ για το δακτύλιο 
Εα έχουμε «Α =(2) .

Για να είναι το ιδεώδες (4) στο δακτύλιο Ζ^  maximal αρκεί να 
δείξουμε άτι για κάθε αΘΖ^ με α0(4) το ιδεώδες

J = ((4),α)=*Α

σύμφωνα με την πρόταση 34 .
Πραγματικά , ο α είναι άρτιος ακέραιος που δεν διαιρείται από 

τον 4 , επομένως

α = 4q + 2 για κάποιο q B Z

'Ετσι ,
2 =.a+4(-q) 6 J
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αφου a ,4 ( - q ) S J  καμ το J εέναμ μδεώδες . Άρα Ζ = ( 2 ) C J  
και- επεμδό JC Z ^  θα έχουμε J  = Ζ^ πράγμα που επιθυμούσαμε .

Παράδεμγμια 21 .

Στο δακτύλμο ζΠχ] των πολυωνύμων με ακέραμους συντελεστές , το 
μδεώδες (2 ,χ )  που παράγεταμ πό τα στομχεέα 2 και, χ  εέναμ maximal .

Γμα το μδεώδες (2 ,χ )  έχουμε (βλέπε π α ρ α δ .6 ,Κ εφ .ΙΙΙ ,§ 8 .4 )

(2 ,χ )  = (2h(x)+xK(x) /  h (x ) ,k (x ) € ζ Γ χ Ί }

Μ’ άλλα λόγμα , το μδεώδες (2 ,χ )  εύναμ το σύνολο όλων των πολύ 
ωνύμων του Ζ[χ] με σταθερό όρο πολ/σμο του 2 .

Γμα να δεύξουμε ότμ το μδεώδες (2 ,χ )  εμναμ maximal αρκεύ να 
δεμξουμε ότι, γμα κάθε f ( x ) € Z [ x ]  με f (x )  0 (2 ,χ )  έχουμε

m = ^ 2 ,x ) , f ( x ) ) = z [ x ]

ΙΙραγματμκά , αν f (x )6 Z [x ]  και, f ( x )  0 (21,χ )  τότε ο σταθερός 
όρος του f ( x )  εμ'ναμ π ερ ιττό ς  αρμθμός καμ ας εμναμ αυτό το

f (χ) = 2m-l + χ g(x) , πιβΖ ,  g (x )€ Z jx ]

Τυα το μδεώδες ί ΐ ί  έχουμε

Ί ϊΙ-  {2h(x)+xK (x)+f(x)p(x) /  h (x ) ,k (x )  ,ρ (χ)-8  * Κ Ι>

Έτσμ 2πι€ϊ)1 , xg(x) 6ΚΠ , καμ f  (χ )  € ί ίΙ  καμ αφού τ ο  εμναμ 
μεδώδες θα έχουμε

1 -  2m-+ xg(x) -  f  (χ )  6 Wl 

που σημαμνεμ ότμ ΪΠ = Ζ [χ]

Θα παρατηρήσουμε εδώ ότμ στο δακτύλμο ζ]χ] το μδεώδες (χ )  
δεν εμναμ maximal . Πραγματμκά ,  έχουμε ότμ

( x ) C ( 2 ,x ) C Z [ x]

δηλαδό , υπάρχεμ γντίσμο μδεώδες το (2 ,χ )  που περμέχεμ γνησμα το 
μδεώδες (χ )  πράγμα που επμθυμούσαμε .
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Στην συνέχεμα θα δώσουμε ένα γενμκό συμπέρασμα που μας βεβαμώνεμ 

γμα την ύπαρξη maximal ιδεωδών . Το αποφασμστμκό βήμα στην απόδεμξη , 
εξαρτάταμ από το λήμμα του  Zom , όπως θα δούμε .

ΛΗΜΜΑ TOY ZORN .

Αν (ΊΧ,<) εέναμ ένα μερμκά δματεταγμένο σύνολο με την μδμότητα 
ότμ , κάθε αλυσέδα στο Ί Ι  έχει, ένα άνω φράγμα στο Ίλ τότε , το V i  

έχει, ένα τουλάχιστον maximal στομχεμο .

Υπενθυμίζουμε ότι, αν ΊΑ. ευ ναι, μύα μη-κενη ομκογένεμα κάπομου 
σταθερού μη-κενού συνόλου , τότε  η Û. με την σχέση του περμέχεσθαμ 
γένεταμ  ένα μερμκά δματεταγμένο σύνολο . Ένα άνω φράγμα γμα κάθε 
αλυσύδα €  της Τ/, εύναμ το σύνολο ϋ €  .

Μπορούμε να δώσουμε το  λήμμα του Ζόρι ως έξης :

Έστω 'U. μμα μη-κενή ομκογένεμα υποσυνόλων κάπομου σταθερού 
μη-κενού συνόλου , με την μδμότητα ότμ γμα κάθε αλυσέδα 6  της Ί ί  , 
η ένωση UC ανήκεμ επύσης στην Ίλ . Τότε , η %/L περμέχεμ ένα σύνολο 
που εμναμ maximal , με την έννομα ότμ δεν περμέχεταμ σε κανένα μέλος 
της Ίλ .

ΘΕΏΡΗΜΑ 7 . (K rull-Zorn) .

Έστω R ένας μη-μηδενμκός δακτύλμος με μονάδα 1R . Αν J  

εμναμ ένα μδεώδες του R καμ J  i  R τότε , υπάρχεμ ένα maximal 
μδεώδες Wl του R τέτομο ώστε J C  ΚΠ. ·

Α π ό δ ε ιξ η  .

Η απόδεμξη εμναμ μμα εφαρμογή του λήμματος του Zorn . θεωρούμε 

το σύνολο

μδεώδες του R με O R xat
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To U / 0  αφού J 6 U ,  ενώ το (Ίλ,ς^) ευναυ ένα μερυκά δυατε- 

ταγμένο σύνολο . Γυα να εφαρμόσουμε το λήμμα του Zorn , οφεόλουμε να 

δεέξουμε ότε κάθε αλυσυδα

C  =  { c i  / i  e ι}

υδεωδών από το U  , έχευ ένα άνω φράγμα στο U  „ 'Εστω

Κ= U  C .  
ι βί  1

Θα δεόξουμε ότε το Κ β ΊΧ .  Έστω a ,b G K  xat r  G R , τότε γυα

κάπουα i , j € I  θα έχουμε a G καυ b 6  C * · Αλλά η €  ευναυ μυα

αλυσυδα οπότε C. C C . η C '-cC . . Υποθέτουμε ότε C .C C .  , έτσε
3 3 — 1 · ι — 3

a ,b € C .  . Αλλά το C. εεναε εδεώδες του R συνεπώς a -b G C .C K  
3 3 3

Επεσης ar καε. r a G C ^ C K  . Δεεξαμε λοεπόν ότε το Κ εεναε ένα 

εδεώδες του Κ . Επεπλέον , επεεδη JCC_^ γεα κάθε i 6 I  , έχουμε

J C U C .  = Κ — ι

Μένεε να δεέξουμε ότε το εδεώδες K ^ R  . Πραγματεκά , επεεδή κάθε

C. 611 s C. ^ R γεα όλα τα i  6  I  . Έ τσε 1 Ώ 0 C. (γεα δεαφορετεκά ι ι  Κ ι
= R) οπότε 1

1 Ό  0 UC. = Κ
Κ 1

που σημαένει, ότε το K ^ R  .

Το Κ εέναυ φανερά ένα άνω φράγμα γεα την αλυσέδα C  . Το λήμμα 

του Zorn μας δένεε τώρα , ότε το σύνολο \ L  έχεε ένα maximal στοε- 

χεύο m  . Το m  εέναε ένα γνησεο εδεώδες του R με J C  M l-

Θα δεέξουμε ότε το ΚΪΙ εέναυ ένα maximal εδεώδες του δαχτυλέου · 

R . Υποθέτουμε ότε Ν εέναυ ένα άλλο εδεώδες του R τέτοεο ώστε

MIC N C R  .

Αφού το εδεώδες ΪΥΙ εέναε ένα maximal στοεχεέο του Ίλ  το N g V . .  

Αλλά J C N  , συνεπώς,το Ν πρέπεε να εέναε μη-γνησεο εδεώδες του 

R δηλαδη Ν = R πράγμα που επεθυμούσαμε . ■
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Π όρισμα  1 .

Κάθε μη-μηδενιχός δακτύλιος R με μονάδα 1^ έ χ ε ι  ένα τουλά­
χ ισ το ν  maximal ιδεώ δες .

Απόδειξη .

Το (0 ) ιδεώ δες ε ίν α ι  και επομένως υπάρχει πάντα ένα ma­
xim al ιδεώ δες Ί(Α του R τέτο ιο  ώστε (O)CKl(l.

Π όρισμα 2 .

Έστω R ένας α ν τ ιμ ετα θ ετ ιχό ς  δακτύλιος με μονάδα 1_ . Κάθεκ
μη-αντιστρέψ ιμο σ το ιχ ε ίο  του R π ε ρ ιέ χ ετα ι σ ’ένα maximal ιδεώδες . 

Α π ό δ ειξη  .

Ας ε ίν α ι  χ  ένα τυχόν μη-αντιστρέψ ιμο σ το ιχ ε ίο  του R . Το 

ιδεώ δες (x ) = { r x / r € R )  ε ίν α ι  ^R γ ια τ ί  αν (χ )  = R τύτε το χ 
θα όταν αντιστρέψ ιμο .

Υπάρχει λοιπόν maximal ιδεώ δες ΛΙ του R τέτο ιο  ώστε

( x ) c m

επομένως x e t t l  πράγμα που επιθυμούσαμε .

Στο δα κτύλιο  Ζ  των ακεραίων τα  maximal ιδεώδη "αντισ το ιχούν" 
στους πρώτους αριθμούς . (Υπενθυμίζουμε ά τ ι ο Ζ  ε ίν α ι  δακτύλιος 

κυρίων ιδεωδών) . Πιο συγκεκριμένα :

Πρόταση 35 .

Στο δακτύλιο Ζ ένα ιδεώδες (ρ) , ρ > 1 είναι
εάν και μάνο εάν ο ρ είναι πρώτος αριθμός .

Απόδειξη .
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Ύποθέτουμε ότι, το μδεώδεε 

(ρ) = {pk / k € Ζ } -  ρΖ

του Ζ  είναι, maximal , Αν ο ρ δεν είναι, τιρώτοε ~c^i£

ρ = ·τι1η2 με l< n1,n2 <p

Έτσι, γι,α τα υδεώδη (η̂ ) και, (η2) έχουμε

( p j C C n ^ C Z  και, ( p ) C  (n2 ) C Z  :

-πράγμα άτοπο αφού το (ρ) είναι, maximal .. 0 ρ ει,υβι. λοιπόν -κρβπ&5 

αρυθμύε -
Αντίστροφα , υποθέτουμε ότι, ο ρ είναι, πρώτοε αρυθμοε και, (m) 

ένα ι,δεώδεε του Ζ τέτοι,ο ώστε

(p) C  (m)CZ

Αφού (p)CCm) θα είναι, p = km , k-6Z δηλαδή m ρ  σπστε 
m=l ό ρ αφού ο ρ είναι, πρώτοε αρι,θμόε - Ο τη ρ̂ γεατί 
δυαφορετυκά (τη)-  (ρ) συνετιώε 1 δηλαδή (m) = Ζ .

Το (ρ ) είνα ι, λοι/πόν ένα  maximal υδεώδεε - ■  . •τ·,·*·̂ ·'·· ·. *
Έστω Τ  ε ίνα ι. σώμα καν T p y  τ> δακχυλι,ΟΣ Ίω ν -χολυωνμμων 

συντελεστεε απο -το Τ   ̂ Είναι, -γνωστό ότι, ί> τΤ χ] ε ίν α ι, χ ε ρ μρχό 
ρίων υδεωδώυ «

ΟΕΕΣΜ3Σ _ Έ να πολυώνυμο -ρ(χ)ΗΒΈ]χ3. λέγεται, 'tn & M p  ^
•c ib le )  στον t Jx] αν " ••.'■V-.··· ν;

"  ■ · , ·. : , . ".i -t *-»

*. ν. τΊΓ*-·4-
• ·- · %:*;/·:'·:

; -*:r 
»? ?

τότε

α) degp (χ)^!
±>) Αν ρ ( χ )  = ρ 1 (χ ) ρ 2< χ) με ρ 1 ( χ )   ̂ ρ 2 ( χ ) €  Γ [ χ  

p ^ x J - e T  -η ρ2 ( χ ) ί Τ  ' ,

ν*·'··.;

Θα δείξουμε ό τ ι , στο δ α κ τ ύ λ ιο  2Fjx] τ α  max i ma l  ι,δεώΒη ^ o w rtro o t— 

σ τ α  υοφάγωγα πολυώ νυμα τ ο υ  -

*\\<·
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Πρόταση 36 .

Στο δακτύλιο f [x] ένα ιδεώδες Cp(x)) είναι maximal εάν και 
μόνο εάν το ρ(χ) είναι ανάγωγο στον f [x]

Απόδειξη .

Έστω (ρ(χ)) ένα maximal ιδεώδες του F[x].
0 deg ρ (χ) £1 γιατί αν το ρ(χ) ήταν ένα σταθερά πολυώνυμο 

τότε το ιδεώδες (ρ(κ)) θα ήταν ή (0) ή ολόκληρος ο δακτύλιος F[x] 
που φανερά δεν είναι maximal ιδεώδη .

Αν το ρ(χ) δεν ήταν ανάγωγο , τότε ,

ρ(χ) =ρ1(χ)ρ2(χ) με l<degpx(x) , degp2(x) < degp(x) . 

Για τα ιδεώδη <ρ1<χ)) και (ρ2(χ)) έχουμε

(p(x))C(P l(x))CF[x] και (f>(x))C (p2(x))C F[xJ

πράγμα άτοπο που υποθέσαμε άτι το (ρ(χ)) είναι maximal
Αντίστροφα,ας υποθέσουμε άτι το ρ(χ) είναι ανάγωγο πολυώνυμο 

του F[x] και έστω (φ(χ)) ένα ιδεώδες του f [x] τέτοιο ώστε

(p(x))C (φ(χ))QF[x]

θα δείξουμε άτι (<p(x)) = F[x]
Αφού (ρ(χ)) C (φ(χ)) θα είναι

ρ(χ) = φ(χ)Μχ) , h(x) 6 F[x] ,

επομένως

φ(χ) 6 F ή h(x) 6 F

γιατί το ρ(χ) είναι ανάγωγο .
To h(x) 0 F γιατί τότε (ρ(χ)) = (φ(χ)) , επομένως 9(x)6F ,

δηλαδή φ(χ) = α6 F , α^Ο . Έτσι αα  ̂= 16 F που σημαίνει άτι 
( φ( χ) ) = Γ [ χ] .
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Π αράδειγμα 22 .

Στο δακτύλιο ®[χ] το ιδεώδες (βλέπε παράδ.10)

( χ 2+1 )  = { Ρ ( χ ) ( χ 2+1 )  /  Ρ ( χ ) 6 Μ ( χ ) }

etvaL maximal οδεώδες 9 αφού το πολυώνυμο xz+l ευναυ ανόγωγο στον 

*[*] ·

Στη συνέχεια θα χαρακτηρίσουμε τα maximal ιδεώδη ye τη βοή­
θεια των δακτυλίων πηλίκων που ορίζουν .

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 -

Ας είναι R ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα και J 
ένα γνήσιο ιδεώδες του (J^R) . Τότε το J είναι maximal ιδεώδες 
εάν και μόνο εάν ο δακτύλιος πηλίκο R/J είναι σώμα .

Απόδειξη .

Ας είναι J ένα maximal ιδεώδες του R . Αφού ο R είναι
αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα 1 όμοια και ο δακτύλιος πηλί-R
mo R/J εύναυ αντυμεταθετοκόs με μονάδά J+l t  J . Μενευ να δευξουμεR
ότι κάθε μη-μηδενικό στοιχείο του R/J είναι αντιστρέψιμο .

Έστω J+α t  J (agj) , τυχόν μη μηδενικό στοιχείο του R/J .
Θεωρούμε το ιδεώδες (J,a) που παράγεται από το J t'Ca} , έχουμε

JC(J,ct)CR

και αφού το J είναι maximal

R = (J,a) = {x+ra / χ G j , r G R}

Κάθε στοιχείο λοιπόν του R μπορεί να γραφεί x+ra , xGJ , rGR . 
Υπάρχουν επομένως στοιχεία xQ G J και r QSR έτσι ώστε

^ =w
οποτε l R“rQa = xQ 6 J . Έτσυ

J+l  ̂= J+r̂ a = ( J+Pq) (J+d) επομένως



Αντίστροφα , υποθέτουμε άτι» ο R/J είναι, σώμα , και, ας είναι, 
ένα ιδεώδες του R για το οποίο

j c Tc r  .

Θα δείξουμε ότι >f=R , οπότε τα J θα είναι, maximal ι,δεώδες .
Αφού J#R υπάρχει, x 6 'ζ και, x g J  , επομένως J+x f  J όπου J 
είναι, το μηδενικό στοιχείο του σώματος R/J . To J+x είναι, αντι­
στρέψιμο και ας είναι J+y το αντίστροφό του .
Θα έχουμε λοιπόν (J+x)(J+y) =J+xy =J+1R που σημαίνει, ότι, 
l R-xyGJC>f . Αλλά το xyĜ C (αφού το xG^) οπότε

1R= (l-xy)+xyG'i .

Αφού 1R G)f θα είναι, Ĉ=R όπως το ζητούσαμε . ■
/

Παρατήρηση .

Στο δακτύλιο £  ̂ που δεν έχει, μονάδα το ιδεώδες (4·) είναι, maxi­
mal (βλέπε παράδειγμα 20,. §8.9) . Στον δακτύλιο πηλίκο £^/(4) 
όμως ισχύει

((*0+2)((»0+2) = (4)+4 = (4)

δηλαδή , ο δακτύλιος £^/(4) έχει διαιρέτες του μηδενός , άρα δεν 
είναι σώμα .

Βλέπουμε λοιπόν ότι η ύπαρξη μοναδιαίου στοιχείου στον δακτύλιο 
R , είναι απαραίτητα στο παραπάνω θεώρημα .

Παράδειγμα 23 .

Στο δακτύλιο * Η  το ιδεώδες (χ2+1) είναι maximal (βλέπε 
Κεφ.ΙΙΧ,§8.9,Παράδ.22) . 0 δακτύλιος πηλίκο ]R(x] (̂x2+l) είναι 
λοιπόν σώμα σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα , και μάλιστα

( J + α )  ^  -  J + r Q π ρ ά γ μ α  π ο υ  ε π ι θ υ μ ο ύ σ α μ ε  .
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c i ]R Η / (χ 2+ι) ·

Αυτό μας δίνει μ ια  κατασκευή το υ  σώματος C των μ ιγ α δ ικ ώ ν  αρ ιθμ ώ ν 

από το υ ς  π ρ α γμ α τικ ο ύ ς  α ρ ιθ μ ο ύ ς  .

Παράδειγμα 24 .

Δείξαμε στα προηγούμενα με κλασσικό τρόπο ότι το ιδεώδες (χ) 
στο δακτύλιο s[x] δεν είναι maximal . Ένας άλλος τρόπος για να 
διαπιστώσουμε αυτό είναι ο έξης : Θεωρούμε την απεικόνιση

h:Z[x]----► Ζ , f  (χ) ----- ► f  (0)

Είναι εύκολο να δείξουμε ότι αυτή είναι ένας επιμορφισμός με 
Ker(h) = (χ) οπότε

ί[χ ]/ (χ ) 2 ΐ*

Το Ζ όμως δεν είναι σώμα , συνεπώς το ιδεώδες (χ) δεν είναι
maximal .

Πόρισμα 3 .
Έστω F ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα . Το ιδεώδες 

(0) είναι maximal εάν και μόνο εάν ο F είναι σώμα .

Απόδειξη .

Παρατηρούμε ότι F^vF/(0)
Πραγματικά η απεικόνιση f  : F --- ► F(0) , χι--- ♦  (0)+χ

είναι ένας ισομορφισμός . Σύμφωνα λοιπόν με το θεώρημα ο F^F/iO) 
είναι σώμα ένα και μόνο εάν το (0) είναι maximal .

Ο ρισμός . Ένα ιδεώδες ρ  ενός δακτυλίου R θα λέγεται πρώ­

το  ιδεώδες αν P ^ R  και για κάθε ζεύγος ιδεωδών Α,Β του R 

ισχύει :
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ABCP = »  AC P ii BCP

Για ιστορικούς και τεχνικούς λόγους εξαιρούμε ακό τα πρώτα ιδεώδη τον 
δακτύλιο ]R .

Παράδειγμα 25 ,

Στον μη-αντιμεταθετικό δακτύλιο Μ (]R) το ιδεώδες (0) είναι
ΠΧΩ

πρώτο -
Υπενθυμίζουμε ότι ο Μ (®) είναι απλός δακτύλιος δηλαδή τα

η χ η
μόνα ιδεώδη του είναι τα (0) και 11 (Κ) (βλέπε παράδειγμα 5,Κε<ρnxn
I I I , § 8 . 1 )  .

Είναι φανερό τώρα ότι , αν για ιδεώδη Α,Β του wnxn^^ 
ισχύει ABC(O) τότε AC(0) ή BC(0)

/
Θεώρημα 9 .

Ας είναι R ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος και Ρ ένα ιδεώδη 
του με Ρ f  R . Το Ρ είναι πρώτο ιδεώδες εάν και μόνο εάν για κάθε 
a,bGR ισχύει

ab Θ Ρ — * a 6 Ρ ή b 6 Ρ

Απόδειξη .

Έ σ τ ω  Ρ ένα πρώτο ιδεώδες τ ο υ  R . Αν ab6P θα δείξουμε ό τ ι  

α6Ρ ή bGP . Γνωρίζουμε ό τ ι

(a) = {ra + na / rGR , nG£)

(b) = (sb + rob / sGR , n 6 t)

και ότι τα στοιχεία του γινομένου (a)(b) θα είναι πεπερασμένα αθροί­
σματα από γινόμενα στοιχείων της μορφήS

ra + na και sb + mb , r,sGR  και n,mGZ
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Αλλά

( r a  + η α ) ( sb  + m b) = r s a b  + m rab  + n s a b  + nm ab

Mat αφού ab G P xat το P ιδεώδες παίρνουμε ό τ ι το γινόμενο 

(ra  + na )(sb  + mb) xat πεπερασμένα αθροίσματα από όμοια γινόμενα ανή­

κουν στο Ρ , που σημα ίνει ό τ ι

Επειδή το Ρ ε ίν α ι το πρώτο ιδεώδες , έχουμε ( a ) C P  η ( b ) C p  

που συνεπάγεται ό τ ι a G P  η b G P

Αντίστροφα . Έστω Α,Β ιδεώδη του R τέτο ια  ώστε A B C P  .

b G B  ε ίν α ι a b G A B C P  οπότε a G P  η b G P  . Αλλά α ^ Ρ  επομένως 

b G P  για κάθε b G B  δηλαδη B C P  , που σημα ίνει ό τ ι το Ρ ε ίν α ι  

πρώτο ιδεώδες του R .

Παράδειγμα 26 .

Το ιδεώδες Ρ = { (χ ,Ο ) / χ G Ζ} του δακτυλίου Φ ί ,  ε ίν α ι  πρώτο 

Πραγματικά αν (x ,y ) ( s ,w )G P  δηλαδη (χζ , yw) G Ρ θα ε ίν α ι  yw = 0 

οπότε y  = 0 ή w =0  . Άρα ( x , y )G P  η (z ,w ) 6 P πράγμα που επ ι­

θυμούσαμε .

Η παρακάνω πρόταση χαρακτηρίζει τον  δακτύλιο π ηλίκο  μ ε την  βοή· 
θ ε ία  των πρώτων ιδεωδων .

Πρόταση 37 .

Σ ’ένα αντιμεταθετικό  δακτύλιο R με μονάδα 1_. ί  0 ένα ιδεώδεςΚ ______
Ρ ε ίν α ι πρώτο εάν και μόνο εάν ο δακτύλιος πηλίκο R/Ρ ε ίν α ι  πεδίο 

ακεραιότητας .

Α πόδειζη  .

Αρχικά παρατηρούμε ό τ ι ο δακτύλιος R/Ρ ε ίν α ι  α ντ ιμ ετα θετ ικό ς

(a ) ( b )C P

Υποθέτουμε ό τ ι , υπάρχει τότε σ το ιχε ίο  aG  Α-Ρ . Γ ια  κάθε
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δακτύλιος με μονάδα το στοιχείο P+1R και μηδενικό στοιχείο το Ρ .
Έστω τώρα ότι το ιδεώδες Ρ είναι πρώτο . Αφού Ρ i- R θα είναι 

Ρ + 1R Φ Ρ . Θα δείξουμε ότι ο δακτύλιος R/P δεν έχει διαιρέτες του 
μηδενός οπότε είναι ένα πεδίο ακεραιότητας .
Πραγματικά ,

Ρ πρώτο
(Ρ+χ)(P+y) = Ρ P+xy = Ρ  > xy G Ρ ----  ϊ

χ 6  Ρ ιί y G Ρ -! > Ρ+χ = Ρ η P+y = Ρ

Αντίστροφα , υποθέτουμε ότι R/P είναι πεδίο ακεραιότητας τότε 
P+1RJ*P , επομένως 1R0P » δηλαδή Ρ j* R

Επειδή ο R/P δεν έχεμ δμαμρέτες του μηδενός

xy 6 Ρ ■” *=> P+xy = Ρ =“ *■ (Ρ+χ)(P+y) = Ρ —=Φ·

Ρ+χ = Ρ ή P+y = Ρ — χ G Ρ ή y G Ρ/
οπότε το Ρ είναμ ένα πρώτο ιδεώδες .

Παράδειγμα 27 .

Ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος R με μονάδα 1 t  0 είναμ πεδίοΚ
ακεραμδτητας εάν και μδνο εάν το μηδενικά ιδεώδες (0) είναι πρώτο 
μδεώδες του R .

Παρατηρούμε άτι R/(0)^R · Πραγματικά η απεικάνιση

h : R/(0)>----- R , (0)+χ ·— ► χ

είναμ ένας ισομορφισμάς . Σύμφωνα λοιπάν με την πράταση 37 ο 
R/(0)^R είναμ πεδίο ακεραιότητας εάν-ν το (0) είναι πρώτο . 
μδεώδες .

Παράδειγμα 28 .

Στο δακτύλιο Ζ  των ακεραίων ένα μδεώδες (ρ) t  (.0) είναμ πρώτο 
εάν-ν ο ρ είναι πρώτος αριθμός .

Πραγματικά Z/(P)^Zp .
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Αν λοοπόν ο ρ εόναμ πρώτος , το Ζ εόναμ σώμα που σημαόνεμ 
* Ρ

ότυ το Ζ/(ρ ) εόναμ πεδόο ακεραμότητας , οπότε το (ρ) εόναμ πρώτο 

μδεώδες . Αντόστροφα αν (ρ) εόναμ πρώτο μδεώδες, το Ζ ' εόναμ πεδόο 

ακεραμότητας (πεπερασμένο) συνεπώς σώμα (βλέπε Π ρότασ η7,§1 .2 ,Κ εφ .ΙΙΐ)  

οπότε ο ρ πρώτος αρμθμός .

Πόρμσμα 4 .

Κάθε maximal μδεώδες ενός αντμμεταθετμχού δακτύλμου με μονάδα 

εόναμ ένα πρώτο μδεώδες .

ΑπώδεμΡη .

Αν ΥΥΙ εόναμ ένα maximal μδεώδες του R , τότε , ο R/γπ. εό- 
ναμ σώμα (βλέπε Θεώρημα 8) άρα καμ πεδόο ακεραμότητας οπότε το 7TL 
εόναμ πρώτο μδεώδες . t f

Παρατήρηση .

Το πόρμσμα 4 δεν μσχύεμ γμα δακτύλμους χωρμς μονάδα.. Πραγματμκά , 

στο δακτύλμο = 2Ζ των άρτμων ακεραόων το μδεώδες (4-) εόναμ ma­

ximal (βλέπε παράδ .20,Κ εφ .ΙΙΙ,§8 .9 ) αλλά δεν εόναμ πρώτο αφού

6 - 2 6 ( 4 )  καμ 6 0 ( 4 )  , 2 0 ( 4 )

Το αντόστροφο του πορόσματος 4 δεν μσχύεμ γενμκά , υπάρχουν δηλαδή 

πρώτα μδεώδη που δεν εόναμ maximal .

Γμα παράδεμγμα στο δακτύλμο Ζ των ακεραόων το μδεώδες (0) 

εόναμ πρώτο όχμ όμως maximal .

Επόσης στο δακτύλμο Ζ 9  Ζ το πρώτο μδεώδες Ζχ {θ } (βλέπε παρ. 

2 6 ,Κ ε φ . ΙΙΙ, § 8 .9 )  δεν εόναμ maximal αφού υπάρχεμ μδεώδες Ζ χ. 2Ζ 

έτσμ ώστε

Zx{o}C Z x 2 Z C Z  Φ Ζ
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Παράδειγμα 29 .

Στο δακτύλιο ζ [ χ ]  το ιδεώδες Cx) είναι, πρώτο έχι έμως maxi
mal
ΙΙραγματικά , ζ[χ]/(χ);νΖ (βλέπε Παραδ.24,Κεφ.III,§8.9) και επειδή
το Ζ είναι, πεδίο ακεραιότητας το ιδεώδες (χ) είναι πρώτο . Δεν 
είναι, maximal όμως <5πως δείξαμε στο παράδειγμα 24 .

θα δούμε στη συνέχεια  ο ρ ισμ ένες κ α τη γ ο ρ ίες δακτυλίων στους 

οπ ο ίο υς ισ χ ύ ει τ ο  αντίστροφο το υ  πορίσματος 4 .

πρότα ση  38 .

Σ'ένα πεπερασμένο αντιμεταθετικέ δακτύλιο R με μονάδα κάθε 
πρώτο ιδεώδες είναι και maximal .

Α πόδειξη .

Έστω Ρ ένα πρώτο ιδεώδες του R και J ένα ιδεώδες του R 
τέτοιο ώστε

PC JCR

Θα υπάρχει τ«5τε xGJ-P .
k kΓια κάθε φυσικέ k ισχύει χ GJ και χ 0Ρ αφού το Ρ είναι 

πρώτο ιδεώδες . Τα στοιχεία 
2 3χ , χ  , χ  , . . .

δεν μπορεί να είναι έλα διακεκριμμένα μεταξύ τους (αφού το J είναι 
πεπερασμένο ιδεώδες), συνεπώς υπάρχουν φυσικοί αριθμοί r ,s  με 
r  > s έτσι ώστε

r  _ sX = X

Επομένως xr-xs = 0 ή xs(xr ~s-l)  = 0 

xs(xr ~s- l ) 6 Ρ

άρα

και επειδή χ 0 Ρ και το Ρ πρώτο θα είναι
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xr"S-lGPCJ
Αλλά x GJ , επομένως 1GJ που σημαίνει ότι J = R πράγμα που 
επιθυμούσαμε .

Παράδειγμα 30 .

Θα βρούμε όλα τα πρώτα και maximal ιδεώδη του Ζ . Αφού οm
m̂ ει̂ νοί1/ ένας πεπερασμένος δακτύλιος με μονάδα , ένα ιδεώδες του 

είναι πρώτο εάν-ν είναι paxiinal (βλέπε παραδ.4 και πρότ.38) .
Αρκεί λοιπόν να βρούμε όλα τα πρώτα του ιδεώδη . Υπενθυμίζουμε ότι 
ο δακτύλιος έχει ακριβώς ένα ιδεώδες για κάθε φυσικό διαιρέτη
d του m και όχι άλλα ιδεώδη (βλέπε παράδ.14,Κεφ.ΙΙΙ,§8.7) . 'Ετσι 
αν είναι όλοι οι φυσικοί διαιρέτες του m όλα τα
ιδεώδη του Ζ , είναι τα

(d1),(d2) ,. . . ,( d T(m) )

Θα δείξουμε στην συνέχεια ότι ένα ιδεώδες (d) του Ζ είναιm
πρώτο εάν-ν ο d είναι πρώτος αριθμός * Αν (5) είναι ένα πρώτο
ιδεώδες του Ζ και ο i  σύνθετος τότε ά = αβ όπου l< a< d  m
και 1 < β < d . Θα έχουιιε

_ (ά)πρώτο _
αβ€ (d) —  a 8 (d) η β 6 (ό )= >

d|a η ά|β πράγμα άτοπο . 0 d είναι λοιπόν πρώτος αριθμός .
Αντίστροφα , αν d είναι πρώτος αριθμός (με d|m) θα δείξουμε

ότι το ιδεώδες (d) είναι πρώτο στον Ζ . Θα δείξουμε δηλαδή ότι _ _ _ _ m
αν a|3G(d) και ajg(d) τότε β6(ό) .
Πραγματικά , θα έχουμε ό|αβ και d J α οπότε d13 αφού ο 
d πρώτος αριθμός που σημαίνει ότι β G (d)

Αν λοιπόν m
a.

Pi
a. a.

εύνat η πρωτογενής ανάλυση
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του m τα πρώτα (και, επομένως maximal) ιδεώδη του δακτυλίου Ζm
εέναυ τα

(Ρ )̂ » »···» ·

Tea TOpd5etyiia στο δακτύλιο Z .n τα πρώτα του ιδεώδη είναι, τα 
εξή ς :

( 2 )  = { 0 , 2 , 5 , 6 , 8 , . . . , 2 8 }

(3) {5,3, 6,9.....27}

(5) {δ,5,ϊδ,15,20,25}

αφού

30 = 2·3·5

/
Πρόταση 39  .

Έστω R ένα πεδ ίο  κυρίων ιδεωδών . Ένα μη-τετριμμένο ιδεώδες 
(χ )  του R ε ίν α ι  πρώτο εάν και μάνο εάν ε ίν α ι  maximal .

Α πόδειξη .

Αρκεί να δείξουμ ε ά τ ι κάθε πρώτο ιδεώ δες ε ίν α ι  maximal . Έστω 
(χ )  ένα πρώτο ιδεώ δες του R και (b ) ένα ιδεώδες του τέτο ιο  
ώστε

(x )C  ( b ) C R

Το χ β  ( χ )  (b)  ώρα x = yb γ ια  κάποιο y 6 R  . To y b e ( x )  οπάτε
y 8 ( x )  ή b 6 ( χ )  αφού το ( χ )  ε ίν α ι  πρώτο ιδεώ δες . Αλλά b g ( x )  
γ ια τ ί  αν b € ( x )  τ<5τε ( b ) C ( x )  πράγμα άτοπο . Αναγκαστικά λοιπάν 
y S ( x )  δηλαδή y = zx γ ια  κάποιο z 6 R  .

Απά τα παραπάνω παίρνουμε άτι
ι

χ  = yb = zxb
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Αφου το χ^Ο mu ο R είναι πεδόο ακεραιότητας θα είναι 1 = zb
δηλαδή 16(b) οπότε (b) = R πράγμα που επιθυμούσαμε .

Πόρισμα 5 .

Στο πεδόο ακεραιότητας Ζ των ακεραίων ένα μη-τετριμμένο ιδεώ- 
δες είναι πρώτο εάν-ν είναι maximal .

Πόρισμα 6 .

Στο πεδόο ακεραιότητας f [xJ των πολυωνύμων με συντελεστές 
από ένα σώμα F ένα μη-τετριμμένο ιδεώδες είναι πρώτο εάν—ν είναι 
maximal .

Πόρισμα 7 .

Στο δακτύλιο Z[i] των ακεραόων του Gauss ένα μη-τετριμμένο 
ιδεώδες είναι πρώτο εάν-ν είναι maximal .

Ορισμός . Ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος R με μονάδα ονομάζε­
ται δακτύλιος του Boole αν κάθε στοιχείο του πληροί τη σχέση

2χ = χ

Πρόταση 40 .

Έστω R ένας δακτύλιος του Boole . Ένα μη-τετριμμένο ιδεώδες 
Ρ του R είναι πρώτο εάν-ν είναι maximal .

Απόδειξη .

Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες Ρ του R είναι ma­
ximal . Θα δείξουμε ότι αν •Γ είναι ένα ιδεώδες του R τέτοιο ώστε 
PQf’CR τότε f  = R .

Πραγματικά , υπάρχει χβ^Γ-Ρ , επομένως
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X2 = χ χ( 1-χ) = Ο G Ρ

Αλλά το Ρ είναι, πρώτο ι,δεώδεε και, αφού χ{?Ρ θα είναι, 1-xGPCf* 
Έτσυ χ+(1-χ) = 1 G 'C  που σημαίνει, <5τι, ί*= R . ν



67
6

6

79

5

5

5

5

5

5

18

18

20

11

5

40

9

13

9

13

-273-

σύνολο φυσοκών αροθμών..................

δακτυλοοε των ακεραοων αροθμών.... 

σώμα των ρητών 5 πραγματυκών ,

μυγαδυκών αρυθμών αντυστουχα........

μη-μηδενυκου ρητού 9 πραγματικού 5 

μυγαδυκου αρυθμου , αντυστουχα. #..

συνεπάγεταυ....................................

εάν καυ μόνο εάν.......................... .

κενό σύνολο.................. ..................

υποσύνολο............... .......................

γνησυο υποσύνολο............................

ανηκευ,δεν ανηκευ.................. .

γυα κάθε.........................................

ένωση..............................................

τομή.. „ .........................................

ουκογένευα με σύνολο δευκτών I . . .

ένωση της ουκογένευας

συνόλων Α .....................................

τομή της ουκογένευας συνόλων Α.. .

δυναμοσύνολο του A .....................

δυαφορά συνόλων ............................

συμπληρωματικό του συνόλου A . . . .

f  ευναυ απευκόνυση από το

Α στο Β ......................................

ένα προς ένα .................................

η απευκόνυση f  απευκονυζευ το α

στο f (a )  ......................................

η ταυτοτυκη απευκόνυση .................

ΙΓΕΜΑΚΑΣ ΣΥΜΒΟΛΩΝ

Ε Ρ Μ Η Ν Ε ΙΑ



-274-

g* f  
f(A) 
f -1(B)

A xB
A. x ...x  A_ l  n
fc

a=b(R) ά (a,b)efe 

[x] ά Λ (χ)

¥
a | b 
[a ,b ] 
d = ( a , b )  
a Ξ b(modm)

Zm

c c

l a i*
X

ΣΥΜΒΟΛΟ

*L
&

X

Hmxn00

GLn(Il)
n

TTG.• , i

Ε Ρ Μ Η Ν Ε ΙΑ  Σ Ε Λ ΙΔ Α

σύνθεση απεικ ονίσεω ν ..................................................................

Π εικ όνα  του συνόλου Α μέσω της f  ............................. n

η αντίστροφη εικ όνα  του συνόλου Β

μέσω της f  ........................................................................................ 22

καρτεσιανό γ ινό μ ενο  των συνόλων A και Β ..................  8

καρτεσιανό γ ινό μ ενο  των συνόλων Α^,.. .^η ..................  8

σχέση ισοδυναμίας ...............................................................   17

το α ισοδύναμο με το b χατά

με'τρο της R ...................................................................................  17

η χλάση ισοδυναμίας του σ τ ο ιχ ε ίο υ  χ  ............................. 17

πυρηνικό ισοδυναμία  της f .................................................  22

η παραγομένη ισοδυναμία  από τη σχέση R .....................  24

ο α δ ια ιρ ε ί  τον b .................................................... .............  102

ελά χισ το  κ ο ινό  π ο λ /σ ιο  των ακεραίων a και b ............  27

ο μ . χ . δ .  των ακεραίων α χα ι b ...................................  107

ο α ισ ό τ ιμ ο ς  με τον b χατά μέτρο m .....................  20

το σύνολο των modulo m χλάσεων ισοδυναμίας ........  22

αυτόματο ...............................................................................................  58

συμπεριφορά αυτομάτου ..................................................   61

ελεύθερο μ ο νο ε ιδ ές  που παράγεται από το

σύνολο X ................................................................................... .. · · · ^6

συντακτικά ισοδυναμία  ................................................................  57

σ υντα χτιχό  μ ο νο ε ιδ ές  της γλώσσας L .................................. 57

το σύνολο των mxn πινάκων με σ τ ο ιχ ε ία

από το σώμα X ................................................................................. 171

γεν ικ ή  γραμμική ομάδα βαθμού η .........................................   68

ευθύ γινόμενο ομάδων

το σύνολο όλων των υποομάδων μιας ομάδας G 73



-275-

ΣΥΤϋΒΟλΟ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΕΛΙΔΑ

0  (H) υποομάδα των ορθογωνίων πυνάκων
η

βαθμού η * . ................................  75

SL CR) ε ο δ υχ η γραμμυχη ομάδα βαθμού η ........................  76

Z(G) κέντρο ομάδας ...................................................... 77

SO (Ε) ευδυχη ορθογώνυα ομάδα βαθμού η ....................... 78
η

|G | τάξη της ομάδας G ..............  67

< X > (υπό)ομάδα παραγομενη απο το σύνολο X ..............  79

< α > χυκλυχη υποομάδα που παράγεταυ απο το

στουχεύο α ........................................................ 95

H ^G  , (H<G)  Η ευναυ μύα υποομάδα (γνησυα) της G ...............  72

Jx,y] μεταθετής των στουχεύων χ καυ y ...................  82

[G,g] ομάδα μεταθετής της G .......................................  82

H V K  supremum δύο υποομάδων .....................................  83

ΗΚ = {xy/x6 H3yGK} γυνομενο υποομάδων .............................................  85

End(G) μονοευδές ενδομορφυσμών ομάδας G ........ . .........  90

Airt(G) ομάδα αυτομορφυσμών τη ς  G ................................  90

K e r(f) πυρήνας του ομομορφυσμού f  ..............................  90

Inn(G) ομάδα των εσωτερικών αυτομορφυσμών της G ...........  94

Gn η ομάδα των n-στων ρυζών της μονάδας ................  96

Im (f) ευκόυα του ομομορφυσμου f  ................................  91

Sn η συμμετρυκη ομάδα η-βαθμού .............................  1 1 1

ε(σ) πρόσημο μετάθεσης ...............................................  114

η ευαλλάσσουσα ομάδα η-βαθμου ........................... 129

χΗ = {xh/heH} δεξμό σΰμπλοκο της Η ......................................... 133

Ηχ = {hx/h0H} αρυστερό σΰμπλοκο της Η .................................... 133

Cq (x ) η κευτροπουοΰσα του στουχευου χ στην G ........ 78

υσόμορφου δακτΰλυου............    2 0 0

' [G:H] δεΰκτης της Η στην G .....................................  134



- 2 7 6 -

H^G Η κανονυκά υποομάδα της G ..........................   141
H^G η Η δεν εέναυ κανονυκη υποομάδα της G .........  141
Qg η ομάδα των κουατερνυων ....................................... 80

G/Η ομάδα πηλόκο της G με την Η ............................ 150
r [x| δακτΰλυος των πολυωνύμων .....................    172
z [ ij  δακτυλυος του Gauss...........................................  173

+ . . .  + Rn ευθυ άθροισμα δακτυλάων .......................................  174

U(R) ομάδα των αντυστρέψμμων στουχεόων του
δακτυλυου R .........................................................  181

char R χαρακτηρι,στυκη δακτυλέου .....................................  189
Z(R) κέντρο δακτυλόου R .............................................   IS1*
Aut(R) ομάδα αυτομορφυσμών δαχ'τυλόου R .......................  206'
F(X) σώμα κλασμάτων του πεδέου ακεραιότητας

F[X] .......................................................................  218
(X) Ιδεώδες παραγάμενο απά το X ..............................  224
J^VJj supremum δόο υδεωδών.............................   228

+ ^ 2  άθρουσμα υδεωδών ...................................................  233

γυνόμενο υδεωδών ................................................... 234

R/J δακτόλυος πηλόκο ...................................................  236
( j #a) υδεώδες που παράγεται. από το JU{a} ................. 252

I

ΣΥΜ ΒΟΛΟ Ε Ρ Μ Η Ν Ε ΙΑ  Σ Ε Λ Ι Δ Α



-277-

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

£ lj  D. AMES : An I n t r o d u c t i o n  t o  A b s t r a c t  A lg e b r a  ,  I n t e r n a t i o n a l  T e x tb o o k  

co m p an y ,  1 9 6 9  .

[ 2]  Σ.ΑΝΔΡΕΑΔΑΚΗ : Ε υσ α γω γη  σ τ η ν  Άλγεβρα ,  Α θ ή ν α ,1 9 8 6  .

[ 3 ]  Μ .BURTON : A F i r s t  C o u r s e  i n  R in g s  a n d  i d e a l s  ,  A d d is o n - W e s le y  ,  1 9 7 0  .

B.FRALEIGH : A F i r s t  C o u r s e  i n  A b s t r a c t  A lg e b r a  ,  A d d is o n - W e s le y  ,  1 9 7 6

£5]  G.GRATZER : U n i v e r s a l  A lg e b r a  ,  2nd e d i t i o n  ,  S p r i n g e r - V e r l a g  ,  New Y o rk  , 

1 9 7 9  .

[ 6 ]  N.HERSTEIN : T o p ic s  i n  a l g e b r a  ,  B l a i s d e l l  ,  1 9 6 4  .

££] J.HOPCROFT a n d  J.ULLMAN : I n t r o d u c t i o n  t o  A u to m a ta  T h e o r y  L a n g u a g e s  a n d  

C o m p u ta t io n  f  A d d is o n - W e s le y  ,  1 9 7 9  .

£δ] T.HUNGERFORD : A lg e b r a  ,  H o l t  ,  R i n e h a r t  a n d  W in s to n  ,  I n c .  1 9 7 4  .

£9̂  Κ.ΛΑΚΗ : Ά λ γ ε β ρ α  , Θ ε σ σ α λ ο ν ίκ η  ,  1 9 8 3  .

£ ίθ ]  S.LANG :  A lg e b r a  ,  A d d is o n - W e s le y  ,  1 9 7 5  .

£ l l ]  S.MACLANE an d  G.BIRKHOFF : A l g e b r a  ,  T h e  M a c m i l l a n  C om pany ,  1 9 6 7  .

£12]  M.MARCUS : I n t r o d u c t i o n  t o  m o d e rn  A lg e b r a  ,  M a r c e l  D e k k e r  ,  I n c  1 9 7 8  .

£ l3 j 2.ΜΙΙ0ΖΑΙΙΑΛΙΔΗ : Ε υ σ α γ ω γ ή  σ τ η ν  θ εω ρ η το κ η ' Π λη ρ ο φ ο ρ νκη ' ,  θ ε σ σ α λ ο ν ύ κ η  ,  1 9 8 7

[ ΐ . 4 ]  Σ . ΜΠΟΖΑΤΙΑΛΙΔΗ : Γ ραμ μ νχη ' Ά λ γ ε β ρ α  ,  Μ έρ ο ς Α κ α σ  Έ ,  θ ε σ σ α λ ο ν έ χ η  ,  1 9 8 4  . 

[1 5 J  J.ROTMAN: T h e  T h e o r y  o f  G ro u p s , A l l y n  a n d  B a c o n  I n c .  ,  1 9 7 3  .

[ l6 ] ]  D.SARACINO : A b s t r a c t  A lg e b r a  ,  A d d is o n - W e s le y  ,  1 9 8 0  .

M  L.SHAPIRO : I n t r o d u c t i o n  t o  A b s t r a c t  A lg e b r a  , M c G r a w -H il l  B ook  C om pany , 

1 9 7 5  .

[ l 8 ]  Α.ΦΥΡΑΡΙΔΗΣ : θ ε ω ρ ιία  Α ρ ιθ μ ώ ν  5 Ι ω ά ν ν υ ν α  1 9 8 6  .

ο





-279-

ΕΥΡΕΊΉΡΙΟ

άθροεσμα εδεωδών 233

ακεραέα περεοχη 180

ακέραεοε Gauss 173

αλφάβητο εεσόδου 58

αντεπρόσωπος κλάσης 17 

αντεστρέψεμο στοεχεέο 181 

αντ,έστροφη εεκόνα υποσύνολου 12 

απεεκόνεση 9

------  αντεστρέψεμη 13

------  επέ 13

------  1-1 13

------  μετάβασης 59

------  ταυτοτεκη 13

αυτόματο 58 

αυτομορφεσμός

------  δακτυλέου 206

------  ομάδος 90

------  σώματος 212

γενεκευμένος τιροσεταερεστεκός νόμος 28 

γενόμενο γλωσσών 55

------  υποομάδων 85

------  εδεωδών 234

γλώσσα 54

----- αναγνωρε'σεμη 61

δακτύλεος 170

------  αντεμεταθετεκός 170

------  απλός 222

------  κυρέων εδεωδών 229

------  με δεαε'ρεση 187

' ------- με μονάδα 170

ΟΡΩΝ

δακτύλεος

-----  πηλόκο 238
------  του Boole 271

------  του Gauss 173

------- Ζ 171m
δεεκτης υποομάδας 134 

δεάγραμμα αντεμεταθετεκό 10

------  δεκτυου 86

------  καταστάσεων 59

ενδομορφεσμός 59

-------  δακτυλε'ου 205

------  ομάδος 90

------  σώματος 212

ενελεκτεκό γενόμενο 35 

ένωση γλωσσών 55 

επεμορφεσμός δακτυλέων 200

------- μονοεεδών 40

------- ομάδων 88

------- σωμάτων 212

εσωτερεκές καταστάσεες 58 

ευθύ άθροεσμα δακτυλέων 174 

------- γενόμενο ομάδων 69

θεώρημα Gayley 44,109

------  Lagrange 131

------  ομομορφεσμού μονοεεδών 44

θεωρήματα εσομορφεσμών ομάδων 156

------  δακτυλέων 241

θηκη γλώσσας 55



-2 8 0 -

υδεώδες αμφίπλευρο 218
---- αρμστερό 218
---- δεξυό 218
---- πυρ 1.0 224
---- παραγόμενο 224

υσοδυναμύα 17
---- αρι,θμητοκό 20
---- λεπτότερη 22
---- παραγόμενο 24
---- πυρηνικό 22
---- συμβι,βαστό με πράξη 32
---- συντακτυκη 57

ισομορφισμός δακτυλίων 200
---- μονοειδών 40
---- ομάδων 88
— ■ σωμάτων 212

κανονικό προβολό 41 
κενό λέξη 46 
κέντρο δακτυλίου 194

---- ομάδας 77
κλάση ισοδυναμίας 17

μετάθεση 109
---- κύκλος 118
---- μετάβαση 123

μόκος κύκλου 118
---- λέξης 46

μονοειδές 34
--- · αντιμεταθετιχό 34
-—  ελεύθερο 46
---- πηλύκο 39

μονοειδές
---- συντακτικό 57

μονομορφισμός δακτυλίων 200
---- μονοειδών 40
---- ομάδων 88
---- σωμάτων 211

ομάδα 66
---- αβελιανό 66
---- A 129η
---- Aut(G) 90
---- αντιστρέψιμων

στοιχείων δακτυλίου 181 
---- ελεύθερης στρέψης 101
—  Gn 96
---- GLn(R) 68
---- Inn(G) 94
---- Klein 96
---- κυκλικό 95

ομάδα ·
__  μεταθέτης 82
__  μικτή 101
__  On(R) 75
__  περιοδική 101

—  Sn 111
__  SLn(R) 76
__  Q/2 156 -

παράδοξο Russel 6 
πεδίο ακεραιότητας 180 
__  των πολυωνύμων R{x] 180



Τυπώθηκε στο Πανεπιστημιακό Τυπογραφείο με δαπάνη 
του Πανεπιστημίου ΙωαννΙνων
Κ.Α. Πανεπιστημιακού Τυπογραφείου...................
Ο.Τ................................................
Copyrigth : Πανεπιστήμιο ΙωαννΙνων
Απαγορεύεται η μερική ή ολική ανατύπωση, καθώς και η 
λήψη φωτοαντιγράφων από το βιβλίο χωρίς τη γραπτή 
άδεια του Τμήματος Δημοσιευμάτων του Πανεπιστημίου 
ΙωαννΙνων και του συγγραφέα.
Διατίθεται και στο Βιβλιοπωλείο του Πανεπιστημίου 
ΙωαννΙνων, Δομπόλη, 451 10 Ιωάννινα τηλ. 21801.
ΔΙΑΝΕΜΕΤΑΙ ΔΩΡΕΑΝ στους φοιτητές.




