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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Of. Πυθανότητες καυ ή Στατυστυκη εέναυ ένας ένδυαφέ- 
ρον καί γοπι^ευτυκος κλάδος των ’Εφηρμοσμένων Μαθηματυκών 
με μεγάλη ανάπτυξη τό σ ο στη Θεωρία δσο καί τυς ’Εφαρμο
γές. "Ενας δείκτης της ανάπτυξης αύτίίς εέναυ οΰ πολυά
ριθμες Σχολές (Departments)η ’ΐνστυτοϋτα Στατυστυκης πού 
ξεπόδησαν τά τελευταία ευκοσυ χρόνυα από Μαθηματυκά κυ
ρίως Τμήματα σέ πολλά Πανεπυστόμυα άνά τον κόσμο. Στην 
χώρα μας ου Πιθανότητες καί ή Στατυστυκη έχουν μπεί στην 
ύλη τοϋ Λυκείου καί άπό τυς αρχές τύς δεκαετίας τού 1960 
δυδάσκονταυ στά Μαθηματυκά Τμήματα των Πανεπυστημυων.Δυ- 
δάσκονταυ έπυσης σέ άλλα Τμήματα των Φυσυκομαθηματυκών 
Σχολών, στά Πολυτεχνεία καυ τυς Νομυκές, Ουκονομυκές,Βυο- 
μηχανυκές, Γεωπονυκές, ’ΐατρυκές καυ Φυλοσοφυκές Σχολές 
των Πανεπυστημυων.

Ου Πυθανότητες καυ ή Στατυστυκη αποτελούν ένα απα
ραίτητο έργαλευο στά χέρυα κάθε ερευνητή. Δημοσκοπησευς, 
έρευνες άγορας, ύατρυκές μελέτες, πουοτυκου έλεγχου καί 
γενυκά άναλύσευς μετρήσεων (δεδομένων) χρησυμοπουούν με
θόδους των Πυθανοτητων καί της Στατυστυκύς.'Υπάρχουν πολ
λά $υ$λυα Πυθανοτητων καί Στατυστυκης, κυρίως στην ξένη 
Βυβλυογραφυα. Τά 3υ3λία αύτά καλύπτουν πολλά θέματα καί 
άπευθύνονταυ σέ δυάφορα άκροατηρυα ανάλογα μέ τό θέμα 
πού άσχολούνταυ καί τό επίπεδο μαθηματυκης ώρυμότητας τού 
ακροατηρίου.

Τό βυ3λίο αυτό αποτελεί μία εύσαγωγύ στίς Πυθανότη
τες καί τη Στατυστυκη, δ.έν άπαυτεί προηγούμενη γνώση τού 
θέματος καί άπευθύνεταυ κυρίως στούς φουτητές Μαθηματυκών 
Τμημάτων Πανεπυστημίων. ’Απευθύνεταυ έπυσης καί στούς φου-
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τητές Πολυτεχνείων καό άλλων Σχολών που έχουν τό άπαυτοό- 
μενο υπόβαθρό. Το μαθηματυκό ύπόβαθρο ποό χρευάζεταυ γυά 
την κατανόηση των έννουών καυ μεθόδων του είναυ ου γυμνα- 
συακές μαθηματυκές γνώσευς. Σέ όρυσμένα κεφάλαυα χρευάζε
ταυ γνώση ’ΑπευροστυκοΟ Λογυσμοϋ (παραγωγού καυ ολοκληρώ
ματα). Κατά τό μεγαλύτερο του μέρος εέναυ αύτάρκες. Τά έ- 
πυχευρόματα του καυ άποδευξευς του στηρυζονταυ στη μαθη
ματικό λογυκό καυ τό δυαυσθηση, τόν μεγάλο αύτό παράγοντα 
ποό δυακρυνευ τυς Πιθανότητες καυ τη Στατυστυκη άπό τοός 
άλλους κλάδους των Μαθηματικών.'Η μαθηματυκη αυστηρότητα 
δυατηρεΰταυ όπου αύτό εέναυ δυνατό. Δυαφορετυκά τά προ- 
βλόματα λόνονταυ μέ τό δυαόσθηση.

*Η ανάλυση του βυβλυου κατά κεφάλαυο έχευ ώς έξης:
Τό Πρώτο Κεφάλαυο είναυ εύσαγωγυκό. Περυγράφευ σέ γενυκές 
γραμμές τοός κλάδους των Πυθανοτότων καυ της Στατυστυκης, 
ευσάγευ τυς έννουες τοϋ πληθυσμοΟ καυ τοϋ δευγματος καυ 
παρουσυάζευ μυα σευρά άπό αποτελέσματα της Συνδυαστυκης 
ποό είναυ άπαραυτητα γυά τό λογυστυκό μέρος των Πυθανοτη- 
των. Στό τέλος περυγράφευ σέ γενυκές γραμμές τές δευγμα- 
τοληψυες άπό πεπερασμένους πληθυσμοός.

Ού πρώτες έννουες τός Θεωρυας τών Πυθανοτητων δένο- 
νταυ στό Δεότερο Κεφάλαυο. ‘Η έννουα της πυθανότητας έχευ 
πολλές θεωρόσευς. Δυνονταυ ου ποσοτυκές έκεϋνες θεωρησευς 
ποό όδηγοϋν σέ τρόπους ύπολογυσμοΟ τών πυθανοτητων δυαφό- 
ρων ένδεχομένων. Τό ούκοδόμημα τ?|ς Θεωρυας τών Πυθανοτη
των χτυζεταυ συγά συγά άξυωματυκά καυ προχωρευ μέ τη βοό“ 
θευα τών βασυκών νόμων τών πυθανοτότων. Ευσάγονταυ καυ- 
νοόργυες έννουες όπως ή δεσμευμένη πυθανότητα, ή άνεξαρ- 
τησυα, 6 κανόνας τοϋ Bayes κλπ.
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Στό Τρύτο Κεφάλαυο εύσάγονταυ ου θεμελυώδευς έννουες 
της τυχαύας μεταβλητής καύ της κατανομής πυθανότητας. Ού 
κατανομές πυθανότητας περυγράφονταυ μέ τύς άθρουστυκές 
συναρτήσεις κατανομής, τύς συναρτησευς πυθανότητας καύ 
τές συναρτησευς πυκνότητας πιθανότητας. Καύ ου τρευς αυ
τές συναρτησευς παύζουν πρωταρχυκό ρόλο στη θεωρύα καύ τη 
μεθοδολογία πού παρουσυάζεταυ στά έπόμενα ϊ^εφάλαυα.

Στο Τέταρτο Κεφάλαυο παρουσυάζονταυ δυάφορες εύδυκές 
κατανομές καύ εφαρμογές αυτών. Ου κατανομές αυτές αποτε
λούν πρότυπα (μοντέλα) πυθανοττίτων. Μέ τη βοηθέυα τους 
μπορούμε νά ύπολογύζουμε τύς πυθανότητες δυαφόρων ένδεχο- 
μένων χωρύς νά χρευάζεταυ νά ανατρέχουμε κάθε φορά στύς 
βασυκές αρχές της Θεωρύας των Πυθανοτητων. Πρώτα παρου- 
συάζονταυ ου εύδυκές δυακρυτές κατανομές καύ στη συνέχευα 
ου εύδυκές συνεχευς κατανομές.

Στό Πέμπτο Κεφάλαυο παρουσυάζεταυ ή έννουα της μαθη- 
ματυκης έλπύδας μύας τυχαύας μεταβλητής. Παράλληλα άνα- 
πτύσσονταυ ού έννουες της μέσης τυμης, δυακύμανσης jfau ρο
πής μύας τυχαύας μεταβλητής καύ μελετούνταυ ού ύδυότητες 
τους. Στό τέλος περυγράφονταυ δυάφορα άρυθμητυκά η ποσοτυ- 
κά χαρακτηρυστυκά των κατανομών καύ των τυχαύων μεταβλητών 
*Από αυτά τό πυό σημαντυκό εύναυ ή ροπογεννητρυα συνάρτηση 
ή όπούα εχευ άξυόλογες ύδυότητες καύ μας προσφέρευ ένα πο- 
λύτυμο έργαλεύο γυά τη μελέτη της θεωρύας των κατανομών 
πυθανότητας.

Στό "Εκτο Κεφάλαυο παρουσυάζονταυ μερυκές χρόσυμες 
έννουες από τύς πολυδυάστατες τυχαυες μεταβλητές καύ κατα
νομές. Κατόπυν δύνεταυ ή έννουα της άνεξαρτησύας τυχαύων 
μεταβλητών καύ στό συνέχευα άνάπτύσσεταυ τό θέμα της άλλα-



γης μεταβλητών γιά μονοδιάστατες τυχαίες μεταβλητές. Τα 
αποτελέσματα αυτά, μερικά άπά τά οποία δίνονται χωρίς α
ποδείξεις, ολοκληρώνουν τάν Είσαγωγά στη θεωρία των Πι- 
θανοτήτων καί τών τυχαίων μεταβλητών καί ανοίγουν τά 
δράμο γιά τά Στατιστικά.

Τά 'Εβδομο, 'Ογδοο καί 'Ενατο Κεφάλαιο άποτελοϋν τά 
δεύτερο μέρος τοΟ βιβλίου, τάν είσαγωγά στά Στατιστικά* 
Έ δ ώ  παρουσιάζονται καί αναπτύσσονται, εισαγωγικές έννοιες, 
η Περιγραφικά Στατιστικά καί τά αριθμητικά χαρακτηριστικά 
τοϋ δείγματος. Στά 'Ογδοο Κεφάλαιο δίνονται τά θεωρητικά 
θεμέλια τάς Στατιστικές. Είσάγονται οι έννοιες τοΟ στατι- 
στικοϋ, τές δειγματικης κατανομές, οι κατανομές X , t  καί 
F, ή δειγματοληψία άπά κανονικούς πληθυσμούς καί τά Κεν
τρικά 'Οριακά Θεώρημα. Τά Ένατο Κεφάλαιο αποτελεί μία 
είσαγωγά στά Στατιστικά Συμπερασματολογία. ’Αναπτύσσονται 
πρώτα οί αρχές οι μέθοδοι έκτιμάσεως στατιστικών παραμέ
τρων καί στά συνέχεια δίνονται η φιλοσοφία καί μεθοδολο
γία τών στατιστικών τέστ. Τέλος δίνεται μία σειρά έφαρμο- 
γών η λεγάμενη απλά Στατιστικά Συμπερασματολογία γιά ένα 
η δύο πληθυσμούς.

Στά τέλος τοϋ βιβλίου δίνεται ή σχετικά βιβλιογραφία 
καθώς καί στατιστικοί πίνακες.

Οι ορισμοί, τά θεωράματα, τά πορίσματα, τά παραδείγ
ματα, τά σχάματα καί οί άσκάσεις έχουν χωριστά αρίθμηση 
μέσα σέ κάθε κεφάλαιο. Έτσι Θεώρημα 4.3 σημαίνει τά τρί
το θεώρημα στά Τέταρτο Κεφάλαιο. Τά σύμβολο Τ σημαίνει τά 
τέλος μίας άποδείξεως. Τά βιβλίο περιέχει 101 παραδείγμα
τα πού αναπτύσσονται μέ κάθε λεπτομέρεια καί 249 άσκάσεις, 
θεωρητικές καί έφηρμοσμένες πού εμφανίζονται στά τέλος κά



θε κεφαλαύου.
Τό βυβλύο αύτό εύναυ προίόν των παραδόσεων μου σε 

φουτητές Πανεπυστημύων καύ Πολυτεχνείων στην ’Ελλάδα καύ 
στό έξωτερυκό γυά πολλά χρόνυα. Στόν ’Ελληνυκό χώρο ξε
κίνησε ύπό μορφή σημευώσεων γυά τους πρωτοετείς καύ δευ
τεροετείς φουτητες τοϋ Μαθηματυκου Τμήματος του Πανεπυ- 
στημύου 'Ιωαννύνων το 1976. 'Από τότε ού σημευώσευς αυ
τές δουλεύτηκαν καύ ζυμωθήκαν με την βοήθευα πολλών εύ
στοχων παρατηρήσεων τόσον των έπυμελητών καύ βοηθ«*ών του 
'Εργαστηρύου Πυθανοτήτων καύ Στατυστυκής τοϋ Πανεπυστη- 
μύου 'Ιωαννύνων όσο καύ των φουτητών μου. Σέ όλους αυ
τούς απευθύνω τύς εύαχαρυστύες μου.

'ΐδυαύτερα εύχαρυστώ τόν ’Υφηγητή κ. Παναγυώτη Βασυ- 
λεύου καύ τούς 'Επυμελητός κ.κ. Σωτήρυο Παπαχρήστου καύ 
Κοσμά Φερεντίνο. ’Ιδυαύτερες εύχαρυστύες άπευθύνονταυ 
πρός τόν Δυδάκτορα τοϋ Πανεπυστημύου τοϋ Bradford κ. Σω
τήρυο Λουκά ό οποίος άνέγνωσε με προσοχή τά δοκύμυα καύ 
συνεταξε τό εύρετήρυο, τόν 'Επυμελητή κ. Σωτήρυο Παπαχρή
στου μέ τήν έπυμέλευα καύ συνεργασύα τοΟ όπούου βγήκαν ού 
πρώτες σημευώσευς των παραδόσεων μου καύ τήν παρασκευάσ- 
τρυα τοϋ 'Εργαστηρύου δ. Κατερύνα Χρηστύδη γυά τήν άποκρυ 
πτογράφηση των χευρογράφων μου καύ τήν προσεκτυκή δάκτυλο 
γράφηση τοϋ κευμένου. Πάνω από όλους εύχαρυστώ τήν σύζυγο 
μου Μαρύα γυά τήν άμέρυστο συμπαράσταση της καύ τήν έπυλο 
γή τοϋ εξωφύλλου.

'Ιωάννυνα, 'Απρύλυος 1981 Τάκης Παπαίωάννου



Μέρος I: ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

εισαγωγή

1.1 Γενικότητες

θεωρία Πιθανοτήτων είναι, 6 κλάδος ό όποιος άσχολεί- 
ταυ με την εννουα της αβεβαιότητας (πιθανότητας).

Στατυστυκη είναι, ό κλάδος ό οποίος άσχολείταυ μέ 
την σχεδίαση πευραμάτων η μεθόδων δειγματοληψίας , τύ 
συλλογή καί ανάλυση άρι,θμητι,κών δεδομένων (μετρησεων)καί 
την εξαγωγή συμπερασμάτων γι,ά ένα σύνολο βάσει, των πλη
ροφορικών πού περι,έχονται, σ ’ ένα δείγμα από τό σύνολο αυ
τό.

*0 Στατι,στυκός ένδυαφέρεταυ γι,ά την εξαγωγή συμπε
ρασμάτων κατά τόν πλέον καλύτερο τρόπο καθώς καί γι,ά την 
άρυθμητι,κύ άξι,ολόγηση της καταλληλότητας της μεθόδου έ- 
ξαγωγης συμπερασμάτων πού χρησι,μοπουεί.

*Η έξαγωγη συμπερασμάτων μπορεί νά έξομουωθεί μέ 
την λύψη αποφάσεων γι,ά ένα στατι,στι,κό πρόβλημα. Περυλαμ- 
βάνευ: τόν ύπολογυσμό (εκτίμηση) άγνωστων στοι,χείων, τόν 
έλεγχο στατι,στι,κών υποθέσεων καί την πρόγνωση η πρόβλεψη 
(prediction).

'Η Θεωρία Πι,θανοτητων ένδι,αφέρεται, γι,ά τη δυατύπωση
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νόμων η προτύπων (μοντέλων) πιθανότητας πού δυέπουν διά
φορα φαυνόμενα. Πολλου άπό τούς νόμους αυτούς διατυπου- 
νταυ βάσευ έξυδανυκεύσεων η γενυκών αρχών. 'Η Στατυστυκή 
μέ τά δευγματά της καλευταυ να έπυβεβαυώσευ την ορθότητα 
η μη των νόμων αυτών. ’Επύ πλέον ή Θεωρία Πιθανοτήτων 
προσφέρει, τή βάση γυά τη δημυουργυα στατιατυκών μεθόδων 
καυ την άξυολόγηση των στατυστυκών συμπερασμάτων.

'Η Θεωρία Πυθανοτήτων ώς μαθηματυκή έπυστήμη έχει, 
χαρακτήρα παρόμοιο μέ έκευνον τής Γεωμετρίας ή ’Αναλυτυ- 
-κής Μηχανυκής. *0 χαρακτήρας αυτός έχευ τρευς μορφές: τό 
αυστηρό λογικό περιεχόμενο, τή διαυσθηση καυ τυς έφαρμο- 
γές. Τό λογυκό περυεχόμενο έμφανυζεταυ στήν άξυωματι,κή 
θεμελυωση τής έννοιας τής πιθανότητας καυ τά διάφορα θε
ωρητικά αποτελέσματα του κλάδου. *Η διαίσθηση είναι διά- 
χυτη τόσο στή θεωρία όσο καί τίς έφαρμογές. Οί δ'έ έφαρ- 
μογές είναι πολλές καί ποικίλες σέ πολύπλευρους κλάδους.

'Η Θεωρία Πιθανοτήτων ξεκίνησε άπό τήν μελέτη προ
βλημάτων πού παρουσιαζόντουσαν στά τυχερά παιγνίδια έπι-

%
διώκοντας κατά κύριο λόγο τον υπολογισμό ορισμένων πιθα
νοτήτων. Σήμερα έχευ έξελειχθεΐ σέ μία γενική θεωρία τής 
όποιας στόχος είναι ή ανακάλυψη νέων γενικών νόμων καί ή 
κατασκευή ικανοποιητικών θεωρητικών μοντέλων.

*0 κλάδος τής Στατιστικής έλαβε μεγάλη ανάπτυξη κα
τά τά τελευταϋα 3 0 -4 0 χρόνια καί συντέλεσε στήν προώθη
ση τής ποσοτικής σκέψης σέ όλους τούς κλάδους τής πνευμα
τικής δραστηριότητας. Πατέρας της θεωρείται ό "Αγγλος R. 
Fisher.

Στό εισαγωγικό αύτό Κεφάλαια παρουσιάζουμε τις πρώ
τες βασικές έννοιες τής Θεωρίας Πιθανοτήτων καί ορισμένα

2



1.2 Πληθυσμός - Δείγμα

στουχεύα άπό τη Συνδυαστυκη τά όπούα θά φανούν χρησυμα 
στόν ύπολογυσμό των πυθανοτητων. Βασυκές μαθηματυκές έν- 
νουες δπως η συνάρτηση, ή άκολουθύα, το σύμβολο του ά- 
θρούσματος Σ καύ στουχευα άπό τη Θεωρύα Συνόλων θεω
ρούνται γνωστά.

1.2 Πληθυσμός — Δείγμα

Ου πρώτες βασυκές έννουες της Θεωρύας Πυθανοτητων 
είναυ ου έννουες του πληθυσμού καύ του δεύγματος:

Π λ η θ υ σ μ ό ς  εέναυ ένα όπουοδηποτε σύνολο α
τόμων η άντυκευμένων η άλλων άφηρημένων η μη οντοτήτων 
γυά τό όπουο ένδυαφερόμαστε νά μελετήσουμε όρυσμένα χα- 
ρακτηρυστυκά.

Δ ε ί γ μ α  είναυ ένα μέρος (υποσύνολο) τού πληθυ
σμού τό όπουο συλλέγεταυ κατά κάπουο τρόπο.

Ου τρόπου με τούς όπούους συλλέγονταυ (έκλέγονταυ) 
τά δεύγματα εύναυ δυάφορου: συστηματυκός, τυχαυος, με 
πυθανότητες, με έπανατοποθέτηση, χωρύς έπανατοποθέτηση 
κ.λ.π. ’Εδώ θά ασχοληθούμε μόνο με τυχαυα δεύγματα τά ό- 
πόϋα όρύζονταυ καύ άναπτύσσονταυ στο Κεφάλαυο 7. Ού άλ
λου τρόπου δευγματοληψύας αποτελούν άντυκεύμενο μελέτης 
εύδυκοϋ κλάδου της Στατυστυκης πού λέγεταυ Θεωρύα Δευγμα
τοληψύας.

Παραδεύγματα πληθυσμών καύ δευγμάτων υπάρχουν πολυ- 
άρυθμα: τά σύνολα τών ατόμων μύας χώρας, πόλης, ύδρύμα- 
τος, επαγγέλματος κ.λ.π. γυά τά όπουα ένδυαφερόμαστε νά 
μάθουμε άν π.χ. υυοθετοΰν κάπουο θέμα, η άν καπνύζουν 
καύ πάσχουν άπό καρκύνο η πούα εϊναυ η σύσταση τους άπό
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πλευράς φύλου, ηλεκύας, μορφώσεως κ.λ.π. εέναε πληθυσμού. 
Δεύγματα είναε τά μύλη των πληθυσμών που χρησεμοποεοΰνταε 
στη δημοσκόπηση. Τό σύνολο τών καταστημάτων μύας χώρας 
είναε πληθυσμός καύ τά καταστήματα στά όποεα παερνονταε 
τεμές γεά τόν προσδεορεσμό τού τεμαρεθμου εέναε τό δεεγμα. 
Τό σύνολο τών φεαλεδύων πενεκελενης πού προμηθεύεταε μύα 
Κρατεκό 'Υπηρεσεα είναε πληθυσμός. ’Εδώ ένδεαφερόμαστε αν 
τά φεαλεδεα πληρούν τες' προδεαγραφές. Στό ποεοτεκό έλεγχο 
παύρνουμε δεύγματα καύ τά έξετάζουμε ώς πρός τες προδεα
γραφές καε ανάλογα άποφασύζουμε αν η παρτεδα θά γενεε απο
δέκτη η όχε.

Οέ άρεθμοε τών τηλεφωνεκών κλόσεων πού μπορούν νά 
φθάσουν σέ ένα τηλεφωνεκό κέντρο ένα όρεσμένο χρονεκό 
δεάστημα αποτελούν ένα πληθυσμό. Οέ άρεθμού>αυτού θεωρη- 
τεκά μπορεύ νά εϊναε 03 13 2, ... . Οέ δυνατού χρόνοε 
ζωτ̂ ς μύας συσκευής είναε πληθυσμός. Οέ χρόνοε αύτού θεω-

ι

ρητεκά μπορεε νά εέναε όποεοσδόποτε άρεθμός μεταξύ 0 

καύ
Τό δεεγμα είναε περεσσότερο έννοεα της Στατεστεκής 

καύ χρησεμοποεεεταε δταν είναε αδύνατο η δύσκολο η πολυ
έξοδο νά έξεταστουν ένα-ένα όλα τά στοεχεεα τού πληθυσμού 
γεά νά πάρουμε τύς πληροφορύες πού θέλουμε.

1.3 Συνδυαστική

Θ ε ώ ρ η μ α  1.1: Κανόνας m n.

"Εστω ένα σύνολο ^  171 στοεχεεα
καύ άλλο ένα σύνολο B = {b  η3b 0> . . . * b } u i  η στοεχεεα.Τό- 
τε ο άοεθμός όλων τών δυνατών ζευγών τύπου (α.Λ b .),



1.3 Συνδυαστική

. . . ΛτηΛ ...,« είναι m n.

'Απόδειξη: "Ενα στοιχείο α. τοί Α μαζί μέ κά-%
θε στοιχείο του; Β δίδει η ζεύγη (α .,£7 ) 3 · · · Ca -3b ). 
"Ετσι τά m στοιχεία τού Α δίδουν mn ζεύγη.Τ

Τό έπόμενο θεώρημα γενικεύει τον κανόνα mn γιά πε
ρισσότερα από δύο σύνολα καί ή απόδειξη του γίνεται μέ 
τόν ίδιο συλλογισμό.

t ω μ (|

"Εστω τ<| σύνολα:

Αι =  ^α ι ι * α12’ · · · ’ α1η2} με
η ι

στοιχεία,

Α2=Ζ *a 21J α22’ " ' ι α 2η2 ] μέ
η 2

στοιχεία,

AkT {a k l ‘ ak2’ " ' , a knk }
μέ

n k
στοιχεία .

-Ld 2 V 2

ΰ2=  1* · · **^ 2 * ^2~ * * *3^23 * **■* ^ ^ · *  * *

n l n 2 " ' nk '

είναι

‘Ο ρ ισμο ί:

1.1 Μ ε τ ά θ ε σ η  η (διακεκριμένων) στοι
χείων λέγεται κάθε τοποθέτηση τους σέ σειρά πάνω σέ ευ
θεία γραμμή.

1.2 Δ ι ά τ α ξ η  η (διακεκριμένων) στοιχείων 
άνά r, 1<ρ<?ιΛ λέγεται κάθε τοποθέτηση r  στοιχείων από 
τά η σέ σειρά πάνω σέ ευθεία γραμμή.

Είναι φανερό ότι ή μετάθεση η στοιχείων είναι 
ειδικό περίπτωση των διατάξεων η στοιχείων άνά ν  μέ
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r = n .  Σ έ πολλά προβλήματα μδς ένδιαφέρει ό άριθμός των 
διατάξεων πού μπορούν νά γόνουν άπό η στοιχεία.

Θ ε ώ ρ η μ α  1.3:

"Εστω ρ ” ί η ( η ) η  [” ]) τό πλήθος (άριθμός) 
των διατάξεων η διακεχρυμένων στοιχείων άνά 7?. Τότε

ρ" = n ( n - l ) . . . ( n - r + l ) =

'Απόδειξη: Γιά την άπόδειξη χρησιμοποιείται τό 
Θεώρημα 1.2. Μιά όποιαδόποτε διάταξη μπορεί νά κατασκευ- 
ασθεί άφοϋ έκλέξουμε τό πρώτο στοιχείο από τό σΰνολο των 
η στοιχείων, τό δεύτερο άπό τό σύνολο των η -1 στοιχεί
ων πού απομένουν κ.ο.κ. ’Εφαρμόζοντες τό Θεώρημα 1.2 
παίρνουμε τόν πρός απόδειξη τύπο. ▼

Πόρισμα 1.1: Τό πλήθος ρ” των μεταθέσεων η δι
ακεκριμένων στοιχείων είναι

ρ ”= η ( η - 1 )... 2 .1 = η !

‘Ορισμός 1.3: Κάθε σύνολο r στοιχείων, l < r < n t 

άπό η (διακεκριμένα) στοιχεία λέγεται σ υ ν δ υ α 
σ μ ό ς  των η στοιχείων άνά ι*.

Θ ε ώ,ρ η μ α  1.4 : Διωνυμικοό συντελεστές.

"Εστω (” ) (η (ί^)) τό πλήθος (άριθμός) των συν
δυασμών η διακεκριμένων στοιχείων άνά τ». Τότε

Ρ η
,η .  _  Γ η  _  η !  _  r  
' r  r r ! ( n - r ) !  r 1

6



1.3 StovStawt'tjcil

'Απόδειξη: *Από κάθε ενα συνδυασμέ μπορούμε νά 
δημιουργήσουμε τ !  διατάξεις με αντιμετάθεση των r  στοι- 
χείων αύτου. "Ετσι από τούς (  ) συνδυασμούς των η άνά

» τ
2» μπορούμε vex δημιουργήσουμε (  )  · ? · ' διατάξεις πού είναι 
καί το σύνολο δλων των δυνατών διατάξεων των η στοιχείων 
άνά r  . "Ετσι, θά έχουμε

( η ) · ν !  =  Ρ  
r

η
ν

άπό δπου προκύπτει δ πρός άπόδειξη τύπος. ▼
Στίς μεταθέσεις καύ διατάξεις μας ένδιαφέρει τόσο η 

σειρά δσο και το ποιά στοιχεία είναι τοποθετημένα πάνω 
στή γραμμή. Στούς συνδυασμούς μάς ένδιαφέρει μόνο τό εί
δος τών στοιχείων καί δχι η θέση τους. "Ετσι δύο διατά
ξεις πού έχουν τά ίδια στοιχεία σε διαφορετική θέση (δια
φορετική σειρά) θεωρούνται διάφοροι ένώ δύο συνδυασμοί μέ 
τά ίδια στοιχεία σέ διαφορετικές θέσεις θεωρούνται ταυτό
σημοι (ίδιοι).

Οί συνδυασμοί μπορούν νά χρησιμοποιηθούν γιά νά εύ- 
ρουμε τούς τρόπους μέ τούς οποίους μπορούμε νά χωρίσουμε 
ενα σύνολο από η στοιχεία σέ δύο ομάδες, η μία μέ τ  

στοιχεία καί η άλλη μέ η - ν  στοιχεία. *0 αριθμός των
τρόπων μέ τούς οποίους μπορούμε νά πετύχουμε τον παραπάνω 
χωρισμό είναι ( ^  )  .

Μέ τήν βοήθεια των σιίνδυασμων τό γνωστό θεώρημα τού 
Νεύτωνος (διωνυμικός τύπος) γράφεται

Μ η
( a + b r  - Σ 

ν=0
Λ Λ " - 1·
Ρ

( 1. 1)
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θ ε ώ ρ η μ α  1.5:

Γιά δλους τούς φυσικούς αριθμούς η ΛΡ  η > ρ εχουμε

(a ) Λ  -r ”  ;ρ η-ρ

Cb) V  1 ρ * χρ-1

'Απόδειξη: 'Η σχέση (a) είναι προφανής. ‘Η σχέση 
(b) μπορεί νά άποδειχθεί εύκολα αν αναπτύξουμε τά δεύτε
ρο μέλος καί έκτελέσουμε απλές πράξεις. *Αντί αύτοΟ θά 
χρησιμοποιήσουμε μία άλλη τεχνική πού συχνά χρησιμποιει- 
ται στούς διωνυμικούς συντελεστές. Είναι γνωστό δτι

(1 + χ )η  = (1 + χ )η ~ *+  χ ( 1 + χ ) η ~ * .

"Αν άναπτύξουμε τά πρώτο καί δεύτερο μέλος σύμφωνα μέ 
τάν διωνυμικά τύπο παίρνουμε

η η-1 „  „  η-1 „ - Μ_ , η . r « / η -1, ρ , η /η -1. ρΣ (  ) χ  ξ Σ (  ) χ  +  χ  Σ (  ) χ
ρ=0 ν Ρ=0 ρ=0

Σ  ( η 1 1)Χ Ρ+ Σ ( η/ _ \ ) χ ν  
ρ = 0  ρ = 0

Σ i ( n~1 w " ; 11) ] x r
ρ=0

καί εξισώνοντας τούς συντελεστές των ίσων δυνάμεων τού
YL YL

χ  λαμβάνουμε τήν Cb): [’Υπενθυμίζουμε δτι ( β ) = ( η ) =  1 

καί αν 2»<0 η Ρ > η ] . ▼
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Θ ε ώ ρ η μ α  1.6: Πολυωνυμικού συντελεστές

"Εστω ου ακέραιοι καύ θετικού αριθμού x>2 jl>2i * * ' * Vk 

μέ r ^ - h r ^ f · ·  · · + r ^  =  η · *2. αριθμός των τρόπων μέ τούς ο _ -  

πούους ένας πληθυσμός από η δ ι α κ ε κ ρ ι μ έ ν α  
σ τ ο ι χ ε ί α  μπορεί να γωριστεί σε k μέρη, τό πρω- 
το ιαέ 2»̂ στοιχεία, τό δεύτερο μέ ρ^ , κ.λ.π. εέναι

η  η - ν  η-2» -
= (  ) (  1 ) . . . (  λ

V1 r 2 r k - l

k -2

'Απόδειξη: ’Από τό η στοιχεία, 2* μπορούν νά έ- 
πιλεγούν μέ ( ν  ) τρόπους. ’Από τά υπόλοιπα η-2»

1 ' ι
στοιχεία, ρ στοιχεία, για τό δεύτερο μέρος, μπορούν νάύ
έπιλεγοϋν μέ C 1 ν 1 ) τρόπους, κ.ο.κ. Στό τέλος πρέπει νά 
• **2 * * « »έπιλέξουμε ρ ^ ^ στοιχεία άπό τά υπόλοιπα n ~r 2 ~ ‘ ’ '~ r k 2 

καύ 6 χωρισμός έπιτυγχάνεται άφου έτσι απομένουν r ^ ακρι
βώς στοιχεία.'Η τελευταύα έπιλογη γύνεται μέ
η -^ 2---- r k_ 2

(  ) τρόπους. Τό αποτέλεσμα τοΰ θεωρήματος ά-
^ k -1  *ποοεικνύεται έφαρμόζοντες στη συνέχεια τόν γενικευμένο 
κανόνα m * n . l

Οι ποσότητες ( f 1 τού Θεωρήματος 1.6 λέ-
* 2 * * 2 * " ' *  k

γονται καύ πολυωνυμικού συντελεστές διότι έμφανύζονται 
στό γνωστό πολυωνυμικό θεώρημα.

(α -+ α ~ + ..,+ α Ί ) η= Σ
1 2  k pr r 2, . . . , r k

r2*r2*' * *

η:
r ., ρ

k !

r l  r 2 r k 
a 2 a 2 ' " a k

(1.2) 9



Κεφ. 1 ΕΙσαγωγή

*EcpaouOYi<l 1.1: Δματάξεμς μή μ ή δ μ α κ ε -
χ ρ υ μ έ ν α  στομχεία.

"Εστω τώρα ή περίπτωση η μή δμακεκρμμένων στομ- 
χείων καί ας υποθέσουμε δτμ ένδμαφερύμαστε νά εΰρουμε 
τύν άρμθμύ των δυνατών χαί δμαφορετμχών δματάξεων τών η 

στομχείων άνά η, δηλαδή τών μεταθέσεων. Οί. μεταθέσεις 
αύτές λέγονταμ καί έ π α ν α λ η π τ μ χ έ ς .
"Εστω δτμ άπύ τά η στομχεία, είναμ δμομα μεταξύ 
τους, τύπου a i * r 2 °μ0ϋα επύσης μεταξύ τους, τύπου α ^  

... καί τά τελευταία εύναμ δμομα μεταξύ τους στομ-
χεία, τύπου α^, μέ T ^ + r ^ + ,..+ν^  =  0. ‘0 άρμθμύς τών 
δματάξεων τών η μή δμαχεχρμμένων στομχείων άνά η ε£- 
ναμ

η:
Μ  f
r l * r 2* *

'Η άπύδεμξη τής προτάσεως αυτής είναμ φανερή αν 
σχεφθεμ κανείς δτμ μία δμάταξη τού ανωτέρω τύπου δέν εΖ~ 

ναμ τίποτε άλλο παρά ένα χώρμσμα (δμαμέρμση) ένύς πληθυ
σμού η στομχείων σέ k μέρη μέ στομχεία Ti > T 2 * " ' * r k 

στά μέρη i,2,. ..,fc άντίστομχα. Στή συνέχεμα έφαρμύζε- 
ταμ τύ Θεώρημα 1.6. Παράλληλα μπορούμε νά σκεφθούμε καί 
ως εξής: έστω χ δ άγνωστος άρμθμύς τών ανωτέρω δματά- 
ξεων. Κάθε μία άπύ αύτές περμέχεμ Τ^ δμομα μεταξύ τους 
στομχεία, δμομα μεταξύ τους στομχεμα κ.ο.χ. "Αν χά
νουμε δπομαδήποτε αλλαγή στίς θέσεμς τών όμοίων ο

10 I



1.3 Σονδοασηκή

στοιχείων ένός τύπου χωρίς vci πειράξουμε τά άλλα στοιχεία 
των διατάξεων θά φτιάξουμε μία νέα διάταξη ίδια με την 
αρχική. Βάσει τοΟ θεωρήματος 1.2 ό αριθμός των διατάξεων 
πού γίνονται με τόν τρόπο αύτ<5 καύ πού είναι Εδυες μέ τήν 
αρχική είναι * "Αρα είναι ό
αριθμός των διατάξεων (μεταθέσεων) η δυακεκρυμένων στοι- 
χεύων καί ίσούται μέ η ! .

Παράδειγμα 1.1;
Νά βρεθή ό άρυθμός των λέξεων πού μπορούν vd σχημα- 

τυσθοΟν (ασχέτως νοήματος ή κανόνων γραμματικής ή συντα
κτικού) δι’άντιμεταθέσεως των γραμμάτων τής λέξεως ΜΑΘΗ
ΜΑΤΙΚΑ.

Πρόκευταυ περύ διατάξεων (μεταθέσεων) 10 μή διακε
κριμένων στουχεύων μέ r^ = 2 γυά τό στοιχείο ΜΛ γιά
τό στοιχείο Α , ν^=1 γιά τό στοιχείο J, τ ^ -1  γιά τό 
στοιχείο ΗΛ ν^=1 γιά τό στοιχείο ΤΛ γιά τό
στοιχείο I  καί γιά τό στοιχείο Κ. "Ετσι ό ζη
τούμενος αριθμός των λέξεων είναι:

101
2 ! 3 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 !

=  151 .200 .

Έφαρίιογή 1.2; "Εστω ενα σύνολο μέ Ν διακεκρι
μένα στοιχεία άπό τά οποία Νρ είναι τύπου Α καί Nq 

τύπου Β όπου 0 < ρ < .1 Λ 0<ρι<1 καί p + q = l . *0 αριθμός 
των συνδυασμών τδν Ν στοιχείων άνά η είναι ( ^ ) . ’Από 
αύτούς τούς συνδυασμούς πόσοι περιέχουν ακριβώς χ ·  

στοιχεία τύπου Α\

'Η απάντηση είναι



Κβφ. 1 ΕΙσαγωγή

< w  ,
ΎΙ-Χ Φ

Εύρύσκεται έφαρμόζοντας τόυ κανόνα τη ·η καύ τό γε
γονός δτι οί συνδυασμού Ν ρ  στοιχεύων τόπου Α άνά χ  

είναι* (J^P) καύ οί συνδυασμού Nq στοιχεύων τόπου Β 

άνά η - χ  είναι* ) .ΥΙ-Χ

θ ε ώ ρ η μ α  1.7: Σχήμα: Κυψέλες-Μπαλάκια ( δ ι 
α κ ε κ ρ ι μ έ ν α )

''Εστω η κυψέλες καύ r  διακεκριμένα μπαλάκια, 
τά όποια ρύπτονται στύς κυφέλες. Τότε ό_αριθμός των 
τρόπων μέ τοός όπούους τά μπαλάκια μποροΟν νά τοποθετη- 
θοΡν στύς κυφέλες είναι nr.

'Απόδειξη: ’Εάν είχαμε 1 μπαλάκι τότε θά μπο- 
ροΟσε νά μπει στύς η κυφέλες κατά τοός έξί̂ ς η τρό
πους.

Τρόπος 1 . ,_£j
1

Τρόπος 2 . ,_,

I__I I— ι · · · I--1
2 3 η

l_ij I I* · · I— I

Τρόπος η . ι_ι ι_ι ι_» \jLt

’Εάν είχαμε 2 μπαλάκια a ,b  κάθε μπαλάκι θά εδιδε
άπό η τρόπους, οπότε, συνολικά μέ τόν κανόνα τη ·η θά

ο
είχαμε η τρόπους καύ οΰτω καθ’έξης. Τό τελικό αποτέ
λεσμα θεμελιουται μέ έπαγωγή.Τ 

Παράδειγμα 1.2:
"Εστω τρύα μπαλάκια aab3e καύ τρεύς κυψέλες. *0



U  Συνδοαστική

άρυθμάς των δυνατών τοποθετήσεων είναυ 3 =  27. Οί τοπο
θετήσετε αυτές είναι,:

\ab£ I__ I

ι ai1 l_2j  I__ ι

uSS1 1___II g 1

ι Μ i a_\ι__ ι
ULl iag ι__ ι

l £j 1 g-l ι g 1

ι ba ι__ ι i_a_i

U u L-gj 1 & 1

l ± J I__ 1 a h

ι αα ι i ι

a i ιba

ι CL I I b ι ι g ι

l £j ah ι__ ι
i___ ι ιabo\ ι__ι

I___ι lS&J i_e_j

i £  ι ι k  11 l

I___ι ti<3 ι a ι

ι___ι ι b .ι

ιασι ι___ ι ι 2? ι

Llj L-g_l' l_Aj

i g  j ι___ ι iig _

Ug-J Lj.)
l__ι m * lA j

ι__ ι ι a t lie ι

I g I I__ 1 \OL·

\ e  ι .a i i  

ι___1 1aia *

Οί έφαρμογές τού σχήματος κυψέλες-μπαλάκυα είναυ 
πολυάρυθμες. ’Αναφέρομε ένδευκτυκά τά γενέθλυα των αν
θρώπων δπου οί 365 ημέρες τού έτους είναυ οί κυψέλες 
καί οί ανθρώπου τά μπαλάκυα, τά τροχαία ατυχήματα έντος 
μίας έβδομάδας δπου οί 7 μέρες τής έβδομάδας είναυ ου 
κυψέλες καί τά ατυχήματα τά μπαλάκυα, τό ασανσέρ πολυ- 
κατουκίας δπου οί δροφου της πολυκατουκίας είναυ οί κυ
ψέλες καί οί έπυβάτες τά μπαλάκυα, κ.ο.κ. Στή συνέχευα 
δίδομε μυά έφαρμογή στά ΠΡΟ-ΠΟ.

Παράδε ΐΎΐΐα 1.3:
Νά εύρεθούν δλες οί δυνατές στήλες ΠΡΟ-ΠΟ πού πρέ- 

πευ νά συμπληρωθούν γυά νά έξασφαλίσουμε έπυτυχία δταν 
έχουμε νά προβλέψουμε 13 μάτς.



Κεφ. 1 ΕΙβαγωγή

Γυά κάθε μάτς έχουμε τρεΕς δυνατές προβλέψευς 192ΛΧ .

"Αρα ου προβλέψευς είναυ οΰ κυψέλες καυ τά ματς τά μπάλά-
κυα. Συνεπώς ου δυνατού συνδυασμού είναυ δ ζ  1 ,5 0 0 .0 0 0.

"Εστω τώρα ότυ τά r  μπαλάκυα πού ρύπτονταυ στύς η

κυψέλες είναι, μή δυακεκρυμένα. Στη περύπτωση αυτή η πυό
βασυκή ΰδυότης μύας τοποθετήσεως είναυ τό πόσα μπαλάκυα
πηγαύνουν σέ κάθε κυψέλη. "Εστω *» ., r 0, . . . r  ου άρυθμο

Ι  ό η
τοποθετήσεως (o c cu p a n cy  n u m b ers ) δπου r .  είναυ ό άρυθ- 
μός τών σφαυρών πού τοποθετοϋνταυ στήν κυψέλη £. Τότε

V  V  ··· + ν„ " Γ ·

Μυα τοποθέτηση δυαφέρευ από μυα άλλη εάν οΰ άντύστουχες 
δυατεταγμένες n-άδες ( r ^ 9 . . . 3r ^ )  είναυ δυάφορες μεταξύ 
τους.

Θ ε ώ ρ η μ α  1.8: Σχήμα: Κυψέλες-Μπαλάκυα (μ ή
δ υ α κ ε κ ρ υ μ  έ'ν α).

"Εστω η κυΦέλες καυ r  δυακεκρυυένα (δηλ. 
υδυα) μπαλάκυα. *0. άουθμός των τρόπων μέ τούς όπουους 
τά r μπαλάκυα μπορούν νά τοποθετηθούν στυς η κυ
ψέλες είναυ:

,η + r - l . ,η + r - l  
1 r  J =  η -1

(1 . 3 )

14

Α π ό δ ε ι ξ η :  Μύα τοποθέτηση μπορεΰ νά παρασταθευ 
σχηματυκά μέ η+1 κάθετες γραμμές καυ ν αστερίσκους. 
Π.χ. αν r= 8 καί η=6 μυά τοποθέτηση τής μορφής:

| * * * |*||||* * * *|
*

C-*



1.3 Συνδυαστική

σημαύνευ δτυ δ μπαλάκυα εύναυ στην πρώτη κυψέλη, 1 στην 
δεύτερη, κανένα στην τρύτη κ.ο.κ. Ου άρυθμού τοποθετή-

σεως εϊναυ r 3= ^* r 4= ^J r 5= ^ κα  ̂ r 6= ^ m °
συμ$ολυσμός αυτός άρχύζευ καύ τελευώνευ με κάθετο γραμμή 
καύ ου ύπόλουπες (η + 1 ) -2 = η -1  γραμμές καυ ου ν  άστε- 
ρυσκου μπορούν νά έμφανυστοϋν σέ όπουαδήποτε σευρά.*Ετσυ 
ό άρυθμός πού ζητάμε εύναυ ό αύτός μέ τούς τρόπους πού 
μπορούμε νά συνδυάσουμε n -1 + v θέσευς άνά ζ» γυά νά 
τοποθετήσωμε τά r  μπαλάκυα (εϊναυ αυτονόητο δτυ ου ύ
πόλουπες θέσευς θά έχουν τύς κάθετες γραμμές). Δηλαδη ό 
άρυθμός πού ζητάμε είναυ ό

n + r - l  _  ( n + r - l  ■
r  η -1

Παρατηρήσεις:

1. Κάθε τοποθέτηση των r  μη δυακεκρυμένων σφαυ-
ρων στυς η κυψέλες είναυ καυ μύα άκέραυη καυ θετυκή
λύση της έξύσωσης r  + r  + . . . '+ r  = r μέ αγνώστους τά ζ» ,

J ώ ?Ί i
z* ,. ,.,ζ» . "Αρα ό άρυθμός των λύσεων της έξύσωσης αυτής 
α ΤΙ

είναυ ( n+ŷ

2. Τό σχήμα κυψέλες-μπαλάκυα μαζύ μέ τό Θεώρημα
1.2 μπορευ νά χρησυμοπουηθεύ γυά την κατασκευή καυ ύ- 
πολογυσμό του άρυθμού των συνδυασμών η δυακεκρυμένων 
στουχεύων άνά r  δταν κάθε στουχεύο μπορευ νά έπαναλη- 
φθευ τό πολύ ζ» φορές. Στην περύπτωση αυτή τά η στου- 
χεύα παρυστοϋν τύς κυψέλες στύς όπούες τοποθετούμε ζ» 
μπαλάκυα θεωρώντας ως υδυα τά μπαλάκυα πού μπαύνουν σέ



Κεφ. 1 ΕΙσαγωγή

κάθε κυψέλη.

Παράδειγμα 1 .4 ;

"Εστω τρεις κυψέλες καί τρία μή διακεκριμένα μπαλά
κια. Τότε 6 αριθμός των δυνατών τοποθετήσεων είναι:

<ηΤ ΐ >  - Φ 10

Εχομε δέ τούς κάτωθι 10 σχηματισμούς

1 1» * *1 | 1-----1 | L 1 6 Lij 1 i*_*j | ,___ ,
2 1_____1 | 1* * *1 | ι___ l 7 , * , 1 ι— ι 1 |* * |

3 ι_____1 1 ι_____I |ii-■k *| 8 1___1 1 i*_3 ! L ± J

4 i*ja | L*_l| 9 1___1 1 lJL iI 1* *>
5 i*_*j 1 I_____il L * 1 10 L —  J 1 UL»! 1 *. 1

ΛΑ Δειγματοληψίες άηό πεπερασμένους  πληθυσμούς

Συχνά στήν Στατιστική ασχολούμεθα με δειγματοληψίες 
από πεπερασμένους πληθυσμούς όπως π.χ. στήν σφυγμομέτρη
ση κοινής γνώμηδ» στόν υπολογισμό ποσοστού ανεργίας η 
μεγέθους εργατικής δυνάμεως μίας χώρας, στήν γεωργική 
παραγωγή, σέ έρευνες γιά τό επίπεδο υγείας των κατοίκων 
μίας περιοχής ή χώρας κ.λ.π. "Εστω Ν τό μέγεθος τοϋ 
πληθυσμού καί η τό μέγεθος τού δείγματος. Κατά τήν 
δειγματοληψία τά μέλη του δείγματος έκλέγονται διαδοχι
κά τό ενα κατόπιν τού άλλου. Σέ κάθε έπιλεγόμενο μέλος 
μετρούμε τίς τιμές μίας η περισσοτέρων μεταβλητών. *Η



1.4 Δειγματοληψίες άπό Λεπερασμένους πλυθησμούς

έπυλογη μπορευ νά γύνευ με δύο τρόπους: (£) Χωρύς έπανά- 
θεση η έπανατοποθέτηση του έπυλεγέντος μέλους καύ (έέ) 
μέ έπανάθεση η επανατοποθέτηση τοΟ έπυλεγέντος μέλους. 
'Αλλες φορές η σευρά έπυλογης των μελών του δεύγματος 
δέν παύζευ ρόλο καύ τό δευγμα είναυ μη διατεταγμένο καύ 
άλλες φορές (σπάνυα) ή σευρά έπυλογης παύζευ ρόλο καύ τό 
δευγμα είναυ δυατεταγμένο.

Στύς τέσσερεις παραπάνω περυπ'τώσευς ό άρυθμός όλων 
των δθν!ατ$ν_ δειγμάτων πού μπορούν νά ληφθόΟν ύπολογύζε- 
ταυ ως έξης:

(1) Δείγμα χωρύς έπ.ανάθεση-μη δυατεραγμένο: αριθ
μός δευγμάτων = (^)

(2) Δευγμα χωρύς έπανάθεση-δυατεταγμένο: άρυθμός 
δευγμάτων =

(3) Δείγμα μέ έπανάθεση-δυατεταγμένο: άρυθμός 
δευγμάτων = ΐ Ρ

(βάσευ του σχήματος κυψέλες-μπαλάκυα τά μέλη του πληθυ- 
σμββ"εέναυ ου κυψέλες καύ ού θέσευς του δεύγματος τά 
μπαλάκυα). .

(Η·) Δευγμα μέ έπανάθεση-μή δυατεταγμένο: άρυθμός
e , ,Ν-Ηη-1 \ ,Ν +η-1 λδευγμάτων = )=(^_ί .)

(βάσευ roD τρόπου μέ τόν όπουον μπορούμε μά τοποθετή
σουμε Ν μη-ίίυακεκρυμένα μπαλάκυα σέ η κυψέλες).

'Εστω ότυ ό πληθυσμός όιποτελευταυ άπό τμόα στουχευα 
{ α η3α ο3α }. Τά'τρύα δύατε ταγμένα καύ χωρύς έπανάθεση

1 ώ ό
δεύγματα μεγέθους δύο εϊναυ τά (α ^3α ^ )3 (α ^ 3α ^ ) καυ



. Κεφ. 1 ΕΙσαγωγή

( α ^ α ^ ) · Τά έξυ η διατεταγμένα καί χωρίς έπανάθεση
δείγματα μεγέθους δύο είναυ: ( α ^ α ^ ) *  ( α ^ α ^ ) Λ ( α ^ α ^ )  9 

( α 3, α 2 ) Λ καί ( α ^ α ^ ) . Τά έννέα η 32 δυατεταγ-
μένα καί μέ έπανάθεση δείγματα μεγέθους δύο είναι,:
(cL^yCi^)} ^ ·>

7j . p _  7
( α ^ α ^ ,  ( a 2^a s )  *αί (α 3Λ<χ2 ^  Τά εξυ η (  2 '  μ|ί
δυατεταγμένα καύ μέ έπανάθεση-δείγματα μεγέθους δύο εί
ναι,: ( α ι 9 α2) 9 (α ι 9 α 2) 9 (α 23α 2 ) 9 ( α ^ α ^ ) , Γα^,α^ καί

( a 2 *a Z )m

1.5 Δ ιω ν ν μ ικ ο ΙΣ υ ν τ ε λ ε ο τ έ ςκ α Ι ό  τύλος τού Stirling.

*0 διωνυμυκάς συντελεστής Γ^=η//[Γ/Γη-ι*7/]έχει, ό- 
ρυστεί μάνο γυά η καί r  θετυκά καί άκέραυα καί 2»<«·Μπο- 
ροΟμε δμως νά έπεκτείνουμε τάν όρυσμά αύτά γυά κάθε πραγ
ματικά χ  καί κάθε θετικά καί άκέραυο ν ώς ακολούθως

ACx χ ( χ - 1 ).... ( x - r + 1 )
V  = 2*/ ( 1 , 4 )

Θέτουμε Γ^) =  1 καί γυά ν  άρνητι,κο καί άκέραυο όρί 
ζουμε ί£ ) = 0, 'Επίσης γυά η θετυκά καί άκέραυο 
( * )  =  0 αν r > 0  ή r < 0  ,

Γυά παράδευγμα:
1

(1 / 2 ) = 2 
4

( L . D f l . B x i - s )

41
5

128

18



I S  Δκονυμικοΐ Συντελεστές καί 6 τόκος τοΟ Stirlinq

C \ )  =  ( - D *  ,  ( ~ l>  =  ( ~ l f ( * + l )  .

Μέ την παραπάνω επέκταση ύσχύευ καυ ό δυωνυμυκάς 
τύπος τοϋ Νεύτωνος.

( l + t f =  l + t y t + ( p t 2+ f y t 3+ . . . .  ,  - l < t < l  ( 1 . 5 )

γυά κάθε πραγματυκο α.
Τό κατά T a y lo r ανάπτυγμα τον) φυσυκοϋ λογαρύθμου

εύναυ

l n ( l + t )  =  t -  j  t 2+ j  t 3-  |· t 4+ ___  , - l < t < l  . ( 1 . 6 )
I

'0 τύπος τοϋ S t i r l i n g  είναυ

n ! ~ e  nnn J2ηπ ,  ( 1 , 7 )

δπου τ<5 σύμβουλο ~ σημαυνευ δτο
♦

. η !
1%τη - ■■ -------- 1 .
η-*·® η  η /2 m

ΕΪναυ χρύσυμο άναλυτυκό έργαλευο καυ μας έπυτρέπευ τάν 
εύκολο καύ μέ καλή προσέγγυση ύπολογυσμά ποσοτήτων δπως 
1 0 ! ,  2 0 ! ,  50 ! κ.λ.π.



Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1 .1 . Κατά πόσους τρόπους μπορούμε .. μοιράσουμε 5 δια
φορετικές έφημερίδες σέ 5 άτομα;

1 .2 . Σέ ένα σύνολο 10 άριθμών 6 είναι θετικοί καί οι 
υπόλοιποι άρνητικοί. Κατά πόσους τρόπους μπορούμε 
νά πάρουμε (χωρίς έπανάθεση) δύο άριθμούς ώστε (α). 
νά είναι έτερόσημοι καί (2>) όμόσημοι;

1 . 3 . "Ενα διαγώνισμα πολλαπλής εκλογής περιέχει 15 έ- 
ρωτήσεις γιά κάθε μια από τίς όποιες δίδονται 5 

άπαντήσεις. ‘0 μαθητής πρέπει νά διαλέξει μία απά
ντηση άπό τις πόντε γιά κάθε έρώτηση. Κατά πόσους 
διαφορετικούς τρόπους μπορεί ένας μαθητές νά δώσει 
απαντήσεις σ'αύτός τις έρωτήσεις.

I

1 .4 . Κάποιος πρόκειται νά αγοράσει ένα καινούργιο αυτο
κίνητο. "Εχει νά διαλέξει μεταξύ μηχανών τριών με
γεθών (κυβισμού), δ τύπων αμαξώματος καί 10 χρωμά
των. Πόσα είναι τά διαφορετικά αύτοκίνητα άπό τά 
όποια έχει νά διαλέξει;

1 .5 . *Η 'Ολυμπιακό έχει 3 πτήσεις άπό τό ‘Ηράκλειο Κρη-
t

της στήν ’Αθήνα καί 9 πτήσεις άπό τήν 'Αθήνα στή 
Θεσσαλονίκη. Πόσους διαφορετικούς συνδυασμούς πτή
σεων μπορεύ η 'Ολυμπιακή 'Αεροπορία νά προσφέρει 
άπό τό ‘Ηράκλειο στήν Θεσσαλονίκη;

1 .6 . Πόσοι διαφορετικοί πενταψήφιοι τηλεφωνικοί άριθμοί 
μπορούν νά σχηματισθούν αν τό πρώτο ψηφίο πρέπει 
νά είναι 2 ή 3.
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’Ασκήσεις

1 .7 . Κατά πόσους τρόπους μπορεί ένας φουτητη.^ νά δυαλέ- 
ξευ 2 κατ’έπυλογην μαθήματα από έξυ που προσφέρον- 
ταο σε δυαφορετυκές δρες;

1 .8 . Πόσου τετραψηφυου άρυθμοί μποροϋν νά σχηματυστοϋν 
άπό τά ψηφία 4 , 5 , 6 , 7 , 8  κα ί 9 αν (α) κάθε ψηφίο 
μπορεί νά χρησυμοπουηθεί μόνο μία φορά, (δ) επι
τρέπονται, έπαναληψευς ψηφίων.

1 .9 . Τά γράμματα στον κώδυκα τοΟ M orse σχηματίζονται, με 
τελείες καί παΟλες (έπαναληψευς επιτρέπονται,). Πό
σα δι,αφορετυκά γράμματα μποροΟμε νά σχηματίσουμε 
αν κάθε γράμμα γένεταυ με τέσσερα τό πολό σόμβολα.

1 .1 0 . Τά άρχυκά των ατόμων σχηματίζονται, άπό τό όνομα,τό 
πατρώνυμο καί τό επώνυμο. Πόσα δυαφορετυκα σύνολα 
άρχυκών μπορούν νά σχηματυστοϋν αν κάθε άτομο έχει, 
ένα μόνο επώνυμο καί ( ο )  ένα άκρυβώς ονομα καί 
να άκρυβώς πατρώνυμο (b ) τό πολό δόο ονόματα καί 
ένα άκρυβώς πατρώνυμο.

1 .1 1 . Νά δεχθεί ότι,

α )  1 - ( η1) + ( η2) - . . . . + ( - 1 ) η ( " )  =  0

b )  ( n1 ) + 2 ( n2) + S ( ns ) + . . .  + η( = η2η~ 2

ο )  ( * } - 2 ( η2) + 3 φ - . . .  . + ( - 1 ) " η ( " )  =  0
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Πιθανότητες βασικές προτα - 

σεις

Οι. πρώτες έννοοες τής Θεωρίας Ποθανοτήτων είναο τό 
τυχαίο πείραμα, ό δεογματοκός χώρος καί Τά ένδεχόμενα.*Η 
εννοοα τ?ΐς πιθανότητας εχεο πολλές θεωρήσεος. Στό κεφά- 
λαοο αύτό μελετάμε τίς ποσοτοκές εκείνες θεωρήσεος που 
όδηγοϋν σέ τρόπους ύπολογοσμοϋ των ποθανοτήτων δοαφόρων 
ένδεχομένων. Τό οικοδόμημα της Θεωρίας Π ι θ α ν ο τ ή τ ω ν  χτί- 
ζεταο σογά σογά άξοωματοκά καί προχωρεί μέ τή βοήθεοα 
των βασοκών νόμων τών ποθανοτήτων. Εόσάγονταο καονουργο- 
ες εννοοες όπως η δεσμευμένη ποθανότητα, ή ανεξαρτησία,ό 
κανόνας τοΟ Bayes κλπ. Τά θέματα αυτά άποτελοΟν άντοκεί- 
μενο μελέτης τοΟ παρόντος κεφαλαίου.

2. I Πείραμα — Δβιγματικός χώρος — Ενδεχόμενα

*0 όρος π ε ί ρ α μ α  μέ τήν κοονή καθομολουμενη 
εννοοα δέν χρεοάζεταο νά όρυσθεί όδοαίτερα. *Η Θεωρία 
Ποθανοτήτων καί η Στατοστοκή χρησομοποοοΟν τόν όρο αύτό 
είτε μέ τη στενή, πραγματοκή του εννοοα όπως γοά παρά-



2. 1 Πείραμα-Δειγματικός χώρος-’Ενδεχόμενα

δευγμα το πείραμα ένός έργαστηρίου Φυσυκής., είτε μέ μία 
γενυκώτερη υδεατή μορφή. 'Η δοκυμασία των Πανελλήνυων 
'Εξετάσεων μπορεί νά θεωρηθεί ως πείραμα. 'Ομοίως ή θε
ραπεία μέ ενα φάρμακο, η δημοσκόπηση, ή καλλυέργευα ε
νός άγροΰ μέ δύο πουκυλίες σταρυοΰ κλπ.

'Υπάρχουν πευράματα των οποίων τά αποτελέσματα εί
ναι. γνωστά έκ των προτέρων.'Υπάρχουν όμως καί πειράματα 
των οποίων τά αποτελέσματα δέν μπορούν νά προκαθορυστοΰν 
"Αν π.χ. ένώσουμε δόο άτομα υδρογόνου καί ενα άτομο οξυ
γόνου τό αποτέλεσμα θά είναυ 6 σχηματυσμός ένός μορίου 
νερού, πράγμα προκαθορισμένο. "Αν όμως έκτοξεύσουμε ενα 
βλήμα σέ κάπουο στόχο τό αποτέλεσμα δέν μπορεί νά προκα- 
θορυσθεί γυατί έπυδροΰν σ'αύτό άγνωστου παράγοντες η πα
ράγοντες πού δέν μπορούν νά έλεγθοΟν.

'Η Θεωρία Πυθανοτήτων καί ή Στατυστυκή άσχολοΰνταυ 
υδυαίτερα μέ τά λεγόμενα τ υ χ α ί α  π ε υ ρ ά μ α τ α  
(η πευράματα τύχης) δηλαδή πευράματα των οποίων τά απο
τελέσματα κυβερνώνταυ άπό τούς νόμους τής τύχης καί ετσυ 
δέν μπορούν νά καθορυσθούν έκ των προτέρων. Συχνά γυά 
λόγους συντομίας θά χρησυμοπουούμε μόνο τόν όρο πείραμα. 
Παραδείγματα τυχαίων πευραμάτων είναυ: τό ρίψυμο ένός 
νομίσματος μία φορά, τό ρίψυμο ένός νομίσματος 100 φο
ρές, τό ρίψυμο τρυών ζαρυών, τό μοίρασμα των χαρτυων 
μίας τράπουλας, η παρατήρηση τού χρόνου ζωής ένός ραδυε- 
νεργοΰ ατόμου η ένός ανθρώπου, η έπυλογή ένός δείγματος 
ανθρώπων καί η παρατήρηση τού φύλου, τού άρυθμοΰ πτυχυ- 
ούχων Παν/μυου κλπ., ή σπορά καί παραγωγή σίτου σέ ενα 
αγρό κλπ.

Κάθε πείραμα εχευ αποτελέσματα. Μπορεί νά έπαναλαμ-



Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις

βάνεται κάτω άπά τύς ίδιες συνθήκες πραγματικά η νοερά 
πολλές η άπειρες φορές. Τά αποτελέσματα ένάς τυχαύου πει
ράματος λέγονται, ε ν δ ε χ ό μ ε ν α  η γ ε γ ο ν ο -  
τ α. Τά ατομικά άδιαύρετα αποτελέσματα λέγονται, σ τ ο ο
χ ε ύ ω  δ η η α π λ ά  ε ν δ ε χ ό μ ε ν α  η δ ε  ιγ- 
μ α τ ι κ ά σ η μ ε ί α .  ''Ενα ένδεχόμενο είναι μύα συλ
λογή απλών ένδεχομένων η δειγματικών σημεύων. Τά σύνολο 
των δειγματικών σημείων ένάς τυχαύου πειράματος λέγεται 
δ ε ι γ μ α τ ι κ ά ς  χ ώ ρ ο ς .  *0 χώρος αύτος θά συμ-~ 
βολύζεται μέ τά 5. Τά ένδεχάμενα θά συμβολύζονται μέ Α, 

Βλ Γ, Ca Dy Ε κλπ.
"Ενα ένδεχάμενο πραγματοποιείται (συμβαύνει) δταν 

τουλάχιστον ένα άπά τά δειγματικά του σημεία πραγματο
ποιείται. "Ετσι, 6 δειγματικάς χώρος λέγεται καύ β έ 
β α ι ο  έ ν δ ε χ ά μ ε ν ο  δεδομένου οτι περιέχει δλα 
τά δειγματικά σημεία ένα άπά τά όποια οπωσδήποτε πραγμα
τοποιείται. *Η λογική είκάνα τώρα συμπληρώνεται, μέ τά ά- 
δ ύ ν α τ ο  έ ν δ ε χ ά μ ε ν ο  δηλαδή τά ένδεχάμενο 
πού δέν μπορεί νά πραγματοποιηθεί καύ πού αντιστοιχεί μέ 
τά κενά σύνολο. Συμβολύζεται καύ αύτά μέ τά 0.

Τά ένδεχάμενα διακρύνονται καύ σέ ά π λ ά καύ 
σ ύ ν θ ε τ α .  'Απλά ένδεχάμενα είναι, τά δειγματικά ση
μεία. Σύνθετα ένδεχάμενα είναι τά υποσύνολα τοϋ δειγμα- 
τικού χώρου.

Μέ 3άση τούς παραπάνω ορισμούς καέ έννοιες βλέπουμε 
δτι οί έννοι,ες του δειγματικοΟ χώρου καύ τοΟ ένδεχομένου 
αντιστοιχούν στύς έννοι,ες του συνάλου καύ ύποσυνάλου. 
Πράγματι, κ ά θ ε  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ύ  S είναι έ
να ένδεχάμενο.
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2. 1 Πείραμα- Δειγματικός χώρος-Ενδεχόμενα

Παραδείγματα:

2.1: 'Η γέννηση ένός παυδυου μπορεί νά θεωρηθεί ως 
τυχαίο πείραμα με δυο δυνατά αποτελέσματα: άγόρυ (A ), κο- 
ρύτσυ (Κ ). Στην περίπτωση απλής γεννησεως ο δευγματυκός 
χώρος είναι, S  =  {Α ,Κ } καί τά AaK είναυ άπλά ένδεχόμε- 
να.

2.2: Τό ,ζάρυ είναυ ένας κύβος μέ τίς ακόλουθες εξη 
πλευρές:

Οι* πλευρές αύτές θά συμβολίζονται, μέ Ε^Λ Ε ηΛ E „a E . a Ε
1 ο 6 4 ο

Ε - . “Ενα ζάρυ ρίχνεται, πάνω σέ μία όρυζόντυα έπυφάνευα.*Η ο
ένδευξη της πλευράς πού είναι, στραμμένη πρός τά πάνω απο
τελεί τό αποτέλεσμα τοϋ πειράματος. Τό πείραμα εχευ εξη 
δυνατά αποτελέσματα καί 6 δευγματυκός χώρος είναι, S - 
= {E^j E ^ E ^ E ^ E ' - s Eq } . Τά i - l a 2y . . . a 6 είναυ άπλά
ένδεχόμενα. Σύνθετα ένδεχόμενα είναι, τά

A =  { E ^ E ^ E q } = {τό αποτέλεσμα είναυ άρτυο}

Β « { E ^ E g y E ^ E ^ } = {τό αποτέλεσμα είναυ <β }

κλπ. “Οταν τό 2? π.χ. πραγματοπουείταυ (συμβαίνευ) τό
τε πραγματοπουείταυ καί τό Β,
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2.3: "Ενα Κέντρο ’Αμέσου Βοηθείας θέλοντας ν<£ βελ- 
τι,ώσευ τάν τηλεφωνικά του έπυκοι,νωνία μέ τά κουνά παρα
κολουθεί τάν άρυθμά των τηλεφωνικών κλήσεων άπά τίς 8 

τά βράδυ μέχρυ τίς 8 τά πρω'ί. Τά δυνατά αποτελέσματα τοΟ 
πευράματος έδω είναι. 03 13 23 δ3 .... κλησευς καί ό 
δευγματι,κάς χώρος είναυ S « {03 13 23 33 ....}.Δύο σύν
θετα ένδεχάμενα είναυ τά άκάλουθα:

A - {τουλάχιστον 3 κλάσευς} =  {33 4, 53 ....}

Β - {τά πολύ 2 κλάσευς} * {03 13 2 }  ,

2.4: "Εστω μία βελάνη ή οποία περιστρέφεται, γύρω 
άπά ένα άξονα παράλληλα σέ ένα έπίπεδο δπως στά μαγνητυ- 
κ^* πυξίδα.

Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις

Γυρίζουμε τά βελάνη μερυκές φορές αντίθετα άπά τάν κίνη
ση των δευκτων τοΟ ωρολογίου καί την άφάνουμε νά κι,νηθεζ 
ελεύθερα. Τά αποτέλεσμα τοϋ πειράματος είναι, η γωνία Θ 
πού σχηματίζεται μέ μία σταθερά ακτίνα ΟΑ. *0 δευγματυ- 
κάς χώρος είναι, δλες οί δυνατές γωνίες μεταξύ 0 καί 2%. 

ε = { θ :0 < β < β η } .
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2. 1 Πείραμα-Αειγματικός χώρος - Ενδεχόμενα

*0 δευγματυκός χώρος μπορεί νά είναυ πεπερασμένος 
η άρυθμτίσυμος η μη άρυθμτίσυμος (συνεχής). Στά Παραδείγ
ματα 2.1 καύ 2.2 οι. δευγματυκού χώρου εύναυ σύνολα μέ πε
περασμένο πλήθος στουχεύων, στ<5 2.3 άρυθμτίσυμος καύ στο 
2.Μ- μη άρυθμτίσυμος. ’Επύσης δΰο η περυσσότερου δευγματυ
κού χώρου μποροΟν νά προκΰψουν άπό τό υδυο πεύραμα.

Παραδε ύγιιατα:

2.5: "Εστω δτυ ρύχνουμε ένα νόμυσμα μέ πλευρές Κ 

καύ Γ δΰο φορές. Τά αποτελέσματα το\3 πευράματος αύτοΟ 
είναυ τέσσερα καύ συμβολύζονταυ μέ ΚΚΛ Κ Τ , κλπ.,δπου 
ΚΚ σημαύνευ δτυ πρώτα έμφανύστηκε ή πλευρά Κ καύ κατόπυν 
πάλυ ή υδυα πλευρά, ΚΤ σημαύνευ πρώτα ή πλευρά Κ καύ 
κατόπυν ή πλευρά Γ κ.ο.κ. *0 δευγματυκός χώρος είναυ

S =  {ΚΚ, ΚΤ, ΤΚ, ΓΓ}.

"Αν δμως αγνοήσουμε τη σευρά έμφανύσεως καύ ένδυα- 
φερθοΟμε γυά τον άρυθμό τών φορών ποΰ θά έμφανυστευ η 
πλευρά Κ τότε έχουμε ένα νέο δευγματυκό χώρο

S =  {ΟΚ, 1Κ, 2Κ },

οπού
ΟΚ ={μηδέν πλευρές £} =· {ΓΓ} 

1Κ = {μύα πλευρά X} = {Κ Τ , ΤΚ} 

2Κ ={δΰο πλευρές Κ} = {Κ Κ },



Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις

2.6: ''Ενα βλήμα εκτοξεύεται, μέ σκοπό νά προσβάλλει, 
κάπουο στόχο στην έπυφάνευα της γτΊς. Τυχαΰα σφάλματα καύ 
άλλου ανεξέλεγκτου παράγοντες επηρεάζουν τό σημευο στό 
όποΰο τό βλήμα τελυκά θά χτυπήσευ τόν στόχο. "Αν μδς έν- 
δυαφέρευ απλώς ή απόσταση τοϋ σημεύου προσκροΰσεως τοϋ 
βλήματος άπό τόν στόχο τότε τά δυνατά αποτελέσματα τοϋ 
πευράματος άποτελοϋνταυ άπό τά σημευα ενός δυαστόματος 
[σ,α] δπου α > ο . "Αν μας ένδυαφέρευ ή θέση τοΟ σημεύου 
προσκροΰσεως τότε τά δυνατά αποτελέσματα άποτελοΟνταυ ά
πό τύς τρυάδες ( x > y , z ) δπου X jy 3z είναυ ού συντεταγ-

%
μένες κάθε σημεύου στό όποΰο μπορεΰ τό βλϋμα νά προσκρού- 
σευ κο̂ ύ όεταβάλλονταυ σέ όρυσμένα δυαστηματα.

'Ανάλογα μέ τό αποτέλεσμα πού μας ένδυαφέρευ οδηγού
μαστε σέ δύο δυαφορετυκούς δευγματυκούς χώρους. *0 πρώτος 
εέναυ ένα υποσύνολο τοϋ R (σύνολο πραγματυκών άρυθμών) 
καύ ό δεύτερος εϊναυ ενα υποσύνολο τοϋ R . Καύ ού δύο 
χώρου εέναυ μό άρυθμόσυμου συνεχεϋς χώρου.

Πολλές φορές ένα πεύραμα μπορεΰ νά θεωρηθεΰ δτυ ά- 
ποτελεΰταυ άπό δύο η καύ περυσσότερα άλλα έπύ μέρους πευ- 
ράματα. Τό πεύραμα τότε λέγεταυ σ ύ ν θ ε τ ο  καύ ή με
λέτη του γύνεταυ εύκολώτερα δυά τοϋ συνδυασμού της μελέ
της των έπύ μέρους πευραμάτων. Γυά παράδευγμα, σύνθετο 
πεύραμα είναυ μύα σευρά άπό δέκα δμουα τέστ (δοκυμές)έρ- 
γαστηρύου κάθε ένα άπό τά όποΰα μπορεΰ νά έχευ δύο η πε- 
ρΰσσότερα δυνατά άποτελέσματα. 'Η έκλογη χωρύς έπανάθεση 
ένός δεύγματος μεγέθους η άπό κάπουο πληθυσμό μεγέθους 
Ν εύναυ ένα σύνθετο πεύραμα άποτελούμενο άπό η έπύ .μέ
ρους πευράματα δπου τό πρώτο έχευ Ν δυνατά άποτελέσματα, 
τό δεύτερο Ν-1> τό τρύτο Ν -2 Λ κ.ο.κ .
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2. 2 Πράξεις μέ ένδεχόμενα

2. 2. Πράξεις μέ ένδεχόμενα

Τό έπόμενο φυσικό βήμα στό λογικό οικοδόμημα πού 
χτίζομε είναι νά ορίσουμε τίς πράξεις μεταξύ των ένδεχο- 
μένων. "Εστω λοιπόν Α ,Β δύο ενδεχόμενα τού δειγματικοΰ 
χώρου S .

'Ο ρ ισμ ο ί:

2.1:*"Αν ή πραγματοποίηση τοϋ ενδεχομένου Α σ υ 
ν ε π ά γ ε τ α ι  τύν πραγματοποίηση του Β τύτε λέμε 
ότι τό Α συνεπάγεται τό Β καί συμβολίζουμε Α >Β ν\

A Β.

2.2: "Αν τ ό  Α συνεπάγεται τ ό  Β καί τό Β συνε
πάγεται τό Α τότε λέμε δτι τά Α καί Β είναι ι σ ο 
δ ύ ν α μ α  (η ίσα) καί γράφουμε Α=Β. Μέ άλλα λόγια Α~Β 

σημαίνει δτι τά ένδεχόεμνα Α καί Β είτε πραγματο
ποιούνται είτε δέν πραγματοποιούνται ταυτόχρονα.

2.3: Τό ενδεχόμενο πού συνίσταται στην πραγματοποίη
ση τούλάχιστον ενός άπό τά δύο ένδεχόμενα ΑΛΒ ονομάζεται 
ά θ ρ ο ι σ μ α  η ένωση των Α καί Β καί συμβολίζεται 
μέ Α+Β η AUB. Μέ άλλα λόγια τό άθροισμα Α+Β σημαίνει 
την πραγματοποίηση τού Α η τού Β η καί των δύο μαζί.

2.4: Τό ένδεχόμενο πού συνίσταται στήν ταυτόχρονη 
πραγματοποίηση των Α καί Β ονομάζεται τό γ ι ν ό 
μ ε ν ο  η ή τομή αυτών καί συμβολίζεται μέ ΑΒ η ΑίΙΒ.
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2.5: ’Εάν ΑΙΊΒ είναι, τό αδύνατο ένδεχόμενο, τότε
τά Α κα ί Β λέγονται, ά σ υ μ β ί β α . σ τ α  ένδεχό- 
μενα. Με άλλα λόγυα τά Α χαί Β δεν μποροϋν νά πραγ
ματοποιηθούν ταυτόχρονα.

#

2.6: Τό ένδεχόμενο που συνίσταται, στην πραγματο- - 
ποίηση του Β χαί την μη πραγματοποίηση του Β ονομά
ζεται, η δ ι , α φ ο ρ ά  των Α ,Β χαί συμβολίζεται, μέ 
Α -Β .

2.7: ’Α ν τ ί θ ε τ ο  η σ υ μ π λ η ρ ω μ α τ ι -
χ ό του ένδεχομένου Α λέγεται, τό ενδεχόμενο που συνι»- 
σταται, στήν μή πραγματοποίηση τοΰ Α χαί συμβολίζεται, 
μέ A f η Α ° η Α.

'Η πραγματοποίηση τοϋ ενδεχόμενου Α * σημαίνει, την 
μή πραγματοποίηση τοΟ Α χαί τά ένδεχόμενα Α καί Α '  

είναι, ασυμβίβαστα.
Τό άθροισμα χαί τό γινόμενο περισσότερων άπό δυο 

αλλά πεπερασμένου πλήθους ένδεχομένων ορίζονται, ανάλογα. 
"Αν έχουμε μία ακολουθία ένδεχομένων Α Λ η=192 , . ... δε
χόμαστε χωρίς συζήτηση ότι, τά

00

υ ηΑηη=1 η
χαί 00

fl-Ay, η=1 η

αποτελούν ένδεχόμενα. Τό πρώτο συνίσταται στήν πραγματο
ποίηση τουλάχιστον ένός άπό τά Α καί τό δεότερο συνί- 
σταται στήν ταυτόχρονη πραγματοποίηση όλων των AnS η=19 

29 ....
'Η άντιστοιχία ένδεχόμενων καί συνόλων μας έπιτρέπει 

τήν ακόλουθη, γνωστή άπό τή Θεωρία Συνόλων, γραφική παρά
σταση των παραπάνω πράξεων (βλέπε Σχήμα 2.1).



2. 2 Πράξεις μέ ένδεχόμενα

αθροοσιαα ένδεχομένών γυνόμενο ένδεχομένών

ασυμβίβαστα ένδεχόμενα δυαφορά έν,δεχομένων

αντίθετο ένδεχόμενο 

Σχήμα 2.1 Πράξεις ένδεχομένών
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Παραδείγπατα:

2.7: "Εστω μύα τράπουλα 52 χαρτυών άπά ττίυ όπουα 
τραβάμε στην τύχη ενα χαρτιά. Τ<5 πεέραμα έχει, 52 δυνατά 
αποτελέσματα καC 6 δευγματι,κάς χώρος S άποτελεΕται^ άπά 
τά 52 παυγνυάχαρτα. ’'Εστω τώρα τά ένδεχάμενα 4={σπαθύ}, 
Β =  {βαλές}, C - (φυγούρα). Τάτε

AUB ={"θλα τά σπαθυά καυ οί. άλλου τρευς βαλέδες},

Α -Β ={,,Ολα τά σπαθυά έκτάς άπά τάν βαλέ σπαθυ},

ΑΩΒ ={Βαλές σπαθυ},

S -A ={*Ολα τά καρρώ, κούπες καυ μπαστούνυα},

(A U C )-B ={"θλα τά σπαθυά καύ οί. φυγούρες έκτάς άπά τούς
τέσσερευς βαλέδες}#

δπου οί. έκφράσευς μέσα στύς παρενθέσευς { } περυγράφουν 
τά δευγματυκά σημευα των ένδεχομένων.

X

2.8: "Εστω δτυ ό δευγματυκάς χώρος είναυ τά σύνολο
των πραγματυκών άρυθμών καύ δτυ τά ένδεχάμενο Α παρά-

00
σταταυ μέ τά δυάστημα (α^~  l / n s α ^ + Ι / η ) . ‘Η ένωση 
εϊναυ τά ένδεχάμενο-δυάστημα Γα-Ι, α + 1 )3 καύ ή τομή

η=1^π ε^ναυ τ° ενδεχάμενο {α}.

2. 3. Πιθανότητα

32 ’Ερχάμαστε τώρα νά παρουσιάσουμε την έννουα της
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πιθανότητας καi εύδυκώτερα νά ορίσουμε αύτό που λέμε πι
θανότητα ένός ένδεχομένου. 'Η έννουα της πυθανότητας εί
ναι, πρωταρχυκης σημασίας καί άπτεταυ πολλών θεωρήσεων 
που καλύπτουν ένα ευρύ φάσμα: άπό τη φιλοσοφία καί τη 
λογυκη μέχρυ τη δυαίσθηση, την έμπευρία καί την πρακτυκη 
έφαρμογη. Συνδέεταυ με την έννουα της άβεβαυότητας, της 
τύχης, της σχετυκης συχνότητας καί της ύποκευμενυκης κρί
σης.

Δέν θά ασχοληθούμε με τίς φυλοσοφυκές θεωρησευς της 
έννουας της πυθανότητας. Ούτε θά προσπαθήσουμε νά εξηγή
σουμε την ’’άληθυνη σημασία” της έννουας της πυθανότητας. 
Δεν θά κάνουμε τίποτε περυσσότερο άπό δτυ ό σύγχρονος 
φυσυκός δταν άσχολευταυ με τίς έννουες της μάζας καί 
ένέργευας η ό γεωμέτρης δταν παρουσυάζευ την έννουα του 
σημείου. ’Αντίθετα, θά δώσουμε τρόπους ύπολογυσμου των 
πυθανοτητων ενδεχόμενων., θεωρήματα καί έφαρμογές.

‘Υπάρχουν τρευς κύρυου δρυσμοί της πυθανότητας ένός 
ένδεχομένου: ό κλασσυκός, ό έμπευρυκός καί ό άξυωματυκός. 
‘0 κλασσυκός όρυσμός ξεκίνησε άπό τη μελέτη των προβλη- 
μάτων πού έμφανίζονταυ στά τυχερά παυγνίδυα. ‘0 έμπευρυ
κός όρυσμός στηρίζεταυ στην έμπευρία πού άπαυτεΰταο άπό 
έπαναληψευςτυχαίων πευραμάτων. ‘0 άξυωματυκός όρυσμός 
είναυ μαθηματυκό δημυούργημα, συμβυβαστό μέ τόν έμπευρυ- 
κό καί κλασσυκό όρυσμό. Ου όρυσμοί αυτοί άναπτύσσονταυ 
στά έπόμενα έδάφυα.

Μεγάλα ονόματα στην υστορία της πυθανότητας εϊναυ 
τά ονόματα των B e r n o u l l i, de M o iv r e , L a p la c e ,  Gauss, 
P o is s o n 3 Chebychev3 M arkov καί Lyapounov .

‘Η έμπευρυκη η στατυστυκη θεώρηση της πυθανότητας



Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις

αναπτύχθηκε κυρίως άπό τον R .A .  F ish e r* καί R .V o n  M is e s .

*Η έννοια του δειγματικού χώρου οφείλεται στον Von M is e s .  

*Η έννοια αυτή έπέτρεψε την δημιουργία μίας καθαρά μαθη
ματικής θεωρίας τής πιθανότητας μέ. βάση τή Θεωρία Μέτρου. 
*Η σύγχρονη άξιωματική θεώρηση οφείλεται στον A .K o lm o g o 

r o v .

2 .3 .1  Κ λ α σ σ ι κ ό ς  ‘ Ο ρ ι σ μ ό ς

*0 κλασσικός ορισμός άναφέρεται σέ πεπερασμένους 
δειγματικούς χώρους και στηρίζεται στήν έννοια τοΰΜίσο- 
πίθανου" των αποτελεσμάτων ενός πειράματος η των σημεί
ων του δειγματικοϋ χώρου. Λέγοντας •'ίσοπίθανα" αποτελέ
σματα έννοοΟμε αποτελέσματα μέ ίσες πιθανότητες πραγμα- 
τοποιήσεως. Γιά παράδειγμα οί δύο πλευρές ένός τέλειου 
νομίσματος, οί έξη πλευρές ένός τέλειου ζαριού, οί πε
ντάδες στό πόκερ κλπ.

"Εστω ότι τραβάμε ένα χαρτί άπό μία τράπουλα. Τά δυ
νατά αποτελέσματα είναι πενήντα δύο. ’Εφ'όσον υπάρχουν 
δεκατρία άπό τά πενενταδύο αποτελέσματα πού είναι σπαθιά 
όλοι θά συμφωνήσουν ότι, αν η τράπουλα είναι καλοανακατε- 
μένη, ή πιθανότητα νά τραβήξουμε σπαθί είναι 13/52 κάί η

j

πιθανότητα νά τραβήξουμε ένα άσσο είναι 4/52. Αύτό βέ
βαια ισχύει διότι τά αποτελέσματα τού δειγματικοϋ χώρου 
θεωρούνται ίσοπίθανα.

“Εστω ότι ρίχνομε δύο ζάρια. Τά δυνατά αποτελέσματα 
τού πειράματος είναι τριάντα έξη:
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(1,1) (1, 2) (1,3) (1, 4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2, 6)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

δπου (3,4) σημαίνει V /οτυ το ένα ζάρι. έφερε 3 κα C
4. Τό αποτέλεσμα (4,3) καταχωρείτάι διότι τά ζάρια θεω
ρούνται διαφορετικά το ένα άπ<5 τά άλλο., "Αν τά ζάρια εί
ναι τέλευα τά τρυάντα έξη αποτελέσματα είναι ίσοπίθανα. 
"Ετσι η πυθανάτητα νά φέρουμε ένα 5(δηλαδη τά άθρουσμα των 
αποτελεσμάτων σε κάθε ζάρυ νά είναι 5) είναι 4/36 δυάτυ 
ύπάρχουν 4 αποτελέσματα πού φέρνουν τά 5, τά (2>3) , 

f3j2)j (1,4) καί (4,1)·

‘ Ορισμός 2 .8 : (Κλασσική πυθανάτητα). "Εστω Α ένα
ένδεχάμενο πού άποτελείται άπά η στοιχειώδη ένδεχάμενα
σέ ένα δειγματικά χώρο Ν ί σ ο π ί θ α ν ω ν  ένδεχο-
μενων. *Η· πυθανάτητα Ρ(Α) του Α είναι

•  * ·

Ρ(Α) = j  (2.1)

Τά η στοιχειώδη ένδεχάμενα πού απαρτίζουν τά Α 
λέγονται καί εύνο’ίκές περιπτώσεις τού Α.

*0 ύπολογισμός των η καί Ν στά τύπο (2.1) άλλοτε 
είναι απλός καί άμεσος καί άλλοτε δύσκολος.Τά αποτελέσματα
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της Συνδυαστικής (βλ. Κεφαλ. I §1.3) προσφέρουν πολύτομη 
βοηθεοα στους ύπολογοσμούς των κλασσοκων ποθανοτητων.

Παρα6ε ογιιατα;

2.9: "Ενα τέλεοο ζάρο ρόχνεταο μόα φορά. Νά βρεθεί 
ποθανότητα το αποτέλεσμα νά εέναο άρτοο.

"Εστω Α={άποτέλεσμα. άρτοο}. 'Υπάρχουν τρεος εύνοο- 
κές περοπτώσεος γοά τ<5 A οό Ε^» καό Ε "Ετσο

Ρ ( Α ) = |  = 0 , 5 .

2.10: “Ενα κουτό περοέχεο 10 άσπρα, 4 μαϋρα καό 2 

κόκκονα σφαορόδοα. *Εάν ληφθουν 2 σφαορόδοα χωρός έπανάθε- 
ση άπό τό κουτό, νά ύπολογοσθεο ή ποθανότητα (α) καό τά 
δύο σφαορόδοα νά είναο άσπρα, (β) καό τά δύο σφαορόδοα 
νά είναο κόκκονα καό (γ) ένα σφαορόδοο νά εζναο άσπρο 
καό ένα μαϋρο.

Δεδομένου δτο ή δεογματοληψόα γόνεταο χωρός έπανάθε-
ση θά χρησομοποοήσουμε συνδυασμούς.

Είναο φανερό δτο τά αποτελέσματα τοϋ πεοράματος αύ- 
τοϋ εέναο όσοπόθανα καό τό πλήθος τους ν |)· "Αν Α συμ- 
βολόζεο τό άσπρο σφαορόδοο, Μ τό μαϋρο καό Κ τό κόκκο-
νο εχουμε

α) Ρ (καό τά δύο σφαορόδοα άσπρα) = Ρ (2 Α )  =

1 ° } 
L 2J
16) 

1 2J

=  j  =  0 ,3 7 5  ·

36 ·*
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$) Ρ(καί τά δυο σφαυρίδυα κόκκυνα) = Ρ (2 Κ ) =
f2;_ι_
ι β )  
1 2 '

120
=  0 j 003

γ) Ρ(ένα σφαυρίδυο άσπρο καC ένα μαΟρο)= PC1A καί 1Μ)

(βλέπε Κεφάλαυο I, ’Εφαρμογή 1.2).

( 10) ( 4)
J l _1

ι β
1 2 J

= 0>ΖΖΖ>

2.11: Δ ε ι γ μ α τ ο λ η ψ ί α  χ ω ρ ί s έ π α - 
ν ά θ ε σ η I. "Εστω ένας πεπερασμένος πληθυ
σμός Ν στουχείων. η στουχεία έκλέγονταυ από τόν πληθυ
σμό αύτό χωρίς έπανάθεση, τό ένα κατόπυν τοί άλλου καί μέ 
ίσες πυθανότητες. ‘Η πυθανότητα ένα όπουοδηποτε στουχείο 
α. τοϋ πληθυσμοί νά έκλεγεί (συμπερυληφθεί) στό (μη δυα- 
τεταγμένο) δείγμα είναυ 
ταγμένο) δείγμα είναυ

Ρ(α.εδείγμα; = = |

δυότυ ό άρυθμός των δευγμάτων είναυ Λ  [βλ. §1.3] καί
η

οί τρόπου μέ τοός οποίους μποροίν νά πληρωθοίν οί η -1

θέσευς τοΟ δείγματος (ή μία θέση θά πληρωθεί μέ τό α ^ )

μέ τά Ν -1 αλλα στουχεία είναυ (^~\).
η -1

2.12: Λέξευς τρυόδν γραμμάτων κατασκευάζονταυ (χωρίς



επαναλήψεις καύ ασχέτως νοήματος) άπό τα γράμματα του αλ
φαβήτου Α 9Β 9Γ,Δ καύ Ε .Τά αποτελέσματα του δει,γματι,κοΟ 
χώρου θεωρούνται, ίσοπύθανα. Νά βρεθεί η πιθανότητα μύα 
τέτοι,α λέξη νά άρχύζει, από Α η Ε,

'0 άρμθμός όλων των δυνατών λέξεων πού μπορούν νά 
κατασκευασθοϋν είναι, Ρ ^ = 5 ·4* 3=60. ‘Ο άρυθμός των λέξεων 
που άρχύζει. μέ Α είναι, 6 άρυθμός των τρόπων μέ τούς 6- 
πούους μπορούμε νά γεμύσουμε τά κενά στό Α—  μέ τά γράμ
ματα Β,Γ,Δ,£, δηλαδή 4 * 3 = 1 2 . ” Ιδι,ος είναι, καύ 6 άρυθμός 
των λέξεων πού άρχύζουν μέ Ε. "Ετσι, συνολι,κά ο αρυθμος 
των λέξεων πού άρχύζουν μέ Α η Ε είναι, 2*4*3=2 4 . "Αρα 
η πιθανότητα είναι,

2 - 4 - 3  2
5 *4 *3 “ 5*

'Ο κλασσμκός όρι,σμός πρέπει, νά θεωρηθεί ως ένας 
τρόπος ύπολογμσμοΰ μύας πιθανότητας καύ όχι, ως 6 γενι,κός 
όρι,σμός τής πι,θανότητας. Κατά πόσον ό ύπολογυσμός αύτός 
οδηγεί στή σωστή απάντηση έξαρταταυ από τύς περι,στάσευς 
καύ τύς συνθήκες. "Αν όλα τά δει,γματμκά σημεία (η δυνατά 
αποτελέσματα τού πειράματος) είναι, ίσοπύθανα τότε ό κλασ- 
σι,κός όρι,σμός οδηγεί στή σωστή απάντηση.

2.3.2 Ε μ π ε ι ρ ι κ ό ς  ή σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ς  

6 ρ ι σ  μ ό ς.

Είναι, τά αποτελέσματα ένός πειράματος πάντοτε ίσο- 
πύθανα; "Οχι,. "Αν π.χ. τό νόμυσμα δέν είναι, τέλευο τά 
δύο αποτελέσματα Κ,Γ δέν είναι, όσοπύθανα.

Είναι, έπύσης δυνατό νά ξέρουμε έκ των προτέρων τό

Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις
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ύσοπύθανο των αποτελεσμάτων ε ν ό ς πευράματος; "Οχυ.
Βέ$αυα δεχόμαστε ότυ αν ρύψουμε κάπουο νόμισμα (τέ- 

λευο η μη) ύπάρχουν όρυσμένες πυθανότητες (ύσως άγνωστες 
μας) νά πάρουμε Κ η Γ.

Είναυ δύσκολο νά όρύσουμε ύκανοπουητυκά τύς προηγού
μενες πυθανότητες όπως είναυ δύσκολο νά όρυσουμε με άκρύ- 
Βευα τύς εννουες της μάζας καύ δύναμης στη φυσυκή. Περισ
σότερο μας ένδυαφέρευ ό τρόπος ύπολογυσμοΟ των πυθανοτη- 
των αύτων. ’0 πυό προφανής τρόπος ύπολογυσμοΟ είναυ νά 
έπαναλάΒουμε τό πευραμα ενα όρυσμένο άρυθμό φορών Ν καύ 
νά ύπολογύσουμε τό κλάσμα (σχετυκη συχνότητα) των φορών 
η πού έμφανύζεταυ ενα ενδεχόμενο. Τό κλάσμα f=*n/N ε Ζ -  

ναυ η σχετυκη συχνότητα τοΟ ενδεχομένου. "Αν σε 1000 ρύτ 
ψευς ενός νομύσματος ή πλευρά Κ έμφανυστευ 521 φορές π 
πυθανότητα του Κ πρέπευ νά είναυ περύπου 52%.

'Η έ μ π ε υ ρ ύ α  έ χ ε υ  δ ε υ ξ ε υ  ό τ υ  η 
σ χ ε τ υ κ η  σ υ χ ν ό τ η τ α  μ έ  τ η ν  ό π ο ύ α  
έ μ φ α ν ύ ζ ε τ α υ  κ ά π ο υ ο  έ ν δ ε χ ό μ ε ν ο  
σ έ  π ο λ λ α π λ έ ς  έ π α ν α λ η ψ ε υ ^  τ ο Ο  
π ε υ ρ ά μ α τ ο ς  τ ε ύ ν ε υ  ν ά  σ τ α θ ε ρ ό -  
π ο υ η θ ε Ο  σ έ  κ ά π ο υ α  σ υ γ κ ε κ ρ υ μ έ ν η  
τ υ μ η  τ η ν  ό π ο ύ α  π α ύ ρ ν ο υ μ ε  ώ ς  τ ό ν 
π υ θ α ν ό τ η τ α  τ ο Ο  ε ν δ ε χ ο μ έ ν ο υ .  Αύτή 
ή παρατήρηση άποτελευ τη βάση τοϋ έμπευρυκου όρυσμοΟ ττίS 
πυθανότητας καύ λέγεταυ σ τ α τ υ σ τ υ κ η  ο μ α λ ό -  
τ η τ α.
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‘Ορισμός 2.9: (’Εμπειρική ή Στατιστική πιθανότη
τα). "Εστω η/Ν η σχετική συχνότητα ένός ενδεχομένου
σέ Ν έπαναλήψεις ενός πειράματος. ’Η πιθανότητα Ρ (Α )  

τοΟ Α είναι

Ρ ( Α )  =  U m  |  · ( 2 , 2 )
Ν-**>

Τό Σχήμα 2.2 περιγράφει τά αποτελέσματα 600 ρίψεων 
ενός νομίσματος. ’0 οριζόντιος άξονας παριστάνει τον α

ριθμό των ρίψεων τοί νομίσματος καί τό ύψος τής καμπύλης 
σέ ένα σημείο στον άξονα των χ  παριστάνει τή σχετική 
συχνότητα τής πλευράς Κ μέχρι τό σημείο αύτό. 'Η σχε
τική συχνότητα τείνει πρός τήν τιμή 1/2 καί έτσι μπο- 
ροΌμε νά ποίμε ότι τό νόμισμα είναι τέλειο.

Οι φυσικές ποσότητες όπως π.χ. ή μάζα, δύναμη κλπ. 
μποροίν συχνά νά ύπολογιστοίν μέ τά μαθηματικά. Ετσι 
καί ή πιθανότητα ενός ενδεχομένου.* Η πιθανότητα τοΟ 
κλασσικοί ορισμοί συμφωνεί μέ τήν πιθανότητα του εμπει-40



2. 3 Πιθανότητα

ρι,κοϋ όρυσμοΟ όταν τά αποτελέσματα τού πευραματος είναυ 
υσοπίθανα.

2.3.3 ’Α ξ ι ω μ α τ ι κ ό ς  ό ρ ι σ μ ό ς

Μέχρυ πρόσφατα η Θεωρία των Πιθανοτήτων ?ίταν μία Μα
θηματική ’Επυστημη ττίς ο π ο ία ς ου βασυκές της έννουες δέν 
είχαν όρυσθεϋ αύστηρά. Αυτή η έλλευψη όδηγησε συχνά σε 
μαθηματυκά παράδοξα καί δυαμάχες μεταξύ των έπυστημόνων 
καί καλλυέργησε τό έδαφος γυά μυά άξυωματυκη θεμελίωση 
της έννοιας της πιθανότητας.

‘0 άξυωματυκός όρυσμός της πυθανότητας είναυ καθαρό 
μαθηματυκό δημυούργημα στηρυζόμενο σε τρία άξυώματα πού 
συμβιβάζονται, με την αντίληψη του κλασσυκοϋ καί έμπευρυ- 
κού όρυσμοϋ. Γυά νά δώσουμε τόν όρυσμό αύτό χρευάζεταυ 
νά δυευκρυνησουμε τίς έννουες του δευγματυκοΰ χώρου S  

καί του ένδεχομένου A .
’Εάν ό δευγματυκός χώρος είναυ δυακεκρυμένος (πεπε

ρασμένος η άρυθμησυμος) κάθε υποσύνολο του είναυ ένα εν
δεχόμενο. "Ετσυ εάν Α . 3 i = l 3 23 . . ,  είναυ μία ακολουθία

00 ^ QQ
ένδεχομένων, .Ό_ηΑ . καί ·0.ηΑ· είναυ έπίσης ένδεχόμενα. 
’Εάν όμως 6 δευγματυκός χώρος είναυ συνεχής, π.χ. η ευ
θεία γραμμή, υπάρχουν ύποσύνολα πού δεν μπορούν νά έκφρα- 
σθούν ως ένώσευς η τομές πεπερασμένου η απείρου πλήθους 
ένδεχομένων π.χ. τών δυαστημάτων. Γυ’αύτό τό λόγο καί 
πρός απόκτηση ενός όμουόμορφου συστήματος άξυωμάτων γυά 
την έννουα της πυθανότητας περυορίζουμε τήν έννουα τού ό
ρου "ένδεχόμενο η γεγονός" έτσυ ώστε νά μην άναφέρεταυ σέ 
κάθε υποσύνολο τοϋ S αλλά μόνο σ ’έκευνα τά ν π ο σ ύ - 41



ν ο λ α  π ο ύ  μ π ο ρ ο ύ ν  ν ά έ κ φ ρ α σ θ ο Ο ν  
ώ ς ά π ε ι ρ ε ς  η π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  ε ν ώ 
σ ε ι ς  η τ ο μ έ ς  ε ν δ ε χ ό μ ε ν ω ν  -,r6 ι α - 
σ τ η μ ά τ ω ν”. Καί η οικογένεια αύτη των γεγονότων 
είναι αρκετά μεγάλη. 'Από πρακτικές πλευράς ό περιορισμός 
αυτές δέν έχει καμμιά συνέπεια.

*Ετσι παράλληλα μέ τον δειγματικό χώρο S έχομε καί 
μία οικογένεια Α από ύποσύνολα-γεγονότα.Τώρα μπορούμε νά 
δώσουμε τά αξιώματα πού ορίζουν τήν μαθηματικό πιθανότητα 
(αξιώματα τοΟ K o lm o g o r o v ) .

Ά  Ε ι ώ  μ α 1: *Η πιθανότητα ενός ενδεχομένου εί
ναι, ένας μύ αρνητικός πραγματικός αριθμός, δηλ. Ρ(Α)>β 
γιά κάθε A c Α ·

Ά  Ε ί ω  μ α 2: PCS) = 1 >. (2.3)

Ά  Ε ι ώ μ α 3: ’Εάν Α^Α^» · · · είναι μία π ε π ε 
ρ α σ μ έ ν η  jn ά π ε ι ρ η  ακολουθία ά σ υ μ β ί - 
β α σ τ ω ν ά ν ά δ ύ ο  ενδεχομένων τότε

PCUA .) -  Τ)Ρ(Α,), (2.4)^ ν % ν

όπου ο δείκτης i  διατρέχει τούς αριθμούς 2,2,...,n ji
1λ2λ...

Μέ άλλα λόγια πιθανότητα είναι μία συνολοσυνάρτηση 
πού ονομάζεται μ έ τ ρ ο  π ι θ α ν ό τ η τ α ς  μέ πε
δίο ορισμού τό Α , τιμές τούς μό αρνητικούς αριθμούς ο
[0,2], ή όποια ικανοποιεί τά’Αξιώματα 2 καί 3. Τά’Αξιώ
ματα 1 καί 2 άνταποκρίνονται στη λογική καί την άντίλη-

Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις



2. 3 Πιθανότητα

ληψη τοϋ κλασσυκοΰ καύ έμπευρυκοϋ όρυσμοϋ. Τό Αξύωμα 3
εΕναυ λογυκό γυά πεπερασμένο πλήθος ενδεχομένων: αν η^
καύ rcD είναυ ου άρυθμού των εύνοίκών περυπτώσεων τοϋ
Α καύ Β άντύστουχα καύ τά Α καύ Β εϊναυ άσυμ3ύ3α-
στα (δέν έχουν κουνά σημεία) τότε η^ η β εϊναυ ό άρυθ-
μός η Α „ των εύνοίκών περυπτώσεων τοϋ Α+Β. "Ετσυ 

Α+Β
ηΑ ^ Ν ^ ι ρ / Ν + η -^ Ν  Π Ρ (Α + Β )= Ρ (Α )+ Ρ (Β ) . Γυά απευρο πλήθος 
άσυμ3ύ3αστων άνά ,δ\3ο ενδεχομένων ύπάρχευ κάπουα δυσκολύα. 
'Υπάρχουν τεχνυκού (θεωρητυκού) λόγου ποό έπυ3άλοΟν τό 
’Αξύωμα 3 έκτος άπό τό γεγονός ότυ δέν άντύκευταυ πρός τη 
δυαύσθηση μας. Σε μερυκοός κλάδους της Φυσυκης άμφυσ3η- 
τευταυ ή ύσχός τοϋ Άξυώματος 2. Τά τρύα άξυώματα δέν μας 
λέγουν πως όρύζονταυ ου πυθανότητες δυαφόρων γεγονότων. 
'Απλώς καθορύζουν τοΰς νόμους ου οποίου πρέπευ νά δυέπουν 
μύα τέτουα πράξη. '0 μαθηματυκός όρύζευ τύς πυθανότητες 
κατά κάπουο τρόπο αύθαύρεταυ αρκεί νο μόν παρα3υάζονταυ 
τά παραπάνω άξυώματα. Γυά παράδευγμα, αν έχουμε ένα πεύ- 
ραμα με 5 δυάφορα καύ δυνατά αποτελέσματα Α,Β,Γ,Δ,Ε ή 
κατανομή

Ρ (Α )= 0 ,1  Ρ (Β )= 0 , 1 ,  Ρ ( Τ ) = 0 , 1 ,  Ρ ( Α ) = 0 , 3 ,  Ρ ( Ε )= 0 , 4

αποτελεί ένα σωστό τρόπο καθορυσμοϋ των πυθανοτητων ενώ 
ό τρόπος

Ρ (Α )= 0 , 2 ,  Ρ (Β )= 0 ,  3 j Ρ ( Τ ) = 0 , 2 ,  Ρ ( Δ ) = 0 , 4 ,  Ρ ( Ε )= 0 , 2

παρα3υάζευ τά Άξυώματα 2 καύ 3 δυότυ

P (S )= P (A + B + T + L + E )= P (A )+ P (B )+ P (T )+ P (b )+ P (E )
0

=  0, 2+0, 3+0, 2+0, 4+0, 2 =  1 / 3 . .
43
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2.4. Ιδιότητες τών πιθανοτήτων

Είναι εύκολο τώρα νά αποδείξει κανείε αυστηρά τί$ 
κάτωθι προτάσειε:

Θ ε ώ ρ η μ α  2 .1 :

’Εάν A e Α είναι ένα υποσύνολο ένόε διακεκριμένου 
δειγματικοΟ γώρου καί Ε^ ,Ε ^* *·· μιά πεπερασμένη α- 
πειρη ακολουθία στοιχειωδών γεγονάτων πού «ντιπροσω- 
πεύουν τά Α δηλ. Α=1)Ε ·Λ τύτε

Ρ ( Α ) = Σ Ρ ( Ε · ) η Ρ ( Α ) =  Σ  P ( s ) s ( 2 . 5 )
% szA

δπου Ρ ( β ) είναι ή πιθανότητα ένόε δειγματικοΟ σημείου
8 .

'Απόδειξη: ’Εξ ορισμού τά Ε · είναι ασυμβίβαστα
καί Α=ίΙΕ .. "Ετσι σύμφωνα μέ τά αξίωμα 3 έχουμε τά άπο-ζ»
τέλεσμα. Τ

Θ ε ώ ρ η μ α  2 .2 : Ρ (Α )< 1  γιά κάθε Α ζ Α  .

'Απόδειξη: ’Επειδή AUA=S3 τά Α3Α είναι ασυμβί
βαστα καί P (S )= 1  έχουμε

P (A U A )= 1 = P (A )  + Ρ (Α )

"Ετσι
ν

Ρ ( Α ) = 1 - Ρ ( Α ) <Ι.Τ
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Θ ε ώ ρ η μ α  2.3: Ρ ( 0 )  =  0.

'Απόδειξη : ’'Εχουμε 0US=S. "Ετσι
\

P ( p ) + P ( S ) = P ( S )

καί έπειδη P (S )= 1

Ρ (0 )+ 1 = 1  η Ρ (0 )= Ο . ▼

θ ε ώ ρ  η μ α  2.4: Ρ (Α )+ Ρ (Α )= 1 .

'Απόδειξη : Προφανής άπό το θεώρημα 2.2. ▼ 

Θ ε ώ ρ η μ α  2.5:

* Εάν το ένδεγάμενο Α συνεπάγεται, τό ένδεγάμενο ΒΛ 

τ<$τε Ρ (Α )< Ρ (Β ). Συμβολικά

Α^ Β  => Ρ (Α ) < Ρ (Β ) .

'Απόδειξη: B -A U (B -A ) . ’Επειδή τά ένδεχομενα A 

καί Β-Α είναι ασυμβίβαστα εχουμε

Ρ (Β )= Ρ (Α )+ Ρ (Β - Α )

"Ετσι

Ρ (Β )> Ρ (Α ) .  ▼



θ ε ώ ρ η μ α  2.6:

”Αν A χαC Β είναι 6\5ο ένδενάμενα τάτε

P (A U B )= P (A )+ P (B )  -Ρ (Α Π Β ) ( 2 . 6 )  ,

'Απόδειξη: Τά ένδεχάμενα AUB καί Β μπορούν 
νά γραφοΟν

AUB = AU(Β -ΑΩ Β)

Β =  (Α Ω Β )ϋ  (Β -ΑΩ Β )

δ που τά Aa Β-ΑΩΒ χαC AilBa Β-ΑΩΒ είναι άσυμ3ί3αστα.
"Ετσι έχουμε

Ρ (Α ϋ Β ) = Ρ (Α )+ Ρ (Β -Α ( ΙΒ )

Ρ ( Β ) = Ρ  (Α Ω Β )+Ρ  (Β -Α Ω Β ).

’Απά τές δύο αύτές σχέσεις προκύπτει τ<5 αποτέλεσμα. ▼

Τά παραπάνω θεώρημα λέγεται, καί Θ ε ώ ρ η μ α  
t j π ρ ο σ θ έ σ ε ω ς .  ’Αφορά όποιαδάποτε ένδεχάμε- 
να Α χαC Β δχι αναγκαστικά άσυμ3έ3αστα. Γενικεύεται > '
εύκολα γιά περισσάτερα άπά δύο ένδεχάμενα. "Ετσι, τά θεώ
ρημα τΤ ιζ προσθέσεως γιά τρία έυδεχάμενα AaBa Γ είναι,: ||

P(AUBU T) = Ρ (Α )+ Ρ (Β )+ Ρ (Τ ) - Ρ (Α Ω Β ) - Ρ (Α Ω Τ ) |
\

-  Ρ (Β Ω Τ )+ Ρ (Α Ω Β Ω Τ ). Η:· ίt■ ■. * 
Ο << ;

Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές προτάσεις
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Πόρισμα 2.1: ’Ανισότητα τοϋ B o o l e .  

P(AUB) 4'-Ρ ( Α ) + Ρ ( Β )  

PCAUBUVi < Ρ ( Α ) + Ρ ( Β ) + Ρ ( Γ ) κλπ.
( 2 . 7 )

Πόρισμα 2 .2 : ’Ανισότητα τοϋ B o n f e r r o n i .

Ρ (Α Β )  > 1 - [ Ρ ( Α ) + Ρ ( Β ) ]

Ρ (Α Β Τ )  > 1 - Ι Ρ ( Α ) + Ρ ( Β ) + Ρ ( Τ ) ] κλπ.
( 2 . 8 )

Παραδείγματα:

2.13: Συνεχεία τοϋ Παραδείγματος 2.10. Νά βρεθούν
I

οί πιθανότητες (α) τουλάχιστον ένα σφαιρίδιο νά είναι 
άσπρο, (β) τό πολό ένα σφαιρίδιο νά είναι άσπρο, (γ) α
κριβώς ένα σφαιρίδιο νά είναι άσπρο, (δ) κανένα σφαιρί
διο νά είναι κόκκινο καί (ε) κανένα σφαιρίδιο νά είναι 
άσπρο.

α) Ρ(τουλάχιστον ένα σφαιρίδιο άσπρο)

= Ρ { ( 1 Α  καί 1Μ) η ( Ι Α  καί 1Κ) η ' ( 2 Α ) }

= Ρ ( Η  καί 1Μ)+Ρ (1Α καί 1 Κ )+ Ρ (2 Α )

tyf*; (™)(p (2p 7
1 F T  + ' ,1 6 , + ,1 6 ,  =  J
< V <*> < ν

0 ,37 5  .

Τά ενδεχόμενα ( Ι Α  καί 1Μ), ( Ι Α  καί 1 Κ ) 9 2Α είναι ασυμ
βίβαστα.
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β) Ρ(τό πολύ ένα σφαιρίδιο άσπρο)

- Ρ { ( 1 Α  καί 1Μ) η ( Ι Α  καC 1Κ) η (2Μ) τί

(1Μ καί 1Κ) η ( 2 Κ ) }

=  Ρ (1 Α καί 1Μ )+Ρ (1 Α καί 1 Κ )+ Ρ (2 Μ )

+ Ρ (1 Μ καί 1 Κ )+  Ρ ( 2 Κ )

cJp  φ  ( : ρ ψ  ψ  ( p i p

i e
'  2 '

(16) 1 2J
( i e
1 2 '

16  
1 2 '

( 2)
+  JT 6 -  =  \ - 0 , 6 2 6  ■ 

1 r

Ί ά  έπί μέρους ενδεχόμενα είναι, έπίσης ασυμβίβαστα. Τό 
ίδιο ισχύει καί γιό τίς έπόμενες περιπτώσεις.

γ) Ρ(άκριβδς ενα σφαιρίδιο δσπρο)

* Ρ{ ( Ι Α  καί 1Μ) η ( Ι Α  καί 1 Κ ) }

=  Ρ (1 Α καί 1Μ) + Ρ (1 Α καί 1Κ)

t 2p  ( p  ( 2p  < ρ

16 
1 2 '

16 
1 2 '

I  “ 0 ,5

δ) Ρ(κανένα σφαιρίδιο κόκκινο)

48
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= Ρ (2 Α )+ Ρ (1 Α  καύ 1Μ)+Ρ(2Μ)

10
_ 2
16

2

)
— +  
)

Φ
16 
1 2J

16 
( 2J

91
120 =0 ,  7 5 8.

ε) Μέ ανάλογο τρόπο βρόσκουμε

Ρ(κανένα σφαυρύδοο άσπρο) = =  0Λ125

2.14: "Εστω μύα συνηθυσμένη τράπουλα άπο την όποόα 
τραβαμε ένα χαρτύ. Νά βρεθεϋ ή πυθανότητα τά χαρτό νά 
είναυ σπυθό η φυγοόρα.

’"Εστω Α τό ένδεχάμενο το χαρτυ νά είναυ σπαθυ καί 
Β τό ένδεχόμενο νά είναυ φυγοόρα. Ζητάμε την Ρ (Α + Β ) .  

"Εχουμε P ( A ) = l Z / 5 2 a Ρ (Β )= 1 2 / 5 2 δυότυ στήν τράπουλα ύ-
πάρχουν 12 φυγοΰρες καC Ρ (Α Β )= 3 / 5 2 . Τά σπαθυά έχουν 
τρευς φυγοΰρες, τό ρήγα, τό βαλέ καό τη ντάμα. "Ετσυ

η τ  ηρ τ. ρρ
Ρ (Α + Β ) = Ρ ( Α ) + Ρ ( Β ) - Ρ ( Α Β ) =

2.5. Δεσμευμένη πιθανότητα

*Η έννουα τ?ίς δεσμευμένης η υπό συνθήκες πυθανότη- 
τας στηρύζεταυ στην έννουα του δεσμευμένου η ύπό συνθή
κες ενδεχόμενου. Καό ού δόο εννουες εϊναυ θεμελυώδους 
σημασόας. Θά ξεκυνησουμε μέ δόο παραδεόγματα.

"Εστω ένας πληθυσμός μέ Ν άτομα από τά όπουα
49
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έχουν αχρωματοψία, N D είναι, γυναίκες καί Ν ΛΈ> είναι.
D Άΰ

ό άρυθμός των γυναυκων πού πάσχουν από αχρωματοψία. ’Ε
κλέγεται. ένα άτομο στόν τύχη άπό τόν πληθυσμό. "Εστω Α 

τό ένδεχόμενο τό άτομο πού έκλέχτηκε νά έχει, αχρωματοψία 
καί Β τό ένδεχόμενο νά είναι- γυναίκα. Προφανώς

Ρ ( Α ) καί Ρ ( Β ) h
Ν

’Αντί τού συνολυκοΟ πληθυσμού έξετάζουμε τόν ύποπλη- 
θυσμό των γυναυκών καί ένδαφερόμαστε γι,ά την πιθανότητα 
η γυναίκα πού εκλέγεται, στην τύχη νά έχει, αχρωματοψία. * Η 
πι,θανότητα αύτύ είναι, Ν ΑΒΝ/Β . Τίποτε τό καινούργιο δέν 
έχομε συναντήσει μέχρι, τώρα. Χρειαζόμαστε όμως ένα συμβο
λισμό νά χαρακτηρίσουμε τόν ύποπληθυσμό πού χρησιμοποιού
με. "Ετσι, γράφοντας Α\Β έννοοΰμε τό ένδεχόμενο Α (α
χρωματοψία) δοθέντος τού ένδεχόμενου Β (τό άτομο πού 
έκλέχτηκε είναι, γυναίκα) καί ονομάζουμε τό ένδεχόμενο 
αύτό δ ε σ μ ε υ μ έ ν ο  η ύ π ό  σ υ ν θ ή κ ε ς .  Τό 
σύμβολο Α\Β διαβάζεται τό ένδεχόμενο Α δοθέντος τού 
Β, Προφανώς

Ν,
ΡίΑ  I Β) -  ' - Μ .  -  Ρ (Α Β )  Ρ (Α I Β ) - Ν -  ρ ( Β )

'Β

’Η ανωτέρω πιθανότητα λέγεται, δ ε σ μ ε υ μ έ ν η  η 
ύ π ό  σ υ ν θ ή κ ε ς  π ι θ α ν ό τ η τ α .

"Εστω τώρα ένα μετεωρολογικό παράδειγμα. "Αν Α εί
ναι, τό ένδεχόμενο βροχής αύριο καί Β τό ένδεχόμενο 
συννεφιάς αύρι,ο, είναι, φανερό ότι, τό ;4|5={βροχή αύρι,ο 
δοθέντος ότι, θά έχει, συννεφιά} είναι, ένα διαφορετικό 
ένδεχόμενο. Ρ ( Α ) μπορεί ,νά θεωρηθεί ως τό κλάσμα των η
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μερών μέ βροχή στό σόνολο των άντυστούχων ημερών γυά ό
λα τά προηγούμενα έτη γυά τά δπούα ή Μετεωρολογυκή 'Υπη- 
ρεσύα κρατάευ άρχευο. Ρ (Α \ Β ) είναυ το κλάσμα των ήμε
ρων μέ βροχή στό ύποσόνολο των άντυστούχων ημερών μέ 
συννεφυά.

‘Ορισμός 2.10: ’'Εστω ένας δευγματυκός χώρος S  

καύ ένα ένδεχόμενο Β μέ Ρ ( Β ) > 0 . 'Η δ ε σ μ ε υ μ έ ν η  
π υ θ α ν ό τ η τ α  ένός ούουδήποτε ένδεχομένου Α δο- 
θέντος τοΟ Β συμβολύζεταυ μέ Ρ (Α \ Β ) καυ όρύζεταυ ώς

Ρ (Α \ Β )  =  J f f i -  · ( 2 . 9 )

’Εάν Τ?(Β)=03 ο ί δεσμευμένες πυθανότητες δέν όρύζο- 
νταυ. Προς άντυδυαστολή μέ την Ρ (Α \ Β ) ή Ρ ( Α ) λέγεταυ 
καύ α π ό λ υ τ ο ς  π υ θ α ν ό τ η τ α .

*Αν θεωρήσουμε τό Β σταθερό καυ έπυτρέψουμε^στό A 

νά μεταβάλλεταυ στό Α τότε ή Ρ (Α \ Β ) είναυ ένα μέτρο 
πυθανότητας ποό ύκανοπουευ τά’Αξυώματα 1, 2 καύ 3. Δο- 
θέντος του Β 6 δευγματυκός χώρος περυορύζεταυ στό Β 

καύ τά δυάφορα ένδεχόμενα Α περυορύζονταυ στά ΑΒ. Θά 
περύμενε κανεύς ότυ Ρ ( Α \ Β ) > ρ ( Α ) . "Οπως θά δούμε πυό κά
τω ή σχέση αυτή δέν άληθευευ πάντα.

*Η δεσμευμένη πυθανότητα έχευ τύς ακόλουθες υδυότη- 
τες ποό άποδευκνόονταυ χωρύς δυσκολύα:

( i )  Ρ (Α \ Α )  =  1 ( U )  Ρ (0 \ Α )  =  0 ( 2 . 1 0 )

( H i )  P(AUB\ C ) =  P ( A \ C ) + P ( B \ C ) - P ( A B l C )  - ( 2 . 1 1 )
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Προσοχή: P(A\BUC) /  Ρ ( Α \ Β ) + Ρ ( Α \ 0  . ( 2 . 1 2 )

’Η δεσμευμένη πιθανότητα της δεσμευμένης πιθανότητας 
ορίζεται, μέ τη σχέση

Ρ ( Α \ Β \ θ  * ρ ( α \β 3ο  * PCABC)
Ρ ( Β Ο

( 2 . 1 3 )

Παράδειγμα 2.15:

*0 παρακάτω πίνακας

Πτυχιοΰχοι Μύ πτυχιοΰχοι
Πανεπιστημίου Πανεπιστημίου

"Ανδρες 30 20

Γυναίκες 10 40

Σύνολο 40 60

Σύνολο

5 0 
SO

δίνει τόν αριθμό των άνδρων καί γυναικών που είναι πτυ- 
χιούχοι η μύ σ ’ένα σύνολο 100 ατόμων. "Αν έχλέξουμε ένα 
άτομο στήν τύχη μπορούμε εΰχολα άπό τόν πίνακα νά δούμε 
δτι

Ρ(τό άτομο νά είναι πτυχιοΰχος | άνδρας)

Ρ(τό άτομο νά είναι άνδρας πτυχιοΰχος) _ $0/100 

Ρ(τό άτομο νά είναι, άνδρας) 50/100 50

52
Μέ άπ’εύθείας υπολογισμό ευρίσκουμε δτι
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30Ρ(τ<5 άτομο νά είναυ πτυχυούχος|ανδρας) = ^  ·

‘Ομοίως έχουμε
7 Π

Ρ(πτυχυοΰχος|Γυναίκα) »

η 30Ρ("Ανδρας|πτυχυοϋχος) = - ξ ζ

Ρ(Γυναίκα|Μό πτυχυούχος) = ^  . 

52^2i^221;2f2Ili2i^S τΰπος.
«

*Από τόν τύπο τός δεσμευμένης πιθανότητας εχουμε 

* Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α\Β)Ρ(Β) -  Ρ(Β\Α)Ρ(Α)

μέ τόν προϋπόθεση δτυ Ρ(Α)Λ Ρ(Β)>0. "Αν έφαρμόσουμε τόν
μέθοδο τός τέλευας επαγωγός μπορούμε νά δούμε δτυ αν Α
Α^.,^Α είναυ η ένδεχόμενα τότε 

ό τι

Ρ(Α-Α2...Αη) = Ρ(Α1)Ρ(Α2\Α1)Ρ(Α3\Α1Α2)...

P(An \A1Ar ..An_1) . (2.14)

*0 τύπος αύτός λέγεταυ π ο λ λ α π λ α σ υ α σ τ υ κ ό ς  
τ ύ π ο ς  τός πυθανότητας.
Ευδυκώτερα γυά τρία ένδεχόμενα εχουμε

PCAjA^J = P(A1)P(A2lA1)P(A3\A1A2) .

Θά δούμε τώρα μία απλό έφαρμογό αυτού τού τύπου. "Ας ύπο 
θέσουμε δτυ από μία τράπουλα τραβάμε δυαδοχυκά καί χωρίς
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έπανάθεση 5 χαρτι,ά καί ζητάμε τύν πι,θανύτητα νά τρα$ύ- 
ξουμε πέντε σπαθι,ά.

"Ας ονομάσουμε τά ένδεχύμενα ή
πρώτη έκλογύ είναι, σπαθί, ή δεύτερη εκλογή είναι, σπαθί, 
..., ή πέμπτη εκλογή είναι, σπαθί. Τότε ζητάμε τύν

P ^S 1S 2S $ *4S S ** "Εχουμε

P(S1 )P (S2 1S3)P (S3 1S1S2)P(S4 1S jS ^ g )

Pi5i l V W

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 L ·
62 61 60 49 48

(
52,

5 '

- 03 0005 .

Χρευάζεταυ ιδιαίτερη προσοχή δταν έφαρμύζουμε τ<5ν
πολλαπλασιαστικά τύπο γιατί υπάρχει κάποια σύγχυση στήν
έκφραση Α~ Α η Α · · · Α  , πού είναι τά ένδεχύμενο πού συ- 

ι  ζ  ό η
νίσταται στήν ταυτύχρονη πραγματοποίηση των A^yA^y . . .  3 

Αη · "Αν μδς ένδιαφέρει ή πραγματοποίηση των A^yA^y,..,
Α νά γίνει μέ τήν σειρά, δηλ. πρώτο τ<5 Α^ καί άφοϋ 
πραγματοποιηθεί αύτύ μετά νά πραγματοποιηθεί τύ Α^ καί 
άφοϋ πραγματοποιηθούν τά A^yAg μετά νά πραγματοποιηθεί 
τ ό  Α „ κ.ο.κ. τύτε ή Ρ ( Α Λ 0.. .Α  ) δίνεται, άπύ τύν 
πολλαπλασιαστικά νάμο. "Αν δμως δέν μας ένδιαφέρει ή 
σειρά πραγματοποίησης των Α ι3 Α ο3...,4 τύτε γι,ά νάI 6 ΥΙ
βροϋμε τήν Ρ ( Α  Λ 0. . . Α  )  θά πρέπει, νά άθροίσουμε τίς πι·

1 ά η
θανύτητες πού δίνονται, άπύ τύν πολλαπλασιαστικά νόμο γιά 
δλα τά ένδεχύμενα Α ·  Α . ... Α ·  3 δπού ί η3ϊ ο3. . . 9% εί-Z*- u a Ί* I 6 fZ54
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ναι. κάθε δυνατή μετάθεση των 1,2, . ..Λη. Το παράδειγμα 
που άκολουθευ δυασαφηνίζει. αύτη την παρατήρηση.

Παραδε ίγμιατα:

2.16: "Εστω ότι. άπό μία τράπουλα μέ 52 τρα3άμε 5 

χαρτυά δυαδοχυκά καί χωρίς έπανάθεση. Πουά η πυθανότητα 
τ<5 πρώτο χαρτί νά είναι, σπαθί, τό δεύτερο νά είναι. σπα
θί, τό τρίτο νά είναι. σπαθί, τό τέταρτο νά είναι. καρρώ_ 
καί τό πέμπτο νά είναι, καρρώ.

*Αν καλέσουμε καί K ^ K C τά έπί μέρους
1 ύ ο 4 ο

αποτελέσματα

A =  S j S j S J C f r

καί
Ρ (Α )  =

• Ptt6I W A ;

HllllM.il. ο οοο952 51 50 49 48 u> uuuy

"Αν δμως δέν μας ένδυαφέρευ ή σευρά έμφανίσεως άλλά απλώς 
θέλουμε τρία σπαθυά καί δύο καρρώ τότε, αν Β είναι. τό 
γεγονός αύτό, έχουμε

, ( 13χ 13)

Ρ (Β )  =  j f ^ T  Ρ ( Α ) ------- =  ° ’ 0 09 ’
(  S>

δπου δ συντελεστής 51/ (2 1 5 1 ) μας δίνει, τίς δυάφορες έ-
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παναληπτικές μεταθέσεις των συμβόλων, S^3S n» S „ » K y, » K c·
ι  ά ο 4 ο

όπου τά S nyS t>» S  θεωρούνται μη διακεκριμένα καί τ ό  ίδιο
1 ο 6

ισχύει καί γιά τά Κ^» Κ Τό Α είναι, ένα στοιχειώδες 
ενδεχόμενο, δηλαδύ ένα δειγματικό σημείο, ενώ τό Β εί
ναι, ένα σύνθετο ένδεχόμενο μέ δειγματικά σημεία τού τύ
που Α . Γυά νά βρούμε τόν πιθανότητα του θά πρέπει, νά 
προσθέσουμε τίς πιθανότητες τΟν στοιχειωδών ένδεχομένων 
πού τό αποτελούν.

2.17: Δ ε ι γ μ α τ ο λ η ψ ί α  χ ω ρ ί ς  έ -  
π α ν ά θ ε σ η Ι Ι .  Συνεχίζοντας τό Παράδειγμα 2.11 θά 
δείξουμε ότι, στίς απλές τυχαίες δειγματοληψίες άπό πεπε
ρασμένους πληθυσμούς χωρίς έπανάθεση ή πιθανότητα εκλο
γές ενός συγκεκριμένου στοιχείου σέ κάποια έκλογό είναι,
1/Ν. "Εστω α. τό στοιχείο καί ν ή έκλογό, ν=1,2,

ν
...,«. "Εχουμε

ΡΟέκλογύς τού α . στόν ν-στό έκλογό)t»
=Ρ(όχι τό α . στήν 1η έκλογό, δχι τό α . στη 2η έκλογιί, 

t  Τ'
. . . »  στόν ν-στό έκλογό)

= Ρ ( α . σττίν 1η έκλογό) Ρ(α. στήν 2η έκλογό|όχι τ ό  
% %

α . στόν 1η έκλογό)...
%

Ν -1  Ν - 2  1 =  1
Ν Ν -1  Ν-\>+1 Ν *
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2.6. Θεώρημα όλικής π ι θανότητας  xai  Κανόνας
το 0 Bayes

(\

'Υπάρχουν πολλά προβλήματα στά όπούα το τελυκό απο
τέλεσμα έξαρταταυ άπό τό τύ γύνεταυ σέ ένδυάμεσες περι
πτώσεις. "Ας θεωρήσουμε τά ακόλουθο παράδειγμα. "Εστω 
δτυ σέ ένα πληθυσμό δ ανδρες στους 100 καύ 25 γυναϋκες 
στύς 10000 έχουν αχρωματοψία. "Ας ύποθέσωμε δτυ τά ποσο
στά άνδρών καύ γυναυκων στόν υπό εξέταση πληθυσμό είναυ 
τά υδυα. *Εάν έκλέξωμε στήν τύχη ένα άτομο πούα ή πυθα- 
νότητα νά έχευ άχρωματοψύα;

"Εστω Α τό γεγονός δτυ τό έκλεγόμενο άτομο έχευ ά
χρωματοψύα, Β τό δτυ είναυ άνδρας καύ Γ τό δτυ είναυ γυ- 
ναύκα. Τότε έχουμε

Ρ ( Β )  =  j  ,  Ρ ( Τ )  = j  , Γ = Β '

Ρ (Α \ Β )  =  0 ,0 5  κα C Ρ (Α \ Τ )  =  0 ,0025  

καύ

A = ABUAB' .

’Αλλά τά γεγονότα ΒΛΒ Χ ή ΑΒ3Α Β’ εϊναυ άσυμβύβα- 
στα καύ σύμφωνα μέ τό Άξύωμα 3 θά έχουμε

Ρ ( Α )  =  Ρ ( Α Β ) + Ρ ( Α Β ' )

καύ σύμφωνα μέ τήν πολλαπλασυαστυκή ύδυότητα

„ Ρ ( Α )  =  Ρ ( Α \ Β ) Ρ ( Β ) + Ρ ( Α \ Β ' ) Ρ ( Β ' )
η

Ρ ( Α ) = 0 , 0 5 * j  +0 ,0025 = 0Λ 02525 . 57
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*Η γενίκευση τ?ίς ανωτέρω μεθόδου μαδ δίνει τό θεώ
ρημα τ?ίς όλικηδ πιθανότηταδ.

Θ ε ώ ρ η μ α  2.7: (Θεώρημα δλικης πιθανό
τητας ).

"Εστω Η ^  k ασυμβίβαστα μεταξύ τους έν~
δεχόμενα τό άθροισμα των οποίων καλύπτει ολον τόν δειγμα- 
τικό χώρο S (δηλ. S=n̂ jn̂ J.. .UU£ καί Ρ(Η̂ )>0 χιά 
κάθε i = * la2a... Τότε γιά κάθε ένδεχόυενο Α έχουμε

k
Ρ(Α) = Σ 

ί = 1
Ρ(ΑΗ̂ )

k
= Σ 

Ί=1
Ρ(Α\Η̂ )Ρ(Η̂ ) ( 2 . 1 5 )

Απόδειξη*: ’Επειδό τά είναι ασυμ
βίβαστα καί καλύπτουν τό δειγματικό χώρο έχουμε

S

A = (AR1)U(AR2)U...U(ARk).

’Επί πλέον τά Α Η ^ Α Η^ . . . ,Α Η ^ είναι ασυμβίβαστα. "Ετσι 
σύμφωνα μέ τό ’Αξίωμα

58
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k
Ρ ( Α )  =  Σ Ρ ( Α Η . )• -η Ί*

Ί,=1

καε έπεεδη Ρ ( Α Η . )  =  Ρ (Α \ Η J P ( H . ) έχουμε τδ αποτελεί, τ, Ί,
σμα. ?

Τδ θεώρημα όλεκης πεθανδτητας μας βοήθα νά ύπολογε- 
σουμε πεθανδτητες ενδεχομένων δταν γνωρίζουμε δεσμευμέ
νες πεθανδτητες. Τά Η πρέπεε νά είναε ά- 
συμβέβαστα καε νά καλύπτουν τδν δεεγματεκδ χώρο. Τέτοεα 
ένδεχδμενα όνομάζονταε καε έ ξ α ν τ λ η τ ε κ ά .

"Ας έπανέλθουμε τώρα στδ προηγούμενο παράδεεγμα καε 
ας υποθέσουμε δτε τδ άτομο πού έκλέγεταε έχεε αχρωματο
ψία. Πούα ή πεθανδτητα νά είναε άνδρας; "Εχομε λοεπδν ως 
ένδεχδμενο τδ δτε τδ άτομο ε£ναε άνδρας δοθέντος δτε έ
χεε αχρωματοψία. "Αρα

'Η γενύκευση τοϋ ανωτέρω προβλήματος άποτελεε τδν 
κανδνα του Bayes,  6 όποεος δεατυπώνεταε ως έξης:

Θ ε ώ ρ η μ α  2.8: (Κανόνας του Bayes)

"Εστω Η ...,Η ^  k άσύμβεβαστα μεταξύ τους Υεγονδ- 
τα καλύπτοντα δλον τδν δεεγματεκδ χώρο S μέ Ρ ( ϋ · )  > 0"'Γ ' ' — - " ' 1— ■ - - Is
νεά κάθε i .  Τδτε Υεά κάθε ένδεχδμενο A Ρ ( Α ) > 0

p m \ A ) = Ρ (Β Α )  _  Ρ ( Α \ Β ) Ρ ( Β )  _ 0 ,0 S x l/ 2 _  0 ,05  
( 1 J Ρ ( Α )  0,02625 0,02625 0 ,0525

=  0 ,9 5 2 4. -

έχουμε
Ρ (Α \ η . ) Ρ ( Η . )

( 2 . 1 6 )
59
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γιά i = l J 2J . , , i k ,

'Α π όδε ιξη :
Ρ ( Η . Α )  Ρ ( Α \ Β . ) Ρ ( Η . )

P (Hi \ A )  =  ρ ( Α )  =  Η Α )

"Αν έφαρμόσουμε τ ό  θεώρημα τ?ίς ολικής πιθανότητας 
γιά τό Α έχουμε τόν πρός απόδειξη τύπο. ▼

Παράδε lyucx 2 .18 :

"Εστω δυο δοχεία καί Δ^. Τ<5 πρώτο περιέχει 2 άσπρες 
καί 8 κόκκινες μπάλες καί τό δεύτερο 6 άσπρες καί 4 κόκ
κινες μπάλες. ’Εκτελουμε τό έξ?ίς πείραμα: Ρίχνουμε ένα 
νόμισμα καί εάν τ ό  αποτέλεσμα είναι ή πλευρά Κ διαλέ
γουμε τό δοχείο Δ^> εάν είναι ή πλευρά Γ, διαλέγουμε 
τό δοχείο Δ^. Μετά διαλέγουμε μία μπάλα από τό δοχείο 
πού εκλέχτηκε. "Εστω ότι ή μπάλα είναι άσπρη καί ας κα- 
λέσουμε Α τ ό  ένδεχόμενο αυτό. "Αν ξεχάσουμε ποιό δο
χείο διαλέξαμε νά βρεθοϋν οί πιθανότητες νά έχουμε δια
λέξει τά δοχεία Δ^ καί Δ^.

"Εστω τά ενδεχόμενα

Δ^|Α={διαλέξαμε τό δοχείο Δ^}έξαχθείσα μπάλα ίταν άσπρη) 

καί
Δ^ |Α={διαλέξαμε τό δοχείο Δ^έξαχθείσα μπάλα ίταν άσπρη)

'Η έκ των προτέρων πιθανότητα νά διαλέξουμε τό δοχείο 
A j είναι

I. ί1
τ

- (

·■ Ί

ο ■':{
V
ί
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Ρ ( Δ ^ ) = 1/2 καύ τό δοχεύο Δ^ εύναυ ΡΓΔ̂ ,Ι = 1/2 . "Εχουμε

P ( h j A )  Ρ ί Α ΐ ^ ί Ρ ζ ^ )

Ρ (& 1\Α ) = Ρ ( Α ) = P (A \A 1) P ( L 1)+ P (A \

________ r2/:o;a/a;________ , Ί / .
~ (2/10) (1/2) + (6/10) (1/2) '

κα C
p ( a \a s ) p (&2)

p ( L z\A )  =  ( α ιϋ1) ρ ( Α 1) ·Η Ρ (Αιδ2;ρ (·δ2; = 3/ί ·

Ου πυθανότητες .Ρ (Δ ^ \ Α ) καύ ΡΓΔ^Ι^, δηλ. ου πυθανότη
τες μετά την έκτέλεση τού πευράματος λέγονταυ καύ έ κ 
τ ω ν  ύ σ τ ε ρ ω ν  π υ θ α ν ό τ η τ ε ς .

Τό θεώρημα της όλυκής πυθανότητας καυ ό κανόνας του 
Bayes ύσχύουν καυ γυά άρυθμησυμο πλήθος γεγονότων ασυμ
βίβαστων πού καλύπτουν τό S .

‘Ορυσμός 2.11: "Εστω ό δευγματυκός χώρος S

καύ Ηη3 Ηο3... ενδεχόμενα τέτουα ώστε S=UH . καυ
Η .ΠΗ , -0  . ν/ ή , Τά ένδεχόμενα λέγονταυ άσυμβύ-

Ί' <7 1 2
βαστα μεταξύ τους καύ έ ξ α ν τ λ η τ υ κ ά  η απλώς 
λέμε ότυ αποτελούν μύα δ υ α μ έ ρ υ σ η  τού χώρου S.

'Εφαρμογή - * Υποκειμενική Πιθανότητα

Ου πυθανότητες πού έχουμε συναντησευ μέχρυ τώρα εΐ- 
ναυ άντυκευμενυκές μέ τήν έννουα ότυ αποτελούν φυσυκά 
χαρακτηρυστυκά των ενδεχομένων. 'Υπάρχευ όμως καύ μύα
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άλλη ύποκευμενυχη - προσωπυχη θεώρηση τός πιθανότητας.
"Ας θεωρήσουμε την υπόθεση ότυ ύπάρχευ ζωη στον "Α

ρη. "Εστω Η η υπόθεση αύτη καύ Η' τό άντυθετο της, 
δηλαδη ότυ δέν ύπάρχευ ζωη στόν "Αρη. * 0 βαθμός πύστης 
(έμπυστοσύνης) στόν Η δυαφέρευ μεταξύ των ανθρώπων. 
"Αλλου λένε ότυ εϊναυ άπυθανο νά ύπάρχευ ζωη στην "Αρη 
χαυ άλλου ότυ εύναυ σχετυχά πυθανό νά ύπάρχευ ζωη έχεΰ.
’Η θεωρόα τό£ ύποχευμενυχός πυθανότητας δέχεταυ ότυ εΐ- 
ναυ δυνατόν νά όρυσθεΰ στό Η μυα πυθανότητα Ρ ( Η ) η - 
όπουα έχφράζευ άρυθμητυχώς τόν βαθμό πύστης του ατόμου 
στόν Η. Ή  ΰδέα είναυ ότυ η Ρ ( Η ) θά δυαφέρευ από άτο
μο σέ άτομο δυότυ έχουν δυαφορετυχές πληροφορυες γυά τό 
Η χαυ έχτυμοΟν τυς πληροφορυες αυτές χατά δυαφορετυχούς 
τρόπους. * Η θεώρηση αύτό τός πυθανότητας δέν προυποθέτευ 
ύσοπυθανα αποτελέσματα η σχετυχές συχνότητες πού συγκλί
νουν σέ χάπουα τυμό.

*Εδώ δέν θά ασχοληθούμε μέ τό πως όρυζονταυ ου ύπο- 
κευμενυκές πυθανότητες αλλά μέ τό πώς τροποπουούνταυ κά
τω άπό τό πρύσμα νέας πληροφορύας η δεδομένων.

"Εστω ότυ σέ πρόσφατη δυαστημυκη αποστολή στόν "Αρη 
μύα συσκευό άνυχνεύσεως ζωό£ μας στέλνευ την πληροφορυα 
(δεδομένα) ότυ πράγματυ ύπάρχευ ζωό έχεΰ. Αύτη η νέα 
πληροφορυα, άς τόν χαλέσουμε 2), θά έπηρεάσευ τό πυστεύω 
μας ως πρός την ύπόθεση Η. Ξέρουμε βέβαυα ότυ η συσκευό 
άνυχνεύσεως ζωής δέν είναυ αλάθητη. ’Από προηγούμενα έρ- 
γαστηρυαχά τέστ γνωρύζουμε την πυθανότητα Ρ (ΰ \ Η ) η συ
σκευή νά μεταδόσευ ζωό όταν πράγματυ ύπάρχευ ζωό καύ την 
πυθανότητα Ρ ( ΰ \ Η ' ) νά μεταδόσευ ζωη όταν στην πραγματυ- 
κότητα δέν ύπάρχευ ζωό·



2. 6 Θεώρημα όλικής πιθανότητας καί κανόνας τοΟ Bayes

"Εχουμε τώρα τά στομχεμα νά υπολογίσουμε με τη 8οτη— 
θέμα του κανόνα του Bayes τ η  ν έ α  πιθανότητα Ρ(Η\Ό) 
της ύποθέσεως Η δοθεέσης της πληροφορμας D. *Η άρχμ- 
κη πμθανότητα Ρ(Η) λέγετα'μ έ κ  τ ω ν  π ρ ο τ ε ρ ω ν  
π μ θ α ν ό τ η τ α  (prior probability) καμ η νέα πμθα- 
νότητα Ρ(Ε\Ό) λέγεταμ έ κ  τ ω ν  υ σ τ έ ρ ω ν  π ι 
θ α ν ό τ η τ α  (posterior probability). 'Η τελευταυα 
εέναμ ή προσωπμκη ύποκεμμενμκη πμθανότητα ποό δμαμορφώθη- 
κε λαμ$άνοντας υπόψη την πληροφορμα D .

*0 κανόνας τοΟ Bayes ?ίταν καμ είναμ ένα έπμμαχο καμ 
άμφμσ$ητοΰμενο θεώρημα. ’Από μαθηματμκης πλευράς δεν ύ- 
πάρχεμ τμποτε τό δμαφμλονμκοόμενο. Ομ δυσκολέες άφοροΰν 
τμς έφαρμογές του, την έρμηνεμα του καμ εγκεμνταμ στό 
κατά πόσον μπορούμε λογμκά νά όρμσουμε πμθανότητες σέ ύ- 
ποθέσεμς. Μερμκές φορές χρησμμοπομευταμ λανθασμένα άντμ- 
στρόφως γμά νά άποδεμχθεμ ή αέτμα άπό τό αποτέλεσμα, π.χ. 
ένα άτομο έχεμ καρκμνο έπεμδη καπνμζεμ. "Ετσμ ύπολογμζου- 
με την πμθανότητα νά έχεμ καρκμνο δοθέντος ότμ καπνμζεμ 
καμ αν είναμ μεγάλη άποφαμνόμαστε δτμ τ ό  κ ά π ν μ - 
σ μ α προκαλεμ τόν καρκμνο, δηλαδη ε ί ν α ι  ή α μ 
τ μ α  τ ο ϋ  κ α ρ κ μ ν ο  υ. Προφανώς μόα τέτομα έρμη
νεμα είναμ έπμκόνδυνη. *0 Πλάτων έχρησμμοποόησε έπμχεμ- 
ρηματα του τόπου αύτοϋ γμά νά δεμξεμ την ύπαρξη της *Ατ- 
λαντμδας καμ ομ φμλόσοφομ έκαναν τό μδμο γμά νά δεμξουν 
τό γελομο της μηχανμκης του Νεότωνα. Ομ μεταφυσμκές έφαρ
μογές τοό τόπου τοΟ Bayes εϊναμ έπυκένδυνες.
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2. 7. 'Ανεξαρτησία

"Οπως άναφέραμε στά προηγούμενα (§2;4·) υπάρχουν 
ζεύγη ένδεχομένων γιά τά όποια ισχύει μύα άπύ τίς σχέσεις

Ρ ( Α \ Β ) > Ρ ( Α )  ,  Ρ ( Α \ Β ) = Ρ ( Α )  ,  Ρ ( Α \ Β ) < Ρ ( Β )  ,

Γιά παράδειγμα, αν ρίξουμε ένα ζάρι, καί πάρουμε τά ένδεχύ 
μένα /^{άρτιο άποτελέσμα} , Β={αποτέλεσμα μικρύτερο η
ί σ ο  τοΟ 4 } , Γ»{άποτέλεσμα μικρύτερο η ίσο του 3} 
τύτε

p m |s ;= j καί Ρ ( Α ) *  | άρα Ρ ( Α \ Β ) = Ρ ( Α ) ,

Ρ ( Α \ Τ ) =  J καί Ρ ( Α ) =  \ άρα Ρ ( Α \ Τ ) < Ρ ( Α ) ,

ρ ( τ \β ) -  | καί Ρ ( Τ ) =  \ άρα Ρ ( Τ \ Β ) > Ρ ( Τ ) .

"Οταν Ρ ( Α \ Β ) = Ρ ( Α ) τύτε είναι φανερά δτι η πληρο
φορία πού δίδεται, άπύ τύν πραγματοποίηση τοΟ Β δέν 
έπηρεάζει (αύξάνει η έλαττώνει) τύν πιθανύτητα της πραγ 
ματοποίησης τοΟ Α καί λέμε δτι, τά δύο ένδεχύμενα εί- 
ναυ ανεξάρτητα.

'Ορισμός 2.12: “Εστω δύο ένδεχύμενα Α καί Β

μέ Ρ ( Α ) > 0  καί Ρ (Β )> 0 , . Τά ένδεχύμενα Α καί Β θά 
λέγονται στατιστικές η στοχαστικώς ανεξάρτητα αν καί μύ- 
νον αν ισχύει μία άπύ τήν παρακάτω σχέσεις:
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( l )  Ρ (Α \ Β )  =  Ρ ( Α )

( ϋ )  Ρ (Β \ Α )  =  Ρ ( Β )  ( 2 . 1 7 )

( i i i )  Ρ (Α Β ) » Ρ ( Α ) Ρ ( Β ) .

Είναυ εύκολο, χρησι,μοποι,οϋντες την έννοι,α τ?ίς δε
σμευμένης πιθανότητας, νά δοϋμε ότι, οί τρευς αυτές σχέ
σεις είναι, έσοδύναμες.

Παραδειγιιατα:

2.19: "Εστω μία συνηθυσμένη τράπουλα από την οποία τρα
βάμε ένα χαρτί. Γυά λόγους συμμετρίας τά ένδεχόμενα "σπα
θί" καί ’’άσσος" θά πρέπει, νά είναι, ανεξάρτητα. Πράγματι, 
οί πυθανότητες είναι, 1/13 καί 1/4 άντίστουχα καί ή 
πυθανότητα ταυτόχρονης πραγματοποίησης είναι, 1/52 =

(1 / 1 3 ) ( 1 / 4 ) .

2.20: "Ας θεωρήσουμε τό σύνολο όλων των οέκογενεοών
πού έχουν τρία παι,δοά. ’Εκλέγουμε μία όποι,αδηποτε οέκογέ- 
νει,α καί σημειώνουμε τύν τάξη μέ την οποία γεννήθηκαν τά 
παι,δυά καί τό φύλο π.χ. τό πρώτο αγόρι,, A , τό δεύτερο 
κορίτσι, , Κ , τό τρίτο κορίτσι, Κ. "Εστω τά ένδεχόμενα

Γ={ή οίκογένευα έχει, παι,δυά καί των δύο φύλων}

Δ={ή οέκογένει,α έχει, τό πολύ ένα αγόρι,}

Είναυ τά Γ καί Δ ανεξάρτητα;
65
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*0 δειγματικός χώρος S έχει οκτώ σημεία δηλαδή 

S  =  {ΑΑΑ, ΑΑΚλ ΑΚΑ., ΚΑΑ, ΑΚΚ, ΚΚΑ, ΚΑΚ., ΚΚΚ}.

"Ετσι εύκολα μποροΰμε νά δούμε δτι Ρ (Τ )= 6 / 8  καί Ρ ( Δ )

- 4/8 Τ<5 ενδεχόμενο ΓΔ σημαίνει ότι ή οικογένεια έχει
ακριβώς ένα αγόρι.
Δηλαδή

ΓΔ = {ΑΚΚ, ΚΚΑ, ΚΑΚ}
καί έτσι

Ρ ( Τ Δ ) * 3/8 .
’Εξ άλλου

ρ γ γ ;ρ γ δ; * 3/8 .

Βλέπουμε δηλαδή ότι, ισχύει ή σχέση Ρ ( Τ Δ )  =  Ρ ( Τ ) Ρ ( Δ ) .  Συ
νεπώς τά Γ καί Δ είναι, ανεξάρτητα. Μποροΰμε νά δούμε 
ότι, τά Γ καί Δ δέν είναι, ανεξάρτητα σέ οικογένειες 
μέ δύο ή τέσσερα παιδιά.

Ό  έλεγχος τής ανεξαρτησίας ένδεχομένων δέν είναι, 
πάντοτε εύκολος. "Αλλοτε μπορούμε νά υπολογίσουμε τίς πι
θανότητες Ρ ( Α )>  Ρ ( Β ) 3 Ρ (Α Β ) ή Ρ (Α \ Β ) ή Ρ (Β \ Α ) καί νά 
ελέγξουμε μέ τήν ( 2 . 1 7 ) αν τά ένδεχόμενα Α καί Β είναι, 
ανεξάρτητα. "Αλλοτε όμως υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ότι. τά Α καί 
Β είναι, ανεξάρτητα στηριζόμενοι στό είδος των Α καί Β καί 
τά φυσικά χαρακτηριστικά τού πειράματος πού παράγει, τά Α 

καί Β .

Παράδειγμα 2 .21 :

Δύο ζάρια ρίχνονται δύο φορές. "Εστω Α τό ένδεχόμε-
66
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νο δτι τό αποτέλεσμα (άθροισμα) της πρώτης ρίψης είναι 
9 καί Β το αποτέλεσμα της δεύτερης ρίψης είναι 4.  

Είναι εύκολο νά δούμε ότι Ρ (Α )= 4 / 3 6 καί Ρ (Β )= 3 / 3 6 .  

’Επίσης είναι φυσικό νά υποθέσουμε ότι τά ένδεχομενα A 

καί Β είναι ανεξάρτητα. Τό αποτέλεσμα 9 δέν έπηρεά- 
ζει κατά κανένα τρόπο τη πραγματοποίηση του 4. "Ετσι

Ρ (Α Β )  =  ~ζβ J6  =

Βέβαια ή ανεξαρτησία μπορεί νά έπιβεβαιωθει υπολογίζοντας 
άπ’εύθείας την Ρ (Α Β). Ρίχνοντας δύο ζάρια δύο φορές εί
ναι ισοδύναμο μέ τό νά ρίξουμε ένα ζά'ρι τέσσερες φορές.
Τά δυνα,τά αποτελέσματα είναι, 36^ = 1296. Τά ευνοϊκά γιά 
τά ΑΒ είναι, 12.

\ν

‘Ορισμός 2.13: "Εστω { Α η3Α 03— 3Α } ενα σύνο-# J ώ ΥΙ *
λο η ένδεχομένων τού δειγματικου χώρου S. ’Εάν ισχύει,
ή σχέση

Ρ (Α . A . . . . A .  )  =  Ρ ( Α .  ) Ρ ( Α .  ) . . .  Ρ (Α . ; ( 2 , 1 8 )
ι 1 12 \  %1 ' 2  **

γυά κ ά θ ε  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  ( i ^ 3 . . .  3 i ^ )  το\3 συ
νόλου { 1 3233j ...,n} j τότε τά ένδεχομενα Α η3Α 9, . . . 3Α

. ί α  τι
λέγονται, στατιστικώς η στοχαστικώς ανεξάρτητα.

Μέ άλλα λόγια ή παραπάνω σχέση θά πρέπει νά ισχύει 
γιά δυάδες, τριάδες, τετράδες,... n-άδες ένδεχομένων γιά 
νά λέμε δτι τά ένδεχόμενα είναι ανεξάρτητα.· Πολλές φορές 
στην περίπτωση περισσοτέρων από δύο ένδεχομένων χρησιμο
ποιείται καί ό δρος "όλικώς ανεξάρτητα'*. Γιά συντομία
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στόν έκφραση θά χρησιμοποιούμε άπλως τον όρο ανεξάρτητα 
ενδεχόμενα.

Είναι, εύκολο νά δούμε ότι ό αριθμός των σχέσεων της 
μορφές ( 2 . 1 8 ) πού θά πρέπει νά ισχύει γιά νά· είναι η  

ένδεχόμενα ανεξάρτητα είναι

φ  +  φ  + - - - + 0  - 2W- Φ ~ Φώ ό τι ι  υ

=  2η - η - 1  .

' Ι δ ιό τ η τ ε ς  Α νεξαρτησ ίας

1. "Αν δύο ενδεχόμενα Α καί Β είναι ασυμβίβα
στα, δηλαδό ΑΒ=03 μέ Ρ ( Α ) > 0  και Ρ ( Β ) > 0  τότε τά έν- 
δεχόμενα αυτά δέν μπορεί νά είναι ανεξάρτητα διότι Ρ (Α Β )  

=0 . Μέ αλλα λόγια οί έννοιες ανεξαρτησίας καί "ασυμβίβα
στα" είναι έκ διαμέτρου αντίθετες.

2. "Αν τά ένδεχόμενα Α καί Β είναι ανεξάρτητα 
τότε τά ζεύγη (Α 3Β ' ) 3 ( Α Χ3Β ) 3 ( Α ' , Β 1) είναι ζεύγη ανε
ξάρτητων ενδεχομένων.'Ομοίως αν τά ένδεχόμενα Α , Β , Τ εί- 
ναι ανεξάρτητα τό ίδιο ισχύει καί γιά τίς τριάδες ενδε
χομένων ( Α ' 9Β9 Γ ) 9 (Α 3Β ' 3 Τ ) 9 (Α 3Β3 Τ ' ) 3 ( Α ' 3Β ' 3 Τ ) 3 ( Α ' 3Β3 

Τ ' ) 3 (Α 3Β ' 3 Τ ' ) 3 ( Α ' , Β ' , Τ ' )  κ.ο.κ.

3. *Η άνά ζεύγη ανεξαρτησία δέν συνεπάγεται καί 
ολική ανεξαρτησία.

Ά ν τ  ιτταράδε lYua 2 .22?

68 "Εστω δτι ρίχνουμε δύο ζάρια. "Εστω έπίσης τά ένδε-
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χόμενα

Α^ = {αποτέλεσμα πρώτου ζαρυού αρτυο}

Α^ = {αποτέλεσμα δεύτερου ζαρυου αρτυο}

Α ~ {άθρουσμα αποτελεσμάτων άρτυος}.
Ο

Τότε

= Ρ ( Α 2)  =  Ρ ( Α 3)  =  1/2  

Ρ(Α2Α2) -  P(AjA3) -  P(A^S) = 1/4 

P(AtA ^ s) = 1/4 / Ρ(Α2)Ρ(Α2)Ρ(Α3) = 1/8 .

Βλέπουμε δηλαδη δτυ τά ένδεχόμενα εϊναυ άνεξάρτητα άνά 
δύο αλλά δχυ καύ όλυκώς άνεξάρτητα.

2. 8. Επαναλαμβανόμενα καί άνεξάρτητα πειράματα

Στύ έδάφυο 2.1 άναφέραμε δτυ υπάρχουν σύνθετα πευ- 
ράματα πού άποτελουνταυ άπύ άλλα έπύ μέρους πευράματα. 
"Αλλες φορές εχουμε ένα πεύραμα πού έπαναλαμβάνεταυ δύο 
η περυσσύτερες φορές. "Εστω Π καύ Π9 δύο έπύ μέρους 
πευράματα μέ δευγματυκούς χώρους S καύ S 0 καύ ένδε- 
χύμενα Α καύ Α 2 άντύστουχα. Τύ σύνθετο πεύραμα 
συμβολύζεταυ μέ Π=Π^χΙΙ^ καύ ο δευγματυκύς του χώρος μέ 
S =S jX S 2 » 'Ενδεχόμενα του νέου δευγματυκοϋ χώρου είναυ τά 
Α = Α ^ Α 2 · Μέ άπλά λόγυα Α^ Α 2 σημαύνευ Α ^ Α ^ δηλαδη
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πραγματοποίηση τοΟ Α^ καί του Α 2 > ’Υπάρχουν βέβαι,α καί 
άλλα ένδεχάμενα τοΟ S πού έχουν δι,αφορετι,κή μορφή. "Αν 
τά πει,ράματα καί Π2 είναι, τά έδυα, έστω ίσα μέ τά
II* καί πραγματοποιούνται, δι,αδοχυκά τάτε λέμε δτυ τά Π* 
είναι, έ π α ν α λ ά μ  β α ν ά μ ε ν ο .  "Αν

Ρ ( Α ^ Α 2 )  =  ρ ( α 2α 2 )  =  p ( a 2 ) p c a 2)

γι,ά κ ά θ ε  έ ν δ ε χ ά μ ε ν ο  A j τ ο υ  κ α ί
κ ά θ ε  έ ν δ ε χ ά μ ε ν ο  Α 2 τ ο ϋ  τάτε τά πει
ράματα καί λέγονται, α ν ε ξ ά ρ τ η τ α .  "Αν
H^=II* καί Π ^Π* τάτε λέγομε δτυ τά πείραμα Π* είναι, 
α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  έ π α ν α λ α μ β α ν ά μ ε ν  ο. Γι,ά 
έπαναλαμβανάμενα πειράματα 6 συμβολι,σμάς Α^χΑ^ στιμο^νευ °" 
τυ πρώτα πραγματοποιείται, τά Α  ̂ καί κατάπυν τά Α^. Οί πα
ραπάνω έννοι,ες γενι,κεύονται, εύκολα καί γι,ά περι,σσάτερα 
άπά δύο πει,ράματα. "Ετσι, k πει,ράματα , 
είναι, ανεξάρτητα δταν κάθε σύνολο άπά k ένδεχάμενα, ένα 
άπά κάθε πείραμα, άποτελεί σύνολο άνεξάρτητων ενδεχομένων.

"Οταν τά πει,ράματα είναι, άνεξάρτητα ή πραγματοποίηση 
ένάς ενδεχομένου τοΟ ένάς πειράματος δ εν έπηρεάζει, τήν 
πραγματοποίηση των αποτελεσμάτων των άλλων πειραμάτων.Πα
ραδείγματα άνεξάρτητων πειραμάτων είναι, τά ρίψι,μο ένάς 
ζαρι,ού δύο η περυσσάτερες φορές, η δειγματοληψία η άντυ- 
κευμένων μέ έπανάθεση άπά ένα πεπερασμένο πληθυσμά Ν 

άντοκει,μένων, ή εκπομπή σωματιδίων άπά δύο άνεξάρτητες πη
γές κλπ.

"Οπως καί μέ τά ένδεχάμενα ό έλεγχος τής άνεξαρτησίας 
πευραμάτων δέν είναι, τάσο εύκολος. Συχνά άποφαι,νάμαστε δτι,
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τά πεοράματα εϊναυ άνεξάρτητα αν ή δυαδυκασυα έκτελέσεως 
τοΟ ένόζ είναυ τελεύως ανεξάρτητη από τη διαδικασία έκτε- 
λέσεως των άλλων.(



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2 . 1 . "Ενα κλουβί περυέχευ πέντε δμουα κουνέλυα, μερυκά 
από τά οποία έχουν έμβολυαστευ γυά κάποια νόσο.
α) ’Εάν ένα κουνέλυ είναυ έμβολυασμένο νά βρεθεί η 
πυθανότητα εκλογής του σέ δείγμα μεγέθους ενα. 
β) 'Εάν δΟο κουνέλια είναι, έμβολυασμένα νά βρεθεί 
η πυθανότητα εκλογής τους σέ δείγμα μεγέθους τρία, 
γ) ’Εάν δόο κουνέλια έμβολυάσθησαν, ενα την Τετάρτη 
καί ένα τήν Πέμπτη, νά βρεθεί η πιθανότητα εκλογής 
τους μέ τή σευρά έμβολυασμοΟ σέ δείγμα μεγέθους δόο. 
"Ολα τά ανωτέρω δείγματα λαμβάνονταυ χωρίς έπανά- 
θεση.

2 .2 . "Εξη ζάρυα ρόχνονταυ. Ποία είναυ η πυθανότητα νά έμ- 
φανυστοίν δλα τά αποτελέσματα 13 2, 3, 43 5, 6 ;

2 . 3 . Δώδεκα γεωμετρυκά σχήματα δίδονται, σέ ένα πίθηκο, 
τρία σχήματος τετραγώνου, τρία ορθογωνίου, τρία κό- 
κλου καί τρία τριγώνου.*0 πίθηκος έκλέγευ τρία κάθε 
είδους στή σευρά, π.χ. τρία τρίγωνα, τρία τετράγωνα, 
κλπ. "Εχευ ό πίθηκος τήν υκανότητα νά συσχετίζευ δ- 
μουα σχήματα; Νά ύπολογυστεί ή πυθανότητα τοϋ παρα
πάνω ενδεχομένου.

2 . 4 . Ρίχνονταυ τρία ζάρυα. Πουά είναυ η πυθανότητα τό α- 
θρουσμα των αποτελεσμάτων (πλευρές) νά είναυ 12;

Πουά είναυ ή πυθανότητα νά έμφανυστεί τό ένα ( 1 )  

τουλάχυστον μυά φορά.

2 . 5 . "Ενα κουτί περυέχευ 2 άσπρες, 3 κόκκυνες καί 5 μαϋ- 
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ρες μπάλες. "Ενα δεύτερο κουτό περμέχεμ 1 άσπρη* 6 

κόκκινες καό 3 μαϋρες μπάλες. Μυά μπάλα έκλέγεταμ 
τυχαία άπά κάθε κουτό* Νά βρεθεί ή πμθανάτητα καό 
οι, δυά μπάλες ποΰ εκλέχτηκαν υά εϊναμ δμαφορετμκοϋ 
χρώματος.

*

2 .6 . Πέντε χαρτμά έκλέγονταμ απά μόα συνηθμσμένη τράπου
λα των 52 χαρτμών. "Εστω τά ένδεχάμενα A =  (καό 
τά πέντε χαρτμά είναε σπαθμά}, Β ={τά πέντε χαρτυά 
είναμ άσσος, ρήγας, ντάμα, βαλές, δέκα δλα τοϋ μδμου 
χρώματος} , C = {τά ένδεχάμενο Β χωρός τάν περμορμ- 
σμά το\5 χρώματος}. Νά βρεθοϋν ομ πμθανοτητες Ρ ( Α )  3 

Ρ ( Β ) 3 P ( C ) καό Ρ ( Α + Β ) .

2 .7 . "Ενα κουτό περμέχεμ 10 λευκά, 4 μαϋρα καό 2 κόκκμνα 
σφαμρόδμα. ’Εάν ληφθοϋν χωρός έπανάθεση δύο σφαμρό- 
δμα νά ύπολογμσθεί ή πμθανάτητα τά πολύ ενα άπά τά. 
σφαμρόδμα νά ε£ναμ λευκά.

2 .8 . Δύο ένδεχάμενα Α^ Α ^ 9 είναμ ανεξάρτητα μέ πμθανάτη
τα 031 τά κάθε ενα. Νά βρεθεί ή P (A ^ U A ^ ) .

2 .9 . Ξέροντας δτμ τά ένδεχάμενα A3B3C ε£ναμ άνά δύο ά- 
συμβόβαστα, έξεταστε πουές άπά τός παρακάτω πμθανά- 
τες είναμ σωστές.
i )  Ρ ( Α )  =  0 *4 ,  Ρ ( Β ) = 03 43 P (A U B )  =  03 3 .

U )  Ρ ( Α ) « 0» 63 Ρ ( Α Π Β ' ) = 03 5 .

2 .1 0 . "Αν Α 9Β εϊναμ δύο ένδεχάμενα τοΰ δεμγματμκοΟ χώρου
S μέ AC.B δείξτε δτμ

Ρ ( Α ) < Ρ ( Β ) καό Ρ ( Β - Α )  =  Ρ ( Β ) - Ρ ( Α )  . 73
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2 .1 1 . "Εστω Α ,Β  δύο ένδεχόμενα ο ί ένα δευγματυκό χώρο 
S. Net δευχθουν ου άκόλουθεε σχέσευς
i )  Ρ(ΑΓ1Β) >_ Ρ ( Α )  +  Ρ ( Β ) - 1

U )  ’Εάν Ρ (Α / Β )  > Ρ ( Α )  τ ό τ ε  Ρ (Β / Α ) > Ρ ( Β ) .

2 .1 2 . Δυδεταυ δτυ Ρ ( Α )  =  0 ,4 8  ,  Ρ ( Β )  =  0 ,3 7 καυ 
Ρ (Α Β )  =  0 ,1 3 . Νά βρεθοϋν ( i )  P (A U B ) ,  ( i i )  

P ( A ' U B ' ) ,  ( H i )  Ρ ( Α Β ' ) ,  ( i v )  Ρ ( Α ' Β ' ) .

2 .1 3 . ’’Εστω τ<5 ένδεχόμενο Α καC Β μέ Ρ ( Α )  =  0 ,2 5 ,  

Ρ (Β / Α ) =  03 5 καί Ρ (Α / Β )  =  0 ,2 5 . Νά βρεθούν (α) 
Ρ ( Α / Β ' ) καυ (3) Ρ ( Α ' / Β ' ) .  Είναι, τά Α ,Β ανεξάρτητα;

2 . 1 4 . ’Εάν τά ενδεχόμενα Α , Β ,Γ εδναυ ανεξάρτητα καί Ρ ( Α )  

=  1/2,  Ρ ( Β )  =  1/3 καί Ρ ( Τ )  =  1/4, νά 3ρεθο0ν
i )  P ( A ' U B ) ,  i i )  P (A U B 'U T ) .

2 .1 5 . Γυά τυχόντα ένδεχόμενα Α καί Β δείξτε δτυ
P(AUB\C) = P (A \ C )  +  P (B \ C ) - Ρ ( Α Π Β \ θ .

Δίδεταυ δτυ P ( C )  > 0.

2 .1 6 . Δίδονται, τά ένδεχόμενα Α , Β , Τ  καί ου πυθανότητες 
Ρ ( Α )  =  Ρ ( Β )  =  Ρ ( Τ )  =  1/3 , Ρ (Α Β )  =  Ρ ( Α Τ ) =  Ρ (Β Τ )

=  1/4 καί Ρ (Α Β Τ )  =  1/5. Νά βρεθοϋν ου πυθανό- 
τητες
(£) Νά συμβευ τούλάχυστον ένα άπό τά Α , Β , Τ .

( i i )  Νά συμβοΟν τούλάχυστον δυο άπό τά Α , Β , Τ . ' 
( H i )Νά συμβευ άκρυβωε ένα άπό τά Α , Β , Τ .

( i v )  Νά συμβοϋν άκρυβωε δόο άπό τά Α , Β , Τ .

2 .1 7 . Νά έξετάσετε αν ου άκόλουθεε προτάσευε εέναυ σω-

Λ

Ο
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/  ft ftστες η οχο
Η )  ’Εάν Ρ (Β \ α Ί  =  Ρ (Β \ Α ) 3 τότε τά ένδεχόμενα A 

χαΰ Β είναυ ανεξάρτητα.
H i )  ’Εάν α =  Ρ ( Α ) χαΰ b =  Ρ (Β )> τότε Ρ(Α\Β)>_  

(α + b -D / b  .

2.18 . ”Ας υποθέσουμε ότυ Α ,Β εέναυ δΰο ανεξάρτητα ένδε- 
χόμενα. Νά άποδευχθευ ότυ τά Α χαΰ S ’ είναυ έπΰ- 
σης ανεξάρτητα.

2.19 . Μΰα δυαφημυστυχό έταυρεΰα παρατηρεϋ ότυ περΰπου 
1 στους 50 ύποψηφυους αγοραστές ένός έμπορεΰματος 
βλέπευ μΰα δυαφόμυση τοΰ έμπορεΰματος σέ χάπουο 
περυοδυχό χαύ 1 στοΰς 5 βλέπευ μυά όμουα δυαφημυση 
στην τηλεόραση. "Ενας στοΰς τρευς άγοράζευ τό 
προϋόν έάν έχουν δεΰ την δυαφημυση χαύ 1 στοΰς 10 

έάν δέν την έχουν δευ. *0 Γυάννης εϊναυ ένας ύπο- 
ψηφυος αγοραστής. Πουά εέναυ η πυθανότητα νά άγο- 
ράσευ τό έμπόρευμα;

2 .2 0 . Τρεΰς παυχτες Α,Β,Γ στη σευρά ρύχνουν ένα ζάρυ
δ ένας χατόπυν του άλλου. *0 Α χερδΰζευ, όταν έπυ- 
τΰχευ 5 η 6. *0 Β χερδΰζευ, όταν έπυτύχευ άρτυο 
άρυθμό χαΰ ό Γ έπΰσης χερδΰζευ, όταν έπυτΰχευ πε- 
ρυττό άρυθμό. Τό παυγνΰδυ σταματα εύθΰς ώς ένας 
από τοΰς τρευς παυχτες χερδΰσευ. Νά βρεθευ ή πυθα
νότητα 6 Α τελυχώς νά χερδΰσευ.

2 .2 1 . "Ενα πεΰραμα συνΰσταταυ στην ταυτόχρονη ρΰψη τρυών
75



Κεφ 2. Πιθανότητες - Βασικές κροτήσεις

ζαριών. Νά βρεθούν:
£) *Η πιθανότητα τό άθροισμα των αποτελεσμάτων νά 

είναι δώδεκα.
££) ’Η πιθανότητα τουλάχιστον ένας άσσος νά εμφα

νιστεί.

2 .2 2 . Παίρνουμε στήν τύχη 10 άτομα. Ποιά ή πιθανότητα 
νά υπάρχουν τούλάχιστον δύο πού νά έχουν γεννηθεί 
τόν ίδιο μόνα;

2 .2 3 . Τό κουτί Α περιέχει δ μαύρα καί 4 άσπρα σφαιρίδια. 
Τό κουτί Β περιέχει 2 μαύρα καί 6 άσπρα σφαιρίδια. 
Δύο σφαιρίδια μεταφέρονται από τό Α στό Β καί στην 
συνέχεια ένα σφαιρίδιο εξάγεται άπό τό Β . Ποία ή 
πιθανότητα τό έξαχθέν σφαιρίδιο νά είναι λευκό;

2 .2 4 . Δοχείο Α περιέχει 5 μαύρες καί 6 άσπρες σφαίρες 
καί δοχείο Β περιέχει 8 μαύρες σφαίρες. Δύο σφαί
ρες μεταφέρονται άπό τό Β δοχείο στό Α καί κατόπιν 
μία σφαίρα έκλέγεται άπό τό Α .

£) Ποία ή πιθανότητα ή σφαίρα αύτη νά είναι άσπρη» 
ζ ζ )  Δεδομένου ότι ή σφαίρα αυτό είναι άσπρη ποία ή 
πιθανότητα δύο άσπρες σφαίρες νά έχουν μεταφερθεί 
άπό τό δοχείο Β στό Α ;

"Ενα δοχείο περιέχει 10 μπάλες άριθμημένες άπό τό 
1 έως τό 10. Τέσσερες μπάλες έκλέγονται χωρίς έπα- 
νάθεση καί έστω χ  ό δεύτερος μικρότερος άπό τούς 
τέσσερες άριθμούς πού εκλέχτηκαν. Νά βρεθεί η πιθα
νότητα τό χ  νά είναι 3.

2 .2 5 .
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2 ,26 , "Ενα άτομο έχευ πυθανότητες 1/6,  1/2 , 1/3 νά
άποκτήσευ 0 , 1 , 2  παυδυά άντυστούχως. Ου υδυες πι
θανότητες ύσχύουν γυά κάθε ένα άπό τά παυδυά του. 
τ) Πουά ή πυθανότητα τό άτομο αυτό νά μόν αποκτή
σει, κανένα έγγόνυ;
££) Δεδομένου δτυ τό άτομο αυτό απέκτησε ένα έγγό
νυ πουά ή πυθανότητα νά έχευ δύο παυδυά;

2, 27. “Ενας παύκτης έκλέγευ τυχαύως ένα άπό δύο νομίσμα
τα Α καύ Β. Τό Α έχευ πυθανότητα 3/4 νά φέρευ κορώ
να καύ τό Β έχευ πυθανότητα κορώνας υση πρός 1/4 .

*0 παύκτης ρύχνευ τό έκλεγέν νόμυσμα δύο φορές.Πουά 
εέναυ ή πυθανότητα νά φέρευ ( Ό  δυο κορώνες, (ττ) 
μύα κορώνα;

2 .2 8 . Τόν Φεβρουάρυο ή πυθανότητα χυονοπτώσεως μύα όπου- 
αδήποτε μέρα εύναυ 0 , 2 . *Η πυθανότητα ή θερμοκρα- 
σύα νά πέσευ κάτω άπό -5 ° C  είναυ 0 , 5 . "Αν ή θερ- 
μοκρασύα πέσευ κάτω άπό - 5 ° C μύα όπουαδηποτε μέρα 
ή πυθανότητα χυονοπτώσεως είναυ 0 ,3 5 . Μύα μέρα τοΟ 
Φεβρουαρύου έπεσε χυόνυ. Πούα ή πυθανότητα ή θερμο- 
κρασύα νά έπεσε κάτω άπό -5 ° C τη μέρα αύτη;

2 .2 9 . Δύο άτομα, άνεξάρτητα τό ένα άπό τό άλλο, δυάλεγουν 
άπό ένα δυψηφυο άρυθμό. "Εστω Α τό ένδεχόμενο δτυ 
καύ τά δύο άτομα δυαλέγουν ί ο  17 καύ Β τό ένδεχόμε
νο δτυ καύ τά δύο άτομα δυαλέγουν τόν ύδυο άρυθμό. 
Πουο άπό τά ένδεχόμενα Α καύ Β έχευ μεγαλύτερη πυθα
νότητα; Δυκαυολογευστε την άπάντηση σας δυασθητυκά 
καύ ύπολογύζοντας τά Ρ ( Α ) καύ Ρ ( Β ) .
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2 .3 0 ,

2 .3 1 .

2 .3 2 .

2 .3 3 .

"Evas χιμπατζηε παίζει μέ μία γραφομηχανη-παιγνί- 
δι- πού έχει πλήκτρα μέ τά γράμματα ΑΛΤΛΕ9Ι,Κ .>0*

Π> Τ . ’Εάν 6 χιμπατζόε χτυπηση 4 πλήκτρα στην τύχη 
ποία η πιθανότητα νά χτυπηση τ<5 ίδιο γράμμα τέσσε- 
ρες φορές;

Σέ ένα μεγάλο πληθυσμό τό ποσοστό των ατόμων πού 
έχουν μαύρα μαλλιά καί τό ποσοστό των ατόμων πού 
έχουν καστανά μαλλιά είναι 1/3 καί 1/3 αντίστοι
χα. Παρατηρείται ότι 30% των ανθρώπων μέ μαύρα 
μαλλιά καί 50% των ανθρώπων μέ καστανά μαλλιά έ
χουν γαλανά μάτια. ’Επίσης τό 40% των ανθρώπων πού 
δέν έχουν ούτε μαύρα ούτε καστανά μαλλιά έχουν 
γαλανά μάτια. "Ενα άτομο έκλέγεται τυχαία άπό τόν 
παραπάνω πληθυσμό καί Βλέπουμε ότι έχει γαλανά 
μάτια. Ποια ή πιθανότητα νά έχει μαύρα μαλλιά;

*Η κυρία X δακτυλογραφεί τό 40% των γραμμάτων ενός 
γραφείου καί η κυρία Ψ τό 60%. ’Από την πείρα γνω
ρίζουμε ότι ή κυρία X δακτυλογραφεί ένα γράμμα χω
ρίς λάθη 95% των φορών καί ή κυρία Ψ 90% των φορών. 
"Ενα γράμμα βρέθηκε νά έχει λάθος. Ποιά είναι ή πι
θανότητα τό γράμμα νά γράφτηκε άπό τόν κυρία X .

Είναι γνωστό άπό την πείρα ότι μία μικροβιολογικό 
έξέταση αίματος γιά μιά ορισμένη άρρώστια μας δίνει 
λάθος θετική άντίδραση περίπου 10% τών φορών καί 
σωστό θετική άντίδραση 80% τών φορών.‘Η παραπάνω 
έξέταση γίνεται σέ όλους τούς μαθητές ένός σχολείου 
γιά τούς οποίους είναι γνωστό ότι 2% πάσχουν άπό 
αύτό τόν άρρώστεια. Υπολογίστε τίς πιθανότητες78
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i )  θετικής άντίδρασης
i i )  b μαθητής που έξετάζεταυ νά είνα̂ υ ασθενής δταν 

η άντίδραση είναυ θετυκη.

2 .3 4 . "Ενας ασθενής είναυ γ ν ω σ τό  νά έχευ άκρυβώς μία άπο 
τίς δύο άρρώστυες Β η Β^. 'Υπάρχουν δυο δυνατά 
σύνολα συμπτωμάτων

Γ={πυρετός,σπυρυά} καί Δ={λαυμός, πονοκέφαλος}. 
"Εχευ βρεθεί ότυ Ρ (Υ \ Β ^ ) » 0 ,6 ,  P ( l \B )  =  0 ,4  , 

Ρ (Τ \ Β 2)  - 0 , 7  καί ΡΓδ |5^} = 0 ,3 . ’Επί πλέον η άρ- 
ρώστυα Β^ έμφανίζεταυ δύο φορές πυό συχνά άπο την 
άρρώστυα Β^ καί ποτέ δέν έμφανίζονταυ μαζί. "Αν ό 
ασθενής, πού έχευ εκλεγεί στην τύχη άπο τόν πληθυ
σμό, έχει, πυρετό καύ σπυρυά, νά βρεθεί ή πυθανότη- 
τα νά έχευ την άρρώστυα B y

•
2 .3 5 . '0 Μυχάλης άγοράζευ 10 άπό 1000 λαχεία σέ μία λα- 

χευοφόρο. 'Υπάρχουν 5 βραβεία καί κατά την κλήρω
σή 5 λαχεία εκλέγονται, τυχαία καί χωρίς έπανατο- 
ποθέτηση. Νά βρεθεί ή πιθανότητα ό Μυχάλης νά 
κερδίσευ τουλάχυστον ένα βραβείο.

2 .3 6 . Φουτητές ψηφυσαν σέ δυό τμήματα Τ^ καί Τ^ τούς 
ύποψηφυους K y K ^ . Στή μέτρηση βρέθηκαν: Τμήμα Τ  ̂ : 
20 ύπέρ καί 40 ύπέρ K y  Τμήμα Τ y  30 ύπέρ

' καί 30 υπέρ Κ^. Δυαλέγουμε στην τύχη ένα τμήμα
καί παίρνουμε τυχαία 5 ψήφους, χωρίς έπανατοποθέ- 
τηση, άπ’τούς οποίους ου 3 εϊναυ υπέρ τοϋ Κ' καί 
οΰ 2 ύπέρ τοϋ Κ 0 . Πουά η πυθανότητα νά έχουμε δυα-

ϋ
λέξευ τό τμήυα Τ^\
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2 .3 7 . Σέ ένα συρτάρι, υπάρχουν ανακατεμένα 150 γραπτά,
40 της τάξης Α , 50 της τάξης Β ,6 0 της τάξης Γ. 
'Από αύτά 15% της τάξης Λ, 20% της τάξης Β καί 
10% τ?̂ ς τάξης Γ είναι, βαθμολογημένα κάτω της βά- 
σεως. Παίρνουμε στύν τύχη ένα γραπτό. Ποεά η πε- 
θανότητα τό γραπτό αυτό νά έχει, βαθμολογία κάτω 
από τόν βάση;

2 .3 8 . Τό έγραστόρεο Φυσεκί^ς ένός Πανεπιστημίου προμηθεύ
εται, μετρητές τάσης ηλεκτρεκοϋ ρεύματος από όύο 
αποθήκες Α^ΛΑ^ ηλεκτρικών εέδών. ’Η πεθανότητα νά 
προμηθευθεε άπό την άποθόκη Α^ είναε ίση μέ την 
πεθανότητα νά προμηθευθεε άπό την άποθηκη Α Εί- 
ναε ακόμη γνωστό ότι, τό 5% των μετρητών τάση$
τ^ς αποθήκης Α^ καί τό 20% της άποθηκης Α^ είναι, 
έλαττωματεκοό. Ποεά είναε η πεθανότητα ένας όποε- 
οσδηποτε μετρητός τάσης ό όποεος θά φθάσεε στό εν 
λόγω έργαστηρεο νά μην είναε έλαττωματεκός;

2 .3 9 . Σέ μεά κληρωτίδα υπάρχουν οε άρεθμοί 221,  2323 

4223 798. "Ενας άπό αυτούς έξάγεταε τυχαία. "Εστω 
Α3Β3 Τ τά ένδεχόμενα έξαγωγης τοΟ άρεθμοΰ του οποίου 
τό πρώτο, τό δεύτερο καί τό τρίτο ψηφίο είναε 2 ά- 
ντεστοεχα. Νά έξετασθεε αν τά ένδεχόμενα Α3ΒΛΤ 

είναε άνεξάρτητα.

2 .4 0 . Οί, οεκογένεεες μίας κοενότητας χωρεζονταε σέ τέσ-

σερες ομάδες εέσοδόματος ^23^29^33<̂ 4 °  ̂ °πο^εε 
περελαμβάνουν 100> 200y 300 καί 400 οεκογένεεες 
άντεστοίχως. ' 0 παρακάτω πίνακας δενεε τά ποσοστά
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ούκογενευών άνά ομάδα πού έχουν: κανένα παυδύ, έ
να παυδύ, δυο παυδυά καύ τρύα η περυσσότερα παυ
δυά.

'Ομάδα
εύσοδηματος

’Αρυθμόί 
0

ϊ παυδυώ\ 
1

) άνά οι 
2

!,κογένευα

°1
40% 30% 20% 10%

°2
10% 40% 30% 20%

°3 20% 10% 40% 30%

°4
30% 20% 10% 40%

Μύα ούκογένευα έκλέγεταυ τυχαύα από την κουνότητα καύ 
εύρύσκεταυ νά μην έχευ παυδυά. Νά βρεθεύ ή πυθανό
τητα ή ούκογένευα αύτη νά προέρχεται, άπό τη δεύτε
ρη ομάδα (0^) εύσοδηματος.

2 .4 1 . Δύνονταυ τέσσερα κάλπυκα νομύσματα τέτουα ώσΐε ή 
πυθανότητα κορώνας γυά τό ν-στό νόμυσμα νά είναι, ν/43 

ν = 13 23 334 .

(α) Νά βρεθεύ η πυθανότητα κορώνας γυά ένα νόμυσμα 
πού έκλέγεταυ στην τύχη άπό τά τέσσερα κάλπυκα 
νομύσματα.

($) 'Εκλέγεταυ ένα νόμυσμα άπό τά τέσσερα, ρύχνεταυ 
καύ δεύχνευ κορώνα. Πούα η πυθανότητα νά είναυ 
τό δεύτερο νόμυσμα;

2 .4 2 . 'Η πρωϋνη, άπογευματυνη καύ νυχτερυνη βάρδυα έργα- 
τών σέ ένα έργοστάσυο έρευνώνταυ όπτυκά στην πύλη
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έξόδου άπό το προσωπυκό άσφαλεύας γυά τόν περυο- 
ρυσμό των άπωλευών λόγω κλοπής. 06 βάρδυες αύτές 
απασχολούν 400 , 400 καύ 100 εργάτες άντύστουχα 
\ιέ ποσοστά κλοπής άνά άτομο υσα πρός 0,47ο , 0,8%  

καύ 1,2% άντύστουχα. "Αν κάπουα μέρα λέυψευ ενα 
ηλεκτρικά τρυπάνι, πούα ή πυθανότητα δτυ η κλοπή 
έγυνε κατά τη νυκτερυνή βάρδυα;

2 .4 3 . *0 Μυχάλης γράφεταυ ώς πρωτοετής σέ κάπουο ΙΙανε- 
πυστήμυο. ’Η πυθανότητα νά πετύχευ ύποτροφύα εί-

ι
ναυ 0 ,3 0 , "Αν πάρευ ύποτροφύα η πυθανότητα νά 
πάρευ πτυχύο είναι. 0 ,8 3 καύ αν δέν πάρει, ύποτρο
φύα ή πυθανότητα αύτή είναυ μόνο 0 ,4 5 . Νά βρε
θεί η πυθανότητα 6 Μυχάλης νά πάρει, πτυχύο.

2 .4 4 . Μύα παλαυά συσκευή τηλεοράσεως χαλάευ 60% των φορών 
άπ<5 βλάβη τής λυχνύας της, 20% άπό δυακύμανση τής 
τάσης του ρεύματος, 10% άπ<5 βλάβη τής λυχνύας
καύ δυακύμανση τής τάσης. ’Επύσης χαλάευ καύ άπό 
άλλες αύτύες. Νά βρεθεί (τ) ή πυθανότητα ή τηλε
όραση νά χαλάσευ μόνο άπό βλάβη τής λυχνύας, (ϋ ) 
ή πυθανότητα νά χαλάσευ μόνο άπό τη δυακύμανση 
τής τάσης τού ρεύματος καύ ( ϋ ί )  η πυθανότητα νά 
χαλάσευ μόνο άπό βλάβη τής λυχνύας ή μόνο άπό 
δυακύμανση τής τάσης.

2 .4 5 . Στη Στατυστυκή Μηχανυκή r  μη δυακεκρυμένα σωματύ- 
δυα θεωροΌνταυ δτυ κατανέμονταυ σέ n(>r) μυκρές 
περυοχές τού χώρου των φάσεων. Κατά την υπόθεση 
των F e r m i -D i r a a  εϊναυ άδύνατον δύο ή περυσσότερα
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’Ασκήσεις

σωματύδυα νά καταλάβουν την ύδυα περυοχη. ’Υποθέ
τοντας δτυ δλες ου κατανομές των σωματυδύων είναυ 
ύσοπύθανες νά βρεθευ η πυθανότητα μύας κατανομής 
(ή δυάταξη δέν παύζευ ρόλο).

"Ενα κυβώτυο μέ 15 λυχνύες περυέχευ 5 έλαττωματυ- 
κές. Ου λυχνυες έκλέγονταυ άνά μύα άπ<5 το κυβώτυο 
στην τύχη καύ χωρύς έπανάθεση καύ έξετάζονταυ. Νά 
βρεθευ ή πυθανότητα ή δέκατη λυχνύα πού έκλέγεταυ 
νά εζναυ ή πέμπτη έλαττωματυκη.

"Αν είναυ άνά δύο άσυμβύβαστα ένδεχόμε-
οο V fνα καύ Α = . ϋ ηΑ . τότε νά δευχθευ οτυ γυά κάθε εν-

δεχόμενο Β ύσχύευ ή σχέση
00

Ρ (Α Β ) « Σ Ρ ( Α . ) Ρ ( Β \ Α . ) . 
ί= 1 1 *

"Εστω A3B3C τρύα ενδεχόμενα καύ 
δτυ τό ένδεχόμενο C συνεπάγεταυ 
6r\X.CC.AB. Νά δευχθευ δτυ P (C )

έστω έπύ πλέον 
τό ένδεχόμενο ΑΒ 

< Ρ ( Α ' )  +  Ρ ( Β ' )



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

τυχαίες μεταβλητές-κατανομές 

πιθανότητας

Δυο θεμελεώδεες εννοεες της Θεωρέας Πιθανοτήτων καέ 
τής Στατεστεκής είναε οι. εννοεες της τυχαέας μεταβλητής 
καέ της κατανομής πεθανότητας. Οε εννοεες αύτές εέσάγον- 
ταε καέ άναπτυσσονταε στό Κεφάλαεο αύτό. Οε κατανομές 
πεθανότητας περεγράφονταε με τές άθροεστεκές συναρτήσεες 
κατανομής, τές συναρτήσεες πεθανότητας καε τές συναρτή
σεες πυκνότητας πεθανότητας. Καέ οέ τρεές αύτές συναρτή
σεες παέζουν πρωταρχεκό ρόλο στή θεωρέα καέ μεθοδολογέα 
που παρουσεάζεταε στά επόμενα κεφάλαεα.

3. 1 Τυχαίες μεταβλητές

Είναε φανερό ότε οε εννοεες τοϋ δεεγματεκοϋ χώρου 
καέ του ενδεχομένου καθώς καέ οε νόμοε των πεθανοτήτων 
που παρουσεάστηκαν στο προηγούμενο κεφάλαεο μαζέ μέ τό 
συμβολεσμό τους είναε περεορεσμένης έκτάσεως καέ δέν έ- 
πετρέπουν τήν πλήρη καέ έπωφελή εκμετάλλευση του μαθημα- 
τεκοϋ δυναμεκοΰ. Τά αποτελέσματα ένός πεεράματος σπάνεα 
περεγράφονταε μέ μέα ποσότητα ή μέ σύμβολα σάν τά Α3Β3 

ή E y  Eg3 Κ3 Γ, {·}, {··}, κλπ. Συχνά άναφέρονταε σέ 
μέα ή περεσσότερες ποσότητες οέ όποέες στή γλώσσα των



3. 1 Τυχαίες μεταβλητές

φυσεκών έπεστημών καλοΰνταε μεταβλητές.Γεά παράδεεγμα, 
να έρωτηματολόγεο στο δποέο άπαντα ένα τυχαία έπελεγόμε 
νο άτομο περελαμβάνεε δέκα έρωτησεες ή κάθε μέα μέ 5 

δυνατές άπαντησεες, ή έτησεα παραγωγή ένάς άγρου σέ κα- 
λαμπόκε έξαρταταε άπο την ποεκελέα τοΟ καλαμποκεου, την 
ποσότητα του λεπάσματος, το κλέμα καέ άλλους έλεγχομε- 
νουςη μη παράγοντες. 'Η πεό συστηματεκη, αύστηρη καέ έ- 
κτεταμένη μελέτη της Θεωρέας των Πεθανοτητων καέ της 
Στατεστεκης γένεταε μέ τη βοηθεεα της έννοεας της τυχαέ 
ας μεταβλητής. "Ας δώσουμε τώρα δυο παραδεέγματα.

Παραδείγματα:

3.1: "Ας υποθέσουμε δτε ένα άτομο δένεε έξετάσεες γεά
την κατάληψηθέσεως σέ μέα τράπεζα. Οε έξετάσεες καέ τά 
αποτελέσματα μπορούν νά θεωρηθούν σάν πεέραμα τύχης. Τά 
αποτελέσματα τού πεεράματος είναε έπετυχέα,πού συμβολέ- 
ζεταε μέ τό 2?., καέ άποτυχέα,πού συμβολέζεταε μέ το *Α .  

*Η εδεα περεγραφη μπορεέ νά γένεε καέ μέ τη χρηση μέας 
μεταβλητής X ή όποέα παέρνεε τές (κωδεκές) τεμές 0 

δταν οε έξετάσεες καταλήγουν σέ άποτυχέα καέ 1 δταν 
καταλήγουν σέ έπετυχέα. ”Ετσε τά ένδεχομενα Α καέ Ε  

γράφονταε εσοδύναμα

Α =  {Χ = 0 } καέ Ε =  {Χ = 1 } .

*Από τούς περεγραφεκούς δρους άποτυχέα καέ έπετυχέα με
ταφερόμαστε στούς άρεθμούς 0a l  πού έκφράζουν άκρεβώς 
τό εδεο πραγμα. "Ετσε έπετυγχάνεταε μέα άπεεκόνεση 
των άποτελεσμάτων του πεεράματος στό σύνολο { 0 , 1 }. 'Η
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άπεοκόνοση γόνεταο μέ τή βοήθεοα της μεταβλητής X καό 
άντό νά μολδμε γοά Ρ ( Α ) η Ρ ( Ε ) μπορούμε νά μολδμε ό- 
σοδΰναμα γοά Ρ (Χ = 0 ) καό Ρ (Χ = 1 ) άντόστοοχα. Τό X εΐ- 
ναο μόα τυχαόα μεταβλητή.

3.2: ’Ας θεωρήσουμε τό Παράδεογμα 2.4 τής βελόνας τής
μαγνητοκής πυξόδας. Τό πεόραμα συνόσταταο σέ ένα στροφο- 
γύροσμα τής βελόνας. Τά αποτελέσματα του τυχαόου πειράμα
τος είναο οό (φυσοκές, γεωμετρικές) γωνόες Θ πού σχημα- 
τόζονταο μέ τή σταθερή άκτόνα ΟΑ. Αυτά μπορούμε νά τά 
περιγράφουμε μέ μόα μεταβλητή X πού παόρνεο τομές άπό 
0 έως 2π άκτόνοα. Κάθε τομή τής X άντοπροσωπεύεο 
καό μόα γωνόα πού μπορεο νά σχηματοστεο. "Ετσο αν A 

εϊναο τό ενδεχόμενο ή γωνόα πού σχηματόζεταο είναο ή Θ 
μπορούμε νά γράψουμε

A = {γωνόα Θ} = {#=χ} 3

δπου χ  είναο τό μέγεθος τής γωνόας Θ. Τό X είναο μόα 
τυχαόα μεταβλητή.

Τά δύο αύτά παραδεόγματα μδς δεόχνουν δτο τά αποτε
λέσματα ένός πεοράματος μπορούν πάντοτε νά άντοστοοχηθουν 
μέ πραγματοκούς άροθμούς καό αύτό μδς όδηγεο στ,όν όροσμό 
τής έννοοας τής τυχαόας μεταβλητής.

‘ Οροσμός 3 .1 : Τ υ χ α ό α  μ ε τ α β λ η τ ή  
(τ.μ) εέναο μόα μονοσήμαντη συνάρτηση μέ πεδόο όροσμου 
ένα δεογματοκό χώρο S καό τομές ένα υποσύνολο τής εύ- 
θεόας των πραγματοκων άροθμων.
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3. 1 Τυχαίες μεταβλητές

O i τυχαίες μεταβλητές λέγονται, καί σ τ ο χ α σ τ ι 
κ έ ς  μ ε τ α β λ η τ έ ς  η μ ε τ α β λ η τ έ ς  τ ΰ- 
X η ς καί συμβολίζονται, συνήθως μέ κεφαλαία γράμματα Χ3 

Υ3 Ζ κλπ. ή Χ^3 X ^  Υ^ κλπ. Μέ μι,κρά γράμματα X3y 3z 3x ^ 3 

y κλπ. συμβολίζονται, οί. τι,μές των τυχαίων μεταβλητών. Τά 
ένδεχόμενα γράφονται, {Χ = χ }3 {X ^ c } κλπ.

Τά έπόμενα παραδείγματα έμπεδώνουν τήν εννουα τής τ.μ. 
καί προετοιμάζουν τό έδαφος γοά τίς κατανομές πιθανότητας.

Παραδ ε ί γιιατα:

3.3: "Ας θεωρήσουμε τό Παράδει,γμα 2.2 μέ τό ζάρι,.*Η άντυ- 
στουχία ορίζει, μία τυχαία μεταβλητή X μέ πεδίο όρυσμου 
*Η άντυστουχία

□  —  1

τό S καί πεδίο τυμων τό σύνολο {1 3 23 . . . 3 6 } . Τό ενδεχό
μενο Ε^ συμβολίζεται, μέ {Χ - 3 }. Είναι, φανερό ότι, ή τ.μ. 
X παίρνει, τίς δυάφορες τι,μές της χ  μέ κάπουα πιθανότη
τα. Συγκεκριμένα

Ρ (Χ = χ )  =  ~  3 χ  =  13 23 . . .  3 6. ( 3 . 1 )

3.4: "Ας θεωρήσουμε τό Παράδειγμα 2.5 όπου ένα νόμυσμα 
ρίχνεται, δ\5ο φορές. ’Ισοδύναμα μπορούμε νά ρίξουμε 
δύο νομίσματα μία φορά. Μία τυχαία μεταβλητή μπορεί νά
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οριστεί μέ την ακόλουθη απεικόνιση.

ΚΚ +  1 , ΚΤ +  2 , ΤΚ +  3 , ΓΓ +  4 .

"Ετσι όταν γράφουμε Χ -3 εννοούμε ότι τό πρώτο νόμισμα 
έφερε Γ καί τό δεύτερο Κ 9 δηλ. {Χ =3 }=ΤΚ . Θά μπορού
σαμε βέβαια νά χρησιμοποιήσουμε καί άλλους αριθμούς. ’Ε
πί πλέον έχουμε

Ρ (Χ = χ )  =  1/4, χ  = 1 , 2 , 3 , 4 .  ( 3 . 2 )

Στό ίδιο παράδειγμα μία άλλη τ.μ. X ορίζεται μέ 
τήν αντιστοιχία

ΚΚ +  2, ΚΓ +  1 , ΤΚ +  1 , ΓΓ ■+ 0 *

"Ετσι έχουμε

{Υ=2} = ΚΚ, {Υ=1} =  {ΚΤ,ΓΚ}, {Υ=0} = ΓΓ
καί

Ρ(Υ=2) *  Ρ(ΚΚ) = 1/4

Ρ(Υ=1) «  Ρ(ΚΤ)+ Ρ(ΤΚ) =  1/4+1/2 = 1/2 ( 3 . 3 )

Ρ(Υ-Ο) = Ρ(ΤΤ) *  1/4.

*Η τ.μ. Υ μέτρα τόν αριθμό των πλευρών Κ πού μπορούν 
νά εμφανιστούν στή ρίψη ένός νομίσματος δύο φορές.

3.5: "Ας θεωρήσουμε ένα άτομο τό όποιο παίρνει μέ
ρος σέ έξετάσεις γιά τήν απόκτηση διπλώματος όδηγήσεως 
αυτοκινήτου. Τά δύο δυνατά αποτελέσματα είναι αποτυχία, 
Α 9 καί έπιτυχία, Ε . "Αν άποτύχει τό άτομο επανέρχεται



3. 1 Τυχαίες μεταβλητές

πώλυ στίς εξετάσεις μ .ο.μ . Τ<5 πείραμα σταματα δταν ό ύπο
ψηφυος πετύχευ στίς έξετάσευς. θεωρητυκά ό ύποψηφυος μπο
ρεί νά προσπαθησευ μία, δύο, τρευς,..., άπευρες φορές·"Ε- 
τσυ τά αποτελέσματα (δευγματυκός χώρος) τοΟ πευράματος εί- 
ναυ

S =  {Ε 3 α ε 3 ΑΑΕ3 Α Μ Ε 3 ... } .

Μία τ.μ. X ορίζεται, ώς έξης:

{Χ = 1 }  =  Ε3 {Χ = 2 }  =  ΑΕ3 {Χ = 3 }  =  Μ Ε  κ.ο.κ.

Δηλαδή η τυχαία μεταβλητή X μας δίνει, τον άρυθμο των
προσπαθευών τοΟ ύποψηφυου οδηγού μέχρυς δτου ό ύποψηφυος 

*
έπυτύχευ καί άποκτησευ τό δίπλωμα. Τ<5 σύνολο των τυμων 
της X είναυ άρυθμησυμο.

"Εστω τώρα δτυ σέ κάθε προσπάθευα ή πυθανότητα έπυ- 
τυχίας εϊναυ ρ  καί αποτυχίας q 3 δπου p + q = l , "Εστω έπί 
πλέον δτυ ου προσπάθευες εϊναυ ανεξάρτητες μεταξύ τους.
Τά ένδεχύμενα Α καύ Ε στά επαναλαμβανόμενα κευράματα 
των έξετάσεων-προσπαθευών εϊναυ ανεξάρτητα. Θά εύρουμε 
τύν πυθανύτητα δ ύποψηφυος νά πετύχευ στύν πρώτη, δεύτε
ρη, τρίτη, κλπ. προσπάθευα. Μέ άλλα λογυα

Ρ (Χ = 1 )  =  Ρ ( Ε )  =  ρ

Ρ (Χ = 2 )  =  Ρ (Α Ε )  =  Ρ ( Α ) Ρ ( Ε )  =  qp

Ρ (Χ = 3 )  =  Ρ ( Μ Ε )  =  Ρ ( Α ) Ρ ( Α ) Ρ ( Ε )  =  q p  

καί γενυκεύοντας

Ρ (Χ = χ )  =  Ρ ( Α Α . , . Α Ε )  =  qX~^p3 χ = 1 3 2,3,....
Ί ε - Γ *

( 3 . 4 )



Τό πεδίο τεμών μίας τ.μ. δεν είναι. κατ’ανάγκην ένα 
υποσύνολο της ευθείας των πραγματικών άρεθμών. Μπορεί 
νά είναι. καί υποσύνολο τοΰ δεδεάστατου χώρου η του χώρου 
των k δυαστάσεων. Στην περίπτωση αύτη μμλαμε γοά τυ
χαία δυανύσματα, μυά έννουα πού θά ορίσουμε στο Κεφά
λαιο 6.

'Απά θεωρητυκης πλευράς τυχαύα μεταβλητή είναι. μύα 
συνάρτηση X ( s ) με πεδίο όρυσμου τό S καύ πεδίο τυμών 
τούς πραγματικούς άρυθμούς. Tux νά άποδόσει. ή άντεστοι.- 
χύα αύτύ θά πρέπει. οί άντύστροφες είκόνες συνόλων (υπο
συνόλων) των πραγματικών άρμθμών νά είναι. ενδεχόμενα."Ε-

1 -7τσι. άν AC.R τότε θά πρέπει. τό X ( A )  =  { s z S : X ( s )  ζ Α )  

νά είναι, ένα ένδεχόμενο. Μπορεί νά άποδευχθεί ότυ γυά νά 
είναι. ή συνάρτηση Χ ( β ) τ.μ. αρκεί τό σύνολο X (~°°Λχ ]  

νά είναι, ένα ένδεχόμενο στό S γυά κάθε x z R ^ . "Ετσι, οί 
πυθανότητες μεταφέρονται. από τά ενδεχόμενα στά σύνολα 
πραγματυκών άρμθμων:

Ρ (Α )  =  P I X ~ 2 ( A ) ]  ,  A c R 1 ( 3 . 5 )

‘Υπάρχουν συναρτόσευς Χ ( β ) πού δεν είναι, τ.μ. Αύτές έ
χουν μόνο θεωρητοκη σημασία καί δεν θά μας απασχολήσουν 
στό βεβλίο αύτό.

Μυλησαμε προηγουμένως γυά άρυθμησι,μους καί γυά συ
νεχείς δευγματυκούς χώρους. Μία ανάλογη ταξυνόμηση υπάρ
χει. καί μεταξύ των τ.μ. καί των κατανομών αυτών.

Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας
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3. 2 Διακριτές τυχαίες μεταβλητές καί ματανομές πιθανότητας

3. 2 Διακριτές τυχαίες μεταβλητές καί κατανομές 
πιθανότη τας

‘Ορισμός 3.2: Δ u α κ ρ ι τ ιί τ υ χ α ί α  μ ε 
τ α β λ η τ ή .  "Εστω X μία τυχαία μεταβλητή. ’Εάν τό 
σύνολο των τιμών της X είναι τ ο  π ο λ ύ  ά ρ ι θ -  
μ η σ ι μ ο (δηλ. πεπερασμένο η άπείρως άριθμησιμο) τό
τε η τ.μ. λέγεται δ ι α κ ρ ι τ η  η ά π α ρ ι θ -  
μ η τ η η καί α σ υ ν ε χ ή ς .

Οί τυχαίες μεταβλητές των Παραδειγμάτων 3.1, 3.3,
3.4, 3.5 είναι διακριτές. "Αλλα παραδείγματα διακριτών 
τ.μ. είναι τά ακόλουθα: 6 αριθμός των τηλεφωνικών κλή
σεων πού φθάνουν σέ ένα τηλεφωνικό κέντρο μία ορισμένη 
ώρα, ό αριθμός των ατόμων πού περιμένουν σέ μία στάση 
λεωφορίου η σέ μία ούρά, ό αριθμός των έλαττωμάτων κά
ποιας ύλης η προϊόντος π.χ. έλαστικά αύτοκινητων, ηλεκ
τρικοί λαμπτήρες, τόπια ύφασμάτων κλπ., ό αριθμός των 
βλημάτων πού πετυχαίνουν ένα στόχο σέ μία σειρά βολών, ό 
αριθμός τών ατυχημάτων πού συμβαίνουν σέ μία ώρισμένη πε
ριοχή γιά ώρισμένο χρονικό διάστημα. Γενικά οί διακριτές 
τ.μ. παριστάνουν "αριθμούς μετρήσεων" καί, στίς περιπτώ
σεις αυτές, οί τιμές τους είναι οί φυσικοί αριθμοί 
0 , 1 , 2 , . . .

’Από τά προηγούμενα παραδείγματα είναι φανερό ότι 
σέ κάθε τιμή μίας διακριτης τ.μ. αντιστοιχεί καί μία πιθα
νότητα. ‘Η άντιστοίχηση αύτη ορίζει μία συνάρτηση ή οποία 
ορίζεται ως ακολούθως:

‘Ορισμός 3.3: Σ υ ν ά ρ τ η σ η  Π ι θ α ν ό τ η 
τ α ς .  ’Εστω X μία διακριτη τ.μ. 'Η συνάρτηση

Ρχ(χ) = Ρ(Χ=χ ) 91
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μέ πεδόο όροσμοΰ τός τομές τΏς X καό πεδόο τομών τός 
ποθανέτητες των τομών αύτών λέγεταο σ υ ν ά ρ τ η σ ή  
π ο θ α ν ό τ η τ α ς  (σ.π. ) Π καό κ α τ α ν ο μ ή  
π ο θ α ν ό τ η τ α ς  Tfjg τ.μ. X.

Στά Παράδεογματα 3.3 καό 3.5 οό συναρτησεος
ρ χ ( χ ) = Ρ (Χ = χ ) = 1/6 ,  χ  = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6

Ρ χ ( ζ )  “ P (X = x )  =  q ^ ^ P »  χ  =  13 2λ 33 ...

είναο συναρτησεος ποθανότητας.Στά Ιΐαράδεογμα 3.4 ή σ.π. 
τΏε τ.μ. Υ είναο

py (y) =

1/4 ,  

1 / 2 ,
y *  0,2  

y e  ι  ·

’Από τόν όροσμό καό τά άξοώματα των ποθανοτήτων εϊ- 
ναο φανερέ δτο κάθε σ.π. έχεο τός έξ?ίς όδοότητες:

1. Ργ(χ)  >, 0 γοά κάθε χ·

2. Σ ρν(χ) = 1 
χ  λ

3. Ρ ( Χ ε Β )  * Σ p y ( x ) ,  Β ύποσΟνολο πεδόου
χ ε  Β τομών τοΟ X.

( 3 . 6 )

Οό όδοότητες 1 καό 2 δονούν τός άπαραότητες συνθήκες 
γοά τ<$ν καθοροσμά μόας σ.π. Μοα τυχοΰσα συνάρτηση ρ(χ) 
είναο σ.π. μόας τ.μ. X αν οκανοποοεο τος Οδοότητες 1 

καό 2.
* Η συνάρτηση ποθανότητας πολλές φορές ονομαζεταο καο 

σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ά ζ α ς  γοατό μοοράζεο κατά κάποοο 
τράπο μόα μάζα οση μέ 2, τόν ποθανότητα του δεογματοκοΰ 
χώρου, στός δοάφορες τομές τ?1ς τ.μ., τά δοάφορα δεογματο- 
κά σημεόα.92
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Συχνά άντύ τής μαθηματικής μορφής της Ρχ ( * )  δύνεταυ 
ή γραφυκή της παράσταση.*Ετσυ το γράφημά στο Σχήμα 3.1

1 :
ι

1/6 .
_ 1 _____1_____L 1 J_____L—

1 2 3 4 5 6 χ

Σχήμα 3.1 Συνάρτηση πυθανότητας

δύνευ την κατανομή πυθανότητας τής τ.μ. X τοΟ Παραδευγ- 
τος 3.3.

"Αν D είναυ τό σύνολο των τυμων χ  μύας τ.μ. X τότε 
ή σ.π. μπορευ νά όρυστευ καύ γ υ ά κ ά θ ε  x e R  ως έξης

(  Ρ (Χ = χ )> εάν χ ζ Ό
Ρ γ ( χ )  = \ ( 3 . 7 )

{ Ο  3 εάν x t O .

Μέ αυτό τόν τρόπο έπεκτεύνεταυ ή έννουα τής τ.μ. X σ ολο 
τό R δύνοντας πυθανότητα μηδέν στύς τυμές που δεν ανη- 
κοϋν στό Ό. ‘Η έπέκταση αυτή,αν καύ δεν άλλάζευ τύποτε 
στην ούσύα, έπυτρέπευ τήν όμουόμορφη παρουσύαση τής θεω- 
ρύας.

*Η κατανομή πυθανότητας μύας δυακρυτής τ.μ. X μπο- 
ρεΰ νά όρυστευ ύσοδύναμα καύ μέ τή βοήθευα τής αθρουστυ- 
κής συνάρτησης κατανομής ή των γραφημάτων αύτής.

93



* Ορισμός 3.4: ’Α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η· 
σ η  κ α τ α ν ο μ ή ς .  "Εστω μία τ.μ. *Η συνάρτη
ση

Ρ χ ( ζ )  ~ Ρ ( Χ < χ ) Λ x z R  ( 3 . 8 )

λέγεται α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α τ α 
ν ο μ ή ς  (α.σ.κ.) τής X ή απλά σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α 
τ α ν ο μ ή ς  (σ.κ.) τής X.

*Η α.σ.κ. συμβολίζεται μέ τό Ρχ ( χ ) Π απλά τό F ( x ) .  

‘Η F ( x ) δίνει την πιθανάτητα ή τ.μ. X νά πάρει όποια- 
δήποτε τιμή μικρότερη ή ίση μέ τήν χ . Κατά συνέπεια

Ρ χ ( χ ) “ Σ P ( X g f )  -  Σ  Ρ χ ( υ ) 9 γιά κάθε x z R  . ( 3 . 9 )
y<$ ysc

Οι συναρτήσεις ? χ ( χ ) καί ε^ναυ ισοδύναμες
μέ τήν έννοια ότι έάν ξέρουμε τήν μία μπορούμε τότε νά 
προσδιορίσουμε τήν άλλη. Πράγματι ισχύει

Ρ (Χ = χ )  =  ρ χ ( χ )  =  Fx ( x ) - F x ( x - 1 ) . ( 3 .1 0 )

Μία τ.μ. είναι καθορισμένη δταν ξέρουμε τίς τιμές 
πού παίρνει καί τίς πιθανότητες των τιμών αυτών. Δηλαδή 
δταν γνωρίζομε τήν σ.π. ή ισοδύναμα τήν α.σ.κ.

Παραδείγματα:

3.6: "Εστω ή τ.μ. Υ τού Παραδείγματος 3.*+. *Η σ.π. τής 
Υ είναι

Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας
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3. 2 Διακριτές τυχαίες μεταβλητές καί ματανομές πιθανότητας

11/4 Λ y=0, 2

Vy(y)= I 1/2 j  y=l
ί 0 άλλοϋ .

*H α.σ.κ. της 1 εύρυσκεται, ώς έξης: εάν y<0 τό
τε F ^ (y )  =  P (Y < y )  =  0 δυότυ P (Y = y )  =  p y ( y )  =  0 όταν 
y < 0. ’Εάν 0 <y< l τότε F y iy )  =  P (Y < y )  =  P (Y = 0 )  =  p y ( 0 )

=  1/4. ’Εάν l< y < 2 τότε F ^ y )  =  P (Y < y )  =  P (Y = 0 )+ P (Y = 1 )  

=  ρ γ ( 0 )+ ρ γ ( 1 )  =  1/4+1/2 =  3/4. *Εάν 2<z/<« τότε F^Cy)

* P (Y < y )  =  Ρ (Υ = 0 )  + P  (1 = 1 )  + P (Y = 2 )  =  1/4+1/2+1/4 =  1.

”Ετσυ

F ( y ) =

*H γραφυκη παράσταση της

0 , y<0

1/4 j 0<y<l

)  3/4 Λ l< y < 2

1 3 2<z/<°° .

F y ( y ) δόνεταυ στο Σχήμα 3.2.

Σχήμα 3.2 'Αθρουστυκη συνάρτηση δυακρυτης τυχαυας 
μεταβλητές 95
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ί

Βλέπουμε δτι ή F ( y ) εϊναι μία κλιμακωτή, μή φθίνουσα, 
συνεχής άπό δεξιά συνάρτηση.

"Αν Β = { 0 , 2 }  τότε

Ρ ( Υ ε Β )  * Σ p/i/J * ρ γ ( 0 ) + ρ γ ( 2 )  =  1/2 , 
y z B

3.7: "Ας θεωρήσουμε τήν τ.μ. του Παραδείγματος 3.5. 'Η 
σ.π. είναι

χ  = I ̂ 2̂  3j * · ·
Ρ χ (χ ) * Ρ (Χ = χ ) =

0 , γιά όλες τις άλλες τιμές τοΟ χ

*Ετσι άν χ  > 1 τότε ® 0·

/«; = Σ p/2/J = p H & + q iSp + . . . + q X ~1p  = Ρ<£ρ> ·
2/<*

Αρα

V * >  “ χ -

*

χ<1

χ>1

Οι ακόλουθες πιθανότητες υπολογίζονται εύκολα μέ τή 
βοήθεια τής α.σ.κ.
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P (a < X < b ) =  Fx ( b ) - F x (a )  

P (a < X < b ) =  Fx ( b ) - F x ( a - 1 )  

P (a < X < b ) =  Fx ( b - 1 ) - F x ( a )  

P (a < X < b ) =  F x ( b - 1 ) - F x ( a - 1 ) .

( 3 . 1 1 )

3.3 Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές καί κατανομές
πιθανότητας

Οι. συνεχείς τυχαίες μεταβλητές άντυστουχουν σε συ
νεχείς δευγματυκους χώρους. Τά πεδία τυμών τους εϊναυ 
ύπεραρυθμησυμα, συνήθως δυαστηματα πεπερασμένα η άπευρα 
της ευθείας των πραγματυκών άρυθμών η ολόκληρη ή ευθεία. 
Συχνά τά πεδία τυμών των συνεχών τ.μ.ταυτίζονται, μέ τον 
δευγματυκό χώρο. Αυτό γίνεται, όταν τά αποτελέσματα του 
τυχαίου πευράματος παρίστανταυ μέ σημεία της ευθείας 
γραμμής καί ου τυμές της τ.μ. είναυ άρυθμοί κατάλληλα 6 -  

ρυσμένου στά σημεία αυτά μέ τη βοηθευα κάπουου κανόνα. 
Είναυ φανερό ότυ αν ό^δευγματυκός χώρος S εϊναυ άρυθ- 
μησυμος δέν μπορεί νά προκόψουν συνεχείς τ.μ.

*0 όρυσμός της κατανομής π.υθανότητας μίας συνεχούς 
τ.μ. παρουσυάζευ κάπουα δυσκολία δεδομένου ότυ θά πρέπευ 
νά ορίσουμε την πυθανότητα γυά κάθε ενδεχόμενο. 'Υπενθυ
μίζουμε ότυ ενα ύποσόνολο ενός συνεχοΰς δευγματυκοί χώ
ρου δέν είναυ κατ'ανάγκην ένδεχόμενο δυότυ μπορεί νά μην 97
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έκφράζεταε σάν ένωση η τομή άρεθμόσεμου πλήθους ενδεχόμε
νων. Τό εδεο έσχύεε καε γεά τά υποσύνολα του σε
σχέση μέ τά διαστήματα. Τό σύνολο Α των ένδεχόμενων 
είναε "κατά τε" μεκρότερο του συνόλου όλων των υποσυνό
λων του S , Γεά παράδεεγμα συνόλου πού δεν έκφράζεταε ως 
ένωση η τομό άρεθμησεμου πλήθους δεαστημάτων ο αναγνώστης 
παραπέμπεταε στη Θεωρύα Μέτρου.

"Ας έπανέλθουμε τώρα στό Παράδεεγμα 2.3 μέ τη βελό
νη τός μαγνητεκης πυξεδας. ’Αδεαφορώντας γεά την μαθημα- 
τεκό αυστηρότητα του συλλογεσμοΟ σκεφτόμαστε ότε άφου 
στόν περεφέρεεα τός πυξεδας υπάρχουν απεερες (ύπεραρεθμό- 
σεμες) ένδεεξεες η πεθανότητα η έκτέλεση τοϋ πεεράματος 
νά όδηγόσεε σέ μεα συγκεκρεμένη τεμη χ  τός X εέναε 
Ρ (Χ = χ ) = 2/« = 0. Βλέπουμε δηλαδη ότε ενώ η τ.μ. X μπο- 
ρεε νά πάρεε όποεαδηποτε τεμη χ  στό δεάστημα [0.,2π]Λ 
Ρ (Χ = χ )  =  0. Βέβαεα δέν έχουμε άντενομεα δεότε στην πραγ- 
ματεκότητα δέν παρατηρούμε μεα γωνεα χ  άλλά ένα δεάστη
μα χ + Δ χ λόγω σφαλμάτων στό μέτρηση. Οε σκέψεες αυτές 
μδς όδηγοΟν στόν έξης όρεσμό.

‘ Ορισμός 3.5: Σ υ ν ε χ ή ς  τ υ χ α ε α  μ ε τ α 
β λ η τ ό ·  "Εστω X μεα τ.μ. μέ πεδεο όρεσμου τόν δεεγμα- 
τεκό χώρο S καε πεδεο τεμών ένα πεπερασμένο η άπεερο 
δεάστημα της εύθεεας των πραγματεκών άρεθμών (η ολόκληρη 
τόν εύθεεα). ’Εάν

Ρ (Χ = χ )  =  0 γεά κάθε τεμη x  της X ο
τότε η τ.μ. X λέγεταε σ υ ν ε χ ή ς .
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Ου συνεχείς τ.μ. συνήθως μετρουν ποσότητες όπως βά
ρος, μήκος, χρόνος,όγκος,απόδοση κλπ.

'Υπάρχουν δΰο τρόπου με τούς όπούους μπορούμε νά πε- 
ρυγράψουμε τύς πιθανότητες καύ τύς κατανομές συνεχών τ.μ.

Α. ’Εφ’όσον Ρ (Χ = χ )  =  0 τότε άρκευ νά βρούμε ένα τρό
πο νά όρύσουμε τύς πυθανότητες γυά τά δυαστηματα. Αυτό 
γύνεταυ με τό βοηθευα μύας μη άρνητυκης συναρτησεως ί χ ( χ )  

τέτουας ώστε γυά κάθε δυάστημα Δ

Ρ ( Χ ζ Δ )  =  Ρ { χ : χ ε Δ }  = / f Y ( x ) d x  . ( 3 . 1 2 )
Δ Λ

Με άλλα λόγυα Ρ ( Χ ζ Δ )  εέναυ τό έμβαδόν τού χώρου πού ό- 
ρύζεταυ άπό τό δυάστημα Δ στον άξονα των χ  καύ την 
καμπύλη ί γ ( χ )  δπως φαύνεταυ στό Σχήμα 3.3.

Σχήμα 3.3 Πυθανότητα δυαστηματος συνεχούς τυχαύας
μεταβλητής

Στό παράδευγμα της πυξύδας ή συνάρτηση f v ( x ) εέναυ
Λ  #

ί χ (χ )  =  §7 *  0 < $ < 2 τ
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καί έτσι αν [α,&] είναι κάποιο ύποδιάστατο τοΟ [0,2π]

P(a<X<p) «  .

"Ετσι, ορίζουμε τίς πιθανότητες στά διαστήματα καί αυτό 
γίνεται σύμφωνα με τά ’Αξιώματα 1 καυ 2 της πιθανότητας. 
Χρησιμοποιώντας καί τό ’Αξίωμα 3 μπορούμε νά ορίσουμε 
τίς πιθανότητες σε υποσύνολα πού είναι, άριθμησιμες ένώ- 
σεις η τομές διαστημάτων, δηλαδη δλα τά ενδεχόμενα.

‘Ορισμός 3.6: Σ υ ν ά ρ τ η σ η  π υ κ ν ό τ η -  
τ α ε  π ι θ α ν ό τ η τ α ς .  "Εστω μία συνεχής τ.μ. X  

’Εάν υπάρχει μία μά αρνητικό συνάρτηση πεδίο
όρισμού τό πεδίο τιμών τύς X τέτσια ώστε

Ρ ( Χ ε Δ )  * / βχ ( χ )ώ ΰ

100

γιά κάθε διάστημα Δ τού πεδίου τιμών τηε Χ> τότε ή 
λέγεται σ υ ν ά ρ τ η σ η  π υ κ ν ό τ η τ α ς  

π ι θ α ν ό τ η τ α ς  (σ.π.π) η άπλώε κ α τ α ν ο μ ή  
π ι θ α ν ό τ η τ α ς .

"Αν δέν υπάρχει κίνδυνος συγχύσεως θά γράφουμε f ( x )  

άντί f x ( x ) .  Τό πεδίο όρισμού τύς f ( x )  μπορεί νά έπε- 
κταθεΐ αν ορίσουμε f ( x )  - 0 γιά κάθε τιμή x  τύς χ  

πού βρίσκεται εκτός τού πεδίου ορισμού της.

’Ιδιότητες της f x ( x ) :

ι
1. > ,0 γιά κάθε χ ε Ρ

■foe
2. f  f ( x ) d x  =  1

(3 . 1 3 )
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Ου ύδυότητες αύτές προκύπτουν εύκολα άπό τόν όρυσμό.

Ου ύδυότητες 1 καύ 2 δύνουν τύς άπαραύτητες συνθήκες 
γυά τόν καθορυσμό μύας σ.π.π. Μύα τυχοΰσα συνάρτηση f ( x )  

εύναυ σ.π.π. μύας τ.μ. Χ 9 άν ύκανοπουευ τύς υδυότητες 1 

καύ 2.

"Αν Δ = [χ ^ χ + ά χ Ί τότε ύσχύευ ή προσεγγυστυκη σχέση

P (x < X ^ c + d x ) « f ( x ) d x 3 (3 . 1 4 )

η δε ποσότητα f ( x ) d x  λέγεταυ σ τ ο υ χ ε υ ο  η δ ι - 
α φ ο ρ υ κ ό  π υ θ α ν ό τ η τ α ς .

*Η σ.π.π. δύνεταυ συνήθως με κάπουο μαθηματυκό τύπο 
άλλα υπάρχουν καύ περυπτώσευς όπου δύνεταυ μόνο ή γραφυ- 
κό της παράσταση. Εύναυ φανερό δτυ ού δύο αυτού τρόπου 
εϊναυ ύσοδύναμου.

Β. ’Αντύ νά όρύσουμε την πυθανότητα γυά κάθε δυάστημα 
της εύθεύας γραμμής μπορούμε νά δυαλέξουμε τά ύδυαύτερα 
δυαστηματα τού τύπου (-°°,ic] καύ νά όρύσουμε την άθρου- 
στυκη συνάρτηση κατανομής F  ( χ ) της X με τόν υδυο ά-

Λ
κρυβως τρόπο δπως στη δυακρυτη περύπτωση δηλ.

Ρχ(χ) =  P ( X ^ c ) γυά κάθε x z R .

’Ε ά ν  ύ π ά ρ χ.ε.υ ■ ή σ.π.π. τότε εχουμε
X

Ρ χ ( χ ) - / f ( y ) d y  γυά κάθε x z R  ( 3 . 1 5 )  
-.0 0

καύ άπό ΐό θεμελυώδες θεώρημα τού άπευροστυκοΰ λογυσμοΰ 
εχουμε

f  ( x )  = F 1 ( χ ) γυά κάθε χ (3 . 1 6 )
ΙΟ Ι
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"A Ρ α ή ε ί ν α υ  σ υ ν ε χ η ς  γυά κάθε
x c R .  Χρησυμοπουώντας την έννοια τοΟ στουχεέου η δυαφο- 
ρυκοΰ πυθανάτητας έχουμε

f i x )  -  l im  
dx+0

P {x < X Sx + d x }
d x

= l im  
dx+0

F ( x + d x ) - F ( x )
dx F ' ( x ) .

*H σχέση αύτά εϊναυ βασυκη δι,άτο μας έπυτρέπει, κάτω 
άπά όρυσμένες προϋποθέσεις νά εύρέσκουμε τήν μύα συνάρτη
ση άπά τάν άλλη. Π.χ. αν 1~e ^  τάτε f ^ ( x ) - 3 e  ^Χ

"Αν γνωρίζουμε τάν συνάρτηση υ&*ε συνεχοϋς τ.μ. X

τάτε μποροΰμε νά υπολογίσουμε πυθανάτητες δεαστημάτων ως 
έξ?)ς

P (a < X < p ) ι 

P (a < X < b )  I
> =  F ( b ) - F ( a )  . ( 3 . 1 7 )

P (a < X < b ) I

P (a < X < p )  *

Ετά παράδευγμα της πυξίδας χρησυμοποεώντας βασυκές 
έννουες μποροΰμε εύκολα νά δοϋμε δτu:

10 αν χ< Ρ

~  αν 0<χ<βη ( 3 .1 8 )

1 αν χ > 2 π .

Τά υδυο αποτέλεσμα βρίσκουμε αν χρησυμοποεησουμε την σχέ

ση ( 3 . 1 S ) .

'Η γραφυκά παράσταση τϊίς ( 3 . 1 8 ) εϊναυ:



3. 3 Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές καί κατανομές πιθανότητας

Σχήμα 3.4 'Αθροιστική συνάρτηση ομοιόμορφης κατανομής

Παράδειγμα 3 .8 :

"Εστω f ( x )  μία συνάρτηση μέ γράφημά δπως στό Σχήμα

Σχήμα 3.5 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

Νά βρεθοϋν (α) τό Η ώστε ή f ( x )  νά άποτελει σ.π.π. 
μίας τ.μ. X μέ τιμές στο διάστημα [-2,2], (β) ή α.σ.κ. 
τής τ.μ. X καί (γ) ή Ρ(\χ\<1). 

α) Θά πρέπει νά έχουμε



' Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας

/ f ( x ) d x  =  2 .
mmCO

Μέ αλλα λάγνα τ<5 έμβαδά τοϋ τρνγώνου ΑΒΤ θά πρέπει, νά 
νσοϋταυ μέ τη μονάδα. *Ετσν έμβαδά ΑΒΓ = 4h/2 = 2 ή 
h =  2/2.

β) Γνά νά βροΰμε τήν α.σ.κ. χρεναζάμαστε την σ.π.π. 
’Η γραμμή ΒΑ έχει, εξίσωση

y -  J (χ+2)

καί ή γραμμή ΑΓ έχει, έξίσωση

'Ετσι, έχουμε

f ( x ) =

rs|̂
M1II te-2 2 .

0 αν χ < τ 2

7  ( x + 2 ) άν -2 < χ < Ρ

- 7  r«-2; άν 0<χ<β

I * αν χ  >2.

f(y)dy θά έχουμε
• Ο Ο

X
/ 0 ·ά& « 0•00

F ( x ) «
J* 7  « J  ( x + 2 ) ‘
-2

X
j °  \ ( x + 2 ) d x + [ j ( y - 2 ) d y
-2 0

V

, -2<x<P

2- Γχ-2;^ 0<X<2

1 a 2<x<°° .



3. 3 Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές καί κατανομές πιθανότητας

Γεν ικ ές  Παρατηρήσεις

1. Οι συνεχείς τ.μ. όπως ορίστηκαν πιά πάνω λέγονται α
κριβέστερα ά π ο λ υ τ ω ς  σ υ ν ε χ ε ί ς .

2. 'Η έννοια της σ.π.π. είναι ανάλογη με την έννοια της 
πυκνότητας μάζας στη Φυσική.

3. Τό γεγονός δτι Ρ(Χ=χ) = 0 γιά μία συνεχή τ.μ. δεν 
σημαίνει δτι στήν πράξη τό ενδεχόμενο {Χ = χ} δεν μπο
ρεί νά συμβεί. Συμβαίνει με τήν έννοια δτι παρατη
ρούμε μέν τό {Χ=χ} στήν πραγματικότητα δμως έχουμε 
παρατηρήσει τό ένδεχόμενο {χ<Χ<χ+άχ}Λ δπου τό άχ 
οφείλεται σέ διάφορα σφάλματα.

μ/ Πολλές φορές άντί γιά τους δρους σ.π.π. ή σ.π. χρη
σιμοποιούμε τόν δρο κ α τ α ν ο μ ή  π ι θ α ν ό 
τ η τ α ς  ή απλώς κ α τ α ν ο μ ή .

5. Γιά κάθε τ.μ. υπάρχει πάντα ή α.σ.κ.

6. Μία τ.μ. είναι γνωστή μόνο δταν γνωρίζουμε τήν κατα
νομή της.

7. 'Η α.σ.κ. μίας τ.μ. δεν είναι κατ’άνάγκην πάντα συ
νεχής. Στήν διακριτή περίπτωση είναι ασυνεχής με ά- 
ριθμήσιμο αριθμό ασυνεχειών (πηδημάτων). Στή σ υ 
ν ε χ ή  π ε ρ ί π τ ω σ η  ή α.σ.κ. ε ί ν α ι  
π ά ν τ α  σ υ ν ε χ ή ς .

8. 'Υπάρχουν κατανομές των οποίων ή α.σ.κ. δέν είναι 
ούτε κλιμακωτή μέ άριθμήσιμο πλήθος ασυνεχειών ούτε 
συνεχής. "Ετσι οί αντίστοιχες τ.μ. δέν είναι ούτε 
διακριτές ούτε συνεχείς. Τό Παράδειγμα 3.9 στό έπό-
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μενο έδάφιο μας δίνει μία τέτοια τ.μ.

9. * Η α.σ.κ. είναι πάντα παραγωγίσιμη παντοΟ έκτός α
πό άριθμήσιμο πλήθος σημείων. Στη συνεχή περίπτωση 
υπάρχουν α.σ.κ. των οποίων η παράγωγος είναι ίση μέ 
τ<5 μηδέν σχεδόν παντοΟ. Τέτοιες κατανομές λέγονται, 
ΐ δ ι ά ζ ο υ σ ε ς,

3.4 'Ιδιότητες Αθροιστικών συναρτήσεων κατανομής 

θ ε ώ ρ η μ α  3.1: ' Ι δ ι ό τ η τ ε ς  α.σ.κ.

Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας

1. 0 ^  F ( x )  <. 1 γιά κάθε x e R  .

2. F ( x ) t , δηλαδή υή οθίνουσα: αν x j <x2 τ^τε

F ( X j )  <, ·

3.  F ( - * > )  =  l im  F y ( x )  =  0 καί F  (+<*>) « l im  F ^ ( x )  =  1.
χ-*· — oo X -*■+«»

4 .  F ( x )  συνεχής από τά δεξιά γιά κάθε x e R  .

‘ Απόδειξη :

1. Προφανής.

2. ’Επειδή {-"><Χ<χ^ }C{-®<1C<#„} τό αποτέλεσμα προκύ-Ζ »
πτει από τό Θεώρημα 2.5.

ο
3. Αύστηρή απόδειξη τής ιδιότητας 3 απαιτεί γνώσεις 

Θεωρίας Μέτρου καί ξεφεύγει άπό τό σκοπό τοϋ βιβλίου.
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3. 4 Ιδιότητες Αθροιστικών συναρτήσεων κατανομής

Διαισθητικά βλέπουμε ότι τό ένδεχόμενο {λ̂ .-00̂  εί
ναι αδύνατο και το ένδεχόμενο {λΓ<*<»} είναι βέβαιο. 
"Ετσι F  (-<*>) « 0 κα C F(-h*>) =  1.

Αυστηρη απόδειξη της ^ ξεφεύγει από τό σκοπό του βι
βλίου. 'Η δεξιά συνέχεια οφείλεται στό γεγονός ότι 
ή F ( x ) ορίζεται ώς Ρ ( Χ < χ ) . ▼

Θ ε ώ ρ η μ α  3 .2 :

"Εστω X μύα τ.μ. με α.σ.κ. F ( x ) . * Ισχύουν οι Ακό
λουθες σχέσεις:

( a )  Ρ (Χ > χ )  =  l - F ( x )  .

( b )  P (a < X < p ) = F ( b ) - F ( a ) .

( ο )  P (X < x )  =  l im  F ( y )  = F ( x - )  . 
y + x -

(d )  P (X = x )  =  P ( X < x ) - P ( X < x )

-  F ( x ) - F C x - ) .

( e )  P (a < X < b ) =  F ( b - ) - F ( a ) .

'Απόδειξη: Ή  ( a ) είναι προφανής. Γιά ττίν ( b )  πα
ρατηρούμε δτι

{_οο<χ<£} = {-«><X<a}U{a<X<b}.

"Ετσι αν πάρουμε τις πιθανότητες και στα δυο μέλη εχουμε



Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας

F i b ) = F ia )+ P (a < X < b )
ΗΠ

P (a < X < b ) = F i b ) - F ( a ) .

*Η άπόδευξη των (ο ) καέ (d ) ξεφεύγουν από τό σκοπό του
βυβλυου. Σημειώνουμε ότι, F i x - )  είναι, τό άρυστερό δρι,ο
Tfis F ( m)  στό σημείο χ . Δηλαδη F ( x - )  = Ι ν η  F ( x - h ) 3

h+0
h>0. 'Η (e) άποδευκνύεται, εύκολα μέ τός σχέσεις (b ) 
καύ (<?). ▼

Παράδειγμα 3 . 9 :

"Εστω X τυχαόα μεταβλητή μέ άθρουστι,κό συνάρτηση 
κατανομές F i x ) όπως δύδεταυ στό Σχήμα 3.6.

Νά ύπολογυστοϋν τά ακόλουθα

108

a . P iX = l/ 2 ) d . P i X < l )

b .  Ρ ίΧ = 1 ) e .  Ρ (Χ > 2 )

ο . Ρ (Χ < 1 ) ' f .  Ρ (1/2<Χ <6 /2 )



3. 4 ’Ιδιότητες Αθροιστικών συναρτήσεων κατανομής

Άπό το σχήμα μποροΰμε νά βρούμε δτο ή έξυσωση τής 
α.σ.κ. τής τυχαύας μεταβλητής είναυ

<

F i x ) =

I

0 x<0

x 2/2 , 0<p< l

3/4 l ^ o  <β

( x + l ) / 4  3 2<ρ<β

i x>3

Γυά vex υπολογίσουμε τά  α καC b χρησυμοποοοΰμε την 
όδυ<5τητα i d ) τοϋ θεωρήματος 3.2.

a . Ρ (Χ = 1 / 2 ) =  0 , 

δυότυ F i x ) συνεχής στ<5 σημεμο χ  = 1/2 ,

b .  P i X = l )  =  F i l ) -  Urn F i l - h )  =  3/4 -1/2  =  1/4
h+0+

δμ<5τμ

l im  F ( l - h )  = l im  = Zwn (1 ' 2h* h > _ j/g .
7z-*0+ ^ fc+0* ^

σ. ρα<2; = F i l )  = 3/4 .

p a<u  = p(x<l)-p(x=i)

= F i l ) -1 / 4 = 3/4-1/4 - 1/2
IP .n

p a < i ; .« pri? *  i/2 .
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Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας

<3. Ρ (Χ > 2 )  =  1 -Ρ (Χ < 2 )

=  1 -F C 2 ) =  1 -3 / 4  =  1/4 .

/. Ρ (1 / 2 < Χ < 5 / 2 ) =  Ρ  (1 / 2 < Χ < 5 / 2 )-Ρ (Χ = 5 / 2 )

= F (S / 2 )  - F (  1/2 ) -Ρ (Χ = 5 / 2 )

=  (3  5 ) / 4 -1 / 8 -0  =  3/4.

'Η τ.μ. τοΟ παραδείγματος αύτοΟ δ έ ν ε ί ν α ι  
ο ύ τ ε  σ υ ν ε χ ή ς ,  (δι,ότι, Ρ (Χ = 1 )  =  1/4) ό ΰ τ ε 
ά π α ρ ι , θ μ η τ ή  (δι,ότι, τ ό  σύνολο των τιμών της δέν 
είναι άριθμήσιμο).

3. 5 Συναρτήσεις τυχαίων μεταβλητών

Συχνά αντί γιά τή τυχαία μεταβλητή X (ποό συνδέε
ται μέ κάποιο δειγματικό χώρο 5 ) χρησιμοποιοϋμε μία πραγ
ματική συνάρτηση h (X ) τής X. Αύτό γίνεται είτε γιά λό- 
γους εύκολίας είτε διότι η τ.μ. X είναι άδόνατο ή δόσκολο 
νά παρατηρηθεί είτε διότι ύπάρχουν τεχνικοί (μαθηματικοί) 
λόγοι ποό έπιβάλουν τή χρήση τής h ( X ) . Είναι φανερό δτι ή 
Η( Χ ) είναι, καί αύτή τυχαία μεταβλητή. ‘Η εύρεση τής κατα
νομής τής h ( X ) είναι, ενα ένδιαφέρον πρόβλημα ποό θά μελε
τήσουμε στό Κεφάλαιο 6. Οί τιμές τής h (X ) θά συμβολίζο
νται, μέ h ( x ). Γενικά (μετρήσιμες) σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  
τ υ χ α ί ω ν  μ ε τ α β λ η τ ώ ν  ε ί ν α ι ,  τ υ χ α ί ε ς  
μ ε τ α β λ η τ έ ς .  ‘Υπάρχουν βέβαια συναρτήσεις τής X 

110 ποό δέν είναι, τυχαίες μεταβλητές. Αυτές έχουν μόνο θεωρητι-



3. 5 Συναρτήσεις τυχαίων μεταβλητών

κή σημασία καί δεν θά μας απασχολήσουν στό βυβλίο αυτά.
Παραδείγματα συναρτήσεων τυχαίων μεταβλητών εϊναυ 

τά ακόλουθα:όταν ένδυαφερόμαστε γυά τίς σχετυκές καί οχυ 
τίς απόλυτες μεταβολές μεταξύ των τυμών μίας τυχαίας 
μεταβλητής συχνά χρησυμοπουοΰμε τη λογαρυθμυκή κλίμακα.
Με αλλα λόγυα μελετάμε τήν τυχαία μεταβλητή t n X  δπου 
X ·εΙναυ ή άρχυκή μεταβλητή. Συχνά γυά λόγους εύκολίας η 
άλλους τεχνυκούς λόγους ου μετρήσευς Χ^9 . . . ,Χ^ κωδυκο- 
πουοΰνταυ αλλάζοντας τή θέση τους ή τήν κλίμακα τους ή 
καί τά δύο. ’Α λ λ α γ ή  τ ή ς  θ έ σ ε ω ς  των μετρή
σεων σημαίνευ εφαρμογή τοϋ μετασχηματυσμοϋ h (X )  =  X+b3 

δπου b μία σταθερή ποσότης. ’Α λ λ α γ ή  τ ή ς  κ λ υ- 
μ α κ ο ς των μετρήσεων σημαίνευ έφαρμογή τοΟ μετασχημα
τυσμοϋ h (X ) - άΧ, δπου α σταθερή ποσότης. ’Α λ λ α γ ή  
τ ή ς  θ έ σ ε ω ς  κ α ί  τ ή ς  κ λ ί μ α κ ο ς  των με
τρήσεων σημαίνευ έφαρμογή τοϋ μετασχηματυσμοϋ h (X )  =  aX+b. 
Ού μετασχηματυσμοϋ αυτοί είναυ συναρτήσευς τής τυχαίας με
ταβλητής X. *Η αλλαγή άπό καρτεσυανές συντεταγμένες σέ πο- 
λυκές περυκλείευ συναρτήσευς τυχαίων μεταβλητών.
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3 .1 .  Ndt δειχθει δτι ή συνάρτηση

Ρ (Χ = χ )  =

f - 1/ ?  ,  χ = 1 , 2 , . . .  

Ο 3 άλλοΰ

αποτελεί μία σ.π. διακριτής τ.μ.

. 2 . "Εστω X τ.μ. μέ σ.π.

2
ρ ( χ ) ® ο / χ j χ = 1 j 23 . . .  

Νά βρεθεί ή τιμή τής σταθερής c .

3.3. Νά βρεθεί ή συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) άπά την ά- 
κάλουθη α.σ.χ.

F ( x ) *
ί 0

-*><χ<2

A  U 4  , 1<ρ<4

) 3 /4  , 4^c<6

' 1 χ > β

. 4 . "Ενα ραδιόφωνο περιέχει 6 τρανζίστορς* δυο από τά 
όποια είναι έλαττωματιχά. Τρία τρανζίστορς εκλέ
γονται στήν τύχη καί έλέγχονται. "Αν Υ είναι ό α
ριθμός των έλαττωματικΰν τρανζίστορς νά βρεθεί ή 
κατανομή πιθανότητας τοΟ Υ.

3.5. Νάέλεγχθείαν ή συνάρτηση

F(x)
ί ΐ - β " ^ χ  3 χ> 0

( 0  3 χ<ρ



\

Ασκήσεις

3 .6 .

μπορεί νά παρεστα την α.σ.Μ. μύαδ συνεχοΟς τ.μ.
"Αν ναό, νά βρεθεε ή σ.π.π. αύτης.

. (
"Εστω X μεα τ.μ. με σ.π.π.

1/χ y 1<χ«*>

f i x )  -
0 άλλοΰ .

"Αν = { χ :1 < χ < 2 } moil Α 2 = {χ :4 < χ < δ }

νά βρεθοΟν
( i )  PC A JJA ^ moil (U )  P (A 2A2) .

3 .7 . "Εστω X μόα συνεχής τ.μ. με σ.π.π.

f ( x )

kx 3 σ<ρ<1/2

k ( l - x )  3 1/2<ρ<1

0 Λ άλλοϋ .

( ϊ )  Νά βρεθεε η τεμη της σταθερής k .

(ii) "Αν A εΐναε το ενδεχόμενο {Χ <2/2} κ α ί  Β

τό ένδεχόμενο {1/4<Χ<3/4} νά βρεθεί ή πεθανό- 
τητα τοΟ Α κ α ί η πLθavότητa τοΰ Β.

( H i )Εεναε τά Α κ α ί  Β ανεξάρτητα ένδεχόμενα;

3 .8 . "Εστω X τ.μ. μό Ματανομη

ι 0Λ 2 3 -1<Χ <0

f ( x )  = 0Λ 2+cx  Λ 0<χ<1

, 0 3 άλλοΟ .
(£) Νά ύπολογεστεε ή σταθερά ο ·

(£Ό Νά ύπολογεστεε ή πεθανότητα Ρ ( - 0 Λδ<Χ<0Λδ ) .
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Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές «ιθανότητας

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

"Εστω X τ.μ. μέ α.σ.κ.

( c i l - 1 / χ 4)  Λ x>J  
F ( x ) - <

{ Ο  Λ χ < 1 .

(ί) Νά βρεθεί ή τι,μη της σταθερας ο .

W )  Νά βρεθεί ή σ.π.π. της τ.μ. X .

Μπορεί ή συνάρτηση

/ χ - 2  Λ 0<χ<2

f i x )  =  {
{ 0 Λ άλλοϋ

νά είναυ μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας;

Νά βρεθεί ή Αθροιστική συνάρτηση κατανομής (α.σ.κ.) 
από τήν άκόλουθη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
(σ.π.π.).

χ> 0  

χ < 0  .

χ> 0

άλλου .
"Αν A j  =  { χ :  1<χ<£} > Ag -  { χ :2 < χ < β } νά ύπολογι- 
στοΟν ού πιθανότητες P iA j+ A g )^  Ρ (Α ^ Α ^ ) ,  Ρ (Α ^ )

καί Ρ ( Α ^ ) .

f i x )
-ί

- χ
x e  ,

Δίδεται τ.μ. X μέ κατανομή
- χ

f & >  ' '
{ - χ  

*  ’

0

ο

(Λ
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’Ασκήσεις

3 . IS .  *Η τ.μ. έχευ σ.π.π.

ί  ι - Η  , l*l<J
f ( x )  = {

( Ο y άλλου .

Νά βρεθεί ή α.σ.κ. F i x ) τ?ίς X καC νά ύπολογυ- 
στεί ή πυθανάτητα P i \χ\<1/2).

3.14. "Εστω X τ.μ. μέ σ.π.π.

( 1 2 ( 1- χ ) 2/11  ,
f ( * >  = <

Νά βρεθεί η α.σ.κ. της X.

-1/2<χ<1/2 

άλλου .

3.15. Νά βρεθοΰν ου σ.π.π. από τύς ακόλουθες α.σ.κ.

0 3 x<Q '
χ 2/2 y 0<χ<£.

-1/8+(3χ-χ2/ 2 ) / 4  3 1<χ<3

1 y Χ>3

ί ο χ< Ρ

χ ( 3 - 2 / 2 ) + 2 (  2 - 1 ) ,  0<χ<1

1 y Χ>2 .
3.16. *0 χρόνος αναμονές (σέ λεπτά) σε στάση λεωφορείου

έχευ συνάρτηση κατανομής

F i x )  =

0 y X < p

χ/10 y 0<Ρ<5

1/2 y 5 ^ c < L 0

χ/20 y 10<x<20

1 y 20<Χ«*>



Κεφ. 3 Τυχαίες μεταβλητές - Κατανομές πιθανότητας

(£) Παραστήσατε γραφεκώς τήν F ( x ) .

(ν£) Είναι, ή κατανομή συνεχής;
(·££έ)Ποεά ή πεθανότητα νά περεμένεε κανείς α) πε- 

ρεσσάτερο άπά πέντε λεπτά, 3) λεγώτερο άπά δέ
κα λεπτά καέ γ) περεσσάτερο άπ<5 δεκαπέντε λεπτά 
δεδομένου δτε ήδη περεμένεε έπέ πέντε λεπτά;

3 .1 7 . "Ενας πωλητής Βαρέων μηχανημάτων μπορεέ νά έπεκοενω- 
νήσεε μέ ένα ή δΰο ύποψήφεους πελάτες τήν ημέρα μέ 
πεθανάτητα πωλήσεως 1/3 καέ 2/3 άντέστοεχα. Κάθε έπε- 
κοενωνία εχεε ώς αποτέλεσμα μηδέν πώληση ή μέα πώληση 
500000 δραχμών μέ πεθανάτητες 9/10 καέ 1/10 άντέστοε 
χα. Νά δοθεε ή κατανομή πεθανάτητας των πωλήσεων τής 
ήμέρας.

3 .1 8 . 'Η δεάρκεεα σέ λεπτά των ύπεραστεκών τηλεφωνεκών συν- 
δεαλέξεων άκολουθεέ μέα κατανομή μέ α.σ.κ.

ί l - e ~ X^  ,  χ > 0  
F i x )  =  J

( 0 ,  χ < 0  .

Νά Βρεθεέ ή πεθανάτητα ή δεάρκεεα μέας ύπεραστεκής 
συνδεαλέξεως ( i )  νά ύπερΒεε τά 5 λεπτά καέ (·££) νά 
είναε μεκράτερη των 6 λεπτών δεδομένου δτε έχεε ήδη 
δεαρκέσεε 3 λεπτά.

£•s

Ο  ,

it 6



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ειδικε* κατανομές

Στο Κεφάλαιο αύτό παρουσυάζουμε δυάφορες,ευδυκές κα
τανομές καυ έφαρμογές αύτων. Ου κατανομές αύτές άποτελοΟν 
πρότυπα (μοντέλα) πυθανοτητων. Μέ τη βοόθευα τους μποροΟ- 
με νά ύπολογυζουμε τυς πυθανότητες δυαφόρων ένδεχομένων 
χωρυς νά χρευάζεταυ νά ανατρέχουμε κάθε φορά στυς βασυκές 
αρχές της Θεωρυας των Πυθανοτητων. Πρώτα παρουσυάζουμε 
τυς εΰδυκές δυακρυτές κατανομές καυ στό συνέχευα τυς ευ- 
δυκές συνεχευς κατανομές.

Α' ΕΙΔΙΚΕΣ ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

4.1 Διωνυμικό πείραμα - Δοκιμές Bernoulli

Πολλά άπο τά τυχαυα πευράματα έχουν τό χαρακτηρυστυ- 
κό δτυ άποτελοϋνταυ άπο μυα πεπερασμένη η άπευρη σευρά 
δ ο κ υ μ ω ν (προσπαθευών) η έπαναλήψεων ενός μερυκοϋ 
πευράματος τοϋ όπουου τά αποτελέσματα είναυ μόνον δυο: 
ενα ενδεχόμενο η τό άντυθετο αύτοΟ. Γυά εύκολυα ας ονομά
σουμε τά αποτελέσματα αυτά έ π υ τ υ χ υ α  καυ ά π ο -
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τ υ χ ύ α. θά συμβολίζουμε την έπυτυχύα μέ τό Ε χαύ την 
άποτυχύα μέ το* Α . Στη σευρά αυτή των δοχυμών ένδυαφερό- 
μαστε νά μελετήσουμε τ<5ν άρυθμό των έπυτυχυών χαύ ύδυαύ- 
τερα νά βρούμε τή χατανομή πιθανότητας τού άρυθμαύ αύτοΰ.

’'Ας αναφέρουμε μερυχά παραδείγματα: σέ μύα σφυγμομέ
τρηση τής χουνής γνώμης ένδυαφερόμαστε νά μελετήσουμε τήν 
χατανομή του άρυθμού των ατόμων πού υποστηρίζουν τή θέση 
ενός πολυτυχοΰ χόμματος μεταξύ έχεύνων πού λαμβάνουν μέ
ρος στή σφυγμομέτρηση. Ου δοχυμές τοϋ πευράματος είναυ ή 
εξέταση των ατόμων πού λαμβάνουν μέρος στή σφυγμομέτρηση. 
Έπυτυχύα είναυ ή ύποστήρυξη άπό ένα άτομο τής θέσης τού 
πολυτυχοΰ χόμματος χαύ άποτυχύα τό άντύθετο. ’Εδώ 6 πλη
θυσμός θεωρεϋταυ άπευρος.

Σέ μύα μελέτη γυά τόν ήλεχτροφωτυσμό μύας άγροτυχής 
περυοχής ένδυαφερόμαστε νά βρούμε τό ποσοστό των άγροτυ- 
χών σπυτυών πού έχουν ήλεχτρυχό ρεύμα. Τρυαχόσυα σπύτυα 
έχλέγονταυ στήν τύχη χ α ύ  μ έ  έ π α ν ά θ ε σ η  χαύ 
τό χάθε ένα εξετάζεται, άν έχει, ήλεχτρυχό ρεύμα. Τά τρυα- 
χόσυα σπύτυα αποτελούν τόν άρυθμό δοχυμών τού πειράματος. 
Έπυτυχύα είναυ τό νά έχει, ένα σπύτυ ήλεχτρυχό ρεύμα χαύ 
άποτυχύα τό νά μήν έχει,. Πουά ή πυθανότητα ό άρυθμός των 
σπυτυών πού δυαλέγουμε στό πεύραμα χαύ πού έχουν ρεύμα 
νά εϊναυ μεγαλύτερος τού οχτώ; Μύα απάντηση στό έρώτημα 
αύτό θά δοθεΕ πυό χάτω.

Χάρυν εύχολύας θά συμβολύζουμε μέ η τόν άρυθμό των 
δοχυμών τού πευράματος. "Εστω δέ X 6 άρυθμός των έπυτυ- 
χυών σέ η δοχυμές τού πευράματος. Σχοπός μας είναυ νά 
βρούμε τή χατανομή πυθανότητας τής δυακρυτής τ.μ. X. Εί- 
ναυ φανερό ότυ γυά νά πετύχουμε τό σκοπό αύτό πρέπευ νά

°  '· η
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κάνουμε ώρυσμένες ύποθέσευς -  έ ξυδανυκεύσευς.  "Εταυ δεχό

μαστε δτυ ύσχύουν τα  έ ξη ς :
ί

( έ )  'Η πυθανότητα έπυτυχύας η άποτυχύας παραμένευ 

σταθερή σε δλες  τύ ς  δοκυμές τοϋ πευράματος.

( ϋ )  Ου δοκυμές τοϋ  πε ιράματος εέναυ στατυστυκως 

α ν ε ξά ρ τη τ ε ς .

Θά συμβολίζουμε την πυθανοτητα έπυτυχύας μέ τ<5 ρ Λ 

0^ρ<1Λ δηλαδη Ρ (Ε ) = ρ. *Η πυθανοτητα άποτυχυας θά συμ- 
βολύζεταυ μέ το qs δηλαδη Ρ ( Α )  =  q . "Ετσυ p+q  =  1.

‘Ορισμός 4.1: Δ υ ω ν υ μ υ κ ό  π ε ύ ρ α μ α .

"Ενα πεύραμα άποτελοΰμενο άπό δοκυμές η κάθε μύα α
πό τύς όπουες έχευ μόνο δύο δυνατά αποτελέσματα Ε η A 
καύ γυά τό δπουο’ύσχύουν ού παραπάνω ύποθέσευς (£) καύ 
( ϋ )  λέγεταυ δ υ ω ν υ μ υ κ ό  π ε ύ ρ α μ α  καύ κάθε

*

έπύ μέρους δοκυμη λέγε ταυ  δ ο κ υ μ η · τ ο ϋ  B e r 

n o u l l i .

*0 δευγματυκός χώρος η δοκυμων του B e r n o u l l i πε- 
ρυλαμβάνευ 2η σημευα η σευρές άπό η σύμβολα Ε καύ Α. 

Κάθε τέτουο σημευο άντυπροσωπεύευ ένα δυνατό αποτέλεσμα 
τοϋ δυωνυμυκοϋ πευράματος.

4. 2 Διωνυμική κατανομή
c.

"Ας θεωρήσουμε ένα δυωνυμυκό πεύραμα στο όπουο έκτε- 
λοϋμε η δοκυμές τοϋ B e r n o u l l i > δπου η δοθεύς άρυθμός."Εστω 
X ή τ.μ. τής όπούας ου τυμές χ  παρυστοϋν τόν άρυθμό
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των έπιτυχιών πού θά σημειωθοΟν στην ακολουθία των η  

δοκιμών. Είναι φανερό ότι ή X είναι μία διακριτη τ.μ. 
μέ τιμές 0Λ1Λ2Λ . ..Λη .

"Ας εΰρουμε τώρα την κατανομή πιθανότητας της X 

δηλαδη τη συνάρτηση Ρ χ ( χ )  =  Ρ (Χ = χ ) ·  *Εστω ότι, τό χ  ε ί 

ναι, σταθερό. Τά αποτελέσματα τοΰ διωνυμικου πειράματος 
είναι, τής μορφής:

ΕΕΑΑΕΑ . . .  Ε η ΑΑΕΑ . . .  ΑΕ> κλπ., ( 4 . 1 )

όπου ό συνολικός αριθμός των Ε καί Α είναι η . “Οταν 
Χ=χ τά αποτελέσματα περιέχουν χ  Ε καί η - χ  Α. Τότε, 
λόγω των συνθηκών (-£) καί ( ϋ )  τοΟ διωνυμικου πειράμα- 
τος, η πιθανότητα κάθε ένός αποτελέσματος μέ χ  Ε καί 
η - χ  Α είναι ρ  ( 1 - ρ )  . ’Απομένει, νά υπολογίσουμε τόν
αριθμό των αποτελεσμάτων τής μορφής ( 4 . 1 ) όταν Χ=χ. *0 
αριθμός αύτός είναι ό αριθμός των συνδυασμών των η θέ
σεων άνά χ  στις όποιες χ  θέσεις έμφανίζεται τό ΕΛ 

δεδομένου ότι η σειρά μέ την οποία γίνονται οί επιτυχίες 
Ε καί οί αποτυχίες Α δέν παίζει κανένα ρόλο. *0 αριθ
μός αύτός ίσοΟται ακόμη μέ τόν αριθμό τών μεταθέσεων η  

πραγμάτων από τά όποια χ  είναι ίδια, ( Ε ) 9 καί η - χ  εί
ναι έπίσης ίδια αλλά άλλου τόπονΛ ( Α ) Λ δηλαδή η ! / [ χ ! ( η - χ ) ! ] .  

Συνεπώς, έχουμε

ρχ(χ) Ρ {Χ = χ }  =  Ρ {Ε Ε Α Ε . . .Ε Α η Α Α Ε Α .. .Α Ε η
χ  .η - χ  χ ,- .η - χ ,  / η, χ  η - χρ (1-ρ) +ρ (1-ρ) +...= (χ)ρ q

...}

Έτσι
/ ι  ι χη-χ 

Ρχ ( χ )  =  ( χ )  Ρ  4 χ  =0Λ1Λ 2Λ. . . ( 4 . 2 )
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*Η παραπάνω σχέση δυνευ τη λεγάμενη δ υ ω ν υ μ υ- 
κ η κ α τ α ν ο μ ή .  Βάσευ τοΟ θεωρήματος το\3 Νεάτωνα 
(1.1) έχουμε

η η
Σ Ρ υ ( χ )  = Σ (  )  ρ  q « (p + q )  =  1 ·

χ=0 x=0

”Αρα ή Ρ χ ( χ ) δ^νευ μία άληθη σ.π.
Μία τ.μ. X ή οποία έχευ την κατανομή ( 4 , 2 ) θά λέ

γεται, δ ι ω ν υ ρ ι χ η τ.μ. Γυά συντομία αυτά θά συμ
βολίζεται, μέ

X Ί/ Β (η 3ρ ) .

Τά η3ρ λέγονται, καί π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι ,  της δυωνυμυ 
κης κατανομής. ’Εάν η =  1 τότε ή X λέγεται, καί τ.μ. 
τ ο 0 B e r n o u l l i  καί ή κατανομή αύτης κατανομή 
τοϋ B e r n o u l l i .

*Η α.σ.κ. της X δίδεται, άπά τη σχέση
0 5 χ<0

[ χ ] , η .  y n -y  
( y ) p dq α >Σ 0<χ<η

11=0

1 5 χ> η

δπου [#] παρυστα τά άκέραυο μέρος τοΟ θετυκοϋ άρυθμοϋ χ .

Τά Σχήμα 4.1 δίνει, γραφυκές παραστάσευς της 4.2 γυά 
( η  =  63 ρ = 03 δ ) 3 (η  = 63 ρ  =  03 3 ) καί ( η  =  63 ρ  =  03 7 ) .  

ΠαρατηροΟμε δτυ γυά ρ  =  03 δ ή γραφυκη παράσταση είναι, 
συμμετρυκη. Γι,ά ρ  =  033 ή γραφυκη παράσταση άνεβαίνευ ά- 
πάτομα καί μετά κατεβαίνευ πυά δμαλα ένω αντίθετη είναυ ή 
συμπερυφορά της γυά ρ  =  03 7. *Η παρατήρηση αύτη είναυ
γενυκώτερη καί υσχΰευ γυά κάθε ρ  < 03 δ καί ρ  > 03 δ άντί- 
στουχα.
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vx(xj

0,5

0,1-
r!1 Jl!

0 1 2 δ 4

Κατανομή ^ · η  =  6 , ρ *  0,3

Κατανομή ^ '  η =  6 , ρ =  0,3

Κατανομή | :  η  =  β  , ρ ~  0,7

S x f i u a  4 . 1 ϊ  Δι^νυμικές κατανομές

_oIL

*0 ύπολογισμές των διωνυμικων πιθανοτήτων βάσει τής 
( 4 . 2 ) είναι σχετικοί απλές γιά μικρές τιμές τοΟ η  (η < 2 0 ) .  

Γιά μεγαλύτερες τιμές τοΟ η η ύπολογιστική προσπάθεια 
δέν είναι ασήμαντη καί γίνεται ύπερβολική γιά μεγάλες τι
μές τού η. ’Ο αναγωγικές τύπος

ρ χ ( χ )  = - η~ ζ ^ 1>-Ρ  ρ / χ - ν  ,  χ  -  1 , 2 , . . . , η  ,

122 είναι χρήσιμος καίτοι συνήθως γιά μεγάλες τιμές του η
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προτυμοΌμε τον κατά προσέγγυση ύπολογυσμό τοΟ Ρ χ ( χ ) με 
την κατανομή τοΌ Poisson η την κανονυκή κατανομή όπως θά 
δοΟμε πυό κάτω.

Πίνακες δύνοντες τύς δυωνυμυκές πιθανότητες γυά δυά- 
φορες τυμές του η καC ρ χρησυμοπουοϋνταυ εύρότατα στη 
Στατυστυκή. "Ενας τέτουος πύνακας είναυ ο Πένακας I του 
Παραρτήματος. ’Επύσης υπάρχουν καύ πύνακες δύνοντες την 
άθρουστυκή δυωνυμυκή συνάρτηση κατανομής.

’Η έπόμενη σχέση εϊναυ χρήσυμη καύ συνδέευ μύα δυωνυ 
μυκή τ.μ. μέ έπύ μέρους τ.μ. τοΟ B e r n o u l l i . ’'Εστω' X 6 

άρυθμός των έπυτυχυων ενός δυωνυμυκοΌ πειράματος μέ η δο 
κυμές καύ Ρ (Ε )  =  ρ . Τότε X *ν Β (η Λρ ) .  "Εστω έπύσης ου 
τ.μ.

ί  1 έάν τό αποτέλεσμα τής i  δοκυμής είναυ Ε.
X .  = <

ν  ( ο  έάν τό αποτέλεσμα τής i  δοκυμής είναυ Α.

Τότε
X = X +Χ2+ . . .  +Χη · ( 4 . 4 )

Μέ αλλα λόγυα τ ό  α θ ρ ο υ σ μ α  η α ν ε ξ ά ρ 
τ η τ ω ν  τ.μ. τ ο υ  B e r n o u l l i  μ έ  π α ρ ά 
μ ε τ ρ ο  ρ e ϊ ν α u μ ί α δ υ ω ν υ μ υ κ ή  κ α 
τ α ν ο μ ή  μ έ  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  w κ α ύ ρ .

’Επύσης έχουμε

ΗΠ

Ρ { χ  έπυτυχύες Ε σέ η δοκυμές}

= Ρ{η-α άποτυχύες Α σ έ  η δοκυμές}

f y f n - x ,  η . η —χ χ  
- ( n - x ) q  Ρ '

123
«
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’Η σχέση αύτη είναυ χρησυμη γυά τον ύπολογυσμό δυω- 
νυμυκών πυθανοτητων άπό δυωνυμυκούς πίνακες στους οποίους 
τ ό  ρ περυορέζεταυ άπό 0 μέχρι, 1/2.

'Εφαρμογές: Τό πυό γνωστό καέ απλό παράδειγμα δο
κυμών του B e r n o u l l i , δένεται, άπό δυαδοχυκές ρέψευς ένός 
άληθυνου η συμμετρυκου νομέσματος. ’Εδώ ρ  =  q  =  1/2.

’Εάν τό νόμυσμα δέν είναι, συμμετρικό πάλυ υποθέτουμε ότι, 
ου δυαδοχυκές ρέψευς είναυ ανεξάρτητες ώστε νά έχουμε τ ό  

πρότυπο των δοκυμών του B e r n o u l l i στές οποίες η πυθανότη- 
τα ρ έπυτυχέας μπορεί νά πάρει, μέα αύθαέρετη τυμη. *0- 
μοέως η δυαδοχυκό ρέψη ένός άληθυνοϋ ζαρυου καέ ή δυάκρυ- 
ση μεταξύ των ένδεχομένων άσσος δηλαδη (Ε ) καέ μη άσσος 
(A ) οδηγεί σέ δοκυμές τοΟ B e r n o u l l i μέ ρ  =  1/6 ενώ ή 
δυάκρυση μεταξύ περυττοΟ η αρτυου αποτελέσματος οδηγεί 
σέ δυωνυμυκό πεέραμα μέ ρ  =  1/2. "Αλλη εφαρμογή προσφε- 
ρεταυ στόν Βυομηχανυκό "Ελεγχο Πουότητας όπου άντυκευμε- 
να-ευδη (π.χ. βίδες, λαμπτήρες, κουζίνες κλπ.) παράγονταν 
μαζυκώς καέ κατά τόν έλεγχο πουότητας ταξυ'>ομοϋνταυ ώς Ε 

στόν περίπτωση πού εκπληρώνουν τές προδιαγραφές καέ ώς A 

στόν περίπτωση πού δέν έκπληρώνουν τές προδυαγραφές. Δο
κυμές τοΟ B e r n o u l l i έχουμε καέ στές δ ε υ γ μ α τ ο λ η -  
ψ έ ε ς  μ έ  έ π α ν ά θ ε σ η  άπό πεπερασμένους πληθυ
σμούς.

Τό σχήμα τών δοκυμών τού B e r n o u l l i είναυ ένα θεωρη- 
τυκό πρότυπο (μοντέλο) πού μόνο η έμπευρέα μπορεί νά 
δεέξευ έάν είναυ κατάλληλο γυά την περυγραφό ένός συγκε- 
κρυμένου πευράματος. "Ετσυ ή γνώση μας ότυ ου δυαδοχυκές 
ρέψευς νομέσματος άκολουθοΟν τό πρότυπο τών δοκυμών τοΟ
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B e r n o u l l i πηγάζευ άπό έμπευρυακη μαρτυρία. '0 απλός άνθρω
πος πυστευευ δτυ εάν φέρουμε στη σευρά 17 κορώνες, τά 
γράμματα γίνονταυ κατόπυν πυό πυθανά. Αυτό δεν σημαίΌευ 
κατ’ανάγκη δτυ τό νόμυσμα είναυ έλαττωματυκό. Είναυ πολό 
πυθανό νά μην έχουμε ανεξαρτησία των δοκιμών.

Στίς δευγματοληψίες, τό βυομηχανυκό πουοτυκό έλεγχο 
κλπ. τό σχήμα των δοκυμών του B e r n o u l l i δίνευ ένα ύδανυκό 
πρότυπο άσχετα καί αν ποτέ δέν έπυτυγχάνεταυ έκατό τους 
έκατό. ΙΙολλές φορές μέ την πάροδο τοΰ χρόνου η Ρ ( Ε ) = ρ 
δέν παραμένευ σταθερή δυότυ π.χ. έπέρχονταυ άλλουώσευς 
στό προϋόν της βυομηχανυκης γραμμής. ’Από πλευράς πουοτυ- 
κοΟ έλέγχου είναυ έπυθυμητό η δυαδυκασία παραγωγής νά α
κολουθεί τό σχήμα του B e r n o u l l i.'0 συνεχής έλεγχος άποσκο- 
πευ στό νά άνακαλυψευ βασυκές αλλαγές άπο τό ύδανυκό σχήμα 
καί νά χρησυμοπουησευ αυτές σάν ένδευξη έπερχόμενης ανωμα
λίας.

Παραδε ύγματα:

4.1: Είναυ γνωστό δτυ κατά μέσο δρο 30% των άγροτυκών 
οπυτυών μίας περυοχης δυαθέτουν ηλεκτρυκό ρεΰμα. Πουά ή πυ- 
θανότητα σε μία δευγματοληψία 20 σπυτυών 
α) Τό πολό τρία άπό αύτά νά δυαθέτουν ηλεκτρυκό, 
β) Τουλάχυστον 8 άπό αυτά νά δυαθέτουν ηλεκτρυκό, 
γ) Περυσσότερα άπό τρία καί λυγώτερα άπό οκτώ νά δυαθέτουν 

ηλεκτρυκό;
'Εδώ έχουμε δυωνυμυκό πείραμα μέ η  =  20 καί ρ = 0 ,3 .  

Συνεπώς

Ρ (Χ  < 3 ) = X ( 20) ( 0 , 3 ) Χ ( 0 , 7 ) 20~Χ 
Χ=0 Χ

α) 125
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« 0 ,0 0 0 8 +0 ,0 0 6 8 +0 ,0 2 7 8 +0 ,0 7 1 6 « 0 ,10 70 .

3) Ρ (Χ > 8 ) = 1 -Ρ (Χ < 8 )  =  1 -Ρ (Χ < 7 )

=  1 - [Ρ (Χ < β )+ Ρ (Χ = 4 )+ Ρ (Χ = 5 )+ Ρ (Χ = 6 )+ Ρ (Χ = 7 ) ] 

= 1 -1 0 ,1 0 7 0 + 0 ,1 3 0 4 + 0 ,1 7 8 9 + 0 ,1 9 1 6 + 0 ,1 6 4 3 ] 

= 0 ,2 2 7 8.

γ) Ρ (3 < Χ < 8 ) = Ρ (Χ = 3 )+ Ρ (Χ = 4 )+ Ρ (Χ = 5 )+ Ρ (Χ = 6 )+ Ρ (Χ = 7 )  

=  0 ,0716+0 ,1 304+0 ,1 789+0 ,1 916+0 ,1643  

=  0 ,73 68 .

4.2: "Ας υποθέσουμε oil δέκα έργάτες ένάς έργοστα-
συου χρησυμοπουοΰν παροχές ήλεκτρυκοΰ ρεύματος σέ δυάφο-

φ

ρες φάσευς της δουλευας τους. Τύ πρά$λημα πού άπασχολευ 
τύ εργοστάσιο είναυ πάσες παροχές χρευάζονταυ γυά νά έ- 
ξυπηρετηθοΰν ου ανάγκες των εργατών καλύτερα, δηλαδή κα
τά τράπο ώστε νά μήν περυμένευ πολύ καυρά ό ένας έργάτης 
γυά νά χρησυμοπουήσευ τήν παροχή. ’Εξυπακούεταυ δτυ λάγω 
υψηλού κάστους τά έργοστάσυο θέλευ νά άποφύγευ τήν εγκα
τάσταση δέκα παροχών.

Σάν μυά χονδρυκή προσέγγυση μπορούμε νά υποθέσουμε 
δτυ γυά κάθε χρονυκή στυγμή κάθε έργάτης έχει, την έδυα 
πυθανάτητα ρ νά χρευασθευ μυά παροχή. ’Εάν ού έργάτες 
έργάςονταυ ό ένας ανεξάρτητα άπο τον άλλο τ ό τ ε  ό άρυθμος 
X των έργατών πού μπορευ νά χρ.ευαστεΰ παροχές τήν έδυα 
στυγμή έχευ τήν καΐανομή Β ( Ι Ο , ρ ) . Το έργοστάσυο γνωρύ-126
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ζευ ακόμη ότυ κατά μέσο όρο 6 κάθε έργάτης χρησυμοπουευ 
την παροχή του 12 λεπτά την ώρα. Αυτό δύνευ την τυμη 
ρ  =  12/60 =  1/5 γυά την παράμετρο ρ. "Ας δούμε τώρα την 
πιθανότητα ώστε έπτά η περυσσότερου έργάτες νά χρευαστοϋν 
παροχή την υδυα στιγμή:

p ( m )  = s ( 10)  A f  Α ) 10~χ
*=7 χ  5 . 5

=  03 0008+03 0001+030000+03 0000

=  030009 .

Αυτό.σημαύνευ ότυ αν τό έργοστάσυο έγκαταστήσευ έξη μόνο 
παροχές η πυθανότητα γυά ύπερζητηση είναυ

°>0009 = ld o 7 9 ~  1 / m i ’ n  >

, δηλαδη γυά ένα λεπτό περύπου στά 1111 λεπτά η ένα λεπτό 
στύς 183 5 περύπου ώρες.

4:3 Ύπεργεωμετρική κατανομή

'Η κατανομή αύτη έμφανύζεταυ όταν κάνουμε δ ε υ γ -  
μ α τ ο λ η ψ ύ α  χ ω ρ ί ς  έ π α ν ά θ ε σ η  άπό ένα 
πεπερασμένο πληθυσμό. "Ας υποθέσουμε ότυ ό πληθυσμός άπο- 
τελευταυ άπό Ν στουχευα κάθε ένα άπό τά όποϋα εύναυ δυ
νατόν νά άνηκευ σέ μύα άπό δυο κατηγορύες C καύ C '."Ε
στω Νρ ο άρυθμός των στουχεύων που άνηκουν στη κατηγορύά 
C καύ Nq 6 άρυθμός έκεύνων ποό άνηκουν στη κατηγορύα 
όπου ρ καύ q 3 0 <^ρ3 q  <. 1 3 εύναο τά ποσοστά των
στουχεύων των κατηγορυών C καύ C ' άντύστουχα. Προφανώς
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Np+Nq =  Ν καό p+q  -  1 , "Εστω τώρα δτυ η στουχευα
έκλέγονταυ στην τύχη από τόν πληθυσμό χωρίς έπανάθεση."Ε
στω X ή τ.μ. που παρυστάνευ τόν άρυθμό των στουχείων 
της κατηγορίας C ποΰ περυλαμβάνονταυ στό δείγμα των η  

στουχείων. Προφανώς ή X είναι, μία δυακρυτιί τ.μ.
Δεδομένου δτυ δέν ένδυαφερόμαστε γυά τη σευρά μέ την 

οποία έμφανυζονταυ τά στουχευα ό άρυθμός των δυνατών δευγ- 
μάτων είναι. (^). ’Από αύτά, ό άρυθμός των δευγμάτων ποό 
περυέχουν χ  στουχευα τός κατηγορίας C καί η - χ  της
κατηγορίας C ' είναι,, )  βάσευ τοΟ Κανόνα τη,η.

sc
(Θεώρ ημα 1.1). "Αρα

ρ{χ=*} - ■ ( 4 . S )
χ  γ ι -χ  η

Ή  ( 4 , 5 ) δίνει, τά σ.π. Ρ χ ( χ ) τάς τ.μ. X, Τό δτυ ή 
( 4 , 5 ) αποτελεί μία σ.π. άποδευκνόεταυ εΰκολα άπό τίς ΰδυό- 
τητες

ί C'C' · < Τ '
ν=0

καί

Q  =  ο γυά η καί τ  θετυκά καί άκέραυα καί ν > η ,

των δυωνυμυκών συντελεστών.
*Η κατανομή ( 4 , 5 ) λέγεταυ ύ π ε ρ γ ε ω μ ε τ ρ υ -  

κ η καί κατά τόν υδυο τρόπο η X λέγεταυ ύ π ε ρ Υ ε 
ω μ ε τ ρ υ κ ά  τ.μ. καί συμβολυζεταυ μέ

X 'ν H g(N 3n * p ) .
»

Δοθέντων τών Ν καί η, τό ρ, 0 4 Ρ 4 1 αποτελεί τόν 
π α ρ ά μ ε τ ρ ο  της κατανομές.
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Είναι, εύκολο νά δευ κανείς δτυ ου τυμές πού μπορεί 
νά πάρει, μία ύπεργεωμετρυκη τ.μ. X με θετυκη πυθανότη- 
τα δεν είναι, 0 ,1 3 . . . Λη αλλά έξαρτώνταυ άπό τη σχέση πού 
υπάρχει, μεταξύ των ηΛΝρ καί Nq. Ου δυωνυμυκοί συντελε
στές ) είναι, μη μηδενυκοί δταν τό ν είναυ άκέραυος 
καί 0 4  r  4  η · ”Αρα ή ρ^(χ) είναυ θετι,κη δταν

χ  4  Νρ, η - χ  4  X 4  0 καί η - χ  4  0,

’Από αύτές τίς άνυσότητες Βλέπουμε δτυ η μέγυστη δυνατή 
τομή τού χ  είναι, τό m in (n sNp) καί η έλάχυστη δυνατή εί
ναι, τό m a x (n -N q jO ) . "Αρα τό πεδίο των τυμων μίας ύπεργεω- 
μετρυκης τ.μ. είναι,

m a x (O jn -N q ) , ...Λιη ίη (η ΛΝ ρ ).

*Η άθρουστυκη συνάρτηση κατανομής της ύπεργεωμετρυκης 
τ.μ. δίνεται, άπό τη σχέση

0 3 χ  < m a x (n -N q jO )

Ι
[χ]

Σ ) / (® )>  τηαχ(03η -Ν ρ )  ±  χ  <_ m in (n 3U q )

η  n -y  η  ~  ~
y = *n a x (n -N q ,0 ) (4

1 Λ χ  > m in (n jN p ).Γυά την δυευκόλυνση των ύπολογυσμων υπάρχουν πίνακες 
δίνοντες τη σ.π. η*τηνα.σ.κ. της ύπεργεωμετρυκης κατανο
μής γυά μυκρές τυμές τοΟ Ν (< 1 0 0 ) . Συνήθως οί πίνακες αύ- 
τοί χρησυμοπουοϋνταυ στη Στατυστυκη γυά την εύρεση άκρυ- 
βών δυαστημάτων έμπυστοσύνης της παραμέτρου ρ . Γυά τούς 
ύπολογυσμούς μπορούμε νά χρησυμοπουοΟμε καί τόν έπαναλη- 129
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Κατανομή 

Κ« Γανομή

0 : Ν  =  1 0 , Κ ρ  =  5 ,  η =  G 

: .V = 10 , Ν ρ  = 3 Λ η = 6*

Σχήμα 4.2: *Υπεργεωμετροκές Κατανομές

πτοκύ τύπο
( η - χ )  ( Ν ρ - χ )

ρ χ (χ + 1)  =  ( x + D  W q - n + x r t )  Ρ χ ( χ )  *

ξεκυνώντας άπύ τήν τομή του ρ χ ( 0 ) .

Τό Σχήμα *+.2 δίνεό την γραφοκή παράσταση της ( 4 . 5 )  

γοά δοάφορες τομές των παραμέτρων της.
• "Ας θεωρήσουμε τ<£ρα τή σ.π. τής ύπεργεωμετροκής 

κατανομής ως μία ακολουθία συναρτήσεων τοΌ χ  καο πάρουμε 
τ<5 δροο καθώς τ<5 Ν -*· μέ τά -η καί ρ σταθερα. Τύτε 
ε£ναο εύκολο νά δείξουμε δτο
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Μέ άλλα λογυα γι,ά μεγάλες τομές του Ν η ύπεργεωμετρι,κη 
κατανομή προσεγγύζει, τη δοωνυμοκη. Πράγματι, συχνά χρησι
μοποιούμε τη δοωνυμοκη κατανομή μέ τό ύδι,ο ρ γυά νά 
προσεγγίσουμε τύς ύπεργεωμετρυκές πιθανότητες έ φ ’ ό - 
σ ο ν  τ <5 η δ ε ν  ύ π ε ρ β α ύ ν ε ι ,  τ<5 5%
τ ο ΰ Ν .

Ου έ φ α ρ μ ο γ έ ς  της ύπεργεωμετρυκης κατανομής 
είναυ πολύπλευρες. Στ<5 βοομηχανυκό πουοτυκό έλεγχο σύνολα 
άπό Ν άντυκεύμενα ύπόκευνταυ στον ελεγχο δευγματοληψύας. 
Κάθε έλεγχόμενο άντυκεύμενο χαρακτηρίζεται, ώς έλαττωματυ- 
κό η μη. ’Η δευγματοληψύα γύνεταυ συνήθως (καύ κατά ρεαλυ- 
στυκό τρόπο) χωρύς έπανάθεση. Τά ελαττωματικά άντυκεύμενα 
ανήκουν στη κατηγορύα C καύ τά μη έλαττωματυκά στη κατη- 
γορύα C 1 · Τότε τό ύπεργεωμετρυκό πρότυπο είναι, έφαρμόσυμο. 
*0 άρυθμός Ν ρ των έλαττωματυκών άντυκευμένων είναυ φυσυκά 
άγνωστος. "Ενα δευγμα μεγέθους η λαμβάνεταυ καύ ό άρι,θμός 
έλαττωματι,κων άντυκευμένων προσδυορύζεταυ.Τό ύπεργεωμετρυκό 
πρότυπο μδς έπυτρέπευ νά βγάλουμε συμπεράσματα γυά τό πυθα- 
νό μέγεθος του Ν ρ χρησυμοπουωντας μεθόδους ττγς Στατυ- 
στυκης.

Χρησυμοπουωντας τό ύπεργεωμετρυκό πρότυπο πιθανότητας 
καύ μεθόδους της Στατυστυκης μπορούμε έπύσης νά έκτυμύσου- 
με τό μέγεθος ένός πληθυσμού ζώων έφαρμόζοντες δυπλη δευγ- 
ματοληψύα χωρύς έπανάθεση. 'Η κεντρυκη ύδέα έχει, ώς έξης: 
ας ύποθέσουμε γυά παράδειγμα δτυ θέλουμε νά έκτυμησουμε 
τόν άγνωστο άρυθμό Ν των ψαρυών στη Λύμνη των *Ιωαννύνων. 
Γυά τό σκοπό αυτό ψαρεύουμε (κατά κάπουο τρόπο) Ν ρ ψάρυα, 
τά σημαδεύουμε μέ μύα άνεξύτηλο κόκκυνη κηλύδα καύ τά αφή
νουμε καύ πάλυ έλεύθερα. Μετά άπό μύα η δύο μέρες ξαναψα- 131
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ρεύουμε η ψάρια καί μετρούμε τάν άριθμό χ  των ψαριών

Στατιστικής πού θά μάθουμε παρακάτω μπορούμε νά εκτιμή
σουμε τά Ν .

Παράδειγμα 4 .3 ;

"Εστω δτι σέ μία τάξη άπά 20 φοιτητές τά 40% εύ

τύχη καί χωρίς έπανάθεση 6 φοιτητές, α) ποία ή πιθανότη
τα δύο ακριβώς άπά αυτούς νά εύνοοΰν τάν έσωτερικά κανό
νισμά καί β) ποία ή πιθανότητα τουλάχιστον δύο άπά αύ- 
τούς νά εύνοοΰν τάν έσωτερικά κανονισμό;

'Επειδή ξέρουμε δτι τά 40% των φοιτητών τής τάξης 
εύνοει τάν έσωτερικά κανονισμό καί 60% δέν τάν εύνοει οΐ 
20 φοιτητές αποτελούν δύο ομάδες μέ Ν ρ =  2 0 *0 ,4 - 8  ά
τομα ή πρώτη καί N q  -  2 0 * 0 ,6  =  22 άτομα ή δεύτερη. "Ε
τσι ή κατανομή τού άριθμοΰ X των φοιτητών πού ευνοούν 
τάν κανονισμό στά δείγμα των 6 άτάμων είναι

πού έχουν τήν κόκκινη κηλίδα. Τά ύπεργεωμετρικά πρότυπο 
είναι τώρα έφαρμάσιμο καί χρησιμοποιώντας μεθόδους τής

νοεί ένα νέο έσωτερικά κανονισμό. 'Εάν διαλέξουμε στή

3 · · · 36 .

'Απά αύτή τή σχέση έχουμε

α) Ρ (Χ = 2 )  =  =  0 ,3576

• β '

132

β) Ρ  (τουλάχιστον δύο εύνοοΰν τάν κανονισμό) 

= 1 - Ρ ( τ ό  πολύ ένας εύνοει τάν κανονισμό)
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= 1 -Ρ (Χ = 0 ) -Ρ (Χ = 1 )  =  1 -

( S ) ( 1 2  
ι2 6 

2 °  
ό

( 8) ( 1 2 )
ι Γ ι SJ

2 °
1 6J

0,8127  ,

4,4 Γεωμετρική κατανομή

*Η κατανομή αύτή είναο ή κατανομή τής τυχαόας μετα
βλητής του Παραδείγματος 3.5. 'Αναφέρεταο στό δοωνυμοκό 
πεόραμα ή τής δοκομές τού B e r n o u l l i όπου ή τ.μ. X τώρα 
άντοπροσωπεύεο τόν άροθμό των δοκομών πού έκτελούνταο μέ- 
χρος δτου έμφανοστεο ή πρώτη έποτυχόα Ε . Με αλλα λόγοα ή 
γεωμετροκή κατανομή είναο ή κατανομή τού άροθμοϋ των 
" δ ο κ ί μ ω ν  α ν α μ ο ν ή ς ” ή ” χ ρ ό ν ο υ  α ν α 
μ ο ν ή ς ” μέχρος ότου έμφανοστεο ή π ρ ώ τ η  έ π ο - 
τ υ χ ο α σέ ένα δοωνυμοκό πείραμα.

’Από τά έκτοθέμενα στό Παράδεογμα 3.5 είναο εύκολο 
νά δούμε ότο ή σ.π. τής γεωμετρικής κατανομής δόνεταο άπό 
τόν τύπο

ρχ ( χ )  =  pqX~* ,  χ  =  1 * 2 ,3 ,... . ( 4 , 7 )

Τό ρ ,  0 <±ρ < 1 ,  εΐναο ή ποθανότητα έποτυχόας των δοκι
μών τού B e r n o u l l i καC αποτελεί τήν παράμετρο τής κατανομής.

Μία τ.μ. X με κατανομή τήν ( 4 , 7 ) λέγεταο γ ε ω μ ε 
τ ρ ι κ ή  ή τ.μ. τ ο ύ  P a s c a l  καό συμβολόζεταο με

X ό  G e o (p )  ,

Τό δνομα άπορρέεο άπό τό γεγονός ότο γοά δοαδοχοκές τομές 
τού χ  οο ποθα\>ότητες ( 4 , 7 ) αποτελούν μύα φθονούσα γεωμε- 
τροκή πρόοδο. Είναό δέ φανερό δτο
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ς pqx ~^ ~  p / ( l - q )  = 1
χ=1

γεγονός πού μαζί μέ τ ό  μη αρνητικό των τυμων της 
ποδευκνΰει* δτυ ή ανωτέρω ρ ^ ( χ ) αποτελεί μυα σ. 

Ή  α.σ.κ. της γεωμετρίας τ.μ. εΓ.ναυ

F ( x )  =

χ  < 1 

χ  >, 1.

γοά
Τό Σχήμα 4.3 δένεο τυς γραφυκές παραστόσευς 
,ρ « 0 , 5 ,  ρ  =  0 ,5  ,  ρ  « 0 ,7  .

ρκΜ
0,7

0, 1..

J 1
9 4 S

χ£1____
6 *
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Κατανομή [j : ρ  =  0 ,3

Κατανομή 1 : ρ  =  0 ,5

Κατανομή Β ρ  =  0 ,7

Σχίίμα 4.3: Γεωμετρυκές κατανομές

( 4 . 7 ) ά-

( 4 . 8 )

τΨ ις (4 .7 )
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V *  1
β·

- ■

1 m *
*

_______ a

\r_ Ι _______e fj Π

Μ 2 3 4 6 7 β I

Κατανομύ 0 : Ρ  =  0 ,9  , k =  2

Κατανομή Ρ  =  0 ,9  , k =  4

Κατανομή S 1 Ρ =  0 ,9  , k =  6

Σχίσμα 4.4i ’Αρνητμκές δμωνυμμκές κατανομές

Οί έ φ α ρ μ ο γ έ ς  της γεωμετρμκτίς κατανομής ε£- 
ναμ ευρύτατες. Σέ κάθε φαμνόμενο πού μπορεί νά παρασταθεί 
η προσεγγμστεί μέ μία σεμρά δοκμμών του B e r n o u l l i , ή γεω
μετρική κατανομή αποτελεί το μοντέλο πμθανοτητων πού μπο
ρεί νά υιοθετηθεί γμά τύ ’’χρόνο" αναμονές. ’Αναφέρουμε \
μερμκές τυπυκές περμπτώσεμς: Σέ ενα παμχνίδμ ’’κορώνα 
- γράμματα” δπου ένδμαφερόμαστε γμά το χρόνο αναμονής μέ- 
χρμς δτου έμφανμστεί ή πρώτη κορώνα. "Ενας γματρός ένδμα-

Τ
φέρεταμ γμά τύν πμθανότητα δ πέμπτος άρρωστος πού θά τόν 
έπμσκεφτεί στό γραφείο του μία μέρα νά πάσχεμ άπό κάπομο 
ι<ό γρίππης. *0 βμομύχανος ένδμαφέρεταμ γμά τη πμθανότητα 
τό όγδοο κατασκευαζόμενο άντμκείμενο νά εϊναμ έλαττωματμ- 
*ό κ.ο.κ. 135
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Παράδ ε ι γ ιια 4 .4 :

"Ας άναφερθοϋμε στά Παράδευγμα 3.5 καυ ας υποθέσου
με δτυ ή πυθανάτητα ένας ύποψήφυος όδηγάς νά πάρευ τά  

δίπλωμα όδηγήσεως σέ μία όπουαδήποτε προσπάθευα είναυ 
60% (πυθανάν δχυ τόσο ρεαλυστυκά ποσοστά). Τ<5τε ή πυθα
νάτητα ό ύποψήφυος νά πάρευ τό δίπλωμα τομ στή πέμπτη 
προσπάθεια είναυ

Ρ (Χ = 5 )  =  0λ 6 ( 1 - 0 , 6 ) 4 «  0λ 015 .

4.5 ’Αρνητική διωνυμική κατανομή ή κατανομή
τ ο ϋ  P a s c a l  *

*Η κατανομή αύτή αποτελεί) γενίκευση τής γεωμετρυκής 
κατανομής. Θεωροϋμε καί πάλυ μία σευρά δοκυμών τοΟ B e r 

n o u l l i καί αντί νά ένδυαφεράμαστε γυά τάν άρυθμά των 
"δοκυμών αναμονής" μέχρυ τήν πρώτη έπυτυχία ένδυαφεράμα- 
στε τώρα γυά τάν άρυθμά X των " δ ο κ υ μ ω ν  α 
ν α μ ο ν ή ς "  ("χράνου αναμονής") μ έ χ ρ υ ς  δ - 
τ ο υ  έ μ φ α ν υ σ τ ε υ  η k έ ι ι τ υ χ ί α (ί: > 2, 
άκέραυος).Ε£ναυ φανερά δτυ ου δυνατές τυμές χ  τής τ.μ. 
X εύναυ

k3k+1Λk+2a ...

’'Εστω χ  σταθερά {.χ ^  k ) . Τάτε τά ένδεχάμενο {Χ = χ }  

σημαίνευ δτυ k- Ι  έπυτυχυες έγυναν στυς χ - 1  πρώτες δο- 
κυμές καί ή τελευταία δοκυμή, δηλαδή ή δοκυμή χ  τάξης, 
κατέληξε σέ έπυτυχία. Φυσυκά ου k- Ι  έπυτυχυες στυς Χ -1  

πρώτες δοκυμές άκολουθοΌν τή δυωνυμυκή κατανομή. "Αρα 
βάσευ τής ανεξαρτησίας θά εχουμε



4 5 ’Αρνητική διωνυμική κατανομή

Ρ (Χ = χ ) = P {k -1  Ε στυς πρώτες χ -1  δοκυμές} Ρ {Ε  στη a? δοκυμη}

fX- Ι , k-1 x - l - ( k - l ) „
=  Ί<.-1) ν  q  V '

"Ετσι, η σ.π. της ά ρ ν η τ υ κ ? ί ς  δ υ ω ν υ μ υ κ η ς  
κ α τ α ν ο μ ή ς  δυνεταυ άπά τάν τι3πο

ρ χ ( χ ) = C ^J ’1) p kqX~k,  x  =  k , k + 1 , . . .  ( 4 . 9 )

Τά k καυ ρ, 0 <^ρ 4  1» είναυ καυ πείλu ου π α ρ α μ έ 
τ ρ ο υ  τ?ίς κατανομής. Μυα τ.μ. X με κατανομή την ( 4 , 9 )  

λέγεταυ ά ρ ν η τ υ κ η  δ υ ω ν υ μ υ κ ά  η τ.μ. τοΌ 
P a s c a l  καυ συμβολυζεταυ με

X N B ( k j p ) ,

θά αποδείξουμε τώρα δτυ ή συνάρτηση Ρ χ ( χ ) της 
( 4 , 9 ) είναυ πράγματι, μυα σ.π. Παράλληλα θά δυκαυολογησου- 
με καυ τά άνομα άρνητυκη δυωνυμυκη. Στηρυζάμαστε στην έ- 
πέκταση τοΰ όρυσμοϋ τοϋ δυωνυμυκοϋ συντελεστή ( ) γυά 
κάθε πραγματυκά άρυθμά χ  καυ κάθε άκεραυο ν [βλέπε 
§1.4 σχέση (1.4)] καί στον δυωνυμυκά τΰπο του Νεάτωνα 
( 1 . 5 ) , "Εχουμε

„ , . „ , χ - 1 . k x - k  k _ / χ - 1 , x - k
ς ρχ(χ) =  ς Q.jJp q -  ρ ς rx_k)q

x=k x= k x= k

k ,  η , ζ -k \ „ , f k + l. 2 f k+2 * 3 \= p 2 ) q  + (  ) q  +  . . .  } ( 4 . 1 0 )

k ,~  „\~k  k - k  .= p (1-q) = ρ ρ = 1 Λ

δυάτυ ή σχέση ( 1 . 4 ) μδς δίνευ
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Κεφ. 4 Ειδικές κατανομές

c b ( - l )  = (V + b -1 )  ( 4 . 1 1 )
u y

καύ έτσυ 6 δυωνυμυκδς τύπος τοϋ Νεύτωνα ( 1 . 5 ) γύνεταυ

(1 -q )
- k Σ

ν - ο

00

Σ
y=o

(~1 >  < -q> y

2 , ,k + 2 , 3 ,
-  l+Cjiq+c 2 )<ι +( j  )q + ···

’Επευδύ δέ Ρ χ ( χ )  =  Ο Λ σχέση ( 4 . 1 0 ) άποδευκνύευ δτυ ή 
συνάρτηση Ρ χ ( χ ) είναυ πράγματο μύα σ.π.

Τδ δνομα "άρνητυκύ δυωνυμυκύ" κατανομύ άπορρέευ άπδ 
τδ γεγονδς δτυ βάσευ τ?ίς σχέσης ( 4 . 1 0 ) ου τυμές της 
ρ ν ( χ ) γυά x - k ,  k + l>  k+2> . . .  εΐναυ δυαδοχυκού δρου τοΟ 
"άρνητυκοΌ" δυωνυμυκοΟ αναπτύγματος τοΟ ρ  ( Ι - q )  . ’Επέ-
σης καυ άπδ τδ γεγονδς δτυ ή Ρ χ ( χ )  μέ τδ βοδθευα τδί 
( 4 . 1 1 ) μπορεΰ να γραφεΰ ύσοδύναμα

/ ι / -Λ.
Ρχ ( χ )  =  ( χ -1<) ρ  ( ~q ) 9 χ  =  k3 k + l j . . .  ( 4 .1 2 )

'Η α.σ.κ. τ?ίς άρνητυκδς δυωνυμυκης τ.μ. εΐναυ: 
/ Ο , χ  < k

F i x ) * ( 4 .1 3 )

^  , k x - k
* Ά - ι > ρ  *

n=k
χ  > k .
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4 5 ’Αρνητική διωνυμική κατανομή

( 4 . 9 ) γμά ρ * 0>9 καμ k =  2a4a6.

ΕΪναυ εύκολο τώρα νά δεμχθεμ δτμ ή α ρ ν η τ ι κ ή  
6 ι ω  ν υ μ u n i  κ α τ α ν ο μ ή  ε ί ν α ι  έ ν α  α- 
θ ρ ο υ σ μ α  k α ν ε ξ ά ρ τ η τ ω ν  γ ε ω μ ε τ  ρμ- 
κ ώ ν  κ α τ α ν ο μ ώ ν .  "As θεωρήσουμε καμ πάλμ τμς δο
κιμές τοΟ B e n o u l l i . "Εστω ό άρμθμός τών δοκμμών μέ-
χρμς δτου έμφανμστεμ η πρώτη έπμτυχμα, ϊ ^  ο άρμθμός των 
δοκμμών άπό την πρώτη έπμτυχμα μέχρμς δτου έμφανμστεΕ η 
δεΰτερη έπμτυχμα κ.ο.κ. καμ τελμκά έστω ό άρμθμός
των δοκμμών άπό την k- Ι  έπμτυχμα μέχρμ την k έπμτυχμα. 
Τότε έάν X ί N B (kap ) βάσεμ τών όρμσμών έχουμε

X =  . ( 4 . 1 4 )

*0 ύπολογμσμός τών τμμών τών πμθανοτητων μμας άρνη- 
τυκής δμωνυμμκης κατανομής μπορεμ νά γμνεμ εύκολα μέ τη 
βοήθεμα της δμωνυμμκης κατανομής καμ της σχέσης

ρ χ ( χ )  = |· P y ( k )  ( 4 .1 5 )

δπου X ί N B (kap ) καμ X ί B (x ap )  .

Γ μ ά  k « 1 ή ά ρ ν η τ μ κ η  δ μ ω ν υ μ μ -  
κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  γ μ ν ε τ α μ  η γ ε ω μ ε τ ρ μ -  
κ ή κα τ α ν ο μ ή· Ομ έφαρμογές αυτής εζναμ ανάλογες 
μέ τός έφαρμογές της γεωμετρμκης κατανομής.

Παράδειγμα 4 . 5 :

"Εστ,ω δτμ η πμθανότητα ένα νήπιο .έκτμθέμενο σέ μ μα 
μεταδοτμκή νόσο νά προσβληθεμ άπό.αυτή εϊναμ 20%. Τότε 139
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η πεθανότητα τ<5 δωδέκατο νήπεο πού έκτέθεταε στη νόσο νά 
είναε τό τρετο πού θά προσβληθεε από αυτή εύρέσκεταε υπο
λογίζοντας τό Ρ χ (1 2 ) όπου X ^ Ν Β (3 , 0 , 2 ) , δηλαδή

ρ χ (1 2 )  =  ( 212) 0 λ 23 ( 1 - 0 , 2 ) 9 «  0 ,05 9 .

4 6 Κατανομή τοϋ Poisson

"Ας θεωρήσουμε μέα ραδεενεργό ούσέα η όποέα μέ τή 
πάροδο τοΟ χρόνου έκπέμπεε σωματόδεα ένός ώρεσμένου τύ
που. Θέτουμε τήν ούσέα αύτή υπό παρακολούθηση γεά ένα 
μοναδεαεο χρονεκό δεάστημα π.χ. ένα λεπτό, μέα ώρα, κλπ. 
καέ ένδεαφερόμαστε γεά τόν άρεθμό X των σωματεδεων 
πού έκπέμπονταε στό δεάστημα αυτό. *0 άρεθμός X είναε 
προφανώς μεα τ.μ. Θέλουμε νά εύρουμε την κατανομή τής X .

Είναε φανερό ότε οε δυνατές τεμές τής τ.μ. X είναε 
0 , 1 , 2 , . . . (τούλάχεστον θεωρητεκά). Γεά νά εύρουμε τή 
κατανομή τής X θά χρεεαστεε νά κάνουμε ώρεσμένες ύποθέ- 
σεες οε όποεες, φυσεκά, θά προδεκάζουν τήν ορθότητα τοϋ 
μαθηματεκοϋ μας συλλογεσμοϋ: κατ’αρχήν δεχόμαστε ότε οε 
συνθήκες τοϋ πεεράματος παραμένουν σταθερές μέ τή πάροδο 
τοϋ χρόνου. Στή συνέχεεα ύποδεαεροϋμε τό μοναδεαεο χρο
νεκό δεάστημα σέ ένα μεγάλο άρεθμό η μεκρων εσων ύπο- 
δεαστημάτων κατά τέτοεο τρόπο ώστε τό πολύ έ ν α  σ ω- 
μ α τ ό δ ε ο νά δύναταε νά έκπεμφθεε σέ κάθε ύποδεά- 
στημα μέ θετεκή πεθανότητα. "Εστω ρ  ή πεθανότητα αύτή 
καύ έστω έπε πλέον ότε είναε σταθερή γεά κάθε ύποδεάστη- 
μα. Είναε λογεκό νά δεχτούμε ότε όσο μεκρότερο είναε τό140



4. 6 Κατανομή τοδ Poisson

ύποδυάστημα τόσο μυκρότερο είναυ τό ρ. ’'Εστω έπύσης ότυ 
η έκπομπό των σωμάτυδύων είναι, ανεξάρτητη άπό ύποδυάστη
μα σε ύποδυάστημα. Τότε γυά λόγους πρακτυκούς μποροΟμε 
νά ποΟμε ότυ η εκπομπή των σωματυδύων μουάζευ με μύα 
σευρά δοκυμων του B e r n o u l l i με έπυτυχύα Ε την εκπομπή 
ενός σωματυδύου καύ σταθερό τό ρ. "Ετσυ μύα κατά προσεγ- 
γυση τυμη της Ρ (Χ = χ ) είναυ η *·«ν

"Εστω τώρα ότυ ό άρυθμός η των ύποδυαστημάτων τεύ- 
νευ στό απευρο. Καθώς τό η τεύνευ στό άπευρο τό ρ τε"ύ- 
νευ στό μηδέν. "Ας δεχτοϋμε λουπόν ότυ ή π σ σ ό τ η τ α  
λ =  η ρ π α ρ α μ έ ν ε υ  σ τ α θ ε ρ ή .  Τότε

τ> /  ν  ι 1 * /W  ι X  7Ι—ΧΡ (Χ = χ )  =  Ι ν η  (  ) ρ  q 
η + « Χ

η . η(η-1)...(η-χ+1) λ^η-χ
=  Lvn -------- -------- ( —)  ( 2 -  —)_  %· η η .η·+°°

X r_ η ( η - 1 ) · ·»( η - χ + 1 )  Κ ) η ~χ
χ / η  η ... η η

δυότυ

λΧ -χ
χ :t ® S

l im  (1 - λ / η )  χ  =  1 καύ l im  ( 1 - λ / η ) η  =  e λ .
γΐ-+οο

'Η παραπάνω συγκλυση είναυ όμουόμορφη ως πρός χ .
*Η συνάρτηση

® · ·. j καυ λ > Ο j
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Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανομές

είναι, πράγματι, μία σ.π. δι,ότυ είναι, μη άρνητι,κή καί έπί 
πλέον

Σ
χ=0

οο X
ρ χ ( χ ) = β ~ λ Σ  £ τ  

χ=0
=  1.

Ή  ( 4 . 1 6 ) δίνει, την κατανομή της τ.μ. X τοϋ ανωτέρω πα
ραδείγματος καί αποτελεί τη περίφημη κ α τ α ν ο μ ή  
τ ο 0 P o i s s o n  μέ π α ρ ά μ ε τ ρ ο  λ.’Ο S . P o i e  

βοή (1781-1840) ήτο δυάσημος Γάλλος μαθηματικός, πού άνε 
κάλυψε την παραπάνω κατανομή ως τό δρυο τής δυωνυμυκής 
κατανομής καθώς τά η ·*■**> μέ λ = η ρ σταθερό. ’Αργότερα 
ή κατανομή αύτή μελετήθηκε μέσα στό γενυκώτερο πλαίσι,ο 
τής Θεωρίας των Στοχαστι,κών Δι,αδι,κασι,ών. *Η φυσι,κή σημα
σία τής παραμέτρου λ θά καταφανεί στό Κεφάλαυο 5. *Η 
τ.μ. X πού εχει, τήν κατανομή (4.16) λέγεται, τ.μ. τ ο 0 
Ρ  ο  i  8 8 ο  η μέ παράμετρο λ καί συμβολίζεται, μέ

X *  Ρ ( \ ) .

'Η α.σ.κ. τής (4.16) δίνεται, από τήν

0 εάν χ  < 0

Ρ ( χ )  =

e - \ y  ,
Σ --- γ— εάν χ  >. 0 .

,=0 *·'

’Αντι,προσωπευτι,κές γραφυκές παραστάσευς τής σ.π. τής κα
τανομής του P o is s o n  μέ λ = 1 ,0 , λ= 4 ,0  καί λ -  6 ,0  

δίνονται, στό Σχήμα 4.5.
Γι,ά διευκόλυνση των υπολογισμών άλλά καί γι,ά λόγους
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4. 6 Κατανομή τοΒ Poisson

Κατανομή 0 : λ - 430 

Κατανομή [] : λ = 6*0

Σχήμα 4.5 : Κατανομές τοΟ P o is s o n

στατοστοκης έπαγωγής ή βοβλοογραφία προσφέρεο πίνακες 
της κατανομές τοΟ P o is s o n  οό όποοοο δίνουν τίς τομές της 
σ.π. (Μ·.16) γοά δοάφορες τομές τοΟ λ. *Ενας τέτοοος πί
νακας εϊναο καί ό Πίνακας II τοΟ Παραρτήματος. "Αλλου πί
νακες δίνουν τίς τομές της α.σ.κ. (4.17) γοά δοάφορες το
μές τοϋ λ.

Συχνά ή κατανομή τοΟ P o is s o n  χρησομοποοεοταο γοά τάν 
κατά προσέγγοση ύπολογοσμά των ποθανοτήτων τής δοωνυμοκης 
κατανομής. *0 Πίνακας 4.1 πού παραθέτουμε συγκρίνεο τίς 
τομές της δοωνυμοκης κατανομής μέ η - 20 καί ρ - 0*1
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μέ τίς τομές της κατανομής τοϋ P o is s o n  με λ - η ρ β
= 2 0 x 0 *0 ,1  =  2.

Πι,θα νότητες

X Δοωνυμοκές P o is s o n X Δι,ωνυμοκές P o is s o n

0 0 ,12 16 0 ,1353 7 0, 0020 0, 0034

1 0, 2702 0, 2707 8 0,0004 0, 0009

2 0 , 2852 0, 2707 9 0, 0001 0, 0002

3 0,1901 0 ,1804 10 0, 0000 0, 0000

4 0, 0898 0, 0902 11 0, 0000 0, 0000

5 0, 0319 0, 0361 12 ' 0, 0000 0, 0000

6 0, 0089 0 ,0 1 2 0

Πίνακας 4.1 Σΰγκροση τής δυωνυμυκης κατανομής
Β (η  =  20, ρ  =  0 , 1 ) μέ τήν κατανο
μή τοϋ P o is s o n  Ρ ( λ  - 2 )

*0 πίνακας δείχνει, δτυ ή προσέγγι,ση είναι. ίκανοποι,η- 
τι,κή. 'Η προσέγγι,ση είναι, ίδι,αίτερα ίκανοπουητοκη δταν τά 
η είναι, μεγάλο καί τά ρ μι,κρό. Κατά κανένα η κατανομή 
τοϋ P o is s o n  δίνει, ίκανοποοητι,κή προσέγγι,ση στίς δι,ωνυμοκές 
πιθανότητες δταν η >_ 20 καί ρ  <_ 0 ,0 5 η δταν η £  100 

καί ρ  <. 0 ,1 (τ\ λ <. 1 0 ) .

*Η κατανομή τοϋ P o is s o n  είναι, μία άπό τίς ποό βασι,κές 
κατανομές της Θεωρίας Ποθανοτήτων καί της Στατι,στι,κης. "Ε
χει, μεγάλη γενι,κότητα καί τεράστυο είρος εφαρμογών. Παρό
μοιες κατανομές είναι, η δοωνυμι,κή καί ή κανονι,κή πού θά 
μελετήσουμε ποό κάτω.



4. 6 Κατανομή τοΟ Poisson

'Η κατανομή τοϋ P o is s o n  ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι ,  όταν 
έχουμε μύα σευρά τ υ χ α υ ω ν  ε ν δ ε χ ο μ έ ν ω ν  
τ ά ό π ο υ α  γ ύ ν ο ν τ α υ  μ έ  τ η  π ά ρ ο δ ο  
τ ο ϋ  χ ρ ό ν ο υ  καύ γυά τά όπουα ύσχύουν ου ύποθέσευς 
πού άναφέραμε στην άρχη τοϋ παρόντος έδαφύου. Συγκεκρυμένα 
εύναυ άπαραύτητο ου συνθήκες τοϋ πευράματος η φαυνομένου 
νά παραμένουν σταθερές μέ τη πάροδο τοϋ χρόνου καύ τά χρο- 
νυκά δυαστηματα τά όπουα δεν έπυκαλύπτονταυ νά εύναυ στα- 
τυστυκώς ανεξάρτητα μέ την έννουα δτυ η πληροφορύα σχετυκά 
μέ τόν άρυθμό των τυχαύων ενδεχομένων σέ ένα χρονοκό δυά- 
στημα νά μην άποκαλύπτευ τύποτε γυά τό άλλο δυάστημα. ’Επύ- 
σης θά πρέπευ η πυθανότητα νά συμβευ ένα τυχαυο γεγονός σέ 
ένα μυκρό δυάστημα νά εύναυ ανάλογος τοϋ μήκους τοϋ δυαστη- 
ματος καύ η πυθανότητα νά συμβοϋν δυο η περυσσότερα τυχαυα 
ένδεχόμενα σέ ένα πολύ μυκρό δυάστημα νά εύναυ αμελητέα.'Η 
τελευταύα αύτη υπόθεση συμφωνευ μέ τη δυαυσθητυκη εύκόνα 
πού έχουμε σχετυκά μέ μ ε μ ο ν ο μ έ ν α  τ υ χ α υ α  ε
ν δ ε χ ό μ ε ν α .  ’Αποκλεύευ όμως την περύπτωση τά ένδεχό
μενα μας νά έμφανύζονταυ άνά ζεύγη. Γυά παράδευγμα αναφέ
ρουμε τη περύπτωση των τροχαύων ατυχημάτων. *Η πυθανότητα 
νά συμβοϋν δυο ατυχήματα σέ ένα μυκρό χρονυκό δυάστημα εΐ- 
ναυ αμελητέα σέ σύγκρυση μέ την πυθανότητα νά συμβευ ένα 
ατύχημα. “Ενα ατύχημα δμως ένδέχεταυ νά περυλαμβάνευ δύο 
αύτοκύνητα καύ έτσυ έάν μέ τυχαυο ένδεχόμενο έννοοϋμε "κα
ταστροφή ένός αύτοκονητου” τότε τά τυχαυα ένδεχόμενα ένδέ
χεταυ νά έμφανυστοϋν άνά ζεύγη καύ ού βασυκές ύποθέσευς 
δέν ύσχύουν.
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/

Δ ιαδ ικα σ ία  του Poisson

"Ας έπανέλθουμε τώρα ατό αρχικό παράδειγμα της ρα
διενεργού ουσίας καί θεωρήσουμε αυτί τοΟ μοναδιαίου 
χρονικού διαστήματος ένα οίοδήποτε χρονικά διάστημα μή
κους t. "Εστω X ( t )  6 α ρ ι θ μ ό ς  τ ω ν  σ ω μ α 
τ ι δ ί ω ν  π ο ό έ κ π έ μ π ο υ τ α ι  σ τ ο  δ ι 
ά σ τ η μ α  ( O a t ) . Ζητάμε νά προσδιορίσουμε τη κατανο
μή p ( x a t )  τής τ.μ. X ( t )  γιά σταθερό t.

Σκεπτόμενοι μέ τόν ίδιο τρόπο όπως καί προηγομενως 
ύποδιαιροΟμε τό διάστημα ( 0 s t )  σέ η =  t / L t ύποδιαστη- 
ματα μήκους h t καί δεχόμαστε τίς ίδιες υποθέσεις. ’Ιδι
αίτερα δεχόμαστε ότι έχουμε πάλι δοκιμές τοΟ B e r n o u l l i μέ 
πιθανότητα έπιτυχίας

ρ  -  Ρ{μία Ε σέ ένα οίοδήποτε ύποδιάστημα μήκους At} = λΔ£

Τότε παίρνοντας τό όριο τής διωυυμικής κατανομής μέ Δt-*-0 

(ή «-►«>) ευρίσκουμε κατά τόν ίδιο τρόπο τήν κατανομή του 
P o is s o n  μέ παράμετρο At.

—At , ιΧ, , _ e  ( \ t )p(Xat) - a X * 0a l  a %a . . . ( 4 .1 8 )

"Εστω τώρα ότι τό t μεταβάλλεται καί ότι γιά κάθε 
t οό ίδιες αρχικές υποθέσεις ίσχυουυ. Τότε η ( 4 .1 8 ) δί
νει τή σ.π. τής τ.μ. X ( t )  γιά κάθε t.

*Η οικογένεια των τ.μ. (ή ή τυχαία συνάρτηση) X ( t )  

μέ t > 0 καί σ.π. τήν p ( x 3 t )  τής ( 4 .1 8 ) λέγεται 
σ τ ο χ α σ τ ι κ ή  δ ι α δ ι κ α σ ί α  τ ο ϋ  P o i s 

s o n  ή ά π λ ώ ς  δ ι α δ ι κ α σ ί α  τ ο 0 Ρ  ο  i  s -  

146 s o n .  Οι ύποθέσεις που έχουμε δεχτεί είναι γνωστές καί



4. 6 Κατανομή toD Poisson

ώς ά ξ υ ώ μ α τ α  τ η ς  δ υ α δ υ κ α σ έ α ς  τ ο υ  
P o i s s o n  καό μπορούν νά δυατυπωθοϋν ώς έξης:

’Αξύωμα 1:
Ρ{1 Ε στό δυάστημα (t3t+kt)} = λΔέ γυά κάθε t

(υδυότητα στατυκότητας)
’Αξύωμα 2:

Ρ{2 η περυσσότερες  Ε σ ιό  δ μ ά σ τ η μ α ( t+Et)}  =  αμελητέα 

’ Αξέωμα 3:

Ρ{η Ε στο δμάστημα (t ,ίη+ΔΙη) καέ nr Ε 
1 1 1 1  d

στό δυάστημα ( t ^ t ^ + L t ^ ) ,  £ <

= ·Ρ{η̂  Ε στό ( t ^)}Ρ{η^ Ε στό

(όδοότητα άνεξαρτησέας)

Με βάση τά παραπάνω άξυώματα μπορούμε νά ξαναβροϋμε 
την p ( X y t ) της ( 4 .1 8 ) με τρόπο δοάφορετυκό άπό τόν 
προηγούμενο. '0 τρόπος αυτός χρησυμοπουευταυ συχνά στη 
Θεωρέα των Στοχαστυκων Δεαδυκασεών. "Εστω ότυ χ  τ υ χ α ί α  

ένδεχόμενα παρατηρούνται, στό δυάστημα (0 ,  t + t a t ). ' Η άντέ- 
στουχη πιθανότητα είναυ

*
ρ/χ,t + b t ) .

0

A-------■—*------------ ►
t t+Lt

Βάσευ του δεύτερου άξυώματος τό παραπάνω σύνθετο ενδεχό

μ ενο  μ π ο ρ ε ί  νά γένευ με δύο μόνο ασυμβίβαστους δυνατουζ 147
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τρόπους: x  τυχαία ενδεχόμενα παρατηρούνται, στό δυάστημα 
/03 t ) καC κανένα στό ( t 3 t + L t ) η χ - 1  τυχαυα ένδεχόμε- 
να στό δεάστημα (0 3 t )  καέ 1 στό ( t 3 t + k t ) . Κατά συνέ- 
πευα έχουμε:

p ( x 3 t + h t )  -  P [ X ( t + b t )  = α]

- Ρ { χ  Ε στό ( 0 3 t )  καC 0 Ε στό ( t 3 t + k t ) }

+  Ρ { χ - 1  Ε στό (0 3 t )  κ α ί  1 Ε στό ( t 3 t + k t ) }

δυότυ

καέ

* Ρ { χ  Ε στό ( 0 3 t ) } P { 0  Ε στό ( t 3t + t a t ) }

+  Ρ { χ - 1  Ε στό ( 0 3 t ) } P { l  Ε σ τ ό  ( t 3 t + b t ) }

(λόγω άνεξαρτησυαε)

- p ( x 3t ) ( l - \ b t ) + p ( x - l 3 t )X & t

Ρ { 0  Ε στό ( t s t + L t ) )  = Ι~λΔ£

Ρ ί ΐ  Ε στό ( t 3 t + b t ) }  * λΔ£*

Μετά άπό πράζευς βρέσκουμε

ε<**ίίΜ)-ρ<*> t)m _ λ ρ α  tHp(x_ut) ■
V.-

η παέρνοντες τό όρεο γεά Lt'+O

« - X p ( x 3 t ) + p ( x - l 3 t )  ·

*Η παραπάνω δυαφορική έξέσωσπ εσχυει, γεά x - 0 3ls2>

148
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καί έπελύεταε ώς άκολοόθως:

Γυά χ  ~ 0 εχουμε την " ο μ ο γ ε ν ή  δ υ α φ ο ρ ε -  
κ ή ε ξ ί σ ω σ η

ψ - - - * ρ ( 0 , ν

δεδομένου ότε p ( - l 3 t )  =  0 γεά κάθε t .  Μέ τη βοήθεεα 
της άρχεκής συνθήκης ρ ( 0 3 0 ) =  1 βρίσκουμε τη λΰση

p ( 0 3t )  =  e ~ ^  .

Γεά χ  =  1 παίρνουμε τη γ ρ α μ μ ι κ ή  δ ε α φ ο ρ ε
κ ή έ ξ έ σ ω σ η

Zp(l3t) . ,  , ,  - λ £
*. gg— + X p ( l » t )  =  e

μέ λΰση την
p ( l j t )  = X te

δεδομένου δτε ρ ( 1 3 0 ) =  0.

Γεά χ  -  2 προκΰπτεε η γραμμεκή δεαφορεκή έξεσωση

*p ~ l i * * +  xP (2 > t }  =  χ2^ λϋ/ 2 ·

Τελεκά μέ τη χρήση τής επαγωγής βρίσκουμε 

p ( x , t )  =  " ,  ,  X = 0 , 1 , 2 , . . .  ,  t  > 0 , λ > 0 Τf *C ο

Τυχαία ενδεχόμενα τά οποία άκολουθοϋν τίς ύποθέσεες 
τής κατανομής του P o is s o n  λέγονται, συχνά " σ π ά ν ι α  
ε ν δ ε χ ό μ ε ν α " .  *0 δρος "σπάνεα" ενδεχόμενα δεν
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είναι πετυχημένος χαέ είναι άσχετος με τη χρήση η τό θε
μελιώδη ρόλο της κατανομής τοϋ P o is s o n , ’Εκτός άπό την πε
ρίπτωση των ραδιενεργών διασπάσεων καί των τροχαίων ατυ
χημάτων ή κατανομή του P o is s o n  έφαρμόζεται καί στες τηλε
φωνικές κλήσεις ποΰ φτάνουν σ ’ένα τηλεφωνικό κέντρο κατά 
τή διάρκεια μίας χρονικής περιόδου. Στη Βιολογία 6 άριθ- 
μός X (k ) των κυττάρων μέ k άκριβώς χρωματοσωμικές 
αλλαγές ακολουθεί) την κατανομή του P o is s o n , Χρωματοσωμι- 
κές αλλαγές είναι οί διαδικασίες που διενεργοϋν σέ οργα
νικά χϋτταρα οί. άκτένες X . *0 άριθμός των αυτοκινήτων 
(η πελατών) που φτάνουν σέ ένα σταθμό δυοδέων (σέ ένα 
s u p e r  m a r k e t )  σ έ μέα χρονική περέοδο ακολουθεί τήν κατα
νομή του P o ie e o n .

Οι διάφορες εφαρμογές της κατανομής (διαδικασίας) 
τοϋ P o is s o n  έχουν επηρεάσει και την ορολογία της.Συχνά 
τά τυχαία ενδεχόμενα άναφέρονται καί ώς "ά φ έ ξ ε ι ς 
ε ν δ ε χ ο μ έ ν ω ν "  καί τό λ ορίζεται ώς 6 "ρ υ θ- 
μ ό ς  τ ώ ν  α φ ί ξ ε ω ν " .

Παράδειγιια 4 .6 :

Τό τηλεφωνικό κέντρο ενός Σταθμοϋ Α' Βοηθειών δέχε
ται τηλεφωνήματα εκτάκτου ανάγκης ποό άκολουθοϋν τη κατα
νομή τοϋ P o is s o n  μέ ρυθμό αφίξεων 2 τηλεφωνήματα άνά 30 

λεπτά κατά μέσον όρο. Νά $ρεθει ή πιθανότητα τό τηλεφωνι
κό κέντρο νά δεχτεί τουλάχιστον 3 τέτοια τηλεφωνήματα άπό 
τις 12 τό μεσημέρι μέχρι τής 2 μ.μ. ·

"Εστω X 6 αριθμός τών τηλεφωνημάτων εκτάκτου ανά
γκης άπό 1 2 -2 μ.μ. Τότε ή τ.μ. X ακολουθεί κατανομή τοϋ150
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Poisson. "Αν ώς μονάδα τοΟ χρόνου ληφθευ ή ωρα» τότε 
λ =  4 καυ συνεπώς λ t  =  4*2  =  8 .

‘Η πυθανότητα που ζητδμε είναυ:

Ρ (Χ  > = 1 - Ρ (Χ  4  2)

=  1 -Ρ (Χ = 0 ) - Ρ (Χ = 1 ) - Ρ (Χ = 2 )

=  1-£ V
0.'

• " V  Λ 2
1 ! 2 !

* 0,9862 .

*Η κατανομή (η ή δυαδυκασυα του P o is s o n ) ] ia £  δυνευ 
τη κατανομό τυχαίων ένδεχομένων η σημείων κατά μήκος του 
άξονα τοϋ χρόνου. *Η υδυα κατανομή μπορεί νά έφαρμοστεί 
καί γυά νά περυγράψουμε τη κατανομή τυχαίων σημείων στό 
έπίπεδο η τό χώρο των τρυων διαστάσεων καυ γενυκώτερα τό 
χώρο των k διαστάσεων. ’Αντί γυά δυαστηματα μήκους t  

έχουμε περυοχές μέ έμβαδό η όγκο t καί ή βασυκη υπόθε
ση είναυ ότυ ή πυθανότητα νά βροΰμε χ  σημεία σε μία 6- 
πουαδηποτε περυοχη έξαρταταυ μόνο άπό τό εμβαδόν η τόν 
όγκο της π-ερυοχης καί όχυ άπό τό σχήμα της. Ου υδυες ύ- 
ποθέσευς υσχόουν όπως καυ πρυν:

(1 ) έάν τό t  είναυ μυκρό, ή πυθανότητα νά βροίμε περυσ- 
σότερα άπό ένα σημεία της περυοχές έμβαδοϋ η όγκου t  e Z -  

ναυ μυκρό σέ σύγκρυση μέ τό t ,

(2 ) μό έπυκαλυπτόμενες περυοχές εϊναυ στατυστυκως άνεξάρ-
τητες. 151
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'Ακολουθώντας τήν ύδι,α μέθοδο βρίσκουμε καύ πάλι» τήν κατα
νομή τοΟ P o is s o n  μέ παράμετρο X t , 'Αστέρες α τό διάστημα, 
σταφύδες σέ ένα γλυκά, σπάρου ζι,ζανύων άνεμευγμένου μέ 
σπάρους χλάης, έλαττώματα σέ ύλυκά, βακτήροα σέ ένα ύγρά 
ένα δύσκο μυκροσκοπύου κατανέμονταυ σάμφωνα μέ τά μοντέλο 
πρθανάτητας τοϋ P o is s o n ,

Παραόείγιιατα:

4.7: '0 μέσος δρος των κηλύδων πού έμφανύζονταυ σέ 
κάποοο τύπο ται,νύας είναι. μύα άνά 2000 μέτρα.Μέ τήν ύπά- 
θεση δτυ ό άρυθμάς των κηλύδων ακολουθεί τη κατανομή τού 
P o is s o n , νά βρεθεί η πμθανάτητα σέ 5000 μέτρα ταυνύας α) 
νά μήν υπάρχουν κηλύδες β) νά υπάρχουν τά πολύ δύο κηλύ- 
δες καύ γ) νά υπάρχουν άκρυβώς δύο κηλύδες.

"Οταν σάν μονάδα μήκους ληφθευ τά μέτρο τάτε ό μέσος 
δρος λ των κηλύδων άνά μέτρο είναυ λ = 1/2000 =  0 ,0005 , 

Γυά τά 5000 μέτρα έχουμε X t = 0 ,0005*5000 = 2 ,5  καύ
έτσυ

Ρ (Χ = χ )  = χ  =  0 , 1 , 2 , , , ,

α) 2 5^ **
ρ ( χ = ο )  =  ^ ~ Λ0 ,— 0, 0821

β) Ρ (Χ  < 2 ) =  Ρ (Χ = 0 )+ Ρ (Χ = 1 )+ Ρ (Χ = 2 )

e 2> 52 , 5 °
0 !

+ £ h h * i-  +  
1 ! *

e ~ 2> 52 ,5 2
2 !

-  0 ,54 38  ,

-3»
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γ) Ρ(τουλάχυστο δυο κηλίδες) = Ρ (Χ > β )  =  1 -P (X < J )

=  1 -
52, 5 °  
01 11

= 0,7125 .

4.8: Στόν Πίνακα 4.2 δίνουμε τά αποτελέσματα των 
φημοσμένων πεοραμάτων των R u t h e r f o r d  καί G e ig e r , οί, ο
ποίου παρεττίρησαν τούς άροθμούς των σωματυδίων α πού 
έκπέμπονταυ άπό μία ραδιενεργό ούσία σέ η -  2608 χρο- 
νοκές πευρόδους των 7 ,5 δευτερολέπτων η κάθε μία. Στόν 
πίνακα αύτό f  παρυστάνεο τόν άρυθμό των περυόδων (συχ- 
νοτητα) στίς οποίες ό άρι,θμός των έκπεμπομένων σωματυ
δίων ?ίταν άκροβώς χ . ‘ 0 μέσος άροθμός λ των έκπεμπο
μένων σωματυδίων σέ μία χρονοκη περίοδο των 7 ,5 δευτερο
λέπτων είναο.

10 
Σ 

χ =
η

0
f ' Xχ

, 10086 _  
2608 03

"Αν η κατανομή τού άροθμοϋ των έκπεμπομένων σωματυδίων 
είναο P o is s o n  τότε

Ρ (Χ = χ )
-3 ,8 7  3 ,87Χ  

e 3 — }—ο· ·

Οί, R u t h e r f o r d  καί G e ig e r ύπελόγοσαν τίς πιθανότητες 
Ρ (Χ = χ ) έκπομπης χ  σωματυδίων σέ μία χρονοκη περίοδο 
καί στη συνέχεοα τίς αναμενόμενες συχνότητες η Ρ (Χ = χ )  

πού δίνονταο στην τρίτη στηλη του Πίνακα 4.2. Βλέπουμε 
δτο οί, θεωρητικές τομές (συχνότητες) η Ρ (Χ = χ ) συμπίπτουν
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X 4 η Ρ (Χ = χ )

0 S7 54, 399

1 203 210., 523

2 383 407,361

3 525 525, 496

4 532 508, 418

δ 408 393, 515

6 273 253, 817

7 139 140, 325

8 45 67,882

9 27 29 ,189

x > J 0 16 17, 075

Πίνακας 4.2 Πεέραμα R u t h e r f o r d  - G e ig e r

κατά πολύ μέ τές συχνότητες f  πού πραγματοποιήθηκαν ν X
(δεύτερη στήλη τοΟ πένακα). "Ετσι, μπορούμε νά πούμε δτι, 
τό μοντέλο τού P o is s o n  περιγράφει, ικανοποιητικά τό φαι
νόμενο τής έκπομπής σωματυδέων α από μέα ραδιενεργό ού- 
σέα. ΒέΒαι,α πρέπει, νά έκτυμήσουμε τό μέγεθος των διακυ
μάνσεων πού οφείλεται, στήν τύχη γυά νά κρένουμε τήν κα
ταλληλότητα τής προσαρμογής ( g ood n ess  o f  f i t ) ,  *0 στα
τιστικός κρένευ τήν καταλληλότητα τής προσαρμογής μέ τό 
τέστ X πού θά μελετήσουμε σέ επόμενο κεφάλαιο.



4. 7 ‘Ομοιόμορφη κατανομή

Β' ΕΙΔΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

4. 7 'Ομοιόμορφη κατανομή

*Η άπλουστερη άπό τίς συνεχείς κατανομές, η όμοι,ό- 
μορφη κατανομή έχει, παρουσι,αστεί προηγουμένως στό πλαί- 
σοο του παραδείγματος της πυξίδας (βλ.§3.3).Είναι, η κα
τανομή πού εκφράζει, τό ίσοπίθανο (όμουόμορφο) των αποτε
λεσμάτων ένός πεοράματος. ’Εμφανίζεται, τόσο στή δοακρυτή 
δσο καί τη συνεχή περίπτωση. Στό έδάφυο αύτό θά παρουσοά- 
σουμε τή συνεχή όμοοόμορφο κατανομή·

"Εστω X μία τ.μ. μέ σ.π.π.

f x ( x ) =

7--- , α < χ  < ββ-α * 7 * 9 =  =

0 j άλλου ·,
( 4 . 1 9 )

δπου α καί β είναι, σταθερού πραγματι,κοί άρυθμοό. Τότε 
η X λέγεται, ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  τ.μ. στό δοάστημα 
(α,β) καί συμβολίζεται, μέ

X ό  U (< * ,£ ) .

’Η κατανομή τής X λέγεται, ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  σ τ ό  
δ ι ά σ τ η μ α  (α,β). Καταχρηστικά λέμε δτυ η τ.μ. παίρ
νει, τομές στό δυάστημα (α,β). ’Εάν τά σημεία α καί β 
είναι, άγνωστα (μεταβλητά) τότε τά α καί β είναι, οί π α- 
ρ ά μ ε τ ρ ο ο  τής κατανομής.

Ή  γραφι,κή παράσταση τής συναρτησεως ( 4 . 1 9 ) δίδεται, 
στό Σχήμα 4.6. ,

155
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f x U )

1
α-β

0 a β χ

Σχήμα 4,6 'Ομοιόμορφη κατανομή

Είναι φανερό δτι η παραπάνω συνάρτηση είναι μία γνήσια 
σ.π.π. Τό εμβαδόν τοϋ ορθογωνίου τοΟ Σχήματος 4.6 ίσοΟται 
μέ τό μονάδα. 'Εξ αιτίας του σχήματος αύτοΟ ή ομοιόμορφη 
κατανομή λέγεται καί ο ρ θ ο γ ώ ν ι α  κατανομή.

'Η α.σ.κ. τής ομοιόμορφης τ.μ. είναι

Εχ ( χ )

0 a ι < α

|=2· , α < χ  < ββ-α * =  =
1 Λ χ  Ζ= 3

( 4 ,2 0 )

καί ή γραφική της παράσταση δίνεται στό Σχήμα 4.7.
*Η χαρακτηριστική ιδιότητα τής ομοιόμορφης κατανομής 

είναι δτι ίσα ύποδιαστήματα τοΰ (α,β) έχουν τήν ίδια πι
θανότητα. Οί έφαρμογές τής £/(α,β) στηρίζονται σ ’αυτή 
ακριβώς τήν ιδιότητα.Παράλληλα ή ομοιόμορφη κατανομή εχει 
καί μία άλλη σημαντική ιδιότητα που θά συναντήσουμε όταν 
μελετήσουμε τό θέμα των κατανομών μετασχηματισμών τυχαίων
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Σχήμα 4.7 ’Αθρουστυκή συνάρτηση
'Ομουόμορφης κατανομής.

μεταβλητών. Χρησι,μοποι,ευται, ευρύτατα γυά την επεξήγηση 
διαφόρων πτυχών τής στατυστι,κής θεωρόας.

4. 8 Εκθετική κατανομή

"Ας θεωρήσουμε μύα δυαδυκασυα του P o is s o n  X ( t )  με 
παράμετρο λ. Τά τυχαία ενδεχόμενα τής δυαδυκασυας αυτής 
παρατηρούνται, με τή πάροδο τού χρόνου. "Εστω Τ  6 χρό
νος α ν α μ ο ν ή ς  άπό τήν αρχή των μετρήσεων μέχρι, 
τήν έμφάνυση (άφυξη) τού πρώτου τυχαύου ένδεχομενου.Εί
ναι, φανερό ότι, τό Τ είναι, μυα συνεχής τ.μ. Γυά νά εύ- 
ρουμε τήν κατανομή πυθανότητας τής τ.μ. Τ σκεπτόμαστε 
ότι, ό χρόνος αναμονής Τ είναι, μεγαλύτερος μόας τι,μής 
t 9 t  >_ 0 9 όταν δεν εχουμε καμμύα αφι,ξη τυχαίου ένδεχο- 
μένου στό χρονι,κό δυάστημα (0 , t ). Με αλλα λόγι,α

{Τ > t }  = {X(t) = 0}. 157
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'Αρα
- U

P ( T > t )  =  P ( X ( t )  =  0 ) =  e

Ύ ™λί Οζδεδομένου δτυ ή ο.iu.it. τέδ X ( t )  είναι, & ( \ t )  / x l  .

Συνεπώς

P ( T < t ) » l - P ( T > t )  =  1 - e ,

χαυi  h α.σ.χ. xfis T είναυ

0 Λ t  4 0  

r ' l - e ,  t  > 0 .

Παραγωγίζοντες τέν F ^ f ' t ) ευρυσχουμε τη σ.π.π. xfis T

) 0 ,  t  < 0
x. s λ  >  ο -  r * . 22;

λ Γ ΑΡ , > 0

’Απ<5 τάν όρυσμά τές δυαδυχασέας τοΟ P o is s o n  είναι, 
φανερέ δτυ η χατανομέ (4 .2 2 ) δένει, τέν χατανομέ τοϋ χρά- 
νου αναμονές μεταξύ δ\5ο οίωνδέποτε αφίξεων τυχαίων ενδεχο
μένων.

Μία τυχαία μεταβλητέ X μέ σ.π.π. τέν { 4 . 2 2 ) καί 
α.σ.χ. τέν { 4 . 2 1 ) (δπου θέτουμε χ  αντί t )  λέγεταυ έ χ- 
θ ε τ υ χ έ  (η άρνητυχέ έκθετυκέ) τ.μ. μέ π α ρ ά μ ε 
τ ρ ο  λ καί συμβολίζεται, μέ

X^Eke(X).

*Η άντέστουχη κατανομή λέγεταυ έκθετυκη. Είναι, εύκολο 
νά δευχθεζ δτυ τ<5 ολοκλήρωμα τής { 4 . 2 2 ) άπ<5 -» εως +φ 
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σχημάτων 3άσεε τής έκθε τεκή ζ  κατανομής γε 'νε ταε  με τη βο- 

ήθεοα τής α . σ .κ .  ( 4 . 2 1 )  ή με' άπ ’ εύθεε'ας ολοκλήρωσή τής 

σ .π .π .  ( 4 . 2 2 ) .

*Η γραφεκη παράσταση τής  α . σ .κ .  τή ς  εκθετεκής  τ .μ .  

δ ε ν ε τα ε  σ τό  Σχήμα 4.8 καε τής  σ .π .π .  στο  Σχήμα 4 .9 .

Σχήμα 4.8: ’Αθροεστεκές συναρτησεες έκθετεκών
κατανομών
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Παραδε ί γιχατα;

4.10: ’’Εστω ότμ οί, πέστροφες που πμάνεμ ένας ψαρας
στον ποταμό Λοΰρο ακολουθούν τη δμαδμκασία του P o is s o n  

με λ - 138 καί μονάδα χρόνου την ώρα. Νά βρεθεί ή πι
θανότητα μετά ένα " ψάρεμα Μ 6 ψαράς νά περμμένεμ λμγότε- 
ρο από 20 λεπτά μέχρμ τό νέο " ψάρεμα".

*0 χρόνος αναμονής μεταξύ δύο "ψαρεμάτων” ακολου
θεί έκθετμκύ κατανομή μέ παράμετρο λ = 138. Τά 20 λε
πτά είναι. 1/3 της ώρας. "Ετσμ η πμθανότητα πού ζητάμε 
είναι.:

Ρ (Τ < 1 / 3 ) = / l 3 8e~2>8 t d t  =  l - e ~ 1>8/Z =  034S11.
0

*0 χρόνος η ή δμάρκεμα ζωής ήλεκτρμκών η έλεκτρονμ- 
κών συσκευών η άλλων μηχανημάτων (ψυγεία, πλυντηρμα κλπ.) 
συνήθως ακολουθεί τήν έκθετμκή κατανομή. Τό ίδμο μσχύεμ 
καί γμά πολλές τυχαίες μεταβλητές έμπορμκοομκονομμκής φύ- 
σεως δπως π.χ. οί ήμερήσμες πωλήσεμς, ήμερησία κατανάλω
ση ενός είδους κλπ.

4.11: Μετά τήν πρόσληψη ένός νέου υπάλληλου ή αύξη
ση των ήμερήσμων πωλησεων ένός καταστήματος ακολουθεί
μία έκθετμκή κατανομή μέ λ = 1/2. ’Εάν οί, ήμερήσμες πω-»
λήσεμς είναμ ανεξάρτητες μεταξύ τους καί διαλέξουμε 
τρείς μέρες στην τύχη ποία η πι,θανότητα (■£) καί τίς 
τρείς μέρες ή αηξηση νά είναμ μεγαλύτερη άπό 10 μονάδες 
καί (ν£) ή αύξηση νά είναμ μεγαλύτερη άπό 8 μονάδες 
τουλάχμστον σέ δύο άπό τίς τρείς μέρες.
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( i )  'Η πυθανότητα η αύξηση στίς πωλήσευς μία όπουαδή- 
ποτε τυχαία ημέρα νά εδναυ μεγαλύτερη από 10 μονάδες είναυ

Ρ (Χ > 1 0 ) = / h  & Χ^ ά χ  =  e~^ .
10

Λόγω της ανεξαρτησίας, γυά τυς τρευς ημέρες έχουμε δυωνυ- 
μυκό πείραμα μέ ρ = e . ”Αρα η πυθανότητα η έδυα αύξηση 
νά παρατηρηθεί καί τυς 3 ημέρες είναυ

, 3 , , —5 .3 ,^  —5 .0  —15 _ ηαν ί γΓ ' ’̂
( J ( e  )  ( 1 - e  ) = e =  3 ,0 6 *1 0
Ο

H i )  *Η πυθανότητα ή αύξηση νά εδναυ μεγαλύτερη από 
8 μονάδες την ημέρα είναι,

00

Ρ (Χ > β )  = / % e~X^ d x  =  e ~ 4 .
8

Βάσευ της δυωνυμυκής κατανομής η πυθανότητα τού Β' μέρους 
είναυ

φ  (e ~ 4) 2 ( l - e ~ 4) + ( p  ( e ~ 4) 3 ( l - e ~ 4) °  = Se~8- 2 e ~ 12 = 9 ',94*10

’ΐ δ υ ό τ η τ α  τ η ς  α μ ν η σ ί α ς  τ η ς  ε κ- 
θ ε τ υ κ η ς  κ α τ α ν ο μ ή ς .  Κλείνουμε τό έδάφυο αυτό 
μέ μία χαρακτηρυστυκη ύδυότητα τής δυαδυκασυας του P o is s o n  

καύ τής έκθετυκής κατανομής πού είναυ γνωστή ως ύδυότητα 
τής ά μ ν η σ ύ α ς .

"Εστω δτυ θέλουμε νά Βρούμε την κατανομή του χρόνου 
Τ αναμονής μεταξύ δύο αφίξεων δοθέντος δτυ ό χρόνος αυτός 
είναυ μεγαλύτερος δεδομένου χρόνου t q . Μέ άλλα λόγυα ζη
τάμε τήν κατανομή τής τ.μ. T \ T > t Γυά έχουμε
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P (T < t y T > t  ) P ( t < T < t )
P (T < f i\ T > t0)  = p ( T > t y ___ 0 =

l - P ( T < t g ) i·>i
FT ( t ) - F T ( t 0 ) l - e - X t - ( l - e - U 0 )

- V«·
l - F T ( t 0 ) l - ( l - e - M 0 )

1.V
j
i

= l - e ~ X ( t ~ t 0)  .
>1

Παραγωγμζοντες ώς πρός t  βρύσκομε τή σ.π.π. τής T \ T > tQ:
i
'i

f * \ * * * 0 M  =  { X e - X ( t -

* t  *  t o
- t 0)  9 * > *0-

( 4 .2 3 )

Βλέπουμε δηλαδή ότμ ό έ π μ π ρ ό σ θ ε τ ο ς χρό-
νος αναμονής έχεμ τήν ί δ ι α  κατανομή μέ τόν ά ρ χ t- 
μ <5 χ ρ ό ν ο αναμονές» δηλαδή έκθετμκή μέ παράμετρο λ. 
Είναμ εύκολο τώρα νά δμκαμολογήσουμε την ακόλουθη σχέση

P ( T > t + t 0 \T> tQ)  =  P ( T > t ) . ( 4 .2 4 )

Μέ αλλα λόγμα ή πμθανότητα αναμονή πού συνεχμζεταμ σέ χρό- 
νο t g  νά συνεχμστεμ πέρα άπ<5 τό χρόνο t + t g  εϊναμ ανε
ξάρτητη τής προηγούμενης δμάρκεμας τής αναμονής. Αύτύ λέ- 
γεταμ ά μ ν η σ ύ α  τ ή ς  έ κ θ ε τ μ κ ή ς  κ α τ α 
ν ο μ ή  ς.* Η δμαδμκασύα του P o is s o n  κάθε στμγμή ξεχνδ τό 
παρελθόν καύ άρχμζεμ έκ νέου.

’Η έ κ θ ε τ μ κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  ε ϊ ν α μ  ή 
μ ό ν η  ά π ό  τ μ ς  σ υ ν ε χ ε ί ς  κ α τ α ν ο μ έ ς  
μ έ  τ ή ν  μ δ μ ό τ η τ α  τ ή ς  ά μ ν η σ ύ α ς  
( 4 . 2 4 ) . Ή  μ ό ν η  ά π ό  τ μ ς  δ μ α χ ρ ί ' Τ έ ς  *<*”
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τ ο ν ο μ έ s π ο ύ  έ χ ε ι »  τ η ν  ι» δ ι< α l δ ι, ο — 
τ η  τ α  ε ί ν α ι  ή γ ε ω μ ε τ ρ ι χιί κ α τ α ν ο 
μή. ’Εάν ό χρόνος ζωής ενός ατόμου η ένός έξαρτηματος 
μηχανης ακολουθεί την έκθετοκη κατανομή (η γεωμετρυκά 
στη περίπτωση πού ό χρόνος μετριέται, μέ δυακρι,τό τρύπο) 
τότε "γ έ ρ α σ μ α" δεν γίνεται,* έφ’δσον τύ άτομο ζεί> 
εχευ την έδυα πιθανότητα νά αποσυντεθεί την έπύμενη στυγ- 
μη. ’Αντίστροφα, εάν είναι, γνωστά ότι, ένα φαινόμενο έχει, 
τύν έδι,ότητα της αμνησίας η "έλλευψη γεράσματος" τότε ή 
κατανομή τός δι,άρκει,ας του πρέπει, νά είναι, γεωμετρικό η 
έκθετυκη.

\

Παραδείγματα:

4 . 1 2 :  "Εστω ότι, δ χρόνος ζωής X  ε ν ό ς  έ ξαρ τηματος  

μύας συσκευής ακολουθεί  έκθετι,κη κατανομή με παράμετρό 

λ  -  7 ,  "Εστω έπ ί  πλέον ότι, τ ό  έξάρτημα έχει, " ζη σ ε ι , ”  χ  

ώρες.  Νά Βρεθεί ή πι,θανότητα τό  έξάρτημα νά δυαρκέσευ 

τουλά χ ισ το ν  χ  έπ ί  πλέον ώρες.

'Η πι,θανότητα πού ζητάμε ε ίναι,

P(X>X q+x  I %>X q )
P(X>Xq+Xj X>Xq)

P (X > x Q)

P(X>X q +x )

ρ(χ<?0Γ
1 - P ( X < X q + x )

l - P ( X < x 0) ~

Βάσει, δέ της ( 4 , 2 1 )  έχομε
\
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P(X>Xq+x \X>Xq) =

- 7 (X q+x )
e - 7 χ

e

ΙΙαρατηροϋμε ότι. η πυθανότητα τό έξάρτημα νά δυαρκέσει. 
τουλάχιστον χ  αρχικές δρεε είναι. έπίσηε e . Τό έξάρ 
τημα δέν "κουράζεται." η "φθείρεται.".

4.13: "Εστω δτυ οί αβίζευς λεωφορείων σέ μία στάση 
άκολουθοϋν διαδικασία τοϋ P o is s o n  μέ λ = 6 άφίξεωε άνά 
ωρα η 0 ,1 άνά λεπτό. Νά βρεθεί ή πιθανότητα δ Δημήτρηε 
νά περιμένει στή στάση λιγότερο άπό έπί πλέον λεπτά δο- 
θέντος ότι εχει ήδη περιμένει 15 λεπτά.

Βάσει τήε ( 4 . 2 3 ) η πιθανότητα ποό ζητάμε είναι.
20

Ρ (Τ < 2 θ \ Τ > 1 5 ) = / \e~X ( t ~1 S )d t
15

=  f 6\ e~ X td t  =  l - e ~ 0 j 1 * 5 «  0 ,3 9 .
0

4 . 9 Oi μαθηματικές συναρτήσεις Γάμμα καί Βήτα 
κ α i άλλε ς  χρήσ ι με ς  μαθηματικές γνώσεις

Οί. συναρτήσετε καί τά θεωρήματα ποό παρουσιάζονται, 
στό εδάφιο αύτό οδηγούν σέ δόο άξιόλογεε κατανομέε πιθα- 
νότηταε καί διευκολύνουν τό λογιστικό μέρος τήε Θεωρίαε 
Πιθανοτήτων καί τής Στατιστικής. 'Αρχίζουμε μέ τόν ορισμό 
των συναρτήσεων Γάμμα καί Βήτα.

ή.

Ο
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*Ορισμοί :
4.2: Το γενικευμένο ολοκλήρωμα

00 7Γ(ά) = / xL~1e~Xdx 3 α > 0 (4.24)
0

λέγεται σ υ ν ά ρ τ η σ η  Γ ά μ μ α  καί ορίζεται γιά 
κάθε α > 0.

4.3: Τό ολοκλήρωμα
1

Β(αΛβ) =  j xa~̂  (l-x)̂ ~̂ dx , α > 0» 3 > 0 (4.25)
0

λέγεται σ υ ν ά ρ τ η σ η  Β ή τ α  καί ορίζεται γιά κά
θε α > 0, 3 > 0.

Μέ έξαίρεση ορισμένες απλές περιπτώσεις, τά ολοκληρώ
ματα αυτά δέν υπολογίζονται μέ κλειστούς τύπους. ’Εκτετα
μένοι πίνακες τιμών των συναρτήσεων Γάμμα καί Βήτα υπάρχουν 
στη Μαθηματική Βιβλιογραφία.

Τά θεωρήματα πού ακολουθούν είναι βασικής σημασίας. *Η 
απόδειξη τους παραλείπεται όταν είναι προφανής.

Θεώρημα 4.1:
Γ(α) = (α-Ι)Γ(α-Ι), α > 1. (4.26)

'Απόδειξη: 'Ολοκληρώνοντες κατά παράγοντες έχομε

οο <© οο
_ / » ( Ot*i J  r Ol"J "tC I f -1 \ ( 0l“ 2 1 ΊT(a) = - J x de = -{# e | -(a-l)j e x ax}

0 00 9 0 0 
« Xa~ e~xdx)

0

=  ( a - l ) T ( a - l )  ▼ 165
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θ ε ώ ρ η μ α  4.2

Γ ( 1 )  * 1 . ( 4 . . 2 7 )

Πόρισμα 4.1: *Εάν η άκέραιοε θετικόε άριθμόε
τ ό τ ε

'Απόδειξη: Μέ έπαγωγιΐ βάσει των Θεωρημάτων 4.1 καί
4.2 ?

Θ ε ώ ρ η μ α  4 .3 :

■ Σ υ έ σ n u ε τ α £ ύ Β ό τ  α κ α ί  Γ ά u u α 
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν

2 Λ'Απόδειξη: Θέτομε χ  =  s i n  Θ μέ d x =  2sinQaosQdB  

καί ό μετασχηματισμάε αυτάε μ<*ε δίνει

Γ ( η ) = ( η - 1 ) ’ (4 .  28)

0

(4 .3 0 )
0

Έφαρμάζοντες τουε μετασχηματισμουε
2

χ  * y  9 d x  =  2ydy
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καύ
χ  ~ ζ 2 3 dx  -  2%dz

στά ολοκληρώματα Γ(α) καύ Γ(3) αντυστουχα βρυσκουμε

Γ (α ) * / x ^ e ^ d x  = 2/ dy
0 0

Τ (β )  = / x ^ ~ 2e~Xdx =  2 f  z 2&~1e~ Z dz .

"Ετσυ πολλαπλασυάζοντες Γ(α) με Γ(3) έχομε

τ ( α ) ν ( $ ) = 4 / / ^α-ί^β-Ι^-Γ*/ +Ζ } dydz  

0 0

καύ άλλάζοντες τιίς συντεταγμένες (% *y ) σέ πολυκές ( r 3 B) 

βάσευ των τέπων

ζ  -  r  c o s θ
μέ υακωβίΌΐντί \j\ -  ν

y =  r  s i n  θ

εχομε
°° π/ 2  ' 9 7 «β_ 7 %

T ( a ) T ( B ) ^ 4 f / ( r s i n Q j ~ 1 ( r c o s Q )  e rdedz 
0 0

={2f e~*2ν2α+2*~2dr}{2f/2(sin$)2cL~1 (cose)

(4.31)

2β-1ede}.
o o

Τέλος έφαρμόζομε τ<5ν μετασχηματισμό χ  =  r 3 dx - 2rdr 
στ<5 ολοκλήρωμα Γ(α+$)

Γία-Ζ-β̂  =2 /  e ~v  d p
ο ·

(4.32Υ



’Αντιχαθιστωντεε τίε σχέσειε ( 4 , 3 0 ), ( 4 , 3 1 ) καί
( 4 . 3 2 )  στάν ( 4 . 2 9 ) εχομε τ ό  αποτέλεσμα ▼

Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανομές

Θ ε ώ ρ η μ α  4.4:
+Ο0 2

I  =  )  e~ h  Χ d x  =  JTn (4 . 3 3 )

'Απόδειξη: ’Υπάρχουν διάφοροι τράποι άποδείξεωε. 
’Εδδ χρησιμοποιούμε διπλά όλοχληρώματα:

- π ν - ν ^ .
—οο

'Αλλάζοντες τά ( x ay )  σέ πολιχέε συντεταγμένεε ( r a Q) δπωε 
καί στήν απόδειξη τοΟ θεωρήματος 4.3 βρίσκουμε μέ κατ’ 
ευθείαν ολοκλήρωση

ι  =  j  j  r e ~ *  r  drdQ  
0 0
2κ « . 2

=  j  d e j  r e ~ ^  r  d r  =  2k*1 .
0 0

"Αρα J = /2k f

Θ ε ώ ρ η μ α  4 . 5 :

Γ(%) = /κ . (4.34)



I

'Απόδειξη: ’Εφαρμόζοντας στό ολοκλήρωμα Γ(%) τό
2μετασχηματιμό χ  = % y καί χρησιμοποιοϋντες τό θεώρημα

4.4 έχομε

Τ (% ) = / x~^e~Xdx = / &- ·£-- e ~% y ydy
0 0 % 2

=  J 2 [ e h  y2dy =  J 2 h  / V *  ^ d y  
0 —00

= ^  J s *  =  JH .

Στό προτελευταίο 3ημα χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα 
των άρτιων συναρτήσεων <ρ(λ:) - φ(-ατ):

α α
/ φ (χ )ά χ  =  2 j  φ (χ )ά χ  . ▼

-α Ο

Γιά περιττές συναρτήσεις φ (χ )  =  - φ ( - χ )  ίσχόει
α

/ φ (χ )ά χ  =  Ο 
-α

4. 9 Συναρτήσεις Γάμμα καί Βήτα

Πόρισμα. 4.2: ’Εάν η ακέραιος θετικός αριθμός
τότε

Τ (η+ % )
1 .3 .  5 . . . ( 2 η - 1 )

2η /π . ( 4 . 3 5 )

Πόρισμα 4.3;

Β(α9&) = Β(Β,α). (4.36)
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4. 10 Κατανομή Γάμμα

‘Η κατανομή Γάμμα αποτελεί γενίκευση τής έκθετεκής 
καί χρησεμοποεεεταε γεάτήν περεγραφή δεαφόρων φυσεκών 
φαενομένων. Μπορεί νά άποδεεχθεε δτε 6 χ ρ ό ν ο ς αναμονής 
μέχρε τής έμφανεσεως του α στή σεερά (α φυσεκάς άρεθ- 
μός) τυχαίου ενδεχομένου σέ μία δεαδεκασεα τοϋ P o is s o n  

μέ παράμετρο λ = 1/β ακολουθεί τή κ α τ α ν ο μ ή  
Γ ά μ μ α .
*Η σ.π.π. τής κατανομής αύτής εϊναε:

f(x) =

1 &-1 - x / β------ χ  e
βαΓ(α)

χ  > 0 

χ  < 0

(4 .3 7 )

οπού α > 0, β > 0 είναε οε π α ρ ά μ ε τ ρ ο ε  τής 
κατανομής. Χρησεμοποεοϋντες τ ό ν όρεσμά τής συναρτήσεως 
Γάμμα είναε εύκολο νά δεεχθεε δτε η συνάρτηση ( 4 .3 7 )  εΖ-  

ναε μία γνήσεα σ.π.π. ώς μή άρνητεκή μέ ολοκλήρωμα εσο 
πράς την μονάδα. Μία τ.μ.· X μέ σ.π.π. την ( 4 . 3 7 ) λέγε- 
ταε Γάμμα τ.μ. καί συμβολίζεταε μέ

X ^  G (a ,  β ) .

'Η γραφεκή παράσταση τής Γάμμα σ.π.π. δενεταε στο 
Σχήμα 4.10 γεά δεάφορες τεμές των παραμέτρων α καί β.

’Εάν α =  1 καί β = 1/λ ή κατανομή Γάμμα γενεταε
ή έκθετεκή κατανομή μέ παράμετρο λ.

Γεά α= ν/2 καί β =  2 ή κατανομή Γάμμα γενεταε 
μεά άλλη εέδεκή κατανομή, γνωστή ώς χί τ ε τ ρ α γ ω -



4. .10 Κατανομή Γ6μμα

Σχήμα 4.10: Κατανομές Γάμμα

ν ο  μ έ  ν β α θ μ ο ύ ς  ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς  X
όπουα θά μελετηθεί στο Κεφάλαμο 8 . ’Ιδμαμτερα η σ.

2
τής κατανομής Χ^ είναμ

f ix)  = 2 ν / 2 Γ ( ν / 2 )

χ
(\>/2)-1 -χ/2 χ > C

. 0 j χ <_ C

«η
.π.

(4.38)
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Συχνά γράφουμε

= G (α=ν/2Λβ=2) . ( 4 .3 9 )

'Εάν έξαερέσεε κανεες μερεκές απλές περεπτωσεες, π.χ. 
α - 2  καε όποεοδήποτε 3, η α.σ.κ. τής Γάμμα κατανομής δέν 
μπορεί νά ύπολογεστεε με τύπο κλεεστής μορφής. Εάν τά α 
εϊναε φυσεκός άρεθμός τά ολοκλήρωμα

Ρ χ ( χ ) = —  j > V * /fW
Χ 3 Γ(α) 0

ύπολογεζεταε έπακρε3ώς* δεαφορετεκά χρεεάζεταε αρεθμητεκή 
ολοκλήρωση. Γεά τους λόγους αυτούς ό υπολογεσμάς πεθανοτή- 
των 3άσεε τής κατανομής Γάμμα παρουσεαζεε δυσκολεες καε
συχνά γενεταε χρήση πενάκων της συναρτήσεως Γαμμα η, σέ

2
εεδεκές περεπτώσεες, της κατανομής Χν ·

Τ<5 έπύμενο θεώρημα δενεταε χώρες απόδεεξη. Μπορεε εύ
κολα ν ’άποδεεχθεε μέ δεαδοχεκές όλοκληρωσεες κατα παράγο
ντας η 3άσεε τον) όρεσμοΌ της Γάμμα τυχαεας μετα3λητής ως 
τοΟ χρόνου αναμονής γεά τήν έμφάνεση τοΟ α στή σεερα τυ- 
χαεου ενδεχομένου μεας δεαδεκασύας τοΟ P o is s o n .

Θ ε ώ ρ η μ α  4.6 :

’Εάν X ~ G (α, &) καε α φυσεκός άρεθμός τότε η̂ α.σ.κ. 
της X δενεταε από τόν τύπο

Γ . . “; 3 e ' ^ c x / e /
F  v ( x )  =  1 -  Σ --- j - f

Χ 3=0 ° '

(4 .  40)

Γεά 3 =  1 Π λέγεταε μ ή π λ ή Ρ η S σ υ -
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4. 10 Κατανομή Γάμμα

ν ά ρ τ η σ η Γ ά μ μ α .  ’Εκτεταμένου πύνακες δύνοντες 
τύς τυμές της συναρτησεως αύτης υπάρχουν στη βυβλυογρα- 
φύα [P e a rs o n ,  Κ. (1 9 2 2 ) .T a b le s  o f  I n c o m p le t e  Gamma Fun

c t i o n s ,  C am bridge U n i v e r s i t y  P r e s s ] .

Μέχρυ τώρα έχουμε δευ δυο ευδη " χ ρ ό ν ο υ  α ν α 
μ ο ν ή  ς": δυακρυτός καύ συνεχής. '0 δυακρυτός χρόνος 
αναμονής έμφανύζεταυ με τη γεωμετρυκη καύ την άρνητυκη 
δυωνυμυκη κατανομή καύ ό συνεχής με την έκθετυκη καύ την 
κατανομή Γάμμα. 'Η έκθετυκη κατανομή άντυστουχεϋ στην γε
ωμετρυκη καύ ή Γάμμα στην άρνητυκη δυωνυμυκη κατανομή.

Παράδειγμα 4.14;

*Η περυσσότερη άπό χύλυα λύτρα ημερησυα κατανάλωση 
βενζύνης, μετρούμενη σε χυλυάδες λύτρα, ένός πρατηρύου 
βενζύνης μπορεύ νά θεωρηθευ ότυ έχευ κατανομή Γάμμα με 
α = 3 καύ $ = 2. ’Εάν ού δεξαμενές του πρατηρύου περυ- 
έχουν 5000 λύτρα πουά ή πυθανότητα τό πρατηρυο νά μεύνευ 
χωρύς βενζύνη μύα μέρα.

’Εάν Υ εύναυ ή ημερησυα κατανάλωση βενζύνης του 
πρατηρύου σέ χυλυάδες λύτρα τότε X =  Υ -1  G ( 3 , 2 ) .  'Η
σ.π.π. της X εύναυ

f / x )  =

1

23χ2 ’

2 -χ/2 
χ  e

0 3

χ  > 0

χ  < 0 .

Τό πρατηρυο θά μεύνευ χωρύς βενζύνη εάν Υ  ̂  5. *Αρα ή 
πυθανότητα πού ζητάμε εέναυ
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Ρ ( Υ  > 5 )  =  Ρ (Χ +1  > 5 )  =  Ρ (Χ  > 4 )

=  I  — —  x 2e~X^ 2d x (θέτομε ζ  =  χ / 2 )  
4 2 χ 2 !

00

* / k  z 2e~ Zdz =  Se~2 =  0 ,6767  .
2

4. 11 Κ α t u ν ο μ ή Βήτα

"Οταν η τυχαέα μεταΒλητή παέρνεε τεμές μεταξύ Ο 

καέ 1 (π.χ. συνεχή ποσοστά) συχνά χρησεμοποεουμε τη Βή
τα κατανομή· 'Η όμοεάμορφη κατανομή στά δεάστημα ( 0 , 1 )  

εϊναε εεδεκη περέπτωση της κατανομής πού μελετάμε στά έ- 
δάφεο αυτά.

'Η σ.π.π. τής Β ή τ α  κ α τ α ν ο μ ή ς  είναε

-

χ α * ( 1 - χ )  
Β(α,Β)

3-2 Γ(α+Β)
Γ(α)Γ(Β)

α-Ι
χ ( 1 - χ )

3-2
9 0<χ<1

Ο άλλοΟ ,

( 4 .4 1 )

δπου α > Ο,. 3 > Ο είναε οε π α ρ ά μ ε τ ρ ο ε  τής 
κατανομής* Η εσάτητα στά πρώτο σκέλος τής ( 4 :4 1 ) στη- 
ρέζεταε στά Θεώρημα 4.3 τής §4.9. Βάσεε του όρεσμοΟ τής 
συναρτήσεως Βήτα είναε εύκολο νά δεεχθεε ρτε ή ( 4 .4 1 )  

είναε μέα γνήσεα σ.π.π. Μέα τ.μ. X μέ σ.π.π. τήν 
( 4 . 4 1 ) λέγεταε Βήτα τ.μ. καέ συμ3ο.λέζεταε μέ
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4. I I  Κατανομή Βήτα

*Η γραφυκη παράσταση τ?ί£ Β^τα σ.π.π. ομδεταυ στδ 
Σχήμα 4.11.

Βλέπουμε δτυ, δταν α < 3 η σ.π.π* είναι, λοξή πρός τά 
δεξυά καέ δταν 3 < α είναι, λοξή πράδ τ ’άρυστερά. ''Οταν
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Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανομές

α = β η κατανομή είναο συμμετροκά· 'Η γραφοκά παρασταση 
της B e ( αΛ&) έχεο σχήμα U δταν a < 1 καί β < 1 καί 
σχήμα J  δταν a < 1 π β < “Οταν a = β = 1 Π κα
τανομή γίνεται, U ( 0 S1 ) .

‘Η α.σ.κ. της Βάτα κατανομές είναο

"Οπως καί στη περίπτωση της Γάμμα κατανομής έτσο καί έδω 
τά ολοκλήρωμα της ( 4 . 4 2 ) δέν ύπολογίζεταο μέ κλεοστά τύ
πο έκτάς εάν τά α καί β έχουν όροσμένες άκέραοες το
μές. “Ετσο 6 ύπολογοσμάς των ποθανοτάτων της Βήτα κατα
νομής παρουσοάζεο δυσκολίες. Τά ολοκλήρωμα της (4.42) λέ
γεται. μ ά π λ ά ρ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Β ά τ α  καί 
έκτεταμένοο πίνακες δίνοντες τίς τομές του γοά δοάφορα 
λ ,α καί β υπάρχουν στά βοβλοογραφία.

ΠαράδεοΎΐια 4 , 1 5 :

Τά ήμεράσοο ποσοστά τΟν άρρένων πού δέχονταο πρδτες 
βοάθεοες σ ’ένα νοσοκομείο μπορεί νά θεωρηθεί ως τυχαία 
μεταβλητά μέ κατανομά Be(<x=6a β=4). Νά βρεθεί ή ποθανά- 
τητα μία μέρα τά ποσοστά αύτά νά κυμαίνεταο μεταξύ 60% 

καί 80%.
•%

*Η ποθανάτητα πού ζητάμε είναο

Ρ ( 0 Λ 6<Χ<09 8 )  = / 
0Λ 6

° * 8 Τ (1 0 )
Λ Τ ( 4 ) Τ ( 6 )

x 8 ( l - x ) 8dx
ο

* 0Λ 4032.176



4. 12 Κανονική κατανομή

4. 12 Κανονική κατανομή ή κατανομή
τοΰ G a u ss

'Η κανονυκή κατανομή είναυ η πυό βασυκή καί περυσ- 
σότερο γνωστή κατανομή της θεωρίας Πιθανοτήτων καί της

ο

Στατυστυκής. ’Αποτελεί τιη θεμελυώδη κατανομή πάνω στήν 
οποία στηρίζεταυ ολόκληρο τό έπυστημονυκό ούκοδόμημα των 
κλάδων αύτών. ”Εχευ μοναδυκές μαθηματικές, πυθανοθεωρη- 
τυκές καί στατυστυκές υδυότητες καί ύπό ωρυόμενες συνθή
κες μπορεί νά έφαρμοστεί σε κάθε έπυστημονυκό πρόβλημα.

’Ανακαλύφθηκε τό 1733 άπό τόν Abraham De M o i v r e ως 
τό δρυο της δυωνυμυκής κατανομής. Τό 1774 ό P i e r r e  La 

p l a c e έμελέτησε τίς μαθηματυκές της υδυότητες. Παρ’δλα 
αύτά άποδίδεταυ στόν Gauss 6 οποίος τόν άναφέρευ γυά πρώ
τη φορά σέ μία έργασία του τό 1809. Μελετήθηκε έκτεταμενα 
τό 18- καί 19- αυώνα άπό έπυστήμονες ου οποίου παρατήρη
σαν δτυ τά μοντέλα (κατανομές) των σφαλμάτων των μετρή
σεων τους μπορούσαν νά προσεγγυσθοϋν υκανοπουητυκά άπό 
μία συνεχή καμπύλη. Ή  καμπύλη αύτη έλέγετο " κ α ν ο 
ν υ κ ή  κ α μ π ύ λ η  τ ω ν  σ φ α λ μ ά τ ω ν "  καί 
άποδίδετο στούς νόμους τής τύχης. Πρός τυμήν τού Gauss 

άναφέρεταυ ως κ α τ α ν ο μ ή  τ ο υ  G a u s s . Σήμερα 
ό δρος κ α ν ο ν υ κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  είναυ δ πυό 
δυαδεδομένος.

Δυακρυνουμε δύο περυπτώσευς: (α) τ ή ν  τ υ π υ κ ή  
(ή t ο π ο π ο υ η μ έ ν η) κ α ν ο ν L κ ή κ α τ α ν ο 
μ ή  μέ σ.π.π.

f ( x )  =  χ  Λ -  co < % «χ> ( 4 , 4 3 )

καί (β) τήν ( γ ε ν υ κ  ή) κ α ν ο ν υ κ ή  κ α τ α ν ο -
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Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανομές

μ δ μέ σ.π.π.
( χ ~ ] ΐ )  2 < X < *°

f ( x )  = σΤ2π 6 2° 2 9 -« < μ < ® ( 4 , 4 4 )

σ > 0,
*

δπου μ καί σ η (μ καδ σ) είναι. οί παράμετροι. τδς κα
τανομής. Προφανώς οί συναρτδσευς ( 4 , 4 3 ) καδ ( 4 . 4 4 ) εί
ναι. μτ5 άρνητυκές. Τδ θεώρημα 4.4 τδς §4.9 άποδει,κυύει. 
δτι. τδ όλοκλδρωμα τδς ( 4 . 4 3 ) άπδ -«* έως +βα ίσοϋταο 
μέ τδ μονάδα καί [μέ τδ 3οδθευα τοΟ μετασχηματυσμοΟ 
y =  ( χ - \ ι ) / σ ] τδ ίδυο ίσχύευ γι,ά τδ συνάρτηση ( 4 . 4 4 )."Ετσι, 
καί οί. δυο προηγούμενες συναρτδσευς είναι. σ.π.π.

Μία τ.μ. X μέ σ.π.π. τδ ( 4 . 4 3 ) λέγεται. τ υ π t - 
κ δ  κ α ν ο ν μ χ δ  τ.μ.η μ ε τ α Β λ η τ δ  2 καί 
συμβολίζεται. μέ

X <ν Ν ( 0 , 1 ) .

Μία τ.μ. X μέ σ.π.π.τδ ( 4 . 4 4 ) λέγεται. κ α ν ο ν υ κ δ  
τ. μ. καί συμβολίζεται. μέ

X 'ν Ν ( μ3 σ 2)  .

*Η τυπυχδ κατανομδ προκύπτει, άπδ τδ γενυχδ θέτοντες
2

μ =0 καί σ = 1.

Ο ί γραφικές παραστάσεις των συναρτδσεων ( 4 .4 3 ) x a C

( 4 . 4 4 ) δίνονται. στδ Evfiua 4.12.
'Η σημασδα τών παραμέτρων μ καδ σ θά καταφανεί

στδ έπδμενο κεφάλαυο. Τδ μ αντιπροσωπεύει, τδ μ έ σ η
ο

τ υ μδ καδ τδ σ τ δ  δ ι α κ ύ μ α ν σ η  τδς κατα
νομές. 'Η σ.π.π. τές κανονυκές κατανομές είναι, σ υ μ -  
μ ε τ ρ υ κ δ γύρω άπδ τδ σημείο χ  = μ, δηλαδδ
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6833% εμβαδόν 

t 95Λ6% εμβαδόν 

99^7% έμβαδόν

Σχήμα 4.12: Κανονυκές κατανομές
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f ( \ i - x )  =  f ( v + x )  γοά κάθε χ  ε R

καί τ<5 μ έ γ υ σ τ ο της παρατηρείταυ στ<5 σημείο μ μ£ 
τυμ?5 2 / ( σ / 2 Ϊ ί ) .  * Α τ ό αύτ<5 καί άπ<5 τά γεγονάς δτι, τά έμ3α- 
δάν μεταξύ τής καμπΰληε της f i x )  καί τοΟ άξονα των χ  

ύσοΰται, μέ τή μονάδα συμπεραίνουμε δτι, δσο μεγαλύτερο εί
ναι, τ<5 σ τόσο περι,σσσάτερο "απλωμένη" είναι. ή f ( x )  χαί 
αντίστροφα. *Η συνάρτηση f i x )  εχει, σ η μ ε ί α  α ν α 
κ ά μ ψ ε ω ν  τά χ  =  μ-σ καί χ  =  μ+σ.

* Η α.σ.χ. μίας χανονυχής τ.μ. μέ παραμέτρους μ καί 
σ^ είναι, ,, ,2 I

F  i x )  = / ---- e  20 d t  , < * < «. f4 . 4 5 ) I'.
x  - L  a / B  Γ

A*

J ·
’Ιδιαίτερα ή α.σ.χ. της τυπυχής κανονικής κατανομής συμ- Ιμ
3ολίζεται μέ Φ ( χ ) Λ δηλαδή ’

9 ( χ )  =  j  - j j—  e * V d t 9 -® < χ  < » . ( 4 . 4 6 )

180

'Η γραφική παράσταση τής Φ(χ ) δίνεται, στ<5 Εχήμα 4.13

i ’

iV.
J

ο 3 > · 
ΐ;

ί

Σχήμα 4.13: ’Αθροιστική συνάρτηση τυπικ. χάνον.κατανομής
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Θ ε ώ ρ η μ α 4 . 7 :

(<χ) *Εάν X ν Ν ( 0 , 1 ) τότε 7 =σΧ+\ι λ, Ν (\ ι ,σ ^ )

( β ) *Εάν X ί NCu j O^) τότε 7 - (Χ-\χ)/σ ν Ν (0 Λ1 ) .

'Απόδειξη: θ(ί αποδείξουμε μόνο τη δεΰτερη πρόταση 
μέ τη μέθοδο της α.σ.κ. *Η πρώτη πρόταση άποδεικνύεται α
νάλογα. "Εχομε

F y ( y ) = P ( r < y ) = Ρ ^ ψ  < y )

=  P(X<py+\i)  =  Fx (ay+\i).

’Αλλά ή Ρ χ ( χ ) δίνεται από την ( 4 . 4 5 ) , "Ετσι άλλάζοντες
μεταβλητές έχομε

( t - v ) z

2 ° 2 d t

*· d t = Φ ( y ) .

*H α.σ.κ. της τ.μ. 7 είναι ή Φ ( y )  ή οποία ορίζει μονο
σήμαντα την κατανομή. "Αρα 7 ^ Ν ( 0 Λ1 ) .  ▼

Τ<5 ολοκλήρωμα μέ τ<$ όποιο ορίζεται ή Φ(χ) καί κα
τά συνέπεια καί τό ολοκλήρωμα της ( 4 . 4 5 ) δέν μποροϋν νά 
ύπολογιστοϋν μέ κλειστό τύπο παρά μόνον αριθμητικά.’Εκτε
ταμένοι πίνακες της f ( x )  καί τής Φ (χ ) υπάρχουν στην 
βιβλιογραφία. Οι πίνακες της Φ(χ ) χρησιμοποιοΰνται γιά 
τον υπολογισμό πιθανοτήτων τής κανονικής κατανομής. Οί πί



Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανομές

νακες ούτοί είτε δίνουν την Φ (χ ) εοτε μίνο τό ολοκληρω—

μα X 2

( 4 · 4 7 )

γυά θετοκές τομές τού χ . Λόγω τής συμμετρίας τής κατανο
μές, άπό τίς τομές αύτές μπορούμε νά υπολογίσουμε τή Φ (χ )  

γοά κάθε χ . 'Ισχύουν οο ακόλουθες σχέσεος

Φ (χ ) - Ι - Φ ( - χ )  γοά κάθε χ .

Φ (χ )  =

γοα χ  > 0

t
2

d t γοά χ  < 0 .

Γοά τίς ανάγκες τού παρόντος βοηθήματος θά χρησομο- 
ποοήσουμε πίνακες πού δίνουν τίς τομές τού ολοκληρώματος 
( 4 , 4 7 ) [βλέπε Πίνακα III τού Παραρτήματος].

Δίνουνε τώρα απλά άροθμητοκά παραδείγματα ύπολογο- 
σμού ποθανοτήτων:

( i )  "Εστω X ~ Ν ( 0 , 1 ) . Τότε

Ρ ( - 1 , 2 < Χ < 2 , 2 2 ) - Ρ ( - 1 , 2 < Χ < 0 )+ Ρ ( 0 < Χ < 2 , 2 2 )

- Ρ (0 <Χ <1 ,  2 )+Β (0<Χ <2 ,  22)

=  0 ,3849+0 ,4864 * 0 ,8713 .  

*Εάν θέλουμε νά βρούμε τό σημείο χ ^ τέτοοο ώστε

P ( X > x Q)  =  0 ,975 3
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τό Xq πρέπευ νά είναι, άρνητυκύ. ’Ισοδύναμα εχομε 
P (0 < X < -X q )  =  0 ,47 5 καύ άπύ τόν ΙΙύνακα III βρύσκουμε

- X q =  1 ,9 6 ή x q ~  - 1 * 9 6 .

O i  ύπολογυσμού αυτού γραφικά φαύνονταυ στ<$ Σνημα Μ·. 13.

Ρ (Χ < χ  )  =  0 ,975  
ο

Σχίσμα 4.13:'Υπολογισμού πιθανοτήτων κανόν.κατανομές



Κεφ. 4 ΕΙδικές κατανιφέ;

( i % ) 'Εστω τώρα X  ^  Ν ( 2 , 4 ) , δηλαδή μ = 2  χα£
Ο

σ β 4. Τάτε μέ ττί βοηθευα τοϋ Θεωρήματος 4.7(β) εχομε 
Ρ ( 2 ,  5<Χ<4,  7 )  = Pf^J^ <

=  Ρ ( 0 ,  2 5 < Ζ < 1 ,3 5 ) , 
δπου Ζ * (Χ - \ ι) /α  *ν Ν ( 0 , 1 ) . "Ετσι,

Ρ ( 2 , 5 < Χ < 4 , 7 )  =  Ρ ( 0 < Ζ < 1 , 3 5 ) - Ρ ( 0 < Ζ < 0 , 2 5 )

=  0 , 4 1 1 5 - 0 , 0 9 8 7  =  0 , 3 1 2 8 .
Γυά να βροΟμε τ<5 τέτουο ώστε P (X <X q)  = 0 , 8  εχομε 
τυς ακόλουθες ισοδύναμες σχέσεις

χ  —2
ρ ( ο < ζ  < » ο , 3  .

/- *Από τύν Πίνακα III παίρνουμε

■C -2
= 0,5*2 η * χ 0 =  3 , 6 8 4 .

Td ΣχτΊμα 4.14 παριστάνει γραφικά τούδ παραπάνω υπολο 
γισμούς.

Οί κράξεις Ζ =  ( Χ - ) ΐ ) / σ  λέγονται, τ υ π ο π ο  ι'η- 
σ η ττ̂ ς τ.μ. X.
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Σχήμα 4.14 'Υπολογισμοί πιθανοτήτων κανονυκης κατανομής.
- ό ϊν  ,;ί.ϊ.ν?7 Γ · *· *' ...-Α ·■·* ' . ■£>3· '

Λ -  ̂ ^r:f < X

.··■··

■il

·. t
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Κεφ. 4 Είδικές κατανομές

I
ΐ
t
■t

* Η κανονεκή κατανομή δύνεε τό κατάλληλο μοντέλο πε-
* >.

θανοτήτων γεά τή περεγραφή πολλών τυχαύων φαενομένων. Ho- 
σότητες όπως π.χ. τό μήκος, τό βάρος, ό όγκος, τό ύψος, η 
έπύδοση, οε βαθμού κλπ. ακολουθούν τήν κανονεκή κατανομή.
*0 μέσος όρος μεγάλου άρεθμοϋ μετρήσεων εχεε κατανομή πού 
μπορεί νά προσεγγεστεε άπ<5 τή κανονεκή κατανομή. Αύτο συν- 
δέεταε μέ τό Κεντρεκό ’Ορεακό Θεώρημα, πού θά μελετήσουμε 
σέ άλλο κεφάλαιο καύ άπέ τό οποίο απορρέει, ή βασεκή σημα- 
σύα τής κανονικής κατανομής. ’Επύσης ή κανονεκή κατανομή 
είναε τ ό  όρεο πολλών κατανομών πιθανότητας (ύπό εννοεα πού 
θά δούμε πεό κάτω). Τυχαία (μή συστηματεκά) σφάλματα άκο
λουθοΟν τήν κατανομή του Gauss. * Υπό ώρεσμένες προυποθέ- 
σεες ή κατανομή των ταχυτήτων τών μορύων είναι, κανονι,κή 
(άρχή τοΟ M a x w e l l ) .

Παραδεύγιιατα:

4.16: Μύα αυτόματη μηχανή πωλήσεως πορτοκαλάδας 
μπορεί νά ρυθμεστεί ώστε νά "βγάλει," κατά μέσο δρο μ λύ
τρα άνά κύπελλο. ’Εάν τό ποσό τής πορτοκαλάδας πού "βγαύ- 
νεε" κάθε φορά εχεε κανονι,κή κατανομή μέ a =  0 ,008 λύ
τρα νά βρεθεί ή τεμή (θέση) τοΟ μ ώστε κύπελλα τών
0 ,2 3 0 λύτρων νά ξεχυλύζουν μόνο μύα στύς έκατό φορές.

« · *'
"Εστω X ή τ.μ. πού^μετρδ τό ποσό τής πορτοκαλάδας.

Τότε
X Ν(\ι, σ 2 =  0,  0082)  .

Γεά νά ξεχυλύσεε τό κύπελλο θά πρέπεε νά συμβεί τ ό  ένδε- 
χόμενο {X  > 0 ,2 3 0}."Ετσε εχομε

ο
,
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*η

ηη

PCX > 0 ,2 3 0 )  =  0,01

ρ /Κ ΖΜ. > 9*23.7^)= η Q2
η  σ 0,008 J U* U1

p(Z > f l t f f i - j i .  - ο 01 
0,008 J *

’Από τούς Πίνακες III έχομε

’Αρα

^23-μ - ο zoo  
0,008 ~ ^

μ = 0,2281.

4.17: Ot βαθμού σέ ένα μάθημα υποτίθεται, ότυ ακο
λουθούν κατά προσέγγυση κανονική κατανομή με μ = 6 , 5 ,  

σ =  0 ,5 καC άρι,στα τό δέκα. ’Εάν 3 μαθητές έκλεγοϋν 
στήν τύχη νά βρεθεί ή πυθανότητα άκρυβως δύο από τούς 
τρείς μαθητές νά έχουν βαθμό μεγαλύτερο από 7.

"Εστω X ή τ.μ. πού παρυστα τό βαθμό στό μάθημα.
Τότε

X N (V = 6 ,  5, σ2 = 0, δ2).

"Εστω ρ ή πυθανότητα ό μαθητής πού έκλέγεταυ στην τύχη 
νά έχευ βαθμό μεγαλύτερο άπό 7. Τότε μέ τυποποίηση καί 
τή βοήθεια τού Πίνακα III έχομε

ρ « Ρ (Χ > 7 ) = Ρί^· > 7- φ £ - )

= Ρ (Ζ>11 = 0 ,1586 .
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'Η ποθανότητα αυτή παραμένει, ή οδοα γοά κάθε μαθητή της 
τάξεως. * Υποθέτουμε δηλαδή δτυ τό δοωνυμοκό πρότυπο μπο~ 
ρε£ νά υοοθετηθεϋ. Άρα ή πιθανότητα ποΰ ζητάμε εέναυ

φ ρ * ( 1 - ρ )  * φ (0 ,1 5 8 6 )2 (0 ,8414 ) = 0 ,0635 .

4. 13 Άλλες συνεχείς κατανομές

Σ τ ό  ε δ ά φ ιο αύτό δένουμε ένα κατάλογο άλλων χρήσομων 
συνεχδν κατανομών

α) Κατανομή τοΟ C a u c h y  \ιέ σ.π.π.

f i x )  = -
11 α ? + ( χ - ) χ )

.«»<μ<βο

(4 .48 )

α>0 .
r*

β) Κατανομή τοΟ L a p l a c e  ή δ ι ι λ ή έ κ θ ε 
τ ο  κ ή μέ σ.π.π.

-  αΧμ<οο

ι -«χ α ;< β » (4 .4 9 )

σ>0

1 - Ι ^ Ή
f < * > -  2 5 *

Χρησομοποοείταο σέ μηχανολογυκά προβλήματα.

γ) Λ ο γ α ρ υ . θ μ ο κ α ν ο ν υ κ ή  κατανομή μέ
<7 · 1C · U ·

( I n x - l n c t )  
2

2-  e  2Β
χ β / Ζ π

f i x )  =

, χ  > 0

, X <0

(4 .5 0 )

α*3 >0
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’Ε ά ν  X ε χ ε ι. τ η ν  λ ο γ α ρ υ θ μ ο κ α ν ο ν υ -  
μ η κ α τ α ν ο μ ή  τ ό τ ε  η τ.μ. Ιη Χ  ε χ ε L τ ην 
χ α ν ο ν ι χ ι| κ α τ α ν ο μ ή .  "Εχει, χρησυμοπουηθεΕ σε 
προβλήματα Φυσυκης, Βυομηχανόας, Ούκονομι,κων ’Επυστημων, 
Κουνωνυολογόας, Βυολογόας καό ’Ανθρωπομετρίας.

δ) Κατανομή τοΟ W e t b u l t  με σ.π.π.

_ ( χ - ύ ) ^

. - i x - y ) ^ ~ ^ e  α Λ χ  > γ [ α
f i x )  = I ' - α3β3γ>0 ( 4 , 5 1 )

* 0 j  χ  4  γ .

’Εφαρμόζεται, σε πολλά φυσυκά φαονόμενα. Περυγράφευ ί,κανο- 
πουητυκά τό δυάρκευα ζωής δυαφόρων άντυκευμένων όπως συ- . 
σκευών, έξαρτημάτων κλπ.

ε) Κατανομή του M a x w e t t με σ.π.π. ,

f i x )  =

2 2 -% χ  η—  χ  e > χ  > 0

( 4 . 5 2 )

0 y X  <_ 0 .

’Εφαρμόζεται, σε προβλήματα της Φυσυκης (ταχύτης μορύων) . 

στ) Κατανομό τοΰ R a y l e i g h  με σ.π.π.

f i x )  -
x e

0

- %  X  y X  _> 0

y X  < _  0  .

( 4 .  5 3 )

*Ομοόως εφαρμόζεται, σε προβλήματα της Φυσυκης.
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ζ) Κατανομή δ χ ρ ω ν  τ υ μ ω ν  ή τ ο ΰ  
G u m b e t μέ σ.π.π.

- χ -  ~Χ
f i x )  » e  e ,  -co < χ  < <*> m ( 4 . 5 4 )

’Εφαρμόζεται# στην ύδρολογία, μοντέλα αποτυχίας, μετεωρο
λογία κλπ.

η) Κατανομή τοΟ P a r e t o  μέ σ.π.π.

I α ) ~ 2 s « έ  Κ  

f i x ) -  I α £  0, k ^  0

I 0 9 χ  < k . ( 4 . 5 5 )

’Εφαρμόζεται. σέ οίκομομετρικά καί ήλεκτρομηχανολογυκά 
προβλήματα.

r
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

4 .1 . "Εστω ρ ( χ 3Ν3η3ρ ) η σ.π. μύας ύπεργεωμετρυκης τ.μ. 
μέ παραμέτρους (Ν3η3ρ ) .  Νά δευχθεϋ δτυ

l i m  p ( x 3f l ,n 3p )  =  ( η ) ρ χ ( 1 - ρ ) η  Χ .
CC

Ν-*- °°

4 . 2 .  ' Τέσσερα άτομα παύρνουν ό κάθε ένας άπό ένα όμουόμορ-
φο δοχεύο. Κάθε δοχεύο περυέχευ 10 άσπρες καύ 40 

μαύρες μπάλες. Κάθε άτομο έκλέγευ χωρύς έπανάθεση 
καύ στην τύχη 8 μπάλες άπό τό δοχεύο του. Νά βρεθεύ 
η πυθανότητα 3 άπό τά παραπάνω άτομα νά τραβήξουν τό 
κάθε ένα τουλάχυστον 2 άσπρες μπάλες.

4 .3 . "Ενα ζάρυ ρύχνεταυ 20 φορές. Νά βρεθεύ η πυθανότητα 
νά πάρουμε λυγώτερο άπό 4 τρυάρυα.

4 .4 . Σέ μύα τάξη υπάρχουν 20 άγόρυα καύ 15 κορύτσυα.Παύρ- 
νουμε στην τύχη καύ χωρύς έπανατοποθέτηση 4 μαθητές, 
(έ) Πουά ή πυθανότητα νά πάρουμε δ άγόρυα καύ 1 κορύ- 
τσυ; ( i i )  ”Αν έπαναλάβουμε τό πεύραμα δ φορές πούα η 
πυθανότητα νά πάρουμε δύο φορές δ. άγόρυα καύ 1 κορύ- 
τσυ;

4 .5 . "Εστω δτυ ό χρόνος ζωής σέ ώρες μύας λυχνύας ραδυοφώ- 
νου έχευ πυκνότητα f ( x )  =  100/χ δταν χ  > 100 καύ 
Ο δταν χ  100. Νά βρεθεύ ή πυθανότητα α) καμμύα 
άπό τρεύς τέτουες λυχνύες πού λευτουργούν άνεξάρτητα 
σέ ένα ραδυόφωνο νά μην άντυκατασταθεύ κατά τη δυάρ- 
κευα των πρώτων 150 ωρών λευτουργύας καύ β) καύ ου 
τρεύς άρχυκές λυχνύες νά άντυκατασταθοΟν κατά τη
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δυάρκευα των πρώτων 150 ωρών.

4 . 6 .  "Ενα έργοστάσυο έχει, 4 δμουες γεννήτρυες ήλεκτρυκοϋ 
ρεύματος οί. οποίες λευτουργοΰν η μία ανεξάρτητα από 
τίς άλλες. "Εστω δτυ η καλό η η κακή λευτουργία μίας 
γεννήτρυας κατά τη δυάρκευα μίας περυόδου μίας ώρας 
είναυ ανεξάρτητη άπό τη κατάσταση της γεννήτρυας ό- 
πουαδήποτε άλλη στυγμή. "Εστω δτυ ή·πυθανότητα κα
κής λευτουργίας μίας γεννήτρυας κατά τη δυάρκευα 
μίας περυόδου μίας ώρας είναι, 0 ,0 2 . Νά βρεθεί ή κυ- 
θανότητα τουλάχυστον δυο γ ε ν ν ή τ ρ ι ε ς  νά έπυζήσουν δύο 
ώρες.

4. 7. Νά βρεθεί ή πυθανότητα νά πάρουμε άθρουσμα αποτελε
σμάτων μυκρότερο τοΟ 5 δταν ένα τέλευο ζάρι, ρίχνε- 
ταυ 3 φορές.

4 . 8 . "Ενας μηχανισμός έκκυνήσεως πού χρησυμοπουείταυ
σ ’ένα δυαστημόπλουο έχει, μεγάλη άξυοπυστία κα ί φημί
ζεται, νά αρχίζει, μέ πυθανότητα 0,99999. Πουά ή πυθα
νότητα μίας τουλάχυστον αποτυχίας στίς έπόμενες 
10 .0 0 0 έκκυνήσευς;

4 . 9  *Η βυβλυογραφία άναφέρευ ποσοστό θνησυμότητας μίας 
άσθένευας 30%. Τρία περυστατυκά τής άσθένευας αυτής 
εύσάγονταυ σ ’ένα Νοσοκομείο καί ού ασθενείς δεν έπυ- 
ζοίν. Είναυ πυθανόν νά έχευ αυξηθεί τό ποσοστό θνη
συμότητας;

4 .1 0 .  Δύο παίχτες παίζουν "κορώνα-γράμματα" μέ ένα τέλευο 
νόμυσμα. Σε κάθε "κορώνα" 6 πρώτος κερδίζευ μία 
δραχμή. Ου παίχτες ξεκυνοΟν τό παυχνίδυ μέ 6 δραχ-
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μές 6 καθένας. (£) Πουά η πυθανότητα μετά 6 ρύ- 
ψευς του νομίσματος καύ ού δυο παυχτες νά έχουν 
τά έδυα χρήματα^ ( ϋ )  Πουά ή πιθανότητα ο ένας 
παύχτης νά κερδύσευ όλα τά χρήματα στην ρύψη 
τοϋ νομίσματος;

4.11 . ’Από 100 ανθρώπους σέ κάπουο χωρυό, ού 50 πάντα 
λένε την αλήθευα, ού 30 πάντα ψεύδονταυ καύ ού 20 

πάντα άρνοΟνταυ ν ’απαντήσουν. "Ενα δευγμα 30 αν
θρώπων έκλέγεταυ. ( i )  ’Εάν ή δευγματοληψύα γύνεταυ 
μ έ  έ π α ν ά θ ε σ η ,  νά βρεθευ η πυθανότητα τό 
δευγμα νά περυέχευ 10 ανθρώπους κάθε κατηγορύας.
( ϋ )  ’Εάν η δευγματοληψύα γύνεταυ χ ω ρ ύ ς έ 
π α ν ά θ ε σ η  νά βρεθευ ή πυθανότητα τό δευγμα 
νά περυέχευ άκρυβώς 12 ψεύτες.

4.12 . Σέ μύα αύθουσα εξετάσεων μέ 50 φουτητές ού 10 άντυ- 
γράφουν. (% ) Πουά ή πυθανότητα σέ 5 φουτητές, που 
έκλέγονταυ στην τυχη,νά μήν ύπάρχευ κανένας πού 
άντυγράφευ; (ϋ ) "Αν έπαναλάβουμε τό παραπάνω πεύ- 
ραμα τρεϋς φορές πουά η πυθανότητα δύο φορές νά μη 
βρούμε άντυγραφέα;

4 .13 . "Εστω ότυ αγνοώντας τύς δύδυμες , τρύδυμες κλπ. γεν
νησευς ού απλές γεννησευς ανθρώπου έχουν πυθανότητα 
095 νά φέρουν άγόρυ. 'Υποθέτοντας ότυ ού δυάφορες 
γεννησευς εϊναυ ανεξάρτητες ώς πρός τό φύλο, νά 
βρεθευ ή πυθανότητα μύα ούκογένευα 6 παυδυών νά ε- 
χευ ( i )  άκρυβώς 4 άγόρυα, ( ϋ )  τουλάχυστον 1 άγόρυ 
( H i )  τό πολύ ένα άγόρυ.
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4 .1 4 . Είναυ γνωστό ότυ ένα μέρος ένός μεγάλου πληθυσμοΟ 
ανθρώπων πάσχευ από μύα άσθένευα Α. 'Επύσης εί
ναι. γνωστό ότυ άν εκλέξουμε 10 άτομα άπ’τόν πλη
θυσμό αυτό, η πυθανότητα νά βροΟμε 5 άτομα άρρω
στα είναι, δυπλάσυα της πυθανότητας νά βροΟμε 4 ά
τομα άρρωστα. Πουά ή πυθανότητα νά βροΟμε 2 άρρω
στα άτομα όταν εκλέγουμε <9;

4 .1 5 . “Εστω ότι. ου τέσσερες μηχανές έπυβατυκοΟ αεροσκά
φους έχουν τοποθετηθεί κατά τέτουο τρόπο ώστε νά 
λευτουργουν ανεξάρτητα η μία άπό τήν άλλη καί ότι. 
ή πυθανότητα βλάβης μυας μηχανής, κατά την δυάρ- 
κευα της πτήσεως είναυ 0,02. Νά βρεθευ ή πυθανότη
τα σέ μύα δεδομένη πτήση:(α) Νά μήν παρατηρηθευ 
καμμυα βλάβη καύ (β) νά μήν παρατηρηθευ πάνω άπό 
μύα βλάβη.

4 .1 6 . "Ενας άντυπρόσωπος βαρέων μηχανημάτων πωλεΰ τά μη
χανήματα καύ τά έξαρτήματα τους μόνο μέ άντυπρόσω- 
πους πωλήσεων ου όπουου έπυσκέπτονταυ τοός ύποψή- 
φυους πελάτες. 'Η πυθανότητα πώλήσεως ένός εξαρτή
ματος είναυ 0,3 καύ κάθε πελάτης μπορεί νά άγορά- 
σευ ένα μόνο εξάρτημα. "Αν 6 άντυπρόσωπος έχευ α
πόθεμα 3 έξαρτήματα νά βρεθευ ή πυθανότητα νά χρευ- 
αστοΟν λυγώτερες άπό 5 έπυσκέψευς σέ ύποψήφυους πε
λάτες γυά νά εξαντληθεί τό άπόθεμα. Μεταξύ ύποψή- 
φυων πελατών δέν ύπάρχευ καμμύα σχέση.

4 .1 7 . "Ενας πύραυλος έχευ 70% πυθανότητα πετυχημένης βο
λής. Νά βρεθευ ή πυθανότητα νά χρευαστοΟν τουλάχυ- 
στον 10 έκτοξευσευς γυά 7 πετυχημένες βολές.194
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4.18 .

4 .19 .

4 .20 .

4 .21 .

"Ενα παυχνύδυ μπυλλυάρδου άποτελεύταυ άπό κτυπήματα 
καύ ό κανονυσμός του παυχνυδυοϋ καθορύζευ δτυ ένας 
παύκτης μπορεύ νά παύζευ συνέχευα έως δτου χάσευ 
κτύπημα. "Ας υποθέσουμε δτυ ό Γυώργος κατά κανόνα 
χάνευ 20% άπό τά κτυπήματα του καύ δτυ τά κτυπήματα 
του είναυ ανεξάρτητα. Νά 3ρεθεύ ή πυθανότητα ό Γυώρ
γος νά τελευώσευ τη σευρά του H )  σε 5 άκρυ3ώς κτυπή
ματα καύ ( ϋ )  τό πολύ σε 5 κτυπήματα.ι

Σε έναν έλεγχο πούότητας προϋόντων (με έπανατοποθέ- 
τηση) ή πυθανότητα νά έμφανυστεύ 5 φορές έλαττωματυ- 
κό άντυκεύμενο σέ 10 δευγματοληψύες εϊναυ δυπλάσυα 
της πυθανότητας νά έμφανυστεύ έλαττωματυκό άντυκεύμε
νο 4 φορές στόν υδυο άρυθμό δευγματοληψυών. (·£) Πουά 
η πυθανότητα νά έμφανυστεύ έλαττωματυκό άντυκεύμενο 
τουλάχυστον 1 φορά σέ 10 δευγματοληψύες; { H )  Πουά 
η πυθανότητα τό πρώτο έλαττωματυκό άντυκεύμενο νά 
έμφανυστεύ στην τέταρτη δευγματοληψύα; { H i )  Πουά ή 
πυθανότητα τό τρύτο έλλατωματυκό νά έμφανυστεύ στην
6- δευγματοληψύα;

"Ενας νεαρός προσπαθεύ νά πετύχευ ένα στόχο μέ πέτρες. 
*Η πυθανότητα δτυ θά πετύχευ τό στόχο σέ μυά όπουαδη- 
ποτε προσπάθευα είναυ 098. Πουά είναυ η πυθανότητα νά 
χρευαστοΟν τουλάχυστον 9 δοκυμές γυά νά έχευ 7 έπυτυ- 
Χ̂ 'ες;

"Ενα καυνούργυο έμβόλυο έχευ πυθανότητα 70% άνοσοπουη- 
σεως κουνελυών άπό μύα άσθένευα. "Ενας μεγάλος πληθυ
σμός κουνελυών έμ3ολυάζεταυ καύ ώρυσμένα κουνέλυα δυα- 
λέγονταυ δυαδοχυκά γυά εργαστηρυακη παρακολούθηση.
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(α) Ποιά ή πιθανότητα νά βρούμε ακριβώς 3 άνοσοποιη- 
μένα κουνέλια δταν διαλέξουμε 20; Πόσα άπό τά 10 

κουνέλια 'ελπίζουμε νά είναι, άνοσοποιημένα; (β) Ποιά 
η πιθανότητα νά χρειαστεί νά διαλέξουμε 4 κουνέλια 
μέχρι, νά βρούμε τό πρώτο άνοσοποιημένο;

4 ,2 2 . *0 αριθμός τών τηλεφωνικών κλήσεων που παίρνει ό 
χειριστήδ ένός τηλεφωνικού κέντρου μεταξύ 9 .0 0 καί 
9 . 1 0 ' τό πρωί ακολουθεί κατανομή P o i s s o n μέ μέση το
μή 3. Νά βρεθούν (i ) η πιθανότητα κατά τήν αυριανή 
ημέρα 6 τηλεφωνητής νά μήν λάβει, καμμιά κλήση στό 
διάστημα 9 .0 0 καί 9 . 1 0 ( ϋ )  *Η πιθανότητα κατά τις 
έπόμενες τρεις ημέρες ό τηλεφωνητής νά λάβει, σ υ ν ο- 
λ ο κ ά μιά κλήση στό ίδιο διάστημα.

4 .2 3 . ’Από μία ραδιενεργό ουσία έκπέμπονται κατά μέσο δρο
3 σωματίδια α άνά λεπτό, σύμφωνα μέ τήν κατανομή τού 
P o i s s o n . ( i ) Ποιά η πιθανότητα σέ 2 λεπτά νά έκπεμφθοΟν
4 σωματίδια. H i )  Δίνεται, ότι, 6 χρόνος μεταξύ δύο δια
δοχικών έκπομπών ακολουθεί τήν έκθετική κατανομή μέ 
παράμετρο λ=3.Νά βρεθεί ή πιθανότητα 6 χρόνος μεταξύ 
δύο διαδοχικών έκπομπών νά είναι τό πολύ 2 λεπτά»

4 .2 4 . Οό αφίξεις τηλεφωνικών κλήσεων σέ ενα Σταθμό Πρώτων 
Βοηθειών ακολουθούν κατανομή P o i s s o n  μέ λ=3 κλήσεις 
τήν ώρα, Νά βρεθεί ή πιθανότητα ( i )  σ έ διάστημα 2 ω
ρών νά έχουμε τουλάχιστον 4 κλήσεις καί ( ϋ )  6 χρόνος 
πού μεσολαβεί μεταξύ της Ηης καί 5ης κλήσεως νά είναι 
μικρότερος τών 10 λεπτών.

4 .2 5 .
196
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λάττωμα άνά 50 cm κατά μέσο δρο. Νά βρεθεέ η πε
θανότητα ένα φύλλο δεαστάσεων 5cmx5cm νά έχεε τό 
πολύ ένα ελάττωμα.

4.26 . Σ’.ένα πολυσέλεδο κεέμενο βρέσκουμε δτε μόνο 13Λ5% 

των σελέδων δεν έχουν τυπογραφεκά λάθη. "Αν 6 άρεθ
μός των λαθών άνά σελέδα είναε τυχαέα μεταβλητή με 
κατανομή του P o i s s o n νά βρεθεέ τό ποσοστό των σελέ
δων που έχουν άκρεβώς ένα λάθος.

4.27 . Οε άφέξεες πελατών σε ένα φαρμακεέο ακολουθούν την 
κατανομή του P o i s s o n με ρυθμό άφέξεων 3 πελάτες άνά 
2 ώρες κατά μέσο δρο. (£) Νά βρεθεε ή πεθανότητα τό 
φαρμακεέο νά δεχθεέ 8 έως 10 πελάτες από τές 9 π.μ. 
μέχρε τές 3 μ.μ. ( ϋ )  "Εστω δτε 6 χρόνος έξυπηρέτη- 
σης κάθε πελάτη είναε σταθερός καέ εσος μέ 15 λε
πτά. Ποεά ή πεθανότητα τό φαρμακεέο νά μεένεε χωρές 
πελάτη περεσσότερο από μέση ώρα.

4 .28 . ‘0 άρεθμός τών πελατών πού φθάνουν σέ ένα κατάστημα, 
ακολουθώντας μέα δεαδεκασέα τοϋ P o i s s o n , είναε κατά 
μέσο δρο 20 την ώρα. Ποεά η πεθανότητα 6 χρόνος'με
ταξύ δύο δεαδοχεκών άφέξεων νά είναε i )  μεκρότερος 
τών 3 λεπτών, ϋ )  Μεγαλύτερος τών 4 λεπτών. H i )

Ποεά ή πεθανότητα σέ 30 'της ώρας νά έλθουν 15 πελάτες.

4 .2 9 . 'Υποθέτουμε δτε 6 άρεθμός τών τυπογραφεκών λαθών άνά 
σελέδα άκολουθεέ την κατανομή P o i s s o n . "Ενα βεβλέο 
μέ 200 σελέδες έχεε 40 τυπογραφεκά λάθη. "Αν δεαλέ- 
ξουμε 10 σελέδες άπό τό παραπάνω βεβλέο τυχαέως, νά 
βρεθεέ ή πεθανότητα νά μην έχουν τυπογραφεκά λάθη.
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4 .3 0 . Ενας ηλεκτρονικός μετρητής βακτηρεδέων μετράεε
κατά μέσο όρο 5 βακτηρέδεα σέ ένα cm ένός υγρού.
'Υποθέταντας ότε ό άρεθμός των μετρουμένων βακτηρε-
δέων σέ ένα cm άκολουθεε την κατανομή τοϋ P o i s s o n

νά βρεθεε η πεθανότητα 6 μετρητός νά μετρόσεε (Ότό
3πολύ 4 βακτηρέδεα σέ 1 cm . ( i i )  τουλάχοστον 3 βα- 

κτηρέδεα.

4 .3 1 . ΕΪναε γνωστό ότε οέ άφέξεες πελατών σέ ένα έατρεεο 
ακολουθούν την κατανο'μό P o i s s o n  μέ μέση τεμη 6 πε
λάτες την ώρα. Δεδομένου ότε η αεθουσα αναμονής του 
εατρεέου έχεε 4 καθέσματα καέ ότε ό χρόνος έξετά- 
σεως κάθε ασθενούς είναε σταθερός καέ εσος μέ 4 0 \  

ποεά η πεθανότητα κατά τό στεγμη πού τελεεώνεε ή έ- 
ξέταση τοϋ πρώτου ασθενούς νά υπάρχουν τουλάχεστον 
δύο όρθεοε πελάτες στόν αεθουσα αναμονής;

4 .3 2 . *0 άρεθμός των άκτένων γάμμα πού έκπέμπονταε άνά 
δευτερόλεπτο άπό μεά ραδεενεργό ούσέα είναε μεά τυ- 
χαέα μεταβλητό μέ κατανομή P o i s s o n μέ παράμετρο Χ=2. 

"Αν ένα όργανο πού μετρά τόν άρεθμό των άκτένων γάμ
μα, οέ όποεες έκπέμπονταε, σταματά νά δουλεύεε όταν 
οέ άκτύνες είναε περεσσότερες άπό 43 ποεά ή πεθανό
τητα νά σταματόσεε νά δουλεύεε τό παραπάνω όργανο;

Σέ μεά κλενεκό ύπολογέζεταε ότε κατά μέσον όρο 3 ά- 
σθενεες τόν ημέρα (2 4 ώρες) καταφθάνουν καέ ζητάνε 
κρεββάτε. Οέ άφέξεες άσθενών άνά μέρα άκολουθουν 
δεαδεκασέα P o i s s o n . Ποεά η πεθανότητα ό χρόνος μετα
ξύ των άφέξεων τοϋ πρώτου καέ τού δεύτερου άσθενη 
νά είναε μεκρότερος των 4 ώρων.

4 .3 3 .
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4.34 .  Με τη βοηθεεα ε ν ό ς τυχαέου μηχανεσμου πού ακολου
θεί την όμοεόμορφη κατανομή στο δεάστημα ( 0 31 ) ε- 
κλέγεταε ένας άρεθμός άπό τό δεαστημα αυτό. Να 
βρεθεε ή πεθανότητα Ό  το δεύτερο δεκαδεκο ψη- 
φεο του άρεθμου νά είναε τό 2 καε έ Ό  το δεύτερο 
δεκαδεκο ψηφεο της τετραγωνεκης ρέζας του άρεθμοϋ 
νά είναε τό 5.

4 .35 . *0 χρόνος ζωής των κατοεκων μεας χώρας εϊναε έκθε-
τεκη τυχαεα μεταβλητή με λ -1 /5 0 (σέ ετη). Να βρε
θεε τό ποσοστό των κατοεκων πού ζοΰν πάνω άπό 70 

χρόνεα.

4.36 .  ‘Υποθέτουμε ότε η δεάρκεεα της χεονόπτωσης σε ένα 
χωρεό της Β. ‘Ελλάδας είναε μέα τυχαεα μεταβλητή Τ  

με συνάρτηση πυκνότητας πεθανότητας

/
Λ 0 < t  < «°

9 άλλου ,

όπου τό t  μετραταε σε λεπτά. “Αν ή δεάρκεεα της χεο
νόπτωσης κατά μέα μέρα, έχεε φθάσεε ηδη στά 8 λε
πτά, ποεά είναε ή πεθανότητα νά δεαρκέσεε άλλα 6 λε
πτά ακόμα;

4 .37 .  *Η δεάρκεεα σέ λεπτά των ύπεραστεκών τηλεφωνεκών
συνδεαλέξεων άκολουθεε την έκθετεκη κατανομή μέ ά-
θροεστεκη συνάρτηση κατανομής

·»

F i x )  =  l - e ~ x ^  3 χ  £  0.

Νά βρεθεε ή πεθανότητα ή δεάρκεεα μεας ύπεραστεκης
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συνδεαλέξεως (£) νά ύπερβεε τά 5 λεπτοί ( i i )  vdt 
εέναε μικρότερη των 6 λεπτών δεδομένου δτε ήταν 
μεγαλύτερη των 3 λεπτών.

4 .3 8 . Είναε γ ν ω σ τ ό δτυ ό χρόνος ζωής τοΟ έοϋ της γρεπ- 
πης μέσα στόν όργανεσμό ενός ατόμου τό δποεο ύφε- 
σταταε άντεγρεπεκή θεραπεεα άκολουθεε την έκθετε- 
κή κατανομή μέ μέση τεμή 3 μέρες, (£) ΙΙοεά η πε- 
θανότητα από 10 άτομα που έχουν προσβληθεε άπό 
τόν έό τ ά  3 νά γενουν καλά σέ χρονεκό δεάστημα ά
πό 2 έως 4 μέρες; (££) Ποεά η πεθανότητα ένας· α
σθενής νά γενεε καλά συνολεκά σέ λεγότερο άπό 5 
μέρες δεδομένου δτε έχεε 2 μέρες άρρωστος.

4 .3 9 . “Ενας γεατρός μέ πολύ μεγάλο άρεθμό πελατών θέλεε 
νά κανονεσεε τά ραντεβού τών άσθενών του ώστε ό 
χρόνος άναμονής τους στόν προθάλαμο του έατρεεο)υ 
νά μήν είναε μεγάλος. Δοθέντος δτε ό χρόνος έξετά- 
σεως κάθε πελάτη άκολουθεε τήν έκθετεκή κατανομή 
μέ μέση τεμή 30 λεπτά καε δτε 6 γεατρός κανονεζεε 
τά ραντεβού του κάθε 40 λεπτά, ποεά ή πεθανότητα ό 
δεύτερος πελάτης κάθε μέρας νά περεμένεε στόν προθά

λαμο μεταξύ 5 καε 10 λετπά .Δεδεταε δτε οε άσθενεες 
φθάνουν στό έατρεεο άκρεβώς τήν καθορεσμένη ώρα τοΟ 
ραντεβού.

4 .4 0 . *0 χρόνος ζωής τών ένδεκών χοερεδεων τά όποεα έμβο- 
λεάζονταε μέ ένα μολυσματεκό εό άκολουθεε τήν έκ
θετεκή κατανομή μέ μέση τεμή 1 χρόνο. Νά βρεθεε ή 
πεθανότητα (£) ένα χοερεδεο τό δποεο έμβολεάζεταε 
μέ τόν έό νά ζήσεε μεταξύ 8 καε 10 μήνες καύ (££) τό
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χοερέδεο νά ζήσεε λεγότερο άπό 9 μϊίνες δεδομένου 
δτε έζησε περισσότερό άπό 5.

4 .41 . '0 χρόνος ζωής των βρεφών τά όποεα γεννεοΟνταε με 
μέα άνέατη νόσο Α άκολουθεε τήν έκθετεκή κατανομή 
με μέση τεμή 1 χρόνο, (i) Νά βρεθεε η πεθανότητα 
ενα βρέφος πού γεννεέταε μέ την άσθένεεα Α νά ζήσεε 
μεταξύ 8 καέ 10 μήνες. ( i i )  Νά βρεθεε ή πεθανότητα 
τό βρέφος νά ζησεε λεγότερο από 9 μήνες δεδομένου 
δτε εζησε περεσσότερο από 5 μήνες. ( H i )  Ποεά ή 
πεθανότητα από 10 τέτοεα άσυσχέτεστα βρέφη άκρεβώς 
τρέα νά ζήσουν 12 μήνες;

4 .42 . ‘0 χρόνος ζωής των λαμπτήρων χεερουργεκοΟ θαλάμου 
άκολουθεε την έκθετεκή κατανομή μέ λ-0,2 (σέ ώρες). 
Γεά τήν έπετυχή δεεκπεραέωση μέας έγχεερήσεως δεάρ- 
κεεας 10 ωρών χρεεάζεταε ή λεετουργέα τουλάχεστον 2 

άπό τ ο ύ ς  4 ύπάρχοντες λαμπτήρες. Ποεά ή πεθανότητα 
έπετυχοΟς δεεκπαερεώσεως τής έγχεερήσεως;

4 .43 . '0 χρόνος ζωής ένός πλυντηρέου έχεε κατά προσέγγεση 
κανονεκή κατανομή μέ μέση τεμή μ=3,2 έτη καέ τυπε- 
κή άπόκλεση σ = 1 ,2 έτη. "Αν τ ό  πλυντήρεο έχεε έγγύη- 
ση ένός έτους νά βρεθεε τό ποσοστό των πλυντηρέων 
που θά χρεεαστεέ νά άντεκατασταθοϋν.

4.44. *0 χρόνος πού χρεεάζεταε γεά νά δοθούν οέ άπαντήσεες 
σέ ένα γραπτό τέστ άκολουθεε κανονεκή κατανομή μέ 
μέση τεμή \ι=70 m in καέ τυπεκή άπόκλεση σ=12 m in . Πό
τε πρέπεε νά τελεεώσεε τό δεαγώνεσμα άν θέλουμε νά 
δώσουμε άρκετό χρόνο ώστε τό 90% των ύποψηφέων νά
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προλάβουν νά ολοκληρώσουν το τέστ;

4 . 4 5 , Mux υπηρεσία χρησυμοπουεί πολλούς ήλεκτρυκούς λαμ
πτήρες ο ί  οποίου εΕναυ αναμμένου συνέχευα μέρα καύ 
νύχτα. *0 χρύνος ζωής κάθε λαμπτήρα θεωρείταυ δτυ 
ακολουθεί κανονυκή κατανομή μέ μέση τυμή \ι=60 μέρες 
καύ τυπυκή απόπλυση σ=20 μέρες. Την 1η Ίανουαρέου 
ή ύπηρεσύα τοποθετεί 10 ,0 0 0 νέους λαμπτήρες. Πόσου 
λαμπτήρες άναμένεταυ νά χρευάζονταυ άντυκατάσταση 
μέχρυ τήν 1η Φεβρουαρύου του υδυου έτους;

4 . 46 , ‘0 δεύκτης εύφυυας γυά κάπουο πληθυσμό έχευ κανονυ
κή κατανομή μέ μέση τυμή \χ=100 καύ τυπυκη απόπλυση 
ο=15 . Πουό ποσοστό του πληθυσμού έχευ δεύκτη εύφυυας 
μυκρότερο τού 90 καύ πουό ποσοστό μεγαλύτερο τού 125;

4 .4 7 . Μύα βυομηχανύα κατασκευάζευ παυδυκές τροφές των δ- 
πούων τό βάρος ακολουθεί τήν κανονυκή κατανομή μέ 
μέση τυμή 9 00 gr καύ τυπυκή απόπλυση 50gr .  Σέ ένα ά- 
γορανομυκό έλεγχο 6 έλεγκτής δυαλέγευ στήν τύχη 40 

κουτυά από τήν παραγωγή μύας μέρας καύ τά ζυγύςευ 
δλα μαζύ. Πουά εδναυ ή πυθανότητα τό συνολυκό βάρος 
των 40 κουτυων νά είναυ μυκρότερο των 3 5 .5 0 0 g r ;

4 .4 8 . ’Η ποσότητα του πετρελαύου πού καύευ ένας καυστήρας 
σέ 24 ώρες εϊναυ τυχαύα μεταβλητή μέ κανονυκή κατα
νομή, \χ=200 λύτρα, ο=20. "Αν υπάρχουν ακόμη 210 λύ
τρα στο ντεπόζυτο πουά ή πυθανότητα νά δυαρκέσουν 
γυά 24 δρες;

ο
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

μαθηματική ελπίδα- χαρακτηρι

στικά κατανομών και τυχαίων 

μεταβλητων-ροπογεννητριε*

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσεάζουμε την εννοεα της μαθη- 
ματεκής έλπέδας μέας τυχαέας μεταβλητής. Παράλληλα ανα
πτύσσουμε τές έννοεες της μέσης τεμης, δεακύμανσης καε 
ροπής μέας τ.μ. καέ μελετάμε τές εδεοτητες τους. Στό τέ
λος περεγράφουμε δεάφορα άρεθμητεκά η ποσοτεκα χαρακτηρε- 
στεκά των κατανομών καέ των τυχαέων μεταβλητών. ’Από αυτα 
τό πεό σημαντεκό εέναε ή ροπογεννητρεα συνάρτηση η οποεα 
εχεε άξεόλογες εδεοτητες καέ μας προσφέρεε ένα πολύτεμο 
έργαλεεο γεά τη μελέτη της θεωρέας τών κατανομών πεθανοτη- 
τας.

5.1 Μαθηματική έλπίδα

‘Η έννοεα τής αναμενόμενης τεμής ή μαθηματεκής έλπέ- 
δας μέας τυχαέας μεταβλητής όδηγεέ σέ ένα από τά σημαντε- 
κώτερα χαρακτηρεστεκά της γνωρέσματα. Συνδέεταε μέ την
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έννουα της μέσης τυμής μίας σευρας μετρήσεων καί and μία
άποψη είναι, ή έπυκρατέστερη τυμή της τ.μ. X.

"Εστω μία δυακρυτή τυχαία μεταβλητή X η οποία παίρνει,
τυμές χ  9χ ^ . . . 3χ ^  μέ πυθανότητες ρ ( χ ^ ) 3 · · • s p i x - j j

άντυστουχα δπου ρ ( χ )  είναυ η συνάρτηση πιθανότητας της X.
'Εάν τό τυχαίο πείραμα που συνδέεταυ μέ την X έπαναληφθευ
ανεξάρτητα ένα μεγάλο άρυθμό φορών, θά περυμέναμε ου δυάφο-
ρες τυμές της X νά έμφανυστούν σέ ποσοστά φορών πού θά
είναυ κατά προσέγγυση υσα πρός τίς πυθανότητες τους.’Εάν
δέ επί πλέον γυά κάθε τυμή χ .  τής X ύπάρχευ καί κέρ-ί,
δος χ .  δραχμών τότε τό αναμενόμενο κέρδος από κάθε τυ-ΐ.
μη χ .  θά είναυ x . p ( x J  καί τό συνολυκό αναμενόμενο • % ^ ν  Ί
κέρδος Χ - χ , ρ ( χ , ) .

Γυά παράδευγμα, έστω δτυ ρίχνουμε ένα τέλευο νόμυσμα 
’Εάν κερδίζουμε 1 δραχμή δταν έμφανίζεταυ ή πλευρά Κ καί 
χάνουμε 1 δραχμή (δηλ.κερδίζουμε -1 δραχμή) δταν έμφανί- 
ζεταυ η πλευρά Γ, τότε σέ μία ρίψη τοΟ νομίσματος περυμέ- 
νουμε νά κερδίσουμε 1 χ (1 / 2 ) δραχμές από την πλευρά Κ 

καί ( ~ 1 ) χ ( 1 / 2 ) άπό τήν πλευρά Γ, δηλαδή, συνολυκά

l x (1 / 2 )  +  ( ~ 1 ) χ ( 1 / 2 ) * 0

κέρδος.’Εάν επίσης ρίξουμε ένα τέλευο ζάρυ 6 φορές καί 
σέ κάθε αποτέλεσμα £ κερδίζουμε £ δραχμές, ϊ = 1 Λ2Λ3, 

... 36 , τ ό τ ε  θά περυμένουμε νά έμφανυστευ μία φορά 1Λ δη
λαδή νά κερδίσουμε 1 δραχμή, μία φορά 2, δηλαδή νά
κερδίσουμε 2 δραχμές κ.ο.κ. Τό αναμενόμενο κέρδος μας 
στυς 6 ρίψευς θά είναυ

*
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1+2+3+4+5+6 = 6 ^ 1 2 ^ 1 8 x ^ -2 4 ^ 3 0 ^ 3 6 ^  = 21 .

Οι ι δ έ ε ς  αυτές μας όδηγοϋν στον ακόλουθο ορισμό.Τό αναμε
νόμενο κέρδος μας στη μία ρίψη θά είναι 21/6 δηλαδή

—  = 1 +2*-g+.. .-/-tfxj· = Σ χ ρ ( χ )  .

‘Ορισμός 5.1: ' Α ν α μ ε ν ό μ ε ν η  τ ι μ ή  ή ~ 
μ α θ η μ α τ ι κ ή  έ λ π ί δ α  τ υ χ α ί α ς  μ ε τ α 
β λ η τ ή ς .  "Εστω X μία τυχαία μεταβλητή, τότε ή ά ν α- 
μ ε ν ο μ ε ν η  τ ι μ ή  η μ α θ η μ α τ ι κ ή  έ λ π ί- 
δ α τ?ίς X συμβολίζεται με Ε ( Χ ) καί ορίζεται με τη
σχέση

έάν ή Γ.μ. X είναι άπαριθμητή 
μέ κατανομή ρ (χ ) .

(5.1) .

έάν η τ.μ. X είναι συνεχής 
μέ κατανομή f ( x ) .

*Η αναμενόμενη τιμή της X συμβολίζεται καί μέ ΕΧ, 

μ η άπλα μ καί λέγεται συνήθως μέση τιμή τής τ.μ. X.
X

*0 παραπάνω ορισμός έσχόει ύπό την προϋπόθεση ότι
+m

τό άθροισμά Σ χ ρ ( χ ) η τό ολοκλήρωμα / x f ( x ) d x
X •οο

συγκλίνουν απόλυτα, δηλαδή
•foo

Σ \ χ \ ρ ( χ ) < “ ή / \ x \ f ( x ) d x  < « . ( 5 . 2 )•U ^

Ε(Χ) -
Σ χ ρ ( χ ) , 
χ

/ x f ( x ) d x i
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Τότε λέμε ότι, ύπάρχει, ή μέση τυμη ΕΧ της τυχαίας μετα
βλητές X, Αύτό είναι, απαραίτητο δυότυ, αν π.χ.
Σ \ χ \ ρ ( χ )  = ~ τότε τό άθροι,σμα Σ χ ρ ( χ ) θά παρίστανε δυα- 
φορετι,κους άρι,θμοός ανάλογα μέ τόν τρόπο άθροίσεωςίαναδι,α- 
τάσσοντας τοός όρους του θά άλλαζε τυμη^.Γυά παράδειγμα 
έστω X τ.μ. μέ τι,μές ( - 2 )  καί πιθανότητα 1/2 γυά

κάθε τυμη, χ  =  1929 . . .  Τότε

ΟΟ 00 00Σ \ χ \ ρ ( χ ) = Σ \ ( - 2 ) x \ ( l / f )  = Σ 1 =»
Χ=1 X=1 Χ-1

κα ί

ΕΧ = ( ~ 2 ) \  + ( - 2 ) 2 ^  + ( - 2 ) 3 ^  +  
2 22 23

* -1 + 1 -1 + 1 - ...

ποΰ κυμαίνεται, μεταξό -2 καί Ο.

ΠαραΰείΎΐιατα;
5.1: Χίλυοι, λαχνοί των 10 δραχμών ό κάθε ένας πω- 

λοΟνταυ σέ μυά λαχευοφόρο αγορά τές οποίας τό μοναδυκό 
βραβείο είναι, ένα ραδυόφωνο αξίας 3000 δραχμών. ’Εάν ό 
Γυώργος αγοράσει, δυό λαχεία ποι,ό είναι, τό αναμενόμενο 
κέρδος του;

“Εστω X ή τ.μ. ποό εκφράζει, τό κέρδος τοΟ Γι,ώργου. 
’Εάν ό Γυώργος κερδίσει,, τό κέρδος του θά είναι, χ  =  3000 

- ( 2 * 1 0 )  =  2980 δραχμές. ’Εάν χάσει,, τό κέρδος του θά εί
ναι, χ  - -2 0  δραχμές. θί αντίστοιχες πιθανότητες είναι,



5.1  Μαθηματική έλπίδα

2/1000 - 0*002 καέ 1-0*002 = 0*998. "Αρα το αναμενόμενό 
κέρδος τοΌ Γιώργου θά είναυ

Ε(Χ) = Vxp(x) = (2980·χ0 * 0 0 2 )+ ( - 2 0 ) χ (0 * 9 9 8 )  = -14 *•Ε

δηλαδη άπώλευα 14 δραχμές.

5.2: Not βρεθεί ό αναμενόμενος χρόνος άπορροφησεως 
ενός φαρμάκου όταν ή κατανομή το\3 χρόνου αύτοΰ Τ είναι.

fit) =
, S <t <1Β

0 άλλοΟ .

'Εχουμε
15 1 ^  1 t 2

IS
Ε ( Τ )  =  I  t  f ( t ) d t  = / t  J g d t  =

—CO
10 2 =  10

λεπτά της ώρας, πραγμα που περι,μέναμε λόγω του οτι. η κα
τανομή της τ.μ. Τ είναυ όμουόμορφη.

5.3: "Εστω X τυχαέα μεταβλητή με σ.π.π.

fix) -

1/χΔ * 1 < χ < 00

ο άλλοΟ.

*Η τ.μ. X δέν έχει, μέση τυμή. Πράγματι,
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Ή» η
=  EX =  {  X - J  dx  

1 χ

=  l i m  \ —  = U r n  [ I n  t ' - l n  i] = 00 · 
t-W ·» I  *  £-►+·

"Οπως άναφέραμε στό έδάφιο 3.5 συναρτήσεις τυχαίων 
μεταβλητών είναι, επίσης τυχαίες μεταβλητές. ’Ανάλογα ορί
ζεται, καί ή μαθηματική έλπίδα μίας συναρτήσεως h (X ) μίας 
τυχαίας μεταβλητής X.

'Ορισμός 5.2s ’Α ν α μ ε ν ό μ ε ν η  τ ι μ ή  ή 
μ α θ η μ α τ ι κ ή  έ λ π ί δ α  τ ή ς  h ( X ) . "Εστω 
h (X ) μία συνάρτηση μίας τ.μ. X. Ή ά ν α μ ε ν ό μ ε -  
ν η  τ ι μ ή  ή μ α θ η μ α τ ι κ ή  έ λ π ί δ α  
E [ h ( X ) ] τής h (X ) ορίζεται μέ τή σχέση

Σ Η ( χ ) ρ χ ( χ )

E [h ( X )] =
•Η»s h ( x ) f x ( x ) d x

— οο

αν ή τ.μ. X είναι διακρι-
τή μέ σ.π. p Y( x )

Λ ( 5 , 3 )

αν ή τ.μ. X είναι συνεχής 
μέ σ.π.π. ΐ χ ( χ )  ·

*Η αναμενόμενη τιμή τής h (X ) συμβολίζεται καί μέ 
E h (X ) καί ύπάρχει ύπό τόν όρο ότι τό άθροισμα ή τό ολο
κλήρωμα στήν ( 5 , 3 ) συγκλίνουν απόλυτα.
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5.2 ' Ιδιότητες τής μαθηματ|Κήζ έλπίδας

Ου βασυκες υδυότη τες  τή ς  μαθηματυκής ελπυδας μμας 

τυχαύας μ εταβλητές  δόνονταυ στο  ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.1:
"Εστω X  τυχαύα μ εταβλη τή , a s b 3 e , o ^ 3 c ^ 3  . . · 3 ° η  σ τα -  

θ ερές  ποσότη τες  καυ h ( X ) 3  h j ( X ) 3  . . . 3 h ^ ( X )  συναρτήσευς 

τής X . Τό τε

1 .  Ε ( ο )  =  ο  .

2 .  E ( a X + b )  =  a E ( X ) + b  

καύ γενυκά

E [ a h ( X ) + b ]  =  a E [ h ( X ) 1 + b  .  ( 5 . 4 )

3 .  E l h ^ X j + h ^ X ) ]  =  E [ h 1 ( X ) ] + E [ h 2 ( X ) ]

καύ γενυκά

5. 2 ’Ιδιότητες τής μαθηματικής έλκίδας

k k

E [  Σ c . h . U n  =  Σ c . E l h j X ) ] . ( 5 . 5 )

i = l

II

1

4 . ”Av X  >  0 τ ό τ ε  E ( X )  _> 0

καύ γενυκά

αν h 2  ( X )  > h 2  ( X )  τ ό τ ε  E l h  ( X )  ] > E [ h £  ( X )  ] .

5. # \ E [ h ( X ) ] \  < E \ h ( X )  |.
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6. "Αν τι Ε ζ / 1) ύπάργει τότε ύπάργει jrj_ Ε θ Τ )  

γιά κάθε m =  1323 ...3η - 1 .

'Απόδειξη: Οι παραπάνω ιδιότητες είναι απλές συνέ
πειες των ορισμών των ιδιοτήτων πεπερασμένων αθροισμάτων 
ή ολοκληρωμάτων. "Ετσι γιά την ιδιότητα δ έχουμε στη συνε 
χή περίπτωση.

·*·«
E [ h 1 ( X ) + h 2 (X ) ' i -■/ l h 1 ( x l + h 2 ( x ) ] f }(( x ) d x

—  CO

CO

* / h j ( x ) f x ( x ) d x + j  h ^ ( x ) f x ( x ) d x
00 -.0 0

*  Elh2(X)l+Elh2(X)].

Γιά τή γενική ιδιότητα 4 έχουμε

h2(X) > h£(X) = 5>h1(X)-h2(X) > Ο

καί άπό τό πρώτο μέρος τής 4 έπεται

Elh^XJ-h^X)] > Ο Ehj(X) >Eh2<X) .

Στήν ιδιότητα β3 ή ύπαρξη τής Ε ( ^ )  σημαίνει ότι

Ε\χ\η < « .

’Επί πλέον έχουμε

Iζ|" < ί+|χ|"
£

γιά κάθε1 X καί κάθε m - 13 23 . . . 3η - 1 . "Ετσι έφαρμόζο- 
ντες τήν ιδιότητα 4 παίρνουμε τό αποτέλεσμα. Τ



5. 3 Διακύμανση (διασκορά) - τυπική Απόκλιση

5. 3 Διοκύ|ΐβν<Fi| (διββκορβ) - τυπική άπόκλιβη

Ή  μέση τυμή μίας τυχαίας μεταβλητής είναι, ένα χρή
σιμο χαρακτηριστικό γνώρισμα αυτής. Μας δι,νει, τη θέση 
τ<5 "κέντρο βάρους" τής κατανομής καί έτσι, είναι, γνωστή 
καυ ώς μ έ τ ρ ο  θ έ σ ε ω ς  α ύ τ ή ς .  Παρά ταϋτα 
οί πληροφορίες ποΰ μας δίνει, είναι, περι,ορυσμένης μορφής

' Ψ

δπως φαίνεται, άπό τό παρακάτω παράδειγμα δΰο τυχαίων με
ταβλητών Χ1 καί Χ2 μέ κατανομές f ^ x )  καί / fo; 
οί οποίες έχουν το ίδι,ο πεδίο τυμών άλλά είναι, τελείως 
δι,αφορετυκής μορφής.

[ϊ

I*'
f

t,r..tf

f j ( x ) a

1/100 -
τ.μ Χ^

0
—4"
50 100

t-f. l·
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Γυά τη μεταβλητή X^ όλες ου τυμές μεταξύ 0 καύ 
100 είναυ ύσοπύθανες, ένώ γυά τό X^ οΰ τυμές κοντά στό 
0 η 100 εέναυ αρκετά άπύθανο νά πραγματοπουηθοϋν. 'Η 
δυαφορά μετξύ μύας τυμής τής Χ^ καύ τής μέσης τυμής 
μ = 50 εέναυ πυθανά νά είναυ μεγάλη, ένώ ή υδυα δυαφορά 
γυά τό Χ^ είναυ άπύθανο νά εέναυ μεγάλη. "Ετσυ οδηγούμα
στε στό νά ρωτήσουμε κατά πόσο άναμένεταυ μυα τυχαύα μετα
βλητή νά άποκλύνευ άπό τή μέση της τυμή.

Με αλλα λόγυα χρευαζόμαστε ένα μέτρο τής μ ε τ α 
β λ η τ ό τ η τ α ς  ή δ υ α σ π ο ρ α ς  τ ω ν  τ υ - 
μ ώ ν  τ ή ς  τ.μ. ’Επευδή ου άποκλύσευς άπό τή μέση τυ
μή μπορευ νά είναυ θετυκές ή άρνητυκές χρησυμοπουοΰμε τό 
τετράγωνο των αποπλύσεων. *Η δυακύμανση (δυασπορά) μύας 
τυχαύας μεταβλητής δρύζεταυ μέ τή βοήθευα τής μαθηματυκής 
έλπύδας.

‘ Ορισμός 5.3: Δ υ α κ ύ μ α ν σ η  ( δ υ α σ π ο -  
ρ ά ) τ υ χ α ύ α ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς .  "Εστω X μύα 
τυχαύα μεταβλητή. * Η δ υ α κ ύ μ α ν σ η  ή δ υ α σ π ο -

Ο

ρ ά ( v a r i a n c e ) τής X συμβολύζεταυ μέ V a r (X ) ή ο ή
2 « *  απλώς σ καύ δρύζεταυ μέ τή σχέση

V a r (X )  =  Ε (Χ -\ ι )2

2
Σ ( χ - μ )  ρ ( χ )  s εάν X άπαρυθμητή μέ 

κατανομή ρ ( χ ) ,
+αο g \ 0,0/

f ( x - ] i )  f ( x ) d x a εάν X συνεχής μέ κατα- 
νομή f ( x )

δ που μ =ΕΧ.

‘ Ορισμός 5 . 4 : Τ υ π υ κ ή  α π ό π λ υ σ η  τ υ 
χ α ύ α ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς .  'Η τ υ π υ κ ή  ά π ό -
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5. 3 Διακύμανση (διασπορά) - τυπική άπόκλιση

χ λ ί α η σ̂ . , η απλώς σ* μίας τ.μ. X ορίζεται, ως η 
θετυκη τετραγωνική ρίζα της δυακυμάνσεως αυτής, δηλαδτΐ

( σ =  V v a r (X ) .
Λ

*Η δυακύμανση καί ή τυπυκη άπόκλυση μίας συναρτησεως 
h (X ) μίας τυχαίας μεταβλητής X ορίζονται, ανάλογα:

V a r lh (X )  ]  =  E [h (X )  -  E h (X )  ] 2

° h ( X )
=  </Varh(X) .

(5. 7)

.'Αντί των παραπάνω συμβολισμών χρησυμοπουοΟμε καί τούς
» 2ακολούθους άπλούστερους: V ar h (X ) η σ ιϊ ( χ y

'Η δι,ακύμανση α2 είναι. πάντα μη άρνητυκη καί με- 
τραται, μέ το τετράγωνο των μονάδων μετρησεως της Χ 9 ε
νώ ή τυπι,κη άπόκλι,ση μέ τίς ίδι,ες μονάδες δπως καί ή Χ ·  

Είναι, επίσης φανερά ότι, αν ή δι,ακύμανση σ μίας τυχαίας 
μεταβλητής X ίσοΟται, μέ τό μηδέν τότε ή X εκφυλίζεται, 
σέ μία σταθερή τι,μη, τό μέση τι,μη, μέ πυθανότητα ίση μέ 
τη μονάδα.

Ου βασυκές ύδυότητες τΨ\ς δυακύμανσης δίνονται, στό 
παρακάτω θεώρημα. ’Από αύτές ή πρώτη είναι, πολύ χρησυμη 
δι,ότι, διευκολύνει, τόν ύπολογυσμό της διακύμανσης μίας 
τυχαίας μεταβλητής.

Θεώρημα 5.2:
"Εστω X τυχαία μεταβλητή, a3b3o σταθερές καί 

h (X ) μία συνάρτηση του X . Τότε

1. V a r (X )  =  Ε (Χ 2) - ( Ε Χ ) 2

καί γενικά
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varwxn - EiMxn2- m a ) f  . (&.β>

2. V ar ( a )  =  Ο

Ζ . V a r (a X + b )  =  a V a r ( X )

χαέ γενικά

V ca > [a h (X )+ b] = a  Var h ( X ) . ( 5 . 9 )

Ά π ό δ ε ί Ε η :  *Αποδεικνόουμε τός ειδικές μόνο περι
πτώσεις. Ου γενικές άποδεικνύονται ανάλογα. Γιά τήν ίδιό- 
τητα 1 έχουμε

V a r X « E ( X - u ) 2 * Ε (Χ 2-2\ιΧ+\ι2)

« ΕΧ2 -Ε (2 \ ιΧ )+ Ε (ν 2)

= ΕΧ2^ 2^ 2 = Κ ^ - μ 2 

- ΕΧ2- ( Ε Χ ) 2 .

Χρησιμοποιήσαμε τές ιδιότητες 1 καί 2 τοΟ θεωρήματος 5.1.
’Η ίδιότητα 2 είναι προφανής διότι άλλωστε σταθερές 

ποσότητες δέν έχουν μεταβλητότητα.
Γιά τήν ιδιότητα δ έχουμε

Var (a X + b ) =  E [a X + b -E (a X + b ) ] 2

= E (a X + b -a E X -E b )

- E l a ( X - E x ) } 2 =  α Ε ( Χ - Ε Χ ) 2

=  a 2 V ar X  . Ύ
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Παοα6ε C γιχατα:

ο
5.4: Νά βρεθεί π διακύμανση σ καύ ή τυπική από

κλιση σ της τυχαίας μεταβλητής Τ τού Παραδείγματος 
5.2.

"Εχουμε

σ 2 =  ΕΤ2- ( Ε Τ ) 2 ,

καί ρ +*> Ρ 15 9 -
Ε Τ  = / t  f ( t ) d t  =  j  t 2 d t

5

1 t Z i 15 325
10 5 1 3

'Ετσι
2 325 Ί η 2 25 „  a „σ * —5---10 = — =* «  8 ,3 3

καί

σ ~  2 ,9  .

5.5: "Εστω X συνεχής τ.μ. μέ σ.π.π.

f ( x )  »

% (χ + 1 )  ,  -1  < χ  < 1 

0 , άλλου .

*Η μέση τιμή τπε είναμ
-Η» 1 „ , η

μ « J x f ( x ) d x  =  / x ( ~ ^ - ) d x  =  1/3 .
-J

*
*Η διακύμανση θά βρεθεί άπύ τύν τύπο
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VCOP(X) = ε(χ2)-(εχ)2 = Ε(Χ2)-υ2 .

'Εχουμε

ΕΧΧ2)  =  f  x 2f ( x ) d x  =  f  x 2 ( ~ - ) d x  =  3/9 .
—CO -3

"Ετσι,

* * < * >  - 7 - 7  = 1  ·

’Η διακύμανση μετρδ τέν μεταβλητότητα μίας τυχαίας 
μεταβλητές.’Εάν είναι, μηδέν τ<5τε η τυχαία μεταβλητέ είναι 
σταθερά. "Οσο πιά μικρέ είναι, ή δι,ακΰμανση τάσο πιά μι
κρέ είναι καί η μεταβλητάτητα τές Χ·  Τά έπάμενο θεώρημα 
έκτάς άπά τέ γενικέ μαθηματικέ του σημασία μας δίνει καί 
ενα χαρακτηριστικά τράπο γιά νά έπεξηγέσουμε τίς δύο αύ- 
τές έννοιες.

Θ ε ώ ρ η μ α  5 .3 : (Θεώρημα ή ά ν ισό τη τα  τοΟ
Chebyshev).

"Εστω X μία τυχαία μεταβλητέ μέ μέση τιμέ Ρ
2πεπερασμένη δι,ακΰμανση σ . Τάτε γιά κάθε ε > 0

Ρ{|Χ-μ| > ε} 4  Var~/—  · ( 5 .1 0 )
ε

'Απόδειξη: ’Απά τ<5ν ορισμά τές διακύμανσης έχουμε

Var(X) = Ε(Χ-ν)2 = / (x-v)2f(x)dx
•QO

δπου fix) είναι η σ.π.π. της X. "Αν περιορίσουμε τά
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διάστημα όλοκληρώσεως σ ’έκεινα τά χ  γιά τά όποια 
|λτ—μ|>ε έχουμε:

V a r (X ) > / ( x - \ i ) 2f ( x ) d x
{ χ : |Λ?-μ |>ε}

^  / e 2f ( x ) d x = e 2P (\ X -v \ > £ )
{ χ : |#-μ |>/s}

διότι

/ f ( x ) d x  =  Ρ (\ Χ -ν \ > ε )
{ χ : ΐΛΤ-μΙ^ ε}

σύμφωνα με τ<5ν ορισμό της σ.π.π.
'Ανάλογα άποδεικνύεται τά θεώρημα όταν X είναι 

διακριτη. ?

"Αν στην ανισότητα ( 5 . 1 0 ) θέσουμε ε = k a , οπού 
k > 0 παίρνουμε τύν άνισάτητα

Ρ (  \Χ-]ΐ | > k a ) < 1/k2 . ( 5 . 1 1 )

Μέ άλλα λόγια έπυτυγχάνουμε ένα άνω φράγμα της 
τας Ρ ( |Χ-μ| > , k o ) . 'Ομοίως έχουμε

Ρ (\ Χ -ν \ < Κο) > l - 1 / k 2

ηη
Ρ ( μ-feo < X < v+ka ) > l - 1 / k 2 . *

*Η ανισότητα αύτη έρμηνεύεται ως ακολούθως: τουλάχιστον 
l - ( l / k  ) των τιμών της τ.μ. X βρίσκεται εντός k τυ-

πιθανότη-

( 5 . 1 2 )
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;
πεκων αποκλίσεων από ττΐ μέση τεμή τής Χ· 'Επίσης δίνεε |
ενα κάτω φράγμα της πεθανότητας Ρ (\ Χ -ν \  ka). 'Ιδιαί
τερα αν k =  2 *

VI

Ρ{μ-2σ<3Γ<μ*2σ} > .3 / 4  = 7 5 %

καί αν k =  3

Ρ{μ-3σ<Χ<μ+3σ} > 8/9 =  88Λ9% . |

*0 ρόλος της δεακυμάνσεως η τής τυπεκής άποκλεσεως ώς 
μέτρα μεταβλητότητας μίας τυχαίας μεταβλητής είναε πεά 
σαφής.

‘Η ανισότητα τοΟ Chebyshev είναι, μερεκή περίπτωση 
τής ακόλουθης γενεκώτερης πρότασης γνωστής ώς ά ν ι σ ό 
τ η τ α ς  τ ο 0 Μ a r  k ο  V : αν h (X ) είναι, μία συνάρ
τηση τής τυχαίας μεταβλητής X μέ h (X )  >_ 0 , E [ h ( X ) ]  < » 
καί ο  > 0 μία σταθερά τότε

P i h ( X )  > c ]  < . ( s . 1 3 )

Ή  άπόδεεξη τής ( 5 . 1 3 ) είναε παρόμοεα μέ έκείνη τοϋ
2

Θεωρήματος τοΟ Chebyshev. "Αν h (X )  =  (Χ -\ ι ) προκόπτεε 
ή αμεσότητα τοΟ Chebyshev. §

'Η άνεσότητα τοϋ Chebyshev είναε ενα σημαντεκό απο
τέλεσμα τής Μαθηματεκής Στατεστεκής. Συνήθως γεά νά υπο
λογίσουμε τήν πεθανότητα ενός ένδεχόμενου ποϋ περεγράφε- 
ταε μέ τή βοήθεεα μίας τυχαίας μεταβλητής X χρεεαζόμα- 
στε τήν κατανομή τής X. ’Εάν όμως ή κατανομή τής X δέν 
είναε γνωστή άλλά γνωρίζουμε τήν μέση τεμή καί τήν τύπε- °
κή της άπόκλεση, ή άνεσότητα τοϋ Chebyshev μάς έπετρέπεε
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νά υπολογίζουμε φράγματα, που δεν έξαρτωνταυ από την κατα
νομή τής Χ 9 γυά τίς πιθανότητες ενδεχομένων τής τ.μ. X  

τής μορφής (\x-ka, \ i+ka).

Παρα6 ε Cγματα;

5.6: "Εστω X μία τυχαία μεταβλητή μέ κατανομή

f(x) =

1

0 ,

- Ί ζ  < χ  < / ζ

άλλοΟ .

Εύκολα μποροΟμε νά δούμε δτυ μ = 0 καί σ =  1. "Ας πά
ρουμε k =  3/2 καί ας υπολογίσουμε μέ άκρίβευα τήν πιθα
νότητα

Pf|λΤ-μ| > ka ) =  Ρ ( \χ\ > 3/2 )

3/2

-3/2
2 0 ,1 3 4 .

Μέ τήν άνυσότητα του Chebyshev έχουμε

ΡΓ|Ζ-μ| > k a ) < = |  «  0 ,4 7 .
k

*Η τυμή αύτή είναυ ένα άνω φράγμα τής πυθανότητας 
Ρί|χ| >. 3 / 2 ). ’Η άκρυβής ιίυθανότητα 0,134 είναυ βέ- 
βαυα κατά πολύ μυκρότερη άπό τό άνω φράγμα 0 ,4 7 πού 
δίνευ ή άνοσότητα του C hebyshev. Αύτύ δέν πρέπευ νά μας 
ξενίζεο άν λάβουμε ύπ’δψη τήν γενικότητα τής άνυσότητας 
τού Chebyshev. "Αν θέλουμε βελτίωση τής άνυσότητας πρέ
πει, νά κάνουμε ύποθέσευς γυά τήν κατανομή τής X. 219
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5.7: "Εστω X δυακρυτέ τυχαία μεταβλητή μέ 

Ρ(Χ=-1) = Ρ(Χ=1) = j  
Ρ(Χ=0) = | .

’Εδώ μ = Ο καί = 1 /4 . "Αν k = 2  τ ό τ ε  1 / }?  =  1/4

καί -
Ρ<1*-μ| > k a ) = Ρ(\χ\ > 1)  =

"Ετσυ ή πυθανύτητα Ρ(|*-μ( >. k )  "πυάνευ" τά άνω φράγμα 
2

Ι /k  =  1/4 πού προκύπτει, άπά την άνυσάτητα τοΟ Chebyshev. 

Αυτά οφείλεται, στήν κατανομύ πού υποθέσαμε γυά τά X.

5. 4 Ροπές

'Η μέση τυμέ καί ή δυακύμανση μίας τυχαίας μεταβλητές 
δέν είναι, τά μάνα άρυθμητυκά μέτρα πού περυγράφουν χαρα- 
κτηρυστυκα γνωρίσματα των κατανομών. ’Υπάρχουν καί άλλα 
δπως ου ροπές, τά μέτρα λοξότητας καί κυρτώσεως μίας κα
τανομής, ή δυάμεσος, ή κορυφέ, τά ποσοστυαία σημεία κλπ. 
Στά έδάφυο αύτ<5 περυγράφουμε τίς δυάφορες ροπές. Ου ροπές 
μίας τυχαίας μεταβλητές κατατάσσονταυ στίς άκάλουθες τέσ- 
σερες κατηγορίες.

α) ’Α π λ έ ς  ρ ο π έ ς  η ρ ο π έ ς  π ε ρ ί  τ ά  
μ η δ έ ν .

*Η ποσύτητα

v k

Σ χ ^ ρ ί χ ) , 
χ  c

V °  k/ χ κ/ ( χ ) ά χ Λ

άν * δυακρυτη τ.μ.

(5.14)

άν * συνεχής τ.μ.
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δπου k θετυκδς ακέραιος αριθμός λέγεται, (απλή) ροπή k

τάξεως περί τδ μηδέν της τ.μ. X. Ευδυκώτερα βλέπουμε δτυ

δυα n μέση τι,μή της τ.μ. Ανάλογα ορίζονται, οι, ροπές πε- 
ρύ τδ μηδέν μίας συναρέησεως h (X ) τής τ.μ. X.

β ) Κ ε ν τ ρ υ κ έ ς  ρ ο π έ ς  ή ρ ο  π^έ ς π ε- 

ριέ τ δ μ.
”Αν μ είναι, ή μέση τι,μή μίας τ.μ. X τδτε η ποσό

τητα

δπου k θετι,κδς άκέραυος άρι,θμδς., λέγεται, κ ε ν τ ρ ί -  
κ ή ρ ο π ή  η ρ ο π ή  π ε ρ έ  τ δ  μ k τ ά ξ ε  ως 
τής τ.μ. Χ · Εύδι,κώτερα βλέπουμε οτυ

στο ώς άρυθμητυκδ χαρακτηρυστυκδ των κατανομών. ’Επίσης

δηλαδή κεντρυκή ροπή δευτέρας τάξεως είναι, η διακύμανση 
τής X .

Ο ί κεντρικές ροπές μίας τυχαίας μεταβλητής συνδέο-

kλ7 = Ε (Χ - ν )  
k

(5 .1 5 )

γυά κάθε κατανομή καί συνεπώς τδ μέτρο αύτδ είναι, άχρη-

νταυ μέ τίς απλές ροπές μέ τίς άκδλουθες σχέσευς 221
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( 5 . 1 6 )

καυ γενυκωτερα

λ* ·=’ν Φ ^ - Λ ' Φ  » k - z 4 - H - v k (k k ,vki  r s - W

O l σ χ έ σ ε ι ς  αυτές μπορούν νά άποδευχτούν αν αναπτύξουμε τός 
δυνάμευς Γα-μ^ στήν ( 5 . 1 5 ) καυ λάβουμε ύπ’όψη μας τήν
( 5 . 1 4 ) . ’Ανάλογα όρυζονταυ ου κεντρυκές ροπές μέας συνάρτη
σης h (X ) τής τ.μ. X.

γ ) Τ υ π υ κ έ ς  δ κ α ν ο ν υ κ ο π ο υ η μ έ ν ε ς  
ρ ο π έ ς .

'Η ποσάτητα

α. » Ε ( — ) k  Λ k =  1 , 2, 5 , . . .  ( 5 . 1 8 )
κ σ

όπου μ ή μέση τυμή καυ σ ή δυακύμανση τής X , όνομάζε- 
ταυ τ υ π υ κ ή  Α κ α ν ο ν υ κ ο π ο υ η μ έ ν η  ρ ο
π ή  λ τ ά ξ ε ω ς  τ ή ς * .

Είναυ εύκολο νά δούμε δτυ

=  0
καυ α^ = 1

γυά κάθε τ.μ. X καυ συνεπώς ου ποσότητες αυτές εΖναυ ά
χρηστες ώς άρυθμητυκά χαρακτηρυστυκά τίδν κατανομδν.



5. 4 Ρ °*έ<;

’Ιδιαίτερο ένδυαφέρον παρουσιάζουν ου ροπές α^ καο 
α *Η ροπή α7 όνομόζεταυ καί μ έ τ ρ ο ’ ή σ υ ν τ ε- 
λ ε σ τ η ς  λ ο ξ ό τ η τ α ς  (άσυμμετρίας) τής κατανο
μής γυατί μέτρα την λοξότητα (συμμετρία η άσυμμετρία) της 
καμπόλης της σ.π.π. f ( x )  η της σ.π. ρ ( χ ) τής τ.μ. X 

’'Αν ή κατανομή

είναυ συμμετρυκη περί τό μ τότε α^ — 0. Τό αντίστροφο 
δέν ύσχόευ (βλ. "Ασκηση 5.50). "Αν α^ > 0 τότε η καμπό
λη είναυ λοξή πρός τό δεξυό ένω αν α^ < 0 ή καμπόλη ε ί 

ναι, λοξή πρός τό άρυστερά (βλέπε Σχήμα 5.1).*Η ροπή 
όνομόζεταυ καί μ έ τ ρ ο  η σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  
κ υ ρ τ ώ σ ε ω ς  τής κατανομής. Μεγόλες τυμές τοΟ α^ 
σημαίνουν καμπόλη πολό κυρτή, μυκρές τυμές τοΰ α^ σημαί
νουν καμπύλη μέ μυκρή κυρτότητα.

Τό Σχήμα 5.2 δίνευ τρευς άντυπροσωπευτυκές καμπόλες
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συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας μέ δυάφορα α^ γυά
μύα τ.μ. X. *Η καμπύλη μέ α. * 3 άντυστοϋχευ σέ τ.".

2 *
X μέ κατανομή Ν (\ ι ,σ  ) .

Τύσο τ ό  ag δσο καύ τδ α^ εδναυ άναλλούωτα σέ 
γραμμικούς μετασχηματμσμούς.

δ ) Π α ρ α γ ο ν τ υ κ έ ς  ρ ο π έ ς .

0 £. π α ρ α γ ο ν τ υ κ έ ς  ρ ο π έ ς  k τ ά 
ξ ε  ω ς συμβολύζονταυ μέ u j-̂ j καύ όρύζονταυ ώς ή άνα- 
μενδμενη τυμή τοΟ γυνομένου Χ ( Χ - 1 ) ...(Χ - k + l ) δηλαδή

μ ^  = E l X ( X - l)... (Χ - k + l ) ], ( 5 . 1 9 )

δπου k θετυκδς καύ άκέραυος.

5.5 Ροπές είδικών κατανομών
ο

Στδ έδάφυο αύτύ δένουμε τύς βασυκές ροπές (μέση τυμή,
224 διακύμανση, ag καύ α^) δϋαφδρων εί,δοκων κατανομδν.



5. 5 Ροπές είδικών κατανομών

α) Δ υ ο) ν υ μ b χ ii κ α τ α ν ο μ ή  Β (η Λρ ) .

2μ = η ρ , σ =  η  ρ  q (5 . 2 0 )

'Απόδειξη:

. , 2 ,τίχ χ  η - χμ = Ε (Χ )  = 2 χ ( χ ) Ρ  <?
χ=0

η„  η :  χ  η - χ
Jjj * x .’ ( n - x ) . ’  ρ  q

η„ ______ ( η - 1 ) !_______  χ - 1  η - Ι - ( χ - Ι )
” Ρ, Α  ( χ - 1 ) ! 1 ( η - 1 ) - ( χ - 1 ) Ί  Ρ  qΧ=1

(θέτουμε y  =  χ - 1 )

π ( η - 1 )  1 u n - 1 - y

” pyl 0  ρ  q

ηΖ }  ,η -1  , y  n - 1 - u  
η ρ  Σ (  ) p * q  Ρ

y~o  y

η  p ( p + q ) n~* = η  ρ  .

πο
Γιά τιΐν εύρεση της σ θά χρησιμοποιήσουμε τάν τύ-

σ 2 =  Ε (Χ 2) - ( Ε Χ ) 2 .

Κατά συνέπεια μδς χρειάζεται ή ECX2) .  ‘Αντί νά υπολογί
σουμε τάν ροπέ αύτή κατ’εύθείαν θά ΒροΌμε πρώτα ττίν παρα- 
γοντικη ροπή δευτέρας τάξεως μΓ9ΐ πο\5 είναι πιά εύκολο. 
*Απά τήν μ ^  θά πάρουμε τάν Έ (Χ 7 ) .
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μ[2] = Ε [ Χ ( Χ - 1 ) ]

η
=  Σ χ  ( χ - 1 )

χ= 0

η !  χ - 2  η - χ  
χ ! ( η - χ ) !  Ρ ^

2 η
= η ( η - 1 ) ρ  Σ 

χ= 2

( η - 2 ) !  χ - 2  η - χ
( χ - 2 ) ! ( η - χ ) !  ρ  *

γυατι· χ ( χ —1 )  — Ο όταν χ  — 0 η 1 , ’Εργαζόμενοι, onus χαέ 
προηγουμένως, δηλαδή θέτοντας y  =  χ - 2 3 έχουμε

ur2, = η ( η - 1 ) ρ 2 V  ( η ' 2) $
1 * y—0 y

= η ( η - 1 ) ρ 2 ( p + q ) n~2 

=  n ( n - l ) p 2 ,

Άλλ<*

μ[2] = E t X ( X - l ) ] = £[/-*]

=  E (X 2) - E ( X ) * E (X 2J -n  p

καC ετσμ

E (X 2)  =  n ( n - l ) p 2-hnp.

'Επομένως

a2 =  n ( n - l ) p 2+ n p - ( n p ) 2

= n p l ( n - l ) p + l - n p ]  =  n p ( l - p )

-  n  p  q .?
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Λύνουμε χωρύς άπέδευξη τύς ροπές α^ καύ α^ .

( q - p )  *  ̂ . 1 -6  pqα„ = , Ί καυ α . = 3+ ---
3 τ/η ρ  q  4 npq

(5 .2 1 )

β ) ' Υ π ε ρ γ ε ω μ ε τ ρ υ κ η  κ α τ α ν ο μ ή  
H g(Nan , p )

μ = η ρ
2 Ν -η

σ =  η ρ  q  i n
(5 .2 2 )

=  ( q - p )/ N ^ I (N - 2 n )  
aS ( N - 2 )S ( l t p q (N - n )

α. =

(N p -1 )  (N p -2 )  ( N p - 3 ) ( n - l ) ( n - 2 )  ( n - 3 )  
( N - l ) ( N - 2 ) ( N - 3 )

npq
2 (N - n ) '

( N - l ) 1

4„ n ( N p - 1 ) ( N p - 2 ) ( n - l ) ( n - 2 )  
P  ( N - l )  (N - 2 )

npq
2 (N - n )

( N - l )

( 5 . 2 3 )

6ny  CNp - V J n - 1 )  _ - 3 3  
3n p

npq 2 ( N - n ) ‘ 

(N - 1 Y

Η απέδευξη των τ\3πων αύτών δένεται# ώς άσκηση.
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γ) Γ ε ω ν_ε τ ρ ι χ ii κ α τ α ν ο μ ή  Geo ( ρ )

(5 .24)

'Απόδειξη: "Εχουμε
00 η 00 χ „ ιμ = Σ x p q  =  ρ  Σ  x q  

χ=1

Είναυ γνωστό δτο ή σε ορό Jj&Q <*** ΙαΙ < 1 συγκλυνεο
όμοοόμορφα καί τό αθροοσμα τηε είναυ (φθονούσα γεωμετρυ 
κύ πρόοδος)

.  1 Ή χ + ά ^ + · . .Ήχ + · · ·  — 2 —(χ *

"Αν παραγωγύσουμε τά μέλη αύτϊίε σχέσεως ωε πρόε a 
δύο φορές έχουμε

1+2α,+3ο?+. · .  Ή ν χ  + · · ·  — <>
(1 -< χ Γ

η —2 2
2 ·1 + 3 ·2 α , + . . . + η (η - 1 )α  + · · ·  -------- 7  ·

(1 - α Γ

Βασιζόμενου στήν πρώτη ταυτότητα έχουμε

μ - Ρ
_ J ___ = Έ - = 1
/t \2 2 ρ( Ι - q )  ρ  *

Βασυζόμενου στόν δεύτερη ταυτότητα έχουμε
00

μΓο1 = Β Ι Χ ( Χ - Ι ) · }  =  Σ  x ( x - l ) p q  
U J  x = l

χ - 1



Ροπές είδικών κατανομών5 . 5

00
=  p q Σ x ( x - l ) q  

χ=2

χ - 2

2 2q
' =  μ  7 7 ~ J  =  2(l-q) ρ

’Απ<5 εδώ συμπεραίνουμε δτυ

« ’ > - S ' ?
Ρ Ρ

'Ετσυ εχουμε

σ2 = E ( ^ ) - m : ) Σ =  ^ + b - - 2  =  L 2 <2cl +P - 1 )2 ρ _
Ρ  ^  Ρ  Ρ

=  $ -  Τ  
2 · Τ

Ρ

Ου ροπές α^ καέ δένονται, χωρές άπέδευξη

( 5 . 2 6 )

δ) ’Α ρ ν η τ L κ η Δ υ ω ν υ μ ε κ η  N B (k 3p ) .

( 5 . 2 6 )

(5 . 2 7 )

_  k
Μ ρ * Q Ο

ο
II •

V?+6qα . = ^ ·

*Η άπόδευξη των τύπων αυτών δένεται, ως άσκηση. 
¥

ε) P o i s s o n  Ρ ( \ )

(5.28)
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Α π ό δ ε ι ξ η : "Εχουμε

μ =
00

Σ χ
χ= 0

< τ \ χ
X / = ίι

°° -λ X 
V e  λ

χ=1 ( χ - 1 )  !

=λ(Γ λ ς χ Χ ' 1  . , - η  ,

00

_ „ χ ( χ - 1 ) β ~ λ \χ
μ[2] -  Λ  -------57-------

και

χ= 0

-  \ V A ϊ ^ " 2 ,2 -λ' λ .2
J 2 7 ^ 2 7 7 = X e  e = λ  ’

E U a - j ; ]  = ε ο ^ ) - ε ( χ )  = λ2

*Ετσι

Ett2,) = ·2

Συνεπώς

λ +Λ .

σ 2 =  λ 2+ λ - λ 2= λ . ▼

Δίνουμε χωρίς απόδειξη τίς ροπές α^ καί α^ .

( 5 . 2 9 )

στ) ' Ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  κ α τ α ν ο μ ή  ϋ (α 3 $)

(5 .3 0 )
ο
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'Απόδειξη:
+°° 3 * Ί 2 R α2- α 2

μ = / x f ( x ) d x  = / χ  dx =
-<» ' α

______ ____________ α+3
2(Β-α)'α ~ 2(3-α) 2

m 2 ; = / V ^ & =  *3 e3-“3 - “2W
α 3-α 3(3-α) α 3(Β-α)

° .22 _ α^+α3+3^ (α+3)^_ (α-3)^ .
3 4 ~ 12 1

Δίνουμε χωρίς απόδειξη τίς ροπές α^ καί α^

( 5 .3 1 )

ζ) ’Ε κ θ ε τ ι κ ή  κ α τ α ν ο μ ή  EkQ(\).

(5.32;

Α π όδειξη :
00

μ = / x \ e ~ ^ X d x = 
Ο

-  f  x d e
00

- λ α  - λ·Έ!00 , f - λ α  ,= - x e  Iq + )  & d x
Ο

00

= l i m ( - t e X t ) -  \  e-to| = 0 + 1  = 1  
£-*» λ U λ λ

ear2;
» ΟΟ οο

_  r 2 - λ α ,  /· 2 ,  - λ α  r - λ α Λ ,
-  J χ  e dx = -J a de = J e 2ada

0 0 0

= -2/ f- adre"^; = f  J e_Xa:<fc = ^ ·
0 0 231
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Συνεπώς
2σ 1

λ2 *

Η εύρεση των ροών α^ καυ α^ διίνεταυ ώς άσκηση.

η) Γ d μ μ α κ α τ α ν ο μ ή  G ( a , & ) .

2 2μ - α$ , σ = αΒ .

( 5 . 3 3 )

( 5 .3 4 )

'Απόδειξη:

μ =
α» α-2

χ  e
/ *
ο

£
3

X

ΒβΓ(α)

» α 3
ά χ =  / ^----- ώ: .

0 βαΓ(α)

'Αν κάνουμε τήν άντ tκατάσταση u = ~  εχουμεΡ

2 a_-^nJ.. _ 3Γ(α+2) . 3αΓ(α)__ „
v = 7 ^ l ° y ^ - - w - n s r - 06

'Ομουως Βρίσκουμε δτυ

* 32(α*Ζ;α

Συνεπώς

σ2 = α(α+2)32- ( ο 3 ) 2 = αβ2 . 1
Ο
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κόλα

‘Η εύρεση των ροπών α^ καέ α^ δύνεταυ ως άσκηση.

α
3

2/ά,
α α

4
(5 .3 5 )

Ου k τάξεως ροπές περέ τ ό  μηδέν της X είναυ

( 5 . 3 6 )

'Απόδειξη :

οο

=  EXk  = / χ

βαΓ(α)
α -1  - x / & j

χ  e  αχ

00
__ ±— ( J
5αΓ(α)^

OL+k-Ι  - χ / β dx

Ba+kT (a + k )

β°Γ(α)
β^Γία+ k )  

Γ(α) ▼

Ου κεντρυκές ροπές της X βρύσκονταυ τώρα εΰ-
μέ τιΐ βοηθευα των σχέσεων ( 5 . 1 6 ) καύ ( 5 . 1 7 ) .

θ) Β η τ α κ α τ α ν ο μ ή  Β β ( α Λβ ) .

-  α  η 2 _________ αβ
μ “ α+β * ” (α+β)(α+β+1) ( 5 .3 6  α )



\

'Α π όδειξη :

Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

1χ χ α ' 1 ( 1 - χ ) ^ ~ 2

Ο
Β(α,β) d x

r1 Χ ^ 1' 1 ( 1 - χ ) * ' 1 
J Β(α,$)

ΒΓα+ U l · )  
Β(α,β)

"Αν λάβουμε ύπ’δψη τήν σχέση Β(α,β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α+β) 
και αναπτύξουμε τις συναρτήσεις φθάνουμε στά άποτέλεσμα. 
’Εργαζόμενοι παρόμοια μπορούμε νά αποδείξουμε τόν τύπο 
γιά τήν διακύμανση.

Οι ροπές α^ καί α^ δίνονται χωρίς απόδειξη.

„ _ 3(g-g)^g-H?+:Zα ϊ __ Λ
(α+β+2)ι/αβ

g(atg-t-.Z)[2(al2~agtB^)+a8(g-*-g)]
α4~ αβ(α+β+2)(α+β+ 3 ) ~

( 5 .3 7 )

t) Κ α ν ο ν ι κ ή  κ α τ α ν ο μ ή

1. Τυπική κατανομή κατανομή Ν ( 0 Λ 1 ) ~

(5 . 3 8 )

Α π ό δ ε ιξη :

οο

μ = / X
—ΟΟ

1
/5π

ο
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’Επευδη ή όλοκληρωτέα συνάρτηση είναυ περοττ^ δηλαδη 
f ( - x )  =  - f ( x )  τ<5 παραπάνω ολοκλήρωμα είναυ μηδέν.

+ 0 0

Ε ( Γ )  * / χ
2 1

—00
/2π β- χ2/2ά χ

Επευδή ή όλοκληρωτέα συνάρτηση είναι. άρτυα δηλαδη 
f ( - x )  =  f ( x )  εχουμε

οο 2 2
ECX2)  = 2/ -J=- e *  /2dx .

Ο

"Αν σ ’αύτά τ<5 ολοκλήρωμα κάνουμε τάν μετασχηματμσμά 
2

y =  χ  /2 λαμβάνουμε

00
EOT) = 2 /,2, Λ r 2ι ιθ ~^ dy

Ο 2π 2 y%

- ^  / y * e  y dy -  j -  (3 / 2 )
0 /π

7 ί Ί τ(1/2) mik m 1 ·

Ετσμ

σ2 = ffî -μ2 = 1

+00

“, - / ^
1 - χ “ /2

+ 0 0  3

'3 J ' ο  '  ν π  e - / 7 ^ β^ ,Ο ά χ  =  0
χ_ - χ  /2

—00 —00

έπει,δη ή ολοκληρωτέα συνάρτηση είναυ περυττη.

α4 = Ε ( ^ - ) 4 = Ε (Χ 4) .
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’Εργαζόμενου δπως στήν περίπτωση τοϋ ύπολογμσμοϋ τοϋ 
E O ? ) λαμβάνουμε τ ό  αποτέλεσμα Ε (Χ ^ )  =  3 . ▼

2
2 . Κανονμκέ κατανομτί Λ^ίμ,σ )

Μέση τμμή = μ , α^ ~  0 

Δμακύμανση. = σ^, α^ = 3

(5 . 3 9 )

‘Η άπόδεμξη εδναμ ανάλογη μέ τίς προηγούμενες αποδείξεις 
γμά τήν τυπικέ κανονικέ κατανομέ καί παραλείπεται.

Οι k τάζεως κεντρικές ροπές τές X είναι

( 0 j  k — 1 ̂  3a 5 j . . .

( 5 . 4 0 )

o k ( k - l ) ( k - 3 ) . . . 3 - l  , k =  2a4 ,6 3 . . .

'Απόδειξη: "Εχουμε

λ. = E ( X - » ) k - - i -  /“ < x -V) ke - (X - V>2/2° 2d x
k α/57 -«

kσ__
/27c

OO η 2 /n
f  y ke~y 2dy (άλλαγέ μεταβλητές 

y =  (x -\ x )/ a )

"Αν τ ό  k είναι περιττός αριθμός η τελευταία όλοκληρω
τέα συνάρτηση είναι περιττέ. "Ετσι λ^ = Ο γμά k -  1Λ

3a5s . . .  "Αν τ ό  k είναι άρτιος κάνουμε άλλαγέ μεταβλη- 
2της y -  2 ζ καί παίρνουμε
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λ . / ΐ  gk t C k - l ) / 2  f z ( k - D / 2 e - z d3

k 0I

= ak2<k~11/2r ( ( k + l ) / 2)

= ak ( k - l ) ( k - S ) . . .  3 .1  . T

5.6 Κορυφή — Ποσοστιαία σημείο — Διάμεσος

’Εκτος άπά τά αριθμητικά χαρακτηριστικά πού άναφερ- 
θηκαν μέχρι τώρα, υπάρχουν καί άλλες ποσότητες που περι- 

<■ γράφουν τη θέση μίας κατανομής.

‘ Ορισμός 5.5: Κ ο ρ υ φ ή  (mode). "Εστω X 
μία τυχαία μεταβλητή. Κάθε σημείο k γιά το οποίο ισχύει 
ή σχέση

p v ( k )  =  max ρ ν ( χ ) άν X διακριτή τ.μ.Λ χ  λ

ή (5.41)

f x ( k )  =  max ί χ ( χ ) αν X συνεχής τ.μ.

λέγεται κ ο ρ υ φ ή  ή π ι ά ε π ι κ ρ α τ ο ύ σ α  
τ ι μ ή  (m ο  d  e ) τής τυχαίας μεταβλητής (ή καταχρηστικά 
τής κατανομής)

Κορυφή μίας τυχαίας μεταβλητής είναι ενα σημείο μέ 
τή μεγαλύτερη συχνότητα (πιθανότητα). *Απά μαθηματικής 
πλευράς κορυφή είναι το' σημείο ή τά σημεία στά όποια έμ- 
φανίζεται τά μέγιστο τής ρ ( χ )  ή f ( x ). Δεδομένου ότι
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οι, ρ ( χ )  καί f i x )  είναι συναρτήσεις χωρίς ιδιαίτερες 
μαθηματικές ιδιότητες (εκτός τοΟ δτι είναι, κατανομές πι
θανότητας), ή κορυφή μίας τ.μ. μπορεί νά μην υπάρχει η 
μία κατανομή μπορεί νά έχει μία, δ\3ο η καί περισσότερες 
κορυφές.

'Η εύρεση των κορυφών μίας τυχαίας μεταβλητής είναι, 
πρόβλημα εύρέσεως τοϋ μέγιστου μίας συναρτήσεως. Τ<5 πρό
βλημα αυτό μπορεί νά λυθεί είτε μέ απλές μαθηματικές 
αρχές είτε μέ μεθόδους άπειροστικοϋ λογισμοί. Αύτό γίνε
ται, στά επόμενα θεωρήματα ποό άφοροΟν τη διωνυμική κατα
νομή, τήν κατανομή τοϋ Ρ ο ίβ β ο η καί τήν κανονική κατανομή.

Θ ε ώ ρ η μ α  5 .4 :

i

"Εστω X τυχαία μεταβλητή μέ διωνυμική κατανομή 
Β ( η , ρ ) καί ν = ( η + 1 )ρ . ’Εάν τό ν είναι ακέραιος _η κατα
νομή έχει δυο κορυφές στά σημεία ν-2 καί ν, άλλως £- 
χει μία κορυφή στό σημείο [ν], οπού [ν] συμβολίζει τό 
ακέραιο μέρος τοΟ ν.

'Α π όδειξη : "Εστω ρ ( χ )  =  n.’pXq n χ / 1 χ .'(η ~ χ ) . ' ] Λ 

χ  * 0a l a ...,μ, ή σ.π. τής διωνυμικής κατανομής. Εχουμε

=  η - χ + 2-  2. . ( 5 .4 2 )
ρ ( χ - 1 )  χ  q

"Ετσι

Ifη

Ifαν η -χ + 1
χ

επεται p ( x - l )  < ρ ( * >  

έπεται ρ ( χ - 1 )  < ρ ( * >238 άν χ < (η+1)ρ
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Μέ άλλα λάγυα ή ρ ( χ )  εύναυ γνησύως αδξουσα γυά κάθε χ  

τέτουο ώστε χ  < ( η + 1 ) ρ  = ν καύ γνησύως φθύνουσα γυά κά
θε χ  τέτουο ώστε χ  > ( η + 1 ) ρ  = ν.

*Αν τώρα το ν εύναυ ακέραιος η ρ ( χ )  εύναυ γνησύως 
αυξουσα γυά κάθε χ  τέτουο ώστε χ  ν-2 καύ γνησύως 
φθύνουσα γυά κάθε χ  τέτουο ώστε χ  .> ν+2. "Ετσυ ύποψηφυα 
μέγυστα είναυ τά σημευα ν - 1 Λ ν καύ ν+ 1.”Εχουμε δμως

ρ ( ν + 2 )  _  η - ν - 1 + 1  V _  η ρ - ν ρ
ρ ( ν )  ν+2 q  ( v + 2 ) q

( 5 . 4 3 )

_ ν~Ρ~νΡ ^ v + 2 - p - v p _ - 
( » + l ) q  ( ' o + D q

"Ετσυ ρ ( ν )  > ρ ( ν + 1 ) . ’Επύ πλέον η ( 5 . 4 2 ) γυά χ  - ν δύ- 
νευ ρ ( ν - 1 ) = pfv/. "Αρα ή ρ ( χ )  έχευ ένα μέγυστο στά δυο 
σημεύα ν-Ι καύ ν.

"Αν τά ν δέν είναυ άκέραυος η ρ ( χ )  εύναυ γνησύως 
αυξουσα γυά κάθε ά <. [ν] καύ γνησύως φθύνουσα γυά κάθε 
χ  "Ετσυ ύποψηφυα μέγυστα εύναυ τά σημευα [ν]
καύ [ν]·ΑΖ. Μέ βάση τη σχέση ( 5 . 4 3 ) μποροΟμε νά δούμε δτυ 
ρ ( 1 ν ] + 1 ) < ρ ( [ ν ] ) .  "Αρα ή ρ ( χ )  έχευ μέγυστο στά σημεύο 
χ  * [ν] . ▼

Θ ε ώ ρ η μ α  5.5 :

*Εστω X τυχαύα μεταβλητή μέ κατανομή P o i s s o n  Ρ ( λ ) .  

*£άν τ<£ λ εύναυ άκέραυος τότε η_ κατανομή έχευ κορυφές 
στά σημευα λ -1 καύ λ. *Εάν το λ δέν εύναυ άκέραυο5 
τότε η κατανομή έχευ μύα κορυφή στά σημευο [λ]9 δπου 
[λ] συμβολύζευ τά άκέραυο μέρος του λ.



'Απόδειξη: "Αν ρ ( χ )  ή σ.π.π. της κατανομής 
P o i s s o n  Ρ ( λ )  εχουμε

Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

ρ(χ) _ λ_
’ ’ ρ ( χ - 1 )  “ χ

’Απδ αύτή τή σχέση συμπεραίνουμε δτι, ή ρ ( χ )  είναι, γνησέως 
αύξουσα δταν χ  < λ καί γνησέως φθένουσα δταν χ  > λ. 
’Εάν τδ λ είναι, άκέραι,ος τδτε ρ ( λ )  -  ρ ( \ ~ 1 ) καί κατά 
συνέπει,α

ρ ( λ )  =  ρ ( \ - 1 )  -  max ρ ( χ )
χ

'Η κατανομή εχει, δ\5ο κορυφές στά σημεία λ-2 καί λ,
’Εάν τδ λ δέν είναι, άκέραι,ος τάτε η ρ ( χ )  είναι, 

γνησίως αΰξουσα δταν χ  <. [λ] καί γνησίως φθίνουσα δταν 
χ  [λ]¥·Ι. ’Επί πλέον

ρ ( Μ + ι )  λ
ρ ( Μ )  '  Μ + 1

wη

ρ ( Μ + 1 )  < p C i W  .
Συνεπώς τδ σημείο [λ] είναι, κορυφή της κατανομής. ▼

Θ ε ώ ρ η μ α  5.6s

‘I  κορυφή μίας κανονι,κής τυχαίας μεταβλητής,
2 ---------

X °* Ν(\ιΛ a ) , είναι, τδ σημείο X = μ ·

Α π ό δ ε ι ξ η :  *η σ.π.π. τής X είναι.

240
f ( x )  =

- ( χ - \ ι ) 2/ 2 σ 2

ι
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Παραγωγυζοντές την f ( x )  έχουμε

f ' ( x )  =

"Ετσυ f ' ( x )  =  0 δταν χ  = μ ένώ / " ( μ; < ο. Συνεπώς 
τδ σημευο X = μ μεγυστοπουευ την f ( x ) .

Στο υδυο αποτέλεσμα φτάνουμε σύντομα αν παρατηρήσου
με δτυ ό έκθετης στην έκφραση της f ( x )  γένεταυ μέγυστος 
δταν χ  = μ . ▼

Μυα άλλη κατηγορυα^χαρακτηρυστυκών σημευων μυας κατα
νομής είναυ τά ποσοστυαυα σημευα.

'Ορισμός 5.6: Π ο σ ο σ τ υ α υ α  σ η μ ε υ α .  
"Εστω X μυα τυχαυα μεταβλητή μέ α.σ.κ. F ( x ). Κάθε σημευο

Ρ ( Χ ^ Ό)  -  *  Ρ αν ή X είναυ συνεχής.
Γ C

η ( 5 . 4 4 )

P(X^Cp) .> ρ KaL P ( X > f p ) .> i-p αν ή I εζναυ δυακρυτη.

λέγεταυ ρ - π ο σ ο σ τ α υ ο  σ η μ ε υ ο  ( q u a n t i l e )  

της τ.μ. X η της κατανομής αύτης.

Γραφυκά τά ποσοστυαυα σημευα παρυστανταυ εύκολα μέ τη 
βοηθευα της α.σ.κ.(βλέπε Σχήμα 5.3).

"Οταν ή F i x ) είναυ γνησυως αΰξουσα τά χ ποσοστυ
αυα σημεία δρυζονταυ μονοσήμαντα γυά κάθε ρ. "Αν η F ( x )  

δέν εϊναυ γνησυως αυξουσα δπως π.χ. στο Σχήμα 5.4 τότε τά
χΡ ποσοστυαυα σημευα είναυ δυνατόν νά μην προσδυορυζονταυ
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Σχ^μα 5.3 Ποσοστυαυα σημεία

μονοσήμαντο γυά κάθε ρ. "Αν ρ - 0 ,7 5 άπ<5 το' σχήμα φαίνε
ται, δτυ κάθε σημείο y τοϋ διαστήματος [α,2>] εχευ την ύ- 
δμάτητα F ( y )  =  0 ,7 5 , Σ ’αύτή τήν περίπτωση δυαλέγουμε συ
νήθως ώς X q ποσοστιαίο σημείο τ<5 σημείο ( cL+b )/2 . "0Tav

Σχήμα 5.4



5. 6 Κορυφή - Ποσοστιαία σημεία -  Διάμεσος

ή X είναι, ασυνεχής δέν είναυ πάντα δυνατή ή εύρεση ση
μείων χ  τέτουων ώστε Ρ ( χ χ/ =  Ρ · ""Ετσυ τροποπουείταυ 
ό όρυσμός αύτός καί προκύπτει, τό σκέλος του 'Ορυσμοϋ 5.6 
γυά τη δυακρυτή τ.μ. Τό σκέλος αυτό θά μπορούσε νά χρησμ- 
μοπουηθεί καί γυά την περίπτωση συνεχοϋς τ.μ.

"Αν ρ  =  03013 03 023 , , , 3 0λ 999 τά σημεία χ  q q i >x q q2>· 
• • j Xq gg λέγονταυ καί πρώτο, δεύτερο,..., ένενηκοστό ένα
το έ κ α τ ο σ τ υ α ί α  σ η μ ε ί α ή έ κ α τ ο σ τ η -  
μ ο ρ u α ( p e r c e n t i l e s ) . "Αν ρ =035 τό σημείο λέγεταυ καί 
δ ϋ ά μ ε σ ο ς  της κατανομής η της τ.μ. καί συνήθως συμβο
λίζεται, με τό m,

Τά σημεία χ η nc3 χ η cn3 χ η nc λέγονταυ σημεία τοϋ
i/j l/j oU (J$ f  o

π ρ ώ τ ο υ ,  δ ε υ τ έ ρ ο υ  καί τ ρ ί τ ο υ  τ ε τ α ρ -  
τ η μ ο ρ  ί ο υ .  Χωρίζουν την κατανομή σέ τέσσερα ίσα μέρη 
πού λέγονταυ τεταρτημόρυα,πρώτο,δεύτερο,τρίτο καί τέταρτο 
άντίστουχα. 'Η δυαφορά χ ^  -χ ^ λέγεταυ έ ν δ ο τ ε -
τ α ρ τ η μ ο ρ υ α κ ό  π λ ά τ ο ς  ( i n t e r q u a n t i l e  r a n g e )

Παραδε ίγματα :

5.8: "Εστω X τ.μ. μέ όμουόμορφο U(0 31 ) κατανομή 
καί ρ = 2/3, ’Επευδή F ( x )  =  χ 3 0 < χ  < 13 τό χ 2/τ) π0” 
σοστυαίο σημείο είναυ & (χ 2/ζ^ = “ρα χ 2/3 ~ *Εδω
τά ποσοστυαυα σημεία είναυ μονοσήμαντα όρυσμένα.

5.9: Νά βρεθούν τά χ ^ ποσοστυαία σημεία γυά μία 
τ.μ. X μέ κατανομή E k Q (\ ) .

"Ενα τέτουο σημείο θά πρέπευ νά υκανοπουεί τή σχέση

Ρ (Χ < Χ ρ )  =  F ( x p )  =  ρ  3
243



Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

δπου
χ

F(xp ) =  f  X e ~ Xyd y
- Χ χ

1 -  Ρ

Συνεπώς -λ®
1 - e  & =  ρ  η χ  * - γ  Ι η ( Ι - ρ ) .

'Ρ λ

Καί πάλι τά ποσοστυαία σημεία είναι» μονοσήμαντα όρυσμένα.

5,10: "Εστω X συνεχής τ.μ. μέ κατανομή

f(x)

2
j  j 0 <±χ <.1

1 , 2,5 < χ  < 3 

( 0 , άλλοΟ.

Τάτε έπευδή γυά κάθε m 9 1 ^  τη ^  2,5 έχουμε

m 2 ι  1
P (X < m ) *  / f ( x ) d x  =  f  —  d x  =  - ζ

0 0 *  ό

κάθε σημείο τοϋ δυαστήματος [1 ,  2 , 5 ] μπορεί νά ληφθεί 
ώς δυάμεσος τής κατανομής. *Η δυάμεσος δέν είναι, μονοσή
μαντα δρυσμάνη. ’Επίσης είναι, φανερά ότι, κάθε σημείο τοΰ 
δυαστήματος [2,5, 3] μπορεί νά ληφθεί ώς κορυφή τής κατα
νομής.

5.11; "Αν X  είναι, δυακρυτή τ.μ. μέ

Ρ(Χ=1) * 0,1 , Ρ(Χ=2) « 0,3 , Ρ(Χ=3) =  0,2 , Ρ(Χ=4) = 0,4 

τάτε έπευδή Ρ(Χ<3) ” 0,6 > 1 / 2 καί Ρ(Χ>β) - 0,6>1/2 τά
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σημευο X =  3 είναυ η μοναδυκη δυάμεσος της κατανομής. 
'Η κορυφή αύτης της κατανομής είναι, τό σημευο X = 4 .

5.12: "Εστωί X δυακρυτη τ.μ. με σ.π.

ματος [ 2 , 3 ] ύκανοπουοΰν τον όρυσμό της δυαμεσου. Π.χ. 
m =  2 δυότυ Ρ (Χ < 2 )  =  1/2 ^  1/2 καύ Ρ (Χ > 2 )  =  3/4 > 1/2. ·

5.13: "Εστω X ή τ.μ. πού παρυστάνευ την ποσότητα 
του περυεχομενου φυαλων πορτοκαλάδας καύ έστω έπύ πλέον 
δτυ X 'ν Ν(\ι=1 λύτρο, σ = 0, 05 λύτρα). Νά βρεθεϋ ή ποσό
τητα χ  τετουα ώστε 207ο των φυαλων νά έχουν ποσότητα 
μυκρότερη του χ .

0 , άλλου .

Είναυ εύκολο νά δευ κανεύς δτυ δλα τά σημεύα του δυαστη

P ( X < x Q =  ° > 2

καύ άπό τον Πύνακα III παύρνουμε

ηη

Χ032 = 05*(-2> 055) = 0,89725 λύτρα.
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Γενυκά γμά την κανονυκη κατανομή ύσχΰει, η σχέση

Χ ρ  =  \ι+σΦ~* ( ρ ) . ( 5 . 4 5 )

5. 7 Ταξινόμηση τ ώ ν χαρακτηριστικών 
κατανονών

"Εχοντας συμπληρώσει, την μελέτη των χαρακτηρι,δτι,κώυ 
των κατανομών δένουμε μέα ταξινόμηση αύτών σχετυκά μέ την 
πληροφορώ* ποό μδς δένει, τ<5 κάθε ένα δσο.ν αφορά την μορφή 
ττίς κατανομής.

α) Μέτρα θέσεως τ?ίς κατανομής:

Μέση τομή, δι,άμεσος, κορυφή 
ποσοστυαυα σημεέα

( χ 0Λ25+Χ 0λ 75)/ 2

β) Μέτρα δυασπορδς της κατανομής.

δι,ακόμανση, τυπυκή απόπλυση
συντελεστής μεταβλητότητας = σ/μ

ένδοτεταρτημορυακό πλάτος
χ  —χ *  y 1/2 < ρ  < 1 

ρ  1 - ρ * r

γ) Μέτρα λοξότητας τHς κατανομής:

συντελεστής α_



5. 8 Γεννήτριες συναρτήσεις

δ) Μέτρα κυρτώσεως της κατανομής:

συντελεστής α
4

5.8 Γεννήτριες συναρτήσεις

μυας τ.μ. X η μυας συναρτήσεως αυτής h ( X ) . 'Υπάρχουν 
συναρτήσεις,οΰ λεγάμενες γ ε ν ν ή τ ρ υ ε ς  συναρτή
σευς, ου όποϋες μπορούν νά χρησυμοπουηθοϋν γυά την εύρε

κάθε κατανομή. Ου γεννήτρυες αύτες συναρτήσευς δυαχρύνο- 
νταυ σε τρευς κατηγορυες: ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ υ ε ς ,
π α ρ α γ ο ν τ υ κ έ ς  ρ ο π ο γ ε ν ν ή τ ρ υ ε ς  καυ 
χ α ρ α κ τ η ρ υ σ τ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς . ’Ε
δώ, γυά λόγους μαθηματυκοΰ υπόβαθρου θά περυορυστοϋμε 
στή μελέτη μόνον των δύο πρώτων κατηγορυών καυ ύδυαυτερα 
τής πρώτης παρ’όλο πού ή τρύτη κατηγορύα ε£ναυ ή πυό ένδυ- 
αφέρουσα.

5.8.1 Ροπογεννήτρυες συναρτήσευς.

*Ορυσμός 5.7: "Εστω X μύα τ.μ. 'Η ρ ο π ο γ ε ν -
ν ή τ ρ υ α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τής X συμβολυζεταυ με 
ΐ ΐ ΐ χ ( ϊ ) ή απλώς m ( t ) καυ όρύζεταυ ώς ακολούθως

ση των ροπών καυ ου όποΰες ε£ναυ χαρακτηρυστυκές γυά τήν

m ^ ( t )  =  E ( e ^ X)  =

Σ e ^ p C x ) ,  
cc

όταν X είναυ δυαχρυτή
( 5 . 4 6 )

« f ( x ) d x _-, όταν X εϊναυ συνεχής 9

όπου ρ ( χ )  εϊναυ ή σ.π. τής X , f ( x )  ή σ.π.π. τής 247
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X κα£ t  είναι, παράμετρος μεταβαλλόμενη στά δυαστηματα 
γυά τά όπουα τό άθροι,σμα ’η τό ολοκλήρωμα συγκλίνουν απόλυ
τα δηλαδύ είναι, <°° .

*Η m ^ ( t ) “υπάρχει, πάντοτε ατό σημείο t  = 0, όπως ά
μεσα προκύπτει, άπό τόν όρι,σμό της. Μάλιστα δε ίχύει

ΤΠχ(0) =  1

γιά κάθε τ.μ. X . 'Υπάρχουν όμως περιπτώσεις πού ή m ^ ( t )  

δέν υπάρχει, γι,ά καμμία άλλη τιμή τού t εκτός της t  =  0 

(βλέπε "Ασκηση 5.46). "Αν ή m ^ ( t ) υπάρχει, σέ μία περιοχή 
τού t  =  0 τότε έχει παραγωγούς κάθε τάξεως στην περιοχή 
αυτό. Σέ ότι, ακολουθεί θά δεχθούμε ότι, όλες οί ύπό συζήτη
ση ροπογεννάτριες συναρτήσεις υπάρχουν τουλάχιστο σέ ένα 
διάστημα ( - ο 3 β )  3 ο  > 0 .

Θά δώσουμε τώρα τίς ροπογεννάτριες των πιό γνωστων 
άπό τίς ειδικές κατανομές πού συναντήσαμε μέχρι τώρα.

α) Δ ι ω ν υ μ ι χ ά  Β ( η 3ρ ) .

( 5 . 4 7 )

'Α π όδειξη :

. . t X , « Λί χ ,η ,  χ  η -χ
m ( t )  =  E ( e  )  =  Σ e  ( χ ) ρ  q

χ=0

η
- Σ ( n ) ( p e t ) Xq n ‘ X =  ( p e  + q ) n . f  

x = 0 *

β) Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  Geo ( p ) .

( 5 . 4 8 )
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'Απόδειξη:

,, , «tar χ - 1  Ζ  ■ , t , x  
m ( t )  = Σ e pq  = Σ ( q e  )

χ=1 x = l

= 22f! s ( q J > ,  

^ x = l

t . x - 1

και αν qe < 1 δηλαδη t  < - I n  p

m ( t )
-qe

q  η t  
^ 1—c  ~

y ) ’Α ρ ν η τ ι κ ή  Δ ι ω v υ μ ι κ η N B ( k , p ) .

m ( t )  = -2 -2
k t k

T T  * t  < - I n  q  
( l - q e r

( 5 . 4 9 )

'Απόδειξη: ’And τον ορισμό καί τήν σχέση ( 4 . 9 ) έ
χουμε

η , ω  - l / X ( t \ > P kr k -  {
x= k x= k

= pXe t k  Σ ( £ _ * )  ( e t q f ' k
x= k

x t k  
V e /•j “5 4 k

( 1 - e  q )
αν t  < - I n  q  . ▼
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δ )  P o i s s o n  Ρ ( \ ) .

m ( t )  =  ^  γιά κάθε t  e R . (S

'Α π όδειξη :

00 , yx -λ
m ( t )  = Σ  e t x  λ e

χ=0 χ :
β-χ ;  η β * ) χ

χ=0 χ :

-λ Χν
e e . ▼

ε) ‘Ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  U ( a 9 & ) .

0£ a t

m ( t > - % « : « , γιά κάθε t  z R . ( 5 ,

Μπορεί εύκολα νά άποδειχθει μέ απλό ολοκλήρωση.

ζ) ’Ε κ θ ε τ ι κ ή  E k e ( λ ) .

( δ ,

'Α π όδειξη :

m ( t )  =  / e ^ X e ' ^ d x  - λ/ e ~ ^  ^ x dx  
0 0

00

= -r— 7" / e~ydy ( y = ( X - t ) x aX - t > 0 )
\ - t  >Q

=  - - ± -  e~y r  =  —  >
X - t  e 10 λ - t  J

.50)

51)

52)
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ύπό τόν δρο δτι λ - t  > 0 · Τ

η) Γ ά μ ιι α GCα, β) .

m ( t )  =  α - β ί Γ °  3 t  < 1/3 ( 5 . S3)

'Απόδειξη:

°® + „ 0L-1 - χ / β
m ( t )  = / e ----------- d x

0 3α Γ(α)

« α-1 -χ((1/β)-ϋ)
/ 2--- 2------------  άχ
0 3α Γ(α)

χ

= ί  χ
0

α - 1  e & / ( l - t t )  

3α Γ(α)
d x

* Η Iκαι αν *=■ ρ t  > 0 δηλαδή t  < — εχουμερ

m ( t ) = Γ(α) = ( l - s t f a
$°Γ(ο)

θ) Κ α ν ο ν ι κ ή  Ν ( ] ΐΛα ) .

Mt+ j  σ t
m ( t )  =  e Λ t  ε R . Γ5.54;



Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

'Α π όδειξη :

m(t) =  I e

(x -v )

J /  2°2 «
— 00

σ/2π 1 Τ'V3¥ / eσ/2Έ

( x - u  ) 2- 2 t x a 2 

2 c2
d x

.0 0

i  Ϋ
=  T m > e.00

\ x - (  \i+ta2 )  ] 2 -  ( 2 t\ i+ t2a2)  a2 

2a2
dx

x . 1 2 .2
\it+ -  a t

=  e Γ  A/ nJ

[ x - ( v + t a ) Y
5

2a

—  00
σ/ζπ dx

= e
+ j .  *  2 J  v t +  j o t

Τό ολοκλήρωμα

[ x - ( y + t a )  V  

2a2
d x = 1

διότι η δλοχληρωτέα συνάρτηση είναι σ.π.π. κανονικής *α
2τανομής μέ μέση τιμή μ+£σ καί διακύμανση σ . ?

*0 παραπάνω τρόπος δλοχληρώσεως λέγεται " σ υ μ 
π λ ή ρ ω σ η  τ ο ϋ  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο υ "

"Αν στήν έκφραση (5,46) είναι δυνατό ή παραγώγιση 
fog πρός t εντός των συμβόλων άθροόσεως καί δλοχληρώσεως



Γεννήτριες συναρτήσεις5. 8

τότε έχουμε

<fmx ( t )

d t r

$ x r e tXp ( x ) ·

(/ x Ve tX f ( x ) d x

=  E ( x r e ^  )

δηλάδό

E ( x * e ^ ) r  » 1Λ2Λ · . .

naC εάν t  * 0 εχουμε

cTmY( t )

~ i r

< fm Y( t )
= l i m -----  B(f) = Up · ( S .  55)

t = 0  t+ 0  d t

"Ετσι, βλέπουμε δτυ η π α ρ α γ ω γ ό ς  r-τ ά ξ ε ατς 
τ τί ς m ^ ( t )  α τ ό  σ η μ ε ί ο  t  =  0 μ σ ο ΰ τ α ι » ,  
κ ά τ ω  ά π ά  ώ ρ υ σ μ έ ν ε ς  σ υ ν θ ή κ ε ς ,  μ ε  
τ ii ν π ε ρ t τ ό μ η δ έ ν  ρ ο π ό τ α ξ ε ω ς ν  

τ ?ί ς τ.μ. X . Σε αυτό τό συμπέρασμα βασέζεταμ καέ τό 
όνομα ποΰ δώσαμε σ ’αυτές τές συναρτήσει, ς.

*Η παραπάνω ύδυότητα είναυ πολό σημαντυκό δυότυ 
μας έπυτρέπευ τον ύπολογυσμό των ροπών μέας τ.μ. μέ τη 
βοηθευα της ροπογεννητρυας συναρτιίσεως της.
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Παράδειγμα 5.14:

’'Εστω X μέα P o i s s o n  τ.μ. μέ παράμετρο λ. Μέ τή 
βοήθεια της ροπογεννήτριας συναρτήσεως νά ΒρεθοΟν ή μέση 
τιμή καέ ή διακύμανση τής X.

"Εχουμε

U e t ~ l )  . _
m ^ f t )  =  e  Λ t  ε  R  9

καέ
mk(t) -

m " ( t )  = X e V ^ + x W ^ - 11

Γιά t * 0 Ιχουμε

m ' ( 0 )  =  λ =  v 2 =  m =  E ( X )  

m " ( 0 )  « λ+λ2= v 2 * E (X 2 ) m

"Ετσι μ = λ καέ σ2= λ+λ^-λ2= λ .

'Εάν στήν (5,46) αντικαταστήσουμε τά e μέ τά ανά
πτυγμα του

e
tx (tx)2

21

2β4

τάτε,κάτω άπά ώρισμένες συνθήκες [αρκεί νά ύπάρχει ή 
m Y (t) γιά κάθε t σέ κάποιο διάστημα (-ο , α ) ] 9 παίρνου-
Λ
με

ηΐχ(t) β 1+ μ̂ • · ·

Ί <
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mY( t )  = 1 + Σ μ · ( S . S 6 )
χ  ν=1

Βλέπουμε δηλαδη δτυ ου σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τ ο υ  
1 ? / r ! σ τ ο  α ν ά π τ υ γ μ α  τ η ς  rn ^ ( t ) σ έ 
σ ε ι ρ ά  Μ a ο  L  a u r  t  η ε ύ v α υ ο υ  ρ ο π έ ς  
τ ά ξ ε ω ς  r  π ε ρ υ  τ ο  μ η δ έ ν .

Μερυκές φορές ή έφαρμογη της μεθοδου της παραγωγύ- 
σεως της ροπογεννητρυας [βλέπε ( 5 . 5 5 ) ]  γυά τύν εύρεση 
των ροπών μυας κατανομής όδηγευ σέ άπροσδυορυστυες δταν 
t  =  0. Γυά νά άποφύγουμε τυς άπροσδυορυστυες αύτές καέ 
τόν κανένα τον L ’Hosp'Ctal* χρησυμοπουοϋμε τέ ανάπτυγμα 
( 5 . 5 6 ) . Γυά παράδειγμα άς πάρουμε την όμουέμορφη κατανο
μή ϋ ( α Λβ ) . *Η ( 5 . 5 1 ) μδς δένει,

β t  a t

mx (t> = ‘ t e R -

O-h
ΧρησυμοπουοΟντες τά σέ σευρά αναπτύγματα των £ρ καέ 

a t  ,
e παυρνουμε

m

2 ο
/+) _ 1 ί ΐ 4. 4. , γ η , αέ , ( a t )  Ίι

~ (β-αΗ  \·1+ 11 +  2 !  + - " - V +  2/ +  2/ ** * * ̂

— ---  [Γβ-α) t +  λ
( a - t ) t  * S '

2 2 2 7, β-̂-α β +αβ+α t
1 + ~ T t +  3 2 !  +

"Ετσι, μ^= (α + $ )1 2 a^+a&+$^)/3 κλπ.
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Τά άποτελέσμτα αύτά συμφωνούν μέ τήν ( 5 . 3 0 ) .  

Παρατηρήσεις:

1. Είναι δυνατό μία τ.μ. X νά μην έχει καμμία 
ροπή άλλα νά εχει ροπογεννήτρια συνάρτηση. Βλέ
πε "Ασκηση 5 .4 7 .

2. Είναι δυνατά μία τ.μ. X νά έχει όλες ή μερικές 
ροπές καί νά μήν έχει ροπογεννήτρια συνάρτηση 
(έκτάς άπά τά σημείο t = 0 ) . Βλέπε "Ασκηση 5 .4 9 .

3. Είναι δυνατά μία τ.μ. X νά έχει δλες ή μερι- 
άπά τίς ροπές της, νά έχει ροπογεννήτρια συνάρ
τηση καί έν τούτοις ή ροπογεννήτρια συνάρτηση 
νά μήν παράγει τίς ροπές. Βλέπε "Ασκηση 5 .4 8 .

'Υπάρχουν παραδείγματα πού τεκμηριώνουν τίς παραπά
νω παρατηρήσεις.

Τά επόμενο θεώρημα άφορα τήν ροπογεννήτρια μίας 
τ.μ. πού είναι γραμμικός μετασχηματισμός μίας άλλης τ.μ.

Θ ε ώ ρ η μ α  5 .7 :

"Αν ττ ΐχ (ϋ ) είναι τχ ροπογεννήτρια μίας τ.μ. X *αί 
X =  cxX+b είναι ιιία άλλη τ.μ. τότε

τη fit) = τηαχ+ι3(*) = e · ( 5 . 5 7 )
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'Απόδειξη :

„Γ (a X + b ) t - .  TprQ-tX b t Ί b t „ r atXnm ^ ( t )  =  E { e J = E l e  e ] = e E { e ]

= e ^ m ^ ( a t ) . ▼

’Από τά προηγούμενα είναι φανερό ότι αν εχουμε δύο τ.μ.
X, Υ πού έχουν τίς ίδιες κατανομές τότε m ^ ( t )  =  m ^ ( t )  

για όλες τις τιμές τού £. Μέ άλλα λόγια ή κατανομή όρί- 
ζει μονοσήμαντα την ροπογεννητρια συνάρτηση. Τό έρώτημα 
πού τίθεται είναι αν ή ροπογεννητρια συνάρτηση ορίζει 
μονοσήμαντα την κατανομή. "Αν οί ροπογεννήτριες συναρτή
σεις δύο τ.μ. συμπίπτουν τί συμβαίνει μέ τίς αντίστοιχες 
κατανομές; *Η απάντηση είναι ότι καί οί αντίστοιχες κα
τανομές ταυτίζονται όπως φαίνεται από τό ακόλουθο θεώρη
μα. Θά δώσουμε μόνο τήν διατύπωση τού θεωρήματος. *Η από
δειξη του ξεφεύγει από τό σκοπό τού βιβλίου.

Θ ε ώ ρ η μ α  5.8 : (Θεώρημα μονοσήμαντου των
ροπ ογεννη τρ ιώ ν ).

"Αν οί ροπογεννήτριες συναρτήσεις δύο τ.μ. ΧΛΥ  

συμπίπτουν δηλαδή αν πιχ ( t )  =  m ^ ( t ) γιά κάθε £ τότε καί 
οί αντίστοιχες κατανομές συμπίπτουν.

Τό παραπάνω θεώρημα είναι θεμελιώδες. Μας επιτρέπει 
τόν προσδιορισμό των κατανομών τυχαίων μεταβλητών όταν 
είναι γνωστές οί ροπογεννήτριες τους καί μπορούν νά ταυ
τιστούν μέ τίς ροπογεννήτριες γνωστών κατανομών. Τά πα
ραδείγματα πού ακολουθούν δείχνουν πώς έφαρμόζεται τό 
Θεώρημα 5.8.



Παραδείγματα:

5.15: "Αν η ροπογεννητρυα μύας τ.μ. είναι.

rr,f+) _ !_ 2 2 t  3 S t  4 4 t Α „
m ( t )  Ίη  e +  ηη e  + j o  e  +  m  e * t  t  R  9

Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

10

*-

i
k

νά βρεθευ ή κατανομή (σ.π.) ττ̂ ς X. 

’Επευδή

m(t) = Σβ^ρζχ)
χ

εχουμε
1 K 2 2 t  L 3 3 t 4
w e + w  + W 10

! κάθε t  e R, δπου a2»<

α 1* V

'Επευδή η σχέση αύτύ είναι, μύα ταυτότητα ώε πράς t  * τ ό  

δεύτερο μέλος θά πρέπει, νά έχευ τούς ίδι,ους ακριβώς ορούς 
μέ τ<5 πρώτο. Συνεπώς

I t  ,  * 1 *  2 2 t  , . a 2 t
e  =  p ( a 1) e  ,  j j  e  =  p ( a 0) e  ,...10

*Ετσι έχουμε

p ( a 2)  =  p ( l )
10 * Ρ ^ α2* ~ 10 *

p ( a 3)  =  p ( 3 )  =  j j  ,  p ( c td)  =  p ( 4 )  =

'Αρα

p ( x )  =

x
j j  , * = 1 , 2 , 3 , 4

0 , άλλοϋ .
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5.16: "Αν

m ( t ) = ------- $ j £ < 5
( l - t / δ )  *

εύναυ ή ροπογεννήτρυα μύας τ.μ. X τ<5τε ή κατανομή της 
βρύσκεταυ ως έξης. Συγκρύνοντας τήν έκφραση αύτή με την 
έκφραση ( 5 . 5 3 ) πού δύνευ την ροπογεννήτρυα τής Γάμμα κα
τανομής έχουμε

1 =  1 

( Ι - Μ *  ( l - t / δ ) 2

"Ετσυ συμπεραίνουμε δτυ ή δοθεύσα συνάρτηση εϊναυ ή 
ροπογεννητρυα Γάμμα κατανομής με παράμετρους α = 2  καύ 
$ = 1/5 καύ σύμφωνα μέ το θεώρημα μονοσήμαντου των ροπο 
γεννητρυών ή κατανομή τής X θά εύναυ

χ

f ( x )  = ----^5---- x e  ~ Λ x  > 0 ·
( 1 / 5 Γ Τ ( 2 )

5.17: "Αν ή ροπογεννήτρυα μύας τ.μ.

m ( t )  =  e
t 2/2

X είναυ

τότε ου ροπές περύ τ<$ μηδέν αύτής μπορούν νά βρεθούν ως 
εξής. 'Αναπτύσσουμε τήν m ( t ) σέ σευρά Mao L a u r i n  καυ 
έχουμε

t 2/2  _  7 . * 2 1 , (i_s  2 J .  . , Α *  l _
1 + Τ Ή + ( 2 } Ί ? · · '  ( 2 }  k . ' + · · ·2 !

=  ι + { τ  t z +  ~~Tt t 4+ - ·■+ <2k- 1 > ( 2 k - 3 > · · · 3 ·1-  1
2· 4· ( 2 k ) !
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καύ σύμφωνα με τόν σχέση ( S . S 6 ) έχουμε

E ( l ? k)  =  ( 2 k - l ) ( 2 k ~ 3 ) . . . 3 x l  =
2 κ !

5 .8 .2  Π ιθανογεννή τρ ιες  ή Παραγοντικές Ροτιογεν- 
ν ή τρ ιε ς  Συναρτήσεις

‘Ορισμός 5.8: 'Η π ι θ α ν ο γ ε ν ν ή τ ρ υ α
σ υ ν ά ρ τ η σ η η π α ρ α γ ο ν τ ι χ ii ρ ο π ο -
γ ε ν ν ή τ ρ ι α σ υ ν ά ρ τ η σ η μίας τ.μ. X συμβο-
λύζεται μέ t ) η άπλως g ( t )  και' όρίζεταυ ως άκολού-
θως

- E ( t * )  =

2 t Xp ( x )  άν ή
X

Ή »
/ τ  f ( x ) d x  άν ή 
•00

X είναι δυακριτη 
( δ .  58)

X είναι συνεχής.

Γιά τήν ύπαρξη τής ισχύουν τά ίδια σχόλια πού
έγιναν γιά τήν m ^ C t ) . Σημειώνουμε μόνον ότι γιά |tj < 1 

ή 9 χ ( ϊ )  ύπάρχει πάντοτε. "Αν ισχύουν οί συνθήκες πού 
επιτρέπουν παραγώγιση κάτω άπό τό σύμβολο όλοκληρώσεως 
καC μέσα στό σύμβολο τής άθροισεως τότε έχουμε

Σχ ( χ - Ι )  ... ( x - r + l ) t x ~r p ( x )  
χ

J χ  ( χ - 1 ) ... ( x - r + 1 )  t x ~r f ( χ )  dx  

E l X ( X - l ) ...( X - r + 1 ) t X~r ]
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”Αν σ ’αύτύ την υσύτητα θέσουμε t  =  1 έχουμε

c T g r ( t )

d t 1
=  E l X ( X - l ) . . .( X - r + l ) ]  = μΓ , 

t  = 1 L J ( 5 . 5 9 )

"Ετσι, βλέπουμε oil άπο' τύν συνάρτηση 9χ ( ΐ )  νέ παραγώ- 
γυση στό σημευο t  =  1 μπορούμε νά πάρουμε τές παραγο- 
ντυκές ροπές.

"Αν ή τ.μ. παέρνει, τύς τυμές 0Λ13 2Λ23 ... τότε

gx ( t )  =  Ε ( t X)  =  ρ 0+ ρ ^ + ρ 2ϊ 2+'.. ( 5 .  60)

2» 9
"Ετσυ 6 συντελεστής του t  του αναπτύγματος της 9 χ ( ΐ )  

σέ δυνάμευς είναυ ή πιθανότητα Ρ (Χ = ν).
”Ας δούμε τώρα ένα παράδειγμα. *Η πυθανογεννητρυα 

συνάρτηση της κατανομής τού P o i s s o n  Ρ ( λ )  είναε

’Επεπλέον

g x ( t )  =  e
X ( t - l )

g ^ ( t )  = \e x ( t ~1 )  „aC g " ( t )  = x V ii_3;

"Ετσι.

9 χ ( V  = λ = μ ρ. =  *2 =  V1

g ^ ’ C l ) = λ2 = P[2] = Ε [ Χ ( Χ - 1 ) \

δπως έχουμε ηδη δει στά προηγούμενα.
’Ακόμη αναπτύσσοντας την g x ( t )  σέ σευρά έχουμε
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λ* . at) 2 . . a t f  . .
3 ® J g f ^ f ■/■ . . . )

. -λ i -λ.2 0 -λ,2»
= e- v  ± - ^ t + ^ t z+ . . . +  ^ r  Λ .i· «· 3?·

Βλέπουμε δηλαδή δτυ ου συντελεστές τοΟ £** ε ί ν α ι  
ά κ ρ υ $ ω ς ο υ  π υ θ α ν δ τ η τ ε ς  Ρ ( Χ = τ ) .

Ου δύο συναρτήσευς καέ συυδέονταυ
μέ τύ σχέση

- τηχ (Ιορ t)j t > 0 . (δ.61)

Ου σχέσευς αυτές προκύπτουν εύκολα άπύ τύς ( 5 . 4 6 ) καύ 
( 5 . 5 8 ) .



Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

5 .1 . . "Εστω X 

p(x)

τ.μ μέ σ.π.
χα

( Ι+ ο . )
χ+1

χ  =  Ο, 1Λ 2, 3

δπου α θετυκη σταθερά. Νά δευχθευ δτυ η μέση τυ- 
μη της X είναυ α καυ ή δυακΰμανση α(α+ 1 ) .

5 .2 . Δυνεταυ X τ.μ. μέ δυωνυμυκη κατανομή Β ( η , ρ ) . Νά 
βρεθοΟν ου τυποπουημένες ροπές α^ καυ α^ της X.

5 .3 . Νά άποδευχθοϋν ο ί σχέσευς 

' λ3 = Vjf 3μ2μ2+2μ*

λ 4 = v 4~4u3Vl + 6u2v2r 3vl

Xk “ ^k l ) v k - l v l +  2 Vkr2^1 ~ · · · + ( - ! )  <£^2

δπου μ^ καέ είναυ ου ροπές &τάξεω£μυας τ.μ.
X περυ το μηδέν καυ τη μέση τυμή μ άντυστουχα.

5 .4 . Δυνεταυ X τ.μ. μέ ύπεργεωμετρυκη κατανομή H g (N 3n 3p ) .
2Νά βρεθοΟν ου ροπές μ, σ , α^ καέ α^ της X.

5 .5 . Δυνεταυ X τ.μ. μέ γεωμετρυκη κατανομή G e o ( p ) . Νά 
βρεθοΟν ου ροπές α^ καυ α^ της X.

5 .6 . Δυνεταυ X τ.μ. μέ άρνητυκτί δυωνυμυκτι κατανομή N B (k 3p ) .  

Νά βρεθοΟν ου ροπές μ, σ3, α^ καυ α^ τ^ς X.



Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίδα

5 .7 .

5 .8 .

5 .9 .

5 .1 0 .

5 .1 1 .

5 .1 2 .

5 .1 3 .

Δένεταμ X τ.μ. μέ κατανομή του P o i s s o n  Ρ ( λ ).Nci 

βρεθούν οί, ροπές η®1* α4 T^s

Δένεταμ X τ.μ. μέ όμομάμορφη κατανομή U ( <χ,&).

Nc£ βρεθοΟν οί, ροπές α^ χαμ α^ τ?ις X.

Δένεται, X τ.μ. μέ Γάμμα κατανομή G(<x,&). Νά βρε-
2

θοΟν οί, ροπές σ , α^ χαέ α^.

Δένεταμ X τ.μ. μέ Βήτα κατανομή B e ( α , & ) . Νά βρε-
2θοΟν οί, ροπές σ , α^ χαμ α^.

2
Δμνεταμ X τ.μ. μέ χανονμχή κατανομή Ν ( ] ΐ , σ  ) .  Νά

2βρεθοΟν οί ροπές μ, σ , α^ χαέ α^.

Δένεταμ ή κατανομή

χ ________ 0 1 2  3 4
Ρ ( Χ = χ )  0 ,1  0 , 2  0 ,4  0 ,2  0 ,1

Νά βρεθοΟν α) ή δεύτερη παραγοντμχή ροπή, β) ό 
συντελεστής λοξάτητας α^, γ) ό συντελεστής χυρτώσεως 
α^ καέ δ) ή ροπογεννήτρμα συνάρτηση .

"Εστω X τ.μ. μέ σ.π.π.

12(1-χ2)/11,
f(x) =

0 3

h <. χ <. %

άλλοΟ
t; i

α) Νά βρεθοΟν ή ECX) χαμ ή Ε ( \ χ \ )  καέ 3) νά 
ύπολογμστεμ ή Ρ ( \ χ \ < 1 / 4 ) .

.
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’Ασκήσεις

τροφής ε£ναο μέα τυχαέα μεταβλητή τής όποιας η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι,

_ —2χ
4xe Λ χ  > 0

0 j άλλου.

(α) Ποι,ά είναι, ή πιθανότητα μέα μονάδα τροφής νά 
μην έχει, πλήρως χονευθεμ μετά άπό μμα ώρα; (β)Πουό^ 
χρόνος χρεμάζεταμ κατά μέσο όρο γμά τή πέψη μμας 
μονάδας τροφής;

5 ,1 5 · Δένεται, η συνάρτηση

f ( x )  =

k x ( l - x )  , 0 < , χ  1

0 j οπουδήποτε άλλοΌ.

Νά βρεθεμ ή σταθερά k ώστε ή f ( x )  νά είναμ κατα
νομή μμας τ.μ. X καμ στή συνέχεια νά ύπολογμστοϋν 
η ECX) καμ V a r ( X ) .

5 .16 . "Αν Ε ( Χ )  =  1 καμ Ε ( Χ — 4 νά βρεθοΟν ή μέση 
τμμή καέ η δμακόμανση τής τ.μ. X -  2Χ -3 .

5 .1 7. Νά άποδεμχτεμ ότμ

[ Ε ( Χ - α ) ] 2 < Ε ( Χ - α ) 2 

γμά κάθε α σταθερό.

5 .1 8. "Εστω X τυχαία μεταβλητή μέ κατανομή Νά βρε
θούν ή Ε ( Χ ) καμ ή Vojp( X )  .
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δ .1 9 .

5 .2 0 .

5. 21.

5. 22.

5 .23 .

"Εστω X δι*ωνυμι*χη τυχαία μεταβλητή μό η =  20 

καί ρ  -  1/5 . Νά δοθούν η κορυφή (-φές) της κατα
νομής αύτης.

Νά βρεθεί η μέση τι*μη καί ή δι*ακόμανση της κατα
νομής μέ (άθροι*στι*κό) συνάρτηση κατανομής:

χ  < 0 

0 ^ χ  < 2 

2 <^χ < 4 

4 £  χ  .

Μία ηλεκτρονικό συσκευή εχει* χρόνο ζωής X ό ο
ποίος μετροόμενος σέ κατάλληλες μονάδες χρόνου 
είναι* μία τ.μ. μέ σ.π.π.

ί 1 / ( 1 + χ ) ^  ,  χ  > 0 

0 Λ άλλοΟ.

"Αν τό κόστος κατασκευές μίας συσκευές είναι* 80 

δραχμές καί ό κατασκευαστέδ τόν πωλεί πρός 400 

δραχμές καί έγγυαται* πλόρη έπι*στροφό χρημάτων όταν 
X ^  1 νά βρεθεί τό αναμενόμενο κέρδος τοΟ κατα
σκευαστή άνά συσκευό·

"Ενα τέλευο νόμυσμα ρίχνεται* μέχρυς ότου έμφανοστεί 
η πρώτη κορώνα. Νά βρεθεί ό αναμενόμενος άρι*θμός ρί
ψεων τοΌ νομίσματος.

Μία τ.μ. X εχει* Ε ( Χ )  -  1 ,  VccpCX) =  1Λ συντελεστή 
λοξότητας α^= 2a συντελεστής κυρτώσεως α^= 9 καί

F ( x )  =

0

x/8  ,

χ 2/16 a
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Άσκήβεις

E (X k ) = k ! γυά k >, 5. Νά βρεθεΕ ή ροπογενντίτρυα 
συνάρτηση της X καέ νάάναγνωρυστεΕ ή κατανομή.

5.24 .  Το μέγεθος τών ήμερτίσυων πωλησεων ένός εμπορεύμα
τος καύ οu άντύστουχες πυθανότητες έχουν ώς άκο- 
λοΰθως γυά κάπουο s u p e r m a r k e t:

Μέγεθος πωλησεων
(σέ έκατοντάδες μονάδες) 1 2 3 4  

πιθανότητες 1/4 1/4 1/4 1/4

Νά βρεθεΕ ό άρυθμός των μονάδων τοϋ εμπορεύματος 
πού πρέπει, νά άποθηκεύσευ ό έμπορος σέ ήμερησυα 
βάση γυά νά μεγυστοπουησευ τό αναμενόμενο κέρδος 
του όταν γυά κάθε μονάδα έμπορεύματος έχευ κέρδος 
20 δραχμές αν πωληθεΕ καέ ζημυά 40 δραχμές αν 
δέν πωληθεΕ.

5.25 .  "Εστω X τ.μ. μέ δυωνυμυκη κατανομή μέ μέση τυμά 
12 καύ δυακΰμανση 8. (·£) Νά βρεθεΕ τό η καύ

9
( ϋ )  νά ύπολογυστεΕ ή Ε (Χ  + 2 Χ ) .

5 .26 .  "Ενας σπουδαστής παύρνευ μέρος σέ μύα έξέταση ή
όπούα άποτελεΕταυ άπό εκατό έρωτόσευς. Κάθε ερώτη
ση έχευ τέσσερες άπαντησευς άπό τύς όποΕες μύα μό
νο είναυ σωστή. *0 σπουδαστής απάντησε σωστά σέ 90 

έρωτησευς, όταν δυαπύστωσε ότυ τοϋ μένουν ακόμη 5 

λεπτά. Γυά τό λόγο αυτό άπαντα στύς ύπόλουπες έρω- 
τόσευς στην τύχη. Νά βρεθεΕ ό άναμενόμενος άρυθμός 
των σωστών άπαντόσεων χοϋ σπουδαστή καύ ή τυπυκη 
άπόκλυση τοΰ άρυθμοϋ αύτης. "Αν κάθε έρώτηση βαθμό 
λογεΕταυ μέ μύα μονάδα καύ γυά κάθε λανθασμένη άπά

267



\

δ . 27.

Κεφ. 5

δ. 28. 

δ. 29.

δ .  30.

ντηση άφαυρευταυ τ ό  1/3 της μονάδας νά βρεθεί 6 

αναμενόμενος βαθμός τοΟ σπουδαστή καί η διακύμαν
ση του.

Γυά νά άπορροφηθεί ενα φάρμακο χρευάζονταυ τουλά
χιστον 5 m in αλλά ποτέ περυσσότερο άπό 1δ m in .

"Αν X είναυ ό χρόνος άπορροφήσης τοΰ φαρμάκου 
καί αν όλες ου χρονυκές στυγμές μεταξύ δ καί 1δ 

εΐναυ ύσοπίθανες, νά ύπολογυστοΟν ή μέση τυμή καC 

ή δυακύμανση τοΟ X .

Μία θεραπεία άνοσοπουεί 80% των κουνελυδν έναντυον 
κάπουας άσθένευας. "Ενα δείγμα δΟ κουνελυων έξετά- 
ςεταυ. Νά βρεθεί ό αναμενόμενος άρυθμός των άνοσο- 
πουημένων κουνελυδν καί ή τυπυκή άπόκλυση.

"Εστω X δυακρυτή τ.μ. μέ κατανομή Ρ (Χ = α )

=  Ρ ( Χ = - α )  =  1/8 3 Ρ (Χ = 0 ) = 3/4 καί Ρ ( Χ = χ )  =  0, 
χ  ±  a.30. Νά ύπολογυστεί ή Ρ ( \ χ \>, 2 ο ) * δπου σ ή 
τύπυκή άπόκλυση τής X καί κατόπυν νά συγκρυθευ 
ή πιθανότητα αύτή μέ τό άντίστουχο φράγμα τής άνυ- 
σότητας τοϋ C hebyshev.

*Η άπαρυθμητή τυχαία μεταβλητή X έχευ συνάρτηση 
πυκνότητας τήν

Μαθηματική έλπίδα

ρ ( χ )  =

0 άλλοΟ

Ο

3

268



’ Ασκήσεις

δπου k >_ 1 · Νά ύπολογμστούν ή μέση τμμη καμ ή 
διακύμανση τύς X. Νά βρεθεί ή Ρ (  | Χ-μ | < k c ) καμ ν<£ 
συγκρμθεί μέ τό κατώτερο πέρας πού δένει, ή άνμσό- 
τητα Chebyshev.

5 .S1 . "Εστω X τ.μ. μέ σ.π.π.

f ( x )  =

1
1 7 ?

- 7 δ  < χ  < 7ζ

0 9 αλλού .

Νά βρεθεί ή Pf|x| .> 3/2J καμ νά συγκρμθεί ή πμ- 
θανότητα αύτη μέ το άνω φράγμα της άνμσοτητας τού
C hebyshev.

5 .32 .  "Εστω δτμ ό άρμθμός των αεροπλάνων πού φθάνουν σε 
κάπομο άεροδρομμο σέ μία όπομαδηποτε εικοσάλεπτο 
περίοδο ακολουθεί τύν κατανομή τού P o is s o n  μέ μέση 
τμμη 100. Χρησμμοπομώντας την άνμσοτητα τού Cheby

s h e v νά βρεθεί ένα κάτω φράγμα στύν πμθανάτητα ό 
άρμθμος των παραπάνω αεροπλάνων νά είναμ μεταξύ 
70 καί 1300.

5 .33 .  Δμνεταμ X τ.μ. μέ σ.π.π.

f i x )  =
1 2 χ ( 1 - χ ) (i) 2 , 0 < χ  < 1 

αλλού.

(i ) Νά βρεθεί ή κορυφύ της κατανομής αυτής.
( ϋ )  Νά βρεθεί ή μέση τμμη καί ή δμακύμανση της 
X . Η ϋ )  Νά βρεθεί ή μέση τμμύ καί ή δμακύμανση
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Μαθηματική έλπίδαΚεφ. 5

tt ŝ Γ = 1/Χ.

5,34. Νά βρεθεί ή ροπογεννήτρυα συνάρτηση τ?ίε κατανομή

f ( x )  ·

* V *  /2 ,
96

χ  > 0

0 3 άλλοΟ.

*Επέσηε νά βρεθοϋν ή μέση τι,μά χαέ ή δυαχάμανση 
τ?ίε χατανομΏε αύτίΐε·

5.35. ’Εάν ή ροπογεννήτρυα συνάρτηση τ^ε τυχαέαε μετα
βλητή X  είναι,

,. /j. I /3 1 t.16
M xit> = (4 + 4 e 1

νά ύπολογι,στεί ή πυθανάτητςι Ρ(\ι-2σ < X  < )ΐ+2σ).

5.36. Νά βρεθεί ή χατανομτΐ γυά τήν οποία ή ροπογεννάτρυα
συνάρτηση είναι m(t) =  (l+2e')4 /81. 'Ομοέωε άν

ο
m(t) =  e x p ( 2 t + t  ).

5.37. "Αν η τ.μ. X  έχει ροπογεννάτρια συνάρτηση τιΐν 
expCe'-l) νά βρεθεί ή Ε(Χ).

5.38. Δένονται οΐ άπάλουθεε ροπογεννιίτριεε συναρτησειε

U ) τηχ ( ν )  = ( 0 3 5 β ' + Ο , δ ) 5 ,

( U ) mx ( t )  =  ( e t + l ) S/32 3

U U ) ηΐχ( t )  =  5 ( 5 - t ) ~ *  j ο

α ν ) τηχ ( t )  =  ( Ι - ϋ / δ Γ 1 3
270
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(V ) m ( t )  =  ( l - 2 t )  4 ,
Λ

( ν ί ) m ( t )  =  16~2 (h  - t )
A

( υ ϋ )

9

... t + t  
m ( t )  =  e

A

.2

( v i i i )

1IIE*

Ο χ ) m ( t )  =  e x p ( 3 e ' - l )
A

Tudt κάθε περίπτωση νά αναγνωριστεί η άντυστουχη 
κατανομή καί νά βρεθοΟν ή μέση τυμη καί η δυακΰ- 
μανση αυτής.

5 .3 9 , "Εστω δτυ η τ.μ. X έχευ κανονυκη κατανομή 
ο

N(\ijO  ) .  Νά δεχτεί δτυ

Ε(\Χ-\χ\) =  σ/27ϊί .

δ , 40. "Αν μ καυ m είναυ η μέση τυμη καί ή δυάμεσος
της τ.μ. X άντίστουχα νά δεχτεί δτυ η Ε (\ Χ -α \ )  

έλαχυστοπουείταυ δταν α =  m ενώ ή Ε (Χ - α ) έλα
χυστοπουείταυ δταν α = μ.

5.41. "Εστω X τ.μ. μέ Ρ (Χ < Ρ )  =  0 καυ Ε (Χ ) - μ<“ . Νά
Νά δεχτεί δτυ Ρ(Χ>2\ι) <_1/2.

6 .4 2 . Ά ν  ή τ.μ. X έχει, Ε ( Χ ) = 3  χαC E ( X ) S=  IS vdE $ρε- 
θεί ένα κάτω φράγμα της πυθανάτητας Ρ ( - 2 < Χ < 8 ) .

5 .4 3 . Νά δεχθεί δτυ δ ‘Ορυσμάς 5.7 τοΟ ποσοστυαυου ση
μείου είναυ υσοδίναμος μέ κάθε έναν άπά τοι$ς άκό-



Κεφ. 5 Μαθηματική έλπίόα

λουθους όρι.σμούς.

( Ό  "Εστω X τ.μ. και' 0 < ρ< 1. Κάθε σημείο X γυ<£
τό οποίο ίσχΰει,

Ρ ( Χ < χ  )  > ρ  καί Ρ ( Χ > χ  )  >_ 1 - ρ  
Ρ  ~  =  Ρ  ~

λέγεται. ρ-ποσοστυαίο σημείο της X.

(·£■£) "Εστω X τ.μ. καί 0< ρ< 1 . Κάθε σημείο χ 1 Υ<*ά
τ<5 οποίο ίσχόευ

F ( x  - 0 )  =  Ρ (Χ < χ  )  < ρ  < Ρ (Χ < χ  )  ρ  ρ  - r -  -  ρ
λέγεται, ρ-ποσοστυαίο σημείο της X.

5 ,4 4 .  Νά δεχτεί ότι. οί. κορυφές τής γεωμετρικής καί τής 
έκθετυκής κατανομής είναι, τά σημεία k - 1 καί 
k =  0 άντίστουχα.

5 .4 5 . Δίνεται, ή κατανομή

f ( x )  =
χ  £  1 

άλλοΟ .

Νά δεχτεί ότι. ή ροπογεννήτρι.α συνάρτηση m ( t ) τής 
κατανομής αυτής δέν υπάρχει, εκτός άν t  =  0.

5 .4 6 . "Εστω X δυακρυτή τ.μ. μέ τυμές χ  =  1Λ2Λ. . .  καί 
σ.π.π. ρ ( χ )  =  l / { x ( x + l ) ] a χ  =  l a2 , . . .  . Νά δεχτεί 
ότυ ή X δέν εχευ καμμία ροπή καί δτυ, αντίθετα, 
ή ροπογεννήτρυα συνάρτηση τής X ύπάρχευ καί είναι.

m ( t )

1 ,  t  - 0

1 + ( β ~ * - 1 ) 1 η ( 1 - β * )  3 t  < 0 

δέν ύπάρχει. s t  > 0.
τ η



'Ασκήσεις

5 .4 ? ,

5. 48

5 .4 9 .

5 .50 .

5 .5 1 .

5 .5 3 .

2 3’'Εστω X δυακρυτη τ.μ. μέ τυμές χ  = 1, 2, 2 ,  2 ,.. 

. . καυ σ.π. Ρ (Χ = 2 η )  =  e " 1 / η !  ,  η  =  0 , 1 , 2 , . . .

(α) Νά βρεθούν ου ροπές (περυ τά μηδέν) της X .

(3) Νά δεχτευ δτυ ή ροπογεννητρυα συνάρτηση της X 

ύπάρχευ γυά £ 4  0 αλλά δέν έχευ παραγωγούς στο 
£ = 0. "Ετσυ ή ροπογεννητρυα συνάρτηση δέν μπορευ 
νά μας δώσευ τυς ροπές.

’'Εστω X δυακρυτη τ.μ. μέ τυμές ±2 καυ

Ρ (Χ = 2 η )  =  Ρ (Χ = -2 η )  =  1 / (2 e n l ) ,  η  =  0 , 1 , 2 , . . .

Νά βρεθοϋν ου ροπές (τ̂ :ρυ τά μηδέν) της X καυ 
νά δεχτευ δτυ ή ροπογεννητρυα συνάρτηση της X ύ
πάρχευ μονο γυά £ = 0.

’'Εστω η σ.π.π.

f i x )  = J q [1 -k  s in \ x \ 1//4]  ,  χ  ε R ,

k =  -1 αν χ  < 0 καυ k =  1 άν χ  >. 0. Νά δε- 
χθευδτυ η f i x )  είναυ μη συμμετρυκη άλλά α^ = 0.

Νά δεχτευ δτυ ή κορυφή της ύπεργεωμετρυκης κατανο
μής εύναυ τ ό  σημευο

_ Τ(η + 1 ) (Ν ρ + 1 )ι .
κ ~ 1 η+2  J

Νά δεχτευ δτυ η κορυφή της άρνητυκης δυωνυμυκής 
κατανομής εύναυ τά σημευο

k = 1+  i y - h

Νά δεχτευ η "έλλευψη μνήμηδ" στη γεωμετρμκη κατα-
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νομή, δηλαδή

P(X>mHt\X>m) = Ρ(Χ>η), m,n = 1,2,

♦

r
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
( '

πολυδιάστατες κατανομές. 

ανεξαρτησία-αλλαγή με

ταβλητών

Στο Κεφάλαυο αύτ<5 παρουσιάζουμε μερυκές χρησυμες έν- 
νουες άπ<5 τυς πολυδυάστατες τυχαϋες μεταβλητές καυ κατα
νομές. Κατόπυν παρουσυάζουμε την έννουα της άνεξαρτησυας 
τυχαυων μεταβλητών. Καυ στη συνέχευα αναπτύσσουμε τ ό  θέμα 
της αλλαγής μεταβλητών γυά μονοδιάστατες τυχαίες μεταβλη
τές. Τά αποτελέσματα αύτά, μερυκά άπο τά όπουα δυδονταυ 
χωρυς άποδευξευς, ολοκληρώνουν τ/ίν Ευσαγωγη στη Θεωρυα 
Πυθανοτητων καυ Τυχαυων Μεταβλητών καυ άνουγουν το δρομο 
γυά τη Στατυστυκη.

6. 1 Πολυδ ιάστατ ες  τυχαίες με ταβλητές  
καί κα τα νομές *

* Η έννουα της πολυδυάστατης τυχαυας μεταβλητής άπο 
τελευ γενυκευση της έννουας της μονοδυάστατης τυχαυας 
μεταβλητής που παρουσυάστηκε στά Κεφάλαυο 3. Το υδυο ΰ- 
σχέευ καυ γυά την έννουα της πολυδυάστατης κατανομής.

*Η μονοδυάστατη τυχαυα μεταβλητή όρυστηκε σάν μυα



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλττ.

μονοσήμαντη συνάρτηση μέ πεδίο όρυσμοϋ τύ δευγματυχύ χώ
ρο S καί πεδίο τυμών ενα υποσύνολο της ευθείας των 
πραγματυκών άρυθμών. "Οταν τύ πεδύο τυμών της συναρτή- 
σεως είναυ ενα υποσύνολο του Ευκλείδυου χώρου των η

δυαστάσεων τότε η παραπάνω συνάρτηση όρυζευ μία η-δυάστα- 
τη τυχαία μεταβλητή. Ου μεταβλητές αυτές συμβολίζονταυ 
μέ (X  , Χ 0>. . . 9Χ ) καί δυαχρύνονταυ σέ συνεχείς χαύ

1 ό ΥΙ
δυαχρυτές. Ου τυχαίες μεταβλητές X 3Χ 0,  . . . ΛΧ είναυ οΰ 
συνυστώσες της πολυδυάστατης τυχαίας μεταβλητής καί λέ- 
γονταυ χαύ π ε ρ υ θ ω ρ υ α χ έ ς  τυχαίες μεταβλητές.

*Η κατανομή τής πολυδυάστατης τυχαίας μεταβλητής 
έχφράζευ τύν τρύπο μέ τύν οποίο ή μοναδυαυα μάζα πυθανύ- 
τητας κατανέμεταυ στύ χώρο i f 1. Δίδεταυ είτε μέ την άπύ 
κ ο υ ν ο ϋ  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π υ θ α ν ύ τ η τ α ς  
(σ.π.)

( χ
η

13
X " )= P ( X j = x ^ 3 . . . , X j = X " )

η η  η
(6. 1)

δταν η τυχαία μεταβλητή είναυ δυαχρυτη ή τήν άπ<5 κ ο υ- 
ν ο Ο  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π υ κ ν ύ τ η τ α ς  π υ θ α 
ν ύ τ η τ α ς  (σ.π.π.)

- ( χ 1> · · · > χ „ )  ( β · ζ )
Γ  * η

δταν η μεταβλητή είναυ συνεχής είτε μέ τήν άπύ χ ο υ - 
ν ο ϋ  ά θ ρ ο υ σ τ υ κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α τ α  
ν ο μ ή ς  (α.σ.χ.)

Ρ γ γ ) = P (X - < x  ,  . . .  , Χ  <χ ) .  ( 6 . 3 )λ .... χ y  η  1— 1 γε= η
1 η

I

ι

•
Ο
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6. 1 Πολυδιάστατες τυχαίες μεταβλητές καί κατανομές

Παραδείγματα:
6.1: ’'Εστω δτυ ρίχνουμε δυο ζάρυα. Τά 36 σημεία του δει,γ 
ματυκοΰ χώρου του πευράματος αύτου είναυ

"Εστω X^ η τ.μ. πού παρυστάνει, τά αποτελέσματα του ένός 
ζαρυοΟ καί X^ η τ.μ. μέ τά αποτελέσματα τού άλλου ζα- 
ρυοϋ. Τύτε ( Χ ^ Χ ^ ) είναι, μία δυδϋάστατη τυχαία μεταβλη
τή μέ πεδίο όρυσμοΰ τ<5 S καί τι,μές τά σημεία ( i j j ) ,

"I'sO— » · · j  β ·

'Η άπό κουνου συνάρτηση πυθανάτητας (σ.π.) των 
( Χ^ΛΧ^) είναι,

x J Xl j X 2} ~ 36 1
ό

καί έχει, γραφυκη παράσταση

^  2 *^  2~13 , 6

&£
&
ZkΝ?'
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Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλκ.

Άθροίζοντες την ρ χ  χ  ώε πρ°ε Χ2 χαι' Χ1
1 2

άντι,στοίχως'εύρίσκομε ρ ^  (χ ^ )= 1 / 6 9 χ^ = 1 9 . . . 96 καί 

ρ χ  (χ2>=1/6, χ2=13...λ6.

6.2: "Ας θεωρήσουμε τή βελόνα της μαγνητοκής πυξίδας του 
Παραδείγματος 3.2. "Εστω δτυ τό μήκος αύτης είναι, r  καί 
(Χ 9Υ ) ο ί συνιστώσες της βελόνας ως πρός ένα σύστημα α
ξόνων x 9y μέ αρχή τό κέντρο τής πυξίδας. Καθώς περο- 
στρέφεταο ή βελόνα, τό Χ9Υ παίρνουν τυχαίες τομές στο 
διάστημα [-r,r]. Προφανώς (Χ 9Υ ) είναι, μία δοδοάστατη 
τυχαία μεταβλητή μέ τομές στό υποσύνολο [-r,2*]x[-2».,2»] 
τοΟ έποπέδου.
‘Η από κοονου συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) 
των (Χ 9Υ ) είναι.

1
. 2 

4γ
f x t Y ( x > y )  =

ο

καί έχει, γραφοκή παράσταση
άλλου

r < x < r 9 - r < y < r

f ( x , y )



6. 2 'Ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

Πυό ρεαλοστυκά παραδείγματα παίρνουμε δταν κάνουμε 
δευγματοληψύα άπό πεπερασμένους η άπευρους πληθυσμούς. 
”Ετσυ δταν παύρνουμε ένα δευγμα άπό μαθητές ένός γυμνα
σίου μπορευ νά ένδυαφερόμαστε γυά την έπύδοση X^ στά 
μαθηματικά, τέ βάρος X ^  τον άρυθμό X^ των ήμερων ά- 
πουσύας, κ.ο.κ του κάθε μαθητου. 00 τυχαυες μεταβλητές 
XJ3 Χ^3 X^ αποτελούν άπό κουνοϋ μύα τρυσδυάστατη τυ- 
χαύα μεταβλητή.

‘Η μελέτη των πολυδυάστατων κατανομών άκολουθευ 
την έδυα κατεύθυνση δπως καύ η μελέτη των μονοδυάστατων 
κατανομών. "Ετσι, μέ τη χρηση του άπευροστυκου λογυσμοϋ 
πολλών μεταβλητών μπορούν νά ύπολογυστοϋν ου πυθανότη- 
τες δυαφόρων πολυδυάστατων ενδεχομένων καύ νά θεμελυω- 
θοΟν ου ύδυότητες τών άθρουστυκών συναρτήσεων κατανομών

'Υπάρχουν έπύσης μοντέλα εύδυκών πολυδυάστατων κα
τανομών καύ χαρακτηρυστυκά τών κατανομών ανάλογα μέ τη 
μαθηματυκη έλπύδα, τη μέση τυμη, τη δυακύμανση, τύς ρο
πές, τύς ροπογεννητρυες, τύς κορυφές κ.λ.π.Τά θέματα 
αύτά ξεφεύγουν άπό τούς στόχους του παρόντος βυβλύου.

6. 2 ’Ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

Ου ανεξάρτητες τυχαυες μεταβλητές παύζουν πρωτεύο
ντα ρόλο στη Θεωρύα Πυθανοτητων καύ τη Στατυστυκη. ’Α
ποτελούν την άπλούστερη υπόθεση στη πυθανοθεωρητυκη καύ 
στατυστυκη μελέτη ένός φαυνομένου.

*Η έννουα της άνεξαρτησύας άναφέρεταυ σέ δύο η πε- 
ρυσσότερες μεταβλητές καύ έξετάζευ τη σχέση μεταξύ της



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλπ.

άπό κοινού κατανομής τους καί τών έπί μέρους (περιθωρια
κών) κατανομών των τυχαίων μεταβλητών. ’Επειδή οί τυχαί
ες μεταβλητές περιγράφουν διάφορα ένδεχόμενα τού δειγμα- 
τικου χώρου S3 η έννοια της ανεξαρτησίας τυχαίων μετα
βλητών είναι φυσικό νά αποτελεί γενίκευση της έννοιας 
τών στοχαστικώς ανεξαρτήτων ενδεχομένων που μελετήσαμε 
στό Δεύτερο Κεφάλαιο. "Ετσι έχουμε τόν ακόλουθο.

‘Ορισμός 6.1: Οι τυχαίες μεταβλητές Χ^3Χ^Λ ...,
X λέγονται σ τ ο χ α σ τ ι κ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  
η απλά α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  αν γιά κάθε συλλογή άπό

J i t
( B o r e l ) υποσύνολα Β η3Β ο3Β„3 . . . 3Β του R ισχύει η σχέ-

1 ct Ο VI
ση

Ρ (Χ 2€ΒιΛ Χ2β Β ^ . . 3Χ €Β )m P (X  € B J P ( X 9€ B J  
η η  1 1  2 2

. . Ρ ( Χ  €Β ) .  
η  η

( 6 . 4 )

Τυχαίες μεταβλητές πού δέν είναι ανεξάρτητες λέγο
νται καί έξηρτημένες.

’Ο παραπάνω όρισμός συνεπάγεται ότι αν η τυχαίες 
μεταβλητές είναι ανεξάρτητες τ ό τ ε  είναι καί ανεξάρτητες 
άνά δύο. Τό αντίστροφο δέν είναι σωστό. ‘Υπενθυμίζουμε 
ότι τό ίδιο ισχύει καί γιά τά ένδεχόμενα: η άνά δύο
ανεξάρτητα ένδεχόμενα δέν είναι καί ολικά ανεξάρτητα.

Διαισθητικά δύο η περισσότερες τυχαίες μεταβλητές 
είναι ανεξάρτητες άν η μία δέν έπηρεάζει τίς άλλες. Αυ
τό συμβαίνει όταν κάθε μία άπό τίς τυχαίες μεταβλητές 
προκύπτει άπό ένα τυχαίο πείραμα καί τά πειράματα είναι 
άνεξάρτητα. "Ετσι οί άριθμοί τών τηλεφωνικών κλήσεων 
πού φθάνουν σ ’ένα τηλεφωνικό κέντρο άπό τίς 8 ως τίς 9
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6. 2 ‘Ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

τό πρωέ σέ δύο δεαδοχεκές ημέρες μπορούν νά θεωρηθούν ώς 
ανεξάρτητες τυχαεες μεταβλητές.

'0 έλεγχος της ανεξαρτησίας τυχαέων μεταβλητών μέ 
βάση τον παραπάνω όρεσμό δέν ε£ναε εύκολος. Υπαρχουν 
όρεσμένα κρετηρεα δύο άπο τά όποεα κάνουν το πρόβλημα 
εύκολο.

Θ ε ώ ρ η μ α  6.1: (Κ ρ ι τ ή ρ ι α  ά ν ε ξ α ρ- 
τ η σ έ α ς τ υ χ α ε ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν ) :

Ου τυχαίες μεταβλητές Χ^3Χ^3 . . . 3Χ^ εέναε ανεξάρ
τητες άν καέ μόνον άν γεά κάθε χ ^ 3 . . . 3χ ^ εσχύεε μύα 
από τες σχέσεις

1) ( x l 3 . . . 3x n )= F x  ( x J ) . . . F x  ( χ η )  
3 η ι η

(6.5)

2 )

ΗΠ

. . , Χ  ΡΧ ^ Ι 1 ·
3 η 1

δταν οί, τ.μ. X 3Χο3 ...3Χ
J. ό ΥΙ

Ρν ( χ  )
X η  

η

είναε ^>εακρετές

‘ , χ η )~ ϊ χ , (χ1) ' " ? Χ  <Χη }1 η

( 6. 6)

όταν οί. τ.μ. Χ^ 3Χ η3 ... 3Χ εύναε συνεχεες ,
1 ό η

όπου F v3 Ρ ν καέ f y συμβολέζουν την άθροεστεκη συνάρ-
X X  χ

τηση κατανομής (α.σ.κ.), τη συνάρτηση πεθανότητας (σ.π.) 
καέ τη συνάρτηση πυκνότητας πεθανότητας (σ.π.π.) άντε- 
στοεχα της τυχαεας μεταβλητής X.

'Η Μαθηματεκη Στατεστεκη καέ ό ’Απεεροστεκός Λογε- 
σμός μδς έπετρέπουν τόν προσδεορεσμό των περεθωρεακών
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Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλπ.

κατανομών μυας πολυδυάστατης κατανομής. Τ<5 άντυστροφο 
πρόβλημα δεν εΕναυ πάντοτε δυνατό εκτός εάν οΰ περιθω
ριακές τυχαυες μεταβλητές είναυ ανεξάρτητες.

Ου συνέπευες της άνεξαρτησυας τυχαυων μεταβλητών 
εϊναυ πολλές καυ σημαντυκές. ’Αναφέρουμε χωρές άπόδευξη 
δόο θεωρήματα, τό δεύτερο άπό τά όποΰα έχευ υδυαυτερη 
σημασυα.

Θ ε ώ ρ η μ α  6.2:

"Εστω Χ ^ , . , . , Χ ^  η ανεξάρτητες τυχαυες μεταβλη- 
τές καυ u .=h . ( χ . ) .  i - 1 . 2 9...9η 9 η συναρτησευς (μετα-------- •'ΐ, %, t -------------------
σχηματυσμου) των χ .. Τότε ου τυχαυες μεταβλητές Υ„=
= h „ ( X « ) ....  Υ =h  ( X  ) είναυ ανεξάρτητες.

1 1 3 * η  η η ------------------

Θ ε ώ ρ η μ α  6.3:

1. "Εστω Χ9Υ δυο ανεξάρτητες τυχαυες μεταβλητές 
μέ πεπερασμένες μέσες τυμές. Τότε

ΕΧΥ =  (Ε Χ ) (Ε Υ )  9 ( 6 . 7 )

οπού ΕΧΥ εΕναυ a  αναμενόμενη τυμή τής τυγαυας μεταβλη- 
1&S ΧΥ.

2 . "Εστω X 9 . . . 9Χ η ανεξάρτητες,τυχαυες μετά- 
τές καυ y . - h . ( x j a ί= 1 3 2Λ ... ,η . η συναρτησευς των χ . .  

"Εστω έπυ πλέον ότυ E h . ( X . ) « °  Λ i = l 92a .... η . Τότε-------------------------------------------ι  ί, ---------

E [ h 1 ( X J . . . h  (X  ) ] = [ E h , ( X J ' \ . . . l E h vi(X  ) ] .  ( 6 . 8 )
ι  ι  η  η  ΐ ι  η  η
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6. 3 ’Αλλαγή μεταβλητών :  κατανομή
συναρτήσεως  τυχαίας με ταβλητής

6. 3 ’Αλλαγή μεταβλητών : κατανομή σοναμτήσεως τυχαίας
μεταβλητής

Στό έδάφυο αυτό μελετάμε τόν τρόπο με τόν όπουο 
βρύσκουμε την κατανομή μύας συναρτήσεως μύας τυχαύας με
ταβλητής. "Εστω ότυ δύδεταυ μύα τυχαύα μεταβλητή X καύ 
ή κατανομή αυτής. ’’Εστω έπύσης Y = h (X ) μύα δοθευσα συ
νάρτηση τοΟ X. ’Ενδυαφερόμαστε νά εύρουμε τήν κατανομή 
τής τυχαύας μεταβλητής Υ . Τό πρόβλημα αυτό μαζύ μέ τή 
γενύκευση του γυά πολυδιάστατες τυχαίες μεταβλητές είναυ 
άπό τά θεμελυώδη προβλήματα τής Μαθηματυκής Στατυστυκής 
δεδομένου ότυ ή Στατυστυκή Συμπερασματολογύα στηρύζεταυ 
στή γνώση τής κατανομής μετασχηματυζομένων τυχαύων με
ταβλητών. Εύναυ έπυσης γνωστό καύ σάν " α λ λ α γ ή  μ ε 
τ α β λ η τ ώ ν " .

’Από θεωρητυκής πλευράς ή λΰση τοΟ προβλήματος ε Ζ -  

ναυ εύκολη δυότυ γυά σταθερό y ή άθρουστυκή συνάρτηση 
κατανομής τής τυχαύας μεταβλητής Υ εϊναυ

F Y (y ) = P (Y < y ) = P [h (X ) < y ]

καύ ή τελευταύα πυθανότητα εϊναυ πυθανότητα ένδεχομένου 
που περυγράφεταυ μέ τήν τυχαύα μεταβλητή X . Θεωρητυκά 
αύτή ή πυθανότητα εύρύσκεταυ ολοκληρώνοντας ή άθρούζο- 
ντας τήν πυκνότητα του X πάνω στή περυοχή πού καθορύ- 
ζεται. άπό τό ένδεχόμενο { h ( x ) < y } . *Η δυσκολύα τού προ
βλήματος, έγκευταυ στό ότυ κατά κανόνα Π πυθανότητα αύ
τή δέν ΰπολογύζεταυ εύκολα.

’Από τή θεωρύα πού έχευ παρουσυαστεί μέχρυ τώρα
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Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλπ.

βλέπουμε πώς τρείς μέθοδοι, προσφέρουταε γεά τη λύση του 
προβλήματος: (1) η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  ά θ ρ ο ι -  
σ τ ε κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  κ α τ α ν ο μ ή ς  
πού άναφέρθηκε πεό πάνω καύ έπεξηγείταυ στό (Α), (2) η 
μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  π υ κ ν ό 
τ η τ α ς  π ε θ α ν ό τ η τ α ς  η τ ο υ  μ ε τ α - 
σ χ η μ α τ ε σ μ ο ϋ  πού άναπτύσσεταε στό (Β) καί (3) 
ή μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  ρ ο π ο γ έ ν ν η τ ρ ε α ς . .  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  πού αναπτύσσεται, στή (Γ). ‘Η δλη 
μεθοδολογία αποτελεί μέρος τής Θεωρίας Κατανομών.

(Α) Μ έ θ ο δ ο ς  τ ή S α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  κ α τ α ν ο μ ή$ *'Η μέθοδος αύ- 
τή είναε δυναμεκή καί εύχρηστη. 'Αποτελεί εφαρμογή τήε 
παραπάνω εδέας τής άθροεστεκήε συναρτήσεως κατανομήε·

'Η άθροεστεκή συνάρτηση κατανομής τήε τυχαίας με
ταβλητής Υ θά βρεθεί άπό τόν τύπο:

i f ( x ) d x  εάν ή X είναι, συνεχής 
{h ( x ) < y }

( 6 . 9 )
Σ Ρ χ ( χ ) εάν η X είναι. 

i x : h ( x ) < y }  δεακρετή·

Τά παρακάτω παραδείγματα δίνουν τόν τρόπο εφαρμογής 
τήε μεθόδου.

Παοαόε εγπατα:

6.3: "Εστω Χ ^ ( Ο , Ι )  καί Ϊ ^ Χ 2 . Τότε ή μέθοδος τήε ά- 
θρομστμχής συναρτήσεως κατανομής γεά την Υ 6ενεν

i,y^;-pry<j/;=P[ftW<j/]=



6. 3 Αλλαγή μεταβλητών: κατανομή συναρτήσεως τυχαίας

μεταβλητής

F y ( y ) = P ( ! & ) ~ P ( X 2& )= P ( -/ y < X < S y )= 2 P (0 < ]C < / y )

y t l - l / 2 e - t / 2  d t  '  y  > 0 .

0 2 (1 / 2 ) 2J^2

Έτσι. X -v G (a  =  1/2, g = 2 ) .

6.4: "Εστω X συνεχής τυχαία μεταβλητή μέ άθρουστυκή
συνάρτηση κατανομής Ρχ ( χ ) καί συνάρτηση πυκνότητας πυ- 
θανάτητας ί χ ( χ ) . "Εστω έπυσης Y=aX+bj α<0. Τάτε η α.σ. 
κ. της Υ είναυ

FY (y )= P (Y < y )= P (a X + b < y )= P (X > (y -b )/ a )=

- l - P ( X < J y - b ) / a ) = l - F x (  (y ~ b )/ a). 

Παραγωγίζοντες ως προς y εχουμε

Fy(y)= -  |  rx((y-b)/a)
\

ή οποία είναι, ή συνάρτηση πυκνότητας πυθανότητας τής Υ.

(Β) Μ έ θ ο δ ο ς  ΐ ο Q μ ε τ α σ χ η μ α τ υ -  
σ μ ο 0. 'Η μέθοδος αύτή μδς έπυτρέπευ νά ευρίσκουμε τή 
συνάρτηση πυθανότητας η τη συνάρτηση πυκνότητας πυθανό
τητας μετασχηματυζομένων τυχαίων μεταβλητών. ‘Η ούσυα 
τής μεθόδου αφόρα συνεχείς τυχαίες μεταβλητές. Είναυ 
αρκετά γενυκη καυτόυ ή έφαρμογή της ένδέχεταυ νά παρου- 
συάζευ τεχνυκές δυσκολίες.

Στήν άρχό μελετδμε τήν περίπτωση μίας δυακρυτής
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τυχαέας μεταβλητής X μετασχηματεζομένης σε μέα άλλη 
μονοδεάστατη τυχαέα μεταβλητή Υ βάσεε της συναρτησεως 
y = h ( x ) . *Η νέα τυχαέα μεταβλητή είναε Y = h ( X ) ."Εστω δτε 
τά σημεεα πεθανότητας (μάζης) της X είναε χ ^ 3χ ^ 3 . . .  

Τότε η Υ εέναε έπέσης δεακρετη τυχαέα μεταβλητή μέ τε
μές τά σημεεα y 3y o3. . .  όπου y . = h ( x . ) ένδεχομένως γεά

ι  & ο ^
περεσσότερα του ενός χ . .  * Η συνάρτηση πεθανότητας της Υ 

εύρέσκεταε βάσεε των νόμων των πεθανοτητων

w
Π

P r ( y ) = P a = y . ) ‘ P l h ( X ) = y . ] =
·* V 0

Σ P ( X = x · )
{ χ  . : h ( x . ) = y .} τ τ ν

P y ( y ) =  Σ ρ ( χ )  ( * - ΐ ο )
{ x : h ( x ) = y }

Παρα6ε ΐΥΐιατα.:

6.5: ’'Εστω X δεακρετη τυχαεα μεταβλητή μέ τεμές ~33 

~23 - 1 3 03 13 2y 3 καέ ή κάθε μέα μέ πεθανότητα 1/7. 
"Εστω έπεσης Υ=Χ . Τότε ή Υ παέρνεε τεμές 03 13 43 

9 μέ πεθανότητες Ρ (Υ = 0 )= Ρ (Χ = 0 )= 1 / 7 3 Ρ (Υ = 1 )= Ρ (Χ = -1 )+

+ Ρ (Χ = 1 )= 2 / 7  3 Ρ (Υ = 4 )= 2 / 7 καέ Ρ (Υ = 9 )= 2 / 7 .

6.6: "Εστω Χ ^ Ρ ( λ ) καέ Υ=Χ^+Χ-1. Οε τεμές της Υ είναε
- 1 3 13 S3 113 193... Ή  y = x + x - l η x 2+ x - l - y = 0  μδδ 
δέδεε x = - l+ / 5 + 4 y . 'Η άλλη ρέζα εϊναε άρνητεκη καέ άπορ- 
ρέπτεταε γεατέ χ > β .

- λ . χ  -λ - l+ / 5 + 4 y  

P y (y )= P x ( x ) =  = j z / . 7 s + 4 y ) . ' ' '
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6. 3 ’Αλλαγή μεταβλητών : κατανομή συναρτήσεως τυχαίας 

μεταβλητής

"Εστω τώρα δ τ ε  X  ε ί ν α ε  συνεχής τυχαεα μεταβλητή. 

'Η έφαρμογη της μεθόδου της άθροεστεκης συναρτήσεως κα

τανομής καέ ύπο ώρεσμενες συνθήκες μας όδηγεε σ τό  έπό- 

μενο θεώρημα. (

Θ ε ώ ρ η μ α  6.4:

"Εστω X μεα συνεχής τυχαεα μεταβλητή με συνάρτη
ση πυκνότητας πεθανότητας f ^ ( x ) .  Θέτομε S = { x : f ^ ( x ) > 0 } .

* Υποθέτομε δτε

( i )  y = h ( x )  εέναε ένας άμφεμονοσημαντος ( ένα-πρός-ένα) 
μετασχηματεσμός (συνάρτηση) που άπεεκονέ^εε τό σύ
νολο S  σ * ενα σύνολο Τ  των y

( ϋ )  II άντέστροφη συνάρτηση x = h  ^  ( y )  ε£ναε παραγωγε- 
ΟΙΡΠ καέ η_ παράγωγος της συνεχής καε μη μηδενεκη 
γεά κάθε y € T .

Τότε n  τυχαεα μεταβλητό Ϊ= Η (Χ ) εέναε συνεχής μέ συνάρ
τηση πυκνότητας πεθανότητας

f Y ( y ) =

0

,  y eT

( 6 . 11)

> άλλου ,

οπού | * | 9 σημαένεε την απόλυτο τεμιί της συναρτήσεως.
Το παραπάνω θεώρημα δεδεε συνθήκες τες όποεες πρέ- 

πεε να πληροε η h ( x )  γεά νά έξασφαλέζεταε η συνέχεεα 
της Υ όταν η X εέναε συνεχής. ’Αποτελεε βασεκό θεώ
ρημα τοΰ Απεεροστεκου Λογεσμου έπε της αλλαγής μετα
βλητών στο ορεσμένο ολοκλήρωμα δεδομένου δτε εάν B d T  ,



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλττ.

Mat Α η εόχόνα του Β άπό τη συνάρτηση ti~* έχομε

Ρ (Υ 6 Β )= Ρ [Η (Χ )β Β ]= Ρ (Χ 6 Α )=  j f Y ( x ) d x
Α λ

Λύνουμε μόα σχυαγραφόα της άποδεύξεως του.

'Απόδειξη: "Ας θεωρήσουμε την περόπτωση πού τό 
S είναυ ενα δοάστημα. "Εστω δτυ ή h ( x ) eivat γνησύως 
αΰξουσα συνάρτηση πάνω στά S δηλαδή Η * ( χ ) > 0 , πραγμα 
τ<5 όποΕο όσχύεο τότε καέ μόνο τότε έάν dh 1 (y )/ d y > 0  

πάνω στό Τ . Γοά y6Ta Fy ( y )  =  P (Y < y )  =  P [ h ( X ) < y ]
= P  [X <h  ( y ) ]  =  F y lh  * ( y ) ]  xat κατά συνέπεοα 
f y ( y ) ® f x (x )d x / d y - f x  h ' 1 (y )/ d y .

Η περύπτωση ή h ( x ) νά eivat γνησύως φθονούσα δύ- 
δεταο ως ασχηση στόν αναγνώστη. Τό παρακάτω σχήμα έ- 
πεξηγεο τή σχέση μεταξύ των ενδεχομένων των άθροοστοχών 
συναρτήσεων κατανομών στή περύπτωση αυτή, y

ο
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6. 3 ’Αλλαγή μεταβλητών: κατανομή συναρτήσεως τυχαίας 

μεταβλητής

Χάρυν εύκολύας η ( 6 ,1 1 ) συνήθως γράφεταυ ώς

f j ( y ) - f x ( ^  φ  . dy/dxflO (6 .1 2 )

Παοα6ευγιιατα:

6.7: "Εστω X^B(a3b ) καύ Υ = - Ιη Χ . Ζητευταυ η κατανομή 
της ¥. ’'Εχομε 3 = { χ ^ χ ( χ ) > 0 } = ( 0 31 ) . , Η συνάρτηση y = -Z n x  

εέναυ ένας άμφυμονοσημαντος μετασχηματυσμός του S έπύ 
του Τ= (0  3 +°°) καC

x=h ~2 (y )= e ~ y3 d h "2 ( y )/ d y = -e ~y .

'Αρα ή ( 6 . 1 2 ) μας δύδευ

| ι -- B T b r (e'y>a'1·

. ( l - e - y ^ e - ^  e~ay ( 1 - e - y  f - 1 ,  y>0

6.8: "Εστω X^EkQ(X) καύ Y = fX  . Ζητείται, ή κατανομή 
τ?ίς Υ. "Εχομε S = (0 3<*>)9 Τ = (0 3<*>) καύ ή συνάρτηση y = Jx  

άμφυμονοσημαντος από S έπύ Τ. x=y καύ dx/dy=2y. "Α
ρα ή ( 6 .1 2 ) δύδευ

f v (y )= X e^ x 2y -2 \ye ^  , y>0 (κατανομή W e i b u l l ) .

Τό έπόμενο θεώρημα κα^υπτευ τη περύπτωση που ό με
τασχηματυσμός y = h (x ) δέν είναυ εξ ολοκλήρου άμφυμονο
σημαντος άλλα μόνο κομματυαστά. Οΰ λεπτομέρευες δύδο- 
νταυ στην έκφώνηση.



ι

Θ ε ώ ρ η μ α  6.5:
"Εστω X μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτη- 

ση πυκνότητας πιθανότητας f „ ( x )  καί y = h (x ) ένας μετά-” Λ  — — —  —

σχηματισμός. Θέτομε S = { x : f  ( χ ) > 0 } καί T = { y : y = h ( x ) } 3Λ '
x 6 S}. ’Υποθέτομε δτι

( i )  ύπάργει μία διαμέοιση S y . . , S ^  τοΟ S (τά σύνο
λα S .  είναι ξένα μεταξύ τους) τέτοια ώστε γιά ^ '
κάθε S .  συνάρτηση h ( x ) είναι μία άμφίμονοσή-1»·
μάντη απεικόνιση τοϋ S . στό Τ. "Εστω y = h . ( x )  ο_

~~~~~ %· Τ'
περιορισμός της συναρτήσεως h στό S . καί Τ . =  

{ y : y = h . ( x ) Λ x B S . ) a i = l j . . . , k .  Τ = Λ }ηΤ . αλλά τά 
Τ . 6έν είναι κατ’ανάγκην ξένα μεταξύ τους.t* " _

• » -1  
( ϋ )  γιά κάθε i  ή αντίστροφη συνάρτηση x = h .  ( y ) εί- 

~ "" ^
ναι παραγωγίσιμη καί η_ παράγωγος της συνεχής καί 
α ή μηδενική γιά κάθε y B T..

Τότε η τυχαία μεταβλητή Υ=Η (Χ ) είναι συνεχής μέ συνάρ
τηση πυκνότητας πιθανότητας

Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλπ.

fy(y) -ί

- ι  ,dhi 1<y } , y e r

(6 .1 3 )

0 , άλλου

g it ο υ τ ό ά θ ρ ο ι σ μ α  ε Ζ ν α ι γ,,ι Λ  έ κ ε £- 
(X χ_a έ, γ ι ά τ_ά ο π ο ί α  h ^ ( x ) =y a i ^ l y ··*.»&·

*Η απόδειξη τοϋ θεωρήματος είναι ανάλογος μέ έκεί- 
νη τοϋ Θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  6.4 καί παραλείπεται.

*Η ούσία τοϋ θεωρήματος είναι δτι γιά νά ευρωμε
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την κατανομή τής Y = h (X ) έργαζόμεθα Βάσει, του Θεωρήμα
τος 6.Μ·, σε κάθε ζεύγος ( S  .3Τ . ) καί εάν ένα y άνή-
κευ σέ δΰο η περισσότερα Τ . αθροίζομε τίς έπί μέρους

%
συναρτήσευς πυκνοτήτων πυθανοτήτων.

Μία απλή περίπτωση που οί υποθέσεις του Θεωρήματος 
6.5 ίσχόουν είναι, η ακόλουθη: S = {a 3b ] 3η h ( x )  έχει, πρώ
τη παράγωγο Η* ( χ )  συνεχή γυά κάθε x 6 [a 3b ] καί h ’ ( x )  

μηδενίζεται, στά σημεία α^<α ^<α ^< ...<α^  ̂.

6. 3 ’Αλλαγή μεταβλητών : κατανομή συναρτήσεως τυχαίας
μεταβλητής

Παραδείγματα:

6.9: "Εστω X συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση
_  I χ  I

πυκνότητας πιθανότητας f Y ( x )  - £ 1 /%3 -«><#<«> καί
2 , *  2 

Υ=Χ . Προφανώς ο μετασχηματυσμός y=x  3 - <*><χ«» δεν
είναι, άμφυμονοσημαντος. "Εστω S = { χ : χ < 0 } καί S  =

2 # *
= { χ : χ > Ρ }. Προφανώς ή z/=a? είναι, άμφι,μονοσήμαντη γυά 
κάθε i - l 32 καί οί υποθέσει, ς του Θεωρήματος 6.5 ί-
κανοπουοϋνταυ. Αρα

f v ( y )==f Y ( - ^ y l
2Sy

+ fy (Jy) r ^ y

2/y 2 fy
y>0

6.10: "Εστω X συνεχής τυχαία μεταΒλητη με συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας

f x ( x )  =

* |  ( * » 1 )

0

-1  <χ<2 

άλλοΟ

καί Υ = ^ “ (Βλέπε Σχήμα)
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Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

Εστω S j  (-1,0) χαι 5^ [0,2). Η y = x ^ είναι άμφιμονο- 
στίμαντη γιά τά 5^ χαέ S^  Τ2= ( 0 , 1 )  Χ(χ£ Τ  =[0,4). 

h y ( x ) = - S y  , Λ":=̂ ·. Άυ 0<y<l τότε y e r ^  xaC θιί *ρέ- 
πει νά προσθέσουμε τίς αντίστοιχες σ.π.π., ένώ αν 
ye[l,4) τότε y e ? 2 καί δέν έχομε νά προσθέσουμε. Συνε
πώς

f y ( y ) =

2
9/j,

( '/y + 1 ) j 7 y

0<y< l

l< y < 4 .

T<5 έπόμενο θεώρημα είναι, αξιοσημείωτο διότι μας δί
δει ένα τρόπο νά παραγάγουμε τις τιμές διαφόρων συνεχών 
τυχαίων μεταβλητών.

Θ ε ώ ρ η μ α  6.6:

"Αν _η α.σ.χ, F ^ ( x ) , μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλη
τές είναι μονοτόνως αυξουσα, τότε τυχαία μεταβλητή U 

= F ^ (X ) έχει ομοιόμορφο κατανομή στο διάστημα ( 0 , 1 ) .  

’Αντίστροφα, εάν V^>U(0,1) τότε Χ=Ρχ (V ) έχει άθροι-



στυκή συνάρτηση κατανομής την F ^ ( x ) .

'Απόδειξη: ’Επευδή 0<?χ (χ )< 1  επέταυ δτυ 0<U<J.. 

'Η α.σ.κ της U είναυ

(0 Λ u<0

P W i f 1 (u) > Ρ χ (Ρ ~ χ  (u))=U, 0<U<1 

1 , u>l

il   ̂ 0<μ<1

Ολ άλλου .

’Αντίστροφα : P (X £ p )= P [F ^  ( V )^ c ] = P [V < F ^ ( x )  ] = F ^ ( x ) . ▼

"Εστω u μύα τυμή της τυχαύας μεταβλητής υ ^ ϋ (0 91 )

καύ F v ( x ) ή άθρουστυκή συνάρτηση κατανομής μύας συνε-
^ , - 1  , χους τυχαύας μεταβλητής X. ’Η F  ( u ) άποτελεύ μύα τυ

μη της X .

(Γ) Μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  ρ ο π ο γ ε ν ν η τ ρ υ -  
α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς .  *Η τελευταύα αυτή μέθοδος 
εύρέσεως των κατανομών συναρτήσεων τυχαύων μεταβλητών 
είναυ ύδυαύτερα χρήσυμη στη πολυδυάστατη περύπτωση.Στη- 
ρύζεταυ στην ύδυότητα τοΰ μονοσήμαντου τής ρ,οπογεννη- 
τρύας.

*Η ύδέα τής μεθόδου εϊναυ ή έξης: "Εστω X τυ- 
χαύα μεταβλητή καύ Y = h (X )  6 μετασχηματυσμός αύτής.'Η 
ροπογεννήτρυα συνάρτηση τής Υ είναυ

6. 3 Αλλαγή μεταβλητών: κατανομή αυναρτήαεως τυχαίας
μεταβλητής
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Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

,. ,. _ t Y  _ t h ( X )  
πΐγ ( t ) = E e  =Ee

Z e t h ( x ) P y M  
e λ

/ e t h ( x > f x ( x ) d x

9fη

’Εάν ή αθρουση η η ολοκλήρωση έκτελεστούν καύ η συ
νάρτηση πού προκύπτει, άναγνωρυστευ τάτε βρυσκουμε τήν κα
τανομή τής Υ . *Η μέθοδος θά έφαρμοστεΰ πυό κάτω πολλές 
φορές γυά τήν εύρεση τής κατανομής αθροισμάτων ανεξάρτη
των τυχαύων μεταβλητών.

Παράδειγμα 6 .11 :

"Εστω Χ ^ Ν ( Ο , Ι )  καύ Υ=Χ?. Τότε

my ( t ) =  / e**2—  <Γχ2 / Ζ άχ= —  / e ' 1/Z χ  (1 ~Z t> d x =
-οο /^π /2π-°°

ΟΟ

( l - 2 t )
L j 7 i  · - j =  / e~y  /Zd y = ( l - 2 t ) ~ 1/Z 

1/0 /2it -«.00

Άρα Y *G (a = , β=2 )=Χ 2 .

6. 4 ‘Αθροίσματα όνεξάρτητων τυχαίων 
μεταβλητών

Στύ έδάφυο αύτό μελετάμε άθρούσματα καύ γραμμικούς 
συνδυασμούς ανεξαρτήτων τυχαύων μεταβλητών. "Εστω Χ^Λ 

, , . ΛΧ^ η ανεξάρτητες τυχαύες μεταβλητές, Υ τ ό  αθρου-



6. 4 ’Αθροίσματα Ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών

σμα αύτών καί Ζ ένας γραμμυκός συνδυασμός μέ σταθερούς
συντελεστές α . . Με άλλα λόγυα 

1

η
Υ^Χ η+Χ ̂  ·.. +Χ - Σ Ι .

1 2  η . - ^, τ=ίκαυ
η

Ζ=α^Χ~+αηΧη+... ̂·<2 ΑΓ = Σ α.Ι. .
1 1 2  2 η η  · -  ζ  ^ζ=1

Θέλουμε νά μελετήσουμε την κατανομή καί τίς ροπές των Υ 

καί Ζ.
'Η εύρεση της κατανομής των Υ καί Ζ μπορεί νά 

θεωρηθεί σάν πολυδιάστατο πρόβλημα αλλαγής μεταβλητών.
*Η μέθοδος όμως της ροπογεννητρυας μας δίνευ ένα απλό 
καί χρησυμο θεώρημα.

Θ ε ώ ρ η μ α  6.7:

"Εστω Χ η3. . . 3Χ η ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές
γυά τίς οποίες ου ροπογεννητρυες συναρτησευς {mv ( t )} >

Χί
i , = l323... 3η3 ύπάρχουν γυά ένα κουνό δυάστημα Δ τοΟ t .

ΎΙ1. '£[ ροπογεννητρυα συνάρτηση του αθροίσματος Υ=£_^Χ^  

εύναυ τό γυνόμενο των ροπογεννητρυων συναρτήσεων των X 

Μέ άλλα λόγυα

m ( t )= m  ( t ) . . . m v ( t )  Vt6L·. ( 6 . 1 4 )
Χ η+Χ 0+ . . . + Χ  * Ί x „

1 2  n 1 n

2. "Αν ού τυχαίες μεταβλητές {ΛΓ.} εέναυ ύσόνομες. δη- 
λαδή έχουν τήν υδυα κατανομή μέ τήν τυχαία μεταβλητή X»

τ ό τ ε



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλπ.

m
Χ1+Χ2+ ' · *+Χ - ^

η
(6 .1 5 )

η

* Απόδειξη: Μέ βάση τό θεώρημα 6.6 καέ τούς όρυ- 
σμούς έχουμε

(Χ η+Χ 0+ . . . + X ) t  X t+ X c t + .  , . + Χ  t
___ η  1 C 71 η  1 Ο 71
χ Ί+χ0+...+χ~ Ee ~Ee

1 2  η

X t X t  X f  tx1 tx0 tx
= E [ ( e  1 ) ( e  ά ) . . . ( e n )\ = (E e  ) ( E e  0) ( E e  n )

* mχ  ( t ) m x  ( t ) . . . m x  ( t )  . 
I λ 2 n

Τό δεύτερο μέρος τοΟ θεωρήματος απορρέει, εύκολα άπό 
τό πρώτο. ?

Τό παραπάνω θεώρημα μας δένεε τή δυνατότητα νά βρί
σκουμε τήν κατανομή άθροι,σμάτων ανεξάρτητων τυχαίων με
ταβλητών γι,ά πολλές περυπτώσευς. Στή συνέχευα δένουμε 
μία σευρά έφαρμογών τοϋ Θεωρήματος 6.7. ’Από αυτές άπο- 
δει,κνύουμε ένδευκτυκά μόνο τήν πρώτη καί τήν τελευταία. 
Ου άλλες άποδευκνύονταυ μέ ανάλογο τρόπο.

Π ροτάσειc :

6.1: "Εστω Χ^3 . . . 3Χ^ k ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλη
τές μέ X .'vŜ 'w .,ρΚδυωνυμϋκή), ί = 1 Λ23 . . . ak. Τότε ή τΟ- 

τ t ^ k
χαέα μεταβλητή Χ~ £ ι  ε^ναι* η£»Ρ^·

'Α π όδειξη : 'Η ροπογεννήτρυα τής δυωνυμυκης κατα-
νομής είναι, (p e  + q )  . "Ετσι, έφαρμόζοντας τό Θεώρημα 6.7

οΛ’·’·Β·ι''αί■’t'' ·:ί.

296



6. 4 ’Αθροίσματα Ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών

εχουμε
η.

m y ( t ) = ( p e t + q )

Σ η ., η Ί . . - τ,
,  t  , k , t  , ,

. ( pe  + q )  = (p e  + q )

To μονοσήμαντο της ροπογεννητρυας μας δένεε τό αποτέλε
σμα. ▼

6.2: "Εστω η ανεξάρτητες P o is s o n  τυχαίες
μεταβλητές μέ παραμέτρους λ 3 . . . 3λ άντεστοέχως καέ 

η 1 η
Υ = .Σ η X . . 

ν=1 ^
Τότε Y ^ P o is s o n  ( λ ~ + . . . + λ  ) .

1 η

6.3: ’'Εστω {X.}^ i = l 3 23 . . .  3η3 η ανεξάρτητες άρνητε-
κές δεωνυμεκές τυχαίες μεταβλητές μέ παραμέτρους ( k . 3p ) 3

γΐ t ^
' i - l 323 . , . 3η άντεστοέχως καί Υ = Σ X . . Τότε η κατανομή

ί= 1 ^
της τυχαίας μεταβλητής Υ εΐναε έπέσης άρνητεκη δεωνυμε-

η
κη μέ παραμέτρους ( . Σ - k  .3ρ ) .

6.4: "Εστω X 3 . . . 3Χ η ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλη-
τές μέ κατανομή Γάμμα καί παραμέτρους ( α η3&)3 ( α ο3β ) 3

1η , ,
. . . 3 ( α  3 &) άντεστοέχως. "Εστω έπέσης Υ = . Σ ηΧ . . Τότε η 

η  u—i  τ,
τυχαέα μεταβλητό Υ έ'χεε έπέσης την κατανομή Γάμμα μέ

η
παραμέτρους ( , Σ ~ α . Λ&) ·Ζ·=1 %

2 »6.5: "Εστω Χ. ^Ν ( ) ΐ .,σ . ) 3 i = l 3 . ..3η3 η ανεξάρτητες
Ί* 1* Ί· η  % t

κανονεκές τυχαίες μεταβλητές καέ Υ=.Σ7Ζ.. 'Η κατανομή
% η

της X ε£ναε έπέσης κανονεκη μέ μέση τεμη μ= .Σ-μ.
2 η 2 ΐ'

καέ δεακΰμανση σ =.Σ7σ.Γ

'Απόδειξη: 'Η ροπογεννητρεα συνάρτηση της κανό-



I

Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

}
νοκής κατανομής μέ παραμέτρους είναι,

"Ετσι, έχουμε

ηΐχ (t)=e
ι

, ^ 1 2 μ  . r  +  „  σ . t
2

m^Ct)=mx  ( t ) . . . m x  ( t )  =
I n
_  1 2 . 2 _  I 2.2

μ2ί+ 2 V  V + 2 σ«* =
= θ ... e

( v •/■...•/■μ ) t + \ ( α ^ + . . .+ a * l ) t ^  . ̂ i ft a ι  ft
= e

Τό άποτέλεσμα προκύπτει, άπό τή μονοσήμαντο ί,δυότητα 
της ροπογεννήτρυας συναρτήσεως. ▼

'Η έπομένη πρόταση αποτελεί γενίκευση της Πρότασης 
(6.5) καί άποόευκνύεταυ μέ τόν ίδι,ο συλλογυσμό. *Η από- 
δει,ξη αφήνεται, σάν άσκηση στόν αναγνώστη. Λόγω τής σπου- 
δαι,ότητας της δίνεται, σάν

θ ε ώ ρ η μ α  6.8:

2"Εστω Χ . ^ Ν ( \ ι . 3σ . ) Λ ί = 1 323 . . . 3η 3 η ανεξάρτητες κα-■ ΐ» ί» ί» " ”™J"
νονι,κές τυχαίες μεταβλητές καί

Zr*aJi-+at.+Xti+,.. +α X 
1 1 2  2 η  η

ένας γραμμι,κός συνδυασμός των X . μέ σταθερούς συντελε-" . 1 111 I I — %  —  _
στές α. . Τότε

ο
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6. 4 ’Αθροίσματα άνεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών

2 2
Ζ^Ν(Σα .μ. 3 Σ α . σ . )  * ( 6 .1 6 )i t  τ τ

' EcpgpUQYη : "Εστω δτε τό σφάλμα πού γενεταε στη
μέτρηση του μήκους ενός δρόμου άκολουθεε κανονεκη κατα
νομή με μέση τεμη 10 cm καε τυπεκη αποκλεση 2 cm. Το 
μήκος τοΰ δρόμου μετρεέταε 3 φορές. Να βρεθεε η πεθανο- 
τητα τό όλεκό σφάλμα νά ε£ναε μεκρότερο των 22 cm.

"Αν X . ,  i = 1 . 2 . 3  είναε τό σφάλμα σέ κάθε μέτρηση 
τό όλεκό σφάλμα θά εϊναε Χ^+Χ^+Χ^. Είναε προφανές οτε
τά X . εΐναε ανεξάρτητες εσόνομες κανονεκές τυχαεες

^ 2 2 ■ „ μεταβλητές μέ παραμέτρους μ .=10cm καε ο .=4cm . "Ετσε
2 ^ ' ' ,

X +Χ0+ Χ „ ^ ( ] ΐ = 3 0 ,  ο = 1 2 ) . Μέ τη βοηθεεα τού πενακα της
1 u Ο
τυπεκης κανονεκης κατανομής η πεθανότητα πού ζητάμε 
βρεσκεταε δτε ε£ναε

^ nn -2 η
Ρ ( Χ η+Χ0+Χ_ < 2 2 )= Ρ ( - - 1 · 4  )

1 2  3 =  σ ^

=  Ρ ( Ζ  < - f ^ ) = P ( Z  < - 2 .  3 1 )= 0 , 0104= 1,04% .
— ο.4ο  —

Τά παραπάνω παραδεεγματα χαρακτηρεζονταε άπό τό γε
γονός δτε τά άθροεσματα άνεξάρτητων τυχαεων μεταβλητών 
ένός τύπου έχουν κατανομή τοΰ εδεου τύπου. Τέτοεες κα
τανομές λέγονταε ά ν α π α ρ α γ ω γ ε κ έ ς .  "Ολες 
οε κατανομές δέν είναε άναπαραγωγεκές. *Επε παραδεεγμα- 
τε η γεωμετρεκη καε η έκθετεκη κατανομή δέν εϊναε άνα
παραγωγεκές. Τό άθροεσμα η άνεξάρτητων καε εσόνομων 
γεωμετρεκών τυχαεων μεταβλητών μέ παράμετρο ρ ε£ναε 
άρνητεκη δεωνυμεκη τυχαεα μεταβλητή μέ παραμέτρους



Κέφι 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

( η 3ρ ) καί τό άθροισμα η ανεξάρτητων καί ισόνομων έκθε- 
τικών τυχαίων μεταβλητών μέ παράμετρο λ είναι, Γάμμα τυ
χαία μεταβλητή με παραμέτρους ( η 31 / λ ) .

' Η μέση τιμή καί ή διακύμανση αθροίσματος ανεξάρ
τητων τυχαίων μεταβλητών είναι, τά αθροίσματα των αντι
στοίχων μέσων τιμών καί διακυμάνσεων των τυχαίων μετα
βλητών. Τό αποτέλεσμα αυτό απορρέει, άπό τό ακόλουθο 
γενικώτερο θεώρημα πού άφορα γραμμικούς συνδυασμούς 
τυχαίων μεταβλητών.

Θ ε ώ ρ η μ α  6.9:

"Εστω Χ~ΛΧ ηΛ. . . » Χ  η ανεξάρτητες τυχαίες μετά- 
™ *  1 ύ ΤΙ 1

βλητές καί

Ζ=α^Χ^+αηΧ η+ . . .+ α  X 
1 1 2  2 η  η

ένας γραμμικός συνδυασμός τών X^ μέ σταθερούς συντε
λεστές α . 3 i = l 323 . . . 3η . Τότε

— μ—  ^  "

η
ΕΖ= Σ a .E X. ( 6 . 1 ? )

i = l  Ζ %
JSL“i

η 2
V a r ( Z )=  Σ a .  V a r (X . )  . ( 6 .1 8 )

i = l  * 1

'Απόδειξη: Τό πρώτο μέρος τού θεωρήματος απορρέ
ει εύκολα άπό τίς ιδιότητες τού αθροίσματος καί του ο
λοκληρώματος. Θά αποδείξουμε τό δεύτερο μέρος γιά την 
περίπτωση η * 2



6. 5 Κατανομή τΑν max Xi καί min Xi

V ctr (Z ) =  EZ2- ( E Z ) 2 =
2 2

=  EiajXj+aX) - tECa.Xj+agXg)}

=  Ε ί ^ + α ^ + Σ α ^ ^ ^ ^  - Ι α ^ Ε Χ ^ - κ ξ ί Ε Χ ^ 2 

+2a1a 2 (EX1 ) (E X ^  ]= a 2 [EX % -(EX 1 ) 2 l+ a 2 iEX%

-  (EXZ> 2 '\+2a1a 2 l E X f ^  ( E X ^  ( EX&) ]

= a 2V ar X j+ a ^ V a i' X ,

δεότε E X jX ^ = (E X ^ ) (E X ^ ) λ(5γω τής άνεξαρτησεας τών 
καυ

6. 5 Κ α τ α ν ο μ ή τ ώ ν  max Xi κ a i min Xi

Στο έδάφεο αυτό έξετάζουμε δύο εδεάζουσες καε ένδε-
αφερουσες συναρτήσεες η ανεξάρτητων τυχαεων μεταβλητών
{λΓ.}. την Y=max X .=m ax ( Χ η3Χ 9 . . . ΛΧ ) καε την Z^m inX.

=  m in  ( Χ . ΛΧ , . . . ΛΧ ) ,  Οε συναρτήσεες αυτές έχουν την 
is ct yi

ακόλουθη έννοεα: είναε γνωστό ότε οε τυχαίες μεταβλητός 
X . είναε πραγματεκές συναρτήσεες με πεδεο όρεσμου τόν

Is
δεεγματεκό χώρο S. "Ετσε γεά κάθε s6S εχουμε τούς 
πραγματεκούς άρεθμούς X n ( s ) 9 Χ 0 ( β ) Λ· · · ΛΧ ( β ) . Y ( s )  εί- 
ναε τό μέγεστο των Χ ί ( β ) λ X ( s ) 3 ...ΛΧ ( s ) καε Z ( s )

1 u ΥΙ
είναε τό έλάχεστο αυτών.

(Α) Κ α τ α ν ο μ ή  τ ο υ  m a x  Χ · :  "Εστω F v ( x )----------------------------- τ,

ή άθροεστεκτί συνάρτηση κατανομής τής τυχαεας μεταβλητής



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

^ ^ ^ W φ
1*

Τ(5τε έχουμε

F v (y )= P (Y < y )= P (m a x  X -< y )

~  ρ  ( X j S y  λ X r ^ y  3 ·  · « a X ) i~ ^  ̂

καί λ<5γω τής ανεξαρτησίας των { X .} (Βλέπε σχέση 6.9)
%

F / y f ^ p a ^ m x ^ ) . . .  ρ ( χ ^ )  .

Αρα

^  x.(«)=Fx < « > % (y > - (Fx (y>> *eRl ■ <6·19)
"Αν οί» τυχαίες μεταβλητές X . είναι συνεχείς μέ

%
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f Y ( χ ) τότε ή συναρ-

i  Ττηση πυκνότητας πιθανότητας f y ( y )  τής Υ είναι

^max X . ̂  . ?t V s!

η Ρχ (ρ)·..ρχ (y)
„ 2 η

Fx<y>
ι

f x  ( y ) ,  ySR1 . < 6 ·20>

Πόρισμα 6.1: "Αν ου τυναίες ιιεταβλητές X· »

i = l 929 . . . , η είναι ô E ccptt^ c καί ισόνομες ]αέ τι̂ ν τυ; 
χαία μεταβλητή X τ<5τε

F
max X ' ( y > = i r x ( y ) f » ( 6. 21)

καί αν έπί πλέον οι X* είναι συνεχείς» τότε'""' " — — —  τ —

t m m  x / y ^ V x W f - t f / y ) ,  yeX1 ·
1·

( 6 .22 )
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6· 5 Κατανομή tAv max Xi καί min Xi

fR> κ α τ α ν ο μ ή  τ ο ϋ  m i n  X .  : Χρησιμο- ■ 1*
ποιώντας τ<5ν ίδιο συμβολισμό εχουμε

F  ( ζ ) ~ Ρ ( Ζ < ζ ) = Ρ (m in  X . < z ) = l - P ( m i n  Χ .>Ζ )
Ζ “  ' I — Ί'

= l - P ( X ^ > z 3X0> zy. . , ΛΧ  > ζ )
1 * 2 *  * η

καί λόγω τής ανεξαρτησίας των { X

Ρ „ ( ζ ) = 1 - Ρ ( Χ η> ζ ) Ρ ( Χ 9> ζ ) . . . Ρ ( Χ  > ζ )
6 ι ύ η

= 1 - [ 1 - Ρ ( Χ . < ζ ) ] .  · .1 1 -P C X  < β ) Ί ·
99. 1 — η—Αρα

F  . ν ( z ) = l - U - f Y ( z ) ] . . . [ l - F r  ( z ) L  ζ β ϋ 1 ( 6 . 2 3 )  
rmn X .  Χ «  λ

wAv πάλι οι τυχαίες μεταβλητός X . είναι συνεχείς 
τότε ή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας* τοΰ m in  X\ εί
ναι

η  ί Ι - Ρ χ  ( z ) ] . . . l X ~ F x  ( ζ ) ]

f  · r (*>“  Ε -----------i ri ρ t,i\  -------fy ( z ) ‘  2 β ? ί ·J m t n  X .  . - \ . ι - Ρ γ  ( z j J A .
1 1-2 H  1 ( 6 . 2 4 )

Πόρισμα 6.2: "Αν οί τυχαίες μεταβλητός Χ . Λ i%*
=1323 . . . 3η είναι άνεΕάοτητες καί ισόνομες με την τυ
χαία μεταβλητή X τότε

' F .  Υ ( z ) = l - [ l - F Y ( z ) f 3 ζ β Ε 1 ( 6 . 2 5 )rmn a . a
v

καί δν επί πλόον οι X . είναι συνεχείς, τότε" 1 ~ ~ 1» ”



Key· 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλιτ.

f .  γ (z^ll-FvCzlf^fxte)* zeR1 . (6,26)
* mvn λ . x  aΊ

Παοαδε ίν ιια τα :

6 .12: "Εστω ότι ό χρόνος ζωύς μίας ηλεκτρικής λάμπας 
εχει έκθετικό κατανομή μέ μέση τιμό 1000 2>ρες. ‘Εκατό 
( 1 0 0 ) τέτοιες λάμπες έγκαθόστανται ταυτόχρονα σέ μία 
φωτεινό διαφόμηση. Νά βρεθούν ή κατανομό καί η μέση τι- 
μό ιού χρόνου ζωής τύς λάμπας πού θά καεί πρώτη.
ι

"Εστω X . ό χρόνος ζωύς τής i  λ ά μ π α ς , 2, . . . s 2>
100, Τότε Z=min X . είναι ό χρόνος ζωύς τύς λάμπας πού
θά καεί πρώτη. ('Υποθέτουμε δτι οι τυχαίες μεταβλητές
X , είναι Ανεξάρτητες καί ισόνομες) .

ν

f x ( x )  *

Fx M  m

1 -x / 1 0 0 0  
1000 e  >

X>0

0 αλλού

- -x / 1 0 0 0  1 - e  9 x> 0

0 αλλού

'Αρα

^rrrin x S z  ̂
%·

- r i - e- z /1000 ) ] 99 - L · ^  e  2/1000 ,  Z>0100[ l - ( l - e 1000

, αλλού
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6. 5 Κατανομή tftv max Xi καί min Xi

- 100z
100 1000 
1000 z > Q

\

0 j  άλλοΟ

"Ετσι, ή κατανομή τοΰ χρόνου ζωής της λάμπας πού θά 
καεί πρώτη είναι, έκθετυκη με λ= 1/10 καί 6 μέσος χρό̂ · 
νος ζωής αύτης είναι, 10 δρες. .

6 . 1 3 :  "Εστω Χ ^ Χ ^ λ  · · · η  α ν ε ξά ρ τη τ ε ς  καί έσόνομες

τυ χ α ίε ς  μ εταβλητές  με κατανομή την  όμουομορφη πάνω στο  

δυάστημα ( 0 Λ β ) · Λ δπου Θ είναι,  ένας σ ταθερός  πράγματι, -  

κός άρυθμός. 'Η άθρουστυκη· συνάρτηση της  ομοιόμορφης

κατανομές είναι.

r 0 3 χ<0

~ χ ( χ ) =  1
X

Θ
3 0<X±Q %

1 > χ > 3

"Αρα ο ί  ( 6 . 2 1 )  καί ( 6 . 2 5 )  δ ίδουν :

γ ( y ) =
m a x  λ .

%

F  . ν ( ζ ) =  mvn X .
%

0 3  y < 0

, Ύ Ι
n / Q

y 3  0 < y ^ Q

1 *  y>P φ

0 z < p

1 Λ 1 - z / e f  , 0<z<3

1 z>Q
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'Η συνάρτηση πυκνότητας πυθανότ’ητας της U ( 0 , Q ) είναι,

Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλττ.

max X .

και,

| i/β , 0<£<$

1 β . άλλοΟ .

καί ( 6 . 2 6 ) δίνουν

η -1
m ___

θ” '
0<y<$

0 άλλοΟ

ntJ-s/e]”'1 1
θ * 0<μ<β

r  ( ζ >=YtiisYt λ ·
% j άλλου
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

"Εστω ότι, οΰ τ.μ. X καί Υ έχουν δι,ακρυτη άπό κου 
νοϋ κατανομή μέ σ.π.

χ = - 2 , - 1 , 0 3132
c\x+y\3

y 2 3 —13 0313 2
p(x*y) =

ο άλλου ,

Νά βρεθοΰν α) Ρ(Χ=1)3 3) Ρ(Χ=03 Υ=-2) καί γ) 
Ρ(\Χ-Υ\<1).

"Αν X καί Υ είναι, άναξάρτητες τ.μ. μέ την ίδυα γεω-

νά βρεθεί η πι,θανότητα Ρ(Χ=Υ) .

"Αν X συνεχής τυχαία μεταβλητή μέ ά.σ.κ. F ( x )  καί' 
σ.π.π. f i x )  νά βρεθεί ή ά.σ.κ. της Υ=\χ\+4 συναρτή
σει, της F i x )  καί η σ.π.π. της Υ συναρτήσει, της f i x )

"Εστω τ.μ. μέ σ.π.π. f ( x ) = ( l + x ) / 2  άν -1<χ<1 καί 
f ( x ) = 0  άλλοϋ. Νά βρεθοΟν ή ά.σ.κ. καί σ.π.π. της

’Αποδείξατε μέ τη μέθοδο της ροπογεννητρυας συνάρ
τησης ότι, άν Χ^Ν (1 0 , 1 6 ) τότε 5Χ-2 ^  Ν (4 8 ,4 0 0).

"Εστω X τ.μ. τέτοι,α ώστε ή τ.μ. Ι η Χ είναι, Ν ( 0 , 1 ) .  

Νά βρεθεί ή πυκνότητα της X.

καί p + q = l ,



Κεφ. 6 Πολυδιάστατες κατανομές κλκ.

6 . ?.

6 . 8 .

6 .9 .

6.10.

6.11.

6.12.

6 .1 3 .

?
η

Νά δευχθεΰ δτυ η κατανομή της τ.μ. X=^2^X^)/na

δπου Χ ^ , . , . , Χ  εύναυ ανεξάρτητες Γάμμα μεταβλητές 
1 η

με παραμέτρους α καί β» είναυ επίσης Γαμμα με πα- 
ραμέτρους ηα καί β/η

"Εστω Χ ^  Gamma (α = 2 ,  6=2 ) καί F ( x )  ή ά.σ.κ. της 
X . Νά βρεθούν a )  P [ l / 4  F ( X ) ] l / 2  9 b )  Ρ [ Ρ ( Χ ) ] 2 Λ5 

σ )  E [ F ( X ) ] 3 .

Μέ τη βοήθευα ενός τυχαίου μηχανυσμοϋ εκλέγεται, δ- 
μουόμορφα στην τύχη ένας άρυθμός άπά το διάστημα 
(0Λ1 ). Νά βρεθούν ου πυθανότητες (ί) το δεύτερο 
δεκαδυκό ψηφύο τοϋ άρυθμοϋ νά εύναυ τό ψηφίο 2 καί 
( ϋ )  τ ό  δεύτερο δεκαδυκό ψηφύο της τετραγωνυκής 
ρίζας τοϋ άρυθμοϋ νά εύναυ τά 5.

Στά παυδυά μίας ήλυκίας τ ό  ύψος X καί τ ό  βάρος Υ 

συνδέονταυ μέ τά σχέση Υ=2Χ+4. "Εστω δτυ το βάρος 
έχευ κανονυκή κατανομή μέ μέση τυμη 100 καί τυπυκη 
άπδκλυση 5. Ποία ή πυθανότητα τό ύψος ένός παυδυοϋ 
της ύδίας ηλυκίας νά είναυ μεταξύ 30 καί 4 8;

"Αν ή τ.μ. X εχευ δμουόμορφο κατανομή στό δυάστημα 
[-JjJ] νά βρεθευ ή σ.π.π. της Υ=Χ3 .

”Αν η σ.π.π. τής τ.μ. X είναυ f ( x ) = x 2/9 αν 0<χ<3 

καί f ( x ) = 0  άλλοϋ, νά βρεθευ ή κατανομή τής τ.μ.
Υ=ΧΖ .

"Αν X τ.μ. μέ σ.π.π. f ( x ) = 1 2 x 2 ( 1 - χ ) άν 0<χ<1 καί 
f ( x ) = 0  άλλου νά βρεθευ ή σ.π.π. τής Υ=1/Χ.
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'Ασκήσεις

6.14 . "Εστω X τ.μ. μέ σ.π.π. f ( x ) = 3 2 0 x ^ / ( l + 2 x ) ^ 3 δταν 
χ>0 καμ f ( x ) = 0  άλλου. Νά βρεθεμ καμ άναγνωρμστεμ 
η κατανομή της τ.μ. Υ =2 Χ / (1 +2 Χ ) .

6 .15 . '0 Νίκος πηγαένεμ σπέτμ του άπ<5 τ<5 γραφείο πρώτα 
μέ του ύπόγεμο σιδηρόδρομο { m e t r o ) καμ κατόπμυ 
μέ άστμκό λεωφορείο. "Εστω δτμ ό χρόνος αναμονής 
γμά τό m e t r o σέ ώρα αί,χμης εϊυαυ έκθετμκη τ.μ. 
μέ μέση τμμή 2 m in . "Εστω έπέσης. δτμ 6 χρόνος α
ναμονής γυά τό λεωφορείο σέ ώρα αμχμης είναμ έκ
θετμκη τ.μ. μέ μέση τμμη 3 m in . Νά βρεθεμ ή πμ- 
θανότητα δ συνολυκός χρόνος αναμονής του Νμκου 
νά είναμ λμγώτερος άπό 6 m in .

t

6 .16 . Νά δεμχθεμ δτμ αν X καμ Υ εϊναμ ανεξάρτητες 
P o i s s o n μέ παραμέτρους λ καμ μ άντμστομχα, τότε 
Χ+Υ είναμ P o i s s o n τ.μ. μέ παράμετρο λ+μ.

6 .17 . "Αν ομ τ.μ. X καμ Υ είναμ ανεξάρτητες κανονμκές
2  2

Ν ( ] ΐ  =25, σ = 4 ) 3 Ν(\ι =353 σ =1 6 ) άντμστομχα καμ 
χ  χ  y  y

Ζ=3Χ-2Υ3 νά βρεθούν η Ρ ( - 2 < Ζ < 1 9 ) .

6 .18 . "Αν Χ ι3 Χ 3 . .  . X  είναμ η ανεξάρτητες καμ μσοδύναμες
ι  ό η

έκθετμκές τ.μ. μέ παράμετρο λ, νά βρεθούν οί, κατα
νομές των τ.μ. max X . καμ m in  X . .

% %

6 .1 9. Τά άτομα που χρησμμοπομουν τό ασανσέρ μέας πολυκα- 
τομκέας θεωρουνταμ δτμ προέρχονταμ άπό κάπομο κανο- 
νμκό πληθυσμό μέ μέση τμμη 60Kg καμ τυπμκη άπόκλμ- 
ση 10Kg. Ποέα η πμθανότητα 4 άτομα νά έχουν συνολμ-

■'Ο,
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κά βάρος πού δέν θά ξεπερνά τά 280Kg, τά opto φορ- 
τεου του ασανσέρ;

6 . 2 0 . Νά άποδεεχθεΕ η σχέση

ρχ(χ) + 1 L fx y(x*y) Fx(x)Fy(y)

y t d  κάθε x 3y δπου y ( x 3y ) 3 Ρχ ( χ Κ  Fy ( y ) el- 
vat ol άθροεστεχές συναρτήσεες κατανομές των τ.μ.
(Χ 3Υ )  Λ X καC Υ άντέστοεχα.

6 .2 1 . "Αν X καε Υ εΐναε Ανεξάρτητες τ.μ. μέ δεωνυ- 
μεκές κατανομές Β (η = 3 ,  ρ = 1 / 3 ) καέ Β (η  =  2, 
ρ = 1 / 2 ) άντέστοεχα, νά βρεθεί η πεθανότητα Ρ (Χ=Υ ) .

6 . 2 2 . "Εξη χαρτεά έκλέγονταε χώρες έπανατοποθέτηση ά- 
πά μέα κουνά τράπουλα τδν 62 χαρτεαιν. Νά βρεθεί 
f) άπέ χοενοΕ κατανομή (σ.π.) τοΕ άρεθμοΐ) τ&ν άσ
σων X καέ τοΧ) άρεθμοΕ των "βαλέ1' Υ.

6 .2 3 . "Αν ή τ.μ. X έχεε όμοεύμορφο κατανομή στ<5 δεά-
στημα ( -% / 2 , τ,/2) , νά βρεθεί η κατανομή τΤιε
τ.μ. y *  έφ X.

2
6 .2 4 . "Αν ή τ.μ. X έχεε κανονυκή κατανομή Ν (\ ι ,α  )

νά βρεθεΕ ή κατανομή, ή μέση τεμή καέ ή δεακύ-
Xμανση τής τ.μ. Y ~ e  .

6 .2 6 .  "Αν ή τ.μ. X έχεε όμοεύμορφο κατανομή στ<5 δεά-
στημα ' ( 0 31 ) νά βρεθεΕ ή κατανομή ΐής τ.μ. «.
Υ =  1/Χ.310
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"Αν ή τ.μ. X εχευ Βήτα κατανομή Β(<χ3 $) νά 
3ρεθεΐ η κατανομή τής τ.μ. Υ - 1 - Χ .

6 .2 7 . "Αν ή τ.μ. X έ'χει, έκθετϋκή κατανομή Έκθ ( λ = 1 )  

νά 3ρεθεΐ η κατανομή τής τ.μ. Υ =  Χ / ( 1 + Χ ) .

6 .2 8 . "Αν η τ.μ. X £χευ κατανομή

f y ( x )  = ---- ΐ- π -  Λ - C O  < χ  < + C O

Λ τ ι (1 + χό )  ^

νά 3ρεθεΧ η κατανομή τής τ.μ. Υ =  1/Χ.

6 .2 9 .  "Αν η τ.μ. X £χει, κατανομή

f x ( x )

_ 3” 1 -α χ  ̂  η α3# e # χ  > 0

( 0 , άλλοϋ

. g
νά 3ρεθεΐ ή κατανομή τής τ.μ. Υ = α Χ .

6 . 3 0 .  "Αν η τ.μ. X εχευ όμουόμορφο κατανομή στ<5 δϋά 
στημα ( 0 31 ) vd 3ρεθεΐ ή κατανομή τής τ.μ.
Υ =  3 Χ +  1.

6 .3 1 .  "Αν ^νε^ Ρ τητεε τυχαίες μετα3λητές ή κάθε
μία \ιέ έκθετυκή κατανομή ’Εκθ(λ=1) vd 3ρεθε£ 

η κατανομή τής τ.μ. Υ - (Χ ^+Χ ^ )/2 .
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6 .2 2 . Νά δευχθεί otl άν ol τ.μ. Χ^ΛΧ2Λ. . .  ΛΧ^ ε£ναυ ανε
ξάρτητες άρνητοκές δυωνυμυχές. κατανομές με παραμέ
τρους ( k * > p ) y i = l y . . . yn y άντέστουχα τάτε η χατα
νομά της τ.μ. Υ - Χ Ί +  . . .  +Χ είναι, έπυσης άρνητυ

1 η  η
κά δυωνυμι,κά μέ παραμέτρους ( Σ  k . y ρ ) .

u i  *·

6 .2 2 . "Αν ά δυακρι,ττί τυχαία μεταβλητά X έχευ σ.π.
%cρ ( χ )  =  ( 1 / 2 )  j x  =  l s 2y . . . a νά βρεθεί η κατανομή 

τάς τ.μ. Υ =  Χ^.

6 .2 4 . "Αν Χ η, Χ 0 είναι, ανεξάρτητες τ.μ. μέ χανονι,κές
1 ώ 2 2 

κατανομές N ( v j =  63 α^ =  1 ) καί Ν(\Χ2 = ?  ,  02 =  1 )

άντέστοι,χα, νά βρεθεί η πι,θανότητα ·

6 .2 5 . "Εστω Ανεξάρτητες τ.μ. μέ δυωνυμυχές κα
τανομές Β ί η ^ ρ ^  - 1/2 ) χαC Β ( η 2* Ρ 2 =  1 / 2 ) » άντέ- 
στοι,χα. Νά δει,χθεί δτμ η κατανομή της τ.μ. 
Y s s X j ~ X 2 +  n2 εϊναμ δι,ωνυμι,χά μέ παραμέτρους
η =  η ^ , + η 2 » ρ  =  1 / 2 .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

τυχαία δείγματα-συχνότητες 

-γραφικές παραστάσεις-αριθ

μητικά χαρακτηριστικό

7. 1 Γενικότητες

Σ τ α τ ι σ τ ι κ ή  είναι ό κλάδος ό όποιος άσχο- 
λείται μέ την σχεδίαση πειραμάτων καί μεθόδων δειγματο
ληψιών, τό σύλλογό καί ανάλυση αριθμητικών δεδομένων 
(μετρήσεων) καί την έξαγωγη συμπερασμάτων γιά ένα σύνο
λο βάσει τών πληροφοριών πού περιέχονται σ ’ένα δείγμα 
άπό τό σύνολο αύτό. Τό θεωρητικό ύπόβαθρο τΤ\ς Στατιστι
κής είναι ή Θεωρία τών Πιθανοτήτων.

*Η Στατιστικό μαζί'με την Θεωρία Πιθανοτήτων χρη
σιμοποιείται σέ όλους σχεδόν τούς κλάδους τός ανθρώπι
νης δραστηριότητας καί γνώσης όπως π.χ.οί έπιχειρησεις, 
η διοίκηση, η εκπαίδευση, η ψυχολογία, ή γεωπονική, τά 
οικονομικά,ή βιολογία, ή γενετικό, ή λογοτεχνία κ.λ.π. 
Μέ την πάροδο τοϋ χρόνου καί την έξάπλωση τών ηλεκτρο
νικών υπολογιστών η έφαρμογη καί ή ανάπτυξη τών στατι
στικών μεθόδων γίνεται ολοένα καί μεγαλύτερη.

’Ιδιαίτεροι κλάδοι έχουν δημιουργηθεί άπό την χρη- 
σιμοποίσηση τών στατιστικών έργαλείων καί έννοιών στην



Ούκονομία, Βυολογία καί ’ΐατρυκή Ψυχολογία κ.λ.π. δπως 
ή Οικονομετρία, ή Βυομετρία, η Ψυχομετρία κ.λ.π.

Ου μέθοδοι, της Στατυστυκής χρησυμοπουοΰνταυ κατά 
παράδοση γυά περυγραφυκούς σκοπούς, γυά σύμπτυξη καί 
περυληπτυκή παρουσίαση των άρυθμητυκών δεδομένων. *Η 
Π ε ρ υ γ ρ α φ υ κ ή  Σ τ α τ υ σ τ υ κ ή  άσχολείταυ 
μέ τήν πυνακοποίηση των δεδομένων, τήν παράσταση τους 
ύπύ μορφή γραφημάτων η εύκάνων καί τάν ύπολογυσμά περυ- 
γραφυκών μέτρων. Τά θέματα αύτά καλύπτονται, στά έπάμενα 
έδάφυα.

Ή  σύγχρονη Στατυστυκή άσχολευταυ κυρύως μέ τή λε
γάμενη Σ τ α τ υ σ τ υ κ ή  Σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ο  - 
λ ο γ ί α . ’Εφ’δσον δέν χρησυμοπουοϋμε τά μέτρα πού υ
πολογίζουμε γυά νά κάνουμε γενυκεύσευς, τάτε απλώς περι
γράφουμε δτυ παρατηροΟμε. ’Αλλά εύθύς ως κάνουμε μυά ε
παγωγική γενίκευση τ<5τε αφήνουμε τήν περυγραφή καί μπαί- 
νουμε στά χώρο τής συμπερασματολογύας (έπαγωγής). "Ενας 
δημοσιογράφος, γυά παράδειγμα, κάνευ σφυγμομέτρηση κου- 
νής γνώμης σέ μία πάλη, καί έρωτα έκατά ανθρώπους αν ύ
ποστηρίζουν μία αλλαγή σέ κάπουο νάμο. 'Εβδομήντα πέντε, 
άπά αύτούς, αποκρίνονται, δτυ ύποστηρίζουν τήν αλλαγή. "Αν 
ό δημοσυογράφος γράφευ δτυ εβδομήντα πέντε (75) άπά έκα
τά (100) άτομα, πού έρωτήθηκαν, υποστηρίζουν τήν αλλαγή, 
τάτε απλώς, αύτάς, περυγράφευ δτυ παρατήρησε. "Αν δμως 
γράψει, δτυ 75% τών κατοίκων τής πάλης ύποστηρίζουν τήν 
αλλαγή, τάτε συμπεραίνευ δτυ, τά ποσοστά τών κατοίκων 
τής πάλης, πού ύποστηρίζουν τήν αλλαγή, εϊναυ τά υδυο μέ 
έκευνο τοϋ μυκρου δείγματος του. Ξεκυνώντας άπά τήν πλη
ροφορία πού τού δίνευ τά δευγμα δυατυπώνευ μία πράταση

Κεφ. 7 Τυχαία δείγματα
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7. 1 Γενικότητες

γμά ένα μεγαλύτερο σύνολο άπό τό οποίο πάρθηκε τύ δείγ
μα. Στην πραγματικότητα είναμ ίσως δύσκολο νά μη γενμ- 
κεύσεμ έστω καί ύποσυνεύδετα.

*Η παραπάνω στατμστμκη συμπερασματολογύα εχεμ μσχύ, 
αν σωστές στατμστμκές άρχές εφαρμόστηκαν στην έπμλογύ 
τού δείγματος καί του έκτμμητού. "Αν, παραδείγματος χά- 
ρμν, τό δείγμα του δημοσμογράφου ίταν τυχαίο (λεπτομέ- 
ρεμες γμά τυχαία δείγματα δίνονταμ στη §7.2), τότε όρ- 
θως μπορεί νά ύποθέσεμ ότμ τό άληθμνό ποσοστό γμά όλη 
την κομνότητα πού ύποστηρίζεμ την αλλαγή πρέπεμ νά εύ- 
ρίσκεταμ γύρω στο 75%. Μήπως είναμ 65% η 85%; Είναμ δύ
σκολο νά κρίνεμ. *Η απάντηση χρεμάζεταμ Θεωρία Πμθανο- 
τητων. Με τη βοηθεμά της μπορούμε νά κατασκευάσουμε ενα 
άξμόπμστο δμάστημα ποσοστών έκείνων πού υποστηρίζουν 
την αλλαγή στο νόμο.

"Οταν τά άτομα η ύλμκά πού δμερευνωνταμ έχουν με
γάλη μεταβλητότητα η όταν 6 ελεγχόμενος πεμραματμσμός 
εϊναμ αδύνατος, (π.χ. σφυγμομέτρηση κομνης γνώμης,έρευ
νες άγορας, κομνωνμολογία, οίκονομία κ.λ.π.) ή στατμ- 
στμκύ σχεδίαση των δεμγματοληπτμκών έρευνών παρέχεμ 
στούς έρευνητές μεθόδους χωρίς τίς οποίες θά ?)ταν αδύ
νατον νά βγάλουν όπομοδηποτε συμπέρασμα.

Τά άρμθμητμκά δεδομένα πού έπεξεργάζεταμ ή Στατμ- 
στμκύ προέρχονταμ άπό μία η περμσσότερες μεταβλητές ομ 
οποίες άναφέρονταμ σέ δμάφορα φαμνόμενα η πεμράματα 
(φυσμκά, κομνωνμκά, ματρμκά κ.λ.π.).

’ Ιδμαίτερα ομ μεταβλητές τής Στατμστμκης είναμ 
τυχαίες μεταβλητές. Τά φαμνόμενα η πεμράματα κυβερνώ- 
νταμ άπό τούς νόμους τύς τύχης καί ομ τμμές των μετά -
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βλητών ε£ναυ αποτέλεσμα παραγόντων τύχης. Συχνοί τά ά- 
ρυθμητυκά δεδομένα η ου τυμές των μεταβλητών λέγονταυ 
καέ π α ρ α τ ή ρ η σ ε  υ ς  η απλώς μ ε τ ρ ri σ ε υς, 
υδυαέτερα δταν προκύπτουν άπύ δυαδυκασυες μετράσεων η 
παρατηρήσεων. Στήν άρχυκά τους φάση ου μετράσευς η πα- 
ρατηράσευς δέν είναυ κατ’ανάγκην άρυθμητυκού χαρακτηρος. 
Μπορευ νά είναυ σύμβολα, εΰκύνες, καμπύλες κ.λ.π. Εύκο
λα δμως μέ κατάλληλες συναρτάσευς (μετασχηματυσμούς)με- 
τατρέπονταυ σέ άρυθμητυκά δεδομένα. Τά δεδομένα αύτά 
συμβολυζονταυ μέ:

χ Ί3 χ 03. · , 3χ  δταν προέρχονταυ άπύ τάν μετα-1 ύ τι
βλητύ χ

y 1)  y o3, , . , y  δταν προέρχονταυ άπύ τήν μετά-
λ α τι

βλητύ y

( * ! * ! > — · * * η > ν η > °ταν προέρχονταυ άπύ τάν μετα
βλητά ( x 3y )

χ . . 3 ί~1323.. «7=1323.. .  , η .  μέ η +η0+.. .+η«=η κ.λ.π.
ι» ι  α κ

η παρυστάνευ τύ πλήθος η άρυθμύ των μετρήσεων.
Ου μεταβλητές δυακρύνονταυ σέ δύο γενυκές κατηγο- 

ρυες: π ο σ ο τ υ κ έ ς  καύ π ο υ ο τ υ κ έ ς  μετα
βλητές. Ου πρώτες εϊναυ μεταβλητές πού μπορούν νά με
τρηθούν π.χ. τύ μήκος, τύ ύψος, τύ πλάτος, τύ βάρος, ή 
ηλυκυα, 6 χ ρ ό ν ο ς μεταξύ δυαδοχυκών έμφανέσεων ένύς έν- 
δεχομένου, δ άρυθμύς τηλεφωνυκών κλήσεων σέ μέα ώρα κ. 
λ.π. ’Αντυθετα οΰ πουοτυκές μεταβλητές δέν μπορούν νά 
μετρηθούν καυ άναφέρονταυ σέ καταστάσευς, κατηγορυες,έ- 
πυπεδα, ευδη, παρουσύα η άπουσέα ένύς η περυσσοτέρων 
γνωρυσμάτων κ.λ.π. Γυά παράδευγμα τύ φύλο των ανθρώπων τύ
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χρώμα, ή οίκονομυκοκοι,νωνι,κη κατάσταση (φτωχός, πλούσαος 
κ.λ.π.), ή έπατυχία, ή αποτυχία κ.λ.π.

’Ανάλογη είναι, καί ή διάκριση των μεταβλητών σέ 
σ υ ν ε χ ε ί ς  καί δ ι α κ ρ ι τ έ ς  η ά ί α ρ ι θ 
μ η τ έ ς  μεταβλητές πού έγινε στην άρχη των μαθημάτων 
αυτών.

7. 2 Πληθυσμός - Τυχοίο δείγμα - κατανομή

7.2 Πληθυσμός - Τυχαίο δείγμα - Κατανομή

Οί, πρώτες βασικές έννοιες της Στατιστικής είναι ό 
π λ η θ υ σ μ ό ς  καί τό δ ε ί γ μ α ,  'Η έννοια τοϋ 
πληθυσμοϋ ταυτίζεται μέ ττίν ομώνυμη έννοια στη Θεωρία 
Πιθανοτήτων. Τό σύνολο των τιμών μίας τυχαίας μεταβλη
τές (μονοδιάστατης η πολυδιάστατης) είναι, ένας ( θεωρη
τικός) πληθυσμός. "Ετσι, μερικές φορές ό πληθυσμός συμ
βολίζεται, όπως καί οί, τυχαίες μεταβλητές καί λέμε έστω 
ό πληθυσμός Χ,Υ,Ζ κ.λ.π.

Τό μ έ γ ε θ ο ς  τοϋ πληθυσμοϋ μπορεί νά είναι, 
π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ,  ά π ε ι ρ ο  η ύ π ε ρ ά ρ ι θ -  
μ ο. Τό μέγεθος έπίσης μπορεί νά αύξάνεται η έλαττοϋται 
ανάλογα μέ τό ιδιαίτερο ένδιαφέρον μας. ’’Αν, έπί παρα
δείγματα, ένδιαφερόμαστε γιά τήν γενική βαθμολογία των 
εισαγωγικών έξετάσεων στά ’Ανώτατα ’Εκπαιδευτικά ’Ιδρύ
ματα μίας χρονιάς, ό πληθυσμός μας αποτελείταυ από ό
λους τούς υποψήφιους πού έδωσαν εξετάσεις καί ιδιαίτερα 
άπό όλες τίς γενικές βαθμολογίες τής χρονιδς έκείνης. 
*Αν ένδιαφερόμαστε γιά τή γενική βαθμολογία τοϋ Πολυ-
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τεχνι,κου-Φυσυκομαθηματι,κοΟ Κύκλου τότε έχουμε ένα δι,αφο- 
ρετι,κό (μκρότερο) πληθυσμό. "Ετσι, οί πληθυσμού στην Στα- 
τυστυκη δυαμορφώνονται, η καθορίζονται, ανάλογα με τη σφαί- 
ρα του ενδιαφέροντος μας.

*0 πληθυσμός αποτελεί τό άγνωστο μέρος της Στατι,- 
στυκης. Σκοπός της Στατυστυκης είναι, ή εξαγωγή συμπερα
σμάτων γι,ά τον πληθυσμό βάσει, τοΟ δείγματος.

Τό δ ε ί γ μ α  ορίζεται, απλώς σάν ενα μέρος τοΟ 
πληθυσμοΟ. ’Αναφερόμενου στό παραπάνω παράδειγμα οί πρω
τοετείς φοι,τητές τέδ 'ΐατρι,κέδ Σχολάς τοϋ Παν/μίου *Ιω- 
αννίνων άποτελοϋν ενα δείγμα καί οί γενικές βαθμολογίες 
τους στίς είσαγωγμκές έξετάσευς αποτελούν ενα δείγμα 
γενι,κων βαθμολογυων. Οί τι,μές των μεταβλητών πού προκύ
πτουν από τά μέλη τού δείγματος λέγονται, καί τι,μές τού 
δείγματος. * Υπάρχουν δμάφορα είδη δεεγμάτωυ. Β α σ ι 
κ ό ς  στόχος είναι, τό δείγμα νά αντιπροσωπεύει, τόν 
πληθυσμό. Στήν άρχό θά περι,ορι,στοΟμε στό τυχαίο δείγμα.

Τ υ χ α ί ο  δ ε ί γ μ α  είναι, τό δείγμα πού εκλέ
γεται, κατά τέτοι,ο τρόπο ώστε δλα τά μέλη τοΟ πληθυσμοΟ 
νά έχουν ίση καί ανεξάρτητο πυθανότητα νά συμπερι,ληφθούν 
στό δείγμα.

Είναι, προφανές δτυ οί τι,μές τοΟ τυχαίου δείγματος 
είναι, τι,μές τές τυχαίας μεταβλητές (η των τυχαίων μετα
βλητών) τοΟ πληθυσμοΟ. "Ετσι, οί γενι,κές βαθμολογίες τοΟ 
δείγματος είναι, τι,μές τέ£ τυχαίας μεταβλητές "γενι,κη 
βαθμολογία είσαγωγμκών εξετάσεων". "Αν δέ φανταστούμε δτι, 
η δλη δειγματοληψία μπορεί νά έπαναληφθεί νοερώς ενα με
γάλο (απει,ρο) άρι,θμό φορών, βλέπομε ότι, οί τι,μές τοΟ
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δείγματος μεταβάλλονται, σε δλο το φάσμα των τομών ττίς 
τυχαίας μεταβλητής. Μέ τίς νοερές αυτές έπαναλόψεος κάθε 
τομή τοΰ δείγματος γίνεταο τυχαία μεταβληττί όσόνομη μέ 
ττίν X καί ανεξάρτητη από τίς άλλες. "Ετσο έχουμε τόν α
κόλουθο όροσμό:

‘Ορισμός 7.1: Τυχαίο δείγμα μεγέθους η από 
ένα πληθυσμό X η μία κατανομή είναο η ανεξάρτητες 
καί οσόνομες τυχαίες μεταβλητές X^3X^a ···

’Από τά παραπάνω βλέπουμε δτο οο τομές ένός τυχαίου 
δείγματος παίζουν ένα δοπλό ρόλο: άφ’ένός είναο συγκε- 
κρομμένες άροθμητοκές τομές, άφ’έτέρου είναο καί τυχαίες 
μεταβλητές μέ την έννοοα των νοερών έπαναληψεων ποΰ άνα- 
φέραμε ποό πάνω. "Ετσο τό τυχαίο δείγμα άλλοτε θά συμ- 

βολίζεταο μέ * * **Χη Μαι' “λλοτε με * *Χη

‘Υπάρχουν πολλοί τρόποο μέ τοΰς οποίους μποροίμε νά 
εκλέξουμε ένα τυχαίο δείγμα. *0 πλέον συνηθοσμένος τρό
πος είναο μέ τη βοηθεοα π ο ν ά κ ω ν  τ υ χ α ί ω ν  ά- 
ρ ο θ μ ώ ν. Δείγμα πίνακος τυχαίων άροθμών παρατίθεταο 
ποό κάτω.

99 60 50 50 60 12 48 08 01 88 60 51 73 38 54 47 41 67 43 84 21 35 12 90 43

88 61 29 18 05 31 29 56 94 33 58 88 68 42 10 08 η 15 96 06 15 51 48 39 96

19 28 81 63 24 30 96 40 11 59 36 16 01 02 60 36 16 26 83 53 41 09 50 85 01

S3 61 62 34 47 04 37 74 97 09 77 36 92 80 45 99 26 28 24 24 54 63 43 63 54

40 03 44 30 11 42 25 70 19 79 90 12 36 16 80 28 70 24 86 07 76 17 01 50 80

65 15 18 13 54 05 13 69 91 51 84 57 52 89 88 12 52 03 39 71 19 48 20 94 16

95 79 58 84 86 00 04 73 69 94 89 12 93 84 29 72 62 79 66 98 65 17 54 69 56

75 26 86 16 42 65 03 22 43 68 87 68 70 09 18 92 85 94 60 32 97 44 95 82 72

92 45 48 29 84 56 60 50 64 07 71 46 35 31 52 21 80 61 25 30 31 99 58 07 04

43 00 97 26 90 99 85 55 75 16 09 55 34 16 16 94 32 12 12 07 32 90 97 62 47

Πίνακας 7.1 Τυχαίο ο ’Αροθμοί
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Οί πίνακες αύτοί κατασκευάζονται, έτσι, ώστε κάθε ά- 
ρυθμός (μονοψόφι,ος, δι,ψηφι,ος κ.λ.π.) νά έχει, την ίδι,α πυ
κνότητα (1/10, 1/100 κ.λ.π. άντυστοίχα ) νά έμφανι,στεί στον 
πίνακα.

*Η τυχαία δει,γματοληψία γίνεται, ώς έξης: Παίρνουμε (η 
κατασκευάζουμε) ένα κατάλογο (frame) τοί πληθυσμόν) καί άπα- 
ρι,θμουμε τά στοι,χεία αύτοΟ. "Ετσυ κάθε στουχείο άντυστοιχεί 
σ ’ένα μονοψόφι,ο η δυψόφυο κ.λ.π. άρι,θμό. Εεκι,νώντας άπ<5 έ
να τυχαίο σημείο τοΟ πίνακα τυχαίων άρι,θμων παίρνουμε ένα 
άρι,θμό μονοφιΐφϋο, δυψόφι,ο κ.λ.π. ανάλογα με τό αν τά στου- 
χεία τοΟ πληθυσμοί είναι, μονοψόφυα η δυψηφι,α κ.λ.π. ”Αν 6 
άρι,θμός αυτός άντι,στοι,χεί σέ στοι,χεία τοί πληθυσμοί, τό 
στουχείο αύτό έκλέγεταυ στό δείγμα. *Αν όχυ 6 άρυθμός αύτός 
άπορρίπτεταυ καί παίρνουμε τον γευτονυκό άρυθμό. Προχωροίμε 
άπό γευτονυχό σέ γευτονυκό άρυθμό γυά την εκλογή των μελών 
τοί δείγματος.

’Αντί γυά πίνακες τυχαίων άρυθμων μποροίμε νά χρησυμο- 
πουιίσουμε καί ένα τηλεφωνικό κατάλογο. "Εχει, άποδευχθεί ότυ 
τά κεντρυκά ψηφία έπταψηφυων άρυθμων τηλεφώνου συμπερυφέρο- 
νταυ σάν τυχαίου άρυθμοί.

Τυχαία δείγματα δέν έμφανίζονταυ πάντοτε στην πράξη. 
"Αλλοστε οί πυθανότητες έκλογης των στουχείων τοί πληθυσμοί 
είναι, άνυσες καί άλλοτε ή ανεξαρτησία δέν έσχόευ. *Η Στατυ- 
στυκη στηρίζεται, σέ δ ε ί γ μ α τ α  π ι θ α ν ό τ η τ α  ς, 
δηλαδό δείγματα ποό έχουν ώρυσμένη πυθανότητα νά έκλεγοίν. 
’Αργότερα θά ονομάσουμε την πυθανότητα αύτη π υ θ α ν ο φ ά -  
ν ε u α (likelihood).

*0 πληθυσμός αποτελεί τό άγνωστο μέρος τίς Στατυστυκίς. 
Τό δείγμα αποτελεί τό γνωστό μέρος. 'Η Στατυστυκη είναι, έ-



7. 3 Συχνότης - Σχετική συχνότης - * Αθροιστική οτυχνότης

παγωγμκή έπμστήμη, η όπομα προσπαθεί; νά 3γάλεμ συμπερά
σματα άπό τό έπJ μέρους, γνωστό τμήμα τοϋ πληθυσμοί), τό 
δεμγμα, γμά τό καθολμκό μέρος, ολόκληρο τόν πληθυσμό.

Μέ κάθε μέτρηση ό νοϋς του ανθρώπου μπορεί) νά συ- 
σχετμσεμ ένα μέτρο κανονμκότητος τής μετρήσεως ( ή έλ- 
λεύψεως αύτής) καέ πμό συγκεκρμμμένα ένα μέτρο πμθανό- 
τητος πραγματοπομήσεως τής μετρήσεως. Αύτό όδηγεμ στην 
έννομα τής κ α τ α ν ο μ ή ς  ή όπομ'α κατά κάπομο τρό
πο δεμχνεμ την θέση τής μετρήσεως ως πρός τμς άλλες με- 
τρήσεμς γνωστές ή άγνωστες. "Ετσμ έχουμε δύο κατανομές: 
τήν κ α τ α ν ο μ ή  τ ο Ο  π λ η θ υ σ μ ο ύ  ( τής 
τ.μ.Ζ) καμ τήν κ α τ α ν ο μ ή  του δ ε ό γ μ α τ ο ς .  
*Η κατανομή του πληθυσμοί) είναμ γνωστή άπό τήν Θεωρμα 
Πμθανοτήτων. 'Η κατανομή τού δεμγματος στηρμζεταμ στήν 
έννομα τής σχετμκής συχνότητος καμ άναπτύσσεταμ πμό 
κάτω.

7.3 Περιγραφή καί σύμπτυξη τώ ν 
άριθμητικών

"Εστω * * * * Χη ^να άπό κάπομο πληθυσμό
X . Ομ τμμές χ .  δέν είναμ κατ’άνάγκη δμάφορες μεταξύί»
τους. *0 άρμθμός των φορών πού ή τμμή χ . έμφανμζεταμ 
στο δεμγμα λέγεταμ σ υ χ ν ό τ η ς  τής τμμής καμ συμ- 
3ολύζεταμ μέ f

1s

Σ χ ε τ μ κ ή  σ υ χ ν ό τ η ς  τής τμμής χ .  εέναμ
is

ό άρμθμός f . / n . wAv k εϊναμ 6 άρμθμός των δμακεκρμμ-
1s

μένων τμμών τού δεμγματος τότε
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k k f
Σ f  .=  η χαύ Σ —  = 1 .

ί= α 1 ί = ι

’ Η ά θ ρ ο  ι σ τ  ι κ ή  σ υ χ ν ό τ η ς  τ?ίς
τι,μης χ .  όρίζείαι, ως έξης:ΐ.

αθρουσμα των συχνοτήτων f. δλων τδνΐ»

τυμων χ .  μέ την έδι,ότητα χ  , ±  χ . .

Είναι, προφανές ότι, χ^<  χ .  αν χαέ μόνο αν £\< F ..

'Η συχνότης, σχετι,χό συχνότης κ.λ.π. δέν άναφέρονται,
μόνο σε μονοδυάστατες μετριίσει,ς χ . αλλά χαC σ έ πολυδι,-

%
αστατες 2/„·)>  ̂ χ·Χ·π·

Ί  1, Ί  t  1,

Παρά6ειγιια 7 .1 ;
/

"Υψη 750 ανδρων (μέ προσέγγιση τοΟ πλησι,έστερου έ- 
κατοστοΰ).

"Υψος ( cm ) X .%
•• 155 156 157 158 159 160 161

Συχνέτης
h

•
• 3 4 5 5 7 7 9

"Υψρς ( cm ) X .2,
•a 162 163 164 165 166 167 168

Συχνότης
h

•
• 10 11 13 20 24 27 30

"Υψος ( cm ) X .%,
•
• 169 170 171 172 173 174 175

Συχνότης
h

•
• 34 35 36 37 39 42 45

"Υψος ( cm ) X .2,
•
• 176 177 178 179 180 181 182

Συχνότης
h

•
• 40 36 31 30 29 28 26
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"Υφος ( cm )  X .  : 183 184 185 186 187 188 189

Συχνότης f . :  25 23 17 1 5 4 2
As

Παρά6ειγμα 7.2:
’Αριθμός έργατικών ατυχημάτων ένός πυριτιδοποιείου 

σέ περίοδο 5 εβδομάδων.

’Αριθμός ατυχημάτων :  0 1 2 3 4 5

Συχνότης /. : 447 132 42 21 3 2
1s

Παράδειγμα 7.3:
Βάρος καί διάμετρος πορτοκαλιών

7. 4 Περιγραφή καί σύμπτυξή τών Αριθμητικών δεδομένων

Βάρος Διάμετρος [προσέγγιση μισού cm)

(ΤΓροσέγγιση 2 g r ) 23.0 23.5 24.0 24 5 25.0 25.5 26.0 26.5 27.0 Σύνολο

190 1 1

192 1 1

194 1 2 4 3 2 1 13

196 1 1 6 7 5 1 21

198 2 8 12 13 S 3 1 44

200 1 3 7 13 20 14 5 2 65

202 1 2 9 11 18 10 4 1 56

204 1 1 1 2 3 2 1 Π1

206 2 4 5 1 1 13

208 1 2 2 5

210 2 2

Σύνολο 3 10 29 45 54 45 31 12 3 232

7.4 Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  κ α ί  σ ύ μ π τ υ ξ η  τ ω ν
/

Α ρ ι θ μ η τ ι κ ώ ν  δ ε δ ο μ έ ν ω ν .
*Η ανάγκη περιγραφής ή περιληπτικής παρουσίασης των 

μετρήσεων είναι προφανής. *0 νοΌς τοΌ ανθρώπου μπορεί νά 
συγρατήσει μ<5νο ένα ώρισμένο αριθμό στοιχείων, παραστά-
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Κεφ. 7 Τυχαία δείγματα

σεων η γνώσεων. Mux άπό τες λεετουργέες του έγχεφάλου 
είναε η συστηματική ταξινόμηση των γνώσεων. Σήμερα με 
την πρόοδο της τεχνολογίας ό άρεθμός τώυ άρεθμητεχών 
δεδομένων τά όποια συλλέγονταε γεά ένα έρευνητεχό σκοπό
μπορεί νά είναι τεράστιος. Γένεταε λοεπόν άναγχαέα ή σύ
μπτυξη η περιληπτική παρουσέαση των άρεθμητεκών δεδομέ
νων. Τά άρεθμητεκά δεδομένα μπορούν νά συμπτυχθουν μέ 
τρεις τρόπους: α) Σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ί  π έ ν α κ ε ς  
( Π έ ν α κ ε ς  σ υ χ ν ο τ η τ ω  ν), β) Γ ρ α φ ι κ έ ς  
π α ρ α σ τ ά σ ε ε ς  ( ι σ τ ο γ ρ ά μ μ α τ α )  καέ γ) 
’Α ρ ε θ μ η τ ε κ ά  μ ε γ έ θ η ,  ’ίστορεκά οε κλάδοε 
της Στατιστικής καέ τής’Αναλύσεως των Μετρήσεων ξεκένη- 
σαν μέ τους δύο πρώτους τρόπους. Οε σύγχρονες θεωρέες 
χρησιμοποιούν τόν τρέτο τρόπο σχεδόν άποκλεεστεκά. Παρά 
τό γεγονός αύτό καέ των τρεών τρόπων είναι έπεβεβλημένη 
η χρήση γεατέ ό κάθε ένας παρουσεάζεε πλεονεκτήματα καέ 
άποκαλύπτεε πτυχές τοϋ πληθυσμού οε όποιες ένδεχβμένως 
νά άποκρύπτονταε άπό τούς άλλους.

7.4.1 Π ί ν α κ ε ς  σ υ χ ν ο τ ή τ ω ν

'Υπάρχουν δεάφοροε πένακες συχνοτήτων. ’Από αύτούς 
αναφέρουμε τούς εξής:
α) ‘ Απλός (μή δ ια τε τα γμ ένος ) πίνακας συχνοτήτων: 
Οε άρχεκές μετρήσεες χ ^ 3χ ^ . . . 9χ  μπορούν νά συμπτυ- 
χθοΰν μέ τήν βοήθεια των συχνοτήτων ώς έξης:

Μέτρηση χ η χ

Συχνότης f 1 f g
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7. 4 Περιγραφή Kai σύμπτυξη τών Αριθμητικών δεδομένων

δπου δλες οι, τιμές x j * X2J *' ’ * Xk ε^ναο διάφορες μεταξύ 
τους καί k 6 αριθμός των μετρήσεων αύτών.

β) Διατεταγμένος πίνακας συχνοτήτων: ’Εάν τά χ ^ Λ 

X g s, δ ι α τ α χ θ ο υ ν  κατά σειρά μεγέθους προκύπτει ό 
πίνακας:

Μέτρηση Συχνότης ’Αθροιστική συχνότης

χ ( 1 ) *1 F f h

Χ ( 2 )
h Ρ 2=ϊ ΐ +?2

X ( i ) h
F ^ = f  ι + . .. + f i

x ( k ) h
F = n

|
Σύνολο η

1
i
i

Πίνακας 7.2 Διατεταγμένος πίνακας συχνοτήτων δπου

Χ ( 1 )  < χ ( 2 ) < " * < X ( k )

Προφανώς καμμία απώλεια μετρήσεων δέν γίνεται μέ 
τούς δυο παραπάνω τρόπους. Παρά ταϋτα έάν δ αριθμός k 

είναι μεγάλος τέτοιες συμπτύξεις είναι μικρής σημασίας, 
διότι είναι ισοδύναμοι μέ τά αρχικά δεδομένα.

Τά παραδείγματα τού έδαφίου 7.3 είναι διατεταγμένοι 
πίνακες συχνοτήτων.

γ ) * Ομαδοποιτμιένες μ ετρήσεις-Π ίνακες συχνοτή
των: Μία από τις πλέον συνήθεις μεθόδους συμπτύξεως με
τρήσεων είναι ή ομαδοποίηση αύτών. *0 αριθμός k τών
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ομάδων, συνήθως 5 ως 3 0, εκλέγεται, αύθαίρετα καί τό μή
κος κάθε κατηγορίας ή όμάδος καθορίζεται, άπά τό k καί 
τ<5 εδρος (range), δηλ. τήν δι,αφορά μεταξύ μεγίστηε καί 
έλαχέστης μετρήσεως. Καταβάλλεται, φροντίδα ώστε τά δρι,α 
των ομάδων νά εδναι, δυάφορα των μετρήσεων. Αύτ<5 έξασφα- 
λίζεταυ καθορίζοντας τά όρι,α των ομάδων με περι,σσότερα 
σημαντι,κά ψηφία άπά έκείνα των μετρήσεων. “Ετσι, αν οδ 
μετρήσεις εδναι, 1, 2, 1, 8, 1 0 ,6 ,  4 ,9 κ.λ.π. δηλαδή έχουν 
ακρίβεια πρώτου δεκαδικοί ψηφίου (γίνεται αυτομάτως 
στρογγΰλεμα είς τ ό  πλησυέστερο πρώτο δεκαδικό ψηφίο π.χ. 
τά 1 ,2 3 καταχωρείται ως 1 , 2 καί 1 , 2 7 ψς 1» 3 ) τότε τά ό
ρια των ομάδων μ π ο ρ ε ί  νά εδναι, 0 , 2 5 - 0 ,  75, 0 ,7 5  -  

- 1 , 2 5 ,  1 , 2 5 - 1 , 7 5  κ.λ.π. Συνήθως τά μήκη των ομάδων έκλέ- 
γονται δ σ α μποροΟν δμως νά εδναι, καί άνισα. Κάθε ό- 
μάδα άντιπροσωπευέται άπά τά μέσο σημείο τηε ποό λέ
γεται, σ η μ ε ί ο  ή τ ι μ ή  (class mark) τήε δμά- 
δος, τήν συχνάτητα τήε όμάδος καί τήν αθροιστική τηε 
συχνάτητα. Σ υ χ ν ά τ η S ό μ ά δ ο ς  εδναι, ό άριδ- 
μάς των μετρήσεων ποά πέφτουν στήν ομάδα. Προφανώς ή 
σάμπτυξη αύτή συνεπάγεται απώλεια μετρήσεων. Τέτοια ό- 
μοδοποίηση δμως δέν παύει, νά έχει, πρακτική χρησιμότητα, 
δεδομένου ότι, αποτελεί προϋπόθεση κατασκευής ιστογραμμά
των καί πολυγώνων, τά οποία κατά προσέγγιση απεικονίζουν 
τήν κατανομή τοΰ πληθυσμοί. '0 συνήθης πίνακας όμαδοποι- 
ημένων μετρήσεων εδναι, τής μορφήε:
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'Ομάδα "Ορεα Τεμη όμάδος Συχνότης ’Αθρ.συχνότης

ϊ h h f l F f f t

Πώ
•

L 2U2
•

( ^2
•

h
•

W J ’b
•

•

*

•

L . U .

•

•

X.

•

•

h
9

•

9

•

k

•

W

• m

h

•

n

Σύνολο n

Πίνακας 7.3 'Ομαδοποεημένες μετρησεες.

δπου L .  , U . είναε το κατώτερο καε τδ ανώτερο δρεο
άντεστοεχα της ομάδας Ί  καε X . το σημεεο η η τεμη 
αυτής. Γεά λόγους συνεχεεας παερνουμε U\ ·»
■i =  132} . ..3k- Ι .

*0 πενακας των ομαδοποεημένων μετρήσεων μας δενεε 
την λεγάμενη κ α τ α ν ο μ ή  σ υ χ ν ο τ ή τ ω ν  τών 
μετρήσεων.

Μερεκές φορές τά δεδομένα περεέχουν άκρότατες με
τρησεες, δηλαδη μετρησεες που εζναε η πολό μεκρότερες η 
πολύ μεγαλύτερες άπό τές άλλες. Τότε άν κάνουμε όμαδο- 
ποέηση μέ τόν συνηθη τρόπο θά προκόψουν ομάδες μέ μηδε- 
νεκη συχνότητα. Τό πρόβλημα αύτό άποφεόγεταε μέ δόο 
τρόπους: εετε δεατηρώντας τόν εδεο άρεθμό ομάδων καε
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χρησυμοπουούντεε "άνουκτά", δηλαδη άπεέρου μύκουε δυαστη- 
ματα, γμά τύν πρώτη η την τελευταέα ομάδα, εέτε μεταβάλ- 
λοντεε τάν άρμθμύ των ομάδων. "Ετσυ έχουμε μεν καλύτερη 
εύκάνα τ?ίε κατανομηε των μετρήσεων χάνουμε δμωε τύε πραγ- 
ματυκέε τι,μέε των άκρύτατων μετρήσεων. ’Επύ πλέον προκύ
πτουν δυσκολύεε στάν ύπολογυσμύ των άρυθμητυκων χαρακτη- 
ρμστυκών τοΟ δεύγματοε.

Παρά6ειγμια 7.4:
'Εξύντα ατομα λαμβάνουν μέροε σέ μέα κλυνυκη δοκυ- 

μύ· Οι, μετρησεοε χοληστερύνηε καύ αυματοε μέ προσέγγιση 
μονάδοε έδωσαν τά άκάλουθα αποτελέσματα:

239 212 249 227 218 310 281 330 226 233

223 161 195 233 249 284 284 174 170 256

169 299 210 301 199 258 258 195 227 244

355 234 195 196 354 282 282 286 286 176

195 163 297 211 228 309 309 225 223 195

248 284 173 256 169 209 209 200 258 284

*0 δυατεταγμένοε πύνακαε συχνοτήτων εέναυ ττίε μορ
φ^ε:

χ ί

■ —  
h

161

163 2

169 2

355 1

Σύνολο 60
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Μεγαλύτερη σύμπτυξη των δεδομένων έπυτυγχάνεταυ με 

όμαδοπούηση. "Ετσυ δυαλέγοντας  όμαδοπούηση με 8  ομάδες 

καύ παρατηρώντας δτυ η μεγύστη μευον η έλαχύστη τυμη 

ε ίναυ 3 5 5 - 1 6 1  =  1 9 4 , δυαυροϋμε το 1 9 4 / 8  =  2 4 , 2 5 .  "Αρα 

παύρνουμε γυά μήκος της  κάθε όμάδος 2 5  μονάδες με δ -  

ρυα ομάδων τά 1 6 0 , 5 - 1 8 5 , 5 ,  1 8 5 , 5 - 2 1 0 , 5  κ . λ .π .

Ου ομάδες., τά  δρυα το υ ς ,  ου τυμές των ομάδων, τό  

μέτρημα των συχνοτήτων καύ ου συχνό τη τε ς  παρουσυάζονταυ 

στον  παρακάτω πύνακα.
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'Ομάδα "Ορυα

Τυμη 'Αθρουστ .  

'Ομάδος Συχνότητες  συχνότ .

Σχετυκές

συχνό τη τ .

1 1 6 0 , 5 - 1 8 5 , 5 1 7 3 ΙΗ1 III = » 8 0 , 1 3 3 3

2 1 8 5 , 5 - 2 1 0 , 5 1 9 8 ΙΗ1 ΙΗΙ 1 - η 1 9 0 , 1 8 3 3

3 2 1 0 , 5 - 2 3 5 , 5 2 2 3 ΙΗΙ ΙΗΙ III -2 3 3 2 0 , 2 1 6 7

4 2 3 5 , 5 - 2 6 0 , 5 2 4 8 ΙΗΙ ΙΗΙ 1 = ιο 4 2 0 , 1 6 6 7

5 2 6 0 , 5 - 2 8 5 , 5 2 7 3 IW1I = 8 4 8 0 , 1 0 0 0

6 2 8 5 , 5 - 3 1 0 , 5 2 9 8 ΙΗΙ II = 7 5 5 0 , 1 1 6 7

7 3 1 0 , 5 - 3 3 5 , 5 3 2 3 III = 3 5 8 0 , 0 5 0 0

8  . 3 3 5 , 5 - 3 6 0 , 5 3 4 8 II = 2 6 0 0 ,  0 3 3 3

Σύνολο 6 0 1 , 0 0 0

Πίνακας 7.4 'Ομαδοπουημένες μετρησευς χοληστερύνης.

"Αν μύα άπό τύς  παραπάνω μετρησευς ήταν 4 5 0  τ ό τ ε  

θά προέκυπταν ομάδες μηδενυκης συχνό τη τας .  Στην περύπτω- 

ση αύτη η τελευταύα  ομάδα θά μπορούσε νά γύνευ  "άνουκτη "  

δηλαδή 3 3 5 . 5  καύ πάνω.
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6) "Αλλοι στατιστικοί πίνακες: Γενικό πίνακες πού 
περιέχουν διάφορα αριθμητικά στοιχεία λέγονται στατιστι
κοί πίνακες.

Παραδε ίγματα: (1) πίνακες μέ τό έμβαδόν η τά μήκος
των ακτών διαφόρων γεωγραφικών πε
ριοχών μιας χώρας.

(2) πίνακες μέ την άνά μάνα μεγίστη,έ- 
λαχίστη καί μέση θερμοκρασία τοΟ ά- 
έρος σέ διάφορες πόλεις.

(3) πίνακες μέ τόν άνά μόνα αριθμό ημε
ρών βροχός γιά διάφορες πόλεις.

(4) πίνακες θνησιμότητος άνά ηλικία καί 
αιτία θανάτου γιά ένα ορισμένο έτος.

(5) πίνακες άνεργίας κατά ηλικία, φύλλο, 
περιοχή κ.λ.π.

*0 άναγνώστης παραπέμπεται γιά περισσότερη έμπειρία 
στίς επετηρίδες καί στατιστικές έκδόσεις τός 'Εθνικός 
Στατιστικός 'Υπηρεσίας τόδ 'Ελλάδος.

7.4.2 Γραφικές μέθοδοι συμπτύξεως

α) Ι σ τ ο γ ρ ά μ μ α τ α  (Histogram) :Τό ιστόγραμμα 
είναι ό πλέον γνωστόςγραφικός τρόπος συμπτύξεως καί πα- 
ρουσιάσεως των μετρήσεων. Τό διάγραμμα αυτό γίνεται σ ’έ
να σύστημα άξόνων χ  καί y καί άποτελεϊται άπό ένα σύ
νολο ορθογωνίων τοποθετημένων στόν άξονα τών X, δπως φαί
νεται στό παρακάτω σχήμα. 'Η βάση τών ορθογωνίων παρι
στάνει τό μήκος τών ομάδων τών μετρήσεων καί τό ύψος την 
συχνότητα τών ομάδων (η ποσότητα άνάλογο της συχνότητας).
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Σχήμα 7.1 * Ιστογράμματα

Τό β α σ ικ ό  κ ρ ι τ ή ρ ι ο  γ ιο ι τήν κατασκευή όστογράμματος 
εόναο δτο τ ό  ποσοστό τοϋ όστογραμματοκοϋ έμβαδοϋ κάθε ό- 
μάδος πρέπει νά εόναο οσο πρός την σχετοκή συχνότητα τής 
όμάδος. ”Ετσο ο σχεδοασμός του όστογράμματος γόνεταο θέ
τοντας στόν άξονα των y τός τομές f . / d . >  i = l 3 23 ... 
όπου d . = U . - L .. ’Εάν ο ι ομάδες είναο όσες, δηλαδή έχουν

1s Is  Is

τό όδοο μήκος =d g = · · ·-d ^ ) τότε τό d μπορεί νά άπορ-
ροφηθεο στην κλόμακα τοϋ άξονα των y . "Ετσο οό τομές 
στό y θά παροστάνουν τός απλές συχνότητες /.. ’Εάν 
στόν άξονα των y θέσουμε τός τομές f . / n d . τότε τό συ- 
νολοκό εμβαδόν του οστογράμματος θά όσοϋταο με τήν μονά
δα.

Τό όστόγραμμα κατασκευάζεταο βάσεο τοϋ πόνακος συ
χνοτήτων όμαδοποοημένων μετρήσεων καό μέ τή συσχέτοση 
έμβαδοϋ καό συχνότητος (ή καό σχετοκής συχνότητος) έπο-
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τυγχάνεται, μία γραφική καί οπτική αξιολόγηση της κατανο
μές των μετρήσεων. *Αν η πρώτη η η τελευταία ομάδα είναι 
"ανοικτή" παραλείπεται στην κατασκευή τοϋ ιστογράμματος.

Τό ιστόγραμμα των δεδομένων του Παραδείγματος 7.4 
(βλ. Πίνακα 7.4) είναι:

C

Σχήμα 7.4 'Ιστόγραμμα χοληστερίνης μέ μήκος

όμάδων 2S
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"Οταν το μήκος των ομάδων είναι, 5Q καί 12 τότε προ
κύπτουν τά ακόλουθα ιστογράμματα.

20

16

η

8

4

*— η -
160. δ 210.6 260.6 310.6 360.6

Σχήμα 7.4 ’Ιστόγραμμα χοληστερίνης μέ μήκος όμάδων 50

Σχήμα 7.5 ’Ιστόγραμμα χοληστερίνης με μήκος όμάδων 12



Τό μήκος των ομάδων έπηρρεάζευ τήν εύκόνα τοΟ ιστο
γράμματος. "Οσο πυό μεγάλο είναι, τό μήκος των ομάδων τό
σο ηυό ασαφ ές καί άκαθόρυστο είναι, τό σχήμα της κατανο
μής των μετρήσεων C3λ. σχήμα 7.4). "Αν οί ομάδες είναι, 
πολλές καί έχουν μυκρό μήκος τό ίστόγραμμα παρουσυάζευ 
ανωμαλίες που αντανακλούν την μεταβλητυκότητα τής δειγ
ματοληψίας ($λ.σχήμα 7.5)

"Αν ένοπουήσουμε τίς τρείς τελευταίες ομάδες τοΟ 
πίνακα 7.4 προκόπτευ τό ίστόγραμμα μέ ανυσες ομάδες τοΟ 
Σχήματος 7.6.

Κεφ. 7 ΤοχαΙα δείγματα

Εχήμα 7.6 ’Ιστόγραμμα χοληστερίνης μό ανι,σες ομάδες
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β) Πολύγωνο συχνοτήτων: Τ<5 πολύγωνο συχνοτήτων 
αποτελεί δεύτερο τρόπο γραφικής συμπτύξεως καί παρουσι- 
άσεως των μετρήσεων. Κατασκευάζεται, ένώνοντας με εύθειες 
γραμμές τά μέσα τωύ άνω πλευρών των όρθογωνύων τού ιστο
γράμματος, όπως φαίνεται στό Σχήμα 7.7.

Σχήμα 7.7 Πολύγωνο συχνοτήτων

’Από πλευράς χρησιμότητος τό πολύγωνο συχνοτήτων 
είναι, ισοδύναμο μέ τό ιστόγραμμα.

γ) Πολύγωνο Αθροιστικών συχνοτήτων: Τό πολύ
γωνο αυτό κατασκευάζεται χρησιμοποιοΰντες τις αθροιστι
κές συχνότητες καί ένώνοντας μέ εύθειες γραμμές τά ακό
λουθα σημεία τού (x > y ) έπιπέδου: ( L ^ O )  9{U^9F^ ), {U ^9F ^ )9 

. . , 9 {U ^ ,n ) η ισοδύναμα (Ζ/^,Ο), (U ^9F ^ / n )9 (U ^ F ^ / n ),..., 
(Uj^91 ). Χρησιμοποιούντες τό ιστόγραμμα τού Σχήματος 7.1 
και τό 1/η τής κλέμακος έχουμε:
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G

Σχήμα 7.8 Πολύγωνο Αθροιστικών συχνοτήτων.

"Οπως καί στήν περίπτωση πινάκων συχνότητας έτσι 
καί τώρα 6 κάθε ένας άπ<5 τούς γραφικούς τρόπους συμπτύ- 
ξεως παρουσιάζει ιδιαίτερα πλεονεκτήματα. Συνεπώς είναι 
αδύνατη ή υπόδειξη τοϋ πλέον ένδεδειγμένου τρόπου γρα
φικής παρουσιάσεως των μετρήσεων.*0 σκοπός καί ή προ- 
$λεπόμενη χρήση τής γραφικής παραστάσεως άποτελοΟν τό 
καλύτερο κριτήριο έπιλογής. ’Εάν έπί παραδείγματι σκο
πός τής συμπτύξεως είναι ή εύρεση καί αξιολόγηση τής 
συγκριτικής θέσεως μελλοντικών μετρήσεων τότε τό πολύ
γωνο αθροιστικών συναρτήσεων.είναι ή πλέον ένδεδειγμένη 
γραφική σύμπτυξη.

’Εκτός από τούς παραπάνω γραφικούς τρόπους παρου- 
σιάσεως των δεδομένων υπάρχουν καί άλλοι, όπως τά ρα- 
$δογράμματα,' απλά ή σύνθετα, τά είδοδιαγράμματα, τά κυ
κλικά διαγράμματα, οι κύλινδροι κ.λ.π. "Ολα αυτά αποτε
λούν παραλλαγές των παραπάνω τριών γραφικών τρόπων. *0



αναγνώστης παραπέμπεται στή σχ ε τ ικ ή  β ιβλ ιογραφ ία .

4 .7.4.3 'Αριθμητικά μεγέθη-Χαρακτηριστικά των με
τρήσεων .

Οι α ρ ιθ μ η τ ικ έ ς  μέθοδο ι  περιγραφής καί συμπτΰξεως 

των μετρήσεων χρησιμοποιούν α ρ ιθ μ η τ ικ έ ς  ποσό τη τες  ή χα

ρακτηρ ισ τ ικά  τά όποια κατά κάποιο τρόπο περιγράφουν τ ι ς  

μ ε τρ ή σ ε ι ς .  '0  βασικός σκοπός ε ί ν α ι  ή έξακρίβωση τής  κατα

νομής του πληθυσμού καί τά  χαρακ τηρ ισ τ ικά  αυτά άποσκοποΰν 

στήν απόδοση λ επ τομερε ιών  τής  κατανομής όπως ή θ έση ,  ή έ 

κταση ( ε δ ρ ο ς ) ,  ή συμμετρ ία ,  ή λ ο ξ ό τη ς ,  η κΰρτωσ ις  , ή 

αιχμή κ . λ .π .  τή ς  κατανομής. Δ ιακρ ίνουμε τ ρ ε ι ς  κ α τη γ ο ρ ίε ς  

περιγραφικών μέτρων:

α) Μέτρα θέσεως: Συχνά τά αριθμητικά δεδομένα πα
ρουσιάζουν τό χαρακτηριστικό γνώρισμα νά συγκεντρώνονται 
γ\5ρω άπό κάποια "κεντρική" τιμή. Αύτό τό φαινόμενο είναι 
γνωστό σάν κεντρική τάση τών μετρήσεων. *Η κεντρική τιμή 
καθορίζει τήν θέση τού κέντρου ή μέσου τής κατανομής τών 
μετρήσεων καί ανάλογα μέ τό τί έννοουμε μέ τόν όρο κέ-· 
ντρο προκύπτουν τά διάφορα μέτρα θέσεως. Τά μέτρα αυτά 
είναι αντίστοιχα τών μέτρων θέσεως τής (θεωρητικής) κα
τανομής τού πληθυσμού καί είναι ή μέση τιμή, ή διάμεσος, 
ή κορυφή κ.λ.π.

'0 α ρ ι θ μ η τ ι κ ό ς  μ έ σ ο ς  ό ρ ο ς  τών 
μετρήσεων ή ή  δ ε ι γ μ α τ ι κ ή  μ έ σ η  τ ι μ ή  ή 
ή μ έ σ η  τ ι μ ή  τ ο ύ  δ ε ί γ μ α τ ο ς  ... 3Χη  

συμβολίζεται μέ X καί ορίζεται άπό τη σχέση

7. 4 Περιγραφή icai σύμπτυξη τών Αριθμητικών δεδομένων
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X

η
Σ X .

i = l  % .
η

Μετρευταυ μέ τίς Εδυες μονάδες δπως καί οΰ αρχικές 
μετρήσεις (cm,gr, δραχμές κ.λ.π.).

Στήν περίπτωση μετρήσεων μέ συχνάτητες ή δμαδοποι- 
ημένων μετρήσεων ή μέση τομή δίδεται, άπά τήν σχέση

η
Σ f · X .

_  - ·_ γ  1  ^
X = -----r

η

δπου X . ή τιμή τής όμάδος ί  καί f .  ή συχνάτητα της. 
Γιά τά δεδομένα τοϋ Παραδείγματος 7.4 έχουμε

14427γ 2 3 9 + 2 1 2 + ...+ 2 8 4 ______
λ  =  60 " 6 0

=  2 40 ,45  .

"Αν δμως χρησιμοποιήσουμε τήν δμαδοποίηση τοΟ Πίνα
κα 7.4 έχουμε

-  1 7 3 *8 + 1 9 8 x1 1 + .. .+ 3 4 8 * 2
Χ =  60

__ 14430 
~  60

2 3 8 ,8 5  .

1384+2178 + . . . +696 
60

'Η διαφορά άπά τήν προηγούμενη μέση τιμή δφείλεται 
σέ απώλεια πληροφορίας λέγω όμαδοποιήσεως.

'Η μέση τυμή τοΟ δείγματος μέ βάρη W1, . . . , W  δυ-
JL «ν

δεταυ άπά τή σχέση

340



7. 4 Περιγραφή καί σύμπτυξη τών Αριθμητικών δεδομένων

η
Σ. W. X .

η
Σ w .

<7 . 5 )

Τά βάρη έκφράζουν τήν σημασία πού αποδίδουμε σέ κά 
θε τυμη.

"Αν έχουμε τρία δείγματα μέ μεγέθη nj ^ n 2 κα  ̂ η 3 

καί μέσες τυμές X ^  ~Χ^ Χ% άντίστουχα, ή μέση τυμό X 

δλων των μετρήσεων είναυ ή μέση τυμό των h ’  X2> h  με 
βάρη δηλαδη

η 1Χ1+ η 2Χ2*η 3Χ3

η 1+ η 2+ η Ζ

*Η τυμό αύτη είναυ δυαφορετυκη από την (Χ ^+Χ ^+Χ ^ )/δ  ε 

κ τό ς εάν Χ^=Χ^=Χ^ η η 2= η 2= η δ"
Η «’Η δ υ ά μ ε σ ο ς  τ ω ν  μ ε τ ρ ή σ ε ω ν  η η 

δ ε υ γ μ α τ υ κ η  δ υ ά μ ε σ ο ς  η ή δ ι ά μ ε 
σ ο ς  τ ο υ  δ ε ί γ μ α τ ο ς  είναυ ή μέση μέτρηση 
στην κατά σευρά μεγέθους δυάταξη τους.

"Ετσυ αν X ^ ) λ % (2 )3 ' * ' *  Χ ( η ) e^votL ^να διατεταγ
μένο δείγμα καί η περυττό μέ δυακεκρυμμένη τη μέτρηση 
Χ ( (η + 1 )/ 2 ) (δηλαδό νε συχνότητα ίση μέ ένα) τότε ή δυά- 
μεσος τοϋ δείγματος είναυ ή Χ ( ( η + χ )/ 2 ) ν^τρηση. "Αν τό 
η είναυ αρτυο καί ου μετρόσευς % (η/ 2 )*  Χ (η / 2 + 1 ) ^χουν 
συχνότητα ένα, τότε ή δευγματυκό δυάμεσος είναυ όπουοδη-
ποτε σημείο μεταξύ των μετρήσεων X

(η / 2 )
καυ

(η / 2 + 1 ) *
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Συνήθως παίρνουμε τό σημευο

Μ = Η Κ ( η / 2 ) + χ (η / 2 +1 ?  · ( 7 · 6 )

"Αν οί. παραπάνω προϋποθέσεις δέν πληροϋνταυ τότε ή 
δυάμεσος δέν υπάρχει.. Π.χ. γυά τά δεδομένα τοϋ ΙΤαραδεέγ- 
ματος 7.2 δυάμεσος δέν υπάρχει..

"Αν οί, μετρόσευς είναι, όμαδοπουημένεε (βλ. Πίνακα 
7.3) τάτε ως δυάμεσος τοϋ δείγματος λαμβάνεταυ τό σημείο 
Μ τοϋ άξονα των χ  μέ τόν υδυάτητα η από τ ό  Μ παράλλη
λος πράς τόν άξονα των y νά χωρίζει. τ ό  εμβαδόν τοϋ 6- 
στογράμματος σέ δϋο ίσα μέρη. *0 όρυσμός αύτός τός δυα- 
μέσου υποθέτει, ότι. οί. μετρόσευς είναι, όμουόμορφα κατανε
μημένες σέ κάθε όμάδα. Μέ τόν συμβολυσμό της §7.1.4γ καί 
ύπό τόν προϋπόθεση ότι. τά μό*η των ομάδων είναι. όσα πρός 
d3 ή διάμεσος Μ εύρίσκεται. έντός τός όμάδος i  γυά τόν 
όποία

ί ^  κ/2 ^  F ^ $ £= l 32 , . . . 3ki  ^o '  ®

καί
d F . n+  ( M - L . ) f . = 1/2 άη η

%-1 ι· ι*

Μ * L .  +  %  in / 2 -  F .  Ί
1 h  %- 1

Γυά τά όμαδοπουημόνα δεδομένα τοϋ 
μέσος Μ εύρίσκεται. στόν -£=£- όμάδα 
= 3 2 ) . "Ετσι.:

Μ  =  L s+ j -  Cn/2-F2 ) = 2 1 0,5+ f§ f^| 
3

) ·

Πίνακα 7.4 η δυά- 
CF2=19<60/2<Fz =

- 1 9 ) « 231 ,66 .

’Η κ ο ρ υ φ ό των μετρόσεων η τοϋ δείγματος η η
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δ ε ο γ μ α τ ο κ ή  κ ο ρ υ φ ή  είναο, δπως καο στην 
περίπτωση του πληθυσμοί), ή τομή μέ την μεγαλύτερη συ
χνότητα. "Ετσο στό Ιΐχράδεογμα 7.1 τό ύψος 175cm είναο 
η κορυφή του δείγματος. Γοά τά όμαδοποοημένα δεδομένα 
τοϋ Πίνακα 7.Μ- ή 3- ομάδα έχεο την μεγαλύτερη συχνότητα 
καί ως κορυφή λαμ$άνεταο ή τομή τής ομάδας αύτής 223m gr. 
Είναι, φανερό δτο οί κατανομές των μετρήσεων μπορεο νά 
έχουν μία μόνο κορυφή ή καμμόα κορυφή ή νά είναο πολυ- 
κόρυφες.

Τό μ έ σ ο  ε ύ ρ ο ς  (midrange) των μετρήσεων
είναι,

1/2 (m in  Χ .+  max X J  .

Είναι, καί αύτό άλλο ένα μέτρο θέσεως τής κατανομής των 
μετρήσεων, πού προφανώς έπηρεάζεταο άπό τίς άκρες τομές 
τοϋ δείγματος.

’Από τά δοάφορα μέτρα θέσεως ποοό είναι, τό καλύτερο 
ή προτομώτερο; 'Η απάντηση στό ερώτημα αύτό έξαρταταο ά
πό τόν σκοπό καί τον τρόπο χρησομοποοήσεως των μέτρων 
αύτών. "Ετσι, χρειάζεται, νά ξέρουμε τά πλεονεκτήματα καί 
τά μεοονεκτήματα των δοαφόρων μέτρων.

"Αν ή κατανομή των μετρήσεων είναι, συμμετροκή καί 
μονοκόρυφη, τότε ή μέση τομή X , ή δοάμεσος Μ καί ή κο
ρυφή Κ συμπίπτουν. "Οσο η κατανομή γίνεται, ποό άσυμμε- 
τροκή τόσο οί δοαφορές μεταξό των μέτρων αύτών γίνονται, 
μεγαλύτερες.

'Η μέση τομή X είναι, εύαίσθητη στίς άκρότατες το
μές τοϋ δείγματος ένώ τό αντίθετο συμβαονεο γοά τή δοά- 
μεσο Μ καί κορυφή Κ . "Αν ή κατανομή τών μετρήσεων
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εύναε λοξή τέτε η δεάμεσος καί ή κορυφή άποτελούν καλύ
τερα^ περυγραφυκά μέτρα τής θέσεως της κατανομής των με
τρήσεων.

'Η μέση τεμή X ύπερέχεε των άλλων μέτρων θέσεως 
δσον άφορα τίς μαθηματικές καί στατεστεκές εδεέτητες."Ε- 
χεε μεγαλύτερη εύστάθεεα (μεκρέτερη μεταβλητέτητα)καί έ- 
πεδέχεταε θεωρητική επεξεργασία πλουσεώτερη καί εύκολέ- 
τερη σέ σχέση μέ τά άλλα μέτρα. Τά τελευταία αύτά πλεο
νεκτήματα κάνουν τήν μέση τι,μή μοναδεκή σχεδέν έκλογή 
γεά δλους έκτάς άπά τούς καθαρά περεγραφεκούς σκ-οπυ-ύ-ς.

β) Μέτρα μεταβλητότητας(δεαστιορας ή δεακυ- 
μάνσεως) των μετρήσεων: Οε άρεθμητεκές τεμές των 
στατεστεκών δεδομένων εύναε κατά κανάνα δεαφορετεκές με
ταξύ τους. Παρουσεάζουν δηλαδή τήν λεγομένη δεασπορά ή 
δεακύμανση άλλες φορές σέ μεκρέ καί άλλες φορές σέ μεγά
λο βαθμέ. ’ Η μεταβλητέτητα αυτή μετρεεταε μέ τά λεγάμενα 
μέτρα δεασπορας ή δεακυμάνσεως. Τά μέτρα αύτά μαζί μέ τά 
μέτρα θέσεως δένουν μεά πληρέστερη περεγραφή των μετρή
σεων, δεδομένου δτε μπορεί νά έχουμε ομάδες δεδομένων μέ 
τήν εδεα μέση τεμή ή δεάμεσο ή κορυφή άλλα τελείως δεαφο
ρετεκές δεακυμάνσεες.

Τά πεέ απλέ μέτρο δεασπορδς των μετρήσεων εύναε τέ 
δ ε l γ μ α τ ι κ έ ε ύ ρ ο ς  (range)ή το ε ύ ρ ο ς  
τ ο ύ  δ ε ί γ μ α τ ο ς  τέ όποίο όρίζεταε άπέ τήν 
σχέση

R = max λ.- m in  X . . ( 7 . 8 )
% %

Παρά τήν εύκολία ύπολογεσμοΟ, τέ εύρος δέν εύναε
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·>ν>;
ψ:

■<*·

καέ τόσο εκανοποεητεκό μέτρο μεταβλητότητας δεότε:
(i) στηρεζεταε μόνο στες δυο άκρες μετρησεες καέ άγνοεε 
τές άλλες, (ii) καθώς 6 άρεθμός τών μετρήσεων μεγαλώνει, 
τό εδρος τεένεε νά γένεε μεγαλύτερο (έτσε μπορεε νά χρη
σιμοποιηθεί γεά την συγκρεση της μεταβλητότητας δύο ομά
δων δεδομένων μόνο όταν οέ ομάδες περεέχουν τόν έδεο ά- 
ρεθμό μετρήσεων) καέ (iii) παρουσεάζεε την μεκρότερη εύ- 
στάθεεα (μεγαλΰτερη μεταβλητότητα) σε έπαναληπτεκές 
δεεγματοληψέες σε σχέση μέ τά άλλα μέτρα δεασπορδς εκτός 
τών περιπτώσεων που τό μέγεθος τοϋ δεέγματος εδναε πολύ 
μεκρό. Λόγω της εύκολέας ύπολογεσμοΰ καέ της εύστάθεεας 
του σέ μεκρά δεέγματα, τό εδρος χρησεμοποεεεταε συχνά 
στόν στατεστεκό ποεοτεκό έλεγχο όπου τέσσερεες η πέντε 
μετρησεες συνήθως άρκουν.

‘Η δ ε α κ υ μ α ν σ η  (η δ ε α σ π ο ρ ά )  τοϋ 
δεέγματος η δ ε ε γ μ α τ ε κ η  δ ε α σ π ο ρ ά  δέδε- 
ταε άπό τόν σχέση

0 7 ^  _ 2S' = -  Σ ( Χ . - Χ Γ  · ( 7 . 9 )
η ΐ=: t.

’Αναπτύσσοντας τό τετράγωνο καέ χρησεμοποεοϋντες εδεότη- 
τες τοϋ άθροέσματος Σ έχουμε

Σ (Χ  . - Χ )2= Σ (Χ 2.-2Χ Χ  .+Χ2 )= Σ Χ 2.-2 Χ ΣΧ  .+ηΧ2
Ί, ^ ^ ^ ^

„ Σ Χ . Σ Χ . ( Σ Χ . ) 2
= Σ Χ . -Σ  ( - τ ^ ) Σ Χ  .+η ( — ^ )  = Σ Γ .-------  .^ η  % η  % η

"Ετσε

s ,2  _  1
S  -  η  ' ΖΧί ----η I ' < 7 .1 0 )
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Γυά τον υπολογισμό τοΟ S fU άρκευ νά υπολογίσουμε τό α- 
θρουσμα ΣΧ^ καυ τ ό  άθρουσμα τετραγώνων Σ χ ί των με- 
τρήσεων. *0 τόπος (7.10) λέγεταυ τόπος μηχανης.

Γυά λόγους ποό θά φανουν όταν μελετήσουμε την έκτό- 
μηση των στατυστυκών παραμέτρων, ως δυακόμανση τοΟ δευγ- 
ματος συχνά παυρνεταυ ή ποσότης

S 2*  -Λτ Σ ( Χ . - Χ ) 2 
η -1  ^ (7 .1 1 )

ή οποόα λέγεταυ καυ μ έ σ η  τ ε τ ρ α γ ω ν υ κ ό  α-
2 7

π ό κ λ υ σ η .  *0 τόπος μηχανές γυά την απόπλυση S ευ- 
ναυ

£Τ 7 ' 9= - K r  {ΣΧ 2. -----—  } .
η -1  ν ν η  *

(7 .1 2 )

2 2 , *Οΰ δυακυμάνσευς S * καυ S εκφράζουν την υδυα
στατυστυκό έννουα:τόν μεταβλητότητα τοϋ δευγματος. *Επυ- 
σης ή δυαφορά μεταξό των τυμών των S ' 2 καυ S2 εϊναυ 
άσόμαντη, υδόως όταν τό μέγεθος τοΟ δευγματος εϊναυ με
γάλο. Δέν παόουν όμως νά έχουν δυαφορετυκές στατυστυκές

r2 τευνευ νά ύ-ΰδυότητες όπως θά δοΟμε πυό κάτω (τό S
2

ποεκτυμα τό δυακόμανση σ ).
*Η δυακόμανση στηρόζεταυ στυς ποσότητες Χ ^ - Χ , . . . 3

X - X  ποό λέγονταυ ά π ο κ λ υ σ ε υ ς  α π ό  τ ό  μέ- 
η
σ η τ υ μ ό. '0 μέσος όρος των αποπλύσεων αυτών δέν 
προσφέρεταυ γυά μέτρο δυακυμάνσεως δυότυ

η
Σ  ( Χ . - Χ )  =  Σ Χ . - η Τ  =  0 

i = l  ν *
(7 .1 3 )

γυά όπουοδόποτε σόνολο μετρόσεων Χ^Λ. . . 3Χ^.
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’Αντύ τού μέσου δρου των αποπλύσεων μπορούμε νά χρη- 
συμοπουήσουμε τόν μέσο δρο των απολύτων αποπλύσεων

ί  Σ \Χ.-Χ\ . (7 .1 4 )
i = l

Τδ μέτρο αυτό λέγεταυ μ έ σ η  α π ό λ υ τ η  α π ό 
π λ υ σ η .  Παρουσυάζευ περυορυσμένο ένδυαφέρον λόγω των 
τεχνυπών δυσπολυών τής απολύτου τυμής.

*Η ποσότης ν
j

η -  2Σ (Χ . - Χ )  (7 .1 5 )• 1 Τ'Ί=1

λέγεταυ αθρουσμα τετραγώνων των αποπλύσεων ή λόγω απλό
τητας αθρουσμα τετραγώνων παύ εΰναυ ύση μέ τό μηδέν έάν 
παύ μόνον έάν οΰ τυμές των μετρήσεων είναυ υσες μεταξύ 
τους. ’Ομούως τό αθρουσμα τετραγώνων παύρνευ μεγάλες τυ
μές έάν παύ μόνον έάν οΰ τυμές των μετρήσεων δυαφέρουν 
(έχουν μεγάλη δυασπορά) μεταξύ τους. Τό ύδυο ΰσχύευ παύ 
γυα τυς ποσότητες S f παυ S .

Τό αθρουσμα τετραγώνων συνδέεταυ μέ έναν άρυθμό, δ 
δπουος εΰναυ γνωστός σάν β α θ μ ό ς  έ λ ε υ θ ε ρ ύ 
α ς  τ ο 0 ά θ ρ ο ύ σ μ α τ ο ς .  Ό  άρυθμός αύτός ό- 
ρύζεταυ ως 6 άρυθμός των τετραγώνων μεύον τον άρυθμό των 
άνεξαρτήτων γραμμυπών περυορυσμών πού υπάρχουν έπύ των 
δρων του άθρούσματος. "Ετσυ τό αθρουσμα τετραγώνων
( 7 .1 5 ) ί χ ζ ι ,  η -1 βαθμούς έλευθερύας δυότυ ύπάρχευ μόνον
ένας γραμμυπός περυορυσμός, ό ( 7 .1 5 ) μέ τήν βοήθευα τού 
όπούου μπορευ νά προσδυορυσθεύ ή n-οστή απόπλυση δταν 
δύδονταυ οΰ άλλες η -1  άποπλύσευς. Οΰ βαθμού έλευθερύας
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συνοδεύουν καί την ποσότητα £> ,

*Η τ υ π ι κ ή  ά π ό κ λ υ σ η  τ ο ϋ  δ ε υ γ μα 
τ ο ς η δ ε ι γ μ α τ ι κ τ| τ υ π υ κ η  ά π ό κ λ l 
σ η είναι, ή τετραγωνικό ρίζα τής δυακυμάνσεως δηλαδή

S '=  ή S = &  . (7 ,1 6 )

'Η τυπι,κή άπόκλυση εκφράζει, την μεταβλητότητα των 
μετρήσεων κατά περισσότερο άμεσο τρόπο δεδομένου ότι, με- 
τρεεταυ μέ τίς ίδι,ες μονάδες μετρήσεως όπως καί τά άρχυ- 
κά δεδομένα σέ αντίθεση μέ τήν δι,ακύμανση πού μετρεϋται, 
μέ τό τετράγωνο των μονάδων.

'Ως σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ό τ η -  
τ ο ς των μετρήσεων ορίζεται, ή ποσότης

C. ■/. = ί  ή C. V. - #  χ 100%
X χ

(C , V - c o e f f i c i e n t  o f  V a r ia t i o n )  3 ή οποία είναι, καθαρός 
άρυθμός καί έκφράζει, τήν μεταβλητότητα των μετρήσεων α
παλλαγμένη από τήν έπίδραση τής μέσης τυμής.

'Η χρησυμότητα τοΟ συντελεστοΟ μεταβλητότητας φαί
νεται, άπό τό ακόλουθο παράδει,γμα: "Ενα σύστημα ή μέθο
δος κατασκευάζει, σωλήνες (π.χ. κάλυκες) μίας όρι,σμένης 
δυαμέτρου. "Εστω ότι. ή τυπι,κή άπόκλυση τής δυαμετρου 
είναι, 0 ,0 5  cm . Πότε τό σύστημα (μέθοδος) έχει, περυσσό- 
τερη άκρίβευα όταν ή μέση δυάμετρος είναι, 10cm ή Η cm;

"Ας υπολογίσουμε τούς συντελεστές μεταβλητότητας:

μέ μέση δυάμετρο 1 0 cm C. V .=
0*05

10
• 100%=0* 5%
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με μέση διάμετρο 0 , 5cm  C.V* = * 100% =10%

”Αρα δταν η μέση διάμετρος είναι 10cm 6 συντελεστής 
μεταβλητότητας είναι μικρότερος καί το σύστημα έχει μεγα
λύτερη άκρίβεια.

Παράδειγμα 7.5:
Για τά δεδομένα τοϋ Παραδείγματος 7.4 έχουμε:

ΣΧ. = 14 ,427  ΣΧ2. =  3615497 
% Ί

2
S f2=  J q { 3615497 - }= 2442,08

S '=  4 9 ,4 2

2

S 2=  ~  {3615497 ~ }= 2483,42

S =  49, 83 .

Είναι φανερό δτι ή δειγματικη διακύμανση καί η τυπική 
απόκλιση S ' καί S ' αντιστοιχούν έννοιολογικά μέτην 
διακύμανση καί την τυπική απόκλιση σ καί σ τοϋ πλη
θυσμού. * Η στατιστικό σημασία της διακυμάνσεως καί κατά 
συνέπεια της τυπικής άποκλίσεως καταφαίνεται άπό τό Θεώ
ρημα τοϋ Chebyshev (βλ. Κεφάλαιο V): γιά οποιοδηποτε 
τυχαίο δείγμα χ η, . * · , χ  τούλάχιστον ( l - 1 / k  ) των με-i At
τρ ή σ ε ω ν ( k = l , 2 , . , ) θά εύρίσκεται σέ απόσταση k τυπικών 
αποκλίσεων άπό την μέση τιμή, δηλαδη εντός τοϋ διαστή
ματος [ (X - k s ,  X + k s ) ] ,

Στην περίπτωση μετρήσεων μέ συχνότητα η όμαδοποιη- 
μένων μ ε τ ρ ή σ ε ω ν  ή διακύμανση δίδεται άπό τίς σχέσεις
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* * < * < * · - £ { * &
Ί=1 ^=I

( W _ }
η

Παράδειγμα 7.6;

Για τά όμαδοποιημένα δεδομένα τοΟ παραδείγματος 7.4· 
έχουμε:

Z f . X . «1 4 4 2 7  Z f . X 2. =  3556190
V Ί 1, Ί,

S 2=  j g  {355 6190 -3468 972 ,15} = 1478 ,27  

S  =  3 8 ,4 5 .

γ) Ροτιε'ς τοϋ δείγματος; οι ροπές τοΟ δείγματος 
ορίζονται δπως οί ροπές τοΟ πληθυσμοΟ καί έχουν την ίδια 
έννοιολογιχιΐ σημασία. "Ετσι έχουμε:

(1) δειγματιχτΐ ροπιΐ k τάξεως πε*ρί τά μηδέν;

m ,=  -  Σ  £  ,  k = l , 2 , . . .
k η . - ι

(2) δειγματικιί κεντρική ροπή k τάξεως:

1 η  -  k
» k =  ή  < h - x > ·

k — 1 , 2,...

(3) δειγματιχή τυπική η χανονιχοποιημένη 
ροπή k τάξεως:

’Απ<5 τίς παραπάνω ροπές πι<5 χρήσιμες είναι ή m^=X,
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ί\
*» - 
i. ·

*

ο ^
V2~ S r λ α ζ  ό δευγματυκός συντελεστής λοξότητας της κατα
νομής των μετρήσεων καυ α^ ό δευγματυκός συντελεστής 
κυρτότητος της κατανομής. *Η έρμηνεύα των α^ καυ α^ 

είναυ ή £δυα μέ την(έρμηνεύα των α^ καυ άντιίστου-
χα (3λ. § 5.4) .

7. 4 Περιγραφή καί σύμπτυξη τών Αριθμητικών δεδομένων

r(:·
ί
r

ι:
■Τ'·'

Λ ϊ ■*'·.

351

ιί



Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

7 .1 .  Γυά κάθε ομάδα μετρήσεων νά βρεθούν (α) ή μέση
τυμή, (β) ή διάμεσος, (γ) ή κορυφή, (δ) τό εδρος

2
(ε) ή διακύμανση S καί (στ) η τυπική απόκλιση
S .

( i ) 1 , 3 , 3 , 5 , 6 , 6

( U ) - 4 ,  2 , 0 , - 6 ,  - 4 ,  6 ,

( H i ) 1 6 ,2 2 , 2 , 8 , 6 ,2 0 ,

7 .2 .  Νά δειχθούν οί σχέσεις

υ2~ m2~ ml

V  m3" 3ml  m2+2ml

v  V  4mi  V  6mi  V  Zm\

7 .3 .  Δίδονται οί χρόνου ζωής 60 λυχνιών ενός ορισμένου 
τύπου. *0 χρόνος ζωής μετρειται σέ δρες μέ «κρύ
βε υα μετρήσεων τήν πλησιέστερη ωρα.

365 510 381 354 301 497

321 250 445 462 373 442

331 364 501 286 451 444

364 382 460 404 342 473

271 388 337 438 552 351

342 301 265 309 448 573

455 373 457 399 395 273

332 554 308 443 461 412



270 324 251 299 605 341

539 370 306 541 398 366

( i , ) Νά γύνε|> ομαδοποίηση των δεδομένων σέ δέκα ο
μάδες.

. ( v i )  Νά κατασκευαστεί τό ιστόγραμμα καί τό πολύγω
νο άθρουστυκών συχνοτήτων.

( Μ )  Γυά τίς όμαδοπουημένες μετρησευς νά βρεθεί ή 
μέση τυμη, η δυάμεσος καί η τυπυκη άπόκλυση S , 

( ν ο ) Νά βρεθούν τά τεταρτημόρυα καί τό ΙΟτο έκατο- 
στυαίο σημείο.

7 ,4 . Νά δευχθεί ότυ τό άθρουσμα των τετραγώνων των απο
κλίσεων η μετρήσεων άπό μία τυμη α γίνεταυ ε λ ά χ ι 

σ τ ο αν καί μόνο άν α=Χ.

‘Ασκήσεις

7 ,5 , Νά δευχθεί ότυ

E ( mk )  =  uk

7 ,6 . Νά δευχθεί ότυ

( ί> Λ 2 η (τ Γ Τ Τ j, (Χ Γ Χ/

( ί ί )  V a r fS 2)  =  ί -  ( λ . -  <s4)
η  4 η -1

όπου \k=  E (X - Vy
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

στατιστικά- δειγματικες 

κατανομές

8.1 Δειγματοληψία καί ϊομαερασματολογία  
-Δειγματικές κατανομές

* η εύρεση των άγνωστων ποσοτυχων π πουοτυχων στοι»— 
χεύων ενός πληθυσμοί γίνεται. μέ τη βοόθευα δευγμάτων 
που έχλέγονταυ άπ’αυτόν. "Εστω δτυ στίς δημοτυχές έχλο- 
γε'ς 6 πληθυσμός μίας πόλης είναι, δυχασμένος σέ έχείνους 
που υποστηρίζουν τόν ύποψόφυο Α χαί εχείνους που υπο
στηρίζουν τόν ύποψηφυο Β . Mud σφυγμομέτρηση τ?ίς χουνης 
γνώμης έπυδυώχει. νά προβλέψει. τό αποτέλεσμα της έχλογ^ς. 
"Ετσι. έχλέγεταυ ενα τυχαίο δείγμα 100 ψηφοφόρων (συνή
θως χωρίς έπανατοποθέτηση) χαί έστω X 6 άρυθμός έχεί- 
νων που ύ.ποστηρίζουν τόν ύποψηφυο Α . "Εστω επίσης ρ 
τό ποσοστό των ψηφοφόρων τίίς πόλης που υποστηρίζουν τόν 
Α . "Αν τό ρ ίταν γνωστό δέν θά υπήρχε άνάγχη προβλέ- 
ψεως η δευγματοληψίας. 'Η σφυγμομέτρηση προσπαθεί νά 
"μαντέψει." τό ρ βάσει. τοϋ X. "Αν π.χ. Χ=70 ξέρουμε, 
χαί χωρίς τη χρηση της Στατυστυχης ’Ανάλυσης, ότι. τό ρ 
θά είναι, γΰρω στό 70%. Είναι, απίθανο τό ρ νά είναι.



8. 1 Δειγματοληψία καί συμπερασματολογία - Δειγματικές κατανομές

25% Hat νά έχουμε ένα Χ=70. ’Επέσης ξέρουμε δτε αν τό 
μέγεθος τον) δεέγματος ?ίταν 1000 άντε 100 θά μπορού
σαμε νά κάνουμε πto άκρεβέστερη "έκτέμηση" του ρ. Σκο
πός μας είναε νά πάμε πεό κάτω από αυτές τές απλές καέ
άρχεκές εδέες καέ νά καταλάβουμε λεπτομερέστερα πως γέ- 
νεταε η "έκτέμηση" του ρ καέ τέ είδος άκρέβεεας μπο
ρούμε νά έχουμε.

Τά άγνωστα στοεχεέα τού πληθυσμού συνήθως έκφράζο- 
νταε συναρτησεε άρεθμων που λέγονταε (στατεστεκές) π α- 
ρ ά μ ε τ ρ ο ε .  Π.χ. τό ρ τον) παραπάνω δεέγματος, ό 
μέσος χρόνος μετάξι) δύο δεαδοχεκών άφέξεων κλήσεων σ ’έ
να τηλεφωνεκό κέντρο, τό μ της κανονεκης κατανομής, η 
Ρ (Χ > 1 ) κ.λ.π. Τά συμπεράσματα γεά μεά παράμετρο έξάγο- 
νταε μέ τη βοηθεεα των σ τ α τ ε σ τ ε κ ώ ν ( η  σ τ α -  
τ ε σ τ ε κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ) ,  τά δποεα εί-
ναε άρεθμοέ πού μπορούν νά υπολογεστούν άπό τό δεεγμα.

_  £Π.χ. τό X τού παραπάνω παραδεέγματος, τό ΧΛ S κ.λ.π.

‘ Ορεσμός 8.1:

Μέα συνάρτηση των μεταβλητών X X 9J .. .*X ένός τυ-
1 ύ ΥΙ

χαέου δεέγματος πού δέν περεέχεε άγνωστες παραμέτρους 
λέγεταε σ τ α τ ε σ τ ε κ ό  η σ τ α τ ε σ τ ε κ η  
σ υ ν ά ρ τ η σ η  (σ.σ.).

Τά στατεστεκά συμβολέζονταε συνήθως μέ Τ = Τ (Χ ^  ...,
X ιS=S ( X^Λ, ,  j X ) κ.λ.π.

η  1 η
’Από τά προηγούμενα είναε φανερό ότε τόσον οε τε- 

μές χέ ένός τυχαέου δεέγματος όσο καέ τά στατεστεκά Τ  

παέζουν ένα δεπλό ρόλο: άφ’ένός μέν είναε γνωστοέ άρεθ
μοέ (έχουν γνωστές άρεθμητεκές τεμές), άφ’έτέρου είναε
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καε τυχαίες μεταβλητές. Στ<5 προηγούμενο παράδεεγμα 
Χ=70. Το X έχεε την τεμη 70 άλλα είναε καε μεα δεω- 
νυμεκη τ.μ. μέ παραμέτρους ( η , ρ ) . Οε στατεστεκές συναρ- 
τησεες ώς συναρτησεες τυχαεων μεταβλητών είναε έπεσης 
τυχαεες μεταβλητές. Παερνουν τες δεάφορες τεμές τους έ- 
πεετα άπό ν ο ε ρ έ ς  έ π α ν α λ η ψ ε ε ς  τ ο υ  
π ε ε ρ ά μ α τ ο ς  πού γέννα τες τεμές του τυχαεου 
δεεγματος. Συνήθως θά συμβολίζουμε τες άρεθμητεκές τε
μές τού τ. δεεγματος η των στατεατεκών μέ μεκρά γράμμα- 
τα χ ^̂  ... η ^2^ *"' ̂ Xj s κ.λ.π. (έρωτος ρολο ς)
καε τες τυχαεες μεταβλητές μέ κεφαλαία γράμματα Χ ηΛΧ 0,

— 2 , 1 & 
T aX ,S  κ.λ.π. (δεύτερος ρόλος).

Οε κατανομές πεθανότητας των στατεστεκών λέγονταε
δ ε ε γ μ α τ ε κ έ ς  κ α τ α ν ο μ έ ς .  "Ετσε ό Χ3

τ<5 S  3 S κ.λ.π. έχουν άπό μεα δεεγματεκό κατανομή τό
κάθε ένα. Τά στατεστεκά συμπεράσματα έξάγονταε χρησεμο-
ποεώντας τες κατανομές αυτές.

"Αν ένδεαφερόμαστε γεά τό μέσο βάρος μ (σέ κελά) 
τοΟ πληθυσμού ψαρεών στό Λεμνη *Ιωαννενων τό μ είναε 
μύα άγνωστη παράμετρος καε προφανώς θά μεενεε γεά πάντα 
άγνωστη. Γεά νά "έκτεμήσουμε" τό μ παίρνουμε ένα δείγ
μα άπό ψάρεα καε ύπολογύζουμε τό μέσο βάρος τους χ . Μέ 
βάση τό χ  βγάζουμε συμπέρασμα γεά τό μ. Χώρες στατε- 
στεκύ θεωρία ξέρουμε ότε τό χ  "έκτεμά" κάπως τό μ, άλ 
λά γεά νά μάθουμε πώς νά βγάζουμε συμπεράσματα καε πόση 
άκρύβεεα θά έχουν τά συμπεράσματα αύτά, χρεεαζόμαστε νά 
ξέρουμε τάν κατανομή τού Χ3 τό δεεγματεκη κατανομή της 
τ.μ. X.

Είναε φανερό ότε ή εύρεση των δεεγματεκών κατανομών



στηρύζεταο στη μεθοδολογία της αλλαγής μεταβλητών. Πρύν 
προχωρήσουμε στη μελέτη των δεογματοκών κατανομών θά 
δώσουμε μεροκά γενοκά αποτελέσματα πού αφορούν τύς μέ
σες τομές καύ δοακυμάνσεος των χαρακτηροστοκών του 
δεύγματος καύ τά οποία όσχύουν χώρος συγκεκρομένη ύπό- 
θεση γοά τό είδος της κατανομής τοΌ πληθυσμού.

8. 2 Μέσες τιμές και διακυμάνσεις X και S2

8. 2 Μέσες τιμές καί διακυμάνσεις χδν X καί S2

’Εφ’δσον τά στατοστοκά Xa S κ.λ.π. είναο τυχαίες 
μεταβλητές είναο σωστό νά μολαμε γοά τύς μέσες τομές, 
δοακυμάνσεος τους κ.λ.π.

Θ ε ώ ρ η μ α  8.1:

"Εστω X^a ..., Χ^ ένα τυχαίο δείγμα από ένα πληθυσμό 
μέ μέση τομή μ καύ δοακύμανση σ . Τότε

( i ) Ε (Χ ) = μ ( 8 . 1 )

2
( U ) V a r (X ) = —  

η (8 . 2 )

( i i i ) E (S 2) =-σ2 . ( 8 . 3 )

'Α π όδε ιξη :

η
U )  Ε (Χ ) =  Ε ( -  Σ Ε (Χ . )  =

η  · *.
%=1

1 η
η  Σ Ε ( Χ ί } 
η  i = l  %

1 η
ή  . ν = *

ι= 1
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( U )  V a r (X ) =  V a r ( -  Σ Χ . ) =  ~  Σ V a rX .=  ~  Σ σ 2= —
η τ  2 · 7 ^  2 . ,  w

«  η  ι= 1

a w  e (s 2) = s[-i- ε ( x . - x ) 2 ]
n ' 1  w  l

1 n  — o
z r r E l z  (x.-u+v-xri
n ’ 1 i = i  1

1 71 9 n _ 9 n
— γ ff[ Σ ( Χ . - ν Γ +  Σ α-μ; -2 Σ ( X - v ) ( X 4 ~ v ) \  
η ~ λ  i=l z i=l i=l V

=  - ~ r  E[ Σ ( X . - v ) 2+ n ( X - \ i ) 2- 2 ( X - m)  ( n X - m )] γι- l  . „ i.i=i

n
-^r E[ Ϊ  (X.-v)2-n(X-v)2] 
"‘1 ί-J 1

ε srjr.-MJ2-»̂ (A'-y;2]
"-1 im l  1

Βάσει, τοΟ ( i i )  έχουμε E ( X - v ) 2 * V a v (X )= a  /η  .

Ετσι,

E ( ^ )  = [Σ σ2-η a2/ ή ] = σ2. ▼ 
n - J  i-J

Πόρισμα 8 .1 : 'Εστω xu >x12> · * ^  ma£s
δείγμα Μεγέθους «7 άπο ενα πληθυσμό ud udan τιμό μ7

καί διακύμανση σ̂  καί χ 21* Χ 223 * * '*Χ 2η* τυγαιο 
δείγμα μεγdθoυs η^ άπδ ενα άλλο ανεξάρτητο πληθυσμό ud

358



8. 3 Κατανομές πού Απορρέουν Από τήν κανονική

μέση τυμή μη καύ δυκύμανση of . Τότε

U ) m 3-x2; = μ3-μ2 ( 8 . 4 )

σ|
( U ) ν α * (Χ Γ Χ2)  - -  + 2

η 2
(  8 .S )

οπού ( Σ AT- J/n, καύ Χ 9 
ΐ=2 J·? 3 2

f Σ v /n2 *

8.3 Κατανομές πού Απορρέουν Από τήν κανονική

Ου μονοδυάστατες κατανομές πού δύδονταυ στο έδάφυο 
αύτό απορρέουν άπ<5 την κανονυκή κατανομή καύ παύζουν Ο
πως θά δούμε πρωταρχυκό ρόλο στη στατυστυκή συμπέρασμα 
τολογύα. Τό υδυο ύσχύευ καύ γυά τά άντύστροφα έκατοστυ- 
αύα σημευα αύτών.

2
‘ Ορισμός 8.2 κατανομή X

"Εστω Χ ^ , , , ΛΧ^ ν ανεξάρτητες καύ ισόνομες τ.μ
μέ τυπυκή κανονυκή κατανομή. ‘Η κατανομή της τ.μ.

+ . . . + X ?  είναυ ή ΧΓ , χύ- τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  μ έ  ν ν
ν β α θ μ ο ύ ς  έ λ ε υ θ ε ρ ύ α ς ( β . ε . ) .  Συνολυκά

X2 = ΣΝ(0,1)Β. (8.6)

*Η χύ τετράγωνο κατανομή μέ ν βαθμούς έλευθε- 
ρύας παρουσιάστηκε καύ μελετήθηκε στό έδάφυο 4 ,1 0 ως 
ευδυκή περύπτωση τής Γάμμα κατανομής μέ α=ν/2 καύ β=2.



Λ

*0 'Ορισμός 8 .2  αποτελεί ένα ισοδύναμο τρόπο παρουσιά-
2

σεως της κατανομής Χ^· Πράγματι, μέ τή θεωρία τοΌ έδα- 
φίου 6 .4  μπορούμε ν ’ αποδείξουμε δτι ή τ.μ. Υ του *Ο
ρισμοί) 8 .2  έχει κατανομή G(ctr=v/2, 6 = 2 ).

'Η X* κατανομή είναι λοξή πρός τά δεξιά καί η 
πυκνότητα της έξαρτδται μόνο από τούς βαθμούς έλευθε- 
ρίας ν. Μάλιστα δ έ καθώς οί βαθμοί έλευθερίας αύξάνουν 
η λοξότης έλαττοΟται.

2
Τό Σχήμα 8 .1 μδς δίνει τρεις X κατανομές μέ 1 ,4  

καί 10 βαθμούς έλευθερίας.

Κεφ. 8 Στατιστικά - Δειγματικές κατανομές

2χπμα 8·1 X 2 κατανομές μέ 1 ,4  καί 10 βαθμούς ελευθε
ρίας.

I
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8. 3 Κατανομές πού Απορρέουν Από τήν κανονική

Μπορεί: νά άποδευχθεύ δτυ δταν ν -*■ · ή X κατανομή
προσεγγίζεται, άπά τύν κανονυκύ κατανομή.

2
Ου συνηθευς πύνακες Tfis X -κατανομής (βλέπε Πύνακα 

IV στά Ιϊαράρτημα) δυάφορους β.ε. ν <. 30 α ν τ ύ σ τ ρ ο -
2 « cφ α (άπο πάνω) έκατοστυαυα σημευα X τά οπουα ορύζο-
Ον y  V

νταυ άπά τη σχέση

PCX2 >, xf ) = <* , (8.7)Μι̂ V
Ο

π.χ. Κ 0 =  31, 40. "Οταν τά ν εύναυ μεγαλύτερο τοϋ
U$ Uby uU 2

30 ου πυθανάτητες της κατανομής X συνήθως προσεγγύζο- 
νταυ μέ τύς πυθανάτητες της κανονυκης κατανομής (βλ.Κεν*· 
τρυκά 'Ορυακά Θεώρημα § 8 . 5 ) ,

’Επύσης έχουμε

Ε ( Χ ^ )  = ν καύ Vcop(X ^ ) = 2ν . ν ν ( 8 . 8)

‘ Ορισμός 8.3 Κατανομή t
ο

"Εστω Χ ^ Ν ( Ο , Ι ) ,  Υ^Χ καύ Χ , Υ ανεξάρτητες τ.μ.
^ χ  '

*Η κατανομή της τ.μ. Ζ = — λέγεταυ ί (τύ μ έ
f i / v  V

ν β α θ μ ο ύ ς  έ λ ε υ θ ε ρ ϋ α ς ) .  Συμβολυκά

t ν ( 8 . 9 )

'Η κατανομή t  είναυ γνωστή καύ ως η κατανομή 
του S t u d e n t  , ψευδώνυμο τοΟ W .S. G o s s e t 6 όπουος 
πρώτος την ανακάλυψε τά 1908.

Μπορευ ν ’άποδευχθευ δτυ ή σ.π.π. της t  κατανομής
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δίνεται, άπό τή σχέση

rt^i) Λ  -  ψ
f  ( t )  =  ------------- —  ( 1+ — ) > - “ <£<+« .

? (v / 2 ) f w j
ν

*Η t y  κατανομή είναι, συμμετρική περί τόν αξονα.

Σχήμα 8.2 Κατανομές t ^ καί t m =  Ν (Ο λ 1 )

X =  0 καί έχευ μέση τομή καί διακύμανση:

E ( t v )  = 0 ,  V a r ( t v )  = ·  (8 .1 0 )

Ου ούρές τής κατανομής t  έχουν περυσσότερη πυθανότητα 
από τίς άντίστουχες ούρές τής τυπυκής κανονυκής κατανο
μής η οποία είναι, ψηλότερη στό μέσον. "Οσο μεγαλώνουν



8. 3 Κατανομές πού Απορρέουν Από τήν κανονική

ου βαθμού έλευθερυας τόσο π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο  ή κατανομή προσεγ- 
γυζευ την τυπυκή κανονυκή. Στην πραγματυκότητα

t  = Ν ( 0 λ 1 ) .  
00

( 8 . 11)

Με ανάλογο τρόπο όρυζονταυ τά άντυστροφα έκατοστυ-
αΰα σημευα t  της κατανομής t  , τά όπουα δυνονταυ Κ α., ν ν
στους στατυστυκούς πυνακες γυά t  > Ο καυ δυάφορες

 ̂ Okj V

τυμές των βαθμδν έλευθερυας ν (Πυνακας V σ τ ό  Παράρτημα).

P ( t  > t  )  = α · (8 .1 2 )ν =  j  ν

Λόγω συμμετρυας έχουμε

π.χ

P i t  <. ν ™

%  0 1 ,1 6

)  = > t  )  -  a
<Xj\) v a j v

t « ~ -t
1 -α, v a3 v

2, 602, Λ _ =  13 645 · 0, 05, «

‘ Ορισμός 8.4 Κατανομή F
2 2

"Εστω * ^ ν  J Χ2 * \  κ0̂  Χ1λΧ 2 “νε^ Ρ τΓΙτεε τ.μ,
1 2

*Η κατανομή τής τ.μ.
V V2

( F  με^ λέγεταυ F  
X2^V2

ν-,ν9 β α θ μ ο ύ ς  έ λ ε υ θ ε ρ υ α ς ) .  Συμβολυκάi 2

2

X /
_

X2 /

. \\!1V
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Μπορεί ν'άποδεεχθεί δτε ή σ.π.π. τής F  κατανομής 
δένεταε άπδ τή σχέση

, ν .,/2
Τ Ά  ( %  1 νΛ2 V  * 2

νι..,ν«. ’ 0<χ<“

f, Μ  -
ν 2 * ν 2

(1 + V  2

,άλλου

*Η κατανομή F  εΐναε άσυμμετρεχή. Δι5ο κατανομές 
F  δεδονταε στ<5 Σχήμα 8 .3 .

Η μέση τεμή χαέήδεαχύμανση τήδ ^  ν«
1 &

είναε

E (F . , ο___VV - ■ ς -'Τ  · 2> 2 (8 .1 4 α )
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8. 3 Κατανομές πού Απορρέουν Από τήν κανονική

2 v2 (V l +V2 - 2 )
V a r (F ) =

W  vj ( v 2- 2 ) 2 (\>2- 4 )
* V2 > 4

(8 .1 4 b )

Τά άντέστροφα (άπο πάνω) έκατοστιαια σημεία ττίς F  

κατανομής ορίζονται, άπο τά σχέση (βλ. Σχίσμα 8.3)

P (F , νΛ
1* 2

(8.1δ)

καί δένονται σέ στατιστικούς πίνακες. (Βλέπε Πίνακα VI στ<5 
Παράρτημα γιά α =  0Λ 05 καί α e O j O l ) ·  *Οταν α > 0Λ 5 χρη 
σιμοποιοϋμε τη σχέση

I-a,vr v2 - Vj
(8 .1 8 )

’Απύ τούς προηγούμενους ορισμούς εύκολα βλέπουμε 
δτι ισχύει ή σχέση

*ν - ?Ι,ν (8 .1 7 )

'Ορισμός 8.5: "Εστω Ζ ^ Ν ( 0 31 ) ·  Τά α ν τ ί 
σ τ ρ ο φ α  ( ά π ο  π ά ν ω )  ε κ α τ ο σ τ ι α ί α  
σ η μ ε ί α  τ η ς  τ υ π ι κ ή ς  κ α ν ο ν ι κ ή ς  
κ α τ α ν ο μ ή ς  ορίζονται άπο τά σχέση

Ρ ( Ζ  > ζ  )  = α . (8 .1 8 )=  α

* Ισοδύναμα έχουμε
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Φ (ζ  )  -  1 -α  χαυ ζ -  =  - ζα 1 -α α

Γυά α -5 % , 2 ,5% χαί 0,5% Ιχουμε

ζ  =  1 .6 4 5  
0 ,0 5  3

ζ
0 ,0 2 5 =  1 ,9 6 (8 .1 9 )

ζ
0 , 005= 2 , 58 ’

8. 4 Δειγματοληψία άπό κανονικούς πληθυσμούς

"Εστω δτυ οί. πληθυσμού άπ<5 τούς οποίους παίρνουμε
τά τυχαΕα δείγματα είναυ χανονυχου. Ποΰες είναυ ου δευγ-
ματυχές κατανομές των δυα<ρ<$ρων στατυστυχών συναρτήσεων;

*
Θά δώσουμε τήν απάντηση γυά τίς στατυστυχές συναρτησευς
_ 2 _ 2 2 ■ «
X, 8 ,  (Χ -\ ι)ι/ή/8 , 8 η/ 8 9, δπου μ εϊναυ ή μέση τυμύ

21 ^2τοϋ πληθυσμού χαί 8^ ,  8^ οΰ δυαχυμάνσευς δύο τυχαίων 
δευγμάτων άπά δύο ανεξάρτητους χανονυχούς πληθυσμούς.

Θ ε ώ ρ η μ α  8.2:

"Εστω Χ Ί , . . . , Χ  τυχαυο δευγμα άπά ενα χανονυχά1 72 2
πληθυσμέ μέ μέση τυμη μ χαί δυαχύμανση σ . Τάτε

(£) ή δευγματυχύ κατανομή τού X εϊναυ χανονυχή
2

μέ μέση τυμή μ χαί δυαχύμανση σ /η , συμβολυχά
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8. 4 Δειγματοληψία &πό κανονικούς πληθυσμούς

Χ^Ν(ΜΛσ ύ/ η )  . ( 8. 20)

χι

2 2
( Η )  η δειγματικη κατανομή τοϋ ( n - l ) s  /σ είναι 
τετράγωνο μέ η -1 βαθμούς έλευθερίας, συμβολικά

( n - l ) s  ^y2 
2 η -1

( 8 . 21 )

_ 2
( H i )  Τά στατιστικά X καί S είναι, ανεξάρτητα.

'Απόδειξη: Θά αποδείξουμε μόνο την πρόταση ( i ) .

Οί. προτάσεις ( ϋ )  καί ( H i )  απαιτούν πολυπλοκότερη ανά
λυση καί ξεφεύγουν άπό τό σκοπό του βιβλίου αύτοΰ. ’Η

η
Πρόταση 6.5 τοϋ Κεφαλαίου 6 μας δίνει ότι ή τ.μ. Σ X .

η - 1  Τ'
η  Ί' 1

είναι κανονική μέ μέση τιμή Σ μ. = ημ καί διακύμανση 
ν, i ^ l  %η £ 2 2Σ σ. = η σ διότι οί. τ.μ. X . είναι ισόνομες Ν ( ] ΐ . σ  ) .  

i = l  ι  1
„ , , _  η
Ετσι η ροπογεννητρια συνάρτηση της Χ= Σ X ./ η είναι

i = l  ι

m t f t r  = m ^ J t / n )  =  e m t / n +  
i

. σ 2 2

= e

' Η πρόταση βέβαια μπορεί ν ’άποδειχθει μέ την βοήθεια 
τοϋ Θεωρήματος 8.1 ( i ) ,  ( Π )  καί τοϋ γεγονότος ότι γραμ
μικοί συνδυασμοί κανονικών τυχαίων μεταβλητών όδηγοϋν 
σέ κανονικές κατανομές. γ
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Παράδειγμα 8.1;

"Ενα τυχαίο δείγμα μεγέθους 25 λαμβάνεται άπ<5 ενα 
κανονικέ πληθυσμέ μέ διακύμανση 625. Νά βρεθούν οι 'πι- 
θανέτητες ( i )  h μέση τιμή τού δείγματος νά διαφέρει κα
τά 4 η καί περισσέτεο άπέ τέ μέση τιμέ τού πληθυσμού 
καί Ο , Ί ) ή διακύμανση τού δείγματος νά είναι μεγαλύτερη 
τού 500.

Τέ Θεώρημα 8.2 μδς δίνει

-  2 σ2 825 _
™ (\q  = ν>σγ = τ  = I T  -  25>

καί
( η - 1 ) β 2 _ 24β 2 γ 2

2 " 625 *24 *σ

"Ετσι γιά τέ πρώτο ερώτημα εχουμε

Ρ{\Χ -ν\>4} = 1-Ρ{\ ι-4<Χ<\ι+4}

= 1 - Ρ { - 0 , 8 < ζ < 0 , 8 }

= 1 - ( 0 ,2 8 8 1 + 0 ,2 8 8 1 ) « 0 ,4 2 3 8 .

Γιά τέ δεύτερο

Ρ { β 2 >300 ) =  Ρ {
24s2
625

24x300
625

1 1 ,5 2 }

. = ρ{Χ?Μ > 1 1 ,5 2 }  .



8. 4 Δειγματοληψία Από κανονικούς κληθοβμούς

2 *Άπ<5 τοΰε συνήθειε nCvones τήε χατανομίϊε X εχουμε

97, 5% < Ρ ( Χ 24 > 1 1 ,52} < 99%

διότι
(

10,856  < 1 1 ,5 2 < 12,401 .

Θ ε ώ ρ η μ α  8.3:

"Εστω X * ,  · · · » % „  τυχαίο δείγμα μεγέθους η άπό 
ενα χανονιχό πληθυσμό μέ μέση τιμή μ χαέ διαχόμανση 

. Τότε η στατιστιχό συνάρτηση (Χ-\ι)τ/τϊ/8 έχει £-χα· 
τανομη μέ η -1 βαθμούς έλευθερίας. Συμβολιχά

X -V

s/Jn
~ t  ' 

η -1
( 8 . 22)

'Απόδειξη: Βάσει τού Θεωρήματος 8.2'έχουμε:

Χ ^ Ν (ν,<32/ η )  ,  *  Ν ( 0 , 1 )  ,
α//η

( n - l ) s  . „2 
-----2 '  \ -1

χαό οι μεταβλητές X χαό $ είναι στατιστιχώς ανεξάρ
τητες. "Αρα έφαρμόζοντες r0v 'Ορισμό 8.3 παίρνουμε:

< Ι = Ε ; / / / ( η _ ν  _ f -ϋ ̂  t  Τ
σ/Γ /  s/WT ”_ί.

Πόρισμα 8 .2 : 'Εστω καί (Τ  , β ^ ο ί μ έ -
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σες τομές Mat! δοαχυμάνσεος δύο τυχαόων δειγμάτων μεγέ
θους η j καί η2 αντίστοιχα από δυο ανεξάρτητους κα- 
νονοχούς πληθυσμούς μέ μέσες τομές μ καέ μ„ άντόστοο-~~ " " " 2 - 1 Ζ.
χα καέ χοονή δοαχύμανση σ . Τότε στατοστοχη συνάρτη- 
ση

όπου

Xl ~ X2 ~ (yxl ~ ]x2*

s / T
Ρ  η.

Ύ  
η .

ί  t
η 2+ η2- 2  ’

2 _ (η2~1 ) ^ ι + (η2~1^ 2  
Ρ ' η ^ - 2

(8 .2 3 )

(8 .2 4 )

δηλαδή έχεο τήν t  χ α τ α ν ο μ ή  μ έ η^ + η ^ -2  

β α θ μ ο ύ ς  έ λ ε υ θ ε ρ ο α ς .

Θ ε ώ ρ η μ α  8 .4 :

2 2 ,"Εστω 5, χαό 5 0 οό δοαχυμάνσεος δύο τυχαόων 
1 « -

δεογμάτων μεγέθους η  ̂ χαο η^ από δύο ανεξάρτητους 
χανονοχούς πληθυσμούς μέ μέσες τομές χαο δοαχυμάνσεος 
(μ^^σρ, (μ^,σ^) άντόστοοχα. Τότε η στατοστοχη συνάρτη

ση ° 2 S i /' a^S 2 εχευ ^~καταν°Μή μέ η ^ -1 χαύ η ^ -1 βαθ
μούς έλευθεροας. συμβολοχά

Ψ4
sfol * W 1’ V J
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8. 5 Κεντρικό 'Οριακό Θεώρημα

'Απόδειξη: ’Από τό θεώρημα 8.2 έχουμε:

( n ^ D S ^

σ2
1

καί
( n 2- l ) S

’Εφαρμόζοντες τόν 'Ορισμό 8.4 καί την ανεξαρτησία των
S j καί si, εχ°υ4ε

( n - l ) S 2 ( η , - Ι ) ε ξ
( - 9 / ( η , - ! » / (  ■ / ( η η-1 > ) =

ς2 2
S1 2 .

V ^ V 2

8. 5 Κεντρικό Όριακό Θεώρημα

"Οταν ό πληθυσμός άπό τόν όποιο παίρνουμε τό τυχαίο 
δείγμα δεν είναι κανονικός ποιες είναι οί δειγματικές 
κατανομές των διαφόρων στατιστικών; "Οπως εχουμε αναφέ
ρει η εύρεση των δειγματικών κατανομών είναι άπό τά 
σπουδαιότερα θέματα της Μαθηματικής Στατιστικής. 'Η Στα- 
τιστικη Συμπερασματολογία στηρίζεται στίς δειγματικές 
κατανομές. 'Η απάντηση στό παραπάνω έρώτημα απαιτεί με
γαλύτερο μαθηματικό υπόβαθρο καί ξεφεύγει άπό τό σκοπό 
του βιβλίου αυτού. "Εχουμε όμως ένα σημαντικό θεώρημα τό 
όποιο μάς δίδει την κατά προσέγγιση κατανομή μεγάλων (μέ 
πολλούς όρους) άθροισμάτων άνεξαρτήτων καί ισόνομων 
τ.μ. καί τό όποιο καταδεικνύει τη σπουδαιότητα της κα
νονικής κατανομής. ’Από τό άθροισμα εύκολα προσδιορίζε
ται η κατανομή τής μέσης τιμής. Τό θεώρημα αύτό είναι τό
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περίφημο Κ ε ν τ ρ ι κ ό  ' Ο ρ ι α κ ό  θ ε ώ ρ η μ α  
(ΚΟΘ) καί εμφανίζεται σέ δυο μορφές.

θ ε ώ ρ η μ α  8.5 Κ ε ν τ ρ ι κ ό  ‘ Ο ρ ι α κ ό
θ ε ώ ρ η μ α  (Μορφή I )  .

"Εστω Χ^3 ...,Χ^ η ισόνομες και ανεξάρτητες τυ
χαίες μεταβλητές (τυχαίο δείγμα) η κάθε μία μέ πεπερα-

’ ~  2σμένη μέση τιμή μ καί διακύμανση σ . Τ<5τε αν το η

.Σ ^ Χ . -η ν
είναι μεγάλο, η τυχαία μεταβλητή --------  είναι κατά

προσέγγιση Ν ( 0 , 1 ) ή ισοδύναμα, τ<5 άθροισμα Σ Χ . έχει1 ■' " _ _" Ί>
κατά προσέγγιση κανονική κατανομή μέ μέση τιμή ημ καί 
διακύμανση η σ .

Θ ε ώ ρ η μ α  8.6 Κ ε ν τ ρ ι κ ό  ‘ Ο ρ ι α κ ό
Θ ε ώ ρ η μ α  (Μορφή II) .

"Εστω Χ η3 . . . ΛΧ^ ενα τυχαίο δείγμα άπ<5 κάποιο πλη-"  ̂ · " — ——— —  ^ 
θυσμό μέ πεπερασμένη μέση τιμή μ καί διακύμανση σ .
"Αν τύ η είναι μεγάλο, τότε η δειγματική μέση τιμή X

έχει κατά προσέγγιση κανονική κατανομή μέ μέση τιμή μ
καί διακύμανση σ  /η ή ισοδύναμα, ή τυχαία μεταβλητή

(T -\y )/ (a / J n ) είναι κατά προσέγγιση Π (0 31 ) .

Τ<5 αξιοσημείωτο τοϋ Κεντρικοί * Οριακοί Θεωρήματος 
είναι οτι καί αν ακόμη η κατανομή τοί πληθυσμοί δέν εί
ναι κανονική η μέση τιμή τοί δείγματος εχει κ α τ ά

!

ί,

ο
i *- V ί

%
k

Λ

ϋ
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π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  κανονική κατανομή αν τό η είναι 
μεγάλο. Αυτό μας έπιτρέπει νά χρησιμοποιοϋμε τή στατι
στική θεωρία που στηρίζεται στήν κανονική κατανομή αρκεί 
το δείγμα νά είναι μεγάλο.

Τό Κεντρικό 'Οριακό Θεώρημα συχνά έρμηνεύεται ότι 
συνεπάγεται σύγκλιση τής κατανομής του X πρός μία κα
νονική κατανομή καθώς τό η-*00. Αύτό δέν είναι σωστό 
διότι V a r (X )  ·+ 0 καθώς τό η-*00. Τό ΚΟΘ δικαιολογεί τήν 
π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  τής κατανομής τοϋ X μέ τή\; κατα- 
νομή Ν (\ ι,σ  / η ) όταν τό η είναι μεγάλο.

'Η απόδειξη τοϋ Κεντρικού 'Οριακού θεωρήματος απαι
τεί βαθύτερες έννοιες καί προτάσεις τής Μαθηματικής Στα
τιστικής καί ξεφεύγει άπό τό σκοπό τοϋ βιβλίου αύτοϋ.’Ε
μπειρικά τό θεώρημα μπορεί νά έπιβεβαιωθεί ( Ό  παίρνο
ντας ένα μεγάλο αριθμό τυχαίων δειγμάτων μεγέθους η άπό

2μία κατανομή μέ μέση τιμή μ καί διακύμανση σ , ( ϋ )  

υπολογίζοντας γιά κάθε δείγμα τή μέση του τιμή χ  καί 
(H i ) χαράσοντας τό ιστόγραμμα των τιμών Λ.Τό ιστόγραμ
μα αύτό θά πρέπει νά προσεγγίζει μία καμπύλη ανάλογη τής
συναρτήσεως πυκνότητας πιθανότητας τής κανονικής κατανο-

2μής μέ μέση τιμή μ καί διακύμανση σ /η. Πράγματι 1002 

τυχαία δείγματα μεγέθους 5 παίρνονται άπό τήν ομοιόμορφο 
κατανομή ϋ ( Ο , Ι Ο ) μέ βάση τό διάστημα ( 0 , 1 0 ) . Πράγματι 
μέ τή βοήθεια τοϋ m in ic o m p u te r  H e w le t t -P a c k a r d  45 1002

τυχαία δείγματα μεγέθους 5 παίρνονται άπό τήν ομοιόμορφο 
κατανομή ϋ ( 0 , 1 0 ) μέ προσέγγιση δευτέρου δεκαδικού ψη
φίου. Γιά κάθε δείγμα ύπολογίζουμε τό X. Κατόπιν οι 1002 

δειγματικές μόνο μέσες τιμές όμαδοποιοϋνται σέ 10 δια
στήματα [ 0 , 1 ) ,  [ 1 , 2 ) , ..., [ 9 , 1 0 ) μέ τά άκόλουθα άποτελέ-
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ανίατα:

Δυάστημα Συχνότης

ΐ ο , ΐ ) 0

1 1 ,2 ) 5

[ 2 , 3 ) 48

[ 3 , 4 ) 168

[ 4 , 5 ) 261

[5 ,  6 ) 285

1 β ,7 ) 169

[ 7 , 8 ) 6S

[ 8 , 9 ) 13

[9 , 1 0 ) 0
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Τ<$ ί,στέγραμμα των τυμων αύτων δυδεταυ στ<5 Σχήμα 8.^ άπ<5
τ ό  όποϋο φαένεταο η προσέγγιση τής κατανομής τοΟ X μέ*
μυα κατανομή σχήματος καμπάνας.

Σχήμα 8.4 Κατανομή τοΟ X μέ δευγματοληψέα άπό όμοεομορφη 
κατανομή. 5 Κ·

•J-A
:>> s ■*,1



8. 5 Κεντρικό Όριακό Θεώρημα

Είναι, φανερό δτυ δσο μεγαλύτερο τό η  τ ό σ ο καλυτε- 
ρ η  ή προσέγγιση της κανονυκης κατανομής σπέ την κατανομή 
του X, Τό Σχήμα 8.5 έπεξηγεΕ δχυ μόνο τό Κεντρικό Ορυ- 
ακό θεώρημα άλλα καί τη βελτίωση της προσεγγυσεως καθώς 
τό η μεγαλώνει,. *Ετσυ τό Σχήμα 8.5 (α) δίνει, την πυ
κνότητα (συνεχής γραμμμη) της έκθετι,κης κατανομής με 
λ= 1/2 (ν= 2 3 σ 2~ 4 ) καί την πυκνότητα (δυακεκομμένη γραμ
μή) της κανονυκης κατανομής μέ την υδυα μέση τυμη καί δυ- 
ακυμανση.

Σχήμα 8.5 (α) : Κεντρυκό 'Ορυακό Θεώρημα μέ δευγ-
ματοληψία από έκθετυκη κατανομή

375
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2χήμα 8.5(&,Υ):Κεντρ,χ<5 Όρεακί θεώρημα μέ δεεγματοληφεα
άπ<5 έκθετυκιί κατανομή.



8. 5 Κεντρικό ’Οριακό Θεώρημα

'Η μέση τυμό X γυά δεέγματα μεγέθους η=4 από
του έκθετυκό πληθυσμό τού Σχήματος 8.1 (a ) έχευ μέση τυ-
μη 2 καέ διακύμανση σ /η = 1. Τό Σχήμα 6.3 (b ) μας δεέχ-
νευ τιίν ά κ ρ ι Μ  κατανομή (συνεχής γραμμή) τού X

2
. καέ την άντέστουχο κανονυκη κατανομή μέ μ=2 καέ σ =1.
Ου δύο καμπύλες είναυ άξυοσημεέωτα δμουες. Τό έδυα στου- 
χευα δέδονταυ στό Σχήμα 8.1 (σ) άλλό γυά η=12. 'Η προ- 
σέγγυση εύναυ αξιοθαύμαστη ακόμη καέ παρό τό γεγονός δ- 
τυ τό η δέν εέυαυ ύπερβολυκά μεγάλο.

’Απομένευ νά καθορυστευ τό μέγεθος του η ώστε ή 
προσέγγυση του Κεντρυκοΰ *Ορυακοΰ Θεωρήματος νά εύναυ υ- 
κανοπουητυκη. Δυστυχώς δέν ύπάρχευ ξεκάθαρη καέ γενυ.κη 
απάντηση στό ερώτημα αυτό. 'Η κατάλληλη τυμη τού η έ- 
ξαρτδταυ από την κατανομή του πληθυσμού καέ τη χρηση 
πού θά κάνουμε στά αποτελέσματα τά όπουα θά πάρουμε. Κα
τά κανόνα τό Κεντρυκό Όρυακό Θεώρημα δέδευ έκανοπουητυ- 
κά αποτελέσματα ακόμη καέ γυά μμκρά δεέγματα (η>β5 η 
3 0 )Λ άρκευ ή κατανομή τού πληθυσμού νά είναυ μονοκόρυφη 
καέ νά μην έχευ ουρές μέ μεγάλη μάζα πυθανότητας.

Ου έφαρμογές τού Κεντρυκοΰ 'Ορυακοΰ Θεωρήματος εϊ- 
ναυ πολύπλευρες: σέ πολύπλοκες φυσυκές μετρησευς, τό
σφάλμα μετρύσεως εύναυ τό αθρουσμα Σλ-. πολλών άνεξαρ-Ί·
τητων τ.υχαέων σφαλμάτων X . . Τό ύψος ένός φυτού εύναυ*1·
τό αθρουσμα Σ Χ . πολλών μυκρών ανεξαρτήτων αυξήσεων X .. 
Τό υδυο ύσχύευ γυά τό ύψος, τό βάρος κ.λ.π. ένός ατόμου, 
την έπέδοση στό σχολείο κ.λ.π. Στές περυπτώσευς αυτές ή 
κανονυκη κατανομή προσφέρευ ί,κανοπουητυκό προσέγγυση τύς 
κατανομής τού άθροέσματος.
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ΠαράδείΎΐια 8 . 2 :

"Εστω ότυ σέ ένα όπουοδηποτε μ υ κ ρ ο δ ε υ τ ε -  
ρ ό λ ε π τ ο (1 0  s e c ) η πυθανότητα k ήλεκτρόνοα νά , 
φτάσουν στήν άνοδο μυας λυχνίας κενού είναι,

/η - 0 , 1 6  /ι (( 0 , 1 6 )  e * / k I  .

Νά βρεθεί ή πυθανότητα ο άρυθμός των ηλεκτρονίων πού θά 
φθάσουν σέ ενα δ ε υ τ ε ρ ό λ ε π τ ο  νά είναυ μεταξύ 
159000 καί 161000.

"Εστω Χ ^ ,Χ ^ ,Χ ^,... 6 άρυθμός των ηλεκτρονίων πού
φτάνουν στήν άνοδο τό 1 °  ,  2 ° ,  3 ° , κ.λ.π. μυκροδευτερό- 
λεπτο. Προφανώς X .^ Ρ (λ = 0 ,1 6 )  ,  ί = 1 , 2 ,  . .  .καί \ι=ΕΧ .= 0 ,1 6

2 β
καί σ = V a rX ^ = 0 ,1 6 . Τό δευτερόλεπτο εχευ 10 μυκροδευτε- 
ρόλεπτα. '0 άρυθμός των ηλεκτρονίων πού φτάνουν στην ά-

τ 6νοδο σέ 1 δευτερόλεπτο είναι, Χ Ί +Χ Ό+ . . .  +Χ β9 η=10 καί
1 2  ί ο °

ή ζητουμένη πιθανότητα είναυ

Ρ ( 1 59000 < Χ2+ . • · + χ 106 4  161000}

Θά υπολογίσουμε τύν πυθανότητα αύτό κατά προσέγγυση 
χρησυμοπουωντας τό Κεντρυκό 'Ορυακό Θεώρημα καί τό δ υ- 
ό ρ θ ω σ η  σ υ ν ε χ ε ί α ς .

Θέτουμε Χ=Χ^+. , .+ Χ ^ ^ β κατέχουμε

μ = Ε (Χ . )= λ = 0 , 1 6  , σ = V a r (X . )= \ = 0 ,1 6  ,

μ =ημ = ΙΟ 6*0 ,1 6 = 1 6 0 0 0 Ο ,η σ χ  =  ΙΟ 6*0 ,16=160000,



8. 6 Κανονική προσέγγιση τής Διωνυμικής κατανομής

’Έτσυ

Ρ { ΐ 5 9 0 0 0 < Χ η+ . . · + Χ  1 6 1 0 0 0 }

- 1 10

*  Ρ { 1 5 9 9 9 9 ,  5 < Χ < 1 6 1 0 0 0 ,  5  | Μ ( \ ι = 1 · 6 0 0 0 0  σ 2 = 1 6 0 0 0 0 }

5-160000 ^ X J 61000> 5 -1 6 0 0 0 01 }
V I60000 ° χ  V l 60000

r' lO O O tS
4 0 0

<z<
1 0 0 0 ,5, 
400 *

» P{-2, 5<s <23 5}= 0,0070 ·

8. 6 Κανονική προσέγγιση τής διωνυμικής 
κατανομής

Τό Κεντρυκό 'Ορυακά θεώρημα μπορευ νά εφαρμοστέο 
στην περόπτωση μόας δοωνυμοκής τυχαυας μεταβλητής X μέ 
μεγάλο άροθμό η δοκίμων καό ποθανάτητα έποτυχοας ρ.' Η 
εφαρμογή αυτή όνομάζεταο κ α ν ο ν ο κ ή  π ρ ο σ έ γ 
γ ι σ η  τ ή ς  δ ο ω ν υ μ ο κ ή ς  κ α τ α ν ο μ ή ς .

"Εστω X .  τ ό  αποτέλεσμα τής i  δοκομής τοϋ δοωνυ- 
μοκοΰ πειράματος, δπου X .=1 αν το αποτέλεσμα ε£ναο ,έ-
ποτυχόα Ε καό Χ ·= 0 αν τ ό  αποτέλεσμα είναο άποτυχόατ»
Α τότε έχουμε

X =  Χ η+ Χ 0+ . . . + Χ  .
1 2  η

Οο τυχαοες μεταβλητές Χ , , . , , Χ  εϊναο ανεξάρτητες καό
JL

όσάνομες μέ μέση τομή ρ καό δοακΰμανση p q . *Ετσο γοά
μεγάλο η ή τυχαόα μεταβλητή Χ = Σ Χ . έχεο κατά προσέγγο-

ζ>
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ση κανονυκή κατανομή μέ μέση τι,μή η ρ καί δυακύμανση *f
n p q . i

Γυά παράδει,γμα ας θεωρήσουμε τήν περίπτωση 
Χ·^Β(η=8, ρ = 0 , δ ) . *Η συνάρτηση πιθανότητας τοΟ X δίδε
ται, στό Σχήμα 8.2*

•ΣχήρΛ 8.6 Κανονμκή προσέγγιση δι,ωνυμι,κής κατανομής

"Αν πάρουμε τά ενδιάμεσα σημευα - 0 , 5 ,  0s S3 1 , 5 , . .  

• , 7 , 6  καί 83 5 καί κατασκευάσουμε όρθογώνι,α μέ υψη τίς 
πιθανότητες 1 / 2 6 6 , . . . 3 70/2663 . . . ,  1/266, τότε τά έμ- 
βαδά των ορθογωνίων ίσοΰνται, μέ τίς αντίστοιχες πιθανό
τητες ρ ( 0 ) ,  ρ ( 1 ) , . . . , ρ ( 8 ) .  "Ετσι,

ί;
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. Ρ (3 < Χ < 6 )=
I

άθρουσμα έμβαδών ορθογωνίων μέ βάσευς

(2 .  5, 3. δ ) ,  (3 .  δ , 4. δ ) ,  (4 .  δ , δ. 5 ) ,  ( δ . 5, 6. δ )

"Εστω τώρα μία κανονυκή κατανομή μέ μέση τυμή καί

Χαράσουμε τη συνάρτηση πυκνότητας πυθανάτητας της

κάτω άπ<5 τήν κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
"Ετσι,

’Η προσέγγιση μας έχευ άκρίβευα περίπου 0,4% τής άλη- 
θυνής τυμής.

'Η αύξηση τοΰ δυαστήματος [ό3ό] κατά 1/2 δεξυά 
καί άρυστερά λέγεταυ δ ι , ό ρ θ ω σ η  σ υ ν ε χ ε ί α ς  
δεδομένου δτυ δυακρυτές πιθανότητες υπολογίζονται, σάν 
έμβαδά μέ τήν βοήθευα συναρτήσεων πυκνοτήτων πυθανοτή-

δυακυμανση τίς ίδυες δπως ή δυωνυμυκή, δηλαδή μέση τυμή

μ = η ρ  =  8 * (1 / 2 )  =  4 καί σ 2 = npq =  8 χ (1 / 2 )χ (1 / 2 )  =  2

Ρ (2 .  5<Χ<6 .δ\Χ^Ν(]ΐ=43σ 2= 2 ) ) = Ρ ( ·
2. 5 -4 Χ-μ 6 .5 - 4  
1 .4 1 4 σ 1 .4 1 4

- Ρ ( - 1 . 0 6 < ζ < 1 . 7 7 ) = 0 . 3554+0.4616

=  0 .8170

Ρ ( 3<Κ<β) « Ρ ( 2 . 5<Χ<6. δ | Χ^Ν(\ι=ηρ, a2= m p q )) .
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των. ‘Η δυόρθωση συνεχείας εχευ σάν αποτέλεσμα την βελ
τίωση της προσεγγίσεως.

Γενυκά, αν τ<5 δυωνυμυκό ένδεχόμενο είναυ

a  < X < b

τ<5τε χρησυμοπουοΰμε τ<5 ενδεχόμενο

a + l/ 2 < X < b + ( l/ 2 )

γυά τόν προσέγγιση μέ τόν κανονική κατανομή. ‘Η προσέγ
γιση είναυ καλύτερη δσο τ<5 η είναι, μεγαλύτερο καί δσο 
τό ρ είναι. πλησυέστερο στό 1 / 2. ’Από έμπευρυκούς ύ- 
πολογυσμούς προκύπτει, δτυ ή προσέγγιση της δυωνυμυκης 
κατανομές άπό τό κανονυκό είναυ ίκανοπουητυκό δταν τά 
η καί ρ ίκανοπουοϋν τόν ακόλουθο π ρ α κ τ υ κ ό  
κ α ν ό ν α

0<ηρ~2 /npq<ηρ+2/npq<ri .

ΠαοΑόειγιια 8 .3 :

"Ενας μεγάλος άρυθμός σπόρων μίας πουκυλίας λουλου- 
δυων άναμευγνύεταυ μέ τίς ακόλουθες αναλογίες ως πρός τό 
χρώμα τού λουλουδυοΟ πού θά παραχθεί: 2 κόκκυνα, 2 άσπρα 
1 μπλέ. Οί σπόρου άναμευγνύονταυ καί συσκευάζονταυ τυ
χαία σέ σακκοΟλες των 100 σπόρων. Νά βρεθεί ή πυθανότητα 
μία σακκούλα νά περυέχευ τό πολύ 50 "άσπρους" σπόρους.

"Εστω X 6 άρυθμός των "άσπρων" σπόρων μίας σακ- 
κούλας. Προφανδδς τό δυωνυμυκό πείραμα μπορεί νά υυοθετη- 
θεί καί άν X είναυ ό άρυθμός των άσπρων σπόρων μίας 
σακκούλας τότε Χ^Β(τν=1003 ρ= 4 0 % )Λ δπου ρ=πυθανότης



8. 6 Κανονική προσέγγιση τής Διωνυμικής κατανομής

"άσπρου” σπόρου στο μευγμα = 2 / (2 + 2 + 1 ) =2/5. Τότε η πι
θανότητα ποΰ ζητάμε εΐοαυ

50
Σ

χ=0

,100
χ )  (0 ,  4 ) Χ (0 ,  6 )

100-Χ

'Η πυθανότητα αύτη μπορεί- νά ύπολογύστευ κατά προσέγγι
ση ώς ακολούθως:

Ρ (Χ <βΟ )

* Ρ {Χ < 5 0 ,δ\ Χ ^ Ν () ΐ= 1 0 0 χ0 ,4 , Q2= 1 0 0 * 0 ,4 * 0 ,6 ) }

^ 5~4 0 \Χ<^Ν(ν=40, a2= 2 4 ) }  
/24

« Ρ ( ζ < 2 , 1 4 )  =  0 ,9 8 4 2.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

8 .1 . Δίδεται, 6 πληθυσμός των μετρήσεων: 3Λ 4a 5Λ 6
» 2 α) Νά υπολογιστούν τά μ καί σ γιά τον πλη

θυσμό αύτό. 3) Νά καταγραφούν όλα τά δυνατά τυ
χαία δείγματα (μέ έπανάθεση) μεγέθους η = 2 ,  

γ) Γιά κάθε δείγμα νά βρεθούν τά X καί £ ? . 

δ) Νά βρεθούν τά Ε (Χ ) καί ‘ V a r (X ) καί νά συ- 
γκριθούν μέ τά αποτελέσματα πού δίνουν γνωστές 
σχέσεις. ε) Νά βρεθεί ή Ε (£ ? ) καί νά συγκριθεί 
μέ τό σ*\

8 . 2 ,  "Αν Χ η, . . . ΛΧ είναι τυχαίο δείγμα άπό μιά κανο-
2 71 g

νική κατανομή Ν (\ ι9σ  ) νά βρεθούν ( i )  η κατανο
μή τοΤ) Χ ^ -  It γιά i  σταθερό, ( ϋ )  ή κατανομή 
τού η ( Χ -  , ( H i )  ή μέση τιμή του S'^,0-
που 5' = [ Σ ( Χ . -  X ) ]/« καί ( i v )  ή κατανομή τού 

2 2 1ε α .  - ν ) / ο .

β.ό. "Εστω 5^ ή διακύμανση ένός τυχαίου δείγματος 
μεγέθους 10 άπό μιά κανονική κατανομή 
N(\x =  Oa a^ss 4 ) . Νά βρεθεί ή V a r (S ^ ) .

8.4. "Αν X είναι ή μέση τιμή ένός τυχαίου δείγματος 
μεγέθους 100 άπό ένα πληθυσμό μέ κατανομή 
X^ο νά ύπολογιστεί κατά προσέγγιση ή πιθανότητα 
Ρ(49 < 1  < 51).

Νά βρεθεί ή κατανομή τΤΐς τ.μ. ίΣ*?;/σ2
8 .5 . οπού



’Ασκήσεις

X , . , . , Χ  τυχαίο δείγμα άπό ενα πληθυσμό μέ κα- 
ι  τι 2

νονυκή κατανομή Ν ( 0 , σ  ) .

8 .6 .  "Εστω Χ ^ . , . ^ Χ ^  καυ' δυό τυχαία
δεύγματα από δυό ανεξάρτητους κανονυκούς πληθυ
σμούς Ν (0 λ 16) καC Ν ( 1 Λ9) άντυστουχα. Νά ύπο- 
λογυστεΕ η πυθανότητα Ρ ( Χ - Χ > 0 ) .

8 . 7 .  Τά αποτελέσματα ενός μεγάλου άρυθμοΤ) ανεξάρτη
των μετρήσεων καταγράφονταυ. Κάθε ενα από τά α
ποτελέσματα στρογγυλεύεται στόν πλησυέστερο ά- 
κέραυο. "Αν τά σφάλματά πού γυνονταυ λόγω στρογ- 
γυλεύσεως ακολουθούν τήν κατανομή

f ( x )

2 ( 1 - 2 \ χ \ )  Λ -1/2 < χ  < 1/2 

0 Λ άλλοι)

νά βρεθεί ή πυθανότητα τό μέσο σφάλμα στρογγυλεύ 
σεως νά είναυ απολύτως μυκρότερο τοΐ) 1//δη .

8 . 8 . "Εστω

11/χ2 Λ χ  > 1 

q  , άλλοΌ 9

η σ.π.π. μυας τ.μ. X χ α ί ενα τυχαίο δείγμα με
γέθους 72 άπό τήν κατανομή αυτή. Νά ύπολογυστευ 
κατά προσέγγυση η πυθανότητα περυσσότερες άπό 50 

άπό τύς τυμές τοΌ τυχαύου δεύγματος νά ε£ναυ μυ-, 
κρότερες τοΤ) Ζ Λ

385



8 .9 .

8 .1 0 .

Κεφ. 8

8.11.

8 .12.

’Έστω τυχαίο δείγμα μεγέθους η  = 7 5  άπό τήν ό- 
μοεόμορφη κατανομή U (0a10. Νά ύπολογεστεε κα
τά προσέγγεση η πεθανότητα P ( C 345 < X < 0 , 5 5 ) .

‘Η πεθανότητα νά γεατρευτεε ενα άτομο τ<5 οποίο 
πάσχεε άπά μεά άσθένεεα καέ ύποβάλλεταε σε μεά 
πεεραματεκή θεραπεέα είναε 5%. ( Ί )  10 τετοεα -ά
τομά έκλέγονταε τυχαέως καέ ύποβάλλονταε στήν θε
ραπεέα. Ποεά ή πεθανότητα νά γεατρευτοϋν δ ά
πά αυτά; ( ϋ ) Ποεά ή πεθανότητα νά χρεεαστοϋν 
15 τέτοεα άτομα μέχρες δτου 2 άπό αυτά γεατρευ
τοϋν. ( ί ϋ )  600 ατομα με αυτή τήν άσθένεεα έκ
λέγονταε στήν τάχη. Ποεά η πεθανότητα μετά τήν θε
ραπεέα νά γεατρευτοϋν 25 μέχρε 35 ατομα;

Στατιστικά - Δειγματικές κατανομές

"Εστω τυχαίο δείγμα μεγέθους 48 άπό τήν κατάνο-
ρή

f i x )

1/2 9 0 < χ  ^  2

0 ,άλλοϋ.

Νά ύπολογεστεε κατά προσέγγεση ή Ρ (0 .9 5 < Χ < 1 .0 5 ) .

Ή  ‘Ολυμπεακή Άεροπορέα (ΟΑ) γνωρέζεε δτε 5% 
των άτόμων πού κλεένουν θέση σέ μεά πτήση δέν έμ- 
φανέζονταε τελεκά γεά νά ταξεδέψουν. "Αν ή ΟΑ κά-

4

νεε κρατήσεες γεά 160 άτομα σέ μεά πτήση μέ 150 

μόνο θέσεες νά βρεθεί ή πεθανότητα νά ύπάρχεε θέ
ση δεαθέσεμη γεά δλα τά άτομα πού έχουν κλεέσεε
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θέσεες καύ έμφανεζονταε γεά τό ταξεεδε.

8 . 1 3 . 'Η μέση τεμη καε η τυπεκη άπόκλεση τού χρόνου ζωύς 
μεδς λυχνεας εΐναε 1285 καε 150 δρες άντεστοε- 
χα. Να βρεθεί η πεθανότητα η μέση τεμη ενός τυχαε- 
ου δεεγματος 100 λυχνεων νά εΐναε μεγαλύτερη άπό 
1300 δρες.

8 .1 4 . "Ενα ρολόε κάνεε σφάλμα σττίν ένδεεξη τ?ίς ώρας τό 
πολό μεσό ( ± 0 35) λεπτό την ήμερα, άλλα γενεκά 
(κατά μέσον δρο) πηγαύνεε καλά. ’Έτσε γεά τό μοντέ
λο "άκρεβεεας" τού ρολογεου όρεζουμε μέ X . τό 
πραγματεκό σφάλμα τού ρολογεού (σέ λεπτά τύς ώρας) 
στες 12 τό μεσημέρε τ?ίς i  μέρας, ί  =  1323 . . . Λ 

καC υποθέτουμε δτε οε τ.μ. λ., Ί  =  1323 . . .  εέναε
(s

ανεξάρτητες σμοεόμορφες τ.μ. ϋ ( -1 / 2  3 1 / 2 ) .Νά βρε
θεί κατά πρ-οσέγγεση η πεθανότητα μετά άπό 100 μέ
ρες τό ρολόε νά δεεχνεε λάθος τό πολό εσο μέ 
3 , 4 6  =  / Ϊ2 λεπτά στες 12 τό μεσημέρε.

8 .1 5 .  ’Έστω δτε ο άρεθμός των ήλεκτρονεων πού φθάνουν 
στην άνοδο με&ς λυχνεας κενοί) σέ ένα όποεοδηποτε 
μεκροδευτερόλεπτο (1 0  s e c ) ακολουθεί κατανομή 
τού Poisson μέ παράμετρο λ =  0 ,1 6 . Νά βρεθεε η πε
θανότητα 6 άρεθμός των ήλεκτρονεων πού θά φθάσουν 
σέ ένα δευτερόλεπτο νά εΐναε μεταξύ 159 .000 καό 
1 6 1 .0 0 0 .
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8 .1 6 . Έργοστάσεο συσκευάζεε τά τρανζόστορς που κατα
σκευάζει* σε κεβώτεα των I SO. Τα βάρη των τρανζε- 
στορς είναε τυχαίες μεταβλητές μέ μέση τεμή 0 , 8  

g r .  καε δεακύμανση 0 , 4 9  g r . Νά βρεθεί η πεθανό- 
τητα τό καθαρό βάρος SO κεβωτεων νά είναι, μεγα
λύτερο από 3 ,7  k g r .

8 .1 7 . Τά άτομα πού χρησεμοποεούν τό ασανσέρ μεας πο
λυκατοικίας θεωρούνταε δτε προέρχονται, άπό κά- 
ποεο κανονεκό πληθυσμό μέ μέση τεμή 60 k g r .  

καί τυπεχή άπόκλεση lO k g r . Νά βρεθεί, ή πεθανό- 
τητα 4 άτομα νά έχουν συνολεκό βάρος μεκρότε- 
ρο των 280 k g r . πού είναε τό όρεο φορτίου τού 
ασανσέρ.

8 .1 8 . "Εστω X ί * 1Λ . . . Λ5 ανεξάρτητες τυπεκές κανό- 
νεκές τυχαεες μεταβλητές ( α ) Νά βρεθεε η μέση

+ . . . +

( b )  Νά βρεθεί' η σταθερή C έτσε ώστε 

P ( - C  <_ 2Xs/ / x 2J+ . . .  +Χ^ <_ Ο  = 0 , 9 0 .

8 .1 9 .  "Αν Χ^ , X g Λ Xj  είναε ανεξάρτητες τυχαεες μετα
βλητές ή κάθε μεά μέ τυπεκη κανονεκή κατανομή 
( α ) Νά ύπολογεστεε η Ρ (Χ ^  +  Χ^ + Χ^ 4  D  κα^
( b ) Νά δοθεί ή κατανομή τής 2Χ%/( χ \ + ψ  ·

τεμή καί ή τυπεκή άπόκλεση της Χτ̂  + Χ'



Ασκήσεις

8 .2 0 . *Η πυθανότητα θεραπείας ενός ατόμου με ένα σπά- 
νυο σύνδρομο εΐναυ 1% . Σέ κάθε μυά από τός 
ακόλουθες περυπτώσευς έκλέγεταυ ένα τυχαίο δείγ
μα από τόν πληθυσμό τδ3ν ατόμων πού πάσχουν από 
τό σύνδρομο αύτό. "Αν τό μέγεθος τού δείγματος 
είναυ α) η = 1 0 , να βρεθεί η πυθανότητα θεραπεί
ας ένός άκρυβως ατόμου, β) η = 3 0 0 Λ νά βρεθεί η 
πυθανότητα θεραπείας τρυίΰν τό πολύ ατόμων, χρησυ
μοπουωντας τόν προσέγγυση τού Poisson καί γ)
η =  600 , νά βρεθεύ η πυθανότητα θεραπείας 4 

μέχρυ καί 12 ατόμων χρησυμοπουδντας τόν κανο- 
νυκό προσέγγυση.

8 .2 1 . "Εστω ότυ ό άρυθμός των αεροπλάνων πού φτάνουν 
σέ κάπουο άεροδρόμυο σε όπουαδόποτε ευκοσάλεπτο 
περίοδο ακολουθεί τόν κατανομή τού Poisson μέ 
μέση τυμη 100. ( i )  Νά βρεθεύ ένα κάτω φράγμα 
τύε πυθανότητας ό άρυθμός των αεροπλάνων πού 
φτάνουν σέ μυά δεδομένη ευκοσάλεπτο περίοδο νά 
εέναυ μεταξύ 80 καί 120 χρησυμοπουωντας τόν 
άνυσότητα τού Chebyshev. ( ϋ )  Νά υπολογυστεύ
η πυθανότητα στό (Ί) χρησυμοπουωντας τό Κε- 
ντρυκό ’Ορυακό Θεώρημα.

8 . 22 . "Αν Χ^ Λ είναυ τυχαύο δεύγμα άπό μυά τυπυκη 
κανονυκη κατανομή Ν ( 0 Λ1) νά βρεθούν ου κατα
νομές τδν στατυστυκών συναρτόσεων
( ί )  (Χ2 - Χ 1) /  / Γ  , ( U )  ( Χ 1 + Χ 2) Ζ/ Ι Χ 2 - Χ 1) Ζ
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U U ) (X j  + χ2)// (Χ 1 -V κα^ ( ί ν )  ^

8 , 2 3 , "Εστω X^t . , , aX^ τυχαίο δείγμα άπό μιά τυπικό 
κανονικά κατανομή N( O t l )  . "Εστω έπίσης

^ 72
V l r  Σ h  « α ί  = ά  . » *<

Ί= .Ζ  ν=Κ+1

Νά βρεθούν οι κατανομές των ακόλουθων στατιστι*
κδν συναρτήσεων ( i )  ( Χ^ + Χη ^ ) / 2

(ίί) tdf, +  ( n - k ) f t_ k  , ( H i )  x \ / ^ 2

8,24, "Εστω X, b αριθμός τδν μετεωροειδων πού συ-'t
γκρούονται μέ ενα δοκιμαστικό δορυφόρο κατά τά 
διάρκεια τΙΊς £ τροχιάς καί S ό συνολικός α
ριθμός τβν μετεωροειδων πού συγκρούονται μό τόμ 
δορυφόρο κατά τά διάρκεια η τροχιών. "Αν οί 
τυχαίες μεταβλητός Χ ^ Λ X2» · · ·  ανεξάρτη
τες, ft κάθε μιά Poisson μό παράμετρο λ ( i )

Νά βρεθούν ά E (S  ) καί η V a r (S  ) καί ( ϋ )
η  η

"Αν 72 = 200 καί λ = 4 νά βρεθεί κατά προσέγ
γιση ή P ( S j q q > 440),

i
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

στατιστική συμπερασματο - 

λόγια

Συμπερασματολογέα είναε 6 κλάδος της Λογεκης, ό ο
ποίος άσχολεεταε μέ την έξαγωγη συμπερασμάτων. Τά συμπε
ράσματα μπορεί νά έχουν τη μορφή άποφάσεως, προβλέψεως, 
η άποκτησεως καενούργεας γνώσης, δεαμορφώσεως γνώμης κ.λ 
π. Καθημερενά άντεμετωπίζουμε καταστάσεις πού άπαετοϋν 
λήψη προσωπικής άποφάσεως η προ3λέψεως γεά το μέλλον. ‘Η 
κυβέρνηση ένδεαφέρεταε νά προβλέψεε τάν τεμάρεθμο το έ- 
πάμενο έτος. ‘0 έρευνητής θέλεε νά αποδείξει, πεεραματεκά 
τη θεωρία του. *0 εατράς ένδεαφέρεταε νά συγκρίνει, δύο 
δεαφορετεκές θεραπείες. 'Η νοεκοκυρά θέλεε νά ξέρεε άν 
τά άπορρυπαντεκά Α είναε πεο άποτελεσματεκά άπά τά ά- 
πορρυπαντεκά Β. Γεά ολα αυτά έξάγονταε συμπεράσματα μέ 
τη βοηθεεα δλων των σχέτυκών πληροφορεών πού λέγονταε πα 
ρατηρησεες η δεδάμενα.

*0 Στατεστεκάς συλλέγεε τά δεδομένα μέ πεεράματα η 
δεεγματοληψίες καί έπεδεώκεε νά βγάλεε σ υ μ π ε ρ ά 
σ μ α τ α  γεά τά φαενάμενα πού έξετάζεε. Χρησεμοποεεί 
τες μετρήσεες του γεά έ κ τ ε μ η σ η  των τεμών των α
γνώστων παραμέτρων η γεά τ έ σ τ (έλεγχο) υ π ο θ έ 
σ ε ω ν  περί αυτών. "Ετσε η Στατεστεκη Συμπερασματολο-



γυα χωρυζεταυ σέ δύο κλάδους: τήν ’Ε κ τ υ μ η τ υ κ ή  
καί τάν " Ε λ ε γ χ ο  τ ω ν  Σ τ α τ υ σ τ υ κ ώ ν  'Υ
π ο θ έ σ ε ω ν .

Στήν § 8.1 παρουσιάσαμε μία σφυγμομέτρηση κουνής 
γνώμης κατά την δπουα πήραμε ένα δείγμα άπά τους ψηφοφό
ρους μίας πάλης πού θεωρούνται διχασμένου σέ έκευνους 
πού υποστηρίζουν τάν ύποψήφυο Α καί έκευνους πού υποστη
ρίζουν τάν ύποψήφυο Β. 'Υποθέσαμε δτυ ρ είναυ τά άγνω
στο ποσοστά ψηφοφάρων πού υποστηρίζουν τάν ύποψήφυο A . 
Σκοποί τής σφυγμομέτρησης μπορεί νά είναυ η έκτυμηση ή 
πράβλεψη τού ρ ή δ έλεγχος κάπουας ύποθέσεως γυά τά ρ» 
π.χ. νά έλέγξουμε δτυ ρ > 1 / 2 9 δηλαδή νά προβλέψουμε βά- 
σευ τοϋ δείγματος αν δ Α θά κερδυσευ τυς έκλογές. Καί 
στυς δύο περυπτώσευς βγάζουμε στατυστυκά συμπεράσματα 
γυά τά ρ.

*Η στατυστυκή συμπερασματολογυα έχευ έπαγωγυκά χα
ρακτήρα, δηλαδή γενυκεύευ άπά ένα συγκεκρυμένο πείραμα 
σέ δλα τά παράμουα πευράματα, άπά τά δείγμα στάν πληθυ- 
σμά. ’Εξ αΰτυας τού έπαγωγυκοΟ της χαρακτήρα, κάθε 
στατυστυκή συμπερασματολογυα περυέχευ άβεβαυάτητα. 'Η 
άβεβαυάτητα αύτή μπορεί νά μετρηθεί μέ τή βοήθευα τής 
έννουας τής πυθανάτητας. Γυ’αύτά μελετήσαμε στά προηγού
μενα σέ τάση έκταση τή Θεωρία ΙΙυθανάτητων. Σκοπάς τής 
Στατυστυκής είναυ ή μελέτη μεθάδών συμπερασματολογυας 
καί τράπων μετρήσεως τής άβεβαυάτητας αυτής. "Ετσυ σέ 
κάθε πρακτυκή έφαρμογή η στατυστυκή συμπερασματολογυα 
περυλαμβάνευ δύο στουχευα: (α) τά συμπέρασμα καί (β) τά 
μέτρο τής δρθάτητας ή καταλληλάτητας του.

Στά Κεφάλαυο αύτά άναπτύσουμε πρώτα τίς αρχές καί

Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία
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9A. 1 Γενικά

μεθόδους έκτυμόσεως στατυστυκών παραμέτρων καύ στη συνέ- 
χευα δένουμε τό φυλοσοφύα καύ μεθοδολογία τοΟ έλέγχου 
των στατυστυκών υποθέσεων. Στόχος μας ε£ναυ νά δώσουμε 
μία άπλιΐ καί σύντομη εύσαγωγη στές υδέες της Στατυστυ- 
κης Συμπερασματολογέας. Γυά πληρη ανάπτυξη των θεμάτων 
αυτών 6 αναγνώστης παραπέμπεταυ σέ προχωρημένα συγγράμ
ματα της Στατυστυκης.

Α'ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

9Ά. 1 Γενικά

’'Εστω δτυ έχουμε στά χέρυα μας ένα τ.δείγμα Χ ^ Χ ^ »  

, . · * Χ  άπό κάπουο πληθυσμέ μέ μία άγνωστη’παράμετρο. Τό 
πρόβλημα μας είναυ νά Βρούμε μία η περυσσότερες ποσότη- 
τες πού θά χρησυμοπουηθοϋν γυά τόν έκτίμηση τός άγνωστης 
παραμέτρου. Είναυ προφανές δτυ ου ποσότητες αυτές θά πρέ- 
πευ νά προέρχονταυ άπό τό δείγμα. Γυά παράδευγμα, δταν 
θέλουμε νά έκτυμησουμε τη μέση τυμη μ ένός πληθυσμοί 
ΧΛ μπορούμε νά χρησυμοπουόσουμε την ποσότητα X . "Οταν 
χρησυμοπουοΟμε μυά τέτουα ποσότητα, ή ποσότητα αύτη λέ- 
γεταυ έ κ τ υ μ η τ ρ υ α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  καί ή ά- 
ρυθμητυκό τυμη της πού προκύπτευ άπό τό δείγμα έ κ τ υ -  
μ η τ ό ς τός παραμέτρου. Ου έκτυμητρυες συναρτησευς 
είναυ στατυστυκές συναρτησευς καί έξαρτωνταυ μόνο άπό τό 
δείγμα καί δχυ την παράμετρο πού ζητάμε νά έκτυμόσουμε. 
Στην περίπτωση αύτό έκτυμοϋμε ένα άγνωστο σημείο μέ ένα 
γνωστό σημείο. 'Η σχετυκη μεθοδολογία λέγεταυ σ η μ ε υ-
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ο ε κ τ υ μ η τ υ κ η .
Την άγνωστη παράμετρο μπορούμε νά έκτυμησουμε με έ

να δυάστημα άντί με ένα σημείο. Χρευαζόμαστε δηλαδη κατά 
κανάνα δύο ποσότητες που προέρχονται, άπο το δείγμα, τά 
όρυα του δυαστόματος. 'Η σχετυκη μεθοδολογία λέγεται, έ- 
κ τ ι μ η τ ι κ ii μέ δ υ α σ τ η μ α τ α  ε μ π ι 
σ τ ο σ ύ ν η ς ·

Σέ πολλά προβλήματα της Στατυστυκης ή κατανομή του 
πληθυσμοϋ είναι, γνωστές μορφής εκτός άπό τό γεγονός ότι, 
περυέχευ μία η περυσσότερες άγνωστες παραμέτρους. *Η πε
ρίπτωση αυτό ονομάζεται, (παραμετρυκό) σ τ α τ ι σ τ ι κό 
μ ο ν τ έ λ ο .  Γυά παράδευγμα η κατανομή τοί πληθυσμοί 
μπορεί νά είναι, δυωνυμυκή Β ( η 9ρ )  μέ η γνωστό καί 
ρ ζ ( 0 , 1 )  άγνωστο η κανονυκή Ν( \ ι , σ  ) μέ -»<y<oos a >0 ά
γνωστα κ.λ.π. Γενυκά ου άγνωστου παράμετρου θά συμβολί- 
ζονταυ μέ Θ η θ̂ ., κ.λ.π. καί ού κατανομές τοΟ
πληθυσμοί X μέ ρ ( χ 3 θ) η f ( x . 9e ) . ’T6 πρόβλημα μας εί- 
ναυ νά έκτυμησουμε τό Θ η συναρτησευς g ( 6 )  του Θ. 
Ου έκτυμήτρυες συναρτήσευς τοί Θ θά συμβολίζονταυ μέ Θ 
η γενυκά Τ ( Χ ^ 9 ...9Χ^).

9Α 2 Σημειοεκτιμητική

Τό πρόβλημα της σημευοεκτυμητυκτίς είναυ δυπλό: 
πουά είναυ τά κρυτήρυα η αρχές μέ τίς οποίες άξυολογοί- 
με τούς έκτυμητές καί ορίζουμε τόν "καλύτερο" έκτυμητή 
μεταξύ των δυαφόρων υποψηφίων καί πουές είναυ ου μέθοδου 
εύρέσεως έκτυμητών;

Τά κρυτήρυα άξυολογήσεως έκτυμητδν είναυ πολλά. *Α



9Α. 2 Σημειοεκτιμητική

•V·:

6

πό αύτά αναφέρουμε δύο βασυκά:

’ Αμ ejD_oXrijji_̂ ct: "Ενας έκτυμητης θ μίας παραμέτρου
θ λέγεται» αμερόληπτος αν έχευ αναμενόμενη τυμη θ γυά 
κάθε τυμη της παραμέτρου Θ, δηλαδό

Ε ( Θ )  = Θ ( 9 . 1 )

γυά κάθε Θ.
*Η άμεροληψία ένός έκτυμητη μέτρα την 6 ρ θ ό τ η - 

τ α ( a c c u r a c y ) της έκτυμησεως καί έκφράζευ την ύδέα ότυ 
σέ πολλές νοερές η πραγματυκές έπαναληψευς της δευγματο- 
ληψέας μας ή μέθοδος έκτυμησεως πού χρησυμοπουούμε θά μδς 
δώσει, κατά μέσο όρο την άγνωστη τυμη του Θ.

Είναι, εύκολο νά δευ κανείς ότυ υπάρχουν πολλοί αμε
ρόληπτου έκτυμητές γυά κάθε παράμετρο Θ9 π.χ. άν η=50  

ου έκτυμητές

καί

1 _
50

50
Σ X.

i = l

1 _
25

25
Σ X.

ί= 1

είναυ καύ ου δύο αμερόληπτου έκτυμητές τού μ. Δυαυσθανό-
μαστε ότυ 6 X^q είναυ καλύτερος άπό τόν X^  δυότυ
προκύπτευ άπό περυσσότερες μετρησευς, δηλ. χρησυμοπουεί
περυσσότερη πληροφορία άπό τόν % £5 ' '^κε^νο π0^
ρόλο εϊναυ ή μ ε τ α β λ η τ ό τ η τ α  τού έκτυμητη.
‘Η μεταβλητότητα του έκτυμητη μετρευταυ μέ τη δυακύμαν-

—  2ση του. *Η δυακύμανση του X r n είναυ σ /50 [βλ.(8.2)]
* 2

καί ή δυακύμανση τού είναυ σ /253 μεγαλύτερη άπό
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την πρώτη. "Οσο μοκρότερη ή διακύμανση τόσο καλύτερη.Αύ- 
τές οί, ί,δέες μδς οδηγούν στό δεύτερο κρυτήρυο.

’Ε λ ά_χ_ο_σ_τ_η_Δ_ο_α_χ_ύ_μ_α_ν_σ_η:Μεταξύ των α
μερόληπτων έκτυμητων προτιμητέος είναι. έκεύνος πού εχευ 
τή μμκρότερη διακύμανση.

Ή  α κ ρ ί β ε ι α  ( p r e c i s i o n ) ενός αμερόληπτου 
έκτυμητή θ μετρεύται, συνήθως μέ την διακύμανση του.

Λ  * V a r ( l ) = E ( § - : Q ) 2 ( 9 . 2 )

η τήν τυπυκή άπόκλυση του

'Η τυποκή άπόκλυση σ^ λέγεταυ μερυκές φορές καύ τ υ- 
n  χ <$ σ φ ά λ μ α  τ ο ύ  ε κ τ ι μ η τ ή .  Γυά τό 
δεογματοκό μέσο X τό τυπι,κό σφάλμα είναι, σ/τ/η9 δηλα
δή

σ = —  · ( 9 . 3 )
χ  &

"Ενας έκτι,μητής λέγεται, α μ ε ρ ό λ η π τ ο ς  δ- 
μ ο υ ό μ ο ρ φ α  έ λ ά χ υ σ τ η ς  δ ι α κ ύ μ α ν 
σ η ς  (Α.Ο.Ε.Δ.) δταν είναι, αμερόληπτος καύ έχεο μι,κρό- 
τερη δυακύμανση από κάθε άλλο αμερόληπτο έκτομητή.

"Εχουμε δεύ δτυ αν ή άγνωστη παράμετρος Θ είναι, ή 
μέση τομή τού πληθυσμού μ, τ<5 X εχεο τήν ιδιότητα τής 
άμεροληψίας δηλαδή

Ε(Χ) = μ (9.4)



9Α. 2 Σημειοεκτιμητική

wAv έπί πλέον ό πληθυσμός είναμ κανονμκός το X είναμ 
Α.Ο.Ε.Δ. τοΌ μ.

'Ομοίως αν Χ ^ . , . , Χ  είναμ ένα τυχαίο δείγμα από 
1 η  £

κάπομο πληθυσνιό μέ άγνωστη παράμετρο σ το στατυστυκό 
S είναι, αμερόληπτος έκτμμητής τοϋ σ δηλαδή

E (S 2)  = σ 2 ■ (9 .  5 )

Τό σημαντικό σημείο των σχέσεων { 9 , 4 )  καί { 9 . 5 )  είναμ 
ότμ μσχόουν πάντα ασχέτως των μδμαμτέρων τμμών ποό τά

Ο t r
μ καί σ ένδέχεταμ νά έχουν. 'Η σχέση { 9 . 5 )  δμκαμο- 
λογεί τη χρήση τοϋ S καί όχμ τοϋ S ' γμά τη δμάκυ-
μανση τοϋ δείγματος. Γμά νά γίνεμ ή δμακόμανση τοϋ

2δείγματος αμερόληπτη έκτμμήτρμα τοϋ σ δμαμρέσαμε τό 
άθροισμα των τετραγώνων των αποκλίσεων ( 7 . 1 5 ) μέ τό 
η -1 καί όχμ μέ τό η . *Η ποσότης S ' τείνεμ νά ύ - 
π ο ε κ τ μ μ ά  τό σ . ' Η  τυπμκή άπόκλμση τοϋ δείγμα
τος

S  = /  —~ γ Σ ( Χ . - Ϊ ) ^  
η -1  ό

συνήθως χρησμμοπομείταμ ώς έκτμμητής τοϋ σ παρά τό γε
γονός ότμ δέν είναμ άκρμβώς αμερόληπτος.

Τό τυπμκό σφάλμα του X είναμ

σ_ = o/'Jn 
X

σ_ = S//n . 
X

καί έκτμματαμ μέ



’Εκτός άπό τά παραπάνω κρυτήρυα έξι,ολογόσεως έκτι,μη 
των υπάρχουν καί αλλα όπως η έ π ά ρ κ ε ι , α , ή  σ υ - 
ν έ π ε t α κλπ. ’Υπάρχουν έπίσης διάφοροι* μέθοδοι, εύρε 
σεως έκτί/μητών. 'Η πλέον σημαντική άπό αύτές είναι, ή μέ
θοδος της μ ε γ ί σ τ η ς  π ι , θ α ν ο φ ά ν ε ι , α ς .

Τά θέματα αύτά ξεφεύγουν άπό τό σκοπό τοϋ βυβλέου" 
αύτοϋ καί δέν θά άναπτυχθοϋν. ’Αποτελούν άντι,κείμενο της 
’Εκτν,μητυκής ή όποία γι,ά κάθε στατι,στι,κό μοντέλο καί πε
ρίπτωση μας δίνει, τόν καλύτερο έκτι,μητη η υποδεικνύει, 
τρόπους εύρέσεως αύτοϋ.

9Α. 3 Διαστήματα έπιστοσύνης

"Εστω Χ^»  · · · >Χη ενα τυχαίο δείγμα άπό κάποιο πληθυσμό
μέ μύα άγνωστη παράμετρο Θ. "Εστω L = L ( X ^ a . . . ΛΧ^) καί
υ = ϋ ( Χ Ί , . . . j X ) τά κάτω καί ανω όρια ένός διαστήματος
άντιστοίχα. Τά όρια αύτά είναι συναρτήσεις των τυχαίων
μεταβλητών τοϋ δείγματος. Οί τιμές τους είναι Κ χ ^ , . .

, . χ  ) καί u ( x - , . . . > χ  ) .  Μπορούμε νά χρησιμοποιήσουμε 
η  1 η

τό διάστημα ( L aU) μέ τιμή ( l au ) γιά τόν έκτίμηση 
τοϋ θ. Δύο πράγματα πρέπει, νά ζητδμε: (ί) τό διάστημα 
( L aU ) νά περιέχει τήν άληθινή τιμή τοϋ Θ ένα μεγάλο 
" π ο σ ο σ τ ό  φ ο ρ ώ ν "  καί (·££) τό διάστημα νά έ
χει όσο τό δυνατόν μικρότερο μήκος. Τό "ποσοστό φορών" 
πού ένα διάστημα (L > V ) περιέχει τό Θ λέγεται, έ π ί- 
π ε δ ο  η β α θ μ ό ς  ε μ π ι σ τ ο σ ύ ν η ς ,  συμ
βολίζεται, μέ 100 (1 -<*)% καί φανερώνει την πιθανότητα 
τό ( L aU ) νά περιέχει τό Θ, δηλαδη

Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία

βαθμός εμπιστοσύνης = P (L < B < U ) =  1- a . ( 9 . 6 )



9Α. 3 Διαστήματα έμπνβτοσύνης

Τό διάστημα ( L ,U ) λέγεται δ ι ά σ τ η μ α  έ μ it ι - . 
σ τ ο σ ύ ν η ς  (Δ.Ε).

Γιά νά διευκρινίσουμε τίς παραπάνω έννοιες θά κατα
σκευάσουμε ένα 1 0 0 (1 -α)% διάστημα έμπιστοσύνης γιά τή 
μέση τιμή μ ένός κανονικοί πληθυσμού μέ* βάση ένα τυ
χαίο δείγμα μεγέθους η καί μέ την υπόθεση δτι ή διακύ- 
μανση σ του πληθυσμοί είναι γνωστή. *Η τελευταία αύ- 
τη υπόθεση είναι έξωπραγματικη. Διευκολύνει δμως στην 
άρχη την κατανόηση της βασικής διαδικασίας. Διάστημα έ- 
μπιστοσύνης στην περίπτωση που τό σ είναι άγνωστο δί
δεται αργότερα.

'Εστω X η μέση τιμή του δείγματος. Γνωρίζουμε δ- 
τι τό X έχει κανονική κατανομή Ν ( ] ί Λα / η ) . 'Ετσι γιά 
κάθε μ

£ 2 - ^ Ν ( 0 , 1 ) .  ( 9 . 7 )
σ/τ/η

"Εστω ζ α/£ τ° αντίστροφο έκατοστιαίο σημείο της τυπι
κής κανονικής κατανομής πού ορίστηκε στη §8.3, σχέση 
( β . 1 7 ) . Τότε έχουμε (βλ. Σχήμα 9.1)

Σχίίμα 9.1 Τυπική κανονική- κατανομή
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H - z <x/sK σ/ /τι
( 9 . 8 )

Π

ηπ

( 9 . 9 )

δυότυ τα ενδεχόμενα στνς δν5ο τελευταίες σχέσεος είναι* ΰ- 
σοδύναμα μέ τά ένδεχάμενο \ χ ^ \ < 2 β  . Έτσι, τά διά
στημα ( L jU ) μέ δρυα W

γυά κάθε μ. Τ<5 δι,άστημα αύτά είναι, δ υ ά σ τ η μ α  
έ μ π ι , σ τ ο σ ά ν η ς  (μέ δρι,α έμπι,στοσάνης τά L  

καί U ) γι,ά τιΐν παράμετρο μ μέ β α θ μ ό  έ μ π υ -  
σ τ ο σ ά ν η ς  1 0 0 (1 -α )% .

Παρατηρούμε δτυ τά δρι,α (9 .1 0 ) είναι, τυχαίες μετα
βλητές καί τ ό  διάστημα (L SU ) » μέ τήν ίδι,άτητα (9 .1 1 )  

γι,ά κάθε μ, είναι, τυχαίο διάστημα. ΠαρατηροΟμαι, επίσης 
δτυ τά σημεία ~ζ α/£ και' sa/ 2  T^S ( 9 · 8) δέν είναυ τά 
μένα πον5 ί,κανοποι,οΟυ τά σχέση ( 9 . 8 ) . ‘Υπάρχουν άπευρα

καί V =  Χ + ζ

εχευ τάν ίδι,άτητα

ίΡ{Ζ/<μ<ί/} =■ Ι-α (9 .1 1 )
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σημεία ζ ^ ,  ζ ^  τέτουα ώστε

Ρ { ζ ^ < ζ < ζ ^ }  =  1 - a .

”Αρα τά Δ.Ε. σταθεροί βαθμοί έμπι,στοσύνης δέν είναι, μο
νοσήμαντα. Με την απαίτηση τοί έλάχυστου μήκους γίνο
νται, μονοσήμαντα δπως στην παραπάνω περίπτωση μέ ζ^  =

= - 2 α/2 HaC * 2 * V 2 e 

Παοάδειγιχα 9.1:

"Ενα δι,εγερτυκό φάρμακο έλέγχεταυ γυά την έπίδραση 
του στην πίεση τοί αίματος. Οί πυεσευς αίματος, είκοσι, 
ατόμων μετροίνταυ πρίν άπ<5 τη ληψη καί μι,σό ώρα μετά τη 
ληψη τοί φαρμάκου καί λαμβάνονται, οί ακόλουθες δυαφορές:

?, βΛ 0,, 8, - 9 ,  - 4 , 0, 1> - 9 ,

2, 7, 0, 63 - 6 ,  - 5 , - 1 , 6, - 2 ,

’Από προηγούμενες μελέτες είναι, γνωστό ότι, ή πρό καί με
τά τη ληψη του φαρμάκου δυαφορά πυέσεων ακολουθεί κανο- 
νι,κη κατανομή με σ = 2 5 . Νά κατασκευασθεί ένα 95% δυά- 
στημα έμπι,στοσύνης της μέσης δυαφορας μ πυέσεων αίμα
τος.

Πράγματι, έχουμε: Χ = 0 ,6 , Ζ^ ^ ^ 1 , 9 6 ,  σ=5 , η = 2 0. 
"Ετσι, τά όρι,α έμπι,στοσύνης είναι,

L  =  Χ -1 ,9 6 * = 0 ,6 -2 ,1 9  =  -1 ,5 9

U =  Χ + 1 ,9 6 *  =  0 ,6 + 2 ,1 9  =  2 ,? 9 .
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"Αρα ένα δυάστημα έμπυστοσυνης της μέσης δυαφορας 
πυέσεων πρυν καί μετά τό φάρμακο με βαθμό έμπυστοσυνης 
95% είναι, τό δυάστημα ( - 1 , 5 9 ,  2 ,7 9 ) .

Ποτέ δέν γράφουμε’

Ρ { -1 ,5 9 < \ ι< 2 ,7 9 ) =  0 , 95

δυότυ μετά τό πείραμα ή άληθυνά τυμά τοΟ μ είτε εύρί- 
σκεταυ έντός τοΰ δυαστάματος ( - 1 ,5 9 ,  2 ,7 9 ) είτε έκτος 
καί ή παραπάνω πυθανότητα είτε είναυ 1 είτε 0. Λέμε 
όμως ότυ έχουμε 95% έμπυστοσυνη ότυ - 1 ,  59<\ι<2,79. Αυ
τό είναι, ένας τρόπος έκφράσεως τ?ις σχέσεως ( 9 .1 1 ) ,

Ή  έμπυστοσόνη που έχουμε στά όρυα -1 ,5 9  καί 2 ,7 9  

πηγάζει, στάν πραγματικότητα άπό τάν έμπυστοσυνη μας στη 
σ τ α τ υ σ τ υ κ ά  δ υ α δ υ κ α σ ί α  που έδωσε τά 
όρυα αυτά. Αύτά η δυαδυκασία έδωσε τυχαυες μεταβλητές 
L καί U που έχουν 95% πιθανότητα σέ επαναληπτικά 
δειγματοληψία νά περικλείουν τό άληθυνό μ* άν οέ ευδυ- 
κές τομές τους -1 ,5 9  καί 2 ,7 9 στά πραγματικότητα 
περυκλευουν τό άληθυνό μ δέν έχουμε τρόπο νά τό γνω
ρίζουμε.

Μυλάσαμε γυά τάν έννουα τοΟ δυαστάματος έμπυστοσό- 
νης καί δώσαμε ένα τέτουο δυάστημα γυά τό άπλοόστερο ά
πό τά στατυστυκά μοντέλα, τάν κανονυκά κατανομά μέ μ 
άγνωστο καί σ γνωστό. ’Από τόν τρόπο εύρέσεως τοΟ 
δυαστάματος αύτοϋ δυαφαίνεταυ ή ακόλουθη γενυκά υδέα 
εύρέσεως δυαστημάτων έμπυστοσόνης: άρκεϋ νά εΰρουμε μία 
τυχαία ποσότητα όπως η ( 9 . 7 ) μέ γνωστά κατανομά* τό δυά
στημα έμπυστοσόνης εύρυσκεταυ τότε ανάλογα μέ τυς σχέ- 
σευς ( 9 . 8 ) καί ( 9 . 9 ) δηλαδά άντυστρέφοντας τυς άνυσότη-

Κεφ. 9 Στατιστική Συμκερασματολογία
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9Β. 1 Τό στατιστικό τέστ - οί πρώτες έννοιες

τες καί απομονώνοντας την άγνωστη παράμετρο.
Πράγματι η ιδέα αύτη αποδίδει γιά πολλά στατιστικά 

μοντέλα. Οί λεπτομέρειες τοϋ θέματος αύτοϋ μαζί μέ τη 
γενική θεωρία των διαστημάτων έμπιστοσόνης καί τον τρό- 
πο εύρέσεως διαστημάτων έλαχίστου μήκους άποτελοϋν αντι
κείμενο παραπέρα μελέτης σέ προχωρημένα βιβλία της Στα
τιστικής.

ΒΈΛΕΓΧΟΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ 

(Σ τα τ ισ τ ικ ά  Τ έσ τ)

9Β. 1 Τό στατιστικό τέστ-Ot πρώτες έννοιες

Θά ξεκινήσουμε μέ ένα παράδειγμα ποΰ περιέχει δλα 
τά στοιχεία του θέματος.

Τό λεγόμενο "τριπλό τέστ" μας δίνει ένα τρόπο έ- 
λέγχου των ικανοτήτων ένός υποψηφίου "δοκιμαστοϋ κρα
σιών" νά διακρίνει λεπτές διαφορές στη γεύση, άρωμα καί 
ύφη διαφόρων κρασιών. Τό τέστ έφαρμόζεται παρουσιάζοντας 
στόν υποψήφιο τρία δείγματα κρασιών, δύο άπό τά όποια 
προέρχονται άπό τό ίδιο κρασί, καί ζητώντας του άφοϋ τά 
δοκιμάσει νά βρει τό διαφορετικό κρασί. Τά δείγματα εί
ναι όσο τό δυνατό δμοια καί ή σειρά παρουσιάσεως τυχαία. 
”Αν ό υποψήφιος δέν έχει πράγματι την ικανότητα νά ξεχω
ρίζει τά κρασιά, τότε έχει πιθανότητα 1/Ζ νά βρει τό 
διαφορετικό κρασί καί τό έρώτημα είναι αν τό άτομο μπο-
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ρεΰ νά φέρευ καλύτερα αποτελέσματα.
Γυά νά'έλέγξουμε την υκανότητα του ύποψηφύου δεν 

άρκεΰ ένα μόνο ”τρυπλό τεστ”. Του δένομε μύα σευρά τέ- 
τουων τέστ μέ δεύγματα παρουσυαζόμενα κάθε φορά στην τύ
χη γυά νά έξαλεύψουμε την περύπτωση συστηματυκης μερολη- 
ψύας καύ έζασφαλύσουμε άνεξαρτησύα από τέστ σέ τέστ. "Ε
στω ρ ή πυθανότητα ό ύποψηφυος νά βρευ σωστά τό δυαφο- 
ρετυκό κρασύ σέ μύα άπλη εφαρμογή τοΟ τρυπλοΰ τέστ (δο— 
κυμά). "Αν 6 ύποψηφυος εχευ την υκανότητα δυακρύσεως 
κρασυών τότε ρ> 1 / 3 , αν δέν εχευ καμμυα υκανότητα τότε 
ρ=1 /3 . Δεχόμαστε ότυ τό άτομο δέν μπορευ νά εχευ έπυδοση 
χευρότερη άπό την τύχη,δηλαδη άποκλεύουμε εκ των προτέ- 
ρων τόν περύπτωση ρ< 1 / 3 . Δεχόμαστε έπύσης ότυ η πυθανό- 
τητα ρ εϊναυ σταθερό γυά τό άτομο καύ δέν μεταβάλλεταυ 
μέ τόν πάροδο των τέστ. Τό ρ, 0 < p < lt εϊναυ η άγνωστος 
στατυστυκη παράμετρος καυ κατά κάπουο τρόπο είναυ τό 
κρυτόρυο τός δυακρυτυκτΊς υκανότητας του ύποψηφύου.

'Ορύξουμε τύς δύο προηγούμενες ύποθέσευς ώς ακολού
θως

Μ η δ ε ν υ κ ό  υπόθεση Ηη :ρ=1 /3
• υ

' Ε ν α λ λ α κ τ υ κ ό  υπόθεση Ηα :ρ>1 /3 ·

"Ετσυ άντυμετωπύζουμε τό πρόβλημα ελέγχου της μηδενυκης 
ύποθέσεως Η έναντυ της έναλλακτυκης Η . 'Υποθέτουμε

Q ^
έπύ πλέον έκ των προτέρων ότυ δύο είναυ ου δυνατές περυ- 
πτώσευς: ευτε άληθεύευ η ε ί τ ε  άληθεύευ η Ηα καύ
ότυ η έκλογη μας είναυ μεταξύ αύτών.

Ό  έ λ ε γ χ ο ς  σ τ α τ υ σ τ υ κ ω ν  ύ π ο -
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9Β. 1 Τό στατιστικό τέστ - οί πρώτες έννοιες

θ έ σ ε ω ν  μας δυδευ τόν τρόπο νά χρυνομε η άποφασύ- 
σομε γυά την ορθότητα η αποδοχή της Η^. ‘Η δλη δυαδυ- 
κασυα όνομάζεταυ σ τ α τ υ σ τ υ χ ο  τ έ σ τ .

Γυά νά γυνευ ό στατυστυκός έλεγχος των καυ Ηα 

'πρέπευ νά χρησυμοπουησομε τυς πληροφορυες γυά τό ρ 
που μας δένουν τά στατυστυχά δεδομένα, δηλαδη τό τυχαυο 
δεϋγμα. "Αν κάνομε η δοχυμές μέ τόν ύποψηφυο δοκυμα- 
στη καυ χ  είναυ ό άρυθμός των σωστών άναγνωρυσεων πού 
κάνευ, τότε ή τ.μ. X έχευ δυωνυμυκη κατανομή μέ παραμέ
τρους τό η χαυ κάπουο άγνωστο ρ:

_ /Τ, . ,η .  χ  η - χ  „ -
Ρ (Χ = χ ) =  (  ) ρ  q  3 χ= 0 313 . . , 3η .

CC

Θέλουμε νά χρησυμοπουησομε τό στατυστυχο X γυά νά άπο- 
φασυσομε αν ή έναλλακτυκη υπόθεση Ηα είναυ πυό λογυχη 
η παραδεκτή άπό τη μηδενυκη υπόθεση Η , δηλαδη αν ό ύ- 
ποψηφυος έχευ την υκανότητα δυακρυσεως κρασυών η όχυ.
Μέ άλλα λόγυα άν ή Η^ άληθεύευ η όχυ. Θέλομε νά κατα
σκευάσουμε, πρυν γυνευ ό πευραματυσμός, ένα κανόνα γυά 
νά πάρουμε απόφαση. '0 κανόνας αυτός εέναυ τό στατυστυ- 
κό τέστ. ’Από άλλη σκοπυά θέλομε νά δοϋμε μέ τη $οηθευα 
ένός στατυστυκου τέστ άν τά αποτελέσματα του πευράματος 
στηρυζουν την η την Η^. Αυτά γυνονταυ κατασκευάζο
ντας μυά π ε ρ υ ο χ η  ά π ο ρ ρ υ ψ ε ω ς  η κ ρ υ -  
σ υ μ η  π ε ρ υ ο χ ό  (κ.π.) C, δηλαδή ένα σύνολο τυμών 
του X πού θά μας όδηγησέυ στό νά άπορρυψομε των Hq καύ 
νά προτυμησουμε την Η^ άπό την Η ”Αν τό πευραμα δώσευ 
στό X μυα άρυθμητυκη τυμή πού 3ρύσκεταυ έντός του C3 

τότε άπορρυπτομε την Η δυαφορετυκά δέν άπορρύπτομε
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Γεά έπεξηγηση έστω δτε η=10. θεωρούμε δύο κρεσεμες 
περεοχές:

C5 =  (5, 6, 7> 8 , 9 , 10 } 

κα C
CQ = {8 λ 9,  1 0 ) .

'Αν χρησεμοποεησομε της C _ τό στατεστεκό τεστ ε£ναε:
ο

άπορρέπτομε την Η^ καε δεχόμαστε την 
(δηλαδύ υπάρχουν ένδεέξεες δτε ό ύποψηφεος 
εχεε την εκανότητα δεακρέσεως άν Χ>5.

δεχόμαστε τάν (ό ύποψηφεος δεν έχεε την 
εκανότητα) αν Χ<5.

'Ομοεως τό τέστ μέ κρέσεμο περεοχη την C^ είναε:

άπορρεπτομε τόν Η^ αν Χ>8 καε δεχόμαστε 
την Ηq αν Χ<8.

Οε παραπάνω κρεσεμες περεοχές είναε εΰλογες δεότε 
προφανώς δσο πεό μεγάλο εζναε τό X τόσο μεγαλύτερη εν- 
δεεξη έχομε δτε ρ>1/3 καε έπομένως πρέπεε νά άπορρεψω- 
με τήν Η^. ’Αντεθετα ή κρεσεμη περεοχη 0 = {1 33Λδ3 ?, 9 }  

δέν είναε εύλογη. "Ετσε εχομε δύο προβλήματα: πώς κατα
σκευάζομε κρεσεμες περεοχές καε πώς τες άξεολογοϋμε. Θά 
αναπτύξομε πρώτα τό δεύτερο πρόβλημα.

9Β 2 ’Αξ ιολόγηση tftv τέστ-Σφάλματα τόπου I καί 
τό π ο υ  II

Ποεά από τες κρεσεμες περεοχές C^ καε C^ είναε
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9Β. 2 ‘Αξιολόγηση των τέστ-Σφάλματα τύπου I καί I !

χαλΰτερη; "Οταν χάνομε ένα στατεστεχό τεστ μπορεέ νά 
χαταληξουμε σέ λανθασμένη απόφαση. "Ετσε έχομε δΰο εέδη 
δυνατών σφαλμάτων, τά σφάλματα Τΰπου I καέ Τόπου II:
_________________ e_______________________________________
Σφάλμα Τυπου I:’Απορρίπτουμε την δταν η Η άληθευεε 

Σφάλμα Τυπου II: Δεχόμαστε την δταν η Ηα άληθευεε.

Δεαγραμματεκά τά σφάλματα μποροϋν νά παρασταθοϋν μέ τόν 
ακόλουθο πένακα:

Στατεστεκός (συμπέρασμα)

άληθευεε ή 

Φύση
(πραγματ εκότη ς) 

άληθευεε η Η

άποδέχεταε την άπορρέπτεε την Η

0

πεθανότητα = 2-α Σφάλμα Τυπου I 
πεθανότητα = α

Σφάλμα Τυπου II 
πεθανότητα = 3

0

πεθανότητα = Ι-$

Σφάλματα Στατεστεκών Τέστ

’Αρχέζοντας μέ τό άνω άρεστερά τετραγωνέδεο καέ πηγαένο- 
ντας πρός τη φορά των δεεχτών του ώρολογέου έχομε: δταν 
η Hq άληθευεε καέ ό Στατεστεκός άποδεχθεε την Η δεν 
γένεταε σφάλμα, ένώ αν 6 Στατεστεκός άπορρέψεε την 
τότε γένεταε σφάλμα Τυπου I. 'Ομοέως δταν άληθευεε ή Η 

καέ δ Στατεστεκός άποδεεχθεέ την γένεταε σφάλμα Τυ
που II, ένϋό στην άντέθετη περέπτωση δέν γένεταε σφάλμα.
Τά δόο σφάλματα είναε προφανώς τυχαέα ένδεχόμενα.

’Η έπέδοση ένός τέστ η κρέσεμης περεοχης άξεολογεέ-
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ταυ μέ τίς πυθανότητες των σφαλμάτων των παραπάνω τόπων:

α =· Ρ(Σφάλμα Τόπου I) = Ρ(’Απορρίπτεται, ή Hq \Hq άληθι,νη)
( 9 . 1 2 )

3 = Ρ(Σφάλμα Τόπου ΙΙ)= Ρ(Δεκτό η Rq \Rq λανθασμένη).

‘Η πι,θανότητα α τοό Σφάλματος Τόπου I λέγεται, καί μ ε- 
γ ε θ ο ς τ fj ς κ ρ ί σ ι , μ η ς  π ε ρ ι ο χ ή ς  η 
έ π ί π ε δ ο σ η μ α ν τ ι , κ ό τ η ί α ς  τ ο 0 

σ τ α τ ο σ τ υ κ ο ϋ  τ έ σ τ .  Τ<5 γ=2-3 λέγεται, ί -
α χ ό ς  η δ ό ν α μ η  τ ο υ  τ έ σ τ .  Είναι, φανερά 
ότι, θέλουμε τά α καί 3 νά είναι, δσο τά δυνατά μυκρότε- 
ρα.

Γυά τήν κρίσι,μη περυοχη C^  σφάλμα τόπου I γίνεται, 
δταν ό δοκι,μαστάς δέν εχευ τάν διακριτικά ικανότητα αλλά 
έπιτυγχάνει 5 η περισσότερες έπιτυχεις αναγνωρίσεις α
πλώς στάν τόχη. "Ετσι, άπορρίπτομε τάν Η^ λανθασμένα.
Ή  πιθανότητα νά γίνει αύτά είναι,:

cl( C J  - Ρ (απορρίπτεται, ή Η Λ  Ηη αληθινά) 
ο U U

10 
* Σ 
χ = δ

= Ρ ( Χ > 5 )  \ ρ = 1 / 3 ) =  Σ ( 10χ )  ( j f  φ 10~Χ

1 r /ΙΟ ι η5 . /ΙΟ ι η4 . flO\n.ii
Ύ θ * - (  β ' %  + ( +...-Η g ) 2 + l }

=  0Λ 2131 .

Γιά τάν κρίσιμη περιοχά Cg ή πιθανότητα τοό σφάλματος 
τόπου I είναι:

10
ι nrv^o I*, 2 . _  ,10 . ,1 ,Χ,2,10-Χ

α (0 8)  = Ρ (Χ > 8 \ ρ -  3J- Σ  ( χ)(3) ( 3)  β o,0034.
Χ“θ

ο
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9Β. 2 ’Αξιολόγηση τών τέστ-Σφάλματα τύπου I και II

"Ετσυ το α ( C J  είναυ μυκρότερο τού α ( C  J , "Οσον άφο— 
8 »>

ρα τό σφάλμα τύπου I τό τέστ Cg είναυ καλύτερο από τ<5 
τέστ ί^.
"Ας υπολογίσουμε τώρα τίς πυθανότητες τοΟ σφάλματος τύ
που II. "Οταν fi E g  είναυ λανθασμένη, δηλ. ρ > 1 / 3 Λ τ ό  3 
έξαρταταυ από τη συγκεκρυμένη τυμη τοΟ ρ πού θά θεω
ρήσουμε. "Ετσυ έστω ρ = 0 > 7 0 .  Τότε γυά τίς κρύσυμες πε- 
ρυοχές Cg καί Cg έχομε

3 i C g , p = 0 a 7 0 )  = Ρ  ίΔεκτη ή E g \ p = 0 i 7 )

4
=  P (X <5 \p=0 j 7 )=  Σ ( 10) ( 0 , 7 ) Χ ( 0 , 3 ) 10~Χ

χ = 0  Χ

= 0Λ0473

7
6 (C . ,p = 0 ,70 ) =  Ρ (Χ < 8 \ ρ = ΰ ,7 )=  Ε ( 10) ( 0 , 7 ) Χ ( 0 , 3 Γ ° ~ Χ  

8 χ= 0  Χ

=  0,6171 ,

δηλαδη $ (C o ip=Os 7 0 )> ^ (C ^ ρ = 0 Λ 7 0 ). *Ετσυ ως πρός τά σφάλ- 
μα τύπου II τό τέστ Cg είναυ χευρότερο τού C

Βλέπουμε δηλαδη δτυ μέ γνώμονα τ ό  σφάλμα τύπου I ή 
κρίσυμη περυοχη Cg είναυ προτυμώτερη από την Cg καύ 
αντίστροφα ή C c είναυ προτυμώτερη από την CQ δταν ό 
γνώμονας είναυ τό σφάλμα τύποιο II. Αύτό είναυ αναπό
φευκτο: καθώς τό α μυκραύνευ τό 3 μεγαλώνευ καύ α
ντίστροφα δταν τό α μεγαλώνευ τό 3 μυκραύνευ. Στην α
κραία περίπτωση πού ποτέ δέν κάνομε σφάλμα Τύπου I, δη
λαδη ποτέ δέν άπορρίπτομε την Η^Λ ή κρίσυμη περυοχη C 

είναυ τό κενό σύνολο καί τό α=0. ’Αλλά τότε πάντοτε δε
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χόμαστε τήν Ηq καί β=2. Στην άλλη ακραία περίπτωση που 
ποτέ δέν χάνομε σφάλμα Τύπου II, δηλαδη ποτέ δεν δεχόμα- 
στε την Hq,& = 0 . ’Αλλά τότε πάντοτε άπορρίπτομε την Rq 

χαύ ®=2. Είναυ αδύνατον τά α καί β νά γίνουν χαί τά 
δύο 0 η καί τά δύο 2 γυά μυά συγχεκρυμένη χρίσυμη περυο- 
χή.

Μέ αλλα λόγυα εδναυ αδύνατη ή ταυτόχρονη, δηλαδη 
γυά τό ίδυο C, έλαχυστοποίηση των a ( Ο  χαί & (C ). Τό 
πρόβλημα αύτό παρακάμπτεται, κρατώντας τό α σταθερό,- 
καθορισμένο έκ των προτέρων χαί έπυδυώκοντας νά βρούμε 
έκείνη τιίν χρίσυμη περυοχό C μ έ  μ έ γ ε θ ο ς  μ υ- 
κ ρ ό τ ε ρ ο  η ί σ ο  τ ο ύ  α χ α ί  έ λ ά χ υ - 
σ τ ο β [η ύσοδύναμα, τη μ έ γ υ σ τ η  ι σ χ ύ  
γ =2-3 ].Τό σταθερό προκαθορυσμένο α λέγεταυ έ π ί- 
π ε δ ο  σ η μ α ν τ υ κ ό τ η τ ο ς  του τέστ καί συνή
θως παίρνευ τυμές 1%9 5%, η 10%. Τό τέστ λέγεταυ καί
τέστ έ π υ π έ δ ο υ  η μ ε γ έ θ ο υ ς  α.

"Ετσυ στό παράδευγμα τού "τρυπλού τέστ” αν πάρουμε 
τό α = 5% είναυ εύκολο νά δούμε δτυ η χρίσυμη περυο-

χΊ
C? - { ? ,  8λ 9, 1 0 }

είναυ η μεγαλύτερη χρίσυμη περυοχη μέ

α (C ?) = 0y 0196<0y0S .

Μπορεΰ έπί πλέον νά άποδευχθευ δτυ ή C^ είναυ ή ύσχυ- 
ρότερη (αρυστη) χρίσυμη περυοχη έπυπέδου σημαντυκότητας 
5% γυά τόν έλεγχο τύς Rq έναντυ της Ηα · Δηλαδή



9Β. 3 ΤΑ στοιχεία τοΟ τέστ

&(C?, p ) £  & (C ,p ) γυά κάθε C μέ α((7) <, 0 ,0 5

καC κάθε ρ > 1/5 ·

9Β. 3 Τά στοιχεία τοϋ τέστ

’Από τά παραπάνω είναυ φανερό ότυ κάθε στατυστυκό 
τεστ άποτελευταυ άπό τά ακόλουθα σ τ ο υ χ ε υ α :

1 . Την μηδενυκτί Η καυ την έναλλακτυκη Ε^ υπόθεση.

2. Τό προκαθορισμένο έπόπεδο σημαντυκότητας α.

5. Την σ τ α τ υ σ τ υ κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η
τ ο ϋ  τ έ σ τ  καό την κρέσυμο περυοχό (κ.π.)ί7.

4. Την τυμη της στατυστυκϋς συνάρτησης τοϋ τέστ 
πο\5 προκΰπτευ άπό τά δεδομένα (μετρησευς).

5. Τό συμπέρασμα: αν ή τυμό της στατυστοκης συνάρ
τησης τοϋ τέστ πέσευ μέσα στόν κρυσυμη περοοχη 
C ή Ηη άπορρύπτεταυ υπέρ της Η ' άν πέσευ έκτός 
ή δέν άπορρύπτεταυ.

Γυά κάθε ένα άπό τά παραπάνω στουχευα έχουμε τύς 
άκόλουθες παρατηρήσευς:

Σ τ ο ι χ ε ί ο  1. Ου ύποθέσευς KQ καύ Ε δυατυ- 
πώνονταυ μέ τη βοόθευα των στατυστυκών παραμέτρων τοϋ 
μοντέλου πού υύοθετεϋταυ γυά την άνάλυση των μετρήσεων.



Δεακρένονταε σέ α π λ έ ς  (π.χ. ρ - 1 / 3 ) καέ σ ύ ν θ ε 
τ ε ς  (π.χ. ρ > 1 / 3). Δεακρένονταε έπέσης καέ σέ μ ο ν ό -  
π λ  ε υ ρ ε ς (π.χ. ρ > 1 / 3 ) καέ δ έ π λ ε υ ρ ε ς  (π.χ. 
ρ / 1 / 3 ). Ύποθέσεες τύπου όπου γνωστό λέγονταε
δ ε ξ ε ό π λ ε υ ρ ε ς  καέ ύποθέσεες τύπου Θ<00 λέγο
νταε ά ρ ε σ τ ε ρ ό π λ ε υ ρ ε ς .

Παρατήρηση: ’Η μηδενεκή υπόθεση είναε συνήθως τό 
"άντέθετο" τοΟ έσχυρεσμοΟ πού θέλομε νά έλέγξουμε. Μηδε- 
νοποεεε τόν εσχυρεσμό αύτό. "Ετσε στό παράδεεγμα τοΟ 
"τρεπλοΟ τέστ" αν ό έσχυρεσμός του ύποψηφέου είναε ότε 
έχεε τήν εκανότητα δεακρέσεως (δηλαδή ρ> 1 / 3) τότε ή 
Hq εϊναε ρ=1/3 καέ H ^ :p > l/ 3 , "Αν κάνομε σφυγμομέτρη
ση της κοενής γνώμης μέ σκοπό νά άποδεέξομε ότε λεγότε- 
ροε τού 30% των πολετων ύποστηρέζουν κάποεο θέμα τότε
η Ηη είναε ρ> 0 Λ3 καέ ή Η είναε ρ<0,3, όπου ρ

υ —  Ο. f
είναε τό ποσοστό των πολετων πού ύποστηρέζουν τό θέμα. ιL
"Οταν θέλομε νά έλέγξομε τήν ύπόθεση ότε η μακρόχρονη

|ί
αποθήκευση του αεματος η πλάσματος σέ καταψύκτη δέν άλ- 
λάζεε τήν περεεκτεκότητα του σέ χοληστερένη, τρεγλυκερέ- I.
δεα καέ άλλες ούσέες, η Hq είναε μ=0 καέ η Ηα εί- |
ναε \ι/0, όπου μ είναε ή μέση δεαφορά μετρήσεων περε- \

εκτεκότητος φρέσκου αεματος καέ τοϋ εδεου αεματος μετά *
άπό όρεσμένους μήνες άποθηκεύσεως. |

Σ τ ο ε χ ε έ ο  2. Τά α έκφράζεε τό ποσοστό 
(πεθανότητα) σφάλματος Τύπου I πού εεμαστε δεατεθεεμένοε 
νά ανεχτούμε.

Ν.

Σ τ ο ε χ ε έ ο  3. *Η στατεστεκή συνάρτηση του 0

Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία
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9Β. 3 Τά στοιχεία τοΟ τέστ

τεστ καί η κρίσυμη περυοχή είναυ τά κύρυα στοιχεία του 
τέστ. Στήν πυό γενυκή περίπτωση η κ.π. του τεστ είναυ 
ένα υποσύνολο του δευγματυκού χώρου S* 6 οποίος συνήθως 
είναυ πολυδυάστατος;. ’Επευδή όμως συχνά χρησυμοπουούνταυ 
μετασχηματισμόί άπό τό S στήν ευθεία γραμμή ή κ.π. δί- 
δεταυ με τή βοήθευα ύσοδύναμων μονοδυάστατων κρίσυμων 
περιοχών. Ου μετασχηματυσμοί αύτοί είναι, ου στατυστυκές 
συναρτήσευς των τέστ.”Ετσυ η σ.σ. του τέστ είναυ μία 
τ υ χ α ί α  π ο σ ό τ η ς μ έ γ ν ω σ τ ή  κ α τ α 
ν ο μ ή  δ τ α ν  η Η α λ η θ ε ύ ε ι .  'Η μορφή της
Η καθορίζει, τήν θέση της κρίσυμης περυοχης στον άξονα 

a
των χ . "Αν η Η είναι, δεξυόπλευρη η κρίσυμη περυοχήα
του τέστ είναυ συνήθως της μορφής ίο ^ + °° )Λ αν Η είναι.
άρυστερόπλευρη η κ.π. τοΟ τέστ είναι, της μορφής ( - co>Qq ]

καί τέλος αν η Η δίπλευρη η κ.π. είναυ της μορφήςΛ
j l U l 02+°°)* δπου ° q* ° 2 * C 2 Υνωστ01' «ρυθμοί. Τά σ  

°  1’ ° 2  ^πολογίζονταυ «πό τήν κατανομή της σ.σ. τοΟ τέστ 
δταν άληθεύευ η Η ’Ανάλογα τά τέστ λέγονταυ δεξυόπλευ- 
ρα, άρυστερδπλευρα καί δίπλευρα η τέστ δεξυας ούρας, άρυ- 
στερας ούρας, δύο ούρων της κατανομής.

Σ τ ο υ χ ε ί ο  Μ·: Ου μετρήσευς (τδ τυχαίο δείγμα) 
πρέπευ νά "ταυρυάζουν" στό στατυστυκδ μοντέλο πού υιοθε
τήθηκε. Στο παράδευγμά μας, έχομε πράγματυ μετρήσευς α
πό δυωνυμυκό πείραμα.

Σ τ ο υ χ ε ί ο  5: "Οταν άπορρίπτομε τήν Η ^9 τότε 
ευτε τήν άπορρίπτομε σωστά ευτε λανθασμένα. Στή δεύτερη 
περίπτωση τό σφάλμα υας έλέγχεταυ άπό τό α* εχευ δηλαδή' 
πυθανότητα μυκρότερη η υση τοϋ α 9 τό οποίο είναυ γνωστό
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προκαθοροσμένο μέ μυκρη τυμη. "Οταν δεν άπορρόπτομε τύν 
πάλο εότε ενεργούμε σωστά εοτε λανθασμένα. Στη δεύ

τερη περόπτωση το σφάλμα μας έλέγχεταο από τό '3 , τό ό- 
ποϋο όμως είναο άγνωστο δοότο έξαρταταο άπό τός τομές 
τοϋ Θ πού άνύκουν στό Η , "Ετσο δέν ξέρομε αν τό σφάλ
μα μας εχεο μοκρύ η μεγάλη ποθανότητα. Στό παράδεογμα μας 
μέ τό "τροπλό τέστ" καό μέ κρόσομη περοοχύ τό Cy καό 
<χ=0305 άν τό ρ  είναο λόγο μεγαλύτερο άπό τό 1/3 9 τό 
3 είναο σχεδόν όσο μέ τό 1 -α  (0 ^ )= 1 -0 Λ 0196=0 ,9804-95% ' 

ένώ άν τό ρ είναο 0Λ9δ τότε 3=03 0011. Γενοκά οι. το
μές τον) 3 είναο μοκρές γοά μεγάλο ρ άλλά σχεδόν όσες 
μέ 2-α γοά ρ κοντά στό 1/3."Αν ή τομή της σ.σ. τοϋ 
τέστ πέσεο μέσα στύν κ.π. δέν μποροϋμε μέ έμποστοσύνη νά 
αποδεχθούμε τήν Hq δοότο δέν μποροϋμε μέ έμποστοσύνη ν ’ 
απορροφούμε "ολόκληρη" τύν Η ^  "Ετσο ύπάρχεο μύα άσυμμε- 
τρόα στόν τρόπο μεταχεορύσεως των Ηq καό Η .

’Από τά παραπάνω βγαίνεο τό ακόλουθο συμπέρασμα:ε ό- 
ν α ο  π ρ ο τ ο μ ώ τ ε ρ ο  ν ά  ά π ο ρ ρ ό π τ ο μ ε  
τ ύ ν  Hq π α ρ ά  ν ά  τ ή ν  ά π ο δ ε χ ό μ ε θ α .
"Οταν άπορρόπτομε τύν Hq τ ό  ποσοστό σφάλματος εοναο εκ 
των προτέρων γνωστό η είναο μοκρότερο η όσο ενός γνωστοϋ 
όρόου, τοϋ α. Γοά τούς όδοους λόγου αποφεύγουμε νά λέμε 
ότο "αποδεχόμαστε" τύν Hq καό χρησομοποοοϋμε τόν όρο "δέν 
άπορρόπτεταο ή Hq , η λέμε ότο τά στατοστοκά δεδομένα δέν 
μας δόνουν αρκετές ένδεόξεος γοά νά άπορρόψομε τύν μηδε- 
νοκύ ύπόθεση.

Μεροκές φορές τά στατοστοκά τέστ λέγονταο καό 
τ έ σ τ  σ η μ α ν τ ο κ ό τ η τ α ς .  ’Η δοαφορά μέ τά 
τέστ στατοστοκών ύποθέσεων εόναο περοσσότερο φολοσοφοκύς
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9Β. 4 Γενικές παρατηρήσεις

μορφής* παρά ούσυαστυκης. Tdt τέστ στατυστυκών ύποθέσεων 
είναυ μία μεθοδολογία ληψεως άποφάσεως τΰπϋυ "απορρίπτω 
-δέχομαυ". Τά τεστ σημαντυκότητας αντίθετα κρίνουν αν 
ενα πευραματυκό αποτέλεσμα είναυ στατυστυκώς σημαντυκό. 
*Ενα αποτέλεσμα είναυ σ τ α τ υ σ τ υ κ ώ ς  σ η μ α 
ν τ ι κ ό  αν ή πυθανότητα νά συμβεί τό αποτέλεσμα αυτό 
κάτω άπό όρυσμένες προΰποθέσευς Ή^ είναι, μυκρη. Τό 
γεγονός ότυ τό αποτέλεσμα πραγματοπουείταυδένευ σημαντι
κές ένδευξευς έναντέον της Η^ καέ φανερώνει, ότυ τά
πευραματυκά δεδομένα δέν τη\ υποστηρίζουν.

Στό παράδευγμα τοϋ δοκυμαστοϋ κρασυών ένα X μέ 
τομές 7 *̂  8Λ 9 η 10 είναι, σ τ α τ υ σ τ υ κ ώς σ η 
μ α ν τ ι κ ό  σ τ ό  ε π ί π ε δ ο  1*96% δυότυ όταν η 
Ζ^-δηλ. ρ = 1 / 3 - άληθευευ ή Ρ (Χ > 7 ) υσοΰταυ μέ 0>0196, ’Αλ
λά καί ή Ρ (Χ = 0 ) είναι, μυκρότερη τοΰ 1*96%, Είναυ λου- 
πόν ένα X ίσο μέ τό 0 στατυστυκώς σημαντυκό στό επί
πεδο 1 *9 6%; "Οχυ δυότυ υποθέσαμε ότυ ό δοκυμαστης δέν 
μπορεί νά έχει, επίδοση χευρότερη άπό την τύχη. ”Αν λουπόν 
τό Χ=0 είναυ άσύνηθες όταν ρ > 1 / 3 9 είναι, περυσσότερο ά- 
σόνηθες όταν ρ> 1 / 3 . "Αν όμως τό ρ μπορεί νά είναι, καί 
μυκρότερο του 1/3 τότε καί τό Χ=0 είναι, στατοστι,κώς 
σημαντοκό δηλαδη μας δόνευ σημαντοκη ένδεοξη έναντόον 
τής EQ:p = l/ 3 ,

9Β. 4 Γενικές παρατηρήσεις

1. Είναυ φανερό ότυ ποτέ δέν μποροϋμε νά αποδείξου
με την ορθότητα μίας ύποθέσεως. Πρέπεο $εβαυα μα έξαυρέ-



σουμε τετρμμμένες η έξεζητημένες περμπτώσεμς πού μέ την 
έκτέλεση ενός η περισσοτέρων πειραμάτων άποκαλύπτεταμ ό 
άγνωστος χαρακτήρας τού πληθυσμού. 'Ομοίως καί περμπτώ
σεμς πού δέν κυβερνοΰνταμ άπύ τούς νάμους της τύχης. *Η 
θέση της φύσης είναμ άγνωστη καί οίοσδηποτε η όσοσδηποτε 
πεμραματμσμύς είναμ αδύνατο νά την άποκαλύψεμ.

Κεφ. 9 Στατιστική Συμκερασματολογΐα

ύ·

2. ’Η αποδοχή η άπάρρμψη της Η έξαρταταμ άπύ 
τούς κμνδύνους ( . r i s k s ) πού είμαστε δματεθεμμένομ νά δε
χθούμε. ’Εξαρταταμ άπύ τά α καί 3· ’Αλλάζοντας το α 
μπορεί νά άλλάξεμ η άπύφαση η τύ συμπέρασμα. "Αν ή ίσχύς 
τού τέστ είναμ γνωστή, τύτε άποδεχύμενομ τύν Η έχομε 
πλήρη γνώση των κμνδύνων τής άποφάσεως μας. Συχνά αντί 
νά δεχτούμε μία μηδενμκή ύπύθεση προτμμαμε νά έκτμμήσου- 
με τήν άγνωστη παράμετρο μέ ένα σημείο η ένα δμάστημα έ- 
μπμστοσύνης.

3. *Η δματύπωση των υποθέσεων πρέπεμ νά γίνεταμ 
πρίν γίνεμ τύ πείραμα καί ληφθοΰν οέ μετρησεμς. Δμαφορε- 
τμκά τά συμπεράσματα δέν είναμ άμερύληπτα.

Μετά τήν'παρουσίαση τής φμλοσοφίας των λογμκών αρ
χών των στατμστμκών τέστ άπομένεμ νά παρουσμάσομε τη θε
ωρία εύρέσεως καί τίς μδμύτητες των στατμστμκών συναρτή
σεων τών τέστ. Αύτύ αποτελεί άντμκείμενο των κλάδων "Ε
λεγχος Στατμστμκών ’Υποθέσεων καί Θεωρία Στατμστμκών ’Α
ποφάσεων καί είναμ έκτύς τού σκοπού τού παρύντος βμβλίου. 
’Εδώ θά περμορμστοΰμε στην άκύλουθη άρχή κατασκευής σ.σ. 
τού τέστ πού άπορρέεμ άπύ τύν όρμσμύ τους: σ.σ. τού τέστ 
είναμ μία τυχαία ποσύτης μέ γνωστή κατανομή όταν άληθεύ-
εμ Α

ι' ·.
? ;
f

i

• ! 
• i

... r
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9Γ. 1 έυμπερασματολογία γιά ίή μέση τιμή

Στη συνέχευα θά παρουσιάσομε μερυκές έφαρ- 
μογές της στατυστυκης συμπερασματολογύας που θά εμπεδώ
σουν τόσο τά δυαστηματα έμπυστοσύνης δσο καύ τά στατυ- 
στυκά τεστ.

Γ ' ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ: ΑΠΛΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΓΙΑ 

9Γ. 1 Συμπερασματολογία γιά τή μέση τιμή

"Εστω Χ η3. . , 3Χ ένα τυχαϋο δείγμα μεγέθους η ά-
J- Υ1> 2

πό ένα πληθυσμό με μέση τομή μ καύ δυακύμανση σ . ”Ε- 
στω X  ή μέση τυμη τοΌ δεύγματος καύ S ή δυακύμανση 
του. Θέλομε νά έκτυμησομε τό μ καύ νά ελέγξομε ύποθέ- 
σευς γυά τό μ. 'Υποθέτομε στην άρχη δτυ ό πληθυσμός εί- 
ναυ κ α ν ο ν υ κ ό ς .  ’Αργότερα θά χαλαρώσομε την ύπό- 
θεση αύτη.

'Ο καλύτερος έκτυμητης τοΟ μ είναυ ό

(Βλέπε §9Α.2). Τό καλύτερο δυάστημα έμπυστοσύνης γοα τό 
μ είναο

μέ έκτυμώμενο τυπυκό σφάλμα

σ.■ = _S_

X Ifn

L  =  X - t ~  - ( 9 . 1 3 )

To δυάστημα αύτό άπορρέευ άπό τό γεγονός δτυ ή ποσότης
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*=XL·
S/Jn

(Βλέπε θεώρημα 8.3).
Γυά νά έλέγξουμε ύποθέσευς τη£ μορφηδ

(α) H0; U = μ0

(b) V * 1 * 0

(ο) Β0:ν " μ0

(d)
Ηο :ν * μ0

(e) Β0:ν “ μο

μέ έπυπεδο σημαντυχέτητας 
χέ

έναντι. ν μ > μ ο
II ν μ ’ ν ο

II
5α;μ < μ0

II ν μ < μ ο
II

Ba ! V ! i v 0

α χρησυμοπουοΟμε τ<5 στατυστί/

t  =
S/Jn

τ<5 όπουο εχευ κατανομή

V i  δταν ν =  ν ο

(9 .1 4 )

(Βλέπε Θεώρημα 8.3) χαέ τές άχέλουθες αντίστοιχες χρίσυ- 
μες περι,οχές:

γυώ τήν (α) C * ( i  y. η * δηλ.α> η - ΐ α* η -1

II II (b) C = ( t  Ί *+ °> ), δηλ. t > t
α , η - ΐ α,η-Ι

11 II (ο) C » y. 7>>,δηλ.·£<-£
αΛη-Ι

II II (d) (7 = „ J* δηλ. £<-t
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9Γ. 1 Συμπερασματολογία για τή μέση τιμή

γυ<£ τιΐν Μ  C = -t a / 2 jn - l ) U ( t ^ / 2 , n - y +m K

δηλ. It \ > t
a/2aη -1

τό τ ε σ τ  αύτό λέγεταυ t  τ έ σ τ .
Οι» παραπάνω κρίσυμες περυοχές είναυ ου καλύτερες

κών 'Υποθέσεων. Μπορεί νά φανεί όμως καί δυαυσθητυκά. 
Πράγματυ, γυά τίς ύποθέσευς (α) μεγάλες θετυκές τυμές 
τοΌ X υποδηλώνουν άπόρρυψη της Η^ καί αποδοχή της 
Η . ’Αλλά μεγάλες θετυκές τυμές τοΟ X σημαίνουν μεγά- 
λες θετυκές τυμές τοΟ t .

Το Σχήμα 9.2 μδς δίνευ μυά γραφυκη παράσταση της 
κρίσυμης περυοχϊίς τοΟ t-τέστ, του α καί το\3 β (γυά 
μ=μ^>μ^) γυά την περίπτωση των υποθέσεων ( α )

Σχήμα 9.2 Κρίσυμη περυοχη^α καί β γυά τό ί-τέστ

( b ) μη κεντρυκη t  *
γι-1

t
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Κεφ. 9 Στατιστική Σομκεραοματαλογία

"Οταν ίσχύει, ή η σ.σ. (9 ,1 4 ) τοΟ t-τεστ έχει, κατα

νομή "Αν μ=^ 2>μί7 ^ σ,σ εχευ μτΐ κεντροκη
t  - κατανομή η όποία έχει, ανάλογο σχήμα μέ την t  - 
άλλά είναι, μετατοπισμένη πράς τά δεξοά μέ μέση τυρά α
νάλογη τοϋ μ^-μ^. 'Η κ.π. καθορίζεται, μέ τ<5 σημείο t α· 
Δεξι,ά του καί κάτω άπά την καμπύλη (α) έχουμε τά α, 
ένώ άρι,στερά του καί κάτω άπά τήν καμπύλη (&) έχομε 
τά β.

Παράδειγμα 9 .2 :

"Evas υγειονομικός σταθμάς θέλει, νά ελέγχει, αν ό 
μέσος άριθμός βακτηριδίων άνά μονάδα ογκου θαλασσινού 
νερού σέ μία παραλία υπερβαίνει, τά έπίπεδο άσφαλείας των 
200 , Δώδεκα δείγματα νεροϋ συλλέγονται καί εύρίσκονται 
οί άκόλουθοι άριθμοί βακτηριδίων άνά μονάδα ογκου:

170, 175 , 190, 198, 215,  185

184, 207, 210, 193, 196, 1 8 0 ,

'Υπάρχει, λάγος άνησυχίας;
"Εστω μ ό μέσος άρι,θμάς βακτηριδίων άνά μονάδα

Ο

ογκου καί σ ή διακύμανση. Δεδομένου δτι ή άποτυχία 
διαπιστώσεως παραβιάσεως τού ορίου άσφαλείας μπορεί νά 
έχει, σοβαρές συνέπειες ή μηδενική καί ή εναλλακτικά ύπόθε- 
ση είναι,

#0·*μ >. 200 καί #a *U< 200,

'Υποθέτουμε δτι οί μετράσεις άποτελούν ένα τυχαίο ο
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9Γ. 1 Συμπερασματολογίο γιά τή μέση τιμή

δείγμα άπ<5 μία κανονυκά κατανομή καί δτυ τά επίπεδο ση- 
μαντι,κάτητας είναι, α - 1%. To t  τέστ

Χ -200

s / m

έχει, 11 βαθμούς έλευθερίας καί κρίσυμη περμοχη

c  *  ( - ~ ’ - % ο ι , ι Γ  - &> ? 1 8 ) ·

Οέ υπολογισμοί μέ τά παραπάνω δεδομένα μδς δίνουν

X =  1 9 1 ,9  

S  =  1 4 ,0 3

t
1 9 1 ,1 -2 0 0
1 4 ,0 3 / / Π

- 8 , 9  β 
4 ,0 5

- 2 ,1 9 7 ·

’Επευδά ή παρατηρηθείσα τι,μά t  =  -2 ,1 9 7  είναι, έκτος 
τϊ\ς κ.π. C , n Rq δέν απορρίπτεται, στ<5 επίπεδο τοϋ 1%.

Δεν ύπάρχει, ενδευξη δτμ το μέσο έπίπεδο των βακτηρι,δίων 
είναι, έντάς των ορίων ασφαλείας.

Στά σημείο αυτά ίσως θελάσουμε νά έκτυμησουμε τά μ. 
Πράγματι, δ έκτομητης τοϋ μ είναι, ό

\ι=Χ=191,9 βακτηρίδια άπο μονάδα δγκου

καί έχει, τυπι,κά σφάλμα

* χ  =  % = 4 > 05·

"Ενα 95% δι,άστημα έμπι,στοσύνης γυά τ<5 μ είναι, τά
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X ± t 0 ,0 2 6 ,1 1  =  1 9 1 ,9 *2 ,2 0 1 *4 ,0 5 = 1 9 1 ,9 ±8 ,S 1

Παράδε iyuo. 9.3:

Σέ μυά προσπάθει,α νά προσδι,ορι,στεε αν η εέδι,κά έκπαέ- 
δευση αύξάνει, η δχμ τάν δεέκτη εύφυίας, είκοσι, πέντε παι,- 
δudt έξετάζονται, μέ ένα βασυκά - τυποποιημένο τέστ εύφυίας. 
Κατάπυν τά παι,δι,ά αυτά παρακαολουθοϋν ένα είδυκά μάθημα,
6 σ κ ο π ό ς τοΰ δποέου είναι, η αύξηση τοΟ δεέκτη εύφυίας. Στά 
τέλος του μαθήματος εξετάζονται, γμά δεύτερη φορά. 'Η δμα- 
φορά μεταξύ τών βαθμών της δευτέρας καύ πρώτης έξετάσεως 
καταγράφεται, γι,ά κάθε παυδέ. "Εστω δτι, ή μέση τμμά τών 
δι,αφορών αύτών είναι, Χ~6 μονάδες (σέ κλέμακα 0 -1 0 0 ) καύ 
η δοακύμανση = 6 4. "Εχει, ή είδυκτΐ έκπαέδευση αύξάσει,
τ<5ν δεέκτη εύφυυας;

"Εστω μ ή μέση τομή τών δι,αφορών. *Η μηδενι,κά ύπά- 
θεση είναι, δτι, ή είδι,κά έκπαέδευση δέν είναι, άποτελεσματυ·· 
κύ, δηλ. Η ^ :]ΐ* 0 · *Η έναλλακτι,κά είναι, Η ^:\ι>0, δηλαδά υ
πάρχει, θετι,κά αύξηση. Θά χρησι,μοποι,ίΐσομε δεξι,άπλευρο t  

-τέστ καέ θέτομε a -S% . "Ετσι, t q ^  ^ = 1 λ 711.

’Η τι,μά τϊΐς σ.σ. τοΟ t-τέστ είναι.

t  = W M  - U  - 3- ?S>1’ 711 - % η - 1

"Ετσι, απορρίπτεται, ή Hq καέ βγάζουμε τ ό  συμπέρασμα δτι, 
πράγματι, ή είδυκά έκπαέδευση αύξάνει, τ ό  δεέκτη εύφυίας. 
Τύ ποσοστά σφάλματος μας είναι, 6%.



9Γ. 1 Συμπερασματολογία γιά τή μέση τιμή

"Οσες φορές χρησυμοπουοϋμε την καΐανομό t  γυά 
ύπολογυσμό διαστημάτων έμπυστοσυνης η τεστ στατυστυκών 
υποθέσεων υποθέτομε δτυ τά δεδομένα μας είναι, ένα τυχαίο 
δείγμα άπό ένα κανονικέ πληθυσμό. Ή  πρώτη ύποθέση τοϋ 
τυχαίου δείγματος είναυ ούσυαστυκη αν θέλομε να δυατυπώ- 
σομε πυθανοθεωρητυκά συμπεράσματα γυά τά αποτελέσματα 
μας. Δέν μπορεί νά χαλαρωθεί.

*Η δεύτερη υπόθεση τοϋ κανονυκοϋ πληθυσμοϋ δέν εί
ναι. τόσο υσχυρη καί μπορεί νά χαλαρωθεί αρκεί νά έχομε 
ένα αρκετά μεγάλο δείγμα. Αυτό είναυ άμεση συνέπευα τοϋ 
Κεντρυκοϋ 'Ορυακοϋ Θεωρήματος.

Μ έ γ ε θ ο ς  τ ο ϋ  δ ε ί γ μ α τ ο ς :  Ή  στατυ- 
στυκό θεωρία προσφέρευ πολύτυμη βοηθευα κατά τη σχεδία
ση μελετών, έρευνών η πειραμάτων. Μία τέτουα περίπτωση 
είναυ ό προσδυορυσμός τοϋ μεγέθους τοϋ δείγματος.

'Η άκρυβευα (άξυοπυστυα) ένός έκτυμητη Θ μετρευ-
ταυ μέ τό τυπυκό του σφάλμα σί τό οποίο συνήθως είναυθ

= α//η Λ

όπου σ ή τυπυκό άπόκλυση τοϋ πληθυσμοϋ καί η τό μέ
γεθος τοϋ δείγματος. ”Ετσυ αν η μεταβλητότητα (δηλ. τό 
σ) τοϋ πληθυσμοϋ είναυ γνωστή (π.χ. από προηγούμενες 
μελέτες) μποροϋμε νά προσδυορυσομε τό η ώστε νά πετύ- 
χομε μία δεδομένη άκρίβευα γυά τό Θ.

’'Εστω τώρα δτυ θέλομε νά έκτυμησομε τη μέση τυμη μ 
ένός πληθυσμοϋ άπό ένα μεγάλο δευγμα κατά τέτουο τρόπο 
ώστε ή μέση τυμη X τοϋ δείγματος νά εύρίσκεταυ (μέ έ- 
μπυστοσΰνη 1 0 0 (1 -α ,)% ) εντός w μονάδων άπό τό μ. Μέ 
άλλα λόγυα θέλομε τό μήκος τοϋ Δ.Ε. ( 9 . 1 3 ) νά είναυ 2μ

423
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"Ετσι

Π
U -L  =  2 t

α / 2 ,η -1

η  =
^ct/2an - l  S ^

J
(9 .1 S )

* Η λύση ως itp<5s η της έξισώσεως (9 .1 5 ) δέν είναι, εύ
κολη. Στάν πράξη όμως μπορούμε νά προσεγγίσομε τό 
t α/2 η  j  μέ τά ζα/2 κα  ̂τ<* ^ κάποιο σ πού προ
κύπτει, άπό προσωπικά γνώση, παλαιά δεδομένα, η πληροφο
ρία άπό τά βιβλιογραφία. "Ετσι έχομε τά σχέση

η (9 .1 6 )

Βλέπομε δηλαδά ότι, καθώς η διακύμανση αυξάνει,, τά η  

έπίσης μεγαλώνει,. Πληθυσμοί μέ μεγάλη μεταβλητότητα α
παιτούν περισσότερες μετράσεις (σέ σύγκριση μέ πληθυ
σμούς μέ μικρά μεταβλητότητα) γιά νά έπιτευχθει η έπιθη- 
μητά ακρίβεια. ’Επίσης όσο η έμπιστοσύνη τάς έκτιμάσεως 
αυξάνει, (δηλ. τό α μικραίνει,) τό η μεγαλώνει. Καί κα
θώς τό w μικραίνει τό η μεγαλώνει.

9Γ. 2 Σομκιρασματολογία γιά τό δια>νυμικό ρ

"Εστω ότι δίνονται η ανεξάρτητες δοκιμές τύπου 
B e r n o u l l i μέ πιθανότητα επιτυχίας ρ καί έστω X ο



9F. 2 Συμπερασματολογία γιά td διωνομικό ρ

άρυθμός των έπυτυχυών. Μέ αλλα λόγυα δένεταυ ένα δυωνυμυ- 
κό πείραμα μέ τυμτί X δπου ή τυχαία μεταβλητή X έχευ 
δυωνυμυκη κατανομή B (n ap ) ,

'0 φυσυολογυκός έκτυμητης ρ τοϋ ρ είναι, ή παρα- 
τηθευσα συχνότης έπυτυχίας, δηλαδη

ρ  =  -  . (9 .1 7 )
ε η

'0 έκτυμητης αυτός είναυ α μ ε ρ ό λ η π τ ο ς  δυότυ

Ε (ρ )  =  Ε (Χ )/ η  =  ηρ/η  =  ρ  

καί έχευ τ υ π u κ ό σ φ ά λ μ α

Ορ =  ι/ ρ (1 -ρ )/ η  (9 .1 8 )

ποΰ έκτυματαυ μέ

σ* = }/ ρ (1 -ρ )/ η . (9 .1 9 )
Ρ

Τό Κεντρυκό ‘Ορυακό Θεώρημα μας δένει, ότυ η κατανομό 
της τ.μ. X είναι, κατά προσέγγιση κανονυκη μέ μέση τυμη 
η ρ καί δυακυμανση npq (βλ. έδάφυο 8 . 6 ) . ‘Η προσέγγυση 
βελτιώνεται, όσο τό η αύξάνευ. "Ενα 1 0 0 (1 -α )%  δυάστημα 
έμπυστοσύνης γυά τό ρ κατασκευάζεται, μέ τη βοηθευα της 
προσεγγέσεως αυτής:

L  = p - ^ g / p i i - p V n  9 U = ρ+2α^/ρΠ-ρ;/η. (9 .2 0 )

*0 έλεγχος στατυστυκων υποθέσεων γυά τό ρ γένεταυ 
μέ τη βοηθευα τϊίς στατυστυκης συναρτησεως X όπως άνα-
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πτυχθηκε στες §9B.l, 9Β.2 καό 9Β.3. Το τέστ αυτό είναε 
άκρεβές καί γενεταε μέ τη χρηση λεπτομερών δεωνυμεκων 
πενάκων η σημαντεκης υπολογιστικής προσπάθεεας. "Ενα 
κ α τ ά  π ρ ο σ έ γ γ ε σ η  (γεά μεγάλα η ) τέστ μπο
ρεί νά γένεε χρησεμοποεωντας τό στατεστεκό

ζ
Ρ -Ρ ρ  χ-ηρ0

% α - Ρ 0)/ η  Snpg ( l - p g )

τό οποίο έχεε τυπε- 
κό κανονική (9 .2 1 )  

κατανομή όταν Ρ=Ρ^ ·

*Ετσε γεά νά ελέγξομε ύποθέσεες τ?ΐς μορφές

(α )
Ηο :ρ = ρ ο

εναντε Β ^ Ρ ρ

(b ) Ηο :ρ £ Ρ ο
εναντε Ηα : ™ 0

( ο ) « 0 : Ρ * Ρ 0 εναντε
•

Ηα : ^ 0

(d ) Bg :p < P p εναντε Βα : ^ 0

( e ) η0 :Ρ~ρ0 εναντε Ha :p ftp 0

χρησεμοποεοϋμε τό ζ  τϊΐς (9 .1 9 ) καέ τες ακόλουθες κρε- 
σεμες περεοχές

γεά τόν (α ) C =  ( ζ  3+^)s δηλ.
α 3>*α

II II ( b ) C =  ( ζ  .*+<»)> δηλ. α *>ζα
II II ( ο ) C = ί-,-^,δηλ. 0<-2(χ

II II (ά ) C =  δηλ. 3<-0α

II ”, ( e ) C =  (- "> > -Ζ 0ι/ 2 ) υ ( ζ α./2>'Η* )

δηλ. Ι ζ Ι >3α /2



9Γ. 2 Συμπεραβματολογία γιά τό διωνυμικό ρ

ΓΙαοάδεlΥίχα 9.4:
'Η ’ΐατρυκτί ’Ερευνητυκη ‘Ομάδα CC o ron a ry  D ru g  

P r o j e c t ;  J . C k ron , D i e . ,  v o l  27 ,2 67 -28 5 ) άνέφερε τό 1974 
ότυ άπό 2789 άνδρες ήλυκυας 3 0 -6 4 , o i όπουου είχαν μία 
η περυσσότερες καρδυακές προσβολές, ύποβληθηκαν σε θερα
πεία καί έγυναν καλά, 355(δηλαδη 1 2 ,8 % ) πέθαναν κατά τη 
δυάρκευα των τρυών έτών πού ακολούθησαν την θεραπεία.Νά 
έκτυμηθευ η πυθανότητα θανάτου έντός των τρυών έτών μετά 
τη θεραπεία.

"Εστω δτυ γυά κάθε δοκυμό, δηλαδή γυά κάθε καρδυο- 
παθό, έπυτυχυα είναυ τό άτομο νά μόν πεθάνευ κατά τη 
δυάρκευα των τρυών έτών μετά τη θεραπεία. "Εστω ρ ή 
πιθανότητα αύτη. Τότε έχομε η  =  2789 δοκυμές καί

Ρ = Υ789 =  ° * 872* 2~Ρ =  J789 = ° ’ 128 9

Τό ρ έκτυμα την πυθανότητα ζωής κατά την δυάρκευα τών 
τρυών έτών καί τό 1 -ρ  έκτυμα την πυθανότητα θανάτου 
έντός τών τρυών μετά τό θεραπεία έτών. Τό τυπυκό σφάλμα 
τοϋ ρ είναυ

σ- = / (0 ,1 2 8 ) (0 ,8 7 2 )/  2789 =  0 ,0 0 6  .
Ρ

‘Ομοίως

0 ,0 0 6  .

"Ενα κατά προσέγγυση 96% Δ.Ε. γυά τό ρ δίδεταυ από την 
( 9 . 2 0 ) :

0 ,8 7 2 ±1 , 96 (0 ,  006 ) = 0 ,8 7 2 ± 0 ,0 1 2 ,
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δηλαδή L  =  86% καί U =  88,4% .

Μέ δμοι,ο τρόπο ένα 95% Δ.Ε. γοά τ ό  1 -ρ  είναι,

0 ,1 2 8 + 1 , 9 6 (0 , 006 ) =  0 ,1 2 8 ± 0 ,0 1 2 ,

δηλαδή L « 11,6% καί U =  14%. Μέ άλλα λόγι,α, ό τρι,ε- 
τής ρυθμός θανάτου είναι, μεταξύ 11,6% καί 14%.

Μέ βάση τά προηγούμενα νομίζετε ότι, είναι, λογι,κό νά 
συμπεράνομε ότι, 6 έ τ ii α ι ο s ρυθμός θανάτου γυά την 
κατηγορία των παραπάνω ατόμων είναι, μεταξύ 3,9% καό 
4, 7%;

*Η παραπάνω ανάλυση ίσχύει. ύπό την προϋπόθεση ότι, 
τά 2789 άτομα αποτελούν ενα τυχαίο δείγμα άπό τόν (με
γάλο) πληθυσμό καρδι,οπαθών μίας χώρας. Στήν πραγματικό
τητα τά 2789 άτομα δέν έλήφθησαν μέ δειγματοληψία.’Ελή- 
φθησαν άπό μι,ά παρεμφερή κλι,νι,κή δοκιμή τής οποίας ό 
σκοπός ήταν ή σύγκριση διαφόρων φαρμάκων έλαττώσεως τής 
χοληστερίνης μέ τό αδρανές φάρμακο p la c e b o ως προλη
πτικά φάρμακα καρδιακού νοσήματος. Τά 2789 άτομα πήραν 
τό p la c e b o  καί ή μελέτη έγινε σέ 53 νοσοκομεία των 'Η
νωμένων Πολιτειών τής 'Αμερικής πού έλαβαν μέρος στήν έ
ρευνα. Βέβαια πρέπει νά γνωρίζουμε δτu τά άτομα αυτά εί
χαν συστηματική ιατρική παρακολούθηση μέ αποτέλεσμα νά 
υπάρχει ένα μικρό ποσοστό μεροληψίας έναντι, των τυχαίως 
έκλεγομένων καρδιοπαθών.

"Εστω τώρα ότι θέλομε νά έλέγξομε τήν ύπόθεση 
Η ^ :ρ = 0 ,9 0 έναντι, ^  0 ,9 0 . *Η τιμή τής σ.σ. τοϋ τέστ
(9 .2 1 ) είναι
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0 ,8 7 2 -0 ,9 0  0 ,028  Α Λ,
Ζ  =  =  η  n n c o ---- 81 .

U 0 , 90 ) ί ο , 10)/2789 υ>υυύί

* Η τυμη αύτη είναυ μέσα στην κρύσυμη περυοχη μεγέθους 
5%

ο =  (-< *3 -1 ,9 6 )  U (1 ,9 6 ,  +°*)

καί έτσυ με έπόπεδο σημαντυκότητας a =  5% η R q άπορ- 
ρέπτεταυ. Μάλυστα δε έπευδη η πυθανότητα Ρ (Ζ < -4 ,9 1 )  ε Ζ -  

ναυ σχεδόν μηδέν ή τυμη ζ  =  4 ,9 1 είναυ στατυστυκως πολΰ 
σημαντυκη καί έτσυ υπάρχουν υσχυρές ένδεόξευς γυά τόν ά- 
πόρρυψη της Η Τό αποτέλεσμα αυτό δέν μας ξενύζευ δυότυ 
τό η  =  2789 είναυ αρκετά μεγάλο καC τό ρ έκτυμδταυ μέ 
τό ρ μέ μεγάλη άκρύβευα.

9Γ. 2 Συμπερασματολογία γιά τό διωνυμικό ρ

Μέγεθος του δείγματος: ’"Αν θέλουμε νά έκτυμόσου- 
με τό ρ μέ βαθμό έμπυστοσόνης 1 0 0 (1 -α )% παυ σ φ ά λ 
μ α  έ κ τ υ μ η σ ε ω ς  ε ν τ ό ς  tu> ά^ό Δ.Ε. (9 ,2 0 )  

έχουμε

2« = u-l = / Ξ Ε Ε  d „  = ρα-ρ) & 1 ) 2
α/2 η  w

έπευδη ρ ( 1 - ρ ) <,1/4 γυά κάθε ρ ( 0 , 1 )

, 2 Λ»/2 ,2η < -τ f— -— / ·

429
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9Γ. 3 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά 
δύο μέσων τιμών

’Εδω αναλύομε δεδομένα που άποτελοΟνταυ άπέ δύο α
ν ε ξ ά ρ τ η τ α  τυχαυα δεύγματα, δευγμα 1 άπέ πληθυ
σμέ 1 καύ δευγμα 2 άπέ πληθυσμέ 2 . Συχνά τέ δευγμα 1 

εΐναυ δ ε υ γ μ α  ε λ έ γ χ ο υ  καύ τέ δευγμα 2 είναυ 
δευγμα "θ ε ρ α π ε υ α ς" η Μδ ο κ υ μ α σ υ α ς. 
"Αλλες φορές τά δεύγματα προκύπτουν άπέ πευράματα συγ- .. 
κρύσεως των άποτελεσμάτων δ ύ ο  δ υ α φ ο ρ ε τ υ  - 
κ ώ ν  θ ε ρ α π ε ύ ω  ν.

Στέ Στατυστυκέ θ ε ρ ά π ε υ ε ς  εϊναυ όπουεσδέ- 
ποτε δυαδυκασύες η μέθοδου η ούσύες τά αποτελέσματα των 
όπούων θέλομε νά έκτυμέσομε η συγκρύνομε. Θεράπευες μπο- 
ρευ νά εϊναυ δυαφορετυκά φάρμακα η δυαφορετυκές δέσευς 
ένές φαρμάκου δυαφορετυκές θεραπευτυκές αγωγές στέν ΰα- 
τρυκέ, δυαφορετυκές χημυκές ούσύες η δυαφορετυκά ποσο
στά έφαρμογές μύας χημυκές ούσύας, δυαφορετυκές μηχανές* 
η δυαφορετυκού χευρυστές κ.λ.π.

Ή  σύγκρυση δύο θεραπευωυ γύνεταυ έφαρμέζοντας τες 
σέ όμοευδές πευραματυκέ ύλυκέ. ΔυαυροΟμε τέ πευραματυκέ 
ύλυκέ σέ π ε υ ρ α μ α τ υ κ έ ς  μ ο ν ά δ ε ς  καύ 
κατέπυν έφαρμέζομε στέν τύχη μύα άπέ τύς δύο θεράπευες 
σέ κάθε πευραματυκέ μονάδα. Αύτέ γύνεταυ εύτε μέ ένα νέ- 
μυσμα (κορώνα-γράμματα) είτε μέ τέ βοέθευα πυνάκων τυ- 
χαύων άρυθμών. Μερυκές φορές έπυβάλλομε καύ τέν δευτερεύ- 
οντα περυορυσμέ κάθε θεραπεύα νά έφαρμέζεταυ στέν υδυο ά- 
ρυθμέ πευραματυκων μονάδων. Σχέδυα πευραμάτων τές παραπά
νω μορφής λέγονταυ π λ έ ρ ω ς  τ υ χ α υ ο π ο υ η μ έ -
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ν α σ χ έ δ υ α .
’Αφού εφαρμοστούν ου θεραπείες παίρνομε ένα άντυκευ- 

μενυκά μέτρο του αποτελέσματος κάθε θεραπείας άπά κάθε 
μονάδα καί έτσυ καταληγομε σέ δυο ανεξάρτητα δείγματα άπά 
δύο πληθυσμούς, τίς δύο θεραπείες.

Σ τό χ ο ς είναυ νά έκτυμησομε τη δυαφορά μ^-^ Π νά 
ελέγξομε την υπόθεση ^:μ^=μ^ δπου μ̂ · καί μ^ είναυ 
ου μέσες τυμές των πληθυσμών (θεραπευών) 1 καί 2 άντί- 
στουχα.

"Εστω Χ ^ 3 . . . ΛΧ « τά δεδάμενα (τυχαίο δείγμα με-
11 1η.

γέθους η 7) άπά τάν πλη^υσμά 1 καί X22 ■»···■» X'2 η .
τά

δεδομένα (τυχαίο δείγμα μεγέθους n ^ i απά τον πληθυσμά
2 , Ου πληροφορίες πού περυέχονταυ στά δεδομένα αυτά συ- 
νοψίζονταυ περυληπτυκά στάν άκάλουθο πίνακα:

Δείγμα Μέγεθος Βαθμ.έλευθ.(β.ε.) Μέσ.τυμη "Αθρ.τετρ.(S S )

1
η ι J 1! - 1 *2 Σ ( χ η - χ /

2
η 2 η 2~2 h * (X 2 i - J /

Σύνολο η ΐ + η 2~2
Συνολυκά SS

Πίνακας 9.1 Ύπολογυσμου δύο δευγμάτων.

‘Υπενθυμίζομε τούς τύπους μηχανης γυά τά άθρουσματα τε- 
τραγώνων χαιί tps δυαχυμάνσευζ:

„ , „ (2Χ..Υ
S? = ———~ Z ( X . , - 7 J 2= ---— — i
Ί  η ^ -1

S 2 =  1 S 2

Ή  V η 2- 1 ν' U η.

C2X, J 2.
( 9 .22)

Ζ(Χ<
η Λ-1  2is

. -X  ) = - ί - Α ζ ή . -  2ΐ- '}
2 η Λ-±

431



Κεφ. 9 Στατιστική Συμκερασματολογία

*0 καλύτερος έκτυμητης της δι,αφορας ly-pg εϊναυ ό

V « 2  * Χΐ ' Χ2 ■
( 3 . 2 3 )

'Επει,δή τά τυχαία δείγματα είναυ ανεξάρτητα, o i στατυστυ- 

κές συναρτήσευς Χ^ καί X2 είναυ ανεξάρτητες. "Ετσι, ή

διακύμανση τοΟ ε^ναυ

Var(Xr x2) =  VarXfVarXf ( 9 .2 4 )

'Από τή σχέση αυτή β ρ ί σ κ ο μ ε  δτι τά τυπικά σφάλμα τοΟ έκΤι- 

μητή τής διαφορδς μ^-μ^ είναι

V * 2

Γ2 I

- J ' ± + ' A
Χ Λ η, η.

(9 .  25)

'Ετσι τά έκτιμάμενο τυπικά σφάλμα τοΟ e^vat

°Ύ  - X  λ1 λ2
,s ± + sA

n l  n 2
(9 .  26)

Γιά νά προχωρήσομε τώρα στά διαστήματα έμπιστοσύνης 
καC τέστ γιά τή διαφορά μ^-μ^ ΧΡευ<̂ εταυ ν<* κάνουμε μερι
κές υποθέσεις γιά τίς κατανομές των X καί χ  . "Αν1 ο
λ ο ι π ά ν τ ά  δ ε ί γ μ α τ α  1 κ α ί 2 ε ί ν α υ  
μ ε γ ά λ α  τάτε ισχύουν κ α τ ά  π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  
οί σχέσεις

σ 2 σ 2

Τ ^ Ν ί η ^ Α - )  καί ' ^ 2 ^ ( ν 2Λ:η~ )  * ( 9 .2 7 )



9Γ. 3 Συμπερασματολογ ία για τή διαφορά δύο μέσων ημών

’'Ετσι, σ την  περίπτωση αύτή ένα 1 0 0 (1 -α )%  κατά προσέγγυ- 

ση δι,άστημα εμπιστοσύνης γι*ά τή δι,αφορά μ^-μ^ δύδεται/ 

άπό τύ ς  σχεσει,ς

( 9 .2 8 )

‘ Ομούως, στην  περίπτωση αύτη, ύποθέσει,ς τή ς  μορφής

( α )
' Ε 0 : χ ί 1 ~ ν 2 = ^ 0 ·

έναντι ,
Β α ! ν Γ ν 2 > 6 0

( b )
Η 0 : ν Γ ν 2 ^ 0

tl
V  W * i  -

( ο )
^ 0 ;μΐ ~ μ2” δ0

It
V W 60

( d )
Ε 0 : ν 1 ~ ^ 2 ^ 0

It
V W 60

( e )
Ε 0 : ν Γ ν 2 = ^ 0

η
W V 40

έλέγχονταο  κατά προσεγγυση με τ ό  σ τατι ,σ τυκό

" Μ

Χ1 Χ2~β0

η.

τ ό  όπουο έχει, κ α τ ά  π ρ ο 

σ έ γ γ ι σ η  τυπυκή κανονυκή 

κατανομή ό ταν  ύσχύευ ή Η ^  ·

( 9 . 3 0 )

Ο ί  ά ν τόσ το ι ,χ ες  κρόσι,μες περυοχές ε ϊ να υ  οι, ακόλουθες

γυά τήν  ( a )  C  -  ( z a , + e o J j  δΓΐλ. Ζ > ζ α  

"  "  ( b )  C  =  ( * α , + » ) ,  δηλ. Ζ>3α
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γιά τόν ( q )  C = (-«,-3^^ δηλ. Ζ > - ζ α

II II ( d )  C = (-«ν-^,,δηλ. Ζ<-2α

« ·■ ( e )  c = ( - <* , - za / 2 ) U ( z a / z l +~) >

δΠλ.

"Οταν τά μεγέθη η^ καύ η^ των δειγμάτων 1 καύ 
2 είναι, μικρά ή προηγούμενη συμπερασματολογύα δσον αφό
ρα τά διαστόματα έμπιστοσύνης καύ τέστ δεν ισχύει. Τά 
διαστόματα ( 9 . 2 8 ) καύ τέστ (9 .  SO) δέν είναι, αξιόπιστα. 
Tux νά προχωρόσομε.χρειάζονται περισσότερες υποθέσεις 
γιά τύς κατανομές των πληθυσμών 1 καί 2 καί τύς δια
κυμάνσεις ϊους. Χρειάζεται νά υποθέσομε ότι οί πληθυσμού 
είναι, κανονικού καύ έχουν ίσες διακυμάνσεις.

Κ α ν ο ν ι κ ο ύ  π λ η θ υ σ μ ο ύ - ί σ ε ς  
δ ι α κ υ μ ά ν σ ε ι ς .  "Εστω λοιπόν δτι οι δύο πληθυ
σμού είναι κ α ν ο ν ι κ ο ύ  καύ δτι οί διακυμάνσεις φ

Ο Ο
τους a j  καύ σ| είναι ί σ ε ς  καύ άγνωστες, δηλαδη

Ο Ο Ο ρ
α = ο = α .  "Οταν τ<5 πειραματικό υλικό (πειραματικές μονά- 
J ύ

δες) είναι όμοειδές καύ έλέγχονται δλοι οί παράγοντες 
πού είναι δυνατόν νά έπηρεάζουν τύς μετρήσεις ( ε κ τ ό ς  άπό 
τύς θεραπείες) τότε η υπόθεση τός ισότητας των διακυμάν
σεων είναι ρεαλιστικό. Βέβαια η υπόθεση αύτό μπορεί νά 
έλεγχθέι καύ στατιστικώς (βλέπε τέστ ισότητας των διακυ
μάνσεων).

2
‘Ο καλύτερος έκτιμητόδ τόδ κοινός διακυμάνσεως σ 

είναι 6

1  ( n r 1 ) S i + ( n 2 - 1 ) S 2  σ υ ν ο S S

η 1+ η 2 ' 2 συνολικοί β.ε. ( 9 .3 1 )
ο
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9Γ. 3 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο μέσων τιμών

έχει, η η+ η 0- 2  βαθμοΰς έλευθερύας καί λέγεται, ά θ ρ ο υ* 
σ τ u κ ό ς έ κ τ ι μ η τ ι Ι ς  τΤί s δι,ακυμάνσεως σ . "Ε
τσι, τό έκτυμώμενο τυπι,κό σφάλμα τοΟ εκτυμητη Χ ^ -χ ^ της 
δυαφορας είναι, [3λ .  ( 9 . 2 6 ) ]

5_ Ύ =s/ L .  +  L .  
ΎΓ Χ2 η ι  n z

( 9 . 3 2 )

Τά έκτυμώμενα τυπυκά σφάλματα των έκτι,μητών μ^-Ζ^
καί μ^Τ^ ε^ναυ

ό γ  -  S/JrT^ j O j  =  S/τ/η^ .

He τιίς παραπάνω ύποθέσεε£ τ<5 στατεστεκά

(9 .  3 3 )

ΧΓ Χ2 ~ ( ν Γ ν 2}

s J  —  + —
η1 η 2

έχει, κατανομή t
η 1 + η ^ -2

2γυά κάθε καί °  ·

( 9 . 3 4 )

"Ετσι, τό καλύτερο 1 0 0 (1 -α )%  δι,άστημα έμπι,στοσύνης 
γυά τη δοαφορά δίνεται, από τίς σχέσει,ς

s / ^ T L ·
L Xi ' ‘X2^i'a /2 3n:j+ n 2-2  u '  ^  η^

U * X~-Xj-t /η , 0 S
1 2 α/23η 1+ η 2- 2  ν ,. „ν n „  η~

(9 . 3 5 )

Οί, ύποθέσει,ς ( α ) 3 ( h ) 3 . . .  * ( e ) της ( 9 . 2 9 ) γυά τη δι,α- 
φορά μ^-μ^ έλέγχονται, μέ τό στάτι,στυκη συνάρτηση
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t  =
ΧΓ Χ2 - 60

πού εχευ κατανομή

V ^ 2-2 δτβν toX0et ( 9 ,3 6 )

Ου άντύστουχες κρύσυμες περυοχές είναυ οΰ ακόλουθες:

γυά τήν ( α ) C =  ( t  .+<»), 6ηλ. t > t  ot u
II II α>) C * ( t aa-h »)> δηλ. t > t a

II II ( Ο C = Γ-%-ία>Ι,δηλ. t<-ta
II II ( d ) C - Γ-%-^α^δηλ. t < - t a

II II ( e ) C =  f-% - ϊ α/2^ U ( t a/2*Ca)

δηλ. \ t\ > ta/2

Τά δυαστήματα έμπυστοσύνης καυ τά τεστ γυά μόα άπ<5
τές μέσες τυμές μ. χρησυμοπουούν τ<5ν άθρουστυκό έκτυ-

τ,
μητύ S  τοΟ σ καυ οΰ ποσότητες t a/2 ^ ^χουν
η 1 *η 2~^ βαθμούς έλευθερυας.

ΠαράδείΥπα 9 ,5 :

Δύο ανεξάρτητες ομάδες παυδυων 1 καυ 2 άποτελούνταυ 
από 10 παυδυά ή κάθε μυά. Τά παυδυά της ομάδας 1 προέρ- 
χονταυ άπό ύπερτασυκούς γονευς ένω τά παυδυά της ομάδας 
2 προέρχονταυ άπό γονεϋς μέ κανονυκη πυεση. Ή  συστολυ- 
κό πυεση τού αΰματος μετρυέταυ στά παυδυά των δύο ομάδων 
μέ τά ακόλουθα αποτελέσματα:
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9Γ. 3 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο μέσων τιμών

"Ομάδα 1 :  100, 102, 96, 106, 110, 110, 120, 112, 112, 90

'Ομάδα 2 : 104, 88, 100, 98, 102, 92, 96, 100, 96, 96

Μέ έπίπεδο σημαντυκότητας =10% νά έλεγχθεί αν ύπάρχευ 
δυαφορά μεταξύ της μέσης πίεσης μ^ παυδυων άπύ ύπερτα- 
συκούς γονείς καί της μέσης φυσιολογίας πίεσης μ^.'Υ- 
ποθέτομε δτυ ή συστολυκύ πίεση τού αίματος ακολουθεί κα- 
νονυκη κατανομή καί δτυ ή μεταβλητδτης των πυέσεων εϊναυ 
ή υδυα καί γυά τούς δύο πληθυσμούς, παυδυά ύπερτασυκών 
γονέων καί παυδυά φυσυολογυκών γονέων.

Γυά τά παραπάνω δεδομένα εχομε

Δείγμα 1 Δείγμα 2

ΣΧ η . * 1058 
Η

ΖΧΗ  = 972

Χ1 =  1 0 5 ,8 χ 2 = 9 7 ,2

ΣΧ2 . =  112644
1 Ί

ΣΧ2̂  = 94680

"Ετσυ

τ ( Χ Η ~ Ί 1>2= Σχ2ι
( ς χ Η >

η - = 112644-
(1 0 5 8 )2

10
70 7 ,6

Σ ( Χ η . - Χ 0) 2=  94680-
ώΊ 6

(9 7 2 ) 2 
10

2 0 1 ,6
A

καί δ Πίνακας 9.1 είναυ

Δείγμα η β·>
1 10 9

2 10 _9_

Εύνολο 18

μέση τυμη_____SS

105 ,8  7 07 ,6

9 7 ,2  2 0 1 ,6

909, 2
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Ή  μέση διαφορά πιέσεων μ^-μ^ έκτιμαται μέ την
ποσότητα

μΓ μ2= W  β’ β ■

Επειδή οι πληθυσμού είναι κανονικοί καί έχουν tnv ίδια
2

μετα3λητότητα σ^=< 
είναι 1 & λ , ( 9 . 3 1 ) ]

2 2 2 2 μεταβλητότητα σ ^ σ ^ σ  ο αθροιστικός έκτιμητής τοΟ σ

S 2 «  * $ μ  « S0,51  ( S = 7 , l l ) .

'Η αξιοπιστία τοΟ έκτιμητή ^ “^2 ζ υ γ ί ζ ε τ α ι , μέ τό τυπι
κό του σφάλμα [3λ .  ( 9 . 3 2 ) ] .

ΧΓ Χ2
.? = / S O T S l / ^ - h ^ g  = 3 ,1 8  ,

τ ό  όποιο είναι σχετικά μικρά.
*Η ύπάθεση πού θέλομε νά έλέγξομε μέ έπίπεδο σήμα* 

ντικότητας 10% είναι [& λ ·  ( 9 , 2 9 )  ( e ) μέ

Η.

3.ε. καί είναι

έναντι V v S  ·

ν έ «< r °
[3λ . ( 9 . 3 6 ) ]

97 f  2 β*Α— -  2 70 .
L l + i 3 ,1 8 " ’
10 + ϊ ο

a = 10% είναι

0 ,0 5 , 18 * 1 ,7 3 4 .

'Επειδή 2, 7 0 > 1 ,734 απορρίπτεται η £ καί εξάγε-



9Γ. 3 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο μέσων τιμών

ταυ τό συμπέρασμα δτυ υπάρχευ στατυστυκως ο^ημαντυκύ δυα— 
φορά μεταξύ της μέσης πύεσης αυματος παυδυών άπό υπερτα
σικούς γονευς καύ της μέσης φυσυολογυκης πυεσης. Το πο
σοστό σφάλματος εϊναυ 10%.

Τ ό  μ έ γ ε θ ο ς  τ ω ν  δ ε ι γ μ ά τ ω ν .  'Η 
συζητηση άκολουθευ τό σκεπτυκό τοΌ προσδυορυσμου τού με
γέθους του δεύγματος πού αναπτύχθηκε στην περύπτωση τού 
ένός πληθυσμού καύ ένός δεύγματος (βλ. §9Γ.1). Τό ένδυ- 
αφέρον μας εϊναυ γυά τη παράμετρο δ^μ^-μ^. 'Υποθέτομε 
δτυ οό δυακυμάνσευς των δύο πληθυσμών είναυ υσες, δηλαδη

Ο Λ Ο
σ^=σ^=σ^, καύ δτυ ό έρευνητης γνωρύζευ η μπορευ νά καθο-

j. α
ρύσευ μύα λογυκη τυμη του σ. 'Υπάρχουν πολλές πεοραματυ- 
κές περυπτώσευς πού οό παραπάνω προΰποθέσευς ύκανοπουοΟ- 
νταυ.

"Εστω δτυ θέλομε νά έκτυμησομε τη δυαφορά δ=μ^-μ^ 
κατά τέτουο τρόπο ώστε ή δευγματυκη δυαφορά νά
εύρύσκεταυ εντός w μονάδων άπό τό δ μέ γνωστή έμπυστο- 
σύνη 1 0 0 (1 -α )% . Μέ άλλα λόγυα θέλομε τό μήκος τοϋ Δ.Ε. 
( 9 .2 5 ) νά εϊναυ 2ω. ”Ετσυ

U -  L  =  2 t s / L -  + I. β
α/2Λη 2Η ι2- 2  η 1 η 2

2ω .

'Υπάρχουν πολλού συνδυασμού των η^ καύ η 2 πού όκανο- 
πουοΟν την παραπάνω σχέση. Θέτοντες £=0 καύ ύποθέτον- 
τες δτυ τά 2 δεύγματα είναυ μεγάλα καύ υσα, δηλαδη η ^

η προηγούμενη σχέση γύ-=η2=”, καυ /Λ
<χ/ 2 , η Ί + η 9- 2

=
Ζ<*/2

νεταυ
/' ι , 1

Ζα /2 σ ^ η
+ —  ;

η
w
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Κεφ. 9 Στατιστική Σομπερασματολογία

καί τελικά λύνοντας την ώς π:ράς η εχομε:

η Φ

η μετρήσεις εκλέγονται» άπά τάν πληθυσμό 1 και» η απά 
τάν πληθυσμέ 2 .

9Γ. 4 Συγκρίσεις κατά ζεύγη

Ου συγκρίσεις κατά ςεΰγη άναφέρονται σέ δεδομένα 
πού λαμβάνονται κατά ζεύγη. Τά Παράδειγμα 9.3 είναι μύα 
τέτοια περύπτωση. Τά δεδομένα των συγκρίσεων κατά ζεύγη 
εμφανίζονται σ υ ν ή θ ω ς  σέ πειράματα των οποίων ο 
σκοπάς είναι» ή διερεύνηση τής άποτελεσματικάτητας μίας 
θεραπείας. Ζεύγη άτύμων η πειραματόζωων η πιά γενικά πειρα
ματικών μονάδων σχηματίζονται» μέ βάση διάφορους παράγον
τες όπως π.χ. ή ηλικία, τά βάρος, τά φύλο, ή οξύτητα της 
ασθένειας, ή χημικά σύνθεση, η κληρονομικάτητα (δίδυμα), 
τά περιβάλλον κ.λ.π., δηλ. παράγοντες πού έπηρεάζουν τίς 
μετρήσεις. Σέ ένα μέλος κάθε ζεύγους έφαρμάζεται ή θερα
πεία ένώ τά άλλο μέλος χρησιμεύει γιά έλεγχο ( c o n t r o l ) . 

Μετά λαμβάνονται οί μετρήσεις. Πιά φυσιολογικά, συγκρί
σεις κατά ζεύγη έφαρμάζονται δταν ή θεραπεία έφαρμάζεται 
σέ κάθε ένα άπά η άτομα η πειραματικές μονάδες καί λαμ- 
βάνονται δύο μετρήσεις, μία πρίν άπά τή θεραπεία καί μία 
μετά τή θεραπεία. Τά μέλος του ζεύγους στά όποιο έφαρμά- 
ζεται ή θεραπεία έκλέγεται στήν τύχη. Σχέδια πειραμάτων 
μέ τά παραπάνω χαρακτηριστικά λέγονται καί σ χ έ δ ι α



9Γ. 4 Συγκρίσεις κατά ζεύγη

τ υ χ α ι , ο π ο ι , η μ έ ν ω ν  b l o c k  (μέ δύο πει,·- 
ραματι,κές μονάδες σε κάθε b l o c k ) .

'Η παράμετρος πού μας ένδυαφερευ εδώ είναι, η δ=μ^- 
μ^ δπου μ^ είναι, η μέση τομή της θεραπείας καί μ^ η 
μέση φυσι,ολογι,κη τι,μη (τ<5 c o n t r o l). 'Η συμπερασματολογία 
γίνεται, μέ τόν ίδυο τρόπο όπως στόν §9Γ.1, περίπτωση μίας 
μέσης τυμης ένός πληθυσμοί) καί ένός δείγματος. Τό δείγμα

είναι, οί δυαφορές ' ^ s=̂ 2 iT ^ 2 i* δπου X1 V " >

Χ^η οί μετρησευς θεραπείας καί %21* “  * *^ 2 η μετρτ “̂ 
σει,ς c o n t r o l . Βλέπε Παράδευγμα 9.3. *Η δυαφορά 
έκτυμαται, αμερόληπτα μέ τό

°  - Χ1~Χ2 ■
( 9 . 3 8 )

Τό έκτομώμενο τυπυκό σφάλμα του Ό είναι,

Λ
( 9 . 3 9 )

δπου
1

η -1
Σ (Ό . - Ό ) .• 7 ^%=1

'Υποθέτοντας ότι, οί δι,αφορές Ό^9 . . . 3Ό^ Λ αποτελούν ένα 
τυχαίο δείγμα άπό ένα κανονι,κό πληθυσμό, ένα 1 0 0 (1 - η )%  

δυάστημα έμπυστοσύνηε γυά τη δυαφορά <5 είναι, τό

L - ΰ ~*α/ 2 , n - l Sl / ^

U = ^ V 2 , n - i V ^  ·

( 9 . 4 0 )

'Υποθέσεις γυά τό δ π.χ., Hq :6 ~ 50 ελεΥΧ°νταυ ^  τό 
στατυστυκό
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D- δ
t  =

0
τά οποίο εχεε κατανομά
t  , δταν άληθεύεε η ΗΛ· 

η -1  0

(9 . 4 1 )

Με συγκρέσεες κατά ζεύγη μπορούμε νά συγκρίνομε καC 

δυο δεαφορετεκές θεραπείες. Στά πλήρως τυχαεοποεημένα 
πεεράματα συγκρίσεως δΰο θεραπεεών (βλ. §9Γ.3), οέ θερα
πείες έφαρμάζονταε στάν τύχη πάνω σέ δλες τες πεεραματε'- 
κές μονάδες. Συνήθως η τυχαεοποίηση περεορεζεταε ετσε 
ώστε κάθε θεραπεία νά έφαρμάζεταε στάν εδεο άρεθμά πεε- 
ραματεκών μονάδων (ίσες έπαναλήψεες κάθε θεραπείας). Τά 
δεδομένα πεεραμάτων τ?)ς μορφής αυτής άναλύονταε με τη 
μεθοδολογία των δύο δεεγμάτων -δύο πληθυσμών (βλ. 59Γ.3).

Γεά τά παρπάνω πεεράματα η άποτελεσματεκάτητα καί 
άκρίβεεα της έκτεμησης είναε άντεστράφως ανάλογες πράς 
τάν άθροεστεκά έκτεμητά τάς κοενης δεακυμάνσεως
σ , δσο μεκράτερο τά S τάσο μεγαλύτερη η άκρίβεεα.
Γεά νά αύξάσομε τάν άκρίβεεα ένάς πεεράματος, μέ ενα 
συγκεκρεμένο ποσά πεεραματεκοϋ ύλεκοΟ, πρέπεε νά αλλάξο
με τά σχέδεο του πεεράματος γεά νά έλαττώσομε την ανεξή
γητη μεταβλητάτητα των δεδομένων καθώς αύτά μετρεέταε μέ 
τά . ’Επέεδά τά £ ? προκύπτεε άπά τη μεταβλητάτητα 
μεταξύ πεεραματεκών μενοάδων πού δέχονταε τάν εδεα θερα
πεία, είτε πρέπεε νά έλαττώσομε τά μεταβλητάτητα αύτά 
χρησεμοποεώντας περεσσάτερο ομογενές ύλεκά, είτε πρέπεε 
νά άπαλείψομε μερεκά άπά τη μεταβλητάτητα αύτά χρησεμο
ποεώντας έκ τών προτέρων πληροφορίες γεά τες μετρησεες 
(άποκρεσεες) πού θά προκύψουν άπά τες πεεραματεκές μονά
δες. Οε εδέες αυτές ύλοποεοϋνταε μέ τά σχέδεα τυχαεοποε-
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9Γ. 4 Συγκρίσεις κατά ζεύγη

ημένων b lo c k .

"Αν οο πεοραματοκές μονάδες έμφανόζονταο κατά ζεύ
γη η μποροϋν νά όμαδοποοηθοΰν σε ζεύγη έτσο ώστε ή μετα
βλητότητα των άποκρόσεων μεταξύ των μελών κάθε ζεύγους 
νά είναο μοκρότερη άπό τη μεταβλητότητα μεταξύ μελών 
δοαφόρων ζευγών, μπορούμε νά βελτοώσομε την άποτελεσματο- 
κότητα του πεοράματος μας έφαρμόζοντας τός δύο θεράπευες 
τυχαοα στά δυό μέλη κάθε ζεύγους. Κάθε μόα από τός δύο 
θεράπευες έφαρμόζεταο σε ενα μόλος κάθε ζεύγους. "Ετσο 
έκτοματαο ή δυαφορά στην έπόδοση των δύο θεραπεοών γυά 
κάθε ζεύγος, ή μεταβλητότητα μεταξύ τών ζευγών δέν ύπεο- 
σέρχεταο. "Αν ή τελευταόα μεταβλητότητα είναο μεγαλύτερη 
άπό τό μεταβλητότητα έκτος τών ζευγών, τό πεόραμα τυχαυ- ' 
οπουημένων b lo c k  θά έόναο καλύτερο (άποτελεσματυκότερο 
γυά τη σύγκρυση τών δύο θεραπεοών) άπό τό πλήρως τυχαοο- 
ποοημενο πεόραμα.

Παράδειγμα 9.6:

Γυά νά προσδοοροστευ άν μόα έπεξεργασόα θερμότητας 
εϊναυ άποτελεσματοκη στό νά έλαττώνευ η όχυ τόν άρυθμό 
τών βακτηρυδόων τού γάλακτος παόρνονταο 10 δεόγματα γά
λακτος καό γυά κάθε δευγμα γόνεταυ μοκροσκοποκη καταμέ
τρηση. τών βακτηρυδόων πρόν καό μετά την έπεξεργασόα. Τά 
δεδομένα εόναο ού λογάρυθμου τών άρυθμών τών βακτηρυδόων.
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Λογάριθμοι αριθμών βακτηριδίων

Πριν άηό την Μετά την Διαφορές
Δείγμα επεξεργασία(Χ ~ ) έπεξεργασέα ( Χ η)  Ό . =  Χ ^ . - Χ θΛ·________________________ 1_________________ό t Ίί. 6»

1 6 ,8 8 6 ,8 5 0, 03

2 7 ,0 5 6 ,8 4 0 ,21

3 8 , 24 7 ,0 7 1 ,1 7

4 5, 20 . 5 ,0 5 0 ,1 5

5 6 ,1 6 6 ,1 8 . - 0 ,  02

6 6 ,6 7 6,71 - 0 ,0 4

7 7,01 6 ,4 9 0 ,5 2

8 5 ,4 6 5 ,2 4 0 ,2 2

9 5, 87 5 ,8 8 -0 ,0 1

10 6, 54 6,41 0 ,1 3

Γιά τά παραπάνω δεδομένα έχομε ■ ■'

2D .=  2 ,3 6
%,

D =  0, 236

2Τ?.= 1 ,7 7 4 2  ( 2 D . ) 2/η « 0 ,5570

S2 * (1 ,7 7 4 2 -0 ,5 5 7 0 )/9 =  0 ,1352

S j j «0,1352/10 = 0 ,0 1 3 5.

Θέλομε νά έλέγξομε την υπόθεση μη άποτελεσματιχότητας 
τής έπεξεργασιας Η δ=\ι ^ Ο  έναντι τής ύποθέσεως 
έλαττώσεως τοΟ άριθμοΟ των βακτηριδίων Η :6 > 0 .

\Α *

'Η σ.σ. τοΟ τέστ __
D -0



9Γ. 5 Σ υμπε ρασματολογία για τις διακυμάνσεις

εχεμ τμμη

t  - 0. 236 „= —  = 2, 03JZ2
/0Τ0Ϊ35

¥;

καμ έπεμδτί ΐ = 23 0312>t =13833 άπορρύπτομε τηνC/j u5j t? U■
με έπέπεδο σημαντμκότητας 5% καμ βγάζομε το συμπέρασμα 
δτμ η έπεξεργασέα θερμάνσεως έλαττώνεμ τον άρμθμό τωνι
βακτηρμδμων.

9Γ. 5 Συμπερασματολογία γιά τ ι ς  διακυμάνσεις

α) Μ ί α δ μ α κ ύ μ α ν σ η

1 "Εστω Χ η3. . . 3Χ ένα τυχαμο δεμγμα από κάπομσ πλη-
1 γι 2

θυσμό με μέση τομή μ καέ διακύμανση σ . "Εχομε δεμ στά
προηγούμενα δτμ ό καλύτερος (άπό πλευράς άμεροληψέας) έ-

2 «κτυμητύς τού σ εέναμ η δεμγματμκη δμακύμανση

(Σ Χ  ) 2
s2 - JL. m.-?A J-ta*. ] .n-ί ί, η -1 ^ «

'Ομούως 6 έκτμμητης τού σ είναμ τό S.

"Εστω τώρα ότμ 6 πληθυσμός εέναμ κ α ν ο ν μ κ ό ς .  Το 
καλύτερο 1 0 0 (1 -α )%  δμάστημα έμπμστοσύνης γμά τό σ2 ε^ναυ
τό

L  =
( n - l ) S *

X2Λ αΛη -1

,2
U =

( n - l ) S '

1-α3η-1

( 9 . 4 2 )

Τό άντύστομχο δμάστημα γμά την τυπμκη άπόκλμση σ είναμ
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Τ<5

( A n - V S Z/XS ,  / Χ ^ η - ΐ 1
α3 η -1

Τά δεαστήματα αύτά απορρέουν άπά τά γεγονάς οτυ η ποσο

xns
( n - l ) S 2 ^  ν2

2 η -1σ

γυά κάθε μ καέ σ ($λ. Θεώρημα 8.2).
ι

Γυά νά έλέγξομε υποθέσεις τ?|ς μορφής

( α ) V
2 2 
° ~σο Γη. ° = ν έναντι. ν ° 2>σ0 Γή σ>ν

( b ) V
2 2 
σ & 0 Γή °2>0> II

Ηα : ° 2>° 20 Γή O C g )

( ο ) V
2 2 ο = ο 0 (Ά 0=0ο} . II η 2 2Η : σ  < ο η 

α 0
Γη 0<V

( d ) V
2 2

σ (Κ σ* ν
II η 2 2Η : σ  < σ η

α 0 Γη α<αο)
( e ) V

2 2 
σ -°ο Γή α=α0) II V 2JL 2

V °  * 0 Γη ° * ν

μέ έπυπεδο σημαντεκάτητας α χρησεμοποι,οϋμε τά στατυστυ 
κά

γ2 ( n - l ) S 2
2τά όποιο έχει, X 7 κα-

2
αο

τανομή όταν σ = α 2 .
( 9 .4 3 )

καά τάς άκάλουθες κράσεμες περεοχές: 

γυά τάν ( a )  C - * δηλ*

( b )  C = ( χ ΐ , π - ΐ ’ * " 1 ’ δηλ· χ2>Κ1 , η - 1

Μ  <7 = ( Ο , ή ^ ^ Ι ^ η λ .  Χ Ζ< ^ _ α3„_ι

II II

II II



9Γ. S Συμπερασματολογία για τις διακυμάνσεις

γυά την

tr π

Tc5 τέστ αύτο

'1-

,2

(d ) c = ( 0 ^ η_ ι}>  δηλ.

^  C = (0 >ΚΙ α/23η - 1 1υ(Χ ·1 / 2 ,η -1 > + “ } ·
( g #

λέγεταυ X (χυ - τ ε τ ρ ά γ ω ν ο ί .

Παράδε lyuo. 9.7:

'0 κατασκευαστής ένός οργάνου άκρυβεέας ύσχυρυζεταυ 
δτε ή τυπεκη άπόκλεση των μετρήσεων πού γένονταυ μέ το 
δργανο εϊναυ σ=2. ”Αν σέ ένα πευραμα πάρομε μετρησευς
4 ,2 ,  5 ,3 ,  1 0 ,3 αλήθευεu ο ύσχυρυσμος τοϋ κατασκευαστοϋ;

Γυά τά δεδομένα του παραδείγματος έχομε 

Σ Χ . = 1 9 ,8  ,  ΣΧ2. =  1 5 1 ,8 2 , η=3t ^ -

Σ ( Χ . - Χ ) 2 = 1 5 1 , 8 2 - ( 1 9 , 8 ) 2/3 =  2 1 ,1 4  

S 2 = £ ( Χ ί - Χ ) 2/ ( η - 1 )  =  21 ,14/2  =  1 0 ,5 7 .

Θέλομε νά έλέγξομε την

Ηη : σ  =  2 έναντυ Η : σ  /  2 
0 a

'Η σ.σ. τοΟ τέστ είναι/

„2 ( n - l ) S  2x10 ,57
Λ ' 2 4 =

°0
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- Κεφ. 9 Στατιστική Συμκερασματολογία

"Ετσι επειδή

4 , 375, 2 = °» OS0e<X2=S, 28S<X20 i ^  g -  7, 378

τά δεδομένα δέν μδς δένουν αρκετές ένδείξειε γιά νά απορ- 
ρίψομε τόν ισχυρισμό τοϋ κατασκευαστοΟ μέ α -5% . "Ενα 95% 

διάστημα έμπιστοσύνης yea τ<5 σ είναι
9

L  = ( / ■η2' 1>- · -  = / f ^ f  = *Ί787 -  189
* 0 ,0 2 5 ,2

ο -  - Ί3Ι?-
Κ0Λ97532

3) Σ ύ γ κ ρ ι σ η  δ ύ ο  δ ι α κ υ μ ά ν σ ε ω ν  

Παράδειγμα 9 .8 :

Δύο διαφορετικά ηλεκτρονικά όργανα Λ καί Β, χρησιμο
ποιούνται γιά τή μέτρηση τής πιέσεως τού ματιού. ’Ενδια
φερόμαστε νά συγκρίνομε τά όργανα αύτά ώς πρός την ποιό
τητα τους. 'Η ποιότητα ένός οργάνου είναι μεγάλη όταν έ- 
π α ν ε ι λ η μ έ ν ε ς  μετρήσεις στό ίδιο αντικείμενο 
έχουν μικρή μ ε τ α β λ η τ ό τ η τ α .  "Ετσι έπανειλη- 
μένες μετρήσεις στό ίδιο μάτι καί τήν ίδια περίπου χρονι
κή στιγμή δίνουν τά ακόλουθα αποτελέσματα.

A Β

’Αριθμός μετρήσεων η  j= 1 0 «2=3

Διακύμανση S 22 = l 3 25 s\=o,

448
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9Γ. 5 Συμπερασματολογία για τις διακυμάνσεις

Γενικά: "Εστω δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγματα μεγέ
θους η η καί η 9 αντίστοιχα άπό δύο κ α ν ο ν ι κ ό  ύς

1 '  '  2
πληθυσμούς μέ μέσες τιμές μ7, μ9 καί διακυμάνσεις σ7 j

2 η —  2 , — £ 7 , ,  ^σ^. "Εστω καί μεσεε τυνιες καί διακυ
μάνσεις των δύο δειγμάτων. ’Ενδιαφερόμαστε νά συγκρίνομε 
τίς δύο διακυμάνσεις. 'Η μηδενική υπόθεση είναι Ηη : ο η =

2 , t ,  ,  η ^ ^
Og. Σέ άλλες έφαρμογές ή υπόθεση αύτη δίδει ίση μεταβλη
τότητα σέ δύο μεθόδους μετρήσεων κ.λ.π.

'Η στατιστική συνάρτηση του τέστ είναι

( 9 . 4 4 )

(Βλέπε Θεώρημα 8.4). Τό τέστ αυτό λέγεται F τ έ σ τ  
καί έφαρμόζεται γιά υποθέσεις της ακόλουθης μορφής

(α )
„  2 2 
Η0 : σ 1=Ο2

έναντι „ 2 , 2  
Ηα : σ / σ 2

(b )
„  2 2 
Η0 : °1 = σ 2

ΤΙ Η : σ 2>σ2 . a 1 2

( ο )
„  2 2 
Β0 : ΰ 1=α2

II τι 2
Ηα : σ 1<σ2

(d )
Β0 !β 1 ^ 1

II „ 2 2 
Ηα ! ° 1 >σ2

( e ) ν ^ ί
11 „ 2„ 2 

Βα : ° 1 <σ2

μέ τίς ακόλουθες κρίσιμες π ερ ιο χ ές :  

γιά την ( a )  C 

" " ( b )  C =  (F,

( 0 ·  F l - a / 2 ,  η ^ Ι , η ^ Ι  >U(Fa / 2 ,  η ^ Ι , η ^ Τ  +m> 

+<*>)

" " ( ο )  C = ( 0 .F - „ η )
3 Ι - α , ^ - Ι , η ^ - Ι
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γεά τήν ( d)  C -  ( F  1 - ,+ *> )
α , η ^ - Ι , η ^ - Ι

( e )  C =  ( 0 , Ρ η Ί )
Ι ^ α , η ^ - Ι , η ^ - Ί

Λύση του Παραδείγματος;
2 2 2 

'Εδώ έχομε ν<ί έλέγξομε τύν HQ:a 2=a2 ^ναντυ Ηα ! σ 1

, 2
* γ
’'Εστω *=10%. 'Η σ.σ. τού τέστ

F - ή / ή

εχεε τεμύ F  - 1 ,2 5 / 0 ,2 8  =  4 ,4 6 . *Η κρεσεμη περεοχη μεγέ

θους 10% εέναε C =  (0 >F o , 9 5 , 9 , 7 i U ( F 0 ,0 5 ,9 ,7 ,+ < ° ) . ’Επεεδη

F  -  1/F
1 - α , η 1, η 2 a >

F 0 , 9 5 , 9 , 7 =sl/F0 ,0 S ,7 ,9 ~ 1/3* 29 ° * Ζ°  Μα° F 0 ,0 5 ,9 ,7 ~ 3* 68'

’Επεεδύ τώρα F = 4 ,4 6 > 3 ,6 8 άπορρεπτομε τήν Η^ μέ έπεπε- 
δο σημαντεκύτητας 10%. Δέν ύπάρχεε άμφεβολεα δτε το όρ
γανό Β είναε καλύτερο άπύ τύ A . Αύτύ είναε φανερέ καε
άπύ τεμές των S? καε S 0 πού είναε δεαφορετεκές. Δέν

1 2
άρκεε δμως αύτύ, δεύτε αν π.χ. S ^ 0 , Z 5  τύ άντεκεεμενο 
δέν εϊναε στατεστεκώς σημαντεκύ καε ή δεαφορά μεταξύ 5^ 
όφεελεταε στύν τύχη 10%. Τύ ποσοστύ σφάλματος είναε 10%.



9Γ.6 Σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ο λ ο γ ί α  γ ι α  τή διαφορά δύο 
π ο σ ο σ τ ώ ν  ( π ι θ α ν ο τ ή τ ω ν  έπιτυχίας)

9Γ. 6 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο ποσοστών

α) Σ ύ γ κ ρ ι σ η  δ υ ό  π ο σ ο σ τ ώ ν  κ α 
τά ζεύγη.

ΠαοάδείΥίχα 9.9;

Τό κάθε ένα άπό 60 δείγματα ρινικών έκκριμάτων 
καλλιεργείται σε δύο διαφορετικά μέσα Α καί Β μέ στόχο 
τη σύγκριση της ικανότητας των δύο μέσων νά άνιχνεύσουν 
ορισμένους ιούς γρέππης. Τά αποτελέσματα δένονται στον 
ακόλουθο πίνακα όπου + σημαίνει ότι γίνεται ανίχνευση 
τού ίοΰ της γρέππης καί - ότι δέν γίνεται.

Κατανομή 60 ρινικών εκκριμάτων 3<*σει αποτελεσμάτων 
καλλιέργεια σέ δύο μέσα

Μέσον Α + +

Μέσον Β + +

’Αριθ.πτυέλων 23 14 4 17 Σύνολο 60 .

Τά αποτελέσματα αυτά μπορούν νά περιγράφουν ισοδύναμα μέ
τόν ακόλουθο τρόπο:

Μέσον Α

Μέσον Β

Σύνολο
39
21

+
+ 25 14

— 4 17

Σύνολο 29 31 60
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’ Η μηδενικό υπόθεση είναι δτι τά δύο μέσα είναι, έξ ίσου 
αποτελεσματικό στην ανίχνευση ίων γρίππης.

Γενικά: Συχνά έχομε ένα πληθυσμό τά μέλη τού ό
ποιου ύποβάλλονται σέ δύο "δοκιμασίες η θεραπείες" 1 καί 
2 μέ σκοπό τό σύγκριση τ?ίς έπιδόσεως η άποτελεσματικό- 
τητας των δύο δοκιμασιών. ’'Εστω ρ^ καί ρ^ οι άγνω
στες πιθανότητες - ποσοστά "επιτυχίας" των δοκιμασιών 1 

καί 2 άντιστοίχως. Στόχος μας είναι ό έλεγχος τές μηδε
νικές ύποθέσεως Η^:ρ^=ηρ^, ^ μέλη του πληθυσμού έκλέγον- 
ται τυχαία καί τό κάθε ένα ύποβάλλεται στίς δύο δοκιμα
σίες μέ τά άκόλουθα Ν ζεύγη αποτελεσμάτων:

Δοκιμασία 
1 2

’Αριθμός
ζευγών

Ε Ε X Ε = έπιτυχία
Ε A y A =  άποτυχία
A Ε ζ

A Ε W
•

Σύνολο Ν

Τά ίδια αποτελέσματα μπορούν νά παρασταθοΰν ως ακολού
θως

Δοκιμασία 2

Ε A -

Ε X y x+y
Δοκιμασία 1 ^ ζ w ΖΗύ

χ + ζ y+w Ν

Τό ποσοστό έπιτυχίας της δοκιμασίας 1 στό δείγμα είναι
452
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9Γ. 6 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο ποσοστών

p j =  καί της δοκι,μασίας 2 9 ρ ^ =  · Είναι, φανερό
ότι, ή τυχαία μεταβλητή x+ y είναυ δι,ωνυμυκή Β (Ν 3ρ ^ )  

κα£ ή τυχαία μεταβλητή χ + ζ είναι, Β (Ε 3ρ ^ ) . ’Επί πλέον 
οί, δόο αυτές μεταβλητές είναι, έξηρτημένες καί δταν ί- 
σχόει, ή HQ

E [x + y -  ( χ + ζ )  ]=Ν ρ^ -Ν ρ^=0 η E ( y ) = E ( z ) .

Μέ άλλα λόγυα ή μηδενυκη υπόθεση λέει, ότι, ό αναμενόμενος 
άρι,θμός των μη "όμοει,δών" ζευγών είναι, δ ίδι,ος. ’'Εστω τώ
ρα n=y+z. Τότε δ ο θ έ ν τ ο ς  δ τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  
η μη "όμοευδη” ζεύγη ή τυχαία μεταβλητή y έχει, κατανομή 
Β (η 31/2) δταν ίσχύει, η £Γ . ”Αρα ένα τέστ μεγάλου δείγ
ματος (κατά προσέγγιση) λαμβάνεταυ χρησι,μοπουώντας τή 
στατιστική συνάρτηση

ί  κατά προσέγγιση Ν (0 31) δταν ισχύει
( 9 . 4 5 )

'Η προσέγγιση βελτιώνεται δταν χρησιμοποιήσομε τή λε.γόμε- 
νη "διόρθωση συνεχείας" μειώνοντας τήν απόλυτη τιμή τοϋ 
y -n / 2 κατά 1/2. Τό παραπάνω τέστ λέγεται, καί τ έ σ τ  
τ ο υ  M 'c  Ν e m a r .

"Ενα κατά προσέγγιση 1 0 0 (1 -α )% διάστημα έμπιστοσύ- 
νης της διαφοράς ρ^-ρ^ τών δύο ποσοστών δίδεται, άπό τή 
σχέση

y -z ± z a/2
ML·

Ν
(9 . 4 6 )
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Λ ύ σ η  τ ο 0 Π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς :  *Η τεμή
της στατεστεκής συναρτήσεως του τεστ ( 9 , 4 5 ) είναι.

14 -18/2  =  5

/W 2  2>12
2 ,3 6

καί ή τεμή Ρ  τοϋ τ έ σ τ  είναε

Ρ=Ρ(\ζ\>2,36) =  0 ,0 1 8 2 < 0 ,0 5 .

%

"Αρα τά πειραματικά δεδομένα μαρτυρούν δτε οε ικανότητες · 
άνεχνεύσεως των δύο μέσων είναι, δεάφορες μέ επίπεδο σήμα- 
ντεκότητας μικρότερο τού 5%. Συγκεκριμένα τό μέσον Α εί- 
vat περεσσότερο αποτελεσματικό τού Β, 'Η δεόρθωση συνε
χείας δίδεε σάν τεμή τής στατεστεκής συναρτήσεως ( 9 . 4 5 )  

τήν 4 ,5 / 2 ,1 2  =  2 ,1 2 , αποτέλεσμα επίσης στατεστεκώς ση- 
μαντεκό.

“Ενα 95% δεάστημα έμπεστοσύνης τής δεαφορδς μεταξύ 
τών δύο ποσοστών των θετεχών άνεχνεύσεων είναε

1 4 -4  
60 -

1 ,9 6
m
60

= 0 ,1 ? ± 0 ,1 4  

= 0 ,0 3 έως 0,31

Παρατηρούμε δτε αν καί τό παραπάνω τέστ σημαντεκότη- 
τας στηρίζεταε μόνο στες δύο συχνότητες y καί ' ζ ,  h έ- 
κτεμώμενη δεαφορά μεταξύ των ποσοστών θετεκών άνεχνεύσεων 
καί τό τυπεκό της σφάλμα έξαρτώνταε καί από τό Ν. Μέ άλλα 
λόγεα ή ένδεεξη γεά τήν ύπαρξη δεαφορδς στηρίζεταε μόνο 
στά μή όμοεεδή ζεύγη* τό μέγεθος τής δεαφορδς έκτεμδταε άπό



δλα τά άρυθμητυκά δεδομένα.

β) Σ ύ γ κ ρ ι σ η  δ ύ ο  π ο σ ο σ τ ώ ν  χ ω ρ ί ς  
ζ. ε ύ Υ η.

Παράδειγμα 9.10
ι

Σέ μύα δυπλότυφλη κλυνυκη δοκυμη πού άφορα ένα ενδε
χόμενα ύποτασυκό φάρμακο χρησυμοπουούνταυ 100 άσθενεϋς.50 
ασθενείς έκλέγονταυ τυχαϋα καύ τούς δύδεταυ τό ένεργό φάρ
μακο καύ στούς υπόλοιπους δύδεταυ τό p la c e b o . ’Ισοδύναμα 
τό φάρμακο καύ τό p la c e b o μπορούν νά δοθούν στούς 100 α
σθενείς στην τύχη έτσι, ώστε S0 άπό αύτούς νά πάρουν τό 
φάρμακο καύ S0 τό p la c e b o . Τό σχέδυο τοϋ πευράματος αύτού 
λέγεταυ π λ ή ρ ω ς  τ υ χ α υ ο π ο υ η μ έ ν ο  σ χ έ 
δ υ ο .  *Η άντύδραση τού ασθενούς στην θεραπεύα χαρακτηρύ- 
ζεταυ σάν εύνοϋκη καύ μη εύνοϋκη βάσευ τού βαθμού καύ της 
δυάρκευας της πυέσεως τού αυματος. Μας ένδυαφέρευ νά δυα- 
πυστώσομε άν τό φάρμακο έχευ την ϋκανότητα νά έλαττώσευ 
την πύεση τον αυματος. 'Η άντύδραση σέ 34 άπό τούς S0 ά- 
σθενευς πού πήραν τό φάρμακο όταν εύνοϋκη καύ σέ 9 άπό 
τούς S0 πού πήραν τό p la c e b o όταν έπύσης εύνοϋκη. *Η μη
δενικό ύπόθεση εδναυ δτυ τό φάρμακο δέν έχευ κανένα απο
τέλεσμα.

Γ ε ν υ κ ά: "Εστω δύο πληθυσμού τά μέλη των όπούων 
μπορούν νά καταταχθοΰν σέ δύο κατηγορύες >1 καύ Β , π.χ.
Α είναυ η κατηγορύα των μελών πού έχουν ένα χαρακτηρυστυ- 
κό γνώρυσμα α καύ Β η κατηγορύα έκεύνων πού δέν έχουν 
τό α. "Εστω ρ καύ ρ 9 ού πυθανότητες των μελών τού 
πληθυσμού νά ανήκουν στύς κατηγορύες Α καύ Β άντυστούχως.

9Γ. 6 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο ηοαοοιών
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"Ενα τνχαΖο δείγμα μεγέθους η^ έκλέγεταυ άπό τόν πρω- 
το πληθυσμό μέ έπανατοποθέτηση, η χωρίς επανατοποθέτηση 
αν ό πληθυσμός είναι, απευρος καί περυέχευ X j μέλη 
της κατηγορίας Α . ’Ομοίως ενα ανεξάρτητο τυχαίο δείγμα 
μεγέθους η^ έκλέγεταυ άπό τόν δεότερο πληθυσμό καί 
περυέχευ χ ^ μέλη της κατηγορίας Β . Τό ποσοστό ρ^ έ- 
κτυμδταυ μέ

Ρ 2 = χ ^ η2 κα,: τ 6 ?2  ν έ Ρ2 =  χ 2^η 2 *

Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία

Προφανώς

καί

E (p r p z ) = p r p 2

Ρ η ( 1 - Ρ Ί )  P ? ( l - p J  
V a r f jp j - p g ) = + — w- - . ( 9 .47 )

. A A

* Η δυακόμανση τής δυαφοράς έκτυμδταυ άπό τόν πα
ραπάνω σχέση άντυκαθυστώντας τά ρ Ί καί ρ μέ ρ καίJ> ό 1
P g άντυστοίχως, δηλαδή

p j l - p j  Ρ ο (1 'Ρ ο >  
V t o (p r p 2) = -  —  1 + · 2 2η.

’’Ενα κατά προσέγγυση 1 0 0 (1 - α )% δυάστημα έμπυστοσύ- 
νης τής δυαφορδς ρ^-ρ^ τδν δ^ο ποσο^των δίδεται, άπό τή 
γνωστή σχέση

A A

Pj-P2±2a/2
β ι (1-Ρν' h (1- h }

( 9 .4 9 )



9Γ. 6 Συμπερασματολογία γιά τή διαφορά δύο ποαοστών

"Εστω τώρα η μηδενική υπόθεση. Ηq : Pj =P 2 * ”E<ruw έπιί- 
σης ρ Π κουνό τυμη των ποσοστών.Τά ρ^ κ<χυ ρ^ είναυ 
καύ τά δόο έκτυμητές τοϋ ρ καύ δεν εχευ νόημα νά έκτυ- 
μοΟμε τό ρ μέ δΟο δυαφορετυκές ποσότητες. ''Οταν άληθεόευ ή 
Η τά δύο δεύγματα προέρχονται στην πραγματικότητα από 
τον υδυο πληθυσμό καύ δ άρυστος έκτυμητης του ρ εύρύ- 
σκεταυ ένώνοντας τά δευγματα, δηλαδη

ρ = Χ1+Χ2

η1+η2
(9 .  50 )

"Ετσυ δ έκτυμητός της δυακυμάνσεως της ρ^-ρ,, ε^ναϋ

V a r (p r p 2)  = p ( l - p )  < b + ^ ·  (Β · 511

*Η μηδενυκη ύπόθεση έλέγχεταυ κατά προσέγγυση με τό στα- 
τυστυκη συνάρτηση

Ρ η- Ρ  ο
ζ  = -----^ Ν (  0 ,1 )  ό τα ν ύσχόευ η

/ ρ ( ΐ - ρ ) ( ~ - +  j r - 1
η 1 2 (9 .5 2 }

Λύση του παραόε ύγματος;

Τό ποσοστό των ασθενών πού άντυδροϋν εύνοϋκά στό 
φάρμακο είναυ ρ^ = 54/50 =  0 ,6 8 δεδομένου ότυ = 50

καύ =  34.'Ομούως τό ποσοστό των ασθενών που άντυδροϋν 
εύνοϋκά μέ τό p la c e b o εϋναυ

Ρ>2 = 9/50=0,18 δεδομένου δτυ η ^=50 καύ s c ^ 9 .

4S7



Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία

Τό κουνό ποσοστό εύνο’ίκης άντι,δράσεως είναι.

Λ 39+4 =  4 3 _
Ρ  50+50 100

0 ,4 3 ·

*Η μηδενι,χό υπόθεση είναι, ότι, τό φάρμακο δέν εχεο 
κανένα αποτέλεσμα. 'Ακόμη ποό άρνητυκά θά λέγαμε ότι, τό 
φάρμακο εχεο κανένα η εχει, χει,ρότερο αποτέλεσμα άπό τό 
p la c e b o . "Ετσι, ή HQ είναι, P j  Ρ 2 · Η στατυστυκη συνάρ
τηση τοΟ τέστ ( 9 . 5 2 ) έχει, τομή

0 ,6 8 -0 ,1 8  0 ,5 0  _ 0 ,5 0  c „ Γ
Ζ =  - 7 - - '  J  η ■ —  = / ~ Γ  n 009  ~ 5>0 5 '

J o j 4 3 ( l - 0 , 4 3 ) ( ^ V ^ )  Jo, 4 3 * 0 , 5 7 * ^

Μεγάλες τομές τοΟ ζ  ύποδεοκνόουν άπόρροψη τίίς ^.Πράγ
ματι, ή τομή Ρ τοΟ τέστ είναι,

Ρ * Ρ ( ζ > 5 ,  0 5 ) - 0 ,  0<0, 05.

"Αρα μέ επίπεδο σημαντοκότητας α =5% τά πει,ραματι,κά δε
δομένα οδηγούν στόν άπόρροψη τίίς υπόθεσης ότι, τό φάρμακο 
δέν είναι, άποτελεσματοχό. ‘Υπάρχουν αρκετές ένδεόξεος 
δτο τό φάρμακο έχει, τόν ίκανότητα νά έλαττώσει, τόν πίεση.

‘Η δι,αφορά μεταξύ των δυο ποσοστών άποτελεσματικό- 
τητας τοΟ φαρμάκου καί τοΤ) p la c e b o είναι, 0 ,6 8 -0 ,1 8 = 0 ,5 .  

"Ενα 95% διάστημα εμπιστοσύνης της διαφορδς ρ^-ρ^ 
έχει όρια

ο ,5  ±  i . o e J 0, s ± 0yl 7.



9Γ. 7 ΆλΧα θέματα

9Γ. 7 Άλλα θέματα

Τά θέματα της Στατυστμκης Συμπερασματολογύας είναι, 
πολλά καύ πολύπλευρα. Τά θέματα αύτά αποτελούν άντυκευ- 
μενο παραπέρα μελέτης της Στατυστυκης καύ ξεφεύγει, άπο 
τύ σκοπό του βμβλύου. ’Αναφέρουμε χαρακτηρυστυκά μερι
κούς τέτλους: τέστ καλής προσαρμογής» πύνακες συναφεύας, 
ανάλυση k δειγμάτων, μη παραμετρυκύ συμπερασματολογύα, 
άνάλυση των τάξεων των μετρήσεων, γραμμυκη παλι,νδρύμηση 
καύ συσχέτηση, άνάλυση της δι,ακυμάνσεως, πολυδιάστατη ά
νάλυση, κλπ. Σέ δλα αύτά έχουμε έκτυμητυκη καύ έλεγχο ύ- 
ποθέσεων. *0 αναγνώστης παραπέμπεταυ σέ προχωρημένα 3υ- 
$λύα της Στατυστυκης.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

9 .1 .  "Evas πληθυσμός άποτελεϋταε άπό τέ§ άκόλουθες
τρεες τεμές 4S5S6. Νά βρεθεε ο βαθμός έμπεστο- 
σύνης τού δεαστόματος έμπεστοσύνης ( L 9U) γεά 
τό μέση τεμό τού πληθυσμοί) μ, όπου L  =  X ~ (o _ )/ 2 3

_  Ο X
U =  Χ + (σ ΐ£ / 2 καύ X ft μέση τεμη δεύγματος μέ έ- 
πανάθεση μεγέθους η  =  2.

9 .2 .  Δώδεκα φυτά έκλέγονταε στόν τύχη καε άπό κάθε τέ- 
τοεο φυτό έκλέγεταε ένα φύλλο στόν τύχη. Γεά κάθε 
φύλλο προσδεορεζεταε τό περεεχόμενο του σέ άσκορ- 
βεκό οξύ μέ τά ακόλουθα αποτελέσματα:

9,35 8,65 11,68 12,77 8,81 9,52 
8,68 9,82 10,29 10,99 10,76 10,55.

Η )  Νά έκτεμηθεε τό μέσο περιεχόμενο άσκορβε- 
κού όξέως καύ νά βρεθεί τό τυπικό σφάλμα τού έκ- 
τεμητύ ( ϋ )  Νά βρεθεί, ένα 95% δεάστημα έμπε- 
στοσύνης του μέσου περιεχομένου ( i v i )  νά βρεθεί 
ένα δεάστημα έμπεστοσύνης τού σ.

9 .3 . "Εστω (X,,.. , Λ  )  καε' ϊ  * * ( * » . .  . * ? „  )*· ι  Yij ~ ι η 2
ανεξάρτητα τυχαύα δεεγματα άπό δύο κανονεκές κατα-

2
νομές μέ μέσες τεμές καύ δεακυμάνσεες (μ , σ )  

, 2 σ ) άντύστοεχα. Νά δεεχθεύ ότε γεά κά-
Ό

θε Afe[0,l] ft στατεστεκό συνάρτηση U = U (X 9Y ) =

* ( l - W )S ^  εέναε ένας αμερόληπτος έκτεμητός τού 
„2 h

'<
>Χ

Ι\



'Ασκήσεις

9 .4 . Δίνεταε τυχαίο δείγμα Χ ^ ,Χ ^  · · · * %g ^πό ^να πλη“ 
θυσμό μέ κανονεκή κατανομή Ν ( ] ΐ , 1 ) καί θέλουμε 
νά έλέγξουμε τήν υπόθεση Hq \\l =  20 ως πρός την 
έναλλακτεκή Ηα : \ ι = 2 1 , 5 , χρησεμοποεώντας τ<5 ακό
λουθο κρετήρεο: ’Απορρίπτουμε την Hq αν X > β !  

καί τήν δεχόμαστε αν Χ < 2 1 . 'Υπολογίστε τίς πε- 
θανότητες σφαλμάτων ΐύπου I  καί I I  καθώς καί 
τήν δύναμη (εσχύ) τού κρετηρίου (τέστ).

9 .5 .  10 ατομα έκλέγονταε τυχαίως άπό ένα πληθυσμό 
καε ή συστολεκή πίεση τοΏ αεματός τους βρίσκεταε 
100, 102, 96, 106, 110, 110, 120, 112, 112, 90. 

Είναε γνωστό ότε η συστολεκή πεεση άκολουθεε τήν 
κανονεκή κατανομή με μέση τεμή μ καε τυπεκή ά- 
πόκλεση ο. ( I )  Κατασκευάστε ένα 95% δεάστημα έ- 
μπεστοσύνης γεά τό μ. ( ϋ )  Νά έλεγχθεΕ η μηδε- 
νεκή υπόθεση Hq ι\ι — 100 μέ έπεπεδο σημαντεκότη- 
τας 5%.

9 .6 . Δίνεταε μεά παρατήρηση X άπό την κανονεκή κατα
νομή Ν (\ ι ,1 ) καε θέλουμε νά έλέγξουμε τήν υπόθε
ση Hq : μ =  10 ως πρός τόν έναλλακτεκή Ηα : μ =14  

$ασεζόμενοε στό ακόλουθο κρετήρεο: ’Απορρίπτουμε 
τήν Hq, εάν Χ >  12 καί δεχόμαστε την Hq οπου
δήποτε άλλού* 'Υπολογίστε τίς πεθανότητες των 
σφαλμάτων τύπου I  καί JJ.
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9 .7 . Δύο έργαστηρυαχές μέθοδοε Α χαε Β δεατεθενταε 
γεά τό μέτρηση ένός μεγέθους χαέ είναε άμερόληπτοε. 
Ή  δεαχύμανση των μετρήσεων Α είναε σ^ = έ ηα  ̂

των μετρήσεων Β σ| = 3. Οε μετρήσεις Α στοεχέ- 
ζουν 20 δραχμές η μεα χαε οε μετρόσεες Β 50 

δραχμές ή μεα. Δεατεθενταε 500 δραχμές. Ποεά 
μέθοδος είναε προτεμητέα;

9 .8 . Σέ 9 γυναύχες έφαρμόζεταε όρεσμένη δέαετα γεά 
τόν έλάττωση τού βάρους τους. ' 0 παραχάτω πέναχας 
δένεε τά βάρη σέ K g r προ χαί μετά τη δέαετα.

Κεφ. 9 Στατιστική Συμπεραβματολογία

Πρό 67 70 56 62 63 68 60 58 59

Μετά 62 60 58 56 54 56 59 52 52

Μέ έπεπεδο σημαντυχότητας 0,01 νά έλεγχτεε έάν 
η δέαετα έπέφερε έλάττωση τού βάρους.

9 .9 . "Ενας χημεχός παρασχεύασε μεα δεάλυση πού σχοτώ- 
νεε τό 70% των έντόμων χάποεου είδους. Ποεό θά 
πρέπεε νά είναε τ<5 μέγεθος τού δείγματος ώστε, μέ 
βαθμό έμπεστοσύνης 95% , τά αποτελέσματα τύς 
δεεγματοληψέας νά είναε έντός 0 ,0 2 τού άληθε- 
νού πλάσματος των έντόμων πού σχοτώνονταε;

9.10. "Αν τό ύψος τού ανθρώπου άχολουθεε χανονεχό χα- 
τανομό μέ α =  6 ,3 5  ατηΛ ποεό θά πρέπεε νά είναε
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'Ασκήσεις

τό μέγεθος τού δείγματος ώστε, μέ βαθμό έμπε- 
στοσύνης 95% , ή μέση τεμή τού δείγματος νά 
μή δεαφέρεε άπό την άληθενή μέση τεμή τού πληθυ
σμοί) περεσσότερο άπό 1^27 cm σέ απόλυτο τεμή;

’Από τά στοεχεεα ενός εργαστηρίου φαενονταε τά 
ακόλουθα: 60 t r a n s is t o r s  τύπου Α σέ ένα 
δείγμα χελίων t r a n s is t o r s  βρέθηκαν έλαττωματε- 
κά καί 40 t r a n s i s t o r s  τύπου Β σέ ένα άλλο 
δεεγμα έπίσης χελίων t r a n s is t o r s  βρέθηκαν έ- 
λαττωματεκά. Τά παραπάνω δεδομένα δίνουν αρκε
τές ένδείξεες πού νά φαενεταε ότε ύπάρχεε δεαφο- 
ρά στήν ποεότητα μεταξύ t r a n s is t o r s  τύπου A 

καί τύπου Bj

"Ενας νέος τύπος λαπτήρων, ο ί όποεου χρησεμοποε 
ούνταε σέ φλάς φωτογραφεκών μηχανών, πρόκεεταε 
νά δοκεμαστεε προκεεμένου νά έκτεμηθεε η πεθα- 
νότητα ρ  6 νέος τύπος λαμπτήρων νά δεδεε τό 
άπαετούμενο φως στήν κατάλληλη στεγμή. Γεά τό 
σκοπό αυτό έλήφθη ένα δεεγμα άπό 1000 λαμπτή
ρες τού τύπου αυτού καί εύρέθη ότε 920 έδεναν 
τό άπαετούμενο φως στήν κατάλληλη στεγμή. Σέ 
ποεά όρεα θά κεεταε τό ρ μέ πεθανότητα 99

Αύο ανεξάρτητες ομάδες παεδεών Α καί Β ά- 
ποτελούνταε άπό 10 παεδεά ή κάθε μια.Τά παεδεά 
τής Α ομάδας προέρχονταε άπό ύπερτασεκούς γο
νείς ενώ τά παεδεά τής Β ομάδας άπό γονείς



Κεφ. 9 Στατιστική Συμπερασματολογία

μέ κανονυκή πίεση. *Η συστολυκή πίεση τον) αίμα
τος μετρυέταυ στά παυδυά των δυό ομάδων μέ τά 
ακόλουθα αποτελέσματα:

•Ομάδα Α :  100, 102, 96, 106, 110, 110, 120,  

112,  112, 90

•Ομάδα Β : 104, 88, 100, 98, 102, 92, 1 0 0 ,9 6  

96, 96.

‘Υποθέτουμε δτυ η συστολυκή πίεση ακολουθεί τήν 
κανονυκή κατανομή με μέση τομή μ^ γυά τήν ομά
δα Α καί μ„ yυά τήν ομάδα Β καί με κουνή 
δυασπορά σ καί γυά τίς δυο ομάδες. ’Ελέγξτε 
άν ύπάρχευ δυαφορά άνάμεσα στά μ^ καί μ^ μέ 
έπίπεδο σημαντυκότητας α =  10%.

9 .1 4 . Γυά τή σύγκρυση δύο μεθόδων φυσυοθεραπείας ένα 
δείγμα άπό 18 ασθενείς έκλέγεταυ τυχαίως.
Στούς 9 άσθενευς έφαρμόζεταυ ή παλαυά μέθοδος 
καί μετραταυ 6 χρόνος θεραπείας μέχρυ νά πετύ- 

j χουμε ένα έπυθυμητό αποτέλεσμα. Οί, μετρήσευς έ
δωσαν (σέ μέρες θεραπείας) 32, 37, 35, 28, 41, 

44, 35, 31, 34. Στούς υπόλουπους ασθενείς έφαρμό- 
, ζεταυ ή καυνούργυα μέθοδος καί οί, χρόνου (μέρες) 
θεραπείας μέχρυ νά πετύχουμε τό υδυο αποτέλεσμα 
είναυ 35, 31, 29, 25, 34, 40, 27, 32, 31. ’Εάν 
υποτεθεί δτυ οί. μετρήσευς ακολουθούν τήν κανονυ- 
κή κατανομή μέ μέσους μ^ καί μ^ άντυστουχα
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"Αβτκήσεις

καί μέ τόν εδεα δεασπορά σ νά έλεγχθεε ή υπό
θεση δτε οέ δυό μέθοδοε δένουν τά εδεα αποτελέ
σματα μέ έπεπεδο σημαντεκότητας 5%.*

9 .1 5 , Γεά νά έλέγξουμε την άποτελεσματεκότητα ενός νέ
ου λεπάσματος γεά τόν παραγωγό σίτου, χρησεμοποε- 
ον)με ένα άγρό ό όποεος δεαερεΐταε σέ 60 τετρά
γωνα μέ τά εδεα άκρεβΒς πλεονεκτόματα τό χαθ’ένα. 
Το νέο λεπασμα έφαρμόζεταε τυχαίως σέ 30 τετρά
γωνα τό δέ παλεό έπίσης τυχαίως στά ύπόλοεπα. *Η 
μέση απόδοση των 30 τετραγώνων στά όποεα είχε 
χρησεμοπσεηθεΐ τό νέο λίπασμα είναε 18 τόννοε 
καί ή τυπεχη άπόχλεση 0, 6. Τά άντεστοεχα μεγέθη 
γεά τά ύπόλοεπα τετράγωνα στά οποία χρησεμοποεό“ 
θηχε τό παλεό λεπασμα είναε 17 τόννοε καί 0 ,5  

άντεστοεχα. Μέ έπεπεδο σημαντεκότητας 0 ,0 5 νά 
έλεγχθεε η υπόθεση δτε δέν ύπάρχεε δεαφορά μετα
ξύ των δυό λεπασμάτων.

9 .1 6 . Τό 1974 μεα έατρεχη έρευνητεκό ομάδα άνέφερε δ
τε άπό 3 .0 0 0 ανδρες ηλεκεας 30 -  64, οε όποΐοε 
είχαν μεα ό περεσσότερες καρδεακές προσβολές» υ
ποβλήθηκαν σέ θεραπεία καί έγεναν καλά, 357 πέ- 
θαναν κατά τό δεάρκεεα των 3 έτων πού ακολού
θησαν τό θεραπεία, ( i )  Νά έκτεμηθεε η πεθανότη- 
τα θανάτου έντός τρεων έτων μετά τό θεραπεία καί 
νά ύπολογεστεε τό σφάλμα έκτεμησης καί ( Ί Ί )  Νά 
έλεγχθεΐ ύ υπόθεση δτε η πεθανότητα θανάτου είναε
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Κεφ. 9 Στατιστική Συμκερασματολογία

95% έναντι, Η : ρ  Φ 95% μέ επίπεδο σημαντμκύ- 
<2

τητας 5%.

9 .1 7 . Πυστεύεται, δτε τά νεογέννητα μωρά τα οποία α
σκούνται, καί ύποβοηθούνται, στο περπάτημά περπα
τούν τελι,κά «ατοί μέσο δρο στούς 9 ,7 5 μήνες. "Ε
ξι, μωρά ασκούνται. έντατυκά καί παρατηρούνται, οί 
ακόλουθες ήλι,κίες περπατήματος (σέ μήνες): 9, „
9 ,5  ,  9 ,7 5 ,  10 , 13, 1 9 ,5 . Νά έλεγχθεί στατυστυ- 
κως ό ίσχυρι,σμός των 9 ,7 5 μηνών μέ a =  5% ύ- 
ποθέτόντες δτι, ή ήλι,κίες περπατήματος ακολουθούν 
τήν κανονι,κή κατανομή.

9 .1 8 . "Ενα μι,κρό καί ένα μεγάλο φροντι,στήρι,ο έχουν πο
σοστά έπι,τυχίας στίς πανελλήνεες έξετάσει,ς τού 
1980 70% καί 80% αντίστοιχα. Τ<5 μι,κρό φρο- 
ντυστήρυο έχει, 30 υποψήφι,ους καί τό μεγάλο 100. 

Είναι, πράγματι, τ<5 μεγάλο φροντι,στήρι,ο καλύτερο 
άπό τ<5 μι,κρό; (α  =  5 % ).

9 .1 9 . Δυό ήλεκτρονυκά όργανα Α καί Β χρησι,μοπου- 
ούνται, γυά τή μέτρηση τής πίεσης ένός συστήμα
τος. Ή  πσι,ότητα των οργάνων έξαρτδται, από τή

. μεταβλητότητα έπανευλημμένων μετρήσεων στύ υδι,ο 
σύστημα. Μία σευρά άπο ανεξάρτητες τέτουες με- 
τρήσευς τήν ίδυα περίπου χρονι,κή στυγμή έδωσε 
τά άκάλουθα αποτελέσματα



'Ασκήσεις

όργανό_____________ Α________ Β

άρυθμ. μετρήσεων η^ =  10 ηβ ~ &

δυακύμανση S^ =  l } 25 S^ =  0^28

Μέ α =  10% ύπάρχευ ένδευξη πουοτυκής δυαφορας 
των οργάνων;

9 .2 0. "Εστω Χ η9. . . 3Χ τυχαυο δείγμα άπά μυά Poisson
•l y%

κατανομή μέ παράμετρο λ. Νά βρεθούν δύό αμερό
ληπτου έκτυμητές τοΌ λ.

9.21. Τά παρακάτω δεδομένα δεύχνουν την πύεση τού αυ- 
ματος έννέα ασθενών πού μετρήθηκε μέ δυά δυαφο- 
ρετυκά όργανα Α καύ Β.

’Ασθενευς

1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Α 144 165 125 149 141 118 131 126 147

δργάνα -----------------------------------------
Β 147 167 124 152 146 120 135 126 149

Μέ έπύπεδο σημαντυκάτητας 0} 01 έξετάστε τον ύ- 
σχυρυσμά δτυ κατά μέσο δρο το δργανο Β δυνευ 
μεγαλύτερες ένδεύξευς άπά τά Α.

9 .2 2 . *0 Pauling τά 1971 ύσχυρύστηκε δτυ μεγάλες
ήμερήσυες δάσευς άσκορ$υκοϋ δξέως μπορούν νά 
έμποδύσουν ή νά θεραπεύσουν τά κουνά κρυολάγη- 
μα. "Ετσυ παρατηρήθηκε αύξηση τής χρήσης $υτα-
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9 .2 3 .

μόνης C. *0 Keith τό 1974 μελέτησε τόν έπό- 
δράση μαζικών δέσεων ασκορβικού οξέως στάν κατα
νάλωση τροφός, ανάπτυξη, βάρος νεύρων, μορφολογία 
καί σωματική σύνθεση νεαρών αρσενικών χοιριδίων. 
Τούς έδωσε ημερόσιες συμπληρωματικές δόσεις 250, 
500 καί 1000 mg. ασκορβικού όξέως γιά 9 έβδομά- 
δες. Παρόμοια χοιρίδια χρησιμοποιήθηκαν γιά con
trol. *0 παρακάτω πίνακας δίνει, τήν περιεκτικότη- 
τα σέ λιπίδια (σέ ποσοστό βάρους σώματος) 8 

χοιριδίων ( 4  control καί 4 της ομάδας των 1000 

mg.).

Περιεκτικότητα λιπιδίων (%)
Control (X ) 23y 8 15y4 2 1 ,7  1 8 ,0

1000 mg ( Ϊ ) 1 3 ,8 9 ,3 1 7 ,2  15 ,1

‘Υποθέτοντας δτι ή περιεκτικότητα ακολουθεί κα
νονικό κατανομό νά έλεγχθει ή υπόθεση ότι τό ά- 
σκορβικό οξύ δέν μεταβάλλειτό ποσοστό λιπιδίων,
μέ έπίπεδο σημαντικότητας α*5%./

Δυό διαφορετικά κράματα μετάλλων Ι , Ι Ι  χρησιμο
ποιούνται γιά τήν κατασκευή εξαρτημάτων μίας 
οικιακές συσκευής. 'Εκατό δείγματα άπό*τό κάθε 
ενα ύπόκεινται σέ ένα τέστ αντοχής σέ κάμψεις. 
’Ελαττώματα παρατηρήθηκαν σέ 18 από έκεΐνα πού 
γίνονται μέ τό κράμα I  καί σέ 26 από έκεΐνα πού 
γίνονται μέ τό κράμα.I I .  Μπορούμε νά συμπεράνου- 
με ότι τά κράματα έχουν τόν ίδια άνθεκτικότητα

Ή,
£;·*
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’Ασκήσεις

η ότυ τό κράμα τύπου I  εδναυ άνθεκτυκώτερο 
τοΐ> κράματος τύπου Ι Ι 3 α =  5%.

9 .2 4 . Δυό μηχανές καύ αυτομάτου συσκευασύας
έχουν ρυθμυστευ έτσυ ώστε νά γεμύζουν πακέτα μέ 
3άφ>ς lk .g r . 'Υπάρχουν ύπόνουες δτυ οί. δυο μηχα
νές δέν λευτουργοΌν όμουόμορφα ώς πρός τό Βάρος 
τού περυεχομένου. Γυά τό λόγο αυτό λαμΒάνονταυ 
100 πακέτα άπό τήν παραγωγή κάθε μηχανές
καύ εύρύσκεταυ ότυ ού δευγματυκού μέσου εδναυ 
άντύστουχα 1 ,0 7 καύ 1 ,1 8  k g r . *Από προηγούμε
νες παρατηρόσευς γνωρύζουμε δτυ ο^ =  0 ,1 0 καύ 
σ 2 =  0 ,1 2  k g r . α) 'Υπάρχευ πράγματυ δυαφορά με
ταξύ των δυό μηχανών μέ έπύπεδο σημαντυκότηταζ 
α = 0,054 Β) Νά Βρεθευ ή ύσχύς του τεστ πού χρη- 
συμοπουεϋταυ στό α) δταν τό μέσο Βάρος τού πακέ
του άπό τό μηχανό εδναυ κατά δ k g r μεγαλύ
τερο άπό τό μέσο Βάρος τού πακέτου γυά τό μηχα
νό Μ^.

9 .2 5 . Νά κατασκευαστεί ένα δυάστημα έμπυστοσύνης μέ έ
πύπεδο σημαντυκότητας 95% γυά τόν παράμετρο
Θ = 3\ι+7 Βάσευ παρατηρηθέντος δεύγματος μέ τυμές
83 149 11 όπου μ είναυ η μέση τυμό μύας κανο-

2 2νυκός κατανομόε Ν (\ ι ,σ j μέ σ άγνωστο.

9 .2 6 . Οί. τυμές κλευσύματος των μετοχών δύό ανωνύμων 
έταυρευών παρατηρήθηκαν γυά μίά περύοδο 16 η
μερών. Ού μέσες τυμές καύ δυακυμάνσευς όταν

y x =  4 0 ,3 3  Λ y 2 =  4 2 ,5 4  y 8 ^ 1 , 5 4  Λ s 2 =  2 ,9 6 .
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'Εξετάστε έάν τά παραπάνω αριθμητικά δεδομένα 
δένουν αρκετές ένδεέξεις πού νά μαρτυρούν δια- 
φορά στήν μ ε τ α β . λ η τ ό τ η τ α  των τ υ
μών των μέτοχων των δυό πληθυσμών πού συσχετί
ζονται μέ τά παραπάνω δεέγματα. ’Υποθέστε ότι
οι κατανομές των πληθυσμδν είναι οί τ&νονικές 

2. 2
N ( \ i j , a j ) καέ Λ̂ ίμ̂ ,σ̂ ,} αντίστοιχα (ο. =  10%)»

9 .2 7 . ’Από τά στοιχεία ένός νοσοκομεέου φαίνεται ότι
60 ανδρες σέ ένα δείγμα άπό 1000 άνδρες ένα
ντι 40 γυναικών σέ ενα άλλο δείγμα άπό 1000 

γυναίκες νοσηλεύονται, στό νοσοκομείο αύτό έξ 
αιτίας καρδιακού νοσήματος. Τά παραπάνω δεδο
μένα δένουν αρκετές ενδείξεις πού νά φαίνεται 
ότι υπάρχει, διαφορά στό ποσοστό καρδιακ&ν παθή
σεων μεταξύ των άνδρων καέ γυναικών πού μπάκαν 
στό νοσοκομείο; ( c t = S % ) .

9 .2 8 .  ”Ενα πείραμα σύγκρισης τ&ν χρόνων αντίδρασης
δυό φαρμάκων A 9 Β έδωσε τά κάτωθι άποτελέσμα 
τα (σέ δευτερόλεπτα) γιά ένα τυχαίο δείγμα 16 

ατόμων.

Φάρμακο A 1 3 2 1 2 1 3 2

Φάρμακο Β 4 2 3 3 1 2 3 3

'Εάν οι κατανομές των χρόνων αντίδρασης τδ>ν φαρ
2 2 μάκων Α καί Β είναι Ν (\ χ ^ ο  ) καί Ν (μ ^ Λσ )

αντίστοιχα νά βρεθεί ένα 90% διάστημα έμπιστο-
σύνης γιά τή διαφορά μ. - μ„.

A ΰ
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Σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ί  Π ί ν α κ ε ς

I. Διωνυμική Κατανομή
II. Κατανομή τοΰ Poisson
III. Τυπική Κανονική Κατανομή
IV. Κατανομή X?

V. Κατανομή t

VI. Κατανομή F
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Παράρτημα

P ( X = x )  =  (  ) p  ( 1 - p )

ΠΙΝΑΚΑΣ I

Δ ιω ν υ μ ικ ή  Κ α τα νομ ή

n

1
A

S

3

p
05 .1 0 .1 6 .2 0 .2 5  .3 0 .3 5 .4 0 .4 5 .6 0

.0 5 0 0 .0 0 0 0 .8 5 0 0 .8 0 0 0 .7 5 0 0 .7 0 0 0 .6 5 0 0 .6 0 0 0 .5 5 0 0 .6 0 0 0

.0 5 0 0 .1 0 0 0 .1 5 0 0 .2 0 0 0 .2 5 0 0 .3 0 0 0 .3 5 0 0 .4 0 0 0 .4500 .5 0 0 0

.0 0 2 5 .8 1 0 0 .7 2 2 5 .6 4 0 0 .5 6 2 5 .4 9 0 0 .4 2 2 5 .3 6 0 0 .3025 .2 5 0 0

.0050 .1 8 0 0 .2 5 5 0 .3 2 0 0 .3 7 5 0 .4 2 0 0 .4 5 5 0 .4 8 0 0 .4950 .5 0 0 0

.0 0 2 5 .0 1 0 0 .0 2 2 5 .0 400 .0 6 2 5 .0 9 0 0 .1 2 2 5 .1600 .2 0 2 5 .2 5 0 0

.8574 .7 2 9 0 .6141 .5120 .4 2 1 9 .3 4 3 0 .2 7 4 6 .2 1 6 0 .1 664 .1 2 5 0

.1354 .2 4 3 0 .3251 .3 8 4 0 .4 2 1 9 .4 4 1 0 .4 4 3 6 .4 3 2 0 .4084 .3 7 5 0

.0071 .0 2 7 0 .0574 0 9C0 .1 4 0 6 .1 8 9 0 .2 3 8 9 .2880 .3341 .3 7 5 0

.0001 .0 010 .0034 .OOSO .0 1 5 6 .0 2 7 0 .0 4 2 9 .0640 .0911 .1 2 5 0

.8145 .6561 .5 2 2 0 .4 0 9 6 .3 1 6 4 .2401 .1 7 8 5 .1 2 9 6 .0 915 .0 6 2 5

.1715 .2916 .3 6 8 5 .4096 .4 2 1 9 .4 1 1 6 .3 8 4 5 .3 4 5 6 .2 995 .2 5 0 0

.0135 .0486 .0 9 7 5 .1536 .2109 .2 6 4 6 .3 1 0 5 .3456 .3675 .3 7 5 0

.0005 .0030 .0 1 1 5 .0250 .0 169 .0756 .1115 .1 5 3 6 .2005 .2 5 0 0

.0000 .0001 .0 0 0 5 .0016 .0 039 .0081 .0 1 5 0 .0 2 5 6 .0410 .0625

.7738 .5 9 0 5 .4437 .3277 .2373 .1681 .1160 .0778 .0503 .0 3 1 2

.2030 . 3 2 *0 .3915 .4090 .3 955 .3602 .3121 . 2592 . 2059 .1562

0214 .0720 .1352 .2048 .2637 .3087 .3 3 0 » .3150 .3369 .3125

.0011 .0051 .0244 .0512 .0 8 7 9 .1323 .1811 .2304 .2757 .3125

.0000 .0004 .0 0 2 2 .0004 .0 146 .0284 .0488 .0 708 .1128 .1562

.0000 .0 0 0 0 .0001 .0003 .0 0 1 0 .0024 .0053 .0102 .0 185 .0312

.7351 .5314 .3771 .2021 .1780 .1 1 7 0 .0754 .0167 .0277 .0156

.2321 .3543 .3993 .3932 . 3560 .3 0 2 5 .2 1 3 7 . I860 .1359 .0938

.0305 .0984 .1702 .2458 .2960 .3211 .3 2 8 0 .3110 .2780 .2344

.0021 .0 1 4 0 .0 4 1 5 .0 5 1 9 .1 3 1 8 . 1 852 . 2355 .2 7 6 5 .3032 .3 1 2 5

.0001 .0 0 1 2 .0 0 5 5 .0154 .0 330 .0 5 9 5 .0951 .1 3 8 2 .1861 .2 3 4 4

.0000 .0001 .0004 .0015 .0044 .0102 .0205 .0369 .0609 .0938

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0007 .0018 .0041 .0083 .0 166

0983 .4 7 8 3 .3 2 0 6 .2097 .1 3 3 5 .0324 .0 4 9 0 .0 2 8 0 .0152 .0 0 7 8

.2573 .3 7 2 0 .3 9 0 0 .3670 .3115 .2171 .1 8 1 8 .1 306 .0872 .0547

.0100 .1 2 4 0 .2097 .2753 .3 115 .3177 .2 9 8 5 .2613 .2140 .1041

.0030 .0230 .0017 .1147 . 1730 .2 2 6 9 .2 0 7 9 .2903 .2918 .2734

.0002 .0 0 2 0 .0109 .0287 .0577 .0972 .1 442 .1935 .2388 .2734

.0000 .0002 .0 0 1 2 .0043 .0115 .0 2 5 0 .0 4 0 6 .0774 .1172 .1641

.0000 .0 0 0 0 .0001 .0004 .0013 .0036 .0 084 .0172 .0320 .0 5 4 7

.0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0002 .0 0 0 6 .0016 .0037 .0 0 7 8

.0034 .4 305 .2 7 2 5 .1078 .1001 .0576 .0 3 1 9 .0168 .0084 .0039

.2703 .3820 .3847 ,33.r>5 .2 070 .1977 .1 373 .OS96 .0548 .0312

.0515 .1488 .2370 .2930 .3 115 .2905 .2587 .2090 .1569 .1094

.0054 .0331 .0839 .1468 .2 076 .2541 .2 786 .2787 .2568 .2188

.0004 .0046 .0185 .0459 .0 865 .1301 .1 875 .2322 .2027 .2734
o
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Πίνακες Στατιστικής

ΠΙΝΑΚΑΣ I :  Δ ιω ν υ μ ικ ή  κ α τα ν ο μ ή  ( σ υ ν έ χ ε ι α )

η ζ .05 .1 0 .15 .20 .25

*

Ρ
.30 .3 5 .4 0 .4 5 .5 0

8 5 .0000 .0004 .0026 .0092 .0231 .0407 .0808 .1239 .1 719 .2 1 8 8

6 .0000 .0000 .0002 .0011 .0038 .0100 .0217 .0413 .0703 .1094

7 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0012 .0033 .0079 .0 164 .0 312

8 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0007 .0 0 1 7 .0 0 3 9

9 0 .6302 .3874 .2316 .1342 .0751 .0404 .0207 .0101 .0 0 4 6 .0020

1 .2985 .3874 .3079 .3020 .2253 . 1556 . 1001 .0605 .0 3 3 9 .0176
2 .0G29 .1722 .2597 .3020 .3003 .2668 .2162 .1612 .1110 .0703
3 .0077 .0446 .1009 .1762 .2330 .2668 .2716 .2508 .2 1 1 9 .1641

4 .0006 .0074 .0283 .0661 .1168 .1 7 1 5 .2194 .2 5 0 8 .2 6 0 0 .2461

5 .0000 .0008 .0050 .0165 .0389 .0735 .1181 .1 6 7 2 .2 1 2 8 .2461
0 .0000 .0001 .0006 .0028 .0087 .0210 .0424 .0743 .1160 .1641

7 .0000 .0000 .0000 .0003 .0012 .0039 .0098 .0212 .0 1 0 7 .0703
8 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0013 .0035 .0083 .0176

9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0008 .0020

10 0 .5987 .3487 .1969 .1074 .0563 .0282 .0135 .0 0 6 0 .0 0 2 5 .0 0 1 0
1 .3151 .3874 .3174 . 2684 .1877 .1211 .0725 .0103 .0 2 0 7  * .0098
2 .0716 .1937 .2759 .3020 .2816 .2335 .1757 .1209 .0763 .0439
3 .0105 .0574 .1298 .2013 .2503 .2 668 0522 .2 1 5 0 . 1605 .1 1 7 2
4 .0010 .0112 .0401 .0381 .1460 .2001 .2377 .2 5 0 8 .2 3 8 4 .2051

5 .0001 .0015 .0085 .0264 .0584 .1 0 2 9 .1536 .2 0 0 7 .2 3 4 0 .2461
β .0000 .0001 .0012 .0055 .0162 .0368 .0 6S9 .1 1 1 5 .1 5 9 6 .2051
7 .0000 .0000 .0001 .0008 .0031 .0090 .0212 .0 4 2 5 .0 7 4 6 .1172
8 .0000 .0000 .0000 .0001 . 0004 .0014 .0043 .0 1 0 6 .0 229 .0439
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0016 .0 042 .0 0 9 8

10  · .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0 003 '.0 0 1 2

11 0 .5688 .3138 '.1 6 7 3 .0859 .0422 .0198 .0088 .0 036 .0014 .0005
1 .3293 .3835 .3248 .2362 .1549 .0932 .0518 .0266 .0 1 2 5 .0054
2 .0867 .2131 .2806 .2953 . 2 5S1 . 1998 .1395 .0887 .0513 .0269
3 .0 1 3 7 ' .0710 .1517 .2215 .2581 .2 5 6 8 .2254 .1774 .1259 .0806
4 .0014 .0158 .0536 .1107 .1721 .2201 .2428 .2 3 6 5 . 206£ .1611

6 .0001 .0025 .0132 .0388 .0803 .1321 .1830 .2 2 0 7 .2 3 6 0 .2256β .0000 .0003 .0023 .0097 .0268 .0566 .0985 .1471 .1931 . 2 2 5 ?.
7 .0000 .0000 .0003 .0017 .0064 .0173 .0379 .0701 .1 1 2 8 .1611
8 .0000 .0000 .0 000 .0002 .0011 » . 0 0 3 7 .0102 .0234 _ .0 4 6 2 .0 8 0 6
9 .0000 .0000 .0000 .0 000 .0001 .0005 .0018 .0 0 5 2 .0 1 2 6 .0 2 6 9

10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 000 .0002 .0 0 0 7 .0021 .0054
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .οροο .0002 .0 0 0 5> »

12 0 .5404 .2824 .1422 .0687 .0317 .0138 .0057 .0022 .0 0 0 8 .0 0 0 2
1 .3413 .3766 .3012 .2062 .1267 .0712 .0368 .0174 .0075 .0029
2 .0 9 8S .2301 .2924 .2835 .2323 .1678 .1088 .0639 .0 339 .0 1 7 1
3 .0173 .0852 .1720 .2362 .2581 .2 3 9 7 .1954 .1419 .0 9 2 3 .0 5 3 7
4 .0021 .0213 .0683 .1329 .1936 .2311 .2367 .2 1 2 8 .1 7 0 0 .1 2 0 8

5 .0002 .0038 .0193 .0532 .1032 .1585 .2 0 3 9 .2270 .2 225 .1934β .0000 .0005 .0040 .0155 .0401 .0792 .1281 .1 7 6 6 .2124 .2 256
7 .0000 .0000 .0006 .0033 .0115 .0291 .0591 .1009 .1489 .1934
8 .0000 .0000 .0001 .0005 .0024 .0078 .0199 .0420 .0762 .1203
9 .0000 .0000 .0 000 .0001 .0004 .0015 .0048 .0125 .0277 .0537



Παράρτημα

ΠΙΝΑΚΑΣ I: Δ ιω ν υ μ ικ ή  κ α τα ν ο μ ή  ( σ υ ν έ χ ε ι α )

Λ ζ .0 5 .1 0 .1 6 .2 0 .2 5 ^  .30 .3 6 .4 0 .4 5 .6 0

12 10 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 002 .0 0 0 8 .0 0 2 5 .0 0 6 8 .0161

11 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 3 .0 0 1 0 .0 0 2 9

12 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2

13 0 .6 1 3 3 .2 5 4 2 .1 2 0 9 .0 5 5 0 .0 2 3 8 .0 097 .0087 .0 0 1 3 .0 0 0 4 .0001

1 .3 5 1 2 .3 6 7 2 .2 7 7 4 .1 7 8 7 .1029 .0 5 4 0 .0 2 5 9 .0 1 1 3 .0 0 4 5 .0 0 1 6

2 .1 1 0 9 .2 4 4 8 .2 9 3 7 .2 6 8 0 .2 059 .1 388 .0836 .0 4 5 3 .0 2 2 0 .0095

3 .0214 .0 9 9 7 .1 9 0 0 .2457 .2 517 .2181 .1651 .1 1 0 7 .0 6 6 0 .0 3 4 9

4 .0 0 2 8 .0 2 7 7 .0 8 3 8 .1 5 3 5 .2 097 .2337 .2222 .1 8 4 6 .1 3 5 0 .0873

S .0003 .0 0 5 5 .0 2 6 6 .0691 .1258 .1803 .2154 .2 2 1 4 .1 9 8 9 .1571

β .0000 .0 0 0 8 .0063 .0230 .0559 .1 0 3 0 .1546 .1908 .2 1 6 9 .2 0 9 5

7 .0 0 0 0 .0001 .0011 .0058 .0186 .0442 .0833 .1312 .1775 .2095

8 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0011 .0047 .0 142 .0336 .0 6 5 0 .1 0 8 9 .1571

0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 009 .0 0 3 4 .0101 .0243 .0 4 9 5 .0873

10 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 6 .0022 .0 0 6 5 .0 1 6 2 .0 3 4 9

11 .0 0 0 0 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0003 .0 0 1 2 .0 0 3 0 .0095

12 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0 0 0 5 .0016

18 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0000 .0000 .0 000 .0000 .0001

14 0 .4877 .2288 .1 0 2 8 .0 4 4 0 .0178 .0 068 .0024 .0 0 0 8 .0 0 0 2 .0001

1 .3 5 0 3 .3 5 5 9 .2 5 3 9 .1 5 3 9 .0832 .0407 .0181 .0 0 7 3 .0 0 2 7 .0 0 0 9

2 .1 2 2 9 .2 5 7 0 .2 9 1 2 .2501 .1802 .1 134 .0 6 3 4 .0 3 1 7 .0141 .0056

8 .0 2 5 9 .1142 .2 0 5 0 .2501 .2 402 .1 0 4 3 .1 3 6 6 .0 8 4 6 .0 4 6 2 .0 2 2 2

4 .0 0 3 7 .0 3 4 9 .0 9 9 8 .1 7 2 0 .2202 .2 2 9 0 .2022 .1 5 4 9 . Ό 40 .0611

« .0 0 0 4 .0 0 7 8 .0 3 5 2 .0 8 0 0 .1468 .1963 .2178 .2 0 6 6 .1701 .1 2 2 2

β .0 0 0 0 .0013 .0093 .0322 .0734 .1262 .1759 .2 066 .2 0 8 8 .1 8 3 3

7 .0000 .0002 .0 0 1 9 .0 092 .0 280 .0 6 1 8 .1082 .1 574 .1 9 5 2 .2095

8 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0003 .0 0 2 0 .0082 .0232 .0510 .0 9 1 8 .1 3 9 8 .1 8 3 3

0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 3 .0018 .0066 .0 183 .0 4 0 8 .0 7 6 2 .1 2 2 2

10 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0003 .0 0 1 4 .0 0 4 9 .0 1 3 6 .0 3 1 2 .0611

11 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0 0 0 2 .0 0 1 0 .0033 .0093 .0 2 2 2

12 .0 0 0 0 .0 0 0 0 •ΟΟΟΟ .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5 .0019 .0 0 5 6

13 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 000 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 0

14 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001

15 0 .4 6 3 3 .2 0 5 9 .0 8 7 4 .0 3 5 2 .0134 .0 0 4 7 .0 0 1 6 .0 0 0 5 .0001 .0 0 0 0

1 .3 6 5 8 .3432 .2312 .1 3 1 9 .0 6 0 8 .0 3 0 5 .0 1 2 6 .0 0 4 7 .0 0 1 6 .0005

2 .1 3 4 8 .2069 .2 8 5 6 .2 3 0 9 .1 559 .0916 .0 4 7 6 .0 2 1 9 .0 0 9 0 .0 032

3 .0307 .1 2 8 5 .2184 .2501 .2 2 5 2 .1 7 0 0 .1 1 1 0 .0634 .0 3 1 8 .0 1 3 9

4 .0 0 4 9 .0 4 2 8 .1 1 5 6 .1 8 7 6 .2252 .2 1 8 6 .1 7 9 1 .1 2 6 8 .0 7 8 0 .0 4 1 7

6 .0 0 0 6 .0 1 0 6 .0 4 4 9 .1 032 .1651 .2061 .2 123 .1 8 5 9 .1 4 0 4 .0 9 1 6

β .0 0 0 0 .0019 .0 1 3 2 .0 4 3 0 .0917 .1 4 7 2 .1 906 .2 0 6 6 .1 9 1 4 .1 6 2 7

7 .0 0 0 0 .0003 .0030 .0 1 3 8 .0393 .0811 .1 3 1 9 .1771 .2 0 1 3 .1964

8 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 5 .0 0 3 5 .0131 .0 3 4 8 .0 7 1 0 .1181 .1 647 .1 9 6 4

0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 7 .0034 .0 1 1 6 .0 2 9 8 .0 6 1 2 .1 0 4 8 .1627

10 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0007 .0 0 3 0 .0 0 9 6 .0 2 4 5 .0 5 1 5 .0 9 1 6

11 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 6 .0024 .0074 .0191 .0417

12 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0 0 0 4 .0 0 1 6 .0 0 5 2 .0139

13 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0001 .0 003 .0 0 1 0 .0 0 3 2

14 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5

15 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0



Πίνακες ΣτααστικίΙς

ΠΙΝΑΚΑΣ I :  Δ ιω ν υ μ ικ ή  κ α τα ν ο μ ή  ( σ υ ν έ χ ε ι α )

η X .05 Ο .1 5 .2 0 .2 5 Ρ .3 0 .3 5 .4 0 .45 iso

10 0 .4401 .1853 .0743 .0281 .0100 .0033 .0010 .0003 .0001 .0000
1 .3706 .3294 .2097 .1126 .0535 .0 2 2 8 .0087 .0030 .0009 .0002
2 .1463 .2745 .2775 .2111 .1330 .0732 .0353 .0 1 5 0 .0056 .0018

8 .0359 .1423 .2285 .2 4 6 3 .2 0 7 9 .1465 .0888 .0468 .0215 .0085
4 .0061 .0 5 1 4 .1311 .2001 .2 2 5 2 .2 0 4 0 .1553 .1 0 1 4 .0 5 7 2 .0 2 7 8

5 .0008 .0 1 3 7 .0 5 5 5 .1201 .1 8 0 2 .2 0 9 9 .2 0 0 8 .1 6 2 3 .1 1 2 3 .0 6 6 7
6 .0001 .0028 .0 1 8 0 .0 5 5 0 .1101 .1 6 4 9 .1982 .1 9 8 3 .1 6 8 4 .1222
7 .0000 .0004 .0 0 4 5 .0197 .0524 .1 0 1 0 .1 5 2 4 .1 8 8 9 .1 9 6 9 .1 7 4 6
8 .0000 .0001 .0009 .0 0 5 5 .0 1 9 7 .0 4 8 7 .0 9 2 3 .1 4 1 7 .1 8 1 2 .1 9 6 4
9 .0000 .0000 .0001 .0 0 1 2 .0 0 5 8 .0 1 8 5 .0442 .0 8 4 0 .1 3 1 8 .1 7 4 6

10 .0000 .0000 .0000 .0002 .0 0 1 4 .0 0 5 6 .0167 .0392 .0 7 5 5 .1222
11 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0002 .0013 .0049 .0142 .0 3 3 7 .0 6 6 7
12 .0000 .0000 . 000Q .0000 .0000 .0002 .0011 .0 0 4 0 .0 1 1 5 .0 2 7 8
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0002 .0 0 0 8 .0 0 2 9 .0 0 8 5
14 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5 .0 0 1 8

15 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0 0 0 2
10 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0

17 0 .4181 .1608 .0031 .0 2 2 5 .0 075 .0 0 2 3 .0 0 0 7 .0 0 0 2 .0000 .0000
1 .3741 .3150 .1 893 .0957 .0 4 2 6 .0 1 6 9 .0060 .0 0 1 9 .0005 .0001
2 .1575 .2800 .2673 .1914 .1 1 3 6 .0581 .0 2 6 0 .0102 .0 0 3 5 .0 0 1 0
3 .0415 .1 556 .2359 .2393 .1893 .1 2 4 5 .0 7 0 1 ’ .0341 .0144 .0052
4 .0070 .0605 .1 457 .2093 .2 2 0 9 .1 8 6 8 .1 3 2 0 .0796 .0411 .0182

5 :οοιο .0175 .0668 .1361 .1 9 1 4 .2081 .1 8 4 9 .1 3 7 9 .0 8 7 5 .04726 .0001 .0039 .0 236 .0 6 8 0 .1 2 7 6 .1 7 8 4 .1991 .1839 .1 4 3 2 .0944
7 .0000 .0007 .0 065 .0267 .0 608 .1201 .1 6 8 5 .1927 .1841 .1484
8 .0000 .0001 .0014 .0084 .0 2 7 9 .0 6 4 4 .1134 .1 6 0 6 .1883 .1855
9 .0000 .0000 .0003 .0021 .0093 .0 2 7 6 .0611 .1070 .1 5 4 0 .1855

10 .0000 .0000 .0000 .0004 .0025 .0 0 9 5 .0 263 .0571 .1 0 0 8 .1 4 8 4
11 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0 0 2 6 .0 090 .0 2 4 2 .0525 .0944
12 .0000 .0 000 .0000 .0000 .0001 .0 0 0 6 .0 024 .0081 .0 2 1 5 .0 4 7 2
13 .0000 .0 000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0021 .0 0 6 8 .0182
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 4 .0 0 1 6 .0 0 5 2

16 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 9 0 .0001 .0003 .0010
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001
17 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 , .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000

18 0 .3972 .1501 .0536 .0180 .0 0 5 6 .0 0 1 6 .0004 .0001 .0000 .0000
1 .3703 .3002 .1704 .0811 .0338 .0 1 2 6 .0042 .0 0 1 2 .0 003 .0001V* .1683 .2 835 .2556 .1723 .0 9 5 8 .0 4 5 8 .0 1 9 0 .0 0 6 9 .0 0 2 2 .0006
3 .0473 .1680 .2406 .2297 .1 7 0 4 .1 0 4 6 .0 5 4 7 .0 2 4 6 .0 0 9 5 .0031
/

.0093 .0700 .1592 .2153 .2 1 3 0 .1681 .1 1 0 4 .0 6 1 4 .0291 .0117

5 .0014 .0218 .0787 .1 5 0 7 .1 9 8 8 .2 0 1 7 .1 6 0 4 .1 1 4 6 .0 6 6 0 .0327β .0002 .0052 .0301 .0810 .1436 .1873 .1941 .1655 .1181 .0708
7 .0000 .0010 .0091 .0350 .0.820 ( 1370 .1792 .1 8 9 2 .1 6 5 7 .1214
8 .0000 .0002 .0022 .0 1 2 0 .0 3 7 6 .0811 .1 3 2 7 .1 7 3 4 .1 8 6 4 .1669
9 .0000 .0000 .0004 .0033 .0 1 3 9 .0386 .0794 .1 2 8 4 .1694 .1 8 5 5
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Παράρτημα

ΠΙΝΑΚΑΣ I :  Δ ιω ν υ μ ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή  ( σ υ ν έ χ ε ι α !

η ζ .0 5 .1 0 .1 5 .2 0 .2 5

Ο<0

ft*

.3 5 .4 0 .4 5 .5 0

1 8 10 .0 0 0 0 .οοο<5 .0001 .0 0 0 8 .0 0 4 2 .0 1 4 9 .0 3 8 5 .0771 .1 2 4 8 .1 6 6 9

Η .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 1 0 .0 0 4 6 .0151 .0 374 .0 7 4 2 .1 2 1 4

12 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 7 .0 1 4 5 .0 3 5 4 .0 7 0 8

13 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 5 .0 1 3 4 .0327

14 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0011 .0 0 3 9 .0 1 1 7

15 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 0 9 .0 0 3 1

1β .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0001 .0 0 0 6

17 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001

18 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0

1 9 0 .3 7 7 4 .1351 .0 4 5 6 .0144 .0042 .0011 .0 0 0 3 .0001 .0 0 0 0 .0 0 0 0

1 .3 7 7 4 .2 8 5 2 .1 5 2 9 .0 6 8 5 .0 2 6 8 .0093 .0 0 2 9 .0008 .0002 .0 0 0 0

2 .1787 .2 8 5 2 .2 4 2 8 .1 5 4 0 .0803 .0358 .0 1 3 8 .0046 .0013 .0003

8 .0533 .1 7 0 6 .2 428 .2182 .1517 .0869 0422 .0 1 7 5 .0 0 6 2 .0 0 1 8

4 .0 1 1 2 .0 7 9 8 .1 7 1 4 .2 1 8 2 .2 0 2 3 .1491 .0 9 0 9 .0 4 6 7 .0 2 0 3 .0 0 7 4

5 .0 0 1 8 .0 2 6 6 .0907 .1 6 3 6 .2 0 2 3 .1 9 1 6 .1 4 6 8 .0933 .0 4 9 7 .0 2 2 2

β .0 0 0 2 .0 0 0 9 .0374 .0 9 5 5 .1574 .1 0 1 6 .1 8 4 4 .1451 .0 9 4 9 .0 5 1 8

7 .0 0 0 0 .0 014 .0 1 2 2 .0443 .0974 .1 525 .1 8 4 4 .1797 .1 443 .0961

8 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 3 2 .0 1 6 6 .0 4 8 7 .0981 .1 4 8 9 .1797 .1771 .1 4 4 2

9 .0 0 0 0 .0000 .0007 .0051 .0 1 9 8 .0514 .0 9 8 0 .1 464 .1771 .1 7 6 2

10 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0013 .0 0 0 6 .0220 .0 5 2 8 .0 9 7 6 .1 4 4 9 .1 7 6 2

11 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0003 .0 0 1 8 .0 0 7 7 .0 2 3 3 .0 5 3 2 .0 9 7 0 .1 4 4 2

12 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 4 . 0 0 2 » .0 0 8 3 .0 2 3 7 .0 5 2 9 .0961

13 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0005 .C024 .0 085 .0 2 3 3 .0 5 1 8

14 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 6 .0 024 .0 0 8 2 .0 2 2 2

15 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5 .0 0 2 2 .0 074

10 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0005 .0 0 1 8

17 .0 000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0 0 0 3

18 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0

19 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0

2 0 0

/

.3 5 8 5 .1 2 1 6 .0 3 8 8 .0115 .0032 .0008 .0 002 .0000 .0 0 0 0 .0 000

1 .3774 .2702 .1368 .0 5 7 6 .0211 .0068 .0 0 2 0 .0005 .0001 .0 000

2 .1887 .2852 .2293 .1 3 0 9 .0 0 0 9 .0278 .0100 .0031 .0008 .0 0 0 2

3 .0 5 0 6 .1001 .2 4 2 8 .2 054 .1 3 3 9 .0716 .0323 .0123 .0040 .0011

4 .0133 .0808 .1821 .2 1 8 2 .1897 .1304 .0 7 3 8 .0350 .0 139 .0 0 4 6

5 .0 0 2 2 .0319 .1 0 2 8 .1 7 4 0 .2023 .1 7 8 9 .1 2 7 2 .0 7 4 6 .0 3 6 5 .0 1 4 8

0 .0003 .0089 .0454 .1091 .1680 .1916 .1712 .1244 .0746 .0 3 7 0

7 .0000 .0020 .0160 .0 545 .1124 .1 643 .1844 .1 659 .1221 .0 7 3 9

8 .0 0 0 0 .0004 .0 0 4 6 .0222 .0609 .1144 .1 6 1 4 .1 797 .1623 .1201

9 .0 0 0 0 .0001 .0011 .0 0 7 4 .0271 .0654 .1 1 5 8 .1 5 9 7 .1771 .1 6 0 2

10 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 2 .0020 .0 0 9 9 .0308 .0 6 8 6 .1171 .1593 .1 7 6 2

11 .0000 .0000 .0000 .0005 .0030 .0120 .0 3 3 6 .0 7 1 0 .1185 .1 6 0 2

12 .0000 .0000 .0000 .0001 .0008 .0039 .0 1 3 6 .0 3 5 5 .0 7 2 7 .1 201

13 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0002 .0010 .0 0 4 5 .0 1 4 6 .0 3 6 6 .0 7 3 9

14 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 9 .0 1 5 0 .0 3 7 0

U 16 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 003 .0013 .0 0 4 9 .0 1 4 8

10 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0003 .0013 .0 0 4 6

17 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0 002 .0011

18 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 ,ΟΟΟϋ .0 000 .0 0 0 2

19 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0

2 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0



Πίνακες Στατιστικής

Κατανομή του Poisson

Ρ(Χ=χ) = β~λλΧ/χ!

ΠΙΝΑΚΑΣ I I

λ

? X 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 Ο.δ 0.6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0

0 .9048 .8187 .7408 .6703 .6065 .5 4 8 8 .4 9 6 6 .4493 .4 0 6 6 .3 6 7 9

ίί ι .0905 .1637 .2222 .2081 .3033 .3293 .3476 .3595 .3 6 5 9 .3679

2 .0045 .0164 .0333 .0536 .0758 .0988 .1217 .1438 .1647 .1 8 3 9

3 .0002 .0011 .0033 .0072 .0126 .0198 .0284 .0383 .0 4 9 4 .0613
4 .0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0030 .0050 .0077 .0111 .0153

5 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0004 .0007 .0 0 1 2 .0 0 2 0 .0031

β .0000 .0 000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0003 .0 0 0 5

7 .0 0 0 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0001

λ

ί.

X 1 .1 1 .2 1 .3 1 .4 1 .5 1 .6 1 .7 1 .8 1 .9 2 .0

0 .3329 .3012 .2725 .2466 .2231 .2 0 1 9 .1827 .1653 .1 4 9 6 .1 3 5 3
1 .3662 .3614 .3543 .3452 .3347 .3230 .3106 .2975 .2 8 4 2 .2 7 0 7
2 .2 0 1 4 .2 1 6 9 .2303 .2417 .2510 .2584 .2640 .2 6 7 8 .2 7 0 0 .2707
3 .0 738 .0 8 6 7 .0998 .1128 .1 2 5 5 .1 3 7 8 .1 4 9 6 .1607 .1 7 1 0 .1 8 0 4
4 .0203 .0260 .0 3 2 4 .0 3 9 5 .0471 .0551 .0 6 3 6 .0 7 2 3 .0 8 1 2 .0 9 0 2

5 .0 0 4 5 .0 062 .0084 .0111 .0141 .0176 .0 2 1 6 .0 2C0 .0 3 0 9 .0361
6 .0008 .0012 .0018 .0026 .0 0 3 5 .0047 .0061 .0078 .0 0 9 8 .0 120
7 .0001 ..0002 .0003 .0005 .0008 .0011 .0015 .0020 .0027 .0 0 3 4
8 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002 .0003 .0 0 0 5 .0 0 0 6 .0 0 0 9
9 .0 000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2

λ

X 2 .1 2 .2 2 .3 2 .4 2 .5 2 .6 2 .7 2 .8 2 .9 3 .0

0 .1 2 2 5 .1108 .1003 .0907 .0821 .0743 .0672 .0 6 0 8 .0 5 5 0 .0498
1 .2572 .2 4 3 8 .2306 .2177 .2052 .1931 .1 8 1 5 .1 703 .1 5 9 6 .1494
2 .2700 .2681 .2652 .2613 .2565 .2510 .2 4 5 0 .2 3 8 4 .2 3 1 4 .2240
3 .1 8 9 0 . I960 .2 033 .2 090 .2138 .2176 .2 2 0 5 .2 2 2 5 .2 2 3 7 .2 2 4 0
4 .0992 .1082 .1 1 6 9 .1 254 .1 3 3 6 .1 4 1 4 .1 4 8 8 .1 5 5 7 .1 6 2 2 .1 6 8 0

5 .0417 .0476 .0538 .0602 .0668 .0 7 3 5 .0804 .0872 .0 9 4 0 .1008
6 .0146 .0174 .0206 .0241 .0278 .0319 .0362 .0 407 .0455 .0504
7 .0044 .0055 .0068 .0083 .0099 .0 118 .0 1 3 9 .0 163 .0 1 8 8 .0216
8 .0011 .0015 .0019 .0 025 .0031 .0038 .0047 .0 0 5 7 .0 0 6 8 .0081
9 .0003 .0004 .0 0 0 5 .0007 .0 009 .0011 .0 0 1 4 .0 0 1 8 .0 0 2 2 .0027

ισ .0001 .0001 .0001 .0002 .0 002 .0 003 .0004 .0 0 0 5 .0 0 0 6 .0008
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 000 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2 .0002
12 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0001

477



Παράρτημα

ΠΙΝΑΚΑΣ I I :  Κ α τα νο μ ή  τ ο υ  P o i s s o n  ( σ υ ν έ χ ε ι α )

χ
* 3 .1 8 .2 8 .3 s.4 8 .5 3 .0 8 .7 3 .8 3 .9 4 .0

0 .0 4 5 0 .0 4 0 8 .0 3 0 9 .0334 .0 302 .0273 .0247 .0224 .0202 .0183

1 .1307 .1304 .1217 .1135 .1057 .0984 .0915 .0850 .0789 .0733

2 .2 105 .2087 .2 0 0 8 .1 9 2 9 .1 850 .1771 .1692 .1 6 1 5 .1539 .1405

8 .2 2 3 7 .2 2 2 0 .2 2 0 9 .2 1 8 0 .2 1 5 8 .2 1 2 5 .2087 .2 0 4 6 .2001 .1 9 5 4

4 .1 7 3 4 .1781 .1 8 2 3 .1 8 5 8 .1 8 8 8 .1 9 1 2 .1 931 .1 9 4 4 .1 951 .1954

5 .1 0 7 5 .1 1 4 0 .1203 .1 204 .1 322 .1 3 7 7 .1429 .1 4 7 7 .1 5 2 2 .1 5 6 3

β .0 5 5 5 .0 6 0 8 .0 6 6 2 .0 7 1 0 .0771 .0 8 2 0 .0881 .0 9 3 0 .0 9 8 9 .1 0 4 2

7 .0 2 4 0 .0 2 7 8 .0 3 1 2 .0 3 4 8 .0 3 8 5 .0425 .0 4 6 0 .0 5 0 8 .0551 .0 5 9 5

8 .0 0 0 5 .0111 .0 1 2 9 .0 1 4 8 .0 1 6 9 .0191 .0 2 1 5 .0211 .0 2 6 9 .0 298

9 .0033 .0 0 4 0 .0 0 4 7 .0 0 5 0 .0 060 .0 0 7 0 .0089 .0102 .0 1 1 6 .0 1 3 2

10 .0 0 1 0 .0 0 1 3 .0010 .0 0 1 9 .0023 .0 028 .0033 .0 039 .0 0 4 5 .0 0 5 3

11 .0 0 0 3 .0 0 0 4 .0 0 0 5 .0 0 0 0 .0007 .0 0 0 9 .0011 .0013 .0016 .0 0 1 9

12 .0001 .0001 .0001 .0002 .0 0 0 2 .0003 .0003 .0004 .0 0 0 5 .0006

13 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 2

14 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0000 .0001

X 4 .1 4 . 2 4 .3 4 .4

λ
4 .5 4 .6 4 .7 4 . 8 4 .9 5 . 0

0 .0 1 6 6 .0 1 5 0 .0 1 3 6 .0123 .0111 .0101 .0091 .0082 .0074 .0067

1 .0 0 7 9 .0 6 3 0 .0583 .0 5 4 0 .0 5 0 0 .0402 .0427 .0395 .0 3 6 5 .0 3 3 7

2 .1 393 .1323 .1254 .1 1 8 8 .1 1 2 5 .1063 .1 0 0 5 «0 9 4 8 .0 894 .0 8 4 2

3 .1 904 .1 8 5 2 .1 7 9 8 .1743 .1687 .1631 .1574 .1 5 1 7 .1 4 6 0 .1404

4 .1951 .1 9 4 4 .1 0 3 3 .1017 .1 8 9 8 .1 8 7 5 .1 8 4 9 .1 8 2 0 .1 7 8 9 .1 7 6 5

5 .1 0 0 0 .1 0 3 3 .1 0 6 2 .1 6 8 7 .1 7 0 8 .1 7 2 5 .1 738 .1747 .1 7 5 3 .1 7 5 6

6 .1 0 9 3 .1143 .1191 .1 2 3 7 .1281 .1323 .1362 .1398 .1 4 3 2 .1 4 6 2

7 .0 6 4 0 .0 6 8 6 .0732 .0 778 .0824 .0869 .0914 .0959 .1 0 0 2 .1044

8 .0 3 2 8 .0 3 6 0 .0393 .0428 .0463 .0500 .0537 .0575 .0614 .0 0 5 3

9 .0 1 5 0 .0 1 6 8 .0189 .0 2 0 9 .0 2 3 2 .0255 .0 2 8 0 .0307 .0334 .0 3 6 3

10 .0001 .0071 .0081 .0002 .0104 .0118 .0132 .0147 .0164 .0181

11 .0023 .0027 .0032 .0037 .0043 .0049 .0056 .0004 .0073 .0 0 8 2

12 .0008 .0 000 .0011 .0014 .0 016 .0019 .0022 .0026 .0030 .0034

13 .0002 .0003 .0004 .0005 .0000 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013

14 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0006

16 .0000 .0 000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002

X 5 .1 5 .2 5 .3 5 .4

λ
5 .5 5 .6 5 .7 5 .8 5 .9 6 .0

0 .0061 .0 0 5 5 .0050 .0 045 .0041 .0037 .0033 .0030 .0027 .0 0 2 6

1 .0311 .0287 .0205 .0244 .0225 .0207 .0191 .0176 .0162 .0 1 4 9

2 .0793 .0 7 4 6 .0701 .0 0 5 9 .0 6 1 8 .0580 .0544 .0509 .0477 .0 4 4 6

3 .1348 .1293 .1 2 3 9 .1185 .1133 .1082 .1033 .0985 .0 938 .0 8 0 2

4 .1719 .1681 .1041 .1 600 .1558 .1515 .1472 .1428 .1 383 .1 3 3 9



Πίνακες Στατιστικής

ΠΙΝΑΚΑΣ I I :  Κ α τα νομ ή  τ ο ΰ  P o i s o n  ( σ υ ν έ π ε ι α )

χ
X 5 .1 5 .2 6 .3 5 .4 5 .5 5 .6 5 . 7 5 .8 6 . 9 6 .0

.1753 .1748 . 1740 .1 7 2 8 .1714 .1 697 .1 6 7 8 .1656 .1 6 3 2 .1 6 0 6

β .1400 .1515 .1537 .1555 .1571 .1 5 8 4 .1 5 9 4 .1601 .1 6 0 5 .1 6 0 3

7 .1086 .1125 .1163 .1 2 0 0 .1234 .1 2 6 7 .1 2 9 8 .1 3 2 6 .1 3 5 3 .1 3 7 7

8 .0692 .0731 .0771 .0810 .0849 .0 887 .0 9 2 5 .0962 .0 9 9 8 .1033

9 .0 3 9 2 .0423 .0454 .0 4 8 6 .0519 .0 5 5 2 .0 5 8 6 .0620 .0654 .0 6 8 8

10 .0200 .0220 .0241 .0 2 6 2 .0285 .0 3 0 9 .0 3 3 4 .0 3 5 9 .0 3 8 6 .0413

11 .0093 .0104 .0116 .0 1 2 9 .0143 .0 1 5 7 .0 1 7 3 .0 1 9 0 .0 2 0 7 .0 2 2 5

12 .0 0 3 9 .0045 .0051 .0058 .0 065 .0073 .0 0 8 2 .0 0 9 2 .0102 .0113

13 .0 015 .0018 .0021 .0024 .0 028 .0 0 3 2 .0 0 3 6 .0041 .0 0 4 6 .0 0 5 2

14 .0 006 .0 0 0 7 .0 0 0 8 .0 0 0 9 .0011 .0 0 1 3 .0 0 1 5 .0 0 1 7 .0 0 1 9 .0 0 2 2

15 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0 0 0 6 .0 0 0 7 .0 0 0 8 .0 009

16 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0 0 0 2 .0 0 0 2 .0003 .0003

17 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001

X 6 .1 6 .2 6 .3 6 .4

X
6 .5 6 .6 6 .7 6 .8 6 . 9 7 .0

0 .0022 .0020 .0018 .0017 .0 015 .0 0 1 4 .0 0 1 2 .0011 .0 0 1 0 .0 0 0 9

1 .0137 .0120 .0 1 1 6 .0 106 .0098 .0 0 9 0 .0 0 8 2 .0 0 7 6 .0 0 7 0 .0 064

2 .0417 .0390 .0364 .0340 .0318 .0296 .0 2 7 6 .0 2 5 8 .0 2 4 0 .0223

3 .0848 .0806 .0765 .0726 .0688 .0 6 5 2 .0617 .0584 .0 5 5 2 .0521

4 .1294 .1249 .1 2 0 5 .1162 .1118 .1 0 7 6 .1 0 3 4 .0 9 9 2 .0 9 5 2 .0 9 1 2

6 . 1 5 7 9 . .1549 .1519 .1487 .1454 .1 4 2 0 .1 3 8 5 .1 3 4 9 .1 3 1 4 .1 277

β .1 6 0 5 .1601 .1595 .1 5 8 0 .1575 .1 5 6 2 .1 5 4 6 .1 5 2 9 .1511 .1490

7 .1399 .1418 .1 4 3 5 .1450 .1462 .1 4 7 2 .1 4 8 0 . I486 .1 4 8 9 .1 4 9 0

8 .1006 .1099 .1130 .1160 .1 1 8 8 .1 2 1 5 .1 2 4 0 .1 2 6 3 .1 2 8 4 .1 3 0 4

9 .0 7 2 3 .0 7 5 7 .0791 .0 8 2 5 .0 8 5 8 .0891 .0 9 2 3 .0 9 5 4 .0 9 8 5 .1 0 1 4

10 .0441 .0469 .0 4 9 8 .0528 .0558 .0 5 8 8 .0 6 1 8 .0 6 4 9 .0 6 7 9 .0 7 1 0

11 .0245 .0265 .0 285 .0 307 .0 330 .0353 .0 3 7 7 .0401 .0 4 2 6 .0 4 5 2

12 .0 1 2 4 .0137 .0 1 5 0 .0 1 6 4 .0179 .0 1 9 4 .0 2 1 0 .0 2 2 7 .0 2 4 5 .0 2 6 4

13 .0 0 5 8 .0065 .0073 .0081 .0089 .0 0 9 8 .0 1 0 8 .0 1 1 9 .0 1 3 0 .0 1 4 2

14 .0 0 2 5 .0029 .0033 .0 0 3 7 .0041 .0 0 4 6 .0 0 5 2 .0 0 5 8 .0 0 6 4 .0071

15 .0010 .0012 .0014 .0 0 1 6 .0018 .0 0 2 0 .0 0 2 3 .0 0 2 6 .0 0 2 9 .0 0 3 3

16 .0004 .0005 .0005 .0 0 0 6 .0007 .0 0 0 8 .0 0 1 0 .0011 .0 0 1 3 .0 0 1 4

17 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0 0 0 4 .0004 .0 0 0 5 .0 0 0 6

18 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 2 .0 0 0 2

19 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001 .0001

X 7 .1 7 .2 7 .3 7 .4

X
7 .5 7 .6 7 .7 7 .8 7 .9 8 .0

0 .0008 .0007 .0007 .0006 .0 0 0 6 .0 0 0 5 .0 0 0 5 .0 0 0 4 .0 0 0 4 .0 0 0 3

i .0059 .0054 .0049 .0045 .0041 .0 0 3 8 .0 0 3 5 .0 0 3 2 .0 0 2 9 .0 0 2 7

2 .0208 .0194 .0180 .0167 .0 1 5 0 .0 1 4 5 .0 1 3 4 .0 1 2 5 .0 1 1 6 .0 1 0 7

8 .0492 .0464 .0 4 3 8 .0413 .0389 .0 3 6 6 .0 3 4 5 .0 3 2 4 .0 3 0 5 .0 2 8 6

4 .0874 .0836 .0799 .0764 .0 7 2 9 .0 6 9 6 .0 6 6 3 .0 6 3 2 .0 6 0 2 .0 5 7 3

6 .1241 .1204 .1167 .1130 .1094 .1 0 5 7 .1021 .0 9 8 6 .0951 .0 9 1 6

6 .1468 .1445 .1420 .1394 .1 3 6 7 .1339 .1311 .1 2 8 2 .1 2 5 2 .1221

7 .1489 . I486 .1481 .1474 .1 4 6 5 .1 4 5 4 .1 4 4 2 . 1428 , .1 4 1 3 .1 3 9 6

8 .1321 .1337 .1351 .1363 .1 3 7 3 .1 3 8 2 .1 3 8 8 .1 3 9 2 .1 3 9 5 .1 3 9 6

9 .1 0 4 2 .1070 .1 0 9 6 .1121 .1 1 4 4 .1 1 6 7 .1 1 8 7 .1 2 0 7 .1 2 2 4 .1241

479



Παράρτημα

ΠΙΝΑΚΑΣ I I :  Κ α τ α ν ο ώ  τ ο υ  P o i s s o n  ( σ υ ν έ χ ε ι ς }

λ
ζ 7 .1 7 .2 7 .3 7 . 4 7 .6 7 .6 7 .7 7 .8 7 .9 8 .0

10 .0 7 4 0 .0 7 7 0 .0 8 0 0 .0 8 2 9 .0858 .0887 .0 914 .0941 .0967 .0993

11 .0478 .0504 .0531 .0558 .0 5 8 5 .0013 .0640 .0067 .0695 .0722

12 .0283 .0303 .0323 .0344 .0366 .0388 .0411 .0434 .0457 .0481

13 .0154 .0 1 6 8 .0181 .0196 .0211 .0227 .0243 .0260 .0 278 .0 2 9 6

14 .0 0 7 8 .0 0 8 6 .0 0 9 5 .0104 .0113 .0123 .0134 .0145 .0 1 5 7 .0 1 6 9

16 .0 0 3 7 .0041 .0 0 4 6 .0051 .0057 .0 062 .0069 .0075 .0 0 8 3 .0090

1β .0 016 .0 0 1 0 .0021 .0 0 2 4 .0026 .0030 .0033 .0037 .0041 .0 0 4 5
17 .0 0 0 7 .0 008 .0 0 0 9 .0 0 1 0 .0 0 1 2 .0013 .0015 .0 0 1 7 .0 0 1 9 .0021

18 .0003 .0003 .0004 .0004 .0 0 0 5 .0 006 .0000 .0007 .0 008 .0 0 0 9

10 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0 0 0 3 .0 0 0 3 .0 0 0 4

2 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2

21 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001

ζ 8 .1 8 .2 8 .8 8 .4

λ
8 . 6 8 .6 8 .7 8 .8 8 .9 9 . 0

0 .0003 .0 0 0 3 .0 0 0 2 .0002 .0 0 0 2 .0 002 .0 0 0 2 .0 0 0 2 .0001 .0001

1 .0 0 2 5 .0 0 2 3 .0021 .0 0 1 9 .0 0 1 7 .0 0 1 0 .0014 .0 013 .0012 .0011

2 .0100 .0 0 0 2 .0 0 8 6 .0 0 7 9 .0 074 .0068 .0 0 6 3 .0 0 5 8 .0054 .0050

3 .0 2 0 0 .0 2 5 2 .0 2 3 7 .0222 .0 2 0 8 .0195 .0183 .0171 .0160 .0 1 5 0

4 .0544 .0 5 1 7 .0401 .0 4 0 0 .0 4 4 3 .0420 .0 3 9 8 .0377 .0357 .0337

6 .0882 .0 8 4 0 .0 8 1 6 .0784 .0 7 5 2 .0 7 2 2 .0092 .0603 .0635 .0 6 0 7

β .1101 .1 1 6 0 .1 1 2 8 .1097 .1 0 6 6 .1034 .1 003 .0 9 7 2 .0041 .0911

7 .1 3 7 8 .1 3 5 8 .1 3 3 8 .1317 .1204 .1271 .1 247 .1 2 2 2 .1 1 9 7 .1171

8 .1305 .1302 .1 3 8 8 . 1382 .1 3 7 5 .1306 .1356 .1344 .1332 .1 3 1 8

0 . .1 2 5 0 .1 2 0 9 .1 2 8 0 .1 200 .1 2 0 9 .1 3 0 0 .1311 .1315 .1317 .1 3 1 8

10 .1017 .1040 .1003 .1084 .1104 .1123 .1 140 .1157 .1172 .1186

11 .0749 .0770 .0 802 .0828 .0853 .0878 .0902 .0025 .0948 .0970

12 .0505 .0530 .0555 .0579 .0004 .0020 .0054 .0679 .0703 .0728

13 .0 3 1 5 .0334 .0 354 .0374 .0 3 0 5 .0416 .0438 .0459 .0481 .0504

14 .0 1 8 2 .0 1 0 6 .0 2 1 0 .0 2 2 5 .0240 .0 2 5 6 .0 272 .0289 .0306 .0324

16 .0008 .0107 .0116 .0126 .0136 .0147 .0158 .0169 .0182 .0194

1β .0050 .0055 .0 000 .0006 .0072 .0079 .0086 .0093 .0101 .0109

17 .0024 .0026 .0 029 .0033 .0036 .0040 .0044 .0048 .0053 .0058

18 .0011 .0012 .0014 .0015 .0017 .0019 .0021 .0024 .0026 .0029

10 .0005 .0005 .0 0 0 6 .0007 .0 0 0 8 .0 009 .0010 .0011 .0012 .0014

2 0 .0 0 0 2 .0002 .0 002 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0005 .0 006

21 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003

2 2 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001

Ζ 0 .1 9 . 2 9 .3 9 .4

X
9 .5 9 .6 9 .7 9 .8 9 .9 10

0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0000

1 .0 0 1 0 .0009 .0 0 0 9 .0008 .0 007 .0007 .0 006 .0005 .0 005 .0005

2 .0 0 4 6 .0043 .0040 .0037 .0034 .0031 .0 029 .0027 .0025 .0023

8 .0 1 4 0 .0131 .0123 .0115 .0107 .0100 .0093 .0087 .0081 .0 0 7 6

4 .0 3 1 0 .0 3 0 2 .0 2 8 5 .0209 .0254 .0240 .0226 .0213 .0201 .0 1 8 9

Μ

Ο

*  -

ί

480



Πίνακες Στατιστικής

ΠΙΝΑΚΑΣ I I ;  Κ ατανομ ή  τοΟ  P o i s s o n  ( .σ υ ν έ ^ ε ι ,α )

λ
X 9 .1 9 .2 9 .3 9 .4 9 .5 9 .6 9 .7 9 .8 9 . 9 10

5 .0581 .0555 .0530 .0506 .0483 .0460 .0 4 3 9 .0418 .0 3 9 8 .0 3 7 8

β .0881 .0851 .0822 .0793 .0764 .0736 .0 7 0 9 .0682 .0 6 5 6 .063.1

7 .1145 .1118 .1091 .1064 .1037 .1 0 1 0 .0 9 8 2 .0 9 5 5 .0 9 2 8 .0 9 0 1

8 .1302 .1286 .1269 .1251 .1 2 3 2 .1 2 1 2 .1191 .1 1 7 0 .1 1 4 8 .1 1 2 6

9 .1317 .1 315 .1311 .1306 .1300 .1 2 9 3 .1 2 8 4 .1 2 7 4 .1 2 6 3 .1 251

10 .1198 .1210 .1 2 1 9 .1228 .1 2 3 5 .1241 .1 2 4 5 .1 2 4 9 .1 2 5 0 .1 2 5 1

11 .0991 .1012 .1031 .1049 .1067 .1083 .1 0 9 8 .1 1 1 2 .1 1 2 5 .1 1 3 7

12 .0752 .0776 .0799 .0822 .0844 .0 8 6 6 .0 8 8 8 .0 9 0 8 .0 9 2 8 .0 9 4 8

13 .0526 .0549 .0 5 7 2 .0 5 9 4 .0 6 1 7 .0 6 4 0 .0 6 6 2 .0 6 8 5 .0 7 0 7 .0 7 2 9
14 .0342 .0361 .0380 .0 3 9 9 .0 4 1 9 .0 4 3 9 .0 4 5 9 .0 4 7 9 .0 5 0 0 .0 5 2 1

16 .0208 .0221 .0235 .0250 .0265 .0281 .0297 .0313 .0 3 3 0 .0 3 4 7
16 .0118 .0127 .0137 .0147 .0157 .0168 .0 1 8 0 .0 1 9 2 .0 204 .0 2 1 7
17 .0063 .0069 .0075 .0081 .0088 .0095 .0103 .0111 .0 1 1 9 .0 1 2 8
18 .0032 .0035 .0039 .0042 .0 0 4 6 .0051 .0 0 5 5 .0 0 6 0 .0 0 6 5 .0071

19 .0015 .0017 .0 0 1 9 .0021 .0023 .0 0 2 6 .0 0 2 8 .0031 .0 0 3 4 .0 0 3 7

20 .0007 .0008 .0 0 0 9 .0010 .0011 .0 0 1 2 .0 0 1 4 .0 0 1 5 .0 0 1 7 .0 0 1 9
21 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006 .0 0 0 6 .0 007 .0 0 0 8 .0 0 0 9
22 .0001 .0001 .0002 .0002 .0 0 0 2 .0 0 0 2 .0003 .0 003 .0 0 0 4 .0 0 0 4
23 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 2
24 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 1 .0001

χ
X 12 13 14 15 16 17 18 1.9 20

0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0
1 .0002 .0001 .0000 .0 000 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0
2 .0 0 1 0 .0004 .0 0 0 2 .0001 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0
3 .0037 .0018 .0008 .0 0 0 4 .0 002 .0001 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0
4 .0102 .0053 .0027 .0013 .0 0 0 6 .0003 .0001 .0001 .0 0 0 0 .0 0 0 0

5 .0224 .0127 .0 0 7 0 .0 0 3 7 .0 0 1 9 .0 0 1 0 .0 0 0 5 .0 0 0 2 .0001 .0 0 0 1
β .0411 .0255 .0 1 5 2 .0087 .0 0 4 8 .0 0 2 6 .0 0 1 4 .0 0 0 7 .0 0 0 4 .0 0 0 2
7 .0646 .0437 .0281 .0174 .0 1 0 4 .0060 .0 0 3 4 .0 0 1 8 .0 0 1 0 .0 0 0 5
8 .0888 .0 6 5 5 .0 4 5 7 .0 3 0 4 .0 1 9 4 .0 1 2 0 .0 0 7 2 .0 0 4 2 .0 0 2 4 .0 0 1 3
9 .1 0 8 5 .0874 .0661 .0 4 7 3 .0 3 2 4 .0 2 1 3 .0 1 3 5 .0 0 8 3 .0 0 5 0 .0 0 2 9

10 .1194 .1048 .0 8 5 9 .0 6 6 3 .0 4 8 6 .0341 . 0 2 3 0 ' .0 1 5 0 .0 0 9 5 .0 0 5 8
11 .1194 .1144 .1 0 1 5 .0844 .0 6 6 3 .0 4 9 6 .0 3 5 5 .0 2 4 5 .0 1 6 4 .0 1 0 6
12 .1094 .1144 .1 0 9 9 .0984 .0 8 2 9 .0661 .0 5 0 4 .0 3 6 8 .0 2 5 9 .0 1 7 6
13 .0 9 2 6 .1 0 5 6 .1 0 9 9 .1 0 6 0 .0 9 5 6 .0 8 1 4 .0 6 5 8 .0 5 0 9 .0 3 7 8 .0271
14 .0 7 2 8 .0905 .1021 .1 0 6 0 .1 0 2 4 .0 9 3 0 .0 8 0 0 .0 6 5 5 .0 5 1 4 .0 3 8 7

15 .0534 .0724 .0885 .0989 .1024 .0992 .0 9 0 6 .0 7 8 6 .0 6 5 0 .0 5 1 6
16 .0 367 .0543 .0719 .0 8 6 6 .0960 .0 9 9 2 .0963 .0884 .0 7 7 2 .0 6 4 6
17 .0237 .0383 .0550 .0713 .0 8 4 7 .0 9 3 4 .0 9 6 3 .0 9 3 6 .0 8 6 3 .0 7 6 0
18 .0145 .0256 .0397 .0554 .0 7 0 6 .0 830 .0 9 0 9 .0 9 3 6 .0911 .0 8 4 4
19 .0084 .0161 .0272 .0409 .0 5 5 7 .0699 .0 8 1 4 .0 8 8 7 .0911 .0 8 8 8

20 .0046 .0097 .0 1 7 7 .0286 .0 4 1 8 .0 5 5 9 .0 692 .0 7 9 8 .0 8 6 6 .0888
21 .0024 .0055 .0109 .0191 .0 299 .0426 .0 5 6 0 .0684 .0783 .0 8 4 6
22 .0012 .0030 .0 0 6 5 .0121 .0204 .0 310 .0 433 .0560 .0 6 7 6 .0769
23 .0006 .0016 .0 0 3 7 .0074 .0 133 .0 2 1 6 .0 3 2 0 .0 4 3 8 .0 5 5 9 .0 6 6 9
24 .0003 .0008 .0 0 2 0 .0043 .0 0 8 3 .0144 .0 2 2 6 .0 3 2 8 .6 4 4 2 .0 5 5 7



Παράρτημα

Π ΙΝΑΚ ΑΣ I I :  KqxqvQjaA τ ο υ  P o iS S Q n  ( σ υ ν έ χ ε ι )

χ
X 11 12 13 14 16 16 17 18 19 2 0

2 6 .0001 .0 0 0 4 .0 0 1 0 .0 024 .0 0 5 0 .0092 .0154 .0 237 .0 3 3 6 .0 4 4 6
2β .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0005 .0 013 .0 0 2 9 .0057 .0101 .0104 .0246 .0 343
2 7 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 7 .0 0 1 0 .0034 .0003 .0 1 0 9 .0173 .0 2 6 4
2 8 .0 000 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 3 .0 0 0 9 .0 0 1 9 .0 0 3 8 .0 0 7 0 .0 1 1 7 .0 181
2 9 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0 004 .0011 .0023 .0 0 4 4 .0 0 7 7 .0 1 2 6

8 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 6 .0 0 1 3 .0 0 2 6 .0 0 4 9 .0 0 8 3
31 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0003 .0007 .0015 .0 030 .0 0 5 4
8 2 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0001 .0004 .0009 .0 0 1 8 .0 0 3 4

3 3 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0005 .0 0 1 0 .0 0 2 0
3 4 .0 000 .0 000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 2 .0 0 0 6 .0 0 1 2

8 6 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 0 0 0 .0000 .0001 .0 003 .0007

3β .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 ,οοοο .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 002 .0 0 0 4
37 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0000 .0 000 .0000 .0000 .0001 .0 0 0 2

3 8 .0000 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001

8 9 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0000 .0 000 .0001



Πίνακες Στατιστικής

ΠΙΝΑΚΑΣ III

Τυπική Κανονική Κατανομή

ζ .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0100 .0199 .0239 .0279 .0319. .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0036 .0075 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 -.0987 . 1020 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 . 1293 .1331 .1308 .1400 . 1443 .1480 .1517
0.4 . 1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1730 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224

0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2011 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3204 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3401 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621

1.1 .3043 .3005 .3086 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3809 .3888' .3907 .3925 .3911 .3902 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4006 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 . 4230 .4251 .4205 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4100 .4118 .4429 .4441

1.G .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4504 .4573 .4582 .4591 .4599 .4008 .4016 .4625 .4633
1.8 .4041 .40-19 . 4650 .4004 .4071 .4078 .4086 .4093 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .1741 .4750 . *756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817

2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4801 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4910 .4911 .49-13 .4945 .4916 .4948 .4949 .4951 .4952

2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4905 .4906 .4967 .4908 .4909 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4981 .4985 .49S5 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
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Πίνακες Στατιστικής

κ
[ f c

[*if.

ΠΙΝΑΚΑΣ V 

Κατανομή t

(
\

t a ,v

V a =  .10 a =  .05 a =  .025 a =  .01 a ~  .005 9

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 1
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 2
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 3
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 4
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5

6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 6
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 7
8 1.397 1.860 2.306 2.89G 3.355 8
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 9

10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 10

11 1.363 1.796 2.201 2.718 3,106 11
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 12
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 13
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 14
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 15

16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 16
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 17
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 18
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 19
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 20

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 21
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 22
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 23
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 24
25 1.316 1.708 2.0G0 2.485 2.787 25

26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 26
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 27
28 1.313 1.701 2.018 2.467 2.763 28
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 29
inf. 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 inf

485



..*Α
«^.-;^Λ

ΐ.. .•..'HnW'iJ'. J »i 
I1

ΠΙΝΑΚΑΣ 
VI 

Κατανομή 
F

Τιμές 
F0

,0
5

, 
v

1# 
v2

: 
Q

= Βαθμοί έλευθερυαε άρι,θμητ?\

1

1
O

3
4

5
6

7
~

1
~

υ
10

12
15

JU
21

30
40

00
Γ20

m

1
161

200
216

225
230

231
237

239
241

212
244

246
248

349
250

2.M
252

•253
254

1C
·*

16.5
19 0

19 2
19.2

19 3
19.3

19 4
I9.4

19 4
19.4

19 4
19 4

Ιύ 4
il9.5

19.5
19.5

19.5
19 5

19.5
t·*

3
10.1

9.55
9.28

9.12
9 01

8 91
8.89

8 85
R ft!

8 74
8 74

8 70
8 66

$64
S 62

8.59
8.57

8.55
8.53

O
4

7.71
6.94

6 59
6 30

6 76
6 16

6 05
6 04

600
5 96

5 91
5 80

5.80
5 77

5 75
5.72

5.69
5.66

5.63
a-n

5
6.61

5.79
5.41

5 |9
5 05

4 '.>5
\

4 82
4.77

4 74
4 68

4 62
1 56

4 53
4.50

4.46
4.43

4.40
4.37

o
6

5.09
5 11

4.76
4 53

4 39
4 28

A
 21

4 IS
4.10

4 06
4 

M
3 91

3 87
3 64

3.81
3.77

3 74
3.70

3.67
>

7
5.59.

4.74
4.35

4 12
.1 57

3 S7
3 74

3 73
3 66

3 64
3 57

3 51
3 44

3 41
3 38

3 34
3 30

3 27
3.23

o
s

5.32
4.14

4 ii?
3 

H
i

3 «9
3 ifc

λ r/i
3. I4

3 39
3 15

3 2ft
3 22

.1 15
3 12

3 08
3.01

.1 01
2 07

2.93
a

9
5.12

4 76
3 86

3 63
3 ifc

.1 37
ii 2?

I 23
3 li

3 11
3 117

3 01
2.61

3
 

n
O

2 86
2.S3

2 79
2 75

2.71
8

10
4.96

4.10
3.71

3 1»
3 33

3 22
.1.11

3 0?
3.U.*

2 Us
2.91

2 85
2.77

2.74
2.70

2.66
2.62

2 58
2.54

F
11

4.S4
3 5fc

3.59
3 3f>

3 
in

3 OS
3 Ul

2 !I5
2.(81

2.85
2.7»

2.72
2 65

2.61
2 57

2 53
2.49

2 45
2.40

l/>
12

4.75
3 29

3
3 26

.3 11
3 !<0

2 91
2 vS

2 ftd
2 75

2 69
2 62

2 SI
2.51

2 47
2 4J

2 38
2 34

2.30
c*

13
4.67

3 SI
3 It

Λ
. I>

3 03
2 92

3 ft.1
2.77

2.71
‘J Ii?

2
 

C
l)

2 5.1
2 46

2. 12
2 3ft

7 34
2.30

2 25
2.21

*j
14

4.CO
3.74

3.51
3 II

3 %
2 5(5

7 76
2 70

ίΜΛ
2

 
U

t
2 S3

■J ll.
2 as

2 35
2.31

2
.1

1
2.22

2 IS
2 13

a
IS

4.54
3.6ft

2.»
3. on

3 90
2 79

2.71
2.61

2.54
2.43

2.4U
2 33

2.29
2.25

2.20
2.16

2.11
2.07

ωλ
16

4.49
3 il'l

3.21
3.01

2 65
2.74

2 06
2 W

2 54
2 49

2 42
2 35

2 23
2 24

2.10
2 15

2 11
2.06

2.01
17

1 45
3.39

3.2Ci
- ί ΰ

2.81
2.70

7.61
J
M

* 19
2 15

2 Ss
2 31

2 23
2 19

2.15
2.10

2 06
2 01

1.9G
U)

1ft
4 41

5 53
3 .16

• 
V

.»
2 77

2 66
2 5S

2.51
2 46

2 41
2 34

2 27
2.19

2 15
2 11

2.06
2.03

1 97
1.92

19
4.3»

Λ , .*·„*
3 13

*J !4l
2 74

2.u3
2 51

2.4ft
J 42

2 38
2.31

2.23
2 16

2 11
2.07

2 o3
1.98

1.93
1.88

»(j)
20

4.35
J 4'*

J.10
2.sr

2.71
2.60

2 51
2 15

2.39
2.35

2.23
2.20

2.12
2.08

2.04
1.99

1 95
1.90

1.S4
21

4 32
:< 4?

3 07
2.S4

3 68
2.57

2 
W

2 42
2 3?

2.32
2 25

3 IS
2 to

2.05
2.01

1.96
1.92

1.87
1.81

n
1 30

3 11
;t

2 fti
2.66

2.55
i 4u

2 HI
2 II

2 30
2 23

2 IS
2 07

2 03
1.9s

1.91
1 39

1.84
1.78

U
23

4 28
.· 1.*

.1 03
2 ftO

2 M
2 rJ

2 44
2 37

2.32
2 27

2 20
2 13

2 «3
2 01

1.90
1.91

1 36
1.91

1.76
*3.

24
Ι.2Λ

3.40
3.ni

2 78
2 62

2 5|
2 12

•j :i6
2.30

2 25
2 18

2 11
2 u3

1 96
1.94

1 59
1.34

1.79
1.73

o
?a

26
4.24

3.33
2.99

2.76
3.00

2 i9
2 40

2 31
2 2S

2.24
2.16

2.09
2.01

1.96
1.92

1.37
1.32

1.77
1.71

«
30

4.17
3 32

2 92
3 69

2 53
2 4.’

2 33
2.27

O H|
2 16

2 u9
2.01

1 93
1.69

1.64
1.79

1.74
1.6S

1.62
40

4.0$
3.23

2 S*
2 61

2 15
2 31

2 25
2. Is

2.12
2 i«

2 Ul
l 10

IS»
1.79

1.74
1.09

1.61
1.58

1.51
II

60
4.00

3.15
2.76

2 53
2.37

2.25
2.17

2.10
2.04

1.S9
1.92

1.84
1.75

1.70
1.65

I 53
1.53

1.47
1.39

120
3.92

3.07
2.68

2.45
2.29

2. IS
2.09

2 02
1.90

1.91
1 S3

1.75
1.66

1.61
1.55

1.50
1.43

1.35
1.25

H>

«i
3.64

3.00
2.60

2 37
2 21

2.10
2.0I

1 91
l.SS

1.63
1.75

1.67
1.57

1.52
1.46

1.39
1.32

1.22
1.00

486



Πίνακες Στατιστική

ν1 Βαθμού έλευθερύας παρονομαστή

β H S f e g
t O t O I O t O t O
Cm ^ W I O m <fj ©  E c  - 4  σ ί Cm 4» c o  t o  — 0 0 0 0 4 0 ( D 4 C O I C M

©  Ο  - 4  - J  - 4
p t r  c w o »  
£ » ©  j n  —  ©

» J * O M * O 0 0
• o  bo on co  o
- 4  t o  Co ©  60

on oo <x oo oo

©  © h ?  s  s

CC OC ©  ©  ©
©  bn o  c o  ©  
©  ©  «4  Co CM

Ο  O  —  10  CO
©  ©  b e *10 - 4

M K 9 C 4 C 4 .
P r r f 0 ©
c o  t o  —  ©  ©

O ) * 1 0  -■ W  
> - C  y .  «  o

b t t n o i t n t n  
ό» ©  c .  - ‘ i -■I
- 4  . -  ©  10 0 9

( n O t O O O >
0 9 0 0  —1' t o
©  U r -  » -  CO

©  ©  ©  ©  «4
CO v  -  1 c o  t o  
©  —  C M  —

- o o o o o ©  —  
©  ©  <r> ©  ·
©  IO  ©  ©  ©

—  —  c c  ©  cm 
c o  y ,  ©  © -
c o o ©  © o

t o

C n J U J .  J>iA>
M O - U t A  
Ot O i C-O —  —

4>- 4 -  4» 4 -  4h
©  - 4  »4 0D 00  
PC 10  C -  10  *-J

4 - © © © ©
© © © ’·— t o
r f .  · -  C  o  o

CM Cm  ©  Cm ©
o * Cm  - i  ©  »0
1 0  ©  —  CM to

C a * 4 Q ) C
©  ©  CM 4 -  “4  
b i O O C i C c

K S S S - 0 "
—  b j © I O g

C j

COCO 60 C O .* 4 -  a *  a » 4 -  · * t *  *  *  4 -  · * 4 -  ©  Cm  Cm  Cm © 0 - 4 - 4 0 —  —  t o  ©  ©
—  ©  (A  ®  -

C 9
« *  ©  - 4  tO  »0

©
tO  0 0 ©  CO ts3

M  t o  t o  u  w
O 0 t O C # - - J

4 -  ©  ©  O  - 4  
CO ©  00  - 4  - 4

o n  ©  i c  4». ©
©  4 -  ■— r-» - 4

O A 0 9 6 -  
©  IO  —  ©  ©

Am

( O C O U C O C d CO CO CO CO 4 * A 4 -  4 -  4»  ©  © © 0 0 - 4 © —  —  t o o ©
—  ©  ©  © » fcl 
o  ©  i c  bo p

O · - W t n - O  
t o  - 4  . *  —  © 8 8 2 3 2

—  —  t O C O *  
O  “4  CM 4 *  4 -

© - 4  T . ©  CO 
©  ©  ©  ©  IO

o o ©  4 -  - 4  
4 -  o  u  o  ©

©

ι ο ι ο ω ω ω CO CO CO CO co CO CO 4 *  4 -  * 4 *  *  4 -  *  © ©  ©  ©  - 4  0 0 —  —  t o  ©  ©
©  ©  - 4  © -
. . . .  CP  
- 4  t o  © C O ©  

ΰ
0 ? 0 * - l 0 * .  
Ο  0> tO  CO * 4 s s ^ g s s

0 9 O C - M
M 4 * - 0 0

CO 4 -  ©  oo  ©
t o  ©  t o  IO  >4

CO 0 0  CO —  *  
©  O  - 4  ©  - 4 ©

( O t O t O W b O CO CO CO t o  CO c o c o  c o  CO · * 4» · *  4 -  · *  <* ©  ©  O  O  » —  —  t o © ©  
©  ©  - 4  © -  
• · * ·  ©  
© © - 4  4 -  JO

©  - 4  O  —  CO
S o t n i o o

»  n t  i n  Cn a
ο ο Σ · ο £

4 4 Q 0 O O  
O  * 4  4 *  CO CO 4»  00  4 -  A - ©

tO  ©  —  ©  tO
©  —  c c © o

—4

M I O t O l O C e
w o w p · -

C '  CO CO 60  CO 

u o M d t M

CO c o  c o  CO CO 
CM ©  - 4  - 4  00
o  w  * -  o o

4.74
4.50
4.30
4.14
4.00

©  ©  o  o  ©
©  4 -  O  0 0  —  
©  - 4  CO 4 -  ©

—  —  t o © ©
P r . ^ P o
CO 00  ©  · *  C/'.

t o
a -

t o t o t o t o t o CO CO CO CO CO CO c o  CO c o c o CO Am. « *  φ  Φ 4 -  ©  ©  ©  - 4 —  —  t o  ©  o
©  4 -  - J  ©  ·  
t o  - 4  CO Φ  t o

A p i « 4  3 n O  
M O i t O O N

r o  t o  c o  c o  ο» 
I v Q C U i O

i K p i p P 4
© t O O O O O O

on o  —  co ©
© C O O © 6 »

©  CO ©  - 4  ©
* - ©  —  t o ©

©

t o t o t o t o t o CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO 4 -  A - · * 4 -  ©  ©  ©  * 4 —  —  t o  ©  o
©  4 -  - 4  © -
—  ©  t o  4 -  ©

O
c a i ^ p s o o o
t o H & o n

—  —  * o  t o  CO 
C O -O  —  09 —·

CO 4 *  cm  Cm  ©  
* 4  CO ►- ©  ©

cr. ©  —  t o  ©
© 4 - 0 0 4 -

c c t o o o o c o
© 0 - 1 0 - 4

©

l O I O t O M t O t o  c o  eo  c o  c o CO CO CO CO c o CO CO CO 4 -  4 - 48· © ®  o  - 4 ©  —  t o ©  ©

S 2 g g £ e o c * » N
O C J N t O N

tO CO OO 4 -  ©  
CO ©  * 4  0 .  ©

©  on ©  —  · *  
s o o e o

« 4  —  ©  * *  - 4  
1 -  —  - 4 - 4  t o β © · · ·  —  

©  4 -  4 -  ©  
O

t o

v t o t o t o t o t o  t o  60  t o  CO CO CO CO CO CO CO CO CO 4 *  * i * · * ©  © - » ©  «^ w  ©  a>

2SM 83 a o o ' o  © ©  
C A ' O W O O W

©  —  l o c o * · »
©  CM CO —  —

©  O  0 0  o  to  
t o o t o  — ©

© © © c o ©  
Ο Ο Ι Ο  —  0» t o  t o  © 4 -  ©  

-4

-
©

M t o t O t O M

SSgiSS
t o  t o  t o  t o  to
-■i - 4  - 4  bo on
©  4 -  CC CO CO

to  C O O » CO CO

2 8 S S S
CO C O C O  CO Ok

b s g g s
0 - 4 - © 0 - 4
4 - © C O  —  4 -  
—  — C S O ©

©  —  t o  ©  o  
• 4 - 0 © -
© • • • t o
© 0 - 4 4 - 0

'<d

* -  ► - t o  t o  t o
* O C 9 M I O i k
C D C M O O M

t o  t o  t o  t o  t o
© o - t  ^4 on 
t O O C p i O

t o  t o  CO 6 0  CO

8 8 8 8 S
c o c o  c o  c o o -

i s i s s s s

4 - * > © 0 - 4

S 3 8 S 2
« ο  —  t o  ©  o
• W t f l t f -
*  . . .  t o
- 4  <0 ©  ©  CO 

©

• 0
4—

2.39
2.20
2.03
1.86
1.70

t o  t o  t o  t o  t o
( n ^ o > c » s  Od 0 0  to «4 to

3.10
3.00
2.92
2.84
2.78

C o  c o c o  c o c o

2 S S 3 2
* * © © • 4

8 8 8 S 8
©  —  IO ©  o
- C 0 © 0 -
S o OOCM Cm O

©

2.30
2.11
1.04
1.76
1.59

t o  t o  t o  t o  t o

C l t Q i U e t i l k

to t o  t o  t o c o

S 5 ! £ S S

W W M W C e

b t s s s s B

4 - 4 - © © - 4
—  ©  — ©  —  
* 4  - 4  t O —  if-

CD —  t 0 © 0  
• CO ©  © -
t o ·  · · t o
O  - 4  4 -  © C ^  

-s i

4-
©

H H M M U

i ^ o n o b i oS 9 8 A t O M

t o  t o  t o  t o  t o
C O ' * * · © ©  
©  Ο  ©  O  ©

t o  t o  t o  t o  t o
©  ©  - i  b n ©  
—  - 4  ©  t o  c o

3.78
3.64
3.34
3.18
3.05

· *  4 -  ©  ©  - 4
©  4 -  ©  ©  ©  
© © © t o o

©  —  t o o ©
• CO <T © -to . . .  c o
©  - 4  CO ©  *—

CO
g

2.11
1.92
1.73
1.63
1.32

to to to to to
to co b» ■* «u 
N ^ c n O O

to to to to to

s g g s s :
IO C O  CO CO CO
t o o  to 4 -  0) 
©  <D ©  ©  ©

4 -  4 -  4 -  ©  O
o b o - 1 0
©  ©  ©  4 -  * 4

©  —  t o  ©  ©  • Co ©  © -
—  · · · CO—  ©  to ©  CO

©

to
©

8 K g g 2
to to to to to 
•--to to coco

to to to to to
Φ  i*  © © - 4  to ©  * 4  CM ©

3.60
3.36
8.17
8.00
2.87

CO 4 -  ©  ©
© t o  b o p  bo
— — 0 > ©  QD

© — to ©  ©  • C o o p - θ '  · ·  w  t o ©  — © g
8

ο
•Λ
Ο
CTI

«·

J-* ο
ν->ιι «

ΌΟ Cβ ro
•cοΓ*

ΠΙΝΑΚΑΣ VI 
Κατανομή 

F 
(συνέχεια)



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

Α. ΕΛΛΗΝΙΚΑ

1. Άθανασοπούλου, Δ. (1975). Εισαγωγή εις τήν Στα
τιστικήν καί τήν Θεωρίαν των Πιθανοτήτων I, ’Α
θήνα.

2. Δρακάτου, Κ. (1979). Στατιστική I, II, III, IV,
’Αθήνα.

3. Κάκουλλου, Θ. (1969). Μαθήματα Θεωρίας Πιθανοτή-
των, ’Αθήνα.

4. Κάκουλλου, Θ. (1972). Στατιστική Θεωρία καί ’Ε-
φαρμογαί, * Αθήνα.

5. Κούνιά, Σ. (1977). Μαθήματα Θεωρίας Πιθανοτήτων
καί Στατιστικής, Μέρος I Πιθανότητες,Θεσσαλονίκη.

6. Κεβόρκ, Κ. (1972). Στατιστική I, II, III, ’Αθήνα.

7. Παναγιωτύπουλος, Δ .Χ . (1979). ’Εφαρμογές Πιθανο
τήτων καί Στατιστικής στή μελέτη καί προγραμμα
τισμό Δημοσίων "Εργων, Ξάνθη. (Μετάφραση τοΟ Β.1).

8. Περσίδης, Σ.Κ. (1977). Πιθανότητες καί Στατιστική.
ΕΣΠΙ, ’Αθήνα.(Μετάφρση τοϋ Β. 18).

9. Ρούσσα, Γ. (1973). Στοιχεία Πιθανοθεωρίας μετ’’Εφαρ
μογών, Πάτρα.

10. Ρούσσα, Γ. (1976). Στατιστική Συμπερασματολογία 1,
2, Πάτρα.



Βιβλιογραφία

Β. ΞΕΝΑ

/

1. Ang, A.H.S. and Tang, W.H. (1975). Probability
Concepts in Engineering Planning and Design,
Vol. I, John Wiley and Sons, Inc.

2. Chung, C .L. (1974). A Course in Probability Theo
ry, Second Ed., Academic Press, New York.

3. David, F.N. (1962). Games, Gods and Gambling,
Charles Griffin and Co. Ltd, London.

4. Feller, W. (1968). "An Introduction to Probability
* Theory and its Applications", Vol. I, Third Ed., 
John Wiley and Sons, Inc., New York.

5. Fisfc, M. (1963). Probability Theory and Mathemati
cal Statistics, Third Ed., John Wiley and Sons, 
Inc., New York.

6. Freund, J. (1971). Mathematical Statistics , Se
cond Ed., Prentice - Hall, Inc., New Jersey.

7. Hogg, R. and Craig, A. (1970). Introduction to
Mathematical Statistics, Third Ed., The Mac
millan Co., New York.

8. Huntsberger, D.V. ,  B i l l in g s le y ,  P. (1973).
Elements of Statistical Inference, Third Edi
tion, Allyn and Bacon, Inc., Boston.

9. Kerapthorne, 0. and Fo lks, L . (1971). Probabi

lity, Statistics and Data Analysis, Iowa State 
University Press, Ames, Iowa.



Βιβλιογραφία

10. L indgren , B.W. (1976). Statistical Theory, Third
Edition, Macmillan Publishing Co., Inc., N.York.

11. M a is trov , L.E.  (1974). Probability Theory -A Hi
storical Sketch, Academic Press, New York.

12. Mendenhall, W. (1975). Introduction to Probabili
ty and Statistics, Fourth Edition, Duxbury Press, 
Massachussetts.

13. Mendenhall, W. and S ch ea ffe r , R. (1973). Mathe-a*
matical Statistics with Applications, Duxbury 
Press, Massachussetts.

14. Mood, A . ,  G ra y b il l ,  F . ,  Boes, D. (1974).

Introduction to the Theory of Statistics ,
Third Ed., McGraw-Hill, New York.

15. Moran, P.A.P. (1968). An Introduction to Probabi
lity Theory. Clarendon Press, Oxford.

16. Renyi, A. (1970). Probability Theory, North Holland
Publishing Co., Amsterdam.

17. Roussas, G. (1973). A First Course in Mathematical
Statistics, Addison-Wesley Publishing Co.,Reading 
Massachussetts.

18. S p ie g e l,  M.R. (1972). Statistics , Schaum’s Outline
Series, McGraw-Hill Book Co., New York.

4 9 ·



ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ
<(\

’Αθροιστική συνάρτηση κατανομής 94 ,
106, 107' άπό κοινού 276.

’Αλλαγή μεταβλητών 283.
’Αμνησία κατανομών:Γεωμετρικής 163’ 

’Εκθετικής 161.

’Αναμενόμενη τιμή 205, 208, 300.
’Ανισότης: Bonferroni 47" Boole 47’ 

Chebyshev 216' Markov 218.

Αριθμητικός μέσος 339.

’Αριθμοί τοποθετήσεως 14.

Άρμητική διωνυμική κατανομή 136, 
139' αθροίσματα ανεξαρτήτων 
τυχαίων μεταβλητών 297' αθροι
στική συνάρτηση 138' αναμενόμε
νη τιμή 229' διακύμανση 229' 
ροκογεννήτρια 249’ συνάρτηση 
κιθανότητας 137’ συντελεστής 
χυρτώσεως 229' συντελεστής λο- 
ξότητας 229'

Βαθμός έμπιστοσύνης 398.

Bernoulli δοκιμές 119, 124.

Bernoulli κατανομή 121.

Βήτα κατανομή 174’ αθροιστική συ
νάρτηση 176' αναμενόμενη τιμή

233* διακύμανση 233* συνάρτηση 
κυκνότητας κιθανότητας 174* συ
ντελεστής χυρτώσεως 234’ συντε
λεστής λοζότητας 234.

Βήτα συνάρτηση 165,166' μή κλήρής 
176.

Γάμμα κατανομή 170* αθροίσματα άνα- 
ξαρτήτων τυχαίων μεταβλητών 297' 
αθροιστική συνάρτηση 172' αναμε
νόμενη τιμή 232’ διακύμανση 232' 
ροκογεννήτρια 251’ συνάρτηση 
κυκνότητας κιθανότητας 170’ συ
ντελεστής κυρτώσεως 233' συντε
λεστής λοξότητας 233.

Γάμμα συνάρτηση 165, 166' μή κλήρης 172

Γεννήτριες συναρτήσεις 247.

Γεωμετρική κατανομή 133, 139’ αθροι
στική συνάρτηση 134' αμνησία 
163’ αναμενόμενη τιμή 228' δια
κύμανση 228' ροκογεννήτρια 248' 
συνάρτηση κιθανότητας 133‘συντε
λεστής χυρτώσεως 229' συντελεστής 
λοξότητας 229.

Gauss κατανομή 177.



Εύρετήριο

492

Δείγμα 3, 320* τυχαίο 320, 321.

Δειγμστικά σημεία 24.
Δειγματική: διάμεσος 341* διασχορά 

345* κατανομή 356’ χορυφή 341’ 
μέση τιμή 339* ροχή 350.

Δειγματικό εύρος 344.
Δειγματικός χώρος 24, 27.
Δειγματοληψία 16’ χωρίς έχανάθεση 

37, 56.

Διαδικασία Poisson 146, 147.
Διακριτές: κατανομές 117’ τυχαίες 

μεταβλητές 91.

Διακύμανση 212, 300* δειγματικοΟ μέ- 
σου 357' δείγματος 345.

Διάμεσος: δείγματος 341* κατανομής 
243.

Διασπορά 212.
Διάστημα έμπιστοσύνης 398, 399* μέ- 

οης τιμής κανονικής κατανομής 
400, 416’ διαφορβς δύο μέσων 
τιμών κανονικής κατανομής 435" 
διαχυμάνσεως κανονικής κατανο
μής 445’ Αιαφορ&ς δύο χοοοοτών 
453, 456.

Διάταξη 5, 10.
Διαφορικό πιθανότητας ιοί.
Διπλή έκθετική κατανομή ΐββ.
Διωνμμική κατανομή 119, 131’ αθροί

σματα ανεξαρτήτων τυχαίων μετα
βλητών 296" Αθροιστική συνάρτη
ση 121" άναμενο'μενη τιμή 225' 
διακύμανση 225" κορυφή 238’ ρο- 
γεννήτρια 248' συνάρτηση χιθα- 
νάτητας 120’ συντελεστής κυρτώ- 
σεως 227’ συντελεστής λοζάτητας 
227.

ΔιωνυμικοΙ συντελεστές 6, 18.
Διωνυμικός τύπος 19.

'Εκατοστιαία σημεία 243.

’Εκθετική κατανομή 157* αθροιστική 

συνάρτηση 158* Αμνησία 161* Α
ναμενόμενη τιμή 231", διακύμαν

ση 231' ροιογεννήτρια 250’ συ
νάρτηση χυχνάτητας χιθανάτητας 

158’ συντελεστής κυρτώσεως 232* 
συντελεστής λοζάτητας 232.

Εκτίμηση παραμέτρων 393.

’Εκτιμητής 393' Αμεράληχτος 395.

Έκτιμήτρια συνάρτηση 393.

Έλεγχος στατιστικών Αποθέσεων 403.
Ενδεχόμενα 24’ Αδύνατα 24' Ανεξάρ

τητα 64, 67, 68' Αντίθετα 30* 
Ασυμβίβαστα 30* βέβαιά 24’ δε
σμευμένα 50’ έξαντλητιχά 59, 61 
ΐσοχίθανα 35’ σχάνια 149* στοι
χειώδη 24' σύνθετα 24.

Ένδοχεταρτημοριακό πλάτος 243.
Επίπεδο σήμαντικότήτας 408.
Εύρος δείγματος 344.

2 Τέστ 426, 433, 457.

Θεώρημα .'μονοσήμαντου ροχογεννητριών 
257’ Αλικής χιθανάτητας 58* 
χροσθέσεως 46.

'Ιστόγραμμα 332.

Κανόνας: Bayes 59‘m.n 4, 5.
Κανονική κατανομή:Τυχική^ 177, ιβΓ ο

t I



Εύρετήριο

αθροιστική συνάρτηση 180* αναμε
νόμενη τιμή 234' αντίστροφα εκα
τοστιαία σημεία 305'διακύμανση 
234" συνάρτηση πυκνότητας πιθα
νότητας 177' συντελεστές κυρτώ-
σεως 234' συντελεστής λοξότητας 2234' σχέση μέ X κατανομή 359’
Γενεκη 177, 181, 366’ αθροί
σματα άνεξαρτη'των τυχαίων μετα
βλητών 297’ αθροιστική συνάρτη
ση 180' αναμενόμενη τιμή 236’ 
διακύμανση 236' κορυφή 240' ρο
πές κεντρικές k τάξεως 236' ρο- 
πογεννήτρεα 251" σημεία άνακαμ- 
ψεως 180' συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας 178" συντελεστής 
κυρτώσεως 236' συντελεστής λο- 
ζότητας 236.

Κανονική προσέγγιση διωνυμικής κατα
νομής 379.

Κατανομή:"Ακρων τεμών 190’’Αρνητική 
Δεωνυμεκή 136' Bernoulli 121’ 
Βήτα 174’ Cauchy 188’ Γάμμα 170' 
Γενική κανονική 177’ Γεωμετρική 
133’ Δεεγματεκή 355' Διπλή εκθε
τική 188' Δεωνυμεκή 119'’Εκθετι
κή 157' F 363' Laplace 188’ Λο- 
γαρεθμοκανονική 188’ max Χ^ 302’ 
Maxwell 189' min Χ^ 304‘Όμοιό- 
μορφη 155"Pareto 190' Poisson 
140' Πολυδιάστατη 276'Rayleigh 
189’ t 361' Τυπική κανονική 177’ 
Weibull 189' X2 359.

Κεντρικό 'Οριακό Θεώρημα 372.

Κορυφή: δεεγματεκη 342' τυχαίας μετα
βλητής 237.

Κρίσιμη περεοχή 405.

Κριτήρια άνεζαρτησίας τυχαίων μετα
βλητών 281, 282.

ΛογαριΘμοκανονική κατανομή 188.

Μαθηματική έλπίδα 205.

Μέγεθος: δείγματος 424, 439’ κρίσιμης 
περιοχής 408.

Μέση άπόκλιση δείγματος 346, 347.
Μέση τιμή 205' δεεγματεκής διασπορας 

357' δεεγματεκής μέσης τιμής 
357.

Μεταβλητές: ποιοτικές 318’ ποσοτικές 
318" τύχης 87.

Μετάθεση 5, ίο.

Μετασχηματισμός τυχαίας μεταβλητής
283.

Μέτρο : κυρτώσεως 223' λοξότητας 223.

'Ομοιόμορφη κατανομή 155' αθροιστική 
συνάρτηση 156’ αναμενόμενη τιμή 
230’ διακύμανση 230’ ροπογεννή- 
τρια 250' συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας 155" συντελεστής 
κυρτώσεως 231" συντελεστής λοξό
τητας 231.

Παραγοντικές ροπές 224.

Παραγοντική ροπογεννήτρια συνάρτηση 
260.

Pascal κατανομή 136.

Πείραμα 22" δεωνυμιχό 119" έπαυαλαμβα- 
νόμενο 70" σύνθετο 28, 69.

Περιοχή άπορρίψεως ύποθέσεως 403.
Πιθανογεννήτρια συνάρτηση 260.



Εόρετήριο

Πιθανότητα 33, 35, 39, h o , 41, 42* 
Ακάλυτος 51* δεσμευμένη 50, 51’ 
ολική 58" έχ των κροτέρων 63' 
έχ των υστέρων 61, 63.

Πιθανοφάνεια 322.

Πίναξ συχνοτήτων: άχλάς 326’ διατε
ταγμένος 327* όμαδοχοιημένων 
μετρήσεων 327.

Πληθυσμός 3, 319.
Πολλαπλασιαστικός τόπος 53.

Πολύγωνο: Αθροιστικών συχνοτήτων 337’ 
συχνοτήτων 337.

Ποσοστιαία σημεία 241.
Poisson διαδικασία 146, 147.
Poisson κατανομή 140’ αθροίσματα ανε

ξαρτήτων τυχαίων μεταβλητών 297* 
αθροιστική συνάρτηση 142* αναμε
νόμενη τιμή 229* διακύμανση 229* 
κορυφή 239* κιθανογεννήτρια 261* 
ροκογεννήτρια 250* συντελεστής 
κυρτώσεως 230* συντελεστής λοξά- 
τητας 230* ως όριο διωνυμιχής 
κατανομής 141.

Ροπές 220, 255’ Ακλές 220, 255* δείγ
ματος 350* εέδικών'κατανομών 
224* κεντρικές k τάζεως 221* ια- 
ραγοντικές k τάζεως 224.

Ροπονεννήτριες συναρτήσεις 247, 253, 
256, 257* Αθροίσματος τυχαίων 
μεταβλητών 295.

Συντελεστής: κυρτώσεως 223* λοζάτη- 
τας 223* μεταβλητύτητας 348.

Συχνότητα 323’ Αθροιστική 324* σχετι

κή 39, 323.

Σφάλμα: τάκου I 407* τύκου II 407.

Σχέδια: κλήρως τυχαιοκοιημένα 430' 
τυχαιοκοιημένων hlocV 440.

Σχήμα: χυψέλες-μκαλάκια 12, 14.
Σημειοεκτιμητική 393, 394.
Στατιστικό 355.

Stirling τόπος 19.

Στοιχείο πιθανότητας .ιοί.
Στοχαστική διοδικασία Poisson 146,

147.

Στοχαστική μεταβλητή 87.
Συνάρτηση πιθανότητας 91 , 92, 93’ Ακά 

χοινοΟ 276.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ιοο*
Ακά χοινοΟ 2 7 6 .

Συνδυασμός 6.
Συνεχείς: κατανομές 155* τυχαίες με

ταβλητές 98.

Συμηερασματολονία 316, 391* γιά τήν 
μέση τιμή 417’ γιά τό διωνυμικά 
ρ 424* γιά τήν διαφορά δύο μέσων 
τιμών 430* γιά συγκρίσεις κατά 
ζεύγη 440’ γιά τίς διακυμάνσεις 
445* γιά τήν διαφορά δύο κοσο- 
στών 451.

t  κατανομή 361, 369, 370* Αναμενόμένη 

τιμή 362* διακύμανση 362’ συνάρ
τηση κυχνάτητας κιθανάτητας 362.

t τέστ 418, 436, 442.

Taylor Ανάπτυγμα 19.

Τέστ 403* στοιχεία τοΟ τέστ 411* Γ 
τέστ 449* McNemar τέστ 453* t 
τέστ 418* τέστ 447’ z τέστ 
426.
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Εύρετήριο

TuntKft άπόκλίση 212’ δείγματος 348.

Τυχαία μεταβλητή 86’ διακριτή 91' 
συνεχής 98.

Τυχαίες μεταβλητές: ανεξάρτητες 280' 
περιθωριακές 276' πολυδιάστατες 
276.

Ύπεργευμετρική κατανομή 127' αθροι
στική συνάρτηση 129' αναμενόμε
νη τιμή 227' διακύμανση 227’ 
συνάρτηση πιθανότητας 128’ συ
ντελεστής χυρτώσεως 227' συντε
λεστής λοξότητας 227.

'Υπόθεση: απλή 412' δίπλευρη 412' έ- 
ναλλαχτική 404’ μηδενική 404’ 
μονόπλευρη 412' σύνθετη 412.

F κατανομή 363, 370‘άναμενόμενη τι
μή 370’ διακύμανση 365" συνάρ- 

ν τηση πυκνότητας πιθανότητας 
364.

F τέστ 449.
X2 κατανομή 170, 359, 367' αναμενό

μενη τιμή 361' διακύμανση 361' 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη
τας 171’ σχέση μέ Γάμμα κατανο
μή 359.

X2 τέστ 154, 446, 447.
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