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.. .από τον συγγραφέα

Το βιβλίο αυτό γράφτηκε για να χρησιμοποιηθεί ως ’διδακτικό" για το 
μάθημα "Απειροστικός Λογισμός I" του Νέου Προγράμματος Σπουδών του 
Α' έτους του Τμήματος Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων.

Mux προσεκτική και εμπεριστατωμένη μελέτη του Απειροστικού Λογι
σμού είναι πολύ σημαντική για τον φοιτητή που θα ήθελε να χρησιμοποιήσει 
τα Μαθηματικά, πέρα από τον ξερό χειρισμό τύπων, για τη λύση μερικών 
στάνταρ προβλημάτων. Tux να γίνει ικανός να χρησιμοποιήσει τις μεθόδους 
του Απειροστικού Λογισμού σε πιο σύνθετα προβλήματα είναι αναγκαίο 
να αποκτήσει μια σε βάθος γνώση των συναρτήσεων μιας πραγματικής 
μεταβλητής.

Το βιβλίο αρχίζει με ένα προκαταρκτικό Κεφάλαιο, όπου παρουσιάζεται 
μια μικρή περίληψη των πιο βασικών εννοιών από τα σύνολα και τις 
συναρτήσεις. Ιδιαίτερη έμφαση πρέπει να δοθεί στην § 0.3 όπου γίνεται μια 
συζήτηση για τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες. Αυτό, γιατί τα περισσότερα 
λάθη που γίνονται στον Απειροστικό Λογωμό οφείλονται στην σύγχυση που 
υπάρχει στη διάκριση μεταξύ μιας αναγκαίας και μιας ικανής συνθήκης.

Το Κεφάλαιο 1 ασχολείται με την αξιωματική θεμελίωση των πραγματι
κών αριθμών και τις ακολουθίες.

Οι σειρές πραγματικών αριθμών, με λίγα στοιχεία από τις δυναμοσειρές 
και τααπειρογινόμενα μελετσύνται στο Κεφάλαιο 2.

Το Κεφάλαιο 3 ασχολείται με την πιο βασική έννοια της Ανάλυσης, 
το όριο. Δίνονται και οι δυο ορισμοί για το όριο, με την βοήθεια των 
ακολουθιών καίμε την βοήθεια των € και S.

Η συνέχεια εξετάζεται στο Κεφάλαιο 4. Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται στις 
ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων σε κλειστό διάστημα. Οι στοιχειώδεις
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συναρτήσεις μελετούνται λεπτομερώς στην § 4.9.
Η βασική θεωρία της παραγωγού τέλος, δίνεται στο Κεφάλαιο 5.
Καταβλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια ώστε κάθε απόδειξη να είναι πλήρως 

επεξεργασμένη, ενώ παράλληλα οι πολλές επεξηγήσεις που υπάρχουν στο 
βιβλίο υπό μορφή παρατηρήσεων, αναλύουν με λεπτομέρεια κάθε βήμα, 
καθορίζοντας την προβληματική και τις μεθόδους. Οι παρατηρήσεις αυτές 
επισημαίνουν επίσης τα σημεία που πρέπει να προσεχθούν ιδιαίτερα για 
την καλύτερη κατανόηση των εννοιών ή επεξηγούν με αντιπαραόείγματα 
την αναγκαιότητα των συνθηκών. Για τον σκοπό αυτό επίσης δίνονται 
και αρκετά παραδείγματα. Κάθε παράγραφος, εκτός από ελάχιστες κλίνει 
με μερικές εφαρμογές. Οι εφαρμογές αυτές συμπληρώνουν την θεωρία με 
βασικές προτάσεις ή δίνουν νύξη για καινούργιες έννοιες που θα συναντήσει 
σε μεγαλύτερα έτη ο φοιτητής ή τέλος δίνουν μια γενική μέθοδο για τη λύση 
προβλημάτων.

Επειδή κανένας δεν μπορεί να ισχυριστεί ότι θα διαβάσει Απειροστικό 
Λογισμό χωρίς να λύσει ασκήσεις -πολλές ασκήσεις- γι’ αυτό σε κάθε 
παράγραφο δίνεται ένας ικανός αριθμός ασκήσεων. Οι ασκήσεις αυτές 
ποικίλουν σε δυσκολία. Αλλες είναι ασκήσεις "ρουτίνας", εφαρμογές στους 
τύπους και τα θεωρήματα και άλλες πιο σύνθετες και πιο θεωρητικές. Κάθε 
Κεφάλαιο κλίνει με μια σειρά ερωτήσεων με γενικό τίτλο "σωστό ή λάθος" 
και μια σειρά από ασκήσεις για επανάληψη. Οι ερωτήσεις αυτές έχουν σκοπο, 
με τον προβληματισμό που βάζουν, να συμβάλουν στην καλύτερη κατανόηση 
και κριτική εμβάθυνση της θεωρίας.

Οι απαντήσεις tojv ερωτήσεων καθώς και υποδείξεις ή πλήρεις λύσεις 
όλων των ασκήσεων υπάρχουν στο Παράρτημα που βρίσκεται στο τέλος του 
βιβλίου.

θεωρώ υποχρέα»ή μου να ευχαριστήσω το προσωπικό του Τομέα της 
Μαθηματικής Ανάλυσης του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων και ιδιαίτερα τους 
κ.κ. Γ. Καρακώστα, Π. Παλαμίδη και X. Πέταλά για τις παρατηρήσεις τους, 
τις υποδείξεις τους και τη συμβολή τους στην τελική εμφάνιση του βιβλίου.

Ιωάννινα, Οκτώβριος 1984 Σ.Κ. Ντούγιας
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Προκαταρκτικά

Στο εισαγωγικό αυτό Κεφάλαιο δίνεται μια μικρή περίληψη των πιο 
βασικών εννοιών από τα σύνολα και τις συναρτήσεις, που θα χρησιμοποι
ήσουμε σ' αυτό το βιβλίο. Έχει σκοπό να φέρει τον αναγνώστη σε μια πρώτη 
επαφή με την ορολογία και τους συμβολισμούς, που θα χρειαστούν στα 
επόμενα. Έχει επαναληπτικό χαρακτήρα και συνεπώς δεν πρέπει να χαθεί 
πολύς χρόνος γι’ αυτό, αλλά να υπάρχει η δυνατότητα για συμβουλή ό,ταν 
χρειαστεί.

§ 01 ΣΥΝΟΛΑ

Η ιδέα του συνόλου είναι βασική για όλους τους κλάδους των Μαθημα
τικών. Αν Α είναι ένα σύνολο και x είναι ένα στοιχείο του συνόλου, τότε 
γράφουμε χ  € Α. Αν ένα στοιχείο x δεν ανήκει στο σύνολο, τότε γράφουμε 
χ  0 Α. Ένα σύνολο που δεν περιέχει κανένα στοιχείο λέγεται κενό και 
συμβολίζεται με 0. Το σύνολο Α είναι υποσύνολο ενός συνόλου Β και θα 
γράφουμε A c  Β αν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β, δηλαδή 
χ  e Α ^  χ e Β. Το σύνολο Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β αν το Α είναι 
υποσύνολο του Β και το Β περιέχει ένα τουλάχιστο στοιχείο y με y £ Α. Τα 
σύνολα Α και Β είναι ίσα αν A c  Β και Β c  α . Τότε γράφουμε Α = Β.

Η ένωση των συνόλων Α και Β είναι το σύνολο όλων των στοιχείων που 
ανήκουν στο Α ή στο Β ή και στα δυο, δηλαδή

A U B  ={χ : χ  € Α ή χ  € β}.

Η τομή των συνόλων Α και Β είναι το σύνολο

ΑΠ Β = {* : χ 6 Α και χ  6 Β).

Αν Α Π Β =  0 τότε τα σύνολα Α και Β λέγονται ξένα μεταξύ τους.

Αν Α και Β είναι σύνολα, τότε το συμπλήρωμα του Β ως προς το Α είναι 
το σύνολο όλων των στοιχείων του Α που δεν ανήκουν στο Β, δηλαδή

Α — Β = {* e Α : χ  g Β).
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Το καρτεσιανό γινόμενο A χ Β δυο μη κενών συνόλων Α και Β είναι το 
σύνολο όλων των διατεταγμένων ζευγών (α, β) με a e Α και β e Β:

A χ Β =  {(or, β ) : a € Α και β € Β}.

§ 02 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Έστω Α και Β είναι σύνολα. Μια συνάρτηση από το Α στο Β είναι ένα 
σύνολο f των διατεταγμένων ζευγών του Α χ β με την ιδιότητα ότι αν (α, β)
και (α, β\) είναι στοιχεία του Γ, τότε β — β ι. Το σύνολο όλων των στοιχείων 
του Α που εμφανίζονται σαν πρώτα στα στοιχεία του f λέγεται πεδίο ορισμού 
της f και συμβολίζεται με Δ (/). Το σύνολο όλων των στοιχείων του Β που 
εμφανίζονται σαν δεύτερα στα στοιχεία του f λέγεται πεδίο τιμών της f και 
συμβολίζεται με 11(f).

Με άλλα λόγια μια συνάρτηση από το Α στο Β είναι ένα μη κενό 
υποσύνολο των διατεταγμένων ζευγών από το A χ Β τέτοιο ώστε όλα τα 
στοιχεία χ e Α εμφανίζονται σαν πρώτο στοιχείο και τέτοιο ώστε σε κάθε 
πρώτο στοιχείο χ e Αστό διατεταγμένο ζεύγος, να αντιστοιχεί ένα και μόνο 
ένα δεύτερο στοιχείο από το Β.

Αν το (χ, y ) είναι στοιχείο του f γράφουμε:

y = / ( * )  ή /  -χ  -► y

αντί του (jc , y) € / .

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Δ (/)  c  α θα λέγεται αμφιμονοσήμα· 
ντηή 1-1 αν και μόνον αν, για κάθε jc,, χ2 € Δ (/)μ ε χ χ φ  χ2 => /(* , ) φ  f i f y)  
ή ισοδύναμα αν για κάθε χ χ, χ2 € Δ ( /)  με /(* ,)  =  / ( χ 2) => χ χ =  χ2.

Αν f είναι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Δ ( /)  και A, c  Δ ( /)  τότε 
η συνάρτηση / ,  με πεδίο ορισμού το Α, που ορίζεται να είναι / ι (χ)  = 
/(* ) , Vχ e Αχ λέγεται περιορισμός της f στο Α και συμβολίζεται με /ι|Α ,. 
Επίσης αν g είναι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Δ($) και Δ(#) c  Γ, τότε 
η συνάρτηση g, με πεδίο ορισμού το Γ κ α ι#,(*) = g(x),Vχ e Δ (/)  λέγεται 
επέκταση της g στο Γ.

Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Δ ( /)  c  Α και πεδίο τιμών 
TU/)  c  Β και g μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Δ(#) c  β  και πεδίο τιμών 
Tl(g) c  Γ. (Βλέπε σχήμα 0.1) Η σύνθεση g o /  είναι η συνάρτηση από το Α 
στο Γ που ορίζεται ως εξής:

g ο /  =  {(α, y) € Α χ Γ : υπάρχει ένα στοιχείο^ € Β
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τέτοιο ώστε (α, β) e /  και (β, γ)  6 g}.

ΛΐοηΟΧο) 3 ^ 4 )

Σχήμα 0.1

Αν χ e Δ (/)  για να ορίζεται η goto  στοιχείο / ( jc) πρέπει το f{x)  e A(g). 
Έτσι πρέπει 7Z(f) η  A(g) φ  0. Είναι

Για ένα στοιχείο χ <= A(g ο / )  η τιμή της g ο /  στο x δίνεται από την 
Of ° /)(■*)=  gi.f (χ))·

Έστω f μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση με πεδίο ορισμού Δ ( /)  c  Α 
και πεδίο τιμών 72(/) c  Β. Αν g =  {(/9, a) e Β χ Α : (α, β) € /}  τότε η 
g είναι αμφιμονοσήμαντη με πεδίο ορισμού A(g) =  7 l( /)  c  Β και πεδίο 
τιμών 7£(?) =  Δ (/)  c  λ . Η συνάρτηση g λέγεται αντίστροφη της f και 
συμβολίζεται με f ~ l .

Έστω τώρα f  : Α-+ Β και X c  λ . Τότε η εικόνα του X από την f είναι 
το υποσύνολο /(X ) του Β που ορίζεται ως εξής: /(X ) =  {f(x) : χ  e X). 
Επίσης αν Υ c  Β τότε η αντίστροφη εικόνα του Υ από την f είναι το 
υποσύνολο / - Ι (7) του Α που ορίζεται ως εξής:

Μ ια συνάρτηση f θα λέγεται ταντοτική αν / ( * )  =  * , Vjc e Δ (/>  κα ι θα 
λέγεται σταθερή αν / ( χ )  =  £, Vjc € Δ (/).

Μ ια συνάρτηση f θα λέγεται άρτια αν / ( - jc) =  / ( jc),Vjc,~ jc e Δ (/)  
και περιττή αν / ( - χ )  =  - / ( jc), Vjc, - jc 6 Δ (/) . Θα λέγεται περιοδική με 
περίοδο Γ ^  ο αν / ( χ  +  Γ) =  f (x) ,  Vjc, jc +  Τ € Δ (/) .

Μ ια συνάρτηση f  θα λέγεται φραγμένη αν υπάρχει σταθερή Μ τέτοια 
ώστε | / ( jc)| < Μ, Vjc € Δ (/).

Δ(£ ο / )  =  {jc € Δ ( / ) : / ( jc) € Δ(§)}.

= {JC: /(* )  € Υ).
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Μιλ συνάρτηση f θα λέγεται γνήσια αύξουσα (αντ. αύξουσα) αν για 
κάθε χι,χζ e Δ ( /)  με Χι < Χι /(* ,)  < /(* 2 (ανΓ /(**) < ^
λέγεται γνήσια φθίνουσα (αντ. φθίνουσα) αν για κάθε χι, χζ € Δ (/)  με 
χι < χι =» /(* ι)  > / ( * 2) (αντ. /(* 0  > /(**).)

Mux συνάρτηση f θα λέγεται συμμετρική ως προς την ευθεία χ  =  α αν 
και μόνον αν, /(* )  =  / (2α _  ^  Vjc € Δ ( /)

Mux συνάρτηση f θα λέγεται συμμετρική ως προς το σημείο Α(α, β) αν 
και μόνον αν, /(* )  +  / (2α - χ ) =  2β, V* e Δ (/).

Υποθέτουμε τώρα ότι οι f και g είναι δυο συναρτήσεις ορισμένες σε 
ένα κοινό πεδίο ορισμού Δ c  R και των οποίων τα πεδία τιμών είναι 
υποσύνολα του R. Τότε το άθροισμα των f και g είναι η συνάρτηση /  -μ g με 
(/+£)(·*) =  f ( x )+g(x ) ,  'ix g Δ. Η συνάρτηση - g  με τιμή (~g)(x) =  -g(x)  
λέγεται αντίθετη της g και η διαφορά των f και g είναι η συνάρτηση /  — g 
με ( /  -  8)(χ) =  / ( χ )  -  g(x),Wx € Δ. Το γινόμενο των f και g είναι η 
συνάρτηση f.g με i fg ) (x )  =  f(x).g(;c), jc e Δ και το πηλίκο τατν f και g 
είναι η συνάρτηση j  με (j:) =  χ e Δ για τα οποία g(x) φ  0.

Ας επωφεληθούμε της ευκαιρίας να ορίσουμε και μερικές ειδικές συν
αρτήσεις. Ορίζουμε ( /  a  g)(x) =  min(f(x),g(x)}  και ( /  ν  g)(jc) =  
max { / ( χ ), g (χ)) το ελάχιστο και το μέγιστο αντίστοιχα των f και g. Επίσης 
ορίζουμε το θετικό και αρνητικό μέρος μιας συνάρτησης f ας εξής:

/ Μ  > 0 
/ ( χ) < 0 Γ ( χ )

ί 0, f ( x )  > 0
1 -  fix)* f i x )  < ο

Προφανώς είναι / = / + - / -  και /+  =  /  ν  0, / -  =  ( - / )  νΟόπου 0 είναι 
η μηδενική συνάρτηση στο Δ.

Τέλος είναι /  < g αν f i x )  < gix),Vx € Δ. θ α  είναι /  < g αν είναι 
f i x )  < 8 (*)με τουλάχιστοένα σημείο του Δ για το οποίο ισχύει f i x )  < g(x).

Ας δούμε μερικά χαρακτηριστικά παραδείγματα:

Παράδειγμα 01

θεωρούμε τις συναρτήσεις f i x )  =  φ 2 - χ  και giχ) =  χ / ϊ -  jc. Είναι 
Δ ( /)  =  ( -ο ο ,2], 7Zif )  =  [0 ,+οο) και Aig) =  (-οο , \],Tlig) -  [0,+οο). 
Για να ορίζεται η σύνθεση g ο /  πρέπει 7Zif)  Π A ig ) Φ 0, που στην περίπτωσή 
μας είναι 7l( f ) Π Δ($) =  [0 ,1], Ο τύπος της είναι ig ο f ) i x )  =  gi f ix) )  =  
V 1 — \ / 2 -  χ . Για να βρούμε το Aig ο f )  εργαζόμαστε ας εξής: Επειδή 
[0, 1] c  TZ(f) αναζητούμε εκείνο το υποσύνολο του Δ ( /)  του οποίου το 
σύνολο τιμών μέσω της /  είναι το [0 , 1], δηλ. εκείνα τα χ  για τα οποία είναι 
0 < J l - χ  < 1 από όπου έχουμε: Aig ο / )  =  [1,2).
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* . „ *>(o) φ  0. Είναι
Για να προσδιορίσουμε την f o g  πρέπει Δ (/)  Π ,<xs . , t  w-x _

Δ (/)  Π 71(g) =  [0.2] και άρα ορίζεται η σύνθεση /  ο # J °
^ 2 - y / l - x .  Επίσης είναι Δ ( /  ο#) =  [ - 3 ,1].

Προφανώς# o f  Φ f o g .

Να εξετάσετε αν ορίζονται οι /  ο /  και go g.

Παράδειγμα 02

Ας θεωρήσουμε τώρα την συνάρτηση f (x)  = χ 2,χ  € R-  Είναι εύκολα 
να δούμε ότι η /  δεν είναι αμφιμονοσήμαντη (1-1). (Είναι π.χ / ( —2) =  
/(2 ) =  4). Συνεπώς η /  δεν έχει αντίστροφη συνάρτηση. Ας θεωρήσουμε τον 
περιορισμό της f στο σύνολο {χ e IR : χ  > 0} δηλ. /i(x ) = χ 2,χ  > 0. Τότε η 
/ ,  είναι αμφιμονοσήμαντη, γιατί f (x)  = f (y)  =» χ = y, Vx, y  € Δ (/,). Αρα 
υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση /~ ‘ με Δ(/,-1) =  7Z(fx) =  [χ € 2R: χ  > 0) 
και U ( f f l) =  Δ(/!> =  {λ € IR : χ  > 0}. Επίσης είναι .

/,■*(*) =  V*,* > 0.

Αν / 2 είναι ο περιορισμός της f στο σύνολο {χ e : χ  < 0} τότε η 
Λ(*) = χ 2,χ  < 0 είναι επίσης αμφιμονοσήμαντη και έχει αντίστροφη 
f f l(x) =  - λ/ χ , χ > 0.

Παράδειγμα 03

Έ σ τω /,# : IR -* 1R με /(* ) =  * +  1 και #(χ) =  2χ2. Τόΐε

( /  +  ;?)(■*) =  l + x + 2 x ?

( / -£ > (* )  =  1 + *  — 2jc2 
(/·£)(■*) =  2(1 +  χ)χ2

/*(*) =

(f)w = ̂ r· ^ 0
Ι/Κ*) =  |1 +  χ\

< /A S)W  =  { f +\

< /v * ) (x )  =  { £ + * ·  ^

{?'+, ! , v i  Ή *

0CV-A<JC<1
αλλιώς

ccv - i  < x < i

λ

S+M  = # W ,# ~ ( jt) =  0.

* < -1 
—1 < jc
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§ 03 ΙΚΑΝΕΣ ΚΑΙ ΑΝΑΓΚΑΙΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ____________________

Οι συνθήκες είναι το κυριότερο μέρος μιας Μαθηματικής πρότασης ή 
ενός προβλήματος. Διαβάζοντας προσεκτικά κάποιος ένα Θεώρημα θα 
διαπιστώσει ότι είναι του τύπου : "Αν — τότε" ή τουλάχιστο μπορεί να 
αναχθεί σ' αυτόν τον τύπο. Η κύρια αιτία αποτυχίας στην απόδειξη ενός 
Θεωρήματος είναι η μη κατανόηση της ακριβούς έννοιας των δεδομένων του. 
Επίσης πολλές φορές το αντίστροφο του Θεωρήματοες θεωρείται ότι είναι 
πάντα σωστό. Και έτσι προκύπτουν παράδοξα συμπεράσματα. Η θεραπεία 
σ' αυτό το πράγμα είναι η ξεκάθαρη γνώση της φύσης και του τύπου των 
συνθηκών. Αυτό το ξεκαθάρισμα θα προσπαθήσουμε να κάνουμε.

Αν η αλήθεια μιας πρότασης εγγυάται την αλήθεια μιας άλλης πρότασης, 
τότε η πρώτη λέγεται ικανή συνθήκη για την τελευταία και η τελευταία 
λέγεται αναγκαία συνθήκη για την πρώτη. Συμβολικά αν

p=>q

τότε η p είναι ικανή για την q και η q αναγκαία για την ρ.

Προσοχή! Όταν λέμε ρ  => q δεν δίνουμε καμμιά υπόσχεση ότι η p είναι 
αληθής. Αυτό που εννοούμε απλά είναι ότι αν η ρ είναι αληθής τότε και η q 
πρέπει να είναι αληθής. Αν η p είναι ψευδής, τότε δεν μπορούμε να πούμε 
τίποτα γαι την αλήθεια ή όχι της q*

Οι μορφές στις οποίες μπορεί να εμφανιστεί μια συνθήκη είναι οι 
παρακάτω:

1) Αναγκαία αλλά όχι ικανή (μόνο αν)

^  <= q αλλά ρ j> q

Π .χ Ένας αριθμός είναι ρίζα ενός πραγματικού αριθμού μόνο αν αυτός είναι 
θετικός. Ενιλ

2) Ικανή αλλά όχι αναγκαία ( αν)

^  ρ  => q αλλά

Π.χ. Δυο κύκλοι εφάπτονται αν η απόσταση μεταξύ των κέντρων τους, 
ωσύται με το άθροισμα των ακτινών τους.

3) Αναγκαία και ίκανή (αν και μόνο αν)

_________________________  ρ

‘Υπενθυμίζουμε ότι η συνεπαγωγή ρ =>q είναι ψευδής μόνον αν η p είναι αληθής και η q 
είναι ψευδής. Σ όλες ας άλλες περιπτώσεις είναι αληθής.
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Π.χ. Ένας αριθμός διαιρείται με το 3 αν και μόνον αν το άθροισμα των 
ψηφίων του διαιρείται με το 3.

4) Ούτε αναγκαία ούτε ικανή

p Φ> q και q φ  ρ

Π.χ. Αφού 1 > 0 τότε το χ — y είναι πρώτος.

Παρατήρηση

Πολλές φορές δεν μπορούμε να αποδείξουμε ένα θεώρημα άμεσα. Γι' αυτό 
κάνουμε μια τροποποίηση του θεωρήματος φέρνοντάς το σε μια διαφορετική 
μορφή (προφανώς ισοδύναμη). Η ρ => q είναι ισοδύναμη με την ~  q ρ 
αλλά όχι ισοδύναμη με την q => ρ  ή την ~  ρ  =»~ q.

Για παράδειγμα μια συνάρτηση f λέγεται αμφιμονοσήμαντη (ή 1-1) αν 

(Vxi, χι e Δ ( / ) ) / (χ ι )  =  / ( xi) =» jci =  χ2 

που είναι ισοδύναμη με την

(V X l,X 2 €  Δ ( / ) ) χ ι  Φ  χ ι  => / ( * ι)  φ  f ( x i ) .

Η πρώτη μορφή όμως εξυπηρετεί καλύτερα στις εφαρμογές.

§ 04 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ

Η Μαθηματική επαγωγή είναι μια πολύ σημαντική μέθοδος απόδειξης 
και θα την χρησιμοποιούμε συχνά σ’ αυτό το βιβλίο. Είναι μια μέθοδος που 
χρησιμοποιείται για την απόδειξη μιας πρότασης στο σύνολο των φυσικών 
αριθμών.

Η Αρχή της Μαθηματικής επαγωγής έχει ως εξής:

Έστω S ένα υποσύνολο του Ν που έχει τις ιδιότητες: (1) 1 e S και (2) αν 
k e  S τότε k + 1  € S. Τότε S =  Ν.

Σ' αυτό το βιβλίο η αρχή της Μαθηματικής επαγωγής θα χρησιμοποιείται 
με την ακόλουθη μορφή:

Για κάθε υ € IN έστω Ρ(ν) μια πρόταση γύρω από το ν. Αποδεικνύουμε 
ότι η Ρ(1) είναι αληθής. Υποθέτοντας μετά ότι ισχύει η P(k) αποδεικνύουμε 
την ισχύ της P{k + 1). Τότε η Ρ(ν) είναι αληθής για κάθε ν e IN.

Αποδεικνύεται ότι αυτή είναι ισοδύναμη με την Αρχή της καλής διάταξης 
ότι δηλ. κάθε μη κενό σύνολο φυσικών αριθμών έχει ελάχιστο στοιχείο.
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§ 0.5 ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ-ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ-ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΑ 

L Ταυτότητα του Lagrange

(α\ + α\  + ... + α \)(β \ + β \  +  . . . β\) — (*α\βι + α ιβ ι -f .. .ανβν)

= (α1̂ 2-“2^ι)2+ (αι^3-«3^ι)2+· · ·+ (« ι^ -“ ^ ι)2+·· ■+(.<*ν-ΐβν-ανβν-χ)1.
2. Ταυτότητα του Euler

a3 +  β 3 +  Κ3 ~  3<*βΥ = (« +  β  +  Χ)(α2 +  β2 +  Υ2 ~  αβ  -  β γ  -  Υ&)

=  i (α +  β +  γ )[(α -  β)2 +  (β -  γ ) 2 +  (γ -  α)2]

= (α + β + κ)[(α -  β)(α - γ )  + ( β -  α)(β -  γ )  + (γ -  α)(γ -  β)].

X  Διώνυμο του Newton

(a +  β)ν =  a ” +  ^ α ν- ιβ +  V- V- ~- -V ~2/32 +  . . .

+  ~  1}fr-~  2 ); ‘ ‘ (-U ~ + . . .  + βν, μ , ν  e 1Ν, μ  < ν.

4  Χρήσιμα αθροίσματα

ν ( ν + 1 )α )1 +  2 + . . .  +  υ =  £ *  =  — -----
*=ι

ν

β)12 +  22 +  . . . +  ν2 « 5 2 * *  =
4=1

2 _  υ(ν-Η 1)(2ν +  1) 
6

, , . ’ + 2’ + . . . + ν’ = | ; * ’ = ( ^ )

,  .  - Τ ' . ,  +  1)(2ν +  1)(3ν2 +  3 ν  — 1)
» 14 +  24 + ■·· +  >’ = Σ λ --------------------- 30------------------

4=1

€) 1.2 +  2.3 +  . . .  +  υ(υ +  1) =
ν(ν+  1)(ν +  2)

art) 1.2.3 +  2.3.4 +  . . .  +  υ(ν +  1)0> +  2) =
υ(υ +  1)(υ +  2)(ν +  3)

4
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, 2α +(ν  — 1)ω
ζ )Σ ν =  a  +  (of +  ω) . . .  +  [α +  (ι> -  1)ω] = --------- ---------- ν

ή) Sv =  ct +  αω +  αω2 +  . . .  +  αων~χ =  ί α »-ι ’ ω ^  J[ να, ω =  1
5. Ανισότητα του Bernoulli

(1 +  α)ρ > 1 +  να,α > —1, υ € IN.

6. Ανισότητα Cauchy-Schwartz

(a2 + α\ + . . .  + α2ν){β\ +  # + · · · # ) >  (αχβχ +  α2βι + . . .  +  αυβ ν)2,

Ίοΐί,βΐ € E , i =  1,2, . . . , ν
7. Ανισότητα του Cauchy

αι +  α2 ■+■ . . .  +  α„ > ^or,.a2 .. .or„ > -j----- j
<4 <*ι αν

ΑΣΚΗΣΕΙΣ _ ____________________________

0J. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός +  >/3 είναι άρρητος.

02 Να αποδείξετε ότι:

α) 2ν < ( v + l )!,Vve W.

β)(αι+α2 + . . . + α ρ ) ^  + ·̂ + . . . ^  >υ2,α, > 0, ι =  1,2,. . . ,  υ. 

Υ) (1 +«ι)(1 + α 2) ...  (1 +α„) > 1 + α χ +  Oj + ...  +α„,α· > Ο,ι =
1, 2, . . . ,  ν.

δ) 3 5
ττ

99
m

1
ΤΒ

03 Να αποδείξετε ότι:

« ) l f H - | ^ l > 2,Vr,y € « - { 0}.

Υ) J*f/i < _|£L_l _Μ>l+U+y| -  1+1*| ^  i+iy|
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δ) |·\/α* +  X2 — <  |χ -  y |, Vx, y 6 / ? .

ε) -  y/y\ < > /l* -y |, vx, y €

στ)Ι* +  ί ΐ  > 2,V x e  0?-{O}.

£)*y <

η) X -  X2 <  £, Vx € tf?.

β4 α) Αν x > 0, y > Οκαι x +  y = 1 => (l + I) 4- > 9

β) Αν x >  0, y  > Ο, z > Οκαι x + y  +  z =  i:=>^I +  2 +  l ^ > 9  

Οι5 Να αποδείξετε ότι:

a ) v ^ T 7 < W + l y l ·

β) +  lyl < ν/ϊ*Τ+ v/iyT·

γ)m in { a , f i ) -  £[or +  β -  \a -  β\\ ,ηηχ[α,β)  =  £[α +  β  +  |a -  β\] 

0ϋ6 Η συνάρτηση πρόσημο του x ορίζεται ως εξής:

sgn(x) =

Να αποδείξετε ότι: |χ | =  xsgn(x)

1, χ  > 0
0, χ  =  0
— 1, χ  < 0

07 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f a(p) =  a fi,p  e Q είναι γνήσια αύξουσα 
αν a  > 1 και γνήσια φθίνουσα αν 0 < a  < 1.

0-8 Να αποδείξετε ότι η / ( χ )  =  j ^ j . x  € IR έχει αντίστροφη συνάρτηση, η 
οποία και να βρεθεί.

0.9 Έστω / : / / ? - { - 1,1} ZR με / ( χ )  =  Να αποδείξετε ότι: 

α) / ( χ ) +  / ( - χ )  =  0. 

β ) / Μ  =  / < - ί > . * * ° .

Υ)η /  είναι αμφιμονοσήμαντη.

δ) / ( χ )  > 0 αν 0 < χ  < 1 κ α ι / ( * )  < Ο αν - 1  < x  < 0.
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0.10 Να αποδείξετε ότι κάθε συνάρτηση /  : 2R -> R  μπορεί να γραφεί οος 
άθροισμα μιας άρτιας και μιας περιττής συνάρτησης.

0.11 Να βρεθούν τα σύνολα:

α) A = { x e  R : x 2 + χ > 2 ) ,  β )Β = [χ 6 1R : < 1}.

γ)Γ =  {* € m  : |jc — 1| < |*|} 6) Δ =  [χ e R  : |*| +  \χ +  1| < 2}

0.12 Να αποδείξετε ότι:

α) Αν \χ — 2| < 1 τότε \χ2 — 4| < 5. 

β) Αν |jc — 3| < δ τότε \χ2 — χ — 6| < 5δ, όπου 0 < δ < I. 

γ) Αν |* +  1| < δ τότε I*3 +  1| < 7δ, όπου 0 < δ < 1. 

δ) Αν \χ — 2\ <δ  τότε | ^ | |  < * όπου 0 < δ < 1.

0.13 Αν για κάθε μη αρνητικό ακέραιο ν ισχύει

|αμ+ι -  αν\ < k\av -  α„-ι|, ν > 1

όπου αν πραγματικοί αριθμοί, τότε να αποδείξετε ότι:

Ι«η-ι -  α„| < -  αο|.

0.14 Να αποδείξετε ό τ ι :

α) \sinvx\ < v\sinx\, ν e Ν. 

β) )pinvx\ > sin2vx, χ  6 IR,v ζ  IN.

y)sinx  +  sin(χ  +  ω) + . . .  -j-

6) cosx +  cos (χ + ω) +  . . .  4. coslx +  (υ -  l)<o] =  aS i* ‘jV *1"1?1L J Jlrtf

0.15 Έστω 0 < Θ < 1 και - 1  < χ  < ο. Να αποδείξετε ότι:

1.

β)
( l  +  0x)w- i 1 < ι ,

| <  (1+JC)«-J,
m > 1 
m < 1

>■
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0.16 Αν 0 < α i < 1  και 1 < i < ν τότε να αποδείξετε ότι:

#  Π ι ^ α - « % > > ! - Σ*-ι«*·

β) Π*=1<1 “ α*> < ΠΪ-ΐ(»+«*)'

Υ)Π*=1̂  ~~ak) <  l+TL.at *

δ) ΓΕ- .0  ■ * " < i - j 2-ie* ^  Σ λ=ι α* < **
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Πραγματικοί αριθμοί 
ακολουθίες 31 * I.

§ 1-1 ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙίΙΣΗ TOY R_______________________

Πολλές μέθοδοι έχουν χρησιμοποιηθεί για την εισαγωγή των πραγματι
κών αριθμών. Μια απ' αυτές τις μεθόδουςαρχίζει με τους θετικούς ακέραιους 
1,2 ... τους οποίους χρησιμοποιεί για την κατασκευή ενός μεγαλύτερου συ
στήματος τους θετικούς ρητούς αριθμούς (πηλίκα θετικών ακεραίων), τους 
αρνητικούς των και το 0. (λ ρητοί αριθμοί χρησιμοποιούνται για την κατα
σκευή των άρρητων αριθμών (όπως ο λ/5  και ο π  που δεν είναι ρητοί). Οι 
ρητοί και οι άρρητοι μαζί αποτελούν τους πραγματικούς αριθμούς. Επειδή 
όμως στον Απειροστικό Λογισμό δεν μας ενδιαφέρουν τόσο πολύ οι μέθοδοι 
κατασκευής των πραγματικών αριθμών, αλλά μόνο οι ιδιότητές τους, γι’ 
αυτό δίνουμε μια αξιωματική θεμελίωση αυτών.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα μη κενό σύνολο ZR, που λέγεται σύνολο των 
πραγματικών αριθμών, που ικανοποιεί τα παρακάτω δέκα αξιώματα. Τα 
αξιώματα αυτά χωρίζονται σε τρεις ομάδες. Αξιώματα σώματος, αξιώματα 
διάταξης και αξίωμα πληρότητας ( ή αξίωμα του ελάχιστου άνω φράγματος 
ή αξίωμα της συνέχειας).

I. Αξιώματα σώματος

Αξίωμα 1. x +  y =  y +  x,x.y =  y.x (αντιμεταθετικότητα)

Αξίωμα 2. x+(y+z) =  (x+y)+z, x(y.z) =  (x.y).z (προσεταιριστικότητα)

Αξίωμα 3. x(y +  z) =  x.y +  x.z (επιμεριστικότητα)

Αξίωμα Α Για οποιουσδήποτε πραγματικούς χ και y υπάρχει πραγμα
τικός ζ τέτοιος ώστε:χ +  ζ =  y. Συμβολίζουμε z =  y -  χ. Το αριθμό χ -  χ 
συμβολίζουμε με 0. Γράφουμε —χ αντί 0 — χ και λέμε τον — χ αρνητικό του
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Αξίωμα 5. Υπάρχει ένας τουλάχιστο πραγματικός αριθμός x Φ 0. Αν 
χ, y είναι πραγματικοί αριθμοί με χ Φ 0 τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός 
ζ τέτοιος ώστε: x.z =  y. Συμβολίζουμε z =  J. Τον αριθμό * συμβολίζουμε 
με 1 και τον ~ με χ φ  0 τον λέμε αντίστροφο του χ.

II. Αξιώματα διάταξης.

Αξίωμα 6. Ισχύει ακριβώς μια από τις σχέσεις : x  =  y, x < y ,  x > y  
(Νόμος της τριχοτομίας)

Αξίωμα 7. Αν x < y, τότε για κάθε z έχουμε x +  ζ < y +  ζ (Νόμος της 
διαγραφής)

Αξίωμα & Αν χ > 0 και y > 0 τότε x.y > 0.

Αξίωμα 9. Αν χ > y και y > ζ τότε χ > ζ (Μεταβατική ιδιότητα).

III. Αξίωμα πληρότητας.

Πριν διατυπώσουμε το τελευταίο αξίωμα ας δώσουμε μερικούς ορισμούς.

Ορισμός 1.1 Ένα σύνολο A c  R θα λέγεται άνω φραγμένο, αν υπάρχει 
αριθμός Μ τέτοιος ώστε: x < Μ, Vx € Α.

Ένα σύνολο A c  R θα λέγεται κάτω φραγμένο, αν υπάρχει αριθμός m 
τέτοιος ώστε: m < x, Vx € Α.

Ένα σύνολο A c  R θα λέγεται φραγμένο, αν είναι άνω και κάτω 
φραγμένο.

Ο αριθμός Μ λέγεται ένα άνω φράγμα του Α και ο m ένα κάτω φράγμα του 
Α  Τα άνω και κάτω φράγματα, αν αυτά υπάρχουν, δεν είναι μοναδικά. Γιατί 
αν ο αριθμός Μ είναι άνω φράγμα του Α τότε κάθε αριθμός μεγαλύτερος 
του είναι επίσης άνω φράγμα. Επίσης αν ο αριθμός m είναι κάτω φράγμα 
του Α  τότε όλοι οι αριθμοί οι μικρότεροι από τον m είναι κάτω φράγματα.

Από τον ορισμό προκύπτει ακόμα αμέσως ότι, ένα σύνολο Α είναι 
φραγμένο, αν και μόνον αν, υπάρχει αριθμός Μ, τέτοιος ώστε:

\χ\ < Μ, Vχ e Α.

Ορισμός 12 Ένας αριθμός Μ θα λέγεται supremum ενός συνόλου A c  R 
και θα συμβολίζεται με supA, αν το Μ είναι άνω φράγμα του Α και είναι 
μικρότερο ή ίσο από κάθε άλλο άνω φράγμα του Α

Ένας αριθμός m θα λέγεται infimum ενός συνόλου A c  R και θα συμ
βολίζεται με infA, αν το m είναι κάτω φράγμα του Ακαι είναι μεγαλύτερο
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ή ίσο από κάθε άλλο κάτω φράγμα του Α.

Αν ένα σύνολο δεν είναι άνω φραγμένο, τότε sup A =  +οο και αν δεν 
είναι κάτω φραγμένο, τότε in f  A =  -οο . Στην εκφυλισμένη περίπτωση του 
κενού συνόλου θέτουμε sup0 = —οο και ι'η/0  =  +οο

Παρατήρηση 1.3

Αν supA 6 Α τότε αυτό λέγεται μέγιστο του Α και συμβολίζεται με 
τηαχΑ. Αντίστοιχα, αν in f  Α € Α τότε αυτό λέγεται ελάχιστο του Α και 
συμβολίζεται με minA.

Είμαστε τώρα σε θέση να διατυπώσουμε το

Αξίωμα 10 Κάθε μη κενό υποσύνολο πραγματικών αριθμών που είναι 
άνω φραγμένο, έχει ελάχιστο άνω φράγμα, δηλ. έχει supremum.

Το Αξίωμα αυτό λέγεται αξίωμα του συνεχούς ή αξίωμα ταυ ελάχιστου 
άνω φράγματος ή αξίωμα της πληρότητας.

Με πιο απλά λόγια, το Αξίωμα 10, λέει πως η ευθεία των πραγματικών 
αριθμών δεν έχει "τρύπες". Αν υπάρχει μια τρύπα στην πραγματική ευθεία, 
τότε το σύνολο των αριθμών που βρίσκονται αριστερά από την τρύπα δεν 
έχει supremum.

Από πρώτη ματιά το αξίωμα πληρότητας φαίνεται κάπως παράξενο. Έχει 
διατυπωθεί μόνο για άνω φράγματα και το supremum.Ta κάτω φράγματα 
φαίνεται να μην αξίζουν ιδιαίτερης προσοχής. Τα πράγματα όμως δεν είναι 
έτσι. Το αξίωμα της πληρότητας εξασφαλίζει ότι μη κενά κάτω φραγμένα 
σύνολα πραγματικών αριθμών έχουν infimum. (Βλέπε άσκηση 1.3)

Υπάρχουν πολλές ιδιότητες των πραγματικών αριθμών που (ραίνονται 
προφανείς, αλλά στην απόδειξή τους εμπλέκεται το αξίωμα της πληρότητας. 
Σαν.μια πρώτη εφαρμογή θα δούμε την Αρχιμήδεια ιδιότητα, ότΐτο σύνολο 

CfTN δεν είναι άνω φραγμένο στο 27?.

θεώρημα ΙΑ (Αρχιμήδεια ιδιότητα) Αν x e R, τότε υπάρχει ν € Ν 
τέτοιο ώστε: ν > χ.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι το συμπέρασμα δεν ισχύει. Τότε ν < χ, Vv e  Ν  που 
σημαίνει ότι το χ  είναι άνω φράγμα του Ν .  Αρα (Αξίωμα 10) υπάρχει το 
supIN = α. Αλλά a v v € W = > v  +  l e W = » v  +  l < a r = > v < a '  — 1. Δηλ. 
το a  -  1 είναι άνω φράγμα του IN, γνήσια μικρότερο του α, άτοπο. ·
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Πόρισμα. Αν χ, ζ € R με y > 0, ζ > 0 τότε: 

α) Υπάρχει υ € Ν : ζ < vy. 

β) Υπάρχει v € * i : 0 < i < y .  

γ) Υπάρχει υ € ΐ ϊ : υ - 1 < ζ < ι > .

Απόδειξη

α) Αφού χ  =  * > 0, υπάρχει ν € IN τέτοιο ώσε: j  =  χ  < ν και άρα 
ζ < vy.

β) Προκύπτει από το α) για ζ — 1.

γ) Η Αρχιμήδεια ιδιότητα εγγυάται ότι το υποσύνολο {μ € W : ζ < μ} τσυ 
IN είναι μη κενό, και άρα έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω ν . Τότε ν — 1 < ζ < ν .

θεώρημα L5 Αν x € R, τότε υπάρχει μοναδικός ακέραιος α, τέτοιος 
ώστε: α < χ  < a  +  1.

Απόδειξη

θ α  αποδείξουμε πρώτα την ύπαρξη και μετά το μονοσήμαντο.

Ύπαρξη. Από το θεώρημα 1.4 υπάρχει m € IN τέτοιος ώστε: χ  < m. 
Επίσης είναι εύκολο να δούμε ότι υπάρχει ακέραιος ρ, τέτοιος ώστε ρ  < χ . 
Πραγματικά· υπάρχει ακέραιος k τέτοιος ώστε: - χ  < k => - k  < χ. θέτουμε 
λοιπόν ρ = - k  και έχουμε:

ρ  < χ < m => ρ  < χ < ρ  +  {τη — ρ), ρ, m € Ζ .

Ας πάρουμε τώρα το σύνολο

Α = {ν € IN : χ  < ρ  + ν).

Προφανώς Α Φ 0, αφού m — ρ  e Α Σαν μη κενό σύνολο λοιπόν το Α, 
υποσύνολο του IN θα έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω το υο· Αν ι/<> =  1 τότε 
έχουμε ρ  < χ < ρ  +  1 και το θεώρημα ισχύει με ρ  =  α. Αν ν0 > 1, τότε 
αφού υ0 — 1 < ν0, και το γεγονός ότι το m είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α  
συνεπάγεται ότι:

Ρ + ν  ο - 1  < χ < ρ  +  ν0.

θέτοντας α = ρ  +  υ0 — 1 έχουμε άτια +  1 =  ρ  +  υ0 και α < χ < a  +  1 που 
τελειώνει και την απόδειξη της ύπαρξης. ο
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Μονοσήμαντο. Θα αποδείξουμε ότι ο ακέραιος α με την ιδιότητα 
α < χ < a +  1 είναι μοναδικός. Ας υποθέσουμε ότι και ο ακέραιος αι, 
ικανοποιεί το Θεώρημα. Δηλ. αι < χ  < αι +  1. Αν αι /  α θα έχουμε 
αι < α ή αι > α. Στην πρώτη περίπτωση, αι < α < χ < αι + 1. Αλλά τότε 
α ι < α < α ι  + 1 μ ε α  και αι ακέραιους, πράγμα αδύνατο. Έτσι λοιπόν η 
περίπτωση αι < α είναι αδύνατη. Με παρόμοιο σκεπτικό αποδεικνύουμε ότι 
και η περίπτωση αι > α είναι αδύνατη. Αρα δεν είναι α\ φ α  αλλά αι =  α, 
που τελειώνει και την απόδειξη. ·

Ο ακέραιος στο προηγούμενο Θεώρημα λέγεται ακέραιο μέρος του χ  και 
συμβολίζεται με [χ]. Ισχύει δηλ. [χ] < χ < [χ]+1καιθ < χ - [ χ ]  < 1, V* € R .

Με βάση το Αξίωμα 10, θα αποδείξουμε τώρα ότι υπάρχει πραγματικός 
αριθμός που το τετράγωνό του είναι ίσο με 2.

θεώρημα 1.6 Υπάρχει θετικός πραγματικός αριθμός c τέτοιος ώστε:

Απόδειξη

Έστω S το σύνολο που περιέχει όλους τους θετικούς πραγματικούς 
αριθμούς χ  τέτοιους ώστε χ2 < 2, δηλ.

Τόιε 1 e S και άρα το 5 είναι μη κενό. Επιπλέον, αν χ  > 2, τότε χ 1 > 4 και 
χ  <fi S. Αρα χ  < 2, V* e 5 και έτσι το 5 είναι άνω φραγμένο. Από το αξίωμα 
της πληρότητας αυτό έχει supremum, έστω c. Θα αποδείξουμε ότι c2 = 2. θ α  
το αποδείξουμε αποκλείοντας τις δυνατότητες c2 < 2 και c2 > 2.

Ας υποθέσουμε ότιο2 < 2. Τότε θέτουμε

Τότε, προφανώς

c* =  2.

S =  {χ € R  : χ > 0 και χ 1 < 2}.

2 ’
και επομένως

c
(2)

Από την (1) έχουμε:

ο
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δηλ.

< 2

και ~  € S. Αφού , από την (2), ~  > c =  supS,  αυτό είναι άτοπο, αφού 
δεν μπορεί να υπάρχουν στοιχεία του S μεγαλύτερα από το supremum.

Ας υποθέσουμε ότιο2 > 2. Τότε θέτουμε

Τότε, προφανώς

και επομένως 

Επιπλέον

_  c2 -  2 1 _1_
2c2 “ 2 c2

0 < Λ < i
2

0 < c(l — Λ) < c.

0 )

(4)

[c(l — A:)|a =  c*( 1 — 2Jt-hifcz) > c 2( l - 2A) =  c2^ l -  Jl -~ J ^  = 2.

Av x  e S, τότε jc2 < 2 < [c( 1 — A:)]2, και άρα 0 < x < c(l -  k) όταν x  e S. 
Αυτό σημαίνει ότι το c( 1 - k )  είναι άνω φράγμα του S, καιμάλιστα μικρότερο 
του c γιατί από την (4) έχουμε c( 1 -  k) < c =supS.

Αφού λοιπόν δεν ισχύει ούτε c2 < 2 ούτε c2 > 2, αναγκαστικά θα είναι 
c2 =  2. ·

Είδαμε παραπάνω ότι υπάρχει τουλάχιστο ένας άρρητος αριθμός, ο -Jl. 
Για την ακρίβεια υπάρχουν περισσότεροι άρρητοι από τους ρητούς, με την 
έννοια ότι το σύνολο των ρητών είναι αριθμήσιμο1, ενώ των άρρητων δεν 
είναι. Πέρα από αυτήν την διαφοροποίηση όμως και το σύνολο των ρητών 
και το σύνολο των άρρητων είναι πυκνά στο 2R, με την έννοια ότι μεταξύ 
δυο πραγματικών αριθμών υπάρχουν και ρητοί και άρρητοι αριθμοί.

Θεώρημα 1.7 'Εστω x, y e R με χ < y. Τότε:

'-Δυο σύνολα Α και Β λέγονται ισοδύναμα (A ~ Β) αν υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία f  : A -*■ Β.

-  Ένα ούνολο A c  IR λέγεται πεπερασμένο, αν υπάρχει φυσικός ν : A ~  (1.......ν).Κάνουμε
την σύμ|1αση να θεωρούμε το 0 σύνολο ως πεπερασμένο.

—Ενα σύνολο που δεν είναι πεπερασμένο λέγεται απέραντο.

-Ένα σύνολο A c / ?  λέγεται αριθμήσιμο αν A ~  IN και το πολύ αριθμήσιμο αν είναι 
πεπερασμένο ή αριθμήσιμο.
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α) Υπάρχει ρ e Q : x < ρ < y. 

β) ΥπάρχείΓ € ( R - Q ) : x < r < y .

Απόδειξη

α) Έστω 0 < χ < y. Από το Θεώρημα 1.4 υπάρχει k e I N : ] ; < y —x.  
Θεωρούμε το σύνολο A = {ν e IN : f  > χ). Προφανώς Α φ  0, από 
το Πόρισμα του Θεωρήματος 1.4 και επομένως επειδή A £  IN, το Α  έχει 
ελάχιστο στοιχείο, έστω ν>ο· Τότε ^  > χ  και iijp- < χ  (γιατί διαφορετικά 
υο -  1 € Α, άτοπο). Δηλ. f  - e Q και

υ0 1x <  — < x  + - < x  + ( y - x )  = y.

Έστω τώρα χ  < 0 < y. Τότε (Θεώρημα 1.4) υπάρχει k € Ν : j  < y δηλ. 
χ  < 2 < y. Τέλος a v j i < y < 0 = > 0 <  — y < —χ. Σύμφωνα με την πρώτη 
περίπτωση υπάρχει ρ' € Q : —y < ρ' < —χ  =>· χ  < —ρ' < y.

ρ ) 2/υμφωναμε το α) μεταξύ _______________ ^

ρ φ Ο :  -fa < Ρ < 3% =* χ < Ρ*& < y  καίΓ =  ρ > /2 είναι άρρητος3

Πόρισμα. Μεταξύ δυο πραγματικών αριθμών, υπάρχουν άπειροι ρητοί 
και άπειροι άρρητοι αριθμοί (άρακαι άπειροι πραγματικοί αριθμοί).

Θα τελειώσουμε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύοντας ότι το Αξίωμα 
10 ισχύει μόνον στο IR και δεν ισχύει στο Q, το σύνολο των ρητών αριθμών. 
Δηλαδή υπάρχουν μη κενά υποσύνολα του Q, τα οποία είναι άνω φραγμένα 
από ρητό αριθμό, αλλά το supremum τους δεν είναι ρητός.

Θεώρημα 1.8 Το σύνολο των ρητών αριθμών Q δεν είναι πλήρες, δηλ. 
υπάρχουν άνω φραγμένα μη κενά υποσύνολα του Q, χωρίς supremum στο

Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε το σύνολο S = [χ e Q : χ  > 0 και χ 2 < 2}. Είναι 
S Φ 0, αφού 1 e S. Επίσης το S είναι άνω φραγμένο από το 2, αφού 21 > 2. 
Έστω Α το σύνολο όλων των ρητών αριθμών α  τέτοιων ώστε το α να είναι 
άνω φράγμα του 5, δηλ.

Α =  {α e Q : α είναι άνω φράγμα του 5}.

2ΓιαιΙ αν p*Jl ήταν ρητός, τότε και ο ^.p -Jl =  θα ήταν ρητός, άτοπο.
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Θα αποδείξουμε ότι το Λ δεν έχει ελάχιστο στοιχείο, δηλ. ότι το αξίωμα 
της πληρότητας δεν ικανοποιείται για το β . Αν α e Α τότε a > •Γχ γιατί 
αν α < */2 θα υπάρχει θετικός ρητός * τέτοιος ώστε: α < * < </ϊ. Αφού

< 2 = > * e  S που σημαίνει ότι το α δεν είναι άνω φράγμα

του S. Δηλαδή αν a < J l  => α £ Α. Συνεπώς αν α € Α τότε το α δεν είναι 
μικρότερο από το \ ί ΐ . Αφού ο V2 είναι άρρητος και όλα τα στοιχεία του Α 
είναι ρητοί συμπεραίνουμε ότι αν α € Α τότε a > y/l.

Έστω τώρα α, ένα τυχαίο στοιχείο του Α. Τότε α, > V5 οπότε υπάρχει

ρητός ^τέτοιος ώστε: α\ > > y/l. Επιπλέον αν j: e 5τότε χ 1 <2 < ( £ )

και έτσι ο είναι άνω φράγμα του S. Συνεπώς ^  e Α. Αυτό συνεπάγεται 
ότι αν αι είναι ένα τυχαίο στοιχείο τουΑ, τότε υπάρχει ένα στοιχείο ^  του
Αμε < α ι . Έτσι το Α δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.

Αυτό αποδεικνΰει ότι το Q δεν ικανοποιείτο αξίωμα της πληρότητας. ·

Σημείωση

Μια διαφορετική απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος είναι η παρα
κάτω:

Ας θεωρήσουμε το σύνολο S = {χ € Q : χ > 0 και χ 2 < 2). Είναι 
5 ^ 0 ,  αφού 1 € S. Επίσης το S είναι άνω φραγμένο από το 2, αφού 22 > 2. 
Έστω ότι ο ρητός μ  είναι supremum του S. Από το Αξίωμα 6, θα ισχύει ένα 
από τα εξής:

(0  μ 2 < 2  ( ιϊ)  μ 2 > 2 (Hi) μ 2 =  2. 

θεωρούμε τον ρητό αριθμό y =  Τότε παίρνουμε:

μ - y =
2(μ2 -  2) 

3 +  2μ
και 2 —y 2 - μ 2

0 + 2 μ ) 1 '

(ί) Έστω μ 2 < 2. Τότε μ  -  y < 0 και 2 -  y2 > 0. Δηλ. μ  < y και 
y € 5. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού μ  =  supS και δεν μπορεί να υπάρχουν 
στοιχεία του S μεγαλύτερα του supS =  μ .

(ii) Έστω μ 2 > 2. Τότε μ  -  y > 0 και 2 -  y2 < 0 .  Δηλ. μ  > y και y2 > 2. 
Αυτό σημαίνει ότι το y είναι άνω φράγμα του S, μικρότερο του supS, άτοπο.

(iii) Έστω μ 2 =  2. Τότε μ  =  \/2που δεν είναι ρητός3. ·

3Ας υποθέσουμε όιι υπάρχει ρητός μ τέτοιος ώστε μ2 = 2 και β = f  όπου p και q Ο



ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ - ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 21

Σημείωση
Όπως είναι γνωστό ισχύουν

IR = QU n , Q n n  = 0  

Q =  Ζ ϋ ( β - Ζ ) , Ζ η ( β - Ζ )  =  0 
όπου Q — Ζ είναι το σύνολο των γνήσιων κλασμάτων , δηλ.

£ p e Z , q  € N , q  # 1 ,  Λ/ΑΓΔ(ρ,<?) =  1 
<1

Το σύνολο των άρρητων αριθμών Π είναι η ένωση των αλγεβρικών άρρητων 
αριθμών και των υπερβατικών αριθμών σύμφωνα με το επόμενο ορισμό:

Ο χ € R  θα λέγεται αλγεβρικός άρρητος, αν και μόνον αν, υπάρχει
ν € Ν, ν > 2 και Oq, a l t . . . , α ν e Ζ :

αοΧ*' +  α ι χ 1*"1 +  . . .  +  α»-ιΧ  +  ctv — 0,

αλλά δεν υπάρχει γραμμική εξίσωση β0% + βί = 0 , β 0>βι ε Ζ  για την οποία 
το χ να είναι λύση.

Ο χ 6 R θα λέγεται υπερβατικός, αν και μόνον αν, είναι άρρητος αλλά 
όχι αλγεβρικός άρρητος.

Για παράδειγμα ο χ =  3 ικανοποιεί την εξίσωση χ2 — 9, αλλά και την 
χ — 3 =  0. Αρα δεν είναι αλγεβρικός άρρητος. Ο χ = - / ΐ  είναι αλγεβρικός 
άρρητος, γιατί χ2 -  2 =  0, αλλά δεν ικανοποιεί την βοχ +  β 1 =  0 για 
οποιοδήποτε β0 και βχ.

Υπερβατικοί αριθμοί είναι π.χ οι e, π , (λ/ 2 ) ^  κ.τ.λ. Υπάρχουν όμως και 
αριθμοί που δεν είναι ακόμα γνωστό αν είναι ρητοί ή άρρητοι, όπως για 
παράδειγμα η σταθερή των Euler -Mascheroni

γ  = lim ^1 +  ^  +  . . .  +  i  — togv^ =  0.57721566...

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L 'Εστω F ένα διατεταγμένο και Αρχιμήδειο σώμα (όχι αναγκαστικά 
πλήρες). Να αποδείξετε ότι:

(Ve > 0)(e € F)(3v e Ν ): ~  < e.
L·

θετικοί ακέραιοι χωρίς \α έχουν κοινό παράγοντα. Τότε ( f ) 2 =  2 =* p2 =  2j 2. Συνεπώς ο ρ 2
διαιρείται με το 2 καιάρα ρ  =  2k. Όμως τότε 4Jt2 = 2q2 => q2 = 2k2 και άρα ο q2 διαιρείται με 
το 2 και επομένως q =21. Τότε όμως α  p και q έχουν κοινό παράγοντα το 2, πράγμα άτοπο.
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Απόδειξη

Από την Αρχιμήδειο ιδιότητα, Θεώρημα 1.4, υπάρχει ν e IN : ν > 
Αλλά 2ν > ν, Vu € W.4 Επομένως 2ι' > υ > } = » ^ < * .

2.(θεώρημα του Ευκλείδη-Αλγοριθμική διαίρεση) Αν or και β είναι 
ακέραιοι, τότε να αποδείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί ακέραιοι q και r 
τέτοιοι ώστε:

a =  / 9 q + r , 0 < r <  \β\.

Απόδειξη

Έστω β  > 0. Θέτουμε q =  [ |] . Τότε

q =

Αρα
fig < a < βη +  β.

Αυτό συνεπάγεται ότι 0 < a -  βς < β. Αν r =  a -  /Jg τότε προφανώς οι qr 
xair είναι ακέραιοι τέτοιοι ώστε α =  fiq + r και 0 < r < β.

Θα αποδείξουμε το μονοσήμαντο των q και τ . Ας υποθέσουμε ότι και 
a = fiqi +  τρόπου qltrt είναι ακέραιοι καιΟ < /·, < β. Τότε θα έχουμε:

f iq + r  =fiqx +/·,.

Αυτή συνεπάγεται ότι
β<8\ - q) =  r - r , .

Αφού 0 < r < f i  κ α ι - β  < -r , < 0 τότε - β  < r -  r, < β. Επομένως

- β  < β ( q - q l) < β

ή
-1  < q - q x < 1.

Αφού q -  q\ είναι ακέραιος θα είναι q - q x =  Οκαι άρα q = q\. Τότε όμως 
καίΓ =  η που συμπληρώνει την απόδειξη σ' αυτήν την περίπτωση.

Αν β <0  εφαρμόζουμε τα προηγούμενα θέτοντας όπου β τ ο  \β\. ·

4Από την ανισότητα του Bemoull είναι V  =  (1 +  ΐ)*1 > 1 +  ν > ν.
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§ 12 ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

θεώρημα 1.9 To supremum και το infimum ενός συνόλου A c  R ,  όταν 
αυτά υπάρχουν, ορίζονται μονοσήμαντα.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι Μχ =  supΑ και Λ/2 =  supA. Τότε και το Μ, και το 
Μ-ι είναι άνω φράγματα του Α  Αφού Μχ =  sup Α συνεπάγεται ότι το Μ, θα 
είναι μικρότερο ή ίσο από κάθε άλλο άνω φράγμα. Αρα Μχ < Μζ. Με το ίδιο 
όμως σκεπτικό και Μ2 < Μχ και συνεπώς Μχ = Μτ.

Παρόμοια εργαζόμαστε και για το infimum. ·

θεώρημα 1.10 Έστω A c  R. Τότε t o M e R  είναι το supremum του Α, 
αν και μόνον αν, το Μ είναι άνω φράγμα του Α, και για κάθε e > 0, υπάρχει 
χ e Α τέτοιο ώστε: x > Μ -  ε. Αηλ.

Μ =  supA ο α), χ < Μ, Vx e A 
β ), (Vi > 0)(3λ: 6 A) : Μ  -  € < χ.

Σημείωση

Το Θεώρημα αυτό λέει ότι υπάρχουν στοιχεία του συνόλου πολύ κοντά 
στο supA. Πιο απλά, λέει ότι αν το Μ είναι στα δεξιά του συνόλου Α  τότε 
δεν υπάρχει χάσμα μεταξύ αυτού και του συνόλου Α  αφού για οποιοδήποτε 
μικρό e > 0 μπορούμε να βρούμε ένα στοιχείο χ  του Α πιο κάτω από το Μ και 
πολύ κοντά του σε απόσταση €. Προσοχή, αυτή η παρατήρηση προσπαθεί 
να επεξηγήσει το νόημα του θεωρήματος και σε καμμιά περίπτωση δεν 
αποτελεί απόδειξη.

Απόδειξη του θεωρήματος 1.10

Έστω Μ  =  supA  και € > 0. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει χ  € Α τέτοιο 
ώστε: Μ  — € <  χ. Ας υποθέσουμε ότι τέτοιο jc δεν υπάρχει.Τότε θα έχουμε: 
χ  < Μ — e, Vjc € Α. Αυτό όμως σημαίνει ότι το Μ -  € είναι άνω φράγμα του 
Α γνήσια μικρότερο του Μ και άρα το Μ δεν είναι το supA, που είναι άτοπο 
γιατί αντίκειταιστην υπόθεση.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το Μ ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεω
ρήματος, δηλ. χ  < Μ, Vx e Α και (Vi > 0)(3* € Α ) : Μ -  € < χ < Μ. Αν το 
Μ δεν είναι το supA, θα υπάρχει ένα Mq < Μ  τέτοιο ώστε: χ < Mq, 'ix  € A. 
Έστω € =  Μ — Μ> > 0. Τότε από την δεύτερη συνθήκη, υπάρχει ένα χ  € Α
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τέτοιο ώστε
Μ  — (Μ  — Μ0) < χ  < Μ

δηλ. Μ0 < χ  που αντίκειται στην υπόθεση ότι το Μ0 είναι άνω (ρράγμα του 
Α. Συνεπώς Μ — sup Α και το Θεώρημα αποδείχτηκε. ·

θεώρημα 1.11 Έστω A c  R. Τότε το m e R είναι το infimum του Α, αν 
και μόνον αν, το m είναι κάτω φράγμα του Α, και για κάθε e > 0, υπάρχει 
χ € Α τέτοιο ώστε: x < m +  e-Δηλ.

m =  infA Ο m < χ, Vx € A
(V« > 0)(3r 6 A ) : x < m + € .

Απόδειξη

Η απόδειξη είναι όμοια με αυτήν του θεωρήματος 1.9 και παραλείπεται 
(βλέπε άσκηση 1.1). ·

Θεώρημα 1.12 Αν A c  Ζ είναι άνω φραγμένο, τότε supA e A

Απόδειξη

Αφού A c  Ζ και το IR είναι πλήρες (Αξίωμα 10, §1.1) το supA  € R, 
υπάρχει. Υποθέτουμε ότι supA = Μ $ Α. Τότε χ < Μ, V* e Α και από 
το Θεώρημα 1.9 για =  1 υπάρχει jci € Α τέτοιο ώστε: Μ -  1 < χ\ < Μ. 
Επίσης από το θεώρημα 1.9 για α  — Κ ί-χ χ > 0, υπάρχει Χ2 € Λτέτοιοώστε: 
Μ  -  (Μ — χι) = χ\ < Χ2 < Μ. Έτσι λοιπόν βρήκαμε δυο διαφορετικούς 
ακέραιους χ\ και χι με διαφορά μικρότερη του 1, πράγμα άτοπο.Αρα 
supA € Α. ·

Θεώρημα 1.13 Έστω A C ΙΙένα μη κενό και φραγμένο σύνολο. Θέτουμε

Τότε

λΑ =  (λχ: χ € Α, λ € R).

i)sup(XA) =  ( 

« )ω (ΛΑ)= { ^ ;

λ < 0  
λ > 0

λ > 0  
λ < ο

Απόδειξη ο
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i) Έστω Μ  =  sup Α χ  αι λ > 0. Τότε

χ < Μ, Vx& A

(Ve > 0)(3*ι e A) : x x > M  — —.
λ

Συνεπώς για κάθε στοιχείο χ ' του λΑ έχουμε χ' < λΜ και υπάρχει ένα 
στοιχείο χ[ € Α ·. χ[>  λΜ  — e. Άρα supkA  =  λΜ =  ksupA.

Έστω τώρα λ < 0. Τότε θα έχουμε:

in f  A < χ, Vx € A =» λχ < k in fA , Vx € A

και υπάρχει xi e A : xi < i n f  A -  £ =» k in fA  —e < kx i, (αφού λ < 0 => 
—λ > 0). Συνεπώς supkA  =  kin fA .

ii) Αφήνεται για άσκηση (άσκηση 1.1). ·

Παρατήρηση 1.14

Αν το Α δεν είναι φραγμένο, τότε και το kA δεν είναι φραγμένο, Έτσι 
οι σχέσεις ί) και ii) του Θεωρήματος 1.13 ισχύουν και στην περίπτωση που 
το Α δεν είναι φραγμένο, αρκεί να ορίσουμε λ(+οο) =  -foe αν λ > 0 και 
λ(+οο) =  -ο ο  αν λ < Q

Παρατήρηση 1.15

Αν α < Μ, Vor e Λ τότε συνεπάγεται ότι supA  < Μ . Π.χ αν Α =  (0,1) 
τότε a  < 1, Va € (0,1) αλλά supA  =  1.

Όμοια αν a > m, Va 6 Α τότε in f  A > m.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L  Να βρεθεί το supA αν A =  {1 — υ € Ν}.

Λύση

Επειδή ν 6 Ν  τότε i > 0 = » - £ < 0 = > l - i  < 1 . Αρα το 1 είναι άνω 
φράγμα του Α  Είναι όμως το 1 το supA·, Για δοσμένο e > 0 διαλέγουμε 
το ν > |·. Τότε 1 -  £ > 1 -  e και αφού 1 -  £ € Α, από το Θεώρημα 1.9, 
συνεπάγεται ότι supA = 1.

2. 'Εστω A c  R ένα μη κενό και φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι: 

infA =  sup{x € R : x είναι κάτω φράγμα του Α)

Απόδειξη
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Ας θέσουμε Β =  {χ e IR : χ είναι κάτω φράγμα του Α}. Τότε ΐη /Α >  
y,V y  € Β και συνεπώς

in f  A >supB. (1)

Αλλά in f A € B  και άρα
in f  A <supB. (2)

Από τις (1) και (2) παίρνουμε ότι in f  A =  supB.

3. Έστω A c  R ένα μη κενό και φραγμένο σύνολο και Β ένα μη κενό 
υποσύνολο του Α. Να αποδείξετε ότι:

InfA < infB < supB < supA.

Απόδειξη

Έστω a € Β. Τότε α € Α και επομένως in f  A < a < su p A ,Ία  € Β, 
δηλ. τα supA, iηfA  είναι αντίστοιχα άνω και κάτω φράγματα του Β. Επειδή 
όμως το supB  είναι το μικρότερο από τα άνω φράγματα και το in fB  είναι 
το μεγαλύτερο από τα κάτω φράγματα, θα ισχύουν:

supB  < supA και in f  Α <  in fB .  (1)

Επειδή όμως Va € Β ισχύει in fB  < α  καια < supB  θα είναι

in fB  <supB. (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε:

in f  A < in fB  <supB  <supA.

4. Έστω A c  R, B c  R δυο μη κενά και φραγμένα σύνολα. Ορίζουμε

C =  {χ : χ =  α +  β, α € Α, β € Β}.

Να αποδείξετε ότι το in f C  και το supC  υπάρχουν, και μάλιστα ισχύει:

O infC =  infA +  infB 

ii) supC =  supA +  supB

Απόδειξη

Θα αποδείξουμε την ii) αφήνοντας την i) για άσκηση (άσκηση 1.1).

Έστω Μ =  supA και Ν =  supB,nov υπάρχουν αφού τα σύνολα Α και 
Β είναι φραγμένα. Τότε a < M,Va e Α και β  < Ν ,νβ  e Β. Α \ χ € C τότε
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χ  =  α +  β < Μ +  Ν, δηλ. to  Μ + Ν είναι άνω φράγμα του C και άρα το 
supC υπάρχει. Αν αυτό είναι Κ,τότε

Κ < Μ + Ν .  (1)

Θα αποδείξουμε ότι και Μ  + Ν < Κ.  Από τον ορισμό των sup Α και supB  
έχουμε:

(Ve > 0)(3αι € A ): Μ  — € <αχ 

(V€>0)@ β χ & Β ) : Ν - €  <βχ.
Επομένους

Μ + Ν — 2& < <χχ +  β\ < Κ

(αφού αχ + βι € C> Δηλαδή Μ +  //  < AT +  2e, Ve > 0. Αυτόσημαίνειότι

Μ  + Ν < Κ .  (2)

Από τις (1)και(2) έχουμε ότι Κ — Μ + Ν , που αποδεικνύει και το ζητούμενο.

Σημείωση

Στην παραπάνω απόδειξη χρησιμοποιήθηκε το παρακάτω Λήμμα:

Αν οι αριθμοί α ,β  e JR είναι τέτοιοι ώστε α < β  +  ε, Vie > Οτάτε α < β.

Η απόδειξη είναι απλή. Πραγματικά* έστω ότι δεν ισχύει to συμπέρασμα, 
δηλ. β < α. Τότε διαλέγοντας ως e =  s—£ > 0 έχουμε:

/*+ €  =  /? + « ~ β
2

άτοπο, αφού β + ζ > α .

α + β α + α
2 α

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

11 Να αποδείξετε το Θεώρημα 1.11 και να συμπληρώσετε τις αποδείξεις 
του Θεωρήματος 1.13 και της εφαρμογής 4.

Να βρεθούν τα supA και in/ Α  αν το Α ορίζεται ως εξής:

i )  A = { 1̂ r :v € W }.

ii) A =  [χ € 1R : |*| 4- \x +  1| < 2}.

ill) A =  {x € m  : |jc||x + 1 | < 2}.

L3 Να αποδείξετε ότι κάθε μη κενό σύνολο πραγματικών αριθμών, το οποίο 
είναι κάτω φραγμένο έχει infimum.
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1 4  Έστω A c  IR, Β c  iRbvo φραγμένα και μη κενά σύνολα. Να αποδείξετε 
ότι:

i)  ii</KAU Β) =  max{supA, supB).

ii) in f(A U  Β) =  m in[infA , in /B ).

lit) in f  B — sup A =  in /{y — x : x € A ,y  e B).

§ 1.3 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ TOY R

θα δούμε τώρα μερικές γεωμετρικές ή τοπολογικές ιδιότητες συνόλων 
πραγματικών αριθμών. Οι τοπολογικές αυτές ιδιότητες είναι πολύ βασικές 
για τον ορισμό σημαντικών εννοιών, όπως του ορίου και της συνέχειας που 
θα μας απασχολήσουν σε επόμενα κεφάλαια.

Διαστήματα και περιοχές στο R

Με τον όρο φραγμένο διάστημα, εννοούμε το σύνολο όλων των πραγμα
τικών αριθμών χ που βρίσκονται μεταξύ δυο πραγματικών αριθμών α και 
β διαφορετικών μεταξύ τους. Οι αριθμοί α και β μπορούν και οι δυο να 
ανήκουν στο σύνολο ή και οι δυο να μην ανήκουν στο σύνολο ή ακόμα μπορεί 
να ανήκει ο ένας από τους δυο. Αν τα α και β δεν ανήκουν στο σύνολο, δηλ. 
α < χ < β , τότε το φραγμένο διάστημα λέγεται ανοιχτό και συμβολίζεται 
με (α, β). Αν περιέχει τα α και β λέγετα κλειστό και συμβολίζεται με [α, β]. 
Είναι δυνατόν ένα φραγμένο διάστημα να μην είναι ούτε ανοιχτό, ούτε 
κλειστό. Τέτοια είναι η περίπτωση που ο ένας από τους αριθμούς α και β 
ανήκει στο σύνολο και ο άλλος όχι. Αν α < χ < β τότε συμβολίζουμε αυτό το 
διάστημα με [α, β), ενώ αν α < χ < β  γράφουμε (α, β]. Για όλα τα φραγμένα 
διαστήματα, ανοιχτά, κλειστά ή ούτε το ένα ούτε το άλλο, οι αριθμοί α και 
β  λέγονται άκρα του διαστήματος.

Παρατηρούμε ότι από την απαίτηση α Φ β  συνεπάγεται ότι ένα φραγμένο 
διάστημα δεν μπορεί να περιέχει ένα μόνο στοιχείο ή ακόμα περισσότερο δεν 
μπορεί να είναι κενό.

Αν a e IR τότε τα σύνολα [χ e 1R : χ < α}, [χ € IR : χ < α}, [χ € IR : 
χ  > α], {χ e IR : χ > α) λέγονται μη φραγμένα ή απέραντα διαστήματα. 
Από αυτά τα δυο που δεν περιέχουν το α λέγονται ανοιχτά και τα άλλα δυο 
που περιέχουν το α λέγονται κλειστά.

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών, 
δηλ το ZR είναι ένα μη φραγμένο διάστημα. ο
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Ένα ανοιχτό και φραγμένο διάστημα (α — 8, α + δ) όπου 8 ένας θετικός 
πραγματικός αριθμός, λέγεται περιοχή του πραγματικοί) αριθμοί) α. Την 
συμβολίζουμε με Μ (or) όπου το α λέγεται κέντρο της περιοχής και το 8 
ακτίνα. Συμβολικά είναι

Ns(a) =  {λ e Ε  : pc — α | < δ)

και γραφικά

—θ
α -δ

Νβ( α )
» . Μ — I " Ο—
α α+δ

Σχήμα 1.1

Αν από την περιοχή Ns(a) εξαιρέσουμε το σημείο α, τότε η περιοχή 
λέγεται δακτυλική περιοχή του or και συμβολίζεται με Ν$(α). Είναι δηλ. 
Νξ(a) =  Ns(a) -  {α} και συμβολικά και γραφικά

Ng(a) = [χ e 1R : 0 < |x — α\ <5}

Nj(e)
------------- Ο ■ ■ Ο 0------------- -

α -δ  α α+δ

Σχήμα 1.2

Σημεία συσσωρεύσεως

Ένας πραγματικός αριθμός or θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως ενός 
συνόλου A c  R, αν κάθε περιοχή του or περιέχει άπειρα στοιχεία του Α.

Ένα σημείο συσσωρεύσεως ενός συνόλου Α μπορεί να ανήκει, αλλά 
μπορεί και να μην ανήκει στο Α

Παράδειγμα 1.16

Έστω Α =  {χ e R  . 0 < χ < 1). Τότε σημεία συσσωρεύσεως του Α είναι 
τα στοιχεία του συνόλου A' =  (χ e R : 0 < χ  < 1}.

Παράδειγμα 1.17

Έστω Α =  {1,2,...}. Τότε το Αδεν έχει σημεία συσσωρεύσεως. Πραγμα
τικά· αν or =  υ € IN τότε η περιοχή NyZ(a) δεν περιέχει κανένα στοιχείο του
A  A v a ^ v .V v e  W, τότε η περιοχή Νδ*(α) με 8 =  \m in{ \α — jc{, jc e Α) δεν 
περιέχει κανένα στοιχείο του Α  ^

ο  ι .! <. i
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Παράδειγμα 1.18

Έστω Α = {χ € Ε  : χ € [0,1] και χ  ρητός}. Τότε κάθε α e 
[0, 1] είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α  επειδή μεταξύ δυο οποιονδήποτε 
πραγματικών αριθμών^υπάρχει ένας ρητός αριθμός (Θεώρημα 1.7).

Παράδειγμα 1.19

Έστω A =  {1,1 -  i ,3  +  £}. Τότε οι αριθμοί 1 και 3 είναι σημεία 
συσσωρεύσεως του Α

Το ακόλουθο θεώρημα δίνει λαβή για μια διαφορετική θεώρηση του 
σημείου συσσωρεύσεως.

θεώρημα 1.20 Ένα σημείο a € R είναι σημείο συσσωρεύσεως ενός 
συνόλου A c  R, αν και μόνον αν, κάθε δακτυλική περιοχή του α περιέχει 
τουλάχιστον ένα στοιχείο τουΑ.

Απόδειξη

Υποθέτουμε ότιτο α δεν είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α Τότε υπάρχει 
μια δακτυλική περιοχή Ν&{{α) η οποία περιέχει το πολύ ένα πεπερασμένο 
υποσύνολο Β του Α Αν Β =  0 τότε η περιοχή Ngt (α) δεν περιέχει στοιχεία
του Α  Αν β /  0 τότε συμβολίζουμε με β ι,β ι ....... β ν τα στοιχεία του.
Παίρνοντας τότε ως

Si =  min[\a — β\\,\α — β ι\....... \α -  β ν\)

έχουμε ότι η δακτυλική περιοχή (α)δεν περιέχει στοιχεία του Α  Συνεπώς 
το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α αν κάθε δακτυλική περιοχή του α 
περιέχει τουλάχιστο ένα στοιχείο του Α

Αντίστροφα, αν το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α τότε κάθε 
δακτυλική περιοχή του α, περιέχει άπειρα στοιχεία του Α και κατά συνέπεια, 
οπωσδήποτε ένα. ·

Αν για ένα σημείο α 6 Ε  και για κάθε θετικό αριθμό 6, το διάστημα 
(α — δ, α) περιέχει άπειρα στοιχεία ενός συνόλου Α  τότε το α λέγεται από 
αριστερά σημείο συσσωρεύσεως του Α. Όμοια αν το διάστημα (α, α + 8) 
περιέχει άπειρα στοιχεία ενός συνόλου Α  τότε το α λέγεται από δεξιά σημείο 
συσσωρεύσεως του Α. Έτσι λοιπόν ένα σημείοα είναι σημείοσυσσωρεύσεως 
ενός συνόλου Α  αν και μόνον αν, είναι σημείο συσσωρεύσεως ή από 
αριστερά ή από δεξιά ή και από τις δυο μεριές.

Το σύνολο των σημείων συσσωρεύσεως ενός συνόλου Α λέγεται παράγω-
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γο σύνολο και συμβολίζεται με Α\ Η ένωση του Α και του Α’ λέγεται θφα| 
του Ακαι συμβολίζεται με λ. Δηλαδή A =  A U Α'.

Ένα σύυνολο A c  X  θα λέγεται παντού πυκνό στο X, αν και μόνον αν, 
A U A' — X. Σαν συνέπεια αυτού του ορισμού έχουμε το παρακάτω

θεώρημα 1.21 Τα σύνολα των ρητών Q και των άρρητων I είναι παντού 
πυκνά στο R.

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 1.7 υπάρχει ρητός μεταξύ δυο οποιονδήποτε πραγματι
κών αριθμών. Συνεπώς κάθε πραγματικός αριθμός είναι σημείο συσσωρεύ- 
σεως του Q, δηλαδή Q  =  R . Αρα Q' UQ = R O Q  = R .

Κατά τον ίδιο τρόπο, από το Θεώρημα 1.7 παίρνουμε ότι Π' =  R ,  και 
άρα H Ό Π' = R U  Π — IR. ·

Ένα σύνολο το οποίο περιέχει όλα τα σημεία συσσωρεύσεώς του λέγεται 
κλειστό.

Παράδειγμα 1.22

Το κλειστό και φραγμένο διάστημα [α, β] είναι κλειστό σύνολο. Έστω 
ξ σημείο συσσωρεύσεως του [α, β]. Θα αποδείξουμε ότι ξ e [α, β]. Ας 
υποθέσουμε ότι ξ > β . Θεωρούμε την περιοχή Λ ^ ( £ )  και έστω* e Νξ-β(ξ), 
δηλ.

\ χ - ξ \ < ξ - β = ϊ β - ξ < χ - ξ < ξ - β = > χ > β .
Δηλαδή αν ξ > β τότε η περιοχή Νξ-β(ξ), συνεπούς και η δακτυλική περιοχή 
Νς_β(ξ) του ξ δεν περιέχει σημεία του [α, β] . Αυτό σημαίνει ότι αν ξ > β 
τότε το ξ δεν είναι σημείο συσσοαρεύσεως του [α, β ] .

Συνεπώς αν ξ είναι σημείο συσσοορεύσεως του [α, β] τότε ξ < β. Με 
ανάλογο τρόπο αποδεικνύσυμε ότι και α < ξ.

Επίσης τα μη φραγμένα διαστήματα {* € 1R : χ  > α] και {χ € R  : χ  < α) 
είναι κλειστά σύνολα.

Παράδειγμα 1.23

To R  είναι κλειστό, αφού R ' — R .

Παράδειγμα 1.24

Τυχαίο πεπερασμένο σύνολο (συμπεριλαμβανομένου του κενού) είναι 
κλειστό σύνολο. Πραγματικά· ένα τέτοιο σύνολο δεν έχει σημεία συσσα)-
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ρεύσεως και άρα Α' =  0. Επειδή A U 0 =  Α συνεπάγεται ότι το Α είναι 
κλειστό.

Αν A c  ZR, Α Φ 0 και α € Α, τότε το α μπορεί να είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Α ή να μην είναι. Αν είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α, 
κάθε Α£(α) περιέχει τουλάχιστο ένα στοιχείο του Α Αν το α δεν είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Α  τότε υπάρχει μια περιοχή Ng(a) η οποία δεν περιέχει 
κανένα στοιχείο του Α  Ένα τέτοιο σημείο λέγεται μεμονωμένο σημείο του 
Α. Έτσι λοιπόν:

Ένα σημείο a  € A c  R θα λέγεται μεμονωμένο σημείο του Α, αν και 
μόνον αν, υπάρχει ένα δ > 0 τέτοιο ώστε NJ(cr) Π Α =  0.

Ένα σύνολο Α θα λέγετα ανοιχτό αν το συμπλήρωμά του Ac (ως προς 
το 1R) είναι κλειστό σύνολο. Υπάρχουν σύνολα που δεν είναι ούτε ανοιχτά, 
ούτε κλειστά. Π.χ το διάστημά [α, β). Επίσης το ZR και το Q είναι σύνολα 
και ανοιχτά και κλειστά.

Ένα σημείο α θα λέγεται εσωτερικό σημείο ενός συνόλου Α, αν υπάρχει 
μια περιοχή του α που να περιέχεται στο Α  Ένα σημείο α θα λέγεται 
εξωτερικό σημείο ενός συνόλου Α  αν υπάρχει μια περιοχή του α που να 
περιέχεται ολόκληρη στο Ae. Ένα σημείο α θα λέγετα συνοριακό σημείο 
ενός συνόλου Α  αν κάθε περιοχή του ̂ (.περιέχει ένα τουλάχιστο σημείο του 
Α και ένα τουλάχιστο του Ac. Το σύνολο όλων των εσωτερικών σημείων του 
Α αποτελεί το εσωτερικό του Α  το σύνολο όλων των εξωτερικών σημείων 
του Α αποτελεί το εξωτερικό του Α και το σύνολο όλων των συνοριακών 
σημείων το σύνορο του Α

Είναι προφανές ότι, για οποιοδήποτε σύνολο, το εσωτερικό, το εξωτερικό 
και το σύνορο είναι ξένα μεταξύ τους. Δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός 
που να ανήκει σε παραπάνω από ένα από αυτά τα τρία σύνολα.

Παράδειγμα 1.25

Έστω A — [χ € R  : 0 < χ < 1} Τότε το εσωτερικό του Α είναι το σύνολο 
Α\ =  {* € 2R : 0 < χ  < 1}, το σύνορο είναι το σύνολο At =  {0,1} και το 
εξωτερικό είναι το σύνολο Α» =  IR -A t  =  {* € IR: χ > 1} U{jc € 1R : χ < 0}.

__________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΗ

—> To infimum ενός μη κενού συνόλου είναι, είτε ένα στοιχείο του Α  είτε 
ένα σημείο συσσωρεύσεως του Α

Απόδειξη ο
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Έστω m — in f  Α. Αν το m € Α τότε αυτό είναι το minA. Αν το m £ A 
τότε από τον ορισμό του infimum έχουμε ότι:

(Ve > 0)(3* 6 Α) : χ  < m + € ,

δηλ. η περιοχή N*(m) περέχει ένα τουλάχιστο στοιχείο του Α και επομένως 
το m είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α  (Για την ακρίβεια είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Α από δεξιά).

Σημείωση

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι το infimum ενός συνόλου, μπορεί να είναι 
στοιχείο του συνόλου, και ταυτόχρονα να είναι και σημείο συσσωρεύσεως 
του.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________________________

1.5 Έστω Α ένα μη κενό και φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι:

α) To sup Α ανήκει στο σύνορο του Α

β) To sup Α είναι πάντα στοιχείο της θήκης του.

1.6 Έστω Α ένα μη κενό κλειστό και φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι
το παράγωγο σύνολο Α' είναι φραγμένο.

ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

§ 14 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε μια ειδική κατηγορία συναρ
τήσεων που έχουν πεδίο ορισμού το σύνολο W των φυσικών αριθμών και το 
πεδίο τιμών τους είναι υποσύνολο του συνόλου των πραγματικών αριθμών.

Ορισμός 1.26. Μια συνάρτηση a : IN -+ IR λέγεται ακολουθία πραγμα
τικών αριθμών.

Με άλλα λόγια μια ακολουθία αντιστοιχεί σε κάθε φυσικό αριθμό έναν 
μονοσήμαντα ορισμένο πραγματικό αριθμό. Η τιμή της ακολουθίας στο ν 
συμβολίζεται με α ν, αντί του α(υ). Η ακολουθία συμβολίζεται με (αυ) ή 
α ν, ν e IN. Ο αριθμός αν λέγεται υ-οστός όρος της ακολουθίας.

Πιο γενικά μπορούμε να ορίσουμε ας ακολουθία την συνάρτηση /  που 
ορίζεται για όλους τους φυσικούς ν > ν0 και της οποίας το πεδίο τιμών 
είναι υποσύνολο του ZR, δηλ. αν α ν =  /( ν ) ,  ν > υ0· Για λόγους ευκολίας 
όμως θεα^ρούμε νο =  1.
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Μια ακολουθία μπορεί να οριστεί αν δοθεί αναλυτικός τύπος για τον 
υ-οστό όρο. Π.χ. ο τύπος (α„) =  -  ορίζει την ακολουθία α ν, ν e  IN της 
οποίας η τιμή στον φυσικό ν είναι λ. Είναι a t =  1, α2 =  j ,  κ. τ. λ. Επίσης 
μια ακολουθία μπορεί να οριστεί και με έναν αναγωγικό τύπο . Π.χ. οι 
εξισώσεις

α\ =  0, α2 =  1, ofw+i =  -(c tv+ a»-ι),υ  =  1, 2, . . .

ορίζουν μια ακολουθία α„, ν € Ν, της οποίας οι πρώτοι 6 όροι είναι :
ο ι i n  u
υ '  * , ϊ>  4 ’ 8 ' 16"

Το πεδίο τιμών της ακολουθίας ή το σύνολο των τιμών της συμβολίζεται 
με α(ΙΝ) και ορίζεται ως εξής:

α(ΙΝ) =  {jt € IR : (3ι> € 1Ν) με αν =  *}.

Δεν πρέπει να συγχέεται το σύνολο των τιμών μιας ακολουθίας με τους 
όρους της ακολουθίας. Το πλήθος των όρων μιας ακολουθίας είναι άπειρο, 
ενώ το σύνολο των τιμών της μπορεί να είναι πεπερασμένο. Για παράδειγμα 
η αν = k, έχει σύνολο τιμών το μονοσύνολο {λ} (μια τέτοια ακολουθία τη 
λέμε σταθερή), ενώ το πλήθος των όρων είναι άπειρο.

Οι ακολουθίες που παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και στις οποίες 
θα στρέψουμε τώρα την προσοχή μας είναι οι συγκλίνουσες ακολουθίες.

Ορισμός 1.27 Μια ακολουθία αν> ν € Ν θα λέμε ότι έχει όριο το ί  ή ότι 
η ακολουθία αν, ν € Ν συγκλίνει στο ί ,  και θα γράφουμε lima» =  ί  € R, αν 
και μόνον αν, για κάθε < > 0, υπάρχει ν0 € Ν τέτοιος ώστε για κάθε ν > υ0 
να συνεπάγεται \αν —1\ < € ή συμβολικά

Umav =  ί  ο  (Vi > 0)(3ν0 € N)(Vv € Ν)υ > η, ^  \αυ —1\ < ε.

Παρατήρηση 1.28

Στον παραπάνω ορισμό μπορούμε να πάρουμε |α„ -  1\ < €  αντί του 
\αν — ί \  < € και ν > ν0 αντί του ν > ν0 χωρίς να μεταβληθεί το νόημά 
του. Δεν είναι όμαις σωστό να θεωρήσουμε e > 0 αντί του ί  > 0, γιατί τότε 
περιορίζεται ο ορισμός της σύγκλισης σε σταθερές ακολουθίες.

Παρατήρηση 1.29

Ο ορισμός της σύγκλισης μπορεί να παραφραστεί ως εξής: Μια ακο
λουθία α ν,ν  € IN συγκλίνει στο t, αν υπάρχει ένα στοιχείο τέτοιο ώστε 
αυτό και όλα τα επόμενα (δηλ. αυτά που έχουν δείκτες μεγαλύτερους του νο)
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να διαφέρουν από το I  όσο πιο λίγο επιθυμούμε. Αυτό μπορεί να γίνει αν 
διαλέξουμε το νο αρκετά μεγάλο.

Μ' άλλα λόγια lim av = t ,  αν στην περιοχή Ν({ί) ανήκουν σχεδόν όλοι 
οι όροι της ακολουθίας, δηλ. έξω από την περιοχή αν υπάρχουν όροι της 
α υ, υ € IN , αυτοί θα είναι πεπερασμένοι το πλήθος.

Παρατήρηση 1.30

Για τον θετικό αριθμό e παρατηρούμε ότι δεν βλάπτεται η γενικότητα αν 
τον περιορίσουμε σε ένα ανοιχτό διάστημα με αριστερό άκρο το 0. Αν για 
παράδειγμα οι συνθήκες στον ορισμό της σύγκλισης ικανοποιούνται για όλες 
τις τιμές του e τέτοιες ώστε 0 < e < Λ, όπου Α προκαθορισμένος θετικός 
αριθμός, τότε αυτές αυτόματα ικανοποιούνται για μεγαλύτερες τιμές του €. 
Αν |α„ — ί\ < € καιε' είναι οποιοσδήποτε αριθμός > Λ τότε και \αν —1\ < e'.

Ακόμα η ανισότητα \αν - 11 < ε μπορεί να αντικατασταθεί από την 
ανιότητα:

|α„ — ί\ < kf (★ )

όπου k θετική σταθερή (ανεξάρτητη του *). Πραγματικά* έστω €, ένας 
θετικός αριθμός. Ορίζουμε ε2 =  *■ και παίρνουμε τον e2 σαν άλλη τιμή του 
€. Αφού η (★ ) ισχύει W > 0, υπάρχει ν0 e IN τέτοιο ώστε: |αφ -  ί\ < k t2 ή 
\αυ — 11 < *ι, Vi> > υ0. Αρα αν ισχύει η (*) για κάθε τιμή του e, τότε ισχύει 
και η \αν -  < €.

Μια πολύ απλή, αλλά σπουδαία εφαρμογή της έννοιας για κάθε θετικό 
αριθμό € δίνει η επόμενη πρόταση:

Αν μια σταθερή c είναι τέτοια ώστε |c| < €, Ve > 0, τότε c =  0. (Με 
απλά λόγια, ο μοναδικός μη αρνητικός αριθμός που είναι μικρότερος από 
όλους τους θετικούς, είναι το 0).

Πραγματικά* αν υποθέσουμε ότι c Φ 0, παίρνοντας ως € = £|c| έχουμε 
το άτοπο: |c| < j|c |. Αρα c = 0.

Σύμφωνα με όσα είπαμε παραπάνω μπορούμε να διατυπώσουμε και το 
εξής: Αν |c| < ke, Ve > 0, τότε c =  0.

Είναι σημαντικό στα παραπάνω ότι το c είναι σταθερό. Δεν μπορούμε 
να συμπεράνουμε π.χ. ότι e =  0 επειδή 11| < e, W > 0 . Δεν πρέπει ακόμα 
περισσότερο να γίνει σύγχυση της ανισότητας |c| < € με την ανισότητα 
|α ν —1\ < e που εμφανίζεται στον ορισμό της σύγκλισης. Η διαφορά α ν — ί  
δεν είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από το ν.

Παρατήρηση 1.31
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Αν στο ορισμό είναι ί  =  0, τότε η ακολουθία λέγεται μηδενική. 

Παράδειγμα 1.32

Η ακολουθία αν =  ί ,  ν 6 1Ν έχει όριο το 0. Πραγματικά· πρέπει να 
αποδείξουμε ότι:

(Υε > Q)(9i>o € lN)(Vv € 1Ν)ν >  v0 =»
1
υ

< €

Είναι | 1 | < ε < » λ < ε ο · υ > 1 .  Επομένως παίρνοντας ως υ0 έναν 
οποιοδήποτε φυσικό μεγαλύτερο από τον αριθμώ ι  (π.χ. ν0 =  [ * ] + 1) έχουμε 
το συμπέρασμα.

Παράδειγμα 133

Θα αποδείξουμε ότι =  - | ·  Πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(Υε >  0 )(3 ν 0 € W )(V v  € Ν)υ  >  ν0 =»
5ι> — 4  5

2 — 3υ + 3
<

Αλλά ISsi +  II < 6 =* llrfcl < € =* 15ΓΤ < € (επειδή 2 -  3υ < Ο,Υυ € 
Βί) ν > 1 ( 3  + 2). Αν λοιπόν διαλέξουμε ως ν0 οποιοδήποτε φυσικό 
μεγαλύτερο από τον αριθμό 1(3  +  2), θα έχουμε Υν > 4, ότι | |^=J· +  | |  < ε, 
που σημαίνει ότι lim | —  =

Παράδειγμα 1.34

θ α  αποδείξουμε ότι η ακολουθία α„ =  (-1)*\ ν € IN δεν συγκλίνει. Ας 
•υποθέσουμε το αντίθετο, ότιδηλ. r\a u,v e I N  συγκλίνει στο αριθμό έ.Τότε

(V« > 0)(3υ0 € IN)(Vv € ΙΝ)ν > ν0 ^  |(—1)υ — 1\ < ε.

Για όλους τους άρτιους δείκτες τους μεγαλύτερους του νο θα έχουμε: 11 -  ί  | <  
ε. Επειδή αυτό ισχύει Υε > 0 μπορούμε να πάρουμε ένα συγκεκριμένο ε, π.χ 
ε =  |.Τότε

|1 — έ| <
ι
4

— ι  < « 4
Επίσης για όλους τους περιττούς δείκτες τους μεγαλύτερους του ιυ θα 
έχουμε:

, ,  1 5 , 3
4 4  4

ο
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Όμως τέτοιος αριθμός που να ικανοποιεί συγχρονίας τις σχέσεις |  < I  < § 
και — |  < ί  < — |  δεν υπάρχει. Άρα η υπόθεση ότι limaν =  ί  δεν ευσταθεί 
και επομένως η ακολουθία α ν =  ( -  1)υ, ν e IN δεν συγκλίνει.

Θεώρημα 1.35 Το όριο συγκλίνουσας ακολουθίας είναι μονοσήμαντα 
ορισμένο.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι lim av =  ί  και lim av =  m με I  Φ m. Τότε από τον 
ορισμό έχουμε:

limav =  I  (Ve > 0)(3»>ι e N)(Vv € 2W)v > υ, =» \av — ί\ < €. (1)

limav =  « ο  (V( > 0)(3m € W)(Vv e Z?V) v > va => K  — /w| < €. (2)

Έστω mj =  max{vί, va} και e =  ^ \i  -  m| > 0. Από τις (1) και(2) Vv > ι/οθα 
έχουμε:

\ t - m \  = \{l -  av) +  (av - m )| < \av -  l\ + \av -  m\ < =  ^|€ -  ro|

που είναι άτοπο. Αρα ί  = m και έτσι το όριο είναι μοναδικό. ·

Ορισμός 1.36. Μια ακο λο\<Κα α„, ν e F  λέγεται φραγμένη, αν το πεδίο 
τιμών της είναι φραγμένο, δηλ.

(3Μ g R ): |αμ | < Μ, Vv € Μ.

θεώρημα 1.37. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγμένη. 

Απόδειξη

Έστω lim av =1. Τότε

(Ϋ€ > 0)(3mq € W)(Vv e  ΙΝ)ν > η) => |α„ — έ| < €. 

Ειδικά για ε =  1 παίρνουμε \αυ - t \ <  1 και

Κ Ι  =  |(ay - 1) + 1\ < \αν -  £\ +  |£| < 1 +  |/ |,  

δηλ.
Κ Ι < 1 +  |£|, Vv > υο·
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Παίρνοντας ως

Μ  =  max{\ax\, |cr2| , . . . , | a j ,  1 +  |έ|}

έχουμε ότι
|αν| < Μ, Vv e IN. ·

Παρατήρηση 1.38

Το αντίστροφο του θεωρήματος 1.37 δεν ισχύει. Π.χ. η ακολουθία 
α ν = (— I)1", ν € W δεν συγκλίνει (Παράδειγμα 1.34), αλλά είναι φραγμένη 
αφού |(-1)*Ί < l.Vv € IN. Το θεώρημα 1.37 χρησιμοποιείται κυρίως 
αρνητικά, δηλ. για να αποδείξουμε ότι μια ακολουθία δεν συγκλίνει. Αρκεί 
να αποδείξουμε ότι δεν είναι φραγμένη. Π.χ η ακολουθία αν =  ν δεν 
συγκλίνει, αφού δεν είναι φραγμένη. (Για να ήταν φραγμένη θα έπρεπε να 
ισχύει ν < Μ, Vu e IN που είναι αδύνατο.)

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L α) Αν μια ακολουθία αν, ν e Ν συγκλίνει προς ένα μη μηδενικό όριο 
I, τότε υπάρχουν ένας αριθμός k και ένας η> € Ν τέτοιοι ώστε:

0 < k < |crw|, Vy > υ0.

β) Αν επί πλέον είναι και α ν Φ 0, Vu e Ν τότε να αποδείξετε ότι:

inf{|av| : ν e Ν} > 0.

Απόδειξη
α) Έστω k =  λ|έ|. Τότε k > 0, αφού t  Φ Ο.Επειδή limav =  ί ,  υπάρχει 

ν0 € IN τέτοιο ώστε: fo, - 1\ < ε, Vv > ν0. Συνεπώς |έ| -  Ια Ι̂ < k ή αφού 
\t\ = 2k ,k<  | a j ,  Vv > η, πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο.

Σημείωση

Η εφαρμογή αυτή λέει το εξής με απλά λόγια: Αν lim av =  I φ  0 τότε 
υπάρχει μια περιοχή του 0 που περιέχει το πολύ ένα πεπερασμένο πλήθος 
όρων της α ν, ν € IN. Λέμε τότε ότι η ακολουθία α„, ν e IN είναι φραγμένη 
μακριά του μηδενός. Αυτό μπορεί να γενικευτεί: Αν 1ϊιηαυ =  ί  και β  είναι 
ένας αριθμός διαφορετικός από τον ί ,  τότε η α„, ν e IN είναι φραγμένη 
μακριά από τον β.

β) Σύμφωνα με το α) είναι k < |α„|, Υυ > υο· θέτουμε

m =  min{k, |α ι|....... |αι,0|}.
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Τότε i nf { |αν| : ν ε  Z/V} > m > 0.

2. Έστω αν, ν e Ν και βν,ν  e N  δυο ακολουθίες και ί  e  R . Αν για 
κάποιο Κ > 0 ισχύει

\av - l \  < K|0„|,Vv εΝ  και Um$, — 0, 

τότε να αποδείξετε ότι lima» =  I.

Απόδειξη

Επειδή limfc, =  0 θα έχουμε

(Ve > 0)(3υο € iV)(Vv € ΙΝ)ν > υο =» \βν\ <
Κ

Τότε όμως έχουμε:

(Ve > 0)(3ι»ο € W)(Vi> € ΙΝ)ν > ν0 =» |α„ -  ί\ < Κ\βν| < =  ε,
Κ

που σημαίνει ότι limctv =  ί.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

1.7 Να αποδείξετε ότι:

a) lim
6υ — 1

=  —6 β) lim
2νζ + 1  
ν2 +  3ι>

=  2

ΙΛ  Να αποδείξετε ότι οι ακολουθίες α» =  */ν, ν € 1Ν καΐα» =  ( - Ι ^ .υ ,  ν ε  
IN δεν συγκλίνουν.

§ 1.5 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΥΠΑΚΟΑΟΥΘ1ΑΣ_________________________

Αν παραλείψουμε μερικούς όρους μιας ακολουθίας, τότε αυτοί που 
απομένουν αποτελούν μια υπακολουθία. Πιο γενικά έχουμε τον

Ορισμός 1.39 Έστω αυ, ν ε  Ν μια ακολουθία πραγματικών αριθμών και 
k„, υ ε Ν μια ακολουθία φυσικών αριθμών τέτοια ώστε: kt < k2 < . . .  < k„. 
Τότε η ακολουθία βν =  a kv, ν ε  Ν λέγεται υπακολουθία της α», ν ε  Ν .

Παράδειγμα 1.40

Έστω α» =  2y~(~1)V, ν e IN. Τότε οι υπακολουθίες των άρτιων και των 
περιττών όρων είναι αντίστοιχα οι:

«*»= 22μ-1 και ο&„_ι — 22ν.
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Παράδειγμα 1.41

Η ακολουθία α* * «4» · · ·. <*ν  είναι υπακολουθία της a», ν € IN με kv = 2ν. 

Παράδειγμα 1.42

Αν αν =  c o s 'f ,  υ € IN τότε έχουμε τις παρακάτω υπακολσυθίες:

4υπ
= cos—̂ — = coslvn  =  1

(4υ — 1)π /  7Γ \
«4υ-1 =  cos----- ------  =  cos \ 2νπ — — J =  0, ν € Ν

=  COS

2
(4υ -  2)π

=  οαϊ(2υπ — π )=  — 1, ν € Ν

«4 ι> -3  =  C 0 S
(4ν -  3)π

=  οοί ^2νπ -  = 0 , v e N

Ας δούμε τώρα μερικές βασικές προτάσεις που αφορούν τις υπακολου- 
θίες.

θεώρημα 1.43 Αν Umorv =  I,  τότε κάθε υπακολουθία της αν,ν  € Ν 
συγκλίνει στο ί .

Απόδειξη

Έστω lim aν = ί  κα ια^ , ν e IN μια υπακολουθία της. Τότε:

lim av = I  ο  (Υί > 0)(3υ0 6 IN)(Vv e /Α/)υ > υ0 => |ο\, — £| < € (1)

Παρατηρούμε ότι για την/^, ν e IN ισχύει ^  > υ,Υι» e ZV5. Τότε όμως Υυ > 
ι>ο συνεπάγεται ότι kv > η, και από την (1) έχουμε ότι: \akv- ί \  < * ,Υ υ>  ν0. 
Αυτό σημαίνει ότι limakt =  ί. ·

Πόρισμα: lima„ =  t ,  etv και μόνον αν, για κάθε σταθερό k, limak+v =  t. 
Απόδειξη

Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η ακολουθία ak+v,v  € IN είναι υπακολουθία 
της ν e ΛΥ. ·

Παρατήρηση 1.44

Πραγματικά· για ν = 1 ισχύει, γιατί *ι e Ν και *ι > ι. Έστω ότι ισχύει για ν = μ. δηλ.
*μ > μ. Τότε *μ+1 > λμ > μ. και άρα Ιεμ+1 > μ. Από την τελευταία ανισότητα,επειδή α *μ+ι 
και μ είναι φυσικοί αριθμοί θα είναι Λμ+ι > μ + 1. Αρα ισχύει kv > ν, Vv e Ν .
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Αν limctk„ =  I τότε δεν συνεπάγεται αναγκαστικά ότι και lim av =  ί .  Π. 
χ .ο ν α ν = (—1)*\ ν € W τότε αζν =  ( - 1)2ν =  1 καισυνεπώς limaiv =  1, ενώ 
ξέρουμε από το Παράδειγμα 1.34 ότιη α„, ν e W δεν συγκλίνει.

Επίσης αν μια υπακολουθία της a v tv € IN δεν συγκλίνει, τότε και η 
α ν, ν € W δεν συγκλίνει, γιατί αν συνέκλινε, σύμφωνα με το Θεώρημα 1.43 
κάθε υπακολουθία της θα συνέκλινε, πράγμα που δεν συμβαίνει.

Αν υπάρχουν δυο υπακολσυθίες που συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια, 
τότε η α ν, ν e IN δεν συγκλίνει. Π.χ. η α ν =  ( -1 )1', ν e IN δεν συγκλίνει 
γιατί &ιν -+ 1καΐοϋν_ι -> - 1.

Παρατήρηση 1.45

Αν μια ακολουθία είναι φραγμένη, τότε και κάθε υπακολουθία της είναι 
φραγμένη. Επίσης αξίζει να παρατηρήσουμε ότι οποιαδήποτε ακολουθία 
είναι υπακολουθία του εαυτού της.

Παρατήρηση 1.46

Αν ξέρουμε ότι μια ακολουθία συγκλίνει, χωρίς όμως να ξέρουμε το όριό 
της, τότε το όριο μιας οποιαδήποτε υπακολουθίας της είναι και το όριο της 
ακολουθίας.

Στις εφαρμογές συνήθους χρησιμοποιείται το επόμενο Θεώρημα:

θεώρημα 1.47. Μια ακολουθία α ν, υ e Ν συγκλίνει, αν και μόνον αν, οι 
υπακολουθίεςα^ν, ν e Ν και α2ν-ι, υ € Ν συγκλίνουν στο ίδιο όριο.

Απόδειξη

Αν limav — I  τότε από το Θεουρημα 1.43 limalv — ί  και lime^„_ι =  ί .

Αντίστροφα, έστω 0n lim azl> =  I κα ι/ά κο^-ι =  έ. Τότε έχουμε: 

limctk =  I  ·$> (Ve > 0)(3υ! € W)(W 6 ΙΝ)ν > vy =» |α2„ - 1\ < e

limckv-i =  l  (Ve > 0)(3i>2 e W)(Vu € W)v > v2 => -  4| < c.

Θέτουμε υ0 =  max{2vu 2v% -  1}. Aν v e IN τότε:

on v =  2k τότε v > m =» 2k > 2v\ => k > ιφ =» |α» — έ| < € => 
|a v —1\ < €.

αν υ =  2k - 1  τότε v > v0 =* 2k -  1 > 2v2 -  1 =» k > - 1\ <
t  =» |a„ — ί\ < €.

Αρα \ctv —t\ < €, Vv > υ0 και συνεπώς lim av — ί. ·
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----------------------------------------------------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Αν limaw =  ί  και lim#, =  ί  τότε να αποδείξετε ότι η ακολουθία 
« ι, β ι,α ι, β ζ , . . . ,α ν, β ν, ν € Ν,που λέγεται σύνθεση των ακολουθιών α„, ν g 
Ν  και β ν, υ € Ν, συγκλίνει επίσης στο ί.

Απόδειξη

Αν ονομάσουμε yv,v  g IN την ακολουθία α\, β ι,α ι, β ι , ... ,α ν, β ,,ν  e IN 
τότε παρατηρούμε ότι: γιν = β ν,ν  g IN κ α ι> ^ ι  =  ctv,v  g IN. Σύμφωνα με 
το Θεώρημα 1.47 το συμπέρασμα είναι προφανές.

ΑΣΚΗΣΗ _____________________________________________________

1.9 Αν της ακολουθίας α ν,ν  g IN οι υπακολουθίες α ρν, .., ............ (ί?_,,
κ α ια ^ , ν g IN συγκλίνουν, όπου οι p και q είναι πρώτοι μεταξύ τους, 
τότε να αποδείξετε ότικαι η α υ, ν g IN συγκλίνει.

§ 1.6 Η ΑΛΓΕΒΡΑ ΤΩΝ ΟΡ1ΩΝ-ΒΑΣ1ΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ___________

Θα δούμε τώρα μερικά Θεωρήματα που μας βοηθούν στο να βρούμε 
ευκολότερα το όριο μιας ακολουθίας. Έστω α„, ν g IN και βν, ν g IN 
δυο ακολουθίες. Από τα στοιχεία τους μπορούμε να κατασκευάσουμε 
καινούργιες ακολουθίες, όπως + βν, ν g IN, αν - β ν, ν e IN, α ν.βν, ν g IN,
και ν £ IN που είναιγνωστές ως άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο 
αντίστοιχα. Στην περίπτωση του πηλίκου είναι αναγκαίο να εξαιρέσουμε 
το 0 από τα στοιχεία της ακολουθίας. Επίσης μπορούμε να θεωρήσουμε 
ακολουθίες kav,v  € IN με k τυχαία σταθερή ή |α„| ,ν  € IN όπου τα στοιχεία 
είναι οι απόλυτες τιμές των όρων της α υ, ν g IN. Προκύπτει τότε το ερώτημα 
της σύγκλισης τέτοιων ακολουθιών. Το επόμενο Θεώρημα δίνει τις πράξεις 
μεταξύ συγκλινουσών ακολουθιών, την άλγεβρα των ορίων, όπως λέμε.

Θεώρημα 1.48 Έστω lima», =  ί  και lim/3  ̂=  m. Τότε 

a) limicr» ± β ν) = ί ±  m. 

β) limkav =  k l, Vk G R.

γ) llm(ofv.̂ i,) =  Im .

δ) lim^- =  £  με την προϋπόθεση ότι f t  Φ  0 *αι m Φ  Ο6

6Η συνθήκη m /  0 δεν είναι αναγκαία για την σύγκλιση της ““-.αφού το /im ^  μπορεί \α 
υπάρχει αν και ηα^, υ € IV *αιι\βν,ν € IN είναι μηδενικές. Π.χ.αν αν = β ν =  I, ν e lN  τότε 
/ί/η^ = 1.
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ε) Um|o!y| = \ί\. Το αντίστροφο ισχύει μόνον αν ί  = 0. 
στ) lim J a l  =  y/J  με την προϋπόθεση ότι αν > 0.

Απόδειξη

α)

limav =£ &  (Ve > 0)(3vt e ZW)(Vv e W)v > ιη =» \av - 1\ < ~

Ιϊηιβν = m &  (Ve > 0)(3v2 € lN)(Vv € W)v > υ2 => \βν — m\ < - .
2

Παίρνοντας i>o =  max{vj ,  vz) έχουμε:

\<*υ + βν - (1 + η ι) \  < K  - £ \  + \βν - η ι \  < ^ +  ^  =  ε.

Δηλ. lim (av + βν) =£ + m. Το ίδιο αποδεικνύεται και για την διαφορά.

β) Αν k =  0 το συμπέρασμα είναι προφανές. Έστω λοιπόν k Φ 0 και 
limav = I. Τότε

(Ve > 0)(3υο € N)(Vv 6 W)v > ι>ο => |<*υ — ί \  <
|λ |

Επομένως
|*α„ -  &| =  |* ||αν -  έ| < =  €.

γ) Η orv, ν & IN είναι φραγμένη, αφού συγκλίνει (Θεώρημα 1.37). Έστω 
|α„| < Κ, Vv € Z/V. Είναι:

/iwa„ =£ > 0)(3vt e lN)(Vv € W)w > vt => |a„ -  —  ^

limfiv =  m <$· (Vc > 0)(iv2 e ZV)(Vv € W)v > v2 => |/8„ -  m| <
2λ

Παίρνοντας ι>ο =  max{v\, vz] έχουμε:

\αν.βν ~ t.m \ < \αν.βν -  avjn + a v.m -  l.m\
< |αυ||Α, -ro | +  \m\\av - l \

5  K 2K  +  ,m,2(l +  |m|)
€  · €

< -  +  -  =  f. 2 2

Σημειώνουμε ότι πήραμε για φράγμα της αν, ν € Κ το 5 ^ 5 7  *«ι όχι to 
επειδή το m μπορεί να είναι μηδέν.
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δ) Έστω β ν φΟ  και m Φ 0. Τότε έχουμε:

Ιϊηιβν =  m ο  (Vi > 0)(3vj € W)(Vv € ΙΝ)ν > ι>ι => |fl„ — ml <
2

Δηλαδή
|m| |m|

— ~  +  m < A  < — · +  m.

A vm  > 0= *0 <% < β ν < ψ .Α ν  m < 0=ϊ ψ  < β ν < £  <0. 
Άρα

\m\ 3|m|
t  < l/u < “ ·

Επίσης επειδή limfiv =  m θα έχουμε:

(Vi > 0)(3i* 6 W)(Vv € W)v > 14 =* \βν -  m\ <
4(KI +  1)

και επειδή / imav = tQ a  έχουμε:

(Vc > 0)(3i£ € ZW)(Vv € ZV)v > =» |αμ -  t\  <
t|m[ 

4 ’

Διαλέγοντας ιη =  max{vit i$, ι^} έχουμε Vv > v<j:

α ν t mav — ίβν m(av - t) + t(m
β ν τη ηβν η β ν

a . - 1 ί a v —
ο +  (*» βν>Ρν

<
A

i|w | 2 , ΚΙ 2 i|m |2
4 |m| ' |m| |m|4(KI +  1)

K1 I"» -  A. I

που αποδεικνΰει και το ζητούμενο.

ε) Προκύπτει εύκολα από την παρατήρηση ότι : | | a j  -  |1|| < Ια  ̂-  ί\. 
Το αντίστροφο δεν ισχύει, εκτός αν I  =  0. Δηλ. μπορεί μια ακολουθία 
να συγκλίνει απόλυτα, χωρίς όμως η ίδια να συγκλίνει. Παράδειγμα η 
ακολουθία αν =  (—I)1', ν e IN που δεν συγκλίνει (Παράδειγμα 1.34) και 
όμως |αν| =  1 -► 1.

στ) Επειδή αν > 0, Vv € ZV θα είναι I  =  lim av > Ο7. Θα διακρίνουμε 
λοιπόν δυο περιπτώσεις:

7Ας υποθέσουμε άτι το συμπέρασμα όεν ισχύει και t  < 0. Αφού/ima„ — ί  γα  e =  - t  > 0 
θα έχουμε ί  ~ t  < αν < I +«,Vv > νο· Ειδικότερα θα έχσυμεα* < /  +  « =  *+  (-1) =  Q που 
αντίκειται στην υπόθεση ότι αν > 0.

ο
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(ΐ) Αν ί  — 0, τότε αν -» Οκαι έτσι

(Ve > 0)(3υο € W)(Vv 6 ΙΝ)ν > υο => 0 < α ν < €2 =>· -> 0.

(ϋ) Έστω£ > 0. Τότε έχουμε:

λ/ οΓ+
Κ - ^ Ι  ι . ,,

Η σύγκλιση τώρα της *JcTv -> είναι προφανής.

θεώρημα 1.49 (Ισοσυγκλινουσών ακολουθιών) Αν α ν, ν e  Ν, βν, ν € 
Ν, γν, ν € Ν είναι τρεις ακολουθίες τέτοιες ώστε: αν < β» < γν, Vv e Ν  και 
lima» =  £ =  lim ^ τότε και η βν, ν € Ν συγκλίνει και Iim/9» =  ί.

Απόδειξη

lim av =  ί  Ό· (Ve > 0)(3ιη € W)(Vv € 1Ν)ν > i/t =φ |α„ — ί\ < ε

limyv = £ (Ve > 0)(3v2 € W)(Vv e W)v > V2 => Ik̂  — 1̂ < e. 

Για v0 =  waxivj, vz} έχουμε Vv > υ0:

t  —€ < α ν < β υ < Υ ν < ί  + £=$ · ί —€ < β ν <£  + €=$ Ιΐηιβυ — ί. ·

Παράδειγμα 1.50

Θα βρούμε το Είναι:

. 7ι>3 -  6ν2 +  5υ +  4lim ------ ------- ----------
5υ3 +  2ν2 +  ν

Παράδειγμα 1.51

Θα αποδείξουμε ότι lim  =  0. Το Θεώρημα 1.48 δ) εδώ δεν εφαρμόζε- 
ται απ ευθείας επειδή το lim lv  δεν υπάρχει. Αν το γράψουμε ως to
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Θεώρημα 1.48 δ) πάλι δεν εφαρμόζεται γιατή η ν + λ τώρα δεν συγκλίνει. Το 
Θεώρημα όμως εφαρμόζεται αν γράφουμε:

lint
2ν

υ2 +  1

2 0
Τ

= 0.

Από τα δυο παραπάνω παραδείγματα έχουμε τον εξής γενικό κανόνα:

'Οταν ο βαθμός του αριθμητή είναι ίσος με τον βαθμό του παρονομαστή, 
το κλάσμα έχει όριο το πηλίκο των συντελεστών των μεγιστοβάθμιων 
όρων, ενώ αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος από το βαθμό του 
παρονομαστή, το κλάσμα έχει όριο το μηδέν.

Παράδειγμα 1.52

Αν a € IR με |α | < 1, τότε limav =  0. Πραγματικά· επειδή αν α =  0 το 
συμπέρασμα είναι προφανές, υποθέτουμε ότι α # 0 .  Τότε ]^ > 1 και άρα 
— =  1 + Θ, για κάποιο Θ > 0. Από την ανισότητα του Bernoulli έχουμε ότι:

_ L  =  (1 +  0)υ > 1 + V0 > νθ => |α|1' < ί ΐ ,  Vv € IN.
|a |y Θ ν

Επειδή \  -*■ 0 έχουμε ότι lim\a\v =  0. Συνεπώς και /ίσια1' =  0.

Παράδειγμα 1.53

Θα αποδείξουμε τώρα ό τ ι : αν α € IR+, τότε Ιίηχφχ =  1.

θ α  διακρίνουμε τις περιπτώσεις: i) α =  1, ii) α > 1 και iii) 0 < α < 1. 
Η περίπτωση i) είναι προφανής. Έστω ότι ισχύει η ii) α > 1. Τότε 
φ ϊ  > 1 =* φ χ  = 1 +  α\, με ων > 0. Από την ανισότητα του Bernoulli 
παίρνουμε:

a — 1
α =  (1 +  αν)1' > 1 +  να\, =>ων < -------.

ν
Αυτό συνεπάγεται ότι liηιων =  0 και άρα //m φ ϊ  =  lim (1 +  ωυ) =  1.

Τέλος, αν 0 < α < 1 τότε φ ϊ  =  ·—- με 8ν > 0. Η ανισότητα του Bernoulli 
δίνει:

/  1 1 1 Λ , 1
α — ( -----— I — ----- γ* < “ Τ" => 0 < &ν < — .\ l + 8 vJ  1 -1- υδ„ νδν να

Αρα

1 +  5„ 1 +  5,
< δν < —  

να0 < 1 - φ ϊ  = Ι  ο
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cT — 11 < —  => v̂ cT- να

Παράδειγμα 1.54

Είναι Ιϊτηψν =  1. Πραγματικά· για κάθε ν € W είναι lj/ν  > 1 =» ίζ/ν =  
1 +<$„, με <5U > 0. Από την ανισότητα του Bernoulli παίρνουμε:

ν/ν =  (1 +  δ*)1' > 1 +  vSv > νδυ => δν <
ν  ν

Επειδή ^  -> Οθα είναι /wi&, =  0. Αρα

limyfv =  lim( 1 +  δν)2 =  lim( 1 +  2δυ +  δϊ) =  1.

Σημείωση. Γενικά για να υπολογίσουμε το όριο ν-οστης ρίζας παίρνουμε 
την k.v ρίζα, όπου k είναι φυσικός μεγαλύτερος κατά 1 από τον βαθμό της 
υπόρίζης ποσότητας. Π.χ. για να αποδείξουμε ότι ψυ1 + ν -*■ 1 θα πάρουμε
λ/ v̂  +  v > 1, αφού βέβαια ν2 +  ν > 1.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Αν α ν φ  0, Vv € Ν και lim 
lima,, =  0.

=  k < 1, τότε να αποδείξετε ότι

Απόδειξη

Διαλέγουμε πρώτα έναν αριθμό λ τέτοιο ώστε k  < λ < 1 και έστω 
ζ =  λ -  k. Τότε:

lim <Χν+1
αν

— k <$· (V« > 0)(3ιυ € W)(Vv € ΙΝ)ν > μ» =» <Χν+1
α ν

< €

Έτσι Vv > ν<> έχουμε:

°ν
= — k + k < <*ν+ι

<*ν
— k + 1*| < € +  k = λ.

Δηλ.
| α ν + ι |  < λ|α„|, Vv > ν<>.

Στην τελευταία σχέση θέτουμε όπου ν το η> +  1, υ0 +  2 , . . . , ν0 +  p — 1 
και πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις σχέσεις που θα προκόψουν. Τότε 
παίρνουμε:



48 ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ - ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Επειδή 0 < λ < 1 =» λ -̂1 -► 0 =* limav = 0.

2. Να αποδείξετε ότι: lim ^  =  α.

Απόδειξη

Από τσν ορισμό του ακέραιου μέρους πραγματικού αριθμού (Θεώρημα
15) έχουμε ότι:

να — 1 < [να] < να => α -----< -— - < α
ν ν

οπότε από το θεώρημα 1.49 των ισοσυγκλινσυσών ακολουθιών παίρνουμε 
το συμπέρασμα.

Σημείωση

Η εφαρμογή αυτή αποδεικνύει πως κάθε πραγματικός αριθμός είναι όριο 
ακολουθίας ρητών αριθμών. Το ότι κάθε πραγματικός αριθμός είναι όριο 
ακολουθίας ρητών μπορεί να αποδειχθεί και ως εξής: Έστωα € ZR. Για κάθε 
ν e IN υπάρχει ρητός αριθμός χ ν με α -  £ < χν < α, από το θεώρημα 1.7 
Τότε \χν - α \  < 1 => χ ν -+ α.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

1.10 Να αποδείξετε ότι:

a)lim  (V(v +  2)(v +  3) -  ν) =  f .

(y/v  +  y/v — y j v — = 1

Y ^im  [ΐ^Π +  J+ l +  · · +  777 ] =  1·

1.11 Έστω a v, v e IN μια ακολουθία μη αρνητικών πραγματικών αριθμών 
και ί  > 0. Υποθέτουμε ότι lima\ =  ί 2. Να αποδείξετε ότι limav =  ί.

1.12 Έστω η ακολουθία au(x) =  λ/1 +  χ ν, χ  > 0. Να αποδείξετε ότι: 

ϊ) Αν 0 < χ < 1 τότε lim av(x) =  1.

ii) Αν χ > 1 τότε limav(x) =  χ.

1.13 Α ν α € # ? μ ε 0 < α <  1, τότε να αποδείξετε ό τ ι: lim(vav) =  0.

1.14 Έστω α ν — \Λ> 4-1 -  y / v .  Να αποδείξετε ότι η α ν, ν € W και η 
y/vav, ν 6 IN συγκλίνουν.
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Μ .1 5  Δίνεται η ακολουθία α ν, ν e IN με αν = */χν +  y v με 0 < χ  < y. Να 
αποδείξετε όχι: limav =  y.

νΐ.16 Έστω αν, υ e IN μια ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών τέτοια 
ώστε: limj/α ϊ  =  I < 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει αριθμός k με 
0 < k < 1 τέτοιος ώστε: 0 < α ν < kv για αρκετά μεγάλες τιμές του ν. 
Χρησιμοποιώντας αυτό να αποδείξετε ότι limav =  0.

1.17 Υποθέτουμε ότι οι ακολουθίες αν, ν e W και βν,ν  e IN συγκλίνουν 
στα I  και m αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι ακολουθίες χ ν,ν  € IN 
και yv,v  e Ν  που ορίζονται ως εξής:

χ ν =  max{av, β ν] ,γ ν =ηιίη[αυ,β ν}

συγκλίνουν.

1.18 Να αποδείξετε ότι αν limav =  Οκαι βυ,ν  € 1Ν είναι φραγμένη (όχι 
αναγκαστικά και συγκλίνουσα) τότε και Ιίηι(αυ.βυ) =  0.

1.19 Αν aVyv e I N  είναι μια ακολουθία θετικών αριθμών vm lim a v =  I  > 0, 
τότε να αποδείξετε ότι lim ^/al =  1.

__ 1.20 Να υπολογίσετε τα όρια:
a)lim-Jj$~Tp β)1ϊηι (£■ +  | γ +  .. · +  £ )

r f i m f l 7 J  W m * g r

v  1.21 Έστω P(v) =  αονλ +  α ιΐ>λ-1 -f ... +οα  ένα πολυώνυμο του ν τέτοιο 
ώστε Ρ(ν) > 0, Vv € IN. Να αποδείξετε ότι: lim y/Ρ{ν) =  1.

ν 1.22 Αν αο +  αι +  · · · +  α* =  0, τότε να αποδείξετε ότι:

lim\pioy/v + ciiy/ν + 1 +  . . .  +  akVv~+k] — 0.

§ L7 ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Είδαμε πως αν μια ακολουθία συγκλίνει, τότε αυτή είναι αναγκαστικά 
φραγμένη, χωρίς όμως να ισχύει και το αντίστροφο, θ α  δούμε τώρα ότι μια 
φραγμένη ακολουθία για να συγκλίνει, αρκεί να είναι μονότονη.

Ορισμός 1.55 Μια ακολουθία αν> ν € Ν λέγεται:
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α) αύξουσα, αν και μόνον αν, α^-ι > αν, Vv 6 Ν.

β) γνήσια αύξουσα, αν και μόνον αν, α ν+ι > αν, Vv € Ν.

γ) φθίνουσα, αν και μόνον αν, α„+1 < αν, Vv e Ν.

δ) γνήσια φθίνουσα, αν και μόνον αν, α^+ι < α ν, Vv € Ν.

ε) μονότονη (αντ. γνήσια μονότονη), αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα (αντ. 
γνήσια αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα).

Για να εξετάσουμε την μονοτονία μιας ακολουθίας, ακολουθούμε μια 
από τις μεθόδους που περιγράφονται στα ακόλουθα παραδείγματα.

Παράδειγμα 1.56

Η ακολουθία αν = ν e IN είναι αύξουσα αφού

<*μ+ι - α ν
2ν -  5 2ν -  7 25
-------- -- --------- = ----------------------> 0, Vv 6 IN
3ν +  5 3ν +  2 (3ν +  5)(3ν + 2)

Η ακολουθία βν = ν e Ν  είναι φθίνουσα, γιατί

=  r  < 1 =» β*+ι < βν, Vv € W 
β» 2

Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται εφόσον όλοι οι όροι της ακολουθίας διατηρούν 
σταθερό πρόσημο.

Παράδειγμα 1.57

Έστω αχ =  1 και αν+χ =  ζ(2α„ +  3 ). Τότε αχ <  a j  =  | .  Υποθέτουμε ότι 
α ν < =>2αν < 2α ^ , => ±(20  ̂+  3) < ~(2αν+ι +  3 )= >  < αν+2 =>
α„, ν € IN γνήσια αύξουσα.

Παράδειγμα 1.58

Έστω α λ -  1 και αν+ι =  ν > 1. θέτουμε Δ„ =  α̂ +1 -  αν και 
Δ υ+, =  α ν+2 — α„+1. Είναι:

Α 4-f-3aw+i
Δν+1 — 0f»>+2 —Ofw+i —3 +  2απ-ι

4 +  3cfi,_________ Δν_______
3 +2α„ “  (3 +  2ofH-i)(3 + 2αν)

Δηλαδή δυο διαδοχικές διαφορές διατηρούν το ίδιο πρόσημο και άρα η 
ακολουθία είναι μονότονη. Επειδή Δ, =  α1 — a t > 0 => Δ„ > 0, Vv € IN 
=» αυ, ν e IN γνήσια αύξουσα.
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θεώρημα 1.59 Μια μονότονη ακολουθία πραγματικών αριθμών συγκλί
νει, αν και μόνον αν, αυτή είναι φραγμένη. Πιο συγκεκριμένα:

α) Αν η αν, ν € Ν είναι αύξουσα και φραγμένη, τότε =  sup{av, υ €
Ν}.

β) Αν η α ν, ν 6 Ν  είναι φθίνουσα και φραγμένη, τότε lima,, =  lnf{av, ν e 
Ν}.

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 1.37 ξέρουμε ότι μια συγκλίνσυσα ακολουθία πρέπει να 
είναι φραγμένη. Άρα αν μια μονότονη ακολουθία συγκλίνει, τότε προφανώς 
είναι φραγμένη.

Αντίστροφα, έστω α ν, ν € IN μια φραγμένη και μονότονη ακολουθία. 
Τότε αυτή θα είναι αύξουσα ή φθίνουσα.

α) Ας υποθέσουμε ότι η α ν, ν e IN είναι φραγμένη και αύξουσα. Αφού 
τ\ α ν,ν  e IN είναι φραγμένη, το σύνολο [αν, ν e IN] είναι φραγμένο και 
άρα έχει supremum, έστω ί. Από τον ορισμό του supremum για κάθε ε > 0, 
υπάρχει όρος a k της α ν, ν e  IN με ak > l - €. Έτσι επειδή η α», ν e IN είναι 
αύξουσα, για ν > k θα έχουμε:

I  — € < ak < ctv < £ => \αν —1\ <€ =» lim av —I.

β) Ας υποθέσουμε τώρα ότι η ο^, ν e IN είναι φραγμένη και φθίνουσα. Είναι 
προφανές τότε ότι η ακολουθία — α„, ν € IN είναι φραγμένη και αύξουσα. 
Σύμφωνα με το a) l im (-a v) = sup[~ot», ν € IN). Από το θεώρημα 1.48β) 
είναι l im ( -a v) =  - lim (a v) , ενώ από το θεώρημα 1.13ί) έχουμε:

su p (-a v, ν € W} =  —in f{a v, ν € IN).

Συνεπώς

lim (av) =  - l im ( - a v) =  ~ su p {-a v, v € N} = i/i/{aw,v e IN). ·

Παρατήρηση 1.60

To παραπάνω Θεώρημα λέει πως κάθε μονότονη και φραγμένη ακολου
θία συγκλίνει. Αυτό αποτελεί μια ικανή συνθήκη για την σύγκλιση μιας 
ακολουθίας, aVyv e IN. Ικανή, γιατί μπορεί μια ακολουθία να συγκλίνει, 
χωρίς να είναι μονότονη. Π.χ. α ν — “ % ν e IN.

Με την βοήθεια του Θεωρήματος 1.49 μπορούμε να αποδείξουμε το 
παρακάτω βασικό
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θεώρημα 1.61 α) Αν χ e R, τότε υπάρχει αύξουσα ακολουθία ρητών με 
όριο το χ.

β) 'Εστω Α ένα μη κενό και φραγμένο υποσύνολο του R. Αν supA £ A, 
τότε υπάρχει αύξουσα ακολουθία χυ, ν € Ν σημείων του Α, με limx  ̂=  supA.

Απόδειξη

α) Σύμφωνα με το θεώρημα 1.7 υπάρχει η  € Q : χ  -  1 < η  < χ.  
Διαλέγουμε έναν η  e Q : max[r\,x -  j} < η  < χ. Συνεχίζουμε μ' αυτό 
το σκεπτικό. Έτσι αν έχουμε διαλέξει έναν rv e Q, διαλέγουμε τον rv+i e 
Q : max{rv,x  — < /v+i < χ. Προφανώς η rv, ν e IN είναι αύξουσα
ακολουθία ρητών και αφού χ -  } < rv < χ, από το Θεώρημα 1.49 έχουμε ότι 
limrv = χ .

β) Έστω χ = supA. Από τον ορισμό του supA, υπάρχει x, € A : x t > χ -  
Ι.Τότεχ, < χ ,α φ ο ύ χ  £ Α. Παρατηρούμε ότιτο max {x -  j ,  x,} δεν είναι άνω 
φράγμα του Α  και έτσι υπάρχει x2 € A : χ 2 > max(x -  λ, χ,}. Έτσι έχουμε 
χι < Χ2 και χ -  £ < Χ2 < χ. Συνεχίζουμε μ' αυτό το σκεπτικό. Ας υποθέσουμε
ότι έχουμε διαλέξει τ α χ ι , χ ι ....... χ ν από το Α με χι < χι < . . .  < χ ν. Τότε
υπάρχει x ^ ,  € A : xy+1 > max[x — — -,χ,,Ι.Τότε x t < χ2 < . . .  < x ^ j  και
χ  -  < χ„ < χ απ’ όπου το συμπέρασμα είναι προφανές. ·

Όπως είδαμε, αν α*. -► t  τότε δεν συνεπάγεται αναγκαστικά ότι και 
(*„-►£. Αν όμως η α ν, ν e IN είναι μονότονη, τότε αυτό ισχύει, όπως δείχνει 
το επόμενο

Θεώρημα 1.62 Αν η a,,, ν € Ν είναι μονότονη ακολουθία πραγματικών 
αριθμών και κάποια υπακολουθία της συγκλίνει στο έ, τότε και η ακολουθία 
α ν, ν 6 Ν συγκλίνει στο ί.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι η αυ, ν e IN είναι αύξουσα και ότι / /mor*, =  ί. Αφού 
η αν, ν e IN είναι αύξουσα και η a kt, ν e IN θα είναι αύξουσα. Αρκεί να 
αποδείξουμε ότι:

sup[aν, ν e IN) = sup{aty, ν 6 IN).

Αφού το σύνολο των στοιχείων {α*„ ν e IN) περιέχεται στο σύνολο {αν, ν € 
IN) από την εφαρμογή 3 της § 1.2 θα έχουμε:

sup{av, ν 6 IN) > sup{ctkv, ν 6 IN) .
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Αλλά
kv > ν =» sup{aK,v  € Ν \ > sup{αν, ν € IN).

Επομένως
£ =  $«/?{<**„, υ € IN) — limak, =  limav. ·

Παράδειγμα 1.63

Θα εξετάσουμε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία α ν, ν € IV με

α\ =  Vk. και αν+ι =  V* +  a7, Λ > 0

Παρατηρούμε πρώτα ότι αν > 0, Vv e IN. Θα την εξετάσουμε ως προς 
την μονοτονία με επαγωγή. Είναι αι = Vk και αζ =  V k + Vk > οη. Ας 
υποθέσουμε ότι αυ < α ^ ι  =» k + a v < k + αν+ι => Vk + a v < V T+a7+7 ̂  
of̂ .1 < α υ+1, 'iv e IN > και άρα η ακολουθία είναι γνήσια αύξουσα.

Θα αποδείξουμε ότι είναι και φραγμένη από το 1 +  V k· Πραγματικά' 
είναι αι =  Vk < 1 +  Vk. Υποθέτοντας ότι α„ < 1 +  Vk έχουμε ότι 
απ-ι < Vk +  Vk+  1 < Vk + 2Vk +  1 =  1 + Vk. Δηλ. or», < l + Vk,Vv € W.

Η ακολουθία λοιπόν ως μονότονη και φραγμένη συγκλίνει σε πραγματικό 
αριθμό £ : £ =  Vk + £. Δηλ. συγκλίνει στην θετική ρίζα της εξίσωσης 
£1 - £ - k = 0 .

Παράδειγμα 1.64

Έστωα„, ν e IN με

αι =  V l  και α υ+ι =  >/2αμ.

Είναι αι =  V l , αζ = V lV l > αι. Ας υποθέσουμε ότια* < α ^ ι  =» ν5αΓ < 
V Iα ν +  1 => α ν+ι < α υ+2. Δηλ. αν < α ν+ι, Vv € IV και άρα η ακολουθία 
είναι γνήσια αύξουσα.

Θα αποδείξουμε ότι είναι και φραγμένη από το 2. Πραγματικά' είναι 
a,, =  V l  < 2. Υποθέτοντας ότι α„ < 2  έχουμε ότι αυ+, =  V%*1 < 2. Δηλ. 
α„ < 2, Vv € IN.

Η ακολουθία λοιπόν ως μονότονη και φραγμένη συγκλίνει σε πραγματικό 
αριθμό ί  : £ζ = 1£ =  0 ή έ =  2. Αλλά £ Φ 0 γιατί η ακολουθία είναι
αύξουσα και κάτω φραγμένη από το V l και επομένους £ =  2.

Παράδειγμα 1.65
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Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία αν, ν e ZV με orι =  1 και <*u+i =  
συγκλίνει. Η αν, ν e IN είναι άνω φραγμένη γιατί

(Παρατηρούμε ότι or„ > 1, Vv € IN). Επίσης η α„, ν € IN είναι γνήσια 
αύξουσα, από το Παράδειγμα 1.58. Ως γνήσια αύξουσα λοιπόν και φρα
γμένη συγκλίνει σε κάποιον θετικό αριθμό ί. Εύκολα βρίσκουμε οστό την 
αναδρομική σχέση ότι I  =  J l .

Παράδειγμα 1.66

Η ακολουθία ν e IN με

Είναι of | > 0. Αν υποθέσουμε ότια„ > 0 τότεαυ+1 > 0. Αρα α ν > 0, Vv € 
IN. θ α  εξετάσουμε την μονοτονία της αν,ν  e IN. Έχουμε:

Πρέπει να ξέρουμε το πρόσημο της διαφοράς 2 -  α \ για να αποφανθούμε 
για το πρόσημο της διαφοράς -  α ν· Αλλά

Δηλ. a l+l > 2 και αφού α\ > 2 θα έχουμε or* > 2, Vv e IN. Η (1) τότε δίνει 
«νΜ-ι -  < 0 καιάρα η αν, ν e IN είναι ςρθίνουσα. Ως φθίνουσα λοιπόν
και κάτω φραγμένη συγκλίνει σε κάποιον αριθμό χ > 0. Αφού α\ > 2  και 
α ν > 0, Vp € IN θα είναι α ν > 1 και άρα jc > 1. Από την σχέση χ  =  j (jc +  j )  * 1

1. α) Έστω α ν, ν € Ν μια αύξουσα ακολουθία και βν, ν € Ν μια 
φθίνουσα ακολουθία, τέτοιες ώστε: αν < β ν. W € Ν. Να αποδείξετε ότι 
αυτές συγκλίνουν και αν 1\, ί ι  είναι αντίστοιχα τα όρια, τότε ί\ < ίι.

β) Να αποδείξετε ότι limor̂  =  lim/^ αν

4 +  3α„ 3 1 3
3 +  2orv 2 2(3 +  2αν) < 2'

ί( 2
α μ+  —

α ν

συγκλίνει στο ·Ϊ2.

(1)

βρίσκουμε ότι jc =  -J2. (Αυτό αποδεικνυει την ύπαρξη της -J2.).

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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Απόδειξη

α) Επειδή α γ < α2 < . . . <  α ν < βν < ... < βχ συνεπάγεται ότι οι 
ακολουθίες αν, ν e IN και βν,ν  e IN είναι φραγμένες. Συνεπώς αφού είναι 
και μονότονες αυτές συγκλίνουν (Θεώρημα 1.59). Έστω limav =  ίχ και 
Ιΐηιβν =  12. Θα αποδείξουμε ότι £, < 12· Ας υποθέσουμε ότι ί 2 < ίχ. Έστω 
e =  ^γ* ·· Επειδή limav — ίχ και Ιϋηβν — ί 2 υπάρχουν ν,, \\ e  IN τέτοιοι 
ώστε:

ί χ — € < α ν < £χ 4- €, Vv > νχ

και
h  — ( < βν < h  +  e, Vv > Vl.

Διαλέγουμε υο =  max{vχ, vi}· Τότε Vv > ν<> έχουμε:

βν < έ2 +  € =  έ , -  € < α ν < β ν

που είναι άτοπο. Αρα ίχ < ί^.

β) Παρατηρούμε ότι βν =  (ΐ +  ^γ+ χ =  (ι +  ΐ ) μ. (ι +  J) =  <*, (ΐ  +  *). 
άρα α ν < βν, Vv € ZV. Θα αποδείξουμε την μονοτονία των δυο αυτών 
ακολουθιών. Για την α ν, ν € IN έχουμε:

ν
ν -  Γ

Από την ανισότητα του Bernoulli όμως έχουμε:

και συνεπώς α ν_χ < αν, δηλ. η α ν, ν e ZV είναι γνήσια αύξσυσα. 

Για την βν,ν e lN  έχουμε:

ν
7+1

> ( ι +  > ( ι  + 1)  —ϋ -  =  ι
V ν2—Ι / ν + 1  V ν / ν + 1

δηλ. βν < βν_χ και συνεπώς βν,ν  e lN  είναι γνήσια φθίνουσα.

Σύμφωνα λοιπόν με το α) και οι δυο ακολουθίες συγκλίνουν. Ακόμα 
παρατηρούμε ότι:

0 < βν — α ν = < 4
ν
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γιατί 2 =  ο?ι < α ν < βι =  4, Vi> e IN. Επειδή ^ 0 συνεπάγεται ότι η
ακολουθία β ν — αν,ν  e IN είναι μηδενική. Έτσι αν lim av = ί  τότε και 
Ιϊτηβν =  lim\fiv -  <**]+ αν = lim[fr, -  cry] + lim av =  0 +  i  — i. Το κοινό 
όριό τους είναι ο αριθμός e =  2,7182818......

Σημείωση

Από το β) είναι προφανής η παρακάτω ανισότητα:

Κ ) " < « Κ Γ
θέτοντας στην ανισότητα αυτή όπου ν το 1 ,2 , . . . , ν -  1 παίρνουμε:

2 < e < 3

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις αυτές κατά μέλη καταλήγουμε στην εξής 
ανισότητα:

32 v*’- '  , 3Ρ νν2  — _____ < «ν-» < 3 —· ______
2*—  (Μ - 1)—* 2> " · ( ν - 1  r

η οποία μετά τις απλοποιήσεις γίνεται:

1 1 ν*''1 1 1  ν11
2'3 ν — 1 < €  < 2 ’3 υ — 1

και επομένως

ή

ή ακόμα

Κ-· < e <
(ν -  D! (ν -  1)!

υ ν u v + l

τ  < *  < —Γυ! υ!

e(vve~v) < υ! < (ev)(vve~v), ν > 1

2. Αν limor̂  =  
αριθμητικών μέσων

τότε να αποδείξετε ότι για την ακολουθία των

αι +«*2 + . . .  +  αι> 
σν -------------------------- Ο

V
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ισχύει lima» =  ί .  Το αντίστροφο δεν ισχύει.
Απόδειξη

Επειδή l imau =  i  θα έχουμε:

<Υ« > 0)(3mj € W)(Vv e N)v > hj => |a„ -  l\ < e.

Αλλά

\σν — ί\ =
(al - l ) + { a z - l )  + . . .  + (avt- l )

+
(ανο+ι — l)  +  · · · +  (gp — l)

K v — v0 
< — + ------V V

όπου K =  (ai -  i)  +(«2 - £ ) + . . .  +(<*„, -  ΟΙ είναι σταθερός αριθμός. Επειδή

— ->· Ο (Ve > 0)(3νι e AO(Vv G IN)v > υ, =>
£
v

< €.

Διαλέγοντας λοιπόν ν2 =  max{ι*,, vt} θα έχουμε, αφού < 1, ότι: 
|συ -  < 2e, Υυ > υ2που σημαίνει ότι lim av =  έ.

Για το αντίστροφο, ας θεωρήσουμε την ακολουθία α ν =  ( - 1 )\ υ € 1Ν 
που δεν συγκλίνει από το Παράδειγμα 1.34. Για την σν,υ  z  IN έχουμε:

σ ν (—1) -Η —1)2 +  . .. +  ( - !  γ
V V i )ν

( - 1 Γ - 1  
( - 1) - 1

H a i K | < | i [ ( - i r - l ] | < 1 . ^ 0 .

3. ΙΝα μελετήσετε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία α ν, υ € Ν με

αι =  1 και αν+ι =  1 +  —^— , ν > 1.
1 +  α„

Απόδειξη

Προφανώς αν > Ο,Υυ € W(acpotfai > Ο και αν αν > Οτότεκαιαμ+ι > 0) 
και 1 < α ν < 2, Υν e IN. Για να εξετάσουμε την μονοτονία, εξετάζουμε το 
πρόσημο δυο διαδοχικών διαφορών. Έχουμε

°k+2 <*ν+1 =
ϊ +ζτγ)  “ ( ' +

αχ+ι -  α ν
(1 +  ο^ν)(1 +
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Δηλ. δυο διαδοχικές διαφορές δεν έχουν το ίδιο πρόσημο και άρα η αν, ν e IN 
δεν είναι μονότονη.

Ελέγχουμε στην συνέχεια το πρόσημο της διαφοράς δυο όρων με διαφορά 
δεικτώ ν! Έχουμε:

Ctv + 2  —  ΟΙυ =  ( 1  +  )  — Π  +  Τ - ; )
\  Ι+Ο ν+Ι/ \  l+ O fv -i/

1 1

l +  1 +  f-  1 +  1 +  7*7«ν wn-2
_  « ν -« ι.-2

0  +  2αν)(3 +  2ay_j)

που σημαίνει ότι οι υπακολουθίες αιν, ν e IN και α 2ι>- ι , ν  e IN είναι 
μονότονες και μάλιστα η α2ν,ν e IN φθίνουσα, αφού 04 -  α2 = --fo < 0 
και η α2μ-ι, ν e IN αύξουσα, αφού <Χ3 -  αι =  $ > 0. Αυτές όμως είναι και 
φραγμένες, αφού |αν| < 2, Vv € IN και άρα συγκλίνουν. Αν limuiv =  ί\ και 
limaiv-i =  h  θα έχουμε:

®2υ =  1 +
1

1 +  &ϊν-\
=>έ| = 1  +

__1 _
1+^2

<χΐν-\ =  1 +
1

1 +  OT2V-2
h  =  1 +

1 + 1
από τις οποίες προκύπτει με βάση το θεώρημα 1.47 ότι ί\ =  ί 2. και ακόμα 
ότι t  =  - / ΐ .  4

4  Αν β > 0 και k ε Ν να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός 
α > 0, τέτοιος ώστε: α* =  β.

Απόδειξη

Θεωρούμε το σύνολο A =  [χ € R  : χ > 0,** < £}. Αφού 0* < β 
συνεπάγεται ότιΟ e Α, δηλαδή Λ Φ 0. Επίσης αν y e Α και 0 < α < γ  τότε 
a k < y k και συνεπώς a e A. Το Α είναι άνω φραγμένο. Πραγματικά· αν 
β  < 1 τότε το 1 είναι άνω φράγμα, ενώ αν β > 1 τότε το β  είναι άνω φράγμα. 
Συνεπώς από το Αξίωμα ΙΟτο sup Α υπάρχει. Αν supA  =  α, θα αποδείξουμε 
ότι a k =  β.

Θεωρούμε την ακολουθία yv =  α +  ν € IN. Τότε y v > a, Vv € IN και 
limyv =  α. Αρα

limykv =  α* (Vc > 0)(3ι^ € IN)(iv 6 1Ν)ν > η> => |_y* — or*| < €.

Αν υποθέσουμε ότι α* < β  τότε παίρνοντας « =  β — a k > 0, από τον 
προηγούμενο ορισμό, υπάρχει νι € Ν  : |y* -  α*| < β — a k 4» y* -  or* < Ο
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β — α* ·&■ γ* < β. Αυτό σημαίνει ότι y», e Α και αφού το α είναι άνω 
φράγμα του Α, συνεπάγεται ότι y^ < or. Αυτό όμως αντίκειται στο ότι 
yv > or, Vv e IN. Αρα ak > β.

Ας θεωρούμε τώρα την ακολουθία ζν = a -  i ,  ν € IN. Τότε ζ ν < a, Vv e 
IN και limzv =  or. Αρα limzk =  or*. Ας υποθέσουμε ότι or* > β . Τότε 
υπάρχει ν2 e IN : |ζ* -  or*| < <xk -  β, οπότε β < zkt. Έτσι ζ^ £ Α και αφού 
a = supA, θα είναι a  < zvy Αυτό όμως αντίκειται στο ότι < a, Vv e IN 
και κατά συνέπεια δεν είναι or* < β . Άραοτ* =  β  .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________________________

— 1.23 Δίνεται η ακολουθία o r ν € W με

α) Να αποδείξετε ότι η αν, ν € IN είναι μονότονη, 

β) Είναι η or„, ν e IN συγκλίνουσα; Αν ναι, ποιό είναι το όριό της; 

'"1.24 Δίνεται η ακολουθία αν, ν e  IN με

Να αποδείξετε ότι: ΐ) α\ — 2 < 0 και α*+1 — or* > 0. Να συμπεράνετε 
ότι η α ν>ν e IN συγκλίνει και να βρήτε το όριό της.

— 125 Δίνεται η ακολουθία or„, ν e IN που ορίζεται ως εξής:

οη =  1 και

Για ποιές τιμές του k η ακολουθία είναι: 

α) μονότονη; β) φραγμένη; γ) συγκλίνουσα;

1216 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία ο^,ν  6 ZV με

αχ > 0, or? > k  και ατ^ι =  or„ +  — ϋ-, k > 0
2or„

συγκλίνει στο -fk.

~ 1.27 Αν limav =  ί  και Ιίηιβυ =  m, να αποδείξετε ότι:

/wi-(ori/3,, +  a 2/V i  + · · ·+ α νβι) —lm .
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ν
1.28 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν,ν  € W με

αι = λ/5 και α ν+1 =  (■s/if’’ 

συγκλίνει, και να βρήτε το όριό της.

1.29 Να αποδείξετε ότι lim^/a^ +  +  . ·. +α* =  /παχ{αι,ο?2. ... , α*},άπου 
α< € IR, ι =  1 ,2 , .. . ,k .

^ 1 3 0  Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία αν, ν e IN με or, =  |  
και 5orv+i =  α* +  6.

1.31 Έστω αν > 0, Vu € IN και α „ - > α μ ε Ο < α <  +οο. Να αποδείξετε 
ότι log ο» -*■ loga. (Να θεωρηθεί γνωστό ότι ο logx είναι αύξουσα 
συνάρτηση).

χ 1.32 Να αποδείξετε ότιη  ακολουθία αυ = 1 +  Α+ λ + . . . -  logv, υ € JN
συγκλίνει.

1.33 Δίνεται η ακολουθία α^, u € W με α, = 2  και αν+, =  2 -  ν > 2. Να 
αποδείξετε ότι συγκλίνει και να βρήτε το όριό της.

" 1.34 Δίνεται η ακολουθία αυ, ν € IN με αι =  c > 0, β > >/Γ, c* < k και

k +  βα,
αν+1 = ν > 1.

β + αν ’

Να αποδείξετε ότι συγκλίνει και να βρήτε το όριά της.

"" 135 Δίνεται η ακολουθία αν, ν 6 IN με

a, =  1 και αν = 1 Η— — , ν > 1.

Να αποδείξετε ότι ηυπακολουθία αΐν-ι, ν e IN είναι γνήσια αύξουσα, 
ενώ η υπακολουθία αι», ν € IN είναι γνήσια φθίνουσα. Να αποδείξετε 
επίσης ότι οι δυο αυτές υπακολουθίες έχουν κοινό όριο, την θετική 
ρίζα της εξίσωσης χ 2 -  χ  -  1 =  0.

1.36 Δίνεται η ακολουθία αν, ν € IN με

c*2 > «ι > 0 και οτμ+ι =  ν > 1.

Να αποδείξετε ότι οι υπακολουθίες α ΐν -ι,ν  € W και αΐν,ν  e IN 
είναι μονότονες και συγκλίνουν σε κοινό όριο. Να αποδείξετε ότι

Ο
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1.37 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν,υ e IN με

2 k<*ι > 0, κ > +  αι και otvh-i =
1 + « |

συγκλίνει προς την θετική ρίζα της εξίσωσης χ2 +  χ — k =  0.

§ L8 ΚΙΒΩΤΙΣΜΟΣ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΟΙ ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥ

Αν για κάθε φυσικό αριθμό ν e IN ορίσουμε και ένα διάστημα [α„, βν] 
τότε η ακολουθία

[«I. f i l l  [“ 2, β ΐ ΐ  · · ·» β Λ  · · ·

λέγεται ακολουθία κλειστών διαστημάτων και συμβολίζεται με Δ„ =  [αφ, β ν], 
ν e W. Θα ορίσουμε σ’ αυτήν την παράγραφο τα κιβοπισμένα διαστήματα 
και θα δούμε μερικές σημαντικές ιδιότητες που θα χρησιμοποιούμε συχνά 
στα επόμενα.

Ορισμός 1.67. Η ακολουθία Δ„ =  [αν, βν], ν € Ν θα λέγεται κιβώτιομός 
κλειστών διαστημάτων, αν και μόνον αν,

Δν φ  0 και Δυ+ι C Α ν, Υν € Ν.

(Με άλλα λόγια, αν και μόνον αν, α ν < α ν+ι, βν > βν+ι x a ia v < β ν, Υυ € Ν.)

Αν επί πλέον ισχύει και lim(/?v — αν) =  0 (δηλ. η ακολουθία των μηκών 
£(Δ„) =  \βν — α„| να είναι μηδενική) τότε οκιβωτισμός λέγεται κιβωτισμός 
κλειστών διαστημάτων του Cantor.

θεώρημα 1.68 Αν Δ„ =  [ory, βν], ν € Ν είναι ένας κιβωτισμός κλειστών 
διαστημάτων του Cantor, τότε υπάρχει ακριβώς ένα ξ e R  τέτοιο ώστε:
ξ € Δι η  δ 2 η . . .  η  Δν η . . .  =  %Δ ν = {£}.

Απόδειξη

Από τον ορισμό του κιβαπισμού του Cantor έχουμε ότι Δυ+ι c  δ „, Υυ € 
W δηλ. «! < <Χ2 < . · · < « „ <  βν < βν-\ < · · · < βι < βι, Υυ € IN. Αυτό 
σημαίνει ότι η ακολουθία αν, υ e IN είναι αύξουσα και άνω φραγμένη και η 
β ν,υ  e  IN είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη. Συνεπώς, από το Θεώρημα
1.59 αυτές συγκλίνουν. Ας είναι ξ =  lim av και ξι -  limfiv. Τότε α ν < ξ και 
ξι < β ν ,ν ν ζ !Ν  από το Θεώρημα 1.59. Επειδή

ξι — ξ = lim fiv — lim a v  =  l im (fiv — α ν) =  0
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θα έχουμε ότι ξι =  ξ. Αλλά τότε α ν < ξ < βν, Vi> e Ν  που σημαίνει ότι

Το ξ αυτό είναι και μοναδικό, γιατί αν υποθέσουμε ότι υπάρχει ζ Φ ξ 
με ζ € Π^;1Δ υ θα έχουμε α ν < ζ < βν, Vv e IN. Επειδή lim(fiv -  α ν) =  0 
θα έχουμε |& -  αν \ < ε,ΝΑ > vQ. Ειδικά για e =  |ξ -  ζ| θα έχουμε 
\βν„ -  «m I < |£ -  ζ |. Αυτό σημαίνει ότι το μήκος του β ^ -  αυο είναι μικρότερο 
του ξ -  ζ και αφού ξ e [α^,β^]  συνεπάγεται ότιζ  £ Δ ^, άρα ούτε και στην 
τομή , Δ,,, άτοπο. ·

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα λέμε ότι κάθε ακολουθία κιβωτι- 
σμένων κλειστών διαστημάτων του Cantor, ορίζει έναν πραγματικό αριθμό.

Αξίζει ακόμα να παρατηρήσουμε ότι το γεγονός ότι τα διαστήματα 
είναι κλειστά είναι ουσιώδες στο παραπάνω θεώρημα. Για παράδειγμα αν 
Δ„ =  (0, J ) , υ e W τότε η ακολουθία των διαστημάτων είναι κιβωτισμένη, 
αλλά δεν υπάρχει κοινό σημείο που να ανήκει σε όλα τα διαστήματα.

Το παραπάνω Θεώρημα χρησιμοποιείται και ως αξίωμα για την θε
μελιακή] των πραγματικών αριθμών, γνωστό ως αξίωμα του κφωτισμού. 
Όπως δείχνει το επόμενο Θεώρημα αυτό είναι ισοδύναμο με το Αξίωμα 10, 
της πληρότητας των πραγματικών αριθμών.

θεώρημα 1.69 Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

α) Κάθε ακολουθία κιβωτισμένων κλειστών διαστημάτων του Cantor , 
ορίζει έναν πραγματικό αριθμό.

β) Κάθε άνω φραγμένο και μη κενό υποσύνολο του 1R έχει supremum.

Απόδειξη

α) => β). Έστω ότι ισχύει το αξίωμα του κιβωτισμού και A c  1R ένα άνω 
φραγμένο και μη κενό σύνολο, θ α  αποδείξουμε ότι το supA υπάρχει.

Έστω βγ ένα άνω φράγμα του Α  Διαλέγουμε ένα ο, e ZR έτσι ώστε το 
α, να μην είναι άνω φράγμα του Α Τότε το διάστημα Δ, =  [α,, $ ]  περιέχει 
ένα τουλάχιστο στοιχείο του Α Θεωρούμε το μέσο =  m l. Αν το m, 
είναι άνω φράγμα του Α  τότε θέτουμε α2 =  α, και β2 ~  m,. Αν το δεν 
είναι άνω φράγμα του Α  τότε θέτουμε α2 = m x και β2 = βι· Και στην μια 
και στην άλλη περίπτωση ορίζεται ένα διάστημα Δ2 =  [α ,̂ ^2] που περιέχει 
ένα τουλάχιστο στοιχείο του Α και Δ2 c  ^ . Ακόμα είναι βι -  α2 =

Συνεχίζουμε μ' αυτόν τον τρόπο8. Παίρνουμε το μέσο 21̂ ·  =  tm  και

8ΕΙνοι η μαθηματική μορφή του κλασσικού αποφθέγματος: Divide et impera ( Διαίρει και ο
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θέτουμε α3 = on και β3 = m2 αν το mi είναι άνω φράγμα του Α  και 
α3 =  mi, β3 = β ι αν το mi δεν είναι άνω φράγμα του Α  Έτσι προκύπτει
ένα διάστημα Δ3 =  [α3, β ύ  που περιέχει τουλάχιστο ένα στοιχείο του Α και 
ακόμα Δ2 C Δ, και β3 - α 3 = §ίψ ί  =  =  ^ r 1· Το παρακάτω σχήμα
δείχνει την περίπτωση που το m\ δεν είναι άνω φράγμα του Α  ενώ το mi 
είναι.

Ι
α.

— ι
6, =62

Σχήμα 1.3

Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία παίρνουμε μια ακολουθία 
κφωτισμένων κλειστών διαστημάτων Α ν, n e  W που κάθε Δ* περιέχει ένα 
τουλάχιστο στοιχείο του Α  Ο κιβωτισμός αυτός είναι κιβωτισμός του Cantor 
αφού β υ - α ν — -> Οι

Σύμφωνα με την πρόταση α) υπάρχει μοναδικό χ  e R  : χ  e Δ„, Vv € IN. 
Μένει τώρα να δείξουμε ότι χ =  sup Α. Από την κατασκευή που κάναμε 
παραπάνω παίρνουμε μια φθίνουσα ακολουθία άνω φραγμάτων βυ,ν  e IN 
που είναι κάτω φραγμένη και μια αύξουσα ακολουθία α ν, ι> e IN άνω 
φραγμένη που οι όροι της δεν είναι άνω φράγματα του Α  που και οι δυο 
συγκλίνουν στο χ.

Αφού όλοι οι όροι της βν, ν e IN είναι άνω φράγματα του Α  για τυχαίο 
y e Α θα έχουμε: y < βν,Υν e IN χ\ y < /imft, =  χ, δηλ. το χ είναι άνω 
φράγμα του Α  Για να είναι χ  =  sup Α αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι το 
μικρότερο από τα άνω φράγματα. Ας υποθέσουμε ότι χ ' είναι ένα άλλο άνω 
φράγμα του Α  Τότε ο» < χ ', Vv e IN αφού οι όροι της c^, ν e IN δεν είναι 
άνω φράγματα του Α Τότε όμως χ = limav < χ' και άρα χ — supA.

β) => α). Έστω ότι κάθε άνω φραγμένο και μη κενό υποσύνολο του 
R  έχει supremum. Θεωρούμε την ακολουθία των κιβωτισμένων κλειστών 
διαστημάτων του Cantor, Α ν =  [αν,β υ\, ν e IN. Επειδή από τον ορισμό του 
κιβωτισμού έχουμε α χ < αζ < . . .  < α ν < βν < βν- Χ < ... < βζ < βι, το 
σύνολο A =  {οίι, of2, . . . , αν, ...} είναι άνω φραγμένο από το β χ και συνεπώς 
υπάρχει το supA, έστω χ  =  supA. Τότε α ν < χ, Vv € IN. Υποθέτουμε ότι 
χ > β*» κάποιο υο e IN. Από τον ορισμό του supA  για € =  χ  -  β  
υπάρχει α* € Α τέτοιο ώστε:

χ  -  (■* -  βν„) < α* < X
βασίλευε!).
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δηλαδή β^ < a k που είναι άτοπο. Αρα α ν < χ < βν, Vv € IN και έτσι 
αποδείχτηκε ότι κάθε ακολουθία κφωτισμένων κλειστών διαστημάτων του 
Cantor ορίζει έναν πραγματικό αριθμό. ·

Παρατήρηση 1.70

Πληροφοριακά αναφέρουμε τα εξής σε σχέση με όσα είπαμε παραπάνω:

L Ένα διατεταγμένο σώμα δεν είναι απαραίτητα Αρχιμήδειο. Για
παράδειγμα έστω Q{x) =  : / ( jc) =  +  . . .  +  g{x) =  +
. . . + β μ, ν ,μ  e IN, α,, βj 6 Q, fij φ  0. / =  1 ,2 , . . . ,  ν, j  =  1 ,2 ,. . . ,  
μ , M K A (f,g ) = 1). Τότε το Q(x) είναι διατεταγμένο σώμα, αν ορίσουμε 
την εξής διάταξη: £ > 0 αν > 0. To Q(x) όμως δεν είναι Αρχιμήδειο
γιατί αν / ( χ )  = χ και g(x) =  1 είναι Vv € IN ν > χ, αφού ο συντελεστής 
του χ -  ν είναι θετικός.

2. Ένα διατεταγμένο και Αρχιμήδειο σώμα δεν είναι απαραίτητα 
πλήρες. Για παράδειγμα το ζ),πσυ είναι διατεταγμένο και Αρχιμήδειο σώμα, 
αλλά όχι πλήρες (θεώρημα 1.8).

3. Ένα διατεταγμένο και Αρχιμήδειο σώμα, που έχει την ιδιότητα του 
κφωτισμού είναι πλήρες και αντίστροφα, ένα πλήρες διατεταγμένο σώμα 
είναι Αρχιμήδειο και έχει την ιδιότητα του κιβωτισμού.

-------------------- ---- ----------- -------------------------------------- ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L (Τομές Dedeklnd) Το διατεταγμένο ζεύγος (A, Β) των μη κενών 
υποσυνόλων Α, Βτου R ορίζει μια τομή Dedeklnd στο R  αν:

I) or € Α, β e B = >  a < β

II) ΑΠΒ = 0 , A U B =  R.

Να αποδείξετε ότι to R είναι πλήρες, αν και μόνον αν, για κάθε τομή 
Dedeklnd στο R, υπάρχει * € R : x > or, Va 6 Α και χ < β, νβ e Β.

Απόδειξη

(=>) Έστω ότι το IR είναι πλήρες και (Α,Β) μια τομή του Dedekind. Τότε 
το Α είναι άνω φραγμένο και άρα υπάρχει το sup Α, έστω χ. Αυτό το χ  έχει 
ακρφώς τις ιδιότητες που ζητάμε.

( ο )  Αντίστροφα, έστω S ένα άνω φραγμένο σύνολο. Ας είναι Β το 
σύνολο των άνω φραγμάτων του S και Α =  IR — S. Τότε A, Β Φ 0, Α Π Β =  
0 ,i4 U fl =  i? και α < β,\/α  6 Α ,β  € Β. Αρα το (Α,Β) ορίζει μια τομή του 
Dedekind και σύμφωνα με την υπόθεση υπάρχει χ e IR: χ  > a,Va e Α και 
χ  < β ,ν β  e Β. Δηλαδή το χ  είναι άνω φράγμα του S και μάλιστα μικρότερο
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από όλα τα άνω φράγματα. Επομένως χ = supS και έτσι κάθε άνω φραγμένο 
και μη κενό υποσύνολο του IR, έχει supremum.

2. Έστω δυο θετικοί αριθμοί α\ και βι μεαι < βι· Κατασκευάζουμε τις 
ακολουθίες α ν, ν e Ν και ^ , ν ε Ν ω ;  εξής:

και γενικά

on =  y/α ιβ ι , β ι  — - (< * 1  +  β ι)

α3 =  y/oilfa, β% =  2 ^ 2  +  βτβ

Otv =  yj&ν~\βν~ 1 > βν “  —(of*>-1 +  βν- l ) ·

Να αποδείξετε ότι τα διαστήματα [αν, βν], ν € Ν αποτελούν έναν κιβώτιομό 
κλειστών διαστημάτων του C an to r.

Απόδειξη

Προφανώς τα α2 και fa βρίσκονται μεταξύ των α, και βγ. Επειδή

βι — οι = -(α ι + βι — 2·/α ΐβϊ) — -{y/ β ί — >/«ϊ)2 > 0

έχουμε αι < on < βι < βι.

Γενικά έχουμε ότι η α„, ν e IN είναι αύξουσα, αφού

α 2+1 ~ α1 =  ( ν ^ Α ) 2 ~  αν =  « ν (&  -  Ο  >  0

και η βν, ν € IN είναι φθίνουσα, αφού

βιΗ-Ι — βν — 2 Α ) — A  — 2 i0f*' “  βν) κ  0·

[Είναι αν < βν,Υν € 1Ν γιατί α ν +  βν > 2y/avfa δηλ. β ^ ι  > β ν, Vv € IN.] 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι β ν -  αυ -* 0. Έχουμε

βν &ν
ι ν κ ~ ι -
2 y/βν—Ι ■+■ α υ-ι)

και άρα

β ν  — &ν <  2̂ . β ν ~ \  t tp - l ) .
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Εφαρμόζοντας την σχέση αυτή επαγωγικά παίρνουμε ότι:

A  -< *  < ^ γ ( β ι - α ι )

η οποία προφανώς είναι μηδενική. Συνεπώς τα διαστήματα [αν, β ν], ν € IN 
αποτελούν έναν κιβωτισμό κλειστών διαστημάτων του Cantor και άρα 
ορίζουν έναν μοναδικό πραγματικό αριθμό, τον αριθμητικο-γεωμετρικό 
μέσο τωναι και βχ.

§ 1.9 ΑΠΕ1ΡΙΖΟΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Είναι χρήσιμο να ορίσουμε τι εννοούμε όταν λέμε ότι μια ακολουθία 
τείνει στο +οο ή —οο.

Ορισμός 1.71 Μια ακολοιΟία α ν, ν € Ν θα λέμε ότι έχει όριο το +οο 
(αντ. το — οο) αν και μόνον αν, για κέθε ε > 0, υπάρχει η> € Ν τέτοιος ώστε 
Vv > ν0 να συνεπάγεται αυ > |· (αντ. αν < —1).

θεώρημα 1.72 Έστω αν, ν € Ν και βν , ν € Ν δυο ακολουθίες πραΥΜ®* 11 
κών αριθμών, τέτοιες ώστε:

“ ν 5

(I) Αν limofy =  +οο, τότε και lim/λ. = +οο.

(II) Αν \αηβν = - ο ο , τότε και limor̂  =  -οο .

Απόδειξη

(I) Είναι

lim av =  +οο ο  (Ve > 0)(3η> € JW)(Vv € W)v > υ0 =» α ν > - ·

Αλλά αν < βν, Vv 6 IN και άρα βν > αν > λ, δηλ.

(Ve > 0)(3νο € W)(Vv € ΙΝ)ν > νο =❖  A  > ”

που σημαίνει ότι limfiv -  +οο.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόμοια και αφήνεται για άσκηση. ·
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θεώρημα 1.73 Έστω α ν, ν e Ν και β υ, ν e Ν δυο ακολουθίες θετικών 
πραγματικών αριθμών, τέτοιες ώστε:

lim^p =  ί, ί  e R, ί  > 0 .
βν

Τότε lima» =  +σο, αν και μόνον αν, lim#, =  +οο.

Απόδειξη

Έχουμε

lim —  =  ί  ο  (Ve > 0)(3μ> € IN)(iv € W)v > ι/0 
Ρν τ -

< €.

Ειδικά για e = \ ί  παίρνουμε:

^ < ° ν < \ ι β » ^ ν > υ°·

Η απόδειξη τώρα προκύπτει με εφαρμογή του προηγούμενου θεωρήματος. ·

Παράδειγμα 1.74

Αν a  > 1, τότε lim av =  +οο. Πραγματικά* αφού α > 1 θα είναι 
a  =  1 + β ,  β  > 0. Τότε α ν =  ( 1 + β ) ν > 1 + ν β  > νβ . Επειδή Ιΐτη{νβ) =  +οο, 
θα είναι lim av = -foo.

--------------------------------------------------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να βρεθεί το Um^410 + r v, όπου r τυχαίος πραγματικός αριθμός. 

Απόδειξη

Αν 0 < r < I  τότε

^ 4 »  < J 4 l0 + r v < λ/4 10 +  1.

Επειδή limy/4™ = 1 και lim^/4io +  1 =  1, από το Θεώρημα των ισοσυγκλι- 
νουσών ακολουθιών 1.49, έχουμε ότι lim ^/4l0 + r v =  1.

Έστω τώρατ > 1. Τότε r v —► +οο καιάρα υπάρχει ι>ο 6 1Ν τέτοιο ώστε: 
r v > 410, Vv > νο. Αυτό συνεπάγεται ότιγια ν > υο έχουμε:

r =  y p  < \ /4 l0 + r v < y r v + rv =  r</l.

Επειδή $ 2  -*■ 1 (Παράδειγμα 1.21) από το Θεώρημα των ιαοσυγκλινουσών 
ακολουθιών 1.49 έχουμε ότι l im ^  41ο+  r v =  r.
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2. Να αποδείξετε ότι 

α) L < 4  < =*τ 

β) ΰ η ι ^ Τ  =  + ο ο .  

γ) lim £ = 0 .

Απόδειξη

α) θ α  αποδείξουμε ότι -.^ < #  ή (υ!)2 > υν. Για ν =  1 ισχύει. Ας 
υποθέσουμε ότι ισχύει για ν δηλ. (υ!)2 > νν (ν!)2(ν +  I)2 > νν(ν +  I)2. 
θ α  αποδείξουμε ότι ισχύει και για υ + 1 , δηλ.

Ι(ν +!)!]*> (ν + 1)*'+1.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι

ν ν(ν+  I)2 > (υ +  1)*'+Ι ο  νν > (ν +  I)*'-1

«  ( J L X * - ! - « , ( , _ J _ Y >Vv+1/ ν +  1 V ν +  1 / ν+ 1
που ισχύει, αφού από την ανισότητα του Bernoulli έχουμε ότι:

0  ν +  ΐ )  “  * ν +  1 ν +  1 

θ α  αποδείξουμε τώρα ότι
ν! 1 — <,ν —ν. 2.- .·  «> 

Για υ =  1 ισχύει ως ισότητα. Υποθέτουμε ότι ισχύει για ν και θα αποδείξουμε 
ότι ισχύει και για ν +  1, δηλ.

S ο  2-νΚν +  » < ( »  +  1 »  +  1)

o 2 wv! < (υ +  1)ν.

Αρκεί να αποδείξουμε ό τι2 νν < (υ +  1)υ (λόγωτης (1)) ή 2 < (1 +  £)*' που 
ισχύει από την ανισότητα του Bernoulli γιατί (1 +  *)μ > 1 +  υ ^ = 2 .

β) Από το α) νν < (υ !)2 ^  </ν < Τυί. Επειδή y/v -* +οο =» =
+οο.

γ) Από το α) £  < -* Οκαι άρα lim $  =  0.

3w Αν είναι γνωστό ότιΐίιη (1 +  λ)Ρ =  e, τότε να αποδείξετε ότι:
ο
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α) Αν k„, d e  IV είναι τυχούσα ακολουθία φυσικών αριθμών με limk„ =  
+οο τότε lim +  —e.

β) Αν χυ, ν e Ν είναι τυχούσα ακολουθία πραγματικών αριθμών με 
limxy =  +οο τότε lim ^1 +  =  e.

α) Αν y„, ν e  Ν είναι τυχούσα ακολοιθία πραγματικών αριθμών με 
limyi> =  —οο τότε lim ^1 +  =  e.

Απόδειξη

α) Αφού lim  (1 +  i ) w =  e θα έχουμε

(Ve > 0)(3ι>, € W)(Vv e Ν ) ν  >»;,=+ ĵ l + -  cj < ε.

Επίσης επειδή limk, =  +οο συνεπάγεται ότι:

(Ve > 0)(3t$ € W)(Vv e Ν )ν > νζ => kv > vi.

Συνεπώς διαλέγοντας ιυ =  max{vi, νζ} έχουμε ότι ( ΐ  +  -

αποδεικνύει και το ζητούμενο.

(Αν η kv, ν £ IN είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών τότε 
προφανώς l im ^ l  +  ‘ = e, αφού η ^1 +  ^  , ν  e IN είναι υπακολουθία

Τ»ΐς(ΐ +  “ )υ,υ  € IN.)

β) Επειδή χ ν -* +οο μπορούμε να θεωρήσουμε ότι χν > l,Vv > υ0. 
Θέτουμε [*„] =  kv. Τότε η kv, ν e IN είναι ακολουθία φυσικών αριθμών και 
από τη σχέση

[χ] — 1 < [χ] < χ  < [χ] +  1 Χν — 1 < kv < Χν < kv +  1, Vv > νο (1) 

θα έχουμε ότι kv -> +οο και ακόμα ότι:

e < € που

1 1 1
----------- <  —  <  — ,
kv + 1  χ ν kv

Επομένως

η ακόμα επειδή
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Έχουμε όμως με βάση το α) ότι:

t.

( 1 + fcTr) = (1+ £ τ γ )  ( 1 + id n ·) ^ ‘ Λ

και

Συνεπώς
(1+έ) =(,+έ) (,+έ)·*“

Β" ( , +  ζ ) ’ “ ·

γ) Επειδή yv —► —οο αν θέσουμε >  =  —jc,, — 1 τότεηχ ν —*■ +οο και επομένως 
βάσει της β) έχουμε διαδοχικά:

*"(ι+£Γ = ,im (‘+^ τ τ ) '  =,imf e )
= ,im̂ rLT  =,"”(1+ £ Γ  (,+i:)=elme

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

I J 8  Έστω αν,ν  € IN και βν,ν  € IN δυο ακολουθίες θετικών πραγματικών 
αριθμών, τέτοιες ώστε:

Ονlim-— =  I  με 1 = 0  ή +  οο. 
βν

(I) Αν t  =  0 τότε να αποδείξετε ότι:

α) Αν lim av = +οο τότε και limfiv =  +οο. 

β) Αν η β ν, ν e IN είναι φραγμένη, τότε lim av =  0.

(II) Αν I  =  +οο τότε να αποδείξετε ότι:

α) Avlim fiv =  +οο τότε και limav = +οο. 

β) Αν η α„, ν € W είναι φραγμένη, τότε limfiu — 0.
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1.39 Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 
a)limlogv β)1ϋη5ίη^/ν

γ)Ιιηχ{1 + Ζ;Υ i ) / im ( 2 + ί)3ν( 2 + 9 μ

§ 1.10 ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ Λ ί

Είδαμε στην § 1.5, Παρατήρηση 1.44 ότι η ακολουθία α„ =  (-1)*' δεν 
συγκλίνει, αφού αϊν —► 1 κ α ι ο ^ ι  — 1. Υπάρχουν όμως άπειροι όροι της
ακολουθίας σε περιοχές των σημείων -1 και 1. Τότε δίνουμε τον ακόλουθο 
ορισμό:

Ορισμός 1.75 Ένας αριθμός ί  θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως μιας 
ακολουθίας α ν, ν e Ν, αν αυτός είναι όριο μιας υπακολουθίας της.

Προφανώς δεν έχουν όλες οι υπακολουθίες σημεία συσσωρεύσεως, π.χ. 
η α ν = ν, ν € IN, που δεν είναι φραγμένη. Οι φραγμένες ακολουθίεςε όπως 
δείχνει το επόμενο Θεώρημα έχουν τουλάχιστο ένα σημείο συσσωρεύσεως. 
Μπορεί όμως να έχει σημεία συσσωρεύσεως και μια ακολουθία, χωρίς αυτή 
να είναι φραγμένη.

θεώρημα 1.76 (Bolzano-Wierstrass ) Κάθε φραγμένη ακολουθία πρα
γματικών αριθμών έχει τουλάχιστο ένα σημείο συσσωρεύσεως. (Με άλλα 
λόγια, κάθε φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει τουλάχιστο 
μια συγκλίνουσα υπακολουθία).

Απόδειξη

Έστω χ ν, ν e IN μια φραγμένη ακολουθία, δηλ |jcJ  < Μ, Vv € IN. Τότε 
άπειροι όροι της x v, v e I N  βρίσκονται στο διάστημα [ -  Μ, Μ], Αν πάρουμε 
τώρα τα διαστήματα [ -  Μ, 0] και [0, Μ], τότε στο ένα ή στο άλλο ή και στα 
δυο θα βρίσκονται άπειροι όροι της χ υ, ν € IN. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
ας υποθέσουμε ότι οι άπειροι όροι βρίσκονται στο [0, Μ \  Θέτουμε =  0
και βι — Μ. Τότε στα διαστήματα Jon, 2L̂ Lj ή £ ij  ή και στα δυο 
υπάρχουν άπειροι όροι της jc„, ν e IN . Ονομάζουμε [α2, β2] εκείνο από 
αυτά που περιέχει τους άπειρους όρους. (Αν υπάρχει δικαίωμα επιλογής 
διαλέγουμε το δεξιό, όπως κάναμε και για το [αχ,β { \)  Συνεχίζοντας 
κατ' αυτόν τον τρόπο παίρνουμε μια ακολουθία κιβωτισμένων κλειστών 
διαστημάτων [αν,β ν], ν € IN που περιέχει άπειρα στοιχεία της χ ν,ν  e IN και 
που το μήκος τους είναι:

β ν - α ν βι — αι
—► 0.2^-1
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Συνεπώς έχουμε έναν κιβωτισμό κλειστών διαστημάτων του Cantor και από 
το Θεώρημα 1.68 υπάρχει μοναδικό ξ € IR τέτοιο ώστε: αν < ξ < β ν, Vv> € IN 
v.ailim av =  ξ,Ιίηιβν = ξ.

Είναι όμως το ξ σημείο συσσωρεύσεως της ακολουθίας χν, υ € W; 
Παίρνουμε έναν όρο xk{ e [α,, /3,] και διαλέγουμε έναν Jttj € [α2, β21 με 
k% > k x, έναν jrtj € [α3, β^\ με k$ > Aj κ.ο.κ. Η επιλογή αυτή είναι 
δυνατή γιατί καθένα από τα διαστήματα [α„, βυ] περιέχει άπειρους όρους 
της χ ν, ν e IN. Τότε η χκ , ν e IN είναι μια υπακολουθία της χ ν,\> e IN και 
crv < λ*„ 5  € IN. Επειδή litnav = ξ = limfiv, από το Θεώρημα 1.68
έχουμε ότι limx^ =  ·

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Ια) Να αποδείξετε ότι ένα σημείο a € R είναι σημείο συσσωρεύσεως 
ένος συνόλου A c  R, αν και μόνον αν, υπάρχει ακολουθία χυ, υ € Ν  με 
χυ € A -  {or} τέτοια ώστε: limxv =  α.

β) Να αποδείξετε ότι ένα σύνολο A C R είναι κλειστό, αν και μόνον αν, 
κάθε συγκλίνουσα ακολουθία, στοιχείων του Α, συγκλίνει σε ένα σημείο 
του Α.

γ) Έστω A c  R ένα κλειστό και φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι 
κάθε ακολουθία α ν, ν e Ν με α ν e Α έχει υπακολουθία ork̂  —>■ ί  και I € Α.

δ) Να αποδείξετε ότι ένα μη κενό σύνολο πραγματικών αριθμών, το 
οποίο είναι κλειστό και φραγμένο, έχει μέγιστο και ελάχιστο.

Απόδειξη

α) Αν υπάρχει τέτοια ακολουθία τότε, άπειροι όροι του Α βρίσκονται 
σε μια δακτυλική περιοχή του α. Αρα υπάρχει ένα στοιχείο του Α σε κάθε 
δακτυλική περιοχή Ν*(α), και συνεπιός το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του 
Α.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α 
Τότε Vu € IN υπάρχει ένα χ ν e Α τέτοιο ώστε: χ ν e IN [(α), δηλαδή

ν
0 < |or — jcv | < „, Vv € !Ν. Αυτό σημαίνει ότι limxv =  α και χν e Α -  {α}.

β) Έστω A c  IR ένα σύνολο με την ιδιότητα ότι κάθε συγκλίνουσα 
ακολουθία στοιχείων του Α συγκλίνει σε ένα σημείο του Α, και χ0 σημείο 
συσσουρεύσεως του Α  Τότε υπάρχει ακολουθία αν, ν e IN με αν χ0. Αλλά 
από την υπόθεση jc0 € Α, που σημαίνει ότι A' c  α  και άρα το Α είναι κλειστό.

Αντίστροφα, έσιω ότι το Α είναι κλειστό και αν, ν e IN με αν e Α και 
αυ -► ί  φ Α. Τότε το ί  δεν είναι σημείο συσσουρεύσεους του Α και άρα
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υπάρχει δακτυλική περιοχή Ν*(ί) που δεν περιέχει σημεία του Α  Επομένως 
Λ£(έ) Π A =  0 το οποίο συνεπάγεται ότι \av —l\ >e > Οκαιάραη αν,ν  e IN 
δεν συγκλίνει στο ί .  Αυτό αντίκειται στην υπόθεση για την αν, ν e IN και 
συνεπώς I  6 Α.

γ) Αφού το Α είναι φραγμένο, υπάρχει Μ  > 0 τέτοιο ώστε |*| < Μ, Vx e 
Α. Αλλά αν e Α και άρα α ν,ν  e IN φραγμένη. Από το Θεώρημα Bolzano 
-Weirstrass η αν, ν € IN έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία, έστω α*, —► έ. 
Αφού το Α είναι κλειστό, ί  € Α από το β).

δ) Έστω A c  /R ένα μη κενό άνω φραγμένο και κλειστό σύνολο. Τότε το 
Α έχειsupremum έστω μ =  supA. Έστω ν e IN τέτοιος ώστε: μ —\  < μ· Για 
αυτό το ν υπάρχει χν e Α : μ  -  * < χν < μ. Τότε χ ν -*■ μ. Έτσι η χν, ν e IN 
είναι ακολουθία στοιχείων του Απσυ συγκλίνει στο μ, και επειδή το Α είναι 
κλειστό μ  € Λ, από το β). Αφού supA e Α το  μ  είναι το μέγιστο του Α

Η απόδειξη για το ελάχιστο είναι αντίστοιχη.

2. Αν μια ακολουθία α ν, ν € Κ είναι φραγμένη και όλες οι ουγκλίνουσες 
υπακολουθίες της συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό t, τότε και η ακολουθία 
α ν, ν g Ν συγκλίνει στο I.

Με άλλα λόγια, κάθε φραγμένη και μη συγκλίνουσα ακολουθία πρα
γματικών αριθμών έχει τουλάχιστο δυο υπακολουθίες που συγκλίνουν σε 
διαφορετικά όρια.

Απόδειξη

Αφού η α υ, ν € IN είναι φραγμένη από το Θεώρημα Bolzano -Weirstrass 
(Θεώρημα 1.76) υπάρχει τουλάχιστο μια υπακολουθία της α*, ν € IN που 
συγκλίνει, έστω limat, = ί .Θ α  αποδείξουμε ότι η α„, ν e IN έχει και άλλη 
υπακολουθία που συγκλίνει σε διαφορετικό όριο.

Έχουμε Iimakv = ί .Τότε στην περιοχή του ί, (έ —ε, ί  +^)δεν βρίσκονται 
τελικά όλοι οι όροι της αν, ν e ΖΥ,αφού δεν συγκλίνει. Συνεπώς έξω από αυτή 
την περιοχή βρίσκονται άπειροι όροι της ακολουθίας. Ας υποθέσουμε, χωρίς 
αυτό να βλάπτει την γενικότητα, ότι αν > ί  +  e για άπειρο πλήθος δεικτών 
Μ, δηλ. α ν > I +  ε, Vv e Μ. Το Μ προφανώς είναι απέραντο υποσύνολο 
του IN. Έστω μ χ =  min Μ, μ^ = mi η {Μ — {μι}) κ.ο.κ. Κατασκευάζεται έτσι 
μια γνήσια αύξουσα ακολουθία δεικτών μ 1 < μ 2 < . . .  με στοιχεία από το 
Μ  Διαλέγουμε τότε τους όρους της α ν, ν e  IN που αντιστοιχούν σ’ αυτούς 
τους δείκτες, έτσι ώστε αμι < αμ% < . . .  (Αυτό είναι δυνατό γιατί οι όροι 
της α υ, ν ζ Ι Ν  που είναι μεγαλύτεροι του ί  +  6 είναι άπειροι). Αλλά τότε 
η α βν, ν e IN είναι μια υπακολουθία της αν,ν  € W που είναι αύξουσα και 
φραγμένη (γιατί η α „ , ν  € W είναι φραγμένη) και συνεπώς συγκλίνει σε
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κάποιο ί \  που προφανώς είνα ί '  Φ L

3. (θεώρημα Bolzano-Wierstrass για σύνολα.) Κάθε φραγμένο και 
απέραντο σύνολο έχει ένα τουλάχιστο σημείο συσσωρεύσεως.

Απόδειξη

Έστω S ένα φραγμένο και απέραντο σύνολο. Αφού το S είναι απέραντο, 
μπορούμε να διαλέξουμε μια ακολουθία αν, υ e IN διακεκριμένων στοιχείων 
από το S, δηλ. a» e  S, Vv e IN και or, φ  a j , i  φ  j .  Η  ακολουθία αυτή είναι 
φραγμένη (αφού το S είναι φραγμένο) και άρα από το Θεώρημα Bolzano- 
Wierstrass έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία, έστω την α*ν, ν € IN. Ας είναι 
jto =  limctk, . Θα αποδείξουμε ότι το jco είναι σημείο συσσωρευσεαις του S. 
Έστω € > 0. Τότε υπάρχει νο € W τέτοιο ώστε |or*. -  λ&| < €, Vv > u>. 
Διαλέγουμε το ν > ν0 κατά τέτοιο τρόπο ώστε or*. Φ χο (αυτό είναι δυνατό 
αςροΰηαι,, ν € IN, και άρα και η or*,, ν e IN είναι ακολουθίες με διακεκριμένα 
στοιχεία.) Προφανώς |or*. — jcol < « και or*, € S που σημαίνει ότι το jto είναι 
σημείο συσσοορεύσεως του S.

4. Να αποδείξετε ότι κάθε ακολουθία έχει μια μονότονη υπακολουθία.

Απόδειξη

Έστω or̂ , ν e IN μια τυχαία ακολουθία πραγματικών αριθμών. Θα 
πρέπει να κατασκευάσουμε μια υπακολουθία or*., ν € IN η οποία να είναι ή 
αύξουσα ή φθίνσυσα. Θα διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:

1η περίπτωση. Κάθε σύνολο {α„, υ > ι̂ } έχει μέγιστο. Σ' αυτήν την 
περίπτωση μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία Ι ^ ,ν β ΙΝ  φυσικών αριθμών 
τέτοια ώστε:

or*, =  max or
V > V \

or*, =  max or y
v>ki

aki =  m a x a pv>ki

κ.ο.κ. Προφανώς kx < < . . .  αφού σε κάθε βήμα παίρνουμε το μέγιστο
ενός μικρότερου συνόλου, από ότι στο προηγούμενο βήμα. Επομένως η 
or*v, ν e IN είναι μια φθίνουσα υπακολουθία της αν, ν € IN.

2η περίπτωση. Υποθέτουμε ότι δεν σαχπό ότι όλα τα σύνολα [αν, υ > η,} 
έχουν μέγιστο. Τότε, για κάποιο ν, το σύνολο {αν, ν > t»i} δεν έχει μέγιστο. 
Αυτό συνεπάγεται ότι για τυχαίο am με m > ιη μπορούμε να βρούμε ένα 
α ν μετά τον a m τέτοιο ώστε: αν > am. (Διαφορετικά ο μεγαλύτερος από
τους or^.,.,........a m θα ήταν μέγιστο για το σύνολο {ιη,, υ > ν,}.) Ορίζουμε
a*, =  ofy,+l και έστω α*2 είναι ο πρώτος όρος μετά τον or*, για τον οποίο 
or*, > or*, .Μετά έστω or*, ας είναι ο πρώτος όρος μετά τον or*, για τον οποίο
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α*3 > κ.ο.κ. Κατ' αυτόν τον τρόπο παίρνουμε μια αύξουσα υπακολσυθία 
€ W της α ν, ν € IN.

Σημείωση

Το Θεώρημα των Bolzano-Weirstrass προκύπτει άμμεσα από αυτήν την 
εφαρμογή, αφού η μονότονη υπακολσυθία θα είναι και φραγμένη και άρα 
συγκλίνουσα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________ .

1.40 Αν μια ακολουθία α ν,ν  e IN συγκλίνει στο ί, τότε να αποδείξετε ότι το 
I  είναι το μοναδικό σημείο συσσωρεύσεως της αν, υ € IN.

1̂ 41 Να αποδείξετε ότι οι ακολουθίες:
ν 7 I I 1

α ) α ν = - — ν ζ Ν  και β) α ν =  1 +  — +  — +  . . .  +  - γ , ν € &  
2ν + 1 22 32 ν2

έχουν συγκλίνσυσες υπακολουθίες.

1.42 Να βρεθούν τα σημεία συσσωρεύσεως των ακολουθιών: 
α) αν =  ( -1 ) ι'+1(1 +  £), ν € Ν

β) ce„
ν περιττός 
ν πολλαπλάσιο του 4f V

λ — 1, ν άρτιος όχι πολλαπλάσιο του 4

§ 1.$|ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ TOY CAUCHY (ή ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ)

Για να αποδείξουμε την σύγκλιση μιας ακολουθίας με την βοήθεια του 
ορισμού, είναι προφανές ότι πρέπει να ξέρουμε ή τουλάχιστο να έχουμε 
ενδείξεις εκ των προτέρων για την τιμή του ορίου. Αυτό είναι ένα βασικό 
μειονέκτημα του ορισμού της σύγκλισης. Επειδή τις περισσότερες φορές δεν 
μας ενδιαφέρει το όριο, αυτό καθεαυτό, αλλά να ξέρουμε αν η ακολουθία 
συγκλίνει ή όχι, γι’ αυτό δίνουμε ένα κριτήριο που είναι ισοδύναμο με τον 
ορισμό της σύγκλισης, αλλά με μειονέκτημα (από την άλλη μεριά) χωρίς να 
δίνει καμμιά πληροφορία για το ποιο μπορεί να είναι το όριο.

Ας δώσουμε πρώτα τον Ορισμό.

Ορισμός 1.77 Μια ακολουθία α„,υ e Ν θα λέγεται ακολουθία του 
Cauchy (ή βασική ακολουθία), αν και μόνον αν, για κάθε € > 0, υπάρχει 
ν0 ε Ν  τέτοιος ώστε για οποιουσδήποτε φυσικούς μ , ν > υ0 να συνεπάγεται 
\αν — αμ\ < € δηλ. συντομότερα

α ν βασική ·Φ» (Ve > 0)(3ν0 € N)(Vv, μ € Ν)
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ν > υο, μ  > uo => |αυ — | < €.

Παρατήρηση 1.78

Ο ορισμός 1.77 μπορεί να πάρει την παρακάτω ισοδύναμη μορφή που 
μερικές φορές είναι πιο απλή στις εφαρμογές.

α ν βασική ο  (W > 0)(3η> € W)(Vi; € ΙΝ)(ν > ι/0)

(Vfc € IN) => |αΡ+* — αυ| < €.

θ α  αποδείξουμε τώρα το βασικό κριτήριο σύγκλισης:

θεώρημα 1.79 (Κριτήριο σύγκλισης του Cauchy) Αναγκαία και ικανή 
συνθήκη για να συγκλίνει μια ακολουθία αν , ν € Ν είναι αυτή να είναι 
ακολοιθία του Cauchy.

Απόδειξη

θ α  αποδείξουμε την εξής ισοδυναμία:

limaν =  ( ο  (Vi > 0)(3ιο € ΙΝ )φ ν ,μ  € ΙΝ)(ν > η>, μ  > ι>ο) ^  |ofw —αμ| < i .

Και πρώτα ας αποδείξουμε το αναγκαίο δηλ. ότι κάθε συγκλίνουσα ακολου
θία είναι ακολουθία του Cauchy.

Έστω lim av =  ί. Τότε

(Vi > 0)(3η> € W)(Vv € ΙΝ)(ν > ν0)=> \αν — 1\ < -  .
2

Διαλέγουμε έναν δείκτη μ  > υ0. Τότε |αμ - 1 \  < | .  Αρα για μ , ν > ν0 θα 
έχουμε:

Κ  -  «μ I < Κ  “  *\ +  Ι“ μ “  *1 < ^  |  =  «

δηλ. η αυ, ν € W είναι ακολουθία του Cauchy.

Τώρα θα αποδείξουμε το ικανό, ότι δηλ. αν μια ακολουθία είναι 
ακολουθία του Cauchy, τότε αυτή συγκλίνει.

Έστω α ν, ν e W μια ακολουθία του Cauchy. Για t  =  1, υπάρχει 
υο € IN: \αν -  αμ\ < 1, νμ, ν > υ0. Διαλέγουμε έναν ιη € IN με ν\ > ν0 και 
παρατηρούμε ότι:

|α„| =  |α„ — <*„, | < \χν — α ν, I +  \aV{ | < 1 +  |or„, |, Vu > ι>ο·
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Θέτοντας Μ  =  max{|οη|, |α2| , . . . , |ανβ|, 1 +  |αυ, |} έχουμε ότι |α„| < Μ, Vi> € 
IN, που σημαίνει ότι η ακολουθία α ν, ν e IN είναι φραγμένη. Αυτό έχει σαν 
συνέπεια, σύμφωνα με το Θεώρημα 1.76 (Bolzano-Weirstrass) ότι η αν, ν e  IN 
έχει μια υπακολουθία που συγκλίνει, έστω limat, =  ί. θ α  αποδείξουμε ότι 
κα ι/imofu =  ί. Έχουμε:

lim a^  =  ί  -ο- (Ve > 0)(3ι^ e W)(Vi> € 1Ν)(ν > ν2) =* |α*„ - £\ < (1)

Αφού η α ν, ν € W είναι ακολουθία του Cauchy

(Ve >  0)@ ι$ €  W )(Vv, μ  G ΛΟ(υ >  ι^, μ  >  υ3) =*· |αυ -  α μ | <  - .  (2)

Επειδή kv > υ, Vv € IN από την (2) έχουμε:

υ > ι>3 => Κ  > ν3 =» Κ  -  α J  < j·

Παίρνοντας ως ν* = max{\>i, ν»3> θα έχουμε για ν > ν*

\αν -  t\ < \αν -  α*ν I +  Κ  -  ί\  < |  +  |  =

που σημαίνει ότι limav =1. ·

Παρατήρηση 1.80

Όπως τονίσαμε παραπάνω με το κριτήριο του Cauchy αποδεικνύσυμε την 
σύγκλιση ή όχι μιαςακολουθίας, χωρίς όμως να μπορούμε να πούμε καιποιό 
θα είναι αυτό το όριο. Αν παρατηρήσουμε όμως πιο προσεκτικά την απόδειξη 
του ικανού του παραπάνω Θεωρήματος, διαπιστώνουμε ότι δίνει και έναν 
τρόπο για την εύρεση του ορίου. Τό όριο £ της ακολουθίας α ν,ν  e IN είναι 
το όριο μιας υπακολουθίαςτης or*v, ν g IN. Έτσι λοιπόν αποδεικνύοντας ότι 
μια ακολουθία είναι ακολουθία του Cauchy, εξασφαλίζουμε ότι η ακολουθία 
αυτή συγκλίνει. Το όριο τότε μιας οποιοσδήποτε υπακολουθίαςτης θα είναι 
και το όριο της ακολουθίας.

Παρατήρηση 1.81

Προσοχή χρειάζεται στην εφαρμογή του ορισμού και ειδικά στην απαίτη
ση V £ e IN. Η αναγκαιότητα φαίνεται στο εξής παράδειγμα. Ας θεα>- 
ρήσουμε την ακολουθία αν =  ^/ΰ, ν e IN που όπως διαπιστώνουμε απλά δεν 
συγκλίνει9. Έχουμε:

\<*v+k — ον I =  yjv +  k — λ/ v =  ^
λ / v  - f  k  ■(- * s /\>  2 y V

^Παρατηρούμε ότι δεν εί\αι φραγμένη
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Για δοσμένο € > Οκαι k > 0, υπάρχει νο € IN τέτοιο ώστε: < e, Vv > ν0
και άρα |αν+» — α„| < e, Vv > ν0 που σημαίνει ότι η ακολουθία a Vyv € IN 
είναι ακολουθία του Cauchy, καιάρα σύμφωνα με το θεώρημα 1.79 συγκλίνει, 
άτοπο. Το άτοπο βρίσκεται στο ότι στην συνθήκη του Cauchy έχουμε πάρει 
ένα σταθερό k αντί του νλ € Ν. Αν το k δεν είναι σταθερό, τότε δεν 
υπάρχει ν0 e 1Ν τέτοιο ώστε ^  < ε, Vv > η, και k > 0. Με άλλα λόγια,
αν το λ είναι τυχαίος θετικός αριθμός, η ποσότητα ^  δεν μπορεί να γίνει 
οσοδήποτε μικρή, διαλέγοντας απλώς μια αρκετά μεγάλη τιμή του ν .

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω ακολουθίες είναι ακολουθίες του 
Cauchy:

β) a v = l -  £ +  J -  } +  .. .  +  ( - i r - | i , v € N .

Απόδειξη 

α) Έχουμε

\αν -  α μ\ =

<

υ
ϋ + ϊ
ν + μ  

νμ

μ  _  -  μ | < Μ  +  Μ
μ +  1 (ν +  1)(μ+ 1) ”  (ν +  1)(μ +  1)
1 1 
— +  -  < «
μ  ν

(XV μ  > V > γ = VQ.

β) Έχουμε

Ι«»+* -  = < -‘> " 7 r r + (- i r ' · ■■· ■+ z h

ν +  1 ν +  2
1 Η . . . +  ( - » · - '  'ν + k

-J—  (_L_--- L·) -  . . .  _  (— ----- i - ) | , k περιττός
v+l  v p+2 tH-3' v p +*-1 v + k J I ^  ^
—ί— ( - 1 - — — λ-1, k άρτιοςv+l ’ v+2 v+k I ^  ’

1 1
< ----- - < -  < 6

v +  l v

που σημαίνει ότι η ctv, ν € IN είναι ακολουθία του Cauchy.
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2. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία α ν, ν € Ν με

δεν συγκλίνει. 

Απόδειξη

Παρατηρούμε ότι:

Δηλαδή |α2„ -  αν | > j  ή |ofv+t -  ctv\ > j  για ν =  k. Αυτό σημαίνει ότι για
€ = $ r \a v,v  e 1Ν δεν ικανοποιεί την συνθήκη του Cauchy, οπότε δεν είναι 
ακολουθία του cauchy και κατά συνέπεια δεν συγκλίνει.

λ  Να αποδείξετε ότι η η ακολουθία α ν , ν ε Ν μ ε

συγκλίνει, και να βρήτε το όριό της.

Απόδειξη

Έχουμε: 1 < α\ < 2 και 1 < αι < 2. Αν υποθέσουμε ότι 1 < αν- ι  < 2 και 
1 < «υ-ι < 2  θα έχουμε 2 <οίυ-ι +  α υ-2 < 4 => 1 < α ν < 2, Vv € IN καιάρα 
η η ακολουθία α ν, ν e IN είναι φραγμένη.

Θα εξετάσουμε αν είναι και μονότονη. Είναι:

δηλ. δυο διαδοχικές διαφορές δεν έχουν το ίδιο πρόσημο και συνεπώς η 
ακολουθία α ν,ν  e IN δεν είναι μονότονη. Από την (1) όμως έχουμε:

Εφαρμόζοντας την σχέση αυτή για υ =  1 , 2 , . . . , ν και πολλαπλασιάζοντας 
κατά μέλη τις σχέσεις που θα προκόψουν παίρνουμε ότι:

α1 = 1 , α 2 = 2  και = -(a„_2 +  aw_|) ,v > 2

(1)

Κ+1 - « J  =  |̂Qfv — Qfv—ll-
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Διαλέγουμε δυο δείκτες μ, ν με μ  > ν. Τότε:

|αμ - α ν\ < |αμ - αμ_ι| +  |αμ_ ι - α μ_2| +  . . . - Η α ^ ! - α , , Ι

Επειδή φ τ  -> 0 θα έχουμε:

(V* > 0)(3ιη € 2ZV)(Vv € Ν)ν > m => — j· < e.

Συνεπώς αν μ > y > ι>0 έχουμε |αμ -  α ν| < « και έτσι η αν, ν € W είναι 
ακολουθία του Cauchy και άρα συγκλίνει.

Για να βρούμε το όριό της, σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.80 αρκεί να 
βρούμε το όριο μιας υπακολσυθίας της 10.Ας πάρουμε την υπακολουθία των 
περιττών όρων α^+ι. ν € IN. Έχουμε:

OfJv+1 , 1 1 1
1 +  2 + ?  +  ··· +  5ΠΓΓ

| +  1 { ι + 1 +  . . .  + J _ }

Αρα limav =  l im a i^ i  =  1 +  § =  f

Προσοχή! Αν υποθέσουμε ότι limav =  ί ,  οπότε και limofl,_2 =  ί ,  
Umar ι^ι =  I  από τον αναγωγικό τύπο δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε 
το ί ,  αφού καταλήγουμε στην ταυτότητα I t  = It.

3. α) Αν a > 0 και ρ ν, ν € Ν είναι μια μηδενική ακολουθία ρητών 
αριθμών, τότε fimaA =  1.

β) Αν a > 0 και μ,, ν € Ν είναι τυχαία ακολουθία ρητών αριθμών με 
μ, -*  χ, τότε η ακολουθία αΑ, ν € Ν συγκλίνει προς τον ίδιο πάντοτε 
αριθμό. 1

1&Ενας διαφορετικός τρόπος, για \α βρούμε το όριο, είναι ο εξής: Από την σχέση 2α„ = 
αν_ι + α ν _ 2  παίρνουμε: 2θ3 = <*2 + αι . 2α« = 0 3 + 0 2  . 2os =  0 4  +  03  , , 2α ν =
αυ_ι +  α ν- 2 , 2ου+ι =  αν +  αν _ι. 2αν+2 =«ν+ι +α« ,ααποίεε με πρόσθεση κατά μέλη δίνουν: 
2α„+ι +  2&ν+2 =  <*ιι+ι + 2α2 +αι και άρα limav = 1 |  ■

ο
3
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Απόδειξη

α) Έστω a > 1. Επειδή ρ ν -* 0 έχουμε:

limpv =  0 Ό· (Vfc 6 W)(3v0 € N)(Vv € 1Ν)ν > ν0 => IaJ < £

και συνεπώς
α-* — 1 < α ρ’ — 1 < or* — 1. (1)

Γνωρίζουμε όμως, αφού k s  IN, ότι lim(a~t - 1) =  0 =  lim (ai — 1) δηλαδή

(Ve> 0)@vj € IN)<yk€ N )k>  vt => | a- * -  1| < e (2)

(Ve > 0)(iw2 € IN)<yk € N)k > v2 => |a* - 1| < e. (3)

Διαλέγοντας τώρα ν' =  /ηα*{ι<>, ν\, ν2}από τις (1), (2) και (3) έχουμε:

—€ < a~t — 1 < α'0ν — 1 < — 1 < €, Vv > ν'

δηλ. Ια*· -  1| < € και συνεπώς αΛ -*■ 1.

Αν a =  1 είναι προφανής, ενώ αν 0 < a < 1 τότε £ > 1 οπότε (£)Λ ->· 1 
ή αΑ —► 1.

β) Για να αποδείξουμε ότι η αρ\  ν e IN συγκλίνει, αρκεί να αποδείξουμε 
ότι είναι ακολουθία του Cauchy, δηλαδή

(Ve > 0)(9νο 6 W)(Vv, μ  € Ν)ν > νο, μ  > m =>■ |αΛ' — αΡμ\ < €. (4)

Από την υπόθεση έχουμε ότι ρν -*■ χ . Αυτό σημαίνει ότι η ρ ν, ν € 1Ν είναι 
φραγμένη, δηλαδή

(3φ € R ) : |/0w| < φ, Vv e IN

και ακόμα ότι η ρν, ν € IN είναι ακολουθία του Cauchy, δηλαδή

(Vk e ΙΝ)(3νι € W)(Vv, μ  € IN)v > vj, μ  > vj =» \pv — ρμ\ < γ
r\

ή
1 1

~ ϊ < Ρν~ Ρ μ < Τ
Έστω α > 1, οπότε α =  1 +  θ,θ -> 0. Τότε θα έχουμε:

a ~i < αρ*-ρ» < α £.
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Είναι όμως

α* =  (1 +  0)* < 1 +  γ »k
αφού από την ανισότητα του Bernoulli έχουμε:

Λ Θ Θ .
( ι ^ ) > 1 +  k.~ =  1 +  0 &  1 +  — > (1 +  θ )·.

Επίσης είναι

a - i >  1 - ί
k

αφού

α -  ̂=  (1 -f = 1 1 . θ
> — > 1 ~ ϊ( ΐ + ey t*  ι +  f·

Τελικά λοιπόν έχουμε:

1 -  -■ < αρ*~ρ» < 1 +  i  ο  |αΑ~ρ'* -  1| < I ,

για κάθε ν ,μ  € W με ν > νχ,μ  > ι*.

Έστω ν* =  max[v0t wj}. Από τ ις (4) και (5) έχουμε:
Q

|a *  —a fi*\ =^crΛ‘)cιrp’_p', — 1| < a*— < €
k

(5)

για κάθε ν ,μ  € IN με ν > ν·, μ  > ν*, αν k > α*γ.

Δηλαδή η ακολουθία α * , ν 6 IN είναι ακολουθία του Cauchy καιάρα 
συγκλίνει.

Αν a =  1, τότε αρ· =  1, Vv e IN και άρα αρ· -*■ 1.

Αν 0 < α < 1 τότε £ > 1 οπότε η (£)* θα συγκλίνει. Αλλά τότε θα 
συγκλίνει και η 1/(£)Α = α Λ .

Θα αποδείξουμε τώρα ότι η σύγκλιση της α * , ν 6 IN είναι ανεξάρ
τητη από την εκλογή της ακολουθίας ρ ν, υ e IN. Πιο συγκεκριμένα, θα 
αποδείξουμε ότι:

Αν ρ ν —*■ χ  και σν -*■ χ  τότε lim a* = lim a*.

Αφού ρ ν —► χ  και σν -> χ  τότε η ακολουθία ρ ν- σ ν,ν  e IN είναι μηδενική 
και συνεπώς από το α) έχουμε αρ,_ * -*■ 1. Αλλά τότε έχουμε:

limap'’ =  lima*  _σ·'+σ“' =  lim a*^" Jimaav = lima*.
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Σημείωση

Από την παραπάνω εφαρμογή β) η δύναμη αχ με βάση θετικό αριθμό και 
χ € R ορίζεται μονοσήμαντα από τον τύπο

or* =  lima Λ

όπου ρν> υ € Ν τυχαία ακολουθία ρητών αριθμών, με ρ», —► χ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________ !

1.43 Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω ακολουθίες, είναι ακολουθίες του 
Cauchy:

α) <χν =  ν € IN. 

β) a v = j i+  ^  +  ··· +  7 ’ν

Υ) civ = l + jr + jr+  -. + jr ,v  €1Ν.

8) α„ =  1 + p - +  j '  +  Jr--- +  ^r»l , € W .

1.44 Δίνεται η ακολουθία αυ =  1+ -^ +  - j -+ . . .+  ν € IN . Να αποδείξετε 
ότι lim av = +οο.

<—1.45 Να αποδείξετε ότι κάθε ακολουθία α ν,ν  € IN με την ιδιότητα

Ιοίμ+ι -  α„| < cv, Vv € IN, 0 < c < 1

είναι ακολουθία του Cauchy.

4.46 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αυ,ν  € IN με

cos 1 cos2 cosv
αν =  — +  —  +  .

είναι ακολουθία του Cauchy.

1.47 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν,ν  e IN με

, 1 1 1Ofv =  1 +  -  +  — +  ··· +  ------ -3 5 2ν -  1

δεν είναι ακολουθία του Cauchy. Λν·'»Λ/<ν.,+·'
%. '% 
η  -

JSKii*

Ibf
lfv
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/
1.48 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία aVtv e IN με

, 1 11
α » =  1 +  22 +

1

συγκλίνει,

α) αποδεικνΰοντας ότι είναι μονότονη και φραγμένη και 

β) αποδεικνΰοντας ότι είναι ακολουθία του Cauchy.

1.49 Δίνονται οι ακολουθίες σ ν,ν  e IN και r„, υ € ZV όπου

<7„=a,+or2 +  . . .+ol ·  και

χν =  1®ι1 +  \<*ι\ +  . . .  +  |αν|.

Να αποδείξετε ότι αν η τν, υ € ZV είναι ακολουθία του Cauchy τότε και 
η σ ν, ν € ΪΝ είναι ακολουθία του Cauchy. Να εξετάσετε αν ισχύει το 
αντίστροφο.

1.50 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν, ν e  IN U {0} με

α0 = 0 ,or, =  1 και α„ =  +  2αμ_2), ν > 2

συγκλίνει. Ποιό είναι το όριό της;

1.51 Να αποδείξετε ότι κάθε ακολουθία του Cauchy, διάφορη της σταθερής, 
έχει ακριβώς ένα σημείο συσσωρεύσεως.

1.52 Αν Μ το σύνολο των μηδενικών, Σ των συγκλιναυσών, C των ακολου
θιών του Cauchy και F των φραγμένων ακολουθιών ρητών αριθμών, 
τότε να αποδείξετε ότι:

§ 1.12 ΑΝΩΤΕΡΟ ΚΑΙ ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ__________

Αν μια ακολουθία αν,ν  € IN συγκλίνει, τότε το lim av δίνει κατά προσέγ
γιση το μέγεθος του όρου α ν, για αρκετά μεγάλα ν. Επομένως το lim av, είναι 
μια έννοια άρρηκτα συνδεδεμένη με τις συγκλίνουσες ακολουθίες. Σ' αυτήν 
την παράγραφο, θα γνωρίσουμε δυο άλλες έννοιες, του ανώτερου ορίου 
(limes superior ) και του κατώτερου ορίου (limes inferior), που μπορούν να 
εφαρμοστούν σε όλες τις ακολουθίες.

M e  Σ c C  c  F.
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Έστω Α! το σύνολο των σημείων συσσωρεύσεως μιας ακολουθίας αν,ν<= 
IN. Προφανώς το Α' έχει supremum και infimum. Τότε έχουμε τον ακόλουθο 
ορισμό.

Ορισμός 1.82. Έστω αν,ν  € Ν μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. 
Τότε:

1) Αν η αν, ν € Κ είναι φραγμένη και Α' είναι το σύνολο των σημείων 
συσσωρεύσεώς της, ορίζουμε ως

lim infoy =  inf Α' και limsupcf. =  sup A7.

2) Αν η υ € Ν δεν είναι άνω φραγμένη , ορίζουμε ως limsupa „ =  -foe, 
ενώ αν δεν είναι κάτω φραγμένη, ορίζουμε liminfa^ =  — οο.

Από τον παραπάνω ορισμό γίνεται φανερό πως υπάρχουν υπακολουθίες 
της a v, v e I N  που συγκλίνουν στο lim info?!, και limsupav. Το θεώρημα 
που ακολουθεί δίνει έναν διαφορετικό τρόπο προσέγγισης στο lim i n f ή 
limsupa„, πολύ χρήσιμο στις εφαρμογές.

θεώρημα 1.83. Έστω αυ, ν e Ν μια φραγμένη ακολουθία πραγματικών 
αριθμών. Τότε limsupa^ =  ί  (αντίστοιχα liminfov =  m), αν και μόνον αν, 
για κάθε e > 0, υπάρχει υο e Κ,τέτοιος ώστε:

αν < I  +  ε (αντίστοιχα α ν > m -  e),Vv > ιυ (1)

και υπάρχει ακολουθία φυσικών αριθμών ki < fo < . . .  τέτοια ώστε:

akv > I  -  € (αντίστοιχα akw < m +  e), Vv e N. (2)

Απόδειξη

Έστω ότι limsupav =  l  και η (1) δεν ισχύει. Τότε θα υπάρχει κάποιο 
€ > 0, τέτοιο ώστε: α ν > I -f e για άπειρο πλήθος δεικτών υ e lN . Αλλά τότε, 
αφού η αν, ν e IN είναι άνω φραγμένη, θα έχει ένα σημείο συσσωρεύσεως 
α >£ + €, που αντίκειταιστον ορισμό του ί .  Άρα η (1) ισχύει.

Αν τώρα για κάποιο € > 0 ήταν α ν > ί  -  € για πεπερασμένο πλήθος 
δεικτών, θα είχαμε supA' < ί  — e. Συνεπώς και η (2) ισχύει.

Αντίστροφα, αν οι (1) και (2) ισχύουν, τότε το ί  είναι σημείο συσσω
ρεύσεως της α υ, ν e IN. Αν έ, > ί  ήταν ένα άλλο σημείο συσσωρεύσεως 
της αν, ν e IN , τότε παρατηρούμε ότι η (1) δεν ισχύει αν πάρουμε ως 
e = > 0. Έτσι το Θεώρημα αποδείχτηκε. ·
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θεώρημα 1.84 Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να συγκλίνει η ακολου
θία αν, ν € Ν είναι limsupav =  liminfav.

Απόδειξη

Έστω lim av =  ί. Τότε όλες οι υπακολουθίες της συγκλίνουν στο £ και 
αφού υπάρχουν υπακολουθίες που συγκλίνουν στο limsupav και lim in f αυ 
θα έχουμε ότι limsupav =  I = lim infav.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι limsupav =  £ =  lim in fav. Από το Θεώ
ρημα 1.83 υπάρχουν vu νι € IN τέτοια ώστε:

αν < £ +  ε, Vu > ut και αυ > ί  — ε, Υυ > ι>2·

Αν ν0 =  max{v,, ρ 2 )  θα έχουμε |α„ — 1\ < ε, Υ ρ  > που σημαίνει ότι 
limav — £. ·

------------------------------------------------------------- -  ■■ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να βρεθούν τα sup, inf, limsup και liminf της ακολουθίας αν, υ € Ν 
που ορίζεται ως εξής:

α, = 2, α2 =  —2 και για ν > 2  αν ( 1 ,  ρ  περιττός 
—1, ν άρτιος

Απόδειξη

a) supav =  sup[av, ν e IN] =  supa(N) =  2, επειδή όλοι οι όροι 
είναι μικρότεροι ή ίσοι του 2, ενώ ένας τουλάχιστο όρος (ο πρώτος) είναι 
μεγαλύτερος του 2 -  ε, Υε >0.

β) in/{αν, ν e IN) = in /a  (Ν ) =  -2 , επειδή όλοι οι όροι είναι μεγαλύτε
ροι ή ίσοι του -2, ενώ ένας τουλάχιστο όρος (ο δεύτερος) είναι μικρότερος 
του -2  +  ε,Υε > 0.

γ) limsupav =  1, επειδή άπειροι όροι της ακολουθίας είναι μεγαλύτεροι 
του 1 -  ε, Υε > 0 (δηλ. οι όροι περιττής τάξης), ενώ ένα πεπερασμένο πλήθος 
όρων είναι μεγαλύτεροι του 1 + ε, Υε > 0 (μόνον ο πρώτος όρος).

δ) lim in fav =  — 1, επειδή άπειροι όροι της ακολουθίας είναι μικρότεροι 
του -1  +  ε, Υε > 0 (δηλ. οι όροι άρτιας τάξης), ενώ ένα πεπερασμένο πλήθος 
όρων είναι μικρότεροι του -1  -  ε, Υε > 0  (μόνον ο δεύτερος όρος).

2. Να βρεθούν τα liminf και limsup των ακολουθιών:

α)α„ =  οοβψ +  ν e  Ν.
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β)αυ = ν(1 + sin ψ ) , ν e Ν.
m 2 + 1 5  £  1 8 ο  1 11 1 |

ΚΜ *5*“~** 4*6’ 7 * 9 ’ ° ’ 10* 12’ 11’ " '

Απόδειξη
α) αν =  c o i^ -+  ~ γ  μευ =  6λ +  υ ,0 <  ν <$· Συνεπώς

υ= 0 , α 6λ =  cosl\it +  ^ =  1 +  ΐίΰ => 061 1

ν = 1, «6λ+ι =  COJ (2λπ +  f ) +  55̂ 2 =  ι +  6Ϊ+2 ^  2

Όμοια βρίσκουμε:

ν =  2 =» «6λ+2 “► 2

ν = 3 => «6λ+3 — 1

υ =  4  =» «6λ+4 ->  — j  

ν =  5 => αβλ+s - *  — 2

Αρα Λ' =  {-1, j ,  1} καιεπομένως liminfotv =  - 1 ,  limsupotv =  1.

β) Παρατηρούμε ότι η ν € W είναι φραγμένη κάτω από το Οαλλά δεν 
είναι άνω φραγμένη και επομένως lim in fa v =  0, limsupav =  +οο.

γ) Εδώ έχουμε Α' =  {0,1} γιατί η ακολουθία γράφεται:

ο , 1 3 ν - 1
<**, = -3ν +  1,α3υ-2 = 3 ^ 7 2 ’ α3ν-ι = ” 37“ ’

Συνεπώς lim in fa v =  —οο, limsupav — 1. (Αν και i n fΑ ’ =  0 το limin f a v =  
—οο γιατί η α ν,ν  ς.!Ν δεν είναι κάτω φραγμένη).

3. α) Να αποδείξετε ότι:

i) limsupyjoTi < limsup ttw+l
av

i )  liminf
av < liminf^/|aw|

β) Av lim ttu+l
a* =  £ τότε και Km\/fa7[ =  l .  To αντίστροφο δεν ισχύει.

Απόδειξη

α) Θα αποδείξουμε μόνο την ΐ) γιατί η ϋ) αποδεικνύεται ανάλογα. 
Αν limsup\*gf\ =  +οο τότε δεν έχουμε τίποτα να αποδείξουμε. Έστω
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limsup\2jgi-\ < + 00. Συμπεραίνουμε τότε ότι για κάθε αριθμό c με την 
ιδιότητα l im s u p \^ \  < c, υπάρχει η> € W, τέτοιος ώστε:

<Χν+ι

α ν < c, Vv > Η).

Από την σχέση αυτή για τυχαίο k > Ο παίρνουμε:

K + i l  < c K e+1|

1 < c\aVo+i\

— Cla H)+*l
Πολλαπλασιάζοντας αυτές τις σχέσεις έχουμε:

K + * + tl<  c*K + il

Ι<*»1 < cv **_ ,|βι*+ι|, Vv > vo·
Αρα v^crU < καί- συνεπώς

li m su p j\a v\ < c .lim sup j<r**- , |a ,,+ il·

Αφού c-1» 1 ler^-n | είναι θετική σταθερά, /im ^ c-‘»-«|crl,0+1i =  1 και άρα 
l im s u p j |αν| < c, για αυθαίρετο c, που αποδεικνύει την ΐ).

β) Σύμφωνα με το α) έχουμε:

lim in f
α ν < lim in f J \a v\ < limsup-f\av\ < limsup «Η-1

Ον

Επειδή όμως υπάρχει το lim

otv+\

αν συνεπάγεται ότι:

lim supinf
Ctu =  limsupsup

Ow+I
a,

=  lim Ctv+l
Uv

=  *,

και από την προηγούμενη ανισότητα παίρνουμε ότι και

lim in f$)ριν\ =  limsup-^\av \ =  //m| ~ +1·| =  ί.

Αρα υπάρχει το l im y \c tv\ και είναι l i m j \ a v \ =  l i m \ ^ - \  =  t .  Το ότι 
δεν ισχύει το αντίστροφο να το επαληθεύσετε θεωρώντας την ακολουθία 
«ν» ν € !Ν με ο?2ν-ι =  ^  και α& =  y^r.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ------------------------------------------------------------- ----------------

1.53 Να βρεθούν xa lim in fav και limsupav αν:

α)αν =  c o s ^ - ,v  € IN β)αν =  4 +  ( -1 )υ +  ν € IN

Κ Κ  =  [ ( -  1)υ +  1]Λ  ν € IN δ)αν =  (1 +  J) cos*f, ν € IN

e)av =  (1 -  7) sin)T' ν e W  οτ)αν =  (sin^ +  c o s , v e 
IN

1.54 Έστω a v, i> e IN μια φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών και 
α ^ ,ν  e IN μια υπακολουθία της. Να αποδείξετε ότι:

liminfav < liminfak„ < limsupav <lim supav.

1.55 Έστω a v, v e Ν  μια φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών. Να 
αποδείξετε ότι αν αν < lim in fav για άπειρο πλήθος δεικτών ν και 
βν, ν e Ν  είναι μια υπακολουθία της α ν, υ € IN που σχηματίζεται όσιό 
τους όρους για τους οποίους είναι αν < lim in fa v, τότε η βν, ν e  Ν 
συγκλίνει στο limin f a v.

1.56 Έστω αν,ν € IN μια φραγμένη ακολουθία και

X = {χ : χ  < α ν για άπειρο πλήθος δεικτών υ}.

Να αποδείξετε ότι limsupav — supX.

1.57 Αν α ν, βν, υ e W είναι φραγμένες ακολουθίες, τότε να αποδείξετε ότι:

supav +  supfiv > sup(av + β ν) > supav +  in/β ν.

§ 1.13 MIA ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΙΣΟΑΥΝΑΜΙΑ________________________

Θα τελειώσουμε αυτό το Κεφάλαιο με μερικές παρατηρήσεις. Στα 
μαθήματα του Λυκείου η θεμελίωση των Πραγματικών αριθμών έγινε με την 
εισαγωγή του αξιώματος του κιβωτισμού του Cantor . Στο βιβλίο αυτό, το 
αξίωμα του κιβωτισμού αντικαταστάθηκε με το αξίωμα της πληρότητας, ότι 
κάθε άνω φραγμένο μη κενό σύνολο πραγματικών αριθμών έχει supremum 
που όπως αποδείχτηκε στο Θεώρημα 1.59 είναι ισοδύναμο με αυτό. Με την 
βοήθεια του αξιώματος της πληρότητας αποδείχτηκε το Θεώρημα 1.59, ότι 
κάθε μονότονη και φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών συγκλίνει.
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Το Θεώρημα 1.59 όμως χρησιμοποιείται πολλές φορές ως Αξίωμα, όταν δεν 
είναι γνωστή η έννοια του supemum. Επίσης σε πιο προχωρημένα μαθήματα 
η έννοια της πληρότητας ενός χώρου γενικά, δίνεται με την βοήθεια του 
κριτηρίου του Cauchy, ότι κάθε ακολουθία του Cauchy συγκλίνει.

θ α  αποδείξουμε τώρα ένα γενικό Θεώρημα, που αφορά την ισοδυναμία 
ορισμένων προτάσεων (με την έννοια ότι οποιαδήποτε από αυτές μπορεί να 
προκόψει σαν συνέπεια κάποιας άλλης).

Έτσι, οποιαδήποτε από αυτές τις προτάσεις μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
ως Αξίωμα για την θεμελίωση των πραγματικών αριθμών.

θεώρημα 1.85 Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

α) Κάθε ακολουθία κιβώτιο μενών κλειστών διαστημάτων του Cantor 
ορίζει έναν πραγματικό αριθμό.

β) Κάθε μονότονη και φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών 
συγκλίνει.

γ) Κάθε φραγμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει ένα τουλάχιστο 
σημείο συσσωρεύσεως.

δ) Κάθε ακολουθία του Cauchy συγκλίνει.

ε) Κάθε φραγμένο μη κενό σύνολο πραγματικών αριθμών έχει Infimum 
και supemum.

Απόδειξη

Για την απόδειξη θα ακολουθήσουμε την πορεία που δείχνει το παρακάτω 
διάγραμμα·
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1) α => €) Η απόδειξη έχει δοθεί στο Θεώρημα 1.59 μόνο για το supremum. 
Για το infimum ακολουθείται η ίδια ακριβώς πορεία. Μπορεί όμως να 
προκύψει και πιο απλά, παίρνοντας υπόψη το Θεώρημα 1.13

2) €) =» β ) Θεώρημα 1.59.

3) β) => e) Έστω Α ένα φραγμένο σύνολο. Από την κατασκευή στο 1) 
παίρνουμε μια ςρθίνουσα ακολουθία άνω φραγμάτων βν, ν € ΐ Ν  που είναι 
κάτω φραγμένη και μια αύξουσα ακολουθία αν,ν  e IN που οι όροι της δεν 
είναι άνω φράγματα του Α  Σύμφωνα με την β) αυτές συγκλίνουν και επειδή 
βν -  α ν —► 0 έχουν και το ίδιο όριο, έστω χ. Είναι χ  =  supA\ Αυτό έχει 
αποδειχθεί στο 1).

4) β) και €) =>■ γ). Έστω α„,ν  e IN μια φραγμένη ακολουθία 
πραγματικών αριθμών. Από την ε) το σύνολο {οφ, ν e IN) έχει supremum 
έστω β χ. Αν το βι είναι σημείο συσσωρεύσεως της or,,, ν € IN τότε η γ) 
ισχύει. Αν δεν είναι, τότε θα υπάρχει δείκτης ιη e IN τέτοιος ώστε: α^ = β χ. 
Θεωρούμε το σύνολο [αν, υ > vj}. To supremum αυτού του συνόλου, έστω 
βι είναι μεγαλύτερο από το β χ. Αν αυτό είναι σημείο συσσαρεύσεως της 
αυ,ν  e IN έχει καλά, διαφορετικά διαλέγουμε τον μεγαλύτερο δείκτη ν2 € IN 
τέτοιον ώστε.-α^ =  β2 και συνεχίζουμε κατ' αυτόν τον τρόπο. Έτσι, ή 
βρίσκουμε ένα βν που είναι σημείο συσσωρεύσεως της α ν, ν € IN ή μια 
ακολουθία β ι ,β ι , .. .,β ν  φραγμένη και γνήσια αύξουσα. Από την β) η 
βν,υ  € IN πρέπει να συγκλίνει, και αφού κάθε β ν είναι όρος της αν, ν e W 
συνεπάγεται ότι η α υ, ν e IN έχει ένα σημείο συσσαρεύσεως. Έτσι από την 
β) και ε) παίρνουμε την γ). Αφού όμως οι β) και ε) είναι ισοδύναμες, κάθε 
μια μόνη της συνεπάγεται την γ).

5) γ  => <5). Θεώρημα 1.76

6) & =$ α). Έστω μια ακολουθία κιβωτισμένων κλειστών διαστημάτων 
του Cantor Α ν = [αυ, f t] , ν e IN. Αφούα„ < βμ,Ί μ ,  υ e IN έχουμε ότι:

0 < βν — βν+k < β ν - α ν

που σημαίνει ότι βν,ν  € IN είναι ακολουθία του Cauchy. Από την δ) 
συγκλίνει, έστω Ιΐτηβυ = χ. Είναι χ < βν ,Ίν  e IN γιατί, αν υποθέσουμε 
ότι υπάρχει β^  < χ, παίρνοντας € = χ — β^  θα είχαμε Vv > νο ότι 
\βν -  χ\ < χ  -  βι>0 ή Αϊ < βν πράγμα άτοπο, αφού η β», ν € IN είναι 
ςρθίνουσα. Επίσης αν < χ, Vv € IN γιατί, αν υποθέσουμε ότι υ π ά ρ χ ε ι > χ , 
παίρνοντας € =  -  χ  θα είχαμε Vv >  νο ότι: \βν -  χ\ < aVt -  χ  ή β ν <  α„0
που είναι άτοπο. Άρα α ν < χ  < βν, Vv € IN.
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§ 1.14 ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 1_______________________

Παρακάτω δίνεται μια σειρά από συλλογισμούς με τον γενικό τίτλο 
σωστό ή λάθος. Να εξετάσετε αν είναι σωστοί ή όχι δίνοντας πλήρεις 
εξηγήσεις (αποδείξεις ή αντιπαράδειγμα όπου χρειάζεται).

Τ«.*ίττλ ή λάθος;

1 Αν 0 < α ν < βν, Vv € IN και η βυ, ν € 1Ν συγκλίνει, τότε και η α„, ν e Ν
συγκλίνει.

2 Αν 0 < αν < βν, Vv € IN xailim fiv =  0, τότε κ α ιlim av =  0.

3 Αν β ν =  αν+1 καΐα^ -> I, τότε και β» -+ ί.

4 Αν η αν, ν € JN συγκλίνειτότε lim(av -  a v+i) =  0.

5 Αν β υ =  α2ν και η <*„, ν € ZV συγκλίνει, τότε και τ\βν,ν  € 1Ν συγκλίνει.

6 Αν η αν, ν € IN συγκλίνει, τότε l im ^  =  0.

7 Αν η α*, -* 0, όπου α*. υπακολσυθία της aVyv e IN τότε και α ν —► 0.

8 Αν η αν, ν € /Ν είναι φραγμένη, τότε αυτή συγκλίνει.

9 Αν η ν € W δεν είναι φραγμένη, τότε αυτή δεν συγκλίνει.

10 Αν |crj -► |1| τότε και αν -► έ.

11 Αν |α„| -♦ 0 τότε καια„ -► 0.

12 Αν α υ -> I  τότε —

13 Αν A =  {χ  : a  < χ  < β) τότε sup A — β.

14 Αν A =  {x : 0 < χ  < 1} \6xzm inA  =  Οκαι max A =  1.

15 Αν at, ί  τότε η α„, ν e IN είναι ακολουθία του Cauchy.

16 Αν ένα σύνολο περιέχει ένα από τα άνω φράγματά του, τότε αυτό το άνω
φράγμα είναι το supA.

17 Μια αύξσυσα και φραγμένη ακολουθία είναι ακολουθία του Cauchy.

18 Αν μια ακολουθία α ν, ν € IN είναι τέτοια ώστε : |αυ+ι -  «ν| < Vv e iV
τότε η αν, ν ς Ν  συγκλίνει.
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19 Μια ακολουθία μπορεί να έχει περισσότερα από ένα σημεία συσσωρεύ-
σεως.

20 Οποιαδήποτε ακολουθία είναι υπακολουθία του εαυτού της.

21 Μια μη φραγμένη ακολουθία έχει συγκλίναυσα υπακολουθία.

22 Οποιαδήποτε ακολουθία έχει οπωσδήποτε ένα σημείο συσσωρεύσεως.

23 Αν α ν -*■ Οτότε κ α ι( -1 )να υ -*■ 0.

24 Αν α ν> ν € W είναι ακολουθία του Cauchy κα ια ^ , ν e IN μια υπακολου
θία της με akv -* ί ,  τότεα„ -► ί.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________________________

1.58 Αν y € R , y > 0 καιν > 2 τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένα 
χ  € R ,x  > Οτέτοιοώστε χ ν = y .

1.59 α) Να αποδείξετε ότι το R  είναι παντού πυκνό στον εαυτό του.

β) Να βρεθεί το sup A on Α =  {χ  €  R  : 1 +  jc <  .

1.60 Έστω Μ  =  s up A και υποθέτουμε ότι Μ  $ Α. Να αποδείξετε ότι για 
τυχαίο e > 0 το διάστημά (Μ  -  €,Μ ) περιέχει άπειρα στοιχεία του 
συνόλου A

1.61 Έστω Α και Β δυο μη κενά υποσύνολα του R  με την ιδιότητα

(V* e A)(Vy € Β)χ < y.

Να αποδείξετε ότι: 

α) supA < in fB .

β) supA =  i n f  A, o n  και μόνον αν, για κάθε e > 0, υπάρχουν x ( e )  e  A 
xaiy(€) € β , τέτοια ώστε: y(e) -x (e )  < e.

1 .6 2  Αν A c  R  είναι τέτοιο ώστε x  > 0 , V x  e  Α και για τυχαίο k  e IN 
υπάρχει x k e Α τέτοιο ώστε kxk < 1, να αποδείξετε ότι 0 =  i n f  A.

1 .6 3  Έστω A c  R  ένα φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι:

supA -  in f  A =  sup{ χ  -  y : x e A, y e  A}.
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1.64 Έστω Α ένα μη κενό υποσύνολο του IR άνω φραγμένο και a e IR. 
Ορίζουμε το σύνολο a + A = {α + χ : χ  6 Α}. Να αποδείξετε ότι: 
sup(a +  A) = a +  supA.

1.65 Έστω A C.IR και Μ — supA με Μ e  Α. Αν α Λ να αποδείξετε ότι: 
sup(A U{a}) =  max (Μ, a).

1.66 Έστω A, Β c  JR μη κενά, άνω φραγμένα σύνολα με a  =  supA, β  =  
supB. Έστω C =  [xy : χ € A ,y  € Β). Να αποδείξετε ότι γενικά 
αβ Φ supC. Αν α < 0 και β < 0 τότε να αποδείξετε ότι αβ =  infC . 
Αν α > 0 και β > 0 και τα A, Β έχουν μόνο θετικά στοιχεία, τότε να 
αποδείξετε ότι or̂  =  supC.

1.67 Έστω Α ένα μη κενό φραγμένο σύνολο μη αρνητικών αριθμών και

Α1/2 =  {* : χ 2 € Α).

Να αποδείξετε ότι το At/ι είναι φραγμένο και ότι

in fA i/ι =  y/in/A , sup A y  % =  y/supA.

1.68 Αν οι υπακολουθίες α ^ - ι  και α3ι,, ν e IN συγκλίνουν, τότε να 
αποδείξετε ότι και η α^, ν € IN συγκλίνει.

1.69 Να αποδείξετε με την βοήθεια του ορισμού ότι οι ακολουθίες α ν = 
ν +  υ € ZV και β ν =  ν e IN δεν είναι ακολουθίες του 
Cauchy.

1.70 Να αποδείξετε ότι το όριο της ακολουθίας ο£μ, υ € Λ ν μ ε α υ =  ± +  ^ . +  
. . .  +  “ ■ υπάρχει. Να αποδείξετε ότι το όριο αυτό είναι μικρότερο του 
1, αλλά μεγαλύτερο του

1.71 Να αποδείξετε ότι η α ν = (1 -  £) χ ΐη ψ , ν e IN έχει σημείο συσσωρεύ- 
σεως το 0. Είναι αυτό μοναδικό; Αν όχι να βρεθούν τα υπόλοιπα.

1.72 Δίνεται η ακολουθία a Vt ν e Wμε art = 0 κ α ι α ^ ι  =  £cosav, ν € IN. Να 
αποδείξετε ότι συγκλίνει. ( Να θεωρήσετε γνωστό ότι \cosx -  cosy\ < 
\χ - y \ ,V x , y e  IR.)

1.73 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν,ν € IN με

a " = l ~ T < + k ~ h + ~ + i ~ i r 7
είναι ακολουθία του Cauchy.
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1.74 Έστω χ\ < *2 δυο τυχαίοι πραγματικοί αριθμοί. Για ν > 2 ας είναι

χν =  kx„_ ι + λχν_ζ,

όπου Λ, λ μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί με k + λ =  1. Να 
αποδείξετε ότι η ακολουθία χ ν, ν e IN είναι ακολουθία του Cauchy, 
και να βρήτε το όριό της.

1.75 Δίνεται η ακολουθία α ν, ν e IN με <*ι > 0  και α^-ι =  j+T*. Να 
αποδείξετε ότι:

1) Οι υπακολουθίες α2ι^ι> ν e IN κα ΐα2ν, ν e IN είναι μονότονες.

2) Υπάρχει σταθερά c, η οποία και να βρεθεί, τέτοια ώστε

|ον+2 — ofiM-il < c|a„+i -  α„|, Vv e IN.

3) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία a u, v e ! N  είναι ακολουθία του 
Cauchy.

1.76 Μια ακολουθία αν,ν  e IN λέγεται συστολή αν υπάρχει c με 0 < c < 1 
τέτοιο ώστε

Ι<*Η-2 — OfH-ll <c|or„+i — Ofv|,Vv € W.

Να αποδείξετε ότι κάθε συστολή είναι ακολουθία του Cauchy καιάρα 
συγκλίνει. Αν limav = I  να αποδείξετε ότι:

1) \ί — α ν\ < ^ | « 2 - α ι |

2) \1 — αυ\ < γ ^ \αν —  αν-11

1.77 Στο εξής πρόβλημα:

Η  ακολουθία α ν, ν € IN συγκλίνει, αν υπάρχει r με 0 < r < 1 ώστε να  
ισχύει:

|αυ+ι - α ν| < crv,c  e R  
δόθηκε η παρακάτω λύση.

" Επειδή 0 < r < 1 είναι limrv =  0, δηλ. για κάθε e > 0, υπάρχει ι>0 e 
IN τέτοιος ώστε rv < -, Vv > υ0. Τότε είναι Ια^+ι — α„| < €, W > ν0. 
Επομένωςγια μ  =  ν +1 είναι \αμ - α ν\ < e, V/ι, ν > ν0 και συνεπώς η 
α„, ν € IN είναι ακολουθία του Cauchy".

Να εξηγήσετε ότι η παραπάνω λύση είναι λάθος και να δώσετε τη 
σωστή.

I
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1.78 Έστω χ ν,ν  € IN μια ακολουθία τέτοια ώστε: α < χ ν < β, Vv € IN. Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει y  6 (α, β) με χ ν Φ y , Vw € W.

Σημείωση

Αυτό αποδεικνύει ότι οι πραγματικοί αριθμοί που ικανοποιούν την 
σχέση a < χ < β \ιε α < β είναι μη αριθμήσιμοι στο πλήθος. Μ’ άλλα 
λόγια αφού τα α και β είναι τυχαίοι, αποδεικνύει ότι το R  είναι μη 
αριθμήσιμο.

1.79 Έστω Α ένα μη κενό σύνολο θετικών πραγματικών αριθμών, το οποίο 
είναι άνω φραγμένο και

Να αποδείξετε ότι το Β είναι κάτω φραγμένο και ότι in fB  =

Β χ  € IR : j  € Α | .
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Σειρές

§ 21  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΕΙΡΑΣ__________________________________

θεωρούμε την ακολουθία των πραγματικών αριθμών α ν,ν  e IN. Από 
αυτήν σχηματίζουμε μια νέα ακολουθία σ ν, ν e IN ως εξής:

σι = « ι

ο% = α ι  +«2 

03 = α ι  +α2 +  α3

σν =  αι +  «2 +  <*3 .. ·+<*»> =  X X  ι oa

Την ακολουθία αυτή σ ν, ν e IN με γενικό όρο σν =  X X  ι α * ονομάζουμε 
ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της ακολουθίας α ν, ν e IN. Οι 
πραγματικοί αριθμοί σ ^  σ2, . . . , σ„ ονομάζονται αντίστοιχα πρώτο μερικό 
άθροισμα, δεύτερο μερικό άθροισμα,... υ-οστό μερικό άθροισμα.

Παρατηρούμε ότι η ακολουθία σ ν,ν  € IN είναι τελείως καθορισμένη από 
την ακολουθία αν, ν e IN. Αλλά και αντίστροφα η ακολουθία α υ,ν  e IN 
είναι τελείοος καθορισμένη από την ακολουθία σ„, υ e IN, γιατί:

«ι =  <*ι 
οϋ =  σ2 — σ ι

0£μ ■ (Τμ 0y_|

Δίνουμε τώρα τον επόμενο

Ορισμός 2.1 Ονομάζουμε σειρά πραγματικών αριθμών και τη συμβο
λίζουμε με ΧΧιΟίν το διατεταγμένο ζεύγος (αν,σ ν), όπου α ν, ν e Ν είναι 
ακολουθία πραγματικών αριθμών και σν =  <*ι +  <*2 +  <*3 ·. · +  ν e Ν .
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Κάθε όρος της ακολουθίας α ν, υ 6 IN λέγεται όρος της σειράς, ενώ 
κάθε όρος της ακολουθίας συ, ν € IN λέγεται μερικό άθροισμα της σειράςr^oo
Σ * . ΐ«ν .

'Οταν σε μια σειρά ξεκινάμε από μια ακολουθία α ν, ν  e  IN στην οποία 
λαμβάνεται ως δείκτης και το (X τότε η σειρά συμβολίζεται με Σ Ιϋ ο 0'1'· Και 
γενικότερα, αν ξεκινάμε από μια ακολουθία αν , ν e  IN με δείκτες μεγαλύ
τερους ή ίσους κάποιου δείκτη υ0, τότε η αντίστοιχη σειρά συμβολίζεται με 

και έχει u-οστό μερικό άθροισμα το σν =

Παράδειγμα 22  (Η σειρά των φυσικών αριθμών)

Το ζεύγος των ακολουθιών

α ν : 1 . 2 ,3 , . . . .  υ

θ \ , 1,3,6, . ν(υ +  1)

είναι μια σειρά που παριστάνεται με ν = 1 + 2  +  3 +  . . .  +  ν + . . .  και 
λέγεται σειρά των φυσικών αριθμών.

Παράδειγμα 23 (Η αριθμητική σειρά )

Έστω μια σειρά της οποίας οι όροι αποτελούν αριθμητική πρόοδο με 
πρώτο όρο α και λόγο ω, δηλ. ,[« +  (ν -  1)ω] =  α +  (α +  ω) +  . . . .  
Η σειρά αυτή λέγεται αριθμητική σειρά και το ν-οστό μερικό της άθροισμα 
είναι:

σ ν =  α +  (α + ω) +  ... +  [α +  (ν -  1)ω] =
2α +  (ν — \)ω  —' - ■ -  ■ ·ν

2

Παράδειγμα 2Α  (Η γεωμετρική σειρά )

Έστω μια σειρά της οποίας οι όροι αποτελούν γεωμετρική πρόοδο με 
πρώτο όρο α και λόγο ω, δηλ. <*.ων — α +  α ω +  · · ·· Η σειρά αυτή 
λέγεται γεωμετρική σειρά και το ν-οστό μερικό της άθροισμα είναι:

σν =  α +  α.ω + . . .  +  α.ων α(ων+ι -  1) 
ω — 1 , ύ) φ- 1.

Παράδειγμα 23 (Η αρμονική σειρά )

Η σειρά , £ =  1+  j  +  j  +  . . · + £  +  ··· λέγεται αρμονική σειρά, γιατί 
κάθε όρος της, εκτός από τον πρώτο, είναι μέσος αρμονικός του όρου που
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προηγείται και του όρου που ακολουθεί. ^Ισχύει =  
Το ν-οστό μερικό άθροισμα της αρμονικής σειράς είναι:

, 1 1 
<Γ" =  1 + 2 +  3

1
ν

Παράδειγμα 2.6

Έστω η σ ε ι^  =  ο  +  Γ3 +  · · · +  Τ̂ ΡΣΤ· °  όρος της
είναι

α 1 1 (ν +  2 ) - ν  1 / I  1 \
αν ν(ν + 2 ) ~ 2  ν(ν +  2) ~ 2 \ ν  ν + 2 /

και το ν-οστό μερικό της άθροισμα είναι:

§ 22  ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΤΗΣ ΣΕΙΡΑΣ

Για να κατανοήσουμε καλύτερα την σύγκλιση μιας σειράς ας ξεκινήσουμε 
με ένα παράδειγμα.

Θεωρούμε τηνγεωμετρική σειρά f  =  j +  \ + ...  +  j r + .. ..θέλουμε 
να υπολογίσουμε το παραπάνω άθροισμα. Προφανώς, το άθροισμα αυτό δεν 
μπορεί να υπολογιστεί με την συνήθη διαδικασία της πρόσθεσης, γιατί όπως 
ξέρουμε η πράξη της πρόσθεσης είναι ορισμένη μόνον όταν αναςρέρεται 
σε πεπερασμένο πλήθος προσθετέων. Συνεπώς το πρόβλημα τίθεται ως 
εξής: Μπορούμε να προσεγγίσουμε αυτό to άθροισμα με έναν πραγματικό 
αριθμό; Ή αυτό αυξάνει απεριόριστα; Ή ελαττώνεται απεριόριστα; Ή δεν 
μπορούμε να αποφανθούμε u  γίνεται;

Το υ-οστό μερικό άθροισμα της παραπάνω σειράς είναι:

Παρατηρούμε ότι αν το ν αυξάνει το ψ  μικραίνει και η διαφορά 1 -  p  
πλησιάζει στην μονάδα. Αυτό σημαίνει ότι αν πάρουμε όσο το δυνατό 
περισσότερους όρους της σειράς τόσο πλησιάζουμε στο 1, αλλά
ποτέ δεν είναι δυνατό με την συνήθη πρόσθεση, όσους όρους και να πάρουμε, 
να βρούμε άθροισμα 1.
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Ακόμα παρατηρούμε 0 iilim av — 1. Έτσι οδηγούμαστε στο να γράψουμε:

=  1 =  limov =  lim
+  4 +  ·

Δίνουμετώρα τον γενικό ορισμό:

Ορισμός 2.7 θα  λέμε όχι η σειρά £ ^ 0̂  συγκλίνει στον πραγματικό 
αριθμό ί  και θα γράφουμε =  ί ,  αν και μόνον αν, 1ίιησν =  I. θα
λέμε ότι η σειρά £^1, α \> συγκλίνει κατ' εκδοχή αν απειρίζεται θετικά ή 
αρνητικά, δηλ. αν limoy = +οο ή -οο . θα λέμε ότι η σειρά α μ 
αποκλίνει ή κυμαίνεται, αν δεν υπάρχει το Umov.

Παρατήρηση ZS

Δεν πρέπει να γίνει σύγχυση των εννοιών "ακολουθία" και "σειρά", αν 
και αποτελούνται από τους ίδιους όρους. Η ακολουθία a v,v e ! N  είναι μια 
συνάρτηση από το IN στο IR. Στην περίπτωση της σειράς χρησιμοποιούμε τα 
στοιχεία της ακολουθίας, αλλά με την ευρεία έννοια της πρόσθεσης άπειρου 
πλήθους στοιχείων της ακολουθίας. Γι’ αυτό και η σειρά λέγεται πολλές 
φορές και άθροισμα με άπειρους όρους. Δεν πρέπει όμως να συγχέουμε την 
έννοια της σειράς με την αλγεβρική έννοια του αθροίσματος και αυτό γιατί 
το άθροισμα αφορά πεπερασμένο το πλήθος όρους και ορίζει μονοσήμαντα 
έναν πραγματικό αριθμό, ενώ για μια σειρά το άθροισμα δεν ορίζεται πάντα, 
καθόσον η σειρά μπορεί να συγκλίνει κατ' εκδοχή ή και να αποκλίνει. Αλλά 
και αν ακόμα η σειρά συγκλίνει, το άθροισμά της δεν βρίσκεται αλγεβρικά, 
αλλά με την βοήθεια μιας εξωαλγεβρικής έννοιας, της έννοιας του ορίου.

Παρατήρηση 2.9

Για μια συγκλίνουσα σειρά το σύμβολο παριστάνει και την
σειρά και το άθροισμά της. Π.χ. αν με το σύμβολο £  εννοούμε την 
σειρά, έχουμε y  =  $ + *  +  . . .  +  £ , ενώ αν εννούμε το άθροισμα, 
έχουμε t ~· =  1· Μια συγκλίνουσα σειρά την συμβολίζουμε ως εξής:
Σ Ζ ι α » < +°°·

Παρατήρηση 2.10

Πολλές φορές είναι προτιμότερο για μια σειρά, αντί του συμβολισμού 
^  χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό οη +«2 +  · · · + α ν +  · · · Π.χ. 

είναι προτιμότερο να γράφουμε α -  β +  α2 -  β2 + α3 -  β 3 + ■ ■ ■ αντί να 
γράφουμε ι α„ μεαν, ν € IN τέτοια ώστε: αι»-ι = <*ν, <*2\> =  —β ν, ν e IN.
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______________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να μελετήσετε ως προς τη σύγκλιση την αριθμητική σειρά
00Β» +  ( υ -  1)ώ],α,ω 6 R.

υ=1

Απόδειξη

Η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων σ ν,ν  e IN είναι:

σν =  α +  (α +  ω) + . . .  +  [α +  (ν -  1)ω] =  ” [ν2α> +  (2α — ω)ν\. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

α) ω Φ 0. Τότε σν = ωνζ (ς  + και επειδή =  0 είναι:

limav =

β) ω =  0. Τότε σν =  να και

Ιίτησν =

2. Να μελετήσετε ως προς τη σύγκλιση την γεωμετρική σειρά
00

ααΡ~ι ,α, ω e R, ω φ  0.
ν=1

{+οο, αν ω > 0
-οο , αν ω < 0

{+οο, αν α > 0
—οο, αν α < Ο

Απόδειξη

Έχουμε:

„_ι ί να, ω — 1 
σν =  α + α .ω  +  . . .  +  α.αΓ =  I «r-ι ω ψ \

Διακρίνουμε τώρα τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

α) \ω\ < 1. Τότε ων —*■ Ο καιάρα limav —

β) ω > 1. Τότε ωυ -*■ +οο (γιατί είναι γνήσια αόξουσα και μη φραγμένη. 
Παράδειγμα 1.74) και άρα

lim av =
+οο,
- 00,

αν α > Ο 
αν α < Ο



102 Σ ε ιρ ε ς

γ) α) =  1. Τότε σν «* να καιάρα

linujv +οο,
-ο ο ,

αν α >  0 
αν α < 0

δ) ω =  -Ι .Τ ό τ ε

<χν = cr —α + α  —α + · ·· + (-1 )1' ‘α = ctv ν περιττός 
αν ν άρτιος

οπότε -+ 0 και α* ^Πλ. ^εν υπάρχει το Ιίτησν και η σειρά
αποκλίνει.

ε) ω < - I .  Τότε \ω\ > 1 και ω =  - Η .  Αρα

1 ~ ω ν
σν =  α - ------

1 — ω
ι - ( - ι  » rα

1 — α)

Αφού Μ  > 1 σύμφωνα με την β) \ω)ν -*  +οο οπότε |λ>|^ -> + ° °  και 
\ ω ΐ ν~ι -► +οο. Τότε όμως έχουμε:

1 - ( - 1 ) 2> | 2ί' 1 -  \ώ{2ν ί - ο ο ,  α  > Ο
σΐν ~~α 1 -  ω ^  1 -  ω ""*{ +οο, α < Ο

1 +  \ω\ϊν~χ f +οο, α > 0  
--------- -----------------* “  ί - ω  “Μ  -ο ο ,  α <  Ο

Αρα η σν, ν 6 /V δεν συγκλίνει και συνεπώς η σειρά αποκλίνει.

Συμπερασματικά λοιπόν έχουμε για την γεωμετρική σειρά:

00
ΣVss|

α ω ^ χ =
1—ο> ’
+00,
- 00,
αποκλίνει,

Μ < 1
ω > Ι ,α  > Ο 
ω > 1, α < Ο 
ω < — 1.

λ  Να αποδείξετε ότι η αρμονική σειρά

+
1

· +  “  +  ·-. 
ν

απειριζεται θετικά. 

Απόδειξη
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Παρατηρούμε όχι η ακολουθία συ =  1 + j + j + .  . .+ J , v e  IN είναι γνήσια 
αύξουσα ακολουθία θετικών όρων, αφού <r„+i — συ = ^ ·  > 0,Vv € W 
και όπως έχουμε αποδείξει δεν συγκλίνει (Εφαρμογή 2 της § 1.11). Αρα

ι i  = +°°·

4. α) Αν limau =  I, τότε να αποδείξετε ότι
00

Σ  (<*„-<*„+,) = α , - £ .
υ=1

β) Αν Ιίπιβ, =  +οο, τότε να αποδείξετε ότι:
00

Γ/Α .+1 — βν) =  +οο.
«=Ι

Αν επί πλέον β, φ  Ο, Vv e Ν τότε να αποδείξετε ότι:

Απόδειξη

α) Αν σν, ν e IN είναι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς 
Χ^1,(αν -  α υ+ι), τότε θα έχουμε:

σν =  (αι -  «2) +  («2 -  as) + . . .  +  (αν -  ctv+1) =  <*ι -  a v+i.

Συνεπώς Ιϊτησν —l i m a ^ i  =  ctx — I  ή J2vli(a v — α ν+ι) —α ι — ί ·

β) Αν τ ν, ν ζ  W είναι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς 
Σ ~  ι(βν+ ι- βν), τότε θα έχουμε:

tv  =  (β ί — β\) +  (03 — βί) +  · · · +  (βν+1 — βν) =  Α>+1 — βί,

και άρα lim tv =  Ιϊηιβν+ι -  β ι =  +οο ή £^L i(/?h-i -  Α,) =  +°ο.

Αν επί πλέον β ν Φ Q Vv € Z/V τότε -> Οκαι από το α) έχουμε:

| V — -  — )  =  — -  Um—  =
^ ί \ β ν  βν+ΐ) βί /W l βί

Σημείωση

Μια σειρά της μορφής Σ^=ι («υ -  Ον+ι) λέγεται τηλεσκοπική σειρά.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

2JL Ποιάς σειράς η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων σν, ν e IN είναι 
η ον =  V €  IN, ποιάς η σν =  2 -  φ τ ,  ν e IN και ποιάς η

σν ® 7ΤΓ’ v e I N '

22 Να γραφεί η σειρά α ν άπσυ η σν , ν e IN είναι η σ2ν_, =  1 και 
<τ2ν =  0.

23  Να βρεθούν τα αθροίσματα των παρακάτω σειρών:

°)Σ“ . (!Γ· Ρ)ΣΓ=, (I)"■ δ)Σΐ,^ίτ7
24 Να αποδείξετε ότι:

0  Σ»= I (α+ι>- 1)(α+ν)

«)
κ+Ι

κ(ι>+1) =  1.

§ 23  ΒΑΣΙΚΕΣ ΙΑΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ_____________________

θεώρημα 2.11 Αν μια σειρά συγκλίνει, τότε:

α) η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων σν, ν e  Ν είναι φραγμένη.

β) η ακολουθία α ν, ν e Ν είναι μηδενική.

Τα αντίστροφα δεν ισχύουν.

Απόδειξη

α) Αφού η σειρά αν συγκλίνει συνεπάγεται ότι υπάρχει το lim σν, ν €
IN, έστω limav =  I. Τότε η ακολουθία σ ν, ν e IN ως συγκλίνσυσα είναι 
φραγμένη. Το ότι δεν ισχύει το αντίστροφο, δηλ. μπορεί η ακολουθία 
συ,ν  € IN να είναι φραγμένη χωρίς η σειρά α„ να συγκλίνει, φαίνεται 
από το εξής παράδειγμα: Η σειρά £  ~ ,  ( -1 )μ δεν συγκλίνει (εφαρμογή 2 της § 
2.2) αν καιη ακολουθία σ ν, ν e IN είναι φραγμένη, καθόσον (σ-̂  | < 1, Vv 6 IN.

β) E ^ i a „ =  ί  Ο  limov =  ί .  Αλλά α ν =  σν — σ„_ι, οπότε limav =  
limov — limav-i = 1 — 1 = 0 .  Και εδώ το αντίστροφο δεν ισχύει, αφού 
Σ Ζ ι  ν =  +«> (εφαρμογή 3 της §2.2) ενώ/ iw f  =  0. ·

Παρατήρηση 2.12

Σύμφωνα με το προηγούμενο Θεώρημα αναγκαία συνθήκη για να συ
γκλίνει μια σειρά ,α,, είναι η ακολουθία α ν, ν e W v a  είναι μηδενική.



ΣΕΙΡΕΣ 105

Συνεπώς αν U mav φ  0, τότε αυτό αποτελεί ικανή συνθήκη για να μην συ
γκλίνει η σειρά Σ ^ ΐι  a u. Αυτό σημαίνει ότι αν για μια σειρά Σ ^ α ν  είναι 
lima.v Φ 0, τότε αυτή δεν συγκλίνει. Δηλαδή θα προχωρούμε στην μελέτη 
μιας σειράς ως προς την σύγκλιση μόνον εφόσον ο γενικός όρος συγκλίνει 
στο μηδέν.

θεώρημα 2.13. Αν Σν^ι®»» =  I  και Σ*^=ι βν= ηι, όπου I , m e R τότε

00
+  ηβν) = W  +

ν=1

Απόδειξη

Έστωσ„ =  Σ * = ια*κοα Χν=  Σ*=ι Α ·Τότε ™ *  =  Σ*=ι (!«* +  Φ )  θα 
έχουμε:

V V
Sv =  ξ  = ξ σ ν +  ητν

*= ι *Ξί
και/imsy = ξ ί + ψη.

Το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλ. αν το άθροισμα δυο σειρών είναι 
συγκλίνουσα σειρά, δεν σημαίνει ότι και κάθε μια από αυτές θα συγκλίνει.
Π·Χ ·Σ ~ ι  1 = + ο ο κ α ι Ε ^ 1( - 1) = - ο ο  ενώ£ * , ( 1  +  (-1)) = 0. ·

θεώρημα 2.14 Αν σε μια σειρά Σ ^ ΐι ^  ^αραλείψουμε η προσθέσουμε 
k πρώτους όρους, τότε η σειρά που προκύπτει είναι της ίδιας φύσης με 
την αρχική, δηλ. σύγκλιση ή απόκλιση της μιας συνεπάγεται σύγκλιση ή 
απόκλιση της άλλης.

Απόδειξη

Έστω σ„ =  αι +  αι + . .. +  αν και χν =  α*+ι +  α*+2 +  ... +  α*+υ. Τότε 
α„+* =  (αι +  «2 +  . · · +  α*) 4- α*+χ +  at+i +  . . .  +  ock+v =  s  +  τυ, όατου 
s  =  α ι +  α ι +  ... +  α* (πεπερασμένο). Αρα χν =  σ„+* — s. Συνεπώς 

Αν limav = ί  => limxv — ί  -  s  => Σ ^ ι ^ - ηι —t —s.
Αν limav =  +οο => limxv =  +οο => Y ^ =1a v+k =  +οο.
Αν limav =  -οο  =Φ- limxv =  -οο  =+ Σ ^ = ι α »+» =  _0°·
Αν η σειρά Σ ^ = ι α υ αποκλίνει ο  lima,, δεν υπάρχει 

-Ο· limxv δεν υπάρχει ο  Σ ^ = ι α +̂* αποκλίνει. ·

Παρατήρηση 2.15
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Για μια συγκλίνουσα σειρά η παράλειψη ή η προσθήκη όρων δεν την 
μεταβάλλει ως προς την σύγκλιση, αλλά το άθροισμά της ελατττώνεται ή 
αυξάνει κατά το άθροισμα των παραλειφθέντων ή προστεθέντων όρων.

§ 2Λ  ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΣΕΙΡΩΝ

Στην παράγραψο αυτή θα αναφέρουμε ορισμένα κριτήρια με την βοήθεια 
των οποίων μπορούμε να εξετάσουμε μια σειρά ως προς τη σύγκλιση. 'Οπως 
είδαμε, για να εξετάσουμε τη σύγκλιση μιας σειράς πρέπει να βρούμε το 
limav. Αλλά ο υπολογισμός του limov δεν είναι πάντοτε εύκολος να γίνει. Γι’ 
αυτό καταφεύγουμε σε άλλα κριτήρια. Τονίζουμε ότι το θέμα της σύγκλισης 
μιας σειράς είναι ένα από τα δυσκολότερα του Απειροστικού Λογισμού. 
Δεν υπάρχει ενιαίος τρόπος για την αντιμετώπισή του. Η πληθώρα των 
κριτηρίων που υπάρχουν καταμαρτυρεί αυτήν την δυσκολία.

Γενικά, τα κριτήρια που υπάρχουν μπορούμε να τα κατατάξουμε σε τρεις 
κατηγορίες:

1η) Κριτήρια που δίνουν ικανές και αναγκαίες συνθήκες σύγκλισης (δηλ. 
μια σειρά $3* χ α ν θα συγκλίνει, τότε και μόνον τότε, αν ισχύουν οι συνθήκες 
για τις οποίες μιλάει το κριτήριο.)

2η) Κριτήρια που δίνουν ικανές συνθήκες σύγκλισης (δηλ. αν αληθεύ
ουν οι συνθήκες για τις οποίες μιλάει το κριτήριο τότε η σειρά £^1, α » 
συγκλίνει.)

3η) Κριτήρια που δίνουν αναγκαίες συνθήκες σύγκλισης (δηλ. αν η σειρά 
ΣΓ= χα ν συγκλίνει, τότε αληθεύουν οι συνθήκες για τις οποίες μιλάει το 
κριτήριο.)

Ένα κριτήριο της 1ης) κατηγορίας προκύπτει εύκολα αν εφαρμόσουμε το 
κριτήριο σύγκλισης ακολουθιών του Cauchy στην ακολουθία σν,ν  e IN των 
μερικών αθροισμάτων της σειράς α„. Έτσι έχουμε το ακόλουθο:

θεώρημα 2.16 (Κριτήριο του Cauchy) Η σειρά συγκλίνει, αν
και μόνον αν, η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων σ ν, ν e Ν είναι 
ακολουθία του Cauchy, δηλ.

00
< +οο ο  (Vi > 0)(3η> 6 N)(Vi\ μ  6 Ν)υ, μ  > ν0 => )ρν - σ μ \ < ί.

u = l

Απόδειξη

Έστω ότι η σειρά °=ϊ αν συγκλίνει. Τότε η σ ν, ν € W συγκλίνει και άρα
είναι ακολουθία του Cauchy. Το αντίστροφο επίσης είναι απλό. ·
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Παρατήρηση 2.17

Η συνθήκη στο παραπάνω Θεώρημα μπορεί να γραφεί και ως εξής:

Ειδικά για k =  1 αυτή δίνει Ιαπ-ι I < e, Vv > υο αν η σειρά συγκλίνει. Αυτό 
σημαίνει 0 u lim a v = 0 (Θεώρημα 2.11β).

Το παραπάνω κριτήριο αν και είναι γενικό και δίνει ικανή και αναγκαία 
συνθήκη για να συγκλίνει μια σειρά, εντούτοις είναι αρκετά δύσκολο στην 
εφαρμογή. Η δυσκολία έγκειται στο να βρούμε αναλυτική έκφραση για την 
παράσταση Ισ .̂* — σ ν\ =  |αυ+1 +  . . .  + α„+*| συναρτήσει του ν.  Οι δυσκολίες 
αυτές εξάλλου είχαν εντοπισθεί και στο να αποδείξουμε ότι μια ακολουθία 
είναι ακολουθία του Cauchy.

Υπάρχουν βέβαια κριτήρια, που άλλα δίνουν ικανές και άλλα αναγκαίες 
συνθήκες για την σύγκλιση μιας σειράςκαι είναι απλά στην εφαρμογή. Τέτοια 
κριτήρια θα αναφέρουμε παρακάτω, αρχίζοντας με σειρές μη αρνητικών 
όρων.

Υποθέτουμε ότι οι όροι της σειράς είναι μη αρνητικοί, δηλ
α ν >  0, Vv e  IN. Τότε η ακολουθία σν, υ € IN των μερικών της αθροισμάτων 
είναι αύξουσα, αφού σν+1 - σ ν = > 0, Vv € IN. Εύκολα μπορούμε να
αποδείξουμε το ακόλουθο:

θεώρημα 2.18 Η σειρά α ν > 0, Vv € Ν συγκλίνει αν η ακολου
θία σν, ν e Ν torv μερικών της αθροισμάτων είναι φραγμένη, και απειρίζεται 
θετικά, αν και μόνον αν, η σν, ν € Ν δεν είναι φραγμένη.

Παρατήρηση 2.19

Η συνθήκη > Ο,Υυ e W του παραπάνω Θεωρήματος δεν μπορεί να 
παραληφθεί. (Βλέπε παράδειγμα του Θεωρήματος 2.11α)

Παράδειγμα 2.20

Η σειρά συγκλίνει, αφού α„ =  > 0,Vv € IN και η
σν , ν € IN είναι φραγμένη, γιατί:

ΟΟ
]Ροίι; < +οο <&■ (Ve > 0)(3νο € N )(V v  e  W)

(υ > m)(Vfc € IN) =5 \av+k -  σν\ <  ε.

v(v  +  1)
1



108 ΣΕΙΡΕΣ

= ( ι - ϊ )  +  ( ϊ - £ ) + - + ( τ

1
ν + 1

< 1.

θεώρημα 2.21 (Κριτήριο σύγκρισης σειρών) Αν Σ ~ ,  «ν. και Σ ^ Ι \β» 
είναι δυο σειρές μη αρνητικών όρων, τέτοιες ώστε:

0 < α ν < Μβυ, Vy >  yo

τότε: 00 00

Ι ) Σ >  < +οο => Σ αν < + 00
v=l ve=l
00 00

8 ) Σ ° ν ~  + 00 Σ  ̂  -  + °°·
κ=1 κ=1

Απόδειξη

Έστω = Σ*=ια* καιτκ = Σ*=ι A*·Τότε είναι:

ν Μ)-1 ν 1 ι* n>-l ν

σν =  Y ^ a k -  J 2 ak +  Σ α* 5 Σ α* +  Μ  Σ ^ *  -  Σ  α* +  Α·
I 4= 1 έ=ΐΌ *=Ι λ=Η) *=1 t=  1

1) Έστω Υ ^ =χβ ν = ί  e 1R => τ ν, ν e IN φραγμένη (θεώρημα 2.18). ' Αρα
η σν, ν € IN είναι φραγμένη, αφού το άθροισμα Σ Γ = /α* ε*,ναι σταθερός 
αριθμός ανεξάρτητος του ν, και επειδή αν > 0, Vv e Ν, από το θεώρημα
2.18 έχουμε ότι η σειρά Σ ~  ι α*> συγκλίνει.

ii) Έστω αν =  +οο και ας υποθέσουμε ότι η σειρά Α> συγκλί
νει. Τότε σύμφωνα με το ί) σύγκλιση της βν συνεπάγεται και σύγκλιση
της ,ατ ,̂ πθ<*Υμα άτοπο. Αρα η βν ως σειρά μη αρνητικών όρων 
και μη συγκλίνουσα, θα απειρίζεται θετικά. ·

Παράδειγμα 2.22

Αν Α, =  και ° ν ~  (ϊ+ϊ7’ν 6 W τότε 0 < “ν < A,.Vv 6 IN. 
Συνεπώς η σύγκλιση της σειράς Σ ” , τητΠΓ (Παράδειγμα 2.20) συνεπάγεται 
την σύγκλιση της σειράς ,

Παράδειγμα 2.23

Είναι Σ “ ι =  + 00 σν p < 1. Πραγματικά· για p =  1 είναι η αρμονική 
σειρά (εφαρμογή 3 της § 2.2). Για ρ < 1 έχουμε J Vv € IN και επειδή 

1 — +οο συνεπάγεται ότι και t £  =  +οο.



Σ Ε Ι Ρ Ε Σ 1 0 9

θεώρημα 2.24 (Οριακό κριτήριο σύγκλισης σειρών) Αν α„ και 
j /8ν είναι δυο σειρές με θετικούς όρους τέτοιες ώστε:

l i m —  = £ , 0  <  i  <  +oo
β ν

τότε

ϊ ) \ ' β ν <  +οο Ό  Υ ^ α ·» <  +00
ν = 1 V = \

00 00

Β)Τ^αν =  +οο Ο  Τ >  =  +οο.
ν = 1 v = l

Ειδικές περιπτώσεις:

00 00

^  =  0  ί )  V ] y9v <  +οο = »  2 ^  o l· <  +οο
w=l w=I

00 00

i i ) V a +  =  oo = »  Y ] β, =  +οο.
w=l U =1

00 00

^ = +οο i)  y ^ g v <  +00 = >  T^/5y <  +00
v = l v = l

00 00

*>X> =  +oo = >  7 >  =  +oo.
v = l Ite l

Απόδειξη

Είναι:

Ον
lim & = i ^ ^ €>  ΟΧ31* € ^)(V v 6 W)v > ν0 =» I - ' < €.

Ειδικά για € =  § έχουμε:

7 - 'Ρν
I Λ £ Λ 3έ

κ  2 ® < 2 ^  < αν κ  ~2^ν' > υ°'

Συνεπώς με εφαρμογή του Θεωρήματος 2.21 έχουμε το συμπέρασμα.
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Οι ειδικές περιπτώσεις προκύπτουν πάλι με εφαρμογή του Θεωρήματος
2.21 παρατηρώντας ότι:

=  0 ο  (V« > 0)(3υ0 € W)(Vv € W)v > υ0 =» — < ε => 0 < α ν < €βν
βν  β ν

linι-— =  +οο (Vc > 0)(3υ0 € W)(Vv € 1Ν)ν > υ0
Ην

αν 1 1
=> > ~ => > -  βν ·ρ ν € €

Παρατήρηση 225

Στις εφαρμογές των κριτηρίων σύγκρισης (θεωρήματα 2.21 και 2.24) 
διαλέγουμε εμείς την κατάλληλη σειρά β> της οποίας γνωρίζουμε την 
σύγκλιση. Συνήθως διαλέγουμε την γεωμετρική ή την αρμονική σειρά ρ- 
τάξεως ^  (Βλέπε θεώρημα 2.26 παρακάτω) παίρνοντας το ρ κατά 
τέτοιο τρόπο ώστε το κλάσμα ^  να έχει όρους του ίδιου βαθμού. Πρακτικά 
την β ν την βρίσκουμε από την αν παίρνοντας από αυτήν τις μεγαλύτερες 
δυνάμεις του ν . Π.χ. αν αν =  χόχε παίρνουμε ως βν =

θεώρημα 2.26 Για την αρμονική σειρά />-τάξεως ισχύει

Τ '  -L  =  ί +00>
{συγκλίνει, * 11

Ρ < 1 
Ρ > 1

Απόδειξη

θ α  εξετάσουμε μόνο την περίπτωση ρ > 1 γιατί η περίπτωση ρ < 1 έχει 
εξεταστεί στο Παράδειγμα 2.23. Έχουμε:

1 1  1
— —— +  “  +  · · ·+ ——Ιρ 2ρ νρ

δηλ. η σν, ν € Ν  είναι μια αύξουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών. Τότε 
επειδή 2ι' = ( 1  +  1)ι' > 1  +  υ ή υ < 2 ι ,- 1  έχουμε:

Αλλά για ν =  1 είναι
σι =  1,

l +  2 ? + y  ~ 1 +
1

2ρ-ι

για  ν =  2
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για υ =  3,

ση =  1 +

1 1  1 1  
< 1 +  2 ^ · + 4 4 ^ "  1 +  2 ^ +  Φ-1

και γενικά με επαγωγή

11 1
°5' - , =  K + ?  +  - - -+ (2»-1)<’

< 1 + > -ι + 4ί-' + " ’+  (2“ -  IV·

' 1 + + (i^ r) + -  ■+ (i? r) · (1)
Η (1) όμως είναι γεωμετρική πρόοδος με πρώτο όρο 1 και λόγο < \  < 1 
και συνεπώς

<

<

1 +  27Τ  +  ( 2 Γ γ )  + · "  +  ( 5 ^ · )

» - ( ^ r  ι
l - 3 * r  1 -  jh·

Τελικά λοιπόν έχουμε:

1
< σ ν . χ < - ~ - 1 ·, Vv € W,

1 y=T

που σημαίνει ότι η ακολουθία σν,ν  e 1Ν είναι φραγμένη και επειδή είναι και 
αύξουσα θα συγκλίνει. Συνεπώς και η σειρά JL p > ΐ θα συγκλίνει και
μάλιστα θα είναι: ν” w

Παράδειγμα 2.27

Ε ίναι ΣΤ -1  j l  =  +°°· “ ΡΟ» /> =  |  < 1 * ο ι . Μ ,  < +00 <κρού 

Παράδειγμα 2.28
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Αν αν ~  Σ5=τ71(11 β» — £ τότε lim f t  =  τ· Αφού Υ ^ =χ ± =  +οο τότε και 
Σ υ Ί ΐ ΐϋ^Τ =  + 00·

θεώρημα 2 i9  (Κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert) Η σειρά ^  αν, 
βν > 0, Vu € Κ συγκλίνει, αν υπάρχει υο € H τέτοιος ώστε:

----- <  q < 1, Vv > νο
Ofi/ “

και απειρίζεται θετικά αν

> q > 1, Vw > η,.

Απόδειξη

Από την ανισότητα

—̂  < q < 1, Vv > ν0
οu>

παίρνουμε
«ν.+ι 5  

<*H+2 5

a va+k - 9 ^ 1 - 1 ·

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις αυτές κατά μέλη παίρνουμε:

<*μ»+* < ( fa * ·

Συνεπώς

00 Vo—1 00
Σ α ν  =  Σ α ν + Σ α νyssl V=1 V=VQ

IQ-1 00
=  + Σ α '*+* -

ν=1 * =Ο

J0-1 οο
5 3  crv +  aVt E s
ν=1 *=0

<  +00

γιατί Χ ^,'ατυ είναι σταθερός αριθμός και < +οο ως γεωμετρική
σειρά με λόγο q < 1.

Αν q > 1 τότε έχουμε αν+ί > qav > αν, Vu > ν0, δηλ. η ακολουθία 
α ν, ν € IN είναι τελικά αύξουσα και συνεπώς limav Φ 0. Αρα η σειρά δεν 
συγκλίνει (Θεώρημα 2.11) και επειδή είναι σειρά θετικών όρων θα απειρίζεται 
θετικά. ·
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Πόρισμα: Αν για την σειρά a * * > Ο, Vv € Ν ισχύει:

Um^LiL =  k e R
«V

ε:

I) Αν Ο < k < 1 η σειρά συγκλίνει.

II) Αν k > 1 η σειρά απειρίζεται θετικά.

ill) Αν k =  1 δεν μπορούμε να αποφανθούμε.

Απόδειξη

Έχουμε:

lim α„+ι
Ον

= k <£> (W > 0)(3ν0 € W)(Vv € W)v > ν0 => ^ t l - k
Ctp < C,

ή
k - €  < Cfr+1

a v
< +  €, Vv > n>. (1)

Av k < 1 διαλέγουμε to e κοπώ τέτοιο τρόπο ώστε k + € = q < 1(Π. χ. 
€ =  Από την (1) τότε παίρνουμε:

α ν + ι  5 9 « ι » » V v  >  ν 0 και Ο < 0 < 1 .

Αν k > 1 διαλέγουμε το ε έτσι ώστε k -  ε = q  > 1 (Π. χ. ε =  ~ ) .  Από την 
(1) τότε παίρνουμε:

α Η-ι > 9αι<» Vv > ιο και q > 1.

Εφαρμόζοντας τώρα το προηγούμενο Θεώρημα έχουμε το συμπέρασμα. ·

Έστω k  =  1. Τό ότι δεν μπορούμε να αποφανθούμε φαίνεται από τα 
παρακάτω παραδείγματα:

Θεωρούμε τις σειρές Σ ^ ι  και Σ Ζ ι  i  τιζ οποίες ξέρουμε 
ότι η πρώτη συγκλίνει (Παράδειγμα 2.20) ενώ η δεύτερη απειρίζεται θετικά 
(Παράδειγμα 2.23). Είναι επίσης a v >0,Vv e W  και για τις δυο. Αλλά και 
γαι τις δυο είναι lim &̂  = 1.

Παρατήρηση 2.30

Το Θεώρημα 2.29, αν θυμηθούμε τις έννοιες του liminf και limsup μπορεί 
να πάρει την παρακάτω ισοδύναμη μορφή:
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θεώρημα 2.31 (Γενική μορφή του κριτηρίου πηλίκων του D' Alembert) 
Αν για την σειρά α ν, αν > 0,Vv e f t  ισχύει:

llminf =  A, Umsup^ii. =  B,
a v a v

τότε:

I) Αν B < 1 η σειρά συγκλίνει.

II) Av A > 1η σειρά απειρίζεται θετικά.

III) Αν A < 1 < Β δεν μπορούμε να αποφανθούμε.

Παράδειγμα 2.32

Η σειρά , Jj- συγκλίνει, αφού αν αν =  £  έχουμε αν > 0, Vv € W και

,. ®υ+1 , . 2lim ----- =  lim
ν+1

α„
υ! ,. 2

-— — 11111----- Γ =  ο < 1.(ν +  1)! 2ν ν +  1

Παράδειγμα 2.33

Η σειρά t £  απειρίζεται θετικά, αφού για α ν = £  έχουμε αν > 0, 
Vv e IN και

lim <*v+l
αν

= lim
υ^ 1 ν!

(υ +  1)! νν 1.

θεώρημα 2.34 (Κριτήριο ν-οστής ρίζας του Cauchy) Η σειρά <*ν> 
ctv > 0,V v e Ν  συγκλίνει, αν υπάρχει ν0 e Ν τέτοιος ώστε:

&Γν < q < 1, Vv > η,

και απειρίζεται θετικά αν

■ν/57 > q > 1, Vv > νο·

Απόδειξη

Από την ανισότητα

ψαν < q < 1, Vv > m

παίρνουμε
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“ m+i < q*+l

<Vhi < q ^ +k.
Συνεπώς

00 V p -1  00 y - 1  00 VQ-X 00

=  Σ α ν + Σ 0̂  =  Σ " 1' + Σ α *«+* + 9 υ° Σ ^  < + °°
ι>=1 u = l  ι>=1 * = ο  ν- |  Jfc=0

γιατί είναι σταθερός αριθμός και < +οο ως γεωμετρική
σειρά με λόγο q < 1.

Αν > ^ > 1 τότε έχουμε αν > 1, Vv > ν0, και άρα lim av Φ 0. Αρα η 
σειρά δεν συγκλίνει (Θεώρημα 2.11) και επειδή είναι σειρά θετικών όρων θα 
απειρίζεται θετικά. ·

Πόρισμα: Αν για την σειρά ££1 , α υ, α ν > 0, Vv € Ν ισχύει:

Bm</57=k e R

τότε:

I) Αν 0 < k < 1 η σειρά συγκλίνει

II) Αν k > 1 η σειρά απειρίζεται θετικά.

III) Αν k =  1 δεν μπορούμε να αποφανθούμε.

Απόδειξη

Έχουμε:

lim ffa~  =  k <$■ (V€ > 0)(3υ0 € W)(Vv 6 ΙΝ)ν > ν0 => Ι ν ^  -  <€,

ή
k -  ε < ΐ /ΰ ΐ  < k +  e, Vv > νο· (1)

Αν k < 1 διαλέγουμε το € κατά τέτοιο τρόπο ώστε k +  ε =  q < 1. Από την 
(1) τότε παίρνουμε:

cev < q v,V v > v 0 και 0 < ρ < 1 .

Αν k  > 1 διαλέγουμε το ε έτσι ώστε k — e = q > 1. Από την (1) τότε 
παίρνουμε:

α ν > q v, Vv > ν0 και q > 1.

Με εφαρμογή του Θεωρήματος 2.34 έχουμε το συμπέρασμα. ·
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Έστω k =  1. θεωρώντας τότε τις σειρές που χρησιμοποιήσαμε στην 
περίπτωση iii) του πορίσματος του Θεωρήματος 2.29 βλέπουμε ότι

Παρατήρηση 235

Όπως και στην περίπτωση του θεωρήματος 2.29, μπορούμε και εδώ να 
δώσουμε μια πιο γενική μορφή γαι το κριτήριο της ν-οστής ρίζας, που είναι 
βέβαια ισοδύναμη με αυτήν του Θεωρήματος 2.34.

θεώρημα 2.36 (Γενική μορφή του κριτηρίου ν -οστής ρίζας του Cauchy) 
Αν για την σειρά £^1, α ν, <*ν > 0, Vv € Ν ισχύει:

limsup^/aT =  k,

I) Αν k < 1 η σειρά συγκλίνει.

II) Αν k > 1 η σειρά απειρίζεται θετικά.

III) Αν k =  1 δεν μπορούμε να αποφανθούμε.

Παράδειγμα 237

Η σειρά συγκλίνει, αφού για αν = ^  έχουμε αν > 0, Vv € IN και

Παρατήρηση 239

Τα κριτήρια 2.29 και 2.34 δηλ. των πηλίκων του D' Alembert και της 
ν-οστής ρίζας του Cauchy είναι αυτά που συχνότερα χρησιμοποιούνται

τότε:

Παράδειγμα 2.38

Η σειρά =  +<x> αφού γιααν =  ( ^ ) 1’ είναι ο» > 0, Vv € IN
και
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στις εφαρμογές. Το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert είναι πιο απλό 
στην εφαρμογή, αλλά το κριτήριο της ν-οστής ρίζας του Cauchy είναι πιο 
ισχυρό. Όπως είναι γνωστό από τις ακολουθίες (εφαρμογή 3 της § 1.12) 
αν lim ^  =  £ => limj/cil =  I  χωρίς να ισχύει το αντίστροφο. Δηλαδή, 
αν υπάρχει το lim^/57 δεν έπεται αναγκαστικά ότι υπάρχει και το l im ^  
(επομένως αν δεν υπάρχει το Km2̂  δεν έπεται αναγκαστικά ότι δεν υπάρχει 
και το limAy<7̂ ). Αυτά σημαίνουν ότι το κριτήριο της ν-οστής ρίζας του 
Cauchy είναι πιο γενικό από εκείνο των πηλίκων του D' Alembert (με την 
έννοια ότι το κριτήριο της ν-οστής ρίζας του Cauchy μπορεί να εφαρμοστεί 
και σε περιπτώσεις που το κριτήριο των πηλίκων του D' Alembert δεν 
εφαρμόζεται).

Ας σημειωθεί ότι αν βρούμε l i m =  1, τότε είναι άσκοπο να σκεφτούμε 
το lim i/a l γιατί και αυτό θα είναι 1.

Παρατήρηση 2.40

Προσοχή! (λ  ανισότητες < ι και φΓ ν < 1, Vv > νο, δεν είναι ικανές 
γαι την σύγκλιση. Π.χ. αν α ν =  £ τότε —  < 1, Vv > 1 αλλά λ =  +οο. 
Για την σύγκλιση είναι ουσιαστικό να έχουμε:

lim —̂  =  k < 1 και lim l/ 37 =  k < 1.α ν

Παρατήρηση 2.41

Αν τα κριτήρια 2.29 και 2.34 δεν δίνουν απάντηση σε θέμα σύγκλισης, 
τότε καταφεύγουμε σε κάποιο από τα κριτήρια συγκρίσεως. Αν και αυτά 
είναι δύσκολο να εφαρμοστούν, τότε καταφεύγουμε σε άλλα κριτήρια ειδικής 
μορφής, μερικά από τα οποία θα γνωρίσουμε σε επόμενες παραγράφους.

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές:

«> ς Ζ ,

ν) Σ “. ι  ( V ^ + W v + k ) -  ν)", k > ο. 

Λύση

α) Ισχύει
y /v  +  1 -  y /v  \ / ν  + 1  -

,Vv > 2 .
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Αλλά

y V + 1 - v g  _  1 > 1 > _L
y /v  +  1 4- y /v )  y /v 2 < J v  +  1 4 v

Άρα
1 JvTT- Jv Vv +  1 — χ/ΰ

0 < - K— 7 z K —4v

Επειδή Σ Ζ ι  * =  +oo, από το θεώρημα 2.21 έχουμε ότι:

«ζ v'm T - v̂  ^ V ^ + T - V ^
Σ — ~ η ---------+<Χ> Χαι Σ  m ---------- +0°·

β) Εφαρμόζουμε το κριτήριο των πηλίκων του D' Alembert με αν =  >
0, Vu e IN και έχουμε:

lim «Η-1
α ν

( ν + Ι ) ^ 1 ν!ν* 
l tm (v+  1)!(ν+ l)e ‘ v*

" " ( , + ; )  ( τ π )  ■ ‘ , “ * >Ι·
Α ρσ η  σειρά ^ τ , β  > Οαπειρίζεται θετικά.

γ) Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο της ν-οστής ρίζας του Cauchy με αν — 
(V(v +  1)(ν + k ) — υ)ν > 0, Vv € Ν. Είναι:

lim ψ α ϊ  =  lim(y/(v +  1)(ν +  *) -  ν) =  lim - — —  .. ■■ -----
V(v+1)(ν  +  *) +  υ

Συνεπώς:

1) ΑνΟ < < 1 ο  0 < * < 1 ησειρά συγκλίνει,

ii) Αν 4±1· > 1 <» A: > 1 ησειρά απειρίζεταιθετικά, 

ti) Αν ϊφ . — ι k =  1 τότε πρόκειται για την σειρά

* +  1 
2 '

00

5 2 ( v r( v +  I)1 -  ν)
If= Σ>=  +οο.

2. Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά:

α + β + α 2 + β 2 +. .  . + α ν + β ν + . . . , με 0 < β < α < 1 .
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Απόδειξη

Η παραπάνω σειρά είναι η Σ *  t α ν όπου η α ν, ν e Ν  δίνεται από τις

αζν-ι = α υ και αζν = β ν,

δηλ.
α _  ί α Φ , ν περιττός 

Ι ^ ί ,  ν άρτιος

Ας εφαρμόσουμε πρώτα το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert. Θα εξετά
σουμε το όριο του πηλίκου, *“ ·, αν αυτό υπάρχει ή όχι.

Για k — 2ν — 1 =>· lim-2*- =  lim ( = 0 .“2*-l ν« /

Για k =  2ν ^ l im * 3***- =  =  lim  (%) .a =  -foo.<*2v «1, \β /
Συνεπώς το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert δεν εφαρμόζεται.

Θα εφαρμόσουμε τώρα το κριτήριο της ν-οστής ρίζας του Cauchy, θ α  
βρούμε το όριο της ψαξ.

Για k =  2ν — 1 =» lim =  /*» uy/a* =  /im ,^ Λ/α (.Ν/£?)2*'_1 =
*Ja.

Για k =  2ν =>lim =  lim = lim ^ ( ν/^ )2*' =

Παρατηρούμε ότι το lim*/ai δεν υπάρχει. Όμως είναι limsupj/cil =  
< 1 και συνεπώς η σειρά συγκλίνει, από το Θεώρημα 2.36.

3. Να αποδείξετε ότι: lim =  0. 

Απόδειξη

θεωρούμε την σειρά 
ότι

^  α * =  > 0, Vv € IN. Παρατηρούμε

(1)

Θεωρούμε τώρα την σειρά ·£ με βν =  £■ > 0, Vv € W για την οποία 
είναι:

l im ^ H  = u m — —— =  -  < 1. 
βν (1 +  {;)ν e

Συνεπώς η σειρά Σ™=ίβν συγκλίνει. Τότε όμως (θεώρημα 2.11) είναι 
limfiv =  0. Η (1) τότε δίνει lim ^/al =  0 < 1 και συνεπώς η σειρά £ £ 1 , α ν 
συγκλίνει. Άρα (Θεώρημα 2.11) limav =  0.
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4. Αν είναι γνωστό ότι: ]Γ ^ , να αποδείξετε ότι:

Σν=1

ν +  1 
ν(υ +  2)2

π 2 —3 
12

Απόδειξη

Γράφουμε τον γενικό όρο στην μορφή

ν -f 1 _  ν +  2 +  ν_____ ν +  2 ν
ν(υ +  2)2 =  2ν(ν +  2)2 ~  2υ(ν +  2)2 +  2υ(ν +  2)2

1 1 1 ί 1 1 1
2υ(ν +  2) +  2(ν +  2)2 ~  2 ( ν ( ν  +  2) +  (υ +  2)2}

Συνεπώς

Ok

Άρα

*
ν , ν +  1 1 ί * 1 k 1
2 .ν=Ι' ν(ν +  2 L · ν(ν +  2) ^  "  ( υ=1 Vν +  2)2

1
2

1 1 
4 +  2 “

1
2(ν + 1)

ί
2(υ +  2) + Σ ^

ν=3 1
1
2

1 1
4 +  2 ~

1
2(ν + 1)

1
2(υ +  2)

k
+ έ -

. 1ν=1

1
;2 -  1 -

1 1 1 1 - Μ * 1 
V  —2 2 2 (ν+ 1 ) 2(ν +  2) ν2
ν=Ι

ν + 1 1 /  I π 2 - 3
f e v ( v  +  2)2 2 1 2 + τ | 12

Σημείωση

Όπως είδαμε η αρμονική σειρά ρ·τάξης , ^  συγκλίνει αν p > 1. 
Αν θέσουμε £(ρ) =  ^·, ρ > 1 τότε η συνάρτηση ζ είναι γνωστή ως
συνάρτηση ζ του Riemann. Είναι ζ (2) =  ζ (4) =  £  και γενικά υπάρχει 
έκφραση της ζ(ρ) για p άρτιο. 'Οταν το p είναι περιττός δεν έχει βρεθεί 
μέχρι στιγμής απλή έκφραση της ζ(ρ). Έτσι π.χ. £Γ =1 £  =; είναι ένα 
άλυτο πρόβλημα. (Τέθηκε από τον Euler το 1736).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

2.5 Να εξετάσετε αν οι παρακάτω σειρές αν συγκλίνουν, βρίσκοντας 
το όριο της ακολουθίας των μερικών αθροισμάτων:

=  ν (ν + 2 )  Ρ ) α ν —  ν*0^+1)2

γ)αν — υ(υ+1)(Η.2) ί)α ν =  (—1)

2^ Με το κριτήριο του Cauchy (θεώρημα 2.18) να αποδείξετε ότι η σειρά 
Y ^L xx v, |*| < 1 συγκλίνει.

2.7 Για την σειρά t να αποδείξετε ότι:

Κ+* -  Ον < —“ Vv 6 IN
ν + 2

και Vk e IN.

2Jt Να αποδείξετε ότι:
οο ι

£  <*Τ
1 k + 2

ν)! (* +  1)! * + 1 ,k  e N

2.9 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς
[ s im j?] είναι φραγμένη. Είναι η σειρά συγκλίνσυσα;

2.10 Εφαρμόζοντας το κριτήριο συγκρίσεως (θεώρημα 2.21) να εξετάσετε
αν συγκλίνουν οι σειρές με:

a)av = -fc /3)aw =  ( ^ r  γ)αν =  a®*)

s )av = £7 €)av = ^  σ τ)α ν =

2.11 Σύμφουνα με το οριακό κριτήριο συγκρίσεως (θεώρημα 2.24) να εξετά
σετε αν συγκλίνουν οι σειρές t αν με:

« κ  =  ττγ R * ^ * * ^ * * ·  =

R*» =  «V* =  σ τ)α ν =  ( ι+ ίτ)

ζ ) α ν =  s in Z  η)αν =  θ )α ν =  ^ Ξ ί

2.12 Να αποδείξετε ότι οι σειρές
00 j 00 |

και
^  (αν -»- β)<> "  ί-*  (αυ* +  β ν +  γΥ>%

συγκλίνουν αν ρ > 1 (α, β, γ  θετικοί αριθμοί).
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2.13 α) Για ποιές τιμές της σταθερής α η σειρά Σ Ζ ι  είναι συ* 
γκλίνουσα;

β) Για ποιές τιμές του χ  συγκλίνει η σειρά

1 +  ~(5r - 3 χ 2) + ± ( 5 χ - 3 χ 2)2 + . . .

γ) Για ποιές τιμές του χ  συγκλίνει η σειρά (2 +  sin 'ψ )χν.

2.14 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

ΟΟ
£ /σ £ (1  +  υ~λ).
ι>=1

( Να θεωρήσετε γνωστό 0rilim x_*, isxiLi i i  = ι.)

2.15 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές
εφαρμόζοντας το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert ή το κριτήριο της 
ν-οστής ρίζας του Cauchy, αν;

<*)αν = β)αν =  ^  γ)αν =

^  Οα„ =  $  σ τ)α ν = ( j v -  1)* 

ζ)αν =  e-*'1 

ι)αν =  v2e~v κ)αν —

η\α _  Μ)1*1 ο» _  ibgv)2 TV°t'’ — (\v4-iv(2*+2)!
a+it'

λ)α, =  jri**1)'''

2.16 Αν |Xy+1 — xv\ < αν+χ όπου , αν είναι τυχαία συγκλίνουσα σειρά, 
τότε να αποδείξετε ότι η χ ν,υ  e IN είναι ακολουθία του Cauchy.

2.17 Να εξετάσετε αν συγκλίνει η σειρά αυ όπου

«2^-1
1

2ν ~  ι *

2.18 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές , ος, 
διαλέγοντας το κατάλληλο κριτήριο, αν:

α)αν =  ν! ιΓ "  β)α υ =  γ )α ν =

S)av =  α νν*,a > 0 e)av =  στ)α„ =  ν~ι/2(ν +  1)_1/2

ξ)αν = ^  η)°ν = ®*β· θ)αν = ψ .
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§ 2.5 ΣΕΙΡΕΣ ΜΕ ΘΕΤΙΚΟΥΣ ΦΘΙΝΟΝΤΕΣ ΟΡΟΥΣ______________

Όταν το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert ή το κριτήριο της υ-οστής 
ρίζας του Cauchy δεν δίνουν απάντηση για την σύγκλιση μιας σειράς και 
η ακολουθία α ν, υ e IN είναι φθίνουσα ακολουθία θετικών όρων, τότε 
το ακόλουθο Θεώρημα είναι εξαιρετικού ενδιαφέροντος. Η σημασία του 
έγκειται στο γεγονός ότι μια υπακολουθία της a w,v e W  ορίζει την σύγκλιση 
ή τον απειρισμό της σειράς J ^ =la v.

θεώρημα 2.42 (Κριτήριο δυνάμεων του 2 ή κριτήριο συμπύκνωσης 
του Cauchy.) Αν η αν, ν £ Ν είναι φθίνουσα ακολουθία θετικών όρων, 
τότε οι σειρές και α ν συγκλίνουν ή απειρίζονται θετικά
συγχρόνως.

Απόδειξη

Έστω σ ν, ν e IN και τυ, ν e IN οι ακολουθίες των μερικών αθροισμάτων 
αντίστοιχα των σειρών κ α ι ^ ^ ι  δηλ.

σν = αι + αι + . . .  + α ν

Dt =  αι +  2α2 + . . .  +  2*α*.
Για ν < 2* έχουμε:

σ„ < αι +  (α2 +  · ·· +  (“2* +  · ·· +  α*+'-ι)
< Qfj -f- 2α2 +  ·.. +  2*1*2* =  tk,

αφού η αν, υ e 5V είναι φθίνουσα (αι > α ι>  ... > α ν+ι > 0). Αρα

Ον < Tk- (1)
Αν υ > 2* έχουμε:

Ον > (α^ +  £*j) +  (θ?3 +  α4) ■+·.·. +  (O jM-i +  · . · +  Otjk)
1 fsk—l * 1> -ι*! +  a2 + .·. +  2 a # — -T k,

δηλ.
2ov tk. (2)

Από τις (1) και (2) συνεπάγεται ότι οι ακολουθίες σν,ν  e IN και τ ν, ν e IN ή 
και οι δυο είναι φραγμένες ή και οι δυο δεν είναι. Από το Θεώρημα 2.21 τότε 
προκύπτει το συμπέρασμα. ·
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Παρατήρηση 2.43

Το παραπάνω Θεώρημα δεν λέει ότι και οι δυο σειρές συγκλίνουν στο 
ίδιο όριο.

Παράδειγμα 2.44

θεωρούμε την αρμονική σειρά , £"· Τότε:

. 2.1 22.1 2*.1 
Τ* =  1 +  ~ζ— +  ττττ— h · · · +  rrr:—I p (22y  (2k)P

-  1 i 1 1“  1 +  2/9-1 +  (2p-1)2 +  ‘ "  +  (20- 1)*

η οποία είναι γεωμετρική σειρά με ω =  φ  που συγκλίνει αν φ  < 1 δηλ. 
ρ > 1 και απειρίζεται θετικά αν φ  > 1 δηλ. ρ < 1.

Έτσι με εφαρμογή του θεωρήματος 2.42 παίρνουμε το θεώρημα 2.26.

Θεώρημα 2.45 (θεώρημα του Prlngsheim) Αν η α ν, ν 6 Ν είναιφθίνουσα 
ακολουθία θετικών όρων και η σειρά , αν συγκλίνει, τότε Ιίπι(υ.αι,) =  0.

Απόδειξη

Αν , αν =  ί , τότε lim av =  ί  =  limalv, δηλ. Ιΐτη(σ& — σ ν) =  0. Αλλά

O jv Ον =  α ν + 1 +  CTk+2 +  . . .  +  ^  α 2ν +  α 2ν +  ···*(■  α 1ν ~  υ ο *2ν·

Αρα lim(yativ) — limQ.vctiv) — 0. Επειδή όμως or2w.i < α2ι> θα έχουμε

2υ +  1
(2υ +  1)θ2ν+ι < —----- 2υα2„ (2ν +  1)θ2κ+» =0 .

2ν

Επομένουςlim(v.av) =  0. ·

Παρατήρηση 2.46

Η παραπάνω συνθήκη lim(v.av) =  0 είναι αναγκαία όχι όμως και ικανή. 
Δηλαδή, ικανή συνθήκη για να απειρίζεται θετικά η σειρά αν είναι η 
lim(v.av) = ί  ^ 0 .

Παράδειγμα 2.47

Είναι , =  +σο, αφού lim(v.av) =  lim =  1 #  0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ______________________________

2.19 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές:

» Σ
1

v(iogvy

2 JO Για ποιες τιμές των α και β η σειρά

g  (logv)*

Vszl vf>

είναι συγκλίνουσα;

§ 2.6 ΕΝΑΑΑΑΣΟΜΕΝΕΣ ΣΕΙΡΕΣ

Μια σειρά με όρους εναλλάξ θετικούς και αρνητικούς λέγεται εναλλασό- 
μενη. Π.χ. η σειρά

Σ < - « =  1 -
1 1 1  1 1
" +  “ — “ +  . . · +  ' , — “ +  · · · 2 3 4 2ν — 1 2ν

είναι εναλλασόμενη σειρά. Γενικά δίνουμε τον εξής ορισμό:

Ορισμός 2.48 Μια σειρά Σ ~ ι « ν  θα λέγεται εναλλασόμενη, αν και 
μόνον αν, α„.α„+1 < 0, Vv e Κ.

Συνήθως ο πρώτος όρος λαμβάνεται θετικός. Γενικά έχουμε τον συμ
βολισμό Σ ^ ι ( - Ό υ+1α», με αν > 0, αν ο πρώτος όρος είναι θετικός και 
Σ Γ = ι ( - 1 ) ^  με αν > 0, αν ο πρώτος όρος είναι αρνητικός.

Για να αποδείξουμε την σύγκλιση μιας εναλλασόμενης σειράς, εφαρ
μόζουμε το κριτήριο του Cauchy (Θεώρημα 2.16) ή το επόμενο βασικό 
κριτήριο του Leibnitz.

θεώρημα 2.49 (Κριτήριο του Leibnitz). Αν η α ν, ν g Ν  είναι φθίνουσα 
και μηδενική ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών, τότε η σειρά
Σ^= ι (~ 1) ** συγκλίνει.

Απόδειξη
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Έστω σ ν,ν  e  Ν  ι\ ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς 
t (_ i)**1#!»· Tux την υπακολουθία σ 2*, ν € IN έχουμε:

<*2ν+2 -  α& ~  σ2(^1) ~ σ2»
=  {(οη — α2) +  (ο&-of*) +  . . . +  (<*2*_ι — ο<2*)

+(0f2*+| — «2ν+2)}
-{(α ι — «2> +  (°& — <*4> +  .. . +  (®2*—1 — «2»»)}

=  Of 2̂ +1 — Otlv+t > 0

αφού από την υπόθεση είναι at — <**+ι > 0, Vfe € IN. Αυτό σημαίνει ότι η 
σ**, ν € IN είναι αύξρυσα.

Επίσης η <rc*, ν € !Ν είναι και φραγμένη, αφού

<72* β  α 1 ”  ~~ ®j) — · · · — (®2ν-2 ~  α2*-ΐ) ~  α2* — α1 ■

Αρα η σ2*. ν € W ως αύξουσα και άνω φραγμένη συγκλίνει και έστω 
Ιΐτησ1ν =  I.

Ακόμα έχουμε:

tfTw+l =  (α1 “  α2) +  («3 ~  +  · · · +  («2*-! ~  «2*) +  «2*+Ι

=  <72*- J —  ®2i> +  ® 2 * + 1 5  ° 1 ν -  1

δηλ. η σ 2^ , . ν  € W είναι φθίνουσα. Είναι όμως και φραγμένη, αφού

<72*-1 — (<*! — Of2) +  (oa "  <**) +  · ■ · +  (o?2v'-3 — G?2*-2) +  C<2*-1 > 0.

Συνεπώς η σ2*-ι, v e IN συγκλίνει και έστω lim a ^-i =  m. Τότε αφού

Of2* =  σ2*-1 “  °2v

έχουμε
0=  lima2* =  Ununv-\ - limcrlv — t - m .

Έτσι έ =  m και άρα η σν, v € W συγκλίνει που σημαίνει ότι η σειρά 
ιί-!)^ ^ * σ υ γκ λ ίν ε ι. ·

Σημείωση

Για τις υπακολουθίες <72*-1*ν € ^  καΐσ2*, ν € IN είδαμε πως η <72*. υ € 
IN είναι αύξουσα και η <72* - ι .y 6 w  ε1ναι φθίνουσα. Ακόμα μπορούμε να 
αποδείξουμε ότι:

Οϊμ <  <72*-ι, νμ, ν € IN
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δηλ. τα σημεία της σϊν- ι ,  ν e IN βρίσκονται δεξιότερα από τα σημεία της 
σ2υ, ν e IN. Πραγματικά* διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

1) ν =  μ. Τότε σ2μ_| =  σ%ν +  > ο2ν.

2) ν > μ. Τότε σ2ν- ι > ο2ν > ο2μ (αφού α2ν t )

3) ν < μ. Τότε σ2ν>_ι > σίμ-ι > <*2μ (αφού σ2υ_ι |) .
Μ' άλλα λόγια οι υπακολουθίες σ2ν_ι , v e N  και σ2υ, υ e N  αποτελούν 

έναν κφωτισμό κλειστών διαστημάτων του Cantor.

Παρατήρηση 2.50
Από την απόδειξη του Θεωρήματος 2.49 έχουμε ότι:

<Τ2„-ι > I  και σ2μ < L

Δηλαδή

ο < σ2ν_ι - t  < σ2ν_! - σ 2ν =  0̂  ή Ιο*,., -  ί\ < α2ν.

Όμοια έχουμε:

0 < £ - σ 2μ < σ2π - ι - σ 2ν = α 2υ+ι ή 1 ^  — <| < α^+ι-

Συνεπώς έχουμε:
Wk - l \ < a k+l,k  e IN. (1)

Αυτό λέει ότι αν μια εναλλασόμενη σειρά J ^ L , ( - 1 ) ,'+Ia l> συγκλίνει σε 
κάποιο αριθμό £, τότε ισχύει η (1). Αυτό ακόμα πιο απλά λέει ότι η διαφορά 
μεταξύ του αθροίσματος της σειράς Σ ^11(-1 ) ι'+1αυ και τυχαίου μερικού της 
αθροίσματος δεν μπορεί να ξεπεράσει τον πρώτο όρο που δεν περιέχεται στο 
μερικό άθροισμα.

Η παραπάνω απόδειξη όμως λέει και κάτι ακόμα. Λέει πως κάθε 
εναλλασόμενη σειρά μπορεί να αναχθεί σε σειρά με θετικούς όρους, αν αυτή 
είναι συγκλίνουσα. Πραγματικά* αφού I  =  lima2lh. , =  σ2ν μπορούμε να 
προσεγγίσουμε τη σειρά από το μερικό άθροισμα σ ^ .  Τότε

00 00

t  «  £ V i r « a „  =  £ ( « * _ ,  -  α2„).
ν=1 ι/=1

Παράδειγμα 2.51

Έστω η σειρά Χ)^=ι( -1 ) ι'+1 Αυτή συγκλίνει αφού η ακολουθία α ν =  ± 
είναι φθίνουσα και μηδενική ακολουθία θετικών όρων (Θεώρημα 2.49).
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Δηλαδή είναι

1 +  ^ ■.. +  ( -  i r l2 3 4 ν

Προφανούς δεν μπορούμε να υπολογίσουμε το I, αλλά σύμφωνα με την 
Παρατήρηση 250 θα έχουμε:

Από την άλλη μεριά

< = f ' (_ i r . i = f ' r _ i ____ ± i . f > _____ι _
h i  » a l2" 1 2 v i  w 2'’*2'’-·)'

8 2.7 ΑΠΟΛΥΤΗ ΚΑΙ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ______________

Έστω αν μια σειρά πραγματικών αριθμών με όρους όχι υποχρεω
τικά μη αρνητικούς. Τότε η σειρά |α„| έχει όλους τους όρους μη 
αρνητικούς, και προκύπτει από τη σειρά ΣΤ=\ α » παίρνοντας τις απόλυτες 
τιμές των όρων της.

Ορισμός 2.52 θα λέμε ότι η σειρά συγκλίνει απόλυτα, αν και
μόνον αν, η σειρά E^L, |αυ| συγκλίνει.

θα  λέμε ότι η σειρά ££1 , αν συγκλίνει υπό συνθήκη, αν και μόνον αν, 
ενώ η ίδια συγκλίνει, η σειρά , |α„| δεν συγκλίνει.

Παράδειγμα 2.53

Η σειρά 1)υ+1-  συγκλίνει υπό συνθήκη, αφού αυτή συγκλίνει
(Παράδειγμα 251) ενώ , |<—1)ν+1 ̂ I =  Ε * ι  £ =+οο·

Θεώρημα 2.54 Η απόλυτη σύγκλιση μιας σειράς συνεπάγεται την απλή 
σύγκλιση, δηλ.

00 00

y :  |α„| < +οο =» ^ α „  < 4-οο.
u=l μ=1

οο
< y^i«vi·

Επίσης είναι:
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Απόδειξη 1η (Με to κριτήριο συγκρίσεως)

Έστω όχι η σειρά ΙανΙ συγκλίνει και βν =  |α„| -  α ν. Επειδή 
αν < Ι«μ I. Vv € IN θα είναι:

0 < βν =  |α»| -  ο ν < \αυ | +  |α»/| =  2\αν\- (1)

Από την (1) σύμφωνα με το κριτήριο συγκρίσεως (Θεώρημα 2.21) η σειρά 
Υ^=ιβν  συγκλίνει. Τότε όμως και η σειρά αν συγκλίνει γιατί α„ =  
Ι«ι>1 -  βν, Vv e IN και οι σειρές £2= , Ι«κΙ και /?„ συγκλίνουν.

Απόδειξη 2η (Με το κριτήριο του Cauchy)

Έστωσν, ν e IN και tv, ν € W οι ακολουθίες των μερικών αθροισμάτων 
των σειρών |α„| και αν αντίστοιχα. Αφού η j |α„| συγκλίνει 
η σν, ν e IN είναι ακολουθία του Cauchy (θεώρημα 2.18). Άρα

(Ve > 0)(3ν0 € W)(Vi> e Ν)(ν > v0)(Vl e W) =» Ισ .̂* -  σν \ < €

ή
| « ν + ΐ |  +  |α»;+2| +  · ·· +  |«ι/+*| < e, Vv > ιο.

Παρατηρούμε όμως ότι:

IW k  -  r j  =  l « y + l  +  Ο ν + 2 +  . · · +  « H - t l

< |αΐΜ-ι| +  |αν+2| + ... +  |αν+»| < ε

που σημαίνει ότι η τν, ν € IN είναι ακολουθία του Cauchy και άρα από το 
Θεώρημα 2.18 η σειρά συγκλίνει.

Για να αποδείξουμε την δεύτερη ανισότητα παρατηρούμε ότι:

|η,| =  |ofj +«*2 +  . ·· +  α„| < Ι«ι1 +  |«2ΐ +  · · · +  fcU =  ον.

Συνεπώς

lim\xv| < limav =>
00

< Χ^ΙανΙ·

Παρατήρηση 2.55

Για σειρές με όρους θετικούς οι έννοιες της σύγκλισης και της απόλυτης 
σύγκλισης είναι ταυτόσημες.

Παρατήρηση 2.56

Το αντίστροφο του Θεωρήματος 2.54 δεν ισχύει άπχυς φαίνεται από το 
Παράδειγμα 251. Αυτό σημαίνει ότι η σύγκλιση της σειράς |αν| είναι
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ικανή για την σύγκλιση της σειράς ΣΤ=ι αν, όχι όμως και αναγκαία Γι’ αυτό 
η απόλυτη σύγκλιση είναι ισχυρότερη της απλής.

Παρατήρηση 2.57

Είναι φανερό ότι όσα είπαμε για σειρές με όρους μη αρνητικούς ισχύουν 
και στην περίπτωση των σειρών που θεωρούμε τις απόλυτες τιμές των όρων 
τους. Γι' αυτό τα κριτήρια που αναφέραμε για σειρές με όρους μη αρνητικούς, 
μπορούν να διτυπωθούν πιο γενικά, θεωρώνταςτις απόλυτες τιμές των όρων 
της σειράς. Π.χ. για το οριακό κριτήριο σύγκρισης (Θεώρημα 2.24 ) και το 
κριτήριο πηλίκων του D'Alembert (θεώρημα 2.29) θα έχουμε αντίστοιχα τις 
παρακάτω διατυπώσεις:

Θεώρημα 2.58 Αν για τις σειρές ι *«ι ΣΤ= ι β*> Μ6 β> > °, Vv e IN
ισχύει:

Um Ον
β»

= ί

τ ό τ ε :

Αν η σειρά ΣΤ=ι β * ονγ*λίνει και η σειρά 2^1, αν θα συγκλίνει απόλυτα, 
ενώ αν η σειρά £ μ=1 β ν απειρίζεται θετικά και t  φ  0 και η σειρά |αυ| 
θα απειρίζεται θετικά.

θεώρημα 2.59 Αν της σειράς Σ™  ια * κανένας όρος δεν είναι μηδέν, τότε 
η σειρά αυτή:

I) θα συγκλίνει αν |^ - | < q < 1, Vv > υο

II) θα απειρίζεται θετικά αν |£κα I > 1, Vv > η,.

Για τις σειρές που συγκλίνουν υπό συνθήκη ισχύει το παρακάτω:

θεώρημα 2.60 Αν μια σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη, τότε η σειρά των 
θετικών όρων της και η σειρά των απόλυτων τιμών των αρνητικών όρων 
της, απειρίζονται θετικά.

Απόδειξη

Έστω σ ν, ν e IN η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς 
ΣΖι<*» · ®ρ το άθροισμα των θετικών όρων που περιέχονται στην σν, Αμ
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το άθροισμα των απόλυτων τιμών των αρνητικών όρων που περιέχονται 
στην σ ν και τν, ν € W η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς 

|αμ|. Τότε θα έχουμε:

σν = Θρ -  Α μ, ρ + μ  =  ν

τν =  ®Ρ + V
Από την υπόθεση έχουμε: limov =  ί  και limzv =  +οο. Τότε έχουμε:

lim®p — lim~(av +  τ„) =  +οο

li m Αμ = lim--(zv — σ ν) — +οο 
*0

πράγμα που αποδεικνΰει και το Θεώρημα. ·

Παρατήρηση 2.61

Αν η σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε υπάρχει το limxv = Τ. Τότε θα 
έχουμε:

ΙΐηιΘρ =  ^(£ +  Τ) και limAp =  ~·{Τ - I)

δηλ. η σειρά των θετικών όρων και η σειρά των αρνητικών όρων συγκλίνουν. 
Έτσι έχουμε, συνοψίζοντας, τα εξής:

α) Αν lim©^ =  Α και limA  ̂ =  Β τότε η σειρά jar,, συγκλίνει 
απόλυτα.

β) Αν ΙΐπιΘρ =  +οο και ΙϊπιΑμ =  +οο τότε η σειρά «ν συγκλίνει 
υπό συνθήκη ή αποκλίνει..

γ) Αν ΙίιηΘμ =  Α και ΙίιηΑμ =  +οο ή ΙίιηΘμ =  +οο και ΙίιηΑμ =  Βτότε 
η σειρά αποκλίνει.

Παράδειγμα 2.62

Ας εξετάσουμε την σειρά

1 J_ _  1 ι_
2 +  22 3 +  32

1 1
- +  - r + . . . , ν  > V \τ 1.

Είναι limav = 0, αλλά οι απόλυτες τιμές των όρων δεν αποτελούν φθίνουσα 
ακολουθία και άρα το κριτήριο του Leibnitz δεν εφαρμόζεται. Η σειρά όμως 
των θετικών όρων j 4  συγκλίνει, ενώ η σειρά των απόλυτων τιμών 
των αρνητικών όρων της απειρίζεται θετικά. Συνεπώς από την Παρατήρηση 
2.61γ) η δοσμένη σειρά αποκλίνει.
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----------------------------------------------------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Η κλήση I2, είναι η κλήση όλων των ακολουθιών αν,ν e Ν  των οποίων 
η σειρά α 2 συγκλίνει.

α) Να αποδείξετε ότι αν αν € £2 και βν € ί 2 τότε η σειρά Σ™=1ανβ ν 
συγκλίνει απόλυτα και ισχύει η ανισότητα των Cauchy-Schwarz:

οο I /  00 \ * / 2 /  οο \  */2

- (Σα*) (Σ&2)u=I I ν = Ι  /  \υ=1 /
β) Να αποδείξετε την ανισότητα του Minkowski:

" ο ο  Ί 1/2 / ο ο  \ * / 2 /  οο \ ^ 2

Σ (α·'+ -  (Σ aiJ + (Σ λ j ·
αν α ν € ί 2 και β ν e θ .

γ) Να αποδείξετε ότι η ί 2 είναι ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω του 
σώματος των πραγματικών αριθμών.

Απόδειξη

α) Επειδή

\<*Μ < 2|αν β,| < l a j 2 +  \βν\2 = α \ + β Ι

καιη σειρά , (α2 +  βΐ) συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η σειρά , α υβ ν 
συγκλίνει.

Για κάθε χ  € R ισχύει: ELiC*®* +  f r f  > Ο ή
V V Ρ

* 2Σ « ? + 2* ς * ^  +  Σ # > ° ·  (1)1=1 1=1 1=1

Επειδή Σ*=ι α* > Ο από την (1), αν την θεωρήσουμε ως τριώνυμο δευτέρου 
βαθμού ως προς *, θα είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός, αν και μόνον αν,

( έ · Λ)' Φ ' )  ( Η
Παίρνοντας τα όρια στην (2) έχουμε την ζητούμενη ανισότητα.

β)Ανα„ € ^2και$, € ί 2 συνεπάγεται ότι: < + ° ° κοαΣ ^ ι ^  <
+οο ενώ από τα α) έχουμε ότι Σ^γΟίνβν < +οο. Συνεπώς αν+βν € ί 2 αφού

ΟΟ 00 00 00

Σ<«·+ «  Σ«ϊ+2 Σ*^+Σ*? < +°°* 0)
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Εφαρμόζοντας την ανισότητα των Cauchy-Schwartz στο δεύτερο άθροισμα 
της (3) έχουμε:

00 00

]Γ(<*υ + & )2 = Σ α»+ 2 i P T i P · )
Ιβ 00

+  Σ ^ ;
ν=1

ή

00

^  +  βνΫ" S
ν=1

Παίρνοντας την τετραγωνική ρίζα στα δυο μέλη έχουμε το ζητούμενο.

γ) Αμεση συνέπεια των προηγούμενων, αφού αν αν e I1 και β» e ί2 τότε 
αν + βν € ί 2 και λα„ e t 2, \  e 1R.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2.21 Να εξετάσετε με το κριτήριο του Leibnitz αν οι παρακάτω σειρές 
Σ £ 1 ι(-1 ) ι'+1<*ι> συγκλίνουν, αν:

α)«κ =  (7η )Τ β)αν = 3â L γ)α ν = £

=  «>«„ =  £ £

2.22 Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν απόλυτα:

β ) Σ Ζ ι(-1 )υ+1ίΤ &

2.23 Να εξετάσετε αν οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν απόλυτα ή υπό 
συνθήκη:

<*)T,Zisin(vaV)> Ι“ Ι < 1 β)Σ.?=ι(~1)'*ι ζί

1 Μ  Να αποδείξετε ότι η οειρά όπου c. =  1 αν ν πρώτος και
Cv — — 1 αλλιώς, συγκλίνει.

§ 2.8 ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΤΩΝ ABEL ΚΑΙ DIRICHLET

Τα κριτήρια αυτά στηρίζονται στην παρακάτω ταυτότητα, γνωστή ως 
μερικό άθροισμα του Abel.
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θεώρημα 2.63 Έστω αν,ν e Ν και β», ν e f i  δυο ακολουθίες πραγματι
κών αριθμών και σ υ =  α\ +  α2 +  . . .  +  αν. Τότε

V ν
=  σ νβ ^ ι  — Σ ον(Α+ι — Αι)» Vv € Ν.

k=l k=l

Απόδειξη

Ορίζουμε σο =  0. Αφού at =  σι -  σ*_ι έχουμε:

Σ α ^  =  ι)Α
Α= I fc= 1

— Α(<Τι — ob) +  fizfoi — σι) +  · · ·
^μ-2) Ή ^υ( ι̂» ^μ-|)

β  σΐ(Α "  ft)  +  σ ΐ(βΐ ~  &) +  ·*· +<*ν-\(βν-\ — βν)

+ σ νβ ν — σ *(β*+ι “ Α) + “ <*νβν+ι
*=ι

-Π^Αη-ι — ]Γ]σ»(Α+ι — fik) +  σνβν+ι. 
k= 1

Συνεπώς το θεώρημα αποδείχτηκε. ·

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα για να αποδείξουμε την σύγκλιση της 
σειράς α„Α  αρκεί να αποδείξουμε την σύγκλιση των α υ { β ν+χ- β ν)
και σ νβ ιΗ. χ, ν  €  IN. Έτσι παίρνουμε τα παρακάτω κριτήρια:

θεώρημα 2.64 (Κριτήριο του Abel) Αν η σειρά , α„ συγκλίνει και η 
ακολουθία Α . υ € Ν είναι μονότονη και φραγμένη, τότε η σειρά Υ ^ =ία νβ ν 
συγκλίνει.

Απόδειξη

Αφού η σειρά , αν συγκλίνει, υπάρχει το Umav =  Α. Επομένως η 
σ„,υ € IN είναι φραγμένη, δηλ. |σ„| < ΛΥ, Vv € IN. Επίσης limfiv = ί  
(μονότονη και φραγμένη). Αρα υπάρχει το Ιΐη\σνβ υ+Χ =  ΑΙ. Ακόμα η σειρά 
Σ ^= \σ ^βν+ι -  β ν) συγκλίνει απόλυτα, αφού η ακολουθία των μερικών 
αθροισμάτων συγκλίνει, επειδή

V V
Σ  |σ*(Α+ι -  001 < Μ Σ ΙΑ+» -  β*\ =  Μ Α  -  Α+ι)
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(όλες οι διαφορές έχουν σταθερό πρόσημο από την μονοτονία). Με εφαρμογή 
του Θεωρήματος 2.63 έχουμε το συμπέρασμα. ·

Παράδειγμα 2.65

Θα αποδείξουμε ότι η σειρά α ν συγκλίνει, αν η σειρά Σ^Ι.(νακ) 
συγκλίνει. Πραγματικά· είναι: Σ ,Ζ ι α» =  Σ ~  ι £(**»>) και η Σ£1ι ί(υβμ) 
συγκλίνει σύμφωνα με το κριτήριο του Abel, αφού η λ, ν e W είναι μονότονη 
και φραγμένη.

θεώρημα 2.66 (Κριτήριο του Dirichlet) Η σειρά Σν^ι ανβν συγκλίνει, 
αν η σειρά α ν έχει φραγμένα μερικά αθροίσματα και η ακολουθία 
βν, ν € Ν είναι φθίνουσα και μηδενική.

Απόδειξη

Αφού η σ* =  Σ * = ια* είναι ΦΟ^γΜ^Π. όπως αποδείχτηκε στο προηγού
μενο Θεώρημα η σειρά σ ν( β ν + ι -  βν) συγκλίνει. Επίσης Ιίτησνβ ν+1 = 0.
Αρα από το Θεώρημα 2.63 η σειρά Σ ~ ι  ανβν συγκλίνει.

Παρατήρηση 2.67

Το κριτήριο του Leibnitz (Θεώρημα 2.49) μπορεί να πρσκύψει από το 
Θεώρημα 2.66 θεωρώντας την Σ ^ 1 1( -1 ) ι;+1αν υπό την μορφή Υν&ν με 
γυ =  (— 1)υ και δν =  α υ, ν e IN.

Παράδειγμα 2.68

Η σειρά Σ ^ ίζ ( -1 ) ν+ίτ^ ;  συγκλίνει υπό συνθήκη. Πραγματικά· εφαρ
μόζουμε το κριτήριο του Dirichlet (Θεώρημα 2.66) με orv =  ( -1 )ν+1 και 
β ν — -L- ν > 2  Είναι Ισ̂ Ι < 1, Vw e IN και η βν, ν > 2 είναι φθίνουσα, 
αφού βν+ί < β ν ο  logv < log{v +  1) υ < ν +  1 που ισχύει. Επίσης 
β ν -+ 0. Αρα η σειρά £ ~ 2(- 1 )ι’+17^7 ο^κλίνει. Απόλυτα δεν συγκλίνει, 
αφού

Σ ( - ι γ +ι
ν=1

1
logv

=  +00

υ« ^ .  i  <  ι^ γ> Vv ^  2 κα ι Σ Ζ ι  ί  =  + 00·

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι η σειρά 56ώ2ί συγκλίνει υπό συνθήκη για 
κάθε χ e R.

Απόδειξη
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Έστω αν =  sin(vx), ν € W, χ  e R και β» = ν e IN. Τότε η β ν, ν e Ν  
είναι προφανώς φθίνσυσα και μηδενική. Θα αποδείξουμε ότι τα μερικά 
αθροίσματα Σ*=ι sin(kx), ν € Ν  είναι φραγμένα. Από την ταυτότητα1

_ . χ ,  . . _ . , „  χ 2 ν + 12sin— [sinx + sin2x + . . .  +  sin(vx)) = cos — — cos-------- x
2 2 2

έχουμε, αν s in f  φ  0, δηλ. χ  Φ 2λπ, λ € Ζ ότι:

\cos\ —cosiif 1x\
Κ Ι =  Σ  sin(kx)

k^l

1
|2 ί//ί |

Συνεπώς η σ ν, ν e W είναι φραγμένη για χ Φ 2λπ και συνεπώς για αυτά 
τα χ  η σειρά συγκλίνει, από το κριτήριο του Dirichlet (Θεώρημα 2.66). 
Για χ  — 2λπ όμως οι όροι της σειράς μηδενίζονται και επομένως η σειρά 
συγκλίνει Vx e  R.

Απόλυτα όμως η σειρά δεν συγκλίνει. Πραγματικά· ισχύει

. . . .  . 2, \-c o s2 k x\sinkx\ > sin kx = -------------

και επομένους

\sinkx\ 1 ^  1 -  cos2kx _  1 1 1 ^  cos2kx
L · *  L  — 9  i t  ~~ 0  i t  Ί  i t*=Ι Κ L *=1 Κ Δ ϊ=\ Κ ^ jfc=l Κ

Αλλά Σ Ζ ι i  =  +οο και 
t o i l  = +οο.

Σ00 coslvx w=I ν < +οο (άσκηση 2.25 β). Αρα

2. Αν 53^1, α ν < +οο, τότε να αποδείξετε ότι Σ™=ι αν ί 1 "  “Γ  < °0· 

Απόδειξη

θ α  εφαρμόσουμε το κριτήριο του Abel (Θεώρημα 2.64). Αρκεί να 
αποδείξουμε ότι η ακολουθία βν, υ 6 IN με βν =  (1 -  είναι μονότονη και 
φραγμένη.

Για την μονοτονία έχουμε:

*2sin%(sinx +sin2x + ... + sinvx) = 2sinx.sinf + Isinlxjin^ + ...+  2sinvx.sin% = 
[c a r  f  — c a r ^ ]  +  [ c a r ^ ·  -  cosfy] + ... +  [cos2“f^x — cos^^x] =  cosf — c a r
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δηλ. η βν, ν e IN είναι φθίνουσα.
Είναι και φραγμένη, αφού (1 — λ)υ < i ,  Vv € IN.

Επομένως η σειρά (1 — $)ν συγκλίνει.

3. Μια ακολουθία αν, ν € Ν θα λέγεται "φραγμένης μεταβολής" «ν η 
σειρά , |αν+1 -  α ν\ συγκλίνει.

α) Να αποδείξετε ότι αν η α„, ν € Ν είναι φραγμένης μεταβολής, τότε 
αυτή συγκλίνει.

β) Να βρήτε μια σειρά που να μην συγκλίνει και της οποίας η ακολουθία 
αν, υ e  Ν να είναι φραγμένης μεταβολής.

γ) Να αποδείξετε την ακόλουθη γενίκευση του κριτηρίου του Abel που 
οφείλεται στους du Bois-Reymond και Dedekind:

Η σειρά ΣΤ=ι<*νβν συγκλίνει, αν η σειρά α ν έχει φραγμένα με
ρικά αθροίσματα και η βν, ν e Ν είναι μηδενική ακολουθία φραγμένης 
μεταβολής.

α) Η σειρά $Ζ^:1(αι.+ι -α „ )  συγκλίνει, αφού συγκλίνει απόλυτα. Αυτή 
όμως είναι τηλεσκοπική σειρά και συνεπώς (εφαρμογή 4 της § 22) αν σν, ν e 
IN είναι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της, τότε σν =  α ν+ί — α\ ή 
oiu+i = σ ν + «ι,Αρα το limav+l υπάρχει, αφού υπάρχει το limav.

Τ '00 1 =  1Δ->ν=1 υ(ι»+1)
γ) Αφού η β,, ν e IN είναι φραγμένης μεταβολής, συνεπάγεται ότι η 

σειρά Σ ^ =1(Α>+ι -  βν) συγκλίνει απόλυτα. Τότε η σειρά Σ Τ = \  <*Λβν+\ - β ν )  

συγκλίνει. Επειδή β ν -*■ 0 τότε και σνβν -*■ 0. Αρα από το θεώρημα 2.66 η 
σειρά Σ ^ ι α νβν συγκλίνει.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________________________

2.25 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές:

Απόδειξη

00 00

2.26 Με το κριτήριο του Abel, να αποδείξετε ότι η σειρά
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συγκλίνει.

221  Να αποδείξετε όχι η σειρά Σ ^ ι  vs/3a Vt όπου

«1 =  1 και α„+ι =  ^/\ + α ν

συγκλίνει.

§ 2.9 Ε1ΑΙΚΑ ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΤΩΝ ΣΚΙΡΩΝ______________

θ α  δώσουμε τώρα ορισμένα ειδικά κριτήρια, για μια όσο το δυνατό 
σφαιρική ενημέρωση, πάνω στο δύσκολο θέμα της σύγκλισης μιας σειράς.

θεώρημα 2.69 (Κριτήριο των λόγων) Αν , αν και Σ ^ ι  Α  είναι δυο 
σειρές με θετικούς όρους και υπάρχει € Ν:

δηλ. α ν < Κβν, Vv > ν0 όπου Κ =  Το συμπέρασμα είναι προφανές από 
το Θεώρημα 2.21. ·

θεώρημα 2.70 (Λογαριθμικό κριτήριο) Αν για την σειρά Σ ^ίχ αν αν > 
0, Vv e IN ισχύει

τότε:

1) ι βν <+°ο=> < +οο.

2) Σ7= \α ν =  +°° => Σ Ζ ΐ  A  =  +00

Απόδειξη

Για ν > m θα έχουμε;

τότε αυτή συγκλίνει αν ί  > 1 και απειρίζεται θετικά αν I  < 1.

Απόδειξη
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Θα εξετάσουμε μόνο την περίπτωση I  > 1, γιατί η άλλη εξετάζεται 
ανάλογα. Διαλέγουμε ένα € > 0, έτσι ώστε t  -  € = k > 1. Τάτε

lim \ v lo g -^ ~ )  = ί  Ο  (Ve > 0)(3η> € W)(Vv € W)i> > ν0 =>
V α\Η-1/

. , αν
l —€< vlog-----  < I  +  €

<*ι+Ι
Δηλ.

v lo g -^— > fc, Vv > υ0 => > ekfv, Vv > υ0. (1)
°Wl °Wi

Αλλά η =  (1 +  λ)ν , ν € Ν  είναι αυξουσα και έχει όριο το e (εφαρμογή 2β
της § 1.8) και επομένως

<e,Vv e ΛΫ. α>

Με την βοήθεια της (2) η (1) γίνεται

α» ^  Λ  1 \ ΑιΗ-Ι ^  ^  _/W l
β|/+Ι V ν)  ° V (ν + 1)*

με βν =  Επειδή Λ > 1 η t β, < +οο και από το θεώρημα 2.69 
Σ ^ 1α μ < +οο. ·

θεώρημα 2.71 (Κριτήριο λογαρίθμου του Catalan) Αν για την σειρά
Σ υ 1 ιακ > 0, Vv € IN ισχύει

τότε:

I) Αν ί  > 1 η σειρά συγκλίνει.

II) Αν 0 < ί  < 1 η σειρά απειρίζεται θετικά. 

11) Αν I  =  1 δεν μπορούμε να αποφανθούμε.

Απόδειξη

Έχουμε:

lim =  ί  € R Ο  (Ve > 0)(3ι>ο € W)(Vν 6 1Ν)ν > υ0 =>
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I  —  € < e +  c.

i) Έ σχω ί > 1. Διαλέγουμε e > 0, έτσι ώστε l - c  = q > ι οπότε

l° 8 ^
logv > q > 1 log—

a„ V?

Από την σχέση αυτή έχουμε:

®ν+4 ^
1

(ν +  kyi
, Vv € IN.

Η σειρά όμως , συγκλίνει ως αρμονική σειρά με q > 1 και άρα 
και η σειρά ,α„ συγκλίνει.

Η) Εργαζόμαστε ανάλογα. Αφήνεται για άσκηση. ·

θ α  αποδείξουμε τώρα ένα πιο ισχυρό κριτήριο από τα κριτήρια του D' 
Alembert και του Cauchy.

θεώρημα 2.72 (Κριτήριο του Kummer) α) Η σειρά α ν α ν ^  0, Vu €
Ν  συγκλίνει απόλυτα, αν υπάρχει ακολουθία θετικών όρων βν>ν e Ν και 
σταθερή k > 0 τέτοιες ώστε:

0 < * * < β ν - β ν+ι
α ν+1

«ν
, Vv € 1ί. (1)

β) Η σειρά ° ν «υ > 0, W € Ν  απειρίζεται θετικά αν η ακολουθία 
β ν, ν 6 H είναι τέτοια ώστε η σειρά να απειρίζεται θετικά, και

^ - ^ + ι( ^ · )  (2)

Απόδειξη

Από την (1) έχουμε:

*1<*ι1< βι\<*ι\ -  βι\<*ι\ 

k\a2\ < βι\<*ι\ -  fa\c*i\
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* M < f t , |e v|_ A * 1K + ||
και προσθέτοντας

V
“ Α+ι|α„+1| < βι\αχ\.

ί=1

Συνεπώς

Αρα η ακολουθία σν, ν € IN είναι αύξουσα και φραγμένη και άρα συ~ 
γκλίνουσα. Αυτό σημαίνει ότι η σειρά Σ Ζ ι  \αν\ συγκλίνει.

β) Από την (2) έχουμε:
βι<*ι < βιαι 

βν*ι < β& ι

βν- ld v —l <  βν<Χν

από τις οποίες με πολλαπλασιασμό κατά μέλη παίρνουμε:

βίοι
— - < α ν, Vv € IN.

β ν

Αφού =  + 00» aj^> TO κριτήριο συγκρίσεως (Θεώρημα 2.21) έχουμε
ότι και =  +οο. ·

Παρατήρηση 2.73

Από το παραπάνω κριτήριο παίρνουμε τις παρακάτω ενδιαφέρουσες 
περιπτώσεις:

α) Αν β ν =  1 τότε από το α) παίρνουμε:

0 < k < 1 - α»+ι
αν

Ctv+l

α ν
< 1 — k < 1,

δηλαδή το κριτήριο πηλίκων του D' Alembert.

2) Αν βν = ν -  1 τότε η α) δίνει:

θεώρημα 2.74 (Κριτήριο του Raabe) Αν για την σειρά αν α ν 
0, Vv eW  ισχύει:

limv =  t

>
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τότε:

I) Αν ί  > 1 η σειρά συγκλίνει.

II) Αν I  < 1 η σειρά απειρίζεται θετικά.

Παράδειγμα 2.75

Ας θεωρήσουμε την σειρά

+  Κ2»)!]3 
26'(u!)‘

Διαλέγοντας ωζβν — ν ,υ  e IN έχουμε:

a _  ο ^ ± 1  _  1 6V ~ 5
Ρν Λ+ι αν ~  2 8(ν + 1 )2

Είναι εύκολο να δούμε ότι η ακολουθία ν e IN είναι φθίνουσα και
μηδενική με πρώτο όρο Συνεπώς

β ν  —  β ν + \
«ΙΜ-Ι 1 H 5

> 2 ' 3 2 “ 3 2 > 0 ' VV€ W'

Σύμφωνα με το θεώρημα 2.72 η δοσμένη σειρά συγκλίνει.

Παράδειγμα 2.76

Έστω η σειρά ΣΤ= ι Ilfc.'lgw+a· Επειδή είναι lim 2̂  =  1 το κριτήριο 
πηλίκων του D’ Alembert δεν εφαρμόζεται. Αλλά

l im v ^ l — =  H
3ν 3 ,

m - ----- = -  > 1
2ν +  2 2

και συνεπώς η σειρά συγκλίνει σύμφωνα με το κριτήριο του Raabe (Θεώρημα 
2.74).

θεώρημα 2.77 (Κριτήριο του Gauss) Αν η σειρά Σ ^ =ι α ν έχει θετικούς 
όρους και

a 
0Wi

» , β  , Υ ν— =  a  +  -  +  —,
ν νΡ

όπου a  > 0, p > 1, γν, ν e Ν φραγμένη ακολουθία, τότε:
00 σ°

V ^ e R  £ « ι , < + ο ο  αν a > 1 και £ ( * , +  = 0 0  αν α < 1 Ο
υ=1
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Απόδειξη
1) Είναι lim -**- =  α  και το συμπέρασμα προκύπτει από το κριτήριο του

2) Για a — 1 είναι limv =  β  και το συμπέρασμα είναι συνέπεια
του κριτηρίου του Raabe αν β φ  1. Μένει μόνο να εξετάσουμε την περίπτωση 
β  =  1. Τότε:

Πολλαπλασιάζοντας και τα δυο μέλη με logv και μετά προσθέτοντας και στα 
δυο μέλη το (ν +  1 )logv — (ν +  1)/ο#(ν +  1) παίρνουμε:

Έστω βν =  vlogv. Τότε βυ > 0,Vv e IN και £ £ , ^  =  +οο (Ασκηση 2.19β). 
Από το κριτήριο του Kummerέχουμε τότε ότι ι α ι» =  + 00· ·

Παράδειγμα 2.78

Θα εξετάσουμε ως προς τη σύγκλιση την υπεργεωμετρική σειρά

. < £  <*(<* + D W  + 1 ) , α(α+ 1)(α  + 2)β(β+  ΙΚ β + 2 )^
1\γ 2!χ(χ -f 1) * 3!χ(χ +  1)(χ +2)

με α, 0, χ, * > 0. Παραλείποντας τον πρώτο όρο, ο οποίος δεν επηρεάζει την 
συμπεριφορά της σειράς, έχουμε:

D’ Alembert.

ν αν
« ν + Ι

-  (ν +  1) =  ·—-- ,  Vv € Ν .\)Ρ~1

vlogv -  (ν +  1 )log(v +  1) < 0, Vv > id
Ctv+l

ή ακόμα
vlogv — (ν +  l)log(v +  < 0, Vv > ν0.

« ( « + ! ) . . . ( α  +  ν - 1 )  β Ι β + Ρ - . Λ β  +  ν - Ι )  Λ«
ν! χ ( χ  +  1) · · · (X +  ν — 1)

Τότε
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και επομένως η σειρά συγκλίνει αν χ  < ι και απειρίζεται θετικά όν χ  > 1. 
Για λ =  1 έχουμε:

gy _  (ν + 1)(Κ +  ν> _  ν* +  O' +  1 ) ν + γ  
gy+1 (« +  ν)(β +  ν) ~  V1 +  (α +  β)ν  +  αβ

και

ν ( _  A - _  ( r  +  l - g - ^ ) v 2- K y - a ^
\gy+i /  v2 +  (a +  /3)v + αβ

, Λ Αν+  Β=  ν +  1— α — /? 4- ■■ ■
ν2 +  (α +  β)ν +  αβ

όπου A = y -  αβ -  (α + β )(γ  +  1 -  a  -  β) και Β =  α£(α +  β -  γ  -  1). 

Επομένως

gy _  t X +  1 - α  - β  Αν+ Β _  γ  + 1 - α - β  η
α„+ΐ w ν3 4- (α +  β)νι + αβν ν ν2

όπου γν β  —O f  λ  € IN η οποία είναι φραγμένη, αφού γν -► Α. Το
Λ+ , +7

κριτήριο του Gauss τότε μας λέει ότι η σειρά συγκλίνει αν γ  > α +  β  και 
απειρίζεται θετικά αν y < α + β.

ΑΣΚΗΣΗ _____________________________________________________

2.28 Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές 5^1 , α ν με:
β)αν = α(α+ !)...(<*+ ι*-1)α)α" =

^  =  «)gy =  ^ e .g > 0 .

δ 2.10 ΟΜΑΔΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΙ ΑΝΑΔΙΑΤΑΞΗ

θεωρούμε την σειρά
00

Σ(-'>”usl

ν + 2  
ν +  1

3 _ 4  _ 6  5 _
2 _ 3 ~ 5  +  4

Επειδή lim \av\ =  1 ^  0 η σειρά δεν συγκλίνει. Παρατηρούμε όμως ότι:

3 4 5 6 2 ν+ 1  2ν +  2
° *  =  2 " 3 + 4 _ S + - +  2ν ~  2ν+ 1

_1_ J _  ι 1
2 3 + 4.S + "  + 2 ν (2 ν + 1) < 2
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δηλ. to limaiv =  ί  υπάρχει. Αυτό σημαίνει ότι η σειρά

2ν +  1 
2υ

2ν +  21 /3  4 \  /  5 6 \  /2 ν  + 1 2 ν + 2
2v + l \  ~  \ 2  3 /  +  V4 5 / + " + ν 2ν 2υ +  1

2ν(2ν +  1)

είναι συγκλίνουσα. Μ' άλλα λόγια η εισαγωγή παρενθέσεων μετετρέπει μια 
μη συγκλίνουσα σειρά σε συγκλίνουσα.

Αναφορικά με την ομαδοποίηση τοον όρων μιας σειράς έχουμε τα 
ακόλουθα Θεωρήματα

θεώρημα 2.79 Αν οι όροι μιας συγκλίνουσας σειράς ομαδοποιηθούν με 
παρενθέσεις, ώστε να προκόψει μια νέα σειρά χωρίς αλλάγή της τάξης των 
όρων της αρχικής, τότε η σειρά που προκύπτει έχει το ίδιο άθροισμα με την 
αρχική.

Απόδειξη

Στη νέα σειρά τα μερικά αθροίσματα τοαν όρων της περιέχονται στα 
μερικά αθροίσματα της αρχικής σειράς. Συνεπώς τα μερικά αθροίσματα 
της νέας σειράς συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό με τα μερικά αθροίσματα της 
αρχικής σειράς. ·

θεώρημα 2.80 Αν μιας σειράς οι όροι είναι αθροίσματα παρανθέσεων 
και συγκλίνει στο ί, τότε και η σειρά χωρίς παρενθέσεις συγκλίνει στο 
I, αρκεί η αρχική σειρά να συγκλίνει με όποιο τρόπο και αν μπουν οι 
παρενθέσεις.

Απόδειξη

Γιατί, αν η σειρά χωρίς παρενθέσεις συγκλίνει, τότε η χρήση των πα
ρενθέσεων δεν μεταβάλλει το άθροισμά της, σύμφωνα με το Θεώρημα 2.79.

Αν σε μια σειρά α ν αλλάξουμε την τάξη τοαν όροον της τότε παίρ
νουμε μια καινούργια σειρά, που λέγεται αναδιάταξη της αρχικής σειράς. 
Θα δούμε ότι αν μια σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε οποιαδήποτε αναδιάταξή 
της δεν επηρεάζει το άθροισμά της, ενώ αν η σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη, 
τότε η επίδραση στο άθροισμά της είναι δραστική. Πρώτα θα δώσουμε τον 
γενικό ορισμό της αναδιάταξης.
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Ορισμός 2.81 Η σειρά 53^1, Α> λέγεται αναδιάταξη της σειράς Σ ίϋ ΐ αν> 
αν υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των δεικτών ν και μ  
έτσι ώστε: β ν = αμ για τους αντίστοιχους δείκτες.

θεώρημα 2.82 Αν μια σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε οποιαδήποτε 
αναδιάταξή της συγκλίνει στο ίδιο άθροισμα.

Απόδειξη

Ας αποδείξουμε πρώτα το θεώρημα στην περίπτωση που οι όροι της 
σειράς είναι μη αρνητικοί.

Έστω Υ ^ =ίαν = t , a v > 0, Vv € IN και βν μια αναδιάταξη της 
σειράς αν, δηλ. περιέχει τους ίδιους όρους με την , ο, αλλά με 
διαφορετική σειρά. Τότε:

σν =  β\ ·¥ βι + · ■ · -\- β ν < I

αφού κάθε β είναι κάποιο α και το άθροισμα πεπερασμένου πλήθους όρων 
της αν είναι μικρότερο από το I. Αυτό σημαίνει ότιη σ ν, ν e IN είναι 
φραγμένη και συνεπώς από το Θεώρημα 2.18 έχει όριο l\ < I. Αλλά αφού 
κάθε α είναι κάποιο β θα έχουμε καιέ < h .  Αραέ =  ί \ .

Στην γενική περίπταχτη μιας απόλυτα συγκλίνουσας σειράς έχουμε I  =  
Αι -  Α ι όπου Α \,Α ι οι θετικές υποσειρές των θετικών και αρνητικών 
όρων αντίστοιχα. Αφού οι Α, και Αχ μένουν αμετάβλητες σε οποιαδήποτε 
αναδιάταξη της αρχικής σειράς και τα μερικά αθροίσματα συγκλίνουν στο 
ί  — Αι — Α2 , το θεώρημα αποδείχτηκε. ·

θεώρημα 2.83 (θεώρημα του Riemann) Έστω ότι η σειρά αν 
συγκλίνει υπό συνθήκη. Τότε υπάρχει μια αναδιάταξή της που συγκλίνει σε 
έναν αυθαίρετο αριθμό % e R ή ακόμα και να μην συγκλίνει.

Απόδειξη

Αφού η σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη, από το Θεώρημα 2.60 έχουμε ότι η 
σειρά των θετικών όρωνκαιησειρά των αρνητικών όρων απειρίζοντα θετικά. 
Έστω χ  € R, και χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας είναι jc > 0. Προσθέτουμε 
μερικούς θετικούς όρους ώστε το άθροισμά τους να είναι μεγαλύτερο από 
το χ. Μετά προσθέτουμε από τους αρνητικούς όρους τόσους ώστε το 
καινούργιο άθροισμα να γίνει μικρότερο του jt. Επαναλαμβάνουμε την 
ίδια διαδικασία, από τους υπόλοιπους θετικούς όρους προσθέτουμε τόσους, 
ώστε το καινούργιο άθροισμα να γίνει μεγαλύερο του χ, και μετά τόσους
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αρνητικούς ώστε να ξαναγίνει μικρότερο του χ κ.ο.κ. Η διαφορά μεταξύ του 
μερικού αθροίσματος της σειράς που κατασκευάστηκε και του χ  τείνει στο 
μηδέν. Γενικά \σν — jcJ θα είναι πάντα μικρότερο από τον τελευταίο όρο που 
προστίθεται. Κατά συνέπεια μπορούμε να προσεγγίσουμε το χ  όσο θέλουμε 
και έτσι το Θεώρημα αποδείχτηκε. ·

Παρατήρηση 2.84

Σύμφωνα με τα προηγούμενα υπάρχει μια θεμελιώδης διαφορά μεταξύ 
της απόλυτης και της υπό συνθήκης σύγκλισης μιας σειράς. Στην απόλυτη 
σύγκλιση, οποιαδήποτε αναδιάταξη της σειράς, δεν την επηρεάζει ως προς 
τη σύγκλιση, ούτε ως προς το άθροισμά της, ακριβώς όπως και στην 
περίπτωση πεπερασμένου αθροίσματος. Στην υπό συνθήκη σύγκλιση από 
την άλλη μεριά, το άθροισμα της σειράς μπορεί να αλλάξει με μια κατάλληλη 
αναδιάταξη ή ακόμα η σειρά μπορεί να μετατραπεί σε άλλη μη συγκλίνουσα.

§ 2.11 ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΣΕΙΡΩΝ

Ορισμός 2.85 Γινόμενο των σειρών Σ»=\α ν και Σ?=\βν ορίζουμε να 
είναι η σειρά γν, όπου

00

Υν = <*\βν +  “2&-ι +  ·· · +  ανβι = Υ α Μ β ^ .
k=0

(Το γινόμενο αυτό ονομάζεται "κατά Cauchy γινόμενο" των δυο σειρών).

Παράδειγμα 2.86

Θεωρούμε τις σειρές 1 αν και βν όπου α ν = β ν -  
ν £ IN. Τότε κάθε μια από αυτές συγκλίνει υπό συνθήκη, και για την σειρά 
Ε ν έ χ ο υ μ ε ;

Υν - (_ 1Γ4 - 1 1 _  +  1 ____ 1 _  +  + 1 1 1
L v/T V ^ +  " '  +  V F V iJ ·

Αν αντικαταστήσουμε κάθε ρίζα στον παρονομαστή με s/v, την μεγαλύτερη 
ρίζα, έχουμε:

I Υν\ >

Δηλαδή lim yv φ  Ο και η σειρά

y/v^Jv
γν δεν συγκλίνει.

θεώρημα 2.87 Αν μια από τις σειρές Σ ^= ια ν ~  ^  και Σ ° ^ \ β ν  — ® 
συγκλίνει απόλυτα, τότε το κατά Cauchy γινόμενό τους Υν =  Γ 
συγκλίνει και Γ =  ΑΒ.
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Απόδειξη

^ Έ σ τ ω  σν = Χ£=1α*,τν =  =  y »  Α _  _ _  «
5ZSLt |a u| =  of. Τότε έχουμε: ί„ -  rv fl και

«, =  α ,Α  +  (β Λ +<*Α ) +  . . . + ( « ι Λ + β ι / ν ι  +  _  ,

= “.(A+A + . · + Λ)+“»(̂ , + Λ + ... + ̂ ι) + ... + α„Α
— ofiTv +  a jT v _ i  +  . .  ♦ +  ofvti

=  αι(δι>+ β )  +  α2(δ„-1 +  β) +  . . .  +  α ,,(δ1 +  β)
*  β (α ι+ α 2  +  · · ·+ ^ ) + α « ^ + « 2 ^ - ι  +  . . . + α υ51 
=  σ νΒ + αχ&ν +  +  . ·. +  α„δ|
=  σ νΒ  +  f v,

όπου <ν — βιί»  +  οαδ»>-ι + . . .  +  βνίι.

Επεώή limavB =  Α.Β για να αποδείξουμε χο θεώρημα αρκεί να απο
δείξουμε όχι lim*v =  0. Αφού UmK -  « « ( t , - f l ) =

(V€ > 0)(3»>| € W)(W € Ν)υ  > y, =» |5 | < _L
2ot

Επίσης

ΚΙ < ΙΜ ι + ·.·+«^,ι+»£Λ + Κ -ι(,ΙΚ ι-(.ιΙ + . . .+ |αιΙΚΙ 
< Κ Λ  + . . .  +α*-«»+|£ν,Ι + 2^K-u,l + · ..+  (ofj|).

Επειδή lim av = 0 , διαλέγουμε δείκτη v2 € N , τέτοιο ώστε:

|ανδι 4- .· . +  ctw-ν,+ιδνιΙ < —, Vy > yj.

Αν y0 =  max{vlt ιι*}, αφού

00
|dfy-y,| + .  ·. +  |« l | < 53 Ια *Ί =of

v=l

έχουμε:
Κ Ι < -  +  — .<* =€,Vv > vo 

2 2a
που σημαίνει ότι limev =  0, πράγμα που αποδεικνύει και το Θεώρημα. ·

Πόρισμα. Αν οι σειρές ,α„ και ΣΤ=ι ο«γκλίνουν απόλυτα, τότε 
και το κατά Cauchy γινόμενό τους συγκλίνει απόλυτα.
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Σημείωση

Θεωρούμε τις σειρές αν με αλ =  1 και<*„ =  2 για ν > 1 και ν β ν 
με β\ — 1 και βν = ( -1 ) ι’+1.2 για ν > 2. Αυτές προφανώς δεν συγκλίνουν. 
Για το γινόμενό τους J2“ iYv έχουμε:

V
Κι — 1 και Υ» = 2 - ( - 1 ) Η·| . 2 + 4 ^ ( - 1 ) * +1 =  0 αν ν > 1.

*=1

Δηλαδή η σειρά γν είναι η συγκλίνουσα σειρά 1 + 0  + 0  + . . .  αν και 
καμμιά από τις σειρές ££1 , ανκαι /3υδεν συγκλίνει.

Αυτό δείχνει ότι το αντίστροφο του θεωρήματος 2.87 δεν ισχύει.

ΑΣΚΗΣΗ ___ __________________________________________________

2.29 Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των σειρών και
συγκλίνει. Να εξετάσετε επίσηςαν συγκλίνειαπόλυτα.

§ 2.12 ΑΠΕΙΡΟΓ1ΝΟΜΕΝΑ

Έστω αν,ν  e IN μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. Από αυτήν 
σχηματίζουμε την εξής ακολουθία ρ υ,ν  € 1Ν με

Ρι = «ι

ρ ι  =  αι.α2 

Ρ3 = α ι.α2α 3

ρ ν = α\.α2.α3 .. ..α ν =Y\oik.
k= 1

Την ακολουθία αυτή ρ υ, ν e IN την ονομάζουμε ακολουθία των μερικών 
γινομένων της ακολουθίας α υ, υ e IN. Οι πραγματικοί αριθμοί p u  ρ ι , . .. , ρ ν 
ονομάζονται αντίστοιχα πρώτο, δεύτερο,. . . , υ-οστό μερικό γινόμενο.

Δίνουμε τώρα τον επόμενο

Ορισμός 2.88 Το διατεταγμένο ζεύγος των ακολουθιών (αν, ρ^) λέγεται 
απειρογινόμενο και θα συμβολίζεται μεαι.α2 ·α3__ αν ή ΓΓ-ιβ*.

Τα παραπάνω βρίσκονται σε πλήρη αναλογία με τα όσα είπαμε για τις 
σειρές των πραγματικών αριθμών (§2.1). Στην συνέχεια θα προσαρτήσουμε 
στο απειρογινόμενο και έναν πραγματικό αριθμό. Για να το κάνουμε αυτό,
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δεν θα ακολουθήσουμε την ίδια ακριβώς πορεία, όπως και στις σειρές. Αν το 
κάναμε, θα λέγαμε ότι το απειρογινόμενο Π ^ ι  ον συγκλίνει, αν η ακολουθία 
των μερικών γινομένων συγκλίνει. Αλλά τότε, αν ένας όρος της α ν,ν  e IN 
ήταν μηδέν, έστω ο α, =  0, όλα τα μερικά γινόμενα για ν > i θα ήταν 
μηδέν και η ρ„, υ € IN θα συνέκλινε στο μηδέν. Γι’ αυτό θα περιορίσουμε 
την av, v e  IN από την οποία θα σχηματίσουμε τα μερικά γινόμενα και θα 
θεωρούμε ακολουθίες αν Φ 0, Vv € IN.

Έτσι δίνουμε τον παρακάτω

Ορισμός 2.89 Το απειρογινόμενο αν θα λέμε ότι συγκλίνει αν α) 
α ν Φ 0, Vv € Ν και β) Ιίιτην =  =  p με ρ φ  0. Γράφουμε
τότε p =  Π * ι ®ν· Αν limpv δεν υπάρχει ή είναι μηδέν, τότε λέμε ότι το 
απειρογινόμενο αποκλίνει.

Παρατήρηση 2.90

Σε αναλογία με τις σειρές το σύμβολο J^Lt <*ν έχει διπλή έννοια. Παρι
στάνει την ακολουθία των μερικών γινομένων της α ν, ν e IN από την μια 
μεριά και το όριο της ρ ν, ν e Ν από την άλλη. Επίσης αξίζει να παρατη
ρήσουμε ότι μπορεί να συμβεί Π ^ ι α >' =  °· αν #  0, W € IN. Αυτή 
είναι και η βασική διαφορά στην συμπεριφορά ενός απειρογινομένου από 
ένα πεπερασμένο γινόμενο, γιατί όπως ξέρουμε αν ]~]̂ = xak = 0 , τότε κάποιο 
από τα α ,, αχ....... a k είναι μηδέν.

Παράδειγμα 2.91

Ας θεωρήσουμε το απειρογινόμενο {~]^2 (1 -  ^ )·  Τότε το ν-οστό μερικό 
γινόμενο είναι:

Αρα limpv =  £ και επομένως 2 0 “ W  =  2*

Παράδειγμα 2.92

Το απειρογινόμενο Π ^ 2  (1 -  i )  αποκλίνει στο 0. Πραγματικά* έχουμε

1 2  ν - 1  3 4 ν +  1 1 ν+ 1
2 ’3 ν 2 3 ” ν ~ 2  ν '

Ο

V V
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Παράδειγμα 2.93

Για το απειρογινόμενο Π ^ 2 (1 +  J) έχουμε ότι:

Επομένως αυτό αποκλίνει.

θεώρημα 2.94 (Κριτήριο του Cauchy) Το απειρογινόμενο Π^1ια*' συΥ' 
κλίνει, αν και μόνον αν,

Υποθέτουμε ότι το απειρογινόμενο Π£1ι «ν συγκλίνει. Τότε α ν Φ 0, Vv € 
Μ  και ρ  = limpv, όπου ρ ν =  a.\.oti.. Αφού ρ  Φ 0 υπάρχει Μ  > 0: 
\pv\ > Μ  (εφαρμογή 1 της § 1.4). Επειδή η ρ ν, ν € συγκλίνει, θα είναι 
ακολουθία του Cauchy (Θεώρημα 1.26). Συνεπώς

(W > 0)(3ι>ο € W)(Vi> € Ν)(ν > vo)(yk 6 W) =» \pv-\-k — Ρν| < €Μ.

Διαιρώντας με το \ρν\ έχουμε την (1).

Αντίστροφα τώρα, υποθέτουμε ότι ισχύει η (1). Για € =  \  θα υπάρχει ένα 
V! e  1Ν τέτοιο ώστε:

όπου q v =  a Vl+laVl+2 . . . α ν. Αυτό σημαίνει ότι αν η qv, ν € W συγκλίνει, 
θα συγκλίνει σε μη μηδενικό όριο. Για να αποδείξουμε ότι συγκλίνει, 
παρατηρούμε από την (1) ότι υπάρχει η> € IN τέτοιος ώστε:

Από αυτήν με την βοήθεια της (2) αν υ2 =  max[vο, νι} παίρνουμε ότι:

Δηλ. η qv, ν e  W είναι ακολουθία του Cauchy καιάρα συγκλίνει. Επομένως 
το απειρογινόμενο συγκλίνει. ·

(Ve > 0)(3ιυ e N)(Vv e Ν)(ν > v0)(Vk e Ν)

=► I Of ι>+-1 Of v>+ 2 . . .  o v + fc  -  1 |  <  € ( 1)

Απόδειξη

(2)

qv+k
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Παρατήρηση 2.95

θέτοντας k =  1 στην (1) του παραπάνω Θεωρήματος, έχουμε ότι αν 
το α ν συγκλίνει, τότε limpv =  1. Γι' αυτό συνήθως γράφουμε αν = 
1+ μ„, ν € IN. Τότε ο» =  Π ^ Ο + ι Ο  και αν το f ] * ,  (1 +  uv) συγκλίνει 
τότε limuv — 0. Αυτό αποτελεί μια αναγκαία συνθήκη για να συγκλίνει το 
1 1 ^ (1  +  uv)· Είναι η limuv =  0. Αυτή δεν είναι και ικανή, όπως μπορούμε 
να διαπιστώσουμε με το Παράδειγμα 2.93 όπου το (1 +  ς) αποκλίνει, 
ενώ I im * =  0.

Το επόμενο θεώρημα συσχετίζει το απειρσγινόμενο +  «κ)και την
σειρά μ*·

θεώρημα 2.96 Έστω ιι„ > 0, Υυ € Ν. Τότε το απειρογινόμενο {"£1,(1 +  
Uk) συγκλίνει, αν και μόνον αν, η σειρά ££1, u v συγκλίνει.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι η σειρά 2^1 , uv συγκλίνει.Έστω σν = u i+ u i  + . . .+ 
u v, ρ ν =  (1 +  μι) (1+ « 2) ·.. (1 +«*) οι ακολουθίες των μερικών αθροισμάτων 
και γινομένων αντίστοιχα. Επειδή* 2 e* > 1 +  χ, Vjc > 0 θα έχουμε:

ρ ν =  (1 +  u i ) ( l  +  U2) .. . (1 +  u v) < e Ut.eUl—  £ u" =  e * ,  Vv e  IN.

Δηλ. η p v, v e IN είναι φραγμένη. Επειδή όμως είναι και αύξουσα > 1 
θα συγκλίνει σε κάποιο όριο ρ, που προφανώς είναι ρ  > 1. Έτσι λοιπόν το 
f£L  ι( Η - μ ν) συγκλίνει.

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι το Π ^ ι(1  + Μ  συγκλίνει. Τότε limpv =  
ρ  και ρ ν < p, Vv € IN. Επειδή όμως

(1 4* Μι )(1 +  Ui) . . .  (1 +  Uv) > 1 +  Ml +  M2 +  .. . +  Uv

(άσκηση 0.2γ) θα έχουμε: 1 + σ ν < ρ ν < p, Vu € IN. Αυτό σημαίνει ότι η 
σν,ν e IN είναι φραγμένη και επειδή «υ > 0, Vi> € IN, από το Θεώρημα 2.18 
η σειρά συγκλίνει. ·

Ορισμός 2.97 θα  λέμε ότι το απειρογινόμενο +  σμ) συγκλίνει
απόλυτα, αν το απειρογινόμενο Π^=ι(1 +  juw|) συγκλίνει.

θεώρημα 2.98 Αν ένα απειρογινόμενο συγκλίνει απόλυτα, τότε αυτό 
συγκλίνει. j

2e* =  /im(l + f)v > tim (I +  υ.*·) =  1+ x . j

I
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Απόδειξη
Ας υποθέσουμε ότι το απειρογινόμενο ]”[~  ,(1 +  «ι») συ^λίνει απόλυτα. 

Τότε από το θεώρημα 2.94 θα έχουμε:

|(1 +  WiH-l)(l +  Uv+z) · · · (1 Ή Uv+k) ~  1|

=  |Uv+l +  Uv+2 +  . · · +  tiv+k +  - · · +  Uv+l.Uv+2 · · · Wp+*|

<  l^v+il +  \Uv+i\ + . . .  +  |«v+*| +  · . .  +  |Mv+i||Uv+2l · ·· |Ww+*|

=  (1 +  |u „ + l|) ( l  +  |Wv+2|) . . .  (1 +  |Μυ+*|) — 1

=  1(1 +  |Mv+i |)(1 +  |k„+2|) ... (1 +  \uv+k\) -  11 < €·

που σημαίνει από το Θεώρημα 2.94 ότι το Π£1ι( 1 -t- |wv D συγκλίνει. ·

Πόρισμα. Το ΠΞ=ι d  +  Μ  συγκλίνει απόλυτα, αν και μόνον αν η σειρά 
Σ ϋ ι  Uv συγκλίνει απόλυτα.

Παράδειγμα 2.99

Το απειρογινόμενο F l^ jU  +  ω2υ), \ω\ < 1 συγκλίνει απόλυτα, αφού η 
σειρά συγκλίνει απόλυτα.

ΑΣΚΗΣΗ _____________________________________________________

2.30 Να αποδείξετε ότι:

§ 2.13 ΑΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ_________________________________ _

Έστω αυ, ν e IN μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. Οι σειρές της 
μορφής Σ ^ ο 0'»*1’»χ  e R παίζουν έναν πολύ σημαντικό ρόλο στην Ανάλυση 
και λέγονται δυναμοσειρές. Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι η γεωμετρική 
σειρά Σ ^ ο * ν M-ε χ  € R που είδαμε ότι συγκλίνει αν |*| < 1, απειρίζεται 
θετικά αν |*| > 1 και αποκλίνει αν χ < —1. (Εφαρμογή 2 της § 2.2)

|(1 +  K +1D(1 +  I«V+2I) ···(! + !« ,+ * !)- II <«·

Αλλά
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Γενικά, για κάθε δυναμοσειρά ^2^.0ανΧν μπορεί να οριστεί ακριβώς ένα 
διάστημα με κέντρο το 0, τέτοιο ώστε για κάθε χ  που βρίσκεται σ' αυτό να 
συγκλίνει, ενώ για τα σημεία που βρίσκονται έξω από αυτό να μην συγκλίνει. 
Στα άκρα του διαστήματος μπορεί να συγκλίνει ή και να μην συγκλίνει.

Πιο αναλυτικά τώρα έχουμε:

Ορισμός 2.100 Μια σειρά της μορφής αν*ν μ« ce„, ν g N U  {0} 
ακολοτϋία πραγματικών αριθμών και * g R λέγεται δυναμοσειρά ή ακέραια 
σειρά.

θεώρημα 2.101 (θεώρημα Cauchy-Hadamard) Έστω αν, υ € Ν U {0} 
μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. Τότε:

I)  Αν lim /̂fcTT =  0 , ηδυναμοσειρά α ι,χ1’ συγκλίνει απόλυτα Vx 6 R.

Η) Αν lim ,/|a j =  t,  η δυναμοσειρά Ύ ^ >=0ανχν συγκλίνει απόλυτα για 
|χ| < ~  και απειρίζεται θετικά αν |χ| >

III) Αν Βπι</|οτ*| =  +οο, η δυναμοσειρά Σ ^ 0α„χυ συγκλίνει μόνο για 
χ =  0 και δεν συγκλίνει αν χ Φ 0.

Απόδειξη

Είναι $ \χ νχ ν] =  |χ|</[ΐζ7. Αν γν =  a lrr w από το κριτήριο της ν-οστής 
ρίζας του Cauchy (θεώρημα 2.34) ξέρουμε ότι η σειρά γν συγκλίνει αν, 
Ι ϊ η ίΑ κ Ι  < k < l  καιαπειρίζεται θετικά αν /ι m </Γκ3Τ > 1· Συνεπώς έχουμε:

0 Αν l imy\av] =  0 τότε/ 1m /̂1 >̂ 1 =  lim\x\\/\<*v\ =  0 < 1 καιάραησειρά 
ΣΖ?=0Υν =  T Z U a vXv συγκλίνει απόλυτα.

it) Αν Ιϊηι·γ]ρν\ =  ί  > 0 τότε /ίυι</]χ71 =  lim\x\^/\ci7\ =  \ίχ\. Άρα η 
σειρά ανχ ν συγκλίνει αν |£jr| < 1 ή |x| < ^  και απειρίζεται θετικά αν

W > ίΤΓ·

iii) Αν Ιιτη·ζ/\ΰν\ =  +οο τότε Ιΐτη^\γν\ =  +οο αν χ φ  0 οπότε η σειρά 
X ^ l0a ux 1' δεν συγκλίνει. Αν χ  =  0 τότε όλοι οι όροι της σειράς, εκτός από 
τον α0 μηδενίζονται και άρα η σειρά συγκλίνει. ·

Παρατήρηση 2.102

Αν ρ — lim^/\otv\ καιΟ < ρ < +οο, τότε ο θετικός αριθμός R = j  λέγεται 
ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς και το διάστημα (- /? ,/? )  διάστημα 
σύγκλισης της δυναμοσειράς. Αν ρ = 0 τότε ορίζουμε διάστημα σύγκλισης 
το R και ακτίνα σύγκλισης το +οο. Αν ρ = +οο ορίζουμε ακτίνα σύγκλισης
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το 0. Σ' αυτήν την περίπτωση το διάστημα σύγκλισης είναι κενό (δηλ. 
διάστημα που τα άκρα του συμπίπτουν με το 0).

Παρατήρηση 2.103
00

Πιο γενικά ορίζουμε ως δυναμοσειρά κάθε σειρά της μορφής Σ α ν(χ —
ν=0

.*o)w με χο σταθερό και χ  e R. Τότε το χο λέγεται κέντρο σύγκλισης της 
δυναμοσειράς. Με τον μετασχηματισμό χ -  χο = t δηλ. μια μεταφορά στον 
άξονα Οχ, η παραπάνω δυναμοσειρά ανάγεται στην Σ ^ 0α„Λ. Γι’ αυτό 
δεν βλάπτει την γενικότητα να θεωρούμε την πιο ειδική μορφή ΣΤ=ο°νΧ ν ^  
κέντρο το 0.

Παρατήρηση 2.104

Όπως ξέρουμε από τις ακολουθίες (Εφαρμογή 3 της § 1.12) αν U τη \ *“ *■ | =  
ί  τότε και lim*!/|αυ| =  £ χωρίς να ισχύει το αντίστροφο. Συνεπώς αν το 
Um\*£-\ υπάρχει η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι η

R =  lim .
+1

Παράδειγμα 2.105

Έστω η δυναμοσειρά Σ ^ ι(λ/ ” -  \ )νχ ν. Τότε έχουμε: Ιϊτηψ|α7[ =  
1) =  0. Αρα (θεώρημα 2.101Ϊ) η δυναμοσειρά συγκλίνει V* e R. 

Είναι R = +οο και διάστημα σύγκλισης το (-οο , +οο).

Παράδειγμα 2.106

Για την δυναμοσειρά Σ ^ ι  £  έχουμε: limy/\a^\ =  lim-fa =  1. Αρα 
(Θεώρημα 2-101ii)) η δυναμοσειρά συγκλίνει αν |jc| < 1  και απειρίζεται 
θετικά αν \χ\ > 1. Για |jc| =  1 το θεώρημα δεν δίνει απάντηση. Τότε όμως 
για χ  =  1 έχουμε την σειρά λ που απειρίζεται θετικά, ενώ για χ  = - 1
έχουμε την σειρά Σ £ 1 ι(-1 )υ  ̂που συγκλίνει (Κριτήριο Leibnitz, Θεώρημα 
2.49).

Έτσι λοιπόν έχουμε ότι η ακτίνα σύγκλισης είναι R =  1 και το διάστημα 
σύγκλισης το [-1 ,1 ).

Παράδειγμα 2.107

Έστω η δυναμοσειρά Σ™ ι υν*υ· Τότε =  lim ν =  +οο. Αρα
(Θεώρημα 2.101iii)) η δυναμοσειρά συγκλίνει μόνον για χ  =  0 στον αριθμό
1.

Παράδειγμα 2.108
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Για την δυναμοσειρά ££1 , έχουμε limy/\av\ =  1. Αρα συγκλίνει για
|xj < 1. Για |*| =  1 έχουμε την σειρά 1)ι' ^ γ ,  η οποία συγκλίνει
απόλυτα, αφού |( -1 )ν^ γ |  =  < ^,V v e IN. Συνεπώς το διάστημα
σύγκλισης είναι το [-1 ,1].

ΑΣΚΗΣΗ _____________________________________________________

2.31 Να βρεθεί η ακτίνα και το διάστημα σύγκλισης των δυναμοσειρών
Σ Ζ ο α*>χν™:
α)αν =  υ β)αν =  ,-̂ ττΓΤΓ γ)αν =  X 

S)av = 1
«V*

iqg(v+l)
€)αν =  4-sinψ- σ τ )α ν =

§ 2.14 ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 2____________________

__________________________________________  σωστό ή λάθος;

1 Αν limav — Οτότε η σειρά <*ν συγκλίνει.

2 Αν = 1  τότεΕ^ο®*' =  *+«ο·

3 Αν α ν -  β ν -  β ν+χ κ α ιΙ ϊ ιη β ν -  Οτότε α„ =  β χ.

4 Αν |r | < 1 τότε Σ ί Ι ι arV =  Τ=Γ·

δ  Αν l i m ^  =  I  και Σ ^ = ι  β »  <  4-οοτότε και <*ν <  + ° ° .

6 Αν 0 < αν < ft, και £* ,< *„ <■ + °° τότε κ α ιΣ “ ι ^  < -Η»·

7 Αν 0 < α ν <  ft, και Σ ^ ι 4** < + ο ο  τότε κ α ιΣ ~ ,/9 „  =  +οο.

8 Αν i  < kav τότε , α» -  -foo.

9 Αν β ν <  α ν < Οκαι Σ ^ ι^ * < +°° τότε Σ *  ι α *> < +°°·

10 Η σ ε ιρ ά Σ Χ ,ί - Ι ) * 1 11̂  είναι εναλλασόμενη.

11 Αν 0 < α„+ι < ον, Vv > 100και limav — Οτότε J ^ L i ( - l ) wcfv < +°°·

12 Αν ΣΖι<*ν < 4-οοτότε κ α ι £ ~ ,  aj  < +οο.

13 Αν Σ £ ι « ν  < 4-σο τότε και Σ £ ι  <*ν < 4-οο.

14 Αν αν — β ν -*· Οκαι , β ν < -foo τότε και < +°°·
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15 Αν α ν < 4-σο, Υ» < + 00 και “ *> < βν < γν, Vv e IN τότε και 
Σ Ζ ι  /3V < 4-οο

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

2.32 Να μελετήσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές , α„ με

2.33 Να αποδείξετε ότι η σειρά

συγκλίνει αν a > β  > 1, αλλά ούτε το κριτήριο πηλίκων του D’ 
Alembert ούτε το κριτήριο της ν -οστής ρίζας του Cauchy εφαρμόζονται.

2.34 Να μελετήσετε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές:

συγκλίνουσες;

2.36 Να αποδείξετε ότι <*νβν < 4-οο αν: 

α) limav = 0 .

β) Σ^=ι Ι«ν+ι -aw l < 4-οο.

γ) |βί 4- βΐι+1 4- · · · 4- βν\ < Μ, ν =  k, k 4 -1 ,... .

Να εξετάσετε αν η σειρά Σ Ξ =2 ι+ί- V ’θ ^  συΥκ^ίνει.

2.37 Δίνεται η σειρά , ο» με α ν > Ο, Vv € IN. Έστω ακόμα ότι

και βν, ν e IN με βν =  α, +  2α2 +  · · · +  ναν  Να αποδείξετε ότι αν 
lim&- =  Ο τότε η σειρά α ν συγκλίνει.

>-> Σ ^ Ι ^ Ι

2JS  Είναι οι οειοέζ Κ Ι , ( - Ι ) · ·  + ^ F 1] *<»Σ“ , [(4*ί+' ~ 4 1]
V

.. σ, 4-σ24-· · + α , 
liiti ν

ν = £ 6  R
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2.38 Αν α„ > Ο, Vν e  IN και η σειρά αν συγκλίνει στο ί  e  1R, τότε να
αποδείξετε ότι και η σειρά βν με

λ =  g | +  2ο?2 +  · · +  ν<χν 
ν(ν+1)

συγκλίνει και μάλιστα στον ίδιο πραγματικό αριθμό.

2.39 Αν αν > 0, Vv € IN καιη σειρά , αν =  +οο τότε να αποδείξετε ότι 
υπάρχει ακολουθία βυ, ν  € IN \>ε βν > 0,Vv e Ν  και βν -► 0 τέτοια 
ώστε η σειρά £ ^1 , α„/?„ να απειρίζεται θετικά.

2.40 Δίνεται η ακολουθία ο», ν ς  W με

α, — 1 και αν+| =  αυ +  —
0fv

όπου β ν > 0 τυχαίοι πραγματικοί αριθμοί. Να αποδείξετε ότι το iim a, 
υπάρχει αν η σειρά βν συγκλίνει.

2.41 Αν α„ > 0, Vv € !Ν και η σειρά Σ ^ Ι ,α ν συγκλίνει, τότε να αποδείξετε 
ότι και οι σειρές , y/ο ^ν+ ι  και , ^  συγκλίνουν.

2.42 Έστω αν , αν > 0, Vv 6 IN μια συγκλίνουσα σειρά. Να αποδείξετε 
ότιη ακολουθία β ν, ν e JN με

βν =  aicosfii +  aicosfii + . . .  +  a vcos^%

συγκλίνει.

2.43 Να βρήτε συνθήκες μεταξύ των α και β ώστε η σειρά

2 + s i n i f
£ ί ( ν + 1 ) Ρ ( ν - 1 ) '

να συγκλίνει.

2.44 Αν \ αν < +σο τότε να αποδείξετε ότι και η σειρά
00

^ T V v )*
ν=1

συγκλίνει.

2.45 Αν j α ν < +οο τότε να αποδείξετε ότι limv^ 00 γ ^ υ a k =  0.
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2.46 Να εξετάσετε ας προς τη σύγκλιση τις σειρές:

α) 1 +  α +  αβ +  « V  +  “ V 1 +  α3̂ 2 + α 3/*3 +  ... .

β) ΣΤ=, &
Υ) Σ Ζ 1 V“W v + l  -  +  y / v -  1).

V T Z i i - V ' + ' c o s z ·

2.47 (Δεύτερο λογαριθμικό κριτήριο). Αν για την σειρά αν,αν > 
0, Vv e IN ισχύει

log—
Um -^  e e l R  

log{logv)
τότε να αποδείξετε ότι η σειρά συγκλίνει αν £ > 1 και απειρίζεται 
θετικά αν i  < 1.

Να γίνει εφαρμογή στην σειρά Σ!Ζι

2.48 (Κριτήριο του Bertrand) Αν για την σειρά Σ ^ , α ν,αν 
ισχύει

limQogv) = i e I R

> 0, Vv € W

τότε να αποδείξετε ότι η σειρά συγκλίνει αν I  > 1 και απειρίζεται 
θετικά αν € < 1.

2.49 Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η σειρά

Σ (ανΤ
ν!

συγκλίνει.

2.50 Να εξετάσετε ως πρόςτη σύγκλιση τις σειρές αν με:

n  „  =  ί ν άρτιος
^  ν περιττός

2) α ΐ υ - ι  =  λ υ, αη„ =  kvkv, 1 < k < j .

2.51 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς

Συ=1

COS V 
V2

είναι ακολουθία του Cauchy.
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2.52 Mux συνάρτηση d : Μ  χ  Μ  -* [0, οο) θα λέγεται μετρική αν:

(I) d(χ, y) =  0 ο  χ  as y

(II) d(xt y) =  d(y , x ), Vx, y € M.

(III) d(xt z) < d{x, y) +  d(y , z),Vx, y , z e  M.

1) Να αποδείξετε ότι η

είναι μετρική στο Ε .

2) Συμβολίζουμε με 0  το σύνολο όλων των ακολουθιών a v, v e l N  
τέτοιων ώστε η σειρά 5 ^1 , αν να συγκλίνει απόλυτα.

Να αποδείξετε ότι η

ορίζει μια μετρική στο Ο I 2 ορίστηκε στην εφαρμογή της §2.7).

4) Έστω Η°° το σύνολο όλων των ακολουθιών α„, ν e  IN τέτοιων ώστε 
l« J  < l.Vw € /V.

Να αποδείξετε ότι η

00
l“ w βν\

ορίζει μια μετρική στο 0 .

3) Να αποδείξετε ότι η

00
ά(αν,β ν) =  £ ( < * „ - / υ 2

^ ν=1

ορίζει μια μετρική στον Η°°.
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όριο συνάρτησης

8 3J. ΓΕΝΙΚΑ_________________________________________________

Στο Κεφάλαιο 1 ορίσαμε το όριο μιας ακολουθίας. Στο Κεφάλαιο αυτό 
θα επεκτείνουμε την έννοια του ορίου στις συναρτήσεις γενικά, δηλαδή σε 
συναρτήσεις που το πεδίο ορισμού δεν είναι το IN, αλλά οποιοδήποτε υπο
σύνολο του ZR. Θα ασχοληθούμε με πραγματικές συναρτήσεις, πραγματικής 
μεταβλητής, δηλαδή συναρτήσεις που το πεδίο ορισμού και το πεδίο τιμών 
τους είναι υποσύνολα του ZR.

Η έννοια του ορίου είναι η σπουδαιότερη, αλλά και η βασικότερη της 
Μαθηματικής Ανάλυσης. Είναι το θεμέλιό της και πάνω σ’ αυτήν στηρίζονται 
οι έννοιες της συνέχειας και της παραγωγού που θα ακολουθήσουν.

Στο Κεφάλαιο 1 ορίσαμε επίσης την έννοια, της περιοχής ενός πραγμα
τικού αριθμού. Υπενθυμίζουμε ότι αν ξ € IR τότε η περιοχή του ξ ορίζεται 
να είναι

Μ ( * ) = { * € « : |χ - | |  <δ],

όπου δ θετικός πραγματικός αριθμός και η δακτυλική περιοχή

A t f ( £ ) = { * e /R :0 < |* - £ | <δ).

Είναι προφανή τα εξής:

* & (* )= ($ -* * + * >

Λ£(£) =  Ν,(ξ) — {£} =  (£ — δ ,ξ ) U (£, £ +  δ).
Θα επεκτείνουμε το σύνολο των πραγματικών αριθμών ως εξής: Αν Α είναι 
ένα υποσύνολο πραγματικών αριθμών το οποίο δεν είναι άνω φραγμένο, 
γράφουμε

sup A =  +οο,

και αν το Α δεν είναι κάτω φραγμένο γράφουμε

i n f  A =  —οο.
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Έτσι εισάγονται δυο σύμβολα, -ο ο , +οο. Το σύνολο

R  — {—οο} U R  U {+οο}

λέγεται γενικευμένη ευθεία των πραγματικών αριθμών. Εισάγουμε την 
διάταξη στο ZR ως εξής:α) —οο < +οο. β) Αν χ  € R  τότε —οο < χ  < -f οο. γ) 
Αν χ, y  είναι τυχαίοι πραγματικοί αριθμοί, τότε αυτοί έχουν διάταξη στο 1R 
όπως ακριβώς και στο Ε.

Επίσης ορίζουμε την δεξιά περιοχή τον ξ

ΛΜ £) = [£ ,£ + « > = { *  € / Λ : |  < * < ξ  +  δ) 

και την αριστερή περιοχή του ξ

Νί _ ( ξ ) = ( ξ - δ , ξ ]  =  { χ ζ Ε : ξ - δ < χ < ξ ) .

Αυτές λέγονται πλευρικές περιοχές του ξ. Οι αντίστοιχες δακτυλικές 
πλευρικές περιοχές του ξ  ορίζονται ως εξής:

Ν]+( ξ ) = ( ξ , ξ  + δ ) = [ χ & Ε : ξ  < χ  < ξ + δ )

και
W -  (*) =  (ξ -  5, ξ ) =  [χ € Ε  : ξ -  δ < χ  < £}.

θ α  επεκτείνουμε τις έννοιες αυτές και στην περίπτωση των κατ’ εκδοχή 
σημείων — οοκαι +οο. Έτσι:

Περιοχή του  ̂+οο Ν(+οο) (αντίστοιχα του -ο ο  Ν(-οο)) θα λέμε κάθε 
υποσύνολο του R της μορφής

Ν(+οο) =  {χ 6 R  : χ > α }

(αντίστοιχα Ν(-οο) =  {x e R : x < or}) 

όπου α κάποιος πραγματικός αριθμός. Προφανώς

Ν(+οο) =  {+οο} U (α, +οο)

και
Ν (—οο) =  {-οο} U (-οο , α).

Οι δακτυλικές περιοχές του ±οο ορίζονται ως εξής:

Ν*(+οο) =  {λ g Ε  : χ > α} =  (α, +οο)

και
Ν*(—οο) = {χ € Ε  : χ  < α}=  (-οο, α)
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όπου a  e R.  Αυτές είναι υποσύνολα του ZR.

Επίσης θα χρειαστούμε και την έννοια του σημείου συσσωρεύσεως ενός 
συνόλου που ορίσαμε στο Κεφάλαιο 1.

Ένας πραγματικός αριθμός ξ θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως ενός 
συνόλου A c  R αν κάθε δακτυλική περιοχή του ξ περιέχει σημεία του Α, 
δηλ.

Ν£(£)ΓΙΑ^ 0,VS > 0.

Όταν ένα σύνολο Α δεν είναι άνω φραγμένο, τότε για κάθε α e ZR 
υπάρχει χ χ e Α με χ χ > α. Στην γλώσα των περιοχών του +οο αυτό λέει 
ότι κάθε δακτυλική περιοχή του +οο περιέχει σημεία του Α. Μ' αυτήν την 
έννοια, αν και το +οο δεν είναι σημείο του IR, μπορεί να ειδωθεί σαν σημείο 
συσσωρεύσεως του Α. Όμοια αν το Α δεν είναι κάτω φραγμένο το -ο ο  
μπορεί να ειδοοθεί σαν σημείο συσσωρεύσεως του Α. Πολλές φορές αυτά 
λέγονται γενικευμένα σημεία συσσωρεύσεως του Α.

Ένας πραγματικός αριθμός ξ θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως από 
αριστερά, αν και μόνον αν, κάθε δακτυλική περιοχή (ξ -  δ, ξ) του ξ περιέχει 
σημεία του Ακαι θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως από δεξιά, αν και μόνον 
αν, κάθε δακτυλική περιοχή (ξ, ξ + δ) του ξ περιέχει σημεία του Α.

Έχοντας υπόψη και την εφαρμογή Ια της §1.10 μπορούμε να δώσουμε 
τον παρακάτω γενικό ορισμό:

Ορισμός 3J. Ένα σημείο ξ θα λέγεται σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου 
ορισμού Δ(Γ) μιας συνάρτησης f, αν υπάρχει ακολουθία x ^ . v e N στοιχείων 
του Δ(ί) — {ξ} τέτοια (άστε: lim xw =  ξ.

Παρατήρηση 32

Στον παραπάνω ορισμό το £ μπορεί να είναι ένα από τα κατ' εκδοχή 
σημεία -ο ο  ή +οο, δηλ. ξ eTR = IR u  {-οο, +οο}.

§ 32 ΑΚΟΑΟΥΘΙΑΚΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ

Έστω μια συνάρτηση /  με πεδίο ορισμού Δ (/) . Αν θεοορήσουμε μια 
ακολουθία xVfv e ! N  από το Δ ( /)  τότε η ακολουθία :

λέγεται ακολουθία των τιμών της / ,  η αντίστοιχη της χ ν, ν e  IN.
Έστω τώρα μια οποιαδήποτε ακολουθία χ ν,ν  e IN από το Δ (/),.η , φ  

ξ, Vv € IN, όπου ξ σημείο συσσωρεύσεως του Δ (/) . Όπως έχουμε ξαναπεί 
μπορεί το ξ e Δ ( /)  ή ξ i  Δ ( /) . Τότε έχουμε το ακόλουθο
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θεώρημα 3 J  'Εστω ξ σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού Δ(ί) 
μιας συνάρτησης f. Αν για κάθε ακολουθία χν, ν € Ν με χυ € Δ(ί) -  {|} και 
lim χυ =  £, η αντίστοιχη ακολουθία f(xi,), υ ς Ν  των τιμών της f συγκλίνει, 
τότε θα συγκλίνει σε ένα και μοναδικό όριο.

Απόδειξη

Έστω χ ν,υ  € IN και yw, ν € IN δυο τυχαίες ακολουθίες από το Δ ( /)  με 
Φ £*)V Φ ξ. € IN και lim limy* =  ξ. Ας είναι f ( x v),v  € IN

και f ( y v), ν e IN οι αντίστοιχες ακολουθίες των τιμών της /  με lim f ( x v) = 
£1, lim /Ο ν) =  ti. Αφού x v ξ, y v -* £ τότε η ακολουθία

*ι. ·*ι> yi> ■ · · , j>im y„, · · ·

συγκλίνει στο £ (εφαρμογή 1 της § 1 Δ). Ας ονομάσουμε ων, ν € W την 
παραπάνω ακολουθία και / (ω ν),ν e IN την αντίστοιχη ακολουθία τιμών 
της / ,  δηλαδή την ακολουθία

/U i) ,  /(y i) , / t a ) ,  f i y i ) ....... /Ον-), /(y ^ ) ,. . .

Αν lim / ( ω ν) s= £3, τότε αφού οι f ( x v), ν ς  IN και /(y„), ν e IN είναι 
υπακολουθίες της /(a*,), ν € W θα είναι h  =  £3 και £2 =  £3· Συνεπώς 
£ι =  £ι καιάρα όλες οι ακολουθίες /(*„), ν e IN συγκλίνουν στο ίδιο όριο.

Δίνουμε τον παρακάτω γενικό ορισμό, γνωστό ως ακολουθιακό ορισμό 
της σύγκλισης που οφείλεται στον Heine.

Ορισμός 34 'Εστω £ σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού Δ(Ι) 
μιας συνάρτησης Γ. θ α  λέμε ότι η f έχει όριο το £ € R, όταν το x τείνει στο 
£ και θα γράφουμε

limf(x) = £

αν και μόνον αν, για όλες τις ακολουθίες χ„, ν € Ν από το Δ(ί) -  {£} 
που συγκλίνουν στο £, η αντίστοιχη ακολουθία των τιμών της συνάρτησης 
f(Xv>), ν € Ν συγκλίνει στο L

Παρατήρηση 3.5

Συμβολικά ο ορισμός 3.4 διατυπώνεται ως εξής:

lim^ f ( x )  =  £ € Μ (Vjc,,, ν € IN, χν e Δ ( /)  -  {£},χυ | )
x-+$eR

=► f(Xv) -*■ £·
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Παρατήρηση 3.6
Όταν στον Ορισμό 3.4 λέμε ότι χ  —► ξ εννοούμε ότι το χ  πλησιάζει το ξ 

δηλαδή η απόσταση |jc  — £| γίνεται συνεχώς και γειτονοκότερη του μηδενός, 
χωρίς όμως ποτέ να γίνει ίση με μηδέν. Κατά συνέπεια ο συμβολισμός 
1ΰη,_*£ / ( χ )  δεν σημαίνει ότι πρέπει να βάλουμε όπου χ χ ο ξ  στον τύπο της 
συνάρτησης, αν καιπολλές φορές τυχαίνει να είναι l i m ^  f ( x )  =  / ( ξ ) .

Παρατήρηση 3.7

Απαιτούμε στον Ορισμό 3.4 το ξ να είναι σημείο συσσωρεύσεως του 
Δ (/). Μπορεί δηλαδή η συνάρτηση /  να μην ορίζεται στο ξ. Για να έχει 
νόημα η σύγκλιση για χ -* ξ e IR πρέπει η /  να ορίζεται τουλάχιστο σε 
ένα διάστημα της μορφής (α, ξ) U (ξ, β)  c  Δ (/) . Όμοια για να έχει νόημα η 
σύγκλιση για χ  -* +οο πρέπει η /  να ορίζεται τουλάχιστο σε ένα διάστημα 
της μορφής (a, +οο) c  Δ (/) . Όμοια για χ  -► -ο ο  πρέπει η /  να ορίζεται 
τουλάχιστο σε ένα διάστημα της μορφής (—οο, α) c  Δ (/) .

Αν το |  είναι μεμονωμένο σημείο του Δ(ί), τότε δεν έχει νόημα η 
έκφραση f(x). Γι’ αυτό, σαν παράδειγμα, στις ακολουθίες εξετάζουμε 
το όριο μόνον όταν ν —► +  οο, γιατί το +οο είναι σημείο συσσωρεύσεως του 
IN, ενώ όλα τα άλλα σημεία του είναι μεμονωμένα.

Παρατήρηση 3.8

Οι ακολουθίες που παίρνουμε από το Δ ( /)  δεν είναι κάποιες ειδικές, θ α  
πρέπει για κάθε ακολουθία να συμβαίνει ό,τι λέει ο ορισμός, αρκεί μόνον 
Χν φ  ξ, Vv e IN. Αυτό δίνει και μια ικανή συνθήκη για να μην υπάρχει 
το linXc f̂ / (χ ) :  Αν για δυο ακολουθίες xv, ν € 1Ν και yv,v € IN από το 
Μ / )  -  {£} με Χν -*■ ξ και yv -*■ ξ είναι lim/(ocv) φ  lim f iy»)  τότε δεν 
υπάρχει το / ( j c ) .

Τότε το ξ =  0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του [-1 ,1]. Έστω χν,ν  € IN 
ακολουθία ρητών, χ, e [ - 1 , 1] , jcw Φ O.Vv € IN και lim ^ =  0. Έχουμε 
lim/(*»») =  0, αφού f { x v) =  0,Vv e W. Αντώρα y v, v e IN είναι ακολουθία 
άρρητων, yv e [-1 ,1], yv φ  0, Vv e IN και lim > =  0 τότε lim/(>\,) =  1, 
αφού f ( y v) = 1, Vv € IN. Αυτό σημαίνει ότι το lim*-* / ( χ )  δεν υπάρχει.

Παράδειγμα 3.9

Έστω / :  [-1 ,1 ] -+ IR με

1, χ  e [-1 ,1 ] Π / 
0, *€Ξ[-1, 1]ηρ
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Παράδειγμα 3.10

Έστω /  : (—1,0) U (0,1] 2R με f i x )  =  xs in i .  Τότε το ξ =  0 
είναι σημείο συσσωρεύσεως του (-1 ,0 ) U (0,1], Έστω χ ν, ν e IN τυ- 
χούσα ακολουθία τέτοια ώστε χ ν e (—1,0) U (0,1], V ν ^ IN και hm xv =  0. 
Τότε lim /(*„) =  lim x^ in l· =  0 (γινόμενο μηδενικής επί φραγμένη, αφού
ΙίίΛ £·| — Ε Vw € ^0· Συνεπώς lim *-+οxsinj^ =  0.

Λαμβάνοντας υπόψη τις έννοιες του από αριστερά και του από δεξιά 
σημείου συσσωρεύσεως, μπορούμε να ορίσουμε το όριο της /  από αριστερά 
στο ξ, που θα το συμβολίζουμε με f (x ) ,  και το όριο της /  από
δεξιό στο ξ, που θα το συμβολίζουμε με lim ,-?+ /(* ). Αυτά τα όρια τα λέμε 
πλευρικά όρια της / .  Είναι προφανές ότι για να μιλάμε για πλευρικά όρια 
στο ξ πρέπει ξ € IR. Αν ξ =  +οο εννοούμε το όριο από αριστερά, ενώ αν 
ξ =  —οο εννοούμε το όριο από δεξιό.

Ορισμός 3.11. Έστω ξ σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού Δ(ί) 
μιας συνάρτησης f. θα  λέμε ότι η f έχει όριο το ί  € R, στο σημείο 
ξ € R  από αριστερά (αντίστοιχα από δεξιά) αν και μόνον αν, για κάθε 
ακολοτβία χν, ν e Ν από to A(f) -  {ξ} τέτοια ώστε x„ < £,Vv € Ν 
(αντίστοιχα χ ν > ξ, Vv e Ν) και 1ύηχμ =  ξ, η αντίστοιχη ακολουθία των 
τιμών της συνάρτησης f(x j , ν e Ν συγκλίνει στο L θα το συμβολίζουμε με 

f(x) (αντίστοιχα lim ,_f+ f(x)X

Παράδειγμα 3.12

Έστω / :  [0,2] —► 2R με

/(* )  =
— 1, 0 < χ  < 1
0, χ =  1
1, 1 < χ < 2

Το ξ =  1 είναι σημείο συσσωρεύσεως του [0,2]. Επειδή η συνάρτηση 
ορίζεται διαφορετικά αριστερά και δεξιά του 1, θα εξετάσουμε αν υπάρχουν 
τα πλευρικά όρια της /  στο I. Έστω μια ακολουθία ν € W με χν € 
[0,1), l i m =  1 και χ ν < l.Vv e IN. Μια τέτοια ακολουθία π.χ. είναι 
η Χν =  7ΤΓ> ν e IN. Τότε έχουμε lim.x„ =  1 και lim f{x») =  — 1, αφού 
f ix»)  =  -1 , Vi> € IN. Αρα lim*-+i- f (x )  =  -1 .

Από την άλλη μεριά, έστω μια ακολουθία > , ν e IN με yv e (1, 2), lim yv =  
1 και yv > 1, Vv € IN. Μια τέτοια ακολουθία π.χ. είναι η yv =  ***, ν € IN. 
Τότε έχουμε lim >  =  1 και lim f i y v) =  1, αφού f i y v) =  1, Vv € IN. Αρα 
lim*-*i+ f i x )  =  1.

Επειδή lim*->i- f i x )  φ  limc_,i+ f i x )  το lim*-*! f i x )  δεν υπάρχει.

Επίσης το lim*->* f i x )  δεν υπάρχει, αν ένα τουλάχιστο από τα πλευρικά
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όρια δεν υπάρχει. Αν τα πλευρικά όρια στο ξ υπάρχουν και είναι ίσα, τότε 
υπάρχει και το lim*-^ f ( x )  και αντίστροφα, αν υπάρχει το lim*-^ f ( x )  τότε 
υπάρχουν και τα πλευρικά όρια και είναι ίσα, όπως δείχνει το ακόλουθο

θεώρημα 3.13 Αν ξ e R είναι σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού 
Δ(ί) μιας συνάρτησης £, τότε ισχύει η ισοδυναμία:

lim f(x) = ί  ο  lim f(x) =  t  =  lim f(x).
χ-*ξ- χ—>·ξ+

Απόδειξη

α) (=>) Έστω lim*-** f i x )  =  I. Τότε από τον Ορισμό έχουμε ότι, για 
κάθε ακολουθία χ ν, ν € W με χ ν e (α,ξ)  U (ξ, β ) c  Δ ( /)  και χ„ -» ξ είναι 
t im f ( x v) =  I. Δηλαδή, για κάθε ακολουθία χ ν, ν € ZV με χ ν e (α,ξ) και 
χν -*■ ξ ισχύει lim f ( x v) =  t. Συνεπώς 1ίιη*_^_ f i x )  =  i.

Όμοια, για κάθε ακολουθία χν, ν e ]Ν με χν € iξ ,β )  και χ ν -+ ξ ισχύει 
lim /C ^) =  ί .  Συνεπώς 1ΰη ^?+ f i x )  = L

Αρα
lim f i x )  =  lim f i x )  =  lim f i x )  =  l.

*-*%- *->■$+ χ-+ξ

β) (<=) Έστω ότι l im ^ f_ f i x )  =  limx_ f+ f i x ) .  Επειδή lim f i x )  = l , 
για κάθε ακολουθία x ', ν € IN με χ'ν 6 (or, ξ)και χ'ν -► ξ ισχύει lim /(*'„) =  ί .  
Επίσης επειδή l im ,^ + f i x )  =  ί, για κάθε ακολουθία χ", υ € ΖΡ/με x" e (ξ, /5) 
και χ” -► ξ ισχύει lim f ( x ”) =  £.

Έστω τώρα τυχούσα ακολουθία χ μι ν € W μ£ χ„ 6 (α, ξ) U (ξ, c  Δ ( /)  
και χ ν -> ξ . Υπάρχουν οι εξής δυνατές περιπτώσεις:

i) Οι όροι της χν,ν e IN από έναν δείκτη και πέρα ανήκουν στο (α, £). 
Τότε όμως θα είναι μια από τις ακολουθίες χ!ν,ν € Ν  και άρα lim f i x v) = ί ,  
οπότε καιΐΐιη*-^ / ( χ )  =  ι,

ϋ) Οι όροι της χ υ, ν e IN από έναν δείκτη και πέρα ανήκουν στο (ξ,β).  
Τότε όμως θα είναι μια από τις ακολουθίες χ", ν e Ν  και άρα lim f ix»)  =  t ,  
οπότε και1ΐπιχ-*£ f i x )  — ι.

iii) Οι όροι της x v, v e I N  δεν ανήκουν τελικά ούτε στο (α, ξ) ούτε στο 
(£, β)· Τότε η Χν, ν e IN είναι η σύνθεση δυο υπακολουθιών της α», k € IN 
με χ* € (α,ξ),ΥΑ: > υ0 και της χλ, λ e IN με Χλ e (ξ ,β) ,Υλ  > ι^. Αν 
V! =  υιαχ{η>, νό) τότε Υι> > υι οι όροι της χ*, k e IN θα ανήκουν στο 
(α,ξ) και της Χλ, λ 6 W στο (ξ, β). Επειδή χν -+ ξ θα είναι χ* -► ξ και
χλ -► ξ· Αλλά τότε από τις ΐ) και ii) θα έχουμε lim f(Xv) — t, οπότε και 
limx^ / ( x )  =  έ. ·
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Δίνεται η συνάντηση

=  χ * °
Ιο, χ = ο

Να εξετάσετε αν υπάρχει το limx-*o f(x).
Λύση 1η

Προφανώς το 0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ(/>. Θεωρούμε την 
ακολουθία χ ν =  ν e IN. Τότε χ ν -*■ 0 και /(*„) =  s in £  = sinivit +  
| )  =  ( - Ι ) 1* και το lim / ( χ ν) δεν υπάρχει (Παράδειγμα 1.34). Αρα το 
1ιιη*_,0 / ( χ) δεν υπάρχει.

Λύση 2η

Θεωρούμε τις ακολουθίες χ ν =  ν € W και yv =  , ν € IN. Τότε
χ ν -*■ 0 κ α ι γ ν -*■ Οενώ

lim / ( χν) =  lim sin — =  lim s in (vn ) =  0
x v

lim /(yv) — lim sin — =  lim sin
yv

1

Επειδή lim / ( x v) Φ lim f ( y v) το lim, _►<)/(·*) δεν υπάρχει.

Σημείωση 1

Αν για δυο γνωστές ακολουθίες χ ν,ν  ζ IN και yv, ν e IN με χ ν -* ξ 
και yv -* ξ είναι lim J ( x v) =  l im / iy j  =  I, δεν συνεπάγεται ότι και 
lim,_*? / ( χ) =  ί. Και αυτό γιατί ο όρισμός απαιτεί για κάθε ακολουθία 
που συγκλίνει στο £, η αντίστοιχη ακολουθία των τιμών της συνάρτησης 
να συγκλίνει στο ί. Γι' αυτό το κριτήριο αυτό χρησιμοποιείται αρνητικά. 
Δηλαδή, αν για δυο ακολουθίες που συγκλίνουν στο £, οι αντίστοιχες 
ακολουθίες των τιμών της συνάρτησης συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια, 
τότε το όριο της f στο ξ δεν υπάρχει. Αν όμως α  αντίστοιχες ακολουθίες 
των τιμών της συνάρτησης συγκλίνουν στο ίδιο όριο, τότε δεν έχουμε κανένα 
συμπέρασμα για την ύπαρξη ή όχι του lim*-*? /(χ).

Σημείωση 2

Στη λύση 2 οι ακολουθίες xv, v e l N  και y v, v e l N  δεν είναι τυχαίες. 
Είναι οι λύσεις των εξισώσεων s in λ =  0 και sin λ =  1. Αυτό ισχύει γενικά 
για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις. Π.χ. αν f ( X) =  sinfi»,  χ  > 0 τότε
x v = i ?  IN και y, =  4-(2,i~f)>, ν € IN.
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2. 'Εστω f : [α, +οο) ->· R με f(x) =  Vx — α. Να εξετάσετε ποιες από τις 
παρακάτω εκφράσεις έχουν νόημα:

Είναι Δ ( /)  =  [α, +οο).
Δεν έχει νόημα η έκφραση limi^ _ (X) / ( jc) αφού το —οο δεν είναι σημείο 

συσσωρεύσεως του Δ (/).
Έχει νόημα η έκφραση limx_̂ +00 /(* ) γιατί το +οο είναι σημείο συσ

σωρεύσεως του Δ ( / ) .  Αν x vtV e Ν  με χ ν € [α , +οο),χ ν -► +οο τότε 
/ ( χ ν) =  y/ x v - a  -► +οο. Αρα lim ^ +0O /(* )  =  +00.

Δεν έχει νόημα να μιλάμε για 1ΐιη*_β_ f(x),  αφού η /  δεν ορίζεται σε 
περιοχή αριστερά του α.

Έχει όμως νόημα η έκφραση limi _>e+ f ( X) αφού η /  ορίζεται σε περιοχή 
δεξιά του α και το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( /) . Έστω χν, ν e IN 
μεχν > α , Vv e IN και*υ -► α. Τότε f(pcv) -► Ο και συνεπώςlim, / ( jc) =
0. Αυτό είναι και το 1ΐιη,_>β f i x )  αφού η /  δεν ορίζεται αριστερά του α .

3. Εστω f : [0 ,1] -► R με

α) Να αποδείξετε ότι το f(x) υπάρχει μόνο για ξ =  

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι αμφιμονοσήμαντη.

Απόδειξη

α) Έστω £ =  Τότε αυτό είναι σημείο συσσωρεύσεως του [0 ,1], Αν 
χν,ν  e IN είναι τυχούσα ακολουθία με Χν € [Ο, 1],jcv φ  j,Vv € IN και 
xv -> λ τότε:

f i x  1 -  11 =  ί |jCv"  21. Χν € [0 ,1] n  {IR -  0  
J ν 2 | { |ΐ —Χν, — j | ,  χ ν € [ο, ί] η ρ

δηλ. 1 /0 0  -  j | =  \xv -  j |  < €,Vv > v0. “Φ00 1imxv =  j  (Δηλ. (Vc > 
0)(3η, € N)(Vv € N)v > v0 =» \xv -  i |  < f). Συνεπώς lim f ( x v) =  i  καιάρα

Αν ξ Φ αλλά £ € [0 ,1], τότε το £ εξακολουθεί να είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του [0 ,1]. Αν χ υ,ν  e IN είναι ακολουθία άρρητων με χ ν -> |

X—>·—ΟΟ^ ί(χ)> ^  f<x). lim f(x), lim f(x).00 *—̂-rw X—HX X—fcrt.—. wy+

Λύση

x, x  € [0, Q)
i - x ,  jc € [0 , i ] n  ρ

linu->i/2/(x) =  i
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τότε lim f ( x v) =  limxv =  £, ενώ αν γ„, ν e IN είναι ακολουθία ρητών με 
y* -+ ξ τότε lim f ( y v) =  lim(l -  yv) =  1 -  ξ . Επειδή ξ φ  ι -  ξ δεν υπάρχει 
το l im ,^  f{x )  με % Φ

β) θ α  αποδείξουμε ότι για κάθε χ „ χ2 e [0,1] με λγ, φ  χί  => /(* ,)  φ  
/ ( jcj). Ας υποθέσουμε ότι /(χχ)  =  / ( x 2). Τότε για τα x l tx2 υπάρχουν οι 
εξής δυνατότητες:

1) χι ,χζ  και οι δυο άρρητοι. Τότε είναι / ( χ 0  =  χ,, / ( χ 2) =  x2 και άρα 
χ\ =  χχ , άτοπο.

2) *ι, χζ και οι δυο ρητοί. Τότε /(χ ,)  =  1 -  x,, / ( jc2) =  1 -  χ2 και άρα 
Χι =χζ , πάλι άτοπο.

3) χ, άρρητος και χ1 ρητός. Τότε χ, φ  χ2 και /(χ ,)  =  χ„  / ( χ 2) =  1 -  χ2, 
δηλ. / ( χ ι ) Φ / ( χ 2). Ώστε αν χ, φ  χ2 τότεκαι f ( x x) φ  / ( χ 2).

4) χχ ρητός και χ2 άρρητος. Τότε χ, φ  χ2 και / ( χ 0  ^  / ( χ 2) όπως και 
στην περίπτωση 3).

4» Να προσδιοριστούν οι σταθερές α και β  ώστε:

lim (\/xa -  3χ +  7 -  (αχ +  β )) =  0.
x - » + c o  r  ”

Λύση

Επειδή χ 2 -  3χ +  7 > 0, Vx e 0? συνεπάγεται ότι Δ ( /)  =  IR, όπου 
/( χ )  =  y/x1 -  3χ +  7 - α χ  -  β. Αρα το +οο είναι σημείο συσσωρεύσεως του 
Δ (/) . Έστωχ„, ν € W με χ  ̂ -► +οο και α̂ , g (0, +οο). Τότε:

/(•Τ ι.) = αχν — β — χ ν

Παρατηρούμε ότι lim 1 — α απότε

lim /(*„) «* (+οο)(1 -  a) =  I +00’ α < J
[ -οο , α > 1

Επειδή απαιτούμε ΐΗη*-+0ο /(χ )  — ο πρέπει αναγκαστικά α =  1. Για a  =  1 
όμως έχουμε:

/ Μ -3Χν + Τ - χ ν (—3 — 2β)χν + Ί  — βζ 
y/ x l ~ 3 x v + 7  + χ ν + β

( - 3 - 2  β) + 2=£

/'-ί+Ι+ι+ί
- 3  — 2β

2
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Επειδή θέλουμεlimx-^+oo f ( x )  =  0 πρέπει ~ - γ β =  Ο καιάραβ =  -§ . 

Σημείωση 

Γενικά αν ισχύει

τότε η ευθεία y — αχ +  β λέγεται πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παρά 
στάσης της συνάρτησης / .  Είναι επίσης εύκολο να δούμε ότι τότε:

Αν a  =  0 τότε η ευθεία y — β  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

31 Είναι τα Αι =  (1, +οο) και Αι =  ( -3 ,8 )  U (12, +οο) περιοχές του +οο;

S2 Σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις να εξετάσετε αν έχει νόημα 
η έκφραση lim*-^ f ix):

Y ) f i x )  = log$_*+%t; =  1.

31 Για την συνάρτηση f i x )  — λ/ 3 —χ, χ  < 3 να εξετάσετε αν υπάρχουν τα

lim [fix)  -  iax +  β)] =  0

*-►±00 χ και β =  lim [ f i x ) — αχ]. *-►±00

34 Να βρεθούν τα παρακάτω όρια:

Ο lim xiy/x* + χ + 1  + χ) *—►—00 '

*->-00 χ

31 Να αποδείξετε ότι τα παρακάτω όρια δεν υπάρχουν στο ZR:
α) Ιΐιη,^ο “ β) Kmx->0s in £  
y)lunx^ 1sin-ji— $)1υη*_*+00 sinx

[1. x  > Ο
€ ) lim ^ 0^ « W  όπου sgniχ) = ο, χ ~  ο

■ -1 . χ  < Ο
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3j6 Να βρεθούν οι σταθερές α  και β  έτσι ώστε:

ι) lim (α χ  + β  — = 2 .*^+οο \  Η χ 2 + \ )

ι ι)  lim (y/x2 +  4χ +  5 — αχ  — fij =  1.

3.7 Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = χ  +  1 είναι ασύμπτωτη της συνάρτησης:

/ ( * )  =  λ/ χ 2 + 2χ  +  4, χ & IR.

8 3 J  ΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΚΑΤΑ CAUCHY___________________

θ α  δώσουμε στην παράγραφο αυτή έναν δεύτερο ορισμό της σύγκλισης, 
που είναι γνωστός ως ορισμός του Cauchy ή e -  δ (έψιλον-δέλτα) ορισμός.

Ορισμός 3.14 Έστω ξ e R σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού 
Δ(ί) μιας συνάρτησης f. θ α  λέμε ότι η f έχει όριο το £ e R στο σημείο ξ, 
αν και μόνον αν, για κάθε e > 0, υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε, για όλα τα 
π € Δ(ί) μ ε 0 < | χ - ξ | < 6 ν α  έχουμε: |f(x) -  ί\ < €. Συμβολικά

lim f(x) = ί  (V« >0)(35 > 0)(Vx€ Δ(ί))0 < | x - £ |  < 8

=> \f(x)  - 1\ < t.

Παρατήρηση 3.15

Ο παραπάνω Ορισμός είναι όμοιος με εκείνον της σύγκλισης ακολουθίας 
στο ZR. Η ομοιότητα αυτή φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα αναλογίας:

Ορισμός 1.4, § 1.5 Ορισμός 3.14 

αν, ν € W /

V X

<Χν Α χ )
t ι

00 ξ
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€  €

V0 δ

ν > νο 0 < (jc —1| < δ

Παρατήρηση 3.16

Οποιαδήποτε αλλαγή στην σειρά των ποσοδεικτών (Vc)(3<$)(Vjt) αλλάζει 
και το νόημα της πρότασης. Κάθε ποσοδείκτης εξαρτάται από τους προη
γούμενους του. Ο πραγματικός αριθμός δ > 0, εξαρτάται από τον αυθαίρετο 
αριθμό ε > 0. Τον δ προφανούς πρέπει εμείς να προσδιορίσουμε, αλλά για 
το ίδιο ε > 0 ο δ γενικά εξαρτάται και από το σημείο ξ, μεταβαλλόμενος από 
σημείο σε σημείο, δηλ δ = δ(ε, ξ). Αν για κάποιο ε > 0 βρούμε ένα δ, ώστε 
παίρνοντας το χ  από το διάστημα 0 < |χ  -  | |  < δ, δηλ. από το διάστημα 
( ξ - δ , ξ  + δ ) , χ ^ ξ \ α  επιτυγχάνουμε | / ( jc) - 1 \ < ε, είναι φανερό ότι αυτό 
το δ αρμόζει και για οποιοδήποτε ε μεγαλύτερο από το αρχικό, αλλά μπορεί 
να μην αρμόζει για μικρότερα ε.

Παρατήρηση 3.17

Η ανισότητα 0 < \χ -  £ | < δ υποδηλώνει ότι η /  δεν είναι απαραίτητο 
να ορίζεται στο ξ. Φανερώνει δηλαδή, ότι το ενδιαφέρον μας στρέφεται σε 
μια περιοχή του | ,  χωρίς να μας ενδιαφέρει τι γίνεται στο σημείο ξ. Γι' 
αυτό η σύγκλιση είναι μια τοπική ιδιότητα. Αν η /  ορίζεται στο ξ, δεν είναι 
αναγκαίο να είναι / ( ξ )  = ί.

Παρατήρηση 3.18

Με την βοήθεια των περιοχών, ο ορισμός 3.14 έχει την ακόλουθη διατύ
πωση:

Mm f {x )  =e<*  (Υε > 0)(3S > 0) (Vx € Λ£(|) Π Δ (/))  => f ( x )  € N(W -

Παρατήρηση 3.19

Η γεωμετρική ερμηνεία του Ορισμού 3.14 αποδίδεται στο επόμενο σχήμα. 
Δηλαδή f ( x )  = ί ,  αν και μόνον αν, το διάγραμμα της / ,  εκτός
ενδεχόμενα του σημείου ( | ,  /(£)), βρίσκεται στο ορθογώνιο που ορίζουν οι
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ευθείες; χ  = ξ -  δ, χ  =  ξ +  δ , y =  ί  -  €, y =  € +  e.

Παρατήρηση 3.20

Βασικό μειονέκτημα του παραπάνω ορισμού είναι ότι αυτός δεν είναι 
ανεξάρτητος από την τιμή του ορίου. Γι' αυτό δεν διευκολύνει στην μελέτη 
της σύγκλισης, αφού δεν μπορούμε να συμπεράνσυμε εκ των προτέρων αν 
υπάρχει το l im ,^  f ( x ) .  Έτσι ο ορισμός κατά Heine κρίνεται προσφορότε
ρος, μια και δεν είναι απαραίτητο να ξέρουμε εκ των προτέρων την οριακή 
τιμή της συνάρτησης. Για το πότε θα χρησιμοποιείται ο ένας και πότε ο άλλος 
ορισμός δεν υπάρχει κανόνας. Εφόσον αυτό δεν καθορίζεται, η επιλογή είναι 
προσωπική υπόθεση. Βέβαια, και οι δυο ορισμοί όπως θα δούμε παρακάτω 
είναι ισοδύναμοι. Πολλές φορές, μπορεί να χρησιμοποιηθούν, και οι δυο 
ορισμοί για την εύρεση του liuu-+£ / (χ ) .  Σύμφωνα με τον ορισμό κατά Heine 
πρέπει να αποδείξουμε ότι Vxv, ν 6 IN με χ ν -*· ξ η f ( x v), ν e IN συγκλίνει 
στον ίδιο αριθμό. Παίρνοντας μια ειδική ακολουθία χ ν -* ξ βρίσκουμε 
το lim fix»). Αυτό δεν θα είναι και το ζητούμενο όριο, γιατί πήραμε μια 
ειδική ακολουθία, ενώ στον ορισμό πρέπει να πάρουμε όλες τις ακολουθίες. 
Αν όμως για αυτή την οριακή τιμή της f ( x v) εφαρμόζεται ο ορισμός κατά 
Cauchy, τότε αυτή είναι και το όριο της /  στο σημείο ξ. (Βλέπε εφαρμογή 3 
παρακάτω)

Ας δούμε μερικά παραδείγματα για την καλύτερη κατανόηση του Ορισμού 
3.14.
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Παράδειγμα 3 .2 1

Έστω /  : R  -*· R  με / ( χ )  = χ 1. Θα αποδείξουμε ότι l im ^ 2/ W  =  4. 
Έχουμε ξ =  2, £ =  4. Πρέπει να αποδείξουμε ότι, για δοσμένο e > 0, 
υπάρχει δ > 0 (τον οποίο και αναζητούμε) τέτοιος ώστε: 0 < |* — 2| < δ =» 
I/O*) —4| =  \χ2 — 4| < e.

Έχουμε I*2 -  4| =  pc -  2||jc +  2|. Επειδή εμφανίζεται το |jc — 2| που θα 
απαιτήσουμε να είναι μικρότερο κάποιου δ, αναρραπιόμαστε πόσο μεγάλο 
μπορεί να είναι το \χ + 2 |, ώστε το γινόμενο \χ -  2\\χ +  2| να είναι μικρότερο 
του e,

Χωρίς να κάνουμε την τελική εκλογή του δ, ας θεωρήσουμε δ < 1. Αυτό 
είναι δυνατό, γιατί ενδιαφερόμαστε για τιμές του χ  στην περιοχή του 2. Τότε 
0 < |jc — 2| < 1 => — 1 < jc — 2 < 2 => 3 < jc Η- 2 <5. Συνεπώς

\ χ -2 \ \ χ  + 2\ < 5 \χ -2 \ .

Δηλαδή όλα τα χ  που ικανοποιούν την ανισότητα 5|* — 2| < ε ικανοποιούν 
και την \ χ —2\\χ+2\ < €. Έχουμε \ χ - 2 \  < 1  και |jc — 2| < Κατά συνέπεια 
μπορούμε να διαλέξουμε ως δ:

S = min I'. ^ | ■

Τότε, για τα χ  που ικανοποιούν την ανισότητα 0 < \χ -  2\ < δ συνεπάγεται 
ότι \χζ -  4| <€. Πραγματικά·

0 < I* -  2| < δ < 1 =► \χ +  2| <5.

Αρα

I /(* )  — 4| =  |*2 -  4| =  \χ -  2\\χ +  2| < 5\χ -  2| < 5.^ =  ε.

Ο περιορισμός δ < 1 δεν είναι ουσιαστικός. Γίνεται μόνο για λόγους 
ευκολίας. Π.χ. μπορούμε να θεωρήσουμε δ < 7 ή οποιοσδήποτε άλλου 
αριθμού. Τότε προφανώς το δ στην τελική εκλογή θα είναι διαφορετικό. 
Ας δούμε ποιό θα είναι σ' συτήν την περίπτωση. Είναι \χ — 2\ < 7 => 
- 3  < * +  2 < 1 1 = » — 1 1 < - 3 < x + 2 < 1 1 = » | jc +  2| < 1L Συνεπώς 
|* -2 ||* + 2 | < 1 1|λγ—2| < € ,δηλαδή \χ -2 \  < 7 κ α ι |jc—2| < ^.Διαλέγουμε 
τότε ως δ =  min {7, .

Παράδειγμα 3.22

Ας αποδείξουμε ότι l i m ^  V* +  1 =  2. Εδώ είναι ξ =  3 και ί  =  2, Για 
δοσμένο e > 0, πρέπει να βρούμε δ > 0 τέτοιο ώστε: 0 < \χ -  3| < δ =» 
\</χ~+ϊ-2\ < €.
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Είναι
I 'Γ Τ Τ  Λ |-  ! (* + !> -4 1  l * - 3 |

IVT+T + 2I 1VJTT+21
Όπως και προηγούμενα θεωρούμε δ < 1 =» |χ -  3| < 1 =>2 < χ  < 4=> 3 < 
χ  +  1 < 5 = >  V3 < y/x + l < >/5=> V5 +  2 < ν * + Τ  +  2 < ν/ 5 +  2 ή

1 1 1
V5 +  2 < V jTTT Η- 2 < J3  + 2

Τότε είναι:
— 7  \χ  *  3| l-r-31-f 1 — 2| =  r —— ------< —ja------ < €

I *Jx  4- 1 -f  2| y /3  +  2

δηλαδή |jc — 3| < 1 και \x -  3| < (>/5 +  2)«. Κατά συνέπεια μπορούμε να 
διαλέξουμε 6 =  min[ 1, (\/5+ 2)ε} .

Παράδειγμα 3.23

Ας δούμε τώρα και ένα παράδειγμα όπου ο ορισμός 3.14 δεν εφαρμόζεται. 
Ας προσπαθήσουμε να αποδείξουμε ότι:

Iim(2x +  1) =  3.
* - 3

Έχουμε:

I<2x +  1) — 3| =  |2τ — 2| =  |2(jc -  3) +  4| > 4 -  2|* -  3|.

Αν 0 < |x -  3| < 1 τότε |(2jc +  1) -  3J > 2. Συνεπώς για δοσμένο ε > 0 και 
€ < 2 δεν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν 0 < |* - 3 |  <5  => |(2*+ 1)—3| < 2, 
γιατί όπως δείξαμε αν 0 < \χ - 3 |  < 1 τότε |(2x +1) - 3 |  > 2. Αυτό σημαίνει 
ότι το 1ύη,_*3(2·* + 1 ) ^ 3 .

Θα ορίσουμε τώρα τα πλευρικά όρια της / ,  οστό αριστερά και από δεξιά 
στο σημείο ξ € IR.

Ορισμός 3.24 Έστω ξ g R σημείο συσσωρεύσεως του συνόλου Δ(ί) Π 
(—οο, ξ) (αντίστοιχα Δ(ί) Π (£, +οο)λ Θα λέμε ότι ο αριθμός £ e R είναι 
όριο της f στο ξ από αριστερά (αντίστοιχα από δεξιά), αν και μόνον αν, για 
κάθε € > 0, υπάρχει δ > 0, τέτοιο (άστε, για όλα τα x e Δ(ί) με ξ — δ < χ  < ξ 
(αντίστοιχα £ < χ < £ + < 5 ) ν α  έχουμε: |f(x) — ί\ < ε. Συμβολικά

lim f(x) =  ί θ  (Υε > 0)05 > 0)(Vx g Δ(0)ξ -  δ < x < ξχ-*ξ-

=> |f(x) —ί\  < €.
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(αντίστοιχα:

lim f(j$ =  I  (Ve > 0)(3δ > 0)(Vx e Δ(Ι))£ < x < ξ +  δ

Προφανώς το όριο της /  στο ξ υπάρχει, τότε και μόνο τότε αν τα 
πλευρικά όρια της /  υπάρχουν και είναι ίσα. Δηλαδή:

Η απόδειξη έχει γίνει με την βοήθεια του ορισμού του Heine με τις ακολουθίες 
(Θεώρημα 3.13). Με την βοήθεια του ορισμού κατά Cauchy η απόδειξη είναι 
πιο απλή και αφήνεται για άσκηση (Βλέπε άσκηση 3.18)

Παράδειγμα 3.25

Έστω / :  [-1 ,0 ) U (0,1] -► ZR με

ί ( ι \ - Ι χ 2 + 1» χ  < 0
} l l - J t ,  χ > 0

Θα αποδείξουμε ότι lim ^o  f ( x )  — ι. Πραγματικά' έστω e τέτοιο ώστε 
0 < e < 1 . Πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0 με τις ιδιότητες

για όλα τα* με 0 < χ  < <5. Διαλέγοντας ως δ =  e η (2) προφανώς ισχύει. Αλλά 
καιη (1) ισχύει γιατί - ^ < * < 0 = > 0 < - χ < $ = € <  1=>χ* < € 2 <€.  
Συνεπώς lim*-*- f i x )  =  1 =  /(* )  καιάρα limx^o f ( x )  =  1.

Παράδειγμα 326

Έστω / : / / ? — {0} -> ΖΚμε

Θα αποδείξουμε ότι δεν υπάρχει lim *^  /(* ) . Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει 
το όριο και έστω limJe_M5 /(* )  =  t  Αυτό σημαίνει ότι l im ^ 0-  /(.χ) =  ί  =  

f{x).  Δηλαδή

J p s t - f w  =  € ο  <Υ« > 0)(3ί > 0)(Vjc € Δ ( /) )  — δ < χ  < 0

lim f i x ) =  t  o  lim f i x )  =  l  =  lim f ix ) .

|(*2+ 1 ) - 1 |  < e  ή x 2 < € (1)
για όλα τα χ  με -δ  < χ  < ο και

1(1 —χ) — 1| < € ή j c < e

2χ+  1, χ  > 0
2* — 1, jc < 0
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=> \/{Χ) - t \  < €.

Um /(* )  =  t  (V« > 0)(3δ > 0)(Vjr € Δ ( /» 0  < x  < 8
X “ HJ τ

= > !/(* )- έ |< « · .

Ειόικά για e =  1 υπάρχουν jc, και x2 τέτοια ώστε: λ, < 0 < χι και 

|2xi — I — €| < 1, \2χζ +  1 — £| < 1.

Από τις ανισότητες αυτές παίρνουμε διαδοχικά:

— 1 < 2χι — 1 — I  < I =ϊ I < 2χ\ < 0

— 1 < 2x2 + 1 — £ < 1 = ^ 0 <  2x2 < I

οι οποίες δείχνουν ότι τέτοιο I  δεν υπάρχει. Συνεπώς δεν υπάρχει το 
linxx-o /(* ) . Αξίζει εδώ να παρατηρήσουμε ότι τα πλευρικά όρια της /  στο 
0 υπάρχουν. Είναι limx-*o- /(* )  =  1 και / ( χ) =  -1 . Μπορείτε
αλήθεια να το αποδείξετε;

θ α  αποδείξουμε τώρα ότι α  ορισμοί 3.4 (για ξ € R  καιέ € ZR) και 3.16 
είναι ισοδύναμοι.

θεώρημα 329  'Εστω ξ € R σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού 
Δ(Ι) μιας συνάρτησης f. Τότε οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

or)Vxv, ν 6 Ν με Χι> € Δ(ί) -  (ξ) και χ„ -► ξ => Iimf(Xv>) =  I. 

β ) ( *  > 0)(3ί > 0)(Vx € Δ(ί))0 < |χ -  ξ\ < 8 => |f(x) -  ί\ < ε.

Απόδειξη

(α) =» (β) Ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (α), οπότε limx f ( x )  =  ί  και 
ας υποθέσουμε ότι η (β ) δεν ισχύει, δηλαδή

(3ε > 0)(V6 > 0 )(3 jc e Δ (/))0 < |x -  ξ| < 8 => \/{χ) - ί \ > € .  (1)

Αφού η (1) ισχύει για κάθε 8 > 0 διαλέγοντας ως 8 =  λ παίρνουμε μια 
ακολουθία χν, ν ζ  W με χ ν € Δ (/)  τέτοια ώστε:

0 < \χν - Vv 6 Ν  και \ / (χν) —1\ >*.
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Έτσι δηλαδή έχουμε ότι χ» -*■ ξ αλλά η f ( x „), ν € IN δεν συγκλίνει στο ί .  
Αυτό όμως ανατίθεται στο συμπέρασμα της (α) και συνεπώς η (β) ισχύει.

(β) =» (α) Έστω ότι ισχύει η (β), οπότε limx^ f ( x )  — I  και θεα)ρούμε 
μια οποιαδήποτε ακολουθία χν, ν e IN με χ ν € Δ ( /)  — {£ }και χ ν -* ξ. Αφού 
χν -> ξ υπάρχει νο e W τέτοιο ώστε: 0 < \χν—ξ | < δ, Vv > ι»ο, οποιοσδήποτε 
και αν είναι ο θετικός αριθμός δ που εμφανίζεται στην (β). Για αυτά τα χ„ 
θα έχουμε ότι: Ι /(χ ν) - 1\ < c, Vv > νο που σημαίνει ότι και l im f(xv) — ί. 
•

Στον Ορισμό 3.16 είχαμε IR και ί  € ZR. Στην περίπτωση που 
|  € 2R =  ZRU {—οο, +οο} ή ί  e  jR έχουμε τους παρακάτω ορισμούς.

Ορισμός 3.30

limf(x) =  +οο ο> (V€ > 0)@ί > 0)(Vk € A(f))0 < |x -  ξ\ < δ

=> f(x) > - .  
€

Umf(x) =  -ο ο  (Ve > 0)(3δ > 0)(W e Δ(ί))0 < \ χ - ξ \ < δ

f(x) <

Ορισμός 3.31

* 5 ? ^ * )  =  t  (V€ > 0)(3r > 0)(Vx 6 A(f))x > r 

= H f ( x ) - £ | < € .

Urn f(x) =  +oo ^  (Vf > 0)(3r > 0)(Vx € A(f))x > r*-►+00

f(x) > i .  
€

=  -o o  (Vc > 0)(3r > 0)(Vx € A(f))x > r

=> f(x) < - -  €
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Ορισμός 3.32

lim f(x) — £ ·Φ> (Ve > 0)(3r > 0)(Vx 6 Δ(0)χ < — r  
* —► —00

=» |f(x) - 1\ < €.

lim f(x) =  +oo o  (Ve > 0)(3r > 0)(Vx 6 Δ (0)χ < — r 
*—► —00

=* f(x) >
€

lim f(x) =  ~oo (Ve > 0)(3r > 0)(Vx € A(t))x < - r  
*—► —00

=> f(x) <
€

Παράδειγμα 3.33

θ α  αποδείξουμε ότι lim*-o+ logax  =  —oo αν a  > 1. Σύμφωνα με τον 
Ορισμό 3.30 πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(Vc > 0)(3δ > 0)(Vx 6 Δ (/))0  < χ < S =» logaχ  <
€

Επειδή a  > 1 η logax  είναι γνήσια αύξουσα (αντίστροφη της ο^) θα έχουμε:

logetX < — -  a 1*9·* < ο  χ < οΓ(1/° .
€

Αρκεί λοιπόν να πάρουμε α ς δ = a~(l/t).

Παράδειγμα 3.34
θ α  αποδείξουμε ότι =  +οο. Σύμφωνα με τον Ορισμό 3.31

πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(V* > 0)(3r > 0)(Vjc € Δ (/))*  > r = > e * > ^ .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω Ο < € < 1. Τότε από την e* > \  
έχουμε loge* > log- χ  > logk  Α ρ κ ε ί  λοιπόν να πάρουμε ως r =  logk

Ο
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι:

X3 — Ο 3 2 ηlim --------- --  3α , α e R.
χ->α χ  — α

Απόδειξη
Αν / ( χ) = χόχε Δ (/) =  -  {α} και το α είναι σημείο συσσοορεύ-

σεως του Δ (/) . Αρκεί να αποδείξουμε ότι:

(V* > 0)(3S > 0)(Vx 6 Δ (/))0  < \ χ - α \ < δ

< € \χ2 +  αχ  — 2α2| < €.
χ — α

Το πρόβλημα είναι να προσδιορίσουμε το κατάλληλο δ. Γενικά ακολουθούμε 
την παρακάτω πορεία:

Βήμα Ιον. Μετασχηματίζουμε την παράσταση χ1 + α χ  — 2α2 ώστε να 
εκφραστεί με την βοήθεια του χ -  α:

|χ2 +  αχ -  2α2| =  \ ( χ - α ) ( χ  + α) + α(χ — α)|
=  |(x - α ) ( χ  +  2α )| =  | x - a | | ( x - a )  + 3 α |
< \χ — α |(|λγ — α| +  3|α|)
< 6(6 +  3|α|).

Βήμα 2ον. Ας είναι φ(δ) =  6(6 +  3|α|). Θέλουμε να πετύχουμε εκείνα 
τα δ για τα οποία φ(δ) < e. Χωρίς να κάνουμε την τελική εκλογή του δ 
μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0 < δ < 1, και αυτό γιατί ενδιαφερόμαστε για 
τις τιμές που παίρνει το χ σε μια περιοχή του α και χ  Φ α. Τότε 62 < δ και 
φ(δ) =  6(6+3|α |) < (5(1 +  3|α|). Συνεπώς αναγόμαστε στο να βρούμε εκείνα 
τα δ ώστε: < 6(1 +  3|α|) < e 4» δ < Μπορούμε τότε να πάρουμε ως
δ =  min{ 1, ΐ ^ ] } ·  Για Ve > 0 είναι δυνατόν αν 6ι =  γ^ ϊϊϊ 701 είναι > 1 ή 
<δι < 1. Τότε επειδή ^  < 1 αν δχ > 1 ή < δ ι α ν δ ι < 1 συνεπάγεται ότι 
μπορούμε να πάρουμε ως δ =  =  -ι+^ ι+(.

Βήμα 3ονΕπαλήθευση. Αν δ =  — τότε Vx e Δ (/)  με 0 < |χ - α \  < δ
θα έχουμε:

x2 +  a.x —2α2| <

< 6(1 +  3|α|) <

|χ -  α |(|χ -  α | +  3|α|) < 6(6 +  3|α|) 
g(l +  3|α|)
1 +  3|α| + €

< €.
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2. Να αποδείξετε ότι:

α) lim
χ-*-1

2x4-1
Χ4-3

1
2

lim
-12x4-1

γ) limΧ-+-00
Χ4-1

χ
=  1.

Απόδειξη

α) Πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(Υε > 0)(35 > 0)(Vjc € Δ (/) )0  < \ χ + ί \ < δ = > 2x4-1 1
χ  4-3 + 2

< €.

Από την τελευταία ανισότητα έχουμε:

2χ  +  1 . 1 5 X 4-1 X 4- 1
χ  4-3 + 2 ~  2 X 4-3

<  € Τ|
Χ4-3

και ακόμα

>
5_
2i

Αφού \α 4- β\ > |α| -  \β\ η τελευταία ανισότητα ικανοποιείται αν

2 5 1
χ +  ι

— ι > ~  =>
1 + χ2i

5 4· 2ε 
4i

δηλαδή \χ 4- 1| < j+ t-  ^ τσι Π αρχική ανισότητα ικανοποιείται από όλα 
τα χ  που ικανοποιούν την τελευταία ανισότητα. Συνεπώς διαλέγουμε ως
8 -  τττ( ·

β) Πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(Vi > 0)(35 > 0)(Vx € Δ (/))0  < |χ  +  1| < δ =*·
χ

2x4-1
<  i .

Είναι | — 11 =  g L .  θ α  πρέπει τώρα να κάνουμε έναν αρχικό περιορισμό
για το δ. Εδώ χρειάζεται προσοχή γιατί το — η· δεν είναι φραγμένο αν το 
χ  είναι κοντά στο Έτσι το δ < \  δεν αρκεί για να φράξουμε το |2̂ + . 
Υποθέτουμε λοιπόν ότι δ < λ. Τότε |χ 4 -1| < j  =» - f  < χ < —|  =» - §  < 
2x 4 - 1 < - j = » j < | 2 x 4 -1| < | = » | <  < 2· Συνεπώ£

2 x 4 -1
Ι*+ 1 |

12x4-11
< 2|χ 4 -1| < €

αν διαλέξουμε ως δ =  wm{l |}.
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γ) Πρέπει να αποδείξουμε ότι:

Έχουμε: -  1| =  ^  < ε => |x| > i  => χ < - | ·  (γιατί αφού χ  -> -ο ο
μπορούμε να θεωρήσουμε χ  < 0). Άρατ =  *·.

3. Να υπολογίσετε το όριο:

Θα δούμε σ' αυτήν την εφαρμογή πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 
και τους δυο ορισμούς της σύγκλισης.

Έστω χ ν, ν e IN μια ακολουθία από το Δ ( /)  =  IR -  {0} με χ ν -► 0 και 
χν φ  0, Vv € IN. Μια τέτοια ακολουθία π.χ. είναι η χ ν =  λ, ν € IN. Τότε
f ( x v) =  χ ν =  i[v] =  £ =  1. Δηλαδή l im f(xv) =  1. Αυτό δεν σημαίνει
ότι limx-,-ο f i x )  =  1, γιατί δεν πήραμε όλες τις ακολουθίες, αλλά μια ειδική 
ακολουθία. Αν όμως το όρια υπάρχει, τότε αυτό πρέπει να είναι το 1. θ α  
δούμε αν για όριο το 1 εφαρμόζεται ο ορισμός του Cauchy, θ α  πρέπει λοιπόν 
να αποδείξουμε ότι:

Έχουμε από τον ορισμό του ακέραιου μέρους πραγματικού αριθμού ότι:

Απόδειξη

(W > 0)(3δ > 0)(Vjc € Δ (/))0  < \ χ \ < δ ^ \ χ .

Αρα

Έστω χ  > 0. Τότε

< 1 ο  —χ < ;

Έστω τώρα χ  < ο.Έστω τώρα χ  < 0. Τότε
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Συνεπώς ο ορισμός το Cauchy εφαρμόζεται, αν διαλέξουμε ως <$ =  €. Αρα 
limr- ,ο χ  [}] =  1.

4  Έστωf :  [0,1] -► ΙΙμ ε

Να αποδείξετε ότι η ffcv έχει οριακή τιμή σε κανένα σημείο του Δ(0· 

Απόδειξη

Προφανώς κάθε σημείο του [0,1] είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( /) , 
αφού σε κάθε υποσύνολο του [0,1] υπάρχουν άπειροι ρητοί και άπειροι 
άρρητοι. Ας υποθέσουμε 0ulim x-+f f ( x )  = t ,  για κάποιο ξ e [0,1). Τότε θα 
έχουμε:

(Ve > 0)(3δ > 0)(Vor € Δ (/))0  < |χ -  £| < δ => \ /(χ)  - l \ < e .

Ειδικά για € =  $ η παραπάνω ανισότητα θα ισχύει και για χ άρρητο και για 
χ  ρητό. Αν διαλέξουμε ένα τέτοιο χ  τη μια φορά άρρητο, έστω α, με 0 < 
|α -  £| < δ, a  € [0,1] και την άλλη ρητό, έστω ρ με 0 < \ρ -  ξ | < δ, ρ € [0,1] 
θα έχουμε

δηλαδή 1 < λ πράγμα άτοπο. Συνεπώς η /  δεν έχει οριακή τιμή στο ξ e  Δ (/)  
και επειδή το ξ είναι τυχαίο δεν έχει οριακή τιμή σε κανένα σημείο του Δ ( /) .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

3JB Να αποδείξετε ότι

αν 0 < |χ | < δ όπου δ =  min{ 1,4^} και € > 0. Να μετατρέφετε 
αυτό το συμπέρασμα σε μια πρόταση της μορφής / ( χ )  =  I,
επεξηγώντας αναλυτικά το κάθε τι.

0, JC 6 IR -  Q
1, χ € Q

I/ ( « )  “  1\ < £ και !/(/>) -  ί \  <

Αλλά τότε

1 =  !/(<*) -  Αί>)\ < |/(α )  - I  | +  \ / (ρ)  - 1\ < -

3.9 Για δοσμένο e > Ονα βρεθεί δ > 0 τέτοιο ώστε: | / ( jc) — 4J < € > 0, όταν 
0 < I* — 2| < δ, όπου / ( χ )  =  χ3 — χ 2. Τι αποδεικνύεται με αυτό;
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3.10 Έστω I — (Ο,α),α > ο και /(* )  =  € / .  Να αποδείξετε ότι
|/(χ )  — c | < 2α\χ —c\. Χρησιμοποιώντας αυτήν την ανισότητα να 
αποδείξετε ότι lim x—*c /(* )  =C2,Vc € / .

3.11 Να αποδείξετε ότι αν 0 < e < ι, τότε ΙΟ-1 *̂ < € όταν 0 < χ  < 
(λογ i ) . Ποιό είναι το αντίστοιχα συμπέρασμα για το όριο;

3.12 Να αποδείξετε ότι:

a ) Um(ac2 + 2x) =  i5 /0 1 im V * + 3 = 2

\  1* ^  — 4  1 — 4 ΛΥ) hm - — -  ^  -  δ) lim — -  =  -
* -► 2  χ  — 8 3 χ~*ϊ  jc2 1 5

ν, χ ~ 3 1 1 1
f ) i ? 3 ? r S = S  < r r ) U m - = - , c > 0

1 Τ’ 1
=  —1 η )  l i m ----------=  ~χ ^ ι \ - χ  υ ? ? 1 χ + ι 2

”— r  =  +οο /) lim —~̂ 3· =  +οο
χ 1  χ  —  1 χ-*·0 β

k) lim =  +οο λ) lim ^ 1 ~ · 5· =  1
χ^ °  X *->+00^/* +  3

μ)  lim
2 χ -  1

*->+00 χ  —3 = 2 υ) lim
-οο 2jt -  1

=  —00

3.13 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /  : JR -

χ + 1, 
/(■*) =  Ο,

χ - 1 ,

ΰϊμε

χ > Ο 
χ  — Ο 
χ  < Ο

δεν έχει όριο στο 0.

3.14 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

/(* )  = χ  € Q 
x i Q

δεν έχει οριακή τιμή σε κανένα σημείο του πεδίου ορισμού της.
/

3.15 Να αποδείξετε ότι το limx_>o α > Ο δεν υπάρχει.
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3.16 Να εξετάσετε αν υπάρχει το lim*-0 fi£ ti

3.17 Έστω /(* )  =  2~<ν*\χ *Ο .Ν α βρεθούν τα όρια:

a) lim f ( x )  β)  lim / (jc)
jr-*0+ γ )  lim

1
*-*o 1 +  f ( x )

3.18 Έστω A c  R, f :  A —> IR και £ € ZR σημείο συσσωρεύσεως και των 
δυο συνόλων Α Π ( |,  +οο) και Α Π (—οο, ξ ). Να αποδείξετε ότι:

lim f i x )  =  t<* lim f i x )  = i  =  lim f{x).
Χ-*ξ- *-►*+ J

3.19 Να υπολογίσετε το όριο limi _>+<x>x I/-t.

3.20 Έστω / :  [0,1] -► IR με

/(* )  = X € Q 
χ  6 1 R - Q

Να αποδείξετε ότι lim*-<H f i x )  =  0, f i x )  =  1 και ότι δεν
υπάρχει το limx_ c f i x )  για κανένα c με 0 < c < 1.

§ 34 ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ_____________________________

Ορισμός 3.3S Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Δ(ί) θα λέγεται 
φραγμένη στο A c  Δ(ί) αν υπάρχει αριθμός Μ τέτοιος ώστε: |f(x)| < 
Μ, Vx € Α. θ α  λέγεται άνω φραγμένη αν f (χ) < Μ και κάτω φραγμένη, αν 
Μ < f(x), Vx € A.

Αν η /  είναι φραγμένη σε ένα μη κενό σύνολο Α. τότε το σύνολο 
[ f i x )  : χ  € Α) έχει supremum. Για συντομία θα το συμβολίζουμε με 
sup* /  ή sup* f i x )  αντί του πιο σύνθετου συμβολισμού sup{/(x) : χ  € Α). 
Αν Α =  Δ (/)  χρησιμοποιούμε τον πιο απλό ακόμα συμβολισμό sup /  ή 
sup f i x ) .  Ανάλογα ορίζονται και τα σύμβολα inf* / ,  max* /  και min* /.

Αν η /  δεν είναι άνω φραγμένη τότε sup f i x )  =  +οο και αν δεν είναι 
κάτω φραγμένη τότε inf/Cx) =  -οο.

Παράδειγμα 3.36

Έστω f i x )  =  ±,0 < χ  < +οο. Θα αποδείξουμε ότι η /  δεν είναι 
φραγμένη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα φράγμα Μ > 0. Διαλέγουμε jc > 0,
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τέτοιο ώστε χ < fa. Τότε / (* )  =  \  > Μ  και έτσι το Μ δεν είναι φραγμα της 
/ .  Η /  όμως είναι κάτω φραγμένη, αφού f {x)  =  i  > 0, Vx e (0, +oo). Θα 
αποδείξουμε ότι inix>0 f i x )  =  0. Αςρού 0 < /(* ), Vjc € (0, +oo), το 0 είναι 
κάτω ςρράγμα της / .  Έστω δ τυχαίος πραγματικός αριθμός. Αν διαλέξουμε 
Λ > «» τ^τε /(* )  =  ~ ί  που σημαίνει ότι το S δεν είναι κάτω φράγμα της 
/ .  Επειδή το δ είναι τυχαίο θα έχουμε 0 =  infx>0f(x) .

Αν περιορίσουμε το πεδίο ορισμού της /  στο διάστημα (α, +οο), α > 0 
τότε πάλι έχουμε ϊηΓΧ>0 /(* )  =  0, αλλά τώρα η /  είναι φραγμένη. Για να 
το δούμε αυτό, παρατηρούμε ότι αν χ > α τότε /(x )  =  i  < λ και έτσι το 
-  είναι άνω ςρράγμα της /  στο (α, +οο). Αν 0 < β < £ τότε για τα χ  που 
ικανοποιούν την α < χ < j  έχουμε /(* )  =  £ > β. Αυτό δείχνει ότι το β  δεν 
είναι άνω ςρράγμα της /  στο (α, +οο) καιεπομένως supx>a f i x )  =

Αναςρορικά με το sip και το inf μιας συνάρτησης έχουμε την ακόλουθη 
πρόταση.

Πρόταση 3.37 Έστω f, g : A —► Κδυο φραγμένες συναρτήσεις στο Α (το 
κοινό πεδίο ορισμού). Τότε:

Παραλείπουμε την απόδειξη των 1) και 2) γιατί είναι η ίδια με αυτήν του 
Θεωρήματος 1.13.

Για την 3) έχουμε: f i x )  < M,gix) < Ν όπου Μ και Ν τα suprema 
των /  και g αντίστοιχα. Τότε f i x )  + gix) < Μ  + Ν που σημαίνει ότι 
το Μ + Ν  είναι άνω ςρράγμα για το σύνολο [ f i x)  +  £(x) : χ  e Α). Αρα 
sup{/W  +  gix)} < Μ +  Ν =  sup f i x )  +  sup£(*).

Για την 4) παρατηρούμε ότι οι — /  και —g είναι άνω ςρραγμένες και 
σύμφωνα με την 3) sup{-/(*) -  g(*)} < sup{-/(*)} +  Sup{—̂ (jc)}. Από 
αυτήν και τις4) και 2) προκύπτει το ζητούμενο. ·

*.sup/(jc), k > 0
k. inf f i x ) ,  k < 0

inf f i x ) ,  k > 0  
sup f i x ) ,  k <  0

3) sup{f(x) +  g(x>) < sup f(x) +  supg(x).

4) inf(f(x) +  g(x)} > inf f(x) -|- inf g(x).

Απόδειξη

Παρατήρηση 3.38
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Στις ιδιότητες 3) και 4) της προηγούμενης πρότασης μπορεί να μην ισχύει 
η ισότητα. Για παράδειγμα αν / ( * )  =  x,g(x) = I — χ ,  A — [0,1] τότε 
sup{/(x) +  g(x)} =  1, ενώ sup / ( χ ) +  sup£(*) =  2.

Οι έννοιες του ορίου και του φραγμένου συσχετίζονται με το ακόλουθο 
βασικό

θεώρημα 3.39 Έστω ξ e R, ί  € R και l i m ^  f(x) =  ί .  Τότε:
α) η f είναι φραγμένη σε κάποια δακτυλική περιοχή του ξ.
β) cw I  Φ  0, τότε υπάρχει δακτυλική περιοχή του ξ,  στην οποία είναι

f(*) Φ ο.

Απόδειξη

α) θ α  δώσουμε την απόδειξη για ξ € 1R, αφήνοντας τις υπόλοιπες 
περιπτώσεις για άσκηση. Αφού linu-* f ( x )  =  I  τότε

(Vt > 0)(3δ > 0)(V* € Δ (/))0  < |jc -  £| < δ => | / ( jc) - 1\ < €.

Ειδικά για € =  1 έχουμε: |/(x ) | < 1 +  |έ|. Αν ξ * Δ ( /)  παίρνουμε ως 
Μ  =  1 +  Κ|, ενώ αν ξ € Δ (/)  παίρνουμε ως ΚΙ =  max{|/(£)|, 1 +  |έ|). Αυτό 
συνεπάγεται ότι αν χ € Νξ(ξ) Π Δ ( /)  τότε | / ( jc)| < Μ, που σημαίνει ότι η /  
είναι φραγμένη σε μια δακτυλική περιοχή του ξ. 

β) Αφού ί  φ  0, παίρνοντας ας ε =  \ \ ί \  έχουμε ότι:

-^ Κ Ι +  έ <  f i x )  < έ  +  ^ |έ | (1)

i) Ανέ > 0  τότε η (1) δίνει: £ < / ( χ )  < δηλαδή

l \ t \< ι /« ι  < |« |.

ii) Αν ί  < 0 τότε η (1) δίνει: % < / ( χ ) < |  ο  - U  > _ / ( χ ) > δηλαδή

Ι|<1 < I/WI < ||< |.

Έτσι λοιπόν αν ί  Φ 0, υπάρχει περιοχή του ξ, άπου

- κ ι  < i/ w i  < | κ ι . ν* e Δ (/) ο λ^;(|)
που σημαίνει ότι στην περιοχή Λ^(£) η /(* )  Φ 0, και μάλιστα παίρνει τιμές 
ομόσημες του ορίου. ·
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Παρατήρηση 3.40

Η ιδιότητα β) του προηγουμένου Θεωρήματος μπορεί να διατυπωθεί και 
ως εξής: Αν η /έχε ι μη μηδενικό όριο στο ξ , τότε υπάρχει μια περιοχή του 
I» Ν8 &  στπν οποία η /  είναι φραγμένη μακριά από το μηδέν. Αυτό έχει 
σαν συνέπεια ότι υπάρχει και έχει νόημα η Vx e Δ ( /)  Π ///(£).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ_______________________________________

3.21 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση / ( χ) =  χ χ ί η χ , χ  € IR δεν είναι 
φραγμένη.

3.22 Είναι η συνάρτηση /(* ) =  2xsin± -  cos±, 0 < χ  <1 φραγμένη;

3-23 Έστω / ,  g : A -> IR δυο φραγμένες συναρτήσεις με /(* )  < g(x),  Vjc € 
Α. Να αποδείξετε ότι:

inf /(* )  < inf g(x) και sup /(* )  < supg (jc).

3 24 Έστω f ,  g : A IR δυο φραγμένες συναρτήσεις. Να αποδείξετε ότι:

a) sup{/(x) +  g(x)} > sup f ( x )  +  inf $(jc).

β) sup{/(x) -  £(*)} < sup f ( x )  -  infgOc). 

y) inf{/(jr) -  ^(jc)} > inf f ( x )  -  sup / ( x).

3.25 Να εξετάσετε αν είναι φραγμένες οι συναρτήσεις: 
α )/(* ) =  | x 1/3sin± -  x~1/3cos^,x  € [-1 ,1 ] -  {0}.

£ )/(* ) =  * e [0,2π).

Ρ ) / ( * ) =  * 7 ^ ,  JC € [-1 ,1 ].

<$)/(*) = g £ ,* € [ 0 ,+ o o ) .

§ 3.5 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Έστω /  και g δυο συναρτήσεις με πεδία ορισμού Δ ( /)  και A(g) 
αντίστοιχα. Ας είναι Δ το κοινό πεδίο ορισμού των /  και g, δηλ. 
Δ =  Δ ( /)  Π A(g). Έστω ακόμα ξ 6 IR σημείο συσσωρεύσεως του Δ , 
και Λένα σύνολο μιας των ακολούθων μορφών:

(α, ξ) U (ξ, β ), (α, +οο), (-οο , α).
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Οι βασικές ιδιότητες των συγκλινουσών συναρτήσεων περιγράφσνται 
στα θεωρήματα που ακολουθούν.

θεώρημα 3.41 Εστω ξ € R σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού 
Δ(ί) μιας συνάρτησης ΐ. Αν to f(x) υπάρχει στο R, τότε αυτό είναι
μοναδικό.

Απόδειξη

Ας αποδείξουμε μόνο την περίπτωση που ξ =  +οο, μιας και οι άλλες 
περιπτώσεις αποδεικνυσνται ανάλογα, θ α  εξετάσουμε χωρισιά τις διάφορες 
περιπτώσεις:

α) Η f δεν μπορεί να τείνει σε ένα πεπερασμένο όριο και ένα άπειρο 
όριο όταν χ —► +οο.

Ας υποθέσουμε 0xilimJf_>+0o/(x )  =1 elR.  Τότε έχουμε:

(Vi > <Μ2r > 0)(Voc € A C  Δ (/))χ  > r => \ / (χ)  -  ί\ < c. (1)

Από την τελευταία ανισότητα, για την ειδική τιμή « =  1, παίρνουμε ότι: 
έ — 1 < f i x )  < t  +1. Αφού f i x )  < 1 + 1, Vjc > τη /  δεν μπορεί να τείνει στο 
+οο. Επίσης η /  δεν μπορεί να τείνει στο -οο, αφού /(* )  > i  — 1, Vjc > r. 
Αρα η /  δεν μπορεί να τείνει σε ένα όριο t  e IR και ένα άπειρο όριο, 

β) Αν η f τείνει στο +οο τότε δεν μπορεί να τείνει και στο —οο.
Αν Um*_*+00 f i x )  =  +οο τότε

(Vt > 0)(3ri > 0)(V* € A C  Ai f ) )x  > n  => f i x )  >

Από την τελευταία ανισότητα, για την ειδική τιμή i  =  1, παίρνουμε 
ότι: f ix )  > 1, V* > r,. Συνεπώς η /  δεν μπορεί να τείνει και στο -οο . 

γ) Η /  δεν μπορεί να τείνει σε δυο διαφορετικά πεπερασμένα όρια.
Ας υποθέσουμε ότι η /  τείνει στο ί  και επίσης τείνει και στο V  διάφορο 

του I. Αν αυτό συμβαίνει θα έχουμε

(Vi > 0)(3r2 > 0)(Vjc € A C  Ai f ) )x  > r2 => | f i x )  - 1\ < «. (2)

Av r0 =  max(r, r2} από τις (1) και (2) για t  =  θα έχουμε:

I f i x )  - 1\ < 1 και I f i x )  - 1'\ < Vr > r0.
Δ Z

Τότε όμως

\t - 1'\ =  K /(x) - D ~ i f i x ) - i ' ) \ <  if i x )  - 1\ + 1f i x )  - 1 \  < ie - e i
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πράγμα άτοπο. Αρα η /  δεν μπορεί να τείνει σε άλλο όριο t  φ  I. Έτσι το 
Θεώρημα αποδείχτηκε πλήρως. ·

θεώρημα 3.42 Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν όρια Ι χ και 12 αντίστοιχα 
στο σημείο συσσωρεύσεως ξ του κοινού πεδίου ορισμού των Δ, τότε: 

α) f +  g έχει όριο ί χ +  ί 2 στο I ·
Ρ) f-g έχει όριο Ιχ .12 στο £. 
γ) |f| έχει όριο \ ίχ \ στο ξ και 
δ) £ έχει όριο στο f , αν h  Φ 0
με την προϋπόθεση ότι οι πράξεις που σημειώνονται είναι επιτρεπτές.

Απόδειξη

Ας αποδείξουμε την περίπτωση που h  e ZR και h  e IR.
Έστω e > 0. Υποθέτουμε, χωρίς αυτό να βλάπτει την γενικότητα ότι 

e < 1. Τότε υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για όλα τα * € Δ με 0 < |* -  ξ| <δ  
να έχουμε: | f ( x )  — l x | < e και \g(x) - 121 < €. Για αυτά ταχ  έχουμε:

I [/(■*) +  *(*)] - Ρ ι  +  Ιιλ\ < I f i x )  -1x1+  I g(x) ~ t 21 < 2e 

πράγμα που αποδεικνύει το α)

| f ( x ) .g {x ) - l x . t i \  < |/(* )||g (x ) — h\  + \t%\\f{x) — έ ,|
< (|έ ι| +  €)€+Κ 2|€<  ( |έ ι |+ 1  +  |έ2|)ε,

που αποδεικνύει το β)και

Ι Ι / (* ) Ι -Κι Ι Ι<  | / ( * ) - 4 Ι  <*,

που αποδεικνύει το γ).
Για να αποδείξουμε το δ) αρκεί να αποδείξουμε ότι η -  έχει όριο το τ* 

στο ξ, γιατί τότε από το β) η / Λ  έχει όριο Ι χ ±  Αφού ί 2 Φ 0, από το 
Θεώρημα 3.39, υπάρχουν θετικοί αριθμοί k και ^  τέτοιοι ώστε:

ls(*)l > k = - γ - ,  V* € Δ η  ΛΤ*(£).

Έστω δ" = min{S,Si}. Τότε Vjc e  Δ Π Ν£.(ξ) έχουμε

1 1 _ l& -g (* ) | g
*(*) f-1 l*(*)H**l <  k \ t t \

που σημαίνει ότι το όριο της j  στο ξ είναι το ·
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θεώρημα 3.43 (Ισοσυγκλίνουσες συναρτήσεις). Αν οι συναρτήσεις 
ft»ft> ft είναι ορισμένες σε ένα σύνολο A c  Δ (Δ το κοινό πεδίο ορισμού 
των), ξ σημείο συσσωρεύσεως του Α και ισχύουν:

ft(*) < ft(x) < ft(x), Vx € A

lim f, (x) =  lim f3(x) =  i  
x-*t χ-ξ

τότε υπάρχει και το limx_  ̂f2(x) και ισούται με I.

Απόδειξη1

Aqxn) lim ^ f /,(x ) =  I  και f 3(x) =  I  για κάθε ε > 0, υπάρχει 
δ > 0, τέτοιο ώστε:

δηλαδή

Επομένως

Ι/ι(*) - 1\ < ε και | / 3(jc) -  €| < ε 

1 -  « < /ι(X) και Μ χ ) < 1 - \ - ε, V* e A η  Atf(£).

l - c <  / ι ( χ )  <  / 2(χ ) < / 3(Χ) < I  +  € &  | / 2( χ ) _ ι \  <  ε lim Μ χ )  =  I .
*-+%

θεώρημα 3.44 (Μηδενική επί φραγμένη συνάρτηση) Αν οι συναρτήσεις 
ft, f2 είναι ορισμένες σε ένα σύνολο A c  Δ (Δ το κοινό πεδίο ορισμού των), 
ξ σημείο συσσωρεύσεως τσυ Α και ισχύουν:

I) η ft είναι φραγμένη στην περιοχή του ξ και
Η) l im ^  f2(x) =  ο
τότε limx_^[f,(x).f2(X)] = 0 .

Απόδειξη

Από την i) έχουμε ότι:

(3Μ > 0) : |/,(χ ) | < Μ, V x e A D  Ν^(ξ). 

Επειδή από την ϋ) limx_£ / 2(jt) — ο έχουμε:

(Υε > 0)(3δ, > 0)(Vx € Δ (/))0  < | * - ξ |  < δ =» | / 2(χ)| < 

'για I ε IR
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Άρα Vx e Α η  Ν*(ξ) Π (ξ) θα έχουμε: | / i(jc)./2(jc)| < «, που σημαίνει 
ότι [ / ι(jc)./2(jc)] =  0. ·

Παρατήρηση 3.45

Στο παραπάνω Θεώρημα δεν υποθέτουμε την ύπαρξη του lim *^ f i (x) .  
Μας αρκείη / ι  να είναι φραγμένη στην περιοχή του ξ. Π.χ. link _>ο [-*·?<>! j ]  =  
0, αφού | sin ±| < 1 και1πη*_>0* =  0, αν και το δεν υπάρχει.

θεώρημα 3.46 (Οριοσύνθεσης συναρτήσεων) θεωρούμε τις συναρτήσεις 
f και g με πεδία ορισμού Δ(ί) και A(g) αντίστοιχα. 'Εστω Tl(f) c  A(g) 
και £, η σημεία συσσωρεύσεως των Δ(ί) και A(g) αντίστοιχα. Υποθέτουμε 
ακόμα ότι f(x) φ  η για κάποια περιοχήτου ξ.

Αν lim ^ i f(x) =  η και limŷ  η g(y) =  I  τότε και

lim(gof)(x) =  limg(f(x)) = £.
χ-+ξ χ->ξ

Απόδειξη

ΕπειΔή 71(f)  n  A(g) Φ 0 η σύνθεση των /  και g υπάρχει. Επίσης είναι 
Δ(# ο / )  =  Δ (/)  και άρα το ξ είναι σημείο συσσωρεύσεως του A(g ο / ) .  
Έχουμε:

lim g(y) =  £ (Ve > 0)(3δ, > 0)(V>> e A(g))y-+t)
o < \ y -  n\ < 8 i  => IgCy) - t \ <  (i)

Αφού f ( x )  φ  η σε μια περιοχή του ξ, έστω την Νη(ξ) και επειδή 
/(* )  = η, έπεται ότι για κάθε ε > 0, άρα και για ε =  <5ι, υπάρχει 

δ > 0, τέτοιο ώστε: (V* e Νη(ξ) Π Δ(# ο / )  με 0 < |jc — ξ( < δ να ισχύει: 
I/O*) — nl < δι. Τότε και 0 < |f ( x )  -  η\ < δ\ και από την (1) έχουμε: 
!,?(/(■*)) -  < ε δηλαδή lim*-,.* g(f(x))  = l. ·

Σημείωση.
Αν δεν υπάρχει περιοχή του ξ τέτοια ώστε f ( x )  Φ η, τότε σ’ αυτήν την 

περιοχή θα έχουμε f ( x )  =  η, και άρα g(f(x))  =  g(n). Κατά συνέπεια, αν το 
όριο limx-^ g(f(x))  υπάρχει, αυτό πρέπει να ισούται με g(n).

Έτσι λοιπόν στην γενικότητά του το Θεώρημα του ορίου της σύνθεσης 
συναρτήσεων διατυπώνεται ως εξής:

Αν f(x) =  η και g(x) =  £, τότε είτε lim ^^ g(f(x)) =  t ,  είτε
g(f(x)) =  g ( n ) ,  είτε το limx_,  ̂g(f(x)) δεν υπάρχει.

Το ότι κάθε μια από τις παραπάνω περιπτώσεις μπορεί πραγματικά να 

συμβεί, φαίνεται αν θεωρήσουμε ως g(x)  =  |  * ’ *  ^  °  και αντίστοιχα:
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1. f i x )  =  χ , ξ  =  0 2. / ( X )  =  [x], ξ = ±

3. /(* )  =  { * ’ t _ o
7 [Ο, x e l R - Q  « “ υ·

-------------------------- ------------------------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι lim*-* f(x) =  limh-o f(£ +  h).
Απόδειξη

Έστω lim* / ( X) =  e. Τότε

(V€ >  0)(35 >  0)(V* €  Δ (/))0  <  | jc  -  ξ\ <  δ =>  I/(o r) -  <  i .

θέτουμε x -  ξ =  A. Τότε h -*· 0 όταν x ξ και (Vi > 0), υπάρχει a > 0, 
τέτοιο ώστε όταν 0 < |/»| < $ να ισχύει | / ( ξ  +  Λ) - 1\ < e ή ακόμα

(Vi > 0)(3ί > 0)(V£ +  Λ € Δ (/) )0  < | ( |  +  Λ) -  ξ| < ί  =» |/(ξ  +Λ) - έ |  < i

που σημαίνει ότι limA_,0 / ( £ + Λ) =  έ. Με τον ίδιο συλλογισμό αποδεικνύεται 
και το αντίστροςρο.

2. 'Εστω f : (0, οο) -► R . Να αποδείξετε ότι:

lim f(x) =  £ ο  lim f ( -  ) —l.
* -► + 0 0  *-*-0+ \ Χ /

Απόδειξη

θέτουμε $(*) =  /  (1). θ α  αποδείξουμε ότι:

Urn / ( jf) =  I  lim £(χ) =  i .
X-++OQ J t -> 0 +

Αν <u(.r) =  x τότε limjt-,+00 ω(*) =  0 ,1πηΧ_,ο+ω(χ) =  -foo και ακόμα παρα
τηρούμε ότι: /  =  g ο ο) και g =  /  οω.  Ας υποθέσουμε 0ulim*_»+00 f ( x )  =  £. 
Τότε από το θεώρημα 3.46 για ξ = 0 και η =  +οο έχουμε:

Ιΰ® 8(χ ) =  lim ( /  o<y)(Jc) =  lim f ( x )  =  i.
JC—+0 + x  — x —++oo

Έστω τώρα ότι limx_>0+ g(jt) =  t .  Τότε πάλι από το θεώρημα 3.46 για 
ξ — +οο και η =  0 έχουμε:

/(-*) =  lim (g οω)(χ) = lim g(x) = i.
* - ► + 0 0  A - ^ + O O  X-*0 +

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι με την πρόταση αυτή ο υπολογισμός ορίων 
στα κατ' εκδοχή σημεία, μεταφέρεται σε πεπερασμένα σημεία.
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1  Έοτω A £  *  f .«  : A -»  * . Υιοθετούμε ότι (α, + 00) C Α για
κάποιο α € R και ακόμα o n  g(x) > ® 5 γ* > α. Έστο> επίοη; Ατι: ~

lim

Να αποδείξετε ότι:
I) Αν ί  > Ο, τότε lim*-*+οο f(x) — +οο αν και μόνον αν limx̂ .+0Op(x) __
ο.
ϋ) Αν £ < Ο, τότε 1ίιηχ-++00/ ( Χ) — _ σ0 ^  ίξαι μόνον αν lim*-++0og(x) =  

— 00.

Απόδειξη

ΐ) Αφσυ limx-++oo ffey =  £ συνεπάγεται όχι:

+οο.

(y« > ° ) &  > 0)(Vx 6 A ( f ) ) x  > r f i x )
8(x)

- £ < i

Ειόικά για t  =  § έχουμε: Ο < j  < ffej- < y ,  Vr > r  > α δηλ.

ί  i f
~8(χ ) < f i x )  < —g(;c),Vx > r  >α .  
2 2

Έστω1ΐπιχ_>+<>ο /(χ) =  +οο. Τότε:

(Υε* > 0)(3rj >  0)(Vjc € A(f ) )x  >  r , =» f i x )  >  - ί .
€*

Έστω r0 =  max{rt n) .  Τότε για i* =  £  έχουμε Vr > r0 ότι gix) > 
| t~lf i x )  > §*_1£.δηλ.

(Vi > 0)(3ro > 0)(Vx € A i f ) )x  >ro=> gix) > -  o  lim g(x) =  +oo.
€ x —t+oo

Έστω τώρα 1άη*^.+00£(χ) =  +oo. Τότε:

(Vti > 0)(3r2 > 0)(Vx € A ( f ) ) x  > r2 => gix)  > —.
€l

Έστω r3 =  max{r,r2). Τότε για έχουμε Vr > r3 ότι / (* )  > |g (x ) >
Ι-Γ.δηλ.

(Vi > 0)(3r3 > 0)(Vx € A ( f ) ) x  >r3 => f i x )  > -  Jim ^/O c) =  +oo. 

Hii) αποδεικνύεται ανάλογα.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

3.26 Έστω /  : fft -*■ ZR και A c  R  ένα ανοιχτό διάστημα και ξ € Α. 
Αν / ι  είναι ο περιορισμός της /  στο Α, να αποδείξετε ότι η }\ 
έχει όριο στο ξ, αν και μόνον αν, η /  έχει όριο στο ξ και ότι: 
lim*-* / ( χ ) =  lim ,-? /ι(χ ).

3.27 Έστω f  : IR -* IR και Β c  1R ένα κλειστό διάστημα καιξ e Β. Αν / 2 
είναι ο περιορισμός της /  στο β. να αποδείξετε ότι η / 2 έχει όριο στο 
ξ, αν η /  έχει όριο στο ξ. Να αποδείξετε ακόμα ότι αν η / 2 έχει όριο 
στο ξ δεν συνεπάγεται ότι και η /  έχει όριο στο ξ.

3.28 Έστω A c  2R και / , g : Α -*■ 1R χα ιξ  e 1R σημείοσυσσωρεύσεως του 
Α  Υποθέτουμε ότι: /(* )  < g(x),Vx 6 A -  [ξ). Να αποδείξετε ότι:

3.29 Να αποδείξετε ότι lim u-or^2 =  O.jc > 0 χρησιμοποιώντας κατάλληλο 
θεώρημα.

3.30 Να εξετάσετε αν τα παρακάτω όρια υπάρχουν:

3.31 Έστω ξ σημείο συσσωρεύσεως του κοινού πεδίου ορισμού Δ δυο 
συναρτήσεων /  και g. Αν /(* )  =  I  και lim*-,* g(x) =  m, να
αποδείξετε ότι:

α) lim f { x )  =  +οο => lim #(jc) =  +οο.
χ-*ξ χ-*ξ

β ) lim g(χ) =  -οο  =» lim / (jc) =  — οο.
x->i °

or) lim min{f(x)yg(x)} = min{i,m).

β ) lim max[f(x),  g(*)} =  max{t, m ).

§ 3J6 ΜΕΡΙΚΑ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΑ ΟΡΙΑ

ο
*-*e X
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Απόδειξη

Θεωρούμε έναν κύκλο C με κέντρο Ο και ακτίνα 1. Υποθέτουμε ότι το 
τόξο ΑΒ του κύκλου σχηματίζει μια γωνία χ  ακτίνια (rad) με την ακτίνα στο 
Ο, όπου 0 < χ  < Υποθέτουμε επίσης ότι η εφαπτομένη του κύκλου στο A 
τέμνει την προέκταση της ΟΒ στο Q και Ρ είναι το σημείο τομής της κάθετης 
ΑΡ στην ΟΒ. Από την στοιχειώδη Τριγωνομετρία ξέρουμε ότι το μήκος της 
ΑΡ είναι το sinx και το μήκος της AQ είναι η tgx.

Από το σχήμα 3.2 έχουμε ότι:
Εμβαδό τριγώνου ΟΒΑ < Εμβαδό κυκλικού τομέα ΟΒΑ < Εμβαδό 

τριγώνου OQA  δηλ.

Παρατηρούμε ότι αν 0 < χ < \  τότεΟ < f  < f  < f  και άρα από την (1) θα 
έχουμε: 0 < sin-ξ < £. Συνεπώς για 0 < χ  < f  είναι cosx =  1 — 2sin1 % >

Αφού cos(—χ)  =  cosx και s in ( -x)  =  —sinx η (2) ισχύει επίσης και για

1 1 1 
- s inx < —χ < - tgx.

Έτσι αν 0 < χ  < | ,

sinx < χ  < tgx. (1)

2
1 — 2 ( |)  =  1 — και άρα από την (1) παίρνουμε:

si  αχ
χ

* Λ η  < 1,0 < χ  < —.
2 (2)
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< χ  < 0. Έτσι αν 0 < |* | <  §, τότε

1 — - χ 2 < cosx < —  < 1.
2 χ

Από το Θεώρημα των ισοσυγκλινσυσών συναρτήσεων έχουμε τότε ότι: 
= 1·

2. lim α* =  α ^ ,α  > 0, β  € R.%-*β

Απόδειξη

Αν a  =  1 τότε / ( jt) =  α* =  1 και ισχύει για κάθε χ.  Έστω α > 1. 
θεωρούμε πρώτα την περίπτωση β = 0. θ α  αποδείξουμε ότι για κάθε 
ακολουθία χ ν, ν € IN με χ ν -*■ 0 η / ( χ ν) = α χ* -+ α° =  1.

Γνωρίζουμε ότι l imai/v =  1. Έστω χ υ,ν  e IN μια μηδενική ακολουθία 
και € > 0. Διαλέγουμε ι* € Ν τέτοιο ώστε: α ι,νο -  1 < € και ι* € Ν  τέτοιο 
ώστε: |jcv| < Vv > ιμ. Για ν > νι θα έχουμε:

\ f ixv)  — 1| =  |of*’ — 1| =
a** — 1 < a lfl* — 1 < «, Χν > 0
1 — or*· <  a ' *  — 1 <  α ,/ι^ — 1 <  €, Χν <  0
0  <  €, Χν =  0

Αυτό συνεπάγεται ότι / ( χ ν) =  or*- —► I => lim,-*oar* =  1.
Έστω τώρα β φ  0. Αν χ ν, ν 6 IN είναι μια ακολουθία με χ ν -*■ β τότε 

Χν — β  —► 0 και σύμφωνα με τα προηγούμενα/ ( χ ν — β ) - *  1 =» a*’ -*■ α ρ. 
Τέλος αν 0 < a < 1 τότε £ > 1 και άρα („)* =  («)^ =  &■

3. =  β.

Απόδειξη

Επειδή χ  -*■ +οο θεωρούμε χ  > Ι.Έστω ακολουθία χ ν -> +οο. Θέτουμε 
[x„] =  kv. Από την σχέση

Μ  < χ < [x] +  1 =* kv < Χν < kv +  1

θα έχουμε:
1 1 1 -------- < --- < - -
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και επομένως

( ' * ε τ τ ) ' · - Κ ) ' = Κ )
*ν+1

Έχουμε όμως:

( · * Κ 7 ) " - ( · * Ε Ϊ Τ Γ · ( ' * Ε Τ 7 ) " e.\

και

Κ Γ - ( '4 Ϊ · Κ Η ·
Συνεπώς

, * . ( . + 1 )  · = *

που σημαίνει 0 x ilim ^ +00 (1 +  j)* =  e.

4. lim ( l  + —)* =  e*.
*->±00 V χ /

Απόδειξη

Για or =  Ο είναι προφανές. Για α φΟ  έχουμε:

= e'

5. lim - — -  =  I.x->0 χ

Απόδειξη

Για κάθε χ e IR θεωρούμε ν e IN τέτοιο ώστε ν > - χ , δηλ. ν +  χ  > 0. 
Τότε είναι 1+ * > Οκαιάρα (1 +  ^)ι< > 1 +  νΑ  =  l + χ,  από την ανισότητα 
του Bernoulli. Τότε όμως έχουμε:

e* =l im  ( l +  0  >lim(  1 + χ ) =  1 +  χ => <? > 1 + x , V x e l R .
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θέτοντας στην σχέση αυτή όπου χ το - χ  έχουμε: e~x > 1 -  χ  και για 
χ  € (—1,1) έχουμε e* < Επομένως

1 +  χ  < e* < <e* -  I <
χ -  1 (*)

Αν 0 < χ  < 1 η (★ ) δίνει 1 < ^ f 1 < 7-̂ 7 ενώ αν - 1  < jc < 01 > > yfy
από τις οποίες, επειδή limx_*> ~ 7  =  1, παίρνουμε ότι limz_^ — λ =  1.

6.

Απόδειξη

Η ανισότητα e* > 1 +  χ  αποδείξαμε προηγούμενα ότι ισχύει Vjt e R. 
Επομένως θεωρώντας jc > 0 και θέτοντας όπου χ  τον πραγματικό αριμό 
logx παίρνουμε:

4°** — χ  > 1 -f logx => logx < χ  — 1.

θέτοντας σ' αυτήν την σχέση όπου jcto *| παίρνουμε lo g \ <  *  -  1 logx >  
1 _  J δηλ.

1 — — < logx < χ  — 1, Vjc > 0. (1)
χ

Από την (1) βρίσκουμε αν χ  > 1 ότι j  < < 1 ενώ αν χ  < 1 ότι i  > >
1 από τις οποίες, επειδή limx^,\ \  =  1, παίρνουμε ότι lim*-,, =  1.

§ 3.7 ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΥΠΑΡΞΗ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ

Ας θυμηθούμε ότι αν A c  ]R τότε η συνάρτηση /  : Α -*■ R  θα λέγεται 
αύξουσα στο Α  αν για οποιαδήποτε j c , , jc 2  g Α με j c ,  < χ2 έχουμε / ( jc, )  < 
/ (jc2). Η συνάρτηση /  θα λέγεται γνήσια αύξουσα στο Α  αν για οποιαδήποτε 
χχ,χ2 €  Α με χχ < χ2 έχουμε / ( jc , )  < f ( x 2). Παρόμοια η συνάρτηση 
g : A - * ■  I R  θα λέγεται φθίνουσα στο Α  αν για οποιαδήποτε jc1 ( χ %  g  Α με 
j c ,  < X2 έχουμε g(xt) > g(xz)· Η συνάρτηση g θα λέγεται γνήσια φθίνουσα 
στο Α  αν για οποιαδήποτε j c ,  ,  jc2  € Α με j c ,  < jc2  να έχουμε g ( jc ,  ) > # ( jc 2 ) .

Αν μια συνάρτηση είναι ή αύξουσα ή φθίνουσα στο Α  τότε λέμε ότι είναι 
μονότονη στο Α  Αν είναι ή γνήσια αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα στο Α  τότε 
λέμε ότι είναι γνήσια μονότονη στο Α Επίσης αν η /  είναι αύξουσα στο Α 
τότε η — /  είναι φθίνουσα στο Α και αντίστροφα.

Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με κριτήρια που αφορούν την 
ύπαρξη του ορίου. Στο πρώτο Θεώρημα θα δούμε ότι το φραγμένο και το
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μονότονο μιας συνάρτησης (όπως και στις ακολουθίες) εξασφαλίζουν την 
ύπαρξη του ορίου.

θεώρημα 3.47 'Εστω f : (α, β) —► R μια αύξουσα συνάρτηση. Αν η f  
είναι άνω φραγμένη από έναν αριθμό Μ, τότε υπάρχει το lim*^ _ f(x) < Μ. 
Αν η f δεν είναι άνω φραγμένη τότε f(x) =  +οο.

Απόδειξη

Το φράξιμο της /  συνεπάγεται την ύπαρξη του supremum 

sup{/(*): χ  € (α, β)} =  sup f ( x )  = ί  < Μ.
·*€ (β,0

Συνεπώς /(* )  < l , V x e  (α, β) και για τυχαίο e > 0 υπάρχει χι e (α, β) 
τέτοιο ώστε:

ί - €  < /(jCj) <1.

Αφού η /  είναι αύξουσα Θα έχουμε ότι αν δ =  β - χ χ και 0 < β -  χ  < δ, τότε 
jtj < χ < β  έτσι ώστε:

ί - (  < f ( x  ι) < f i x )  < ί.

Επομένως | f i x )  - 1 \ < ς  όταν 0 < β -  χ < 8 δηλ. όταν β - δ < χ  < β  που 
σημαίνει ότιΐΐπ ΐχ-^- f i x )  =  £.

Έστω τώρα ότι η /  είναι αύξουσα και όχι άνω φραγμένη. Τότε για τυχαίο 
Μ υπάρχεις € (α, β) τέτοιο ώστε: /(* ι)  > Μ, και επειδή η /  είναι αύξουσα 
Θα έχουμε:

Μ  < f i x ι) < f i x )  για χι < χ < β.

Αυτό όμως σημαίνει ότι: 1ΐιηΛ_^_ f i x )  =  +οο. ·

Θεώρημα 3.48 Έστω f : (α, β) —► R μια αύξουσα συνάρτηση. Αν η f  
είναι κάνω φραγμένη από έναν αριθμό m, τότε υπάρχει to limx_>a+ f (x) > m. 
Αν η f δεν είναι κάνω φραγμένη τότε lim*-*, + f (χ) =  -οο .

Η απόδειξη παραλείπεται γιατί είναι εντελώς ανάλογη με αυτήν του 
Θεωρήματος 3.47.

Παρατήρηση 3.49

Στα προηγούμενα Θεωρήματα 3.47 και 3.48 μπορεί α = - οο  ή β =  +οο 
ή ακόμα και α =  -ο ο  και β = +οο.
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Ανάλογα Θεωρήματα ισχύουν και όταν η /  είναι φθίνουσα. Η διατύπωσή 
τους και η απόδειξή τους αφήνεται για άσκηση.

θ α  αναφέρουμε συνοπτικά τα συμπεράσματα. Έστω ί  \ (α ,β )  —► R μια 
μονότονη συνάρτηση. Τότε:

lim  f(x)*-+β- =  sup f(x) αν η f είναι αύξουσα

lim  Κχ) χ-*β— =  in f f(x) αν η r είναι φθίνουσα

lim f(x)χ-*α+ =  in f f(x) αν η r είναι αύξουσα

lim f(x) =  sup f(x)
κ(α,β)

αν η f είναι φθίνουσα

Το επόμενο θεώρημα λέει ότι μια μονότονη συνάρτηση έχει πλευρικά 
όρια σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της. Πιο συγκεκριμένα στην 
περίπτωση αύξουσας συνάρτησης /  έχουμε το ακόλουθο:

θεώρημα 3.50 Αν μια συνάρτηση είναι αύξουσα στο κλειστό διάστημα 
[α, β]% τότε υπάρχουν τα όρια lim*-.c-  f(x) και lim*-c+ f(x) σε κάθε σημείο 
c € (or, β) και ικανοποιούν τις ανισότητες:

lim f(x) < f(c) < lim f(x).

Επίσης τα όρια lim*-*a+ f(x) και lim,_^_ f(x) υπάρχουν και ικανοποιούν τις 
ανισότητες:

f(a) < lim f(x), lim f(x) < ί(β).*-+<*+ χ-*β-

Απόδειξη

Προκύπτει άμμεσα από τα θεωρήματα 3.47 και 3.48 αρκεί να παρατη
ρήσουμε ότι η /  είναι αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα [a, c] και [c, β].

Το επόμενο βασικό θεώρημα, που αφορά την ύπαρξη του ορίου, είναι 
αντίστοιχο με το θεώρημα 1.79 που αφορά ακολουθίες και είναι γνωστό ως 
κριτήριο του Cauchy για συναρτήσεις

θεώρημα 3.51 (Κριτήριο του Cauchy) Έστω ξ e R σημείο συσσωρεύ* 
σεωςτου πεδίου ορισμού Δ(ί) μιας συνάρτησης f. Τότε αναγκαία και ικανή 
συνθήκη για να υπάρχει το όριο της f στο ξ είναι:

(Vc > 0)(3a > 0)(Vxi, Χ2 €  Δ(Γ))0 < |χ, -  ξ\ < 8 ,0 < |χ2 -  £| < S
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=> |f(xi) -  f(X2)| < €.

Απόδειξη

Έστω lim *^ /(x )  =  £. Τότε για κάθε e > Ο, υπάρχει δ > Ο τέτοιο 
ώστε όταν 0 < |χ — | |  < ό να ισχύει: |/(* )  — 1\ < e. Συνεπώς υπάρχουν 
* ι>χζ € Δ (/)  με 0 < |^ι —1| < ί, ο < \χι - £| < 5  τέτοια ώστε:

Ι / ( * 0 -  < | < |  και ! / ( * * ) - * | < | .

Αλλά

Ι /(* ι) -  /(*2>| = |{/(*ι) -€} + {* -  /(*2)}| < |/0c) -έ |  + |/(*2) - * Ι  < «

που αποδεικνύει ότι η συνθήκη είναι αναγκαία.
Αντίστροφα, θα αποδείξουμε ότι η συνθήκη είναι και ικανή. Δηλαδή αν 

η συνθήκη ικανοποιείται, τότε το /(x )  υπάρχει. Έστω ακολουθία 
χν, υ e W χ ν e  Δ ( /)  — { |} με χ ν -*■ ξ . Αυτό σημαίνει ότι για κάθε δ > 0, 
υπάρχει voe Ν  τέτοιος ώστε:

0 < \χν —1| < 5, Vv > υ0·

Αν > ν0 και ι^ >  ι ^ μ ε ι^ , ι ^ β Ν θ α  ισχύουν

°  < Κ , - | |  < £ και 0 <  1 ^  —1| < δ.

Από την υπόθεση τότε θα έχουμε:

Ι / ( ^ ) - / ( ^ ι ) Ι  <«·

Αυτό σημαίνει ότι η ακολουθία /C O , ν 6 W η αντίστοιχη της χ ν, υ € IN, 
είναι ακολουθία του Cauchy και άρα συγκλίνει.

Έτσι λοιπόν έχουμε αποδείξει ότι για οποιαδήποτε ακολουθία χ^ -*■ |  
υπάρχει το l imf(xv). Αυτό σημαίνει αυτόματα, από το Θεώρημα 3.3 ότι 
όλα αυτά τα όρια l imf(xv) που αντιστοιχούν σε όλες τις διαφορετικές 
ακολουθίες που τείνουν στο |  είναι ίσα μεταξύ τους. Αυτό συνεπάγεται ότι 
το lim ^ f  f ( x )  υπάρχει. ·

Αντίστοιχα θεωρήματα έχουμε και για τις περιπτώσεις που |  =  +οο ή 
-οο. Τα αναφέρουμε χωρίς απόδειξη, μιας και αυτή είναι ανάλογη με την 
προηγούμενη.
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θεώρημα 3.52 (Κριτήριο του Cauchy) Έστω το +οο (αντίστοιχα -οο) 
είναι σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισμού Δ(ί) μιας συνάρτησης f. 
Τότε αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι:

lim f(x) =  I  (ανίστοιχα lim f(x) =  ί)*-►+00 *-► — 00

είναι:
(Ve > 0)(3r > 0)(V*i, *2 6 Δ(())χι > r, Χ2 > r 

(αντίστοιχα x, < - r ,  χ2 < - r )  => |f(x,) -  f(x2)| < ε.

Παρατήρηση 3.53

Το θεώρημα 3.51 συνήθως στις εφαρμογές χρησιμοποιείται αρνητικά, 
δη λ. για να αποδείξουμε ότι το όριο μιας συνάρτησης σε κάποιο σημείο δεν 
υπάρχει. Αρκεί να αποδείξουμε την άρνηση της συνθήκης που είναι:

(3ε > 0)(Vi5 > 0)(3*„ χ2 € Δ (/))0  < |χ, -  ξ\ < δ, Ο < |λ* -  ξ\ < δ

=> Ι / ( * ι ) -  /(Χΐ)\ > ε.

Παράδειγμα 3.54

Ας αποδείξουμε με την βοήθεια του κριτηρίου του Cauchy ότι το 
lim*-,ο cos f  δεν υπάρχει. Έστω ε =  1 και δ > 0. Τότε υπάρχει k e Ν
τέτοιο ώστε k > -L. Έστω Χι =  j r  και Χι ~  5*+!· Τότε 0 < χ\ < δ και 
0 < λ* < δ, αλλά

\/(Χι)  — f(xi)\  =  | cos2for — cos(2Jfc +  1)π| =  2 > ε.

Συνεπώς η / ( χ ) =  cos j-.x ψ 0 δεν ικανοποιεί το κριτήριο του Cauchy και 
άρα δεν έχει όριο στο 0.

Παράδειγμα 3.55

Έστω / :  (0.1) —*■ /R που ικανοποιεί την συνθήκη:

Ι / ( * ι )  -  /( Χ ι) \ <  S y /ix T -x T ], VX1 .X2 6  (0, 1).

Τότε το 1ΐιηΧ_,,_ /(χ )  υπάρχει. Πραγματικά* θα αποδείξουμε ότι η /  ικανο
ποιεί το κριτήριο του Cauchy. Έστω x, ,x2 e (0,1) με x, < χ2. Τότε:

Ι / (* ι)  ~  / ( χ 2)| < 5y/ |x j  -  χ 2| =  5^X2 -  χι < 5 ^ 1  -Χ ι·
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Αν λοιπόν 0 < 1 — χι < δ τότε και 0 < I —χζ < δ. Διαλέγοντας δ =  §; 
έχουμε:

Ι/(*ι) -  / ( * 2>Ι < V I - * ι  < 5 ^ ^

§ 3.8 ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 3 * 1 11

------------------ ------------------------------------------------------- Σωστό ή λάθος;

1 Αν f {x)  =  t  τότε /(£ )  =  l.

2 Αν /(* )  =  g(*) για όλους τους πραγματικούς εκτός από το Q, και
linW o /(·*) =  I  τότε lim^otfC*) =

3 Για πολυωνυμικές συναρτήσεις τα όρια από αριστερά και από δεξιά πάντα
υπάρχουν και είναι ίσα.

4 Αν η /  δεν ορίζεται για χ = ξ τότε το limx_>£ f ( x )  δεν υπάρχει.

5 Αν Umx_>? f ( x )  =  +οο x a i l i m ^  g(x) =  +οο τότε1ΐιηΧ_^[/(Λ) -  #(*)] =

6 Αν |/(* ) | =  ι  τότε κα ιlimx_^ f ( x )  = i .

7 Έστω |/(x ) | < Μ , Ί χ  e  Δ ( /)  και το l im ,^  f ( x )  δεν υπάρχει. Αν
hm^ f  *(■*) =  Οτότε limx^ t [/(jc).^(jc)] =  0.

8 Αν 1 ΐιη ,-* /(χ ) =  ί γ και Iinu->f g(x) =  ίχ και f ( x )  < g(x),Wx τότε
ι 1 < Ιχ·

9 Αν f a x )  < f a X) < f a X) y x  και f a x )  -  limx̂ ? f a x )  ~  £ τότε
και lun*^ f a x) =  t

10 Αν τα Umx_>? /(* ) , limx^  g(x ) δεν υπάρχουν τότε και το l im ^ . [/(χ)  +
g{.x)i δεν υπάρχει. Επίσης και to  limx_ f l f (x)g(x)]  δεν υπάρχει.

11 Αντ ο ^ Χεί ^  / {χ)  και TO t W  -  *(*)] τότε υπάρχει καιο V*/ ·

12 f  °  (W > 0)(3δ > 0)(Vx € Δ(Λ )°  < I* - I I  < € =»

13 limx^ /(*)== (Ve >Q)(3S > 0 ) :  l/(jc) — £| < e => 0 <  | * - £ | < S .
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14 lim ,-* f { x )  =  l  =► (3Λ/ > 0)(3S > 0): | / ( jc) |  < Μ  αν 0 < | * - | | <

Α ΣΚ Η ΣΕ ΙΣ_________________ ____________________________ ’

3-32 Δίνεται η συνάρτηση f i x )  =  3 ^ - 6 *  + 8 +  2y / T ^ 2 . Να βρεθούν τα 
σημεία συσσωρεύσεως και τα μεμονωμένα σημεία του Δ (/) .

333 Να αποδείξετε ότι: 1ώη*_>3 J L  =  ι.

334  Υπάρχει το limx_,o f i x )  όπου

/ ( χ ) = ί Ο0ί¥ .  χ * ° ·  
η )  jo, * = 0’

335 Να αποδείξετε ότι τα παρακάτω όρια δεν υπάρχουν:

α) lim /ρ—•*“♦0 χ

0) lim /(* )  όπου Ωχ) =  Ι χ2' x e Q  
χ-*  J2 jc — 1, λ 6 I R - Q

336  Για ποιές τιμές των α και β ισχύει η ισότητα:

. ί ? » ( ' / ι 1 - 2 , + 5 - “ - ^ ) = 1·

337  Να υπολογίσετε το

lim (Vfcc1 +  2x+ 1 -  y/x1 +  l ) , * €  R .

338 Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια, εφόσον αυτά υπάρχουν:

α) lim jcI*T β) lim ----- -*-►+00 γ)  lim
e Vx

*-K)+ 1 ·+■ e  */·* *-*ο 1 +  e*/·*

339 Για δοσμένο € > Ονα βρεθεί Μ  > Οτέτοιο ώστε:

9χ + 4
3 χ -  1

— 3 < € αν Μ  < χ.

Ποιο συμπέρασμα σχετικά με το όριο αποδεικνύεται μ’ αυτό;
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3.40 Έστω / :  (χ -  α, χ  +  α) ZR, α > 0. Να αποδείξετε ότι:

lim / ( χ  + Λ) = έ => lim{/(x + Λ) — / ( χ  — Λ)} = 0.
Λ-+0 Α—►Ο

Θεωρώντας την συνάρτηση

να αποδείξετε ότι δεν ισχύει το αντίστροφο.

3.41 Αν /(* )  = α + ( β -  α) lim ̂ +00 sgn(sin2v !ttjc) τότε να αποδείξετε ότι:

f i x )  = x e  Q 
x e I R - Q

3.42 Να αποδείξετε ότι:

Um
*-*·+» \x\cOS-

=  1.

3.43 Έστω / :  (α, β) 1R μια αύξουσασυνάρτηση στο (α, β ) κα ια  < χ, < 
λ2 < β. Να αποδείξετε ότι:

lim f i x )  < lim f i x ) .Χ—*Χΐ + X-WCj-

3.44 Εφαρμόζοντας την Παρατήρηση 3.49 να υπολογίσετε τα:

inf{— * e  JR} και sup e  ( - ο ο ,  2) U (2 , + o o ) j

3.45 Αν lintx^.+0Qf ix )  =  ί  και /(υ )  =  α„, υ e  W, τότε να αποδείξετε ότι 
lim av =  έ.

Με την βοήθεια της συνάρτησης f i x )  =  i  +cos2nx, χ > 1 να εξετάσετε 
αν ισχύει το αντίστροφο.

3.46 (Ασυμπτωτική ισοδυναμία) Έστω f g : A - * l R .  Αν υπάρχει Μ > 0 
τέτοιο ώστε | f i x )  \ < M \gix)) |, V* e Α τότε λέμε ότιη /  είναι Ο μεγάλο 
ως προς τ ψ  g και γράφουμε /  =  Oig). Αν # (jc) ^  0, V* € Α — {|} 
και lim *^ =  1, τότε λέμε ότι οι /  και g είναι ασυμπτωτικά 
ισοδύναμες όταν χ  -► ξ και γράφουμε /  ~  g όταν χ  -*> ξ. Αν
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=  0, τότε λέμε ότι η /  είναι ο μικρό ως προς 
γράφουμε /  =  o(g). Να αποδείξετε ότι:

a)sinx  =  0(χ)  fi)cosx — 1 =  0(χ)  όταν χ  —►

y ) s i n x  ~  π  όταν χ  -+ 0  δ) χ 1 +  1 ~  χ  όταν jc —►

τη g και 

0

+οο.
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συνέχεια συνάρτησης

§ 4 1  ΓΕΝΙΚΑ

Η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης είναι πολύ σημαντική, όχι 
μόνο από καθαρή μαθηματική σκοπιά για την μελέτη των πραγματικών 
συναρτήσεων, αλλά και από τον δεσπόζοντα ρόλο που παίζει σε πολλές 
εφαρμογές συην Φυσική καιτη Μηχανική. Διαισθητικά η έννοια της συνέχειας 
συνδέεται με την γεωμετρική έννοια της αδιάκοπα συνεχιζόμενης ευθείας 
γραμμής ή καμπύλης.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε την έννοια της συνέχειας και θα μελε
τήσουμε τις βασικές ιδιότητες με την βοήθεια των ιδιοτήτων που μάθαμε για 
τις συγκλίνουσες συναρτήσεις. Ειδικότερη βαρύτητα θα δοθεί στις ιδιότητες 
των συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται σε κλειστό και φραγμένο διάστημα.

§ 42 ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

Ορισμός 4J. Μια συνάρτηση f θα λέγεται συνεχής στο σημείο ξ € Δ(Γ), 
αν και μόνον αν, για κάθε θετικό αριθμό €, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για
όλα τα χ e Δ(Ι) με |χ — £ | < <5 να έχουμε |f(x) — f(£)| < e.

Συμβολικά

f συνεχής στο ξ e Δ(ί) (V* > 0)(36 > 0)(Vx e Δ(ί))|χ — £| < &

=H f(*) - « £ ) l  < € ·

Ορισμός 42 Μια συνάρτηση Γθα λέγεται συνεχής στο Δ(ί)αν αυτή είναι 
συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της. Επίσης μια συνάρτηση f 
θα λέγεται συνεχής σε ένα σύνολο A c  Δ(ί), αν ο περιορισμός της στο A 
είναι συνεχής σε κάθε σημείο του Α. Μια συνάρτηση που δεν είναι συνεχής 
θα λέγεται ασυνεχής.

Παρατήρηση 43
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Συγκρίνοντας τον Ορισμό 4.1 με τον Ορισμό 3.16 βλέπουμε ότι αυτοί 
στην βασική τους δομή είναι όμοιοι. Ας επισημάνουμε όμως μερικές βασικές 
διαφορές:

α) Στο 0 q i o  έχουμε0 < \χ -  t\ < δ, δηλ. χ Φ ξ ενώ στην συνέχεια έχουμε 
|jc — £| < δ, δηλ. ο ολισμός ισχύει και για χ =

β) Α ντί το ν ί που είχαμε στο όριο, στην συνέχεια έχουμε το f i t ) .  Πρέπει 
λοιπόν απαραίτητα για την συνέχεια η συνάρτηση να ορίζεται στο ξ. Έτσι 
λοιπόν δεν έχει νόημα να μιλάμε για συνέχεια ή ασυνέχεια μιας συνάρτησης 
σε σημεία που δεν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της.

γ) Σ τον ορισμό του ορίου πρέπει οπωσδήποτε το ξ να είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Δ (/) , και άρα μπορεί να μην ανήκει στο Δ( / ) ,  ενώ στην 
συνέχεια αυτό δεν είναι αναγκαίο. Μπορεί μάλιστα το ξ να είναι μεμονωμένο 
σημείο του Δ (/) . Αυτό μας οδηγεί στα επόμενα Θεωρήματα:

θεώρημα 44 Αν f : Δ(ί) -► R, Δ(ί) c  R και £ e Δ(ί) είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Δ(0, τότε η f είναι συνεχής στο £, αν και μόνον αν, 
l im ^ f ix )  =f(£).

Απόδειξη

Έστω ότι η /  είναι συνεχής στο ξ. θ α  αποδείξουμε ότι ΙϊηιΧ_ ξ f i x ) =  
/ ( ξ) .  Αφού η /  είναι συνεχής στο το / (£ )  υπάρχει καιείναι ένας ορισμένος 
πραγματικός αριθμός. Επί πλέον ισχύει:

(V* > 0)(3δ > 0)(Υ* e Δ (/)) |χ  -  ξ\ < δ => \ / ( χ)  - / ( $ ) | < € .

Τότε προφανώς ισχύει και

(Vi >0)(3δ > 0)(Υχ € Δ ( / ) ) 0 <  | χ - $ |  < δ=> \/(χ)  _ / ( £ »  <

Αυτό όμως από τον ορισμό του ορίου στο ξ € Δ ( / )  σημαίνει ότι 
Ιίηΐχ^ξ f ( x )  =  f i$) .

Αντίστροφα, αν limx^ f i x )  =  f i t )  τότε θα αποδείξουμε ότι η /  είναι
συνεχής στο £ £ Δ ( /) . Σύμφωνα με το ορισμό του ορίου, αφού το f i t )  
υπάρχει, θα έχουμε:

(Vi > 0)(35 > 0)(V* € Δ ( / ) )0  < \χ - 1\ < δ =» |f i x )  -  f ( t )I < i.

Αλλά για λ =  £ θα έχουμε | f i x ) -  f i t )  | =  0 < i  με οπουδήποτε € > Οκαιμε 
οποιοδήποτεδ > 0, αφού |* - 1| =  0 < δ. Αρα

(Vt > 0)(3ί > 0)(V* € Δ (/))|*  -  $| < <5 =» \ f ix)  -  f i t )I < i

πράγμα που σημαίνει ότι η /  είναι συνεχής στο t  € Δ (/). ·
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θεώρημα 4^ Αν f : Δ(ί) -> R, Δ(ί) c  R και |  G Δ(0 είναι μεμονωμένο 
οημείο του Δ(ί), τότε η /  είναι συνεχής στο ξ.

Απόδειξη

Από τον ορισμό του μεμονωμένου σημείου έχουμε ότι υπάρχει δ > 0 
τέτοιο ώστε:

Ν*(ξ) Π Δ ( / )  =  {χ : 0 < \χ - 1| < 5} η  Δ (/)  =  0.

Άρα έχουμε για οποιοδήποτε € > 0 ότι | / (χ )  -  / ( ξ ) |  < € για όλα τα 
χ € Ν , ( ξ ) Π Α ( / ) = { χ :  Ι χ - ξ \ < δ } Π Α ( / ) = { ξ ) .  .

Παρατήρηση 4.6

Γνωρίζουμε ότι οποιοδήποτε σημείο ξ 6 Δ ( / )  θα είναι ή μεμονωμένο ή 
σημείο συσσωρεύσεως του Δ (/). Γι' αυτό τα θεωρήματα 4.4 και4Δ απαιτούν 
προσοχή στην εφαρμογή τους.

Παράδειγμα 4.7

Έστω /  : {0} -> JR με / ( χ ) = 1. Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 
0 e {0} =  Δ(/) .  Πραγματικά- έχουμε | / (χ )  -  /(0 )| =  |1 -  1| =  0 < ε,για 
όλα τ α χ  € Ns(0) Π Δ ( / )  για οποιοδήποτε € > 0 και δ > 0. Το Θεώρημα 
4.4 σ’ αυτήν την περίπτωση δεν εφαρμόζεται αφού το 0 δεν είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του {0} καιδεν έχει έννοια το l imx^,0f (  χ).

Από το Παράδειγμα αυτό φαίνεται ότι είναι λαθεμένη η στενή αντίληψη 
που συνήθως επικρατεί για την συνέχεια, ότι μια συνάρτηση είναι συνεχής 
σε ένα σημείο, αν και μόνον αν, το όριο της συνάρτησης ισούται με την τιμή 
της συνάρτησης σ' αυτό το σημείο.

Παράδειγμα 4JI

Έστω / :  IN -*■ R  με / ( χ )  = λ. Τότε η /  είναι συνεχής από το Θεώρημα 
4.5, αφού κάθε σημείο του IN είναι μεμονοομένο.

Παράδειγμα 4.9

Έστω /  : IR -*■ 1R με / ( jc) =  χ 2. Τότε η /  είναι συνεχής. Για να το 
αποδείξουμε, αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής σε οποιοδήποτε ξ e IR 
με την βοήθεια του Ορισμού 4.4. (Προφανώς αυτό το τυχαίο ξ είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Δ ( / )  =  IR.) Εργαζόμαστε ως εξής, έχοντας υπόψη και 
τα σχετικά περί συγκλίσεως:

= \χ1 - ξ 2\ = \ χ - ξ \ \ χ + ξ \ = \ χ - ξ \ \ ( χ - ξ )  + 2ξ\

< | j r - * | ( | * - $ | + 2 | £ | ) < W  +  2|!D
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για όλα τα χ  € IR με \χ — £| < δ. Χωρίς να κάνουμε την τελική εκλογή του 
δ, ας θεωρήσουμε δ < 1. Τότε δ2 < δ και συνεπώς δ{δ +  2\ξ\) < 5(1 +  2 |||) . 
Επειδή θέλουμε \ /{χ) - / ( ξ ) \  <€,  για οποιοδήποτε € > 0, αρκεί να πάρουμε

Παράδειγμα 4.10

Έστω / :  IR -*■ IR με

και σύμφωνα με το θεώρημα 4.4 η συνάρτηση είναι συνεχής στοΟ.

Παρατήρηση 4.11

Ο Ορισμός 4.4 της συνέχειας, γνωστός ως ορισμός του Cauchy, μπορεί 
να παραφραστεί στις ακόλουθες δυο ισοδύναμες μορφές:

I) Μια συνάρτηση f θα λέγεται συνεχής στο σημείο ξ € Δ(ί) αν για 
δοσμένο ί > 0, υπάρχει δ > 0 με την ιδιότητα ότι το f(x) ανήκει στην 
περιοχή N«(f(£)) για όλα τα χπου ανήκουν στο Δ (Ι)  Π  Ν«(ξ).

Η) Μια συνάρτηση f θα λέγεται συνεχής στο σημείο ξ € Δ(ί) αν για 
δοσμένο t  > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε: |f(£ +  h) — f(£)| < e για όλους 
τους πραγματικούς αριθμούς h με την ιδιότητα ξ + h € Δ(ί) και |h| < δ.

Παρατήρηση 4.12

Η συνέχεια μιας συνάρτηση /  στο σημείο ξ € Δ ( / )  ερμηνεύεται γεωμε
τρικά ως εξής:

Έστω y =  / ( χ )  μια συνάρτηση και ξ e Δ ( /)  ένα σημείο στο οποίο η /  
είναι συνεχής. Σύμφωνα με τον ορισμό θα έχουμε

(Vt > 0)(3ί > 0)(V* € Α(/ ) ) \χ  - ξ \ < δ = >  \/(χ) -  / (ξ ) \  <

6ηλ. Vjc e Δ ( /)  μ ε ξ —5 < ; τ < £  +  όνα ισχύει

Αυτά σημαίνουν τα εξής:
Το σημείο (ξ, /(ξ))  είναι εντελώς καθορισμένο, και για τις τιμές του χ  

από το διάστημα (ξ - δ , ξ  + δ) αντιστοιχούν σημεία της / ,  που βρίσκονται

/ ( x ) = \ xs in*’ χ * °
J ’ \ θ ,  jc = 0

Το 0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( / ) .  Συνεπώς έχουμε:

» - ΐ :

m - e <  f i x )  < / ( £ )  +  *.
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στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Όταν το χ  πλησιάζει το £ το /(* )  πλησιάζει το 
/ ( | ) ,  δηλ. οι διαστάσεις του ορθογωνίου μπορούν να γίνουν οσοδήποτε 
μικρές. Αυτό σημαίνει ότι το τμήμα της καμπύλης που βρίσκεται μέσα στο 
ορθογώνιο ΑΒΓΔ είναι μια συνεχόμενη γραμμή.

Σχήμα 4.1

Επίσης μπορούμε να ορίσουμε την συνέχεια μιας συνάρτησης /  σε ένα 
σημείο ξ € Δ ( / )  από αριστερά ή από δεξιά. Έτσι έχουμε:

Ορισμός 4.13 Μια συνάρτηση f θα λέγεται συνεχής στο σημείο ξ € A(f) 
από αριστερά (αντίστοιχα από δεξιά), αν και μόνον αν, για κάθε θετικό 
αριθμό ε, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για όλα τα x € Δ(Ι) με ξ — δ < χ < ξ 
(αντίστοιχα ξ < χ < £  +  <$) να έχουμε |f(x) -  f(£)| < <f.

Παρατήρηση 4.14

Αν το I  € Δ (/)  είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( / )  από αριστερά 
(αντίστοιχα από δεξιά) τότε η /  θα είναι συνεχής στο ξ από αριστερά 
(αντίστοιχα από δεξιά) αν και μόνον αν, limx^ - f ( x )  = / ( ξ )  (αντίστοιχα 
limx^ + f ( x )  = / ( £ ) ) .

Αν το ξ e Δ (/)  είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( / )  και η /  είναι 
συνεχής και από αριστερά και από δεξιά στο ξ, τότε είναι συνεχής στο ξ.

Αν το Δ ( / )  =  [or, β\  τότε όταν λέμε ότι η /  είναι συνεχής εννοούμε ότι 
η /  είναι συνεχής V* e (α,β),  συνεχής από δεξιά στο α  και συνεχής από 
αριστερά στο β.



214 Σ  ΥΝΕΧΕ1Α ΣΥΝ ΑΡΓΗ ΣΗΣ

'Οπως και στο όριο υπάρχει και για τη συνέχεια ο ορισμός με την βοήθεια 
των ακολουθιών, γνωστός ως ακολουθιακός ορισμός της συνέχειας.

Ορισμός 4.15 Έστω f : Δ(1) -► R, Δ(Ι) c  R και ξ € A(f) σημείο 
συσσωρεύσεως του Δ(ί). Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ e Δ(ί) αν και 
μόνον αν, για κάθε ακολουθία χ , , υ ε Ν  από το Δ(ί) με χ„ ->· ξ, η αντίστοιχη 
ακολουθία των τιμών της συνάρτησης f(x„), ν € Ν συγκλίνει στο f(£).

Συμβολικά

f  συνεχής στο ξ € Δ(Γ) ο· (Vx,, ν e Ν,χ^ € A(f),xv -► ξ)

=> f(x„) ί(ξ).

θεώρημα 4.16 Οι ορισμοί 41 και 4.15 είναι ισοδύναμοι.

Απόδειξη

41 =» 4.15 Έστω ότι η /  είναι συνεχής στο ξ € Δ ( / )  και χν, ν € IN 
τυχαία ακολουθία με χ ν -♦ ξ. Από την σύγκλιση της χ ν, ν e IN έχουμε ότι:

(W  > 0)(3η, 6 A/)(Vv 6 !Ν)ν > vQ => | .τ „ - ξ | < <f*.

Διαλέγουμε σαν * · το δ που δίνει ο ορισμός 4.1. Τότε για αυτό το δ υπάρχει 
vn e Ν τέτοιος ώστε για κάθε ν > ν0 θα έχουμε: \χν - ξ \  < δ. Από τον ορισμό 
4.1 έχουμε:

(V« > 0)(3η> € N)(Vv € ΙΝ)ν > ν0 => \ / ( χ ν) -  /(£ )| < € 

που σημαίνει ότι lim f i x ») =  /(ξ).

4.15 =» 41 Ας υποθέσουμε ότι ισχύει ο ορισμός 4.15 και η /  δεν είναι 
συνεχής στο ξ. Τότε θα ισχύει η άρνηση του ορισμού 4.1, δηλ.

(3t > 0)(V5 > 0)(3x € Δ ( /) ) |υ — ξ | < δ => \ / ( χ ) ~  / ( | ) |  >*. (1)

Αφού η (1) ισχύει για κάθε δ > 0 παίρνουμε ως δ =  i .  Προκύπτει τότε ότι 
υπάρχει ακολουθία χ ν, ν € IN με χν n Δ(/)  για την οποία έχουμε:

| j r w -? |< · ^  και !/(*-) - /(£)| > e , Vv e  W.

Η πρώτη ανισότητα δείχνει ότι*,, -> ξ ενώ η δεύτερη ότι η f ( x v), ν e IN δεν 
συγκλίνει στο / ( ξ ), που είναι άτοπο, αφού υποθέσαμε ότι ισχύει ο ορισμός 
4.15. ·
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________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι η στεθερή συνάρτηση f(x) =  c και η ταυτοτική 
f(x) =  χ, είναι συνεχείς στο R.

Απόδειξη

Θα αποδείξουμε την συνέχεια στο τυχαίο ξ € 1R. Για την / ( χ )  =  c έχουμε 
ότι και /(£ )  =  c. Τότε Ve > 0 ισχύει | / ( χ )  -  / (£ ) |  = 0  < €, Vx, ξ e JR. Αν 
λοιπόν πάρουμε ως δ οποιονδήποτε θετικό αριθμό τότε Vx e JR με [jc—ξ7! <8  
θα έχουμε \ /(χ)  -  / ( ξ ) |  < ε και συνεπώς η / ( χ )  =  c είναι συνεχής Vx e IR. 

Για την f ( x )  = χ  πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(V* > 0)(3δ > 0)<yx e Δ ( / )  =  ZR)|jc -  £| < δ =» |f ( x )  -  / (ξ ) \  < €.

Αλλά | f {x)  -  / ( | ) |  = \ χ - ξ \ .  Επομένους αρκεί να πάρουμε δ =  €.

2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) =  ^/χ, χ > 0 είναι συνεχής. 

Απόδεξη

Αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής στο τυχαίο ξ € [0, +οο). Πρέπει 
να αποδείξουμε ότι:

(Ve > 0)(35 > 0)(y* 6 [0, + οο))|*-£ | < δ => | / ( jc) - / ( | ) |  =  VFl < *· 

α) Έστω ξ > 0. Τότε

Ι / ( * ) - / ( ί ; ) Ι  =  Ι ν ^ - 7 ί ΐ  = \ * - ξ \  
ν Τ  '

Επειδή θέλουμε να ισχύει ^  < e για όλα τα jc € [0, +οο) με |jc -  ξ | < δ, 
αρκεί να πάρουμε δ =  e^/f.

β) Έ σ τω | =  0. Τότε πρέπει να αποδείξουμε ότι: \*/χ — 0| < € για όλα τα 
χ  € [0, +οο) με )λγ - 1| < δ . Αρκεί να πάρουμε δ =  ε2.

λ  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f(x) =  ί  Χ' χ  β1*'0?
I χ  άρρητος

είναι συνεχής μόνο για χ =  0.
Απόδεξη

Για χ =  0 είναι /(* )  =  0. Για να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής στο 0 
αρκεί να αποδείξουμε ότι limx-+of(x) = /(0 ) =  ο ή ότι για κάθε ακολουθία
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x v, v  e IN με χ „ Ο =* f ( x v) -> 0. Έστω ρ ν, ν e W τυχαία ακολουθία
ρητών με ρ ν -> 0. Τότε / ( p y) =  -> 0. Έστω αυ,ν e IN τυχαία ακολουθία
άρρητοί με α ν -> 0. Τότε / ( α ν) =  0 -► 0.

Ας θεωρήσουμε τώρα τυχαία ακολουθία χ ν, ν € IN με χ ν -> 0. Τότε 
f ( x v) -*  0, γιατί αν πάρουμε τις δυο υπακολουθίεςτης ρ ν,ν  e W καΐα„, υ 6 
W των ρητών και άρρητων όρων της αντίστοιχα, είναι / (ρ„) =  ρ» -*■ 0 και 
f ( a v) =  0 —► 0. Αρα η /  είναι συνεχής στο 0.

Έστω τώρα χ  =  ξ Φ 0 Τότε γιa  pv,v ς. IN p» e Q και ρ ν -*■ ξ έχουμε 
fiPv)  =  ρ ν -*■ £ ενώγιααμ, ν e ΙΝαν € Ι κ α ι α ν -+ξ  έχουμε f ( a v) =  0 -► 0. 
Δηλαδή l imf(pv) Φ l imf(av) και συνεπώς το l imf(xv) δεν υπάρχει. Κατά 
συνέπεια η /  δεν είναι συνεχής για χ φ  0.

Α Σ Κ Η Σ Ε ΙΣ ___________ ____ ____________________________________

41 Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς με την 
βοήθεια του € -  S ορισμού (Ορισμός 4.4):

a) f i x )  =  χ  € (0, +οο) β) / ( χ ) = Λ, , χ  € (0, +οο)
γ)  f i x )  = s inx.x  € IR &)f i x )  =cosx ,x  e IR.

42 Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς με την 
βοήθεια του ακολουθιακσύ ορισμού (Ορισμός 4.4):

«)/<*) =
χksin
0,

ιjf - 1  < x < 
χ  = 0

0

β)Λ χ)  =

Κ ) / ( χ ) =

0 < χ  < 1

ί e ~ x,xs i n e ~ ifx , χ  > 0
ΙΟ, χ =  0

Ιο, X = 0
1 * X < 0

«)/(*)=  | ι ,  χ =  ο
1 -  &sinx,  χ  > 0

43 Να βρεθεί η σταθερή α έτσι ώστε 
συνεχείς:

οι παρακάτω συναρτήσεις να είναι

<*)/(*) = | ^  +  2 α - χ ,
I αχ -  1,

χ < π  
χ  > π

f i ) f W  =
logil  +  |χ |) ,  χ < 0
or,__  χ =  0
■W fi- i  χ > ο

X
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44 α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση του "Dirichlet"

1, χ  ρητός 
0, χ  άρρητος

δεν είναι συνεχής σε κανένα σημείο του 2R.

β) Να βρεθούν τα σημεία στα οποία είναι συνεχής η / :  IR -* Λ? με

45 Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις:

ο) f i x )  =  [xj, χ  € IR β ) / ( χ )  =  1  -  χ  +  [χ], χ  € IR

να αποδείξετε ότι η /  είναι συνεχής.

47 α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f i x )  =  or*, χ  e R  είναι συνεχής στο 
μηδέν. Χρησιμοποιώντας αυτό να αποδείξετε την συνέχειά της σ’ όλο 
το R.

β) Να αποδείξετε ότι:

48 Ορίζουμε την συνάρτηση:

{χ} =  min(x — [x], 1 -  χ  +  Μ ), * € R

που λέγεται απόσταση από τον πλησιέστερο ακέραιο. Να αποδείξετε 
ότι:

2χ, χ  ρητός 
χ  -ι- 3, χ  άρρητος

Y)fix) =  [χ] + Ά  -  Μ . * € Λ

46 Αν k > 0 και /  : R  -*■ 1R είναι τέτοια ώστε:

I f i x )  -  f i y )  I < k\x -  y l  Vx, y  € IR

i) lim ax =
+oo, a > 1
1, a =  1 it) lim a x =
Λ  Λ  ,  X-*— 00

0, a  > 1
1, a = 1 
+00, 0 < a  < 1

V .
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γ  )η συνάρτηση /(* )  =  |  ^  ® δεν είναι συνεχής στο μηδέν.

4.9 Έστω A c  R  κ α ι/ ( * )  =  i'n/{|jc —χ|, y  e Α).Να αποδείξετε ό τ ιη /ε ίνα ι 
συνεχής.

§ 4-3 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΣΩΝ

'Οπως στην θεωρία σύγκλισης μερικές προτάσεις διευκολύνουν την εύ- 
ρεση της οριακής τιμής μιαςσυνάρτησης, έτσι και εδω μερικές προτάσεις που 
αναφέρσνται στις συνεχείς συναρτήσεις μας βοηθούν πάρα πολύ στην μελέτη 
της συνέχειας, κυρίως στις περιπτώσεις που οι τύποι των συναρτήσεων είναι 
πολύπλοκοι και δεν είναι εύκολο να εφαρμοστούν απ' ευθείας οι σχετικοί 
ορισμοί.

θεώρημα 4.17 Αν η f είναι συνεχής στο ξ € Δ (0 και / ( ξ )  φ  0, τότε 
υπάρχει περιοχή του ξ στην οποία f(x) Φ 0. (Δηλαδή υπάρχει 8 > 0 τέτοιο 
ώστε f(x) Φ 0,Vx € Ν«(ξ) Π Δ(Ι)). Ειδικά αν f(£) > 0 (αντίστοιχα f(£) < 0) 
τότε f(x) > 0 (αντίστοιχα f(x) < 0) Vx e  Ν«(ξ) Π Δ (ί).

Απόδειξη

Αν το ξ είναι μεμονωμένο σημείο τότε το Θεώρημα είναι προφανές. Αν 
το ξ είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ ( /)  τότε το Θεώρημα προκύπτει από 
τα Θεωρήματα 3.39 και 4.4. Ας δούμε αναλυτικά τις λεπτομέρειες.

Αφού η /  είναι συνεχής στο £ θα έχουμε;

(V* > 0)(3δ > 0)(Vx € Δ (/)) |χ  -  ξ | < δ => |/ ( χ )  -  /(ξ ) | < ε .

Επειδή / (£)  φ  0 αν πάρουμε ως ε =  j | / ( £ ) |  θα έχουμε:

l / ( * ) - / ( f ) |<  ;l/($ )l,V x  6 Δ (/)  με \ χ - ξ \  <8  

ή

/ ( * ) -  \ \ m \  < μ  < m  +  \ \ m \ -

Αρααν / ( ξ) > Οτότε / ( χ )  > /(£ ) -  1/(ξ)  =  ±/(ξ)  > 0, ενώ αν / ( ξ )  < 0
τότε f ( x )  < /(ξ )  -  £ /(£ ) =  */($) < 0,Vx € Δ ( /)  με \χ -  ξ| < δ, δηλ. 
Vx e Μ ( £ )  Π Δ (/) . ·

Πόρισμα: Αν η f είναι συνεχής στο £ e Δ(ί) και ϊ(ξ) φ  η, τότε υπάρχει 
περιοχή του ξ στην οποία f(x) φ  η. Ειδικά αν f(£) > η (αντίστοιχα f(£) < η) 
τότε f(x) > η (αντίστοιχα f(x) < η) Vx € Ν*(!) Π Δ(ί).

J
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Απόδειξη

Αρκεί να εφαρμόσουμε το προηγούμενο Θεώρημα στην συνάρτηση gix)  =  
f i x )  — η. (X λεπτομέρειες αφήνονται για άσκηση. ·

Παρατήρηση 4.18

Αξίζει να δώσουμε έμφαση ότι στο παραπάνω Θεώρημα η /  πρέπει να 
είναι συνεχής μόνον σε ένα σημείο. Τότε έχουμε ως συμπέρασμα ποιά είναι 
η συμπεριφορά της /  σε κάποιο διάστημα που περιέχει αυτό το σημείο.

θεώρημα 4.19 Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο σημείο ξ 
του κοινού πεδίου ορισμού των Δ, τότε οι συναρτήσεις

a) f + g  β) fg  Υ) 1*1

8) - ,g (£ > 7*0 Ο min{f,g} στ) max{f,g}
g

είναι επίσης συνεχείς στο ξ.

Απόδειξη

Οι αποδείξεις των a) -  δ) προκύπτουν άμμεσα από το θεώρημα 3.42. Οι 
€), στ)  προκύπτουν από τις προηγούμενες, αφού όπως ξέρουμε

m i n [ f g ) = ^ { f  + g - \ f - g \ }  και max[f,g) = l [ f  + g +  \ f  -  g\).

Παρατήρηση 4.20

Τα αντίστροφα των περιπτώσεων α) -  δ) του προηγούμενου Θεωρήματος 
δεν ισχύουν. Έτσι αν το άθροισμα ή το γινόμενο ή το πηλίκο δυο συναρ
τήσεων είναι συνεχής συνάρτηση σε ένα σημείο του κοινού πεδίου ορισμού 
τους, δεν έπεται αναγκαστικά ότικαι κάθε μια από αυτές είναι συνεχής. Π.χ. 
αν

f i x )  = χ  < 0 
χ  > 0

και χ  < 0 
χ > 0

τότε οι f  + g και f . g  είναι συνεχείς στο 0, χοορίς καμμιά από τις /  και g  να 
είναι συνεχής στο 0.

Αν όμως το άθροισμα δυο συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση και 
η μια από αυτές είναι συνεχής, τότε και η άλλη είναι συνεχής. Αυτό δεν 
ισχύει για το γινόμενο ή το πηλίκο.
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Επίσης υπάρχουν συναρτήσεις που είναι ασυνεχείς σε κάθε σημείο του 
πεδίου ορισμού τους, που όμως η απόλυτη τιμή τους είναι συνεχής συνάρ
τηση. Για παράδειγμα, από την άσκηση 3.14 είναι γνωστό, ότι η συνάρτηση

/(-*) = 1, χ 6 Q
- 1 ,  x i Q

δεν έχει οριακή τιμή σε κανένα σημείο ξ e  Δ (/)  =  IR. Συνεπώς η /  δεν είναι 
συνεχής. Αν όμως πάρουμε την | / |  τότε | / ( jc ) |  =  1, V* € R. η οποία είναι 
συνεχής ως σταθερή συνάρτηση.

θεώρημα 4.21 (Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνά- 
ρτηση).Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο ξ € Δ(ί) και μια συνάρτηση g 
ορισμένη στο 7£(f) και συνεχής στο f(£) e 71(f). Τότε η συνάρτηση h =  g ο f 
είναι συνεχής στο ξ .

Απόδειξη

Επειδή η /  είναι συνεχής στο ξ θα έχουμε:

(V** > 0)(3δ > 0)(Vjc € Δ (/)) |*  - ξ \ < δ = >  \/(χ)  -  / ( | ) |  < ε*.

Από την συνέχεια της χ στο /  (£) θα έχουμε:

(V* > 0)((3δ| > 0)(V/(x) € K ( f ) ) \ f ( x )  -  / ( | ) |  < δ,

=► |g ( /(* ))“  «(/($))! <«·
Συνεπώς για e* =  ^  θα έχουμε:

(V« > 0)((3δι > 0 άρακαι δ > 0)(Vjr e Δ ( / ) ) |* - £ |  < S

=> |/ ( x )  -  /($ )| < δι =» !* (/(*»  -  £ (/($» ! < 
που σημαίνει ότι η συνάρτηση Λ =  χ ο /  είναι συνεχής στο ξ. ·  

_________________________________________________ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Έστω f : R -*  R με

f(x) =
X € Q
x t Q

Να αποδείξετε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε: f(x) > 0, Vx € Ns( |) . 

Απόδειξη
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Από την εφαρμογή 3 της § 32 έχουμε ότι limx-+i/2f ( x )  =  Αφού 
και / φ  =  \  συνεπάγεται ότι η /  είναι συνεχής στο ±. Με εφαρμογή 
λοιπόν του Θεωρήματος 4.17, επειδή / φ  > 0 θα υπάρχει περιοχή του % 
όπου η /  θα είναι θετική για όλα τα χ από αυτήν την περιοχή, δηλ. δηλ. 
/ ( χ) >0,Vx e Λ ^ φ  για κάποιο δ > 0.

2. (ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΤΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ)
α) Η πολυωνυμική συνάρτηση

f(x) =  α0χν +  α1χ',_1 + . . .  +  αμ_|Χ +  α ν, ak e R, k =  0 , 1 , . . . , υ, ν e  Ν 

είναι συνεχής για κάθε x € R.

β) Η ρητή συνάρτηση

_  α0χμ +  αιΧμ~1 +  · .. Η-οΤρ-ιΧ +  α̂
8 * _  βθ*μ +  Λ * 4" 1 +  · · · +  βμ-1* + βμ 

είναι συνεχής για όλα τα x που δεν μηδενίζουν τον παρονομαστή.

γ) Η εκθετική συνάρτηση h(x) =  α*, α > 0, χ e R είναι συνεχής.

δ) Η λογαριθμική συνάρτηση φ(χ) =  logx, χ > 0 είναι συνεχής.

Απόδειξη

α) Από την εφαρμογή 1 της § 4.2 έχουμε ότι η στεθερή συνάρτηση και η 
ταυτοτική συνάρτηση είναι συνεχείς. Αρακαι η συνάρτηση χν είναι συνεχής, 
ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων πεπερασμένου πλήθους. Συνεπώς από 
το Θεώρημα 4.19 η /  είναι συνεχής.

β) Η g είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων.

γ) Είναι Ιϊηιχ-+ξαχ =  αξ (§. 3.6-2.) που αποδεικνύει και το ζητούμενο. 
(Βλέπε και άσκηση 4.7α)

δ) Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε ακολουθία θετικών όρων α„, ν e IN 
με α υ -► α > 0 ισχύει logo» -*■ loga.

Από την ανισότητα (§3.6-6)

1 — -  < logx < χ  -  1 
χ

έχουμε ότι
ι α ^  ^  ^  11 ------ < log— < -------1

α» a a
Επειδή &· -> 1 και -+ 1 από το Θεώρημα των ισοσυγκλινσυσών ακολου
θιών θα έχουμε ότι l o g -> Οδηλ. logav -*■ loga.
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3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f : R —> R με

f(x) =  max{0, min{x, 1 — χ}}

Σ υ ν ε χ ε ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

είναι συνεχής.

Απόδειξη

Λαμβάνοντας υπόψη και τους σχετικούς ορισμούς (βλέπε και απόδειξη 
του θεωρήματος 4.19) έχουμε:

Στα διαστήματα (-οο , 0), (1, +οο), (0, $), ( 1 )  η /  είναι συνεχής ως στα
θερή, ταυτοτική και πολυωνυμική αντίστοιχα. Απομένει ναν εξετάσουμε την 
συνέχεια στα σημεία όπου η /  αλλάζει τύπο, δηλ. στα 0, \  και 1. Έχουμε:

και άρα η /  είναι συνεχής για κάθε χ  € Β.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

4.10 Έστω A c  Β c  Β  και /  : β  -*■ Β .  Αν g είναι ο περιορισμός της /  στο 
Α δηλ. / ( χ) =  g (χ), Vjt e Α να αποδείξετε ότι:

ΐ) Αν η /  είναι συνεχής στο ξ e Α τότε και η g είναι συνεχής στο ξ.

ii) Αν η £ είναι συνεχής στο ξ, τότε δεν συνεπάγεται ότι και η /  είναι 
συνεχής στο ξ.

4.11 Έστω /  : Α -  (λο) -► IR με limx^ xJ ( x )  =  t  € R. Να αποδείξετε ότι η 
συνάρτηση / :  Α-+ IR με

/ (X )  =  “ (ί -  |2x - 1| +  |1 -  (2χ -  1||) =  
4

0, jc < 0 ή jc > 1 
Χ·> ο < χ  < λ
1 — χ, λ < χ < 1

lim / ( χ )  =  0 =  / ( I )  =  lim / ( χ)Χ-+1+

είναι συνεχής στο χ0. Η /  λέγεται συνεχής επέκταση της / .  Να 
αποδείξετε ότι η συνάρτηση / ( χ )  =  ~  επεκτείνεται συνεχώς στο 0, 
ενώη συνάρτηση g(x) = sin*, χ φ  0 όχι.
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4.12 Έστω / :  R  -*■ R  , διάφορη της σταθερής, τέτοια ώστε:

Α χ  + y) = f i x )  + A y ) , ν* . y e  ir .

Να αποδείξετε ότι αν η /  είναι συνεχής στο 0, τότε είναι συνεχής σ' 
όλο το R.

4.13 Έστω / :  ZR -► R,  μια μη μηδενική συνάρτηση, τέτοια ώστε:

Να αποδείξετε ότι αν η /  είναι συνεχής στο 1, τότε είναι συνεχής σ’ 
όλο το R.

4.14 Έστω / :  IR -> Λ? με /(* )  =  χ  +  1, χ e IR και g : IR -► 1R με

Να αποδείξετε ότι Ιΐτηχ-*ο(& ο /)(* )  φ  (g ο /)(0). Να το σχολιάετε 
σε σχέση με το Θεώρημα σύνθεσης συνεχών συναρτήσεων (θεώρημα 
4.21).

§ 44 ΕΙΑΗ ΑΣΥΝΕΧΕΙΑΣ______________________________________

Αν μια συνάρτηση /  δεν είναι συνεχήςσε ένα σημείο ξ του πεδίου ορισμού 
της, τότε λέγεται ασυνεχής στο ξ και το ξ λέγεται σημείο ασυνέχειας της / .  
Δηλαδή μια συνάρτηση /  θα λέγεται ασυνεχής στο ξ e Δ (/) , αν και μόνον

1) Το ξ είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ (/)  και δεν υπάρχει το Ιΐτηχ_>ξ/(χ)

2) Υπάρχει το limx_^ f ( x )  και είναι πεπερασμένος πραγματικός αριθμός, 
αλλά είναι διαφορετικός από το / ( | ) .

Όταν η /  ορίζεται σε ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα [α, β \  τότε 
ένα σημείο ξ αυτού του διαστήματος θα λέγεται σημείο ασυνέχειας της / ,  αν 
ισχύει ένα από τα παρακάτω:

α) Το ξ € (α, β) και η /  δεν είναι συνεχής στο ξ ,

β) |  =  α και η /  δεν είναι συνεχής από δεξιά στο α και

γ) ξ = β  καιη /  δεν είναι συνεχής από αριστερά στο β  .

A x  y) =  Α χ )  +  A y ) ,  ν*, y e m.

0, χ =  1
2, χ φ \

αν:
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Υποθέτουμε ότι μια συνάρτηση /  είναι ασυνεχής σε ένα σημείο ξ € Δ (/)  
και τα όρια στο ξ από αριστερά και από δεξιά υπάρχουν. Η ασυνέχεια 
τότε λέγεται απλή ασυνέχεια ή ασυνέχεια πρώτου είδους. Αν συμβαίνει 
limx^ - / ( x )  = Ιίηιχ-+ξ+/(χ) (το / ( ξ )  είναι τότε αναγκαστικά διαφορετικό 
από την κοινή τιμή των ορίων αυτών), τότε η ασυνέχεια λέγεται εξουδετερώ- 
σιμη. Η εξουδετέρωση γίνεται αλλάζοντας την τιμή της /  στο ξ ,  ορίζοντας 
να είναι / ( ξ )  =  limx^ f ( x ) .  Αν όμως limx^ - f ( x )  φ  limx^ + f ( x )  τότε η 
ασυνέχεια στο ξ δεν εξουδετερώνεται και λέμε τότε ότι η /  παρουσιάζει στο 
ξ πήδημα. Το πήδημα της /  στο ξ ορίζεται τότε να είναι ο αριθμός:

πηδ/ι =  | Urn f ( x )  -  lim f { X)\ φ  ο.Jt-+i+ χ~*ξJ '

Παράδειγμα 4.22

Η συνάρτηση /  : /R -♦> 2R με

/<*) ■* φ  1 
χ  =  1

παρουσιάζει εξσυ&ετερώσιμη αουνίχειαστο 1. ΑρχεΙνα αλλάξουμε την τιμή 
της /  στο 1 από 3 οε 1. Τότε η συνάρτηση / ( λ > =  jr1, jc € IR είναι προφανώς 
συνεχής στο 1.

Παράδειγμα 4.23
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Η συνάρτηση /  : R  -*■ 2R με

χ  < 1 
χ  > 1

παρουσιάζει απλή ασυνέχεια στο 1, η οποία δεν εξουδετερώνεται. Πραγμα
τικά' είναι l imx-+\- f ( x )  =  1 και limx->i+ / (χ )  =  0 και άρα το l imx-*\f(x)  
δεν υπάρχει. Το πήδημα της /  στο 1 είναι

Έστω τώρα ένα σημείο ασυνέχειας της /  και τέτοιο ώστε να είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του Δ (/) . Τότε αν ένα ή και τα δυο όρια limx_,^_f(x),  
limx^ +f (x )  δεν υπάρχουν η ασυνέχεια λέγεται ουσιώδης ασυνέχεια ή 
ασυνέχεια δευτέρου είδους.

Παράδειγμα 4.24

Έστω / :  IR R  με

Τότε το 0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ (/) , αλλά κανένα από τα όρια 
l i m ^ . f i x ) ,  Ιίηιχ_><χ_/(χ) δεν υπάρχει. Άρα το 0 είναι σημείο ασυνέχειας 
της /  δευτέρου είδους.

Παρατήρηση 4.25

Αν θεωρήσουμε όρια στο R  =  R  U {—οο, +οο} για την συνάρτηση του 
παραδείγματος 4.24 τότε είναι limx~,o-/ ( χ ) =  -οο , και limx- * +f ( x )  =  
+οο. τότε το Ο είναι σημείο ασυνέχειας της /  πρώτου είδους με πήδημα 
Ι +  ο ο -  (-οο)| =  +οο.

Παράδειγμα 4.26

Η συνάρτηση /  : R  R  με

παρουσιάζει στο Ο ουσιώδη ασυνέχεια, αφού το l i m ^ ^ / ^ x )  δεν υπάρχει 
(Εφαρμογή 1 της § 3.2).

πηδ/* =  \limx^ l+f ( x )  -  limx^ x_f{x)\  =  1.

χ, χ  < Ο 
sin- ,  χ  > 0Xy

Παρατήρηση 4.27
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Έστω /  : [α, β] IR μια φραγμένη συνάρτηση. Τότε ο μη αρνητικός 
αριθμός 7 / [or, β] που ορίζεται ως εξής:

Τ/[α,β]=  sup / ( χ ) -  inf f ( x )
α< χ< β ct<x<fi

λέγεται ταλάντωση της /  στο [or, β]. Αν χ  e (or, β) τότε η ταλάντωση της /  
στο χ, ορίζεται να είναι:

* /( * )  =  Τ Α χ  -  Λ , jc +  Λ].

Ειδικά για χ  = α ή χ  = β  ορίζουμε:

τ7(α )=  Iim Tf [ a , a + h ], τ,(β)  =  lim 7> [£ -Λ ,0 ].
Λ-*0+ Λ-.0+

Για παράδειγμα, αν / ( jc) =sirtx ,x ζ  [ | ,  2^]τότε

Γ/ [ ΐ ’ Τ’] = ~ inffw  = 1 - (-0 = 2.
Επίσης αν /(jr) =  |jc -  $|, τότε Tf [0t 1] =  2.

Η ταλάντωση έχει σχέση με την συνέχεια ή την ασυνέχειαμιας συνάρτησης, 
όπως δείχνει η επόμενη πρόταση (άσκηση 4.16β)):

Έστω /  : [α, β] -* IR. Τότε η /  είναι ασυνεχής στο ξ e [α, β\, αν και 
μόνον αν, τ/(£) > 0 ή η /  είναι συνεχής στο ξ e [or, β \  αν και μόνον αν, 
*/(*>= 0

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f : [0,1] -*· R με

{0, χ  άρρητος
x = f < p , q e N , M . K . A ( p , q )  = l

είναι συνεχής σε κάθε άρρητο σημείο, ενώ παρουσιάζει ασυνέχεια πρώτου 
είδους σε κάθε ρητό σημείο.

β) Να αποδείξετε ότι το lim*-,+oof(x) δεν υπάρχει.

Απόδειξη

α) Έστω α > 0 ρητός καιΧμ, ν € IN ακολουθία άρρητων από το [0,1] με 
limxv =  α. Τότε l imf(xv) =  0, ενώ /(or) > 0. Αραη /  είναι ασυνεχής στο α.

Έστω τώρα β  ένας άρρητος αριθμός και ε > 0. Τότε, από την Αρχιμήδεια 
ιδιότητα, υπάρχει φυσικός υ0, τέτοιος ώστε: “  < ·̂ Υπάρχει μόνο ένας πε
περασμένος αριθμός ρητών με παρονομαστή μικρότερο του wo στο διάστημα
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(β — 1 ,β +  1). Συνεπώς μπορούμε να διαλέξουμε δ > 0 κατά τέτοιο τρόπο 
ώστε στην περιοχή (β — δ, β  + 8) να μην περιέχονται ρητοί με παρονομαστή 
μικρότερο του ιο. Αυτό τότε συνεπάγεται ότι για |jc -  β\ < 8, χ  e [0,1] 
έχουμε: |f i x )  -  /{β)\ — |/(χ ) | < ^  < ε. Έτσι λοιπόν η /  είναι συνεχής 
στους άρρητους αριθμούς β.

Η γραφική παράσταση της /  είναι η παρακάτω.

Σχήμα 4.3

β) Θα χρησιμοποιήσουμε ακολουθίες. Διαλέγουμε λοιπόν δυο ακολου
θίες, μια με όλους τους όρους ρητούς και την άλλη με άρρητους. Έστω χυ = 

6 W και yv =  ν\ ί ΐ ,  ν e IN. Προφανούς limxv =  +οο, limyv =  +οο 
και Χν > 0, yv > 0, Wv € IN. Η ακολουθία χ υ,ν  e IN είναι η j ,  · · · και
f ( x v) =  \ ·  Από τον ορισμό f ( y v) = Ο.Δηλαδή l imf(xv) =  |  Φ 0 =  l imf(yv) 
που σημαίνει ότι η /  δεν έχει όριο όταν χ  -+ +οο.

Σημείωση

Αυτό το παράδειγμα δείχνει ποος η διαισθητική έννοια για την συνέχεια 
δεν οδηγεί πάντα και σε σωστό συμπέρασμα. Έτσι μια συνάρτηση που είναι 
συνεχής σε ένα σημείο, δεν είναι αναγκαστικά συνεχής και σε μια περιοχή 
αυτού του σημείου.

Δείχνει όμως και κάτι άλλο· μια συνάρτηση μπορεί να είναι συνεχής σε 
ένα πυκνό σύνολο και ασυνεχής σε ένα άλλο πυκνό σύνολο. Τέλος δείχνει 
ποος δεν χρειάζεται να βρούμε έναν τύπο που να δίνει το δ συναρτήσει του ε . 
Αρκεί να αποδειχθεί η ύπαρξη τέτοιου 8, για κάθε δοσμένο e > 0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ __________________________________________________ _

4.15 Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις παρουσιάζουν στο 
αντίστοιχο σημείο ασυνέχεια α’ ή β  είδους. Να εξετάσετε επίσης ποιες 
από τις ασυνέχειες α' είδους είναι εξουδετερώσιμες:

a) f i x )  =  jΙ χ  +  2, χ  < 2  
[x2 — 1, jc > 2 στο χ =  2

β) ί (χ)  =  -|ο , χ = ο
στο χ  =  0

γ ) / ( χ )  = U j / n i ,  χ φ Ο  
10, χ  =  0 στο χ =  0

{—χ, χ  < 1 
_2_ χ  > ι στο jc =  1

4.15 α) Έ στω/  : [α, β] -*■ IR μια φραγμένη συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι:

Tf [a, β ] =  sup(\ / (xx) -  /(x*)|, χχ, χι € [α, β]}. 

β) Να αποδείξετε την Πρόταση της Παρατήρησης 4.27.

4.17 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

/(* )  = Γ7Τ . χ ϊ °  χ ϊ ϊ % ϊ  
ΐ·  χ — 0 και χ  =

παρουσιάζει ασυνέχεια α’ είδους για χ  =  0 και ασυνέχεια β  είδους για
Χ  =  tog?’

4.18 Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια την συνάρτηση:

/(x )  =  max[x, 1 — χ, 2x —3}.

§ Α5 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ΚΑΙ ΦΡΑΓΜΕΝΟ Α1ΑΣΤΗΜΑ

Εκτός από τις ιδιότητες που αναφέραμε στην παράγραφο 4.3 υπάρ
χουν και μερικές ακόμα πολύ ενδιαφέρουσες και χρήσιμες στις εφαρμογές, 
που αναφέρονται σε συναρτήσεις που ορίζονται σε κλειστό και φραγμένο 
διάστημα. Αυτές τις ιδιότητες θα αναφέρουμε τώρα.

θεώρημα 4.28 Αν η f : [α,β] -* R είναι συνεχής στο [or, β \  τότε η f  είναι 
φραγμένη στο [α, β].
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Απόδειξη 1η
Ας υποθέσουμε ότι η /  δεν είναι φραγμένη στο [α, β\. Χωρίζουμε το 

διάστημα [α, β] σε δυο μέρη. Τότε τουλάχιστο στο ένα από αυτά η /  δεν 
είναι φραγμένη. Το συμβολίζουμε με [α1( βγ\. Αν η /  δεν είναι φραγμένη 
και στα δυο διαλέγουμε το αριστερό και το συμβολίζουμε με [οη, β,]. Μετά 
δουλεύουμε με το [aj, β{\ το οποίο χωρίζουμε στα δυο και παίρνουμε ένα 
διάστημα [α2, β2] στο οποίο η /  δεν είναι φραγμένη. Συνεχίζοντας κατ’ 
αυτόν τον τρόπο παίρνουμε ένα διάστημα [αν, βν] στο οποίο η /  δεν είναι 
φραγμένη.

Προφανώς
a  < αι < α χ ... < α ν < β  

β > β ι >  β ί · · > β ρ > α  
και

β — a
= 2V----- * °'

Συνεπώς έχουμε έναν κιβαπισμό κλειστών διαστημάτων του Cantor και 
από το Θεώρημα 1.68 υπάρχει ξ e 1R τέτοιο ώστε:

lim a„=  ξ, Ιΐηιβν = ξ , α ν <ξ  < A,,Vi> e W και £€[<*,/?].

Επειδή η /  είναι συνεχής στο [α, β] θα είναι συνεχής και στο ξ. Δηλ.

(Ve > 0)(3δ > 0)(V* € [α, β})\χ - ξ \ < 8 = *  |/(* )  -  /(ξ ) | < €

ή
Ά ξ ) - € < Α χ ) < Α ξ )  + €

για όλα τα χτσυ [α, β\  με ξ -  δ < χ  < ξ +  δ.
Αυτό σημαίνει ότι η /  είναι φραγμένη στο ( £ - S , £ +  S). Επίσης επειδή 

lim <v= ξ =  Ιΐηιβν, υπάρχει € Ν  τέτοιος ώστε:

ξ - δ  < α ν ί < β νο< |Η -δ.

Αυτό όμως περιέχει μια αντίφαση. Ενώη /  είναι φραγμένη στο ( ξ - δ , ξ  + δ), 
δεν είναιφραμένη στο (α^, β^).

Συνεπώς η υπόθεση ότι η /  δεν είναι φραγμένη δεν ευσταθεί και επομένως 
το Θεώρημα αποδείχτηκε.

Απόδειξη 2η

Θέλουμε να αποδείξουμε ότι:

(3Μ > 0)(V* e [α, β ] ) ; |/(* ) | < Μ.
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Ας υποθέσουμε ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε θα έχουμε:

(VM > 0)(3χ € [α, β ]): |/ ( χ ) | > Μ.

Ειδικά για Μ  = ν υπάρχει ακολουθία χ υ € [α, β] με \ / ( χ ν)\ > ν.
Η ακολουθία χ ν, ν € IN είναι φραγμένη, αφού α < χ ν < β,  Vv € IN. 

Συνεπώς από το θεώρημα Bolzano-Weirstrass έχει μια υπακολουθία που 
συγκλίνει, έστω την xkt, υ € IN με l i m x =  £. Επειδή a < χν < β , ^ ν  e IN 
θα είναι καια < xt, < β ,^ν  e IN που σημαίνει ότι£ € [α, β].

Επειδή η /  είναι συνεχής στο [α, β] και ξ € [α, β] η /  θα είναι συνεχής 
στο ξ. Τότε l imf(xkJ  =  /(£ ) € R.  Έτσι η J{xky), ν e IN συγκλίνει καιάρα 
είναι φραγμένη. Αυτό όμως συγκρούεται με την ιδιότητα |/(**.)| > Κ >ν.  
Αρα η /  είναι φραγμένη στο [α, β]. ·

Παρατήρηση 4.29

Η υπόθεση ότιτο διάστημα [α, β ]είναι κλειστό δεν μπορεί να παραληφθεί. 
Π.χ.αν

/(* ) = χ φ  0 
*  =  0

τότε η /  είναι συνεχής στο διάστημα (0,1), αλλά δεν είναι φραγμένη σ' αυτό 
το διάστημα, γιατί αν χ υ =  λ -*· 0 τότε / ( χ ν) = ν~* +οο.

θεώρημα 4.30 Αν η f : [α, β] -*> R είναι συνεχής στο [α, β], τότε η f 
παίρνει μέγιστο και ελάχιστο στο [α, β].

Απόδειξη

Σύμφωνα με το θεώρημα 4.28 η /  είναι φραγμένη στο [α, β ]. Αρα έχει 
infimum και supremum, έσω m  και Μ  αντίστοιχα,

θ α  αποδείξουμε ότιυπάρχουν χ( και χμ στο [α, β) τέτοια ώστε: f ( x () =  m 
και / ( χ μ ) = Μ.  Πραγματικά· αν υποθέσουμε ότι δεν υπάρχει χμ e [α, β] 
τέτοιο ώστε / ( χ μ ) =  Μ θα πρέπει να ισχύει f ( x )  < Μ, Vx e [α, β]. Τότε η 
Μ  -  f ( x )  είναι θετική και συνεχής στο [α, β]. Άρα η συνάρτηση

ί Μ = τ Γ ΐ Μ ' χ ί [ α · β]

είναι συνεχής στο [α, β] και επομένως είναι φραγμένη. Επειδή είναι θετική 
θα έχει και supremum θετικό, έστω το Κ. Δηλαδή

s W  = T r r 7 M - K-x e l a ' n
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που συνεπάγεται ότι f ( x ) < Μ— 'ix € \μ,β].  Αυτό σημαίνειόχι ο αριθμός
Μ -  λ- είναι άνω φράγμα του 11( f )  γνήσια μικρότερο του Μ, πράγμα άτοπο, 
αφού Μ  = sup/ .

Συνεπώς πάρχει χμ στο [α, β] τέτοιο ώστε: / ( χ μ) — Μ. Η απόδειξη για 
το infimum είναι εντελώς ανάλογη και γι' αυτό αφήνεται για άσκηση. ·

Μια πολύ σημαντική ιδιότητα των συνεχών συανρτήσεων σε κλειστό και 
φραγμένο διάστημα είναι η λεγάμενη ιδότητα των ενδιάμεσων τιμών. Η 
ιδιότητα αυτή λέει ότι μια συνεχής συνάρτηση σε κλειστό και φραγμένο 
διάστημα παίρνει κάθε τιμή μεταξύ δυο οιονδήπστε τιμών της. Έτσι έχουμε 
το ακόλουθο:

θεώρημα 4.31 Αν f : I —► R  είναι συνεχής σε ένα διάστημα I, τότε η 
f έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών στο I, δηλαδή όταν α , β  € I με 
f(a) Φ ΐ(β) τότε για κάθε η μεταξύ των f(a) και ί(β), υπάρχει ξ e (α, β) 
τέτοιο ώ σ τε: f(£) =  η.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι /(α )  < / ( β ) και f (a)  < η < / ( β ) {  Η περίπτωση 
f (a )  > / ( β )  εξετάζεται ανάλογα.)

Θεωρούμε το σύνολο A ={ χ  e [α, β ] : / ( χ) < η). (Βλέπε σχήμα 4.4).

. Τότε a e Α και άρα Α Φ 0. Επίσης το Α είναι άνω φραγμένο από το β.  
Αρα υπάρχει το supremum του Α και έστω supA — ξ.  θ α  αποδείξουμε ότι 
α < ξ < β  και / ( ξ ) =  η.

Πρώτα ας αποδείξουμε ότι α < ξ < β, Η /  είναι συνεχής στο α . Επειδή 
/(α )  < η θα είναι f ( x )  < η, V* e [α, α + 8) (Πόρισμα του Θεωρήματος 4.17). 
Επομένως / ( a  + | ) < i / = » a  +  | e A = ^ o : + | < ^ = > a  < ξ. Επίσης η /
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είναι συνεχής στο β.  Επειδή / ( β ) > η θα είναι /(* )  > η, V* € (β -  δ, β]. 
Δηλ. τα χ  για τα οποία ισχύει β -  5 < χ  < β δεν ανήκουν στο Α. Άρα 
χ € Α = * α < χ < β - δ < β ^ > ξ < β - δ < β = > ξ < β .

θ α  αποδείξουμε τώρα ότι /(ξ)  = η. Θα το αποδείξουμε με δυο τρόπους. 
1ος τρόπος Έστω /(£ )  > η. Επειδή η /  είναι συνεχής στο ξ, συνεπάγεται 

ότι / ( χ )  > η, Vx e (ξ -  δ, ξ +  δ) =φ / ( χ )  > η για ξ -  δ < χ < ξ. Αυτό 
σημαίνει ότι το ξ — δ είναι άνω φράγμα του Α, μικρότερο του ξ,  άτοπο αφού 
£ =  supA.

Έστω / (£)  < η. Από την συνέχεια της /  στο ξ, συνεπάγεται ότι 
f ( x )  < η, V* € (ξ -  δ, ξ +  δ) => / (χ )  < η γ ι α ξ  < χ < ξ + δ. Αυτό σημαίνει 
ότι υπάρχουν τιμές του χ  μεγαλύτερες του ξ που ανήκουν στο Α, για τις 
οποίες ισχύει / ( χ )  < η και συνεπώς το ξ δεν είναι το supA, άτοπο.

Αρα αναγκαστικά /(ξ )  =  η.

2ος τρόπος Αφού ξ =  supA συνεπάγεται ότι υπάρχει ακολουθία χ ν, ν e 
IN μεχ ν e Α τέτοια ώστε: ξ -  £ < χ ν < £. Τότε είναι /(*„) < η, αφού χν € Α. 
Αλλά η /  είναι συνεχής στο ξ και χ ν £ και άρα /(£ )  =  l im/(xv) < η, δηλ.

/ ( ξ )  < η. (1)

Αν β > χ > £ =  supA τότε χ $ Α και / ( χ )  > η. Αφού η /  είναι συνεχής στο 
ξ θα έχουμε /(£ ) =  /(* )  > η δηλ.

m  > η- (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε ότι /(£ )  =  η. ·

Παρατήρηση 4.32

Το £ στο παραπάνω θεώρημα δεν είναι μοναδικό (Βλέπε σχήμα 4 δ). Το 
θεώρημα εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός τουλάχιστο.

Πόρισμα L Έστω f : I =  [α, β] -* R συνεχής στο I και k € R τέτοιος 
ώστε:

infT(I) < k < supf(I).
Τότε υπάρχει ξ € I, τέτοιος ώστε: f(£) =  k.

Με άλλα λόγια, κάθε συνεχής συνάρτηση σε κλειστό και φραγμένο 
διάστημα, παίρνει όλες τις τιμέςμεταξύ της μικρότερης και της μεγαλύτερης 
τιμής σ' αυτό το διάστημα.

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 4.30 έχουμε ότι υπάρχουν xt και*μ στο I τέτοια ώστε: 

i n f f ( l ) -  / ( * )  < k <  / ( χμ) = supf(I).
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Το συμπέρασμα τώρα προκύπτει από το Θεώρημα 4.31. ·

Στην ειδική περίπτωση που η — 0 παίρνουμε το παρακάτω Πόρισμα, 
γνωστό ως θεώρημα του Bolzano.

Πόρισμα 2 Αν η f : [α, β] —>■ R είναι συνεχής στο [α, β]νχη ((α)ί(β)  < 0, 
τότε υπάρχει ξ e (α, β) τέτοιο ώστε: f(£) =  0.

Παρατήρηση 4.33
Το Θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών, στην γλώσσα της Γεωμετρίας ερμη

νεύεται ως εξής: αν το γράφημα μιας συνεχούς συνάρτησης περνάει από το 
ένα μέρος μιας οριζόντιας ευθείας στο άλλο, πρέπει να τέμνει κάπου την 
ευθεία.

Επίσης το Θεώρημα αυτό μπορεί να διατυπωθεί και ως εξής: Αν η 
f : [α, β] -► R είναι συνεχής στο [α, β] με f(x) φ  η, Vx € [α, β] και f(a) < η 
(αντίστοιχα f(a) > η) τότε και ((β) < η (αντίστοιχα ΐ(β) > η).

Αυτό με απλά λόγια λέει ότι το γράφημα μιας συνεχούς συνάρτησης η 
οποία δεν τέμνει μια οριζόντια ευθεία, πρέπει να μένει από το ένα μέρος της.

Τέλος το θεώρημα του Bolzano (Πόρισμα 2) μεταφράζεται ως εξής: 
αν μια συνεχής συνάρτηση στο [α, β] παίρνει στα άκρα του διαστήματος 
ετερόσημες τιμές, τότε έχει τουλάχιστο μια ρίζα σ' αυτό το διάστημα.

Παρατήρηση 4.34

Μπορεί μια συνάρτηση να έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών χωρίς 
να είναι συνεχής. Αυτό συμβαίνει π.χ. με την συνάρτηση / :  IR -> Β  με

f ( x ) = \ s i n^  χ * °
ΙΟ, jc = 0

Για να ισχύει το αντίστροφο του θεωρήματος 4.31 χρειάζεται και μια ακόμα 
συνθήκη. Πρέπει η f να είναι μονότονη. (Βλέπε εφαρμογή 4 παρακάτω).

Το επόμενο Θεώρημα περικλείει το βασικό συμπέρασμα αυτής της παρα
γράφου. Λέει ότι η εικόνα ενός κλειστού και φραγμένου διαστήματος κάτω 
οπό μια συνεχή συνάρτηση είναι επίσης κλειστό και φραγμένο διάστημα. 
Τα άκρα αυτού του διαστήματος είναι το απόλυτο (ολικό) ελάχιστο και το 
απόλυτο (ολικό) μέγιστο της συνάρτησης.

Θεώρημα 4.35 'Εστω I ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα και f : I —*■ R 
συνεχής στο I. Τότε το σύνολο f(I) =  (f(x) : x € 1} είναι ένα κλειστό και 
φραγμένο διάστημα.



234 Σ υ ν ε χ ε ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Απόδειξη
Αν η /  είναι σταθερή το συμπέρασμα είναι προφανές, αφού το / ( / )  

είναι μονοσύνολο. Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι η /  δεν είναι σταθερή και 
ας είναι m =  in f f ( I ) ,  Μ  =  supf( l ) .  Αυτά υπάρχουν και μάλιστα είναι 
τιμές της συνάρτησης από το Θεώρημα 4.30. Επομένως / ( / )  c  [m. Μ]. Θα 
αποδείξουμε ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλ. ότι ισχύει [m, Μ\  c  / ( / ) .  
Αν k e [m, Λ/J από το Πόρισμα 1 του θεωρήματος 4.31 υπάρχει £ e I τέτοιο 

/ ( ξ ) =  k. Αρα k e / ( / )  και επομένως [m,M] c  / ( / ) .  Συνεπώς 
/ ( / )  =  [m, AiJ. ·

Προσοχή! Αν I =  [α, β \ και f  : I —► R είναι συνεχής στο I, έχουμε 
αποδείξει ότι το f(I) είναι το διάτημα [σι. Μ]. Αεν έχουμε αποδείξει ότι το 
f(I) είναι το διάστημα [f(a>, ϊ{β)]· Αυτό μπορεί να συμβεί μόνον αν η feivai 
αύξουσα. (Βλέπε και σχήμα 4.5).

Το προηγούμενο θεώρημα λέει πως η συνεχής εικόνα ενός κλειστού και 
φραγμένου διαστήματος είναι ένα σύνολο του ίδιου τύπου. Το επόμενο 
Θεώρημα επεκτείνει αυτό το συμπέρασμα σε αποιαδήποτε διαστήματα. Για 
να το αποδείξουμε θα χρειαστούμε το επόμενο Λήμμα που χαρακτηρίζει τα 
διαστήματα.

Λήμμα: 'Εστω Ε c  R ένα μη κενό σύνολο με την ιδιότητα

αν χ, y € Ε και x < y => [χ, y] c  Ε (A)

Τότε το Ε είναι διάστημα.

Απόδειξη
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Θα διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:
1η περίπτωση: Το £  είναι φραγμένο. Ας είναι a = in f  Ε και β — supE.  

Τότε αν χ e Ε θα έχουμε ότι και χ  e [or, β]. Επομένως Ε c  (α, β], αφού το χ  
είναι τυχαίο.

Αντίστροφα τώρα, θα αποδείξουμε ότι και [α, β] c  Ε. Πραγματικά· αν 
ζ e (α, β) δηλ. a < ζ < β από τον ορισμό του supremum και του infimum 
υπάρχουν αντίστοιχα y και * * του Ε τέτοια ώστε: ζ < y < β =  supE και 
in f  Ε = α < χ < ζ. Αυτά σημαίνουν ότι ζ e [x,y] που σημαίνει ακόμα με 
την βοήθεια της (Α) ότι [χ, y] c  Ε, και αφού το ζ είναι τυχαίο στοιχείο του 
(α, β), συμπεραίνουμε ότι (α, β) c  Ε.

Ειδικότερα αν α £ Ε και β £ Ε τότε Ε =  (α, β), ενώ αν α $ Ε και/? e Ε 
τότε Ε =  (α, β], και αν α e Ε καιβ £ Ε τότε Ε =  [α, β).

2η περίπτωση: Το Ε είναι μόνο άνω φραγμένο. Τότε αν β = supE και 
χ € Ε θα έχουμε: χ < β δηλ. Ε c  (-οο, β]. Αντίστροφα, αν χ e (-οο, β] 
τότε υπάρχει y e Ε τέτοιο ώστε: ζ < y < β. Αφού το Ε δεν είναι κάτω 
ςρραγμένο υπάρχει χ € Ε μ ε χ < ζ < ν ·  Δηλ. ζ e [jc, χ] που σημαίνει από την 
(Α) ότι [χ, y] c  Ε ή (—οο, β] c  Ε. Επομένως Ε =  (—οο, β] αν β  6 Ε και 
Ε =  (-οο , β)αν β £ Ε.

3η περίπτωση: Το Ε είναι μόνο κάτω φραγμένο. Τότε αν a =  j /j/ E  
απτός και στην 2η περίπτωση βρίσκουμε ότι Ε =  [or, +οο) αν α 6 Ε και 
Ε =  (α, +οο) αν α £ Ε.

4η περίπτωση: Το £  δεν είναι φραγμένο. Εφαρμόζοντας τότε τις δυο 
προηγούμενες περιπτώσεις βρίσκουμε ότι Ε =  (-οο , +οο). ·

θεώρημα 4.36 Έστω I ένα διάστημα και f : I -► R συνεχής στο I. Τότε 
το σύνολο f(I) είναι διάστημα.

Απόδειξη

Έ σ τω χ ι ,χ 2 e / ( / )  με yi < >5- Τότε υπάρχουν α, β  € / τέτοια ώστε: 
/(α )  =  yi και / ( β )  = yi. Από το Θεώρημα 4.31, των ενδιάμεσων τιμών, αν
* ε [yi.yal υπάρχει ξ € /  με k =  /(£ )  € / ( / ) .  Συνεπώς [yi, c  / ( / )  που 
δείχνει ότι το / ( / )  έχει την ιδιότητα (Α) του προηγούμενου Λήμματος. Άρα 
τ ο / ( / )  είναι διάστημα. ·

Παρατήρηση 4.37

Αποδείξαμε στο Θεώρημα 4.36 ότι η εικόνα ενός διαστήματος κάτω από 
συνεχή συνάρτηση είναι διάστημα. Αυτό δεν σημαίνει αναγκαστικά ότι η 
εικόνα θα έχει την ίδια μορφή με το αρχικό διάστημα. Για παράδειγμα η 
εικόνα ενός ανοιχτού διαστήματος κάτω από συνεχή συνάρτηση δεν είναι 
ανοιχτό διάτημα και η εικόνα ενός μη φραγμένου κλειστού διαστήματος δεν
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χρειάζεται να είναι κλειστό διάστημα. Πραγματικά· έστω f ( x )  =  —1^, jt e 
IR. Προφανώς η /  είναι συνεχής (εφαρμογή 2 της § 4.3). Είναι εύκολο 
να δούμε ότι αν Λ =  ( - 1 , 1) τότε / (Λ )  =  (£, ΐ] που δεν είναι ανοιχτό 
διάστημα. Επίσης αν h  =  [0, +οο) τότε / ( / 2) =  (0,1] το οποίο δεν είναι 
κλειστό διάστημα.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε το " θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας", ότι: κάθε 
πολυώνυμο περιττού βαθμού με πραγματικούς συντελεστές, έχει τουλάχιστο 
μια πραγματική ρίζα.

Απόδειξη

Έστω f{x)  =αοχν+ α ι χ ν~ι +  .. . + α ν-ιχ + αν με or* e R , k  =  1,2....... υ
και αο φ  0, ν =  2p -  1, ρ € Ν. Τότε παρατηρούμε ότι:

Ζίί1 = ι + ^ΐ 1+ , α*-ι 1 , <*» 1
αοχν αο χ αο χ ν~ι αο χ ν

έχει όριο το 1 όταν jc -*■ +οο ή -οο. Συνεπώς υπάρχει k > 
'ip  > k να έχουμε

αο ρ ν 2
Επίσης υπάρχει k! > 0 τέτοιο ώστε iq  < - k '  να έχουμε

0 τέτοιο ώστε 

(1)

/(<?) . 
aoqv α>

Αν α0 > 0 τότε η (1) συνεπάγεται ότι / {ρ )  > 0, αφού ρ ν > ο και η (2) 
συνεπάγεται ότι f (q)  < 0 αφού ν =  2ρ -  1 και qv < 0. Αν α0 < 0 τότε η (1) 
συνεπάγεται ότι f ( p )  < ο και η (2) f (q)  > 0. Δηλαδή f (p ) . f (q )  < 0. Τότε 
σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano (Πόρισμα 2 του Θεωρήματος 4.31) 
υπάρχει ξ € 2R, τέτοιο ώστε / ( ξ )  =  0.

2. Έστω f : [α, β] -*· [<*, β] μια συνεχής συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι 
υπάρχει £ e [α, β)  τέτοιο ώστε: f(£) =  ξ.

Απόδειξη

θεωρούμε την συνάρτηση F : [α, β] -  [α, β] με F(x) =  /(* )  _  Τόιε

F(a) =  / (α )  — α > 0 και F(0) =  /(/3) -  β < 0,

αφού / ( « )  € [α, /3] και /(/3) e [α, 0].
Αν F{a) =  0, τότε το ζητούμενο σημείο είναι το α.
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Αν F(^) =  Ot τότε το ζητούμενο σημείο είναι το β.
Αν F(a) Φ 0 και F f f l  Φ 0 τότε F(a).F(f i)  < 0 και συνεπώς από 

το Θεώρημα του Bolzano υπάρχει ξ e [or, β] τέτοιο ώστε: F(%) =  0 δηλ.
/ ( ! )  =  ξ·

Παρατήρηση 4.38
Αν υπάρχει ξ € [or, β] τέτοιο ώστε f(£) =  ξ, τότε το ξ λέγεται σταθερό 

σημείο της f. Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι η διχοτόμος της πρώτης γωνίας 
των αξόνων y = χ  τέμνει τουλάχιστο μια φορά το γράφημα της / .  (Βλέπε 
Σχήμα 4.6).

Αξίζει εδώ να παρατηρήσουμε ότι το συμπέρασμα της προηγούμενης

Σχήμα 4.6 Σχήμα 4.7

εφαρμογής ισχύει και αν το πεδίο τιμώς της /  δεν είναι το [α, β], αλλά το 
πεδίο τιμών της /  περιέχει το [α, β] ή ακόμα και αν το πεδίο τιμών της /  
περιέχεται στο [α,β], (ΒλέπεΣχήμα 4.7 α).

3. Να αποδείξετε ότι αν δεν ισχύουν ταυτόχρονα α < Οκαι υ άρτιος τότε 
υπάρχει μια υ-οστή ρίζα του πραγματικού αριθμού α.

(Υπενθυμίζουμε ότι αν α, β e R με α.β > 0 και β ν =  α, ν e IN τότε και 
μόνον τότε το β  λέγεται u-οστή ρίζα του α).

Απόδειξη

ΐ) Έστωα > 0 και ν e IN. Επειδή j/θ = 0 υποθέτουμε α > 0. Θεωρούμε 
την συνάρτηση f ( x)  = χ ν,χ e IR η οποία είναι προφανώς συνεχής στο 
διάστημα[0,α+1]. Επειδή /(Ο) =  0 < α κ α ι/(1 + α ) =  ( l+ a ) y > 1+να > α , 
από το Θεώρημα 4.31, των ενδιάμεσων τιμών, υπάρχει β € (0,1 +  α) τέτοιο 
ώστε / {β )  =  α, δηλ. βν = α.

ϋ) Έστω α < 0 και υ περιττός. Θεωρούμε πάλι την συνάρτηση / ( χ )  =
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χ ν,χ  € IR η οποία είναι προφανώς συνεχής στο διάστημα [0, 1 — «]. Επειδή 
/(Ο) =  0 < - α κ α ι / ( 1 - α )  =  (1 - α ) ν > 1-νατ > —α, από το Θεώρημα 4.31, 
των ενδιάμεσων τιμών, υπάρχει - β  € (0,1 -  α) τέτοιο ώστε f i - β )  =  -α ,  
δηλ. i - β Υ  =  —α ή βν =  α, αφού ν περιττός. Συνεπώς υπάρχει η ν-οστή 
ρίζα του α. (Βλέπε και εφαρμογή 4 της § 1.7).

4JVa αποδείξετε ότι αν η f : [α, β] -*■ R είναι μονότονη στο [α, β] και 
έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών, τότε η f είναι συνεχής στο [α, β].

(Λυτό αποδεικνύει το αντίστροφο του θεωρήματος 4.31)

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 3.50 η /  δεν έχει ασυνέχειες β' είδους, θ α  αποδείξουμε 
ότι η /  δεν έχει ούτε ασυνέχειες α’ είδους. Ας υποθέσουμε το αντίθετο, ότι 
δηλ. η /  έχει ασυνέχεια ά  είδους στο ξ e [α, β). Τότε limx_^_ f i x )  φ  / ( ξ )  
ή limx_f+ f {x)  Φ /(£ )  ή και τα δυο. Έστω ότι lim,_^+ f i x )  =  t  < /{ξ).  
(Οι άλλες περιπτώσεις εξετάζονται ανάλογα). Προφανώς t  € JR, αφού η 
ασυνέχεια είναι ά  είδους, θ α  έχουμε:

lim f i x )  = t  ο  (Vc > 0)(3δ > 0)(Vjc € [α, β))ξ < χ < ξ  + & 
χ-*ξ+

^  \ f ( x ) - t \  < «

δηλ.
Vx € (£,£ +  $) => /(* ) < I  +  «. (l)

Διαλέγουμε ως € =  £(/(£) - 1) > 0. Τότε / (£ )  = ί  + 2€ > £  + €.
Σταθεροποιούμε ένα χ, e i $ ^  + S). Τότε από την (1) θα έχουμε: f i x , )  < 

έ+  €. Διαλέγουμε ένα y e (*+<?,/(£)) c  i f i x , ) , f i $ ) ) .  Αφούκάθεχ €($,*,)  
ικανοποιεί την (1) είναι φανερό πως δεν υπάρχει χ e (£, χ,) : f i x )  =  y. 
Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού η /  έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών. 
Επομένως η /  δεν έχει ούτε ασυνέχειες ά  είδους, καιάρα είναι συνεχής στο

5. Έστω f : (α, β) -*■ R, συνεχής στο (α, β) και τέτοια ώστε: 

lim f(x) =  +οο και lim fix) =  +οο.

Να αποδείξετε ότι η f παίρνει ελάχιστο στο (α,β).

Απόδειξη

Αν ξ e (α, β) και f i $ )  είναι η τιμή της /  στο ξ, επειδή ΙΐπιΧ_ Λ+ f i x )  — 
+οο θα υπάρχει διάστημα (α,£ι),£ι < ξ τέτοιο ώστε Vx € (<*,£,) να είναι
f i x )  > f i t )  (1).
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Επίσης επειδή f (x)  =  +00 υπάρχει διάστημα {ξι ,β),ξζ > t
τέτοιο ώστε V* e (ξι, β) να έχουμε /(* ) > /(£)  (2). 5

Επειδή η /  είναι συνεχής στο (α, β) θα είναι συνεχής στο [ |ι, f2] c  (α 
και επομένως από το Θεώρημα 4.30 θα παίρνει ελάχιστο στο [ξι, &] έστω το 
m. Δηλαδή Vx e [ξι, ξ2] είναι /(* )  > m (3).

Από τις (1), (2) και (3) παίρνουμε ότι /(* )  >m,Vx  e (α, β) και συνεπώς 
η /  παίρνει ελάχιστο στο (α,β).  ^

ΑΣΚΗΣΕΙΣ __________________ __________________________ _

4.19 α) Έστω /  : [a , f i \ -+IR  μια συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε / ( χ ) > 
0, Vx e [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθμός Κ > 0, τέτοιος 
ώστε / (* )  > Κ,Ί χ  e [α,β],

β) Έ σ τω /μ ια  συνάρτηση συνεχής στο*0κ α ι/(* 0) > Να αποδείξετε
ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε: / ( χ ) > V* e (λο -  ί, Xq +  δ).

γ) Έστω / :  [α, β] -► ZR μια συνεχής συνάρτηση με / ( * )  > 0, V* e 
[α, β]. Να αποδείξετε ότι η /  έχει infimum θετικό.

4.20 Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις

είναι φραγμένες στα διαστήματα [0,1] και [-1 ,0 ] αντίστοιχα.

4.21 Να βρεθούν τα ολικά ακρότατα των συναρτήσεων:

4.22 Έστω α < β < γ  και συναρτήσεις /  συνεχής στο [α, β] και g συνεχής 
στο [β, γ ]. Ορίζουμε την συνάρτηση

Ποιά συνθήκη χρειάζεται ακόμα ώστε η Λ να είναι συνεχής στο [α, γ ] ,

4.23 Να βρεθεί το supremum και το infimum των συναρτήσεων:

xsinj;, 0 < χ < 1
8 ( χ ) = e —1 < χ  < 0

0, χ  =  0

f (x) ,  χ  G [α, β\ 
gix), χ ζ ( β , γ ]

« )/(* )  =  1 -  \2χ -  11,0 < χ  < 1, β)%{χ) =  -7 , 1 < χ  < 2
8 „ ^
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4-24 Έστω / :  (α, β) -*■ IR, συνεχής στο (α, β) και τέτοια ώστε:

lim /(* )  =  — οο και lim / ( jc) =  — οο.x-+ce+ χ-+β-

Να αποδείξετε ότι η /  παίρνει μέγιστο στο (α, β).

4-25 Έστω / : [ < * , / ? ] —►#? συνεχής στο [α,β] με /(α )  < 0 < / ( β ). 
θεωρούμε το σύνολο Α = {χ e [α,β] ·. / ( χ )  < 0}. Να αποδείξετε 
ότι το σύνολο Α είναι μη κενό, φραγμένο και ότι / { su pA ) =  0. 
Χρησιμοποιώντας αυτό να δώσετε μια άλλη απόδειξη του Θεωρήματος 
4.31.

4.26 Μπορεί η συνάρτηση f ( x )  =  3 -  sinx + * j , x  e l R v a  πάρει την τιμή \  
μέσα στο διάστημα [-2,2];

4.27 Αν η συνάρτηση /  : [1,2] -*· [0,3] είναι συνεχής με / ( I )  =  0 και 
/(2 )  =  3, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ  € [1, 2] τέτοιο ώστε: / ( ξ )  =  ξ.

A M  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ = cosx έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο 
διάστημα (0, &).

4.29 Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο ρ{χ) =  jc4  +  7jc3 -  9 έχει τουλάχιστο 
δυο πραγματικές ρίζες. Γενικά, να αποδείξετε ότι ένα πολυώνυμο 
άρτιου βαθμού που παίρνει τουλάχιστο μια τιμή με αντίθετο πρόσημο 
από αυτό του συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου, έχει τουλάχιστο 
δυο πραγματικές ρίζες.

4 J0  Έστω /  : [0,1] IR συνεχής με /(0 ) =  / ( ΐ ) .  να αποδείξετε ότι 
υπάρχει ξ € [0, λ] τέτοιο ώστε: / ( ξ )  = /  (ξ + λ).

Πιο γενικά να αποδείξετε ότι:
Αν η /  : [α, β] -* IR είναι συνεχής συνάρτηση στο [α, β] με / ( α )  =  
/ ( β ). να αποδείξετε ότι υπάρχουν * , y 6 [α, β] με \y -  χ | =  και 
/(* )  = /Ο 0 ·

4.31 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ =  a sinx + β,Ο < α < Ι ,β  > 0 έχει 
τουλάχιστο μια θετική πραγματική ρίζα μικρότερη ή ίση του α +  β.

4.32 Έστω /  : Α -► IR μια συνεχής συνάρτηση, όπου Α είναι ένα κλειστό 
και φραγμένο σύνολο. Να αποδείξετε ότι το 71(f) είναι κλειστό και 
φραγμένο.
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§ 4.6 ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Έστω /  μια συνάρτηση συνεχής σε κάθε σημείο ενός διαστήματος Δ . 
Τότε για ένα σταθερό ξ e Δ και ένα προκαθορισμένο € > 0, υπάρχει αριθμός 
δ > 0, τέτοιος ώστε: | / ( χ )  -  / (ξ) \  < * όταν )χ - ξ |  < ε. Ο αριθμός δ 
εξαρτάται όχι μόνο από την εκλογή του θετικού αριθμού €, αλλά και από το 
σημείο ξ στο οποίο εξετάζουμε την συνέχεια. Είναι δηλαδή <5 = δ ( ξ , € ) .

Ας εξετάσουμε το εξής πρόβλημα: Ας υποθέσουμε ότιέχουμεβρεί μια τιμή 
του δ που αντιστοιχεί σε κάποιο συγκεκριμένο ξ και ένα προκαθορισμένο 
€ > 0. Τότε αν μεταβάλλουμε το ξ,  το δ θα παραμείνει το ίδιο; Γενικά η 
απάντηση είναι ότι σε διαφορετικές τιμές του ξ θα αντιστοιχεί διαφορετική 
τιμή του δ. Για να γίνουν πιο κατανοητά ας πάρουμε για παράδειγμα την 
συνάρτηση f ( x ) =  χ1, χ  e R. Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής για κάθε 
χ  e IR (Παράδειγμα 4.9). Τότε για ε =  2 και δ = £ η απαίτηση

Ι/(*) - /(£)Ι < e όταν | * - ξ | < ^  (1)

αληθεύει για ξ = 1. Πραγματικά· /(* )  -  / (£)  =  *2 -  1 και \χ - 1| < λ => 
\  < χ  < |  καιάρα - 1 < / ( * ) -  / ( £ ) <  J.

Εντούτοις η απαίτηση (1) είναι ψευδής για ξ =  1Q γιατί τότε / ( χ )  -  
/ ( ξ)  =  χ 2 -  ΙΟΟκαι \χ -  10| < £ => ψ < χ < Ένα τέτοιο χ π.χ. είναι το 
10$. Τότε όμως / ( * )  -  / ( ξ) =  (10$)2 -  100 =  5ig > 2.

Έτσι λοιπόν, αν και η συνάρτηση είναι συνεχής στο ξ =  10 (όπως 
ακριβώς και για ξ =  1) ο αριθμός δ =  £ αρμόζει στο σημείο ξ = 1, όχι όμως 
και στο ξ =  10 (για το ίδιο e =  2).

Μπορούμε να αποδείξουμε και γενικά ότι δεν υπάρχει θετικός αριθμός 
δ, τέτοιος ώστε η απαίτηση \ / ( χ )  -  /(ξ ) | < 2 όταν \χ -  ξ\ < δ, να αληθεύει 
για όλα τα ξ  <ε ZR. Πραγματικά· έστω 0 < θ < δ και χ  = θ +  j ,  y  = j .  Τότε 
I* - ξ |  = θ  < δ αλλά | / 0 0  -  / (ξ ) |  = 2  + θ 2 > 2 = ε .

Συμπερασματικά λοιπόν για την f(x) =  x!, x g R  δεν υπάρχει ένας του
λάχιστο θετικός αριθμός δ που να αντιστοιχεί στον τυχαίο, αλλά ορισμένο 
θετικό αριθμό e, για όλα τα ξ  e R  συγχρόνως.

Αν μια συνάρτηση είναι τέτοια ώστε, όταν δοθεί ένα € > 0, μπορούμε να 
εκλέξουμε ένα δ > 0 που να εξαρτάται μόνο από το e > 0 και όχι και από το 
ξ,  τότε λέμε ότι η συνάρτηση αυτή είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Ορισμός 4.39 Μια συνάρτηση f θα λέγεται ομοιόμορφα συνεχής, αν και 
μόνον αν, για κάθε e > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιος ώστε για όλα τα ζεύγη 
σημείων x και y του Δ(Γ) με |χ -  y| < δ να ισχύει |f(x) -  f(y)| < f .
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Δηλαδή f  ομοιόμορφα συνεχής Ο

(V* > 0)(3δ > 0)(Vx, y € A(f))|x -  y| < Δ => |f(x) -  f(y)| < ε.

Παρατήρηση 4.40

To ουσιώδες της ομοιόμορφης συνέχειας είναι, όπως είπαμε, η ανεξαρ
τησία των δ και ξ. Ακόμα η συνέχεια είναι μια ιδιότητα που αναφέρεται 
σε σημείο, ενώ η ομοιόμορφη συνέχεια είναι ιδιότητα που αναφέρεται σε 
διάστημα. Προφανώς αν μια συνάρτηση είναι ομοιόμορφα συνεχής, τότε 
είναι και συνεχής, γιατί ο ορισμός 4.39 για y =  ξ ταυτίζεται με τον ορισμό 
της συνέχειας στο ξ.  Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει, όπως είδαμε με την 
/ ( χ )  = χ2,χ  € ZR.

Παράδειγμα 4.41

Η συνάρτηση / ( χ )  =  χ 2, χ  € {0,1] είναι ομοιόμορφα συνεχής. Πραγμα
τικά' πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(V* > 0)(3δ > 0)(Vx, y € [0, 1])|jc -  y| < δ =» |x2 -  y2| < ε.

Έχουμε:
|x2 -  y2| =  \ x -  y||jc +y| < 2|x - y \  < 2δ

το οποίο είναι μικρότερο του ε, αν εκλέξουμε δ =

Παράδειγμα 4.42

Η συνάρτηση / ( χ )  =  s inx ,x  e IR είναι ομοιόμορφα συνεχής. Πραγ
ματικά’ για οποιοδήποτε ε > 0, θέτοντας δ =  ε θα έχουμε Vx, y € IR με 
\χ — y| < δ ότι:

|s i« x  -  ii'n y l =
_ . χ - y  x + y  2s in —-—-cos-----—

Παράδειγμα 4.43

Η συνάρτηση f ( x )  =  A, x  € (0, l) δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. Θα 
- αποδείξουμε-ότι ο ορισμός 4.39 δεν ισχύει. Θα αποδείξουμε δηλ. ότι ισχύει 
η άρνησή του:

(3ε > 0)(Υδ > 0)(3χ, y 6 (0 ,1))|χ -  y| < 3 =» \ / (χ)  -  f ( y ) \ > ε.

Για ε =  1 και για οποιοδήποτε δ με 0 < δ < 1 παίρνοντας χ  =  δ και 
y — j  έχουμε:

\x -  y \ =  2 < &  και I / U )  -  f(y)\ =
δ > 1
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Συνεπώς η /  δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Είδαμε ότι η ομοιόμορφη συνέχεια συνεπάγεται την συνέχεια, χωρίς να 
ισχύει το αντίστροφο. Η μορφή του πεδίου ορισμού μιας συνάρτησης παίζει 
σημαντικό ρόλο στην ομοιόμορφη συνέχεια. Το επόμενο Θεώρημα δίνει μια 
ικανή συνθήκη για να ισχύει το αντίστροφο, δηλ. για να είναι μια συνεχής 
συνάρτηση και ομοιόμορφα συνεχής. Είναι το πεδίο ορισμού να είναι 
κλειστό και φραγμένο διάστημα. Όπως (ραίνεται και από το Παράδειγμα
4.42 η συνθήκη αυτή δεν είναι και αναγκαία.

θεώρημα 4.44 Αν f : [α, β] —> R είναι συνεχής στο [α, β\ τότε είναι και 
ομοιόμορφα συνεχής.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι η /  είναι συνεχής στο [α, β] και ότι το συμπέρασμα 
δεν ισχύει. Τότε θα έχουμε:

(3e > 0)(W > 0)(3x , y  e [α, β])\χ -  y\ < δ => \ f ( x ) -  /(y ) | > e.

Ειδικά για δ =  ~,v e W προκύπτει ότι υπάρχουν ακολουθίες χ ν, ν g IN ηαι 
yv, ν e IN τέτοιες ώστε:

χ ν € [α,β) ,γν G [α,β], \χν -  yv \ < => \ f ( x v) -  f ( y v)\ > e.

Η ακολουθία χ ν, ν  g IN είναι φραγμένη. Συνεπώς από το Θεώρημα Bolzano- 
Weirstrass έχει μια υπακολουθία που συγκλίνει, έστω την xkv, v  g IN με 
limxkv =  ξ 6 [α, β]. Επειδή η /  είναι συνεχής στο [α, β], άρα και στο ξ, θα 
έχουμε: l imf(xK) =  /(£). Από την σχέση |λ*, -  ykv\ < ~ έχουμε ότι και
limyK =  ξ και από την συνέχεια της /  ότι και l imf(ykv) = / (£) .  Συνεπώς 
litn[/(XkJ ~  /(Λ ,)1 =  Οπου είναι άτοπο γιατί \ f (xkJ  - f ( y kv)\ > e > 0. ·

θεώρημα 4.45 Έστω f : Δ -> R, Δ c  R διάστημα. Τότε η f είναι ομοι
όμορφα συνεχής στο Δ, αν και μόνον αν, για δυο οποιεσδήποτε ακολουθίες 
x„, ν G Ν και y„, ν g Ν από το Δ τέτοιες ώστε lim ^  -  y„) = 0 να έχουμε 
lim(f(x„) -  f(y„)) =  0.

Απόδειξη

Έστω ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής. Τότε

(Ve > 0)(3δ > 0)(Vx G Α)\χ - y \  < δ => \ f(x)  -  f (y) \  < €. (1)
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Θεωρούμε δυο ακολουθίες χ», ν € IN και yv, ν € IN από το Δ τέτοιες ώστε 
limixv ~ y v) =  0. Τότε

(VS > 0)(3u> € W)(Vi> 6 ΙΝ)ν > Vo ==► \xv -  y, I < 5.

Από την (1) τότε θα έχουμε:

Ι/(*ν) - / ( > ) |  <c,Vv > m

που σημαίνει ότι l im ( f  ( x j  -  f ( y v)) =  0.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι η /  δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. Τότε

(3f > 0)(VS > 0)(3x, y € Δ)|χ -  y\ < δ => \ / ( χ )  -  f ( y ) \ > €.

Αρα για 5 =  i ,  ι/ € W υπάρχουν ακολουθίες χν, ν € ίν  και yvtv e IN από 
το Δ τέτοιες ώστε:

|xv - y„| < ί  και |/(χ„) -  /(y „)| > « > 0.

Δηλαδή οι ακολουθίες χ ν, ν g !Ν και yv, v e I N  από το Δ είναι τέτοιες ώστε:

lim(xv - y v) = 0 αλλά l im(J(xv) -  / ( y w)) ,έ 0.

Έτσι λοιπόν συμπεραίνουμε ότι αν για δυο οποιεσδήποτε ακολουθίες χν, ν € 
W και ν € iV από το Δ τέτοιες ώστε lim(xv -  yv) =  ο να έχουμε 
l im( f(xv) -  /(yv))  =  0 τότε η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής. ·

Από την παραπάνω απόδειξη προκύπτει εύκολα το επόμενο:

Πόρισμα (Κριτήριο μη ομοιόμορφης συνέχειας): Μια συνάρτηση f δεν 
είναι ομοιόμορφα συνεχής σε ένα διάστημα Δ, αν υπάρχουν * > Οκαι δυο 
ακολουθίες χν, ν € Ν και y„, υ e Ν από το Δ τέτοιες ώστε

Hm(x„ - y v) = 0 και -  f(y„)| > e > 0.

Για παράδειγμα η / ( χ )  =  λ δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο Δ =  
(0, +οο), γιατί αν χ ν =  1, yv =  ~ · ,  ν e IN τότε lirnix» -  yv) = 0 αλλά 
1 / 0 0 - / 0 0 1  =  l,Vu e IN.

Επίσης η $(*) =  χ2 δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο ZR, γιατί αν 
χ ν =  ν +  =  ν, ν 6 IN τότε lim(xv -  yv) =  0 αλλά !#(*„) - £ ( γ υ)| =
2 + £  > 2, Vw € IN.



Συ ν ε χ ε ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς 245

Θεώρημα 4.46 Έστω f : (α, β)  R μια συνεχής συνάρτηση. Τότε η f 
είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (α, β), αν και μόνον αν, τα

lim f(x) και lim f(x)χ-^α+ χ->β-

υπάρχουν.

Απόδειξη

Έστω ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (α, β). Τότε

(Vc > 0)(3<5 > 0)(V* <= (α, β))\χ -  y| < & =» | / ( χ ) -  f (y) \  < €. (1)

Για το παραπάνω5, παίρνουμε x u xi  € Λ̂ /2(α) Π (α, β). Τότε x u x i  € (α, β) 
και

& δ
Ι*ι -  χ ι \ < |*ι -  «I +  1*2 -  α| < -  4- -  =  <5.

Από την (1) τότε έχουμε: \ f i x j  -  f ixf) \  < e δηλ.

(V€ > 0)(3δ > 0)(Vjcι, JT2 € (α,β))\χι - α  \ < δ, \χ2 -  α| < 5  

=> Ι/(*ι) -  /(*2>Ι <
πράγμα που σημαίνει από το Θεώρημα 3.51 (Κριτήριο του Cauchy) ότι το 
ϋπι*_α+ f{x)  υπάρχει.

Με το ίδιο ακριβώς σκεπτικό απόδεικνύσυμε και την ύπαρξη του 
limx-+fi- f ( x ) .

Αντίστροφα τώρα. Ας υποθέσουμε ότι τα1ϊιηί ^ (ι+ f ( x )  Y.axlimx^ p_ f ( x )  
υπάρχουν. Ορίζουμε την συνάρτηση g : [α, β] -► IR με

f ix) , χ e (α, β)
l im ^ e+ f (x) , χ  — a
1ίιη*_>£_ f i x ) , χ = β

Τότε η g είναι συνεχής στο [α, β], άρα και ομοιόμορφα συνεχής στο [α, β] 
από το Θεώρημα 4.44. Αλλά οι /  και g ταυτίζονται στο (α, β)  και επομένους 
και η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (α, β ). ·

Θεώρημα 4.47 Έστω f : [0, +οο) —► R μια συνεχής συνάρτηση. Υπο
θέτουμε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [α, +οο) για κάποιο α > 0. 
Τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, +οο).
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Απόδειξη

Η /  είναι συνεχής στο [0, +οο) και επομένως ο περιορισμός της στο 
[0, α] είναι συνεχής. Επειδή το [0, ά] είναι κλειστό και φραγμένο διάστημα, η 
/  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, α], από το Θεώρημα 4.44. Έτσι έχουμε!

(V* > 0)(3δ, > 0)(Vx,y € [0,a])|jc — γ| < =» | / (jc) _  y (y)j < € (1)

Η /  είναι συνεχής στο α και άρα

(V* > 0X3^ > QKV* e [0, σ ο ) ) |* -α |  < Sj => \ / (χ) _  / (α ) | < £
2

Επίσης η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [α, +οο), οπότε

(Vi > 0)(3S, > 0)<V*. > e (a, oo))|x -  y\ < => ) / ( j )  _  / ( y ) , < e 0 )

1η « ,υ  <α.Τόιεαπότην(1)έχουμε|«-ϋ| < 5  <5
2r\ u , v  > α. Τότε απότην(3) έχουμε|«-υ| < Λ J < €*
5η « < α και ν > α. Επεώή ,« -  „ , < ^  είναΓ "  *

1“  - “ I < * Ζ &ι =* Ι/(« )  -  / ( α ) | < £
2

Συνεπώς

| υ - « | <  5 < &  = * ! / ( „ ) - / ( α ) | < £
2

Ι/(«) -  Μ \  < I/ ( « ) -  /(α ) | +  | / (υ) _  / (  < € € _
< 2 + 2 ~  e

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν θα έχουμε ότι:

(W > 0)<35 > 0)(Vm, υ € [0,οο))|α -  υ| < * ^  ,
^  I/ (« )  -  /(y)|  < €,

που σημαίνει ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής ^  ^

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
L Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση frx\ __ _

ομοιόμορφα συνεχής. } ** v x . x  € [0,+οο) είναι

Απόδειξη 1η

Αρκεί να αποδείξουμε ότι:

(V« > 0)(35 > 0)(Vx, ν € [0, +οο))|* -  », Λ _
^  3 => i v S -  V7I <«
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ή ισοδύναμα

(Ve > 0)(35 > 0)(V;i, y € [0, +oo))|x2 -  y1 \ < δ => \χ -  y\ < (■

(Το τελευταίο προκύπτει αν θέσουμε */χ =  ω, J y  =  Φ και κάνουμε αλλαγή 
μεταβλητής). Τότε είναι | jc  -  y| < \χ +  y|, αφού χ > 0,y > 0 και συνεπώς 
για δ = € 1 έχουμε:

| jc 2  — y 2 | <  € 2 |χ — γ | | χ +  γ| <  € 2 |x — y | <  *·

Αρα η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Απόδειξη 2η
Έστω ε > 0. Διαλέγουμε δ =  ε2. Αν χ, y € [0, +οο) τότε υπάρχουν 

δυο δυνατότητες: ή χ, y e [0, δ) ή ένα τουλάχιστο από τα χ  και y είναι 
μεγαλύτερο ή ίσο του δ.

Στην πρώτη περίπτωση J x , </y e [0, ε) =» |<Jx -  J y \  < |« -  0| =  «, ενώ 
στην δεύτερη

\Jx-Vy\>  V3 = e  = » ^ =j <\ \*~y\  < |  =  «·

Αρα η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Απόδειξη 3η

Η απόδειξη μπορεί να γίνει επίσης με την βοήθεια της ανισότητας 
IV* -  y/y\ < Vi* -  y|. * > ο, y > 0, αφού πρώτα την αποδείξετε (άσκηση 
0.3 ε). Αφήνεται για άσκηση.

Απόδειξη 4η (Με την βοήθεια του θεωρήματος 4.47)

Η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [1, +οο) γιατί

αν δ =  2ε. Επίσης η /  είναι συνεχής στο [0, οο) από την Εφαρμογή 2 της § 
4.2. Σύμφωνα λοιπόν με το Θεώρημα 4.47 η f ( x )  =  */χ είναι ομοιόμορφα 
συνεχής στο [0, οο).

2. α) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f(x) — x, χ € R και g(x) =  
sinx, χ e R είναι ομοιόμορφα συνεχείς, ενώ το γινόμενο f.g δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση.

β) Να αποδείξετε γενικά ότι το γινόμενο δυο ομοιόμρφα συνεχών συν
αρτήσεων είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, αν οι συναρτήσεις αυτές 
είναι φραγμένες.
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Απόδειξη

α) Η g είναι ομοιόμορφα συνεχής από το Παράδειγμα 4.42. Το ότι η /  
είναι ομοιόμορφα συνεχής προκύπτει αμέσως από τον Ορισμό, διαλέγοντας 
δ = €. Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση h(x) =  x.s inx ,x  € Λ? δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής.

Έστω € =  1 και δ > 0. θ α  αποδείξουμε ότι υπάρχουν χ, y  e  IR με 
\x -  >| < δ ενώ | / ( jc) -  /(y ) | > 1. Διαλέγουμε χ  =  νη +  | , y  =  νη, για 
φυσικό ν με υ > Τότε \χ — y| =  |  < δ και

— ysiny | «  ( νη  +Ι(
■Ι(

!)"■(
?)"■(

8 -  

1)1 ■
νπ$ΐη{νπ)

δ
vn sin -z

2
> l =  e.

β) Ας υποθέσουμε ότι |/ (x ) | < M ,Vx € Δ και |#(χ)| < Λ/.Vx € Δ. 
Επειδή οι /  και g είναι ομοιόμορφα συνεχείς στο Δ θα έχουμε:

(V* > 0)(3δ, > 0)(Vx,y e Δ)|χ -  y\ < i ,  => \f(x )  -  f(y ) \  < ~
LM

(V* > 0)(352 >0)(Vx,y € Δ ) |χ -  y| < 5* => lg (x )-g (y )l <

Τότε Ve > 0, υπάρχει δ = min[6u &} τέτοιο ώστε:

\f ix)g(x) -  f(y)g{y)\ < l/(jf)lle(jr) -  *001 +  \g(y)\\J{x) -  f ( y ) I

μ Π 7 + μ '2Χ7
=  €

δηλ. η συνάρτηση f.g  είναι ομοιόμορφα συνεχής.

λΈ στω Α  c  R x a if:  A -*R -A v υπάρχει σταθερή k > 0  τέτοια ώστε 

|f(x) -  f(y)l < k|x -  y|, Yx, y € A

τότε λέμε ότι η  f ικανοποιεί την συνθήκη του Llpschitz. Να αποδείξετε 
ότι αν η f : A -*  R ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschltz, τότε είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Απόδειξη
Πρέπει να αποδείξουμε ότι:

(V* > 0)(3$ > 0)(Vx,y € Α )\χ - y \  < δ => |/(x ) -  f(y )\  < ε.
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Επειδή η /  ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz, διαλέγοντας ως δ =  |  
όταν \ x - y )  <δΟα έχουμε: |/(* ) -  / ( γ ) | < Jfc.f. =  €.

Το ότι δεν ισχύει το αντίστροφο, δηλ. ότι κάθε ομοιόμορφα συνεχής 
συνάρτηση δεν ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz, ας το διαπιστώσουμε 
με ένα παράδειγμα. Έστω /(* )  =  j x ,  χ  6 [0,2]. Αυτή είναι ομοιόμορφα 
συνεχής από το Θεώρημα 4.44, αφού είναι συνεχής σε κλειστό και φραγμένο 
διάστημα. Δεν ικανοποιεί όμως την συνθήκη του Lipschitz, αφού δεν υπάρχει 
k > 0 τέτοιο ώστε:

\y /I\< k \x \,V xe[0 ,2 ] .

4  Έστω A c  R xai /  : Λ ->■ 27? ομοιόρφα συνεχής στο Α. Να αποδείξετε 
ότι αν χν> ν € Ν είναι μια ακολουθία του Cauchy στο Α, τότε η f(xv), ν e Ν  
είναι μια ακολοιβία του Cauchy στο R.

Αντίστροφα, αν το Α είναι φραγμένο σύνολο και η f μετασχηματίζει 
ακολουθίες του Cauchy από το Α σε ακολουθίες του Cauchy, τότε να 
αποδείξετε ότι η f είναι ομοιόρφα συνεχής.

Απόδειξη

Αφού η /  είναι ομοιόρφα συνεχής στο Α θα έχουμε:

(Ve > 0)(3δ > 0) (Vx ,y  € Α)\χ —y\ < δ => j / ( x )  -  f ( y ) | < e. (1)

Έστω ̂ , v e IN μια ακολουθία του Cauchy στο Α Τότε

(Ve* >  0)(ivo € W )(V ν, μ  €  1Ν)ν >  ιυ, μ  >  ι>ο => \Χν — Χμ | <  €*. (2)

Η (2) για δ = €* δίνει \χν -  χμ \ < δ η οποία λόγω της (1) οδηγεί στην 
Ι / ( * ν )  -  /(* μ)Ι < €. Δηλαδή

(V« > 0)(3υ0 € Ν)0/ν,  μ  e Ν)ν  > η,, μ  > η, => \ / ( χν) -  / ( χ μ)\ < €

που σημαίνει ότι η /(.*„), ν e IN είναι μια ακολουθία του Cauchy στο IR.
Θα αποδείξουμε τώρα το αντίστροφο. Ας υποθέσουμε ότι η /  δεν είναι 

ομοιόμορφα συνεχής στο φραγμένο σύνολο Α. Τότε θα έχουμε

(3* > 0)(Va > 0 ) ( 3 x , y  e Λ)|* - y \  <  δ =» \ f ( x )  -  f ( y ) \  >  e. (3)

Ειδικά για δ = * θα υπάρχουν ακολουθίες χ ν, ν € IN και y v, v  e  IN από το 
Α τέτοιες ώστε:

\χυ -y „ | < i  => \f(x v) -  f ( y v)\ > e. (4)

Οι Xv, v e  IN και yv,v  € IN είναι φραγμένες, αφού το Α είναι φραγμένο. 
Άρα από το Θεώρημα Bolzano-Weirstrass έχουν συγκλίνουσες υπακολουθίες,
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έστω -*■ xq και γ*„ -> yo. (Τα jco, yo μπορεί να μην ανήκουν στο Α.(Πότε 
θα ανήκουν;)). Οι , ν e IN και γι^,ν € IN είναι ακολουθίες του Cauchy. 
Επειδή

Ι* ' _ Λ ·Ι £ * ; < ν
συμπεραίνουμε ότι χο =  yo. Δηλ. -► χο και χ  -*  jco. Τότε όμως ξέρουμε 
ότι και η σύνθεσή τους

* * , * λ 2 » · · · ι Xk, * y k , i  · · · ( 5 )

συγκλίνει επίσης στο Xq και άρα είναι ακολουθία του Cauchy. Αν συμβο
λίσουμε την (5) με ωυ, ν e IN θα είναι

ω2κ—ι =  ·**,. ώΐι» =  y*. ·

Από την υπόθεση έχουμε ότι η /(ω ν), ν e IN είναι ακολουθία του Cauchy. 
Αρα

(Ve > 0)(3υι € W)(VX, ρ e IN)k > ν,, p > ν, => |/(ω λ) -  /(ω^)| < ε. 

Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί από την (4) έχουμε Vi* ότι

Ι / ίω ^ - ι )  -  f  {ο*ΐν\)| =  !/(**.,) -  /()>*.,)| > €.

Επομένως η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.

5. Μια συνάρτηση g : I —► R, όπου I c  R είναι ένα διάστημα, θα 
λέγεται κλιμακωτή συνάρτηση στο I, αν το I είναι ένωση πεπερασμένου
αριθμού διαστημάτων It, Ι2....... Ik τέτοιων ώστε ο περιορισμός της g σε
κάθε διάστημα Ιμ,μ  — 1,2....... k να είναι στάθερή συνάρτηση.

Μια συνάρτηση φ : I -*■ R, όπου I c  R είναι ένα διάστημα, θα λέγεται 
κατά τμήματα γραμμική συνάρτηση στο υΐ, αν το υΐ είναι ένωση πεπερα
σμένου αριθμού διαστημάτων Ιι, k, ■. ■, L τέτοιων ώστε ο περιορισμός της
φ σε κάθε διάστημα Ιμ ,μ  = 1,2....... k να είναι γραμμική συνάρτηση.

Έστω f : [α, β] -*  R μια συνεχής συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι: 
α) αν € > 0  τότε υπάρχει μια κλιμακωτή συνάρτηση g* : [or, β] —► R 

τέτοια ώστε: |f(x) -  g<(x)| < ε, Vx € [α,β\.
β) αν e > 0 τότε υπάρχει μια κατά τμήματα γραμμική συνάρτηση 

Φ<: [α, β] -*■ R τέτοια ώστε: |f(x) - φ ((χ)\ < ε, Vx € [α, β).
Απόδειξη

α) Αφού η /  είναι συνεχής στο [α, β], από το Θεώρημα 4.44 θα είναι και 
ομοιόμορφα συνεχής στο [α, β], δηλ.

(V* > 0)(3δ > 0)(Vjc, y e  [α, β))\χ - y  \<δ=> \f(x )  -  f(y ) \  < ε. (1)
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Διαιρούμε το διάστημα [α, β] σε ν ίσα υποδιαστήματα μήκους Α =  
διαλέγοντας το ν τόσο μεγάλο, ώστε Α < δ. Έστω

=  [« +  (* -  1)Λ, or +  kh], k =  1 ,2 , . . . , υ.

Ορίζουμε:

0 (r \ - f  / ( *  +  (* ~  ΟΛ), χ  6 [α +  (k -  \)h ,a  + kh)
8Λ * 1 f i f i) ,  χ = β

Τότε V* 6 (α, 0) υπάρχει k τέτοιο ώστε jc € [a + (k -  l)h, a + kh) και άρα 
x - a - ( k - l ) h < 8 = >  \f(x) -  f{ a  + { k -  1)A)| =  | / (  j c )  -  $< (*)| < ε, ενώ 
«ν x =  β είναι f i x )  ~  g<(x) = 0. Δηλαδή \/(χ )  -  δ<(*)| < *, Vx e [α, β].

β) Οπως και στην απόδειξη του α) διαιρούμε το διάστημα [α, β] σε ν ίσα 
υποδιαστήματα μήκους Α = διαλέγοντας το ν τόσο μεγάλο, ώστε h < 8. 
Σε κάθε διάστημα /*, k = 1 ,2 , . . . , ν ορίζουμε φ( να είναι η συνάρτηση που 
συνδέει τα σημεία

(α +  (Λ - 1)Α,/ ( «  +  (* -  l)h)) και (a +  kh, f ( a  +  kh)), k =  1,2, . . . , ν

Αυτή προφανώς είναι συνεχής κατά τμήματα γραμμική συνάρτηση. Επίσης 
είναι εύκολο να δούμε ότι ισχύει η σχέση \ / ( χ )  -  φ( (χ)\  < Ας κάνουμε 
την απόδειξη για το Λ =  [α,α. +  Α]. Ανάλογη είναι η απόδειξη για το 
/*, k =  2 , . . . , υ. Για το / 1 λοιπόν είναι:

ΦΛχ) =
/(α  +  h) -  / ( a )  

h ( χ - α )  + /(α )

και

| / ( x ) - * ( * ) |  =

<

<

\/(x )  -  +  / ( « ΐ ^  _ α) _  /(α)1

I /W  -  / (α ) | +  |/ ( α  +  Α) -  / (α ) | χ  — α
h
€ €

IΜ  ~  / ( « ) I +  Ι/(α  +  A) -  / (α ) | < -  +  -
J  2 2

€.

Σημείωση

Σύμφωνα με το α) μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε ένα κλειστό και 
φραγμένο διάστημα, μπορεί να προσεγγιστεί από κλιμακωτές συναρτήσεις. 
(X κλιμακωτές συναρτήσεις, αν και είναι πολύ απλές, έχουν το μειονέκτημα 
να μην είναι συνεχείς. Σύμφωνα εξάλλου με το β) μια συνεχής συνάρτηση 
ορισμένη σε ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα, μπορεί να προσεγγιστεί 
από πιο απλές συνεχείς συναρτήσεις.
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Επίσης μπορούμε να προσεγγίσουμε μια συνεχή συνάρτηση και με πο* 
λυωνυμικές συναρτήσεις, σύμφωνα με το ακόλουθο σημαντικό Θεώρημα, 
γνωστό ως θεώρημα προσέγγισης του Weierstrass:

Έστω f : [α, β] -* R μια συνεχής συνάρτηση/Γότε για κάθε t  > 0 τότε 
υπάρχει ένα πολυώνυμο Ρ< : [or, β] -*· R τέτοιο ώστε: |f(x)-P«(x)| < e. Vx e

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

4.33 Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ομοιόμοραφα συνε
χείς. με την βοήθεια του ορισμού:

α )f i x )  =  jc3, -1  < χ < 1 β) f ix )  =  jc4, - 3  < jc < 2

Y )f(x )  =  1*1 5  1 £ ) /(* )=  X <0

€ )/(* ) =  ,/x , 1 < x  < 4  a t ) f { x ) =  -fe,x  > 1

4.34 Να αποδείξετε ότι α  παρακάτω συναρτήσεις είναι ομοιόμοραφα συνε
χείς:
ο) f i x )  =  J , χ € [1, + 00) £ )/(* ) =

κ ) f ( x ) =  ττϊ7’ Λ 6 ^  $)/(■*) =  τ^*Τ’ χ  ε

4.35 Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις

f i x )  =  - r ,  jc >  Ο, Λ(λγ) =  /ο&χ, jc >  Ο, και gix) =  s i n - , x  >  Ο

δεν είναι ομοιόμοραφα συνεχείς στο διάστημα (0 ,1).

4.36 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x )  = -λ είναι ομοιόμορφα συνεχής 
στο διάστημα [α, +οο), α > 0.

§ 4J  ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ________________

θ α  εξετάσουμε τώρα αν η αντίστροφη μιας συνεχούς συνάρτησης είναι 
συνεχής. Όπως είναι γνωστό μια συνάρτηση /  : 7 -► R y I c  R  είναι 
ένα διάστημα, έχει αντίστροφη, αν και μόνον αν, είναι αμφιμονοσήμαντη 
(1-1). Δηλαδή Vx, y e /, jc φ  y => f ix )  /  f iy ) .  Επίσης γνωρίζουμε ότι μια 
γνήσια μονότονη συνάρτηση είναιαμφιμονοσήμαντη καιάρα έχει αντίστροφη 
συνάρτηση. Στο επόμενο Θεώρημα θα αποδείξουμε ότι μια γνήσια μονότονη 
και συνεχής συνάρτηση /  : /  =  [α, β] -* R, έχει αντίστροφη f ~ l στο 
J =  / ( / )  η οποία είναι γνήσια μονότονη και συνεχής. Η f ~1 έχει το ίδιο 
είδος μονοτονίας.
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θεώρημα 4.48 Έστω f : I =  [<ζ, β] R γνήσια μονότονη και συνεχής 
στο I. Τότε η f έχει αντίστροφη η οποία είναι γνήσια μονότονη και συνεχής 
στο f(I).

Απόδειξη

Θα εξετάσουμε μόνο την περίπτωση που η /  είναι γνήσια αΰξουσα στο 
/, αφήνοντας για άσκηση την περίπτωση της γνήσιας φθίνουσας. Τότε 
προφανώς / ( / )  =  [/(α ), /(β)]. Επειδή η /  είναι γνήσια αΰξουσα, είναι αμ- 
φιμονοσήμαντη και άρα η αντίστροφη υπάρχει. Αυτή είναι γνήσια αΰξουσα. 
Πραγματικά· έστω yi. Λ  € / ( / )  με y, < y2. Τότε y, =  /(* ,) και y2 = / ( λ*) 
για κάποια χι,Χ 2 € /. Πρέπει να έχουμε jci < χζ, γιατί διαφορετικά αν 
*ι > ^2 θα έπρεπε y\ = / ( χι) > f( x i)  = yz που αντίκειται στην υπόθεση ότι 
yi < yi. Συνεπώς έχουμε:

f ~ l(yi) = x ι < χζ = f~ \y i ) .

Αφοΰ yi, >>2 είναι τυχαία στοιχεία του / ( / )  με yi < yi συμπεραίνουμε ότι η 
/ -1 είναι γνήσια αΰξουσα στο / ( / ) .

Μένει τώρα να αποδείξουμε την συνέχεια της / -1 στο J =  / ( / )  =  
[/(«)- 1{β)] = [Λ, Β], Θα το αποδείξουμε με πολλούς τρόπους.

L Με την βοήθεια του ορισμού.
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€ < min {λο — α, β — χο}.

Τότε τα σημεία χ0 -  ε, χ0 +  e ανήκουν στο [α, β ]. Άρα σ' αυτά αντιστοιχούν 
τα σημεία y0 -  ^  και y0 +  ^του [Α, Β], όπου Slt ^  > 0 και

/(*ο - € )  = y0 - 8 t , / ( x 0 +  e) = y0 +  h ·

Έστω S =  min{St , #ι} > 0. Τότε για όλα τα y € (y0 — S, +  5) έχουμε: 
yo — δι < y < yo + h-  Αφού η J~1 είναι γνήσια αύξουσα θα είναι:

•*6 -  « =  / ‘ ‘Ον» -  < f ' \ y )  < f ~ \ y *  +  h )  -  *o + «

ή
l / " l Cy) -  / “ ‘Ον») I =  1 / ‘(y) —-*0| < «·

Αυτή όμως είναι η συνθήκη για να είναι η / ~ 1 συνεχής στο >b·
Για να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής στο άκρο Α π.χ. διαλέγουμε 

« < β -  α και θέτουμε Α + Βχ =  / ( α  +  e). Τότε για όλα τα γ 6 [A, A -f &ζ) 
έχουμε:

έτσι ώστε
α  β  / “ ‘ ( A )  <  / _ l ( y )  <  α  +  ε

δηλ.
Ι / “ ,0 0 - / ' ι(Α)| <€.

Συνεπώς η f 1 είναι συνεχής δεξιά του Α  Με τον ίδιο τρόπο υποδεικνύουμε 
ότι είναι συνεχής αριστερά του Β.

2. Με την βοήθεια των ακολουθιών.

Έστω y0 € [A, Β] και τυχαία ακολουθία γ„, ι> € Ν  με -► γ0. Θέτουμε 
αγ0 =  / _10b) *ν =  / - , (y„) οπότε y0 =  / ( χο) και =  /(χ^). Η συνέχεια
της f ~ 1 στο θα έχει αποδειχθεί αν αποδείξουμε ότι χ ν -► xq.

Ας υποθέσουμε το αντίθετο, ότι δηλ. η χ„, ν e IN δεν συγκλίνει στο χο· 
Τότε

(3e > 0)(Vvo € 1Ν)(3ν e IN)v > ι*> => |x„ -  x0| > <=·

Αποσπούμε μια υπακολουθία x*v, v e I N  της x v, ν € IN τέτοια ώστε: |x* -  
jc0| > €· Προφανώς η χ*, υ 6 W είναι φραγμένη, αφού x* € \α ,β \  Σαν 
φραγμένη ακολουθία από το Θεώρημα των Bolzano-Weierstrass η x*f u € W 
έχει μια υπακολουθία που συγκλίνει, έστω την χ ν, ν e IN με χ, —► x ' και 
|x„ _  x0| > e για κάθε ν. Προφανώς χ0 Φ χ'. Από την συνέχεια της /  
στο χ ' έχουμε ότι /(x„) -> f(x ') . Αλλά η /(x„), ν € IN είναι υπακολουθία Ο
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της f ( x v) = yv και yv -* yo =  / ( τ ο ) .  Επομένως πρέπει f i x ')  =  f ( x ο). 
Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί η /  είναι αμφιμονοσήμαντη καιάρα πρέπει η 
χυ,ν  € IN να συγκλίνει στο χο· Συνεπώς η f ~ l είναι συνεχής. ·

Το παραπάνω Θεώρημα αποδείχτηκε στην περίπτωση που το πεδίο ορι
σμού είναι το κλειστό και φραγμένο διάστημα [α, β ]. Το παραπάνω Θεώρημα 
εξακολουθεί να ισχύει (με την ίδια ακριβώς απόδειξη 1) αν αντικαταστα- 
θεί το διάστημα [α, β] με οποιονδήποτε τύπο διαστήματος, πεπερασμένο ή 
απέραντο. Έτσι μπορούμε να διατυπώσουμε το επόμενο γενικό Θεώρημα:

Θεώρημα 4.49 Έστω f : I —► R, I c  R διάστημα, γνήσια μονότονη και 
συνεχής στο I. Τότε η f έχει αντίστροφη η οποία είναι γνήσια μονότονη και 
συνεχής στο f(I).

Είδαμε προηγούμενα, στην Παρατήρηση 4.37, πως η εικόνα ενός ανοι
χτού (αντίστοιχα κλειστού) συνόλου κάτω από συνεχή συνάρτηση δεν είναι 
ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό) σύνολο. Όμως η αντίστροφη εικόνα, κάτω 
από συνεχή συνάρτηση, ενός ανοιχτού (αντίστοιχα κλειστού) συνόλου, είναι 
ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό) σύνολο. Σε μαθήματα Τοπολογίας ως συνε
χείς συναρτήσεις ορίζονται εκείνες που οι αντίστροφες εικόνες ανοιχτών 
συνόλων είναι ανοιχτά σύνολα. Γενικά ισχύει το επόμενο Βασικό Θεώρημα:

θεώρημα 4.50 Έστω f : R —► R. Τότε οι παρακάτω προτάσεις είναι 
ισοδύναμες:

(α) η f  είναι συνεχής στο R.
(β) η αντίστροφη εικόνα τυχαίου κλειστού υποσυνόλου του R είναι 

κλειστό στο R.
(γ) η αντίστροφη εικόνα τυχαίου ανοιχτού υποσυνόλου του R είναι 

ανοιχτό στο R.

Η υπόθεση στο Θεώρημα 4.48 ότι η /  είναι γνήσια μονότονη είναι πολύ 
ισχυρή. Συνεπώς είναι φυσικό να αναρωτηθούμε αν είναι και αναγκαία. 
Θα αποδείξουμε ότι αυτό είναι απαραίτητο και πιο συγκεκριμένα θα απο
δείξουμε ότι μια αμφιμονοσήμαντη συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 
είναι γνήσια μονότονη.

θεώρημα 4.51 Έστω f : [α, β] -* R μια αμφιμονοσήμαντη και συνεχής 
συνάρτηση στο [α, β]. Τότε η f είναι γνήσια μονότονη.



1

2 5 6

0 )  /(■*a) < /( a )  < /{β )  (2) /(.*,) < y (a) < y (/3)

(3) /(a )  < /(/3) < /(**) (4) /(ff) < /(/J) < /(jCj)

(5) /(Of) < fiX l) < /(Xi) < /(0 )  (6) /(« )  < < y (;C2j <

θ α  αποδείξουμε ότι αποκλείονται οι πρώτες πέντε. Αν ισχύει η (1) 
τότε από το θεώρημα 4.31, εφαρμοζόμενο στο διάστημα [xly β] θα υπάρχει 
χ  € (*2, β) : f i x )  — /(or), άτοπο αφού η /  είναιαμφιμονοσήμαντη.

Από το ίδιο θεώρημα αν ισχύει η (2) θα υπάρχει χ' e (x ,,/3 ): /(* ')  =  
/(α ) , άτοπο. Αν ισχύει η (3) θα υπάρχει χ" e (a, *2) : /(* " )  =  /(£ ) ,  άτοπο. 
Αν. ισχύει η (4) θα υπάρχει x* e ( a ,x . ) : /(χ*) =  / (β ) ,  άτοπο. Τέλος αν 
ισχύει η (5) θα υπάρχει χ** e (x2, ^ ) : fix**) =  f ix \ ) ,  που είναι πάλι άτοπο. 
Αρα η μόνη δυνατότητα είναι η (6) που αποδεικνύει και το θεώρημα. ·

Σημείωση

Μπορεί μια συνάρτηση να έχει πεδίο ορισμού και πεδίο τιμών πεπερα
σμένα σύνολα, να είναι αμφιμονοσήμαντη, αλλά όχι μονότονη στο πεδίο 
ορισμού της. Ένα τέτοιο παράδειγμα δείχνει το σχήμα 4.9.

i t

Σχήμα 4.9

, Προφανώς αυτή η συνάρτηση δεν είναι συνεχής.

Ο
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Παράδειγμα 4.52
Θα εφαρμόσουμε το Θεώρημα 4.47 για να μελετήσουμε την συνάρτηση 

/(χ )  =  f , κ 6 IN. Η /  είναι συνεχής (εφαρμογή 2, της § 4.3) και γνήσια 
αύξουσα στο [0, οο), αφού

*1 V -  χ ΐ  =  ( * 1  -  Χ ι ) ( χ \ ~ 1 +  χ ΐ ~ 2* 2  +  · · · + χ ζ ~ 1)  <  0

αν x, < Xj. Επίσης Ηπιλ_ +00/ ( χ) =  +οο, αφού χ ν — χ ν~ι .χ > χ  αν ν >  1 
κα ιχ  > 1. Επομένως για ν άρτιο η /  είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα στο 
[0, οο) με /(Ο) =  0 και sup^p ^  /(x )  =  +οο. Από το θεώρημα 4.36 έχουμε 
ότι /([Ο, +οο)) =  [Ο, +οο). Επομένως από το Θεώρημα 4.49 υπάρχει η 
αντίστροφή της συνάρτηση g η οποία είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα στο 
[Ο, οο). Γράφουμε g(x) = χ χ,ν, x > Οή g(x) = ψχ, χ  > Ο και ν άρτιο.(Βλέπε 
σχήμα 4.10)

Σχήμα 4.10

Αν το ν είναι περιττός τότε η /  είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα στο 
ZR και i n f ^ n f i x )  =  -oo ,supxsKf(x )  =  +οο. Επομένως η συνάρτηση 
/( χ )  =  χ υ, γ περιττός απεικονίζει το IR στο ZR δηλ. f(IR ) =  2R και από 
το Θεώρημα»4.49 έχει αντίστροφη συνάρτηση G η οποία είναι συνεχής και 
γνήσια αύξουσα στο IR. Γράφουμε G(x) =  xv \ x  6 Ε  ή G(x) =  ΐ /χ , χ  € R
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και ν περιττός. (Βλέπε σχήμα 4.11),

--------------------------------------------------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L 'Εστω μια γνήσια αύξουσα συνάρτηση f που απεικονίζει το κλειστό 
και φραγμένο διάστημα [α, β] στο κλειστό και φραγμένο διάστημα [A, Β], 
δηλ. Γ([α, β ]) = [A. Β]. Να αποδείξετε ότι η Ιείναι συνεχής στο [α, β].

Απόδειξη

Έστω τυχαίο χ0 € (α, β). Επειδή η /  είναι γνήσια αύξουσα το αντίστοιχο 
σημείο y0 =  / ( xq) θα ανήκει στο (A, Β), δηλ. A < y0 < Β. Έστω ε > 0 
τέτοιο ώστε: A < y0 — ε < y0 < y0 +  ε < Β. Από την υπόθεση υπάρχουν 
Χχ,Χχ € (α, β ) τέτοια ώστε: y0 -  ε =  f i x  ι) και y0 + ε =  /  (jc2). Το διάστημα 
(jc, , χ2) μπορεί να θεωρηθεί σαν περιοχή του χ0. Επειδή η /  είναι γνήσια 
αύξουσα για χ  € (χ,, χ2) θα έχουμε:

^ ο - «  =  /(* ι)  < f ix )  < f(* i)  =yo + c ή | / ( x ) - 3 b l< «

δηλ. I f ( x )  -  f ( x o)| < ε που αποδεικνύει ότι η /  είναι συνεχής στο χο και 
άρα και στο (α ,β ).

Με το ίδιο σκεπτικό αποδεικνύσυμε την συνέχεια της /  στο α ή στο β .
Με την βοήθεια της εφαρμογής αυτής να δώσετε μια ακόμα απόδειξη 

του θεωρήματος 4.47.

2 Να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο μια συνεχής συνάρτηση x =  x(y) που 
ικανοποιεί την εξίσωση του Kepler

χ — qsinx =  y, 0 < q < 1.



Συ ν ε χ ε ί α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς 259

Απόδειξη

Θα αποδείξουμε ότι η γ(*) ε(,ναι γνήσια αύξουσα. Έστω χ γ < χ2 με 
x t ,x 2 € IR. Τότε

y(&) — γ(*ι) =  (*2 - qsinxz) - ( Λι - qsinxi) =  (χι - χ ι) -  q{sinx2 —sinx ι). 

Αλλά

\sinxi — sinxi] =

<

2 . Χχ — Χι . .  *2 +  Χ2
2

■
2

2 . X z - X i
< 2

Η1«Η
2 2

|* 2 ~ * l |  = * 2 - * l .

Acpou 0 < q < 1 θα είναι : qfcinx2 — sinx(| < x2 — xx και συνεπώς 
y{xi) — γ(*ι) > 0. Επειδή η y(x)  είναι συνεχής στο R και γνήσια αύξουσα θα 
υπάρχει η αντίστροφή της * =  * (γ) η οποία θα είναι και συνεχής.

3 α) Έστω f και g δυο συναρτήσεις συνεχείς στο R τέτοιες ώστε: 
f(x) =  g(x), Vx € Q. Να αποδείξετε άτι: f(x) =  g(x), Vx e R.

β) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και μονότονη στο Q, τότε να 
αποδείξετε ότι είναι μονότονη στο R, με το ίδιο είδος μονοτονίας.

γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) =  α χ, χ <= R και α > 0 για α Φ 1 
είναι γνήσια μονότονη και μάλιστα γνήσια αύξουσα αν a > 1 και γνήσια 
φθίνουσα αν 0 < a < 1.

Απόδειξη

α) Έστω χ  e (Q -  1R). Τότε υπάρχει ακολουθία ρητών χ ν,ν  e IN 
με χ υ -+ χ. Αλλά f { x v) =  g(xv), αφού χ ν e Q. Τότε όμως έχουμε: 
limfXxv) =  limg{xv) ^ f{ l im x v) =  g(limxv) => f ( x )  = Vac € R.

β) Ας υποθέσουμε ότι η /  είναι αύξουσα στο Q, δηλ. αν χ, y e  β  με 
X < y=> /(χ )  < / ( γ )  και θα αποδείξουμε ότι η /ε ίνα ι γνήσια αύξουσα στο 
Κ  Έστω α, β<=Π1μ£α<β. Όπως είναι γνωστό (Θεώρημα 1. 61) υπάρχουν 
αύξουσεςακολουθίες ρητών α^, υ e IN και yvt ν e IN με χ ν -+ α και y v -► β. 
Επειόή α < β  υπάρχει η, € W τέτοιο ώστε:

χ ν < α < y* < y*+1 < yv < β, ν υ >

Αρα
/(χν) < / ( > 0) < fiyva+i) < /0v ),V v  > ι*

και συνεπώς

/ ( a )  =  lim f(xv) < f ( y ^ )  < / ( > 0+0 < Hmf{yv) =  / ( β ).
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γ) Σύμφωνα με χο β), αφού γνωρίζουμε (εφαρμογή 2γ της § 4.3) ότι η 
συνάρτηση f ( x )  =  or*, * ς  R  και or > 0 είναι συνεχής, αρκεί να θεωρήσουμε 
τον περιορισμό της στο Q και να εξετάσουμε εκεί την μονοτονία. Έστω 
λοιπόν / ( ρ ) =  ccp, ρ ς  q  καια > ι. Τότε είναι: ζ/α > 1, Vv € IN και άρα

(4 6 )*· < {& χγ*Μ  < ki € Ζ.

Έστω μ =  ρ < Α = ^ ’ μεν,  υι €Λ^ και μ , μ ι  € Ζ. Τότε μνι < μ ιν  και 
μ ν ^ μ χ ν  € Ζ. Αρα

α ρ -  αμ/ν _  αμ^/νν, =   ̂ < ( ·ψα)ν̂  =  _  αμ,/ν, _  αΡ, ̂

που σημαίνει ότι η f(p )  = αρ,ρ  e Q και α > 1 είναι γνήσια αύξουσα στο Q. 
Η περίπτωση 0 < <* < 1 αφήνεται για άσκηση.
Επίσης το πεδίο τιμών της 71(f) -  (0, +οο) (άσκηση 4.7). Συνεπώς 

από το θεώρημα 4.49 έχουμε ότι υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση, που 
παριστάνεται με logax  και λέγεται λογαριθμική συνάρτηση με βάση α.

Αν g(x) = logax τότε Δ($) =  (0, +οο) και 71(g) =  ZR. Η g έχει το ίδιο 
είδος μονοτονίας με την /  δηλ. είναι γνήσια αύξουσα αν a > 1 και γνήσια 
φθίνουσα αν 0 < α <1 .

Εξ ορισμού λοιπόν έχουμε την ισοδυναμία:

y — log„x ο  χ  =ary,0 <  α Φ 1.

(λ  γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f ( x )  - α χ,χ  e IR και #(*)

Σχήμα 4.12



Συ ν ε χ ή  a  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς 261

=  logax, χ e (Ο, +oo) αποδίδονται στο σχήμα 4.12.

4. Έστω f : [α, β] -> [a, β] μια μονότονη συνάρτηση. Αν αν, ν € Ν είναι 
μια ακολουθία με e [α, β] και αν+ι = f(av), ν e Ν να αποδείξετε ότι:

α) Αν η f  είναι αύξουσα η αν, ν 6 Ν συγκλίνει στο R σε αριθμό ξ e [or, β].
αχ) Αν η f είναι και συνεχής τότε ξ = ΐ(ξ).
β) Αν η f είναι φθίνουσα τότε οι υπακολουθίες της α2υ, ν e Ν και 

α2ν_ι, υ € Ν είναι μονότονες και συγκλίνουν.
βι ) Αν η f είναι και συνεχής και α2ν -> ξχ € [α, β],α2ν_χ -*■ ξ2 € [α, β] 

τότε ξ2 = ΐ(ξι) και ξχ = Τ(ξ2).

Απόδειξη
α) Αφού αχ e [α, β] αν υποθέσουμε ότια„ 6 [α, β), τότε επειδή το πεδίο 

τιμών της /  είναι το [α,β]το / (αυ) € [α,/9], δηλ. α ^ ,  e [α, β]. Συνεπώς 
όλοι οι όροι της av, v e N  ανήκουν στο [α, β]. Η αν, υ € W είναι προφανώς 
φραγμένη.

Θα διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

αχ < α2,αχ = α 2, α, > α2.

Θα εξετάσουμε μόνον την πρώτη, γιατί οι άλλες εξετάζονται ανάλογα. Τότε 
αχ < α2 => /(αχ) < f ( a 2) => α2 < α3. Αν υποθέσουμε ότι α υ_ι < αν τότε 
f ( a v~x) < f ( a v) ή α„ < α ν+ι. Αρα η ανι υ € W είναι αύξουσα και άρα 
συγκλίνει σε κάποιο ξ € [α, β].

αι)Αν η /  είναι και συνεχής τότε αν -► ξ => f ( a v) -► / (ξ)  και από τον 
αναδρομικό τύπο α υ+ι =  / ( α υ) παίρνουμε ξ =  /(£ ).

β) Αν η /  είναι φθίνουσα τότε η /  ο /  θα είναι αύξουσα. Επειδή αΐν+2 — 
/(αζν+ι) = / ( / ( « 2υ)) και α2κ+ι =  /(<*2ι>) =  / ( / ( α 2ν-\))  συνεπάγεται ότι 
οι υπακολουθίες c*2v+2, ν € IN και α-^+χ,ν e Wείναι μονότονες και άρα 
συγκλίνουν. Ας υποθέσουμε ότι αι < α2. Τότε η α2ν+ι, ν € Weivai 
αύξουσα και η α2ν, ν e IN είναι φθίνουσα. Πραγματικά· αν αι < α$ και 
υποθέσουμε ό τ ια 2„-ι < α2ν+ι τότε θα έχουμε: / ( / (α ^ -Ο )  < / ( / ( α ^ + ύ )  
δηλ. / (α 2κ) < /(αζν+2) ή c*2w+i < « 2̂ +3. Όμοια εργαζόμαστε για την 
Οί2υ, ν € W.

βι) Αν α2υ-ι ξϊ και α2ν -> ξι από την συνέχεια της /  θα έχουμε 
: lim f(a2v_x) =  / ( ξ 2) και lim f(a2v) =  /(ξχ), δηλ. ξχ =  lim a2v =  
lim /(a2x,_i) =  / ( Ι 2) κα ιξ2 =  lima2v_x = lim /(a2v) =  /(ξχ).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________ ________________________________

4.37 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

( t VW, χ Φ 0
Ι ο ,  Χ  = 0m  =
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είναι συνεχής μονότονη και να ορίσετε την / ~ ι .

438 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ.2χ =  1 έχει ακριβώς μια θετική πραγμα
τική ρίζα μικρότερη της μονάδας.

4.39 Να αποδείξετε ότι η αντίστροφη της ασυνεχούς συνάρτησης /(* )  =  
(1 + x*)sgn(χ ) ,χ  € R  είναι συνεχής.

4.40 Να αποδείξετε ότι για κάθε συνάρτηση της μορφής

/(* )  = α 0χ 2*'+1 +  <χχχ 1ν + αι χ2ν~3 + ... +<*„*+ £**+,

οπού α0. « ι . · · ·. 1 θετικοί αριθμοί, υπάρχει η αντίστροφη συνάρ
τηση που είναι συνεχής και αύξσυσα στο IR.

4.41 Να αποδείξετε ότι:

or) lim *-.+<»( 1 +  *)χ =  ek β)\\ιηχ-+ο U~ L =  log a 

K)limx^ +0o 7  =  δ)1ιτηχ^ +001ψ· =0
=  0 στ)\να\χ^ο  =  1

ζ) linu- ι  7 =  1 rj)limx-,+o o (^ jr) ,A =  1 § *

§ 43 ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ_______

θ α  θεωρήσουμε γνωστά τα περί εκθετικών, λογαριθμικκών και τριγω
νομετρικών συναρτήσεων, και θα μελετήσουμε τις αντίστροφες τριγωνομε
τρικές, τις υπερβολικές συναρτήσεις και τις αντιστρόφους των. Όλες αυτές 
μαζί με τις σταθερές, την ταυτοτική συνάρτηση και όσες μπορούν να προ
κόψουν από όλες αυτές με πεπερασμένο το πλήθος προσθέσεις, αφαιρέσεις, 
πολλαπλασιασμούς, διαιρέσεις και συνθέσεις (όπως οι πολυωνυμικές και 
ρητές) λέγονται στοιχειώδεις συναρτήσεις (για το λόγο ότι είναι γνωστές 
στον καθένα!)

Μια συνάρτηση f θα λέγεται αλγεβρική αν ικανοποιεί την εξίσωση: 

Ρμ(χ) [Γ(χ)Γ +  Pu-i(x)if(x)]“~‘ +  . . .  +  Pi(x)f(x) +  Po(x) =  0

όπου Pk,k  =  0,1 ........ν οποιεσδήποτε πολυωνυμικές συναρτήσεις. Κάθε
στοιχεώδης συνάρτηση που δεν είναι αλγεβρική, λέγεται υπερβατική.

Αντίστροφη συνάρτηση τηςί(χ) =  sinx, χ € R.

Όπως είναι γνωστό το sin είναι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το 
R  και πεδίο τιμών το [ - 1, 1], δηλ. /  : R  -*· [ - 1. 1] με /(* )  =  sinx.
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Παρατηρούμε ότι κάθε χ  € [ —1,1] δεν είναι εικόνα ενός μόνο χ  € 1R, γιατί 
η εξίσωση sinx  =  y με |y| < 1 δεν έχει μόνο μια λύση. Για παράδειγμα αν 
y = &  τότεη λύση της εξίσωσης sinx = &  είναι η* =  kn + (—1)*£, k € Ζ. 
Αυτό σημαίνει ότι η αντίστροφη συνάρτηση f ~ l της συνάρτησης sin δεν 
υπάρχει.

Αν όμως περιοριστούμε σε διαστήματατης μορφής Δ* =  [kn — |·, kn  +  | ] ,  
k e Ζ τότε η συνάρτηση sin είναι αμφιμονοσήμαντη. Πραγματικά· έστω 
Χχ,χ-ι € Δ* με *ι ^  jc2. Θα αποδείξουμε ότι /ijcj Φ sinx2. Ας υποθέσουμε το 
αντίθετο, ότι δηλ. ίΐ'/ιχι =  sinx2. Τότε χ χ — 2ρη  +  χ^ ή χχ =  (2ρ +  1)π — χ2, 
και συνεπώς έχουμε:

*ι -  *2 =  2ρπ, p € Ζ (1)

+  *2 =  2ρπ +  π, p € Ζ (2)

Αλλά , π . π . η πkn — — < Χ\ < kn + —, kn — — < χχ < kn +
2 ~  2 2 ~  ~  2

η  < χ ι —Χ2 < η  (3), 2kn — η < χ χ +*2 < 2kn 4 (4)
Από την (3) με την βοήθεια της (1) έχουμε - η  < 2ρη < η  ο  - j  < 
ρ < j  =» ρ =  0 =» Χι =  λ:2, άτοπο. Από την (4) με την βοήθεια της (2) 
έχουμε: k -  1 < ρ < k το οποίο είναι αδύνατο. Άρα για χχ Φ χ2 είναι 
sinxx Φ sinxl ,V xx,x 1 6 Δ*, δηλ. η συνάρτηση sin είναι αμφιμονοσήμαντη. 
Σύμφωνα με το θεώρημα 4.49 υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση, η οποία 
συμβολίζεται με arcksin και λέγεται τόξο ημιτόνου.

Ειδικά για k =  0 έχουμε τον βασικό κλάδο της συνάρτησης arcksin που 
συμβολίζεται με Arcsin αντί του areas in. Είναι λοιπόν:

Arcsin: [-1,1]-»· [ - γ ,  γ ] ·

Η συνάρτηση Arcsin είναι συνεχής από το Θεώρημα 4.49 και γνήσια αύξσυσα, 
έχει δε την παρακάτω γραφική παράσταση.

Σχήμα 4.13 Σχήμα 4.13α
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Από τσν Ορισμό της συνάρτησης arcksin προκύπτουν άμμεσα οι παρα
κάτω βασικές ταυτότητες:

L sin(arcksinx) =  χ, Vjc € [—1,1].

2. arcksinx =  kn  +  (—l ) kArcsinx, V jc € [—1 ,1J, k € Z.

3. A rcsin(-x) = — Arcs inx, Vx € [—1,1].

4  Arcsinx+Arcsiny =  Arcs in ( x j  1 -  /  +  y -J1 -  x2 j  ,x  > 0, y > 0 ,x 2+

/ < ! .

Ας αποδείξουμε την (4). Αφού χ2 +  y2 < 1 συνεπάγεται ότι χ  < 1, y < 1 
και Xy/\ — y2 +  y>/1 -  χ 2 < 1 και συνεπώς και τα δυο μέλη έχουν έννοια, 
θέτουμε:

Arcsinx =  α, Arcsiny = fi,Arcsin ( x j  1 -  y* +  y^/l -  x t j  =  y.

Τότε x =  s in a ,y  = s in f i ,x j \  - y 2 +  yV l -  x2 =  siny. H (4) γράφεται: 
a  +  β = y. Τότε sin (a +  β) = siny  ή

sin(a +  β)  =  sinacosfi -f sinficosa = x \ / l  — y1 + y · /1 — x 2 = siny.

Από την τελευταία σχέση για να προκύψει a  +  β = γ  πρέπει να αποδείξουμε 
ότι 0 < a β < y επειδή 0 < γ  < \ .  Αλλά είναι χ2 +  y2 < 1 =» 
si η1 a  4- si η2β < 1 =» si n2 a < 1 — sin*fi =  cos1 β => |iina | < \cosfi\ 
=> ji'na < cos/J = sin (j-  -  β) => a < f- — β => a + β < \  .

Αντίστροφη συνάρτηση τηςΓ(χ) =  cosx, χ € R.

Όπως είναι γνωστό η συνάρτηση cos : IR -*■ [ - 1, 1] είναι συνεχής αλλά 
όχι αμφιμονοσήμαντη. Επομένως δεν υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση. 
Όπως και στην περίπτωση του sin αποδεικνΰεται ότι η συνάρτηση cos στα 
διαστήματα της μορφής [kn, kn + η], k 6 Ζ είναι αμφιμονοσήμαντη και άρα 
υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση που την συμβολίζουμε με arckcos και 
λέγεται τόξο συνημίτονου.

Ειδικά για k =  0 παίρνουμε τσν βασικό της κλάδο που συμβολίζεται με 
Arccos. Είναι

Arccos : [— 1,1] -*■ [Ο,π].

Αυτή είναι γνήσια φθίνουσακαι έχει την γραφική παράσταση του σχ.4.13α. 
Από τσν Ορισμό άμμεσα επίσης προκύπτουν οι παρακάτω ταυτότητες:

L cos(arckcosx) =  χ, Vjr e [—1,1].
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2. arckcosx = kn + {—\)kArccosx + {1 — (—1)*}^.

3. Arccos(-x) =  n  — Arccosx, Vjc e [—1,1].

Αντίστροφη συνάρτηση τηςί^χ) =  tgx, x € R.

Η συνάρτηση tg : R  -  {* : x =  kn  +  k e  Z} -► ZR δεν είναι αμφι- 
μονοσήμαντη και άρα δεν υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση. Εύκολα 
αποδεικνύεταιότι στα διαστήματα της μορφής {kn -  f , kn  +  f ), k e Z η tg 
είναι αμφιμονοσήμαντη και άρα υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση που 
συμβολίζετα με arcktg και λέγεται τόξο εφαπτομένης.

Ειδικά για k =  0 παίρνουμε τον βασικό της κλάδο που συμβολίζεται με 
Arctg. Είναι

Αυτή είναι γνήσια αύξουσακαι έχει την παρακάτω γραφική παράσταση:

y π/2

0 χ

■π/2

Σχήμα 4.14

Επίσης προκύπτουν ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες: 

L tgiarcktgx) = x ,V x e  JR.

2. arcttgx = k n  + Arctgx.

3. A rctg (-x ) =  — Arctgx, Vx € ZR.
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Αντίστροφη συνάρτηση τηςί(χ) =  ctgx, χ € R.

Η συνάρτηση ctg : R  -  {χ : χ  = kn, k e Ζ} -► R  είναι αμφιμονοσήμαντη 
στα διαστήματα {kn, kn  +  n ),k  € Ζ και άρα υπάρχει η αντίστροφή της 
συνάρτηση που συμβολίζετα με arckctg και λέγεται τόξο συνεφαπτομένης.

Ειδικά για k =  0 παίρνουμε τον βασικό της κλάδο που συμβολίζεται με 
Arcctg. Είναι

Arcctg : IR -*■ (0, η).

Αυτή είναι συνεχής, γνήσια φθίνουσα και έχει την παρακάτω γραφική 
παράσταση:

Σχήμα 4.15

Επίσης προκύπτουν ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες: 

L ctg(arckctgx) =  χ, Vx € R .

2. a r c k C tg x  = kn + Arcctg:t, Vjc e R .

3. Arctg{—x) =  n  — Arcctgx, Vx € R .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________

4.42 Των παρακάτω συναρτήσεων να βρεθεί το Δ (/) : 

<*)/(*) =  Arcsini|x| - 3 ) .  
β)/{χ )  =  ■* +  2Arcsinx +

X)/(*) =  A r c s i n ^ ·  -  l o g {4 - λ)·
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4.43 Έστω /(* )  =  Arccos(l -  2χ2) και g(X) =  A rcsin (2x jl - χ 2). Να 
αποδείξετε ότι Δ ( /)  =  Δ(§) =  {λ e IR : \χ  | < ΐ}.

4.44 Να αποδείξετε ότι:

a)arcktgx + arc* tgy = kn + arckt g V x , y  e ]R,k € Z. 

β)2Arctgis-̂ ~ ^  =  Arcsinx, 0 < |jc| < l. 

y)  2 -  2ArctgJ~^$ =  A rcsin ^ f1 .

§ 4.9 ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΚΑΙ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Οι υπερβολικές συναρτήσεις ορίζονται ως εξής:

e* — e- *Υπερβολικό ημίτονο sinhx ------------- , χ ς  R

Υπερβολικό συνημίτονο . e ' +  e *  coshx =  — ----- , χ e R

Υπερβολική εφαπτομένη tghx = sinhx
coshx

Υπερβολική συνεφαπτομένη ctghx = coshx
sinhx

e2* — 1 
e2* + 1

e2*-!-1 
e2* -  Γ

, x G R

X e R -  {0}

Για τις συναρτήσεις αυτές αποδεικνύονται εύκολα οι παρακάτω ταυτότη
τες:

1 cosh2x —sinh2x = 1.

2 sinh(—x ) =  —sinhx

3 cosh(-x) =  coshx.

4 sinh(x ±  y) =  sinhxcoshy ±  coshxsinhy

5 cos{x ±  y) = coshxcoshy ±  sinhxsinhy

6 tg h (x ± y )=

7 sinH2x = 2sinhxcoshx

8 cosh2x =  cosh2x  + sinh2x =  1 + 2sinh2x =2cosh2x -  1
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* =  π $ π

10 (sinhx  +  coshx)v =  sinh{vx) +  cosh(vx) =  &x, v =  0, 1, 2, . . .

11 sinhx + sinhy = Tsinh^^cosh 5̂ ·

12 coshx +  coshy — 2cosh z ^ c o s  h -J-

13  coshx — coshy =  Is in h ^^ -s in h ^^

Απόδειξη της L

cosh1x  — sinh2x \ ( J  +  e ”*)1 -  \(e ?  -  e ~x)2 
4 4

+ 2  +  e '2x) - i ( i ’2* - 2  +  «-to) =  I4 4

Αν θέσουμε x =  cosht.y  =  sinht τότε από την 1 έχουμε *2 — y1 =  1. 
Δηλαδή το σημείο (cosht, $ inht) βρίσκεται σε μια υπερβολή. Σ’ αυτό ακριβώς 
το γεγονός οφείλουν και την ονομασία τους σε υπερβολικές συναρτήσεις. 
Ας θυμηθούμε ότι το σημείο (cost, si nt) ανήκει στον κύκλο χ2 +  y1 =  I και 
γι’ αυτό οι συναρτήσεις sin  και cos λέγονται κυκλικές ή τριγωνομετρικές 
συναρτήσεις.

Απόδειξη της 4

Αφού ισχύει η 2 αρκεί να την αποδείξουμε μόνο για το χ  +  y. Έχουμε:

sinhx.coshy -f sinhycoshx =  -(e* — e~x)(ey +  e y)

+  l(e*  + e ~ x)(ey - e - y)
4

_  i(e*+y  +  -  e~x+y -  e 'x~y
4

+  e*+y _  +  e-*+y _  e~x~y)

=  i(e*+y -  e ' x~y) =  λ /ιΛ (x +  y).
4

Οι αποδείξεις των υπολοίπων αφήνονται για άσκηση..

Ας μελετήσουμε τώρα κάπως πιο διεξοδικά τις υπερβολικές συναρτήσεις 
και ας ορίσουμε τις αντιστρόφους των.
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α) Υπερβολικό ημίτονο sinh.

L Είναι A(sinh) =  R  και 7l(sinh) =  R.
2. Είναι συνεχής στο IR, αφού η εκθετική συνάρτηση είναι συνεχής.
3. Είναι γνήσια αύξουσα στο IR. Πραγματικά· έστω χχ,χ2 € R  με 

Χι < χ>ι. Αφού η εκθετική συνάρτηση είναι αύξουσα έχουμε eXl < eXt (a). 
Τότε e~x1 > e"*1 και < -e*1 (β). Προσθέτοντας τις (α) και (β) και 
διαιρώντας δια 2 έχουμε:

(>χ\ — (>~χ\ gX2 — g~x2
------------< ------ ------  δηλ. sinhx, < sinhx2.

2 2

Επειδή sinhO = 0 συνεπάγεται ότι:

sinhx  > 0  αν χ > 0 και sinhx < 0  αν χ  < 0.

4  Αφού το sinh  είναι γνήσια αύξουσα σ' όλο το R , συνεπάγεται ότι 
υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση που την συμβολίζουμε με Arcsinh 
και λέγεται τόξο υπερβολικού ημιτόνου. Είναι A(Arcsinh) =  R  και 
RiArcsinh) =  R. Επί πλέον ισχύει ο τύπος:

Arcsinhx = log(x +  y/x2+ 1), χ  € R .

Πραγματικά- έστω y =  Arcsinhx o x  — sinhy ο  x = t“~2 · o  (eyy  — 
2xe? — l = 0 o  e> = x ±  s/x14-1 · Επειδή |χ | < Vjc2 + 1, Vx e R  και 
€» > 0, 'iy g R  έχουμε έ* — χ  +  V*2 + 1 1\y —log(x + Jx^  + 1).

5. (X γραφικές παραστέσεις των sinh και Arcsinh αποδίδονται στα 
παρακάτω σχήματα:

6. Είναι 1»τηΛ , loc sinhx = +οο καιίχιη^.οο sinhx = -οο .
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β) Υπερβολικό συνημίτονο cosh.

L Είναι A(cosh) =  IR και 7Z(cosh) =  [1,+οο). Πραγματικά' από την 
ταυτότητα ^  > y/cTfi έχουμε: > >J^.e~x =  1, δηλ. coshx > 1,Vjc €
2R, που σημαίνει ότι το πεδίο τιμών του cosh είναι το [1, +οο).

2. Είναι συνεχής στο IR.
3. Ας εξετάσουμε την μονοτονία της cosh. Έχουμε από την ταυτότητα 13 

ότι
coshxi — coshxi =  2si si nh (*)

2 2
Επειδή sinhx  > 0 αν x > 0 και sinhx < 0 αν x  < 0  φαίνεται από την 
παραπάνω σχέση ότι η cosh δεν είναι μονότονη σ' όλο το IR. Αυτή είναι 
γνήσια αύξουσα στο [0, +οο) αφού αν 0 < χ χ < x2 η (★ ) δίνει coshxx < 
coshxi και γνήσια φθίνουσα στο (-οο , 0] αφού αν χ{ < χ2 < 0 η (★ ) δίνει 
coshxx > coshx2.

4. Αφού λοιπόν η cosh δεν είναι αμφιμονοσήμαντη δεν υπάρχει η 
αντίστροφή της συνάρτηση. Οι περιορισμοί όμως, όπως αποδείξαμε παρα
πάνω cosh\(-oos 0] και cosA|[0, + 00) έχουν αντίστροφες συναρτήσεις, που 
τις συμβολίζουμε με Arc.cosh και Arc+coshx. Είναι:

A(Arc-cosh) =  [1, + 00) και H(Arc-cosh) =  ( - 00,0].

A{Arc+cosh) =  [1, + 00) και Tl(Arc-cosh) — [0, + 00).

Επί πλέον ισχύουν οι τύποι:

Arc+coshx =  log(x -  y/x1 — 1, jc € [1, + 0 0 ).

Arc+coshx =  log{x +  yjx1 -  l ,x  e (1, + 00).
Πραγματικά· έστω x  =  coshy =  sLt&Z o  (e?)2 -  2xe> +  1 =  0 o  e> = 
x ±  Vx2 -  1.

Παρατηρούμε ότι για y > 0 είναι ey > 1 και για y < 0 είναι 0 < e* < 1. 
Επειδή2

χ + y/x2 -  1 > 1 και 0 < χ  -  γ/x 2 -  1 < 1

θα έχουμε:
y = Arc_coshx — log(x -  y/x2 — 1), χ > 1 

αντίστροφη της y = coshx στο (-οο , 0] και

y =  Arc+coshx =  log(x +  y/x2 -  1), x > 1

'Όπου στα επόμενα θα γράφουμε Arccosh 6α εννοούμε το Arc+ cosh
2Για χ > 1 είναι y/x -  1 -  y/x + \ < Οχαι y/x -  1 + Vjc + 1 > 0. Πολλαπλασιάζοντας κάθε 

μια από τις ανισότητες αυτές με J x  -  ϊ παίρνουμε τις ζητούμενες ανισότητες.
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αντίστροφη της y =  coshx στο [0 , +«>)·
5. Οι γραφικές παραστάσεις των cos Λ, Arc~cosh, Ar c+cos h αποδίδονται 

στο σχήμα 4.17.

6 . Είναι hmx^-oocoshx ~  + ο ο κ α ι l im .x -» + o o coshx = +οο.

γ) Υπερβολική εφαπτομένη tgh.

L Είναι A(tgh) =  iR και 7Z(tgh) =  ( -1 ,1 )  γιατί αν y =  4» eu  =
> Οκαίγ ψ \  <$■ y € ( - 1, 1).

2. Είναι συνεχής στο Μ.
3. Είναι γνήσια αύξουσα στο IR, αφού για χ γ < jc2 έχουμε:

tghx ι — tghxi =
sinh(Xi —  jcj)

coshxi.coshx2
< 0.

4  Συνεπώς υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση που την συμβολίζουμε 
με Arctgh και λέγεται τόξο υπερβολικής εφαπτομένης. Αυτή είναι συνεχής 
και γνήσια αύξουσα και A(Arctgh) =  (-1 ,1 ) και Κ( Arctgh) =  IR. Επίσης 
ισχύει ο τύπος:

, 1 , 1 + χ  ,
Arc tghx = Ι ι°8— χ ' 1*1 < 1·

Πραγματικά· αν y  =  Arctghx 4» χ  =  tghy =  eiy — i±* y  =

i * * & ·
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5. Οι γραφικές παραστάσεις των tgh και Arctgh αποδίδονται στο 
επόμενο σχήμα::

Σχήμα 4.18

6) Υπερβολικό συνεφαπτομένη ctgh.

L Είναι A(ctgh) =  IR -  {0} και H(ctgh) =  (—οο, -1 )  U (1, +οο).
2. Είναι συνεχής στο ZR — {0}.
λ  Είναι γνήσια φθίνουσα στα διαστήματα (-οο, 0) και(0, +οο).
4  Υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτηση που την συμβολίζουμε με 

Arcctgh και λέγεται τόξο υπερβολικής συνεφαπτομένης. Αυτή είναι συνεχής 
και γνήσια φθίνουσα στα διαστήματα (-οο , -1) και (1, +οο). Επίσης ισχύει 
ο τύπος:

1 χ  ■+· 1
Arcctghx =  - log----- |x| >1 .

« X ** 1
5. (X γραφικές παραστάσεις των tgh και Arctgh είναι οι παρακάτω:

Σχήμα 4.19
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Α Σ Κ Η Σ Ε ΙΣ ___________________________________________________

4.45 Αν sinhx =  1 και coshy =  3 τότε να αποδείξετε ότι: y  =  ±2χ.

4.46 Αν e* =ctghy  τότε να αποδείξετε ότι: e2y =  c tg h -.

4.47 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /(* ) =  j  +  είναι περιττή και 
ό τ ι:/(λ) =  jc tgh j.

4.48 Έστω / ( λ) =  Arctghx,x e [0 ,1]. Να αποδείξετε ότι:
α) Η /  έχει αντίστροφη /->  η οποία και να βρεθεί.
β) Αν 0 < a < 1 και 0 < β < 1 και θέσουμε γ  =  α^ Λ τότε 0 < χ < 1 
και / ( γ )  =  / (a )  + / ( β). 1+α'Ρ
γ) Για κάθε ζευγάρι θετικών αριθμών *1 και χ ι ισχύει:

r ' ( x i + x z )  = ί  + f  \ x i )  
ι +  / - Η χ ι ) / - Η χ ι ϊ

§ 4.10 ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4_______________________

--------------------------------------— ____________________  Σωστό ή λάθος;

1 Αν l im ,^  f ( x )  — ί  και /( ξ )  =  ί  τότε η /  είναι συνεχής.

2 Αν f{ x )  =  g {χ) για χ ψ ξ και / ( ξ )  φ  g (ξ ) τότε ή η /  ή η g πρέπει να είναι
ασυνεχής στο ξ.

3 Αν η /  είναι συνεχής στο (α, β ] τότε η /  παίρνει μέγιστο και ελάχιστο στο
(ά Ρ Ι

4 Αν η /  είναι συνεχής στο xq τότε και η j  είναι συνεχής στο *ο-

5 Αν η /  παίρνει θετική τιμή σε κάποιο σημείο ξ e Δ (/) , τότε υπάρχει
ολόκληρη περιοχή του ξ όπου η /  παίρνει θετική τιμή.

6 Η συνάρτηση g(x) =  f { x 1 + xi ) είναι συνεχής.

7 Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι και ομοιόμορφα συνεχής.

8 Κάθε ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση είναι και συνεχής.

9 Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι φραγμένη.
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10 Η συνάρτηση
—2, 0 < χ < 1 
2, 1 < χ  < 3

ικανοποιεί το θεώρημα του Bolzano, αφού /(0 ) ./(3 )  < 0.

11 Αν η | / |  είναι συνεχής, τότε και η /  είναι συνεχής,

12 Έστω /  συνεχής στο [α,β] με /(or) < 1,/(/3) > 1. Τότε υπάρχει
c e ( a , f i ) :  /(c )  = 0.

13 Μια συνεχής και φραγμένη συνάρτηση είναι ομοιόμορφα συνεχής.

14 Η go  f  είναι συνεχής στο ξ ακόμα και αν η /  ή η g ή και οι δυο δεν είναι
συνεχείς στο ξ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ____________________________________________ _______

4.49 α) Αν / ( jc) =  χ ν να βρεθεί 8 > 0 που να εξαρτάται από το χ0 τέτοιο

είναι φραγμένη στο διάστημα [ - 1, 1], αλλά δεν παίρνει μέγιστη και 
ελάχιστη τιμή.

4.51 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /(χ )  =  χ -  [jc] σε τυχαίο διάστημα με 
μήκος μικρότερο του 1, παίρνει ελάχιστο αλλά όχι μέγιστο.

4.52 Έστω /  : [α, β] -» JR μια συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε /(* )  = 0  
για όλους τους ρητούς χ  του [α, β]. Να αποδείξετε ότι η /  είναι εκ 
ταυτότητος μηδέν στο [α, β].

4.53 Έστω /  : [α, οο) -*· IR μια συνεχής συνάρτηση. Αν 1ΐιη*_,+0ο /(* )  =  
ί  € IR, τότε να αποδείξετε ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο
[α, οο). Ισχύει το αντίστροφο; ο

ώστε:
Ι/(* )-/(-*ο )Ι < « , όταν |jc — jc0| <  ό.

β) Να εξετάσετε το ίδιο πρόβλημα αν /  είναι το πολυώνυμο

/ W  — or ιλΧ +  or μ— \χ + . . . · + ·  or iJf -f· oco, ctv Φ 0.

4.50 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

2* +  1, —1 <  jc <  0  
/ ( jc) = 1 ,  χ  =  0

2Χ -  I, 0 < jc < 1
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4.54 Δίνεται η συνάρτηση /(* ) =  Arctgx, χ  g IR. 
α) Να αποδείξετε ότι limx_).+00 Arctgx =  
β) Να αποδείξετε ότι:

Arctgx -  Arctgy = Arctg-* ~ y , Wx, y  € IR*.
1 +  x.y

γ) Να βρεθεί το άθροισμα των ν πρώτων όρων της σειράς 53 α»
ι»=1

I °°α ν =  Arctg jjr, ν € W και να αποδείξετε ότι: 53
ν=1

4.55 Έστω /  : [α, 3̂] -► R  μια συνεχής συνάρτηση, όπου α , β ε  IR+ και 
a  7̂  β  . Να αποδείξετε ότι υπάρχει c g (α, /?) τέτοιο ώστε:

«/(<*) + /3 / ( /3 ) =  (a  +  /3)*(c).

4.56 Έστω /  : [α, 0] μια συνεχής συνάρτηση και € [α, 0 ] με 
γ  < δ. Να αποδείξετε ότι:
α) Η συνάρτηση

Φ( *)  =  Α υ ) + { χ  -  υ ) —  ~ / ( υ )δ - y

είναι μονότονη στο [α, β].

β) Αν η e \y, <$]τότε υπάρχει ξ € [y , ί ]  τέτοιο ώστε: φ(.Φ =  Α ξ ) ·

4.57 Έστω f : IR-*· IR μια συνάρτηση τέτοια ώστε:

I/C*) -  /ΟΟΙ < k \ x -  y|,Vjc,y € IR,0 < k < *·

Για χι g IR ορίζουμε την ακολουθία χν, ν e IN με

ΧχΗ-Ι =  /(·* * )■

Να αποδείξετε ότι:
α) η /ε ίνα ι ομοιόμορφα συνεχής.
β) η χ ν, ν g JN είναι ακολουθία του Cauchy.
γ)υπάρχει £ e 1R : /(£ ) = | .

4.58 Έστω /  : [0 ,1] -► q  μια συνεχής συνάρτηση με /  (£) =  ι ·  Να 
αποδείξετε ότι /(* )  =  i ,  V* g [0, 1].
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4.59 Έστω /  : [or, β] -+ R  μια συνεχής συνάρτηση και c e (α, β) με 
/(c )  > 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ανοιχτό διάστημα (γ, δ) που 
περιέχει το c ώστε /(* )  > 0. Αν (γ , 5) είναι το μεγαλύτερο τέτοιο 
διάστημα να αποδείξετε ότι αν α < γ  τότε / ( γ )  =  Οκαι αν δ < β  τότε 
/(&) = 0.

4.60 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

στο διάστημα [ - 2 ,2J παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές μεταξύ / ( —2) 
και / ( 2) αν και είναι ασυνεχής.

4.61 Έστω /  μια αύξουσα, συνεχής και φραγμένη συνάρτηση σε ένα διά
στημα / .  Να αποδείξετε ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.

4.62 Έστω /  : [α, β) -+ IR μια συνάρτηση, για την οποία υποθέτουμε ότι 
Vy € f([a ,fi))  υπάρχουν ακριβώς δυο x u x2 e [α,β] τέτοια ώστε:
/(*!> =  f ix i )  =  y. Να αποδείξετε ότι η /  δεν μπορεί να είναι συνεχής 
στο [α,β).

4.63 Έστω /  : A -* IR μια ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. Αν το Α είναι 
φραγμένο, να αποδείξετε ότι η /  είναι φραγμένη.

4.64 Έστω A £  1R και /  : A -* ZR ομοιόμορφα συνεχής στο Α. Να 
αποδείξετε ότι αν χ0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του Α, τότε υπάρχει 
το l i n t g ^ / i x ) .  Ισχύει το αντίστροφο;

4.65 Έ σ τω /|, /2 δυο κλειστά διαστήματα. Αν η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής 
στα / ,, /2 τότε να αποδείξετε ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής στο 
/ι U /2.

4.66 Να αποδείξετε ότι μια συνεχής περιοδική συνάρτηση f : JR -*■ IR είναι 
ομοιόμορφα συνεχής και φραγμένη στο R.

4.67 Δίνεται η συνάρτηση /  : IR -* #?η οποία ικανοποιεί την συνθήκη

Αν η /  είναι συνεχήςστο (X τότε να αποδείξετε ότι η /  είναι ομοιόμορφα 
συνεχής στο R.

4.68 Έ σ τω / : [α, β) -*· IR μια συνεχής συνάρτηση και λ*, . . . , χν € [α, β)
και λι, λ2....... λ y πραγματικοί αριθμοί όλοι του ίδιου προσήμου. Να

(χ +  ΐ)2-< »/·*»+»/*>, χ ^ ο  
0, jc =  0

/(*  +  y) =  / ( X) +  /Cy), Vx, y 6 IR. (1)
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αποδείξετε ότι:
* y

2 ^ / ( * . )  = / ( c )  Σ λί
·=ι 1=1

για κάποιο c € [α, β].

4.69 Έστω / :  [α, β] —► IR μια συνεχής συνάρτηση και

Six) =s sup[f(t) :ct < t <χ).

Να αποδείξετε ότι g(a) =  / (« )  και ότι η# είναι αύξουσα και συνεχής 
στο α.

4.70 Έστω /  : [α, /?] -► μια αύξουσα συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι η /  
είναι συνεχής στο /), ocv και μόνον αν, / ( β) =  su p [ f(x ) : χ 6 [α, β)),

4.71 Έστω /  : [0, +οο) -»■ R  μια συνεχής συνάρτηση με 1ϊιηΧ̂ +00 f i x )  =  
ί  € IR. Να αποδείξετε ότι η /  είναι φραγμένη.

4.72 Έστω / ,  g : [0 ,1] -> [0 ,1] συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε g ο /  =  
/  ° 8· Υποθέτουμε ακόμα ότι η /  είναι αύξουσα. Να αποδείξετε ότιοι 
/  και# έχουν ένα κοινό σταθερό σημείο.

4.73 Έστω / :  [α, /?] -* [α,β] μια συνάρτηση, τέτοια ώστε:

! / ( * ) -  f i y )I < j | x -  yl.Vx.y € [α ,β ].

Για *ι € [α, β] ορίζουμε την ακολουθία χ ν, ν e IN με

*ν+ι — 2 /(*„)]·

Να αποδείξετε ότι:

α) η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.
β )χυ 6 [α,β], Vv e Ν.

γ)η χ ν, ν €  IN είναι ακολουθία του Cauchy.
δ) υπάρχει ξ € [α, β] τέτοιο ώστε: / ( f )  =  ξ .

4.74 Έστω / :  [0,1] -► [0 ,1] μια συνεχής συνάρτηση με /(0) =  0 και τέτοια 
ώστε:

1/00 - / ( y ) |  > \x -*y|, Vx, y e [0, l],
1) Να αποδείξετε ότι /(* )  > χ, Vx e [0, 1].
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2) Με χι 6 [0 , 1] ορίζουμε την ακολουθία χ ν, ν 6 W με

*ιΜ-1 =  /(Χν)·

Να αποδείξετε ότι:
α) η χ ν, ν € ΛΥ συγκλίνει σε πραγματικό αριθμό ξ.

β) m  = ξ.

γ ) /(* )  =  *, ν * € [ θ , ΐ ] .

4.75 Μια συνάρτηση /  : (Α, Β) -*■ ZR θα λέγεται κυρτή, αν

/(λ*  + (1 -  λ)γ) < λ f ( x )  + (1 -  λ)/(γ),νχ, y € (A, Β), 0 < λ < 1.

(Αυτό σημαίνει ότι αν Ρ, Q και R είναι τρία σημεία στο γράφημα της 
/ ,  με το Q μεταξύ των Ρ και R, τότε το Q βρίσκεται πάνω ή κάτω από 
την χορδή PR .)
Να αποδείξετε ότι κάθε κυρτή συνάρτηση είναι συνεχής.

4.76 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση / ( jc )  =  J/x, χ  e IR είναι συνεχής. Είναι 
η /  ομοιόμορφα συνεχής

4.77 Έστω /  : [α, β] -*■ IR μια συνεχής συνάρτηση και χχ, λ*, . . . , χ̂ , σημεία 
του [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ 6 [α, β] τέτοιο ώστε:

/(£ ) =  ~ [ / C*l) +  f ( Xl) +  · · · +  /(*μ)]·

4.78 Έστω / :  [0, 1] -»> ZR μια συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε:

/Ο )  =  α , / ( ξ ι ) +  « 2/<ξ2) +  ·. · + « μ / « μ )

όπου 0 < ξι < ξ2 < . · · < ξμ < 1 και α  σταθερές a, J  =  1, 2, . . . , μ  
είναι όλες θετικές ή όλες αρνητικές. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
ξ 6 Βι ,ξμ1 τέτοιο ώστε:

/ ( I )  =  <*/(£),α =  αι + αι +  ... + α μ.

4.79 Μια συνάρτηση / : / ? —► IR θα λέγεται υποπροσθετική αν

/ ( * +  y) < f i x )  + f iy ) ,  *x,y  e JR.

Να αποδείξετε ότι αν η /  είναι υποπροσθετική, συνεχής στο 0 με 
/(Ο) =  0, τότε η /  είναι συνεχής στο ZR.
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Παραγωγός συνάρτησης

§ 51 ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Θεωρούμε μια συνάρτηση /  : Δ -> R  και υποθέουμε ότι α € Δ είναι 
σημείο συσσωρεύσεως του Δ. Τότε για όλα τα * e Δ -  {α} ορίζεται η 
συνάρτηση

F(x) = - Χ- ~ ^ (α)· 
χ — α

και το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ -  {α}. Επομένως έχει νόημα να 
θεωρήσουμε το όριο της F όταν χ  α.

Ορισμός 5.1. Αν f : Δ —► R, Δ c  R  και α e Δ είναι σημείο συσσωρεύ
σεως του Δ και αν το

lim -------------
*-*■« x — α

υπάρχει, τότε η συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιμη στο α και ο αριθμός

((a) = lim f  (χ) -  f (α) 
χ — α

λέγεται παράγωγος της f στο α.

Παρατήρηση 52

Ο λόγος που βάζουμε τις συνθήκες για το α είναι προφανής. Πρέπει 
πρώτα το α  e  Δ για να έχει έννοια το /(α ). Επίσης το α πρέπει να εί
ναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ, γιατί όπως έχουμε τονίσει το όριο της F 
ορίζεται στο α , μόνο αν το α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ.

Παρατήρηση 53

Αν η παραγωγός μιας συνάρτησης υπάρχει, τότε αυτή είναι μοναδική. 
Αυτό είναι άμμεση συνέπεια της μοναδικότητας του ορίου (Θεώρημα 3.41). 
Βλέπε και εφαρμογή 1 παρακάτω.
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Μπορεί στο σημείο a e Δ η συνάρτηση F να μην έχει όριο, αλλά να 
έχει πλευρικά όρια. Τότε ορίζουμε τις πλευρικές παραγωγούς της /  στο 
α ως εξής: Αν το F(x) υπάρχει, τότε λέμε ότι η συνάρτηση /
παραγωγίζεται στο α από αριστερά και ο αριθμός fL(a) λέγεται παραγωγός 
της /  στο α από αριστερά. Ανάλογα αν το Ιύη*-^Λ+ F{x) υπάρχει, τότε λέμε 
ότι η συνάρτηση /  παραγωγίζεται στο α από δεξιά και ο αριθμός /+(α) 
λέγεται παραγωγός της /  στο α από δεξιά.

Σύμφωνα με τα γνωστά από τα όρια η /  θα παραγωγίζεται στο α e Δ, 
αν και μόνο αν, υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι στοά και είναι ίσες.

Αν μια συνάρτηση /  είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο του A c  Δ , 
τότε η /  λέγεται παραγωγίσιμη στο Α. Τότε η συνάρτηση / '  που ορίζεται 
να έχει τιμή / '( * ) ,Vjc e Α λέγεται παράγωγος της /  στο Α. Αν η /  είναι 
παραγωγίσιμη στο Δ τότε λέμε απλά ότι η /  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση. 
Ειδικά αν Δ =  [α, β] τότε λέγοντας ότι η /  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση, 
εννοούμε ότι (ϊ) υπάρχει η / ' (χ),  V* e (α, β) (ii) υπάρχει η /+(<*) και (iii) 
υπάρχει η

Παρατήρηση 5.4.

Σύμφωνα με όσα είπαμε παραπάνω χρειάζεται προσοχή στη διάκριση 
των δυο εννοιών: παράγωγος της /  στο α, που είναι πραγματικός αριθμός 
και παράγωγος της / ,  που είναι συνάρτηση.

Παρατήρηση 5JS.

Αντί του συμβολισμού / '(* )  για την παράγωγο της / ,  χρησιμοποιούνται 
και οι συμβολισμοί (γνωστοί ως συμβολισμοί τον Leibnitz):

df(x)  
dx  ’

i l
dx

Προσοχή στο ότι αυτά είναι σύμβολα. Το τελευταίο π.χ. δεν σημαίνει 
το γινόμενο των δυο αριθμών d και /  που διαιρείται με τογινόμενο των 
αριθμών d και*.

Παρατήρηση 5.6.

Πολλές φορές στις εφαρμογές, χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο τύπο για 
την παράγωγο της /  στοά € Δ:

/(or) =  limh —>0
/ ( g  + h) -  / (a )  

h

Ο τύπος αυτός προκύπτει από τον ορισμό 5.1 αν θέσουμε χ — α =  Λ, 
οπότε χ  = α  +/ι και Λ -» 0 όταν χ  -> α. Πρέπει βέβαια α +  Λ € Δ .
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Παρατήρηση 5.7.
Αν θυμηθούμε τον ακολουθιακό ορισμό της συγκλίσεως, μπορούμε να 

δώσουμε τον παρακάτω ορισμό για την παράγωγο της /  στο α € Δ:
θ α  λέμε ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο a e Α αν και μόνο αν, 

για κάθε ακολουθία χυ, ν £ Ti με χν -*■ α

Αν λοιπόν για δυο ακολουθίες χ„, ν ε  Ν και yv, ν € Ν με Χυ, y v € Δ — {α} 
και χυ —► a, yv -*■ α έχουμε ότι

τότε η f δεν παραγωγίζεται στο α.

Παράδειγμα 5.8.

Έστω / :  Δ -> ZR με f i x )  = χ και Δ =  {0 ,1 ,1 ,1  . . . , }. Τότε /(Ο ) =  1. 
Πραγματικά· το 0 είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ, και για κάθε ακολουθία 
χν, ν g W με χν e Δ -  {0} και*,, -> 0 έχουμε:

Παράδειγμα 5.9.

Έστω / :  IR IR με /(* )  =  jjc| +  \χ +  1|. Τότε η /  είναι παραγωγίσιμη 
στο 1R -  {0,1}. Πραγματικά* παρατηρούμε πρώτα ότι:

-2 x  -  1, χ < - 1

Χυ — α

/(Ο ) =  limx̂ o η χ )  -  m
χ — 0

f i x )  = 1 ,  - 1  < * < ο
2χ +  1, χ > 0

Τότε για χ < - ι  είναι:

=  - 2.

Για — 1 < χ  < 0 είναι:

Για χ  > 0 είναι:

f i x )  — lim +h) -  f j x )  _  2x + 2h+  1 ~ 2 x  — 1
h =  2.h
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Για* =  -1  έχουμε:

/ : ( - l ) =  lim
χ  —► ~~ 1

Α χ ) - / ( - 1) 
* +  1

lim —2χ — 1 — 1 
* +  1

2

/ + ( - » lim*-►-1 +
/ ( χ ) - Α - 1)

χ + 1
lim ------ =  0.

*-*—1+ Χ+1
Δηλαδή f i ( — 1) Φ / | ( - 1 )  και συνεπώς η / ' ( —I) δεν υπάρχει. Παρόμοια 
αποδεικνΰουμε ότι και η /'(Ο) δεν υπάρχει.

Ο ορισμός 5.1 μπορεί να πάρει την παρακάτω μορφή, έχοντας υπόψη τον 
ορισμό σύγκλισης του Cauchy (ορισμός 3.16).

θ α  λέμε ότι ο αριθμός f'(or) είναι η παραγωγός της f οτο α, αν για κάθε 
ε > 0, υπάρχει δ = δ(*) τέτοιο ώστε για όλα τ α χ € Δ μ ε Ο <  |χ -  α| < £ να 
ισχύει:

f (x )-f (g )  
χ - a

- H a ) < ί . 0 )

Ορίζουμε την συνάρτηση λ« : Δ -  {α} -► R  με

λβ(χ) =  & * } - / & )  _  / ' (α). (2)
χ  — a

Τότε, από την (1) έχουμε ότι lim,..*, λβ(χ) =  0.

Έχοντας υπόψη τα παραπάνω μπορούμε να δώσουμε τον επόμενο χα
ρακτηρισμό για την παράγωγο, που είναι πολύ χρήσιμος για γενίκευση 
της έννοιας της παραγωγού σε διανυσματικές συναρτήσεις διανυσματικής 
μεταβλητής από την μια μεριά, και για την απλούστερη απόδειξη των θεωρη
μάτων που θα ακολουθήσουν από την άλλη.

θεώρημα 5.10. Η συνάρτηση f : Δ R  είναι παραγωγίσιμη στο 
α € Δ όπου or σημείο συσσωρεύσεως του Δ , αν και μόνο αν, υπάρχουν 
ένας αριθμός f  (or) 6 R, ένα δ > 0 και μια συνάρτηση λα : Δ -  {or} -* R  
με την ιδιότητα ότι limx_ a Xe (x) =  0, τέτοια ώστε για όλα τα χ e Δ με 
0 < |χ — or | < δ να ισχύει:

f(x) -  f(or) =  f  (or)(x -  or) +  λα(χ)(χ -  a). (3)

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (3). Τότε από την (2) έχουμε ότι η / ' ( a ) =  
linu-α  -υπάρχει.
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Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει η / (α ) .  Τότε ισχύει η (1) 
και συνεπώς η λα που ορίζεται από την (2) ικανοποιεί την συνθήκη του 
θεωρήματος. ·

Η συνάρτηση του παραδείγματος 5.9 είναι συνεχής, αλλά δεν είναι 
παραγωγίσιμη στα σημεία -1 και 0. Αρα κάθε συνεχής συνάρτηση δεν είναι 
αναγκαστικά και παραγωγίσιμη. Το αντίστροφο όμως είναι σωστό, όπως 
δείχνει το επόμενο

θεώρημα 5.11. Έστω f : Δ —>· R και α σημείο συσσωρεύσεως του Δ . 
Αν η f'(a) υπάρχει, τότε η f είναι συνεχής στο α.

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 5.10 υπάρχει συνάρτηση λΛ : Δ — {α} —► R τέτοια ώστε:

/(* )  -  /(<*) =  /(<*)(■* -  α) +  λα(χ -  α),

όπου 1ΰηΧ_,αλα(.χ) =  0. Αφού \ϊτηχ_>α f ' (a ) ( x —a) =  0 και 1ϊιη*_>α (χ — α) = 0 
έχουμε ότι l im ^ e f ( x )  =  /(α ). Συνεπώς η f είναι συνεχής στο α. ·

Παρατήρηση 5.12

Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.11 αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε 
ένα σημείο, τότε είναι και συνεχής σ'αυτό το σημείο, χωρίς να ισχύει το 
αντίστροφο1. Αν όμως μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο, 
τότε δεν είναι και παραγωγίσιμη σ' αυτό το σημείο. Έτσι για παράδειγμα η 
συνάρτηση / :  IR -► 1R με

/(* )  =
s i n

χ  < 0  
χ  > 0

δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αφού δεν είναι συνεχής στο 0 (Βλέπε 
παράδειγμα 4.25). Επίσης η συνάρτηση /(* )  =  [τ] δεν παραγωγίζεται 
στο 2, γιατί είναι ασυνεχής.

Παρατήρηση 5.13.

Αν /  : Δ  —► ZR, Δ  c  /R τότε γράφουμε:
/  e C(A), αν και μόνο αν, η /  είναι συνεχής στο Δ.
/  g CX(A) αν και μόνο αν, η /  είναι παραγωγίσιμη στο Δ.

'Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι συνεχείς d  όλο το R και δεν είναι παραγωγίσιμες σε 
κανένα σημείο του. Μια τέτοια συνάρτηση είναι η γνωστή συνάρτηση του Weirstrass που 
ορίζεται απάτην σειρά υ ^rcosQvx), χ ε  1R.
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Τότε το θεώρημα 5.11 γίνεται:

f  e C l{A)=> f e C ( & ) .

Ειδικά /  e Cl (a ,fi)  =» /  € C ( a , f i ) , f  6 0 '[ α ,β \ => /  € C[of,/3] και
/ € C W ) = » / € C [ a , 0 ) .

——  ------— ---------------------------------------- -----------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε, με την βοήθεια του θεωρήματος $.10, ότι αν η Γ(α) 
υπάρχει, τότε αυτή είναι μοναδική.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι η / ' (α)  δεν ορίζεται μονοσήμαντα, δηλ. έστω ότι 
και η φ'(α) είναιπαράγωγος της /  στοά με φ’(α) φ  / ( α ) .  Τότε από το 
θεώρημα 5.10 έχουμε ότι υπάρχουν συναρτήσεις λ* και με την ιδιότητα 
linix-^a λα =  Οκαι Ιίιμτ-,α μ α =  0 και τέτοιες ώστε:

/ ( χ) -  / ( a )  =  f(a)Qc -  a) +  ^ ( jc)(x -  of)

/(* )  “  / ( « )  =  Φ'(<*)(χ -  a) +  Ma(x)(x -  a).
Από τις σχέσεις αυτές έχουμε ότι:

/'(«)(·* “  ο) +  M x)(x  -  a) =  0'(a)(x -  or) -Η μ*(χ)(χ -  α)

ή
/ ( α )  -  φ'(α) = μ α(χ) -  Μ *)·

Αν στην τελευταία σχέση πάρουμε τα όρια όταν χ α  θα έχουμε:

Um (/'(a) -  0 » )  =  Urn (μΛ(χ) - λβ(χ)) =  0 

δηλ. /  (a) -  ^'(of) =  0, άτοπο αφού / '(α )  #  </>'(<*).

2 .Έ στω (: R 
of to όριο

R. Ορίζουμε ως συμμετρική παραγωγό της f στο σημείο

ζ(α) =  Ιιιυ
h-0

f (of + h) -  f(a -  h) 
2h

αν αυτό υπάρχει.
α) Αν υπαρχουν οι f_(ar) και F+(of) να εκφράσετε συναρτήσει αυτών την

ζ(α).
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f : R —► R με

I xsinj: , χ φ Ο  
0, χ  = 0
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έχει συμμετρική παραγωγό στο 0, αλλά όχι και πλευρικές παραγωγούς. 
Απόδειξη

α) Επειδή ο λόγος ΐ (α+Ιι)-^ (α h) μ£νει αμετάβλητος αν στην θέση του Α 
βάλουμε το —Α, συνεπάγεται ότι:

//(α ) =  lim i f e  +  h) -  f (a  -  A)
A^of 2Λ

Επειδή υπάρχουν οι fi(ct) και / | ( α ) έχουμε:

/ ! ( « ) _  lim Α « + * ) - / ( α ) _  / ( α  -  h) -  /(α )
Λ̂ °~ Λ -Λ-mu- —Λ

/ »  =  lim / ( « + * > - / ( « )
Λ->0+ ^

Από τις σχέσεις αυτές παίρνουμε:

/ ( α  +  Α ) - / ( α - Λ )
/ »  =  Α 2Α

=  lim IZfe +  Λ) ~  /<«)) +  ( /(« )  ~  Αα -  Α)) 
' “ 2ΑΛ-» 0+

=  Μ  lim /<« +  * > - / ( « )  . / ( α  — A) — /(α )  1
2 1 α- .ο+ α +  _ Π + I * ----------j

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι, αν η /  είναι παραγωγίσιμη στο α, τότε η 
συμμετρικήπαράγωγος ταυτίζεται με την παράγωγο της /  στοά.

β) Έχουμε:

/;<ο) = /<°+*> — /(ο—*) /<»)-/(-*)
Λ̂ ° 2Λ a-S 2Α

=  lim Λ->0 2Α =  0.

Η f όμως δεν έχει πλευρικές παραγώγους στο (λ γιατί ξέρουμε ότι η s in 1 
δεν έχει όριο στο 0 (εφαρμογή 1 της 3.2) και είναι

f'ffw _  ι;„ / W  ~ /(Q) .. f(x)  1
J ( ) ~  5 ,  — χ  η---- ûn =  lim si/i—.χ - υ  x^o χ *_ο χ
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3. Έστω f : [-1,1} R  μια συνάρτηση τέτοια ώστε η f(0) να υπάρχει. 
Έστω επίσης δυο ακολουθίες χ„, ν g Ν και y„, ν <= κ  τέτοιες ώστε

-1  < χν < 0 < y„ < 1, Unix,, =  ο =  limyv 

Να αποδείξετε ότι:

Inn----------------- --- f  (0)
y v - x v

Απόδειξη

Έστω € > 0. Αν 0 < δ < 1 επειδή υπάρχει η /'(Ο) θα έχουμε

/(* )  -  /(Ο)(V* > 0)(3ί > 0)(Vjc 6 [ - 1 , 1D0 < \χ\ < δ =» »  /'(Ο) < €

Επειδή limxv =  0 =  limyv θα έχουμε:

(W* > 0)(3η> € A0(Vv € ΙΝ)ν > ι>ο => 0 < 1**1 < ο < \yv\ < 

Διαλέγουμε «· -  ί . Τόα |*„| < ί ,  |γ„| < ί .  ν„ > υ„. Για υ > μ, η(1) δίνει

(1)

/(-*ν) -  /(Ο)
~ /(Ο ) < €, f ( y v) -  /(Ο)

“ /(Ο)

Αλλά

< €

1/0\ι) / ( κ )  (yv - χ ν)/'(0)\ < \( f(yu) — /(Ο) — y v/ /(0))

- ( / ( * * ) - / ( 0 ) - * ν/'(0 ))|
< +  χν < 0

που σημαίνει ότι

Προσοχή* Το συμπέρασμα της παραπάνω εφαρμογής δεν είναι ανανκα 
στικά σωστό, αν δεν απαιτήσουμε ^  < 0 < αναγκα

=  £ +  £ · w "

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___ ______________________________________

51 Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις:

« ) /(* )  =  \χ\3,χ  € ZR, fi)g(x) =  |/0g(1 +  Λ)| * >

ΚΜ*) =  |j i /ix| ,x €Ξ R  5) h{x) sse\*\tX € ir 
είναι παραγωγίσιμες στο 0.
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52 Δίνεται η συνάρτηση /  : JR -* IR με

Ή Γ *  ίίο
Για ποιές τιμές της σταθερής a e ZR+ η /  είναι παραγοογίσιμη στο Q

53 Δίνονται οι συναρτήσεις:

« ) / ω « , <* >= χ * ΐ
IU, χ  = ν (0, χ  = 0

Να βρεθούν οι πλευρικές παράγοογοι στο 0.

54 Για ποιές τιμές των or και β  e 2R η /  : R  -*■ 1R με

jc2 +  (qtjc2 +  β + l)evxf i x )  = limV-++00

είναι παραγοογίσιμη στο Q

2 + eVX

53 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση / : £ ? - » £ ?  με /(* )  =  \cosx\ είναι 
παραγοογίσιμη στα σημεία χ = kn + %,k e Ζ.

5.6 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση / : # ? - >  ZR με

f i x )

είναι παραγοογίσιμη στο 1.

=  ( &
I  2 ,  jc =  1

5.7 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση /  : 1R -» //? με /(* )  =  * _  m  είναι
παραγοογίσιμη στα σημεία —1 και 1.

5.8 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /  : iR _► /r με

χ - !1 2 - * ,  χ > 1

είναι συνεχής αλλά όχι παραγοογίσιμη στο R.

5.9 Αν η /  παραγοογίζεται στο α, τότε να αποδείξετε ότι:

lim*-*α
x f ix )  -  a f i a )

= f ia )  -  a f i a ) .x — a
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5.10 Δίνεται η συνάρτηση

χ  > 0, ν € IN

Για ποιές τιμές του ν:
α) Η / '  είναι συνεχής στο 0.
β) Η / '  είναι παραγωγίσιμη στοΟ.

5.11 Αν η /  είναι παραγωγίσιμη και περιοδική με περίοδο Τ,  να αποδείξετε 
ότι και η / '  είναι περιοδική με την ίδια περίοδο.

5.12 Έστω η συνάρτηση f  : 1R -*■ IR τέτοια ώστε:

Αν /(Ο) =  1 καιη /  είναι παραγωγίσμη στο 0, να αποδείξετε ότι η / ' (χ )  
υπάρχει για κάθε χ  e IR και μάλιστα: / ' (χ )  =  / (x).f'(O), Vx e IR.

5.13 Δίνεται η συνάρτηση f  . JR-* IR με

Να αποδείξετε ότι είναι παραγωγίσιμη στο Οκαι /'(Ο) =  0.

5.14 Έστω /  : (a , β) -* IR παραγωγίσιμη στο ξ € (α , β ) και ακολουθίες 
χ ν, ν € ΙΝ,γ», υ € IN τέτοιες ώστε:

§ 52  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ___________________________

Υπάρχουν μερικές βασικές ιδιότητες της παραγώγου, οι οποίες είναι 
πολύ χρήσιμες για τον υπολογισμό των παραγωγών σύνθετων συναρτήσεων. 
Αυτές τις ιδιότητες θα μελετήσουμε στα θεωρήματα που ακολουθούν.

f ( x  +y)  = / ( x ) / i y ) ,Vjc, y e  Β .

/to = {X * , X  € Q 
0, x e ( R - Q )

a < x v < ξ < yv < β, limxv =  £ =  limyv.

Να αποδείξετε ότι:
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θεώρημα 5.14. Έστω Δ c  R ένα διάστημα. Έστω επίσης α € Δ και 
f: Δ —► R, g : Δ —► R συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο α. Τότε: 

α) Αν k e R τότε η συνάρτηση kf είναι παραγωγίσιμη στοά, και

(kf)'(a) =  kf'(a)·

β) Η συνάρτηση f +  g είναι παραγωγίσμη στο α και

(f +  g)'(cO = f ( a )  +  g'(<*)· 

γ) Η συνάρτηση f.g είναι παραγωγίσιμη στο α και

(f-g)'(a) =  f(a)g(a) +  ί(<*#(α)·

δ) Αν g(or) Φ 0, τότε η συνάρτηση |  είναι παραγωγίσιμη στο α και

{  f V  ial =  ~
\ ϊ )  g 2(α)

Απόδειξη

Αφού οι /  και g παραγωγίζονται στο α , από το Θεώρημα 5.10 έχουμε: 

/(* )  ~  / (« )  =  f'{a){x -  ά) + λβ(*)(Χ -  α) 0 )

g(x) -  g(a) =  g \a ) (x  -  a) +  μ α(χ)(Χ ~  a) (2)
για όλα τα x  e Δ (/)  με 0 < ).* -  <*| < και όλα τα χ  € A(g) με
0 < \χ —α\ < όπου lim*_>e Xa(jc) =  0 και \imx^ a μ*{χ) = 0. Συνεπώς
έχουμε:

a) kf(x)  -  k f(a)  =  kf '(a)(x  -  a) +  kX«(x)(x -  a ) 

με limx-+akka(x) =  *limx-+ttx«(;c) =  0 . Άρα από το Θεώρημα5.10

(k f ) \ a ) =  kf'(a).

β) Προσθέτοντας τις (1) και (2) έχουμε:

(/(*)+g(*)M /(Q !+g(a)]) =  [ /(α )+ ^ (α )](χ -α )+ [λ β(χ)+ μ α(Λ)](Λ-α).

Επειόή +  μ α(χ)] — q έχουμε

( /  +  £)'(«) = f ' (a )  + g'(ct).
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γ) Είναι:

f (x)g(x)  ~  f (a )g (a )=  [ /(o r)+  / '( α )  ( x - α )
~  <*)][£(<*) +  g'(a)(x -  or) +  μβ(χ)(χ -  or)] 

-f(<*)g(<*)
=  [/(<*)£ (α) +  f\<*)g(a)]{x -  or)

+[/(α)μα{χ) + f(a)g '(a)(x  -  or) +  /'(cr)M«(x) 
+λα(χ)$'(οτ)(χ -  or) +  λβ(χ)μβ(χ)(χ -  or)](x -  or)

όσιου προφανώς

lim { / ( α ) μ α( χ )  +  f '(a)gf(a)(x -  or) +  /(ar)/4*(x)

+λβ(χ)#'(α)(χ -  or) +  Κ Μ μ ^ χ ) ^  -  a)](x -  or) =  0.

Συνεπώς:
( fg ) ' (a )  =  f(a)g'(a) +  f \a )g{a )

6) Είναι:

f i x )  /(or) [/(x ) -  f(a)]g(a) -  fe(x) -  g(a))f(a)
ΐ ·  ■  ■ »  —  m  —  ■  =  Μ I ■■■ —  H I · Ι Μ Ι— · · · · ·  — —  —  M  M  - I  —  I I

g(x) «(a) g \ a )

=  A(x) +  B(x)

όσιου

Όμως

A(x)
[/(x ) -  f(a)]g(a) -  fe(x) -  g(or)]/(or)

A(x) =

β(χ) =  —A(x)

gHa)
g ( x ) -g ( a )

g(x)

1
gH<*)

{[/'(<*)(* -  or) +  λ«(χ)(χ -  or)) (̂or)

-\g'(ct){x -  or) +  μα(χ)(χ -  a)]/(or)} 
f ' (a )g (c t ) -g ' (a ) f (a )

gHa)
Mx)£(or) -  ^a(x)/(or)

g2(a)

( x - a )  

(x -o r).

.iΛ

\

·'
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Συνεπώς:

/(* )  /(α ) f'(a)g(a) -  g'(a)f(a)
Six) g( a)

+

fXa)g(a)-g'ia)fia) _ a ) gix. 
gHa)

λ α (* )£ (« )  -  ( * ) / (< * )  gix) ~  gia)
g2io<) gix)

gix)

gix) ]  ix - a )

Tux να αποδείξουμε το ζητούμενο, αρκεί να αποδείξουμε ότι η παράσταση 
στην αγκύλη έχει όριο μηδέν όταν χ -+ α. Αυτό όμως συμβαίνει γιατί 
η g  είναι παραγωγίσιμη στα α και άρα αναγκαστικά συνεχής στο α  δηλ 

= § (« ). ·

Πόρισμα: Αν fi , f2, ... ,f„ είναι συναρτήσεις από το Δ στο R παρα- 
γωγίσιμες στο a e Α τότε:

α) Η συνάρτηση fi +  f2 +  . . .  +  fv είναι παραγωγίσιμη στοά και 

(fi +  fz +  . . .  +  fv)1 (α) =  fi(a) +  ^(α) +  · . . +  fC(of).

β) Η συνάρτηση fj,f2.......fw είναι παραγωγίσιμη στο α και

i f i h ...... fvYi<x) =  fi(a).f2(a)........ ΐν(α) + ■■■ +  f |(« )f2(«)....... I »

ή συμβολικά

Παρατήρηση 5.15

Αν η συνάρτηση /  +  g έχει παράγωγο στο α € Δ (/)  Π A(g) δεν σημαίνει 
ότι και οι /  και g θα παραγωγίζονται στο α. Δηλ. το να υπάρχουν οι 
παράγωγοι των /  και g στο α είναι ικανή συνθήκη για να παραγωγίζεται 
η /  +  g, όχι όμως και αναγκαία. Με άλλα λόγια, το αντίστροφο του 
θεωρήματος 5.14 β) δεν ισχύει. Τα ίδια ισχύουν και για το γινόμενο f.g. Ας 
πάρουμε για παράδειγμα
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και g(χ)  _  /(* ) . Τότε η /  +  g είναι παραγωγίσιμη στο 0, αλλά ούτε η /
ούτε η * είναι παραγωγίσιμεςστο 0. Επίσης αν / ( χ )  =  \χ\ και g(x) = - \ χ \
τότε f(x)g(x)  =  ~ χ* που είναι παραγωγίσιμη στο 0 ctv και οι /  και β δεν 
είναι. δ

θεώρημα 5.16. (Παραγωγόςσύνθετης συνάρτησης). Αν f : Δ(Γ) -» R ,g : 
” (Δ (0 c  R) αν α είναι σημείο συσσωρεύσεως του Δ(ί) και

f(or) =  β είναι σημείο συσσωρεύσεως του 71(f) και επί πλέον οι Ρ(α) και 
&(β) υπαρχουν, τότε η συνάρτηση h = g o  f : Δ(ί) -> R είναι παραγωγίσιμη 
στο α  και μάλιστα

(gof)/(a )= g'(f(a))f(a).

Απόδειξη

Αςρού υπάρχουν οι / ( α )  και g'(fi), από το Θεώρμα 5.10 υπάρχουν 
δι, Si > 0 τέτοια ώστε:

/ ( X ) - f ( a ) =  f ' ( a ) ( x - α )  +  λ " ( χ ) ( χ - α )  (1)

«θ') -  8(β) =  g’WKy - β )  + AM(y)Cy -  β) (2)

ν* e Δ ( /)  με 0 < \χ -  α\ < δγ και Vy € Δ($) με ο < |y -  β\ < ^  άπσυ 
1ΐημ-»βλβ(Λ:) =  Οκαι limy_^/x^(y) = 0 .

Ορίζουμε
μ β(β) = 0. (3)

Α λλά$(0) =  « (/(a ))  =  Λ(α) και για y =  / ( χ ) έχουμε g{y) =  g(/(x)  = 
h(x). Συνεπώς από τις(1) και (2) έχουμε:

Η(χ) -  Λ(α) =  g(y) -  g(fi) =  gXfiKy -  β) +  μ βψ ) ψ  -  β)
=  8'(β)[/'((χ)(χ - « )  + λ β(ΑΓ)(Λ _  a )j 

+ ^ 0 0 1 / V X *  -  α) +  λβ(*)(* _  α )]
=  8 \ β ) / ' ( ο ι ) { χ - α )

+Ι8'{β)λ*(χ) +  μρψ)/ ' (α )  + μ,,ΟΟλ* (*)](* -  α).

Είναι όμως

+  μ β ^ ) / ' ( α )+ μ β (γ )Κ (Χ)\

=  U m [g '(/(<*)U tt(x) +  μ β ( / ( χ ) ) / ' ( <χ)

+μβ(/(Χ))λα(χ)] = 0
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γιατί limjc-K, λ« (*) =  0 και από την συνέχεια της /  στο α (αφού είναι 
παραγωγίσιμη στοά)και την (3) έχουμε ότι

lim μ β ( / ( χ ) ) / ' ( α )  =  μ β( / { ά ) ) / \ α )  =  μ ρ(β ) / '{α )  =  0.

Άρα από το Θεώρημα 5.10 έχουμε ότι υπάρχει η Α'(α) και είναι

θεώρημα 5.17 (Παραγωγός αντίστροφης συνάρτησης). 'Εστω I c R  ένα 
διάστημα και f : I R μια γνήσια μονότονη και συνεχής συνάρτηση στο I. 
Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο a € I και f(a) φ  0 τότε η αντίστροφή της 
συνάρτηση Γ 1 : f(I) -> R είναι παραγωγίσιμη στο β = f(a) και μάλιστα

( Γ ')  (β) = =  ρ(Μ (^ )}·

Απόδειξη

Από το Θεώρημα 4.49 η /  1 υπάρχει και είναι συνεχής στο / ( / ) ,  δηλ.
= f  ~ι (β). Επίσης η f ~ l είναι γνήσια μονότονη και μάλιστα 

έχει το ίδιο είδος μονοτονίας με την / . Α ν  y  = f ( x )  και β  =  / ( α )  θα έχουμε 
γ φ β = *  / _Ι(χ) Φ Γ \ β )  και ακόμα y -► β  => f ~ l (y) -» / ~ \ β )  =* χ  -► 
or.

Συνεπώς

1
/ '( « ) '  *

( Γ ι)'(β) = lim
y - ϊ β

=  lim

/ - 1
y- f i

x -  a 1— =  lim '
f i x )  -  / ( a )  &ύ-κ«)

Σημείωση
Με τον συμβολισμό του Leibnitz (Παρατήρηση 5ό), αν y είναι η συνάρ

τηση και £  η παράγωγός της, τότε αν η y έχει παραγωγίσιμη αντίστροφη, η 
σχέση μεταξύ της παραγωγού της y χαίτης αντιστροφής της γράφεται συχνά 
ως εξής:

dx
dy

1
dyfdx ' όπου x  = f  ^y ).

Παρατήρηση 5.18
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Η υπόθεση στο παραπάνω θεώρημα 5.17 ότι / ( α )  φ  0 είναι ουσιώδης. 
Γενικά, αν /'(or) =  ο, τότε η αντίστροφη συνάρτηση f ~ l δεν είναι παρα- 
γωγίσιμη στο β  =  /(α ) .  Πραγματικά· αν η / _1 ήταν παραγωγίσιμη στο β, 
αφού η /  είναι η αντίστροφη συνάρτηση της f ~1 εφαρμόζοντας το Θεώρημα
5.17 στην / ~ ι συμπεραίνουμε ότι η /  είναι παραγωγίσιμη στο α =  / ~ ι(β) 
και ότι 1 =  f ' (a ) (J~ ly (β) =  ο, που είναι άτοπο. Η συνάρτηση /(* )  =  χ 3, 
είναι ένα τέτοιο παράδειγμα με α =  0.

§ 5J ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της παραγωγού, ορισμός 5.1 και τα Θεω
ρήματα της § 5.2 θα υπολογίσουμε τις παραγώγους των στοιχειωδών συναρ
τήσεων.

L Εκθετικές συναρτήσεις. Είναι________
| (a*)' =  gMogor, χ € R .g  > 0.

Πραγματικά·

(αχΥ =  lira
Λ-+0

— α* 
h

= lim or* Λ-+0 =  or* Joga

από την άσκηση 4.41β.
Ειδικά (e*)' =  e*.
Από το θεώρημα 5.16 έχουμε γενικά

(ar/U))' =  a f(f)Aoga.f{x).

2. Λογαριθμικές αναρτήσεις. Είναι: 

(Ιρ β Ι*Ι)/ =  ; , x  e R  -  (0).

Έστω χ > 0 και y — logx. Όπως είναι γνωστό αυτή έχει αντίστροφη την 
χ  =  έ*. Από το θεώρημα 5.17, της παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης 
και την 1) έχουμε:

(logx)' = dy_
dx

1 ___ 1_ _  J _ _ 2
dx/dy  (eyy ey x '

Αν τώρα x < 0, θέτουμε t =  - jc > 0, οπότε log\x \ =  logt και από το 
θεώρημα 5.16 της παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης έχουμε:

(iog\x\y = (logtyt  =  —“ .(—ΐ) =  - ·
X X
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Συνεπώς Vx € R  -  {0} έχουμε (log\x\)' = \  και γενικά

, ί ' ( χ )
( , o g i / w n =  7 ω '

3. Τριγωνομετρικές συναρτήσεις. Είναι:
(sinx)' =  cosx, χ € R.

Πραγματικά-

, ,. sin(x+ h) — sinx
(sinx) = lim -----------;----------

a- > o  h
2sin%cos(x +  y) 

=  lim ---------;-----------
A—*-0 h

=  cosx,

επειδή lim ^o  ̂  =  1, οστό την § 3.3. 
Επίσης είναι:__________________

(cosxy =  —sinx, x 6 R

γιατί (c o s x )' =  [ s in f y  — x )Y  =  c o s { \  — jc)(y — x)' = c o s ( %  — x ) ( —1 )  =  
—s in x .

Από το Θεώρημα 5.16 έχουμε γενικά

(sinf(x)Y  =  f(x) .cos/(x)  και (cosf(x))' = -  f (x ) . s in f (x ) .  

Ακόμα από το Θεώρημα 5.14 δ) έχουμε:

(tgx)' =  *#2tor  +  f , k e £

(ctgx)' =  - x Φ k;r, k e Z

αφού

(tgx)'
sinx \  {sinx)’cosx — sinx (cosx)'sinx

, χ  Φ 2kn + ^r, Ice Z.

(ictgxy =
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4  Αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις·
(Arcsinx)' =  -ί·1̂  , - 1  < χ < 1.

Θέτουμε Arcsinx =  y οπότε χ  =  siny και οστό το Θεώρημα5.17 και την
3) έχουμε:

dy  1 
(Arcsinx)' = ~ r  = 1 1 1 1

dx dx/dy (siny)' cosy J l - s i n ^ y  VI - x 1 

Για οποιονδήποτε άλλο κλάδο θα έχουμε:

(arctsinx) =  (kn +  ( - l ) k Arcsinx)1 = (-1)*-,- —1 < jc < 1.
VI -  x2

(Arccoex)' =  - - tjLj , - 1  < x < 1.

θέτουμε Arc cosx =  y, οπότε x  = cosy και άρα

1 1 1(Arccosx)' =
(cosy)' - s iny  - , / Γ — cos2y V I - J c 2

(Arctgx)' =  r f j f .xe  R.

Θέτουμε Arctgx =  χ ,  οπότε jc =  και άρα

(Arc#*)' =
1 1 1

(tgyy 1 +  tg2y l+ jc 2
*x 6

(Arcctgx)' =  x € R.

Αποδεικνύεται όπως προηγούμενα.

Sl Υπερβολικές συναρτήσεις

(sinhx)' =  coshx, x 6 R.

Είναι (sinhx)' =  =  coshx. Παρόμοια βρίσκουμε:



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

(coshx)' =  sinhx, x G R.

(*gbx>/ =  d k ’ x e R

(ctghx)· =  € R -  f°l

6. Αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις

(Arcsinfix)7 =  ij , χ e R.

Θέτουμε Arcsinhx =  y, οπότε λ: =  sinhy και άρα 

1 1 1
(Arcsinhx)' =

(sinhy)' coshy +  sinh2y s / x 1 + 1
,x  £ IR

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε:

(Arc+coshx) =  X 6 (Ι,+ΟΟ).

(Arc.coshx)' =  — γτ—»χ € (1, +οο),

(Arctghx)' =  jJg·, χ € (-1,1).

(Arcctghx)' =  j, χ € (-οο , -1 )  U (1, +oo)

Παρακάτω δίνουμε έναν συγκεντρωτικό πίνακα των παραγώγων των 
στοιχειοοδών συναρτήσεων, για πιο εύκολη χρήση.
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Πίνακας των παραγωγών των στοιχειωδών συναρτήσεων

α/α Συνάρτηση Παράγωγος Πεδίο ορισμού
1 C 0 χ € IR
2 eχ e* x € IR
3 α χ axloga x g lR,a > 0
4 l°8\x\ i x € m -  {0}
5 χ“ our"-1 x € IR+,a  € IR
6 sinx COSX x € IR
7 COSX —sinx x e IR
8 tgx Γ

. cnPx l

+IIH1 ' 
85u;K

9 ctgx ___ x € IR — {x : x =  kn)
10 Arc sinx Tih? x € (—1, 1)
11 Arccosx x 6 (-1 , 1)
12 Arctgx Ϊ7Γ> x G IR
13 Arc ctgx 1

1+X* x € IR
14 sinhx coshx x £ IR
15 coshx sinhx x € IR
16 tghx z z b j x € IR
17 ctghx x e IR -  {0}
18 Arcsinhx x € IR
19 Arc+coshx * x 6 (1, OO)
20 Arc_coshx I ------- x e (1, oo)
21 Ar ctghx X € (-1 , 1)
22 Arcctghx l **----------

■ L-jeL _______ x G (—oo, -1) U (1, + 00)

-------------------------------— ----- ----------------------------------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Εστω φ : R R συνεχής Vx e R. Υποθέτουμε ότι η φ δεν 
παραγωγίζεται σε κανένα σημείο. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f : R -► 
Η με f(x) =  χφ(χ) παραγωγίζεται μόνο στο 0 και μάλιστα f  (0) =  0(0).

Απόδειξη

Από τον Ορισμό 5.1 για a  =  ο έχουμε:

/'(Ο) =  limjr—ο
f i x ) -  /(Ο) 

χ — 0 =  lim
χ — 0

χφ(χ)
X

= lim φ(χ) =  0(0)
χ  —  0

επειόή η φ είναι συνεχής στο 0. Η /  όμως παραγωγίζεται μόνο στο 0.
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Πραγματικά για οποιοδήποτε* € R  -  {0} έχουμε:

=  Iim
Λ-+0

(χ + Η)φ(χ +  Η )-χ φ (χ )  
h

lim {χ --------- -
k - t-o  I η

Φ(χ + h) — φ(χ)
+ φ(χ +  h)

Το πρώτο όριο στην αγκύλη δεν υπάρχει, αφού η φ δεν είναι παραγωγίσιμη 
και συνεπώς η f i x ) ,  χ  Φ 0 δεν υπάρχει.

Αυτό δείχνει ότι μια συνάρτηση μπορεί να έχει παραγωγό σε ένα μόνο 
σημείο.

2.Αίνεται η συνάρτηση f : R -* R με

α) Να μελετήσετε την συνέχεια της ζ καθώς επίσης και την ύπαρξη και 
την συνέχεια της f .

β) Αν |k| 6 (0,1) να αποδείξετε ότι η f  αλλάζει πρόσημο μέσα στα 
διαστήματα (-h , 0) και (0, h),h > 0.

Απόδειξη

α) Η /  για χ φ  ο είναι συνεχής σαν γινόμενο και άθροισμα συνεχών 
συναρτήσεων. Για χ — 0 είναι συνεχής, γιατί

από το Θεώρημα 3.44 (Μηδενική επί φραγμένη).
Θα εξετάσουμε αν είναι παραγωγίσιμη. Για χ Φ 0 προφανώς είναι

παραγωγίσιμη και μάλιστα είναι:

__ ί kx+  x2sirt j ,
0,

x f 0 , k e R  
χ  = 0

δηλαδή

/ ( * )  =  \ k  + 2xs in \-cos]; ,
l k,

χ Φ 0, k € IR 
x = 0
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Tux να είναι η / '  συνεχής στο 0 πρέπει να ισχύει: Iim*_>o f i x )  =  
/'(Ο). Αλλά το 1ΐπι*-*ο /'(* )  δεν υπάρχει, γιατί δεν υπάρχει το lim*-o cos } 
(Παράδειγμα 3.54). Αρα η f  δεν είναι συνεχής.

β) Για κάθε h > 0, υπάρχει ν e IN τέτοιο ώστε: ~  < Λ. Αρα τα σημεία 
χ ι — i  και ανήκουν στο (-Λ, Λ). Τότε έχουμε:

/'(*») =  / ' i - l ^  + k

/ X x i ) = f ( 7 ^ )  =  ( - i r + k ·

Επειδή |*| < 1 συνεπάγεται ότι / '(* ,) . / '( * 2) =  Λ2 -  1 < 0 και συνεπώς 
από το θεώρημα του Bolzano (Πόρισμα 2 του θεωρήματος 4.31) η / '  (που 
είναι συνεχής στο [*ι, Λ*]) έχει ρίζα στο διάστημα (jc,, jc2). Αρα η / '  αλλάζει 
πρόσημο στο διάστημα (jh, jc2).

Το ίδιο ισχύει και για το διάστημα (-Α, 0).

λ  Αν f, φ, g και h είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις και

να αποδείξετε ότι:

F(x) = / ( * )  Φ( χ) 
gi X) Ηχ)

F'(x) - f i x )  V ix)  
six)  hix) + f i x )  <t>ix)

g’ix) h \ x )

Απόδειξη

Είναι F(x) = f(x)h ix)  -  φ(x)g(x). Συνεπώς

F \x )  =  f i x )h (x )  + f(x)h'(x)  -  φ \ x)g(X) _  φ(χ)χ'(χ) 

=  [f'ix)hix)  -  tf(x)g(x)) +  { /(jc)A'(jc) -  0(*)*'(*)}

f i x )  ΦΧχ) 1 f ix)  <t>ix)
six) h(x) *Γ g'ix) h(x)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ______________ ____________ ________________

5.15 Μια συνάρτηση /  ορισμένη στο R + είναι παραγωγίσιμη και f i x 2) = 
λ3, Vjc > 0. Να υπολογίσετε την /'(4 ).
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5.16 Των παρακάτω συναρτήσεων να βρεθεί η / '  καθώς και τα A ( f )  και
Δ (/0 :

«>/(*) =  2 ^ Λ) β) /{χ )  =  +  fo*(l +  * +  |*|)

K)/(ar) =  Arocos{x3 +  1) +  *'/*ϊ+Γ δ) f ( x )  =  Arcsin(x2 -  1) +  χ*,0*χ 
«)/(*) =  \sinx\x <r*)f(x) =  Ijtf'*'*1

5.17 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  (χ) = l0g-±- ,x  > - 1  επαληθεύει την 
εξίσωση:

* /'(* ) + l = e /w .

5.18 Δίνεται η συνάρτηση /  : IR -> ZR με

/(* )=  ί 2 * + * 2ί/Λ? ·
ΙΟ, λ = 0

Να αποδείξετε ότι η /  είναι παραγωγίσιμη V* e  /7?με /(Ο ) > 0. Επίσης 
να αποδείξετε ότι η / '  δεν είναι φραγμένη στο διάστημα [-1 ,1]. Είναι 
η /  συνεχής;

5.19 Για τις συναρτήσεις

/ ( * ) = i * 2,X A * “ C\ α χ  + β, χ > c 6 \  α -f

να προσδιοριστούν τα α και β ώστε να υπάρχουν οι / ( c )  και g'ic).

\x\>  c
+ βχ2, \ χ \ <c

5.20 Να εξετάσετε αν πληρούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος παρα- 
γώγισης αντίστροφης συνάρτησης (Θεώρημα 5.17) για την συνάρτηση 
f i x )  = 4 χ  + esinx, χ  € ZR και αν ναι, να υπολογιστεί η παράγωγος της 
ί ~ χ στο σημείο y = 1.

5.21 Έστω /  : (0, +οο) ->· 2R με f { x )  — χχ . Να βρεθεί η i f ~ l)'iy) για όλα 
τα γ  e (0, +οο).

532 Έστω f {x )  =  χ 2 +  2χ, χ  € R  και# : R  IR με

[t  + t h i n j ,  ΐ φ  0
Ιθ , / =  0

Av F(t)  =  f ig (Q)  να υπολογίσετε την F'(0).

5.23 Να γενικεύσετε την εφαρμογή 3 της §5.3 για ορίζσυσα υ-τάξης.
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§ 54 ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ__________________________

Η παράγωγος της συνάρτησης f i x ) ,  αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη 
παραγωγός της f  και συμβολίζεται με f i x ) .  Η τρίτη, τέταρτη κ.ο.κ. 
παράγωγος ορίζεται επαγωγικά σαν η παράγωγος της προηγούμενης πα
ραγωγού. Γενικά η ν-οστή παράγωγος f \ x ) , v  € IN ορίζεται να είναι 
η παράγωγος της (ν -  ΐ)-τάξης παραγωγού, δηλ. f {v)(x) = ( f {v~l)(x ))'. 
Για να ορίζεται η ν-οστή παράγωγος μιας συνάρτησης /  στο α e Δ (/)  
θα πρέπει η (ν -  2)-τάξης παράγωγος της /  να είναι παραγωγίσιμη σε μια 
περιοχή του α, ούτως ώστε το α να είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου 
ορισμού της παραγωγού (υ -  1)-τάξης. Η ύπαρξη της f v)(x) συνεπάγεται
την ύπαρξη και την συνέχεια των β ν~^{χ)....... f i x ) ,  f i x ) .  Η εύρεση της
μ-οστής παραγωγού δεν είναι πάντα εύκολη. Θα δούμε μερικά χαρακτηρι
στικά παραδείγματα εύρεσης της μ-οστής παραγωγού μερικών συναρτήσεων 
που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα.

Παράδειγμα 5.19
Αν / ( jc )  =  (;c — α Γ , m ζ  R τότε

f iv\ x )  = m(m -  l)...(m -  ν +  l)(x -  ct)m~v (1)

Πραγματικά· η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή. Για ν =  1 έχουμε

f i x )  = [( jc — cr)m]/ =  mix — a )m~1

δηλ. η (1) ισχύει. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει για ν και θα αποδείξουμε ότι 
ισχύει και για ν + 1. Έχουμε:

/ (μ+,)(jc) =  (/<Ρ,(χ))' =  (m(m -  1 )...(m -  μ +  l)(x -  a)m~v)'
— m{m — 1 )...(/n — μ *f 1)(/π — μ)(* — a )m~v+l 
= m(m -  l)...(m -  μ + 1 )[m -  (μ + 1) + 1](* -  a)m' (t,+l)

δηλ. ισχύει η (1) για ν + 1. Αρα ισχύει Vv € IN.
Ειδικά για α =  0 έχουμε:

ixm)v =m(m — \)...(m -  ν + l)xm~v. (2)

Για m =  j  και a =  - 1 έχουμε:

(ν/ΤΤ7)<''> = ( - i r |1'3- ^ - (i +*)v*-' 0)

Παράδειγμα 5.20
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Αν / ( χ )  = αχ τότε
/ (ν)(χ) =  a x(loga)v (4)

Πραγματικά· έχουμε f ' (x)  =  a xloga, f" (x)  =  ax(loga)2 κ.ο.κ. / (u)(x) =  
a x(loga)v.

Ειδικά για a = e έχουμε

(5)

Παράδειγμα 5.21

Αν /( χ )  =  sinx και g(x) = cosx τότε

(sinx)(l,) =  sin ix + vl ) (6)

(cosx)™ = cos 1(*+ v l ) (7)

Ας αποδείξουμε μόνο την (6). Για υ =  1 έχουμε (sinx)' = cosx =  sin(χ  +  
f ) .  Αν υποθέσουμε ότι ο τύπος (6) ισχύει για υ θα έχουμε: (sinx)(v+l) =  
[(jinx)00]' =  cos (ζ +  v£) =  sin (x +  v f +  f )  =  sin (x+  (υ +  l ) f ) ,  δηλ. 
ισχύει και για ν +  1.

Παράδειγμα 5.22

Θα αποδείξουμε τώρα ότι:

Είναι (logx)' =  j .  Τότε:

(logx)(v) =  (x-1)(l,_1) =  ( -1 Κ -2 ) .. .[ - ( ν  -  =  (-1
X

από την (2).

Έστω /  και #·δυο συναρτήσεις υ-φορές παραγωγίσιμες. Τότε ο γραμμικός 
συνδυασμός τους k f  + kg, k ,k  € R είναι w-φορές παραγοογίσιμη συνάρτηση 
και μάλιστα (k f  + kg ){v) =  k f {v) +  kg(v). Επίσης το γινόμενο f.g είναι 
ν-φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση και ισχύει ο επόμενος τύπος του Leibniz:

( j g ) M

/

+ £ / ' - v  +  ΐ ^ Γ ^ / ν- ΙΙ« " + · · ■ + /·* (V)

Σ  f y f (v~k)8(k) άπσυ ( Λ  =  » ί _ .
\ k j  k \ ( v - k ) l
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Η απόδειξη του παραπάνω τύπου γίνεται με επαγωγή. Για ν  =  1 προφανώς 
ιοχύει. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει για ν. θ α  αποδείξουμε ότι ισχύει για υ +  1. 
Έχουμε:

(/·*)(ν+ΐ) =  [</g><,')] ' = m  ")/<■·-ν

= ( ; ) / - ν ® + έ  ( ; ) / - - v >

+ Σ ( ί  ) / '" * '

-  / - « v ® + SO'1·-Λ+1) gW

JG-1 ) / ' ' * t V ’ + / e V M"

v®+£[(’)+(* ”,)] /<‘“'+V‘>+/•v*" 
(v o  1)/<'+i v +Σ (v 11)/<”'‘+"«<*’ + /  v +u

Σ Π 1)/—g‘“
Έχουμε χρησιμοποιήσει τις σχέσεις:

-  c k :, )-cr>
Παράδειγμα 5.24
Έχουμε αν / ( χ )  =  x.sinx ότι:

(jt.«njc)(I00) =X5*n^ac+ 100γ^ +  1 0 0 .1 .ί//» ^+ 9 9 γ^  =  xsinx-lOOcosx.



Π α ρα γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς 305

Παράδειγμα 5.24

Θα βρούμε την ν-οστή παράγωγο της συνάρτησης /  : IR -*■ IR με 
f (x )  =  excosx. Επειδή οστό τα παραδείγματα 5.20 και 5.21 έχουμε ότι 
(e*)(w) =  ex και (cosx){v) =  cos(x +ν|·) εφαρμόζοντας τον τύπο του Leibniz 
παίρνουμε:

Η μορφή αυτή όμως της ν-οστής παραγωγού δεν είναι εύχρηστη. Μπο
ρούμε να βρούμε μια πιο εύχρηστη μορφή αν εργαστούμε ως εξής:

Έχουμε

Συνεπώς υπάρχει η υποψία ότι η ν-οστή παράγωγος θα είναι της μορφής

Πραγματικά· αφού ισχύει για ν =  1 αν υποθέσουμε ότι ισχύει για ν θα 
έχουμε:

γιατί

cosx — sinx

f (v\ x )  =  ( \/2) V c 0i  +  V 0  .

f (v+l\ x )  =  ( V 5 )  V c o i  ( *  +  v -  (y / i y ^ s i n  ( jc +  v 

=  ( a/ 5 ) V *  l c o s (x  -I- v — ) — s in(x  -l- v—) 1
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Δηλαδή ισχύει και για ν +  1, άρα ισχύει Vv € IN. Συνεπώς

f (v\ x )  =  Φ T f c o s  (λ +  ι£ ) .

■------------------------------------------------------------------- — ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Δίνεται η συνάρτηση f(x) =  x*\ ν € Ν. Μκ αποδείξετε ότι:

f(l) +
Γ (υ  , , f«(i>

2! + ’ " +  υ! =  2*'.

Απόδειξη

Έχουμε / ' ( * )  =  νχν~ι , / " ( * )  =  υ ( ν -  Ι ) * 1* - / < * > ( λ ) =  ν ( υ - 1 ) . . .  ( ν -  
k +  1)jc*'~* με k e Ν, k < ν και f (v)(x) =  v!. Συνεπώς

Λ*) = w J T W  = Κν -  1) ,
1! I! ’ 2! 2!

/ α)(*) ν ( υ - Ι ) . · . ( υ - *  +  1)
Λ! *! * *

Άρα

, ,τ ,  , /'<*> /"(X) . / « ( * )
/V * /+  J, + " “ |™ + ···+ ■  1̂· ""“ ·̂  +  JJ* + · · .  +  ΐ

από την οποία για χ = 1 παίρνουμε την ζητούμενη σχέση.

2. Να αποδείξετε ότι τα πολυώνυμα του Legendre

1 d v

= (x  + iy

Pp(x) = (X * -  D*2>ν\ dxw

ικανοποιούν την εξίσωση:

(χ2 -  1 ) Ρ »  +  2x1* (χ) -  ν(ν + l)Pv(x) =  0.

Απόδειξη
θέτουμε

z (* )= (* 2 - l ) v (1)
Τότε Ρν{χ) -  τπ£ τζ{χ )1 \

ζ (ν)( χ )  = 2  νν \ Ρ Α χ ) · (2)
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Από την (1) έχουμε: ζ'(χ) =  ν(χ2 -  i y ~ l.2x =  2νχ(χ2 -  l)v(x2 -  I)-1 
=» (χ2 -  1)z'(jc) =  2νχζ(χ) =>■ (χ2 -  1)2' _  2νχζ =  0.

Με την βοήθεια του τύπου του Leibniz, παίρνοντας την (υ +  1)-τάξη 
παράγωγο έχουμε:

{(ac2 - l ) z ,}(l’+1)-2 v {x z } (,'+,) =  0

ή

{ζ(ν+2)(*2 -  1) +  (υ +  1)ζ(ν+1)2 χ  +  ^ ^ - ^ - ζ (ν).2}

- { Ζ {ν+ι)+ (ν  + 1)ζ(ν) = 0

ή
{(■χ2 -  1 )ζ(ν+ζ>} +  2χζ(ν+ι) -  ν(ν +  1)ζ(ι,) =  0. 

η οποία με την βοήθεια και της (2) δίνει:

(χ2 -  l)2v.v\F^ + 2χ.2νν\Ρ' -  υ(ν +  1)2*\υ!Ρ„ = 0 .

Διαιρώντας με 2υ.ν! έχουμε τη ζητούμενη σχέση. 

3. Αν y =  Arctgx, x ε R να αποδείξετε ότι:

y(v> =  (υ -  1) !cosvy.sinv (y +  ^ )  ·

Απόδειξη

Αν y = Arctgx τότε χ  =  tgy και

y' = r h  =  T T W  = ' ο * cosy sin (y  +  § ) ,  

δηλαδή ο τύπος ισχύει για υ =  1. Υποθέτοντας ότι ισχύει για ν έχουμε:

y»+U _  _  1)!{—v.cosv~*ysiny.sinv (y  +

+cosvycosv (y  +  .(v)}y'

=  (y — l)\y'v£osv~1y{—siny.sinv ^y +  ^
71

+cosycosv(y +  —)}
m t

= v\coszycosv iycos ^y +  vy +  v ^  

=  v\cosv+1ysin +  1) ^y +  j
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δηλαδή ισχύει και για ν +  1, άρα ισχύει Vv ς  IN.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ __________ — ----------------------------------------------

5.24 Δίνονται οι συναρτήσεις:

ί > 0  *αι * M = { ? + i x + 2 x \

Μέχρι ποιά τάξη υπάρχουν οι παράγωγοι των /  και g στο 0;

5.25 Να αποδείξετε ότι:

Να αποδείξετε ότι η /"(Ο) υπάρχει αν και μόνο αν α > 2 +  β  και η / "  
είναι συνεχής αν και μόνο αν,α > 2  +  2/?.

5Λ& Να αποδείξετε την ταυτότητα του Lagrange:

5.29 Να υπολογίσετε την ν-οστή παράγωγο τατν συναρτήσεων: 
α ) / ω = ( α  +  Μ » ί ) / ( ι )  =  _ χ _  γ ) / Μ  _

0 > +  * =  *<xJ +  *) 5/J.

5J6 Αν (α +  fix)e~>/{x) = jc, τότε να αποδείξετε ότι:

*V"(*) =  (*/'(*) -  /(JC))2.

5Λ7 Δίνεται η συνάρτηση /  : [ - [ ,  I] -► ZR με

/(X) =  {
0, Χ =  0

VI Λ
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5.30 Να υπολογιστεί η f (v) αν:

α ) /(* )  =  Χ*εαχ β)/(χ)  =x»~lJog(l +χ) .

5.31 Να αποδείξετε ότι:

®) Αν f i x )  = cos2χ, τότε /•'(χ) = 2 v~lcos(2x +  ν

β) Αν f i x )  = s inx , χ  € //? τότε / (2Α)(0) =  0, / (2*-1)(0) =  (-ΐ)*-»  
γ)Αν / ( χ )  =  > _ ι  τότε:

/ Μ(0) =  (-ΐ )»>-ΐν— ν > 2.
m

5.32 Να αποδείξετε ότι τα πολυώνυμα του Chebyshev:

Μ * ) =  '^^cosivAracosx), 

ικανοποιούν την εξίσωση:

(1 - x 2)T''(x) -  xT'ix) +  v2Tvix) =  0.

533 Να αποδείξετε ότι τα πολυώνυμα του La guerre:

L„(x) =  exy —(xve~x) 
αχυ

ικανοποιούν την εξίσωση:

xL" (χ) +  (1 -  χ) L'v{x) +  vLvix) =  0.

5.34 Να αποδείξετε ότι η ν-οστή παράγωγος της συνάρτησης / ( χ )  =  e ~xl 
x e l R  έχει την μορφή

/ (υ)(χ) =  e~xlHvix)

όπου Hvix) πολυώνυμο ν βαθμού που λέγεται πολυώνυμο των Cheby
shev - Hermite. Να αποδείξετε επίσης ότι:

α)Ην+ ι(χ) +  2 Hvix) +  2vHv-iix)  =  0 

fi)H”ix) -  2xH'vix) +  2vHv =  0.

to
 1

3
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§ SJS ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Έστω μια συνάρτηση /  ορισμένη και συνεχής σε ένα διάστημα Δ και 
παραγωγίσμη στο σημείο α 6 Δ.

Σχήμα 5.1

Αν Α(a, /(a))  και Β(α +  Λ, / ( α  +  Λ)) είναι δυο σημεία του γραφήματος 
της /  τότε η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση:

y -  / ( a )
/ { a  +  Λ) -  / ( a )  
----------■---- ------(x -  a) (1)

Η ευθεία αυτή λέγεται τέμνουσα της καμπύλης. Οταν το Α μεταβάλλεται 
ώστε α +  A e Δ τότε η (1) δίνει όλες τις τέμνουσες που περνούν από το 
Α(α, /(a)).  Αν υποθέσουμε ότι Α -► 0 τότε το Β τείνει να συμπέσει με το 
Α, οπότε η τέμνουσα σ' αυτή την οριακή περίπτωση θα έχει με το γράφημα 
της /  ένα μόνο κοινό σημείο και λέγεται εφαπτομένη της /  στο σημείο α . 
Επειόή η /  είναι παραγωγίσιμη στο α από την (1) έχουμε ότι η εξίσωση της 
εφαπτομένης είναι:

? - /(< * )  =  / ( « ) ( * - « ) ·
Δηλαδή, η παράγωγος / ' (α)  σε ένα σημείο α μιας συνάρτησης /  είναι ο 
συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης ευθείας στο γράφημα της /  στο 
σημείο (α, /(α )). Είναι επομένως / ’(α) =  ίχω = limA_*0 ■

Με την βοήθεια των παραπάνω μπορούμε να ερμηνεύσουμε και την 
μη ύπαρξη της παραγωγού σε ένα σημείο. Έτσι η παράγωγος /'(α) δεν 
θα υπάρχει αν δεν υπάρχει εφαπτομένη ευθεία της καμπύλης στο σημείο 
(a, / (a))  ή υπάρχει η εφαπτομένη, αλλά είναι κάθετη στον άξονα των χ  
(οπότε ι$ω =  -foe ή — οο.)
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Παράδειγμα 5.25

Η συνάρτηση /(* )  =  I* |, χ € ZR δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αφού στο 
σημείο (0,0) δεν υπάρχει εφαπτομένη.

Παράδειγμα 5.26

Έ σ τω / : 27? -» IR με / ( χ)  =  λ:1/3.Τότε η /  έχει εφαπτομένη στοΟκάθετη 
στον άξονα Οχ όπως φαίνεται στο σχήμα 5.2.

Σχήμα 5.2

Είναι εύκολο να δούμε ότι η /'(Ο) δεν υπάρχει. Πραγματικά· είναι

,ν . / ( * ) “ /(Ο) .. * 1/3/  (0) — Ιση -----=  lim ------=  lim χ  2/3 =  +οο.
J C - 0  χ ^ Ο  χ  χ - Λ

Παρατήρηση 5.27

Είδαμε στο παράδειγμα 5.26 ότι /'(Ο) =  +οο. Αυτό μας δίνει αφορμή να 
επεκτείνουμε τον ορισμό της παραγωγού, λέγοντας ότι η /  παραγωγίζεται 
κατ' εκδοχή στο α e Δ αν

Urn J-W  -  /W
χ — a =  +οο ή — οο.

Σύμφωνα μ'αυτήν την σύμβαση η συνάρτηση του παραδείγματος 5.26 έχει 
εφαπτομένη στο 0. Μπορεί όμως μια συνάρτηση να έχει κατακόρυφη 
εφαπτομένη σε ένα σημείο και να μην είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό το 
σημείο ούτε κατ'εκδοχή, όπως δείχνει το παράδειγμα 5.28. Επίσης μια 
συνάρτηση μπορεί να παραγωγίζεται κατ'εκδοχή και να μην είναι συνεχής.
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Δηλαδή η έννοια της κατ'εκδοχήπαραγώγου μπορεί να ανατρέψει το γεγονός 
ότι η συνέχεια είναι αναγκαία συνθήκη για παραγωγισιμότητα. Βλέπε 
παράδειγμα 5.29.

Παράδειγμα 5.28

Έστω / :  1R -► R  με /(* )  =  δηλαδή

/(* )  = χ < 0 
χ > 0

Τότε το γράφημα της /  έχει κατακόρυφη εφαπτομένη στο 0. Είναι όμως:

_  .. / ( * )  — /(Ο) J Z x/.(Ο ) =  lim — ~~ =  Urn =  lim
JC Χ-*0-χ-*ο- jc — 0 =  - 00.

/:<ο) =  ui» i o t a m .

Δηλαδή η /  δεν πα<?0Γγο^ιζεχαι 

Παράδειγμα 5X9

Έστω / :  //? —► IR με

=  lim —— =  lim —ρζ — +οο.
χ  χ - 0 +  y f x

στο Q ούτε κατ’ εκδοχή.

/(* )  =
1, λ: > Ο
Ο, χ  = 0
— 1, χ  <0
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Προφανώς η /  δεν είναι συνεχής στο 0. Παραγωγίζεται όμως κατ' εκδοχή 
στο 0 αφού

δηλ. /'(Ο) =  +οο.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ___________________________________________________

5.35 Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στην παραβολή 3y =  jc* 2 -3.x + 3  
που είναι παράλληλη προς την ευθεία y = χ.

5.36 Μια ευθεία με κλίση 1 είναι κάθετη στην έλλειψη 4x2 + y2 = 4. Ποιά 
είναι η εξίσαχτή της;

5.37 Δίνεται η συνάρτηση /  : IR -+ IR με / ( χ ) =  \\fx\. Να αποδείξετε ότι: 
/!(0 ) =  -οο  και / |( 0 )  =  +οο.

5.38 Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του διαγράμματος της

είναι κατ' εκδοχή παραγωγίσιμη στο 0, αλλά δεν είναι συνεχής στο 0.

§ 5.6 ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ_____________________________

Η έννοια του διαφορικού μιας συνάρτησης είναι εξ ίσου σημαντική με 
την έννοια της παραγωγού. Στην παράγραφο αυτή θα ορίσουμε το διαφορικό 
μιας συνάρτησης, αρχίζοντας με την έννοια της γραμμικής συνάρτησης.

Ορισμός 5.30 Μια συνάρτηση £ : R -> R θα λέγεται γραμμική, αν και 
μόνο αν:

L Είναι προσθετική, δηλ. £(χ +  y) =  £(χ) + £(y),Vx, y e R.
2. Είναι ομογενής, δηλ. £(αχ) =  α£(χ), Vx e R και δοσμένο α e R.

Επειδή jc  =  j c .1  η γενική μορφή μιας γραμμικής συνάρτησης £: Ε  -*■ IR 
είναι τ\1(χ) — £(χ.Ι) =  χ£{\) =  m.x,x e IR αν £(1) =  m.

/«-It
στο 0 είναι κατακόρυφη.

5.39 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /  : Ε  -> 2R με

χ 1!3, χ  < 0 
1 +  JCV3, χ > 0
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θ α  θεωρήσουμε την παράγωγο / '(α )  της συνάρτησης /  στο σημείο α ως 
γραμμική συνάρτηση / '(α )  : IR -► R  που ορίζεται ως /'(α)(Λ) =  /'(α )* . 
Μπορούμε τότε να επαναδιατυπώσουμε το Θεώρημα 5.10 ως εξής:

θεώρημα 5.31 Έστω f : Δ -► R, Δ c  R. Τότε η f είναι παραγωγίσιμη 
στο α e Δ όπου α σημείο συσσωρεύσεως του Δ αν και μόνο αν υπάρχουν, 
μια γραμμική συνάρτηση ί α : R -► R και μια συνάρτηση λβ : Δ -  {α} R 
με l im ,^  λα(χ) =  0 τέτοιες ώστε:

f (x )-f (a )  =  ^ ( x - a )  +  Xtt(x ) (x -a )  (1)

για όλα τα χ e Δ με 0 < |χ — α\ < 3, για κάποιο δ > 0, όπου η συνάρτηση 
Ια δίνεται από τον τύπο ί β (h) =  f  (a)h, Vh 6 R.

Απόδειξη

Αν υποθέσουμε ότι η /  είναι παραγωγίσιμη στο α, με παράγωγο /'(α ) , 
από το θεώρημα 5.10 θα έχουμε:

f i x )  -  /(α )  =  f'(a){x -  or) +  λα{χ)(χ -  α)

για όλα τα * € Δ με 0 < \ χ - α \  < δ, για κάποιο δ > α και l i r a , λ«(χ) =  0.
Αν Ια : IR —*■ JR με Μ Λ) =  f(a )h  τότε αυτή προφανώς είναι μια 

γραμμική συνάρτηση και συνεπώς / \ α ) { χ - α )  = t a(x ~α) .  Άρα η (1) ισχύει.
Αντίστροφα τώρα, έστω ότι η (1) ισχύει. Τότε από την ομογένεια της έ* 

έχουμε ό τ ιΙ β(χ - α ) = ( χ -  α)ία( 1) και άρα

/(·*) ~  /(<*) 
χ - α = ta( l )  +  K ( x ) ·

Παίρνοντας τα όρια όταν χ —*■ α έχουμε ότι η /(or) υπάρχει και f ( a )  =  
i a(h). ·

Παρατήρηση 5.32

Έχουμε ότι lim ,_e kdx)  = 0. Αυτό σημαίνει ότι: για κάθε ε > 0, υπάρχει 
δ > 0(ίσως διαφορετικό από το δ του Θεωρήματος 5.31) τέτοιο ώστε για όλα 
τα * e Δ με 0 < — α?| < <5 νοι έχουμε: |λ<*(.χ)| < €. Παρατηρούμε επίσης
ότι το αριστερά μέλος της (1) μηδενίζεται για χ =  α. Οι παρατηρήσεις αυτές 
μας οδηγούν στο επόμενο

Πόρισμα: Εστω f  : Δ —►  R, Δ C R ,  Τότε η ί  είναι παραγωγίσιμη στο 
ο? € Δ όπου α σημείο συσσωρεύσεως του Δ αν και μόνο αν υπάρχουν, μια 
γραμμική συνάρτηση i a : R R  και για κάθε e > 0, ένα δ > 0 έτσι ώστε:

|f(x) f (a )  — έβ(χ — α ) |  < ί |χ  — α\
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για  όλα τ α * € Δ μ ε θ < | χ  — α | < <$ και  <̂*(h) =  f(a)h, Vh € R.

Ύστερα οστό τα παραπάνω δίνουμε τον ορισμό:

Ορισμός 5.33 Αν η συνάρτηση f : Δ -*■ R, Δ c  R είναι παραγωγίσιμη 
για όλα τα χ e A c  Δ τότε η συνάρτηση d f : A χ R ->· R που ορίζεται ως

df(x)(h) =  f(x)h, χ € A, h e R (2)

λέγεται διαφορικό της f στο χ με αύξηση Η.

Παρατήρηση 5.34

Αξίζει να επισημάνουμε ότι η παράγωγος μιας συνάρτησης /  σε ένα 
σημείο α είναι πραγματικός αριθμός, ενώ το διαφορικό της /  στό α είναι μια 
συνάρτηση, που η τιμή της σε κάθε h δίνεται από τον τύπο df(a)(h) =  f ' (a)h .

Δηλαδή το διαφορικό μιας συνάρτησης δεν είναι μια απείρως μικρή 
ποσότητα, όπως (λαθεμένα) πολλοί τό θεωρούν.

Ας κάνουμε μια εκτενέστερη συζήτηση, για να ξεκαθαρίσουμε την έννοια 
του διαφορικού, δίνοντας συγχρόνως και την γεωμετρική του ερμηνεία. 
Θεωρούμε το γράφημα της /  και το σημείο Α(α, /(α )). Φέρνουμε την 
εφαπτόμενη στο σημείο Α. Αν Β(χ, / ( χ) )  είναι ένα οποιοδήποτε άλλο σημείο 
τότε έχουμε: ΒΓ =  /(* ) -  /(« )  και ΓΔ =  tga>.AT =  /(<*)(* -  α)  =  
df(a)(x -  a) =  ί α(χ -  α). Δηλαδή το σημείο (x , f (a)  +df (a) (x  -  a))  
βρίσκεται πάνω στην εφαπτομένη και συνεπώς το διαφορικό της /  στο α 
είναιη συνάρτηση της οποίας το γράφημα είναι η εφαπτομένη στο Λ(α, /(α )). 
Όταν τώρα το χ  -> α το Β  τείνει στο Λ και Γ Β 0. Αρακαι το ΓΔ -* 0. Από
την(1) έχουμε ότι όταν χ  —► α οόρος ka(x).(x— α)είναι γινόμενοδύο όροον, 
που καθένας τείνει στο 0. Λέμε τότε ότι το γινόμενο αυτό είναι απειροστό
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ανώτερης τάξης ως προς την διοφορά /(* )  -  /(« ). Τότε ο όρος i a(x -  α ) 
στην (1) είναι μια προσέγγιση στην f ( x ) -  /(α )  όταντααπειροστά ανώτερης 
τάξης παραλεκρθούν. Μια τέτοιο προσέγγιση λέγεται γραμμική προσέγγιση. 
Α φ ού  όπως είδαμε παραπάνω Μ *  - α )  =  d f ( a ) { x  ~ α ) =  / ' ( α ) ( χ  - α )  λέμε 
ότι το f ' { a ) ( x  -  α)  είναι μια γραμμική προσέγγιση στην f ( x )  -  / ( α )

Αν αντικαταστήσουμε στην (1) το d f ( a ) ( x - α ) αντί του i ^ x - α )  έχουμε:

/(* )  “  / ( « )  =  <*/(«)(* -  α) +  Μ *)(*  -  α). (3)
Από την (3) συμπεραίνομε ότι:

/(·*) ~  / (α )  -► df(a)(x -  α) όταν χ α.

Αυτό μας λέει ότι μπορούμε να αντικαταστήσουμε την καμπύλη του γρα
φήματος σε μιο μικρή περιοχή του α με ένα τμήμα της εφαπτομένης στο 
α.

Ας πάρουμε την ταιπστική συνάρτηση f ( x )  =  χ. Τότε το διαφορικό της 
στο σημείο χ  είναι η συνάρτηση με τύπο

(dx)(h) =  f ( x ) h  = 1Λ =h.

Δηλαδή το διαφορικό της ταυτοτικής συνάρτησης είναι πάλι η ταυτοτική 
συνάρτηση, θέτοντας στην (2) Λ =  (dx)(h) έχουμε

df(x)(h)  =  / ( x)(dxKh)

δηλαδή
df ix )  =  f \ x )dx . (4)

Ο τύπος (4) δίνει το διαφορκό μιας συνάρτησης στο σημείο χ. Έτσι 
το διαφορικό μιας συνάρτησης /  σε ένα σημείο χ είναι το γινόμενο της 
παραγωγού / ' (χ )  στο χ επί το διαφορικό της ταυτοτικής συνάρτησης. Είναι 
φανερό ότι το διαφορικό μιας συνάρτησης σε ένα σημείο υπάρχει όταν και η 
παράγωγος στο ίδιο σημείο υπάρχει. Ας σημειωθεί τέλος ότι η σχέση (4) είναι 
ισότητα συναρτήσεων και όχι τιμών συναρτήσεων. Κατά τον ίδιο τρόπο 
μπορούμε να ορίσουμε και διαφορικά ανώτερης τάξης.

Παράδειγμα 5.35

Χρησιμοποιώντας την σχέση (3) θα βρούμε μια προσέγγιση στην ^ 1 7  και 
στο t»s31°. Η (3) δίνει

f i x )  ~  f i d )  ~  f ' (a)(x -  a).

Έστω f ( x )  =  jt,/4. Τότε για a =  16 και χ =  17 έχουμε:

1 /Υ 7 ~ 1 ί\6 +  -16"3/4 =  2 + -ί- =2,031250. 
4 32
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Επίσης

y/3„ / π π \  π . π π  ν·?
c o s 3 f  = “» (β + Ϊ5δ) ~ “* 6 -  S‘n 6 Τ5δ Τ 5 ϊ5 ό  =  0·851·

ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΟΥ ΑΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ

§ 5.7 ΘΕΩΡΗΜΑ TOY DARBOUX ________________________

Θα ασχοληθούμε τώρα με τα βασικά θεωρήματα του Διαφορικού Λογι
σμού. Και πρώτα θα δούμε ένα θεώρημα το οποίο είναι πολύ χρήσιμο στις 
εφαρμογές. Αυτό λέει ότι μια ιδιότητα που έχει μια συνάρτηση σε ένα σημείο, 
μεταφέρεται σε ένα διάστημα.

θεώρημα 5.36Έστω f : [a, β] —► R παραγωγίσιμηστο εσωτερικό σημείο 
c του [α, β \  δηλ. c e (a, β) . Τότε:

α) Αν f  (c) > 0, υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε f(x) > f(c) αν x € (c, c +  δ) 
και f(x) < f(c) αν x 6 (c — δ, c).

β) Αν f  (c) < 0, υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε f(x) > f(c) αν x € (c — δ, ο) 
και f(x) < f(c) αν χ e (c, c + δ).

Απόδειξη

, · Επεα?)- / ΐ ? ράγ^ 0ς της f  0X0 c υπάρχει, συνεπάγεται ότι θα υπάρχει το 
hmx->c ^  ' 4  =  /  (c). Αυτό σημαίνει ότι:

(V€ >  0)(3δ >  0)(V* e [α , β])0 < \χ  _  c) < δ

f ix )  -  /(c)
-  /'(c )

Παίρνοντας ως c =  i | / ' ( c)| > 0έχσυμ£:

/ ' ( f )  -  i | / ' ( o i  < Z w  -  m

< e.

1
x - c

α) Έστω / ' (c )  > 0. Τότε η (l) γίνεται
< /'<c> +  ψ Χ $ Υ

r f f c )  < £ *) - m  3
x -  c <5/V)

( i )

για όλα τα λ e [α, β]  με 0 < \χ  __ c , χ _
βρίσκεται μεταξύ δύο θετικών αοιθώ,ν, ' Συνε^ ωζ είν«ι > 0, αφού
«χν ,  s  fr, c  +  «  x«t / U )  < / g ^ * »  / w  -  / ( C )  > 0 ή / ( * )  > ^



β) Έστω / '(c )  < 0. Από την (ΐ) έχουμε:

ή

3
2

f i x )  ~  /(Ο  1 „

f i x )  ~  /(c )  w
χ _  c < 0, Vjc 6 (α, β) μ£ 0 < |x -  c| < 3

από την οποία το συμπέρασμα είναι προφανές. ·  

Παρατήρηση 5.37

Υποθέσαμε στο παραπάνω θεώρημα ότι c € (α,/3). 
διαστήματος θα έχουμε αντίστοιχα:

1) Αν c =  α, τότε υπάρχει 3 > 0, τέτοιο ώστε:

Στα άκρα του

/(α ) > 0 => /(χ) > / (α)> V* € (α,α +5)

/ '(α )  < 0 =* / ( χ )  < / ( α), Vx 6 (α, α +  3)

2) Αν c =  β, τότε υπάρχει 3 > 0, τέτοιο ώστε:

/(£ ) > 0 =» /(χ) < /(£). vx e (0 — 3,0) 

/(0 ) < 0 => /(χ) > /(£), Vx e (/5 -  3, /9)

Παρατήρηση 5.38

Το αντίστροφο του θεωρήματος 5.36 δεν ισχύει, όπως μπορούμε να 
παρατηρήσουμε στην συνάρτηση /( χ )  =  χ ^ χ  € R.  Είναι /(χ )  < 0 για 
χ  < f i x ) > 0 για χ  > 0, αλλά /'(0 )  =  0. Ισχύει όμως το εξής: Αν 
f i x )  < / ( c ) για χ < c και f i x )  > /(c ) για x > c, τότε / '(c )  > 0. Πραγματικά 
από τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε για x φ  c ότι: m xZjiel > 0. Αυτό
όμως συνεπάγεται ότι linvx->r ^{x)xZ{(c) > Οδηλ. /'(c ) > 0. Παρόμοια έχουμε:
Αν f i x )  > f i c )  για x < c και f i x )  < / ( C) για x > c, τότε / '(c )  < 0.

θ α  εφαρμόσουμε τώρα το Θεώρημα 5.36 για να πάρουμε ένα πολύ 
ενδιαφέρον συμπέρασμα, γνωστό ως Θεώρημα του Darboux. Αυτό λέει ότι, 
αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο ενός διαστήματος 
Δ, τότε η συνάρτηση f  έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών. Δηλαδή 
αν η / '  παίρνει σαν τιμές τα Α και Β, τότε επίσης παίρνει και όλες τις 
τιμές μεταξύ των Α και Β. Η ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών ήταν μια 
σημαντική συνέπεια της συνέχειας μιας συνάρτησης σε κλειστό διάστημα.
Το αξιοσημείωτο εδώ είναι ότι οι παράγωγοι, που δεν χρειάζεται να είναι 
συνεχείς συναρτήσεις, έχουν αυτή την ιδιότητα. ο
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θεώρημα 5.39 (Θεώρημα του Darboux): Αν μια συνάρτηση f είναι 
παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα [α, β) με f  (α) Φ ΐ(β) και k είναι ένας 
αριθμός μεταξύ των f'(a) και f(/J), τότε υπάρχει τουλάχιστο ένα c e (α, β) 
τέτοιο ώστε: f(c) =  k.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι / '(a )  < k < /'(β).  (Η περίπτωση /'(α ) > k > / \ β )  
εξετάζεται ανάλογα). Θεωρούμε την συνάρτηση: g : [α,β] —*■ 1R με g{x) = 
f i x )  —kx. Προφανώς η g είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και g'ix) = f i x ) —k. 
Αρα

g'ia) =  / ' ( « )  -  k < 0  

έ ( β )  =  f ( f i ) - k  >0 .

Αφού g'(a) < 0, υπάρχει δ, > 0, τέτοιο ώστε:

£(*) < gioc), Vx e (α,α +  δι). (1)

Επίσης, αφού g'ifi) > 0, υπάρχει &2 > 0, τέτοιο ώστε:

*(■*) <8( β ) , * χ  < ϋ β - δ 2,β).  (2)

Αφού η g είναι παραγωγίσιμη στο [α, β], συνεπάγεται ότι θα είναι συνεχής 
στο κλειστό διάστημα [α, β]. Συνεπώς θα είναι φραγμένη και θα παίρνει 
μέγιστο και ελάχιστο (Θεώρημα 4.30). Έτσι αν m =  infgix),  υπάρχει 
c € [α, β] τέτοιο ώστε: g(c) =  m. Είναι προφανές, από τις (1) και (2) ότι 
c φ  α και c φ  β γιατί αν συνέβαινε c = a r\c = β Qα υπήρχαν τιμές της 
g μικρότερες από το gic)  που αντίκειται στον ορισμό του infimum. Αρα 
c e  (α,/3).

Θα αποδείξουμε τώρα ότι: g'ic) = 0.
Αν g'ic) < 0, τότε υπάρχει ^  > 0, τέτοιο ώστε: giχ) < g(c), ν* e 

(c, c +  4 ) ·  Αυτό όμως είναι άτοπο,γιατί m =  g (c) =  infgix) .
Αν g'ic) > 0, τότε υπάρχει δ4 > 0, τέτοιο ώστε: gix) < gic),Wx e 

(c — δ4, c) που πάλι είναι άτοπο.
Συνεπώς g'ic) = 0, που σημαίνει ότι f ' ic)  -  k = 0 ή / '(c )  =  k. ·

§ 5.8 ΘΕΩΡΗΜΑ TOY ROLLE

θεώρημα 5.40Έστωί: [α, β] R συνεχής στο κλειστό διάστημα [α, β], 
παραγωγίσμη στο ανοιχτό διάστημα (α, β) και τέτοια ώστε f(«) =  f((g)> τ^τε* 
υπάρχει τουλάχιστο ένα ξ e (α, β) τέτοιο ώστε: ΐ'(ξ) =  0.
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Απόδειξη

Αφού η /  είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [α, β] θα είναι φραγμένη 
και θα παίρνει μέγιστο και ελάχιστο στο [α,β] (Θεώρημα 4.30). Ας είναι m 
και Μ  αντίστοιχα το infimum και το supremum της /  και / (α )  =  __ £
Τότε πρέπει να έχουμε: m < k  < Μ.

α) Αν m — k =  Μ, τότε f ( x )  =  k και άρα / '(£ )  =  0, ς  (α> β^
β) Αν m Φ Μ  τότε m < k ή k < Μ. Ας υποθέσουμε ότι k < μ  (βλέπε 

σχήμα). Θα υπάρχει ξ € (α, β ) με / ( ξ )  =  Μ  από το Θεώρημα 4.30 Επίσης η 
/ ' ( ! )  υπάρχει, επειδή α < ξ < β. Ακόμα είναι / ( χ )  < Μ, Vx e \α ο λ 
α ν α  < χ  < τότε ’ PJ‘

y t
Μ ■

k

0 *
a κ

/ < * ) - / « ) Η χ ) - Μ  „  

x - ί  5
Επομένως

lim /<») ~  / « )
J t - £ > 0 => /!(£ )  >0 .

Α \ ξ  < χ  < β  τότε

Ζ.<*> ~  / ( I )  f i x ) - Μ
χ ~ ξ  χ - ξ

< 0.

< o = > /;« )  <ο.
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Πόρισμα L Αν f : [α, β\ —*■ R συνεχής στο [α, β\ με f(a) =  0 και 
παραγωγίσιμη στο (α, β) με f'(x) φ  0, Vx € (α, β) τότε f(x) #  0, Vx e (α, β).

Πόρισμα 2. Μεταξύ δύο ριζών μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης, υπάρχει 
τουλάχιστο μια ρίζα της παραγωγού.

Παρατήρηση 5.41

Λαμβάνοντας υπόψη την παρατήρηση 5.13 το θεώρημα του Rolle μπορεί 
να διατυποοθεί ας εξής:

Αν f  £ C[α, β], f  € C(a, β) και / ( a )  =  / (β) ,  τότε / '(£ )  =  0.

Παρατήρηση 5.42

Το θεώρημα του Rolle δέχεται την παρακάτω γεοομετρική ερμηνεία:

Σχήμα 55

Μεταξύ δυο σημείων με ίσες τεταγμένες στο γράφημα της f, υπάρχει 
τουλάχιστο ένα σημείο, στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον 
άξονα Οχ. Βλέπε σχήμα 5.5.

Προφανώς το ξ δεν είναι μοναδικό, όπας δείχνει και το σχήμα. 

Παράδειγμα 5.43 

Έστω / :  [0, £] -* IR με

/(* ) = x.sin- ,
0,

χ φ Ο
x  =  0

Θα εξετάσουμε αν για την /  ικανοποιούνται οι συνθήκες του Θεωρήματος 
του Rolle.



322 Π α ρ α γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

α) Η /  είναι συνεχής στο [0, £] γιατί στο διάστημα (0, λ] είναι συνεχής 
σαν γινόμενο συνεχών συναρτήσεων, ενώ στο 0 η συνέχεια προκύπτει από 
το ότι liuijt-o/(* )  =  limx-*o (x.sin*) =  0 =  /(Ο) (γινόμενο μηδενικής επί 
φραγμένη).

β) Η /  είναι παραγωγίσιμη στο (0, £) σαν γινόμενο παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων. (Παρατηρούμε ότι η /(Ο ) δεν υπάρχει, εφαρμογή 2 της § 5.1. 
Το θεώρημα του Rolle όμως απαιτεί την παραγωγισιμότητα στο ανοιχτό 
διάστημα).

Υ) Ε ίνα ι/(Ο ) = / ( ! ) .
Αρα ικανοποιούνται οι συνθήκες του Θεωρήματος του Rolle και συνεπώς 

υπάρχει ξ € (0, £ ): / '( f )  =  0 δηλ. sin λ -  ^cos i  =  0. Προφανώς υπάρχουν
άπειρα τέτοια f . Είναι ξ =  £ άπσυ α οποιαδήποτε Θετική ρίζα της εξίσωσης 
tga =  α.

Παρατήρηση 5.44

Καμμιά από τις υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle δεν μπορεί να 
παραληφθεί, ούτε και να εξασθενίσει όπως δείχνουν τα παραδείγματα που 
ακολουθούν.

Τότε η συνάρτηση /  ορίζεται στο κλειστό διάστημα [0,1], είναι παρα
γωγίσιμη στο ανοιχτό (0 ,1)και /(0 ) =  / ( ΐ )  =  0. Αλλάείναι / ' ( jc) =  1, V* € 
(0,1), δηλ. δεν μηδενίζεται για κανένα χ ς  (0, ΐ). Αυτό συμβαίνει γιατί η /  
δεν είναι συνεχής στο [0,1], αφού /(* )  =  \ φ  / ( I )  =  0. Συνεπώς η
υπόθεση της συνεχείας στο κλειστό διάστημα δεν μπορεί να παραληφθεί.

Παράδειγμα 5.46

Έστω / :  [0,1] -► R  με

Τόα η f είναι συνεχής στο 10.1] με / (0) =  /(1 )  =  0. αλλά δεν είναι
ι ιν» λυλ Α. /Λ 1\ \ η  λ τι ·

Παράδειγμα 5.45

Έστω / :  [0 ,1J -► « μ ε  / ( χ )  =  * - [ * ] ,  δηλαδή

παραγωγίσιμη στο i  e (0,1) γιατί:

χ -
lim -----

x - f l / 2 -  X  - Ο



Π α ρα γω γό ς  σ υ ν ά ρτ η σ η ς 323

Συνεπώς δεν υπάρχει ξ e (0,1): / ' (ξ)  =  0. Άρα ούτε η παραγωγισι- 
μότητα στο ανοιχτό διάστημα μπορεί να παραληφθεί.

Παράδειγμα 5.47

Έστω /  : [1,2] -+ ZR με /(* ) =  χ2. Τότε η /  είναι συνεχής στο 
[1,2] παραγωγίσιμη στο (1,2), αλλά / ' (χ)  φ  0, Vx e (1,2). Αυτό συμβαίνει 
γιατί /(I) = 1 Φ 4 = /(2 ). Αρα ούτε η συνθήκη f(α) = ΐ(β) μπορεί να 
παραληφθεί.

Παρατήρηση 5.48

Οι συνθήκες του Θεωρήματος του Rolle είναι ικανές για τον μηδενισμό 
της παραγωγού σε κάποιο σημείο ξ e (α, β), αλλά όχι και αναγκαίες. Αυτό 
σημαίνει ότι μπορεί για μια συνάρτηση να μην ικανοποιούνται οι υποθέσεις 
του Θεωρήματος του Rolle, αλλά το συμπέρασμα να ισχύει. Για παράδειγμα 
η συνάρτηση /  : [—1,2] —► R  με / ( χ)  = χζ δεν ικανοποιεί την συνθήκη 
/(α ) =  / (β)  αλλά / ( χ )  =  0 για jc =  0 € (-1 ,2). Παρακολουθήστε και τα 
επόμενα σχήματα:

Σχήμα 5.6 Σχήμα 5.7

------------------------------------------------- ------------ ---------  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L α) 'Εστω f : [α, β] —► R συνεχής στο [or, β] και παραγωγίσιμη στο 
(α, β)· Αν η παράγωγος ?  δεν έχει ρίζα στο διάστημα (α, β), τότε να 
αποδείξετε ότι η f έχει το πολύ μια ρίζα σ'αυτό το διάστημα.

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x -  ksinx +  1 =  0 μ ε 0 < | ι < 1 ,  έχει 
ακριβώς μια πραγματική ρίζα.
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Απόδειξη

α) Ας υποθέσουμε ότι η /  έχει δύο ρίζες, τις ρ\ και ρι με ρ\ < ρχ. Τότε 
στο διάστημα [ρ\, ρι\ £ . (α ,β ) η /  είναι συνεχής στο [ρχ,ρι], παραγωγίσιμη 
στο {ρχ,ρχ) και /(/?ι) =  /(ρχ)  =  0. Αρα από το Θεώρημα του Rolle, η 
} '  πρέπει να έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο {ρι, ρχ), που είναι άτοπο, αφού 
f ' ( x ) Φ 0, Vx e (α, β ). Συνεπώς η /  έχει το πολύ μια ρίζα (δηλαδή ή θα έχει 
μια ρίζα ή δεν θα έχει καμμιά).

β) Έστω /(x )  = χ -  ksinx + l ,x  e IR. Προφανώς η /  είναι συνεχής 
και παραγωγίσιμη Vx e IR, άρα και σε οποιοδήποτε διάστημα [α, β] c  IR. 
Επειδή f \ x ) =  1 — kcosx > 0, V* e IR, αφού 0 < k < 1 συνεπάγεται ότι η 
/ '  δεν έχει ρίζα στο (α, β). Σύμφωνα τότε με το α) η /  έχει το πολύ μια ρίζα. 
Για να αποδείξουμε ότι έχει ακριβώς μια ρίζα πρέπει να εξασφαλίσουμε ότι 
έχει τουλάχιστο μια. Επειδή /(Ο) = 1 > Οκαι / ( - π )  =  - π  +  1 < 0, από 
το θεώρημα του Bolzano (Πόρισμα 2 του θεωρήματος 4.31) έχουμε ότι η /  
έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (—π,  0). Αρα η εξίσωση χ — ksinx + 1 =  0 έχει 
ακριβώς μια ρίζα και αυτή μέσα στο διάστημα ( -π ,  0).

Σημείωση

Η πρόταση αυτή γενικεύεται. Έτσι π.χ. αν η / '  έχει μοναδική ρίζα, τότε 
η /  έχει το πολύ δυο ρίζες κ.ο.κ.

2. Αν οι συναρτήσεις f, φ και οι παραγωγοί τους Γ, φ' είναι συνεχείς στο 
διάστημα [α, β] και είναι fφ’ -  Τφ φ  0 σ’αυτό το διάστημα, να αποδείξετε 
ότι μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών τηςί, υπάρχει ρίζα της<£.

Να το βεβαιώσετε στην περίπτωση που f(x) =  sinx, φ(χ) =  cosx, χ e 
[0,2π).

Απόδειξη

Έστω λ , και χ 2 δυο διαδοχικές ρίζες της / ( χ) =  0. Αν φ(χ) φ  Ογια 
χ  € [χ,, χ2] τότε ορίζεται η συνάρτηση w(x) =  η οποία είναι συνεχής 
και παραγωγίσιμη στο [χ,, χ2] και ιυ(*ι) =  Μχχ) =  0. Συνεπώς από το 
θεώρημα του Rolle πρέπει χν'(ξ) = 0 για κάποιο ξ e (x t, x 2) £  (α,β).  
Δηλαδή πρέπει / ' (ξ)φ(ξ)  -  /(ξ)Φ'(ξ) = 0, πράγμα άτοπο, αφού από την 
υπόθεση / φ 1 -  / ’φ Φ 0. Συνεπώς φ(χ) =  Ογια κάποιο χ  e (jct, jc2). Αλλη 
ρίζα η φ δεν μπορεί να έχει στο (χ,, χ2) γιατί αν είχε και άλλη ρίζα τότε θα 
έπρεπε η /  να είχε ρίζα στο {χγ, χ 2), που είναι άτοπο γιατί υποθέσαμε ότι οι 
Χι κα ιχ2 είναι διαδοχικές ρίζες της / .

3. Αν η {' είναι συνεχής στο [α, β], να αποδείξετε ότι:

f (c) _  = a)(c -  β)Γ(ξ)
β — or β —a 2
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όπου c και ξ ανήκουν στο διάστημα (α, β).
Απόδειξη
Θέλουμε να αποδείξουμε ότι:

(β -  a )/(c) -  (β -  c) f (a)  -  (c -  α)/(β)  =  i(/3 -  a)(c -  a)(c -  β)/"(ξ).  

Θεωρούμε την συνάρτηση

Φ(χ) =  ( β - α ) / ( χ ) - ( β - χ ) / ( α ) - ( χ - α ) / ( β ) - ( β - α ) ( χ - α ) ( χ - β ) . Α  (1)

όπου το Α το διαλέγουμε έτσι, ώστε 0(c) = 0 . Παρατηρούμε ότι φ(α) =  0 =  
φ(β). Επειδή η φ είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσμη στο [α, β] και 
c e (α, β) τότε από το Θεώρημα του Rolle, εφαρμοζόμενο στα διαστήματα 
[a, c] και [c, β], συνεπάγεται ότι υπάρχουν ξι e (α, c) και ξ2 € (c, β) τέτοια 
ώστε: φ' ) =  0 και φ'(ξ2) =  0. Τότε πάλι απότο Θεώρημα του Rolle στο 
διάστημα (ξι, ξ2] συνεπάγεταιότιυπάρχει ξ e (ξι,ξζ) τέτοιοάχιτε: φ”(ξ) = 0. 
Από την (1) έχουμε:

φ'{χ) = { β -  α ) / \ χ )  +  / ( α) -  / ( β) -  Α(β -  α)[2χ - β - α ]

Φ \ χ) =  {β - α  )/"(*) -  Α(β -  α).2.
Συνεπώς

0"(ξ) =  0 => /"(ξ) =2Α=> Α = ^ / " (ξ )  (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε το συμπέρασμα.

4 Εστω f : [0, +οο) -* R συνεχής για x > 0, παραγωγίσιμη για 
X > 0 με f(0) = 0 και limx_».+00 f(x) = 0 .  Να αποδείξετε ότι υπάρχει
c € (0, +00): f  (c) =  0.

Απόδειξη

Αν /  =  0 το συμπέρασμα είναι προφανές. Έστω λοιπόν ότι υπάρχει 
*ο € [0, +οο) τέτοιο ώστε f(xo) Φ 0, και ας είναι /(χο) > 0. Από το Θεώρημα 
των Ενδιάμεσων τιμών υπάρχει χχ e (0, +οο) τέτοιο ώστε: /(* ι) =  j f (xo).

Αφού lim^^+oo f (x)  = 0 υπάρχει y > χο τέτοιο ώστε: f ( y)  < £ / ( jc0). 
Τότε πάλι από το Θεώρημα των Ενδιάμεσων τιμών υπάρχει χ2 e (χο, ν) 
τέτοιο ώστε: f ( x2) =  £ f ( Xo).

Θεωρούμε την συνάρτηση g(X) =  /(*> _  \ / { χ 0) , χ  e \xu xi\. Επειδή
~~ = °’ το του Rolle υπάρχει c e ( χ ι , χ ζ ) : g \ c ) =/ '(c )  =  0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.40 Να εξετάσετε αν ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος του Rolle, και 
το συμπέρασμα για τις συναρτήσεις:
a) f {x )  =  y/x — ay/β — x , a < χ  < β.
η \ ι / \  ί ^  ~Χ  ,  Of < X β w w = | r · x =  a - p 

X)*W — sinx — ψ , ο  < χ  <

Wx, = |u-i\ ί<*|ζ

=  { ί ' -
- 2  < jc < 0

r*ci η η

5.41 Δίνεται η συνάρτηση f i x )  =  ( χ  —a)mix — β Υ  με m,rt θετικούς ακέραι
ους. Να αποδείξετε άτι στο διάστημα [α, β] ισχύει το συμπέρασμα τσυ 
Θεωρήματος του Rolle και μάλιστα το £ αυτό διαιρεί το μήκος [α, β] 
σε λόγο ε..

5.42 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xe* -  c* +  1 =  0 δεν έχει ούτε θετική, ούτε 
αρνητική πραγματική ρίζα.

5.43 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1 -  x)cosχ -  sinx =  0 έχει πραγματική 
ρίζα στο διάστημα (0,1).

5.44 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ1 -  xsinx -  cosx =  0 έχει ακριβώς δυο 
πραγματικές ρίζες στο διάστημα ( -π , π).

5.45 Έστω /  : (α, β) -► IR δυο φορές παραγωγίσιμη. Αν υποθέσουμε ότι η 
/  μηδενίζεται για τρία διακεκριμένα σημεία, να αποδείξετε ότι υπάρχει 
c € (α, β) τέτοιο ώστε: /"(c) =  0.

5.46 Να αποδείξετε ότιτο πολυώνυμο τσυ Legendre Ρν(χ) =  ·£ γ (·*2 _ 1)1'
έχει ν διακεκριμένες πραγματικές ρίζες και όλες ανήκουν στο διάστημα
[-1 , α

5.47 Αν η συνάρτηση /  είναι τέτοια ώστε, η παράγωγός της / '  να είναι 
συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β), τότε να αποδείξετε 
ότι υπάρχει c e (α, β) τέτοιο ώστε:

f i f i )  =  fiat) + i f i -  a) f i a )  + ^ifi  -  a)2f"ic).
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5.48 Έστω g : [<*, β] —► IR μια συνάρτηση δυο (ρορές παραγωγίσιμη με 
8(°) =  giP) =  0 και g"(x) φ  0, Vjc e (α, y3). Να αποδείξετε ότι η 
δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης

Fit) = g(x)(t ~ a)(t -  β) -  g(t)(x -  α)(χ -  β),α < χ <  β

μηδενίζεται τουλάχιστο μια φορά στο διάστημα (α, β). Από αυτό να 
συμπεράνετε ότι g(x) φ  ο, V* e (α, β),

5.49 Δίνεται η συνάρτηση <*>(*) =  f i x )  Λ-ifi -  χ) f i x )  + A{g(jc) +  (>3 -
Γ  κ(*ι £' παραγωγίσιμες στο διάστημα [α, β). Διαλέγοντας 

κατάλληλα την σταθερή Α, να αποδείξετε ότι υπάρχει c e (α, /J) τέτοιο 
ώστε:

/ (β)  -  /(α ) - ( β - α )  f'jq) _  f"(c)
8iP) ~ 8ia) - i f i -  a)g>ia) ~  g’f c ) '

§ 5.9 ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Τα θεωρήματα Μέσης τιμής είναιαπό τα πιο σημαντικά συμπεράσματα 
στην Ανάλυση και συσχετίζουν τις τιμές μιας συνάρτησης με τις τιμές της 
παραγωγού της.

θεώρημα 5.49 (Θεώρημα Μέσης τιμής του Lagrange): Έστω f : [α, β) -> 
R συνεχής στο κλειστό διάστημα [α, β] και παραγωγίσιμη στο ανοιχτό 
διάστημά (α, β). Τότε υπάρχει τουλάχιστο ένα £ € (α, β)  τέτοιο ώστε:

f(/9) -  f(o) = i f i -  α)Ρ(£).

Απόδειξη 1η

Θεωρούμε την συνάρτηση 8 ■ [α,β]-^ IR με

Six) =  fix) - / ( « ) _
β - a ■(* -  α)

Η συνάρτηση αυτή g προκύπτει ως εξής:
Ας είναι G το γράφημα μιας συνεχούς συνάρτησης f  οοισυένης στο 

[α, β]. Απο τυΧ«^σημεο) * του (α , β) φέρνουμε κάθετη στον άξονα ΟΧ,  
που τέμνει την χορδή ΑΒ στο Γ και την καμπύλη στο Δ. Τσιε είναι:

*(* >  =  f{x)- r x  =  m - f i « ) - i x - a ) t g < o

=  /(* )  -  fta\ -  t r -  -  / ( “ )
β — a
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Οι υποθέσεις του θεωρήματος του R0ne 
είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη 
υπάρχει ξ € (α, β)  τέτοιο ώστε:

ικανοποιούνται για την g, αφού η g 
στο (or, β) και g(a) =  0 =  g(fi). Αρα

Συνεπώς

0 =  Χ'(ξ) =  / ' (ξ)  _  / ( I ) -/(< *)
β - α

/ ( 0 )  -  / ( α )  =  (β _  α)/ ' (ξ).

Σχήμα 5.8 Σχήμα 5.9

Απόδειξη 2η

θεωρούμε την συνάρτηση F : [a, J3] —► /R μβ

^(-τ) = / ( χ ) - λ χ

δηλαδή αφαιρούμε από την /(* ) μια γραμμική συνάρτηση y = kx το 
γράφημα της οποίας είναι μια ευθεία παράλληλη στην χορδή ΑΒ. Οι τιμές 
της βοηθητικής συνάρτησης F παριστάνονται από το μήκος ΓΕ που είναι 
ίσο με το σταθερό μήκος ΓΔ =  ΑΛ, =  BBt και το ΑΕ. Έτσι η χορδή που 
ενώνει τα άκρα του τόξου που αντιστοιχεί στην καινούργια συνάρτηση θα 
είναι παράλληλη στον άξονα ΟΧ. Το λ είναι η κλίση της ευθείας Αχ Βχ που 
είναι ίση με την κλίση της χορδής ΑΒ , δηλ. λ =

Για την συνάρτηση /  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος 
του Rolle, αφού είναι συνεχής στο [α.β], παραγωγίσιμη στο (α\ β) και 
F(oi) =  = F(i3). Αρα υπάρχει £ e (α, β) τέτοιο ώστε:

ν*
*τ

ν*
ν
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ο =  f '(£) =  / '« )  -  λ =  / ( ( f )  -  Δ Θ - η * )
β — α

Πόρισμα: Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στ0 κλειστό διάστημα 
[a, a +h] και παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα (α, α +  h), τότε υπάρχει 
τουλάχιστο ένας αριθμός Θ, 0 < θ < 1 τέτοιος ώστε:

f(« +  h) -  f(or) =  hf'(or +  0h).

Απόδειξη

Θέτουμε β =  a +  Λ στο Θεώρημα Μέσης τιμής και έχουμε:

/ ( α  +  Λ )-7 (« )= Λ /'($ ) ,

όπου α < £ < α  +  Α = > · 0 < £ - α < Α = > 0 < ^ < ΐ .  Θέτοντας = θ 
έχουμε ξ =  a  +  0Α και 0 < θ < 1, και έτσι το πόρισμα αποδείχτηκε.

Παρατήρηση 5.50

Όπως και στο Θεώρημα του RolJe, έτσι και στο Θεώρημα Μέσης τιμής οι 
συνθήκες για την ύπαρξη του ξ είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες. Γεωμετρικά 
το θεώρημα ερμηνεύεται ως εξής: Υπάρχει ένα σημείο ξ € (α, β) τέτοιο ώστε 
η εφαπτομένη στο σημείο (ξ, / ( ξ ) )  να είναι παράλληλη προς την χορδή που 
ενώνει τα σημεία (a, /(a ))  και (β, /( ,β)).

Παρατήρηση 5.51

Το θεώρημα της Μέσης τιμής είναι γενίκευση του θεωρήματος του Rolle 
στην περίπτωση που /(α ) φ /(β) ,  και φέρνει και την ονομασία θεώρημα 
των πεπερασμένων αυξήσεων. Είναι προφανές επίσης ότι το θεώρημα της 
Μέσης τιμής ισχύει όχι μόνο για α < β αλλά επίσης και για α > β.

Παράδειγμα 5.52

Έστω /://?-►  ZR με

/(* ) = χ < 1 
i ,  jc > 1X —

Θα αποδείξουμε ότι το θεώρημα Μέσης τμής εφαρμόζεται για την /  στο 
διάστημα [0,2]. Πραγματικά, έχουμε: 

α) Η /  είναι συνεχής στο [0,2], αφού

lim f(x) =  lim ----*-►1- '  *-Μ- 2 =  1, lim f(x) =  lim 7 =  1
* - » 1 +  J  χ - * 1 +  X

/
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και / ( I )  =  1.
β) Η /  είναι παραγωγίσιμη στο (0,2), αφού

ι
/! (1 )  =  «η» -·2.... =  -1 ,  / |( 1 )  =  _χ-+ι— χ — 1 + χ->1+ χ — 1

Αρα έχουμε:
/<2) -  /(Ο) =  (2 -  0)/<£), 0 < § < 2

i  -  1
lira ----- - =  — 1.

Αλλά

=  * > ι

Συνεπώς υπάρχουν δύο τιμές του |  για χ  < 1 και & = V2 για
χ  > 1.

Παράδειγμα 5.53

Έστω /://? -►  Λ με /(χ )  =  χ ιΡ. Τότε η /  στο διάστημα [-1 ,1 ]

Σχήμα 5.10
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είναι συνεχής, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη στο (-1,1) αφού η /'(Ο) δεν 
υπάρχει (Παράδειγμα 5.26),

Δηλαδή οι υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης τιμής δεν ικανοποιούνται 
γιατην / .  Αλλά όπως φαίνεται και στο Σχήμα 5.10 υπάρχουν ξ  e ( - Ι ,Ι )π ο υ  
ικανοποιούν το συμπέρασμα του θεωρήματος Μέσης τιμής. Είναι εύκολο να 
δούμε ότι ξ ι  =  ^  αν χ > 0 και ξ %  =  -  ̂  αν χ < 0 . Από το παράδειγμα
αυτό φαίνεται καθαρά ότι οι συνθήκες για την ύπαρξη του ξ στο θεώρημα 
Μέσης τιμής είναι ικανές, αλλά όχι και αναγκαίες .

Το θεώρημα της Μέσης τιμής μας επιτρέπει να βγάλουμε συμπεράσματα 
για την φύση της συνάρτησης / ,  από πληροφορίες γύρω από την παραγωγό 
/ ' .  Τα θεωρήματα που ακολουθούν είναι μερικές από τις άμμεσες συνέπειες 
του θεωρήματος Μέσης τιμής.

θεώρημα 5.54'Eoxa>f: [α, β] —► R συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη 
στο (α, β). Τότε:

1) Αν Γ(χ) > 0, Υχ € (α, β) τότε Ηβ) > f(a) 
ϋ) Αν Γ(χ) < 0, Vx G (α, β) τότε ((β) < f(or).

Απόδειξη

Από το θεώρημα 5.49 της Μέσης τιμής η διαφορά / ( β) -  f ( a ) έχει το 
ίδιο πρόσημο με την / ' ( ξ), αφού β -  α > 0. Από την παρατήρηση αυτή τα ί) 
και ii) είναι προφανή. ·

Πόρισμα 1: Έστω f : [α, β] -> R συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη 
στο (α, β). Αν f(a) =  0 και f  (χ) > 0 (αντίστοιχα f(x) < 0), Yx ς  (α,β)  τότε 
f(x) > 0 (αντίστοιχα f(x) < 0), Vx € (α, β).

Πόρισμα 2: Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α, β^ παρα- 
γωγίσιμες στο (α,β) και ισχύει f(a) =  g(a) και f(x) > g'(x), ΥΧ € (α β)  
τότε f(x) > g(x), Yx 6 (α, β).

Παράδειγμα 5.55

Θα αποδείξουμε ότι

logx > 2(1 - χ )
1 + χ  ’

χ > 1.

Από το Πόρισμα 1, αν / ( χ )  =  i ogx  -  έχουμε /( I )  =  ο και / '(* )  =  
χ +  g^jT > 0 για χ > 1. Αρα f ( x )  > 0, V x > 1. 7

Εξάλλου εφαρμόζοντας το Πόρισμα 2 με /(* )  =  logx και g{x) = 2(ι-*>



έχουμ£ / ( ΐ )  _  =  0 και  =  ι  >
/<*>>*(*) .  V x > l . Τ&7 =  g'(x). Αρα πάλι

θεώρημα 5.56 Εστω f : [α, β] -*■ R συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη 
τ°  (α, ρ), με f  (χ) — ο, Vx e (α, β). Τότε η Γ είναι σταθερή στο [α, β].

Απόδειξη

r απ* απο^ε^ συ^  011 /(* )  =  /(a),Vjc e [α, β]. Πραγματικά, αν * € 
Ια . Ρΐ ,χ  > α εφαρμόζοντας το θεώρημα Μέσης τιμής στο διάστημα [α,χ], 
έχουμε ότι υπάρχει ξ (που εξαρτάται από το χ ) στο (α, jc) τέτοιο ώστε: / ( * ) —
/ (α )  = / ' (ξ)(χ -  α). Αφού, από την υπόθεση, / ' ( ξ ) =  0 συμπεραίνουμε ότι 
/ W  =  /(α ), V* 6 [α, β], «

Πόρισμα: Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α, β \  παρα- 
γωγίσιμες στο (α, β) και f'(x) = g'(x), Vx e (α, β) τότε υπάρχει μια σταθερή 
c Τέτ°ια ώ<*τε: f(X) = g(X) + C) Vx 6 [α, β).

Παρατήρηση 5.57

Το θεώρημα 5.56 (και το Πόρισμα) εφαρμόζεται και στην περίπτωση που 
έχουμε: /  : / —► //? με / ένα οποιοδήποτε διάστημα ανοιχτό, κλειστό ή ούτε 
ανοιχτό, ούτε κλειστό.

Παράδειγμα 5.58

Η συνάρτηση /  : ( -1 ,0 )  U (0,1) -> Ε  με

/ • / ν Ι Θ .  * € ( - 1 ,0 )
J  ’ \  1, *  €  (0 , 1)

έχει την ιδιότητα ότι / '(* )  =  ο, Vx € ( -1 ,0 )  U (0,1) χωρίς η /  να είναι 
σταθερή στο πεδίο ορισμού της. Το θεώρημα 5.56 δεν εφαρμόζεται στην 
προκειμένη περίπτωση, επειδή το πεδίο ορισμού δεν είναι διάστημα.

θεώρημα 5.59 Έστωί: [α, β ] -► R συνεχής στο (α, β] και παραγωγίσιμη 
στο (α, β). Αν lim,_,e+ f  (x) =  έ, τότε η f+(a) υπάρχει και ισούται με L

Απόδειξη

Αν χ e (α,β)  τότε η /  είναι συνεχής στο [α, *] και παραγωγίσιμη στο 
(α, *). Αρα από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε:

/(* )  -  / ( α )
/' (ξ)  με α < ξ < χ.χ -  α (1)
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Από την υπόθεση έχουμε ότι 1ΰη>,-**+ f ' (y)  — ι  δηλαδή

(V€ >0)(3β > 0)(νχ € [α, β])α <y  < α +  δ ^  \ f (y)  - 1 \ < e. (2)

Αν τώρα το x € (α, α + 5) από την (1) έχουμε ότι και το ξ e (α, α +  δ). Τότε 
όμως από την (2) έχουμε ότι:

| / ( ! ) - * Ι < €  ή / ( - * )  — f ( a )

x - a - t < €

που σημαίνει ότι =  *■ ή f'Aa) =  ι .  ·

Παράδειγμα 5.60

Έστω /(x ) =  s/x.sinx, χ € [0, π\.  Για * φ  ο, π  έχουμε:

sin x  +  x.cosx J x cosx
J  \ Χ )  —  /  —  "" ,—  +  —  . — "

l^/x.sinx 2^/χ y/sinx 2

και lim^_>0+ /'(χ) = 1. Συνεπώς από το Θεώρημα 5.59 είναι /^(0) =  1. 

Σημείωση

Δεν είναι αναγκαίο για την ύπαρξη της / ' ( a ) να υπάρχει το lim ^ e / ' (χ)  
ή ακόμα να υπάρχει η / ' (χ)  για λ /  α. (Βλέπε εφαρμογή 2α και εφαμογή 1 
αντίστοιχα της § 5.3).

Το θεώρημα Μέσης τιμής μας οδηγεί σε ένα απλό κριτήριο για να 
εξετάσουμε την μονοτονία μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης. Το κριτήριο 
αυτό μας το δίνει το ακόλουθο

θεώρημα 5.61 Αν f : I —► R είναι μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο 
διάστημα I, τότε:

I) η f είναι αύξουσα στο I, αν και μόνο αν, f(x) > 0, Υχ € I.
II) η f είναι φθίνουσα στο I, αν και μόνο αν, f  (χ) < 0, Υχ e I.

Απόδειξη

ΐ) Ας υποθέσουμε ότι / ' (χ)  > 0, Υχ € / . Έστω χ ,,χ 2 € /  με χ χ < χ2. 
Τότε από το θεώρμα Μέσης τιμής στο διάστημα [xt, x j ,  έχουμε ότι υπάρχει 
ξ e (χι,χ2) τέτοιο ώστε:

/(·*ι) -  /( τ ι)  =  (Χ2 -  χ ι)/'(£)·

Αφού / ' (ξ)  > 0 και χ̂  -  xj > 0, έχουμε ότι / ( χ 2) -  /(Χι) > 0. Αρα /(Χι) < 
/ ( χ 2) και αφού χ χ < χ2 είναι αυθαίρετα σημεία του I, συμπεραίνουμε ότι η 
/  είναι αύξουσα στο I .
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Αντίστροφα, έστω ότι η /  είναι παραγωγίσιμη και αύξουσα στο /. Για 
οποιοδήποτε c € /  θα έχουμε είτε για χ  > c είτε για χ  < c ότι

Z W  -  /(C )  __ 0 
X — C

Συνεπώς και

Km Ι Ϊ Ϊ Ζ Μ > 0 => / '(c )  > 0.

Αφού το c είναι τυχαίο σημείο του I, έχουμε ότι / '  (λ) > 0, V* 6 /. 
ϋ) Η απόδειξη είναι παρόμοια και γι' αυτό παραλείπεται.

Ακολουθώντας την ίδια πορεία με αυτήν της απόδειξης του Θεωρήματος
5.14 μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο:

θεώρημα 5.62 Αν f : I —► R είναι μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο 
διάστημα I, τότε αν f'(x) > 0 (αντίστοιχα t (x) < 0), Vx € I η f είναι γνήσια 
αύξουσα (αντίστοιχα γνήσια φθίνουσα) στοΐ.

Προσοχή! Το αντίστροφο του θεωρήματος 5.62 δεν ισχύει. Αν δηλαδή 
μια συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα, δεν συνεπάγεται ότι η παράγωγός 
της θα είναι γνήσια θετική. Π.χ. η /  : /R -*·//? με / ( χ )  = χ3 είναι γνήσια 
αύξουσα, αλλά /'(Ο) = 0 .

Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουμε ότι αν / '(c )  > 0 τότε δεν συνεπάγεται 
ότι η συνάρτηση είναι αύξουσα σε μια περιοχή του σημείου c. Αυτό φαίνεται 
για παράδειγμα από την συνάρτηση

fix) =  ί 2* +  ■***/«}. χ Φ0
Jy  ’ (Ο, χ = 0

που μελετήσαμε στην εφαρμογή 2 της § 5.3. Είναι /'(0 ) =  \  > 0 αλλά η /  
δεν είναι αύξουσα στην περιοχή του 0. Ισχύει όμως το εξής (από το Θεώρημα 
4.17):

Αν f(c) > 0 και η f' είναι συνεχής στο c, τότε η f είναι γνήσια αύξουσα 
σε μια περιοχή του c.

Πόρισμα: Αν f : [α, β] -* R είναι συνεχής στο [α, β \παραγωγίσιμη στο 
(α, β)  με f'(x) > 0, Vx € (α, β) τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο κλειστό 
διάστημα [or, β].

Παράδειγμα 5.63 ο
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Η συνάρτηση /  : (0, §·) -> R  με /(* ) =  ζψ- είναι γνήσια φθίνουσα στο 
(0, | ) .  Για να το αποδείξουμε αρκεί να αποδείξουμε ότι /'(* ) < 0, V* € 
(0, §). Είναι

/'(* ) =
xcosx — sinx

X2. (1)

Αν θεωρήσουμε τώρα την συνάρτηση g(x) = tgx στο διάστημα [Ο,υ] με 
0 < χ < 2 > το θεώρημα Μέσης τιμής θα έχουμε:

Six)-8(0)
χ — 0 = 8'(ξ) με 0 < ξ < χ

ή
tgx _  1
X €052ξ

(αφού cosx Φ 0 στο [0, *]) δηλ.

=» tgx > χ  =» sinx > xcosx

xcosx — sinx < 0. (2)

Από την (1) με την βοήθεια της (2) παίρνουμε ότι /'{χ) < 0, Υχ € (0, | )  και 
συνεπώς η /  είναι γνήσια φθίνουσα στο (0, | ) .

Σημείωση

Αντί να χρησιμοποιήσουμε το "τρυκ" για να αποδείξουμε ότι f ' (x)  < 0, 
θεωρώντας την συνάρτηση g, μπορούμε να εργαστούμε ως εξής: Από την 
(1) έχουμε ότι το πρόσημο της / '  εξαρτάται από το πρόσημο του αριθμητή 
αφού χ2 > 0. Έστω φ(χ) = xcosx -  sinx, [0, | ) .  Επειδή φ(0) =  0 και 
Φ'(χ) = -xs inx  < 0, συνεπάγεται ότι η φ είναι γνήσια φθίνουσα στο 
(0, | ) .  Συνεπώς χ > 0 => φ(χ) < φ(0) =  0. Αρα από την (1) έχουμε 
f ( x )  < 0, V* 6 (0, ~).

Παρατήρηση 5.64

Το Θεώρημα 5.62, σε συνδιασμό με το Θεώρημα 5.17, είναι πολύ ση
μαντικό για την εύρεση της παραγώγου αντίστροφης συνάρτησης. Για να 
γίνει καλύτερα κατανοητό ας θεωρήσουμε την συνάρτηση /  : IR -* IR με 
f (x)  =  2χ + e s,nx. Τότε /(0 ) =  1 και f ( x )  =  2 +  esinx.cosx. Επειδή η / '  
είναι συνεχής στο R  και /'(0 ) =  3, από το Θεώρημα4.17, θα είναι / ' (χ )  > 0 
για όλα τα χ που ανήκουν σε μια περιοχή του 0, δηλ. / ' (χ) > 0, V* 6 Ν$(0) 
για κάποιο δ > 0. Αυτό σημαίνει ότι ο περιορισμός της /  στην Ns(0) είναι 
γνήσια αύξουσα συνάρτηση και άρα είναι αμφιμονοσήμαντη. Συνεπώς είναι 
αντιστρέψιμη και ισχύει 1) =  =  j .  Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι
στην περίπτωση αυτή δεν μπορεί να βρεθεί μια αναλυτική έκφραση για την
r 1.
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Τελειώνοντας αυτή την παράγραφο, θα δώσουμε μια γενίκευση του 
θεωρήματος Μέσης τιμής, που οφείλεται στον Cauchy, και είναι γνωστή ως 
Γενικευμένο θεώρημα της Μέσης τιμής.

θεώρημα 5.65 (θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy): Έστω f και g δυο 
συναρτήσεις, συνεχείς στο κλειστό διάστημα [α, β  ] και παραγωγίσιμες στο 
ανοιχτό διάστημα (α, β) με g'(x) #  0, Vx € (α, β). Τότε υπάρχει ξ € (α, β) 
τέτοιο ώστε:

f(/3 )-f(q ) ^  Γ(ξ) 
g(0) - g ( a )  g '(ξ)'

Απόδειξη 1η

Οπως και στην απόδειξη του θεωρήματος Μέσης τιμής θα θεουρήσσυμε 
μια βοηθητική συνάρτηση, στην οποία να εφαρμόζεταιτο Θεώρημα του Rolle. 
Πρώτα παρατηρούμε ότι αφού g'(x) Φ 0, Vx € (α, β) από το Θεώρημα του 
Rolle έχουμε g(a) φ  g(fi).

θεωρούμε τώρα την συνάρτηση Λ : (α, β] -► 1R με

Κχ)  =  /(* )  -  /(α )  - /<β ) ~  /(« )
8(β) ~g(a) (g(x)-g(<x))·

Τότε η Λ είναι συνεχής στο (α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β)  και Λ(α) =  
Λ (/Ο — 0. Αρααπό το θεώρημα του Rolle, υπάρχει ξ e (α, β)  τέτοιο ώστε:

°  =  * '« )  =  / ' « )  -  ~

g(P) -  g(a) 8 w

Aqpou g (ξ) Φ 0,Vx e (α, β) διαιρώντας με g'(£) έχουμε το συμπέρασμα. · 

Απόδειξη 2η

θεωρούμε την συνάρτηση Η : [α, β] IR μ.

Η(χ)  =  f ( x )  -  kg(X)

όπου to  λ to διαλέγουμε έτσι, ώστε Η(α ) =  Η(β).  Τις λεπτομέςειες τις 
αφήνουμε για άσκηση.

Πόοισμα: Αν οι ουναοτήοεις f m i  g είναι 0OTt i o to  ( +  h]
παραγωγίσιμες οτο (α ο +  Κ) με g (x) * 0 , ν , € ( „ .α +  h)> t0ra « ^ ι  
τουλάχιστο ένας αριθμός θ, 0 < θ < 1 τέτοιος ώστε:

f(or +  h) -  f (a) _  f'(a + 0h)
g(a +  h) -  g(or) ~  gTa + 0h) ’0 < θ < 1 o
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Παρατήρηση 5.66

Το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy είναι γενίκευση του θεωρήματος 
Μέσης τιμής, αφού το τελευταίο προκύπτει οστό το πρώτο στην ειδική 
περίπτωση g(x) = χ.

Παρατήρηση 5.67

Το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy δεν προκύπτει από το θεώρημα 
Μέσης τιμής, αν το εφαρμόσουμε χωριστά στις συναρτήσεις /  και g και μετά 
διαιρέσουμε κατά μέλη, γιατί, τότε θα πάρουμε

για το οποίο δεν υπάρχει κανένας λόγος να υποθέσουμε ότι ξι = ξ2. Γενικά 
είναι ξι Φ ξ2.

Παρατήρηση 5.68

Το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy, δέχεται την παρακάτω γεωμετρική 
ερμηνεία: Τις συναρτήσεις /  και g μπορούμε να τις θεωρήσουμε ότι ορίζουν 
στο επίπεδο μια καμπύλη με παραμετρικές εξισώσεις χ  =  /(f) , y — g(t),t e 
[α, β]. Τότε το συμπέρασμα λέει ότι υπάρχει ένα σημείο (/(£),#(£)) στην 
καμπύλη, για κάποιο ξ e (α, β) τέτοιο ώστε η κλίση της εφαπτομένης 
της καμπύλης σ' αυτό το σημείο, είναι ίση με την κλίση της χορδής που ενώνει 
τα άκρα της καμπύλης.

Παράδειγμα 5.69

θα αποδείξουμε ότιαν 0 < α < 0 < < “■ τότε

Έστω / ( χ)  = sinx και g(x) =  cosx. Τότε οι /  και g είναι συνεχείς στο [α, β], 
παραγτογίσιμες στο (or, β) με g,(x) =  -s inx  φ  0,Vx e (a , β). Συνεπώς από 
το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy έχουμε:

/ ( β) ~  /(« )  _  / ( f r )  
8(β)-8(<*) 8'(ξ2)

si not — εΐηβ
---- -̂-------- =ctgQ.cosfi — cos a

5ϊηβ — sina sina — 5ίηβ
005β — cosa cosfi — cosa

Παράδειγμα 5.70
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Ας θεωρήσουμε τις συναρτήσεις / ( χ )  =  χ3 και g(x) =  χ2 με λ: €  [ - 1 , 3 ] .  
Τότε και η f  και η $  μηδενίζονται για χ =  0. Αρα οι υποθέσεις του 
θεωρήματος Μέσης τιμής του Cauchy δεν ικανοποιούνται. Εν τούτοις το 
συμπέρασμα του θεωρήματος ισχύει, δηλαδή υπάρχει ξ  e (-1 ,3 ) τέτοιο 
ώστε:

/(3 )  ~  / ( - I )  _  3g- 7
g ( 3 ) - g ( - l )  2ξ ^  3

Αυτό δείχνει ότι και στο θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy οι συνθήκες για 
την ύπαρξη του ξ  είναι ικανές, αλλά όχι και αναγκαίες.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Αν η συνάρτηση f : [or, β\ R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με 
f(a) =  ϊ(β) =  0 και για κάποιο c € (or, β) είναι f(c) > 0, να αποδείξετε ότι 
υπάρχει τουλάχιστο ένα ξ  € (α, β) τέτοιο ώστε:Γ'(£) < 0.

Απόδειξη

Αφού η / "  υπάρχει, τότε και η / '  και η /  είναι συνεχείς στο [α,β]. 
Αφού c € (α,β)  εφαρμόζοντας το θεώρημα Μέσης τιμής αντίστοιχα στα 
διαστήματα [a, c] και [c, β)  παίρνουμε:

/(c )  -  / (g )  
c - α =  /( ξ ι ) ,  a < ξ ι  < c

/ ( β ) ~  / ( c )  
β - c

Αλλά /(a) ss / ( β )  =; ο, οπότε:

Ι'(ξί)ι c < ξι < β.

=  Ι<£1
c - a / ( ω  =

/(c)
β - c

,α  <  ξ ι  < c < ξι < β .

&κώή η / '  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο & , ξ2], πάλι από το 
θεώρημα Μέσης τιμής έχουμε:

/ ' ( h )  -  / (ξχ)
------ - /  (*)·& < * < Η ·

Συνεπώς υπάρχει ξ  €  ( „ ,  β )  ι έ τ ο ι ο

/ " ( ξ )  =  Γ  / Μ ,  _  f(f=) 1 _  ~ / ( ° Ι  Γ —\—  , _ L · ]
L β - c  c - a J ξ ι - ξ ι ΐ β - c  c - a J

=  ~(β~α>)f(c)
( k - * , ) 0 3 - c ) ( c - a )  < a o
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2. 'Εστω f : (α , β) —► R παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε: |f(x)| < 
Μ, Vx e (a, β). Να αποδείξετε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής. Ισχύει το 
αντίστροφο;

Απόδειξη

Αν χ,  y e (α, β) τότε στο διάστημα [*, γ] η /  είναι συνεχής και παρα
γωγίσιμη. Συνεπώς από το θεώρημα Μέσης τιμής έχουμε:

/ ( * ) - / ( ? )  =  ( * - ? ) / ( $ ) .  

για κάποιο ξ μεταξύ των χ  καιγ. Τότε

1/00 -  Μ I =  1̂  -  γ ||/'(£)| < Μ\χ -  y\.

Για δοσμένο e > 0, διαλέγουμε 8 =  Δηλαδή

(Ve > 0)(3δ > 0)(¥χ,  y e (α, β)) \χ  -  γ| < 8 =» \ f ( x )  -  / ( γ ) | < €

που σημαίνει ότι η /  είναι ομοιόμορφα συνεχής.
Το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλ. αν η συνάρτηση είναι ομοιόμορφα 

συνεχής, δεν σνεπάγεται ότι θα έχει φραγμένη παράγωγο. Για παράδειγμα 
ας θεωρήσουμε την / ( χ )  — λ/ χ , χ  e  [0, οο) που είναι ομοιόμορφα συνεχής 
(Εφαρμογή 1 της § 4.6) αλλά η f '{x)  =  χ e (0, οο) δεν είναι φραγμένη 
στο 01.

3. (Αντιμετώπιση ανισοτήτων). Να αποδείξετε ότι: α) (1 + χ )“ > 
1 +  αχ με α > 1  ή α < 0  και χ > - 1

β) e* > 1 +  χ + ^ , χ  >0.
Απόδειξη

α) Θεωρούμε την συνάρτηση f { x )  =  (1 +  χ ) “ . Θα την μελετήσουμε 
χωριστά στα διαστήματα (—1,0) και (0, +οο), αφού για * =  0 ισχύει οος 
ισότητα. Επίσης υποθέτουμε ότι or Φ 0, γιατί για α =  0 ισχύει πάλι ως 
ισότητα.

Έστω τυχαίο διάστημα [*, 0] c  [-1,0]. Τότε από το θεώρημα Μέσης 
τιμής, υπάρχει ξ e (χ,  0), τέτοιο ώστε

/ ( * ) - / ( 0) = χ/ ' (ξ)  ή (1 + χ ) α -  1 =<*jc(l +  £)“- 1. (1)

Αν α > 1 τότε οά(1 + ξ ) β-1 > α*, αφού αχ < 0, οπότε η (1) γίνεται: 
(1 + * )“ -  1 > α * ή (1  +χ)α > 1 +αχ.

Αν α < 0 τότε α*(1 +  £)“-1 > αχ ,  αφού α χ  > 0. Συνεπώς παίρνουμε 
πάλι την (1).

'γιατί αν *ν = $  -+  0 => /'(* ,) = φ - >  +<χ>.
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Έστω τώρα τυχαίο διάστημα [Ο,χ] c  (0, +οο). Τότε πάλι από το θεώρημα 
Μέσης τιμής, υπάρχειξ € (Ο,*) τέτοιο ώστε:

( l + j f  -  1 =  +  (2)

Γιαα > Ιήα < 0 είναι orjc(l+^)e- 1 > αχ  οπότε η (2) γίνεται (1 -f*)“ - 1  > αχ  
ή (1 +  χ)α > 1 +αχ.

Σημείωση

Η παραπάνω ανισότητα είναι γενίκευση της ανισότητας του Bernoulli.

β) θ α  εφαρμόσουμε εδώ μια άλλη μέθοδο, γνωστή ως μέθοδος του 
προσήμου των παραγώγων.

Έστω /(* )  = ex - l - x ~ ^ - , x > 0 .  Τότε / ( χ )  =  e* -  1 -  *, /"(*) -  
e* — 1, f '"(x)  =  e* > 0. Επειδή f"'(x) > 0 συνεπάγεται ότι η / "  είναι 
γνήσια αύξουσα. Αρα χ > 0 => /"(χ)  > /"(Ο) =  0. Αρα / " (χ )  > 0 που 
σημαίνει ότι η /  είναι γνήσια αύξουσα. Δηλ. χ > 0 -► / ( χ )  > /'(Ο) =  0. 
Ώστε / ' (χ)  > 0, Vx > 0 και συνεπώς η /  είναι γνήσια αύξουσα. Δηλ. 
/ ( χ )  > /(0 ) = 0 ή ^ * -  1 -  Jr -  £  > O.Vjc > 0 ή ^  > l + *  +  j£,V* > 0 .

4. Έστω f : R -► R συνεχής και παραγωγίσιμη V* e R.
α) Αν |f(x)| < k < 1, Vx e R τότε να αποδείξετε ότι η f έχει ακριβώς 

ένα σταθερό σημείο ( δηλ. η εξίσωση f(x) = x έχει ακριβώς μια πραγματική 
ρίζα).

β) Η ακολοιθία x̂ , u e Ν που ορίζεται από δοσμένο χι και την ανα
δρομική σχέση x„+, =  f(xv), ν € Ν συγκλίνει στο σταθερό σημείο της 
f.

γ) θεωρώντας την συνάρτηση f(x) =  χ +  χ € R να αποδείξετε ότι 
αν |Γ(χ)| < 1, Vx e R τότε η f έχει το πολύ ένα σταθερό σημείο.

δ) Να αποδείξετε ότι αν υπάρχουν δυο τουλάχιστο ρίζες τηςΓ(χ) =  χ στο 
διάστημα (a , β ), τότε θα είναι Γ(χ) =  I, για ένα τουλάχιστο x € (α, β).

Απόδειξη

α) θέτουμε #(χ) = χ -  f ( x ) , x  e Κ  θεωρώντας ένα τυχαίο διάστημα 
[0, χ], από το θεώρημα Μέσης τιμής (του οποίου οι προϋποθέσεις προφανώς 
ικανοποιούνται) θα έχουμε:

8(χ ) -<?(0) =  xg'(^x) ,0 < ξχ < χ

ή
· * - / ( * )  + / ( 0 )  =  χ ( 1 - / ' ( & ) ) ,  0  <  ξ χ  < χ . (1) Ο
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Από την (1), αφού χ Φ 0, έχουμε:

g(x) χ -  f{x)
χ χ

Παρατηρούμε τώρα ότι

> 0 και lim > 0,*—► +00 χ

αφού lim ^ ±00 £ψ· =  0. Αυτό σημαίνει ότι για αρκετά μεγάλες τιμές του χ  ή
για αρκετά μικρέςη συνάρτηση ^ π α ίρ ν ε ι  θετικές τιμές. Έτσι αν Α > Ο τότε 

> Ο και αν Β < Ο τότε *ψ· > ο. Συνεπώς g(A) > Οκαι g(B) < 0. Αρα 
από το Θεώρημα του Bolzano (Πόρισμα 2 του Θεωρήματος 4.31) υπάρχει 
a € (Λ, Β) τέτοιο ώστε: g(a) =  Ο, δηλ. α -  /(α )  =  Ο ή /(α ) =  α.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι η /  έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σημείο. Αυτό 
είναι και το μοναδικό, γιατί αν υποθέσουμε ότι η /  έχει και ένα ακόμα 
σταθερό σημείο, έστω το β,  θα υπήρχε από το θεώρημα Μέσης τιμής στο 
διάστημα [α, β],έναξ* e (α,/8) τέτοιο ώστε:

πράγμα άτοπο.
β) Αφού η /  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη Vx € IR συνεπάγεται ότι 

θα είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο τυχαίο διάστημα [χ», α], όπου α το 
σταθερό σημείο της / .  Από το θεώρημα Μέσης τιμής τότε θα έχουμε:

\α - β \ =  I/(<*) -  f m  = \α -  β\.\ / '(?)\  < \ α - β \

f(*v) -  /(α) =  (χ ν -  α )/'(£ ), Χν < ξ < α

ή
\χν+ί - α \ =  |* „ - α | | / /(£)| < \χν - α \ . (2)

Από την (2) για ν =  1 ,2 ,... έχουμε:

1*2 - « I  <*Ι*ι - α |

1*3 -  α | <  *1*2 -  « I

|Χμ+ι - α \  < k\xv - α |
από τις οποίες με πολλαπλασιασμό κατά μέλη παίρνουμε:

|λγ„+ι -  α\ < kv\xi -

Επειδή 0 < k < 1, θα είναι limkv =  0 καιάρα limxv =  α.
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Υ) /(·*) =  1 -  οπότε |/ '( χ ) | < l,Vx € IR. Η εξίσωση όμως
/(■*) =  χ δεν έχει λύση. Έτσι η υπόθεση ότι \ f  (χ)\ < k < 1, είναι ουσιώδης 
για την ύπαρξη σταθερού σημείου της f.

δ) Οι ρίζρς της / ( χ ) =  χ  είναι ρίζες της g(x) =  χ  -  / ( * ) .  Ας υποθέσουμε 
ότι ξι, ξί είναι οι ρίζες αυτές. Τότε αφού η g είναι συνεχής στο [α, β] και 
παραγωγίσιμη στο (α, β), από το Θεώρημα του Rolle θα υπάρχει c € (α, β) 
τέτοιο ώστε: g/{c) =  0 =» / '(c ) =  1.

5. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f : (—1,0) U (0, +οο) —» R με

X2
είναι γνήσια φθνίνουσα στα διαστήματα (—1,0) και (0, +οο).

Απόδειξη

Έχουμε

f \ x )  = ( ! ~  ~  ~  ι°8( 1 +  χ )]

2(1 +  x)log(l + χ) — 2χ — χ2 
χ3( 1 +  χ)

Το πρόσημο της / '  εξαρτάται από το πρόσημο της

#(·*) =  2(1 +  x)log( 1 +  x) - 2 χ -  χ*,χ > -1 .

Είναι g'(x) -  2log (1 + χ ) - 2 χ .  Το πρόσημο της g' είναι το ίδιο με το πρόσημο
της

φ(χ)  =  log(l +  χ ) - χ , χ  > -1 .
Αλλά φ'(χ) ~  , οπότε:

1) αν χ  > 0 τότε φ'(χ) < 0 και άρα η φ είναι γνήσια φθίνουσα, δηλ. 
X > Ο=>0(χ) < 0(0) = 0 .

2) α ν —1 < χ  < 0  τότε φ' (χ ) > 0 και άρα η φ είναι γνήσια αύξουσα, δηλ. 
χ  < ο => φ{χ) < 0 (0) = 0.

Δηλαδή σε κάθε περίπτωση είναι φ(χ) < 0 που σημαίνει ότι g'{x) < 0. 
Αρα η g είναι γνήσια φθίνουσα. Τότε αν x > 0 => g(x) < g(Q) =  ο και άρα 
/ ' ( χ  ) < 0, Vx >0. Δηλαδή η /  είναι γνήσια φθίνουσα για χ  >  0.

Αν -1  < χ  < ο τότε s(x) > g(0) =  0 και άρα / '(χ )  < 0 αφού χ 3 < 0. 
Αρα η /  είναι γνήσια φθίνουσα στο διάστημα (-1 ,0 ).

δ. Εστω F(x) =  (f(x) — f(a)}{g(/9) — g(x)) όπου f και g είναι συνεχείς 
συναρτήσεις στο [α, β] και παραγωγίσιμες στο (α, β) μ£ g'(X) φ  ρ, Vx e
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(α, β). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ € (α, β) τέτοιο ώστε:

f(g )-f(g )  _ Πξ) 
g(fi) -  m  g W '

Απόδειξη
Η F είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β) με /Γ(α) =  ο =  

Πβ).  Συνεπώς από το Θεώρημα του Rolle, υπάρχει £ € (α, β) χέχ010 ώστε:

0 =  F '( f ) =  Αξ){8<β) ~  *(£» ~  ^ ) { / ( D  -  /(a)).  

δηλ. το συμπέρασμα.

7. 'Εστω f : [a, +οο) -> R παραγωγίσιμη στο (α, +οο). Ν« αποδείξετε 
ότι:

I) Αν limx-++0of/(x) =  +οο τότε και limx-^+0o f(x) =  +οο
II) Αν l i m x- > + o o  f  (x) =  t  τότε και l i m x - > + o o  · ~  =  i  -  Αν επί πλέον είναι 

I >  Ο τότε και l i m x - * + o o  f(x) = +οο .

Απόδειξη

ΐ) Επειδή limx_,.+00 f ' (x)  =  +οο συνεπάγεται ότι:

(Vf > 0)(3Α € lR)(fx € IR)x > A => f \ x ) > (j)

Η /  είναι συενχής και παραγωγίσιμη στο διάστημα [Α,χ] με A > α. Αρα 
από το θεώρημα Μέσης τιμής υπάρχει ξ € (Α, χ)  τέτοιο ώστε:

/(* ) -  / (Α)  = ( χ -  Α ) / ( ξ ) .

Τότε έχουμε

f i x )  =  / (Α)  +  ( * -  Λ )/ '( |)  > f (A)  + 2 - Α
e

Αυτό σημαίνει ότι η /δ ε ν  είναι άνω φραγμένη και άρα limi^+oo/(jc) =  +οο. 
ϋ) Αφού limx^+oo f ' (x)  =  ί  συνεπάγεται ότι:

(Vc > 0)(3r e 1R)(ix e D(f ) )x  > r =► |/'(* ) - 1\ < | .  (2)

Στο διάστημα \r,x\,r > α η /  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 
Μέσης τιμής. Συνεπώς υπάρχει τουλάχιστο ένα ξ € (r, χ)  τέτοιο ώστε:

f ( x )  -  f i r )  =  (χ -  r)f(M)  => f i x )  =  f i r )  +  (x _  r)/ ( ξ ) .
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Τότε:

(1 ~ Ι ) / / ( Ι ) _ *
< f i r )

X +  | / ' ( t ) - * | + r / '( I )
χ

'Ομως 1ίιη*_>+00 ^  =  0 =» < ι  αρκεί να πάρουμε χ  > 2LOI21 =  Γι.
Επίσης Ι ίω ^ +» Γ | ^ |  = 0 => | - ^ |  < ^ για κάθε χ > r2 = &&&.
Αρα, για κάθε € > 0 ,3Μ € ZR με Μ = max {r, γι , Γ2, 0} τέτοιος ώστε για 

κάθε χ > Μ  να έχουμε: |·“ “  - 1\ < €, που σημαίνει ότι linu^+oo =  ί.
Έστωτώρα ί  > 0.Τότε αφού lim^+oo ^  =  I  θα έχουμε l - e  <&?■< 

t  + * i\ (I — έ)χ < / ( χ )  < (£ +  «)χ. Επειδή ί  > 0 διαλέγοντας το e έτσι 
ώστε: 0 < e < ί  θα έχουμε ί  -  € > 0 οπότε (€ -  €)χ -► +οο. Αρα και 
linu->+oo /(* )  =  +Ο0.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.50 Δίνεται η συνάρτηση /(x) = χ € [-1, β] -  {0}, β  > 1.
α) Να αποδείξετε ότι η /  δεν ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 
Μέσης τιμής.

β) Να αποδείξετε ότι η /  ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος 
Μέσης τιμής, αν και μόνο αν, β > 1 +  y/2.

5.51 Να βρεθεί το λάθος στην παρακάτω απόδειξη: Η συνάρτηση

fix) =  χ * °
J ( )  [ο, χ  =  0

είναι παραγωγίσιμη για κάθε χ. Από το θεώρημα Μέσης τιμής στο 
διάστημα [0 , χ] έχουμε:

2si λ 1  =  χ f  ί/ι -  coi , 0 <ξ
χ \  ξ %)

< X

car— =  2fx/w-r— xsin—,0 < ξ < x. 
ξ ξ χ

Όταν χ  -+ Οτότε και ξ -► 0. Παίρνοντας τα όρια έχουμε:

lim cos 7- =  0. 
fr-o ξ

Αλλά ξέρουμε ότι το Um^o cos i  δεν υπάρχει. Τι συμβαίνει λοιπόν;
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5.52 Να αποδείξετε ότι αν η /  : (α, β) —>■ 1R έχει φραγμένη παραγωγό στο 
(α, β), τότε και η /  είναι φραγμένη στο (α,β).

5.53 Με την βοήθεια του πορίσματος του Θεωρήματος 5.49 να αποδείξετε 
την ανισότητα:

χ
τ - — < log(l  +  χ)  < χ ,  -1  < χ  < 0 ή λγ > 0.1 + χ

5.54 Έστω μια συνάρτηση /  παραγωγίσμη, με συνεχή παράγωγο στο διά
στημα [0 ,1]. Αν f ( x )  > 0, Vjc <ε [0 ,1] τότε να αποδείξετε ότι:
α) (3Μ > 0)(Vjc € [0,1]) =* / '(* )  > Μ.
β) Αν επί πλέον /(0 ) =  Οτότε (3Μ > 0)(Vjc € [0,1]) =» f { x )  > Μχ .

5.55 Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις /(* ) =  ο ο ^ χ , χ  € R, g(x)  =  ± , χ  <
Α, Λ < 0  και η φ(χ)  = χ  sin*;, χ  φ  0 και 0(0) = 0 είναι ομοιόμορφα 
συνεχείς.

5.56 Υποθέτουμε ότιγια την συνάρτηση /  υπάρχειη /"  στο διάστημα [α, β ]  
και ότι /(α) > 0, / ( β) =  / ' ( β) =  0. Να αποδείξετε ότι /"(£) > Ογια 
ένα τουλάχιστοξ e (α, β).

5.57 Να αποδείξετε το θεώρημα της Μέσης τιμής θεωρώντας την βοηθητική 
συνάρτηση

Φ(χ ) =  /(·*) -  /(« ) -  Α(χ -  α) ,  χ  6 [α, β ] 

διαλέγοντας κατάλληλα τη σταθερή Α.

5.58 Μια συνάρτηση /  είναι συνεχής στο [α -  Λ, α + Λ] και παραγωγίσιμη 
στο (α -  Α, α +  Λ). Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση =  / (α  +th) + 
f ( a - t h ) , t  e [0,1] ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης 
τιμής και άρα υπάρχει θ, 0 < θ < 1 τέτοιο ώστε:

/ (α  -  Λ) -  2 /(α ) +  / ( «  +  Α) =  Λ{/'(α +  ΘΗ) -  / '(α  -  0Λ)}.

5.59 Με την βοήθεια του θεωρήματος Μέσης τιμής να αποδείξετε τις παρα
κάτω ανισότητες:
α) (1+*)“ < \ + α χ  με 0 < α  < 1 και χ  > 0  ή — 1 < *  < 0 
β)  (α +  β ) ρ <  α ρ +  β ρ , 0 < p < 1, α , β  € 5?+.

1 +  < V l + x < 1 +  f , - 1  < x  < 0.
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8) < £ ξ τ ,  0 < x , y < $

Ο  A rc lg y -A rc /£ x  < ^ , χ ^ έ  γ,Ο  < χ , γ

στ) (y — x)afloga < a y —or* < (y -  x)ayloga,y φ  x ,a  > 1. 

ζ) vy"~l < -  p·*1'-1.^) < y < χ , ν  € N
η) x  < Arcs in x  < - j i—, 0 < x < 1.

0) <&£ < iasz + 1 o < y  < jc.

5.60 Να αποδείξετε ότι ot ακολουθίες α) αν, υ 6 8V με αι =  1 και α„+ι =  
1 _  e~“v και

β) xVf ν € IN με χ\ =  1 και jfc+i =  Arctgxv 
συγκλίνουν.

5.61 Έστω / : / ? - *  /Λ. Αν η /  έχει παραγωγούς μέχρι τρίτης τάξης και 
ικανοποιεί την σχέση:

2f(x)  = x(l  + f ' ( x ) ) ,x  ζ  IR 

να αποδείξετε ότι η /"  είναι σταθερή.

5.62 Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις:

a) f i x )  =  lArctg
1 — Vl - χ 2 

χ -  Arcsinx, 0 < |jc| < 1

Λν , . . acosx Λ-βfi)gix) =  Arccos----- ---------  2 Arctg
a  +  β ο ο 5χ

είναι σταθερές. Ποιά είναι η τιμή τους;

5.63 Έστω / :  IR-* Β  τέτοια ώστε:

* - β
α + β ,0  < β < α, χ  > 0

f i x  + y)  =  f i x ) f i y ), V x , y € m

Αν η /  είναι παραγωγίσιμη Vx e Β  και / (0) =  1>να αποδείξετε ότι: 

α > /'(* )/(γ ) =  /U ) / '(y ) ,  Vjι, y <ε Z7?
^)(3c 6 /R): /'(x ) =  c/(x), Vx € IR.

Y ) f ix )  = f xt VxeIR .
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5.64 Να εξετάσετε ως προς την μονοτονία τις συναρτήσεις: 
a) f ( x ) ~  (ι +  i)* ,*  e ( - ο ο , - 1) U(0, +οο).

β )  g ( jc ) :=  ! °£ < L 2 1 ,X g ( - 1 , 0 ) U ( 0 , + oo).

Y ) h (x ) = x lf* ,x  >  0.

5.65 Με την βοήθεια του προσήμου των παραγωγών να αποδείξετε ότι: 
a )  s in x  >  χ  — Ι χ 3 , 0  <  χ  <  f

Ο 2

β )  * + 2 + ( * - 2 ) e *  > 0 , *  > 0  

γ )  (χ  +  2)log{l  +  χ) — 2 χ  >  0 , χ  >  0 

5) tgx  > χ  +  ^ , 0  <  χ  < j

«0 ( ΐ  -  τ  +  J* ) s i n x  > ( χ  -  £■ +  τζϊ)<χ>*χ , 0 < χ  < η.

5.66 Να αποδείξετε ότι για χ  >  0  οι συναρτήσεις f i x )  =  ( 1  — χ ) ?  και 
S ix )  =  (1 +  x )e ~ x είναι (ρθίνουσεςκαι για κάθε χ  ισχύει:

I % —χ* ^
1 -  χ  <  e  * <  ----------=·.

l  +  x 2

5.67 Αν η /  είναι συνεχής για χ  > 0 με /(Ο) =  0 και παραγωγίσιμη για 
χ > Ομε την /  γνήσια αύξουσα, να αποδείξετε ότι για χ  > 0 ισχύουν:
a )  f i x )  =  x f ' i9 x ) , 0  < θ  <  1.

β ) f i x )  <  x f ' ix ) .

γ )  η Ι ψ .  είναι γνήσια αύξουσα.

5.68 Να αποδείξετε ότι:

a )  x lo g x  -  a lo g a  -  ix  -  a )  ( l  +  log  <  0 , 0  <  a  <  x

β)  COSX <  e-0/2)*110  <  X <  \

Y )  t f e ix  A rc tg h x ) >  0, — 1 <  χ  <  1 

5 > £ ( l ~  Ϊ χ 1  +  J * 3 “  (1 + x ) e ~ x) >  0, jc >  Q

5.69 Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy στις 
περιπτώσεις που:
ο ) f i x )  =  e * , g i x ) =  - έ - , α  = - 2 , β  =  2  

β ) f i x )  =  c o s t t x , g ix )  =  χ 2 , α  -  —Ι , β  =
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5.70 Αν /(* )  _  log( 1 4 -* ) , |( jc) =  </\+~χ,α =  1, β = χ  > 1 να βρεθεί το
όριο του πηλίκου όταν χ - + \ .

5.71 Έστω /  συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)  με α > 0. 
Εφαρμόζοντας το θεώρημα Μέσης τιμής του Cauchy με συνάρτηση
g(x) =  χ  ή χ 2 ή χ 3, να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξι,ξί, & στ ο (α, β) 
τέτοια ώστε:

/ '« !)= *  0» +  “ > ^  =  Ο»1 +<*/>+ “ 2) 4 ^ · ·

5.72 Έστω /  και φ δυο συναρτήσεις συνεχείς στο [α -  Λ, α 4- Λ] και πα- 
ραγωγίσιμες στο (α — Λ,α 4- Λ). θεωρούμε την F  : [or — Λ,or +  Α] 
με

F(x) =  A /(jc) +  Βφ(χ) + Γχ + Δ 

όπου τις σταθερές Α, β , Γ και Δ τις διαλέγουμε, έτσι ώστε:

F(a +  A) =  F(a) =  F (a -  A) =  0.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ € (α -  Λ, α +  Λ) τέτοιο ώστε:

/(<* + Α) -  2/(or) 4- /(or — A) _  /" (£ )
0 (or 4- A) -  20(a) +  φ(α -  Α) 0"(ξ)'

Αν α  σταθερές εκλεγούν έτσι ώστε F(a +  A) =  F(a) = F'(a) =  0 τότε 
υπάρχει η € (α, α +  Α) τέτοιο ώστε:

/ ( α  4- Α) -  /(α ) -  Α/'(α) _  /" (η ) 
0 (α 4 -Α )-0 (α )-Α 0 '(α )  0"θ7)’

5.73 Έστω /  : [0,2] -► #? συνεχής στο [0 ,2], παραγωγίσιμη στο (0,2) με 
/(0 )  =  0, / ( I )  =  1, /(2 )  =  1. Να αποδείξετε ότι:
α) υπάρχει Cj e (0, 1) τέτοιο ώστε: / '(c ,)  =  1.
β) υπάρχει c2 6 (1,2) τέτοιο ώστε: f ' (c2) =  0.

γ) υπάρχει c e (0,2) τέτοιο ώστε: / '(c)  =

§ 5.10 ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΣ ΜΟΡΦΕΣ - ΚΑΝΟΝΕΣ TOY L’HOSPITAL

Στο κεφάλαιο 3 μελετήσαμε την έννοια του ορίου και είδαμε μεθόδους 
για τον υπολογισμό του. Έτσι αν linu_f / ( .χ) =  ί \  και linu—f g(x) =  £ι  με 
l t  φ  0 τότε και Ιΰη,_ξ =  |̂ ·. Το ερώτημα που μπαίνει, είναι τι συμβαίνει
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στην περίπτωση που ί \  = 0  και 1% =  0; Σ' αυτήν την περίπτωση λέμε ότι το 
όριο του πηλίκου f-  είναι μια απροσδιόριστη μορφή. Αυτό σημαίνει ότι το 
όριο μπορεί να υπάρχει, μπορεί όμως και να μην υπάρχει. Χρησιμοποιούμε 
τότε το συμβολισμό 2 για να δηλώσουμε αυτή την απροσδιόριστη μορφή. 
Αλλες τέτοιες απροσδιόριστες μορφές είναι οι Ο.οο, οο -  οο, 0°, 1°° και 
σο°. Θα δούμε σ’ αυτήν την παράγραφο μεθόδους υπολογισμού τέτοιων 
ορίων. Οι ειδικές αυτές μέθοδοι είναι γνωστές ως κανόνες τσυ L'Hospital.

Πρέπει να γίνει κατανοητό, ότι στα επόμενα δεν θα βρούμε την τιμή £ 
ή οποιαδήποτε άλλη από τις απροσδιόριστες μορφές. Θα βρούμε τα όρια 
συναρτήσεων, που έχουν αυτές τις μορφές, αν πάρουμε χωριστά τα όρια. 
Η προσοχή μας θα στραφεί στις απροσδιόριστες μορφές £ και — Ylat(, οι 
υπόλοιπες, όπως θα δούμε, ανάγονται σ’ αυτές.

α) Απροσδιόριστη μορφή §

Το παρακάτω θεώρημα στηρίζεται στον ορισμό της παραγωγού.

θεώρημα 5.71 Έστω f και g ορισμένες στο [α, β] με f(a) =  g(a) =  0 
g(x) Φ 0, Vx e (α, β). Αν οι f και g είναι παραγωγίσιμες στο α, και αν 

g/(a) φ  0, τότε το όριο της * στο α υπάρχει και είναι ίσο με Δηλαδή

x ^ a +  g ( X)
f(«)
g'(a) ’

Απόδειξη

Αφού / ( a )  =  g(a) =  0, το πηλίκο £ γράφεται:
ο

Μ  Μ  -  /(<*)
«Μ  g (x ) -g (a )  ·α < χ < β

χ —α

Επειόή οι /  και % παραγαηάζονται στο α έχουμε:

Um
*-**+ g(*)

l i m  /  (·*) A ®  

* < * ) - * ( < * )lim,
/ ( g )
s'(g)

To επόμενό θεώρημα είναι γνωστό ως κανόνας του L'Hospital.

θεώρημα 5.72 (Κανόνας του L'Hospital): Έστω f και g συνεχείς στο 
'“ · β1  οτο (α, η  m  ί1α) .  g(o) _  0> «
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(or, β). Tote, αν το 1ΐΐϊΐχ-<*+ ^  — Ι ζ  R u{-oo, + 00} τότε και limx_*0+ ^

Απόδειξη

α) Έ στω ί  € R .  Επειδή lim*-*** ^ συνεπάγεται όχι για κάθε € > 0,
υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για α < * < < * +  5 να έχουμε:

Α χ )
? (* ) < €. (1)

Tux κάθε .* με α < χ  < α +  δ , όσιό το θεώρημα 5.65 της Μέσης τιμής του 
Cauchy, υπάρχει & € (α, χ), τέτοιο ώστε:

/(·*) -  / ( α )  _  /'(& ) 
*(χ) ~ 8 (ο?) *'(&)

i<£) _  /'($»)
/<*) S 'ik )

Αςρου α < ξ χ <  α  +  δ η (2) με την βοήθεια της (1) γίνεται:

α)

/ t o / '« , )
* tO < €.

Αυτό όμως συμβαίνει γ « χ ό λ η τ β , μ ε β < , < „ + 4 χ ο ι  σννεπώ; 
“m* - e+ i £ ) - 1·

+ =  οο συνεπάγεται ότι για κάθεβ) Έστω ί  =  οο. Επειδή lint,

r > Ο,υπάρχειδ > 0 , τέτοιο ώστε για α < χ < α + δ ν α  έχουμε: 4 ^  > Γ.Για
τέτοιο χ, από το θεώρημα 5.65 της Μέσης τμιής του CauSiy. υπάρχει 

ξ*€ (α ,χ) τέτοιο ώστε:
Z W  . / '& )

*'(&> > r ‘

Συνεπώς ϋιη*-^+ =  οο.
Η περίπτωση I  =  -οο  εξετάζεται ανάλογα. ·

Παρατήρηση 5.73

L Στο Θεώρημα 5.71 η συνθήκη / ( a )  =  g (α) =  ο μπορεί να αντικαταστα- 
ι την συνθήκη mx_,a+ / ( χ )  — IimA._+tt+ #(*) =  0. Πραγματικά* αφού 

οι / * α ι  S είναι παραγωγισιμεςστοοτ, αυτές είναι αναγκαστικά συνεχείς στο 
α, οπότε Iun*-,a+ / ( χ )  =  /(α )  =  Οκαι l im ^ e+ g(x) =  g(a) =  0.
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2. Το ίδιο ισχύει και για το Θεώρημα 5.72. Η απόδειξη τότε πρέπει να 
τροποποιηθεί. Ας δούμε πα>ς θα γίνει για την περίπτωση που t  g ZR.

Επειδή limJ:_>a+ gl^  =  ί  συνεπάγεται ότι για κάθε ί  > 0, υπάρχει 8 > 0, 
τέτοιο ώστε για α < * < α  +  δνα έχουμε:

/'(*) 
g'(x)

f i x )  
g'(x) <

(10

Έστω τυχαίο x x με or < < x < α+ δ .  Τότε από το θεώρημα 5.65 της Μέσης
τιμής του Cauchy, υπάρχεις μ ε ο κ χ ,  < & < * < « + *  τέτοιο ώστε:

f ( x ) - f ( x i )  _  Π ξ χ) 
8(x)-g(x  ι) g'(ξχ)

ή από την (Γ)
A x )  -  f (xQ €
g(x)~g(xι) 2 *

Παίρνοντας τα όρια ότα -* α+  έχουμε:

l - e < l -  ί  < Ζ Η < £  +  ί  < ί  + €
2 g(x) 2

και συνεπώς lim*-+e+ ^  =  ί.
3. Ακόμα η υπόθεση της συνέχειας στο Θεώρημα 5.72 μπορεί να πα- 

ραληφθεί. Τότε αν /(* ) =  0 =  limx_>a+ g(jt) και οι /  και g δεν
ορίζονται στο α, όσα είπαμε στην απόδειξη τα εφαρμόζουμε στις συνεχείς 
συναρτήσεις F και G που ορίζονται:

ρ(χ \ _  ί fix)* X € (α, β)
}limx^  + /(jr), χ = α

και
σ(χ) =  («(*). Χ € (α ,β )

4  Ακόμα παρατηρούμε ότι δεν βάλαμε την υπόθεση g(jt) φ  0, V* € (α,β),  
αφού αυτή προκύπτει από την g'(x) φ  0, V* € (α, β). Αν ήταν giy) =  Ογια 
κάποιο y g (α, β) τότε αφού και g(a) =  0, από το Θεώρημα του Rolle η 
παράγωγος θα μηδενιζόταν στο (α, β), άτοπο.

Παράδειγμα 5.74

linu^o ^  =  linu-o ^  =  lim, ->ο \fxcosx =  0 (μηδενική επί φραγμένη).
Το Θεώρημα 5.71 δεν εφαρμόζεται εδώγιατί η *Jx δεν είναι παραγωγίσιμη 

στο 0.



Παράδειγμα 5.75

Έστω /  και g : ( _ * Λ )με

κα*'^(·*) =  sinx.

/(* )  = |Γ }’
Τότε /(Ο) = g (0 )  =  0 και

χ φ Ο  
χ  = 0

g'(x) =  COSX 
έχουμε:

/ '(* )  = 1 2χ sin-
θ'

χ φ Ο  
χ  = 0

Είναι g \x )  φ  0,Vx € ( - | ,  “■). Αρα από το Θεώρημα 5.71

to Ζίίί. = £ί2ί = 2 = ο.
8(χ) «ΤΟ) 1

Το θεώρημα όμως 5.72 δεν εφαρμόζεται, αφού το limx-+o £rjx δεν υπάρχει. 
Παρατηρούμε όμως ότι:

/(* )lim
*^*g(x)

= lim
χ-*0

x zsirtj
sinx =  lim ------

*-*■0 sinx
1

. x s i n — =  0. 
jc

Avto δείχνει 0 ti to αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. Δηλαδή αν υπάρχει 
to lim„_,e+ δεν συνεπάγεται ότι θα υπάρχει και το lim*-^+

Τα παραπάνω θεωρήματα λοιπόν, όπως και αυτά που θα ακολουθήσουν 
για τις απροσδιόριστες μορφές, δίνουν ι κ α ν έ ς  συνθήκες για την ύπαρξη 
του ορίου, αλλά ό χ ι κ α ι α ν α γ κ α ί ε ς .

Τα Θεωρήματα 5.71 και 5.72 αφορούν την περίπτωση που είχαμε όριο 
στο α από δεξιά. Τα ίδια προφανώς ισχύουν και στην περίπτωση του ορίου 
στο β από αριστερά. Συνδιασμός και των δυο συνεπάγεται την ισχύ των 
θεωρημάτων για οποιοδήποτε ξ e (α, β) ή για οποιοόήποτε ξ e Δ όπου Δ 
ένα διάστημα που ορίζονται α  /  και g και ξ σημείο συσσωρεύσεως του Δ . 
θ α  επεκτείνουμε τώρα τα συμπεράσματα στην περίπτωση ορίων στο άπειρο.

θεω ρεία  5.76 Υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς 
και παραγωγίσιμες στο [α, οο) με lim,..,*, f(x) =  limbecg(x) =  0 και 
gTx) φ  0, Vx € (α. οο). Τότε
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αν το τελευταίο όριο υπάρχει.

Απόδειξη

Κάνουμε αλλαγή μεταβλητής t =  j  και θεωρούμε τις συναρτήσεις

F (0  = 0 < ί < λ— α
t = ο

ο <  / < -— a
/ =  ο

Παρατηρούμε τότε ότι:

lim F(f) = lim f ( x )  και lim G(t) =  lim g(x).
/ —>0+ x-+co t-*0+  jr->oo

Επειδή F'(f) =  -■}\ f ' { ) ■) και G'(f) =  - f i g ' ( f )  για 0 < t < £ από το 
Θεώρημα 5.72, εφαρμοζόμενο στις F και G, έχουμε:

X~*°°g{x) *-*o+G(f) (-*<*- g' (}) *-*·» gVc)

Παρατήρηση 5.77

Αν g'(x) =  0 για κάποιο x  e (a, β) και γι'αυτό το χ  είναι και / '(* )  =  0, 
τότε το πηλίκο έχει την απροσδιόριστη μορφή {}. Σ’αυτήντην περίπταχτη
εφαρμόζουμε πάλι τα θεωρήματα που είπαμε. Γενικά έχουμε το ακόλουθο

Πόρισμα: Αν οι συναρτήσεις f και g είναι ι;>φορές παραγωγίσιμες στο 
διάστημα (or, β) με g(« (χ) /  0, Vx 6 (α, β), k =  1, 2 ,... ν και I im ^ e+ f(x) =  
1μπχ_^+Γ(χ) =  . . .  =  limx_,e+ f  (χ) =  0,

=  lim ^ + g 'f r )  =  · · · =  limx̂ a+ g(l'~1)(x) =  0, τότε:

.. f(*) .. f(v)(x)lim -----=  lim ■ T.■ ■—
x-w* + «(*) x~̂ a+ g(u)(x)

στην περίπτωση που το τελευταίο όριο υπάρχει.

Παράδειγμα 5.78

Είναι:

ljn x ^ - i o g a + x )
χ -+ 0

limχ->0
xe* + e* — ι

i±£ ί  Μορφή

x-K) 22
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Απροσδιόριστη μορφή g

Αν IimJC_+a+ f i x )  — +οο =  linijt^e+ g(x) τότε το limx^ a+ είναι της 
μορφής g . Για μια τέτοια περίπτωση έχουμε το ακόλουθο 8 *

θεώρημα 5.79 'Εστω f και g δυο συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο διά- 
στημα (α, β) με g'(x) ^O .V xe (α, β) κ α ι =  £ € Ru{-oo,+oo}.
Αν limx_ tt+ g(x) =  +οο τότε και limx_ e+ ί£1 =  £.

Απόδειξη

Επειόή limx-+e+ =  ί  (θα εξετάσουμε μόνο την περίπτωση που £ &/R
αφήνοντας τις υπόλοιπες για άσκηση) για κάθε ε > 0, 0 < ε < ι θ α  υπάρχει 
δ > Ο, τέτοιο ώστε για α < χ < α  +  δνα  έχουμε:

£00
f i x )

< €.

Παίρνουμε ένα σταθερό χ0 € ( α ,α  + δ) και τυχαίο χ € (α, χ0) δηλ. a < χ < 
χ 0 <  α  +  δ.

Επειδή 1υη ^β+ g(x) =  +οο υπάρχει θετικός αριθμός δ1 < 6  τέτοιος ώστε 
8 (χ ) > OxaigCr) > SOo)*V.*' e (α, a + 6j).( Γιατί αν υποθέσουμε ότι υπάρχει 
x \ e (α,α + <$,) τέτοιο ώστε g(*i) < g(x0) τότε αφού ΗπιΧ̂ β+#(χ) =  +οο 
υπάρχει χι < χχ τέτοιο ώστε: g (χι) > g (χ0). Από το θεώρημα της Ενδιάμεσης 
τιμής τότε υπάρχει ο μ ε α < Χ 2 < ο < χ 1 τέτοιο ώστε g(c) =  g(xo). Τότε 
όμως από το θεώρημα του Rolle θα υπάρχει d με c < d < β και g \d )  =  0. 
Αυτό όμως είναι άτοπο,αφού g \x )  ?  ο, V* € (α, β).) Από το θεώρημα 5.65 
της Μέσης τιμής του Cauchy, υπάρχει ξ € (α,α + δχ) τέτοιο ώστε:

f i x )  -  f i x ο) /'<*> ,
*(*) -* (*ο) g W

(€ -  «)(#(*) -  #(*<>)} +  /(■*<,) < f i x )  <(* + Ο  { # (* )-*  Ob)} + /(*„) 

από την οποία διαιρώντας με g(x) παίρνουμε:

(* -< θ { ι  - g(*o)l . f ( xο) f i x )  /0
g(x) J 8(x) < Six) +€)

_  §0[o) 1 , / (* o)
*00 J +  8(x)

Από την τελευταία σχέση έχουμε ότι:

/(*> ,/ « ^ <* +  (1*1 +  0 5(Λο) fixo)
gU) *0 0 gix)

(1) Ο



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 355

Επειδή χο σταθερό και 1ϊιηΛ->α+ g(x) =  4-00 είναι:

lim
*->«+

g(*o)

8(x) =  0 και lim ^
*-** + g(x)

=  Ο.

Συνεπώς υπάρχει δ2 > 0, & < a, τέτοιος ώστε:

g(*o)

Six)
< € και / ( *  ο)

/(χ)
< £.

Τότε η (1) δίνει:

f i x )
Six) < «  +  (l*l +  € ) « + €  = 2 t  +  K | i +  €2 <  (|€ | +  3 )f

γιαόλατα*μεα 
ότι: l im ^ a+ jjjjf·

< χ < δ2+α. Αφού το e > Οείναι αυθαίρετο συμπεραίνουμε
= 1. ·

Παρατήρηση 5.80

Αξίζει να επισημάνουμε ότι το σημαντικό στο παραπάνω θεώρημα είναι 
ότι απαιτούμε μόνο limx_,.e+ g(x) = +οοκαιόχι και1πη*_α+ / ( χ) =  +οο. Αν 
είναι και limx_>e+ f i x )  =  +00 τότε το I im ^ a+ μπορεί να αναχθεί στην

περίπτωση αν γράψουμε Iim,^tt+ = lim,_*e+ 
ότι το τελευταίο πηλίκο έχει έννοια.

JSO.
7«

με την προϋπόθεση

Παράδειγμα 5.81

Αν α > 0, τότε:

Urn lim - i - 7 =  — =0*-► +0 0  X *  x ^ + o o a jc ®- 1  *->+oo axf*

Με λόγια, η δύναμη x°‘,a  > 0 πηγαίνει στο άπειρο πολύ πιο "γρήγορα" 
από τον logx, και αυτό αδιάφορο αν το α είναι μικρό, ή ισοδύναμα ο logx 
απειρίζεται πιο "αργά" από το χ01.

γ) Άλλες απροσδιόριστες μορφές

1) Μορφή σο -  οο. Αυτή ανάγεται στην μορφή £ αν γράψουμε f  — g = 
(λ -  - i ) : j j .  Μπορεί επίσης να αναχθεί και στην μορφή g .

Π α ρ ά δειγμ α  5.82
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Ας υπολογίσουμε το lim*_>0 (jr -  j ^ )  Είναι της μορφής οο -  οο Αρα 
το γράφουμε:

ι· ( ί  λ ,. sir̂ x — x1 η
sin*x) -  Ϊ ^ Τ Ϊ Γ  (Μθρ<Ρή ό )

ι : - |  -  S in 2 x  -  *
' ’ ° i x s i i t x  + x h m 2 x

=  lira cos2x — 1
sirt*x -f 2xsin2x -(- x 1cos2x

=  lim —cos2x
Jr-*° 3cos2x — Axsinx — xLcos2x

2) Μορφή O.oo. Ανάγεται στην μορφή |  ή ££· αντίστοιχα αν γράψουμε

/(* ) gOc)/ « · « ( * ) - i j -  ή /(x).g(x)  =  SI
7w

Παράδειγμα 5.83

Είναι limx-»o+(.xa /o£.x) =  0, or > 0. Πραγματικά' στο διάστημα I = 
(0, +οο) είναι limx_*<n. χ* =  0 και logx =  —οο. Αρα το ζητούμενο
όριο είναι απροσδιόριστη μορφή Ο.(-οο) και συνεπώς:

lira (xalogx) =  lim —£1  =  lim _Λ 1 . 
*-*■0+ x-*o+ χ  “ χ-*ο+ ax~“ _1 x->0+ —a = 0.

3) Μορφές 0°, l00, οο°. Έστωγ =  /{χ  )^χ) με f (x ) > ο σε μια περιοχή του 
σημείου στο οποίο ζητούμε το όριο της / .  Τότε έχουμε limje_ 0+ /(* )s(Jt) =  
ebm,^tS(xVos/(x) αφού η εκθετική συνάρτηση είναι συνεχής. Έτσι αναγόμαστε 
στην απροσδιόριστη μορφή Ο.οο που εμφανίζεται στον εκθέτη. Οι μέθοδοι 
θα αναλυθούν στα παραδέιγματα που ακολουθούν.

Παράδειγμα 5.84

Ας υπολογίσουμε το limx-».o+(·*2)* που είναι απροσδιόριστη μορφή 0°. 
Επειδή (χ2)χ =  e*10** =  έ?2***1*1 και η εκθετική συνάρτηση <?> είναι συνεχής 
στο 0, από το παράδειγμα 5.83 έχουμε:

lim (Jt2)* =  ***-*■ =  e° =  1X-+CM-

Παράδειγμα 5.85
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Θα αποδείξουμε ότι

Um ( l  + - \  = e .
*-*+οο \  χ  )

Αυτό είναι απροσδιόριστη μορφή I00. Επειδή

και

lim xlog ί 1 +  — ) =
Χ - + + 0 0  \  χ }

lim
*-*+οο

ι°8 (1 +  £)

(ι + i) ' ( - χ ) - 2)=  lim*-*+00 =  lim —*-*+00 1 -J-
=  1

ο3τό την συνέχεια της e> για y =  1, παίρνουμε ότι

lim ( l  +  “ )  =*->+00 \  χ )

Παράδειγμα 5.86

Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το

t o n / —- ! -----)
x̂ -o \  1 — cosx )

s in x

που είναι της μορφής οο°. Έχουμε:

lim ( - — ----- )χ-»·0 \  1 — cosx )

s in x
_  ^  ο sinx.log (1 -cos*)

= - t e )
-I

=  elim» auu&fiutjS "  =  ^3 lim^Osfnxcosx _  ^0 =  J

L Να αποδείξετε ότι:

lim (X“ .e *) =  0, Va € R.X-*+00
/

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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Απόδειξη

α) Αν το ο < Οτότε limJt_.+00(jc“ .<rJC) =  0.0 =  0. 
β) Αν or =  Οτότε ύιαχ^.+(Χ)(χα ,e^x) =  1ίιη*_>+ο0 e x =  0. 
γ) Έστω α > 0. Τότε είναι απροσδιόριστη μορφή οο.Οπσυ ανάγεται στην 

μορφή ~  γράφοντας x°.trx =
Υ ι )  Υποθέτουμε πρώτα ότι a e IN Τότε με ν διαδοχικές εφαρμογές του 

κανόνα του L'Hospital έχουμε:

,. χ« ,. ajce_1 ,. α (α -  1)*«-2
lim —  =  lim ......... =  lim ■■ ■ ■

* -* + ο ο  e *  jr -^ + o o  € *  x -* + o o  £ x X-++00 e*

Υι) Έστω τώρα ότι a = m - θ  όπου m θετικός ακέραιος και 0 < Θ < 1. 
Τότε έχουμε:

χ* x m 1
lim — =  lim — ,- τ  = 0 . 0 = 0 .*-► +00 e* *-*+οο e* xr

Συνεπώς limi_ +0O(jc<lr.e^ ) =  0 ,a  € IR και με λόγια η εκθετική συνάρτηση 
e* απειρίζεται πολύ πιο "γρήγορα" από την δύναμη χα, αδιάφορο από το 
πόσο μεγάλο είναι το α > 0.

2. Δίνεται η συνάρτηση (γνωστή ως "συνάρτηση του Cauchy")

α) Να αποδείξετε ότι:

jc# 0  
χ  = 0

f^ ix ) =  ~ ^ e ~(I/,,)· * ϊ  0

όπου Ρι. πολυώνυμο βαθμού 2ν -  2. Επίσης να αποδείξετε ότι:

P„+,(x) =  xV ^x) +  (2 -  3vx2)P„(x).

β) Να αποδείξετε ότι η Γ έχει παραγωγούς κάθε τάξης στο 0 και f (v)(0) =  
0, Vv € h.

Απόδειξη
α) Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή. Για ν =  1 έχουμε: / ' ( χ )  = - ^ ^ (1/χ1) 

με Ρχ(χ) =  2 βαθμού 2.1 -  2 =  0. Αν υποθέσουμε ότι ισχύει για ν τότε:

Pt(x)e-Wxi) + Pv{xye~{l,xi)j i \ x ^  ~  PAx)e-(l/xi)3xilf- 1
χί»

χ3 Ρ Χ χ ) -Κ2 -  3 ν χ 2) Ρν (χ) _{1/χι}
*3(ν+1) β
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δηλαδή ισχύει και για υ + 1. Προφανώς Ρν+\(χ) =  χ3/>„'(*) +(2 -3 ν χ 2)Ρν(χ).

και γενικά σύμφωνα με το α), υποθέτοντας ότι / (ι,)(0) =  0 έχουμε:

να ισούται με L 

Λύση
Έστω f ( x )  =  x(l — acosx) -  βεΐηχ και g(x) =  ,τ3. Τότε το ζητούμενο 

όριο είναι απροσδιόριστη μορφή 2. Επειδή g'(x) =  3x2, g"(x) =  6χ και 
g"'(x) = 6 για να υπάρχει το lim *^ πρέπει να εφαρμόζεται ο κανόνας 
του L’Hospital, δηλαδή πρέπει: /'(Ο) =  0, /"(Ο) =  0 και/"'(Ο) =  6. Από τις 
σχέσεις αυτές παίρνουμε: 1 +  α -  β =  Οκαι -3α + β = 6, οπότε α =  και

4  Να αποδείξετε ότι lim^  =  0.

Απόδειξη
Θεωρούμε την συνάρτηση f i x )  =  !ψ-,χ > 1 της οποίας ο περιορισμός 

στο W είναι η ακολουθία α„ =  Είναι όμως

β) Είναι:

=  lim -------- =  lim —  θέτοντας υ = -
Χ - * 0  X  Χ - > + 0 0  χ

=  1 από την εφαρμογή 1.

Επίσης

lim —ιχ-*+οο ev =  0

3. Να βρεθούν οι σταθερές α και β ώστε το

,. x( 1 +  acosx) — /9smx 
lim------------- ------------
x->0 X3

1

x-H-oo χ lim ^x-M-oo 1 lim — =  0.
X -+ + O O  X

Άρα lim*->+oo f i x )  =  Οκαι συνεπώς και limav =  0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.74 Έστω

χ 2, χ  € Q 
0, x z ( l R - Q ) ' g(x) = s inx ,x  6 R .

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα 5.71 να αποδείξετε ότι1ΰηχ-.0 ^ -  =  0. 
Να εξηγήσετε γιατί το θεώρημα 5.72 δεν μπορεί να εφαρμοστεί.*

5.75 Να αποδείξετε ότι τα όρια

υπάρχουν, αλλά ούτε το θεώρημα 5.71 ούτε το 5.72 εφαρμόζονται. Να 
εξηγήσετε το φαινόμενο.

5.76 Έστω /(jr) =  e~u (cosx +  2sinx),x e R  και g(x) =  e~x(sinx +
cosx), x e IR. Τότε lmu_.-f.oo f i x )  =  0 =  linu-»+oo g(x). Να αποδείξετε 
ότι ενώ lmu->+«> — 0 το limx- .+0o ^ j ·  δεν υπάρχει. Αντιφάσκει
αυτό με το θεώρημα 5.76; Να δώσετε εξηγήσεις.

5.77 Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:

5.78 Για ποιές τιμές των σταθερών α και β  οι συναρτήσεις: f ( x )  — x - \ e** 
e* -  χ ) ,χ  Φ 0 και g(x) = x~4(t + atcoslx +  ficos4x)tX φ  ο έχοι 
πεπερασμένα όρια όταν χ -*■ 0;

5.79 Για ποια τιμή της σταθερής k, η συνάρτηση

a ) lim
χ  -►Ο

είναι ομοιόμορφα συνεχής στο διάστημα [ - λ  2];
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5.80 Έστω /  συνεχής στο [or, +οο), παραγωγίσιμη στο (α, +οο) με / ' ( χ ) φ  
0, Vx > α. Να αποδείξετε ότι:
α) Αν lixn^+oo f (x)  =  +οο τότε / ( χ )  > f ( a ) , V x  > α.

β) Αν Jim*->.+00/ (χ )  =  0 και f (x)  > 0, V* > α τότε f ( x )  < 0, V* > α.

§ 5.11 ΤΥΠΟΣ TOY TAYLOR

Μια πολύ χρήσιμη τεχνική στην μελέτη των συναρτήσεων στην Ανά
λυση είναι η προσέγγιση των συναρτήσεων από πολυώνυμα. Σ' αυτήν την 
παράγραφο θα αποδείξουμε ένα βασικό θεώρημα προς αυτήν την κατεύθυνση 
που οφείλεται στον Taylor. Το θεώρημα του Taylor, όπως θα δούμε και σε 
επόμενες παραγράφους, έχει πολλές εφαρμογές. Είναι ένα πολύ ισχυρό 
συμπέρασμα.

Το θεώρμα του Taylor είναι μια γενίκευση του θεωρήματος Μέσης τιμής σε 
παραγώγους ανώτερης τάξης. Έτσι ενώ το θεώρημα Μέσης τιμής συσχετίζει 
τις τιμές της συνάρτησης και της παραγώγου της, το θεώρημα του Taylor 
συσχετίζει τις τιμές της συνάρτησης με τις παραγώγους ανώτερης τάξης.

Έστω μια συνάρτηση /  που έχει παραγώγους υ-τάξης σε ένα σημείο α. 
Ας αντιμετωπίσουμε το εξής πρόβλημα:

Να βρεθεί ένα πολυώνυμο u-οοτού βαθμού

Ρν(χ) =  Αο +  Α |(χ -  α) +  Α2(χ -  α)2 +  . . . +  Α„(χ -  α)ν (1) 

τέτοιο ώστε:

Pv(or) =  r(a),Pm (a) = t k)(a),k =  1 , 2 , . . . , ν (2)

Η παράσταση (1) λέγεται ανάπτυγμα του πολυωνύμου Ρν(χ) κατά τις 
δυνάμεις του χ -  α. Παραγωγίζοντας διαδοχικά την (1) έχουμε:

Ρ’ν(χ) =  Αχ +  2Α2(χ -  α) + 3 Α3(χ - α ) 2 + . . .

Ρ"(χ) =  2Αχ + 3.2Α 3 (χ  - α ) +  4 3Α4( χ - α ) 2 +  . . .

P(k)(x) =k!Ak + (k+ l)k...2Ak+i(x -  α) + . . .

Θέτοντας χ = α στην τελευταία σχέση έχουμε: P{k)(a) = k\Ak,k  =  
1 , 2 , . . . , ν. Αφού Ρν(α) =  Αο, θέτοντας Ρ (0) (α) =  Λ>(α) και 0! =  1 έχουμε 
με βάση και τις (2) ότι:

Ak /*>(«)
k\

, k =  0,1, . . . ,υ.
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Έτσι ίο  ζητούμενο πολυώνυμο είναι

/>„(*) =  / ( « )  +
/ '( « )

1!
(χ - α )  + /"(<*)

2!
(χ - α ) 2+ . . . + β νΗ<*)

ν\
( χ - α ) ν 0 )

Ο τύπος (3) λέγεται "τύπος του Taylor για το Ρμ(χ) στο σημείο α". Αν 
η /  είναι πολυώνυμο και αυτή ν-οστού βαθμού τότε f ( x )  -  Ρν(χ) =  F(x) 
είναι ένα πολυώνυμο για το οποίο F(a) =  F'(a) = . . .  = F{v)(a) = 0. 
Συνεπώς αν η F τεθεί στην μορφή (1) όλοι οι συντελεστές μηδενίζονται και 
άρα F(x) =  0 ή Ρν(χ) =  / ( χ)■ Αν όμως η /  δεν είναι πολυώνυμο τότε 
για να ορίσουμε καλύτερα το προσεγγιστικό πολυώνυμο, είναι αναγκαίο να 
έχουμε πληροφορίες σχετικά με το υπόλοιπο Rv(x) = / ( χ )  -  Ρυ(χ). Τέτοιες 
πληροφορίες μας δίνει το επόμενο βασικό

θεώρημα 5.87. (Τύπος του Taylor): Έστω f : [α, β] —► R μια συνάρτηση 
τέτοια ώστε η είναι συνεχής στο (α, β] και η f<v>(x) υπάρχει στο
(α, β). Αν Χο e [α, β ] τότε για οποιοόήπστε χ £ [α, β] υπάρχει ένας αριθμός 
ξ μεταξύ των x και Xq τέτοιος ώστε:

Κχ) =  f(xo) +  ϊ -^ Ι 'ίχ ο )  +  (> ~ |’“ι) Ι"(χο) + . . .

μ ΐ ζ ^ , < - > (Χ ο)+ΙΜ ι)

όπου

Rw(x) =  —— —— ·ί1ν\ ξ )  και p θετικός ακέραιος. 
p (v -  1)!

Απόδειξη

Πρώτα απ' όλα παρατηρούμε ότιη συνέχεια της / (ι,~ w(x) συνεπάγεται την 
ύπαρξη όλων των παραγώγων / ' ,  και την συνέχειά τους στο
[α, β]. Ας ονομάσουμε J το κλειστό διάστημα με άκρα χ καιχ0· (Αυτό επειδή 
δεν ξέρουμε πιο από τα δυο είναι μεγαλύτερο). Θεωρούμε την συνάρτηση 
φ : J —► IR με

Φ(ο  =  / ( / )  +  (χ -  ο / ω  + . . .  +  +  α (* -  t y

όπου Α μια σταθερή, την οποία διαλέγουμε έτσι ώστε φ(χ) = Φ(χο). Έχουμε: 
Φ(χ) =  f i x )
Φ(χο) =  f i x  ο) +  ix -  xo)f'(xo) + . .  · +  +  Mx -  χώρ
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από τις οποίες παίρνουμε ότι:

Rv(x) = Α(χ —χο)ρ. (*)

Επειδή οι / (υ_1) είναι όλες συνεχείς στο [α, β] και η συνάρτηση
είναι επίσης συνεχής στο J. Επίσης επειδή οι /, / ' ....... / (ν-1) και (* -  t)
είναι παραγωγίσιμες στο (α, β) και η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιμη στο
7. Αφού και φ{χ) =  φ(χο), από το θεώρημα του Rolle υπάρχει ένα ξ μεταξύ 
των χ  και λο τέτοιο ώστε: φ'(ξ) = 0. Αλλά

Παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος κάθε παρένθεσης απλοποιείται με τον 
προηγούμενο, οπότε:

που αποδεικνύει και το θεώρημα. ·

Παρατήρηση S.88

To Rv(x) στο παραπάνω θεώρημα λέγεται "υπόλοιπο κατά Schlomilch 
και Roche". Ειδικά:

•  για ρ  =  1 έχουμε:

Φ'ϋ) f i t )  + { - f i t )  +  (* -  /)/"(*)} +  { -(*  -  t ) f ' \ t )

+

+

Συνεπώς A =  ~ ^ l ^ r f v) (£) και η (★ ) δίνει

R M )  =  -  -  xo)p/ M(t)p { v - \ ) \

K W  = (* / w (l)( v -  1)!

που λέγεται "υπόλοιπο κατά Cauchy".
• για ρ  =  ν έχουμε:

i W O - V!

που λέγεται "υπόλοιπο κατά Lagrange".
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Παρατήρηση 5.89

θέτοντας χ0 = 0 στο Θεώρημα 5.87 έχουμε:

Π α ρ α γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Α χ ) =  /(Ο) +  - / '( Ο )  + . . .  +  ~ _ - | )!- / ,,- 1)(0) +  Rv (χ)

που λέγεται "τύπος του Mac- Laurin". To Rv τότε θα έχει τις μορφές:
1) fl„(x) =  |)^ / {ν)(ξ) (Sdilomilch και Roche)
2) Rv(x) =  / ίν)(ξ) (Cauchy)
3 )Rv(x) =  $ / ιΉξ)  (Langrange).
Επειδή κάθε αριθμός ξ μεταξύ Οκαι* μπορεί να πάρει την μορφή ξ = θ χ  

με 0 < θ < 1, οι παραπάνω τύποι που δίνουν τα υπόλοιπα, παίρνουν τις 
παρακάτω μορφές, χρήσιμες στις εφαρμογές:

η  =  ^ ^ · Α υ\θ χ ) ,  0 < Θ < 1 
2*) Rv(x) =  f {v) (θχ), 0 < Θ < 1
3*) Rv(x) =  § ./M (0 x ) ,0 < θ < 1

Παρατήρηση 5.90

Είπαμε στην αρχή της παραγράφου ότι ο τύπος του Taylor είναι γενίκευση 
του θεωρήματος Μέσης τιμής και γι’ αυτό φέρνει και την ονομασία 'Τενικό 
θεώρημα Μέσης τιμής". Στην ειδική περίπτωση δηλ. ν =  1 ο τύπος του 
Taylor είναι το θεώρημα Μέσης τιμής. Μπορεί ο τύπος του Taylor να εξαχθεί 
και από το θεώρημα Μέσης τιμής (βλέπε εφαρμογή 1 παρακάτω).

Παράδειγμα 5.91

Ας βρούμε ένα προσεγγιστικό πολυώνυμο για την συνάρτηση / ( χ ) =  
^ 1 + 7 ,  χ  > — 1 με την βοήθεια του τύπου του Mac Laurin. Έχουμε

/ ' Μ  =  |(1  + * V lr>. f 'Xx)  = - h i  + χ Γ ί β . ί " Ί χ )  =  |? (1  +  ί Γ * 3

οπότε /'(Ο) =  £ και /"(Ο) =  - 1. Αρα

/ ( χ ) =  Ri(x) + R3(x) =  1 +  5* ”  \ χ ϊ  +

όπου /?3(*) =  η  U +  ξ Γ ^ 3.*3 για κάποιο ξ μεταξύ 0 και χ . Το /?3 είναι το 
σφάλμα που έχουμε κάνει στην προσέγιση
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Παράδειγμα 5.92

Έστω τώρα ότι θέλουμε να βρούμε πόσους όρους πρέπει να πάρουμε στον 
τύπο του Mac Laurin για την συνάρτηση f{x)  = ex ούτως ώστε να πάρουμε 
ένα προσεγγιστικό πολυώνυμο για αυτήν την συνάρτηση στο διάστημα 
[-1 ,1] με ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων. Είναι f (v)Qc) =  e*, Vv e IN 
καιάρα

Αφού |jc| < 1 καιΟ < θ < 1 είναι |/?υ(χ)| =  < -^e < —. Συνεπώς
αν ικανοποιείται η ανισότητα < 0,001 τότε και |/?w(*)| < 0,001. Αρκεί 
λοιπόν να πάρουμε ν > 7.

Αν η συνάρτηση /  έχει παραγώγους κάθε τάξης σε μια περιοχή του 
σημείου χο, δηλ. είναι απείρους παραγωγίσιμη σε μια περιοχή του *ο τότε η 
σειρά

λέγεται "σειρά του Taylor με κέντρο *0"ή "δυναμοσειρά με κέντρο *0". Η
σειρά αυτή που παριστάνεται για συντομία με

μπορεί, για δοσμένες τιμές των χ^ και χ, να συγκλίνει ή να μην συγκλίνει. Η 
περίπτωση που η σειρά Taylor μιας συνάρτησης /  συγκλίνει προς την ίδια 
την συνάρτηση είναι εξαιρετικού ενδιαφέροντος. Σ'αυτήν την περίπταχτη το 
άθροισμα της σειράς ισούται με / (χ) .

/(0) =  / ( 0 )  = . . .  =  / ^ ( Ο )  =  1, / (ι,)( |)  =  S  =  βθχ, 0 < θ < 1.

Συνεπώς

όπου

(1)

Η σειρά Taylor συγκλίνει προς την / ,  αν και μόνο αν, το υπόλοιπο του 
τύπου του Taylor
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τείνει στο 0 όταν ν -► +οο. Πραγματικά· αν limRv{x) =  0 τότε limSv(x) =  
f ( x )  από την (2) και αφού S„(x) είναι το άθροισμα των ν πρώτων όρων της 
σειράς (1),η σειρά συγκλίνει και έχει την / ( χ )  σαν άθροισμά της, δηλ.

f ( x )  =  Αχο) + (* - χο) +  -  χο)2 +  . . . .  (3)

Αντίστροφα, αν είναι γνωστό ότι ισχύει η (3) τότε limSv(x ) =  f ( x )  και η (2) 
δίνει: limRv(x) =  0. Έτσι αποδείχτηκε το επόμενο

θεώρημα 5.93 Έστω ότι η συνάρτηση f έχει παραγωγούς κάθε τάξης 
σε ένα διάστημα (χ<, -  <$, Xg +  <5). Αν για κάθε x € (χο -  8, χ0 +  δ) το 
υπόλοιπο R„(x) του τύπου του Taylor τείνει στο μηδέν, τότε η συνάρτηση f 
αναπτύσσεται σ'αυτό το διάστημα σε μια δυναμοσειρά της μορφής

Η*) =  Ηχο) Η— iT"” ^ * 0) ------2Γ~— + · · ·

Παρατήρηση 5.94

Τα προβλήματα που παρουσιάζονται εδώ είναι δυο ειδών: 
α) 'Οταν ζητείται να γραφεί ο Τύπος του Taylor σε ένα σημείο και να 

εκφραστεί το υπόλοιπο R v(x) σε κάποια από τις τρεις μορφές, και
β) Όταν ζητείται να αναπτυχθεί μια συνάρτηση σε σειρά κατά Taylor

ή Mac Laurln. Σ’αυτήν την περίπτωση πρέπει να γράψουμε τον τύπο 
του Taylor και να αποδείξουμε ότι UmRv(x) =  0. Το να αποδείξουμε ότι 
limRv(x) — 0 δεν είναι πάντα πράγμα εύκολο. Αυτό υποδηλώνουν και οι 
πολλές μορφές που έχουμε για ίο  υπόλοιπο. Ένα κριτήριο, για να είναι 
limRv(x) =  0, δίνεται από το

θεώρημα 5.95 Έστω ότι η συνάρτηση f έχει παραγωγούς κάθε τάξης 
σε ένα διάστημα (χ0 -  &, Χο + δ) και για κάθε χ € (Χο -  δ, χ0 +  <5) οι 
παράγωγοι κάθε τάξης είναι φραγμένες από τον ίδιο αριθμό (είναι όπως 
λέμε ομοιόμορφα φραγμένες), τότε η συνάρτηση f αναπτύσσεται σε σειρά 
κατά Taylor με κάντρο το Xg.

Απόδειξη

Έχουμε από την υπόθεση ότι:

(Vv € W)(Vjr € (χο - δ , χ 0 + δ ) ) \ / ν)(χ)\ < Μ (1)
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Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.93 αρκεί να αποδείξουμε ότι η (1) συνεπάγεται 
την σχέση limRv{x) =  0. Παίρνοντας το υπόλοιπο του τύπου του Taylor 
κατά Lagrange, έχουμε:

\χ — jc0| .
ο < | /?„(*)! <

Επειδή / im =  0, έχουμε Iim Rv(x) = 0. ·

Ας εφαρμόσουμε τα προηγούμενα για να αναπτύξουμε σε σειρά κατά 
Mac Laurin τις βασικότερες συναρτήσεις.

L Η εκθετική σειρά: Για κάθε χ  6 Ε

?  = i +  fr +  i  +  ...  +  S  +  ··· (A)

Έστω f i x )  =  e*. Τότε f M (x) — e* κα ι/ <w)(0) =  1. Συνεπώς

^ β 1 + π + 3Γ+ ···+ όΓ-ιΤ! +  Λ(Χ)

όπου το κατά Lagrange υπόλοιπο Rv(x) είναι: Rv(x) = με 0 < θ < 1. 
Επειδή το e6x βρίσκεται μεταξύ e° = 1 και ex, το e6x είναι φραγμένο με 
φράγμα max{ 1, ex). Αρα από το θεώρημα 5.95 έχουμε limRv(x) = Οκαι από 
το Θεώρημα 5.93 παίρνουμε το συμπέρασμα. Το ότι limRv(x) =  0 μπορεί 
να αποδειχτεί και ανεξάρτητα από το Θεώρημα 5.95. Πραγματικά- είναι 
0 < Rv(x) < ~  αν χ > Οκαι |Λν(;τ)| < J-f· αν χ < 0. Επειδή =  0
(γιατί αν αν =  ώ-είναι lim 2**1 =  0 < 1) έχουμε ότι limRv = 0.” · tty

2. Οι σειρές ημιτόνου και συνημίτονου: Για κάθε χ e IR

sinx =  Χ-  £  +  £ _ . . . =  Σ Ζ ο ί - ΐ ν  ̂ “ 7 (Β)

£08Χ =  1 - £  +  ί τ - · · ·  =  Σ ^ ( - ΐ ) ι' . £ _  (Γ )

Αν f ( x )  =  sinx  τότε f (v)(x) =  sin ( x + v f )  και 

Συνεπώς το ανάπτυγμα κατά Mac Laurin της /  θα περιέχει μόνο περιττές
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δυνάμεις και άρα:
*3 jf5 ĵ 2u— 1

s l n x  = χ " 5Γ+ 5Γ -  · · ■+ <- 1)"ό7Γ^7+ *-<*>·
Αφού | / <ν)(*)| < 1, Vx € IR από το θεώρημα 5.95 έχουμε ότι limRv(x) — 0 
(Είναι IRJx)l <

Αν τώρα g(χ)  =  cosx τότε giv) (χ ) =  οο$ (χ +  ν %) και

«Μ( 0 ) = “ ίιΊ  =  { ”-!)*
v = 2 k -  1 
ν = 2k

Άρα

αλί* = . +  ( - ΐ ) ν
XΙν-2

( 2ν - 2 ) !
Αφού πάλι |g(,,)(jc)| < l.Vx € 1R είναι limRv(x) =  0. Συνεπώς από το 
θεώρημα 5.93 παίρνουμε τις (Β) και (Γ)·

3. Η λογαριθμική σειρά: Για — 1 < χ < 1

logd +  χ) =  f  -  £  +  £  -  ... =  E ^ ( - l ) v+,£  (Δ)

Έστω f ( x )  =  log( 1 +  j c ) .  Τότε y»(jc) =  (“ 1)ι'~, (Γ£$·· από το 
παράδειγμα 5.22 και /<ν>(0) =  (— 1)*'-»(ν -  1)!. Αρα

X X2 X3 Λ>~\
log(l + * ) = - -  Τ + T - . . .  +  ( - i r 2----- -

1 2 3 y — 1 +  Rv(x)

όπου το υπόλοιπο Λι,(χ) κατά Lagrange και κατά Cauchy είναι αντίστοιχα: 
ρ^(χ\  — 1 (μ~Π!—  <■ _  ι \ ι*-1 ι
η ν \ * )  —  μ ,Ι  1 ;  — ν — w ( ΐ + ί Λ )*

ν μ '  (ν—I )! '  11 (»+0jt)* *· Χ  ν ΐ + 0 χ / 1+ 0*  *

1η περίπτωση: 0 < jc < Ι.Τότε < ι και συνεπώς

μ ϊ <*>ι =  "  ( τ τ τ Υ  <  ~  <  -  -  0v \ l + 0 J t /  ν ν

2η περίπτωση: -1  < χ  < 0. Τότε > ι και το υπόλοιπο κατά 
Lagrange δεν εξυπηρετεί. Παίρνουμε το υπόλοιπο κατά Cauchy και θέτουμε 
χ  =  — * ι. Τότε 0 < χχ < 1 και

|λ£(*)Ι = 1 — θχ\

ν-Ι
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Επειδή 0 <  1 — θ < l - θ χ ι  και < γ—  έχουμε:

\Κ(χ)\ =— ι 0.
1 — θχγ 1 — Χι

Αρα V* € (-1 ,1) είναι lim Rv(x) =  0 και έτσι αποδείχτηκε η (Δ). 

4  Η διωνυμική σειρά: Για -1  < χ  <1

(1+»)" = 1 +  ntt + + ■■■= ι + Σ” , " ι” -'(ί:^ Γ ',·ί ϋ »'' (Ε)

00m m(m — 1) - ^
(l+*)m = l+mx+—^ — -χ2+ . .. + = 1 + £

ν=1

m(m -  1)...  (m -  ν +  1)— ■■■
(ν -  1)!

(Ε )
Έστω f i x )  =  (1 +  x)m. Τότε f (v){x) =  tn{m — 1).. .  im -  v +  1)(1 +  x)m~v 
και / (v)(0) =  m(m — 1)... (m — v + 1). Αρα

(!+ * )-  =  i ^ ^ X > +. . . +  *,(*>2! (v -  1)!

όπου
R»(x) =  $rAv(\ + Qx)m V>AV =m(m -  1). ..(m -  v +  1)

/£(*) =  £LM F Ai'<1 + w ·

1η περίπτωση: 0 < χ  < 1. Τότε < 1 αν ν > m και

> 0
χ ν 1

/£  (*) = τ Αυ! (Ι+θαΓ)·'-'

γιατί αν αν =  fyxv τότε:

Oi>f 1 m — ν
<*» υ +  1 1*1^ 1*1 < 1

2η περίπτωση: -1  < χ  < 0. Τότε > 1 και το υπόλοιπο κατά 
Lagrange δεν εξυπηρετεί. Παίρνουμε το υπόλοιπο κατά Cauchy

|Λ»<Χ)Ι =  ( 7 ^ ϊ ) ϊ / ' “ ( ϊ τ έ ) ”" ' 0  + e x r ~'·

Παρατηρούμε ότι αφού -1  < χ < 0 είναι 0 < 1 — Θ < 1 + θχ και συνεπώς 
0 < < 1. Επίσης είναι



3 70 Π α ρ α γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

(1 + θ χ Γ  1 < 1 αν m > 1 και (1 + θχ)η~ι < (1 + x y n~1 αν m < 1. 

Έτσι αν Μ =  max[l, (1 -Η jc)m_1} έχουμε:

Μ - * °

γιατί αν βν =  j ^ A v έχουμ£ /im|  Α*»·| =  |*| < 1, και ( £ £ ) w~l — 0. Άρα 
Vjc € (-1 , 1) είναι limRv(x) =  0 που αποδεικνύει την (Ε).

Παρατήρηση 5.96

Μια συνάρτηση /  της οποίας η σειρά καιά Taylor με κέντρο χ0 συγκλίνει 
προς την /  σε μια περιοχή του σημείου *0, λέγεται "αναλυτική συνάρτηση". 
Για παράδειγμα οι συναρτήσεις e*, sitix και cosx είναι αναλυτικές για κάθε 
χ  e Ε  ενώ οι συναρτήσεις log(l +  χ)  και (1 +  x)m είναι αναλυτικές στο 
διάστημα (-1 ,1 ). Ας κάνουμε μια παρατήρηση ακόμα. Αν παραγωγίσουμε 
και τα δυο μέλη της (Β), παραγωγίζοντας την σειρά όρο προς όρο, παίρνουμε:

jt1 jr4
ί α κ = 1 - - + - - . . .

δηλαδή την (Γ). Αυτή είναι μια πολύ χαρακτηριστική ιδιότητα των αναλυ
τικών συναρτήσεων, ότι η σειρά τους κατά Taylor μπορεί να παραγωγιστεί 
όρο προς όρο στο διάστημα σύγκλισής της.

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδειχθεί ο τύπος του Taylor με υπόλοιπο κατά Caushy με την 
βοήθεια του θεωρήματος Μέσης τιμής.

Απόδειξη

Εξυπακούεται ότι οι υποθέσεις του Θεωρήματος 5.87 ισχύουν. Θεωρούμε 
την συνάρτηση F : J -*■ JR όπου J το κλειστό διάστημα με άκρα τα χ και χ0. 
που ορίζεται ως εξής:

F(o = m  + ( χ -  o n »  + . . .  +  ~  ι · Γ / (ν- |)ω .
(V - 1)!

Η F είναι συνεχής στο J ως άθροισμα συνέχουν συναρτήσεουν και παρα- 
γωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα με άκρα χ και χο, ως άθροισμα παραγουγίσι- 
μων συναρτήσεων. Συνεπώς από το θεώρημα Μέσης τιμής υπάρχει αριθμός 
ξ μεταξύ τουν χ και *0, τέτοιος ώστε:

F{x) =  Fixe) +  (χ -  xo)F'(t). (1)
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Αλλά (βλέπε και απόδειξη του Θεωρήματος 5.87)

η ξ )  =
(χ -  t r - 1 
(V -  1)! / (Ήξ).

Επειδή
F(x) =  f (x)
F(xo) =  /(χ ο) + (χ-χο) / '(*>) + ■■■ + i£̂ f r / iv~ V o )
η (1) δίνει:

/(■*) =  /(*ο) +  (λ -  xo)f\xo) +  · · · +
(JC -  JCb)"-1 

(V— 1)!

+  (κ -  1)!
/ Μ(ί).

2. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός e είναι άρρητος. 

Απόδειξη

Από την (Α) έχουμε:

, , χ xLe* — 1Η------1------
1! 2·

1 νV
7-----777 +  —τεθχ. 0 < θ < 1.( ν—1)! ν!

Για χ  =  1 παίρνουμε

, 1 1 
β = 1 + π + 2 ! + - · +  (771)Τ+ ^ , *0 < 9 < 1

Για να αποδείξουμε ότι ο e είναι άρρητος, αρκεί να αποδείξουμε ότι δεν 
υπάρχουν ακέραιοι ρ  και q, τέτοιοι ώστε: e =  ε  δηλ. 11

1 1  1
1 +  77 +  “  +  ··■ + ---------Γ +  - 7 = ~  1“  υ><? +  1 και υ > 3.1! 2! (ν — 1)! ν\ q

Πολλαπλασιάζοντας με το (υ — 1)! έχουμε:

(ν
_ i ) i £ _ ( v_ i , i ( i  +  i  +  i  +  . . . +  _ L ) 0

Η σχέση όμως αυτή δεν αληθεύει, γιατί το πρώτο μέλος είναι ακέραιος, ενώ 
το δεύτερο όχι, αφού είναι O < 0 < l = * e ° < e e < e = » l < / < 3 ,  δηλ. 
0 < ε. < ι .  Συνεπώς ο e είναι άρρητος.
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3. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός θ που εμφανίζεται στον τύπο του Mac 
Laurln με υπόλοιπο κατά Lagrange έχει όριο στο 0 το αρκεί η f(l,+l) (χ) 
να είναι συνεχής και ^ ‘ΚΟ) φ  0.

Απόδειξη

Παίρνοντας τον τύπο του Mac Laurin για ν και ν + 1 όρους αντίστοιχα, 
έχουμε:

/(* )  =  /(Ο ) +  γ|·/'(0) +  . . .  +  |  ; / (ι- 1ι{0) +  0 < β < 1

/ (* )  -  /(Ο) +  ” /'(0 )  + . . .  +  *«» +  ^ / " “(Ο)

/ (ν+ι\ θ ιΧ),0  <θι  < 1.
·*» (ν +  1)!

Εξισώνοντας τις δυο αυτές σχέσεις παίρνουμε:

/ Μ (θχ) -  / Μ <Ρ) =  — / (ν+,)(0ιχ). 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Μέσης τιμής στο αριστερό μέλος έχουμε:

θχ/<ν+ι\ θ ιθχ) =  J L - f O + n y  x ) #  < % < 1
ν +  1

ή
1 /<·’+»>(0Ιχ)θ =

ν + 1 β ν+ι>(θιθχ)
Αρα 1ΐιηΛ_>ο0 =  -i_  αφού / (ι,+,)(0) Φ 0.

4  Αν η f" υπάρχει στο διάστημα [a — h, α + h], τότε να αποδείξετε ότι 
υπάρχειξ. e  (a  —h ra  -f h) τέτοιο (άστε:

f(a +  h) +  f(a -  h) -  2f(a) =  h2f'(|).

Απόδειξη

Αφού η f "  υπάρχει στο [or — Λ, or +  Λ] η f  και η /  είναι συνεχείς στο 
[α — Λ, a  +  Λ], θεωρούμε τις συναρτήσεις:

F{x)=  f ( a  + x) + f ( a -  x ) - 2 / ( a ) , G ( x )  = χ2,χ  6 [Ο,Λ].
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Από το θεώρημα Μέσης τιμής τσυ Cauchy, επειδή F(0) =  G(0) = 0  έχουμε 
ότι υπάρχει ζ € (0, Λ) τέτοιο ώστε:

F{h) _  Γ(ξ )  _  f \ a  + ζ ) ~  /  V  -  ζ)
G{h) 0'{ζ) 2ζ

Από το θεώρημα Μέσης τιμής για την / '  έχουμε ότι υπάρχει ξ e ( a - h ,a + h )  
τέτοιο ώστε:

/ ( «  +  < ) - / < « - ? )  = 2 ?/"(*).

Συνεπώς

η - Τ ~ / ' ( | )  ή /(β  + Α) +  / ( α - Α ) -  2 /(α) =  Λ2/"(*)·

Αξίζει να παρατηρήσουμε εδώ ότι όταν Λ -*0, τότε το ξ —► α και άρα

Km / ( « + » >  + / ( « - * > - ? / < ? >  = Γ (α )
h - + 0  Η 1

αν η /"(α) υπάρχει. Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει, δηλ. το όριο μπορεί 
να υπάρχει, χωρίς η /  να έχει δεύτερη παράγωγο στο α. Π.χ. η /(* ) =  χ  |jc| 
στο α =  0.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ __________________________________________________

5.81 Να γραφεί ο τύπος του Taylor για την συνάρτηση f (x )  = στο
σημείο *0 =  1 με υπόλοιπο εκφρασμένο κατά Lagrange και κατά 
Cauchy.

5.82 Να αναπτυχθούν σε σειρά κατά Mac-Laurin οι συναρτήσεις: 
α) /(* ) =  xe*, χ  € 2R β) f (x)=ze*cosx ,x€ lR
Υ) /(^ )  = ^ ^ 6  (-1 ,1 ) δ) f ( x ) = J T + l , x € ( - 1,1) 

ε) f ( x ) = lo g (  ΐ + 2 * ) , * € ( - ± , ± ) .

5.83 Με την βοήθεια του τύπου τσυ Taylor, να αποδείξετε ότι:

α) e* > 1 +  jc+ ^ . jc > 0

β) (222.)2 > 1 -  y  +  §g,0 < 1*1 < γ.

5.84 Να αποδείξετε ότι για κάθε χ > 0 και k e IN ισχύει:

x ~ ? 2 + - - h x2k< logil + x ) < x - \ * 2+ ‘ -  + 2 jtT T * 2*+1·
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§ 5.12 ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε τα ακρότατα μιας συνάρτησης 
και θα δώσουμε μεθόδους για την εύρεσή των, με εφαρμογή του τύπου του 
Taylor.

Ορισμός 5.97 'Εστω f : V  —*■ R, Ό c  R. θα  λέμε ότι η f έχει τοπικό 
μέγιστο (avt. ελάχιστο) στο a e Ό, αν και μόνον αν, υπάρχει ένα δ > 0 
τέτοιο ώστε f(a) > f(x) (αντ. f(a) < f(x)) για κάθε x e Ν«(α) Π V, δηλ. για 
κάθε χ € ( α - ί , ο + ί ) Π Ρ ,

Ο πραγματικός αριθμός /(α )  λέγεται τότε τοπικό μέγιστο (αντ. ελάχιστο ) 
της /  στη θέση χ =  a e V. Το τοπικό μέγιστο και το τοπικό ελάχιστο της 
/  λέγονται τοπικά ακρότατα της / .  Έτσι σε ένα σημείο a e V  που η /  έχει 
τοπικό ακρότατοη διαφορά / (χ) -  / ( α)  διατηρεί σταθερό πρόσημο για όλα 
τα χ  στην περιοχή (α -  δ, α +  5). Αν η συνάρτηση /  είναι συνεχής και το Ό 
είναι κλειστό διάστημα, έστω V  =  [A, Β], τότε ξέρουμε από τα θεωρήματα 
για τις συνεχείς συναρτήσεις ότι υπάρχουν χ( και*μ στο [ A, Β] τέτοια «άστε: 
f ( x t ) =  minf(x),Vx  e [A, Β] και / ( χ μ) = maxf(x),Vx  € [A, 5] . Τότε 
είναι: f ( x t ) < f (x ) ,V x  6 [A.fl] και / ( χ μ) > / ( jc), Vr e [A, B], Η τιμή 
f { x t ) που είναι μικρότερη από όλες τις τιμές της /  για χ  e [Α, Β\ λέγεται 
ολικό ελάχιστο ή απλά ελάχιστο της / .  Αντίστοιχα η / ( χ μ) λέγεται ολικό 
μέγιστο ή απλά μέγιστο της / .

Μια αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη ακροτάτου δίνει το θεώρημα του 
Fermat που ακολουθεί:

θεώρημα 5.98 Έστω ότι η f : V  -* R, V  C R, παρουσιάζει τοπικό 
ακρότατο στο α € Χ>, όπου α εσωτερικό σημείο του V. Τότε αν υπάρχει η 
f  (α), αναγκαστικά θα πρέπει ΐ'(α) = 0.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι / ’(α) > Ο.Τότε από το Θεώρημα 5.36, υπάρχει t  > 0, 
τέτοιο ώστε / ( χ )  < / ( α ) αν .t g (a - 1 , or) και f(x) > f(a)  αν x € (or, a  +  «). 
Αλλά τότε στο α η /  δεν παρουσιάζει ακρότατο.

Αν τώρα υποθέσουμε ότι f ’(a) < 0. πάλι από το Θεώρημα 5.36, υπάρχει 
€ > 0, τέτοιο ώστε f (x )  > /(α )  αν χ € (a -  e,a)  και /(* )  < /(<*) αν 
χ  e (a, α +  6) οπότε η /  δεν παρουσιάζει στο α ακρότατο. ·

Παρατήρηση 5.99

Ο μηδενισμός της παραγωγού σε ένα σημείο του V, έστω και εσωτερικό,
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δεν σημαίνει αναγκαστικά ότι το σημείο αυτό είναι και θέση ακροτάτου. Η 
συνθήκη / '(a )  = 0 είναι αναγκαία για την ύπαρξη ακροτάτου, όχι όμως και 
ικανή. Για παράδειγμα, αν f (x )  =  j 3, χ  e 1R τότε /'(Ο) = 0, αλλά στο Οη /  
δεν παρουσιάζει ακρότατο, αφού η /  είναι γνήσια αύξουσα.

Παρατήρηση 5.100

Η συνάρτηση /  μπορεί να παρουσιάζει ακρότατο στο α e Τ> αλλά η / ' (α)  
να μην υπάρχει. Παράδειγμα η f ( x )  =  \χ\ ,χ  <ε IR που παρουσιάζει ολικό 
ελάχιστο στο 0, αφού \χ\ > 0, Vx e IR αλλά η /'(0) δεν υπάρχει. Αυτό όμως 
δεν σημαίνειότι στα σημεία που η παραγωγός δενυπάρχειη /θ α  παρουσιάζει 
ακρότατο. Μπορεί να συμβεί σε ένα σημείο που η /  δεν έχει παραγωγό να 
μην έχει και ακρότατο. Για παράδειγμα η /(* ) =  χ χβ,χ e [-1 , 1]. Αυτή 
δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 (Παράδειγμα 5.53) αλλά στο 0 δεν έχει ούτε 
ακρότατο, αφού είναι γνήσια αύξουσα.

Παρατήρηση 5.101

Ο περιορισμός ότι το α είναι εσωτερικό σημείο του V  δεν είναι ουσιώδης. 
Το Θεώρημα και η απόδειξη είναι τα ίδια αν υποθέσουμε ότι το α είναι σημείο 
συσσωρεύσεως του V  και από αριστερά και από δεξιά. Αν όμως το α είναι 
σημείο συσσωρεύσεως από την μια μεριά- π.χ άκρο του διαστήματος- τότε 
τα πράγματα διαφέρουν. Αν το or είναι σημείο συσσωρεύσεως από αριστερά, 
τότε η ύπαρξη τοπικού μεγίστου στο α συνεπάγεται ότι /'(α ) > 0. Επίσης 
η ύπαρξη τοπικού ελάχιστου στο α συνεπάγεται ότι / '(α )  < 0. Ανάλογα 
ισχύουν και αν το α είναι σημείο συσσωρεύσεως από δεξιά.

Από τις παρατηρήσεις που προηγήθηκαν έγινε φανερό ότι πιθανά σημεία 
στα οποία η /  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο είναι εκείνα για τα οποία:

α) Υπάρχει η παράγωγος και είναι μηδέν, και

β) Δεν υπάρχει η παράγωγος.

Τα σημεία αυτά λέγονται κρίσιμα σημεία της / .

Θα δώσουμε τώρα ικανές συνθήκες για την ύπαρξη τοπικών ακροτάτων 
μιας συνάρτησης /  σε ένα εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της. Θα 
αρχίσουμε με ένα κριτήριο, γνωστό ως κριτήριο της πρώτης παραγωγού.

θεώρημα 5.102 'Εστω f : [α, β] -* R μια συνεχής συνάρτηση και χ0 ένα 
εσωτερικό σημείο του [α, β]. Υποθέτουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στα 
(α, χο) και (χο, β \  Τότε:

(I) Αν υπάρχει μια περιοχή (χ0 -  δ, χ0 +  δ) 9  [α, β] τέτοια ώστε f  (χ) > 0 
για χο -  & < χ < χο και f  (χ) < 0 για χο < χ < χο +  8 τότε η f έχει τοπικό
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μέγιστο στο χο.
(II) Αν υπάρχει μια περιοχή (χο— S, χο+ 5) [<*, β ]τέτοια ώστε f  (χ) < 0

για χο — δ < χ  < jco και f(x) > 0 για χο < χ < χο + δ τότε η f έχει τοπικό 
ελάχιστο στο Χο.

Απόδειξη

Ας αποδείξουμε μόνο την (i) μιας και η απόδειξη της (ii) είναι παρόμοια. 
Αν χ  € {χ0 — δ, χ0) από το θεώρημα Μέσης τιμής, υπάρχει ξχ e (χ, χ0) τέτοιο 
ώστε: / ( χ0) -  f i x )  =  C*b - * ) / '( & ) .  Αφού /'(£ ,) > Οκαι jc0 — jc > 0 έχουμε 
f i x )  < f i x  o).Vjt € (x0 -  S,x0).

Παρόμοια αν x  e (j>o> χο +  3 )τότε από το θεώρημα Μέσης τιμής υπάρχει 
ζχ € (χο» χ ) τέτοιο ώστε: / (jc) -  / ( λο) =  (χ -  χο)/'(£*). Αφού /'(£*) < Οκαι 
χ  -  χ ο  > 0 έχουμε / ( χ )  < /(*<>), Vjc € (χο, χο +  δ).

Επειδή η /  είναι συνεχής Vjc e *ο+<5)θα παίρνει κάθε τιμή μεταξύ
δυο οποιονδήποτε τιμών της. Συνεπώς f ( x )  < f ( x o )  Vjc e (a*> -<5,jc0 +  5) 
και άρα η /  έχει τοπικό μέγιστο στο χο. ·

Παράδειγμα 5.103

Ας βρούμε τα ακρότατα της /  : 1R -► R  με

f ix)  = jc  <  1 

jc >  1

Έχουμε:

/ 'W  =  {

ενώ η / '( I )  δεν υπάρχει, αφού

jc  <  1 

jc  >  1

χ2 - 1/ - ( !> =  lim { 0> -- lim
JC -  1 χ - *  ι  -  JC -  11- =  2

και
/+(1) =  lim

X—+ I +
f i x ) - f O )

x  — 1 lim
x —* 1-

2  - j c -  I  

jc  -  1
=  -1

Αρα τα κρίσιμα σημεία της /  είναι τα 0 (που μηδενίζεται η παράγωγος) και 
1 (που δεν υπάρχει η παράγωγος).

Παρατηρούμε ότι / ' ( χ )  < 0 για χ  < 0 και f ' (x)  >  0 για 0 < jc  <  1. 
Επειδή η /  είναι συνεχής στο 0 συνεπάγεται ότι η /  παρουσιάζει στο 0 
τοπικό ελάχιστο το /(0 )  =  0. Επίσης επειδή / ' ( jc )  > 0 για 0 < jc  < 1 και 
f ' ( x )  < 0 για χ  > 1 και η /  είναι συνεχής στο 1 θα παρουσιάζει στο 1 
τοπικό μέγιστο το / ( I )  =  ι. Για ίο πρόσημο της / '  μπορούμε να κάνουμε το 
παρακάτω σχήμα από το οποίο έχουμε τον ακόλουθο πρακτικό κανόνα:

ο

Ο 1
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Όταν η παραγωγός μιας συνεχούς συναρτήσεως αλλάξει πρόσημο σε ένα 
σημείο από— σε +  τότε παρουσιάζει σ'αυτό το σημείο τοπικό ελάχιστο, ενώ 
όταν αλλάξει από + σ ε -  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. Αυτό σημαίνει ότι στα 
σημεία που παρουσιάζει ακρότατα αλλάζει η μονοτονία της συναρτήσεως.

Παρατήρηση 5.104

Η υπόθεση της συνέχειας στο Θεώρημα 5.102 δεν μπορεί να παραληφθεί. 
Π.χ. για την συνάρτηση

f (x)  =
χ φ  0 
χ = 0

είναι / ' (χ )  = 2χ,χ Φ 0 που είναι θετική για χ  > 0 και αρνητική για χ  < 0, 
αλλά στο Οδεν παρουσιάζει ακρότατο, αφού στο 0 δεν είναι συνεχής.

Παρατήρηση 5.105

Το αντίστροφο του θεωρήματος 5.102 δεν ισχύει. Η αλλαγή του προσήμου 
της / '  δεν είναι γενικά αναγκαίο κριτήριο για την ύπαρξη ακροτάτου. Για 
παράδειγμα αν η /  ταλαντώνεται στην περιοχή του σημείου δεν μπορούμε 
να μιλάμε για αλλαγή προσήμου της / '(* )  όταν το χ  είναι κοντά στο χ0, 
αφού η /  δεν είναι μονότονη στην περιοχή του χ0. Σε κάθε τέτοια περιοχή η 
/ '  έχει τιμές με διαφορετικό πρόσημο και την ίδια στιγμή στο jc0 μπορεί να 
παρουσιάζει ακρότατο. Ας δούμε ένα τέτοιο παράδειγμα.

Παράδειγμα 5.106

Έστω /  ://?-► R  με

/ ( * ) =  ί ( 2 - ·» ^ ) Ι* Ι .  χ φ ®
(0, χ  =  0

Παρατηρούμε ότι είναι f { x ) > 0, Υχ Φ Οκαι /(0) =0,δηλ. f ( x )  > /(0 )  =  0. 
Συνεπώς η /  παρουσιάζει στοθ ολικό ελάχιστο. Για χ  > 0 έχουμε:

/ ' (χ )  = 2 — sin— +  —cos—.
X X X

Τότε /( jp j· )  = 2  +  2 π ν >  Οκαι/ '  = 2 -  (2νπ + π)  < 0  δηλ.

f  ( 2^ )  ^ + 1)π) < °
που σημαίνει ότι η / '  αλλάζει πρόσημο σε μια δεξιά περιοχή του μηδενός. 
Το ίδιο συμβαίνει και για χ  < 0. Έτσι η / '  παίρνει και από τις δυο μεριές 
του Λο =  Οκαι θετικές και αρνητικές τιμές.
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Το Θεώρημα 5.102 εφαρμόζεται κυρίως για να εξετάσουμε τα ακρότατα 
μιας συναρτήσεως στα σημεία που δεν είναι παραγωγίσιμη. Αν η συνάρτηση 
έχει παραγωγούς ανώτερης τάξης, τότε το παρακάτω κριτήριο είναι πολύ 
χρήσιμο.

θεώρημα 5.107 (Κριτήριο υ-οστήςπαραγωγού). 'Εστω! : I -> R όπου 
I ένα διάστημα και χ0 ένα εσωτερικό σημείο του I. Υποθέτουμε ότι η 
Ιίυ), ν > 2 υπάρχει και είναι συνεχής σε μια περιοχή του χ0 και ακόμα ότι

f  (χ0) =  Γ(χο) =  . . .  =  f^- υ(Χο) =  0 αλλά |Μ (Χο) φ  0.

Τότε:
i) Αν ν άρτιος και Γμ)(*ο) > 0 η f έχει τοπικό ελάχιστο στο χ0. 
Η) Αν ν άρτιος και f  υ)(Χο) < 0 η f έχει τοπικό μέγιστο στο χ0.
Ill) Αν υ περιττός η f δεν έχει ακρότατο στο χο.

Απόδειξη

Εφαρμόζουμε τον τύπο του Taylor στο χ0 και έχουμε για χ  € / ότι: 

/(■*) =  / ( χο) +  — ~/'(χο) +  — 2?”^— +  · · ·

ή

{X -Χο)ν * ,)
( V  -  1 ) !

Γ - ηΜ  +
(χ  -  ■*») 

ν\
/ Μίξ)

/(* )  =  /(*<>) + V] Ο)

για κάποιο ξ μεταξύ των χο και χ. Τον τύπο του Taylor παραπάνω τον 
πήραμε με υπόλοιπο κατά Lagrange. Αφού η f (v) είναι συνεχής σε μια 
περιοχή του χο και f (v\xo) φ  0, από το Θεώρημα 4.17 υπάρχει μια περιοχή 
Μ(*ο) τέτοια ώστε f {v\ x )  φ  0. Δηλαδή, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε 
f (v\ x )  Φ 0Jix.£ Ns(xo) ή f (v\ x ) Φ 0, Vjc e (xQ -  δ, xo +  <5). Αν πάρουμε το 
χ  να ανήκει σ’αυτήν την περιοχή jV«(.r0) τότε και ξ e Ns(xo). Κατά συνέπεια 
οι / (νΗξ) και / (1,)(jc0) έχουν το ίδιο πρόσημο.

(i) Αν υ άρτιος και / {ν\χο) > 0 τότε για χ e Ν&(χο) έχουμε / y)(£) > 0 
και (χ - χ ο ) ν > 0. Αραη (1) δίνει /(* )  > / ( λ*>), Vχ  e Ns(xο) Π / που σημαίνει 
ότι η /  έχει τοπικό ελάχιστο στο λγο.

(ii) Αν μ άρτιος και / {ν)(χ0) < 0 τότε / (υ>(ξ) < Οκαι (χ - χ ο ) ν > 0. Αρα 
η (1) δίνει / ( χ )  < / ( x 0). V.r e Νδ(χ0) n  /  που σημαίνει ότι η /  έχει τοπικό 
μέγιστο στο χο.



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 379

(iii) Αν ν περιττός τότε το (χ - χ ο ) ν είναι γνήσια θετικό αν χ  > χο και 
γνήσια αρνητικό αν χ  < χ0. Κατά συνέπεια αν χ  e  Ns(xo) το - ~ί°}- · / (ν,)(£) 
θα έχει αντίθετα πρόσημα αριστερά και δεξιά του χο· Πιο αναλυτικά αν 
f (v\ x ο) > 0 τότε f ( x )  < / ( λδ) για χ 0 -  δ < χ < χο και / ( χ )  > / ( j^) για 
χο <  χ  < χο + δ. Αρα στο χο δεν έχει ακρότατο. Παρόμοια αν f (v)(xo) < 0. 
•

Πόρισμα: Έστω f : I —► R όπου I ένα διάστημα και Xq εσωτερικό σημείο 
του I. Υποθέτουμε ότι η f" υπάρχει και είναι συνεχής σε μια περιοχή του Χο, 
και ακόμα ότι f(xo) =  0 και f"(xo) φ  0. Τότε αν f"(xo) > 0 η f έχει τοπικό 
ελάχιστο στο χο και αν Γ(χο) < 0 η f έχει τοπικό μέγιστο στο χο.

Απόδειξη

Θα δώσουμε μια απόδειξη ανεξάρτητη από το Θεώρημα 5.107. Αφού 
/ '(x 0) =  0 από τον ορισμό της /" ( λb) έχουμε:

/"(*ο) =  KmJS0
/'(*) -  f\Xp) 

χ -  Χο
/'(* )=  lim

X  “

Υποθέτουμε ότι f ”(x0) < 0. Τότε

------- < 0, Vac e ( χ ο - Μ ο  +  δ)·
χ  -  Χο

Τότε θα έχουμε / ' (χ )  > 0, Vac e (xo -  δ, ατ0) και f \ x )  < 0, Vx € (χο,χο +  δ)· 
Από το Θεώρημα 5.102 έχουμε ότι το / ( χ 0) είναι τοπικό μέγιστο της / .

Η περίπτοοση /" (χ0) > 0 εξετάζεται ανάλογα. ·

Παράδειγμα 5.108

Θα εξετάσουμε αν η συνάρτηση /(χ )  =  χ3 +  5, χ e IR παρουσιάζει 
ακρότατα.Έχουμε / '(χ )  =  3χ2κα ι/ ' (χ )  — Οότανχ =  0. Επειδή /"(χ) =  6χ 
και/"(0) =  0 το παραπάνω πόρισμα δεν εφαρμόζεται. Όμως / '"(χ) =  6 > 0. 
δηλ. η πρώτη μη μηδενιζόμενη παράγοογος ανώτερης τάξης είναι περιττού 
βαθμού. Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.107, (iii) η /  δεν παρουσιάζει ακρότατα 
στο 0.

Παράδειγμα 5.109

Έστω /(χ )  =  cosx -  1 +  j* 2»* e IR. Τότε είναι: /( χ )  =  - s in x  +  
x . f"(x)  =  —cosx +  1, /'"(χ) =  sinx, = cosx. Προφανώς /'(0 )  =
0, /"(0) =  0, f m{0) =  0 και f (4>(0) =  1. Έτσι η πρώτη μη μηδενιζόμενη 
παράγοογος ανώτερης τάξης είναι άρτιου βαθμού. Αρα η /  παρουσιάζει στο 
0 τοπικό ακρότατο που είναι τοπικό ελάχιστο, αφού / (4ί(0) > 0.

Παράδειγμα 5.110
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Έστω f ( x )  =  jc*, χ  > 0 . Τότε / '(* )  =  λ*(1 +  logx) και / '(* )  =  0 για 
χ  = — 1 Συνεπώς σύμφωνα με το πόρισμα η /  παρουσιάζει στο
χ = ~ τοπικό ελάχιστο ίσο με /  (λ) =

Ένα άλλο πρόβλημα σχετικό με τα ακρότατα είναι η εύρεση της μι
κρότερης και της μεγαλύτερης τιμής μιας συνάρτησης που ορίζεται σε ένα 
διάστημα. Με άλλα λόγια είναι το πρόβλημα της εύρεσης του infimum και του 
supremum της / .  Για το πρόβλημα αυτό εργαζόμαστε ως εξής διακρίνσντας 
δυο περιπτώσεις, αν το διάστημα είναι ανοιχτό ή κλειστό:

1) Το διάστημα (α, β) είναι ανοιχτό
Έστω ότι υπάρχει ένας πεπερασμένος αριθμός ριζών της / ' ( χ )  =  0 και 

ότι a < χ χ < χ 2 < . . .  < χ ν < β.  Υποθέτουμε ότι ρ  από αυτές τις τιμές 
δίνουν τοπικά μέγιστα και q τοπικά ελάχιστα, όπου p  + q <ν .  Έστω Μ 0 το 
μεγαλύτερο από τα ρ  τοπικά μέγιστα και m0 το μικρότερο από τα q τοπικά 
ελάχιστα. Τότε το Μο είναι το supf και το mo το inff στο διάστημα 
Για να βρούμε τότε το supremum και το infimum της /  στο (α, β) πρέπει 
να εξετάσουμε τα ακραία διαστήματα (α,*ι) και (jcw, β ). Σε κάθε ένα από 
αυτά τα διαστήματα η /  είναι μονότονη και συνεπώς τα limjt-a+ / ( χ )  =  A 
και lixx\χ-*ρ- /{χ )  =  Β υπάρχουν στο ZR (είναι πραγματικοί αριθμοί ή ± ο ο ).
Τότε

Μ — sup f{x)  — max{Mo,At B)
<*<Χ<β

m =  inf / ( χ )  — min {mo, Α,Β).α<χ<β

Αν η / '  δεν έχει ρίζες στο (α, β ) τότε η /  είναι μονότονη και Μ  =  max (A , Β) 
και m =  mi η {A, Β).

2) Το διάστημα [α, β] είναι κλειστό.

Τότε αν η /  είναι και συνεχής θα παίρνει την μικρότερη και την μεγα
λύτερη τιμή σε κάποιο από τα κρίσιμα σημεία ή στα άκρα του διαστήματος. 
Δηλαδή θα είναι Μ  =  max{/(a), /{β) ,  Mq) και m =  m in { f (a )J ( f i ) ,m 0).
' Οπα>ς είναι γνωστό τα Μ  και m είναι τιμές της συναρτήσεως.

Σημείωση

Αν το διάστημα είναι από τη μια μεριά κλειστό και από την άλλη ανοιχτό, 
εφαρμόζουμε αντίστοιχα τις παραπάνω περιπτώσεις.

Επίσης ένα κριτήριο για· την ύπαρξη ολικών ακροτάτων μπορούμε να 
πάρουμε από το Πόρισμα του Θεωρήματος 5.107.

Έστω f μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα I, παραγωγίσιμη στο 
εσωτερικό του I και f  (x0) =  0 για ένα εσωτερικό σημείο του I. Τότε αν °



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 381

f'(x) < 0, για όλα τα χ στο εσωτερικό του I το f (χο) είναι ολικό μέγιστο και 
αν Γ(χ) > 0, για όλα τα χ στο εσωτερικό του I το f(xo) είναι ολικό ελάχιστο.

Παράδειγμα 5.111

Ας αποδείξουμε με την βοήθεια των ακροτάτων την ανισότητα: 

x a — 1 > α(χ — 1), a  > 1, χ > 0.

Θεωρούμετηνσυνάρτηση / ( χ ) =  χα- α χ + α - 1 ,χ  > Ο.Τότε / '( χ ) =  αχα~'ί-  
α, f"(x) = α ( α -  \)χ?~2. Είναι / ' ( χ ) =  Ογια χ =  1 και /" ( I )  =  α(α -  1) > 0. 
Συνεπώς η /  παρουσιάζει για χ =  1 τοπικό ελάχιστο το /(1 ) =  0. Αυτό όμως 
είναι και ολικό γιατί f(x )  < 0 αν 0 < χ < 1 και / ' (χ )  > 0 αν χ > 1. Αρα 
είναι f(x) > / ( I )  = 0 ,ν *  >  Ο,δηλ. j f - a x + a  -  1 >  0 ή ^ “ -  1 > o (jc-  1).

Προσοχή: Οι ανισότητες αποδεικνύονται βρίσκοντας τα ολικά ακρότατα 
και όχι τα τοπικά.

Παράδειγμα 5.112

Έστω / ( χ ) =  tghx, χ e Β. Τότε είναι f \ x )  = > 0,V* € IR.
Συνεπώς η /  είναι γνήσια αύξουσα και δεν έχει ακρότατα. Για την /  έχουμε:

supf(x)=  lim f ( x ) =  1, in f f ( x )=  lim f ( x )  = -1.
* —►+00 Jt^-oo

Παρατήρηση 5.113

Θα κάνουμε τώρα μια γενική παρατήρηση που αφορά την μονοτονία και 
τα ακρότατα μιας συνάρτησης.

Τα σημεία στα οποία μια συνάρτηση /  παρουσιάζει ακρότατα και τα 
διαστήματα μονοτονίας δεν αλλάζουν αν η /  πολλαπλασιαστεί-με θετική 
σταθερά και απλώς αντιστρέφεται η φύση τους αν η /  πολλαπλασιαστεί με 
αρνητική σταθερά.

Τα διαστήματα μονοτονίας μιας σύνθετης συναρτήσεως / [ φ ( χ ) ]  είναι τα 
ίδια με αυτά της φ(χ)  αν η /  είναι μονότονη. Τα ακρότατα είναι τα ίδια αν η 
/ ( μ) είναι αύξουσα και αντίθετης φύσης αν η /(« ) είναι φθίνουσα.

Το αλγεβρικό άθροισμα συναρτήσεων της ίδιας μονοτονίας είναι μο
νότονη συνάρτηση. Το γινόμενο συναρτήσεων της ίδιας μονοτονίας, που 
έχουν παντού το ίδιο πρόσημο είναι μονότονη συνάρτηση κ.τ.λ.

Π.χ. για να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση /(* ) =  log (e* +  είναι
αύξουσα για χ  > e, αρκεί μόνο να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση £(■*) =  7^1 
έχει αυτή την ιδιότητα.
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Για να εξετάσουμε τα ακρότατα της f{x)  =  eV°C Jinx)i1 χ 6 ZR αρκεί να 
βρούμε τα ακρότατα της g{x) =  {xs inxf  αφού η u =  t fx  και η eu είναι και 
οι δυο αύξουσες συναρτήσεις.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι μεταξύ δυο διαδοχικών τοπικών μεγίστων μιας 
συνεχούς συνάρτησης υπάρχει ένα ελάχιστο.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι στα χ\ και χ2 του πεδίου ορισμού της, η συνάρτηση 
/  παίρνει μέγιστα. Τότε υπάρχει ένα δ > 0 τέτοιο ώστε: / '(* )  < 0, Vjc e 
(jti , λγι -Η 6) και / ' (χ)  > 0,Vx e (χ2 -  δ,χ2). Επειδή η /  είναι συνεχής στο 
κλειστό διάστημα [χι , λ*] θα παίρνει ελάχιστο σε κάποιο σημείο *0, που 
σύμφωνα με τα προηγούμενα είναι διάφορο των χχ και λ*.

2. 'Εστω f : [or, β] -*■ R παραγωγίσιμηστο [α, β] με f(a) =  ί'(β) =  0 και 
f(a) < ΐ(β).

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

g(*) = α < χ  < β  
χ  = α

είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμηστο (α, β] με £(β) < 0.
β) Να αποδείξετε ότι η g παίρνει το μέγιστο σε ένα εσωτερικό σημείο 

του [or, β] και να συμπεράνετε ότι υπάρχει c € (α, β) τέτοιο ώστε:

f(c) = f(c) -  ((a) 
c —a

Απόδειξη

α) Έχουμε:

-Jim g(x) =  Iim --------- -— - =  /'(<*) =g(a)

και άρα η g είναι συνεχής στοά . Επειδή είναι συνεχής και στο (α, β], αφού 
η /  είναι συνεχής σ'αυτό. συνεπάγεται ότι η g είναι συνεχής στο [α,β]. Για 
να αποδείξουμε ότι είναι παραγωγίσιμη στο (α, β] αρκεί να αποδείξουμε ότι 
είναι παραγωγίσιμη στο β. Έχουμε:

g’(x) =  /< * > (* -« )- /(■ * )  +  /(« )
C* -  or)2

Ο
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Άρα:

8%β)
/ (β )  ~  /(<*) 

(β -<*)2 
8(β)

(αφού

β - α < 0 (αφού

ί \ β )  =  0)

/(α ) < /{β))

β) Αφού 8'(β) < 0, οστό το Θεώρημα 5.36 υπάρχει δ > ο τέτοιο ώστε- Β(χ\ > 
8(β), ν χ € ( β - δ ,  β). Επειδή ξ (β) > 0 έχουμε g{x) > ξ{β) > 0  =  gA  * 
η g δεν παίρνει μέγιστο στα or και β. Αφού όμως είναι συνεχής στο [α β] θα 
παίρνει το μέγιστο σε κάποιο εσωτερικό σημείο c e (α, β). Τότε σύμφωνα υε 
το Θεώρημα του Feimat θα είναι g'(c) =  0. Αλλά ^

gXc) =  ~ /(« )
c - a  (c -  a)2

οπότε
/'(c ) /(c) -  /(α) 

c — a

Σημείωση L

Η υπόθεση /'(α ) =  /'(/?) =  0 δεν είναι ουσιαστική, γιατί αν / ' (a)  =  
/'(/3) φ  0 τότε θεωρούμε την συνάρτηση /(* ) -  xf'(a).

Σημείωση 2.

Η παραπάνω εφαρμογή είναι γνοοστή ως θεώρημα Μέσης τιμής του Flett 
που συνήθως διατυπώνεται ως εξής:

Έστω f : [<*,β] -> R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [or, β] με 
f  (α) =  ΐ(β) =  0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει c 6 (α, β) τέτοιο ώστε:

f ( c ) ^  « !> -« « > , 
c — a

3. Ποιες από τις εφαπτόμενες της έλλειψης

χ2 +  xy +  y2 =  3 (Ε)

απέχουν περισσότερο από την αρχή των αξόνων;

Λύση
Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο (xQ, y0) είναι η 

(2*> +  yo)x + (χο +  2γο)γ - 6  =  0.
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Η απόστασή της από την αρχή των αξόνων είναι η

_____________6______________________6

•y/(2to +  3b)1 +  (xq +  2y0)2 y / l 5 +  3xoyo
(1)

Αφσύ ο αριθμητής στην (1) είναι σταθερός, μεγιστοποίηση της (1) σημαίνει 
ελαχιστοποίηση του παρονομαστή. Ακόμα η παράσταση +3_τ0Υο θα 
έχει την μικρότερη τιμή όταν το 15 Η- 3jc0 έχει την μικρότερη τιμή, και 
αυτό θα συμβαίνει όταν το x0y0 έχει την μικρότερη τιμή. To x0yo μπορεί 
να είναι αρνητικό αλλά είναι φραγμένο κάτω αφού το 15 +  3jco_yo είναι 
αναγκαστικά θετικό όταν το (jco, yo) ανήκει στην έλλειψη. Αρα το πρόβλημα 
είναι ισοδύναμο με το εξής:

όταν δοθεί ένα σημείο (χ , y) που να ικανοποιεί την (Ε) να βρεθεί το 
ελάχιστο της ρ  =  xy.

Έχουμε
2 x + y  
x + 2y

και ρ' = 2
y2 - x 2 
χ + 2 y

Εξισώνοντας με το 0 την ρ'  βρίσκουμε ότι η ρ  θα έχει ακρότατα στα σημεία 
τομής των ευθειών y — χ  και y — - χ  με την έλλειψη. Αυτά τα σημεία είναι τα 
(1,1), ( -1 , -1 ) για την πρώτη κα ι(\/3 . —</3) ,(-> /5 , ->/3)γνα τηνδεύτερη. 
Οι αντίστοιχες τιμές του ρ  είναι 1 και -3. Είναι προφανές ότι η πρώτη δίνει 
μέγιστο και η δεύτερη ελάχιστο, το οποίο και ζητάμε. Αρα οι εφαπτόμενες 
στα σημεία (>/3, - \ β )  , και (—/3, -V 5) είναι οι ζητούμενες. Από την (1) 
έχουμε ότι και οι δυο βρίσκονται σε απόσταση JZ.

4. Για την μεταφορά εμπορεύματος από έναν τόπο Α σε έναν άλλο Β 
(βλέπε σχήμα 5.11) χρησιμοποιούμε δυο διαφορετικά συγκοινωνιακά μέσα. 
Από το Α μέχρι το Σ καταβάλλουμε 6ι δραχμές κατά τόννο και χιλιόμετρο 
και από το Σ στο Β &ι δραχμές. Να βρεθεί η θέση του Σ ώστε η συνολική 
δαπάνη μεταφοράς ενός τόννου εμπορεύματος από το Α στο Β να είναι η 
ελάχιστη δυνατή.

Λύση

Η συνολική δαπάνη μεταφοράς είναι

5,(α -  λγ) +  <$2·νΛ2 +  Λ2.
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Συνεπώς το πρόβλημα ανάγεται στο να βρούμε το ελάχιστο της συνάρτη
σης

f{x)  =  Βι{α — χ) +  <$2·/*2 +  Λ2, 0 < χ < α.

Σχήμα 5.11

Είναι
/'<*> =  -S , +

που μηδενίζεται στο σημείο χ — f ' h . >  ί Χ. Διαπιστώνουμε εύκολα
ν 5!-*?

ότι για αυτήν την τιμή του * η /"  είναι θετική. Συνεπώς για αυτό το χ  
παρουσιάζει ελάχιστο και μάλιστα ολικό. Για να είναι 0 < χ  < α πρέπει:
8th < c*y<$2 -  δ2.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ __________________________________________________

5.85 Να εξετάσετε αν ισχύει το Θεώρημα του Fermat για τις συναρτήσεις 
/(χ )  =  3χ2 -  1, χ  € [1, 2] και / ( λ) =  >/l -  tfc*, χ  e [-1,1].

5.86 Να βρεθούν το τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

a) f ( x ) = \ x 2- l \ , - 2 < x < 2  β) f{x) = \ - { x - \ f l 3, 0 < x  < 2

Y )/(*) =  * V * \ ; c €ZR δ ) / ( * )=

ε) /(■*) =  £(** +  lJArcig* -  f x 2 -  *=ί,χ e IR

στ) f(x) = ( * * 0 +  « « } ) . x ^  0 
[ ο, X =  0

ζ) /(* ) =  (1 -  χγ~*.χχ, 0 < jc < 1
1 ,  — 1 <  JC <  — i

W. “ 2 < Χ < 2
j  < χ  <4

η) /(*) =
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5.87 Να εξετάσετε αν στο 0 παρουσιάζουν τοπικό ακρότατοοι συναρτήσεις: 
α) / ( χ )  =  sinx +  £jc3, λ· 6 IR
β) / ( χ )  =  e* +  e~x +  2cosx,x  € IR 
Y) /(* )  =  sinx -  χ  + χ  ς  jR

5.88 Να αποδείξετε ότι για j  =  0 η / (* )  =  acoj* +  xsinx  έχει τοπικό 
ελάχιστο αν a < 2  και τοπικό μέγιστο αν α > 2.

5.89 Να αποδείξετε ότι η

A x ) ^ ( t g x y inx- ea>̂ 0 < x  <1
2

έχει τοπικό ελάχιστο για χ =

5.90 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

/<*) = jc >  0  

* < 0

έχει ολικό ελάχιστο στο 0, αλλά η / '  δεν αλλάζει πρόσημο στην περιοχή 
του 0.

5.91 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

/(jr)ss | 2 - χ* ( Ι - * / λ1). χ * 0

έχει ολικό μέγιστο στο 0, αλλά η /  δεν είναι μονότονη σε κάθε περιοχή 
τσυΟ.

5.92 Να βρεθούν τα ολικά ακρότατα των συναρτήσεων:
α) f i x )  =  Artgfcj-. χ 6 [0 ,1] β) /(* )  =  e** -  χ , χ  e [0,2]

Υ )/(*) =  & |,* € [ 0 ,2 ]  δ ) / ( χ )  = |1 - jc2| +  |jc| , - 1  < χ  <2

J |0 ,  χ =  0

5.93 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f i x )  =  — Κ—  tghx, χ  elR  coshx

έχει μέγιστη τιμή ίση με y/2.
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5.94 Δίνεται η συνάρτηση:

/(* ) =  2*Jx — logx, χ e Ε +.

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ολικό ελάχιστο της / .  
β) Να αποδείξετε ότι:
*)/(■*)> 0, V* € R + ϋ)  0 < ^S£ < -2^ in)  lim^^+oo = 0.

5.95 Να αποδείξετε ότι:

or) jc" \logx\ < — , 0 < x  < 1, a > 0. a.e

β ) x l x̂ 5  1 +  ——xz,Vx 6 [l,e].2y/x

5.96 Να αποδείξετε ότι:

xy < +ylogy,Vχ € IR,y > 0.

Πότε ισχύει το =;

5.97 α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

logx =  αχ, χ  > 0

έχει λύση, αν και μόνο αν, ae < 1. Η λύση αυτή είναι μοναδική αν 
2ae =  1. Επίσης να αποδείξετε ότι

dogx < χ, χ  > 0

και ότι η ακολουθία χν, ν € IN με

Χι > e και x„+i =  elogxv

συγκλίνει στο e.

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

logx =  αχ1, χ  > 0

έχει λύση, αν και μόνο αν, 2ae < 1. Η λύση αυτή είναι μοναδική αν 
2ae =  1. Επίσης να αποδείξετε ότι η ακολουθία χν, υ e IN με

χ\ > *Je και jcv+i =  j2elogxv

συγκλίνει στο *fe.
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5.98 Έστω /  μια μη αρνητική συνάρτηση που έχει παραγωγούς μέχρι 3ης 
τάξης στοδιάστημα (0,1). Να αποδείξετε ότι αν η /  έχει τουλάχιστοδυο 
ρίξες στο διάστημα (0,1), τότε η τρίτη παράγωγος /" 'έχε ι τουλάχιστο 
μια ρίζα στο διάστημα (0,1).

5.99 Έστω /  : [α, β] -► IR μια παραγωγίσιμη συνάρτηση. Να αποδείξετε 
ότι:

α) Αν η /  παίρνει την ελάχιστη τιμή της στοά, τότε / ( α )  > 0, ενώ αν 
παίρνει την ελάχιστη τιμή της στο β  τότε / ' ( β )  < 0.
β) Αν / '(α )  < 0 < / ' (β ) .  τότε υπάρχει c e ( α , β ) : f ' (c)  =  0.

5.100 Δυο παράλληλες ευθείες τέμνονται από μια άλλη ευθεία ΑΒ. Από ένα 
σημείο Γ της μιας παράλληλης φέρνουμε μια ευθεία η οποία τέμνει 
την ΑΒ στο Ρ και την άλλη παράλληλη στο β . Πως πρέπει να εκλεγεί 
αυτή η ευθεία ώστε το άθροισμα των εμβαδών των τριγώνων ΑΓΡ και 
QPB  να είναι ελάχιστο; (Γνωστό ως πρόβλημα του Vlvlani, μαθητή 
του Γαλιλαίου).

5.101 Έστω ΑΒ Γ ένα ισοσκελές τρίγωνο (ΑΒ = ΒΓ) και Ρ ένα σημείο του 
ύψους Β Ο. Για ποιά θέση του Ρ το άθροισμα των αποστάσεων του Ρ 
από τις κορυφές είναι ελάχιστο;

5.102 Δίνεται μια ευθεία (ε) και δυο σημεία Ρ\ και Ρι προς το ίδιο μέρος της 
(ε). Να βρεθεί σημείο Ρ  στην (ε) έτσι ώστε το άθροισμα ΡΡ\ +  ΡΡ2 να 
είναι ελάχιστο. (Αρχή της ελάχιστης δράσης του Fermat).

5.103 Να βρεθεί ο μεγαλύτερος όρος της ακολουθίας: α ν = ζϊ+ζμ* ν € W.

5.104 Να βρεθεί το μέγιστο σφάλμα στην προσέγγιση: y/x ~  ^  +  f χ . 0 < 
* < 1.

§ 5.13. ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΙ ΚΟΙΛΕ! ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ- ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

Η έννοια της κυρτής συνάρτησης παίζει πολύ σημαντικό ρόλο σε πολλούς 
τομείς των Μαθηματικών και ειδικά em|v μοντέρνα θεωρία της βελτιστο
ποίησης. Θα δώσουμε την έννοια της κυρτής συνάρτησης και θα δούμε ποιά 
είναι η σχέση της με την παραγώγιση. Πρώτα απ’ όλα θα αναφέρουμε μια χα
ρακτηριστική ιδιότητα του διαστήματος. Έστω το διάστημα (χι, *2) και ένα 
χ  € (χι, χ2). Θέτοντας λ =  έχουμε ότι λ € (0 ,1)και* =  λ*ι + (1 -X )jc2.

Αντίστροφα, αν λ e (0, 6  τότε κάθε χ που γράφεται οος χ =  (1 - λ ) χ 2
ανήκει στο (χ^χζ), αφού x, < kx{ +  (1 -  λ)χ2 < χ2· Λέμε τότε ότι κάθε 
χ € (χι,Χϊ ) παριστάνεται με έναν κυρτό συνδυασμό των άκρων χι και χ2·
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Ορισμός 5.114 Έστω I C R  ένα διάστημα. Μια συνάρτηση f : I -* R 
λέγεται κυρτή στο I αν για κάθε λ με 0 < λ < 1 και οποιαδήποτε χι και χ2 
στο 1 ισχύει

ί(λχι +  (1 -  λ)χ2) < λί(χι) +  (1 -  λ)ί(χ2).

Η ίθα λέγεται κοίλη αν η — f είναι κυρτή.

Έτσι αν η /  είναι κυρτή και χ ι,χ ζ € / τότε η χορδή που συνδέει τα 
σημεία (χΐ5 /(χ ,)), (χ2, /{%)) του γραφήματος της /  βρίσκεται πάνω από το 
γράφημα της /  (βλέπε σχήμα 5.12).

Σχήμα 5.12

Παράδειγμα 5.115

Η συνάρτηση /(χ )  =  χ2,χ  € 1R είναι κυρτή. Πραγματικά* για κάθε 
χχ,χζ 6 IR και λ € [0,1] έχουμε:

/(λ χ ι +  (1 -λ ) χ 2) =  λ2χ 2 +  2λ(1 — λ)χιχ2 +  (1 — λ)2χ |
< λ2χ 2 + λ( 1 -  λ)(χ2 +  χ\) +  (1 -  λ)2χ2 

(αφού 2 χ ι χ 2  < χ 2  +  χ |)
=  λχ? +  (1 -  λ)χ2 =  λ /(χ0  +  (1 -  λ ) /(χ 2).

θεώρημα 5.116 Μια συνάρτηση f : I R θα είναι κυρτή στο διάστημα
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I, αν και μόνο αν, Vxi,x2 € I ισχύει:

f  (X) < f  (Χ2) +
f (x i) - f (x z )

XI -  X*
(x - x2),Vx € [ xi, x2] (1)

Απόδειξη

Έστω ότι η /  είναι κυρτή στο / .  Παίρνουμε χι , χ ι  c  /  με λ:, <  χ2 
και έστω χ  € [χχ, λ*]. Τότε υπάρχει μοναδικό λ € [0,1] τέτοιο ώστε : 
χ  = λχι +  (1 -  λ)*2. Επομένως θα έχουμε λ =  και

/ (X)  =  /(λ τ ,+ (1 -λ )Λ ϊ) <λ/(*ι) + (1 -λ ) /(* 2)

=  f i x i )  +  λ [ / ( Α Γ , )  -  f i x 2)\ =  f ( x 2) +  ΖίΧι) ~  f ^ l (x _  χι)
Χ\ — Χ2

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει η (1) και έστω x\,Xl e /  και λ € [0,1]. 
Επίσης έστω χ =  λχι +  (1 — λ)χ2. Αν χ\ = χ2 τότε χι =  χ = χ2 και 
f{x) =  kf{xx) +  (1 -  λ)fixf). Έστω λοιπόν χχ # .χ2.Τότε:

1) αν jr, < χ2 =» χ χ < χ < χ2 και η (1) δίνει:

f i k x i  +  (1 -  λ ) χ 2) =  / { Χ) < f i Χι)  +  / f o > - / ( * » )
Χ , - Χ 2

=  / ( Χ ι )  +  λ [ / ( Χ ι )  ~  f i x 2))
=  λ /(χ ,) +  (1 -λ )/(α τ2).

2) αν χχ > χ2 => χ2 < χ < jc, και η (1) δίνει:

/(λ χ , +  ( 1 - λ ) * 2) /(*> < / < * , ) + — λ * ' \ χ _ χύ

Α η )  + / Μ - / Μ ( χ [
X i - X i

(κάνοντας τις πράξεις, προσθαφαιρώντας το 

λ/(* ,) +  (1 ~ λ ) /(* 2).·

Μια κυρτή συνάρτηση δεν χρειάζεται να είναι παραγωγίσιμη. Σαν 
παράδειγμα αναφέρουμε την f ( x)  = W>jr € Τα επόμενα θεωρήματα 
δείχνουν την σχέση κυρτότητας και παραγωγισιμότητας.
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θεώρημα 5.117 Έστω f : I -*· R μια κυρτή συνάρτηση στο διάστημα I 
και χο € 1. Τότε η συνάρτηση

g(x) =
f(x) -  f(Xp) 

x -  χο
X φ  Χο.X€ I

είναι αύξουσα.

Απόδειξη
Έστω χ$ εσωτερικό σημείο του I και Χχ, λ* € / με χχ < χ^. Τότε: 
α) Λο < xy < χ2 ή β) χ ι < Χ2 < χ 0 ή γ) χχ < *0 < χ2.
Έστω ότι ισχύει η α) δηλ. xq < χ χ < χ2. Θέτουμε λ =  οπότε 

Χχ =  λΛο +  (1 — λ)χ2. Από την κυρτότητα της /  παίρνουμε: / ( χ χ) < 
λ/(*ο) +  (1 -  λ )/(χ2) => / (Χχ) -  / ( χ 0) <  (1 -  λ)|/ ( χ 2) -  /(Χο)]

=» / ( Χ ι )  ~  /(Χο) < j ^ l f i x i )  ~  /(Χο)]
Διαιρώντας με χ χ — λο > 0 παίρνουμε:

ί ( Χ \ )  ~  ί (Χ ο .) <  /(x%) -  / ( X ο)
Χ ι - Χ ο  ~  Χι -  ΧΟ

δηλ. g(xi) < g(xi) που σημαίνει ότι η g είναι αύξουσα.
Η περίπτωση β) εξετάζεται ανάλογα. (Αφήνεται για άσκηση). Έστω ότι 

ισχύει η γ) δηλ. χι <χο < χ%. Από το Θεώρημα 5.116 ισχύει:

/(Χο  <  / (Χ ι )  +  —  —  ~  f { X l \ xo - X / )  =»
χ \  ~ χ 2

l f ( x ο) -  / ( Χ 2)\(Χχ -  Χ 2 )  > [ / ( Χ χ )  -  / ( χ 2)](χ0 -  χ2) ( Χ χ - Χ 2 <  0)
=  [ / (χύ  -  / (Χο)  -  {/(χί) -  / ( jc o ) } ] U o  -  χι)

ή
U(xο -  f ( x ζ)](Χι -  Χο) > [/(Χι) -  / ( χ 0)](χ0 -  Χ2). 

Διαιρώντας με (.*! — *0)(.x0 — χ2) > 0 παίρνουμε:

8(χι) = / (χ ί )  -  /(χρ) > 
χ ι - χ ο  ~

/(Χι) -  /(χο) 
Χι -  χο =  8(χι)

και άρα η g είναι αύξουσα. ·

Θεώρημα 5.118 Αν η f : I -> R είναι κυρτή στο I, τότε έχει πλευρικές 
παραγώγους σε κάθε εσωτερικό σημείο x0 € I και μάλιστα f'_(x0) < f ^ ) .
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Απόδειξη
Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα η g(x) =  είναι αύξσυσα.

Αφού χο εσωτερικό σημείο του /, υπάρχουν χι,Χ2 e / : < χ0 < χ2. Το
συμπέρασμα είναι προφανές, από το Θεώρημα 3.50. ·

Πόρισμα. Αν η f : I -► R είναι κυρτή στο I, τότε είναι συνεχής σε κάθε 
εσωτερικό σημείο του L

Απόδειξη
Έστω λ<) εσωτερικό σημείο του / .  Από το προηγούμενο θεώρημα η /  έχει 

πλευρικές παραγώγους στο χ0. Αυτό σημαίνει ότι η /  είναι συνεχής στο jc0 
από αριστερά και από δεξιά και συνεπώς η /  είναι συνεχής στο xq. ·

θεώρημα 5.119 Έστω!: I -*· R,I ανοιχτό διάστημα, μια παραγωγίσιμη 
συνάρτηση. Τότε η f είναι κυρτή στο I, αν και μόνο αν, η f  είναι αύξσυσα 
στο I.

Απόδειξη

Έστω ότι η / '  είναι αύξουσα στο /. Αν χ χ < χ < χ2, από το Θεώρημα 
μέσης τιμής έχουμε:

=  η η )

όπου τι < ξ < χ  < η < χ%. Αφού η / '  είναι αύξουσα, / '(£ )  < / ' ( η) δηλ.

(*2 -  x)[/(x) -  f{X\)] < ( x - x , ) [ / ( x 2) - / ( * ) ]
< (X -  Χι)[/(*ζ) -  f i x t ) -  { f i x )  -  /(* ,)} ]

από όπου παίρνουμε:

/ ( Λ , < / ( , ι )  +  / ! ί ϊ1 ^ Ζ < ί! 2 (Λ_
Χ2 - Χ ι

Επομένως από το Θεώρημα 5 .116η / είναι κυρτή στο I .
Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι η /  είναι κυρτή στο /  και χ\ < χ < χ2. 

Από το Θεώρημα 5.116 έχουμε ότι:

/(**> ~ f i x )  ^  f(xi)  -  f i x )  
χι — X ~ χ2 — χ

Παίρνοντας τα όρια όταν χ Χι+ και χ  -* χ 2— έχουμε ότι f i x  ι) < 
/ ' ( χ 2) που σημαίνει ότι η / '  είναι αύξουσα. ·
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Στην περίπτωση που η /  είναι δυο φορές παραγωγίσιμη, υπάρχει ένα πιο 
απλό κριτήριο για την κυρτότητα, που δίνεται στο επόμενο

Θεώρημα 5.120 Έστω f : I —► R μια συνάρτηση, για την οποία υπο
θέτουμε ότι υπάρχει η Γ για κάθε x του ανοιχτού διαστήματος I. Τότε η f 
είναι κυρτή στο I, αν και μόνο αν, f'(x) > 0, Vx e I.

Απόδειξη

Άμμεση συνέπεια των Θεωρημάτων 5.61 και 5.119. ·

Το επόμενο θεώρημα δίνει έναν άλλο χαρακτηρισμό για την κυρτότητα, 
για παραγωγίσιμες συναρτήσεις.

θεώρημα 5.121 Έστω f : I -* R συνεχής στο 1 και παραγωγίσιμη στο 
εσωτερικό του L Τότε η f είναι κυρτή στο I, αν και μόνο αν, το γράφημα 
τΠ5 f βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της σε οποιαδήποτε σημείο του 
γραφήματος της.

Απόδειξη

Έστω ότι η /  είναι κυρτή. Τότε f"(x) > 0,V* 6 / (Θεώρημα 5.120), 
δηλ. η / '  είναι αύξουσα. Η εφαπτομένη του γραφήματος στο τυχαίο σημείο 
(*ο, /(·%)), όπου χο e / είναιη^(χ) =  /(jt0)+(jt - jc0) f'(xo)· Θα αποδείξουμε 
ότι f (x)  > g(x), \/χ e /. Από το Θεώρημα μέσης τιμής θα έχουμε ότι:

αν χ < χο =* f (x)  -  f ( x ο) =  / ' ( ξ)(χ -  λο) > f'(xa)(x -  *ο ),* <ξ < χο
(αφού / '(£ )  < / ' (χο) και jc -  *> < 0)
aV X >  Χ0 f { X) -  / ( * 0) -  / \ η ) ( χ  - χ ο )  > / ' ( χ ο Κ χ  - χ ο ) , χ ο < η <  χ .
Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι το γράφημα της /  βρίσκεται πάνω από 

την εφαπτομένη της στο τυχαίο σημείο του / .  Έστω χι,Χ2 στο εσωτερικό 
του / με *, < *2. Τότε: /(* ,) > /(* 2) +  (jc, -  χ2)/ '(χ2) και / ( χ 2) > 
f ( X l )  +  (Xl - x t ) / ' ( * , ) .

α  ανισότητες αυτές, αφού χ2 -  Χχ > ο, -  χ2 < ο δίνουν

/ W  5  ^ - ~ { W  < /(« )■

Αυτό συνεπάγεται ότι η / '  είναι αύξουσα και άρα η /  είναι κυρτή σύμφωνα 
με το Θεώρημα 5.120. ·

Παράδειγμα 5.122

Ας αναζητήσουμε να βρούμε που είναι κυρτή και που είναι κοίλη η 
συνάρτηση /(* )  =  χ χ  χ , χ ς. ir. Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.120 αρκεί να
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εξετάσουμε το πρόσημο της Είναι / ' ( * )  =  e ~ * { \  -  2χ2) και / " ( * )  =  
2e~x\ 2 x 3 -  3*).

Συνεπώς /"(*) > 0 αν jc 6 ο) u  ( J \ , οο^ και f"(x)  < Ο αν

■* € ( - 00, - 7 | )  U (ο, . Αρα η /  είναι κυρτή στο σύνολο ( - ^ § ,  θ) υ

( / ΐ >  °0)  και κοίλη στο ( -ο ο , U (θ,

Παράδειγμα 5.123

Η συνάρτηση /(* )  = sinx,x  e [Ο, ~] είναι κοίλη στο διάστημα [Ο, | ]  
αφού /" (* )  — -s in x  < Ο, Vr € [Ο, £].

Αρα η χορδή Ο Α βρίσκεται κάτω από το τόξο της καμπύλης / ( χ )  =  
sinxyx  € [Ο, | ] .  Η εξίσωση της χορδής είναι y  =  ^χ  και συνεπώς έχουμε 
την πολύ χρήσιμη ανισότητα στην Ανάλυση:

2 π
—χ < sinx, Ο < χ  < —>.
π ~ ~ ~ 2

Υποθέτουμε τώρα ότι η / "  υπάρχει και είναι συνεχής στο ανοιχτό 
διάστημα (or, β)  και μηδενίζεται για πεπερασμένο πλήθος σημείων. Τότε το 
διάστημα (or, β) χωρίζεται σε περασμένο αριθμό υποδιαστημάτων σε καθένα 
από τα οποία η / "  διατηρεί σταθερό πρόσημο. Έτσι σε καθένα από αυτά 
τα υποδιαατήματα εφαρμόζεται το Θεώρημα 5.120. Το ζήτημα που μπαίνει 
είναι τι συμβαίνει στα σημεία (αν υπάρχουν) όπου η / '  αλλάζει πρόσημο. 
Στο σημείο αυτό δίνουμε τον επόμενο

Ορισμός 5.124 Έστω / c  IR ένα ανοιχτό διάστημα και f  : I IR 
μια συνάρτηση δυο φορές παραγωγίσιμη. Το σημείο (,ν0, / ( χ 0)) θα λέγεται 
σημείο καμπής της /  αν f'(xo) =  Ο και /" (  jc0— /i ) ./" ( jc0 +  Λ) <  Ο για Λ φ Ο 
τέτοιο ώστε: χο — h,xo + h e / .
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Παρατήρηση 5.125

Η συνθήκη /"{χο) =  Ομσνη της δεν είναι ικανή για να είναι το ( jc0 ,  / ( jc o ) )  

σημείο καμπής. Π.χ. η /(* ) = χ 4,χ e R  δεν έχει το (0,0) σημείο καμπής, αν 
και /"(Ο) =  0. Δεν αλλάζει εδώ πρόσημο η /".

Επίσης μπορεί /'(*ο) =  0, αλλά η / "  να μην υπάρχει V* e /. Τότε αν η 
f { x  ο) υπάρχει και η /"αλλάζει πρόσημο στην περιοχή του Xq, το (*0, f ( x 0)) 
είναι σημείο καμπής.

Από γεωμετρική σκοπιά, αν (χ0, /(*„)) είναι σημείο καμπής τότε η 
εφαπτομένη του γραφήματος της στο χ0, διαπερνά το γράφημα της / .

Για τα σημεία καμπής ισχύει το επόμενο

θεώρημα 5.126 Έστω f : I —► R όπου I ένα ανοιχτό διάστημα και x0 e I. 
Υποθέτουμε ότι η , ν > 3 υπάρχει και είναι συνεχής σε μια περιοχή του 
χο και ακόμα ότι:

f"(x0) =  ... =  f(l'“,)(x0) =  0, αλλά f^ixo) Φ 0.

Τότε αν υ περιττός το σημείο (xo, f(xo)) είναι σημείο καμπής της f.

Απόδειξη

Θέτουμε £ (* ) =  / '( * ) .  Τότε g'(x) =  /"(χ ), g"(x) =  f"’(x),.. .,g(v~2Hx) =  
f ( v-  D(x) και 1}(jc) =  / (u)(jc). Επειδή

g'(Xo) =  8"(*o) =  · · · =  S (v Z)(x0) = 0 και g{v l)(x0) Φ 0

με v -  1 άρτιο, από το Θεώρημα 5.107 η g παρουσιάζει στο jc0 ακρότατο. 
Συνεπώς η g' αλλάζει πρόσημο στην περιοχή του xq. Αλλά g'(x) =  /" (χ ) 
και άρα η J"  αλλάζει πρόσημο στην περιοχή του jcp, που σημαίνει ότι το 
(*ο, /  to ) ) είναι σημείο καμπής. ·

Παρατήρηση 5.127

Το Θεώρημα 5.126 μπορεί να ενσωματωθεί στο Θεώρημα 5.107, αν το 
τελευταίο συμπληρωθεί ως εξής: (ϋί) αν ν περιττόςτότε ηίδεν έχει ακρότατο 
στο Χο, αλλά έχει σημείο καμπής.

Σύμφωνα με τον Ορισμό 5.114 η /  θα είναι κυρτή σε ένα διάστημα /, αν 
για κάθε χ\,χζ e I και λ e [0,1] ισχύει:

f { k X l  +  (1 -  λ)*2) < λ/(*ι) +  (1 -  λ ) / ( Χ 2 .
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Αν θέσουμε k =  λ και μ  =  1 — λ έχουμε

f(,kxx +  μχι)  < k f  (*ι) +  μ / ( χ 2) με k +  μ  =  1.

Αυτό εύκολα μπορεί να γενικευτεί όπως δείχνει το επόμενο Θεώρημα.

θεώρημα 5.128 Η f είναι κυρτή σε ένα διάστημα I, αν και μόνον αν, 
Vxlt x2, . . . , χ„ 6 I, ν > 2 και α, > 0,1 < i < υ με λ, +  λ2 + . . .  +  λ* =  1 
έχουμε:

ϊ ( λ ΐ Χ ΐ  +  λ 2 Χ 2  "4" · · · “t" λ „ Χ „ )  < λ ι Γ ( Χ | )  +  λ 2ΐ(Χ2) ■+■·■· +  Xuf(xv) (A)

(ς>*)=ς\k=l /  k=l
XfcfiXk).

Απόδειξη

Έστω όχι ισχύει η (Α). Αφού ισχύει Vv > 2 θα ισχύει και για ν =  2 και 
ώρα από τον Ορισμό η /  είναι κυρτή.

Αντίστροφα, έστω ότι η /  είναι κυρτή και θα αποδείξουεμ ότι ισχύει η (Α).
Η απόδειξηθα γίνει με επαγωγή. Για ν =  2 ισχύει. Έστωχ χ ,χ2....... χ„, χ ν+ι €
/, λ| +  k 2 +  . . .  4* λυ +  λυ+ι =  Ι,λ, > 0,1 < ι < ν +  1.

Θέτουμε
λ =  λ( +  λ2 +  . · · +  λμ, μ  — 1 — λ.

Τότε μ  =  λμ+1.
Αν λ =  Οτότε λ, =  λ2 =  . · · =  λ„ =  0, μ  =  1 =  λ υ+, και

/ ( λ ιJCj +  λ2Χ2 +  · · · +  λ pX\f +  λι^-iXiH-l) =  /(.Χν+ΐ) 

f (X i*f l) =  λ| f { x i) +  k l f (x i)  +  .. . +  kvf(Xv) +  λμ+ι/(Λ·|;+ι)

απ’ την οποία προκύπτει ότι η (Α) ισχύει με το ίσο για ν +  I.
Αν λ > 0 θέτουμε:

m =  min{x\, χι .......

Μ =  max {*ι , χ ι ....... *ι»)

και

y\ =
λ| +  k2X2 +  · · · *4* λμΧμ
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Προφανώς

τη τηλ _  τη(λχΧχ 4- X2Xj 4- · ·· +  Κ χν)
Ί Γ ~  λ

λ | Λ| +  +  · · · +  λ„Χν
λ

< Λί(λιJCj + λ2-*2 4- · · · + λ,̂ Χμ) 
λ

= Μ,

δηλ.
τη < yi < Μ.

Οι Μ  και m ανήκουν στο /, αφού είναι κάποια από τα χ\, χ%,. . Χν. 
Επόμένως^ι e I.

Θέτουμε y2 = ·χυ+1. Αφού η /  είναι κυρτή θα έχουμε:

/(λ)»! +  Α%) < λ/0>ι) +  μ / ( γ 2),λ  +  μ  =  1, λ > 0,

δηλ.

Αλλά

/ (λ ΐ* ι  +  λΐΧ2 +  · · · +  λι>Χμ +  λυ+ιΧν»+ι) <

,  ̂( λ ΐ*  4* λΐΧ2  +  · · · 4- λνχ ν\
λ / Ι  --------------- ----------------  ) 4- K+lf(Xv+l)

1 = λιΧι 4~ λ 2·Χ2 4- ·· · 4· λμ-Εν. 
λ

και 0 < **·. Αρα από επαγωγή

, /λΐ-Χι +  λ2Χ2 4" · · · 4* λμΧμΝ λ« λ„
ί  ( -------------- 1--------------)  < - Ά χ ι )  +  ... +  Τ / Μ

— J & l f i X l )  +  λ2/ ( ^ 2) +  · ·· +  λ,,/ίΧμ)]

Η (Β) δίνει
/(λχΧχ 4- λ2*2 +  · · · +  λνχ μ +  λ,,+ ,,χ^.,) < 

λΐ /(*ΐ) + λΐ/(Χ2) 4- .. . +  Kf(Xv) 4- λΗ-ΐ/(ΛνΜ-ΐ). ·

(Β)

Οι ανισότητες του τύπου του Θεωρήματος 5.128 είναι γναχπές ως "ανι
σότητες του Jensen's" και έχουν πολλές και ενδιαφέρουσες εφαρμογές. Η 
πιο απλή μορφή είναι αν λι =  λ2 =  λ οπότε γίνεται
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Ας πάρουμε σαν παράδειγμα την / (* )  =  logx, χ  > 0 η οποία είναι κοίλη 
στο (0, +οο) αφού /" ( χ) < 0, Vx € (0, οο). Τότε για λι, λ2, . . . , λ„ € 1R+ με 
λι +  λ2 + . . .  +  λ„ =  1 θα έχουμε:

Xxlogxv +  hJogX'i +  . . .  +  kJogxv < log(ktχ λ +  λ2*2 +  · · · +  Kx*)

log(x\l · x2* · . . .  · < log{klx l +  λ2*2 +  -.. +  λ**,).
Συνεπώς:

λι*ι ■+· kixt + . . .  +  λ„x v > · x£2 ■. . .  · x*r.
Ειδικά αν λ, =  λ2 = . . .  =  λ„ =  λ παίρνουμε

*ι *h Xj +  · ■ · 4· x v ^
ν ~

που είναι η ανισότητα του Cauchy.

_________________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να αποδείξετε ότι αν η f ' είναι συνεχής, τότε μεταξύ ενός τοπικού 
μεγίστου και ενός τοπικού ελάχιστου (που είναι συνεχόμενα) ή μεταξύ ενός 
τοπικού ελάχιστου και ενός τοπικού μεγίστου αντίστοιχα, η f έχει σημείο 
καμπής.

Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι η /  στο χ\ παίρνει μέγιστο και στο χι ελάχιστο. Τότε 
/ " ( λι ) < 0 και f"(xi)  > 0. Επειδή η / "  είναι συνεχής, από ίο  Θεώρημα του 
Bolzano θα έχει ρίζα στο διάστημα (jci, jc2>- Δηλαδή /" ( λ̂ ) =  0, jci < λ* < Χ2. 
Επίσης στην περιοχή του Χ3 η / "  αλλάζει πρόσημο. Συνεπώς το (Χ3, f(x$)) 
είναι σημείο καμπής.

2. α) 'Εστω f : [σ, β] -*■ R μια συνάρτηση συνεχής στο [or, β] με f(or) =  
ΐ(β) =  0 και δυο φορές παραγωγίσιμη στο (α, β) με f"(x) > 0, Vx € (α , β ). 
Να αποδείξετε ότιί(χ) < 0, Vx € [α, β].

β) Αν α, β  € R+ και 0 < χ < 1 να αποδείξετε ότι:

αχ.βι~* < α χ + (  1 - χ ) β .

γ) Αν οι σειρές

1 υ=1
συγκλίνουν, όπου

Ι  +  1 - ι
Ρ q
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τότε και η σειρά j °νβ» συγκλίνει απόλυτα και

00

ν=1

00

Σ ' » ”' '

i/q

Η ισότητα ισχύει αν και μόνον αν υπάρχει ένας σταθερός θετικός αριμός μ  
τέτοιος ώστε: \βυ\ =  μ\αν\, Vv e Ν.

Απόδειξη

α) Αφού f ' ( x )  > 0, Vr e (α, β) συνεπάγεται ότι η f  είναι γνήσια 
αύξουσα στο (α , β). Επειδή όμως /(or) =  / (β )  =  ο από το Θεώρημα του 
Rolle υπάρχει c € (α, β) τέτοιο ώστε: / '(c) = 0. Αυτό σημαίνει ότι:

/ ' (χ )  < Ο,α <χ  < c και f '(x) > 0,c < χ < β.

Δηλαδή η /  είναι γνήσια φθίνουσα στο (α, c) και γνήσια αύξουσα στο (c, β) 
και άρα / (χ )  < /(α )  =  0 και f (x)  < /(β)  =  ο. Επομένους /(* ) < 0, v i  e 
(α, β) και επειδή / ( α ) =  / (β )  =  0 θα έχουμε /(* ) < 0,  Vx <ξ [α, /J]. 

β) Θεωρούμε την διαφορά ως καινούργια συνάρτηση, δηλ.

f (x )  = α χ.β1~χ —αχ + (1 — χ)β>0< jt < 1.

Τότε:
f ( x )  =  α χΙο8αβχ~χ +  α χ.βι~χΙοξβ - α  + β

= αχ.βι- χΙο8 ^ - α + β 
β

/"(*) =  l o g ^ c f  .Ιο8αβχ~χ + αχ.βι~χΙο8β}

= ax^ - x ( l0g j j  > 0.

Συνεπώς η /  είναι κυρτή για 0 < χ  < 1. Επειδή όμως /(Ο) =  f ( \ )  — ο
η f θα είναι αρνητική, δηλ. f (x )  < 0,Vjc € [0,1] που αποδεικνύει και την 
ανισότητα. Η ισότητα ισχύει μόνο αν α =  β,

γ) Θέτοντας

<* = \αν\*>,β = \βυ\<ι,χ = 1 Λ _ χ = 1
ρ q

|α„ /3ν | <  - \ α ν \ρ +  ί | Α | * .
Ρ q

στην β) έχουμε:
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Αθροίζοντας ως προς ν παίρνουμε:

00 | 00 t οο
Σ > » & ι< -Σ κ ι^ - Σ ι/μ’ . α>
vs=l Ρ κ=1 ” W=1

Η ανισότητα αυτή, που από μόνη της παρουσιάζει ενδιαφέρον, αποδεικνύει 
ότι η σειρά στο αριστερό μέλος συγκλίνει.

Για να αποδείξουμε την ζητούμενη ανισότητα θέτουμε:

Σ  Μ  =  A  £  \ Μ  =  Β, f y , M  = C.
v= I μ= Ι  ι»=Ι

Αν αντικαταστήσουμε τιςα„ και/*ν αντίστοιχα με

λαν και —βν 
λ

to  C δεν ματαβάλλεται ενώ τα Λ και Β αντικαθίστανται από τα

λ Μ  και \~ qB

αντίστοιχα. Η (1) τότε γίνεται

C < -Λ λ Ρ +  =  H(t).
Ρ q

α>

Αυτή η ανισότητα ισχύει για κάθε λ > 0. Ειδικότερα ισχύει για to  m inim um  
της Η. Αφού

//'(λ) =  Λ λ ' - ' - β λ - * - ' .  

η εξίσωση //'(λ) =  0 έχει μοναδική λύση

/ β \ 1/<Ρ+ΐ) /  β\*/(Ρ4)

\ α )  "  ( A )

Από την μορφή της Η’ βλέπουμε ότι είναι γνήσια φθίνουσα αριστερά και 
γνήσια αύξσυσα δεξιά του λο. Έτσι η Η έχει ολικό ελάχιστο και

Η(λ ο)
■  H W ' M T

-  — Α ι_(1/9 > β · / ϊ  +  l ^ t / ρ β ΐ - α / ρ )
Ρ q

= (p  + A iJpB iN  =  A xtp B l ,q .
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Αφού
C  <  Η  ( λ  ο) =  A l l p B l l q ,

η ζητούμενη ανισότητα αποδείχτηκε.
Για να ισχύει η ισότητα πρέπει να έχουμε

C — Η {λα) =  —ΑλΖ +  -β λ Γ * .
Ρ q 0

Όμως

ΚΑ,Ι < +  Vu e W.ρ q
Προσθέτοντας αυτές τις ανισότητες θα πάρουμε την προηγούμενη ισότητα 
αν και μόνον αν κάθε ανισότητα είναι ακριβώς μια ισότητα. Αυτό δίνει

Μ λ ο =  Ι&Ιλό1. Vv 6 IN

η
\βν\=λ1\αν\ , ν ζ  IN.

Θέτοντας μ  = λ„ έχουμε το συμπέρασμα.

3. Να αποδείξετε ότι:

ν / τ ---------- :-------------- :------  . χ ι  +  Χ2 +  · · · +y/sinxi.sinx2 . .. siηχν < sin----------------------

αν χ„ χ2, · · . , χ„ e  (0, π) .
Από αυτήν να συμπεράνετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:

3·ν/3
sinA.sinB.sinr < ----- .

"  8

Απόδειξη
Θεωρούμε την συνάρτηση /  : (0, π) -> Ε  με f (x )  = logsinx. Τότε: 

/ '(* )  =  =  ctgx, f"(x)  =  ^  < 0, Vx € (0, π). Άρα η /  είναι κοίλη
και συνεπώς από την Θεώρημα 5.128 θα έχουμε:

, Χ ι + Χ 2 +  . · .  +  Χν logs inxi  +  logsinxz +  . . .  +  logs inxv 
log si η ------------- ------------- >  -------------------a---------------------------------

V V

— lo g ^ / s i n x i . s i n x i .. . s i n x v 

δηλ.
v/-.-------- :------------:-----  . x i  +  X2 +  . . . + x v
y / s inx i . s inx 2 . .. s inxv <  s in

v
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Από αυτήν για ν =  3 και χ\ =  Α,χζ = Β, Χ3 =  Γ παίρνουμε:

sinAsinB.s inr  < sirι3Α +  β + Γ  
3

3^/3
8

4  (Μέθοδος των Newton-Raphson) Έστω f : [or, β] —>■ RJ μια συνάρτηση 
δυο φορές παραγωγίσιμη στο [α,β] με ί(α)ί(β) < 0. Υποθέτουμε ότι 
f  (χ) > m > 0 και 0 < f"(x) < Μ, Vx g [or, β].

α) Να αποδείξετε ότι η f έχει μοναδική ρίζα ξ στο (α, β). 
β) Ορίζουμε την ακολουθία χ„, ν € Ν με χι € (ξ, β) και

Χν+Ι — Χι> f(x„)·

Να αποδείξετε ότι Unixy =  ξ.
γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει t» e (ξ, χ„) τέτοιο ώστε:

Χν+ι -  ξ =
re t ,)

m * v ) (*. -  ξ)2·

δ) Να αποδείξετε ότι:

1 Μ
ο < *ν+ι -  ί  < -Μ *1 -  £ ) f . όπου c =  —  c 2m

ε) Να χρησιμοποιήσετε την παραπάνω μέθοδο για να προσεγγίσετε την 
θετική ρίζα της εξίσωσης χ2 - 2 = 0 .

Απόδειξη
α) Αφού /(« )/(/? )  < 0 η f έχει τουλάχιστο μια ρίζα ξ € (α,β)  από το 

θεώρημα του Bolzano. Αυτή είναι και μοναδική, αφού f ' (x )  ψ  0 (εφαρμογή 
1 της § 5.8).

ίIι4i



Π α ρα γω γό ς  σ υ ν ά ρτ η σ η ς 403

β) Είναι
f ( x v) Λ

Χν — ^  0 —< Xv+l ^
Γ(χν)

δηλ. η χν, ν e Ν  είναι φθίνουσα. Επίσης, επειδή /" ( jc) > Ο,Υχ e [α, β] η /  
είναι κυρτή και από το Θεώρημα 5.121 έχουμε:

f(xv+1) -  /Ο ν )  >  f ’(xv)(xv+ 1 - χ ν) =  - / ( * „ )

δηλ. / ( λ„+1) > 0. Αυτό συνεπάγεται ότι ξ  < χ„+ι < χν, και συνεπώς η 
χν,ν  € IN είναι κάτω φραγμένη. Αρα συγκλίνει, έστω limxv =  ί. Λόγω 
της συνέχειας f ( x v) -*■ f ( t )  και επειδή η / '  είναι αύξουσα θα είναι και 
limf'(xv) = f i t ) .  Επομένως /(£) = 0 και άρα ί  = ξ.

γ) Εφαρμόζοντας τον τόπο του Taylor στο σημείο χν έχουμε:

0 =  / ( I )  =  /(*>) +  f'(xv)(xv -  ξ )  +
Γ Μ

2 Ο ν  -  I ) 2 ,  ξ  <  t v  <  Χ ν .

Τότε

*ν+1 =  *ν ~
/ Ο ν )

/ Ό ν )
=  ξ + f ' V v )

2 / Ό ν )
U v - O ‘

δ) Από το γ) αν c =  ~  έχουμε: χ ^ γ -  ξ < c(xv - | ) 2, Υν e IN. Από την 
σχέση αυτή με επαγωγή προκύπτει εύκολα η ζητούμενη σχέση.

ε) Είναι f \ x )  = 2χ και χν+ι =  *«- -  =  j  (*ν +  | - ) . Έτσι για χι =  1
βρίσκουμε π.χ. λ* =  1,414213....

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.105 Των παρακάτω συναρτήσεων να βρεθούν: (i) τα διαστήματα μονοτο
νίας (ϋ) τα ακρότατα (iii) τα διαστήματα κοιλότητας ή κυρτότητας(ΐν) 
τα σημεία καμπής

«) /Ο )  = χ  +  * ,χ Φ 0 β) /Ο )  =  xlogx, χ > 0 
Υ) fQc) = sinx +  cosx,x € IR δ) / ( χ) =  χ € IR.

5.106 α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /(ω ) =  oioga>, ω > 0 είναι κυρτή. 
Απόαυτό νασυμπεράνετεότι, ανχ ,γ  e IR+ με x+ y — lT0zexxyy > £.
β) Αν α, β € IR και r  > 0 τότε να αποδείξετε ότι:

\<* + β\Γ < Cr(|<*Γ +  |/31Γ)
όπου

> χ α - \  
jc — 1 ·γ)Α νΟ  < α <  1,* > Ομε x ^  1 τότε 0  +  ΐ)“~ι



404 Π α ρ α γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

5.107 Να βρεθούν τα σημεία καμπής των συναρτήσεων:
α) /(* )  =  xsin(logx), χ  > 0  β) /(* )  =  2 -  pcs -  1| , χ  € 1R

5.108 Για ποια εκλογή του h η "συνάρτηση πιθανότητας"

/ ( jc) =  > 0
y/ π

έχει σημείο καμπής για χ =  ±σ\

5.109 α) Να αποδείξετε ότι κάθε πολυώνυμο με θετικούς συντελεστές, το 
οποίο είναι άρτια συνάρτηση είναι παντού κυρτή.
β) Να αποδείξετε ότι κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού (υ > 3) έχει 
τουλάχιστο ένα σημείο καμπής.

5.110 Έστω / :  1R-+ IR μια παραγωγίσιμη, κυρτή και φραγμένη συνάρτηση 
στο IR . Να αποδείξετε ότι η /  είναι σταθερή.

5.111 Έστω /  : [α, β] -+ /R μια συνεχής συνάρτηση, για την οποία υπο
θέτουμε ότι υπάρχει η f"(x) ,Vx  e (or, β). Έστω ακόμα ότι το 
γράφημα της /  και το ευβύγραμμο τμήμα που συνδέει τα σημεία 
(α, / (a )) ,  (β, f  (β )) τέμνονται σε ένα σημείο (*ο, / ( χ ο)) με a < χο < β. 
Να αποδείξετε ότι:
α) / (β )  -  / (α)  =  / ' (ξ )(β  -  or), για κάποιο ξ € (or, β). 
β) Υπάρχει c e (α, β) τέτοιο ώστε: /" (c ) =  0. 
γ) Υπάρχει ζ € (α , β) τέτοιο ώστε: / ' ( ζ ) =

§ 5.14. ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Κατά την μελέτη μιας συναρτήσεως και κυρίους για να σχεδιάσουμε το 
γράφημά της, παρουσιάζονται περιπτώσεις κατά τις οποίες είναι απαραίτητο 
να γνωρίζουμε την συμπεριφορά της συναρτήσεοος σε ένα σημείο ή ακόμα αν 
πλησιάζει κάποια ευθεία. Αυτές τις περιπτώσεις θα μελετήσουμε τώρα.

Ορισμός 5.129 Μια ευθεία θα λέγεται ασύμπτωτη μιας καμπύλης f, αν 
η απόσταση ενός μεταβλητού σημείου της καμπύλης από την ευθεία τείνει 
στο μη&έν, όταν αυτό πλησιάζει το άπειρο κινούμενο κατά μήκος κάποιου 
κλάδου της καμπύλης.

Τις ασύμπτωτες τις διακρίνουμε σε τρεις κατηγορίες: α) κατακόρυφες β) 
οριζόντιες και γ) πλάγιες ασύμπτωτες.
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α) Κατακόρυφες ασύμπτωτες

Ορισμός 5.130 Μια ευθεία χ = ξ θα λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη 
μιας συνάρτησης f, όπου το £ e R είναι σημείο συσσωρεύσεως του πεδίου 
ορισμού της Δ(ί) αν και μόνον αν, limx̂  f(x) =  +οο ή —οο.

Η θέση του διαγράμματος της /  ως προς μια κατακόρυφη ασύμπτωτη 
εξαρτάται από το εάν το ξ είναι από δεξιά ή αριστερά ή και τις δυο μεριές 
σημείο συσσωρεύσεοος του Δ (/).

β) Οριζόντιες ασύμπτωτες

Ορισμός 5.131 Μια ευθεία y =  λ θα λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη μιας 
συναρτήσεως f, αν και μόνο αν, limx_*±0O f(x) =  λ με την προϋπόθεση ότι το 
+οο ή το —οο ή και τα δυο είναι σημεία συσσωρεύσεως του Δ(ί).

Να κάνετε πρόχειρα σχήματα που να δείχνουν την θέση της /  ως προς 
μια οριζόντια ασύμπτωτη.

Παράδειγμα 5.132

Ας εξετάσουμε αν η συνάρτηση / ( χ )  =  el ẑ , χ  φ  0 έχει οριζόντια ασύ
μπτωτη. Είναι lim.x_±oo f(x)  =  1 . ' Αρα η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια 
ασύμπτωτη. Επειόή για χ > ο είναι e^x > ι και για χ  < 0 είναι ex̂ x < 1 θα 
έχουμε το ακόλουθο σχήμα:

Σχήμα 5.14
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γ) Πλάγιες ασύμπτωτες

Σύμφωνα με τσν ορισμό 5.129 μια ευθεία y =  ctx +  β  θα λέγεται ασύ
μπτωτη της /  αν η απόσταση ενός μεταβλητού σημείου της /  από την ευθεία 
τείνει στο 0. Η εξίσωση της ευθείας στην κανονική μορφή είναι:

y - a x - β  
λ/ γ τ ^ ·  - ° *

Αρα η απόσταση του σημείου (χ, / (χ))  από την ευθεία είναι

d(x) =
/ ( χ )  -  αχ -  β

ν/Γ+ S *
Επειδή limx_ +00rfU) =  0 έχουμε: limx^ +0O[/U ) -  αχ -  β] =  0. Κατά 
συνέπεια

to Γ/ίίΙ_„_£]= Um f/(£).J = o=> lim ^  =
jt-H-oo χ  χ  J  *-*■+<» x  J  ·*-*·+°ο X

Έτσι έχουμε τον ακόλουθο

Ορισμός 5.133 Η ευθεία y -  αχ +  β θα λέγεται πλάγια ασύμπτωτη μιας 
συνάρτησης ί, αν και μόνο αν,

f(x )
a  = lim ----  και β =  lim [f(x) — orx]

χ — +οο χ  X—+00

fix)a  =  lim ----  και β =  lim [f(x) — ax]
X—*— 00 X  X—♦ — 00

Στην πρώτη περίπτωση λέμε ότι έχουμε ασύμπτωτη στο +οο ενώ στη 
δεύτερη ότι έχουμε ασύμπτωτη στο -οο.

Παρατήρηση 5.134

Αν a  =  0 τότε η ευθεία y =  β είναι οριζόντια ασύμπτωτη, με την 
προϋπόθεση ότι το β υπάρχει.

Επίσης στην περίπτωση που η /  είναι παραγωγίσιμη, από την εφαρμογή 
7 της § 5.9 έχουμε ότι a =  lim* _ +0ο/'(·*) που σε ορισμένες περιπτώσεις 
είναι πιο απλό από το limx-,+oc.

Παράδειγμα 5.135

Έστω / : / / ? - { 0} -► 1R με f i x )  =  * + χ  +  e~x. Τότε

lim f ' i χ )  =  lim ( —- r  +  1 — e ) =  1
χ  —̂ + 0 0 J  JC-+ -+0 0  y  χ *  J
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lim f i x )  = limχ-ϊ-ΟΟ (
Αρα a  = 1 και β  =  l im ^ +0o[/U ) - χ ] =  1ΰη*->+<χ> +  e x] = 0 . Συνεπώς
η ευθεία y  =  χ  είναι πλάγια ασύμπτωτη της / .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ __ ____________ __ _______________________________

5.112 Να βρεθούν οι ασύμπτωτες των παρακάτω συναρτήσεων: 
α) f ix )  = x e * l!* ,x  Φ 0 β) /(* ) = £ ζ , χ  Φ -1  
γ) f i x )  =  χ  + χ  φ  0 6) /(* ) =  λ/ Ϊ  + x i s in j[, χ  Φ 0 

ε) f { x )  =  φ  0 στ) f i x )  =  y/2x -  χ 3, χ  e  IR

§ 5.15. ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ

Με την βοήθεια της παραγωγού μπορούμε να κάνουμε λεπτομερή μελέτη 
της συμπεριφοράς μιας συναρτήσεως και να χαράξουμε το γράφημά της. Τα 
διάφορα στάδια μελετήθηκαν στις παραγράφους που προηγήθηκαν. Ανακε- 
φαλαιώνοντας, για να κάνουμε τη μελέτη και τη γραφική παράσταση μιας 
συναρτήσεως f, ακολουθούμε την παρακάτω πορεία:

1 . Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f , εφ' όσον αυτό δεν δίνεται.

2 Εξετάζουμε την f  ως προς την συνέχεια.

3 Εξετάζουμε αν η f  είναι περιοδική ή συμμετρική (άρτια ή περιττή). Η
μελέτη τότε μπορεί να γίνει σε ένα υποσύνολο τoυA ί f ) .  Α ν  η f  είναι 
περιοδική η μελέτη γίνεται σε διάστημα μήκους μιας περιόδου. Α ν  
είναι άρτια ή περιττή γίνεται στο Ai f )  Π R +. Α ν είναι άρτια θα είναι 
συμμετρική ως προς τον άξονα Oy, ενώ αν είναι περιττή θα έχει κέντρο 
συμμετρίας την αρχή των αξόνων.

4 Εξετάζουμε την παραγωγισιμότητα της f  πρώτης και δεύτερης τάξης.

5 Εξετάζουμε την /  ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

6 Βρίσκουμε τα διαστήματα στα οποία η f  είναι κυρτή ή κοίλη. Επίσης
βρίσκουμε τα σημεία καμπής.

7 Βρίσκουμε τις ασύμπτωτες της / .

Όλα τα παραπάνω τα βάζουμε σε έναν πίνακα μεταβολών και με την βοήθεια 
αυτού χαράζουμε το διάγραμμα της / .  Μπορούν ακόμα να χρησιμοποιηθούν



408 Π α ρ α γ ω γ ό ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

και άλλα συμπληρωματικά στοιχεία για περισότερη ακρίβεια στην χάραξη 
του διαγράμματος, όπως για παράδειγμα τα σημεία τομής της /  με τους 
άξονες. Παρακολουθήστε τις λεπτομέρειες στις εφαρμογές που ακολουθούν:

— — __________________________________________  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

L Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση:

Κχ) =  χ +  i ,  χ Φ 0.
X

Λύση

1) Είναι Δ ( / ) =  ZR — {0}.

Σχήμα 5.15
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2) Είναι συνεχής Vx e Δ (/) σαν άθροισμα συνεχών συναρτήσεων.
3) Η /  δεν είναι περιοδική. Επειδή / ( - χ ) =  — χ  -  λ =  - f ( x )  η /  είναι 

περιττή. Αρκεί λοιπόν να την μελετήσουμε μόνο για χ  > 0.
4) Έχουμε: / ( x )  =  1 -  jr, x Φ 0 και /"(x) = -% ,χ φ0.
5) Είναι / ' ( χ )  =  0 όταν χ  =  1. (Μην ξεχνάτε ότι εξετάζουμε μόνο για 

χ  > 0). Επειδή / ( χ )  < 0 γ ι α 0 < χ < 1  και f f( x)  > 0 για x > I η /  
είναι γνήσια φθίνουσα στο διάστημα (0, 1) και γνήσια αυξουσα στο διάστημα 
(1, +οο). Συνεπώς για χ  = 1 η /  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το /(1 ) =  2 .

6) Είναι /" (χ) > 0, Vx > 0 και συνεπώς η /  είναι κυρτή στο διάστημα 
(0, +οο). Επειδή /" ( jc) ψ 0, Vjc > Οη /  δεν έχει σημεία καμπής.

7) Επειδή lim*_,o+ /(χ )  =  +οο η ευθεία χ  =  0, δηλ. ο άξονας 
των y είναι κατακόρυφη ασύμπταπη. Οριζόντια ασύμπτωτη δεν υπά
ρχει, αφού lim^+oo / ( jc) = +οο. Επειδή a =  1ύη,_+0Ο f ( x )  — 1 και 
β  =  linv^+0O[/(x) — χ]  = 0 η ευθεία y =  χ  είναι πλάγια ασύμπταπη.

Έτσι έχουμε τον πίνακα μεταβολών και την γραφική παράσταση της /  
που δίνονται στο σχήμα 5.15.

2. Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση

f(x) =  x1/3(x + 4), χ € R.

Λύση

1) Είναι Δ (/)  =  IR.
2) Είναι συνεχής Vx € IR.
3) Δεν είναι περιοδική, ούτε συμμετρική.
4) Είναι / '(χ) — | χ _ 2 / 3 ( χ  + 1),χ Φ 0. Για χ =  0 δεν υπάρχει η 

παράγωγος. Επίσης είναι /"(x) =  |x - s/3(x -  2), χ Φ 0.
5) Είναι / '( χ )  =  Ογια χ =  -1  και / ( χ )  > Ογια χ > -1  και / '(χ )  < Ογια 

χ < -1 . Συνεπώς η /  είναι φθίνουσα στο διάστημα (-οο, — 1) και αύξουσα 
στο (-1 , +σο) και άρα για χ = -1 παρουσιάζει ελάχιστο το / ( - I )  =  -3 . 
Στο 0 που δεν υπάρχει η παράγωγος δεν έχουμε ακρότατο αφού η / '  δεν 
αλλάζει πρόσημο στην περιοχή του 0.

6) Είναι /" (χ ) < Ογια χ € (0,2) και /"(χ) > 0 για χ < Οκαι χ > 2. Άρα 
η /  είναι κοίλη στο διάστημα (0,2) και κυρτή στο (-οο, 0) U (2, +οο). Για 
χ =  2 είναι /" (χ ) =  0 και άρα το 2 είναι σημείο καμπής. Επίσης και το 0 
όπου δεν υπάρχει η f"  είναι σημείο καμπής επειδή η / "  στην περιοχή του 0 
αλλάζει πρόσημο.

7) Επειδή linu-n-oo /(x ) =  +οο και 1ίιη*->+οο ~  =  +οο η /  δεν έχει 
ασύμπτωτες.
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Σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε τον πίνακα μεταβολών και το διάγραμ
μα της /  που δίνονται στο σχήμα 5.16.

Σχήμα 5.16

1  Na γίνει μελέτη και γραφική παράσταση της συνάρτησης

Γ (χ )= ( ,1Χ,Χ’l i t  χ = ο

Λύση

1) Δ ( /)  =  R.
2) Η /  είναι συνεχής στο R γιατί για χ φ  0 προφανώς είναι συνεχής, ενώ

lim  f i x )  =  Jim exl°8 ix' =  e °  =  1 =  / ( 0 ) .  
x.*o
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3) Δεν είναι περιοδική, ούτε συμμετρική.
4) Η /  είναι παραγωγίσιμη για * Φ 0 με f '{x) — |χ|χ (1 +  log\x\). Για 

χ  =  0 έχουμε:
gXlog\x\ _  j

/'(Ο) =  lim ------------χ = lim
χ -+ 0

gXiog\x\ _  ι

xlog\x\ log |x| = -o o

που σημαίνει ότι η εφαπτομένη του διαγράμματος της /  στο 0 είναι κατα- 
κόρυφη, δηλ. είναι ο άξονας Oy. Για χ Φ 0 είναι

f i x )  =  \χ\χ |(1  +  log\x\)1 +  ”  J ·
5) Είναι f ' (x)  =  0 ο  1 +  log\x\ =  0 ο- χ = e~l , x  = -e~ l και 

f i x )  > 0 χ < - e ~ l ή χ > eri, ενώ f i x )  < 0 αν - e ~ l < χ < e~l. 
Συνεπώς η /  είναι αύξουσα στα (-οο, ~e~l) U ώ“ ',+οο) και η /  είναι 
φθίνουσα στο ( -β -1,* -1). Για χ  =  - e ~ l έχει max το =  e l/e και για 
χ = e~l έχει min το =  e~l/e.

6) Ρίζες της f  είναι οι ρίζες της gix) = x(l +  /<?gl*l)2 +  1. Ας βρούμε 
το max και min της g. Είναι g'ix) =  (1 + log\x\)Q + log\x\>. Η g είναι 
θετική για χ  > 0. Έχει max για χ = - λ ,  g^x  =  1 και min για χ  =  =£, 
gmin =  1 -  4<Γ3 > 0. Επειδή και lim,_>_<*># (λ) =  -οο  η g έχει μια ρίζα 
χ  =  χ χ < - Κ  (Παρατηρούμε ότι Χ\ — - I ) .  Συνεπώς f i x )  > 0 για χ  > 0 
και χ < — 1 ενώ f i x )  < 0 για — 1 < χ  < 0. Δηλ. η /  είναι κυρτή στο 
(-οο, -1) U (0, +οο) και κοίλη στο (-1 ,0). Τα σημεία - 1 ,0  είναι σημεία 
καμπής.

7) Επειδή lim*-*-,» f i x )  = 0 =» χ  =  0 οριζόντια ασύμπτωτη.

X -«° - θ '1 0  θ '1 +«*

Γ - + - - +

F" + - - + +

F
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Έτσι έχουμε τον πίνακα και την γραφτή παράσταση του σχήματος 5.17.

Τ.Μ. Σ.Κ. Τ.Ε.

Σχήμα 5.17

ΑΣΚΗΣΕΙΣ _______________ __________________________________

5.113 Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις:

α ) / ( χ ) = Α  β ) / ( * ) - ί ^ Ι
γ ) / ( t )  =  e-»! δ) /(* )  =  ^ 3  _  3 * 7 1
ε) /(* )  = χ  -  sinx στ) /(* ) =  χ ^ ( χ  -  1)ι/3
ζ) / ( χ )  = xlog |jc| η) /(or) =  χ 2Ρ(χ +  5) θ) / ( χ )  =  4stnx +  coslx.

§ 5.16. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΜΕΛΕΤΗΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΣΤΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ_____________________________________________

Ένα από τα σημαντικά προβλήματα της Ανάλυσης είναι ο εντοπισμός 
των ριζών μιας συνεχούς συνάρτησης. Αυτό μπορεί να γίνει με την βοήθεια 
του Θεωρήματος της Ενδιάμεσης Τιμής, και ιδιαίτερα του Θεωρήματος του 
Bolzano.

Ένα άλλο ενδιαφέρον πρόβλημα είναι η εύρεση των σταθερών σημείων 
μιας συνάρτησης / .  Aν f  : S -> S είναι μια συνάρτηση, ένα σταθερό σημείο 
της /  είναι απλά ένα σημείο ξ € S τέτοιο ώστε: / ( ξ ) =  ξ. Μ’ αλλα λόγια, ένα 
σταθερό σημείο της /  δεν είναι τίποτε άλλο από μια λύση της συναρτησιακής 
εξίσωσης

/ ( χ) = χ, χ  e S.
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Τα Θεωρήματα σταθερού σημείου έχουν χρησιμοποιηθεί στην Ανάλυση για 
την επίλυση διαφόρων ειδών προβλημάτων, κυρίως στις διαφορικές και 
ολοκληρωτικές εξισώσεις. Ας αρχίσουμε με ένα απλό Θεώρημα.

θεώρημα 5.136 Έστω f : [α, β] —► [α, β] μια συνεχής συνάρτηση. Τότε 
υπάρχει ξ € [α, β] τέτοιο ώστε: f( |)  =  | .  Μ' άλλα λόγια η /  έχει σταθερό 
σημείο στο [α, β].

Απόδειξη

Βλέπε εφαρμογή 2 της § 4.5.

Το σταθερό σημείο στο παραπάνω Θεώρημα δεν είναι μοναδικό. Για να 
είναι μοναδικό πρέπει η συνάρτηση /  να είναι συστολή.

Μια συνάρτηση /  : [α, β] -*■ [α, β] λέγεται συστολή, αν

l / (* ) - /C y) l  < k\x -  y|, Vx, y € [α,β],Η e (0,1).

Όπως δείχνει το επόμενο Θεώρημα κάθε συστολή έχει μοναδικό σταθερό 
σημείο.

θεώρημα 5.137 Έστω /  : [α, β] —► [α, β] και

l / (* ) - /C y ) l  < *|x -  y|, Vx, y € [α,β],k  e (0,1).

Τότε η /  έχει ακριβώς ένα σταθερό σημείο, δηλ. υπάρχει μοναδικό ξ e
Κ  β ] : / ( ξ )  =  ξ.

Απόδειξη
Παρατηρούμε πρώτα ότι κάθε συστολή είναι συνεχής συνάρτηση. Πραγ

ματικά για σταθερό y e [α, β] έχουμε:

(Ve > 0)(35 =  > 0)(Vx € Λ)Ι*- y \  < S =»

I f i x )  ~  /ΟΟΙ < k\x -  y\ < k .£  =  ε,

το οποίο σημαίνει ότι η /  είναι συνεχής. Σύμφωνα τότε με το Θεώρημα 5.136 
η /  έχει σταθερό σημείο στο [α, β].

Ας υποθέσουμε ότι και / ( ζ )  — ζ. Τότε

I* -  ί Ι  = ! / ( $ ) - / ( Ο Ι  < * g - ? l
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Αφού εξασφαλιστεί η ύπαρξη του σταθερού σημείου, ένα πρόβλημα που 
παρουσιάζεται είναι ο εντοπισμός αυτού του σταθερού σημείου. Αυτό 
μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας διαδοχικές προσεγγίσεις. Σαν μια πρώτη 
προσέγγιση διαλέγουμε έναν αριθμό χ γ € [α,β]. Ορίζουμε την ακολουθία 
χ ν, ν € IN με

Χν+\ ~  f(Xv)·
Τότε α < χ ν < β ,* ν  e !Ν αφού α < /(* )  < β, V* € [α, β \  Αν ηακολουθία 
χν,ν  6 IN συγκλίνει στο |  τότε α < ξ < β και f ( x v) -* / ( ξ ) επειδή η /  
είναι συνεχής στο [α, β). Αφού η ακολουθία δεν μπορεί να έχει παραπάνω 
από ένα όριο, πρέπει / (£)  =  ξ. Συνεπώς η χ =  ξ είναι ρίζα της / ( χ )  = χ α ν  
η jcV,v  e 1Ν συγκλίνει.

Η συνέχεια της /  είναι βασική προϋπόθεση για τη σύγκλιση μιας ακο
λουθίας της μορφής α\,+ ι =  f ( a v), άπω; δείχνει το επόμενο

Παράδειγμα 5.138

Έστω η ακολουθία χ ν , ν e Ν με

. Χ ν - Ι  1
Χ\ =  1 και χ ν =  — —+ :-----τ ,ν  > 1

2 [Χν-ι]
όπου [jĉ  J  συμβολίζει το ακέραιο μέρος του x ^ y. Τότε:

1) 1 < * , < 2,Vu € Ν.
2) Η ακολουθία είναι αύξουσα.
3) Η ακολουθία είναι συγκλίνουσα, και να βρεθεί το όριό της. 

Πραγματικά·
1) θ α  αποδείξουμε ότι 1 < χν < 2 με επαγωγή. Για ν =  1 είναι προφανές.

Υποθέτουμε ότι 1 < < 2. Τότε =  1 και

1 < -  +  1 < 1 =  +  —ί—  < -  +  1 =  2
2 "  2 2 [* -iJ  2

και επομένως 1 < λ* < 2. Αρα με επαγωγή αποδείχτηκε η ζητούμενη 
ανισότητα.

2) Παρατηρούμε από το 1) ότι 1 < Χι,-ι < 2 οπότε [χν-\] =  1. Τότε 
έχουμε:

( Χ\>-\ , 1 \  ι *ν-ι  n

w “  { — + μ )  “ =  1 "  —  > °
που αποδεικνύει ότι η ακολουθία είναι αύξουσα.

3) Σαν φραγμένη λοιπόν και μονότονη η ακολουθία συγκλίνει. Αν 
ονομάσουμε χ το όριο αυτό , θα έχουμε:

Χν-ι 1 λ: 1 χ 1
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3) Σαν φραγμένη λοιπόν και μονότονη η ακολουθία συγκλίνει. Αν 
ονομάσουμε χ  το όριο αυτό, θα έχουμε:

χν- χ 1 χ  , 1  χ  1
2 + [χν- ι] =* χ ~  2 +  [χ ) ^ 2 ~  μ 

η  τελευταία όμως εξίσωση δεν έχει λύση! Η παραπάνω ακολουθία γράφεται 
ως

Χυ+Ι ~  /(^y)

για κάποια συνάρτηση / .  Όταν χν -> χ  τότε f ( x v) -* / (χ )  μόνον όταν η 
συνάρτηση /  είναι συνεχής* Στο συγκεκριμένο παράδειγμα όμως η /  δεν 
είναι συνεχής.

Η σύγκλιση της ακολουθίας χν, ν e IN εξασφαλίζεται αν η συνάρτηση 
είναι συστολή, όπως δείχνει το επόμενο Θεώρημα.

θεώρημα 5.139 Έστω /  : [α, β\ -► [α, β] μια συνάρτηση τέτοια ώστε:

1/00 -  /ΟΟΙ < k\x -  y\, Vx, y € [α, β], 0 < k < 1.

Για x, e [α, β] ορίζουμε την ακολουθία χ„, ν e IN με

Χν+Ι — fix,).

Τότε η ακολουθία x„, υ e IN συγκλίνει στο σταθερό σημείο της / .

Απόδειξη
Για σταθερό y  € [or, β] έχουμε:

(Ve > 0)(3£ =  I > 0)(Vx € /?)|x- y \  < 8 =>

\ f(x)  -  f(y)  \ < k\x -  y\ < k .^  = ε,
K

το οποίο σημαίνει ότι η /  είναι συνεχής. Σύμφωνα τότε με το Θεώρημα 5.136 
η /  έχει σταθερό σημείο στο [α, β].

Είναι ον e [α,β], Vv e IN. Πραγματικά, αφού*! € [α, β],υποθέτοντας 
ότι χν e [α, β] θα έχουμε α < χν < β και a < f{xv) < β ( επειδή από την 
υπόθεση / :  [α, β] -+ [α> β]).

Για την ακολουθία x ^ v e l N  έχουμε:

\Χν+2 — * H -l| =  | / ( χ υ+ ι)  — / ( χ „ ) |  <  fc|Xy+l — Χν |.
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Θέτοντας στην παραπάνω ανισότητα όπου υ =  1 ,2 , . . .  και πολ/ζοντας 
κατά μέλη τις σχέσεις που θα προκόψουν, παίρνουμε:

ta+i -*v+il < *Ί*2 “ *ιΙ·

Έστω δυο δείκτες μ  και ν με μ  > ν. Τότε θα έχουμε:

\Χμ -  Χ»\ <  \Χμ -  Χ μ - \  \ +  \ Χ μ - \  ~  Χ μ - ϊ \  +  · · · +  |Χρ+Ι

< (Κ -ι  +  ^ 5 +  . . . + Λν- | ) | ϋ - Λ |
=  kv~x (1 +  Λ + . . .  +  λμ-ν_ι) )Χ2 — *ι|

και επειδή k < 1, kv -*■ 0 , που σημαίνει ότι η ακολουθία χ ν,ν  e IN είναι 
ακολουθία του Cauchy.

Επομένους θα συγκλίνει σε έναν πραγματικό αριθμό , έστω ξ . Επειδή 
όμως η /  είναι συνεχής limf{xv) = / ( ξ ). Από τον αναδρομικό τύπο τότε θα 
έχουμε: ξ =  / ( ξ ) .

Αυτό το ξ είναι μοναδικό, γιατί αν υπάρχει και άλλο ξ' τότε

Ι£ -  I =  Ι / ( £ ) - / ( £ ' ) ! <  *11- £ Ί

που είναι άτοπο, αφού k < 1. ·

Για παραγωγίσιμες συναρτήσεις μπορούμε να αποδείξουμε εύκολα (βλέπε 
και εφαρμογή 4 της § 5.9) το ακόλουθο συμπέρασμα, πολύ χρήσιμο στις 
εφαρμογές.

θεώρημα 5.140 Έστωί  : [α, β] -*■ [or, β] μια παραγωγίσιμη συνάρτηση. 
Τότε η f είναι συστολή στο [α, β], αν και μόνον αν, υπάρχει σταθερή k < 1 
τέτοια ώστε:

|f(x)|< k< 1,Vx€R.

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις γνώσεις μας από την συμπεριφορά 
των συναρτήσεων για να απλοποιήσουμε την μελέτη των ακολουθιών. Θα 
θεωρήσουμε ακολουθίες της μορφής or, =  k και αν+1 = f { a v) όπου /  
μια δοσμένη συνάρτηση. Θα δούμε ότι μερικά πράγματα μπορούν να 
απλοποιηθούν. Δες και εφαρμογή 4 της § 4.7.

Παράδειγμα 5.141
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Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία ν e W με

, 4α„ — 3οτι =  6 και αν+ \ — — —
OCv

Κατασκευάζουμε τις καμπύλες

Η καμπύλη που αντιστοιχεί στο γράφημα της ( / )  είναι μια υπερβολή με 
ασύμπτωτες ευθείες χ  =  0 και y =  4. Οι καμπύλες αυτές τέμνονται στα 
σημεία Α( 1,1) και Β(3,3), δηλ. η εξίσωση /(*) =  Λτέχει λύσεις τις χ  =  1 και 
χ = 3. Αυτά είναι τα σταθερά σημεία της / .

Οι όροι της ακολουθίας ορίζονται γραφικά ως εξής:

Ορίζουμε πάνω στον άξονα Οχ ένα σημείο που να αντιστοιχεί στον 
πρώτο όρο α Χ της ακολουθίας. Στο σημείο αυτό φέρνουμε κάθετο στον 
άξονα Οχ μέχρι να τμήσει την καμπύλη ( / ) .  Από το σημείο τομής με την 
( / )  φέρνουμε παράλληλη προς τον άξονα Οχ μέχρι να τμήσει την διχοτόμο 
(g). Από το σημείο αυτό της τομής με τη διχοτόμο φέρνουμε κάθετο στον 
άξονα Οχ και έτσι ορίζεται πάνω στον Οχ η θέση του όρου α2. Η τομή της 
κάθετης αυτής με την ( /)  ορίζει ένα σημείο από το οποίο πάλι φέρνουμε 
παράλληλη προς τον άξονα Οχ μέχρι να τμήσει την διχοτόμο. Από το σημείο 
αυτό της διχοτόμου φέρνουμε πάλι κάθετο στον άξονα Οχ και έτσι ορίζεται

α
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πάνω στον Οχ ο όρος as κ.ο.κ. Με τον τρόπο αυτό χρησιμοποιώντας τις 
δυο καμπύλες έχουμε έναν τρόπο κατασκευής των όρων αι ,αζ ,α^ . .. της 
α„, ν € IN.

Η συνάρτηση / ( χ )  =  4 -  * είναι αύξουσα και συνεχής από το [3,4] με 
τιμές στο [3,4]. Επομένως limav =  3.

Παράδειγμα 5.142

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία a Vy ν € IN με

1
α, > 0 και αν+1 — - -------

2 + α ν

Θεωρούμε όπως και προηγούμενα τις συναρτήσεις:

3
/(* )  =  και Six) =  x ,  x  € ZR+.

Τα σταθερά σημεία της /  είναι τα -1  ±  >/2 και επειδή όλοι οι όροι είναι 
θετικοί, αν συγκλίνει, θα συγκλίνει στο -1  +  */ΐ. Η /  είναι φθίνουσα 
και συνεχής και άρα (εφαρμογή 4 της § 4.7) οι υπακολουθίες α%ν, ν € IN 
και αζν-1, ν e IN είναι μονότονες και συγκλίνουν. Αν limazv =  U και 
limaΐν._ι =  1% θα έχουμε

°ϊν — 9 , => =
2 +  <hv-\ 2 +£2

a  2w-i
1

2 +  α2ν_2
1

2 + £ j
από τις οποίες προκύπτει ότι ί ,  = Από την αναδρομική σχέση τότε 
παίρνουμε: I  = limav =  — 1 +  yfl.

Παράδειγμα 5.143

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία αν,ν  € IN με

α\ =  1 και α,,+ι

θεωρούμε την συνάρτηση

/<*) = χ  € (0, οο)

Αυτή είναι παραγωγίσιμη με f ' (x )  =  A (1 -  ^ ) .
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Προφανώς είναι f ix )  > 0 αν χ  > ο. Επομένως με επαγωγή υποθέτοντας 
ότια ν > 0 θα έχουμε α^+ι =  f ( a v) > 0. Έτσι αφού και α\ > Οθα έχουμε ότι 
αν > 0, Vv e IN.

Βρίσκουμε τα ακρότατα της / .  Επειδή / '(* ) =  0 αν * =  V5 η /  
παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για χ  =  >/2, το οποίο είναι και ολικό επειδή 
linden- f{x)  =  +οο καιΐίηΐχ^+οο / ( λ:) =  +οο. Αυτό σημαίνει ότι

f i x )  > \/5, Vjc e (0, +οο).

Από αυτήν παρατηρούμε ότι ο^+ι = / ( « J  > V2,Vu > 1 και άρα α ν > 
V2, Vv > 2.

Επίσης έχουμε ότι

ctv+i - α ν = f'it-v)iαν -  αν-ι)

όπου |υ_μεταξύ των αν-1 και αν από το Θεώρημα της Μέσης Τιμής. Συνεπώς 
ξν > >/2, W > 3 και άρα f'i%v) > 0. Αυτό συνεπάγεται ότι οι δυο διαδοχικές 
διαφορές αν+ι — αν και αν — αυ-ι έχουν το ίδιο πρόσημο. Αφού ο& =  |  και 
«3 =  π  βλέπουμε ότι μετά τον δεύτερο όρο η αν, ν e  IN είναι φθίνουσα και 
φραγμΐνη κάτω οστό το 0. Αρα συγκλίνει και αν αν -*■ α τότε το α ικανοποιεί 
την a = f ia )  =» a  =  λ/2  => αν -> ν^.

Αυτό μπορούμε να το δούμε και από το γράφημα της / ,  αφού ocv 
* > λ/5, f i x )  < χ  και άρα αν > y/2=> α  ν+ι < α ν . Έτσι ορίζοντας το α ν στον 
άξονα Οχ βρίσκουμε το σημείο τομής της ευθείας χ = α ν με το γράφημα 
της /  και φέρνουμε την οριζόντια ευθεία οστό αυτό το σημείο (α„, f i a v)) 
στην ευθεία y =  * καιβρίσκουμε το σημείο i f i a v) , f i a v)), δηλ. (α^+ι, αν+ι).
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Φέρνοντας από αυτό το σημείο την κάθετο στον άξονα Οχ βρίσκουμε την 
θέση του α υ+ι.

Αυτή η μέθοδος είναι πάρα πολύ χρήσιμη, αλλά χρειάζεται προσοχή στην 
όσο το δυνατόν ακριβή σχεδίαση του γραφήματος της / .  Είναι σημαντικό 
να ξέρουμε αν το ακρότατο βρίσκεται στα αριστερά ή στα δεξιά του σημείου 
τομής του γραφήματος της /  με την ευθεία y =  χ. Αυτό θα αναλυθεί 
διεξοδικά στα επόμενα παραδείγματα.

Παράδειγμα 5.144

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία α ν, ν ζ Ι Ν μ ε

θεωρώντας την συνάρτηση / ( χ )  =  |* (  1 -  jc) βλέπουμε ότι / ( * )  =  χ  αν 
και μόνον αν jc =  0 ή jc =  οπότε τα μόνα πιθανά όρια είναι το 0 και το 
Παρατηρούμε ότι η /  παρουσιάζει για χ  =  \  ολικό μέγιστο ίσο με /  ( j)  =  §. 
Με επαγωγή επίσης υποδεικνύεται εύκολα ότιΟ < α ν < 1, Vu e IN.

Αφού η μέγιστη τιμή της /  παίρνεται για jc =  j  βλέπουμε ότι: 

0  < jc < ~ => /'(jc) > 0 =* /  αύξουσα στο
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Άρα

0<*<1^0 = /(0) < /W</Q)  = I ^ a„e |o,Ij =* <*,+1 € [ο, j l .

Συνεπώς limav =  |·.

Παράδειγμα 5.145

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία αν, ν e IN με

1 5<*ι =  -  και α»+ι = ~ α υ( \ - α ν).

Θεωρώντας την συνάρτηση /(* ) =  §*(1 -  χ) βλέπουμε ότι / (* )  = χ ν »  
και μόνον α ν χ = 0 ή χ  =  | ,  οπότε τα μόνα πιθανά όρια είναι το 0 και το | .

Αφού /  ( j) =  § έχουμε:

5
<*ν <  >  2 .

Επί πλέον /  (§) =  ε |  > \  οπότε αφού η /ε ίνα ι φθίνουσαστο [j, §] έχουμε:
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Έτσι αν

Αν 0 < αν < -ξ τότε ay+1 > ο» και αφού 0 < α 1 < |  συνεπάγεται ότι ή 
η αν είναι αύξουσα ή υπάρχει ν0 : αυο > §. Αφού α„ < §, Vv > 2 η πρώτη 
περίπτωση συνεπάγεται ότι η αν, ν e IN είναι αΰξουσα και φραγμένη άνω 
και άρα συγκλίνει σε κάποιο όριο. Αυτό το όριο θα ικανοποιεί την /  (χ) = χ 
και άρα θα είναι ή 0 ή |  και αφού το όριο δεν μπορεί να είναι μικρότερο του 
on (αφού αν > αχ, Vv € Ν)  αυτό θα είναι f .

Στην δεύτερη περίπτωση παρατηρούμε ότι α ν e [y, § ] , Vv > Τότε

l«*n “  c| =  l/(oru) -  / ( c ) | =  |/ '( ί„ ||α »  -  c |,c  =  (*)

για κάποιο ξ  μεταξύ c και α ν και άρα στο [±, | ] .  Αφού / ' ( χ )  =  |  -  5χ => 
Ι/Χ*)Ι < [ / '  (§) | =  |» Vx e [λ | ] . Από την (*) έχουμε:

lOiH-l -C \  <
ι ·

αν -  c|, Vv > ν0

που συνεπάγεται την

/  5 \ ν~ν*
K ~ c \  < y - J  |α„# -  c|, Vv > η,

και επομένους αν -* c.

Σημείωση

Τα δυο τελευταία παραδείγματα αφορούν την ακολουθία, με γενικό τύπο

cm = k και α ^ ι  =  μ α ν(1 - α „),0 < k < 1,0 < μ < 2.

Η συμπεριφορά τέτοιων ακολουθιών και άλλον σαν αυτή δεν έχουν ακόμα 
πλήρους μελετηθεί και αυτό το είδος των προβλημάτων αποτελεί πεδίο 
έρευνας. Ακολουθίες σαν αυτές χρησιμοποιούνται ως Μαθηματικά μοντέλα 
σε διάφορες επιστήμες, όπως τη Βιολογία, την Κοινωνιολογία, την Οικονο
μία κ.τ.λ. Η παραπάνω ακολουθία προκύπτει από την "λογιστική εξίσωση 
διαφορών"

Μ+ι =  Nt(a - b N t)

θέτοντας X  =  Για μεγάλες τιμές του μ η συμπεριφορά αυτής της 
ακολουθίας γίνεται χαοτική.
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§ 5.17. ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 5_____________________

____ ____________________________ ____ _______ ___ _ Σωστό ή λάθος;

1 Αν /(* ) =  1/3* τότε / ' (χ)  =  -3 * -2.

2 = c£ y * ι

3 Αν /(* ) =  η 1 τότε /'(* ) =  2τγ.

4 Αν /(* ) =  ^2* τότε /'(*) =

5 Αν /(* ) =  λ/ ο* τότε /'(* ) =

6 Αν η /  είναι συνεχής για x = c  τότε η /  είναι παραγωγίσιμη για * =  c.

7 Αν μια συνάρτηση έχει παραγωγούς από δεξιά και αριστερά σε ένα σημείο
τότε είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό το σημείο.

8 Αν το γράφημα μιας συνάρτησης έχει εφαπτομένη γραμμή σε ένα σημείο
τότε είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό το σημείο.

9 Αν γ =  /(*)#(*) τότεy" =  f.g" + g.f" .

10 Η παράγωγος ρητής συνάρτησης είναι ρητή συνάρτηση.

11 Αν / '  και g’ υπάρχουν για * =  c τότε η £  [£§}■] υπάρχει για * =  c.

12 Αν y =  (1 -  χ )1!1 τότε /  =  £(1 -  λ)-1/2.

14 Το Θεώρημα Μέσης τιμής μπορεί να εφαρμοστεί στη συνάρτηση /(* ) =
£ , * [ - 1, 1] - { 0}.

15 Αν 0 < α < β < 1 και f παραγωγίσιμη στο (0,1) τότε η /  είναι συνεχής
στο [α,β]. 16 17 18 19

16 Αν /  συνεχής στο (α, β) και τα / ( α) και / (β )  υπάρχουν τότε η /  είναι
συνεχής στο [α·,β].

17 Αν f  είναι αύξουσα στο (α, β) τότε η /  είναι αύξουσα στο (α, β).

18 Αν /(* )  = αχ3 + β και /  αύξουσα στο ( - 1, 1) τότεα > 0.

19 Αν /  αύξουσα στο (α, β) τότε / '(* )  > ο.
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20 Αν η /  είναι φθίνουσα και συνεχής στο (α, β)  τότε η /  παραγωγίζεται
στο (α,β).

21 Αν / '  δεν ορίζεται γ ιαχ  = c τότε το c είναι κρίσιμο της σημείο της / .

22 Αν a < c < β  x a ic  κρίσιμο σημείο της /  τότε η /  έχει τοπικό ακρότατο
στο (α, /9).

23 Αν /  και g είναι παραγωγίσιμες καιϋιη,-+ο =  £ τότε και

= * ·

24 Αν /  αύξουσα στο (α, β) τότε η f δεν έχει τοπικά ακρότατα στο (α,β).

25 Αν / ' (c )  =  0 τότε το γράφημα της /  έχει σημείο καμπής στο (c, /(c)).

26 Για την / ( χ )  =  i  είναι /"(.*) > 0 για χ > 0 και / ' ( χ )  < Ογια .r < 0.
Αρα το γράφημα της /  έχει σημείο καμπής στο 0.

27 Αν f  : 1R -+ Β και \/(χ)\  < (*| τότε /(Ο) = 0 .

28 Η παράγωγος συνεχούς συνάρτησης υπάρχει εκεί που η συνάρτηση
παίρνει μέγιστη τιμή.

29 ~sinx°  =  cosx0.

30 Το σημείο καμπής μιας συνάρτησης /  είναι ακρότατο για την συνάρτηση
/ '·

31 Αν οι f'_(a) και /^(α) υπάρχουν αλλά είναι διαφορετικές μεταξύ τους
τότε η /  είναι συνεχής στο α.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ______ ___________________ ________________ ________

5.114 Να βρεθεί η g'(0) αν g(x) =  (χ2 +  2χ +  3) f i x )  και είναι γνωστό ότι
/(0 )  =  5 και 1ίιη«-»ο * — 4.

5.115 Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις / ( χ )  =  γ ^ \ ,  χ e Β  και g(x) =  
χ ί/3,χ  € Β  είναι ομοιόμορφα συνεχείς, ενώ οι συναρτήσεις f \ (x )  =

χ  6 Β  και g(*) *  { sin(log( l + x3), - 1  < x < 1 ^
10, χ = —l

5.116 Έστω k > 0 και
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Να αποδείξετε ότι η /  : [0,1] -*■ Ε  είναι συνεχής. Είναι η /  
ομοιόμορφα συνεχής; Είναι η /  φραγμένη;

5.117 Δίνεται η συνάρτηση / ( χ )  = π \ ϊ \ ’χ  € Ε.  Να αποδείξετε ότι η /  είναι 
συνεχής, φραγμένη, αλλά δεν παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. Να 
αποδείξετε επίσης ότι η /  είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο 
και ότι η f ~ l υπάρχει, η οποία και να βρεθεί.

5.118 Έστω /  : [α, β] -+ Ε  παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο [α, β]. 
Υποθέτουμε ότι /(α )  =  /(β)  =  0 και ότι η /  αλλάζει πρόσημο στο 
[α, β]. Να αποδείξετε ότι η %(χ) =  f '(x) + 2f(x)  έχει τουλάχιστο μια 
ρίζα στο [α, β \

5.119 α) Να βρεθούν τα όρια:

είναι παραγωγίσιμη Vjc € IR με ασυνεχή παράγωγο και ότι δεν είναι 
μονότονη στην περιοχή του μηδενός.

5.121 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /(* ) =  min(x, 1 -  χ) είναι συνεχής 
στο R, αλλά όχι παραγωγίσιμη.

5.122 Δίνεται η συνάρτηση /  : IR -*■ IR με

lim e*/x, lim el,x.
jc-H)-

β) Έστω

Είναι η /  συνεχής και παραγωγίσιμη στο Q

5.120 Να αποδείξετε ότι η / :  JR Ε  με

/(* ) = +  ί / Λ 2 ^ · ) ,  Χ φ  0

jc =  00,

2χ4 + x 4sinj ,  
0,

^  φ  0
χ = 0

Να αποδείξετε ότι η /  έχει ολικό ελάχιστο στο 0, αλλά η παράγωγος 
παίρνει γνήσια θετικές και γνήσια αρνητικές τιμές σε κάθε περιοχή του 
0.
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5.123 α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση /(* )  =  χ 3 -  3χ +  λ δεν μπορεί να 
έχει δυο ρίζες στο [0. 1].
β) Αν α0 +  ψ  +  . . .  +  ^  =  ο με oq, a u . . . , α ν e ZR να αποδείξετε 
ότι το πολυώνυμο f ( x )  =  α0 +  «ι* + . . .  +  ανχ ν έχει μια τουλάχιστο 
πραγματική ρίζα.

5.124 Έστω /  μια συνάρτηση παραγωγίσιμη σχ0 [0 ,1]. Να αποδείξετε ότι αν 
/(Ο) =  0 και / '(* )  > Μ  > 0, Vx e [0, 1J τότε ισχύει: / ( jc) > V* : 
}  < jc <  1.

5.125 Αν /(0 ) =  /  (0) =  0 και υπάρχει η / "  στο 0 < jc < Λ να αποδείξετε 
ότι

/ (h)  =  i/i2/"(£),ο < ξ  <h.

5.126 Έστω / ,  g : IR -*■ IR με

f i x )  = log{ 1 +  ν/ Γ + χ2) και $(jc) =  Arcsinhx.

a) Να μελετηθούν οι /  και g ως προς τη μονοτονία, 
β) Να αποδείξετε ότι: [ /  (J)]' +  £'(*) _  ρ.

γ)Να αποδείξετε ότι: g(x) < x,Vx e m +.

5.127 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση / ( χ )  =  [.x] +  JT=Tx]  είναι συνεχής
€ IR η δε παράγωγός της για χ  ακέραιο, όσιό αριστερά είναι -  και 

από δεξιά δεν υπάρχει. 2

5.128 Έστω ότι: i) η / ' (χ )  υπάρχει για αρκετά μεγάλες τιμές του jc «) 
f i x )  =  t .  iii) Hindoo / ' ( jc) =  m .

Να αποδείξετε ότι m =  0.

Να αποδείξετε ακόμα ότι η συνάρτηση f ( x )  =  χ -'s inx3,χ  > 0 ικανο
ποιεί τα δυο πρώτα, αλλά όχι και το τρίτο.

5.12» Αν a  < C < β  χαι η / '  είναι αυνεχής στο [α. β), π α ρ α γ ω γ ή ,, oto 
(α, β ) και ακόμα ότι:

/ ( β ) -  /(c)  /(c)  -  / ( g )
β - c  c - α

τότε υπάρχει ξ 6 (α, £ ) :  /" (£ ) =  ο.

5.130 Αν η / '  είναι συνεχής στο[α. β ] . παραγωγίσιμη στο (α β) πε f '(a\ 
και /"(*) > 0, Vx € (α, β ) να αποδείξετε ότι / ( β ) > > 0
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5.131 α) Αν / '(c)  > 0 και η / '  είναι συνεχής στο c, τότε η /  είναι γνήσια 
αύξουσα σε μια περιοχή του c.
β) Αν / ( c )  > 0, τότε δεν σημαίνει ότι υπάρχει περιοχή του c όπου η /  
είναι αύξουσα.
γ)Να αποδείξετε ότι είναι αδύνατο να βρούμε μια συνάρτηση /  τέτοια 
ώστε /'(Ο) > Οκαι / '(χ) < 0, Vjc € (Ο,α),α > 0. Να αποδείξετε ότι 
για την συνάρτηση

είναι /'(Ο) > 0 και για τυχαίο α > 0 υπάρχουν αριθμοί στο διάστημα 
(0, α) για τους οποίους είναι / ( * )  < 0.

5.132 Να αποδείξετε ότι:
α) Αν f i x )  =  x v~xex/x τότε β νΗχ) =  (— ν € W. 

β) Αν f (x )  = x2e~(x/a) τότε / μ(0) =  „ > 2.

5.133 Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης

μηδενίζεται άπειρες φορές στο διάστημα (0, 1).

5.134 Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση

5.135 Αν / ( χ )  > 0, f i x )  > 0 και </>(*) =  exf(e~lx)) τότε να αποδείξετε ότι 
f i x )  > 0, V* € 2R. Επίσης να συμπεράνετε ότι:

2/(e~ 2jt) < e~xf i  1) +  ^ /(C-4*).

5.136 Να αποδείξετε ότι:
α) e* > 1 +x,Vx € 1R.
β) Η συνάρτηση fix) =  jt/og(l -  J) είναι αύξουσα Vjc > 1.
γ) Ηακολουθία αν =  (1 +α)(1 +  α2) ... (ΐ +  α ι')> ν e W συγκλίνειαν 
0 < a < 1.

χ φ Ο  
χ = 0

xsin 7 , χ φ Ο
0, jc = 0
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5.137 Να αποδείξετε ότι:

α) χ - 4  < log(l + χ ) < χ , ν χ >  ο.
&)limav =  J e  όπου =  ( l  +  ^ )  ( ΐ +  £ )  -  · (1 +  £ ) , υ € W.

5.138 Δίνεται η συνάρτηση

f i x )  =
iL2it
α, χ  =  0

α) Να προσδιορίσετε το α ώστε η /  να είναι συνεχής στοΟ.
β) Να αποδείξετε ότι η /  έχει συνεχείς παραγωγούς πρώτης και 
δεύτερης τάξης.

γ) Αν χ  είναι σημείο όπου η /  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο, τότε 
| / ( j c ) |« ( l+ i* ) -V * .

δ) Να αποδείξετε ότι | / ( jc)| < 1, V* € 1R. Πότε ισχύει το ίσον; 
ε) Να αποδείξετε ότι /(* )  > 2 αν 0 < jc < f .

5.139 Δίνεται η συνάρτηση: /(* )  =  f  -  α χ ,χ  > 0 ,0  < a  < 1. 
α) Να βρεθεί το max/.
β) Να αποδείξετε ότι 1 -  α > -  αχ,  Vjc > ο.
γ) Να αποδείξετε ότι*?.** < α χ ι+ β χ ι , ^ χ ι , χ 7 6 R+ και α + β  = 1.
δ) Να αποδείξετε ακόμα ότι:

J . +  a p , i > o , l .  +  l  =  ,.

ϋ )Α Β  < ^  +“  Ρ <7

5.140 Δίνεται η συνάρτηση: / ( χ )  =  (ΐ +  2 ) \
α) Να αποδείξετε ότι η /  δεν ορίζεται για - ι  < χ < ρ. 
β) Να βρεθούν τα Ιΰη,-ο+ / ( jc), lim,-±oo/(x). 
γ)Να αποδείξετε ότι / ' (χ )  > ο για χ  < -1  καιΟ < χ. 
δ) Να παραστήσετε γραφικά την /  για χ < και 0 < χ.

5.141 Να αποδείξετε ότιη συνάρτηση f ( x )  =  x —sinx, χ  ζ  1R έχει αντίστρο
φη / “*. Να αποδείξετε επίσης ότι:

limy~+ 0
/~‘ (y)

0
Ο
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5.142 Δίνεται η συνάρτηση:

ix2Y ,  *¥=0
1, χ  — 0

α) Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής.
β) Έχει η /  μέγιστα, ελάχιστα και σημεία καμπής;
γ)Να παραστήσετε την /  γραφικά.

5.143 Αν η συνάρτηση /  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο [α, β] και 
f ( x )  < Ογια α < χ < ξ, f i x )  > Ο γ ν α ξ < χ < β ,ν α  αποδείξετε ότι η 
/  δεν είναι ποτέ μικρότερη από το /(ξ).

5.144 Για ποιά τιμή της θετικής σταθεράς α, η μέγιστη τιμή της συνάρτησης 
f i x )  = x“e2a~x,x  > 0 γίνεται ελάχιστη;

5.145 Έστω /  : R -  {0} -> R  με

Να αποδείξετε ότι Ιίιη -̂,+οο f i x )  =  0 αλλά το Luru—+oo f i x )  δεν 
υπάρχει.

5.146 Έστω f συνεχής συνάρτηση στο χ = χο και έστω ότι το lim,-*, f i x )  
υπάρχει. Τότε η / '  πρέπει να είναι συνεχής στο χο. Μ' άλλα λόγια η 
f'(xo) υπάρχει καιείναι ίση με l im ,^  f i x ) .  Θεωρώντας τη συνάρτηση

να αποδείξετε ότι δεν είναι αναγκαίο για την ύπαρξη της /'(Ο) να 
υπάρχει το lim ^o f i x ) .

5.147 Έστω ότι: f i x )  +  pix)f ix)  =  0, f i x )  +  pix)gix) = 0,a <χ  < β. 
α) Να αποδείξετε ότι η wix) =  f i x )g i x )  ~ f i x )  f i x )  είναι σταθερή.
β) Να αποδείξετε ότι αν wix) φ  0 και /(* ,)  -  / ( Χ2) =  0 για α < χι < 
χχ < β τότε 3c e (jci, χχ): gic) = 0.
γ) Να γίνει εφαρμογή για f i x )  =  sinx, g(x) =  Co s x ,p ix ) =  1 a  =  
0, β = π .

5.148 α) Να βρεθούν τα ολικά ακρότατα της /(* ) _  _ι__ χ € [_2 ^
β) Για ποιά τιμή του c η συνάρτηση f i x )  + cx είν^  αύξουσα γχ € Μ. 
γ) Για ποιά τιμή του c η συνάρτηση f i x )  _  c *  ε ί ,ν α ι  φ^νουσα V* 6 ZR;

si nix2) 
f i x )  =  —  

χ

x 1sinjc, χ φ  0 
0, χ  =  0
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5.149 Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση /  : [α, β] -*· 27? έχει την ιδιότητα των 
ενδιάμεσων τιμών και είναι παραγωγίσιμη στο (α,β). Να αποδείξετε 
ότι για την /  ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήματος του Rolle.

5.150 Δίνεται η συνάρτηση:

* * ° 0

α) Να αποδείξετε ότι η f έχει μέγιστο στο Ογια α > 0.
β) Να βρεθεί η f  και να βρεθεί το 1ΐιη,_>0/ ' ( χ )  για τις διάφορες τιμές 
του α.

5.151 Αν

Να αποδείξετε ότι linu-»o ·£$■ =  Οενώ το limx-.o δεν υπάρχει.

5.152 α) Αν 0 < χ < 1 και ρ > 0 να αποδείξετε ότι η παράσταση -γ^· 
περιέχεται μεταξύ 1 και ρ.
β) Έστω* > y > 0. Να αποδείξετε ότι:

1) p y < — f·  < pxfi' \ Ρ > 1

ii) ρ χ ρ~ι < < py?~l,0 < ρ < 1.

5.153 Για ποια χ  ισχύει exp ( —*■) < χ2;

5.154 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

/ ( χ )  = (4 — 3χ2), χ € IR

έχει ακριβώς ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο που διαφέρουν κατά 
|  (or +  £)3. Ποιά είναι η μικρότερη τιμή της διαφοράς για τις διά
φορες τιμές του α;

5.155 Να βρεθεί ο μεγαλύτερος από τους αριθμούς:

5.156 Να αποδείξετε ότι το αντίστροφο του θεωρήματος των ενδιαμέσων 
τιμών ισχύει για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση /  στο διάστημα (α,β), 
αν αυτή έχει φραγμένη παράγωγοστοδιάστημα (α,β).
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5.157 Έστω /  συνεχής στο [α, β] για την οποία υπάρχει η / "  και είναι 
θετική Vjc g  (α, β) . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση F{x) =  — 
είναι γνήσια αύξουσα Vjc g  (α, β).

5.158 Α να  g  R  και η / ( j t )  =  αχ— r—j είναι αύξουσα Vjc e IRvα αποδείξετε

5.159 Θεοορούμε την ακολουθία χυ, ν g  WU{0) με x q  = 0  και χν+χ =  
α +  ksinxv, α, λ g jR. Να αποδείξετε ότι:

α) \sinx — siny\ <  |jc — γ|, Vjc, y e IR.
β) l^+i - x v\ < N n ,  Vv g W.
Y) \Χμ -* v \  5  ΙλΙ <  Ι ,μ  >  ν. Να αποδείξετε ότι αν |λ| <  1 η
χυ,ν  e IN συγκλίνει και το όριό της είναι η μοναδική ρίζα της εξίσαχιης 
jc =  a  +  Xsinx.

5.160 Αν f (x )  =  - ——------- --— 1—  τότε να αποδείξετε ότι:
J  ν '  5 ΙΠ Χ -5 ΙΠ α  (jC~a)CO50f ^

5.161 Αν /(Ο) =  α, /(α ) =  β, /'(Ο) =  -1  και |/"(*)| < ^ , τ €  [-2α, 2α]

i )  | l + / ' ( jc ) |  < i ,J C G ( -2 a ,2 a ) .

ii) l/(a + /O I< il/(a ) |< i|a |.

5.162 Να αποδείξετε τις παρακάτω ανισότητες:
1) χ - χ 2 < log(l +χ) < χ  -  ijc2, < λ <  λ

2) —log(cosx) < jsinx tgx,0 < χ < |

3) /ogjc <  — 1), 0 < χ,χ φ l ,Vv >  0

4) p  >  q > 0 , ; c > 0

5) lesfiLtzl <issil±£l>o < x < yy χ
6) (1 +  χ)λ +  (1 — χ)λ — 2λ <  0, λ >  1 καιΟ <  jc <  1

7) (i? r + ( ^ i r < i ( l  +  ^ ) , p > 2 , 0 < j c < l
8) 2sinx +  tgx > 3x,  0 < x < ~

ότι a >

3   1___ 5 1
4 cos?a 12 cosa

να αποδείξετε ότι:



η > & > ί . Ο  < X ^ y < i

^  Ί+ψ < loS (l +  “) < > ο.

13* rb ~ rir - 3§ r^ > a > Ux > i
14) (α +  ^ ι' +  (^ +  ^ 1’ > ^ . , υ 6 ϋ ν , α ^ 6 « + μ ε α +  /β=  ι

15) < / a + J < J a  +  j P t v v e IN και α, β e IR+
16) αβ +fi* > 1, Va, β € IR+

5.163 Έστω /  : [α, β) jr συνεχής, τέτοια ώστε

/ '( a )  < μ < f \ β ) και μ φ  —^  ~
β -  a

Να αποδείξετε ότι

/ ( c ) - / ( α) = μ(α - α )  ή / ( c ) -  / ( β )  = μ (α - β )  

για κάποιο c € (α, β).

5.164 Έστω /  : (a, +οο) -* IR bvo (ρορές παραγωγίσιμη στο (α, +οο)
Μ« ϋπι*-+οο /(* )  =  * < -ι-οο και |/"(.x)| < M,Vjc e (α,+οο). Να 
αποδείξετε <frci limx_ +00 y^jc) =  0.

5.165 θα  λέμε ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschltz τάξης α στο 
*ο 6 Δ(Γ) αν υπάρχει σταθερή k > 0 τέτοια ώστε:

|f(x) -  f(x0)| < klx-xol® 

για όλα τα x σε μια περιοχή του χ<,, χ Φ χ<>.

α) Αν α > 0 και η /  ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz τάξης α  στο 
*ο τότε να αποδείξετε ότι η /  είναι συνεχής στο jco και αν a > 1 τότε η 
/  είναι παραγωγίσιμη στο χο.

β) Να δώσετε παράδειγμα συνάρτησης /  που να είναι Lipschitz τάξης 
1, αλλά η / '  να μην υπάρχει.

5.166 α) Αν /  είναι αύξουσα και g φθίνουσα, τότε να αποδείξετε ότι η /  ο g 
είναι φθίνουσα.
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση / ( χ )  =  - - * χ είναι αύξουσα στο 
διάστημα (0, f ).
γ)Να αποδείξετε ότιη σειρά Σ ^ Ι , ί - Ι Γ ν  {1 - αν±} συγκλίνει. Ο
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5.167 α) Να εξετάσετε ως προς την μονοτονία την συνάρτηση f  (χ) =  
χ ϊ/χ, χ  > 0.
β) Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

00

Τ. (ν1/ν — 1) cosvx, ν e IN.
u= 1

5.168 Έστω f,  g \ 1R-* IR παραγωγίσιμες συναρτήσεις, τέτοιες ώστε:

/ ( * )  =  S i x )

^ r [ xg(x)] =  xfix)·

Να αποδείξετε ότι μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της g υπάρχει ρίζα 
της /  και ότι μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της /  υπάρχει ρίζα της g.

5.169 Έστω /  : [Ο, β] -*■ 1R μια συνάρτηση συνεχής στο [Ο, β] και παρα- 
γωγίσιμη στο (Ο, β). Αν /(β) =  Ο, να αποδείξετε ότι υπάρχειξ e (Ο, β) 
τέτοιο ώστε:

/ (* ) / (* )

5.170 Να αποδείξετε ότι:

(1 +  *)“ < 1 + χ α <2ι~*(1+χ)*,0 <χ < 1, 0 < α < 1.

5.171 Θεωρούμε τις παρακάτω προτάσεις:
(α) η συνάρτηση / (χ)  =  (1+  £)* είναι γνήσια αύξουσασε καθένα από 
τα διαστήματα (-οο, - 1) και (Ο, οο).
(β) γ ~  < log για χ  < -1  και χ  > 0.
(γ )1+ * < β * , * > - 1  και το =  ισχύει αν χ =  Ο,
(δ) Έστω ak > Ο, k =  1 ,2 , . . . , η. Τότε

(αι.α2 · αηγ / η <1·{αϊ +ο(2 + ---- Η*„).

και η ισότητα ισχύει αν αχ = αι = ■ ■ ■ =  α„.

Να αποδείξετε ότι είναι ισοδύναμες, αποδεικνύοντας ότι:

(α) =» (β) =» (y) =» (δ) =» (α)
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5.172 α) Έστω /  : (α, β) -* ZR, για την οποία υποθέτουμε ότι υπάρχει η / " ' 
και είναι αύξουσα στο (or, β ). Να αποδείξετε ότι

f i x  -  1) -  2/{χ)  +  / { χ  +  1) > / ' (χ),  χ  e ( a  + l , f i -  1).

β) Να αποδείξετε ότι:

(χ -  1 )log(x -  1) -  2xlogx +  (χ +  1 )log(x +  1) > j ,  χ  > 0.

5.173 Να αποδείξετε ότι:

_  e-ty + e~*' ι > o, or e [0 , 1].

5.174 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ  =  Τ(χ) όπου Τ(χ) =  j  [cos$ -  \ χ -  ;|]  
έχει ακριβώς μια λύση στο [α, β] =  [ j ,  λ ] .

5.175 Δίνεται η συνάρτηση

f /r \  -  ί  χ  + x*sir?’1x, χ φ Ο  
η ) ~ \ 0 , χ  = 0

α) Να αποδείξετε ότι η /  είναι παραγωγίσιμη V* e IR.
β) Ισχύουν για την / '  οι υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle στο 
διάστημα [0, £ ];

5.176 Να αποδείξετε ότι μεταξύ δυο ριζών της e*sinx =  1, υπάρχει τουλά
χιστο μια ρίζα της efcosx + 1  =  0.

5.177 Αν /(Ο) =  Οκαι η /"(χ)  υπάρχει για χ  > 0, να αποδείξετε ότι

f i x )  -  =  \ x f {>£),0 < ξ < χ.

Επίσης να αποδείξετε ότι αν / " ( χ) > 0,Vx > 0 τότε η ίψ -  είναι γνήσια 
αύξουσα.

5.178 Δίνεται η συνάρτηση / ( χ)  =  log\x\ , χ ^ 0 .
α) Να αποδείξετε ότι: limx^ _ x/1f' (x) — - 2, με την βοήθεια του (e -  ί) 
ορισμού.
β) Να αποδείξετε ότι η / '  δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (-οο , 0), 
ενώ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (-οο, - 2).



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 435

γ) Εφαρμόζοντας το Θεώρημα της Μέσης τιμής στην συνάρτηση g(x) =  
/ ( I  + χ) ,χ  > -1  στο διάστημα [0 , ±] να αποδείξετε ότι:

Επίσης να αποδείξετε ότι οι ακολουθίες γυ -  1 + ± + λ  +  . . · + £ -  
log ν,ν e IN και δν = γυ — ^ ,ν  e IN συγκλίνουν, και μάλιστα στο ίδιο 
όριο.

5.179 Έστω /  : [α, β] Ε  μια συνεχής συνάρτηση. Ορίζουμε την συνάρ
τηση

α) Αν η /  είναι παραγωγίσιμη στο α, να βρεθεί η σταθερή k ώστε η 
g να είναι συνεχής. Αν ακόμα ισχύει /'(α ) < μ  < τότε να
αποδείξετε ότι υπάρχει ξ e (α, β) τέτοιο ώστε:

β) Αν η /  είναι δυο φορές παραγαιγίσιμη και γνήσια κυρτή στο (α,β), 
τότε να αποδείξετε ότι η g είναι γνήσια αύξουσα στο (α,β).
γ) Αν η /  έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο, τότε να αποδείξετε ότι η g 
έχει συνεχή πρώτη παράγωγο.

5.180 Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση /  έχει παράγωγο / '  μονότονη, 
τότε η / '  είναι συνεχής.

5.181 Έστω α ι,α 2,α3 («ι < α2 < α3) οι τρεις πραγματικές ρίζες ενός 
πολυωνύμου τρίτου βαθμού. Να αποδείξετε:
α) Υπάρχει c e ( a u a2) : / ( c )  =  0.
β) Αυτό το c είναι πιο κοντά στο αι παρά στο αζ.

5.182 Έστω / ( χ )  = (χ -  αχ) (χ  -  a 2)h(x) όπου h και h' είναι μη μηδενικές, 
αντιθέτου προσήμου στο [a,, α2] καιη h' είναι συνεχής στο [οη, α2]. Να 
αποδείξετε ότι η / '  έχει ρίζα μεταξύ των α χ και 2ΐ±2*.

5.183 Δίνεται η συνάρτηση /  : R  -> 2R με

/ ( ξ ) - / ( α )  = μ ( ξ - α ) .
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Να αποδείξετε ότι:

α) Η /  είναι παραγωγίσιμη Vjc € ZR με /'(Ο) >  0. 

β) Η / '  δεν είναι φραγμένη στο διάστημα [ - 1, 1].

Υ) f { h )  ~  /  W rr) < °»Vv € Ν

δ) Η /  δεν είναι μονότονη στην περιοχή του μηδενός.

5.184 Έστω / ,  g : [α, β] -*· IR δυο συναρτήσεις συνεχείς στο [α, β] και 
παραγωγίσιμες στο (α ,^)με / ( α ) =  / ( β )  =  0. Να αποδείξετε ότι:

α) Υπάρχει ξ € (α, β ) : / '($ )  +  * '(£)/(£) =  0.

β) Για κάθε μη μηδενικό πραγματικό αριθμό τ υπάρχει c g (α «) ■ 
r / ( c )  + /(c)  = 0.

5.185 Έστω f  : R -*■ ZR μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με /(Ο) > ο και
/ '(* )  < > 0. θεωρώντας την συνάρτηση g(χ) =  /(* )  - χ να
αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός πραγματικός αριθμός c, τέτοιος 
ώστε /  (c) = c.

5.186 Έστω /  : [α, β] -* IR μια συνάρτηση συνεχής στο [α, β] και παρα
γωγίσιμη στο (α, β) με /(α )  =  α και / (β)  =  β. Να αποδείξετε ότι 
υπάρχουν χ2 μέ a < x t < χ2 < β  και

/ '< * )  +  f ' (x i)  ~  2

5.187 Έστω [α, β] ένα διΛστημα με 0 $ [α, β] και /  : [α, β] -► JR μΐχχ 
συνάρτηση συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α,β). Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει ζ € (α, β) τέτοιο ώστε:

<*/(β) -  β/(<*)
α - β =  / ( 0 - £ / ' ( 0 ·

5.188 Έστω /  : [0, σο) -+ IR μια παραγωγίσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε

lim (/(* ) +  / '(* ))  =  0.

lim f ( x )  =  oJT-++00

Να αποδείξετε ότι
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5.189 Έστω /  : [α, β] —► ZR μκχ συνάρτηση συνεχής στο [α, β] και παρα- 
γωγίσιμη στο [α, / )  U (γ, β] (δηλ. παραγωγίσιμη στο (α, β) εκτός από 
το σημείο γ). Να αποδείξετε ότι:

α) Υπάρχει ξ ς ( α , β )  τέτοιο ώστε:

\ / ( β ) - Α < χ ) \ < \ / ' ( ξ ) \ ( β - < χ ) ·

β) Υπάρχουν ξι,ξι με α < ξι < ξ2 < β και θετικοί πραγματικοί 
αριθμοί λι, λ2 με λι +  λ2 =  1 τέτοιοι ώστε:

/ ( β )  -  /(<*) =  & /'(£ ,)  +  Κζ/'(ξ2)](β -  α).

5.190 Έστω /  : [α, β] -* IR μια συνάρτηση με συνεχή παράγωγο στο [α, β] 
και f i x )  > 0, Vx e [α, β]. Να αποδείξετε ότι:

α) Η /  είναι αμφιμονοσήμαντη στο [α, β] και να βρήτετο I =  /([α , β]).

β) Η / '  έχει γνήσια θετικό ελάχιστο m στο [α, β \.

γ) Η /  έχει αντίστροφη f ~ l στο / και ισχύει:

Ι / -10 ’2 ) - / ~ 1ϋ ’ι)Ι <  —IΛ  € / .m

δ) Η /  1 είναι ομοιόμορφα συνεχής στο I, παραγωγίσιμη στο / με 
παράγωγο i f 1)' συνεχή στο I.

5.191 Να αποδείξετε ότι:

y- JC — 1 1 X +  1
y/X < - ------ <  - X < —- — , X >  1

logx e 2

5.192 Να αποδείξετε ότι αν α > β > 0 τότε α“ +  β ρ > a? +  β01

5.193 Δίνεται η συνάρτηση

f i x )  =  τ—τ γ - Γ ~ ~ ’χ  € ( - I , 0)U(0,+oo) log i \+ x )  χ

Να την εξετάσετε ως προς την μονοτονία.
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5.194 Έστω /  μια συνάρτηση για την οποία υποθέτουμε ότι υπάρχει η / "  
στο διάστημα (or, β) και ότι / ( « )  =  / ' (β )  =  0. Να αποδείξετε ότι 
υπάρχει c € (or, β) τέτοιο ώστε:

r(c) 2  -  /(α)]·

5.195 Αν η συνάρτηση /  είναι τέτοια ώστε η / "  να υπάρχει και | / ( χ ) |  < 
A, |/ " U ) | < B,Vx > r, όπου Α και Β θετικές σταθερές, τότε να 
αποδείξετε ότι:

! / '(* ) | < l V A B , V x > r

5.196 α) Να αποδείξετε ότι: 0 < χ -  log( 1 +  χ) < ^ , χ  >0.

β) Έστω α ν =  1 +  £ + . . .  +  i  -  iog(v + 1). Να αποδείξετε ότι η 
α„, ν G W είναι αύξσυσα και φραγμένη. Να συμπεράνετε ότι και η 
1 +  |  +  . . .  +  λ -  log ν συγκλίνει.

5.197 Έστω /  : [or, β] -► Β  μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με /(α ) =  
0. / ( β ) > 0, ί \ β )  < 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει c € (or, β ) : / '(c )  =  
0.

5.198 Δίνεται η συνάρτηση /  : (0,1J -* /R με

/(* ) =  x.logχ +<? -  1.

Να αποδείξετε ότι: α) Η εξίσωση /'(* ) =  0 έχει μοναδική λύση στο 
διάστημα (0, 1].
β) Η εξίσωση / ( χ )  =  0 έχει και αυτή μοναδική ρίζα στο διάστημα 
(0, 1).

5.199 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

χ.έ~χ =  Λ,Ο < k < -  
e

έχει ακριβώς δυο πραγματικές ρίζες «,υ με 0 < u < 1 < υ.

5.200 Δίνεται η συνάρτηση / : / ? - * · # ?  με

Ιο. JC =  0

Να αποδείξετε ότι η /  έχει ελάχιστο στο 0, αλλά η / '  αλλάζει πρόσημο 
στην περιοχή του 0.
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5.201 Έστω ότιη /  ορίζεται στοδιάστημα (0, 1] και έχει φραγμένη παράγωγο 
στο διάστημα αυτό. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία aVyv € Ν με 
α„ =  /  (*) συγκλίνει.

5.202 Να αποδείξετε ότι:
L Αν η /  είναι κυρτή στο I και χχ,χ2, . . . , x v e l  τότε

/
^ •*1 ~hX2 +  .. ■ < / ( * χ) +  /(·Χ2) +  . . . +  f (Xv) 

~ V

2. Αν η /  είναι κυρτή στο (α, β) και αχ, α2, . . . , αw είναι θετικοί αριθμοί, 
τότε:

j  ( ctlxi + a 2x2 + . . . + a vx A  < α ι/(* ι  +  +  ■ ■ · +  a vf ( x v)

όπου a < χ \<  χ2 < ... < χν < β.
3. Αν η /  είναι κυρτή στο (α, β) και αι ,α2, . . . , α ν, χ ι , χ 2....... χ ν είναι
όλοι θετικοί αριθμοί, τότε:

αχ +  . . . + α „  fct\logxi + .. .  + a vlogxv \  αχ*χ +  ... +θμΧυ

F ^ ' - + t s “ p l  — ) -

4. Αν η /  είναι κυρτή στο (α, β) και αχ, α2, . . . , α„, χ χ, jc2...... jcu είναι
όλοι θετικοί αριθμοί, τότε:

υ
< (Χι -Χτ.......χνΫ 'ν <

χ χ + χ2 + · - · + χ ν
ν

5. Για κάθε φυσικό ν ισχύει:

< ν! <
V

6. Aν ρ  > 1 τότε:

Χϊ + ·^  +  · · · +  Χν XI +  *2+  · ·· +*ν)
7. Αν q > ρ  > 1 και *χ, χ2, . . . , χν θετικοί τότε:

^ χ χ + 4 + . . . + χν y /<? > ^ r  \  *ιν 

‘  ·V V
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8. Αν 0 < qr < 1, r  =  1 ,2 , . . . , ν, φ  =  1 και*ι, χ 2, . . . , χ υ θετικοί 
τότε:

q \ X \  +  q2Xz  +  . . .  +  q vx v > χ ? . χ £  . . .  .

9. Έστω χ, y, ρ, q θετικοί με p + q = 1. Τότε: χ ρψ  < px  + qy.
10. Έστω a , , α2, . . . , αν κ α ιβ χ, β 2........& θετικοί. Τότε:

£ · ” “ - Μ < Ρ · )

11. Έ στω α χ ,α ι , . . . , α ν κ α ιPu βι» · · *&> θετικοί. Τότε:
2

(£-'■) Φ ' )  L P )

(Ανισότητα του Cauchy).
12. Έστω a ι,α2....... ο» και β\ ,β2, · . . , β ν θετικοί. Τότε αν 0 < ρ  <
1,0 <q < I, ρ  + q  = I ισχύει:

V

13. Έ στω α ί ,α2....... α„ κ α ιβ χ, β 2........βν θετικοί.Τότε:
ι/* / „ \ »Μ

£ ar/ls( £ v  (Ρ'Ί
14>Έστωαι,α2, . · , α ν χαιβι,  β2....... θετικοί και ρ  > 1. Τότε:

(αΓ 4- β,ι̂ ' Φ Γ Φ · )
>//>

(Ανισότητα του Minkowski)
15. Αν Xj, yit i =  1,2....... ν είναι πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε:

χ\ > χι > . . · > * *  > ·· Χν και y i > y * > . . .> y * > . . .y v  (D 

τότε

• Η ισότητα ισχύει αν jci =  χ2 =  .. · =  χν ή yi — yi =  · · · =  >·

(2)
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.λύσεις των ασκήσεων
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Κεφάλαιο 1

12 i)supA =  1, i i ) in f  A =  - | ,  supA = 1 i i i ) in /A  =  -2 .

L4 Είναι A c  AU β  =» εφαρμογή 3 της §1.4, sup A < sup(AUB).

1.9 Av cipv —► (-ι,&ρν-ι =  t —i , . . . , otpv-(p—\) —* t —p— l) και ctqn —► tz  να 
αποδείξετε ότι h  =  t . \  =  . . .  =  £_(p_i). Π.χ. α ^ )  -► t% ως 
υπακολουθία της α*„. Αλλά -► 1\ ως υπακολουθία της
a^if. Αρα h  ~  ίι. Ομοια ► £χ xcLLcivpq+q =  &p(qi· ι 1 ̂ ) ι —►

Αρα ^  κ.τ.λ.

1.11 Να διακρίνετε τις περιπτώσεις I  =  0, ί  > 0. Αν ί  > 0 =>· |α* -  £ζ| =  
|αν -  €|(αμ +  ί) > }ρν -  ί\.ί.

1.12 ι)0  < x < 1 =* 1 < ^ / T T F  < λ/2 .

ii) χ > 1 =» χ =  <fp  < < /T T F  < Jl.x.

1.13 aui _► αoc

1.14 α υ -► 0, ν̂ ϊΓαμ —► y.

1.15 /  < x v + y v < 2 y \

1.17 x v = i[a v + βν - \ α ν -  βν\ \  yv =  |[α„ +  βν +  |αν -  &IJ 

1.19 |αν -  *| < € =  f  =» </lj2 < ^  < λ/3^/2, Vv > ν0·

1 2 0 a ) i ,P ) i ,Y )  ΐ,δ ) 1, ε)0στ) | .

1.21 i fPly)  = Να αποδείξετε ότι λ/ ϊα -► 1 και να
χρησιμοποιήσετε την 1.19.
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1.22 yv =  aoVT7+ . . .  + a kJ v  +  k =  */v  |or0 +  a lyj \  +  j  +  ■ ■ ■ +  « * ^ 1  +  £ J

=  V “  {«o “  <*o +  « 1  ( ^ 1  +  ί  “  ΐ )  +  · · ·  +  α * ( ^ 1  +  “ -  l ) }  =►  \ Yv\ -
V* A (J +  .. .  +  *) < ->· 0, i4 =  max{|a t | .......M}·

1.23 α )αμ+1 -  ^  = - - ^ { 1  +  (v +  1) ( i  +  · · · +  ^)} < 0.

$)lima = 0, εφαρμογή 3 της §1.5.

1.24 ί  =  V I

1.25 α) αύξουσα αν k Φ 0,1. Αν k =  0,1 αν σταθερή, 
β) φραγμένη αν 0 < k < 1.

I·26 «ν =  ΐ(«ν-ι +  > ^ ^ 7 5 7 =  y/k-

«Η-1 — Οίκ =  ĵ“ *· < 0.

1.27 Θέτουμε γν =  « „ - £ = »  γν -*■ 0 και ^ +̂ ^ + :±ϊώ. = —
<(Α+Λ+""^ Αλλά ft+ftf.± gv Μ| εφαρμογή 3 της §15. Αρκεί να 

αποδειχθεί ότι -+ 0.

1.28 Με επαγωγή να αποδείξετε ότι είναι αύξουσα και άνω φραγμένη από 
το 2.

1.29 Να εργαστείτε όπως στην 1.15 υποθέτοντας 6iimax(ai, . . . ,α*) =  on.

1.30 Με επαγωγή να δείξετε ότι 2 < αν < 3. Επίσης να δείξετε ότι 
α ι̂ ί — αν < 0. Είναι I =  2.

1.31 logav — loga — /og (1 +  2̂ £L) =  log{ 1 4- -Tv),*, =  Αρκεί να
αποδείξετε ότι/ο#(1 +*ι>) -> 0.

1.32 Από την εφαρμογή 1 της § 1.7, Σημείαχτη να αποδείξετε πρώτα ότι:
τ+Γ < ίο8 ^ τ  < τ·

1.33 ί = \ .

1.34 Να αποδείξετέ ότι -  k < 0, α^+ι -  αν > 0. Είναι I =  ν ΐ .

1.35 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 3 της §1.7.

1.36 ^  =  Π£Ζ. Με επαγωγή να αποδείξετε ότι αυ+2 =  .
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1.39 α) +οο, β) Δεν υπάρχει, y)e*, δ) έ .

1.40 αν -► ί  =» αν g (£ -  e, I  +  ζ) για άπειρο πλήθος δεικτών => € σ.σ. της 
α„, ι> 6 Ν. Να υποθέσετε ότι έχει και άλλο ί '  φ ί  και να καταλήξετε σε 
άτοπο.

1.41 α ν =  . Πιθανό άνω φράγμα το ±. Να παρατηρήσετε ότι | αν |<
ισχύει γϊα υ > 4 και να πάρετε ως φράγμα^» =  max(\ α χ |, | α2 |, | α3 | 
· ϊ > ·

β) Είναι | αν |<  2. Να χρησιμοποιήσετε την ανισότητα £  < =

ι/—1 ν'

1.42 α) A1 = {—1,1} β) Α' =  (-1 ,0 ,1}.

1.43 γ) Αν μ  > ν =>| αμ — αν |=  +  · ·
I

(M-D!
1

(w+1)!

1 +  Ζ7ϊ +  *·· ++ 2 Π Γ <ν+2)<ν+3) -μ
1 -ί- -1- -ι-----f-------1— -1

^  ν + 1  ~  ^  (ν+1 >*-*-■  ί

1

δ) I <*w+t -  «V 1 = (κ+ιΗ +  ’··+  (ι/+*)'+* -  2^Γ + 2ν·

1.48 α) | α„+* -  αν |=  +  ··· +  + '  ’ ’ +  (7 +*-i)(v^) =
1 ___L  < 1

β) α„+, -  αν =  > 0 και | α„ |< 2 από την άσκηση 1.12β.

1.49 | σμ -  σν |< |  | +· ··+  | αμ |= | (| α, | +  ·· ·+  | αμ |) -  (| α , |
Η------ 1-1 αν |) |<  ί ,  αφού r„, ν € Ν ακολουθία του Cauchy.

1.50 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 3 της § 1.8.

1.51 Να υποθέσετε ότι έχει δύο, έστω α και β. Τότε 3 ^  -*■ α ,α κ  -* β. Για 
€ =  \α —β\ > 0 είναι: € =  \ α - β \  < |α -α * ν|+  |<%ν - c o J +  \*κ ,-β \  <
ϊ  +  ϊ  +  ϊ = « ·

1.52 Κάθε μηδενική ακολουθία συγκλίνει στο 0. Υπάρχει όμως συγκλίνσυσα
ακολουθία που δεν συγκλίνει στο 0, π.χ. αν = Αρα Μ c  Σ .
Επίσης υπάρχει ακολουθία του Cauchy μη συγκλίνουσα στο Q, άσκηση 
1.26. Επίσης η α „ =  ( -1 )1' είναι φραγμένη, αλλά όχι ακολουθία του 
Cauchy.

1.53 l iminfav : a) -  β)3, y)0, δ) -  1, ί) -  1, στ) -  */ΐ  

limsupaty, : α )1, β)5, γ )  +  οο, 3)1,6)1, σ τ)>/2
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1.54 liminfav =  lim(wip>i αυ+ρ) = lim{inip>\ akv +ρ) αφού a*v υπακολου- 
θία της av και infp> ι + ρ < infP>i α*„+Ρ ·

1.55 Από άσκηση 1.54 liminfav < Ιίηιίη/βν. Αφού βν < liminfav => 
limsupfiv < liminfav => Ιΐηΐ5ΐιρβν =  Ιίτηϊη/βν =  liminfav.

1.56 (Ve > 0)(3jc e X) ·. χ > supX — e => av > x > supX — e για άπειρο
πλήθος δεικτών limsupav — lim(supa^ p) > supX -e  (1). Επίσης
supX +  € $. X  =>■ Qv0 G N) : av < supX + s, Vu > v0 => limsupav < 
supX + e (2). Από (1) και (2) προκύπτει το ζητούμενο.

1.57 Να χρησιμοποιήσετε τον ορισμό του sup και του inf.

Σωστό ή λάθος;

l)A ,av =  2 +  ( - l ) ‘\/Jv =  4*L 2)Σ 3)Σ 4)Σ 5)Σ
6)Σ 7)Λ,αν =  1 +  (-1 )μ,α 2„_ ,-> 0 8)Λ 9)Σ 10)Λ 11)Σ
12)Α 13)Σ 14)Λ 15)Σ 16)Σ 17)Σ 18)Λ 19)Σ
20Σ 2 1 )Σ ,1 ,± ,2 ,± 3 ,£ ,.. .  22)Α,αν = ν 23)Σ 24)Σ

1.59 β) sup A =  1

1.62 χ > 0, V* e A =► 0 κάτω φράγμα του Α Για δοσμένο ί  > 0, 3jt e / I : 
χ < 0 +  € δηλ. Xk€ A: kxx < 1 αν k > Άρα από Θ. 1.2 0 =  in f  A.

1.63 Για 0Kaxax,y e A : supA > x, —inf  A > —y=>x —y < supA—in f  A. 
Για δοσμένο € > 0, 3υ, w e A, v +  |  > supA, |  — w > —in f  A => 
(v — w) + ( > supA — in f  A.

1.66 A =  (-1 Q -1 ), β =  (0,1) =► α =  - Ι , β  = \  και α β  =  ενώ 
C =  (—5 ,0) με s u p C  =  0. Έστω a  < 0, β  < 0 και χ € A, y  €  Β =ϊ  
χ  < a, y  < β  => — x > — a  > 0, — y  > — β  > 0 =>· x y  > αβ.  Αν δοθεί 
€ > 0, 3χ  6 A , y  6 Β : α β  > x y  -  € ή \αβ — xy\  < e. Διαλέγουμε τα 
χ  και y  έτσι ώστε: a  < χ  +  ·2~̂ — , β  < y  +  ^  και  β < y  +  I. Τότε 
\(*β -*3Ί < \ a f i - a y \  +  \ a y - a x \  < |ar| ^  + ^ ^ . { \ β \  +  !) =  e.

1.68 Ασκηση 1.9 με ρ  = 2, q =  3.

1.70 αυ+ι - α ν = ^  + < & + & - £  =  0 => a wγνήσιαφθίνουσα.
Επίσης α„ < \  ^ +  ·· · +  * =  1 καΐαυ > £  +  £  +  ·· · +  £  =

1.71 Οί4ν —̂ ο, CC4V-1 —► lfO^y-2 —► 0, GC4V-3 —► —1.
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1.72 \ctv+2 — Qfv+i| — j Icojoth-i — cosav\ < j \a v+i — α„| και με επαγωγή
K + i -  < ψ, Vv € ΝΝ.  Να αποδείξετε ότι η αν, ν e ΝΝ  είναι
ακολουθία του Cauchy.

1.73 Ια*.* -  α„| < +  · ' '  +  (Βλέπε άσκηση 1.15γ).

1.76 \αμ -  αν\ < |α^ -  αμ_ι| +  · · · +  |αυ+, -  α υ| < (c^-2 +  cM_3 +  · · · +  
c l̂ , ) |a2 - α ι |
=  cv~l Lf r r  \ai -  on | < cv~' \az -  a, | .

1.77 To λάθος βρίσκεται στο ότι το κριτήριο του Cauchy απαιτεί η σχέση 
\αμ — α ν\ < € να ικανοποιείται V/*, ν > νο και όχι όπως εδώ για μια 
ειδική τιμή του μ  =  ν +  1. Η σωστή λύση βάσει της άσκησης 1.43.

1.78 Α \ Χ  = χ : α < χ < β  και r  ς. ZR, υπάρχουν γ , δ  € IR : a < γ  < δ  < β  

και r < y  1\ r  > δ,  δηλ. r  g (jc : γ  < χ  < 6}. Ορίζουμε τους 
πραγματικούς αριθμούς έτσι ώστε: a  < ρ χ < qx < β  κα ιχ , g 
{λ : ρ, < χ  < ?,}. Γενικά αν έχουν οριστεί οι p x,qx, pz,qz, p v- u qv- X 
ορίζουμε τους ρ ν ,q v με ρ„_, < ρ ν < qv < qv. t και $ [ χ  : ρ ν < χ  < 
ΡΑ·
Έστωγ =  suppv. Τότε: α) Αφοί) y άνω φράγμα για όλα τα p v,y  > ρ ν + 1. 
Αλλά ρ ν+1 > Ρχ, => y > ρ ν, Vv € //Ν . β) Με επαγωγή ρν < qv+x, Vv € 
AW. Έτσι y < q v+\. Αλλά^υ+ι < qv => y < qv, Vv e N N .
Από α) και β) pv < y < qv και έτσι a < y < β και y i  x v, Vv € NN  
αφού g {jf: pw < x <qv).

Κεφάλαιο 2

21 ο μ= σ „ -  <*ι»-ι· Οι σειρές αντίστοιχα είναι: , — 1 ^ ,

ΣΤ-ι (ί»,+Ι)(ίΓ-2ι*+2)'
ΣΓ=ι( - ΐ) " - · .

23  a) 2 β ) |  γ )1  δ) 1.

24 Εφαρμογή 4 της §2.2 με β ν = α  +  ν -  1 και<*„ =  ( - Ι ) 1* 1̂ .

2^  α) Παράδειγμα 25 β) =  Σ  (&■ — W+17 ) =  * “  TvW * Υ) συ =
Ο
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1 Τ' ί 1 1 1 1 ( ι J - >  4 δ) δεν υπάρχει2 L· 1 < * + ! ) (* +2) ί
k =  1 1 9

όριο.
“  2 [2 ( Η -1 ) ( ν + 2 )

2.6 \σμ — σν\ =  Γ υ + 1  +  · — l ·  r v\ <  |λ|1,+11 +  |r| Η— , +  Μ Μ — 1 <  ] τ |Ι 1 1  
^  1 1  ^  1 — |r  j *

2& (* +  2)(* +  3 ) · ··(* +  ») > ( *  +  2),' - , κ α ι Ε
Α=Ι

2.9 σν =  Ι +  2 +  3Τ + 2Ϊ +  ··· 5 ΐ  + ^4·ρ· + ··· +  ρ  <2.

2.10 α) Απειρίζεται θετικά, β), γ), δ), ε) Συγκλίνουν, στ) Απειρίζεται θετικά.

2.11 Οι α) και ζ) απειρίζσνται θετικά. Οι υπόλοιπες συγκλίνουν.

2.12 Να τις συγκρίνετε με την αρμονική σειρά.

2.13 Να εργαστείτε όπως στην 2.12, πρέπει α > λ.

2.14 Συγκλίνουν αν λ > 1 και απειρίζονται θετικά αν 0 < λ < 1.

2.15 Οι 4), 5) και 9) απειρίζονται θετικά. Οι υπόλοιπες συγκλίνουν.

2.17 Συγκλίνει. Να εφαρμόσετε το κριτήριο της ν-οστής ρίζας.

2.18 1) Συγκλίνει (Θ. 2.29) 2) Συγκλίνει (Θ. 2.24 με βν =  £ )  3) Απει-
ρίζεται θετκά. Είναι j /v  -*■ 1 =>■ < Μ => Ζ < 4) Συγκλίνει
αν a < 1 και απειρίζεται θετικά αν a > 1 (Θ. 2.29). 5) Συγκλίνει (Θ.
2.29) 6) Απειρίζεται θετικά. 7) Συγκλίνει (Θ. 2.34) 8) Συγκλίνει
(Θ. 2.24 με A. — ρ·)· 9) Απειρίζεται θετικά (Θ. 2.29).

2.19 Να εφαρμόσετε το Θ. 2.42.

2.20 β > 1 και οποιοδήποτε α, β =  1 καια < - 1.

2.21 α), β), γ) και δ) συγκλίνουν, ενώ η ε) όχι (lim\av \ Φ 0).

00

2.23 α) Συγκλίνει απόλυτα, |5ΐη(υα")| < |να1'! και η Σ  υ|α|1'συγκλίνει (Θ.
υ=1

2.29) . β) Δεν συγκλίνει lim |α„| Φ 0. γ) Υπό συνθήκη αν 0 < s  < 1, 
απειρίζεται θετικά αν s > 1 καιδεν συγκλίνει αν s < 0. δ) Απειρίζεται 
θετικά.

2.24 Συγκλίνει απόλυτα.
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2.29 Δεν συγκλίνει απόλυτα, αφού \yv\ =  |( -1 ) ι,+1 £  p r ^ r ^ r l  > #  =
*=ι

Σωστό ή λάθος

1) Λ 2) Σ 3) Σ 4) Λ, πρέπει να αρχίζει από υ =  05) Λ 6) Λ 
7) Λ 8) Σ 9) Σ 10) Λ 11) Σ 12) Σ 13)Λ 14) Λ 15) Σ

2.32 1) Συγκλίνει (θ. 2.34) 2) Σ  αν < £  =£r =  2·
1=1 *=Ι

00
2.33 Να την συγκρίνετε με την σειρά Σ  £ ·

ν=1

2.34 α) Απειρίζεται θετικά β) Συγκλίνει γ) Συγκλίνει.

2.35 β ν =  (of| +  ot% +  · · * +  cev) +  (ofj +  +  · * · +  α„) +  +  &ν) +  &ν =
(u  +  1)σ\, — (<Tj +  Οχ ■+■ · · * +  σ Ρ).

Κεφάλαιο 3
3JL Nol

32 α) Το 1 είναι μεμονωμένο σημείο του Δ ( /) . Στο +οο έχει νόημα, β) 
Δ ( /)  =  [2, +οο) γ) Δ (/)  =  ( - 00,2) U (3, +οο).

32 Δεν έχουν νόημα: l i m ^ ^  / ( χ ) ,1ίιη ,_3+ / ( jc).

34 i) +oo ii) 0.

32 a) jc„ =  λ _► o => f ( x v) =  υ δεν συγκλίνει, αφού δεν είναι φραγμένη, 
β) καιγ) να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 1 της §3.2.

34 i)a  =  1, β =  2 ii) α =  Ι ,β  =  1.

3.7 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 4 της §3.2.

3.9 3 =  min {ΐ,

3.10 3 =  £ .

3.12 α) 3 =  min {1, | )  β) 3 =  mini.3c  γ) 3 =  min {1, %)· Να παρα
τηρήσετε ότι: χ 2 +  2χ +  4 > 1, V* € Δ ( /) . δ) 3 =  {1. ft} ε)
S =T!& στ)* = min{$c, $c2€}.
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3.13 Να εργαστείτε όποος στο παράδειγμα 3.8.

3.14 Να υποθέσετε ότι το όριο υπάρχει και να εφαρμόσετε τον ορισμό για 
e =  j  και διαλέγοντας το * ρητό πρώτα και μετά άρρητο.

3.15 Να εργαστείτε όπως στο παράδειγμα 3.8.

3.16 Όχι.

3.17 α)+οο β)0 γ) Δεν υπάρχει.

3.19 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 3 της §3.2 παίρνοντας ως =  ν.

3.20 Έστω / ( χ)  =  I  &  (Vi > 0)(35 > 0)(V;t € Δ (/))0  < Ιχ — cl <
δ => |/ ( jc) - 1\ < ί .  Έστω € =  > 0. Τότε υπάρχουν ρητός
ρ € (c, c +  £) και άρρητος a e (c -  δ, c) τέτοιοι ώστε: \ρ —1\ < e και 
|α2 —€| < 6. Τότε όμως έχουμε: c < ρ < 1 + * = ί  — ( + 2( < α 1+2« < 
c2 +  =  c, άτοπο.

3*21 /  ( ν |)  =  νξ, ν =  1,5 ,9 .......  /  (vf) =  ν =  3 ,7 ,11, . . .

3.22 Ναι, | / ( jc)| <3.

3J5 α) /  (-L ) =  β) f{x)  < (2π -  1)(2π +  1)(4τγ2 -  2).

3.29 χ 2 < /* ) < *3/2 < je.

3.30 α) 0 β) Δεν υπάρχει.

3.31 Να λάβετε υπόψη τους ορισμούς min[f,g) και m ax{fg) .

Σωστό ή λάθος;
1) Λ 2) Σ 3) Σ 4) Λ 5) Α 6) Λ 7) Σ

8) Λ 9) Σ 10) Λ 11) Σ 12) Λ 13) Λ 14) Σ

3.32 Δ ( /)  =  2 U [4, +οο).

3.33 δ — τηin {i |} .

3.34 Να εργαστείτε όπως στο παράδειγμα 3.12.
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3*35 α) χ ν =  %r?,yv =  β) χν -* 2, χν e Q =» f(x„) -> 4 και
yv —► 2 ,yv € /  / (.yv) —► 3.

3.36 or =  \ , β  = -2 .,

3.37 Να διακρίνετε τις περιπτώσεις: k < 0, k € [0, 1], it =  1,1 > 1.

3.38 α) 1 β) 1 γ) Δεν υπάρχει.

3.39 M  = m a x { \ ^ ) .

3.40 limfc->o(JC +  Λ) =  ί  => (W > 0)(3ί > 0)(Vjc € Δ (/))0  < |Λ| < 5 =► 
| / ( *  +  Λ )-4 | <

3.42 δ ^ m a x  j f ,  lj .

Κεφάλαιο 4
*3 α) I f i x )  -  /t*o)| =  Να πάρετε δ < *ξ οπότε ^  ^  και

αρκεί 8 »  win Ρ>* =  I 1· r i f e l  *>« * > * > °- Υ)και
δ ) ί  =  €.

42  α) Συνεχής β) Συνεχής γ) Ασυνεχής στο 0 δ) Συνεχής.

43 α) α =β — 1,

44 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 3 της §4.2.

44 α)Έ στω * =* f  ς  (/R - Z ) m i x v e Δ ( /)  μεχ ν -+ £ => [ x j  =  [f] -*■ β ]  
και /(.*„) =- jjfj =  / ( f )  => /  συνεχής. Έστω * =  f  e Ζ. Αν 
Χν -+ ξ~  ΐ*μ] =  £ -1  κ α ι/ { χ , )  £ - le v (b w x v -+ ξ+ = >  [*υ] =  ξ 
και f ( x v) f  _φ, y  «συνεχής. β) και γ) να εργαστείτε ανάλογα.

46 3 = | .

49 α) Έστω χν 6 (ο,+οο) με χ ν +οο. Θέτουμε [χμ] =  Λ,. Επειδή 
kv <Χν +  ι καια > 1 =* α =  1 + θ,θ  > 0 και or*'· > (1 + θ )*» >
1 4- 0λι, > 0^  κ.χ.χ.

1, χ > 0 
- 1, χ < θ ’

4.10 ii) Έστω / { χ )  _ Α -  [0.1].
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4.12 Να θέσετε χ =  χ0 +  h. Τότε jc —► jco όταν Λ —> 0.

4.13 Να θέσετε χ — x0h. Τότε χ -> χ0 όταν h -+ 1.

4.14 Η g δεν είναι συνεχής στο 1 =  /(Ο).

4.18 f (x)  =  \ χ  -  1 + \χ -  1| +  ί\χ -  3|.

4.19 Να εςραρμόσετε το Θ. 4.28 στην f .

4.20 Να εςραρμόσετε το Θ. 4.28.

421 ά) fmin — 0, fmax =  j  β) TZ-if) — [ j, 3],

4.22 lim ^^+ g(x) =  / (β) .

4 J 3  a) i n f f  =  0, s u p f  = l β) i n f f  =  —8, /  δεν είναι άνω φραγμένη.

4.24 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 5 της §4.5.

4.25 Για το τελευταίο να θεωρήσετε την συνάρτηση #(.*) =  /(* )  _  η

426 Ναι, αςρού / ( - 2 )  < } <  /(2).

427 Να εφαρμόσετε το Θ. 4.31 στην Fix) =  /(* ) -  χ.

429 Για μεγάλες τιμές του χ, ένα πολυώνυμο άρτιου βαθμού έχει το ίδιο 
πρόσημο με τον συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου. Άρα το πολυώ
νυμο αλλάζει πρόσημο τουλάχιστο δυο φορές.

4.30 Να θεωρήσετε την συνάρτηση Fix) =  f ix )  -  /  (x +  £ ) , jc e [0, £].

4.31 /(0 ) =  —β < 0 ,/ (α  +  /3)> 0.

4.32 Το 7l i f )  είναι φραγμένο. Για το κλειστό να θεωρήσετε yv ς  U if ) ,  yv
y =► e / : yv =  f i x v) =>· χν φραγμένη =» 3xkv -* £ e / ,  αφού / 
κλειστό. Να αποδείξετε ότι y = f i t ) .

4.33 a) δ =  I β)<* =  ΐ58 Υ)<5= I  δ ) ί = €  ε )δ= 2 €  σ τ )δ = 2 ς

α) | l . i |  =  1 ^ 1  < \y—x\ β) / « - / ( y )  = Να αποδείξετε

611 £  ^  > 6 /Λ V) Iμ  -  m \  = <
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4.35 Να εργαστείτε όπως στο Πόρισμα του Θ. 4.35.Για την β' π.χ. να πάρετε 
χ  -  ΕΓ·)’ ~  3ΠΓ·

4.37 /-* (* ) =  Λ|*|.

4.38 Να εφαρμόσετε το Θ. 4.31 στην / ( * )  =  *2* -  Ι , χ  e [0,1], η οποία να 
αποδείξετε ότι είναι γνήσια μονότονη.

4.39 f ~ l(x) =
1,

0,
y/x -  1,

jc < — 1 
*  = 0
χ > 1

4.40 Οι συναρτήσεις χ , χ3, jc5, . . . , χ2ν+ι είναι αύξουσες στο ZR.

4.41 α) Να θέσετε χ = kz (εφαρμογή 3 της §4.7) β) Να θέσετε -  1 =  ζ
[·*„] =* ^  > f a  > £  αν jc, > 1. δ)1ΐιη,_+00^  =  lim,
ε) lim,_^+00(x./o^j:) =  lim,_,+00 στ) Να θέσετε £ =  ζ.

4.42 α) [-4 . -2 ] U [2,4] β) 0 γ) [1,4).

Υ)
+CO#

4.43 - 1  < 1 -  2x2 < 1 για την /  και - 1  < 2xyJ\ -  χ 2 < 1 και 1 -  χ 2 > 0 
για την g.

4.44 α) Να θέσετε arcktgx — α και arcktgy =  β.

β) Έστωω =  1ι'=̂ ·~*1.0  < |x| < 1 => sin(2Arctg<o)
=  2lg(Arclgu>)cos2(Arctguj) =  =  2 . · ^  =  *·

4.45 Να υπολογίσετε το sinh(x ±  2y).

4.48 §4.9 γ).

Σωστό ή λάθος;

1)Σ 2) Σ 3)Λ ,/(χ) = χ , χ  € (0 .1] 4) Λ, /(χ )  =  χ ,χ 0 =  0
5 )Λ. /  συνεχής 6) Λ, πρέπει /συνεχής 7) λ  8) Σ 9) Λ
10) Λ, ασυνεχής στο 1 11) Λ 12) Λ

4.49 α) \χν -  Xq| =  \χ -  *o||xv~ ‘ +  xbxv~2 +  . . .  +  χ >>-> < ^{(|χ0 +  Ι)1̂ 1 +
(Ι·*οΙ +  1)ν-2 +  ·· ·) 5  5{(|χο| +  1)μ_, +  (|jt0|+  1)υ_1 +  · · ·} αν & < 1. Αρα
6 =  OTI« ,·)

β)Ναεφαρμόσετετοα)δ = min j i .  , A =  k =  1,2 , . . .v
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4.50 Στο διάστημα [-1 ,0) είναι αύξουσα και στο (0,1] φθίνουσα. Είναι 
ασυνεχής στο 0.

4.51 0 < f{x) < ι.

4.52 Έστω ξ <= [α, β] όπου ξ φ  0 =» ξ άρρητος. Έστω / (ξ )  = α φ  0 και
€ =  ϊ ·\oc\. Αφού /  συνεχής (Ve > 0)(3δ > 0)(V* e Α(/)) \χ  -  | |  < 
8 I/(* ) -  / ( |) |  < €. Έστω ρητός με \χ' -  £| < δ. Τότε
Μ =  I/O*') — /(£)| < € =  £|α|, άτοπο.

4.54 γ) Arctgjfa =  Arctg-&$Uf$^ =  Arctgi2v +  l)-Arctg(2v -  1).

4.55 /  συνεχής στο [α,β] =» /  παίρνει μέγιστο και ελάχιστο, m < f i x )  < 
Μ =ϊ ia +  β)ηι < a f i a ) +  β ^ β )  <  (α +  β)Μ => m < e f l y y t f )  <  Μ  
(Πόρισμα 1 του Θ. 4.31.). *+Ρ

4.57 2. α) |jcv+1 -  -  x„_j|,Vv g Ν . Εφαρμόζοντας την σχέση
αυτή για ν =  1 ,2 ,... και πολ^οντας κατά μέλη θα έχετε: Ijĉ i -  χ ν\ <
*wJ*i “ *ο|. Αρα \xv+k -  χν\ < \χν+ι -  χ„\ Η---- +  !*„+* -  χ ^ - ι \  <
ι —k Ι-̂ ι -το I —► 0.

4.58 Έστω ότι υπάρχει Xq e [0,1] με /(*<,) Φ λ => χ^ Φ 1. Έστω η άρρητος
fixo) και λ. Από Θ. 4.31 υπάρχει |  e (x0, j) : f i$ )  = η, άτοπο.

4.59 Αν α < γ  => / ( y )  /  0 γιατί τότε η /  θα ήταν θετική σε μεγαλύτερο 
διάστημα. Όμοια / ( y ) /  0 γιατί τότε η /  θα ήταν αρνητική σε περιοχή 
του γ.

αύξουσα στο [-2 ,0) και [0,2]. Να εφαρμόσετε το Θ. 4.31 στα 
διαστήματα [-2 , -1 ] και [0,2], Η /  είναι ασυνεχής στο 0.

' χ +  1,
4.60 Είναι f i x )  =  0,

- 2  < χ < 0
χ =  0 Να αποδείξετε ότιη f είναι

ix + D2-2/*, 0 < χ  <2

Κεφάλαιο 5

51 \logil + x)\ = logi l+x) ,  * > 0 
- log i l+ x) ,  - 1 < ^ < 0 ’
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|Si'«JC| {sinx, 
—sinx,

0 < x  < π  
- π  < x < Ο

S2 a > 1.

53 fL{o) =  /;(0 )  =  * , 8u o) =  - i ,g '+(0) =  i.

53 Οχι. / '  (for +  f ) =  lim*-*

53 / ' ( l )  =  j .

5.7 Να παρατηρήσετε ότι / ( x) =
jc +  1, - 1  < jc < 0 
jc, 0 < jc < 1
0, jc =  1

5Λ Δεν παραγωγίζεται για x  =  1.

5.9 Να προσθαφαιρέσετε στον αριθμητή το α/(α).

5.10 α) ι> > 2 β) ι> > 3.

5.11 Να αποδείξετε με τον ορισμό ότι f \ x  +  Τ) =  / ' ( jc).

5.12 f ' ( x )  =  lim ^o =  lim„_0 f o i m - J W , =  /(jc)limÂ 0
/(Jc) /'(0 ).

5.13 iW  =  { ί·  X «"“ *·* |  0, jc άρρητος

5.14 x) =  λ, | -  / ' ( jc)| +(1-λ„) j -  / ' ( jc)} .

5.15 /'(4) =3.

5.16 a) f i x )  =  f{x ) .a£ r i $ $ ·, Δ ( /)  =  Δ (/ ')  =  {jc >  0 :  jc"  

k e Z )

β) / '(* )  =

Y) /'(x ) =

( -^ 2 ,0 ) .

i-*1
(I +JC *) (x* +1) * — JC* +

3 jtl

/ΐ-Ο^+Ι)1 +  e

( Ρ 7, 'Γ - ® . Δ ( / ) = Δ ( / ' )  =  /?.
( 0, x < 0

^ . ^ j - , A ( / )  =  [ - v f t  0], Δ ( / ')  =

δ) /'(x ) =  ^ A . , - + j:**** {2/ô + ( / ^ jc)2} ,A (/)  =  (0, J2],  Δ ( / )  =

<0,n/2)
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ε) f i x )  =  fix){log\sinx\ + xctgx}, Δ (/)  =  Λ. Δ( / ')  -  R -  {x ■ x -  
knyk e Z} στ)/'(*) =  /(*){i.2^g|;t|}, £>(/) =  D { f )  =  -{0}.

5.17 xf'(x)  +  1 =  ^ .

5.18 / '(* )  =  J -  r cosi-« * ^  Αφού /  ( ^ )  =  - ν ^ Γ η  f

δεν είναι φραγμένη σε οποιαδήποτε περιοχή του 0.

5.19 Για την /  : a = 2c, β — - c 2. Για την g : α =  ρ .  β — ~ ρ --

5.20 Να παρατηρήσετε ότι y — 1 όταν χ -  0. Είναι ( / -1)'(1) =  j(0j =  £·

6 ·

5.22 2.

5.24 Η /  έχει μόνο μια παράγωγο στο 0, /'(0 ) =  1. 

5 J 5 a ) ( [ x / ( I ) ] ' ) '= { / ( i ) - i / ' ( i ) ) ' .

5.26 0ed/*)/W +  (a +  f l x & M f W S f M j f M  =  1 => x/'(;t) -  /(jc) =  x -  
^ / o / o o ) =  ae(\/x) f ix ) .  Να παραγωγίσετε ακόμα μια φορά.

5.27 f i x )  =  j  ~ fixa~fi~lcos±·, χ φ  0

5Λ9 α ) μ { μ - \ )  · · · { μ - ν  + \)βν{α + β χ γ - ' ’ β) (η a) για μ  = -1.)

γ)η α) για μ  =  -±· δ) η α) για a  =  0, β =  1, μ  =  

ε )2 (-1 )ν .(1  +χ)~ν~ \  στ) (V2)ve?sin (χ + ν*).

5.30 α) έ*χαν~3{α3χ? +  3να2χ 2 +  3υ(ν -  1)α* +  υ(υ -  1)(υ -  2)}

β) Σμ=ο(υ - D K -

5.31 a) cos2x  =  i  +  \cos2x και (cosax)(v) =  av.cos (αχ  +  ν |) .

γ)Να εφαρμόσετε τον τύπο του Leibnitz με /(χ) = χ και #(*) =- ι
V1+JC *

532 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 2 της §5.4.

5.33 Όμοια όπως προηγούμενα.
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5.34 Όμοια όπως προηγούμενα.

5.35 y —χ + 2 =  0.

5.36 y  — χ = ή - | ν 5 .

538 Βλέπε εφαρμογή 3 της §5.15.

5.40 α) ξ =  β) η φ δεν είναι συνεχής στο α.

γ) ξ =  Arccos % δ) Δεν υπάρχει η /'(1).

5.41 |  = n a + m B  

m+fl ·

5.42 Να υποθέσετε ότι έχει ρίζα θετική (αρνητική) και με εφαρμογή του θ . 
Rolle να καταλήξετε σε άτοπο. (Να παρατηρήσετε ότι /(Ο) =  0).

5.43 Να παρατηρήσετε ότι η εξίσωση που δίνεται είναι η παράγωγος της 
F(x) =  (1 -  x)sinx.

5.44 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 1 της §5.8. Είναι / ( - η )  > 
0. /(Ο) < 0, / ( π )  > 0.

5.45 Να εφαρμόσετε το θ. Rolle στα [χ, , χ*], [χ2, *3] με α < χ ,  < χ  < - < « 
και / ( x t) =  / ( x 2) =  / ( * 3) =  0.

5.46 Να εφαρμόσετε το θ. Rolle στην / ( χ )  =  (χ 2 -  \ γ ,

5.47 Να εφαρμόσετε το θ. Rolle στην συνάρτηση φ (χ) =  / ( β )  _  — ( β -
x) f ' (x )  - ( β -  χ ?Α,  με το Λ διαλεγμένο έτσι ώστε φ(α) =  φ{β),

5.48 Να παρατηρήσετε ότι η F μηδενίζεται γιa t  = α ,β ,χ .

5.49 Να διαλέξετε to  Α έτσι ώστε φ(α) =  φ(β).

5.50 α) Το πεδίο ορισμού δεν είναι διάστημα.

β) Να διαπιστώσετε ότι πρέπει να ισχύει 0 < ξ < β.

5.51 Από την σωστή ισότητα lim^-o cos f  =  0,0 < ξ < χ,όπου το ξ ορίζεται 
από το Θεώρημα Μέσης Τιμής, δεν συνεπάγεται ότι 1ΐιηΛ_ 0 cos{-  = 0 , 
αφού το ξ δεν παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές σε μια περιοχή του* 
0, όταν χ  —► 0. Υπάρχει μια ακολουθία τιμών του ξ για τις οποίες 
limcosj =  0.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 457

$.52 Αν \ f \ x ) \  <k,Vx e (ο, β) από Θ.Μ.Τ. στο [χ,χο] με χ,χο € (α, β),χο 
σταθεροποιημένο, έχουμε: |/(χ )  -  / (χο)Ι < I* -  *ο|Λ < \β — <*\ k.

5.53 f (x )  = logx,x = 1, h =  x.

5.54 a) f  συνεχής στο [0,1] =» παίρνει ελάχιστο και έστω /'(c ) =  Μ. 
β) Θ.Μ.Τ. στο [0, χ] με χ e (0,1].

5.55 Εφαρμογή 2 της § 5.9.

5.56 Θ.Μ.Τ. / '(C )  =  < 0 =» 3/ 6 ( ι Ί ,β )  : / '« ')  =  =

- & > * ■

5.57 Να διαλέξετε το Α έτσι ώστε φ{α) = φ(β).

5.59 α) Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 3 της § 5.9.

β )( l  +  i Υ  < 1+ ( f ) '  => (1 +  χ)ρ < 1 +  χ ',  /(* ) =  (1 +x)p - ι - χ ρ

γ) /(χ )  =  ν Τ Τ~χ στο [χ, 0].
δ) f ix )  =  tgx στο [χ, γ] (cos χ στο (0, £))

ε) f ix )  =  Artgx στο [χ, γ] κ.λπ.

5.61 Να αποδείξετε ότι f i x )  — 0.

5.62 Να αποδείξετε ότι f i x )  =  g'{x) =  ο.

5.63 α) Να παραγωγίσετε πρώτα ας προς χ  και μετά ως προς y. 
β) Να θέσετε y =  0 στην α), c =  /'(0).
γ) Να πάρετε την συνάρτηση gix) =  / ( x)e~a  και να αποδείξετε ότι 
είναι σταθερή.

5.64 Να εργαστείτε όπως στην εφαρμογή 5 της § 5.9 α) γνήσια αύξουσα β) 
γνήσια φθίνουσα γ) Αύξουσα για 0 < χ < e καιφθίνουσα για χ > e.

5.65 Να εργαστείτε άπας στην εφαρμογή 3β της § 5.9.

5.66 f i x )  < /(0 ) =  l,g(x) < gi 0) =  1 =» 1 -  χ  < e~x < Να θέσετε 
όπου λ: το χ1.

5.67 α) Θ.Μ.Τ. στο [0,*]. β) f i x )  =  xf'iOx) < x f i x )  αφού /  γνήσια 
αύξουσα. γ) Να χρησιμοποιήσετε το β).



458 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

5.68 α) Να αποδείξετε ότι / ,  f "  < ο 
β) Να πάρετε ως /(* )  _  ed/2)*l co, 
πρόσημο της φ(χ) =  xcosx — sinx

cosx και να αποδείξετε ότι η f  έχει το

5.69 α) Όχι αφού g ( - 2) =  g(2).

β) Ναι, αν και / '(* )  και g'(x) μηδενίζεται στοΟ. (Παράδειγμα 5.25.).

5.73 Να εφαρμόσετε το Θ. Darboux (θ. 5.39) στα συμπεράσματα α) και β).

5.74 Να παρατηρήσετε ότι /'(Ο) =  ο. αλλά η / ' (χ )  δεν υπάρχει για χ Φ 0.

5.75 α) 0 β) 1. Τα όρια των παραγωγών δεν υπάρχουν.

5.76 Να παρατηρήσετε ότι g,{x) =  ο για x =  πν.

5.77 α )0  β) —2 γ ) |  δ) i  t ) e σ τ )-1  ζ) η)*2/*.

5.78 Για την /  α =  2 και την g :α = β  =  λ.

5.79 Αρκεί να είναι συνεχής στο 0, * =  - λ .

5.80 α) Έ στω χι > α : / ( χι) < /(α ). Επειδή limx-*+0of(x)  =  +οο =>· 9χ* > 
-τι : /(Jfx) > /(or). Να εφαρμόσετε το θ. 4.31 στο [xuxi] κοα to 
θ . RoIIe σε κατάλληλο διάστημα.

β) Κ  =  L^ e excos (θχ +>£)-+  0 γιατί |e°xcos (θχ + i f ) \ < * ? x και 
u L · :  _ > ο

γ)και δ) Να εργαστείτε όπως στην διωνυμική σειρά, 
ε) Να εργαστείτε όπως στην λογαριθμική σειρά.

5.83 a)e* =  ΐ + χ  +  £ΐ + · · · > ! + *  + f

β) sinx = χ  -  ff +  £  => (*ψ )2 > (1 -  | ) 2 αν χ2 < 6.

5.84 Να λάβετε υπόψη την λογαριθμική σειρά.

5.70 lim
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5.85 Όχι η /  είναι αύξουσα στο [1, 2] και παίρνει τα ακρότατα στα άκρα.

5.86 γ) Για χ  =  -  ν Ί , χ = \! ϊ  έχει μέγιστο το j .  Για χ — 0 έχει ελάχιστο το 
0.
στ) Η / '  δεν είναι συνεχής στο 0, άρα δεν υπάρχει η /"(Ο). Επειδή 
f i x )  > 0, Vjc € R η /  έχει ολικό ελάχιστο στο 0.
ζ) Για χ  =  λ ολικό ελάχιστο /  (λ) =  λ.

η) Για χ  =  0,3 και Vjc 6 (-1, -  j)  τοπικά ελάχιστα. Για jc =  1,4 και 
Vjc e ( - 1, - 2] τοπικά μέγιστα.

5.87 α) Όχι β) τοπικό ελάχιστο γ) όχι.

5.88 /'(0 ) =  0, /"(Ο) =  2 — α =>■ ελάχιστο για α < 2 και μέγιστο για α > 2. 
Για α =  2, /"(0) =  0. Να πάρετε παραγωγούς ανώτερης τάξης.

5.89 Να αποδείξετε ότι f "  (5 ) > 0.

5.92 α) 0, §· β) » /\ e2 γ) / 1  στο [0,2]

1 — jc2 — jc, — 1 <  Jc < 0
δ) f ix )  = 1 -  jc2 -f— jc, 0 <  jc <  1

x2 — 1 +  jc, 1 <  jc <  2
ε) - 2. 2.π » λτ *

5.93 f ix )  =  -±JjphLtf i  jc) =  0 για λ  =  /oj?(—1 +  >/2) και /" ( * )  <
0, l imx-t+oofix) ~  -1 , / ( * )  =  V5.

5.94 a) f ix )  =  0 για jc =  1, / ' ( jc) > 0. Vjc > 1, f ix )  < 0, Vjc : 0 < jc < 1.

β) i) / ( * )  >  / ( l )  =  2 >  0, Vjc eR+.  ii) Για jc >  1 =* 0 <  !ψ- και 
2/3c — logx > 0.

5.95 f i x )  =  - xalogx, / '( jc) =  0 για jc =  e-1 /“ στο οποίο παρουσιάζει ολικό 
ελάχιστο.

5.96 f i x )  — xy βχ 1 -ylogy, f i x )  > 0 ή < a v J c >  \ + logyf\x < 1 Λ-logy. 
To ίσον ισχύει για jc = 1 +  logy.

'•97 Να αποδείξετε ότι /  είναι γνήσια αύξουσα στο ^0, και /  γνήσια 

φθίνουσαστο + ο ο ).

5.98 Έστω f i x { )  =  / (  jc2) = 0, 0 < jc1 < jc2 < 1 => Θ .  Rolle στο [jct, jc2],
υπάρχει jc3 e (jĉ jc2) : f ' i x f )  =  0. Αφού f i x )  > 0 => / ( jct) = 
fix%) -  0. Να εφαρμόσετε το Θ. Rolle διαδοχικά στην f  και /" .
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5.100 Τρίγωνο Ρ β β  όμοιο προς το ΑΡΓ  =» y  =  a ^

£  =  wjc +  /(* )  =  x  +  Ελάχιστο για £ β .

Q ---------y -----  m B

5.101 FCy) =  β  -  y + 2 /y 2 +  a 2, y < β. Ελάχιστο για y  =

5.102 s =  >J(x +  cr)2 + /?2+ > /( jc — a)2 + y 2 s' = 0  => sin<p =  sinQ =></» =  
Θ.

5.103 Av /(x) =  > 1 τότε η /  έχει μέγιστο για χ  = ^400.
Μεγαλύτερος όρος ο αη.

5.104 Να βρεθεί το μέγιστο της / ( χ ) =  ^/χ -  fjc -  0 < χ  < 1.

5.105 α) αΰξουσα στα (—οο, — 1) και (1, +σο), φθίνουσα στα (-1 ,0 ) και 
(0,1). Μέγιστο ( -1 ,-2 ) ,  ελάχιστο (1,2). Δεν έχει σημείο καμπής. 
Κυρτή για χ > 0 κοίλη για χ < 0.

γ) f(x) = Jlsin [χ + ^). Φθίνουσα στα (2νπ +  2νπ +  ψ), ν € 
Ζ, αυξουσα σε κάθε ένα από τα υπόλοιπα. Μέγιστα (2wr +  ~, 1),
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ελάχιστα (2υπ +  -1). Σημεία καμπής (νπ +  0). Κοίλη στα
(2νπ -  f , 2 νπ +  ψ ),κυρτή αλλού.

5.106 Να εφαρμόσετε τον ορισμό 5.114 για χι = χ, χ ι  = γ και λ =  |·.

5.107 α) Xk = ei3t/4)+hr, k e Ζ β) 0.

5·10« Η = ^ η ·

5.112 α) χ  =  Οκατακόρυφη, y =  χ  +  1 πλάγια ε) y =  2x +  1 πλάγια.

5.113
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X -βο - ϊ/2 c> χ/2>2 + »

V + + — —

r + — — +
f

\ J  /

+
^  /

+ +
ο \

Σ.Κ. Τ.Μ.

X - «  - 2  -1 1 +00

«*) () + + <D +

«'(X) + + — +

»-(χ) + — — —

1

Ο
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Σωστό ή λάθος;

1)Λ 2)Λ i i )A 4)Σ  5)Λ 6 ) Α . Α Χ ) = ^ , χ = ο
7) Λ, /(* ) — “  8) Λ, / ( χ) =  ^ ϊέ χ ε ι εφαπτομένη στο (0,0)
9) Λ 10) Σ 11) Λ, /(* ) =  *, £(*) =  l c =  ι 
12) Λ 13) Λ, 19συ βαθμού 14) Λ

15) Σ 16) Λ, / ( χ )  =  ί* ’ χ φ 0 ' \
χ  =  0,1

17) Λ, f{x) = χ 2, χ  G (—1,0)
18) Σ 19) Λ, / ( χ )  = x \ x e  (-1 ,1) 20) A, / (χ )  =  - ψ χ , χ  € (-1 ,1 ) 

21) Λ, c € D(f)  22) Λ, /(* )  =  χ3, c =  0 23) Λ, / ( χ ) =  jt, g (*) =  * +  1 
24) Σ 25 )Λ ,/(* ) =  *4

26) Λ, 0 g £>(/) 27) Λ, /(* ) =  |*| 28)Λ, /(* ) =  - \ χ | 29) Λ 30) Σ 
31) Σ.

5.114 g'(0) =  2/(0) +  3 /(0 )  =  10+ 12 =  22.

5.115 Στην /  να εφαρμόσετε τον ορισμό. Η g να αποδείξετε ότι είναι συνεχής 
στο [0,1] και έχει φραγμένη παράγωγο για χ  > 1. Για την / ι  να πάρετε
χ ~  y +  μ και vu δείξετε ότι \/(χ)  -  /(γ ) | > 2il. Η gt δεν είναι 
συνεχής.

5.116 limJt_̂0+/(jc) =  O .lim ^i, f (x )  =  l — k (L'Hospital) => f  συνεχής 
στο [0,1] => /  ομοιόμ. συνεχής => φραγμένη.

5.117 Είναι |/(* ) | < 1,V* e IR,supf(x) =  l, in f  f ix )  = -1  ,/-» (* )  =  
μ ϊϊ·

5.118 /  συνεχής στο [a, β], Άρα παίρνει μέγιστο και ελάχιστο. Να εφαρ
μόσετε το Θ. 4.31 στην g στα σημεία ακροτάτων.

5.119 α) 0, οο. β) Συνεχής στο 0 αλλά όχι παραγοογίσιμη (/(Ο ) =
4, /+(0) =  1).

5.121 / < * ) = { * · Χχ 1 \  / - ( 1 ) = 1 , / ; ( ! )  =  - ! .

S· '22 f  ( £ ΐ )  < ° .  "  ί  2 m l  f  ( « r f e )  >  0 .V  >  1.

5.123 α) Εφαρμογή 1 της §5.8
β) Να εφαρμόσετε το Θ. Rolle στη συνάρτηση

F(x) = αοΧ+ ^ - χ2 +  · · · +  - ^ - . χ ν+ \ χ  £ [ο, ΐ], 
ι υ +  1

/
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5.124 /(χ·) -  /(Ο) =  , / ' (c)i ο < c  <jr ί  1 ^  ϊ  Μ αφού /'(c ) > Μ=>
/(* )  > f  Yuxii } < ι < ι = > Μ ι ί Τ '

5.125 Ασκηση 5.47.

5.126 α) /  γνήσιοι φθίνουσα στο (—οο
«  Μ  ___ # « _  __

-ο ο , 0). αύξουσα στο (0, +οο), *
γνήσια αΰξσυσα στο R.
Υ) Αν F(x) =  g(jc) _  χ  =*. p (x )  0, V* > 0 και F (0) =  0.

5.127 Η συνέχεια έχει αποδειχτεί (άσκ.4^Υ)

/ + ( ξ )  =  -  + ο ο

/ : « )  =  lim, =  Urn*-?* 1±̂ ψ Τ· = j  (L’ Hospital)

5.128 ii«> (V« > 0)(3r, > 0)(Vx 6 £>(/)>* > r« ^  l /W  “  *1 < I
Ui) (V« > 0)(3r2 > 0)(Vx € D(r'))* > ri  => l / 'W  ~  *1 < f·

Έστω x > r u r2 => |/ ( x  +  1) -  /(* )l < 2 οπότε !/'(<=>! < 2 w 
l /  (c) — tn\ < £ ^  |m| < tVe > 0=> m =  0.

5.129 / ( f i )  =  /'(fc ) με $ e (a, c),£2 € (c .0) => ®^olle στο [fc, &].

5.130 / ( / 3) -  / ( a )  =  (β -  a) f ( $ )  > { β -  « ) / '(« )  > 0 ,a  < t  < β (αφού j  

αύξουσα).

5.131 Αν /(Λ ) < ο => /(X) < /(Ο) οπότε ^ 0| < Ο,χ € (Ο,α) =
/'(Ο) =  lim,_o= < q

5.132 a) Αν / (x )  =  uv να δείξετε ότι m'v =  (υ -  1)«υ_ι — wy_2 και ν< 
χρησιμοποιήσετε μαθηματική επαγωγή.
β) Να εφαρμόσετε τον τύπο του Leibnitz με f i x )  =  e~xta, gix) — χ 2.

5.133 f i x )  =  0 αν £ =  kn => x =  j ,  Λ =  1 ,2 ,... .  Θ. Rolle στα διαστήματα

0· »].[*. Η....W,·*]·

5.134
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5.135 φ"(χ) =  ex f ( e ~ 2x) +  (e-2*) > 0 δτΙλ· η /  κ^θτή και
2 φ ( χ ) < φ ( 0 ) + φ ( 2 χ ) .

5.136 α) Αν /(* )  =  ex -  1 -  χ  να εφαρμόσετε την μέθοδο της εφαρμογής 3 
της § 5.9.

β) / ' ( χ ) =  l o g ^ ·  +  -  log  ( l +  j l f )  > °, εφαρμόζοντας το
α), δηλ. y -  log( 1 +  3 ' ) > 0 μ ε γ = τ ί ΐ ·

γ) =  ΐ +  α μ+ι> 1 =* α„ γνήσια αύξουσα και φραγμένη γιατί από 
το α) αν < *Α+α2+···+«ν.

5.137 α) Να εφαρμόσετε την μέθοδο της εφαρμογής 3 της § 5.9.

β) logav = log (l +  + log (l +  £ )  + . . .  + log (l +  £ )  και να λάβετε
υπόψη την α).

5.138 α) a =  1. β) Να εφαρμόσετε τον κανόνα του L' Hospital, γ) f i x )  =  0 
και /(* ) =  δ) Θ.Μ.Τ στο [0, jc]. ε) Είναι γνήσια φθίνουσα στο 
(0, f  ] (Παράδειγμα 5. 123).

5.139 α, β) Να αποδείξετε ότι για χ =  1 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, 

γ)Να θέσετε στην β) χ  =

δ)ί) Να θέσετε στην γ)α =  L  β = j.ii) Να θέσετε στην γ)*ι =  Αρ,χζ =

5.140 α) Δ ( /)  =  [χ <ξ RR : ψ  > 0} =  (-οο , -1 ) U (0, +οο). β) \ , e  (L* 
Hospital) γ) άσκηση 5.64α). δ)

yj

e
Ί
1 JL-1 ό X *

5.141 Να βρείτε xo limy^ 0^ - ' ^ · .

5.142 α) limx->of(x) = limx->oe*x,<>s|Jr| =  1 (L‘ Hospital)

β) Μέγιστο για χ =  -  *·, ελάχιστο για χ — ^ και σημαία καμπής τα 0 
και τα* που ικανοποιούν την εξίσωση (2 +  logx2)2 +  2 =  0.
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Υ)

5.143 Θ.Μ.Τ. στο α < χ < ξ κα ΐ£ < χ  < β.

5.144^Μ έγκποολικόγιαχ  =  α τ ο / ( α ) _  αν * , / '( α )  = aae«(loga+2),a =

5.146 Θ.Μ.Τ. /ίΛ+ I — / ' ( jco+  ΘΗ). Να πάρετε τα όρια των δυο μελών.

5.147 a ) u / =  f " g -  /*"  =  - p /,  +  ρ / ,  =  0.

β) Αν £(*) #  0 τότε η φ(χ) =  έώί. ικανοποιεί το θ. R o lle r  ^'(c) =  
0, c € (xu  χ ί)  δηλ. w'(c) =  ο άτοπο.

5.148 α) Ελάχιστο για χ  — 2, /(2 )  =  1, μέγιστο για χ  =  0, /(Ο) =  1.

β) Αν*(*) =  / ( * > + «  =► ^Cr) =  - T ^ y r + c  > 0=> ω(*) =  ^  < 
c. Να βρείτε το ελάχιστο της ω. Είναι a w  =  2^1.

5.149 Αν /  σταθερή, προφανές. Εστω ότι υπάρχει c με / ( c )  Φ /(α ) . 
Υποθέτουμε ότι /(c ) > /(α ). Παίρνουμε ένα y τέτοιο ώστε: / ( α )  < 
y < /(c ). Από το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών υπάρχουν χ χ>χ2 
με α < jc, < c και /(x ,)  =  y και c < χ2 < β και f ( x z) =  y. Να 
εφαρμόσετε το θ. Rolle στο διάστημα [*,, χ2]· Η συνέχεια σ' αυτό το 
διάστημα εξασφαλίζεται από την παραγωγισιμότητα.

5.150 / ' (χ)  =■ -  -^grjjsgnx. Τα όρια είναι 0(α > 1), - 1 ( α =  1), -οο(α < ΐ).

5.151 ( χ )  __ j i f f l - l c g y l  ___

y5//u+jjc|l/l
στή είναι ±Α του αριθμητή δεν υπάρχει.

Το όριο του παρσνομα-

5.152 α) Έστω Α =  =  ρξρ~ \  χ  < ξ < 1.

1) ρ > 1 => χ ρ < χ, A > 1, ρ — 1 > 0, < 1 => Α < ρ.
2) ρ,  1 => χ ρ > χ, A, U p -  1 < 0, ξρ~ι > 1 =>· Α > ρ. β) 
p ^ \ y < H  <χ·
\)ρ > 1 =>γρ~ι < ξ ρ~ι < χ ρ~ι .

\
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ii) Ο < ρ < 1 =>. χΡ~χ < ξΡ-ι < yP-i

5.153 Έ σ τω /(Λ) =  2 /ο ^ + 1 -1 .  Πρέπει/ ( jc) > 0, / ' ( χ ) < θ σ τ ο  (0, 1)και
f ' (x )  > Ο στο ( j, +οο). Επειδή /(1 ) =  ο είναι /(* ) > Οστό (1, +οο).
Η f (x )  = 0 έχει ρίζα *0 στο (Ο, £). Αρα η ανισότητα ισχύει στα (Ο χ0] 
και [1, +οο).

5.155 Να βρείτε το μέγιστο της f(x) =</7,χ > 0. Μεγαλύτερος ο ^3.

5.156 /  συνεχής στο (α, β). Για να δείξουμε ότι η /  είναι συνεχής δεξιά του 
α ,υποθέτουμε ότι \ f \x ) \  < k,x  e (α, β) καιπαίρνουμεa < χ  < <*+«■ 
Αν f{x)  φ  /(α )  διαλέγουμε γ(= /($)) μεταξύ των /(χ )  και /(α )  έτσι

^ | Λ  +  ί (<)1 < '  Τ0τε Ι/(χ )“ /(α)Ι -  l / W - / « ) | + | y - / ( e ) |  <

*1 η αν5.157 Πρέπει να δείξουμε ότι αν χ\ > χ2 τότε
*(jc) =  f ( x ) - f ( a ) ,  (Χ2 -a )g (x ι) > (jTj — ct)g(xi) ή ακόμα >

Θ·Μ.Τ (£(α) =  0 και g" =  / "  > ο) *teD-wn  _  _

5.158 β  (jc) =  ry _ —< /y s  y * . . .■/ w  α ΪΠ*Ψ ^  a -  TTfiF = ω(*) = ι +  1 _  —λ—, H ω
παρουσιάζει μέγιστο όταν χ2 =  3 και =  £.

8

5-159Γ ο ά ^ ' Τ 0 ,0  ^  Ρ) ^  ~  *1  ί  Ιλ||χ. -  Χμ-ι|, Vv Ε ΛίΛΓ.
ϊις  ανιοσι,Ιτε5 Υ« » -  1,2, . . .  *<u πολλαπλασιάζοντας 

κατά μέλη παιονσυμτ: |χ„+1 - χ , |  < |λ |- |je, - * 0| =  |α ||λΓ .

ΐλΐΐα-μ-ϊ̂ ' £ ίΧμ 7 α7-'+ ' Viir̂ 1 ~Χ”1 £ |α||λΓ(1 + w + ■ ·· +|λ|Μ ν-1) _  α |η  |ν 1^|λ£----  <  JaUiJ^
1 11 1 Ι-ΙλΙ “  1—|λ| *

5.160 ΘΜ.Τ I / W  +  1 | = | / W - / ' ( 0 ) | = , ^ (C)|< . . Αφού /(α ) _ α =

i +  / 7 i (0 )^ y ^ ) ^ J /(ra)l =  | a | | 1 + / / ( ^) l <  ?|α |’ Ια + ^ Ι  =
f( 7 , “  < 2|α| =Φα +  / 3 € [  2α ’ 2α1 = > / ( «  +  /3) = /(α ) +  / 3 / '(0  =
/(α )(1 +  / (£))=> \ /(α + β)\ < Α|/(α)) < 1|α[

^  ~  Χ ~  χ1  ~  1°8(\ +  ·*),#(.*) =  log( 1 +  ̂ ) - jc +  i r ^  wv
εφαρμόσετε το Θεώρημα 5.54. 3

sinX.tgx,m  ^ ο κ α ι / 'ω  =  - * “ £ ( « » * -

/ to ^ V /Y n ’^ i* l=  logX~ X^  1 παθ°υσιάζει μέγιστο για .v =  l => 7 W  < / ( l )  =  0. Αφού ισχύει V* > 0) χ φ  u ^  &oet£ ^  χ χο χ ΙΛ.



4) Έστω / ( / )  _  έ -L.  Τότε η f i t )  έχει το ίδιο πρόσημο με την 
0 (0  *  txHogx -χ< + 1 Είναι φ(0) =  ο και φ'{t) > 0.
5) Άσκηση 5.<54β).

?  f l i ]  2 {Ql + X)K+il~ X)K~ 2k’ />{χ) =  λ( 1 +  ̂ >λ_Ι -  λ(1 - χ  )λ- 1 >

7) f i x )  =  { ψ ) ρ +  (Η*)" ~  t d  +  χ ”),φ(χ)  =  £ /(x ) ,0 '(x )  =
{(1 +  χ)ρ 1 4- (1 — χ)^~ 1 — 2Ρ 1} > 0 από την 6).

8) f ( x ) =  tgx +  2sinx -  3x, /'(* ) =  > 0, /(Ο) =  0.

9) /(* )  =  (a+ficosx)x-(α+β^ίηχ ,  f \ x ) *  2αί in fco sf ^  f )  > 
0. v '

10) ore '*  -  -  β *  ^  > 1=L*. Av /(x )  =  =>
/ '(x )  < 0.
11) H f ( x )  =  ψ - είναιαύξσυσα στο (ο, | ) .

12) Να θέσετε y =  i  => ^  < /σ*(ΐ +  y) < y.

η 1) —  4- —i— =  (y * ~ η1' -Jci+l 1+*^α* + 1 (,/α+1)(*+1)(«+ΐ)·
14) Να αποδείξετε ότι η f i x )  =  (l +  I ) l' , o < x < l  είναι κυρτή και 
τότε /  (* * * )  < *{/(χ,) +  /(x 2)} με χ* =  α ,*2 =  β .

15) Άσκηση 5δ9β) με ρ  — J.
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Ευρετήριο όρων

Άθροισμα συναρτήσεων 4 
ακολουθία, sequence 33
- αύξουσα, increasing 50
- βασική, 75
- Cauchy, 75
- μερικών αθροισμάτων, of partial sums 97
- μηδενική, null 36
- μονότονη, monotone 50
- συστολή, contraction 95
- τιμών συναρτήσεως, 163 
-φθίνουσα, decreasing 50
- φραγμένη, bounded 37
- φραγμένης μεταβολής, bounded variation 137 
ακρότατο, ολικό, extremum, global 374
- τοπικό, local (relative) 374 
ακτίνα σύγκλισης δυναμοσειράς, 154 
αναδιάταξη σειράς, rearrangement of series 144 
ανισότητα (inequality) Bernoulli, 9, 340
- Cauchy-Schwarz, 9, 132
- Jensen's, 397
- Minkowski, 132
αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις, inverse trigonometric functions 
262
- υπερβολικές συναρτήσεις, hyperbolic functions 267 
απειρογινόμενα, infinite products 149 
απροσδιόριστες μορφές, indeterminate forms 349 
Αρχιμήδειος ιδιότητα, Archimedian property 15 
ασύμπτωτος, asymptote 404
- κατακόρυφη, vertical 405 - οριζόντια, horizontal 405
- πλάγια, 406
ασυνέχεια, discontinuous 223 
- a ’ είδους, first kind 224 
-β ' είδους, second kind225
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Γινόμενο σειρών, product erf series 147 
- συναρτήσεων 4
γραφική παράσταση συνάρτησης, 407

Διάστημα, interval 28
- ανοιχτό, open 28
- απέραντο, infinite 28
- κλειστό, closed 28
- μη φραγμένο, unbounded 28
- σύγκλισης δυναμοσειράς, of convergence of power series 154
- φραγμένο, bounded 28
διαφορά συναρτήσεων, defference of functions 4 
διαφορικό συνάρτησης, differential of functions 315 
δυναμοσειρά, power series 154

Ελάχιστο συνάρτησης, minimum of function 374
- ολικό, global 374
- τοπικό, local (relative) 374
- συνόλου, of a set 15

θεώρημα Bolzano, 233
- Bolzano-Weierstras, 71, 74
- Cauchy-Hadamard, 154
- Darboux,317
- Fermat, 374
- ενδιάμεσων τιμών, intermediate value theorem 231
- ισοσυγκλινουσών ακολουθιών, 45
- - συναρτήσεων, 192
- θεμελιώδες της Αλγεβρας, fundamental theorem of algebra 236
- Μέσης Τιμής του Lagrange, mean value theorem 327
- - του Cauchy, 336
- πεπερασμένων αυξήσεων, increment 329
- Pringsheim, 124
- Riemann, 146 
-Rolle, 319

Infimum συνάρτησης, 186 O
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- συνόλου, 14

Κανόνας του L'Hospital, L' Hospital's rule 349 
Κφωτισμός διαστημάτων του Cantor, nested intervals 61 
Κριτήριο Abel, 134
- Dirichlet, 135
- du Bois-Reymond και Dedekind, 137 
-Gauss, 142 - Kummer, 140
- Leibnitz, 125
- λογαρίθμου του Catalan, logarithmic test 139
- ν-οστής ρίζας του Cauchy, of nth root of Cauchy 114, 116
- οριακό συγκρίσεως, limit comparison test 109
- πηλίκων του D’Alembert, ratio test of D’ Alembert 112, 114
- Raade, 141
- συγκλίσεως Cauchy, Cauchy convergence test 106, 202
- συγκρίσεως σειρών, comparison test for series 108
- συμπύκνωσης του Cauchy, Cauchy condesation test 123

Μέγιστο συνάρτησης, maximum of function 374
- - ολικό, global 374
- - τοπικό, local 374
- συνόλου, 15

Ομαδοποίηση σειράς, 144 
όριο ακολουθίας, limit of sequence 34
- ανώτερο, upper 85
- κατώτερο, lower 85
- συνάρτησης, 164
- σύνθεσης συναρτήσεων, of composite functions 193

Παράγωγος, derivative 279
- από αριστερά, from the left 280
- από δεξιά, from the right 280
- αντίστροφης συνάρτησης, of inverse function 293
- ανώτερης τάξης, 302 
-κατ’εκδοχή, 311
- συμμετρική, symmetric 284
- σύνθετης συνάρτησης, chain rule 292 
περιοχή, neighborhood 29
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- δακτυλική, deleted 29
πολυώνυμη Chebychev, polynomial of 309
- Hermite, 309
- Laguerre, 309
- Legendre, 306

Σημείο εξωτερικό, exterior point 32
- καμπής συνάρτησης, inflection point 394
- κρίσιμο συνάρτησης, critical point of a function 375
- μεμονωμένο συνόλου, 32
- σταθερό συνάρτησης, fixed point of function 237
- συνοριακό, boundary point 32
- συσσωρεύσεως ακολουθίας, accumulation point of sequence 75
- - συνάρτησης, of functions 163
- - συνόλου, erf a set 30 
σειρά, series 97
- απόλυτα, συγκλίνουσα, absolutely convergent 128 
* αριθμητική, arithmitic 98
- αρμονική, harmonic 98
- γεωμετρική, geometric 98
- διωνυμική, 369
- εκθετική, exponential 367
- εναλλάσσουσα, alternating 125
- ημιτόνου, sine 367
- λογαριθμική, logarithmic 368
- συγκλίνουσα υπό συνθήκη, conditionally convergent 128 
-συνημιτόνου, cosine 367
-τηλεσκοπική, telescopic 103
- υπεργεωμετρική, hypergeometric 143
- φυσικών αριθμών, of natural numbers 98 
συνάρτηση, function 2
- αμφιμονοσήμαντη, 2
- αναλυτική, analytic 370
- αντίστροφη, inverse 3
- άρτια, even 3
- αύξουσα, increasing 4, 200 

v(V . γραμμική, linear 313
^ , V - ζήττα, zeta 120
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- κυρτή, convex 389
- μονότονη, monotone 4, 200
- ομοιόμορφα συνεχής, uniform continuity 241
- περιοδική, periodic 3
- περιττή, odd 3
- σταθερή, constant 3
- συμμετρική, symmetric 4
- συνεχής, continuous 209
- ταυτοτική, indentical 3
- φθίνουσα, decreasing 4, 200 
-φραγμένη, bounded 3, 186
- Weierstrass, 283
συνθήκη Lipschitz, condition 248 
σύνολο ανοιχτό, open set 32
- άνω φραγμένο, upper bounded 14
- κάτω φραγμένο, lower bounded 14
- κενό, empty 1
- κλειστό, closed 31
- παντού πυκνό, everywhere dence 31
- παράγωγο, derived 30
- συμπληρωματικό, complementary 1 
supremum συνάρτησης, 186
- συνόλου, 14

Ταυτότητα Euler, indentity 8
- Langrange, 8, 308 
τύπος Leibnitz, formula 303
- Mac Laurin, 364
- Taylor, 362

Υπακολουθία, sub sequence 39 
υπερβολικές συναρτήσεις, hyperbolic functions 267 
υπόλοιπο κατά Cauchy, remainder 363
- - Lagrange, 363
- - Roche, 363
- - Schlomilch, 363
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Ευρετήριο ονομάτων

Abel, 134

Bolzano, 71, 74, 233

Leibnitz, 125 
Lipschitz, 303 
L’ Hospital, 349

Cantor, 61 
Catalan, 139

Mac-Laurin, 364 
Minkowski, 132

Cauchy, 9,114,123, 132, 154, 336 Newton, 8,402

D'Alembert, 112, 114 
Darboux, 317 
Dedekind, 64, 137

Pringsheim, 124

Dirichlet, 135 
du Bois-Reymond, 137

Fermat, 374

Raabe, 141 
Riemann, 120, 146 
Roche, 363 
Rolle, 319

Hadamard, 154 
Heine, 164 
Hermite, 309

Schlomilch, 363 
Schwartz, 132

Jensen, 397

Taylor, 362
♦

Weierstrass, 71, 74,283

Kummer, 140 
Lagrange, 8, 327, 363 
Laguerre, 309 
Legendre, 309 O
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