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π ρ ο α ο γ ο ζ

Με τον δεύτερο αυτό τόμο ολοκληρώνεται το β ιβ λίο  "ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ 

ΜΕΘΟΔΟΙ", του οποίου πρωταρχικός σκοπός ε ίν α ι  να ανταποκριθεί σ τ ις  
απαιτήσεις του προγράμματος σπουδών του τμήματος Μαθηματικών του 
Πανεπιστημίου Ιωαννίνων παρέχοντας μέσα από μια σειρά μαθημάτων τ ις  
απαραίτητες βασικές γνώσεις πάνω σε ένα σημαντικό κλάδο των εφαρμο­
σμένων Μαθηματικών, τα Αριθμητικά ή Υπολογιστικά Μαθηματικά.

0 δεύτερος τόμος περιλαμβάνει τρία  κεφάλαια (κεφ . 1 3 ,1 4 ,1 5 )  και 
αποτελεί συνέχεια  του πρώτου τόμου (κεφ . 1 — 1 2 ). Το κεφάλαιο 13 ανα 

φέρεται σ τ ις  εξισ ώ σ εις  διαφορών, ενώ τα κεφ. 14 και 15 στην αριθμη­
τική επίλυση συνήθων διαφορικών εξισώσεων και διαφορικών εξισώσεων 

με μ ερ ικές  παραγώγους, α ντ ίσ το ιχα .
Η δακτυλογράφηση του κειμένου και των δύο τόμων έ γ ιν ε  από την 

κ . Λουκρητία Παπαγεωργίου — Γ έ γ ιο υ , την οποία ευχαριστώ ιδ ια ίτ ερ α  
για  την απόλυτα επιτυχημένη προσπάθειά τη ς.

Ιωάννινα, Οκτώβριος 1987 A . Κ. Γ έ γ ιο ς

Ανατύπωση: 1989 ,1992 ,1995 ,1998 , 2001 .
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Απαγορεύεται η μετάφραση ή αναπαραγωγή σε οποιαδήποτε μορφή 

οποιοσδήποτε τμήματος του παρόντος β ιβ λίο υ  χωρίς τη γραπτή άδεια  
του συγγραφέα.
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Ε I ΟI  S Σ Ε Ο Σ &ΟΑΦΘΙΡΦΚ]

13.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Οι εξισ ώ σ εις  διαφορών εμφανίζονται ε ίτ ε  άμεσα ε ίτ ε  έμμεσα σε πολ­
λά πρακτικά προβλήματα. Ειδικώτερα συναντώνται κατά την αριθμητική ε π ί­
λυση των διαφορικών εξισώσεων (βλέπε επόμενο κεφ ά λα ιο ), αφού συνήθως 
ο ι α ρ ιθ μ η τικές μέθοδοι,που χρησιμοποιούνται γ ια  τον σκοπό αυτό»μετατρέ- 
πουν πρώτα την διαφορική εξίσωση σε μια εξίσωση διαφορών. Έ τ σ ι  θεωρή­
θηκε σκόπιμο να παρουσιαστούν στο παρόν κεφάλαιο ορισμένα βασικά σ τ ο ι­
χ ε ία  από την θεωρία των εξισώσεων διαφορών.

θεωρούμε μία ακολουθία εξισώσεων της μορφής:

f K ^y K + n , y K + n - i ..............y K } =  0  ’ κ “  ° » 1 * 2 ..................

όπου ο ι  f  ,  κ = 0 , 1 , 2 , . . .  ε ίν α ι  δοσμένες πραγματικές συναρτήσεις  κ
η + 1 μεταβλητών. Ε ίν α ι φανερό, ό τ ι στην ακολουθία ( 1 3 . 1 )  εμ φ α νίζε­

ται η ακολουθία y Q »Υ2 »· ·  ·» y n- i ,y n*y n + i* ’ '*  ’ Το σι ν̂ολο των 
σεων ( 1 3 . 1 )  κα λείτα ι εξίσωση διαφορών τάξεως η και λύση αυτής 

ε ίν α ι  κάθε ακολουθία {y ..}  , i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,  η οποία ικ α νο π ο ιεί τ ις  
( 1 3 . 1 ) .
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Παράδειγμα 13.1 i )  Έστω  η ακολουθία

= y K + i - y K “ K “ 1 = 0 * Kss  O . U 2 , . . .  . (13.2)» *'*λd
·1.· '

Η ( 1 3 . 2 ) 'ε ίν α ι  μ ία  εξίσωση διαφορών πρώτης τάξεως (η *  1) . Ε ίν α ι εύ­
κολο ν ά 'δ ε τ χ θ ε ί ,ό τ ι  η ακολουθία

κ(κ  + 1)
y  = c + -------------  , κ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  ( 13 .3)κ 2

όπου c  αυθαίρετη σ τ α θ ερ ά ,ε ίν α ι λύση της ( 1 3 . 2 ) .
I I )  ' Εστω

V w w V = %« -  2<κ * + <κ + 2Κ  + 2=ο,
(13 .4)

κ = 0 , 1 , 2 , . . .  .

Η ( 13 . 4 )  ε ίν α ι  μ ία  εξίσωση διαφορών τάξεως 2 (η = 2) . Μία λύση αυ­
τής ε ίν α ι  η .y  · = .κ  + c , κ =  0 , 1 , 2 , . . .  και c  αυθαίρετη σταθερά.

I I I )  ' Εστω

V W * * '  = > κ . ,  - 2* κ *  0 ·  • ' = 0 , 1 , 3 ............. (1 3 .5 )

2Κ-1
Μία λύση αυτής ε ίν α ι  η y  = 2 ,  κ = 0 , 1 , 2 , . . . ,  αφούΚ

κ+ι Γ Κ-12 Κ+1 Γ κ+η
2 32- 1

2 - I
= 2 -  2 22-2

, * >

= 0 , κ = 0 , 1 , 2 , . . .

Μία ε ιδ ικ ή  μορφή της ( 1 3 . 1 )  ε ίν α ι  η ακόλουθη

+ v . w w ,  + · · · + aoCK>yK“ g(K) ■κ 0 ,1 ,2 , . . . ,
(13 .6 )

όπου ο ι a . (κ) , i = 0(1 )n (*η Μ  ϊ  0) και g ( κ ) ε ίν α ι  γενικά  συ­
ναρτήσεις του κ . Η ( 1 3 .6 )  κ α λ είτ α ι γραμμική εξίσωση διαφορών τά­
ξεως π (βλέπε πάράδειγμα 13.1 i , i i ) .  Εάν ς (κ )  = 0 , τότε η (13 .6)  

κ α λ είτ α ι γραμμική ομογενής εξίσωση διαφορών ( Γ . Ο . Ε . Δ . )  τάξεως η . Εάν  
ο ι συναρτήσεις a . (κ ) , 1 = 0 ( 1 )η ε ίν α ι  σταθερές (ανεξάρτητες του κ ) ,  
τότε η ( 13 . 6 )  κ α λ είτα ι γραμμική εξίσωση διαφορών τάξεως η με σταθε-
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ρούς συντελεστές (μπορεί να ε ίν α ι  ομογενής ή ό χ ι ) .

13.2  Ε π ί λ υ σ η  Γ.  0.  Ε.  Δ.  μ ε  σ τ α θ ε ρ ο ύ ς  
σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς

Μία Γ . Ο . Ε . Δ .  με σταθερούς συντελεστές έ χ ε ι  τη μορφή

a y  + a y + . . .  + a y  = 0 , κ  = 0 ,1 ,2 ,...,a  # 0 .
( 13 . 7 )

Από την (13 .7 )  ε ίν α ι  φανερό, ό τ ι μπορούμε να βρούμε μ ία  λύση αυτής, εάν 
ε ίν α ι γνωστές ο ι τ ιμ ές  των y . , i  = 0(1 )n — 1 . Πράγματι από την (13 . 7 )
για  κ = 0 μπορούμε να υπολογίσουμε την y  . Κατόπιν από την ( 13 . 7 )η
για  κ = 1 προσδιορίζουμε την y  κ . ο . κ .  . Έ τ σ ι  υπ ολογίζεται μονο-η+ι
σήμαντα μ ία  ακολουθία y .  , i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,  που ικ α ν ο π ο ιεί την ( 1 3 . 7 ) .  

Επειδή μπορούμε να θέσουμε y . = γ̂  , 1 = 0(1 )η — 1 , όπου γι· , i  =
= 0(1)n  — 1 ε ίν α ι  οποιεσδήποτε η τ ιμ έ ς ,η  ( 13 . 7 )  θα έ χ ε ι  μ ία  η — πα- 

ραμετρική ο ικ ο γένεια  λύσεων. Σκοπός μας ε ίν α ι  να βρούμε μ ία  συνάρτηση 

F(Cj  , c 2 , . . . , c  , κ ) ,  όπου c .  , i  = 1(1 )n ε ίν α ι  παράμετροι, τέτο ια  ώστε 
κάθε συγκεκριμένη λύση της (13 . 7 )  να προκύπτει από τον γ εν ικ ό  τύπο

y K F (C j , c 2 , . . .  , ς^ , κ )  , κ — 0 , 1 , 2 >···> (13 . 8 )

για  ορισμένες τ ιμ ές  των παραμέτρων c^ , i  = 1 ( 1 )n . Η ( 1 3 . 8 )  θα κ α λ ε ί­
ται τότε η γενική λύση της ( 1 3 . 7 ) .

Ορισμός 13.1 Οι λ ύ σ εις  y^1* ,  y £ 2 ) , . . . , y £ m ) , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  της
(13 .7)  λέγετα ι ό τ ι ε ίν α ι γραμμικώς εξη ρ τη μ ένες, εάν υπάρχουν σταθερές 
c . , i = 1(1 )m ό χ ι όλες ίσ ες  με 0 , έτ σ ι ώστε c . y f 1  ̂ + c , y ^ 2) + . . .  + 

+ c y^ = 0  , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  . Διαφορετικά θα καλούνται γραμμικώς α ν ε-  
ξάρτητες. A

Ε ίν α ι εύκολο να δ ε ιχ θ ε ί ,ό τ ι  ισ χ ύ ε ι το ακόλουθο θεώρημα.

θεώρημα 13.1 Εάν οι  y £ * } ,  y £ 2 ) , . . . , y£m ), κ = 0 , 1 , 2 , . . .  ε ίν α ι  

λύ σ εις  της ( 1 3 . 7 ) ,  τότε και η + c 2y £ 2) + . . .  + c ε ί ναι
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επ ίσ η ς λύση α υ τή ς, όπου c^ , i  = 1 ( 1 )m ε ίν α ι  οποιεσδήποτε m σταθερές. a 
Γ ια  την εύρεση της γ εν ικ ή ς  λύσεως της ( 1 3 .7 )  εργαζόμαστε ως ακολού­

θως:
Αναζητούμε λ ύ σ ε ις  της ( 1 3 . 7 )  της μορφής

y K -  z K , κ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (13 .9)

όπου το ζ  ε ίν α ι  προσδιοριστέο και ανεξάρτητο του κ . Απαιτώντας η 

( 1 3 . 9 )  να ε ίν α ι  λύση της ( 1 3 . 7 )  πρέπει να ισ χ ύ ε ι

a z K+n + a 2 K+n-1 + . . .  + a 0z K = 0 , κ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  
n  n - i  υ

ή ισοδύναμα

z K (a ζ 11 + a ζ®-1 + . . .  + a 0) = 0 , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  . (13 .10)n n— * w
H ( 13 . 1 0 )  ικ α ν ο π ο ιε ίτ α ι,εά ν  z = 0 ή ζ ε ίν α ι  ρ ίζα  του πολυωνύμου 

Ρ (z) = a z n + a ζ 11' 1 + . . .  + a 0 , (13.11)n n n-i 0
το οποίο κ α λ ε ίτ α ι χαρακτηριστικό πολυώνυμο της ( 1 3 . 7 ) .  Η περίπτωση 
ζ =  0 οδ η γεί στην τετριμμένη λύση y  = 0 . Έ τ σ ι ,  αν ζ . ε ίν α ι  κάποια

„  Κ 1
ρ ίζα  του Ρ ( ζ )  , τότε η y  = ζ . ε ίν α ι  λύση της ( 1 3 . 7 ) .  Τα ακόλουθα

Τϊ Κ 1
θεωρήματα δ ίνο ντα ι χωρίς α π όδειξη .

θεώρημα 13 .2  Η γ εν ικ ή  λύση y „  της ( 1 3 .7 )  μπορεί να γραφεί υπό-· ̂  Γ~· —' Ι\
τπν μορφή

y  = I  c . y ^  , κ = 0 , 1 , 2 , . . . ,  (13 .12)κ i=1 ι κ

όπου y ^  , i  = 1 ( 1 )n ε ίν α ι  γραμμικώς ανεξάρτητες λύ σ εις  αυτής και 
c i , i = 1 ( 1 )π αυθαίρετες σταθερές.

θεώρημα 13.3  Έστω ό τ ι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο Ρη ( ζ ) της
( 1 3 . 7 )  έ χ ε ι  m δ ια κ εκ ρ ιμ έν ες  ρ ίζ ε ς  (1 <m  <: η) , τ ις  z J f z 2 , . . . , z  , 

με α ν τ ίσ τ ο ιχ ες  πολλαπλότητες Α14£2 , . . . , Λ  , όπου ' i 1 + l 2+ . . . +  = η .
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Τότε οι

y = ΛyK κ zj κ = 0 , 1 , 2 , . . . ,  j  = 1 (1 )m

(13.13)

είνα ι η γραμμικώς ανεξάρτητες δύσεις της εξισώσεως διαφορών (1 3 .7 ) . 
Αν συμβολίσουμε με γ£Ί> , i = 1(1)η τ ις  η γραμμικώς ανεξάρτητες 
λύσεις (1 3 .1 3 ), τότε η γενική λύση της (13 .7 ) ε ίν α ι η

κ i=1 1 κ
κ = 0 ,1 ,2 , (13 .14)

όπου c i  ,  i  = 1(1)η αυθαίρετες σταθερές. Η γενική λύση (13 .14) μπο 
ρεί να γραφεί υπό την μορφή

y K =  Qi ( k ) z ^ + Q2 ( k ) z *  + . . .  + ( ^ M z *  » κ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (13 .15)

όπου το Q .(κ ) ε ίνα ι αυθαίρετο πολυώνυμο βαθμού Α. —1 , i  = 1 (1 )m. A

Πόρισμα 13.3 Εάν το χαράκτη '.στικό πολυώνυμο Ρη(ζ )  της (13 .7 ) 
έχει η διακεκριμένες ρ ίζες ζ . , 1=  1(1)η ,  τότε γενική λύση της
(13 .7 ) ε ίνα ι η

y K “  Ci z i + C2Z2 + * ·* + cnzn * κ = °» 1»2, . · . ,  (13.16)

όπου C.· , i  =  1(1 )η αυθαίρετες σταθερές. A

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως,μία λύση y  ,  κ = 0 , 1 , 2 , . . .  τηςΚ
(13 .7 ) ορίζεται μονοσήμαντα,αν γνωρίζουμε ότι y .  = γ.. ,  i -  0 (1 )n — 1 , 
όπου Yi , i = 0 (1 )n — 1 ε ίνα ι δοσμένοι αριθμοί (αρχικές τ ιμ έ ς ) . Εάν 
δοθούν ol αρχικές τιμές y .  = γ . , i = 0(1 )n — 1 , τότε για την εύρεση 
των τιμών των c . ,  i = 1(1)η ,  ώστε η συγκεκριμένη αυτή λύση να προ­
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κύπτει από την γεν ική  λύση ( 1 3 . 1 4 ) ,  σχηματίζουμε με βάση την (13.14)  
τ ις  εξ ισ ώ σ ε ις

= c . y (1 )  + c ν ί 2)  + . . .  +γ = C V' ' + C V' ' + . . .  + C V(n) β ν 
\ J o  2 J o n J o γ ο

y , = ει>ι( ,)  ♦ c2y i2> + · · · + v i n) = »,
(13 .17)

y  = c  y^1  ̂ + c  y (2 )  + 
J n - i  i J n - i  2 J n - i

. + c y^n * = γ 
i r n - i  n - i

O i n εξ ισ ώ σ ε ις  ( 13 . 17 )  αποτελούν ένα γραμμικό σύστημα με αγνώστους 

τα χ .  , I s  1(1 )η . Το σύστημα (13 .17)  έ χ ε ι  πάντοτε μία  μοναδική λύ­
ση , αφού η ορίζουσα τού πίνακα των συντελεστών των αγνώστων ε ίν α ι  ^ 0 

λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των y ^  , i  = 1(1 )n (βλέπε άσκηση 

4 ) .  Έ τ σ ι  π ροσδιορίζονται τα c .  , i  = 1(1 )n .

Η εξίσωση διαφορών ( 1 3 .7 )  λέγετα ι ό τ ι ικα νο π ο ιεί την συνθήκη ευ­
σ τ ά θ εια ς , εάν γ ια  κάθε ρ ίζα  z του χαρακτηριστικού της πολυωνύμου ι ­
σ χύ ει |ζ |  ^  1 , όπου το = μπορεί να ισ χ ύ ε ι μόνον γ ια  απλές ρ ίζ ε ς .  
Μπορεί να α π ο δ ε ιχ θ ε ί,ό τ ι ο ι  ακόλουθες δύο προτάσεις ε ίν α ι  ισοδύναμες.

ι )  Η εξίσωση διαφορών ( 13 . 7 )  ικ α νο π ο ιεί την συνθήκη ευστάθειας.

i i )  Tim -— = 0 γ ια  κάθε λύση y  , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  της ( 1 3 . 7 ) .  κ κ

Παράδειγμα 13.2 Να βρεθεί η γεν ική  λύση της εξισώσεως διαφορών 

y K+l| — 2 yK+2 + y K — 0 , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  . (13.18)

Λύση Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της (13 .18)  ε ίν α ι  ζ** — 2 ζ2 +
+ 1 = (ζ  -  1 ) 2 (ζ + 1 ) 2 , με ρ ίζ ε ς  ζ χ *  1 (διπλή) και ζ 2 = -  1 (διπλή) .  

Ά ρ α  η γ εν ικ ή  λύση της ( 13 . 18)  ε ίν α ι

yK =  C l 1K + c 2k 1k + c 3( -  1)K + c , k (- 1)K =

= c 3 + c 2k + ( c 3 + c k̂ M -  1 )K , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  ,
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όπου c . , i = 1(1)4 αυθαίρετες σταθερές. Εάν θέλουμε να βρούμε την 
συγκεκριμένη λύση,για την οποία ισχύει y e *  0 , y ,  -  0 , y a “  0 , y 3 = 
= 1 , σχηματίζουμε το σύστημα

y0 = ^ + ε2 · °  + (c3 + c* · ° ) ( -1 ) °  = °

*ι ■ ci + c2 ’ 1 + (c3 + * 1)(“  1)1 *  °
y 2 = Cj + c2 ·2  + (c 3 + * 2) (— 1 )2 *  0

y3 * ci + c2 *3 + (c3 + c- *3) ( - 1)3 = 1
ή ισοδύναμα

c , + c , = 0

C l . + C 2 - < = 3  - C ,  =  °

c, + 2c2 + c3 + 2c, -  0

c + 3c 1 2 c3 -  3c, = 1 ,

από το οποίο προκύπτει c 3 ■ c% ■ — , c2 = c 3 = -̂ και επομένως η

ζητούμενη λύση ε ίνα ι y R = 1  |1  1 + κ + (1 -  κ ) ( -  1 )* | =

= 1  (κ -  1)[1 -  ( - 1 ) * ]  ,  κ ~  0 , 1 , 2 , . . .  . i

Παράδειγμα 13.3 Να βρεθεί η γενική λύση της εξισώσεως διαφορών 

yK+2 -  (2cos6)yK+1 + y K = 0 ,  κ =  0 , 1 , 2 , . . . ,

όπου θ είνα ι σταθερά (0 < θ ^ π) .
Λύση Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ε ίνα ι z2 — (2cos0)z + 1 με 

ρ ίζες Zj = cos0 + isioO  , z2 = cos0 — i  s i ηθ . Αν θ Ο,π, τότε ο ι 
δύο ρίζες ε ίνα ι διακεκριμένες και επομένως η γενική λύση ε ίν α ι

y K -  c^cosO + i  s i  ηθ)κ + c 2(cos0 -  1 s in 0 )K , κ «  0 , 1 , 2 , . . .  (13 .19 )
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με Cj,c2 αυθαίρετες σταθερές. Η (13.19) γράφεται
y K =  Cj (cosk0 + Ιεΐηκθ) + c 2(cosk0 -  i s i n K 0 )  *

= (ca + c2)cosk0 + i(ci - c 2)sinK0 =
= djCOSK0 + d2sinK0 , k = 0,1,2,...

με dj.dj αυθαίρετες σταθερές. Για θ = 0 οι ρίζες είναι ζ 1-  ζ 2 -  

* 1 και επομένως η γενική λύση είναι yK = c, + c2k , κ = 0,1,2,... . 
Για θ ®  n είναι ζ χ = ζ2 = — 1 και η γενική λύση γίνεται

13.3 Ε π ί λ υ σ η  γ ρ α μ μ ι κ ώ ν  μη ο μ ο γ ε ν ώ ν
ε ξ ι σ ώ σ ε ω ν  δ ι α φ ο ρ ώ ν  με σ τ α θ ε ρ ο ύ ς  
σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς

Η γενική μορφή μιας τέτοιας εξισώσεως διαφορών ( η τάξεως) είναι

όπου , i = 0(1)n είναι σταθερές ανεξάρτητες του κ και g(κ)
(2 0) είναι γνωστή συνάρτηση του κ (βλέπε παράδειγμα 13.1,i). Η
(13.7) καλείται η αντίστοιχη ομογενής της (13.20). Για την εύρεση της 
γενικής λύσεως της (13.20) βρίσκουμε πρώτα την γενική λύση της αντιστοί­
χου ομογενούς αυτής, την οποία συμβολίζουμε υ , κ= 0,1,2,... . Αν

Is
τώρα y , κ - 0,1,2,... είναι μία οποιαδήποτε συγκεκριμένη λύση τηςΚ
(13.20) , η οποία βρίσκεται με τρόπο που θα αναφερθεί στη συνέχεια,και 
y η γενική λύση αυτής, τότε είναι φανερό,ότι η y — y είναι λύση

Κ  Κ  Is
της αντιστοίχου ομογενούς της (13.20). Επομένως η γενική λύση της
(13.20) ισούται με το άθροισμα των y και u

Κ  Is

yK = + C2K)(“ 1)Κ ’ KS= 0»1»2
όπου c2, c2 αυθαίρετες σταθερές. A

+···+ a0yK * 9(κ) , Κ = 0,1,2 ° * 
(13.20)

* · · ·8 (13.21)
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Πρέπει να σ η μ ειω θ εί,ό τ ι στην y  υπάρχουν η αυθαίρετες σταθε-Ι\
ρ ές , αφού η u έ χ ε ι  η αυθαίρετες σταθερές. Αυτές μπορούν να προσ-Ι\
διοριστούν,αν ε ίν α ι γνωστές ο ι y 0 , y , , . . . , y  . Όσον αφορά την εύ ρ ε­
ση μιας συγκεκριμένης λύσεως y  της ( 1 3 . 2 0 ) ,  θεωρούμε την περίπτωσηΙ\
που η 9 (κ) ε ίν α ι της μορφής

AK jp i (K)cosaK + P2 (K)sinaiTJ ,  (1 3 .2 2 )

όπου τα λ ,α  ε ίν α ι σταθερές (ανεξάρτητες του κ ) και P j ( k ) ,  Ρ2 (κ)  
πολυώνυμα ως προς κ βαθμών ρχ και ρ2 , α ντ ίσ το ιχα . Έστω s =
= max{p1 ,ρ2 > . Μπορεί να α π ο δ ειχ θ ε ί,ό τ ι ισχύουν τα ακόλουθα:

i )  Εάν η λ+ ia δεν ε ίν α ι  ρ ίζα  του χαρακτηριστικού πολυωνύμου 

της αντιστοίχου ομογενούς της ( 1 3 . 2 0 ) ,  τότε η (13 .20)  έ χ ε ι  μία συγκε­

κριμένη λύση της μορφής

y R = AK (q i ( k ) c° scik + Q2 ( k ) s i noticj , ( 13 .23)

όπου Qx( κ ) ,  Q2 ( k ) ε ίν α ι  πολυώνυμα βαθμού s ,  των οποίων ο ι  συ ντελε­
στές βρίσκονται με την μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών, αφού η 

(1 3 .2 3 ) αντικατασταθεί στην ( 1 3 . 2 0 ) .
ϋ )  Εάν η λ + i a  ε ί ν α ι  ρ ίζα  πολλαπλότητος m του χαρακτηριστι­

κού πολυωνύμου της αντιστοίχου ομογενούς της ( 1 3 . 2 0 ) ,  τότε η (13 .20)  

έ χ ε ι  μία συγκεκριμένη λύση της μορφής

y K = KmhK j O j U J c o s a K  + Q2 (k) s i ηακ  ̂ , (13 . 2 4 )

όπου τα Qj(k), Q2(k) είναι όπως στην περίπτωση (1).
Εάν
9(κ)  = g2(κ) + g2 U )  + . . . +  g£ (K) , (1 3 .2 5 )

όπου κάθε g - U )  , i = 1(1 Η  ε ίν α ι  της μορφής ( 1 3 . 2 2 ) ,  τότε μ ία  συγκε 

κριμένη λύση y „  της (13 . 2 0 )  ε ίν α ι  το άθροισμα των αντίστοιχω ν μορφώνΙ\
για  κάθε g..(K) , που προκύπτουν σύμφωνα με τ ι ς  (1 3 .2 3 ) κ α ι (1 3 .2 4 )  . 

Παράδειγμα 13.4 Να β ρ εθ εί η γεν ικ ή  λύση της εξισώσεως διαφορών
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Λύση Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου ζ2 - 7ζ + 6 της 
αντιστοίχου ομογενούς είναι ζ 1 = 1 , ζ2 = 6 . Επομένως η γενική λύ­
ση της αντιστοίχου ομογενούς είναι uK = cj* + c26K = Cj + c26K , κ =
= 0,1,2,... και CjjCj αυθαίρετες σταθερές. Είναι g(K) =
= (2 + 3Κ)(2Κ + 3κ) + κ2 = 2 ·2Κ + 6κ + 6Κ + 3κ3κ + κ2 = 6Κ + 2Κ(2) +
+ 3κ(3κ) + 1κ(6κ + κ2) = g1(κ) + g2(κ) + g3(κ) + g^(κ) , όπου gx(κ) =
= 6Κ , g2(κ) = 2Κ(2) , g3(κ) = 3κ(3κ) , g »  = 1κ(6κ + κ2) . Οι g.(K), 
i = 1(1)4 είναι της μορφής (13.22) (π.χ. για την g^K) είναι λ = 6,
Ρχ(κ) = 1 , Ρ2(κ) = 1 , α = 0 ) και επειδή οι 1 και 6 είναι ρίζες 
απλές του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της αντιστοίχου ομογενούς, μια 
συγκεκριμένη λύση της δοθείσης εξισώσεως διαφορών θα έχει την μορφή

y K+1 -  7 y K+1 + 6yK = (2 + 3K ) ( 2 K + * >  + κ *  ,  k  -  0 , 1 , 2 ................
( 1 3 . 2 6 )

y = K6Kdx + 2Kd2 + 3K(d3 + d̂ K) + KlK(ds + d6K + d7K2) , (13.27)

k = 0,1,2,...,όπου d.. , i = 1(1)7 προσδιοριστέες σταθερές. Αντικαθι­
στούμε την (13.27) στο πρώτο μέλος της (13.26) και απαιτούμε να ισχύει 
η ισότητα των δύο μελών αυτής για κάθε κ= 0,1,2,... . Έτσι έχουμε

(κ  + 2)6K+zdI + 2K+2d2 * 3Kt^ d 3 . d„(K  + 2) + (κ + 2)jd5 +

+ d 6 ( K  + 2) + d 7 ( K  + 2) - 7 ,  « \ C K + 1 .  ο κ + 1  ̂ ,  - » Κ + ΐ ί ,(κ + 1)6 d 2 +2 d2 + 3 d

+ d„(K + 1) + (κ + 1) d s + d 6 ( K  + 1) + d ? ( K  + 1) 6  K 6 Kd l

+ 2Kd, + 3K (d 3 + d,K) + K(d5 +d6K + d7K2)] = 6K + 2K(2) + 3k(3k ) +

+ 1 (6κ + κ2) , κ = 0,1,2,... 
ή ισοδύναμα μετά τις πράξεις

6' 30d + 2' - 4d + 3' -  6 d 3 -  3d^ -  6 K d „
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+ 1κ - 5ds - 3d6 + d7 + κ (— 10d6 - 9d7) + k 2 ( -  15d?

= 6K + 2K(2) + 3κ(3κ) + 1k(6k + k 2 ) , k  = 0,1,2,... . (13.28)
Από την (13.28) εξισώνοντας τους συντελεστές των γραμμικώς ανεξαρτή­
των συναρτήσεων 6Κ, 2Κ, 3Κ, 1κ στα δύο μέλη προκύπτει το ακόλουθο σύστημα

30dj = 1
-  4d2 = 2
-  6d3 -  3dh = 0 

• - 6 d ,=  3
-  5d_ -  3d + d = 0

— 10d -  9d? = 6
-  15d7 = 1

η λύση του οποίου είναι
. 1 η _  1 μ -  1 η -  1 w -  1 a -  81di “ 30 * d2 2 * d* " 2 * d3 “ 4 * d7 15 * d6 " 50 *

h  -  233 
s " 750

Άρα η γενική λύση της (13.26) είναι y = u + y = Cj + c26K +

+ 3J k6* -  7 ^  + 3Κ(ϊ ~ Η  + K
°33 81 1 21

[ m - m K ~ T s K J = cx +

+ (c2 + w  κ 6* “  2K-1 + ?  sK(1 “  2κ) + 75σ K(233 ”  405K ”  50ις2) 

= 0,1,2,...  με cie c2 αυθαίρετες σταθερές.

κ =
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να αποδειχθεί το θεώρημα 13.1 .

2 . Κάτω από τ ις  προϋποθέσεις του θεωρήματος 13.3 να δ ε ιχ θ ε ί, ότ ι ο ι 
(13 .13) ε ίν α ι λύσεις της (1 3 .7 ) .

3 . Έστω Ρη (ζ )  το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της (13 .7 ) . i )  Εάν το
Ρ (ζ )  έ χ ε ι  η δια κεκριμένες ρ ίζε ς  ζ . , i = 1(1 )η , να δ ε ιχ θ ε ί, 
η κ 'ό τ ι ο ι y  *  ζ .  , i = 1 (1 )η , κ = 0 , 1 , 2 , . . .  ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρ- 

τητες. 11) Αν η ζ χ ε ίν α ι ρ ίζα  του Ρη (ζ )  πολλαπλότητος η ,  να 
δ ε ιχ θ ε ί ,ό τ ι  ο ι y  = κΑζ κ , I  = 0(1 )η -  1 , κ =  0 , 1 , 2 , . . .  ε ίν α ιΚ 1
γραμμικά ανεξάρτητες.

4 . Να α π ο δ ειχθ εί,ό τ ι το σύστημα (13.17) έ χ ε ι  πάντοτε μία μοναδική λύ­
ση.

5 . Να αποδειχθεί το θεώρημα 13.2 .

6 . Να βρεθεί η γενική λύση της (13 .2 ) .

7 . Να βρεθεί η γενική λύση της εξισώσεως διαφορών

■^κ+5 — ■^κ+ι* + ^ κ + 3  ~  κ+2 + ^ κ + ι  — ^ κ — ® ’  κ β

και να γραφεί σε πραγματική μορφή.

8 . Να λυθεί η εξίσωση διαφορών (Δν — 2λ)γ  = 0 , όπου — 2 < λ < 0.Ι\+1
9 . Να λυθούν ο ι εξισώ σεις διαφορών:

1) 52y -  ay„ = 2 , όπαυ a σταθερά
Κ κ

1 ι)  y K+2 -  2ayK+1 + ayK = b , όπου a ,b  σταθερές με 0 < a < 1 . 

Να βρεθεί το l im y
Κ - ο ο  κ

111) V .  7 ί3 ιζ ! _ , )
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1ν) y K+1
- 1 6γκ = 2 χ

V) Κ̂+2 " 7V .  + ,2*κ = cosx > y ,  = 0 · y ,  = 0

vi) A2y
J K

- 3AyK + 2yK = 2k + 3(- 1)K , y „  =

vi i) yK+i - 2yK = k2k , y, = 0 .

vi i i) yK " y „  - κ = 0 
■'k - i

ix) yx ~ 2y + y = 3JK“2 JK-it

x) (δ2 h' 2> V >  - 2K+1

x i> *Κ+1 -  â K '  b 

x1i> = 

xi1 i> + a2yK = *K
xiv)

xv)

a ,b  σταθερές , a ψ 0

y — 2y + y =  2 + Kz + 3 * 2
J  K + 2  J  K + l  J  K

V „  +  5 > K «  +  4 j , K =  ( '  +  l'> c ° s ' " '

x v l)  t,2y K -  AyK+, -  2yK = 22 .

10· Να λυθεί το σύστημα των εξισώσεων διαφορών

'κ+ι

κ+ι

= 7ζκ + 10yK

= ζ κ + 4y , όπου ζ = 3 , y  = 2 .

11. Να λυθεί η μη γραμμική εξίσωση διαφορών y
κ+ι

βοήθεια του μετασχηματισμού y  = —  ή του■9 Κ Ζ_

1 + y.
με την

κ+ι 4
y K ~  ζ *“ *
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y
12. Γ ια  την εξίσωση διαφορών y K+2 = y K -  , y 0 *  0 ,  y x *  -  6

να Βρεθεί η yt και να δ ε ιχ θ ε ί όχ ι y  = -  y  ,
°  2Π1 2TJI-1  <

m= 1 , 2 , 3 , . . .  .

13. Να λυθεί η εξίσωση διαφορών

1
yΚ+2

14. Να λυθεί χο σύστημα χων εξισώσεων διαφορών

\ + y K ~

(a -  1 )χ κ ♦ χκ+1 = y K tl , X , -  2a , y„ = 2aA , 

όπου a , λ πραγματικές σταθερές με a > 0 . Να βρεθεί επίσης το

yKlim -ρ . 
κ ·*·» χκ
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ΑΡ II · Η Η Τ  Ο KM ΙΕ ΟΙ 1 h  Υ 2 Μ Σ Υ IN Μ ® SB S8 

β Ι ΙΑ Φ Θ ΙΡ Ι ΙΚ Ε ΙΚ Ι  Ε Ξ  8 Σ  S  Σ  Ε ffi R)

14.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Μία συνήθης διαφορική εξίσωση η τάξεως ε ίν α ι μία εξίσωση της 
μορφής

f | x , y ( x ) ,  y ' ( x ) ,  y " ( x ) , . . . ,  y i n - l ) ( x ) ,  y ( n ) ( x ) j  = ο ,  (1 4 .1 )

όπου x 6 [a,f5] ε ίν α ι ηανεξάρτητη μεταβλητή, y (x )  η άγνωστη συνάρτη­
ση και F γνωστή συνάρτηση. Η πλειοψηφία σχεδόν των συνήθων διαφορι­
κών εξισώσεων η τάξεως, που συναντώνται σ τ ις  πρακτικές εφαρμογές, 
μπορεί να γραφεί υπό την μορφή

y (n ) (x) = f | x ,  y ( x ) ,  y ' ( x ) , . . . ,  y i n _ l ) ( x ) j  , a < x < b , (1 4 .2 )  

ή συντομώτερα

y (n> = f | x ,  y ,  y ' , . . . ,  y ( n _ l ) J ,  a < x < b ,  (1 4 .3 )

όπου f  ε ίν α ι γνωστή συνάρτηση των χ , y ,  y ' , . . . ,  y^11” 1^. Εάν n = 1 , 
Π (14 .3 ) γράφεται
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y ' ■ f ( x ,y )  » a < x < b . (14 .4 )

'ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως έ χ ε ι  συνήθως
« ' *

τη γενική  μορφή

y ;( x )  = f j ( x ,  y t ,  y 2 , . · . ,  yn ) 

y * (x )  = f 2 (x , y x * y 2 . . · · »  yn )
, a < x < b , (14 .5 )• e  ■*

•  ·

γ^(χ ) = f n (x * yi>  y 2 » · · ·»  yn )

όπου , i  = 1 (1 )n ε ίν α ι δοσμένες συναρτήσεις και y . ( x )  , i = 1 (1 )n 
ο ι άγνωστες συναρτήσεις. Το σύστημα (1 4 .5 ) ,  εάν θέσουμε

— — —

y 2• και F = φ•• «#
y f η__

γράφεται υπό την διανυσματική μορφή (κατ’ αναλογίαν προς την (14 .4 ) )

Υ '  =  F (x ,Y )  , a <  χ jc  b . (14 .6)

Γ ια  η > 1 η (1 4 .3 ) ε ίν α ι δυνατόν να μετατραπεί σε μία διανυσμα- 
τική συνήθη διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως (βλέπε (1 4 .6 ))  ως εξής: 
Εισάγουμε τ ις  βοηθητικές συναρτήσεις ζ . ( χ )  , i  = 1(1)n από τ ις

y (K) = ζ κ+1 , κ =  0(1)Π -  1 , (1 4 .7 )

δηλαδή y <0* = y  = z t ,  y ' = ζ 2 = zn , οπότε n (14.3)
ε ίν α ι ισοδύναμη με το ακόλουθο σύστημα των η διαφορικών εξισώσεων 
πρώτης τάξεως
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l  - 2  » ζ 2 ζ 3 » ' · * »  Ζ η - 1  Ζη  *ζι = 2
_  „ ( η )  _

ή =  y  -  f ( x .  Ζχ» ζ 2 , . . . ,  ζ η ) .
(14 .8 )

Εάν τώρα θέσουμε Υ =

ΖΓ Ζ2 ~
ζ_ ζ .2
•
•

κ α ι  F =
3

•
•

•

Ζ
•

Ζη η
_  f  _

μπορεί να γραφεί υπό την διανυσματική μορφή 

Υ' = F (x ,Y ) , a < χ < b .

, τότε το σύστημα (14 .8 )

(14 .9 )

Είνα ι φανερό επομένως, ότι κάθε σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων 
η τάξεως (η > 1) της μορφής (14 .3 ) μετατρέπεται σε ένα σύστημα δ ι­
αφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως.

Λύση της (14 .3) ε ίν α ι κάθε συνάρτηση y =  y (x )  , η οποία ε ίν α ι ο­
ρισμένη στο ja ,b ] , έχ ε ι παραγώγους μέχρι η τάξεως στο ja ,tfj και 
ικανοποιεί την (14 .3 ) για  κάθε x 6 [a ,t ) ]  . Ε ίν α ι γνωστό από την θεωρία 
των διαφορικών εξισώσεων,ότι γενικά (κάτω από απλές συνθήκες για  την 
f )  υπάρχουν άπειρες λύσεις της (1 4 .3 ) . Εάν απαιτήσουμε η συνάρτηση 
y (x )  να ικανοποιεί τ ις  η αρχικές συνθήκες

y (a )  = b0 , y ' ( a )  = b1 y ( n _ l ) (a) = bn_ x (14 .10)

όπου b̂  , i = 0 (1 )n — 1 ε ίν α ι δοσμένες τ ιμ έ ς , τότε κάτω από ορισμέ­
νες συνθήκες για την f  υπάρχει μία μοναδική λύση της (1 4 .3 ) .  Η (14 .3 )  
μαζί με τ ις  (14.10) καλούνται πρόβλημα αρχικών τιμών η τάξεως. Για  
η = 1 το πρόβλημα αρχικών τιμών γράφεται

y' = f(x,y) , a < x < b 
y(a) = y0 »

( 1 4 . 1 1 )

όπου y 0 δοσμένη τιμή . Για  το πρόβλημα (14.11) ισ χύει το ακόλουθο θεώ
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ρήμα.

θεώρημα 14.1 Εάν η συνάρτηση f ( x ,y )  ε ίν α ι ορισμένη και συνεχής 
για  κάθε χ 6 [a ,If] και κάθε y 6 Ε  και επιπλέον υπάρχει σταθερά L 
τέτοια  ώστε

|f(x.y,) -  f(x,y2) I < Myx -  y2l (1 4 . 1 2 )
για  όλα τα χ G [έ ,Β ] και όλα τα y i s y 2 Θ Ε  (δηλαδή, η f ( x ,y )  ικανο­
π ο ιε ί την συνθήκη του L ip s c h it z  ως προς y ) , τότε για κάθε y 0 6 Ε  
το πρόβλημα (14 .11) έ χ ε ι  μία μοναδική λύση y (x )  . A

Ε ίν α ι εύκολο να δ ε ιχ θ εί χρησιμοποιώντας το θεώρημα μέσης τιμής, 
ό τ ι εάν για  κάθε χ 6 [a,tf] και κάθε y € E  υπάρχει η και

3 f (x ,y )ε ίν α ι  συνεχής και επιπλέον ισχύει 3y < Μ , τότε η (14 .12) ικα­

νοπ οιείτα ι με L = Μ .
Χαρακτηριστικό του προβλήματος αρχικών τιμών η τάξεως ( (1 4 .3 ) ,  

(1 4 .1 0 ))  ε ίν α ι ,ό τ ι  ο ι η συνθήκες (14 .10) δίνονται όλες στο μοναδικό 
σημείο χ = a . Εάν αντί των (14 .10) απαιτήσουμε η συνάρτηση y (x )  στην 
(1 4 .3 )  και/ή ο ι πρώτες η — 1 παράγωγοι αυτής να ικανοποιούν η συνθή­
κ ε ς , ο ι οποίες δεν δίνονται όλες στο ίδ ιο  σημείο (π .χ . μερικές δίνονται 
για  χ = a και μ ερ ικές για χ = b ) , τότε το αντίστοιχο πρόβλημα που 
προκύπτει καλείται πρόβλημα συνοριακών τιμών η τάξεως. Οι π συνορι­
ακές συνθήκες στη γενική περίπτωση έχουν τη μορφή:

( η - ι ) ( η - ι )y ( x x) ,  y ' ( X j ) , . . . , y^ ~ ' ( X j ) ,  y ( x 2 ) ,  y ' ( x 2 ) , . . . ,  y  ‘  (x2) , . . . ,  

y ( x K) .  y ' ( x K) , . . . ,  y (n~l ) (x K) =  o ,  i  =  i ( i ) n  ,

όπου gi  δοσμένες συναρτήσεις, i = 1(1 )n και χ . , j =  1(1 )κ δοσμέ- 
να σημεία του [a ,b ] . Για  παράδειγμα, γ ια  n = 2 το απλούστερο πρό­

βλημα συνοριακών τιμών ε ίν α ι

y" = f ( x , y , y ' ) , a < χ < b

y (a )  = b0 , y (b ) = b 1 ,
(14.13)
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όπου bQ, δοσμένες τ ιμ ές .

14.2 Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ε π ί λ υ σ η  π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν  
α ρ χ ι κ ώ ν  τ ι μ ώ ν

Στο παρόν κεφάλαιο θα ασχοληθούμε πρώτα με αριθμητικές μεθόδους 
για την λύση του προβλήματος (14.11) (για  το οποίο θα υποθέτουμε ότι 
ισχύουν ο ι προϋποθέσεις του θεωρήματος 1 4 .1 ) , δηλαδή για  την εύρεση 
μιας προσεγγίσεως της λύσεως y (x )  αυτού. Οι μέθοδοι αυτές μπορούν 
εύκολα να τροποποιηθούν, ώστε να μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την 
λύση του συστήματος (14 .5) με τ ις  αρχικές συνθήκες

y x(a) = d1 , y 2(a) = d2 , . . . ,  y j a )  = dR , (14.14)

όπου d̂  , i  = 1(1 )n δοσμένες τ ιμ ές και κατά συνέπεια και για το πρό­
βλημα αρχικών τιμών η τάξεως (η > 1) των (1 4 .3 ) ,  (1 4 .1 0 ) , αφού αυ­
τό ε ίν α ι ισοδύναμο με το σύστημα (14 .8 ) με αρχικές συνθήκες

z x(a) = b0 , z 2 (a) = bx, . . . ,  zn (a) = b ^  . (14 .15)

Πρέπει να σημειωθεί ότι ο αριθμός των περιπτώσεων, όπου μπορούμε 
να βρούμε την μοναδική λύση του προβλήματος (14 .11) αναλυτικά, σε κ λ ε ι­
στή μορφή, ε ίν α ι πολύ μικρός. Η λύση σε κλειστή μορφή πετυχαίνεται μό­
νον για  ορισμένες ε ιδ ικ ές  κατηγορίες συναρτήσεων f  με στοιχειώ δεις  
ή άλλες μεθόδους. Σ τ ις  περισσότερες περιπτώσεις πρακτικού ενδιαφέρον­
τος η λύση δεν μπορεί να βρεθεί σε κλειστή μορφή ή ε ίν α ι άγνωστο αν 
μπορεί να βρεθεί. 'Αλλά, ακόμη κ ι ’ όταν υπάρχει διαθέσιμη κλειστή μορ­
φή για την λύση μπορεί αυτή να ε ίν α ι αρκετά πολύπλοκη, με αποτέλεσμα 
να μηνέχει πρακτική α ξία . Έ τ σ ι  ο ι αριθμητικές μέθοδοι,που θα περιγρά­
φουν στη σ υ νέχεια ,είνα ι απαραίτητες και πολύ χρήσιμες για  την επίλυση 
πολλών προβλημάτων της μορφής (1 4 .1 1 ).

Μία αριθμητική λύση του προβλήματος (1 4 .1 1 ) , η οποία βρίσκεται 
χρησιμοποιώντας μία αριθμητική μέθοδο, ε ίν α ι μία πεπερασμένη ακολου­
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θία τιμών Ψ0 , Ψχ, . . . ,  ΨΝ , ο ι οποίες προσεγγίζουν αντίστοιχα τ ις  ακρι­
β ε ίς  τ ιμ ές  y ( x 0)t y ( x x) . . . . .  y (x N) της λύσεως y (x )  στα διακεκριμέ­
να σημεία χ^, κ *  0(1 )Ν, Ν _> 1 του διαστήματος ja .tfj , όπου a =
= χ0 < χ χ < . . .  < χΝ = b . (Μερικές φορές θα χρησιμοποιούμε τους συμ­

βολισμούς Ψ = Φ(χ,,) και y  = y (x  ) , κ =  0(1)Ν για  τ ις  προσεγγι- 
σ τ ικ ές  και α κ ρ ιβ είς  τ ιμ ές  αντίστοιχα της y (x )  στα.σημεία χ ,  κ =Λ
= 0(1 )Ν) . Συνήθως τα χ , κ = 0(1 )Ν ε ίν α ι ισαπέχοντα: χ =

Κ Κ — a Κ
= χ 0 + Kh , κ = 0(1)Ν , όπου χ 0 = a και h = — —̂  ε ίν α ι το σταθε­

ρό βήμα. Σημειώνεται ό τ ι λαμβάνουμε Ψ0 = y (a )  = y 0 , αφού η y (a )  ε ί ­
ναι γνωστή από την αρχική συνθήκη. Αφού y «* Ψ , χρησιμοποιώντας το

Ι\ Κ

σύνολο των σημείων (χ , Ψ ) , κ = 0(1 )Ν μπορούμε να βρούμε μία προ-Κ κ
σέγγιση για  την γραφική παράσταση της y (x )  στο [a ,b ] . Σε ορισμένες 
εφαρμογές μας ενδιαφέρει μόνον η εύρεση μιας προσεγγιστικής τιμής για  
την y (x )  όπου χ Φ a . Στην περίπτωση αυτή το χ π α ίζει τον ρόλο του

Λ

άκρου b του διαστήματος [a , t>] και επομένως με h = * * και
χ = a + Kh , κ = 0(1 )Ν αναζητούμε την Ψ . Στην πράξη, για την

Κ γΙ

εύρεση της με κάποια δεδομένη α κ ρ ίβ ε ια ,π .χ .,  ζ  δ .θ .,α ρ χ ίζο υ μ ε με
Ν

Ν = 1 και διπλασιάζουμε διαδοχικά την τιμή του Ν (Ν = 1 , 2 , 4 , 8 , . . . ) ,  
μέχρις ότου για  δύο διαδοχικές τ ιμ ές  Νχ, Ν2 αυτού να ισχύει

< γ  10~Ζ .

Τότε η Ψ ε ίν α ι η ζητούμενη προσέγγιση.

Ε ίνα ι φανερό ότι για κάθε συγκεκριμένη τιμή του h έχουμε και μία 
συγκεκριμένη αριθμητική λύση του προβλήματος (1 4 .1 1 ). Μεγάλη πρακτική 
αξία  έ χ ε ι  μία αριθμητική μέθοδος,εάν η αριθμητική λύση αυτής για το πρό­
βλημα (1 4 .1 1 ) ,σαν συνάρτηση του h ,  συγκλίνει στην ακριβή λύση y (x )  
αυτού καθώς το Ν -► «° (h 0) και μάλιστα γρήγορα.

14.3 Μ έ θ ο δ ο ι  τ ο υ  ε ν ό ς  β ή μ α τ ο ς

θεωρούμε το πρόβλημα (14 .11) με τ ις  προϋποθέσεις του θεωρήματος

Ψ —  ΨΝ„ Ν
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14.1 και τα σημεία

χ = a + Kh , κ = 0 (1 )ΝΙ\

με h = —  ̂ a· , όπου Ν ε ίν α ι ένας θετικός ακέραιος. Η απλούστερη ί ­
σως αριθμητική μέθοδος, η οποία όμως σπάνια χρησιμοποιείται στην πρά­
ξη, δ ιό τι δεν ε ίν α ι τόσο ακριβής όσο άλλες μέθοδοι, ε ίν α ι  η μέθοδος 
του E u le r . Παρά το γεγονός αυτό η μελέτη αυτής ε ίν α ι σημαντική για  την 
ανάλυση άλλων ακριβέστερων μεθόδων. Έ να ς τρόπος παραγωγής αυτής ε ίν α ι  
ο ακόλουθος. Από το ανάπτυγμα του Taylor για  την συνάρτηση y (x )  γύ­
ρω από το σημείο χ 0 έχουμε (υποθέτουμε ότι όλες o l  παράγωγοι που α­
παιτούνται υπάρχουν)

(χ — X )^
y(x) - y(x„> + (χ — χ0)y' (χ0) +— ——̂y"(0 . 04.16)

όπου χ0 < ξ < χ . Έχοντας υπ’ όψιν την (14.11) για  χ = χχ η 
(14.16) γίνετα ι

y(Xj) = y(x„) + hf \ Μ \ )
h2. ,♦ jy - U .) . Xo <lo  <X) (14 .17)

Εάν τώρα η y " (χ) ε ίν α ι φραγμένη και το h ε ίν α ι μ ικρό, τότε παρα-
Η ̂λείποντας τον όρο ^ ” ( ξ 0) παίρνουμε

yixjft# y(x0) + hf Xq »y(xo) = y 0 + h f (x 0 ,y 0) (14 .18)

Qq προσέγγιση Ψ1 για την y ( x x) μπορεί να ληφθεί τώρα (λόγω της 

(14.18)) το δεύτερο μέλος της (14.18), δηλαδή έχουμε

y(Xl)* Φχ - «Ρ0 + hf(x0,m0) , όπου Ψ0 = y0 . (14.19)

Αφού βρεθεί η Ψα , κατόπιν προσδιορίζουμε την Ψ2 (που προσεγγίζει 
την y ( x 2) ) ως εξής: Η (1 4 .1 8 ), αν αντικατασταθεί το χ χ με το χ2 
και το χ0 με το χ χ , γράφεται διαδοχικά λόγω της (14 .19)

y(x2)*  y(Xl) + h f^ ,y(X l) «  + h f i x ^ )
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και επομένως λαμβάνουμε

Ψ2 = Ψχ ♦ .

Συνεχίζοντας κατά τον ίδ ιο  τρόπο βρίσκουμε,ότι ο ι προσεγγίσεις , 
i  = 1 (1 )Ν υπολογίζονται από τον τύπο

ψκ+ι = ψκ + h f < V V  » κ = 0(1 )Ν — 1 και Φ0-= y 0 , (14 .20)

που αποτελεί την μέθοδο του E u le r . Συχνά θέτουμε f K = (χκ »VK) » ο­
πότε η (14 .20) γράφεται Φκ+1 = ψκ + h fK , κ *  0 (1 )Ν -  1 , Ψ0 = y 0 .
Η (14 .20) ε ίν α ι μία εξίσωση διαφορών πρώτης τάξεω ς,γενικά μη γραμμική, 
και δικα ιολογεί την ονομασία "μέθοδος ενός βήματος", αφού για τον υπο­
λογισμό της Ψ ,.., χρειαζόμαστε μόνον την τιμή Ψ„ . Η Γεωμετρική ερ- 
μηνεία της μεθόδου του E u le r  δ ίνετα ι στο σχήμα 1 4 .1 .

σχ. 14.1
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Αρχίζοντας από το σημείο Λ (χ 0 , Ψ0) , το οποίο βρίσκεται επ ί της καμπύ­
λης της ακριβούς λύσεως y (x )  , βρίσκουμε το σημείο Β  ( χχ , το ο­
ποίο κείτα ι επί της εφαπτομένης της καμπύλής y (x )  στο σημείό' (χ0 » 0̂ )» 
αφού Ψ, = Ψ0 + h f (x 0, Ψ0) = Ψ0 + h^' (χο) = ψο + h tan“  · Γ ια  τ ην εύ­
ρεση του Γ(χ2 , Ψ2) προχωρούμε κατά μήκος της ευθείας που περνά από 
το (χ 1# W j και έχ ε ι κλίσ ι tany = ■Γ(χ1·,-Ψ1) » ποιί προσεγγίζει την 
κλίσι της εφαπτομένης της καμπύλης y (x ) στο σημείο .. (χ χ ,y .( x i ) ) κ .ο .κ . .

Παράδειγμα 14.1 Χρησιμοποιώντας την μέθοδο τού’ E u le r ·με Ν = 5 , 
να βρεθεί η αριθμητική λύση του προβλήματος y '  -  y  * · Ο· ο χ  _< 0 .5  ,

ν

y (0) = 1 . Να συγκριθεί αυτή με την ακριβή λύση y (x )  = e . ;

Λύση Έχουμε [a,t>] = [0 , 0 .^  , χ0 = 0 , Ψ0 = y 0 = 1 , h *  =

= 0.1 , χκ = χ0 + Kh = 0 . 1κ , κ = 0 (1)5  , f ( x .y )  = y  και

Λ+ι = \  + h\ = (1 + ή)ψκ * κ= 0(1)4 * (14.21)
Από την,(14.21) βρίσκουμε διαδοχικά 

Ψχ = (1 + 0.1)Ψ 0 = 1 . 1  

ψ2 = (1.1)ψχ = 1.21 
Ψ3 = 1.331 

= 1.4641 
Ψ5 = 1.61051 .

Οι ακριβείς τ ιμ ές στρογγυλευμένες σε 6 δ .θ . ε ίν α ι e 0 ,1 «  1.105171 , 
e 0 ' 2»  1.221403 , e ° * 3«  1.349859 , 1.491825 , e ° ‘ 5* i 1.648721. A
Σημειώνεται ότι η (14.21) ε ίν α ι μία γραμμική ομογενής εξίσωση διαφορών 
πρώτης τάξεως με σταθερούς συντελεστές, της οποίας η λύση (με Ψ0 *  1) 
ε ίν α ι (βλέπε Κεφ. 13) Ψκ = (1 + h )K , κ =  0(1)Ν . Παρατηρούμε ακόμη 
ότι θα μπορούσαμε να βρούμε προσεγγίσεις για τ ις  τ ιμ ές  y ( x R) s κ =
= 1(1)5 χρησιμοποιώντας την (14.16) με την μορφή
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y ( x ) «  y ( x 0) + (χ -  x 0)y ‘ (x 0) .
Από αυτή θέτοντας διαδοχικά χ =  χ , κ = 1(1)5 παίρνουμελ

y ( 0 . 1 ) «  y 0 + 0 .1 y 0 = 1.1 

y ( 0 .2 ) «  y 0 + 0 .2 y 0 = 1.2  

y ( 0 .3 ) * y  y 0 + 0 .3 y 0 = 1.3  

y (0 .4 )« *  1.4  

y ( 0 . 5 ) «  1.5 .

Οι παραπάνω προσεγγίσεις ε ίν α ι λιγώτερο α κρ ιβ είς από αυτές της μεθόδου 
E u le r .

Παράδειγμα 14.2  Να εφαρμοστεί η μέθοδος του E u le r  με h = 0 .5  
στο πρόβλημα y ' = 2y2 + χ , y (0 )  = -  1 για την εύρεση προσεγγίσεως 
για την y (1 .5 )  .

Λύση θεωρούμε το [ a ,if) ξ  [0 , 1 .5] . Έ χουμε: h =  b

= 0 .5  ,  οπότε N = 3 , x K = a  + Kh = 0 .5κ  , κ = 0 (1 )3  , Ψ0 = y 0 = ~

f ( x ,y )  = 2y2 + χ και Ψκ+1 = Ψκ + Η(2Ψ2 + χκ) , κ = 0 ,1 ,2  . Έ τ σ ι  
βρίσκουμε

I

UJj = Ψ0 + 0.5(2Ψ§ + χ 0 ) = -  1 + 0 .5 (2 )  = 0

Ψ2 = 0 .5 (0 .5 )  = 0 .25  και

Ψ3 = 0 .25  + 0 .5 ( 2 ( 0 .2 5 )2 + 1) *  0.8125 .

Άρα y ( 1 .5 ) »  Ψ3 = 0.8125 .

14 .3 .1  Μ έ θ ο δ ο ι  τ η ς  σ ε ι ρ ά ς  T a y l o r

Με την προϋπόθεση ότι η λύση y (x )  του προβλήματος (14 .11) ε ίν α ι  
επαρκώς παραγωγίσιμη, τότε αντί της (14 .16) θεωρούμε το ανάπτυγμα
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(χ -  χ0)2
y (x )  = y (x 0) + (χ - x 0) y ' ( x 0) + ------------ y " ( x<>)+ · · ·  +

2

+ O tj- jO  + Ot_^_\)----y (mtO(i) > m>1 (14.22)
ml (m + 1 ) J

οπότε η αντίστοιχη της (14 .17) ε ίν α ι

y(x,) = y(x„) + hy' (χ„) + -̂y"(x„) + ··· +

+ jjry<m>(x.> + - 5 ^ - y (,w,>(i,), <14-23)11 · (m + 1)!

όπου y' ( x0) = f ( x 0,y„) και oi y ( j ) (x 0) , j  = 2(1)m υπολογίζονται 
παραγωγίζοντας επανειλημμένα την y ' *  f(x » y ) . Έ τ σ ι  έχουμε

y” = f'(x,y) = fx(x,y) + fy(x»y)y’ * fx(x>y) + fy(x.y)f(x»y> * 

y"’ = f”(x,y) = fxx(x.y) + 2fxy(x,y)f(x,y) + fyy(x,y)f2(x»y) +

+ fy(x,y)fx(x»y) + (̂x»y)f(x.y)

κ .ο .κ . (όπου f  (x ,y )  = » f v i x »y)

(14 .24)

a f ( x .y )  κχπ \9 y ^  κ λ π .  )

οπότε
y"(x0) = f(x0,y0) - fx(x.*y.>) + f(x,.y.)f(xo.y.) .

(14 .2 5 )

y  (x«) = f"(x».y„) - ··· > κ·0·κ· ·
Κατ’ αναλογία προς την (14.19) η προσέγγιση <Pj νια τΠν y(Xj) 
ναι τώρα

Φ,-Ψ, .  hf(x0.qi0) + i £ f ’ (x,,*0) ^■“ ’ ( x . . * . ) . ’ (14-26)
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όπου Ψ0 = y 0 . Γενικεύοντας την (14 .26) (με τον Ιδ ιο  τρόπο που προέ- 
κυφε η (1 4 .2 0 ))  παίρνουμε

Η (14 .27) καλείτα ι μέθοδος της σειράς Tay lo r m -  τάξεως και ε ί ­
ναι μέθοδος ενός βήματος. Για  m = 1 προκύπτει η μέθοδος E u le r  (1 4 .2 0 ).

Οι μέθοδοι της σειράς T ay lo r (m = 2 , 3 , . . . )  δεν χρησιμοποιούνται 
συχνά, αλλά μόνον σε ε ιδ ικ έ ς  περιπτώσεις, αφού συνήθως ο ι απαιτούμενες 
παράγωγοι της f ( x ,y )  δεν προσδιορίζονται εύκολα.

Παράδειγμα 14.3 Για  το πρόβλημα του παραδείγματος 14.1 να χρησι­
μοποιηθεί η μέθοδος της σειράς T ay lo r τρίτης τάξεως (m = 3) με Ν = 5 .

Λύση Η μέθοδος της σειράς Tay lo r τρίτης τάξεως ε ίν α ι

όπου Ψ0 = y 0 = 1 , h *  0.1 , χκ = 0.1 κ , κ = 0(1 )5 , f ( x ,y )  = y ,

+

(14 .27)

ή

κ+α = Ψκ + hTm(W h) * κ = 0(1 )Ν -  1 , Ψ0 = y 0 , (14.28)

όπου

+

(14 .29)
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Μ»! = 1.105167 

Ψ2 = 1.221393

Φ. = 1.349843 (στρογγυλευμένες σε 6 δ .θ . )
9

Ψ, = 1.491802 *♦
Φ5 = 1.648690 .

0 l παραπάνω τιμ ές ε ίν α ι πολύ πιο α κριβ είς από εκ ε ίν ε ς  της μεθόδου του 
E u le r.

1 4 .3 .2 . Μ έ θ ο δ ο ι  τ ω ν  R u n g e  — K u t t a

Από την (14.27) ε ίν α ι  φανερό ότι σε κάθε βήμα (xR» \ )  -►
■+■ (χ„ ,Ψ ) απαιτείται ο υπολογισμός της f  και των παραγώγωνΙνΤί Κτ*

» j  = 1 (1 )τη — 1 αυτής. Γενικεύοντας την (14 .23) παρατηρούμε»ό­
τ ι η μέθοδος της σειράς T a y lo r m -  τάξεως προέκυψε με βάση τον προ­
σ έγ γ ισ α  κό τύπο

y(xK+1) «  y(xK) + hf(x|c.y(xK)] + T f ' [ v y(xx)] + —  +

· ( ,4 ·30)
Απλούστερες μέθοδοι "ενός βήματος", που απαιτούν σε κάθε βήμα τον 
υπολογισμό μόνον της f ( x ,y )  σε ορισμένα γνωστά σημεία , μπορούν να 
προκόψουν,αν χρησιμοποιήσουμε τον τύπο

y CxK+i ) y(xK) + h[Ai gi + A2g2 + . . .  + Ar g ĵ , (14.31)

9, -  f(xK.y(xK))

όπου



2 8

a2h» y(xK) + b2ih9x
(14 .32)

K O I Aj, A2t · · · » ar , b.  ̂ , 0 < j. < i < r είναι στα
θ ερ ές , ο ι οποίες εκλέγονται έτσ ι ώστε, αν στην (14.31) αναπτύξουμε τ ις  
g. , 1 = 2 (1 ) γ  σε σ ειρ ές  T a y lo r , σαν συναρτήσεις δύο μεταβλητών, γύρω 
από το σημείο (χ , y ( χ „ ) ) και γράψουμε το δεύτερο μέλος σαν δυναμό-Ι\ Ιν
σειρά ως προς h , ο ι συντελεστές των δυνάμεων του h μέχρι και την 
hm να συμφωνούν (γ ια  κάθε συνάρτηση f  ) με τους αντίστοιχους συντε­
λεστές στο δεύτερο μέλος της (14 .30) για όσον το δυνατόν μεγαλύτερο m. 
Χάριν απλότητος, θα εξετάσουμε την περίπτωση r  = 2 , οπότε πρέπει να 
προσδιορίσουμε τ ις  τ ιμ ές  των Αχ, Α2 , a2 , b21 .

Σύμφωνα με το θεώρημα του Taylor για  δύο μεταβλητές έχουμε

οπότε το δεύτερο μέλος της (14 .3 1 ) (για  r  = 2) γράφεται

+ A2b^f2(xK,yK)fyy(\»yK) + 2V a b2^ V V fxy(V V . + 0(h**). 

(14.33)
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Χρησιμοποιώντας t i c  (14 .24) · στην (14.30) ε ίν α ι φανερό ό τ ι,α ν  α­
παιτήσουμε να ισχύουν ο ι εξισώ σεις

τότε ο ι συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του h μέχρι και h2 στην
(14.33) και στο δεύτερο μέλος της (14 .30) ταυτίζονται (το καλύτερο που 
θα μπορούσε να συμβεί). Χρησιμοποιώντας στις (1 4 .3 1 ), (14.32) τ ις  προ- 
σεγγιστικές τιμές αντί των ακριθών y (x  ) , κ =  0(1)Ν για r  = 2 
προκύπτει η ακόλουθη μέθοδος,γνωστή σαν γενική μέθοδος των Runge -  
Kutta δευτέρας τάξεως

κ = 0(1 )Ν -  1 και Φ0 = y 0 ,

όπου οι παράμετροι Α1# Α2 » a2 , ^ 2 1  ικανοποιούν το σύστημα (1 4 .3 4 ) .  
Μία λύση του συστήματος (14 .34) (η μία παράμετρος μπορεί να εκ λ εγ ε ί  
αυθαίρετα) ε ίν α ι

(14 .34)

(14 .35)

Α̂  — 0 , Aj — 1 » 2̂1 ~’ 2 *

Με την εκλογή αυτή από την (14.35) προκύπτει η μέθοδος

Ψκ+1 - ψκ + hf(XK + τ  h * ΨΚ + 2 h«i> ·

όπου g: = f(xK,1>K) » κ = 0(1 )Ν — 1 και Ψ0 = y0

(14 .36)

η οποία καλείται τροποποιημένη μέθοδος του E u le r . Μία άλλη λύση του 
συστήματος (14.34) ε ίν α ι
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Αι "  A2 = j  , ”  b21 ”   ̂ »
Π οποία οδηγεί στην Μέθοδο

1
\ «  “ V  i h f < v V  * f < w  \  ♦ hVK + l

(14.37)

όπου gx = ^ χ κ ,Φκ ) ,  κ = 0(1 )N -  1 , Ψ0 = y 0 ,

που ε ίν α ι γνωστή σαν μέθοδος του Heun ή βελτιωμένη μέθοδος του E u le r .
Οι μέθοδοι (14 .36) και (14 .37) απαιτούν δύο μόνον υπολογισμούς της f
σε κάθε βήμα. Ας σημειωθεί ότι η μέθοδος της σειράς Tay lo r δευτέρας
τάξεως απαιτεί σε κάθε βήμα τ ρ εις  υπολογισμούς ( f ,  f  και f  ) .χ y

Ακολουθώντας την διαδικασία,που εφαρμόσθηκε για r  = 2 , μπορού­
με να προχωρήσουμε και για r =  3 ,4  κ λ π .. Γ ια  r  = 3 ο ι μέθοδοι 
των Runge -  Kutta τρίτης τάξεως που προκύπτουν σπάνια χρησιμοποιούν­
ται στην πράξη και γ ι ’ αυτό δεν θα αναφερθούμε σ ’ αυτές. Για  r  = 4 
προκύπτει η ακόλουθη γενική μέθοδος των Runge — Kutta τετάρτης τάξεως

Ψ = Ψ κ+ι κ + h Α ,9 , + Μ 2 * Α,9, 9

g1 -  f ( x K, t y  ;

92 = + a2h ’ \  + b2 ih9 i)  ·

g3 = f (X K + a 3h » Ψκ + b 31h9l + b 32h92 ) » 

g„ -  f ( x K + a„h , Φκ + b^jhgj + b ^ h g j + b„3hg3)

κ =  0(1 )N -  1 και Ψ0 = y 0 ,

(14.38)

όπου ο ι 13 παράμετροι πρέπει να ικανοποιούν τ ις  ακόλουθες 11 εξισώ σεις

1=2V i  ”  2

(14.39)



3 1

1 Αι , 2  _

i=2
1
3

l  v ?  =
1=2 1 1

1
4

A 3 a 2 b 3 2  +  W - Z  +  a 3 b *t 3 )  =  % 

A 3 a 2 b 3 2  +  A i t^ a 2 b i t2  + a 3 b *t 3  ̂ — "f2

A3a2a3b32 + + V o K  = ff

Aita2b32b«t3 ~ 24
ao = b 2 21

a  3 b 31  +  b 3 2

a = b + b + bit I t l  Η 2 >t 3

(14.39)

Πρέπει να σημειωθεί ότι ο ι συντελεστές των Ιδιων δυνάμεων του h 
στα δεύτερα μέλη των (14.30) και (14.31) (γ ια  r  *  4 , με τ ις  παραμέ­
τρους να ικανοποιούν το σύστημα (14 .39) και αφού αναπτυχθούν ο ι g2 , 
g3, 9ι*) συμπίπτουν μέχρι και την h** . Ακόμη πρέπει να αναφερθεί,ότι 
για r  < 4 η τιμή του r  προσδιορίζει και την τάξη της μεθόδου, η 
οποία θα οριστεί στη συνέχεια . Για  r  > 4 η τάξη της μεθόδου ε ίν α ι  
διαφορετική από την τιμή του r  και μάλιστα μικρότερη.

Μία συγκεκριμένη και πολύ διαδεδομένη μέθοδος,που προκύπτει από 
την (1 4 .3 8 ) ,ε ίν α ι η εξής (Κλασσική μέθοδος Runge — Kutta τετάρτης τά- 
ξεως)

Φκ+1 = \  + I  + + 2g3 + 8*) ’ 6™U
9, - η * κ , \ ) 9

( 1 4 . 4 0 )
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92 " f ( \  + 2 h > \  + f " g , )

gs “ f(xK 4 h • \ + l h9») (14.40)

9„ = f(xK + h , Φκ + hg,) , κ = 0(1)Ν - 1 και Ψ0 = y0

Η (14 .40) απ αιτεί 4 υπολογισμούς της f  σε κάθε βήμα και χρησιμοποι­
ε ίτ α ι συχνά σε συνδυασμό με άλλες μεθόδους,που εξετάζονται σε επόμε­
νες παραγράφους.

Ό λες ο ι παραπάνω μέθοδοι των Runge — Kutta μπορούν να χρησιμο­
ποιηθούν και για  συστήματα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως.

Παράδειγμα 14.4 Για  το πρόβλημα του παραδείγματος 14.1 να χρη­
σιμοποιηθούν κατά σειρά ο ι μέθοδοι: τροποποιημένη του E u le r ,  Heun και 
η κλασσική Runge — Kutta τετάρτης τάξεως. Για  όλες να ληφθεί h = 0.1 . 

Λύση Η μέθοδος (14 .36) με h = 0.1 , χ = 0.1 κ , κ =  0(1)5  ,
r *' Is

f ( x ,y )  = y γ ίν ετ α ι:

δηλαδή συμπίπτει με την μέθοδο της σειράς Tay lo r δευτέρας τάξεως. 
Από την (14 .41) παίρνουμε

Ψ =  Ψκ + ή(Ψκ + \ h g j )  =  Ψκ + Η(ΨΚ + j  h1»K) =

(14.41)

Ψ, = 1.105000

Ψ2 = 1.221025

Ψ3 = 1.349233 (στρογγυλευμένες σε 6 δ .θ .)

Ψ, = 1.490902 

Φ5 = 1.647447 .

Η μέθοδος Heun (14 .37) γ ίνετ α ι
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ui — ui + — hill + Ψ + hg, V i  ψκ 2 n Γκ K 1 -  \  ♦ i  h \  + φκ + h\

, U h* 11 + h + T φ » k = 0(1 H , -  y, -  i · .K

δηλαδή συμπίπτει με την (1 4 .4 1 ).
Για  την μέθοδο Runge — Kutta (14.40) έχουμε

Ψ = ψ + "κ+ι κ 6 *  + 2 (* κ + j  ΗΦΚ) + 2(ΨΚ + \  hg2) + Ψκ + hg3J ,

1
οπού 9, “ *„ + ?h -  (1 + £>*κ και 9, = \  ♦ \ hg2 " φκ + 

+ 2  hd + 7)ψκ = <1 + ? + Τ  )φκ · 'Αρα

φ SS φ + ilΨκ+1 ψκ 6 ψ + 2(Ψ„ + Α Μ )  + 2!{φκ + ^ (1  ♦ * »  } ♦ · ,

+ "(1 + \  * Τ )"1,; -  (1 ♦ " + Τ  + Τ  + j£ ) \  * (14 .42)

κ = 0(1)4  , Φ0 = 1 ,

δηλαδή συμπίπτει με την μέθοδο της σειράς T a y lo r  4ηζ τάξεως. Από την 
(14.42) παίρνουμε

Ψ1 = 1.105171

Ψ2 = 1.221403

Ψ3 = 1.349859 (στρογγυλευμένες σε 6 δ .θ . )

Ψ = 1.491825 

Ψ5 = 1.648721 .

Οι παραπάνω τ ιμ ές  συμφωνούν με τ ις  α κρ ιβ είς τ ιμ ές  σε 6 δ .θ . .
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1 4 .3 .3  Σ φ ά λ μ α τ α  α π ο κ ο π ή ς  σ τ ι ς  μ ε θ ό ­
δ ο υ ς  ε ν ό ς  β ή μ α τ ο ς

Η γενική μορφή μιας μεθόδου ενός βήματος ε ίν α ι

ψκ+ι = ψκ + » * < V V h> * κ== 0(1 )Ν “  1 · ψο *  ^0 · 0 4·43)

όπου Φ ε ίν α ι  γνωστή συνάρτηση. Η (14.43) προκύπτει από μία αντίστοι­
χη εξίσωση της μορφής

y (xK+1) = y ( x K) + hO(xK,y (x K) ,h )  -  τκ+ι , κ = 0 (1 )Ν -  1, (14.44) 

παραλείποντας τον όρο τ και αντικαθιστώντας την y ( x . )  με Φ. .
Κ τ   ̂ J

Για  παράδειγμα, στην μέθοδο της σειράς Tay lo r m -  τάξεως ε ίν α ι

Φ>χκ^(χκ),|Ί = + — f '  21 * xK,y ( xK) + .  ·  .  +

(14 .45)

και

κ+i -  y (m+1)U K) ,
(m+1)! κ

(14.46)

όπου χ < ξ  < χ . Όπως ε ίν α ι γνωστό, το ολικό σφάλμα της προ-
Κ  Κ  Ι \ Τ  X

σεγγιστικής τιμής (η οποία υπολογίζεται στην πραγματικότητα) Ψ ,Ι> » *
κ = 0 (1 )Ν — 1 ισούται με το άθροισμα του σφάλματος αποκοπής (αφού η 
(14 .44 ) αντικαθίσταται από την (1 4 .4 3 )) και του υπολογιστικού σφάλμα­
το ς. Προς το παρόν θα αγνοήσουμε την ύπαρξη του υπολογιστικού σφάλμα­
τος. Αυτό θα εξεταστεί σε επόμενη παράγραφο. Έ τ σ ι θεωρούμε ότι η 
Φ έ χ ε ι  μόνον σφάλμα αποκοπής.

Ι \ Τ  *

Καλείται τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (14 .43) στο σημείο 
χ κ+ι το σφάλμα Φκ+1 - y ( x K+1) της τιμής Φκ+χ , με την προϋπόθεση ό­
τ ι  η Φ„. ,  υπολογίζεται από την (14.43) με = y ( x j  , δηλαδή υπο- 
θέτοντας ό τ ι η Ψ ισούται με την ακριβή τιμή y (x  ) , οπότε

κ Κ
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ψκ+ι = + ΗΦ* ν  y (x K^  * (14 .47)

Αφαιρώντας κατά μέλη τ ις  (14.47) και, (14 .44) παίρνουμε

Ψκ+1 — y (x K+1) = τκ+1 = τοπικό σφάλμα αποκοπής της (14 .43) στο

σημείο χκ+ι . Έ τ σ ι το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου της σειράς 
Taylo r m — τάξεως στο σημείο χ δ ίν ετα ι από την (Τ 4 .4 6 ). Για

Ι\ ι 1

m = 1 (μέθοδος E u le r)  ε ίν α ι

- χκ < ξ κ < V .  · <14· 48>

Η μέθοδος (14.43) λέγεται ότι ε ίν α ι μία μέθοδος τάξεως ρ (όπου 
ρ θετικός ακέραιος), εάν

TK+i = 0(hP+1) ’ κ = 0(1 )Ν -  1 (14 .49)

ή ισοδύναμα, εάν υπάρχει σταθερά C (που εξαρτάται από την f ( x ,y )
Ι\ ι A

και το διάστημα (χ , χ Ί  αλλά όχι από το h ) ,  τέτοια ώστε
Ι\ ι\ ι 1 "

Ιτκ+ιΙ -  CK+ihPtl . Κ - 0 ( 1 ) Ν  — 1 .  (14 .50)

Καλείται ολικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (14 .43) στο σημείο 

χκ+ι το σφάλμα

β« ι ·  V i (14 .51)

της τιμής Ψκ+ι , κ =  0(1 )Ν -  1 , όταν αυτή υπολογίζεται κανονικά από 
την (1 4 .4 3 ), δηλαδή με την τιμή Ψ υπολογισμένη από την μέθοδο επ ί-Ιν
σης. Έ τ σ ι έχουμε

'κ+ι ψκ + h*>(vVh) y(xK) + h®(xK,y(xK),h) - τ κ+ι

+ τκ+ι *= eR + Η̂ Φ(χκ,Ψκ,Η) -  0(xK,y(xK),h)J (14 .52)
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Εάν υποθέσουμε τώρα ότι η μέθοδος (14 .43) ε ίν α ι τάξεως ρ και επ ι­
πλέον η συνάρτηση 0 (x ,y ,h )  ικανοποιεί, την συνθήκη U p s c h it z  ως προς
y :

|Φ (χ ,υ ι ,h ) -  0 (x ,u 2 ,h ) |  < L |u x -  u2 | , L > 0  (14.53)

για  κάθε x 6  [a ,if] , h > 0 και ¥  ut ,u 2 € IR  , τότε, λόγω των (14.50) 
και ( 1 4 .5 3 ) ,από την (14.52) έχουμε

le K+1l < le K l + h L le Kl + \ \ + ι \ < (1 + h L ) |e K| + Chp+1 , (14 .54)  

κ = 0 (1 )Ν — 1 , όπου C =  m ax{C .}, i  = 1(1)Ν . Από την (14.54) θέ-
D+1 1 1τοντας hL = δ και ChK = Β παίρνουμε διαδοχικά

|e K+1! < (1 + δ ) |β κ | + Β < (1 + 5 ) 2 |e K_ J  + Β(1 + δ) + Β <

< . . .  < (1 + δ )κ+1|β0 | + Β 1 + (1 + δ) + (1 + δ )2 + . . .  +

+ (1 + δ)

(κ + 1) Β , αν L = 0

" ' Β Π - ί - ^ Ζ ΐ Ι  ,αν L > 0 , 
δ

(14.55)

αφού e 0 = Ψ0 — y (χ0) = y0 -  y0 = 0 · Επειδή για L > 0 ε ίν α ι δ > 0

και (1 + δ )κ+1 <^e( K + l)5 = e (K + 1)h L= e ( K+1 ° , η (14.55) γ ίνετα ι

τελικά  ( e « 2 .7 1 8 . . . )

(χ — xn)Chp , αν L = 0

ν  ^ Ch1 (χ -x „ )L (14.56)
1 1 ,  αν L > 0

κ = 0 (1 )Ν .
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Πρέπει να σημειωθεί ότι τα θεωρητικά άνω φράγματα για το |β | ,  
που δίνονται από την (1 4 .5 6 ) ,ε ίν α ι συνήθως πολύ μεγαλύτερα από την α­
ληθινή τιμή του Je | . Για  τον υπολογισμό αυτών απ αιτείται η γνώση 
των σταθερών L και C , ο ι οποίες δύσκολα μπορούν να εκτιμηθούν στην 
πράξη. Στην ειδ ική  περίπτωση της μεθόδου της σειράς T a y lo r τάξεως m , 
η (14.56) γίνεται (λόγω της (14 .46))

(xK-x 0)hraMm+I

(m + 1)!
L = 0

< ■
h mMm+i ( (x - x 0)L

L(m + 1)!
-  1 L > 0 ,

(14 .57)

k = 0(1 )N , όπου M , = max |y im + l)(x )| , με την προϋπόθεση ό τ ι η
m+1 x e [a ,b j

y(m + i)(x ) ε ίν α l συνεχής στο [ a ,0  .

Λόγω της (14.56) μπορούμε να γράφουμε

e K = 0 ( h p) ,  κ = 1 (1 )Ν

για μία μέθοδο τάξεως ρ .

1 4 .3 .4  Σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ω ν  μ ε θ ό δ ω ν  ε ν ό ς  
β ή μ α τ ο ς

θεωρούμε την γενική μέθοδο (14 .43) για  το πρόβλημα (1 4 .1 1 ). Εάν 
χ ε ίν α ι ένα σταθερό σημείο του (a»b] , τότε ως γνωστόν δοθέντος

A

κάποιου Ν ορίζουμε h  = — και  χκ = a + K h , κ =  0(1 )Ν , οπότε

ΨΝ = Ψ(χ^) = Ψ(χ ) ε ίν α ι η προσεγγιστική τιμή γ ια  την y (x )  που προκύπτει 
από τη μέθοδο (1 4 .4 3 ). Λέμε ότι η μέθοδος (14 .43) σ υ γ κ λ ίν ε ι, εάν
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lim  ΨΝ = y (x )  . 
N -»■«>

(14.58)

Πρέπει να σημειωθεί ό τ ι υποθέτουμε και εδώ ότι δεν υπάρχει υπολογιστι­
κό σφάλμα στην τιμή ΨΝ . Ε ίν α ι φανερό ότι καθώς το Ν -*·°° το h -»·0 , 
ενώ το γινόμενο Nh παραμένει σταθερό. Η (14 .58) ε ίν α ι ισοδύναμη με 
την

Κάτω από τ ις  προϋποθέσεις της προηγουμένης παραγράφου για  την (1 4 .4 3 ),  
βάσει των οποίων προέκυψε η (1 4 .5 6 ) ,παρατηρούμε ό τ ι η (14 .59) ισ χ ύ ε ι. 
Πράγματι, το άνω φράγμα για το |eN| , που δ ίνετα ι από την (1 4 .5 6 ) ,τ ε ί ­
ν ε ι  στο 0 καθώς το h ->■ 0 (Ν -► ») .

Παράδειγμα 14.5 Για  το πρόβλημα y ' = y  , y (0) = 1  , 0 < χ < 0 .5 ,  
να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το απόλυτο ολικό σφάλμα αποκοπής της με­
θόδου E u le r στο σημείο χ κ  =  Kh , κ = 0(1 )Ν , h  =  .

Λύση Ε ίν α ι 0 (x ,y ,h )  = f ( x ,y )  = y  , οπότε η (14 .53) γ ίνετα ι

|Uj — u2 | = 1 · |Uj  -  u2 | = L |u 1 -  u2 | με L = 1 . Από την (14.57) 
παίρνουμε για  m = 1

(14.59)

αφού ε ίν α ι γνωστή

κ =  0(1 )Ν . (14.60)

Για  Ν = 5 , οπότε h = 0.1 , και για κ = 4 βρίσκουμε
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| e j  < 0.041 .

Από το παράδειγμα 14.1 έχουμε ότι = 1.4641 και y ( 1 . 4 9 1 8 2 5 ,  

οπότε

| e j  = |Ψ, - Υ ( Χ , ) | «  0.027725 .

Επειδή ως γνωστόν για το δοθέν πρόβλημα (βλέπε παράδειγμα 14.1) ε ίν α ι  
y ( x ) = ex και Ψ = (1 + h )K , κ =  0(1)Ν ε ίν α ι δυνατόν (βλέπε άσκπ- 
ση 19 ) να βρούμε ένα καλύτερο φράγμα για το |eK | = |ΨΚ - y ( x K)| *
*  |(1 + h )K -  e κ | από εκείνο της (14.60) . Πράγματι, ισχύει

|<g < j  γ Χ|ί · (14.61)

Από την (14.61) για h =  0.1 και κ = 4 βρίσκουμε 

| e j  < 0.030 .

Όσον αψορά την σύγκλιση της αριθμητικής λύσεως της μεθόδου E u le r  για  
το δοσμένο πρόβλημα στην ακριβή λύση ex βλέπε και άσκηση 6 .

14 .3 .5  Σ φ ά λ μ α τ α  σ τ ρ ο γ γ υ λ ε ύ σ ε ω ς  σ τ ι ς  
μ ε θ ό δ ο υ ς  ε ν ό ς  β ή μ α τ ο ς  —
Ο λ ι κ ό  σ φ ά λ μ α

Εάν δοθεί η μέθοδος (1 4 .4 3 ) , ε ίν α ι φανερό,ότι στην πράξη λόγω 
των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως,που υπεισέρχονται στους υπολογισμούς, δεν 
βρίσκουμε τ ις  ακριβείς τ ιμ ές  των Ψ. , 1 = 1(1 )Ν »αλλά άλλες τ ιμ ές  Ψ. , 
1 » 1 (1 )Ν  , ο ι οποίες έχουν ένα προκαθορισμένο πλήθος σημαντικών ψηφί­
ων ή δεκαδικών θέσεων και ικανοποιούν την αναδρομική σχέση

VK+1 = \  + l * ( v V h) + ε κ+ι . κ -  0(1ΪΗ  — 1 . (14.62)

όπου ? 0 = Φ0 *  y Q και ε  ε ίν α ι το καλούμενο τοπικό σφάλμα στρογ-
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γυλεύσεως της Ψκ+1 , δηλαδή το παραχθέν σφάλμα κατά τον υπολογισμό 
της εκφράσεως ¥  + h $ (x ^ ,f  ,h ) , όπου υποθέτουμε ότι χρησιμοποιούν- 
ται ο ι  α κρ ιβ είς  τ ιμ ές  των h και χ .λ

Το ολικό σφάλμα στρογγυλεύσεως της τιμής ¥  δ ίνετα ι από τηνΛ τ λ
διαφορά

V .  -  f K+i -  V ,  * κ *  0(1 )Ν — 1 . .  (14 .63)

Λόγω των (14 .43) και (14 .62) , έχουμε

κ+ι = ρκ + h 0 (x K,¥ K,h) -  G (xK> V h ) + ε κ+ι κ = 0(1 )Ν -  1

Αν ε =  maxj ε . | , i = 1 ( 1 ) Ν και ισ χύει η (1 4 .5 3 ), τότε,ακολουθώντας■ί *
την διαδικασία με την οποία από την (14 .52) προέκυψε η (1 4 .5 6 ) ,παίρνου­

με τελικά  για  το απόλυτο ολικό σφάλμα στρογγυλεύσεως της τιμής Φκ

V
κ = 0(1 )Ν

(14.64)

Το ολικό σφάλμα Ε„ της τιμής Ψ δ ίνετα ι προφανώς από την δ ι-
αφορά

Ε *  Ψ — y(x ) · κ=0(1)Ν (14.65)Ι\ Ι\ Ιν

και λόγω των (14 .51) και (14 .63) ισ χύ ει

Εκ = ( ¥ κ - Ψ κ) + (ΨΚ - Υ ( χκ ) ) = ρκ ^ κ ,  κ = 0(1 )Ν . (14.66)

Έ τ σ ι  για το απόλυτο ολικό σφάλμα |Ε κ | , λόγω των (1 4 .5 6 ), (14.64) 

και ( 14 . 66) ,  θα έχουμε
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(χκ — χ0) chP + f  j » αν L -  0

|ΕΚΙ < Η*ί)Η , κ = 0 ( 1 ) Ν  (14 .67)
» αν L > Ο .

Από την (14.67) προκύπτει ότι

|ΕΚ | <Μ Ch*3 + I γ ια  κάθε κ = 0(1 )Ν ,

όπου

(χΝ - χ 0) ,  αν L -  0

Μ =
1
L

(χΝ-χ0)ΐ. ϊ
θ — I , αν L > 0 .

Το φράγμα Μ Chp + £ , σαν συνάρτηση του h , γ ίνετα ι ελάχιστο,εάν
ελαχιστοποιήσουμε τον παράγοντα Ch*3 + jj- , πράγμα που επιτυγχάνεται 
λύνοντας την εξίσωση

chp ♦ f = 0

Αυτό σ ημ α ίνει,ότι η καλύτερη εκλογή για το βήμα h για την μέθοδο 
(14.43) τάξεως ρ ε ίν α ι

h = hopt =

1
_ε )ι+ ρ
ICpJ

Από τα παραπάνω προκύπτει το συμπέρασμα,ότι στην πράξη λόγω των σφαλ­
μάτων στρογγυλεύσεως δεν επιτυγχάνεται σύγκλιση της μεθόδου (14 .43)  

καθώς το h -► 0 (Ε J +  0 όταν h +0 ) .

14.4 Μ έ θ ο δ ο ι  π ο λ λ ώ ν  β η μ ά τ ω ν  .

ο
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θεωρούμε πάλι το πρόβλημα αρχικών τιμών (14 .11) και τα σημεία 
χκ *  a + Kh , κ = 0(1 )Ν , όπου h = -  -̂·9· , Ν θετικός ακέραιος. Υ­
ποθέτουμε ό τ ι ο ι προσεγγιστικές τ ιμ ές Φι 5  Φ2 , . . . ,  Φη _ 1 (η — 1 < Ν) 
των αντίστοιχων ακριβών τιμών y ( X j ) ,  y ( x 2) , . . . ,  y (x  ) τΠζ λύσεως 
y ( χ) ε ίν α ι γνωστές (έχουμε επίσης Φ0 = y (x 0) = y 0) · Αυτές συνήθως 
υπολογίζονται με την βοήθεια μιας μεθόδου ενός βήματος,π.χ. με μια μέ­
θοδο των Runge -  K u tta . Σκοπός μας ε ίν α ι να βρούμε τ ις  προσεγγιστικές 
τ ιμ ές  Φκ + 1  , κ = η — 1 (1 )Ν -  1 με κάποια μέθοδο,η οποία για την εύ­
ρεση της Ψ θα χρησιμοποιεί τ ις  η προηγούμενες τ ιμ ές  Ψ , Φ ,Κτ· Κ Κ—1
. . . ,  και ό χ ι μόνον την Φ̂  , όπως συμβαίνει με τ ις  μεθόδουςΚ-η+ι κ
ενός βήματος. Μία τέτοια μέθοδος θα καλείται μέθοδος η βημάτων ή 
μέθοδος πολλών βημάτων (η > 1 ) . Ο ι  τ ιμ ές  Ψ0 , Ψ ^ . . . ,  Φβ ^  που ε ί ­
ναι απαραίτητες για να μπορεί να εφαρμοστεί μια τέτοια μέθοδος,καλούν­
ται τ ιμ ές  εκκινήσεως της μεθόδου. Μία κατηγορία μεθόδων πολλών βημάτων 
προκύπτει με την ακόλουθη διαδικασία , που βασίζεται στην αριθμητική ο­
λοκλήρωση.

Από την y ' = f ( x ,y )  και την βασική ιδιότητα του ορισμένου ολο­
κληρώματος έχουμε

χκ+ι

y '(x ) d x  = y ( x K+1) ·
-

XK+i-m

όπου κ > m — 1 > 0

ή

χ
Κ+ 1

y ( x K„ )  = y ( x K+l J  + f (x ,y (x ) )d x  .

xK+i-m

(14.68)

(14.69)

Εάν τώρα αντικαταστήσουμε την f ( x ,y ( x ) )  με το πολυώνυμο παρεμβολής
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ΡΓ (χ) βαθμού το πολύ r  ( r  > 0 ) , με σημεία παρεμβολής τα χ κ , 
Χ|̂ _̂ »··*» χκ ρ , δηλαδη Ρρ(χ̂ ) = (̂x̂ sy(x̂ )) » ϊ -  χ » χ 1»···» 
κ — r  , παίρνουμε

κ+ι

y(xK+i) *  >«*««-> + Pr (x)dx , κ maxim — 1 ,r }  , (14 .70)

Κ+ι-m

όπου

Ρ (χ) = I  L , ( x ) f ( x K · ,  y K .·) , L , ( x )  = T T  r 1 = 0  1 x 1 x 1 1 j=o
3Ϊ i

x -  xk-.1
V i  -  V j ,

H (14.70) γράφεται τελικά

V i ^  V i-m  + h j 0Ai f 'XK-i’V i ) (14.71)

όπου

κ+ι

A.. = i- L i (x)dx , i *  0 ( 1  ) r

K+i-m

(14 .72)

Αν στην (14.71) αντικαταστήσουμε τ ις  α κρ ιβ είς τ ιμ ές y .  με τ ις  προσεγ- 
γισ τικές και το «  με το *  προκύπτει ο τύπος

V + 1 - V . V  " , Σ , ν ί ν ι φ .)K - V (1 4 .7 3 )

κ > maxim — 1 ,r }  , όπου τα Α̂  υπολογίζονται από την (14 .7 2 ) .
Από τον τύπο (14 .73) για τ ις  διάφορες τ ιμ ές  των m και r  προ­

κύπτουν και διάφορες μέθοδοι πολλών βημάτων. Οι πιο σημαντικές απ’ αυ­
τές προκύπτουν για m = 1 και r =  0 , 1 , 2 , . . .  και καλούνται μέθοδοι των
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Adams — B ash fo rth . Η γενική μορφή αυτών ε ίν α ι

V .  -  \  * h j 0A1 f ( x K-i > V i>  · -  = r (D N  -  1  , (14.74)

όπου ο ι Φ0 ,Φ1, . . . ,  ΦΓ ε ίν α ι γνωστές τ ιμ έ ς , δηλαδή η (14 .74) είνα ι 
μία μέθοδος r  + 1 βημάτων. Γ ια  r  = 0  ε ίν α ι εύκολο να δ ε ιχ θ ε ί,ό τ ι  
προκύπτει η μέθοδος του E u le r . Για  r -  1 προκύπτει η μέθοδος

V .  -  ψκ + ? 3f< V V - f < V ,-V ,> κ = 1 (1 )Ν — 1 . (14.75)

Για  r  = 2  προκύπτει η μέθοδος

h
ν .  -  \  * a

κ =■ 2(1)Ν -  1 .
Γ ια  r  = 3 προκύπτει η μέθοδος

(14.76)

V  -  \  + W (55fK -  59fK-. + 37V 2 -  9fK-,> - « “  3<’ >Ν -  1 ·

όπου f .  = ί ( χ · ,Ψ · )  .
J  J  V

(14.77)

Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί ότ ι το τοπικό σφάλμα αποκοπής (αυτό ορ ίζετα ι 
στην παράγραφο 14.4.2)της μεθόδου (14 .74) ε ίν α ι 0(h ) και γ ι ’ αυ­
τό καλείται και μέθοδος Adams — Bashforth r  + 1 τάξεως. Ε ίνα ι επ ί­
σης φανερό ότι αν η y (x )  ε ίν α ι πολυώνυμο βαθμού < r  + 1 , τότε η 
μέθοδος (14 .74) ε ίν α ι ακριβής (Ψ. = y (x^ )) .

Εάν στην (14 .69) προσεγγίσουμε την f ( x ,y ( x ) )  όχι με το πολυώ­
νυμο παρεμβολής ΡΓ (χ) με σημεία παρεμβολής τα χκ> χκ ι , . . . ,  xR_ r  , 
όπως έγ ιν ε  προηγουμένως, αλλά με το πολυώνυμο παρεμβολής ρΓ+1(χ ) 
βαθμού το πολύ r  + 1 ( r  ,> - 1 ) με σημεία παρεμβολής τα χ<+ι, χ κ» 
χ , . . . ,  χ , τότε η αντίστοιχη της (14.73) θα ε ίν α ι

1 »Ν"  Γ
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Γ+1
ψ = ψ + h ί  B . f (χ . .  .·, ί )  » ψκ+ι κ+1-m > 0 ί κ+ι-ι κ+1-Ί

κ ^  maxim- 1  , r }  , όπου

χ.κ+ι
Bi = F ί Ί· (x)dx , i  = 0 ( 1  ) r  + 1 και

κ+ι-τη

(14 .78)

L i  (x)
r+i
τ τ
j=o
J7i

χ — χ
K + l- 1 — X κ+1 - j

i  = 0 ( 1  ) r  + 1 .

Από την (14.78) y l o  m= 1 και r  = - 1 , 0 , 1 , . . . ,  προκύπτει μία άλλη 
σημαντική κατηγορία μεθόδων πολλών Βημάτων, ο ι καλούμενες μέθοδοι των 
Adams -  Moulton με γενική μορφή

r+i
V .  '  Ψκ ♦ "1Σ0Β1, (χκ « - 1 · ν . - 1 >  ’ « > raax{0.r> , (14.79)

όπου ο ι τ ιμ ές V g ^ , . . . ,  Ψρ ε ίν α ι γνωστές. Παρατηρούμε ότι στο δεύ­
τερο μέλος της (14.79) εμφανίζεται η τιμή ί ( χ κ+1 »Ψκ+1) » Π οποία δεν 
ε ίν α ι γνωστή, αφού για τον υπολογισμό της χρειάζεται η Ψ„. , η οποίαΙ\ · X
δεν ε ίν α ι ακόμη γνωστή. Με άλλα λόγια η (14.79) ε ίν α ι γενικά μία μή 
γραμμική εξίσωση ως προς την άγνωστη τιμή Ψ , ε ίν α ι δηλαδή μίαΛ · λ
Im p lic it  μέθοδος ,σ ε  αντίθεση με την (14.74) η οποία ε ίν α ι μία e x p l i c i t  
μέθοδος, αφού δεν χρ ειά ζετα ι να λύσουμε κάποια εξίσωση για να υπολογί­
σουμε την Ψ (η νέα τιμή εμφανίζεται μόνον στο αριστερό μέλος
της (1 4 .7 4 )) . Ε ίνα ι φανερό ότι όλες ο ι μέθοδοι που προκύπτουν από την 
(14.73) ε ίν α ι e x p l ic i t  μέθοδοι,ενώ αυτές που προκύπτουν από την (14 .78)jt/iKet
ε ίν α ι,ο η ιρ ϋ α 'ΐ μέθοδοι. Γ ια  τον υπολογισμό της Ψ στην (14.79)Ι\ · ·
μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο ακόλουθος προφανής επαναληπτικός αλγόριθμος
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ΨU+i) _
Κ+1 * Ψ + h Βηίίχ uj(^i 

0 ' χ κ + ι* κ+ iJ
r+i
, Σ , ' , ' ί ν · K+l-1,)

(14.80)

i -  0 , 1 , 2 , . . .  και αυθαίρετη κατάλληλη αρχική προσέγγιση της
\ + ι  (Μπορούμε να πάρουμε π .χ . ψ£® j = Ψκ) . Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί , κάτω 
από ορισμένες προϋποθέσεις (επαρκώς μικρό h ) , ότι η ακολουθία 

^κ+ι' ψκ + ι»· · · συγκλίνει στη ζητούμενη λύση Ψκ+ι -της εξισώσεως 
(1 4 .7 9 ). Έ τ σ ι  π (14 .79) ε ίν α ι μία μέθοδος r  + 1 βημάτων και ε ίν α ι  
ακριβής όταν η ακριβής λύση y (x )  ε ίν α ι πολυώνυμο βαθμού ^ r  + 2  . 
Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί ότ ι το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (14 .79) 
ε ίν α ι 0(h ) και γ ι ’ αυτό αυτή καλείται και μέθοδος Adams — Moul­
ton r  + 2  τάξεως.

Για  r =  0 ,1 ,2  από την (14 .79) παίρνουμε αντίστοιχα τ ις  εξής  
μεθόδους των Adams — Moulton

Ψκ+ι ) ♦ >) κ = 0 (1 )Ν -  1 , (14 .81)

ψ = Ψ
Κ+1 I

h
Ύ ί 5f

Κ+1 8 fK ~ Κ-1
κ = 1 (1 )Ν -  1 (14.82)

V ,  - \  ♦ ύ 9ν .  + W K - 5fK-. + . Κ= 2(1)Ν -  1 .
(14.83)

Η (14.81) ε ίν α ι  γνωστή σαν μέθοδος του τραπεζίου.
Ά λ λ ες  e x p l i c i t  μέθοδοι προκύπτουν από την (14.73) για  m > 1 . 

Για  παράδειγμα, για  m = 2 και r = 0  προκύπτει η μέθοδος

ψκ+ι = Ψκ -ι + 2 h f(V V  ’ Κ =  1 (1 )Ν "  1 » (14 .84)

που ε ίν α ι γνωστή σαν μέθοδος του μέσου. Επίσης για  m = 4 και r  - 2  
από την (14 .73) προκύπτει η μέθοδος Milne

ψ = Ψ + ^  κ+ι κ- 3  3 2 f  — f  + 2 f  κ κ- i  κ- 2
, κ -  3 (1 )Ν -  1 . (14 .85)
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Ά λλες im p lic it  μέθοδοι προκύπτουν από την (14 .78) για nr> 1 . 
Για παράδειγμα, για m = 2 και r =  1 παίρνουμε την μέθοδο Simpson

(I) -  IP + I IΨκ+1 V i  3 f  + 4 f  + f  κ+i κ K - l
κ = 1 (1) N -  1 (14.86)

Ό λες ο ι μέθοδοι που προκύπτουν από τους τύπους C.14.73) και
(14.78) ε ίν α ι ε ιδ ικ ές  περιπτώσεις των καλούμενων γραμμικών μεθόδων 
πολλών βημάτων, των οποίων η γενική μορφή ε ίν α ι

V .  -  * h Ml )
κ+ι- i *  κ+ i - v κ > q - 1  , (14 .87)

όπου C.. , D.j σταθερές (ανεξάρτητες των κ και h ) , |Cq | + | Dq | /  Ο 
και q £  1 . Οι τ ιμ ές Φ0, Ψ ^ . . . ,  Φ , Ψ θεωρούνται γνωστές από 
κάποια άλλη μέθοδο. Εάν D0 = Ο η μέθοδος ε ίν α ι e x p l i c i t ,  ενώ εάν 
D0 τ  Ο η μέθοδος είν α ι im p l ic it .  Ακόμη, γενικώτερη ε ίν α ι η ακόλουθη 
μορφή

Ψκ+ι = i I 1 Ci q,K+ i-i + M, X̂K+x,X K,X K - i ’ , , * ,X K+ i-q ,VK+i·

\ +i - q ’ h > , κ > q -  1 , (14 .88)

όπου Φ γνωστή συνάρτηση, C- σταθερές και q £  1 . Ο ι  μέθοδοι που 
προκύπτουν από την (14.87) (καθΰί και όλες ο ι μέθοδοι ενός βήματος 
που εξετάσαμε)είναι ε ιδ ικ ές  περιπτώσεις της (1 4 .8 8 ). Οι 2q + 1 άγνω­
στες σταθερές C^, i = 1 (1 )q , D^, i = 0(1)q στην (14 .8 7 ) είναι δυνα­
τόν να προσδιοριστούν έτσι ώστε η (14.87) (θέτοντας ΨΚ+1_ Ί. = y X̂K+ i-i^*  
i = 0 ( 1 )q) να ε ίν α ι ακριβής , δηλαδή τα δύο μέλη αυτής να ταυτίζονται, 
όταν η ακριβής λύση y (x )  της διαφορικής εξισώσεως y ' = f ( x ,y )  ε ίν α ι  
ένα πολυώνυμο βαθμού < 2q (βλέπε π .χ . άσκηση 28 ) .  Ε ίν α ι εύκολο να 
δ ειχθ εί ό τ ι, αν απαιτήσουμε η (14 .87) να ε ίν α ι ακριβής όταν n y (x )  ε ί ­
ναι πολυώνυμο βαθμού 0  (παίρνουμε y (x )  = 1 )» προκύπτει η συνθήκη 
(αφού f ( x ,y )  = y ' = 0 )
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q
1 = l  c .  . (14.89)

i=1 1
Απαιτώντας n (14 .87 ) να ε ίν α ι ακριβής όταν y (x )  = χ — χχ προκύπτει 
η συνθήκη

q
q + 1 = qCj + (q — 1)C2 + . . .  + C + I  D. . - (14.90)

q i=0 1
Η μέθοδος (14 .87) λέγετα ι ότ ι ε ίν α ι συμβιβαστή, εάν ικανοποιούνται ο ι 
(14 .89) και (1 4 .9 0 ) , δηλαδή εάν αυτή ε ίν α ι ακριβής όταν η y (x )  ε ί ­
ναι πολυώνυμο βαθμού < 1 .

14 .4 .1  P r e d i c t o r  — C o r r e c t o r  μ έ θ ο δ ο ι

Ε ίν α ι φανερό,ότι η χρησιμοποίηση μιας im p l ic it  μεθόδου παρουσιά­
ζ ε ι  δυσκολία,λόγω του γεγονότος ό τ ι η νέα τιμή Ψ πρέπει να προσ-

λ*· *
δ ιο ρ ισ τ εί λύνοντας μία μη γραμμική γενικά εξίσωση χρησιμοποιώντας 
συνήθως κάποια επαναληπτική μέθοδο. Εάν θεωρήσουμε για παράδειγμα την 
μέθοδο (1 4 .7 9 ) , τότε η Ψ μπορεί να υπολογιστεί από την (1 4 .8 0 ). 
Στην πράξη, όπου το h ε ίν α ι συνήθως αρκετά μικρό, η επαναληπτική ε ­
φαρμογή της (14 .80) μπορεί να αποφευχθεί,εάν συνδυάσουμε την μέθοδο
(14 .79) με την e x p l i c i t  μέθοδο (14 .74) κατά τον ακόλουθο τρόπο:

V .  -  \  + . (14 .91)

r+i
V ,  = ' « * ' y ‘w w + (,4 · 92>

Δηλαδή στην ουσία σαν Ψκ + 1  παίρνουμε την πρώτη επανάληψη , 
που προκύπτει από την (1 4 .8 0 ) , χρησιμοποιώντας σαν αρχική προσέγγιση 
Ψ(0) την τιμή για  την Ψ „., που βρίσκεται από την (1 4 .7 4 ). Η συν- 
δυασμένη μορφή των τύπων (14 .91) — (14.92) καλείται p red icto r — co r­
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re c to r  (εκτιμητής — διορθωτής) μέθοδος Adams. Η e x p l i c i t  μέθοδος 
(1 4 .7 4 ),που χρησιμοποιείται για την εύρεση της (καλής) αρχικής προσεγ- 
γίσεως Ψ καλείται p re d ic to r , ενώ η (14 .79) c o r re c to r . Πρέπει ναΙ\ ■ 1
σημειωθεί ότι η p re d icto r και η c o rre c to r  ε ίν α ι συνήθως της αυτής τά- 
ξεως, που σημαίνει ότι η τιμή του r  δεν ε ίν α ι κατ’ ανάγκην η ίδ ια  
σ τις (14.91) και (1 4 .9 2 ).

Γενικά , μία p red icto r — co rre cto r  μέθοδος ε ίν α ι ένας συνδυασμός 
μιας e x p l ic i t  μεθόδου (p re d icto r) και μιας im p lic it  μεθόδου (co rre c to r  
Για κάθε τιμή του κ , για  την οποία k o l  οι δύο μέθοδοι ο ρ ίζοντα ι, με 
την p red icto r βρίσκουμε την Ψ και θέτοντας αυτή στην θέση τηςι\ · *
Ψ , στο δεύτερο μέλος της co rre cto r βρίσκουμε την Ψ από την 
co rre c to r.

Μία πολύ διαδεδομένη p red icto r -  c o rre c to r  μέθοδος προκύπτει από 
τον συνδυασμό των (14.77) και (1 4 .8 3 ), που ε ίν α ι και ο ι δύο τετάρτης 
τάξεως. Έ τ σ ι ,  έχουμε

F  = Ψ κ+ι κ

Ψ = Ψ Κ+1 κ

*  W  (5 5 fK -  59 V .  + 3 7 fK-a -  9V b >

+19fK - 5fK-. + V a )  ·
(14 .93)

όπου κ = 3(1 )Ν — 1 και f R+l = f ( x K + 1  »ΨΚ+1) . Η (14 .9 3 ) καλείται 
p red icto r -  co rre cto r  μέθοδος Adams τετάρτης τάξεως.

Η p red icto r — co rre c to r  μέθοδος Adams δευτέρας τάξεως προκύπτει 
από τ ις  (14.75) και (14 .81) και ε ίν α ι :

V .  = V  M 3f(V V  -  

. V .  + τ  + f (w ]
(14 .94)

κ = 1 (1 )Ν -  1 .

Ά λ λες  γνωστές p re d ic to r  — co rre c to r  μέθοδοι ε ίν α ι η μέθοδος 
Milne -  Simpson,που προκύπτει από τ ις  (14 .85 ) και (1 4 .8 6 ) ,και η μέθο­
δος Eu le r  -  τραπεζίου,που προκύπτει από τ ις  μεθόδους E u le r  και τραπε­
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ζίου και συμπίπτει με την βελτιωμένη μέθοδο Eu le r ή μέθοδο Heun (βλέπε 
(1 4 .3 7 ) ) .

Πρέπει να σημειωθεί ότι σε μία p re d ic to r  — co rre c to r  μέθοδο η τά­
ξη της p re d ic to r  μεθόδου δεν υπερβαίνει την τάξη της co rre c to r  μεθόδου. 
Επίσης σε κάθε βήμα: (χ , Ψ ) (χ , Ψ ) μιας p re d ic to r  -  co rre c-In Κ Ιν+α
to r  μεθόδου απαιτούνται δύο υπολογισμοί της f(x ,y )_  (ο υπολογισμός 
της f K = f ( x K,iVK) KaL 0  υπολογισμός της ? κ+ι = f ( χ<+ χ ,ΨΚ+1) στο δεύ­
τερο μέλος της c o rre c to r  μεθόδου ) , ενώ μία e x p li­

c i t  μέθοδος απαιτεί μόνον ένα υπολογισμό της f ( x ,y )  (αυτόν της 
ί ( χ κ ,Ψκ»  στο ίδ ιο  βήμα. Έ τ σ ι ,  ο αριθμός των υπολογισμών της 
f ( x , y ) ,  που απαιτούνται για  να επιτύχουμε μία συγκεκριμένη α κ ρ ίβ εια , 
αποτελεί συνήθως σημαντικό κριτήριο συγκρίσεως τέτοιων μεθόδων. Τέλος 
σημειώ νεται,ότι ο ι τ ιμ ές  εκκινήσεως,που απαιτούνται για μία μέθοδο πολ­
λών βημάτων,πρέπει να υπολογίζονται με μία μέθοδο ενός βήματος που η 
τάξη της να ε ίν α ι τουλάχιστον όση και η τάξη της μεθόδου πολλών βημά­
των. Γ ια  παράδειγμα, ο ι τ ιμ ές  Φ1 ,Ψ2 ,Ψ3 γ ια  την (14 .93) θα μπορούσαν 
να βρεθούν με την μέθοδο Runge — Kutta τετάρτης τάξεως (1 4 .4 0 ).

Παράδειγμα 14.6 Γ ια  το πρόβλημα του παραδείγματος 14.1 να χρη­
σιμοποιηθεί η μέθοδος Adams — Bashforth τρίτης τάξεως (14 .76) με h = 
= 0 . 1  . Ο ι  τ ιμ ές  Ψ1 ,Ψ2 να ληψθούν από την μέθοδο της σειράς Tay lo r  

τρίτης τάξεως (βλέπε παράδειγμα 1 4 .3 ) .
Λύση Έχουμε Ψχ + 1  = \  + (23Ψκ -  16Ψ|(. 1 + 5ΨΚ_ 2 ) ,  κ = 2(1)4 ,

ή

V .  “  Τ Ίΰ  (,43ψκ -  16φκ -»  ♦  5Ψκ - 2 > · κ .  (14.95)

όπου Ψ0 *  y 0 = 1 , ι» ι = 1.105167, Ψ2 = 1.221393 .

Από την (14 .95) βρίσκουμε διαδοχικά

Ψ3 = 1.34980
= 1.49171 (στρογγυλευμένες σε 5 δ .θ .)

Ψ5 = 1.64854 .
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Παράδειγμα 14.7 Γ ια  το ίδτο πρόβλημα, όπως και προηγουμένως, να 
χρησιμοποιηθεί η p red icto r — c o rre c to r  μέθοδος Adams δευτέρας τάξεως 
με h = 0.1 . Η <1̂ να λπφθεί από την μέθοδο της σειράς Tay lo r δευτέ­
ρας τάξεως (βλέπε παράδειγμα 1 4 .4 ).

Λύση Είνα ι Ψ1 = 1.1050000 , Ψ0 = 1 και ο ι Ψ2 ,Ψ3 Λ »Ψ5 001 0ρε_ 
θούν χρησιμοποιώντας την (14.94) με κ = 1(1)4  .
Έ τ σ ι ,  από τ ις

ν .  = \  + ά (3ψκ - ν . )

V  = % + W  (ψκ «  + V

κ = 1(1)4

βρίσκουμε

Φ2 = 1 .221288 = 1.491865

Ψ3 = 1.349813 Ψ5 = 1.648866
(στρογγυλευμένες σε 6  δ .θ .)

14 .4 .2  Σ φ ά λ μ α τ α  α π ο κ ο π ή ς  σ τ ι ς  μ ε θ ό ­
δ ο υ ς  π ο λ λ ώ ν  β η μ ά τ ω ν

Αν θεωρήσουμε τη γενική μορφή (14 .73) μιας e x p l i c i t  μεθόδου, τό­
τε το τοπικό σφάλμα αποκοπής αυτής στο σημείο χ κατ’ αναλογία 
προς τ ις  μεθόδους ενός βήματος ορ ίζετα ι από την διαφορά Ψκ + 1  -  
- y ( x K+i) . όπου υποθέτουμε ότι η Ψκ + 1  υπολογίζεται από την

V .  = * (V - J  + hf Σον (χκ-ι * *< V i» (14 .96)

(Η (14.96) ε ίν α ι αντίστοιχη της (1 4 .4 7 )) . Η (14 .71) ε ξ  άλλου γράφεται

r
(14 .97)y(x- > ■ ·

------------------ ·■·

όπου

y* . Τ’*· i
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K+l
χκ+1-  h .IoA1f(xK. r y(xK. 1)) - f (x .y (x ) )d x (14.98)

K+i-ra

ε ίν α ι  το σφάλμα αποκοπής του τύπου αριθμητικής ολοκληρώσεως που χρη­
σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι. Έ τ σ ι  αφαιρώντας κατά μέλη τ ις  (14 .96) και (14.97) προ 
κύπτει ότι το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (14.73) στο σημείο 
χκ + 1  δ ίνετα ι από την (1 4 .9 8 ) . Μπορεί να δ ε ιχ θ ε ί (βλέπε Κεφ. 5 Αριθμη 
τική  ολοκλήρωση) ό τ ι τα τοπικά σφάλματα αποκοπής των μεθόδων (1 4 .7 5 ), 
(14 .76) και (14 .77) στο σημείο χ ε ίν α ι αντίστοιχα:

ιν ̂  *

- T T h3> "< V  -
3h** . .0 0

Χκ -ι < *κ < ΧΚ+ 1

8 (ξ„) , χ„_, < ξ < χ, (14.99)

_ 2 5 1 h l  ( 5 ) ( , < ? < χ
720 y  ' V  3 χκ-3  ξ κ κ+ι -

Επίσης, για  τ ις  μεθόδους (14 .84) και (14 .85) ε ίν α ι αντίστοιχα

” “T y,” (V  * χκ -ι < ξ κ < χκ+ι

ψ ν (5)( ΐ κ) . χκ. 3 < ξκ < χ
(14.100)

κ+ι

Κατά τον ίδ ιο  τρόπο το τοπικό σφάλμα αποκοπής της γενικής im p li­
c i t  μεθόδου (14 .78) στο σημείο χ δ ίνετα ι από τηνΙ\ ·* 1

Γ+1 Κ+1
V .  “  h i i 0Bi f ( V . - i > J , ( \ +. - i »  - f (x ,y (x ) )d x  (14.101)

κ+ι-m

(πρέπει να σημειωθεί ότι σαν αντίστοιχη της (14 .96) λαμβάνεται τώρα η

Γ+1
V i  = y(V i - J  + h1̂ 0B1f (V i - 1 ,y(V i - 1 >* >
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Μπορεί να δειχθεί ότι για την μέθοδο του τραπεζίου (14 .81) ε ίν α ι

V i  = ΤΣ < V  · χκ < ξκ < \ * ι  *

για την μέθοδο (14.82) ε ίν α ι

τκ«  “ Σ ϊ * (*)(ξκ> > V .  < ξ κ < ν »  ·

ενώ για την (14.83) έχουμε

(14.102)

(14.103)

19h5 y ( 5 ) ( r )  χ < r  < χ  
τκ+ι 720 y  u k ' * χκ- 2  < χ κ+ι

Επίσης, για  την μέθοδο Simpson (14.86) ε ίν α ι

ν. = 5Σ*(' )(ξκ> ’ ν. <ξκ <χ,Κ+1

(14.104)

(14.105)

Το ολικό σφάλμα αποκοπής μιας μεθόδου πολλών βημάτων στο σημείο 
χιτ4.ι ορ ίζεται όπως και στις μεθόδους ενός βήματος και μπορούμε να 
βρούμε ένα απόλυτο άνω φράγμα γ ι '  αυτό με αντίστοιχη διαδικασία . Μπο­
ρ εί να δ ειχθ εί κάτω από κατάλληλες προϋποθέσεις για  την f ( x ,y )  και 
την y (x )  , ότι αν μία μέθοδος πολλών βημάτων από αυτές που εξετάστη­
καν ε ίν α ι ρ τάξεως, δηλαδή τ = 0 (hp+1) , τότε το ολικό σ<ράλ- 
μα αποκοπής ε ίν α ι 0 (hp) (υποτίθεται ότι ο ι τ ιμ ές  εκκινήσεως προέρχον­
ται από μία μέθοδο ρ τάξεως) .

14.5 Ε υ σ τ ά θ ε ι α  — Α σ τ ά θ ε ι α  τ ω ν  μ ε θ ό ­
δ ω ν  ε ν ό ς  κ α ι  π ο λ λ ώ ν  β η μ ά τ ω ν

Όπως τονίστηκε στο κεφάλαιο 1 , ένα πρόβλημα του οποίου η ακρι­
βής λύση είν α ι πολύ ευαίσθητη σε οποιεσδήποτε μικρές μεταβολές των αρ­
χικών δεδομένων καλείται ασταθές. Έ τ σ ι ,  εάν ένα πρόβλημα αρχικών τ ι ­
μών ε ίν α ι ασταθές,είναι πολύ δύσκολο να βρούμε μία αξιόπιστη αριθμητι-
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κή λύση αυτού με οποιαδήποτε αριθμητική μέθοδο, αφού λόγω των σφαλμά­
των αποκοπής και στρογγυλεύσεως που υπεισέρχονται η λύση που τελικά  
υπολογίζεται μπορεί να θεωρηθεί σαν η ακριβής λύση ενός διαταραγμένου 
προβλήματος, δηλαδή του υπ’ όψιν προβλήματος όπου έχουν μεταβληθεί ε ­
λαφρώς ο ι αρχικές συνθήκες. Πρέπει να σημειωθεί ότι όλα τα προβλήματα 
αρχικών τιμών πρώτης τάξεως ε ίν α ι ευσταθή.

Έ ν α  παράδειγμα ασταθούς προβλήματος αρχικών τιμών δευτέρας τάξε­
ως ε ίν α ι το ακόλουθο:

y "  -  10y' -  11y = 0 , y (0 )  = 1 , y ' (0 ) = -  1 , χ > 0 . (14.106)

Η αναλυτική λύση του (14.106) ε ίν α ι y (x )  = e~x . Εάν αντί της αρχικής 
συνθήκης y (0 ) = 1 θεωρήσουμε την y ( 0 ) = 1 + ε , όπου |ε| ε ίν α ι ένας 
μικρός αριθμός, τότε η ακριβής λύση του διαταραγμένου προβλήματος ε ί ­
ναι

y (x )  = (1 + ε ) ε " χ + e l i x  . (14.107)

Ε ίνα ι φανερό ότι,ενώ  η λύση του (14.106) τ ε ίν ε ι  στο 0 για  χ -*< »,η  
λύση (14.107) με ε > 0 οσονδήποτε μικρό τ ε ίν ε ι  στο «> καθώς το 
χ + °° . Αλλά, ακόμη και όταν ένα δοσμένο πρόβλημα αρχικών τιμών ε ίν α ι  
ευσταθές (όπως συμβαίνει με τα πρώτης τάξεως που εξετά ζο υ μ ε),ε ίνα ι δυ­
νατόν κατά την αριθμητική επίλυσή του να λαμβάνουμε αναξιόπιστα αποτε­
λέσματα και αυτό να οφ είλεται αποκλειστικά στην συγκεκριμένη αριθμητι­
κή μέθοδο που χρησιμοποιούμε. Στην περίπτωση αυτή θα λέμε ότι η μέθο­
δος που χρησιμοποιήθηκε παρουσιάζει αστάθεια (ε ίν α ι ασταθής). Τ ο ν ίζε­
ται εδώ ότι μία ασταθής μέθοδος μπορεί να δ ίν ε ι  αξιόπιστα αποτελέσμα­
τα σε ορισμένα προβλήματα αλλά όχι σε όλα. Παρακάτω θα δοθούν ειδικώ -  
τεροι ορισμοί για  ευσταθείς και ασταθείς μεθόδους. Γεν ικά , μία αριθμη­
τική μέθοδος προσεγγίζει την ακριβή λύση μιας διαφορικής εξισώσεως α ντι­
καθιστώντας την διαφορική εξίσωση με μία εξίσωση διαφορών. Σε μία αστα­
θή μέθοδο το ολικό σφάλμα των τιμών Ψ , που υπολογίζονται από την ε -  
ξίσωση διαφορών για  επαρκώς μικρό, σταθερό h , σε ορισμένες περιπτώ­
σ ε ις  αυξάνει εκθετικά καθώς το κ -►<*>. Γ ια  παράδειγμα, ας
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θεωρήσουμε το ευσταθέςπρόβλημα αρχικών τιμών

y ' = -  2y + 1 , y (0) = 1 , χ > 0 , (14.108)

του οποίου η ακριβής λύση ε ίν α ι

y (x )  = \  (e”2X + 1) . (14.109)

Σημειώνεται ότι αν αντί της y (0 )  = 1 χρησιμοποιηθεί η y (0) = 1 + ε , 
τότε η ακριβής λύση είν α ι

y (x )  = \  (1 + e"2X) + εβ"2Χ . (14.110)

Για  την εύρεση μιας αριθμητικής λύσεως του (14.108) χρησιμοποιούμε την 
μέθοδο του μέσου (14.84)

Ψκ+ 1  = V i  + 2 h f(x K’ V  ’ κ «  1 , 2 , 3 , . . . ,  (14.111)

όπου Ψ0 = 1  και η Φι θεωρείται γνωστή. Το βήμα h > 0 θεωρείται 
σταθερό (ε ίν α ι επαρκώς μικρό) και χ = κΗ , κ = 0 ,1 ,2 ............ Σαν Ψ,Κ J  L  ·

παίρνουμε την ακριβή τιμή y ( x j  = y (h ) , δηλαδή Ψ1 = j  (e + 1 ) 
(λόγω της (14.109) ) .  Αφού f ( x ,y )  = — 2y + 1 , από την (14 .111) παίρ­
νουμε

ψκ+ι = ψκ -ι + 2 Η ( - 2ΦΚ + 1 ) , ή

V i + 4 W K " V i = 2 h #  κ = 1 , 2 , . . .  ,  (14 .112)

όπου Ψ0 = 1  και ^  (e ’ 2h + 1) . Η (14.112) ε ίν α ι μία γραμμική 
μη ομογενής εξίσωση διαφορών τάξεως 2  με σταθερούς συντελεστές (αφού 
μπορεί να γραφεί με την ισοδύναμη μορφή

ψκ «  + 4 Ηψκ+ι “  ψκ = 2h · κ = 0 , 1 , 2 , . . . )  ,

της οποίας η λύση σύμφωνα με το κεφάλαιο 13 ε ίν α ι (βλέπε άσκηση 32 )
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ψ = ' 
κ 4 1 + e~2h  ̂ 2 h 

Λ ~ *  4h2
-  2h + Λ *  4h2

♦ ί
/ , Λ

1 e"2h + 2 h / \

( -  D K 2h + A  + 4h2
A + 4h2 l 4

1+ ·̂ ·» k = 0 ,1 ,2 ,... .
(14.113)

Από την (14.113) ε ίν α ι φανερό λόγω ίων 0 < — 2h + /  1 + 4h2 < 1 και

(οπότε χ -*■ °°2h + /1 + 4h2 > 1, ότ ι για
άλλου π ακριβής λύση (14.109) τ ε ίν ε ι  στο j  όταν χ

η Ψκ -  ±« . Ε ξ  
·*■ °° . Δηλαδή, η

συμπεριφορά της αριθμητικής λύσεως (14.113) ε ίν α ι τελείω ς διαφορετική
από αυτή της ακριβούς λύσεως για πολύ μεγάλο χ . Το γεγονός αυτό δεν
μπορεί να αποφευχθεί ακόμη κ ι αν υποθέσουμε ότι δεν υπάρχουν σφάλματα
στρογγυλεύσεως. Πρέπει να σημειωθεί ότι ο συντελεστής 

-zh +
1 — --------- στην (14.113) ε ίν α ι μικρός για  μικρό Ιι,αλλά πάντοτε ^0 για

A  + 4h2
h ψ 0. Από την (14.113) για h = 0.1 και κ = 50 (χ = 5) βρίσκουμε 

Ψ 50«  5 .9  , ενώ για h = 0.1 και κ =  100 (xR = 10) βρίσκουμε 
Ψ1 0 „ ί»  111966·^ · Ας σημειωθεί ότι από την (14.109) για  χ = 5 και 
χ = 1 0  ε ίν α ι  y ( 5 ) «  0.5000227 και y ( 1 0 )«* 0.5000000 . Έ τ σ ι ,  η μέ­
θοδος του μέσου,όταν εφαρμόζεται στο πρόβλημα (14.108) για την εύρεση 
μιας προσεγγίσεως της y (x )  για μεγάλο σχετικά χ ,  παρουσιάζει αστά­
θ ε ια . Πρέπει να σημειωθεί ότι το συμπέρασμα για  την αστάθεια της 
(14 .111) προέκυψε γνωρίζοντας την ακριβή λύση του (14.108) και την λύ­
ση της εξισώσεως διαφορών (1 4 .1 1 2 ).

Εάν θεωρήσουμε μία γραμμική μέθοδο πολλών βημάτων (βλέπε (1 4 .8 7 ), 
τότε συνηθίζεται να αποφαινόμαστε για την ευστάθεια ή αστάθεια αυτής 
ως προς κάποιο πρόβλημα αρχικών τιμών πρώτης τάξεως εφαρμόζοντας αυτή 
στο απλούστερο πρόβλημα

y '  = Ay , y ( 0 ) = y n , χ > 0 (14.114)

όπου λ ε ίν α ι παράμετρος (σταθερά) από την οποία εξαρτάται η συμπε-
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ρκρορά της λύσεως του (14 .1 1 4). Η αναλυτική λύση του (14.114) ε ίν α ι
λχy (x )  = y 0e και επομένως έχουμε: 1 ) αν λ > 0 , τότε y (x )  κα­

θώς το χ -► οο » ϋ )  αν λ < Ο , τότε y (x )  Ο για  χ ■*· οο και ϋ ι )  
αν λ = Ο , τότε y (x )  = y 0 ¥  χ .

Για  μια μεγάλη κλάση διαφορικών εξισώσεων η γενική συμπεριφορά 
των λύσεων έχ ε ι σαν μοντέλο αυτήν της λύσεως του (1 4 .1 1 4 ). Επίσης» ό­
ταν μία γραμμική μέθοδος πολλών βημάτων εφαρμόζεται στο πρόβλημα 
(1 4 .1 1 4 ),ε ίν α ι φανερό ότι προκύπτει μία γραμμική εξίσωση διαφορών με 
σταθερούς συντελεστές, της οποίας η αναλυτική λύση μπορεί να βρεθεί και 
να μελετηθεί σύμφωνα με την θεωρία του κεφαλαίου 13. Εάν η (14 .87) ε ­
φαρμοστεί στο πρόβλημα (1 4 .1 1 4 ) ,ε ίν α ι φανερό ότι προκύπτει η ακόλουθη 
εξίσωση διαφορών

Ψ = Τ C-Ψ . + Ιιλ ’ ?  D-Ψ . , ήκ+ι 1 κ+ι-1 > 0 ι κ+ι-ι * 1

( 1 —A h D, ) V , -  Σ (C, + XhD, - ο · (14.115>

όπου ο ι τ ιμ ές V0 ,V l t . . . ,  Ψ j θεωρούνται γνωστές, κ q -  1 και 
Ψ0 = y 0 · θέτοντας

Μ0 = 1 — λήθ0 και Μ1 = C. + λήθ1  , i  = 1(1)q , (14.116)

η (14.115) γράφεται

μ ψ _  μ ψ _  μ φ 
Πο \ + ι ρ,ιψκ Π*ψκ -ι -  Μ Φ *  Ο q κ+ i-q (14.117)

Υποτίθεται ότι το h ε ίν α ι επαρκώς μικρό,ώστε Μ0 ^  ο . Η (14 .117) 
ε ίν α ι μία γραμμική ομογενής εξίσωση διαφορών τάξης q με σταθερούς 
συντελεστές και ας υποθέσουμε ότι ζ χ , ζ 2 , . . . ,  ζ^ ε ίν α ι ο ι ρ ίζ ε ς  του 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου

V q -  MjZq-i
•  ·  · (14.118)
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αυτής. Ε ίνα ι φανερό από την (14.116) ότι

Tim Μ = 1 και lim M . = C. , 1 = 1 ( 1  )q . (14.119)
h + 0  h -»·0 1  1

Εάν θεωρήσουμε τώρα την οριακή εξίσωση διαφορών, που προκύπτει από την 
(14.117) όταν h ·+■ 0 , δηλαδή την

V .  "  ε Λ  -  C* V .  -  · -  C Ψ = ο q κ+i-q (14.120)

και υποθέσουμε ότι η (14.87) ε ίν α ι συμβιβαστή, τότε λόγω της (14.89) 
το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της (14.120)

zq -  C^ ' 1  -  . . .  -  Cq (14.121)

έχει μία ρίζα ίση με 1 . Έστωσαν ζ 1 =  1 , z2 , . . . ,  zq οι ρ ίζες του 
(1 4 .1 21 ). Επειδή ο ι ρ ίζες ενός πολυώνυμου ε ίνα ι συνεχείς συναρτήσεις 
των συντελεστών του,προκύπτει ότι για h -*· 0 ο ι ρ ίζες του (14.118) θα 
συγκλίνουν στις ρ ίζες του (14 .121 ). Έ τ σ ι μία ρίζα του (14.118),έστω 
η ζ 1 , θα συγκλίνει στην ρίζα ζ χ = 1 του (14 .121 ). Έχοντας υπ’ όψιν 
την παραπάνω ανάλυση οι ακόλουθοι ορισμοί εισάγονται για την συμβιβα- 
στή γραμμική μέθοδο πολλών βημάτων (1 4 .8 7 ).

1. Η μέθοδος ε ίν α ι ισχυρά ευσταθής (strong ly  s ta b le ) ,εάν q = 1 
ή έαν q > 1 και

Iz i I < 1  » 1  *  2 ( 1 )q .

2 . Η μέθοδος ε ίνα ι ευσταθής υπό συνθήκας (co n d itio n a lly  s ta b le ) , 
εάν

1 ^ 1  < 1 ,  i  = 1 ( 1  )q ,

όπου όλες ο ι ρ ίζες με μέτρο 1 ε ίνα ι απλές και εάν αυτή δεν είνα ι ι ­
σχυρά ευσταθής.

2α) Η μέθοδος ε ίνα ι ασθενώς ευσταθής (weakly s ta b le ) ,εάν για ε- 
παρκώς μικρό h
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|ΖΊ* I < |z j  > 1 = 2 (1)q .

23) Η μέθοδος ε ίν α ι ασθενώς ασταθής (weakly u n s ta b le ) ,εάν για  κά­
θε h0 > 0  υπάρχει 0 < h < h0 , τέτοιο ώστε για κάποιο i ψ 1 έχου­
με

Ι ι̂Ι > ΙζιI ·
Πρέπει να σημειωθεί ότι η κατάταξη μιας ευσταθούς υπό συνθήκας μεθόδου 
στις περιπτώσεις (2α) και (23) μπορεί να εξαρτάται από το λ . Εάν η 
μέθοδος δεν ανήκει στις περιπτώσεις 1 και 2  , τότε ε ίν α ι ισχυρά ασταθής.

Εάν θεωρήσουμε την περίπτωση που οι ρ ίζες  , i  = 1 (1 )q του
(14.118) ε ίν α ι διακεκριμένες, τότε η λύση της (14 .117) ε ίν α ι

ψκ = Μ Ϊ  + Μ *  + · · ·  + 3qZq » κ = q,q + 1 , . . . , (14.122)

όπου οι σταθερές β. , 1  = 1 ( 1 )q προσδιορίζονται από τ ις  Ψ0 » Ψ ι» ···»
Ψ . Μπορεί να αποδειχθεί ό τ ι,εά ν  η μέθοδος ε ίν α ι ισχυρά η ασθενώς ευ­
σταθής, τότε για  επαρκώς μικρό h η προσεγγιστική λύση (14.122) συμπε- 
ριφέρεται όπως η ακριβής λύση του (14.114) (δηλαδή αποτελεί καλή προ­
σέγγιση αυτής), ενώ σ τις περιπτώσεις αστάθειας αυτό δεν ισ χ ύ ε ι. Α ντί­
στοιχα συμπεράσματα ισχύουν και όταν ο ι ρ ίζες  του (14.118) δεν ε ίν α ι  
διακεκριμένες.

Η παραπάνω θεωρία για  την ευστάθεια ή αστάθεια μιας μεθόδου ισ χύ ει  
και για  τ ις  μεθόδους του ενός βήματος που εξετάστηκαν στην παράγραφο 
14 .3 , αψού η εφαρμογή μιας τέτοιας μεθόδου στο πρόβλημα (14.114) οδηγεί 
σε μία εξίσωση διαφορών της μορφής (14.117) με q = 1 . Έ τ σ ι ,  αυτές ε ί ­
ναι ισχυρά ευσταθείς. Ε ίνα ι εύκολο να δ ε ιχ θ ε ί (βλέπε άσκηση 34 ) ότ ι ο ι  
μέθοδοι των Adams — Bashforth και ο ι μέθοδοι των Adams — Moulton ε ίν α ι  
ισχυρά ευσταθείς. Για  παράδειγμα, εάν εφαρμόσουμε την (14 .7 5 ) στο πρό­
βλημα (14.114) προκύπτει η εξίσωση διαφορών

ψκ+1“ '|,κ +?< 3Μκ - λν ΐ > ’ ή
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ψκ+ι -  1 + λ Μ φ
ΗΓ J κ ΊΓ κ-ι 0  , κ -  1 , 2 , . . . (14.123)

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της (14.123) ε ίν α ι

1 3hA
~ Τ ζ + hA

Ύ

και το οριακό χαρακτηριστικό πολυώνυμο για  h -*· 0  ε ίν α ι ζ 2 — ζ με 
ρ ίζ ε ς  ζ 1 = 1 , ζ 2 = 0  και |ζ 2 | < 1  .

Γ ια  την μέθοδο του μέσου η αντίστοιχη της (14.123) ε ίν α ι

V. - 2hA*K - V. - 0 · lt=1>2..
με χαρακτηριστικό πολυώνυμο ζ 2 -  2 hAz — 1 , του οποίου ο ι ρ ίζες  ε ίν α ι

z x = hA + /(h A ) 2 + 1 , (Z j -*■ 1 για h 0 )
(14.124)

ζ 2 = hA -  /(hA ) 2 + 1 .

Οι ρ ίζ ε ς  του οριακού χαρακτηριστικού πολυωνύμου ζ 2 — 1 ε ίν α ι ζ χ = 1, 
ζ 2 = — 1 . Έ τ σ ι ,  η μέθοδος του μέσου ε ίν α ι υπό συνθήκας ευσταθής. Εάν 
λ >. 0 ε ίν α ι φανερό από τ ις  (14.124) ότι |ζ 2 | <, | z j  και επομένως η 
μέθοδος θα ε ίν α ι ασθενώς ευσταθής. Εάν λ < 0 , τότε |ζ 2 | > | z j  και 
η μέθοδος θα ε ίν α ι ασθενώς ασταθής. Η τελευταία περίπτωση παρουσιάστη­
κε προηγουμένως στο πρόβλημα (1 4 .1 0 8 ).

Ε ίν α ι φανερό ότι ο ι ισχυρά ή ασθενώς ασταθείς μέθοδοι δεν πρέπει 
να χρησιμοποιούνται στην πράξη. Τέλος, όσον αφορά την μέθοδο (1 4 .8 7 ), 
ε ίν α ι γνωστό ότι αυτή συγκλίνει εάν και μόνον εάν ε ίν α ι συμβιβαστή και 
ισχυρά ή υπό συνθήκας ευσταθής (Η σύγκλιση της (14 .87) ορίζεται με 
τρόπο ανάλογο αλλά ασφαλώς πιό πολύπλοκο από αυτόν για τ ις  μεθόδους 
του ενός βήματος).
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Στην παρούσα παράγραφο θα ασχοληθούμε με την αριθμητική επίλυση 
του απλού προβλήματος συνοριακών τιμών δευτέρας τάξεως που δίνεται από 
την (14 .13 ), δηλαδή

y" = f ( x ,y ,y * ) , a < χ < b
“  ~ (14.125)

y (a ) = b0 , y (b ) = b1 .

Αν και το πρόβλημα αυτό μοιάζει πολύ με το πρόβλημα αρχικών τιμών δευ­
τέρας τάξεως:

y" = f ( x ,y ,y ' )  , a < χ < b
~ ~ (14.126)

y (a ) = b0 , y ' ( a )  = b1 ,

οι μέθοδοι που εξετάστηκαν μέχρι τώρα δεν μπορούν να εφαρμοστούν άμεσα 
για την επίλυσή του, αφού σε κανένα από τα άκρα a,b  του διαστήματος 
[a ,Β] δεν υπάρχουν οι απαιτούμενες πληροφορίες. Συχνά στην πράξη σε 
προβλήματα συνοριακών τιμών δευτέρας τάξεως ο ι συνοριακές συνθήκες έ ­
χουν πιο γενική μορφή, όπως π .χ . στο πρόβλημα:

f  = f (x » y ,y  ) , a < χ < b

axy (a ) + a2y ' ( a )  = b0 (14.127)

a 3y(b ) + a „y '(b ) = bl ,

όπου a . , 1 = 1(1)4 και b0, bx ε ίνα ι γνωστά με |a | + | a j  > 0 , 
l a3l + U j  > 0  · To πρόβλημα (14.125) μπορεί να έχει μία μοναδική λύ­
ση, άπειρες λύσεις ή καμμία λύση. Για παράδειγμα, η διαφορική εξίσωση

y " = - y  , (14.128)

Με τ ις  συνοριακές συνθήκες y (0 ) = 0 , y ( J )  = 1 έχ ε ι την μοναδική λύ- 
°Π y (x )  = sin  χ . Η (14.128) με τ ις  συνοριακές συνθήκες y (0 ) -  0 ,

14.6 Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ε π ί λ υ σ η  π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν

σ υ ν ο ρ ι α κ ώ ν  τ ι μ ώ ν



6 2

y (π) = Ο έ χ ε ι  τ ις  άπειρες λύσεις y (χ) = C ^ sln x  , όπου Cj αυθαίρε­
τη σταθερά, ενώ η (14 .128) με τ ις  συνοριακές συνθήκες y (0) = 0 , 
y (π) = 1 δεν έ χ ε ι  λύση (Η γενική λύση της (14.128) ε ίν α ι y (χ) = 
C1s in  χ + C2cos χ , όπου Ca , C2 αυθαίρετες σταθερές).

Στη συνέχεια θα υποθέτουμε ότι το πρόβλημα (14.125) έ χ ε ι  μία μο­
ναδική λύση. Υπάρχουν θεωρήματα που παρέχουν ικανές συνθήκες για  την 
ύπαρξη μοναδικής λύσεως του (1 4 .1 2 5 ). Έ να  τέτοιο σε μια ειδ ικ ή  περί­
πτωση ε ίν α ι το ακόλουθο.

θεώρημα 14.2 Εάν η συνάρτηση f ( x ,y )  ε ίν α ι συνεχής και ικανο­
π ο ιεί την συνθήκη του L ip s c h itz  ως προς y  στο σύνολο S =  { ( x ,y )  : 
a i  χ i  b , — »  < y < ° ° } και επιπλέον > 0  για κάθε
(x ,y )  SS , τότε το πρόβλημα συνοριακών τιμών

y" -  f(x> y) , χ e [a ,b j

y (a )  = b0 , y (b ) = b l

έ χ ε ι  μία μοναδική λύση Yta κάθε bo,b 1 SIR

14.6 .1  Η S h o o t i n g  μ έ θ ο δ ο ς  ( Μ έ θ ο δ ο ς  
τ η ς  β ο λ ή ς )

Ας υποθέσουμε ότι δ ίνετα ι το πρόβλημα συνοριακών τιμών (14 .1 2 5).
Η βασική ιδέα της μεθόδου ε ίν α ι η ακόλουθη, θεωρούμε το ακόλουθο σχε- 

τιζόμενο πρόβλημα αρχικών τιμών:

/ '  = f ( x > y .y ' ) . * < x < b  ( Μ . 129)

y (a )  = b0 , y ' ( a )  = λ ,

όπου λ ε ίν α ι παράμετρος και προσπαθούμε να προσδιορίσουμε την τιμή 
X αυτής για  την οποία η ακριβής λύση y ( x tA) του (14.129) ικανοποιεί

a
την y (b ,A ) = b: . Τότε, η λύση του προβλήματος (14.129) με λ *  λ , 
δηλαδή n y (x ,^ )  ε ίν α ι η ζητούμενη λύση του προβλήματος (1 4 .1 2 5 ),
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αφού ικανοποιεί τ ις  συνοριακές συνθήκες. Υποθέτουμε βεβαίως ότι πλη- 
ρούνται οι προϋποθέσεις,ώστε το πρόβλημα (14.129) να έ χ ε ι  μία μοναδι­
κή λύση.

Μία αριθμητική λύση του προβλήματος (14.129) για κάποια γνωστή 
τιμή του λ μπορεί να βρεθεί με τ ις  μεθόδους που αναφέρθηκαν στο πα­
ρόν κεφάλαιο, αφού αυτό ισοδυναμεί με ένα σύστημα δύο διαφορικών ε ξ ι ­
σώσεων πρώτης τάξεως με αρχικές συνθήκες. Μια τυπική εφαρμογή της με­
θόδου της βολής (η οποία καλείται έτσι επειδή μία ανάλογη τεχνική  
χρησιμοποιείται στο πυροβολικό για τον κανονισμό της βολής επί σταθερού 
στόχου) π ερ ιέχει τα ακόλουθα τρία βασικά βήματα:

1. Εκλέγουμε μία αρχική τιμή λ 0 για  το λ (Μία καλή εκλογή 
t>i - b 0 b — a

ε ίν α ι λ 0 = ■ b _  ) .  2 . Εκλέγοντας h = — —̂  , χκ = a + Kh , κ =

= 0(1)Ν βρίσκουμε την αριθμητική λύση ξ  Ψ(χ ,λ  ) , κ =  0 (1 )Ν
του προβλήματος (14.129) με λ = λ 0 με μία από τ ις  γνωστές μεθόδους.
3. Εάν η τιμή <Ι̂ 0) = Ψ (δ ,λ0) (που προσεγγίζει την γ ( δ ,λ 0))  δεν ε ί ­
ναι επαρκώς κοντά στην τιμή b: , τότε εκλέγουμε κατάλληλα νέα τιμή 
λ χ για  το λ και επιστρέφουμε στο βήμα 2  (όπου το λ 0 θα αντικα- 
τασταθεί από το Κ1 ) κ .ο .κ . για  λ =  λ2 , λ 3, . . .  . Ι-ν  για  λ = λ^ η 
τιμή |Ψ(δ,λ ) — b. I ε ίν α ι επαρκώς μικρή, τότε η διαδικασία σταματα 
και η αριθμητική λύση του προβλήματος (14.125) ε ίν α ι η ξ  Ψ(χ »α )»λ λ 111
κ = 0 (1 )Ν .

Από τα παραπάνω ε ίν α ι φανερό ότι στην πραγματικότητα ψάχνουμε να 
βρούμε μία ρίζα της (γενικά) μη γραμμικής εξισώσεως

ς(λ ) = 0 , (14.130)

όπου

g U )  = Ψ (δ,λ) -  bj . (14.131)

Η ς (λ )  δεν ε ίν α ι γνωστή αναλυτικά, αλλά για κάθε συγκεκριμένη τιμή 
του λ η τιμή g ( \ )  υπολογίζεται από την (1 4 .1 3 1 ), αφού πρώτα υπο­
λογιστεί η τιμή Ψ (δ,λ) . Δηλαδή, γ ια  την εύρεση της τιμής g U )  y lo
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κάποιο λ απαιτείται η αριθμητική λύση του (14.129). Η λύση της εξι- 
σώσεως (14.130) επιτυγχάνεται με μία από τις αριθμητικές μεθόδους του 
κεφαλαίου β,π.χ. με την μέθοδο της διχοτομήσεως, την μέθοδο Regula - 
Falsi ή την μέθοδο της τέμνουσας.

θεωρούμε τώρα την περίπτωση όπου η συνάρτηση f στην (14.125) 
είναι της μορφής

f(x.y,y') = - p(x)y' - q(x)y + r(x) , (14.132)
όπου οι ρ(χ) , q(χ) και r(x) είναι δοσμένες συναρτήσεις,συνεχείς 
στο [a,tf| , δηλαδή η f είναι γραμμική ως προς y και y'. Η λύση 
y(x) του προβλήματος (14.125), όπου η f δίνεται από την (14.132), 
μπορεί να βρεθεί ως εξής. θεωρούμε τα ακόλουθα δύο προβλήματα αρχικών 
τιμών:

u" = - p(x)u' - q(x)u , 
u(a) = 0 , u’(a)

,

a < x < b 
= 1

(14.133)

και

z = -  p (x )z ' — q (x )z  + r ( x )  , a 4  x 4 b 

z(a) = b0 , z (a) = 0 .
(14.134)

Εάν u(χ) , z(x) είναι οι λύσεις των (14.133) και (14.134) αντίστοι­
χα, που προσεγγίζονται αριθμητικά με τις γνωστές μεθόδους, τότε είναι

bj - z(b)
y (χ) = z (x )  +

Πράγματι, είναι
u(b)

u(x) , u(b) ψ 0 . (14.135)

b, - z(b)
y "  =  z" + ------------------  u" =

u(b)
bt - z(b)

= - p(x)z' - q(x)z + r.(x) + — ------ ( - p(x)u’ - q(x)u) =
u(b)
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cr I N cr r bi -  z (b )
ρ(χ) z' + --------------u' - q ( x ) z + -------------- u

 ̂ u(b) * u(b)

p (x )y ' -  q (x)y  + r (x ) και

bx -  z(b ) bx -  z(b)
y (a )  = z (a )  + --------------u(a) = b + --------------- · 0  = b ,

u(b) u(b)

b, -  z(b )
y (b ) = z(b ) + --------------u(b) = b .

u(b)

Η παραπάνω διαδικασία για την εύρεση της y (x )  καλείται μέθοδος της 
υπερθέσεως (su p e rp o sitio n ).

14 .6 .2  Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  
σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν

θεωρούμε πάλι το πρόβλημα (1 4 .1 2 5 ). Εάν (χ) , i  = 0 (1 )m ε ίν α ι  

συναρτήσεις παραγωγίσιμες δύο φορές (συνήθως πολυώνυμα), τ έτο ιες  ώστε

<D0 (a) = b0 , Φ0 (b) = bi ,

φ .(3 ) = φ .(ό ) = 0  , i = 1 ( 1  )m ,
m

τότε για την συνάρτηση Φ(χ) = Φ0 (χ) + I  a -φ. (χ) , όπου a . , i =
i=1 1 1 1

= 1(1)m αυθαίρετες σταθερές, ισχύει προφανώς Φ(θ ) = b0 και 0 (b ) = 
= bj . Οι συντελεστές â  , i  = 1(1 )m πρέπει να προσδιοριστούν .έτσι 

ώστε η Φ(χ) να προσεγγίζει, υπό κάποια έννοια,επαρκώς την λύση y (χ) 
του προβλήματος (14 .125). Για  τον σκοπό αυτό ένας τρόπος ε ίν α ι ο εξή ς . 
Εκλέγουμε m διακεκριμένα σημεία χ . , i  = 1(1 )m στο [a,b3 και α­
παιτούμε η Φ(χ) να ικανοποιεί ακριβώς την διαφορική εξίσωση (14.125)
στα σημεία χ . , i = 1 ( 1  )m , δηλαδή τα a . , i = 1 ( 1  )m προκύπτουν α- • # 1
πό την λύση του συστήματος

Φ"(χ1·)  - f ( x is  Φ ^ ) ,  Φ '(χ 1· ) ) =  0 » 1  = 1 ( 1 )m . (14.136)
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Το σύστημα (14 .136) ε ίν α ι γεν ικά  μη γραμμικό k o l  μπορεί να λυθεί με 
τ ις  μεθόδους του κεφαλαίου 8  .

Παράδειγμα 14.8 Για  το πρόβλημα y ”  = y  + 1 » 0 <_ χ < 1 , y (0) = 1 
y ( 1 ) = 2  , να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών 
με m = 2  και Xj = |  , χ 2 = .

Λύση Έστω Φ0 (χ) = 1 + χ , Φ2 (χ) = χ(χ  -  1) , Φ2 (χ) = χ2(χ -  1 ) ,
οπότε

Φ(χ) = 1 + χ + a 2x(x  -  1) + a 2 x2 (x -  1) .

' Εχουμε

Φ’ (χ) = 1 + a 2 (2χ — 1) + a 2 (3χ2 -  2 χ) και

Φ "(χ ) = 2 a t + 6 a2x -  2 a2 = 2 a x + 2a2 (3x -  1 ) .

Έ τ σ ι ,  το σύστημα (14.36) ε ίν α ι  
»

Φ " ^ )  — Φ(Χχ) — 1 = 0
■

Φ '(χ 2 ) - φ ( χ 2 ) -  1 = 0  ,
>

ή

140ax + 3 ia 2 = 1 5 0  

140a. + 169a2 = 176 .

9947 13Η λύση του συστήματος αυτού ε ίν α ι  a 2 = ^ g g -« 1 .029710, a2 = 5 9  ^

** 0.188406 . ' Αρα,

y ( x ) φ(χ) = 1 + χ + χ(χ  -  1 )(a x +a2 x )«  0.188406χ3 + 0.841304χ2 

-  0.029710Χ-Μ  .
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14.6 .3 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ω ν  
δ ι α φ ο ρ ώ ν

Η πιο γνωστή ίσως αριθμητική μέθοδος επιλύσεως του προβλήματος 
(14.125) είνα ι η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών. Για την εφαρμογή 
της μεθόδου αυτής θεωρούμε πάλι τα ισαπέχοντα σημεία χ = a + Kh ,L. - Κ
κ = 0(1 )Ν του διαστήματος [a,fcTJ , όπου h = — jp=· και " Ν θετικός 
ακέραιος (το βήμα h εκλέγεται επαρκώς μικρό) . Σύμφωνα με το κεφά­
λαιο 3 μπορούμε να προσεγγίσουμε τ ις  τιμές y ' ( χ ) και y ” (x  ) ,Ιν Κ
κ =  1(1)Ν -  1 ,π .χ . από τους τύπους (βλέπε (3 .3 4 ) , (3 .3 8 ))

y(x.,+1)
y'(xj = — — ----- —  ♦ 0{h«) ,  (14.137)

K 2 h

y(\.,) - 2y(x ) + y(x ) 
y"(xj = — — ------ ------- —  + 0(h2) , (14.138)

k = 1(1 )N -  1 . Λόγω των (14.137) και (14 .138), από την διαφορική ε ξ ί ­
σωση y" =  f ( x , y , y ' ) του (14 .125), όπου το χ θα αντίκατασταθεί με 
το χ , παίρνουμε (θέτοντας y ( x )  = y jΚ Ι\ Ι\

yκ+ι + y 
J K - 1

h2
+ 0(h2) = f(xK,yK, K+X

K =

- y„_.— — +o(h2)) ,
2 h
K D N - 1 ,  (14.139)

όπου y 0 ξ y ( x 0) = y ( a ) *  b0 και y N ξ y (x N) = y(b)  = bx .

Από την (14.139) παραλείποντας τους όρους 0 (h2) και αντικαθιστώντας 
τ ις  ακριβείς τιμές y με τ ις  προσεγγιστικές Ψ , κ = 0(1 )Ν (Ψ =Ι\ Ι\ ^
y 0 και ΨΝ = y^) παίρνουμε την εξίσωση διαφορών

ψ — 2Ψ + Φ = h2fκ+ι κ κ-ι V V
ψ _ ψκ+ι κ-χ 

2 h
κ = 1 (1 )Ν — 1 .

(14.140)
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νοντας το σύστημα αυτό (υποθέτοντας ότι υπάρχει λύση) με κάποια από 
τ ις  μεθόδους του κεφαλαίου 8  βρίσκουμε μία αριθμητική λύση του προ­
βλήματος (1 4 .1 2 5 ) , δηλαδή τ ις  τ ιμ ές Ψ , κ = 1(1)Ν -  1 (y «  Ψ ) .!\ In Ιν

Εάν περιοριστούμε στην ειδ ικ ή  και πιο συνηθισμένη περίπτωση που 
η f  ε ίν α ι  της μορφής (1 4 .1 3 2 ), τότε η (14.140) γ ίνετα ι

V .  -  2ψκ * V . + " 2« (ΧΛ  + Ί -  V . >  -  h i r < \>  '
κ *  1 (1 )Ν -  1 , ή (14.141)

Οι (14.140) αποτελούν ένα σύστημα Ν - 1 εξισώσεων με τους Ν - 1

αγνώστους Ψ , κ = 1(1 )Ν - 1 , το οποίο είναι γενικά μη γραμμικό. Λύ-
Ι\

(ι pO Scjjv . * -  2>φκ Ί 1*? *
-  h2 r ( x K) , 5 TOu (14.142)

Ψ0 = b0 , = bj , κ = 1(1)Ν — 1 . Οι σχέσεις (14.142) αποτελούν τώ­
ρα ένα γραμμικό σύστημα Ν — 1 εξισώσεων με αγνώστους Ψ ,  κ =In
= 1 (1 )Ν — 1 . Τ ο  σύστημα αυτό έ χ ε ι  πίνακα συντελεστών τριδιαγώνιο 

και ε ίν α ι εύκολο να λυθεί με τ ις  μεθόδους του κεφαλαίου 1 0  (π .χ . 
μέθοδοι παραγοντοποιήσεως).

Αν θέσουμε

δκ = -  (h2q(>y) - 2 ]  ,

θΚ

(14.143)

κ =  1 (1 )Ν — 1 , τότε το σύστημα (14.142) γράφεται υπό μορφή πινάκων 
ως εξή ς:
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(14.144)

Εάν υποθέσουμε ότι

q( χ) < 0  ¥  χ 6 [ a ,6] και ί|· |ρ (χκ ) | < 1 , κ = 1 (1 )Ν -  1 , (14.145)

τότε θα δ ε ιχθ εί ότι

|δκ | > |υ κ Ι + |θκ | , κ =  2 ( 1  )Ν — 2  ,

Ι«,Ι > ΙΘ.Ι · I V , I > Ιν ,Ι  ·
Πράγματι, έχουμε

Iδχ | = |h2 q (x 1) — 2 1 = 2  — h2 q (x 1) > 2  ,

|θιΙ = Μ + \ ρ(χχ) I <1+2 1ρ(χχ)Ι 4 2 ·
C

Ομοίως ε ίν α ι |5N_ J  > |vN_ J  · Επίσης, για  κ = 2(1 )Ν — 2 ε ίν α ι

|δκ | = |h2q(xK) — 2 | = 2  — h2 q(xK) > 2  ,

Ινκ| =  | 1 - ^ ρ ( χ κ)| ,

|ΘΚΙ - Μ και IvJ + ΙΘΚΙ - 2 < |δκ| .
Ά ρα, ο πίνακας των συντελεστών του συστήματος (14.144) κάτω από τ ις
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'Έ

προϋποθέσεις (14.145) ε ίν α ι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος και επομένως 
ομαλός, οπότε το σύστημα (14 .144) έ χ ε ι μία μοναδική λύση.

Παράδειγμα 14.9 Δ ίνετα ι το πρόβλημα /  + 2y' y = Ο , y (0 ) *  1 , 
y (1 )  = 0 .5 ,  Ο <_ χ ^  1 . Να εφαρμοστεί η μέθοδος των πεπερασμένων δια­
φορών με h = —  (Η ακριβής λύση αυτού ε ίν α ι y (x )  -  . ~  ) .

Λύση Ε ίνα ι f ( x , y , y ' )  = -  2 y 'y  , [a ,b ] = [0.1J , b0 = 1 , b1 =

= 0 .5  , h = — - a = i ·  , οπότε Ν = 3 και επομένως η (14.140) γίνεται 

( Χ κ  = Kh = κ ^  , κ = 0 (1 )3 )

ν . - - ϊ ν \ « - ν . >  · κ= ’ ·2
όπου Ψ0 = 1 , Ψ = 0 .5  . Έ τ σ ι ,  προκύπτει το μη γραμμικό σύστημα

' *2 -  2Ψ, + 1 +  ̂Ψ, (Ψ2 -  1) = 0

I J -  2Κ2 + » .  + j ' M j - ' M  = ο ,

του οποίου ο ι λύσεις ε ίν α ι 4  ̂ = 0 .75  , Ψ2 = 0 .6  και Ψχ = — 7 ,
1 3  2= 13 . Σημειώνεται ότι y ( j )  = y l = -ξ = 0 .75 και y (y )  = y a =

3 1= | ·=  0 . 6  , αφού y (x )  = j- -~-χ , δηλαδή η μία λύση του συστήματος 
συμπίπτει με τ ις  ακριβείς τ ιμ έ ς .

-I

14.7 Π ρ ο β λ ή μ α τ α  ί δ ι ο  τ ι μ ώ ν  γ ι α  
δ ι α φ ο ρ ι κ έ ς  ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς

Συχνά σ τ ις  εφαρμογές παρουσιάζεται το πρόβλημα συνοριακών τιμών: 

/  *  f(x»y»y' »λ) , a < χ < b
(14.146)

y (a )  = 0  , y (b) = 0  ,

ΜΓιί
ί rffi
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όπου λ είν α ι άγνωστη παράμετρος και πρέπει να προσδιορίσουμε εκ ε ίν ες  
τ ις  τ ιμ ές του λ , τ ις  οποίες καλούμε ιδ ιο τ ιμ ές , για τ ις  οποίες το πρό­
βλημα (14.146) έχ ε ι αντίστοιχες μη τετριμμένες ( % 0) λ ύ σ ε ις , ο ι ο­
ποίες καλούνται ιδιοσυναρτήσεις, και τ ις  οποίες πρέπει να προσδιορίσου­
με στη συνέχεια. Το παραπάνω πρόβλημα (14.146) καλείται πρόβλημα ιδ ιο -  
τιμών. Σαν παράδειγμα θεωρούμε το απλό πρόβλημα

το οποίο μπορεί να λυθεί αναλυτικά. Η γενική λύση της y" = — Ay ε ί ­
ναι y (x )=  C j S i n i A χ) + C2 c o s ( A x ) και λόγω της y (0 ) = 0 παίρνου­
με C2 = 0 . Ά ρ α , y (x )  = ( ^ s i n i A x )  . Ζητούμε τ ις  τ ιμ ές  του λ για  
τ ις  οποίες έχουμε μη τετριμμένες αντίστοιχες λ ύ σ εις , δηλαδή ψ 0  .
Από την y (1 ) = 0 προκύπτει ότι πρέπει να ισχύει s i n A =  0 και επο­
μένως πρέπει να ε ίν α ι λ =  πι2π2 , όπου m = 1 , 2 , 3 , . . .  . Ά ρ α , ο ι ιδ ιο -  
τιμές ε ίν α ι λ = πι2π2 , m = 1 , 2 , . . .  και ο ι αντίστοιχες ιδιοσυναρτή-
σ ε ις  y  (χ) = CjSlniirarx) , m = 1 , 2 , . . .  (Η Cj ε ίν α ι αυθαίρετη στα­
θερά και μπορεί να ληφθεί ίση με 1 ) .

Γεν ικ ά , ο ι ιδ ιο τιμ ές και ο ι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του προ­
βλήματος (14.146) δεν μπορούν να προσδιοριστούν αναλυτικά, αλλά μπο­
ρούμε να τ ις  προσεγγίσουμε χρησιμοποιώντας αριθμητικές μεθόδους. Στη 
συνέχεια θα εξετάσουμε την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών της πα­
ραγράφου 14 .6 .3  γ ια  το πρόβλημα (1 4 .1 4 6 ), όπου n f  ε ίν α ι της μορφής

όπου ρ(χ) > 0 και r ( x ) > 0 ^ x 6 [a,tf] . Χρησιμοποιώντας την μέθοδο 
των πεπερασμένων διαφορών (βλέπε (14 .140)) τό υπ’ όψιν πρόβλημα προ­
σ εγγίζετα ι από τ ις  εξισώ σεις

y" = -  Ay , y ( 0 ) = y ( 1 ) = 0  , 0  < χ < 1 (14.147)

m

f ( x ,y ,y \ A )  = (ρ(χ) - A r ( x ) ) y (14.148)

*
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Σκοπός μας τώρα ε ίνα ι να βρούμε εκείνες τ ις  τιμές του λ για τ ις  ο­
ποίες το ομογενές γραμμικό σύστημα των Ν -  1 εξισώσεων (14.149) με 
αγνώστους τους Ψ , κ =  1(1 )Ν -  1 έχ ε ι μη τετριμμένη λύση. ΟιΙν
(14.149) γράφονται

V x  “  (2 + Η2ρ(χκ))ψκ + ψκ+ι = “  λΗ2Γ(χκ)ψκ · κ = 1(1 )Ν -  1 .

-  1
h2r ( x K)

2 + h2p(x )
Φ + ------------ i -  ψ

K_1 h2r ( x K) κ h2r ( x K) Φκ+ι * λΦ* » κ ~ Κ 1>Ν - 1 »

ή υπό μορφή πινάκων

δχ θχ *1 "

ν 2 δ2 θ2 Ο *a Φ2

\ \ \ •
•
•

= λ •
•
•

Ψ Ψ

ο V r
Ν-2

ψ„
Ν-2

ΨΤΝ-ι Ν-ι

(14.150)

2 +h2p(x )
όπου θέσαμε δ„ = --------------

h2r ( x j * γκ = -
Κ h2r ( x K) • θκ = - h2r (xK)

= V.

κ = 1(1)Ν -  1 . Γράφοντας την (14.150) συνοπτικά

ΑΨ=λΨ (14.151)

βλέπουμε ότι ο ι (14.149) ισοδυναμούν με το πρόβλημα ιδιοτιμών (14.151) 
για τον τριδιαγώνιο πίνακα A . Δηλαδή, ο ι ιδ ιοτιμές X  ,m
m = 1 (1 )Ν — 1 του πίνακα A , που μπορούν να προσδιοριστούν με τ ις  
μεθόδους του κεφαλαίου 11 , αποτελούν προσεγγίσεις ιδιοτιμών του 
προβλήματος (14.146) — (14.148) , ενώ ο ι συνιστώσες των αντίστοιχων 
ιδιοδιανυσμάτων του Α προσεγγίζουν τ ις  ιδιοσυναρτήσεις στα σημεία
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χ„ , κ = 1 ( 1 ) Ν - 1  .

Παράδειγμα 14.10 Να προσεγγιστούν οι ιδ ιο τιμ ές του προβλήματος 
(14.147) με την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών με Ν = 4 .

1 κΛύση Είνα ι h =  ̂ και χκ = Kh = ^ , κ = 0(1)4 , ρ (χ) = 0

και r ( χ) = 1 , 0 <_ χ < 1 . Επομένως, ο πίνακας Α της (14.151) ε ί
ναι

32 -  16 0

-  16 32 -  16

0 -  16 32

και οι ιδ ιο τ ιμ ές  αυτού ε ίν α ι -  16(2 — / ? ) »  9.3726 , Κ2 = 32 ,
Χ 3 = 16(2 + »/?)« 54.6274 . Ας σημειωθεί ότ ι ο ι πρώτες τ ρ ε ις  α κριβείς  
ιδ ιο τιμ ές του (14.147) ε ίν α ι λ χ = π2 ί« 9.8696 , λ2 *  4π2 «ί 39.4784 
και λ 3 = 9π2«* 88.8264 . ▲

Για  το πρόβλημα (14.147) θα δ ειχθ εί τώρα,ότι εφαρμόζοντας την 
μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών με h = μπορούμε να βρούμε 
αναλυτικές εκφράσεις για  τ ις  ιδ ιο τ ιμ ές  και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσμα- 
τα του πίνακα Α στην (1 4 .1 5 1 ). Η αντίστοιχη της (14 .149) για  το πρό­
βλημα (14.147) ε ίν α ι

ψκ+ι “  (2 - λ Η 2 )Ψκ + Ψκ - 1  = 0  , κ =  1 (1 )Ν -  1 , Ψ0 -  ΨΝ = 0 .

(14.152)
Η (14.152) ε ίν α ι μία ομογενής εξίσωση διαφορών δευτέρας τάξεως, της 
οποίας η λύση ε ίν α ι

Ψκ = C3zJ + C2 z* , κ = 0 ( 1 )Ν , (14.153)

όπου C j , C 2 σταθερές, ο ι οποίες θα προσδιοριστούν χρησιμοποιώντας τ ις
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ψο = φν = ο και ζ,, ζ2 οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξισώσεως 

ζ2 - (2 - λΙι2)ζ + 1 = 0 .
Είναι φανερό ότι ζ χζ 2 = 1 ή ζ2 * ζχ* » οπότε Ψκ = (^ζ* + C2ZjK . 
Οι σταθερές Cj,C2 ικανοποιούν το σύστημα

C, + C2 = ο

c>z? + c2z; n -  ο
(14.154)

Επειδή θέλουμε η λύση (14.153) να μην είναι τετριμμένη, πρέπει το σύ­
στημα (14.154) να έχει λύση μη μηδενική, πράγμα που συμβαίνει εάν και 
μόνον εάν

- Μ  Μ- ζ ” = 0 .  (14.155)

Από την εξίσωση (14.155) προκύπτει ότι 
ζτηΠΙ τηπΐ

Zj = e 2Ν = e Ν , m ακέραιος ,
- mTTi

οπότε ζ2 = e Ν . Επειδή ζ χ + ζ 2 = 2 — λΐι2, προκύπτει ότι

±

h2

2 — 2cos ^· = —  sin2 ~  = —  sin2 imrh
2Ν (14.156)

1 1Λαμβάνοντας ci ~ 2f > οπότε C 2 = - C j  = - , έχουμε από την
(14.153)

ψ = ψ =κ ~ κ,τη 2ι
πικπι
. Ν - e

πικπι
Ν = sin πκπ 

Ν *
κ = 1 (1 )Ν — 1

(14.157)
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Από την (14.156) για m = 1 (1 )Ν — 1 προκύπτουν Ν — 1 διακεκριμένες 
τιμές που είναι οι ιδιοτιμές του (Ν — 1)χ(Ν — 1) πίνακα A , δηλα­
δή οι

= JL s i n 2 « ϋ  „ 4N2sin* %  , m = 1 (1 )Ν — 1 . (14.158)

Οι συνιστώσες του αντίστοιχου ιδιοδιανύσματος της Xm είναι

V „ = s i n T ·  * -  K D N - 1  ·

Παρατηρούμε ότι (αφού y (χ) = sin mnx , m = 1,2,... είναι οι ακρι-m
βεις ιδιοσυναρτήσεις) ισχύει y (χ„) = sin ππτχ„ = sin ππτκΐι =m Κ κ

= sin ̂  = HJ , m= 1(1)Ν - 1 , κ = 1(1)Ν - 1 . Από την (14.158)ΙΝ κ ,m
π.χ. για Ν= 100 βρίσκουμε 9.8688 , Χ2*« 39.4654 , Χ3«
«  88.7607 , κ.ο.κ. .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να μετατραπεί η διαφορική εξίσωση y” + xy = 0 σε μια διανυσματική 
διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως.

2. Να γραφεί το ακόλουθο πρόβλημα αρχικών τιμών:

y" = 2y' + y2 + 2χ , 0 < χ < 1 

y(0) =1  , y'(o) -  ο

σαν σύστημα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως με αρχικές συνθήκες.

3.

4.

Να μετατραπεί το σύστημα -

διαφορικών εξισώσεων πρώτης 
Να δειχθεί, ότι τα ακόλουθα

y" * f ^ x . y ^ . y ' . z ' )
σε ένα σύστημα

ζ" * f2 (x,y,z,y',z') 
τάξεως.
προβλήματα αρχικών τιμών:
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i) y' = — , a < x < b ,  y(a) = y0
1 + y2

ii) y' = Ay , a < x < b , y(a) = y0 , A = σταθ. 
έχουν μια μοναδική λύση Yy0 GIR και V- a,bGF.

5. Να δειχθεί, ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών: y' = --j-vj ,
0 < χ < b 1 , y(0) = yQ έχει μία μοναδική λύση ( V-y0 SIR).

6 . Δίνεται το πρόβλημα y’ = y , y(0) * 1 . Έστω χ > 0 ένα συγκε­
κριμένο σημείο, θεωρώντας το διάστημα [a,b3  = [Ο,χ] να βρεθεί η 
προσέγγιση ΨΝ για την y(x) με την μέθοδο του Euler. Να δειχθεί,
ότι 1 im ΨΝ = y(x) = e* .

Ν -*■« *

7. Δίνεται το πρόβλημα y' = f(x) , a < χ < b , y(a) = y0 .Να βρε­
θεί με την μέθοδο Euler η προσέγγιση ΨΝ για την y(b) (b = χΝ).

8 . Δίνεται το πρόβλημα y’ = 2y - 2χ - 1 , y(0) = 2 . Να προσεγγιστεί
η y(1) με την μέθοδο Euler χρησιμοποιώντας h = .

5y !9. Για το πρόβλημα y' = -----  , y(1) = — να προσεγγιστεί η
1 + xy c

y(0.6) χρησιμοποιώντας την μέθοδο Euler με h = -0.2 .

10. Να γραφεί η μέθοδος του Euler για το σύστημα
y' = fl(x,y,z)

9

ζ' = f2(x,y,z)
a < χ < b , y(a) = y0 , z(a) = z0 . Στη συνέχεια να χρησιμοποιη­
θεί αυτή με h = 0 . 1 για την εύρεση της αριθμητικής λύσεως του συ­
στήματος: y' = ζ , τ'  -  -  y  , y(0) = 1 , ζ(0 ) = 0 , 0 < χ < 1 .

11. Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της σειράς Taylor δευτέρας τάξεως
(m = 2) με h = 0.5 να βρεθεί η αριθμητική λύση του προβλήματος
y' = 1 — £ , 1 < χ < 5 , y(1 ) = 1 . 5  . Να συγκριθεί αυτή με την

χ  ~~ χ  1ακριβή λύση: y(χ) = 2 + χ *
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12. Να δειχθεί» ότι το πρόβλημα y' = ax , y(x0) = y0 » x0»y<> γνωστά 
a = σταθ. λύνεται ακριβώς με την τροποποιημένη μέθοδο του Euler.

13. Για το πρόβλημα y' = 1 — xy2 , y(0) = 0 να προσεγγιστεί, η
y(0.5): i) με την μέθοδο της σειράς Taylor τετάρτης τάξεως και 
ϋ) με την κλασσική μέθοδο Runge-Kutta τετάρτης τάξεως. Να ληφθεί 
h = 0.5 και για τις δύο μεθόδους.

14. Εάν η f(x,y) δεν εξαρτάται από το y , να δειχθεί, ότι η μέθοδος 
Runge-Kutta (14.40) είναι ισοδύναμη με τον κανόνα του Simpson (με 
βήμα |  ) .

15. Για το πρόβλημα y' = — y , y(0) = 1 να βρεθεί μία αναλυτική έκ­
φραση για την y(h) χρησιμοποιώντας την μέθοδο Runge-Kutta (14.40) 
(h είναι το βήμα της μεθόδου). Να συγκριθεί αυτή με την ακριβή 
λύση y(h) = e‘h .

16.
/

Για το σύστημα: -
\

9y
ζ'

M x.y .z )
f2 (x,y,z)

a < x < b , y(a) = y0

να γραφεί η μέθοδος Runge-Kutta (14.40).

z(a) * ζ0

17. Για την μέθοδο Euler να δειχθεί ότι όπου το
νεται από την (14.48) και Α είναι το άνω φράγμα για το 
δίνεται από την (14.57) για m = 1 .

δί-
που

18. Να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το απόλυτο ολικό σφάλμα αποκοπής της
μεθόδου Euler-στο σημείο χκ = Kh , κ = 0(1)Ν , h = ̂  για,το πρό­
βλημα: y' =  -—  , 0 < X £ 1 , y(0 ) = 1 .

1 + y2

19. Να αποδειχθεί η (14.61).
20. Να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το απόλυτο τοπικό σφάλμα αποκοπής της

μεθόδου Euler στο σημείο χκ+ι για το πρόβλημα: y '  = ycosx + sinx,
0 < χ < π , y(0) = 1 .



7 8

21. Να Βρεθεί το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (14.37) στο σημείο 
χκ+ι *

22. Να Βρεθεί η μέθοδος,που προκύπτει από την (14.78) για m = 2 και 
r = 0 .

23. Για το πρόβλημα y' = y , 0 £ χ < 1 , y(0) = 1 να χρησιμοποιη­
θεί η μέθοδος του τραπεζίου με h = 0 . 1 .

24. Να γραφεί η μέθοδος Adams - Bashforth τετάρτης τάξεως για το σύ­
στημα:

25. Για το πρόβλημα y' = χ + exy , y(0) = 1 να βρεθεί η Vj με την 
μέθοδο του τραπεζίου χρησιμοποιώντας h = 0 . 1 .

26. Να δειχθεί,ότι στις (14.73) ,(14.78) ισχύουν αντίστοιχα οι σχέσεις:
r Γ+1
I  A. = m , I  Β. = m .

1*0 1 i=0 1
27. Για το πρόβλημα y' = 20(y - 1)χ2 , y(1) = 1 να βρεθεί μία προ­

σέγγιση για την y(2 ) χρησιμοποιώντας την μέθοδο του μέσου με
h = 0 . 1 και Ψ0 = 1 , iPj - 1 + ε (ακριβής λύση: y (χ) = 1 ) .Να 
γίνει εφαρμογή για ε = 1 0 ” 7 .

28. Να προσδιοριστούν οι σταθερές Αα, Α2, Βι, Β2, έτσι ώστε η ακόλου­
θη μέθοδος πολλών βημάτων:

να είναι όσον το δυνατόν περισσότερο ακριβής.
29. Εάν f(x,y) = CjX + c2y + c3 (γραμμική ως προς χ και y ) , να 

δειχθεί ότι η predictor-corrector μέθοδος Euler-τραπεζίου είναι ι­
σοδύναμη με την μέθοδο της σειράς Taylor δευτέρας τάξεως.

y' = f(x,y,z) 
z' = g(x,y,z)

a < χ < b y(a) = y
z(a) = z
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30. Αν τ(Ρ> είναι ίο τοπικό σφάλμα αποκοπής της explicit μεθόδου 
πολλών βημάτων (βλέπε (14.73)):

Ψκ+ι = Ψκ+χ-ί. + h I  A f(x 
i=0 1

(1 )

και τ'' το τοπικό σφάλμα αποκοπής της implicit μεθόδου πολλώνΚ » *
βημάτων (βλέπε (14.78)):

ψ = ψ
κ+ι κ+ι-m + h I B.f(χ 

i=0 1 κ+1-i * Ψ.κ+x-i^ ( 2 )

να βρεθεί το τοπικό σφάλμα αποκοπής της predictor-corrector μεθό­
δου των (1 ), (2) .

31. Να βρεθεί το τοπικό σφάλμα αποκοπής των predictor-corrector μεθό­
δων: i) Milne-Simpson και ii) Adams τετάρτης τάξεως.

32. Να δειχθεί ότι η λύση της (14.112) δίνεται από την (14.113).
33. Να εξετασθούν ως προς την ευστάθεια οι μέθοδοι: 1) Milne 2) Simpson 

3 ) 3 ^ ,  = 2Ψκ ♦ V j  ♦ 4hfK 4) W K+1 = 4Ψκ ♦ V .  +

34.

♦ h(2V ,  + 4V  5» V .  -  - 4φκ * h(4fK + 2fK-.>

6, v ,  = 3v 2v . + 2fK + fK-.> 7) v . -
= V ,> *  T (3fK - W  ·
Να δειχθεί ότι οι μέθοδοι (14.76), (14.77), (14.81), (14.82) και 
(14.83) είναι ισχυρά ευσταθείς.

35. Δίνεται το πρόβλημα συνοριακών τιμών: y" = - n2y , 0 < χ < 1 , 
y (0) = 0 , y(1 ) s b .Να δειχθεί ότι,εάν ψ 0 > αυτό δεν έχει 
λύση, ενώ για = 0 έχει άπειρες λύσεις.

36. Να δειχθεί, ότι η ακριβής λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών: 
y” + y* + y = - (χ 2 + X + 1 ) , y(0) = y(1 ) = 0 είναι y(x) =
= χ(1 - χ) .

37. Να γραφεί η αντίστοιχη της (14.141),εάν αντί της (14.137) χρήσιμο-

%
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ποιηθεί n

εάν ρ(χκ) > Ο

V — γ
j k j k- i εάν ρ(χ ) < Ο *κh

Εάν ς(χ) <0 Αλχ 8 [a,b3 , να δειχθεί, ότι ο πίνακας των συντελεστών 
του αντίστοιχου συστήματος (14.144) είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος 
ανεξάρτητα από την τιμή του h .

38. Για το πρόβλημα y" = x2y’ + y , y(1 ) = 1 , y(2) =1, 1 < χ < 2 ,
να εφαρμοστεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών με Ν = 5 .

39. Να εφαρμοστεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών στα ακόλουθα προ­
βλήματα:
i) y " - x y ' + y a 1 , y(0) = y(2 ) = Ο , Ο < χ < 2 (με h = 1 )
ϋ) y” = y , y(ο) = Ο , y(1 ) = 1 , 0 < χ < 1 (με h = 0 .2 )
iii) y" + y' = y2 , y(0) = 0 , y(1 ) = 1 , 0 < x < 1 (με h = 0 .1 )
iv) xy" + y = 0 , y(1 ) = 1 , y(2 ) = 2 , 1 < x < 2  (με h = ^ )
v) y" = x2 + xy , y(1 ) = 2 , y(2 ) = 1 , 1 < x < 2 (με h « j  ).

40. Να εφαρμοστεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών για το πρόβλημα:
y" = f(x,y,y') , a < χ < b , y'(a) = b0 , y'(b) = b x .

41. Αν στην (14.132) είναι Ρ(χ) = 0 , να δειχθεί»ότι ο πίνακας Α του 
συστήματος (14.144) είναι συμμετρικός. Αν επιπλέον ισχύει q(χ) ^ 0  
¥ x 6 [a,bj , να δειχθεί,ότι ο Α είναι και θετικά ορισμένος. Να 
βρεθεί ο πίνακας Α στην περίπτωση: ρ(χ) = 0 , q(x) = 0 .

42. Για το πρόβλημα ιδιοτιμών y" = - λxy , y(0) = y(1) = 0 ,
0 < X < 1 να εφαρμοστεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών με
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43. Το πρόβλημα y' = /y , y(0) = 0 , χ ̂  0 έχει την μη τετριμμένηχ2λύση y(χ) = -ξ . Να εφαρμοστεί η μέθοδος Euler. Ποια λύση βρίσκει 
αυτή και γιατί;

44. Να εφαρμοστεί η μέθοδος Euler στα ακόλουθα προβλήματα: 
i) y' = χ2 - y3 , y(0) = 0, 0 4  * < 1 (με h = 0.1)
11) y' = ey , y(0) = - 1 , 0 < χ < 1 (με h = 0.1)
iii) y” + yy'-y2 = χ + 1 , y(0) = 0 ,y'(0)= 1 , 0 < x< 1

(με h = γ  ) .
45. Να εφαρμοστούν οι μέθοδοι της σειράς Taylor για m = 2,3 στα ακό 

λουθα προβλήματα:
ί) y' = xy + y2 , y(0) = 1 , 0 < χ < 1 (με h = 0.1)
H) yy'+ 2 (x y  - 1) - 0 , y(1)« 1 . 1 < χ < 2 (με h = l ) .

46. Να εφαρμοστεί η κλασσική μέθοδος Runge-Kutta τετάρτης τάξεως στα 
ακόλουθα προβλήματα:
i) y " =  χ + yy' , y(0) = 1, y'(0) = 0 , 0 < χ < 2 (με h = 2)
1 1 ) y' = X + y » y(1 ) = 1 * 1 < x < 2 (με h = 1 )
iii) y"= 2y 3 , y(1 ) = 1 , y'(1 ) = - 1 , 1 < x < 2  (με h = ̂ - )
iv) y'= y2 -4x + 4 , y(1) = 2 , 1 < x < 2  (με h = l ) .
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apimwtikh εβμμιμ διαφορικοί» eeisssesm

ME HEMKE2 ΙΑΙΡΑΙΙΈΙΓΘνΐ

15.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

To παρόν κεφάλαιο αποτελεί μία εισαγωγή στις πιο γνωστές αριθμητι­
κές μεθόδους για την επίλυση προβλημάτων, που περιέχουν διαφορικές εξι­
σώσεις μέ μερικές παραγωγούς (Μ.Δ.Ε.). Η αριθμητική επίλυση τέτοιων προ­
βλημάτων είναι ένα από τα σημαντικώτερα και πολυπλοκώτερα θέματα της Α­
ριθμητικής Αναλύσεως και παρουσιάζει τεράστιο ενδιαφέρον από πρακτικής 
πλευράς. Είναι γνωστό, ότι η μαθηματική περιγραφή (μαθηματικά μοντέλα) 
φυσικών καταστάσεων και διαδικασιών γίνεται κυρίως με Μ.Δ.Ε. και ότι μό­
νον για μερικές απλές Μ.Δ.Ε. μπορεί να βρεθεί αναλυτικά (σε κλειστή μορ­
φή) η γενική λύση, με αποτέλεσμα να καταφεύγουμε συνήθως σε αριθμητικές 
μεθόδους.

'Ενας μεγάλος αριθμός από τα σπουδαιότερα προβλήματα, που παρουσι­
άζονται σε πολλούς επιστημονικούς κλάδους (π.χ. Φυσική, Χημεία, Μετεω­
ρολογία, Μηχανική), περιέχει Μ.Δ.Ε. δευτέρας τάξεως. Μία Μ.Δ.Ε. δευτέ- 
ρας τάξεως με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές (στις οποίες θα περιοριστούμε 
χάριν απλότητος) είναι μία εξίσωση της μορφής:
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F(x y u in  o .  l in  _ o _ ) = o 
' ,y’ ’ ax ’ ay ’ a x 2 * ay2 ’ axay ; u (15.1)

η οποία συνδέει την άγνωστη πραγματική συνάρτηση u = u(x,y) , τις πα- 
ραγώγους (μέχρι δευτέρας τάξεως) αυτής και τις ανεξάρτητες μεταβλητές 
x,y . Μία σημαντική κατηγορία των Μ.Δ.Ε. (15.1) είναι οι γραμμικές. Η

Λ  11 Λ  2  1 1πιο γενική μορφή αυτών είναι (οσυμβολισμός u = τ— , u ξ -—  κλπ.
X dX X X  ^χ 2

θα χρησιμοποιείται συχνά στα ακόλουθα)
Auxx +2Buxy + Cuyy + Dux + Euy + Fu = G , (15.2)

όπου A,B,C,D,E,F και G είναι δοσμένες συναρτήσεις των x,y . Σε έ­
να τυπικό πρόβλημα, που περιέχει την (15.2),δίνεται μία περιοχή R του 
επιπέδου xy , φραγμένη ή μή, στην οποία οι συναρτήσεις A,B,...,G εί­
ναι συνεχείς, S είναι το σύνορο αυτής και ζητείται να βρεθεί μία συ- 
νάρτηση-λύση u(x,y) η οποία: 1 ) είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη
και ικανοποιεί την (15.2) στην R ϋ) είναι συνεχής στο σύνολο R U S  
και ϋί) ικανοποιεί προκαθορισμένες (βοηθητικές) συνθήκες στο σύνορο 
S .

Η (15.2) καλείται ελλειπτική, υπερβολική, παραβολική στην περιοχή
που θεωρούμε, εάν η διακρίνουσα Β2 - AC είναι αντίστοιχα < 0 , > 0,
= 0 στην περιοχή αυτή. Για παράδειγμα η εξίσωση δυναμικού ή εξίσωση
του Laplace: u + u = 0 είναι ελλειπτική, η εξίσωση κύματος: u —χχ yy χχ
- u = 0 είναι υπερβολική και η εξίσωση διαχύσεως: u - u = 0 εί-yy λχ y
ναι παραβολική.

Όπως με τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, δύο σημαντικές κατηγο­
ρίες προβλημάτων με Μ.Δ.Ε. είναι τα προβλήματα αρχικών τιμών και τα προ­
βλήματα συνοριακών τιμών. Σε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών η ζητούμενη συ­
νάρτηση u(x,y) πρέπει να ικανοποιεί την (15.2) σε μία μη φραγμένη πε­
ριοχή R του επιπέδου xy και επιπλέον να ικανοποιεί βοηθητικές (αρ­
χικές και συνοριακές) συνθήκες στο σύνορο S της R . Σε ένα πρόβλημα 
συνοριακών τιμών η περιοχή R είναι φραγμένη και η ζητούμενη συνάρτηση 
u(x,y) πρέπει να ικανοποιεί την (15.2) στην R καθώς και βοηθητικές 
(συνοριακές) συνθήκες στο σύνορο S της R . Ένα πρόβλημα αρχικών ή

0
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συνοριακών τιμών θα καλείται ελλειπτικό, υπερβολικό, παραβολικό, εάν 
η (15.2) είναι του αντίστοιχου τύπου. Υπάρχουν τρεις κύριοι τύποι βοη­
θητικών συνθηκών. Εάν στις βοηθητικές συνθήκες καθορίζεται μόνον η 
u(x,y) στο σύνορο S , τότε έχουμε συνθήκες Dirichlet. Εάν δίνεται μό
νον η κάθετος παράγωγος 9υ

3η στο S, έχουμε συνθήκες Neumann, ενώ αν
3uδίνονται οι u(x,y) και στο S , τότε έχουμε συνθήκες Cauchy.

Τέλος, αν δίνεται ένας γραμμικός συνδυασμός των u(x,y) και ~  στοσΠS , τότε έχουμε συνθήκες μικτού τύπου.
Πρέπει να σημειωθεί ότι,πριν εφαρμόσουμε μία αριθμητική μέθοδο, 

πρέπει να εξετάσουμε εάν το δοθέν πρόβλημα Μ.Δ.Ε. είναι ή όχι καλώς 
τεθέν (well posed or properly posed). Ένα πρόβλημα λέμε ότι είναι κα­
λώς τεθέν,εάν έχει μία μοναδική λύση και είναι και ευσταθές, που σημαί­
νει ότι η λύση εξαρτάται συνεχώς από τις βοηθητικές συνθήκες, δηλαδή 
μικρές μεταβολές στις δοσμένες βοηθητικές συνθήκες μπορούν να προκαλέ- 
σουν μόνον μία αντίστοιχη μικρή μεταβολή στη λύση u(x,y) . Σαν κανόνας, 
τα ελλειπτικά προβλήματα συνοριακών τιμών με συνθήκες Dirichlet ή Neu­
mann, τα υπερβολικά προβλήματα αρχικών τιμών με συνθήκες Cauchy και τα 
παραβολικά προβλήματα αρχικών τιμών με συνθήκες Dirichlet ή Neumann έ­
χουν μοναδική λύση και είναι ευσταθή. Όλα τα προβλήματα που εξετάζονται 
στο παρόν κεφάλαιο είναι καλώς τεθέντα.

15.2 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ω ν  
δ ι α φ ο ρ ώ ν

Μία από τις πιο γνωστές και σημαντικές αριθμητικές μεθόδους επιλύ- 
σεως Μ.Δ.Ε. είναι η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών, που χρησιμοποιή­
θηκε ήδη και σε προβλήματα συνοριακών τιμών συνήθων διαφορικών εξισώσεων 
(βλέπε παράγραφο 14.6.3). Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με την εφαρμογή 
της μεθόδου πεπερασμένων διαφορών σε μερικά απλά προβλήματα Μ.Δ.Ε. .

I. θεωρούμε πρώτα το ακόλουθο ελλειπτικό πρόβλημα συνοριακών τι­
μών με συνθήκες Dirichlet,που περιέχει την εξίσωση του Poisson:
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Διι = u + u = G(x,y), a < x < b , c < y < d  μεxx yy

U (a,y) = gz(y) , u(b,y) = g2 (y) για c < y < d ,  (15.3)

u(x,c) = f:(x) , u(x,d) = f2(x) για a ^ x < b ,

όπου G, ga, g2, fj, f2 είναι δοσμένες συναρτήσεις. Στο πρόβλημα αυτό 
η περιοχή R είναι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο στο επίπεδο xy και 
η u(x,y) είναι γνωστή στις πλευρές αυτού (βλέπε σχ. 15.1) .

Καλύπτουμε την περιοχή R με ένα δικτυωτό από οριζόντιες και κάθε­
τες γραμμές (βλέπε σχ. 15.1), δηλαδή με τετράγωνα πλευράς h υποθέτον­
τας ότι b - a = mh και d — c = nh , όπου m,n θετικοί ακέραιοι και 
h θετικός αριθμός, θεωρούμε τα σημεία (χ. ,y.) , i = 0 ( 1 )m , j = 0 ( 1 )n,

■ ϋ
όπου xi = a + ih , yj = c + jh (χ0 = a , xm = b , y 0 = c , yn = d) .
Με την μέθοδο των διαφορών προσπαθούμε να βρούμε προσεγγιστικές τιμές 
για την λύση u(x,y) στα σημεία τομής των γραμμών του δικτυωτού, δηλα­
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δή στα σημεία (x^y^) , ΐ = 1 ( 1 )m — 1 , j = 1 ( 1 )n — 1 πλήθους 
(m — l)(n — 1) , τα οποία καλούνται κόμβοι. Συμβολίζουμε με U.̂  , i = 
= 0 (1 )m , j = 0 (1 )n τις προσεγγιστικές τιμές των αντίστοιχων ακριβών 
τιμών u(x.,yj) = υ.. της λύσεως. Κατ' αναλογίαν προς την (14.138)

1 J  1J
μπορούμε να γράφουμε

2f<i (χ y ) = — 2ui j  t  + 0(h2)
ax2 1 3 h2

(15.4)

και

azu
ay2

(V y ,) = ^ a -----2 U , j  *  ♦ o (h 2 ) (15.5)

Αντικαθιστώντας τις (15.4), (15.5) στη δοθείσα Μ.Δ.Ε. (15.3) στο σημείο 
U.j>y.j) παίρνουμε

u.., . — 2u.. + u. , . u. ... — 2υ·. + μ. * .
1+1-J  1 -1 -J  + o ( h 2 ) + —I j J i i ---------12------ l l i -  + o (h 2 ) =

h 2 h 2

" G<xi ’V (15.6)

i = 1 (1 )m - 1 ,j = 1 (1 )n - 1 . Παραλείποντας τους όρους 0 (h2) και αντι­
καθιστώντας τις ακριβείς τιμές μ., με τις προσεγγιστικές U.. παίρ-

* J  * «Jνουμε την ακόλουθη εξίσωση διαφορών:
4U.· - U.̂ , . U. , . - U. - ϋ. - = — h2G.. ,1-1 1,J+1 1J *

i = 1 (1 )m - 1 , j = 1 (1 )n - 1 ,
(15.7)

όπου οι τιμές UQj , Umj. , U- 0 , είναι γνωστές λόγω των συνοριακών 
συνθηκών (βλέπε (15.3)). Συγκεκριμένα έχουμε

uo j= uo j Ξ u< v V  = u(a» V  * Μ υ3·)
u_,· = u_,· ξ n(x_,y4) = u(b,y^) = g2(y..)mj mj n r J

(15.8)
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ϋ1ο - uio = U< V V =  u(x1’ C> = W  (15 8)

Ui n  ~  u i n  5  u ( x 1 ’ y n )  =  u ( x 1 ' d )  =  f 2 < x 1 >  ·

Oi (15.7) αποτελούν ένα γραμμικό σύστημα, όπου ο αριθμός των εξισώσεων 
είναι ίσος με τον αριθμό των κόμβων του δικτυωτού, δηλαδή ένα σύστημα 
(m — 1)(n — 1) αγνώστων με ισάριθμες εξισώσεις. Οι άγνωστοι είναι οι 
U.. , i = 1(1 )m — 1 , j = 1(1 )n — 1 . Μπορεί να αποδειχθεί ότι το σύστη- 
μα αυτό έχει μία μοναδική λύση, η οποία μπορεί να υπολογισθεί με τις με­
θόδους του κεφαλαίου 10. Χρησιμοποιώντας επαρκώς μικρό h είναι λογικό 
να περιμένουμε ότι η λύση U. . , i = 1(1)m - 1 , j = 1(1)n — 1 του συ-

* νστήματος (15.7) θα προσεγγίζει επαρκώς τις ακριβείς τιμές u.. , i =
* J= 1(1)m - 1 , j = 1(1 )n — 1 . Στα πρακτικά προβλήματα ο αριθμός των κόμ­

βων του δικτυωτού, δηλαδή ο αριθμός των αγνώστων, είναι πολύ μεγάλος (με­
γάλα γραμμικά συστήματα με αραιό πίνακα συντελεστών των αγνώστων) και 
συχνά οι επαναληπτικές μέθοδοι (βλέπε κεφ. 1 0 ) προτιμώνται για την επί­
λυση τέτοιων συστημάτων.

Σημείωση Στην προηγούμενη ανάλυση της μεθόδου διαφορών για το πρό­
βλημα (15.3) υποθέσαμε ότι η περιοχή R καλύφθηκε με ένα δικτυωτό απο- 
τελούμενο από τετράγωνα πλευράς h . Μπορεί να γίνει ανάλογη ανάλυση 
χρησιμοποιώντας δικτυωτό αποτελούμενο από ορθογώνια παραλληλόγραμμα δια­
στάσεων h και k με h = b- ~~ 3 , k =  ̂~ c- , όπου m,n θετικοίm η
ακέραιοι (ασκ. 1 0).

Παράδειγμα 15.1 Να εφαρμοσθεί η μέθοδος των διαφορών στο πρόβλημα 
(15.3), όπου G.(x,y) = 0 (εξίσωση Laplace) , a = - 1 , b = 1 , c = — 1, 
d = 1 , gx(y) = g2(y) = y2 , fj(x) = f2(x) = x2 χρησιμοποιώντας h = j  .

1 — (— 1 )Λύση Είναι m = n = -- ------ = 4 και στην περίπτωση αυτή έχουμε το
ακόλουθο σχήμα (σχ. 15.2)
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y
1

© © ©
-

© © ©
-1

©

0

© ®

1 χ

- 1

σχ. 15.2

Λόγω των (.15.8) έχουμε UQj. = , ΙΙ̂ .̂ = y? , j = 1(1)3 , όπου y^ =
— 1 + jh . Άρα

Uqχ = 4" » ^02 = 0* U0 3 = και Ui*ι = ̂  > Ui*2 = 0» U<»3 = ]|· · (15.9) 

Επίσης U. = U. = X? = (- 1 +ih)2, i = 1(1)3 , δηλαδήI 0 1Η I

υ υ.Λ = 0, U20 30 U . .  = 02 if U„-J.O5.10)

Από την (15.7) παίρνουμε ένα σύστημα 9 εξισώσεων με τους 9 αγνώστους 
U.. , i = 1,2,3, j = 1,2,3. Εάν αριθμήσουμε με (Τ) , (2) ,..., 0

' Jτους 9 κόμβους του δικτυωτού, όπως «ραίνεται στο σχήμα 15.2 , και 
συμβολίσουμε με Υκ τον άγνωστο, που αντιστοιχεί στον κόμβο ©  , Κ = 
= 1(1)9 , δηλαδή θέσουμε

Υ
Υ
ι
6

=  υ 
=  υ

χ ι
32

Υ3 =  υ 31 , Υ„ =  υ 12 
V. -  υ2ί . \  = υ „

Υ5 — U22 »
9 9
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τότε το σύστημα αυτό μπορεί, να γραφεί υπό μορφή πινάκων ως εξής:

4 - 1 0 - 1

- 1 4 - 1 0

0 - 1 4 0

- 1 0 0 4
0 - 1 0 - 1

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- 1 0 0 0

0 - 1 0 0

- 1 0 - 1 0

4 - 1 0 - 1

- 1 4 0 0

0 0 4 - 1

- 1 0 - 1 4
0 - 1 0 - 1

0 Υχ >2

0 Υ2 0

0 Υ3 %
0 Υ, σ
0 Υ5

= 0

- 1 Υ6 0

0 Υ >27
- 1 0

4 Υ, *2

(15.11)

ή συνοπτικά AY = W . 0 πίνακας Α του συστήματος (15.11) είναι συμ­
μετρικός και ασθενώς διαγώνια υπέρτερος. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός 
είναι και θετικά ορισμένος και επομένως ομαλός. Η λύση του συστήματος 
(15.11) είναι: V, = Υ$ - Υ? = Υ, = ̂  και Υ2 = Υ5 = Υ. - Υ, = \  “ y · *

Σημείωση Το πρόβλημα:

- Au = f(x,y) , (x,y) 6 R = i(x,y): 0 < χ < 1 ,  0 < y < 1} 
u(x,y) = 0 για (x,y) 6 S = σύνορο της R ,

όπου f(x,y) δοσμένη συνεχής συνάρτηση στο RuS , καλείται model pro­
blem (πρόβλημα υπόδειγμα).

II. θεωρούμε τώρα το ακόλουθο παραβολικό πρόβλημα αρχικών τιμών 
με εξίσωση (εξίσωση διαχύσεως)

3υ =
ay

a2u
3χ'

9 a < x < b ,  y > 0 , c2 = σταθ. (15.12)
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με τις βοηθητικές συνθήκες Dirichlet:

αρχική συνθήκη: 
συνοριακές συνθήκες:

u(x,0 ) = f(x) , a < χ < b 
u(a,y) = g^y), u(b,y) = g2 (y) y > 0 ,

(15.13)

όπου f, gj,, g2 είναι δοσμένες συναρτήσεις. Για την εφαρμογή της μεθό­
δου των διαφορών στο πρόβλημα (15.12)-(15.13) καλύπτουμε την περιοχή 
R με ένα δικτυωτό από ορθογώνια διαστάσεων h και κ , όπως φαίνεται 
στο σχήμα 15.3, όπου h ,κ είναι σταθεροί θετικοί αριθμοί, h = 
η = θετικός ακέραιος.

θεωρούμε τα σημεία (χ. ,y.) , όπου χ. = a + ih , i = 0 ( 1 )n και y. =
• J  I J

jK , j = 0 ,1 ,2 ,... . Χρησιμοποιώντας τους ακόλουθους τύπους για τις με­
ρικές παραγώγους στο σημείο (χ.,y.):* 3

an u(x.»y.·.,) - u(x.,y.)
!£ (xr yj) = — L- iii----- 2- jL + 0(k) , j = 0,1,2....  (15.14)

1 = 0 (1 )n



91

(τύπος προς τα εμπρός διαφορών),
λ2., u(x.+1 ,y.) — 2u(x. ,y.) + u(x. ,y.)
^  (χ.- . y J  =  1 J - - - - - - - - - H - - - - - - - - L i - J L  + o (h 2 ) . ( 15. 15)
3 x 2 1 J  h 2

i = 1 ( 1 )n — 1 , j * 0 ,1 ,2 ,... και παραλείποντας τους όρους 0 (κ) και 
0(1ι2),από την (15.12) προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις_για τις προσεγ 
γιστικές τιμές U.. των υ·. :■ J I J

υ .  υ . . U . ,  . -  2 U . . + υ .  , .1 tj _  q2 i+1 >J_____ 1J____ 1-1>J ^
κ h2

2
θέτοντας r n (15.16) γίνεται

h2

rUi-i,j + { 1 2r)Uij + rUi+i ,j* 1 “

1 ( 1 )n - 1 , j >0 .
(15.16)

1(1)n -  1, j >0,
( 1 5 .1 7 )

όπου λόγω των (15.13) έχουμε

uio = u(xi»°) = f(xi) » 1 = 1(1 )n - 1 

u»j = 9‘(y3> ’ Unj = 9*(V  · - U 0 ·
( 1 5 .1 8 )

Χρησιμοποιώντας τις (15.17) και (15.18) μπορούμε να προσδιορίσουμε απ’ 
ευθείας τις ζητούμενες προσεγγιστικές τιμές ϋ .̂ , i = 1 ( 1 )n - 1 , j* =
= 1 ,2 ,... της λύσεως u(x,y) στους κόμβους του δικτυωτού με την α­
κόλουθη σειρά: U^, i = 1 (1 )n - 1 , ϋ·2, 1 = 1 (1 )n — 1 , κ.ο.κ. .

Η μέθοδος διαφορών (15.17) με τις (15.18) καλείται προς τα εμπρός 
μέθοδος διαφορών και είναι μη πεπλεγμένη (explicit), αφού οι άγνωστοι
μπορούν να βρεθούν απ’ ευθείας.

2
Η ποσότης r = καλείται λόγος του δικτυωτού και μπορεί να απο 

h' 1δειχθεί ότι,εάν 0 < r < j  , δηλαδή

κ < h2

~ 2c2
9 (15.19)
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τότε για ένα οποιοδήποτε σταθερό σημείο (x,y) της περιοχής R η προ- 
σεγγιστική τιμή U(x,y) της u(x,y) στο σημείο αυτό, που προκύπτει από 
την (15.17), συγκλίνει στην ακριβή τιμή u(x,y) καθώς το h -*■ 0 . Συ­
γκεκριμένα ισχύει U(x,y) — u(5c,y) = 0(h2) . H (15.19) καλείται συνθήκη 
ευστάθειας της μεθόδου (15.17). Για r > |- η μέθοδος (15.17) έχει το 
μειονέκτημα της αστάθειας. Σημειώνεται εδώ ότι η ευστάθεια μεθόδων για 
Μ.Δ.Ε. ορίζεται κατά τρόπο όμοιο,όπως για μεθόδους συνήθων διαφορικών 
εξισώσεων. Η δυσκολία με την explicit μέθοδο (15.17) είναι ότι,εάν το 
h είναι αρκετά μικρό, πράγμα που συμβαίνεισυνήθως στην πράξη, λόγω της 
(15.19) το κ πρέπει να είναι πάρα πολύ μικρότερο και επομένως η μέθο­
δος απαιτεί πολλά βήματα ως προς y . Η θεραπεία της δυσκολίας αυτής γί­
νεται με την χρησιμοποίηση πεπλεγμένων (implicit) μεθόδων, που εξετάζον-
ται στη συνέχεια. Σημειώνεται επίσης ότι, εάν εκλεγεί κ = --  , τότε

1 2c2είναι r = Tj- και η (15.17) απλοποιείται στην

U W  . i = K D n  - 1 , j > 0 . (15.20)

θεωρούμε πάλι το πρόβλημα (15.12) — (15.13) και το δικτυωτό όπως 
και προηγουμένως (βλέπε σχ. 15.3). Χρησιμοποιούμε τώρα τις ακόλουθες 
προσεγγίσεις στο σημείο (χη·>^+1):

u_.1 (a^  (χ y )« , i = 1(1)n -  1,
3x j > 0  (15.21)

και

~  (x.,y.+ l )f& — 'J— ·--- IJ. (τύπος προς τα πίσω διαφορών), (15.22)9y 1 J ιr
2

i = 0(1)n , j >. 0 . θέτοντας £-£-= m η αντίστοιχη της (15.17) θα εί-
h2

ναι τώρα η
(1 +2m)U1 jjt l  -m (U1+l>J+l 1< 1 )n -1 ,

j > 0 , (15.23)
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όπου
ui0 - f(x,) , i = U D n  - 1 , u0> j + 1 = ,

Un .j«  “  9. (yJ « ) ’ j i ° ·
Η μέθοδος των (15.23)— (15.24) είναι μία πεπλεγμένη (implicit) μέθοδος, 
αφού για τον προσδιορισμό των αγνώστων για κάθε τιμή του. j πρέπει να 
λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα. Υπό μορφή πινάκων οι (15.23) γράφονται

(1 5.2 4)

1+2m -m
Γ Λ

+|"9,(yj+i)
-m 1 +2m -m u*,j« U .

2 ,J
-m •

•

S •
•
•

E0

•

-m 1+2m Un-i,j+i un-.,j +" M v >

>0 >°

(15.25)
ή συνοπτικά

AU(J+1) . 0(3> , j > 0 . (15.26)
δηλαδή έχουμε να λύσουμε πολλά συστήματα με τον ίδιο πίνακα συντελεστών 
A . 0 πίνακας Α είναι τριδιαγώνιος και αυστηρά διαγώνια υπέρτερος 
(αφού m > 0) και επομένως ομαλός, οπότε για κάθε j το σύστημα (15.26) 
έχει μία μοναδική λύση.

Πρέπει να σημειωθεί, ότι για την μέθοδο διαφορών (15.23) δεν απαι­
τείται η συνθήκη ευστάθειας (15.19) και ότι αυτή είναι άνευ όρων (απολύ­
τως) ευσταθής.

θα ασχοληθούμε τώρα με την εύρεση μιας άλλης πεπλεγμένης μεθόδου 
διαφορών για το πρόβλημα (15.12)-(15.13), που.είναι γνωστή σαν μέθοδος 
των Crank-Nicholson.
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Από την (15.12) έχουμε

3υ 3u
j+i' ayay (xi*yj+i)  + av x̂i ’y.î  " c

a2u
3x2

a2u
Xi'yj+,)

.(15.27)

Χρησιμοποιώντας τις (15.14),(15.15),(15.21),(15.22) και τις προσεγγιστι- 
κές τιμές U.j η (15.27) γίνεται

U1»J*X Uij  , Ui j  -  C2

U.^ 2U.. + U.+ J TJ t- i .J
h2

Ui+1 »j+1 2Ui ».i+1 *U1 -i«.i+* , 
h2

Ui,j« - uij ■ 5  [U1 «.J« - 2Ui,J*> + + U1 +.,j -

- 2U.. +U. . Ί .i j  l - i . J j
C 2 Kθέτοντας -— = m παίρνουμε 
2h2

( 1 + 2-)U1 f J + 1  ♦ (2rn - 1 )υ„ — [u1+lfJ - V > , j  ♦ U1 + 1 > j + 1 +

+ Ui-« , j « ]  = 0 * (,5 '28)
i = 1 (1 )n - 1, j = 0,1,2,.Λ, όπου ισχύουν οι (15.18). Η (15.28) γρά­
φεται επίσης ως εξής:

(1 + 2m)U1J+J -n>U1+ljj+l = Ο  " 2m>uij +
(15.29)

i = 1(1)n -  1, j * 0,1,2,... ή υπό μορφή πινάκων
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Ui , j +1
U2, j -

Un-2, j+i 
^n-i,j+i

( l -Z m jU j j+m (U 0j  + U2 j ) + mU0 J + 1  

(1 -2 ιη )υ 2α.+ίη(υΐα. + U3 j )

(1-2m)U ,' ' n-2
(1-2m)Un-x

J + m(U . +
n - 3 , j

+ m(U . + n-2 ,j

Un-i 9
U .) + mU η J n , j + x

(15.30)

j > 0 . Έτσι για κάθε τιμή του j γνωρίζοντας τις τιμές U.. , i =
* w= 1 (1 )n - 1 μπορούμε να Βρούμε τις U. . , i = 1 (1 )n - 1 από το σύ-1 + 1

στημα (15.30). Σημειώνεται τέλος ότι η μέθοδος Crank-Nicholson (15.29) 
-(15.18) είναι επίσης άνευ όρων ευσταθής και πιο ακριΒής από την μέθο­
δο (15.23)-(15.24).

Παράδειγμα 15.2 Για το πρόΒλημα

9u _  afu_ = Π 
*  ίχ*

- 1 < χ < 1 , y > 0

u(x,0) = 1 - χ2 , - 1 < χ < 1

u(- 1 ,y) = y , u( 1 ,y) = 0 , y > 0

να προσεγγιστεί η u(j , g- ) με τις μεθόδους διαφορών (15.17),(15.23)
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και (15.29) χρησιμοποιώντας h = ^  και κ = g .
Λύοη Για το πρόβλημα αυτό είναι c2 = 1 . η = 1-~ (~  ̂? = I. _ Δ 
--------  h Η

χ. = _ 1 + ih = - 1 + 1 , 1 = 0(1)4 , yj = jK = ΐ  , j = 0,1,2,...,
ui0 = 1 — xi . i = 0(1)4 ,  Uo j  *yj . = 0 , j > 0 ,  και ζητούμε
την U31 . Για την μέθοδο (15.17) είναι r = j  και από την (15.20)
παίρνουμε για i = 3 και j = 0 : U31 = \  (U20 + υ,0) = ^ ( 1 - χ* +
+ 1 -X?)  = j  (2 -  ο -  1) = 1 .

Για την μέθοδο (15.23) είναι m = j  και το σύστημα (15.25) για 
j = 0 γίνεται

2 -% 
-% 2
0 -%

Γ
ο

Uu

% «21
=

ΓΟ
1 _ « 31_

Η λύση του συστήματος (15.31) είναι  
«  0.795 , U31 = 0.574 .

Για την μέθοδο (15.29) έχουμε 
για j = 0 γίνεται

+ ~Γ
2 y.

+ ? °

“ 13 *
Τ6
1
3

_  4

uu  - I ® *  ° · 605

(15.31)

_ 356 „  21 “  Μ ζ ~

και το σύστημα (15.30)

—

0 u - 1  u
♦ M . + u  ) + f u 2 1

2 * 1 1 2 10 0 1 32

**
3
2 * u21

= - 1  u
2 2 0 + H u 10 + u  )3 0 y

= 7
8

0 _  X 3
2 _ U , 1 _

- L  u
2 30 + υ „ „ ) U , l _

5
e

. (15.32)

923 627Η λύση του συστήματος (15.32) είναι υΐ3 = °·^66 » υ2ι = HTF*
«  0.768 , U31 = - ^ - «  0.545 . ▲

III.  θεωρούμε τώρα το ακόλουθο υπερβολικό πρόβλημα αρχικών τιμών 
(εξίσωση κύματος)



97

—  _ c 2 ϋίϋ = o, a < x < b , y > 0  
3y2 3x2

με t l q  βοηθητικές συνθήκες Cauchy:

(15.33)

συνοριακές συνθήκες: u(a,y) = gx(y) , u(b,y) * g2 (y), y > 0
e ss

αρχικές συνθήκες: u(x,0) = fx(x), (x,0 ) - f2(x), a < χ < b *15,34* 

όπου c2 = σταθ.. Χρησιμοποιώντας τους τύπους:
u. . — 2u. · + u. .

ϋ^.ίχ.,γ,)·= ----- y ---- 0(h2) ,
Λ Λ  1 J  l 2

u- . — 2u.- + u. ..,
u (x.,y.) = - 1?J- -------^----- ^ ^ - + 0 ( κ 2)yy t j 2

(15.35)

και εργαζόμενοι όπως και στο προηγούμενο παραβολικό πρόβλημα προκύπτει 
η ακόλουθη explicit μέθοδος πεπερασμένων διαφορών για το πρόβλημα 
(15.33)-(15.34):

U. . - 2U.. + U. · . -2U.. + U.
t.J+i U i . J - i  -  c2 ί+1,3 1J T-*,J

κ2 h2
(15.36)

i = 1 ( 1 )n - 1 , j = 0 ,1 ,2 ,..., όπου χ̂  = a + ih , y j = j κ , h = — , 
i = 0(1)n , j = 0,1,2,... (βλέπε σχ. 15.4) και

u1„ -  “1. “  W  > U, j  ■ > Unj “  92(V  > 1 -  °<1>n·
j >0.(15.37)

2 2
θέτοντας r n (15.36) γράφεται

h2

Ui,j+. “ + 2 ( 1 - + rUi«.j ’ 1 - ’W "  -
i  > 0 . (15.38)

Για την εύρεση της U. , που απαιτείται στην (15.38) (j = 0), χρησι-
1 * Α ·
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μοποιούμε τον τύπο (βλέπε και (15.34))

f a(x1> “  Ι 7  (χ1’°) =
u(xi ,κ ) - υ(χΓ  - κ)

2κ
♦ 0(κ2) (15.39)

0 τύπος (15.39) δίνει
U.11 ί ,- ι _

2κ = M V  ή

Ui,-i = Uii “ 2Kf2 (x.) .

Από την (15.38) για j = 0 παίρνουμε

(15.40)

(15.41)

Η (15.41) λόγω των (15.37) και (15.40) γίνεται

υΊ·ι = rfj(xi_1) + 2(1 -r)fx(x.) + rft(xi+1) - 2Kf2 (x.)J ή

ii = J  ̂ ( χ . ^ )  + (1 ~ r J M V  + f Γίχ(χι + ι) + « M V ’ (15.42)U

i = 1(1)n - 1. Αφού βρεθούν από την (15.42) οι , i = 1(1)η - 1 , 
μετά χρησιμοποιούμε την (15.38) διαδοχικά για j = 1,2,3,... . Η εργα­
σία απλοποιείται σημαντικά αν f2 (x) ξ 0 και r = 1 . Η' μέθοδος διαφο­
ρών (15.38)-(15.37)-(15.40) είναι ευσταθής, εάν 0 < Γ £  1 (0<CK<;h).

Εάν αντί της (15.39) χρησιμοποιήσουμε την
du

f*<*1 > = f  <xi*°> =
σ(χΊ·,κ) -  u(xi ,0)

+ 0 (κ) , (15.43)

τότε είναι

ϋ1 ι “ ϋ1. = ‘f2 (xi) ή Uix = Ui0 + Kfjix^ , i = 1 (1)η - 1 και

οι U-2, U - 3 ,..., i = 1(1)η - 1 υπολογίζονται από την (15.38) (j > 1). 
Εάν αντί της (15.39) χρησιμοποιηθεί η
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u(x.,0 ) - u(x.,-κ)
m *,j -  5 7  < v ° > ------------- ;------------+ 0(K) ·

τότε είναι fit*,) ή V >  = ul. “  κ α ι  01 U1 j ■
K

i = 1 (1 )n _ \ 9 j = 1,2,3,... υπολογίζονται από την (15.38).

Παράδειγμα 15.3 Για το πρόβλημα uyy = υχχ , 0 < χ < 1 , y > 0

u(0 ,y) = u(1 ,y) = 0 » y =  0

u(x,0) = sinnx , uy(x,0) = 0 , 0 < x < 1

3 1 3  3να προσεγγιστούν οι u(̂ · , g-), u(̂ - , -̂) με την μέθοδο διαφορών (15.38)- 
(15.37)-(15.42) χρησιμοποιώντας h = κ = 1 .

Λύση Έχοντας υπ’ όψιν τις (15.33),(15.34) για το πρόβλημά μας 
είναι c2 = 1 , ί · 0  , b* 1 , g,(y) ξ 0 , 92 (y) = 0 , fx(x) = sinnx , 
f2 (x) = 0 . Είναι r = 1 , n = J  -f  ° = 4 , χ . = ~  , i = 0(1)4 , y . =
= \  , J = 0,1,2,..., U. 0 = sinnx. , UQj = 0 , Û . * 0 , 1 -  0(1)4 ,
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j > 0 και ζητούμε τις UJ2 , UJ 3 . 
Η (15.38) γίνεται
υι. . ,,1.J+ (15.44)

και από την (15.42) παίρνουμε
U.j = j  sinnx^j +^-sinnxi+i , i = 1,2,3. “ (15.45)

Από την (15.45) βρίσκουμε ϋΜ  * |· (sin Ο + sin γ  ) = j  ,

U21 = γ  (sin J + sin ^- ) = ^  , U31 = 1 (sin γ  + sirm) » γ  .

Από την (15.44) για j = 1 
i = 1,2,3, οπότε U12 = U01

παίρνουμε U,t - U1_1>J ♦ U1 + 1 < 1 - U „  ,
+ U2. - U 10.= 0 + f = 0 , U „ -  uu *

* u3a* +u», -  UJO = f  + 0 " f  = 0 ·
Ομοίως από την (15.44) για j * 2 , i = 1,2,3 βρίσκουμε U13 = - γ  ,

ρτ 1U23 = -  , U33 = - 2 · Σημειώνεται, ότι η αναλυτική λύση του δοθέντος
προβλήματος είναι u(x,y) = siimxcosny , οπότε υ(|· , ^) * sin η ^ ο ο $ γ  =

= Ο » ,  ̂' sin n cos 4 ~ 2 2 2 * 3̂2* 3̂3
συμπίπτουν με τις ακριβείς τιμές. A

Κλείνονταςτην παρούσα παράγραφο πρέπει να σημειωθεί, ότι η μέθοδος 
των πεπερασμένων διαφορών μπορεί να εψαρμοσθεί με ανάλογο τρόπο και σε 
γενικώτερα και δυσκολώτερα προβλήματα Μ.Δ.Ε. αρχικών και συνοριακών τι­
μών. βεβαίως, η πολυπλοκότητα και η δυσκολία στην εφαρμογή της μεθόδου 
αυξάνει, όταν υπεισέρχεται ένας ή περισσότεροι από τους ακόλουθους πα­
ράγοντες: i) περισσότερες από 2 ανεξάρτητες μεταβλητές ϋ) Μ.Δ.Ε. δευ- 
τέρας τάξεως μη γραμμικές iii) Μ.Δ.Ε. ανωτέρας της δευτέρας τσξεως iv) 
η περιοχή R , στην οποία ζητείται η λύση της Μ.Δ.Ε.,είναι πολύπλοκη 
(δεν έχει μορφή απλού γεωμετρικού σχήματος) ν) οι βοηθητικές συνθή­
κες είναι πολύπλοκες (μικτού τύπου) vi) Σύστημα Μ.Δ.Ε. .
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15.3 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  γ ρ α μ μ ώ ν  ( m e t h o d  o f  
l i n e s ,  s t r a i g h t  — l i n e  m e t h o d )

θεωρούμε πρώτα πάλι το πρόβλημα (15.3). Στη μέθοδο αυτή αντικαθι 
στούμε το διάστημα ja,b] του χ με το σύνολο των διακεκριμένων ση­
μείων χ.. = a + ih , i = 0 ( 1 )n , όπου h = »και κατασκευάζουμε
τις ευθείες γραμμές χ * χ̂  , i = 0(1)n . Αν u(x,y) είναι η ακριβής 
λύση του προβλήματος (ι5.3), τότε από την Μ.Δ.Ε. για χ = χ. , i =
= 1 (1 )n—f και χρησιμοποιώντας τον τύπο των κεντρικών διαφορών για την

3 ̂  u--  (x,-»y) προκύπτει
3χ2 1

ϋ ϋ  (χ j + u()w y) ~ 2u(v y) + u(xi - i ’y) 
3y2 Xl’y h2

+ 0(h2) = G(xr y) , 

(15.46)
i = 1(1)n - 1 . Ζητούμε να βρούμε n — 1 συναρτήσεις: Ujiy),  U2(y),  
...» Un_x(y) , τέτοιες ώστε

u(x̂ . ,y) &  U. (y) , i = 1(1)n - 1 , c < y < d (15.47)

όπου η U.(y) ορίζεται κατά μήκος της χ = χΊ· . Από την (15.46) προκύ 
πτει παραλείποντας τον όρο 0 (h2) , ότι μπορούμε να βρούμε τέτοιες συ 
ναρτήσεις λύνοντας το ακόλουθο γραμμικό σύστημα συνήθων διαφορικών εξι 
σώσεων δευτέρας τάξεως:

U}(y) = -1 f iu 1 (y) - U1 _ 1 (y) - U i+1 (y)l + Gfx^y) , (15.48)
h 2 l

1 - 1 (1 )n - 1 ,
όπου

Ui(c) = f̂ x-j) - fx(a + ih)
UΊ·(d) = f2 (x.) * f2(a + ih) , i = 1 ( 1 )n - 1 

u0(y) = g:(y) , Un(y) = g2(y) , c < y < d
(15.49)
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λόγω των συνοριακών συνθηκών. Για την λύση του συστήματος (15.48) με 
τις συνοριακές συνθήκες (15.49) μπορεί να εφαρμοσθεί κάποια από τις 
μεθόδους της παραγράφου 14.6 του προηγουμένου κεφαλαίου.

Η μέθοδος των γραμμών εφαρμόζεται συνήθως σε προΒλήματα αρχικών τι­
μών. Στη συνέχεια θα εφαρμόσουμε αυτή στο παραβολικό πρόΒλημα (15.12)- 
(15.13). Με ανάλογο τρόπο μπορεί να εφαρμοσθεί και. για το πρόβλημα 

. (15.33) - (15.34).
Έχοντας υπ' όψιν τις (15.12),(15.13) και προσεγγίζοντας την

(x.,y) όπως και προηγουμένως, όπου χ, * a + ih , h = - , i =
3χ2 1 1 π
= 0(1)η , η αντίστοιχη της (15.48) για το πρόβλημά μας θα είναι

λόγω των αρχικών και συνοριακών συνθηκών (15.13). Οι (15.50) με τις 
(15.51) αποτελούν ένα γραμμικό σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων 
πρώτης τάξεως με αρχικές συνθήκες, το οποίο υπό διανυσματική μορφή γρά­
φεται

όπου U0(y) - gx(y) , Un(y) = g2 (y) , y > 0 και 

U.(0) = f(Xf) * f(a + ih) , i = 1 (1)n-l

, i « 1(1)n - 1 , (15.50)

(15.51)

v'(y) -  BV(y) + o(y) » = F » y > 0 > (15.52)

όπου

My)
u2 ( y )

v ( y )  = V'(y) =

v . (y)
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(ο πίνακας Α είναι 
(η — 1 )χ(η — 1 ) τριδιαγώ 
νιος, συμμετρικός),

Το πρόβλημα αρχικών τιμών (15.52) μπορεί να λυθεί με τις μεθόδους του 
προηγουμένου κεφαλαίου. Οι τιμές της συναρτήσεως U.(y) προσεγγίζουν 
την λύση u(x,y) κατά μήκος της ευθείας γραμμής χ = , i = 1 (1 )n - 1 .
Είναι εύκολο να δειχθεί (βλέπε άσκηση 31 ) ότι, εάν στο πρόβλημα (15.52)
εφαρμοσθεί η μέθοδος Euler , τότε προκύπτει η explicit μέθοδος (15.17)— 
(15.18), ενώ αν εφαρμοσθεί σ’ αυτό η μέθοδος του τραπεζίου (βλέπε (14.81)), 
τότε προκύπτει η μέθοδος Crank-Nicholson .

15.4 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ώ ν  
γ ι α  υ π ε ρ β ο λ ι κ έ ς  Μ. Δ. Ε.

Με την μέθοδο αυτή η Μ.Δ.Ε. μετασχηματίζεται πρώτα σε ένα ισοδύναμο 
σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων, το οποίο στη συνέχεια λύνεται α­
ριθμητικά με την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. Με σκοπό να εξετάσου­
με την μέθοδο αυτή θεωρούμε την ακόλουθη Μ.Δ.Ε. δευτέρας τάξεως



1 0 4

d2u 32U
2 + 2B 3x3y + C 32u F, (x,y)8R (15.53)

3χ* 3y2

όπου u = u(x,y) και A,B,C,F είναι γνωστές συναρτήσεις των x,y,u,
. Η (15.53) καλείται σχεδόν-γραμμική (quasi-linear) και προφα-3u 3υ 

3χ ’ 3y
νώς η μορφή (15.2) είναι ειδική περίπτωση της (15.53). Υποθέτουμε ότι 
μία λύση u(x,y) της (15.53) καθώς και οι ’ 3y αυτ^ς είναι γνωστές 
(δίνονται) κατά μήκος μιας καμπύλης Γ του επιπέδου xy , που περιέχε- 
ται στην περιοχή R , με παραμετρικές εξισώσεις: χ = χ(ω) , y * y(ω)

2fdx] 2
Έω) ♦f$ > Ο ) . θέτοντας

3u 3u „ _  3fû  _  32u . _  32u
P '  3y * q 3y * 3x2 * * ay2

το πρόβλημα που θα εξετάσουμε τώρα είναι κατά πόσον μπορούμε να προσδι­
ορίσουμε τις r,s,t κατά μήκος της Γ χρησιμοποιώντας την (15.53). Οι 
r,s,t κατά μήκος της Γ συνδέονται με τις τρεις ακόλουθες σχέσεις:

Ar + 2Bs + Ct = F
■ rdx + sdy = dp (15.54)

sdx + tdy = dq ,
»

όπου όλα τα διαφορικά λαμβάνονται κατά μήκος της Γ . Οι (15.54) αποτε­
λούν ένα γραμμικό αλγεβρικό σύστημα για τους αγνώστους r,s,t με ορί- 
ζουσα

A 2Β C
dx dy 0 = A(dy) 2 — 2B(dx)(dy) + C(dx) 2 . (15.55)
0 dx dy

Διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις: ΐ) 0 ^ 0  για κάθε σημείο
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της Γ . Τότε o l  r,s,t προσδιορίζονται μονοσήμαντα κατά μήκος της Γ . 
ii) D = Ο στην Γ . Τότε λόγω της υπάρχουσας λύσεως u(x,y) πρέπει το 
σύστημα (15.54) να είναι συμβιβαστό, δηλαδή να έχει άπειρες λύσεις. Με 
άλλα λόγια οι τιμές των r,s,t σε κάθε σημείο της Γ δεν προσδιορίζο­
νται μονοσήμαντα. Στην περίπτωση αυτή η καμπύλη Γ καλείται η χαρακτη­
ριστική της (15.53) για την δοθείσα λύση και λόγω της (15.55) προκύπτει, 
ότι κατά μήκος αυτής ισχύει η εξίσωση

A(dy)2 - 2B(dx)(dy) + C(dx)2 « Ο , ή

A *

από την οποία παίρνουμε

(15.56)

dy _ Β ± A 2 - AC 
Ηχ------ A (15.57)

Εάν Β2 - AC < Ο , τότε η (15.53) καλείται ελλειπτική, εάν Β2 — AC = Ο, 
τότε η (15.53) καλείται παραβολική, ενώ αν Β2 — AC > Ο , περίπτωση με 
την οποία και θα ασχοληθούμε αποκλειστικά στη συνέχεια, τότε η (15.53) 
καλείται υπερβολική.

Εάν Β2 - AC > Ο , τότε η (15.57) ορίζει δύο πραγματικές μονοπαρα- 
μετρικές οικογένειες καμπύλων. Αυτές καλούνται η πρώτη και δευτέρα χα­
ρακτηριστικές οικογένειες (καμπύλων) για την δοθείσα λύση u(x,y) της 
(15.53). Από κάθε σημείο της περιοχής R διέρχεται μία μόνον καμπύλη 
από κάθε οικογένεια. Από την προηγούμενη ανάλυση είναι φανερό ότι η δο­
θείσα λύση u(x,y) της υπερβολικής εξισώσεως (15.53) επί των χαρακτη­
ριστικών οικογενειών ικανοποιεί την (15.57). Επί πλέον, αφού στο σύστη­
μα (15.54) είναι D = Ο και αυτό έχει άπειρες λύσεις ως προς r,s,t, 
συνεπάγεται ότι ο πίνακας

A 2Β C F
dx dy 0 dp (15.58)
0 dx dy dq
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έ χ ε ι  ran k(T) < 3 , δηλαδή όλες ο ι 3 χ 3 υποορίζουσες του πίνακα 
Τ πρέπει να μηδενίζονται επί των χαρακτηριστικών οικογενειώ ν. Από τον 
μηδενισμό των οριζουσών αυτών (υπάρχουν 3  εκτός της δ ) και χρήσιμο* 
ποιώντας την (15 .57) γ ια  να απαλείφουμε το dy προκύπτει τελικά μόνον 
η σχέση

(Adp -  Fdx)(B  ± Λ 2 -  AC) + ACdq = Ο . - (15 .59)

Οι (1 5 .5 7 ) ,(1 5 .5 9 )  και η προφανής σχέση

du = pdx + qdy (15 .60)

καλούνται χαρακτηριστικές εξισ ώ σ εις , θέτοντας

λ = ~  Α-  , λ = (15 .61)
A 2 A

ο ι (1 5 .5 7 ) ,(1 5 .5 9 )  και (15 .60) γράφονται

»

dy ~ λ2,1 dX = 0
■ (Adp -  Fdx)A2 ι + Cdq = 0 (15 .62)

du = pdx + qdy .

p
Λόγω της λ χλ 2 = ^  0L ( Ί 5 .62) ε ίν α ι ισοδύναμες με τ ις  ακόλουθες δύο 
ο ικ ο γ έν ε ιες  χαρακτηριστικών εξισώσεων:

dy — λ ^ χ  = 0

I  ο ικογένεια : A(dp + λ 2 ός) -  Fdx = 0

du = pdx + qdy ,

(15 .63)

dy - X2dx * 0 
■ A(dp + Ajdq) - Fdx = 0 
du = pdx + qdy .

II οικογένεια: (15.64)
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Η αριθμητική επίλυση των χαρακτηριστικών εξισώσεων συνίσταται στην 
κατασκευή του δικτύου των χαρακτηριστικών καμπύλων και στην εύρεση προ- 
σεγγιστικών τιμών της λύσεως u (x ,y )  στους κόμβους του δικτύου αυτού, 
δηλαδή στα σημεία τομής των χαρακτηριστικών καμπύλων. Γ ια  τον σκοπό 
αυτό ας υποθέσουμε ότι η λύση u (x ,y ) της υπερβολικής εξισώσεως (15.53)  
και οι ρ ,ς  ε ίν α ι γνωστές κατά μήκος μιας αρχικής καμπύλης G της πε­
ριοχής R , που δεν ανήκει σ τις χαρακτηριστικές ο ικ ο γένειες  καμπύλων.
Επί της G θεωρούμε δύο γειτονικά  σημεία τα M (x„,yw) και Ν(χ„ y „ ) .Μ Μ Ν, Ν
θεωρούμε την χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένειας I , που διέρχεται 
από το Μ , και την χαρακτηριστική καμπύλη της οικογένεια ς I I ,  που δ ι ­
έρχεται από το Ν . Αυτές θα τέμνονται σε ένα σημείο Κ(χ ,y  ) (βλέπεΚ Ιν
σχήμα 1 5 .5 ).

%  »u' » . . .  προσεγγιστικών τιμών για τ ις  α κρ ιβ είς τ ιμ ές  x „ ,y „ ,p „ ,λ λ . Ι\ Κ Κ

τη των (15.63) και (15 .64) αντικαθιστώντας τα διαφορικά με πεπερασμέ­
νες διαφορές παίρνουμε τ ις  εξισώ σεις:

G
σχ. 15.5

θα βρούμε τώρα μία ακολουθία
J 2 )  „(2) ........„ ....

(15.65)
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Από τ ις  (15 .65 ) υπολογίζονται ο ι τ ιμ ές  χ * 1^, . Αντικαθιστούμε
τώρα τα διαφορικά με πεπερασμένες διαφορές στις δεύτερη και τρίτη των 
(1 5 .6 3 ) ,(1 5 .6 4 )  και παίρνουμε ένα σύστημα εξισώσεων για την εύρεση των

P < ° ,  q£l } , »<*> ως ακολούθως:

Η δεύτερη των (15 .63) αντικαθίσταται από την εξίσωση:

\ [ » ί °  "  ΡΗ +  A i ( x H ’ y H )(<lK , )  "  V ]  “  F M<x k °  -  ΧΜ> “  °  > ( , 5 · 66)

όπου Αμ = A(xM,y M) ,  ΡΗ = p(x„> y„), qH = q ( v V >  Fm 5  F (x M*yH) · και 
η δεύτερη των(15 .64) από την

-  f»(xk' ’ -  χν> = ° · (15·67)
όπου Αν ξ  A (xN,y N) ,  ρΝ = p(xN,y N) ,  qN ξ  q (xN,y N) ,  FN s  F (xN>yN) .

Τέλο ς, η τρίτη των (15 .63) και η τρίτη των (15 .64) αντικαθίστανται α ντί­
στοιχα από τ ις

UK °  ΡΜ(ΧΠ °  - V  + <,H( y n ‘ ) - y M> · ( , 5 ·68>

UK0  - UK “  ΡΝ(ΧΚ0  - V  + V ^ 1’ “ V  · (,5·69>
Προσθέτοντας τ ις  (1 5 .6 8 ),(1 5 .6 9 )  κατά μέλη και λύνοντας ως προς 
παίρνουμε

“κ0  -  1  <UM + + 7  [ρ„<χ̂  -  ΧΜ> + - yM> +

+ ρΗ<χκ0 - ν  + · (,5· 70)
Από το σύστημα των (1 5 .6 6 ),(1 5 .6 7 )  και (15 .70 ) υπολογίζονται o l  ρ £ * \
q( l ) , υ < »  . Αντί της (15 .70) μπορεί να χρησιμοποιηθεί η ακόλουθη: κ κ

C1) _= uΜ+ ? (ρΜ+ ρίι))^ ° ΧΜ> + F (ynl>- yM)(<lM + <,K1))’
(15.71)

η οποία προκύπτει από την (1 5 .6 8 ), αν αντίκατασταθεί η ρ„ μεΜ
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7  (ΡΜ + Ρ κ ° )  κ α ΐ η  q M W  ? ( qM + q K1>) ·

Με σκοπό να βρούμε τ ις  βελτιωμένες προσεγγίσεις χ£2\  y i * \
(2) (2) Κ Κ Κ

’ υκ π̂0 Ρ0^Με να επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία χρπσιμοποι 

ώντας όμως αντί της V V y M̂  την τιμή γ  [ M v V  + Μ χ£ °  «y*0 )]

αντί της λ2 (χΝ,χ Ν) την τιμή \  [λ2 (xN#yN) + V x ^ . y ^ j J  ,

αντί της ΑΜ την j  |αμ + κ .ο .κ .  .

Η διαδικασία ευρέσεως νέων βελτιωμένων προσεγγίσεων συνεχίζετα ι μέχρις 
ότου δύο διαδοχικές προσεγγίσεις των χ „ ^ „ ,ρ „ ,ς „ ,ϋ  συμφωνούν στηνΙν Κ Ι\ Ι\ Ι\
προκαθορισμένη ακρίβεια.

Χρησιμοποιώντας έτσι πολλά γειτονικά  σημεία της αρχικής καμπύλης 
G , π .χ . τά 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,  στο σχήμα 1 5 .6 , μπορούμε να προσεγγίσουμε την 
λύση u (x ,y )  στους κόμβους του δικτυωτού των χαρακτηριστικών καμπύλων, 
δηλαδή στα σημεία 7-11, 12-15, 16-18, 19,20,21 του σχήματος 15.6 .
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Πρέπει να σ ημ ειω θεί,ότ ι όταν δοθεί, ένα σημείο, π .χ . το Ε στο σχήμα 
1 5 .6 , και ζητούμε να προσεγγίσουμε την λύση u (x ,y )  στο σημείο αυτό, 
τότε εργαζόμαστε αντίστροφα, δηλαδή πρέπει να βρούμε τα σημεία Δ ,Ζ , 
στα οποία ο ι χαρακτηριστικές, που διέρχονται από το Ε , τέμνουν την 
αρχική καμπύλη G .

Παράδειγμα 15.4 Για  το πρόβλημα uww -  u.... *  0 , 0 < x < 1 .χχ yy
y  > 0

u (x ,0 )  = χ 2 , u (χ,Ο ) = e~x , Ο < χ £  1

να προσεγγιστεί η u (0 . 2 , 0 . 1 ) με την μέθοδο των χαρακτηριστικών εφαρ­
μόζοντας αυτή μια φορά.

Λύση Ε ίνα ι A = 1 , Β = 0 , C = -  1 , F = 0 . Η αρχική καμπύλη 
G στην περίπτωσή μας ε ίν α ι η y = 0 , 0 < ! x<^1 και u (χ,Ο ) = 2χ . 
Επίσης έχουμε λ 1  = -  1 , λ 2 = 1 , οπότε από την (1 5 .5 7 )προκύπτει ότι 
ο ι δύο χαρακτηριστικές ο ικ ο γ έν ειες  καμπύλων ε ίν α ι ο ι :  y  = χ + , και
y  = χ + c 2 , όπου C j .C j  αυθαίρετες σταθερές. Η χαρακτηριστική καμπύ­
λη της πρώτης ο ικ ο γένεια ς , που διέρχεται από το σημείο Κ(0 . 2 , 0 . 1 ) ,  
ε ίν α ι  η y = -  χ + 0 .3  και η χαρακτηριστική καμπύλη της δευτέρας οικο­
γ έν ε ια ς , που δ ιέρχετα ι από το Κ , ε ίν α ι η y  = χ — 0 . 1  (βλέπε σχήμα

ίf.
··■»·
ν>

ί

Τ
I
χ'~ιΐ
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Είναι M (0 .3 ,0 ), N (0 .1 ,0 ) . Με x<1} = 0 .2  , = 0.1 από τ ις  (1 5 .6 6 ) ,
(15.67) παίρνουμε τ ις  εξισώ σεις

»«· ρ^ - Ρ ν -Ο κ' ^ Ρ ν ' 0 · (15·72»

Αλλά ΡΜ= Ι χ  (0 · 3 ,0 ) = ° · 6 ’ %  = l y  (0 ' 3 ,0 ) = e~°* * * * .0,740818 » ΡΝ =

= 1̂ - (0 .1 ,0 )  = 0 .2  και qN *  (0 .1 ,0 )  = e“° ‘ «  0.904837 , οπότε ο ι 

(15.72) γίνονται

p i l }  + = 1.340818Ι\ Ι\
Λ

ρ '0  - q ' ! )  -  -  0.704837 .
k

Η λύση του (15.73) ε ίν α ι 0.317990 ,
(15.71) τώρα παίρνουμε

(15 .73)

1.022828. Από την

υ< » = (0 .3 )2 + j  (0 .6  + 0 .31 7 9 9 0)(0 .2  -  0 .3 )  +

+ (0 . 1  — 0) (0.740818 + 1 . 0 2 2 8 2 8 ) »  0.132282. Άρα

u (0 .2 ,0 .1 )« *  0.132282 .

Σημειώνεται ότι η ακριβής λύση του δοθέντος προβλήματος ε ίν α ι u (x ,y )  = 
= χ2 + y 2 + e ”x sinhy , από την οποία προκύπτει ότι u (0 .2 , 0 . 1 ) «

«  0.13201 (με ακρίβεια 5 δ .θ .)  .

15.5 Υ π ο λ ε ι μ μ α τ ι κ έ ς  ( r e s i d u a l )  μ έ θ ο δ ο ι

Στην παράγραφο αυτή και σε αυτές που ακολουθούν θα δοθεί η βασική 
ιδέα και μία σύντομη μαθηματική περιγραφή ορισμένων άλλων γνωστών μεθό­
δων για την αριθμητική επίλυση προβλημάτων Μ .Δ .Ε. . Οι μέθοδοι αυτές 
και ειδικώτερα η μέθοδος του πεπερασμένου στοιχείου ( f in i t e  element 
method) έχ ε ι αναπτυχθεί πολύ τ ις  τελευταίες δ εκα ετίες και ε ίν α ι ευρύτα­
τα διαδεδομένη λόγω της αποτελεσματικότητάς της σε πολλά προβλήματα.
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Μία γενική κατηγορία μεθόδων για  προβλήματα Μ .Δ .Ε. ε ίν α ι ο ι καλού­
μενες υπολειμματικές ( re s id u a l)  μέθοδοι. Με σκοπό να εξετάσουμε την ε ­
φαρμογή των μεθόδων αυτών, ας θεωρήσουμε το ακόλουθο (καλώς τεθέν) πρό­
βλημα συνοριακών τιμών:

L u (x ,y )  = f ( x , y ) ,  (x ,y )  6R C1R 2 (15.74)

u (x ,y )  = 0 , (x ,y )  GS = σύνορο της R , (15.75)

όπου L ε ίν α ι γραμμικός (στο πεδίο ορισμού του) διαφορικός τελεστής 
μερικών παραγώγων (π .χ . L = — Δ ). Η (15 .75) περιγράφει τ ις  συνοριακές 
συνθήκες του προβλήματος (ομογενής D ir ic h le t  συνοριακή συνθήκη) . Έστω 
Ω ο κατάλληλος χώρος των πραγματικών συναρτήσεων, στον οποίο ανήκει η 
ακριβής λύση u (x ,y )  του προβλήματος (1 5 .7 4 Κ 1 5 .7 5 ). θεωρούμε ένα υπό- 
χωρο του Ω , πεπερασμένης διαστάσεως η , και έστω V j (χ , y ) , Φ2 (χ *y)» 
· · · »  (χ »y) μία βάση του Ωη , όπου (x ,y )  , i = 1(1 )η ε ίν α ι γνωστές
(επ ιλεγμένες) συναρτήσεις, που καλούνται συναρτήσεις βάσεως και ο ι οποίες 
ικανοποιούν την (1 5 .7 5 ) , δηλαδή έχουμε

<P.j(x,y) = 0 , 1  = 1 (1 )η , (x ,y )  GS . (15 .76)

Οι συναρτήσεις βάσεως ε ίν α ι συνήθως κατά τμήματα πολυωνυμικές συναρτήσεις
ή s p lin e  συναρτήσεις. Ζητούμε τώρα να προσδιορίσουμε μία συνάρτηση
u( n ) (x ,y )  6Ω , η οποία να προσεγγίζει την u (x ,y )  . Προφανώς, u(n ) (x ,y )  
η η

= Σ ε ,·Φ,-(χ»Υ) » όπου c . ε ίν α ι προσδιοριστέες σταθερές. Λόγω της (15.76) 1=1 11 1
έχουμε u( n ) (x ,y )  = 0 , (x ,y )  GS , δηλαδή η u( n ) (x ,y )  ικανοποιεί τ ις  
συνοριακές συνθήκες. Η u ^ ( x , y )  αντικαθίσταται στην (15.74) στην θέ­
ση της u (x ,y )  και ο ι c.. προσδιορίζονται απαιτώντας η προκύπτουσα 
L u ^ ( x , y )  = f ( x ,y )  να ισχύει προσεγγιστικά. Συγκεκριμένα, για  τον προσ­
διορισμό των η αγνώστων c .  , i = 1(1)η πρέπει να δημιουργηθούν η

I / \
εξισώ σεις και για το σκοπό αυτό απαιτούμε η προσεγγιστική λύση uln ; να 
ικανοποιεί η συνθήκες, ο ι οποίες μπορούν να εκλεγούν με πολλούς τρό­
πους. Έ νας προφανής και απλός τρόπος ε ίν α ι να απαιτήσουμε να ισχύει

r ( u ( n ) (x i ,y i ) )5  Lu<n)(x f .y^) -  f f X j . y , )  = 0 , 1 =  1(1)n , (15 .77)
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όπου (x i>y 1) , i = 1 (1)η ε ίν α ι η κατάλληλα εκλεγμένα (γνωστά) σημεία 
της περιοχής R , που καλούνται σημεία παρεμβολής. Σημειώνεται ότι η 
διαφορά Lu(n ) (x ,y )  -  f ( x ,y )  = r ( u (n ) (x ,y ))  καλείται υπόλοιπο (υπόλειμ­
μα) της Μ .Δ.Ε. .Έ τ σ ι  τα c.. προσδιορίζονται από το σύστημα:

η
£ ciLVj(Xj»yj) — » j — ΐ ( ΐ · (15 .78)

, (η)Μία άλλη εκλογή των η συνθηκών για την u προκύπτει με την 
ελαχιστοποίηση tou συναρτησοειδούς:

j j r 2(u ^ )d x d y  = j ( L u ^  — f ) 2dxdy *

J)

n
Σ c ,L p .( x ,y )  -  f ( x ,y )i=1 1 1 dxdy = I ( c . , c . , . . . , c  ) . (15 .79)1 * n

Στην περίπτωση αυτή n resid u a l μέθοδος καλείται μέθοδος των ελαχίστων 
ν και τα c.. πρ<

^1(Cj»C2»···» )
τετραγώνων και τα c .  προσδιορίζονται από τ ις  σχέσεις

0 = 3c
η '  _

3
3c.

3 L2 = 1

η
I  c 1Lv1(x ,y )  -  f ( x ,y ) dxdy =

f f
= 2 (Lu(n) -  f)Lcp .(x ,y)dxdy = 2 J c .  (ίφ · (x ,y ) )  (L<P,(x,y))dxdy -  

/ J i=1 iJJ  1 J

n r r

R

r f
-  2 f(x*y)LqK (x ,y)dxdy , j  = 1(1)n , δηλαδή από το σύστημα

η

£ cii = 1 1
0-<P.j (x ,y ))(L cp .(x ,y ))d x d y  = 3 f(x»y)L<p-(x,y)dxdy , j  = 1(1 )n .

(15 .80)

Μία άλλη συνηθισμένη εκλογή των η συνθηκών ε ίν α ι η ακόλουθη:

r ( u (n>)Vj.dxdy | |  (Lu (n) -  f )φ^(x .y )d xd y '*  0 , j  = 1(1)η (15 .81)
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ή ισοδύναμα

f(x,y)<Pj(x,y)dxdyt j

Υπό μορφή πινάκων η (15 .82) γράφεται

1(1)η . 
(15 .82)

AC = F ,

όπου

(15.83)

Α =  ( a ^ )  , a i ; j = J I ( L<pj ) <*>-jdxdy , i , j  = 1(1 )n , (15 .84)

f 1 fU.ytojix.yJdxdy, i « 1(1 )n

Σημειώνεται ότι όταν ο τελεστής L ε ίν α ι συμμετρικός ( s e lf - a d jo in t ) ,  
τότε ο πίνακας Α ε ίν α ι συμμετρικός. Επιπλέον, ο ι συναρτήσεις βάσεως 
μπορούν να εκλεγούν, έτσι ώστε ο πίνακας Α να ε ίν α ι τριδιαγώ νιος. Ο­
ταν χρησιμοποιείται για  την εύρεση των το γραμμικό σύστημα (1 5 .8 3 ), 
η re s id u a l μέθοδος καλείται μέθοδος Bubnov-Galerkin ή απλώς μέθοδος 6a- 
le r k in .

Αφού βρεθούν τα εφαρμόζοντας μία από τ ις  παραπάνω μεθόδους, 
τότε για  ένα οποιοδήποτε σημείο (K ,y ) της περιοχής R θα έχουμε

η
u(x»y) «ί u(n)(x,y) = I  σ.φ.(χ,£) .

i=1 1 1
(15.85)

15.6 Μ ε  τ α β ο λ ι  κ έ ς  (va r  i  a t  i ο η a 1) μ έ θ ο δ ο ι *  
μ έ θ ο δ ο ς  R i t z

θεωρούμε χάριν απλότητος πάλι το διαφορικό πρόβλημα (1 5 .7 4 )- (1 5 .7 5 ),
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όπου ο γραμμικός τελεστής L έχ ε ι επιπλέον τ ις  ιδ ιότητες:

1) (Lv)wdxdy = jj(Lw )vd xd y , v,w 6Ω (συμμετρικός)

ϋ ) |  (Lv)vdxdy > 0 , ν 6Ω , ν φ 0 (θετικά ορισμένος) .

Όπως προκύπτει από την θεωρία του λογισμού μεταβολών, ισοδύναμο με το 
πρόβλημα αυτό ε ίν α ι το ακόλουθο v a ria t io n a l πρόβλημα: Να βρεθεί η συνάρ­
τηση ν =  v ( x ,y ) ,  που ελαχιστοποιεί το συναρτησοειδές

Ι ( ν ) =  (L v ,v )  -  2 ( f ,v )  = (L v (x ,y )v (x ,y )  -  2 f(x ,y)v(x ,y)~ ]dxdy ,

R v (x ,y )6 n  . (15 .86 )

Av u (x ,y )  6Ω είν α ι η ακριβής λύση του προβλήματος (1 5 .7 4 )- (1 5 .7 5 ) , τό­
τε ε ίν α ι γνωστό ότι

min Ι (ν )  *  Ι(υ )  . (15 .87)
ν6Ω

Οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται για την επίλυση του ισοδύναμου προβλή­
ματος min Ι(ν )  καλούνται v a r ia t io n a l μέθοδοι. Η ελαχιστοποίηση του

νθΩ
(15.86) δεν επιτυγχάνεται (εκτός από εξα ιρ έσ εις ) με αναλυτικές μεθόδους
και έτσ ι καταφεύγουμε σε προσεγγιστικές μεθόδους.

Με σκοπό να προσδιορίσουμε μία προσέγγιση της λύσεως u (x ,y )  ,α ν τ ί
για το min Ι(ν )  ζητούμε να βρούμε το 

ν6Ω

m i n l ( v ( n ) ) , (15 .8 8 )
ν (η ,6!ϊη

(οι χώροι Ω,Ω^ ορίζονται όπως και στην παράγραφο 1 5 .5 ) . Αν <p.j(x,y), 
i  = 1(1)η ε ίν α ι τώρα συναρτήσεις βάσεως του Ωη (αυτές ικανοποιούν 
την (1 5 .7 6 )) , τότε



lie

V(η) η
Σ c ^ U . y )  .1=1 1 1

όπου c 1 , 1 *  1 (1 )η ε ίν α ι σταθερές. Έ τ σ ι  η (15 .88) γ ίνετα ι

,c n ) .  (15 .89)

f  \  ι ι

Λν Π νη ϊη  . Σ  ή φ ι(χ » γ )  ββη ε ίν α ι τέτοια ώστε

min Ι ( ν ( η ) ) = Ι(γ £ “ 2) » 
(η ) mm

6 Ω
(15 .90)

τότε

u (x ,y )« *  v^ ^ x ,y  ̂ ’ (15 .91)

(η)Γ ια  τον προσδιορισμό της ν . , δηλαδή για  την εύρεση των c *  . 1m m  Τ
= 1 (1 )η , δημιουργούμε το σύστημα

0 = 2^7 Ην ) = 3^7 (̂c i»c2. - . . , c n) =

3c.

3c.

LB , ci f i] · 0] , ° λ )  -  Ψ ·,Ι ,° 1 Φ1

η η η
Σ Σ c.c.(L< p. *φ · )  2 Σ c . ( f , ( p . )

[1 = 1  Μ  1 J 1 J 1 = 1  1 Τ_

= 2
η
Σ c . O -φ, φ . )  -  ( f »Φ4 ) 

j=1 J  3 1
, 1 = 1 (1 )η , ή ισοδύναμα
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η
(L<p.j)<pjdxdy f  tp.dxdy i = 1(1)n (15.92)

θέτοντας a.^ = | ί ( Ιφ Ί- )<pjdxdy , f .  Ξ J j f φ i dxdy , i , j  = 1(1 )n 
R R

μικό σύστημα (15.92) υπό μορφή πινάκων γράφεται

το γραμ-

AC = F , (15.93)

όπου Α =  (a i j )  » c = ( c . )  » F = (f-j) > 1 = 1 (1 )n . Λόγω των ιδιοτήτων 
του τελεστού L ο πίνακας Α του (15.93) ε ίν α ι συμμετρικός και θετικά  
ορισμένος. Μπορεί να αποδειχθεί ότι η λύση του (15 .93) ελαχιστοποιεί 
πράγματι το Ι ( ν ^ )  . Η παραπάνω v a ria t io n a l μέθοδος που χρησιμοποιεί 
το γραμμικό σύστημα (15.93) γ ια  την εύρεση των ς *  , i  ® 1 (1 )η ε ίν α ι  
γνωστή σαν μέθοδος του R it z .

15.7 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ο υ  π ε π  ε ρ α σ μ έ ν ο υ 
σ τ ο ι χ ε ί ο υ  ( f i n i t e  e l e m e n t )

Η μέθοδος τουπεπερασμένου στοιχείου μπορεί να θεωρηθεί σαν μία 
τροποποίηση των resid u al και v a r ia t io n a l μεθόδων, όπου οι συναρτήσεις 
βάσεως φ ^(χ^) , i = 1(1 )n ε ίν α ι ειδ ική ς μορφής. Χρησιμοποιείται κυ­
ρίως σε προβλήματα συνοριακών τιμών, όπου η περιοχή R έ χ ε ι  πολύπλοκο 
σχήμα,και για τον προσδιορισμό μιας προσεγγιστικής λύσεως οδηγεί σε έ ­
να γραμμικό σύστημα, του οποίου ο πίνακας των συντελεστών ε ίν α ι αραιός. 
Με σκοπό να δοθεί μια σύντομη περιγραφή της μεθόδου στην απλούστερη πε­
ρίπτωση, θεωρούμε πάλι το πρόβλημα (1 5 .7 4 )- (1 5 .7 5 ).

Η βασική ιδέα της μεθόδου του πεπερασμένου στοιχείου ε ίν α ι να υπο­
διαιρέσουμε (διαμερίσουμε) την φραγμένη περιοχή R του προβλήματος σε 
ένα πεπερασμένο αριθμό μη επικάλυπτομένων στοιχείων (elem ents) R. ,
Ί = 1(1)ρ > τα οποία ε ίν α ι συνήθως τρίγωνα (τριγωνικά σ τ ο ιχ ε ία ), έτσ ι 

Ρ t ’
ώστε ( J  R. = R U S και δύο οποιαδήποτε τρίγωνα ε ίτ ε  ε ίν α ι ξένα μεταξύ i=1
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τους ε ίτ ε  έχουν ακριβώς μία κοινή κορυφή ή έχουν μία πλευρά κοινή (βλέ­
πε σχήμα 1 5 .8 ) . Πρέπει νά σημειωθεί ότι υποθέτουμε εδώ ότι η περιοχή R 
του προβλήματος ε ίν α ι πολυγωνική περιοχή (εάν το σύνορο S της R δεν 
αποτελείται από ευθύγραμμα τμήματα, τότε μπορούμε πάντοτε να προσεγγί­
σουμε την R από μία πολυγωνική περιοχή).

Οι κορυφές όλων των τριγώνων καλούνται κόμβοι (στο σχήμα 15.8 υπάρχουν 
10 τρίγωνα και 9 κόμβοι). Έ τ σ ι  δύο οποιαδήποτε τρίγωνα έχουν ε ίτ ε  κα­
νένα, ε ίτ ε  ένα ή δύο κοινούς κόμβους. Έστω η το πλήθος των κόμβων, 
τους οποίους συμβολίζουμε Ρ.. , i = 1 (1 )n , αντίστοιχων συντεταγμένων 
( χ . , y . )  » 1 *  1(1 )n , εκ των οποίων οι Ρ̂  , i = 1(1 )m (m <π) κείνται 
στην περιοχή R (όχι στο σύνορο S ) και καλούνται εσωτερικοί κόμβοι 
(στο σχ. 15.8 υπάρχουν τ ρ εις  εσωτερικοί κόμβοι). Για  κάθε εσωτερικό 
κόμβο Ρ . ( i = 1(1)m) ο ρ ίζετα ι μία συνάρτηση Φ^ίχ,γ) > η οποία στην 
απλούστερη περίπτωση έ χ ε ι  τ ις  ακόλουθες ιδ ιότητες:
1 ) Η φ .(χ ,γ )  ε ίν α ι πολυώνυμο πρώτου βαθμού (γραμμική ως προς χ και 
y  ) εντός εκάστου στοιχείου (τριγώνου) , δηλαδή τμηματικά γραμμική.

4

νί

■ ?'*
f
**

vi
•Γ
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2) Φ1(Ρ1) Ξ φ . ( χ . , γ . )  -  1 , 1 = 1(1)m και

3) φί- ( Ρj ) = β Ο για j  ψ i  , j  = 1 (1 )η .

Είναι φανερό ότι ο ι συναρτήσεις (p..(x,y) , i  = 1(1 )m ε ίν α ι γραμμικώς 
ανεξάρτητες (συναρτήσεις βάσεως) και ικανοποιούν την συνοριακή συνθήκη 
(1 5 .7 5 ). Λόγω της μορφής τους ο ι φ. , i  = 1(1)m καλούνται πυραμίδες 
συναρτήσεις και ε ίν α ι εύκολο να δ ε ιχ θ ε ί, ότι η φ..(x ,y )  εντός του τρι 
γώνου με κορυφές Ρ. , Ρ . ,  Ρ δ ίνεται από την ακόλουθη έκφραση

1 J  κ

«^(x.y) = gTj [ ( χ / κ -  χ^ >  + (yj - y K)x + (\  -  Xj)y] .

(x,y) 6Pj P;jP1() (15.94)

όπου

2Δ =

1 X, y,

1 xj  yj

1 χκ yx

-  (xj y K - V j >  + < V i  - χ,Λ >  +

+ (*1yj  _ X j yl ’

Επιπλέον για κάθε (x ,y )  , που δεν ανήκει σε κάποιο τρίγωνο του οποίου 
μία κορυφή είν α ι ο κόμβος Ρ̂  , έχουμε φ. (x ,y )  = 0 . Όπως προκύπτει 
από την (15.94) η φ .(x ,y )  ε ίν α ι διαφορετική σε κάθε τρίγωνο του οποίου 
μία κορυφή ε ίν α ι ο κόμβος Ρ.. . Ζητούμε τώρα να προσδιορίσουμε την συνάρ­
τηση

m
U(x»y) = I  c-cp .(x ,y) , ( x ,y )  6R , (15 .95)

1=1 1 1

όπου c .  , i = 1(1 )m προσδιοριστέες σταθερές, ώστε να προσεγγίζει την 
λύση u (x ,y ) στην περιοχή R . Η συνάρτηση U (x ,y ) καλείται δοκιμάσει 
κή συνάρτηση ( t r ia l  function ) και εντός του τυπικού τριγώνου

e  Ξ  P i P j P K (^λέπε °ΧΠΜα 15.8) έ χ ε ι  την μορφή
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U (x ,y ) -  c ^ ( x , y )  + Cj<Pj(x,y) + c ^ K(x ,y )  , (x ,y )  6e  , (15 .96)

αφού στο τρίγωνο e μόνον ο ι φ^, <Pj, φκ ε ίν α ι 4  Ο . Από την (15.96) 
προκύπτει ότι

U(P1) = c i , U (P j) -  c .  , U(PK) *  c K . (15 .97)

δηλαδή ο ι άγνωστες σταθερές ,· 1 *  1 (1 )m στην (15.95) ε ίν α ι ο ι τ ι ­
μές της προσεγγιστικής λύσεως U (x ,y ) στους εσωτερικούς κόμβους Ρ̂  ,
1 *  1 (1 )m . Ε ίνα ι φανερό ό τ ι π προσεγγιστική λύση (15 .95) ε ίν α ι τμημα­
τικά γραμμική (γραμμική εντός εκάστου τριγώνου) και ικανοποιεί την σ υ ­
νοριακή συνθήκη (1 5 .7 5 ). Γ ια  την εύρεση των c.. , 1 = 1 (1 )m μπορούμε 
να χρησιμοποιήσουμε τ ις  ακόλουθες εξισώ σεις σύμφωνα με την μέθοδο 6a- 
le r k in  (βλέπε (1 5 .8 1 )) :

j j ( L U ( x , y ) -  f(x ,y ))< p j(x ,y )d xd y = Ο , j =  1(1)m . (15.98)

R

Ε ίνα ι φανερό ότι για  ένα συγκεκριμένο j  ( j  = 1 (1 )m) ή Φ^(χ,γ)στην
ν

(15 .98) ε ίν α ι 4  Ο μόνον στα τρίγωνα των οποίων μία κορυφή ε ίν α ι ο 
κόμβος Ρ . = (χ . y . )  και επομένως π ολοκλήρωση γ ίνετα ι μόνον στα τρ ί-

J  J  J
γωνα αυτά, στα οποία βεβαίως π μορφή της U (x ,y ) ε ίν α ι γνωστή. Με σκο­
πό η προσεγγιστική λύση U (x ,y ) να προσεγγίζει καλύτερα την ακριβή λύ­
ση u (x ,y )  του προβλήματος πρέπει τα τριγωνικά στοιχεία  να γίνουν ό­
σον το δυνατόν μικρότερα (συνήθως ένας ομοιόμορφος τριγωνισμός της πε­
ριοχής R χρησιμοπ οιείτα ι), που σημαίνει ότι το τελικό γραμμικό σύστη­
μα θα ε ίν α ι μεγάλης τάξεως με αραιό πίνακα συντελεστών.
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να δειχθ εί ότι η συνάρτηση u (x ,y )  = F(x  + iy )  + G(x — iy )  , όπου
F,G  είνα ι αυθαίρετες συναρτήσεις, ε ίν α ι λύση της εξισώσεως
u + u = 0 . χχ yy

2. Δίνεται το πρόβλημα:

Uy = cuxx , 0 < χ < b , y  > 0 

u (0 ,y ) = u (b ,y) = 0 , y  > 0 

u (x ,0 ) = f (x )  , 0 < x ^  b .

Να δ ειχθ εί ό τ ι: i )  Η συνάρτηση

( 1)

(2)
(3)

_  x2TT2cy
00

u(x.y) = l  A e 
k=1 K

b2 Κ7ΓΧs in  Π Γ  » όπου Ακ αυθαίρετες σταθε­

ρ ές , ικανοποιεί τ ις  (1 ) , (2) . ϋ )  Η συνάρτηση

00

κ=1

3. Δ ίνεται το πρόβλημα:

χχ

Γ b η K ^ irc y

| f ( 2) s 1 n ^ d z b2 kttx 
e s in  —

L  ο J
4

(3 ) .

: < b , y  > 0 (1)

= 0 , y  > 0 (2)

0 <L x <. b . . (3)

Να δ ειχθ εί ό τ ι: i )  Η συνάρτηση
K2Tt2cy

00

u(x.y) -  A + Σ· Ar e 
κ=1 κ

cos , (4)
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όπου Α0· Ακ αυθαίρετες σταθερές,ικανοποιεί τ ις  Π ) . (2 ) .  » )  H (4 ) ,
b b

όπου Αο “  F  ] f <x >dx » Ακ “  F  j f i x ) cos η ρ  dx * tlcavonoiei t l C
A ftv *

( 1 ) .  ( 2 ) ,  (3 ) .

Δ ίνετα ι το πρόβλημα:

uyy *  c *uxx * 0 < x < b » *  > 0
(1)

1 u (0 ,y )  = u (b ,y )  *  0 , y  > 0 (2)

u(x»0) *  f ( x )  , u (x ,0 )  *  g (x) , 0 < x < b . (3)

Να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι :  i )  π συνάρτηση (λύση D'Alem bert)
x+cy

u(x,y) -  j  [f(x + cy) + f (x  -  cy)j + ^  J gtt)d*
x-cy

ικανοποιεί, τ ις  (1) και (3) . 1 i ) Η συνάρτηση 

u (x .y )  -  Σ (akcos ! ψ -  *  BKs in  ! ψ c i nsin -5-  ,

όπου A , Β αυθαίρετες σταθερές, ικανοποιεί τ ις  Ο )  KatΚ Ι\
(2 )

i i i )  Η συνάρτηση

- [u(x,y) - 7I
κ=1

r- b 
2 
b

0
f ( ζ ) s in  η ρ  dz cos sin ψ  ♦

Γ  b η

4  J s W s I n  ψ
_ j _  Kircy kttx s i n  — jp- s i n  —p

l - o  —' 4

5 .

ικανοποιεί τ ις  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  (3 ) .

Να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι η συνάρτηση u (x ,y )  = F(x  + cy) + G(x — c ^
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F,G είναι, αυθαίρετες συναρτήσεις, ε ίν α ι λύση της εξισώσεως u =
2

m c uxx ■

6 . Λόγω των (1 5 .4 ) , (15 .5) ε ίν α ι

(u + u ) v xx yy' = —  u . .  . + u. . + u · · ,  + u .  . , — 4 u . -1
i , j  h2 L 1+1 J . J - 1 U J

+ 0(h2) .
Να δειχθεί επίσης ό τ ι:

(1)

(u + u ) v xx yy'

+ 0 (h2) .

i , j  2h2 + Ui+1»3'+1 + + Ui - i» j+ i ]

( 2 )

Εάν χρησιμοποιηθεί το ημιάθροισμα των τύπων (1 ) ,  ( 2 ) ,προκύπτει ο 
γνωστός ως τύπος των 9 σημείων.

7. Να εφαρμοστεί η μέθοδος των διαφορών στην εξίσωση Lap lace  σε ένα 
ορθογώνιο με u (x ,y )  = Μ = σταθ. σ τ ις  πλευρές του ορθογωνίου. Να 
δ ειχθ εί ότ ι U ..  = Μ στους κόμβους (σημειώνεται ότι η ακριβής λύση

* J
ε ίν α ι u (x ,y )  = Μ).

8 . Να εφαρμοστεί η μέθοδος των διαφορών στο πρόβλημα:

uxx + uy y = ° ,  0 < χ < 2 , 0 < y  < 2

- u (0 ,y ) = 1 , u (2 ,y )  = 1 , 0 < y  < 2

u (x ,0 ) = 0 , u (x ,2 ) = 6 , 0 < χ < 2 
1

με h = j  .

9 . Δ ίνεται η εξίσωση Lap lace στην περιοχή R του σχήματος με συνορια­
κές συνθήκες: u (0 ,y ) = y(1 - y ) ,  u (x ,0 )  *  x(1 - x ) ,  u (x ,y )  = 0 
σ τις άλλες πλευρές του συνόρου S της R .
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Να εφαρμοστεί η μέθοδος των διαφορών με h -  ^ .

10. Να μελετηθεί π μέθοδος των διαφορών γ ια  το πρόβλημα (15 .3 ) λαμβά 
νοντας υπ’ όψιν την σημείωση της σελίδας 87 (h Φ κ )  .

11. Γ ια  το πρόβλημα:

uxx + uyy  “  0 * 0 < χ < 1 , 0 < y  < 1 

• u (0 ,y )  = u (1 ,y )  = 0 , 0 < y  <, 1 

u (x ,0 )  = x(1 -  x) , u (x ,1 )  = 0  , 0 < x < 1 

να εφαρμοστεί η μέθοδος των διαφορών με h = | ·  ·

12. Ομοίως για  το:

— (μ + u ) = 2Tr2s1mrxs1mry , 0 < x < 1 , 0 < y < 1χχ yy
u (x .y )  ■ 0 στο σύνορο

(ακριβής λύση: u (x ,y )  = sim rxsim ry) (h *  j  ) .
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13.

ϋ )

Ομοίως για τα ακόλουθα προβλήματα: 

i)
υχχ + uyy *  0 * 0 < χ < 1 » 0  < y  < 1
u (x ,1 ) *  1000 , 0 < χ < 1 

u (x ,y ) = 0 στο υπόλοιπο σύνορο (y  ψ 1)

ux x "  y uy + u y y = 0  ’ 0 < Χ <  ’ · 0 < y <  1
u (x ,1 ) = 1 , 0 < χ < 1 

u (x ,y )  *  0 στο υπόλοιπο σύνορο (y  ^ 1)

(h = 4-)

< * - ϊ >

m ) υχχ + Uyy = °  , 0 < χ < 2 , 0 < y  < 1 

u (x ,0 ) -  χ , u (x ,1 )  = , 0 < χ < 2

u (0 ,y ) = 0 , u (2 ,y )  = 2 , 0 < y < 1

( Η - A)

iv )
(1 + T ^ x x  + uyy = 2 sin y  » <x ’y ) SR  

‘ u (0 ,y ) = 0 , u (x ,0 )  = 0

u (x ,y )  *  (1 -  y ) 2s in y  ,  γ ια  x = 1 -  y

<h = { )

14.

όπου R ε ίν α ι η τριγωνική περιοχή με κορυφές ( 0 ,0 ) ,  (1 ,0 )  και 
(0 ,1 ) (ακριβής λύση u (x ,y )  β x2s in y ) .

Να προσεγγισθεί η λύση για y = 1 στο ακόλουθο πρόβλημα:

uv -  2u = 0 ,  0 < χ < 2 , y > 0
Jr XX

• u (x ,0 ) = χ , 0 < t x < 2  

u (0 ,y ) *  y  , u (2 ,y )  = 2 , y  > 0 ,

χρησιμοποιώντας την προς τα εμπρός μέθοδο διαφορών με h = 1 , 

κ = 0 .2  .
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15. Ομοίως για  το πρόβλημα:
f

uy  -  0 .1μ χχ ·  0 .25  , 0 < χ < 2 , y > 0  

υ(χ,Ο ) -  χ(2 -  χ) , 0 < χ < 2 

u (0 ,y )  -  0 , u (2 ,y )  -  0 , y > 0  ,

να προσεγγισθεί η λύση για  y  *  2 (h ■ κ «  ^ ) .

16. Να προσεγγιστεί π λύση στο σημείο ( 0 .4 ,0 .0 2  ) του προβλήματος:
►

Uy = υχχ , 0 < χ < 1 , y  > 0

u (0 ,y )  = u (1 ,y )  *  0 ,  y  > 0 

u (x ,0 )  = x(1 — χ) ,  0 ^  χ £  1 ,

χρησιμοποιώντας τ ις  μεθόδους διαφορών (1 5 .1 7 ) , (15 .23) και (15 .29)  
με h = 0 .2  , κ *  0.01 .

17. Να εξετα στεί η μέθοδος διαφορών, που προκύπτει για το πρόβλημα 
(15 .12 ) -  (1 5 .1 3 ), αν αντί της (15 .14) χρησιμοποιηθεί, ο τύπος:

u(x * .  ι ) -  u ix^y-i)
— ----------- i - J r 1, .  + 0 (κ 2) ,  j  *  ο , ι , 2 , .

2* 1 -  0 ( 1 )n  .
! y  (x 1 »yj  * "

18. Να μελετηθεί η μέθοδος των διαφορών για  τ ις  εξισώ σεις:

i )  uy  -  ε 2υχχ = f ( x ,y )  1 i)  ut  -  c 2(uxx ♦ uy y ) -  0 .

19. Να δ ε ιχ θ ε ί ότι το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου διαφορών 
(15 .17) στο σημείο (χ..,γ^) ε ίν α ι Ε = 0(κ) + 0 (h2 ) . Γ ια  r *  

*  ξ· να δ ε ιχ θ ε ί ότι Ε -  0(hv ) .

20. Να δειχθεί ότι το τοπικό σφάλμα αποκοπής της μεθόδου (15 .23) στο 
σημείο (χ̂ *yj+l) είναι Ε *  0(κ) + 0 (h 2) » εν̂  trK Μεθόδου 
Crank - N icholson είναι Ε= 0(κ2 ) + 0(h2 ) ·
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2 121. Να προσεγγιστεί η u ( y , j )  για το πρόβλημα:
» ' 

uy = uxx , °  < χ < 1 , y  > ο
• u (x ,0 ) = 1 , 0 <_ χ < 1

u (0 ,y ) = 0 , ux (1 ,y )  = 1, y  > Ο
1

χρησιμοποιώντας τ ις  μεθόδους (15.23) και (15.29) με h = -κ , 
_  1 ■ 

κ * τ  ·
22. Να προσεγγιστεί η u (1 ,3 ) για το πρόβλημα:

/

9uyy “  uxx = 0 » 0 < χ < 2 , -y > 

u (0 ,y )  = 0 , u (2 ,y ) = 0 , y  > 0 

χ για 0 £  χ < 1
u (x ,0 )  = >

12
Uy(x,0) = 0

-  χ για 1 £  χ £  2 

, 0 < χ £  2 ,

0

χρησιμοποιώντας την μέθοδο διαφορών με h = κ = γ  .

23. Να προσεγγιστεί η υ ( | · ,1 )  για το πρόβλημα:

uyy = uxx * 0 < χ < 1 » y > 0 

■ u (0 ,y ) = 1 -  y 2 , u (1 ,y ) = 0 , y  > 0

u (x ,0 ) = 1 -  χ2 , u (χ,Ο ) = 0 , 0 < χ < 1
J

χρησιμοποιώντας την μέθοδο διαφορών με h = κ = ·̂ .

24. Να εξετασθεί η μέθοδος διαφορών για το πρόβλημα (15 .33) -  (1 5 .3 4 ),  
όπου οι συνοριακές συνθήκες αντικαθίστανται από τ ις :

ux(a>y) = 9j(y) , ux (b ,y ) = g2(y) , y  > 0 .

25. Για  το πρόβλημα:
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u
XX

0 < x < 1 .  y  > 0

u (x ,0 )  -  lOOx* . uy (x .O ) -  200x , 0 < x < t 

u (1 ,y )  -  100(1 + y ) 2 , ux (0 ,y )  »  200y e y  > 0
.

να εφαρμοστεί η μέθοδος διαφορών με h »  « »  ^  . Να δ ε ιχ θ ε ΐ ότ ι π 
συμπίπτει με τπν ακριβή τιμή *  100(χ^ ♦ y . ) a (ακριβής 

λύση: u (x ,y )  *  100(χ + y ) 2) .

26. Να Βρεθεί n Im p lic it  μέθοδος διαφορών για  χ0 πρόβλημα (15 .33) -  
(1 5 .3 4 ),σ ν  αντί της πρώτης των (15 .35) χρησιμοποιηθεί η:

h* 4

27. Να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των χαρακτηριστικών στα ακόλουθα προ· 
βλήματα:

/

υχχ -  uuyy s x2 - 1  * 0 < χ < 1 , y  > 0 

• u (x ,0 )  *  x(1 -  χ) , uy (x ,0 )  »  0 , 0 < χ < 1 

u (0 ,y )  8  u (1 ,y )  s  0 ,  y  > 0

(να ληφθεί βήμα Η *  0 .2  ως προς χ )

11) uxx “ u*uyy * 0 * 0 < χ < 1 » *w
u (x ,0 )  = 0 .2  + 5x* , uy (x ,0 )  *  3x

y > 0

0 < χ < 1

(να ληΦθεί βήμα h *  0 .1  ως προς χ ) .
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111) u -  u -  u = 0 , 0 < x < 1 , y  > 0 xx yy y
• u (x ,0 ) = 0 , U y(x,0) = -  1 ,  0 < x < 1 

u (0 ,y ) = s i n ^  , u (1 ,y ) = 0 , y > 0

(να ληφθεί βήμα h = 0.1 ως προς χ ) .

28. Δίνεται π συνάρτηση f (χ) και το διάστημα [a ,b j . θεωρούμε τα 
ισαπέχοντα σημεία χ̂  = a + 1h , ί “  0(1 )η , h =  ̂ η a . Στο δ ιά ­
στημα , i  = 0(1 )η — 1 η f (x )  προσεγγίζεται από το
πολυώνυμο παρεμβολής πρώτου βαθμού με σημεία παρεμβολής τα χ .  , 
χ .+χ . Έ τ σ ι στο [a,b3 = CX0»XJ  Π f (x )  προσεγγίζεται από μία  
συνάρτηση Ρ(χ) που ε ίν α ι τμηματικά γραμμική (γραμμική εντός ε -
κάστου υποδιαστήματος), δηλαδή f ( x ) «  Ρ(χ) , x G j a . t f ]  . Ν α  δ ε ι -

n
χθεί ότι Ρ(χ) *  Τ Φ .·(χ)ί,· , όπου

i=0 1 1

X — Χ χ

X » χ ο < χ < χ ιΛ0 Λ1
0 , χ, < χ < χ ,X — == H

Φ1 (χ)

0 » x0 < χ <
χ "  Xi-!χ7 ^ —  . χ1β1 < χ < χτ

i = 1(1)η — 1
χ — Xι+ι

χ . _ χ . +ι . Xf  4 χ < χ1 + 1

’ Xi+1 < Χ < χη

Φ0(χ ) =

Φη (χ)

0 , χ < χ < χο =  =  η - ι

χ — χη-ι
χη — Xη - ι

X < X < η - ι  =  =  η
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29. Χρησιμοποιώντας τ ις  εκφράσεις (βλέπε (15.94)) για  τ ις  O j ( x * y ) ·  
4Pj(x»y)· 0K(x.y) εντός του τριγώνου P^PjP^ , να δ ε ιχ θ ε ί ότι για

κάθε ( x , y )  6 p i pj p k et,vcu *1 * *  φκ “  1 * Ent0Tic v0 δ ε ιχ θ εί
ά τι η (15.96) ε ίν α ι ισοδύναμη με την

-  0 .

30. Δ ίνετα ι το πρόβλημα:
*

uxx + uyy  «  -  2 , -  1 < χ < 1 , -  1 < y  < 1 

u (± i,y )  *  υ ( χ , ±ΐ )  ■ ο , -  1 £  χ < ι , -  1 < y  <, 1
,

και προτείνεται η προσεγγιστική λύση u ^ ( x , y )  *  Cj (1 — χ 2)(1 — y 2) .  
Να προσδιοριστεί η σταθερά c t με την μέθοδο G a le rk in . Δοθέντος 
ό τ ι το παραπάνω πρόβλημα ε ίν α ι  ισοδύναμο με το v a r ia t io n a l πρόβλη­
μα: min I (u )  , όπου 

υ
ι ι

I (υ)  -  |  j u 2 + u2 -  4uJ dxdy ,
- 1-1

να υπολογιστεί η C j με την μέθοδο R1tz .

31. Να δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ,  εάν στο πρόβλημα (15 .52) εφαρμοστεί η μέθοδος 
E u le r ,  τότε προκύπτει η μέθοδος ( 1 5 . 1 7) - ( 15 . 1 8) ,  ενώ αν εφαρμοστεί 
σ' αυτό η μέθοδος του τραπεζίου, τότε προκύπτει η μέθοδος Crank- 
N icholson.

X y U

X1 y1 C1
Xj yj Cj
χκ y K CK
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