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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Το παρόν βοήθημα της "Μηχανικής των Ρευστών", αποσκοπεί 

στη μελέτη των ασυμπίεστων και συμπιεστών ρευστών και καλύπτει το 

τμήμα της ύλης, την οποία πρέπει να διδάσκεται ο φοιτητής της Φυ

σικής. Η σύνθεση της ύλης καλύπτει βιβλιογραφικά ένα βασικό τμήμα 

των αναγκών του ενδιαφερομένου φυσικού (φοιτητή ή ερευνητή) και 

τον εισάγει βσθμιαία στα βασικά Κεφάλαια του αντικειμένου.

Η διάταξη της ύλης των σημειώσεων περιλαμβάνει εννέα Κεφά

λαια, διαφορετικής έκτασης και βαρύτητας. Το αντικείμενο αναπτύσ

σεται, κυρίως, με διανυσματικές μεθόδους, τα στοιχεία των οποίων 

δίδονται στο πρώτο Κεφάλαιο. Μερικά από τα σπουδαιότερα αποτελέ - 

σματα έχουν γραφεί συνοπτικά με συμβολισμούς τανυστών, ώστε να δι

ευκολυνθεί π περαιτέρω μελέτη του αντικειμένου σε μεταπτυχιακή στάθ

μη.

Οι βασικές έννοιες και οι ορισμοί των ρευστών αναπτύσσο

νται στο 2ο Κεφάλαιο. Ακολουθεί η Στατική και η Κινηματική των Ρευ

στών και μία γενική θεώρηση των ρευστών σε κίνηση. Τα επόμενα Κε

φάλαια σχετίζονται με τα ασυμπίεστα ρευστά και χρησιμοποιούν ειδι

κές μαθηματικές μεθόδους, περιλαμβανομένων των (ρανταστικών και μι- 

γαδικών μεταβλητών. Το υπόλοιπο τμήμα των σημειώσεων ασχολείταιμε 

τη δυναμική των πραγματικών ρευστών. Τα τελευταία χρόνια, τα αντι

κείμενα αυτά εμφανίζονται στα προπτυχιακά προγράμματα σπουδών για 

τους φυσικούς και είναι εμφανής η ανάγκη για εκπόνηση ενός προπτυ

χιακού εγχειριδίου, στο οποίο να περιλαμβάνονται και να αναπτύσ

σονται τα θέματα αυτά, καθώς και η χωρίς ιξώδες (ιδανική) ασυμπίεστη 

ροή. Το βιβλίο τελειώνει με μια εισαγωνή στη Μαννητοϋδροδυναμική.

Επειδή, το βιβλίο αυτό γράφτηκε σε πολύ σύντομο χρο

νικό διάστημα, πιθανόν να περιέχει λάθη. Κάθε υπόδειξη τέτοιων 

λαθών θα είναι ευπρόσδεκτη.

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω το προσωπικό του Εργαστηρί

ου της Μετεωρολογίας και ιδιαίτερα την κ. Β. Χρήστου-Ζώη, για την 

δακτυλογράφηση του κειμένου αυτών των σημειώσεων και τον κ. Κ.Τσέ- 

φο για τη σχεδίαση των Σχημάτων.

Β. Δ. ΚΑΤΣΟΥΛΗΣ

Δεκέμβριος 1985 Τομέας Αστρο-Γεωφυσικής 
Τμήμα Φυσικής 
Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων
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1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΔIΑΝΥΣMATIΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ

1.1 Διανυσματικά και Μονόμετρα ή _βαθμωτά Μεγέθη

Οι φυσικές μετρήσεις είναι κυρίως δύο είδών:(Ρ Μονάμε - 

τρα ή βαθμωτά μ ε γ έ θ η , τα οποία έχουν μέτρα και μονάδες μέτρη

σης αλλά όχι διεύθυνση και (ϋ ) Διανυσματικά μεγέθη, τα οποί

α έχουν και μέτρο και διέύθυνση. Παραδείγματα μονομέτρων ή βαθμω- 

τών μεγεθών είναι η μάζα, ο όγκος και η ενέργεια. Ενώ, παραδείγμα

τα διανυσματικών μεγεθών είναι η μετατόπιση, η ταχύτητα και η δύ

ναμη, των οποίων ο ακριβής ορισμός απαιτεί τον καθορισμό μιάς δι

εύθυνσης. Τα διανυσματικά μεγέθη μπορούν να παρασταθούν κατά μέ

τρο και διεύθυνση με κατάλληλα σχεδιασμένα τμήματα ευθείας γραμ - 

μής. Υποθέτουμε ότι το τμήμα γραμμής όΑ παριστάνει ένα δεδομένο 

διάνυσμα κατά μέτρο και διεύθυνση (Σχ. 1.1). Αν το διάνυσμα διέρ-

Σχήμα 1.1

χεται πράγματι, από το 0, λέμε δτι είναι ένα διάνυσμα θέσης στο 

0, αλλιώς δεν είναι διάνυσμα θέσης. Συμβολίζουμε το όΚ με a και 
γράφουμε C)A sa. Υποθέτουμε, ότι παίρνουμε ένα τμήμα θΑ' στη διεύ

θυνση του 5Α μοναδιαίου μήκους, το οποίο συμβολίζουμε θΑ'=Ι. Τό

τε το a ορίζεται ως το μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση του a. Το 

μέτρο του a δηλώνεται είτε με α είτε με |a|, έτσι που να ισχύει:

a =α a = |a|§,

αφού η γνώση των α, a ορίζει το a κατά μέτρο και διεύθυνση. Το αρ-



-  2 -

m
■ ’v.

.·«··

Μ.

νητικό του διανύσματος a δηλώνεται με -a και ορίζεται με τη σχέ- 

ση A&=-a. Μηδενικό διάνυσμα είναι εκείνο που έχει μηδενικό μέ

τρο.

1.2 Πρόσθεση και Α φ α ίρεση Διανυσμάτων

Υποθέτουμε ότι θέλουμε να προσθέσουμε δύο δεδομένα δια - 

νΰσματα a, Β. Από μία αρχή 0 σχεδιάζουμε τα όΧ = a, ό6 =Β( Σχ.1.2).

Είναι χωρίς σημασία αν ή όχι τα διανύσματα διέρχονται πραγματικά 

από το 0. Η κατασκευή απλώς σημαίνει σχεδιασμό τμημάτων γραμμής 

θλ, ϋΒ παραλλήλων προς τα a και b και καταλλήλων μηκών. Συμπληρώ-
-f

νουμε το παραλληλόγραμμο 0ACB και ορίζουμε το 0C ξ ο . Τότε λέμε ό

τι το c είναι το άθροισμα των a και Β και γράφουμε:

c = a + Β ή 0t=(fc+0&

Αυτός είναι ο νόμος του παραλληλογράμμου της πρόσθεσης διανυσμά- 

των. Αφού At =Β, μπορούμε ισοδύναμα να γράψουμε dt =0A+At. Η μορ
φή αυτή περιέχει το νόμο του Τριγώνου γιά την πρόσθεση.

Υποθέτουμε τώρα ότι σχεδιάζουμε το όΒ =-b(0B B bb). Συμπλη

ρώνουμε το παραλληλόγραμμο OAC'B’ και έστω 0C =c . Τότε:

c’ = a + (-Β) * a -Β

η οποία δίδει τη διαφορά μεταξύ δύο διανυσμάτων.

ΛλΜ»ν/0
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Η διαδικασία της πρόσθεσης μπορεί να επεκταθεί σε οσαδή- 

ποτε διανύσματα. Άρα, για να προσθέσουμε τα π διανΰσματα ax, a2,

. ..,ϊίπ, επιλέγουμε πρώτα μία αρχή 0 και σχεδιάζουμε το 0 ^  Ξβι. 

Έπειτα σχεδιάζουμε τα K?k2 Ξ^ 2 , Α^Χ3 = ^ 3 .... An_tAnsan. (Σχ. 1.3).

(αι+α2+

Σχήμα 1.3

Τότε έχουμε:

ai  + a 2 + a 3+ . . . a n = o ti +AjA2 + A2ft3 + . .  .+An_i^n 

= 0 tz +Hzt 3 + . . .+ k n_ i t n 

= ot 3 + a 37U + ...+An_1itn

= θΑη_ι +An_ j ^n = 0 tn

δείχνοντας ότι το oAn παριστάνει το ζητούμενο άθροισμα.

Αυτός είναι ο νόμος της πρόσθεσης με το πολύγωνο των διανυσμάτων.

1.3 Χρήση των Συντεταγμένων

Υποθέτουμε ότι οΡ = r (Σχ. 1.4). Από το 0 σχεδιάζουμε τρείς 

κάθετες μεταξύ τους γραμμές ΟΧ, ΟΥ, 0Ζ που να σχηματίζουν ένα δε

ξιόστροφο σύστημα συντεταγμένων. Έστω ΡΜ ότι είναι η κάθετη από 

το Ρ στο επίπεδο ΧΟΥ και ΜΝ η κάθετη από το Μ στον άξονα ΟΧ. Αν 

0Ν=χ, NM=y, ΜΡ = z, τότε τα (χ, y, ζ) ορίζονται ως Καρτεσιανές 

συντεταγμένες του Ρ ως προς το σύστημα. Είναι φανερό ότι τα χ, y,
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z είναι οι αντίστοιχες αποστάσεις του Ρ από τα επίπεδα συντεταγμέ 

νων ΥΟΖ, ΖΟΧ, ΧΟΥ.

Έστω τώρα ότι με Τ, £ συμβολίζονται τα μοναδιαία δι- 

ανύσματα στις διευθύνσεις (ft, (ft, (ft. Τότε έχουμε,

Επειδή

Εξάλλου,

(ft = χΤ, lft=yj, M>=zt

oft=(ft+Nft+lft,

(ft ξγ =xt+yT + zt (1)

OP2 = OM2 + MP2 = ON2 + NM2 + MP2, δηλαδή

r2 =x2 +y2 + z 2 ( 2 )
?

Η διατύπωση( 1) γράφεται μερικές φορές πιΰ περιληπτικά r=[x,y,z], 

που σημαίνει ότι τα χ, y, z είναι συνιστώσες του r. Το μοναδιαί

ο διάνυσμα κατά τη διεύθυνση του r είναι r, όπου

r = r/r =[x/r, y/r, x/r]

1.4 Εσωτερικό ή Αριθμητικό Γινόμενο Δύο 

Διανυσμάτων ■fx
%

Στο Σχ. 1.5, (ft =a, (ft =$, AOB =θ. Τότε το εσωτερικό γί- __-jΝ
"Λ
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νόμενο του a με το t  ορίζεται ότι είναι abcosO και γράφουμε a.S 

έτσι που να ισχύει,

Β

Σχήμα 1.5

a.S =abcos0.

Από τον ορισμό αυτό συνάγεται ότι,

S.a =bacos(2n -θ) = bacosS = a.S

Άρα, ο αριθμητικός πολλαπλασιασμός είναι αντιμεταθετικός. 

Συνάγεται εύκολα ότι,

a.S=S.a =bcos0 = OM

όπου ΟΜ είναι η προβολή του ΟΒ στο ΟΑ. Γιά κάθε διάνυσμα a έχουμε ,

a2 = a.a = (α). (α) (cos0) =α 2

0 αναγνώστης εύκολα μπορεί να διαπιστώσει ότι γιά τα μοναδιαία δι- 

ανύσματα Τ, 1, £ στους άξονες συντεταγμένων ισχύουν:

ί 2 =1, 12=1, t 2 = 1, T.J = 0, J .t  = 0, ΐ . ΐ  = 0

θα δείξουμε τώρα ότι γιά δεδομένα διανύσματα a, S, c, ισχύει γιά 

το εσωτερικό γινόμενο ο επιμεριστικός νόμος ως προς την πρόσθεση, 

δηλαδή:

a.(b + c) =a.b +a.c



Σχήμα 1.6

Το αποτέλεσμα αυτό καθιστά τη διανυσματική μέθοδο χρήσιμη στην α

ναλυτική εργασία. Πράγματι, στο Σχ. 1.6 έστω όλ = a, 0& =Β, (j£ =c. 
Συμπληρώνουμε το παραλληλόγραμμο 0BDC έτσι που να ισχύει 0b = B+c. 
Έστω Β', C', D' ότι είναι οι κάθετες προβολές των Β, C, 0 στον 

ΟΑ. Τότε, από το σχήμα έχουμε,

0D'=0B'+B'D'=0B’+0C', ή

ί .( ζ  +c) = S.B +S.C

αφού ΟΒ’ είναι η προβολή του S στον ΟΑ κλπ. Πολλαπλασιασμός του 

τελευταίου αποτελέσματος με το μέτρο α παρέχει το ζητούμενο απο

τέλεσμα.

Η χρησιμότητα του επιμεριστικού νόμου κατανοείται καλύτε

ρα,όταν τα διανύσματα εκφράζονται σε Καρτεσιανές συνιστώσες. Συ

νεπώς, για δεδομένα διανύσματα a = [α3, α2, α 3} , Β = [b3, b2, b3] , 
έχουμε:

ί . ί  *(α3ί  + a2J + a,B).(bjT + b2J + b3B)

aiT.ibjt + b2J + b3B) +a2J . (bit+b2J+bjB)+a31c.(bjt+b2J+ 
+ b3B) μΠ,Λ/ο

···'

>4 i ' S
Qjbj  + ^2^2 ► Qsb3

Vv
>\

i\
a:

v̂
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Αν [ΐ ι, mi, n2J , [l2, m2, ni] είναι τα διευθύνοντα συνημίτανατων 

δύο μοναδιαίων διανυσμάτων θΚλ = α χ , o t2 = ί 2 όπου AxOA2 =θ, τότε 

ai.a2 =cos0. Αλλ’επειδή

βι = [Τ.ι» ι ι̂» Πι] * a 2 = [ l 2 . m2 , n2]
’ \ Λ' '

ar.a2 =lil2 +mim2 + 0^ 2 , άρα: .
\ . . .  ' \

* ■ ^ - - a. .... j \
cos0 = 1 il2 +mim2 +rtin2 ’ Λ

&  ■* —  · - · · · · -  > £  * *  ,

1.5 Εξωτερικό ή Διανυσματικό γινόμενο Δύο 

Διανυσμάτων

Στο Σχ. 1.7, (ft = t, (ft ξ£, ΑΟΒ =0 και η είναι το μοναδιαί

ο διάνυσμα από το Ο κάθετο στο επίπεδο ΑΟΒ κατά τη δεξιόστροφη έν

νοια από το a στο S. Τότε το εξωτερικό γινόμενο του a με το £ ορί

ζεται ότι είναι το διάνυσμα του οποίου μέτρο είναι το absin0 -κάι

:·· Σχήμα 1.7 ' · ' -*· ’·_ .
+i: * 'r->

του οποίου διεύθυνση είναι η διεύθυνση του η. Συμβολίζουμε τό δι- 

ανυσματικΰ αυτό γινόμενο με 1 λ£, έτσι ώστε: ' ' 3ϊ

a -*£ = (absin0)n και £ Λ ί  = (basin0)(-n) = -(a *£)

αφού -η είναι το μοναδιαίο διάνυσμα κατά τη δεξιόστροφη έννοια α

πό το £ προς το a διά της 0. Άρα, ο διανυσματικός πολλαπλάσια - 

σμός δεν είναι αντιμεταθετικός. * ■■■■«* - τ>·• 1-



Ο αναγνώστης μπορεί εύκολα να δείξει ότι για κάθε διάνυ- 

σμα a, ισχύει a * a = 0 .  Ακόμη, γιά τα μοναδιαία διανύσματα t, . 

έχουμε:

t A j - t t ,  j A t - T ,  t - T - J }

= = T-|C = - J

Διατυπώνουμε τώρα τον επιμεριστικό Νόμο γιά το εξωτερικό γινόμενο, 

με τη μορφή:

a Α (b +c) = a Λ b +a

Έστω (ft=a, dl =3, ot=c (Σχ. 1.8(a)). Κατασκευάζουμε το παραλ

ληλόγραμμο 0BDC έτσι ώστε 0 b i 3 = B  + c. Έστω Π ότι είναι το επίπε

δο που διέρχεται από το 0 το κάθετο στο a και Β', C, D' οι κάθετες

Σχήμα 1.8 (α)

προβολές των Β, C, D στο Π και γράψουμε Ο&’ξΒ’, ΟΪ: =c', OD =3'.
Στο Σχ. 1.8(a), μόνο η OB' φαίνεται, αλλά το Σχ.1.8(3) εί

ναι ένα σχεδιάγραμμα του επιπέδου Π. Είναι ψανερό ότι το παραλληλό

γραμμο 0BDC προβάλλεται στο παραλληλόγραμμο OB'D’C' έτσι» ώστε

3· =Β' +C* (1)

Από τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου είναι προφανές ότι:



Έστω t" =a ~t' , c" =a , cl" = a καιάΙ" = b" , OC" sc" ,

OD" = J". Η επίπτωση του διανυσματικού παράγοντα, ο οποίος πολλα

πλασιάζει καθένα από τα συνεπίπεδα διανϋσματα £', c', d'με a εί

ναι να περιστρέφει καθένα από αυτά διαμέσου μιας δεξιόστροφης γω

νίας κατά την ίδια έννοια στο επίπεδο Π και να πολλαπλασιάσει τα 

μέτρα τους με α. Άρα, τό ΟΒ^Ό'Έ" είναι ένα παραλληλόγραμμο και

a λ £ = Ι  λ £'  , a  * c  = a 4 '  , a * 3  = a *Z ' ( 2 )

*·ν I·!·

- Μ!/"*; m  :*φ.\ , 

j. s  v ‘ : - ‘

wB'1
’ &
-■b"

C ’ ΛΠ' ηρ υ  --.ο

• ’ 'Τ '?

0 b' B- w 'Ti

Σχήμα 1.8 (β)

-Λ. 4 ·Γ η . Τ μ
=D + C ( 3)

έτσι έχουμε:

Από την( 3) έχουμε, \ , \- «*· . \ .

a Λ ci' =a λ£' +a^c' , δηλαδή, a = a ~1> + a λ ο

->· »r>- *►* ^
a ̂ (b + c) =a λ ο +a a c

Το αποτέλεσμα αυτό δίδει τη δυνατότητα στα διανυσματικά γινόμενα* 

να υπολογιστούν με τη βοήθεια των συνιστωσών.>Έτσι, αν

■' -js4! '.·*·*« f̂ · :,··0*?ν jjuv

a = [als α2, α3] , £ - [bi , b2, b8] , &· X u »  ··

a λ£ = (αχΤ +α21 + α3£)<Ό3ι? + b2j" + b3t)

Jr* A V·/
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* αιΤ λ (bit Hb2t  + b3ft) + α21 λ (bit + b2J + b3ft) + a3ft Λ 
Λ (bit + b2t  + b3ft)

= aib2ft -aib3t  -a2bift + a2b3i + o3biJ - a3b2i

= (a2b3 -a 3b2)t + (a3bi -aib3)J + (ajb2 -a 2bi)ft

To αποτέλεσμα αυτό μπορεί να εκφραστεί καλύτερα με μορφή οριζου- 

σών, όπως:

t ft

αι α2 α3 αι α2 α3

bi b2 ba bi b2 b3

1.6 Τριπλά Γινόμενα

Η ποσότητα a.(ft ~c) είναι το εσωτερικό γινόμενο των δια- 

νυσμάτων a και ft *c. Καλείται τριπλό αριθμητικό γινόμενο και συμ

βολίζεται με [a, ft, c]. Αν συμβολίσουμε τις συνιστώσες του a με 

[αι, α2, a j  κλπ., ο αναγνώστης εύκολα δείχνει ότι:

ai a3

a. ft, c] = bi b2 b3

Cl c2 c3

Από στοιχειώδεις ιδιότητες των οριζουσών εύκολα συνάγεται ότι ι

σχύει:

[a, ft, c] = [ft, c, a] = [c, a, ft]

αλλά [c, ft, a] = - [a, ft, c] κλπ. Συνεπώς, κυκλική εναλλαγή των 

γραμμάτων αφήνει το τριπλό αριθμητικό γινόμενο αμετάβλητο, αλλά 

αντικυκλική εναλλαγή αλλάζει το πρόσημό του.

Η ποσότητα α λ (ft »c), η οποία είναι το διανυσματικό ή ε

ξωτερικό γινόμενο του a με το (ft»c), είναι διανυσματική και κα-,, ν;η μ, 
λείται τριπλό διανυσματικό γινόμενο. Αποδεικνύουμε τώρα τη σχέση: \  % .

-  —  

<■

% %
'7.
7

/S'



a - ( t  * t ) = (a.^)S - (a.S)c 

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, έχουμε:
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ft ~C = bi b2 b3 = Σ (b2c3 -b3c2)i

Cl c2 c3

Το άθροισμα λαμβάνεται κυκλικά γιά τα i, j, k;l, 2, 3.

Άρα,

1 0,1
a2 a3

11

+
ο<<

I(b2c3 -b 3c2) (b3ci-bic3) (bic2 -b2Ci)

= Σ {a2 (biC2 - b2Ci)-a3 (b3Ci - biC3)}T 

* Σ ( # ό ’2 + a 3c3)biT-I(a2b2 + a 3b3)c j  

= I(aiCx+a2C2+a3c 3) b i t ^ { a 1bi+a2b2+a3b3) c i t  

= (aiCi+a2C2+03C3) Σ bit-(aibi+a2b2+a3b3) Σόι'ΐ 

= (a.c)b - (a.b)c

1 , 7  Διανυσματική Ροπή Περί Σημείο και Αριθμη

τική Ροπή Πεοί Ά ξ ο ν α

ι* w iy·

J4\.·

•U :* *" ,·
. «V
. ·},►.·* i f  ' > . ·

Σχήμα Κ 9
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Έστω ότι ? είναι μία διανυσματική ποσότητα, η οποία δρα 

σ'ένα σημείο Ρ του οποίου το διόινυσμα θέσης ως προς κάποια αρχή 

0 δίδεται από την ($ = r (Σχ. 1.9). Τότε η διανυσματική ροπή ίτου 

? περί το 0 ορίζεται ότι είναι:

(a = r

Αν ρ *0Μ είναι η κάθετη από το 0 προς την ?, τότε σημειώνοντας
A

θ=0ΡΜ, από τον ορισμό του διανυσματικοΰ γινομένου, έχουμε:

2 = (rFs1n0)n = (pF)n

όπου π είναι το μοναδιαίο διάνυσμα το κάθετο στο επίπεδο ΟΡΜ κα

τά την έννοια της δεξιόστροφης περιστροφής από το ? στην ί.

Αφού οι ροπές είναι διανύσματα μπορούμε να τις συνδέσουμε 

ως διανύσματα. Συνεπώς, αν έχουμε η δυνάμεις ίκ που ενεργούν σε η 

σημεία Ρκ με διανύσματα θέσης o£K = rK (κ = 1,2, ...,n), τότε η ο

λική διανυσματική ροπή περί το 0 θα είναι,

5 .  S ν ? κ
Κ=1

1. 8  Αιανυσματικά και Βαθμωτά (Αριθμητικά) Ζέύγη

Δύο ίσα και αντίθετα διανύσματα +ί, τα οποία δεν επενερ

γούν στην ίδια ευθεία γραμμή λέγεται ότι συνιστούν ενα ζεύγ ο ς . 

Έστω Pi, Ρ2 ότι είναι κάποια σημεία επιλεγμένα ατα ί και -? και 

έστω ότι τα διανύσματα θέσης, ως προς κάποια εκλεγμένη αρχή 0,δί

δονται από τις 0"̂ ι =?2, 0"ί>2 ξ γ 2 και έστω Ρ"7?ι ns (Σχ. 1.10).
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Σχήμα 1.10

H ολική διανυσματική ροπή περί το 0 είναι: 

t  = r> - ί  + Γ2 - ( - ί )  = ( r x - r 2)

Η ροπή αυτή φαίνεται ότι είναι αναλλοίωτη γιά οποιαδήποτε εκλογή 

του 0 . Άρα, η διανυσματική ροπή ενός ζεύγους είναι ανεξάρτητη α

πό την εκλογή της αρχής. Επιπλέον, αν σημειώσουμε με d την απόστα

ση μεταξύ των διανυσμάτων ±ί, βλέπουμε ότι η φυσική ροπή είναι,

G = |s Λί| =dF,

σύμφωνα με τις στοιχειώδεις γνώσεις των ζευγών όταν τα διανύσμα- 

τα ±ί ειδικά θεωρούνται ως δυνάμεις. Περαιτέρω»η διεύθυνση του 

G είναι κάθετη στο επίπεδο των ± f  κατά τη δεξιόστροφη έννοια της 

περιστροφής από το s προς το +?.

1.9 Κεντροειδή ή Μέσα Κέντρα

Υποθέτουμε ότι έχουμε mK αριθμητικά μέτρα τα οποία συν

δέονται με π σημεία Ρκ του χώρου και διανύσματα θέσης 0?κ =rK, ως 

προς κάποια εκλεγείσα αρχή 0 (κ =1,2,...,π). Συχνά στη Μηχανική 

οι ποσότητες mK θα είναι σημειακές μάζες στα Ρκ. Τότε, μετηνπρο- 

ϋπόθεση ότι mi+m2+...+mn^0 , το κεντροειδές ή μέσο κέντρο των α

ριθμητικών μέτρων ορίζεται ότι είναι το σημείο G, με διάνυσμα θέ-
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σης γ , όπου

-  η ^ η 
0 6 ξ γ  = ( κ|ι  mKr * ) / { & * * )

Γράφοντας rK = [xK, yK, zJ ( k = 1 ,... ,η), r = [x, y, ζ] , βλέπουμε 

ότι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες του 6 δίδονται από τις σχέσεις:

χ = (|ζ?^κΧκ)/(χ=ι*Πκ)» κλπ., (1 )

και ότι, για συνεχή συστήματα, οι αθροίσειςαυτές σε οριακή μορφή 

οδηγούν σε εκφράσεις ορισμένων ολοκληρωμάτων

χ = (/xdm)/J dm, ( 2)

όπου οι ολοκληρώσεις εκτείνονται σ ’ολόκληρο το σύστημα.

Η εξ. (2) συνάγεται ως ακολούθως. Αν έχουμε σημειακές μάζες 6m σε 

αποστάσεις συντεταγμένων x από το επίπεδο χ = 0 , τότε με τη χρήση 

της (1 ), έχουμε:

χ = (ΣχδΒΐ)/(Σδω)

όπου οι αθροίσεις αναφέρονται σ'ολόκληρη την κατανομή των σημεια

κών μαζών. Λαμβάνοντες το όριο καθώς το δτη+Ο, συνάγεται το αποτέ

λεσμα της (2 ).

1.10 Παραγώγιση Αιανυσμάτων ω ς προς Βαθμωτές 

Μεταβλητές

Ακριβώς όπως στον αριθμητικό ολοκληρωτικό λογισμό μία ε

ξαρτημένη μεταβλητή μπορεί να είναι συνάρτηση μιάς ανεξάρτητης με

ταβλητής, η οποία να έχει ένα ή περισσότερους διαφορικούς συντε

λεστές ως προς την ανεξάρτητη μεταβλητή, έτσι και μία διανυσματι- 

κή ποσότητα r, μπορεί να είναι συνάρτηση μιας αριθμητικής μετα

βλητής t. Μία τέτοια συναρτησιακή εξάρτηση μπορεί να συμβολισθεί 

με r(t). Αν, σε αντιστοιχία προς την τιμή t+δτ της ανεξάρτητης 

μεταβλητής, η διανυσματική συνάρτηση έχει την τιμή r(t+6t) =r+8r, 

τότε ο διαφορικός συντελεστής, εάν υπάρχει, συμβολίζεται με dr/dt
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και ορίζεται ότι είναι:

5U o  w

Αν οι r, s είναι συναρτήσεις της αριθμητικής μεταβλητής t, τότε 

έχουμε:

,  ι im 6 Μ ΐ ^ | ί δ | ) τ Μ Ι

= 1 im r-5s +s.6r + 5r.5s 
5 t

- 4 > ~ 4 >

0 αναγνώστης μπορεύ να επιβεβαιώσει ότι ισχϋει

d ,+ /ds\ ,dr\
K < r * s ) = r " ( 3 t ) t ( K ) " s

όπου η διάταξη του διανυσματικοϋ πολλαπλασιασμού πρέπει απαραιτή- 

τως να τηρηθεί.

1.11 Παράσταση των Βαθμωτών και Διανυσματικών 

Πεδ ίων

Αν σε κάθε σημείο Ρ(χ, y, z) μιάς περιοχής R του χώρου, 

ορίζεται μία βαθμωτή( ή αριθμητική) συνάρτηση φ(χ, y, z), τότε το 

σύνολο αυτών των τιμών της φ στην R συνιστά ένα βαθμωτό πεδίο. Αν 

επιπλέον, η φ είναι μοναδική σε κάθε σημείο ρ της R, τότε καλεί

ται ομοιόμορφη συνάρτηση. Γιά μιά τέτοια ομοιόμορφη συνάρτηση φ 

μπορούμε να κατασκευάσουμε επιφάνειες σε κάθε μία από τις οποίες 

η φ να είναι σταθερή. Αυτές καλούνται επιφάνειες στάθμης. Από κά

θε σημείο Ρ της R θα διέρχεται μία και μόνο μία επίπεδη επιφάνεια 

όταν το φ είναι ομοιόμορφο και ακόμη δεν μπορούν δύο επίπεδες επι

φάνειες να τέμνονται. Δηλαδή, η φ θα έπρεπε να έχει περισσότερες 

από μία τιμές στα σημεία τομής. Ένα παράδειγμα ομοιόμορφου αριθ

μητικού πεδίου παρέχεται από το σύνολο των θερμοκρασιών σε κάθε 

σημείο ενός μεγάλου δωματίου, το οποίο δεν θερμαίνεται ομοιόμορφα.
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Σ'αυτή την περίπτωση οι ισόθερμες είναι οι επιφάνειες στάθμης.

Με τον ίδιο τρόπο μπορεί να οριστεί σε κάθε σημείο Ρ(x,y,z) 

της R μίο μοναδική διανυσματική συνάρτηση ?(χ, y, ζ) με το σύνολο 

αυτών των συναρτήσεων να συνιστά, ένα ομοιόμορφο διανυσματι- 

κά πεδίο. Οι συναρτήσεις αυτές μπορεί συχνά να εκφραστούν κατάλ

ληλα με Καρτεσιανές συνιστώσες:

όπου Fj =Fj(x, y, ζ), κλπ. Παράδειγμα διανυσματικοΰ πεδίου αποτε

λεί το πεδίο ταχυτήτων του αέρα, ο οποίος πνέει πάνω από μία πε

ριοχή με πολύπλοκο ανάγλυφο εδάφους.

1.12 Η Διανυσματική Βαθμίδα (grad ή 7) και

Υποθέτουμε ότι οι επιφάνειες ίσου φ μίας συνάρτησης φ(χ, 

y, ζ) ομοιόμορφης σε μία περιοχή R, σχεδιάζονται έτσι ώστε οι S, 

S'va είναι δύο γειτονικές επιφάνειες στις οποίες η αριθμητική συν

άρτηση υποτίθεται ότι έχει τιμές φ, φ + δφ, αντιστοίχως( Σχ.1.11). 

Έστω Ρ, Ρ'ότι είναι γειτονικά σημεία στις S, S'έτσι.που να ισχύ

ει:

? = F1T + F2i + F3t=[F1, F2, F3]

ο Διαφορικός Τελεστής Διεύθυνσης

Ο

Σχήμα 1.11

$  = γ = [χ, y, z], 0^*=Γ +δτ * [χ +δχ, y +6y, ζ +δζ]
I
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και pV= 5r = 5sa, όπου 5s = |5r| = PP'

Ακόμη, έστω ότι τό ΡΜ-είναι σχεδιασμένο κάθετα-στην S'και τη συν-
4

αντά στο Μ, έτσι, ώστε,

Ρ$Ι = δη η, όπου ΡΜ = δη

Όταν οι S, S' λαμβάνονται τελικά κατά τρόπο που να ταυτίζονται,το 

η ορίζει το μοναδιαίο διάνυσμα στο Ρ το κάθετο στην S, κατά τη δι

εύθυνση από την S προς την S' . Υποθέτουμε ΜΡΡ' = Θ ώστε 6n=6scos0. 

Τότε ο ρυθμός της μεταβολής της φ ως προς το $ καθώς πηγαίνουμε α

πό τα Ρ και S στο Ρ* της S', είναι:

δφ δφ δη 
tfs =^ή δίΓ= COS0

δφ

'Αρα, καθώς το Ρ ν ρ  κάτά μήκος του Ρ'Ρ ισχύει:

I s  cos° In

και έτσι max| Ss| = |9tp/an|, σέένα εκλεγμένο σημείο Ρ στην S. 0 

μέγιστος αυτός ρυθμός της μεταβολής λαμβάνει χώρα όταν θ = 0 , δήλ. 

κατά τη διεύθυνση του η. Η διανυσματική ποσότητα (3φ/δη)η^ προσ

διορίζει πλήρως τον μέγιστο αυτό ρυθμό της μεταβολής μαζί με τη 

διεύθυνση και λέγεται διανυσυατική Βαθυίδαί ή κλίση) τηε φ στο Ρ. 

Συμβολίζεται είτε grad<p ή ν<ρ, έτσι ώστε:

gradq> = V<p*|j£n (1)

Καθώς φ = φ(χ, y, z), είναι:

αφού δτ = [δχ, 6y, δζ]. Αλλά

δφ *  In  δη = 3η = 7<ρ,δ^
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Συνεπώς,

Το τελευταίο αποτέλεσμα συνεπάγεται είτε:

Μ  v , - ( g T t | 2 J +f I ) . o  

Ο )  6Γ · 0 , ή

(ν) άτι τα δύο διανύσματα είναι κάθετα. Αλλά επειδή το 

6r είναι ένα μικρό μπ μηδενικό διάνυσμα αυθαίρετης διεύθυνσης, οι 

περιπτώσεις (0) και(γ) αποκλείονται και άρα ισχύει η (α). Επομέ

νως, θεμελιώσαμε την έκφραση

9ra d * - V » - g t +0 J + | |  t  (2 )

Οι εξ. (1) και (2) δίδουν εναλλακτικές μεθόδους υπολογισμού του φ. 

Συνήθως, η( 2) είναι η καταλληλότερη μορφή.

Από τη σχέση του ολικού διαφορικού της Φ,

ί *

έχουμε:

3φ 3φ 3χ . 3φ 3y ̂  3φ 3ζ 
? s =1x ’ Ή +ly  i s  +^ζ i s

= 7φ.ί.

επειδή a - f f t + l r  J + ! f  t 

Άρα, || = $.7φ

Η τελευταία αυτή σχέση θεμελιώνει την ισοδυναμία των τελεστών
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αφού και όταν ακόμη εφαρμόζεται σε μία αριθμητική συνάρτηση προ- 

καλεί το ίδιο αποτέλεσμα. Η ποσότητα a.V καλείται διαφορικός τε

λεστής διεύθυνσης, επειδή διαφορίζει την φ κατά τη διεύθυνση του
Λ Λ
a. Παρατηρούμε ότι ειδικότερα ισχύει /ΘΠΞη.ν.

1.13 Κάθετη Ροή Ενός Διανύσματος σε Μία Επιφά- 

νεια. Απόκλιση Διανύσματος.

Σχήμα 1.12

Έστω ?  ότι είναι μία ομοιόμορφη διανυσματική συνάρτηση, η οποία 

ορίζεται κατά ένα και μοναδικό τρόπο σε κάθε σημείο Ρ μιας περιο

χής R και έστω 6S ότι είναι ένα στοιχείο της επιφάνειας γύρω από 

το Ρ, το οποίο έχει μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα το η (Σχ.1.12). Τότε 

το 6S = 6 Sn καλείται διανυσματική επιφάνεια του στοιχείου, η ο

ποία συνδέεται με τη διεύθυνση του η. Αν η ί στο Ρ σχηματίζει μία 

γωνία θ με το η, τότε ορίζουμε την κάθετη ροή της ί μέσα στη 6S 

κατά την έννοια της διεύθυνσης του η, ότι είναι:

(F cos θ)6S =ί.ηδε =?.δ$

Πάνω σε μία ορισμένη επιφάνεια S (ανοικτή ή κλειστή), η ολική κά

θετη ροή θα είναι:

/F cosedS = / η.ί dS = J?.d3 
S S S



-  20 -

όπου κάθε ολοκλήρωμα παριστάνει ένα οριακό άθροισμα όπως το:

lim Σ (F cos θ δS)
5S-X)S

Υποθέτουμε τώρα ότι το Δυ συμβολίζει ένα στοιχειώδη όγκο του χώ
ρου, ο οποίος περικλείει ένα σημείο Ρ και είναι κλεισμένος από 
μία κλειστή επιφάνεια AS. Έστω η ότι είναι το μοναδιαίο διάνυσμα 
το κάθετο σε κάποιο στοιχείο επιφάνειας δε της Δ5(δε« AS) σχεδια

σμένο προς τα έξω από τον όγκο Δυ. Τότε η προς τα έξω διευθυνόμε- 
νη κάθετη στη AS ροή της ? είναι,

b t - U s - t f A

Άρα, π μέση προς τα έξω κάθετη ροή της ΐ  ανά μονάδα όγκου είναι:

tjL/ a s " ^  dS

Διατηρώντας το Ρ σταθερό, έστω ότι το Δυ-*0 κατά τέτοιο τρόπο5 ώ

στε η AS να μικραίνει γύρω από το Ρ. Τότε αν το όριο

lim ί Χ  / η.ΐdS)
Δυ?0

υπάρχει και έχει μία και μόνο μία τιμή, δίδει την προς τα έξω ρο

ή της t  στο Ρ, ανά μονάδα όγκου. Είναι μία αριθμητική ποσότητα 
και μπορεί να δειχθεί ότι η τιμή της είναι ανεξάρτητη του σχήμα

τος του όγκου Δυ. Το όριο αυτό ορίζεται ως η απόκλιση της ? στο 

Ρ και γράφεται div?.
Για να αναπτυχθεί η div? σε Καρτεσιανές, έστω Ρ(χ, y, z) 

ότι είναι το κέντρο ενός κυβικού στοιχείου δχ δγ δζ, έτσι ώστε 

Δυ = δχδγδζ (Σχ. 1.13). Αν ΐ  = [fj, ?2, ?$]» τώτε Π κάθετη ροήτης 
t  μέσα από το .'στοιχείο dydzt της διανυσματικής επιφάνειας που πε

ριέχει το Ρ (δεν δείχνεται στο διάγραμμα) είναι:

ΐ .  ( δ γ δ ζ ΐ) = F ! δγδζ ζ"'



Σχήμα 1.13

Συνεπώς, η κάθετη ροή κατά την ίδια διεύθυνση μέσα από το παράλλη-
δχλο επίπεδο με κέντρο (χ-η *-, y> ζ), σε πρώτη προσέγγιση,είναι: 

δχ cF 1 6y5z + -A  3 ( F 1 6y δζ)/ 3x και μέσα από το παράλληλο επίπεδο που δ ι -
Xy δν

έρχεται από το (χ y, ζ) είναι Fj6y 6z 3 (Fi6y6z)/3x. Εκφρα- 

ζόμενες ως προς τις κάθετες διευθύνσεις, μετροΰμενες από το στοι

χείο προς τα έξω (δηλ. κατά τα Τ και -Τ, αντιστοίχως),οι ποσότη
τες αυτές γίνονται Fi6y6z 6y6z3Fi/3x και -Fi6y6z+^- 6y6z3Fx/3x. 

Άρα, η ολική συνεισφορά από τις δύο επιφάνειες τις κάθετες στη 

διεύθυνση χ είναι 6x6y6z3Fi/3x. Κατά παρόμοιο τρόπο, η ολική προς 

τα έξω ροή μέσα από τις επιφάνειες τις κάθετες στη διεύθυνση εί

ναι 5x5y6z3F!/3y και προς τη διεύθυνση 6x5y6z3F3/3z. Συνεπώς,προσ

θέτοντας τις συνεισφορές απ’όλες τις επιφάνειες, έχουμε:

Επομένως,

dlvF = H m  tjL 4 s?.df
Δυ-»-0

3Fj_ 3Fa 3F3 
3x 3y 3z

To τελευταίο αποτέλεσμα μπορεί, επίσης, να γραφεί:

diV? = (t|_+ } | _ + t|_)(tFl + 3 f 2 + i<f 3) -v.f,

ορίζοντας το ν( άνάδελτα ή διανυσματικός τελεστής Νάμπλα)
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=Τ —+t —+ί -1 ax J ay K
a_
32

Η Καρτεσιανή μορφή του 7.F είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για τον υπολο

γισμό των αποκλίσεων των δισνυσματικών συναρτήσεων. Έ τ σ ι ,  λαμβά- 

νοντας την απλή αλλά σπουδαία περίπτωση της r ·  [χ , y, ζ], έχουμε:

-*·
7.Γ _ 3 χ  + 3 Ζ + 3 Ζ

ax ay az = 3

Ισχύουν οι παρακάτω σημαντικές ιδιότητες γ ι α  την απόκλιση: 

I. Για ομοιόμορφες διανυσματικές συναρτήσεις ?, ζ,

7 . ( ? + S )  = 7 . ί +  7 . £

II. Για μία ομοιόμορφη βαθμωτή συνάρτηση φ  και μία ομοιόμορφη δι- 

ανυσματική συνάρτηση f,

ν.(φί) = φ 7 . ί  + (νφ).ί

Αν μπορέσουμε να βρούμε μία ομοιόμορφη βαθμωτή συνάρτηση φ  τέτοι

α  ώστε

? 9  ̂ 9^
όπου 7 Ζ = ν.ν = g p ' + 9y 2r+ j p "  KaL ° τελεστής αυτός καλείται Λαπλα-

ο ι σ ν ή . Αν ειδικότερα, 7 2φ  = 0,τότε η φ  λέμε ότι ικανοποιεί την .ε

ξίσωση του Laplace και ορίζεται ως μία αρμονική σ υ ν ά ρ τ η σ η .

1.14 Γ ρ α μ μ ι κ ά  ( Ε π ι κ α μ π ύ λ ι α )  Ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α .  Σ τ ρ ο 

β ι λ ι σ μ ό ς  μ ι α ς  Δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ή ς  Σ υ ν ά ρ τ η σ η ς .

Έ σ τ ω  C ότι είναι ένα τόξο καμπύλης, η οποία συνδέει τ α  

σημεία A, Β και υποθέτουμε Ρ, Ρ' ότι είναι γειτονικά σημ ε ί α  σ ’αυ- 

τό το τόξο όπου $  ξ γ , ($' = ?  + δ?, έτσι ώστε ΡΪ>' = 5 r  (Σχ 1.14).
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Έστω f  ότι είναι μία ομοιόμορφη διανυσματική συνάρτηση, η οποία
γ>-

ορίζεται σε όλα τα σημεία Ρ του C και υποθέτουμε η F στο Ρ σχηματί

ζει γωνία θ με την εφαπτομένη στο Ρ που διευθύνεται προς το ρ'. 

Αν τόξο ΑΡ =s, . τόξο ΑΡ' = s + δε, τότε τόξο ΡΡ'=δε = |δτ| σε πρώτη 

προσέγγιση. Γράφουμε ΡΡ ξ 5γ =δε.
-y -y t

Το γραμμικό ολοκλήρωμα της F κατά μήκος της ΡΡ ορίζεται ότι είναι:

(F cosθ)δε =?.δ! = F.6r

και το ολικό γραμμικό ολοκλήρωμα της F από το Α στο Β κατά μήκος 

του C είναι:

/Β F cosOds = /B F.ds= /Β F.dr 
A A A

Για να δοθεί στον ορισμό συγκεκριμένη σημασία, ο αναγνώστης βλέ--y
πει εύκολα ότι αν η F είναι μία δύναμη, οι εκφράσεις αυτές των 

γραμμικών ολοκληρωμάτων παριστάνουν το παραγόμενο έργο από τη δύ

ναμη κατά την κίνηση ενός στοιχείου από το Α στο Β πάνω στο C, α

φού F cos θ είναι η εφαπτομεν,ική συνιστώσα της δύναμης στο Ρ.

Υποθέτουμε,τώρα,ότι το C συμβολίζει μία κλειστή καμπύλη, η οποία
-* ,

περικλείει ένα μικρό στοιχείο εμβαδού AS και ότι η F είναι μί° °" 

μοιόμορφη συνάρτηση που ορίζεται σε κάθε σημείο της C και της AS. 

Υποθέτουμε,ότι Ρ είναι ένα σημείο στη AS και ότι 6S( « AS) είναι 

ένα πολύ μικρό στοιχείο της AS. Ακόμη, υποθέτουμε ότι η έννοια



-  24 -

της διαγραφής της C είναι όπως σημειώνεται στο Σχ. 1.15. Στο Ρ ση

μειώνουμε το κάθετο στη δε μοναδιαίο διάνυσμα η, κατά την έννοια 

της θετικής περιστροφής γύρω από το η, όπως γίνεται η διαγραφή της 

C. Τότε το ολικό επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ή η κυκλοφορία της f  γύ

ρω από τη C συμβολίζεται με τη σχέση:

£cF.ds = f c F .dr

Άρα, η μέση κυκλοφορία ανά μονάδα επιφάνειας της AS είναι

Διατηρώντας το Ρ σταθερό (ακίνητο), έστω ότι η AS-*-0 κατά τέτοιο 

τρόπο που η ο να πλησιάζει το σημείο Ρ. Τότε η οριακή τιμή της μέ

σης κυκλοφορίας ανά μονάδα επιφάνειας στο Ρ, αν υπάρχει, μπορεί να 

δειχθεί ότι είναι ανεξάρτητη του σχήματος του C για μία δεδομένη 

κάθετη διεύθυνση η. Το όριο αυτό είναι ένα μονόμετρο (βαθμωτό) μέ

γεθος, αλλά εξαρτάται από το κάθετο η στην S. θα προσπαθήσουμε τώ

ρα να βρούμε ένα διάνυσμα του οποίου το εσωτερικό γινόμενο με το 
-► -► 
η να δίδει το ζητούμενο όριο. Ας παραστήσουμε το διάνυσμα με curlF,

έτσι,ώστε .

n.curli = lim

-F
Η σχέση αυτή επιτρέπει την ανάπτυξη του διανύσματος curlF σε Καρ

τεσιανές συντεταγμένες.

Στο Σχ. 1.16, AS είναι το ορθογώνιο του οποίου οι κορυφές είναι 

Α(χ, y z -τρ). Β(χ» y ζ ~^γ ) » £(χ » y + ^·· Ζ + ^γ )

D(x, y -ψ,  ζ + ££·), έτσι ώστε AS=5y5z, n=T. Λαμβάνοντας,

F2,. F»]. όπου F, = Fi(x, y, ζ), κλπ. , τότε:

/V.d? =
A

Λ

t  5y f2 (x , y. z-%)dy, /C?.ds ; 
ά B

! 4
■/ f>(x.y
_ δζ

♦ & z ) d z  \  %
' y - f Ζ'Ύ i 4 '^

g
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/°?.ds =-/y^ M x .  y .  z+5r)dy, /A?.ds = -/ ^ T f3(x,y-^,z)dz 
C y-sjjr 2 D - 02 2_ δζ 

2 ' Τ '

όπου, κάβε ολοκλήρωμα υπολογίζεται κατά μήκος του κατάλληλου τμή

ματος γραμμής. Άρα, το ολικό επικαμπύλιο ολοκλήρωμα γύρω από τό 

κλειστό ορθογώνιο είναι:

ζ +δζ
/ ^ ‘ ί gz i M x .  y+^·» ζ) -F 3 (x , y z)}dz - 
C 2Τ

-ftf **■*··<: '= ·-■ '

δΖι
y M

~J 5^ {f 2(x , y» z + t ^) ■ F2(x, y, z -^)}dy

ζ<δζ 

z JT

i’vV ;.t

J ^ f (  . .  M z .  „Ζ3 Μ » , . .  )d y .

ff ■·'

*8y5z {I p - -|j--}, σε δεύτερη προσέγγιση.

Άρα, 11m {X  £ ΐ . ά ί ϊ  - 2? -
A«un *» c 3y 3ζ Λ-si·;

δηλ. t.curl? =~2--1^2· . Ομοίως, ?

T c u r r f - 3Fl 3Fa t 3F2 3F,J.CurlF " 3 2  , K.euriF * g^3-* gy

Συνεπώς,
eiirlF - f3F> SFz 3Fj_ lb. 3F^ 3F.1 
CUr,r I3y ” 3z ’ 3z *3x » 3x _ 3y J

Μνημοτεχνική αυτό μπορεί να θυμόμαστε με τη μορφή:
1 3 _ 1  3_

curl? = I 3χ 3* 32  
I Fi F2 Fa

«4 ^  i

:r > ;



έΐσί,ώστε μπορούμε να γράφουμε

curl? = V Λ t

V = t| _  + .J | _  + 3χ J 3y

1.15 Μερικές Διανυσματικές Ταυτότητες

θα παραθέσουμε τώρα μερικές σπουδαίες διανυσματικές ταυ

τότητες .

(α) Αν Φ είναι κάποια ομοιόμορφη παραγωγίσιμη βαθμωτή συνάρ

τηση , τότε

curlgraclip ξ ||

curlV(p =

3φ 3φ la
3Χ* 3y’ 3zJ

3 3 3
ax 3 y 3x

3φ IS 3φ
3Χ ay 3z

32φ _32φ 32φ _3.2Φ 3*φ 32φ
3y3z " 3z3y* 3ζ3χ "3χ3ζ 3z3y ~3y3z

αφού 32φ _32φ 
lyiz “ 3z3y ΚΛπ

(3) Αν f  είναι μία ομοιόμορφη παραγωγίσιμη διανυσματική συν
άρτηση, τότε d 1vcurl? = 0

Σε Καρτεσιανές συντεταγμένες η ί *  [Fi, F2, F3] , άρα

3 3 3
3x 3y 3z

Fi F2 f 3

3Fa 3FZ 3Fi 3F3 3F2 3Fi] 
3y ” 3z ■ 3z r 3x * 3x ” 3y J

κα,ι έτσι έχουμε:
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divcurl? s |^
/BFjl 3F2\  ̂ 3 
' 3y ‘  3z ' 3y

9F3x  ̂ 9 /9F2
9x ' 3z v9x

9Fi \
9y '

"■; ' _ i 21 l  a f f n  A # 3 ! ^ . ^  + = 0 .
" 3y 3z 3z3y' ' v3z3x 3x3z' v3x3y 3y3x'

. ■ 'if'
Άλλος συμβολισμός της Ιδιας ταυτότητας είναι:

divcurl? = V. (V Λ ί) = [ν, V, ?]

(γ) Me τη συνάρτηση ί όπως προηγουμένως στο (3)> ισχύει:

7 ^ (v ^ F ) = ν ( ν . ί )  - ν 2? ,  ;

/

curl curl?* grad d1v t  - V2F

Η απόδειξη γίνεται με τον τύπο του τριπλού εξωτερικού γινομένου 

των διανυσμάτων

t  -(ί Λ ί) = {t.Z)Z - (Χ.δ)"ί, αν εφαρμοστεί στο V * (V Λ ί) 

με τα δ, §, Ζ αντικαθιστάμενα από τα V, V, f .

(δ) Για ομοιόμορφες διανυσματικές συναρτήσεις ?, δ, ισχύει':

d1 v(?~δ) sS.curlf - f.curlS

(ε) To curl(i λ 2) = (δ.ν)ί- (?.ν)δ + ί ά 1 ν δ - δ ά 1 ν ?

(ζ) ν(ί.δ) = (δ. V)? + (ί.ν)δ + δ * curl? + i'-curl δ

1.16 Σχέσεις Μεταξύ Διπλών και Τριπλών Ολοκλη

ρωμάτων (Ολοκληρωμάτων Ό γ κ ο υ ).

Στα επόμενα, το S σιιμβολίζει μία κλειστή επιφάνεια η ο

ποία περιβάλλει έναν όγκο υ. Το Ρ είναι ένα σημείο είτε μέσα στον 

όγκο υ ή πάνω στην S.

Πρώτα υποθέτουμε ότι ο όγκος διατέμνεται σε πολλούς στοι
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χειώδεις όγκους δυ, από τις τρεις οικογένειες των παραλλήλων επι

πέδων προς τα ακίνητα επίπεδα των Καρτεσιανών συντεταγμένων. Τότε 

το δυ θα είναι είτε ένα κυβικό στοιχείο δχδγδζ μέσα στον υ ή ένα 

κομμάτι από ένα τέτοιο στοιχείο αποκομμένο από το στοιχείο 6S της 

επιφάνειας S (Σχ. 1.17)

Σχήμα 1.17

Αν ΐ  είναι μία ομοιόμορφη παραγωγίσιμη διανυσματική συνάρτηση, η 

οποία ορίζεται σ ’όλά τα σημεία του υ και της S, τότε η προς τα έ

ξω κάθετη ροή της ΐ  μέσα από την επιφάνεια του δυ είναι ((Ηνί)δυ. 
Άρα, η ολική κάθετη προς τα έξω ροή μέσα από τις επιφάνειες όλων 

των στοιχείων όγκου είναι,

/ dividu 
υ

Αλλά σε πρώτη προσέγγιση ισχύει,

(divf)6u = f  n.?dS 
AS

όπου AS είναι η ολική επιφάνεια που περιβάλλει τον δυ και το η 

σχεδιάζεται πρΰς τα έξω από κάθε δυ. Έτσι,

/ div ί du = lim Σ / n.fdS 
υ JAS

όπου η άθροιση στο δεξιό μέλος άναφέρεται σε όλες τις επιφάνειες 

και για όλα τα στοιχεία δυ. Η άθροιση αυΐή περιλαμβάνει δύο μερι

κά αθροίσματα:Ένα για ολόκληρα τα κυβικά στοιχεία για τα οποία



-  29 -

δυ=δχδγδζ και ένα για εκείνα τα στοιχεία δυ, τα οποία περιβάλλο

νται από την επιφάνεια των στοιχείων 6S. Συμβολίζοντας αυτά τα α

θροίσματα με Σ και Σ αντιστοίχως, συνάγεται ότι:
1 2

Σ f n.idS = Σ/ η.idS + Σ / n.idS 
AS ‘oS 2 AS

To πρώτο άθροισμα στο δεξιό μέλος εξαφανίζεται λόγω του ότι υπάρ

χουν ίσες και αντίθετες συνεισφορές μέσα από μία κοινή επιφάνεια 

δύο νειτονικών κυβοειδών στοιχείων. Ακόμη,

11m Σ / η.idS = /n.idS 
2 iS S

Συνεπώς, τελικό έχουμε:

/ dividu* /n.idS (1)
υ S

Το τελευταίο αποτέλεσμα είναι γνωστό ως θεώρημα της απόκλισης και 

Οφείλεται στον Gauss. Αν στην (1) πάρουμε στη σειρά αντί της t  τις 
τιμές φΤ, φ?, φ£, έχουμε

/ g d u - M . t d S ,  / | f d u = M . J d S ,  / |fdu = f< p ttdS 
u 3X S u ay S u dZ S

Πολλαπλασιάζοντες αυτές τις εξισώσεις κατά σειρά με ί, J, i και προσ 

θέτοντες, λαμβάνεται:

• ^τβάφάυ* / φ η dS * f<pd$ (2)
υ S S

Οι σχέσεις (1), (2) μπορεί να γίνουν ευκολομνημόνευτες με τις ακό

λουθες ισοδύναμες μορφές:

/v.idu = /η.idS, Jv<i>du= fnqxtS 
u S u S
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1.16.1 Καρτεσιανή Μορφή του θεωρήματος της 

Απόκλισης (θ. Green).

Σύμφωνα με τον προηγούμενο συμβολισμό, λαμβάνουμε το θεώ

ρημα της απόκλισης με τη μορφή,

Jv.idu = /η.ί d S 
υ S

Αν ί =  [Ρ, Q, R] και η= [1, m, η] σε καρτεσιανές συντεταγμένες, τό

τε [1 , m, η] είναι τα διευθύνοντα συνημίτονα του προς τα έξω δι- 

ευθυνόμενου διανύσματος του κάθετου προς την στοιχειώδη επιφάνεια 

δ$. Συνεπώς, το θεώρημα της απόκλισης παίρνει τη μορφή:

ί(! £ + ϋ + !ΐ)<1υ = /(lP+mQ + nR)dS 
U 6

Το ολοκλήρωμα του αριστερού μέλους μπορεί να εκφραστεί, εναλλακτι

κά, με τη μορφή:

ν'<£+§ +!Ι)<Μ̂ ·
η οποία είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στους υπολογισμούς, 

θα συνάγουμε μία ισοδύναμη μορφή για το δεξιό μέλος:

Σχήμα 1.18
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θεωρούμε το Σχ. 1.18, στο οποίο το πρίσμα το κάθετο στην ορθογώνια 

διατομή που έχει τις τέσσερες κορυφές (0 , y+^·, ζ±γ·) τέμνει 

την επιφάνεια S σε επιφανειακά στοιχεία 5Si, 5S2 με κάθετα μοναδι

αία διανύσματα διευθυνόμενα προς τα έξω, τα ηι = [1 1 , mi, ηι] , η2= 

[1 2, m2, η2] . Τότε, χρησιμοποιώντας τις παραδοχές του σχήματος, το 

οποίο δείχνει ότι το πρίσμα τέμνει την S δύο φορές, έχουμε li6Si= 

δγδζ = -125S2. Αν ληφθεί δυ = δχ χδγ χδζ το στοιχειώδες παραλληλεπί

πεδο, μέσα στο πρίσμα και μεταξύ των 6Si, 6S2, τότε αν ολοκληρώ- 

σουμε την Ĵ · στο πρίσμα έχουμε:

/// |Ε· dxdydz = (/f^d*) δγδζ = (ρι - Ρ2)δ.νδζ = 11Ρ 1 6Sι + 12P26S2 
κρώμα

Άρα, /// |2· dxdydz =J(liPidSi + l 2P2dS2) = JlPdS
u S

Ομοίως, /// dxdydz mQ dS

/// dxdydz = / nRdS. Συνεπώς, 
u °z S

/ / / ( +|a+|i) dxdydz = / (IP + mQ t nR)dS 
u S

Αφού, ldS = dydz, κλπ., μπορούμε επίσης να γράφουμε το τελευταίο α

ποτέλεσμα με τη μορφή:

/ ^ C f l ? +lF )dxdydz s / / ( pdydz + qd2dx + Rdxdy)
υ S

Η μορφή αυτή του θεωρήματος, μπορεί εύκολα να χρησιμοποιηθεί για 

να δικαιολογήσει τη μοναδικότητα του ορισμού της divf στην ενό

τητα 1.13.

1.17 Σχέσεις μεταξύ Επικαμπυλίων (Γραμμικών) 

και Επιφανειακών Ολοκληρωμάτων

Αν C είναι μία κλειστή καμπύλη, όχι αναγκαστικά επίπεδη, 

η οποία περικλείει μία επιφάνεια S και αν f  είναι μία ομοιόμορφη 

παραγωγίσιμη διανυσματική συνάρτηση ορισμένη σ ’όλα τα σημεία της
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C και στην S, τότε αποδεικνύεται ότι ισχύει:

6 ΐ . ds= / n.curlfdS 
c •'S

To αποτέλεσμα αυτό είναι γνωστό ως θεώρημα του Stokes.

Απόδειξη: Πάνω στην S τοποθετούμε ένα λεπτό δικτυωτό, όπως (ραίνε 

ται στο Σχ. 1.19. Τότε το δικτυωτό διαχωρίζει την S σεένα αριθμό 

κυψελών τέτοιων όπως είναι η Υ» η οποία παριστάνεται μεγεθυνμένη 
στο Σχ. 1.19(β). Έστω ότι τα όρια όλων των κυψελών διαγράφονται

Σχήμα 1.19

κατά τον τρόπο που δείχνεται στο διάγραμμα. Τότε, οι συνεισφορές 

στο ολικό επικαμπύλιο ολοκλήρωμα, οι οποίες προκύπτουν από τις 

κοινές πλευρές των γειτονικών κυψελών αλληλοαναιρούνται, έτσι, 

ώστε:

6 f.ds · ,. Σ 6 t .d s  yc όλα τα γ

Έστω 6S ότι είναι η επιφάνεια της κυψέλης Υ (περίπου επίπεδη) 

και Ρ ένα εσωτερικό της σημείο. Επίσης, έστω η ότι είναι το κάθε

το στη 5S μοναδιαίο διάνυσμα στο Ρ, έτσι που η θετική περιστροφή 

γύρω από το η να είναι κατά την έννοια της διαγραφής της V. Τότε, 

εξ ορισμού,

(n.curlf)6S = ̂ . d s

Άρα,
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$ f.ds *^λαΣτα (n.curli)6S ■*■ /(n.curlf)dS
S

καθώς το δικτυωτό γίνεται όλο και λεπτομερέστερο. Αυτό θεμελιώνει 

το ζητούμενο αποτέλεσμα.

1.18 Γενικές Ορθογώνιες Καμπυλόγραμμες 

Συντεταγμένες

'Υποθέτουμε ότι για κάθε σημείο Ρ(χ, y, z) του χώρου, ανα- 

Φερόμενο σ ’ένα τρισορθογώνιο σύστημα αξόνων, υπάρχουν τρεις ομοιό

μορφες βαθμωτές συναρτήσεις λ(χ, y, ζ), μ(χ, y,z), ν(χ, y, ζ) έ

τσι, ώστε οι επιφάνειες:

λ(χ, y, ζ) = σταθερά, u(x,y, ζ) = σταθερά, v(x,y, ζ) = σταθερά (1 )

να είναι μεταξύ τους ορθογώνιες στις διατομές τους, δηλαδή, οι ε- 

Φαπτόμενες στις τρεις καμπύλες της τομής τους στο Ρ σχηματίζουν 

μεταξύ τους ορθές γωνίες. Δίδοντας ειδικές τιμές στις λ, μ, ν 

μπορούμε να υπολογίσουμε τα χ, y, z και αντιστρόφως. Συνάγεται ό

τι οι (λ, μ, ν) είναι ένα εναλλακτικό και ισοδύναμο σύστημα συν

τεταγμένων για τον ορισμό του Ρ στο χώρο. Εδώ υποθέτουμε,ότι κά

θε συντεταγμένη στο ένα σύστημα είναι μία μονότιμη συνάρτηση των 

τριών συντεταγμένων στο άλλο. To (χ, y, ζ) είναι το Καρτεσιανό 

σύστημα. Το σύστημα συντεταγμένων (λ, μ, ν) καλείται γενικό ορθο

γώνιο καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων, διότι εν γένει οι τρεις 

επιφάνειες των εξισώσεων (1 ) τέμνονται κατα καμπύλες γραμμές, οι 

οποίες είναι μεταξύ τους ορθογώνιες σε κάθε σημείο Ρ. Το Καρτεσι

ανό σύστημα συντεταγμένων (χ, y, ζ) είναι το απλούστερο απ’όλα τα 

ορθογώνια συστήματα, επειδή τα τρία επίπεδα

χ = σταθερό, y = σταθερό, ζ = σταθερό

που διέρχονται από κάποιο σημείο Ρ του χώρου τέμνονται κατά τρεις 

γραμμές, οι οποίες είναι μεταξύ τους ορθογώνιες (κάθετες). Σε πολ

λά, εν τούτοις, προβλήματα θεωρίας διανυσματικού πεδίου είναι 

πολλές φορές χρήσιμο να εργαζόμαστε με άλλα ορθογώνια συστήματα
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συντεταγμένων. Τα δύο συνηθέστερα είναι των κυλινδρικών πολι

κών συντεταγμένων k q l  των σφαιρικών συντεταγμένων.

Ζ

Μ , ζ )

ζ

------------- Υ

λ Μ
Σχήμα 1.20

Το Σχ. 1.20, δείχνει ένα σημείο Ρ σ’ένα τοισορθογώνιο Καρτεσιανή 

σύστημα, το οποίο ορίζεται από τους άξονες ΟΧ, ΟΥ, QZ.H ΡΜ φέρεται κάθε

τη στο επίπεδο ΧΟΥ. Έστω Χ0Μ = θ, 0M = R, PM = z. Τότε οι (R, θ, ζ) 

καλούνται κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες του Ρ. Η γνώση των 

στοιχείων αυτών, είναι φανερό ότι δίνει τη δυνατότητα του προσδι

ορισμού του Ρ κατά ένα και μοναδικό τρόπο. Οι τρεις επιφάνειες α

πό το σημείο Ρ

R = σταθερό, θ = σταθερό, ζ = σταθερό 

είναι αντίστοιχα:(α) ο δεξιόστροφος κάθετος κύλινδρος από το Ρ, 

άξονα ΟΧ και ακτίνας R, (β) το επίπεδο από τον 0Ζ που σχηματίζει 

γωνία θ με το επίπεδο συντεταγμένων ΖΟΧ και (γ) το επίπεδο από το 

Ρ, το οποίο είναι παράλληλο προς το επίπεδο ΧΟΥ των συντεταγμέ

νων και απέχει απ’αυτό ζ. Είναι φανερ^ότι οι τρεις, αυτές επιφάνειες 
τέμνονται μεταξύ τους κάθετα, οπότε το σύστημα συντεταγμένων εί

ναι ένα ορθογώνιο. Παρατηρούμε ότι αν (χ, y, ζ) είναι οι Καρτεσι

ανές συντεταγμένες του Ρ, τότε έχουμε:
♦

x = Rcos0, y = Rsin0, ζ = ζ·,

R = /(χ2 + y 2), θ = τοξ εφ φ ,  ζ = ζ

Τα πρώτο σύστημα των εξισώσεων εκφράζει τις Καρτεσιανές συντετα-
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&

-r

γμένες ως προς τις κυλινδρικές πολικές. Το δεύτερο σύστημα εξισώ

σεων δίδει τις κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες ως προς τις Καρ

τεσιανές.

Στο Σχ. 1.21, το Ρ είναι ένα σημείο εκλεγμένο σ ’ένα Καρ

τεσιανό τρισορθογώνιο σύστημα αξόνων ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ, έτσι ώστε να εί

ναι OP = r, Ζ0Ρ = θ, <ρ = γωνία μεταξύ επιπέδων ΖΟΧ, ΖΟΡ. Τότε οι (r, 

θ, φ) καλούνται σφαιρικές πολικές συντεταγμένες του Ρ. Η γνώση αυ

τών των στοιχείων είναι φανερό, ότι παρέχει τη δυνατότητα στο Ρ 

να προσδιορίζεται κατά ένα και μοναδικό τρόπο. Οι τρεις επιφάνει

ες από το Ρ

r = σταθερό, θ = σταθερό, φ = σταθερό, 

είναι αντιστοίχως (α) η σφαιρική επιφάνεια από το Ρ, κέντρου 0 

και ακτίνας r, (β) ο δεξιόστροφος κάθετος κυκλικός κώνος, κορυφής 

0 και άξονα ΟΖ και ημικατακόρυφης γωνίας θ, (γ) το επίπεδο από τον 

ΟΖ, το οποίο σχηματίζει γωνία φ με το επίπεδο συντεταγμένων ΖΟΧ. 

Προφανώς, οι τρεις αυτές επιφάνειες τέμνονται μεταξύ τους ορθογώ

νια, άρα το σύστημα συντεταγμένων είναι ένα ορθογώνιο. Αν (x,y, ζ) 

είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες του Ρ, τότε

x = rsin 0 cos<p, y = r sin θ sin φ, z = rcos 0

r = /(x^+y2 + z2), 0 = ̂ o u v { z ( x 2 + y 2 + z2)}, φ = τοξεφ(£)λ

Ζ

Σχήμα 1 . 2 1
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1.19 Μερικοί Συμβολισμοί Καρτεσιανών Τανυστών

Στις νέες πραγματείες και μελέτες της μηχανικής των ρευ

στών, η χρήση των τανυστών γίνεται όλο και συχνότερη. Ουσιαστικά 

αυτό αποτελεί συντομότερο συμβολισμό, η χρήση του οποίου κάμνειτο 

γράψιμο πολλών εξισώσεων λιγότερο πολύπλοκο.

Συμβολίζουμε τις Καρτεσιανές συντεταγμένες ενός σημείου Ρ 

στον τριδιάστατο χώρο με (χχ, χ2, χ2) ή x-j(i = 1, 2, 3) έτσι που 

να ισχύει (χχ, χ2, χ3) = (χ, y, z). Οι αντίστοιχοι Καρτεσιανοί άξο

νες είναι ΟΧι, 0Χ2 , 0Χ3 ή OX-j (1 = 1 , 2 , 3 ) .  Σημαντικός για το λο

γισμό των τανυστών είναι ο συντετμημένος συμβολισμός που χρησιμο

ποιείται για αθροίσεις. Σύμφωνα με αυτή τη συμβατική παραδοχή 

άθροισης ένας επαναλαμβανόμενος δείκτης συνεπάγεται πρόσθεση ως 

προς αυτόν τον δείκτη. Έτσι αν, όπως θα εξηγηθεί μια για πάντα,το 

καθένα από τα γράμματα i, j, k μπορεί να πάρει τις διακεκριμένες 

τιμές 1, 2, 3, τότε έχουμε:

aijxi = J  aijxj (1 = 1» 2, 3)
J= 1

Γράφοντας αναλυτικά αυτή την ισότητα, έχουμε τις τρεις αθροίσεις

απ χ χ + Q 12 x 2 Qΐ3 X 3

<*21 Xl + Ο22 Χ2 + Ο23 Χ3

<*31 Xl + Q32X2 + <*33 Χ3

όπου ο δείκτης i επιτρέπεται να διατρέχει τις τιμές 1, 2, 3. 

Άλλα παραδείγματα της παραπάνω συμβατικής παραδοχής άθροισης, εί

ναι:

(1 ) jli Atjuiuj

3 3 3
(ii) Ayuiujuk = i|1 ji, kI, îjku1ujuk

3
Παρατηρούμε ότι ay Xj = a-j^x^, αφού κάθε μία σημαίνει ^  a^Xfc 

και είναι ανεξάρτητες των j, k όταν γράφονται αναλυτικά. Άρα, ο 

επαναλαμβανόμενος δείκτης είναι ένας απρόσωπος δείκτης και μπο-
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pet να αντίκατασταθεί από κάθε άλλο γράμμα. Κανένα γράμμα δεν μπο 

pet να επαναληψθεί περισσότερο από μία φορά.

Το δέλτα του kronecker ή "τανυστής αντικατάστα

σης" δ-jj ορίζεται ότι είναι,
■:,ί .

δ^ = 1 όταν i = j 

= 0 όταν 1 1 j

Προφανώς δ-y

Παρατηρούμε, εντούτοις, ότι σύμφωνα με τη συμβατική παραδοχή ά- 

θροισης,

δ„ - δη + δ22 + S33 = 1 + 1 + 1 = 3 

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι,

6 y x j  = δίχ χ ι + δΐ2χ2 + δΐ3χ 3

Αν 1 = 1, η παραπάνω σχέση δίδει Xj. Αν i - 2 , δίδει χ2» αν i = 3 δί 
δει χ3, δηλαδή 5-jjXj=x.j.

Το αποτέλεσμα αυτό δείχνει ότι η επίδραση του δ-jj στο Xj 

απλώς αντικαθιστά το j με το i. Εξ αυτού και το όνομα "τανυστής α 

ντικατάστασης".

Οι μερικές παράγωγοι συμβολίζονται ως ακολούθως:

Φ»ι Ο  = 1» 2 ,  3)

·|~ί·= υ·}, j (i, j = 1, 2, 3).

Έτσι, ένα κόμμα μπροστά από το δείκτη i σημαίνει μερική παραγώγι 

ση ως προς το xj. Παρατηρούμε ότι,

φ·ιι = ν2φ

u1,1
:  d i l l  ^  3 l < 2  3 ί Ι  3 

’ 3Χι 3X2 3X3

Οι ποσότητες ά1νί, gradtp για σταθερό (ακίνητο) σύστημα αξόνων εκ 

Φράζονται με τις μορφές,
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di v t  = 9Ai
3x,

3A2
3x2

grad<p = + 9Φ 
3x a 2

3φ
3x

A A

®3 =Φϊ

Εδώ, A*Aia-j, όπου a^ είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στον θετικό ά

ξονα Xi. Άρα, το θεώρημα απόκλισης σε διανυσματική μορφή

/ V. ftdu = / n. AdS 
ν S

όπου η = ηη·βη·, γράφεται σε μορφή τανυστή, ως εξής:

/ Α^ -jdu = / n-f A<jdS 
ν * S

Τώρα υποθέτουμε ότι οι OX-j, OX'i (1*1, 2, 3) καθορίζουν πλήρως 

δύο ομάδες ορθογωνίων αξόνων Καρτεσιανών συντεταγμένων από το 0. 

Ακόμη, υποθέτουμε ότι τα διευθύνοντα συνημίτονα κάθε άξονα του 

ενός συστήματος ως προς τους τρεις άξονες του άλλου είναι., όπως 

παρέχονται στον παρακάτω πίνακα:

O X i o x 2 0 Χ 3

Ο Χ ’ι I n 1  12 1 13

0 Χ 2 1 21 1 22 1 23

ο χ ' 3 1 31 1 32 1 33

0 πίνακας σημαίνει ότι, π.χ., p y  , 1 22 , 1 23J είναι τα διευθύνο- 

ντα συνημίτονα του 0Χ2 ως προς το σύστημα ΟΧ'ι και ότι τα [ΐι3 , 

123 , 1 33] είναι τα διευθύνοντα συνημίτονα το 0Χ3 ως προς το σύ

στημα ΟΧ!,· (1 = 1, 2, 3). Παρατηρούμε,ότι ισχύουν οι ακόλουθες έ

ξη ιδιότητες των διευθυνόντων συνημιτόνων:

2 2 2
Ιιι 1 12 113 = 1 κλπ.,

1 11 12 1+ "112 1 2 2 + Τ ΐ 3 ^23 = 0 »  ΚλΠ.  ί

Οι ιδιότηΐες αυΐές εκφράζονται κατάλληλα με τη βοήθεια της συμ
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^j'kj = 5 ik ,'

Επίσης, έχουμε τις έξη εξισώσεις,

1 ιι + 1 21 "*■ 1 31 = 1 κλπ .

1 11 1 12 Ί 21 1 22 1 31 1 32 Β 0 * ΚλΠ ·

που συντομεύονται με τη γραφή,

1 ij1 ik = 5jk

Αν το χ·,· συμβολίζει τις Καρτεσιανές συντεταγμένες ενός σημείου Ρ 

στο σύστημα ΟΧ, και χ’ εκείνες του συστήματος ΟΧ} (1=1, 2, 3) τό

τε,

x1 = lijXj» x1 = 1jixj

Αυτές είναι οι απαιτούμενες σχέσεις μετασχηματισμού. Εύκολα γρά

φονται με διανυσματικό τρόπο,

Τ  λ  Λ  λ  » Λ» , " ,  . · ' ' ι
r = Χχβχ + x2a2 + x 3a3 = Χχβχ + x2a2 + x 3a 3

και χρησιμοποιώντας τον πίνακα έχουμε:

■ f  A

r.aj s Χχ = χ'ιβj·3 χ + x2a2.ai + x 3a 3·βι = Χχΐιι + χ2 1 2χ + χ 31 3χ

Το σύνολο των τριών ποσοτήτων χ^(1 = 1 , 2, 3) καλείται ένα διά- 

νυσμα ή τανυστής πρώτης τάξης ή βαθμού. Το σύνολο χ'χ συν ιστό έ- 

νανάλλο πρώτης τάξης τανυστή. Απλές ποσότητες,όπως η μάζα και η 

απόσταση, οι οποίες παραμένουν αναλλοίωτες για όλα τα σύνολα των 

αξόνων, καλούνται μονόμετρα μεγέθη ή τανυστές μηδενικής τάξης. Ά -  

ρα, στις τρεις διαστάσεις, ισχύει:

χί = lljXj = Ί ikxk
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έτσι ώστε, x 1 xi = (lijxi) ( 1 ikxk) = C1 ij1 ikHxjXk)

Αλλά lijl-ik = Ojk (από τον πίνακα των διευθυνόντων συνημιτόνων) 

Άρα,

x’ix'i = 5jkxjxk = xkxk ^

ο -9 2  2  2  2
χ ί  + χ'2 +Χ3 =Χι + χ 2 + χ 3

Αυτό δείχνει ότι το 0Ρ2 παραμένει αναλλοίωτο με οποιοδήποτε μετα

σχηματισμό αξόνων και διαφωτίζει τη χρήση και το χειρισμό της συμ

βατικής άθροισης.

Το σύνολο των εννέα ποσοτήτων α^ (i, j = 1 , 2, 3) υπακού

ει στο νόμο του μετασχηματισμού

ars r ̂ ri ̂ si -aij

όπου τα 1 είναι τα διευθύνοντα συνημίτονα, έτσι ώστε οι σχέσεις 

1 Γί1 si = 5rs = Τir 1 is αποτελούν συνιστώσες ενός τανυστή δευ- 

τέρας τάξης.

Τα παραπάνω παραδείγματα, τα οποία δείχνουν ότι οι ποσό

τητες

aii . a1j aji . aijajkaki

είναι αναλλοίωτες μετά από μετασχηματισμό, διευκρινίζουν περισ

σότερο τον αλγεβρικό χειρισμό των τανυστών. Τα αποτελέσματα αυτά 

είναι σημαντικά στη μαθηματική θεωρία της ελαστικότητας και πλα

στικότητας.

Παραδείγματα 

1. Δείξτε ότι

Έχουμε
αϋ  = αϋ

ars = !π IsjQij » έτσι ώστε

t „
arr = 1 ri1 rj aij = 5ij aij = ajj » 

a1 i s a iiδηλαδή,



' 'ί.ψ
Z: Δείξτε ότι ? ‘ -w>.‘'.-XV y ·*■■-■' ■  ̂~ ~

,;■ , ,. Γ • ! ., ’*

Έχουμε
atjaji =aijaJi

«·■■-·
V

7 , * „·$

• ,; ·. * * · ;· · . . v '; '
a' » 1 .1 .a ..rs π  sj ij > « vv.·,.■

y.Fy 1 rcy ' 'ririip*·. - 7-. •/‘ * m0

'̂•V ' V. -- · ■· U ,: · * asr ” ̂ ιΑπΛηπ ?'X.

. Έτσι, ^ ■■·:■* ' ■' ‘ " ■■'

r*~' « .::: v.. q ' Q*
rs sr
■■ -

~ ̂ rAsja1j^sm'rnamiA
' 13

*-.·! ,yyS£u· r;77 ;.· .
= (Vf'rn><Vsi»)(V W

.·-·:

yyrjyii * v 

'giiy ~r. ·'■ *; f ·-,
" 5in5jmaijaran

• ' - ' Ϊ ,
;yn̂Vv :
; t ;■■ y- , t

»ί*>ΐ:.· ,?·/ ".·/? ,-
’ 8in(a1n<W ) -

>■ W > ·
■ ".-7/ -

>v r> · = anm°Wi* δπως έπρεπε να συμβαίνει. ^ ;ν
v ·τρ- : - ·■» - ,

.3. Δείξτε ότι ' ' ; ■ ·. ·- : a. .

!-’>· V  ’ γ· ' ■ v* ;
aijajkak1 = aijajkak1

, ”...· ' Μ'Ρ
■ ,v3; · -

arsastatr ~ ̂ V A s j aij^^sm^tnam n ^ ^ t a V s aa3

- (1r t W < V s m > < W ° ijamnaaB

= δ.βδ. δ Λα..a α_0ip jm η a ij mn ap

~ a0mamaaa0 · ύπως έπρεπε να δειχθεί.

Το τελευταίο αποτέλεσμα είναι, πολύ σημαντικό γιατί θεμελιώνεται 

χωρίς τη χρήση της συμβατικής άθροισης.

·> [ £1;% , - *·'> " ■

;/.iV -Vr :ίι·.ΛΓ %
• »v■.* &■

>1
' -V * ‘ ' T '-"‘'Λ

% a . ;  - Λ ^Ά
,ν

ίχ̂
νί

Ά



2. ΟΙ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΙΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ 

ΡΕΥΣΤΩΝ. ΟΡΙΣΜΟΙ

2.1. Γ ενικά

Η Μηχανική των ρευ σ τ ώ ν , είναι μία από τις βασικές φυ

σικές επιστήμες. Ασχολείται με τη στατική, κινηματική και δυναμι

κή των ρευστών, δεδομένου ότι η κίνηση ενός ρευστού προκαλείται 

από μη ισόρροπα συστήματα δυνάμεων, τα οποία επενεργούν σ ’αυτό. 

Οι μέθοδοι προσέγγισης του αντικειμένου της Μηχανικής των Ρευστών, 

ξεκινούν από την εφαρμονή των νόμων της κίνησης του Νεύτωνα, των 

νόμων της θερμοδυναμικής, της αρχής της διατήρησης της μάζας,των 

καταστατικών εξισώσεων οι οποίες συνδέουν τις ιδιότητες των ρευ

στών, του νόμου του ιξώδους του Νεύτωνα, των εννοιών του μήκους 

της ανάμιξης και των περιορισμών, οι οποίοι οφείλονται στην ύπαρ

ξη διαφόρων οριακών συνθηκών.

Το ιξώδες και η πυκνότητα είναι οι ιδιότητες εκεί

νες, οι οποίες συναντώνται συχνότερα στους υπολογισμούς της ροής 

των ρευστών. Οι επιδράσεις της επιφανειακής τάσης είναι σημαντι

κές για το σχηματισμό σταγονιδίων, στις διαχωριστικές (οριακές) 

επιφάνειες υγρών, στερεών και αερίων και στο σχηματισμό τριχοει

δών κυμάτων. Η ιδιότητα της τάσης των ατμών, στην οποία οφείλεται 

η αλλαγή καταστάσεως από υγρό σε αέριο, είναι σημαντική όταν πα

ρατηρούνται χαμηλές πιέσεις.

Στα επόμενα, θα υπογραμμιστεί η σπουδαιότητα των φυσικών 

ιδιότήτων ενός υγρού ή αερίου. Επίσης, δίδονται μερικοί ορισμοί, 

ώστε να μπορούμε να μιλάμε κατα τρόπο συγκεκριμένο για την ιδιό

τητα, την ποσότητα ή τις παραδοχές και υποθέσεις, τις οποίες εξε

τάζουμε.
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2.2. Ορισμός του Ρευστού

Ρευστό είναι μία ουσία, η οποία συνεχώς παραμορφώνεται 

όταν υπόκειται σε μια διατμητική τάση. Διατμπτική δύναμη είναι η 

συνιστώσα δύναμη, η οποία επενεργεί κατά την εφαπτομένη μιάς επι

φάνειας. 0 λόγος της δύναμης αυτής προς το εμβαδό της επιφάνειας 

είναι η μέση διατμητική τάση της επιφάνειας. Διατμητική τάση σε



σημείο είναι το όριο του λόγου της διατμητικής δύναμης προς το εμ 

βαδό, όταν το εμβαδό τείνει στο μηδέν (Σχ. 2.1).

Σχήμα 2.1

Στο Σχ. 2.1., κάποια ουσία βρίσκεται μεταξύ δύο πλακών, οι οποί

ες απέχουν ελάχιστα μεταξύ τους και έχουν τέτοιο μέγεθος, ώστε η 

επίδραση των ακμών να είναι αμελητέα. Η κάτω πλάκα είναι σταθερή 

και μία δύναμη ? εφαρμόζεται στην πάνω πλάκα, η οποία ασκεί μία 

Διατμητική Τάση ί/S στην ουσία μεταξύ των δύο πλακών, όπου S εί

ναι το εμβαδό της πάνω πλάκας. Όταν η δύναμη ? έχει ως αποτέλε

σμα να κινέίται η πάνω πλάκα με σταθερή ταχύτητα (V=σταθερό), ό

σο μικρή και αν είναι η ί, τότε μπορεί να συμπεράνει κανείς, ότι 

η ουσία μεταξύ των δύο πλακών είναι ρευστό.

Το ρευστό, το οποίο βρίσκεται σε άμεση επαφή με ένα στε

ρεό τοίχωμα, έχει την ίδια ταχύτητα με το τοίχωμα. Αυτό έχει απο- 

δειχθεί σε άπειρα πειράματα με διαφορετικά ρευστά και τοιχώματα. 

Το ρευστό μετακινείται από την επιφάνεια abed στη νέα του θέση 

ab'c'd (Σχ. 2.1), και κάθε στοιχείο του ρευστού κινείται παράλ

ληλα προς την πλάκα, ενώ η ταχύτητα μεταβάλλεται ομοιόμορφα από 

0 στην κάτω πλάκα, σε U στην πάνω πλάκα. Τα πειράματα έδειξαν ό

τι η δύναμη ί είναι ευθέως ανάλογη του S και αντιστρόφως ανάλογη 

του πάχους d, όταν οι άλλες ποσότητες παραμένουν σταθερές. Αυτό 

εκφράζεται από την εξίσωση:
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όπου μ είναι συντελεστής, ο οποίος εξαρτάται από τη φύση του ρευ 

στού. Αν τ =|· είναι π διατμητική τάση, τότε:

τ  = Μ I

0 λόγος ^  είναι η γωνιακή ταχύτητα της γραμμής ab, ή η ταχύτητα 

γωνιακής παραμόρφωσης του ρευστού, δηλαδή, η ταχύτητα με την ο

ποία μικραίνει η γωνία bad. Η γωνιακή ταχύτητα μπορεί, επίσης να 

γραφεί ως αφού το γ, αλλά και το εκφράζουν το λόγο της με

ταβολής της ταχύτητας προς το μήκος, στο οποίο παρατηρείται η με

ταβολή. Πάντως, το gp· αποτελεί γενικότερη έκφραση, αφού ισχύει 

και στις περιπτώσεις στις οποίες η γωνιακή ταχύτητα και η διατμη- 

τική τάση μεταβάλλονται με το y. Το ^  εκφράζει και το μέτρο της 

ταχύτητας με την οποία ένα στρώμα κινείται σε σχέση με το γειτο

νικό του στρώμα. Η διαφορική εξίσωση

τ = μ
du
dy ( 1 )

δίδει τη σχέση μεταξύ της διατμητικής τάσης και της‘ταχύτητας γω

νιακής παραμόρφωσης σε μια μονοδιάστατη ροή του ρευστού. 0 συντε

λεστής αναλογίας μ ονομάζεται ιξώδες του ρευστού και η εξίσωση 

(1) είναι ο νόμος του ιξώδους του Νεύτωνα.

Τα ρευστά μπορούν να διαιρεθούν σε Νευτώνεια και μη Νευτώ

νεια. Στα Νευτώνεια ρευστά η σχέση μεταξύ της διατμητικής τάσης 

και της ταχύτητας παραμόρφωσης είναι γραμμική (μ= σταθερό), όπως 

φαίνεται στο Σχ 2.2. Στα μη Νευτώνεια ρευστά η σχέση διατμητικής 

τάσης και ταχύτητας παραμόρφωσης δεν είναι γραμμική. Τα αέρια 

και τα λεπτόρευστα υγρά τείνουν να είναι Νευτώνεια ρευστά, ενώ 

οι παχύρρευστοι με δομή μακρών αλύσεων υδρογονάνδρακες, μπορεί να 

μην είναι Νευτώνεια.

Συχνά στις μελέτες παραδεχόμαστε ότι ένα ρευστό δεν έχει 

ιξώδες. Όταν το ιξώδες είναι μηδέν η διατμητική τάση είναι μη

δέν, ανεξάρτητα από την κίνηση του ρευστού. Εάν το ρευστό θεωρη

θεί επιπλέον και ασυμπίεστο, τότε ονομάζεται ιδανικό και στο Σχ.

2 . 2  παρίσταται με τον κατακόρυφο άξονα (των τεταγμένων).
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2.3. Μονάδες Δύναμης, Μάζας και Μήκους

Στο παρόν βοήθημα χρησιμοποιούνται οι μονάδες του Διεθ

νούς Συστήματος (SI). Το σύστημα (SI) έχει βασική μονάδα δύναμης 

το Newton (Ν), μάζας το χιλιόγραμμο (kg) και μήκους το μέτρο (m). 

Επίσης ως μονάδα δύναμης χρησιμοποιείται και το χιλιόγραμμο βά

ρους η χιλιοπόντ (kp),0nou 9.806 N = lkp.

Το χιλιόγραμμο βάρους ή χιλιοπόντ (kp) ορίζεται ως η έλ

ξη της βαρύτητας, η οποία ασκείται σε μάζα ενός χιλιογράμμου (kg) 

στην επιφάνεια της θάλασσας. Η επιτάχυνση της βαρύτητας στη στάθ

μη της θάλασσας είναι g =9.806 m/sec . Αν ο 2ος νόμος της κίνησης 

του Νεύτωνα γραφεί με τη μορφή:

και εφαρμοστεί για μάζα ενός χιλιογράμμου, η οποία πέςητει στο κε 

νό, τότε:

To g0 είναι μία σταθερά, ανεξάρτητη από τον τόπο στον οποίο εφαρ

μόζουμε το νόμο του Νεύτωνα και εξαρτάται μόνο από το σύστημα μο

νάδων που χρησιμοποιούμε. Σε κάθε τόπο η μάζα Μ παραμένει σταθε

ρή, αλλά το βάρος (η δύναμη της βαρύτητας) μεταβάλλεται σύμφωνα 

με τον τύπο:

Για παράδειγμα, εκεί όπου το g = 9.0 m/sec2, τα 10 kg έχουν βάρος:

To newton (Ν) ορίζεται, ως η δύναμη εκείνη, η οποία όταν ε«αρμό- 
ζεται σε μάζα ενός χιλιογράμμου της δίδει επιτάχυνση ενός μέτρου

( 1 )

1 kg* = M a x 9.806 m/sec2 (2 )

όπου, g0 =9.806 kg.m/kg*.sec2 (3)

( 4 )

ανά δευτερόλεπτο. Με τις μονάδες αυτές η σταθερά g0 είναι
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To newton (N) μπορεί να ορισθεί και από τη σχέση:

1 Ν = 1 kg. m/sec2 (5)

η οποία προκύπτει από τήν εφαρμογή του 2ου νόμου του Νεύτωνα, χω

ρίς τη σταθερά c?0.

2.4 Το Ιξώδες

Στη μελέτη της ροής των ρευστών, το ιξώδες είναι η ιδιό

τητα η οποία χρειάζεται να εξεταστεί λεπτομερέστερα. Το ιξώδες εί

ναι η ιδιότητα εκείνη του ρευστού, η οποία του προσδιορίζει την ι

κανότητα να ανθίσταται στη διάτμηση. Ο νόμος του ιξώδους του Νεύ

τωνα εξ. (1 ) ορίζει, ότι για μια δεδομένη ταχύτητα γωνιακής παρα

μόρφωσης του ρευστού, η διατμητική τάση είναι ευθέως ανάλογη προς 

το ιξώδες. Η πίσσα είναι παράδειγμα ρευστού με μεγάλο ιξώδες, ενώ 

το νερό και ο αέρας έχουν μικρό ιξώδες.

Το ιξώδες των αερίων αυξάνεται, όταν ανυψώνεται ή θερμο

κρασία, ενώ το ιξώδες των υγρών ελαττώνεται. Η διαφορετική αυτή 

συμπεριφορά με τη μεταβολή της θερμοκρασίας μπορεί να ερμηνευτεί, 

εάν εξετάσουμε το αίτιο που προκαλεί το ιξώδες. Πράγματι, η αντί

σταση ενός ρευστού στη διάτμηση εξαρτάται από τη συνοχή του και 

από την ταχύτητα μεταφοράς της μοριακής ορμής. Στα υγρά, οι απο

στάσεις μεταξύ των μορίων είναι μικρότερες απ’ότι στα αέρια και 

επομένως, οι δυνάμεις συνοχής είναι πολύ μεγαλύτερες απ’ότι στα 

αέρια. Στα υγρά, το ιξώδες οφείλεται κυρίως στις δυνάμεις συνο

χής και επειδή οι δυνάμεις αυτές ελαττώνονται με την αύξηση της 

θερμοκρασίας, ελαττώνεται και το ιξώδες. Στα αέρια αντιθέτως, οι 

δυνάμεις συνοχής είναι πολύ μικρές. Η αντίσταση στη διάτμηση ο

φείλεται κατά το πλειστόν στη μεταφορά μοριακής ορμής.

Σε ένα ρευστό κινούνται μόρια πάντοτε διαμέσου μιάς νοη

τής επιφάνειας του και προς αντίθετες κατευθύνσεις. Όταν ένα 

στρώμα του ρευστού κινείται σε σχέση με ένα προσκείμενο στρώμα, 

τότε η κίνηση των μορίων του προκαλεί μεταφορά ορμής από το ένα 

στο άλλο και έτσι εμφανίζεται μια διατμητική τάση, η οποία επι
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φέρει αντίσταση στη σχετική κίνηση και η οποία τείνει να εξισώσει 

τις ταχύτητες των γειτονικών στρωμάτων. Το μέτρο της σχετικής κί

νησης δύο γειτονικών στρωμάτων είναι το

Στα αέρια η μοριακή δραστηριότητα προκαλεί διατμητικές τά

σεις σημαντικότερες από τις δυνάμεις συνοχής. Επειδή δε η μοριακή 

κίνηση επιταχύνεται όσο αυξάνεται η θερμοκρασία, αυξάνεται ομοίως 

και το ιξώδες.

Στις συνήθεις πιέσεις το ιξώδες είναι ανεξάρτητο της πίε

σης και εξαρτάται μόνο από τη θερμοκρασία. Σε πολύ μεγάλες πιέ

σεις, το ιξώδες μεταβάλλεται ακανόνιστα με τη μεταβολή της πίεσης 

στα αέρια και στα περισσότερα υγρά.

Σ ’ένα ρευστό, στο οποίο δεν παρατηρείται σχετική κίνηση 

μεταξύ γειτονικών στρωμάτων, δεν εμφανίζονται διατμητικές τάσεις, 

είτε αυτό κινείται είτε όχι και ασχέτως προς το ιξώδες του, διότι 

το ^  είναι μηδέν. Επομένως, στη στατική των ρευστών δεν αντιμετω

πίζονται διατμητικές τάσεις. Οι μόνες τάσεις που απομένουν είναι 

οι εγκάρσιες τάσεις, δηλαδή, οι πιέσεις. Το γεγονός αυτό απλοποι

εί πολύ τη μελέτη της στατικής των ρευστών, αφού ασκούνται μόνο 

δυνάμεις βαρύτητας και δυνάμεις κάθετες σε μια επιφάνεια.

Οι διαστάσεις του ιξώδους προσδιορίζονται από το νόμο του 

ιξώδους του Νεύτωνα (Εξ.(1)). Εάν τη λύσουμε ως προς μ, τότε έχου

με:

θέτοντας τις διαστάσεις F, L και Τ,της δύναμης, του μήκους και του 

χρόνου,αντιστό ίχως,

τ : F.L' 2 , u : LT"1, y : L

παρατηρούμε ότι το μ έχει διαστάσεις FL”2T. Εάν εκφράσουμε τη διά

σταση της δύναμης συναρτήσει της μάζας, σύμφωνα με το 2ο νόμο της 

κίνησης του Νεύτωνα, F = Μ L Τ~2, τότε οι διαστάσεις του ιξώδους εκ

φράζονται ως Μ L-,T_1. Στο σύστημα cos, η μονάδα του ιξώδους ονο

μάζεται Poise (Ρ) και είναι 1 dyn.sec/cm2 ή 1 g/cm.sec. Στο SI, η 

μονάδα του ιξώδους είναι 1 kg/m.sec ή 1 N.sec/m2 και δε ωέρει εί- 

δική ονομασία. Η μονάδα του ιξώδους στο SI είναι 10 ωορές μεγαλύ
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τερη από το Poise.

2.5 Το Κινηματικό Ιξώδες

Το ιξώδες μ, συνήθως, αναφέρεται ως απόλυτο ιξώδες ή δυτ 

ναμικό ιξώδες για να διακρίνεται από το κινηματικό ιξώδες ν, το 

οποίο είναι ο λόγος του ιξώδους προς την πυκνότητα της μάζας:

Το κινηματικό ιξώδες εμφανίζεται σε πολλές εφαρμογές, π.χ. στον 

αριθμό Reynolds VL/v. Οι διαστάσεις του ν είναι L2T_1. Η μονάδα 

στο c g s  είναι το 1 cm2/sec και ονομάζεται stoke (st).

Στο SI η μονάδα του κινηματικού ιξώδους είναι T O l m 2/sec. 

Για να μετατρέφουμε το Stoke σε poise πολλαπλασιάζουμε με την πυ

κνότητα σε γραμμάρια ανά κυβικό εκατοστό.

2.6 Συνεχές Μέσον

Όταν εξετάζουμε τη ροή των ρευστών σε μαθηματική (αναλυ

τική) βάση, είμαστε υποχρεωμένοι αντί της πραγματικής μοριακήςδο- 

μής, να θεωρήσουμε ένα υποθετικό συνεχές μέσο. Η ταχύτητα σε ένα 

σημείο του χώρου, επί παραδείγματι, είναι ακαθόριστη προκειμένου 

περί ενός μοριακού μέσου, αφού είναι μηδέν σε όλες τις χρονικές 

στιγμές, εκτός από αυτές στις οποίες ένα μόριο βρίσκεται ακριβώς 

στο θεωρούμενο σημείο. Επιπλέον,αντιπροσωπεύει την ταχύτητα του 

συγκεκριμένου αυτού μορίου και όχι τη μέση ταχύτητα των στοιχεί

ων γύρω απ’αυτό το σημείο. Η δυσκολία αυτή υπερνικάται, εάν θεω

ρήσουμε ως ταχύτητα σε ένα σημείο, τη μέση ταχύτητα όλων των μο

ρίων, τα οποία βρίσκονται γύρω από το σημείο, σε μια σφαίρα για 

παράδειγμα, με ακτίνα μεγάλη, σε σχέση με τη μέση απόσταση μετα

ξύ των μορίων. Με η μόρια ανά κυβικό εκατοστό, η μέση απόσταση 

μεταξύ των μορίων είναι της τάξης των n~3cm. Η μοριακή θεωρία 

πάντως πρέπει να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των ιδιοτήτων 

των ρευστών, οι οποίες σχετίζονται με τη μοριακή κίνηση (π.χ., ι

ξώδες), αλλά στις εξισώσεις του συνεχούς μέσου μπορούμε να χρησι

μοποιήσουμε τα αποτελέσματα των μοριακών υπολογισμών. Βεβαίως, γί
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νεται π παραδοχή, ότι π πυκνότητα, ο ειδικός όγκος, η πίεση, η τα

χύτητα και η επιτάχυνση έχουν συνεχή μεταβολή δια μέσου του ρευ

στού (ή είναι σταθερά).

2.7 Πυκνότητα, Ειδικός Όγκος, Ειδικό Βάρος, Σχε-

Η πυκνότητα ρ ενός ρευστού ορίζεται, ως η μάζα του ανά μο

νάδα όγκου. Για να ορίσουμε την πυκνότητα σε ένα σημείο, διαιρού

με τη μάζα Am του ρευστού, η οποία περιέχεται σε ένα μικρό όγκο 

Δυ, ο οποίος περικλείει το σημείο, δια του Δυ και λαμβάνεται το 

όριο, καθώς το Δυ πλησιάζει την τιμή ε3, όπου το ε είναι μεγά

λο σε σχέση με τη μέση απόσταση μεταξύ των μορίων:

Για το νερό σε κανονική πίεση 1 ατμόσφαιρας και θερμοκρασία 4°C, 

το ρ * 1000 ko/rn3. 0 ειδικός όγκος α είναι το αντίστροφο της πυ

κνότητας ρ. Δηλαδή, είναι ο όγκος τον οποίο καταλαμβάνει η μονά

δα μάζας του ρευστού . Έτσι, ισχύει:

Το ειδικό βάρος ε ενός σώματος είναι το βάρος του ανά μονάδα ό

γκου. Διαφέρει δε από τόπο σε τόπο:

εζαρτώμενο από τη βαρύτητα. Είναι μία χρήσιμη ποσότητα, στη μελέ

τη της στατικής των ρευστών, ή των υγρών με ελεύθερη επιφάνεια.

Το σχετικό είδικό βάρος s ενός σώματος, είναι ο λόγος του 

βάρους του προς το βάρος ίσου όγκου νερού σε θερμοκρασία 4°C. Μπο

ρεί, επίσης, να εκφραστεί ως ο λόγος της πυκνότητάς του ή του εί- 

δικού βάρους του προς την αντίστοιχη ποσότητα του νερού.

Η εγκάρσια δύναμη που ασκείται πάνω σε μια επίπεδη επιφά

νεια διαιρούμενη με το εμβαδό της επιφάνειας δίδει τη μέση πίεση

τικό Ειδικά Βάρος, Πίεση, θερμοκρασία.

( 1)

αρ = 1 ( 2 )

e =pg (3)
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ρ. Η πίεση σε ένα σημείο είναι ο λόγος της εγκάρσιας δύναμηςπρος 

το εμβαδόν που περικλείει το σημείο, όταν το εμβαδόν τείνει προς 

μία μικρή τιμή. Εάν ένα ρευστό ασκεί πίεση στο τοίχωμα ενός δο

χείου, το δοχείο ασκεί μία αντίδραση, π οποία συμπιέζει το ρευ

στό. Η πίεση έχει τις διαστάσεις δύναμης ανά επιφάνεια και εκφρά

ζεται στο SI σε Newtons ανά τετραγωνικό μέτρο, το οποίο ονομάζε

ται και Pascal (Pa). Η πίεση εκφράζεται, επίσης, και σε ύψος στή

λης ρευστού, όπως θα δούμε σε άλλη ενότητα.

Η κατάσταση ενός σώματος, άρα και ενός ρευστού, χαρακτη

ρίζεται από την τιμή της απόλυτης θερμοκρασίας του Τ. Η θερμοκρα

σία είναι θερμοδυναμικό μονόμετρο (βαθμωτό) μέγεθος και αποτελεί 

μέτρο για τη χρονική μέση τιμή της κινητικής ενέργειας των μορί

ων του ρευστού. Τα μόρια χαρακτηρίζονται με τους βαθμούς ελευθε

ρίας που διαθέτουν κατά την άτακτη κίνησή τους.

Κατά το θεώρημα ισοκατανομής της ενέργειας του Boltzmann, 

σε κάθε βαθμό f ελευθερίας τέλειου αερίου αντιστοιχεί η μέση ε

νέργεια

E=J*kT (4)

όπου k= 1.381x10 25J/°K.mol είναι η σταθερά του Boltzmann. Ησχέ- 

ση (4) αποτελεί συγχρόνως ένα αριθμό της απόλυτης θερμοκρασίας.

Τα μόρια ενός αερίου έχουν εσωτερικούς και εξωτερικούς 

βαθμούς ελευθερίας. Τα μόρια των μονατομικών αερίων έχουν τρεις 

μεταφορικούς βαθμούς ελευθερίας κατά τις διευθύνσεις των συντετα

γμένων χ, y και ζ. Τα μόρια των διατομικών και πολυατομικών αερί

ων εκτελούν επιπλέον περιστροφική κίνηση γύρω από τους άξονες και 

παλμικές κινήσεις λόγω εσωτερικής ενέργειας. Έτσι, εμφανίζονται 

περιστροφικοί βαθμοί ελευθερίας και βαθμοί ελευθερίας ταλάντωσης. 

Για f βαθμούς ελευθερίας, η εσωτερική ενέργεια, όπως είναι γνω

στό, είναι:

Ε = £  k Τ (5)

Τα μόρια των στερεών εκτελούν ταλαντώσεις, ενώ είναι δεσμευμένα 

στους κρυστάλλους του σώματος και έχουν τρεις βαθμούς ελευθερίας.



Τα υγρά αποτελούν μία ενδιάμεση κατάσταση, με μεγαλύτερη 

ομοιότητα προς τα αέρια.

2.8 Τέλεια αέρια

Στην ενότητα αυτή δίδεται ο ορισμός του τέλειου αερίου. 

Το τέλειο αέριο ορίζεται, ως ένα σώμα για το οποίο ισχύει ο νό

μος των τελείων αερίων:

ρα = RT (1)

και το οποίο έχει σταθερές ειδικές θερμότητες, ρ είναι η απόλυτη 

πίεση, α ο ειδικός όγκος, R η σταθερά του αερίου και Τ η απόλυτη 

θερμοκρασία. Το τέλειο αέριο δε θα πρέπει να συγχέεται με το ι

δανικό ρευστό. Το ιδανικό ρευστό δεν έχει τριβές και είναι ασυ

μπίεστο. Το τέλειο αέριο έχει ιξώδες και μπορεί, συνεπώς να εμφα

νίζει διατμητικές τάσεις και είναι συμπιεστό σύμφωνα με την εξ. 

(1). Η εξίσωση (1) είναι η καταστατική εξίσωση του τελείου αερί-; 

ου. Μπορεί να γραφεί και με τη μορφή:

ρ = Ρ RT

Οι μονάδες του R μπορούν να προσδιοριστούν από την εξίσωση, όταν 

όλες οι άλλες μονάδες είναι γνωστές. Αν το ρ είναι σε N/m2, το ρ 

σε kg/m3 και το Τ = (°C+273) σε θαθμούς kelvin (°Κ), τότε:

R = (NV ) ( m Vkg-°K) =m.N/Kg.°K

Τα πραγματικά αέρια υπακούουν, κατά προσέγγιση, στο νόμο των τε

λείων αερίων, όταν βρίσκονται κάτω από την κρίσιμη πίεση και πά

νω από την κρίσιμη θερμοκρασία. Καθώς η πίεση αυξάνεται, η απόκλι

ση μεναλώνει και είναι σημαντική κοντά στο κρίσιμο σημείο. 0 νό

μος των τελείων αερίων συνδυάζει το νόμο του Charles και το νό

μο του Boyle. 0 νόμος του Charles ορίζει, ότι ο όγκος μιας δεδο

μένης μάζας αερίου είναι ευθέως ανάλογος της θερμοκρασίας, όταν-'1’' 

η πίεση είναι σταθερή. 0 νόμος του Boyle ορίζει, ότι η πυκνότητα 

είναι ευθέως ανάλογη της απόλυτης πίεσης, όταν η θερμοκρασία εί
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ναι σταθερή. Ο όγκος V μιάς μάζας αερίου m μονάδων είναι V=ma. 

Επομένως:

p V = m R T  (3)

Ορισμένες απλουστεύσεις είναι δυνατές, αν ο νόμος των τελείων αε

ρίων γραφεί με βάση το γραμμομόριο (mole). Ένα γραμμομόριο αερί

ου είναι ο αριθμός γραμμαρίων μάζας, τα οποία ισούνται με το μο

ριακό του βάρος, δηλαδή ένα γραμμομόριο οξυγόνου (02) είναι 32gr. 

Εάν α είναι ο όγκος ανά mole,ο νόμος των τελείων αερίων γράφεται:

pa = Μ R Τ (4)

όπου Μ είναι το μοριακό βάρος. Γενικότερα, αν η είναι ο αριθμός 

των γραμμομορίων (moles) του αερίου σε όγκο V:

pV = η Μ R Τ (5)

αφού nM=m. Από το νόμο του Avogardo έχουμε, ότι ίσοι όγκοι αερί

ου στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία και πίεση έχουν τον ίδιο αριθμό 

μορίων και άρα,οι μάζες τους είναι ανάλογες προς τα μοριακά τους 

βάρη. Από την εξισ. (5) συνάγεται ότι το MR = R* είναι σταθερό, α

φού το pV/nT είναι το ίδιο για οποιοδήποτε τέλειο αέριο. Το γινό

μενο R*= MR ονομάζεται παγκόσμια σταθερά των αερίων kol η τιμή της 

εξαρτάται μόνο από τις μονάδες που χρησιμοποιούμε. Είναι δε:

R* = MR =8312 N.m/kg.Mole.°Κ (6)

Η σταθερά του αερίου R συνάγεται από τη σχέση:

R=J r =n r  N-m/kg-°K (7)

δηλαδή, γνωρίζοντας το μοριακό βάρος μπορούμε να υπολογίσουμε το 

R.

2.9 Μέτρο Διόγκωσης

Στην προηγούμενη ενότητα αποδείχθηκε, ότι ένα τέλειο αέ

ριο συμπιέζεται σύμφωνα με το νόμο των τελείων αερίων. Στις πε
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ρισσότερες περιπτώσεις τα υγρά μπορούν να θεωρηθούν ασυμπίεστα, 

αλλά όταν έχουμε απότομες και μενάλες μεταβολές πίεσης, η συμπιε

στότητα είναι σημαντική. Η συμπιεστότητα των υγρών και των αερί

ων είναι, επίσης, σημαντική όταν μεταβάλλεται η θερμοκρασία. Η συ

μπιεστότητα ενός υγρού εκφράζεται με το Μέτρο Διόγκωσής του. 'Ε

άν η πίεση μιας μονάδας όγκου του υγρού αυξηθεί κατά dp ο όγκος 

αυτός θα μεταβληθεί κατά -dV. 0 λόγος - dp/dV όταν αναφέρεται στη 

μονάδα του όγκου, είναι το Μέτρο διόγκωσης Κ. Αν θεωρήσουμε έναν 

οποιονδήποτε όγκο V υγρού, τότε:

Κ = ( 1 )

Επειδή το dV/V είναι αδιάστατο, το Κ έχει τις μονάδες της Ρ· Για 

το νερό, σε συνήθεις θερμοκρασίες και πιέσεις, είναι Κ=2068 MN/m2, 

όπου Μ είναι το μέγα (=106).

Για να πάρουμε μια ιδέα της συμπιεστότητας του νερού ας θε

ωρήσουμε την εφαρμογή πίεσης p=7xl05N/m2 σε lm 3 νερού. Λύνοντας 

την εξ.(1) ως προς -dV, βρίσκουμε:

Επομένως, η εφορμονή πιέσεως 7xlOsN/m2 προκαλεί μείωση του όγκου 

κατά 1/3000. Όσο ένα υγρό συμπιέζεται τόσο αυξάνεται η αντίστασή 

του σε περαιτέρω συμπίεση και το Κ, συνεπώς, αυξάνεται με την αύ

ξηση της πίεσης.

2.10 Τάση Ατμών

Τα υγρά εξατμίζονται γιατί αποσπώνται μόρια από την ελεύ

θερη επιφάνειά τους. Τα μόρια του ατμού ασκούν μία μερική πίεση 

στο χώρο, η οποία ονομάζεται τάση ατμών. Εάν ο χώρος πάνω από το 

υνρό είναι περιορισμένος, μετά από ορισμένο χρόνο ο αριθμός των 

μορίων του ατμού, τα οποία έρχονται σε επαφή με την επιφάνεια του 

υγρού και συμπυκνώνονται είναι ίσος με τον αριθμό των μορίων, ^τά 

οποία αποσπώνται απ’αυτή και τελικά επέρχεται μία ισορροπία. Ετίει· 

δή το φαινόμενο αυτό εξαρτάται από τη μοριακή δραστηριότητα, η, ο-:

V>\BA/q
, ν
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ποια είναι, ως γνωστόν, συνάρτηση της θερμοκρασίας και η τάση των 

ατμών ενός υγρού εξαρτάται από τη θερμοκρασία και αυξάνεται μ’αυ- 

τή. Όταν η πίεση πάνω από ένα υγρό είναι ίση με την τάση των α

τμών του, τότε παρατηρείται το φαινόμενο του βρασμού. Βρασμός του 

νερού, για παράδειγμα, μπορεί να λάβει χώρα σε ατμοσφαιρική θερμο

κρασία, αν η πίεση είναι αρκετά χαμηλή. Στους 20°C το νερό (Η20) 

έχει τάση ατμών 2337 N/m2 και ο υδράργυρος (Hg) 0.173 N/m .

Σε πολλές περιπτώσεις ροής υγρών είναι δυνατόν να δημιουρ- 

γηθούν χαμηλές πιέσεις σε ορισμένα σημεία του συστήματος και μάλι

στα μικρότερες από την τάση των ατμών. Όταν συμβαίνει αυτό, τότε 

το υγρό εξαερώνεται σε ατμό.

2.11 Επιφανειακή Τάση. Τριχοειδή Φαινόμενα

Στη διαχωριστική επιφάνεια μεταξύ ενός υγρού και ενός αε

ρίου, φαίνεται ότι σχηματίζεται ένα ειδικό στρώμα (ή μεμβράνη), 

το οποίο οφείλεται στην έλξη των μορίων του, που είναι κάτω από 

την επιφάνεια. 0 σχηματισμός της μεμβράνης αυτής μπορεί να εξηγη

θεί με την έννοια της επιφανειακής ενέργειας, δηλαδή, του έργου 

ανά μονάδα επιφάνειας, που χρειάζεται για να μεταφερθούν τα μόρια 

στην επιφάνεια. Η επιφανειακή τάση είναι τότε η δύναμη, η οποία 

χρειάζεται για το σχηματισμό της μεμβράνης και υπολογίζεται αν δι

αιρεθεί η επιφανειακή ενέρνεια με το μήκος της μεμβράνης, σε κατά

σταση ισορροπίας. Η επιφανειακή τάση του νερού μεταβάλλεται από 

0.0075 kp/m στους20°C σε 0.006 kp/m στους 100°C. Η τάση αυτή επι

φέρει αύξηση της πίεσης στο εσωτερικό μιας σταγόνας ή μιας φλέβας 

υγρού. Για μια μικρή σφαιρική σταγόνα ακτίνας r, η εσωτερική πίε

ση ρ, η οποία απαιτείται για να ισορροπήσει τη δύναμη έλξης, που 

οφείλεται στην επιφανειακή τάση σ, υπολογίζεται συναρτήσει των δυ

νάμεων, οι οποίες δρουν σε ένα ημισφαιρικό ελεύθερο σώμα:

ρ π Γ 2 = 2π τ σ  ή ρ = —

Για μια κυλινδρική φλέβα υγρού, ακτίνας r, ισχύει π εξίσωση της 

τάσης έλξης του σωλήνα:



Η τριχοειδής έλξη προκαλείται από την επιφανειακή τάση και από τη 

σχετική τιμή της συνάφειας μεταξύ υγρού και στερεού και της συνο

χής του υγρού. Ένα υγρό το οποίο"διαβρέχει" το στερεό έχει συνά

φεια μεγαλύτερη της συνοχής. Η επίδραση της επιφανειακής τάσης 

στην περίπτωση αυτή είναι να προξενήσει μια μικρή ανύψωση του υ

γρού μέσα σ ’ένα λεπτό σωλήνα, ο οποίος βυθίζεται μερικώς στο υγρό. 

Για υγρά που δε διαβρέχουν το στερεό, η επιφανειακή τάση, τείνει 

να κατεβάσει το μηνίσκο στο εσωτερικό του σωλήνα. Όταν η γωνία ε

παφής μεταξύ υγρού και στερεού είναι γνωστή, η τριχοειδής ανύψω

ση του μηνίσκου μπορεί να υπολογιστεί. Το Σχ. 2.3, δίδει την τρι

χοειδή ανύψωση του νερού και του υδραργύρου σε κυκλικούς υάλινους 

σωλήνες ανοικτούς και σε επαφή με τον αέρα.

h = Τριχοεεδήε ύψωση ή ταπείνωση mm 
ο 1 2 3 1 $

2 5 1 0

^ 2 0 0 8

r<
3
Ο  .

15 0 6
ΙΛ
Ο
Q
Η  10
ω 0Μ
α

Ό
->

<  5 0 2

h = Τρεχοεεδήε ύψωση ή ταπείνωση

Σχήμα 2.3
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3. ΣΤΑΤΙΚΗ

3.1. Γενικά

Η Στατική των Ρευστών, θα μελετηθεί σε δύο μέρη. Στο πρώ

το, θα εξεταστεί η πίεση και η μεταβολή της δια μέσου ενός ρευ

στού και στο δεύτερο οι δυνάμεις πίεσης σε πεπερασμένες επιφάνει

ες. Στο Κεφάλαιο αυτό, λόγω της ομοιότητας των δυνάμεων που επε

νεργούν, συμπεριλαμβάνονται και ειδικές περιπτώσεις ρευστών, τα 

οποία κινούνται σαν ρευστά. Αφού δεν υπάρχει σχετική κίνηση μετα

ξύ προσκειμένων στρωμάτων του ρευστού, δεν εμφανίζονται διατμητι- 

κές τάσεις. Συνεπώς, όλα τα ελεύθερα σώματα στη στατική των ρευ

στών υφίστανται μόνο κάθετες πιέσεις στις επιφάνειές τους.

3.2 Πίεση σε Σημείο

Η μέση πίεση υπολογίζεται διαιρώντας την κάθετη δύναμη, 

η οποία πιέζει μία επίπεδη επιφάνεια, δια του εμβαδού της επιφά

νειας. Η πίεση σε σημείο είναι το όριο του λόγου της κάθετης δύ

ναμης προς το εμβαδό, όταν το εμβαδό σ'αυτό το σημείο τείνει στο 

μηδέν. Σε ένα σημείο ρευστού σε ηρεμία, η πίεση είναι η ίδια 

προς όλες τις διευθύνσεις. Αυτό σημαίνει, ότι ένα στοιχείο 6S μι

ας πολύ μικρής επιφάνειας, η οποία μπορεί να περιστραφεί ελεύθε

ρα γύρω από κέντρο της, υφίσταται μία δύναμη σταθερού μεγέθους σε 

κάθε πλευρά, ανεξάρτητα από τον προσανατολισμό της, όταν βυθίζε

ται σ ’ένα ρευστό που ηρεμεί.

Για να το αποδείξουμε αυτό, ας θεωρήσουμε στο σημείο (χ, 

y) ενός ρευστού σε ηρεμία, ένα μικρό τριγωνικό πρίσμα μοναδιαίου 

μήκους (Σχ. 3.1). Αφού δεν υπάρχουν διατμητικές δυνάμεις πίεσης 

και βαρύτητας, οι εξισώσεις ισορροπίας των δυνάμεων κατά τις δι

ευθύνσεις χ και y, αντιστοίχως είναι:

Σ Fx = ρχδγ - Ρςδε s i π θ = ■ ■ ραχ = 0 

Σ Fy = Py5x - p$6s c o s 0 - e ^ - = ^ - p a y =0

όπου ρχ , py, ps είναι οι μέσες πιέσεις στις τρεις έδρες, ε το ει

δικό βάρος του ρευστού καί ρ η πυκνότητα του. Όταν η κεκλιμένη
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έδρα του πρίσματος πλησιάζει το σημείο (x, y), δηλαδή, όταν δχ και 

5y τείνουν στο μηδέν, ενώ η γωνία θ παραμένει σταθερά, αν χρησιμο

ποιηθούν οι τριγωνομετρικές σχέσεις:

6x = 6scos 0 , 6y = 6ssin 0

οι εξισώσεις ισορροπίας των δυνάμεων απλοποιούνται και γράφονται:

px6y -ps6y = 0, py6x -ρ5δ χ - ε ^ ^ ·  = 0

0 τελευταίος όρος της 2ης εξίσωσης είναι αμελητέος και μπορεί να 

διαγραφεί. Αν διαιρέσουμε τις δύο εξισώσεις με τα δγ και δχ, αντι

στό ίχως, έχουμε:

m;
/*r ι ■
Μ-

r..:· ■"Λ**'··;>:υ
%-

Ps = Ρχ = Py ( 1)

Αφού λάβαμε τη γωνία θ αυθαίρετα, η παραπάνω εξίσωση αποδεικνύει, 

ότι η πίεση σ ’ένα σημείο ρευστού που ηρεμεί είναι η ίδια προς ό

λες τις διευθύνσεις. Αν και εξετάστηκε η περίπτωση δύο διαστάσεων, 

η απόδειξη μπορεί να γίνει και για την περίπτωση τριών διαστάσεων,^νο,,

αν θεωρήσουμε ένα μικρό τετράεδρο ρευστού, του οποίου οι τρεις^έ-
* ^

δρες του βρίσκονται στα επίπεδα των συντεταγμένων και π τέταρτη
ρ— Ο*·

έδρα έχει μία αυθαίρετη κλίση. £

t o -

Φ
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Εάν το ρευστό κινείται έτσι, ώστε να υπάρχει σχετική κίνη

ση μεταξύ προσκειμένων στρωμάτων του ρευστού, εμφανίζονται διατμη- 

τικές τάσεις και οι πιέσεις σ’ένα σημείο δεν είναι κατά κανόνα ί

σες προς όλες τις διευθύνσεις. Τότε, η πίεση σε σημείο ορίζεται 

ως η μέση τάση των τριών καθέτων μεταξύ τους εγκαρσίων τάσεων, οι 

οποίες επενεργούν στο σημείο:

Ρ = Ρχ +J& + Rz._
3

Σ ’ένα ιδανικό ρευστό με ιίώδες μηδέν, δηλαδή, ένα ρευστό χωρίς τρι

βές, δεν εμφανίζονται διατμητικές τάσεις, όποια και αν είναι η κί

νηση του ρευστού και άρα, η πίεση σε σημείο είναι η ίδια προς ό

λες τις διευθύνσεις.

3.3. Βασικές Εξισώσεις της Στατικής των Ρευστών.

I. Μεταβολή της Πίεσης Στατικών Ρευστών

Οι δυνάμεις, οι οποίες επενεργούν σ’ένα στοιχείο ρευστού, 

(Σχ. 3.2), το οποίο ηρεμεί, αποτελούνται από τις δυνάμεις επιφά

νειας και από το βάρος του. Αν λάβουμε τον άξονα των z κατακορύίρως 

προς τα επάνω, το βάρος ισούται με -εδχδγδζ. Αν η πίεση στο κέν- 

τεο (χ, y, ζ) του στοιχείου είναι ρ, η δύναμη η οποία ασκείται 

στην έδρα την κάθετη προς τον άξονα των ζ και την πλησιέστερη προς 

την αρχή 0 είναι κατά προσέγγιση:

Σχήμα 3.2



■ ·.·*

( P - f % ) 5 x 5 j
■ * ^  ’ .·- ' -1 * V* Τ’-*

και η δύναμη, η οποία ασκείται στην απέναντι έδρα είναι:

( ρ +ϋ τ )δχδ3

όπου δζ/ 2  είναι η απόσταση μιάς έδρας, κάθετης προς τον άξονα ζ, 

από το κέντρο του στοιχείου. Αν προσθέσουμε τις δυνάμεις κατά τη 

διεύθυνση του άξονα ζ, έχουμε:

δΡζ » _|Ε δχδχδζ -

Για τις διευθύνσεις χ και y, επειδή δεν ενεργούν συνιστώσες του 

βάρους, έχουμε:

δρχ = -|| δχδγδζ, 6Fy = -|Ε· δχδγδζ

Το διάνυσμα δ? της συνισταμένης δύναμης, η οποία επενεργεί στο 

στοιχείο, είναι:

δ? = i6Fx +j6Fy + k6F2 = -(if|+3|y + κ||)δχδγδζ - κεδχδγδζ

Αν το μέγεθος του κυβικού στοιχείου τείνει στο μηδέν και διαιρέ - 

σουμε δια δχδγδζ = δν, τότε έχουμε:

" ·* " '>  (1>

Αυτή είναι η συνισταμένη δύναμη ανά μονάδα όγκου σε ένα σημείο 

του ρευστού σε ηρεμία και θα πρέπει να ισούται με μηδέν. Η ποσότη

τα που είναι μέσα στην παρένθεση, είναι η "βαθμίδα" ή "κλίση",συμ

βολίζεται μεν και ονομάζεται τελεστής ανάδελτα (Nabla):
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7-Τ!χ*3!»*'Γ!ϊ <2>
X ■

Η αρνητική κλίση του ρ, -νρ, είναι το διάνυσμα του διανυσματικού 

πεδίου ? της επιφανειακής δύναμης πίεσης ανά μονάδα όγκου: J ;
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?  = -Vp (3)

Συνεπώς, η πίεση του ρευστού μεταβάλλεται σύμφωνα με τον τύπο:

?- κε = 0 (4)

Υπό μορφή συνιστωσών, π πίεση γράφεται:

1 ϋ  = 0 ϋ& = - ε ,  -5ε . = ο (5)
3χ υ ’ 9ζ ε ’ 9y υ

Η πρώτη και η τρίτη από τις παραπάνω σχέσεις αποτελούν μία μορφή 

του νόμου του Pascal, ο οποίος ορίζει ότι η πίεση σ ’ένα οριζόντιο 

επίπεδο συνεχούς ρευστού σε ηρεμία είναι σταθερή. Αφού η πίεση εί

ναι συνάρτηση του ζ,

dp = -edz (6)

Αυτή η απλή διαφορική εξίσωση συνδέει τη μεταβολή της πίεσης, το 

ειδυκό βάρος και τη μεταβολή του ύψους και ισχύει τόσο για συμπι

εστά όσο και για ασυμπίεστα ρευστά. Για ομοιογενή και ασυμπίεστα 

ρευστά, το ε είναι σταθερό και η ε ξ . (6), αν ολοκληρωθεί, δίδει:

ρ = -εζ + c

όπου c, είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. 0 υδροστατικός νόμος της με

ταβολής της πίεσης συνήθως γράφεται υπό τη μορφή:

p = c h  (7)

όπου το h μετράται κατακόρυωα προς τα κάτω (h = -ζ) από την ελεύθε

ρη επιφάνεια του υγρού και ρ είναι η αύξηση της πίεσης ω ς π ρ ο ς τ η ν  

πίεση της ελεύθερης επιφάνειας.

II. Μ ε τ α β ο λ ή  τ η ς  Π ί ε σ η ς  Σ υ μ π ι ε σ τ ώ ν  Ρ ε υ σ τ ώ ν

Ό τ α ν  το ρευστό είναι τέλειο αέριο σε ηρεμία και π θερμο

κρασία του είναι σταθερή, από την εξίσωση p = p R T  συνάγεται:
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£  = £α (8 )
Ρ Ρο

Αν αντικαταστήσουμε το ε με pci στην εξ. (6) και γίνει απαλοιφή του 

ρ μεταξύ των εξισ. (6 ) και (8 ) βρίσκουμε:

«"■ iS i-f <’ >
Εάν ρ=ρ0, όταν ρ=ρ0 , ολοκληρώνοντας μεταξύ ορίων λαμβάνουμε τη σχέση:

Λ *  ■ - S t / ’ #  <“ >
W ° Ρο ρ

όπου 1η είναι ο φυσικός λογάριθμος. Τότε το ρ είναι:

( 1 1 )

η οποία είναι η εξίσωση της μεταβολής της πίεσης συναρτήσει του ύ

φους σε ισόθερμη ατμόσφαιρα.

Συχνά παραδεχόμαστε, ότι η ατμόσφαιρα έχει σταθερή θερμο

βαθμίδα, η οποία εκφράζεται με την εξίσωση:

Τ = Τ 0 +νζ (12)

Για την τροπόσφαιρα είναι γ = -0.65°C/100 m. Η πυκνότητα μπορεί να 

γραφεί συναρτήσει της πίεσης και του ύψους, από το νόμο των τελεί 

ων αερίων:

ρ “τΙτ = R(T0 +vzJ (13)

Αντικαθιστώντας στην dp=-pgdz (εξ. 6 ), λαμβάνουμε τη διαφορική ε

ξίσωση από την οποία με ολοκλήρωση μπορούμε να εκφράσουμε το ρ 

συναρτήσει του ζ.

III. Ισεντροπική και Πολυτροπική Ατμόσφαιρα

Βελτιωμένο πρότυπο της ισόθερμης ατμόσφαιρας αποτελεί η ι- 

σεντροπική, στην οποία οι διαταραχές που προκαλούν τη μετακίνηση 

του αέρα στα διάφορα ύψη γίνονται ισεντροπικά, δηλαδή, ακολουθούν 

το νόμο του Poisson (αδιαβατική μεταβολή). Αυτό σημαίνει ότι π 

ανταλλαγή με το περιβάλλον και οι απώλειες τριβής είναι αμελητέες. 

Έτσι, εφαρμόζοντας το νόμο του Poisson
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puY = σταθερό ή pp"V = p0p0"V (14)

με γ = 1 .4 για τον αέρα, τότε το ολοκλήρωμα εξ. (1 0 ), δίδει:

ή 2 - ζ =_£ο^_ρ Π-Υ)/Υ ν (ρ(Υ-1)/γ ( ν - ΐ ) / Υ) .
ο p0g0 μο *v=TVH ρο 1 π

ν/γ-1ρ = ρ  ( ΐ - £ ΐ . 2·:·&  )" *
ρ p° u  ν ’ ρ ϊ % Χ )

(16)

Συνδυασμός της καταστατικής εξίσωσης και της (14) δίδει τις μετα

βολές της πυκνότητας και της θερμοκρασίας, με το ύφος, δηλαδή:

^ Υ - 1 )

Ρ(*ί*)9ο
(17)

Τ - Τ 0 (1 -ΐζΐ,ίζΐ^) (18)

Οπότε, πάλι, βρίσκουμε ότι η θερμοκρασία ελαττώνεται με το ύψος, 

κατά τη βαθμίδα

4 1  = - H i  _ Ι ο ___ = ,ν ι ΐ .& ι
3? » Ρο/ρο9ο v R

(19)

η οποία είναι ανεξάρτητη από τα καταστατικά μεγέθη.

Με R=287 J/ka.°K και g0 =9.81 m/sec2, η θερμοκρασία της ισεντρο- 

πικής ατμόσφαιρας ελαττώνεται κατά την τιμή ^·=Ό.93Ρ|̂ 100ιη.

Όταν αναφερόμαστε στην πολυτροπική ατμόσφαιρα, τότε αντί του ισεν- 

τροπικού εκθέτη γ χρησιμοποιείται ο πολυτροπικός π. Έτσι, για 

η=1, η πολυτροπική ατμόσφαιρα δίδει την ισόθερμη και για η =1.4 

την ισεντροπική. Οι τιμές του π δίδονται εμπειρικά για τα διάφορα 

ύψη μέσα στην ατμόσφαιρα και κυμαίνονται στο διάστημα 0.9 <π <1.3. 

Οι εξ. (16), (17) και (18), των μεταβολών με το ύψος, χρησιμοποι-ϊ1 ' ' C , .

’̂
•V

iV
v̂T

A
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ούνται νια στρώματα ατμόσφαιρας πάχους της τάξης των 10 km. Αυτό 

είναι αναγκαίο γιατί η παραδοχή π.χ. της ισεντροπικής ατμόσφαιρας 

ισχύει για ορισμένο πάχος στρώματος, όπως (ραίνεται και από τη σχέ

ση (16). Αρχίζοντας από την επιφάνεια του εδάφους ζο =0 και Τ0 * 

=288°Κ, τότε στο ύψος

ζ =JL£Ia = 29515 m%29.5 km (20)
V-i 9o

Π πίεση p(z) =0. To αφύσικο αυτό αποτέλεσμα δείχνει την ανεπάρκεια 

του ισεντροπικού προτύπου. Η (20) δείχνει, ότι για γ=η-*1, το 

ύψος ζ +<», το οποίο βρίσκεται κοντά στη φυσική πραγματικότητα και 

τεκμηριώνει τη χρησιμότητα του πολυτροπικού προτύπου.

Στη Μετεωρολογία, χρησιμοποιούνται διάφορα πρότυπα και μά

λιστα τυπικές προτυποποιημένες ατμόσφαιρες, λόγω της ανεπάρκειας 

των προηγουμένων σχέσεων για ακριβείς υπολογισμούς. Αυτά, κυρίως, 

βασίζονται στην ισεντροπική ατμόσφαιρα.

3.4. Δυνάμεις σε Επίπεδες Επιφάνειες

I. Εισαγωγή

Στις προηγούμενες ενότητες του Κεφαλαίου, εξετάστηκε η με

ταβολή της πίεσης μέσα σε ένα ρευστό. Οι κατανεμημένες δυνάμεις, 

οι οποίες εξασκούνται σε μια πεπερασμένη επιφάνεια από ένα ρευστό, 

μπορούν να αντικατασταθούν με μία συνισταμένη δύναμη. Αυτό ειδικά 

συμβαίνει στην περίπτωση που εξετάζουμε τις αντιδράσεις του συστή

ματος των δυνάμεων. Στην ενότητα αυτή το μέγεθος της συνισταμένης 

δύναμης και η ευθεία ενέργειά της (στο κέντρο πίεσης) εξάγονται 

με ολοκλήρωση» με τη βοήθεια τύπων και με τη χρήση της έννοιας του 

πρίσματος πίεσης.

II. Οριζόντιες επιφάνειες

Μία οριζόντια επίπεδη επιφάνεια σε ένα ρευστό σε ηρεμία 

δέχεται σταθερή πίεση. Το μέγεθος της δύναμης που εξασκείται στη 

μία πλευρά της επιφάνειας είναι:

Jp dS =ρ JdS =pS
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Οι στοιχειώδεις δυνάμεις pdS, οι οποίες δρουν στην dS είναι όλες 

παράλληλες και έχουν την ίδια διεύθυνση. Επομένως, το αλγεβρικό ά

θροισμά τους δίδει το μέγεθος της συνισταμένης δύναμης. Η διεύθυν

σή της είναι κάθετη στην επιφάνεια και κατευθύνεται προς 

αυτή εάν το ρ είναι θετικό. Για να καθορίσουμε την ευθεία ,ενερ- 

γείας της συνισταμένης, δηλαδή, το σημείο στο οποίο η ροπή των κα

τανεμημένων δυνάμεων γύρω από τον άξονα που διέρχεται από το ση

μείο είναι μηδέν, μπορούμε να λάβουμε αυθαιρέτως άξονες x,y όπως 

στο Σχ. 3.3. Τότε, αφού η ροπή της συνισταμένης θα πρέπει να ισού- 

ται με τη ροπή των συνιστωσών γύρω από ένα οποιονδήποτε άξονα, έ

στω τον άξονα των y:

όπου χ' είναι η απόσταση της συνισταμένης από τον άξονα των y. 

Αφού η ρ είναι σταθερή, ισχύει:

όπου χ είναι η τετμημένη του γεωμετρικού κέντρου της επιφάνειας. 

Συνεπώς, για μία οριζόντια επιφάνεια βυθισμένη σ ’ένα ρευστό το ο

ποίο ηρεμεί, η συνισταμένη διέρχεται από το γεωμετρικό κέντρο της 

επιφάνειας (το κέντρο βάρους της διατομής).

χ ' 4 / s x d s = *

y
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I I I .  Κεκλιμένες επιφάνειες

Στο Σχ. 3.4, μία επίπεδη επιφάνεια παρίσταται με το ίχνος 

της A' Β' και σχηματίζει γωνία θ° με το οριζόντιο επίπεδο. Η τομή 

της επίπεδης επιφάνειας και της ελευθέρας επιφάνειας λαμβάνεταιως 

άξονας των χ. 0 άξονας των y λαμβάνεται στο επίπεδο της επιφάνει

ας, με αρχή το σημείο 0 στην ελεύθερη επιφάνεια. Το επίπεδο xy 

συμπίπτει με το επίπεδο της επιφάνειας. Ζητούνται το μέγεθος, η 

διεύθυνση και η ευθεία ενεργείας της συνισταμένης δύναμης, η οποί

α ασκείται από το υγρό στη μία πλευρά της επιφάνειας.

Σχήμα 3.4

θεωρούμε ως στοιχείο της επιφάνειας μία λωρίδα πλάτους 5y 

και εμβαδού 6S, της οποίας οι μακρύτερες πλευρές είναι οριζόντιες. 

Το μέγεθος της δύναμης δί, η οποία επενεργεί στο στοιχείο είναι:

δ? =ρ 6 S =ρ gh6 S = pgysin06S (1)

Επειδή, όλα αυτά τα στοιχεία των δυνάμεων είναι παράλληλα, το επι

φανειακό ολοκλήρωμα δίδει το μέγεθος της δύναμης ?, η οποία επε

νεργεί στη Μία πλευρά της:

t  = Jp dS =pg sinO/y dS = pg sin0yS = pghS =PG S (2)

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι σχέσεις y sin0 = B και Pg=pgR. Pg είναι 

η πίεση στο γεωμετρικό κέντρο της επιφάνειας. Με απλή διατύπωση,
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το μέγεθος της δύναμης, η οποία ασκείται στη μία πλευρά μιας επι
φάνειας βυθισμένης σ ’ένα υγρό, είναι το γινόμενο του εμβαδού της 

με την πίεση στο γεωμετρικό της κέντρο, θα πρέπει να σημειωθεί, ό

τι με τη μορφή αυτή δεν είναι απαραίτητη η ύπαρξη ελεύθερης επιφά

νειας. Οποιαδήποτε μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον καθο

ρισμό της πίεσης στο γεωμετρικό κέντρο. Η δύναμη έχει τέτοια διεύ

θυνση ώστε να πιέζει την επιφάνεια, αν η PG είναι θετική. Αφού ό

λα τα στοιχεία της δύναμης είναι κάθετα προς την επιφάνεια, η ευ

θεία ενεργείας της συνισταμένης είναι, επίσης, κάθετη προς την ε

πιφάνεια. Μια επιφάνεια μπορεί να περιστραφεί γύρω από τον άξονα, 

ο οποίος διέρχεται από το νεωμετρικό της κέντρο χωρίς να αλλάζει 

το μέγεθός της συνισταμένης, αρκεί ολόκληρη η επιφάνεια να παραμέ

νει βυθισμένη στο στατικό υγρό.

IV. Κέντρο Πίεσης

Η ευθεία ενέργειας της συνισταμένης δύναμης τέμνει την ε

πιφάνεια σ’ένα σημείο, το οποίο ονομάζεται Κέντρο Πίεσης και έχει 

συντεταγμένες (χρ, γρ)(βλ. Σχ. 3.4). Αντίθετα προς την περίπτωση 

μιας οριζόντιας επιφάνειας, το κέντρο μιας κεκλιμένης επιφάνειας 

δε συμπίπτει με το γεωμετρικό της κέντρο. Για να βρούμε το κέντρο 

πίεσης, οι ροπές των συνισταμένων xpF, ypF εξισώνονται με τις ρο

πές των συνιστωσών γύρω από τους άξονες των y και χ, αντιστοίχως. 

Έτσι, έχουμε:

Το στοιχείο της επιφάνειας στην εξ. (3) πρέπει να είναι το δχδγ 

και όχι η λωρίδα του Σχ. 3.4.

Λύνοντες τις παραπάνω εξισώσεις ως προς τις συντεταγμένες του κέν 

τρου πίεσης, έχουμε τις σχέσεις:

xdF = ί xpdS 
μ S

ypF= / ypdS 
S

(4)

(3)

(5)

( 6 )
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Σε πολλές εφαρμογές τα ολοκληρώματα (5) και (6 ) υπολογίζονται με 

γραφικές μεθόδους. Για επιφάνειες με απλό σχήμα οι εξισώσεις μπο

ρούν να μετασχηματιστούν σε γενικούς τύπους, όπως (βλ. παράρτημα I):

ΧΡ = pgyTiT^/xW  s1'n0dS =^ XydS (7)

Στις εξ. (1.10) του παραρτήματος και (7) το χρ είναι:

χρ = | ΐ » * ;  (β )

Όταν ένας άξονας του γεωμετρικού κέντρου χ = χ ή y = y , είναι άξο

νας συμμετρίας της επιφάνειας, το γινόμενο αδρανείας Ixy είναι μη

δέν και το κέντρο πίεσης κείται στον χ =χ. Επειδή το Ixy μπορεί να 

είναι θετικό ή αρνητικό, το κέντρο πίεσης μπορεί να κείται είτε α

πό τη μία είτε από την άλλη πλευρά της γραμμής χ =χ. Για να καθο

ρίσουμε το yp με τον τύπο, αυτός εξάγεται από τις εξ. (2 ) και (6 ):

*Ρ * pgy~S slή~θ ̂  s1n6dS =y5 /*2<κ (9)

Αλλά με βάση το θεώρημα των παραλλήλων αξόνων (του Streiner) έχου

με:

ΐχ * i&+y 2s

όπου Iq η ροπή αδράνειας της επιφάνειας ως προς τον οριζόντιο άξο

να του κέντρου βάρους. Απαλείφοντας το Ιχ από την εξ. (9) βρίσκου

με:

(1 0 )

ή (1 1 )

To Ig είναι πάντοτε θετικό. Επομένως, το yp -y είναι πάντοτε θετι

κό και το κέντρο πίεσης κείται πάντοτε κάτω από το γεωμετρικό κέν

τρο της επιφάνειας, θα πρέπει να τονίσουμε, ότι τα y και yp -y εί

ναι αποστάσεις στο επίπεδο της επιφάνειας.

C
"ί-
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V. Το πρίσμα πίεσης

Η έννοια του πρίσματος πίεσης παρέχει άλλον ένα τρόπο προσ
διορισμού του μεγέθους και του σημείου εφαρμογής της συνισταμένης 

δύναμης σε μία κεκλιμένη επιφάνεια. 0 όγκος του πρίσματος πίεσης 

δίδει το μέγεθος της δύναμης και η συνισταμένη δύναμη διέρχεται α

πό το γεωμετρικό κέντρο του πρίσματος. Η επιφάνεια λαμβάνεται ως 

βάση του πρίσματος και το ύφος του σε κάθε σημείο καθορίζεται από 

την πίεση ρ=εΙι, αφού χρησιμοποιηθεί κατάλληλη κλίμακα (Σχ. 3.5).

ο

Σχήμα 3.5

Επειδή η πίεση μεταβάλλεται γραμμικά με την απόσταση από την ελεύ 
θέρη επιφάνεια, η πάνω επιφάνεια του πρίσματος κείται σε ένα επί

πεδο του οποίου το ίχνος ΟΜ φαίνεται στο Σχ. 3.5. Η δύναμη, η ο

ποία επενεργεί στο στοιχείο επιφάνειας 5S είναι:

δ? = εήδβ =εδν (12)

Αυτό όμως είναι ένα στοιχείο του όγκου του πρίσματος. Μετά την ο

λοκλήρωση έχουμε, F=eV, δηλαδή ο όγκος του πρίσματος πίεσης ισού- 

ται με το μέτρο της συνισταμένης δύναμης, η οποία ασκείται στη μία 

πλευρά της επιφάνειας. Από τις εξ. (5) και (6 ) βρίσκουμε:

* p ” V xdV ( l3 )

οι οποίες δείχνουν ότι τα Χρ, yp είναι οι αποστάσεις του γεωμετρι

κού κέντρου του πρίσματος πίεσης (βλ. εξ. 1.5 παραρτήματος I).
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Επομένως, η ευθεία ενέργειας διέρχεται από το γεωμετρικό κέντρο 

του πρίσματος πίεσης. Για μερικές επιφάνειες απλού σχήματος είναι 

καλύτερα να χρησιμοποιούμε το πρίσμα πίεσης παρά ολοκλήρωμα ή τύ

πο. Για παράδειγμα μία ορθογώνια επιφάνεια με τη μία ακμή στην ε

λεύθερη επιφάνεια αποτελεί ένα σφηνοειδές πρίσμα πίεσης. Το γεωμε

τρικό του κέντρο απέχει από τη βάση του το ένα τρίτο του ύψους του. 

Άρα, το κέντρο πίεσης απέχει το ένα τρίτο του ύψους από την κάτω 

πλευρά.

VI. Επίδραση της ατμοσφαιρικής πίεσης σε επίπεδες 

επιφάνειες

Όταν εξετάσαμε τις δυνάμεις πίεσης δεν είπαμε σε τι πιέ

σεις αναφερόμαστε. Οι πιέσεις υπολογίστηκαν από τη σχέση ρ = εΗ, ό

που h είναι η κατακόρυφη απόσταση από την ελεύθερη επιφάνεια. Συ

νεπώς, αναφερθήκαμε στην τοπική ατμοσφαιρική πίεση. Αν η άλλη πλευ

ρά της επιφάνειας είναι σε επαφή με την ατμόσφαιρα, ασκείται σ ’αυ- 

τή από την ατμόσφαιρα μία δύναμη ίση με το γινόμενο της ατμοσφαι

ρικής πίεσης Ρ0 επί το εμβαδό, δηλαδή P0S. Η δύναμη, η οποία α

σκείται στην πλευρά του υγρού είναι:

J(p0 + 8h)dS =p0S + ε/ HdS

Η δύναμη p0S, π οποία οφείλεται στην επίδραση της ατμόσφαιρας α

σκείται εξίσου στις δύο πλευρές και δεν επηρεάζει με κανένα τρόπο 

τη συνισταμένη δύναμη ή το σημείο εφαρμογής της. Ειοόσον λαμβάνου

με την ίδια πίεση για όλες τις πλευρές ενός ελεύθερου σώματος, η 

συνισταμένη δύναμη και η ροπή της μπορούν να καθοριστούν αν κατα

σκευαστεί μία ελεύθερη επκράνεια, όπου θεωρούμε ότι η πίεση είναι 

μηδέν και χρησιμοποιώντας τις παραπάνω μεθόδους.

3.5. Συνιστώσες Δυνάμεις σε Καμπύλες Επιφάνειες 

I . Εισαγωγή

Όταν οι στοιχειώδεις δυνάμεις p6S αλλάζουν διεύθυνση, ό

πως στην περίπτωση καμπύλης επιφάνειας, πρέπει να προστίθενται δι- 

ανυσματικά. Με δύο οριζόντιες συνιστώσες σε ορθή γωνία και με την 

τρίτη συνιστώσα κατακόρυφη μπορεί να καθοριστεί η συνισταμένη. Οι



ευθείες επενέργειας των συνιστωσών βρίσκονται εύκολα και άρα, ησυ- 

νισταμένη και π ευθεία ενεργείας της μπορούν να καθοριστούν πλή

ρως.

II. Οριζόντια Συνιστώσα Δύναμης σε Καμπύλη Επιφά

νε ια.

Η οριζόντια συνιστώσα της δύναμης πίεσης σε καμπύλη επι

φάνεια ισούται με τη δύναμη πίεσης, η οποία εξάσκείται σε μία προ

βολή της καμπύλης επκράνειας. Το κατακόρυφο επίπεδο προβολής εί

ναι κάθετο προς τη διεύθυνση της συνιστώσας. Η επιφάνεια του Σχ.

3.6, παριστά μία τυχούσα τρισδιάστατη επιφάνεια και ένα στοιχείο 

της δ$ στο οποίο η κάθετη σχηματίζει γωνία θ με την αρνητική διεύ

θυνση του χ. Τότε η

δΐχ = p6S cos θ

είναι η συνιστώσα κατα τη διεύθυνση χ της δύναμης, η οποία ασκεί

ται στην ίδια πλευρά του 6S. Αθροίζοντας όλες τις συνιστώσες κατά 

τη διεύθυνση χ, έχουμε:

?x = f ρ cosGdS (1 )

όπου cos06S είναι η προβολή του 6S σ ’ένα επίπεδο κάθετο προςτονχ. 

Η στοιχειώδης δύναμη επί της προβολής της επιφάνειας είναιpcos06S, 

η οποία έχει, επίσης, τη διεύθυνση του χ. Προβάλλοντας κάθε στοι

χείο της επιφάνειας σ ’ένα επίπεδο κάθετο προς τον χ, είναι το ίδι

ο με το να προβάλλουμε όλη την επιφάνεια στο κατακόρυφο επίπεδο. 

Συνεπώς, η δύναμη που εφαρμόζεται στην προβολή αυτή της καμπύλης 

επιφάνειας είναι η οριζόντια συνιστώσα της δύναμης, η οποία ασκεί

ται στην καμπύλη επιφάνεια, σε διεύθυνση κάθετη προς το επίπεδο 

προβολής. Για να βρούμε την οριζόντια συνιστώσα, την κάθετη προς 

τη διεύθυνση του χ, προβάλλουμε την καμπύλη επιφάνεια σ ’ένα κατα

κόρυφο επίπεδο παράλληλο προς τον χ και προσδιορίζουμε τη δύναμη 

που ασκείται στην προβολή.

Όταν αναζητούμε την οριζόντια συνιστώσα της δύναμης σ ’έ

να κλειστό σώμα, η προβολή της καμπύλης επιφάνειάς του σ ’ένα κατα

κόρυφο επίπεδο είναι πάντοτε μηδέν, αφού οι προβολές δύο στοιχεί-
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ων της επιφάνειας, τα οποία βρίσκονται οριζοντίως απέναντι έχουν 

αντίθετα πρόσημα, όπως δείχνει το Σχ. 3.7. Έστω, ότι ένας μικρός 

κύλινδρος εμβαδού διατομής 5S, με άξονα κατά τη διεύθυνση χ, τέ

μνει το κλειστό σώμα στα Β και C. Αν το στοιχείο επιφάνειας του

σώματος που τέμνεται από το κυλινδρικό πρίσμα στο Β, είναι 5Sb » 

και στο C είναι 6SC, τότε:

6Sg COS θβ = -0Sc COS θς = 0S

αφού το cosOc είναι αρνητικό. Άρα, με ίση πίεση σε κάθε άκρο του 

κυλίνδρου, έχουμε:

ρδββ cos θβ + p6Sc cos 0C = 0

πράγμα το οποίο ισχύει και για όλα τα άλλα στοιχεία της επιφάνει

ας.

Για να βρούμε την ευθεία επενέργειας μιας οριζόντιας συνι

στώσας σε μία καμπύλη επιφάνεια, απαιτείται να γνωρίζουμε τη συνι- 

σταμένη του συστήματος των παραλλήλων δυνάμεων, οι οποίες αποτε

λούνται από τις συνιστώσες δυνάμεις κάθε στοιχείου της επιφάνειας. 

Αυτή ακριβώς είναι η συνισταμένη της δύναμης, η οποία ασκείται 

στην προβολή της επιφάνειας, αφού τα δύο συστήματα δυνάμεων έχουν 

την ίδια κατανομή οριζοντίων συνιστωσών των στοιχειωδών δυνάμεων. 

Επομένως, το κέντρο πίεσης μεταφέρεται επί της προβολής και βρί

σκεται με τη χρήση των μεθόδων της ενότητας 3.4.

III.Κατακόρυφη Συνιστώσα Δύναμης σε Καμπύλη Επιφάνεια

Η κάθετη συνιστώσα της δύναμης πίεσης σε μία καμπύλη επι

φάνεια ισούται με το βάρος του υγρού που περιέχεται κατακόρυφα,με

ταξύ της καμπύλης επιφάνειας και της ελεύθερης επιφάνειας. Η κάθε

τη συνιστώσα της δύναμης σε καμπύλη επιφάνεια μπορεί να προσδιορι

στεί, αν αθροίσουμε τις κάθετες συνιστώσες της δύναμης πίεσης των 

στοιχείων 6S της επιφάνειας. Στο Σχ. 3.8, απεικονίζεται ένα στοι

χείο επιφάνειας και η δύναμη p6S, η οποία εφαρμόζεται κάθετα σ αυ

τή. Έστω θ η γωνία μεταξύ της κάθετης προς το στοιχείο επκράνειας 

και της κατακόρυφης. Τότε η κάθετη συνιστώσα της δύναμης, η οποία
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ασκείται στο στοιχείο επιφάνειας, είναι p5S cos 0 και η κάθετη συ

νιστώσα, η οποία ενεργεί σε ολόκληρη την καμπύλη επιφάνεια, είναι:

? 2 = / pdS cos θ (2)
S

Όταν το ρ αντικατασταθεί με εΐι, όπου h είναι η απόσταση του στοι

χείου επιφάνειας από την ελεύθερη επιφάνεια και 6S cos θ είναι η 

προβολή του 6S σ ’ένα οριζόντιο επίπεδο, η εξ. (2) γράφεται:

?, = ε / h5S cos θ = ε / 5V (3)
S V

όπου 5V είναι ο όγκος του πρίσματος ύφους h και βάσης 6S cos θ, ή 

ο όγκος του υγρού, ο οποίος βρίσκεται κατακόρυφα πάνω από το στοι

χείο. Ολοκληρώνοντας, βρίσκουμε:

ί Ζ = εν (4)

Όταν το υγρό βρίσκεται κάτω από την καμπύλη επιφάνεια (Σχ.3.9) 

και ννωρίζουμε την πίεση σε κάποιο σημείο, π.χ. στο 0, μπορούμε 

να κατασκευάσουμε μία φανταστική ή ισοδύναμη ελεύθερη επιφάνεια 

s - s, η οποία να απέχει £  από το 0, ώστε το γινόμενο του ειδι-
V

κού βάρους επί την κατακόρυφη απόσταση τυχόντος σημείου του δοχεί

ου να ισούται με την πίεση στο σημείο αυτό. Με ένα φανταστικό υ

γρό πάνω από την επιφάνεια, η πίεση σ'ένα σημείο της καμπύλης επι

φάνειας είναι ίση και στις δύο πλευρές, αλλά οι κάθετες συνιστώσες 

των στοιχειωδών δυνάμεων έχουν αντίθετα πρόσημα. Επομένως, η διεύ

θυνση της κάθετης συνιστώσας αντιστρέφεται, όταν θεωρούμε ένα φα

νταστικό υγρό πάνω από την επιφάνεια.

Η ευθεία εφαρμογής της κάθετης συνιστώσας βρίσκεται αν ε

ξισώσουμε τις ροπές των στοιχειωδών καθέτων συνιστωσών γύρω από 

κατάλληλο άξονα, με τη ροπή της συνισταμένης δύναμης. Αν πάρουμε 

τον άξονα στο 0 (Σχ. 3.8), έχουμε:

?2χ = ε/ xdV

όπου χ είναι η απόσταση της ευθείας ενεργείας από το 0. Τότε, α-
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φού s eV to x e j f x  d V . to οποίο είναι η απόσταση του γεωμε

τρικού κέντρου του ό^ου από το 0. Συνεπώς, η ευθεία ενεργείαςτης 

κάθετης συνιστώσας διέρχεται από το γεωμετρικό κέντρο του όγκου, 

πραγματικού ή φανταστικού, ο οποίος βρίσκεται μεταξύ της καμπύλης 

επιφάνειας και της ελεύθερης επιφάνειας.

3.6. * Ανωση

Η συνισταμένη δύναμη, η οποία ασκείται από ένα στατικό 

ρευστό σε ένα σώμα που είναι βυθισμένο ή επιπλέει σ ’αυτό ονομάζε

ται άνωση. Η άνωση ασκείται πάντοτε κατακόρυφα προς τα πάνω. Δεν 

μπορεί να υπάρξει οριζόντια συνιστώσα, γιατί η προβολή του βυθι

σμένου σώματος ή τμήματος του σε ένα κατακόρυφο επίπεδο είναι πά

ντοτε μηδέν. Η άνωση σε ένα σώμα βυθισμένο είναι η διαφορά μεταξύ 

της κάθετης συνιστώσας της δύναμης πίεσης στο κάτω τμήμα του και 

της κάθετης συνιστώσας της δύναμης πίεσης στο πάνω τμήμα του. Στο 

Σχ. 3.10, η προς τα πάνω δύναμη που δρα στην κάτω πλευρά του σώμα 

τος, ισούται με το βάρος του υγρού, το οποίο βρίσκεται κατακόρυφα 

πάνω από την επιφάνεια ABC, δηλαδή του υγρού, το οποίο περικλείε

ται στον όγκο ABCEFA. Η προς τα κάτω δύναμη, η οποία δρα στην πά

νω επιφάνεια, ισούται με το βάρος του υγρού ADCEFA. Η διαφορά των 

δύο δυνάμεων είναι μία δύναμη κατακόρυφη προς τα πάνω και ίση με 

το βάρος του υγρού, το οποίο εκτοπίζεται από το σώμα. Με μορφή ε

ξίσωσης, έχουμε:



όπου είναι η άνωση, V όγκος του υνρού που εκτοπίζεται από το 

στερεό και ε είναι το ειδικό βάρος του υγρού.

0 ίδιος τύπος ισχύει και για σώματα που επιπλέουν (Σχ. 3.11). Στο 

Σχ. 3.11(a), η κάθετη δύναμη, που ασκείται σε ένα στοιχείο του σώ

ο. 6S

Σχήμα 3.11

ματος σε σχήμα κατακόρυφου πρίσματος διατομής 5S, είναι: 

δίΑ = ΐΡζ ■ Pi)8S = εήδβ ■ εδν

όπου δν είναι ο όγκος του πρίσματος. Αν ολοκληρώσουμε για ολόκλη

ρο τον όγκο του σώματος, έχουμε:

?Α = ε J dV = εν

όπου το ε είναι σταθερό σ'ολόκληρο τον όγκο.

Για να βρούμε την ευθεία ενεργείας της άνωσης» λαμβάνουμε 

τις ροπές ως προς ένα κατάλληλο άξονα 0 και τις εξισώνουμε με τη 

ροπή της συνισταμένης. Έτσι, έχουμε:

ε / xdV =ε νχ ή χ = γ  / xdV

όπου χ είναι η απόσταση της ευθείας ενεργείσς από τον άξονα. Η ε

ξίσωση αυτή δίδει τη θέση του γεωμετρικού κέντρου του όγκου. Συνε
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πώς, η άνωση δρα στο γεωμετρικό κέντρο του εκτοπιζόμενου όγκου του 

ρευστού, το οποίο ονομάζεται Κέντ(Χ>_'Ανωσης,.

Σχήμα 3.12

Όταν το σώμα επιπλέει σε ένα στατικό σύστημα δύο υγρών 

(Σχ. 3.11(0)), η άνωση σεένα κατακόρυφο πρίσμα διατομής 6S είναι:

Σχήμα 3.13

δΐβ = (ρ2 - Pi )5S - (p2h2 + £ihj)6S

όπου ει, ε2 είναι τα ειδικά βάρη του ελαφρύτερου και βαρύτερου ρευ

στού, αντιστοίχως. Αν ολοκληρώσουμε ylo όλη την επιφάνεια, έχουμε:

Fα  = ε 2 / MS + ε χ  / MS =ε2ν2 +€jVi

όπου Vi είναι ο εκτοπιζόμενος όγκος του ελαφρύτερου και V2 του βα

Φ
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ρύτερου ρευστού. Για να καθοριστεί π ευθεία επενέργειας της άνω

σης, λαμβάνουμε τις ροπές:

ί/̂ χ = ε ι /xdVi+ε 2 /xdV2 ή

= _ Ci/xdVi+Oz/xdV; -- ειχιVι + ε2χ2ν? 
ε ι V ι + ε2ν2 ε 2 V ι + ε2ν2

όπου Xj, χ2 αναψέρονται στα γεωμετρικά κέντρα των όγκων Vj και V2, 

αντιστοίχως. Η συνισταμένη δε διέρχεται κατά κανόνα από το γεωμε

τρικό κέντρο ολόκληρου του όγκου των δύο ρευστών.

Η ζύγιση ενός σώματος ακαθορίστου σχήματος, σε δύο διαφορε

τικά ρευστά, μας δίνει αρκετά στοιχεία για να καθορίσουμε το βάρος 

του, τον όγκο του, το ειδικό βάρος του κλπ. Τα σχήματα 3.12 και 

3.13, δείχνουν δύο διαγράμματα ομοιόμορφων και ισοβαρών ελευθέρων 

σωμάτων, τα οποία ζυγίζονται σε δύο ρευστά. Έστω, ότι Fj και F2 

είναι τα φαινομενικά βάρη των βυθιζόμενων σωμάτων και Μ, U, τα βά

ρη και οι όγκοι των σωμάτων, τα οποία ζητούνται. Τότε, από τις ε

ξισώσεις ισορροπίας, έχουμε:

Fj +ϋει = W, F2 +ϋε2 = W 

Λύνοντας ως προς U και W, βρίσκουμε

και μ =
ε2 - ει

U = F> ~ F?· 
ε2 -ει

Ή
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Π A P A Ρ Τ Η Μ A I

1. Στατική Ροπή. Κέντρο Βάρους.

Η στατική ροπή μιας επιφάνειας S περί τον άξοναγ (Σχ.3.3ή 1.1) 

εκφράζεται με το επιφανειακό ολοκλήρωμα,

| x d s

Για να προσδιοριστεί η ροπή γύρω από παράλληλο άξονα, έστω τον 
χ = κ, γράφουμε:

/ (χ - K)dS * / x d S - K S  (1.1)
S S

και δείχνει ότι πάντοτε υπάρχει ένας παράλληλος άξονας χ=κ=χ, γύ

ρω από τον οποίο η ροπή είναι μηδέν. 0 άξονας αυτός είναι ο άξονας 

του κέντρου βάρους και ορίζεται από την εξ. (1 .1 ), αν την εξισώ

σουμε με το μηδέν και λύσουμε ως προς χ, δηλαδή:

x = i / x d S  (1.2)

Ένας άλλος άξονας κέντρου βάρους, κάθετος προς τον χ καθορίζεται 

από τη σχέση,

y 4 / y d S  (1.3)

Το σημείο τομής των αξόνων κέντρου βάρους, ονομάζεται κέντρο βά

ρους της επιφάνειας S. Εύκολα αποδεικνύεται, με περιστροφή των α

ξόνων, ότι η ροπή γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο βά

ρους είναι μηδέν. Όταν μία επιφάνεια έχει άξονα συμμετρίας, αυ

τός είναι άξονας κέντρου βάρους, αφού οι ροπές των αντιστοίχων 

στοιχείων της επιφάνειας σε κάθε πλευρά του άξονα είναι ίσες και 

αντίθετες. Όταν γνωρίζουμε τον άξονα κέντρου βάρους, η ροπή της 

επιφάνειας εξάνεται εύκολα για οπουδήποτε άξονα λαμβάνοντας το 

γινόμενο του εμβαδού της επιφάνειας και της απόστασης του άξονα α

πό το κέντρο βάρους, δηλαδή:
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, , /ζ dS = ζ S . : ; (1.4) ί.
.....s

Ομοίως, έχουμε ότι π στατική ροπή του όγκου U γύρω από ένα επίπε

δο, έστω το yz, ορίζεται από το ολοκλήρωμα:
, τ·

. x - U x d u  (1.5)
υ ,

και με τον ίδιο τρόπο, το κέντρο μάζας ενός σώματος είναι,

xm =M/.x d m

όπου dm είναι ένα στοιχείο τπς μάζας και Μ π ολική μάζα του σώμα

τος.

2. Ροπή Αδρανείας μιας Επιφάνειας .

Η ροπή αδρανείας μιας επιφάνειας S γύρω από τον άξονα y

είναι:

Iy = / x2dS (1.6)
S

και είναι πάντοτε θετική αφού το dS θεωρείται θετικό. Η μεταφορά 

σε παράλληλο άξονα, που διέρχεται από το κέντρο βάρους C, δίδει 

ροπή

Ic = / (χ - χ)2dS = / χ2 d S - 2χ / x dS + x2/dS 
S S S S

Αλλά επειδή ισχύουν,

/x d S B xS,
S

λαμβάνουμε:

Ί ς  * Iy * X2S,  Iy * IC + X2S ( 1 . 7 )

Δηλαδή, η ροπή αδρανείας μιας επιφάνειας S γύρω από άξονα είναι 

το άθροισμα της ροπής αδρανείας γύρω από παράλληλο άξονα που διέρ

χεται από το κέντρο βάρους και του γινομένου του εμβαδού της επι-

/ χ2 d S = Iyi JdS = S 
S S
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φάνειας επί το τετράγωνο της απόστασης μεταξύ των δύο αξόνων. Στο 

Σχ. 1.2 , δίδονται οι ροπές αδρανείας τεσσάρων απλών επιφανειών.

Σχήμα 1.2

Το γινόμενο αδρανείας IXy μιας επιφάνειας δίδεται από τη σχέση:

Ix y = / xydS (1.8)
3

σύμφωνα με το συμβολισμό του σχήματος 3.3. Μπορεί να είναι θετικό 

ή αρνητικό. Αν γράφουμε τη σχέση του γινομένου της αδρανείας ixy, 

γύρω από άξονες κέντρου βάρους παράλληλους προς τους χ,γ έχουμε τη 

σχέση:

ΐχν = / (x +xO(y +y*)dS = xyS + /x'/dS +x /y'dS +y /x'dS 
S S S S

Αν την απλοποιήσουμε και λύσουμε ως προς Ixy, λαμβάνουμε:

I x y = I x y + x y S  (1.9)

Όταν ένας από τους άξονες είναι άξονας συμμετρίας της επιφάνειας, 

το γινόμενο αδρανείας είναι μηδέν. Το γινόμενο αδρανείας Ixy, π.χ., 

ενός τριγώνου με πλευρές β και h κατά μήκος των θετικών αξόνων των 

συντεταγμένων, είναι β2ή2/24.
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4. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ ΤΩΝ ΚΙΝΟΥΜΕΝΩΝ ΡΕΥΣΤΟΝ

4.1. Πραγματικά.και Ιδανικά Ρευστά

I. Εισαγωγή

Τα ρευστά, όπως είναι γνωστό, μπορούν να διαιρεθούν σε δύο 

είδη:(Ο Υγρά, τα οποία είναι ασυμπίεστα, δηλαδή, οι όγκοι δε 

μεταβάλλονται, όταν μεταβάλλεται π πίεση και (11) Αέρια, τα οποί

α είναι .συμπιεστά ρευστά και υπόκεινται σε μεταβολή του όγκου τους 

οποτεδήποτε μεταβάλλεται η πίεση.

Όταν η ύλη υποβάλλεται σε εξέταση στο μικροσκόπιο ή σε 

μοριακή κλίμακα, διαπιστώνεται ότι συνίσταται από μόρια σε τυχαία 

κίνηση και τα οποία διαχωρίζονται μεταξύ τους από αποστάσεις, οι 

οποίες είναι τουλάχιστον συγκρίσιμες με το μοριακό μέγεθος. Στην 

περίπτωση των αερίων, οι αποστάσεις διαχωρισμού είναι μεγάλες: 

στην περίπτωση των υγρών είναι μικρότερες και στην περίπτωση των 

στερεών ακόμη μικρότερες.

Για το σκοπό της μικροσκοπικής ανάλυσης» εντούτοις, η μο

ριακή δομή της ύλης δεν έχει, γενικά, ενδιαφέρον. Είναι, άρα, χρή

σιμο να θεωρείται ότι το ρευστό έχει συνεχή δομή, έτσι ώστε σε κά

θε σημείο να μπορούμε να προσδιορίζουμε μια και μόνη ταχύτητα, πί

εση» πυκνότητα κλπ. Επιπλέον, για ένα συνεχές ή ιδανικό ρευστό μπο

ρούμε να ορίσουμε ένα στοιχείο ρευστού, ως το ρευστό που περιέχε- 

ται μεόα σ'ένα απειροστό όγκο του οποίου το μέγεθος είνσα τόσο μι

κρό, ώστε να θεωρείται ως γεωμετρικό σημείο.

II. Ορισμοί και Χαρακτηριστικά της Ροής

Η ροή ρευστού μπορεί να ταξινομηθεί με βάση ορισμένα κρι

τήρια και αναλόγως να χαρακτηριστεί στρωτή (γραμμική) ή τυρβώδης 

(αναταρακτική), πραγματική ή ιδανική, αντιστρεπτή ή μη αντιστρεπτή, 

μόνιμη (στατική) ή μεταβαλλόμενη, ομοιόμορφη ή ανομοιόμορφη και 

στροβιλή ή αστρόβιλη. Στη στρωτή ρ ο ή , τα στοιχεία του ρευστού 

κινούνται κατά στρώματα και το ένα στρώμα γλιστρά ομαλά πάνω στο 

άλλο. Στην τυρβώδη ρ ο ή , τα στοιχεία του ρευστού ακολουθούν ακα

νόνιστες διαδρομές προκαλώντας ανταλλαγή ορμής από μία περιοχή του 

ρευστού σε άλλη, κατά παρόμοιο τρόπο με αυτόν που συμβαίνει μετα

ξύ των μορίων, αλλά σε μεγαλύτερη κλίμακα. Για την τυρβώδη ροή
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μπορούμε να γράψουμε μία εξίσωση ανάλογη με την εξίσωση του νόμου 

του ιξώδους του Νεύτωνα:

τ = CD

0 συντελεστής η δε χαρακτηρίζει μόνο το ρευστό, αλλά εξαρτάται 

ακόμη από την κίνηση και την πυκνότητά του και ονομάζεται στροβι- 

λική τριβή (στροβιλοτξώδες). Πολλές φορές στην πράξη οι διατμητι- 

κές τάσεις οφείλονται, σε συνδυασμό ιξώδους και στροβιλότητας:

τ * ( μ + η ) ^  (2)

Το ιδανικό ρευστό , δεν έχει τριβές, είναι ασυμπίεστο και δεν 

πρέπει να συγχέεται με το τέλειο αέριο.

Το στρώμα του ρευστού που πρόσκειται σε ένα φυσικό όριο 

(τοίχωμα), του οποίου η ταχύτητα, εν σχέσει με το τοίχωμα, επηρεά

ζεται από ιξώδεις διατμήσεις ονομάζεται οριακό στρώμα. Αυτό 

μπορεί να είναι στρωτό ή τυρβώδες, ανάλογα με το μήκος του, το ι

ξώδες, την ταχύτητα ροής και την τραχύτητα του τοιχώματος.

Αδιαβατική , λέγεται η ροή εκείνη κατά την οποία δε· με- 

ταφέρεται θερμότητα προς ή από το ρευστό. Η αδιαβατική και αντι

στρεπτή ροή καλείται ισεντροπική.

Μόνιμη (στατική) ροή, έχουμε όταν οι συνθήκες σε οποία 

δήποτε σημείο του ρευστού δε μεταβάλλονται με το χρόνο. Αυτό μπο- 

ρεί να εκφραστεί με τη σχέση -̂ - = 0 , όπου το σημείο ή πιο συγκεκρι

μένα οι συντεταγμένες του (χ, y, z) παραμένουν σταθερές. Στη μόνι

μη ροή η πυκνότητα ρ, η πίεση ρ ή η θερμοκρασία Τ, παραμένουν στα

θερές, δηλαδή:

9ρ
at = ο, 3Τ

3t = 0

Στην τυρβώδη (αναταρακτική) ροή, λόγω ακανόνιστης κίνησης των στοι

χείων του ρευστού, παρατηρούνται σ ’όλα τα σημεία μικρές μεταβολές. 

Γιαυτό, ο ορισμός της μόνιμης ροής πρέπει να γενικευθεί ώστε να 

περιλάβει και τις μικρές μεταβολές. Στο Σχ. 4.1, δίδεται η γραφι

κή παράσταση, η οποία δείχνει τη μεταβολή της ταχύτητας με το χρό-
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νο σε κάποιο σημείο τυρβώδους ροής. Όταν η μέση ταχύτητα, i „

ut = Τ’ ,
τ ο

η οποία απεικονίζεται με την οριζόντια νραμμή στο σχήμα, δε με

ταβάλλεται με το χρόνο η ροή είναι μόνιμη. Η ίδια γενίκευση ισχύ

ει και για τις άλλες παραμέτρους (ρ, ρ, Τ κλπ.),όταν αντικαταστή

σουν το υ στον παραπάνω τύπο.

Η ροή είναι μεταβαλλόμενη, όταν οι συνθήκες σε οποιοδή-
" λ it

ποτέ σημείο μεταβάλλονται με το χρόνο, δηλαδή, 0 .

Η ομοιόμορφη ρ ο ή , εμφανίζεται όταν σε κάθε σημείο του 

ρευστού το διάνυσμα της ταχύτητας παραμένει σταθερό (κατά μέτρο 

και διεύθυνση) οποιαδήποτε χρονική στιγμή, δηλ. = 0 , όπου ο χρό

νος παραμένει σταθερός και 3η είναι μία μετατόπιση προς κάθε διεύ

θυνση.

Στην ανομοιόμορφη ροή, το διάνυσμα της ταχύτητας μετά-
" ^  

βάλλεται από σημείο σε σημείο, σε κάθε χρονική στιγμή, δηλ. ^ 0 .

Αν τα στοιχεία ενός ρευστού περιστρέφονται γύρω από ένα ά

ξονα, έστω τον ζ, η ροή ονομάζεται στροβιλή. Στην αντίθετη πε

ρίπτωση, η ροή ονομάζεται αστρόβιλη.

Μονοδιάστατη ροή , είναι εκείνη της οποίας οι μεταβολές 

της ταχύτητας, της πίεσης κλπ., οι κάθετες προς την κυρία διέυθυν- 

ση είναι αμελητέες. Η ροή σε σωλήνα, π.χ., μπορεί να χαρακτηριστεί
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μονοδιάστατη. Πολλά πρακτικά προβλήματα μπορούν να επιλυθούν με αυ

τή τη μέθοδο ανάλυσης. Είναι απλούστερη από τη δισδιάστατη και τρισ

διάστατη αναλυτική μέθοδο.

Στη δισδιάστατη ρ ο ή , όλα τα στοιχεία του ρευστού θεω

ρείται ότι ρέουν σε παράλληλα επίπεδα και ότι ακολουθούν τις ίδι

ες διαδρομές σε καθένα από τα επίπεδα αυτά. Δηλαδή, δεν υπάρχουν 

μεταβολές κάθετες προς τα επίπεδα ροής.

Η τρισδιάστατη ροή είναι η γενική περίπτωση ροής, όπου 

οι κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες της ταχύτητας u, u, w είναι συν

αρτήσεις των συντεταγμένων του χώρου και του χρόνου (x,y»z καιί).

III. Η Φύση των Δυνάμεων στα Κινούμενα Ρευστά

Κλείνουμε αυτή την εισαγωγική ενότητα του Κεφαλαίου υπεν

θυμίζοντας περιληπτικά τη φύση των διαφόρων τύπων δυνάμεων, οι ο

ποίες συμμετέχουν στο παιχνίδι των κινουμένων ρευστών. Υποθέτουμε 

ότι δύο στοιχεία του ρευστού, τα οποία κινούνται με διαφορετικές 

ταχύτητες, έχουν μία κοινή οριακή επιφάνεια. Τότε δια μέσου της ο

ριακής επιφάνειας θα συμβεί ανταλλαγή ορμής (ενέργειας). Η κάθετη 

μεταφορά των μορίων δια μέσου της οριακής επι^νειας θα οδηγήσει 

σε μία κάθετη δύναμη. Στην περίπτωση ρευστού με ιξώδες, υ

πάρχει τριβή μεταξύ ίων σωματιδίων: αυτό εκδηλώνεται με τη μορφή 

ίσων και αντίθετων εφαπτομενικών ή διατμητικών δυνάμεων σε κάθε 

στοιχείο στην κοινή οριακή επιφάνεια. Στην περίπτωση υγρών χω

ρίς ιξώδες, εν τούτοις, δεν υπάρχει τριβή και κατ’ ακολουθίαν 

δεν υφίστανται εφαπτομενικές ή διατμητικές δυνάμεις. Όλα τα πρα

γματικά ρευστά έχουν εσωτερική τριβή, αλλά σε πολλές περιπτώσεις, 

όπως εκείνες οι οποίες εμφανίζονται όταν οι τιμές της μεταβολής 

της ταχύτητας του ρευστού με τις αποστάσεις είναι μικρές, οι επι

πτώσεις του ιξώδους μπορεί να αγνοούνται.

4.2. Ταχύτητα σ ’ένα σημείο του ρευστού

Κατά το χρόνο t ένα στοιχείο του ρευστού είναι στο Ρ, ό

που θ£ = γ και κατά το χρόνο (t+δt) το ίδιο στοιχείο έχει φθάσει 

στο Ρ',όπου dfr'=r + 6r. Άρα, στο διάστημα δέ η μετακίνηση του στοι

χείου είναι Ρ^'= δπ (Σχ.4.2) και έτσι η ταχύτητα του στοιχείου H 
στο Ρ είναι:
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με την προϋπόθεση, ότι ένα τέτοιο όριο υπάρχει και είναι ένα και 

μόνο ένα. Η υπόθεση αυτή είναι λογική, εάν παραδεχτούμε ότι το 

ρευστό είναι συνεχές. Είναι φανερό ότι εν γένει το V εξαρτάται τό- 

σο από το η όσο και από το t, έτσι ώστε μπορούμε να γράψουμε:

M ( r ,  t)

Εναλλακτικά, εάν το Ρ έχει Καρτεσιανές συντεταγμένες (χ, y, ζ) ως 

προς ένα σταθερό τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων στο σημείο 0 , 

τότε μπορούμε να γράψουμε

Ϋ=Ϋ(χ» y ,  ζ ,  t )

Ας υποθέσουμε ακόμη ότι {u, υ, ω} είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμέ

νες της 7 σ ’αυτό το σύστημα. Τότε:

$ = uT + υ j + ωί<

Εξάλλου, αφού ? s xT +yj + ζ£, ί J +|| ί  . έτσι ώστε,

dx ' dy dzυ= ^ ί·, ω = ^dt1

ι i, < ■

■'Ά /*· -

Ρ '
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4.3. Ρευματογραμμές και Διαδρομές ή τροχιές 

Στατικές κοι μη Στατικές Ροές.

Υποθέτουμε, ότι σε κάποιο χρόνο t γνωρίζουμε την ταχύτητα 

^ = {u, υ» ω} σε κάθε σημείο Ρ(χ, y, z) του ρευστού. Περαιτέρω, υ

ποθέτουμε, ότι σε κάθε τέτοιο σημείο Ρ για κάθε δεδομένη στιγμή t 

μπορούμε να σχεδιάσουμε μία καμπύλη C στο ρευστό τέτοια, ώστε η 

διεύθυνση της εφαπτομένης της C στο Ρ να συμπίπτει με τη διεύθυν

ση της ^ στο Ρ. Τότε η C ορίζεται ως ρευματογραμμή♦ Συνεπάγε

ται ότι οι ρευματογραμμές είναι οι λύσεις των διαφορικών εξισώσε

ων
dx_d^_dz
u " υ ω 1 1

θι εξισώσεις αυτές παρέχουν ένα διπλό άπειρο λύσεων. Γνωρίζοντας 

το t σε διαδοχικά σημεία μιας ρευματογραμμής για κάθε στιγμή t, πα

ρέχεται η δυνατότητα ώστε η ρευματογραμμή να προσεγγίζεται με μι

κρά τμήματα ευθείας γραμμής. Άρα στο Σχ. 4.3, αν με $χ, ^2, ^»>· 

..., συμβολίζονται οι ταχύτητες σε γειτονικά σημεία Ρχ, Ρ2, D3,..

Σχήμα 4.3

της ρευματογραμμής, τότε τα μικρά τμήματα ΡΓ?2, ΡΙ?3, Ρ ^ ,  ....

σχεδιάζονται κατά τις διευθύνσεις Ϋχ, ϊί2, ^ 3»··. αντίστοιχα.

Όταν η κίνηση είναι στατική έτσι, ώστε η μορφή της ρο

ής να μη μεταβάλλεται με το χρόνο, οι διαδρομές των στοιχείων του 

ρευστού ταυτίζονται με τις ρευματογραμμές. Στη μη στατική Κίνηση 

όμως, η μορφή της ροής μεταβάλλεται με το χρόνο και οι διαδρομές 

των στοιχείων δεν συμπίπτουν με τις ρευματογραμμές, αν και η ρευ-
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ματογραμμή από κάθε σημείο Ρ εφάπτεται της διαδρομής (τροχιάς) 

που διέρχεται από το Ρ. Οι διαδρομές είναι οι λύσεις των διαφορι

κών εξισώσεων

Οι εξισώσεις αυτές έχουν ένα τριπλό απειράριθμο σύνολο λύσεων.

Για να φωτονραφηθούν οι ρευματογραμμές μιας στατικής ροής μπορεί 

να χρησιμοποιηθεί ορισμένο χρονικό διάστημα, ενώ για τη μη στατι

κή ροή απαιτείται στιγμιαία φωτογράφιση. Στην περίπτωση ενός υ

γρού τα σωματίδια φωτίζονται με αιώρηση σκόνης αλουμινίου. Διαφο

ρετικά τα στοιχεία του υγρού μπορούν να χρωματιστούν και να γί

νουν ορατά με τη βοήθεια κρυστάλλων υπερμαγγανικού καλίου. Για έ

να αέριο, μπορούν να χρησιμοποιηθούν ρεύματα καπνού. Εάν σχεδιά

σουμε τις ρευματογραμμές, οι οποίες διέρχονται από κάθε σημείο μι

ας κλειστής καμπύλης Γ στο ρευστό λαμβάνουμε ένα ρευματοσωλήνα, 

όπως στο Σχ. 4.4.

4.4. Δυναμικό της Ταχύτητας

Όταν η ταχύτητα του ρευστού κατά το χρόνο t είναι ^ = {u, 

υ, ω}, σε Καρτεσιανές συντεταγμένες, οι εξισώσεις των ρευματογραυ-

J

Σχήμα 4.4

μών τη χρονική εκείνη στιγμή, είναι:

dx _ dy , dz 
u ~ υ ~ ω ( 1)
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Οι καμπύλες αυτές τέμνουν τις επιφάνειες

udx + udy + udz = 0 (2 )

ορθοκανονικά. Τώρα υποθέτουμε ότι κατά τη θεωρούμενη στιγμή t, μπο

ρούμε να βρούμε μια βαθμωτή συνάρτηση φ(χ, y, ζ, t), ομοιόμορφη σε 

όλη την έκταση του πεδίου ροής και τέτοια, ώστε,

-άψ * udx + udy + <odz (3)

Τότε η έκφραση στο δεξιό μέλος της (3) είναι ένα τέλειο διαφορικό 

και ισχύουν:

u - A9Χ* C II

4
*

«0

ή ^ = - νφ

ω = J 1
9Ζ

(4)

Το φ ορίζεται ως το δυναμικό της ταχύτητας. Με τα δεδομένα 

του διανυσματικού λογισμού, η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να ι

σχύουν οι (4) είναι:

cur 1 H =0 (5)

Οι επιφάνειες φ(χ, y, z, t) = σταθερά , (6 )

ονομάζονται ισοδυναμικές. Οι εξισώσεις (1) και (2) δείχνουν, ό

τι σε όλα τα σημεία του πεδίου ροής οι ισοδυναμικές επιφάνει

ες τέμνονται από τις ρευματογραμμές ορθοκανονικά.

Το αρνητικό σημείο στην εξίσωση ϊΝ-νφ είναι συμβατικό. Βε

βαιώνει ότι η ροή λαμβάνει χώρα από το μεγαλύτερο στο μικρότερο δυ

ναμικό, αλλά μερικοί συγγραφείς υιοθετούν την αντίθετη συμβατική 

παραδοχή.

Όταν ισχύει η (5), η ροή λέγεται ότι είναι δυναμικού 

είδους. Λέγεται, επίσης, ότι είναι αστρόβιλη για λόγους οι ο

ποίοι θα αναπτυχθούν αργότερα σ ’αυτό το Κεφάλαιο (ενότητα 4.10). 

Για μια τέτοια ροή το πεδίο της ^ είναι συντηρητικό και η ^ εί

ναι ένα ελασματικό διάνυσμα.
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4.5 Το διάνυσμα της στορβιλότπτας 

θεωρούμε τώρα ροές για τις οποίες το cur 1 V/0. Το διάνυ-

σμα:

t=v-tf CD

καλείται διάνυσμα στροβιλότητας. Η αναγκαία και ικανή συνθή

κη για δυναμική ροή μπορεί να εκφραστεί με t =3. Στροβιλογραμμή, 
είναι μία καμπύλη σχεδιασμένη στο ρευστό, έτσι ώστε η εφαπτομένη 

σ ’αυτή σε κάθε σημείο έχει την ίδια διεύθυνση με το διάνυσμα στρο

βιλότητας Αν οι Καρτεσιανές συνιστώσες του Ζ είναι {ζι, ζ2. ζ3  ̂> 

τότε οι εξισώσεις των στροβιλογραμμών δίδονται από τις ισότητες:

dx dy _dz 
ζι "ζ 2 "ζ3

( 2 )

Γενικά οι γραμμές αυτές δεν συμπίπτουν με τις ρευματογραμμές.

Όπως και στην ενότητα 4.3, Σχ. 4.4, μπορούμε να σχεδιάσουμε τις 

στροβιλογραμμές απ’όλα τα σημεία μιας κλειστής καμπύλης Γ και να 

σχηματίσουμε ένα στροβιλοσωλήνα. Έστω, ότι 6Si, 6S2 είναι δύο το

μές ενός στροβιλοσωλήνα και έστω ότι η2, η2 είναι τα μοναδιαία δι- 

ανύσματα τα κάθετα σ ’αυτές τις τομές σχεδιασμένα έτσι ώστε να δι

ευθύνονται προς το εξωτερικό του ρευστού που βρίσκεται μεταξύ των 

τομών αυτών. Επίσης, έστω 5S ότι είναι η καμπύλη επιφάνεια του 

στροβιλοσωλήνα, AS = 6S 2 + 6S + 6S2 =η ολική επιφάνεια του στοιχείου 

και Δυ =ο ολικός όγκος τον οποίο περιβάλλει η AS. Τότε έχουμε:

/ n.^dS = / V.?du =0 
AS Δυ

αφού, V.t = V.(V *·ν) =0. Συνεπώς,

/ n,£dS + / n.tdS + f n2£dS = ο 
6S, 6S oS2

Σε κάθε σημείο της 6S, n.£ = 0, αφού το ζ  είναι εφαπτομενικό προς 

την καμπύλη επιφάνεια. Άρα, σε πρώτη προσέγγιση, η τελευταία εξί

σωση δίδει:

(nL^jeS, +(n2.?2)6S2 =0 (3)
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Η εξίσωση (3) δείχνει ότι η |n.t|5S είναι σταθερά σε κάθε τομή 5S 

του στροβιλοσωλήνα. Η τιμή της καλείται ένταση του στροβιλοσωλή- 

να. Ένας στροβιλοσωλήνας του οποίου η ένταση είναι ένα, καλείται 

μοναδιαίος στροβιλοσωλήνας.

Τώρα υποθέτουμε, ότι S είναι κάθε κλειστή επιφάνεια που πε

ριβάλλει έναν όγκο V. Τότε ισχύει:

/n.?dS = / V.tdu =0 (4)
S ν

Η εξ. (4) δείχνει, ότι η ολική ένταση των στροβιλοσωλήνων, η οποί

α εξέρχεται από την S είναι ίση με εκείνη η οποία εισέρχεται στην

S. Αυτό σημαίνει ότι οι στροβιλογραμμές και οι στροβιλοσω- 

λήνες δεν μπορούν να εκκινούν ή να τερματίζουν σε εσω

τερικά σημεία του ρευστού. Μπορούν μόνο να σχηματίζουν κλει

στές καμπύλες ή να καταλήγουν στα οριακά τοιχώματα. Στην περίπτω

ση δακτυλίων καπνού, οι στροβιλογραμμές σχηματίζουν κλειστές κα

μπύλες. Από την άλλη πλευρά, οι στροβιλογραμμές σ ’ένα στρόβιλο κα

ταλήγουν στα οριακά τοιχώματα του ρευστού.

Εάν C είναι μία κλειστή καμπύλη σχεδιασμένη σ ’ένα κινούμε

νο ρευστό k o l  αν το S συμβολίζει μία περιοχή που περιβάλλεται από 

τη C, τότε η κυκλοφορία Γ του ρευστού ταχύτητας ^ ορίζεται 

ότι είναι

Γ = $ t.ds=/n.tdS 
c S

αφού t = cur’ll. Για δυναμική ροή η κυκλοφορία γύρω από κάθε κλει

στό κύκλωμα είναι, προφανώς, μηδέν. Αργότερα, θα έχουμε γενικότε

ρες συνθήκες, κάτω από τις οποίες η Γ είναι σταθερή (ενότητα 5.9).

4.6 Τοπικοί και Σωματιδιακοί Ρυθμοί Μεταβολής

Υποθέτουμε, ότι ένα στοιχείο (σωματίδιο) του ρευστού κι

νείται από το Ρ(χ, y, z) κατά το χρόνο t στο Ρ'(χ+δχ, y+6y, ζ+δζ) 

κατά το χρόνο t+δί. Έστω f(x, y, ζ, t), ότι είναι μία βαθμωτή 

συνάρτηση, η οποία συνδέεται με κάποια ιδιότητα του ρευστού, π.χ. 

την πυκνότητα. Τότε κατά την κίνηση του στοιχείου από το Ρ στο Ρ', 

η ολική μεταβολή της f δίδεται από την ισότητα (0λ.σχ.4.5),
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«  δχ +ifδ* +I δζ +£ 6t
Άρα, ολικός ρυθμός της μεταβολής της f στο σημείο Ρ κατά το χρό 

νο t της κίνησης του στοιχείου είναι ίσος με:

df _
eft = 1 

6t+0
in, /5f I * 3f dx 3f dy . 3f dz 3f
IS {W  "35T3t + 87dt + 8Z +

3f . „3f +l,af 
ax +uay +U)az

αν = {u, u, ω} είναι η ταχύτητα του στοιχείου του ρευστού στο Ρ. 

Άρα, μπορούμε να νράφουμε:

& - * · * ♦ ! £  ( 1 )

Ομοίως, για μια διανυσματική συνάρτηση ί(χ, y, ζ, t), η οποία συν

δέεται με κάποια ιδιότητα του ρευστού, π.χ. την ταχύτητά του, μπο

ρούμε να δείξουμε ότι ισχύει:

$ . 5 . * ν |£ m

Συνεπώς, τόσο για βαθμωτές, όσο και για διανυσματικές συναρτήσεις 

έχουμε θεμελιώσει την ισοδυναμία των τελεστών:

( 3 )

η οποία είναι εφαρμόσιμη τόσο για βαθμωτές, όσο και για διανυσμα- 

τικές συναρτήσεις, θέσης και χρόνου με την προϋπόθεση ότι αυτές οι 

συναρτήσεις συνδέονται με ιδιότητες του κινούμενου ρευστού.

Για τη λήψη των εξ.(1) και (2), θεωρήσαμε την ολική μετα

βολή της f ή ?, όταν το στοιχείο του ρευστού κινείται από το Ρ(χ,
df dp

y, ζ) στο Ρ'(χ+δχ, y+6y, ζ+δζ) κατά το χρόνο 6t. Άρα, , εί

ναι οι ολικές παράγωγοι ως προς το χ ρ ό ν ο , οι οποίες ακολου

θούν την κίνηση του σωματιδίου (στοιχείου) του ρευστού και καλού- 

vtm ρυθμοί μεταβολής του σωματιδίου. Από το άλλο μέρος, οι 

μερικές παράγωγοι ως προς το χρόνο είναι μόνο οι χρονικοί
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ρυθμοί μεταβολής στο σημείο Ρ(χ, y, ζ), θεωρουμένου σταθερού στο 

χώρο. Είνα». οι τοπικές παράγωγοι ή τοπικοί ρυθμοί μεταβολής. Συνά

γεται ότι οι 7.Vf ή παριστάνουν το ρυθμό της μεταβολής που 

οφείλεται μόνο στην κίνηση του σωματιδίου κατά μήκος της διαδρο

μής του. Αυτό το σημείο μπορεί, επίσης» να φανεί συμβολίζοντας το 

μήκος τουτόξου της διαδρομής με s και το ΡΡ' με δε. Τότε αν ΡΡ’ = 
δεε, ^ = νδε, όπου V = |^|, έχουμε:

I v f  =V08.Vf = v|j

με παρόμοια αποτελέσματα για τη διανυσματική συνάρτηση ί. Εδώ χρη- 

σιμοποιούμε δ§.ν ξ^-.

4.7 Η Εξίσωση Συνεχείας

Όταν μία περιοχή ενός ρευστού δεν περιλαμβάνει ούτε πη

γές ούτε απώλειες (καταβόθρες), δηλαδή, όταν δεν υπάρχουν ού

τε είσοδοι ούτε έξοδοι μέσω των οποίων το ρευστό μπορεί να εισ^ 

έρχεται ή να εξέρχεται απάτην περιοχή, η ποσότητα του ρευστού μέ

σα στην περιοχή διατηρείται σταθερό!, σύμφωνα με την αρχή της δια

τήρησης της ύλης, θα προσπαθήσουμε τώρα να σχηματοποιήσουμε την 

αρχή αυτή, μαθηματικώς, μέσω της καλουμένης εξίσωσης συνεχεί

ας (βλ.σχ.4.6).

Έστω AS, ότι είναι μία κλειστή επιφάνεια, η οποία έχει 

σχεδιαστεί μέσα στο ρευστό και έχει ληφθεί σταθερή στο χώρο. 

Υποθέτουμε ότι αυτή περικλείει έναν όγκο Δυ του ρευστού και έστω 

P=p(x, y> z, t) ότι είναι η πυκνότητα του ρευστού σε κάθε σημείο 

του (χ, y, z) μέσα στον όγκο Δυ, για κάθε χρονική στιγμή t. Υποθέ

τουμε ακόμη, ότι η είναι το μοναδιαίο διάνυσμα το κάθετο σε κάθε στοι

χείο 6S της επιφάνειας AS (όπου 6S«Δ$) και το οποίο διευθύνεται 

προς τα έξω του Δυ. Τότε, αν ^ είναι η ταχύτητα του ρευστού στο 

στοιχείο 6S, η κάθετη συνιστώσα της η οποία μετρείται προς τα 

έξω από τον όγκο Δυ, είναι η.^. Άρα, ο ρυθμός της εκροής μάζας 

του ρευστού ανά μονάδα χρόνου δια μέσου της 5S είναι 6S = n.pfciS. 

Συνεπώς, ο ολικός ρυθμός εκροής της μάζας του ρευστού από τον ό

γκο Δυ δια μέσου της AS είναι ΔS = f n.(p^)dS. Αντιθέτως, ο ολικός
As
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ρυθμός της εισροής μάζας του ρευστού στον όγκο Δυ είναι

Δυ = -| n.(p^)dS = -^V.(P^)du

Κατά το χρόνο t, η μάζα του ρευστού μέσα στο στοιχείο είναι ̂  pdu. 

0 τοπικός ρυθμός της αύξησης της μάζας μέσα στον όγκο Δυ είναι,

Εν απουσία πηγών και απωλειών μέσα στον Δυ, δεν παράγεται ούτε κα- 

ταστρέψεται ύλη σ ’αυτή την περιοχή, οπότε:

du=-f V-(p^)du ή
L * - V ·

ί {|f + 7.(p^)}du=°

Η τελευταία σχέση είναι αληθής για όλους τους όγκους Δυ εάν

H  + v.(p$) = 0 ( 1)

Η εξίσωση (1 ) είναι η γενική εξίσωση της συνεχείας, η οποία πρέ

πει πάντοτε να ισχύει σ ’όλα τα σημεία ενός ρευστού απαλλαγμένου 

από πηγές και απώλειες (καταβόθρες). Αφού

ν.(ρ$) =ρν.$+νρ.Ϋ,

άλλες μορφές της (1 ) είναι:

|£ + ρν.·$ + 1 νρ = 0 

^  + p v .?  = o

If O o g p ) + v J  = 0

(Γ)

( Γ )

( Γ )

Στις δύο τελευταίες σχέσεις, το δηλοί διαφόριση ακολουθούσα την
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κίνηση του ρευστού και χρησιμοποιήθηκε η ισοδυναμία των τελεστών

iL- ̂  — + \j ν 
dt - at ν*ν *

Στην ειδική περίπτωση της στατικής ρ οής, στην οποία η 

μορφή της ροής δε μεταβάλλεται με το χρόνο σε κανένα σημείο | £ = 0  

και η (1 ) δίδει:

V.(pV) =0 (2)

Για ένα ασυμπίεστο ρευστό η πυκνότητα κάθε σωματιδίου είναι αμετά

βλητη με το χρόνο, έτσι ώστε = 0. Σ ’ένα τέτοιο ρευστό θα μπορού

σε να συμβεί μία μεταβολή της Ρ από σωματίδιο σε σωματίδιο, όπως 

στην περίπτωση ενός άνομοιογενούς ασυμπίεστου ρευστού. Για ένα ο

μοιογενές και ασυμπίεστο ρευστό το ρ είναι σταθερό σ ’όλη την έκτα

ση του ρευστού. Και στις δύο περιπτώσεις η (Γ) δείχνει ότι η εξί

σωση της συνεχείας είναι,

V.V = 0 (3)

Από τώρα και στο εξής, εκτός και αν σημειώνεται αλλιώς, ο όρος 

"ασυμπίεστο ρευστό" θα θεωρείται ότι σημαίνει ένα ρευστό το οποίο 

είναι όχι μόνο ασυμπίεστο αλλά, επίσης, ομοιογενές. Εάν πέρα από 

την εξ.(3), η ροή είναι δυναμικού είδους, τότε υφίσταται ένα δυνα

μικό ταχύτητας φ  τέτοιο, ώστε V = -ν<ρ και η (3) γίνεται:

V2(p = 0 (4)

η οποία είναι και η εξίσωση Laplace.

4.8 Επιτάχυνση ενός Ρευστού

Το Σχ. 4.7 δείχνει ένα στοιχείο ρευστού κινουμένου κατά 

μήκος μιας καμπύλης C. Τη χρονική στιγμή t, η θέση του Ρ ορίζεται 

από το όΐ* = r και η ταχύτητα του V, κατά μήκος της εφαπτομένης της 

C, στο Ρ, έχει τη διεύθυνση της κίνησης του στοιχείου (σωματιδίου). 

Τότε η στιγμιαία επιτάχυνση ν στο Ρ είναι:

ηΜ +<^>* ( 1 )



Λαμβάνοντας ως Καρτεσιανές συντεταγμένες trie ti r
, μ* ν» τις {u, υ, ω}, οι

συνιστώσες της επιτάχυνσης είναι:

du _ 3u , 1L9 u  . , , 3 u  . ,.3u 
H t - 3 t + U 35T + U37+(l̂ I

du 3u 
dt “ 3t

, J , „ 8l) . ,,3u 
+ υ35Γ + ϋ 3 γ +ω3Γ ( 2 )

dω 3ω 3ω 3ω 
dt " 3 t + u 3x+ u 9y

Σε μορφή τανυστή, με συντεταγμένες χη· και συνιστώσες της ταχύτη

τας u^(i =1, 2, 3), το σύνολο των εξισώσεων (2) μπορεί να γραφεί:

(3)

Επανερχόμενοι στη διανυσματική μορφή (1), ο όρος (f.V)t μπορεί να 

αναπτυχθεί σε μία μορφή πιό κατάλληλη για ορισμένες περιπτώσεις. 

Άρα,

(1ν)Ϋ= Σ }

Αφού, Α Λ (Β λ C) = (A.C)B - (A.B)C

έ τ σ ι  ώστε,(A.B)C = (A.C)B - Α λ (Β λ 0)
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και tf.V)?· ς Τ · ! ^ )  Σ ( Τ - ^ )

■ v ( i - )  - t f - ( v ^ )

Άρα, η (1 ) μπορεί ν'αναπτυχθεί στη μορφή:

y=|f + V(f^)-$-(V^) (4)

Η εξ. (4) είναι ειδικά χρήσιμη για δυναμική ροή για την οποία

Επίσης, η (4) μπορεί να είναι πιό χρήσιμη από την (1) για 

γενικές ορθοκανονικές καμπυλόγραμμες συντεταγμένες.

4.9 Συνθήκες σε Στερεά Οριακή Επιφάνεια

Το Ρ είναι ένα σημείο στην οριακή επιοάνεια, όπου η ταχύ

τητα του ρευστού είναι V και όπου η οριακή επκράνεια έχει ταχύτη

τα C. Εάν το η ορίζει ένα μοναδιαίο διάνυσμα στο Ρ κάθετης διεύ

θυνσης, τότε επειδή στο Ρ δεν πρέπει να υπάρχει σχετική κάθετη τα

χύτητα, μεταξύ οριακής επιφάνειας και του ρευστού, πρέπει να έχου

με τις δύο κάθετες συνιστώσες ίσες, σχ.4.0 δηλαδή:

1 ϊ Η 5 . η

Στην περίπτωση ρευστού χωρίς ιξώδες αυτή είναι η μόνη συνθήκη. Γιά 

ρευστό με ιξώδες, στο οποίο δεν συμβαίνει ολίσθηση, οι εφαπτομενι- 

κές συνιστώσες πρέπει να είναι, επίσης, ίσες. Στην περίπτωση που 

η οριακή επιφάνεια είναι σε ηρεμία (όπως συνήθως συμβαίνει) απαι

τούμε να ισχύει $.η = 0 , σε κάθε σημείο της.

4.10 Γενική Ανάλυση της Κίνησης Ρευστού

Έστω Ρ, Ρ' ότι είναι δύο γειτονικά σημεία σε ένα στοιχεί

ο ρευστού, το οποίο κινείται με το ρευστό έτσι, που σε κάποιο χρό

νο t έχουμε, ()ΐ> ξ γ , = r + 6 γ και τα Ρ, Ρ' έχουν Καρτεσιανές συν-



ο
Σχήμα 4.9

τεταγμένες (χ, y, ζ), (χ+δχ, y + 6y, ζ+δζ), αντιστοίχως (Σχ. 4.9) 

Ακόμη, έστω ότι είναι ^ = {μ, υ, ω}, ^ + = {u +δμ, υ +δυ, ω + δω }

οι ταχύτητες των Ρ, Ρ' κατά το θεωρούμενο χρόνο t. Αφού u = u(x, y 

ζ, t) κλπ. και ο t δε μεταβάλλεται, έχουμε:

δ“ = $ δχ δ* +· Ι δζ

δυ - Ή  δχ +w  By +· |  δζ

*■-$ δχ+ι  δ̂ ϋ δζ
Οι εξισώσεις αυτές μπορεί να γραφούν σε μορφή πίνακα:

διι
3U
3Χ

3u
ay

δυ
δζ

δυ =
δυ
δχ

δυ
ay

δυ
δζ

δω
δω
δχ

δω
3y

δω
δζ

δχ

δγ

δζ

Αν τώρα συμβολίσουμε με



Τότε, ισχύει:

du
ax

du
ay

du
az a h 9 0 -ζ n

au
ax

du
dy

au
az

s h b f 4- ζ 0 - l

au
ax

3ω
3y

du
az 9 f c -n ξ 0

A - A, + a 2

Συνεπώς, ο πίνακας Α εκφράζεται ως το άθροισμα ενός συμμετρικού πί 

νακα Αι και ενός κυρτού συμμετρικού Α2. Εξετάζουμε τώρα, τη σπου

δαιότατα των δύο αυτών πινάκων. Παρατηρούμε πρώτα, ότι:

a h g δχ αδχ + h by + gbz

h b f 5y s h5x + b by + fbz

g f c δζ gbx + f by + cbz

(3)

θεωρούμε στη συνέχεια την τετραγωνική επιφάνεια

α(δχ) 2 + b(6y ) 2 +c(6z ) 2 + 2f6y6z + 2ρδζδχ + 2h6x6y = σταθερά (4)

στην οποία τα (δχ, δγ, δζ) λαμβάνονται ως οι τρέχουσες συντεταγμέ

νες και οι συντελεστές α, b, ...,f,...είναι σταθεροί ως προς αυ

τές τις συντεταγμένες, οπότε η (4) είναι ένα τετράγωνο, του οποί

ου το Ρ είναι κέντρο. Τότε, η μερική παραγώγιση του αριστερού μέ

λους της (4) ως προς δχ, δγ, δζ επιβεβαιώνει ότι η διανυσματική

στήλη στο δεξιό μέλος της (3) είναι κάθετη στην τετραγωνική επικά
^

νεια (4). Γράφοντας δνι =Uii +uij + <ihk, όπου u,, ui, ωι είναι οι 

συνιστώσες της (3), φαίνεται ότι η δ$ι είναι παντού κάθετη στην 

τετραγωνική επιφάνεια (4) που έχει το Ρ ως κέντρο. Μιά τέτοια τα-



-98 -

χύτητα 5Vi μπορεί να αποδοθεί σε μία κίνηση η οποία καλείται κα

θαρή τάση. Το τετράνωνο καλείται ρυθμός της τετραγωνικής τά- 

σ η ς . Με κατάλληλη στροφή των αξόνων συντεταγμένων, η εξίσωση της 

τετραγωνικής επιφάνειας (4) ανάγεται στη μορφή,

α ’(δχ')2+δ'(δγ ’ ) 2 +ο'(δζ ' ) 2 =σταθερά,

στην οποία οι άξονες συντεταγμένων ταυτίζονται με τους βασικούς ά· 

ξονες του τετρανώνου. Οι συνιστώσες της ταχύτητας λόγω της καθα

ρής τάσης οι παράλληλες προς τους άξονες του τετραγώνου είναι αντί 

στοίχως {α'δχ; δ'δγ', ο'δζ'}. Οι γραμμές οι παράλληλες προς τους 

βασικούς άξονες υπόκεινται σε επιμηκύνσεις με ομοιόμορφους ρυθμούς. 

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

(5)

‘ ο -ζ η“ δχ “ηδζ - ζδγ

ζ 0 -ξ δγ = ζδχ - ξδζ

-η ξ  ο δζ 
· .  —1

_ξδγ - ηδχ_

Γράφοντας δ̂ 2 = u2i + u2j + ω2£, όπου u2, υ2, ω2 είναι οι συνιστώσες 

του πίνακα του δεξιού μέλους της (5) και &5 = ξΤ +nj +ζ£, βλέπουμε 

ότι:

δ̂ 2 = ω Λ δτ (6 )

Αυτό δείχνει ότι η δ̂ 2 μπορεί να αποδοθεί σε μία περιστροφή ενός 

στερεού σώματος με γωνιακή ταχύτητα ω. Ακόμη, η αντικατάσταση των 

ξ, η, ζ οδηγεί στη σχέση,

ω =-^cur 1^ (7)

όπου Ζ είναι τό διάνυσμα της στροβιλότητας. Άρα, η στροβιλογραμ- 

μή δια μέσου του στοιχείου του ρευστού είναι ο στιγμιαίος άξονας 

περιστροφής. Η ανάλυση αυτή δικαιολογεί την ορολογία "αστρόβιλη " 

για εκείνες τις ροές για τις οποίες cur 1 ^ = 0 οδηγώντας στη γνω

στή σχέση

V = -νφ
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Μπορούμε, τώρα, να συνοψίσουμε τα αποτελέσματα της προηγηθείσας α

νάλυσης της γενικής κίνησης ενός στοιχείου του ρευστού, με τον α

κόλουθο τρόπο:

(1) Υπάρχει μία μεταφορική ταχύτητα V για κάθε σημείο Ρ 

του στοιχείου.

(η) Σε σχέση με το Ρ, υπάρχει μία συνιστώσα ταχύτητας 5Vi 

του Ρ’, π οποία πρέπει να αποδοθεί σε καθαρή τάση με την έννοια, 

ότι για όλα τα άλλα σημεία Ρ’του στοιχείου η συνιστώσα 5Vi είναι 

κάθετη σε μία ορισμένη τετραγωνική επιφάνεια με κέντρο στο Ρ. Αυ

τός ο τύπος της κίνησης προϋποθέτει ότι το ρευστό είναι παραμορφώ- 

σιμο.

(ϋΐ) Σε σχέση με το Ρ, υπάρχει μία συνιστώσα της ταχύτητας 

δν2 του Ρ', η οποία πρέπει να αποδοθεί σε μία στερεού σώματος πε

ριστροφή του στοιχείου. Αυτό σημαίνει, ότι αν το ρευστό του στοι

χείου απότομα πάγωνε, τότε το στερεό θα μπορούσε προς στιγμήν να 

περιστραφεί με διανυσμστική γωνιακή ταχύτητα γ cur IV.

Παρατηρούμε, ότι η ολική ταχύτητα του Ρ'σε σχέση με το Ρ, 

είναι δ^ι +δ^2·

Παρόμοια ανάλυση μπορεί να ληφθεί συντομότερα και περιε

κτικότερα χρησιμοποιώντας μεθόδους ανάλυσης Καρτεσιανού τανυστή . 

Έτσι, αν το Ρ έχει συντεταγμένες χϊ και συνιστώσες ταχύτητας ui 

και το Ρ' + δχ-j και +6u, (i =1, 2, 3), τότε κατ’αντιστοιχί- 

αν προς τις εξ.(4), έχουμε:

5ui=ui,j6xj και ^ ^ - β ^ + ω ^

όπου eij ~7 (ui*J +uj,i)· ui j 4  (uU

έτσι, που το e^j είναι ένας συμμετρικός τανυστής 2ας τάξης και το 

<>>ij είναι ένας κυρτοσυμμετρικός τανυστής, επίσης, 2ας τάξης. Άρα, 

αν γράψουμε,

ω  ω
δυ-j = δυ·,· + 6u-j

, ω  (ζ)
όπου δυ1 =e-jj5xj, Oiif = ω-fj5xj

Τότε η 6uf φαίνεται, ότι είναι κάθετη στο τετράγωνο



e-jjax^Xj = σταθερά,

to οποίο είναι ο ρυθμός της τετραγωνικής τάσης με κέντρο στο Ρ. Ε

πίσης, έχουμε:

(2) (2) (2)
{δϋι, δυ2, 6u 3>=tCwi3 6x 3-W2i δχ2), (ω2ι δχι-ω32δχ3),'(ω32δχ2-ωΐ3δχχ)}

ω32 ωΐ3 ΐ)2ΐ

δχχ δχ2 δχ3

το οποίο είναι το διανυσματικό (εξωτερικό) γινόμενο των

ίω32 , ω» , (ύ2ΐ > και (δχχ, δχ2, δχ3}
&

δείχνοντας ότι η συνιστώσα παριστάνει μία περιστροφή στερεού 

σώματος. Παρατηρούμε ακόμη, ότι:

Αυτό δείχνει, ότι αν κάθε e^j =0 παντού, τότε οι ω-jj είναι σταθε

ρές, δηλαδή, η περιστροφή είναι η ίδια παντού. Η εξαφάνιση τουe-fj 

είναι η αναγκαία και ικανή συνθήκη για το ρευστό να κινείται χω

ρίς τάση.
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5. ΕΞΙΣΘΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΕΝΟΣ ΡΕΥΣΤΟΥ

5.1. Πίεση σε ένα Σημείο Ρευστού που Βρίσκεται σε 

Ηρεμία

Ας υποθέσουμε κατ’αρχήν ότι ένα ρευστό βρίσκεται σε κατά

σταση ηρεμίας. Τότε σε κάθε σημείο Ρ μέσα στο ρευστό υπάρχει μία 

υδροστατική πίεση λόγω της πυκνότητάς του. Για να εξηγήσουμε 

την ύπαρξη αυτής της πίεσης, είναι απαραίτητο να καταφύγουμε σε μο

ριακές θεωρήσεις. Αν στο Ρ παρεμβάλουμε μία μικρή στερεά επίπεδη 

επιφάνεια δ$, τότε κάθε πλευρά της 6S θα βομβαρδίζεται επαναληπτι

κά με μόρια του ρευστού, κινούμενα τυχαία προς όλες τις διευθύν

σεις. Καθώς τα μόρια του ρευστού προσκρούουν στη μία πλευρά της ε

πιφάνειας, μεταφέρουν ορμή προς την επιφάνεια για ένα ορισμένο χρό

νο και έτσι ασκείται μία δύναμη δ*1 στην επιφάνεια. Μία ίση και α

ντίθετη δύναμη ασκείται στο ρευστό από αυτή την πλευρά της επιφά

νειας. Εάν υποθέσουμε τις γραμμικές διαστάσεις της 6S, ότι είναι 

μεγάλες σε σύγκριση με τα μοριακά μεγέθη, αλλά μικρές συγκρινόμε- 

νες με τα μακροσκοπικά μήκη του ρευστού, τότε η 6S είναι σε ηρεμί
α σε σχέση με το κύριο σώμα του ρευστού και η μόνη κίνηση η οποία 

υπάρχει είναι ή μοριακής κλίμακας, την οποία μόλις παραπάνω αναφέ

ραμε. Σ ’αυτές τις περιπτώσεις ανεξάρτητα από το αν το ρευστό εί

ναι ιξώδες η χωρίς ιξώδες, η δΓ θα δρα κάθετα στη 6S. Επιπλέον, η 
μέση δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, η οποία ασκείται στη μία πλευ

ρά της 6S θα είναι δί/es. Τώρα, υποθέτουμε ότι η 6S γίνεται εξαι
ρετικά μικρή στο Ρ. Τότε, αν εμείς θέλαμε να αντικαταστήσουμε το 

μοριακό μας μοντέλο με ένα συνεχές ρευστό, θα ήταν λογικό να υπο

θέσουμε, ότι στο Ρ, η τιμή του που θα υπήρχε θα ήταν

μία και μόνη, θα υποθέσουμε, ότι, πράγματι, αυτό συμβαίνει. Στην 

τελευταία αναδρομή, η φαινομενική αντινομία μεταξύ αυτού και του 

μοριακού μοντέλου ενός ρευστού, ως συνιστάμενου από διακεκριμένα 

μόρια που κινούνται τυχαίως, πρέπει να λυθεί με πείραμα. Πράγματι, 

για ένα ρευστό με πολύ αραιή πυκνότητα, π παραπάνω προϋπόθεση πι

θανώς θα καταρριπτόταν. (Ένα τέτοιο ρευστό μπορεί να δημιουργη- 

θεί στην προσπάθεια να εκκενωθεί ένα κλειστό βαρέλι με μία αντλία 

μεγάλης αποτελεσματικότητας). Εν τούτοις για τα υγρά και για τα 

περισσότερα αέρια πιστεύεται, ότι η προϋπόθεση αυτή είναι βάσιμη.
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Σε αυτές τις περιστάσεις, εάν το ρ δηλοί την τιμή αυτού του μονα

δικού ορίου, τότε το ρ καλείται π υδροστατική πίεση στο Ρ .

Προτού περάσουμε στην περίπτωση πιέσεων σε κινούμενα ρευ

στά, θα υπενθυμίσουμε λίγα από τα σπουδαιότερα αποτελέσματα υδρο

στατικής. Αυτά είναι τα ακόλουθα:

(ι) Όταν το ρευστό βρίσκεται σε ηρεμία, η πίεση σε ένα εσω

τερικό σημείο Ρ είναι η ίδια σε όλες τις διευθύνσεις. Άρα, στην 

ανωτέρω περιγραφή ο προσανατολισμός της 6S είναι χωρίςαντικείκενο.

(Ή) Η πίεση σε όλα τα σημεία στο ίδιο βάθος κάτω από την ε

λεύθερη οριζόντια επιφάνεια του ρευστού που βρίσκεται σε ηρεμία 

είναι η ίδια. Σε ένα σημείο Ρ, που απέχει h κάτω από την ελεύθερη 

επιφάνεια, η πίεση είναι p0+pgh, όπου g είναι η ατμοσφαιρική πίε

ση στην ελεύθερη επιφάνεια, ρ η πυκνότητα του ρευστού και g η επι

τάχυνση της βαρύτητας.

(iii) Αν κάποια πίεση ασκείται στην ελεύθερη επιφάνεια ενός 

ρευστού, αυτή μεταφέρεται ισοδύναμα σε όλα τα μέρη του ρευστού.

Αυτά τα αποτελέσματα, όπως είδαμε στο κεφάλαιο 3, συνι- 

στούν τους νόμους του Pascal για στατικά ρευστά.

5.2. Πίεση σε ένα Σημείο Κινούμενου Ρευστού

Έστω Ρ, ότι είναι ένα σημείο σε ένα χωρίς ιξώδες ρευστό, 

το οποίο κινείται τοπικά με την ταχύτητα Όπως στην τελευταία 

ενότητα, παρεμβάλλουμε μία μικρή επίπεδη στερεή επιφάνεια δ5 μέσα 

στο ρευστό στο Ρ, αλλά αντί να την έχουμε ακίνητη, έστω ότι κινεί

ται με την τοπική ταχύτητα V του ρευστού στο Ρ. Τότε η μόνη ανταλ

λαγή ορμής μεταξύ ρευστού και επίπεδου είναι η μοριακής κλίμακας 

και, όπως προηγουμένως, εάν 6F παριστά τη δύναμη που ασκείται στη 

μία πλευρά της 6S, από αυτή την ανταλλαγή ορμής, τότε η δύναμη αυ

τή είναι η κάθετη στη 6S και υποθέτοντας ότι υπάρχει ένα και μόνο 

ένα όριο, λαμβάνουμε:

lim ^  
5S-05S

Ρ

το οποίο είναι η πίεση του ρευστού στο Ρ. θα δείξουμε ότι η ρ εί

ναι ανεξάρτητη του προσανατολισμού της 6 S . Είναι σημαντι
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κό, εντούτοις, ότι η δ$ είναι ακίνητη σε σχέση προς το τ ο 

πικό ρευστό, δηλ. ότι έχει την ίδια ταχύτητα με εκείνη του ρευ

στού στο Ρ. Είτε βρίσκεται η 6S ακίνητη, είτε κινείται με κάποια 

ταχύτητα ν άλλη από τη το τοπικό ρευστό θα πρέπει να αχθεί σε 

ηρεμία ή στην ταχύτητα ν και η απαίτηση αυτή επιφέρει μία επιπρό

σθετη ανταλλαγή ορμής μεταξύ ρευστού και οριακής επιφάνειας.

Είδαμε, ότι στην περίπτωση ενός χωρίς ιξώδες ρευστού, ό

ταν η 6S τοποθετείται εφαπτομενικά προς την τοπική ταχύτητα του 

ρευστού στο Ρ, η μόνη ανταλλανήορμής μεταξύ ρευστού και επιφάνει

ας είναι τυχαίου μοριακού τύπου. Έτσι, σε αυτόν τον ειδικό προσα

νατολισμό, η δύναμη δΡ θα ήταν η ίδια, άσχετα του αν η 5S βρίσκε

ται ακίνητη, κινούμενη με την τοπική ταχύτητα του ρευστού V, ή με 

κάποια άλλη ταχύτητα. Βεβαίως, για ένα ρευστό με ιξώδες, οι διαφο

ρετικές ταχύτητες της 5S θα συνεπάγονταν διαφορετικές δυνάμεις τρι
βής, οι οποίες θα καλούνταν να συμμετέχουν στην όλη διαδικασία. 

Επίσης· για ένα ρευστό με ιξώδες θα υφίστανται δυνάμεις τριβής, α

κόμη και όπου υπάρχει σχετική ηρεμία μεταξύ επιφάνειας και τοπι

κού ρευστού, με την προϋπόθεση βεβαίως, ότι υπάρχει μία βαθμίδα 

ταχύτητας κατά μήκος της καθέτου, θα επιστρέφουμε σε αυτό στο Κε

φάλαιο 8.

Έτσι, θεμελιώσαμε ότι η πίεση ρ στο σημείο Ρ κινούμενου 

χωρίς ιξώδες ρευστού είναι ανεξάρτητη του προσανατολισμού της 5S. 

Με το δεδομένο αυτό θεωρούμε την κίνηση ενός στοιχειώδους τετραέ

δρου PQRS του ρευστού (Σχ. 5.1). Οι ακμές PQ, PR, PS λαμβάνονται

ζ
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παράλληλες προς τους άξονες συντεταγμένων ΟΧ, ΟΥ, 0Ζ και έχουν μή

κη δχ, 5y, δζ κατά τη χρονική στιγμή t. Το τετράεδρο κινείται με 

την τοπική ταχύτητα V του ρευστού στο Ρ.

Έστω ρ, ότι είναι η πίεση στο τρίγωνο QRS και 6S η επιφά

νε ιά του. Ακόμη, υποθέτουμε ότι τα διευθύνοντα συνημίτονα της κα

θέτου στη δε, σχεδιασμένα να κατευθύνονται προς τα έξω από το τε

τράεδρο, είναι {1, m, π}. Τότε, η ολική δύναμη που ασκείται από το 

ρευστό που είναι έξω από το τετράεδρο στην επιφάνεια QRS είναι:

-p6S( i t  +mj + nt) = -|· p (6y 6zt + δζδχΐ + δχδγί),

αφού

16S = εμβαδό της επιφάνειας PRS = γ  δγδζ, κλπ.

Ακόμη υποθέτουμε ότι, ρχ , py , ρζ είναι οι πιέσεις στα επίπεδα PRS, 

PQS, PRQ. Αφού τα εμβαδά αυτών των επιφανειών είναι ^ 6y6z, ̂ δζδχ, 

h δχδγ, οι δυνάμεις ol οποίες ασκούνται σεαυτές από το εξωτερικό 

ρευστό είναι, αντιστοίχως

^ Ρ χ δ γ δ ζ Τ ,  % Ρ γ δ ζ δ χ 1 ,  % p z 6 x $ y lc

Άρα, η ολική επιφανειακή δύναμη στο τετράεδρο είναι:

γ  { ( p x - p ) 6 y 6 z t  +  ( p y  -  p ) 6 z 6 x j  +  ( ρ ζ - ρ ) δ χ δ γ £ )

Επιπλέον των επιφανειακών δυνάμεων, το στοιχείο του ρευστού μπο

ρεί να υπόκειται σε δυνάμεις, οι οποίες οφείλονται σε εξωτερικάαί- 

τια, όπως η βαρύτητα. Έστω ?, ότι είναι η μέση δύναμη που ασκεί

ται ανά μονάδα μάζας εντός του τετράεδρου. Οπότε, 1/6 pFfcx6y6z είναι 

η ολική δύναμη, όπου ρ είναι η μέση πυκνότητα του ρευστού. Τότε 

η συνισταμένη δύναμη, η οποία ενεργεί στο στοιχείο είναι:

γ  { ( Ρ χ - ρ ) δ γ δ ζ Τ  +  ( Ρ γ - ρ ) δ ζ δ χ Τ  +  ( ρ ζ - ρ ) δ χ δ γ ^ ) · » ^ ρ ί δ χ δ γ δ ζ

Τώρα, έστω ^ ότι είναι η ταχύτητα στο Ρ. Τότε ^  (διαφόριση ακο

λουθούσα την κίνηση του ρευστού) είναι η επιτάχυνση του Ρ, έτσι ώ-. 
1

στε, εάν η μάζα ^ρδχδγδζ μένει σταθερή (το οποίο μπορεί να επιβε-
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βαιωθεί παρακολουθώντας ένα σωματίδιο αμετάβλητης μάζας)η εξίσωση 

της κίνησης είναι:

γ  Upx-p)5y6zT+(Py-p)5z6y j+ ( p 2-p)5x5y £}+£-pF6x5y5z =

-| e5«B y 6z  I

Η εξίσωση αυτή περιλαμβάνει ποσότητες δευτέρας και τρίτης τάξης 

μικρών ποσοτήτων. Όταν λάβουμε τις ακμές του τετραέδρου απειρο- 

στά μικρές έχουμε, με προσέννιση 2ας τάξεως τη σχέση:

\ {(ρχ-ρ)δγδζί + (py-p)6z6xj + (pz-p)6x6ylc> =ί

έτσι ώστε εξισώνοντας τους συντελεστές των μοναδιαίων διανυσμάτων, 

αυτή δίδει, αμέσως:

Ρχ = Py = ΡΖ = Ρ

Δεδομένου ότι η επιλογή των αξόνων είναι εντελώς αυθαίρετη, η σχέ

ση αυτή θεμελιώνει το γεγονός ότι σε κάθε σημείο Ρ ενός κι

νούμενου και χωρίς ιξώδες ρευστού η πίεση ρ είναι η ί

δια προς όλες τις διευθύνσεις. Αυτό, βέβαια, επικαλύπτει το 

αντίστοιχο αποτέλεσμα για στατικά ρευστά.

5.3 Εξισώσεις Κίνησης του Euler

Κατά τη χρονική στιγμή t, υποθέτουμε ότι το AS συμβολίζει 

την κλειστή επιφάνεια ενός σωματιδίου σε ένα κινούμενο ρευστό, το 

σωματίδιο κινούμενο μαζί με το ρευστό με ταχύτητα V . 

Λαμβάνουμε το σωματίδιο ότι αποτελείται από σταθερή μάζα ρΔυ, ό

που ρ είναι η πυκνότητα και Δυ ο όγκος. Τελικά, τα AS και Δυ πρό

κειται να γίνουν απείρως μικρά.

Υποθέτουμε ότι 6S («AS) είναι ένα επιφανειακό στοιχείο 

της AS και ότι η είναι το μοναδιαίο διάνυσμα το κάθετο στο6S, σχε

διασμένο έτσι ώστε να διευθύνεται προς τα έξω από το σωματίδιο 

(Σχ. 5.2). Εάν ρ δηλοί την πίεση του ρευστού στο 6S, τότε επειδή 

το 6S κινείται τοπικά μαζί με το ρευστό, η δύναμη που ασκείται σε



Σχήμα 5.2

αυτό λόγω του ρευστού που βρίσκεται έξω από το σωματίδιο (στοι

χείο) είναι -p5Sr). Άρα, π ολική δύναμη στην επιφάνεια του σωματι

δίου του ρευστού, λόγω των δράσεων του περιβάλλοντος ρευστού είναι:

Vpdu

Έστω t  η εξωτερική δύναμη ανά μονάδα μάζας σε κάθε στοιχείοόγκου 
δυ( «Δυ) του σωματιδίου. Τότε ρ?δυ είναι η εξωτερική δύναμη που 

ασκείται στο στοιχείο δυ και έτσι, η ολική δύναμη σε ολόκληρο το 

σωματίδιο είναι:

L ·
ρ f  du

Επειδή, η μάζα του στοιχειώδους όγκου δυ είναι ρδυ, η μάζα ολοκλή

ρου του στοιχείου του ρευστού είναι J  pdu. Αλλά η μάζα αυτή είναι 

σταθερή. Συνεπώς, η εξίσωση της κίνησης του στοιχείου του ρευστού 
είναι:

Οι όροι στο αριστερό μέλος, παριστάνουν την ολική δρώσα δύναμη.

Η ^  είναι η επιτάχυνση του στοιχείου του ρευστού η ακολουθούσα 

την κίνησή του. Σε προσέγγιση, πρώτης τάξης, η παραπάνω σχέση γρά*

φεται:
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( P ?  -νρ)Δυ = g ] r  P Δυ

έτσι ώστε, στο όριο καθώς Δυ -*-0 , λαμβάνουμε:

ctf *
d t Ρ ( 1 )

Η εξ. (1) είναι γνωστή ως η εξίσωση κίνησπο του E u l e r .

Άλλες μορφές της, με τη χρήση των αποτελεσμάτων της ενότητας 4.8, 

είναι:

H  + ( tv )$  = ? - i v p  (2)

|| + ν (| 2) - Ϋ - ( ν - Ϋ )  = ? - £ ν ρ  (3)

Σε μορφή τανυστή, με x-j ως συντεταγμένες, ως συνιστώσες ταχύτη

τας, Ff ως συνιστώσες των εξωτερικών δυνάμεων (1*1, 2, 3), οι ε

ξισώσεις κίνησης μπορούν να γραφούν

3FL + uJu1,j =Fi - £ p , i  (4) ; ί  -

5.4 Εξίσωση του Bernoulli

Ας υποθέσουμε, ότι οι εξωτερικές δυνάμεις του ρευστού εί

ναι συντηρητικές και ότι η ροή είναι δυναμικού είδους. Τότε υπάρ

χουν βαθμωτές συναρτήσεις Ω, φ  τέτοιες ώστε,

ί  * -Vft, $  * - 7 Φ

Εξάλλου, V -V =ί5 και η εξίσωση (3) της προηγούμενης ενότητας γίνε- 
ται:

- 7 ( | f ) + V ( | ^ ) = - V Q - i v p

Έστω r, ότι είναι το διάνυσμα θέσης του στοιχείου του ρευστού κα

τά το χρόνο t και έστω dr ότι είναι η στιγμιαία μετατόπιση, που 

προκάλείται στη θέση του στοιχείου, κατά το χρόνο t. Τότε εσωτερι

κός (αριθμητικός) πολ/σμός της τελευταίας εξίσωσης με το dr και
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χρησιμοποίηση της ισότητας dr.VQ = dQ, κλπ. * οδηγούν στην εξί

σωση:

-d (§ £ ) + d ( f )  = - d Q - ^ d p

υποχρεώνοντας το t σε σταθερότητα. Αναδιάταξη των όρων και ολοκλή

ρωσή της δίδει:

! + « + /τ Η τΜ * )  ( ι )

όπου f(t) είναι μία αυθαίρετη συνάρτηση του t, η οποία προκύπτει 

από την ολοκλήρωση, στην οποία το t διατηρείται σταθερό. Η εξ.(1) 

είναι η εξίσωση του Bernoulli στην πιό γενική της μορφή. Ά λ  

λες μορφές της εξίσωσης του Bernoulli, συχνά σε χρήση στην επίλυ

ση προβλημάτων, μπορεί να εξαχθούν από τη μορφή (1). Άρα, γιάστα 

τική κίνηση = 0 και η f(t) είναι σταθερή, έτσι ώστε:

2— Ω + f~p~= const · ( 2 )

Αν επιπλέον, το ρευστό είναι ομοιογενές και ασυμπίεστο, έτσι ώστε 

το ρ να είναι σταθερό, η (2 ) γίνεται

~ί/2 η
γ - + Ω + φ  = const (3)

5.5 Μελέτη της Περίπτωσης Στατικής Κίνησης υπό 

την Επίδραση Συντηρητικών Εξωτερικών Δυνάμεων

Η εξίσωση του Bernoulli εξήχθη νια δυναμικές ροές κάτω α

πό την επίδραση συντηρητικών εξωτερικών δυνάμεων. Τώρα μελετάμε 

περιπτώσεις οι οποίες ανακύπτουν όταν η ροή δεν είναι πλέον δυνα

μικού είδους αλλά είναι στατική. Οι εξωτερικές δυνάμεις του ρευ

στού υποτίθενται ακόμη ότι είναι συντηρητικές, θα δούμε ότι όταν 

επικρατούν τέτοιες συνθήκες αρχίζουν να εμφανίζονται εξισώσεις που 

να μοιάζουν με την εξίσωση του Bernoulli. Η εξίσωση της κίνησης 

του Euler μπορεί να γραφεί με τη μορφή:
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όπου ?=cur1^, το διάνυσμα στροβιλότητας. Εάν οι δυνάμεις είναι 

συνιηρητικές, τότε ? = -νΩ, έτσι ώστε όταν π ροή είναι στατική, να 

ισχύει:

ν ( γ - + ο + ! ψ )  λ?

Εσωτερικός πολλαπλασιασμός τπς εξίσωσης με dr, δηλαδή με μία χρο

νικά ανεξάρτητη μεταβολή του διανύσματος θέσης Γ του στοιχείου του 

ρευστού, δίδει:

d(| i + Q + j < f c ) = d ? . ( ^ t )  a )

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Περίπτωση I : ί Λ? = 0

Αυτό σημαίνει, ότι είτε

Η) Τα ί και Ζ είναι παράλληλα, δηλ. όταν οι ρευματογραμμές 

και οι στροβιλογραμμές συμπίπτουν. Για τέτοιες κινήσεις, το V ορί

ζεται ως ένα διάνυσμα Beltrami, ή

C1 i) Όταν ?=$, που είναι η συνθήκη για δυναμική ροή. Σ'αυτές 

τις περιπτώσεις έχουμε:

d (y - + Q + /ηβ-) =0

σε κάθε χρονική στιγμή, δια μέσου του πεδίου ροής. Τότε:

V  + ° + = σταθερά (2 )

σε ολόκληρο το πεδίο ροής. Η σταθερά είναι η ίδια σε ολόκληρο το 

πεδίο, αφού το διαφορικό dr της εξ. (1 ) είναι κάθε αυθαίρετη μι

κρή μεταβολή του διανύσματος θέσης r στο πεδίο.

Περίπτωση I I : $ ~Ζ t 0

Τότε το ^ ~Ζ είναι κάθετο στα διανύσματα Ζ. Άρα, αν 

dr ̂ 0 , τότε dr.(tf -?) = 0  οποτεδήποτε το dr κείται στο επίπεδο των 

Ϋ, Ζ. Συνεπώς, αν πάρουμε τη μεταβολή του dr στην επιφάνεια η ο

ποία περικλείει και τις ρευματογραμμές και τις στροβιλογραμμές, τό-
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τε η (1 ) δείχνει, δ η  ισχύει:

d (^ - + Q+/^-)  =ο

σε μία τέτοια επιφάνεια, ή

+ Ω + /ηβ- * σταθερά (3)

σε μία επιφάνεια, η οποία περιέχει τις ρευματογραμμές και τις 

στροβιλογραμμές. Παρατηρούμε, ότι η σταθερά στην (3) είναι η ίδια 

παντού σε οποιαδήποτε από αυτές τις επιφάνειες, αλλά η τιμή της 

μεταβάλλεται από επιφάνεια σε επιφάνεια. Επίσης, η εξ. (3) ισχύει 

ανεξάρτητα του αν η κίνηση είναι στροβιλή ή αστρόβιλη.

5.6 Μερικές Ροές με Αξονική Συμμετρία

'Εστω φ (γ , θ, ψ), ότι είναι το δυναμικό της ταχύτητας σε 

κάθε σημείο, το οποίο έχει σφαιρικές πολικές συντεταγμένες (r, θ, 

ψ), σε ένα πεδίο στατικής αστρόβιλης ασυμπίεστης ροής. Τότε σε αυ

τό το σύστημα συντεταγμένων, η εξίσωση Laplace ν2φ = 0  γίνεται:

Όταν υπάρχει συμμετρία ως προς τη γραμμή Ψ=0, το φ =φ(γ , θ) και 

η εξίσωση γίνεται:

Είναι εύκολο να επιβεβαιωθεί με άμεση αντικατάσταση ότι μερικές 

λύσεις της (1 ) είναι:

s inefr tr^+f^sine-fg ) * 0 ( 1 )

φ = r cos θ, Φ = (ψή cos θ

Άρα, μία γενικότερη λύση tnc Ο )  είναι η:

φ (γ , θ) = (Αγ + Β γ “ ζ )  cosO ( 2 )
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5.7 Μερικές Ειδικές Δισδιάστατες Ροές

Υποθέτουμε, ότι ένα ρευστό κινείται κατά τέτοιο τρόπο, ώ

στε οι κινήσεις του σε όλα τα επίπεδα τα παράλληλα σε ένα δεδομέ

νο επίπεδο του ρευστού έχουν την ίδια μορφή σε κάθε χρονική στιγμή. 

Τέτοια κίνηση λέγεται ότι είναι δισδιάστατη, αφού η γνώση Tnc 

κίνησης σε κάθε τέτοιο επίπεδο προσδιορίζει και την κίνηση του σώ

ματος του ρευστού. Επίσης, εκεί δεν υπάρχει κίνηση κάθετη σε ένα 

τέτοιο επίπεδο.

Για μία τέτοια δύο διαστάσεων κίνηση, έστω ότι ο άξονας 

των ζ λαμβάνεται κάθετος σε κάθε ένα από τα παράλληλα επίπεδα στα 

οποία οι μορφές της ροής είναι του αυτού ρυθμού κάθε στιγμή. Τότε, 

για την αστρόβιλη ασυμπίεστη ροή, η εξίσωση συνεχείας σε Καρτεσια

νές συντεταγμένες (χ, y, z) είναι:

( 1 )

και σε κυλινδρικές πολικές (R, θ, ζ), αυτή είναι:

( 2)

Οι δύο αυτές μορφές και οι λύσεις τους θα μελετηθούν λεπτομερέστε

ρα στο Κεφάλαιο 7. Εδώ μελετάμε μερικές από τις απλούστερες λύ

σεις, οι οποίες προκύπτουν από την εξ. (2 ).

Μερικές ειδικές λύσεις της (2) μπορούν να βρεθούν με τη 

μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών. Αυτό μελετάται λεπτομε

ρώς στο Κεφάλαιο 7. Εδώ, περιοριζόμαστε στα ευκόλως επαληθευόμενα 

γεγονότα, ότι οι <p = Rcos0, φ = (^) οοεθ είναι μερικές λύσεις. Συ

νεπώς, αφού η εξίσωση είναι γραμμική ένας γενικότερος τύπος λύσης 

είναι:

φ « (AR +BR"1) οοεθ (31

5.8 Οστική Κίνηση

Υποθέτουμε, ότι στις οριακές περιοχές σε ένα ασυμπίεστο ρευ

στό, προκαλούνται απότομες μεταβολές της ταχύτητας ή ότι εφαρμό-
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ζονται ωστικές δυνάμεις στο εσωτερικό του. Τότε οι διαταραχές που 

παράγονται και στις δύο περιπτώσεις μεταδίδονται την ίδια στιγμή 

σε όλο το ρευστό.

Για να τεθεί το πρόβλημα σε ποσοτική βάση, θεωρούμε το α

συμπίεστο στοιχείο του ρευστού όγκου Δυ, ότι περιβάλλεται από μία 

κλειστή επιφάνεια AS ίΣχ. 5.3). Υποθέτουμε ότι το στοιχείο κινεί

ται αρχικά με ταχύτητα ^ και ότι υπόκειται σε μία απότομη εξωτερι

κή ωστική δύναμη σώματος t, ανά μονάδα μάζας. Έστω, ότι αυτή η ώ- 

ση αλλάζει την ταχύτητα του στοιχείου, για μία στιγμή, από ^ σε 

και έστω, ότι αυτή προκαλεί ωστική πίεση στην οριακή επιφάνεια AS. 

Εάν συμβολίσουμε την ωστική πίεση στο στοιχείο 5S της AS (όπου 

6S«AS), με Ρ, τότε αφού η ώση σε ένα στοιχείο όγκου δυ του Δυ εί

ναι ίρδυ και εκείνη στο AS (το οποίο έχει κάθετο μοναδιαίο δι- 

άνυσμα, διευθυνόμενο προς τα έξω το η ) είναι -nPAS, η ολι

κή ώση, η οποία ενεργεί στο στοιχείο του ρευστού είναι:

/ ptdu - / η pAS = ί (pt-Vp)du 
Δυ AS Δυ

Η μεταβολή της ορμής είναι:

/ ρ[1' -f)du 
Δυ

Άρα,

/ (pt-7p)du=/ Ρ(Ϋ' -Ϋ)άυ 
Δυ Δυ

·, wav‘ο,
ϊ  *. ΐ
" Μ
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Επειδή ο Δυ είναι ένας αυθαίρετος μικρός όγκος, η συνήθης μας υπό 

θέση της συνέχειας του ρευστού οδηγεί στο αποτέλεσμα

pt-vp.ptf* - 1 )  (D

για κάθε σημείο Ρ του ρευστού. Όταν δεν υπάρχουν εξωτερικά εφαρ

μοζόμενες ώσεις, η (1) δίδει:

- V p - p t f '  - ΐ )

Αν η κίνηση είναι αστρόβιλη και ί = -νφ, ^ ' =-νφ’»τότε το τελευταί

ο αποτέλεσμα ικανοποιείται από τη σχέση:

Ρ * ρ ( φ ’-φ) (2)

αγνοώντας τις χωρίς σημασία σταθερές ολοκλήρωσης.

5.9 Μερικές ακόμη Απόψεις για την κίνηση ΣτοοΒι,λι πιιηή

Πρώτα θεμελιώνουμε το θεώρημα του Kelvin, το οποίο εκ

φράζει τις συνθήκες κάτω από τις οποίες η κυκλοφορία γύρω από ένα 

κλειστό κύκλωμα, των στοιχείων του ρευστού, τα οποία κινούνται μα

ζί με το ρευστό, είναι σταθερή.

Γ ι η  ένα χωρίς ιξώδες ρευστό η κυκλοφορία γύρω από 

κάθε κλειστό κύκλωμα στοιχείων του ρευστού, τα οποία κι

νούνται μαζί με α υ τ ό , παραμένει σταθερή, με την προϋπόθε

ση ότι οι εξωτερικές δυνάμεις είναι συντηρητικές και π 

πίεση είναι μία μονότιμη συνάρτηση της πυκνότητας. 

Απόδειξη: Με το συμβολισμό που χρησιμοποιήθηκε μέχρι τώρα, η ε

ξίσωση κίνησης του Euler είναι:

i | L ? _ i v p s _V Q _ i V p

αν Q είναι το δυναμικό των συντηρητικών δυνάμεων του σώματος. Τώ

ρα, έστω C ότι είναι το κλειστό κύκλωμα των στοιχείων του ρευστού, 

τα οποία κινούνται μαζί με το ρευστό και υποθέτουμε ότι r, (r+dr)
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είναι τα διανύσματα θέσης των γειτονικών στοιχείων Ρ, Ρ' της C, ‘ 

τα αναφε^όμενα σε ένα σταθερό σημείο 0. Τότε, η ταχύτητα του Ρ εί

ναι Επίσης, η κυκλοφορία γύρω από τη C είναι:

Γ = f>H.dr 
c

Η παράγωγος της Γ ως προς το χρόνο, η ακολουθούσα την κίνηση του 

ρευστού, είναι:

= h  3 t = k  {3 Ρ + }

= ̂ c{V.^(dr)-VQ.dr-^Vp.dr)

θα δείξουμε τώρα ότι

=(,Φ  =d̂
Το αποτέλεσμα αυτό, αν και προφανές, χρειάζεται προσεκτική θεμελί- 

ωση. Τη χρονική στιγμή t, τα Ρ, Ρ ’ έχουν ως διανύσματα θέσης τα 

r, (r+dr), ως προς το 0. Κατ’ακολουθίαν, κατά το χρόνο (t+dt), 

τα διανύσματα θέσης είναι:

r + ^ d i ,  (r+dr)+{^(r+dr)}dt

Αλλά επειδή το dr δηλοί μία μεταβολή του στοιχείου του ρευστού α

πό το Ρ μέχρι το Ρ; το διάνυσμα θέσης του Ρ' κατά το χρόνο (t+dt) 

μπορεί να γραφεί:

f + ^ d t + d ( f + ^ |  dt)

Σύγκριση των δύο μορφών οδηνεί στο επιθυμητό αποτέλεσμα. 'Ετσι έ

χουμε :

^  = $c (tdtf-VQ.df-£vp.dr)

όπου τα διαφορικά σημαίνουν μεταβολές κατά μήκος του τόξου της C 

από to Ρ ως το Ρ'.



Ρκφραζόμενο διαφορετικά, δίδει:

g£ = &.(d(|-) - d Q - £  dp) =-0 ^ιΤ~

Εάν τώρα ρ είναι μία μονότιμη συνάρτηση του ρ, το τελευταίο ολο

κλήρωμα είναι μηδέν και έχουμε, ότι η Γ =σταθερή στο κινούμενο κύ

κλωμα. Από το θεώρημα του Kelvin προκύπτουν τα ακόλουθαπορίσματα:

«· «-» W f Μ ΙΝΠ W υ V V '

ποία κινούνται κάτω από τις ίδιες συνθήκες, όπως προη

γουμένως, το / n.fdS είναι σταθερό, όπου S είναι μία

ανοικτή επιφάνεια, με το C σαν ένα δακτυλίδι.

Απόδειξη: Για Γ $.d?=/n.?dS, το οποίο οδηγεί στο αποτέλε-
C c

σμα, αφού η Γ είναι σταθερή.

2. Εφ'όσον ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες, έ ν α τ μ ή μ α τ ο υ  

κινούμενου ρευστού, αν κάποια στιγμή γίνει αστρόβιλο, 

τότε παραμένει σε αυτή την κατάσταση, γιά όλες τις ε 

πακολουθούσες στιγμές.

Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι σε κάποια στιγμή το ρευστό στην S γίνε

ται αστρόβιλο. Τότε t = <5 σε όλα τα σημεία της S και το τελευταίο 

αποτέλεσμα δείχνει ύιι Γ = 0 , στη δεδομένη χρονική στιγμή και άρα, 

σε όλες τις επακολουθούσες χρονικές στιγμές. Άρα, σε κάθε μετέ- 

πειτα στάδιο, έχουμε:

fn .t dS =0 
S

Εάν θεωρήσουμε την S ότι είναι ένα μη μηδενικό απειροστό στοιχείο, 

ας πούμε AS, τότε σε πρώτη προσέγγιση ASn.? = 0, πράγμα το οποίο 

δείχνει ότι γενικά σε κάθε σημείο της AS, δηλαδή, ότι η κίνη

ση παραμένει αστρόβιλη.

3. Με τις παραπάνω συνθήκες, οι στροβιλογραμμές κινού

νται μαζί με το ρευστό.

Απόδειξη: Για μία επιφάνεια S, η οποία κινείται με το ρευστό εί

δαμε ότι ισχύει J η.ί dS = σταθερό. Το ολοκλήρωμα αντιπροσωπεύει 

την Ολική ένταση των στροβιλοσωλήνων, οι οποίοι διέρχονται αποτην.

S. Αυτό δείχνει, ότι οι στροβιλοσωλήνες κινούνται μαζί με το ρευστό



-  116 -

6 . ΜΕΡΙΚΕΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ

6 .1 . Εισαγωγή

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο, μελετήσαμε έναν αριθμό προβλημά

των, τα οποία ήταν κυρίως του τύπου των τριών διαστάσεων. Τώρα θα 

αναπτύξουμε ειδικές μεθόδους χειρισμού άλλων προβλημάτων στις 

τρεις διαστάσεις. Οι ροές οι οποίες μελετώνται σε αυτό το Κεφάλαι

ο είναι απολύτως ασυμπίεστες, με την έννοια ότι τα ρευστά έχουν 

σε όλη τους την έκταση σταθερή πυκνότητα.

6.2 . Πηγές, Απώλειες (Καταβόθρες) και Δίπολα

Υποθέτουμε, ότι σε ένα σημείο 0 του ρευστού η ροή είναι τέ

τοια, ώστε κατευθύνεται ακτινικά προς τα έξω από το 0 προς όλες 

τις διευθύνσεις και με τρόπο συμμετρικό. Τότε ρευστό εισέρχεται 

στο σύστημα από το 0, το οποίο ορίζεται ως μία απλή π η γ ή . Ανστο 

0 ο όγκος του ρευστού που εισέρχεται στο σύστημα ανά μονάδα χρό

νου είναι 4 ran, όπου m είναι μία σταθερά, τότε η ένταση της πη

γής ορίζεται ότι είναι m.

Αν εντούτοις, η ροή είναι τέτοια, ώστε το ρευστό να κατευ- 

θύνεται ακτινικώς προς το 0 από όλες τις διευθύνσεις, κατάέ'νασυμ- 

μετρικό τρόπο, τότε το ρευστό εγκαταλείπει το σύστημα στο σημείο 

0 , το οποίο ορίζεται ως μία απλή απώλεια ή καταβόθρα (ρου

φήχτρα) . Μία καταβόθρα έντασης m είναι μία πηγή έντασης -m.

Το Σχ. 6.1, δείχνει μία απλή πηγή έντασης m στο 0 σε ένα

ν

Σχήμα 6 .1



ρευστό, το οποίο προϋποτίθεται ότι δεν περικλείει άλλες πηγές ήκα- 

ταβόθρες και το οποίο αλλιώς θα ήταν σε ηρεμία. S είναι η επιφά

νεια της σφαίρας κέντρου 0 και ακτίνας r και Ρ είναι ένα πεδίο της 

S τέτοιο, ώστε όΐ’ = r. Τότε η ταχύτητά του ρευστού στο Ρ είναι Ϋ κα
τά μήκος του ΟΡ και το μέτρο της ^ είναι παντού σταθερό πάνω 

στην S.0 όγκος του ρευστού, το οποίο διασχίζει την S ανά μονάδα 

χρόνου είναι, συνεπώς, 4 π Γ 2ν:εκείνο που εκπέμπεται από το 0 στη 

μονάδα του χρόνου είναι 4πτη. Αλλά αφού το ρευστό είναι ασυμπίεστο, 

αυτές οι δύο ποσότητες είναι ίσες, λόγω του νόμου της συνεχείας. 

Άρα,

V = p -  ή Ϋ = ρ - r (D

Αποδεικνύεται εύκολα ότι το curl^ = (5 (εκτός από την περίπτωση ΐ"=0), 

έτσι ώστε η ροή είναι δυναμικού είδους. Έστω φ, ότι είναι το δυ

ναμικό της ταχύτητας στο σημείο Ρ. Από συλλογισμούς συμμετρίας, 

<p=<p(r) και από το διανυσματικό λογισμό (Keep. 1 , ενότητα 1 .1 2 ),

7φ = <p'(r)r

Άρα, φ'(r) = -m/r2 και συνεπώς, <p(r) =m/r (2)

Υποθέτουμε τώρα ότι έχουμε απλές πηγές έντασης -πι στο 0 και m στο 

0' σε ένα ρευστό (Σχ. 6.2), όπου ό5* =δε. Έστω Ρ, ότι είναι κάθε 

άλλο σημείο στο ρευστό, τέτοιο ώστε (Γ^ ξ γ ’. Στη συνέχεια.

ρ

Σχήμα 6 . 2
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θα χρησιμοποιούμε r = jr|, r' = |r'|, 5s = |5sj. Έστω, επίσης, 

pcm5s.YnoQέχουμε ακόμη» όχι m -*-<», 5S-+-0 καχά χέχοιο τρόπο, ώσχε χο 

μ να παραμένει ορισμένο και σχαθερό. Τόχε, οι δύο πηγές ±m, απεί- 

ρως μεγάλου μέχρου και χαυχιζόμενες σχο 0 , λέμε όχι συνισχούν στο 

όριο ένα τρισδιάστατο ζεύγος ή ένα δίπολο στο 0 .Η ποσότη

τα μ=μ3, όπου a είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση όϊ)', κα

λείται η διανυσματική ροπή του ζεύγους. Επίσης, η διεύθυνση 

του a είναι εκείνη του άξονα του ζεύγους.

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε το δυναμικό της ταχύτητας στο 

Ρ, λόγω του ζεύγους στο 0. Για το σχηματισμό που δείχνεται, αν υ

ποθέσουμε ότι η ροή οφείλεται αποκλειστικά στην-m του 0 και m του 

θ ’, το δυναμικό της ταχύτητας στο Ρ είναι:

m m _ m(r - r ’) _m(r2 - r ’2) 
φ " r ’ "r nr' ~ rr'(r + r')

_ m(r - r')(r+ r') _ m0s.(r + r') _ p.(r + r’) 
rr'(r + r') rr'(r+r'} - rrTr+r')

Αν διατηρηθεί το 0 ακίνητο και το 0' -*-0, έτσι ώστε γ ' ̂ -γ ,χ ο μ μέ

νει σταθερό. Τότε στο όριο έχουμε

φ = (u.r)r- 3  (3)

Με τη Ρ00'=θΓάλλες ισοδύναμες μορφές του φ είναι

Φ = (u.f’)r- 2  =pr"2cos0 (3')

Η τελευταία μορφή δείχνει ότι φ = φ(ι% θ), έτσι ώστε ο άξονας του 

ζεύγους είναι ένας άξονας συμμετρίας όπως είναι,φυσικά,προφανές.

Λαμβάνοντας το Ρ να έχει σφαιρικές πολικές συντεταγμένες 

(r, θ, φ) ανεφερόμενες στον άξονα του διπόλου ως αρχικής γραμμής, 

το δυναμικό της ταχύτητας τότε στο Ρ θα είναι φ(γ , θ)=(μεο5θ)/Γ2, 

οπότε βρίσκουμε τις συνιστώσες της ταχύτητας στο Ρ ότι είναι:

V = Μ Λ α φ ι Ρ
r 9r Ρ
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V0 = 

V

_ 1 3q>-U slnfl
I -

1 3 φ . η 
7 Τ Τ ή ¥  3 ϊ Γ υ

Στην περίπτωση αυτή, οι εξισώσεις των ρευματογραμμών είναι:

ψ = const. , r = Asin 2 0

Άρα, οι ρευματογραμμές κείνται στα επίπεδα, τα οποία διέρχονται 

από τον άξονα του ζεύγους. Είναι συμμετρικές όχι μόνο ως προς τον 

ΟΧ αλλά, επίσης και ως προς το επίπεδο 0 =£. Το Σχ. 6.3, δείχνει 

ένα τέτοιο διάγραμμα ρευματογραμμών.

Η μορφή <p(r, 0) =(pcos0 )/r2 δείχνει ότι το φ, σε σημεία 

άλλα εκτός από το 0 , πρέπει να ικανοποιεί την αξονικά συμμετρική, 

σφαιρική πολική μορφή της εξίσωσης Laplace.

6.3 Αξονοσυμμετρικές Ροές. Ρευματοσυνάρτηση του 

Stokes.

Συναντήσαμε αυτόν τον τύπο της ροής στην ενότητα 5.6. Άρα, 

η ομοιόμορφη ροή που διέρχεται από μία στάσιμη σφαίρα ή μία σφαί

ρα που κινείται με ομοιόμορφη ταχύτητα σε ένα ρευστό που βρίσκε

ται σε ηρεμία παρέχουν παραδείγματα αξονοσυμμετρικών ροών.

Υποθέτουμε, οτι ο . άξονας του z λαμβάνεται, ως άξονας συμ

μετρίας σε μία αξονοσυμμετρική ροή και ότι ένα σημείο Ρ σε ένα ρευ-

VV

Ί
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στό μπορεί να προσδιοριστεί με κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες 

(R, θ, ζ). Τότε, στο Ρ όλες οι βαθμωτές και διανυσματικές συναρτή

σεις, οι οποίες συνδέονται με τη ροή είναι ανεξάρτητες του θ. Η ε

ξίσωση της συνεχείας ν / Ν ο ,  για ασυμπίεστη ροή, λαμβάνει τη μορφή:

|κ CRVr J +1^ CRVZ) =0 (1)

^  λ  -4-
όπου V = V rR + V 2 k . Αν μπορέσουμε να βρούμε μία βαθμωτή συνάρτηση 

Mi(R,z) τέτοια ώστε:

V __1 3Φ 
R ~ R 3ζ» νζ = - π 9 ( 2 )

τότε, αντικαθιστώντας την εξ. (2 ) στην (1 ), βρίσκουμε ότι αυτή ι

κανοποιείται ταυτοτικά. Μία τέτοια συνάρτηση Ψ καλείται ρευματο 

συνάρτηση του Stokes.Στη συνέχεια, θα δώσουμε μία φυσική σημα

σία της Ψ.

Το Σχ. 6.4., δείχνει μία μεσημβρινή τομή του τύπου της ρο

ής που μελετάμε. Δεν υπάρχει κάθετη συνιστώσα ταχύτητας προς το 

μεσημ0Ρ«·νό επίπεδο. Στην τομή, ΑΒ είναι ένα τόξο μίας καμπύλης C 

του επιπέδου, ενώ Ρ είναι ένα σημείο σε αυτό,το οποίο απέχει R α

πό τον ΟΖ και ζ από την OR. Το τμήμα ΡΡ' είναι μήκους δε. Ψάχνου

με να βρούμε τον όγκο του ρευστού που διασχίζει την επιφάνεια της 

περιστροφής του ΑΒ γύρω από τον ΟΖ, ανά μονάδα χρόνου, από δεξιά 

προς αριστερά. Σημειώνοντας με α τη γωνία την οποία σχηματίζει Π
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εφαπτομένη της C στο Ρ με τον ΟΖ, η κάθετη συνιστώσα της ταχύτη

τας στο Ρ από δεξιά προς τα αριστερά, είναι:

Συνεπώς, ο όγκος του ρευστού, το οποίο διασχίζει την εκ περιστρο 

φής επιφάνεια στο ΡΡ' γύρω από τον ΟΖ, ανά μονάδα χρόνου, είναι:

όπου δψ = ψρ.-ψρ. Άρα, ο ολικός όγκος του ρευστού που διασχίζει 

την εκ περιστροφής επιφάνεια του τόξου ΑΒ γύρω από τον ΟΖ, ανά μο

νάδα χρόνου, από δεξιά προς αριστερά είναι:

Η ποσότητα αυτή εξαρτάται μόνο από τις θέσεις των Α και Β στη με

σημβρινή τομή και καθόλου από το σχήμα της C. Αν η C πέφτει στον 

άξονα ΟΖ, είναι χρήσιμο να ληΦθεί Ψβ = 0 έτσι, ώστε ο όγκος που πε

ριβάλλεται από την εκ περιστροφής του ΑΡ επιφάνεια, ανά μονάδα χρό

νου, από δεξιά προς αριστερά, είναι 2πψ. Πολλοί συνγραιοείς λαμβά

νουν το τελευταίο ως ορισμό της ρευματοσυνάρτησης. Από τις εξ.(2) 

συμπεραίνουμε, ότι οι διαστάσεις της ψ είναι L3Τ - 1 και εκείνες του 

δυναμικού φ είναι L Τ"1. Περαιτέρω, παρατηρούμε ότι καθώς δεν δι

έρχεται ρευστό από μία ρευμστογραμμή, το ψ=σταθερό κατά μήκος μι

ας ρευματογραμμής. Επίσης, Ψ = σταθερό πάνω σε μία ρευματοεπι- 

φάνεια, την επιφάνεια εκ περιστροφής μιας ρευματογραμμής γύρω α

πό τον άξονα συμμετρίας.

Είναι, συχνά, χοΛσιιιο να λαμβάνουμε τις συνιστώσες της τα

χύτητας ως προς τις σφαιρικές πολικές συντεταγμένες και τις παρα- 

γώγους της ρευματοσυνάρτησης. Το Σχ. 6.5, δείχνει μία μεσημβρινή 

τομή κατά τον άξονα συμμετρίας ΟΖ της ροής, με το Ρ σε απόσταση r 

από το 0 και σε γωνιακή απόσταση θ από τον 0^. Η αζιμουθιακή συν

τεταγμένη εδώ περισσεύει. Οι συντεταγμένες της ταχύτητας του ρευ

στού στο Ρ είναι Vr κατά μήκος του Οΐ* και Vq η κάθετη σε αυτή, με 

την έννοια του αυξανομένου θ. Τα μήκη ΡΡ» και ΡΡ2 είναι 5r και

3ψ> 1,9Ζ 3|MR 3ψ» _ 1 9ψ 
aR^as az as W  £ as

^ | | x 2 n R 6 s = 2 n 6 s  || = 2πδψ

B
^2πάψ = 2π(ψβ -Ψα)



Γδθ, αντιστοίχως (Το θ δεν πρέπει να συγχέεται με τη γωνιακή συν

τεταγμένη που χρησιμοποιήθηκε προηγουμένως για τις κυλινδρικές πο

λικές συντεταγμένες).

Αν στην αρχή πάρουμε δε =δτ, το εμβαδό της εκ περιστροφής 

επιφάνειας του δε γύρω από τον ΟΖ είναι 2πε1ηθδν* κάι ο όγκος 

τόυ ρευστού που τη διάσχίζει άτη μονάδα του χρόνου από δεξιά προς 

τα αριστερά είναι 2 n rs in 8 6 rV g . Άρα, αν Φ είναι ή ρευματοσυνάρτπ- 

σπ στο Ρ, τότε : ’ ' r*
♦It: Ci : ■ , ·'

2πδψ = 2nr sinΘ5rVa,
·· : * ·  η .-λ Μ ? ,.

Va -  A  ., 9Φ
’Θ .r εϊηθ*3τ

f  ~ *

έτσι ώστε;
i.V«; I jiiie-

(3)
; ! t

Αν τώρα πάρουμε το δε =Γδθ, το εμβαδό της εκ περιστροφής επιφάνει

ας γύρω από τον ΟΖ είναι 2nr έιηθ.Γδθ = £nr2sin θδθ.' D όγκος 'τόυ 

ρευστού που τη δΐάσχίζέι στη μονάδά του χρόΥου από δέξιά προς τά 

άρι&τερά είναι (2nr28in0 6 6)(-Vr) κάι έτσί, ' ' ?:ί'Μ
- α  ι. χ · >· . t; \ :·.

2πδψ - (2πΓ2ε1ηθδθ) (-Vr) || (4)

6.3.1. Μερικές Ειδικές Μορφές της Ρευματοσυνάρτησης 

γιάΑξονοσυμμέτρικές Αστρόβιλες Κινήσεις.
<: ι ·

Η συνάρτηση Ψ μπορεί να εκτιμηθεί για έναν αριθμό απλών πε

ριπτώσεων. Η" τιμή της Φ για προβλήματα τά όπάία ήεριλαμβά\)όύν συ-'
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νιστώσες τέτοιων τυπικών κατανομών μπορεί τότε να ληφθεί με επαλ

ληλία των τιμών της Φ, για x l q χωριστές συνιστώσες. Η δικαιολόγη- 

ση της επαλληλίας των τιμών της ψ εξαρτάται εκ του γεγονότος ότι 

η Ψ ικανοποιεί μία 2ας τάξης γραμμική διαφορική εξίσωση με μερι

κές παραγώγους, της μορφής

32Φ 1 3ψ 
W r '"R' 3R (5)

σε κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες (R, θ, ζ) όταν η ροή είναι 

αστρόβιλη. Η εξίσωση αυτή συνάγεται από τις εξισώσεις (2) χρήσιμο 

ποιώντας τις σχέσεις:

VR " - S  · νζ = Ί ζ» έτσι ώστε

W R .iV t
^ζ 3R

Το δυναμικό της ταχύτητας φ ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, σε αυ 

τό το σύστημα συντεταγμένων, με τη μορφή:

32Φ . 1 3Φ . 32φ .  η 
•51Γ +Τ ? # +1 Ρ · Ϊ0 (6 )

Σύγκριση των εξ. (5) και (6 ) δείχνει ότι η Φ δεν είναι αρμονική 

συνάρτηση.

Η χρησιμότητα υπολογισμού της Φ για ένα δεδομένο σύστημα, 

το οποίο απαρτίζεται από τυπικές συνιστώσες, για κάθε μία από τις 

οποίες η Φ είναι χωριστά γνωστή, βρίσκεται στο γενονός ότι δίδε

ται η δυνατότητα οι ρευτογραμμές ή οι ρευματοεπιφάνειες να βρί

σκονται γρήγορα από την ψ=σταθερά. Σε όλες τις περιπτώσεις μία 

ρευματοεπίφάνεια φ-σταθερά μπορεί να αντικατασταθεί με μία στερεά 

επιφάνεια. Επίσης, οι εξισώσεις (2 ), (3) και (4) επιτρέπουν τον 

υπολογισμό των συνιστωσών της ταχύτητας σε κυλινδρικές και σφαιρι

κές πολικές συντεταγμένες. Διακρίνουμε ορισμένες συγκεκριμένες πε

ριπτώσεις:

(1 ) Ομοιόμορφο Ρεύμα

Υποθέτουμε, ότι έχουμε μία ροή της οποίας η ιαχύιητα εί

ναι - υ ί ,  όπου U είναι μία σταθερά. Έστω Ρ, ότι είναι ένα σημείο
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στο ρεύμα, το οποίο έχει κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες (R, θ, 

ζ) και έστω Ρ0, ότι είναι η προβολή του στον άξονα ζ. Οι μετατοπί

σεις των αξόνων συντεταγμένων είναι όπως δείχνονται στο Σχ. 6.4. 
Λαμβάνοντας το ψ ότι είναι π ρευματοσυνάρτηση, π οποία συνδέεται με 

το Ρ και μηδέν εκείνη του σημείου Ρ0, επειδή ο όγκος που ρέει από 

δεξιά προς αριστερά δια μέσου του κυκλικού δίσκου που λαμβάνεται 

δια περιστροφής της ΡΡ0 γύρω από τον άξονα ζ είναι nRzU, έπεται ό-

Αυτό εκφράζεται με άμεσο τρόπο σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες

λάμβάνοντας R = rsinP0Z, όπου r = ΟΡ 

(11) Απλή Πηγή

Για μία απλή πηγή έντασης m στην αρχή, η τιμή της Ψ σε έ

να σημείο Ρ μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3) και

(4). Στο σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων που χρησιμοποιήθηκε έχου

με: Vr =m/r2, Vq = 0 έτσι, αυτές οι εξισώσεις δίδουν

του 0%

Σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες το δυναμικό της ταχύτη

τας στο Ρ είναι

όπου Μ είναι η έντασή του ζεύγους των πηγών (διπόλου). Τότε ισχύ

τι:

2πψ = nR2U ή ψ R2U

Φ(γ , θ) = m c o s 6 , σε απλούστερη μορφή.

(111) Ζεύγος Πηγών ή. Δίπολο στο 0, Ά ξ ο ν α ς  κατα Μήκος

ουν:
1 8<Ρ_Μ sin θ 
r It Ρ

'Αόα, οί εξ. (3) και (4) δίδουν,



λ

-  125 -

3ψ _ Μ sin2 θ 3ψ _ 2Μ sin8cos9 
3r F  ’ 3θ r

και έτσι,

d<|»(r, θ) = M{(r-2sin20)dr - 2r-1sin 0cos0d0}

δίδοντας: Ψ ( γ ,  0) = (M/r)sin20

(iv) Ομοιόμορφη Γραμμική Πηγή κατα Μήκος του 0%

Το Σχ. 6.6, παριστάνει μία ομοιόμορφη γραμμική πηγή του 
ρευστού, η οποία εκτείνεται κατά μήκος του ΟΖ από το 0 στο Α. Έ 
στω Q, Q', ότι είναι γειτονικά σημεία στο ΟΑ, όπου 0Q = ζ,0Q' =ζ+δζ. 
Ακόμη, υποθέτουμε Qp = r, PQA = 0. Εάν το m δηλοί την ένταση της 
γραμμικής πηνής ανά μονάδα μήκους, τότε το QQ' είναι τελικά μία 
απλή πηγή στο Q έντασης πιδζ. Άρα, η συνεισφορά προς την ψ στο Ρ 
από την πηγή αυτή είναι δψ, όπου δψ = πιδζ cos θ, με τη χρήση της 
(ϋ) παραπάνω. Συμβολίζοντας με 0Α = 1, AM = b, PM = R, τα οποία εί
ναι όλα σταθερά στοιχεία στην παρακάτω διαδικασία ολοκλήρωσης έ
χουμε:

■ ι > ; r a /Λ ? '*

δψ = πιδζ (1 +b-z){(1 +b-z)2+R2 }“**

Ψ s 111 /\ (u E^zf^+R2fedz = m [^<l+b)2+R2>*s - {b2+R2}^J

*m(0P - AP)

To αποτέλεσμα αυτό δείχνει ότι οι ρευματοεπιφάνειες, ψ = σταθερά, 
δίδονται από την OP -ΑΡ = σταθερό.
Αυτά είναισυνεστιακά υπερβολοειδή εκ περιστροφής γύρω από τον ΟΖ, 
τα οποία έχουν το 0 και το Α ως εστίες.

(ν) Ζεύγος Πηγών (Δίπολο) σε Ομοιόμορφο Ρεύμα

Υποθέτουμε, ότι το ζεύγος (δίπολο) που προσδιορίστηκε στην 
περίπτωση (111) αναφέρεται σε ένα ομοιόμορφο ρεύμα του οποίου η α
διατάραχτη ταχύτητα είναι -υ£. Τότε,συνδυάζοντας τα αποτελέσματα 
των (1) και (111), η ρευματοσυνάρτηση στο Ρ σε σφαιρικές πολικές
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Σχήμα 6 . 6

ε ί ν α ι :

Φ(γ , θ) = γ  Ur2sin20 - (M/r)sin20 

Άρα, η ρευματοεπίφάνεια είναι:

Os Ur 2 - (M/r)}s1n20 = σταθερά

Ειδικότερα, οι επιφάνειες για τις οποίες είναι ψ = 0, δίδονται από

sin 0 = 0
U

r =(2M/U)χ

Η πρώτη είναι ο άξονας των ζ(θ=ο, π), η δεύτερη η σφαίρα με κέν

τρο 0 και ακτίνα (2M/U)1/3. Το αποτέλεσμα αυτό ελήφθη και προηγου

μένως στην ενότητα 6 .2 .

t

I
IV

J
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7. ΜΕΡΙΚΕΣ ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ POES

7.1. Εισαγωγή. Σημασία της Δισδιάστατης Ροής.

Υποθέτουμε ότι ένα ρευστό κινείται κατά τέτοιο τρόπο, ώ

στε σε μία δεδομένη στιγμή η μορφή της ροής σε ένα ορισμένο επίπε

δο είναι η ίδια με εκείνη όλων των άλλων παραλλήλων επιπέδων μέσα 

στο ρευστό. Τότε η ροή λέμε ότι είναι δισδιάστατη. Ά ν  πάρουμε 

κάποιο από τα παράλληλα επίπεδα ότι είναι το επίπεδο ζ = 0 , τότε 

σε κάθε σημείο του ρευστού, το οποίο έχει Καρτεσιανές συντεταγμέ

νες (χ, y, ζ), όλες οι φυσικές ποσότητες (ταχύτητα, πίεση, πυκνό

τητα κλπ.), οι οποίες σχετίζονται με το ρευστό είναι ανεξάρτητες 

του ζ.

Στο Κεφάλαιο αυτό, θα μελετήσουμε ειδικές μεθόδους αντιμε

τώπισης αυτής της κατηγορίας των προβλημάτων. Περιοριζόμαστε σε α

συμπίεστα χωρίς ιξώδες ρευστά.

7.2. Χρήση των Κυλινδρικών Πολικών Συντεταγμένων

Αν η ροή είναι αστρόβιλη, τότε η εξίσωση που ικανοποιεί

ται από το δυναμικό της ταχύτητας <ρ, σε κάθε σημείο, το οποίο έ

χει κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες (R, θ, ζ), είναι:

η οποία είναι η εξίσωση Laplace σε αυτές τις συντεταγμένες. Αν η 

κίνηση είναι δισδιάστατη και οι άξονες συντεταγμένων έχουν εκλε

γεί έτσι,ώστε οι φυσικές ποσότητες, οι οποίες συνδέονται με τη ρο

ή να είναι ανεξάρτητες του ζ, τότε ισχύει:

Για να ληφθούν ειδικές λύσεις αυτής της εξίσωσης, θα προσπαθήσου

με να διαχωρίσουμε τις μεταβλητές, θέτοντας <p = f(R)q(0), οπότε γί

νεται:

( 1 )

a ( 9 )^~{Rf,(R)} + | r f (R)g''(0) =° ή



Το αριστερό μέλος της εξ. (2) είναι συνάρτηση μόνο του R: Το δε

ξιό μέλος της είναι συνάρτηση μόνο του θ. Άρα, το καθένα είναι 

ίσο με μία σταθερά. Έστω η2 ότι είναι η τιμή της σταθερός. Τότε 

λαμβάνουμε τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις:

R2f" (R) + Rf' (R) - η2ί(R) = 0 (3)

9"(θ) + n2g(0) =0 (4)

Η εξ.(3) είναι του τύπου των ομοιογενών του Euler και λύνεται θέ

τοντας R = e*. οπότε η εξίσωση ανάγεται στην

d2f 
W -  η2ί  =0

δίδοντας τις λύσεις f =e±nt ή f(R) = R±n (η^Ο) 

Η εξ. (4) έχει τις ειδικές λύσεις

9(θ) = s i π(ηθ) και g(0) = εοείηθ) (η^ο)

Άρα, ειδικές λύσεις της εξ. (1) είναι:

<p(R, θ) = (ApR11 + BnR“n) (ΟηΟΟεηθ+ΕηΒίηηθ)

Ένας γενικότερος τύπος λύσης λαμβάνεται με επάλληλη πρόσθεση:

(p(R, θ) =2(AnRn + BnR”n)(Cηεοδπθ+Εη51 ηπθ)

Αυτή η πρόσθεση για η τιμές, μπορεί να είναι ορισμένη ή άπειρη και 
δε χρειάζεται να περιορίζεται σε ακέραιες τιμές του η. Στην ειδι

κή περίπτωση του η = 0 , η οποία απορρίφτηκε στην παραπάνω ανάπτυξη,

f = k! + k2t = ki+k2Tog R, g = k 3+ M

οπότε,
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<P = (ki + k2log R)(k3 +k^0)

Η ειδική περίπτωση του η=1» παρέχει τις πολύ σημαντικές ειδικές 

λύσεις

7.3. Η Ρευματοσυνάρτηση

To C είναι ένα τόξο μίας καμπύλης στο επίπεδο (χ, y), το 

οποίο συνδέει δύο σημεία A, Β (Σχ. 7.1). Το ρευστό (συμπιεστό ή α
συμπίεστο) περιορίζεται να ρέει σε δισδιάστατη στατική κίνηση πα

ράλληλη προς το επίπεδο συτό. Στο Ρ(χ, y) της καμπύλης οι συνιστώ

σες της ταχύτητας είναι ju, υ]. Το Ρ' είναι ένα γειτονικό σημείο 

(χ+δχ, y + 6y) στη C, έτσι ώστε ΡΡ' =δε. Αν η εφαπτομένη της Οστό 

Ρ σχηματίζει γωνία α με τον ΟΧ, τότε η συνιστώσα της ταχύτηταςστο 

Ρ κατά μήκος της κάθετης από δεξιά προς τα αριστερά, καθώς κινού- 

μεθα από το Α προς το Β είναι u c o s a - u  sina. Συνεπώς, η μάζα του 

ρευστού, η οποία διασχίζει τη μονάδα πάχους του στοιχείου της επι

φάνειας δια του ΡΡ' καθέτως προς το επίπεδο της ροής, ανά μονάδα 

χρόνου είναι:

Αυτή η ροή μάζας είναι σταθερή και τη συμβολίζουμε με δψ. 

Τότε έχουμε:

Η ολική ροή μάζας ανά μονάδα πάχους και ανά μονάδα χρόνου από δε 

ξιά προς τα αριστερά, που διέρχεται από το τόξο ΑΒ, θα είναι:

Είναι προφανές,ότι όταν τα Α και Β είναι σταθερά, το ολοκλήρωμα

(2 ) είναι ανεξάρτητο του σχήματος της καμπύλης C, η οποία τα συν

δέει. Άρα, η όψ είναι ένα τέλειο διαφορικό. Αυτό μπορεί, επίσης· 

να φανεί από το γεγονός ότι για στατική ροή η εξίσωση της συνε-

ρ(υ cosa - u sina)6s =ρ(υδχ -u6y)

δψ = ρ(υδχ-u6y) ή όψ = p(udx -udy) (1 )

Β
( 2 )
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χείας V.(P^) =0 γίνεται:

|^pu)+|y{pu) =0 Συνεπώς,

9ψ _ 
ax ” PU, (3)

Υποθέτουμε τώρα, ότι π καμπύλη C είναι μία ρευματογραμμή. Τότε, 

δε διασχίζει ρευστό το όριό της. Άρα αιρού Φρ “Φα ε(·ναι Π ΡΟΠ μά

ζας ανά μονάδα χρόνου ανά μονάδα πάχους της ΑΡ,

Φρ -ΦΑ =0 ή Φ = σταθερά κατά μήκος της C.

Συνάγεται, συνεπώς, ότι η οικογένεια των καμπύλών ψ = σταθερά, εί

ναι οι ρευματογραμμές στο επίπεδο z =0. Για το λόγο αυτό η συνάρ
τηση φ(χ, y) ονομάζεται ρευματοσυνάρτηση.

Όταν το ρευστό είναι ασυμπίεστο, η εξίσωση της συνε

χείας είναι V.t = 0 , ακόμη και αν η μορφή της ροής είναι μη στατι

κή. Αν τώρα το δψ συμβολίζει τον όγκο του ρευστού, το οποίο δια

σχίζει τη μονάδα πάχους του ΡΡ’ από δεξιά προς τα αριστερά, ανά 

μονάδα χρόνου, οι εξ.(1), (2), (3) γίνονται:

όψ = udx - udy 

Β
Ψβ - Φα = / (udx-udy) 

A

ax u* ay u

(1Ί

(2 ')

(3')

Αν, ακόμη, υποθέσουμε, ότι π ροή είναι αστρόβιλη, τότε υπάρχει έ· 

να δυναμικό της ταχύτητας φ τέτοιο ώστε,

u - J S L ,  „ « - 1 *u ax * ay ( 4 )

Η εξίσωση της συνεχείας είναι,

| ϋ + | ϋ - 0ax 3y
(5)



Οι εξ. (3’)(4)(5) τότε οδηγούν στα ακόλουθα σημαντικά αποτελέσμα 

τα:

3φ _ 3φ 3φ _ _3ψ 
3χ = 3y ’ 3y = 3χ (6 )

32Φ . 92Φ _ η 
3X7  Sy7 ' (7)

32ψ 32φ 
"3X7  Sy7 " (8 )

3φ 3ψ , 3φ 3ψ _ n 
3χ*3χ 3y 3y _υ (9)

Συνεπώς, για αστρόβιλη ασυμπίεστη δισδιάστατη ροή (στα

τική ή μη στατική), οι φ(χ, y), Φ(χ,γ) είναι αρμονικές 

συναρτήσεις και οι οικογένειες των καμπύλών φ = σταθερά 

(ισοδυναμικές) και φ = σταθερά (ρευματογραμμές) τέμνον- 

ται ορθογώνια. Το τελευταίο αποτέλεσμα συνάγεται από το γεγο

νός ότι η (9) εκφράζει την καθετότητα των διανυσμάτων νφ, νψ.

7.4. Το Μιγαδικό Δυναμικό για Δισδιάστατη, Α ο τ ρ ό - 

βιλη, Ασυμπίεστη Ρ ο ή .

Σε αυτό το στάδιο εισάγουμε την έννοια της συνάρτησης μι

ας μιγαδικής μεταβλητής, θα δούμε, ότι η μιγαδική συνάρτηση ω =

Φ + 1 Φ έχει ιδιότητες, οι οποίες διευκολύνουν τη λύση πολλών τύ

πων προβλημάτων δισδιάστατης ροής, θα δώσουμε πρώτα κάποια στοι

χειώδη θεωρία συναρτήσεων μιας μιγαδικής μεταβλητής. 0 αναγνώστης 

θα βρεί μία πληρέστερη ανάπτυξη, π.χ., στα βιβλία "Functions of a 

Complex Variable" του E. G. Phillips και"Ανάλυσις Fourier και Μι- 

γαδική παράσταση των κυμάτων", του Β. Κατσούλη.

Υποθέτουμε, ότι z = x + i y

ω = f(ζ) =φ(χ, y) + 1φ(χ» y)

όπου χ, y, φ, Φ είναι όλα πραγματικά και i = /Γ-1). Γράφουμε,
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cp = R ε(ω), φ = Ιιη(ω). Επίσης, υποθέτουμε ότι οι φ και ψ και οι πα- 

ράγωγοι πρώτης τάξης είναι παντού συνεχείς, σε μία δεδομένη περι

οχή. Αν σε κάθε σημείο της περιοχής, το οποίο ορίζεται από το ζ, 

η παράγωνος du/dz =f'(z) είναι μία και μόνη, τότε η ω λέμε ότι εί
ναι αναλυτική ή κανονική σε αυτό το σημείο. Αν η παράγωγος 

είναι μία και μόνη για ολόκληρη την περιοχή, τότε η ω είναι αναλυ

τική ή κανονική στην περιοχή. Εξ ορισμού,η παράγωγος της ω στο ζ, 

είναι

db)
Έζ f'(z) = lim 

δχ, 6y->0

χδφ + Ιδψι 
{δχ + iby'

όπου δφ = φ(χ +δχ, y + 6y)-<p(x, y), δψ=ψ(χ+δχ, γ+δγ)-ψ(χ, y).

Το όριο αυτό μπορεί να εκτιμηθεί με απείρως πολλούς τρόπους, σύμ

φωνα με τη φύση των διαφορικών δχ, δγ. Αν πρώτα διατηρήσουμε το y 

σταθερό, έτσι ώστε δ γ = 0 , τότε

du
dz lim {■ 

δχ -»-0

δφ + i δψ
δϊΓ ( 1 )

Εάν, πάλι, διατηρήσουμε το χ σταθερό, ώστε το δχ=0, τότε

dm
dz lim {■ 

5y-*-0
δφ + i δψ 

T5y ·} = - # + #  = 0 
ay 3y ( 2 )

Αν η ω είναι μία αναλυτική συνάρτηση, οι δύο τιμές της που εκ

φράζονται από τις (1) και (2), πρέπει να είναι ίσες. Τότε, εξισώ

νοντας τα πραγματικά και φανταστικά μέρη, έχουμε αμέσως τις σχέ

σεις:

3φ _ 3ψ 3φ _ 3ψ
3x = 3y * 3y = “ 3χ

(3)

Οι εξ. (3) καλούνται εξισώσεις Cauchy - Riemann. Μπορεί να δει- 

χθεί ότι (με την προϋπόθεση ότι όλες οι 1ης τάξης παράγωγοι είναι 

συνεχείς) αυτές εκφράζουν τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για 

την ω, να είναι αναλυτική σε ένα σημείο. Αν ισχύουν σε όλα τα ση

μεία μιας περιοχής, εκφράζουν τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες 

για την ω να είναι αναλυτική σε ολόκληρη την περιοχή. Οι συναρτή

σεις φ, Φ ορίζονται ως συζυγείς συναρτήσεις.



Αν τώρα προσδώσουμε στα φ και ψ την έννοια του δυναμικού 

της ταχύτητας και της ρευματοσυνάρτησης για δισδιάστατη, αστρόβι- 

λη» ασυμπίεστη και χωρίς ιξώδες ροή, τότε η ω = φ  + 1 ψ καλείται 

μιγαδικό δυναμικό της ταχύτητας. Άρα, τα πραγματικά και 

Φανταστικά μέρη της ω είναι αντιστοίχως, το δυναμικό της ταχύτη - 

τας και η ρευματοσυνάρτηση. 'Επίσης* Π εξ.(1) παραπάνω δείχνει 

ότι

ij! = -u+iu

αφού,

u = _ g t ,
“ 3χ 3y ’ 3y 3χ

Επίσης» έχουμε:

| £ | · Λ Ι * 7 ϊ » Τ · ί

δίδοντας την ταχύτητα του ρευστού σε κάθε σημείο.

7.5. Μιγαδικά Δυναμικά Ταχύτητας για Τυπικές Διο- 

διάστατες Ροές.

Για περαιτέρω αναπτύξεις της παραπάνω θεωρίας, είναι χρή

σιμο να εκτιμηθεί το μιγαδικό συναμικό ω για μερικούς από τους πιο 

συνήθεις τύπους δισδιάστατων ροών, θεωρούμε στη σειρά τις μορφές 

ροής λόγω ενός ομοιόμορφου ρεύματος, μιας γραμμικής πηγής και κα- 

ταβόθρας και ενός γραμμικού ζεύγους. Σε αυτή την ενότητα η ροή υ

ποτίθεται ότι είναι άνευ ιξώδους, αστρόβιλη, ασυμπίεστη και δισδι- 

άστατη.

7.5.1. Ομοιόμορφο Ρεύμα

(I) Πρώτον θεωρούμε, ότι το ομοιόμορφο ρεύμα έχει ταχύτητα 

-ϋί. Αυτό δίδει ένα δυναμικό ταχύτητας φ*ϋχ. Είναι φανερό, ότι α

φού x=Re(z), ω = υζ =ϋ(χ + iy).

Η ρευματοσυνάρτηση ψ = Ιιη(ω) * lly, έτσι ώστε οι γραμμές y =σταθερά, 

είναι οι ρευματογραμμές.

(II) Δεύτερον, υποθέτουμε ότι το ομοιόμορφο ρεύμα προσπίπτει 

στο θετικό άξονα των χ με μία γωνία α οπότε:
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\ί = [-U cos α, -Usina]

Η ροή είναι προφανώς αστρόβιλπ και μπορούμε να βρούμε ένα <ρ τέτοι 

ο, ώστε H = - νφ και άρα,

Συνεπώς,

οπότε,

Επίσης, αφού, 

ή

Άρα,

|| = Ucosa, s U sina

d<p = (U cos a)dx + (U sin a)dy, 

φ(χ, y) =U(x cosa+y sina), σε απλούστερπ μορφή. 

^ = Hjy* 1x3* ^  = (_u sinajdx +(U cosa)dy

ψ = U(-x sina +y cos a)

a> = <!> + itJi = U(xe"ia + iye~ia) = Uze”ia

Με άλλο τρόπο, το ω μπορεί να βρεθεί πιο απλά ως εξής:

ω'(ζ) = -u +iu =U cos a - iU sina = Ue"ia

οπότε,

ω(ζ) = U z e-ia

Η προηγούμενη προσέγγιση είναι πιο γενική.

7.5.2. Γραμμικές Πηγές και Καταβόθρες

Στο Σχ. 7.2, Α είναι οποιοδήποτε σημείο στο θεωρούμενο ε

πίπεδο ροής και C είναι κάποια καμπύλη, η οποία το περιβάλλει. Έ 

στω, ότι σχεδιάζονται, άπειρες παράλληλες γραμμές που να διέρχον

ται από το Α και από κάθε σημείο της C, έτσι που όλες να είναι κά

θετες προς το επίπεδο της ροής. Υποθέτουμε, ότι το ρευστό εκπέμπε- 

ται συμμετρικά από όλα τα σημεία της άπειρης γραμμής δια του Α.

0 ρυθμός εκπομπής από όλα αυτά τα σημεία Α σε κάθε γραμμή είναι ο 

ίδιος παντού και παράλληλος προς το επίπεδο της ροής. Τότε η γραμ
μή δια του Α καλείται γραμμική πηγή. Αν το ρευστό κυλάει μα-
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c

κριά από μία τέτοια πηγή και κάτω από τις ίδιες συνθήκες συμμετρί

ας, τότε η γραμμή καλείται γραμμική καταβόθρα (ρουφήχτρα).

Υποθέτουμε, ότι π άπειρη γραμμή από το Α είναι μία πηγή 

και ότι εκπέμπει ρευστό στο ρυθμό των 2ππιρ μονάδων μάζας, ανά μο

νάδα μήκους της πηγής και ανά μονάδα χρόνου και ανά μονάδα μήκους 

του άπειρου κυλίνδρου του οποίου ίχνος στο επίπεδο ροής είναι ηκλει- 

στή καμπύλη C και του οποίου οι γεννήτορες είναι κάθετοι σε αυτό 

το επίπεδο. Ορίζουμε την ένταση της γραμμικής πηγής ότι εί

ναι κι. Αν τώρα πάρουμε ως C τον κύκλο κέντρου Α και ακτίνας r, τό

τε η ταχύτητα ροής V είναι παντού η ίδια στη C και η ροή μάζας εί

ναι τώρα 2πΓρΥ,ανά μονάδα μήκους. Άρα*

2 n m p * 2 n r p V  ή

V - Sr

Σε ένα τέτοιο κύκλο, το δυναμικό της ΐαχύτητας είναι φ ( γ ) ,  έτσι 

ισχύει,

" Ί γ 'Ϊ ή ψ = -el log r 

σε απλούστερη μορφή.

Αν το θεωρούμενο σημείο Ρ του πεδίου στον κύκλο έχει πολικές συν

τεταγμένες ( γ ,  θ) ως προς το Α και αν 0^=2 «re10, τότε βφού
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log r=log|z|, βλέπουμε αμέσως ότι το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτη 

τας της γραμμικής πηγής, που διέρχεται από το Α και είναι ομοιό

μορφης έντασης m, δίδεται από τη σχέση:

ω = -m log ζ = -m{log r + 1Θ>

Συνεπώς, ψ = -πιθ, πράγμα που σημαίνει ότι οι ρευματογραμμές Ψ=στα- 

θερά, σε κάθε επίπεδο της ροής, είναι οι ευθείες γραμμές θ=σταθε- 

ρό, οι ισοδυναμικές, φ =  σταθερό και είναι ομόκεντροι κύκλοι με r= 

σταθερό και κέντρο στο Α.

Αν η γραμμική πηγή έντασης m ήταν στη θέση ζ  = ζ χ  αντί του 

ζ  = 0 , αφού από τα παραπάνω είναι r = [ζ - Ζ χ ]  ,  θα έπρεπε να έχουμε 

για το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτητας

ω = -m log (ζ - Ζ χ )

7.5.3. Γραμμικά Ζεύγη (Δίπολα)

Το Σχ. 7.3, δείχνει μία ομοιόμορφη γραμμική πηγή έντασης 

Υ

-m στο Α, μία έντασης +m στο Β και το θεωρούμενο σημείο Ρ του πε

δίου, όλα στο ίδιο επίπεδο ροής, όπου

0& ΞΖχ, 0'S ΞΖχ +δζχ, Φ =ζ

Τότε Α^=ζ-ζχ, Β"̂  =ζ - Ζχ - δζχ. Άρα, το μιγαδικό δυναμικό στο Ρ,

.£
St

'If.

t
-.1

1

-V

J



-  137 -

λύνω των δύο γραμμικών πηγών στα A, Β, είναι:

ω =m log (ζ - zj-m log (ζ-ζι-δζι)

Αλλά,

log(z-ζ!-δζι) =log(z-ζι)-6zj(|j)[log(z-ζι)] +

+ 0{(δζ)2} =log(z - Ζ ι )  -δζι(ζ -Zi) "l + 0{(δζ)2}

Συνεπώς, αν υποθέσουμε ότι |δζχ | είναι πολύ μικρό οπότε τα |,δζχ|2, 

|δζι|9, είναι αμελητέα, τότε σε πρώτη προσέγγιση:

u--m5zx(z -Ζι)”1 =m|6zx|eia(z

αν η ΑΒ σχηματίζει γωνία α με τον ΟΧ. Τώρα ας υποθέσουμε, ότι το 

m γίνεται πολύ μεγάλο και το |δζι| πολύ μικρό, αλλά κατά ένα τέ

τοιο τρόπο που η ποσότητα μ = m |δζ χ| να παραμένει ορισμένη και στα

θερή. Τότε οι αντιπαρατιθέμενες ίσες και αντίθετες γραμμικές πη

γές στο Α λέγεται ότι συνιστούν ένα γραμμικό ζεύγος έντασης 

μ, ανά μονάδα μήκους. Η α6 δίδει τη διεύθυνση του άξονα του 

ζεύγους. Άρα, στο όριο, το μιγαδικό δυναμικό στο Ρ, είναι:

ω = μ β 1α(ζ - ζχ)~ι 

7.5.4. Αινογραμμές

Αν για μία δισδιάστατη ροή η H =uT +uj, όπου u =u(x, y), 

υ = υ(χ, y), τότε το διάνυσμα στροΒιλότητας Ζ δίδεται από τη σχέση:

* . Τ . γ . φ . φ ί

δείχνοντας ότι σε δισδιάστατη ροή το διάνυσμα στροβιλότη- 

τας είναι κάθετο στο επίπεδο ρ ο ή ς .

θα μελετήσουμε τώρα τη δισδιάστατη ροή για την οποία , >/ο,
4> .

ω = (^) log ζ f

όπου κ είναι μία πραγματική σταθερά, θέτοντας z=re*® έχουμε::

\\
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« " Τ Η *  * · ι7π ) 1 0 · ρ

Συνεπώς, οι ρευματογραμμές στο επίπεδο της ροής είναι ομόκεντροι 

κύκλοι με r - σταθερά και οι ισοδυναμικές είναι τα ακτινικά διανύ- 

σματα θ*σταθερά, που διέρχονται από την αρχή. Οι δύο οικογένειες 

είναι μεταξύ τους ορθογώνιες και φ, ψ είναι αρμονικές συναρτήσεις. 

Οι ακτινικές και λοξές συνιστώσες της ταχύτητας είναι:

Η κυκλοφορία Γ γύρω από μία κλειστή καμπύλη C που περιβάλλει το 

αρχικό σημείο 0 και βρίσκεται στο επίπεδο της ροής, δίδεται απότη 

σχέση:

Γ =6 I d s  
7c

Λαμβάνοντας , H - θ(^ ρ ) » ds = drr + rd00, 

έχουμε:

I d s  = (^) d0

και έτσι,

r= h  .̂<ΙΘ' Ι π χ Ζ π " κ ·

Αν η C δεν περικλείει το 0, τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι η Γ εί

ναι μηδέν. Άρα, δείξαμε άτι, μία δισδιάστατη κατανομή, η 

οποία έχει ένα μιγαδικό δυναμικό ταχύτητας (i)=(j^)1 og ζ 

(όπου κ είναι μία πραγματική σταθερά), δίδει μία κυκλοφορία γύ

ρω από κάθε κλειστή καμπύλη C στο επίπεδο ροής, η οποί

α περικλείει την αρχή 0 ,  ποσού κ. Επίσης, γύρω από κά- 

θε άλλη καμπύλη στο επίπεδο της ροής, η οποία δεν περι

κλείει το 0 ,  η κυκλοφορία είναι μηδέν. Περαιτέρω, οι 

ρευματογραμμές είναι ομόκεντροι κύκλοι με r =  σταθερά 

και οι ισοδυναμικές οι γραμμές θ = σταθερά που διέρχο- 

ντα ι από το 0 . Μία τέτοια μορφή λαμβάνεται σε κάθε επίπεδο κάθε

το στον άξονα ζ. Κάμνοντας την επιφάνεια η οποία περιέχεται μέσα 

στη C απειροστά μικρή βλέπουμε ότι η κατανομή, η οποία παράγει μί

α τέτοια ροή πρέπει να είναι ομοιόμορφη κατά μήκος του άξονα ζ.



Μία τέτοια κατανομή κατά μήκος του άξονα καλείται ομοιόμορφος 

γραμμικός στρόβιλος έντασης κ (ομοιόμορφη δινογραμμή έντασης κ) 

Φθάνουμε τότε στον ακόλουθο ορισμό μιας ομοιόμορφης δινο- 

γραμμής. Είναι μία ομοιόμορφη κατανομή κατά μήκος μιας α - 

πείρως εκτεινόμενης γραμμής έτσι» ώστε η κυκλοφορία γύ

ρω από κάθε καμπύλη C που βρίσκεται σε κάποιο επίπεδο 

κάθετο σε αυτή τη γραμμή να είναι μία σταθερά κ, όταν 

Π C περικλείει την τομή rnc νοαυυόο και του επιπέδου κα_ι 

να είναι μηδέν,όταν η C δεν περικλείει την τομή. Η έν

ταση μιας τέτοιας ομοιόμορφης δινογραμμής ορίζεται 6 - 

τι είναι κ και το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτητας είναι
“ΤΤ---------------
(■^) log ζ, όταν η αρχή λαμβάνεται στην τομή του επιπέδου με τη 

γραμμή. Όταν η γραμμή τέμνει το επίπεδο στο z =ζ0 , το μιγαδικό δυ

ναμικό εύκολα φαίνεται ότι είναι:

ω = (^) log (ζ - ζ0)

Αυτό προκύπτει με τη μετακίνηση της αρχής στο ζ =ζ0.Παρεμπιπτόντως 

παρατηρούμε ότι για την κατανομή ω = ("*κ/2π) log* η κυκλοφορία Γ 

γύρω από κάθε κλειστή καμπύλη C, όχι αναγκαστικά επίπεδη και όχι 

αναγκαστικά σε κάθε επίπεδο της ροής, είναι ακόμη κ, όταν η C πε

ριβάλλει τον άξονα ζ και μηδέν όταν όχι. Γι αυτή την περίπτωση ι

σχύει:

$ = θ(^:). ds = drr + rd00 + dZK 

έτσι nou tf.ds = ( ^ ) d 0 , όπως προηγουμένως.

Για την κατανομή ω = (-^) logz, βλέπουμε ότι οι ρευματογραμμές 

στο επίπεδο ροής είναι οι ομόκεντροι κύκλοι r = σταθερά, κέντρου

0. Αυτό συνεπάγεται, ότι μπορούμε να εισάγουμε μία στερεά οριακή 

επιφάνεια στον κύκλο r=a. Άρα, το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτη

τας:

ω “ ("2^) 1°9 ζ * ΙΖΙ

θα δώσει οστρόβιλη ροή έξω από τον κύλινδρο |ζ| =α άπειρου μήκους.
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ενώ το ρευστό ευρισκόμενο σε ηρεμία στο άπειρο, θα έχει κυκλοφορί

α κ γύρω από τον κύλινδρο.

7.6. Το θεώρημα του Κύκλου του Mi1ne-Thomson

Αν ένας όρθιος κυκλικός κύλινδρος απείρου μήκους εισα- 

χθεί σε μία δεδομένη δισδιάστατη ροή, ο άξονας του οποίου είναι 

ευθυγραμμισμένος με τον άξονα συντεταγμένων τον κάθετο στο επίπε

δο της ροής, είναι δυνατόν να εξαχθεί μία γενική έκφραση για το 

νέο δυναμικό της ταχύτητας έξω από τον κύλινδρο. Σε αυτή την περί

πτωση θεμελιώνουμε ένα σημαντικό θεώρημα που οφείλεται στον καθη

γητή L. Μ. Milne-Thomson. Πρώτα εξηγούμε κάποια ορολογία η οποία 

περιλαμβάνει συζυγείς των μιγαδικών συναρτήσεων.

Υποθέτουμε, ότι t είναι μία πραγματική μεταβλητή και ότι

f(t) = U(t) +1 V (t)

U(t), V(t) είναι πραγματικές συναρτήσεις, όταν το t είναι 

πραγματικό. Τότε η f(t) είναι εδώ μία μιγαδική συνάρτηση της πρα

γματικής μεταβλητής t. Η συζυγής της f(t) ορίζεται ότι είναι:

f(t) = U(t) -ΐ V (t)

Αν τώρα αντικαταστήσουμε την πραγματική μεταβλητή t με τη μιγαδι- 

κή z =x+iy, τότε οι f(z), 7(ζ) ορίζονται ότι είναι:

f(z) = U(z) + i V (ζ)

7(ζ) = U(z) - i V (ζ)

Ακόμη, οι συναρτήσεις f(7), 7(7) δίδονται από τις σχέσεις:

f(ζ) = U(z) + i V (ζ) 

f(z) = U(7) - i V (7)

Αν συγκρίνουμε τους παραπάνω τύπους για τις f(z), f(z), βλέπουμε
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ότι, αφού ζ = x + iy, ζ = χ -iy, π τιμή της f(z) λαμβάνεται από την 

f(z) δι'αντικατάστασης του i σε αυτή με το -i. Με άλλα λόγια f(z) 

είναι η συζυγής μιγαδική της τ (ζ ) και μπορούμε να γράψουμε ?(ζ) = 

7[ζ). Μετά, εισάγουμε την ιδέα των ιδιομορφιών σε δισδιάστατες υ

δροδυναμικές ροές, θα ξαναθυμηθούμε, ότι τα μιγαδικά δυναμικά, λό 

γυ μιας γραμμικής πηγής, ενός·γραμμικού ζεύγους και μιας στρόβιλό 

γραμμής, έχουν το καθένα τις αντίστοιχες μορφές:

-m 1og(z -Ζι) ,  1og(z - Ζι)

με το συνήθη συμβολισμό. Κάθε μία από τις συναρτήσεις αυτές έχει 

μία-ιδιομορφία στό ζ = ζι: Σε κάθε άλλο σημείο κάθε μία από αυτές 

είναι αναλυτική. Στην παραπάνω περίπτωσή οι ιδιομορφίες τής f(z) 

είναι εκείνες των U(z) και V(z) και άρα, είναι επίσης ίδιές και 

για την ?(ζ). Η διατύπωση του θεωρήματος τού κύκλου είναι:

Έ σ τ ω  f(ζ ) , ότι είναι το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτή- 

τας για μία ροή, η οποία δεν έχει στερεά άρια και τέ 

τοια που να μην υπάρχουν ιδιομορφίες της ροής μέσα 

στον κύκλο |ζ| =α. Τότε, με την εισαγωγή iou στερεού

κυκλικού κυλίνδρου 1ζ| * α  μέσα στη ρόή, το νέο μιγαδι-

κά δυναμικό ταχύτητας δίδεται από τή σ χ έ σ η :

<i> = f(z)+f(|) για |ζ|>ά

Απόδειξη: Όλες οι ιδιομορφίες της f(z) (στις οποίές νραμμικές 

πηγές, κάταβόθρες, ζεύγη ή δίνες μπορεί να είναι παρόντα) σϋμβαί-_ q2
νουν στην περιοχή |ζ| >α και έτσι, οι ιδιομορφίες της Η γ ~ ) *εί-

Q2 C
νται στην περιοχή |ζ| <α. Άρα, οί ιδιομορφίες της f(-r-) κείνται, 

επίσης, στην |ζ| <α. Κατά συνέπεια οι f(ζ) και f(z) +f(j-) έχουν 

τις ίδιες ιδιομορφίες στην περιοχή |ζ| >α και έτσι, και οι δύο 

συναρτήσεις, θεωρούμενες ως μιγαδικά δυναμικά ταχύτητας μπορούν 

να αποδίδονται οτιε ίδιες υδροδυναμικές κατανομές στήν περιοχή 

1*1 > α ·
Στον κύκλο |ζ| =α, λαμβάνουμε ζ=αβ^0 . 

και έτσι,

- « 2 
Έπειτα -- = αβ- ίθ

w f ( z )  +?(— ) »f(ae10) + ?( de~ie) *f(deifiJ ♦f(ae10)
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Επομένως, στον |ζ| = α, το ω είναι το άθροισμα μίας μιγαδικής ποσό

τητας και της συζυγούς μιγαδικής της και είναι, άρα, πραγματικός 

αριθμός. Συνεπώς, ψ * Im ((o) =0 στον |ζ| =α. Αυτό δείχνει, ότι το 

κυκλικό όριο είναι μία ρευματογραμμή που δε διατρέχεται από ροή
ι

ρευστού. Άρα, το |ζ| =α είναι ένα πιθανό όριο για τη νέα ροή και 

η o) = f ( z )  +?(— ) είναι το κατάλληλο μιγαδικό δυναμικό της ταχύτη

τας για τη νέα ροή.

7.7. Το θεώρημα του Blasius

Όταν ένας μακρύς κύλινδρος τοποθετείται με τους νεννήτο- 

ρές του κάθετους προς το προσπίπτον ρεύμα ενός κινούμενου ρευστού, 

που περικλείει υδροδυναμικές ιδιομορφίες, ο κύλινδρος υπόκειταισε 

δυνάμεις που τείνουν να παράγουν μεταφορά και περιστροφή του. Αυ

τές οι επιδράσεις υπολογίζονται με τη χρήση του παρακάτω θεωρήμα

τος που οφείλεται στον Blasius. 0 κύλινδρος μπορεί να είναι οποι

οσδήποτε γενικής διατομής. Στην πράξη μπορεί να είναι μία αεροδυ

ναμική τομή. Περιορίζουμε το ενδιαφέρον μας στην περίπτωση που το 

ρευστό είναι ασυμπίεστο.

Έ ν α  ασυμπίεστο ρευστό κινείται στατικά και α- 

στρόβιλα χωρίς την επίδραση εξωτερικών παραλλήλων προς 

το επίπεδο ζ· δυνάμεων, διαβρέχει ένα ακίνητο κύλινδρο 

του οποίου η διατομή σε αυτό το επίπεδο περιβάλλεται α

πό μία κλειστή καμπύλη C. Το μιγαδικό δυναμικό της ρο

ής είναι ω. Τότε η δράση της πίεσης του ρευστού στον κύ

λινδρο είναι ισοδύναμη με μία δύναμη, ανά μονάδα μή

κους η οποία έχει συνιστώσες [X, Υ] και ένα ζεύγος ανά 

μονάδα μήκους, ροπής Μ, όπου

Υ+1Χ = - 2  $ (̂ jf) dz; Μ = Re{~| ^ ζ ( ^ )  dz}

Α πόδειξη; Το Σχ 7.4, δείχνει τη διατομή C του κυλίνδρου στο επί

πεδο ΧΟΨ. Το ΡΡ' είναι στοιχείο τόξου της C μήκους δε. Τότε, αν 

το ρ συμβολίζει την πίεση στο Ρ, η δύναμη ανά μονάδα μήκους, στη 

διατομή δε είναι ρδε και κάθετη στη C. Αν α είναι η κλίση προςτον 

θ5( της εφαπτομένης της C στο Ρ, τότε οι συνιστώσες χ και y της δύ-
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φ .·■v

Άρα,
*w ,

- p6s s1 η α = -p6y; p6s cos α * ρδχ
*■ i ‘ ■''»( % hi η * ·ρ·ν· pft- v 'ij 2  » ι.όχ

χ = -£ pdy; γ = ̂ pdx, οπότε,
λ « ;·«». C. ν*ΛΛϊΙ ,

Υ + 1Χ = ό p(dx - 1dy)
1 H a - , wU - Mr )

Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση του Bernoulli γράφεται:
* :■ ίν Λ»ί*ί.« -Λ·ί«1 Μ f t i&xiH fl iu > ! ϊί’·0·'>« iHt<

£ + ^ 2 - r
P +F " C

όπου 7  είναι η ταχύτητα του ρευστού, ρ η πίεση, ρ η πυκνότητα
ΣυνεπώςV*·«■  ̂ μ λ · ρ ί p η μ ?·vf*f ιν»·*

. .  Γ  P - P C - #

'·· · · '> : ν

Υ + 1Χ * pc^ (dx - idy) ^ 1dy) *
Η'· ,·® Vi·,· '•'.VI V  »· ' ’!? U 'iJ  I  ’■

e~| $ ί2(^| ■ = *7 j> V2(cosa -1 sina)ds
.· * >? ' ‘  ̂ ‘ v *· · * {.»,··# 1 ·: H>|}4*

ΑλΜι *-u + 1u = -Ve"1®. Συνεπώς, = e^°(gf ) 2 και έτσι,

"Π. 4j * i * ‘ /? · *

dui2
35

I ", lU

.  ■ Η ,  ,  Λ - - *  Λ-

a Η·'’ π·
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Η ροπή ως προς το 0 των συνιστωσών της δύναμης [-p5y, ρδχ] είναι 

δΜ, όπου

δΜ = ρχδχ + py6y 

έτσι, η ολική ροπή ως προς το 0 είναι:

Μ = ώ p(xdx +ydy) = $ (pC -^-)(xdx +ydy) 
c c c

= -f $> v2(xdx +ydy)
0

Τότε, z(^|)2dz = (x+iy)V2e”2 ia(dx+idy)

= (x +iy)V2e"2iaeiads

= V2(x+iy)(cosa - i sina)ds

= V2(x + iy)(dx - idy)

= V2(xdx +ydy) +iV2(ydx -xdy)

Συνεπώς, M = Re{-| φ z(̂ jjr) dz}
c

0 υπολογισμός των ολοκληρωμάτων για τα Y+iX και Μ, πραγματοποιεί

ται με το λογισμό των υπολοίπων.

7.8. Η Χρήση του Σύμμορφου Μετασχηματισμού.

Υποθέτουμε, ότι ζ και t είναι δύο μιγαδικές μεταβλητές, οι 

οποίες ορίζονται από τις ισότητες:

z = χ + iy, t = ξ + in

όπου χ, y, ξ, η είναι πραγματικές μεταβλητές. Τότε, μπορούμε να 

σχηματίσουμε δύο διαγράμματα του Araand για τους τόπους των ζ και 

t. Στο πρώτο διάγραμμα το χ σχεδιάζεται οριζόντια και το y κατακό- 

ρυφα. Στο δεύτερο, το ξ σχεδιάζεται οριζόντια και το η κατακόρυφα.

Τ
.·$•J

f

ί

·'?
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Τώρα, υποθέτουμε, ότι το ζ διαγράφει μία ορισμένη καμπύλη 

C στο επίπεδο χ, y και ότι το t συνδέεται με το ζ μέσω του μετα

σχηματισμού

t=g(z)

Αν η g(z) είναι μία μονότιμή συνάρτηση του ζ, τότε σε κάθε σημείο 

του επιπέδου ζ μπορούμε να έχουμε ένα αντίστοιχο σημείο στο επίπε

δο t. Με αυτόν τον τρόπο η καμπύλη C στο επίπεδο ζ μπορεί να απει

κονιστεί στην καμπύλη C' του επιπέδου t.

Μπορούμε, τώρα, να κάνουμε την υπόθεση ότι η συνάρτηση 

g(z) είναι αναλυτική και ότι τα Ρ, Pj, Ρ2 είναι γειτονικά σημεία 

στο επίπεδο ζ, τέτοια ώστε:

ΟΪ» = ζ, 0Τ Τ = ζ + δΖι· 0"£2 = ζ + δζ 2

Κάτω από το δοθέντα μετασχηματισμό t =g(z), υποθέτουμε ότι τα Ρ, 

Ρι, Ρ2 απεικονίζονται στα σημεία (), Qi, Ο2 του επιπέδου t, όπου:

(Λ) s t, OqT = t + δίι, opt st ♦ 6t2

Υποτίθεται, ότι τα |δζι|, |δζ2|, |5ti|, |6t2| είναι μ ι κ ρ ά . Τα ση

μεία δείχνονται στο Σχ. 7.5 (1), (11).

Αφού η g(z) είναι αναλυτική, η είναι μία και μόνη στο 

Ρ. Έτσι, σε πρώτη προσέγγιση σμίκρυνσης, ισχύει:

δτι δτ2 
75ζ7 ίζΓ ή

δτι δζι

Συνεπώς,
( 1 )

και
ορσ 6 t i -ορσ δ τ 2 >ορσ δζι-ορ δ ζ 2 (2 )

Από την (1), βλέπουμε ότι

( Γ )
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και από την (2 ), αντιστρέφοντας τα πρόσημα σε κάθε μέλος,

Οι εξ. (Γ), (2') δείχνουν ότι τα τρίγωνα Q2QQ1, Ρ2ΡΡ1 είναι όμοια. 

Διαφορετική διατύπωση μπορεί να είναι η εξής: Μέσα στη γειτονι-

κή περιοχή κάθε σημείου Ρ του επιπέδου z και στην αντί

στοιχη απεικόνιση της στο επίπεδο t, οι γωνίες παραμέ-

νουν αμετάβλητες (βλέπε εξ. (2 ') και το ίδιο γίνεταιμε

τους λόγους των αντιστοίχων γραμμικών διαστάσεων, όταν

η απεικόνιση λαμβάνει χώραν κάτω από ένα μετασχηματι-

σμό της μορφής t=g(z), όπου η g(ζ) είναι αναλυτική στο

Ρ και μέσα στη γειτονική του περιοχή. Ένας τέτοιος μετα

σχηματισμός λέγεται σύμμορφος.

7.8.1. Μερικές Υδροδυναμικές Απόψεις επί του Σύμμορ-

Υποθέτουμε, ότι έχουμε μία δισδιάστατη ασυμπίεστη ροή, με 

επίπεδο ροής το επίπεδο ζ του Σχ. 7.5 (i). Εφαρμόζοντας το σύμμορ- 

φο μετασχηματισμό t=g(z), νέο επίπεδο ροής είναι το επίπεδοί του 

Σχ. 7.5 (ϋ). Έστω ρ, ότι είναι η πυκνότητα του ρευστού και στις 

δύο περιπτώσεις. Υποθέτουμε ακόμη ότι η C είναι μία στερεά οριακή 

επιφάνεια στο επίπεδο ζ, η οποία απεικονίζεται στην καμπύλη C'του

Λ

Q2 QQ1 = ΡίΡΡχ (2 ')

φου Μετασχηματισμού.

γ C

Ο χ

Σχήμα 7.5 (1)



Σχήμα 7.5 (11)

επιπέδου t. Έστω ότι το μιγαδικό δυναμικό της ταχύτητας για το ε

πίπεδο ζ, είναι:

<i>sf(z) = φ + 1ψ

όπου οι πραγματικές συναρτήσεις φ ( χ ,  y), ψ(χ, y) είναι το γνωστό 

δυναμικό της ταχύτητας και π ρευματοσυνάρτηση, αντιστοίχως. Με το 

μετασχηματισμό t e g(z) μπορούμε να εκφράσουμε το ω ως μία συνάρτη

ση ?(t) της μορφής

ω = ί(έ) *φ + ΐφ,

όπου φ  = φ(ξ, η). Φ = Φ(ξ, η). Στα αντίστοιχα σημεία t, ζ,τοω λαμβά

νει τις ίδιες τιμές, οπότε:

Φ = Φ· Φ - Φ

Η C είναι ένα στερεό όριο και το ίδιο είναι μία ρευματογραμμή για 

την οποία ισχύει ψ«σταθερά. Άρα, κατά μήκος της C'· η φ  = σταθε

ρά, δείχνει ότι n C' είναι μία ρευματογραμμή και συνεπώς, επίσης, 

μία στερεά οριακή επιφάνεια.

Στηθεωρία η ω μπορεί να εκφραστεί ως μία συνάρτηση του t 

απαλείφοντας το ζ από τις u = f(z) και t=g(z) αλλά είναι πρακτικό

τερο να χρησιμοποιείται το αποτέλεσμα.

όω _ όω dz _ 1 άω
a r a z - a t ' g T i r a z
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Συνεπώς,

i d ( i ) i 2 _  i d o ) , 2 , d t i 2
*Έζ< " W  ' i ? '

Αναφερόμενοι στο Σχ. 7.5 (i), η κινητική ενέργεια της μονάδας του 

βάθους του υγρού στοιχείου μέσα στο τρίγωνο ΡΡιΡ2» είναι:

δϊ = ΗΡ *εμβαδό τριγώνου PPjΡ2 * (ταχύτητα του Ρ)ζ

= %ρ(τριγ. ΡΡχΡ2 ) . | ^ | 2 =%ρ(τριγ. ΡΡχΡ2) Ι ^ Μ ^ Ι  *

= hP (τριγ. Q Q iQ2) l^l2

Η τελευταία έκφραση είναι η κινητική ενέργεια της μονάδας του βά

θους του υγρού στοιχείου μέσα στο τρίγωνο Q0iQ2 του Σχ. 7.5 (ϋ). 

Πρόσθεση y l o  ολόκληρες τις περιοχές του ρευστού στα επίπεδα ζ  και 

t, δίδει:

Ολική Κ. Ε. του υνρού στο επίπεδο ζ(ανά μονάδα βάθους) - 

= Ολική Κ. Ε. του υγρού στο επίπεδοί (ανά μονάδα βάθους).

Γενικά,

lafl * Ι&Ι
ώστε οι ταχύτητες στα αντίστοιχα σημεία των επιπέδων ζ και t δεν 

είναι ίσες. Οι ολικές Κ.Ε των αντιστοίχων επιφανειών είναι ίδιες, 

αλλά είναι διαφορετικά κατανεμημένες στις αντίστοιχες επιφάνειες.

θεμελιώνουμε τώρα μερικά θεωρήματα, τα οποία αφορούν το 

σύμμορφο μετασχηματισμό των γραμμικών πηγών.

θεώρημα I : Με το σύμμορφο μετασχηματισμό μία ομοιόμορφη γραμμι

κή πηνή απεικονίζεται σε μία άλλη ομοιόμορφη γραμμική πηγή της ί

διας έντασης.

Α πόδειξη: Έστω, ότι υπάρχει μία ομοιόμορφη γραμμική πηνή έντα

σης m, ανά μονάδα μήκους, η οποία διέρχεται από το σημείο ζ = ζ0 

και υποθέτουμε, ότι ο σύμμορφος μετασχηματισμός t=g(z) γίνεται α

πό το επίπεδο z στο t, έτσι που το σημείο ζ =ζ0 να απεικονίζεται 

στο t = t 0 . 'Εστω C, ότι είναι μία κλειστή καμπύλη στο επίπεδο z 

και περικλείει το σημείο ζ =ζ0 και υποθέτουμε, ότι η C απεικόνιζε-
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ται στη C' tou επιπέδου t. Τότε, το t =t0 κείται μέσα στη C'. To 

μιγαδικό δυναμικό ω είναι το ίδιο και via τα δύο συστήματα και έ

χει τη μορφή,

ω = Φ + 1 ψ για το επίπεδο ζ 

=Φ* +1φ’ για το επίπεδο t

Συνεπώς, φ = φ', Φ=ψ*. Επειδή, το φ είναι το ίδιο στα αντίστοιχα 

σημεία των C και C ’, ισχύει:

^ ί ψ - ^ φ '  (1 )
I**· - -

Τώρα, στο επίπεδο ζ είναι:
; Γ "

u = -m log <ζ -ζ0), dm = -

'Αρα, °

ί  du = -  m s -m χ 2ni rc rc z -z 0

αψού το ολοκλήρωμα έχει υπόλοιπο 1 στο ζ = ζ0 . Αλλά, άω=άφ + 1άψ, 

έτσι ώστε, εξίσωση των φανταστικών μερών δίδει;

S όψ = - 2  nm (2 )
c

Η αριθμητική τιμή αυτού είναι ό όγκος του ρευστού που διασχίζει τη 

μονάδα πάχους της C, ανά μονάδα χρόνου. Συνεπώς οι εξ. (1) και (2) 

δείχνουν, ότι ο ίδιος όγκος διασχίζει τη μονάδα πάχους της C', α

νά μονάδα χρόνου, το οποίο συνεπάγεται μία ίση γραμμική πηγή έντα

σης m, ανά μονάδα μήκους που διέρχεται από το σημείο t * t0 .

θεώρημα II: Με σύμμορφο μετασχηματισμό μία ομοιόμορφη στροβιλο- 

γραμμή απεικονίζεται σε μία άλλη ομοιόμορφη στροβιλογραμμή της ί

διας έντασης.

Απόδειξη:Έστω, ότι μία ομοιόμορφη στροβιλογραμμή έντασης κ, α

νά μονάδα μήκους, από το σημείο z s z0 και υποθέτουμε, ότι ο σύμ- 

μορφος μετασχηματισμός t=g(z) γίνεται από το επίπεδο ζ στο επίπεδο t 

έτσι, που ιυ σημείο ζ *ζ0 απεικονίζεται στο t = t0 . Έστω C, ότι 

είναι μία κλειστή καμπύλη περικλείουσα τοz *ζ0 και C’ η απεικόνισή
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της στο επίπεδο t. Τότε, η (Γπερικλείει το t=t0 . Το μιγαδικό δυνα

μικό είναι το ίδιο και γιατα δύο συστήματα καιέχειτις μορφές:

u=<p + ii!> νια το επίπεδο ζ 

*φ' +ίφ' γι,α το επίπεδο t

Συνεπώς, φ = φ', ψ=φ.' Αφού το φ είναι το ίδιο σε αντίστοιχα σημεί

α των C, C',

j> d<p = $ d<p' (1)
c  c '

Τότε, στο επίπεδο ζ το μιγαδικό δυναμικό είναι

ω =  ( ^ )  T o g  ( ζ  - ζ 0 )

οπότε,

Εξισώνοντας τα πραγματικά μέρη έχουμε:

- $ d<p = +κ (2 )
c

Το ολοκλήρωμα του αριστερού μέλους είναι η κυκλοφορία γύρω από τη 

C. Οι εξ. (1), (2), άρα, δείχνουν ότι η κυκλοφορία γύρω από τη C' 

είναι επίσης κ. Συνεπώς, λόγω της αυθαίρετης επιλογής των C και C', 

η γραμμική πηγή που διέρχεται από το ζ =ζ0 έντασης κ, ανά μονάδα 

μήκους απεικονίζεται σε μία ίση γραμμική πηνή που διέρχεται από 

το t = t0 .

θεώρημα III: Με σύμμορφο μετασχηματισμό ένα γραμμικό ζεύνος α

πεικονίζεται σε ένα ομοιόμορφο γραμμικό ζεύνος διαφορετικής έντα

σης.
Από δ ε ι ξ η : Έστω, ότι έχουμε ένα ομοιόμορφο γραμμικό ζεύγος έντα

σης μ, ανά μονάδα μήκους από το Ρ όπου ζ = ζ0 και υποθέτουμε ότι με 

το σύμμορφο μετασχηματισμό t=g(z), το Ρ απεικονίζεται στο Q, όπου 

t = t 0 . Έστω, ότι το γραμμικό ζεύνος αντικαθίσταται από ισοδύναμες 

γραμμικές πηνές εντάσεως - m  και + m ,  ανά μονάδα μήκους από τα Ρ. 

Ρ’, όπου ΡΡ' Ξ δ ζ ,  μ=πι|δζ| και το ΡΪ*' έχει τη διεύθυνση του άξο-^

VD>
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να του γραμμικού ζεύγους. Υποθέτουμε, ότι το Ρ' απεικονίζεται στο 

Q'. Τότε, οι γραμμικές πηνές εντάσεων -m, +m, ανά μονάδα μήκους, 

από τα Ρ, Ρ', απεικονίζονται σε πηγές με εντάσεις -m, +m, ανά μο

νάδα μήκους από τα Q,Q\ Αν ()1)' Ξδί, τότε δί =g'(z)6z, έτσι ισχύει:

|5 t|- |g'(z)|.|6z|, ορσδί =opo.g'(z) +ορσδζ

'Αρα, οι δύο γραμμικές πηγές από τα Q, Q' δίδουν ένα γραμμικό ζεύ

γος στο Q έντασης μ'^ όπου

μ* = m|δέ| = μ !g ' ( z ) I

Η κλίση του άξονα του γραμμικού ζεύγους προς τον πραγματικό άξο

να αυξάνεται κατά opog'(z).

7.9. Σειρές Στροβίλων

Όταν ένα σώμα κινείται αργά δια μέσου ενός υγρού, σειρές 

στροβίλων (δινών) σχηματίζονται στο αυλάκι πίσω του. Οι δίνες αυ

τές μπορούν πολλές φορές να φωτογραφηθούν. 'Εδώ, θεωρούμε άπειρα 

συστήματα παραλλήλων δινογραμμών και θα προϋποθέσουμε δισδιάστα- 

τη ροή.

7.9.1. Απλή επάπειρη Σειρά Γραμμικών Δινών

Πρώτα, θεωρούμε την περίπτωση μίας απλής άπειρης σειράς 

δινών καθεμία από τις οποίες έχει ένταση κ στα σημεία

ζ * 0 , ±α, ± 2α,..., ±ηα,...

Το μιναδικό δυναμικό της ταχύτητας λόγω των (2η+1) πλησιεστέρων 

οιην αρχή οίνων, είναι:

“η * 1 ο9 * + 1og(z-a) + 1 og(z-2 a) +...+ log(ζ -ηα)

♦ log(z+a) + loq (ζ+2 α) + ... +log(z+na)}

“ (|£) log{ζ(ζ2-α*)(ζ2-4α*)ι..(ζ2 -η*α*)>
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rrcr r)} + σταθερά

Ο τελευταίος όρος δεν είναι τίποτε άλλο παρά μία άνευ σημασίας στα

θερά. Αγνοώντας την και θέτοντας η-*·® λαμβάνουμε το μιγαδικό δυνα

μικό της ταχύτητας με τη μορφή:

ω ='2Wlo g { a £  {1 " c F )(1  ‘ Ί Ρ 3 * ) · · · }

= ( ^ )  l o g s i n ( ^ ) ,

πζ

χρησιμοποιώντας τη γνωστή μορφή του άπειρου γινομένου:

s i n x  = χ ( 1 - ^ j r ) ( l - ^ ρ · ) · . . ( 1 - η Τ ^ τ ) . · .

Οι συνιστώσες της ταχύτητας βρίσκονται από τη σχέση:

„ . -^ω_ ,Ικν ,πζι_,ΐκχ cos{(n(x+1y)/q}.sin{n(x-1y)/q>
-u+iu - (^ά)ουντεμν(α -.) (2α) sinin(x+iy)/a).sininlx-iy)/a>

όπου
κ sin h (2ny/g)______

u ' “"2α· cos h (2ny/a) - cos(2nx/a)

_ κ sin(2nx/a) _____
u "Za’cos h (2ny/a) -cos(2nx/a)

Εύκολα φαίνεται από τις σχέσεις αυτές,ότι όλες οι δίνες παραμέ

νουν σε ηρεμία. Επίσης, μπορούμε εύκολα να δούμε, ότι καθώς το 

y

u = + (-j^j·)» υ ■* °

με το αρνητικό πρόσημο να ισχύει στην περιοχή y > 0  και το θετικό

στην περιοχή y < 0 . Άρα, πάνω από τη σειρά των δινών έχουμε ένα ο-
1/

μοιόμορφο ρεύμα ταχύτητας (^·) προς την αρνητική διεύθυνση του ά

ξονα των χ και κάτω από αυτήν ένα ομοιόμορφο ρεύμα ταχύτητας (^) 

προς τη θετική διεύθυνση του χ. Η κίνηση είναι κατά τέτοιο τρόπο σαν 

να έχουμε δύο στερεές τροχαλίες, οι οποίες γλιστρούν πάνω από ένα 

στρώμα κυλίνδρων που τις διαχωρίζει.
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Το παραπάνω πρόβλημα μπορεί, επίσης, να λυθεί με τη χρήση 

του σύμμορφου μετασχηματισμού ζ =siη (2-̂ ). Έστω ότι υπάρχει μία 

στροβιλονραμμή έντασης κ που διέρχεται από το ζ = 0  στο επίπεδο ζ. 

Τότε, ο μετασχηματισμός απεικονίζει ολόκληρο το επίπεδο ζ στη λω

ρίδα -£<Re(z) <γ. 'Επίσης, και στις παράλληλες λωρίδες στο επί

πεδο ζ. Η στροβιλονραμμή που διέρχεται από το ζ = 0 , απεικονίζεται 

σε ίσες στρόβιλό γραμμές που διέρχονται από τα σημεία z = 0,±α,±2α, 

... Έήίσης»

ω=̂ 1ο̂ =Η 1ο<’ δ1ηΦ

7.9.2. 0 Στροβιλόδρομος του KARMAN

Υποθέτουμε, ότι έχουμε δύο παράλληλες σειρές, κάθε μία α

πό τις οποίες περικλείει άπειρο αριθμό στροβιλογραμμών, διαταγμέ

νων ως ακολούθως: Η πρώτη σειρά συνίσταται από στροβιλογραμμές έν

τασης κ στα σημεία, τα οποία έχουν Καρτεσιανές συντεταγμένες 

(ηα, |)(η=0, ±1, +2,...). Η δεύτερη σειρά συνίσταται από στρο- 

βιλογραμμές έντασης -κ στα σημεία (Jjr.2n + 1a, --j)(n=0 , ± 1 , ± 2 ,..). 

Μία τέτοια διάταξη καλείται στροβιλόδρομος του K a r m e n . Το 

μιγαδικό δυναμικό tnc ταχύτητας μπορεί να βρεθεί είτε από πρώτες αρ

χές ή με τη χρήση του αποτελέσματος, το οποίο ελήφθη για μία απλή 

σειρά. Βρέθηκε ότι είναι:

ω a-^loasin ^ (ζ --^)-^logsin^(z α . ib,

Καμμία από τις σειρές δε δίδει ταχύτητα. Η ταχύτητα του στροβίλου
Λ iL

στο ζ δ^δεται απδ τη

·“ + 1ϋ =^ Β ζ  {1 o9 sinH (z · Τ )}(α-1 δ ) / 2

Παρομοίως, μπορούμε να δείξουμε, ότι κάθε άλλος στρόβιλος στην ί

δια σειρά, κινείται με την ίδια ταχύτητα. Αυτό σημαίνει ότι ολό

κληρη η χαμηλότερη σειρά προχωρεί στη θετική διεύθυνση του χ με 

ταχύτητα (κ/2α) tanh(nb/a). Ολόκληρη η ανώτερη σειρά μπορεί να 

δειχθεί, ότι προχωρεί με την ίδια ταχύτητα, έτσι, που η διαμόρφω

ση του στροβίλου παραμένει αμετάβλητη σε όλες τις χρονικές στιγμές. 

Ένας στροβιλόδρομος του Kannan συχνά κατανοεί ταζόταν ένα επίπε

δο πιάτο κινείται ανοικτό μέσα στο ρευστό.
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8 . ΡΟΗ IΞΟΔΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ

8.1. Συνιστώσες Τάσης σ ένα Πραγματικό Ρευστό

Έστω 6S, ότι είναι μία μικρή στερεά επίπεση επιφάνεια, η 

οποία παρεμβάλλεται σε ένα σημείο Ρ, μέσα σε ένα υγρό με ιξώδες. 

Οι Καρτεσιανές συντεταγμένες (χ, y, ζ) αναφέρονται σε ένα σύστημα 

σταθερών αξόνων ΟΧ, ΟΨ, ΟΖ, (Σχ. 8.1). Υποθέτουμε, ότι δ?η είναι 

η δύναμη που ασκείται από το κινούμενο ρευστό στη μία πλευρά της 

6S, και η το μοναδιαίο διάνυσμα, το οποίο λαμβάνεται για να καθο

ριστεί η κάθετη, στο σημείο Ρ, επί της 0S σε αυτή την πλευρά. Γνω

ρίζουμε ότι στην περίπτωση ρευστού χωρίς ιξώδες, η δ?η είναι ευθυ

γραμμισμένη με το η. Για ένα ρευστό με ιξώδες, εντούτοις, εμφανί

ζονται δυνάμεις τριβής μεταξύ του ρευστού και της επιφάνειας έτσι, 

ώστε η δ?η θα έχει, επίσης, μία συνιστώσα εφαπτομένη της 6S. Υπο

θέτουμε, ότι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες της δ?η είναι:

οπότε ισχύει:

Τότε, οι συνιστώσες της τ ά σης, οι παράλληλες προς τους άξονες 

ορίζονται ότι είναι Ρ^χ , Ρ , Ρ^2 , όπου:

Σχήμα 8.1
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-·:ϊ Vi-i's -sp'· ) ϋί-ίϊΜ ΐϊ 

■ Rp - , ρ  ■ V':i-W5>/
·; · '. j\j~A t . Γ· ’  ̂ ’' *■>· ; ' "'

>?y.J 3 · >ΐ;ν4Λ/ rpn /ΙΓλ

-  pny % } imo(5S s* } -■ ->

: ^v%yro!y.u· ip* W>v‘.

5S-*0

ρ „  = 11m (5 £ te ) =^£ηζ· 
ηζ 6S - ο  5S dS

-■;- ·»

Στις συνιστώσες Ρ^, Ρ^, Ρπζ, ο πρώτος δείκτης Π δηλώνει τη διεύ

θυνση της κάθετης στο στοιχειώδες επίπεδο 5S :0 2ος δείκτης χ, y 

ή ζ, δηλοί τη διεύθυνση κατά την οποία μετρείται η συνιστώσα.

Αν ταυτίσουμε το η στη σειρά με τα μοναδιαία διανύσματα ΐ, J, κ κα

τά τους άξονες (ft, ()V, 05 (πράγμα που επιτυγχάνεται με κατάλληλο 

αναπροσανατολισμό της 6S), λαμβάνουμε τα ακόλουθα τρία σύνολα συ- 

νιστωσών της τάσης:

Ρχχ* Pxy* Ρχζ /■' ■

ρ ρ ρ
yx* yy’ yz 

pzx’ Pzy’ ρζζ

Τα διαγώνια στοιχεία Ρχχ, Pyy , Ρ2Ζ της διάταξης αυτής καλούνται κά· 

θετες ή άμεσες τ ά σ ε ι ς . Τα έξη στοιχεία που απομένουν καλούνται 

διατμητικές τάσεις. Για ένα χωρίς ιξώδες ρευστό ισχύει:

ρ s ρ = ρ = - ρ 
χχ yy ζζ κ

ρ s ρ
xy χζ * 0 ■ : i'·

Εδώ, θεωρούμε τις άμεσες τάσεις ως θετικές, όταν αυτές είναι τανυ- 

στικές και αρνητικές, όταν είναι συμπιεστικές, έτσι ώστε το ρ εί

ναι η υδροστατική πίεση.

Ο πίνακας:
Ρ Ρ Ρχχ xy χζ

Ρ Ρ Ρyx yy yz

Ρ Ρ Ρζχ zy ζζ

r-'·

.A?>WUo,,
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καλείται πίνακας τ ά σ η ς . Η γνώση των συνιστωσών της» μαςδίδειτη 

δυνατότητα να υπολογίσουμε τις ολικές δυνάμεις γιά κάθε επιφάνεια 

σε κάθε επιλεγόμενο σημείο. Οι ποσότητες Ρ.. (i, j =χ, y» ζ) κα-
* J

λούνται συνιστώσες του τανυστή τάσης,του οποίου ο πίνακας είναι 

της παραπάνω μορφής. Είναι φανερό, ότι οι Ρ·. αποτελούν ένα 2ας
' J

τάξης τανυστή.

8.2. Σχέσεις μεταξύ Καρτεσιανών Συνιστωσών Τάσης.

θεωρούμε την κίνηση ενός μικρού ορθογωνίου παραλληλεπιπέ

δου από ιξώδες ρευστό, με κέντρο Ρ(χ, y, ζ) και του οποίου οι ακ

μές έχουν μήκη δχ, 6y, δζ παράλληλα προς τους ακίνητους Καρτεσια

νούς άξονες (Σχ. 8.2). Η μάζα του στοιχείου του ρευστού p6x6y6z πα

ραμένει σταθερή και το στοιχείο προϋποτίθεται ότι κινείται μαζί με

το ρευστό. Στο διάγραμμα τα σημεία Ρι, Ρ2 έχουν συντεταγμένες

(χ  -·ητ» y ,  z ) ,  (χ y ,  z)

Στο Ρ (χ, y, ζ), οι συνιστώσες της δύναμης οι παράλληλες προς τους 

ΟΧ, 0V, ΟΖ που ασκούνται στην επιφάνεια εμβαδού δχ·δζ που διέρχε

ται από το Ρ και έχει το ΐ ως μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα, είναι:

[Ρχχ5*52· Pxy5̂ 5z · »χζδ1,δζ]

Στο Ρ2(χ + ~ ,  y, ζ), αφού το Τ είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα, 

το οποίο μετρείται με κατεύθυνση προς τα έξω από το ρευστό, οι αντί



στοιχες συνιστώσες της δύναμης από το παράλληλο επίπεδο εμβαδού 

δγχδζ, είναι:

[ίρχχ +-δ|<|^)}δγδζ, {pxy + f ( | ^ ) } 6y6z, (ρχζ +^(|Exi)}5y6z]

Για το παράλληλο επίπεδο από το Pj(x-τρ, y, ζ) αφού -ϊ είναι το 

μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα που σχεδιάζεται προς τα έξω από το στοι

χείο του ρευστού, οι αντίστοιχες συνιστώσες είναι:

Κ "χχ - ‘ Ρχ, - Τ ^ ^ Μ - Ρ χ χ  - ^ f 22· » ^ ]

Οι δυνάμεις στα παράλληλα επίπεδα που διέρχονται από τα Ρι και Ρ2 

είναι ισοδύναμες προς μία απλή δύναμη από το Ρ, με συνιστώσες,

' : ' Ψ  · ·

μαζί με ζεύγη των οποίων οι ροπές (σε τρίτη προσέγγιση είναι:
Λν/·?'·ίw ;;ΐ··7:ν' ■ ■ ■ ' · ·

- ρ δχδγδζ ως προς zovOy,
·... ■■:.,·* χζ nn'i

■’*' +ρ δχδγδζ ως προς τον Οζ ΐ 
xy

Ομοίως, το ζεύγος των επιφανειών των κάθετων στον άξονα y δίδει 

μία δύναμη στο Ρ, η οποία έχει συνιστώσες Μ

g * » .  $ w J » * w > 2

με ζεύγη ροπών

- ρ δχδγδζ ως προς τον Οζ
J *  · ; '.·*«,··'Τσ··:« .ί Jfcjpr.:· . J & t %

+Py 2 6x6y6z ως προς τον Οχ ; ;

Το ζεύγος των εδρών το κάθετο στον άξονα ζ, δίδει στο Ρ μία δύνα

μη, η οποία έχει συνιστώσες s

[ f ^ .  ϋ ^ δ χ δ γ δ ζ
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με ζεύγη ροπών

-PZy6x5y5z ως προς τον οχ,

+ ΡΖχδχδγδζ ως προς τον oy

Λαμβάνοντες υπόψη τις επιφανειακές δυνάμεις και για τις έξη έδρες 

του παραλληλεπιπέδου, βλέπουμε ότι ανάγονται σε μία απλή δύναμη 

στο Ρ, η οποία έχει συνιστώσες

[(| t o +| E ^ t |E^), ( | E w +| t e +|E«), (|Exz*|i!z»3|zz) ] 5x 5y62

με ένα διανυσματικό ζεύγος, το οποίο έχει Καρτεσιανές συντεταγμέ

νες

[(Pyz-Pzy)» (Pzx-Pxz)* (Pxy - Ργχ)]δχδγδζ

Υποθέτουμε, τώρα, ότι οι εξωτερικές δυνάμεις, οι οποίες ενεργούν 

στο Ρ είναι [X, Υ, Ζ] ανά μονάδα μάζας έτσι, ώστε η ολική εξωτερι 

κή δύναμη που δρα στο στοιχείο έχει συνιστώσες [X, Υ, Ζ]ρδχδγδζ. 

Λαμβάνουμε ροπές ως προς τη διεύθυνση του Τ, το οποίο διέρχεται 

από το Ρ. Τότε οι ολικές δυνάμεις ροπής®Ροπή αδράνειας ως προς ά 

ξονα χ Γωνιακή Επιτάχυνση, δηλαδή,

(pyz ‘ ρζγ)δχδΥδζ + °·* = °s

Εδώ το Οη συμβολίζει μία ποσότητα σμίκρυνσης για τα δχ, δy, δζ U 

τάξης. Άρα, η τρίτης τάξης σμίκρυνση είναι,

(Pyz -Pzy)5x5y6z = 0

έτσι, καθώς το στοιχείο γίνεται απειροστά μικρό λαμβάνουμε,

παρομοίως,

Pyz = pzy

ρζχ = Ρχζ> Pxy = Pyx
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Συνεπώς, ο πίνακας τάσης είναι διαγωνιακά συμμετρικός και περιλαμ

βάνει μόνο 6 αγνώστους.

8.3. Μεταφορική Κίνηση Στοιχείου του Ρε υ σ τ ο ύ .

Λαμβάνοντες υπόψη και τις επιφανειακές και τις εξωτε

ρικές δυνάμεις, η ολική συνισταμένη δύναμη στην Τ διεύθυνση, η ο

ποία δρα στο στοιχείο της τελευταίας ενότητας, είναι:

{| E ^ +| ^ | t o ) 5xBy 52 + xp5xBy62

Καθώς η μάζα ρδχδγδζ θεωρείται αμετάβλητη, αν η ταχύτητα του Ρ εί 

vat, V = [u, υ, ω] κατά το χρόνο t, τότε η εξίσωση κίνησης κατά τη 

διεύθυνση Τ, είναι:

+|^)δχδγδζ + ρΧδχδγδζ » (ρδχδγδζ)

ή

Αλλά u=u(x, y, ζ, t), οπότε ισχύει:

du _ 3υ
"  £ίΤ +ul x + u 3y +ω3ζ

Συνεπώς, με κυκλική εναλλαγή λαμβάνουμε τις τρεις εξισώσεις της κί

νησης κατά τις διευθύνσεις Τ, 1, t

3u
I F

J dU . dU , dU „ v
+ u 3x+ w 3y + w 3z X

+1 / lExx + iEyX +i£zx.) 
p '3 x  3y ' 3z

‘ f 2* ’

Σε μορφή τανυστή, αν οι συντεταγμένες είναι (χ ϊ )> οι συνιστώσεςτης 

ταχύτητας (υ^), οι συνιστώσες της δύναμης του σώματος {Χι > Μ  ■

1 , 2 , 3 ), οι εξισώσεις της κίνησης μπορεί να γραφούν:
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8.4. Ρ υ θ μ ό ς  Τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ή ς  Π α ρ α μ ό ρ φ ω σ η ς  ( σ τ ρ έ β λ ω σ η ς ) 

κ α ι  Β α σ ι κ έ ς  Τ ά σ ε ι ς

Στο Σχ. 8.3, τα Ρ(χ, y, ζ), Ρ {χ+χ', y+y', ζ + ζ ' ) είναι γειτονικά ση

μεία σε ένα κινούμενο ρευστό, στο οποίο οι αντίστοιχες ταχύτητες έ

χουν Καρτεσιανές συνιστώσες [u, υ, ω] , [u+u\ υ+υ', ω+ω'] , με τις 

τονούμενες ποσότητες πολύ μικρές. Τότε, από την ενότητα 4.10 έχου

με ότι ο ρυθμός της τετραγωνικής παραμόρφωσης (στρέβλωσης) για το 

Ρ είναι:

Επιπλέον, οι αυξήσεις της ταχύτητας λόγω καθαρής παραμόρφωσης εί

ναι:

jjax'+by'+gz'), (hx'+by'+fz'), (gx'+fy'+cz')j

Ό τ α ν  ο ρυθμός της τετραγωνικής παραμόρφωσης αναφέρεται στους βα

σικούς άξονες, τότε έχει τη μορφή,

I----► ν+ν'
Ρ' (χ+χ' y+y', ζ+ζ')

υ

Σχήμα 8.3

α χ ' 2+by' 2+cz’ 2+2fy'z'+2gz'x'+2hx’y'=aca0op0

Αχ"2 +By"^-Cz"2= σταθερό,
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και οι αυξήσεις της ταχύτητας, λύνω καθαρής παραμόρφωσης, οι ανα- 

φερόμενες στους βασικούς άξονες είναι [Αχ", By", Cz"]. Οι τάσεις 

στο στοιχείο του ρευστού είναι ανεξάρτητες από τη μεταφορά και πε

ριστροφή και εξαρτώνται εξολοκλήρου από την παραμόρφωσή του, η ο

ποία οφείλεται στους ρυθμούς παραμόρφωσης. Για κάθε σημείο Ρ του 

κινούμενου ρευστού υπάρχει ένας και μόνο ρυθμός τετραγωνικής παρα

μόρφωσης, του οποίου οι άξονες είναι κατά τις διευθύνσεις των γραμ

μών που συνδέουν το Ρ με τα γειτονικά στοιχεία επί των αξόνων και 

υπόκεινται σε επιμηκύνσεις κατά μήκος αυτών των αξόνων. Συνεπώς, 

συμπεραίνουμε ότι οι τάσεις πάνω στα αξονικά ή βασικά επίπεδα του 

ρυθμού της τετραγωνικής παραμόρφωσης είναι κάθετες σ ’αυτά. Τέτοι

ες 'τάσεις καλούνται βασικές τάσεις και θα συμβολίζονται με ρι, 

Ρ ί, ρ3 .

8.5. Μερικές Ιδιότητες του Ρυθμού της Τετραγωνικής 

Παραμόρφωσης

Προτού προχωρήσουμε περαιτέρω στην ανάλυση της κίνησης των ιξωδών 

ρευστών είναι αναγκαίο να αναφέρουμε μερικές ακόμη ιδιότητες του 

ρυθμού τετραγωνικής παραμόρφωσης.

Έστω Ρ, ότι είναι ένα σημείο στο ρευστό κινούμενο με τα- 

χύτητα V και Ρχ, Py, Pz οι άξονες από το Ρ, οι παράλληλοι προς 

τους σταθερούς Καρτεσιανούς άξονες (Σχ. 8.4). Αν [u, υ, ω] είναι 

οι συνιστώσες της Ϋ ως προς τους άξονες αυτούς τότε, σύμφωνα με 

την ενότητα 4.10, ο ρυθμός της τετραγωνικής παραμόρφωσης με κέ
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ντρο το Ρ έχει εξίσωση

αχ2 + by2 + cz 2 + 2fyz + 2gzx + 2hxy = σταθερό (1 )

4nou α = (|ϊ)ρ.... 2f - φ ρ  + φ ρ . · · ·

To σημείο (x, y, z) είναι ένα γειτονικό σημείο του Ρ. Αν Ρχ" , Py” 

Ρζ" είναι οι βασικοί άξονες της τετραγωνικής αυτής επιφάνειας και 

[u", υ", ω"] οι συνιστώσες της ^ κατά μήκος των αξόνων αυτών ίότε, 

η εξίσωση του ρυθμού της τετραγωνικής παραμόρφωσης η αναφερόμενη 

στους βασικούς της άξονες είναι:

Αχ" 2 + By" 2 + Cz" 2 = σταθερό (2)

όπου A = (|y»)p>···

Αν υποθέσουμε, ότι οι Ρχ" , Py” , Ρζ" έχουν διευθύνοντα συνημίτονα 

[ΐι, mi, ni], [la, m2, π2] , [l3, m 3, n3], ως προς τους άξονες Ρχ, 

Py, Ρ2 , τότε ο Ρχ έχει διευθύνοντα συνημίτονα [ϊχ, 12 , 1 3]  κλπ., 

ως προς τους βασικούς άξονες. Τα δεδομένα αυτά φαίνονται καλύτερα 

στον ακόλουθο πίνακα.

Πίνακας των συνπ μιτόνων διεύθυνσης

Άξονες Ρχ py Ρζ

D "
•X 1 1 ΠΙ! Πΐ

V 1 2 ΓΠ2 η2

, Ρζ" Is m 3 η 3

Προφανώς ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις:

1 1 +m? + n? - 1  

1 1 + 1 2 + 1 3  = 1 , κλπ. 

1 itni+l2m2+l 3m 3 = 0

1 x1 2+m1m 2+n1 n2 = 0

J



Συνολικά υπάρχουν 12 τέτοιες εξισώσεις;

Χρησιμοποιούμε τις παραπάνω ιδιότητες για να υπολογίσουμε τα α, b, 

c, f, g, h ως προς τα A, Β, C και τα διευθύνοντα συνημίτονα. Δε

δομένου· ότι

3_ = .3*1 3 . 3 £  3 3ζ" 3
3 x " 3x 3χ'' 3χ * 3y1’ 3χ 3Ζ”

1ιΙ χ !Γ + ΐ2 ΐ 7 Γ + 1.3 ^ ,Γ
3

!3y”

u = 1 iu"+l 2υ" +1 3ώ" >

και

« 2
α ̂ 3χ ' 1 ι3χ" + 1

3]£
!3y’

+ 12 3ω” 
+ 1 33? γ

αφού (|pr) +(|^-) = 0 , κλπ.

Παρόμοιες σχέσεις ισχύουν για τα b, c οπότε έχουμε: 

α = 12ιΑ + 122Β

b = ιηΪΑ +m|B +mjC (3)
2 . 2 2

c = η ι Α + n2B + n 3C

Προσθέτοντες τις εξισώσεις (3), λαμβάνουμε: 

g+b+c =Α +Β +C,

δείχνοντας, άτι το α +b +c είναι μία αναλλοίωτη για κάθε σημείο 

και νια όλους τους άξονες προσανατολισμού. Αυτά είναι προφανές α

φού:

α + b +c =div t

Παρατηρούμε ακόμη, ότι
. ·, .·»; '’. I ' ,  i * * A * I

of - 3ω . 3υ 
ίΤ 3y 3ζ

A d d
| x '+nfe 3y'^mj 3ζ^ (” ι Η+ η2υ’ + η 3ωΤ| +

:  yP,. *

+ (η ι| χ '+ nz^ + I ? )  («nju'+ro2g'+jn,ui)(

« 2 ( i j , n i ^ + B»2n2-^ V m ,n ,| | .)

Γ;. ’ ’■·„
·····?* '■ ' : · . ' :<t ' ·. /■;*&'
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Με κυκλική εναλλαγή βρίσκουμε δύο παρόμοιες σχέσεις, οπότε τελικά 

έχουμε:

f s nhniA + m 2ri2B + msnsC, 

g. *Πι1ιΑ + n2l2B + njUC, (4) 

h e 1 imiA + 1 2m 2B + "UmsC.

8 .6 . Ανάλυση Τάσης Ρευστού σε Κίνηση

Με τους συμβολισμούς της ενότητας 8.5, ένα επίπεδο κάθετο στον Ρχ 

τέμνει τους βασικούς άξονες Ρχ", Py", Ρζ" του ρυθμού της τετραγω

νικής παραμόρφωσης στα σημεία A, Β, C και σχηματίζεται ένα μικρό 

τετράεδρο ρευστού, το PABC (Σχ. 8.5). Αν το 5S συμβολίζει το εμβα- 

δό της επιφάνειας ABC, τότε τα h5S, 125S, 135S είναι τα εμβαδά 

των επιφανειών PBC, PCA, ΡΑΒ. Επειδή, τα τρία τελευταία είναι βα

σικά επίπεδα, χρησιμοποιώντας τους συμβολισμόύς της ενότητας 8.4, 

συνεπάγεται ότι οι μόνες δυνάμεις που ασκούνται σε αυτά είναι, 

PiliSS, ρ2126S, palsSS. Οι δυνάμεις στην επιφάνεια ABC κατάτιςδι- 

ευθύνσεις χ, y, z, είναι PXX5S, pxy6S, PXZ6S

Η εξίσωση της κίνησης κατά τη διεύθυνση χ(υποθέτοντας ότι 

το στοιχείο είναι ένα σωματίδιο σταθερής μάζας που κινείται με το 

ρευστό) είναι:

PXX6S - Μ ρ ι ϋ δ θ )  -la(p2la5S) - 1 3(P»1»5S) -0 s , 

όπου 03 είναι ένας όρος 3ης τάξης. Άρα, στο όριο καθώς ο ό-
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νκος του στοιχείου τείνει στο μηδέν, λαμβάνουμε:

Ρχχ = 12ιΡ> + ^ Ρ ϊ  + 1*Ρ3 

και κατά τον ίδιο τρόπο

Pyy =m2iP j+ m lp 2 +m23p3 (1 )

PZ2 = t f p !  tn^pz + n 3p3 

Προσθέτοντες τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ εις  ( 1 ) ,  βρίσκουμε:

P x x + P y y + Ρζζ = ρ » + P2 + Ρ3 = " 3Ρ (ας πούμε)

Συνεπώς, το άθροισμα των κάθετων τάσεων σε οιαδήποτε τρία κάθετα 

μεταξύ τους επίπεδα σε ένα σημείο είναι μία αναλλοίωτος. Συμβολί

ζουμε το άθροισμα αυτά με -3ρ, οπότε το ρ δηλοί τη μέση πίεση στο 

σημείο.

Αναλύοντας τις τάσεις κατά τη διεύθυνση Py και παραλείπο- 

ντας τους όρους 3ης τάξης, έχουμε:

Pxy s  1 ι®ιΡι 1 2 IH2 P2 1 siHsPs

και ομοίως PyZ e minipi +m2n2p2 + mjnsPs ( 2 )

Ρζχ *  η»1 ιΡι + n21 2P2 + π»1 sPs

'Αρα, οι εξισώσεις (1) και (2) εκφράζουν τις έξη διακεκριμένες συν

ιστώσες του πίνακα τάσης ως προς τις βασικές τάσεις.

β.7. Σχέσεις μεταξύ Τάσης και Ρυθμού Παραμόρφωσης

Χρησιμοποιώντας τις αναλύσεις των προηγουμένων ενοτήτων, 

συνδέουμε τώρα τις τάσεις και τους ρυθμούς παραμόρφωσης σε ένα κι

νούμενο ιξώδες ρευστό. Για να «ρθάσουμε στο στόχο μας υποθέτουμε, 

ότι το Σχ. 8.6(1) παριστάνει ένα παραλληλεπίπεδο στοιχείο του ρευ

στού κατά το χρόνο t, με ακμές δχ, 5y, δζ παράλληλες προς τους α
κίνητους Καρτεσιανούς άξονες. Κατά το χρόνο t, η συνιστώσα της τα

χύτητας στη γωνία (χ, y, 2 ) είναι υ και στη γωνία (χ+δχ, y, 2 ) e l -
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6z(l+c6t)

6x(l+a6t)

6y(l+b6t)

Σχήμα 8 , 6  (1),(H)

v o l  u+(|~)5x ή u +αδχ. Άρα, κατά το χρόνο (t+δί), π ακμήδχαυ 

ξήθπκε k o l  έχει μήκος δχ + αδχδτ, αφού αδχ είναι π σχετική αύληση 

μεταξύ των δύο άκρων. Ομοίως, οι ακμές 6y, δζ αποκτούν μήκη 6y(1+ 
όδί), δζ(1+ςδΐ), αντιστοίχως (Σχ.8.6(11). Συνεπώς, η ογκομετρική 

αύξηση στο διάστημα δτ είναι

δχδγδζ(1 +αδί)(1 +b6t)(1 +εδέ) - δχδγδζ »(a+b+c)δχδγδζ,

Π οποία δίδει μία διαστολή ή ογκομετρική αύξηση σε χρόνο 6t ίση με 

(a+b+c)6t. Επομένως, το χρόνο t ο ρυθμός διαστολής είναι Δ, 

όπου

Asa+b+csf +f +Hsd1v*
Αυτή η ποσότητα έχει δειχθεί ότι είναι αναλλοίωτη σε κάθε σημείο 

του ρευστού. Η τιμή της είναι, επίσης, A+B+C, ως προς τους βασι

κούς ρυθμούς παραμόρ<ρωσης. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι η εξίσωση της 

συνεχείας για ένα ασυμπίεστο ρευστό είναι Δ = 0, αλλά για ένα συ- 

μπιέσιμο είναι Δ^Ο. θα μελετήσουμε τις δύο περιπτώσεις χωριστά.

Στην περίπτωση ενός ασυμπίεστου ρευστού, υποθέτουμε 

ότι οι βασικές τάσεις pi, ρ«, Ρ3 διαφέρουν από τη μέση τους τιμή 

-ρ κατά ποσότητες ανάλονες προς τους ρυθμούς παραμόρφωσης A, Β, C, 

κατά τις βασικές διευθύνσεις. Συνεπώς, γράφουμε:
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ρι=-ρ+2μΑ, ρ2 =-ρ+2μΒ. Ρ 3 = - ρ + 2μΟ, (1)

όπου μ είναι μLa σταθερά.

Στην περίπτωση συμπιέσιμου ρ ε υ σ τ ο ύ , έχουμε το επιπρό

σθετο αποτέλεσμα του ρυθμού της διαστολής Δ, ο οποίος εκδηλώνεται 

ισοδύναμα προς όλες τις διευθύνσεις. Το αποτέλεσμα αυτό το παρι

στάνουμε με την προσθήκη στο δεξιό μέλος καθεμιάς από τις εξισώ

σεις (1) της ποσότητας λΔ, όπου λ είναι μία σταθερά, οπότε στην 

περίπτωση αυτή ισχύουν:

ρ ι = -ρ + 2μΑ + λΔ

ρ2 =-ρ +2μΒ +λΔ (2) ,

Ρ 3 = - ρ + 2 μ Ο + λ Δ

Προσθέτοντας τις εξισώσεις (2) και χρησιμοποιώντας την ισότητα Δ= 

A+B+C, Βρίσκουμε

λ * - | μ

\
αφού pi+p2+Pa = -3ρ και Δ 0.

Οι εξ. (1), (2) συνδέουν τις Βασικές τάσεις με τους βασικούς ρυθ

μούς παραμόρφωσης. Στή συνέχεια, υπολογίζουμε τις μή βασικές τά

σεις Ρχχ» · · · *Pyz nP°C του<  ̂ΜΠ Βασικούς ρυθμούς παραμόρφωσης. 

Στην ενότητα 8 .6 , (εξ.(1)) δείξαμε ότι, είναι:

2 2 2
ρχχ =1lPl + 12Ρ2 + 1 3p3

Χρησιμοποιώντας τις εξ.(2) της ενότητας αυτής, λαμβάνουμε: 

ρ - -ρΟ^+1 2+1 23) + 2μ( 1* Α+12Β +13C) + λΔ(1j+Ι2Χ13 )
ΑΛ

= -ρ + 2 μα + λΔ (από την ενότητα 8.5) » f

- -ρ + 2 μ(|£) + λΔ

Η εναλλαγή των συμβόλων δίδει τις τρεις εξισώσεις:
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ρχχ = - ρ + 2 μ φ + λ Δ

Pyy = - ρ + 2 μ φ )  +λΔ (3’)

ρζζ = -ρ+2μ(||) + λΔ

0nouA = divf, Δ = 0 για ασυμπίεστη ροή καί λ=-·|μ για 
μπιέσιμη ροή.

Επιπλέον, από την ενότητα 8.6, εξισώσεις (2), έχουμε:

py z  = m xn ip ! + m 2n2p2 + 1ΤΙ3Π3Ρ 3 = (-ρ + λΔ)(πι1ηι + m 2n 2 + m 3n3 +

+ 2p(miniA + m 2n 2B + m 3n 3C) = 2 p f  (από την ενότητα 8.5)

i: ..r 3ω ν 3υ, 
" μ { 3γ 3Ζ}

Συνεπώς, λαμβάνουμε τις τρεις εξισώσεις:

— Vj
/ / / / / / / / /  / / / / / / / / / / / / / / . / . / .

r t

συ-

Σχήμα 8.7
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PyZ=Pzy = u (| U § )

P z x = P x z = H ( ! H ? >  14}

Pxy " Pyx " P' ax + 3y'

οι οποίες είναι αληθείς για συμπιέσιμα και ασυμπίεστα ρευστά.

Οι εξισώσεις (3) και (4) μπορούν να συνδυαστούν καταλλήλως σε τανυ- 

στική μορφή. Πράγματι, αν (χ·,·) δηλοί τις Καρτεσιανές συντεταγμένες, 

(u-f) τις συνιστώσες της ταχύτητας (1=1, 2, 3), τότε τα δύο συστή

ματα των εξισώσεων μπορούν να γραφούν

= ( λ Δ - ρ ) δ ^ +p(u1>a·+uj,i) (1,j =1,2,3) (5)

1 2 
όπου, fi = Uij, p = - j p ^ ^ ,  Δ = 0  για ασυμπίεστη ροή και λ =-j μ

για συμπιέσιμη ροή.

8.8. Συντελεστής Ιξώδους(Εσωτερικής Τριβής) και 

Στρωτή Ροή

Το Σχ. 8.7 δείχνει δύο παράλληλα επίπεδα ζ =0, ζ =h, που 

απέχουν μικρή ποσότητα h, με το χώρο μεταξύ τους να περιέχει ένα 

λεπτό στρώμα ρευστού με ιξώδες. Το επίπεδο ζ =0 κρατείται σταθερά 

ακίνητο, ενώ στο ανώτερο επίπεδο δίδεται μία σταθερή ταχύτητα προς 

τα δεξιά μεγέθους Vj. Τότε με την προϋπόθεση ότι η V, δεν είναι υ

περβολικά μεγάλη, τα στρώματα του υγρού σε επαφή με το ζ =0 βρί

σκονται σε ηρεμία, ενώ εκείνα που βρίσκονται σε επαφή με το ζ =h 

κινούνται με ταχύτητα Vj, δηλαδή, δεν υπάρχει ολίσθηση μεταξύ ρευ

στού και επιφάνειας. Έτσι, δημιουργείται μία βαθμίδα ταχύτητας 

στο ρευστό μεταξύ των επιπέδων. Σε κάποιο σημείο Ρ(χ, y, ζ) μετα

ξύ των επιπέδων η ταχύτητα του ρευστού θα είναι uj, όπου 0 < u < V  

και η υ είναι ανεξάρτητη των (χ, y). Άρα, όταν το ζ είναι ακίνη

το, το υ είναι σταθερό, δηλαδή, το ρευστό κινείται σε στρώματα πα

ράλληλα προς τα δύο επίπεδα. Μία τέτοια ροή ορίζεται ως στρωτή 

ή ελασματική. Λόγω του ιξώδους του ρευστού υπάρχει τριβή μετα

ξύ των παραλλήλων στρωμάτων.

Η πειραματική εργασία δείχνει, ότι π διατμητική τάση πάνω
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στο κινούμενο επίπεδο είναι ανάλογη προς το V/h, όταν το h είναι 

αρκετά μικρό. Έτσι, γράφουμε αυτή την τάση με τη μορφή μ Ύ /h, ό

που μ' είναι μία σταθερά που ονομάζεται συντελεστής του ιξώ

δ ο υ ς . Υποθέτουμε, ότι το h + Ο. Τότε,η τάση στο ακίνητο επίπεδο 

είναι:

= μ ' Π Ί η φ  
Μ )  η μ ΒΓ ( 1 )

Στις εξισώσεις (4) της ενότητας 8.7 θέτουμε u=0, ω β 0, υ=υ(ζ), 

οπότε λαμβάνουμε:

^zy ~ ’ ρχ ζ - ® ’ py x - ® ’ ^

Οι παραπάνω εξισώσεις (1) και (2) δείχνουν καθαρά ότι,

μ μ (3)

δηλαδή, η σταθερά μ της ενότητας 8.7 είναι ο συντελεστής του ιξώ

δους.

Από την (1) εύκολα βρίσκουμε τις διαστάσεις του μ. Έτσι,

Μ  = |3u/dzJ
. (m l t-2)/l 2 .... 
- ("LT^ijL"1 ” ML

I t -  1 (4)

όπου τα M, L, Τ συμβολίζουν τη μάζα, το μήκος και το χρόνο (βλέπε 

και ενότητα 2.4).
Στην αεροδυναμική και τη Μετεωρολογία, μία πιο σημαντική ποσότητα 

είναι ο κινηματικός συντελεστής του ιξώδους υ, ο οποίος, όπως εί

ναι γνωστό (βλέπε ενότητα 2.5), ορίζεται από τη σχέση:

(5)

( 6 )
Συνεπώς

Η

Μ  - L * r

Για τα περισσότερα ρευστά το μ εξαρτάται από την πίεση και τη θερ

μοκρασία. Για τα αέρια, σύμφωνα με τη κινητική θεωρία, το μ είναι 

ανεξάρτητο της πίεσης αλλά ελαττώνεται με τη θερμοκρασία. j
j
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8.9. Οι εξισώσεις Κίνησης των Navier - Stokes ενός 

Ιξώδους Ρευστού.

Στην ενότητα 8.3 βγάλαμε τη μεταφορική εξίσωση κίνησης με 

τη μορφή:

Αντικαθιστώντας τα ρχχ, pyx και ρζχ, έχουμε:

du s χ _i  |£L+ vV2u + (v +A)M 
dt P JX ' p'3x

Αφού λ =-jP για ένα συμπιεστό ρευστό και επειδή Δ - 0  για ένα ασυ

μπίεστο, η εξίσωση αυτή μπορεί να γραφεί αδιαμφισβήτητα για τις 

δύο περιπτώσεις με τη μορφή:

& · χ 4 £ ·

Συνεπώς, οι εξισώσεις κίνησης για τις τρεις διευθύνσεις μπορούν 

να γραφούν με τη μοροή:

.3  j.

d u = x . I | E  + v, 2 u + l v M

* u Y _ l | ! W u 4π ρ 3y
9Δ

J v dy ( 1 )

Η μορφή του τανυστή των εξισώσεων αυτών είναι:

$ Ρ · “ χ1 "ρ p ,1 +vu1.Jj +Ι ν Δ .1 (1’>

Γράφοντας Ϋ = [x, y, zj, t  = [X, Υ, Ζ] η διανυσματική μορφή των εξι 
σώσεων (1) είναι προφανώς η,

Αλλά,

( 2 )
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$ - < $ > + ( ί . ν ) ΐ  = ( $ ) . φ - ί * Μ ) ,

v a (v 4 )  = v (v .v ) - v 2$

Έτσι π (2) μπορεί επίσης,να γραφεί:

f  + V (| i) - ^ ( ν 4 )  -V  / ^ + j W ( V . V )  - v v ^ ( v 4 )  (3)

Κάθε μία από τις μορφές (1), (2), (3) καλούνται εξισώσεις κίνη
σης των Navier-Stokes, για πραγματικά ρευστά.

Για ασυμπίεστη ροή, οι μορφές (2) και (3) δίδουν

ί|!=ϊ?_Ι νρ+νν2Ϋ=ΐ-£νρ-νΗν4) (4)

όπου, όπως προηγουμένως, η ̂  μπορεί να αναπτυχθεί στη μορφή του 
αριστερού μέλους της (3). Η εξ. (4) δείχνει ότι για ασυμπίεστη ρο
ή η εξίσωση της κίνησης διαφέρει από την εξίσωση κίνησης του Euler 
για ροή χωρίς ιξώδες, κατά τον όρο -vV-(V^). 0 όρος αυτός, λόγω 
του ιξώδους, αυξάνει τη δυσκολία γιατί αυξάνει την τάξη της διαφο
ρικής εξίσωσης. Άρα, απαιτείται μία επιπρόσθετη οριακή συνθήκη. 
Αυτή παρέχεται από την παραδοχή ότι δεν πρέπει να υπάρξει ολίσθηση 
μεταξύ του ρευστού με ιξώδες και της οριακής επκράνειας. Γι αυτόν 
το λόγο, δεν μπορούμε να έχουμε τη λύση της αντίστοιχης χωρίς ι
ξώδες ροής λύνοντας την εξίσωση (4) και θέτοντας το ν+0.

8.10 Μερικά Επιλύσιμα Προβλήματα με Ιξώδες

Δεν υπάρχει γενική λύση στις εξισώσεις Navier-Stokes. Εν
τούτοις, υπάρχουν μερικά ειδικά προβλήματα, τα οποία μπορούν να 
λυθούν, θα εξετάσουμε μερικά εδώ. Τα προβλήματα αυτά σχετίζονται 
με ασυμπίεστα ρευστά.

8.10.1 Στατική Κίνηση Μεταξύ Παραλλήλων Επιπέδων 

Η περιοχή 0<z<h μεταξύ των επιπέδων z=0, z=h γεμίζει με ασυμπίε-SB V f

στο ιξώδες ρευστό (Σχ.8.8). Το επίπεδο ζ=0 κρατείται ακίνητο και το 
z=h κινείται με σταθερή ταχύτητα Vj. Ζητείται να καθοριστεί η φύση της
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ροής, όταν οι συνθήκες είναι στατικές, υποθέτοντας ότι δε συμβαίνει ο
λίσθηση μεταξύ του ρευστού και κάθε μίας από τις οριακές επιφάνειες, 
ενώ αγνοούνται οι εξωτερικές δυνάμεις του ρευστού.

Έστω Ρ(χ, y, ζ), ότι είναι κάποιο σημείο μέσα στο ρευστό. 

Τότε, η ταχύτητα $ στο Ρ θα είναι της μορφής:

tf = u(y, ζ)} (1)

Η εξίσωση της συνεχείας, ν.$ = 0, δίδει:

| ϋ  = ο (2 )ay '  '

και από τις εξ. (1) και (2) συνάγουμε, ότι:

ΐ = υ(ζ)3 (3)

Χωρίς εξωτερικές δυνάμεις, η διανυσματική εξίσωση της κίνησης των 
Navler-Stokes μπορεί να ληφθεί με τη μορφή:

|]τ + ( Ϋ . ν ) ί  = -£ ν ρ + ν ν 2ί  (4 )

Η μορφή (4) είναι κατάλληλη εδώ, αφού ασχολούμαστε με άξονες ακί

νητους στο χώρο. Επειδή, η ροή είναι στατική, | | Ε π ί σ η ς ,

($.7)^* ( u~)u(z)J { και
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V2tf = u"(z)j

Άρα, η εξ.(4) δίδει:

Εξισώνοντας τους συντελεστές των μοναδιαίων διανυσμάτων, έχουμε:

Ί γ '°" (5) , (6). ϋ - 0 ,  (7)

Οι εξ. (5), (7) δείχνουν ότι p=p(y). Άρα, η (6) γίνεται:

Μ * .)  mU 4 Μ .Ζ).
ay μ dζ2 ( 8 )

To αριστερό μέλος της (8) είναι μ ία συνάρτηση του y, το δεξιό της 

μέλος μία συνάρτηση του ζ μόνο. Άρα, καθεμία είναι μία σταθερά. 

Καθώς το ρευστό κινείται στη θετική y διεύθυνση, η πίεση p(y) θα 

πρέπει να αυξάνει καθώς αυξάνει το y. Συνεπώς, ^- < 0  και έτσι, λαμ

βάνουμε:

dp(y) _ μά2υ(ζ) _ „ 
dy dzz ”

όπου Ρ>0. Λύνοντας ως προς υ, συνάγεται:

υ(ζ) =Α +Βζ - (^jj)z 2 (9)

Όταν ζ = 0, υ = 0  και όταν z=h, u=V. Άρα, βρίσκουμε:

( 10)

Η εξ.(10) δείχνει ότι η μεταβολή της ταχύτητας μεταξύ των πλακών 

είναί παραβολική.

Η ολική ροή ανά μονάδα πλάτους μέσα από ένα επίπεδο κάθετο στον 0y, 
είναι:

/hu(z)dζ * 7  Vh ψ
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και η μέση ταχύτητα μέσα από μία τέτοια διατομή είναι

F { h ° ( z ) d 2 = 7 +A
Phi
μ

Η εφαπτομενική τάση σε κάθε σημείο Ρ(χ, y, ζ) είναι:

„ d u . V . P h  Ρζ

Συνεπώς» η αντίσταση ανά μονάδα επιφάνειας στο κατώτερο επίπεδο 

είναι φ  + (§})

και στο ανώτερο επίπεδο,είναι /Mh-
'2μ'*

Το πρόβλημα μπορεί να εξεταστεί χωρίς τη χρήση των εξισώσεων Navi- 

er-Stokes. Το Σχ. 8.9, δείχνει ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στοι

χείο του ρευστού δχχδγχδζ, όπου το σημείο Ρ είναι το (χ, y, ζ). Η 

δύναμη του ιξώδους στο κατώτερο επίπεδο, του οποίου η ταχύτητα εί

ναι u(z)J, είναι -p(^)6x6yj και στο ανώτερο επίπεδο είναι

μ { ( ^ )  + ( { j p - ) 5 z } 6 x 6 y j

Οι δυνάμεις πίεσης στις τρεις έδρες που ορίζουν το Ρ, οι κάθετες 

στα ί, j, 1< είναι p6y6zt, ρδζδχΐ, p6x6yt. Εκείνες στις απέναντι έ

δρες του στοιχείου είναι -{ρ +(|^)6x}6y6zt, -{ρ + (|^)6y}6z6xj, 

-{p+(||)6z>6x6yir. Δεδομένου ότι το στοιχείο δεν επιταχύνεται, βρί-
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σκουμε αναλύοντας στις τρεις διευθύνσεις

όπως προηγουμένως.

8.10.2. Στατική Ροή σε Σωλήνα Ομοιόμορφης Κυκλικής 

Διατομής (Ροή Poiseuille)

Το Σχ. 8.10, διαφωτίζει τη μελέτη της στατικής ροής ενός 

χωρίς ιξώδες ασυμπίεστου ρευστού, μέσα σ ’ένα σωλήνα ακτίνας α. Το

Ρ είναι ένα σημείο στο ρευστό, το οποίο έχει κυλινδρικές πολικές 

συντεταγμένες (R, θ, ζ) ως προς το αρχικό σημείο 0 στον άξονα του 
σωλήνα, ο οποίος λαμβάνεται ως άξονας ζ. Υποθέτουμε ότι δεν υφί- 

στανται εξωτερικές δυνάμεις. Τότε εφαρμογή της συνέχειας σ ’ένα ο

μόκεντρο στοιχείο κυλίνδρου ακτίνων R, R+6R του ρευστού δείχνει, 

ότι η ταχύτητα του ρευστού είναι της μορφής

%

Σχήμα 8.10

^  =w(R)l< (1)

Ας πάρουμε τη διανυσματική εξίσωση των Navier-Stokes με τη μορφή
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| f  + ( l v ) $  = - i v p  - W - ( v 4 )  (2 )

Εδώ, αυτή η μορφή υιοθετείται με τον τελευταίο όρο - W ~  V^V) και 

όχι +vV2̂  όπως στην προηγούμενη περίπτωση» γιατί οι άξονες δεν 

είναι ακίνητοι στο χώρο. Για την ίδια αιτία njjopqrfi που δίδε--  ■■ 1 ■ ' — — ■ ■ ■.■■■■ ιΤ7
ται στο αριστερό μέλος είναι πιο χρήσιμη οπτό την g p  Τότε έχουμε:

(lv)$=w(|f)[w(Rtfj = <5

* ■ * ' ♦ * * * * » «

Σημ. Ανωτέρω, ο όρος (^.ν)7 είναι εύκολο να εκτιμηθεί, α«ρού ο τελε

στής περιλαμβάνει το σταθερό μοναδιαίο διάνυσμα $. Επίσης,

Συνεπώς,

νΛ( ν 4 )

Λ

R
Λ

R9 t

a a 3..
aff 3Θ 32

0 0 w(R)

A

R R9 t

a a 3
aff 3Θ 3z

0 -Rw’(R) 0

= -w'(R)0

'Αρα, η εξ. (2) γίνεται:

Εξίσωση των συντελεστών των μοναδιαίων διανυσμάτων, δίδει:

* ■ ·  » > ·  * ■ · ·  « >  S - I S F 1· « >

Οι (3), (4) δείχνουν ότι ρ=ρ(ζ), οπότε η (5) γίνεται,
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( 6 )

Το αριστερό μέλος της (6) είναι συνάρτηση μόνο του ζ. Το δεξιό μέ

λος είναι μία συνάρτηση μόνο του R. Άρα, το καθένα είναι σταθερό. 

Καθώς η ροή υποτίθεται ότι συμβαίνει κατά τη θετική διεύθυνση, υ- 

ποθέτουμε <0. Λαμβάνεται κάθε μέλος της εξ. (6), ότι είναι -Ρ, 

όπου Ρ είναι μία θετική σταθερά. Τότε:

Άρα,

3 r ( r“ ’ ) - T  *

3 r = A ' 3 T

did A 1 PR και έτσι,

oj(R) = B + A 1 o g R 4 ( ^ - )  (7)

To ω είναι ορισμένο στο R = 0. Συνεπώς, απαιτούμε το Α=0. Επίσης,
1 Ρα2για R=a, ω = 0, αφού δε συμβαίνει ολίσθηση. Τότε Β =^(·~ρ). Άρα,

u>(R) --J- (£)(α2 -R2) (8)

Η μορφή της εξ.(8) δείχνει, ότι η μεταβολή της ταχύτητας είναι πα

ραβολική, δηλ. η καμπύλη του ω ως προς το R, από R = 0 μέχρι α, εί

ναι παραβολικής μορφής.

0 όγκος του ρευστού που εξέρχεται από κάθε διατομή ανά μο

νάδα χρόνου είναι:

Q = /au ( R ) . 2 n R d R = ^ -  
ο μ

Αν το ρ δηλοί τη διαφορά πίεσης σε δύο σημεία του άξονα του σωλή

να που απέχουν κατά 1, τότε

Ρ =ρ/1
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8.10.3. Στατική Ροή μεταξύ Ομοκέντρων Περιστρεφομένων 

Κυλίνδρων

Το Σχ. 8.11, δείχνει δύο εκτεινόμενους στο άπειρο ομόκε

ντρους κυλίνδρους ακτίνων α, b(b > α) με ιξώδες (γλοιώδες) υγρό με-

Σχήμα 8,11

ταξύ τους. 0 εσωτερικός κύλινδρος κρατείται ακίνητος, ενώ ο εξωτε

ρικός περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα Q. Έστω (R, θ, ζ) 

ότι είναι οι κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες στο σημείο Ρ του 

υγρού ως προς κάποιο σημείο 0 του άξονα συμμετρίας. Τότε, όταν η 

κίνηση είναι στατική η ταχύτητα στο Ρ θα είναι της μορφής:

$ = Ru>(R)e (1)

όπου b>(R) είναι η γωνιακή ταχύτητα του υγρού σε ακτινική απόσταση 

R. Η πίεση στο Ρ θα είναι προψανώς της μορφής

P - P ( R )  ( 2 )

Αυτή τη φορά λαμβάνουμε τη διανυσματική εξίσωση των Navler-Stokes 

με τη μορφή:

|f + v (* r ) - 1Μ ν 4 )  « -~ ν ρ -ν ν Λ(ν^)  (3)

Η μορφή του αριστερού μέλους που επελέγη εδώ, είναι προτιμότερη α

πό εκείνη του τελευταίου παραδείγματος, γιατί π μορφή ($.ν)Ϋ εί
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ναι δύσκολο να υπολογιστεί απευθείας, καθώς το μοναδιαίο διάνυσμα 

^που χρησιμοποιήθηκε στην (1) δεν είναι σταθερό. Για στατική ροή, 

!̂ · = <$. Επίσης, αφού

V = R ( ^ )  + 6(pjjj}) +

Έχουμε

v(l ~ ) = R I r^ t ^  = + Rb)2}R

V~ H

ft r§ t

L ·  L ·  L ·
3R 3Θ 32

0 R20) 0

= R̂3ft + ̂ b)̂

= RuC^R-g^ + 2ω) k = R(d(Rg^ + 2ω) R

v -(v 4 )

R§ t

JL  JL
3R 3Θ

3_
32

dh)0 0 R-g  ̂+ 2ω

_ ,Dd2u .odux g 
=-(Rd F +3dR} θ

Άρα, η εξ.(3) γίνεται:

Εξισώνοντας τους συντελεστές των μοναδιαίων διανυσμάτων, λαμβάνου· 

με,
(4)

(5)

Από την (5) έχουμε, δια πολλαπλασιασμού με R2,

d /R®do)\ _ n 
dfrciR '
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συνεπώς,
ω = Β -du A

i l T l F

Λαμβάνοντας ω = 0 όταν R=a, ω = 0 όταν R = b , βρίσκουμε 

ω(β) = Qb2(1 -a2R"2)(b2-a2)-1 (6)

Η ταχύτητα του ρευστού σε απόσταση ακτίνας R έχει μέγεθος 

V = R<i»(R) = Qb 2(R2-a2R"1)(b2-a2)"1 

Επομένως, η τάση λόγω ιξώδους σε αυτή τη θέση είναι:

'Αρα, το ζεύγος ανά μονάδα μήκους, στον εσωτερικό κύλινδρο λόγω 

αντίστασης του ιξώδους έχει ροπή:

(2πα χ 1)χαχ{2μ Qb2(b2 -a2)'1} =4npa2b2Q(b2 -a2)-1

To αποτέλεσμα αυτό παρέχει τη βάση μέτρησης του μ για μερικά υγρά 

με τη χρήση ενός ιξωδομέτρου περιστροφής.

8.11. Στατική Ροή Ρευστού με Ιξώδες, σε Σωλήνες

Προτού αφήσουμε το αντικείμενο των προβλημάτων ροής με ι

ξώδες, τα οποία λύνονται σχετικά εύκολα, μελετούμε την περίπτωση 

στατικής ασυμπίεστης, μη επιταχυνόμενης ροής μέσα σε ένα σωλήνα ο

ποιοσδήποτε ομοιόμορφης διατομής. Αγνοούμε τις εξωτερικές δυνάμεις

μ ^  = μ 0 δ 2(1 +a2R"2)(b2 -a2)"1

Ομοιόμορφης Αιατομής

( 1 )

Ας εργαστούμε με σταθερό σύστημα αξόνων Οχ, 0y, Oz, με τον Οζ πα
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ράλληλο προς τη ροή έτσι που να ισχύει:

Ϋ = ω(χ, y)£

Τότε, η εξ. (1) δίδει:

121

Εξισώνοντας τους συντελεστές των μοναδιαίων διανυσμάτων έχουμε,

S f - 0  ( « .  f H  <4 >· <5>

Οι εξ. C3), (4) δείχνουν ρ=ρ(ζ), έτσι που η (5) δίδει:

<te(zl-,,r32i>(_x,yl 92ω(χ,_^)) (6)
dz  ̂ 9χ2 + 3y2 ' {Ό1

Το αριστερό μέλος της (6) είναι συνάρτηση μόνο του ζ, ενώ το δε

ξιό είναι συνάρτηση μόνο των χ και y, Άρα, το καθένα είναι σταθε

ρό, έστω -Ρ, το αρνητικό πρόσημο λαμβάνεται καθώς αναμένουμε το ρ 

να ελαττώνεται όσο αυξάνει το ζ. Τότε το πρόβλημα ανάγεται στην ε

πίλυση της διαφορικής εξίσωσης με μερικές παραγώγους:

32ω(χ, γ) , 32ω(χ, y )_ Ρ m
dx2 Sy2 μ ' '

με το ω να τείνει να μηδενιστεί στα τοιχώματα του σωλήνα.

8.11.1. θεώρημα μοναδικότητας

Για να λάβουμε λύσεις της (7), οι οποίες είναι πρακτικές, 

είναι χρήσιμο να θεμελιωθεί ένα θεώρημα μοναδικότητας. Μία μορφή 

η οποία είναι λίγο πιό γενική από αυτή που επιζητείται εδώ είναι 

η ακόλουθη:

Αν 8 ω/^χ2 + 8 ω/3 2 s f(x, y) σε όλα τα σημεία (χ, y ) 

μιας περιοχής S στο επίπεδο Οχ, Oy, η οποία ορίζε - 

ται από μία κλειστή καμπύλη C και αν η f ορίζεται σε 

κάθε σημείο (χ, y) της S και η ω σε κάθε σημείο της C,
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τότε κάθε Λύση ω = ω ( χ ,  y), π οποία ικανοποιεί αυτές 

τις συνθήκες είναι Μοναδική.

Απόδειξη:

Έστω ω=ωι(χ, y), ω = ω2(χ, y), ότι είναι δύο λύσεις που ι 

κανοποιούν την εξίσωση:

στην S μαζί με τις προσδιορισμένες οριακές συνθήκες στη C. Απο 

δείχνουμε ότι ωι = ω2. Με αυτά τα δεδομένα, γράφουμε

Επίσης, στη C, W = 0, αφού ωι = ω2 στη C. Τώρα, θεωρούμε το

Αυτό δείχνει, ότι W = σταθερό στην S. Αφού Μ =0 στη C, συνάγουμε α

πό τη συνέχεια της W, ότι W - 0  σε όλη την S. Αυτό θεμελιώνει και 

το ζητούμενο αποτέλεσμα.

8.11.2. Ροή σε Σωλήνα Ομοιόμορφης Ελλειπτικής 

Αιατομής

Υποθέτουμε ότι η διατομή του σωλήνα έχει εξίσωση

W(x, y) =ώι(χ, y) -ω2(χ, y)

Τότε

= f - f =0

Αλλά (^_)2+(|_)2 >0. Αφού 1=0, (|£) +(|y) =0 στην S, το οποίο θα
aW jnij

αληθεύει μόνο αν -^ = 0 = ^ , σε κάθε σημείο της S.

αφού W =0 στη C.

ΔλλΑ f i*Hl2./3W\2 3W,2_.,3WX2

α

Τότε, πρέπει να λύσουμε τη σχέση:
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32ω + 32ω __Ρ 
3χ2 3γΓ = "μ

με ω=0, σε αυτή την περίπτωση.
X ̂

Παρατηρούμε, πρώτα, ότι η συνάρτηση ω = k(l -ρ-- 

τάλληλες προϋποθέσεις μηδέν στο όριο, θεωρώντας το k ως σταθερό, 

αντικαθιστώντας το ω στη διαφορική εξίσωση με μερική παράγωγο, έ

χουμε:

π·) είναι με κα-

ή

Άρα,

k =Ρα2δ2/{2μ(α2 +b2)}

ω(χ, y) = Pa2b2(l -x2a"2-y2b"2){2p(a2+b2)}_1

Το θεώρημα της μοναδικότητας δείχνει ότι αυτή είναι η ζητούμενη 

λύση.

Η εκκένωση του όγκου δια του σωλήνα, ανά μονάδα χρόνου, εί

ναι:

Q =/ ω(χ, y)dS 
S

Αυτό μπορεί εύκολα να υπολογιστεί με διπλή ολοκλήρωση στην επιφά

νεια της διατομής. Εντούτοις, η ακόλουθη διαδικασία είναι γρηγο

ρότερη. Παρατηρούμε ότι η ω είναι σταθερή γύρω από τα όρια της 

έλλειψης,

χ=λαοοεθ, y=^ b s i n 0  (θ£λ£ΐ) 

όπου, πράγματι,

Pa2b2(1 - λ2) 
ω =Τ7μΓ0Ζ+5Τ ΪΤ_

Το εμβαδό αυτής της έλλειψης και της έλλειψης

χ  =  ( λ  +  δ λ )  a c o s 0 ,  y  =  ( λ  +  δ λ ) δ  s i n  θ

είναι π(λ +δλ)2αδ - πλ2αδ = 2παδλδλ σε πρώτη προσέγγιση. Επομένως,

ο όγκος ροής ανά μονάδα χρόνου, μεταξύ των δύο ελλειπτικών τομών

είναι  ,
πΡα3b3(1 - λ2)λδλ '
{μ(αΖ + b^))
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έτσι, που ο ολικός εκκενούμενος όγκος ανά μονάδα χρόνου είναι:

Λαμβάνοντες b=a, ανακαλύπτουμε ότι βρίσκεται ο τύπος για το Q, 

για κυκλική διατομή, της ενότητας 8.10.2.

8.11.3 Ροή σε Σωλήνα με Ισόπλευρη Τριγωνική Διατομή

Υποθέτουμε, ότι η διατομή του σωλήνα είναι ισόπλευρο τρί

γωνο που ορίζεται από τις γραμμές.

τα, με κατάλληλες προϋποθέσεις. Αντικαθιστώντας το ω στην

Η λύση αυτή είναι μοναδική σε αναφορά προς το θεώρημα της μοναδι

κότητας. 0 όγκος που αδειάζει στη μονάδα του χρόνου είναι:

8.11.4 Χρήση των Αρμονικών Συναρτήσεων

Είναι δυνατό, μερικές φορές, να δούμε μία ειδική ολοκληρω

τική συνάρτηση ω * ω  (χ, y) για τη σχέση

nPa2b2
4p(<F+Fy

χ = α y -± 3“** χ

Τότε, αν λάβουμε u> = k(x -a)(y2 - y x 2), το ω = 0  στα οριακά τοιχώμα

βρίσκουμε

Συνεπώς

στην S

π οποία μπορεί να μην ικανοποιεί την ω « 0  σε ολόκληρο το όριο της
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C. Στις περιστάσεις αυτές μπορεί, κανείς να προχωρήσει ψάχνοντας 

Via μια κατάλληλη αρμονική συνάρτηση ω = α>ι(χ, y) η οποία να ικανο

ποιεί την εξίσωση Laplace

έτσι, που η ω=ωι + k(«i2 να είναι μία λύση της αρχικής εξίσωσης του 

τύπου του Poisson. Αν κάποιος μπορέσει να προσδιορίσει το k και ό

ποιες άλλες σταθερές που ικανοποιούν την ω = 0 σε ολόκληρη την ορι

ακή καμπύλη, τότε, η ω = ωι + kco2 είναι η μοναδική λύση του προβλή

ματος. Είναι, κατά συνέπεια, χρήσιμο να μελετηθούν μερικές λύσεις 

της αρμονικής εξίσωσης. Με αντικατάσταση της ω=Χ(χ)Υ(γ) στην εξί

σωση Laplace και χωρίζοντας τις μεταβλητές, εύκολα δείχνουμε, ότι 

οι τυπικές αρμονικές συναρτήσεις είναι:

Καθώς η διαφορική εξίσωση με μερικές παρανώνους είναι γραμμική, κα

τάλληλοι συνδυασμοί αυτών μπορεί να συνδυαστούν με κάθε αποδεκτή 

ειδική ολοκληρωτική συνάρτηση, για να σχηματιστεί η κατάλληλη λύ

ση. Τέτοια διαδικασία, συνήθως, οδηγεί σε αναπτύξεις σειρών Fou- 

ri er.

8.12 Διάχυση Στροβιλότητας

θεωρείστε τη διανυσματική εξίσωση Navier-Stokes, για ένα 

ασυμπίεστο ιξώδες ρευστό, με τη μορφή:

32ω^ 32ω+ = 0 στην S

+ ρν
ω(χ, y) = sinhnx sinny ή e sin ny

+ ny
ω(χ, y) = coshnx cosny ή e“ cos ny 

ω(χ, y) = sinnx sinhny ή e±nysin nx 

ω(χ, y) = cosnx coshny ή e±nycos nx

Αν οι εξωτερικές δυνάμεις του σώματος είναι συντηρητικές έτσι, ώ-
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στε V Αί =ί, λαμβάνοντες το στροβιλισμό (curl) και των δύο μελών 

της εξίσωσης, βρίσκουμε:

0 πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (2) παριστάνει το ρυθμό με τον 
οποίο το ς μεταβάλλεται νια ένα σωματίδιο όταν οι στροβιλογραμμές 

κινούνται μαζί με το ρευστό και οι εντάσεις των δινών παραμένουν 

σταθερές. Για αργή κίνηση, ο όρος αυτός είναι αμελητέος και η (2) 

προσεγγίζει προς την

οπότε η (2) ανάγεται στην (3) ακριβώς.
Άρα, για αργή τρισδιάστατη κίνηση, ή γιά δισδιάστατη κίνηση, μπο

ρούμε να θεωρούμε την (3) ως μία εξίσωση που περιγράφει τον τρόπο 

με τον οποίο η στροβιλότητα μεταβιβάζεται μέσα σε ένα ιξώδες ρευ

Αλλά

ν-(| £) = ( f t ) Μ )  =f t *  ? Λ( ^ ζ )  "  ( ζ · ν ) $ - ( 1 ν ) ζ

χρησιμοποιώντας το ν.ζ = V.(V·^) =0 και V.V =0. Ακόμη,

Va( v^ )  = V2( y4 )  = 7 2ζ 

Έτσι, π (1) γίνεται:

(3)

Στην περίπτωση δισδιάστατης κίνησης, αν πάρουμε,

$=u(x, y)T + u(x, y)J (ακίνητοι άξονες)

τότε

3χ 3y,v3Z
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στό. Η εξίσωση αυτή, όταν διασπάται στις συνιστώσες της, δίδει α

ριθμητικές εξισώσεις, οι οποίες είναι της ίδιας μορφής, όπως η ε

ξίσωση της αγωγής της θερμότητας σε ένα ρευστό. Συνεπώς, συμπεραί

νουμε ότι η στροβιλότητα διαχέεται, μέσα σέ ένα υγρό, κατά παρό 

μοιο τρόπο, όπως η θερμότητα. Κατά αναλογία, τότε, εμείς συνάγου

με ότι η στροβιλότητα δε μπορεί να δημιουργηθεί στο εσωτερικό ε

νός ιξώδους ρευστού. Στην πραγματικότητα μεταφέρεται από τα τοιχώ

ματα μέσα στο ρευστό. Για διευκρίνηση, κάποιος μπορεί να θυμηθεί, 

ότι ένα σκάφος ιστιοπλοΐας θα δημιουργήσει δίνες στο αυλάκι της 

διαδρομής του, οι οποίες προέρχονται από τον σκελετό που τον απο

τελεί ένα κινούμενο οριακό τοίχωμα. Με την πάροδο του χρόνου, η 

διαταραχή γρήγορα ηρεμεί καθώς οι δίνες διαχέονται μέσα στο νερό. 

Στην ειδική περίπτωση, όταν η κίνηση είναι δισδιάστατη και σε κύ

κλους με κέντρα στον άξονα ζ, σε κάθε σημείο που έχει κυλινδρικές 

πολικές συντεταγμένες (R, θ, ζ), όταν η ροή είναι μη στατική, εί

ναι:

v=v(R, ζ)θ» έτσι που έχουμε,

Λ  Λ Λ  ν

R R0 Κ

0 RV 0

Δεδομένου, ότι

VHR(|^) + 0 ( ^ g )  +£(|ζ·)

Άρα,

Αφού ζ

Επιπλέον
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Άρα, η εξίσωση (3) παίρνει τη μορφή:

(4 )

Από τη γνωστή τυπική θεωρία της θερμότητας δια αγωγής» η λύση της

(4), είναι:

όπου k είναι μία σταθερά. Η (5) δείχνει, ότι το ζ μικραίνει γρήγο

ρα με την πάροδο του χρόνου.

8.13 Διασπορά Ενέργειας λόγω Εσωτερικής Τριβής 

(Ιξώδους) .

Αν ακολουθήσουμε ένα στοιχείο ύλης από ιξώδες ρευστό ορι

σμένης μάζας ρδυ και το οποίο κινείται σε κάθε χρονική στιγμή t 

με ταχύτητα τότε η κινητική του ενέργεια είναι ^(ρδυ)^2. Συνε

πώς, ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας κατά το χρόνο t, 

καθώς ακολουθούμε το στοιχείο είναι:

'Αρα, ο ολικός ρυθμός απόκτησης κινητικής ενέργειας από ολόκληρο 

το ρευστό (όγκου U) είναι

για ένα ασυμπίεστο ρευστό. Τώρα, για ένα τέτοιο ρευστό, η διανυ - 

σματική εξίσωση των Navier - Stokes μπορεί να λάβει τη μορφή:

(5)

JpV.(gr)du =ρ /^.(g^-)du 
U U

Επομένως, ο ρυθμός διασποράς της ενέργειας λόγω εσωτερικής τριβής 

(ιξώδους) είναι.
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Αλλά,

V.i^cur 1 ?} = (cur 1I?)2-V. {V^(V^ }

σύμφωνα με όσα εξετέθησαν στο Κεφάλαιο 1. Άρα,

W =μ/(ν-'^)2άυ-μ / V.(tAcur Tif)du 
U U

= μ / (7λ̂ ) du- /n.(t^cur 1 ̂ )dS 
U S

όπου S είναι π ολική επιφάνεια που περικλείει 

ρίπτωση, που π οριακή επιφάνεια (τοιχώματα) S 

α και δεν υπάρχει ολίσθηση μεταξύ ρευστού και 

S, οπότε:

W = μ / ζ2άυ 
U

8.14 Στατική Ροή νύρω από Ακίνητη Σφαίρα

Υποθέτουμε, ότι μία στερεά σφαίρα ακτίνας α κρατείται με 

το κέντρο της στην αρχή ενός ομοιόμορφου ρεύματος ιξώδους ασυμπί

εστου υγρού, το οποίο έχει αδιατάρακτη ταχύτητα lj = -1)ί. Εδώ, η U 

υποτίθεται μικρή. Τότε στη γειτονική περιοχή της σφαίρας π ταχύτη

τα του ρευστού ^ θα διαφέρει από την περιβάλλουσα ταχύτητα ί,αλλά 

θα είναι ακόμη μικρού μέτρου. Η διανυσματική εξίσωση των Navier- 

Stokes, στη συνήθη γραφή της είναι:

νρ -νν-(ν4)

Όταν η ροή είναι στατική, |]γ = <5· Αφού η H είναι παντού μικρή, η 

Ι ν Ϋ  μπορεί να υποτεθεί επίσης μικρή συγκρινόμενη με [νΛ(νΛ̂ ).]. 

Άρα, θα υποθέσουμε την προσέγγιση,

φ ν ρ  - v V ~ ( v 4 )  =ϋ (1)

για αργή στατική ροή, όπου ^ + -υΤ στο άπειρο και στην επιφά

νεια r=a. θα υποθέσουμε, ακόμη, ότι οι εξωτερικές δυνάμεις του

τον όγκο U. Στην πε- 

βρίσκονται σε ηρεμί- 

τοιχώματος,H=(5 στην
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σώματος διατηρούνται αναλλοίωτες, έτσι ώστε έχουμε, V 4  =0.

Στη συνέχεια, λαμβάνοντες το curl και των δύο πλευρών της (1),βρί

σκουμε:

cur 1 cur 1 cur 1 0 = 0 (2)

Η εξίσωση της συνεχείας είναι V.0 = 0. Αυτή ικανοποιείται από μία 

διανυσματική συνάρτηση t  (ένα διανυσματικό δυναμικό) όπου:

0 = ν 4  (3)

Από τις (2) και (3)

cur 1 cur 1 cur 1 cur 1 ί * 0 (4)

M t * r )  = Σ{ T ^ M l ^ r ) }  = Σ{ί*(0Α||)}

«Σ{Τ*(04)} = 0(ΣΪΐ) -Σ(0.ί)ί

«315-15 = 215

'Αρα, όταν r 0 ·*· 4Va(0 4 )  , η οποία ικανοποιείται από την 

A +4(04). Ας προσπαθήσουμε να βρούμε λύσεις της (4), της μορφής

i = r'n 0 4  (5)

To η εδώ είναι ένας άγνωστος. Είναι φανερό ότι αναμένουμε η =0 να 

είναι μία λύση, η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες στο άπειρο. Έχου

με,

= l U - n r - n- 1 ( §  )04 + r'n 0- <||)}

« -nr’’n"2l{xTA(0-r)) + r“n2i?404)} 

= r“n{ Σ0-Σ(0.ί)ί}-ι«*"η’ίίΓ-(04)
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S2r"nt-nr”n_2(r2i-(fi.r)r)

* (2-n)r'nt + nr"n“2(l5.r)‘ir

'Αρα,

V-(v4) = (2-n)2{1-'(|j-·) (r”nU)}+ ηΣ [ΐΛ(|χ) · ίΐ""η”2(ύ. r)r>]

= (2-n)2{t-'(-nr"n~1 x|)}+ n l [ M - ( n+2)r"n'3(£) 

( l ^ +r - n- 2( t i . T ) ^ " n- 2( t l . f ) t } ]  =

= -n(2-n)r"n_2(r^)+nr”n"2(tî r) = n(3-n)r”n_2(tiAr) 

Συνεπώς, αφού ft = γ^ΪΪα γ ,

cur 1 cur 1 cur 1 cur 1 ft = η(3-η)ν''[νΛ{τ”η"2(ϋ/τ ) }] =

* n(3-n)(n+2)(l-n)r"n_lf(^r)

Επομένως, η (4) ικανοποιείται από μία συνάρτηση της μορφής (5) για 

η =-2, 0, 1 ή 3. Με επαλληλία μπορούμε να έχουμε μία γενικότερη λύ

ση.

ft«(fc?)(kir2+k2 + ^ + £ w  (6)

Αφού ft->-i(1!Ur) καθώς r-*·®, απαιτούμε ki=0, k2=i, έτσι ώστε

X ■ (tl·?) [i+(£*)+({& J (7)

Αλλά,

Ϋ = ν 4  = iVA(ti r) +k3VA(r-1tiAr)+kHV-(r“3l!l-r)

και όπως έχουμε δείξει,

νΛ(τ"ηϊ!Μ*) = (2-n)r-n i+nr“n-2(ti.r)r,

7 =ί + kair-11) + r”3(ΐί.r)r>+ki»(-r”3 l3+3r"5(ti.r)r}
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* ( l+ k 3 r" l -k» r"s^  + (k 3r" 5+3k^r"s)( t i . ir ) r  (8 )

Για r=a, ^ παντού, έτσι ώστε,

1 + kja"1 - Μ " 3 = 0 = k3a“s+3ki,a“s

Βρίσκουμε kss-^a, k* =-jp έτσι, που π (8) δίδει την ταχύτητα του 
ρευστού,

V ® { 1 -|-^-^(^)3>(5+^(p--Sy)(0.r)r (9)

και το διανυσματικό δυναμικό είναι:

*  = (7 ’ t  (10)

Το διάνυσμα στροβιλότητας είναι:

ζ = v 4  = V * ( v 4 )

Αφού δείξαμε ότι

V-[v-{r'n t)-f}] =n(3-n)r'n"2(tî r)

ς a r -3O^r (11)

Συνεπώς, στο σημείο του ρευστού, το οποίο έχει σφαιρικές πολικές 

συντεταγμένες (r, θ, ψ) η αρχή των οποίων είναι το κέντρο της σφαί

ρας και η γραμμή που διέρχεται από αυτό κατά τη διεύθυνση Τ και 

προσδιορίζει το θ«0, το μέτρο της στροβιλότητας είναι:

C » y a r ” 2U s1n6  (12)

Από την ενότητα 8.8, είναι γνωστό ότι ο ρυθμός διασποράς της ενέρ

γειας λόγω στροβιλότητας, όταν τα όρια της σφαίρας βρίσκονται σε 

ηρεμία, είναι:

Μ »μ/ζ2όυ 
V
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όπου V είναι ολόκληρος ο όγκος του ρευστού έξω από τη σφαίρα. 

Έτσι,

W = u / n /°° 2 nr2sin0^2dr 
θ=0 r=a

= £ μ π υ 2α2 f°r~2dr. J^inOde = 6μπυ2α 
a 0

Αν το D συμβολίζει την ολική αντίσταση του ιξώδους του ρευστού στη 

σφαίρα, τότε W=DU. Άρα,

0=6πμαΙΙ (13)

Προφανώς, αν η σφαίρα κινείται με σταθερή ταχύτητα υΤ μέσα σε ρευ
στό που βρίσκεται σε ηρεμία, ο ίδιος τύπος ισχύει για το συντελε

στή αντίστασης λόγω του ιξώδους. Στην ειδική περίπτωση πουμίαστε- 

ρεά σφαίρα ακτίνας α και πυκνότητας σ πέφτει κατακόρυφα μέσα σε έ

να υγρό πυκνότητας ρ(<σ), η αντίσταση του ιξώδους δημιουργεί μία 

τερματική ταχύτητα, ας πούμε, U. Όταν επιτυχγάνεται αυτή, αν εξι

σώσουμε το βάρος της σφαίρας με την άνωση και το συντελεστή αντί

στασης της τριβής, έχουμε:

Δ Λ
^•na3og = j n a 3p g +6 πα μυ ή

ϋ = |  (σ-ρ)α2(£) (14)

8.15 Διαστατική Ανάλυση, Αριθμός του Reynolds

8.15.1 Εισαγωγή

Μέχρι τώρα έχουμε, κυρίως, ερευνήσει εκείνα τα προβλήματα 

ιξώδους ροής, τα οποία είναι αναλυτικά εύχρηστα, αν και είδαμε 

στην τελευταία ενότητα, ότι πρέπει να γίνουν προσεγγίσεις για να 

προσδιοριστεί ο συντελεστής αντίστασης λόγω της εσωτερικής τριβής 

του ρευστού σε' ακίνητη στερεά σφαίρα μέσα σε ένα ομοιόμορφο ρεύ

μα. Στις πρακτικές εφαρμογές, όπως εκείνες που ανακύπτουν στο σχε- 

διασμό, πλοίων.αεροσκαφών, υποβρυχίων κλπ., είναι συνήθως αναγκαί

ο να εκτελεστούν πειράματα με μοντέλα και να συσχετιστεί η συμπε

ριφορά τους με εκείνη του πρωτότυπου κανονικού μεγέθους σώματος.
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Στη γενική περίπτωση, αυτό απαιτεί όχι μόνο να είναι το μοντέλο και 

το σώμα γεωμετρικά όμοια σώματα, αλλά επίσης, όσο είναι δυνατόν 

κάποιος να διαπιστώνει ότι τα δύο κέκτηνται δυναμική ομοιότη

τα , με την έννοια ότι οι λόγοι των αντιστοίχων δυναμικών ποσοτή

των στις αντίστοιχες θέσεις θα πρέπει να είναι ίσοι. Έτσι, για 

παράδειγμα, αν θέλουμε να προσομοιάσουμε την κίνηση ενός πλοίου, 

μπορεί να είναι επιθυμητό να εξασφαλιστεί, ότι πλησίον του πλοίου, 

ο λόγος των δυνάμεων τριβής προς τις δυνάμεις αδρανείας θα πρέπει 

να είναι ίδιος για ολόκληρο το σώμα και το μοντέλο, θα αναπτύξου

με τώρα κριτήρια, τα οποία δίνουν τη δυνατότητα στις συνθήκες της 

δυναμικής ομοιότητας να λαμβάνονται μεταξύ του πλήρους σώματος και 

του μοντέλου. Η μέθοδος που χρησιμοποιείται περιλαμβάνει την οικο

δόμηση γενικών ή αδιάστατων εξισώσεων και μορφοποιεί την επιστήμη 

της διαστατικής ανάλυσης.

8.15.2 Το θεώρημα Π του Buckingham

Το θεώρημα Π του Buckingham αποδεικνύει ότι σε ένα φυσικό 

πρόβλημα που εξαρτάται από η παραμέτρους που έχουν m διαστάσεις 

οι παράμετροι μπορούν να περιοριστούν σε n-m ανεξάρτητες αδιάστα- 

τες παραμέτρους. Αν Αι, Α2,...,Αη είναι οι σχετικές παράμετροι,π. 

χ., πίεση, εσωτερική τριβή, ταχύτητα κλπ., επειδή όλες αυτές οι 

ποσότητες είναι θεμελιώδεις για την επίλυση του προβλήματος, θα 

πρέπει να υπάρχει μία συνάρτηση της μορφής, F(Ai, A2,...,An) =0,

Π οποία παριστά το φυσικό πρόβλημα.
Αν Πι, Π2....  παριστάνουν αδιάστατες ομάδες των παραμέ

τρων Αι, Α2, Α3,...,Αη, τότε, αν ο αριθμός των διαστάσεων είναι m, 

υπάρχει μία εξίσωση της μορφής

F(flj, Π2»...»nn_m ) =0

για το φυσικό πρόβλημα.

Η απόδειξη του θεωρήματος Π, δίδεται σε σχετικά με τη διαστατική 

ανάλυση εγχειρίδια (βλέπε βιβλιογραφία). Η μέθοδος προσδιορισμού 

των παραμέτρων Π έχει ως εξής: Επιλέγουμε m από τις παραμέτρους 

Αη με διαφορετικές διαστάσεις, ώστε να περιέχουν όλες τις διαστά
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σεις m και τις χρησιμοποιούμε ως επαναλαμβανόμενες μεταβλητές μα

ζί με μία από τις υπόλοιπες ποσότητες An yia κάθε nn_m . Επί παρα- 

δείγματι, έστω ότι οι Αι,Α2,Α3 περιέχουν τις διαστάσεις Μ, L και Τ, 

όχι απαραιτήτως καθεμία χωριστά, αλλά συνολικά. Τότε, η πρώτη πα

ράμετρος Π ι έχει τη μορφή:

Π! = Α?> Α^1 A3 1 Αμ

Π δεύτερη Π2 = Α*2 Α^2 Α*2 Α5 κ.ο.κ., μέχρι την

xn-m yn-m zn-m 
nn-m= Ai A2 A3 An

Οι εκθέτες των παραπάνω εξισώσεων θα πρέπει να προσδιοριστούν έτσι, 

ώστε κάθε να είναι αδιάστατο. Οι παράμετροι Αη αντικαθίστα

νται από τις διαστάσεις τους και οι εκθέτες Μ, L και Τ εξισώνονται 

με το μηδέν,αντιστοίχως. Έτσι, προκύπτουν τρεις εξισώσεις με 

τρεις αγνώστους για κάθε Π, από τις οποίες βρίσκονται οι εκθέτες 

χ, y, ζ και άρα και το Π.

Αν περιέχονται δύο μόνο διαστάσεις, τότε επιλέγουμε δύο 

από τις παραμέτρους Απ ως επαναλαμβανόμενες μεταβλητές και σχημα

τίζουμε δύο εξισώσεις με δύο άγνωστους εκθέτες για κάθε Π.

Σε μερικές περιπτώσεις, οι αδιάστατες παράμετροι είναι προ

φανείς και δε χρειάζεται να καταφύγει κανείς σε εξισώσεις. Η 

απλούστερη περίπτωση είναι εκείνη, όπου δύο ποσότητες έχουν τις 

ίδιες διαστάσεις π.χ. μήκους. Τότε, ο λόνος των δύο αυτών ποσοτή

των είναι η παράμετρος Π.

Η όλη διαδικασία γίνεται καλύτερα κατανοητή με παραδείγμα

τα.

8.15.3 Εξαγωγή των αδιάστατων Παραμέτρων, Αριθμός 

Reynolds κλπ.

Στην ενότητα 8.9, η εξίσωση κίνησης των Navier-Stokes ε

νός ιξώδους ασυμπίεστου ρευστού κατά τη διεύθυνση χ είναι,

9u
9t

+ υ|Η+ϋ|ϋ3χ 3y
+ B 8 ! L . X . I | > + V ( £ u

9ζ ρ 9χ ν9χ 9jr 9ζ2/ ( 1)
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Υποθέτουμε, ότι τα L, V, Ρ συμβολίζουν ένα χαρακτηριστικό μήκος, 

ταχύτητα και πίεση, αντιστοίχως. Τότε τα μήκη * οι ταχύτητες και 

οι πιέσεις στην (1) μπορούν να εκφραστούν ως προς αυτά τα μενέθη. 

Έτσι, γράφουμε:

χ s Lx', y = Ly', z =Lz' (2)

u = Vu', υ =Vu', ω = Vu»' (3)

ρ=Ρρ'
•

(4)

όπου, όλες οι τονούμενες ποσότητες είναι καθαροί αριθμοί χωρίς δια

στάσεις. Τότε, αφού L/V είναι ο χαρακτηριστικός χρόνος, έχουμε:

au _ a(vu') _ν2 au'
T E - W ^ T T ' r a r

1 311-1 3(Ρρ·) - Ρ 8Ρ- 
Ρ 9χ ρ 3(Lx) pL 8x'

a2u _ a T v u l ) = ν a V  
ax7  ” 9(Lx' )2 I7  ax’7

Αντικαθιστώντες αυτούς τους όρους στην (1) και απλοποιούντες, λαμ

βάνουμε :

au' ..., au'.... au'.... au’.LX ρ ap’. ν / a V . d2u \ azu\ ,ex
W  +u a ?  ϋ ay'+u t o ' - W - m w ' V D t o P + W * " a ? 5’ (5 )

Στην εξ (5), το αριστερό μέλος είναι εξ ολοκλήρου αδιάστατο. Άρα, 

και το δεξιό μέλος θα πρέπει να είναι αδιάστατο. Συνάγεται, οτιοι 

τρεις ποσότητες

LX Ρ ν
Ψ · pV5’ VL

πρέπει να είναι αδιάστατες. Για να κατασκευαστεί ένσ πιστό μο

ντέλο μιας δεδομένης ασυμπίεστης ιξώδους ροής, είναι 8ε-
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μελιακό οι τρεις αυτοί αριθμού να διατηρηθούν σταθερού. 
-------------------τν---- ------------— ·— — — ---------------------
0 πρώτος αριθμός (γτ) μας λέει πως να κλιμακώσουμε τις εξωτερικές 
δυνάμεις του σώματος (Αριθμός Froude). 0 δεύτερος αριθμός (^-) 

εξασφαλύζει τη δυναμική ομοιότητα στις δύο ροές, σε σημεύα που η 

εσωτερική τριβή ε ίνα ι άνευ σημασύας. Τέτοια σημεία μπορούν να υ

πάρχουν σε απομεμακρυσμένες από τα όρια θέσεις (Αριθμός Weber). 0 

τρίτος αριθμός εξασφαλίζει δυναμική ομοιότητα σε αντίστοιχα ση

μεία πλησίον των οριακών τοιχωμάτων, όπου επικρατούν οι επιδρά

σεις του ιξώδους. Καλείται αριθμός Reynolds και συμβολίζεται 

με R, δηλαδή,

θα πρέπει να σημειωθεί, εντούτοις, ότι στην πράξη, όταν προσομοι- 

άζεται μία δεδομένη ροή, είναι σχεδόν, αν και όχι πάντοτε, δυνα

τόν να διατηρούνται και οι τρεις αριθμοί σταθεροί και επίσης να 

διατηρούν γεωμετρική ομοιότητα. Σε τέτοιες περιπτώσεις κάποιος πρέ

πει να αποφασίσει προηγουμένως ποιοι πρέπει να είναι οι κύριοισκο

ποί της προσομοίωσης. Αν, π.χ., η μελέτη είναι κυρίως για την αντί

σταση της εσωτερικής τριβής στα πλοία, τότε είναι σημαντικό να δια

τηρηθεί ο αριθμός Reynolds σταθερός όταν προτυποποιείται ολό-
ρ

κλήρο το σκάφος. Αν δεν είναι επίσης, δυνατόν να διατηρηθεί ο (pyr) 

σταθερός, τότε αυτό σημαίνει ότι το μοντέλο δεν είναι πιστό αντί

γραφο του πρωτοτύπου σε θέσεις μεμακρυσμένες από το όριο, όπου οι 

επιπτώσεις της τριβής είναι ασήμαντες.

0 αριθμός Reynolds είναι χρήσιμος για τη μελέτη σημαντι - 

κών χαρακτηριστικών μιας ροής. Έτσι, ένας μεγάλος αριθμός R υπο- 

δηλοί ότι το ρευστό είναι μικρού ιξώδους. Ένας μικρός R υποδηλοί 

πολύ μεγάλο ιξώδες (εσωτερική τριβή). Το νερό και ο αέρας είναι 

ρευστά μικρής εσωτερικής τριβής και κατά την κίνηση δίδουν μεγά

λους αριθμούς Reynolds. Επίσης, είναι γνωστό από πειράματα ότι αν η τι

μή του — υπερβαίνει μία ορισμένη κρίσιμη τιμή, η ροή παύει να εί

ναι στρωτή κοντά στα οριακά τοιχώματα. Στις περιπτώσεις αυτές η ρο

ή γίνεται ακανόνιστη γιατί σχηματίζονται δίνες ή στρόβιλοι πλησί

ον του ορίου: Τέτοια ροή καλείται τυρβώδης (ή αναταρακτική)
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8.16 To οριακό Στρώμα του Pradtl

Υποθέτουμε τώρα ότι έχουμε στρωτή ροή ενός ρευστού σε με

γάλο αριθμό Reynolds πάνω σε ομαλή στερεά οριακή επιφάνεια, όπως 

είναι μία επίπεδη πλάκα. Αν το οριακό τοίχωμα είναι ακίνητο, τότε 

το ρευστό σε επαφή με αυτό, θα είναι επίσης ακίνητο. Καθώς κινού

μαστε προς τα έξω κατά μήκος της καθέτου, η ταχύτητα του ρευστού 

θα αυξηθεί βαθμιαία μέχρις ότου επιτευχθεί τελικά η τελική ταχύτη

τα του ρεύματος. Μιλώντας ρεαλιστικά μπορούμε να πούμε, ότι αυτό 

προσεγγίζεται ασυμπτωτικά, αλλά οι μεγαλύτεροι ρυθμοί μεταβολής 

της ταχύτητας συμβαίνουν μέσα σε ένα λεπτό στρώμα του ρευστού σε 

επαφή με τα οριακά τοιχώματα. Αυτό καλείται οριακό στρώμα. Εί- ' 

ναι μία περιοχή στην οποία οι δυνάμεις του ιξώδους (εσ. τριβής) 

και οι δυνάμεις αδρανείας είναι συγκρίσιμων μεγεθών. Έξω από αυ

τό το στρώμα, οι δυνάμεις του ιξώδους είναι πολύ μικρότερες από 

τίς αδρανειακές. Το Σχ. 8.12, δείχνει στρωτή ροή πάνω σε μία επί

πεδη επιφάνεια. 0 Οχ λαμβάνεται στην επιφάνεια#ο Oy κάθετος σε αυ

τή και η κάθετη στην επιφάνεια σχεδιάζεται στο Ρ. Σε διάφορα ση

μεία αυτής της κάθετης, τα διανύσματα σχεδιάζονται παράλληλα προς 

την επιφάνεια και με κατάλληλα μήκη, v l o  να παριστάνουν τις ταχύ

τητες του ρευστού στα σημεία αυτά. Μπορούμε να ορίσουμε το ιΐάχος 

h του οριακού στρώματος, ως την περιοχή στην οποία η συνιστώσα χ 

της ταχύτητας μεταβάλλεται από 0 σε 0.99 υ.Το ανώτερο όριο έχει ο

ριστεί αυθαίρετα. Ένα άλλο όριο παρόμοιου μεγέθους θα έδιδε μία
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συγκρίσιμη τιμή για το h. Η θεωρία του Pradtl υποθέτει ότι οι δυ
νάμεις του ιξώδους είναι σημαντικές στην περιοχή 0<y<^h αλλά α
μελητέες για y >h. Τέτοιες υποθέσεις, επιτρέπουν να γίνονται προ
σεγγίσει κοί υπολογισμοί για το h.

Στο Σχήμα 8.12, υποθέτουμε, ότι η ροή είναι δισδιάστατη 
και ότι σε ένα σημείο Ρ(χ, y) του οριακού στρώματος, η ταχύτητα 
του ρευστού είναι t = u(x, y)T + u(x, y)j. Τότε παραλείποντας τις ε
πιπτώσεις της συμπιεστότητας, η εξίσωση της συνέχειας γίνεται:

3u , 9υ _ n
Ν 3χ 9y (1)

και εν απουσία εξωτερικών δυνάμεων, οι εξισώσεις Tiov.Navier-Stokes
είναι:

9u+il3u+u3U- 1 jfi. , , ./32U + 3 2Ux 
9t+U9 x +U8 y — p i t +v( W (2)

9u 4.,, 3P x,,3U 1 3P  ̂ ,/32u 92u>
W +U3x+U3y''p » +v (-3>F+ 3 F )

(3)

Έστω, L ότι είναι ένα χαρακτηριστικό μήκος κατά τη διεύθυνση Οχ 
Τότε, οι εξισώσεις (1) -(3) μπορούν να γίνουν γενικές θέτοντας:

jj.u o=Lu π=χ - ν ± = Ut 
u U* hU’ L* y P  1 L’

Οπότε, μετά τις απλοποιήσεις, λαμθάνουμε:

9χ 9y υ ( Γ )

9ΰ . -  3ϋ , 9ΰ _ 9Ρ ,  1 r 92ΰ . /U2 92ΰ 
9 T+U3X+UW “ W (2 ’ )

9Τ+υΗ +υ9γ"'(ν  # +π  9 F - + ( f  w (3')

όπου R είναι ο αριθμός Reynolds ̂

Στη (2'), αφού (·ρ-)2»1, μπορούμε να κάνουμε την προσέγγιση
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(4 )

Σε ένα σημείο του οριακού στρώματος, αλλά όχι στην επιφάνεια, φαί
νεται λογικό να υποθέσουμε, ότι

ΰ =0(1), χ =0(1), y =0(1), € =0(1), ρ =0(1)

όπου το 0 συμβολίζει την τάξη μεγέθους των μεταβλητών αυτών.Άρα:

Για τον αέρα, αν πάρουμε ως τυπική τιμή την

v-0.145xl0~V.sec"*, και L = 1.122 m, U =61.8m.sec”1 

τότε, η (5) δίδει, ότι:

Συμβαίνει συχνά για αρκετά μεγάλες ταχύτητες του ρεύματος, το ορι

ακό στρώμα που σχηματίστηκε σε μία στερεά επιφάνεια να διασπαστεί 

και να επεκταθεί μακριά από το σημείο στο οποίο συμβαίνει η διά

σπαση σχηματίζοντας μία περιοχή πολύ τυρβώδους ροής, προς την κα

τεύθυνση κίνησης του ρεύματος. Ένα τέτοιο χαρακτηριστικό παρατη- 

ρείται, όταν πνέει αέρας πάνω από μία αεροτομή. Στο οριακό στρώ-

Φ * 0 { 1 ) ,  φ = 0 ( 1 ) ,  (| | )= 0 (1 )

Οπότε
du _ ,Luw uh

Επίσης

έτσι, η (4) δίδει:

0(1)+0(1) +0(1) =0(1) +(^τ)0(1), δείχνοντας ότι

h=0(LR_i) = 0(v{j)* (5)

h-vS^xlO ^cm



μα, λόγω της μεγάλης βαθμίδας ταχύτητας της κάθετης προς το τοί
χωμα, θα σχηματιστεί στροβιλότητα. Στην πραγματικότητα στην παρα
πάνω δισδιάστατη περίπτωση, το μέτρο της στροβιλότητας είναι περί-

κριά από το ρεύμα και διαχέεται προς τα έξω από το τοίχωμα. Αυτό 
έχει ως αποτέλεσμα τη διεύρυνση του οριακού στρώματος. Επιπλέον, 
μπορεί να συμβεί ροή έξω από το οριακό στρώμα να επιβραδύνεται με ε
πακόλουθο την αύξηση της πίεσης. Η βαθμίδα της πίεσης (βαροβαθμί- 
δα) μπορεί να μεταφερθεί προς το οριακό στρώμα και στην περίπτω
ση υποηχητικής ροής, μπορεί να μεταφερθεί πίσω προς το οριακό στρώ
μα. Η επακολουθούσα εμφάνιση πίεσης στο οριακό στρώμα, μαζί με την 
απώλεια ενέργειας λόγω στροβιλότητας, μπορεί να έχει ως αποτέλε
σμα την αναστροφή της ταχύτητας του ρευστού σε κάποιο σημείο του 
οριακού τοιχώματος. Σε ένα τέτοιο σημείο το οριακό στρώμα διασπά- 
ται και αποκολλάται από την επιφάνεια αφήνοντας πίσω του στην αύ
λακα μία γραμμή από δίνες. Το Σχ. 8.13 δείχνει ροή πάνω από την α
νώτερη επιφάνεια μιάς αεροτομής. Κατά μήκος των καθέτων από τα ση-

σημεία A, Β, C, σχεδιάζονται οι μορφές της μεταβολής της ταχύτη
τας σε διάφορα σημεία. Διάσπαση του οριακού στρώματος συμβαίνει 
στο Β.

8.16.1 Η ολοκληρωτική εξίσωση του Karman

Σχήμα 8.13

Αναφερόμενοι πάλι στις εξισώσεις (1) και C2) της ενότητας
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8.16, στην οποία η ρ υποτίθεται σταθερή ή στο οριακό στρώμα, οπό

τε και το ν είναι εκεί σταθερό, παρατηρούμε ότι:

+ οΜ  =ui y . = 2u—  +-3i ^
u3x ay u 3x 3y u3y ffl3x 3y

με την χρήση της (1). Άρα, η εξ. (2) γίνεται:

ϋί+Κ.Μ*) +1(Μΐ=. 1 1E+Vi !“
3t 3x 3y ρ 3χ

5̂ 11
αν παραλείφουμε τον όρο . Αν το οριακό στρώμα περιορίζεται στο 

στρώμα O ^ y  <h, τότε ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση από y=0 
μέχρι y-h, αυτή δίδει:

4  ^  Φ *  · Φ . »

Αλλά, αν u =ϋ όταν y =h, τότε

tuuj ο = Uuh = 0  dy

dll
Συνεπώς, χρησιμοποιώντας gy = 0, όταν y = h

7 * * * Α · * - * Λ * · - ϊ * - Φ .

Η ολοκληρωματική αυτή εξίσωση Οφείλεται στον Karman.

8.17 Μήκος ανάμιξης του Prandtl

Είδαμε σε προηγούμενη ενότητα, ότι δύο καταστάσεις ροής 

χαρακτηρίζονται δυναμικά όμοιες όταν:

(ί) Είναι γεωμετρικά όμοιες, δηλαδή, οι αντίστοιχες γραμμικές 

διαστάσεις έχουν λόγο σταθερό και

(11) Οι αντίστοιχες γραμμές ροής είναι γεωμετρικά όμοιες ή οι 

πιέσεις σε αντίστοιχα σημεία έχουν λόγο σταθερό.

θεωρώντας δύο καταστάσεις ροής γεωμετρικά όμοιες ο Rey

nolds συμπέρσνε, ότι είναι δυναμικά όμοιες αν οι γενικές διαφορι

κές εξισώσεις των δύο ροών είναι ταυτόσημες. Έτσι, ανακάλυψε ότι
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οι δύο ροές είναι όμοιες όταν η αδιάστατη παράμετρος R®— · είναι 
Π ίδια και στις δύο περιπτώσεις. 0 αριθμός αυτός Ctou Reynolds) 
μπορεί να θεωρηθεί ως ο λόγος της διατμητικής τάσεως τ0, λόγωστρο 
βιλισμού προς τη διατμητική τάση τν, λόγω ιξώδους. Εφαρμόζοντας 
την εξίσωση της ορμής σε μία στοιχειώδη επιφάνεια 6S (Σχ. 8.14),

Σχήμα 8.14

μπορούμε να βρούμε τη διατμητική τάση λόγω στροβιλισμού. Αν η δια
κύμανση ταχύτητας μεταξύ των δύο πλευρών της επιφάνειας είναι ιι’ 
και η ταχύτητα η κάθετη στην 6S, υ'» τότε, από την εξίσωση της 
γραμμικής ορμής έχουμε ότι η διατμητική δύναμη δί είναι

δΐ = pu'u'6S

όπου pu'0S η μάζα της μεταβαλλόμενης ορμής στη μονάδα του χρόνου 
και u'η διαφορά της αρχικής οπό την τελική ταχύτητα, κατά τη διεύ - 
θυνση s. Διαιρώντας δια του 6S λαμβάνουμε τη διατμητική τάση τ0 
λόγω στροβιλισμού, δηλαδή:

τ0 =ριΓυ' (1)

Η διατμητική τάση λόγω ιξώδους μπορεί να γραφεί:

όπου ιι' η απόκλιση της ταχύτητας στην απόσταση L, κάθετα προς την 
ταχύτητα. Τότε ο λόγος

ia - iL L P
τυ " μ
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έχει τη μορφή του αριθμού Reynolds.
Εξάλλου, η φαινομένη διατμητική τάση στην τυρβώδη ροή, δίδεται 

από τη σχέση,

τ = ( μ + η ) ^ ·  (2)

η οποία περιλαμβάνει και την επενέργεια του ιξώδους. 0 Prandtl α

νέπτυξε μία χρήσιμη θεωρία στροβιλισμού, τη θεωρία του μήκους 

ανάμιξης. Στη θεωρία αυτή τα υ'και υ' εκφράζονται συναρτήσει ε

νός μήκους ανάμιξης 1 και της κλίσης της ταχύτητας όπου το 1 
είναι ο χρονικός μέσος όρος της ταχύτητας και το y μετρείται κάθε

τα προς τη διεύθυνση του υ. Στα αέρια, κάθε μόριο προτού συγκρου- 

στεί με άλλο μόριο διανύει μία απόσταση που λέγεται μέση ελευθέ- 

ρα διαδρομή. Κατ’αναλογίαν (Σχ. 8.15), ο Prandtl υπέθεσε ότι έ- 

ναστροβιλιζόμενο σωματίδιο ρευστού διανύει απόσταση 1 προτού χά

σει τη στροβιλική στροφορμή του και κινηθεί αστρόβιλα. Τότε,η δια

κύμανση' u’ είναι:

Αυτό σημαίνει, ότι το μέτρο της μεταβολής της ταχύτητας εξαρτάται 

από τη χρονική μέση τιμή της, μεταξύ δύο σημείων που απέχουν από 

στάση 1, κατά τη διεύθυνση της y. Από την εξίσωση συνεχείας, ο 

Prandtl συμπέρανε ότι τα u' και υ' είναι ανάλογα, δηλαδή:

Αντικαθιστώντας τα u' και υ' ατην εξ.(1) και ενσωματώνοντας τη στα

θερά της αναλογίας στο 1 λαμβάνουμε την εξίσωση, η οποία ορίζει το 
μήκος ανάμιξης,

* ο “ Ρ ΐ 2φ 2 Ο )

Το τ0 ενεργεί πάντοτε κατά φορά που αναγκάζει την κατανομή THC τα
χύτητας να γίνεται περισσότερο ομοιόμορφη. Σύγκριση της εξ. (3) 

και της εξ. (1), της ενότητας (4.1 II), δίδει:
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Σχήμα 8.15

n=pl!(§) (4)

Το η δεν εκφράζει κάποια ιδιότητα του ρευστού, όπως το μ, αλλά ε- 
ξαρτάται από την πυκνότητα ρ, την κλίση της ταχύτητας και το μή
κος ανάμιξης 1.
Στην τυρβώδη (ή αναταρακτική) ροή το η» το οποίο αναφέρεταιπολλές 
φορές ως στροβιλική τριβή (δινοίξώδες), είναι πολύ μεγαλύ
τερο από το μ. Μπορεί να ορισθεί και ο λόγος ε που είναι μία ι
διότητα της ροής, είναι ανάλογο με το κινηματικό ιξώδες και ονομά
ζεται συντελεστής κινηματικής στροβιλικής τριβής (κινη
ματικό δινοίξώδες).
Ο Von Karman, αφού μελέτησε σχέσεις δυναμικής ομοιότητας στην α
ναταρακτική ροή, εισηνήθπκε τη σχέση

1 = kdu/dy
d2'u/dy2 (5)

όπου k *0.41, είναι μία γενική σταθερά της αναταρακτικής (τυρβώ- 
δους)ροής, ανεξάρτητη της διάταξης του οριακού τοιχώματος ή του α
ριθμού Reynolds.
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8.18 Κατανομή της ταχύτητας (Profile)

Η έννοια του μήκους ανάμιξης χρησιμοποιείται για να μελε

τηθεί η κατανομή της ταχύτητας μετά του ύψους, σε μία τυρβώδη ροή 

πάνω από επίπεδη πλάκα και μέσα σε αγωγό. Στην τυρβώδη ροή πάνω α

πό λεία επίπεδη επιφάνεια (π.χ. ροή ανέμου σε λείο έδαφος),η δια- 

τμητική τάση στο ρευστό είναι σταθερή, έστω τ0. Η εξίσωση (2) 

της προηγούμενης ενότητας ισχύει, αλλά το η τείνει στο μηδέν κο

ντά στην επκράνεια και η επίδραση του μ είναι αμελητέα μακριά από 

αυτή. Αν το η είναι αμελητέο σε στρώμα πάχους y =d όπου υπερισχύ

ει το μ, η εξ. (2) της ενότητας 8.17, γράφεται:

I a  = M u =vu d
ρ p y y ’ y - ( l )

0 όρος / Σ θ . μ „  έχει διαστάσεις ταχύτητας και ονομάζεται τα χύτη 

τα διατμητικής τάσης ή ταχύτητα τριβής.

Επομένως,

a  =y*y.
υ* V y <d ( 2 )

και αποτελεί μία γραμμική σχέση μεταξύ u και y στη ροή.

Για y>d, το μ είναι αμελητέο και η εξ. (2) της ενότητας 8.17 γρά 

φεται:

τ 0 = Ρ ΐ 2φ 2 <3 >

Το 1 από διαστατική άποψη πρέπει να είναι ανάλογο του y, δηλαδή 

1 =ky. Αντικαθιστώντας στην (3) και με αναδιάταξη της σχέσης, έ

χουμε: 4

(4)
u* k y

Ολοκληρώνοντας την εξ. (4), έχουμε:

jj· *■flny + σταθερά (k =0.41 σταθερά Karman) (5)

Η εξ.(5) συμφωνεί με τα πειραματικά αποτελέσματα και είναι πολύ 

χρήσιμη όταν το τ είναι συνάρτηση του y, γιατί η μεγαλύτερη μετά-
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βολή της ταχύτητας εμφανίζεται πλησίον των οριακών τοιχωμάτων, ό

που το τ είναι πρακτικώς μηδέν. Η εξ. (5) ισχύει και για τυρβώδη 

ροή μέσα σε σωλήνα.

8.19 Διάχυση

Η απότομη ανταλλαγή σωματιδίων ρευστού σε ένα στροβιλισμό 

μεταφέρει και διαχέει κάθε μορφή συγκέντρωσης μέσα σε αυτό, π.χ. 

συγκέντρωση αλάτων, ιζημάτων, χρωμάτων, ρύπων, θερμοκρασίας, κλπ. 

Οι μελέτες έδειξαν, ότι ο συντελεστής διασκορπισμού (μεταφοράς) εί

ναι ανάλογος προς την στροβιλική τριβή (δινοϊξώδες) των στροβιλο

ειδών διαχύσεων των συγκεντρώσεων, πέραν εκείνων της ορμής.

Αν Τ είναι η θερμοκρασία, Η η μεταφορά θερμότητας, ανά μο

νάδα επιφάνειας και χρόνου και Cp η ειδική θερμότητα υπό σταθερή 

πίεση, τότε

Η ~cPnay =-cppl2 3y‘3y ^

όπου ηθρ είναι η στροβιλική αγωγιμότητα. Για μεταφορά ουσιών, αν C 

είναι η συγκέντρωση ανά μονάδα όγκου και c ο ρυθμός μεταφοράς, α

νά μονάδα επιφάνειας, τότε

c =

με το εε ανάλογο του ε, δηλαδή ανάλογο του χαρακτηριστικού ύφους 

των προεξοχών των οριακών τοιχωμάτων, τα οποία καθορίζουν τη φύση 

της τραχύτητας.



9. ΣΥΜΠΙΕΣΙΜΗ ΡΟΗ

9.1. Εισαγωγή

Στα προηγούμενα εξετάσαμε, κυρίως, την ασυμπίεστη ροή. Σε 

αυτό το Κεφάλαιο θα εξεταστεί η συμπιέσιμη ροή, στην οποία υπεισ

έρχεται μία νέα μεταβλητή, η πυκνότητα και χρησιμοποιείται μία ε

πιπλέον εξίσωση, η καταστατική εξίσωση, η οποία συνδέει την πίεση 

με την πυκνότητα. Είναι ευνόητο, ότι για την ανάλυση της συμπιέσι- 

μης ροής, είναι απαραίτητες και οι άλλες εξισώσεις που διέπουν τη 

Μηχανική και Δυναμική των ρευστών, δηλαδή, η εξίσωση της συνεχεί

ας, η εξίσωση της κίνησης και οι νόμοι της θερμοδυναμικής.

Ειδικότερα, στην αρχή θα εξεταστούν ορισμένα θέματα θερμο

δυναμικής και στη συνέχεια, μερικά θέματα δυναμικής των αερίων.

9.2. Η καταστατική εξίσωση μιας ουσίας

Οι μετρήσιμες ποσότητες μιας συμπιεστής ουσίας είναι η πί

εση ρ, η πυκνότητα ρ και η θερμοκρασία της Τ. Οι τρεις αυτές ποσό

τητες βρέθηκε, ότι συνδέονται με μία συναρτησιακή σχέση της μορωής

F(p, ρ, Τ) =0 (1)

όπου F είναι μία μονότιμη συνάρτηση των μεταβλητών ρ, ρ, Τ. Μία 

τέτοια εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση της κατάστασης της ου

σίας . Η μορφή της F εξαρτάται από τη φύση της ουσίας και για ορι

σμένα αέρια είναι απλή, ενώ για άλλες ουσίες είναι εξαιρετικά πο

λύπλοκη.

Είδαμε στο Κεφάλαιο 5, ότι η πίεση σε ένα ρευστό οωείλε- 

ται στη μεταβολή της ορμής των μορίων του από στρώμα σε στρώμα. 

Εξάλλου, τα κινούμενα μόρια έχουν κάποια κινητική ενέργεια λόγω 

της τυχαίας τους κίνησης. Η θερμοκρασία αποτελεί μέτρο αυτής της 

κινητικής ενέρνειας της τυχαίας μοριακής κίνησης.

Εδώ, θα περιοριστούμε στη μελέτη των αερίων ουσιών. Σε με

ρικές περιπτώσεις, τα μόρια ενός αερίου έχουν αμελητέο όγκο και 

ουσιαστικά δεν υπάρχουν αμοιβαίες έλξεις μεταξύ των μορίων. Ένα 

τέτοιο αέριο λέμε ότι είναι τέλειο αέριο και η εξίσωση της κα
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τάστασής του είναι:

ρ = R ρΤ (2)

όπου R είναι η ειδική σταθερά του αερίου. Αν το R αναφέρεται σε 1 

γραμμομόριο του αερίου, τότε είναι το ίδιο για όλα τα τέλεια αέρι

α και ορίζεται ως παγκόσμια σταθερά των αερίων. Στην περίπτωση αυ

τή το -jj- είναι ο όνκος ενός γραμμομορίου.

Αέρια, όπως ο αέρας, το οξυγόνο, το υδρογόνο, το άζωτο κλπ., 

για ένα μεγάλο διάστημα τιμών των ρ, ρ, Τ είναι σχεδόν τέλεια και 

για τις περισσότερες περιπτώσεις η εξ.(1 ) μπορεί να ληφθεί ως κα

ταστατική εξίσωση. Όταν όμως τα μόρια έχουν όγκο και υφίστανται 

ενδομοριακές έλξεις, η ορθή εξίσωση της κατάστασης είναι:

(ρ +“ 2) (υ - b) = RT (3)

όπου υ =·̂ , α = σταθερά, b = o  όγκος των μορίων.

Η εξ. (3) αναφέρεται ως εξίσωση του van der Waals.

Άλλες εξισώσεις της κατάστασης που έχουν προταθεί για πραγματικά 

αέρια, είναι οι εξής:

ίρ + (γ~τ)Ηυ - b) =RT του Clausius και οι

{ p + ( ^ ) > ( u - b) =RT

ρ(υ - b) = RT exp{ - του Dieterici

9.3. 0 Πρώτος Νόμος της θερμοδυναμικής

0 πρώτος νόμος της θερμοδυναμικής επιβεβαιώνει 

την αμοιβαία ισοδυναμία μεταξύ θερμότητας και μηχανι 

κού έργου και, όπως είναι γνωστό, εκφράζεται με τη μορφή:

dQ=dU+dW (1)

όπου dQ, η προστιθέμενη ή αφαιρούμενη θερμότητα σε ένα σύστημα,
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dU, η μεταβολή της εσωτερικής του ενέργειας και dW, το παραγόμενο 

ή (καταναλισκόμενο) έργο. Η εξ.(1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση:

d Q = d U + p d u  (2 )

Η εσωτερική ενέργεια μπορεί να εκφραστεί ως προς τις ποσότη

τες ρ, Ρ, Τ, δηλαδή, ως συνάρτηση των δύο από αυτές με τη βοήθεια 

της καταστατικής εξίσωσης. Πράγματι, έστω, U s U(u, Τ), όπου υ -~  
ο όγκος της μονάδας της μάζας. Τότε, όταν τα υ, Τ μεταβληθούν κα
τά δυ, δΤ, η επακολουθούσα μεταβολή της U, είναι:

δ" · Φ τ 5“ * (Ι τ ! . 5Τ (3)

όπου (#) σημαίνει, ότι το Τ διατηρείται σταθερό κατά τη διαφόρι-9U J
ση κλπ.
Αν υποθέτουμε, ότι το σύστημα είναι μεμονωμένο τότε, η δ Τ = 0 ,  οπό

τε η (3) δίδει:

6 U . ( g ) T6U (4)

Ακόμη» αν το σύστημα δεν τροφοδοτείται από έξω με θερμότητα και 

δεν παράγεται εξωτερικό έργο, τότε δ ϋ * 0 . Άρα, η (4) δίδει:

(5)

Αφού δυ/0, η (5) δείχνει ότι (~·γ= 0 και άρα, U=U(T).

Η σχέση U »ϋ(Τ) ισχύει για τά τέλεια α έ ρ ι α , αλλά όχι για 

τα πραγματικά, όπου η εσωτερική ενέργεια είναι συνάρτηση όχι μόνο 

της κινητικής ενέργειας των μορίων, αλλά και της ενέργειας που ο

φείλεται σε άλλα αίτια, όπως στην περιστροφή των μορίων, στη δόνη· 

σή τους, στη δυναμική τους ενέργεια κλπ.

Αν dQ είναι το ποσό της θερμότητας που προστίθεται στη μο 

νάδο μάζης Μίας ουσίας και προκαλεί μία αύξηση της θερμοκρασίας 

Τ, τότε ο ρυθμός αύξησης της προστιθέμενης θερμότητας ως προς την 

αύξηση της θερμοκρασίας είναι Αυτό ορίζει μία ποσότητα γνω-
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στή ως ειδική θερμότητα της ουσίας και είναι η απαιτούμενη προ

σθήκη θερμότητας στη μονάδα της μάζας για να αυξηθεί η θερμοκρασί

α της κατά μία μονάδα. Αν ρ είναι η πίεση και υ ο όγκος της μονά

δας της μάζας μιας συμπιέσιμης ουσίας τότε, ορίζεται η ειδική 

θερμότητα σε σταθερή πίεση cp και η ειδική θερμότητα σε 

σταθερό όγκο cu , από τις σχέσεις:

c
Ρ’

Από τις εξ. (2), (3) έχουμε:

Άρα,

Για να λάβουμε τη cp , έχουμε,

CP = Φ ρ  = Φ υ +{ρ+© Τ }Φ ρ

Συνεπώς,

cp β ευ+{ρ+(|^)τ}(|^)ρ (7 )

Οι εξ. (6 ) και (7) δείχνουν ότι c ^ C u  και ειοαρμόζονται για κάθε 

ουσία. Αν τις ε<ραρμόσουμε στα τέλεια αέρια, για τα οποία U=U(T), 

τότε η (6 ) δείχνει, ότι

r  - ducu "cIT ( 8 )

και η (7) δίδει,

CP (9)

Ακόμη, η καταστατική εξίσωση ενός τελείου αερίου είναι

Βυ Ρ
pu = RT, οπότε (3f)p sjj· και η (9) γίνεται:
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Cp=Cy+R (10)

Επίσης, για τα τέλεια αέρια, π κινητική θεωρία δείχνει, ότι π εσω

τερική ενέργεια U είναι ευθέως ανάλογη της θερμοκρασίας Τ και αυτό 

οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η Cu είναι σταθερά. Η εξ.(10) δείχνει,ό

τι η Cp είναι επίσης σταθερά και άρα,

όπου γ είναι μία σταθερά που ορίζεται ως αδιαβατική σταθερά. 

Από τις (10) και (11) αμέσως έχουμε:

° υ =^ΓΓ <12) και CP =^?T (13)

Για τον αέρα και τα περισσότερα διατομικά αέρια (0 2 , Η2, Ν2), εί

ναι γ «* 1 .4.

Σημειώστε, ότι για ένα τέλειο αέριο η (8 ) συνεπάγεται, ότι:

U(T) =CuT

αν η κλίμακα της θερμοκρασίας εκλεγεί έτσι, ώστε U(0) =0. Οπότε, 

δεν υπάρχει ασωτερική ενέργεια όταν Τ *0. Η θερμοκρασία αυτή κα

λείται απόλυτο μηδέν και η αντίστοιχη θερμοκρασιακή κλίμακα κα· 

λείται απόλυτη ή Κλίμακα Kelvin

9.4. Συναρτήσεις της Κατάστασης. Εντροπία.

Έστω <ρ, ότι είναι μία θερμοδυναμική συνάρτηση μιας ουσί

ας, που εκφράζεται ως προς τις δύο από τις τρεις μετρήσιμες ποσό

τητες ρ, ρ, Τ. Αν εκφράσουμε τη φ ως προς τις ρ και u (ας πούμε) 

τότε, κατά τη μεταβολή από την κατάσταση Α στην κατάσταση Β η τι

μή της φ εζαρτάται μόνο από τις συνθήκες στα Α και Β και καθόλου 

από τις διαδρομές που τα συνδέουν. Σε αυτές τις περιπτώσεις, η 

ορίζεται ως μία συνάρτηση της κατάστασης.

Υποθέτουμε, ότι το διαφορικό της <ρ εκφράζεται ως προς τα 

dp και du, από τη σχέση:
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d<p=M(p, u)dp+N(p, u)du (1)

Αν η (pB -<ΡΑ είναι ανεξάρτητη της διαδρομής της μεταβολής από την 

κατάσταση Α στη Β, τότε το φ πρέπει να είναι τέλειο διαφορικό. Η 

αναγκαία και ικανή συνθήκη για να ισχύει αυτό, είναι:

3Μ 3Ν
 ̂3υ ̂ Ρ = ̂ 3ρ^υ ( 2 )

Η (2) ισχύει, όταν η <ρ(ρ, υ) είναι συνάρτηση της κατάστασης.

Η μαθηματική έκφραση του πρώτου νόμου της θερμοσυναμικής δίδεται 

από τη σχέση:

dQ = ρ d υ + dU

Για ένα τέλειο αέριο,

dU = CpdT = (^L)d(pu)

με τη χρήση της καταστατικής εξίσωσης pu = RT. Συνεπώς, για ένα τέ

τοιο αέριο,

dQ = {1 + φ } ρ  d υ + φ υ  d ρ = (£pfi_du_*3Ll!l&)

Ταυτίζοντας το dQ, με το dφ, έχουμε Μ = ( η ^  , Ν = (η^)ρ 

Τότε:

Αφού, Cp^Cu, η εξ.(2) καταστρατηγείται δείχνοντας, ότι το dQ δεν 

είναι ακριβές διαφορικό. Αυτό σημαίνει ότι η Q που προστέθηκε στη 

μονάδα μάζας του αερίου δεν είναι συνάρτηση της κατάστασης: εξαρ- 

τάται από την εκλενείσα διαδρομή κατά τη μεταβολή από την κατάστα

ση Α στη Β. Χρησιμοποιώντας ρυ = RT, η σχέση του dQ για ένα τέλειο 

αέριο μπορεί να γραφεί με την εναλλακτική μορφή:

ds = (£f)du + (^)dp (3)

όπου ds =·γ·. Οπότε, είναι:
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i-(£ p .) = 0 ; 4-(£u-) = o
3p  ̂ u ' * S ir  p '

και

I t f ?) -b f t y

Αυτό δείχνει, ότι το ds είναι ένα τέλειο διαφορικό. Μπορούμε να ο

λοκληρώσουμε το διαφορικό αυτό, το οποίο δίδει,

s -s0 =cplogu +C(,1og ρ (4)

ή
log(puY) = ls--r3al 

cu
Συνεπώς,

ρυΎ = e x p { ^ ~ (2ος νόμος θερμοδυναμικής) (5) 
cu

Η ποσότητα s καλείται εντροπία, ανά μονάδα μάζας και το ds το 

διαφορικό της εντροπίας. Ροές για τις οποίες το s είναι σταθερό κα

λούνται ισεντροπικές. Η εξ. (5) δείχνει, ότι χαρακτηρί

ζονται από τη σχέση, _

ρυΎ = σταθερό (6 )

θα επανέλθουμε στις ισεντροπικές ροές πάλι στην ενότητα 9.6.

9.5. Ταχύτητα Ηχητικού Κύματος σε ένα Α έ ρ ι ο .

Αριθμός M a c h .

Η ταχύτητα μιας μικρής διαταραχής σε ένα αγωνό μπορεί να 

προσδιοριστεί αν εφαρμόσουμε τις εξισώσεις της κίνησης και της συ

νεχείας. Ας δούμε πρώτα, πως μπορεί να εμφανιστεί μία μικρή στατι

κή μεταβολή της ταχύτητας, της πίεσης και της πυκνότητας σε ένα α

νοικτό αγωγό. Αναφερόμενοι στο Σχ. 9.1, μπορούμε να γράφουμε την 

εξίσωση συνεχείας με τη μορωή

ρ VS * (p+dp)(V +dV)S

όπου S το εμβαδό της διατομής του ανοικτού αγωγού.
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I 1
V— -  |j —*v+dv
ρ D+dt>
Ρ p+dp
S s

Σχ. 9.1
λ »

Η-εξίσωση μετά τις αναγωγές, γράφεται:

p d V + V d p = 0

Εξάλλου, εφαρμόζοντας την εξίσωση της κίνησης στον όγκο που περι

κλείεται από τις διακεκομένες γραμμές έχουμε:

pS - (ρ +dp)S = pVS(V + dV - V) 

dp =-ρ VdV ή V2 = $ Π )

Άρα, μία μικρή διαταραχή ή απότομη μεταβολή σε στατική ροή μπο

ρεί νε εμφανιστεί, όταν η ταχύτητα στον αγωγό γίνει V =/gj^ . Η τα

χύτητα αυτή ονομάζεται ταχύτητα του ήχου μέσα στο μέσο που ε

ξετάζουμε και συμβολίζεται με c. Η διαταραχή που πηγάζει από ένα 

σημείο προκαλεί την εκπομπή ενός σφαιρικού κύματος, αλλά σε κάποι

α απόσταση από την πηγή το μέτωπο του κύματος μπορεί να θεωρηθεί 

γραμμικό ή μονοδιάστατο. Μεγάλες διαταραχές μπορούν να έχουν ταχύ

τητα μεγαλύτερη της ηχητικής (π.χ. μία έκρηξη βόμβας). Η εξίσωση 

της ταχύτητας του ήχου

■ Ί
μπορεί να γραφεί σε διάφορες χρήσιμες μορφές.

( 2 )
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Όπως γνωρίζουμε, το μέτρο διόγκωσης ορίζεται από τη σχέση:

ΤΓ

όπου U ο όγκος του ρευστού που υφίσταται μεταβολή πίεσης κατά dp. 

Αλλά, επειδή ισχύει,

dU.dUs. dp 
T T U S ”  ρ

το k μπορεί να γραφεί

κ dP

Τότε, από την εξ. (2) είναι:

c / |  (3)

Η εξίσωση αυτή ισχύει για υγρά και αέρια.

Αν η μεταβολή είναι αντιστρεπτή, τότε ds ή T d s =dQ. Αν εί

ναι και αδιαβατική dQ = 0. Επομένως, για μία αντιστρεπτή καταστατι

κή μεταβολή ds =0 ή s = σταθερό. Δηλαδή, μία αντιστρεπτή αδιαβατι

κή μεταβολή είναι ισεντροπική. Τότε από την εξίσωση (5) της 9.4 

έχουμε, s - s0 = 0 s * s0 και

Pu Y s Pouo

Αν οι μεταβολές της θερμοκρασίας και της πίεσης λόγω διέλευσης η

χητικού κύματος είναι μικρές, η αλλαγή της κατάστασης είναι σχε

δόν αντιστρεπτή και αδιαβατική. Τότε, στο όριο η μεταβολή μπορεί 

να θεωρηθεί ισεντροπική και η εξ.(6 ) της 9.4, δηλαδή ηρυΎ*σταθερό,

δ1δει ^ s3p και

c ■ ή με τη βοήθεια της ρ = ρ RT,

c γ RT (5)
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η οποία δείχνει, ότι η ταχύτητα του ήχου σε ένα τέλειο αέριο εξαρ- 

τάται μόνο από την απόλυτη θερμοκρασία του. Έτσι, κατά τη ροή ε

νός αερίου σε αγωγό η ταχύτητα του ήχου μεταβάλλεται μεταξύ των 

διατομών του, αφού μεταβάλλεται η θερμοκρασία του λόγω μεταβολής 

της πυκνότητας και λόγω τριβών. Στην ισόθερμη μεταβολή της ροής η 

ταχύτητα του ήχου παραμένει σταθερή.

0 αριθμός Mach είναι ένας αδιάστατος αριθμός και ορίζε

ται ως λόγος της ταχύτητας ενός ρευστού προς την τοπική 

ταχύτητα του ήχου στο ρευστό, δηλαδή:

μ 4  <«>

V2
Υψώνοντας τον αριθμό Mach στο τετράγωνο λαμβάνουμε που εκφρά

ζει το λόγο της κινητικής προς τη θερμική ενέργεια του ρευστού,δε

δομένου ότι η κινητική ενέργεια είναι ανάλογη του V και η θερμι

κή ανάλογη του Τ. 0 αριθμός Mach αποτελεί μέτρο για τη σπουδαιότη- 

τα της συμπιεστότητας. Για ένα ασυμπίεστο ρευστό το k είναι άπει

ρο και άρα, Μ = 0. Για τα τέλεια αέρια, ισχύει:

k = γρ (7)

επειδή η μεταβολή (συμπίεση) είναι ισεντροπική.

Όταν στον αριθμό Mach είναι V=c, τότε Μ = 1 και η ροή λέγεται η- 

χ η τ ι κ ή . Όταν Μ>1, τότε η V < c  και η ροή είναι υποηχητική. 

Όταν Μ>1, τότε V>c και η ροή είναι υπερηχητική, δηλαδή η τα

χύτητα της ροής του αερίου είναι μεγαλύτερη από την τοπική ταχύτη

τα του ήχου. 0 όρος διηχητική ροή συναντάται στην αεροδυναμική 

και λαμβάνεται κάπως αυθαίρετα να καλύψει το διάστημα των αριθμών 

Mach CL8 < Μ < 1.2. Η υπερυπερηχητική ροή λαμβάνει χώρα σε πολύ 

μεγάλους αριθμούς Mach, ας πούμε Μ >5.

9.5.1. Γωνία, Κύμα και Κώνος Mach

Όπως είδαμε προηγουμένως, ο σπουδαιότερος αδιάστατος α

ριθμός της Μηχανικής των Ρευστών (Δυναμικής των αερίων) είναι ο α

ριθμός Mach (Μ), δηλαδή, ο Η "  και συνηθίζεται να λαμβάνεται ως 

μέτρο των μεγάλων ταχυτήτων. Έστω, ότι μία πηγή δημιουργεί μι
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κρές αυξήσεις πίεσης (ήχο) και κινείται με Μ>1. Κατά τό χρόνο 

t = 0 έστω, ότι αρχίζει να κινείται ένα δακτυλιοειδές κύμα με ηχη

τική ταχύτητα (Σχ. 9.2). Κατά το χρόνο ti το κύμα έχει ακτίνα η =  

cti, ενώ η πηνή τον ίδιο χρόνο απέχει απόσταση Sj =Vt,. Σε διπλά

σιο χράνο t2 = 2tι, τα αντίστοιχα στοιχεία του κύματος και της α

πόστασης της πηγής θα είναι r2 =ct2 = 2cti καιε2 *vt2 = 2vti κ.ο.κ. 

Η περιβάλλουσα ευθεία τα κυκλικά αυτά κύματα είναι το λεγόμενο 

κύμα Mach. Από το σχήμα, τότε, έχουμε:

0 κώνος που σχηματίζεται από τις περιβάλλουσες τα κυκλικά κύματα 

που αντιστοιχούν στους διαφόρους χρόνους, λέγεται κώνος του 

M a c h .

9.6. Ισεντροπική Ροή Α ε ρ ί ο υ .

Στο Κεφάλαιο 5, δόθηκε η εξίσωση της συνεχείας:

για ένα κινούμενο συμπιεστό ρευστό και η εξίσωση ΐης κίνησης:

ο

ειημ Vti 3Vti ή

(|£) +V.(ptf) * 0
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dV
it Vp

Στην π ε ρίπτωση στατικής κίνησης, με απουσία εξωτερικών δυνάμεων, 

αυτές οι εξισώσεις γίνονται:

ν.(ρΫ)=ο, (1ν)$ = -φνρ

Επίσης, η εξίσωση του Euler, για τέτοια ροή, γίνεται:

t 2 + / ^ ·  = σταθερό (1)

Στη ν  ειδική περίπτωση ισεντροπικής ροής - για την οποία η εντροπί

α  κάθε σωματιδίου μένει σταθερή κατά μήκος κάθε ρευματογραμμής - 

p = kpY και η (1) ανάγεται στην

+ 7Τ Τ \ “ σταθερό κατά μήκος μιας ρευματο- 
'Ύ _ 1 ' γραμμής.

Το αριστερό μέλος της εξίσωσης αυτής δείχνει, ότι η μέγιστη τιμή 

της V επιτυγχάνεται όταν c = o και την συμβολίζουμε με iL . ΑυτήΙΠαΧ
είναι σίγουρα μία θεωρητική τιμή την οποία δεν μπορούμε να πετύ- 

χουμε στην πράξη. Εισάγουμε, επίσης, την κ ρ ί σ ι μ η  ταχύτητα του 

ήχου c*, η οποία ορίζεται ότι είναι η τιμή της ο, όταν V = c .  Τότε, 

η εξίσωση Bernoulli της ισεντροπικής ροής κατά μήκος μιας ρευματο- 

γραμμής μπορεί να γραφεί με τις μορφές:

όπου c0 είναι η τιμή της c στη ρευματογραμμή όταν V = 0 ,  δηλαδή, 

είναι η σ τ ά σ ι μ η  τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  ή χ ο υ . Ά λ λ η  μορφή αυτής της ε

ξίσωσης είναι:

_Ύ Ρ  ___
Ύ  ρ (γ -1 ) ρ„(γ-1)

όπου ο δείκτης ο αναφέρεται σε συνθήκες στασιμότητας. 

Για ένα τέλειο αέριο,



-  220 -

όπου Cp =^j- είναι ri ειδική θερμότητα σε σταθερή πίεση.

Άρα, η εξίσωση του Bernoulli κατά μήκος ρευματογραμμής μπορεί να 

νραφεί:

Στις ηχητικές ή κρίσιμες ταχύτητες (Μ = 1), ρ=ρ*, ρ*ρ*, Τ = Τ*, 

γ β 1.4, έχουμε:

9.7. Εκροή Αερίου δια μέσου Αγωγού Μεταβλητής 

Διατομής

Το Σχ. 9.3, απεικονίζει μία δεξαμενή η οποία περιέχει στά

σιμο αέριο σε υψηλή πίεση ρ0 , πυκνότητα ρ0 και θερμοκρασία Τ0. Στη 

δεξαμενή προσαρμόζεται ένας αξονικά συμμετρικός ανωνός, ο οποίος 

καταλήγει σε άνοιγμα και υποθέτουμε, ότι το αέριο εκρέει στατικά 

και ιοεντροπικά έξω στον αέρα, όπου η πίεση είναι μικρότερη tnc

Διαιρώντας την τελευταία εξίσωση με CpT, δίδει:

όπου Μ είναι ο αριθμός Mach με

Για ισεντροπική ροή έχουμε τις σχέσεις:

οπότε,οπότε,
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ρ0 . Έστω, ότι η διατομή του αγωγού μεταβάλλεται αργά καίά τέ

τοιο τρόπο ώστε, σε πρώτη προσέγγιση η ταχύτητα είναι σταθερή δια 

μέσου οποιοσδήποτε διατομής. Τότε, για κάθε σκοπό η ροή είναι μο

νοδιάστατη.

Έστω, ότι ρ είναι η πίεση, ρ η πυκνότητα και υ η ταχύτη

τα του αερίου σε μία διατομή S του αγωγού. Για στατική ροή η εξί

σωση συνεχείας είναι puS = σταθερά και η λογαριθμική παραγώγιση αυ

τής δίδει:

d P + d u + dp. = 0
ρ ιι S

Η εξίσωση Bernoulli

^-+ ί^ρ· = σταθερά 

σε διαφορική μορφή είναι:

u d u + (“jjj") = 0

θέτοντας dp =c2dp στη (2 ) και απαλέ ίφοντας το ~~ με τη βοήθεια της 
(1 ), η (2 ) δίδει:

ο ι

όπου Μ=£·» ο  αριθμός Mach. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για συζή

τηση:

I . Περίπτωση, όταν Μ <1

Η εξ. (3) δείχνει, ότι μία ελάττωση της S προκαλεί μία αύ

ξηση της u και αντιστρόφως. Έ τ σ ι ,  για να επιταχυνθεί η υπο

ηχητική ροή δια μέσου αγωγού είναι αναγκαίο να ελαττω

θεί η διατομή του S προς την κατεύθυνση της ροής.

1 1 . Περίπτωση, όταν Μ >1

Η εξ. (3) δείχνει, ότι η S και u αυξάνονται ή ελαττώνονται 

μαζί. Άρα, για να επιταχυνθεί η υπερηχητική ροή είναι α-

( 1 )

νανκαίο νο διευρύνουμε τον αγωγό προς την κατεύθυνση



Σχ. 9.3

τπς_ροής.
Επανερχόμενοι στην εξ. (2), θέτοντας d p = c 2dp λαμβάνουμε:

(4)

Η εξ. (4) δίδει τη δυνατότητα σε κάποιον να διακρίνει πως μεταβάλ

λεται η πυκνότητα του ρευστού με τη μεταβολή του αριθμού Mach. Πρά
γματι, η εξίσωση αυτή δείχνει ότι, για δεδομένη αύξηση της 

ταχύτητας συμβαίνει πτώση της πυκνότητας, της οποίας 

το μέτρο αυξάνει με την αύξηση του αριθμού Mach. Ακό

μη, για Μ >1 η πτώση της πυκνότητας είναι τόσο μεγάλη 

που ο αγωγός πρέπει να διασταλεί για να ικανοποιηθούν 

οι απαιτήσεις της εξίσωσης συνεχείας.

Από την εξ, (3), αν τ̂· = 0 , τότε Μ * 1 ή du=0. Η περίπτωση 

du = 0 γίνεται καταληπτή σε ασυμπίεστη ροή όταν η ταχύτητα της ρο- 

ής φθάνει ένα μένιστο στο στάδιο εκείνο κατά το οποίο η διατομή 

του αγωνού καθίσταται ελάχιστη. Για συμπιέσιμα ρευστά, ο Μ μπορεί 

να είναι μονάδα όταν η διατομή S είναι ελάχιστη.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα μπορούμε να πούμε,ό

τι αν, αρχίζοντας με υποηχητική ροή σε ένα αγωγό, ελατ

τώσουμε τη διατομή του προς την κατεύθυνση της ροής,τό- 

τε η ροή επιταχύνεται μέχρις ότου η διατομή φθάσει ένα 

ορισμένο ελάχιστο, στο οποίο ο αριθμός Mach είναι 1.Αν
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π έ ρ α ν αυτού του ελάχιστου της διατομής διευρύνουμε τον 

ανωνό. τότε η ροή μπορεί να επιταχυνθεί και πάλι πέρα 

από αυτή και να δημιουργήσει υπερηχητική ροή. Αυτό αποτε

λεί την αρχή της ροής δια μέσου ενός ακροφυσίου (άκρου σω- 

λήνα). Η ελάχιστη διατομή ορίζεται ως λαιμός ίΣχ. 9.4).

9.7.1. Διερεύνπσπ της μέγιστης Ροής Μάζας δια μέσου 

ενός Ακροφυσίου.

θεωρούμε, όπως προηγουμένως, ισεντροπική συμπιέσιμη ροή α

πό μία δεξαμενή, όπου επικρατούν συνθήκες στασιμότητας, δια μέσου 

ενός αγωγού μεταβαλλόμενης διατομής. Η ροή είναι μονοδιάστατη. 0 

αγωγός υποτίθεται, ότι στενεύει βαθμιαία και καταλήνει σε μία ελά

χιστη διατομή στην έξοδο.

Έστω S, ότι είναι η διατομή στην έξοδο του ανωγού, όπου 

η ταχύτητα είναι ιι, π πίεση ρ k o l  π πυκνότητα ρ. Τότε, εφαρμόζο

ντας την εξίσωση Bernoulli κατά μήκος μιας ρευματογραμμής από τη 

δεξαμενή μέχρι τη διατομή S, έχουμε:

Μ < 1 Μ = 1 Μ > 1

Σχ. 9.4

οπότε

Αφού = (&>-) /γ
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Η ροή μάζας μέσα από τη διατομή S, ανά μονάδα χρόνου, είναι: 

m «ρ uS =p0u S (jĵ·) Ύ (2)

Απαλείφοντας το u από την (1), η (2) δίδει:

Για να βρεθούν οι στάσιμες τιμές του m για σταθερό S και μεταβλη

τό γράφουμε Ρ =£- , οπότε 
Ρο ρο

m 2 = k(P ~  - Ρ Ύ ) (k = σταθερό) (4)

Από την (4), με διαφόριση, έχουμε:

( 5 )

Η εξ. (5) δείχνει, ότι $ ^ - 0 , δεαν & < ο .

« * 1 .

όταν

.-3L·,

ρ > ίγ ?Γ ) ( γ " 1) και & > 0 · ότσν ρ < ( d r )dP V I

Οι ανισότητες εζαρτώνται από την υπόθεση, ότι για κάθε αέριο εί

ναι γ>1. Τα παραπάνω αποτελέσματα δείχνουν, ότι το m είναι μέγιστο

όταν

<ΫΪΤ>
Α )

( 6 )

και τότε είναι:

"’max =s < if+f) ΡοΡο(^Ιχ) }** (7)

Η εξ. (6 ) σημαίνει, ότι ρ ® ρ *  (βλέπε ενότητα 9.6) και άρα, ότι 

για τη μέγιοτη ισεντροπική ροή μάζας, 0ι π „νθόκε<; στο
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επίπεδο εξόδου είναι ηχηΐίκέρ.

9.8. Κρουστικά Κύματα

9.8.1. Σχηματισμός Κρουστικών Κυμάτων

θεωρούμε πρώτα ένα ηχητικό κύμα ταχύτητας c κινούμενο μέ

σα σε ένα αέριο σε ηρεμία (Σχ. 9 , 5  (1 )). Η πίεση μπροστά από το

ρ+δρ ί>
ρ+δρ Ρ
δυ 0
* —* C

Σχ. 9.5(1)

κύμα είναι ρ· η πυκνότητα ρ και η ταχύτητα ενός υλικού σημείου 0 . 

Η πίεση αμέσως πίσω από το κύμα είναι ρ*δρ και η ταχύτητα ενός υ

λικού σημείουΟ. ΗΠίεση αμέσωςπίσω από το κύμαείναι ρ+δρ, η πυκνότη

τα ρ+δρ και η ταχύτητα ενός υλικού σημείου του 5u, όπου τα δρ, δρ, δυ εί

ναι πολύ μικρά, αφού η διαταραχή είναι ασθενής. Το Σχ. 9.5(11) δει-

Ό + δ ρ Ρ
Ρ + δ ρ Ρ
c - δ υ C
---------- *

Ηρεμυα

Σχ. 9.5(11)
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χνει, το ισοδύναμο πρότυπο που λαμβάνεται όταν το ηχητικό κύμα φέ
ρεται σε ηρεμία προσδίδοντας στο σύστημα μία προς τα πίσω ταχύτη
τα c. θεωρώντας το Σχ. 9.5(ΐί), αν εφαρμόσουμε την εξίσωση συνε

χείας στο στάσιμο κύμα, λαμβάνουμε:

ρα β (ρ +δρ)(ς - 6u)

όπου ελήφθη υπόψη η ροή μάζας ανά μονάδα χρόνου, μέσα από τη μονα

διαία επιφάνεια του κύματος. Άρα,

Αλλά*

Συνεπώς,

dp _du 
Ρ " c

du =c dp i  i "ΐΎ%Ρ0* Ρ dp, και έτσι,

ίΡ
μο

Επομένως,
(XiL)

2

2 co
( 1 )

όπου c0 είναι η ταχύτητα του ήχου στο αδιατάρακτο αέριο. Εξάλλου,

(ΧΕ)(β® 
1 ρ η γρ, ) ( f ) T“Ρο

( 2 )

με τη χρήση της Μ)· Κάθε μικρή διαταραχή εκπέμπεται με μία ταχύ-
ν\ \"ΗΛ/Ολ,

τητα ίση προς την τοπική ταχύτητα του ήχου, σε σχέση προς το ^  

ρευστό. 'Αρα, αν το ρευστό κινείται με ταχύτητα u, ισχύει:* ;%
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ταχύτητα εκπομπής της διαταραχής=υ+ς = u u

Συνεπώς, σε ένα μικρό χρονικό διάστημα τ, η απόσταση που διανύ- 

θηκε από τη διαταραχή είναι:

9.8.2. Στοιχειώδης Ανάλυση Κάθετων Κρουστικών 

Κυμάτων

Εδώ, θα ασχοληθούμε με την περίπτωση μιας στάσιμης κάθε - 

της κρουστικής διαταραχής. Το Σχ. 9.6 δείχνει ένα τέτοιο στάσιμο 

μέτωπο κρουστικής διαταραχής, το οποίο διαχωρίζει δύο ομοιόμορφες 

αέριες περιοχές 1, 2. Στην περιοχή 1, η πίεση, η πυκνότητα, η θερ

μοκρασία και η ταχύτητα του υλικού σημείου είναι αντιστοίχως, ρι, 

Ρι, Τι, Uj και ανάλογα για την περιοχή 2. Προϋποθέτουμε, ότι τα 

στοιχεία στην περιοχή 1 είναι γνωστά και το πρόβλημα είναι να βρού

με εκείνα της περιοχής 2 . Για το σκοπό αυτό πρέπει να θυμηθούμετη 

συνέχεια, την ορμή και την ενέργεια κάθε στοιχείου. Στο Σχ. 9.6,

οι

Ρΐ

Ρι
Τι

Ηρεμία

υ2

Ρ 2

Ρ2
Τ2

Σχ. 9.6

η ροή μάζας του αερίου ανά μονάδα χρόνου και ανά μονάδα επιφάνει

ας, η οποία διασχίζει το κύμα από την περιοχή 1 είναι PiUi. Αυτή 

που εισέρχεται στην περιοχή 2 είναι p2u2. Δεδομένου, ότι δεν παρά- 

γεται ούτε καταστρέφεται αέριο μέσα στο μέτωπο, θα ισχύει:

PiUi=p 2u2 =m (ας πούμε) (1)
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Επειδή, η τελική δύναμη της κρούσης στη μονάδα της επιφάνειας α

πό την 1 στη 2 είναι hi -ρ 2 και το κέρδος σε ορμή της μονάδας της 

διασχιζόμενης, επιφάνειας ανά μονάδα χρόνου από την 1 στη 2 είναι, 

m(u2 -ui), θα είναι:

P i -ρ 2 =m(u2 -ui) ή pi+mui =ρ 2 +mu2 (2 )

Εξάλλου, ο ρυθμός κατά τον οποίο οι πιέσεις επιδρούν στη ροή της 

μάζας m είναι piUi -p 2u2 και είναι ίσος με τον ολικό ρυθμό κέρ

δους σε ενέργεια από τη μάζα m. Η ολική ενέργεια ανά μονάδα μάζας 

του αερίου στην περιοχή 1 οφείλεται σε δύο αιτίες: στην κινητική 

και την εσωτερική ενέργεια. Οι αντίστοιχες συνεισφορές τους είναι

Άρα, η ολική μεταβολή της ενέργειας ανά μονάδα μάζας από την 1 

στη 2 , είναι:

2 2

και έτσι, ο ολικός ρυθμός της μεταβολής της ενέργειας για τη ροή 

μάζας m είναι m φορές η παραπάνω μεταβολή. Άρα, με το νόμο διατή

ρησης της ενέργειας, έχουμε:

Αλλά επειδή m=p,ui =p 2u2, η τελευταία εξίσωση μπορεί να γραφεί 

στη συμμετρική μορφή:

+ J L . - £ l  = u 1 + - J ^
Ύ-1 Ρι ■ Τ + Ϋ *

f i i
ρ2 (3)

Οι εξισώσεις (1) - (3) επαρκούν για να βρεθούν τα ρ2, ρ2, μ2, ως 

προς τα Pi, Pi, ui. Η θερμοκρασία Τ2 μπορεί, τότε, να βρεθεί από 

την καταστατική εξίσωση ρ2 = β ρ 2Τ2.

Από τις (1), (2), έχουμε:
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Pi -p 2 = m(u2 - ui) Β»>2(^-ρ· ) 

Από τις (1), (3), έχουμε:

Ύ ( Ε ι . Β ΐ )  - h u l
γ-1 νΡι Ρ2 <” Uz

Διαιρώντας κατά μέλη τις δύο τελευταίες εξισώσεις λαμβάνουμε

J L . . £jt/P.i.rP2/.P2= 1 ( 1 + 1  ) 
γ-Τ Ρ ι - ρ 2 Ζ^ρ2 Ρι

όπου,

ή

Ha. J . Y - U pi
Ρι (Ύ-1)Ρ2 - (ύ +1)Ρι

(4)

Ρζ r (Y-1J.Pi +(Υ+1)Ρ2 
Ρι (γ+1)Ρι + (γ-1)ρ2

(5)

Οι εξ. (4) και (5) καλούνται εξισώσεις Rankine-Hygoniot. 0α 

υποθέσουμε, ότι το αέριο σε μία διαταραχή είναι συμπιεστό. Αυτό θα 

θεμελιωθεί παρακάτω με την εντροπία και το 2ο νόμο της θερμοδυνα

μικής. Για γ = 1.4, η (4) δίδει:

ρ2 - 1 - 6 (Ρ?/Ρι)
Ρι (Ρ2/ Ρ ι ) - 6

και το Σχ. 9.7, δείχνει το διάνραμμα του λόνου ■[-- ως προς τον 

για την περίπτωση αυτή, μαζί με την ισεντροπική εξίσωση

^<£>’·4 Υ«·»<5ί«6
Προφανώς, το αέριο δεν μπορεί να συμπιεστεί, από μία κάθετη κρού

ση, σε πυκνότητα μεναλύτερη από έξη φορές εκείνης του προσπίπτο- 

ντος ρεύματος.

Η εξίσωση (3) μπορεί να γραφεί με τη μορφή:

u2i , ο2ι -uS + α22
T * W T T  2 ( Ϊ= Π

( 3 Ί
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%
S

Η μορφή της O') είναι ακριβώς ίδια με την εξίσωση Bernoulli για

-συμπιέσιμη ισεντροπική ροή, όταν δεν υπάρχει κρουστικό κύμα. Άρα, 

η κρίσιμη ταχύτητα (c*) είναι η ίδια στις δύο πλευρές της κρούσης 

και κάθε μέλος της εξ. (3') είναι ίσο με

' S f l
Το ίδιο ισχύει και για την (3) και αυτό, δίδει: 

Από την εξ.(2), έχουμε:

Uj -  ui = -£ ί------ Ρλ ... = Xf.1 c«{— -  —Vfΐ —-■(u2 -  u*)
2 1 m p,u, P2U2 7 Γ  *Kui 2 11

Av υποθέσουμε u2 j»Ui, τότε μετά από απλοποιήσεις, λαμβάνουμε τπ 

σχέση του Prandtl:

«ίο * = <£

u* +{T^1T} “ { έχουμε:

( 6 )

Από την



-  231 -

■■Μ-.. 1 1 _ ν+1 i  -U i,
ui{2 1γ-ΐ)Μ*'} ~ ΙΓΓγ'ΤΓ)' *

2

riiil - Ύ+1 
W  (γ-1) + (2/Mj

Κατά τον ίδιο τρόπο έχουμε:

/U2\ _ ύ+1_________
γ-1 + (2/Μ?)

(Η2 - £ )

Πολλαπλασιάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις και χρησιμοποιοντας 

την (6), μετά τις απλοποιήσεις, λαμβάνουμε τπν:

Μ . 1 *  ' * 7 %

!=:̂ r V
(7)

η οποία εκφράζει τη σχέση των αριθμών Mach δια μέσου της κρουστι

κής διαταραχής.

Είναι συχνά χρήσιμο να εκφράζεται το κλάσμα της πίεσης ĵ · ως προς 

τον αριθμό Mach Μι του προσπίπτοντος ρεύματος. Από την (4), έχου

με:
( Ι ί Ι\  (£ΐ\ _ ι 

P 2 - V l M P i J 1 
Ρι Ύ+1 Ρζ 

γ-1 ~ Ρχ

και χρησιμοποιώντας την (1), αυτή δίδει:

(Ύ+ljui 1 
Ρ2 _ (γ - 1 )υ2 

Ρι "
γ-1 u2

u2x
Q c
X t l _ ^
γ-1

Χρησιμοποιώντας την
u i\2_ γ+1

(γ-1) + (2/Μί)

μετά τις απλοποιήσεις, π τελευταία γίνεται:

Ρ 2 _ 2γΜχ γ-1 
ρι γ+1 γ+1 ( 8 )
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Συνδυασμός των (5) και (8), δίδει:

p2 _ 2+(γ-1)Μ? 
ρΓ— Γγ+TTMf (9 )

θα μελετήσουμε τώρα,περαιτέρω συνέπειες της σχέσης (6) TOuPrandtl. 

Η σχέση συνεπάγεται, ότι:

(1) αν ui >c„, τότε u2 <c* 

(1i) αν U! <c*, τότε u2 <c*

Πρέπει να διαφανεί ποια από τις δύο αυτές εναλλακτικές περιπτώσεις 

είναι βάσιμη· Οι σχέσεις Ranklne - Hugoniot είναι ανεπαρκείς για να 

δώσουν απάντηση στο πρόβλημα. Γιαυτό, είναι απαραίτητο να χρησιμο

ποιηθεί το δεδομένο, ότι πρέπει να συμβαίνει αύξηση της εντροπί

ας μέσα στην κρούση, με βάση τον 2ο νόμο της θερμοδυναμικής. Έστω, 

ότι slt s2 είναι οι ειδικές εντροπίες, ανά μονάδα μάζας, σε κάθε 

πλευρά της κρούσης. Τότε, από τον ορισμό της ενότητας 9.4 (εξ.(5)) 

είναι εύκολο να δει κανείς ότι:

s2 - Si = Culog

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (8) και (9), βρίσκουμε:

θέτουμε Μι =Ι+m, όπου το m είναι μικρό. Τότε,

^  -  l o g { ( ( l + f f i " I ) ( ι +m) Ύ}

= ( f + r )m' 7 (f + r ) m +T (f + r ) V · · · ·

♦ γ ί ^ Γ  ρ'-. · ·} -γ(· - Τ  +Τ  ‘· · ·}

ο ~2
“f  γ(γ-1)(γ+1) + •  ·  ·
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(s -s )Επειδή — - >o, γ>1, αυτό συνεπάνεται m > 0  και άρα, Μχ >1.

Συνεπώς:

fUj_\2 _^+1_______ , γ+1 _ ι
V  Τγ-1)+(2/Mj) '> (γ ^ ί) + 2 -1

ή Uj >c* και έτσι, u2 <u*. Άρα, η περίπτωση (ι) ισχύει καιηίπ) 

είναι λανθασμένη. Κατά παρόμοιο τρόπο δείχνεται, ότι Μ2 <1. Με άλ

λα λόγια δείξαμε, ότι για μία στάσιμη κάθετη κρούση, η αρχική ροή 

είναι υπερηχητική αλλά η διέλευσή της από την κρουστική διαταραχή 

την ανάγει σε υποηχητική. Με Μι >1, η (8) δείχνει ότι ρ2 >ρι και 

η (9) ότι ρ2 >Ρχ. Επομένως, κατά τη διέλευση του αερίου από μία 

διαταραχή, αυτό υπόκειται σε συμπίεση.

9.8.3. Στοιχειώδης Ανάλυση των Πλαγίων Κρουστικών 

Κυμάτων

Το Σχ. 9.8, δείχνει ένα προσπίπτον αέριο ρεύμα, ταχύτητας 

Η,  =UiT, το οποίο αποκλίνει κατά τη γωνία θ από ένα πλάγιο κρου - 
στικό κύμα και σχηματίζει γωνία β με τη διεύθυνση της προσπίπτου- 

σας ροής που καθορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα ί. Μετά την εκ

τροπή η νέα ταχύτητα είναι Ηζ =u2T + u2j, όπου ο είναι το μοναδιαί
ο διάνυσμα το κάθετο προς το Τ στο επίπεδο της ροής. Το κρουστικό 

κύμα χωρίζει το πεδίο στις περιοχές 1, 2. θέλουμε να βρούμε τη ροή 

στην περιοχή 2 ως προς τα δεδομένα της περιοχής 1. Οι συνιστώσες 

Hi καίΗζ, η κάθετη και η εφαπτομενική στο κρουστικό κύμα^ καθορί
ζονται από τις επιμέρους συνιστώσες [uin, ult], [u2n, u2t] κατ<* 

την έννοια που φαίνεται στο σχήμα.

Η εξίσωση της συνεχείας εφαρμοζόμενη μέσα στην κρούση εί

ναι:

P x U in = P 2u zn = m  (ας πούμε) (1)

όπου m είναι η ροή μάζας μέσα από τη μοναδιαία επιφάνεια της κρού

σης στη μονάδα του χρόνου. Αλλά η κάθετη δύναμη, στη μονάδα της ε

πιφάνειας της κρουστικής διαταραχής, η οποία κινεί το αέριο από 

την περιοχή 1 στη 2 είναι (ρι-ρ2) και ο ρυθμός της μεταβολής της 

ορμής κατά την κάθετη διεύθυνση από την 1 στη 2 είναι m(u2n-uin)>
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. t ■

οπότε εξισώνοντας τις δύο. έχουμε:

Pi +muin=P2+mu2n ί2)

Καθώς δεν υπάρχει ε<ραπτομενική δύναμη, η εξίσωση της ορμής αν εφαρ

μοστεί εφαπτομενικά στην κρούση, δίδει:

■“ i t * " " *  ή ui t e u 2t  (3)

Με συλλογισμούς παρόμοιους με αυτούς που χρησιμοποιήθηκαν γιο τις 

κάθετες κρούσεις, η εξίσωση ενεργείας είναι:

4 +r v ^ B4 +T Y ? f e 4  i £ r i c* <4>

ή

(ν ίπ  +.M n) + - X -  fix  . i l t l M  s (v k y £ n )  = _ t_  £ *
2 γ - Γ  p, ζΓγ^Τ) 2 γ-T  p2

Αντικαθιστώντες τις τιμές των ρ,, ρ2 ως προς τη c* που βρέθηκαν 
από την (4) στη (2) και χρησιμοποιώντας την (1), μετά τις απλοποι
ήσεις, βρίσκουμε:

u 2
m
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Επειδή, ult= u 2t, έχουμε:

< W c |  +u*n - ult u2t } = uinic* + u 2n - ( ^ ) u ltun } 

ή

(u2n -Um){c* - u inu2n - ( ^ K tu2t> = 0

Av u2n = υ ιη’ τότε α<ρού u2t =uit’ 0L ρο^ς 1 Kca 2 εί_
ναι ταυτόσημες. Γιαυτό u2n^ u in και έτσι,

u , „ u  = c  in 2n *  V l ' U2t (5)

Αλλά

uin = u isinP> u =u2s1np-u2cosp, u2t =u2cosB+u2sinP

Άρα, αντικαθιστώντας στην (5), μετά από αναγωγή, λαμβάνουμε:

υιεφβ(υ2εφβ-υ2) =ε*τεμ2β - (γ-1)(γ+1) 1(υ2+υ2εφβ) (6)

Α(ρού

u i t = u 2t »  U i C o s 3  = u 2 c o s 3  + υ2είηβ, τ ό τ ε

εφβ (ui - u 2)
u2

(7)

Αντικαθιστώντας την εφβ από την (7) στην (6) λαμβάνουμε:

u i = ( U 1 - U 2) 2 . f ^ A------ 2^ - U l U 2 +C*
( 8 )

Αν εισάγουμε τις αδιάστατες μεταβλητές:

U i
_  U l  - U g .» u2 - Cif>

-  — μ 2
U 2  = c*’ τότε:

- 9  “  \9 U 1 U 9 “  1
ui = (ui - μ 2) -For  - t

^ - - U x U z + l
(9 )
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Όταν to ΰχείναι σταθερό μπορούμε να σχεδιάσουμε το U2 ως προς το 

ΰ2. Η λαμβανόμενη καμπύλη καλείται πολική κρούση. Το Σχ. 9.9, πα

ριστάνει μία τέτοια καμπύλη. Είναι αποτέλεσμα της αρχής του Des-

Από την (9), ϋ2 =0 όταν ΰ2 =ϋχ καιΰ2 =Hj-. Άρα, υπάρχουν δύο κύ

ματα που δίδουν εκτροπή της ροής μηδέν. Αυτά χαρακτηρίζονται από 

τα σημεία A, Β και είναι αντίστροφα στον κύκλο κέντρευ (0, 0) και 

μοναδιαίας ακτίνας. 0 κύκλος αυτός διαιρεί το επίπεδο σε δύο περι

οχές. 'Εξω από τον κύκλο η ροή είναι παντού υπερηχητική και μέσα 

στον κύκλο υποηχητική. Στην περιφέρεια η ροή είναι ηχητική. ‘Αρα, 

ο μοναδιαίος κύκλος ορίζεται ως ηχητικός κύκλος.

Μία διανυσματική ακτίνα από το 0 κεκλιμένη κατά τη νωνία 

θ ως προς τον άξονα ΟΒΑ μπορεί να τμήσει την πολική κρούση σε τρί

α σημεία D, C, Ε. Η ταχύτητα που αντιστοιχεί στο Ε δεν είναι κατα

ληπτή αφού είναι μεγαλύτερη από εκείνη που αντιστοιχεί στο Α, την 

προσπίπτουσα ταχύτητα του ρεύματος. Η 0C δίδει μικρότερη ελάττωση 

ταχύτητας από ότι η 0D. Άρα, το C αντιστοιχεί σε μία ασθενή κρού

ση και το D σε ισχυρή. Το πείραμα φαίνεται να δείχνει, ότι στις 

περισσότερες περιπτώσεις η ασθενέστερη κρούση συμβαίνει για μία 

δεδομένη γωνία εκτροπής, θ. Πιστεύεται, αλλά ίσως δεν επιβεβαιώθη

κε ακόμη, ότι η ισχυρότερη κρούση είναι ασταθής. Λαμβάνοντας το C 

να έχει συντεταγμένες (ϋ2, ΰ2),οι οποίες αντιστοιχούν στις αδιά- 

στατες ταχύτητες της περιοχής 2, βλέπουμε ότι:

_ ΰ2
■ ( U P T T JΗ κλίση της AC
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οπότε αν η 0L σχεδιαστεί κάθετα στην Α , όπως στο Σχ. 9.9, 

η κλίση της ol = U2

Από την εξ.(7), εφ β = = (“4 - ^ .  Άρα: L0B = 0.

Επομένως, συμπεραίνεται, ότι αν μία διανυσματική ακτίνα σχεδιασμέ

νη ώστε να διέρχεται από το 0» σχηματίζει γωνία θ με τον ΟΒΑ και 

κόβει την πολική κρούση στα D, C, Ε όπως στο Σχ. 9.9, τότε η 0C 

παριστάνει την αδιάστατη ταχύτητα προς την κατεύθυνση κίνησης της 

κρούσης για μία δεδομένη εκτροπή θ της ροής και η γωνία μεταξύτου 

ΟΒΑ και της καθέτου 0L προς την AC δίδει τη γωνία 0, στην οποία η 

πλάγια κρούση έχει τη διεύθυνση του προσπίπτοντος ρεύματος στηνπε- 

ριοχή 1.

Από την (9) με διαφόριση, βρίσκουμε:

du2 _ (γ+1) ΰι - 3 (ν+1 )-1 ΰι ϋ2 +ϋι ΰ| + 2(γ+1) 1ύχ - 2ύιϋ2+1 

dQz (ΰιΰ2 - 1)^{2(γ+ΐ)-1 ΰι GaG2 +

Στο Α είναι, ΰ2 = ΰι, ΰ2 =0 και έτσι, δεν παρατηρείται μεταβολή 

της ταχύτητας στο Α και αναμένουμε το Α να αντιστοιχεί σε ένα πο

λύ ασθενές κύμα. ’Επίσης» στο Α βρίσκουμε:

/du^x _ (ΰι - I)"2 _____._
1 du 2 ' (ΤΓ-γ) (ϊ+γ) -*Γα2Γ +  Ί?®

Χρησιμοποιώντας τη σχέση

- 2  / u τ χ2_ γ+1__________
Ul = " ( γ - ί )  +’(2'/MJ)

βρίσκουμε:

(τϋ2·) =-(Μι-1)^ = συντεμ μ! ον 2 /\

όπου μι είναι η γωνία Mach για το υπερηχητικό ρεύμα στην περιοχή, 

1. Αυτό δείχνει, ότι καθώς το C-+A, β-*μι, δηλαδή, το σημείο Α
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στην πολική κρούση αντιστοιχεί σε ένα κύμα Mach κεκλιμμένο κατά τη 

γωνία μ, ως προς τό προσπίπτον ρεύμα. Ακόμη, από την έκφραση για 

το du2/du2, βρίσκουμε

οπότε, καθώςC-^B, το β + 0. Άρα, το σημείο Β στην πολική κρούσηαντι- 

στοιχεί σε μία κάθετη κρούση.

9.9. Η μέθοδος των χαρακτηριστικών εφαρμοζόμενη 

σε Υπερηχητικές Ομοιοεντροπικές Αστρόβιλες 

Ροές Αερίου

Στην ενότητα 9.6, καταλήξαμε στην εξίσωση (3')

Σ’ αυτή η σταθερά είναι η ίδια κατά μήκος κάθε ρευματογραμμής αλ

λά, εκτός και αν η ροή είναι ομοιοεντροπική, θα μεταβάλλεται από 

ρευματογραμμή σε ρευματογραμμή. Η συνθήκη για σταθερή εντροπία ε

νός υλικού σημείου του ρευστού στην κίνησή του κατά μήκος μιας ρευ 

ματογραμμής εκφράζεται από την εξίσωση:

αφού για στατική ροή, n t.v παριστάνει την εκτέλεση της χρονικής 

διαφόρισης, η οποία ακολουθεί το στοιχείο του ρευστού. Επιπλέον , 

η εξίσωση της κατάστασης μπορεί να ληφθεί με μία από τις ακόλου

θες μορφές:

( 1 )

( t f . V ) s  = 0 ( 2)

f(p, Ρ, Τ) =0 (3)

ή
ρ = F(p, s) (3')

όταν τα f, F είναι γνωστά. Η εξ. (2’) είναι καταλληλότερη γεα με 

λέτες περιπτώσεων ισεντροπικών κσι οροιοεντροιτικών ροών*
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Στα παραπάνω, οι εξισώσεις, (1), (2) k o l  (3') δίδουν τα ρ, ρ, 

s. Η εξίσωση Bernoulli συνάγεται από την εξίσωση κίνησης, αλλά η 

εξ. (1) είναι πολύ χρήσιμη, όπως θα δούμε. Έτσι, το πρόβλημα της 

ροής του ρευστού ε£ναι προσδιοριστέο.

Επειδή, (^.ν)? = ν φ  -^~ς, αν υπολογίσουμε το εσωτερικό γινόμενο 

της

(ΐ·ν)Ϋ = -φνρ (4)
με την ^ έχουμε:

t v ( f i )  = - φ ν . ν Ρ

Χρησιμοποιώντας την καταστατική εξίσωση με τη μορφή (3’) έχουμε:

= c * V p  + ( f § ) p 7 s

Για ομοιοεντροπική ροή, V p = c 2Vp και η (4) νίνεταί:

=-(—)( νρ).Ϋ

και η εξίσωση συνεχείας η (|γ) +ν.(ρ^) =0 δίδει:

ρν.ϊ + (νρ).ί=0
και έτσι

tv(p·) = C 27 . t  (5)

Η εξ.(5) είναι ένα σημαντικό αποτέλεμσα, με ^ την τοπική ταχύτητα 

του υλικού σημείου του αερίου και c την ταχύτητα του ήχου. Υποθέ

τουμε ότι η ροή είναι αστρόβιλη. Τότε, υπάρχει ένα δυναμικό <ρ της 

ταχύτητας τέτοιο, ώστε:

V=-Vw και η (5) γίνεται:

ν2
c2v2(p + V.V(J-) =0 (6 )
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Όμως, Ϋ.ν(τ£) = (“·§5Γ+υ!γ +“f z H u2 + Μ · +αΊ  

t u ( u f +u | ^ +U| )

+̂ § +ϋΙ

5 ri“*«xx t u2»yy + ω2Φ?ζ f 2uwq)y? t ?iou<p2X 12uu*xy)

6ποα.φχ β|| ^π· 'Apq, p i£) yly^cgi:

( c 2 r u 2)<pxx t ( P ? - u 2)<pyy+(P2-  ω2)φ22-2υωφγ ζ -2ωυφζχ-2υυφ^=0 (7 )

Η εξίσωση (7) είναι μία 2ας τάξης διαιρορική εξίσωση με μερικές πα- 

ραγώγους του φ. Δεν είναι γραμμική, εκτός από την περίπτωση c =®, 

η οποία αντιστοιχεί σε ασυμπίεστη ροή (η οποία τότε ανάγεται στην 

ν 2φ = 0). Η εξίσωση (7), λύνεται σε ειδικές περιπτώσεις με τη μέθο

δο των χαρακτηριστικών, ρ οποία είναι μία γνωστή τεχνική επίλυσης 

των διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους.



1 0 .  ΜΑΓΝΗΤΟΥΔΡΟΔΥΝΑΜΙΚΗ

10.1. Η Φύση της Μαγνητοϋδροδυναμικής

Όταν ένας αγωγός ο οποίος μεταφέρει ένα ηλεκτρικό ρεύμα 

μετακινείται σ ’ένα μαγνητικό πεδίο, δέχεται μια δύναμη που τεί

νει να τον κινήσει κάθετα προς το ηλεκτρικό πεδίο. Αντιστρόφως, 

όταν ένας αγωγός κινείται σ’ένα μαγνητικό πεδίο, δημιουρνείται έ

να ρεύμα (εξ’επαγωγής) στον αγωγό σε διεύθυνση κάθετη τόσο στο πε

δίο όσο και στη διεύθυνση της κίνησης. Αυτές οι δύο προτάσεις δια

τυπώθηκαν για πρώτη φορά από τον Faraday και αποτελούν τους νό

μους του ηλεκτρομαγνητισμού. Η πρώτη είναι η βασική αρχή 

του ηλεκτρικού κινητήρα (μοτέρ). Η δεύτερη είναι η αρχή της μετα

τροπής της ενέργειας σε ηλεκτρική (δυναμό). Δεν υπάρχει τίποτε σ’ 

αυτές τις αρχές που να υπονοεί ότι ο αγωγός πρέπει να είναι ένα 

στερεό. Στην πραγματικότητα είχε προταθεί ότι η κίνηση των θαλασ

σών θα δημιουργούσε διαταραχή στο γήινο μαγνητικό πεδίο. Επιπλέον, 

τα παλιρροίκά κύματα τα οποία σαρώνουν την εκβολή ενός ποταμού, θα 

τμήσουν τις γήινες δυναμικές γραμμές και θα δημιουργήσουν ένα ρεύ

μα, το οποίο μπορεί να αποκαλυφθεί μ ’ένα καλώδιο το οποίο συνδέει 

δύο ηλεκτρόδια τοποθετημένα στις απέναντι όχθες του ποταμού.

Στην περίπτωση κατά την οποία ο αγωγός είναι είτε υγρό εί

τε αέριο, θα παράγονταν ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις, οι οποίες μπο

ρούν να είναι της ίδιας τάξης μεγέθους με τις υδροδυναμικές ή τις 

δυνάμεις αδρανείας. Έτσι, οι εξισώσεις κίνησης θα πρέπει να λαμ

βάνουν υπόψη τους αυτές τις ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις, όπως ακρι

βώς και τις άλλες δυνάμεις. Η επιστήμη που πραγματεύεται αυτά τα 

φαινόμενα καλείται μαγνητοϋδροδυναμική (ΜΥΔ). Διάφορες άλλες 

ονομασίες είναι: υδρομαγνητική, μαγνητο-ρευστοδυναμική, μαγνητο- 

αεριοδυναμική, κλπ.

Τα περισσότερα υγρά και αέρια είναι κακοί αγωγοί του ηλεκτ- 

τρισμού. Ως επακόλουθο οι κινήσεις τους μπορούν κανονικά να περι- 

γραφούν απ’τις βασικές αρχές της ρευστοδυναμικής, οι οποίες έχουν 

μελετηθεί μέχρι τώρα σ ’αυτό το βιβλίο. Παρόλα αυτά, είναι δυνατόν, 

να κάνουμε μερικά αέρια να είναι εξαιρετικά μεγάλης αγωγιμότητας, 

εάν τα ιονίσουμε. Για να φέρει αποτέλεσμα ο ιονισμός, το αέριο 

πρέπει να είναι πολύ θερμό - σε θερμοκρασίες από 5000°Κ και πάνω.
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Τέτοια ιονισμένα αέρια καλούνται πλάσματα (plasmas). Η ύλη 

μέσα σ'ένα άστρο είναι πλάσμα εξαιρετικά μεγάλης αγωγιμότητας και 

υπάρχει μέσα σ ’ένα δυνατό μαγνητικό πεδίο. Ως επακόλουθο αναμέ

νουμε να αναγνωριστούν μέσα στα άστρα ΜΥΔ επιδράσεις. Περαιτέρω, 

σε επίπεδο μηχανικής, έχουν γίνει πειράματα για την παραγωγή η

λεκτρικής ισχύος, περνώντας ιονισμένο αέριο μεταξύ των πόλων ι

σχυρού ηλεκτρομαγνήτη, έτσι που θα μπορούσε να παραχθεί ένα ηλε

κτρικό ρεύμα καθέτως προς το μαγνητικό πεδίο καιτη διεύθυνση ρο

ής τόυ πλάσματος, το οποίο ρεύμα θα συλλεγόταν από δύο καταλλή

λως τοποθετημένα στο χώρο ηλεκτρόδια τα οποία είναι κάθετα στη 

διεύθυνση ροής του ρεύματος. Προς το παρόν ΜΥΔ γεννήτριες δεν εί

ναι πρακτικώς δυνατόν να κατασκευαστούν, εξαιτίας των δυσκολιών 

παραγωγής καταλλήλως αποτελεσματικού και σταθερού πλάσματος και 

αρκετά δυστήκτων υλικών για να αντισταθούν στις μεγάλες θερμοκρα

σίες του πλάσματος.

ΜΥΔ επιδράσεις σε αγώγιμα υγρά έχουν μελετηθεί στο εργα

στήριο από τους Hartmann και Williams, θα περιγράφουμε στην παρά

γραφο 10.14, πως το ιξώδες του υδραργύρου φαίνεται να εμφανίζεται 

όταν η ροή λαμβάνει χώρα διαμέσου ισχυρού μαγνητικού πεδίου. Επί

σης, τα ΜΥΔ αποτελέσματα έχουν αξιοποιηθεί στην περίπτωση του 

λειωμένου νατρίου το οποίο κινείται σε μαγνητικό πεδίο και στον 

σχεδιασμό ηλεκτρομαγνητικών αντλιών και οργάνων μέτρησης της ροής.

10. 2. Εξισώσεις Ηλεκτρομαγνητικού Πεδίου του 

Maxwell:Μέσον σε Ηρεμία.

Πριν ασχοληθούμε με τη μαθηματική θεωρία της ΜΥΔ, συνοψί

ζουμε τις εξισώσεις του Maxwell για το ΗΜ πεδίο. Η εξαγωγή τους 

μπορεί να βρεθεί σε κάθε κλασσικό βιβλίο, το οποίο πραγματεύεται 

την ηλεκτρομαγνητική θεωρία. Εργαζόμαστε καθόλη τη διάρκεια με 

ηλεκτρομαγνητικές μονάδες. Ορισμένες γνώσεις θα θεωρηθούν γνω

στές απ’τη στοιχειώδη ΗΜ θεωρία.

Οι εξισώσεις του ΗΜ πεδίου για ομοιόμορφης αγωγιμότητας 

μέσον σε ηρεμία είναι,

V.? = (4π/ε)ς ( 1)
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V . ίΐ = 0, (2)

V *Ε =-μ(8Η/3ί), (3)

V -νΗ = 4nj +εθΕ/9ΐ), (4)

όπου Ε είναι η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου, ε η διηλεκτρική στα 

θερά του μέσου, Η η ένταση του μαγνητικού πεδίου, μ η διαπερατό

τητα, j" το διάνυσμα πυκνότητας του ρεύματος αγωγιμότητας, q η πυ 

κνότητα φορτίων του μέσου ανά μονάδα όγκου και t δηλώνει το χρό

νο.
Επιπλέον, ο νόμος του Ohm για το αγώγιμο μέσον, διατυπώνε 

ται μαθηματικά με τη σχέση,

J = σΕ (5)

όπου σ είναι η αγωγιμότητα του μέσου.

Το διάνυσμα της μαγνητικής επαγωγής Β και το διάνυσμα της ηλε

κτρικής μετατόπισης D, δίδονται απ’τις βασικές εξισώσεις

Β = μΗ (6)

D=  ε! (7)

Επίσης, αφού τα μ, ε είναι και τα δύο σε e.m.u.,

ε = (με)-^ (8)

όπου c είναι η ταχύτητα του φωτός στο μέσον.

Για το κενό, c = 3 x l 0 10 cmsec"1

Οι εξισώσεις (1), (2) συνάγονται με εφαρμογή του θεωρήμα

τος Gauss για κλειστή επιφάνεια. Η εξίσωση (3) είναι η μαθηματι

κή διατύπωση του νόμου της επαγωγής του Faraday, που αναφέρει ό

τι όταν η ροή της ηλεκτρικής επαγωγής διαμέσου ενός κλειστού κυ

κλώματος μεταβάλλεται, η επαγώμενη ηλεκτρεγερτική δύναμη είναι 

ανάλογη με το ρυθμό εξασθένισης της ροής. Η εξίσωση (4) περιγρά

φει πώς το μαγνητικό πεδίο Η εξαρτάται από το αγώγιμο ρεύμα j
-y

και από το "ρεύμα μετατόπισης" (ε/4π)3Ε/3t που οφείλεται στη με

ταβολή του διανύσματος μετατόπισης D στο διηλεκτρικό μέσον. Εί

ναι γνωστό απ’τη θεωρία, ότι οι ΗΜ διαταραχές διαδίδονται σαν κύ

ματα στο διηλεκτρικό μέσον, με την ταχύτητα του φωτός c. Γι αυ

τόν το λόγο τα κύματα φωτός θεωρούνται ως ηλεκτρομαγνητικού εί
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δους.

Ένα άλλο εξαγόμενο απ’την ΗΜ θεωρία, 

τη δύναμη Lorentz πάνω σε κινούμενο φορτίο, 

πάνω σε φορτίο e που κινείται με ταχύτητα ν,

είναι η έκφραση για 

Μια τέτοια δύναμη F 

δίδεται απ’την σχέ

ση,
F = e(f + μν λ |Ϊ) (9)

όπου όλες οι μονάδες είναι e.m.u., όπως και στις προηγούμενες ε

ξισώσεις, όταν το αγώγιμο διηλεκτρικό μέσον είναι σε κίνηση.

10. 3. Εξισώσεις Ηλεκτρομαγνητικού πεδίου του 

Maxwell:Μέσον σε Κίνηση.

Υποθέτουμε τώρα, ότι το διηλεκτρικό μέσον είναι ένα κινού

μενο ρευστό, όπως ένα ιονισμένο αέριο. Όπως στην ανάπτυξη της υ

δροδυναμικής θεωρίας, υποθέτουμε ότι το-μέσον είναι συνεχές και 

διατηρεί ισοτροπικές ιδιότητες σ ’όλα τα σημεία. Μια τέτοια υπό

θεση είναι λογική, όταν οι μέσες ελεύθερες διαδρομές των σωματι

δίων είναι πάρα πολύ μικρότερες απ’τα τυπικά μήκη που συνδέονται 

με το θεωρούμενο σύστημα, θα μπορεί, εντούτοις, να τονιστεί ότι 

υπάρχουν πλάσματα, για τα οποία αυτή η υπόθεση είναι αβάσιμη. Σ ’ 

αυτές τις περιστάσεις, το μέσον δεν μπορούμε να το χειριστούμε 

σαν μια συνεχή ουσία. Η ανάλυση πρέπει να προχωρήσει θεωρώντας 

διακριτές τις κινήσεις των σωματιδίων. 0 κλάδος της ΜΥΔ, στον ο

ποίο το μέσον δεν μπορεί να θεωρηθεί σαν συνεχές συχνά καλείται 

δυναμική πλάσματος. Στην Αστροφυσική κανείς ασχολείται με με

ταβολές σε εξαιρετικά μεγάλες αποστάσεις και αφού οι τροχιές των 

σωματιδίων είναι πολύ μικρότερες, θεωρείται ως αρκετά ακριβές να 

χειριζόμαστε την ανάλυση μακροσκοπικά.

Έστω ότι είναι ν η τοπική ταχύτητα του πλάσματος. Τότε 

πέραν από το αγώγιμο ρεύμα, υπάρχει και ένα ρεύμα που οφείλεται 

στην κατακόρυφη μεταφορά, θα υπολογίσουμε πρώτα την πυκνότητα του 

ρεύματος μεταφοράς. Το σχήμα 10.1 δείχνει ότι σε χρόνο 6t, η το

πική κίνηση του μέσου είναι νδί. Συνεπώς, ο όγκος που γενάτοι α

πό την κίνηση ενός στοιχείου κάθετης διατομής 6S (κάθετη στην κί

νηση) είναι |v|6t6S. Το φορτίο μέσα σ ’αυτόν τον όγκο είναι 

q|v|0t6S. Άρα,ο ρυθμός της ροής του φορτίου διά της διατομής 6S
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Σχ. 10.1

-είναι q |ν[5S στη διεύθυνση της ν. Επομένως,η πυκνότητα του ρεύμα

τος ανά μονάδα εμβαδοΰ, λόγω κατακόρυφης μεταφοράς είναι q |νj. 

Αφού η διεύθυνση της ροής του ρεύματος που οφείλεται στην κατακό- 

ρυφη μεταφορά είναι εκείνη της ν, συνεπάγεται ότι το διάνυσματης 

πυκνότητας του ρεύματος λόγω μεταφοράς είναι qv. Το διάνυσμα της 

πυκνότητας του ρεύματος αγωγιμότητας είναι j. Άρα, το ολικό διά

νυσμα της πυκνότητας του ρεύματος που οφείλεται τόσο στην αγωγι

μότητα όσο και στη μεταφορά είναι j+qv. Συνεπώς,τροποποιούμε την 

εξίσωση (4) του Maxwell της ενότητας 9.2 στη μορφή;

V ̂  = 4n(j +qv) +ε(3ί/3ΐ) (1)

Στην (1) εμφανίζονται τρεις τύποι ρεύματος:

(i) Το ρεύμα αγωγιμότητας j,

(ϋ) Το ρεύμα μεταφοράς qv που οφείλεται στην κίνηση του 

μέσου

(iii) Το ρεύμα μετατόπισης (ε/4π)3Ε/3ί ή (l/4n)3D/3t, που οφεί-
—V

λεται στη μεταβολή του χρόνου της ηλεκτρικής επαγωγής D μέσα στο 

μέσον.
θα δείξουμε αργότερα ότι σε πολλές περιπτώσεις μόνο το (i) είναι 

σημαντικό και ότι τα (ϋ) και (ΐϋ) είναι συχνά αμελητέα. Οι άλ

λες τρεις εξισώσεις του Maxwell ((1), (2), (3) της ενότητας(10.2) 

παραμένουν αμετάβλητες για ένα μέσο που βρίσκεται σε κίνηση, ε

πειδή δεν περιλαμβάνουν ηλεκτρικά ρεύματα κανενός είδους.
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Επιπλέον, ο τύπος για το νόμο του Ohm, εξίσωση (5) της ε

νότητας 10.2 πρέπει να τροποποιηθεί για ένα κινούμενο μέσο. Για 

μια μονάδα φορτίου που κινείται τοπικά μαζί με το μέσον με ταχύ

τητα ν, η δύναμη Lorentz είναι ? + μ ν Λίϊ. Επομένως, ο νόμος του 

Ohm παίρνει τη μορφή:

j = σ(Ε + μν Λ Η) (2)

Ανακεφαλαιώνοντας, μπορούμε να πούμε ότι οι εξισώσεις του ΗΜπε- 

δίου του Maxwell νια ένα κινούμενο μέσον, δίδονται απ’τις εξισώ

σεις (1), (2), (3) της ενότητας 10.2 και απ’την (1) της ενότητας 

103. Επιπροσθέτως,η εξίσωση (2) της ενότητας 10.3 εκφράζει το νό

μο του Ohm.

10. 4. Οι Εξισώσεις Κίνησης ενός Αγώγιμου Ρευστού

Μέχρι τώρα χειριστήκαμε τις εξισώσεις του ΗΜ πεδίου για έ

να κινούμενο αγώγιμο ρευστό. Τώρα θα συναγάγουμε τις κατάλληλες 

υδροδυναμικές εξισώσεις της κίνησης.

Στο κεφάλαιο 8, ενότητα 8.9, εξαγάγαμε την διανυσματική ε

ξίσωση της κίνησης των Navier-Stokes για ένα ιξώδες ρευστό. Μια 

αμυδρή προσαρμογή των αποτελεσμάτων δίδει

p(dv/dt) =? - Vp +·| ρ v7V. v+pvV2v (1)

όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού, ν η ταχύτητα του ρευστού, 

ί  η εξωτερική δύναμη ανά μονάδα όγκου, ρ η πίεση του ρευστού, ν 

ο κινηματικός συντελεστής του ιξώδους. (0 συντελεστής του ιξώ

δους θα δηλώνεται με ρν και όχι με μ, αφού το τελευταίο σύμβολο 

χρειάζεται για τη μαγνητική διαπερατότητα του ρευστού).

Όταν το ρευστό κινείται σ'ένα ηλεκτρικό και μαγνητικό πε

δίο, η εξωτερική δύναμη ανά μονάδα όγκου ί συνίσταται από τρία 

μέρη: το βαρυτικό, το ηλεκτρικό και το μαγνητικό. Η δύναμη βαρύ

τητας ανά μονάδα όγκου είναι pg, όπου g είναι η επιτάχυνση που 

οφείλεται στη βαρύτητα. Ένας στοιχειώδης όγκος δυ του ρευστού, 

θα περιείχε ένα φορτίο ποσότητας ςδυ οπότε η δύναμη πάνω σ'αυτό, 

που οφείλεται στο ηλεκτρικό πεδίο έντασης ? θα είναι (ςδυ)Ε.Άρα, 

η ηλεκτρική δύναμη ανά μονάδα όγκου είναι q£.
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Η

Για να ευρεθεί π μαγνητική δύναμη ανά μονάδα όγκου, γνωρί

ζουμε ότι το ολικό διάνυσμα της πυκνότητας είναι j + qv, αλλά στην 

οικοδόμηση των εξισώσεων των Navier-Stokes το εκλεγέν στοιχείο 

του ρευστού ήταν ένα κινητό στοιχείο, κινούμενο μαζί με την τοπι

κή ταχύτητα ν. Άρα, η αγώγιμη συνιστώσα j παρέχει μια αποτελεσμα

τική συνεισφορά στη μαγνητική δύναμη, αλλά όχι το τμήμα της κατα- 

κόρυφης μεταφοράς qv. Στο σχήμα 10.2, 5S είναι η κάθετη διατομή 

ενός στοιχείου του ρευστού, του οποίου το μήκος δε είναι κατά τη 

διεύθυνση του j. Το στοιχείο αυτό κινείται με την τοπική ταχύτη

τα του ρευστού ν, σ ’ένα μαγνητικό πεδίο έντασης ft. Άρα, το ρεύ

μα που ρέει δια μέσου του στοιχείου είναι i = |j|6S. Απ’την ΗΜ θε

ωρία, ο νόμος των Biot-Savart δίνει ως μαγνητική δύναμη στο στοι

χείο

δ? = i δε λ f 

= |j|0s6S -S 

= (j -$)6s6S

δίδοντας μια μαγνητική δύναμη ανά μονάδα όγκου

Συνοπτικά, τότε, η ολική δύναμη ανά μονάδα όγκου είναι:

ΐ = pg + pj Λΐί +q? (2)

και η εξίσωση (1) μπορεί να ξαναγραφτεί
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p(dv/dt) = -vp +pg +MJ Λίϊ +ςί +-|pvW.v + pvV2v (3)

Επιπλέον, η εξίσωση της συνεχείας είναι

(3p/3t)+7.(ρν) =0 (4)

10. 5. Ρυθμός της Ροής του Φορτίου

Παίρνοντας την απόκλιση και των δύο μελών της εξίσωσης (1) 

της ενότητας ία3, έχουμε:

0 = 4nV.j + 4n(qV.v + v.Vq) + ε(3/3έ)7.1:

Χρησιμοποιώντας τον τελεστή d/dt = 3/3t*v.7,την εξίσωση ( U  της ε

νότητας 1Q2 και την εξίσωση (2) της ενότητας 1013, αυτή γίνεται,

g3. + qV.v q + μσ7.(ν -ίϊ) =0 (1)

μια εξίσωση που εκφράζει το ρυθμό της ροής του φορτίου, που κι

νείται μαζί με το ρευστό. Δύο περιπτώσεις ανακύπτουν γιασυζήτηση·

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ I: ΡΕΥΣΤΟ ΣΕ ΗΡΕΜΙΑ (ΑΚΙΝΗΣΙΑ)

Παίρνοντας ν =5, η εξίσωση (1) γίνεται

i t * t  ■ 0 <2 >

όπου τ = ε/(4πσ), μια ποσότητα που έχει διαστάσεις χρόνου και κα

λείται χρόνος χαλάρωσης (the relaxation time) . Το τ εί

ναι συνήθως πολύ μικρό, αφού τ * 1/(4πμσε2), όπου μ*ν1 και σ, c2 

είναι αμφότερα πολύ μεγάλα. Η λύση της (2) είναι:

q ®η0βχρ(-έ/τ) (3)

Η εξίσωση (3) δείχνει ότι σε κάθε σημείο μέσα σε ένα αγώγιμο ρευ

στό σε ακινησία, το φορτίο φθίνει πολύ γρήγορα με εκθετικό τρό

πο. Η ηλεκτροστατική θεωρία βεβαιώνει ότι όταν επικρατούν στατι

κές συνθήκες, το ηλεκτρικό φορτίο μένει αποκλειστικά στα εξωτερι

κά όρια του αγωγού. Άρα, το φορτίο μέσα σε ένα αγώγιμο ρευστό
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σε ακινησία φθίνει εκθετικά στα εσωτερικά σημεία και κατανέμεται 

στα εξωτερικά όρια.

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ II: ΡΕΥΣΤΟ ΣΕ ΚΙΝΗΣΗ

Γενικά n (D δεν είναι ολοκληρώσιμη. Μπορούμε να δείξουμε 

εντούτοις, χρησιμοποιώντας διαστατικές θεωρήσεις, ότι σε μερικές 

σημαντικές περιπτώσεις ο όρος qv.v είναι αμελητέος. Μ’αυτό το δε

δομένο υποθέτουμε ότι το L είναι ένα χαρακτηριστικό μήκος, με την 

έννοια ότι είναι της ίδιας τάξης μεγέθους όπως μία απόσταση στην 

οποία οι μεταβλητές στην εξίσωση αλλάζουν κατά αισθητές αναλογίες. 

Τότε:
0(i m ,  , a

0{μσν.(ν Λΐϊ)} = μσυΗ/1_

Αν αυτές οι δύο είναι συγκρίσιμου μεγέθους, τότε

q 'υ μευΗ _ υΗ
L "Lc

Όταν αληθεύει η (4),

(4 )

Συνεπώς,

0{qV.y} _ u 2HL _ υ _ ε£ % τ
0{μσν.(ν4)} ' ^ μ α υ Η  0l4iC" " oL

όπου τ=ε/(4πσ). 0 χρόνος χαλάρωσης τ είναι πολύ μικρός και γενι

κά έχει βρεθεί ότι (L/υJ» τ . Αυτό δείχνει ότι ο όρος qV.v μπορεί 

να παραληφθεί όταν ισχύει η (4).

10. 6. Απλοποίηση των Εξισώσεων του ΗΜ Πεδίου

Το αποτέλεσμα q'vuH/iLc2) της τελευταίας ενότητας επιτρέ

πει στην εξίσωση του πεδίου

V Λΐϊ = 4nj +4nqv +ε(9Ϊ:/3ΐ)
να απλοποηθεί. Για
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0( |ν λ Η| ) = H/L 

0(|qv|) = u2H/(Lc2),

0{|qv|) _
και έτσι: ' Λ, ~ ι ρ

0|V*H| c

Για μη σχετιστικές ταχύτητες, (u/c)2«1, έτσι ώστε ο όρος 4nqv

είναι αμελητέος

Ακόμη, -►

και έτσι

0(|ε3Ϊ:Μ) _ υΕ „ Lc2 _ Ε 
0!|q^) " " μ Ρ Γ  FIT " μΗϋ

Αυτός ο λόγος είναι πεπερασμένου μεγέθους. Επομένως, ο όρος 
εθί/at είναι επίσης αμελητέος.
Άρα, μπορούμε να αγνοήσουμε τα κατακόρυφα ρεύματα μεταφοράς και 

μετατόπισης καί λαμβάνουμε,

ν λ ΪΪ = 4n J *  4π σ (Ι +μν Λί )

οποτεδήποτε ισχύει q %uH/(Lc2) και οι ταχύτητες είναι μη σχετικι 

στικής τάξης.

10. 7. 0 Μαννητικός Αριθμός Reynolds

Λαμβάνοντας τον στροβιλισμό και των δύο μελών της εξίσωσης 

V ΛΙΪ = 4πσ(£ + μν Λϊϊ)

έχουμε

V(V.ft) -V2ft*4no {V + μ7 Λ (ν Λί)>

ή αφού

v.ft * 0, V «-oaft/at, 

aft/at * ν ~(ν *ft) + nv2ft (1)

όπου

π = 1/(4πμσ) (2)

Έστω ότι το L συμβολίζει ένα χαρακτηριστικό μήκος και το υ μια
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χαρακτηριστική ταχύτητα. Τότε

0(|ν~(ν *ΐϊ)|) = UH/L, 

0(|nv2f) = nH/L2 ,

έτσι ώστε,
0 ( ] V * ( v  ~ft)|) - U L . p  

0(|ην2ί|) η
Η αδιάστατη ποσότητα

Rih = uL/n = 4πμσυί (3)

καλείται Μαγνητικός αριθμός Reynolds,λόγω της ομοιότητάς του με 

τον αριθμό Reynolds της θεωρίας του ιξώδους ρευστού. Η εξίσωση 

(1) δεν επιτρέπει ακριβή αναλυτική λύση, αλλά μπορεί κανείς να 

συζητήσει τα κύρια χαρακτηριστικά της για μικρές και μεγάλες τι

μές του Rm .

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ I

. R m « 1, αντιστοιχεί σε χαμηλή αγωγιμότητα.

Η εξίσωση (1) προσεγγίσει την εξίσωση της διάχυσης

Για μια εξίσωση αυτού του τύπου, ο ρυθμός που φθίνει το μαγνητι- 

κό πεδίο είναι πολύ γρήγορος. Σ ’έναν κακό αγωγό, όπως είναι ένα 

υγρό, το φαινόμενο αυτό είναι εμφανές. Είναι ένας λόγος για τον 

οποίο τα πειράματα με υγρά, που γίνονται σε εργαστηριακή κλίμακα, 

είναι δύσκολο να εκτελεστούν.

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ II

Rm »l, αντιστοιχεί σε υψηλή αγωγιμότητα.

Η εξίσωση (1) τώρα προσεγγίζει προς την

Αυτή η συνθήκη επικρατεί μέσα στην ύλη ενός αστέρα, η οποία είναι 

ένα πλάσμα σχεδόν τέλειας αγωγιμότητας. Μια τέτοια περίπτωση οδη-

afi/at = ην2ΐί (4)

aft/at =ν λ (ν Λΐϊ) (5)
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yet στο θεώρημα που ακολουθεί και που οφείλεται στον Alfven και 

διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1942. Σχηματοποιεί τη θεωρητική βά

ση των περισσοτέρων απ’τις νεώτερες εξελίξεις στην ΜΥΔ, οι οποί

ες έχουν γίνει μεταγενέστερα.

10. 8. θεώρημα του Alfven

Για ένα τέλειο αγώγιμο ρευστό, η ροή της έντασης του μα- 

γνητικού πεδίου διαμέσου οποιουδήποτε κλειστού κυκλώματος στοι

χείων του ρευστού που κινούνται μαζί με το ρευστό παραμένει στα

θερή.

Απόδειξη

Το σχήμα 10.3 δείχνει τις θέσεις CJt C2 ενός κινούμενου κυ

κλώματος σωματιδίων του ρευστού κατά τους χρόνους t, (t+0t),6nou 

Si, S2 είναι οι επιφάνειες που περιλαμβάνουν. Τη χρονική στιγμή 

t, η κάθετη ροή του Α μέσω της Si είναι

και στη χρονική στιγμή (t+dt) η κάθετη ροή διαμέσου της S2 είναι

Χρόνος

(t*0t)

Σχ. 10.3

Νι = /$ι n.ft(t)dS, (η =μοναδιαίο διάνυσμα)

Ν2 “ L n.A(t+6t)dS 
S2



-  253 -

Έτσι, το χρόνο t, ο ρυθμός της αλλαγής της ροής διαμέσου της Ci 

είναι,
dN
dt = 1 im (

6t-K)
N2 -N 

at L )  =

= 1 -'m l i  t/c n.ft(t + 5t)dS - /ς n.l?(t)dSyj
6t-K) z 1

Αλλά το χρόνο t, με το θεώρημα της απόκλισης του Gauss,

L n.fr(t)dS - L n.ft(t)dS + ί ft.(ds-vat) = f V.fi(t)du'0  2 Οχ 'Cl Δ0

όπου Δυ είναι ο όγκος που παράγεται απ’το κινούμενο κύκλωμα σε 

χρόνο 5t, με το αριστερό μέλος να είναι η ολική προς τα έξω κάθε 

τη ροή του Η στην επιφάνεια που περικλείει ο Δυ. Αλλά ν.Η=0, έτσι 

ώστε

J^n.fiitJdS = J^n.ii(t)dS + ^ft.(d$A v6t)

Άρα,

7π γ = 1 im Π-V L n.{fi(t+6t)-fi(t)}dS - L  ft.(ds-v)]
6t->0 1

= Tim [L n.{f e +^ J -(-̂ -}dS] - L  dt.(v -ΤΪ)
6t-K) Sz 5t Cl

= Js^'l^-dS - /Si n.curl(v *fi)dS 

= ' curl(v ~ft)}dS

= Ο, αφού |jr = curl(v

Συνεπώς, N = σταθερά διαμέσου του κινούμενου κυκλώματος του ρευ

στού. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Το θεώρημα του Alfven επιτρέπει σπουδαίες ερμηνείες. Το πα

ραπάνω αποτέλεσμα δείχνει ότι οι δυναμικές γραμμές κινούνται μα

ζί με το ρευστό. Απ’αυτή την άποψη, μοιάζουν με στροθιλογραμμές 

σε μη ιξώδη ροή. Ο Alfven μίλησε γισ τις μαγνητικές δυναμικές
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γραμμές, σαν να ήταν "παγωμένες" μέσα στο ρευστό. Αυτό σημαίνει 

ότι το ρευστό μπορεί εύκολα να γλιστρήσει κατά μήκος των δυναμι

κών γραμμών αλλά οποιαδήποτε κίνηση κάθετη στις δυναμικές γραμ

μές, θα τις μεταφέρει μαζί με το ρευστό, δηλαδή οι δυναμικές γραμ

μές μεταφέρονται απ’το ρευστό κατά την κίνησή του. Βλέποντας αυ

τό κατ’άλλον τρόπο, μπορούμε να πούμε ότι η κίνηση του ρευστού 

διαμέσου των δυναμικών γραμμών, θα προκαλέσει ρεύματα τα οποία θα 

είναι πολύ μεγάλα για ένα τέλεια αγώγιμο ρευστό. Άρα, για να εί

ναι τα προκαλούμενα ρεύματα πεπερασμένα, η κάθετη συνιστώσα της 

σχετικής ταχύτητας θα πρέπει να είναι μικρή, δείχνοντας το συνε

κτικό αποτέλεσμα που έχει το πεδίο πάνω στο ρευστό, θα συζητήσου

με διάφορες όψεις του θεωρήματος του Alfven, αλλά πρώτα θα επι

στρέφουμε στην εξίσωση των Navier-Stokes, για να δώσουμε μια ση

μαντική ερμηνεία του όρου της μαγνητικής δύναμης.

10. 9. Η Ηαγνητική Δύναμη

Η εξίσωση της κίνησης του ρευστού (§10.4, εξίσωση (3)) γί

νεται,

Ρ^. = -Vp + pg +q? (V Λί) ~δ +·| pvW.V + pvV2V

όταν χρησιμοποιούμε την προσέγγιση curlfl=4nj που ελήφθη στην ε

νότητα 10.6. Επομένως, η μαγνητική δύναμη ανά μονάδα όγκου είναι 

(μ/4π)(V *δ) *δ.

Αλλά,

(V -δ) -δ = -δΛΣ{ΐ - (3ΪΪ/3χ)>

* -Σ{(δ.3δ/3χ)Τ}+Σ{(δ.Τ)3δ/3χ 

= -Σ{?(3/3χ)(*ί δ2)} +δ.(ΣΪ3/3χ)δ

- - ν(π δ2)+(δ.ν)δ

Για να ερμηνευθεί η μαγνητική δύναμη, ολοκληρώνουμε την (μ/4π) 

(7Λδ) Λδ σε όγκο Δυ που περικλείεται από κλειστή επιφάνεια ΔS. 

Τότε απ'την παραπάνω ταυτότητα,

/Δϋ( ν - δ )  -δάυ=/Δυ(δ.ν)δάυ+/Δ5 π ( - !  δ2)<κ ( ΐ )

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι:



4υ (^-Vj^du = /(H -n)ildS

Έστω ότι a είναι ένα αυθαίρετο , σταθερό, μη μηδενικό διάνυσμα,Τότε, 

β./Δυ (fi.v)ftdu = /Δυa.{(fi.v)fi}du

Εξάλλου,

a . { ( i .v J i } - a . I { ( f f . t ) C 3 i V 8 x ) }

= 2{(li.t)(3/3x)(fi.a)}

= ft. {ΣΤ( 3/ 3χ)} (ϊϊ. a)

= f t . V ( f t . a )

= ft.v(ft.a) + (v.ft)(ft.a)

= v .{ft(ft.a )}

Άρα, a.JA y (ft.v)ftdu = JAuv.{ft(ft.a)}du

= JASn.{ft(ft.a)}dS 

= /AS (a.ft)ln.ft)dS 

= a.JASfi(n.fi)dS

Αφού το a είναι αυθαίρετο και μη μηδενικό, αυτό δείχνει ότι

/A u (ft.V)ftdu=/A S (n.ft)ftdS (2)

Από τις (1), (2) η μαγνητική δύναμη επί του Δυ είναι,

Tfe4u (^if)-i?du = 4 s^ . S ) d s * / 4S(-^B'i!)ds (3)

Η εξίσωση (3) δείχνει ότι η πραγματική δύναμη είναι ισοδύναμη με· 

δύο ειδών επιφανειακές δυνάμεις σε κάθε επιφανειακό στοιχείο dS, 
δηλαδή

μΗ £ foe -μίϊ2 -*-xC
^ π η ·Ηδδ - s r n5S
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Για να ερμηνευθεί η πρώτη επιφανειακή δύναμη, έστω ότι, είναι θ
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η γωνία μεταξύ η και ί, έτσι ώστε η.ϊϊ = Η cos θΐ Επίσης,έστω ότι 

είναι 5S’s6Scos6t η προβολή του 5S στο η. Τότε, αν ΪΪ = ΗΗ

·<-/

^  n .iies 6 S H

Π οποία δείχνει ότι η δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας είναι(μΗ2/4π) 

στη διεύθυνση του it. Αυτή παριστάνει μια δύναμη τάσης ανά μονάδα 

επιφάνειας ποσότητας (μΗ2/4π) κατά τη διεύθυνση ίου μαγνητικού 

πεδίου.

Η επιφανειακή δύναμη (-μΐϊ2/8π)n6S δίδει μιαδύναμη (μίϊ2/8π) 

ανά μονάδα επιφάνειας στη διεύθυνση -η. Αυτή είναι μια υδροστατι

κή πίεση (μϊΐ2/8π).
■V ·ί

Συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε, ότι νια ένα αγώγιμο ρευ

στό μέσα σ ’ένα μαγνητικό πεδίο, η.μαγνητική δύναμη ανά μονάδα ό

γκου, δηλαδή (μ/4π)(7Λ1ϊ) Λϊ$, είναι ισοδύναμη με μια τάση (μ/8π)ϊϊ2 

εγκάρσια σ ’αυτές. Το δεύτερο αποτέλεσμα είναι το.ίδιο με μια τά

ση Maxwell, σ ’ένα διηλεκτρικό.

10. 10. Νόυος της Ισοπεριστροφής του Ferraro
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Στο σχήμα 10.4, 0ζ είναι ο άξονας συμμετρίας ενός αστέρα 

υψηλής ηλεκτρικής αγωγιμότητας, περιστρεφόμενου γύρω απ’τον άξο

να αυτόν με γωνιακή ταχύτητα ω. Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα του 

Alfven, οι μαγνητικές δυναμικές γραμμές είναι παγωμένες (ακίνη

τες) μέσα στην ύλη. Το Ρ έχει κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες 

(R> θ, ζ). Όλες οι μεταβλητές είναι ανεξάρτητες του θ και όταν 

η κατάσταση είναι στατική είναι ανεξάρτητες και του t. θα πρέπει 

να υποθέσουμε στατική περιστροφή, έτσι ώστε 3/3Θ ξ Ο, 9/3t ξ 0.

Παίρνουμε τις κυλινδρικές πολικές συνιστώσες του ΐί να εί
ναι της μορφής

ft«{HR(R, Ζ), 0, H2(R, ζ)}

Αφού ν.ί = 0,

*  <1 <RV  +£ <“·*» ■ °
Το αποτέλεσμα αυτό υπονοεί ότι υπάρχει μια βαθμωτή συνάρτηση 

i|J(R, ζ) τέτοια ώστε,

ι -  Ι ϋ ϋ .  μ - Ι ϋ ϋ .  
R "R 3Ζ» πζ "R 3R ( 1 )

Καλούμε την Ψ μαγνητική ρευματοσυνάρτηση, λόγω της μεγάλης ομοιό

τητας με την ρευματοσυνάρτηση Ψ της υδροδυναμικής.

Υποθέτουμε την ταχύτητα του ρευστού στο P(R, 3, ζ)

ν = R ω3

όπου u) = u>(R, ζ)· Αφού ^ είναι ανεξάρτητη του χρόνου, η εξίσωση 

3Ϊί/3ΐ =ν Λ (ν Λΐΐ) δίδει
V - ( v -Ϊ ϊ )  =ϊ5

Αλλά,
ν = R ω3 / l i l E  S + l M i )

' R 3Ζ κ κ 3R κ'

Συνεπώς,

το ν-( ν  Λί)

3ψ /s 3ψ
=ωΙ R + ω Ι ΐ

A

R Re t
1 3 3 3

1.R.1 3R 3Θ 3Ζ

“ 3R 0 3Ψ
3ζ



3_ /ω3Ψ 
•3R Viz ) + —  i“5ius

32 1 3R

... 1 ···■" - νϋό:··ί
1'ί 1j j -f *" a

3lT
/0)3Ψλ 
l 3z' "

3
3ζ

/ω3Ψ. ft . 
^Hf) “ ° Λ·*

; )*T; n νύ'ν-■;' -r
£<&1·.·:?* - ii4 -· } V

3ω 3Φ . 3ω 3Φ■}.: 'Λ1 ·*·';?■A* s 4 dR 32 ·" 8ζ m f 0

δηλαδή, :'>< ■ ti ,' :.i „ .·ί:-· 31·-··

*r . afttj Φ| _ 0 r '^rnv; <· , e-r- ^ y  ’̂ -'v* /̂ a/ocar 
* '̂*υ  ν*··',: ‘ννίΚ · ν ’*·ν ; Ζί ; ^  noitjh^& r. ; ; ir  r * i*  *'.·· '*-"· fc. tm&&®

Η εξίοωσπΓ(3) δείχνει ότι . . I  '·.-··’^; >y>D:rt̂  jf jt f .
,5

ώ = f (φ) (4)
: r :·? tv; :,'/ w

■'_'*· i';V ■: : tn
ή 6tt n ω είναι σταθερή στην επιφάνεια Ψ =σταθερή.

Εξάλλου, οι εξισώσεις των δυναμικών γραμμών είναι ,. „,·
-  i  ■*·.·, :■ ν y  $ Κ  ν * f , Ο ι

dR = R d6 =' dz
H

δηλαδή,
R .. "θHa H

dR________Rd9
-I'l'/ftHWSz) · Ί Γ = r t f M W M )

■ · '■■ S . ·.,·. · or v,'■·?<'
'*·■ w ' '  ·..}&{$&■ 'Sir»' ·:&*γ6"ΐΰΐ

ή , u ' '- ' !'· de = o ?W i ' 3 i  ’· , : ' ·

- ^ d R  + f  d l - O ^ - i · ^

-et-ίίδ·

v · ^ - '  .

*.iJh
Αυτές ολοκληρώνονται για να δώσουν θ,* σταθερή 

Φ = σταθερή

'ϊφΰ·*' ή ίοζο  Ji
"■■'Si'-fpu ’ί*ίΜ·**§· 
rs:‘ »·Α

ως μαγνητικές δυναμικές γραμμές. Άρα, η επιφάνεια Ψ «σταθ. είναι 

η επιφάνεια που παράγεται περιστρέφοντας μια μαγνητική δυναμική, 

γραμμή, μια φορά πλήρως γύρω απ’τον άξονα συμμετρίας. Μια τέτοια 

επιφάνεια καλείται "μαγνητική επιφάνεια". Η εξίσωση (4) δείχνει 

άτι ω=σταθερά, πάνω σε μια τέτοια επιφάνεια.

0 Νόμος του Ferraro για την ισοπεριστροφή, όπως εκφράζεται, 

απ’την εξίσωση (4), υποδηλοί ότι η γωνιακή ταχύτητα είναι σταθε

ρή σε μια μαγνητική ρευστοεπιφάνεια, όταν το άστρο περιστρέφεται 

στατικά γύρω απ’τον άξονα συμμετρίας του. Συνεπάγεται ότι η γω-,\
v·"' j

νιακή ταχύτητα είναι σταόέρή κατά μήκος μιας δυναμικής γραμμής!
: ! ϊ ϊ * P.V*.. - ■ -Λ'ϊ··· - ·.- · νΐ·-^ν,,;·^
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Μπορεί κανείς να δει αυτό το αποτέλεσμα πιό απλοϊκά ως εξής. Αν 

Π γωνιακή ταχύτητα δεν ήταν σταθερή κατά μήκος μιας δυναμικής 

γραμμής, διαφορετικά τμήματα της δυναμικής γραμμής θα χρειαζόταν 

διαφορετικούς χρόνους για να διαγράφουν μια πλήρη περιστροφή, θα 

μπορούσαν να δημιουργηθούν διατμητικά αποτελέσματα σε σημεία κα

τά μήκος των γραμμών και αφού οι δυναμικές γραμμές κινούνται με 

το ρευστό, αυτό θα μπορούσε να δημιουργήσει μια εξαρτημένη απ’το 

χρόνο συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου κατά την αζιμουθιακή διεύ

θυνση, με συνέπεια την παραβίαση της υπόθεσης των συνθηκών στα

τικής κατάστασης. Στην πραγματικότητα ο Ferraro ανακάλυψε αυτόν 

το νόμο στα 1937, προτού ο Alfven δημοσιεύσει τη θεωρία του περί 

του παγώματος -στα πεδία.

10. 11. Μαγνητουδροστατική

Όταν το ρευστό είναι σε ηρεμία (ακινησία) και η πυκνότη

τα όγκου του φορτίου είναι μηδέν, η εξίσωση (3) της ενότητας 10.4 

γίνεται,

Vp - pg = μο λ ΐΐ (1)

όπου j =(1/4 ) ν Λΐϊ και η εξίσωση (1) της 10.7 γίνεται,

3ΪΪ/3ΐ=ην2ΐί (2)

η οποία είναι η εξίσωση διάχυσης η οποία φαίνεται ότι ισχύει για 

μικρούς μαγνητικούς αριθμούς Reynolds.

Για ένα υγρό, η Ρ είναι σταθερά και αφού το πεδίο του g 

είναι συντηρητικό, μπορούμε να βρούμε μια βαθμωτή συνάρτηση δυνα

μικού Ω τέτοια ώστε g — νΩ. Τότε η (1) δίδει

ν ( ρ + ρ Ω ) = μ 3 ^ ί  (3)

Η εξίσωση (3) δείχνει ότι και τα δύο διανύσματα j, ϊϊ βρίσκονται 

στην οικογένεια των επιφανειών

ρ + ρ Ω =  σταθερά (4)

ένα αποτέλεσμα που συνδέεται στενά με την περίπτωση της στατικής 

κίνησης του ρευστού κάτω από συντηρητικές δυνάμεις, που μελετήθη-



κε στην ενότητα 5,5, όπου δείξαμε ότι οι ρευματογραμμές και· .οι. 

στροβιλογραμμές βρίσκονται μέσα σε καθορισμένες επιφάνειες, -η * ' 

. Μ Η μαγνητική δύναμη ανά μονάδα όγκου του αγώγιμου ρευστού εί

ναι {μ/4π)(ν Αν αυτή είναι μηδέν, το αντίστοιχο μαγνητι? 

κό,;πεδίο λέγεται „ότι ,είναι ελεύθερο δύναμης και· ’ χ.?

Γ ' '  ΐ· 5· · >· ·' '<
(V λ Λ) . . . , (5) ...

4>ν;' r A . ' O y & j  Χ , Λ  - . W  ' ··· * ■'·*.' ι * 1 1 · * * ·

L..· .· ΓΟ* οκίώ
■ Γ . '  A ·?■ t

If εξίσωσή (5)* έχεil·τις ειδικές λύσεις' ?

f t  - f t ,  ' V ' - f t - - f t ,  V  Λ ft = ft = aft Γί)
π .*(;·-'· .«iOVy.·. ν;.).·: /·®ί.'Γ :;Τ

·*~ ' ;■ * ν - 4 _ν Γ~ ·

Μ
2τπ συνέχεια θα μελετήσουμε μερικά απλά προβλήματα της μαγνήτου-

\·. ^Ύβζτ**:·' *·'- ' ·-* . ■·■ * . · ·· -·ν : τ ^ :ο3·’
·. % ν · .. **<■ '*· -/v;3i;s' r ·

δ^σδύναμικής.
ν >;■·: *.„ , . · ΥΥ'/ !>̂ϊ·

10.11.1. Περιορισμός του Πλάσματος με Συμπίεση

0 περιορισμός ενός πλάσματος είναι μεγάλης σπουδαιότητας 

στην πυρηνική τεχνολογία. Εμείς εδώ θα περιγράφουμε μια διαδικα-;· 

αία βασισμένη στο "αποτέλεσμα συστολής". -ν

Σχ. 10.5 „>?- f

Το πλάσμα είναι κατά τη μορφή ενός μακρού κυλίνδρου και
’f

μεταφέρει ρεύμα κατά τη διεύθυνση του γεωγραφικού μήκους (σχ.10.5) 

Υποτίθεται ότι είναι ομοιόμορφο, έτσι που το διάνυσμα της πυκνό

τητας ρεύματος 1 να είναι το ίδιο σ ’όλα τα εσωτερικά σημεία. Μια 

τέτοια συνθήκη είναι αντιληπτή όταν η αγωγιμότητα είναι πεπερα

σμένη, έτσι που το ρεύμα να μπορεί γρήγορα να διαχυθεί διαμέσου
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του υλικού. Τότε το μαγνητικό πεδίο ΐϊ τόσο μέσα όσο και έξω απ’ 

το πλάσμα αποτελείται από κυκλικούς βρόχους, των οποίων τα κέ

ντρα είναι πάνω στον άξονα του κυλίνδρου και τα επίπεδά τους κά

θετα σ ’αυτόν. Είναι πολύ γνωστή η ιδιότητα της ηλεκτροδυναμικής 

ότι παράλληλα σύρματα που μεταφέρουν ρεύματα που ρέουν στην ίδια 

διεύθυνση, τείνουν να έλξουν το ένα το άλλο. Κατά τον ίδιο τρόπο, 

τα διαμήκη νήματα του πλάσματος τείνουν να έλξουν το ένα το 

άλλο άρα προκαλείται μια τάση προς συστολή. Αυτό είναι το "απο

τέλεσμα συστολής" . Εάν αγνοήσουμε τις δυνάμεις βαρύτητας, η 

εξίσωση (3) δίδει

V p = p j ~ f i  (6)

Έστω (R, θ, ζ) ότι είναι οι κυλινδρικές συντεταγμένες οποιουδή- 

ποτε σημείου με τον άξονα ζ να ταυτίζεται με τον άξονα του κυλίν

δρου. Τότε προφανώς,

P=P(R), fi-H(R)0

Αν το ολικό ρεύμα ροής είναι I και αν α είναι η ακτίνα της τομής, 

τότε j=l<I/(na2). Το ρεύμα που ρέει σε μια τομή με ακτίνα R<.a 

είναι nR2j =(R/a)2I. Έστω C ότι είναι ένας κύκλος ακτίνας R , t o u  

οποίου το κέντρο βρίσκεται στον άξονα ζ. Τότε, απ’την ΗΜ θεωρία

$c ft.ds =4n(R/a)2I

αφού το C συνδέει ένα ρεύμα (R/a)2Ι. Συνεπώς,

ή

2nRH(R) = 4n(R/a)2I 

ϊΐ = Η (R) θ = (2R/a2) Ιθ

Η εξίσωση (6) τότε δίδει,

dJL =_ 2RI2μ 
dR παν~

Επομένως,

ρ -ρ0 = (12μ/πα^)(a2 -R2) (7)
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όποϋ pQ είναι η πίεση ακριβώς έξω απ’τη στήλη του πλάσματος.

Όταν η στήλη του πλάσματος είναι καμπυλωμένη, οι δυναμι

κές γραμμές συγκλίνουν στην κοίλη πλευρά και αποκλίνουν στην κυρ

τή πλευρά. Αυτό σημαίνει ότι η μαγνητική πίεση είναι αυξημένηστην 

κοίλη μεριά και μειωμένη στην κυρτή. Άρα, η τάση παράγει μεγαλύ

τερη παραμόρφωση. Αυτό δείχνει ότι η διαμόρφωση είναι ασταθής.

10.11.2. Ισοζύγιο Ηλιακών Κηλίδων

Οι ηλιακές κηλίδες είναι σκοτεινές σκιές που περιβάλλονται 

από λιγότερο σκοτεινές σκιές, στη φωτόσφαιρα, δηλαδή τα ορατά στρώ

ματα του ήλιου. Εκτείνονται μέσα στη φωτοσφαιρική ύλη με τη μορ

φή μακρών κυλινδρικών στηλών. Οι ηλιακές κηλίδες συμβαίνουν πε

ριοδικά, μπορεί να διαρκέσουν για ένα μήνα περίπου, έχουν θερμο

κρασίες γύρω στους 4500°Κ όταν είναι σε πλήρη ωριμότητα και μπο

ρεί να έχουν μαγνητικά πεδία έντασης 2000 gauss τα οποία σχετίζο

νται μ ’αυτές. Η θερμοκρασία της φωτόσφαιρας είναι γύρω στους 

5500°Κ, έτσι που η θερμοκρασία σε μια κηλίδα να είναι κατά πολύ 

μικρότερη από εκείνη της φωτόσφαιρας.

Όταν μια ηλιακή κηλίδα είναι σε ισορροπία, αν υποθέσουμε 

ότι οι πυκνότητες πλάσματος εντός και εκτός της κηλίδας είναι ί

σες και επίσης,ισχύει η καταστατική εξίσωση (ρ = πίεση, ρ=θερμο

κρασία, Τ = θερμοκρασία, R = σταθ.), τότε η ελαττωμένη θερμοκρασία 

εντός της κηλίδας συνεπάγεται μια ελαττωμένη πίεση, θα περίμενε 

κανείς όμως,ότι το θερμότερο περιβάλλον πλάσμα να ρεύσει μέσα 

στην κηλίδα από την έξω περιοχή και έτσι να την καλύψει. Αυτό πι

θανώς συμβαίνει όταν η κηλίδα εξασθενίζει, αλλά όταν είναι σε ι

σορροπία θεωρείται ότι η ισχυρή ένταση του μαγγητικού πεδίου μέ

σα στην ύλη της ηλιακής κηλίδας παράγει μια αρκετά υψηλή πίεση, 

για να αποτρέψει αυτό το ενδεχόμενο. Έτσι, αν pi είναι η πίεση 

μέσα στη στήλη της ηλιακής κηλίδας και ρο στο εξωτερικό υλικό, 

τότε όταν η κηλίδα είναι σε ισορροπία, ισχύει:

Ρΐ + (μϊί2/8π) =ρ0 ,

εάν υποθέσουμε μια ομοιόμορφη ένταση του μαγνητικού πεδίου ft, μέ

σα στη στήλη. Εδώ χρησιμοποιούμε το αποτέλεσμα ότι η ίϊ δίδει το
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έναυσμα για ένα σύστημα τάσης Maxwell ισοδύναμου προς μια υδρο

στατική πίεση (μϊϊ2/8π) και μία τάση ανά μονάδα επιφάνειας (μΐϊ2/ 

4π) κατά μήκος των δυναμικών γραμμών.

10. 12. Μαγνητοϋδροδυναμικά Κύματα

Στο κεφάλαιο 9, είδαμε ότι ένα μη αγώγιμο συμπιεστό ρευστό 

θα μπορούσε να μεταδώσει διαμήκη ηχητικά κύματα. Δεν είναι δυνα

τή η περίπτωση μιας εγκάρσιας διάδοσης, για ένα τέτοιο ρευστό. Ε

πιπλέον, ένα ασυμπίεστο ρευστό που είναι μη-αγώγιμο δεν μπορεί κα

θόλου να υποστηρίξει κανενός είδους κίνηση κύματος. Όταν το ρευ

στό είναι αγώγιμο, εντούτοις, είναι δυνατή εγκάρσια κίνηση κύμα

τος διαμέσου αυτού, οποτεδήποτε είναι παρόν ένα μαγνητικό πεδίο. 

Πρώτα διευκρινίζουμε αυτό το διακριτικό χαρακτηριστικό της ΜΥΔ 

με ένα απλό μοντέλο.

Υποθέτουμε ότι το ρευστό είναι άπειρης αγωγιμότητας, ού

τως ώστε σε συμφωνία με το θεώρημα του Alfven, οι μαγνητικές δυ

ναμικές γραμμές είναι κολλημένες στα στοιχεία του ρευστού. Υπο

θέτουμε ί0 ότι είναι η αδιατάρακτη ένταση του πεδίου σ ’ένα σωλή

να μαγνητικής δύναμης με διατομή δΑ. Τότε η μάζα ανά μονάδα μή

κους ενός τέτοιου σωλήνα είναι m, όπου m = ρδΑ. Οι μαγνητικές δυ

νάμεις που δρουν στο σωλήνα είναι ισοδύναμες με μια υδροστατική 

πίεση μΐ^/θπ και μια τέτοια τάση ανά μονάδα επιφάνειας μίϊ0/4π κα

τά μήκος των δυναμικών γραμμών. Η πρώτη εξισορροπείται από μιά ελάτ

τωση της πίεσης του ρευστού, που κρατά τους σωλήνες σε τάση. Άρα, η 

τάση Τ κατά μήκος της δυναμικής γραμμής είναι: Τ = μίί^δΑ/4π. Αν 

το ρευστό είναι ασυμπίεστο, οι δυναμικές γραμμές είναι όπως οι 

τεντωμένες χορδές σε τάση Τ και μάζα m ανά μονάδα μήκους. Αυτό 

υποδεικνύει ότι όταν είναι διαταραγμένες, δίδοντας στα στοιχεία 

του ρευστού μια μικρή συνιστώσα ταχύτητας, κάθετη σ ’αυτές, οι δυ

ναμικές γραμμές θα εκτελέσουν εγκάρσιες δονήσεις με τα κύματα 

ώστε να έχουν ταχύτητα διάδοσης

Τέτοια κύματα είναι γνωστά ως κύματα Alfven, αφού ο Alfven πρώ
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τος υπογράμμισε την αναλογία τους με τη χορδή, το 1942. Η VA ονο

μάζεται ταχύτητα Alfv€n.

Τώρα υποθέτουμε ότι το τέλειο αγώγιμο ρευστό είναι ασυμπί

εστο. Τότε η διαμήκης διάδοση είναι, επίσης, δυνατή. Η φύση της 

κίνησης των κυμάτων που παράγεται εξαρτάται από τη διεύθυνση του 

ΐϊ ως προς την ταχύτητα ί των στοιχείων του ρευστού.

Αν η ταχύτητα των σωματιδίων και η διεύθυνση της διάδοσης 

των κυμάτων είναι αμφότερες παράλληλες προς το Η0 , τότε δεν εμφα

νίζονται καθόλου μαγνητικές επιδράσεις, αφού το ρευστό κινείται 

κατά μήκος των δυναμικών γραμμών. Άρα, μεταβιβάζονται μικρές δι

αδόσεις ως κοινά επίπεδα ηχπτικά κύματα με την ταχύτητα διάδοσης 

να είναι α, δηλαδή την ταχύτητα του ήχου στο ρευστό.

Αν η ταχύτητα των σωματιδίων είναι παράλληλη προς τη διεύ

θυνση της διάδοσης και καθεμιά είναι κάθετη προς την fi0 , την αδι

ατάραχτη ένταση του μαγνητικού πεδίου, μπορούμε να δείξουμε ότι 

ένας νέος τύπος κύματος έχει διεγερθεί. Για ένα τέλεια αγώγιμο 

ρευστό, αν ϊΐ είναι η ένταση του πεδίου το χρόνο t και ν η ταχύ

τητα του σωματιδίου, τότε

ai5/at = ν ( Μ )

Παίρνοντας ν = υ(χ)ΐ, ίϊ = Η(χ)1, λαμβάνουμε ν Λΐϊ ·=μΗ^

V Λ (ν *ίϊ) =ΐ - φ ί ϋ Η Ϊ Ο Μ ^ Κ υ Η ) }

Συνεπώς, για σταθερή κίνηση, 3ΪΙ/3ί = (5 και έτσι,

(d/dx)(uH) = 0

ή uH = σταθ.

Αλλά η μονοδιάστατη εξίσωση συνεχείας V.(pv) =0 δίδει

pu = σταθ.

Απ'τις τελευταίες δύο εξισώσεις

^  = σταθ. = jje, όπου 
Ρ Ρο

ο δείκτης ο αναφέρεται σε αδιατάρακτες συνθήκες. Αφού η μαγνητι- 

κή πίεση είναι μ?ί2/8π, η ενεργός πίεση είναι ρ.  όπου



Επομένως,

όπου Vd είναι η ταχύτητα Alfven. Συνεπώς, η ταχύτητα της διάδοσης

μικό κ ύ μ α . Τα κύματα Alfven είναι εγκάρσια και διαδίδονται 

σε αγώγιμα ασυμπίεστα ρευστά, αλλά τα ΜΥΔ κύματα είναι διαμήκη 

και η διάδοσή τους χρειάζεται ένα αγώγιμο ασυμπίεστο ρευστό.

10. 13. ΜαγνητοΟδροδυναμικά Κρουστικά Κύματα

Στο κεφάλαιο 9, μελετήθηκαν κρουστικά κύματα σε αέρια, 

αγνοώντας τις επιδράσεις του ιξώδους και της θερμικής αγωγιμότη

τας. Εδώ, πρώτα εξετάζουμε αυτές τις επιδράσεις σε μονοδιάστατο 

κρουστικό σχηματισμό κατά την περίπτωση ενός μη αγώγιμου αερίου 

και μετά εισάγουμε κατάλληλες τροποποιήσεις που ναανταποκρίνονται 

σ ’ένα αγώγιμο αέριο σ ’ένα εγκάρσιο μαγνητικό πεδίο. Υποθέτουμε η 

ζώνη κρούσης ότι είναι μια λεπτή περιοχή και όχι απλά ένα επίπε

δο ασυνέχειας όπως πριν.

10.13.1. Κρουστικό Κύμα σε μη-Ανώνιμο Αέριο με

Το σχήμα 10.6 δείχνει το σχηματισμό μιας στατικής κρουστι

κής ζώνης πάχους d σ ’ένα σωλήνα ομοιόμορφης διατομής Α. Η ροή εί

ναι μονοδιάστατη και η ζώνη κρούσης είναι μια ζώνη μετάβασης στην 
οποία η πίεση ρ, η πυκνότητα ρ, η ταχύτητα των σωματιδίων u και 

η θερμοκρασία Τ μεταβάλλονται συνέχεια από ρα, Pi, ui, Τι στην 

περιοχή 1, σε ρ2, Ρ2 , u2, Τ2 στην περιοχή 2. Η συνεχής μεταβολή 

οφείλεται στο ορισμένο ιξώδες και τη θερμική αγωγιμότητα του αε

ρίου και το πάχος d είναι της τάξης ολίγων μέσων ελευθέρων δια

τέτοιο κύμα ονομάζεται μαγνητουδροδυνα-

Ορισυένο Ιξώδες και θερμική Αγωγιμότητα
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δχ
χ

Ρ2
Ρ2 ^

Σχ. 10.6

δρομών των μορίων του αερίου. Μέσα στη ζώνη κρούσης, θεωρούμε την 

κίνηση ενός στοιχείου σταθερής μάζας ρΑδχ, το οποίο κινείται μα

ζί με την ταχύτητα u του ρευστού. Η ροή είναι στατική και μονοδι 

άστατη.

Η εξίσωση της διατήρησης της μάζας είναι (d/dx)(pu)=0, α

πό την οποία έχουμε,

Η γενική εξίσωση της κίνησης ενός ιξώδους ρευστού των Navier- 

Stokes που κινείται με ταχύτητα ν, όπως είναι γνωστό είναι,

Λαμβάνοντας ν = ut, την εξωτερική δύναμη ανά μονάδα μάζας ί=(5 και 

στατικές συνθήκες, έχουμε:

PiUi =p2U2= m ας πούμε (1 )

και έτσι

από την οποία προκύπτει

Ενθυμούμενοι ότι τα-pu, ρν είναι σταθερά, η εξίσωση αυτή ολοκλη
ρώνεται για να δώσει
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[(pu)u + p (pv)(du/dx)3i =0

ή αφού du/dx =0, έξω απ’τη ζώνη μετάδοσης

P i U f  + Ρ ι  =  P 2 u *  +p 2 (2)

Ας καταστρώσουμε τώρα την εξίσωση ισοζυγίου της ενέργειας γιά 

την κίνηση του στοιχείου του ρευστού σταθερής μάζας ρΑδχ στο σχή

μα 10.6. Έστω λ ότι είναι η θερμική αγωγιμότητα και Τ ηθερμοκρα- 

σία στο "επίπεδο χ". Τότε,

0 ρυθμός της ροής θερμότητας διαμέσου του "επιπέδου χ" 

ανά μονάδα χρόνου στη διεύθυνση

χ = - XAdT/dx

0 ρυθμός της ροής θερμότητας διαμέσου του "επιπέδου (χ+δχ)" 

στη διεύθυνση

χ = - λΑ dTdx
XAdTx 
dx '

0 καθαρός ρυθμός της θερμότητας δι’αγωγής ανά μονάδα χρόνου μέσα 

στο στοιχείο = ΛΑδχ (d2T / d x 2 ) .

Η παραγώγιση της εξίσωσης κίνησης δείχνει ότι η ενεργός πίεση 

του ρευστού στο "επίπεδο χ" κατά τη διεύθυνση χ είναι

ρ - j  pv(du/dx)

Η δύναμη στο "επίπεδο χ" που οφείλεται στο στοιχείο του ρευστού

= -(ρ-j  pvdu/dx)A 

0 ρυθμός του έρνου αυτής της δύναμης

= -(pu - j. pvudu/dx)A

0 ρυθμός του έργου της ενεργού δύναμης στο "επίπεδο (χ+δχ)"

= ( ρ υ 4 ρν υ - ^ ) Α + δ χ ^(pu-ipvu^-lA 

0 ολικός ρυθμός του έργου της πίεσης του ρευστού στο στοιχείο

= Α δ χ^ - ( ρυ Pvu^-)
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Η εσωτερική ενέργεια του αερίου στο στοιχείο

= (pA5x)CuT

= (ρΑδχ) = jyTrjp (Αρδχ)

0 ρυθμός κέρδους της εσωτερικής ενέργειας

_ Αρδχ d /Ρ» _ Ap6xu d/Px 
γ-1 <it 'ρ' ” γ- 1 tfirp'

Η κινητική ενέργεια του στοιχείου

= \  (ρΑδχ)υ2

Ο ρυθμός κέρδους της κινητικής ενέργειας του στοιχείου

= (ρΑδχ)υ “(ρΑδχϊυ2^

0 ρυθμός της προμήθειας θερμότητας στο στοιχείο με αγωγιμότητα = 

ρυθμό της εκτέλεσης εξωτερικού έργου +το ρυθμό κέρδους της κινη

τικής ενέργειας.

ΑΑδΧ ί ί ' Α δ χ  ^  (pu-jpvu jjj) +^ r f  ϋ| χ Φ  + (ρΑδχ) u (ujjj)

Αφού ρυ^σταθ., διαιρώντας με puA6x δίδει

Ολοκληρώνοντας διαμέσου της ζώνης μετάβασης και χρησιμοποιώντας 

du/dx =0, dT/dx *0 στις περιοχές 1,2

Να σημειωθεί ότι οι εξισώσεις (1), (2), (3) είναι ακριβώς οι ί

διες μ ’εκείνες που ελήφθησαν υποθέτοντας ότι το κρουστικό κύμα εί

ναι ένα επίπεδο ασυνέχειας. Εντούτοις,οι μέθοδοι που χρησιμοποιή

θηκαν κατά την εξαγωγή τους, μπορούν επίσης, να χρησιμοποιηθούν
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για να θεμελιωθούν συνθήκες μέσα στην καθορισμένη ζωνπ κρούσης 

και να ληφθεί μία εκτίμηση του πάχους της.

10.14 Στρωματική Ροή Ενός Ιξώδους Αγώγιμου Υγρού 

Μεταξύ Παραλλήλων Τοίχων σ ’Έ ν α  Εγκάρσιο 

Μαγνητικό Πεδίο

Η0=Η0Ϊ<

/ ' ' S ' '  S ' < ( ( /  /  S-ί — Ζ-+1

S
Μη αγώγιμοι 

το(,χοι
/

~Τ

Λ$=ν(ζ)ΐ 
" { v v w w w v v w w ^ v v ν ν ν τ τ τ \ τ ν z=-L

Σχ. 10.7

Έχει δειχθεί (ενότητα 8.10.1) ότι η μεταβολή της ταχύτη

τας με το ύψος, ενός ιξώδους ρευστού, που ρέει μεταξύ δύο παραλ

λήλων πλακών είναι παραβολή. Εδώ θα διεξέλθουμε την περίπτωση ε

νός υψηλής αγωγιμότητας ιξώδους υγρού, όπως είναι ο υδράργυρος, 

που ρέει μεταξύ δύο παραλλήλων μη αγώγιμων επιπέδων, σ ’ένα ομοιό

μορφο εγκάρσιο πεδίο, το οποίο είναι κάθετο στα επίπεδα. Καθώς τα 

στοιχεία του ρευστού τείνουν να δεθούν μεταξύ τους με το μαγνητι- 

κό πεδίο, είναι προφανές ότι το πεδίο θα εμποδίσει με κάποιο τρό

πο την κίνηση του υγρού. Η κίνηση θα δημιουργήσει τάση στις δυνα

μικές γραμμές, αλλά λόγω της πεπερασμένης αγωγιμότητας, αυτές μπο

ρούν να επανέλθουν στις αρχικές τους θέσεις.

Λαμβάνουμε τα επίπεδα να είναι z =±L και το μαγνητικό πε

δίο διαμέσου αυτών ϊί0 =Η0£ (σχ. 10.7). Η κίνηση του ρευστού δια

μέσου του πεδίου θα προκαλέσει ηλεκτρικό ρεύμα κάθετο στην ταχύ

τητα ν = υ(ζ)ί του ρευστού και στο ομοιόμορφο μαγνητικό πεδίο 

*0 =Η01< και η δύναμη Lorentz στο κινούμενο ρεύμα θα αντιδράσει 

στην κίνηση μαζί με τις δυνάμεις τριβής. Η ταχύτητα ικανοποιεί
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την εξίσωση συνεχείας ν.ν=0.
Η κίνηση του υγρού θα δημιουργήσει μία ένταση του διαταρα- 

γμένου πεδίου 1ΐ = h(z)T«, όπως είναι η τάση για το υγρό να ανθίστα- 
ται στις δυναμικές γραμμές κατά μήκος της διεύθυνσης της κίνησής 
του. Άρα, το ολικό πεδίο είναι,

ft=ft0 +fi

Αυτή ικανοποιεί την V.ft = 0.
Υποθέτουμε ότι η πίεση στο υγρό είναι της μορφής

Ρ =Ρ0(χ ) +Ρι(ζ)

0 όρος ρ0(χ) προκαλεί μια βαθμίδα -dp0/dx, στη διεύθυνση της κί

νησης: Ρι(ζ) είναι αυΐή που μπορεί να αποδοθεί σε υδροστατικά αί

τια. ■'

Για στατική ροή 3ft/3t=ft και η μαγνητική εξίσωση επαγωγής 
γίνεται,

V-(v-ft) +ην2ϊΐ = (5 (η = 1/4πμσ) (1).

Η γενική εξίσωση κίνησης,

+ Ρ9 +jpjf ̂  ΛΗ +-5 pvW. v +ρ\»ν* γ

δίδει, για στατικές συνθήκες,

p(v.V)v *-V(p0 +pi)-pg£ + (μ/4π)(ν -ft) -ft+pvV2 ν (2)

Αφού ν -ft =- u(z)H0j

V -(ν-ft)

3 _ 3 _ . i L
3x 3y 3ζ

0 -Η0υ(ζ) 0
H0o*(z)J

Άρα η (1) δίδει,

0 * 4 n < W o $ - O ( 3 )

Η εξίσωση (2) δίδει,
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^ =_3χα *"ρ9* +feh’ (ζ)ϊ Λ (hT + H0t) + P v ^  T.

από την onoLa έχουμε,

_ dg +̂JiHa dh 
dx 4n dz + pv = 0 (4)

= 0 (5)

Από την (4) συνάγεται,

$5* + pv gpr = = -ρ» μία σταθερά (6)

Άρα, για στατική στρωματική ροή, η βαροβαθμίδα κατά τη διεύθυν
ση της κίνησης είναι σταθερή παντού μέσα στο υγρό. Από την (5)

Pi(ζ) =Ci - (μή2/8π) - pgz (7)

Ολοκληρώνοντας την (3),

(d h/ dz)+4πμσΗ0 υ = C2 (8)

Από τις εξισώσεις ν~ϊϊ = 4 n j , j = σ(ί + μν^ίϊ), ν Λϊϊ = h' ( z)j, 

ν-ίϊ = - H 0 u(z)j και λαμβάνοντας j = [ j i , j 2 » j 3 ]

j 1 = σΕ 1 =0 (9)

j 2 =σ(Ε2-μΗ0υ) = (1/4π) (dh/dz) (10)

j3 =σΕ3 =0 (11)

Συνεπώς,

ΐ  = [ο, ε2, ο] (12)

όπου
Ε2 =μΗ0ϋ + (1/4πσ) (dh/dz) =(C24no) 

από την (8). Άρα, η (8) δίδει

(d h /d z )  +4πμΗ0 υ = 4πσΕ2 (1 3)
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Η εξίσωση (4) τώρα δίδει,

■<ίχα + $τα (4πσΕ2 ■ 4πμσΗ0 υ) + Ρν^ρ-'Ο

ή

pv(d2u/dz2) -σμ2Η2υ = -(Ρ+μσΗ0Ε2) =σταθ. (14)

Καθώς δεν υπάρχει ολίσθηση στα οριακά τοιχώματα, υ = 0 όταν ζ =±L. 

Επίσης, υποθέτοντας τους τοίχους ότι είναι μη αγώγιμοι απαιτούμε 

j, =0 στα ζ =±1_. Αυτές οι τελευταίες συνθήκες ικανοποιούνται μα

ζί με την (11). Η απαιτούμενη λύση της (14) είναι τώρα

u(l), lP+MOHnE2){chM-Ch(Mz/L)} (15)

σμ2Η* chM

όπου Μ είναι μια άδιάστατη ποσότητα που καλείται αριθμός Hartmann 

και ορίζεται από την ισότητα

Μ = μΗ0Ι_ Α'σ/ρν) (16)

Αν δεν υπάρχει εξωτερικά διοχετευόμενο ρεύμα, τότε

/L j2dz = 0 
—L

Από την (10),

β σ(Ε2 -μΗ0υ)

- σ |Ε2 μΗ»(Ρ + μσΗ»Ε,)(chM - ch(Mz/L)}| 

σμ2Η2 chM

Ολοκληρώνοντας αυτήν από -L μέχρι L και εξισώνοντας με το μηδέν, 
βρίσκουμε

Ε2 « (Ρ/μσΗ0)(Μ cothM-1) (17)

από την οποία η (15) δίδει

υ(ζ) * (ΡΜ/σμ2Ηο shM){chM -ch(Mz/L)} (18)
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Η εξίσωση (13) ολοκληρώνεται νια να δώσει

h(z\ - M k { sh(Mz/L) _ ζ, 
n w  μΗ0 1 shM L} (19)

επιλέγοντας h = 0  στα z=±L για να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις της 
συνεχείας του ϊϊ στα όρια.

Από την (18), η μέση ταχύτητα στη διατομή είναι

5 -  A  t  tr{2)dz ,Pl ,Wch»-?hH)
tL it. _ .9,.2 11

κι έτσι,

σμ2Ηη shM

ii#7 1 _ 5M{ chM -ch(Mz/L)> 
ulz,_ M c h M - s h M

( 20)

Για ένα ασθενές μαγνητικό πεδίο, Μ'νΟ. Ας βρούμε την υ(ζ) όταν 

Μ = 0. Έχουμε,

1 im
Μ-*0

Μ (ch Μ -ch(Mz/L)> 
Μ ch Μ - sh Μ

= 1 im 
Μ-Κ)

ch Μ - ch(Mz/L) + M(shM - (z/L)sh(Mz/L)> 
Μ ShM

= 1 im
Μ - Κ )

2 (shΜ - (z/L) sh(Mz/L)> + M (chM - (z/L)2ch(Mz/L)} 
sh Μ + M ch M

= 1 im
M - K )

3 {chM - (z/L)2 ch (Mz/L)> + M {shM - (z/L)3 sh(Mz/L)} 
2 ch Μ + M shM

■ |  {1 - (z/L)2)

Συνεπώς u(z) = |  u{l - (z/L)2}, όταν M = 0. Αυτή n σχέση επαναφέρειΔ
την παραβολική μορφή της ταχύτητας (προφίλ), που ελήφθη για ιξώ

δη στρωματική ροή εν απουσία μαγνητικού πεδίου.

Το σχήμα 10.8 δίδει ένα σκίτσο της μορφής της ταχύτητας για διά

φορες τιμές του αριθμού Hartmann.
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