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Το βιβλίο τούτο προορίζεται για τους φοιτητές του Τμήματος Μαθηματικών του 
Πανεπιστημίου Ιωαννίνων οι οποίοι δηλώνουν το μάθημα Μιγαδικές Συναρτήσεις 1.
Η διαμόρφωση και η παρουσίαση της ύλης του βασίζεται πάνω στην εμπειρία που 
αποκτήθηκε διδάσκοντας το μάθημα τούτο κατά τη διάρκεια της τελευταίας 
δωδεκαετίας. Στο βιβλίο αυτό εκτίθενται πρωτότυπες ασκήσεις υπό μορφή 
παραδειγμάτων, καθώς επίσης και άλυτα θέματα για την καλύτερη εξάσκηση του 
αναγνώστη.

Επειδή η θεωρία τα>ν μιγαδικών συναρτήσεων ασχολείται με τη μελέτη των 
συναρτήσεων που ορίζονται στο μιγαδικό επίπεδο, η κατανόηση του αντικειμένου 
φαίνεται δύσκολη σε κάποιον που υστερεί στα αντίστοιχα θέματα τα οποία 
αναφέρονται στις συναρτήσεις που ορίζονται στην πραγματική ευθεία, δηλαδή στις 
πραγματικές συναρτήσεις. Οαπειροστικός λογισμός, καθώς επίσης και βασικά θέματα 
τοπολογίας, μαθηματικής ανάλυσης και γεωμετρίας του επιπέδου είναι κατ' ανάγκην 
προαπαιτούμενα για το θέμα τούτο, με την έννοια ότι η μη εμπέδωσή τους δημιουργεί 
την εντύπωση ότι η μιγαδική ανάλυση είναι αυτό ακριβώς που το ονομά της δηλώνει, 
δηλαδή, σύνθετη, περίπλοκη, εξωπραγματική. Είναι, ίσως, αλήθεια ότι οι αποδείξεις 
ορισμένων μεγάλων θεωρημάτων απαιτούν μακροσκελείς και δύσκολες τεχνικές. Αλλά 
από άποψη εννοιολογική η μιγαδική ανάλυση είναι πιο εύκολη από την πραγματική 
ανάλυση.

Για την πιο αποτελεσματική εμπέδωση της ύλης θεωρήθηκε σκόπιμο χ\ 
παρουσίαση του βιβλίου τούτου να οργανωθεί κάτω από δύο βασικές αρχές: (οΟ 
εισαγωγή σε κάθε παράγραφο να γίνεται με μία συνοπτική παρουσίασή της 
αντίστοιχης θεωρίας (έστω και με χωρίς αποδείξεις), στοιχείο απαραίτητο για την·.”
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κ α τα ν ό η σ η  τ ω ν  π α ρ α δ ε ιγ μ ά τω ν , (β) Γ ια  τη ν  καλύτερη  κατανόηση νέω ν  ε ν ν ο ιώ ν  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι η  δο μ ή  κ α ι  η  γεω μ ετρ ία  το υ  επ ιπ έδ ο υ  (π ερ ιέχ ο ν τα ι 5 7  επ ίπ εδ α  

σ χήμ ατα), ώ στε ν α  δη μ ιο υ ργε ίτα ι μ ια  όσο το  δυνα τόν  π ιο  σαφής εικόνα , α κό μ α  κ α ι 

ό τα ν  π ρ ό κ ε ιτα ι γ ια  α να λυτικές έννοιες.

Ιω ά νν ινα , 2000 Γ.Λ.Κ.
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Π ρώτος κύρ ιος στόχος μ α ς ε ίνα ι να  γνω ρίσουμε το υ ς  μ ιγα δ ικο ύς α ρ ιθ μ ο ύ ς  κ α ι 

όλες τ ις  έννοιες π ο υ  σχετίζοντα ι μ' αυτούς, ώστε στα  επόμενα κεφ άλα ια  ν α  είμαστε σε 

θέση να  κατανοήσουμε καλύτερα τη θεωρία τω ν μιγαδικώ ν συναρτήσεων.

1.1 Αλγεβφΐκή μορφή μιγαδικού αριθμού

Η α λ γ ε β ρ ικ ή  μ ο ρ φ ή  (algebraic form ) ενό ς  μ ιγ α δ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  (com plex  

number) z  ε ίνα ι η

z * x  + y i  = x + l y ,

όπου χ κ α ι y ε ίν α ι π ρ α γ μ α τ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί κ α ι το  I ε ίνα ι η λεγόμενη  φ α ν τ α σ τ ικ ή  

μ ονά δα  (im aginary unit), δηλαδή κ ά π ο ιο  στοιχείο  ενός (αλγεβρικού) σ ώ μ α το ς  C με 

πράξεις + κ α ι · π ο υ  ικανοποιεί τη  σχέση

I  I · ! * · ! .■&·
f t
1  Ο αριθμός x ε ίνα ι το  π ρ α γ μ α τ ικ ό  μ έρ ο ς  Re (real part) του  μ ιγαδ ικού  α ρ ιθ μ ο ύ  ζ  κ α ι 

«  ο y το  φ α ν τ α σ τ ικ ό  μ έ ρ ο ς  Im (Imaginary part) του  ζ, οπότε  κ α ι γρά φ ουμε

Μ

ίι

χ = Re ζ  κ α ι y » I m z .



·2· Γ ε ω ρ γ ίο υ  Λ . Κ α ρ α κ ώ σ τ α

Δύο μιγαδικοί αριθμοί ζ χ : = χχ + yii και Ζ2: = Χ2 + y ii θεωρούνται ίσοι αν και 
μόνο αν ισχύουν οι ισότητες

Re ζι = xi = Χ2 = Re Ζ2 και Im ζχ = yx = y2 = Im ζ2.

Το άθροισμα ζχ+ζ2 και το γινόμενο ζχ-Ζ2 των αριθμών

ζι : = χχ+ yji και Ζ2 : = Χ2 + yii

είναι αντίστοιχα οι μιγαδικοί αριθμοί που ορίζονται με τους τύπους

και
zi+z2 : = (xi+X2) + (yi + y2)i.

ζ ι·ζ2 : = ( χχχ2 - yxy2) + ( * iy2+ X2yi)i.

Συνήθως το γινόμενο των μιγαδικών αριθμών ζχ και Ζ2 παριστάνεται απλούστερα 
και ως ζχζ2. Η δύναμη ζν ορίζεται όπως ακριβώς και στο σώμα των πραγματικών 
αριθμών για κάθε φυσικό αριθμό ν.

Παρατήρηση
Δεν υπάρχει ολική διάταξη που να χαρακτηρίζει το σύνολο των μιγαδικών 

αριθμών C ως ένα διατεταγμένο σώμα, δηλαδή δεν υπάρχει ολική διάταξη

[ * ]  = 1=] U [> ]

που να ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:

και
ΐ) Αν z > w και ζ' > w' , τότε ζ +ζ' > w +w’ ,

ii) αν ζ >w και a >0,τότε az >aw.

Πραγματικά, αν μια τέτοια διάταξη υπάρχει, τότε θα πρέπει να ισχύει * 
τουλάχιστον μία από τις σχέσεις ■

ή

i = 0 , i > 0, 0 > i.



Μιγαβιχή Ανάλυση -3-

Η ισότητα π ρ ο φ α νώ ς δεν  ισχύει^Έ σ κ 
με την ιδιότητα (il), θα  έχουμε κ α ι

ι  ισχύει η ανισότητα  i >  0. Τότε, σ ύμ φ ω να

Μ  >0,

δηλαδή - 1 > 0 ,  οπότε, π ά λ ι, σύμφ ω να  με τη (ii), θα  έχουμε (-1)· i > 0 ,  ήτο ι

- i  > 0 .

Τότε, όμω ς, α π ό  την ιδιότητα  (i), προκύπτει ό τ ι

δηλαδή

( - i) +  i > 0  + 0 ,

0 > 0,

πράγμα ά το π ο . Μ ε πα ρό μ ο ιο  τρ ό π ο  α ποδεικνύετα ι ό τ ι κ α ι η α νισ ότητα  0  > i ε ίν α ι 

αδύνατη. □

Ε ξάλλου μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  ο ρ ισ το ύ ν  σ χέσ εις  ο λ ικ ή ς  δ ιά τα ξ η ς  σ το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  

μιγαδιχώ ν α ρ ιθμ ώ ν , χ ω ρ ίς  ό μ ω ς  α υ τ έ ς  ν α  έ χ ο υ ν  σ χ έ σ η  μ ε  τ ι ς  π ρ ά ξ ε ις  τ ο υ  

σώ ματος. Π ρα γμ α τικά , μπορούμε ν α  ορ ίσουμε αρκετές σ χέσεις ο λ ικ ή ς  δ ιά τα ξη ς , 

όπως, γ ια  παράδειγμα , η λεξικογραφική διάταξη  Σ π ο υ  ορ ίζετα ι ω ς  εξής:

(x + y i)Σ (u + v i): x < u  κ α ι , α ν χ  =  ιι, τ ό τ ε γ  «  ν.

Μια άλλη σχέση ολ ικής δ ιά τα ξη ς στο σύνολο τω ν  μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθ μ ώ ν  δ ίν ετα ι στην 

άσκηση 1.2.2.

Π αράδειγμα 1.1.1
θ α  υπολογίσουμε το υ ς  πραγματικούς αριθμούς x κ α ι y  ο ι  ο π ο ίο ι ικ α νο π ο ιο ύ ν  τη  

σχέση

(3 +i)x + (4 · 5i)y = 1 1 + 2 1 .

Π ρος το ύτο  γρά φ ουμε το ν  μ ιγαδ ικό  α ριθμ ό  π ο υ  ε ίνα ι σ το  α ρ ισ τερό  μ έλο ς τη ς  

εξίσωσης στην αλγεβρική του  μορφή, οπότε έχουμε



4- Γ ε ω ρ γ ίο υ  Λ . Κ α ο ο χ ώ η ι

( 3 χ + 4y) +  i(x- 5y) =1 l+2i.

Έ τσ ι θ α  π ρ έ π ε ι ν α  επαληθεύετα ι το  σύστημα

τ ο  ο π ο ίο  έχε ι τη  λύση
3 x + 4 y =  11, X - 5 y = 2 ,

63 5
Χ = 19 * “ 1 y  =  19‘

j£ p
1.1 .1  Ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ το ύ ν  τα  σ το ιχεία  τω ν παρακάτω  συνόλω ν :

A : = {(χ , y ) e  R 2 : (2x- i)(4  + i) + (2x- yi)(- 2+3i) =  6+ 5i),

B : = {(x , y ) E  R 2 : (x- y i)(a  +βι) =  α β ΐJ, ό π ο υ  a , β  E  R ,

Γ: = {(x , y ) €  R 2 : (x -i)(l+ 2 i)+ (x2+4y)3i=0}.

1 .1 .2  Ν α  βρεθούν ό λ ο ι ο ι μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί a  κ α ι b π ο υ  ικα νοπο ιούν  τ ις  σ χέσ εις

a 2 +  b2 =  0  x a ia b ^ O .

1.1 .3  Α ν  k  ε ίν α ι ένα ς φ υσ ικός α ρ ιθμ ός, να  υπολογισ τούν τα  α θροίσμ ατα :

α ) 1+212 +  313 +  . . .  +  ki*,

β ) i +  1·212 +  2-3i3 + . . .  +  (k  - l)-kik,

γ) l + 22i2 + 32i3 +  . . .  + k2ik

(Υ π ό δειξη : Μ π ο ρεί ν α  χρησ ιμ οπο ιη θεί η ταυτότητα

( 1 - ς ) ( 1+ ξ  +  ζ2 +  ζ3 + . . .  +  ξ * ) = : ΐ -  ξ^+ΐ



Μιγαόική Ανάλυση 5-

κ α ιτο  γεγονός ό τ ι ο  α κέρα ιος αρ ιθμ ός k  γράφ ετα ι στη μορφή 4 λ ,ή 4 λ  +  1, ή 4 λ  + 2 , ή 
/

4λ + 3; γ ια  κ ά π ο ιο ν  ακέραιο  αριθμό λ.)

1.2 Το μιγαδικό επίπεδο ή επίπεδο τον Gauss

Κάθε μ ιγα δ ικ ό ς α ρ ιθμ ό ς

z :  =  x + yi

μπορεί να  π α ρα σ τα θεί σ το  λεγόμενο μιγαδικό ε π ίπ ε δ ο  (com plex pTane) ή ε π ίπ ε δ ο  

το ν  G a u s s , γ ια  το  ο π ο ίο  χρησ ιμ οποιούμ ε επ ίσης το  σύμβολο C , με το  σημ είο  του  
καρτεσιανού επ ιπ έδο υ  π ο υ  έχει συντεταγμένες (χ , y) ή με το  δ ιά νυσ μ α  Ο Μ  το  ο πο ίο  

έχει αρχή το  σημείο Ο  κ α ι π έρ α ς το  σημείο M (x, y).

Απεικόνιση τον μιγαδικον αριθμού ζ : =Χ +  ly  επί τον μιγαδικού επιπέδον

Τ ο μήκος ρ  το υ  δ ια νύσ μ α τος Ο Μ  ε ίνα ι το  μ έ τρ ο  (m odulus) ή η α π ό λ υ τ η  τ ιμ ή



*6* Γ ε ώ ρ γ ιο ν  Λ . Κ α ρ α χ ώ σ τα

(abso lu te value) το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  α ρ ιθμ ού  ζ  κ α ι πα ρ ισ τά νετα ι με I ζ  I, δηλαδή

ρ = I ζ  I : =  (X2 + y2) 1# .

Α ν ο  α ρ ιθ μ ό ς  ζ  δεν  ε ίν α ι ο  μ ιγ α δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς 0, τό τε  το  σημείο Μ (χ, y ) δεν  

τα υ τ ίζετα ι με τη ν α ρχή  Ο  τω ν  αξόνω ν κ α ι άρα  το  διάνυσμα  Ο Μ  είνα ι μη τετρ ιμ μ ένο . 

Κ ά θε γ ω ν ία  φ  μεταξύ  το υ  η μ ιά ξονα  Ο Χ  κ α ι το υ  δ ια νύσ μ α τος Ο Μ  λέγετα ι όρισμα 
(argum ent) το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  α ρ ιθμ ού  z  κ α ι δηλώ νεται με

argz.

Η  δ ια φ ο ρ ά  δύ ο  τέτο ιω ν  γ ω ν ιώ ν  φ ι κ α ι q>2 ε ίν α ι ένα  α κέρα ιο  π ο λ λα π λά σ ιο  το υ  2 π . 

Ε π ο μ έν ω ς, γ ιο  κά θε μη μ ηδενικό  μ ιγα δ ικό  α ρ ιθμ ό  ζ  υ π ά ρ χε ι μ ια  τέ το ια  γ ω ν ία  π ο υ  

π α ρ ιο τ ά ν ε τα ι με

Argz

κ α ι ε ίν α ι τέ το ια  ώ σ τε ν α  ισ χύ ει

π  & A rgz < π .

Α υ τή  η γ ω ν ία  λ έγ ετα ι βασικό όρισμα (essen tia l a rgum en t) ή βασικός κλάδος 
(essen tia l b ranch) το υ  ο ρ ίσ μ α το ς ή κύρια τιμή (principal value) το υ  ο ρ ίσ μ α το ς το υ  ζ  
κ α ι π ρ ο φ α ν ώ ς ικ α ν ο π ο ιε ί τη  σχέση

argz = Argz + 2tat, όπου k ακέραιος.

Α ν ζ : =  x  +  y i ε ίν α ι ένα ς μ ιγα δ ικ ό ς α ρ ιθμ ός δ ιά φ ορος το υ  0 , τό τε  μ πορούμ ε ν α  δούμ ε 
ό τ ι α υ τό ς  δ ίν ετα ι α π ' το ν  π α ρα κά τω  τύπο :

A rc ta n (y /x ), 
π +A rctan (y /x ),

- π + A rctan (y/χ ) ,  

π /2 ,

-π /Ζ ,

α ν χ > 0
α ν  χ  <  0  κ α ι  y  a  0, 

α ν  χ < 0  κ α ι  y  < 0 ,  

α ν  χ  = 0  x a i y > 0 ,  

αν  χ  =  0  x a i y < 0

A rgz =
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Παράδειγμα 1.2.1
θ α  βρούμε το  μέτρο κ α ι το ν  βασικό κλάδο του  ορίσμαχος του  μ ιγα δ ικού  α ρ ιθμ ού

J,·,.

π  π
z :  =  - s i n - - i c o > - .

I
I
■ ϊ·.

Π ρος τούτο  παρατηρούμε ό τ ι

• cos
π
15 π  . . π  π „  . 13π

argz = arc tan---------  = arc tan(cot ~ )  = arc tan(tan(j- -jp) = lot +

- “ " B

όπου k ε ίνα ι ένα ς οπο ιοσ δή ποτε α κέρα ιος αριθμός. Α λλά  ε ίνα ι γνω σ τό  ό τ ι

π  π
R e z = - s i n ~  < 0  κ α ι  l m z  =  - c o s ~ < 0 .

οπότε θα  π ρ έπ ει ν α  ισ χύει
π

- j i < A r g z < - - .

^  Επομένως ο  β α σ ικ ό ςκ λ ά δο ς το υ  ορ ίσ ματος το υ  ζ  π ρ έπ ει ν α  ε ίνα ι τη ς μ ορφ ής
..

13π
A rgz =  π ιπ  +

3 0 ’

:ίΤ
f  όπου m ε ίνα ι ένα ς α κέρα ιος α ρ ιθμ ός π ο υ  ικ α νο π ο ιεί τη ν α νισότητα

13π π
*π<ΠΒΙ + 1 ό ’ < · 2*

Ισοδύναμα, θα  π ρ έπ ε ι ν α  έχουμε

13π π  13π
■ * "  30 < 2 '  30

οπότε
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43 28

δηλαδή  m  = -1 . Ε π ο μ ένω ς ο  μ ιγα δ ικ ό ς α ρ ιθμ ό ς ζ  π ο υ  πήραμε έχει βασικό ό ρ ιο  μα  το

Έ χ ο ν τα ς  γνω ρ ίσ ε ι το υ ς  μ ιγα δ ικρύς α ρ ιθμ ο ύ ς κ α θώ ς επ ίσ ης κ α ι το ν  τρ ό π ο  με το ν  

ο π ο ίο  α υ το ί α π ε ικ ο ν ίζο ν τα ι σ το  επ ίπ εδ ο , μ πορούμ ε ν α  εκτελέσουμε γεω μ ετρ ικά  τ ις  

π ρ ά ξ ε ις  μ ιγ α δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν . Π ρα γμ α τικ ά , γ ια  το  ά θρο ισ μ α  δύο  μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν 

a  κ α ι b μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  π ο ύ μ ε ό τ ι το ύ το  α ντ ισ το ιχε ί στο γνω σ τό  δ ια νυσ μ ατικό  ά θρο ισ μ α  

ό π ω ς  α υ τό  π ρ α γ μ α το π ο ιε ίτα ι π ά ν ω  στο  κ α ρ τεσ ια νό  επ ίπ εδ ο : Α ν το  δ ιά νυ σ μ α  Oa 

μ ετα κ ινη θεί π α ρ ά λλ η λ α  έτσ ι ώ στε το  α ρχικ ό  του  σημείο 0  ν α  συμπέσει με το  σημείο  b, 

τό τε  το  τελ ικ ό  σημείο  το υ  θ α  συμπέσει με το  ά θροισμ α  a + b . Α ν τα  π α ρ α π ά νω  σημ εία  

a  κ α ι b  δ εν  ε ίν α ι σ υ γγρ α μ μ ικ ά , η προη γούμ ενη  μ έθοδος εύρεσης το υ  α θ ρ ο ίσ μ α το ς 

λ έγετα ι κ α ν ό ν α ς το υ  πα ρα λληλογρά μ μ ου , βλ. σχήμα:

13π 17π

ΑΓ®Ζ = * π + *30*= ""30

κ α ι μ έτρο  το

□

Itn

a  +  b

a
/ ·

0 R e

Η πρόσθεση μιγαδικών αριθμών γίνεται με τον κανόνα τον παραλληλογράμμου.

Η  γ εω μ ετρ ικ ή  θεώ ρηση  το υ  γ ιν ο μ έν ο υ  ab  ε ίν α ι κ ά π ω ς π ισ  π ο λ ύ π λ ο κ η  κ α ι 

β α σ ίζετα ι σ το  γ εγ ο ν ό ς  ό τ ι ο ι ο μ ό λ ο γες π λ ευ ρ ές ό μ ο ιω ν  τρ ιγώ νω ν  ε ίν α ι α νά λο γες.
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Σ χημ ατίζουμ ε το  τρ ίγ ω ν ο  με κ ο ρ υ φ ές τα  σ η μ εία  0, 1 κ α ι a . Σ τη  σ υ ν έχ ε ια/
σχηματίζουμε άλλο  ένα  τρ ίγω νο  όμοιο  με το  πρώ το  ω ς εξής: το  σημ είο  0  ν α  ε ίν α ι η 
μία κορυφ ή  το υ , το  σημείο  b ν α  α ντ ισ το ιχε ί στο σημείο 1 κ α ι ν α  έχε ι το ν  ίδ ιο  
"προσανατολισμό" με το  π ρ ώ το  τρ ίγω νο , με τη ν έννο ια  ό τ ι ο ι γ ω ν ίε ς  τω ν  δύ ο  

τριγώ νω ν με κορυφ ή το  0  ν α  έχουν το ν  ίδ ιο  "προσανατολισμό". Τ ότε η τρ ίτη  κορυφ ή  

του νέου  τρ ιγ ώ ν ο υ  η ο π ο ία  α ντ ισ το ιχε ί στο σημείο a  ε ίν α ι α κ ρ ιβ ώ ς ο  μ ιγ α δ ικ ό ς  

αριθμός ab, βλ. σχήμα:

Γεωμετρική θεώρηση τον γινομένου μιγαθικών αριθμών

i£ - D

1 .2 .1  Να βρεθούν τα  μέτρα  κ α ι τα  βασικά ορ ίσ μ ατα  α ν τ ίσ το ιχα  τω ν  π α ρ α κ ά τω  

μιγαδικώ ν α ρ ιθμ ώ ν:

α) z :  =  > /3+ i. β) ζ : =  - cos φ  + isinq>,

Υ) Ζ : =  - 5- 5i, δ) ζ : =- ϊ β  + 3i,

e) ζ : = -3 W i . ς) ζ : 1 -1 ^ 3 .

ζ> ζ : = -  3- ί \ β . η) z :  =  3+3i.
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θ ) z : = - 2 + i 2 φ , ι) ζ : =2i,

ί  .2 .2  Σ το  σ ύνολο  τω ν  μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν ορ ίζουμε μ ία  σχέση σ  ω ς εξής:

(z, w ) e  σ  σ η μ α ίνει ό τ ι I ζ  I < I w I κ α ι α ν  I ζ  I = I w I, τότε A rgz s  A rgw .

Ν ' α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι η σ  ε ίν α ι μ ία  σχέση ολ ικ ή ς διάταξης.

1 .2 .3  Ν α  π α ρ α σ τα θ ε ί σ το  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  το  σ ύνολο  τω ν  σημείω ν ζ  γ ια  τ α  
ο π ο ία  ισ χύ ε ι η  σχέση ζ  +  1 ζ ! * 0 .

1.3 Συζυγής μιγαδικού αριθμού

Ο  σ υ ζ υ γ ή ς  μ ιγ α δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  (con jugate com plex  num ber) z  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  

α ρ ιθ μ ο ύ  ζ : =  x + iy  ε ίν α ι ο  μ ιγα δ ικ ό ς α ρ ιθμ ό ς ο ο π ο ίο ς  έχει το  ίδ ιο  π ρ α γμ α τικ ό  μ έρος 

με το ν  ζ , α λ λ ά  α ντίθ ετο  (ρανταστικό μέρος. Δηλαδή

ζ : =  χ - iy.

Im

iy z = x + i y

0 x Re

- i y z =x - iy

Τα σημεία πον παριστάνουν οι μιγαδικοί αριθμοί ζ  και ζ  είναι συμμετρικά
ως προς τον πραγματικό άξονα.
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Α π' τό ν  ορισμό το υ  συζυγούς μ ιγαδικού αριθμού προκύπτουν ο ι εξής σχέσεις:

„  Ζ+Ζ . Ζ-Ζ
R e z = r -^ — και  Imz =  - ^ j “

Α ν  ζ ι : =  Χι + i y i  κ α ι Ζ2 : =  Χ2 +  t o  (»*0) ε ίνα ι δυο  μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί, το  π η λ ίκ ο  
Ζι/Ζ2 τη ς δ ια ίρεσης το υ  ζ ι δ ιά  το υ  Ζ2 ε ίνα ι ο  μ ιγα δ ικός α ρ ιθμ ός

2L _ 2»
Ζ2 ΙΖ2 ί2 ’

Μ ε τη  βοήθεια τη ς έννο ια ς το υ  συζυγούς μ ιγαδικού αριθμού, μ πορούμ ε εύκολα  ν α  
δούμε ό τ ι ισχύουν ο ι πα ρα κάτω  ιδιότητες:

1) Ζ2 + Ζ2 = Ζ] +Ζ2

2) Ζι Ζ2 =ζΓ . Ζ2

3) 1 :ζ = 1:ζ

4) Ζ = Ζ,

5) ΙζΙ = ΙζΙ,

6) ζ ζ = I ζ Ρ.

7) IRezIsIzl και IlmzIsIzL

8) Izj Ζ2 1= Izil ΙΖ2Ι,

9) Ιζι: ζ.2 1—Ιζ«Ι
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10) Ιζι+Ζ2 Is  Izil+lz2l,

11) I fell- Ιζ2Ι I s  Ιζ!- ζ2Ι,

12) I Ζι+Ζ212 +1 ζι- Ζ212= 2( ΙζιΡ + ΙΖ2Ι2).

Παράδειγμα 1.3.1
Τ ην εξίσω ση το υ  κύκλου

χ 2 +  y2 +  4 (χ  +  y) =  0

σ ε κ α ρ τεσ ια ν ές  σ υ ν τετα γμ έν ες μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  τη  γρά ψ ο υ μ ε σ το  μ ιγα δ ικ ό  ε π ίπ εδ ο  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ ις  σ χέσ εις

χ2 + y2 = | ζ  Ρ = ζ ζ,
ζ+ ζ

X = 2
i(z - ζ) 

και y = — —

Π ρ α γμ α τικ ά , α ντικ α θ ισ τώ ντα ς στη  δοθείσα  εξίσω ση π α ίρνο υ μ ε

ή

ζ ζ + 2(ζ +ζ) + 2i(z - ζ) = 0,

Ιζ |2 + 2 (1 - i)z + 2 (l+ i)z  =  0 . □

Παράδειγμα 1.3.2
Θ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε το υ ς μ ιγα δ ικούς α ρ ιθμ ο ύ ς ζ  π ο υ  ικ α νο π ο ιο ύ ν  τη σχέση

Π ρ ο ς το ύ το , θέτουμε 

ο π ό τε  π ρ έ π ε ι ν α  ισ χύ ει

π  3π
-  < A r g ( z + l - i ) < — .

ξ := ζ + 1 - ί ,

π  „ 3π  
-  < Α ι * ζ < —

Ά ρ α  ο  μ ιγ α δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  ζ  π ρ έ π ε ι ν α  β ρ ίσ κ ετα ι μέσα  στη γ ω ν ία  θ ,  ό π ω ς  α υτή  

φ α ίν ε τα ι σ το  π α ρ α κ ά τω  σχήμα:
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Η «Μάνα τον συνόλου όλων των o ip c b v  ζ  που ικανοποιούν την ανισότητα
π  _ 3π 

- ~ < Α Γ β ζ < Τ

Α λ λ ά  η γ ω ν ία  α υ τή  το υ  ζ -  μ ιγ α δ ιχ ο ύ  ε π ιπ έ δ ο υ  α π ε ικ ο ν ίζ ε τ α ι μ έσ ω  τ ο υ  

μετασχηματισμού

ζ = ζ - 1 + 1

στη γω ν ία  Α Β Γ το υ  z  - μ ιγα δ ιχο ύ  επ ιπέδου , ό π ω ς στο σχήμα:

Η ειχόνα τον συνόλου όλων των σημείων ζ που ικανοποιούν την ανισότητα
π  Λ ,  , ,. 3π

- — < A i g ( z + ! - ! ) < —

Ο ι μ ιγ α δ ιχο ΐ α ρ ιθ μ ο ί π ο υ  (SqIoxovtoi σ ' α υτό  το  τμήμα το υ  επ ιπ έδ ο υ  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τη
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δοθείσ α  σχέση.

1 .3 .1  Ν α  επ ιλυ θο ύ ν  ο ι  ακόλουθες εξισώ σεις:

χ 1 1+1 ο
α > Τ Έ + Γ γ 2 · ρ'  1 · ί  ΙΗΙ ’

1 .3 .2  Ν α πα ρα σ τα θούν στο μ ιγαδ ικό  επ ίπεδο  τα  σύνολα  τω ν σημείω ν τα  ο π ο ία  

σ το  κ α ρ τεσ ια νό  επ ίπ εδ ο  ο ρ ίζο ντα ι με τη  βοήθεια τω ν σχέσεων:

α )  y  =  α χ  +β, β) χ2- y2 = α2

γ ) x2+y2+2x = 0, δ) (χ- l)2+2y2=  1.

1 .3 .3  Ν α επ ιλυ θο ύ ν  ω ς π ρ ο ς  z  ο ι πα ρα κάτω  σχέσεις:

α ) - j <  A rg (z  +2-i) < “ , β) Im  (ζ2 - ζ )  = 1 - Im ζ,

δ)
1 1

Υ) Ιζ-11 <  Ι ζ - ι Ι , I m z  < _ 2 ’

R e (ζ2-ζ) =1,
„  1 1

ε) ς) R e ~ = 7 ,  Ζ 4

ζ) z z  +  (2 + i)z = 2 -i, η) ζ2+(ζ)2 =1,

θ) | - |  *2, ι) 1 < Ι ζ - 1 - ί Ι < 3 ,
1 ζ  1

ια) Ι ζ - 2 - 3 ί Ι < 5 , «β) Ιζ - 3ΪΙ =  2,

ιγ) 1 < 1 ζ + 1 1 < 2 , ιδ) 3 <  1 ζ  1 <  4,
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ιε) l z - l l < l z - i l ,  ις) l z l - 2 I m z = 3 ,

ίζ) Iz  +iI  + 1 z - iI  =4, ιη) R e z 2 = l ,

iB) l z l - 3 R e z = 2 ,  x) I z -21=11-211,

κα) R e (2 z + i) =  l z l ,  χβ) 2 z  =  z2 + l ,

XV) z z + i ( z + z )  =  3 - i,  χδ). I z l  +  z = 2 + i ,

xe) z  =  z2.

1 .3 .4  Ν α επ ιλυθούν ο ι εξισώ σεις: 

α ) (2 +  i)*2 +  (2 - i ) '2 =  χ  +iy.

β) ζ2 (1 - i ) + 2 ( l + i ) z z + 2 i z -  2 i z -  iz2 =  0.

1 .3 .5  Να α να γνω ρ ισ τεί η καμπύλη π ο υ  π α ρ ισ τά νει η εξίσω ση

ζ ζ - 1 ( ζ - ζ ) - 2  =  0.

1 .3 .6  Ν’ α π ο δειχτε ί ό τ ι ισ χύει

l a - b l 2 s ( l + l a P ) ( l + l b P ) ,  

όπου a , b  ε ίν α ι μ ιγ α δ ιχο ΐ α ρ ιθ μ ο ί

1 .3 .7  Ν’ α π ο δειχτε ί ό τ ι α ν  ισ χύει Ή ισότητα

I a- b  I = 1 1- a  b 1, 
τότε

χ α ι,α ν  ισ χύει
I a  I =1. ή  I b I =1
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τότε
la-b l< ll-ab l,

I a I <1 και I b I <1, ή I a I >1 και I b I >1,

1.3.8 Ν’ αποδειχτεί ότι τα σημεία ζ\, Ζ2 , Ζ3 του μιγαδικού επιπέδου είναι 
συνευθειακά, αν και μόνο αν αυτά ικανοποιούν τη σχέση

Ζ3-Ζ1
Im  -J—L = 0.

Ζ2-Ζ1

1.3.9 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z : =2+3ϊ και w : = -1 +2i. Να γραφούν στην 
αλγεβρική τους μορφή οι ακόλουθοι μιγαδικοί αριθμοί:

α) 5z+9w, β) 3lwl + iz2,

Υ)
1-ζ
2+w’ δ)

1
z+(l-i)w ’

ε) Im(zw3) - 3iRe(“ ) ς) 21 w - iz I+(2 - 3i)zw.

1.3.10 Ν' αποδειχτεί ότι για κάθε σύνολο αριθμών

ax, a2 , »* ·» ajf και bj» b2> · ■ ·» bĵ

ισχύει η ταυτότητα τον Lagrange :

I Σ  avbv p  = (  Σ  |εμΡ ) ( Σ  |bvp ) - Σ  |βμδν-®νδμΡ.
' lSvSk Κ μΛ μ livSk Ημ<ν <Ll ^

Απ’ την ισότητα αυτή, ή με άλλον τρόπο, ν’ αποδειχτεί ότι ισχύει η ανισότητα τον 
Cauchy

Σ  ayby « (  ΣlSvSk
l«vl2 )  ( , Σ  Ibvl2 )-

l£v£k
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ΙΑ  Πολική μορφή μιγαδικού αριθμού

Η π ο λ ικ ή  μ ο ρ φ ή  (p o la r fo rm ) ή η τ ρ ιγ ω ν ο μ ε τ ρ ικ ή  μ ο ρ φ ή  (trig o n o m e tric  

form ) το υ  μ ιγα δ ικού  αριθμ ού ζ : =  χ  + iy  δ ίνετα ι α πό  την παράσταση

ζ  =  ρ (α κ  φ  +isin φ ),

όπου ρ  ε ίνα ι το  μέτρο κ α ι φ  το  όρ ισμα  το υ  μ ιγαδικού αριθμού ζ , βλ. σχήμα: ,

Η « ο λ ικ ή  μορφ ή το ν  μ ιγ α δ ικ ού  α ρ ιθμ ού  ζ : = Χ  + iy

1 .4 .1  Ν α γρα φ ούν στην πολ ική  το υ ς μορφή ο ι πα ρα κάτω  μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί:

a )  z : =  -3, β> z : = 5i,

γ ) z : =  -yfi+i'Ji, 6) z :  =  > /3 - i ,

ε) ζ : =  1 -co sa  + is in a , ( 0 < a < p ,
L·

^  1  %

4 ''>

z. o'U
v N

V
^
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l+ c o s a - is in a

1 + c o sa + is in a
, (0  <  a  <  “ ).

Λ

1.5 Εκθετική μορφή μιγαδικού αριθμού

Η ε κ θ ε τ ικ ή  μ ο ρ φ ή  (exponential form) τουμιγαδικού αριθμού ζ : =χ +iy είναι η

όπου ρ είναι το μέτρο και φ το όρισμα του μιγαδικού αριθμού ζ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .5 .1
θ α  αποδειχτεί ότι τα σημεία Ζ \ ,  ζ ι ,  Zj tow μιγαδικού επιπέδου σχηματίζουν 

ισόπλευρο τρίγωνο αν και μόνο αν ισχύει η συνθήκη

Τούτο σημαίνει ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η 
κορυφή ζι είναι η αρχή των αξόνων του μιγαδικού επιπέδου. Επίσης 
πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης με τον μιγαδικό αριθμό 
expi-ΐφ), όπου φ είναι το όρισμα του b, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η πλευρά Ob του 
τριγώνου είναι επί του θετικού πραγματικού ημιάξονα.

Τώρα έχουμε ένα τρίγωνο Qab όπως στο σχήμα,

Ζ3- Ζι Ζι- Ζ2 
Ζ2-Ζ1 ~ Ζ3-Ζ2

Προς τούτο, θέτουμε

a: = Ζ3- ζι και b: = Ζ2- Ζι,

οπότε η παραπάνω σχέση γράφεται ως

a -b  
b _ a- b ‘
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Το τρίγω νο Oab είνα ι ισόπλευρο αν α=β χα ι θ  =  6 0 ° ,

όπου l b l =  β, A rg  b =  0 , I a  I =  α , A rg  a  =  θ  κ α ι π ρ έπ ε ι ν α  δείξουμ ε ό τ ι το ύ το  ε ίν α ι 

ισόπλευρο α ν  κ α ι μόνο α ν  ισχύει η σχέση

a e lfl _  β 
β  ~  '  αβ1θ- β ·

Ε π ιλύοντας τη  σχέση αυτή  ω ς π ρ ο ς  ete π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι

βΐβ -β -β 4ί*/3
a

Ε πομένω ς έχουμε α ^β  κ α ι θ= ± ίπ / 3. Έ τσ ι βλέπουμε ό τ ι το  τρ ίγ ω ν ο  ε ίν α ι ισ οσ κελές 

κα ι έχει τη ν  μ ετα ξύ  τω ν  ίσ ω ν π λ ευ ρ ώ ν γ ω ν ία  Ιση με 60  μ ο ίρ ες . Τ ο ύ το , βέβα ια , 

δηλώ νει ό τ ι το  τρ ίγω νο  ε ίνα ι ισόπλευρο. □

1 .5 .1  Ν α γρα φ ούν στην εκθετική το υ ς μορφή ο ι εξής μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί:

a )  ζ : = ^ 3 -1 , β) ζ : =λ/5- 31,
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γ ) Ζ : =λ /3 + i, 6) ζ : = 1 + ί φ ,

7ί
ε) ζ : =  cos0- isin0 (~  <  0 <  π ).

1.6 Δυνάμεις μιγαδικού αριθμού

Α ν δυ ο  μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί ζ ι  κ α ι Ζ2 δ ίνο ντα ι στην πολ ική  το υ ς μορφή 

ζ \ : = ρ ι(οοβφ  i+isincp ι) κ α ι Ζ2 : = ρ2(οοβς)2+ϊ«ϊηφ2),

ό π ο υ  φ ι κ α ι φ 2 ε ίν α ι τα  βασικά  τους ορ ίσματα  α ντίσ το ιχα , δηλαδή

φ ΐ : =ArgZi κ α ι ψι  := ArgZ2, 

τό τε το  γ ιν ό μ ε ν ό  το υ ς  κ αθορίζετα ι α π ό  τη  σχέση

zjZ2 =  ρ ιρ 2 (cos(q>i +  <Ρ2) +  ίβΙη(φι +  <Ρ2» .

Ε π ο μ ένω ς, α ν  δυ ο  μ ιγ α δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί ζ ι  κ α ι Ζ2 π ο λ λα π λα σ ιά ζο ντα ι, τό τε  τα  μέτρα  

το υ ς  επ ίσ η ς π ο λ λα π λα σ ιά ζο ντα ι, ενώ  τα  ορ ίσματά  το υ ς προσ τίθεντα ι, δηλαδή

IZlZ2l =  0lQ2 = IZlllZ2l, 
κ α ι

arg  (Ζ1Ζ2) =  Φ ι +  Ψ2 +  21οι = A rg Ζ\ +A rg Ζ2 + 2 lo t = arg ζχ + arg  Ζ2 .

Τ ο π η λ ίκ ο  το υ  μ ιγα δ ικο ύ  αριθμ ού  ζ\  δ ια  το υ  Ζ2 (*>0) καθορίζετα ι α π ό  τη σχέση

Ζ] ρι
“ =  ~  [cos(<pi- φ 2)+ί sin(qpi- φ 2)].

Ε π ο μ ένω ς, α ν  ο  μ ιγ α δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς ζ ι δ ια ιρ ε ίτα ι δ ια  Ζ2, τό τε  το  μ έτρ ο  το υ  ζ ι
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δια ιρείτα ι με το  μέτρο ταυ Ζ2 κ α ι το  όρ ιαμα  του  Ζ2 α φ α ιρ είτα ι α π ό  το  ό ρ ιο  μα  το υ  ζ ι ,  

δηλαδή

i a i = -'Ζ 2 1 Q2 ’ 
κα ι

Ζ]
a i g — - φ ι  - φ 2 + 2 λ π  = A rg Zj- A rg Ζ2 + 2tot = arg zi - argZ2.

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς επ α γω γικ ά  το ν  κ α νό να  το υ  γ ινο μ ένο υ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι, α ν  

υψώσουμε έναν μ ιγα δ ικό  α ριθμ ό

ζ : = ρ (α »  φ  +isin φ )

σε δ ύ ν α μ η  με εκθέτη έναν α κέραιο  η πα ίρνουμ ε το ν  μ ιγαδ ικό  α ρ ιθμ ό

ζΡ= ρ ^ α π  ηφ +isin ηφ),

από ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι
ΙζηΙ=ρη

και
arg ζη= η arg ζ +2kn (k= 0 ,± l,d2 ,...).

Η τελευτα ία  σχέση δ ίν ε ι το ν  τύπ ο  του  de M oivre

(cos φ  + isin <p)n = cos ηφ  +  istn nq>.

η ο π ο ία  ισ χύει γ ια  κάθε ακέραιο  αριθμό η.

Παράδειγμα 1.6.1
Θ α υπολογίσουμε τη  δύναμη

1+1
με δύο τρόπους.

Ιος τ ρ ό π ο ς : Ε κφράζουμε το ν  αριθμητή κ α ι το ν  πα ρονομ ασ τή  στην π ο λ ικ ή  τους 

μορφή. Π ραγματικά  παρατηρούμε ό τ ι
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Ά ρα

l l - i l = V 2 ,  A r g ( l - i ) = - 7  κ α ι  l l+ il  =  >/2, A rg(l+ i) =  7 ·
4 4

1- i  =  “\/2 [cos(- 7 ) +isin(- 7 )] κ α ι 1+i =  V 2 [cos(t ) -Hsin(7 )J.

Έ τσ ι, α π ' το ν  τύ π ο  de M oivre, π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι

Η .  8 (V 2 [c o s ( -^  +  is in ( - f o ) 8

1+1 (>/2[cos(7) + isin (7)])8

8π 8π
co s(--^ -) +  is in (-— )

8π 8π 
cos(— ) + isin(— )

cos(2k) - isin(2jt) _ 1_
~ cos(2n) + isin(2n) ~ 1 ~

2οςτρόπος: Ε π ειδή ,π ρ ο φ α νώ ς, ,

Μ  (l-i)2 1.21-1
1+1= ΐ2-ί2" 2 _*1’

θ α  έχουμ ε ι t

^ 8 = (' i)8 = (‘ i)2'4=(' 1)4=1· °* ’

Παράδειγμα 1.6.2
θ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε το  σύνολο όλω ν τω ν μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν π ο υ  ικ α νο π ο ιο ύ ν  

την α νισ ότη τα

Imz2>2.

Π ρ ο ς το ύ το  θέτουμε ζ  “ X +iy, ο πότε θα  π ρ έπ ει ν α  ισχύει

Im (x -riy)2 >  2.

Αρα
Im(x2- y2 +2ixy) =  2xy >  2,

δηλαδή
x y >  1.
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Το σύνολο των σημείων ζ  πον ικανοποιούν την ανισότητα Im  Ζ2 >  2 .

Έ τσ ι το  σημείο (χ , y) π ρ έπ ε ι ν α  ανήκει "μέσα" στην υπερβολή  με εξίσω ση  x y = l, ή, 
ισοδύναμα, το  σημείο ζ  π ρ έπ ε ι να  ανή κει σ τον α ντίσ το ιχο  τό π ο  A U B  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  

επιπέδου. < □

........ * ■ *

1 .6 .1  Ν α υπ ο λο γισ το ύν  ο ι δυνάμεις

α) ( ^ Γ .  ί» ,2 -2 ,Λ

γ ) (> /i-3 i)4, δ ) (-1+W 3)60.

1 .6 .2  Ν ' α π ο δε ιχτε ί ό τ ι το  πολυώ νυμο

p(x): =  (cos β + xsin β)ν - cos νβ- xsin νβ

i ■*

\νιΒΛ/̂ ·ι
(ό π ο υ  β ε ίν α ι έν α ς σ τα θερό ς π ρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθ μ ό ς κ α ι ν  ε ίν α ι θ ετ ικ ό ς  α κ έρ α ιο ς  ^  

μεγαλύτερος το υ  2) δ ια ιρ ε ίτα ι δ ια  το υ  χ2 +1. '■? %
‘■ί* ■

__Λ __ _ ·.· .
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1 .6 .3  Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς το ν  τύ π ο  το υ  D e M oivre ν α  εκφ ραστούν ο ι τ ιμ ές  τω ν 
τριγω νομετρικώ ν α ρ ιθμ ώ ν

$Ιη3φ, cos3φ , sin4<p κ α ι cos4<p 

σ υνα ρτή σ ει τω ν  simp κ α ι cosqp.

1 .6 .4  Ν ' α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι γ ια  κάθε φ  ισ χύει η  σχέση

Λ +i tanqKk 1+i tan(k<p)
Μ - i tan q r ~  1- i  tan(k<p) ’

ό π ο υ  k  ε ίν α ι οπ ο ιοσ δή π οτε ακέραιος.

1 .6 .5  Ν α επ ιλυ θο ύ ν  ο ι εξισώ σεις 

α ) (x + i ) n - ( x - i ) n =  0 ,

β ) cosx  + isinx =  sinx -ficosx.

1 .6 .6  Α ν x  ε ίν α ι π ρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθμ ός, να  υπολογισ τούν τα  εξής α θροίσμ ατα : 

α ) sinx  +  sin2x + .. .  +  sinkx,

β) cosx  +  cos2x + ... +  coskx,

γ )  sinx  +  sin4x + .. .  +  sin(3k + l)x ,

δ ) cosx + co s4 x  +  ...+ c o s (3 k + l)x ,

ε) 1 +  cosx +  c o s2 x + ... +  coskx,

ς) cosx  +  cos(x  +  y ) +  cos(x +2y) + ...  +  cos(x +ky).

1 .6 .7  A v 0  <  x , y  <  π /2 , ν α  βρεθεί το  φανταστικό μέρος το υ  βασ ικού κλά δου  τη ς ,  

δύνα μ η ς [sin(x -riy)J*.

;;·· ...
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L7 Ρίζες μιγαδικού αριθμού

Ο ι η- σ τές ρ ίζες ενό ς μ ιγαδικού αριθμ ού z  := ρ ε,(Ρ δ ίνο ντα ι α π ό  το ν  τύ π ο

0 ) Z k - 0 l/h e,(«p+21OT)/n( k  = a i j . ,η-1.

Ο ι η- στές ρ ίζες του  μ ιγαδ ικού  αριθμού z  πα ρ ισ τά νοντα ι στο  μ ιγα δ ιχό  επ ίπ εδ ο  με ένα  

σύνολο η σ ημ είω ν τα  ο π ο ία  α π ο τελο ύ ν  τ ις  κ ο ρ υ φ ές ενό ς κ α ν ο ν ικ ο ύ  η- γώ ν ο υ  

εγγεγραμμένου σ το ν  κύκλο με κέντρο  το  0  κ α ι α κ τ ίν α  ΙζΙ*Λ» (β λ . άσκηση 1 .7.2). Η  

περίπτω ση το υ  μ ιγαδ ικού  αριθμ ού 9ί α πεικονίζετα ι στο πα ρα κά τω  σχήμα:

Οι εικόνες των τέταρτων ριζών τον μιγαθικού αριθμού 91

θ έ το ν τ α ς  σ το ν  τύ π ο  (1) τ ις  τ ιμ ές  ρ=1 κ α ι φ = 0  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ις  η- σ τές ρ ίζ ε ς  τη ς  
μονάδας, δηλαδή το υ ς μ ιγα δ ικο ύς α ρ ιθμ ούς 1, ε ι ,  ε2....... ε ,,.ι. Σ τη ν π ερ ίπ τω σ η  α υτή
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πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι ισ χύουν ο ι  σχέσεις

ε ιε ι =  82, ε28|  =  63, 6381 =  ε*, · . =  ε*+ι, . . . , ε , ^ ε ι  = 1.

Ιδ ια ίτερ α  γ ια  τ ις  κυβ ικές (η=3) ρ ίζες τη ς μονά δα ς, δηλαδή το υ ς  α ρ ιθμ ο ύ ς 1, ε ι κ α ι 82, 

όπου
„  2π . . 2π 1 .^ 3  

ε ι : =  e*2n/3 = co sC j) -HsinCy) = - - + ι ~

κ α ι
. _ 4 π  4 π  1 V 5 

ε2 : =  e 141̂ 3 =  c o s (y ) - r is in C p  =  - -  - 1 “

έχουμ ε ε ^ ι  =82 κ α ι 8282= 81-

Παράδειγμα 1.7.1
θ α  επ ιλύσ ουμ ε τη ν  εξίσω ση

ζΡ=ζ,

ό π ο υ  η ε ίν α ι φ υσ ικ ό ς α ρ ιθμ ό ς μεγαλύτερος του  1.

Π ρος το ύ το  γράφ ουμε το ν  αριθμ ό ζ  στην εκθετική μορφή ζ = ρβ*Ρ. Τ ότε έχουμε

ζ  =  ρε" *Ρ,

ο π ό τε  η εξίσω ση π ο υ  δ ίν ετα ι γρά φ ετα ι

ή

ρΠ e ta<P =  ρ  ε 'Φ ,

ρ"-ΐ e i(n+l>p- 1.

Α π ’ τη  σχέση αυτή  βρίσκουμε ρ= Ι κ α ι β*(η+ΐ)Φ=ι. Ε πομένω ς

ί(η + 1)φ = 21ατί.

δηλαδή

φ =
2 b t
n + r

i

4

I

I

4

ό π ο υ λ = 0 ,1 ,..., n. □
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Π α ρ ά ό ε ιγ μ α  1 .7 .2

Γ ια  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  το ν  κλά δο  τη ς \{ζ γ ια  το ν  ο π ο ίο  ισ χ ύ ε ι V T - - 1 .  
εφ αρμόζουμε το ν  τύ π ο  π ο υ  είδα μ ε π α ρ α π ά νω  γ ια  η=2. Τ ότε π ρ ο κ ύ π το υ ν  ο ι δύο  

τετραγω νικές ρ ίζες το υ  ζ:

Ζ ι: = ε'Φ̂ 2

και
Ζ2: = V a  β*(Φ+2π)/2 = ^ ^ ΐφ Λ ^ ΐη ; = - e1»/2·

Α λλά, α ν  ζ = 1 ,  έχουμε I ζ  I =1 κ α ι φ  = A rgz =  0. Α ρα  η σχέση ^[ϊ =-1 ικ α ν ο π ο ιε ίτα ι 
από το ν  δεύτερο κλάδο τη ς ρ ίζα ς, δηλαδή τη  ρ ίζα  Ζ2, αφ ού , π ρ ο φ α νώ ς, ισ χύ ει

- 1 -V T  el0=-yfl (cosO +isinO). □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .7 .3

Έ ν α  α π ό  τα  π ιο  σ η μ α ντικά  θέμ α τα  π ο υ  α ν τ ιμ ετω π ίζο ν τα ι με τη  β ο ή θεια  τω ν  

μ ιγαδικώ ν α ριθμ ώ ν ε ίνα ι η επ ίλυση της τρ ιτοβάθμ ια ς εξίσω σης

(1) z 3 + az2 +  bz +  c =  0

όπου a , b , c  ε ίν α ι, εν γένει, μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί.

Π ρος το ν  σκοπό  α υτό  μετασχηματίζουμε την εξίσω ση (1) σε μ ια  άλλη τρ ιτο β ά θ μ ια  

εξίσωση τη ς ο π ο ία ς  ό μ ω ς ο  συντελεστής το υ  δευτεροβάθμ ιου  ό ρ ο υ  ε ίν α ι ίσ ο ς με το  

μηδέν. Π ραγμ α τικά  θέτοντα ς
a

ζ :=* 3  +W
η εξίσωση ( 1) μετασχηματίζετα ι στην

(2) w 3 +AW+B =0,

όπου Α κ α ι Β ε ίν α ι μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί.

Τ ώ ρα, ο ι ρ ίζες τη ς εξίσω σης (2) ε ίν α ι ο ι μ ιγα δ ικο ί α ρ ιθμ ο ί ο ι ο π ο ίο ι δ ίν ο ν τα ι α π ό  
τους τ ύ π ο υ ς  το υ  C a rd a n o

/

w i = Ζ + Η , W2 = ε(Ζ +εΗ ), W3 = ε2(Ζ+ε2Η ),
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w3 = ζ3 - ̂  = ε2ζι + ζ2' = ε2ζι + εζι = ε2ζι + ε4ζι' = ε2(ζι + ε2ζ ι '), 

από όπου παίρνουμε το συμπέρασμα για Ζ = ζ ι , Η  = ζι', θ = ηι και Θ' = η2- □

1.7.1 Υποθέτουμε ότι ει, 82,..., εΠ είναι οι η- στές ρίζες της μονάδας. Να 
αποδειχτεί ότι

α) ει + ε2 +... + εη = 0,

β) ε ι . ε2...... εη_ι=1 .

1 .7 .2  Ν' αποδειχτεί ότι οι η-στές ρίζες ενός μιγαδικού αριθμού z ταυτίζονται 
με τις κορυφές ενός κανονικού η- γώνου με κέντρο την αρχή των αξόνων του 
μιγαδικού επιπέδου και ακτίνα ίση με lzl1/n.

1.7.3 Αν ε είναι μια η- στη ρίζα της μονάδας (ε*1) να αποδειχτεί ότι ισχύει

1 + 2ε +3ε2 +... + ηε"*1 = .  — .
1- ε

1 .7.4 Να υπολογιστούν όλες οι τιμές των παρακάτω ριζών:

β) f o Υ) Φ .

e) f t . 0

η) ^ 2 - 2 > / £ ,
^ I Γ  31 JI 

θ) A /V 2 (cos-+ isin^).

1.7.5 Να βρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η εξίσωση az2 + bz + c = 0, 
(όπου a, b, c είναι μιγαδικοί αριθμοί) να έχει πραγματικές ρίζες.

1.7.6 Αν X είναι το σύνολο όλων των n-στών ριζών της μονάδας εφοδιασμένο
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με την πράξη του πολλαπλασιασμού Μ· ”, να αποδειχτεί ότι η δυάδα (X, ·) είναι μια 
Αβελιάνή (δηλαδή αντιμεταθετική) ομάδα.

1 .7 .7  Έ στω  Αη(ζ) το  σύνολο τω ν η- στώ ν ριζώ ν του μ ιγαδικού α ρ ιθμ ού  ζ. Ν α 
προσδιοριστεί το  σύνολο όλω ν τω ν σημείων ζ  του  επ ιπέδου π ο υ  ικα νοπο ιούν  τη

σχέση A n(z)= A „(z).

1.8 Ευθείες γραμμές στο μιγαδικό επίπεδο

Η ευθεία  π ο υ  δ ιέρ χετα ι α π ό  ένα σημείο a  το υ  μ ιγα δ ικού  επ ιπ έδ ο υ  κ α ι σ χη μ α τίζει 

με τον  θετικό  π ρ α γμ α τικ ό  ημ ιάξονα  γω νία  ίση με το  όρ ισμα  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  α ρ ιθμ ο ύ  b 
π α ρ ισ τά νετα ι με £ (a, b). Ε π ο μ ένω ς η ευθεία  £ (a , b) ε ίν α ι το  προσανατολισμένο  

σύνολο τω ν  σημείω ν z το υ  μ ιγαδ ικού  επ ιπέδου  τα  ο π ο ία  γρ ά φ ο ντα ι στη μορφ ή ζ =  a  +  

tb, γ ια  κ ά π ο ιο ν  π ρ α γ μ α τικ ό  α ρ ιθ μ ό  t. Η δ ιά τα ξη  τω ν  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  t 

καθορίζει κ α ι το ν  π ρ ο σ α ν α το λ ισ μ ό  ή τη  φ ο ρ ά  της ευθείας.

Η προσανατολισμένη ευθεία γραμμή £(&, b)

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .8 .1

Η προσανα τολισμένη  γω ν ία  μεταξύ τω ν  ευθειώ ν

( 0 Ε ( 1 , φ + ϊ )  κ α ι £ ( - 1 . 1 -i)
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του μιγαδικού επιπέδου υπολογίζεται αν γνωρίζουμε τις γωνίες που σχηματίζουν οι 
ευθείες αυτές με τον θετικό πραγματικό ημιάξονα. Έτσι, επειδή αυτές είναι 
αντίστοιχα ίσες με

Argo/i+i) =Arctan
π
6

και

Arg(l- i) =Arctan(-l) =-7 ,
4

έπεται ότι η προσανατολισμένη γωνία μεταξύ των δύο ευθειών ( 1) είναι ίση με

π
(2π - - ) -

π 19π 
6 =  12 '

□

1 .8 .1  Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός που προκύπτει αν το διάνυσμα +3ΐ το 
περιστρέφουμε θετικά (δηλαδή, με φορά την αντίθετη της κίνησης των δεικτών του 
ωρολογίου) κατά 90°, δηλαδή κατά +90°.

1 .8 .2  Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός που προκύπτει αν το διάνυσμα λ /3- ϊ το 
περιστρέφουμε κατά - 120°.

1.8.3 Να βρεθεί η γωνία κατά την οποία πρέπει να περιστραφεί το διάνυσμα 3- 
4ΐ ώστε να συμπέσει με το 5 /φ .  -

1 .8 .4  Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζουν τα παρακάτω ζεύγη ευθειών: 

α) £(2i, 3+4i) και £(0, i),

β) £ (-1+2 ί, 1-ί) και £(2,3ί), 

γ) £(l-i, 1+i) και £(l+i, - 1+i), 

δ) £(l+2i, 2 -i) και £( 2 -i, l+2i).

1 .8 .5  Έστω Τ το σύνολο των σημείων του μιγαδικού επιπέδου τα οποία 
βρίσκονται στο εσωτερικό του τριγώνου με κορυφές τα μη συγγραμμικά σημεία a, b
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Στο κεφάλαιο τούτο θα ασχοληθούμε με τη συνήθη τοπολογία του συνόλου των 
μιγαδικών αριθμών, ώστε να μπορούμε να μιλούμε για τη σύγκλιση και τη συνέχεια 
των μιγαδικών συναρτήσεων.

2.1 Η τοπολογία τον μιγαδικού επιπέδου

Η απόσταση (distance) δύο μιγαδικών αριθμών

z i :  = x i + i y i  καιζ2 : = X2+iy2

ορίζεται να είναι ο πραγματικός αριθμός

Ο α ν ο ιχ τό ς  δίσκος (open disc), ή ανοικτός κύκλος (open cycle) ή ανοικτή 
κυκλική περιοχή (open cyclic neighborhood) με κέντρο το σημείο z και ακτίνα r
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ε ίνα ι το  σ ύνολο  π ο υ  π α ρ ισ τά ν ετα ι με Β (ζ, r) κ α ι π ο υ  π ε ρ ιέ χ ε ι το υ ς  μ ιγ α δ ικ ο ύ ς  

αριθμούς ο ι ο π ο ίο ι α πέχουν α π ό  το  ζ  απόσταση μικρότερη του  r  ( βλ. σχήμα).

Ο ανοικτός δίσκος Β (ζ, r): = { w E C : Ιζ - wl < r}.

Ο ανοικτός δακτύλιος (open ring) ή ανοικτή δακτυλική περιοχή με κ έντρ ο  
το  σημείο ζ  κ α ι α κτίνες γι κ α ι Γ2 ε ίνα ι το  σύνολο π ο υ  π α ρ ισ τά νετα ι με Δ (ζ, r j ,  Γ2) κ α ι 

περ ιέχει όλα  τα  σημεία ζ  το υ  μ ιγαδικού  επ ιπέδου  γ ια  τα  ο π ο ία  ισ χύει τ\ < Ιζ- wl <  Γ2 }.

Ο ανοικτός δακτύλιος Δ (ζ, Τ\, Γ2): = ( w 6 C : r j  <  Ιζ- wl <  Γ2 ).

Έ ν α  υπ οσ ύνολο  U το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδο υ  ε ίν α ι περιοχή (neighborhood) εν ό ς
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σημείου ζ, αν υπάρχει πραγματικός αριθμός r > 0 τέτοιος ώστε

Β(ζ, r) C U

Το σύνολο U είναι περιοχή του συνόλου Α, αν τούτο είναι περιοχή κάθε σημείου του 
Α.

Το σύνολο U είναι περιοχή τον σημείου ζ.

Ένα σύνολο Α είναι ανοικτό (open), αν για κάθε στοιχείο ζ του Α υπάρχει 
πραγματικός αριθμός r > 0 τέτοιος ώστε ο ανοικτός δίσκος με κέντρο το ζ και ακτίνα 
ίση με r να περιέχεται στο Α.

Η συλλογή όλων των ανοικτών υποσυνόλων του C λέγεται (η συνήθης, ή η κοινή) 
τοπολογία  του C.

Ο πυρήνας ή το εσωτερικό (interior) Σ° ενός συνόλου Σ είναι η ένωση όλων 
των ανοικτών υποσυνόλων του Σ.

Ένα σύνολο Β £  C είναι κλειστό (closed), αν το συμπλήρωμά του Bc είναι 
ανοικτό υποσύνολο του C.

Έστω X ένα υποσύνολο του C και Α ένα υποσύνολο του X. Το Α λέγεται 
ανοικτό (αντίστοιχα, κλειστό) στο X, αν υπάρχει ανοικτό (αντίστοιχα, κλειστό) 
υποσύνολο U του C τέτοιο ώστε A = X Π U.

Η θήκη ή το κάλυμμα (closure) Σ ενός συνόλου Σ είναι η τομή όλων των 
κλειστών υπερσυνόλων του Σ.
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Τρ σ ύ ν ο ρ ο  (boundary) 32 ενός συνόλου Σ είναι το σύνολο Σ - Σ°.

Ένα σύνολο Σ είναι σ υ ν ε κ τ ι κ ό  (connected), αν τούτο δεν μπορεί να γραφεί ως 
ένωση δυο μη κενών ανοικτών στο Σ ή κλειστών στο Σ υποσυνόλων ξένων μεταξύ 
τους.

Ένα σύνολο Κ C C είναι φ ρ α γ μ έ ν ο  (bounded), αν υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε το 
σύνολο Κ να περιέχεται στον ανοικτό δίσκο Β(0, r), δηλαδή αν ισχύει I ζ I < γ, για 
κάθε στοιχείο ζ του συνόλου Κ.

Τέλος, ένα σύνολο είναι σ υ μ π α γ έ ς  (compact), αν τούτο είναι κλειστό και 
φραγμένο.

Στη θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων σπουδαίο ρόλο παίζουν οι λεγόμενοι 
τό π ο ι (regions), δηλαδή μη κενά σύνολα τα οποία είναι ανοικτά και συνεκτικά 
υποσύνολα του C. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι δύο οποιαδήποτε σημεία ενός 
τόπου μπορούν να ενωθούν με μια πολυγωνική γραμμή η οποία ανήκει ολόκληρη 
στον τόπο και επιπλέον έχει πλευρές παράλληλες προς τους άξονες.

Κάθε δύο σημεία a και b του τόπον μπορούν να ενωθούν με μια πολυγωνική γραμμή η 
οποία ανήκει στον τόπο και έχει πλευρές παράλληλες προς τους άξονες.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .1 .1

Θα εξετάσουμε αν το σύνολο

Α: = ( z:lz2 -l Ι< 1)

είναι ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο του C.
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Π ρ ο ς  το ύ το  θεω ρούμε ένα  στο ιχείο  ζ  στο σύνολο Α. Τότε π ρέπ ει ν α  ισχύει

(1) λ :  =  Ι ζ 2 - 1 Ι < 1 .

Γ ια  ν α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι  ί ο  Α  ε ίν α ι α νο ικ τό  σ ύνολο , θα  π ρ έπ ε ι ν α  δε ίξο υ μ ε  ό τ ι  

υ π ά ρ χ ε ι ένα ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  r  >  0  τέτο ιο ς ώστε, αν  κ ά π ο ιο ς  μ ιγαδ ικός α ρ ιθμ ός 

w ικ α ν ο π ο ιε ί τη ν  α ν ισ ότη τα  I ζ  - w  I <  r, τό τε  α υτός θ α  ικ α νο π ο ιε ί επ ίσης την (1), 

δηλαδή  θ α  ιο χύ ε ι ό τ ι

IW2 - 1 1 <1.

Έ σ τω  r  ένας θετικός α ρ ιθμ ό ς τέτο ιος ώστε

γ2 + 2 r I ζ  I < 1- λ.

Α ν  το  σημείο w  ε ίνα ι τέτο ιο  ώ στε I ζ  - w I < r, θα  έχουμε

l w l s l z + w -  z l s l z l  +  l w - z l  < l z l + r

κ α ι επομ ένω ς

lw 2 - l l  =  lw 2 - ζ2 + ζ 2 - 1 l s l w 2- z 2 l +  lz 2- 11 =

= lw -z l lw+z l  + lz2- 11<

< I w- ζ I (I w I + 1 ζ I) + λ < r  (2 1 ζ I + r> + λ < 1,

π ρ ά γ μ α  π ο υ  α π ο δεικ νύ ε ι ό τ ι το  Α  είνα ι ανο ικτό  σύνολο.

Ε π ίσ η ς, α ν  ζ  ε ίνα ι τυ χό ν  σημείο του συνόλου Α, α πό  την (1) πα ίρνουμε

I ζ  I2 - 1  <1

κ α ιά ρ α  I ζ  I <  “v /i, δηλαδή το  σύνολο Α  ε ίνα ι κ α ι φραγμένο. □

2 .1 .1  Θ εω ρούμε δυο  μ ιγα δ ικούς αριθμ ούς ζ ι κ α ι Ζ2. Ν α βρεθεί ένας μ ιγα δ ικός
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αριθμός a  ο ο π ο ίο ς  κείτα ι π ά νω  στο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα  τα  σημεία ζ\ κ α ι Ζ2 

κα ι η απόστασή του  α πό  το ζ\ ε ίνα ι δ ιπλάσ ια  από την απόστασή του  α π ό  το  Ζ2·

2.1.2  Α ν δοθούν τα  σημεία z \ f Ζ2 κ α ι Ζ3 να  βρεθεί ένα σημείο Ζ4 τέτο ιο  ώ στε τα  

ζ ι, Ζ2, Ζ3 κ α ι Ζ4 ν α  ε ίνα ι ο ι  κορυφές ενός παραλληλογράμμου.

2.1.3  Α ν ζ ι ,  Ζ2, Ζ3 ε ίνα ι μ ιγαδ ικο ί α ρ ιθμ ο ί τέτο ιο ι ώστε ζ\ +  Ζ2 +  Ζ3 =  0  κ α ι 

επιπλέον I ζ\ I = I Ζ2 1 = I Ζ3 I =1, ν ’ α ποδειχτε ί ό τ ι τα  σημεία το υ  μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδ ο υ  

π ο υ  α ντ ισ το ιχ ο ύ ν  σ το υ ς  μ ιγα δ ικ ο ύ ς  α ρ ιθμ ο ύ ς α υ το ύ ς  ε ίν α ι κορυφ ές ισ οπλεύρου  

τρ ιγώ νου το  ο π ο ίο  ε ίνα ι εγγεγραμμένο στον μοναδια ίο κύκλο.

2.1.4 Ν’ α π ο δειχτε ί ό τ ι ο ι  α νο ικ το ί δίσκο ι κα ι ο ι α νο ικτές δα κτυλ ικές π ερ ιο χές  

είναι τό π ο ι.

2.2 Σύγκλιση ακολουθιών μιγαδικών αριθμών

Έ σ τω  (Ζη) μ ια  α κο λο υθ ία  μ ιγαδ ικώ ν αριθμώ ν. Έ ν α ς  μ ιγα δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  a  ε ίν α ι 

το όριο (lim it) της α κολουθίας αυτής, αν γ ια  κάθε ε > 0  υ π ά ρ χε ι ένα ς δε ίκ τη ς  Ν=Ν(ε) 
τέτοιος ώστε κάθε ό ρ ο ς  Ζη με δείκτη n >  Ν να  ικανοποιεί την α νισ ότητα  I Zn - a  I <  ε. 

Μ ια α κολουθία  (Ζη) με ό ρ ιο  το  σημείο a  λέγεται ό τ ι συγκλίνει (converges) π ρ ο ς  τον 
a, γεγονός π ο υ  δηλώ νετα ι με

lim Zn = a.

Δηλαδή

lim Zn = a  σημαίνει ό τ ι (V ε > 0  )(3 Ν=Ν(ε)) n > N = . l z n - a l < 8 .

Σε κάθε α κο λ ο υ θ ία  (Zn) μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν α ντ ισ το ιχο ύ ν  δυο  α κο λ ο υ θ ίες  (Χη) 

κα ι (yn) πρ α γμ α τικ ώ ν α ριθμώ ν τέτο ιες ώστε Ζη = χ η + iyn. η=1, 2 , . . .  Έ σ τω  a  : =  α  + 

ΐβ ένας μ ιγα δ ικ ό ς  α ρ ιθμ ός. Π αρατηρούμε ό τ ι μ ια  ακολουθία  (Ζη) σ υ γκ λ ίνε ι π ρ ο ς  τον 

μ ιγαδικό α ρ ιθμ ό  a  αν κ α ι μόνο α ν  η ακολουθία  (Χη) συγκλ ίνει π ρ ο ς  το ν  α  κ α ι η  (yn) 

π ρ ο ς  το ν  β. Συμβολικά
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lim  ζ η =  a  lim R e zn =  R e a  κ α ι lim Im  zn =  Im  a.

Η  π α ρ α τή ρ η σ η  α υ τή  ε π ιτρ έπ ε ι ν α  χρη σ ιμ οπο ιούμ ε τ ις  το π ο λ ο γ ικ ές  ιδ ιό τη τες  το υ  

κ α ρ τ ε σ ια ν ο ύ  ε π ιπ έ δ ο υ  γ ια  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  α ντ ίσ το ιχ ες  το π ο λ ο γ ικ ές  ιδ ιό τη τες  το υ  

μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδο υ  C .

Η ακολουθία (zn := Χη + ΪΥη) συγκλίνει προς τον μιγαδικό αριθμό a : = α  +  ΐβ 
αν και μόνο αν η ακολουθία (Χη) ουγκλίνει προς τον α  και η (yn) προς τον β.

Κ άθε σ υγκλ ίνουσ α  α κολουθία  ε ίνα ι φραγμένη, δηλαδή το  σύνολο τω ν  ό ρ ω ν  της 

ε ίν α ι  φ ρ α γ μ έν ο , ενώ  κάθε φ ρ α γμ ένη  α κ ο λ ο υ θ ία  μ ιγ α δ ικ ώ ν  -α ρ ιθμ ώ ν έχε ι μ ια  

συγκλίνουσα  υπακολουθία .

Η  έ ν ν ο ια  τη ς  β α σ ικ ή ς α κ ο λ ο υ θ ία ς , ή α κ ο λ ο υ θ ία ς  Cauchy ο ρ ίζ ετα ι α κ ρ ιβ ώ ς 

α ν ά λ ο γ α  με τη ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α κ ο λ ο υ θ ία ς  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν . Δ η λ α δ ή , μ ια  
α κ ο λ ο υ θ ία  (Ζη) λέμε ό τ ι  ε ίν α ι βασική, ή ακολουθία C a u c h y ,  α ν  γ ια  κ ά θ ε  ε >  0  

υ π ά ρ χ ε ι ένα ς δείκτης Ν(ε) τέτο ιος ώστε γ ια  κάθε η >  Ν(ε) κ α ι m  >  Ν(ε) ν α  ισ χύ ει I ζη - 

Zm I <  ε. Μ ια  α κολουθ ία  συγκλίνει, α ν  κ α ι μόνο α ν  αυτή ε ίνα ι βασική.

Έ σ τω  ζη : =  ρ ^ Φ " ,  η = 1 , 2 , . . .  μ ια  ακολουθία  μ ιγαδικώ ν α ρ ιθμ ώ ν τέτο ια  ώ στε

ρ„ -► ρ  κα ι φη -*  φ .

Σ υ νδυ ά ζο ντα ς  την τρ ιγω νομετρική  με την εκθετική μορφή κ α ι λαμβάνοντας υπόψ η  τη 
σ υνέχεια  τω ν  συναρτήσεω ν sin κ α ι cos π α ίρ ν ο υ μ εό τ ι
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Ζ η -* ο ε ,Φ.

Παράδειγμα 2.2.1
θ '  αποδείξουμε ό τ ι

n+1

Έ σ τω  ε >  0. Π ρέπ ει ν α  βρεθεί ένας δείκτης Ν(ε) τέτο ιο ς ώστε γ ια  κάθε η  £  Ν (ε) ν α  

ισχύει
n-i

η+1
-1 1< ε.

Αλλά, παρατηρούμε ό τ ι

■ n-i ,Γ+Ι, ^ 2 _  2 
η̂+1 * ^ n + 1  “̂ n+1 < η ’

οπότε το  π ρ ώ το  μέλος γ ίν ετα ι μ ικρότερο το υ  ε γ ια  κάθε η £  Ν(ε), ό π ο υ

Ν(ε): =1+(ακέραιο μέρος το υ □

Π αράδειγμα 2.2.2
Π αρατηρούμε ό τ ι  α ν  l im z n s a , τότε  κ α ι lim  I Zn 1= I a  I.
Π ραγμα τικά , α ν  lim  Zj, =  a, τότε

limlZn-al = 0.

Α λλά, α π ό  την τρ ιγω ν ικ ή  ιδ ιότητα  τη ς α πόλυτη ς τιμ ής π α ίρνο υμ ε ό τ ι

| lznl*lal | slzn-al, n = l ,2 , . . .

α π ό  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι το  π α ρ α π ά νω  συμπέρασμα. □

Π αράδειγμα 2.2.3
Η α κολουθ ία  μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν
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(-1)η
ζη : =  A rg η = 1 , 2 , . . .

δεν  σ υγκ λ ίνε ι, α φ ού  αυτή γρά φ ετα ι ω ς  ζη = ο, α ν  η ε ίνα ι ά ρτιος, κ α ι ζπ = π ,  α ν  η ε ίνα ι 

π ερ ιττό ς . □

Παράδειγμα 2.2.4
Α ν 0  <  ρ  <  1, τό τε  η ακολουθία  πρα γμ α τικώ ν αριθμώ ν

χ Π : =  1 +  Qcosa + ρ2cos2a + .. .  + ρηακηα , π = 1 ,2 , . . .

σ υ γκ λ ίνε ι κ α ι θ α  υπολογίσουμε το  όρ ιό  της.

Π ρ α γμ α τικ ά , θέτουμε

yn : =  Qsina +  Q2sin2a + . . .  +  ρ ^ ίη  na, η = 1 ,2 ,. . .  

κ α ι α να ζη τούμ ε τ ο  ό ρ ιο  τη ς  ακολουθίας zn : =xn + iyn, η = 1 ,2 , . . .  θ έ το ν τα ς

w : =  ρ (α κ α  +  isina)

πα ρα τη ρο ύ μ ε ό τ ι  ο  ό ρ ο ς  Ζη γρά φ ετα ι στη μορφή

Z n = l + w  +  w 2 +  . . .  +  w n,

γ ια  κά θε  η = 1 ,2 , . . .  Α λλά  έχουμε I w I =  ρ  <  1, οπότε

1-wn+i 1 1
2,1 ~  1- w 1- w  “ 1- q c o s a  - iQsina “

1- qcos q  + iQsina 
1 -2 ρ α Μ α + ρ 2

Ε π ο μ ένω ς ισχύει
1 1- Qcosa

lim  xn = R e "— =  . _ , .
1-w 1- 2QCosa +ρ2

□
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2 .2 .1  Ν α  εξεταστούν ω ς  π ρ ο ς  τη σύγκλιση ο ι ακολουθίες μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθ μ ώ ν  π ο υ  

ορ ίζοντα ι α ντ ίσ το ιχα  με το υ ς  πα ρα κάτω  τύπους:

α )  Ζη: =  (1 + “ )ebt/h.

β) 2*,: = (1+21)"

γ) Ζη: = 3 - .
ein

η2

δ) Ζη: =
η+1 

2 n -3 i '

2 .2 .2  Ν α  εξετα σ τε ί α ν  σ υ γκ λ ίνο υ ν  ο ι  α κ ο λ ο υ θ ίες  π ο υ  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  μ ε  τ ο υ ς  

παρακάτω  α ναδρομ ικούς τύπους:

i
α) zi:=a

β) Ζη+ι: = 1ηΖη, zi:=a

θη
V) % +ι: =  βχρ(1θη). ό π ο υ  ®n+l: =  i+ 2 (0n) * θ ι := 1

δ) Zh+i: =  ^ A r g z „ ,  ζ ι:= 1 + 1 .

2.2.3 Α ν α  ε ίνα ι ένα ς θετικός α κέρα ιος α ρ ιθ μ ό ς  κ α ι Ζ η : = Χη + iyn. η =1,2,... 
είναι μ ια  α κολουθ ία  μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν τέτο ια  ώστε

llm I Ζη I =α,

ν ' α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι υ π α κ ο λ ο υ θ ία  (ζ*„) η ο π ο ία  σ υ γκ λ ίνε ι. Τ ι  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  

πούμε γ ια  το  ό ρ ιο  τη ς υπ α κ ο λ ο υ θ ία ς  αυτής; Τ ι  μπορούμε ν α  π ο ύ μ ε  γ ια  τη  σύγκλιση 

τω ν ακολουθιώ ν (Χη) κ α ι (yn);
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2.2.4 Έστω (Ζη) μια ακολουθία σημείων του μιγαδικού επιπέδου τέτοια ώστε

sup I ζ„ I s  1

και για κάθε συγκλίνουσα υπακολουθία (ζ^Π) να ισχύει

lim[ll-ziCni2 -IZ|^l2] = -l.

Να εξετασθεί αν η ακολουθία αυτή συγκλίνει, και α ν " ναι", να βρεθεί το όριό της.

2.3 Το κατ' εκδοχήν σημείο α>

Υποθέτουμε ότι (Ζη) είναι μια ακολουθία μιγαδικών αριθμών. Αν για κάθε Μ > 0 
υπάρχει ένας θετικός ακέραιος Ν τέτοιος ώστε να ισχύει ΙζηΙ > Μ για κάθε δείκτη η > 
Ν, τότε λέμε ότι η ακολουθία (Ζη) σ υ γ κ λ ίν ε ι  (converges) προς το λεγόμενο κ α τ ' 

ε κ δ ο χ ή ν  σημείο ή ά π ε ιρ ο  (infinity)», οπότε και γράφουμε

lim zn = » .

Αν στο μιγαδικό επίπεδο C ενσωματώσουμε το σημείο <», παίρνουμε το 
ε π ε κ τ ε τ α μ έ ν ο ,  ή σ υ μ π α γ έ ς  μ ιγ α δ ικ ό  ε π ίπ ε δ ο  (extended ή compact complex 
plane), ή απλά το ε π ε κ τ ε τ α μ έ ν ο  ε π ίπ ε δ ο

C = C U{oo}.

Έστω r  > 0. Το σύνολο όλων των σημείων ζ του μιγαδικού επιπέδου που ικανοποιούν 
την ανισότητα I ζ  I > r, δηλαδή το σύνολο όλων των σημείων ζ που ανήκουν στο 
συμπλήρωμα του κλειστού κύκλου με κέντρο το 0 και με ακτίνα γ, ονομάζεται 
κ υ κ λ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  τ ο υ  οο (neighborhood of the point at infinity) μ ε  α κ τ ίν α  r.

Βασιζόμενοι στη σ τ ε ρ ε ο γ ρ α φ ικ ή  π ρ ο β ο λ ή  (stereographic projection) του 
επεκτεταμένου μιγαδικού επιπέδου πάνω στη σ φ α ίρ α  τ ο υ  R ie m a n n  (βλέπε σχήμα), 
ορίζουμε τη χορδική απόσταση των μιγαδικών αριθμών z και w να είναι ίση με την



Μ ιγ α δ ικ ή  Α νά λ υ σ η -45-

(ευκλείδεια) απόσταση των προβολών Ζ xaiW αντίστοιχα των σημείων αυτών πάνω 
στη σφαίρα του Riemann.

*2
Im

Τα σημεία Ζ  και w του μιγαόικού επιπέδου απεικονίζονται στα σημεία Ζ και W 
της επιφάνειας της σφαίρας του Riemann. Η απόσταση των σημείων Ζ και W είναι η

χο ρ δ ικ ή  α π όσ τα σ η  τω ν σ η μ ε ίω ν  Ζ κ α ι W.

Χρησιμοποιώντας στοιχειώδη πράγματα από την ευκλείδεια γεωμετρία μπορούμε να 
βρούμε ότι η χορόική απόσταση των μιγαδικών αριθμών ζ και w είναι ίση με

2lz- wl
ί  " 7 Ι|Γ 'r' * α ν  ζ  κ α ι w ε ίνα ι μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί, 
V l-M zPvl+W 2

χ (ζ ,  w ) : s  <

, α ν ζ  μ ιγαδ ικός κ α ι w = α .
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Τ ο  επεκτετα μ ένο  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  εφοδιασμένο με τη  χορδική  α πόστα ση  (η ο π ο ία  

ε ίν α ι μ ια  μετρ ική) ε ίν α ι ένα ς  σ υμ π α γή ς το π ο λο γ ικό ς χώ ρ ο ς του  ο π ο ίο υ  υ π ό χω ρ ο ς 
ε ίν α ι το  σύνολο  τω ν  μ ιγα δ ικώ ν αριθμώ ν εφοδιασμένο με την απόσταση |· -  · I. Ό λ ες ο ι 

τ ο π ο λ ο γ ικ έ ς  έ ν ν ο ιε ς  τ ο υ  μ ιγ α δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  μ π ο ρ ο ύ ν  να  α να φ έρ ο ντα ι κ α ι στο  
επεκτεταμένο  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδο . Γ ια  π α ρά δειγμ α  η δ α κ τυ λ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  Δ(°°, τχ, Γ2) 

τ ο ν  »  ε ίν α ι το  σύνολο

2 .3 .1  Υ π ο θ έτο υ μ ε  ό τ ι  η α κολουθ ία  (zn := Xn +  iyn) συγκλίνει π ρ ο ς  το  σημείο οο. 

Τ ι μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  π ο ύ μ ε  γ ια  τη  σύγκλιση τω ν  ακολουθιώ ν (Xn) κ α ι (yn);

2 .3 .2  Ν α υ π ο λ ο γισ το ύ ν  ο ι χορδικές αποστάσεις τω ν  σημείων

3i, 1+4ΐ, 0, 1- 2i, 1+i, 1-5Ϊ, » , l+2i, -ϊ, 2-3ϊ

ό τα ν  α υ τά  λη φ θούν  α νά  δύο.

2 .3 .3  Ν' α π ο δε ιχτε ί ό τ ι το  suprem um  της συνάρτησης χ ( . , .) ιαούται με 2 κ α ι στη 

σ υνέχεια  ν α  βρεθούν δύο  α κολουθίες μ ιγαδικώ ν α ριθμώ ν (ζ,Ο κ α ι (Wn) τέτοιες ώστε

Δ(οο, η ,  Γ2) := { ζ : γ ι  < χ (ζ , οο) <  Γ2).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .3 .1

Θ α  υ π ο λ ο γίσ ο υ μ ε  τη  χορδ ική  απόσταση χ(1 - ΐ. 1+2ί). 

Π ρ ο ς  το ύ το  παρα τη ρούμ ε ό τ ι

I I - 1- (l+ 2 i)  I =1 -3i I =  3, I I - i I =  > £  κ α ι ll+2il=>/5.

Ε π ο μ ένω ς έχουμε

□

lim (zn - wn) =  οο κ α ι lim x(zn, 0) =  limX(wn, 0) =  2.
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2 .3 .4  Ν α βρεθεί ο  γεω μετρικός τό π ο ς  τω ν σημείων ζ  του  μ ιγαδ ικού  επ ιπ έδο υ  τω ν  

ο π ο ίω ν  η χορδική  απόσταση α πό  το  0  ε ίνα ι ίση με I ζ  I.

2 .3 .5  Έ σ τω  λ  ένας π ρ α γμ α τικ ό ς  α ρ ιθμ ός του  διαστήματος (0 ,2 ) . Ν α βρεθεί το  

σύνολο ό λω ν τω ν  μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν γ ια  τα  ο π ο ία  υπά ρχει μ ιγα δ ικό ς ζ  τέ το ιο ς  ώ στε 

να  ισχύει

χ(ζ» w) =  λ  I ζ  - w I.

2.4 Σειρές μιγαδικών αριθμών

Η μελέτη  τη ς  σ ύ γκ λ ισ η ς  κ α ι τη ς  α π ό λ υ τη ς  σ ύ γκ λ ισ η ς μ ια ς  σ ε ιρ ά ς  (se r ie s )  

μ ιγαδ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν, δηλαδή σειράς τη ς  μορφής

Zj + Ζ2 + .. .  +  Ζη + .. .  — ί Σ  Ζη,η=1

όπ ο υ  Ζη .·= xn +  iyn, π ρ α γ μ α το π ο ιε ίτα ι με τη βοήθεια  σ ειρώ ν π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθμ ώ ν . 

Την π α ρ α π ά ν ω  σειρά  τη  γράφ ουμε κ α ι α π λ ά  ω ς  Σ  ζη.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .4 .1

θ α  α ποδείξουμε ό τ ι  η σειρά

5 *π=1 Π2

συγκλίνει α π ό λ υ τα
Π ρ ο ς το ύ το  παρα τη ρούμ ε ό τ ι  γ ια  κάθε η ισχύει e ta =  cosn + i sinn  κ α ι επ ο μ ένω ς  η 

μελέτη σύγκλισης τη ς α ρχική ς σειράς α νά γετα ι στη μελέτη σύγκλισης τω ν  δ ύ ο  σ ε ιρώ ν 

π ρ α γμ α τικ ώ ν  α ρ ιθμ ώ ν

tg  cosn 
ι*=ι n2

κ α ι
ψ  sinn 
k  n2 *
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Α λ λά  κ α ι ο ι  δύο  α υτές σειρές συγκλίνουν α π ό λ υ τα  κ α ι επομένω ς κ α ι η δοθείσ α  σειρά  
σ υ γκ λ ίνε ι α π ό λυ τα . □

Παράδειγμα 2.4.2
θ α  εξετάσουμε α ν  σ υγκ λ ίνε ι η σειρά

eKrcAO 
n=i n

Π ρ ο ς  το ύ το  παρα τη ρούμ ε ό τ ι e ‘̂ ^  =
π  π

cos ~ +  i sin - .  Α λλά  α π ό  τ ις  δύο  σειρές 
η η

οο8(π/η) 
η*ΐ η *

tg  slnfr/n)
n=l η

σ υ γ κ λ ίν ε ι μ ό νο  η δεύτερη  (ενώ  η π ρ ώ τη  δεν συγκλίνει). Ε π ο μ ένω ς η δο θ είσ α  σ ειρά  

μ ιγ α δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  δεν συγκλίνει. □

2 .4 .1  Ν α  εξεταστεί α ν  ο ι  π α ρα κάτω  σειρές μ ιγαδικώ ν αριθμώ ν συγκλίνουν:

e in

n v /n ’
β)

1 "  c(to/n) 

i*=i

ν> I
icoshn 

3n ’ δ)
£  ( l+ i)n 
nei φ ρ  icoshn

Λ
(Μ ) )

■ ' ι ! 
1 ̂ | ‘ ι * ι



*

Εδώ  θ α  γνω ρ ίσ ουμ ε τ ις  μ ιγαδ ικές συναρτήσεις μ ιγα δ ική ς μεταβλητής, δηλαδή  

συναρτήσεις π ο υ  π α ίρ ν ο υ ν  τ ιμ ές  μ ιγα δ ικούς α ρ ιθμ ο ύ ς κ α ι το  π ε δ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  το υ ς  

είναι κ ά π ο ιο  υποσ ύνολο  το υ  μ ιγαδικού επιπέδου.

3.1 Μιγαδικές συναρτήσεις: Γ ενικά

Ο ι μ ιγ α δ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  (com plex functions) π α ίρ ν ο υ ν  τ ιμ έ ς  εν γ έν ε ι σ το  

σύνολο τω ν  μ ιγα δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  κ α ι ε ίνα ι ο ρ ισ μ ένες σε κ ά π ο ιο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  το υ  

μιγαδικού επ ιπέδου.
Έ σ τω  f μ ια  μ ιγαδ ική  συνάρτηση με π εδ ίο  ορ ισμού Δ (0  £  C . Γ ια  κ ά θ ε  μ ιγ α δ ικ ό  

αριθμό ζ : =  χ  +  iy  η τιμή

w = f(z)

ε ίνα ι ένας μ ιγα δ ικό ς α ρ ιθμ ό ς κ α ι ά ρα  α υτός γρά φ ετα ι στη μ ορφ ή  w  = u +  iv. Τ ο ύ το  

σημαίνει ό τ ι

u =  R e w s  Re f(z) =  Re f(x + iy)

κ α ι



-50- Γεωργίου Λ. Καρακώστα

ν  =  Im  w = Im  f(z) =  Im  f(x +  iy).

Δ ηλαδή ο ι  u κ α ι ν  ε ίνα ι π ρ α γμ α τικ ές συναρτήσεις τω ν  μεταβλητών χ  κ α ι y. Ε π ομ ένω ς 

η σ υνάρτηση  f  γ ρ ά φ ετα ι με τη  μορφή

f(z) =  u ( x ,y ) + iv ( x ,y )

κ α ι  λέμε ό τ ι  η π ρ α γ μ α τ ικ ή  συνάρτηση u ε ίνα ι το  πραγματικό μέρος τη ς  f, ενώ  η ν  

ε ίν α ι  τ ο  φανταστικό μέρος. Έ τ σ ι  η f  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τε ί α π ό  τ ι ς  δύο  
σ υνα ρτή σ εις  u κ α ι ν  ο ι  ο π ο ίε ς  έχουν κο ινό  π εδ ίο  ορ ισμού  το  σύνολο  ( (x, y): χ  +  iy  €

Δ(ί)}-

Παράδειγμα 3.1.1
Θ εω ρούμε τη  συνάρτηση με τύπ ο

f(z): = z2- iz.

Θ έτο ντα ς  ζ : =  χ  +  iy  κ α ι f(z) = :  w = u +  iv, βρίσκουμε

u +  iv  =  (x +iy)2- i(x- iy ) = x2 +2ixy- y2- ix- y = x2- y2- y  +i(2xy- x),

ο π ό τε  η σχέση w = f(z) ε ίνα ι ισοδύναμη με το  σύστημα τω ν  σχέσεων

u =  χ 2- y2- y  κ α ι ν  =  2xy - x. □

11
Παράδειγμα 3.1.2
Θ α  βρούμε τη ν  ε ικ όνα  το υ  συνόλου A  : = {ζ : I ζ  I =  ρ  }, ό π ο υ  ρ  >  0, μέσω  τη ς ] 

συνάρτησης f π ο υ  ο ρ ίζετα ι με το ν  τύ π ο

f (z ) : =  ζ2- il ζ  I2. I

Π ρ ο ς  το ύ το , ό π ω ς  κ α ι στο  Π α ρά δειγμ α  3.1.1, θέτουμε u + i v : =  f(z) =  f(x +  iy), 
ο π ό τε  βρίσκουμε

Ά ·
. : j - ■*&■«• Τ''u =  x2 - y 2 κ α ι v = 2 x y - x 2- y 2 = -(x  - y)2 .
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Α πό  τ ις  σ χέσ εις  α ιπ έ ς  π ρ ο κ ύ π τε ι εύκολα  ό τ ι  ο ι  μεταβλητές u κ α ι  ν  π ρ έ π ε ι  ν α  

ικανοποιούν τη  σχέση
ιι2 + ν2 =.  2ρ2ν .

Α ρα το  σ ύνολο  Α  α π ε ικ ο ν ίζε τα ι σ το  σ ύνολο  τω ν  σημ είω ν (ιι, ν )  τ ο υ  μ ιγ α δ ικ ο ύ  

επ ιπέδου π ο υ  ικανοπο ιούν  τη  σχέση

u2 + (ν + ρ2)2 =  ρ 4

πράγμα  π ο υ  τελικά  σημαίνει ό τ ι η εικόνα του  Α  μέσω τη ς  f  ε ίνα ι το  σ ύνολο  Β(-ρ2ί, ρ 2), 

δηλαδή η περ ιφ έρεια  του  κύκλου με κέντρο το  σημείο - ρ2! κ α ι α κ τ ίν α  ίση με ρ2. Σ το  

παρακάτω  σχήμα α πεικον ίζετα ι η  περίπτω ση ρ  >  1.

Η εικόνα του συνόλου (ζιΙζΙζρΙμέσ ω τικσ ννάφ πισ ίΒ ίίζ^ζΜ ίζΙ2 
είναι «ο σύνολο |ζ:1ζ + ρ211=ρ2 )

□

3 .1 .1  Μ έσω τη ς  συνάρτησης με τύ π ο  ί(ζ ) := ι Λ ν α  β ρεθούν  ο ι  ε ικ ό ν ε ς  τ ω ν  

παρακάτω  συνόλων:
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α) {z: l z l  =  j ) , β) (ζ: Rez =  0 }- (0 ),

Υ) {ζ: ΙζΙ =  ζ2 }- {0), δ) [ζ: ΙζΙ +  ζ  =  0 }- (0 ),

ε) {ζ: R e z = I m z } - (0 ) , ς) (ζ : A rg z =  — 1,

ζ) {ζ: A rgz2 =  -"■ ).

3 .1 .2  Ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τε ί η  ε ικόνα  το υ  συνόλου

( z :R e z = 0 f j I m z = 0 }

μέσω  τ ω ν  α π εικ ο ν ίσ εω ν  π ο υ  ο ρ ίζο ν τα ι με το υ ς  πα ρα κάτω  τύπους:

β) f(z): =  1 + ” ,
L·

δ) f(z): =  ζ2.

3 .1 .3  Ν α  βρεθεί τ ο  π ρ α γμ α τικ ό  κ α ι το  φ ανταστικό  μέρος της συνάρτησης με τύ π ο

f(z) : = ζ + ζ 2 +  ~ .
ζ

3.2 Ρητές μιγαδικές συναρτήσεις

Η  α π λ ο ύ σ τερ η  μ ο ρ φ ή  μ ιγα δ ικ ή ς  συνάρτησης ε ίν α ι α υτή  τη ς  ο π ο ία ς  ο  τύ π ο ς  

μ π ο ρ ε ί ν α  δο θ ε ί με τη  μορφ ή ενός π ο λ υ ω ν ύ μ ο υ  (polynom ial) ό π ω ς  το

α ) f(z): = — , 

γ ) f(z): =  ζ+  ~ ,
L·

p (z ) :  =  ao +  a iz  +  . . .  +  an^>
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όπου^οι συντελεστές βο, a j t ..., βη ε ίνα ι μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί κ α ι ao * 0. Ο  φ υ σ ικ ό ς  

αριθμός η ε ίνα ι ο  β α θ μ ό ς  του  πολυω νύμου . Το π εδ ίο  ορ ισμού  κάθε π ο λ υ ω νυ μ ικ ή ς  

συνάρτησης ε ίνα ι ολόκληρο το  μιγαδικό επίπεδο.

Το πηλ ίκο  δύο συναρτήσεω ν π ο υ  ο ρ ίζο ντα ι α π ό  π ο λυ ώ νυ μ α  π ρ ώ τ α  μετα ξύ  το υ ς  

(δηλαδή δεν  έχο υ ν  κ ο ιν ό ν  π α ρ ά γ ο ν τα )  ο ρ ίζ ε ι μ ια  ρ η τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  (ra tio n a l 

function), δηλαδή μ ια  συνάρτηση με τύπο

aQ + a j z + . . .  + 

f ( z ) :=  b0 + b 1 z  +  . . .  +  bR£ n ’

Κάθε ρητή συνάρτηση π α ίρ ν ε ι (πεπερασμ ένες) μ ιγα δ ικ ές  τ ιμ έ ς  γ ια  κ ά θ ε  μ ιγ α δ ικ ό  

αριθμό ζ  π ο υ  δεν μηδενίζει το ν  παρονομαστή. Σ τ ις  ρ ίζες το υ  π α ρο νο μ α σ τή  η f  π α ίρ ν ε ι  
την τιμή  » .

Παράδειγμα 3.2.1
θ α  βρούμε το  π ρ α γμ α τικ ό  κ α ι το  φ α ντα σ τικό  μέρος τη ς  ρητή ς σ υ νά ρτη σ η ς με 

τύπο

f(z)
iZrl
z+ 2 i'

Π ρος τούτο  θέτουμε z  : =  x +iy, οπότε έχουμε

i(x+iy)-l -( l+ y )+ ix  -(l+ y )+ ix  x- i(y+2) x+i(x2+y2+3y+2) 
®  ”  x+iy+2i ~  x+i(y+2) “  x+i(y+2) x- l(y+2) “  x2+(y+2)2

Επομένω ς το  π ρα γμ α τικ ό  μέρος τη ς f  ε ίνα ι το

u(x.y): =
x2+(y+2)2

κ α ι το  φ ανταστικό  μέρος το

n x ,y) . -  x M y+2)2 □

Παράδειγμα 3.2.2
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Θ α  α να λύσ ουμ ε τ ο  κλά σ μ α

σε ά θ ρ ο ισ μ α  α π λ ώ ν  κλα σμά τω ν. 

Π ρ ο ς  το ύ το  θέτουμε

3+i
(ζ-2)(ζ+ΐ)

Ά

3+i a  b
(z-2)(z+i) = :  ζ-2 + z+i

κ α ι  α ν α ζ η το ύ μ ε  τ ο υ ς  μ ιγ α δ ικ ο ύ ς  α ρ ιθ μ ο ύ ς  a  κ α ι b . Κ ά ν ο ν τα ς  α π α λ ε ιφ ή  τω ν

π α ρ ο ν ο μ α σ τώ ν  π α ίρ ν ο υ μ ε  την τα υτότητα  |
4

3 +  i =  a(z  +  i) +  b ( z - 2 ) = ( a  +  b)z +  a i -  2b, 

α π ' ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι τ ο  σύστημα

a  +  b =  0  κ α ι ai - 2b =  3+i.

Ε π ιλ ύ ο ν τα ς  το  σύστημα  α υτό  βρίσκουμε

a =

ο π ό τε  το  α ρ χ ικ ό  κλά σ μ α  γρ ά φ ετα ι ω ς

3+i 7 - i  1 7 - i  1
( z - 2 X z + i )  5 z -2  5 z + i ’

%
■f

□

'h

3 .2 .1  Ν α  βρεθούν τ α  π ρ α γ μ α τ ικ ά  κ α ι τα  φ α ντα σ τικ ά  μέρη τω ν  συναρτήσεω ν 

π ο υ  ο ρ ίζο ν τα ι α ντ ίσ το ιχα  με το υ ς  π α ρα κά τω  τύπους:

α) f ( z ) : =
iz+1 
iz-1 ’

β) f(z) : =
L·
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V) f(z ) : =  3 z - i z 2, δ) ί ( ζ ) : =  1 - 2 ζ3,

e) f ( z ) : =  ζ 3- i ζ .

3 .2 .2  Ν α  εξετα σ τε ί γ ια  π ο ιέ ς  τ ιμ έ ς  τω ν  μ ιγ α δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  a , b, c  κ α ι  d  η  

συνάρτηση με τύ π ο
„  . az+b

είνα ι ένα- π ρ ο ς-  ένα.

3 .2 .3  Ν α ανα λυθούν σε α θρο ίσ μ ατα  α π λώ ν  κλασμάτω ν τα  π α ρ α κ ά τω  κλά σ μ α τα :

α)
21

β)
1 + 1

(3-1X 3 +  41) (ζ  - 2 ΐχ ζ  +  ΐχ 2 ζ  - 1 )  ’

Υ)
1

δ)
Szi

( ζ - ΐ χ ζ 2 +  4 ) ’ (ζ-3 ΐχζ2+9)'

3.3 Δνναμοσειρές στο μιγαδικό επίπεδο

Μ ια  δ υ ν α μ ο σ ε ιρ ά  (p o w er series) με κ έντρ ο  τ ο  σ η μ είο  ζο ε ίν α ι  μ ια  σ ε ιρ ά  

μ ιγαδικώ ν α ρ ιθμ ώ ν τη ς μ ορφ ής

β ο + β ι( ζ - ζ ο )  +  »2(ζ - ζ ο )2 +  ... +  βη(ζ- ζο)" +  . . .=  Σ,Μ ζ - ζο)η.η=1

Η δυναμοσειρά  α υτή  σ υγκλ ίνει σ τον  α νο ικτό  δίσκο Β(ζο, R) το υ  μ ιγ α δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  

με κέντρο  το  σημείο ζο, ό π ο υ  η α κ τ ίν α  σ ύ γ κ λ ισ η ς  (radius o f  co n v erg en ce) R  τ η ς  

δυναμοσειράς ε ίνα ι (οη με
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R: =
η

lim su p  >/lanl

Ε π ίσ η ς, στην π ερ ίπ τω σ η  κ α τά  τη ν  ο π ο ία  το  όρ ιο

lim %Jk \

υ π ά ρ χ ε ι, η  α κ τ ίν α  σ ύγκ λ ισ η ς R μ π ο ρ εί ν α  δοθεί κ ι  α π ’ το ν  τύ π ο

1 Μ
R : =  l im -------- = U m — J -

lan+il

Σ τη  θ εω ρ ία  μ ιγα δ ικ ώ ν  συναρτήσεω ν σημαντικό ρόλο  π α ίζο υ ν  α θρο ίσμ ατα  σειρώ ν 

τη ς  μ ορφ ή ς

Σ  a„(z - ζο)-11 +  Σ  b„(z - Zo)n.
Π=1 Π=0

Σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  α υτή  θέτουμε

b -n : =  « η . γ ια  κάθε δείκτη  η

κ α ι σ υμ φ ω νούμ ε ώ σ τε  το  ά θρο ισ μ α

If? -ι +»
Σ  b-niz-zo)·*1 + Σ  bn(z-z0)n= Σ  bniz-zo)·1 + Σ  ^(ζ-ζο)"η=ι η=0 η=-«> 1 η=ο

ν α  το  γρ ά φ ο υ μ ε  στην ενοποιημένη  μορφή

+ βο
Σ  bn(Z-Zo)nrt=

Η  σ ε ιρ ά  α υτή , η ο π ο ία  λ έγετα ι σ ε ιρ ά  L a u r e n t ,  σ υγκ λ ίνε ι στην ανο ικτή  δακτυλική  
π ερ ιο χή  Δ ( zq, n ,  r2), ό π ο υ
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r i:= 1 im su p λ/Ϊμ κ α ι Γ2: =

lim  sup “\Jbn\

με την π ροϋπόθεσ η , βέβαια, ό τ ι r j  <  ι^. Ο ι τ ιμ ές  τω ν  α χτ ίν ω ν  η  χ α ι  ΐ2 μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  

βρεθούν κ α ι με το υ ς  τύ π ο υ ς

r i :  =  J i m - r - r  
®-η·

χαι r2: = lim
JbjjL
Ibn+il’

αρχεί τα  ό ρ ια  α υτά  ν α  υπά ρχουν .

Παράδειγμα 3.3.1
θ α  υπολογίσουμε την α κ τ ίνα  σύγκλισης της δυναμοσειράς

σ=ι η ζ".

Π ρ ο ς το ύ το  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ό τ ι  ο ι σ υντελεστές τη ς  σ ε ιρ ά ς  ε ίν α ι  ο ι  μ ιγ α δ ικ ο ί  

α ρ ιθμ ο ί
(-l)nan= „ , n= 1 , 2 .......

n

Ά ρα η α κτ ίνα  σύγκλισης τη ς σειράς ε ίνα ι η

R =
_____ 1______________ 1 π ι-
Um sup tenl1̂  ”  11m sup K-i)n/M,A =  »n  =  * □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .3 .2

θ α  βρούμε την α κτ ίνα  σύγκλισης της δυναμοσειράς

?(1+1Κζ-21)η

Υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  π ρ ώ τ α  τη ν  α π ό λ υ τη  τ ιμ ή  τ ο υ  μ ιγ α δ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  (1+1)". 
Π ραγματικά  έχουμε
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1(1 + i ) n l =  ll  +11° = ( ^ 2 ) ° = 2 ^ .  

Ά ρ α  η  α χ τ ίν α  σ ύγκ λ ισ η ς ε ίνα ι

R  =
_____ 1_____________ 1 y jl
liim u p lanlW l” lin isup(2n/2)M i~  2

χ α ι  επ ο μ ένω ς  η  δυ να μ ο σ ε ιρά  σ υγκ λ ίνε ι σ τον  δίσκο B(2i, ̂ 2 /  2).

Παράδειγμα 3.3.3
θ α  βρούμ ε τ ο ν  δα κ τύ λ ιο  σύγκλισης τη ς  δυναμοσειράς

1ψ (344ί)π (z+2i)n
S i  (z+2i)n +  έ )  ΙΟ» '

Η  δυ να μ ο σ ε ιρ ά  α υτή  έχει κέντρο το  σημείο -2ΐ. Ε π ίσης ο  π ρ ώ το ς  προσθετέος ε ίνα ι 

η  σ ε ιρ ά  μ ε  συντελεσ τές

b . n : =  (3+4i)n .

Α ρ α έ χ ο υ μ ε

Γι =  lim  sup  > / ί Γ Γ  =  1 3+ 4il =  5

κ ι  έ τσ ι η π ρ ώ τη  σ ε ιρ ά  σ υ γκ λ ίνε ι σ τον  δα κ τύλ ιο  Δ(-2ΐ, 5 , + » ) .

Ο  δεύτερος π ρ ο σ θετέο ς έχει συντελεστές

ο π ό τε

bn
1

io n ’

Γ2 =
1

= 10.

Έ τ σ ι η δεύτερη  σ ε ιρ ά  σ υ γκ λ ίνε ι σ τον  δ ίσ κ ο  Β(-2ϊ, 10) κ α ι επ ο μ ένω ς η α ρχ ικ ή  σ ειρά  

σ υ γκ λ ίνε ι σ το ν  δα κ τύ λ ιο  Δ(-2ϊ, 5 ,1 0 ). □

Παράδειγμα 3.3.4
θ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  το ν  δακτύλιο  σύγκλισης της δυναμοσειράς
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ψ  e tn * ?  (z+ l)n 
- έ ι  (z+ l)n +  έ ο  e ,n+1/2'

Π αρατηθούμε ό τ ι  η  σ ε ιρά  α υτή  έχει κ έντρο  το  σημείο -1. Ε π ίσ η ς  γ ια  τη ν  π ρ ώ τ η  

σειρά ο ι  συντελεστές ε ίνα ι
b -n : =  e t a .

Ε πομένω ς έχουμε

rj = Hm sup I =1,

π ρ ά γμ α  π ο υ  σ ημ α ίνει ό τ ι η  π ρ ώ τη  σ ε ιρά  σ υγκ λ ίνε ι στην α νο ικ τή  δα κ τυ λ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  
Δ (-1 ,1, + » ) .

Γ ια  τη  δεύτερη σ ε ιρά  έχουμε

b„ := e-m-i/2.

Ά ρα η α κ τ ίνα  σύγκλισης ε ίν α ι η

Γ2 =

lim sup “\jlbn I

=  1im e-1/2n= l

κ ι έτσ ι η δεύτερη σειρά  σ υγκλ ίνει σ τον δ ίσκο Β ( -1 ,1). Ε πειδή  η τομ ή  τω ν δύ ο  σ υ νό λω ν  
Δ (* 1 ,1, + » )  κ α ι Β ( - 1 ,1) ε ίνα ι το  κενό  σύνολο , έπ ετα ι ό τ ι  το  σ ύνολο  σ ύ γκ λ ισ η ς  τη ς  

σ ειράς ε ίνα ι το  κενό  σ ύ νο λο , δηλαδή  η δοθείσ α  σ ε ιρά  δεν  σ υ γκ λ ίν ε ι π ο υ θ ε ν ά  σ το  

μ ιγαδικό  επ ίπεδο . □

3.3 .1  Ν’ α π ο δειχτε ί ό τ ι γ ια  κάθε στο ιχείο  ζ  το υ  α νο ικ το ύ  δ ίσ κ ου  Β ( 0 ,1) ισ χύει

1 + ζ +ζ2+ζ3+... = X  ζ" = ~  · 
η=0 1-ζ

■ 1 '■ ί η
3 .3 .2  Υ ποθέτουμε ό τ ι ο ι  δυναμοσειρές

naO
βη2« WH

Λ . ~  ν
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έχο υ ν  α κ τ ίν ες  σ ύγκλ ισ η ς r  κ α ι r ’ α ντ ίσ το ιχα . Τ ι μπορούμε ν α  π ο ύ μ ε  γ ια  τ ι ς  α κ τ ίνες  

σ ύγκλ ισ ης τω ν  π α ρ α κ ά τω  δυναμοσειρώ ν;

α )
+»
Σ  (an+bn)zn , 
n=o β)

4»
Σ
η=0

(an-biO z",

Υ)
-Η»
Σ ^  anbnZP, δ)

+°°
Σ
η=0

a n n 
b n Z ‘

3 .3 .3  Ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ το ύ ν  ο ι  α κτίνες σύγκλισης τω ν δυναμοσειρώ ν:

α )
ήΌΟ
Σ  e ta(z-i)n'
n=0 β)

4»
Σ
n=0

(— ) η 
Μ-2Γ ’

Υ)
4<ΟΘ
Σ  (i+n)n2P,
n=0

δ)
+°°
Σ
η=0

(in)·*1# 1,

ε) I  (i+n)zn, n=o ζ)
+°°
Σ
π=0

inA

3.4. Η εκθετική μιγαδική συνάρτηση

Η  ε κ θ ε τ ικ ή  μ ιγ α δ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  (exponential com plex function) ζ  -*  e z ή κ α ι 

exp(·) ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  τ ο  ά θρο ισ μ α  της δυναμοσειράς

e z := i +  z

κ α ι έχε ι π ε δ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  ολόκληρο  το  μ ιγαδ ικό  επ ίπεδο .

Η  εκθετική  μ ιγα δ ική  συνάρτηση έχει τ ις  εξής ιδ ιό τ η τε ς :

α ) e a+b =  e a . e b, ό π ο υ  a, b ε ίνα ι μ ιγα δ ικο ί αριθμο ί.

β) e z+2kni -  e z (k=0, ± 1 ,1 2 ,...) , δηλαδή e z ε ίν α ι π ερ ιο δ ικ ή  συνάρτηση με 

π ερ ίο δ ο  2π ΐ.
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y) Α ν ζ = χ  +iy, τότε  ez =  ex(cos y  +i sin y) κ α ι ά ρα  I e2 1 =  eRe z. 

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .4 .1
θ α  υπολογίσουμε το  πραγματικό  κ α ι φανταστικό μέρος της συνάρτησης με τύ π ο

f(z): =  ex p [(z )2 ].
f

Π ρος τούτο  θέτουμε ζ  := χ + iy, οπότε  πα ίρνουμε

f(z )= exp[(x- iy)2) =  exp[x2 - y2 - 2 ix y )= exp(x2 - y2)e- 2,*y =

=  exp(x2- y2)[cos2xy - isin2xy].

Επομένως

κ α ι

Ref(z) =  exp(x2- y2)cos2xy 

Im f(z)= -  exp(x2- y2)sin2xy. □

Παράδειγμα 3.4.2
θ α  αποδείξουμε ό τ ι  γ ια  κάθε ζ : = χ  +  iy  ισχύει

l i m ( l + ~ ) n= e z. 
ν α '

Π ρ ο ς το ύ το  θ α  εφ α ρμόσ ουμε το  σ υ μ π έρ α σ μ α  π ο υ  δ ίν ε τ α ι σ τη ν  τ ε λ ευ τα ία  
παρατήρηση τη ς (2 .2 . θ έ το ν τα ς

/ ,  1 \ η 
2ο“ ( ΐ + “ )  .

παρατηρούμε ό τ ι ισχύει

lz n l=  l O * J ' ) " l “ | l * “ l ”= [ ( l * j ) 2+ ( 2 ) J ] "®.

Α λλά έχουμε
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[ ( 1 ^ Λ φ 2] η β ^ [ ( ι ^ ) 2] ' " 2= ( ι ^ ) η .

οπότε

(1) t i m i n f l Z n l ^ l i m ( l + ^ )  n = e x.

Ε π ίσ η ς έχουμε κ α ι

n . r. x2+y2 2X1 
= 2 ' « e [ i * ~ ± · * 7 )

n  /x 2+y2 2x \  x ^ y 2
* - ( “ T “ + t ) *  - «■2 n‘ 2n

α π ό  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι
lim su p  log I Zn I s  x.

Α λ λ ά  η συνάρτηση log  ε ίν α ι αύξουσα, ο π ό τε  το  π ρ ώ το  μέρος τη ς ανισότητα ς αυτής 
ιο ο ύ τα ι με log lim  sup I zn I. Έ τσ ι πα ίρνουμε ό τ ι

lim su p  ( Z n ls e *

Η  σχέση α υτή  μ α ζί με την (1) συνεπάγοντα ι ό τ ι

lim I Zn I =  ex.

Γ ια  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  το υ  ο ρ ίο υ  το υ  ο ρ ίσ μ α το ς  το υ  Zn πα ρα τη ρο ύ μ ε  ό τ ι  με 

εφαρμογή  το υ  γνω σ τού  κ α νό να  L ’H ospital γ ια  πραγματικές συναρτήσεις προκύπτει

lim
t—* 4*οο

t  arctan
y

t+x =y.

κ α ι κ α τά  σ υνέπ εια  θ α  έχουμε κ α ι
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/ ArgZn =  A rg ( 1 +  ~ )Π =  n A rg (l

y/a y
=  n A rc tan  ~f~~r — n A rc tan y. 1+X/n n+x

Τώρα, με βάση την τελ εν ια ία  παρατήρηση της § 2.2 πα ίρνουμ ε το  συμπέρασμα. □

3.4.1 Να επ ιλυθούν ο ι  εξισώσεις:

α ) e z +  i =  0, β) e 2 z+ e z + l  =  0,

3 .4 .2  Ν α βρεθεί το  π ρ α γμ α τικ ό  κ α ι το  φ α ντασ τικό  μέρος τη ς  σ υνάρτησ ης με 

τύπο

f (z ) : =  exp(- ζ ) + exp(z).

3 .4 .3  Ν α εξεταστούν ω ς  π ρ ο ς  τη σύγκλιση ο ι ακολουθίες:

π  1 fat
α ) z h s = e x p [ - i( j+ ^ j) ] ,  β) z„: =  n e x p ( y ) .

3.5 Οι τριγωνομετρικές μιγαδικές συναρτήσεις

Ο ι τριγωνομετρικές συναρτήσεις (trigonom etric  functions) ημίτονο (sinus) 

sin κα ι συνημίτονο (cosinus) cos ορ ίζοντα ι α ντίσ το ιχα  α π ό  τ ις  δυναμοσειρές

s in z : = z -
ζ^
3!

+ . .
ζ2ινΜ
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cosz : = 1 - 2?
2!

τ2η
+ ( - lF (2η)! + . . .

οι οποίες συγκλίνουν απόλυτα για κάθε τιμή του μιγαδικσύ αριθμού ζ και επομένως 
οι συναρτήσεις sin και cos έχουν πεδίο ορισμού ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο. 
Επίσης, αυτές είναι περιοδικές με περίοδο τον πραγματικό αριθμό 2π και έχουν μόνο 
(πραγματικές) ρίζες στα σημεία Ισι και π/2 + lot, αντίστοιχα, όπου k=0, ±1, ±2,...

Οι συναρτήσεις ε φ α π τ ο μ έ ν η  (tangent) tan και ο ν ν ε φ α π τ ο μ έ ν η  (cotangent) cot 
ορίζονται, όπως αναμένεται, με τους τύπους

sinz cosz
tanz: = ----- και cotz: = —— .COSZ sinz

Από αυτές η tan ορίζεται παντού στο μιγαδικό επίπεδο εκτός των σημείων που 
μηδενίζουν το cos, δηλαδή εκτός των αριθμών της μορφής π/2 + fat, όπου k = 0, ±1, 
±2, ... Η συνάρτηση cot ορίζεται στο μιγαδικό επίπεδο εκτός των σημείων που 
μηδενίζουν το sin, δηλαδή εκτός των σημείων της μορφής Ισι, όπου k = 0, ±1, ±2,...

Όλοι οι τύποι-ταυτότητες της τριγωνομετρίας που ισχύουν για τις γνωστές 
τριγωνομετρικές συναρτήσεις με μεταβλητή πραγματικό αριθμό εξακολουθούν να 
ισχύουν και για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις μιγαδικής μεταβλητής.

Τέλος, οι συναρτήσεις ez, sinz και cosz συσχετίζονται μεταξύ τους με τον τύπο του 
Euler:

elz=cosz + isinz,

από όπου παίρνουμε

cosz =
eiz + e-,z
— ,rT t

2 sinz =
e<z. e-iz 

2i

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .5 .1

Θα υπολογίσουμε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικσύ αριθμού

sin(2i).

Προς τούτο παρατηρούμε ότι, σύμφωνα με τους παραπάνω τύπους, έχουμε
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ei2i.e-*2i e*2 -e2 e4- 1
sin(2i)= — —  = = l # 1 ’

οπότε

lsin(2i)l =  ~ ^ ·  κ α ι Argsin(2i) = “ . □

i£ p
3 .5 .1  Να υ π ο λ ο γ ισ το ύ ν  τα  μέτρα  κ α ι τα  β α σ ικά  ο ρ ίσ μ α τα  τω ν  π α ρ α κ ά τ ω  

μιγαδικώ ν αριθμώ ν:

α) tflimi. β) sin(isinl),

γ ) α κ ( π  + iln2), δ) s in ( l+ i “ ),

π  1+i
e) s in (~ + iln 2 ), ς) t a n f ^ p .

3 .5 .2  Να υπολογιστεί το  μέτρο το υ  μ ιγαδικού αριθμού

sinfa- i ln(2 +Vs)J.

3 .5 .3  Να βρεθεί το  πρα γμ α τικό  κ α ι το  φ ανταστικό  μέρος τη ς  σ υνάρτησ ης με 
τύπο

f(z) := sin(z + 1) + cos(z - i).

3 .5 .4  Ν α επ ιλυθεί η εξίσωση

l s i n ( j  + ix )  I = 1.

3 .5 .5  Ν α εξεταστεί ω ς  π ρ ο ς  τη σύγκλιση η ακολουθία

Z n s = n s ln (^ ) ,n = l ,2 ,...

3 .5 .6  Ν α εξεταστεί α ν  ο ι  παρακάτω  σειρές μ ιγαδικώ ν αριθμ ώ ν συγκλίνουν:
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+°° c o s in +«> cos in^
α) Σn=l 2n ’ β) Σr̂ l 3n2 ’

γ)
n  sin in

δ)
+~ (l+ i)n2*rc=0 4n ’
Zn*l 2>/2cosin

3 .5 .7  Να προσδιοριστεί η ακτίνα σύγκλισης των δυναμοσειρών:

ζΡ+°° JQ
α) Σ  sin(—;)(z+2i)n , n=o n β) Σ

r=o  sinni l+ 2in ) '

3 .5 .8  Να επιλυθεί η εξίσωση

s in z = 5 .

3.6. Οι υπερβολικές μιγαδικές συναρτήσεις

Ο ι υ π ε ρ β ο λ ικ έ ς  μ ιγ α ό ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  (hyperbolic com plex functions) sinh, 

cosh, tanh  κ α ι co th  ο ρ ίζο ντα ι με τους τύπους

gZ.g-Z
υ π ε ρ β ο λ ικ ό  η μ ίτ ο ν ο  (hyperbolic sinus): s in h z : =  —"—

c^+c^z
υ π ε ρ β ο λ ικ ό  σ υ ν η μ ίτ ο ν ο  (hyperbolic cosinus): c o sh z :=  — ~—

υ π ε ρ β ο λ ικ ή  ε φ α π το μ έ ν η  (hyperbolic tangent): ta n h z : =
sinhz 
coshz ’

υ π ε ρ β ο λ ικ ή  σ υ ν ε φ α π το μ έ ν η  (hyperbolic cotangent): c o th z : =
coshz 
sinhz '

To πεδίο ορισμού των δύο πρώτων υπερβολικών συναρτήσεων είναι ολόκληρο το
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μιγαδικό επ ίπεδο. Η υπερβολική εφαπτομένη ο ρ ίζετα ι π α ντο ύ  στο  μ ιγαδ ικό  επ ίπ εδο  

εκτός α π ό  τα  σημεία  π ο υ  μηδενίζουν το  cosh, δηλαδή εκτός α π ό  το υ ς  μ ιγ α δ ικ ο ύ ς  

α ρ ιθμ ούς τη ς μ ορφ ής ϊ(2λ+1)π/2 , ό π ο υ  k ε ίνα ι τυ χώ ν  α κ έρ α ιο ς . Η υ π ερ β ο λ ικ ή  

συνεφ απτομένη  ο ρ ίζετα ι π α ν το ύ  στο μ ιγαδ ικό  επ ίπ εδο  εκτός α π ό  τα  σ η μ εία  π ο υ  

μηδενίζουν το  sinh, δηλαδή εκτός α π ό  το υ ς  μ ιγα δ ικούς α ρ ιθ μ ο ύ ς τη ς  μ ο ρ φ ή ς ίλ π , 

όπου  k ε ίνα ι τυχώ ν ακέραιος.
Ο ι τρ ιγω νο μ ετρ ικ ές κ α ι ο ι υπερβολικές συναρτήσεις σ υ νδέο ντα ι με το υ ς  εξής 

τύπους: _________________________________________________

sinz = -i sinhiz. sinhz = - is in iz

cosz =  coshiz, coshz =  cosiz.

tanz =  · i taniz, tanhz =- i taniz.

co tz  = i cothiz, cothz = i cotiz. .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .6 .1

θ α  επιλύσουμε την εξίσωση

s in z = 2 .

Π ρος τούτο  θέτουμε z : =x +iy, οπότε βρίσκουμε

2 = sln(x + iy) =  sinxcosiy + cosxsiniy =  sinxcoshy + icosxsinhy.

Η εξίσωση αυτή ε ίνα ι ισοδύναμη με το  σύστημα τω ν εξισώσεων

sinx coshy = 2, cosx sinhy = 0.

Α πό τη δεύτερη εξίσωση πα ίρνουμε

cosx = 0  ή sinhy = 0.

Αν ισχύει η σχέση

sinhy =  0,

τότε y = 0  κ α ι α π ό  την πρώ τη  εξίσωση προκύπτει ό τ ι sinx = 2, π ρ ά γ μ α  α δύνατο . Α ρ α  
ισχύει cosx =0, οπότε

χ  = λπ+π/2 (k ακέραιος).
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Τ ότε, α π ό  τη ν  π ρ ώ τη  εξίσωση, προκύπτει ό τ ι

coshy = 2 (-l)k.

Α λ λά  coshy >  0 , ο π ό τε  π ρ έπ ε ι k = 2m  κ α ι

e y + e - y
2 =  2, ή e y + e - y = 4 ^  e 2 y -4 e y + l =  0.

θ έ το υ μ ε  λ : =  ey κ α ι  επ ιλύουμε την εξίσωση

λ 2 - 4λ  +1 =  0,

η ο π ο ία  έχε ι ρ ίζες το υ ς  α ρ ιθμ ούς 2 ±  \β .  Έ τσ ι πα ίρνουμε

y  =  log[2 ±  >β]

κ α ι επ ο μ ένω ς η δοθείσα  εξίσωση έχει λύσεις τους μ ιγαδικούς αριθμούς της μορφής

z = 2 ιη π  +  i log[2 ±  >β],

ό π ο υ  m  α κέρα ιος. □

Παράδειγμα 3.6.2
θ α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί η  α κτ ίνα  σύγκλισης της δυναμοσειράς

+°°
Σ  (cosin)zn.
χρΟ

Π ρ ο ς  τούτο  παρατηρούμε ό τ ι ο ι συντελεστές της δυναμοσειράς ε ίνα ι ο ι μ ιγαδ ικο ί 
α ρ ιθ μ ο ί

en + e·*1
an : =  co s in  =  — - — , n  =  0 , 1 , 2 , . . .

Ε π ομ ένω ς η α κ τ ίνα  σύγκλισης της δυναμοσειράς ε ίνα ι η
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lanl en + e*n l+e*2n 1 ,
'R = lim:-----: = lim — T7= lim — όΓ7 = “ = erKten+il e+e'zn'1 e

□

3 .6 .1  Να α ποδειχτούν  ο ι παρακάτω  σχέσεις:

α ) cos(x + iy) = cosx coshy - isinx sinhy, 

β) sin(x +  iy) =  slnx coshy +i cosx sinhy, 

tanx+itanhy
«  lan^  + J, = 1 -Itanx un'hy ‘

6) sinh(x +  iy) =  sinhx cosy + icoshx stay, 

ε) cosh(x + iy) =  coshx cosy- isinhx stay,

l-itanhxtany

3 .6 .2  Ν α εξεταστεί ω ς  π ρ ο ς  τη σύγκλιση η ακολουθία

cosh(in) .
Ζ(ΐι— ”  , Π—1 ,2 , . . .η

3.7 Η λογαριθμική μιγαδική συνάρτηση

Η λ ο γ α ρ ιθ μ ικ ή  μ ιγ α δ ιχ ή  σ υ ν ά ν τη σ η  (logarithm ic com plex function) log  ή  In 
ορίζεται ν α  ε ίνα ι η αντίστροφ η τη ς  εκθετικής μ ιγαδικής συνάρτησης κ α ι δ ίν ετα ι α π ό  

τοντύπο
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lo g z : =  l o g l z l  +  i a r g z  =  lo g l z l  +  iA r g z + 2kJti (k=0 , ± 1, ±2, . . ,)

ό π ο υ  A rgz ε ίνα ι το  βασικό όρ ισ μα  το υ  μιγαδικού αριθμού ζ. Α ς σημειωθεί ό τ ι η τιμή 

logz δεν ορίζεται για ζ  =  0 , δηλαδή το  πεδίο  ορισμού της συνάρτησης log είνα ι το 

σ ύνολο  όλω ν τω ν  μ ιγαδικώ ν αριθμώ ν εκτός του  0 . Η συνάρτηση αυτή ε ίνα ι πλειότιμη  

κ α ι η πρωτεύουσα ή κύρια τιμή της (principal value) ε ίνα ι η συνάρτηση

Log ζ  := log I ζ  I +i Arg ζ,

Π ρ ο φ α νώ ς ισχύει ό τ ι

Log ζ = logz + 2tari (k=0, ±1, ±2,...).

Ε π ίσ η ς ισχύουν ο ι  σχέσεις

και
log (Ζι Ζ2) = log Ζι + log Ζ2

ζι
log — = 10gZl - log Ζ2·

Παράδειγμα 3.7.1
θ α  επ ιλύσουμε την εξίσωση

sinz = 2 ,

(βλ. κ α ι Π α ρά δειγμ α  3.6.1). Χ ρη σ ιμ οπο ιώ ντα ς το ν  ορ ισμό  το υ  ημ ιτόνου  η δοθείσα  
σχέση γ ρ ά φ ετα ι ω ς

e*z - e* ,z = 4 i.

Θ έτοντας ζ  := e iz π ρ ο κ ύ π τε ι η δευτεροβάθμια εξίσωση

ζ2 - 41ζ - 1  =  0.

Ο ι ρ ίζες  α υτής ε ίνα ι ο ι  α ρ ιθμ ο ί
ζ: = 2ί ±ϊ\β .
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α πό  ό π ο υ  πα ίρνουμε ό τ ι
/

iz = log (2 ί ±  ί\β ).

Έ τσ ι τελ ικά  η λύση τη ς αρχικής εξίσωσης είνα ι η

ζ = 2k n  + ~  - ilog(2±  > /i),

π ου  π ρ ο φ α νώ ς τα υτίζετα ι με την τιμή  π ο υ  βρέθηκε στο πα ρά δειγμ α  3.6.1. 

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .7 .2

θ α  γρα φ εί στην αλγεβρική το υ  μορφή ο  αριθμός

L o g ( l  +  2i- e1).

Παρατηρούμε ό τ ι η αλγεβρική μορφή του  μ ιγαδικού  αριθμ ού  l+2i· e* ε ίν α ι 

1+21- e1 = 1+21 - c o s l-  isin l =  ( 1- c o s t)  + 1(2 - s in l) , 

οπότε ο  βασικός κλάδος το υ  λογαρίθμου το υ  ισούται με 

Log( 1+21- e*) =  logll+2i-e( I +1 A ig(l+ 2i-e*) =

= o lo g (( l-  c o s l)2 +<2- s in l)2)  +1 A rctan ~ ~ =
1 l-  co s l

=  r  log(6 - 2cosl - 2 s in l)  +1 Arctan 7 - ^ 7 . □
2  '  1- c o s l

3.7.1 Να υπολογιστούν ο ι  λογάριθμοι τω ν παρακάτω  αριθμώ ν:
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-1 - ί ,  2 + ϋ π 2 , 3- 2i +  e2i · cos(l- i), sin(e*), Log(l + i).

3.8. Η μιγαδική συνάρτηση δύναμη

Η  μ ιγα δ ική  συνάρτηση δύναμη (pow er com plex function) ζ  -»· ό π ο υ  a  ε ίνα ι 

ένα ς μ ιγα δ ικό ς α ρ ιθ μ ό ς  ο ρ ίζετα ι με το ν  τύ π ο

2& : = galnz

Η  συνάρτηση α υτή  ε ίν α ι πλειότιμ η , κ α ι η πρω τεύουσα τιμή  της (ή ο βασικός κλάδος 

τη ς) ε ίν α ι η

(za); = eaLogzi

η ο π ο ία  έχει π εδ ίο  ορ ισ μ ού  το  σύνολο όλω ν τω ν  μη μηδενικών μ ιγαδικώ ν αριθμώ ν.

Η  γ ε ν ικ ή  εκθετική μιγαδική συνάρτηση (general ex p o n en tia l com plex  
function) z  - *  az (a  ε ίνα ι ένας μη μηδενικός μ ιγαδικός αριθμός) ορ ίζετα ι με το ν  τύπο

az . _  ezioga

Η  συνάρτηση  α υτή  ε ίν α ι επ ίσης π λειό τ ιμ η  κ α ι η πρω τεύουσα  τιμή τη ς (ή ο βασικός 

κ λ ά δ ο ς  τη ς) ε ίν α ι η

{azi : = ezloga

η ο π ο ία  ο ρ ίζετα ι π α ν το ύ  στο μ ιγαδικό  επίπεδο.

Παράδειγμα 3.8.1
Θ α  γρ α φ εί στην αλγεβρική του  μορφή ο βασικός κλάδος της δύναμης

j t
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Π ρος τούτο παρατηρούμε ό τι 
/

(it }= e^ogC) = e^ogltl +iArgt) = et(0 +ta/2) = e- π/2. □

Π αράδειγμα 3.8.2
Α ν (ab ) πα ρ ισ τάνει τον  βασικό κλάδο της δύναμης ab, θα  υπολογίσουμε το  ό ρ ιο

lim (it){C2i)C2i)|((3i)C3i)j„.((ni)(ni>). 
n-»“

Για το ν  σκοπό  αυτό παρατηρούμε ό τ ι γ ια  κάθε φυσικό αριθμό ν  ο  βα σ ικός κλά δος 

της δύναμης (v i)^ )  ε ίνα ι ο

|(vi)(vt)j =  exp(vi Log ( v i) ) =  exp( vi l log v  +  i A ig  (v i)J )

π  π
=  exp(vi [ lo g v  +  i ~ ] ) =  exp(- v  — + iv lo g v ) , 

οπότε α υτός έχει μέτρο ίσο με

Ι((ν1)(ν,))Ι =  exp(- ν  ~ ) .

Επομένω ς το  δοθέν γ ινόμενο  έχει μέτρο ίσο με

Ι(1*Μ(21)<?1)) j(3i)(30)„.{(ni)(nl)}l = exp(- [ 1 + 2  +  3 +  . . . + n ]  j ) ,

το οπο ίο  τείνει π ρ ο ς  το  0  ό τα ν  ο  φ υσ ικός αριθμός η τε ίνει π ρ ο ς  το  ά π ειρ ο . Τ ο  γ εγ ο νό ς  

τούτο, προφ ανώ ς, συνεπάγεται ό τ ι το  ζητούμενο ό ρ ιο  ε ίνα ι το  0 . □

Παράδειγμα 3.8.3
θ α  λυθεί η εξίσωση

i(2i)z ) = 1 + 1.

Π ρος τούτο παρατηρούμε ό τ ι η δοθείσα εξίσωση ε ίνα ι ισοδύναμη με την

ezLog(2l) = ι + i,
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δη λα δή  την
ezflog2 + ί(π/2)] = 1 + i.

θ έ το υ μ ε  ζ  .·= χ + iy  ο π ό τε  βρίσκουμε το  σύστημα τω ν α λ γ φ ρ ικ ώ ν  εξισώσεων

π  π
e x p [x lo g 2 -  y  -  ] cos[y log2 +  χ  p  =  1

π  π
exp[x  log 2 - y  - J  sin[y log2 +  x  ” 1 =  1.

Δ ια ιρ ώ ν τα ς  κ α τά  μέλη π ρ ο κ ύ π τε ι η  εξίσωση

π  π
y l o g 2 + x “ =  “ + to t ,  k = a ± l ,  *2 ........

ο π ό τε  α ντ ικ α θ ισ τώ ντα ς  στη μ ία  α π ό  τ ις  πα ρα π ά νω  εξισώσεις πα ίρνουμε

, „  π  1
x l o g 2 -  y ~  = ~ lo g 2.

Ε π ιλ ύ ο υ μ ε  το  σύστημα τω ν  δύο  εξισώσεων κ α ι τελ ικά  έχουμε τη  λύση

π 2
, log22 + ~ + 2 μ π 2 
1 4

X JS
Iog22  +

π 2

κ α ι

y := -
. log22 + - -  + 2 μ π 2 

_ Ι ο 8 2  ■■■ ■ .  ·3 ~ .

1ο|22 + —

ό π ο υ  μ  ε ίν α ι τυ χ ώ ν  α κέρα ιος αριθμός.
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3.8.1 Να υπολογιστούν οι λογάριθμοι των εξής αριθμών:

a ) i‘(l+ i)(l+ 2 i), β) (2- i)'.

Y) (1 -i)3·2' . δ) 231-1.

3.8.2 Αν 0 < x , y < n f 2 ,  να βρεθεί το φανταστικό μέρος του βασικού κλάδου της 
δύναμης (sin(x +iy))'.

3.8.2 Να υπολογιστεί το όριο της ακολουθίας των βασικών κλάδων της 
ακολουθίας των δυνάμεων

(l+ i)nl.

3.9 Οι αντίστροφες τριγωνομετρικές μιγαδικές 
συναρτήσεις

Οι λεγάμενες αντίστροφες τριγωνομετρικές μιγαδικές συναρτήσεις (inverse 
trigonometric complex functions) arcsin, arccos, arctan και arccot, ορίζονται 
αντίστοιχα ως οι αντίστροφες συναρτήσεις των sin, cos, tan και cot. Για παράδειγμα, 
αν γνωρίζουμε ότι sinw = z, τότε w είναι το τόξο ημιτόνου του ζ και γράφουμε w = 
arcsinz. Ολες αυτές οι συναρτήσεις είναι πλειότιμες και μπορούν να εκφραστούν με 
τη βοήθεια της λογαριθμικής συνάρτησης ως εξής:

arcsinz = 21οι + “ ± lLog(z ± iV 1- ζ2),

arccosz = 21οι ± iLog(z ζ2),

i , 1+iz 
arctanz = - - lo g — .

i ζ Ή 
arccotz = - “ log— - /  z - t
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Ο ι πρωτεύουσες τιμές Arcsin, Arccos, Arctan και Arccot αντίστοιχα των 
συναρτήσεων αυτών ορίζονται μέσω των πρωτευουσών τιμών των αντίστοιχων 
λογαριθμικών συναρτήσεων.

Παράδειγμα 3.9.1
θεωρούμε την εξίσωση

sinz=2

η οποία είναι ισοδύναμη με την εξίσωση

arcsin2  =  z.

Με βάση τους παραπάνω τύπους έχουμε

z = 2tot + j  + i Log (2 + iVl-22) = 2tor + j  + ilog (2 ± >β),

δηλαδή το ίδιο συμπέρασμα που βρήκαμε και στα Παραδείγματα 3.6.1, 3.7.1. □  

Παράδειγμα 3.9.2
θ α  γραφεί στην αλγεβρική του μορφή ο μιγαδικός αριθμός

arctan(l-1).

Προς τούτο εφαρμόζουμε τον παραπάνω σχετικό τύπο, οπότε προκύπτει

.............  i . 1 + i(l-i) i . 2+i i . _  _
arctan (1- i) =- ~  log - - - -  log — = - -  log (-l+2i).

Εξάλλου έχουμε

log (-l+2i) = log l-I+2il+i arg (-l+2i) = log Vs +ί(π- Arctan2+21ot)=

= ~  log 5 +i (2 k + l)n  - iArctan2.

Έτσι, τελικά.
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1 π 1
' arctan (1- i)= “  (-Arctan2 +21ot+r)- i τ  log 5

2 2 4

όπ ο υ  k  ε ίνα ι ένας οποιοσδήποτε ακέραιος.

3.9.1 Να επιλυθούν οι παρακάτω εξισώσεις: 

α) 4cosz + 5=0, β) sinz=ni,

π
γ) sinz =  i —, δ) ta n z - π ί = 0 ,

ε) ete =  coOTx (χ  ε ίνα ι πραγμ α τικός αριθμός).



Ο ι γνωστές έννοιες του ορίου και της παραγώγου πραγματικής συνάρτησης 
επεκτείνονται και στις μιγαδικές συναρτήσεις. Ιδιαίτερα η παράγωγος είναι μια πολύ 
"ισχυρή" έννοια και, όπως θα δούμε αργότερα, κάθε παραγωγίσιμη μιγαδική 
συνάρτηση έχει πλούσιες ιδιότητες.

4.1 Όριο μιγαϋικής συνάρτησης

Υποθέτουμε ότι f είναι μια μιγαδική συνάρτηση ορισμένη τουλάχιστον σε μια 
δακτυλική περιοχή της μορφής Δ(ζο, 0, γ). Ένας μιγαδικός αριθμός L είναι το όρ ιο  
(limit) της f στο σημείο ζο, αν για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό ε αντιστοιχεί ένας 
αριθμός 6 = δ(ε) θετικός, τέτοιος ώστε για όλα τα σημεία ζ της δακτυλικής περιοχής 
Δ(/ο- 0, γ), που ικανοποιούν τη συνθήκη 0 < I ζ - ζο I < δ, να έχουμε I f(z) - LI < ε. Στην 
περίπτωση αυτή γράφουμε

Hm f(z) = L.
Ζ-7-0



Μιγαδική Ανάλυση *79»

Ανάλογα δίνεται και ο ορισμός του ορίου της f όταν L= «  και/ ή ζο= °0·
Μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι για κάθε ακολουθία (Ζη) του δακτυλίου Δ(ζο, 

0, γ), που συγκλίνει προς το σημείο ζο, η αντίστοιχη ακολουθία (f(Zn)) των τιμών της 
συνάρτησης συγκλίνει προς το σημείο L του επεκτεταμένου μιγαδικού επιπέδου, αν 
και μόνο αν ισχύει

lim f(z) = L.
Z— Zq

To παραπάνω γεγονός λαμβάνεται πολλές φορές και ως ορισμός του ορίου μιγαδικής 
συνάρτησης.

Αν γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση f έχει την παράσταση

f(z)=u(x, y )+ iv(x, y), 

και επίσης ότι για κάποιο σημείο zo : = xo +iyo ισχύει

lim f(z) = L,
Z— Zq

όπου

L : = a+ ib ,
τότε ισχύουν και οι σχέσεις

lim u(x, y) = a και lim v(x,y) = b. 
x-xo X-Xo "
y-yo y-y<>

Όλες οι γνωστές ιδιότητες των ορίων πραγματικών συναρτήσεων ισχύουν και για 
το όριο μιγαδικής συνάρτησης. Πραγματικά, αν έχουμε

lim f(z) = : Α και lim g(z) = :B ,

τότε ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

α) Urn (f(z) ± g(z)J = A * Β,
Ζ-*Ζο

β) lim lf(z) · g(z)] = A · Β,
Z~*Zq
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. ,. f(z) A
V) lim  — 7 = — , α ν Β * 0

ζ-ζο  g(z) Β

με την προϋπόθεση, βέβαια, ότι οι παραπάνω πράξεις είναι επιτρεπτές.
Η έννοια της συνέχειας μπορεί εύκολα να δοθεί ως συνήθως με τη βοήθεια του 

ορίου της συνάρτησης. Δηλαδή, η συνάρτηση f είναι συνεχής (continuous) σε ένα 
σημείο a του πεδίου ορισμού της, αν ισχύει

lim f(z) = f(a), 
ζ—Ζο

ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε σημείο ζ του 
πεδίου ορισμού της f  με I ζ - a I < δ να ισχύει η ανισότητα 1 f(z) - f(a) I < ε.

Μπορεί να διαπιστωθεί ότι πάνω σε ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο οι παρακάτω 
συναρτήσεις είναι συνεχείς:

α) Όλες οι πολυωνυμικές συναρτήσεις. 
β) Ο κάθε κλάδος της εκθετικής συνάρτησης ζ -* az. 
γ) Οι δύο τριγωνομετρικές συναρτήσεις sin και cos. 
δ) Οι δύο υπερβολικές συναρτήσεις sinh και cosh.
ε) Κάθε συνάρτηση η οποία προέρχεται από τη σύνθεση, την πρόσθεση και τον 

πολλαπλασιασμό συναρτήσεων όπως οι παραπάνω.
Επίσης οι βασικοί κλάδοι των συναρτήσεων arg και log, δηλαδή οι συναρτήσεις 

που παριστάνονται με Arg και Log αντίστοιχα, είναι συνεχείς σε κάθε μιγαδικό 
αριθμό ο οποίος δεν βρίσκεται πάνω στον αρνητικό πραγματικό ημιάξονα, δηλαδή 
αυτές είναι συνεχείς στο σύνολο

|ζ : ζ + Ι ζ Ι*  0).

Παράδειγμα 4.1.1
Για να υπολογιστεί το όριο

lim
ζ-* π / 4

cos2z
coshiz + isinhiz

cos2z cos2z - sin2z
— - — = ---------;— = cosz + sinz.
coshiz + isinhiz cosz - sinz

παρατηρούμε ότι
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Τώ ρα, λόγω  τη ς συνέχειας τω ν συναρτήσεων cos κ α ι sin, το  ζητούμενο ό ρ ιο  ε ίν α ι ίσο 

με

Um (cosz +  sinz) = cos—+ sin~  = ^ 2 .  □
ζ - π / 4  4 4

Παράδειγμα 4.1.2
θ α  προσδιορίσουμε το  σύνολο τω ν σημείων συνέχειας τη ς συνάρτησης με τύ π ο

f(z): = Arg(i - ζ2).

Π ρ ο ς το ύ το  π α ρα τη ρο ύ μ ε  ό τ ι, ό π ω ς  ε ίν α ι γνω σ τό , η συνάρτησ η  Α ι$ζ  ε ίν α ι  

συνεχής π α ντο ύ  εκτός α π ’ τα  σημεία ζ  π ου  ικανοποιούν τη  σχέση ζ  +  Γζ I =  0 .  Έ τσ ι, η 

δοθείσα συνάρτηση ε ίνα ι συνεχής πα ντού  εκτός α π ’ τ α  σημεία z  γ ια  τα  ο π ο ία  ισ χύει

i -  ζ2 + 1i- z2 1 = 0.

Ε π ιλύοντα ς την εξίσω ση αυτή  βρίσκουμε, τελ ικά , ό τ ι  το  σ ύνολο  τω ν  σ η μ είω ν  σ τα  

οπο ία  η f  ε ίνα ι συνεχής ε ίνα ι ολόκληρο το  μ ιγαδ ικό  επ ίπεδο  εκτός α π ό  τα  σημ εία  το υ  

συνόλου όλω ν τω ν μ ιγαδ ικώ ν αριθμώ ν z : =x +iy π ο υ  ικ α νοπ ο ιούν  τ ις  σ χέσεις 2xy  =1 
και χ2 2  y2

Η συνάρτηση με τύπο f(Z): = Algfl - ζ2) είναι συνεχές παντού 
εκτός από τα σημεία της συνεχούς γραμμής.

□
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Παράδειγμα 4.1.3
Θ έλο υ μ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τα  σημεία  το υ  μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδ ο υ  σ τα  ο π ο ία  η 

συνάρτηση με τύ π ο

f (z ) :=  z + L og(zz  +  z)
ε ίν α ι συνεχής.

Π ρ ο ς  το ύ το  παρα τη ρούμ ε ό τ ι ο π ρ ώ το ς  προσθετέος ορ ίζει μ ία  συνάρτηση συνεχή 

σε κ ά θ ε  σημείο το υ  μ ιγαδ ικού  επιπέδου. Ο  δεύτερος προσθετέος, δηλαδή η συνάρτηση

ζ - >  L og(zz  + z)

δεν  ε ίν α ι σ υνεχής σ τα  σημεία  γ ια  τα  ο π ο ία  ισχύει ζ  + 1 ζ  I =  0, ό π ο υ  ζ : =  z  z  +  ζ . Α πό 

τη ν  τελευτα ία  σχέση έχουμε

ζ  ζ +  ζ  + 1 ζ  ζ +  ζ  I =  0,

χ 2 +  y2 +  χ - iy  +  lx 2 + y 2 +  x - iy l= 0 ,

α π ό  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι  y  =  0 κ α ιχ 2 +  χ  + 1 χ 2 +  χ  I =  0, ή y =  0  κ α ι χ2 +  χ  s  0, δηλαδή

y  =  0  κ α ι - 1 s  χ  s  0.

Ε π ο μ ένω ς η συνάρτηση f  ε ίνα ι π α ντο ύ  συνεχής στο μ ιγαδικό  επ ίπεδο  εκτός α π ’ τα  
σημ εία  το υ  π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ  ά ξο να  π ο υ  ικα νοπο ιούν  την ανισότητα  - I s  x  s  0, βλ. 

σχήμα.

Im

-1 0 Re

Η  σ υ νά ρ τη σ η  μ ε  τύπ ο  f(z): = ζ  +  Log(z Ζ +  ζ )  ε ίν α ι σ υνεχής π α ντού  

εκ τό ς από τα  σ η μ ε ία  τη ς π α χειά ς γραμμής.

□
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4 .1 .1  Ν α υπολογιστούν τα  παρακάτω  όρια:

^  ζ-*ί{π/2ζο ez +1
e 2 z + l

δ) 11m Im(z2 + 2 ζ  + ez). ζ-»0

4 .1 .2  M e χρήση το υ  ε- δ- ορ ισμού ν ’ α ποδειχτεί ό τ ι  ο ι συναρτήσεις με τύ π ο υ ς

είνα ι συνεχείς σε κάθε σημείο το υ  μ ιγαδικού επιπέδου.

4 .1 .3  Ν α βρεθεί το  σύνολο  τω ν  σημείων το υ  μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδ ο υ  σ τα  ο π ο ία  ο ι  

συναρτήσεις με τύ π ο υ ς

α ) f(z): =  A i g ( l - z 2) ,

β) ί(ζ): =  A rg(l +1 - ζ  2),

γ) ί(ζ) .·= 2 +  31 - ζ2 + Log(2 +31 - ζ2 )

είναι συνεχείς.

4.2 Καμπύλες στο μιγαδικό επίπεδο

Μ ία κ α μ π ύ λ η  (curve) γ  στο  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  ε ίν α ι η  σ υ νεχή ς  ε ικ ό ν α  σ το  

μιγαδικό επ ίπεδο  ενός δ ιαστήματος I : = [α, β] τη ς πρα γμ α τική ς ευθείας. Δηλαδή; α ν

α ) f(z) := ζ3 , β) f ( z ) : =  R e (ζ2), .

γ )  f(z) := Im z , δ ) f (z ) : =  z s in z ,
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z(t): = x(t) + iy(t), te[a, β]

είναι μια συνεχής συνάρτηση, τότε το σύνολο των τιμών της είναι μια καμπύλη γ στο 
μιγαδικό επίπεδο. Η ίδια η συνάρτηση ζ( . ) λέγεται π α ρ α μ ε τ ρ ικ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  

(parametric representation) της καμπύλης γ.
Αν ti < t2 , τότε το σημείο z(ti) π ρ ο η γ ε ίτ α ι  του σημείου ζΟζ)· Με τη διάταξη 

αυτή πάνω στα σημεία της γ ορίζεται ο  π ρ ο σ α ν α το λ ισ μ ό ς  ή η  φ ο ρ ά  (orientiation) 
της καμπύλης γ η οποία στο σχήμα δηλώνεται με ένα βέλος. Το σημείο ζ(α) είναι το 
α ρ χ ικ ό  σημείο (initial point) της καμπύλης και το ζ(β) είναι το τ ε λ ικ ό  της σημείο 
(final point). Αν αλλάξουμε τη φορά της καμπύλης γ παίρνουμε την καμπύλη - γ, η 
οποία έχει αρχικό σημείο το ζ(β) και τελικό το ζ(α). Αν το τελικό σημείο ταυτίζεται με 
το αρχικό τότε η καμπύλη είναι κ λ ε ισ τή  (closed curve).

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω, μια καμπύλη είναι απλά ένας δ ρ ό μ ο ς  στο 
επίπεδο τον οποίο διανύουμε ξεκινώντας από το αρχικό σημείο της καμπύλης μέχρι 
το τελικό. Ο τρόπος που διανύεται ο δρόμος αυτός φαίνεται από την παραμετρική 
παράσταση της καμπύλης.

Για παράδειγμα, αν για την καμπύλη γ δίνεται η παραμετρική παράσταση z = 
z(t),te[0, 1], τότε θα μπορούσαμε να πούμε ότι αυτή περιγράφει τον τρόπο με τον 
οποίο μετακινούμαστε πάνω στην καμπύλη διανύοντάς την από το αρχικό σημείο 
μέχρι το τελικό. Δηλαδή, στον χρόνο t =0 είμαστε στο αρχικό σημείο ζ(0) = : a, στον 
τυχαίο χρόνο t = τ (για ένα οποιοδήποτε τ Ε  [0,1]) είμαστε στο σημείο ζ(τ) και στον 
χρόνο t = 1 φτάνουμε στο τελικό σημείο ζ(1) = b.

Η καμπύλη είναι ένας δρόμος. Από το αρχικό σημείο a φτάνουμε στο τελικό σημείο b, 
διανύοντας την καμπύλη με τρόπο που καθορίζεται από την παραμετρική παράσταση.

ο
Αν η συνάρτηση z(t), t e[a, β) είναι ένα- προς- ένα, τότε η καμπύλη γ είναι α π λ ή
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(simple curve). Μ ια  α π λή  κλειστή καμπύλη λέγετα ι κ λ ε ισ τ ή  κ α μ π ύ λ η  τ ο ν  J o r d a n .  

Π ροφ ανώ ς, η καμπύλη γ  το υ  π α ρα π ά νω  σχήματος δεν ε ίνα ι απλή.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .1

θ α  π ερ ιγρα φ εί η  καμπύλη γ  με παραμετρική παράσταση τη συνάρτηση

z ( t ) : =  t+2+it2, t e [ 0 , l ) .

Π ρος τούτο  παρατηρούμε ό τ ι γ ια  κάθε t  €  [0 ,1 ] ισχύει

Rez(t) =  χ  = t  + 2 κ α ι Im z(t) = y  = t2.

Α π' την π ρ ώ τη  α π ’ α υτές π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι ό τα ν  το  t μεταβάλλετα ι σ το  δ ιά σ τη μ α  [0,1), 

τότε το  x μεταβάλλεται στο διάστημα [2, 3). Τ ώ ρα, μεταξύ  τω ν  δύ ο  α υ τώ ν  σ χέσεω ν 

απαλείφουμε το  t, οπότε π ρ ο κ ύ π τε ι η σχέση

y = ( x - 2 ) 2.

όπου η μεταβλητή x π α ίρ νε ι τ ιμ ές στο κλειστό διάστημα [2 ,3 ). Ε π ομ ένω ς η κ α μ π ύ λ η  γ  

είναι το  συνεχές τμήμα τη ς παραβολής, ό π ω ς  στο ακόλουθο σχήμα:

Η καμπύλη γ  είναι το συνεχές τμήμα της παραβολή; y  = (X - 2)2

□

Κάθε κλειστή καμ πύλη  χω ρ ίζε ι το  επεκτεταμένο μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  σε ξ έν α  α ν ά  

δύο συνεκτικά σύνολα. Τ ο  σ υνεκτικό  εκείνο  σύνολο  π ο υ  π ερ ιέχε ι το  κ α τ ’ εκδοχήν 
σημείο ® ε ίν α ι τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  (ex te rio r) τη ς  κ α μ π ύ λ η ς  κ α ι  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι με το  

σύμβολο
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e£(Y)·

Αν η καμπύλη είναι και απλή, δηλαδή αν η γ είναι μια κλειστή καμπύλη τον 
Jo rd an , τότε αυτή χωρίζει το επεκτεταμένο μιγαδικό επίπεδο σε δυο συνεκτικά 
υποσύνολα, το εξ(γ) και το εσωτερικό (interior) της γ που παριστάνεται με το 
σύμβολο

εσ(γ).

Κάθε κλειστή καμπύλη τον Jordan, χωρίζει το επεκτεταμένο μιγαδικό επίπεδο 
σε δυο συνεκτικά υποσύνολα το εξ(γ) και το εσ(γ).

Mux αναπαραμέτρηση (reparametrization) της καμπύλης γ είναι μια καμπύλη 
γ* η οποία ταυτίζεται με την καμπύλη γ ως σύνολο σημείων του μιγαδικού επιπέδου 
και έχει παραμετρική παράσταση

όπου η
z*(s):=z(t), 

t = iKs), s e  [α*. β*],

είναι μία αμφιμονοσήμαντη συνεχής συνάρτηση του [α*, β*] επί του [α, β]. Έτσι, 
επειδή πρόκειται για καμπύλες, θα πρέπει το αρχικό σημείο και το τελικό σημείο της 
καμπύλης γ* να ταυτίζονται με τα αντίστοιχα σημεία της καμπύλης γ. Τούτο σημαίνει 
ότι θα πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις

α = ψ*(α*) και β = ψ*(β*)
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κ α ι επομένω ς

ζ(α) = ζ*(α*) και ζ(β) = ζ*(β*).

Π αράδειγμα 4.2.2
Δ ίνετα ι μ ία  καμπύλη  γ  με παραμετρική  παράσταση

z =  z ( t ) , t € [ - l , 8 ] .

θ α  βρούμε μ ια  αναπαραμέτρηση γ*  τη ς καμ πύλης αυτής με πα ρα μ ετρ ική  π α ρά σ τα σ η  
z = z * (s ) , $ € [ 1 .4 ] .

Α ν βρούμε μ ια  συνεχή  συνάρτηση t  = ty(s), s €  [1 ,4 ] ,  η ο π ο ία  θ α  α π ε ικ ο ν ίζ ε ι 

αμφ ίμονοσήμαντα  το  διάστημα [ 1,4} επ ί του  διαστήματος [-1 ,8 ], κ α τά  τέτο ιο ν  τρ ό π ο  

ώστε ψ(1) = -1 κ α ι ψ(4) =  8, τότε η συνάρτηση

z= zO |* s))  =  z*(s). s e l l , 4]

είνα ι μ ία  τέ το ια  ανα πα ρα μέτρηση . Ά ρα, προ κ ειμ ένο υ  ν α  λ υ θ ε ί το  π ρ ό β λ η μ α , θ α  

πρέπει ν α  βρούμε μ ια  τέτο ια  συνάρτηση ψ . Π ρος τούτο  μ πορούμε ν α  ακολουθήσουμε 

πολλούςτρόπους.
/ο ς  τρόπος: θ έτο υ μ ε

t : =  α$ +  β

και προσ πα θούμ ε α π ό  τα  δεδομένα  ν α  πρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υμ ε το υ ς  σ υ ντελεσ τές α  κ α ι  β. 

Π ραγματικά έχουμε τ ις  δύο  εξισώ σεις

-1 = 1 α  + β κ α ι 8 =  4 α  +  β.

Επιλύοντας ω ς π ρ ο ς  α  κ α ι β, βρίσκουμε α = 3  κ α ι β = -  4 . Α ρα  η ζητούμενη  συνάρτηση 

ή» έχει τύ π ο

t =: ψ($) =  3$ - 4, $ €  [1 ,4 ].

2ος τρόπος: Π α ίρνουμε δύο  πα ρά λλη λα  ά ν ια α  ευθύγραμ μα  τμ ή μ α τα , ό π ο υ  σ το  

πρώτο απεικονίζουμε το  διάστημα [1 ,4 ] κ α ι στο άλλο το  [ -1 ,8 ] .
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Έχουμε τη θέσμη των ευθειών Ο 1 (-1), Os t και Ο 4 8 που ιέμνεται από τις παράλληλες
ευθείες 14 και -1 8.

Ε νώ νο ντα ς  τα  α ντ ίσ το ιχα  άκρα  βρίσκουμε το  σημείο τομής 0, το  ο π ο ίο  θεωρούμε 

ω ς  το  κέντρο  προβολή ς το υ  [1, 4] επ ί του  [-1, 8]. Δηλαδή το  τυ χό ν  σημείο s το υ  [1 ,4 ) 

το  ενώ νουμε με τη ν  κορυφ ή  0  κ α ι προεκτείνουμε την α ντίσ το ιχη  ευθεία. Α υτή τέμνει 

τ τ ο  τμ ή μ α  [-1 ,8 ] στο  σημείο t. Α πό  την α να λογία  τω ν  τμημάτων, έχουμε

t - ( - l )  8- (-1)
s - 1 4-1 ’

ο π ό τε  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι η συνάρτηση ψ  έχει τύπο  όπω ς αυτός βρέθηκε με τον Ιο  τρόπο.

3ος τρόπος: Π ά νω  σε δύο  ά ξονες π ο υ  τέμ νοντα ι κάθετα  α πεικονίζουμ ε τα  δύο 

διαστήματα , ό π ω ς  φ α ίνετα ι στο  παρακάτω  σχήμα.

Έχουμε τα όμοια τρίγωνα S i t  και 4 1 8, όπου τα σημεία 1 και -1 ταυτίζονται.
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Ε νώ νουμε τα  ά κρα  8 κ α ι 4 με μ ια  ευθεία γραμμή (ε) κ α ι στη σ υ νέχε ια  α π ό  κάθε 

σημείο $ το υ  δ ιαστήματος [1 ,4 ] φέρουμε ευθεία γραμμή (σ) πα ρά λληλη  π ρ ο ς  την (ε). 

Η (σ) τέμνει το  ευθύγραμμο τμήμα [ -1 ,8J σε ένα σημείο t. Α πό τα  δύο ό μ ο ια  τρ ίγ ω ν α  

π ο υ  σ χη μ α τίζοντα ι μπορούμε αμέσω ς ν α  πάρουμε την ίδ ια  α να λ ο γ ία  ό π ω ς  κ α ι στην 

πρώ τη  περ ίπτω σ η  κ α ι ά ρα  κα ι την ίδ ια  συνάρτηση ψ.

4ος τρόπος: Μ ε τ ις  π α ρ α π ά ν ω  μεθόδους βρίσκουμε σ υνα ρ τή σ εις  ψ  π ο υ  ε ίν α ι 

γραμμ ικές. Μ πορούμ ε ό μ ω ς να  αναζητήσουμε μη γρ α μ μ ικ ές  τέτο ιες συναρτήσεις, 

ο π ό τε  α κολουθούμ ε κ α θ α ρ ά  α να λυτικ ό  τρ ό π ο . Δηλαδή θεω ρούμ ε το  κ α ρ τεσ ια νό  

επ ίπεδο  στο ο π ο ίο  απεικονίζουμε τα  διαστήματα [1 ,4 ] κ α ι [-1 ,8 ]. Ε πειδή  α ναζητούμε 

συνεχή αναπαραμέτρηση τη ς καμπύλης, αναγκαστικά  θα  π ρ έπ ε ι ν α  κατασκευάσουμε 

μ ια  σ υνεχή  α μ φ ιμ ο ν ο σ ή μ α ν τη  συνάρτησ η  φ  το υ  δ ια σ τή μ α το ς  [1 , 4J ε π ί  του 

δ ια σ τήμ ατος [ -1 ,8 ]  . Α ρα  θα  π ρ έπ ε ι να  έχουμε μ ια  συνεχή μ ο νό το νη  (α ύ ξο υ σ α  ή 

φθίνουσα) συνάρτηση. Σ το  σχήμα φ α ίνετα ι η αύξουσα συνάρτηση t  = <p(s) := s2- 2s η 

οπο ία , π ρ ο φ α νώ ς, έχει τ ις  ιδιότητες π ο υ  θέλουμε.

Η συνάρτηση με τύπο t : =  s2- 2s 6ίνει μια άλλη αναπαραμέτρηση
□
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Έστω  γ  μ ια  καμ πύλη  με παραμετρική παράσταση

ζ = z ( t ) : =  x(t) +  iy(t), t  €  [α, β].

Η  κ α μ π ύ λη  γ  ε ίν α ι διαφορίσιμη (differentiable) ή ομαλή (regular) σε ένα  σημείο to 

το υ  δ ια σ τή μ α το ς  [α, β], α ν  ο ι  συναρτήσεις χ ( ) κ α ι y ( ) έχουν συνεχείς παρα γω γούς 
σ το  σημείο to  Α ν  η  καμ πύλη  γ  ε ίνα ι δ ιαφ ορίσ ιμη  σε όλα  τα  σημεία της λέμε ό τ ι ε ίνα ι 

διαφορίσιμη.
Η  κ α μ π ύ λ η  γ  ε ίν α ι λεία  στο σημείο to  (sm ooth a t the  p o in t to) α ν  αυτή  ε ίνα ι 

δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  σ το  to  κ α ι επ ιπ λέον  ισχύει ό τ ι

Ιζ’ (to)l= be* (to) +  iy* (to)l =  V (x ’ (to))2 +  (y '(to))2 *  0.

Η  γ  ε ίν α ι  λ ε ία , α ν  α υ τή  ε ίν α ι λ ε ία  σε κά θε  σημείο τη ς. Μ ία  λεία  κ α μ πύλη  έχει 
εφ α π τό μ ενη  ευθ εία  γρα μ μ ή  σε κάθε σημείο τη ς, βλέπε π α ρα κ ά τω  σχήμα. Η  ευθεία 
α υ τή  π ρ ο φ α ν ώ ς  ε ίν α ι η  Ε( z ( t),z* (t)).

Η καμπύλη έχει εφαπτόμενη ευθεία γραμμή στο σημείο ζ(ΐ).

Π αράδειγμα 4.2.3
θ α  εξετάσουμε α ν  η καμ πύλη  γ  με παραμετρική παράσταση

z = t 2 +  it3, t € [ - l ,  11

ε ίν α ι λεία .

Π ρ ο ς τούτο , παρατηρούμε ό τ ι η σχέση I ζ ’ (t) I= 0 , ισχύει όταν t = 0 ,  οπότε  η γ  δεν 

ε ίν α ι λ ε ία  σ το  σημείο 0. Γ ια  ν α  δούμε τ ι  συμβαίνει στο  σημείο α υτό , θέτουμε x : =  t2
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κ α ι y : =  t3. Α π α λε ίφ ο ντα ς  το  t  π ρ ο κ ύ π τε ι η σχέση x = y2/3, y  €  [-1, 1], η ο π ο ία  

πα ρ ισ τά νει την καμπύλη του  σχήματος.

Σ τ ο  σημείο 0  η καμπύλη γ  έχει μόνο εφαπτομένη η μ ιευ θ ε ία , την Οχ

Εδώ πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι στο  σημείο 0  δεν υ π ά ρ χε ι εφ α πτομ ένη  ευθεία  γρα μ μ ή  π α ρ ά  

μόνο εφαπτομένη ημιευθεία, ηΟχ. □

Η κ α μ π ύ λ η  γ  ε ίν α ι  κατά τμήματα διαφορίσιμη (p iecew ise d ifferentiab le) 

(αντίστοιχα  λεία) (p iecew ise  sm o o th ) α ν  α υτή  μ π ο ρ ε ί ν α  δ ια σ π α σ τ ε ί σ ε  ένα  

πεπερασμένο πλή θο ς δ ια φ ορίσ ιμω ν (αντίστοιχα , λείων) καμπύλώ ν.

Διαφορίσιμη αναπαραμέτρηση τη ς  καμ πύλη ς γ  ε ίν α ι μ ια  α να π α ρ α μ έτρ η σ η  

της γ  γ ια  τη ν  ο π ο ία  η α ντ ίσ το ιχη  συνάρτηση ψ  ε ίν α ι π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  με σ υ νεχή  

παράγωγο.
Το μήκος (length) μ(γ) χης καμ πύλης γ  ε ίνα ι ο  πρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθ μ ό ς

Ρ Ρ __________
μ(γ) := /  Ιζ' (t)ldt = J \/x2(t) +y2(t)dt.

α α

Α ν το  τελ ικ ό  σημείο  τη ς  κ α μ π ύ λη ς γ ι  τα υ τ ίζ ε τα ι με τ ο  α ρ χ ικ ό  σ η μ είο  της 

καμπύλης Υ2, τότε  ο ι  δύο  καμ πύλες "π ρ ο σ τ ίθ ε ν τα ι"  με την έννο ια  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι μ ία  

καμπύλη γ  την ο π ο ία  παριστάνουμε με γ  = γ ι  + γ2, τέτο ια  ώστε 

α) το  α ρχικό  σημείο της γ  ε ίνα ι το  α ρχικό  σημείο τ η ς γ ι . 

β) το  τελικό σημείο της γ  ε ίνα ι το  τελικό σημείο της Υ2,
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γ) α ν zi(t), t e  [αι,βι] είνα ι μίαπαραμετρική παράσταση χης γι και Z2(t), t e  

[α2, β2] ε ίν α ι μ ία  π α ρα μ ετρ ικ ή  παράσταση  της γ2, τότε υ π ά ρ χ ε ι μ ία  πα ρα μετρ ική  

π α ρά σ τα σ η  z(s), s e  [σ, τ] τη ς  γ, ένα σημείο υ  του  (ανοικτού) δ ιαστήματος (σ, τ) 

κ α θ ώ ς  επ ίσ ης κ α ι α να πα ρα μετρήσεις ζ  =  zi*(s), s e  [σ, υ] της καμπύλης γι κ α ι ζ  =  
z2*(s), s e  [υ, τ] τη ς  καμ πύλη ς γ 2 τέτο ιες ώστε ν α  ισχύει

zi*(s), $ 6 [ σ ,υ ]

z(s) =

z2*(s), 8 ε [ υ , τ ] .

Παράδειγμα 4.2.4
θ εω ρ ο ύ μ ε  τ ις  καμ πύλες γ ι  κ α ι γ 2 με παραμετρ ικές παραστάσεις α ντίσ το ιχα  τ ις  

συναρτήσεις
1+ϊ

ζ χ :=  — t - 2 - i. t e [ 2 , 4 ]  

κ α ι

z2 : = ^ ( 2 - i ) + | ( l + i ) ,  t e  [-1 .2].

Ε δώ  πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι  ο ι  δύο  καμπύλες προστίθεντα ι, αφού το  τελικό σημείο Ζχ(4) 

=  i τη ς  κ α μ π ύλη ς γχ τα υτίζετα ι με το  α ρχικό  σημείο z2( - l)  τη ς γ2. θ έλο υ μ ε  ν α  βρούμε 

τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  γ  τω ν  δύ ο  κ α μ π ύ λώ ν  με πα ρα μετρ ική  πα ρά στα ση  ζ ( ) ορισμένη, α ς 

π ο ύ μ ε , στο δ ιάστημα  [0, 1]. Π ρος τούτο  πα ίρνουμε ένα σημείο του  διαστήματος (0 ,1 ), 

έστω  το  1 /2 , κα θ ώ ς επ ίσης κ α ι

κ α ι

zx*(s), s €  [0 ,1 /2 ]  μ ία α να π α ρ α μ έτρ η σ η τη ςνχ  

z2*(s), s e  [1 /2 ,1 ]  μ ία α να παρα μ έτρησ ητης y2.

Γ ια  πα ρά δειγμ α , χρησ ιμοποιούμε έναν α πό  τους τρόπους π ο υ  είδαμε στο  παράδειγμ α
4.2.2 κ α ι βρίσκουμε

zi*(s) =  “ (4s +2) - 2- i =  2 (l+ i)s  -1 , se [0 ,1/2]

6s-4 2
z2*(s) =  — (2- i) + - (1 +  i) =  2(2- i)s - 2(1- i), s S [ l / 2 , 1].

κ α ι
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/ * 
Ε π ο μ ένω ς τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τω ν  δύο  κ α μ π ύ λ ώ ν  ε ίν α ι η κ α μ π ύ λ η  με π α ρ α μ ε τρ ικ ή

παράσταση

2(l+ i)s  - 1 ,  s e  [0 ,1 /2 ]

z (s ) :  =
2(2- l)s -2(1- i), s e [ l / 2 , 1].

i£ ~ p
4.2.1 Ν α π ε ρ ιγ ρ α φ ο ύ ν  σ το  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  ο ι  κ α μ π ύ λ ε ς  τ ω ν  ο π ο ίω ν  ο ι  

παραμετρικές πα ρα σ τά σ εις  δ ίνο ντα ι α π ό  τ ις  πα ρα κάτω  σχέσεις:

α ) z(t) := 1- 2 it, 0  s  t  s  2,

β) Z (t): =  t2+it, t e [ - 3 ,3 ]

, ,  : /  . >' - ' ■’’ ■*•5.*'
Y) z ( t ) :  =  t+ (iA ). t € [ 0 . 1],

6) z(t): = t+lVl-t ,̂ tei-1,1]

ε) ζ α ) :  =  λ«+1-1β·Κ), t e [ - l , 2 ]  κ α ιλ > 0 . ^
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4 .2 .2  Ν α  δοθούν παραμετρικές παραστάσεις τω ν παρακάτω  καμπύλών:

α ) Τ η ς κα μ πύλη ς P ( l-  i, 2i, -3 +4i, - 4 - 2i), δηλαδή της τεθλασμένης γραμμής με 

κ ο ρ υ φ ές  τ α  σημεία  Ι - i ,  2ϊ, -3 +4i κ α ι - 4 - 2ΐ, δ ιαδοχικά.

β) Τ ης κα μ πύλη ς π ο υ  είνα ι τμήμα της υπερβολής y = l/  x , έχει α ρχικό  σημείο το  

1 +  i κ α ι τελ ικό  το  -  +3i.

γ )  Τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  π ο υ  ε ίνα ι τμήμα  τη ς  πα ρα βολή ς x =  2y2 - 1, έχει αρχικό 

σημείο  το  -1 κ α ι τελ ικό  το  1+ί.

δ) Τ η ς καμ πύλη ς π ο υ  ε ίνα ι η περίμετρος του  τρ ιγώ νου  με κορυφές τα  σημεία 1- 

ΐ, 2 +ΐ κ α ι -2  +3ί κ α ι με φ ο ρ ά  ό π ω ς  αυτή ο ρ ίζετα ι με τη  σειρά  τω ν κορυφ ώ ν π ο υ  

δ ό θ η κ α ν .

4 .2 .3  Ν α  δ ο θ ε ί π α ρ ά δ ε ιγμ α  μ ια ς  καμ πύλη ς σ το  μ ιγαδ ικό  επ ίπεδο  η  ο π ο ία  να  

ε ίν α ι ό χ ι  δ ια φ ορ ίσ ιμ η , ό χ ι  λεία , α λλά  κα τά  τμήματα  διαφορίσιμη.

4 .2 .4  Έ σ τω  γ η  καμ πύλη  με παραμετρική παράσταση

z(t) .·= t2 +  2it - 3i, t  e  [0 ,1].

Ν α  δ ο θ ε ί μ ια  λ ε ία  αναπαραμέτρηση τη ς γ  ώστε η νέα  παραμετρική παράσταση ν α  έχει 

π εδ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  το  δ ιάστημ α  [-2 ,5].

4 .2 .5  Ν α  βρεθεί το  ά θρο ισ μ α  τω ν  καμπύλώ ν π ο υ  δ ίνο ντα ι με τ ις  παραμετρ ικές 
πα ρα σ τά σ εις

z i( t)  := 3it2 - 5t + (1  - 2i)sin π ί ,  t  e [ -  2, 3] 

κ α ι
z2( t ) : =  (2i - l ) t  +3(3i - 2), t  e  [9,10].

4 .2 .6  Ν α  δοθεί μ ια  παραμετρική παράσταση τη ς κλειστής τεθλασμένης καμπύλης 

Α ΒΓΑ , ό π ο υ

A  : =  1- i, Β : =  2+3i κ α ι Γ: =  -2+ΐ.

4 .2 .7  Ν α α π ο δε ιχ τε ί ό τ ι η εικόνα ενός τό π ο υ  μέσω μιας συνεχούς συνάρτησης 

δεν μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίνα ι καμπύλη.
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4.3 Παράγωγος μιγαδικής συνάρτησης

Μ ια συνάρτηση f(z), ζΕΤ,  όπου Τ  ε ίνα ι ένας τό π ο ς  το υ  μ ιγαδικού  ε π ιπ έδ ο υ  ε ίν α ι 

π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  (differentiable) σε ένα σημείο ζο 6 Τ α ν  το  όρ ιο

ή ισοδύναμα το

υπά ρχει κ α ι ε ίνα ι ένα ς μ ιγ α δ ιχό ς  αριθμός. Τ ο όρ ιο  α υτό  π α ρ ισ τά νετα ι με f  (ζο) κ α ι  

ο νο μ ά ζετα ι π α ρ ά γ ίο γ ο ς  (derivative) τη ς σ υνάρτησης f  σ το  σημ είο  ζρ. Α ν ά λ ο γ α  

ορ ίζετα ι χ α ι  η π α ρ ά γω γο ς  η- τά ξη ς fOtyzo) στο σημείο Ζρ, ό π ο υ  η ε ίν α ι ένα ς  θ ε τ ικ ό ς  

ακέραιος αριθμός.

Ό λ ο ι ο ι  κα νόνες κ α ι ιδ ιότητες (πλην τω ν  α νισ οτικώ ν) π ο υ  έχουν ο ι  π α ρ ά γ ω γ ο ι 

πραγμ α τικώ ν συναρτήσεω ν εξακολουθούν να  ισχύουν κ ι  εδώ. Ε π ίσ η ς ο ι  π α ρ ά γ ω γ ο ι 

τω ν σ το ιχε ιω δώ ν συναρτήσεω ν είνα ι α κρ ιβώ ς ο ι  ίδ ιε ς  με εκείνες τω ν  α ν τ ίσ το ιχ ω ν  

πραγματικώ ν συναρτήσεων.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .3 .1

θ α  υπολογίσουμε την π α ρά γω γο  της συνάρτησης με τύ π ο

. . .  ζ2 - 3zi +  6
f (z ) : = ----------- ------- ,

1+ z  + s in z
στο σημείο ζ = 0 .

Π ρος τούτο  μπορούμε ν α  ακολουθήσουμε δύο τρόπους.

1ος τρόπος. Π α ρα τη ρούμ ε ό τ ι  το  π η λ ίκ ο  δ ια φ ο ρ ώ ν  σ το  σ η μ είο  ζ  =  0  έ χ ε ι 

αριθμητή την ποσότητα

f(z )-  f(0) =
z2 - 3 z i + 6  ζ2 · 3(2 +i)z · 6  sin ζ
1 + z  + s in z  * ~  1 + z + s in z
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ζ  - 3(2 +i) 6 s in z  
1 +  ζ  +sin ζ  1 +  ζ  +sin ζ '

Ε π ο μ ένω ς τ ο  π η λ ίκ ο  δ ια φ ορώ ν τη ς f  στο σημείο ζ = 0  είνα ι το

f(z) - f(0) ζ  - 3(2 +i) 6
ζ-0  ~  1 + z + s in z  ’ 1 +  z + s in z  ι '  3!

χΖ χ2α
[1 - ~  + ... +(-!)» — 77 7  + - 1

(2η+1)ί

κ α ιά ρ α

,im =.  3(2+i).  6 =-12-31.
ζ - 0  ζ - 0

2οςτρόπος: Έ χο υ μ ε

Άρα

. .  . ( l  +  z  +  s in z X 2 z -3 i) - ( l+ c o s z X z 2 - 3 z i+ 6 )  
1 W *  ( I + Z  + d n t f

, . β , . Λ Λ Β . ο . »

τιμ ή  τη ν  ο π ο ία  βρήκαμε κ α ι με το ν  π ρ ώ το  τρόπο. □

Α ν γ ια  κάθε ζ : =  x +  iy  θέσουμε f ( z ) : =  u(x, y) +  iv(x, y), τότε, σε κάθε τέτοιο  

σημείο  ζ  ό π ο υ  η συνάρτηση f  ε ίνα ι παραγω γίσ ιμη , έχουμε τ ις  εξής δύο ισότητες, π ο υ  
ε ίνα ι γνω σ τές  ω ς

σ υ ν θ ή κ ε ς  C a u c h y -R ie m a n n  (Cauchy-Riemann conditions):

au θν dU dV
d x ~ d y ’ "ay" 'ax'

Α ν τ ίσ τρ ο φ α , α ν  σε κ ά π ο ιο  σημείο  (x, y) ο ι  συναρτήσεις u(x, y ) κ α ι ν (χ , y) ε ίνα ι 

π α ρ α γ ω γ ίο ιμ ες  ω ς  π ρ ο ς  χ  κ α ι y με συνεχείς πα ρα γώ γο υς κ α ι επ ιπ λέον  ο ι συνθήκες 

Cauchy- R iem ann ικανοπο ιούντα ι, τότε η συνάρτηση με τύπο  f ( z ) : =  u(x, y) +  iv(x, y) 

ε ίν α ι π α ρα γω γ ίσ ιμ η  σ το  σημείο ζ = χ  +iy.

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τ ις  σχέσεις
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μπορούμε ν α  θεωρήσουμε τ ις  μεταβλητές χ  κα ι y  ω ς  συναρτήσεις τω ν  ζ  κ α ι ζ , ο π ό τε  η 

συνάρτηση f  μ π ο ρ ε ί ν α  θεω ρηθεί ω ς  συνάρτηση τω ν  ζ κ α ι ζ . Σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  α υ τή  

πα ίρνουμε

Επομένω ς, α ν  η  συνάρτηση^ έχε ι παράγω γο σε ένα  σημείο ζ^ ό τε-α ιο -ο η μ ε ίο  αυτό  

θα  επαληθ ε ύ ε ία ιη  σ χέση  (1). Ο  τύ π ο ς  αυτός μπορεί χ ω ρ ίς  επ ιφ υ λ ά ξεις  ν α  εφ α ρμοστεί 
α ντ ί τω ν  συνθηκώ ν Cauchy-Riemann.

Γ ια τ ις  μ ιγα ό ικ ές συναρτήσεις μ ιγαδικής μεταβλητής ισ χύ ε ι ο  Κ α ν ό ν α ς  το υ  L’ 

Hospital γνω σ τός α π ό  τ ις  πρα γμ α τικές συναρτήσεις:

Κανόνας τον L’ H ospital:
(L* H o sp ita l 's  rule): Α ν  γ ια  δ ύο  μ ιγα δ ιχ ές  σ υνα ρτή σ εις f  χ α ι g  ε ίν α ι γνω σ τό  ό τ ι  

αυτές

0  ε ίν α ι ο ρ ισ μ ένες  σ ε έν α ν  τό π ο  Τ ,

II) ε ίν α ι π α ρ α γω γίσ ιμ ες  σ ε ένα  σημ είο  ζο τ ο ν  Τ  

iii)  ισ χύ ει g' ( ζ ο ) *·0 χ α ι

οπότε, α ν  ισχύουν ο ι  συνθήκες Cauchy- Riemann. θα  ισγύει η ονέπυ

( 1)

f(Z o ) = 0 = g(z0 ) .
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τότε ισχύει και ότι
.. f(z) lim —
Ζ-Ζο g(z)

f*(zo)
g'(zo)

Π αράδειγμα 4.3.2
Γ ια  ν α  εξετάσουμ ε α ν  υ π ά ρ χο υ ν  σημεία  το υ  μ ιγα δ ικού  επ ιπ έδο υ  σ τα  ο π ο ία  η 

συνάρτηση με τύ π ο

f ( z ) : = x - i y

ε ίν α ι π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η , γρ ά φ ο υ μ ε  α υτή  στη  μ ορφ ή  f(z) =  ζ . Τ ώ ρα  παρα τη ρούμ ε ό τ ι 

ισ χύει ό τ ι
di

τ ο  ο π ο ίο  ε ίν α ι  π ά ν τ ο τ ε  δ ιά φ ο ρ ο  τ ο υ  μηδενός. Ά ρ α  δεν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σημ εία  το υ  

μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  σ τα  ο π ο ία  η ί  παραγω γίζετα ι. □

Π αράδειγμα 4.3.3
θ α  ε ξ ε τα σ τε ί α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ ημ εία  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  στα  ο π ο ία  η 

συνάρτηση με τύ π ο

f (z ) : =  I ζ  - 2i Ρ  + Ι Ζ - 1 Ι 2

π α ρα γω γίξετα ι.

Π ρ α γμ α τικ ά  γρά φ ουμ ε τη  συνάρτηση στη μορφή

f(z) =  (ζ- 2i) (z -2 i) -Κ ζ -1) ( ζ - 1) =  (ζ- 2ΐ) (ζ +2i) +{ζ- ΐ χ ζ - 1),

ο π ό τε , α ν  υ π ά ρ χο υ ν  σημεία  ό π ο υ  αυτή παραγω γίζετα ι, θα π ρ έπ ε ι ν α  ικανοποιούν την 

τυ π ικ ή  εξίσωση

df/dz = 0 ,  δηλαδή την εξίσωση (z -2 i)+ (z-l) =  0,

η ο π ο ία  έχει λύση τη

ζο:
1
2 +L
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Τ ώ ρ α  θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  ελέγξουμε αν σ το  σ η μ είο  α υ τό  η δ ο θ ε ίσ α  σ υ ν ά ρ τη σ η  

πα ρα γω γίζετα ι. Έ σ τω  h := α  + ίβ. Έ χουμε

f(zo + h )-f(zo )
h

(zo + h - 2i)((zo+Ti) +2i) +(ζο + h - l)((zo +  h ) - 1 ) - 1
-  .

Ι“ +α + ί(β-1)|2 + |i - + a  + ί(β +1)|2-1 il2 - I-J+ i I2 
— _

(“ +α)2 + (β-1)Ρ + ς·. α)2 + (β+1)Ρ- 2(~+l)
jj .=

n

Έ τσ ι το  όρ ιο  το υ  πηλ ίκου  δ ια φ ορώ ν στ^Ο  είνα ι ίσο με το  0  κ ι  επ ο μ ένω ς η  συνάρτηση  
f ε ίνα ι πα ρα γω γίσ ιμ η  μόνο στο  σ η μ ε ίο ^  □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .3 .4

θ α  εξεταστεί α ν  υ π ά ρ χο υ ν  σημεία του  δίσκου Β (0 ,3/2) σ τα  ο π ο ία  η σ υνάρτηση  f 
με τύπο

f (z ) : =  I ζ  I2 ■«· sin I ζ  I2 +3-21,

είναι π α ρα γω γίσ ιμ η .

Π ρ ο ς τούτο  παρα τη ρούμ ε ό τ ι, α ν  υπά ρχουν  τέτο ια  σημεία, θ α  π ρ έ π ε ι σ ' α υ τά  ν α  

επαληθεύεται η  εξίσωση df/ dz =  0. Α λλά έχουμε

οπότε

f(z) =  ζ  ζ  + sin (ζ  ζ )  +3- 21, 

6f
— = ζ  + ζ  cos(z ζ) =  0. 

dz

Η εξίσωση αυτή έχει τ ις  λύσεις ζ  = 0  κ α ι cos I ζ  I2 = -1 , δηλαδή I ζ  Ρ =  (2 k + l )π , ό π ο υ  k
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είναι τυχών ακέραιος αριθμός. Από αυτές η μικρότερη θετική τιμή του I ζ I είναι η \Ιπ  
> 3/ 2. Επομένως η μόνη τιμή του ζ μέσα στον κύκλο Β(0,3/ 2) για την οποία μπορεί 
ενδεχομένως να υπάρχει η παράγωγος της ί είναι η ζ = 0. Για να βεβαιωθούμε αν 
πράγματι τούτο συμβαίνει, εξετάζουμε το πηλίκο διαφορών της f στο z = 0. 
Πραγματικά έχουμε

l ^ a l° r 2p* f -1··· l*2in

το οποίο τείνει προς το 0 όταν το ζ τείνει προς το 0. Άρα το μόνο σημείο του κύκλου 
Β(0,3/ 2) στο οποίο η δοθείσα συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη είναι το ζ=0. □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .3 .5

θ α  αποδειχτεί ότι υπάρχει το πολύ ένα σημείο ζ :=x+ly όπου η συνάρτηση με 
τύπο

f(z): = I ζ - i I-2 exp(z I ζ I2)

παραγωγίζεται. Επίσης θα αποδειχτεί ότι το σημείο τούτο βρίσκεται στο τετράγωνο

Τ := {z=x + iy :~<x <l  και-1 < y < - “ ).

Πραγματικά γράφουμε πρώτα τον τύπο της συνάρτησης στη μορφή

f(z) = (ζ - i)-!(z +i)*1 exp(z2 ζ ),

Αν υπάρχει σημείο ζ : = x + iy 
ικανοποιεί την τυπική εξίσωση

από την οποία παίρνουμε

(αφού το σημείο ζ = 1 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης). Από τη σχέση 
αυτή προκύπτει το σύστημα των αλγεβρικών εξισώσεων

στο οποίο η f παραγωγίζεται, θα πρέπει αυτό να

δί

δΖ
= 0,

( ζ +1) ζ2 = 1
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(  ο  χ  \ ΐ ί *  ζ  ϊ χ . γ  J -  / 

κ α ι

(2) ' y l z l 2 = y2 - x 2·

Α π ό  α ιπ έ ς  π α ίρ νο υ μ ε  ό τ ι  χ  y »»Ο χ α ι  I χ  I *  I y  I, ενώ  δ ια ιρώ ντα ς κ α τά  μέλη βρίσκουμε

x l z P s - y .

Α υτή μ α ζ ί με τη  (2) δ ίν ε ι τη ν  εξίσωση

(3) (x +  l ) y 2 = x 3, 

ενώ  μ α ζί με τη ν  (1) δ ίν ε ι την

(4) y(l+2x) = 0.

Λ ύνοντας τη ν  (4) ω ς  π ρ ο ς  y, αντικαθιστούμε στην (3), ο π ό τε  βρίσκουμε τη ν  «  :*

χ 3(2 χ+ 1 )2 - χ  - 1 =  0.

Δ ιερευνώ ντας τη ν  ύπ α ρξη  λύσεω ν της εξίσωσης αυτής (π .χ . γρ ά φ ο ντά ς  τη ν  στη  μ ορφ ή

χ*=
χ  +  1 

(2χ + 1)2

εύκολα συμ περα ίνουμ ε ό τ ι  έχε ι μ όνο  μ ία  ρ ίζα  η ο π ο ία  μάλιστα  ε ίν α ι σ το  δ ιά σ τη μ α  

(1/3,1). Α π 'τ η ν (4 )π ρ ο κ ύ π τ ε ιό τ ι« ^ α ν ή κ ε ισ τ ο δ ιά σ τ η μ α ( -1 ,-1 /3 ) .  □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .3 .6

θ α  βρεθεί η μ ιγαδ ική  συνάρτηση f  α ν  γνω ρίζουμε ό τ ι  το  π ρ α γ μ α τ ικ ό  μ έρ ο ς τη ς  

είνα ι η συνάρτηση με τύ π ο

u(x, y ) : =3e*cosy

και επ ιπλέον ό τ ι ισχύει ί(0) =3.

Π ρος τούτο , α π ό  την π ρ ώ τη  συνθήκη Cauchy- Riemann έχουμε
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Π ρ ο ς το ύ το , α π ό  την π ρ ώ τη  συνθήκη Cauchy- R iem ann έχουμε

£u
dX

dv
T~=3excosy,

ο π ό τε  με ολοκλήρω ση πα ίρνουμ ε

v (x , y ) =  /3 e* co s y  dy =  y  +  <p(x),

ό π ο υ  π ρ έ π ε ι ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τεί η συνάρτηση φ . Υ π ο λο γίζο ντα ς την πα ρά γω γο  τη ς ν(χ , 

y ) ω ς  π ρ ο ς  χ  κ α ι χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τη  δεύτερη συνθήκη Cauchy - R iem ann, βρίσκουμε

du
y-M p’ (x) =  - ^ =  3exsin y,

κ α ι ά ρ α  φ (χ ) =  c  (σταθερά). Ε πομένω ς η  συνάρτηση f  ε ίνα ι τη ς μορφής 

f(z) =  3excos y  +i(3exsin  y + c ) =  S e ^ y  +  ic  =3ez +ic.

Α π ' τη ν  f(0 ) =  3 π α ίρ νο υ μ ε  c = 0 , ο π ό τε, τελ ικά , η  ζητούμενη συνάρτηση ε ίν α ι η

f (z ) : =  3ez. □

Παράδειγμα 4.3.7
θ α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  ό ρ ιο  σ το  σημείο 0  τη ς παράστασης

ζ- e^+l- sinz
f (z ) : = --------— ----- .z+sinhz

Π ρ ο ς  το ύ το  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ό τ ι σ το  σημείο  0  η πα ρά σ τα σ η  α υτή  π α ίρ ν ε ι την 

α π ρ ο σ δ ιό ρ ισ τη  μορφ ή 0 : 0 .  Ε π ίσ η ς παρατηρούμ ε ό τ ι ο ι συναρτήσεις σ τον αριθμητή 

κ α ι πα ρονομ α σ τή  ε ίνα ι π α ρα γω γίσ ιμ ες στην περ ιοχή  του  μηδενός κ α ι τέτο ιες ώ στε

lim (ζ- ez+l- sin ζ) ’ = lim (1- ez - cos ζ) =1-1 -1 = -1, 
ζ—ο ζ—ο

Μ

κ α ι
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lim  (ζ  +  sinh ζ ) '=  lim  (1 + cosh ζ) =1+1=2. 
*. ζ-»0 Ζ-»0

Έ τσ ι, εφ αρμόζοντας το ν  κ α νό να  L' H ospital, πα ίρνουμ ε ό τ ι

z  - ez +1- sinz .. l - e z - c o s z  -1
l im --------- — ------ =  lim  —  ------- r — =  ~ .
z_ o  z+slnhz z - o  1+coshz 2

Παράδειγμα 4.3.8
Δ ίνετα ι η  συνάρτηση με τύ π ο

f (z ) : =  f(x +  iy) =  χ2  +  iy2.

θ α  βρεθεί το  σύνολο τω ν  μ ιγαδικώ ν αριθμώ ν ζ  γ ια  το υ ς ο π ο ίο υ ς  ισ χύει

Γ ( ζ )  =  ζ  +  ζ .

Π ραγματικά , πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι το  π ρ α γμ α τικ ό  κ α ι φ α ντα σ τικ ό  μ έρος τη ς  f  ε ίν α ι 

α ντίστο ιχα  ο ι συναρτήσεις

Έ τσ ι θα  έχουμε

u (x ,y ) : =  x2 κ α ι v (x ,y ) : =  y2

ux =  2 x , uy =  0 , νΧ =  0  κ α ι vy = 2y.
4 k

* V

Α ρα ο ι σ υνθή κες C auchy-R iem ann δ ίν ο υ ν  2 χ  =  2y  κ α ι 0  = 0 , ο π ό τ ε , α ν  η  f  

π α ρα γω γίζετα ι σε κ ά π ο ιο  σημείο z  := χ  +  iy , θα  π ρ έπ ε ι ν α  ισ χύ ει χ  =  y , δη λα δή  το  

σημείο ζ  θ α  έχε ι τη  μ ορφ ή  ζ  = χ  + ix , ό π ο υ  χ  ε ίν α ι ο π ο ιο σ δ ή π ο τε  π ρ α γμ α τικ ό ς 

αριθμός, θ α  εξετάσουμε α ν  υ π ά ρ χε ι η π α ρ ά γω γο ς τη ς f  σ το  τυ χα ίο  σημείο  ζ  =  x  +1χ.

Π ραγματικά  έχουμε
-, α 6  <· \ Γ /·,

V - f ' 2a )
fOc+ix+α+Ιβ)- f(x+ix) (χ + α ^ Κ χ + β )2- x2-ix2 

α+ ίβ  ”  α+ίβ
\λ

2αχ+ α2+2ίβχ+1β2 α^+ίβ2 
=  α+ίβ = 2 Χ +  α + ΐβ  ’

/ ' < ■
. 2  -

Κ
7  + ?

6 Ι ν  +  ( Ι / χ ·  '  ^
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π ο σ ό τη τα  η  ο π ο ία  τε ίν ε ι π ρ ο ς  το  2χ ότα ν  α+ΐβ τε ίνει π ρ ο ς  το  0 , α φ ού  ισχύει ό τ ι

α ^ ϊβ 2 
' α + ΐβ

=  I α+ΐβ I.

Ε π ο μ ένω ς η συνάρτηση f  έχει πα ρά γω γο  σε κάθε σημείο τη ς μορφ ής ζ  =  x +  ix  ίση με 

2 χ  =  ζ  +  ζ , δηλαδή  το  σύνολο  τω ν  μ ιγαδ ικώ ν α ριθμ ώ ν ο ι ο π ο ίο ι ικ α νο π ο ιο ύν  τη  σχέση 

f  (ζ ) =  ζ  +  ζ  ε ίν α ι το

{ζ : ζ  = x  + ix , ό π ο υ  χ  τυ χα ίο ς πρα γμ α τικός α ρ ιθ μ ό ς}. □

Παράδειγμα 4.3.9
Δ ίν ετα ι η  συνάρτηση f  με τύπ ο

f (z ) : = 1 + 1 ζ  βλ +  i(Rez)*·,

ό π ο υ  λ  ε ίν α ι ένα ς μη μ η δενικός π ρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθμ ό ς, θ α  εξετά σ ουμ ε α ν  γ ια  τ ις  

δ ιά φ ο ρ ες  τ ιμ ές  το υ  λ  υ π ά ρ χο υ ν  σημεία το υ  μ ιγαδ ικού  επ ιπ έδο υ  σ τα  ο π ο ία  η f  ε ίν α ι 

π α ρα γω γίσ ιμ η .

Κ άθε σημείο ζ  σ το  ο π ο ίο  η f  π α ρα γω γίξετα ι θα  ικ α νο π ο ιε ί τη  συνθήκη

d ζ

Γ ρ ά φ ο ντα ς τη  συνάρτηση f  στη μορφή

f(z )= l +  ζ λ ( ζ ) λ +  ^  (ζ  + ζ ) λ ,

πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι
df i
—  = λ ζ λ (ζ)λ*1 + λ ^ ( ζ  +  ζ ) Κ
dZ

κ α ι εξ ισ ώ νο υ μ ε τη ν  π ο σ ό τη τα  αυτή με το  0. Σ το  σημείο  α υτό  δ ια κ ρ ίνο υ μ ε  δύο  

περ ιπτώ σ εις:
Υ ποθέτουμ ε π ρ ώ τα  ό τ ι λ  *1. Τ ότε, γ ια  ζ  := x +  iy , π α ίρ νο υ μ ε  το  σύστημα τω ν
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σχέσεων

x(x2 +  y2)* ·-* = 0 ,  y(x2 + γ2)λ· 1 +  ” χ λ · 1 =  0.

Για κάθε τιμ ή  τη ς παραμέτρου λ  έχουμε τη  λύση x = y  = 0 , ή το ι ζ  = 0. Έ τ σ ι μ όνο  σ το  

σημείο ζ =  0 μ π ο ρ εί η δοθείσ α  συνάρτηση ν α  π α ρ α γω γ ίζετα ι. Γ ια  ν α  βεβα ιω θούμ ε, 

πα ίρνουμε το  πηλ ίκο  διαφ ορώ ν

f(z )-f(0 )  I z f o  + K R ezft
Ζ - 0 z

*

Ό τα ν  τ ο  λ  ε ίν α ι τέ το ιο  ώ στε 0  < λ  < 1 κ α ι ζ  =  χ  (π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς ), 

παρατηρούμε ό τ ι το  πηλίκο

! Ι 2 ι Μ
ζ - 0

δεν έχει ό ρ ιο  ό τα ν  x τε ίνε ι π ρ ο ς  το  0, δ ιό τ ι η ποσότητα  χλ·ι δεν  έχει πεπ ερα σ μ ένο  ό ρ ιο  

ότα ν το  x  τε ίν ε ι π ρ ο ς  το  0. Α ρα  γ ια  0  <  λ  < 1 η συνάρτηση δεν  π α ρ α γ ω γ ίζ ετα ι σ ε 
κανένα σημείο.

Έ στω  λ  >1. Τ ότε έχουμε

ζ - 0
ΙζΡλ + ί(Ιίβζ)λ , ΙζΡλ + ΙζΙλ . .

---------- 5----- $ ------------— ------ζ ΙζΡλ-ι  + Ι ζ Ι * '1ζ 131 ΙζΙ

το  οπ ο ίο  τε ίνει π ρ ο ς  το  0, ότα ν  το  ζ  τε ίνει π ρ ο ς  το  0. Έ τσ ι η  π α ρ ά γ ω γ ο ς τη ς  f  υ π ά ρ χ ε ι 

μόνο στο 0  κ α ι ε ίνα ι ίση με το  0.

Τ έλος, έστω  λ  = 1. Τ ότε η (γ ίν ε τα ι

ί(ζ)=1 + ζ (ζ) +~(ζ+ζ),

οπότε κ α ι

1
“ = ζ + 2 ’
θζ ,?

η ο π ο ία  μηδενίζετα ι σ το  σημείο ζ = - ~ . Σ το σημείο α υτό  το  π η λ ίκο  δ ια φ ο ρ ώ ν  γ ίν ε τ α ι
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♦

f(z) - f(-

i
z+i

Iz l2  +  ^ ( z + z ) - -

i
z + i

(Z +  2 XZ+?  _  i
--------------- —  = Z + ?

z + r

π ο σ ό τη τα  η  ο π ο ία  τε ίν ε ι π ρ ο ς  το  σημείο i  ό τα ν  το  ζ  τε ίν ε ι π ρ ο ς  το  - i  /  2 . Έ τσ ι, στην 

π ερ ίπ τω σ η  ό π ο υ  λ  = 1 , η συνάρτηση f  π α ρα γω γίζετα ι μόνο  στο σημείο - i /  2 κ α ι έχει 

π α ρ ά γω γο  σ ' α υτό  ίση με ΐ. □

4.3 .1  Ν α  βρεθούν τα  σημεία  το υ  μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδο υ  σ τα  ο π ο ία  ο ι πα ρα κά τω  

σ υνα ρτή σ εις ε ίν α ι πα ρα γω γίσ ιμ ες:

α ) f (z ) : =  z2 z , β) f (z ) : =  ζ  e2,

V) f (z ) : =  1 z  l2R ez, δ) f(z) :=  z lm z ,

ε) f (z ) : =  sin  2 ζ  - 2i, ς) f(z) : =  (R e z)2 +(Im  z)2-

ζ) f (z ) : =  z R e z , η) f(z ) : =  l z - 2 i l 2 + lz - l  I2*

θ) f (z ) : =  cosh z, Ο f (z ) : =  z(R e z) + Im  z,

ια ) f(z) r= (z  +1) Izl2, Φ) f(z) r= -z lzJ2+exp( Izl2),

ιγ ) f(z )? = z + (z + l+ i)z , «δ) f(z) .·= lz-2iP +izP.

ι«)
_  . x-iy+1

1W  " 1VATiy; ·"  x2+y2+x+iy+l ■

4.3 .2  Ν α α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι σε π ο λ ικ ές  συντεταγμένες (ρ , φ ) ο ι συνθήκες Cauchy- 

R iem ann π α ίρ ν ο υ ν  τη  μορφή
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3u l i v  dv 1 au

dQ~Qdq> ’ dQ~~ ρ θ φ '

4.3.3 Ν α υπολογισ τούν τα  παρακάτω  όρ ιο :

α>
e z- l  

lim  - — ,
z_osinz β) «  ζ 4 - 3 ζ 3  lim  — :— .

ζ-*0 ζ- sinz

4.3.4 Ν α εξετα σ τε ί α ν  α λη θεύ ει η π α ρ α κ ά τω  Π ρότα σ η : Α ν μ ια  μ ιγ α δ ιχ ή  
συνάρτηση f πα ραγω γ(ξετα ι σε ένα  σημείο ζο τό τε  ισχύει η σχέση

a f(zο)
dZ = ·

4.3.5 Δ ίνετα ι η συνάρτηση με τύ π ο  f(z) := (1+1 ζ  Ι2)(ζ + λ ί 1 ζ  I2), ό π ο υ  λ  ε ίν α ι 

πρα γμ α τικός α ρ ιθμ ός τέτο ιο ς  ώ στε I λ  I > ̂ 2 /  4. Ν α εξεταστεί α ν  υ π ά ρ χο υ ν  σ ημ εία  το υ  

μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδο υ  σ τα  ο π ο ία  η f ε ίν α ι π α ρ α γω γίσ ιμ η  κ α ι α ν  "να ι" ν α  β ρ εθ ε ί η 

πα ρά γω γος σ' αυτά.

4.4 Ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις

Μ ια  μ ιγ α δ ικ ή  σ υνά ρτη σ η  f: Τ  -*· C  λ έ γ ε τα ι ο λ ό μ ο ρ φ η  (h o lo m o rp h ic ) ή 

α ν α λ υ τ ικ ή  (analy p c lg e  ένα  σημείο ζο ΕΤ, αν υ π ά ρ χε ι π ερ ιο χή  U(zo) το υ  σ η μ είου  ζο  

τέτο ια  ώστε.η συνάρτηση ί  ν α π α ρ α γω γ ίζετα ι σε κάθε z  e  U(zp). Μ ια  συνάρτησ η  ε ίν α ι

ολόμορφη ή α ναλυτική  σ τον τό π ο  Τ, α ν  αυτή ε ίνα ι ολόμορφ η  σε ό λ α  τ α  σ η μ εία  το υ  

τόπου Τ. Γ ια κάθε ολόμορφ η συνάρτηση f(z) =  u(x, y) +iv(x, y) ισ χύ ει π ά ν το τε

d .  i l l  3ϋ J» du du du dv dv 
dz ^ ~ d x  + l dx ay *ay “  ax  ’ *ay ~  ay + ^>x

Μ ια συνάρτηση π ο υ  ε ίνα ι ολόμ ορφη σε όλο  το  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ ε δ ο  λ έγετα ι «κεραία 
συνάρτηση (en tire  function).
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Παράδειγμα 4.4.1
θα  αποδείξουμε ότι η εκθετική συνάρτηση exp είναι ακεραία. Προς τούτο 

θέτουμε ζ : = χ +iy, οπότε έχουμε

καιάρα
exp(z) = ez = e*(cosy +isiny), 

u(x, y) = e*cosy και v(x, y) = exany.

Οι συναρτήσεις u και v, ως συναρτήσεις των πραγματικών μεταβλητών x και y, είναι 
παραγωγίσιμες σε κάθε σημείο (χ, y) (αυτές έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους κάθε 
τάξης) και ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy- Riemann. Επομένως η συνάρτηση ez 
είναι ολόμορφη σ' ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο, δηλαδή αυτή είναι ακεραία. 
Επιπλέον παρατηρούμε ότι

. d(e*cosy) d(exsin y)
(e2) = — ;-------+ i — :-------=

= e^cos y + isin y) = ez. □

Παράδειγμα 4.4.2
θα  προσδιορίσουμε το σύνολο των σημείων του μιγαδικού επιπέδου στα οποία η 

συνάρτηση με τύπο
9

ζ, αν l z l <  1

f(z) := «

eiArgz αν Izlal ,
είναι ολόμορφη.

Προς τούτο παρατηρούμε πρώτα ότι η f στον ανοικτό δίσκο Β (0,1) ταυτίζεται με 
την ταυτοτική συνάρτηση f(z) = z, οπότε στο σύνολο αυτό είναι ολόμορφη.

Για να δούμε τι γίνεται στο υπόλοιπο πεδίο ορισμού της f θεωρούμε έναν 
μιγαδικό αριθμό a τέτοιον ώστε I a I s i  και θέτουμε φ : =Arga. Άρα, f(a) =ei(P. Αν η 
συνάρτηση f ήταν ολόμορφη στο σημείο a θα ήταν παραγωγίσιμη και στο a με 
παράγωγο, έστω d. Τούτο σημαίνει ότι το όριο του πηλίκου διαφορών της f στο a 
υπάρχει και είναι ίσο με
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z~>a z - a

Για να  προσδιορ ίσουμε το  ό ρ ιο  αυτό υποθέτουμε π ρ ώ τα  ό τ ι ζ  τ ε ίν ε ι π ρ ο ς  το  a  κ α τά  

μήκος τη ς α κτίνα ς π ο υ  συνδέει το  0  με το  a, δηλαδή υποθέτουμε ό τ ι το  σημείο ζ  έχε ι τη  

μορφή
Γβ'Φ, ό π ο υ  r  % 1 ε ίνα ι τέτο ιο  ώ στε r  -*  I a  I.

Τότε έχουμε ζ - *  a  κ α ι σ υνεπώ ς

ζ —a Z-a r —»(al

f(re l(P) - f(a) e«P- c*p

( r .  ΐβ!)β»Φ =r ^ i  ( r  - lalJeKP =  ° '

Τ ώ ρα, α ς  υποθέσουμε ό τ ι το  σημείο ζ  τε ίνει π ρ ο ς  το  a  κατά  μήκος τη ς  π ερ ιφ έρ ε ια ς 

του δίσκου Β(0, lal), δηλαδή υποθέτουμε ό τ ι τούτο  ε ίνα ι τη ς μορφ ής

la) et(a>«p)> ό π ο υ  ω  -*  0.

Τότε ζ - *  a  κ α ι

,  „  fCh) - f(a) „  eKw<P). e«P 1 
d = h-Ta h - a  ^οΙβΚβΚω+φ)- β»Φ) = Μ*

τιμ ή  η ο π ο ία  γ ια  κ α νένα  σημείο  a  δεν  σ υμ φ ω νεί με εκείνη  π ο υ  βρήκαμ ε α μ έσ ω ς 
παραπάνω . Ά ρα η συνάρτηση f  δεν ε ίνα ι ολόμορφη σ τα  σημεία  ζ μ ε Ι ζ Ι * ! .  □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .4 .3

θέλο υ μ ε ν α  βρούμε μ ια  ικανή  κ α ι α να γκα ία  συνθήκη π ο υ  π ρ έπ ε ι ν α  π λ η ρ ο ύ ν  ο ι  

μ ιγα δ ιχο ί α ρ ιθμ ο ί a  κ α ιδ  ώ στε η συνάρτηση με τύπο

f(z): =f(x + iy) = ax^ + b x fy  + ibxy2 - iay3

να  ε ίνα ι ακεραία .

Π ρος τούτο  υποθέτουμε ό τ ι ο ι μ ιγα δ ιχο ί α ρ ιθμ ο ί a  κ α ι b  ε ίνα ι ο ι  a  = :  α  + ία ' χ α ι 

b = : β + ίβ '. Τ ότε η δοθείσα συνάρτηση π α ίρ νε ι τη μορφή

f(z) =  f(x + iy ) = {αχ3 +  β χ ^  - β’ xy2 + α ’ y3] + 1{α' χ 3 + β' x2y  +  βxy2 * a y 3l =

= :u (x , y) +  iv (x , y),
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Επομένως οι συνθήκες Cauchy-Riemann δίνουν

3αχ2 + 2βχγ - β' y2 = β’ χ2 + 2βxy - 3ay2
και

βχ2 - 2β' xy + 3α' y2 =- 3α' χ2 - 2β’ xy - βy2

για κάθε χ και y. Τούτο συνεπάγεται ότι 3α = β' και β = - 3α', δηλαδή

δ = β+1β' =-3α' + i3a = 3i(a + ia ')= 3ia,

που είναι μια αναγκαία συνθήκη για την παραγώγιση της f. Επίσης είναι και ικανή 
συνθήκη, αφού αν αυτή ισχύει, τότε ισχύουν οι συνθήκες Cauchy - Riemann και οι 
μερικές παράγωγοι των συναρτήσεων u και ν, ως πολυωνυμικές, είναι συνεχείς

4.4 .1  Ν' αποδειχτεί ότι στον τόπο {ζ : ζ + ΙζΙ * 0} η συνάρτηση f(z) := Log ζ είναι 
ολό μορφή. Στη συνέχεια να βρεθεί ο τόπος στον οποίο οι συναρτήσεις που ορίζονται 
με τους παρακάτω τύπους είναι ολόμορφες:

4.4.2 Ν' αποδειχτεί ότι αν δυο ολόμορφες συναρτήσεις f και g ικανοποιούν τη 
σχέση f ' (z) = g ' (ζ) για κάθε ζ, τότε ισχύει και f(z) = g(z) +c, όπου c είναι μία 
οποιαδήποτε σταθερά.

4.4 .3  Ν' αποδειχτεί ότι αν μια ολόμορφη συνάρτηση f(z) ικανοποιεί τη σχέση 
Imf(z) = 0, για κάθε ζ, τότε αυτή είναι σταθερή.

4.4.4 Ν' αποδειχτεί ότι αν μια συνάρτηση f(z) : = u(x, y) + iv(x, y) είναι 
ολόμορφη σε έναν τόπο Τ, τότε στον τόπο {(x, y) €ER2 : x+iyGT} ισχύει

συναρτήσεις. □

α) f(z):=Log(2z-3i), β) f(z):=Log(iz2+ z -i),

γ) f(z) := Log(sinz - ϊζ), δ) f(z) := Log(ez 4iz).
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du ύν du dv 
dX dX + dy dy ~

ή με ά λλα  λ ό για  ο ι ο ικ ο γένειες τω ν  κα μ πύλώ ν u(x, y) =  σταθ. κ α ι ν (χ , y ) =  σ τα θ . 
είνα ι ορθογώ νιες.

4 .4 . S Ν' α π ο δειχτεί ό τ ι το  μέτρο R κ α ι το  όρ ιο  μα Φ μ ια ς ολόμ ορφ η ς σ υνάρτησης

f(z) =  R(x, γ )ε ,φ(χ· Λ

συνδέονται μεταξύ το υ ς με τ ις  σχέσεις

dR θΦ  3R ύΦ 
— = R —  κ α ι ~ = -  R — .

4.5 Αρμονικές συναρτήσεις

Μ ια συνάρτηση <p(x, y) λέγετα ι α ρ μ ο ν ικ ή  (hannon ic) σβ-έναν τό π ο  Τ, α ν  σ το ν  

τόπ ο  α υτόν η φ  έχει σ υνεχείς μερικές πα ρα γω γο ύς μέχρ ι το υ λ ά χισ το ν  δεύ τερ η ς τά ξη ς 

κα ι ικανο π ο ιε ί την ε ξ ίσ ω σ η  to y  L a p la c e  _ .

ν 2 φ :
dxz + dy2 ~  ° '

Α ν μ ια  συνάρτηση με τύ π ο  f ( z ) : = u (x ,^ )  + iv(x, y) ε ίν α ι ολόμ οοφτ) σ το ν  τ ό π ο  Γ . 

τότε κ α ι ο ι δύο  σ υνα ρτήσ εις u(x , y) κ α ι ν (χ , y) είνα ι_α ρμ ονικ ές α ιο ν - ϊ ;  Ό μ ω ς  α ν  

δ ίνοντα ι δυο α ρμ ονικές συναρτήσεις  u(x, y ) κ α ι ν (χ , y ), τότε η  συνάρτηση f (z ) : = u(x, ν ) 

+ iv(x, y) μ πορεί ν α  μην ε ίν α ιο λ ό μ ο ρ φ η , δ ιό τ ι γ ια  ν α  σ υμ βα ίνει τούτο , Θα π ρ έ π ε ι ο ι  

δυο συναρτήσεις u(x, y) κ α ι ν (χ , y) να  ικ α νο π ο ιο ύν  τ ις  συνθήκες C auchy - R iem ann. 

Δυο α ρμ ονικές συναρτήσεις u. ν  π ο υ  ικ α νο π ο ιο ύ ν  τ ις  σ υνθήκες C auchy - Riemann 
λέγοντα ι σ υ ζ υ γ ε ίς  α ρ μ ο ν ΐκ έ ς Ιε δ η Γ ΰ ^ ίε  Tm nhonfcT σ υνα ρτή σ ε ις . Η  δ ιά τα ξ η  σ το  
ζεύγος (u, ν ) ε ίνα ι ουσιαστική!
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .5 .1

Έστω ότι θέλουμε να προσδιορίσουμε όλες τις πραγματικές συναρτήσεις ψ 
πραγματικής μεταβλητής για τις οποίες η πραγματική συνάρτηση με τύπο

u(x, y) := ψ (χ2 - y2)

είναι αρμονική.
Για να επιτύχουμε τούτο χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι, επειδή η συνάρτηση u 

είναι αρμονική, θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace. Αρα θα έχουμε

Θέτουμε 

Τότε έχουμε

_  a2u(x, y) a2u(x, y) 

dx2 + dy2

s := x2 - y2.

u =  ty(s),

όπου s είναι συνάρτηση των x και y. Εφαρμόζοντας τον κανόνα παραγώγισης 
σύνθετης συνάρτησης βρίσκουμε

3u(x, y) as
—  = ψ ·(5) - = 2 χ ψ ’ (δ),

au (x .y )
ay

as
=  i |> '( s ) -  =  - 2W ( s ) ,  

ay

a2u (x ,y ) 
ax2

as
2\|>’ (s) +  2χ·ψ" (s)—  =  2 ψ ’ (s) +4χ2ψ" (s),

σΧ

a2u (x ,y )
dy2

ds
=  - 2ψ ’ (s) - 2γψ" (s)—  =  - 2ψ ’ (s) + 4 y V  (s). 

ay

Αρα

y 2 u =  2ψ ’ (s) + 4 x V  (s)- 2ψ ’ (s) +4y2\|)" ( s )= 4(x2 +y2W  (s) =  0 ,
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από ό π ο υ  π α ίρνο υμ ε ψ" (s) =  0. Λ ύνοντα ς αυτή τη  δ ια φ ο ρ ικ ή  εξίσω ση π ρ ο κ ύ π τε ι η  

συνάρτηση
ψ(«) =  α  + β5,

όπου  α  κ α ι β  ε ίν α ι δύο τυ χα ίο ι π ρ α γμ α τικ ο ί α ρ ιθμ ο ί. □

j £ d

4.5.1 Α φού α π ο δειχτε ί ό τ ι ο ι συναρτήσεις με τύ π ο υ ς

α ) u (x ,y ) := ln (x 2 +y2), β) u(x, y) := A rctan  £ ,

Υ) “<Χ·Υ) · δ> u<x*V) “ ^ 2  ·

είνα ι αρμονικές, να  βρεθούν ο ι συζυγείς αρμ ονικές το υ ς σ υ να ρ τή σ εις.

4.5.2  Α ν α , β  κ α ι γ  ε ίν α ι π ρ α γ μ α τικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί ν α  εξετα σ τε ί π ό τ ε  ε ίν α ι 

αρμονική η  πρα γμ α τική  συνάρτηση με τύπο

u(x, y ) : = α χ2 + βχγ+ γγ2

4.5.3 Α ν μ ια  συνάρτηση  u ε ίν α ι α ρμ ο νικ ή  σε ένα ν  τό π ο  το υ  κ α ρ τεσ ια ν ο ύ  

επιπέδου κ α ι έχει π α ρα γω γο ύς κάθε τά ξη ς, να  α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι κάθε π α ρ ά γ ω γ ο ς τη ς u 

είνα ι επίσης αρμονική  σ τον τό π ο  αυτόν.

4.5.4 Αν u(x, y) κ α ι ν (χ , y) ε ίν α ι ένα  ζεύγος συζυγώ ν α ρμ ο νικ ώ ν σ υναρτήσ εω ν 

σε έναν τό π ο  το υ  κα ρτεσ ια νού  επ ιπ έδ ο υ , ν α  εξετα σ τεί π ο ιε ς  α π ό  τ ις  π α ρ α κ ά τω  

συναρτήσεις ε ίνα ι στον τό π ο  α υτόν αρμονικές:

α ) w (x, y  ) :  =A u(x, y) +B v(x, y), ό π ο υ  Α  κ α ι Β ε ίν α ι σ τα θ ερ ο ί μ ιγ α δ ικ ο ί 

α ριθμ οί.

β) w (x .y ) := u 2(x ,y ) -v 2 (x ,y ) , 

γ ) w(x. y) : =e»i(x. y) Cqs v(x , y).
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4 .5 .5  Να βρεθούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις ψ, αν είναι γνωστό ότι οι 
παρακάτω συναρτήσεις είναι αρμονικές σε όλο το καρτεσιανό επίπεδο:

α) u(x, y ): = ψ(χγ).

β) u(x, y ) : = ψ ® .
Λ

γ) u(x, y ): = ψ(αχ +βγ).

δ) u(x, y ) : = ψ(χ +yjx2 +y2 ).

/X2 +y2\
ε) u(x, y ) : = ψ( “ ")·

λ

4 .5 .6  Ν’ αποδειχτεί ότι το άθροισμα δυο αρμονικών συναρτήσεων σε έναν τόπο 
του καρτεσιανού επιπέδου, είναι συνάρτηση αρμονική στον τόπο αυτόν. Το ίδιο ισχύει 
και για το γινόμενο, αρκεί αυτές να είναι συζυγείς αρμονικές. Πιο γενικά : Αν οι 
συναρτήσεις un, vn (n=l, 2, ..., k) είναι συζυγείς αρμονικές, και έχουν συνεχείς 
παραγώγους δεύτερης τάξης, ν' αποδειχτεί ότι και οι συναρτήσεις

ui + νι + U2 + V2 + ... +U|c + Vk και uivi+ U2V2 + ... + 1 1^

είναι αρμονικές.

4 .5 .7  Έστω u(x, y) μια πραγματική συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο G του 
καρτεσιανού επιπέδου. Αν η u είναι αρμονική, να εξεταστεί αν η συζυγής αρμονική 
της είναι αρμονική συνάρτηση στον τόπο G.

4.6 Ορισμός ολόμορφης μιγαδικής συνάρτησης όταν είναι 
γνωστό το πραγματικό ή το φανταστικό μέρος της

Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες Cauchy- Riemann, είναι δυνατόν να βρούμε μία 
ολόμορφη συνάρτηση f αν γνωρίζουμε το πραγματικό ή το φανταστικό μέρος της. Και
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τούτο γ ια τί, α ν  γνω ρίζουμε το  ένα  α π ό  α υτά , τό τε βρίσκουμε κ α ι το  ά λλ ο  επ ιλ ύ ο ν τα ς 

τ ις  σ χετικ ές δ ια φ ο ρ ικ ές  εξ ισ ώ σ εις π ο υ  π ρ ο κ ύ π το υ ν  α π ό  τ ις  σ υνθή κ ες C auchy- 

Riem ann. Ό μ ω ς με το υ ς παρα κάτω  τύ π ο υ ς η συνάρτηση ί  μ π ο ρ εί ν α  ο ρ ισ τε ί α μ έσ ω ς 

χω ρ ίς τη  δ ια δ ικ α σ ία  αυτή με μόνο το  π ρ α γμ α τικ ό  μ έρος τη ς ή  μ όνο  το  φ α ντα σ τικ ό  

μέρος της.

Π ραγματικά , υποθέτουμε ό τ ι

f(z ): =  u (x ,y ) +  iv (x ,y )

ε ίνα ι μ ια  ολόμορφ η  συνάρτηση σε έναν τό π ο  Γ. Τ ότε ισ χύ ο υ ν  ο ι εξής σ χέσ εις  (βλ. 

Π αράδειγμα 8.1.4):

f(z) =  2u ( , )  -  f(Zo),

κ α ι ________ .____________________________

f(z) =  2 iv ( , )  -  f(zo).

Επαναλαμβάνουμε ό τ ι γ ια  τη ν εφαρμογή τω ν τύπ ω ν α υτώ ν θα  π ρ έ π ε ι ν α  γνω ρ ίζο υ μ ε  

ό τι η συνάρτηση u (ή η ν ) π ο υ  μ α ς δ ίνετα ι ν α  ε ίν α ι αρμ ονική . Ε π ίσ η ς, ό π ω ς  φ α ίν ε τα ι 

α πό  το υς τύ π ο υ ς α υτο ύ ς, α π α ρα ίτη το  γνω σ τό  σ το ιχείο  γ ια  το ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τη ς f(z)

ε ίνα ι η τιμ ή  f(zo).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .1

Για να  βρεθεί η ολόμορφ η  συνάρτηση Γ τη ς ο π ο ία ς  το  π ρ α γμ α τικ ό  μ έρ ο ς ε ίν α ι η  

συνάρτηση με τύ π ο

u(x, y ) : =  3(χ2 - y2)

κα ι ικ α νο π ο ιε ί τη  σχέση f(0) =  1, χρησ ιμοποιούμ ε τα  προη γούμ ενα  σ το ιχ ε ία  ω ς  εξής: 

Ε π ειδή , ό π ω ς  εύκολα  α π ο δ ε ικ ν ύ ετα ι, η σ υνά ρτη σ η  u ε ίν α ι α ρ μ ο ν ικ ή , τ έ τ ο ια  

συνάρτηση, έστω  ί, υπά ρχει. Τ ώ ρα εφαρμόζοντας το ν  προηγούμ ενο  τύ π ο  κ α ι έχο ντα ς 

υπόψ η ό τι Ζο = 0, πα ίρνουμ ε

ί(ζ) = 2· 3 [φ 2- φ 2] - (-1) =3ζ2 +1. □
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .2

Θα βρεθεί η ολόμορφη συνάρτηση f αν γνωρίζουμε ότι ισχύει f(0): = 0 και ακόμη 
ότι το φανταστικό μέρος της είναι η συνάρτηση με τύπο

v(x, y ): = 2(2sinhx siny+ xy)

Προς τούτο παρατηρούμε ότι η ν  είναι αρμονική συνάρτηση. Έτσι, εάν 
εφαρμόσουμε τον παραπάνω σχετικό τύπο, παίρνουμε ότι

f(z) = 2i· 2(2sinh |  sin “  + 1  -■) =

Ζ ζ
= 8i sinh ~ sin ~  + ζ2 =

2 2ι

= 2 ( e ^ - e -^2 )2 +ζ2 =

=  4cosh ζ  +  ζ2 - 4 .  □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .3

Έστω ότι ζητούνται όλες οι ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις f των οποίων το 
πραγματικό μέρος είναι η συνάρτηση με τύπο

u (x ,y ) : =  x2 -y 2 -2 y

και επιπλέον ικανοποιούν τη σχέση [f(i)]3 = -1 + i .
Για την επίλυση του προβλήματος αυτού από την τελευταία σχέση παρατηρούμε 

ότι ο μιγαδικός αριθμός f(i) είναι μία από τις κυβικές ρίζες ηι, η3 του -1+ί. Έτσι 
θα πρέπει ο αριθμός f(i) να είναι ένας απ' τους αριθμούς

η 1 =  2 * ΐ/3 (1 + ΐ), 

η 2 = -2 -4^  ( l+ V 3  +  i(l-V 3 )), 

η3 =  - 2 * (I-  y/ ϊ + ϊ(1 + \^ ))·
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Ε φ αρμόζοντας το ν  π α ρ α π ά νω  σχετικό  τύ π ο  π α ίρ νο υ μ ε ό τ ι ο ι ο λ ό μ ο ρ φ ες μ ιγ α δ ικ ές  

συναρτήσεις π ο υ  έχουν πρα γμ α τικό  μέρος τη  συνάρτηση u έχουν τη  μορφ ή

„  ν „ /Ζ - Κ 2 „ /Ζ + Κ 2 „ ζ +1 _  
f(z) =  2 (— )  - 2 ( — )  - 4 — - η ;

*  f a  - D2 + fa  +D2 +21(ζ  +  i) - ή  ■

= ζ2 +21ζ - 3- ή,

όπου η ε ίνα ι ένας οπο ιοσ δή ποτε α π ό  το υ ς αριθμ ούς η ι, η2. η3 · □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .4

θ α  υπολογίσουμε όλες τ ις  ολόμορφ ες συναρτήσεις f  π ο υ  ικ α νο π ο ιο ύ ν  τη  σχέση

f4(0) +  lf2(0) =  - 2  

κ α ι έχουν π ρ α γμ α τικ ό  μέρος τη  συνάρτηση με τύ π ο

u(x, y) =  χ  sinx coshy · y  sinhy cosx.

Π ρος το ύ το  παρατηρούμ ε π ρ ώ τα  ό τ ι η συνάρτηση u ε ίν α ι α ρμ ονική . Ε π ιλ ύ ο ν τα ς  

τη διτετράγω νη εξίσω ση a4 +  ia2 +2 =0  βρίσκουμε τ ις  ρ ίζες

a j =  e x p ( p .  a2 =  e x p ( ~ ) ,  a3 =  04 =

Έ τσ ι εφαρμόζοντας το ν  π α ρα π ά νω  τύ π ο  πρ ο κ ύπ το υν ο ι ολόμ ορφ ες σ υνα ρτή σ εις fj(z), 

)=1, 2 , 3 ,4 , ό π ο υ
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z  z  z  z
z (s in ~ c o s ~ + s in “ c o s - ) -  a j - z s ia z -  a j. □

j£ o
4 .6 .1  Ν α  βρεθούν o t ολόμ ορφ ες συναρτήσεις f, α ν  ε ίν α ι γνω σ τό  ό τ ι μ ια  τιμ ή  

f(zo) κ α ι το  π ρ α γμ α τικ ό  μέρος u(x, y ), ή  το  φ ανταστικό μέρος ν (χ , y ) δ ίν ο ν τα ι α π ό  τ ις  

π α ρ α κ ά τω  σχέσεις:

χ  .  1
α) ί ( π ) - ~ ,

β) u (x ,y )  —A r c ta n ^ , f(l):= 0 , 

γ )  o (x , y ) -  x2 - y2 + 2 x , f(i) ?= l ,  

δ) u(x , y ) := 2sin  x  cos y  - x , f(0) := 0, 

ε) v (x , y ) :=  2cos x  cosh y  - x2 +y2, f(0 )  :=  3 , 

ς )  v (x ,y ) := -2 s iii2 x s in h 2 y + y , f ( 0 )~ l ,  

ζ )  v (x , y ) s= 2(sinh x sin y  + x y ), f(0) := i, 

η) u(x , y ) := [(x2- y2)cos y  - 2xysin y]e*

4.7 Γεωμετρική ερμηνεία της παραγωγόν μιγαδικής 
συνάρτησης

Υποθέτουμε ότι μια συνάρτηση f  είναι ολόμορφη σε ένα σημείο ζρ και ακόμη ότι 
ισχύει Γ (ζο )* 0 .
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To μέτρο του  μ ιγα δ ικού  α ρ ιθμ ού  f ' (ζο), δηλαδή ο  π ρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθ μ ό ς If ’ (Ζο)Ι 

ε ίνα ι ο  συντελεστής διαστολής ή συστολής στο σημείο  ζο ό τα ν  το  μ ιγ α δ ικ ό  ζ- 

επίπεδο α πεικονισ τεί στο  μ ιγα δ ικό  w- επ ίπεδο  μέσω το υ  μ ετα σ χημ α τισ μ ού  w =  f(z). 

Μ άλιστα έχουμε

διαστολή (expansion), ό τα ν  ισ χύει I f ' (ζο) I >  1, κ α ι 

συστολή (con traction), ό τα ν  ισ χύει I f ’ (ζο) I <  1.

Το όρ ισ μ α  το υ  μ ιγα δ ικο ύ  α ρ ιθμ ο ύ  f ' (ζο) ε ίν α ι η γ ω ν ία  κ α τά  τη ν  ο π ο ία  μ ία  

ευθεία γραμμή λ π ο υ  ε ίνα ι εφαπτόμενη στο σημείο ζο μ ια ς τυ χα ία ς λ ε ία ς κ α μ π ύ λ η ς γ  

που δ ιέρχετα ι α π ό  το  σημείο ζο σ το  μ ιγα δ ικό  ζ- επ ίπ εδ ο  (βλέπε σχήμ α) π ρ έ π ε ι ν α  

στραφεί ώ στε ν α  λάβει τη  θέση τη ς ευθεία ς γρα μ μ ής λ ' π ο υ  ε ίν α ι εφ α π τό μ ενη  σ το  
σημείο f(zo) της καμ πύλης ί(γ) στο  μ ιγαδ ικό  w- επ ίπεδο , λα μ β ά νοντα ς υ π ό ψ η  τη  φ ο ρ ά  

τω ν καμπύλώ ν γ  κ α ι ί(γ).

η  ο  ΐ ·  7

Η ειδεία λ  που είναι εφαπτόμενη στο σημείο Ζο της γ  στρέφεται ώστε να λάβει τη θέση της 
ειδείας λ' που είναι εφαπτόμενη στο σημείο f(zo) της ί(γ )

Παράδειγμα 4.7.1
θ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  το ν  συντελεσ τή  δ ια σ το λ ή ς κ α ι τη  γ ω ν ία  σ τρ ο φ ή ς  τ ο υ
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μιγαδικού επιπέδου στο σημείο ζο := "s/i + i "\/2 κάτω από τον μετασχηματισμό

w = z2 .

Προς τούτο θέτουμε f(z) := ζ2, οπότε, σύμφωνα με τα παραπάνω, πρέπει να 
βρούμε το μέτρο και το όρισμα του μιγαδικού αριθμού f ' (zq). Αλλά έχουμε

f ’ (ζο) = 2(yjl + i \ [ i )  = 4(cos7+isin 7 )·4 4

Τούτο σημαίνει ότι

If ' (ζο)Ι = 4 και A zgf’(zo) = 7 -
4

Δηλαδή βλέπουμε ότι ο συντελεστής διαστολής είναι ίσος με 4, και η γωνία στροφής 
είναι ίση με π/4. □

4.7.1 Να υπολογιστεί ο συντελεστής συστολής ή διαστολής καθώς επίσης και η 
γωνία στροφής του μιγαδικού επιπέδου κάτω από τους εξής μετασχηματισμούς στα 
αντίστοιχα σημεία:

α) f(z): = ez , στο σημείο ζο : = log2 +ίπ/4.

β) f(z):= sinz, στο σημείο ζο "  1+ΐ.

γ) f(z): = ζ3 , στο σημείο ζο: = 1 +ΐπ/2.

4.7.2 Να βρεθεί το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου το οποίο συστέλλεται και το 
τμήμα που διαστέλλεται κάτω από τους εξής μετασχηματισμούς:

α) f(z) = ez, β) f(z) = Logz,

γ) m = K δ) f(z) = ζ3.
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4.8 Εικόνα καμπύλης και τόπον μέσα από ολόμορφη 
συνάρτηση

Π ολλές φ ο ρ ές α ντιμ ετω π ίζουμ ε το  θέμα  το υ  μετασχηματισμού μ ια ς κ α μ π ύ λ η ς ή 

ενός τόπου, δηλαδή την α πεικόνισ η  τούτω ν μέσω μ ια ς σ υνεχούς συνάρτησης, ή ό π ω ς  

λέμε, μέσω ενός μετασχηματισμού.

Υ ποθέτουμε ό τ ι f  ε ίνα ι μ ια  ολόμορφη συνάρτηση π ο υ  α π ε ικ ο ν ίζε ι ένα ν  τ ό π ο  Τ  σε 

έναν τό π ο  Τ * κα τά  μονοσήμαντο τρ ό π ο , δηλαδή η α πεικόνισ η

U T — T *

είνα ι ένα- π ρ ο ς- ένα. Ε π ιπ λέο ν , έστω  γ  μ ια  κα τά  τμήματα  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  κ α μ π ύ λη  σ το ν  

τόπο Τ  με πα ρα μετρ ική  παράσταση

z ( t ) : =  x (t) + iy(t), t e [ a ,  β].

Τότε η συνάρτηση f(z(t>), te [ a ,  β] ε ίνα ι η παραμετρ ική  πα ρά σ τα σ η  μ ια ς  κ α τά  τμ ή μ α τα  

διαφ ορίσ ιμης καμ πύλη ς Γ: =  ί(γ ) στον τό π ο  Τ *. Η  νέα  καμ πύλη  Γ έχει μ ή κος

β β
μ(Γ) =  / I  V (z(l)) 11 ζ· (t) Idt =  / I  f  ’ (x (t) -riy(t)) lV (x '(t))2 +  (y*(t))2 d t . 

a a

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .8 .1

θεω ρούμ ε τη ν π ερ ιφ έρεια  γ  το υ  κύκλου με πα ρα μ ετρ ική  πα ρά στα ση  

z ( t ) : = reu = rcost +  i rsin t, 0  *  t  *  2 π ,

κ α ι με θ ε τ ικ ή  (p o sitiv e ) φ ο ρ ά , δηλαδή  τη  φ ο ρ ά  π ο υ  ε ίν α ι α ν τ ίθ ετη  μ ε τ η  φ ο ρ ά  

κίνησης τω ν δεικτώ ν το υ  ω ρολογίου , θ α  βρεθεί η καμ πύλη  Γ π ο υ  ε ίν α ι η  ε ικ ό ν α  τη ς  γ  

μέσω της συνάρτησης με τύπο

ί(ζ ) :  =  ζ /  ζ .
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Προς τούτο υποθέτουμε ότι w = u(t) + iv(t) είναι η παραμετρική παράσταση της 
ζητούμενης καμπύλης Γ. Θέτουμε z := χ +iy για την καμπύλη γ, οπότε βρίσκουμε

Επομένως έχουμε

χ = r cos t και y = r sin t, 0 s  t s  2π.

„ _ (x+iy)2 
u + iv =  z / z = z 2 / z z  =  - 2- y j ,

από όπου προκύπτουν οι τιμές
χ2 - y2 2xyu = -, * ~ και v = ~r ~ . 
x2 + y2 x2 +y2

Αντικαθιστώντας τα x, y με τις εκφράσεις τους από την παράσταση της καμπύλης γ, 
βρίσκουμε

ή, θέτοντας s := 2t,
u(t) = cos2t και v=sin 2t, 0 s  t s  2π,

u(s) = cos s και v(s) = sin s, 0 s  s s  4π.

Από τις τιμές αυτές και από το γεγονός ότι ισχύει u2 + ν2 = 1, συμπεραίνουμε ότι η 
ζητούμενη καμπύλη είναι η περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου διαγεγραμμένη δύο 
φορές με τη θετική φορά, όπως τούτο φαίνεται από το γεγονός ότι 0 s  s s  4π. □

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η καμπύλη γ ορίζεται από την πεπλεγμένη σχέση

F(x, y)=0.

Για να βρούμε την παραμετρική παράσταση της καμπύλης Γ: =ί(γ), θέτουμε

w: = u+iv=f(z)

και απαλείφουμε τα x και y μεταξύ των σχέσεων

u = u(x,y), v=v(x,y) και F(x,y)=0.

1
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .8 .2

Α ς υποθέσουμε ό τ ι η  καμπύλη γ  ο ρ ίζετα ι α π ό  την πεπλεγμένη  σχέση

Isinx  l+ c o s 2x =  y2

κ α ι έστω  ό τ ι δ ίν ε τ α ι η σ υνάρτησ η  με τύ π ο  f(z) := ex p (iz). Γ ια  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τη ν  

παραμετρική παράσταση τη ς καμπύλης Γ: = ί(γ), θέτουμε

w: = u + iv =  f(z) =e-y(cosx + isinx)

κ α ι α παλείφ ουμε τα  x κ α ι y  μεταξύ τω ν  σχέσεω ν

u =  e-ycosx , 

ν = e-ysinx,

Isin x  l +  cos2x  =  y2.

Δηλαδή α π ό  τ ις  δύο π ρ ώ τες με δια ίρεση  κα τά  μέλη βρίσκουμε

ν

οπότε κ α ι

cos2x =
u2

u2 +  v2 ‘

Α πό την πρώ τη  τω ν  τρ ιώ ν  σχέσεω ν π ρ ο κ ύ π τει

y  =  - - l o g ( u 2 +  v2 ).

οπότε, τελ ικά , π α ίρ νο υ μ ε ό τ ι η καμ πύλη  Γ δ ίν ετα ι σ το  w- μ ιγ α δ ικ ό  ε π ίπ εδ ο  α π ' τη ν  

πεπλεγμένη σχέση

I v l  u2 I . „ .  „ „
ΗΓ— +~τ— 7  =  7  log2 (u2 +ν2). □W||2 +y2 U2 +V2 4
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Τώρα, έστω Κ  ένα απλά συνεκτικό υποσύνολο του Τ. Μια συνάρτηση f ορισμένη 
στον τόπο Τ  απεικονίζει το σύνολο Κ  του z - μιγαδικού επιπέδου στο σύνολο

Κ* = ί(Κ)

του w - μιγαδικού επιπέδου. Στην περίπτωση αυτή το εμβαδόν S(K*) του συνόλου Κ* 
δίνεται από το διπλό ολοκλήρωμα

S(K *) =JJ lf'(x+ iy)l2 dxdy.
Κ

Π αράδειγμα 4.8.3
Έστω ότι δίνεται η συνάρτηση με τύπο

f(z) := ζ2.

Θα βρεθεί η εικόνα του τόπου

Κ  := {ζ: I Rez I > I Imz I}

μέσω της f και στη συνέχεια θα υπολογιστεί το μήκος της καμπύλης Γ η οποία είναι η 
εικόνα της γ που δίνεται με την παραμετρική παράσταση

z(t) : = 2 +it, t e [ - l ,l ] .

Παρατηρούμε πρώτα ότι η εικόνα του τόπου Κ  μέσω της απεικόνισης

w = z2
είναι ο τόπος

tf*={w:Rew>0}.

Επίσης η καμπύλη γ ανήκει στον τίοπο Κ  και απεικονίζεται στην καμπύλη Γ (που 
είναι τόξο παραβολής) και έχει παραμετρική παράσταση

w(t) = 4 -12 + 4it, t Ε [-1,1].
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Im z

Η «κάνα του τόπου Κ  μέσω της f είναι ο τόπος Κ *  
και η «κάνα της καμπύλης γ είναι η καμπύλη Γ.

Αν θέλουμε ν α  υ π ο λο γίσ ο υ μ ε to  μήκος το υ  α ν τ ίσ το ιχο υ  τό ξ ο υ  τη ς  ν έ α ς  κ α μ π ύ λ η ς 

εφαρμόζουμε το ν  σχετικό  τύ π ο  κ α ι βρίσκουμε

1 ______________  1

μ(Γ) =  Jfez(t W (x* (t))2 -Ky' (t))2 d t = 2  J > /4 + ftit =
-1 -1

Παράδειγμα 4.8.4
θέλο υ μ ε ν α  υπολογίσ ουμε το  εμβαδόν το υ  επ ιπέδου  τμ ή μ α τος π ο υ  ε ίν α ι η  ε ικ ό ν α  

του τετραγώ νου

Κ  : =  |z :  I l - R e z l s a  κ α ι Ι Ι π ι ζ Ι κ α ) ,
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(ό π ο υ  α  ε ίν α ι ένα ς σ τα θερός θετικ ό ς πρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθμ ός,) μέσω τη ς συνάρτησης με 
τύπο

f(z): =ez.

Π ρ ο ς το ύ το  υποθέτουμ ε ό τ ι ζ : =  x+iy ε ίνα ι ένα  σημείο το υ  συνόλου Κ. Τότε θα 

π ρ έ π ε ι ν α  έχουμε
1 - α s χ s i  +α  κ α ι - a s y s a .

Ε π ο μ ένω ς εφ α ρμ όζοντα ς το ν  προηγούμενο τύ π ο  πα ίρνουμ ε ό τι

S(K*) =ff If (x +iy)l2dxdy =Jf e^ d x d y
*  κ

l+a
=  Je^d x  Jdy = 2ae2sin h 2 a  

1-a -a
□

Π αράδειγμα 4.8.5
Έ σ τω  Κ  * η εικόνα  το υ  ορθογω νίου  παραλληλογράμμου

Κ  : = { z : I s  R e ζ  s  2 κ α ι 0  s  Im  ζ  s  10} 

μέσω  τη ς συνάρτησης

w = f(z):=ez.

Θ α  υ π ο λο γίσ ο υ μ ε το  εμβαδόν το υ  με στοιχειώ δη τρόπο .

Π ρ ο ς το ύ το  υποθέτουμε ό τ ι ζ : =  x  + iy ε ίνα ι ένα σημείο π ο υ  ανήκει στο σύνολο Κ. 
Τ ό τε  θ α  π ρ έπ ε ι ν α  έχουμε

1 s x s 2  κ α ι  O s y s l O .

Ε π ο μ έ ν ω ς , επ ε ιδ ή  2 π  <10, η ε ικ ό να  Κ* το υ  συνόλου Κ  μέσω  το υ  δο θ έντο ς 
μετασχηματισμ ού ε ίν α ι ο  κ λεισ τός κυκλικός δα κτύλιος

Κ*:= (w : e s l w l s e 2 )

το υ  ο π ο ίο υ  το  εμβαδό ε ίνα ι ίσο με π ίβ 4 - e2).
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Α πό τη ν άλλη  μ ερ ιά , α ν  εφ αρμόσουμε το ν  σ χετικ ό  τύ π ο  π α ίρ ν ο υ μ ε  ό τ ι το 

εμβαδόν τούτο π ρ έπ ει να  ισούτα ι με 5 (e4 - e2), γεγο νό ς το  ο π ο ίο  δεν σ υ μ φ ω νεί με το  

προηγούμενο συμπέρασμα. Το λ ά θ ο ς ο φ είλετα ι στο ό τ ι ο σ χετικ ό ς τύ π ο ς  δεν  μ π ο ρ ε ί 

να  εφ αρμοστεί, α φ ού  η συνάρτηση f δεν α π ε ικ ο ν ίζε ι το  σ ύ νο λο  Κ  σ το  Κ*  κ α τά  

μονοσήμαντο τρ ό π ο , δηλαδή ό εν  ε ίν α ι έ ν α -π ρ ο ς -έ ν α . Π ρ α γμ α τικ ά , π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε 

ό τι τα  σημεία x + Οι κ α ι χ  + 2π ι του  συνόλου Κ  έχουν τη ν ίδ ια  ε ικ ό να  w  =  ex +0i σ το  

σύνολο Κ * γ ια  κάθε x με 1 *  χ  *  2. □

4 .8 .1 Να υ π ο λ ο γισ τε ί το  εμβαδόν καθώ ς επ ίσ η ς κ α ι το  μ ή κος το υ  σ υ νό ρ ο υ  το υ  
τόπου π ο υ  ε ίνα ι η εικόνα  του  τετραγώ νου (ζ: 0  *  R ez *  1 ,0  *  Im z *  1) μέσω  τη ς 

απεικόνισης w = ζ2.

4.8.2 Να υ π ο λ ο γισ τε ί το  εμβαδόν τη ς εικόνα ς μέσω το υ  μ ετα σ χη μ α τισ μ ο ύ  w =  

cos ζ  του  τετραγώ νου

4.8.3 Να υ π ο λο γισ τεί το  εμβαδόν τη ς εικόνα ς μέσω το υ  μετα σ χημα τισ μ ού  w  =  z2 

του δακτυλικού τμήματος

4.8.4  Να υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  μήκος τη ς κ α μ π ύλη ς π ο υ  ε ίν α ι η ε ικ ό ν α  μέσω  το υ  
μετασχηματισμού w = ez του  ευθυγράμμου τμ ήματος y = χ , 0  *  χ  *  2π .

4.8.5 Να βρεθούν ο ι εικόνες μέσω το υ  μετασχηματισμού w = l /  ζ  τω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  

του ζ  - μ ιγαδικού  επ ιπέδου  με τ ις  εξής πα ρα μετρ ικές πα ρα σ τά σ εις:

π  π
(ζ: 1 £ ζ  £  2 κ α ι -  — *  A rg ζ  * ~ ) .

α) z ( t ) := t+ 2 t (M ) ,  0 * 1 * 1 ,

β) ζ ( I ) : = sin l - icost, 0  *  t *  2π ,

γ ) z ( t ) : = cosh t +isinh t, 0  *  t *  2π.
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a-f

4 .8 .6  Να βρεθούν οι εικόνες του κύκλου με κέντρο το 0 και ακτίνα r (>0) μέσω 
των μετασχηματισμών:

ί ·



*

i

■ 4  - f ': i r V / Y O V V · '  !

Ε δώ  θ α  γ ν ω ρ ίσ ο υ μ ε  τ α  λ εγό μ ενο  ε π ικ α μ π ύ λ ια  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  μ ιγ α δ ικ ώ ν  

συναρτήσεω ν κ α τά  μ ή κος κ α μ π ύ λ ώ ν  ο ι ο π ο ίε ς  ε ίν α ι το υ λ ά χ ισ το ν  κ α τ ά  τμ ή μ α τα  

διαφ ορίσ ιμες.

5.1 Ορισμός ? ? ·; Λί
>

Έ στω
<p(t): =  x (t) + iy (t), 1 6  [α , β] 3

μ ια  σ υνεχή ς μ ιγα δ ικ ή  συνάρτηση π ρ α γμ α τικ ή ς μεταβλητής. Τ ο ύ το  σ η μ α ίν ε ι ό τ ι ο ι  

πρα γμ α τικές σ υναρτήσεις x κ α ι y ε ίνα ι συνεχείς. Ο ρ ίζουμ ε το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τη ς  φ  με 

τον τύπ ο

-%
" ί·.
•h

β β Ρ
/ φ α χ ί ΐ  :=  f x m  +  l f y ( t ) d l ,
a  a  a
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κ α ι π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ό τ ι το ύ το  έχει τ ις  ίδ ιε ς  γρα μ μ ικ ές ιδ ιό τη τες π ο υ  έχει κ α ι το 
ολοκλήρω μ α  π ρ α γμ α τικ ή ς συνάρτησης πραγματικής μεταβλητής.

Παράδειγμα 5.1.1
Θ α  δείξουμ ε ό τ ι ισ χύει η εξής σχέση:

β β
| J*qp(t)dt | s  /  lqp(t)ldt. 
α α

Π ρ ο ς το ύ το  θεω ρούμε δύο  τυ χα ία  σ το ιχε ία  t  κ α ι s το υ  διαστήμ ατος [α, β] κ α ι 

εφ α ρμ όζουμ ε τη  γνω στή  α νισότητα  Cauchy - Schwartz στα  2 - δ ιάστατα  διανύσματα

(x (t), y(t)) κ α ι (x(s), y(s)).

Τ ό τε έχουμε

x (t) x(s) +  y (t) y(s) W x 2( t) + y 2(t) V  x2(s) +  y2(s).

Ο λοκλη ρώ νοντα ς κ α ι τ α  δύο  μέλη ω ς π ρ ο ς  τη  μεταβλητή t  α π ό  το  α  μ έχρ ι το  β 
π α ίρ ν ο υ μ ε  τη ν  α νισ ότη τα

β β β ___________

/ x (t)d t x (s) +  J*y(t)dt y(s) s  J*Vx2(t) +  y2(t) d t Vx2(s) + y2(s). 
α α a

Τ έλος, ολοκλη ρώ νοντα ς κ α ι ω ς π ρ ο ς  s πα ίρνουμε

β β β β β __________ β

/ x (t)d t / x(s)ds +  / y (t)d t / y(s)ds s  f  >/x2(t)+y2(t) d t / ^ x 2(s)+y2(S) ds,
a a a « a a

ή
β β β ___________

[  J x (t)  d t] 2 + [ Jy (t)  d t] 2 s  [  / Vx2(t) +  y2(t) d t] 2
a a a

οπότε
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Ρ Ρ Ρ _________
[  J x (t)  d t] 2+ [ fy(t) d t] 2 s  [  jV x 2(t)+y2(t) d t]

a a

που είνα ι η ζητούμενη ανισότητα . □

Υ ποθέτουμε ό τ ι ν  είν α ι α ία  κ α τά  τμ ή |ΐα τα  δα κροο ίσ ιιιτ) κ α μ π ύ λη  σ το  μ ιγ α δ ικ ό
επ ίπ εδο με π α ρα μ ετρ ικ ή  πα ρά σ τα σ η  z =  / / tv  t P fa . ft] κ α ι θ εω ο ο ύ α ε μ ια  σ υ ν ενύ  

μιγαδική συνάρτηση f με π εδ ίο  ο ο ισ μ ο ύ  το  σύνολο  τω ν  σ ημ είω ν τη ς  κ α μ π ύ λ η ς. Τ ο  
ολοκλήρωμα

β

f  f(z)dz: =  J  f(z(t))z ' (t)d t

είνα ι το  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  n in e  in te g ra l τ ικ  σ υ νά ο τη σ ικ  f  κ α τά  μ ή κος ττκ  

καμπύλης γ . Α υτό  ε ίν α ι ένα ς μ ιγ α δ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς ο  ο π ο ίο ς  δεν  εξ α ρ τά τα ι α π ό  τη ν  

παραμετρική παρά σ τα σ η  τη ς κα μ πύλη ς γ . Τ ο  ολοκλήρω μ α  το ύ το  έχε ι τ ις  π α ρ α κ ά τω  

ιδιότητες:

α ) Α ν γ ι, Υ2, . . . ,γ η ε ίν α ι μ ια  δ ιαμέριση  τη ς  κα μ πύλη ς γ , τό τε  έχουμ ε

J* f(z)dz = J  f(z)dz +  J  f(z)dz + .. .  +  J  f(z )d z .

Y YI Y2 Yn

β) Α ν f, g  ε ίν α ι δυ ο  σ υ νεχείς σ υναρτήσεις κ α ι a , b  ε ίν α ι μ ιγ α δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί, τό τε

^ β ί( ζ )+ δ § (ζ ) )ά ζ  = β ^ ί(ζ )ά ζ  +  b jg ( z ) d z .

Υ Υ Υ

γ) Α ν μ (γ) ε ίν α ι το  μ ή κος τη ς κ α μ π ύ λη ς γ  κ α ι Μ  ε ίν α ι ένα  ά ν ω  φ ρ ά γ μ α  τη ς  
συνάρτησης lf(z ) l, ζ € γ ,τ ό τ ε  ισ χύει

|  J f(z )d z  |  s  Μ μ(γ). 

Υ
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δ ) Υ π ο θ έτο υ μ ε  ά τ ι f  κ α ι F ε ίν α ι δυο  συναρτήσεις ορ ισμένες σε έναν τό π ο  Τ του 
μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  τέτο ιες  ώ στε

F ' (ζ) =  f(z), γ ια  κάθε ζ  ΕΤ.

Τ ό τε  γ ια  κ ά θ ε  κ α τά  τμ ή μ α τα  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  καμπύλη γ  με α ρχικ ό  σημείο a  κ α ι τελικό 
σημείο  b  ισ χύ ε ι ο  τ ύ π ο ς  τ ω ν  N e w to n -L e ib n itz :

/f ( z )d z  =  F (b )-F (a ).

Υ

Ε π ο μ έν ω ς γ ια  κ ά θ ε κ α τά  τμ ή μ α τα  δ ια φ ορ ίσ ιμ η  κλειστή καμ πύλη  γ  π ο υ  α νήκει στον 
τό π ο  Τ  ισ χύ ει

J* f(z)d z= 0 .

Υ

Παράδειγμα 5X2
θ α  υ π ο λ ο γίσ ο υ μ ε το  ολοκλήρω μα

J [ l+ 2 i- 2 z )  d z ,
Υ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι μ ία  α π ό  τ ις  κ α μ π ύ λες γ ι ,  γ2, γ 3 το υ  π α ρα κ ά τω  σ χή μ α τος π ο υ  έχουν 

α ρ χ ικ ό  σημείο  τ ο  0  κ α ι τελ ικ ό  το  σημείο 1+ϊ:

Ο»καμπύλες γ ι, γ2, Υ3 έχουν αρχικό σημείο το Οκαι τελικό το 1 -Η
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Δηλαδή
α) γ ι  ε ίν α ι το  ευΟύγραμμο τμήμα π ο υ  ενώ νει τα  σημεία  Ο κ α ι 1+i,

β) Υ2 ε ίν α ι τμήμα της παραβολής y  =  χ2 π ο υ  ενώ νει τα  σημεία  0  κ α ι ΐ+ i, κ α ι

y) γ 3 ε ίνα ι η πολυγω νική  γραμμή Ρ(0, -1+i, 1+1), δηλαδή η τεθλασ μ ένη  γρα μ μ ή  η 

οπ ο ία  α π ο τελε ίτα ι α π ό  τα  δύο  ευθύγραμ μ α  τμ ή μ α τα  π ο υ  ενώ νο υ ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  τα  

σημεία0 , - Ι +i κ α ι -1 + i, 1+ i.

Π ρος τούτο  θα  πάρουμ ε τ ις  τρ ε ις  π ερ ιπ τώ σ εις δ ια δοχικά , 

α ) Υ ποθέτουμ ε π ρ ώ τα  ό τ ι γ  =  γ μ  Μ ια  π α ρα μ ετρ ικ ή  πα ρά σ τα σ η  τη ς  κ α μ π ύ λ η ς 

αυτής δ ίνετα ι α π ό  τη  συνάρτηση

z ( t) :  =  t + i t , t e [ 0 , 1].

Τότε το  επ ικα μ πύλ ιο  ολοκλήρω μα γ ίνετα ι

Υΐ ο

=(l+i)((l+2i) fdt - 2(1- i) Jtdt) = (l+i)((l+2i)- (1- i)) =
0 0

= 3 1 (M )= - 3(1-1).

β) Έ σ τω  ό τ ι γ = Υ 2· Μ ια  πα ρα μ ετρ ική  παράσταση τη ς κ α μ π ύ λη ς ε ίν α ι η

z ( t) :  =  t  +  it2 t e [ 0 , l l .

οπότε το  ολοκλήρω μα ε ίν α ι ίσο με

Υ2 ο .

=  J* (l+ 2 it +2i- 4 t - 2 t- 4 it2 +2U2- 4 t2)d t =
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= f ( l  +2i - 6t - 4t3 + 2it - 2it2)dt =
o

1

= l+2i- 3 -1 +i - “ i =

7
=  - 3 +j i .

γ )  Τ έλο ς, έστω  ό τ ι γ  =  Υ3· Ε δώ  παρατηρούμε ό τ ι η καμπύλη αυτή δ ια σ π ά τα ι σε 

δυ ο  ά λλ ες κ α μ π ύ λες γ ' κ α ι γ" ο ι ο π ο ίες ε ίνα ι τα  ευθύγραμμα τμήματα  π ο υ  ενώ νουν 

τ α  σ η μ εία  0 , -1+ΐ κ α ι -1+ΐ, 1+ΐ α ντίσ το ιχα . Μ ια  πα ρα μ ετρ ική  παράσταση της 

κ α μ π ύ λ η ς γ  ε ίν α ι η
z(t): = -1 +it, t£[0,l],

κ α ι τη ς  γ" η
z(t): = t+i, te[-l,l].

Ε π ο μ ένω ς το  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ολοκλήρω μα γ ίνετα ι

J [ l+ 2 i - 2 z ] d z =  J [  l+ 2 i - 2 z]dz +  J [ l+ 2 i - 2 z ] d z  =
Y3 r  r

1 1
= Jtl+2i - 2(-1- it)](-l+i)dt + Jll+2i- 2(t- i)](l)dt =

o -1

1 1
= (-1+i) Jll+2i- 2t +2it]dt + Jtl+4i- 2t]dt =

0 -l

= (- l+i)[ l+2i- l+i]+( l+4i)2=(- l+i)3i +2+8i=

=  - l+ 5i. □

Παράδειγμα 5.1.3
Θ α  υ π ο λ ο γισ τε ί το  ολοκλήρω μα
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/[z + V z ]d z ,
Υ

όπου γ  ε ίνα ι η ά νω  η μ ιπ ερ ιφ έρεια  το υ  μ ονα δια ίου  κύκλου με θετική  φ ο ρ ά  κ α ι ό π ο υ  λ /ζ  

είνα ι εκείνος ο  κ λά δο ς τη ς τετρα γω νικής ρ ίζα ς  το υ  ζ  γ ια  το ν  ο π ο ίο  ισ χύ ει V T = -1. 
Π ραγματικά , μ ια  π α ρα μ ετρ ικ ή  παράσταση  τη ς κα μ πύλη ς γ  ε ίν α ι η

z ( t ) : =  eil, t  e [ 0 , π ]

κα ι γ ια  κάθε t  ο ι δυο  τετρ α γω νικ ές ρ ίζες  το υ  z(t) ε ίν α ι ο ι

e'(t/2) κ α ι ε*(ι/2) +Ιπ _

Α πό το υ ς δυο  α υ το ύ ς κ λά δο υ ς κρατάμ ε το ν  δεύτερο, α φ ο ύ  γ ια  t= 0 , έχουμ ε

ei((V2)+ln=ebi = . i

Έ τσ ι το  ολοκλήρω μα γ ίν ετα ι

π π π
J [z  +  v z ]d z  =  +  e'(t/2) +fct] ieit d t =  i f e ^ d t  +  ie«* je '(3 W )d t -
Υ ο ο o

= 2 e 2 U |o · ? ,(3t/2)lo  =  2 (e2 t"  - e°>* | e,(3^ ) -  e°)=

= - | (° - □

Παράδειγμα 5.1.4
θ α  υπ ο λο γισ τεί το  ολοκλήρω μα

J ( z 2 + 3z+ 2)dz.
Υ

ό π ο υ γ  ε ίν α ι το  ευθύγραμ μο τμήμα  π ο υ  ενώ νει το  σημείο 1- i μ ε το  - ΐ+ 2 ΐ.
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Π ρ ο ς το ύ το  παρατηρούμ ε ό τ ι ισχύει

.  d /Ζ3 3ζ2 Λ \
ζ2 + 3 ζ+ 2  = “ ( ~  + “  + 2 ζ ) ,,

ο π ό τε  εφ α ρ μ ό ζο ντα ς το ν  τύ π ο  N ew ton - Leibnitz πα ίρνουμε 

J"(z2+ 3 z+ 2 )d z= - +

(~l+2i)3 3 (-l+ 2 i)2
3 +  2

+  """"  " +  ,  ’ + 2 (-l+ 2 i) =  - ,  +3i.
25
6

Παράδειγμα 5.1.5
Θ α υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  ολοκλήρω μα

Υ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι το  μ ικρότερο  τό ξο  τη ς π ερ ιφ έρεια ς του  μ ονα δια ίου  κύκλου με αρχικό 

σημείο  το  1 κ α ι τελ ικ ό  το  i.

Τ ο  πρόβλη μ α  το ύ το  θα  το  λύσουμε με δύο  τρόπους:

1οςτρόπος: Π αρατηρούμε ό τ ι η καμπύλη γ  δεν τέμνει το  σύνολο

{ z : z  +  l z l  =  0 }

κ α ι ά ρα  η π ρ ο ς  ολοκλήρω ση συνάρτηση είνα ι ολόμορφη σε μ ια  περ ιοχή  τη ς καμπύλης 
γ  κ α ι τ έ το ια  ώ στε

ln3z d / l o g ^  
ζ  ~  d ir  4

Ε π ο μ ένω ς το  ολοκλήρω μα ε ίνα ι ίσο με

Γ lo g 3z . Log4! Log4! Log4! 1 ,ΐπ \4  π 4
Ι~ Γ ύΖ = ~Γ-~4 Γ =* ψ

Υ

-ι
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2οςτοόπος: Επειδή κάθε σημείο ζ της καμπύλης γ έχει μέτρο ίσο με 1, μπορούμε 
να θεωρήσουμε τον μετασχηματισμό

ζ ei9*

όπου η πραγματική μεταβλητή θ μεταβάλλεται στο διάστημα μεταξύ 0 και π/2. Τότε 
παίρνουμε και

log ζ = ίθ , dz= i ειθόθ.
οπότε έχουμε

□

5.1.1 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J  (z2+31zl2)dz.
Υ

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου με 
κέντρο το σημείο 0.

5.1.2 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

{  exp(z)dz,
Υ

όπου γ είναι
α) το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο 0 με το π- 1π, και 
β) το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο-1π με το π.

5.1.3 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J*(2z2 +3z-l+i)dz,
Υ

όπου γ είναι η πολυγωνική καμπύλη Ρ(0, 1-1, 2 + 1), δηλαδή η καμπύλη που
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αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν το 0 με το 1- i και το 1- i με το
2+1.

5.1 .4  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

J  (sinz +ζ cosz)dz,
Υ

όπου γ είναι η πολυγωνική καμπύλη Ρ(1,0,1).

5.1.5 Για κάθε ακέραιο ν > 1 κα ιk e{0,1,..., ν - 1) έστω Z(k) ο k- κλάδος της ν- 
οστής ρίζας του μη μηδενικού μιγαδικού αριθμού ζ. Αν γ είναι μια οποιαδήποτε 
διαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδειχτεί ότι ισχύει

k=0 JZ(k)
Υ

5.1 .6  Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

β ζ2000 +sinz)dz,
Υ

όπου γ είναι η καμπύλη του παρακάτω σχήματος:

Η γ έχει αρχικό σημείο to 1 -1 και τελικό το 1+1.
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5 .1 .7  Να υ π ο λο γισ τεί το  ολοκλήρω μα

Jz  bn ζ2 dz

όπου γ  ε ίνα ι η  καμ πύλη  με πα ρα μ ετρ ική  παράσταση

z(t) vs e*1, t e [ - n ,0 ] .

5 .1 .8  Ν α υ π ο λο γισ τεί το  ολοκλήρω μα

J z R e z d z

όπου γ  ε ίνα ι η καμ πύλη  με πα ρα μ ετρ ική  παρά σ τα σ η  z(t) .·= ett, t  ε [ 0 ,2 π ] .

5 .1 .9  Να υ π ο λ ο γισ τε ί το  ολοκλήρω μα

| ζ3/4 άζ 

Υ

όπου γ  ε ίνα ι η καμ πύλη  με πα ρα μ ετρ ική  παράσταση  z ( t ) : =  e*1, t  € [ 0 , π ] κ α ι ο  κ λ ά δ ο ς  

της τέταρτης ρ ίζα ς  το υ  z  ε ίν α ι εκείνος γ ια  το ν  ο π ο ίο  ισ χύει

5 .1 .1 0  Να υ π ο λ ο γισ τε ί το  ολοκλήρω μα

ί
cos ζ 
m nz

dz

όπου γ  ε ίν α ι το  ε ιϋ ύ γρ α μ μ ο  τμ ήμα  π ο υ  ενώ νει το  σ η μ ε ίο · 1 με τ ο  1 κ α ι ο  κ λ ά δ ο ς  τη ς  

ρ ίζας το υ  sin  z  ε ίν α ι εκείνος γ ια  το ν  ο π ο ίο  ισ χύει

V s in (-1) =  i>/sinT.
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5.2 Ολοκλήρωση σειρών μιγαδικών συναρτήσεων

Υποθέτουμε ότι
Σί η

είναι μια σειρά συνεχών μιγαδικών συναρτήσεων ορισμένων τουλάχιστον πάνω σε 
μια κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη γ. Αν η σειρά αυτή συγκλίνει ομοιόμορφα 
πάνω στη γ, τότε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της σειράς είναι ίσο με τη σειρά των 
επικαμπυλίων ολοκληρωμάτων, δηλαδή ισχύει ότι

Μια εφαρμογή του παραπάνω γεγονότος μπορούμε άμεσα να έχουμε στην περίπτωση 
των δυναμοσειρών. Πραγματικά, υποθέτουμε ότι

είναι μια δυναμοσειρά με ακτίνα σύγκλισης R και ότι γ είναι μια κατά τμήματα 
διαφορίσιμη καμπύλη στον δίσκο Β(ζο, R) με αρχικό σημείο a και τελικό σημείο b. 
Αρα η καμπύλη γ είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του συνόλου σύγκλισης της 
δυναμοσειράς. Τούτο σημαίνει ότι η δυναμοσειρά συγκλίνει ομοιόμορφα πάνω στο 
σύνολο των σημείων της καμπύλης και έτσι εφαρμόζεται ο προηγούμενος τύπος.

Υ Υ

09

Σ b„(z-zo)n
n=0

Σ b„(z - Ζο )"<1ζ
n=0 Π+1

~ .  (b- zo)n+1- (a- zo)n+1 
Σ bn ---- -----------

Y

Π αράδειγμα 5.2.1
Αν γ είναι μία από τις καμπύλες του σχήματος
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Η Υι civat έλλειψη και οι V2 * Υ3 eivai πολυγωνικές καμπύλες

θα  εξετά σ ουμ ε α ν  το  επ ικα μ π ύ λ ιο  ολοκλήρω μα

\  ζ ϊ » ™ * ·

Υ

υπάρχει, κ α ι, στην π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  υ π ά ρ χει, θ α  υ π ο λ ο γισ τε ί το ύ το .

Π ραγματικά , πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι η α κ τίνα  σ ύγκλ ισ ης τη ς δυ να μ ο σ ειρά ς

είναι ίση με 2 , ο π ό τε  η δυνα μ οσ ειρά  σ υ γκ λ ίνει ό τα ν  το  σημείο ζ  α νή κ ει σ τη ν α ν ο ικ τή  

κυκλική π ερ ιο χή  Β (3 ,2 ). Ε π ίσ η ς π α ρα τη ρούμ ε ό τ ι ο ι  κ α μ π ύ λ ες γ ι  κ α ι γ 2 α νή κ ο υ ν  

ολόκληρες μέσα στην π ερ ιο χή  αυτή , ενώ  η  γ 3 έχει ένα  τμ ή μ α  τη ς  εκ τό ς τη ς  π ε ρ ιο χ ή ς . 

Ά ρα το  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ολο κλή ρ ω μ α  υ π ά ρ χ ε ι μ ό ν ο  κ α τά  μ ή κ ο ς τω ν  δύ ο  π ρ ώ τ ω ν  

καμπύλώ ν. Μ άλιστα  δε εφ α ρμ όζοντας το ν  π α ρ α π ά νω  τύ π ο  βρίσκουμε

ί  5  ^ - ( z - 3 ) n dz = 0 ,J ο-Ο Ζ"
γ ι

δ ιό τ ι η καμ πύλη  γ ι  ε ίν α ι κλειστή .

Γ ια  την κ α μ π ύλη  γ 2 έχουμε
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“  £ 1 £  (4-3)η+1 - (2-3)n+1 ~ Ι-Κ-Ι)1»
η=ο 2η η+1 = „ίο(η+1)2π’

Υ2

διότι η καμπύλη αυτή έχει αρχικό σημείο το 2 και τελικό το 4. □

5.2.1 Δίνονται οι καμπύλες ·γι. Υ2» Υ3 xca Υ4» όπου 
Υι είναι η πολυγωνική καμπύλη P(i, -1,-1- i, -i),
Υ2 είναι η αρνητικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 

σημείο -ΐ και ακτίνα ίση με 1/2,
Υ3 είναι το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο ενώνει το σημείο i με το 3+ΐ,
Υ4 είναι η θετικά προσανατολισμένη ημιπεριφέρεια του κύκλου με κέντρο το 

σημείο 0 και ακτίνα ίση με 5.
Να εξεταστεί αν υπάρχουν τα παρακάτω επικαμπύλια ολοκληρώματα και αν 

"ναι", να υπολογιστούν αυτά κατά μήκος των καμπύλών γι, Υ2, Υ3, Υ4^

α) β)

Υ Υ

Υ)

Υ



Μ ία α π ό  τ ις  σ π ο υ δ α ιό τερ ες έν ν ο ιες  τη ς  μ ιγ α δ ικ ή ς  α νά λ υ σ η ς ε ίν α ι α υ τή  τ ο υ  

δείχτη στροφ ής μ ια ς καμ πύλη ς ω ς  π ρ ο ς  ένα  σημείο το υ  επ ιπ έδο υ  εχτό ς τη ς κ α μ π ύ λη ς.

6.1 Οφίσμός

Α ς υποθέσουμε ό τ ι δ ιεξά γετα ι ένα ς α γώ να ς τα χύ τη τα ς μ οτοσ υκλετώ ν σε κ λ ε ισ τό  

χώ ρο, όπου  το  σημείο τερματισμού  ε ίν α ι το  ίδ ιο  με το  σημείο εκκίνησης. Τ ο π ο θ ετο ύ μ ε  

το παρατηρητήριό μ α ς σε κ ά π ο ιο  σημείο το  ο π ο ίο , π ρ ο φ α νώ ς, δεν θ α  ε ίν α ι π ά ν ω  σ τη ν  

π ίσ τα  α π ό  ό π ο υ  δ ιέ ρ χ ο ν τα ι ο ι μοτοσ υκλέτες. Έ τσ ι, κ α τά  τη  δ ιά ρ κ ε ια  το υ  α γ ώ ν α , 

στρέφουμε το  κ εφ ά λ ι μ α ς ώ στε ν α  μ πορούμ ε ν α  πα ρα κολουθούμ ε τ ις  μ ο το σ υ κλέτες 

να  α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  τη ν  π ρ ο γ ρ α μ μ α τ ισ μ έν η  δ ια δ ρ ο μ ή . Ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  πλήρω ν 

περιστροφώ ν π ο υ  θα  κάνουμ ε π α ρα κολουθώ ντα ς την κ ίνηση τω ν  μ οτοσ υκλετώ ν ε ίν α ι 

ο δείκτης στροφ ής τη ς τρ ο χ ιά ς  - καμ πύλη ς π ο υ  δ ια γρ ά φ ο υ ν  ο ι μοτοσ υκλέτες ω ς  π ρ ο ς  

το  σημείο  ό π ο υ  έχο υ μ ε το  π α ρ α τη ρ η τή ρ ιο . Π ρ ο φ α ν ώ ς ό τα ν  η δ ια δ ρ ο μ ή  τ ω ν  

μοτοσυκλετών ε ίν α ι χα ρα γμ ένη  μέσα σε ένα  γή π εδο  π ο δ ο σ φ α ίρ ο υ  κ ι εμ ε ίς  ε ίμ α σ τε  

πάνω  σ τις  κερκ ίδες, τότε ο  δείκτης στροφ ής ε ίν α ι μηδέν.

Π ιο συγκεκριμένα  δ ίνουμ ε τον π α ρα κά τω  ορισμό:

Έ στω  γ  μ ια  κ α τά  τμ ήματα  δ ια φ ορ ίσ ιμ η  καμ πύλη  στο  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  κ α ι ζ  έν α
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σημείο το οποίο δεν ανήκει πάνω στην καμπύλη. Υποθέτουμε ότι ένας παρατηρητής 
στέκεται στο σημείο ζ και παρατηρεί ένα κινητό το οποίο διαγράφει την καμπύλη γ 
από το αρχικό σημείο a μέχρι το τελικό της σημείο b. Τότε το βλέμμα του παρατηρητή 
γράφει μια γιον ία θ. Το πηλίκο της γωνίας αυτής μετρημένης σε ακτίνια δια του 
αριθμού 2π, (ή μετρημένης σε μοίρες και διαιρούμενη με το 360), είναι ακριβώς το 
τμήμα του κύκλου που διαγράφει το βλέμμα του παρατηρητή. Τούτο είναι ο δ ε ίκ τη ς  
σ τ ρ ο φ ή ς  (winding number, ή index) της καμπύλης γ ως προς το σημείο ζ και συνήθως

Το πηλίκο της γωνίας θ μετρημένης σε ακτίνια δια τον αριθμού 2π είναι ο δείκτης στροφής
της καμπύλης γ ως προς το σημείο ζ.

Ο  δείκτης στροφής θεωρείται θ ε τ ικ ό ς , αν η κίνηση του βλέμματος του 
παρατηρητή εκτελείται από δεξιά προς τα αριστερά, ενώ αν εκτελείται από αριστερά 
προς τα δεξιά, τότε αυτός θεωρείται α ρ ν η τ ικ ό ς . Δηλαδή ο δείκτης στροφής είναι 
θετικός όταν κινούμενοι επί της καμπύλης έχουμε το σημείο παρατήρησης στο 
αριστερό μας χέρι και είναι αρνητικός στην αντίθετη περίπτωση.

Ο μαθηματικός ορισμός του δείκτη στροφής είναι ο εξής:

Επομένως, αν η καμπύλη γ είναι κλειστή, τότε ο δείκτης στροφής της γ ως προς κάθε 
σημείο ζ που δεν ανήκει πάνω στη γ είναι
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Ι ( γ .ζ )=
1 Γ dz 

2π ί ] ζ - ζ '

Σ την περ ίπτω σ η  π ο υ  η καμ πύλη  γ  ε ίν α ι κλειστή , ο  δε ίκ τη ς σ τρ ο φ ή ς ε ίν α ι π ά ν το τε  

ένας ακέρα ιος α ρ ιθμ ό ς. Μ άλιστα  δε ισ χύει

Ι(Υ. ζ ) = 0, γ ια  κάθε ζ  €  εξ(γ).

Α ν η καμ πύλη  γ  ε ίν α ι α πλή  κ α ι κλειστή , τότε επ ιπ λ έο ν  ισ χύ ε ι ό τ ι

Ι (γ ,ζ )= ± 1 , γ ια  κάθε ζ € ε σ ( γ ) .

Α ν έχουμε τη ν  τ ιμ ή  +1, η  κ α μ π ύ λη  έχε ι θετικ ή  φ ο ρ ά  κ α ι α ν  τη  -1 , α υ τή  έ χ ε ι τη ν  

αρνητική φ ορά .

Π αράδειγμα 6.1.1
Έ στω  γ  μ ια  κ α τά  τμ ή μ α τα  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  (ό χ ι κ α τ ' α νά γκ η  κ λεισ τή ) κ α μ π ύ λ η  κ α ι 

έστω ζ  ένα σημείο  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  το  ο π ο ίο  δεν  α νή κ ει ε π ί τη ς  κ α μ π ύ λ η ς γ . 

Αν αναλύσουμε τη  γ  σε ά θρο ισ μ α  δύο  ά λλω ν κ α μ π ύλώ ν γ ι  κ α ι Υ2, δη λα δή  α ν  έχο υ μ ε

τότε ισχύει ό τ ι
Υ = Υΐ+Υ2.

KYI +  Υ2. ζ) =  Ι(Υ. ζ ) =  ΚΥΙ. 0  +  KY2.0 .

δηλαδή η συνάρτηση π ο υ  α π εικ ο ν ίζε ι την καμ πύλη  γ  σ το ν  δείκτη  σ τρ ο φ ή ς Ι(γ , ζ )  ε ίν α ι 

προσθετική.

Π ρα γμ α τικά , έσ τω  a  κ α ι b α ν τ ίσ το ιχ α  το  α ρ χ ικ ό  κ α ι το  τελ ικ ό  σ η μ είο  τη ς  γ . 

Υ ποθέτουμε ό τ ι c ε ίν α ι το  τελ ικ ό  σημείο  τη ς γ ι  το  ο π ο ίο  τα υ τ ίζ ε τα ι μ ε τ ο  α ρ χ ικ ό  

σημείο τη ς Υ2· Α ρα η γ  j έχε ι α ρ χ ικ ό  σημείο το  a  κ α ι τελ ικ ό  το  c, ενώ  η Υ2 έχ ε ι α ρ χ ικ ό  

το  σημείο c κ α ι τελ ικό  το  b κ α ι σ υνεπώ ς θ α  έχουμε

Κ Υ |.ζ) + Ι(Υ2. ζ ) =  ^ [  log
l a -  ζ ΐ  
l c -  ζ Ι
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la - ζΙ 
lc -  ζΙ + log

lc- ζΙ 
lb - ζΙ

l r  la - ζΙ lc-ζΙ f dz= M [loe^ T i T l T + J =
Y1+Y2

la- ζΙ 
lb - ζΙ = Ι(Υ,ζ)· □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  6 .1 .2

Θα υπολογιστεί ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ με παραμετρική παράσταση

z(t): =3ei3a, te[0 , J

ως προς το σημείο 0.
Τούτο μπορεί να γίνει με δύο τρόπους:
1ος τρόπος: Το σημείο 0 δεν ανήκει πάνω στην καμπύλη γ και η καμπύλη είναι 

διαφορίσψ,η. Άρα ο δείκτης στροφής υπάρχει και ισούται με

1/2
1 γ , 3 fSfoie^dt

' μ  ι  ,ον  J " ^ s r  
0

2οςτρόπος: Η καμπύλη γ είναι το πρώτο τέταρτο της θετικά προσανατολισμένης 
περιφέρειας του κύκλου με κέντρο το σημείο 0 και ακτίνα ίση με 3. Αρα ο δείκτης 
στροφής της γ ως προς το κέντρο του κύκλου αυτού είναι

* 1 π 1
Ι(Υ,0)~2π 2 ~ 4 '

□

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  6 .1 .3
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Α ν θέλουμε ν α  κατασκευάσουμε μ ία  κ α τά  τμ ήμ α τα  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  κ α μ π ύ λ η  γ  π ο υ  

έχει δείκτη στροφ ής ω ς π ρ ο ς το  σημείο i ίσον με - 4 / 3, εργαζόμαστε ω ς  εξής:

Ο  α ρ ιθμ ός 4 / 3 δη λώ νει ό τ ι α ν  στα θούμε σ το  σημείο  I κ α ι π α ρ α τη ρ ή σ ο υ μ ε έν α  

κινητό π ο υ  δ ια γρ ά φ ει την καμ πύλη , τό τε  π ρ έπ ε ι τελ ικ ά  ν α  σ τρα φ ούμ ε π ρ ο ς  τ α  δ ε ξ ιά  

κατά μ ια  γω νία  ίση με

|  κ 360* =  360°+ 120°.

Ε π ίσης το  πρόσ η μ ο  " σ η μ α ίνει ό τ ι β α δ ίζο ν τα ς  π ά ν ω  σ τη ν κ α μ π ύ λ η  έχο υ μ ε  το  

σημείο (παρατήρησης) 1 π ρ ο ς  τα  δ εξ ιά  μ α ς. Ά ρα  μ ια  τέ το ια  κ α μ π ύ λη  μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίν α ι 

όπω ς στο σχήμα, ό π ο υ  το  α ρχικ ό  σημείο ε ίν α ι το  a=2 +  i κ α ι τελ ικ ό  το  b= -V 3/ 3.

Ο έείκτη; στροφή; της καμπύλης γ  »ς προς το o tp e io  1 είναι · 4/3.
□

Π αράδειγμα 6.1.4
Υ π ο θέτο υμ ε ό τ ι γ ι  κ α ι Υ2 ε ίν α ι δύ ο  κ λ ε ισ τέ ς  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς  μ ε 

παραμετρικές πα ρα σ τά σ εις z j( t) , t £ [α , β] κ α ι Z2 (t), t € [α , β ), τέτο ιες  ώ σ τε ν α  ισ χύ ει

I Z|(t) - Z2 (t) I <  I Z2(t) I, γ ια  κάθε ί  € [ α , β].

θ α  α π ο δειχτεί ό τ ι

Ι(Υΐ» 0) = Ι(γ2, 0).

Π ρος τούτο  παρατηρούμ ε π ρ ώ τα  ό τ ι α ν  γ ια  κ ά π ο ιο  τ ε [ α ,  β) είχα μ ε Ζ2(τ) =  0 , τό τε



•148. Γ εω ρ γ ίο υ  Λ . Κ α ρα κ ώ σ τα

από τη δοθείσα σχέση θα έπρεπε να έχουμε Ιζι(τ)Ι < 0, άτοπο. Επομένως η Z2(t) δεν 
μηδενίζεται για καμμία τιμή του t  Έτσι, θέτοντας

Zi(t)
Ζ(ι): = Τ77> ι ^ [α , βί

παίρνουμε μία συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση

I z(t) - 1 1 < 1, για κάθε t e[a, β].

Επομένως η z(t) παριστάνει μία κλειστή διαφορίσιμη καμπύλη γ που βρίσκεται μέσα 
στον κύκλο με κέντρο 1 και ακτίνα 1, οπότε το σημείο 0 ανήκει στο εξωτερικό της 
καμπύλης γ. Τούτο σημαίνει ότι ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ ως προς το σημείο 
0 θα είναι ίσος με μηδέν, δηλαδή Ι(γ, 0) = 0. Αρα έχουμε

β
1 [ dz 1 fz’ (t)dt

2πϊ J z - ς " 2πϊ j| z(t) - 0 “
Υ α
β β

1 ΓΖ l' (t)dt __ 1_ rz2 (t)dt
2πϊ zi(t) 2πΐ z2(t)

a a

= I(Vi, 0) - Ι(γ2, 0). □

Π αράδειγμα 6.1.5
Έστω γ μια κατά τμήματα διαφορίσιμη καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο η οποία 

δεν διέρχεται από το σημείο 0 και η οποία έχει παραμετρική παράσταση z(t): =x(t) + 
iy(t), t e  [a, β], τέτοια ώστε να ισχύει

x(a) γ(β) = χ(β) y(a).

Θα αποδείξουμε ότι ο δείκτης στροφής της καμπύλης γ ως προς το σημείο 0 είναι ένας 
ακέραιος αριθμός.

Πραγματικά, έστω a το αρχικό και b το τελικό σημείο της καμπύλης γ. Είναι 
προφανές ότι για να είναι ο δείκτης στροφής Ι(γ, 0) ένας ακέραιος αριθμός, θα πρέπει 
οι δύο προσανατολισμένες ευθείες £(0, a) και £(0, b) να ταυτίζονται. Τούτο θα
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συμβαίνει α ν  κ α ι μόνο α ν  η γω ν ία  π ο υ  σ χημ ατίζουν ο ι ευθείες α υ τές ε ίν α ι ίση  μ ε τ ο  0 , 

αφού κ α ι ο ι δυο  ευθείες δ ιέρ χο ντα ι α π ό  το  ίδ ιο  σημείο 0 . Α λλά  η γ ω ν ία  α υτή  ε ίν α ι ίση  

με

a ig b - arg a = arc tan m .
xO)

arc tan y(q)
x(a)

= 0,

λόγω της συνθήκης που δόθηκε. Άρα, πραγματικά, οι δύο ευθείες ταυτίζονται και το 
συμπέρασμα αποδείχτηκε. □

* /

Π αράδειγμα 6.1.6 '

Να βρεθούν σημεία a, b ,c ,d ,e ,f ,g  του μιγαδικού επιπέδου τέτοια ώστε

I 3 ‘Ι(Γ, a) = 0, Ι(Γ, b)=l, Ι(Γ, c)=^, Ι(Γ, d) = - ,

Ι(Γ, e) = j .  Ι(Γ, f)=J. ΚΓ, g )= | Ι(Γ, h) =·“

όπου Γ είναι η καμπύλη με αρχικό σημείο το 1 και τελικό το · I, όπως στο παρακάτω 
σχήμα:

Re

Πραγματικά τέτοια σημεία υπάρχουν πάρα πολλά. Για παράδειγμα τα
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3 1 1 1
a : =3+2i, b:=^+~i, c :=—-~ ί, d:=0,

1 3  i™
e : =1-i, f : = 2-i, g: = T - ” i ,  h = λ/3

4 4

είναι σημεία που προφανώς ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος, βλ. 
επόμενο σχήμα:

✓«a

□

/

6.1.1 Να δοθεί παράδειγμα απλής μη κλειστής καμπύλης γ που να ικανοποιεί τη 
σχέση

Ι(2γ,1) + Ι(-γ,0)=2.

6.1.2 Να δοθεί παράδειγμα απλής μη κλειστής καμπύλης γ που να ικανοποιεί τη 
σχέση

Ι(γ,ΐ)+Ι(γ,-ϊ)=-5.

6.1.3 Να δοθεί παράδειγμα μιας απλής καμπύλης γ που να ικανοποιεί τη σχέση

Ι(γ, 1+i) = 3,25.

6.1.4 Έστω γ μια κατά τμήματα διαφορίσιμη κλειστή καμπύλη και έστω a ένα
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σημείο το υ  μ ιγα δ ικο ύ  επ ιπ έδ ο υ  το  ο π ο ίο  α π έχ ε ι α π ό  τη ν  κ α μ π ύ λ η  γ  α π ό σ τα σ η  d, 

δηλαδή
d = m i n ( l a - z l : z  € γ ) .

Ν' α π ο δειχτε ί ό τ ι ισ χύ ει η  σχέση

μ ( γ ) * 2 π ό Ι Ι ( γ ,  a)l ,

όπου μ(γ) ε ίνα ι το  μήκος τη ς κα μ πύλη ς γ .

6Λ Αλυσίδες καμπύλών

Μ ία  αλυσίδα καμπύλών, ή α π λ ά  αλυσίδα (chain) Γ σ το  μ ιγ α δ ικ ό  ε π ίπ ε δ ο  ε ίν α ι 

μ ια  πεπερα σ μ ένη  σ υλλογή  κ α μ π ύ λ ώ ν  {γι , Υ2, ...,ΥηΙ. γ ε γ ο ν ό ς  π ο υ  τ ο  δ η λ ώ ν ο υ μ ε  
γράφ οντας

( 0  Γ : = γ 1 +  γ 2 +  . . .  +  γ η .

Τ ο ά θροισμ α  δυ ο  α λυσ ίδω ν ε ίν α ι η α λυ σ ίδα  π ο υ  α π ο τελ ε ίτα ι α π ό  ό λ ες  τ ις  κ α μ π ύ λ ες 

κα ι τω ν δύο αλυσ ίδω ν. Ε π ίσ η ς γ ια  κάθε μη μηδενικό  α κέρ α ιο  α ρ ιθ μ ό  λ  γρ ά φ ο υ μ ε  λ γ  

κ α ι εννοούμε την α λυσ ίδα  εκείνη π ο υ  έχει τη ν κα μ πύλη  γ  τό σ ες φ ο ρ ές  ό σ ες δη λ ώ νει ο  

ακέραιος λ  έχο ντα ς τη  φ ο ρ ά  τη ς γ , α ν  λ  >  0  κ α ι τη ν α ντίθετη  τη ς γ , α ν  λ  <  0.

Τ ο ε π ιχ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ια ς  μ ιγα δ ιχή ς συνάρτησης f  π ο υ  ε ίν α ι ο ρ ισ μ ένη  

κ α ι συνεχής κα τά  μήκος μ ια ς α λυ σ ίδα ς Γ τη ς μ ορφ ής (1) ο ρ ίζετα ι με το ν  τύ π ο

J  f(z )d z : = J  f(z)dz +  J  f(z)dz + . . .  + j  f(z)dz, 

r  Yl Y2 Yn

κ α ι (επομένω ς) ο δείκτης στροφής Ι(Γ , ζ) τη ς α λυσ ίδα ς ω ς  π ρ ο ς  ένα  σ ημ είο  ζ  π ο υ  δεν  

ανήκει σε κα μ μ ιά  καμ πύλη  τη ς α λυ σ ίδα ς ο ρ ίζετα ι ν α  ε ίν α ι ο  α ρ ιθ μ ό ς

Ι(Γ, ζ ) : = Ι(γι. ζ) + Ι(Υ2 . ζ) +··. + Ι(Υη. ζ).
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Μια κλειστή αλυσίδα Γ, δηλαδή μια αλυσίδα της οποίας όλες οι καμπύλες 
μπορούν να ενωθούν και να γίνουν κλειστές, είναι ο μ ό λ ο γη  μ η δ έν  σε έναν τόπο Τ, 
αν ο δείκτης στροφής της αλυσίδας ως προς κάθε σημείο που δεν ανήκει στον τόπο Τ  
είναι ίσος με το μηδέν. Τούτο δηλώνεται γράφοντας

Γ ~ 0 στον Τ.

Δυο αλυσίδες ci και C2 είναι ο μ ό λ ο γ ε ς  σε έναν τόπο Τ  και γράφουμε

Γι ~Γ2 στον Τ,

όταν η αλυσίδα Γι- Γ2 : = Γι + (- Γ2) είναι ομόλογη μηδέν στον τόπο Τ.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  6 .2 .1
Μέσα στον ανοικτό δακτύλιο Δ(ί, 1,2) θα κατασκευαστεί μια κλειστή αλυσίδα Γ 

= ϊι +72» (όπου οι δυο καμπύλες γι και γ2 είναι κλειστές) τέτοια ώστε η Γ να είναι 
ομόλογη μηδέν στο σύνολο Δ(ί,1,2), αλλά οι ίδιες οι καμπύλες να μην είναι ομόλογες 
μηδέν στο σύνολο αυτό.

Πραγματικά θα πρέπει να ισχύει Ι(Γ, ζ) = 0, ή ισοδύναμα, Ι(γχ, ζ) + Ι(γ2, ζ) = 0, 
για κάθε ζ που δεν ανήκει στη δακτυλική περιοχή Δ(ΐ,1,2) και επιπλέον να υπάρχουν 
σημεία ζ τέτοια ώστε να ισχύει Ι(γι, ζ) = - Ι(γ2 , ζ) * 0. Επομένως μια τέτοια αλυσίδα 
θα μπορούσε να είναι όπως στο παρακάτω σχήμα:

Re

□
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Παράδειγμα 5.2.2
θ α  βρεθεί ο  δε ίχτη ς σ τροφ ή ς ω ς π ρ ο ς  το  σημείο ζ  :=1 +  i τη ς α λυ σ ίδα ς

Γ ~  Υι + Υ2 - 2γ3 + 5γ4,
όπου

Υι: ε ίν α ι το  ευθύγραμμο τμ ήμα  π ο υ  ενώ νει το  σημείο -2 με το  2 i,

Υ2= ε ίν α ι το  ευθύγραμμο τμήμα  π ο υ  ενώ νει το  σημείο 4+41 με τ ο  41,

Υ3: ε ίν α ι το  ευθύγοαμμο τμήμα  π ο υ  ενώ νει το  σημείο  I με το  3+31, κ α ι 

Υ4'. ε ίν α ι η  κ ά τω  η μ ιπ εο ιφ έο ε ια  το υ  κ ύκ λου  με κ έντρ ο  τ ο  σ η μ είο  1, α κ τ ίν α  1, 

αρχικό  σημείο το  0  κ α ι τελ ικ ό  το  2 . Β λ. σχήμα:

,. όπουζ=1+1.

Χ ρη σ ιμ οπο ιώ ντα ς α π λ ά  σ το ιχε ία  α π ό  τη ν ευκλείδεια  γεω μ ετρ ία  βρ ίσ κ ουμ ε ό τ ι
[ ·ϊ8
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Ι(Υΐ» ζ) = Ι(Υι,1 + i) = * ̂  [Arctan~ + jj,

Ι(Υ2 , ζ) = Ι(Υ2, 1 + ΐ) = [Arctan~ +

Ι(Ϊ3.0 = Ι ( Ϊ 3 . 1 + 1 ) = ^ + 5  = | .

I(Y4.0 = I ( V 4 ,H - i ) = ^ f  = J .

Επομένως έχουμε

Ι(Γ, Ι+i) = Ι(γι, 1+ΐ) +Ι(Υ2, 1+i) - 2Ι(γ3, 1+i) +5Ι(γ4, 1+0 =

1 Ι π ' 1  1 π ,  3 1
=- i T [Arctan3 + T J + ^ [Arctan Γ Ρ + ΐ + 4 =

_ 5  
- 8 ’

6.2.1 Δίνεται η αλυσίδα Γ : = Υι + Υ2 + Υ3 + Υ4. όπου γι, Υ2, Υ3 και γ4, είναι οι 
εξής καμπύλες:

γ ι: είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο - 3ΐ με το σημείο 3,
Υ2: είναι το μεγαλύτερο τόξο της περιφέρειας του κύκλου με κέντρο το σημείο 0,

ακτίνα 1, αρχικό σημείο το 1 και τελικό το -ί.
γ3: είναι το τμήμα της παραβολής x=4 - y2, με αρχικό σημείο το 4 και τελικό το

2ί,και
γ4: είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το σημείο 2ΐ με το σημείο -i.
Να βρεθεί ο δείκτης στροφής της αλυσίδας Γ ως προς τα σημεία

1- i, -1 +i, 2- 2ί και 3+21.

6.2.2 Να δοθεί παράδειγμα μιας αλυσίδας Γ := γι + Υ2 + Υ3 + Υ4» με την ιδιότητα

i
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όη  Ι(Γ, 2 i)= - j.
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To κεντρικό θεώρημα της μιγαδικής ανάλυσης είναι το λεγόμενο θεώρημα του 
Cauchy για το ολοκλήρωμα ολόμορφης συνάρτησης. Με χρήση του θεωρήματος αυτού 
παίρνουμε πολλά χρήσιμα συμπεράσματα για τις ιδιότητες των ολόμορφων 
συναρτήσεων.

7.1 θεώρημα του Cauchy 
για το ολοκλήρωμα ολόμορφης συνάρτησης

Υποθέτουμε ότι f είναι μια μιγαδική συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο Τ'. Η f r 
είναι τ ο π ικ ά  φ ρ α γ μ έ ν η  (locally bounded) σε ένα σημείο a του τόπου Τ’, αν υπάρχουν 
πραγματικοί αριθμοί ε > 0 και Μ > 0 τέτοιοι ώστε να ισχύει

lf(z)l<M, για κάθε ζ μεΐζ-  al<e.

Αν το όριο της συνάρτησης f στο σημείο a υπάρχει και είναι ένας (πεπερασμένος) 
μιγαδικός αριθμός, τότε αυτή είναι τοπικά φραγμένη στο a.

θ ε ώ ρ η μ α  τ ο υ  C a u c h y  γ ια  τ ο  Ο λο κ λή ρ ω μ α  Ο λ ό μ ο ρ φ η ς Σ υ ν ά ρ τη σ η ς

θεωρούμε μια συνάρτηση η οποία είναι ορισμένη και ολόμορφη σε έναν τόπο Τ
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του μιγαδιχού επιπέδου εκτός από τα  σημεία  a j, a2,..., an του τόπου Τ, στα  οπο ία  
όμως η συνάρτηση ί  είνα ι τοπικά φραγμένη . Α ν  Γ είνα ι μ ια  χλεια τή  αλυσίδα  π ο υ  
βρίσκεται στον τόπο

Τ -  {ai, a2,...,an)

και είναι ομόλογη μηδέν στον τόπο  Τ, τότε ισχύει ό τι

J f ( z ) d z = 0 .
Γ

Άμεσο π ό δ ισ μ α  το ν  θεω ρήματος α υτού  ε ίν α ι το  π α ρ α κ ά τω  σ υμ πέρα σ μ α  το  ο π ο ίο  

είνα ι πολύ  χρήσ ιμο σ τ ις  εφαρμογές:

θεω ρούμ ε μ ια  συνάρτηση η ο π ο ία  ε ίν α ι ορ ισμένη  κ α ι ο λό μ ο ρ φ η  σ ε ένα ν  τ ό π ο  Τ
του μ ιγαδ ικού  επ ιπ έδο υ  εκτό ς α π ό  τ α  σ ημ εία  a j, &2....... «η το υ  τό π ο υ  Γ , σ τα  ο π ο ία

όμω ς η f ε ίν α ι το π ικ ά  φ ρ α γμ ένη . Α ν Γ ι κ α ι Γ2 ε ίν α ι δύ ο  κ λ ε ισ τές  α λ υ σ ίδ ε ς  π ο υ  

βρίσκονται σ τον τό π ο  Τ- (&ι, &2,.··.θη) κ α ι ε ίν α ι ομ όλογες σ τον  τό π ο  Τ, τό τε  ισ χύ ε ι ό τ ι

J  f(z)dz= J  f(z)dz.
Γ ι Γ2

Π αράδειγμα 7.1.1
θ α  υπ ο λο γισ τεί το  ολοκλήρω μ α  τη ς συνάρτησης με τύ π ο

Γ(ζ): =

ζ+1 . . 5
^ 5 Γ ·  m  , 1 , < ϊ

η  . , ^ 5
m -

κατά μήκος τη ς α λυσ ίδα ς τω ν  κα μ πύλώ ν γ ι ,  γ 2 , Υ3 κ α ι Υ4 , ό π ο υ
Υι ε ίν α ι η θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρ ε ια  κύ κ λο υ  με κ έντρ ο  το  σ η μ είο  0  

κα ι α κτίνα  1,
Υ2 ε ίνα ι η α ρνη τικά  προσ α να τολ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρεια  κ ύκλου  με κ έντρ ο  το  σ ημ είο  0  

κα ι α κτίνα  2,
Υ3 ε ίνα ι η α ρνη τικά  προσ ανα τολ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρεια  κύκλου  με κέντρ ο  το  σ η μ είο  -4 

κα ι α κτίνα  1 κ α ι
Υ4 ε ίν α ι η θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρ ε ια  κ ύ κ λο υ  με κ έντρ ο  το  σ η μ είο  4  

κ α ι α κτίνα  1, βλ. σχήμα:
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Υ3

Προς τούτο, θεωρούμε τα ανοικτά σύνολα

Μέσα στο σύνολο Α, όπου η συνάρτηση ορίζεται με τον πρώτο κλάδο, το μοναδικό 
σημείο στο οποίο απειρίζεται η f είναι το σημείο 0 και τούτο ανήκει στο εσωτερικό και 
των δύο καμπύλών γι και γ2 οι οποίες είναι οι περιφέρειες κύκλων με κοινό κέντρο το 
0 και ακτίνες 1 και 2 αντίστοιχα. Σε κάθε άλλο σημείο του Α η f είναι ολόμορφη. 
Αλλά επειδή οι δύο αυτές καμπύλες έχουν αντίθετη φορά, η αλυσίδα γι+γ2 θα είναι 
ομόλογη 0 στο Α. Άρα, με εφαρμογή του Θεωρήματος του Cauchy, το ολοκλήρωμα 
της συνάρτησης κατά μήκος της αλυσίδας γι + Υ2 θα είναι ίσο με το 0.

Επίσης οι δύο καμπύλες που είναι οι περιφέρειες κύκλων με κέντρα τα σημεία -4 
και 4 και ακτίνα 1 ανήκουν στο σύνολο Β, όπου η συνάρτηση f είναι προφανώς 
παντού ολόμορφη. Άρα και πάλι με εφαρμογή του Θεωρήματος του Cauchy έπεται ότι 
το ολοκλήρωμα της f κατά μήκος και των δύο αυτών καμπύλών είναι ίσο με το 0. 
Έτσι, τελικά, το ολοκλήρωμα της δοθείσης συνάρτησης κατά μήκος της αλυσίδας των 
καμπύλών του σχήματος είναι ίσο με το 0. □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  7 .1 .2

Θα υπολογίσουμε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

Υ
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όπου γ  ε ίνα ι η καμ πύλη  με πα ρα μ ετρ ική  παράσταση

z(t): =  t  +i cost, t  E [-  j J .

Π ρος το ύτο  πα ρα τη ρούμ ε π ρ ώ τα  ό τ ι η συνάρτηση sin2z  ε ίν α ι ο λ ό μ ο ρ φ η  π α ν τ ο ύ  

στο μ ιγα δ ιχό  επ ίπ εδ ο . Α ρα, το  π α ρ α π ά νω  θεώ ρημα το υ  C auchy εφ α ρ μ ό ζετα ι γ ια  τ ις  

καμπύλες γ  κ α ι γ* , ό π ο υ  γ ' ε ίν α ι το  ευθύγραμ μο τμ ή μ α  π ο υ  ενώ νει τ α  σ η μ εία  -π /2  

κ α ι π /2 , βλέπε σχήμα:

Η καμπύλη γ  - γ ' είναι κλειστή σπάτε εφαρμόζεται ο τύπος τον Cauchy

Έ τσ ι, επειδή  μ ια  π α ρα μ ετρ ικ ή  πα ρά σ τα σ η  τη ς κ α μ π ύ λη ς γ ' ε ίν α ι η

θα  έχουμε

π  π
z ( t) :  =  t, j j .

π /2

J s in 2zdz =  J s in 2zdz =  j  sin2td t =  y  . 
γ  γ ’ -π/2

□

ί £ ΰ

7 .1 .1  Α ν γ  ε ίν α ι η  κα μ πύλη  με α ρ χ ικ ό  σημείο το  -1 κ α ι τελ ικ ό  το  σ η μ είο  1, ό π ω ς  
στο πα ρα κάτω  σχήμα, ν α  υ π ο λ ο γισ τε ί το  ολοκλήρω μα
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Η καμπύλη γ  έχει αρχικό σημείο το -1 και τελικό το 1.

7.1.2 Α ν γ  ε ίν α ι η κα μ πύλη  με α ρ χ ικ ό  σημείο το  -2 ί κ α ι τελ ικ ό  το  σημείο 2ί, 
ό π ω ς  σ το  π α ρα κ ά τω  σχήμα, ν α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρωμα

J z c o s z d z .

V

R e

Η καμπύλη γ  έχει αρχικό σημείο το -2ί και τελικό το 2ί.
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7.1.3 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα της συναρτήσεως

f{z).=— —
Κ )· z V - z ( 2 - i ) - 2 i]

κατά μήκος τη ς καμ πύλη ς ό π ω ς στο  π α ρα κά τω  σχήμα:

Η τεθλασμένη καμπύλη γ  είναι κλειστή.

7.2 Τύπος του Cauchy 
για την παράσταση ολόμορφης συνάρτησης

Α ν f ε ίν α ι μ ια  ολόμ ορφ η  συνάρτηση σε έναν τό π ο  Τ  το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  ε π ιπ έδ ο υ  κ α ι 

Γ είνα ι μ ια  κλειστή  α λυσ ίδα  ομόλογη  μηδέν σ το ν  τό π ο  Τ, τό τε  ισ χύ ει ο

τύπος τον Cauchy για την παράσταση ολόμορφης συνάρτησης με 
ολοκλήρωμα:

Ι(Γ , z )f(z ) = ό ζ . γ ια  κάθε ζ  e  Γ - Γ .
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Ε π ο μ ένω ς, α ν  έχουμε μ ια  α πλή  κ λεκ π ή  καμπύλη γ  θετικά  προσανατολισμένη, ισχύει

f(z) =  ~ 7  |  ^ < ξ ,  γ ια  κάθε ζ  € ε σ (γ ) .

_________ 1__________________________ _

Παράδειγμα 7.2.1.
Θ α  υ π ο λο γίσ ο υμ ε τ α  ολοκληρώ ματα τη ς συνάρτησης με τύπο

ζ+1
^  ‘ “  iz3+2z2- 5 ΐζ

κ α τά  μή κος τω ν  ελλείψ εω ν γ ι  κ α ι γ2 π ο υ  δ ίνο ντα ι στο παρακάτω  σχήμα:

Η αλυσίδα γ3+γ4+Υ5*αι οι καμπύλες γ ι και γ2 είναι μεταξύ τους ομόλογες στον τόπο Τ.

Π ρ ο ς το ύ το  πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι η συνάρτηση π ο υ  δ ίνετα ι ε ίνα ι ολόμορφ η π α ντο ύ  

σ το  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  εκτός α π ό  τα  σημεία 0 ,2 + ΐ κ α ι -2 + ΐ, τα  ο π ο ία  μηδενίζουν το ν
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παρονομαστή. Α ρα, ο  τό π ο ς  όπου  η συνάρτηση ε ίνα ι ολόμορφη, ε ίνα ι το  σύνολο

r :  = C - (0 ,2 + i,-2 + i|.

Γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κ α τά  μ ή κ ο ς τη ς  κ α μ π ύ λ η ς  Υ2 

κατασκευάζουμε κύκλους με κέντρα  τα  σημεία  0 , 2  +  i κ α ι - 2 + i κ α ι α κ τ ίν ες  τόσ ο  

μικρές ώ στε ο ι κ ύ κ λ ο ι ν α  μην έχο υ ν  κ ο ιν ά  σημεία . Ο νο μ ά ζο υ μ ε Υ3, Υ4 κ α ι Υ5 

α ντίσ το ιχα  τ ις  θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένες π ερ ιφ έρ ε ιες  τω ν  κ ύ κ λ ω ν  α υ τώ ν  κ α ι 

θεωρούμε την αλυσ ίδα  Υ3 + Υ4 + Υ5· Η αλυσ ίδα  αυτή κ α ι η καμ πύλη  γ 2 ε ίν α ι κ λεισ τές 
κα ι ομόλογες στον τό π ο  Τ. Π ραγματικά , γ ια  κάθε σημείο ζ £ { 0 ,2+ i, -2+i ) έχουμε

Ι(Υ 2.ζ)=1.

αφού κ α ι τα  τρ ία  σημεία  0 , 2+i κ α ι -2+i ε ίν α ι στο εσω τερικό τη ς κ α μ π ύ λη ς Υ2, κ α ι η  

καμπύλη αυτή έχει τη  θετική φ ορά . Ε π ίσης έχουμε

Ι(Υ3.0) + Ι(Υ4,0) + Ι(Υ5.0) =1 + 0  +  0 = 1 ,

Ι(Υ3.2+i) + Ι(Υ4,2+i) +  Ι(Υ5,2+i) =  0  +1 +  0 = 1 , 
κα ι

Ι(Υ3, - 2+i) + Ι(Υ4, - 2+i) +Ι(Υ5, - 2+i) =  0  + 0  +1 =1.

Π αρατηρούμε λ ο ιπ ό ν  ό τ ι ο  τύ π ο ς  το υ  C auchy γ ια  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ο λ ό μ ο ρ φ η ς  

συνάρτησης εφ αρμόζετα ι, ο π ό τε  πα ίρνουμε ό τ ι

r (z+l)dz _ f (z+l)dz f (z+l)dz r (z+l)dz 
Jiz2+2z2-5iz J iz^+2z2- 5iz + Jiz^+2z2-5iz + J iz^+2z2- 5iz 

Y2 Y3 Y4 Y5

Έ τσ ι, α ρκ εί ν α  υ π ο λ ο γίσ ο υ μ ε τα  τρ ία  ολοκληρώ μ ατα  το υ  δεύ τερ ο υ  μ έλο υ ς. Π ρος 
τούτο γράφουμε

(ζ+1) (ζ+0
iz3+2z2- 5iz “  iz(z- 2-iXz+2-i)’

ο π ό τε, με εφ α ρ μ ο γή  το υ  τύ π ο υ  το υ  C auchy γ ια  τη ν  π α ρ ά σ τα σ η  ο λ ό μ ο ρ φ η ς  
συνάρτησης, πα ίρνουμ ε
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ί
Υ3

(ζ+1) 
iz3+2z2- 5iz

dz =
- I '

Υ3

(Z+l)

iz(z- 2-i)(z+2-i)r  dz =

■ ί
(z+l)

i(z- 2-i)(z+2-i)
dz=

Y3

= 2πΐΙ(γ3,0 ) :
1

i(0-2-i)(0+2-i)

2π 
5 ’

{
(z+l)

iz3+2z2- 5iz ^  j iz(z- 2- i)(z +2- i)
74 Y4 Y4

(z+l)
f  (z+l)

dz= N d z =
J (z- 2-i)

^ · 2+« b S S t b » ” »

4 < 7- ')·

κ α ι

ί
(z+l)

iz3+2z2- 5iz
dz

Y5

,  I— saa— dz = h
J iz(z-2-i)(z+2-i) J (

Y5 V5

(z+l) 
(z- 2-i) 

(z+2-i)
dz =

= 2πΐ 1(75

π
10 (- 3+i).

Ε π ο μ ένω ς έχουμε
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r (z+ l)dz 

j iz3+2z2- 5iz 
Y2

2π π  π

Τώρα, παρατηρούμε ό τ ι ο ι κα μ πύλες γ ι κ α ι Υ2 ε ίν α ι ο μ ό λ ο γες σ το ν  τό π ο  Γ , ο π ό τε  

σ ύμφ ω να  π ά λ ι με το  θεώ ρη μ α  το υ  C auchy γ ια  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ο λ ό μ ο ρ φ η ς  

συνάρτησης, θα  έχουμε

f  (z+ l)dz f  (z+ l)d z  Q n

J iz 3+2z2-5 iz  J iz 3+2z2-5 iz  ~
Yj Y2

Παράόειγμα 7.2.2
θ α  υπολογίσουμε τα  ολοκληρώ ματα τη ς συνάρτησης με τύ π ο

f(z): =
z -2 i
ζ2* !

κατά μήκος τω ν  κα μ πύλώ ν y j, γ2, ο ι ο π ο ίες  έχουν α ρ χ ικ ό  σημείο το  -1 , τελ ικ ό  τ ο  1 

κ α ι ε ίνα ι ό π ω ς σ το  πα ρα κάτω  σχήμα*

Το σημείο 1 ανήκει στο εσ(ΥΓ Υ> * * ' «> *1 στο εσ(Υ2' Υ>
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Π ρ ο ς το ύ το  σημειώ νουμε ό τ ι η συνάρτηση ε ίνα ι ολόμορφή στον τό π ο  C - {- i, ΐ}. 

Σ τη  σ υνέχεια  κατασκευάζουμε το  ευθύγραμμο τμήμα  γ  π ο υ  ενώ νει το  σημείο -1 με το  
1 με π α ρ α μ ετρ ικ ή  πα ρά σ τα σ η  z ( t ) : =  t , t  e [ - l ,  1].

θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τη ν  α π λή  κλεισ τή  καμ πύλη  γ ι-  γ  κ α ι παρατηρούμ ε ό τ ι το  σημείο i 

α νή κ ει σ το  εσω τερικό  τη ς καμ πύλη ς. Έ τσ ι, εφ α ρμόζοντας το ν  τύ π ο  το υ  Cauchy γ ια  

τη ν  π α ρά σ τα σ η  τη ς ολόμορφ ης συνάρτησης g(z) π ο υ  ορ ίζετα ι με το ν  τύπο

έχουμε

Α ντικ α θ ισ τώ ντα ς π α ίρ νο υ μ ε

. . z-2i

m )  2πΙ J Zri

Yi-Y

οπ ό τε

(2r2i
Ja T

Vl

p a *
i+i 2πί Jz2+ l ’ 

Yi-Y

= 0- 2i [A rctan 1 - A rctan (-1)]- π ΐ =- 2π1- n i - -  3πϊ.

Ε ρ γα ζό μ ενο ι με το ν  ίδ ιο  τρ ό π ο  γ ια  την κάτω  καμπύλη Υ2 έχουμε

-i-2i 1 fz-2iΓ.
-i-i 2πί Jz2+1 

Υ2-Υ

α π ' ό π ο υ , ό π ω ς  κ α ι π α ρα π ά νω , βρίσκουμε

z-2i
^ p l z  +3πι=  - 2π ί+ 3πί = πί.

Υ2

□



Μ ιγ α δ ικ ή  Α νά λυσ η Μ67·

■W-··

Π αράδειγμα 7.2.3
θ α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

dz.

Υ
όπου γ  ε ίν α ι η  καμπύλη με α ρχικό  σημείο το  0  κ α ι τελ ικ ό  το  i κ α ι η ο π ο ία  ε ίν α ι ό π ω ς 
στο σχήμα:

Το σημείο 1 α νφ ιει στο εσ(γ· γ ')

Τ ο  πρόβλη μ α  επ ιλ ύ ετα ι ω ς εξής: θεω ρ ο ύ μ ε το  ευθύγραμ μο τμ ή μ α  γ ' τ ο  ο π ο ίο  

ενώ νει το  σημείο 0  με το  i. Τ ούτο έχει μ ια  παραμετρ ική  παράσταση

z ( t) : -  it, te [0 ,1 ] ,

Επίσης πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι η α λυσ ίδα  γ  - γ ’ ε ίν α ι μ ια  κ α τά  τμ ή μ α τα  κλεισ τή  κ α μ π ύ λη  

που  π ερ ιέχε ι στο  εσω τερικό τη ς το  σημείο 1 με α ντ ίσ το ιχο  δείκτη  σ τρ ο φ ή ς ίσ ο  με 1. 
Επομένω ς θ α  έχουμε

J r r dz=2,clz2 Ιζ=1=2π1·

γ -γ ·

Αλλά ισχύει ότι γ = (γ - γ ') +γ', οπότε και
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1

+ id t =

0

1 1
Λ_. . .  ft2d+it).. ,  . . n+t2-i+ita+t2)-it.

-2 π >  , rt2_ * -

0 ο

= 2 π ΐ +  i  - i log>/2 =- logsfi. + i( l+ - j) . □

Παράδειγμα 7.2.4
θ α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  ολοκλήρω μα

Γ coshiz
J ζ2+4 ζ+3 ’

Υ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θ ετικ ά  προσ α να τολ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρεια  το υ  κύκλου με κέντρο  το  0  κ α ι 

α κ τ ίν α  2.

Π ρ ο ς το ύ το  πα ρα τη ρούμ ε ό τ ι ο ι ρ ίζες του  παρονομαστή ε ίνα ι ο ι α ρ ιθμ ο ί -1 κ α ι -3, 

ο π ό τ ε  μ έσ α  σ το ν  κ ύ κ λο  ο  π α ρο νο μ α σ τή ς μηδενίζετα ι σ το  σημείο -1. Ε π ιπ λέο ν  η 

συνάρτηση
coshiz
z+3

ε ίν α ι ολόμ ορφ ή  σε μ ια  π ερ ιο χή  του  εν λόγω  κύκλου, οπότε θα  έχουμε

ί
cosh iz _  f  c o sh iz  _  I 

z 2 +  4 z  +  3  J (z  +  3 ) (z + 1 )  J
coshiz
ζ+3 „ coshiz----- Γ" άζ=2πι
z+1 ζ+3 I z =-l

:2πί ϊ=πϊ cosl.
£»

□
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Παράδειγμα 7.2.5
θ α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

όπου γ  ε ίν α ι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση z(t): =  4 + e2it, t  €  [0 ,3π].

Π ραγματικά , ε ίν α ι εύκολο ν α  δούμε ό τ ι α ν  γ ' ε ίν α ι η θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  

περιφ έρεια  το υ  κύκλου με κέντρο το  σημείο 4 κ α ι α κτίνα  1, τό τε  η κ α μ π ύλη  γ  θ α  ε ίν α ι 

ίση με 3γ'. Σ το  σύνολο εσ(γ) η συνάρτηση z2tanz ε ίνα ι ολόμορφ η εκτός α π ό  το  σημείο  

3 π /2 , α φ ού  ισ χύει

Ε πιπλέον παρατηρούμε ό τ ι

cosz= sin (“ - ζ)=-8ΐη(π+j  - ζ)=- sin (γ  - ζ)= sin (ζ  - γ ) =(ζ - γ ) h(z), 

όπου η συνάρτηση

<κ»(γ) =0 και 3< γ  < 5 .

είνα ι ολόμορφ η κ α ι τέτο ια  ώ στε Μ γ ) =1- Ε πομ ένω ς το  δοθέν ολοκλήρω μ α  ε ίν α ι ίσ ο  

με

j z 2tanz dz = —^ ·  5  ^  Ι(3γ ', *

Υ α·ρ
ft_ __

□



-170- Γ ε ω ρ γ ίο υ  Λ . Κ α ρα κ ώ σ τα

Π αράδειγμα 7.2.6
Έστω γ μια καμπύλη με παραμετρική παράσταση

z(t): = re(l+2ejt) , t e [0 ,2π]

και έστω f μια μιγαδική συνάρτηση ορισμένη και ολόμορφη σε έναν τόπο που περιέχει 
την καμπύλη γ μαζί με το εσωτερικό της. Να αποδειχτεί ότι ισχύει η ανισότητα

Από την παραμετρική παράσταση της καμπύλης γ, δηλαδή την z(t) = π+2πείι, t 
e[0, 2π], παρατηρούμε ότι αυτή είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του 
κύκλου με κέντρο το σημείο π και ακτίνα 2π. Τούτο σημαίνει ότι Ι(γ, 2π) =1 και 
επιπλέον ότι για κάθε σημείο ζ της γ ισχύει I ζ - 2π I a π. Έτσι, από τον τύπο του 
Cauchy για την παράσταση της τιμής ί(2π) με ολοκλήρωμα, παίρνουμε

Π αράδειγμα 7.2.7
Αν γ είναι η καμπύλη του παρακάτω σχήματος η οποία έχει αρχικό σημείο το 0 

και τελικό το -ΐ

Υ

Υ Υ

□

Τα σημεία 1 και -1 ανήκουν στο εσ(Υ * Υ')



ϊι[(
ϊ
[ να  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα
ί
rir

Μ ιγ α ό ιχ ή  Α νά λυ σ η

Π ρος τούτο θεω ρούμε το  ευθύγραμμο τμήμα, έστω  γ*, π ο υ  έχει α ρ χ ικ ό  σημείο το  
0  κ α ι τελικό  to  -i, με παραμετρική  παράσταση z(t) =- it, t  €  [0 ,1 J. Τ ότε, π ρ ο φ α ν ώ ς, η 

γ  - γ ’ ε ίν α ι μ ια  κλεισ τή , α ρνη τικά  π ροσ α να τολ ισ μ ένη  κ α τά  τμ ή μ α τα  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  

καμπύλη. Ε π ίσης παρατηρούμε ό τ ι αυτή στο εσω τερικό τη ς έχει τα  σημεία  -1 κ α ι 1 σ τα  

ο π ο ία  δεν ο ρ ίζετα ι η π ρ ο ς  ολοκλήρωση συνάρτηση. Έ τσ ι έχουμε

f dz r dz r dz 1 fdz 1 fdz 1
Jz2 -r Jz2-1= Jz2-1 "2  Jz-1 '2  J z + l'2

γ ν’ Υ-γ’ y*y’ y*y‘

2π1(-1)-“ 2πΙ(-1)

=0,

οπότε τελ ικά  π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι

1 1 
f dz f -idt , f dt

= Jz2-i = J(-it)2-l = Jt2+l = AlCtanl=:
γ y  0 0

Jd 
= 4"

7 .2 .1  Ν α υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα της συνάρτησης με τύ π ο

ζ· 1
ζ ίζ4- 16)

κατά μήκος της αλυσίδας γ ι + Υ2 των δύο καμπύλών του παρακάτω σχήματος:
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Το σημείο 0 ανήκει στο εσ γι και το 2 στο εσ Υ2·

7 .2 .2  Ν α 'υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

}!?*·
γ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η  κλειστή  καμπύλη ό π ω ς στο σχήμα:

>ι,

I

7 .2 .3  Ν α υπ ο λ ο γισ τεί το  ολοκλήρω μα
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ΐ
2 z+ i

ζ(ζΜ 6 )
dz,

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η  καμπύλη το υ  μ ιγαδικού  επ ιπέδου  με πα ρα μ ετρ ιχή  πα ρά σ τα σ η

z ( t ) : =  (l+ 2sin22 t)elt, t  e [0 ,2π].

7 .2 .4  Ν α υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

ϊ

sinz
z2-3iz-2

d z

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θ ετικ ά  προσ α να τολ ισ μ ένη  π ερ ίμ ετρ ο ς το υ  τρ ιγ ώ ν ο υ  σ το  μ ιγ α δ ικ ό  

επ ίπεδο  με κορυφ ές τα  σημεία 2,31 κ α ι -1.

7 .2 .5  Ν α υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

f  dz
J ζ(ζ®-1) * 

γ

όπου  γ  ε ίν α ι η  καμ πύλη  με παραμετρ ική  παράσταση

z ( t) : as ~  ·*· Isin4tl, t  € [0 ,2 π ] .

7 .2 .6  Α ν Γ: =  γ ι  + γ 2 +  γ 3 ε ίν α ι η  α λυσ ίδα  τω ν  κ α μ π ύ λώ ν  γ ι ,  γ*. γ 3 (β λέπ ε  

σχήμα) με πα ρα μ ετρ ικές παρα σ τά σ εις α ντίσ το ιχα

γ μ  z i ( t ) : =  - 1 +  lA rc sln (-1 -1), 1 6 [ -2 ,0],

γ 2: Z2(t)  : =  - !  +  lA rcsin(t +3), t  e{ -4 , -2),

y y  Z3(t) : =  t-  i [ j  + s ln (~ t)), t  e[0, 4],
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Η αλυσίδα Γ είναι μια κλειστή καμπύλη θετικά προσανατολισμένη

να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
fexp(z2) 
J ζ2·2ζ dz.

Γ

7.2.7 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

Υ

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο i 
και ακτίνα 1.

7.2.8 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

f tanz .
J ζεΐ/(ζ+2) ^ ’

Υ

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο
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Ο κ α ι α κτίνα  1.

7 .2 .9  Α ν ν  ε ίν α ι η καμπύλη το υ  παρακάτω  σχήματος

ν α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

f  dz
J (Zr 1)4(ζ4)· 

Y

7 .2 .1 ·  Ν α υπ ολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

fsinzsin(z-l)

“ ΐ Τ Γ dz,

όπου  γ  ε ίν α ι η  θετικά  προσανατολισμένη  π ερ ιφ έρεια  το υ  κύκλου  με κ έντρ ο  τ ο  σ ημ είο  
0  κ α ι α κ τίνα  1.

7.2.11 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

ί
dz

<Ζγ1)14(ζΛ )’

όπου γ  ε ίν α ι η καμ πύλη το υ  παρακάτω  σχήματος
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Η κα μπ ύλη  γ ε ίν α ι κ λ ε ισ τή

7 .2 .1 2  Ν α υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  ολοκλήρω μα

rz2+3z+ez .
J ζ3-4ζ2+4ζ̂ Ζ’

όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση

z(t): = (2 + costje11, t e[0, 2πΙ·

7.3 Τύπος του Cauchy για την παράσταση των παραγωγόν 
ολόμορφής συνάρτησης

Αν f είναι μια συνάρτηση ολόμορφη σέ έναν τόπο Τ  και γ είναι μια θετικά 
προσανατολισμένη απλή κλειστή καμπύλη που περιέχεται μαζί με το εσωτερικό της 
στον τόπο Τ, τότε για κάθε φυσικό αριθμό η υπάρχει η η - τάξεως παράγωγος της f σε
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κάθε σημείο ζ  €  εσ(γ) κ α ι μάλιστα  δ ίνετα ι α π ό  το ν  παρακάτω  τύ π ο  π ο υ  ε ίν α ι γνω στός

ω;

τύπος τον Cauchy για την παράσταση με ολοκλήρωμα των παραγώγων 
ολόμορφης συνάρτησης

Τ ο γεγονός ό τ ι μ ια  ολόμορφη συνάρτηση π α ρ α γω γ ίζετα ι ά π ε ιρ ες  φ ο ρ ές  έχε ι ω ς  

συνέπεια  κ α ι τα  ε ξ ή ς :
Α ν u(x, y) κ α ι v(x, y) ε ίνα ι, α ντίσ το ιχα , το  πρα γμ α τικό  κ α ι το  φ α ντα σ τικ ό  μ έρος 

της f(z), ό π ο υ  ζ  : =  χ + iy , τότε, ό π ω ς γνω ρίζουμε, ισχύει

Α λλά κ α ι η δεύτερη πα ρά γω γο ς f " (z) υ π ά ρ χει, ο π ό τε  κ α ι η f ' ε ίν α ι ο λόμ ορφ η . Α ρα  

κ α ι ο ι μερικές π α ρά γω γο ι ux x , ux y , Uyx , U yy ,vx x , vx y , vyx , Vyy υ π ά ρ χο υ ν  κ α ι 

είνα ι συνεχείς στο σύνολο όλω ν τω ν σημείω ν (x, y) το υ  καρτεσ ια νού  επ ιπ έδ ο υ  γ ια  τα  
οπο ία  ισχύει x +iy e  Τ. Ε παγω γικά , τώ ρα, συμπεραίνουμε ό τ ι ο ι σ υνα ρτή σ εις u κ α ι ν  

έχουν μερικές πα ρα γω γούς κάθε τάξης ω ς π ρ ο ς  x κ α ι y. Μ άλιστα  δε, α ν  μ κ α ι ν  ε ίν α ι 

μη α ρνη τικο ί εκέραιο ι κ α ι παραστήσουμε με u ^ ^ v )  τη συνάρτηση η ο π ο ία  π ρ ο κ ύ π τε ι 

αν παραγω γίσουμε την u μ φ ορές ω ς π ρ ο ς  χ κ α ι ν  φ ορές ω ς π ρ ο ς  y , α νεξά ρ τη τα  α π ό  

τη σειρά πα ρα γώ γισ η ς, τότε ισχύουν ο ι εξής σχέσεις

όπου ζ  = χ  +iy κ α ι η = μ +ν.

Παράδειγμα 7.3.1
θ α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

Υ
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όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο - 
ί και ακτίνα 1.

Προς τούτο παρατηρούμε ότι η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ορίζεται παντού 
εκτός από τα σημεία + i και - ί. Από αυτά, μόνο το σημείο - i ανήκει στο εσωτερικό της 
καμπύλης γ. Επομένως έχουμε

Γ eiz
f etz I (z-i)2 2πί d elz I
J(z2+1)2 “J (z-(-i))2 2̂ “ 1! dz V i)2 * z=-i ~ ’

Y Y

όπου στη μεσαία ισότητα εφαρμόσαμε τον τύπο του Cauchy για την παράσταση της 
1ης παραγώγου της ολόμορφης συνάρτησης με τύπο

f(z): =
e»z

(z-i)*2 '
□

Παράδειγμα 7.3.2
Θα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

f sinz .
J(z2-1)2 dz’

Y

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο 
1 και ακτίνα 1.

Για την επίλυση του προβλήματος παρατηρούμε ότι η προς ολοκλήρωση 
συνάρτηση ορίζεται παντού εκτός από τα σημεία+1 και -1. Από αυτά τα σημεία μόνο 
το+1 ανήκει στο εσωτερικό της καμπύλης γ. Έτσι έχουμε

sinz .
------ruz(z+1)2 2πϊ d sinz 
(ζ -1)2 ” 1! dz (z+1)2

γ γ

= ίπ
cosl- sinl

ζ=1
□

Παράδειγμα 7.3.3
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Έ στω  γ  η θετικά  προσανατολισμένη  περ ιφ έρεια  το υ  κύκλου με κέντρο  το  σημείο 

0  κ α ι α κτίνα  2.

Τα σημεία 1 και-1 ανφιονν στο εσ γ.

θ α  υπολογίσουμε το  ολοκλήρω μα

f  coshz 
] (ζ - ΐχ ζ + 1 )3<“ ·

Υ

Π αρατηρούμε ό τ ι ο ι μιγαδικοί. α ρ ιθμ ο ί π ο υ  μηδενίζουν το ν  π α ρονομ α σ τή  ε ίν α ι ο ι  

1 κ α ι -1 κ α ι β ρ ίσ κ ο ν τα ι σ το  εσ (γ). Γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  αυτό  

μπορούμε ν α  ακολουθήσουμε δύο  τρόπους:

Ιοςτοόη ος:

Α ναλύουμε το  κλάσμα σε άθροισμ α  α πλώ ν κλασμάτω ν κ α ι βρίσκουμε

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
(ζ-ΙΧ ζ+ 1)3 =  8ζ-1  * 8 ζ+1 * 4 (ζ+1)2 * 2 (ζ+1)3 *

οπότε το  α ρχικ ό  ολοκλήρω μα γρά φ ετα ι ω ς
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Γ  coshz , 1 fcoshz . 1 fcoshz . 1 fcoshz . 1 fcoshz .
J(z-iKz+i)3dz=i j T r ,lz· ϊ  J - ^ r dz- ; J ^ dz- ϊ  t o *

Υπολογίζοντας τα επί μέρους ολοκληρώματα έχουμε

1

coshz
(ζ-1)

'dz = 2nicoshl,

ί
coshz
(ζ+1) dz = 2πί cosh(-l) = 2πϊ coshl,

1

coshz
(z+l)2 = 2Jt̂ C0Ŝ z)' | =- 2πί sinhl,

ί
coshz 2πϊ
( ^ <te= 2 T <CcdB)· i & 1 =>t,cashi·

οπότε τελικά παίρνουμε

ί
cosh ζ  1 1 1 ί

(ζ 1)(ζ+1)3 ^  = 8 ^  C° Sh 1 ’ 8 ^  C0Sh 1 ' 4^' ^  sinh 2 π1 C0Sh 1:

1 . . L 1 . ,
= 2 K1 sin*11 '  J π ι cos”  1 =

= - πι
cosh 1- sinhl Jri 

2 =* 2e

2ος τρόπος:
Κατασκευάζουμε δυο κύκλους γι και γ2 με κέντρα αντίστοιχα τα σημεία -1 και 1, 

. θετικά προσανατολισμένους, τόσο μικρούς ώστε να μην τέμνονται και να βρίσκονται 
ολόκληροι στο εσ(γ). Έστω ε > 0. Τότε στον τόπο Β(0,2 + ε) - {-1, 1} η καμπύλη γ 
είναι ομόλογη της αλυσίδας γι + Υ2·
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Ot κύκλοι μτ κέντρα τα  σημεία 1 κα ι -1 « ενέχο ντα ι στο εσ γ .

Α πό το  θεώ ρημ α  το υ  C auchy γ ια  τη ν  πα ρά σ τα σ η  τω ν  π α ρ α γ ώ γ ω ν  ο λ ό μ ο ρ φ η ς 
συνάρτησης, πα ίρνουμ ε ό τ ι

f  coshz f  coshz f  coshz
J iz - lX z + l)3 ^  J (z -lX z + l)3 <fe+ J (z -lX z + l)3dZ =  

Y Yi Y2

.2 c ··+ c o sh l co sh l
=  - π ί ------- --------- + π ί — -—4 4

jd
2 e ' □
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Μ η

7.3.1 Έστω f μια μιγαδική συνάρτηση ολόμορφη σε έναν τόπο Τ  ο οποίος 
περιέχει τον ανοικτό δίσκο Β (0,1). Να αποδειχτεί ότι για κάθε λθ (0,1) και θετικό 
ακέραιο η ισχύει η ανισότητα

Π*
max If (n)(z)l * -·  max tf(ei0)l.
Izl <a (1-λ)ν+ΐ ο^θ^2π

7.3 .2  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

γ

όπου γ είναι η καμπύλη με παραμετρική παράσταση

z(t) : = (~ + 2sin tje11, t e  [0, 2π].

7 .3.3 Αν γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
σημείο 0 και ακτίνα 2, να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

α)
fco s3z .

Γ * *
β)

fsinh2z .
) - * * ■

Υ Υ

Υ)
fzsinhz , 

](ζ2-1)2ϋζ· δ)
fsinh2z .

J z iz - l ) ^ '

Υ Υ

7 .3 .4  Αν γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το 
σημείο 2 και ακτίνα 3, να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:
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Υ)

fsin (rez /4 ) .
β»J (ζ-D2 ’

Υ Υ

rzsinhz . f
J Ζ3-4Ζ2 « J;

Υ Υ

sinhz
ζ(ζ2-1)2

dz.

7.4 θεωρήματα Cauchy-Liouville και Picard

Π ρ ώ το  θ ε ώ ρ η μ α  C a u c h y -L io u v ille :

Έστω  f μ ια  ακέραια συνάντηση, δηλαδή μ ια  συνάρτηση π ο υ  ε ίν α ι ολό μ ο ρ φ η  σε 

ολόκληρο το μ ιγα δ ιχό  επίπεδο. Α ν  επ ιπ λέον η ί  ε ίνα ι κα ι φ ραγμένη , τότε αυτή  ε ίν α ι 
σταθερά, δηλαδή υπάρχει a €  C , τέτοιο ώστε f(z) =  a , γ ια  κάθε z E C .

Δ εύ τερ ο  θ ε ώ ρ η μ α  C a u c h y -L io u v ille :

Έστω ί  μ ια  ακέραια συνάρτηση για  την οπ οία  γνω ρίζουμε ό τ ι υπ ά ρ χουν θ ετικ ο ί 

αριθμοί Μ κα ι e καθώς επίσης και φυσικός αριθμός η τέτο ιο ι ώ στε να  ισ χύει

I f(z) I *  Μ I zn I, για  κάθε z E C ,  μ ε \ ζ \ > ~ .
ε

Τότε η συνάρτηση f ταυτίζεται με ένα  πολυώ νυμο βαθμού το π ο λ ύ  η. 

θ ε ώ ρ η μ α  τ ο ν  P i c a r d :

Α ν μ ια  ακέραια  συνάρτηση  f δεν  ε ίνα ι σταθερά, το σ ύ νο λο  τιμ ώ ν της ε ίν α ι 

ολόκληρο το μ ιγα δ ιχ ό  επ ίπ εδο  C , ή το  σ ύνολο  C - ( a ) , ό π ο υ  a  ε ίν α ι κ ά π ο ιο ς  

μιγαδιχός αριθμός.

Παράδειγμα 7.4.1
Α ν ί(ζ) κ α ι g(z) ε ίν α ι δυο ακεραΙες μ ιγαδικές συναρτήσεις τέτο ιες  ώ στε ν α  ισ χύ ει

I f(z) I < I g(z) I, γ ια  κάθε ζ,
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τότε ισχύει και

f(0)g(z) = f(z)g(0), για κάθε ζ.

Πραγματικά, αν για κάποιο a είχαμε g(a)=0, τότε I f(a) I < 0, άτοπο. Άρα η g δεν 
μηδενίζεται σε κανένα σημείο του μιγαδικού επιπέδου και επομένως η συνάρτηση με 
τόπο

h(z): f(z)
g(z)

είναι ακέραια και φραγμένη, αφού I h(z) I < 1, για κάθε μιγαδικό αριθμό ζ. Άρα από 
το πρώτο θεώρημα των Cauchy- liouville προκύπτει ότι η h είναι σταθερά, οπότε h(z) 
= h(0), που ισοδυναμεί με τη ζητούμενη σχέση. □

Π αράδειγμα 7.4.2
θα  αποδείξουμε ότι η μόνη ακεραία συνάρτηση f που για κάθε μιγαδικό αριθμό 

ζ ικανοποιεί τη σχέση

I f(z) - i I < I f(z) I exp (Re z) 

είναι η σταθερά συνάρτηση f(z) = i.
Αν για κάποιο z είχαμε f(z) = 0, τότε θα είχαμε επίσης και f(z) = i, άτοπο. Άρα η f 

δεν μηδενίζεται πουθενά. Έτσι η συνάρτηση

h(z);=iS^
είναι ακεραία και φραγμένη. Τούτο σημαίνει ότι υπάρχει μιγαδικός αριθμός a 
τέτοιος ώστε να ισχύει

f(z) - i = a f(z) exp z, για κάθε z.

Αν a * 0, θέτουμε
w : =Log(l/a),

οπότε βρίσκουμε f(w) - i = f(w), άτοπο. Άρα πρέπει a=0, οπότε και f(z) = i. □



ΜιγαΑική Ανάλυση •185·

Παράδειγμα 7.4.3
θ α  α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι η μόνη α κερ α ία  συνάρτηση f π ο υ  γ ια  κάθε ζ  ικ α ν ο π ο ιε ί τη  

σχέση
I f(z) I s  I ζ  Ι3/2

είνα ι η σταθερά συνάρτηση ί(ζ) = 0.
Π αρατηρούμε ό τ ι η συνάρτηση ί(ζ) ζ  · 2 ε ίνα ι φ ραγμένη στην π ερ ιο χή  Β (» , ΐ )  το υ  

απείρου. Α ρα η f  θα  ε ίνα ι ένα  πολυώ νυμο βαθμού το  π ολύ  2. δηλαδή  θ α  έχουμ ε f(z) =  

a  + bz + cz2 γ ια  κάθε ζ , ό π ο υ  a , b, c  ε ίν α ι μ ιγα δ ικ ο ί α ρ ιθμ ο ί. Τ ότε θ α  π ρ έ π ε ι ν α  ισ χύ ει 

κ α ι

(1) l a  +  bz + cz2 l s  Ιζ Ι3/2, γ ια  κάθε ζ .

θ έτο ν τα ς  ζ = 0  π α ίρνουμ ε a = 0 , οπ ότε η  σχέση (1) γ ίν ετα ι

I b z + c z ^ s l z l 3/2 ,

γ ια  κάθε ζ . Δ ια ιρ ώ ντα ς με το  ζ  κ α ι στη συνέχεια  θέτο ντα ς π ά λ ι ζ=0, βρ ίσ κουμ ε b=0. 
Έ τσ ι θ α  π ρ έπ ει γ ια  κάθε ζ  ν α  ισχύει I cz2 1 *  I ζ  I3/2 , ή ισοδύναμα

te P lz I s l ,

πράγμα  π ο υ  ισ χύει γ ια  κάθε ζ  μόνο  ό τα ν  c = 0 . Ε πομένω ς π ρ έπ ε ι ί(ζ ) =  0 . □

Παράδειγμα 7.4.4
θ ' α ποδείξουμ ε ό τ ι δεν υπ ά ρχο υν πολυω νυμ ικές μ ιγα δ ικές σ υνα ρτή σ εις Ρ  κ α ι Q  

ο ι ο π ο ίες ικα νοπο ιούν τη  σχέση

le z + P (z )- Q (z) I < e R e z , γ ια  κάθε ζ .

Π ραγματικά , α ς  υποθέσουμε ό τ ι τέτο ιες συναρτήσεις υ π ά ρχο υ ν . Δ ια ιρ ώ ν τα ς  κ α ι 

τα  δύο μέλη τη ς α νισ ότητα ς με το  I ez I έχουμε

II + e-zfPiz) - Q (z)J I < 1, γ ια  κάθε ζ .

Τώ ρα παρατηρούμ ε ό τ ι η πα ρά σ τα σ η  π ο υ  ε ίν α ι μέσα στην α π ό λυ τη  τ ιμ ή  ο ρ ίζ ε ι μ ια
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ακεραία συνάρτηση η οποία είναι φραγμένη. Άρα σύμφωνα με το Θεώρημα των 
Cauchy-Liouville αυτή είναι σταθερά. Τούτο σημαίνει ότι υπάρχει σταθερός μιγαδικός 
αριθμός c τέτοιος ώστε να ισχύει

οπότε και
1 + e-z(P(z) - Q(z)J = c, για κάθε ζ, 

Ρ(ζ) - Q(z) = (c- l)ez, για κάθε ζ.

Αν c =1, τότε Ρ(ζ) = Q(z), για κάθε ζ, οπότε, από τη δοθείσα σχέση, θα είχαμε

I ez I < eRez

και κατά συνέπεια και για ζ = 0,1 <1, άτοπο. Έτσι πρέπει c*l. Τούτο δηλώνει ότι η 
πολυωνυμική συνάρτηση Ρ(ζ) - Q(z) είναι ίση με ένα μη (μηδενικό) πολλαπλάσιο της 
εκθετικής συνάρτησης ez, ενώ αυτή, ως διαφορά δύο πολυωνυμικών συναρτήσεων, 
πρέπει να είναι πολυωνυμική. Τούτο, βέβαια, είναι άτοπο. □

7.4.1 Ν’ αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει μη σταθερή ακεραία μιγαδική συνάρτηση f 
τέτοια ώστε να ισχύει

I f(z) I < II + f(z) I, για κάθε ζ.

7 .4 .2  Ν' αποδειχτεί ότι αν για κάποιο μιγαδικό αριθμό a και θετικό ακέραιο η η 
ακεραία συνάρτηση f ικανοποιεί τη σχέση

l i m ®
Ζ —.0 0  Ζη a,

τότε η f είναι μία πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού το πολύ η.

7.4.3 Ν' αποδειχτεί ότι δεν υπάρχουν μη σταθερές ακέραιες συναρτήσεις f και g 
τέτοιες ώστε για κάποιο b *0 να ισχύει η σχέση

ϊ(ζ) [b- f(z)J g(z)=l, για κάθε ζ e  C.
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7 .4 .4  Ν α εξεταστεί α ν  υ π ά ρ χε ι ακεραία  μ ιγαδ ική  συνάρτηση f τέ το ια  ώ σ τε f(-i) 

=  4-31 κ α ι να  ικ α νο π ο ιε ί τη  συνθήκη: γ ια  κάθε ε >  0  υ π ά ρ χ ε ι ρ  >  0  τέ το ιο  ώ σ τε γ ια  

κάθε ζ  με I ζ  I >  ρ  ν α  ισ χύει

lf (z ) [ l- f (z ) ]  1<ε.

(& J 0 )

'·» -

"$■ **#£·*? term >- ν'»

r.



Σειρές Taylor 
και Laurent

Μεγάλο ρόλο στη μελέτη των μιγαδικών συναρτήσεων παίζουν οι λεγάμενες 
σειρές Taylor και Laurent. Μια ολόμορφη συνάρτηση αναπτύσσεται σε σειρά Taylor 
σε μια κυκλική περιοχή κάθε σημείου ολομορφίας. Για την περίπτωση της σειράς 
Laurent τα πράγματα είναι λίγο διαφορετικά. Ανάπτυγμα σε τέτοια σειρά έχει, όπως 
θα δούμε, μια συνάρτηση που είναι ολόμορφη τουλάχιστον σε μια δακτυλική περιοχή 
ενός σημείου.

8.1 Σειρές Taylor και Laurent

Υποθέτουμε ότι f είναι μια ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο Τ  και 
θεωρούμε ένα σημείο a στον τόπο Τ  το οποίο απέχει από το σύνορο δΤ  του τόπου Τ  
απόσταση ίση με r. Τότε στον ανοικτό δίσκο B(a, r) η συνάρτηση f έχει ένα μοναδικό 
ανάπτυγμα σε σειρά Taylor με κέντρο το σημείο a, δηλαδή υπάρχει μια μοναδική 
δυναμοσειρά Σ bn(z - a)n τέτοια ώστε

f(z) = Σ bn(z - a)n , για κάθε z £B(a, r).

Οι συντελεστές bn, η = 0 ,1 ,2 ,... της δυναμοσειράς δίνονται από τους τύπους
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bn* = i 2 M = _ L  f - f i S L - t f
n! 2πΙ J (ζ- a)n+1 ^  *

όπου  γ  ε ίνα ι μ ία  θετικά  προσανατολισμένη  π ερ ιφ έρεια  κύκλου με κέντρ ο  το  σημείο  a  

κ α ι α χτίν α  ρ  <  γ.

Παράδειγμα 8.1.1
θ α  ανα πτύξουμε σε σ ειρά  T aylor με κέντρο  το  σημείο Ζο=1 σ το ν  δ ίσ κ ο  Β ( 1 ,1) τη  

συνάρτηση με τύ π ο

Π ρος το ύ το  αναλύουμε π ρ ώ τα  το  κλά σμα  π ο υ  μ α ς δ ίν ε τα ι σε ά θ ρ ο ισ μ α  α π λ ώ ν  
κλασμάτω ν, ή το ι

.  J ______ 1____ Λ  J _
ζ24 ζ - (ζΛ)ζ “  ζ  + ζ-1 '

Το πεδ ίο  ορ ισμού τη ς συνάρτησης ε ίνα ι ο  τό π ο ς  r .  =  C - (0 ,1 ) με σ ύνορο  το  σ ύνο λο  (0 ,
1). Η απόσταση το υ  σημείου zq= 1 α π ό  το  σύνορο ε ίνα ι ίση με

infill-01, 11-111=1.

Επομένω ς η συνάρτηση f έχει α νά πτυγμ α  T aylor μέσα στον α νο ικ τό  δίσ κο  Β (1 ,1). 

Τ ώ ρα, έστω  ζ  ένα τυχα ίο  σημείο το υ  δίσκου αυτού, θ α  έχουμε I ζ  - 1 1 <  1, ο π ό τε

και
1 1 1 1

Zri ( l - i ) - ( l - z )  1-i 1 - ζ ‘
1- 1

Αλλά παρατηρούμε ό τ ι
1 -  ζ  . II- ζ Ι  1

<1

χα ι επομένω ς
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_1______1_
Z- i " 1 -  i Ι(Γ7>”= Σ  (14)-0Η·ΐχ-1)Π(2 - i)n = . Σ (ΐ- ΐ)-(η + ΐχ ζ -1)η .

D=0 D=0

Α να κεφ α λα α σ νοντα ς έχουμε, τελ ικά , το  α νά πτυγμ α

f(z )=
« · ΜI I -1

Ζ2- 1Ζ ~  (ζ- ί)Ζ ~  ζ
1 "  «

+ 7 7  = Σ (-1)“+1<ζ-Ι)η - Σ α-1)·(η+1>(ζ-1)η =Ζ-1 ο=0 0=0

=  Σ  [(-1)**+1.  (Ϊ-1)-0Η-1)](Ζ-1)Π , 
η=0

γ ια  κ α θ εμ ιγ α δ ικ ό  α ρ ιθμ ό  ζ  το υ  δίσκου Β (1 ,1). □

Π α ρ ά δ ειγμ α  8 .L 2
θ α  α ν α π τυ χ θ ε ί σ ε σ ε ιρ ά  T ay lo r σ το ν  δ ίσ κο  Β ( 0 ,1) το υ  μ ιγα δ ικ ο ύ  επ ιπ έδ ο υ  η 

συνάρτηση με τό π ο

f(z ):= z(z-i)-2 .

Π ρ ο ς το ύ το  α να τπ ΰ (χχ)υ μ επ ρα π α  τη ν  ( z - i y 1 σ ε σ ειρ ά  T aylor. Σ το ν  δίσ κο  Β(0, 

1) έχουμ ε I ζ  I <  1, ο π ό τε  ε ίν α ι

(1)
1 i " ζ »  »

— Γ = -------= ί Σ θ  = Σ ϊ - ο + ΐ ζ “ .
Ζ-1 ζ  0=0  I ο=0

i

Ε π ε ιδ ή  η  σ ύ γκ λ ισ η  τη ς  σ ε ιρ ά ς μέσα σ το ν  δ ίσ κο  ε ίν α ι κ α νο ν ικ ή  (δηλαδή  η σ ειρά  

σ υ γκ λ ίνει α π ό λ υ τα  κ α ι ομ ο ιό μ ο ρφ α  π ά νω  σε κάθε συμπαγές υποσύνολο το υ  δίσκου), 

μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  πα ρα γω γίσ ο υμ ε κ α ι τ α  δυο  μέλη τη ς (1). Τ ότε βρίσκουμε

- < 7 ^ 1 <0+ι* * ζ’·
οπότε τελικά

7 ~ r  = Σ (η +1)τη+2 Ζ*+ι. □
( ζ - ι ) 2 ο=σ

Ο
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Παράδειγμα 8.1.3
Έ στω  f μ ια  μ ιγαδική συνάρτηση ολόμορφη σε έναν τό π ο  Τ. θ α  α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι 

α ) το  σύνολο Α όλω ν τω ν σημείων ζ  του  τόπ ου  Τ  γ ια  τα  ο π ο ία  ισ χύει

fin)(z) =  0  γ ια  κάθε η = 0 ,1 ,2 , ...

ε ίνα ι ένα  α νο ικτό  υποσύνολο του  Τ,
β) το  σύνολο Τ- Α  ε ίν α ι επίσης ένα α νο ικτό  σύνολο, κ α ι 

γ) το  σύνολο Α , ό τα ν  ε ίνα ι δ ιά φ ορο  το υ  κενού σ υνόλου, τα υ τίζετα ι με ολόκληρο  

τον τόπ ο  Τ.
θ α  αποδείξουμε π ρ ώ τα  το

α) Έ σ τω  w ένα σημείο το υ  Α . Τ ότε το  w ε ίνα ι κ α ι σημείο το υ  α νο ικ το ύ  σ υ νό λο υ  
Τ. Α ρα υ π ά ρ χε ι r  > 0  τέτο ιο  ώ στε η f  να  έχει α νά π τυγμ α  T ay lo r σ το ν  δ ίσ κ ο  B (w , r ) . 

Δηλαδή η  f  θα  γρά φ ετα ι ω ς

f(z )=  Σ  a n(z  - w)n , γ ια  κάθε z € B (w ,r) . 
n=0

Α λλά ό λ ο ι ο ι συντελεστές το υ  α να π τύγμ α το ς α υτού  ε ίν α ι ίσ ο ι με το  μηδέν, α φ ο ύ  γ ια  

κάθε η = 0 ,1 , 2 ,.. .  ισ χύει

a n =
ffrtyw) . 

η! =°·

Επομένω ς, γ ια  κάθε z € B (w , r), έχουμε f(z) = 0. Τ ούτο  σ ημ α ίνει ό τ ι το  σ ύνο λο  Α  μ α ζ ί 

με το  σημείο w π ερ ιέχε ι κ α ι ολόκληρη την π ερ ιο χή  B(w , r). Α ρα  το  Α  ε ίν α ι α ν ο ικ τό  
σύνολο.

β) Τ ώ ρα έστω  w ένα σημείο το υ  συνόλου Τ  - Α . Τ ούτο  σ η μ α ίνει ό τ ι το  w ε ίν α ι 
σ το ιχείο  το υ  Τ  κ α ι υ π ά ρ χε ι θετικ ό ς α κέρ α ιο ς α ρ ιθ μ ό ς k  τέ το ιο ς  ώ στε f00(w ) ** 0  . 

θέτοντα ς

φ ( ζ ) : =fW (z),

παρατηρούμε ό τ ι η συνάρτηση φ  ε ίνα ι ορισμένη κ α ι συνεχής σ το ν  τό π ο  Τ. Ε π ιπ λ έο ν  
ισχύει φ Μ  ·· 0. Α λλά τό τε το  σύνολο

Γ Π  φ · ΐ( € - |0 ) )
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είναι ανοικτό (αφού το C- (0) είναι ανοικτό) και περιέχει το σημείο w. Αρα υπάρχει 
ανοικτός δίσκος B(w, ρ) που να περιέχεται στο σύνολο Τ  Π qp-KC-lO)). Τούτο, 
βέβαια, συνεπάγεται ότι για κάθε ζ του B(w, ρ) θα ισχύει ζ e  Τ  και φ(ζ) * 0, δηλαδή 
fOO(z) * 0. Αυτό ακριβώς δηλώνει ότι το σύνολο B(w, ρ) είναι υποσύνολο του Τ- Α και 
άρα το τελευταίο είναι ανοικτό σύνολο.

γ) Τώρα βλέπουμε ότι το σύνολο Τ  γράφεται ώς ένωση των δύο ξένων μεταξύ 
τους συνόλων Α και Τ- Α, τα οποία από τα ερωτήματα α) και β) αντίστοιχα είναι 
ανοικτά σύνολα. Επειδή όμως το Τ  είναι συνεκτικό σύνολο (ως τόπος), έπεται ότι 
κάποιο από τα δύο σύνολα Α και Γ- Α, είναι το κενό. Από την υπόθεση που έχουμε το 
σύνολο Α είναι διάφορο του κενού, οπότε προκύπτει ότι το σύνολο Τ- Α είναι κενό. 
Επομένως πρέπει να ισχύει ότι Τ -  Α. □

Παράδειγμα 8.1.4
Έστω f(z): = u(x, y) + iv(x, y ): T  -* C μια ολόμορφη συνάρτηση και έστω Ζο ένα 

σημείο του τόπου Τ. Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f ικανοποιεί τις σχέσεις

Ζ +Ζ0 Ζ - Ζο -----
f(z) = 2 u ( - y -  , —^ -)-f(zo )

και

ζ+ ζό  Ζ - Ζο -----
f(z) = 2iv(— , — ) - f(zo)

για κάθε ζ του τόπου Τ. (Αυτοί είναι οι τύποι της παραγράφου 4.6, όπου είδαμε την 
παράσταση ολόμορφης συνάρτησης με βάση το πραγματικό ή το φανταστικό μέρος
χης·)

Πρώτα ορίζουμε τη συνάρτηση

z +ζρ ζ-ζο —
g(z): = f(z) - 2u( - γ -  , ~ γ ~ )  + f(zo), ζ e  Τ

και παρατηρούμε ότι αυτή είναι ολόμορφη στο πεδίο ορισμού της. Επιπλέον, 
χρησιμοποιώντας τις συνθήκες Cauchy - Riemann, μπορούμε να δούμε ότι για κάθε ;; 
ακέραιο αριθμό η = 0,1,2,... ισχύει g(n)(z0) =0. Αρα από το ανάπτυγμα Taylor της g f  
με κέντρο το σημείο ζο (βλέπε και παράδειγμα 8.1.3) προκύπτει ότι g(z) = 0, για κάθε

> \ Λ  ____
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ζ  στον α νο ικ τό  δίσκο Β(ζο, ο), ό π ο υ  ρ ε ίν α ι η απόσταση το υ  ζο  α π ό  το  σ ύ νο ρ ο  το υ  

τόπου Τ. Α λλά επειδή ο  τό π ο ς α υτός ε ίνα ι συνεκτικό σύνολο, εύκολα π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι η 

συνάρτηση g ε ίν α ι πα ντο ύ  μηδέν στον τό π ο  Γ. Τ ούτο , βέβαια, α π ο δε ικ νύ ε ι τη ν  π ρ ώ τη  

ισότητα
Η δεύτερη ισότητα α ποδεικνύετα ι α ν ά λ ο γα  □

Υ ποθέτουμε ό τ ι f  ε ίνα ι ολόμορφ η σε μ ια  ανοικτή  δακτυλική π ερ ιο χή

A (a, η ,  Γ2), ό π ο υ  0  s  r j  <  Γ2 λ + » ,

Τότε η f έχει ένα  μ ονα δικό  α νά π τυ γμ α  σε σ ε ιρ ά  L a u r e n t  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  σ η μ ε ίο  a , 

δηλαδή η f  μ π ο ρ εί ν α  γρ α φ εί στη μορφή

f(z )=  Σ  bn(z-a)*>+ Σ b n (z -a )n = Σ b n (z -a )n , 
n=-»  n=0 n=-»

γ ια  κάθε ζ  ΕΔ(&, η ,  12). Ο ι συντελεστές bn, n=0, ± 1, ± 2 ,... δ ίν ο ν τα ι α π ό  το ν  τύ π ο

όπου γ  ε ίν α ι μ ια  ο π ο ια δ ή π ο τε  θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  π ε ρ ιφ έ ρ ε ια  κ ύ κ λ ο υ  με 
κέντρο το  σημείο a  κ α ι α κ τίνα  r  τέτο ια  ώ στε π  < γ <Γ2·

Η σειρά
-ι
Σ  b n (z -a )n  

n=- “

είνα ι το  κύριο μέρος (principal p art) τη ς σ ειρά ς Laurent κ α ι η

£ b n ( z - a ) n
n=0

το κανονικό μέρος (regu lar p art).

Παράδειγμα 8.1.5
θ α  α να πτύξουμ ε σε σ ειρά  Laurent τη  συνάρτηση με τύ π ο
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σ το υς δα κτυλ ίους 
α ) Δ ( 0 ,1, +οο) κ α ι 

β) Δ (ΐ, 0 , 2).
Π ρ ο ς το ύ το  α να λύο υμ ε το ν  τύ π ο  τη ς f  σε ά θροισμ α  α π λώ ν  κλασμάτω ν, ο π ό τε 

βρίσκουμε

α ) Έ σ τω  ζ  €  Δ ( 0 ,1, -η»  )- Τ ότε τούτο  θα  ικα νοπο ιεί τη ν ανισότητα  I ζ  I >  1, οπότε 

θ α  ισ χύ ε ι κ α ι

Ε π ο μ ένω ς γ ια  κάθε τέτο ιο  ζ  έχουμε

f(Z) ζ2+1 2 (z - i)+ 2(z+i)

i -i 1 i 1

ζ  ζ

β) Α ν ζ  £ Δ (ϊ, 0 ,2 ) , θα  έχουμε 0 <  I ζ - i I < 2  κ α ιά ρ α

z - i

Ε π ο μ ένω ς γ ια  κά θε τέτο ιο  ζ  η f(z) γρά φ ετα ι ω ς

f(z) 2(ζ- i ) '  2(ζ+ ΐ) 2(ζ- θ ’ . . .  ζ - ΐ
4 ι(1 + — )

+ Σ  an(z - i)n,
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μι+1
όπουβη: = 5ί+2.η = °, 1,2,... u

Παράδειγμα 8.1.6
θ α  α να π τυ χτε ί σε σ ειρά  L aurent με κέντρο  το  σημείο 0  η  συνάρτηση με τύ π ο

ί(Ζ): = (ζ-2 χζ+ Ι)'

Π ραγμα τικά  η συνάρτηση f  ε ίν α ι ορισμένη  κ α ι ολόμ ορφ η  στο  μ ιγα δ ικ ό  επ ίπ εδ ο  
εκτός α π ό  τα  σημ εία  2 κ α ι · 1 τα  ο π ο ία  μ η δενίζουν  το ν  π α ρ ο ν ο μ α σ τή . Έ τ σ ι η 
συνάρτηση αναπτύσσετα ι

α ) στον δίσκο Β (0 ,1) σε σειρά  T aylor με κέντρο  το  0 ,

β) σ τον δα κτύλ ιο  Δ (0 ,1. 2) σε σ ειρά  Laurent με κέντρο  το  0 ,  κ α ι
γ ) σ τον δα κτύλιο  Δ(0, 2 , +®) σε σ ειρά  Laurent με κέντρο  το  0 .

Στον Μσκο η συνάρτηση f έχει ανάπτυγμα Taylor 
και στους δακτυλίους αυτή έχει αναπτύγματα Laurent.

Γράφουμε τον τύπο της συνάρτησης ως άθροισμα απλών κλασμάτων
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f(z) =
2i a  b 

+
(z -2 ) (z + i)  z - 2  z + i ’

ό π ο υ  a  = - b : =2(1 + 2 i)/5 , κ α ι εξετάζουμε δ ια δοχικά  τ ις  π α ρα πά νω  περιπτώ σ εις 

α ) Α ν  Ι ζ Ι< 1 ,τ ό τ ε

Ά ρα  έχουμε

----- = - -  Σ (  - )  = - a Σ  2-Π-1̂ 1
Ζ- 2 2 Ζ 2 η=0 2 η=0

2

2 1 <1 και |^Ι < 1.

a  1 a “ / Z \ n  "

και
b  1 ”  t  Ζ\ΐ» “

—  = -ib  —  =  -ib Σ  ( - i n  τ )  =-ib Σ  inz " ,
Z-H 1+Ζ η=0 1 η=0

i

ο π ό τε  το  α νά π τυ γμ α  T ay lo r τη ς f  με κέντρο το  0  μέσα στον δίσκο Β (0 ,1) ε ίνα ι το

f(z) =  - a  Σ  2  n l2?1 -ib Σ  inzP =  Σ  anzP,
n=0 n=0 n=0

ό π ο υ  ο ι  συντελεστές τη ς δυναμοσειρές ε ίνα ι ο ι εξής:

2( 1+2i)a „ : =  - “ *(-2-®-ΐ +  i" + l), n= 0 ,1 ,2 ,

β ) Α ν  1 <  I ζ  I <  2, τό τε

I I I  <1 και 1^1 <!

Α ρα  έχουμε
a a  1 a  ϋ / Ζ χ η

ο - ο  = - Γ  Σ  ( ~ )  = - & Σ  2-η-ΐζ" 
ζ - 2  2 ζ  2 η=ο 2 π=0

1'2
κ α ι
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b b 1
z ^ i " z  i 

1+- 
ζ

-  Σ  (-i)n ( “ ) "  =b S i - n z - n - l - b  Σ  in+ 'z" 
z  n=0 z  n=0 n=-~

οπότε το  α νά πτυγμ α  L am ent τη ς f  με κέντρο το  σημείο Ο στη δακτυλική  π ερ ιο χή  Δ (0,1, 

2) ε ίνα ι το

f(z)
2(1+21) 

=  * 5
* * 1+21 "

- Σ  ΐη+ ΐζΡ - Σ2·«»ζ1>.
η=-«· 5 η=0

γ ) Α ν 2 < Ι ζ Ι ,τ ό τ ε  

Α ρα έχουμε
a

Zr2

κ α ι <1.

Σ  ( “ ) "  =  a Σ  2*η* 'ζΡ  
n=0 Ζ η=-«

κ α ι
Jb_
z-ri

b 1
-  i ( - l ) " ( - ) n =  b  Σ  1η+1ζ*», 
ζ  n=0 ζ  η=-“

οπότε το  α νά π τυγμ α  L am ent τη ς ί  με κέντρο  το  σημείο 0  στη δα κτυλ ική  π ερ ιο χ ή  Δ (0, 
2, +οο) ε ίν α ι το

όπου

w . . a u a i j W
η»-·

1 + 2 1 · ' · '
~ Σ  2·«2Ρ =  Σ  bnZP·
5 nx-β. d m

1 +21
bn := - ~ s~(21n->·' +24>), n=0, 1,2, . . . □

Παράδειγμα 8.1.7
θ α  υ π ο λο γισ τεί ο  συντελεστής b . 2 το υ  α να πτύγμ α τος σε σ ειρά  L auren t με κ έντρ ο  

το  σημείο 1 τη ς συνάρτησης με τύπο

f(z ): =
e*

ζ 2 (ζ -1 ) *

X
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Π ρ ο ς το ύ το  π α ρα τη ρούμ ε ό τ ι η συνάρτηση αυτή α να πτύσ σ ετα ι σε σειρά  Laurent 
σ τα  σ ύνο λα  Δ (1 ,0 ,1 )  κ α ιΔ ( 1 ,1,+°°).

Θ εω ρούμε πρώτα το ν  α νο ικ τό  δα κτύλ ιο  Δ (1, 0, 1). Ό μ ω ς παρα τη ρούμ ε ό τ ι η 
συνάρτηση με τύ π ο

g (z ): =  ( z - l ) f ( z )

ε ίν α ι ο λό μ ο ρ φ η  σ το ν  δ ίσ κο  Β (1 ,1), α φ ού  αυτή γρά φ ετα ι ω ς

e z

Ε π ο μ ένω ς έχε ι ένα  α νά π τυγμ α  T ay lo r τη ς μορφ ής Σ  an(z - 1)°, δηλαδή έχουμε
η=0

(z - l) f (z )=  Σ  an(z - l)n . 
n=o

Δ ια ιρ ώ ν τ α ς  με τ ο ν  π α ρ ά γ ο ν τ α  (ζ-1 ) π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι ο  σ υντελεσ τή ς b .2 το υ  

α να π τύ γμ α το ς τη ς f  σε σ ειρά  L aurent ε ίνα ι ίσ ος με 0.
Τ ώ ρα  θεω ρούμε το ν  δακτύλιο  Δ (1,1, +<»)· Γράφουμε το ν  αριθμητή στη μορφή

e z =  eez‘ 1 =  e
-  (ζ - l)n
it I ·

n=l n!

Κ άθε σημείο  το υ  δα κτυλ ίου  α υτού ικα νοπο ιεί τη σχέση I ζ  - 1 1 >  1, οπότε Ι(ζ - 1)-1 1 <  1 

κ α ιά ρ α

1 1 1 1 
ζ  -  (ζ-1)+1 " ζ-1 Ι+ίζ-1)·1 “

=  “ -[1- (z -l)-!+  (ζ-1)'2- (ζ-1)'3+...] = Σ  ( - l)n+1(z - 1)* °  ·
Ζ-1 η=1

Ε π ο μ ένω ς, με π α ρα γώ γισ η , πα ίρνουμ ε
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ά = - | · »  = - 2 η(-1)η+1( ζ - 1)·η· 1ζ* αζ ζ  n=l

Ε πίσης γράφ ουμε κ α ι το ν  αριθμητή στη μορφή

e’ =«*-'=e
k=0 λ!

Έ τσ ι, σ τον δα κτύλιο  Δ (1 ,1, + » ) έχουμε το  α νά πτυγμ α

ez 00 Cz- l)k 00 1
ί(ζ) = ~ £ τ τ τ  -  - e Σ ^  I' Σ n(-l)n+1(z-1)- «►» —

zn z-l) k=0 k! n=l (Z-l)

= Σ Σ  [ - ^ - ] ( z -I ) lc -n -2 . 
k=0 n=l k!

Τώ ρα θέτουμε λ : =  k  - n - 2 , οπότε βρίσκουμε

άτου

f(z) =  Σ  δλ(ζτΐ)λ,
λ=-«>

δ λ : = Σ  Γ Λ - λ -  2)(-l)k-k
k=0 kt

Έτσι έχουμε

* ■ * · £  * * * »  " i  ■'1 ΐ  m ·
□

8 .1 .1  Ν α α να π τυχτο ύν  σε σειρά  Lam ent με κέντρο το  σημείο 0  ο ι σ υ να ρ τή σ εις με 
τάκους

α ) f(z ): =
2 ζ ·  1 
ζ?-Ζγ2* β) f(z ): = Ζ2+Ζ’
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ν) f(z): =
1-e-z 

ζ3 ’ δ) f(z): = 2ζ
ζ2+ΐζ+2 ’

ε) f(z ): =
ζ+1 

ζ2+ζ-2 ’ ς) f(z): =
ζ+1

ζ2+4ζ-5 ’

ζ) f(z): -  z2+r η) f(z): = 1
(ζ2-1)2 ’

θ) f (z ): =
sin2z

ι) f(z): = z3eJ/ ζ,

ια) f(z ):=  z5c o s j , Φ) f(z): =
1 + cosz 

ζ3

ιγ) f(z): =
2ζί

(z+2)(z-2i) ’ ιδ) f(z): =
eK

z(z+2)‘

8.1 .2  Να αναπτυχτεί σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο i η συνάρτηση με
τύπο

f(z): =
Λζ

z(iz+l)2

8.1.3 Να αναπτυχτούν σε σειρά Laurent οι παρακάτω συναρτήσεις στις 
αντίστοιχες περιοχές:

α) f (z ) := i S r ·  Δ(-1· α ι)

β) f(z): = ζ2_5Ζ+6~ * Δ(0,2,3) και Δ(0,3,+»)

«  Δ<°·1·4» “Ι'·Δ<0' 4'+“ ) 

δ) ί(ζ): = ^ γ ,  Δ(-2,1,3)
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ζ+2
5) , ( ζ , : = ^ τ · m -2· ^

ζ) f(Z) : =  ζ̂2 ^ )2  *

n) f(Z) : = (Ζ2^)(Ζ2.1) ’ Δ(0*1,2)

8.2 Ρίζες ολόμορφης μιγαδικής συνάρτησης

Υ ποθέτουμ ε ό τ ι f ε ίν α ι μ ια  ολόμορφ ή συνάρτηση ορ ισ μένη  σε ένα ν τό π ο  Γ  κ α ι 

θεωρούμε ένα  σημείο a  το υ  τό π ο υ  Τ. Α ν το  σημείο a  ε ίν α ι ρ ίζ α  (ro o t, ή ze ro ) τη ς  ί, 

δηλαδή, αν ισ χύει ό τ ι f(a) = 0  κ α ι η f δεν ε ίνα ι η σταθερά  συνάρτηση 0 , τό τε  υ π ά ρ χ ε ι 

μ ονα δικός φ υ σ ικ ό ς α ρ ιθ μ ό ς k κ α ι μ ια  ο λόμ ορφ η  σ υνάρτηση  h ο ρ ισ μ ένη  σε μ ια  
κυκλική περ ιοχή  Β  του  τό π ο υ  Τ  τέτο ια  ώ στε h(a) *· 0  κ α ι

f(z) = (z - a)k h(z), γ ια  κάθε ζ  ΕΒ.

Ο  α ριθμ ός k ε ίν α ι η π ο λ λ α π λ ό τη τα  ή η τ ά ξ η  (m ultip licity) τη ς ρ ίζα ς  a  ω ς  π ρ ο ς  τη  
συνάρτηση ί.

Το σημείο a  ε ίνα ι ρ ίζα  τη ς ί  π ολλα πλότη τα ς k , α ν  κ α ι μόνο α ν  το  α νά π τυ γμ α  τη ς  f 

σε σειρά  T ay lo r με κέντρο  το  σημείο a  ε ίν α ι τη ς μορφ ής

bk(z - a)* + b|c+i(z - a)k+I +bk+2(z · a)k+2 + ...,  

όπου bk * 0. Τ ούτο συνεπάγετα ι ό τ ι ισχύει

tfn)(a) =  0 , n  =  0 , 1...... k -1  κ α ι f»)(a) =  k! =  bk oO .
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Π αράδειγμα 8.2.1
Θα αποδειχτεί ότι κάθε πολυώνυμο

Ρ(ζ): = ao + aiz +... + a^z*-1 + zk, 
k a 1 , έχει τουλάχιστον μία ρίζα.

Προς τούτο υποθέτουμε ότι το Ρ δεν έχει καμμία ρίζα.
Ιο ςτρ ό π ο ς:
Η συνάρτηση Ρ(ζ) είναι μη σταθερά και ακέραια, οπότε από το Θεώρημα του 

Picard, υπάρχει μια ακολουθία (Ζη) τέτοια ώστε να ισχύει

(1) I Ρ(Ζη) I < “, για κάθε η= 1,2,...η

Θα δείξουμε ότι η ακολουθία (Ζη) είναι φραγμένη. Πραγματικά, αν όχι, τότε υπάρχει 
υπακολουθία της, έστω, επίσης, (Ζη), τέτοια ώστε lim Ζη = 00. Από την ανισότητα (1) 
παίρνουμε ότι

1 lapl I ai I 
IZnl< nlZn^1 + IZn|k-l + lzn^2 + "

+ 1 afc.i I,

οπότε μεταβαίνοντας στα όρια προκύπτει +® s  I a -̂i I , άτοπο. Αρα η ακολουθία (Ζη) 
είναι φραγμένη και, από το θεώρημα του Bolzano, αυτή έχει ένα σημείο συσσώρευσης, 
έστω a. Τότε, από την (1), έπεται ότι P(a) = 0, πράγμα που υποδεικνύει ότι το σημείο a 
είναι ρίζα του Ρ(ζ).

2οςτρόπος:
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι ισχύει

(2) lim Ρ(ζ) = οο.
ζ-*®>

Πραγματικά, έχουμε

IΡ(ζ)I = 1 zk 11 [ ΐ  +^7 + ^  +

ζ
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Έ στω  Μ > 0  τέτο ιο  ώστε γ ια  κάθε ζ  6 Δ (0 , Μ , + » ) να  ισχύει

I 3 ? Ι  < ^ · *  γ ια ό λ α τ α  m = 0, 1

Ε πομένω ς γ ια  κάθε ζ  £ Δ (0 , Μ , + « ) θα  ισ χύει κ α ι

ΙΡ (ζ )Ι > l z k l “ .

α π ό  ό π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι η  (2). Α υτή συνεπάγετα ι ό τ ι η ακεραία  συνάρτηση με τύ π ο

f(z): = Ρ(ζ)
ικα νοπο ιεί τη  σχέση

lim  f(z) =  0

κ α ι ά ρα  υ π ά ρ χε ι ε >  0  τέτο ιο  ώ στε I f(z) I <  1, γ ια  κάθε ζ  Ε Δ (0 , ε··, + » ) . Α λλά , λ ό γω  

της ομοιόμορφ ης συνέχειας τη ς συνάρτησης f  π ά νω  στον κλειστό  δ ίσ κ ο  με κ έντρ ο  το  Ο 

κ α ι α κτίνα  το  r 1, αυτή ε ίν α ι φ ραγμένη στον δίσκο. Έ σ τω  Κ  ένα  τέτο ιο  φ ρ ά γμ α . Τ ό τε  

θα  έχουμε ό τ ι

l f ( z ) l < m a x ( l , K . | ,

γ ια  κάθε μ ιγα δ ικό  α ριθμ ό  ζ . Τ ο  Π ρώ το θεώ ρη μ α  C auchy-U ouville σ υ νεπ ά γετα ι ό τ ι η 

f ε ίνα ι σταθερά , π ρ ά γμ α  π ο υ  σημαίνει ό τ ι ο  βαθμός το υ  Ρ (ζ) ε ίνα ι 0 , ά το π ο . □

Α πό το  πα ρα π ά νω  συμπέρασμα π ρ ο κ ύ π τει κ α ι το  

θ ε μ ε λ ιώ δ ε ς  θ ε ώ ρ η μ α  τη ς  'Α λγεβρας:

Κ άθε πολυω νμμ ική  συνάντηση βαθμού k  έχει k  το π λ ή θ ο ς ρ ίζες , ό π ο υ  κ ά θ ε ρ ίζα  

λαμβάνεται υπόψη τόσες φ ορές όσες είνα ι η πολλαπλότητά  της.

Παράδειγμα 8.2.2.
θ α  βρεθεί η τάξη τη ς ρ ίζα ς z  = Ο για  τη  συνάρτηση με τύ π ο
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f(z): = ---- —z-sinz
24

Γράφουμε τον παρονομαστή στη μορφή

2? χ2η+1
ζ - sinz = ζ -  ( ζ -  — + + Μ )Π---------V 3! i) (2n+1)! + ...)  =

* 1 ζ2 ζ4 ζ2*1"2

= ζ ( 3! ' 5! + 7! + ",+(' 1 )n(2n+l)! + "*)’

Άρα ο τύπος της συνάρτησης γίνεται

f(z) = zh(z),

όπου παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h ορίζεται με τον τύπο

h(z)
1

J_ £  Ζ*
3ί 5! +7ί + ... + (-1)

Ζ2 Π* 2
(2η+1 )ί + ...

9

είναι ολόμορφη σε μια περιοχή του 0 και επιπλέον h(0) = 6 . Έτσι προκύπτει ότι το 
σημείο z = 0  είναι ρίζα 1ης τάξης. □

Παράδειγμα 8.2.3
Θα βρούμε την τάξη των ριζών της συνάρτησης με τύπο

f(z): = (ζ2 +l)2sinh ζ

Είναι εύκολο να δούμε ότι οι ρίζες της συνάρτησης είναι τα σημεία -i, i και toti, 
όπου k είναι τυχών ακέραιος αριθμός. Τώρα παρατηρούμε ότι η f(z) γράφεται ως

όπου η
f(z) = (z+i)2h(z), 

h(z): = (z- i)2sinh ζ

είναι ολόμορφη συνάρτηση και τέτοια ώστε
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h(-i) =4i2 sinh(-i) =- 4lsin 1,

το  ο π ο ίο  ε ίν α ι δ ιά φ ορο  α π ό  το  0. Ά ρα  το  σημείο - i ε ίν α ι ρ ίζα  τά ξη ς 2 . Π α ρ ό μ ο ια  

π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι κ α ι η ρ ίζα  i ε ίν α ι τά ξη ς 2. Γ ια  τ ις  ρ ίζες τη ς μορφ ής lo ti π α ρα τη ρο ύ μ ε 

ό τ ιη π α ρ ά γ ω γο ς

f '( z )= 4 z ( z 2+ l)siiih z -K z2+ l)2cosh z

π α ίρ νε ι στο  σημείο Ιοτ! τιμ ή  δ ιά φ ορη  α π ό  το  μηδέν κ α ι ά ρα  η  ρ ίζα  lo ti ε ίν α ι π ρ ώ τη ς 

τάξης. □

Παράδειγμα 8.2.4
θ α  βρεθούν ο ι ρ ίζες τη ς συνάρτησης με τύπο

f (z ) : =  z ^ in  z

κ α ι θ α  π ρ οσ διορ ισ τεί η πολλα πλότητά  τους.

Π ρ ο ςτο ύ το  επ ιλύουμ ε την εξίσω ση z ^ in  ζ  =  0  κ α ι βρίσκουμε τ ις  ρ ίζε ς  τη ς  f  ν α  

ε ίν α ι τα  σ ημ εία  lo t, ό π ο υ  k  ε ίν α ι τυ χώ ν  α κ έρ α ιο ς. Γ ια  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τη ν  

πολλαπλότητά  το υ ς χρησ ιμοποιούμε τ ις  πα ρα γω γούς τη ς ί.

Έ χουμ ε f(lo t) =  0  κ α ι

ενώ

Ε πίσης έχουμε

f ' (lot)= 2(loi)sin(loi) +(lot)2cos(loi) = 0, α ν  k=0, 

f ' (Ιοτ) »* 0, αν k**0.

f  " (0) =  2-sinO +  4Ό· cosO - (P-sinO = 0  
κ α ι

f  ~ (0) =  6 c o s0  - 4-OsinO - 2-Osins-O- 02-cosO =  6 «* 0.

Ε πομένω ς το  σημείο 0  ε ίν α ι ρ ίζα  τρ ίτη ς τά ξη ς κ α ι τα  σημεία  τη ς μ ο ρ φ ή ς Ιοτ, ό π ο υ  k  

ακέραιος δ ιά φ ο ρο ς το υ  0, ε ίν α ι ρ ίζες πρώ της τάξης. □
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8.2.1 Να βρεθούν οι ρίζες των συναρτήσεων με τους παρακάτω τύπους και να 
προσδιοριστεί η πολλαπλότητά τους:

α) f(z): = zM z2, P )f(z ) :  = J ~ ,
it

V) f(z): =
sinh2z

δ) f(z): =l+coshz,

ς) f(z): ss (z4tti)sinhz,

ζ) f(z): = cosz4, η) f(z): = (ζ2+π2)(1 +€-Ζ).

8.2.2 Να εξεταστεί αν το σημείο ζ=0 είναι ρίζα των παρακάτω συναρτήσεων και 
αν "ναι", να προσδιοριστεί η τάξη της:

α) f(z): = z 6
1

φ 2 - »η2φ
β) f(z): =

ζ3

1+ζ-ez ’

γ) f(z): = 2 (sinhz-l)-z2, δ) f(z): =
(1 - cos2z)2 

z-sinhz ’

8.3 Αρχή ταυτότητας ολόμορφων μιγαδικών συναρτήσεων

Ένα από τα βασικότερα συμπεράσματα της θεωρίας μιγαδικών συναρτήσεων 
είναι η λεγόμενη

Α ρ χ ή  Τ α υ τ ό τ η τ α ς  Ο λ ό μ ο ρ φ ω ν  Μ ιγ α δ ικ ώ ν  Σ υ ν α ρ τή σ εω ν :

Θ εω ρούμε δυο ολόμορφες συναρτήσεις ορισμένες σε έναν τόπο Τ. Α ν  υπάρχει
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φραγμένη ακολουθία  (an) στον τόπο Τ  με όρους διαφορετικούς ανά  δύο τέτοια  ώ στε

f(an) = g(an), γ ια  κάθε η = 1 ,2 ,..., 

τότε ισχύει κα ι Γ(ζ) = g(z), για  κάθε ζ Ε Τ .

Παράδειγμα 8.3.1
θ α  δο θ εί π α ρ ά δειγμ α  μ ιγα δ ιχή ς συνάρτησης μ ιγ α δ ιχ ή ς  μετα βλη τής π ο υ  έχ ε ι 

ρ ίζες (τουλάχιστον) τα  σημεία

®η · _» Π=1,2 ,3 ,...

κ α ι δεν  ε ίν α ι εκ τα υ τό τη το ς μηδέν. Ε π ίσ η ς θα  εξετα σ τεί α ν  υ π ά ρ χ ε ι α κ ερ α ία  μη 

τετριμμένη τέτο ια  συνάρτηση.

Γ ια  να  επ ιλύσουμε το  πρόβλημα  α υτό  θεω ρούμε μ ια  π ρ α γμ α τικ ή  σ υνάρτηση  φ  

π ο υ  έχει ω ς ρ ίζες τα  σημεία  π ο υ  δ ίν ο ν τα ι. Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγμ α , θ α  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε ν α  
λάβουμε τη  συνάρτηση με τύ π ο

φ(χ): =
x s i n ( x i / x ) ,  α ν χ κ Ο  

0, αν  χ  = 0.

Η φ  ε ίν α ι ορ ισ μ ένη  π α ν το ύ  σ την π ρ α γμ α τικ ή  ευθεία  κ α ι επ ο μ ένω ς μ ια  μ ιγ α δ ικ ή  
συνάρτηση μ ιγα δ ιχή ς μεταβλητής π ο υ  έχει ρ ίζες τα  σημεία an ε ίν α ι η

f(z): =

ζ$ίη(πί£), α ν ζ # 0

0, αν ζ = 0.

Α ν υποθέσουμε ό τ ι υ π ά ρ χει μ ια  α κερα ία  συνάρτηση F π ο υ  έχε ι ρ ίζε ς  τα  σ η μ εία  
α υτά , τό τε  θ α  έχουμ ε F(an) = 0  κ α ι, επ ειδή  η α κ ο λ ο υ θ ία  (an) ε ίν α ι φ ρ α γμ έν η , 

σύμφωνα με την αρχή ταυτότητας ολόμορφ ω ν συναρτήσεω ν, θα  π ρ έπ ε ι ν α  ισ χύ ει F(z) 

= 0, γ ια  κάθε ζ. Δ ηλαδή μόνο η μηδενική συνάρτηση μ π ο ρ εί ν α  έχε ι τη ν  π α ρ α π ά ν ω  
ιδιότητα. □

Παράδειγμα 8.3.2
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Έστω f μια ακέραια μιγαδική συνάρτηση τέτοια ώστε για κάθε μιγαδικό αριθμό 
ζ, με I ζ - 3 1 = 1 , να ισχύει η σχέση

θα υπολογιστεί η τιμή
ί(ζ)βί=δΐηζ.

f(0) + ί(π) + f ’ (0) + f ’ (π).

Προς τούτο παρατηρούμε πρώτα ότι το σύνολο των σημείων ζ με την ιδιότητα ότι I 
ζ- 3 1 =1 είναι η περιφέρεια του κύκλον με κέντρο το  σημείο 3 και ακτίνα 1. Επομένως 
τούτο είναι ένα απέραντο υποσύνολο του μιγαδικού επιπέδου. Πάνω στο σύνολο αυτό 
η ακέραια συνάρτηση f(z) ταυτίζεται με την επίσης ακέραια συνάρτηση e*iz sinz, οπότε 
αυτές ταυτίζονται παντού στο μιγαδικό επίπεδο, δηλαδή έχουμε

Έτσι
f(z) = e-iz sinz.

f(0) = 0, ί(π) = 0, f  (0) = 1  και f * (π) = 1

οπότε η δοθείσα παράσταση έχει την τιμή 0  + 0  + 1  + 1  =2 . □

Π αράδειγμα 8.3.3
Έ σ τω  φ  μ ια  π ρα γμ α τικ ή  συνάρτηση πραγμ α τικής μεταβλητής τέτο ια  ώστε

<p(e-Π) = 1 , για κάθε π = 1 , 2 ,... και φ(2)=0.

Θα εξεταστεί αν υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση f : C -» C τέτοια ώστε f(x) = φ(χ), για 
κάθε πραγματικό αριθμό χ.

Αν υπάρχει τέτοια συνάρτηση f, θα πρέπει να είναι ακέραια και να ταυτίζεται με 
την επίσης ακεραία σταθερή συνάρτηση g(z) = 1 πάνω στα σημεία της μορφής e-*1, που 
είναι οι όροι μιας φραγμένης ακολουθίας. Άρα τότε, σύμφωνα με την αρχή 
ταυτότητας ολόμορφων συναρτήσεων, η συνάρτηση f θα ταυτίζεται με τη σταθερά 
συνάρτηση g(z) = 1 , οπότε θα ισχύει και

1 = g(2) = f(2) = φ(2) = 0,

άτοπο. Άρα δεν υπάρχει τέτοια ολόμορφη επέκταση της φ. □
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Παράδειγμα 8.3.4
θ α  α ποδείξουμ ε ό τ ι δεν υ π ά ρ χο υ ν  μη σταθερές α χερ α ίες  σ υ να ρ τή σ εις f  κ α ι g 

τέτο ιες ώ στε γ ια  κ ά π ο ιο ν  μη μηδενικό μ ιγαδικό  α ριθμ ό  b ν α  ισ χύει η σχέση

(1) l f ( z ) g ( z ) l < l b -  f(z )l,

γ ια  κάθε z € C .

Π ραγματικά , έστω  ό τ ι υπά ρχουν τέτο ιες ακερα ίες μη σταθερές σ υνα ρτή σ εις f  κ α ι 

g. Α ν γ ια  κ ά π ο ιο  σημείο ζ  είχαμε ί(ζ) = b, τό τε επ ίσ η ς θα  είχα μ ε κ α ι Ιί(ζ) g ft)l <  0 , 
π ρ ά γμ α  ά το π ο . Ά ρα γ ια  κάθε z έχουμε f(z) «* b, δηλαδή το  σημείο b  δ εν  α νή κ ει σ το  

σύνολο τιμ ώ ν τη ς f(z). Τ ούτο σημαίνει ό τ ι η συνάρτηση με τύπο

h(z): =
f(z)g(z)
b -f(z )

ε ίν α ι α κερα ία  κ α ι φ ραγμένη  (αφ ού  α π ό  την (1) έχουμε I h(z) I <  1, γ ια  κ ά θ ε ζ ). Τ ο  

θεώ ρημα C auchy-Liouvilie σ υνεπ ά γετα ι ό τ ι αυτή  ε ίν α ι σταθερά . Α ρα  υ π ά ρ χ ε ι σημ είο  

a  τέτο ιο  ώ στε να  ισχύει

h(z) = a, γ ια  κάθε ζ, ή f(z)g(z) = a(b- f(z)), γ ια  κάθε ζ.

Ισχυριζόμαστε ό τ ι f(z )·· 0, γ ια  κάθε ζ. Π ραγματικά , αν γ ια  κ ά π ο ιο  ζο  ε ίχα μ ε ί(ζο) =  0 , 

τότε, α π ό  τη  σχέση αυτή π ρ ο κ ύ π τει ό τ ι a = 0 .  Ά ρα f(z)g(z) =  0, γ ια  κάθε ζ , π ρ ά γμ α  π ο υ  

συνεπάγετα ι ό τ ι ί(ζ ) =  0, ή g(z) = 0, γ ια  κάθε ζ. Έ τσ ι, κ ά π ο ιο  α π ό  τα  σ ύνολα

( z : l z l *  1 κ α ιί(ζ )  =  0 ) κ α ι ( ζ : Ι ζ Ι χ  1 κ α ^ ( ζ )  = 0)

ε ίν α ι α π έρ α ν το , ο π ό τε , α π ό  τη ν  α ρχή  τα υ τό τη τα ς  ο λ ό μ ο ρ φ ω ν  σ υ να ρ τή σ εω ν , 

π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι ί(ζ ) = 0  γ ια  κάθε ζ , ή g (z) = 0  γ ια  κάθε ζ . Α ρα  η f  ή /  κ α ι η g  ε ίν α ι 
σταθερά, ά τοπο . Έ τσ ι ο  ισχυρισμός f(z) *  0, γ ια  κάθε ζ, αληθεύει.

Δ ιαπιστώ σαμε, λο ιπ ό ν , ό τ ι τα  σημεία b κ α ι 0  δεν ανήκουν σ το  σ ύνο λο  τ ιμ ώ ν  τη ς 

α κ ερ α ία ς σ υνά ρτη σ η ς f, γ εγ ο ν ό ς  π ο υ  α ν τ ίκ ε ιτα ι π ρ ο ς  το  θεώ ρη μ α  το υ  P ica rd . 

Ε πομένω ς δεν υπά ρχουν τέτο ιες συναρτήσεις f  κ α ι g. □

Παράδειγμα 8.3.5
θ α  εξεταστεί α ν  υ π ά ρ χε ι μη σταθερά ακερα ία  μ ιγαδ ική  συνάρτηση f τέτο ια  ώ στε
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Re f(z) < Ο, για κάθε μιγαδικό αριθμό ζ.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια τέτοια μιγαδική συνάρτηση. 
1ος τρόπος.
Αν θέσουμε

f(z): = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y),

τότε πρέπει να ισχύει u(x, y) < 0  και επιπλέον η συνάρτηση με τύπο

g(z):=exp(f(z))

θα είναι επίσης ακέραια και μη σταθερά. Αλλά παρατηρούμε ότι ισχύει

I g(z) I = exp u(x, y) <1 ,

δηλαδή η g είναι φραγμένη, άρα σταθερά, άτοπο.
2οςτρόπος.
Μια τέτοια συνάρτηση παίρνει τιμές μόνο στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο, 

πράγμα που αντίκειται προς το θεώρημα του Picard. □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .3 .6

Έστω λ > 2. Θα εξετάσουμε αν υπάρχει συνάρτηση f που είναι ολόμορφη στην 
κυκλική περιοχή B(i, 1 + ε) για κάποιο ε > 0, τέτοια ώστε να ισχύει

ΙΓ'(ί)Ι = λ και max lf(i+e^)l=l.
0<t <2π

Υποθέτουμε ότι μια τέτοια συνάρτηση υπάρχει. Από τον τύπο του Cauchy για την 
παράσταση της δεύτερης παραγωγού της f στο σημείο i έχουμε

f (ΐ)_ 2πί J (ζ-i)3 ^ ’
Y

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του κύκλου με κέντρο το σημείο i
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κ α ι α κ τίνα  ίση με 1. Ε πομένω ς θ α  έχουμε

λ  = If" (i) I = |
2!_

2π1 ί £ “  ί·^^"Ι<ΕΙ 5 —2π=2 
(ξ- 1 ) 3 * '  S  π  S  -  Ζ

Υ

π

Ε πομένω ς, α ν  λ  >  2 , δεν υ π ά ρ χει τέτο ια  συνάρτηση.

Έ στω  ό τ ι λ = 2 .  Τ ότε στην π α ρα π ά νω  σχέση ισ χύει π α ντο ύ  η ισ ό τη τα  Ά ρ α , λ ό γω  

τη ς συνέχειας τη ς I f(z) I, θα  π ρ έπ ει ν α  έχουμε

l f ( z ) l =  1, γ ια  κάθε ζ  π ά νω  στην καμ πύλη γ·

δηλαδή γ ια  κάθε σημείο t  στο  διάστημα  (· π , π ] θ α  π ρ έπ ε ι ν α  ισ χύει

θ έτο υ μ ε

lf(i +  e « ) l = l .  

0 (t) := A rg f(i +  eft).

Ά ρα γ ια  κάθε τέτο ιο  t  θ α  έχουμε

f(l + e“ ) =e**t).

Έ στω  ζ  ένα  σημείο τη ς γ . Τ ότε το  ζ  γρά φ ετα ι στη μορφή i+e11, ό π ο υ

t = A ig(z -1).

Έ τσ ι βλέπουμε ό τ ι η  συνάρτηση f  έχει τη  μορφή

f(z) = (ζ  - i)e(z *»).

όπου

SCO ϊ —Arg(fc)
θ(Α τβ( ζ ) ) .

Στο σημείο α υτό  προχω ρούμε να  προσδιορίσουμε κ ά π ο ια  σ υνά ρ τη σ η ς. Η  α π λο ύσ τερ η  

περίπτω ση ε ίνα ι ν α  υποθέσουμε ό τ ι η συνάρτηση g π α ίρ ν ε ι σταθερή π ρ α γμ α τικ ή  τ ιμ ή , 

έστω, α  δηλαδή γ ια  κάθε σημείο z  τη ς γ  θα  έχουμε
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f(z) = (z-i)«.

Επειδή οι συναρτήσεις f(z) και (ζ - ϊ)α είναι ολόμορφες στον δίσκο Β(ΐ, 1+ε) και αυτές 
ταυτίζονται πάνω στα σημεία της περιφέρειας του κύκλου με κέντρο το σημείο ΐ και 
ακτίνα ίση με 1 , σύμφωνα με την αρχή ταυτότητας ολόμορφων συναρτήσεων, η f έχει 
παντού την ίδια μορφή, δηλαδή ισχύει

f(z) = (z - ΐ)α για κάθε ζ στην περιοχή B(i, 1 +ε).

Επομένως, θα πρέπει να ισχύει

2 = I f ' (i) I = I α I,

δηλαδή α = 2, ή α = -2. Όμως η τιμή α =- 2 απορρίπτεται, διότι η συνάρτηση

f(z) = (z -i)-2

δεν είναι ολόμορφη στο σημείο ΐ. Έτσι, τελικά, πρέπει α =2, οπότε συμπεραίνουμε ότι 
μία συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες του προβλήματος δίνεται από τον τύπο

f(z): = (z - i)2 □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .3 .7
Αν fi, f2,...,fk είναι ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις ορισμένες επί ενός τόπου Τ  

και τέτοιες ώστε

fi(z). f2(z)... 4(ζ) = 0, για κάθε ζ£Γ ,

θα αποδειχτεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας δείκτης ν £{ 1 , 2 , ..., k} τέτοιος ώστε η 
αντίστοιχη συνάρτηση fv να είναι εκ ταυτότητος ίση με το μηδέν επί του Τ.

Προς τούτο παρατηρούμε ότι, επειδή ο τόπος Τ  είναι ένα ανοικτό σύνολο 
μπορούμε να θεωρήσουμε μια φραγμένη ακολουθία σημείων (ζη) στον Τ  με όρους 
διαφορετικούς ανά δύο. Τότε θα ισχύει και

fi(zn) · h (zn) -  fk&n) = 0, για κάθε η =1 , 2 ,...
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Γ ια κάθε ν  = 1 ,2 , . . . , k  ορ ίζουμε τα  σύνολα

Av : = { n :  fv(Zn)=0|.

Τότε, επειδή η ένωση όλω ν αυτώ ν τω ν συνόλω ν ε ίν α ι το  σύνολο τω ν φ υσ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν 
( 1 , 2 , . . .  } κ α ι επειδή τούτο  είνα ι απέραντο , θα  υ π ά ρ χει κ ά π ο ιο  α π ό  τα  σ ύ νο λα  Α ν το  

ο π ο ίο  θα  ε ίν α ι επ ίσ ης α πέραντο . Α λλά τότε η α ντίσ το ιχη  συνάρτηση fv θ α  έ χ ε ι μ ια  

φ ραγμένη α κολουθία  ρ ιζώ ν κα ι, επειδή η συνάρτηση αυτή ε ίν α ι α κερ α ΐα , θ α  ε ίν α ι εκ 

ταυτότητος ίση με το  μηδέν. □

Παράδειγμα 8.3.8
θ α  αποδείξουμε ό τ ι το  σύνολο Α  τω ν μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθμ ώ ν ο ι ο π ο ίο ι ικ α νο π ο ιο ύ ν  

τη  σχέση

s in 5 z  + c o s z ( l - z ) = - i

δεν μ π ο ρ εί να  ε ίν α ι τα υτόχρονα  α πέραντο  κ α ι φ ραγμένο.

Π ρα γμ α τικά , α ν  το  Α ήταν α π έρ α ντο  κ α ι φ ρ α γμ ένο  σ ύ νο λο , θ α  π ε ρ ιε ίχ ε  μ ια  

σ νγκλίνουσ α  α κολουθία  με ό ρ ο υ ς δια κεκρ ιμένους, ά ρα  κ α ι ένα  σημείο συσσώρευσης. 

Ε πομένω ς η  ακέραια  συνάρτηση με τύπο

f (z ) : = sin5z + co sz(l- ζ) + i,

θα  είχε το υ λά χισ το ν  ένα  σημείο συσσώ ρευσης ρ ιζώ ν, π ρ ά γμ α  το  ο π ο ίο  σ η μ α ίνει ό τ ι 

αυτή θ α  ήταν η σταθερά μηδενική συνάρτηση. Τ ούτο όμω ς δεν ισ χύει, ο π ό τε  το  σ ύνολο  

Α δεν μ π ο ρ εί να  έχει τ ις  ιδ ιότητες π ο υ  αναφ έροντα ι. □

8 .3 .1  Έ σ τω φ  μ ια  πραγμ α τική  συνάρτηση π ρα γμ α τικ ή ς μεταβλητής τέ το ια  ώ στε 

να  ισ χύει

q>cS = Κ  , γ ια  κάθε n = 1 ,2 , . . .  η η*

κ α ι φ (4) =  0 . Να εξεταστεί α ν  υ π ά ρ χε ι ολόμορφ η  συνάρτηση ί : C  -*  C τέ το ια  ώ στε
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f(x) = φ(χ), για κάθε χ ER.

8.3 .2  Να αποδειχτεί ότι η μοναδική ακέραια μιγαδική συνάρτηση f που 
ικανοποιεί τη σχέση

2sin k +if(isin k) = 0 , k = 0, 1 , 2 , ..., είναι η f(z) = 2ζ.

8.3.3 Να εξεταστεί αν υπάρχει ακεραία μιγαδική συνάρτηση f που ικανοποιεί τη 
σχέση

f(cos v)+sin2 ν =2cos ν και f(0)=e.

8.4 Ανώμαλα σημεία ολόμορφων μιγαδικών συναρτήσεων

Ένα σημείο a είναι (μ εμ ο ν ω μ έν ο ) α νώ μ α λ ο  σ η μ είο  (isolated singular point) 
για μια συνάρτηση f, αν η f είναι ολόμορφη τουλάχιστον σε μια δακτυλική περιοχή 
της μορφής A(a, 0, r), για κάποιο r > 0. Η μελέτη τέτοιων σημείων ανάγεται στην 
εξέταση της ύπαρξης ή μη του ορίου της f στα σημεία αυτά.

Θεωρούμε έναν δακτύλιο της μορφής Δ(β, 0, r) στο μιγαδικό επίπεδο και μια 
συνάρτηση f ολόμορφη και ορισμένη στον δακτύλιο αυτό. Αν η f ικανοποιεί τη σχέση

limf(z) = b, 
z-*a

όπου b είναι ένας μιγαδικός αριθμός, τότε το a είναι α ν α ιρ έ σ ιμ ο  ή α π α λ ε ίψ ιμ ο  

(removable) ανώμαλο σημείο και η f είναι τοπικά φραγμένη σ’ αυτό. Τούτο συμβαίνει 
αν και μόνο αν στο ανάπτυγμα της f σε σειρά Laurent με κέντρο το a δεν 
εμφανίζονται (μη μηδενικοί) όροι με αρνητικό δείκτη, δηλαδή το κύριο μέρος της 
σειράς είναι μηδέν.

Αν η συνάρτηση f ικανοποιεί τη σχέση

limf(z)= οο, 
z-»a
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τότε το σημείο a είναι πόλος (pole) της f. Τούτο συμβαίνει αν και μόνο αν υπάρχει 
ΓιΕ(0, γ), ένας μοναδικός φυσικός αριθμός k και μια ολόμορφη συνάρτηση h ορισμένη 
στον δακτύλιο Δ(β, 0, π), τέτοια ώστε h(a) * 0 και

f(z) = (ζ - a)-k h(z), για κάθε ζ EA(a, 0, γι).

Ο αριθμός k είναι η πολλαπλότητα, ή η τάξη  (multiplicity) του πόλου a της f.
Το σημείο a είναι πόλος της συνάρτησης f με πολλαπλότητα k, αν και μόνο αν το 

ανάπτυγμα της f σε σειρά Laurent είναι της μορφής

b.k
+ + -  + bo + bi(z - a) + b2(z - a)2 +...

όπου b. * *0.

Μερόμορφη (meromorphic) είναι μια συνάρτηση ορισμένη σε έναν τόπο Τ, αν 
για κάθε ζ 6 Τ η f είναι ολόμορφη στο ζ , ή το ζ είναι πόλος της ί.

Αν η συνάρτηση f δεν έχει όριο στο σημείο a, τότε το a είναι ένα ουσιωδώς 
ανώμαλο σημείο (essentially singular point) για την f. Τούτο συμβαίνει αν και μόνο 
αν στο ανάπτυγμα της f σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο a υπάρχουν άπειροι το 
πλήθος όροι με αρνητικό δείκτη.

Θεώρημα των C assorati · W ciers trass:
Έστω  Γ μια  ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε έναν δακτύλιο της μορφής A(a, 0, 

r) και έστω  ό τι το  κέντρο  το ν  δακτυλίου , δηλαδή το σημείο a, είνα ι ουσιω δώ ς 
ανώμαλο σημείο για  την ί. Τότε για κάθε μιγαδικό αριθμό L υπάρχει μ ια  ακολουθία  
μιγαδικώ ν αριθμών (Ζη) με όρους διαφορετικούς ανά δύο τέτοια ώστε τέτοια  ώ στε

lim Ζη = a και lim f(Zn) = L

Π αράδειγμα 8.4.1
θα αποδειχτεί ότι η συνάρτηση με τύπο
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είναι μερόμορφη στο μιγαδικό επίπεδο και θα βρεθεί το σύνολο των πόλων της. 
Επίσης θα εξετάσουμε αν υπάρχει επέκταση της f στο επεκτεταμένο μιγαδικό επίπεδο 
η οποία είναι μερόμορφη.

Πραγματικά, έστω τυχών μιγαδικός αριθμός ζ. Αν sinz=0, τότε το όριο της f στο 
ζ είναι το σημείο <». Άρα το σημείο ζ είναι πόλος της f. Έτσι λοιπόν οι πόλοι της f 
είναι οι ρίζες της συνάρτησης sin. Επομένως το σύνολο των πόλων της f είναι το 
σύνολο

A : = { lot, όπου k ακέραιος αριθμός}.

Τέλος, αν υπάρχει επέκταση F της f στο επεκτεταμένο μιγαδικό επίπεδο η οποία 
είναι επίσης μερόμορφη, τότε αυτή θα έχει πόλους τουλάχιστον τα σημεία του 
συνόλου Α (και πιθανόν και το κατ' εκδοχήν σημείο). Τούτο όμως είναι άτοπο, γιατί 
κάθε συνάρτηση μερόμορφη στο επεκτεταμένο μιγαδικό επίπεδο έχει πεπερασμένο 
πλήθος πόλων, ή ακόμη γιατί μερόμορφες συναρτήσεις στο επεκτεταμένο μιγαδικό 
επίπεδο είναι μόνο οι ρητές συναρτήσεις. □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .4 .2 .

Θα χαρακτηρίσουμε το σημείο π ως προς τη συνάρτηση με τύπο

f(z)
sinz 
z-π '

Προς τούτο, θέτουμε ζ : = ζ - π και παρατηρούμε άτι
•tp-a-s* Ca jv

1 1 .....· 1 / t 3 t 2n+1
f(z) =~sin (ζ +π) = - -sinz = - -  ίξ - J  + . . .  + (-Un̂ ^ 7 +

ζ2 ζ2η
1 + 3! ■·"'(' 1)n(2n+l)! + _

(z- π)2 (z- π)2η
3! { ; (2n+l)! ’

που είναι το ανάπτυγμα της f σε δυνάμεις του ζ- π, δηλαδή το ανάπτυγμα Taylor με 
κέντρο το σημείο π. Το γεγονός τούτο σημαίνει ότι το σημείο π είναι αναιρέσιμο 
σημείο για την f. □
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Παράδειγμα 8.4.3
Θ α προσδιορίσουμε το ν  τύ π ο  του  ανώ μαλου σημείου π  γ ια  τη  συνάρτηση με τύ π ο

f(z): -
1+cosz

ζ-π

Π ρος τούτο  θέτουμε ζ : =  ζ  - π  κ α ι παρατηρούμε ό τ ι

f(z) =
1+cosz

ζ - π

{2 Μ ι*2η

1-cosE

t  =  ς

ζ ς3 ζ2η-1
=  2 ! - 4 ! + " - (*1),W + - = (Z *Jt)h(Z)’

όπου  ο  τύ π ο ς

h (z ) : = ΓΓ - +··· - (·1)η ~  —  +2! 4!

(Ζ.π)2η-2

(2η)!

ο ρ ίζει μ ια  ολόμορφη συνάρτηση τέτο ια  ώ στε )ι(π) = 1 / 2 .  Ά ρα το  σημείο  π  ε ίν α ι ρ ίζα  

1ης τά ξη ς γ ια  τη  συνάρτηση π ο υ  μ α ς δόθηκε. □

Παράδειγμα 8.4.4
θ α  δο θ εί π α ρά δειγμ α  μ ιγα δ ιχή ς συνάρτησης π ο υ  έχει το  σημείο  1 + i π ό λ ο  2η ς 

τά ξη ς, το  σημείο 1- 21 ουσ ιω δώ ς ανώ μαλο σημείο κ α ι ε ίν α ι ο λόμ ορφ η  σε κ ά θ ε ά λλ ο  

σημείο το υ  μ ιγα δ ιχο ύ  επ ιπέδου.

Π ραγματικά , η απλούστερη συνάρτηση π ο υ  έχει το  σημείο 1+1 π ό λ ο  2ης τά ξη ς έχ ε ι 

τύπο

f,(Z) : = (z -l-l)2  *

Ε π ίσης μ ια  συνάρτηση π ο υ  έχει το  σημείο 1- 21 ουσ ιω δώ ς ανώ μαλο σημείο έχει τύ π ο

t 2 C z ) : s e x p l z L · 1

Ε πομένω ς μ ια  συνάρτηση π ο υ  έχει τ ις  ζητούμενες ιδιότητες ε ίν α ι η
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f(z) := f,(z)+f2(z) = i^ + e x p [ ^ ] . □

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .4 .5
Θα χαρακτηριστεί το σημείο ζο :=1 ως προς τη συνάρτηση με τύπο

f(z) :=
sirutz

2 ez*1-z2-l ‘

Προς τούτο παρατηρούμε ότι ο αριθμητής γράφεται ως

sin πζ = sin (π- πζ) =- sin π (ζ-1) =

. (π(ζ-1))3 (π(ζ-1))5 (π(ζ-1))7
= - π ( ζ - ! )+  -  - -  + ^

r Γ (π(ζ-1))2 (π(ζ-1))4 (π(ζ-1))6 ,
= π (ζ -1 )[-  1 + ----- --------' 5! + 7! ' J

γεγονός που σημαίνει ότι για τον αριθμητή το σημείο 1 είναι ρίζα 1ης τάξης 
Επίσης για τον παρονομαστή παρατηρούμε ότι

2 e M -z M  = 2 ( 1  * Ζ -  ■ ζ2Ί  =

„ . ίζ - 1)2 (ζ - 1)3 (ζ -1 )4 ,
=1- ζ2 +2((ζ -1 ) + +...) =

= (ζ -1  )(-1- ζ  +2 +|j-(z -1 ) +“ ( ζ - 1)2 + ^ ·(ζ- 1)3 +...)=

= (ζ - 1)2(-1+1 +|-(Ζ -1 ) +~(ζ -1)2 +... )=

= (ζ - l)3(|j-+|γ(ζ - ! ) + | γ(ζ - + )>

και επομένως για τον παρονομαστή το σημείο 1 είναι ρίζα τρίτης τάξης. Άρα το
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σημείο τούτο  ε ίν α ι π ό λ ο ς 2ης τάξης γ ια  τη  συνάρτηση, δ ιό τ ι αυτή  γρ ά φ ετα ι ω ς

f(Z) =
siroiz

2 e * 1-z2-l

(ζ  - l) 3( |j-+ ^ - ( z  -1 )  + ~(ζ  -1)2 + „.) 

=  (ζ  -I)*2 h(z),

όπου

h (z ): =

- ,  ( π ( ζ - ΐ » 4  (π (ζ - 1))6
3! '  5! 7!
2 2 2 
— +“ (Z -D + — (ζ-1 )2+ ...

είνα ι μ ια  συνάρτηση ολόμορφη στο σημείο ζο=1 κ α ι τέτο ια  ώ στε h ( l )  =  - 3 π  »*0. □

Παράδειγμα 8.4.6.
θ α  βρεθεί η τά ξη  το υ  π ό λ ο υ  ζ = Ο τ η ς  συνάρτησης με τύ π ο

f(z ): =
1-COSZ

Π αρατηρούμε ό τ ι ο  αριθμητής γρά φ ετα ι ω ς

ζ2 τ* ζ2α
1- cos ζ =1- ( 1  +  ( - 1 ) " ^ 7 +  · · · )  *

1 ζ2 ζ # 0*1)
=  ζ2 (2! * 4! + " ’ + (' 1)nc2n)! + --

Α ρα, τελ ικά , η  ί(ζ) γρά φ ετα ι στη μορφή
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από όπου προκύπτει ότι το σημείο ζ = 0  είναι πόλος 3ης τάξης. □

Π αράδειγμα 8.4.7
Θα χαρακτηριστούν τα σημεία 0, π/2 και π του μιγαδικού επιπέδου ως προς τη 

συνάρτηση με τύπο
, sinz 0 1
f(z): = ---- +tanzz +cos(------ ) .ζ ζ -π

Προς τούτο θέτουμε

sin ο 1f ι(ζ): = —  , Ϊ2(ζ) : =  tanzz και ί$(ζ): = cos(-----).ζ -π

Στο σημείο 0 η συνάρτηση ίχ είναι τοπικά φραγμένη, αφού το όριό της σ' αυτό 
είναι ίσο με 1. Άρα αυτή έχει μια ολόμορφη επέκταση στο 0, οπότε το 0 είναι σημείο 
ολομορφίας για την ίχ. Προφανώς το 0 είναι σημείο ολομορφίας και για τις 
συναρτήσεις και {$, οπότε, εύκολα προκύπτει ότι τούτο είναι σημείο ολομορφίας 
και για την f .

Το σημείο π/2  είναι σημείο ολομορφίας για τις συναρτήσεις f χ και f3, αλλά πόλος 
2ης τάξης για την f2, αφού αυτή γράφεται στη μορφή

tan2 (ζ) =
sin2z
cos2z

sin2z 

sin2( j -  ζ)

( z ‘ f > 2
3! • - Η - Ψ

(ζ - ~ )2n 

(2n+l)! + .

Επομένως το σημείο αυτό είναι πόλος 2ης τάξης για την ί.
Τέλος, το σημείο π είναι ουσιωδώς ανώμαλο για την f, επειδή τούτο είναι σημείο 

ολομορφίας για τις συναρτήσεις ίχ και f2 και ουσιωδώς ανώμαλο σημείο για την f3, 
αφού παρατηρούμε ότι

fj(Z) = C ° S ( ^  =
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2 1 ζ -π  4! ζ -π (2η)! ζ - π

1 1 1 1 1 1 
+("1 )η(2η)Γ ( ζ - π)2η +""4! (ζ -π )4 ' 2! (ζ -π )2 + * □

Παράδειγμα 8.4.8
θα αποδειχτεί ότι υπάρχει ακολουθία (Ζη) τέτοια ώστε

limzn=0 και lim exp (—) = 3+Τι.

Πραγματικά στο ανάπτυγμα της expiz'1) σε σειρά Laurent με κέντρο το σημείο 0 
υπάρχουν άπειροι το πλήθος όροι με αρνητικό δείκτη, και άρα το σημείο 0  είναι 
ουσιωδώς ανώμαλο σημείο για την exp. Έτσι, σύμφωνα με το Θεώρημα των Cassorati 
- Weierstrass, ο μιγαδικός αριθμός 3+7ι είναι το όριο μιας ακολουθίας (f(z„)) για

Παράδειγμα 8.4.9
θα αποδείξουμε ότι το πηλίκο δύο μερόμορφων μιγαδικών συναρτήσεων είναι 

επίσης μερόμορφη συνάρτηση.
Προς τούτο υποθέτουμε ότι f και g είναι δύο μερόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις 

σε έναν τόπο Τ  και θεωρούμε ένα σημείο &ΕΤ. Απλοποιώντας τους κοινούς 
παράγοντες των δύο συναρτήσεων ( αν τέτοιοι υπάρχουν) μπορούμε να υποθέσουμε 
ότι οι δύο συναρτήσεις δεν έχουν κοινές ρίζες. Διακρίνουμε τις παρακάτω έξι 
περιπτώσεις:

α) To a είναι σημείο ολομορφίας των f, g και η % δεν έχει ρίζα το a. Τότε το 
πηλίκο f(z) /  g(z) είναι καλά ορισμένο σε μια περιοχή του a και είναι συνάρτηση 
ολόμορφη στο a.

β) To a είναι σημείο ολομορφίας των f, g και η g έχει το a ρίζα τάξης k. Τότε το 
πηλίκο έχει το a πόλο k τάξης.

γ) To a είναι σημείο ολομορφίας των f, g και η g έχει το a πόλο τάξης η. Τότε το 
a είναι ρίζα του πηλίκου τάξης η και άρα το πηλίκο είναι συνάρτηση ολόμορφη στο a.

δ) To a είναι πόλος της f τάξης m και σημείο ολομορφίας της g, αλλά όχι ρίζα 
της g. Τότε το a είναι πόλος του πηλίκου τάξης m.

ε) To a είναι πόλος της ί  τάξης m και ρίζα της g τάξης k. Τότε το a είναι πόλος 
του πηλίκου τάξης m + k.

κάποια ακολουθία (Ζη) η οποία συγκλίνει προς το 0 . □
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ς) To a είναι πόλος της f τάξης m και πόλος της g τάξης η. Αν m > η , το a είναι 
πόλος του πηλίκου τάξης m - η και, αν m s  η, τότε τούτο είναι σημείο ολομορφίας του 
πηλίκου.

Έτσι σε κάθε περίπτωση προκύπτει ότι το τυχόν σημείο του τόπου Τ  είναι σημείο 
ολομορφίας του πηλίκου ή πόλος και επομένως το πηλίκο είναι μερόμορφη 
συνάρτηση στον τόπο Τ. □

8.4.1 Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν τα ανώμαλα σημεία για τις

srnz 
ζ2(ΐ- ζ)

ζ2-1

συναρτήσεις με τύπους

α)
„ 1+cosz 
f(Z) := (z-π )2 ’ β) f(z) :=

Υ) δ) f(z) :=

ε) f W ^ c o s ^ · , ς) f(z)“

ζ)
1 2- πζ

f(z) := cos , +sin„. . ζ+1 3(ζ+1)

1η(1+ζ4)

8.4.2 Να χαρακτηριστεί το σημείο 0 για τις συναρτήσεις με τύπους

α) f(z) :=
1

e- ζ - Γ
β) f(z) := zsinh~, 

Ζ

γ) f (z ) := e x p (-^ )+ 3 ^ \

8.4.3 Να εξεταστεί αν υπάρχουν ακολουθίες μιγαόικών αριθμών (Ζη) και (w„) 
τέτοιες ώστε να ισχύει

limzn = 0, limwn = 0  και lim exp(—) = limcos (7 -) =1 - i.
Zh wn
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8 .4 .4  Να εξεταστεί α ν  υ π ά ρχο υ ν  α κολουθίες μ ιγα δ ικώ ν α ρ ιθ μ ώ ν  (ζη) κ α ι (Wn) 

τέτο ιες ώ στε ν α  ισχύει

8 .4 .5  Να δ ο θ ε ί π α ρ ά δε ιγμ α  μ ιγα δ ικ ή ς σ υνά ρτη σ η ς π ο υ  έχ ε ι το  σ η μ είο  1+i 

ουσ ιω δώ ς ανώ μαλο σημείο, το  σημείο 2+1 π ό λ ο  3ης τά ξη ς, ε ίν α ι ο λό μ ο ρ φ η  σε κάθε 

άλλο σημείο το υ  μ ιγα δ ικού  επ ιπέδου  κ α ι τη ς ο π ο ία ς  το  ολοκληρω τικό  υ π ό λ ο ιπ ο  ω ς 

π ρ ο ς το  σημείο 1+i ε ίνα ι 0.

8 .4 .6  Ν α α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι το  ά θ ρ ο ισ μ α , η δ ια φ ο ρ ά  κ α ι τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  

μερόμορφω ν μ ιγαδικώ ν συναρτήσεω ν ε ίνα ι επ ίσης μερόμορφη συνάρτηση.

8 .4 .7  Ν α εξεταστεί α ν  η συνάρτηση με τύ π ο

ε ίν α ι μερόμορφη.

8 .4 .8  Να δοθεί πα ρά δειγμ α  μ ιγα δ ική ς συνάρτησης f  π ο υ  έχει τ α  σ ημ εία  1,31,51 

π ό λ ο υ ς  3η ς τά ξη ς, τα  σημεία  21, 4 i ο υ σ ιω δώ ς α νώ μ α λα  σ ημ εία  κ α ι η  f  ν α  ε ίν α ι 

ολόμορφ η σε κάθε άλλο σημείο το υ  μ ιγαδικσύ επ ιπέδου .



Η έννοια των ολοκληρωτικών υπολοίπων παίζει πολύ σημαντικό ρόλο στις 
εφαρμογές της θεωρίας των μιγαδικών συναρτήσεων και ιδιαίτερα στον υπολογισμό 
πολλών ορισμένων ολοκληρωμάτων πραγματικών συναρτήσεων.

9.1 Ολοκληρωτικά υπόλοιπα

Το ολοκληρω τικό  υπόλο ιπο  (residuum, ή residue) σε ένα σημείο a μιας 
συνάρτησης f η οποία είναι ολόμορφη σε έναν δακτύλιο της μορφής A(a, 0, r) του 
μιγαδιπού επιπέδου είναι ο μιγαδικός αριθμός που ορίζεται με τον τύπο:

όπου γ είναι μια οποιαδήποτε θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια κύκλου με 
κέντρο το σημείο a και ακτίνα ρ τέτοια ώστε 0 < ρ < r.

Γενικός τύπος τον ολοκληρωτικού υπολοίπου
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Α ν γνω ρίζουμε το  α νά πτυγμ α  της f  σε σειρά  Laurent με κέντρο το  σημείο a , τό τε  ο  
συντελεστής b . ι του  ό ρ ο υ  (z  - a)*1 τη ς  σ ειρά ς ισ οΰτα ι με το  ολοκληρω τικό  υ π ό λ ο ιπ ο  

τη ς f  στο  σημείο a, δηλαδή έχουμε

R es f(z) = b . i .
z«a__________

Τύπος τον ολοκληρωτικού υπολοίπου όταν είναι γνωστό το ανάπτυγμα Laurent

Α ν τ ο  σ ημ είο  a  ε ίν α ι π ό λ ο ς  τη ς  f  π ο λ λ α π λ ό τη τα ς k , τό τε  τ ο  ο λ ο κ λ η ρ ω τικ ό  

υ π ό λ ο ιπ ο  τη ς f  σ το  a  δ ίνετα ι α π ό  το ν  τό π οί
ί
ί

Res f(z) = Τ ~ 7 7  lim  [(z-a)kf(z)]<k-D . 
z-a______(Κ-ΐ)ΐ z-»a_______________

Τύπος τον ολοκληρωτικού υπολοίπου όταν το σημείο a  είναι πόλος πολλαπλότητας k.

Παράδειγμα 9.1.1.
θ α  υπολογίσουμε τα  ολοκληρω τικά  υπ ό λο ιπ α  τη ς συνάρτησης με τύ π ο

ί(Ζ ): =  (ζ+ 1 )2 (ζ -2 )

σ τα  σημεία  -1 κ α ι 2 .

Π αρατηρούμε ό τ ι το  σ η μ είο -1 ε ίν α ι π ό λ ο ς  2ης τάξης, ενώ  το  σημείο 2 ε ίν α ι π ό λ ο ς  

1ης τά ξη ς. Έ τσ ι, εφαρμόζοντας το ν  πα ρα π ά νω  σχετικό τύ π ο  π α ίρνο υ μ ε
ίt
ί
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R es
ζ-2 (ζ  +1)2(ζ - 2 ) =  [(Ζ ' 2 )(ζ+ 1 )2 (ζ -2 )1 =

=  lim
e*

z -a iz+ U 2 9
□

Παοάβειγμα 9.1.2
θ α  υπολογίσ ουμ ε τα  ολοκληρω τικά υπόλο ιπ α  της συνάρτησης με τόπο

σ τα  σ ημ εία  0  κ α ι π /4 .

Γ ια  το  σημείο 0  έχουμε

ί ( ζ ) :  =
sinz2

ζ 3- 7 Ζ2 
4

lim  f(z) =  lim  
ζ-»ο ζ-»ο

sinz2 1 4
ζ2 π  ” * π  ’ 

ζ- Τ

π ρ ά γ μ α  π ο υ  σ η μ α ίνε ι ό τ ι το  0  ε ίν α ι α να ιρέσ ιμ ο  σημείο . Έ τσ ι το  ολοκληρω τικό  

υ π ό λ ο ιπ ο  τη ς  f  σ το  σημείο  0  ε ίν α ι μηδέν, α φ οό στο ανά πτυγμ α  Laurent με κέντρο το  0 

δ εν  υ π ά ρ χο υ ν  ό ρ ο ι με αρνητικό  δείκτη.

Γ ια  το  σημείο π /4  παρατηρούμε ό τ ι

lim  ί(ζ) =  »
ζ— π/4

κ α ι επ ο μ ένω ς το ύ το  ε ίν α ι π ό λ ο ς  τη ς f  κ α ι μάλιστα  1ης τάξης. Α ρα  έχουμε

sinz2 _ π  sinz2 „  sinz2 16 . π 2
R e s -----------=  Jim ( z * r ) -----------=  lim  — “ 7 s in ~ .

ζ-π/4 5^2 ζ~*π/4 4 3 π ^  ζ-»π/4 Zz π* Ιο
4 4

Παράδειγμα 9.1.3
θ α  υπ ο λ ο γισ τεί το  ολοκληρω τικό υπόλο ιπ ο  της συνάρτησης με τόπο

□

ϊ
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f (z ) : = z3s in ^ ,

στο σημείο Ο.
Π αρατηρούμε ό τ ι το  α νά π τυ γμ α  L aurent τη ς  συνάρτησης α υτή ς μ ε κ έντρ ο  το  

σημείο 0  ε ίν α ι το

α π ό  ό π ο υ  α μέσω ς π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι το  ολοκληρω τικό  υ π ό λ ο ιπ ο  τη ς σ υνάρτησ ης σ το  

σημείο 0  ε ίν α ι ίσο με 0. □

Παράόειγμα 9.1.4
θ α  υπολογισ τεί το  ολοκληρωτικό υπ ό λο ιπ ο  τη ς συνάρτησης με τύ π ο

ί( ζ ) : =  ζ2 cos

στο σημείο 0.

Π αρατηρούμε ό τ ι η  συνάρτηση ε ίν α ι ά ρτια . Ε π ομ ένω ς στο  α ν ά π τυ γμ α  τη ς  f  σε 

σ ειρά  L aurent με κέντρ ο  το  σημείο 0  ό λ ο ι ο ι ό ρ ο ι με π ερ ιττό  δείκτη  ε ίν α ι ίσ ο ι,μ ε  το  

μηδέν. Τ ούτο , βέβαια , δη λώ νει ό τ ι κ α ι

Res f (z )= b .]  =  0. □
ζ-0

Παράδειγμα 9.1.5
θ α  υ π ο λο γισ τεί το  ολοκληρω τικό υπ ό λο ιπ ο  τη ς συνάρτησης με τύ π ο

sinSz - Ssinz 
^ : = (sinz - z)sinz ’

στο σημείο 0.

Π ρος τούτο  π ρ έπ ε ι να  χα ρα κτηρ ίσ ουμ ε το  σημείο  0  ω ς π ρ ο ς  τη  σ υνά ρ τη σ η  f. 

Π ραγματικά , παρατηρούμ ε ό τ ι ο  αριθμητής γρά φ ετα ι ω ς

(5zt3 f5zt2n'fl . 7}  z2n+1 \
ansz. 5an ζ=5ζ- ... ■■·· 5 (z -J  . . . .  -· >*

5 3 - 5 , 5 5 - 5 ,
=- i r z + ~ z5- - = z h (z )·

f ( z ) = z 3( ^ - ~ + ;  1kz2 3IZ6 5!z10
x J _  _1 

' · '  = Z ‘ 3!z3 + 5!z7
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ό π ο υ  η συνάρτηση με τύπ ο

1Γ1 5 3 - 5  5 5 -  5 „
h (z ) : =  - - £ j— + ~ ^ ” Ζ2 -

ε ίν α ι ολόμ ορφ η  κ α ι τέτο ια  ώ στε

h(0) =  - (53-5 )/3 ! =- 20*0.

Ε π ίσ η ς ο  πα ρονομ α σ τή ς γρά φ ετα ι ω ς

. 2? jr2n+l . . 2? z2n+l \
(sinz - z )s in z = (z  - —  + . . . +  (-1)" ^  ^ ,  + ...- ζ ) ( ζ -  — + ... -K -l)n~  ~  + -  ) :

(2α+1)! (2η+1)!

λ/  1 ζ2η· 2 w  ζζ , _ ζζπ \
=  ζ4 (- 3! + ...+  (-! )"  + ...) ( !  - 3! + ...+  (-1) (2η+1), + . . . ) -

ζ2π

(2η+1)ί (2η+1)!

=  z4 g(ζ),

ό π ο υ  η συνάρτηση με τύ π ο

S (z )  :=  ( - ^ 7 + . . . - Κ - ΐΡ
r2n-2 r2n

(2n+ l)! +· · '^ 1 ‘ 3! +- +("1)n(2n+ l)! +" ‘ ^

ε ίν α ι ο λό μ ο ρ φ η  κ α ι τέτο ια  ώ στε g(0) =  - 1 /  6 .  
Ύ σ τερα  α π ό  τα  π α ρ α π ά νω  έχουμε

f(z) =
sin5z - 5sinz z3h(z) 
(sin z -z )sin z  - z*g(z)

=  z-1 G (z),

ό π ο υ  η

G (z): =
g(z)

ε ίν α ι μ ια  συνάρτηση ολόμορφ η σε μ ια  περ ιοχή  του  μηδενός κ α ι τέτο ια  ώστε G(0)=120. 

Τ ο γ εγο ν ό ς το ύ το  σημαίνει ό τ ι το  σημείο 0  ε ίνα ι π ό λ ο ς της συνάρτησης f  κ α ι μάλιστα  
1ης τά ξη ς. Α ρα  έχουμε
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R es f(z) = R es
2*0 Z"0

sln5z-5sinz
(sinz-z)sinz lim G(z) =G(0)=120. 

z—0
□

Παράδειγμα 9.1.6
θ α  υπολογίσ ουμε το  ολοκληρω τικό υπόλο ιπ ο  τη ς συνάρτησης με τύ π ο

f(z):
e i/z 
1-ζ ’

στα  ανώ μαλα  σημεία  της.

Π ρος τούτο  παρατηρούμε ό τ ι τα  ανώ μαλα  σημεία τη ς συνάρτησης α υτή ς ε ίν α ι τα  

σημεία 1 κ α ι 0. Ε πειδή  το  σημείο 1 ε ίν α ι π ό λ ο ς 1ης τά ξη ς θα  έχουμε

e</z
Res f(z) = lim (ζ - 1) -—  =- e 1/· , =  - e. 
z-i z - i  l*z

Γ ια  το  σημείο 0  π α ίρνο υ μ ε το  α νά πτυγμ α  τη ς συνάρτησης κ α τά  L aurent με κέντρο 

το  σημείο τούτο . Έ χουμ ε

ί(ζ) = “—  + “  + ^Γ 7 + ^Γ 7 + - ) ( ΐ  + ζ + ζ2 + ζ3 +...)«1-ζ 1-ζ ν ζ 2!ζ2 3!ζ3 /ν  '

= ( 1 + Ή *  3Γ + >ζ + (Λ Ο Ι Π 0 1  ΟΡΟΙ> *

b.j
= — + ( A o m o io p o i) ,

οπότε

R«f(z)= b.|=(l+—-»̂ -+... ) = e - 1. □

, 9.1.1 Να υπολογιστούν τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα των παρακάτω συναρτήσεων
! στα ανώμαλα στρεία τους:
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α) f(z) := z3e!/z, β) f(z) := coshz
(Ζ2+1)(Ζ-2)’

ezγ) f(z) := ---------,
7 - sin2z 4

ε) f(z) := cos~+z5, z

ζ) f(z) :=i- cosz, z3- z2) ,

δ) f(z):= z2

(z+l)2(z-2)3’

5) f(z) :=
sinz

(z+2i)(z-~)

η) f(z) := sinz cos-, 
z

Z2k
8> f(z> l) f(z) := eZ/Ĉ z),

ια) f(z) J _  ±_
z- 1  +z-i'

9.1.2 Να δοθεί παράδειγμα μιγαδικής συνάρτησης που έχει το σημείο 0 
ουσιωδώς ανώμαλο σημείο, το σημείο -2i πόλο 3ης τάξης, είναι ολόμορφη σε κάθε 
άλλο σημείο του μιγαδικού επιπέδου και της οποίας το ολοκληρωτικό υπόλοιπο ως 
προς το σημείο 0  είναι 1 +i.

9.2 Θεώρημα του Cauchy για τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα

Για τις εφαρμογές της θεωρίας των μιγαδικών συναρτήσεων στον υπολογισμό 
επικαμπυλίων ολοκληρωμάτων μιγαδικών συναρτήσεων αλλά και γενικευμένων κατά 
Riemann ολοκληρωμάτων πραγματικών συναρτήσεων χρησιμοποιείται το παρακάτω

θεώρημα του Cauchy για τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα:
Υποθέτουμε ό τι Τ  είναι ένας τόπος στο μιγαδικό επίπεδο κ α ι & 2,..., a* είναι

ένα  πεπερασμένο πλήθος σημείω ν το ν  Τ. Α ν  ί  είναι μ ια  ολόμορφη συνάρτηση
ο

ορισμένη στον τόπο
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τότε γ ια  κάθε τυχα ία  κ λεισ τή  α λυσ ίδ α  Γ κατά  τμήματα δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ω ν  κ α μ π ύ λώ ν  π ο υ  

βρίσ κετα ι σ το ν  τόπ ο  Τ- (ai. a2, ..., ak | κα ι ε ίν α ι ο μ ό λο γη  μηδέν σ το ν  τ ό π ο  Τ  ισ χ ύ ε ι ο  

τύπος

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θετικά  προσ ανα τολισ μένη  περ ιφ έρεια  το υ  κύκλου με κέντρο  το  σημείο 

0  κ α ι α κ τίνα  5.

Π ρ ο ς το ύ το  π α ρα τη ρο ύ μ ε ό τ ι σ το  εσ(γ) η π ρ ο ς  ολοκλήρω ση σ υνάρτηση  ε ίν α ι 

π α ντο ύ  ολόμ ορφ η  εκτό ς α π ό  τα  σημεία  0  κ α ι -1. Α ρα, σύμφ ω να  με το  θεώ ρημ α  του  

Cauchy γ ια  τα  ολοκληρω τικά  υ π ό λ ο ιπ α , θα  έχουμε

“  J t(z )d z =  Σ  Ι(Γ ,βη) R es f(z).
Μ Γ "=1 « «  T ( v . a U - k f  1" "  · Λ-Π ,■ΤΠι ι  -

Τύπος τον Cauchy για τα ολοκληρωτική υπόλοιπα

Παράδειγμα 9.2.1
θ α  υ π ο λο γισ τεί το  ολοκλήρω μα

Υ

Υ

Α λλά το  σημείο 0  ε ίν α ι ένα  α να ιρέσ ιμ ο  ανώ μαλο σημείο, α φ ού  ισ χύει

κ α ι επομένω ς
βΜ
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Ο - ' ] !  ζ - » ( λ ί

Ε π ίσ η ς το  σημείο -1 ε ίν α ι π ό λ ο ς 1ης τάξης, οπότε το  ολοκληρω τικό υπ ό λο ιπ ο  τη ς f  στο 
-1 ε ίν α ι

„  e M  e M
R es -ζ— = lim  (ζ+1)"ΐ— =1- e-1.
Ζ=-1 ζ2+ζ ζ—-ι ζ2+ζ

Έ τσ ι, τελ ικ ά , π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι

Ι # + ζ άζ = 2 π ί(1 - β*1)· °

Υ

Παράδειγμα 9.2.2
θ α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  ολοκλήρω μα

J t a n z d z

Υ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θετικ ά  προσανατολισμένη  περ ιφ έρεια  το υ  κύκλου με κέντρο το  σημείο 

0  κ α ι α κ τ ίν α  3.
Μ έσα σ το ν  δ ίσ κο  Β (0 ,3) η συνάρτηση tanz ε ίνα ι ολόμορφη π α ντο ύ  εκτός α π ό  τα  

σημ εία  π /  2  κ α ι - π /  2 , τ α  ο π ο ία  ε ίν α ι π ό λ ο ι 1ης τάξης. Γ ια  τα  σημεία αυτά  έχουμε

„  , ^ sinz
R es tan  ζ =  lim  (ζ  - π /2 )------- =

ζ=π/2 ζ->π/2 cos ζ

ζ-π/2 . 1 ,
=  lim  sin ζ ------- =  lim  s in z - : = -1 ,

ζ-*π/2 cosz ζ-*π/2 *sin z

ό π ο υ  στην π ρ ο τελευ τα ία  ισ ότη τα  εφαρμόσαμε το ν  κ α νό να  L' H ospital. Μ ε το ν  ίδιο  

τρ ό π ο  βρίσκουμε ό τ ι

R es tan  ζ  =  -1 .
ζ=-π/2

Έ τσ ι, σ ύμ φ ω να  με το  θεώρημα του  Cauchy γ ια  τα  ολοκληρω τικά υ πόλο ιπ α , θα έχουμε
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=2πί(-1-1)=-4πί. □

Παράδειγμα 9.2.3
θ α  υπολογισ τεί το  ολοκλήρω μα

Υ

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θ ετικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρ ε ια  τη ς έλλειψ η ς με εξίσ ω σ η  σ ε 

καρτεσ ιανές συντεταγμένες τη ν  χ 2 +16y2 = 4.

Τ α  ανώ μαλα  σημεία  τη ς π ρ ο ς  ολοκλήρω ση συνάρτησης ε ίν α ι τ α  0 , i, κ α ι -!. Α πό  

α υ τά  ό μ ω ς μ ό νο  το  σ η μ είο  0  α νή κ ει σ το  εσ ω τερ ικό  τη ς  έλ λ ειψ η ς. Ε π ιπ λ έ ο ν  

παρατηρούμε ό τ ι το ύ το  ε ίν α ι ένα ουσ ιω δώ ς ανώ μαλο σημείο τη ς συνάρτησης. Γ ια  ν α  

υπολογίσ ουμ ε το  ολοκλήρω μ α  τούτο  θα  εφαρμόσουμε το ν  τύ π ο  το υ  C auchy γ ια  τ α  

ολοκληρω τικά  υ π ό λ ο ιπ α  Έ τσ ι έχουμε

διότι η συνάρτηση είναι άρτια και επομένως το ολοκληρωτικό υπόλοιπο στο σημείο 0

9 .2 .1  Ν α  υ π ο λ ο γ ισ το ύ ν  τα  π α ρ α κ ά τω  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα , κ α τ ά  μ ή κ ο ς τω ν  

α ντίσ το ιχω ν καμ πύλώ ν (ο ι ο π ο ίες  θεω ρείται ό τ ι έχουν τη  θετική  φ ο ρ ά ) :

Υ

είναι μηδέν. □

β) ί(ζ-1)2(ζ+3)
ζ τ±Ζ, γ: χ2/3 +y2/3 -  22/3.

Υ
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β)

Υ)

δ )

e)

e z
ζ 4 +2ζ2+1

d z ,

y

fs iro iz ,
1 ^ ·

jz ^ s in n iz ,

y: (z; I z - i  1=1).

γ : {z: l z l = 4 ) .

γ:  {z: l z l = 3 ) .

γ : {ζ: I z l  = 1).

ς) γ : 4x2+9y2 =  36.

2*

9.3 Ολοκληρώματα της μορφής JR(sint, cost)dt,

όπου R(x, y) είναι μια ρητή συνάρτηση

Υ ποθέτουμ ε ό τ ι έχουμε ν α  υπολογίσουμε ένα  ολοκλήρω μα τη ς μορφής

2π
I : = J  R (sint, cost) dt,

0

ό π ο υ  R (x , y ) ε ίν α ι μ ια  ριττή συνάρτηση τω ν πραγματικώ ν μεταβλητών x κ α ι y.
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Για ν α  υπολογίσ ουμε ένα  τέτο ιο  ολοκλήρω μα εργαζόμαστε ω ς ε ξ ή ς : 

θ έτο υ μ ε

οπ ότε βρίσκουμε

Z i = e tt, t  £ [0 ,2 π ],

1 1  1 1  dz
sln t =  ~ ( z -  ~ ) ,  cost =  “ ( z + ~ )  κ α ι  dt =  - l — . 2i ζ  2 ζ ζ

Έ τσ ι γ ια  το  δοθέν ολοκλήρω μα έχουμε

ό π ο υ  γ  ε ίν α ι η θ ετ ικ ά  π ρ ο σ α να το λ ισ μ ένη  π ερ ιφ έρ ε ια  το υ  μ ο ν α δ ια ίο υ  κ ύ κ λ ο υ  μ ε 

κέντρο το  σημείο 0 . Α ν η ρ ιμ ή  συνάρτηση με τύπο

f(z) : = R(” (z+“), £<ζ -±))

δεν έχει π ό λ ο υ ς π ά ν ω  στην περ ιφ έρεια  γ , εφαρμόζουμε το  θεώ ρημα το υ  C auchy γ ια  τα  

ολοκληρω τικά  υ π ό λ ο ιπ α  κ α ι υπολογίζουμε το  ολοκλήρω μα.

Παράδειγμα 9.3.1
Α ν α κ α ιβ ε ίν α ιπ ρ α γ μ α τ ικ ο ία ρ ιθ μ ο ίτ έ τ ο ιο ιώ σ τ ε α > β > 0 . ν α  υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  

ολοκλήρω μα
2π

ι -  Γ— £ —
J (α+βακχ)2 '

0

Π ρος το ύ το  εκτελούμε το ν  μετασχηματισμό

zs= e tt, t€ [ 0 ,2 n ] ,

ό π ω ς στη γενική  περ ίπτω σ η , ο π ό τε  πα ίρνουμε
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4 f  zdz 
I _ i J (βζ2 + 2αζ + β)2·

Y

όπου γ είναι η θετικά προσανατολισμένη περιφέρεια του μοναδιαίου κύκλου. Τα 
σημεία

ζι
- αW a 2- β2 

β
και Ζ2 '. - a- Va2- β2

β

είναι οι πόλοι της ρητής συνάρτησης

ί(Ζ ):_ (βζ2+2αζ+β)2

και μάλιστα αυτοί είναι 2ης τάξης. Μέσα στον μοναδιαίο κύκλο ανήκει μόνο ο πόλος 
ζι, οπότε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης f  στο ζι είναι

ζ  d /  ζ(ζ- ζι)2 ν a  „ .
R es ,α  7 η----- ----------------------------------------------3 /  =7(<*2- P ) ' 3/2-Ζ=Ζ! (βζ2+2αζ+β)2 Z-Zj dzv β2(ζ - Ζι)2(ζ- Ζ2)2/ 4 ν

Επομένως η τιμή του αρχικού ολοκληρώματος είναι

4  Γ zdz______ 4  ζ____________2πα _
”  i J (βζ2+2αζ+β)2 “  i ζ-ζ* (βζ2+2αζ+β)2 “ (a2 - β2)3/2 '

Υ

JsB
9.3.1 Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

2πr dx 
J Ι-Σλοοβχ+λ2’ 

0

0 < λ < 1 .
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β)

2 π
cos22xdx
2 λ α « χ+ λ 2’ 0 < λ < 1 .

Υ)

2π
f  cos22xdx
J 1-2λα κχ+ λ2 1 λ > 1 ·

δ)

ε)

2π

ί 1·
Ο

cos2xdx 
2 λ α κ χ+ λ 2 ’

2π
fs ln 2xdx

0 < λ < 1 .

ο
a+ bcosx

, 0 < b < a .

9.4 Ολοκληρώματα της μορφής PV /f(x )d x

Υ π ο θ έτο υ μ ε  ό τ ι f  ε ίν α ι μ ια  μερόμορφ η συνάρτηση ο ρ ισ μ ένη  σ ε έν α ν  τό π ο  ο  
; ο π ο ίο ς  π ερ ιέχε ι το υλά χισ το ν  το  ά νω  κλειστό  ημ ιεπίπεδο

tr.

[jV\i

E+ : = ( z e C :  I m z  * 0 ) .

Υ ποθέτουμ ε ακόμ α  ό τ ι η συνάρτηση f έχει πεπερασμένο πλή θο ς π ό λ ω ν

a i , a2, ···* a* στο σύνολο Ε+,

α λλ ά  κ α ν έν α  α π ό  α υ τά  τα  σ ημ εία  δεν  β ρ ίσ κ ετα ι π ά ν ω  σ το ν  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ξο ν α .
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Υποθέτουμε επιπλέον ότι η συνάρτηση f ικανοποιεί την οριακή σχέση

lim [ ζ f(z) ] = 0. 
ζ-*·®

Τότε ισχύει ο τύπος

όπου το πρώτο μέλος παριστάνει την κατά Cauchy πρωτεύουσα τιμή (Principal Value) 
του ολοκληρώματος που, ως γνωστόν, ορίζεται να είναι η ποσότητα

+* +r
PV J*f(x)dx = lim J f(x)dx,

-οο r->+“ -r

αρκεί το όριο στο δεύτερο μέλος να υπάρχει.
Αν η f είναι ρητή συνάρτηση τέτοια ώστε ο βαθμός του παρονομαστή να είναι 

τουλάχιστον κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από τον βαθμό του αριθμητή, τότε 
υπάρχει το γενικευμένο ολοκλήρωμα

+00

J  f(x)dx 
- 00

και ταυτίζεται με την πρωτεύουσα τιμή του ολοκληρώματος. Στην περίπτωση αυτή 
ισχύει ο τύπος

Παράδειγμα 9.4.1
Θα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
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+οο

0

Π ρος τούτο  παρατηρούμε ό τ ι η  ρητή συνάρτηση με τύ π ο

R (z ): =
ζ2»!
ζ*+1

έχε ι π α ρ ο ν ο μ α σ τή  με β α θμ ό  4 π ο υ  ε ίν α ι (το υ λ ά χ ισ το ν ) κ α τ ά  δ ύ ο  μ ο ν ά δ ες  

μεγαλύτερος α π ό  το ν  βαθμό 2 το υ  αριθμητή. Ά ρα το  π α ρα π ά νω  ολοκλήρω μ α  υ π ά ρ χε ι 

κ α ι τα υ τίζετα ι με τη ν  π ρω τεύουσ α  τιμ ή  του . Ο ι π ό λ ο ι τη ς  R (z) ε ίν α ι ο ι  μ ιγ α δ ικ ο ί 

α ρ ιθ μ ο ί

a i  “  exp(i~ ), a2 ~  e x p ( i j ) ,

,,5 π
a j ^ e x p d y ) ,

A
0 4 e x p { i-p .

Ο ι α ρ ιθ μ ο ί α υ το ί ε ίν α ι π ό λ ο ι 1ης τά ξη ς κ α ι μ όνον  ο ι δύο  π ρ ώ το ι έχο υ ν  θ ετ ικ ό  

φ ανταστικό  μέρος.
Ε πομένω ς, σύμφ ω να  με το ν  πα ρα πά νω  τύπ ο , θα  έχουμε

Ε πειδή  τ α  σ η μ εία  a j κ α ι a2 ε ίν α ι π ό λ ο ι, τα  α ντίσ το ιχα  ο λοκλη ρω τικ ά  υ π ό λ ο ιπ α  σ ' 

α υτά  ε ίν α ι

R es
ZBft]

ζ*+1
ζ <+1

= 11m 
ζ-»»ι

( z - a , >
ζ2+1

(ζ- a j)(z - a2)(z- a3)(z- 84)
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_______ a i2+ l_______
(ai- a2)(ai- a3)(ai- 84)

______________i+1______________
π π π π π

ei-(l-eir)ei7(l-e^)ei-(l-e3ir)

= -1. 3 6

και

„  ζ^+1 , ζ2+1
Res ~7~Γ= lun (ζ- a2) ■------------------------Z=a2 z4+1 ζ — a2 (z-a1)(z-a2)(z-a3)(z-a4)

a22+l
(a2- ai)(a2- a3)(a2- 84)

.  , £= - 1
4 ·

Επομένως το δοθέν ολοκλήρωμα ιασύται με

ί
2+1 . . . >/2 .^ 2  .

- ι 2 ] =

0

= π\}2. □

9.4.1 Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:
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+00 +00

f 41 β)
r dx

Jl+ x « ’ 1 (1+Χ2)3’
0 0
+00 +00
Γ χ2ω<1χ

δ)
r dx

J (1+χ2η)’ Ι(χ2+2χ+2)2’
0 .00
+οο

ε) }(x2+a2)(X2+b2) * ( a > 0 ’ b > 0 ) ·
0

9.4 .2  Να αποδειχτεί ότι για κάθε θετικό ακέραιο η ισχύει η σχέση

+00

f dx 1- 3· ...· (2n-l)
](1+χ2)η+ι = 2· 4· 6· ...· (2η)π'

-00

9.5 Ολοκληρώματα της μορφής Jk (x )eift>xdx,
- «ο

όπου η ρητή συνάρτηση R(z) δεν έχει πόλους στην 

πραγματική ευθεία

Υποθέτουμε ότι R(z) είναι μια ρητή συνάρτηση η οποία δεν έχει πόλους πάνω 
στον πραγματικό άξονα, ενώ οι πόλοι της με θετικό φανταστικό μέρος είναι ο ι 
αριθμοί

&ι, «2.......βχ.

Αν ο βαθμός του παρονομαστή της R(z) είναι τουλάχιστον κατά μία μονάδα
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μ εγα λύτερος α π ό  το ν  βαθμό το υ  αριθμητή, τότε γ ια  κάθε ω  >  0  ισχύει ο τύ π ο ς

+ 0 0

J*R(x)eiaJXdx
-  00

k
2 π ϊ Σ

n = l
R es [R (z)e iaJZ]. 
z=an

Παράδειγμα 9.5.1
θ α  υπ ολογίσ ουμ ε το  ολοκλήρω μα

+00

ί
•  00

C0SX
*2+9*

Π ρ ο ς το ύ το  παρα τη ρούμ ε ό τ ι το  ολοκλήρω μα αυτό είνα ι το  πραγμα τικό  μέρος του 

ολοκληρώ ματος

+00

- 00

το  ο π ο ίο , π ρ ο φ α νώ ς, υ π ά ρ χε ι δ ιό τ ι τη ς ρητής συνάρτησης

R ( x ) : =
χ 2 + 9

ο  β α θμ ός 2 το υ  πα ρονομ ασ τή  ε ίνα ι (τουλάχιστον) κατά  δύο μονάδες μεγαλύτερος από 

τ ο ν  βα θμ ό  0  το υ  α ρ ιθμ ητή . Γ ια  το ν  υ π ο λο γισ μ ό  το υ  ολοκληρώ μ ατος θεω ρούμε τη 
μ ιγα δ ική  συνάρτηση

R (z):
1

ζ2 +  9

η  ο π ο ία  έχε ι μόνο  το  σημείο 3ΐ π ό λ ο  με θετικό  φ ανταστικό  μέρος. Ε φ αρμόζοντας τον 

π α ρ α π ά νω  τύ π ο  πα ίρνουμ ε
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+οο
elx e,z
—---eiMxdx _ 2π1 R es [ " 7 7 7 1  ■ 

χ2+9 ζα31 ζ2 +  9ΐ
■  00

·|Ζ

2π1
π β -3

61

.ft.,·. - V  ί νΤ ·.■ ■ λ};' ϊϊ*̂  '■*' "Γ
.  ̂ ,. ί· , . * > ; ./ * ; * .. J

> -tm.

π
3c3·

Έ τσ ι, τελ ικά , έχουμε

- V?

+οο
π

,4ϊ

+00

-  00 -  00 

π
3c3·

! .·? ? 'ί

□

Παράδειγμα 9.5.2
θ α  υπ ο λ ο γισ τεί το  ολοκλήρω μα

+οο
f  slnx 
J(x+2)2+9

d x .

- 00

T o ολοκλήρω μα α υτό  ε ίνα ι too  με το  φ ανταστικό μέρος του  ολοκληρώ μ ατος

+00 >

ι. 00

C*»
(Χ+2)2+9 d x .

το  ο π ο ίο  υ π ά ρ χε ι, δ ιό τ ι τη ς ρητής συνάρτησης

λ}

·- &,

.-.«rf
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R(X)! =  (χ+2)2+9

ο βαθμός 2  του παρονομαστή είναι (τουλάχιστον) κατά δύο μονάδες μεγαλύτερος από 
τον βαθμό Οτου αριθμητή.

Για τον υπολογισμό του τελευταίου ολοκληρώματος θεωρούμε τη μιγαδική 
συνάρτηση

R (Z ): =  (ζ+2)2+9 ’

η οποία έχει μόνο το σημε(ο -2+31 πόλο με θετικό φανταστικό μέρος. Έτσι παίρνουμε 

+00

Γ sinx ( iz
-— —γ—~dx =  Ιπι{2πχ R es [ ,  '] }  =J (χ+2)2+9 ζ=-2+3ΐ 1(ζ+2)2+9 11

-  00

e iz
= Ιπι{2πΐ lim [(z+2-3i) J  }=

z-»-2+3i (ζ+2+3ι) (ζ+2-31)

=  Im {~e·3 e-2i )=

=  -~ e * 3 s in 2 . □

9.5.1 Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

+00 +00

rxsinx
β)

f cos2x
t e r * 1· J (X+l)2+l

0 -00
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+00 +00

f cosxdx
δ)

rcosxdx
J(x2-H)(x2+4) * I x2+16
0 .00

+00 +oo
r xsinxdx

d
ρ Α ίη λ χό χ

J(l+x2+x4) ’ I (χ2+1)2
-00 .00

9.6 Ολοκληρώματα της μορφής /R(x)sina)xdx,
•βο

όπου η ρητή συνάρτηση R(z) έχει το σημείο 0 

πόλο 1ης τάξης

Υ π ο θέτο υ μ ε ό τ ι π ά ν ω  σ το ν  π ρ α γμ α τικ ό  ά ξο ν α  ο  μ ό νο ς π ό λ ο ς  γ ια  τη  ρητή  

συνάρτηση R ε ίν α ι το  0  κ α ι μ ά λισ τα  α υτό ς ε ίν α ι π ό λ ο ς  1*15 τά ξη ς. Α ν ε π ιπ λ έ ο ν  η
συνάρτηση R έχει π ό λ ο υ ς  με θετικό  φ αντασ τικό  μέρος τα  σημεία  a j ,  α,ζ....... an κ α ι

ικ α νο π ο ιε ί τη  συνθήκη

lim  R(z) = 0,
Ζ-»"

τότε γ ια  κάθε π ρ α γμ α τικ ό  α ρ ιθμ ό  ω  ισ χύει ο  τύ π ο ς

+00

fR (x )sin o jx  dx =  Im [  2πΙ (  I  R es[R (z )e ,0)Z] +  £  R es [R (z)el<0Z] ) ] .  
JM K n-l 7 * ^  2 z=0

Παράδειγμα 9.6.1
θ α  υπ ο λ ο γισ τεί το  ολοκλήρω μα
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+oo
r sin2xdx 
J x(5+4x+x2) ’

- 00

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ό τ ι τ ο  ολοκλήρω μ α  α υτό  ε ίν α ι τη ς π α ρ α π ά νω  μ ορφ ή ς, α φ ού  η 
μ ιγα δ ικ ή  συνάρτηση με τύ π ο

R(z) · -  ζ(5+4ζ+ζ2)

έχε ι τ ο  σ η μ είο  ζ  =  0  το υ  π ρ α γμ α τικ ο ύ  ά ξο να  π ό λ ο  1ης τά ξη ς. Ε π ίσ η ς ο  μ ονα δικός 

π ό λ ο ς  τη ς  R  με θ ετικ ό  φ α ντα σ τικό  μέρος ε ίν α ι το  οημείο - 2 + i κ α ι μάλιστα  α υτό  ε ίνα ι 

π ό λ ο ς  1ης τά ξη ς. Έ τσ ι εφ α ρμόζοντας το ν  προηγούμενο τύ π ο  πα ίρνουμε

+0 0

j x ( £ w )  = I m [ M ( R e , i(R ( z ) c ^  + ± R « [ R < z ) e ® |) l .

-  00

Α λλά  έχουμε

R «  (R 0 0  =  JU n JO * 2-i) =

■ J S * 1 az+ 2 + i) e ‘2Z1 =  ■ 2(1+21) 
κ α ι

R es[R (z)e12z] =  Iim  [z  
z=o z-»0

1
zC5+4z+z2)

ο π ό τε  τελ ικ ά  βρίσκουμε ό τ ι
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+ «
Γ sin2xdx .  Γ -  .✓  e - V 41 1 \ Ί  π β β 2 _ .  . π  „

-  00

9 .6 .1  Ν α υπολογισ τούν τα  πα ρα κάτω  ολοκληρώ ματα:

α )

Υ)

ε)

ζ)

+00 +00

Γ ύη* - Λ τ β)
Γ sinx

Jx(x2+X2)dx· X I X l·»

0 -00

+09 +00

f  StakX xl. 6)
Γ sin2x

J Χ(χ2+β2) ’ J x (l+ x + x 2)'
W

0 0

+00 ♦oo
r sin3x dx

ς)
r sinxdx

J x (x + l)2+x ’ J x (x -l)2 + x '
•00

♦oo
r  sln6xdx  
J x i x - D ^ x '

•OO

•00

$ χ ,

dx.

9.7 Ολοκληρώματα της μορφής J*Ka R(x)dx, όπου 0 < a  <1.

j

Υ π ο θ έτο υ μ ε  ό τ ι R ε ίν α ι μ ια  ρητή μ ιγα δ ική  σ υνάρτησ η , η  ο π ο ία  π ά ν ω  σ το ν
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πραγματικό άξονα μπορεί να έχει πόλο μόνο το σημείο 0 και μάλιστα ΙΊζ τάξης. Αν η 
συνάρτηση R ικανοποιεί τη συνθήκη

lim [zR(z)] = 0, 
ζ—“

τότε, για κάθε α, με 0  < α < 1 , ισχύει ο τύπος

+00

Jx°R(x)dx
0

4πΐ
ι .  ρ2π!α * „* c n=l z=an

Res [6πα1(ζε-1π/2)2α^ (ζ2)]?

όπου ai, &2,..., an είναι οι πόλοι της συνάρτησης

f(z): = επαΐ(ζε-ΐπ/2)2α^(Ζ2)

που έχουν θετικό φανταστικό μέρος.

Παράδειγμα 9.7.1
θα  υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα

+00

0

Προς τούτο παρατηρούμε ότι το ολοκλήρωμα αυτό γράφεται ως

+00

0

και επομένως εφαρμόζεται ο παραπάνω τύπος. Οι πόλοι (που είναι μάλιστα 1ης 
τάξης) της συνάρτησης
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^cV3(ze-*n^)2^z = e*‘/3(ze-‘*'2)2'3

ε ίν α ι τα  σημεία

ζ, :=  eK«W, Ζ2 “  e W ) , 23 := eKW*>, Z4 := elCW4),

α π ό  τα  ο π ο ία  μόνο τα  δύο  π ρ ώ τα  έχουν θετικό  φ ανταστικό  μέρος. Ε π ομ ένω ς έχουμε

R es [e*V3(ze- Μ )2*3 ) =

=CKi/3 i S / *  '  ZlMZe't,l/2)2/3(Z-2,KZ- Z2XZr Z3XZr Z4)

=e«V3(z1e*W2)2/J
zi e-Jrt/3

(Z1-Z2XZ1-Z3XZ1-Z4) 4
κ α ι

Res[eJl*/3(Ze-‘n/2)2/3 —— 1 = 
ZSZ2 1+Z*

S ^  & * * > » * * * *  ZlXZr Z2XZ- Z3XZ- Z4)

=  e«V3(zifi-w ipf* Z2 1
(Z2*ZiXZ2-Z 3XZ2-Z 4) 4

Έ τσ ι, εφ α ρμ όζοντας το ν  π α ρα π ά νω  τύπ ο  έχουμε

+®

ί
+{Res[e«V3(Ze.W2y2flT~  ]] = 

ι*Ζ2 1+Ζ^
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4πΐ r 1ί π>/5
ΙΤ^2πί/3ΐ 4 ~4* ~  3 □

i£p
9.7.1 Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:

α)

+00 

f>/xdx 
J 1 +χ2 ’

0

β)

+00

Vxdx
χ(1+χ)’

0

γ)

+ 0 0

ί
>/xdx 

1+χ+χ2 ’ δ)

+00

Vxdx
1+χ2 ’

ε)

+00
: >/xdx 
2+2χ+χ2’I ς>

+00

>/xdx
2+2χ+χ2 ’

0

9.8 Υπολογισμός αθροίσματος σειράς με τη βοήθεια των 
ολοκληρωτικών υπολοίπων

Υποθέτουμε ότι f είναι μια συνάρτηση ορισμένη σε όλο το μιγαδικό επίπεδο και 
ολόμορφη παντού εκτός από τα σημεία ai, &ζ, ..., an τα οποία είναι πόλοι και 
μάλιστα κανένα από αυτά δεν συμπίπτει με κάποιο από τα 0, ±1, ±2,... Αν υπάρχουν 
θετικοί πραγματικοί αριθμοί ε και Μ τέτοιοι ώστε να ισχύει
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Ιζ2 ί ( ζ ) Ι < Μ , γ ι α κ ά θ ε ζ  με Ι ζ Ι > ~ \C

τότε ισχύει ο  τύ π ο ς

+ ββ
Σ  f(n) =- π  Σ  Res [f(z) com  ζ] . 

n=-» n=l z=an

Παράδειγμα 9.8.1
Ε φ αρμόζοντας το ν  π α ρ α π ά νω  τύ π ο  μπορούμε ν α  υπολογίσ ουμ ε το  ά θρο ισ μ α  τη ς 

σειράς

♦οο
Σ

1
η=ι η2 +  α2 ’

ό π ο υ  α  ε ίν α ι ένα ς θ ετικ ό ς π ρ α γμ α τικ ό ς α ρ ιθμ ός. Π ρ ο ς το ύ το  θεω ρούμε σ κ ό π ιμ ο  ν α  

υπολογίσουμε π ρ ώ τα  το  άθροισ μ α  τη ς σειράς

(1) Σ
η=-<»

1
π2 + α2 "

Π ρος τούτο  π α ίρνο υ μ ε τη  συνάρτηση με τύπο

f(z): =
1

ζ2 + α2 ’

 ̂ π ο υ  ε ίν α ι ολόμ ορφ η  π α ντο ύ  εκτός α π ό  τα  σημεία αΐ κ α ι - a i, τα  ο π ο ία  ε ίν α ι π ό λ ο ι 
[ 1ης τά ξη ς. Τ ώ ρα  παρατηρούμε ό τ ι

lz 2f(z )l =  |
ζ2

ζ2 +α2 I *
Ιζ Ι2

I ζ  I2-1 a  I2
* 2 .

γ ια  κάθε ζ  με I ζ  I *  α  φ . ,  κ α ι επομένω ς γ ια  το ν  υπολογισ μ ό  το υ  α θ ρ ο ίσ μ α το ς τη ς 

σ ε ιρ ά ς (Ι)  μ π ο ρ εί ν α  εφαρμοστεί ο  πα ρα πά νω  τύπος. Έ τσ ι έχουμε
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jL t f T t f  ’■ ·” [  1 ^ h ? 001 ζ! + 1 ? 7 ^ Μ π ζ |]·

Αλλά τα σημεία ai και-ai είναι πόλοι 1ης τάξης της συνάρτησης

1
~ζ— —coutz, 
ζ2 +  a2

οπότε έχουμε

_  ,  1 ,  ,  1 , co taa i
R es [ — rcotoiz] = lim  (ζ -ai) [ -ζ—τυοίπζ] = . z=at z2+a2 z-ai z2+a2 J 2ai

1

Επομένως το άθροισμα της σειράς (1) είναι ίσο με

+00 1

JEoo n2+a2
= -π

co titai π  
— Γ~ = —coth na. 

ai a

Τώρα έχουμε

nL ·  n2+a2 = a2 + 2 nim 2+a2 ’

οπότε τελικά προκύπτει ότι

+0Ο 2

n=l n2+a2
1 π

=  - —c o t h n a  
2 a

I J _ _
2 a2 =

π α  coth  Jta -1  
2a2

□

9.8.1 Να υπολογιστούν τα άθροίσματα των παρακάτω σειρών:
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α) *Σ — I —  
nti(2n+3)2 ’ β)

♦ 00  1 

Σ
n*l(4n+ l)2 ·

9 .8 .2  Α ν a  ε ίν α ι έ ν α ς  θ ε τ ικ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  ό χ ι α κ έ ρ α ιο ς , ν α  
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Τυπώθηκε στο Πανεπιστημιακό Τυπογραφείο 
με δαπάνη του Πανεπιστημίου toawtvtov.

Διανέμεται Δωρεάν στους φοιτητές.
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