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Απαγορεύεται π μετάφραση ή αναπαραγωγή σε οποιαδήποτε μορφή, 

οποιοσδήποτε τμήματος του παρόντος βιβλίου, χωρίς την γραπτή άδεια 

του συγγραφέα. 5



Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Με την ονομασία "Υπολογιστικά (ή Αριθμητικά) Μαθηματικά" ή "Αρι

θμητική Ανάλυση" είναι γνωστός ο κλάδος των εφαρμοσμένων Μαθηματικών, 

που έχει σαν βασικό σκοπό την παραγωγή, ανάλυση και χρήση αποτελεσμα

τικών,στην πράξη»αριθμητικών (υπολογιστικών) μεθόδων (αλγορίθμων),για 

την λύση μαθηματικών προβλημάτων. Πρέπει να σημειωθεί ότι τα υπολογι

στικά Μαθηματικά είναι στενά συνδεδεμένα με τους υπολογιστές. Μία αρι

θμητική μέθοδος είναι μία διαδικασία με την οποία, μέσω ενός υπολογι- 

στού (ο οποίος αναλαμβάνει την εκτέλεση των αριθμητικών υπολογισμών), 

αναζητούμε την αριθμητική και επομένως κατασκευαστική λύση ενός μαθη

ματικού προβλήματος, δηλαδή, παίρνουμε αποτελέσματα υπό μορφή αριθμών, 

χρησιμοποιώντας αριθμητικά δεδομένα. Μία τέτοια μέθοδος θα είναι πρα

κτικά αποτελεσματική και επομένως χρήσιμη,εάν δίνει αποτελέσματα με 

κάποια συγκεκριμένη ακρίβεια και εντός λογικού χρόνου.

Έργο της Αριθμητικής Αναλύσεως είναι επίσης η μελέτη και εκτί

μηση των σφαλμάτων,που υπεισέρχονται στους υπολογισμούς. Οι ρίζες αυ

τής βρίσκονται στην αρχαιότητα, αλλά ως εποχή της συγχρόνου Αριθμητι

κής Αναλύσεως θεωρείται η περίοδος από το 1950 μέχρι σήμερα, κατά τη 

διάρκεια της οποίας η αλματώδης ανάπτυξη των αυτόματων ηλεκτρονικών 

υπολογιστών επηρέασε σημαντικά την πορεία αυτής. Είναι γεγονός αναμ-
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φισβήτητο ότι τα τελευταία χρόνια έχει αυξηθεί σημαντικά η χρησιμότη

τα των αριθμητικών μεθόδων σε πολλές επιστήμες,όπου παρουσιάζονται 

πρακτικά προβλήματα (φυσικές, κοινωνικές επιστήμες, κ.λ.π.).

Το παρόν βιβλίο εξετάζει τα βασικά θέματα που περιέχει συνήθως 

ένα εισαγωγικό βιβλίο Αριθμητικής Αναλύσεως και δεν απαιτεί προηγού

μενη γνώση του αντικειμένου του. Γράφτηκε με σκοπό να χρησιμοποιηθεί 

για τη διδασκαλία των σχετικών μαθημάτων του προγράμματος σπουδών 

στους φοιτητές (κυρίως, των δύο τελευταίων ετών) του τμήματος Μαθημα

τικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων, αλλά και να χρησιμεύσει σαν βασικό 

βοήθημα σε εκείνους που θα ασχοληθούν ειδικώτερα με τις αριθμητικές 

μεθόδους.

θεωρώ καθήκον μου να ευχαριστήσω την σύζυγό μου Λουκρητία Παπα- 

γεωργίου -  Γέγιου, μέλος του Ε.Δ.Τ.Π. του Δ ’ Τομέα του τμήματος Μαθη

ματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων, για την επιμελημένη και προσεκτι

κή δακτυλογράφηση των χειρογράφων και γενικά για την συνολική προσπά- 

θειά της για την καλύτερη εμφάνιση του παρόντος.

Ιωάννινα, Μάιος 1986 A. Κ. Γέγιος
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Σ Φ Α Λ Μ Α Τ Α

1.1 Σ φ ά λ μ α - Α π ό λ υ τ ο  κ α ι  σ χ ε τ ι κ ό  

σ φ ά λ μ α

Έστω χ κάποιος πραγματικός αριθμός, δηλαδή, χ είναι η ακρι

βής ή αληθής τιμή του. Γενικά, στους υπολογισμούς, στη θέση του χ 

χρησιμοποιείται ένας προσεγγιστικός αριθμός χ , ο οποίος διαφέρει 

"ελαφρώς" από τον χ . Λέμε ότι ο χ αποτελεί μία προσέγγιση του χ

και γράφουμε χ « χ  . Για παράδειγμα, αν χ = S3 , τότε ο χ =  1.732

είναι μία προσέγγιση του S5 , & 1.732 .

Καλούμε σφάλμα ε του προσεγγιστικού αριθμού χΓ τη διαφορά

ε = χ -  χ . (1.1)

Τη διαφορά χ —  χ * —  ε καλούμε διόρθωση. Αν το σφάλμα ε είναι γνω

στό, τότε από την (1.1) έχουμε χ *  χ -  ε . Επειδή σε πολλές περιπτώ

σεις το πρόσημο του σφάλματος δεν είναι γνωστό, χρησιμοποιείται ο ό

ρος απόλυτο σφάλμα του χ που είναι η απόλυτη τιμή του ε , δηλαδή,

|ε| = |3Γ —  χ| = απόλυτο σφάλμα του χ . (1.2)

Στην πράξη, συνήθως, ενδιαφερόμαστε για την εύρεση άνω φραγμά-
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των του απολύτου σφάλματος. Αν Μ είναι ένα άνω φράγμα για το |ε| , 

δηλαδή, |ε| < Μ , τότε λόγω της (1.2) προκύπτει ότι

< χ <  χ + Μ . (1.3)

Μερικές φορές, αντί της |ε| =  |"χ-χ| ^  Μ χρησιμοποιείται ο συμβο

λισμός χ = χ ± Μ .

Παράδειγμα 1.1 Αν /Σ &  1.41 , να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το 

απόλυτο σφάλμα του 1.41 αν είναι γνωστό ότι 1.41 < /Σ < 1.42 .

Λύση Είναι |ε| =  ,|χ —  χ| = 11.41 —  τ/Σ | =  /Σ —  1.41 < 1.42 —

-  1.41 = 0.01 . Άρα, ένα άνω φράγμα του |ε| είναι ο αριθμός 0.01. A

Το απόλυτο σφάλμα δεν είναι αρκετό για να μας περιγράφει την α

κρίβεια μιας μέτρησης ή ενός υπολογισμού. Πράγματι, ας υποθέσουμε ό

τι μετρήσαμε την απόσταση χ δύο σημείων και την απόσταση y δύο 

άλλων σημείων και βρήκαμε αντίστοιχα χ = 1005.1 m και y = 7.9 m 

με το ίδιο μέγιστο απόλυτο σφάλμα 0.1 m . Ισχύουν δηλαδή |χ —  χ| £  

< 0 . 1  in και |y -  y| < 0.1 m . Επομένως,λόγω της (1.3) έχουμε

1005.0 m < χ < 1005.2 m , 7.8 m < y < 8.0 m και προφανώς η μέτρηση 

για την απόσταση χ είναι πολύ καλύτερη (πιο ακριβής), αφού το μέ

γιστο απόλυτο σφάλμα 0.1 m είναι πολύ μικρό σε σύγκριση με την από

σταση χ . Για το λόγο αυτό εισάγεται η έννοια του σχετικού σφάλματος.

Καλούμε σχετικό σφάλμα του προσεγγιστικού αριθμού χ τον λόγο 

δ του απόλυτου σφάλματος του χ δια της απολύτου τιμής του ακριβούς 

αριθμού χ (χ ψ 0) , δηλαδή,

Το σχετικό σφάλμα είναι ανεξάρτητο των μονάδων μετρήσεως ενώ το από

λυτο σφάλμα εξαρτάται από τις μονάδες που χρησιμοποιήθηκαν για τη μέ

τρηση. Μερικές φορές πολλαπλασιάζουμε το σχετικό σφάλμα επί 100% για 

να το έχουμε σε αναλογία επί τοις εκατό (%). Βάσει του ορισμού (1.4) 

μπορούμε να θέσουμε χ =  χ(1 + ν), όπου |ν| = δ = σχετικό σφάλμα του
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χ . Ακόμη, είναι jx| =  |x + x -  x| ^  |x| + |ε| και επομένως |x| > 

^  |)Γ| -  |ε| .Εάν |ε| <_ Μ «  |)Γ| , πράγμα που ισχύει συνήθως, τότε
I

από την (1,4) παίρνουμε

Ιε Ι |ε| Ιε Ι .
δ ----- < ---------- & ---  ή

Iχ I "  |χ| -  Iε| |χ|

| ε | _
δ < ---  , χ Φ 0 . (1.5)

*  |χ|

Αντί της (1.5) χρησιμοποιούμε συνήθως την

|ε|
--- , χ φ 0 (1.6)
|χ| ·

για την εκτίμηση του σχετικού σφάλματος, αφού στην (1.4) ο χ είναι 

γενικά άγνωστος.

θεώρημα 1.1 Αν δ £  Ν «  1 τότε ισχύουν:

|χ|Ν
ι) |ε| < ------ |χ|Ν

=  1 —  Ν

ii) min{x(1 - Ν),χ(1 + Ν)} < χ < max{x(1 — Ν),χ(1 + Ν)} .

Απόδειξη Από την (1.1) παίρνουμε |χ| = |χ —  ε| £  |χ| + |ε| , 

οπότε από την (1.4) προκύπτει |ε| = δ|χ| < |χ|Ν < (|χ| + |ε|)Ν . Ά -  

ρα, (1 -  Ν) |ε| < |3Γ|Ν ή

|χ|Ν
|ε| < ----- ^  |χ|Ν , (1.7)

1 -  Ν

δηλαδή, |ε| ^  Μ =  |χ|Ν . Λόγω της (1.3) θα είναι 

χ - | χ | Ν < χ < 7 + |χ|Ν ή ισοδύναμα

min{x(1 -  Ν),χ(1 + Ν)} < χ < max{x(1 -  Ν),χ(1 + Ν)>. (1.8)fsi

2
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AvtC της (1.8) μπορούμε να γράφουμε χ«*χ(1 + μ) , |μ| ^ Ν . A

Παράδειγμα 1.2 Σαν συνέχεια του παραδείγματος 1.1, να βρεθεί έ

να άνω φράγμα για το σχετικό σφάλμα του χ = 1.41 .

Λύση Βρέθηκε ότι |ε| < 0.01 = Μ . Έτσι έχουμε

δ < Μ 0.01 0.01
&0.007 = 0.7%. A

χ -  ε χΙ -  Μ 1.41 -0.01 1.40

Σημείωση Οι ορισμοί (1.1), (1.2), (1.4) επεκτείνονται και στην 

περίπτωση που αντί για αριθμούς τα χ , χ ποριστούν διανύσματα ή πί

νακες με την διαφορά ότι οι απόλυτες τιμές αντικαθίστανται από κάποια

norm, δηλαδή, II ε || = ||χ —  χ|| , δ = ----  (βλέπε κεφάλαιο 9 ).

1.2 Π η γ έ ς  κ α ι  ε ί δ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν

0ι λόγοι για τους οποίους η λύση, που υπολογίζεται τελικά για έ

να πραγματικό (π.χ. φυσικό) πρόβλημα με τη βοήθεια αριθμητικών μεθό

δων, θα διαφέρει πάντοτε από την ακριβή λύση, εξηγούνται από την πα

ρουσία των παρακάτω πηγών σφαλμάτων. Μία πρώτη πηγή σφαλμάτων βρίσκε

ται στη μετατροπή του αρχικού πραγματικού προβλήματος σε ένα μαθημα

τικό πρόβλημα, δηλαδή, στην κατασκευή του μαθηματικού μοντέλου μιας 

δοθείσης πραγματικής κατάστασης. Η μετατροπή αυτή περιέχει συνήθως 

απλοποιήσεις και παραλείψεις. Τα μαθηματικά μοντέλα είναι κατά το 

πλείστον εξιδανικευμένα. Τα σφάλματα της πηγής αυτής καλούνται σφάλ

ματα του μαθηματικού προβλήματος.

Μία δεύτερη κατηγορία σφαλμάτων είναι τα σφάλματα δεδομένων ή 

αρχικά σφάλματα. Αυτά παρουσιάζονται επειδή τα μαθηματικά προβλήματα 

περιέχουν συνήθως παραμέτρους, όπως μήκος, χρόνος, μάζα, θερμοκρασία 

κ.λ.π., των οποίων οι τιμές μπορούν να βρεθούν μόνο από μετρήσεις ή 

εκτιμήσεις. Τα δεδομένα από μετρήσεις και παρατηρήσεις περιέχουν πολύ 

συχνά ανακρίβειες (σφάλματα) που περιορίζουν ασφαλώς την ακρίβεια των
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αποτελεσμάτων του προβλήματος. Σε πολλά προβλήματα η μαθηματική (α

κριβής) λύση είναι πολύ "ευαίσθητη" σε μικρομεταβολές των τιμών ορι

σμένων ή όλων των παραμέτρων - δεδομένων. Δηλαδή, μικρές μεταβολές των 

δεδομένων δημιουργούν μεγάλη μεταβολή στη μαθηματική λύση. Τα προβλή

ματα αυτά καλούνται ασταθή (ill conditioned, unstable). Στην αντίθετη 

περίπτωση καλούνται ευσταθή (well conditioned, stable).Ένα παράδειγ

μα ασταθούς προβλήματος είναι το παρακάτω γραμμικό σύστημα

| χ + 2y = 3

\ 0.499χ + 1.OOly * 1.5 ,

του οποίου η ακριβής λύση είναι (x,y) = (1,1). Εάν ο συντελεστής του 

χ στην δεύτερη εξίσωση μεταβληθεί από 0.499 σε 0.5 τότε η ακρι

βής λύση του προκύπτοντος συστήματος είναι (x,y) = (3,0) .

Μία άλλη πηγή σφαλμάτων αποτελεί το γεγονός ότι η παράσταση των 

αριθμών είναι πεπερασμένη στους διάφορους ηλεκτρονικούς υπολογιστές. 

Εφ’ όσον υπάρχουν αριθμοί (είτε σαν δεδομένα είτε σαν αποτελέσματα 

αριθμητικών πράξεων) που για την παράστασή τους απαιτείται ακόμη και 

άπειρο πλήθος ψηφίων (π.χ. στο δεκαδικό σύστημα είναι

π = 3.141592653589793238462643... ,

0.333333... ) ,

είμαστε αναγκασμένοι στην πράξη για την εκτέλεση των υπολογισμών να 

προσεγγίζουμε τους πολυψήφιους (με πεπερασμένο ή άπειρο πλήθος ψηφί

ων) αριθμούς, δηλαδή, να τους αντικαθιστούμε με άλλους οι οποίοι έ

χουν ένα περιορισμένο πλήθος ψηφίων που εξαρτάται από το μέσον που 

χρησιμοποιούμε. Τα σφάλματα αυτής της προσέγγισης που καλείται στρογ- 

γύλευση είναι γνωστά σαν σφάλματα στρογγυλεύσεως και έχουν την ιδιό

τητα να συσσωρεύονται κατά την διάρκεια των διαδοχικών υπολογισμών, 

με αποτέλεσμα πολλές φορές να επηρεάζουν σημαντικά τη λύση του προ

βλήματος που μας ενδιαφέρει. Βασικό ρόλο στον περιορισμό και έλεγχο 

των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως παίζει η αριθμητική μέθοδος που χρησι

μοποιούμε. 0 τρόπος με τον οποίο γίνεται η στρογγύλευση των αριθμών
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θα εξηγηθεί στην επόμενη παράγραφο. Πρέπει να σημειωθεί ότι τα σφάλ

ματα των δεδομένων ενός προβλήματος μπορεί να είναι αποκλειστικά σφάλ

ματα στρογγυλεύσεως.

Ένα τελευταίο σημαντικό είδος σφαλμάτων είναι αποτέλεσμα του 

γεγονότος ότι διαδικασίες που στην Μαθηματική Ανάλυση απαιτούν ένα ά

πειρο πλήθος βημάτων πρέπει στην πράξη, δηλαδή, κατά την εφαρμογή μι

ας αριθμητικής μεθόδου να έχουν πεπερασμένη παράσταση. Τα σφάλματα 

του είδους αυτού καλούνται σφάλματα αποκοπής ή ακόμη σφάλματα προσεγ- 

γίσεως ή διακεκριμενοποίησης ή σφάλματα της μεθόδου. Τέτοια σφάλματα 

συμβαίνουν π.χ. όταν το πρόβλημα του αθροίσματος μιας απειροσειράς α- 

ντικατασταθεί με το απλούστερο πρόβλημα του αθροίσματος μόνον ενός 

πεπερασμένου πλήθους όρων της σειράς, τα ορισμένα ολοκληρώματα προ

σεγγιστούν με πεπερασμένα αθροίσματα, τα διαφορικά πηλίκα με πηλίκα 

διαφορών κ.λ.π. . Σαν ενδεικτικό παράδειγμα ας θεωρήσουμε τοανάπτυγμα 

σε σειρά Taylor της συναρτήσεως f(x) γύρω από το σημείο χο

f(x0+h) =  f(x„) +hf'(x0)+ f" (x0) +...+

+ ϊ!" f<m >(x ) +... . (1.9)

Από την (1.9) είναι φανερό ότι για κάποιο h > 0 η τιμή f(χ0 +h) 

προσδιορίζεται ακριβώς γνωρίζοντας τις τιμές f(l̂ (x0) , k =  0,1,

2,... (υποθέτουμε ότι όλες οι παράγωγοι υπάρχουν) με την εύρεση ε

νός αθροίσματος απείρων όρων. Εάν για την εύρεση της f(x0 + h) χρη

σιμοποιήσουμε μόνον τους m + 1  πρώτους όρους του αναπτύγματος τότε 

η (1.9) γράφεται

f(x, th) = f(x0) + hf'(x0) + .-· + i £ f (m)(x0)-e(h), (1.10)

όπου ε(ό) το σφάλμα αποκοπής. Για το σφάλμα αποκοπής λόγω των (1.9) 

και (1.10) έχουμε
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«00 — i---- . (1.11)
(m+1)! (m+2)!

Επομένως, για μικρό αρκετά h (h-*-0) 'το σφάλμα αποκοπής είναι ανά

λογο του hm+1 (με την προϋπόθεση ότι f^m+I*(x0) ψ 0) , δηλαδή

ε(Ιι)«ί ahm+1 .

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σφάλμα αποκοπής είναι της τάξεως του 

hm+1 και γράφουμε ε(h) = 0(hra+1) .

Σε πολλές περιπτώσεις προσπαθώντας να ελαττώσουμε το σφάλμα α

ποκοπής προκαλούμε αύξηση του σφάλματος στρογγυλεύσεως. Αυτό συμβαί

νει γιατί γενικά το ποσό του σφάλματος στρογγυλεύσεως είναι ευθέως 

ανάλογο της πολυπλοκότητας μιας αριθμητικής μεθόδου ενώ το ποσό του 

σφάλματος αποκοπής είναι αντιστρόφως ανάλογο.

Από την προηγούμενη ανάλυση των σφαλμάτων είναι φανερό ότι τα 

αριθμητικά αποτελέσματα, δηλαδή,η αριθμητική λύση ενός συγκεκριμένου 

μαθηματικού προβλήματος επηρεάζεται λιγώτερο ή περισσότερο από τα 

τρία τελευταία είδη σφαλμάτων. Για τον λόγο αυτό ένας από τους βασι- 

κώτερους σκοπούς της Αριθμητικής Αναλύσεως είναι και η εκτίμηση της 

ακρίβειας των αποτελεσμάτων των υπολογισμών, δηλαδή η εκτίμηση του 

συνολικού σφάλματος που περιέχουν οι απαντήσεις και επί πλέον η ε- 

λαχιστοποίηση αυτού. Τέλος, υποθέτουμε ότι τυχόν ανθρώπινα λάθη που 

οφείλονται π.χ. σε αμέλεια ή απροσεξία μπορούν να βρεθούν και να 

διορθωθούν χωρίς κανένα επακόλουθο.

1.3 Π α ρ ά σ τ α σ η  τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν - Σ η μ α ν τ ι -  

κ ά  ψ η φ ί α - Σ τ ρ ο γ γ ύ λ ε υ σ η

Όπως είναι γνωστό, εάν q > 1 είναι κάποιος θετικός ακέραιος, 

τότε κάθε πραγματικός αριθμός χ μπορεί να γραφεί υπό την μορφή

(1 · 12*)

χ = (πρόσημο του χ Μ 0̂ 1* 0̂  qn-1+ ··· + a0q°+a_1q"1+a_2q**2+...),
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όπου τα είναι τα ψηφία του χ (0 ^  £  q-1) στο σύστημα αριθμή-

σεως με βάση q . Η (1.12) γράφεται συντόμως ως εξής:

χ = (πρόσημο του χ)(α α ...α_ . α .α ,...) . (1.13)η η-ι υ q

Αν q = 10 έχουμε το γνωστό δεκαδικό σύστημα αριθμήσεως που χρησιμο

ποιείται από τους ανθρώπους. Για τεχνικούς λόγους οι περισσότεροι σύγ

χρονοι ηλεκτρονικοί υπολογιστές ποριστούν τους αριθμούς εσωτερικά σε 

συστήματα με βάση q = 2 (δυαδικό) ή q = 8 (οκταδικό) ή q = 16 (δε- 

καεξαδικό). Για παράδειγμα, ο αριθμός 18.5= (18.5)ιο γράφεται

18.5 = 1-21* +0·23 + 0·22 +1-21 +0-2° +1-2"1

και επομένως είναι 18.5= (10010.1)2 .

Αν Όποθέσουμε ότι ο υπολογιστής που διαθέτουμε χρησιμοποιεί π.χ. 

το δυαδικό σύστημα, τότε οι αριθμοί (δεδομένα) που στέλνουμε σ ’ αυτόν 

και που φυσιολογικά έχουν δεκαδική παράσταση (q = 10) πρέπει να με

τατραπούν στην δυαδική μορφή. Επίσης, τα τελικά αποτελέσματα του υ- 

πολογιστού μετατρέπονται πάλι στο δεκαδικό σύστημα προτού γίνουν δια

θέσιμα σε μας. Πρέπει να σημειωθεί ότι ο αριθμός των ψηφίων ενός αρι

θμού εξαρτάται από την βάση q του συστήματος στο οποίο γράφεται . 

Πράγματι, μπορεί ένας αριθμός στο δεκαδικό σύστημα να έχει λίγα ψη

φία ενώ στο δυαδικό σύστημα να έχει άπειρο πλήθος ψηφίων. Είναι π.χ.

0.1 =  (0.0001100110011...)2 .

Αφ’ ετέρου μπορεί να αποδειχθεί ότι εάν ένας αριθμός έχει ένα πεπερα

σμένο αριθμό I  ψηφίων στο δυαδικό σύστημα τότε θα έχει το πολύ I  

ψηφία και_στο δεκαδικό σύστημα. Από τα παραπάνω προκύπτει το συμπέρα- 

σμα ότι αφ^μ οι υπολογιστές χρησιμοποιούν αριθμούς που έχουν περιορι

σμένο πλήθος ψηφίων η πιθανότητα για σφάλματα στρογγυλεύσεως είναι με

γάλη.

Στη συνέχεια, για καλύτερη κατανόηση, αναφερόμαστε μόνον στο δε

καδικό σύστημα, δηλαδή, υποθέτουμε ότι ο υπολογιστής μας χρησιμοποιεί
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to δεκαδικό σύστημα (δεκαδικός υπολογιστής) παρ’ όλο που αυτό δεν 

συμβαίνει στην πράξη. Η αντιστοιχία με άλλα συστήματα μπορεί να γί

νει εύκολα.

Κάθε πραγματικός αριθμός χ στο δεκαδικό σύστημα μπορεί να γρα

φεί υπό την μορφή

χ = α· 10b , (1.14)

όπου α =  (πρόσημο του χ) Ο.α^ α ... , b ακέραιος, ai ακέραιοι α

ριθμοί (ψηφία) με 0 < α· £  9 , i = 1,2,... και α ι φ 0 (εκτός εάν 

χ = 0), π.χ. 30.421 = 0 . 3 0 4 2 Μ 0 2, -  0.0000603 = -  0.603-10”* .

Η μορφή (1.14) καλείται κανονικοποιημένη παράσταση κινητής δεκ. 

τελείας (normalized floating-point representation) του αριθμού χ ή 

εκθετική μορφή ή επιστημονικός συμβολισμός και είναι ειδικά χρήσιμη 

για επιστημονικούς υπολογισμούς. Προφανώς ισχύει 10"1 < |α| < 1 αν 

χ ψ 0 , ενώ αν χ = 0 τότε α = 0 . 0 αριθμός ϋ . α ^ α ^ . .  καλεί

ται κλασματικό μέρος (mantissa) ενώ ο b εκθέτης ή χαρακτηριστικό.

Σημαντικά ψηφία (σ.ψ.) του αριθμού χ καλούνται όλα τα ψηφία 

της mantissa μετά την δεκαδική τελεία. Επειδή στην πράξη η παράστα

ση των αριθμών πρέπει να είναι πεπερασμένη ας υποθέσουμε ότι ο υπο

λογιστής μας μπορεί να εκτελεί υπολογισμούς με αριθμούς που έχουν 

το πολύ κ σημαντικά ψηφία (κ θετικός ακέραιος) και ο εκθέτης b 

των οποίων βρίσκεται μέσα σε κάποια όρια, δηλαδή, m £  b £  Μ , όπου 

m είναι αρνητικός ακέραιος και Μ θετικός ακέραιος. Επομένως κάθε 

αριθμός που έχει περισσότερα από κ σημαντικά ψηφία (υποθέτουμε ό

τι για τον εκθέτη b ικανοποιείται η m £  b £  Μ) πρέπει να στρογ- 

γυλευθεί ώστε να έχει ακριβώς κ σημαντικά ψηφία. Για τον σκοπό αυ

τό αρκεί να στρογγυλεύσουμε την mantissa του αριθμού σε κ δεκαδι

κές θέσεις (δ.θ.). Μία συνήθης διαδικασία στρογγυλεύσεως είναι η ε

ξής. Έστω ότι θέλουμε να στρογγυλεύσουμε τον αριθμό χ = a-10b με 

|α| = Ο.α,α,α,.. .a a a ... σε κ σημαντικά ψηφία. Αν καλέσου- 

με χ τον στρογγυλευμένο αριθμό, τότε είναι
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χ =  (πρόσημο του x)a-10b ,

όπου

O.oijC^... α κ , αν ° < CX. < 4Κ+1

0·α.α2 ... α +10~κ ,Ι\
αν ακ+1

> 5 .

Ένας άλλος τρόπος .στρογγυλεύσεως τον οποίο και θα ακολουθούμε 

στη συνέχεια είναι ο εξής

χ =  (πρόσημο του x)cMOb ,

όπου

a =

Ο.α,α2... α , αν c < 0.5 ή αν c = 0.5 και α άρτιος κ κ

Ο,α a ... α +10 , αν c >0.5 ή αν c=0.5 και α περιττός ̂  ̂ Κ κ

και c =  0.ακ+ια κ+2... . Από τον τρόπο που γίνεται ηστρογγύλευση του 

χ σε κ σημαντικά ψηφία και στις δύο περιπτώσεις για το απόλυτο 

σφάλμα στρογγυλεύσεως του χ ισχύει

|ε| =  |χ -  χ| < γ  10"K-10b = ?  10b"K (1.15)

ενώ για το σχετικό σφάλμα στρογγυλεύσεως του χ έχουμε (χ φ 0)

δ =

ι̂ ι 1 m - K  m b 1 in"* 1 in-K
I ε I 2 10 *10 7 10 2 0 1 1-K -K
—  ------ E-  = - ----- < —  = l  10 K = 5* 10 K . (1.16)

a| ♦ 10 a 10

Αξίζει να σημειωθεί ότι στο πεπερασμένο σύνολο (σύστημα) 

F(q,K,m,M) των πραγματικών αριθμών της μορφής (1.14), το οποίο κα

θορίζεται από την βάση q του συστήματος αριθμήσεως (εδώ έχει ληφ- 

θεί q = 10),τον πεπερασμένο αριθμό κ (π.χ. κ =  10) των σημαντικών 

ψηφίων και τα όρια m και Μ (π.χ. m = —  98, Μ =  100) του εκθέτη 

b , και στο οποίο υποθέσαμε ότι εργαζόμαστε, λόγω της διαδικασίας 

της στρογγυλεύσεως δεν ισχύουν ο προσεταιριστικός και ο επιμεριστι-

i
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κός νόμος της Άλγεβρας. Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι στο F(q,K,m,M) 

υπάρχουν ακριβώς 1 +2(q — 1 )q ( Μ — m + 1) διαφορετικοί αριθμοί. Για 

q =  10, κ — 10, m = — 98 και Μ = 100, ο αριθμός αυτός ισούται με 

1 +3582·109*ί 3.6-1012 .

Αν θεωρήσουμε τον πραγματικό αριθμό χ στην συνηθισμένη του μορ

φή, που αποτελείται γενικά από το ακέραιο τμήμα, την δεκαδική τελεία 

και το δεκαδικό (κλασματικό) τμήμα, τότε τα σημαντικά του ψηφία είναι 

όλα τα ψηφία αρχίζοντας από αριστερά προς τα δεξιά με το πρώτο μη μη

δενικό ψηφίο. Για παράδειγμα, στους αριθμούς 0.03045 και 0.0304500 

τα σημαντικά ψηφία είναι υπογραμμισμένα. Όταν ο αριθμός είναι ακέραι

ος και έχει ορισμένα μηδενικά στο τέλος, τότε πρέπει να δηλώνονται πό- 

♦ σα από τα μηδενικά αυτά είναι σημαντικά Ψηφία ή να γράφεται ο αριθμός 

υπό την εκθετική μορφή για να μην υπάρχει αμφιβολία. Είναι φανερό ό

τι η στρογγύλευση ενός αριθμού σε ένα δοθέντα αριθμό σημαντικών ψηφί

ων δεν δίνει γενικά το ίδιο αποτέλεσμα με την στρογγύλευση αυτού στον 

ίδιο αριθμό δεκαδικών θέσεων. Όταν ο αριθμός χ στρογγυλεύεται σε 

κ δεκαδικές θέσεις τότε για το απόλυτο σφάλμα (στρογγυλεύσεως) του 

σΐρογγυλευμένου αριθμού χ ισχύει προφανώς

|ε| = |χ -  χ| < γ  10'κ . (1.17)

Ένα σημαντικό ψηφίο ενός προσεγγιστικού αριθμού χ λέγεται ό

τι είναι ακριβές εάν το απόλυτο σφάλμα του χ δεν υπερβαίνει 

την μισή μονάδα της τάξεως που αντιστοιχεί σ’ αυτό το ψηφίο.Άν 

κ σημαντικά ψηφία του χ είναι ακριβή τότε λέμε ότι ο χ" είναι α

κριβής σε κ σημαντικά ψηφία ή ακόμη ακριβής στον αριθμό των δεκα

δικών θέσεων που προσδιορίζεται από το τελευταίο ακριβές σημαντικό 

ψηφίο. Εάν όλα τα σημαντικά Ψηφία του χ είναι ακριβή, τότε λέμε ό

τι ο χ είναι ακριβής στον δοθέντα αριθμό ψηφίων. Για παράδειγμα, 

αν ο χ =  0.03045 έχει απόλυτο σφάλμα |ε| = 0.0004 = 0.4·10”3, τό

τε, αφού |ε| < 0.5*ΙΟ’3 , ο χ είναι ακριβής σε δύο σημαντικά Ψη

φία ή ακριβής σε τρεις δεκαδικές θέσεις. Αν για τον χ =  36.00 εί-



12

ναι IεI = 0.03 τότε αυτός είναι ακριβής σε 3 σημαντικά ψηφία ή σε 

μία δεκαδική θέση, αφού 0.03 < 0.05= 0.5*10 1 .

Τονίζεται εδώ ότι όταν ένας ακριβής αριθμός χ στρογγυλεύεται 

σε κ σημαντικά ψηφία ή σε κ δεκαδικές θέσεις, τότε ο στρογγυλευ- 

μένος αριθμός "χ είναι ακριβής σε κ σημαντικά ψηφία ή σε κ δε

καδικές θέσεις αντίστοιχα. Ακόμη, είναι φανερό ότι αν ο προσεγγιστι- 

κός αριθμός χ είναι ακριβής σε κ δεκαδικές θέσεις, τότε για το α- 

πόλυτο σφάλμα του ισχύει |ε| < »1 0  , ενώ αν είναι ακριβής σε κ
 ̂ — Κ

σημαντικά ψηφία τότε για το σχετικό σφάλμα του ισχύει δ ^  5*10

Λεμε ότι δύο αριθμοί συμφωνούν σε κ σημαντικά ψηφία εάν μετά 

την στρογγύλευσή τους σε κ σημαντικά ψηφία οι αριθμοί ταυτίζονται.

Λέμε ότι δύο αριθμοί συμφωνούν σε κ δεκαδικές θέσεις εάν η α-
1 -κπόλυτη τιμή της διαφοράς των είναι ^ -j-IO . Π.χ. οι αριθμοί 0.125 

και 0.130 συμφωνούν σε 1 σημαντικό ψηφίο ενώ συμφωνούν σε 2 δεκαδι

κές θέσεις. Οι αριθμοί 9.995 και 10.000 συμφωνούν σε δύο δεκαδι

κές θέσεις ενώ συμφωνούν σε τρία σημαντικά ψηφία.

Η ακρίβεια ενός προσεγγιστικού αριθμού εξαρτάται από τον αριθμό 

των ακριβών σημαντικών ψηφίων του και όχι από τον συνολικό αριθμό 

των σημαντικών ψηφίων του. Για τον λόγο αυτό ο ακόλουθος πρακτικός κα

νόνας μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν οδηγός: Όταν εκτελούμε υπολογι

σμούς με προσεγγιστικούς αριθμούς, ο αριθμός των σημαντικών ψηφίων 

στα ενδιάμεσα αποτελέσματα δεν πρέπει να υπερβαίνει τον αριθμό των α

κριβών σημαντικών ψηφίων περισσότερο από 1 ή 2 μονάδες (η στρογγύλευ- 

ση εφαρμόζεται για τον σκοπό αυτό). Το τελικό αποτέλεσμα στρογγυλεύε

ται επίσης σε τόσα σημαντικά ψηφία όσος είναι ο αριθμός των ακριβών 

σημαντικών ψηφίων του.

Ακολουθώντας τον παραπάνω κανόνα μειώνουμε τον χρόνο υπολογισμού 

χωρίς να μειώνεται η ακρίβεια του τελικού αποτελέσματος.

1.4 Δ ι ά δ ο σ η  κ α ι  δ η μ ι ο υ ρ γ ί α  σ φ α λ μ ά τ ω ν  

κ α τ ά  τ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ ς *
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Ας υποθέσουμε ότι fix’ ,χ2,... ,)Γη ) είναι μία πραγματική συνάρ

τηση των πραγματικών ποσοτήτων χ” ,χ2,...,χη που αποτελούν τα δεδο

μένα του προβλήματος. Τα δεδομένα στους πρακτικούς υπολογισμούς εί

ναι συνήθως μόνον προσεγγιστικές τιμές αφού προέρχονται από μετρήσεις, 

εκτιμήσεις ή προηγούμενους υπολογισμούς. Έτσι οι τιμές χ^ ,χ2,... ,3Γη 

είναι προσεγγίσεις (π.χ. μπορεί να προέρχονται από στρογγύλευση) κά

ποιων ακριβών τιμών χ ,χ2,...,χη και έστωσαν |εΊ. | , i = 1(1 )n τα 

απόλυτα σφάλματα των χ\ , i = 1(1)n (συνήθως είναι γνωστά μόνον ά

νω φράγματα για τα |εη-1 , i * 1 (1)η ) . Σκοπός μας είναι να προσδιο

ρίσουμε (εκτιμήσουμε) το απόλυτο και σχετικό σφάλμα της προσεγγιστι- 

κής τιμής f(jTj ,>Γ2,... . Υποθέτουμε εδώ ότι οι απαιτούμενες πρά

ξεις (υπολογισμοί) για την εύρεση της f()T ,χ ....,}Γ ) εκτελούνται1 2  η
ακριβώς, δηλαδή, .δεν δημιουργούνται νέα σφάλματα (στρογγυλεύσεως) και

επομένως το σφάλμα στο αποτέλεσμα, δηλαδή, στην τιμή f(3Γ ,χ , ...,χ )1 2  η
προέρχεται αποκλειστικά από την διάδοση των σφαλμάτων των αρχικών 

προσεγγιστικών δεδομένων χ̂. , i = 1(1 )π δια μέσου των υπολογισμών 

(διαδοθέν σφάλμα).

Με την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση f(Xj,χ2,...,χ ) αναπτύσσεται 

σε σειρά Taylor γύρω από το σημείο χ =  (χ ι »x2 * · · · ,χ" ) έχουμε

f(Xj,X2»···
00

= ι
κ=ο

_i
Κ'. -ε »3χ. -  ε*3χ. -  ε3 3χ, .. -ε η 3χ f » (1.18)

η'

όπου ε̂  = χ^ -  χΊ· , 1 =* 1(1 )η και μετά την παραγώγιση οι μερικές 

παράγωγοι της f υπολογίζονται στο σημείο χ . Όταν τα ε.. , i = 

1(1)n είναι μικρά (όπως συμβαίνει συνήθως) χωρίς όλες οι μερικές πα- 

ράγωγοι ^ -χ-- να είναι επίσης μικρές ποσότητες, από την (1.18) παί-σΧ.·

ρνουμε παραλείποντας τους υπόλοιπους όρους

f(Xj,x2»···» χ^)

+ ε2Τχ (xltxz i .

t
f(Xj,X2,···>X^) elfx (*,.X

L 1

7n ) + ---+£nfx ,X2 ,. · >, x^)
n
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3f
όπου fx  ̂ = . Αν καλέσουμε |ε| το απόλυτο (διαδοθέν) σφάλμα

της f(xt,χ2, .,7 ) τότε έχουμε

ε Ι ~ ,Χ2 »···*xn )I ^

«  |ε ^ χ (χ) + ε 2ίχ (χ) + ... +εη1χ (χ)| =

δηλαδή,

η
I ε.-f* 
ι=1 1 Xi

(χ)
η

-  Iει 11fXj (χ) ι >

ει £  J ,Ιει
1=1

(1.19)

( 1. 20)

Αν |εΊ· I 4  Μ] > i = 1 (1 )η είναι τα φράγματα των απολύτων σφαλμάτων 

των χ-,· , ι =1(1 )η , τότε από την (1.20) προκύπτει

η
Ι£ Ι £  i  " i | V * ) | ( 1.21)

Από την (1.20) διαιρώντας τα δύο μέλη με |f(x1*x2»-..,xn )| παίρ

νουμε μία εκτίμηση για το σχετικό σφάλμα δ της f(x)

ε| η 
δ «  — —  < y 

|f(x)| *  i=1

fx (χ)
xi

f(x)

η
l̂ i I = l

i = 1 3x In f(x) ει I <

n
Σ m 1

i=1 1
_a
3x Inf (x) ( 1. 22)

Παράδειγμα 1.3 Δίνεται η συνάρτηση f(t) = 6t2 +8t —  30 . Έστω- 

σαν Xj = 3.01 και "Xj =  3 η ακριβής και η προσεγγιστική τιμή αντί

στοιχα ενός αριθμού. Να βρεθεί το απόλυτο σφάλμα της τιμής f(7,) α
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κριβώς και ύστερα με την βοήθεια του τύπου (1.20) (κατά προσέγγιση).
Λύση Σύμφωνα με τον ορισμό είναι |ε| = |ffXj) — f(χα)| =

=  148 — 48.44061 = 0.4406 . Βάσει των σχέσεων (1.19) και (1.20) έχου

με

Iεί ̂  lejlf'ixjl = |xj -x,||f'(χ,)| =

= |3-3.011 |f'(3) I = (0.01)44 = 0.44 . A

Τα Θεωρήματα που ακολουθούν βασίζονται στη θεωρία που αναπτύχ

θηκε προηγουμένως.

θεώρημα 1.3 Το απόλυτο σφάλμα του αλγεβρικού αθροίσματος η 

προσεγγιστικών αριθμών 3Γ| , ι = 1(1 )η δεν υπερβαίνει το άθροισμα 

των απολύτων σφαλμάτων των αριθμών αυτών.

Απόδειξη Το αλγεβρικό άθροισμα των >Γη· , i = 1(1 )n είναι η

τιμή

» · · · ι ̂ ) CjXl^ C2X2 "*’··· ^ »
. > 

όπου C-j = 1 ή -1 , i = 1(1 )n . Αν ε^ = χΊ· -  Xj , i 

τε είναι

ε f (Xj 1 X2 »· * · >Xjj) f (Xj »X2 »· · · »Xjj) 

και επομένως, αφού | { = 1 , i = 1(1)n , 

l£ l < |ε,| + |ε2 | +... + |εη | .

Παρατήρηση Αν οι χ. προέρχονται από στρογγύλευση των χη· σε
‘ 1 -κ

κ δεκαδικές θέσεις, τότε προφανώς |ε^| ^ ^ Ι Ο  , 1 = 1 (1)η και

επομένως για το απόλυτο σφάλμα στρογγυλεύσεως του αλγεβρικού αθροί

σματος των χ^ , λόγω της (1.24) ισχύει

|ε| < η ̂ 1 0“κ

C jE j + ε2ε2 + · · ·+ ε^ε^ 

A (1.24)

(1.23)

= 1(1)η τό-

(1.25)
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(Σημειώνεται ότι π στατιστική θεωρία, για μεγάλο π δίνει μια πιο ρε-
1 -κ

αλιστική εκτίμηση και συγκεκριμένα |ε| £  γ  /ή 10 ) .

Πόρισμα Το απόλυτο σφάλμα της διαφοράς χ —  χ δεν υπερβαίνει 

το άθροισμα των απολύτων σφαλμάτων των Xj και χ2 .

Σημείωση Στην πράξη πρέπει να αποφεύγεται εάν είναι δυνατόν η 

αφαίρεση δύο σχεδόν ίσων προσεγγιστικών αριθμών διότι αυτή οδηγεί σε 

απώλεια σημαντικών ψηφίων (μείωση της ακρίβειας του αποτελέσματος).

Για παράδειγμα, αν οι χ1 =  15.243 και χ2 = 15.222 είναι ακριβείς 

στον δοθέντα αριθμό ψηφίων (5 σ.ψ.), τότε για τα απόλυτα σφάλματα 

| ε-| | , i = 1,2 αυτών ισχύει |εΊ'| ^  γ  10 , i = 1,2 και επομένως

για το απόλυτο σφάλμα |ε| της διαφοράς χ> -  χ2 = 0.021 έχουμε

|ε| ,< 2 γ  ΙΟ"3 = 10“3 =  0.001 < 0.5*10”2 . Δηλαδή, η τιμή 0.021 εί

ναι ακριβής σε 1 σ.ψ. . Η αύξηση της ακρίβειας μπορεί μερικές φορές 

να επιτευχθεί με απλούς αλγεβρικούς μετασχηματισμούς. Έτσι, για τον 

υπολογισμό π.χ. της διαφοράς 70— /Τ591Γ , όπου οι αριθμοί 70 και 

4899 είναι ακριβείς και δίνεται ότι 74899 ̂  69.99 (με ακρίβεια 4 

σ.ψ.) έχουμε τους ακόλουθους δύο τρόπους:

1) 70 -  70 -  69.99 = 0.01 = χι και

ϋ )  70 -  A m  = ---- ------ ^ ---- ----- = — -—  **
7 0 + / 4 B W  70 +69.99 139.99

«  0.00714336 =  χ2 .

Μπορεί να δειχθεί (βλέπε άσκηση 12 ) ότι ο χλ είναι ακριβής σε

1 σ.ψ. ενώ ο χ2 είναι ακριβής σε 4 σ.ψ. .

Στο σημείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι, όπως συμβαίνει με τα 

προβλήματα έτσι και στις αριθμητικές μεθόδους (υπολογιστικές διαδι

κασίες—  αλγόριθμοι) που χρησιμοποιούνται για την εύρεση των αριθμη

τικών λύσεων των προβλημάτων, υπάρχει αντίστοιχος διαχωρισμός σε ευ

σταθείς και ασταθείς μεθόδους. Μία ασταθής μέθοδος είναι δυνατόν με

ρικές φορές να δώσει αποτελέσματα με μειωμένη ακρίβεια (δεν υπάρχει
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σταθερότης στην ακρίβεια) ενώ άλλες φορές δεν δημιουργεί δυσκολίες. 

Έτσι στο παραπάνω πρόβλημα η μέθοδος (i) χαρακτηρίζεται ασταθής έ- 

νώ η (ϋ) ευσταθής*

θεώρημα 1.4 Το σχετικό σφάλμα του γινομένου η προσεγγιστικών 

αριθμών , 1 = 1(1)η είναι μικρότερο από,ή περίπου ίσον με το 

άθροισμα των σχετικών σφαλμάτων των αριθμών αυτών.

Απόδειξη θεωρούμε την συνάρτηση f (71 ,χ2,...χη) = χ1χ2χ3...χη · 

Σύμφωνα με την (1.20) έχουμε για το απόλυτο σφάλμα |ε| αυτής

(1.26)

εΐ £ ΙεχIΙΧ2Χ3··,χηΙ + Ιε 2 ‘Ιχιχ3 * *·χηΙ + ··* +

+ |εη |ΙΧ 1Χ2 *··χη-ι ι ·

όπου ε·,· = xj -  xj , 1 = 1(1)η . Για το σχετικό σφάλμα δ προκύ

πτει ότι

δ =

Χ ΐ Χ 2 · . · Χ η Χ 1 Χ 2 · · · Χ Π

ΙειI Ιε21

I*·
+ . . . +■

π

η
εί I Iεί

6j +δ2 + ... +δη , λόγω της (1.26) και των —

i = 1(1 )n . Άρα τελικά δ £  δ 3 +δ2 + ... +δη και επί πλέον

[ε| 4  Ιχιχ2···^πΙ (δ3 +δ2 + ... +δη) . ▲ (1.27)

θεώρημα 1.5 Το σχετικό σφάλμα του πηλίκου δύο προσεγγιστικών 

αριθμών είναι μικρότερο από,ή περίπου ίσον με το άθροισμα των σχετι

κών σφαλμάτων των αριθμών αυτών. —
1 —

Απόδειξη θεωρούμε την συνάρτηση f(Xj,x2) = γ -  , χ2 φ 0 . Σύμ

φωνα με την (1.20) για το απόλυτο σφάλμα |ε| αυτής έχουμε

ε Ι ί  ιέ,
1 χι

+ |ε | 772
χ2 ' 2 1 *2

I ε,

X?
(1.28)
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όπου ε·,· = χη· -  χ^ , 1 = 1,2 . Λόγω της (1.28) για το σχετικό σφάλμα 

δ (υποτίθεται x1,x2,x1?t 0) προκύπτει

|ε,1 | |ε2 | 

|ε| |ε| |χ2 | |χ2 |
δ = ----as — ξτ—  < ------ =—

*1 *1 Χ1
Χ2 χ2 χ2

a* + δ2 ή

δ < δ, +δ, . Επίσης ισχύειA Ζ

▲ (1.29)

Παράδειγμα 1.4 Αν οι αριθμοί 23.86 , 0.01762 , 37.26 , 0.02146 

προέρχονται από στρογγύλευση σε 4 σ.ψ. αντίστοιχων ακριβών αριθμών, να 

βρεθούν τα αποτελέσματα των πράξεων i) 23.86 + 0.01762 και 11)

(37.26) (0.02146) στρογγυλευμένα στο πλήθος των ακριβών σημαντικών 

ψηφίων.

Λύση ι) Είναι 23.86 + 0.01762 = 23.87762. Το απόλυτο σφάλμα

εΙ < Ιε. I + |ε, I , όπου |ε1· |, i = 1,2του αποτελέσματος είναι 

α σφάλι 

έχουμε

1 ' 1 -  2

είναι τα απόλυτα σφάλματα των προσθετέων. Επειδή 
1 , „ - 5

10-2 και

< j  10

|εI < 0.5-10”2 + 0.5-10"5 =  0.005005 < 0.5·10_1 =  0.05 .

Άρα το αποτέλεσμα 23.87762 είναι ακριβές σε 3 σ.ψ. και με την 

στρογγύλευση γίνεται 23.9 . ϋ )  (37.26) (0.02146) =  0.7995996 .

Βάσει της (1.26) έχουμε για το απόλυτο σφάλμα |ε| του γινομένου 

I εI < |ει||χ2 | + |ε2||χ,| < \  10“2(0.02146) + £  Κ Γ 5<37.26) =

=  0.0002936 < 0.5*10"3 . Άρα το αποτέλεσμα 0.7995996 είναι ακρι

βές σε 3 σ.ψ. και στρογγυλεύεται σε 0.800 . A

Παράδειγμα 1.5 Να βρεθούν άνω φράγματα για το απόλυτο και σχε-
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τικό σφάλμα του όγκου V =  nd3 μιας σφαίρας εάν η διάμετρος d 

στρογγυλευμένη σε 2 σ.φ. είναι 3.7 cm και π &  3.14 .

Λύση Στην περίπτωσή μας π συνάρτηση είναι f(xJtx2) =  ^  χ χχ23 

όπου χι =  3.14 και χ2 =  3.7 . Αν |ε, | =  | χ —  Χι | . |ε2 1 *=

=  |χ2 - χ2 | , τότε είναι |ε} | «ί 0.0016 και |ε2 | 10-1 =  0.05

και σύμφωνα με τις (1.20) και (1.21) έχουμε για το απόλυτο σφάλμα 

|ε| του όγκου

Μ  4  Κ

+ 0.05

1 χ3
τ χ2 

1

+ ε Υ  Χ1Χ2 < 0.0016 Λ* (3.7)

γ  (3.14)(3.7) 0.0016(8.44) +0.05(21.5)*

&  0.014 +1.075 = 1.089«ί 1.1 cm3 .

Εξ άλλου για το σχετικό σφάλμα ισχύει

1.089

(3.14)(3.7)3

1.089
Ι Ο 0.04 = 4% A

Κατά την ανάπτυξη της θεωρίας της παρούσας παραγράφου αγνοήσαμε 

τελείως τα παραγόμενα (δημιουργούμενα) σφάλματα στρογγυλεύσεως κατά 

την διάρκεια των υπολογισμών μέσω ενός υπολογιστού. 0 υπολογιστής για 

την εύρεση της τιμής f(Xj,χ2,...,χη ) εκτελεί ένα σύνολο αριθμητικών 

πράξεων, δηλαδή, προσθέσεων, αφαιρέσεων, πολλαπλασιασμών και διαιρέ

σεων. Επειδή οι πράξεις στον υπολογιστή δεν εκτελούνται ακριβώς αλλά 

αντικαθίστανται κατά κάποιο τρόπο από άλλες προσεγγιστικές (εξ αιτίας 

του περιορισμένου αριθμού σημαντικών ψηφίων που χρησιμοποιεί), κάθε 

πράξη δημιουργεί γενικά ένα σφάλμα στρογγυλεύσεως και επομένως η τε

λική τιμή που υπολογίζεται για την f (Xj ,jf2,... ,χ^) θα περιέχει ένα 

σφάλμα που καλείται υπολογιστικό σφάλμα και που οφείλεται αφ’ ενός 

στο διαδοθέν σφάλμα και αφ’ ετέρου στα δημιουργούμενα σφάλματα των ε

πί μέρους προσεγγιστικών πράξεων, δηλαδή, στο καλούμενο παραχθέν σφάλ

μα. Το μέγεθος του παραχθέντος σφάλματος εξαρτάται από την σειρά με

3
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την οποία εκτελούνται οι πράξεις και είναι δύσκολο να εκτιμηθεί αυτό 

στο τελικό αποτέλεσμα ενός πολύπλοκου υπολογισμού. Σαν παράδειγμα θε

ωρούμε την περίπτωση όπου μία μόνον αριθμητική πράξη εκτελείται μετα

ξύ δύο προσεγγιστικών αριθμών. Ας υποθέσουμε χάριν απλότητος ότι 

f ( V X 2) = χ1+ X2 , X, = 0.962 , χ2 = 0.6732 , |ε, |, |ε2 1 < γ  ΙΟ-1*

και ότι ο υπολογιστής μας χρησιμοποιεί μόνον 4 σ.φ.Αν συμβολίσουμε 

με Ευ το υπολογιστικό σφάλμα στην τιμή χα+ χ2 που τελικά υπολογί

ζεται, με ε το διαδοθέν σφάλμα και με επ το παραχθέν σφάλμα (στρογ- 

γυλεύσεως) λόγω της προσεγγιστικής προσθέσεως που συμβολίζουμε με ©  , 

τότε έχουμε

υ

+

αφού

( * ! ©  χ 2 ) - ( X j  + χ 2 ) =  K X j ©  * 2 ) - < X j  + χ 2 ) 

[ < \  + + *,)] =  ε„ + ε ·

+

εΠ =  ( X j ©  χ2) - U j  + Χ 2 ) και ε = (xj + χ2) ~ { * ι + χ2) . .

Άρα,

π + ε| < |επ | + |ε| (1.30)

Επειδή 7  + χ"2 = 1 .6353 , χ χ ©  χΓ2 = 1 .635 , επ = — 0.0003 και 

|ε| ^  |ε | + |ε21 <_ 2 γΙΟ”1* = 10“" (σύμφωνα με την (1.24)), από την

(1.30) προκύπτει ότι

|Ευ | 4  0.0003 + 0.0001 = 0.0004 .

1.5 Ο λ ι κ ό  σ φ ά λ μ α  σ τ η ν  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  λ ύ 

σ η  ε ν ό ς  μ α θ η μ α τ ι κ ο ύ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς

Χάριν απλότητος ας υποθέσουμε ότι το μαθηματικό πρόβλημα συνίστα 

ται στην εύρεση της τιμής της συναρτήσεως f(χ) για κάποιο χ . Συνή 

θως η f προσεγγίζεται (αντικαθίσταται) από κάποια απλούστερη συνάρ-
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τηση fj(x) και η διαφορά Ε = f (χ) — f(χ) είναι τότε το καλού- 

μενο σφάλμα αποκοπής. Στη θέση του x χρησιμοποιείται συνήθως μία 

προσεγγιστική τιμή χ και η διαφορά ε *  fj(x) —  fj(x) είναι το 

καλούμενο διαδοθέν σφάλμα. Τελικά,λόγω των προσεγγιστικών πράξεων 

δεν βρίσκουμε την τιμή f t (3Γ) αλλά την fjix) και η διαφορά επ * 

=  Τι (χ) -  fj(x) είναι το καλούμενο παραχθέν σφάλμα. Έτσι, για το 

ολικό σφάλμα Ε . στην τιμή 7,(χ) έχουμεΟλ ι

ΕοΧ = ~ f<x> “ |ji(x) “ fi (*>] + [Λ(50 - f,(x)j +

+ [ f , W  -f(x)l => en + ε ♦ εΑ . (1.31)

Ας σημειωθεί ότι το υπολογιστικό σφάλμα είναι Ευ *  T t (ST) —  f ^ x ) ®

=  ε„ + ε , οπότε 
π

Ε„λ = Ε υ + ΕΑ . (1.32)

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

,  1*1 _
1. Σύμφωνα με την (1.6) είναι & = -ρ- , χ ^ Ο  . Ν α  δειχθεί 6-

τι | 5 - δ | < ( δ ) 2 . |Χ|

2. Να βρεθεί μία απλή προσέγγιση για την παράγωγο f'(x0) με την 

βοήθεια της σχέσης (1.10) και να γραφεί η έκφραση του σφάλματος 

αποκοπής.

3. Να στρογγυλευθούν οι αριθμοί: -  617.950 , 6890150 , —  15.0032 ,

|· » γγ * ~~ yg· σε 4 σ.ψ.

4. Να στρογγυλευθούν οι αριθμοί: -  75684.3195 , 0.02345 , -  0.04795 ,

0.086251 , -  0.6485003 , 0.0005985 , 689000.0095 i) σε 3 σ.ψ. 

και ϋ ) σε 3 δ.θ. .

5. Με την προϋπόθεση ότι οι παρακάτω αριθμοί είναι ακριβείς και ότι
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μπορούμε να εκτελούμε πράξεις με αριθμούς που έχουν το πολύ 4 σ. 

ψ., να βρεθεί το αποτέλεσμα του υπολογισμού (0.3789)(0.2614) -  

-  0.0990 και το σφάλμα της υπολογισμένης τιμής.

r Qrt ~ , „ Χ.ν™ τΛ„ λι1λ τ α„Λτλγ ί 0.0995χ + 0.9949y = 1.0944
6. Να βρεθεί η λύση του συστήματος | 0>0985χ + 0.9951y = 1.0936

και στη συνέχεια η λύση του προκύπτοντος συστήματος μετά την στρογ 

γύλευση όλων των αριθμών σε 3 δ.θ. . Τι παρατηρείτε;

7.. Αν οι αριθμοί 3.45 , 4.87 , 5.16 , 3.55 , 2.73 προέρχονται από 

στρογγύλευση σε 3 σ.ψ. αντίστοιχων ακριβών αριθμών, να βρεθούν 

τα αποτελέσματα των πράξεων: i) 3.45 + 4.87 -  5.16 ϋ )

(3.55)(2.73) στρογγυλευμένα στο πλήθος των ακριβών σημαντικών 

Ψηφίων.

8. Οι ακριβείς αριθμοί x-j > 0 , i = 1(1 )η προσεγγίζονται από τους 

χ. > 0  , i = 1(1 )η . Να δειχθεί ότι το σχετικό σφάλμα του αθροί

σματος των >Tj δεν υπερβαίνει το μέγιστο των σχετικών σφαλμάτων

των >Γ. . 
ι

9. Με ακρίβεια πόσων τουλάχιστον δ.θ. πρέπει να βρεθεί η /Ιΐ .2 έ

τσι ώστε το απόλυτο σφάλμα της παράστασης 2340(3 + /11.2) να 

είναι <^0.2 ; (Οι αριθμοί 2340, 11.2 και 3 είναι ακριβείς).

10. 0 ακριβής αριθμός χ = /4.5 προσεγγίζεται από τον 7  = Ά  = 2 . 

Να βρεθεί κατά προσέγγιση το απόλυτο σφάλμα του χ και στη συ

νέχεια να εκτιμηθεί η /4.5 .

11. Οι ακριβείς αριθμοί χι5χ2,χ3 όταν στρογγυλευθούν σε 3 δ.θ. εί

ναι Xj = 4.70 , χ2 = 0.832 , χ̂ 3 = 2.413 αντίστοιχα. Να βρεθούν
X X  1

τα αποτελέσματα i) i i) _-il—  στρογγυλευμένα στο πλήθος
χ 3 Χ 1Χ2

των ακριβών σημαντικών Ψηφίων τους.

12. Να υπολογιστεί η διαφορά 70 —  /489'9 με την μεγαλύτερη ακρίβεια, 

αν είναι γνωστό ότι ^4899^ 69.99 (με ακρίβεια 4 σ.ψ.) .
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13. Δίνεται η εξίσωση f(χ) = Ο . Αν χχ είναι μία ρίζα αυτής και

να εκτιμπθεί το απόλυτο σφάλμα της Xj.

14. Να εκτιμηθεί το απόλυτο (διαδοθέν) σφάλμα της εκφράσεως 

6.80χ2 +3.25χ+8.24 , όπου χ =10.00 , με την προϋπόθεση ότι 

όλοι οι δοθέντες αριθμοί είναι στρογγυλευμένοι σε 2 δ.θ. .

15. ι) 0 προσεγγιστικός αριθμός χ = 45.1267 είναι ακριβής σε 4 σ. 

ψ. . Να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το σχετικό σφάλμα του.ϋ) Για 

το σχετικό σφάλμα δ του αριθμού χ =  39.257587 ισχύει δ ^ Ι Ο " 5. 

Πόσα από τα σ.ψ. του χ είναι ακριβή ;

16. Αν οι προσεγγιστικοί αριθμοί χ^, y ., 1 = 1(1)η έχουν το ίδιο

άνω φράγμα Μ για τα απόλυτα σφάλματά τους, να βρεθεί ένα άνω
η ___

φράγμα για το απόλυτο σφάλμα του V x.y. .
ι = 1 1 1

17. Να εκτιμηθεί το απόλυτο (διαδοθέν) σφάλμα για τις δύο ισοδύνα

μες εκφράσεις 1η (χ -/χ2— Τ )  — —  1η (χ + /χ2- Τ ) αν χ = 30 (α

κριβής τιμή) και η τετραγωνική ρίζα δίνεται με ακρίβεια 6 δ.θ. 

( ν ^ * *  29.983329).

18. Έστω f (χ) =  · Ας υποθέσουμε ότι ζητούμε την τιμή

f(0.16037) αλλά μπορούμε να χρησιμοποιούμε το πολύ 3 σ.ψ. στους 

υπολογισμούς. Να βρεθεί το διαδοθέν σφάλμα, το παραχθέν σφάλμα 

και το ολικό σφάλμα.

19. Αν οι αριθμοί χγ = 2, χ2 = 3, χ3 = 4 προσεγγίζουν αντίστοιχα 

τις ακριβείς τιμές χ1,χ2,χ3 για τις οποίες ισχύει 1.5 ^

< 2.5 , 2.9 < χ, < 3.1 και 3 < χ3 ^  5 , να_βρεθεί ακριβώς το
—  —  1 —  X X
μέγιστο απόλυτο διαδοθέν σφάλμα στην τιμή -φ-2- . Επίσης να ε- 

κτιμηθεί αυτό σύμφωνα με την θεωρία.



2
Π Α Ρ Ε Μ Β Ο Λ Η

2.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Συχνά μια άγνωστη ή γνωστή συνάρτηση y =  f(x) ορίζεται από έ

να πίνακα τιμών, δηλαδή,ένα πίνακα (αριθμών) που περιέχει τις τιμές 

της f(x) για ένα σύνολο τιμών του χ . Οι πινακοποιημένες τιμές 

μπορεί να είναι είτε εμπειρικά δεδομένα που προέρχονται από μετρήσεις 

ή παρατηρήσεις στην περίπτωση που είναι άγνωστη η μορφή της f(χ) , 

είτε να έχουν προκόψει με κάποια ορισμένη ακρίβεια από μια γνωστή 

και σχετικά πολύπλοκη συνάρτηση f(χ) , όπως συμβαίνει συνήθως με τους 

μαθηματικούς πίνακες. 'Ενα πρόβλημα που προκύπτει είναι ο υπολογισμός 

της f(x) για κάποιες τιμές του χ που δεν ανήκουν στον πίνακα (π. 

χ. ενδιάμεσες τιμές). Για το σκοπό αυτό ζητούμε να προσδιορίσουμε μια 

άλλη απλούστερη συνάρτηση F(x) (π.χ. ένα πολυώνυμο) τέτοια ώστε για 

μια οποιαδήποτε συγκεκριμένη τιμή χ του χ η τιμή F(x) να είναι 

αρκετά κοντά στην τιμή f(x) .

Ας υποθέσουμε ότι σε ένα πίνακα δίνονται οι n+ 1 τιμές f. ξ 

= f(x^) * 1 =  0(1)n της f(x) για τις αντίστοιχες διακεκριμένες 

τιμές χ. , i =  0(1)π του χ . 0 προσδιορισμός μιας κατάλληλης α

πλής συναρτήσεως F(x) , η οποία θα βρίσκεται πιο "κοντά", υπό κάποια
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έννοια, στη συνάρτηση f(χ) είναι ένα γενικώτερο πρόβλημα της θεωρί

ας προσεγγίσεως (βλέπε κεφάλαιο 12). Η παρεμβολή που εξετάζεται στο 

παρόν κεφάλαιο αποτελεί μια ειδική περίπτωση του προβλήματος αυτού. 

Το απλούστερο πρόβλημα της παρεμβολής συνίσταται στην κατασκευή μιας 

"απλής" συναρτήσεως F(x) (συνάρτηση παρεμβολής) η οποία παίρνει τις 

ίδιες τιμές με την f(x) στα σημεία χ. , i =  0(1)n του πίνακα , 

δηλαδή, απαιτούμε να ισχύει

F ^ )  =  f i , ι =  0(1 )n . (2.1)

Τα σημεία χ. , ι =  0(1)η καλούνται σημεία παρεμβολής. Γεωμετρικά,

αυτό σημαίνει ότι η καμπύλη y =  F(x) πρέπει να διέρχεται από όλα 

τα δοθέντα σημεία M^(x^,f.) , i =  0(1)n . Στη συνέχεια θα περιορι

στούμε μόνον στην περίπτωση που η F(x) είναι ένα πολυώνυμο Pr (x )

βαθμού το πολύ η , δηλαδή, στην καλούμενη πολυωνυμική παρεμβολή. 

Έτσι ζητούμε ένα πολυώνυμο pn (x) τέτοιο ώστε

Ρ (χ.) =  f. , i =  0(1)n . (2.2)n i l

Το πολυώνυμο παρεμβολής pn (x) χρησιμοποιείται πρωταρχικά για 

να προσεγγίσει τις τιμές της συναρτήσεως f(x) για τιμές του χ δια

φορετικές από τα σημεία παρεμβολής (f(x)^ Ρ (χ)) . Εκείνο όμως πουη
έχει μεγαλύτερη σημασία είναι το γεγονός ότι πολλές αριθμητικές μέθο

δοι που χρησιμοποιούνται για τη λύση άλλων προβλημάτων (π.χ. αριθμη

τική παραγώγιση, αριθμητική ολοκλήρωση, αριθμητική επίλυση διαφορι

κών εξισώσεων κ.λ.π.) βασίζονται στην ιδέα της πολυωνυμικής παρεμβο

λής.

2.2 Π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ή  π α ρ ε μ β ο λ ή  

Έστω

Ρ (χ) =  α χη + α χ11"1 η ο ι + ... + α χ + αη-ι η (2.3)
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το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ π . Ζητούμε να προσ

διορίσουμε τους η+1 συντελεστές α.. , i =  0(1)η έτσι ώστε να ισχύει 

η (2.2). Προφανώς τα , ΐ =  0(1)η πρέπει να ικανοποιούν το ακό

λουθο σύστημα των η+1 γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων

( ..η
χ“α η + χ Γ α ,  + ... + χ α + α  *  f. ο ο ο ι  ο η-ι η 0

χ?αη + χ^_1α + ... + χ,α + α  =  f. ι ο ι ι  ι η-ι η 1
(2.4)

χηαΛ + χη-1α + ... + χ α  + α  =  f η ο η ι η η-ι η η

Το σύστημα (2.4) έχει μία μοναδική λύση, αφού η ορίζουσα των συντελε

στών των αγνώστων , i = 0(1 )η είναι η καλούμενη ορίζουσα Vandermonde

χηο

D = (2.5)

η
της οποίας η τιμή είναι D = "| f (χ. —  χ.) t  0 επειδή τα χ., i =

i,j=0 1 J
i < 3

= 0(1)n είναι διακεκριμένα εξ υποθέσεως. Επομένως, λύνοντας το σύ

στημα (2.4) π.χ. με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss (βλέπε κεφάλαιο 

10) προσδιορίζεται το Ρη (χ). Έτσι απεδείχθη ότι το πολυώνυμο παρεμ

βολής υπάρχει πάντοτε και είναι μοναδικό. Ένας καλύτερος τρόπος προσ

διορισμού του Ρη (χ) που αποφεύγει την λύση του συστήματος (2.4) δί

νεται στη συνέχεια.
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2.2.1 Π α ρ ε μ β ο λ ή  κ α τ α  L a g r a n g e

Εάν είναι δυνατόν να κατασκευασθούν πολυώνυμα L^(x) , i = 0(1 )n 

βαθμού το πολύ η (θα αττοδειχθεΐ ότι όλα είναι βαθμού ακριβώς η ) 

τέτοια ώστε

1 εάν j « i
4

0 . εάν j ψ i

όπου i,j = 0(1)η , τότε το πολυώνυμο

Μ Χό>= (2.6 )

η
ρη (χ) = I  Μ χΚ Ί· »

j=0 J J
(2.7)

που είναι βαθμού το πολύ η θα είναι το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής. 

Πράγματι θα έχουμε

Pn(x.)= J  1^(χ.)1\. =ί.(χ.)ί. = f1 , 1 » 0(1)η .
ο ο

Αφού L^(xj) = 0 για j £  i , προκύπτει ότι το L..(x) διαιρείται με 

το Τ Τ  (χ ~ χ ·) και επειδή το L.(x) είναι βαθμού το πολύ η θα
:=ο ° 1

ισχύει

η
L,(X) = c · Τ Τ  (χ -  χΊ·) »
1 1 j=0 3

όπου c.. είναι σταθερά. Από την συνθήκη L.(x.) «  1 προσδιορίζεται 

η c.j , οπότε παίρνουμε τελικά

η
L1(x) = T T
1 j"0

j?6!

χ ~ xj 

l * C  XJ J
, i = 0(1 )n ( 2 .8 )

και επομένως κάθε L^(x) είναι προφανώς πολυώνυμο βαθμού η και προσ

διορίζεται μονοσήμαντα. Βάσει της (2.8) το πολυώνυμο παρεμβολής (2.7) 

γράφεται
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Ρη (χ)= I fi Τ Τ
i=0 j=0

3t i

x —  x.

( V  xj J
(2.9)

και καλείται πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange. Τα πολυώνυμα (2.8) κα

λούνται συντελεστές παρεμβολής του Lagrange, η δε (2.9) καλείται και 

τύπος παρεμβολής του Lagrange. Από τον τύπο (2.9) είναι φανερό ότι οι 

συντελεστές του πολυωνύμου Ρη (χ) είναι γραμμικές εκφράσεις των τιμών 

, i = 0(1)η . Εάν θεωρήσουμε την συνάρτηση

η
ω(χ) = Τ Τ  (χ “  χ,·)

j=0
η

τότε ισχύει ω'(χ) = J
κ=0

η
Τ Τ  (χ -
j=o J 
‘j/κ

( 2 . 10)

.Για χ = χ.. , κ ψ ΐ η πα

ράσταση που βρίσκεται μέσα στις αγκύλες μηδενίζεται. Επομένως έχουμε

η
ω' ( χ ή) = Τ Τ  (x-i" x J  , 1 = 0(1 )n .

1 j=0 1 3

Λόγω των (2.10) και (2.11), οι (2.3) και (2.9) γίνονται

ω(χ)

(2 . 11)

και

(χ -  χ .)ω' (χ.) » 1 0^1^η

Ρη (χ) ω(χ) Σ (χ _ χ .]ω'(χ.) *

( 2. 12)

(2.13)

θα δειχθεί ότι για τους συντελεστές παρεμβολής του Lagrange (2.8) ι

σχύει

I  L . (χ)·= 1 . (2.14)
ι=0 1

η
Πράγματι, το πολυώνυμο R (χ) = I L .(χ) —  1 είναι βαθμού το πο-

ι = 0  1
λύ η και ισχύει R(x^) = 0 , i = 0(1 )η λόγω των (2.6·). Άρα R(x) =0
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και επομένως ισχύει η (2.14). Η ταυτότητα (2.14) είναι πολύ χρήσιμη 

για τον έλεγχο και μερικές φορές για την μείωση των υπολογισμών.

Για n = 1 έχουμε δύο σημεία παρεμβολής χ0, χ3 με f0, f x 

τις αντίστοιχες τιμές της συναρτήσεως. Τότε, το πολυώνυμο παρεμβολής 

του Lagrange είναι το

Ρχ (χ) χ0).(2.15)

δηλαδή, η ευθεία που διέρχεται από τα δύο σημεία (x0,f0)»(xi,fi)♦ Η 

παρεμβολή στην περίπτωση αυτή καλείται γραμμική.

Για η = 2 ο τύπος παρεμβολής του Lagrange είναι η εξίσωση της 

παραβολής που διέρχεται από τα τρία σημεία (x0,f0)>(x1«f1)>(x2>^2 ) 

(τετραγωνική παρεμβολή)

(χ -  χj)(χ -  χ2) (χ -  χ0)(χ -  χ2)

” (Χρ—  χ2) f° + (Χ!~ Χ,,ΗΧ!—  x2i

(χ -  χ0)(χ -  Xj)

*ι +

lW i W  2
( 2 . 16)

Παράδειγμα 2.1 Δίνεται ο πίνακας τιμών της f(χ)

Χ1 -1

2 2 2 -1

Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής με σημεία παρεμβολής τα χ. , i *
j 1

= 0(1)3 και στη συνέχεια να προσεγγιστεί η τιμή f(j).

Λύση Το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ 3 θα εί

ναι λόγω της (2.7), Ρ3(χ) = L0(x)f0 + L 1(x)f1 + L 2(x)f2 + L 3(x)f3 , ό

που τα L.j(x) , 1 * 0(1)3 δίνονται από την (2.8). Ά ρα Ρ3(χ) =

= 2 L0(x)+ Lj(x) +L2(x )| -  L3(x ) ή , λόγω της (2.14), Ρ3(χ) =
*

-  2 ρ  -  L3(χ) -  L3(x) = 2 -  3L3(x) , όπου
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(χ -  χ0)(χ -  Xj)(x -  χ2) (χ + 1) (χ —  0) (χ — 1)

L i ( x )  =  ( x 3-  Χ , Μ Χ , -  χ2) =  (ϋ + 1 ) ( Ζ  -  0)(2 -  1} =

= 1  (χ2 -  1)χ .

Έτσι έχουμε Ps (χ) = 2 -  3 g- (χ2 - 1 )χ = —  ί  (χ3 -  χ —  4) και 

f(i)« Ρ3φ  = | | =  2.1875 . 1

Πρέπει να σημειωθεί ότι η παρεμβολή κατά Lagrange χρησιμοποιεί

ται γενικά για μη ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής. Μπορεί βεβαίως να χρη

σιμοποιηθεί και για ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής,σαν ειδική περίπτωση, 

αλλά στην περίπτωση αυτή το πολυώνυμο παρεμβολής μπορεί να προσδιορι

στεί ευκολώτερα με άλλους τύπους όπως θα δειχθεί σε επόμενες παραγρά

φους. 0 τύπος παρεμβολής του Lagrange έχει περισσότερο θεωρητική αξία 

παρά πρακτική. Στις πρακτικές εφαρμογές και ειδικά όταν ο αριθμός των 

σημείων παρεμβολής είναι μεγάλος,πρέπει να χρησιμοποιείται με μεγάλη 

προσοχή,επειδή το πολυώνυμο παρεμβολής μεγάλου βαθμού μπορεί να μην 

προσεγγίζει αρκετά καλά την (άγνωστη) ομαλή συνάρτηση f(χ) μεταξύ 

των σημείων παρεμβολής. Η παρεμβολή κατά Lagrange είναι οπωσδήποτε 

χρήσιμη σε περιπτώσεις που πολλά προβλήματα παρεμβολής πρόκειται να 

λυθούν με τα ίδια σημεία παρεμβολής , ί = 0(1)η αλλά με διαφορε

τικά σύνολα τιμών f.. , i = 0(1)n του πίνακα.

2.2.2 Ε κ τ ί μ η σ η  τ ο υ  σ φ ά λ μ α τ ο ς  σ τ η ν  π ο - 

λ υ ω ν υ μ ι κ ή  π α ρ ε μ β ο λ ή

Με την εύρεση του πολυωνύμου παρεμβολής Pn(x) από τα σημεία πα

ρεμβολής , i = 0(1 )n και τις τιμές f.. = f(x.j) , i = 0(1)n της

συναρτήσεως f(x) , η χεμή τής f(x) σε ένα σημείο χ ψ χ̂  , 1 =
= 0(1)η προσεγγίζεται από την τιμή Ρη (χ) > δηλαδή, f(x)^ Pn (x).

Η προσέγγιση αυτή δημιουργεί ένα σφάλμα αποκοπής το οποίο δίνεται από

την

ε(ϊ) = Ρη(χ) - f(χ) (2.17)
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Το σφάλμα αυτό μπορεί μερικές φορές να εκτιμηθεί με την βοήθεια του 

ακολούθου θεωρήματος.

θεώρημα 2.1 Εάν η συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιμη η+1 φο

ρές στο I = Γα,όΊ , όπου α = min {xfltx19...,x ,χ } * b = max i χ0>χι>
Λ Λ Π

..,,χ ,χ>, τότε για κάθε χ υπάρχει ένας αριθμός ξ θ ΐ  τέτοιος ώ

στε

ε(χ) = 0(X)f(ntl)U)
(ή+ΤΠ 9

όπου η συνάρτηση ω(χ) δίνεται από την (2.10).

Απόδειξη θεωρούμε την βοηθητική συνάρτηση

Φ(χ) = f(x) -  Pn (x) -  εω(χ) , (2.18)
/\

όπου c είναι μία σταθερά η οποία εκλέγεται έτσι ώστε Φ(χ) = 0  .’Ε

τσι έχουμε

f(x) - Ρ η (χ)
c = ------ :-----  , (2.19)

ω(χ)

όπου ω.(χ) φ 0 , αφού χ φ χ.. , i = 0(1)η .Έτσι η συνάρτηση Φ(χ) με 

το c να δίνεται από την (2.19) μηδενίζεται στα η +2 σημεία: χ , 

χ^.,.,χ , χ του διαστήματος I . Σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle, 
εάν αυτό εφαρμοσθεί επαναληπτικά, συμπεραίνουμε ότι η Φ ’(χ) έχει 

τουλάχιστον η + 1 ρίζες στο I , η Φ"(χ) έχει τουλάχιστον η ρί

ζες και τέλος η Φ^η+1^(χ) έχει τουλάχιστον μία ρίζα ξ θ ΐ  . Αφού 

p£n+l)(x) = 0 και ω (η+ι)(χ) = (η+1)!, από την (2.18) παίρνουμε

Φ(η+ι)(χ) = f(n+1)(x) -  c(n +1)! (2.20)

και επομένως Φίη+ι)(ξ) = 0 = f(n+l)U )  -  c ( n +1)! ή

= f( r m ) U)

(η + 1)!
( 2 . 2 1 )
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Από τις (2.19) και (2.20) προκύπτει ότι

t
Π

f(x)

ε(χ)

Ρ (ί) = »(i)f(ntl>jS)
(η + 1) 1(

(η+ι)
M(x)fviiTi;ui

(η + 1) ί

( 2 . 22 )

▲ (2.23)

Παρατηρήσεις ι) Αφού το χ είναι αυθαίρετο μπορούμε αντί της

(2.23) να γράφουμε

ε(χ)
oi(x)f(ntl)iS) 

(η +1)1
(2.24)

όπου το ξ εξαρτάται από το χ , δηλαδή, ξ =  ξ(χ) και ξ 6 [miη {χ0,

X j  , · · · , Χη »X } , ΠΊ3 X {X q ,Xj ,...,X^,X }̂] .

ϋ )  Πρέπει να σημειωθεί ότι ο τύπος (2.23) ισχύει και όταν το

ισούται με κάποιο από τα σημεία παρεμβολής. Πράγματι, αφού ) = 0,

i = 0(1)η προκύπτει ότι ε(χ.) = 0 • 1 i = 0(1)n όπως ανεμένετο λόγω

των f(x.) = Pn (xi) , 1 = 0(1)n

ι i i) Αν Μη+ι
κοπής ισχύει

max
χ6Ι

f(ntI>(x) τότε για το απόλυτο σφάλμα απο-

Μ

ε(χ)ΐ < ( Τ ϊ π τ τ  Ιω ( χ ) (2.25)

iv) Για να εφαρμοσθεί ο τύπος (2.23) του σφάλματος πρέπει απαραι- 

τήτως να είναι γνωστή η συνάρτηση f(x) (οπότε θα είναι και η 

f(n+i)(x))  ̂ πράγμα που συνήθως δεν συμβαίνει στην πράξη. Αλλά και αν 

ακόμη η f(x) είναι γνωστή,η (2.23) δεν μπορεί να δώσει μία ακριβή 

εκτίμηση του σφάλματος,επειδή η ακριβής θέση του σημείου ξ δεν είναι 

γνωστή.

2.2.3 Η μ έ θ ο δ ο ς  ή α λ γ ό ρ ι θ μ ο ς  τ ο υ  

A i t k e n

< X
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Με την μέθοδο του Aitken είναι δυνατόν να υπολογίσουμε το πολυ

ώνυμο παρεμβολής Ρη(χ) ή την τιμή του σε ένα σημείο χ διαφορετι

κό από τα σημεία παρεμβολής , i = 0(1 )n .χρησιμοποιώντας μία α

κολουθία από γραμμικές παρεμβολές. Χάριν απλότητος υποθέτουμε ότι 

η = 4 , δηλαδή, δίνονται σε ένα πίνακα τα σημεία χ. , 1 = 0(1)4 και 

οι αντίστοιχες τιμές f. , i = 0(1)4 . Καλούμε I .(χ) ξ Iq . το 

πολυώνυμο παρεμβολής το πολύ πρώτου βαθμού που διέρχεται από τα δύο 

σημεία (x0,f0) και (*j»fj) * όπου J = 1»2.3,4 . Σύμφωνα με την

(2.15) είναι

I
°,j

(2.26)

Καλούμε I .(χ) = I . τ ο  πολυώνυμο που κατασκευάζεται σαν να
® j * * J

είναι το πολυώνυμο παρεμβολής που διέρχεται από τα δύο σημεία (χ , 

Ι0 j) και (χ.,IQ .), όπου j =  2,3,4 . Είναι
9 J  > J

(χ<- *)Ι. 1 + (χ —  χ,) ϊ. i 
Ι„ . 4 - — 1------ ±1-3------— , 3 -  2,3,4 .χΓ χ,°,',J

Κατ’ αναλογίαν ορίζουμε τα πολυώνυμα

<χ· Γ χ>1·..·..+ ( χ - χ.>Ι..«.·ΐ

(2.27)

Xj Χ2
, (2.28)

και
j = 3,4

(x„“ x)I0 1 2 3 +(χ “  χ3)ϊ0 1 , ,Τ = τ =  — 1 ________ ° » 1 » 2 » 3_____________ 3 ° » 1 > 2 , 1
0,1,2,3,1^' - *0,1,2,3,** Χ**_ Χ3

(2.29)

Με βάση τις (2.26) -  (2.29) σχηματίζουμε τον ακόλουθο πίνακα
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x t

Χ ο f 0
I
0 , 1

Χ ι f i
I

1

I 0 2
9

0 , 1 , 2

I o , l , 2 , 3

Χ ο f , I I
2 2

I
0 , 1 , 3

I
0 9 l y 2 9 3 9 U

0 , 3 0 , 1  , 2 , 4

Χ ο f , I
3 3

I 0 , 1 , -

o ,**

χ ,

Πίνακας 2.1

Προφανώς είναι

Το »j(χ°) = f° KaL Iq ,j ̂ Xj ̂ = fj ’ J = 1’2,3,4 · (2,3°)

Επίσης,παίρνουμε λόγω των (2.30)

(χΐ- +(χ0-  x J I q ^ X o)

χΓ χ ,

(Xj- x0)f0 +(x0-  Xj)f0
= f,

xr xi

I .· (x )
°,i,J 1

_ (χΓ Χι)Ιο,ι(χι) + (xi - xi)Io,j(xi) _ r
—  T  9

xr  x>

, ' (xr  xi)l..i(x1) t(xr xi)1o..1(x.i) _
°»i»j(xy  x _  xX .  X l

= I o,j(Xj ) = f j ·
j = 2,3,4 .

Συνεχίζοντας ιηνίδια διαδικασία βρίσκουμε ότι

(2.31)
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I >(x„) ~ i x — 0,1,2,j » j 3,4 )0,1,2,J κ κ

J0,l,2 , 3 , 1 ^  = fK * K = °»1»2»3»4 *

(2.32)

Συνεπώς το πολυώνυμο Ift , , , u(x) , που είναι προφανώς το πολύ τε-
ϋ » 1 » * 9 3 »Η

τάρτου βαθμού, ταυτίζεται με το πολυώνυμο παρεμβολής ΡΗ(χ) του La

grange. Στην περίπτωση που το χ έχει την συγκεκριμένη τιμή χ τό-
As

τε ο πίνακας 2.1 είναι ένας πίνακας αριθμών και είναι Pk(x) =1 , ,
0 » 1 »Ζ » 3 »*»

Ένα βασικό πλεονέκτημα της μεθόδου του Aitken είναι ότι μπορούμε να 

προσθέτουμε και άλλα σημεία παρεμβολής χωρίς να χρειάζεται να εκτελέ- 

σουμε όλους τους υπολογισμούς από την αρχή, πράγμα που δεν συμβαίνει 

στην παρεμβολή κατά Lagrange.

Παράδειγμα 2.2 Δίνεται ο πίνακας τιμών ----------------  . ΜεΧ1 0 1 3

fi 1 3 2

την μέθοδο του Aitken να βρεθεί μία προσέγγιση για την f(2) .

Λύση Είναι χ „ β  0, χχ * 1, χ2 * 3, f0 s 1, f , s 3, f2 * 2 ,*

χ = 2 και επομένως

(xr x)f0 +(χ - x 0)f1 (1 — 2)1 + (2 —  0)3

(χ2- x)f0 +(χ -  x0)f2 ( 3 - 2 ) 1  + ( 2 - 0 ) 2  5

Άρα,

0 , 1 , 2

f(2)s& I
0 , 1 , 2

)5+(£ χ,)| _ (3 —  2)5 + (2 -  1)| _ ^  

3 - 1  3

0 αντίστοιχος του πίνακα 2.1 είναι

Χ1 f.1

0 1

1 3
I = 5

** 5 I—Ί II >|
ο

I =  -  0,2 3
0,1,2 J

3 2
▲

4
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2.2.4 Α ν τ ί σ τ ρ ο φ η  π α ρ ε μ β ο λ ή

Ας υποθέσουμε ότι σ ’ ένα πίνακα δίνονται οι τιμές f . , i = 0(1 )n 

της συναρτήσεως y = f(x) στα αντίστοιχα σημεία xi , i = 0(1)η .Το 

πρόβλημα της αντίστροφης παρεμβολής συνίσταται στον προσδιορισμό μ ιός 

προσεγγιστικής τιμής χ του σημείου χ στο οποίο η f(χ) παίρνει 

την δοσμένη τιμή ϊ > δηλαδή,

f(x) = y · (2.33)

Ένας τρόπος για την λύση του προβλήματος αυτού είναι να κατασκευάσου

με το πολυώνυμο παρεμβολής Pn (x) , οπότε f(x)a* Pn (x) κοα στη συνέ~ 

χεια να λύσουμε την πολυωνυμική εξίσωση

Ρη (χ) = y · (2.34)

Για παράδειγμα, άν η = 1 τότε η (2.34) γίνεται

Pi (x)

και επομένως η λύση αυτής είναι

χ = Χο + (2.35)

Ένας άλλος απλούστερος τρόπος για την λύση του προβλήματος της 

αντίστροφης παρεμβολής προκύπτει αν υποθέσουμε ότι υπάρχει η αντίστρο

φη συνάρτηση της y = f(x) . Αυτό συμβαίνει στα διαστήματα που n f(x) 

είναι γνησίως μονότονος. Έτσι από την (2.33) παίρνουμε χ =  f_1(y) 

που σημαίνει ότι αρκεί να προσεγγίσουμε την τιμή της συναρτήσεως χ =

= f-1(y) = g(y) στο σημείο y . Αλλά αυτό είναι το γνωστό πρόβλημα 

της παρεμβολής και λύνεται αΦού κατασκευασθεί το ποΧυώνυμο παρεμβολής 

Pn (y) που διέρχεται από τα σημεία (f^x^) , 1 = 0(1)η , δηλαδή, αντι

στρέφοντας τους ρόλους των χ.,f. , i - 0(1 )π . Επομένως, αφού g(y)& 

&  Pn (y) , θα είναι

χ = Pn(y) .



37

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής y της 

συναρτήσεως χ =  g(y) , δηλαδή, οι τιμές , i = 0(1)n που δίνο

νται στον πίνακα είναι σχεδόν πάντοτε μη ισαπέχουσες και επομένως η 

παρεμβολή κατά Lagrange είναι κατάλληλη· Για παράδειγμα ας θεωρήσου

με πάλι την περίπτωση η = 1 . Τότε, το πολυώνυμο παρεμβολής (y) 

είναι

ρ χ ( y ) +
1

και επομένως

που συμπίπτει με την (2.35). Για η > 1 οι δύο τρόποι που αναφέρθη

καν δεν δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα. Μία σημαντική εφαρμογή της αντί

στροφης παρεμβολής είναι η εύρεση προσεγγιστικών τιμών για τις ρίζες 

μιας συναρτήσεως f(χ) (περίπτωση y = 0 ) .

Παράδειγμα 2.3 Αν είναι γνωστό ότι f(-4) * 4 , f(-2) = 1 και
f(—1) = — 3 , να εκτιμηθεί μία ρίζα της f(x) με την αντίστροφη πα-

%

ρεμβολή.
Λύση Είναι y = 0 και χ0 = - 4 , = -  2 , χ2 = -  1, fQ = 4,

f. = 1. fa = -  3 ·

(χ +2)(χ +1) (χ+4)(χ + 1)
1ος τρόπος: Είναι Ρ,(χ) ------------- — 4 + --------------1 +
---- ;---  (- 4 +2)(— 4 + 1) (— 2 + 4)(— 2 + 1)

(χ +4)(χ +2) .
+ ------------- (_ 3) = - 1  (5χ2+39χ+52)

(— 1 +4)(— 1 + 2) b

Οι ρίζες της Ρ2(χ) « Ο είναι ξ ^  — 1.70683 και ξ2«* — 6.09317.
Άρα χ = - 1.70683 είναι η ζητούμενη προσεγγιστική τιμή της Ρίζας.

2ος τρόπος: Το πολυώνυμο παρεμβολής P2(y) που διέρχεται από τα ση
μεία (4,— 4),(1 , — 2) και (-3,-1) είναι
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P 2(y)
(y -  1)(y + 3) (y —  4)(y + 3)
--------------- ( -  4)· + --------------- ( -  2) +
(4 -  1 )(4 + 3) (1 -4)(1 + 3)

(y —  4)(y -  1)
+ -------------------  ( -  1) ·

( - 3  —  4) (—  3 —  1)

Apa,

X = P2(y) = P2(0) = - - y  ̂  -  1.57143 A

2.3 Δ ι η ρ η μ έ ν ε ς  δ ι α φ ο ρ έ ς

Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση y = f(x) είναι πινακοποιημένη στα 

διακεκριμένα (γενικά μη ισαπέχοντα) σημεία χ.., i = 0(1)n και fi = f(χ^), 

τ = 0(1)n είναι οι αντίστοιχες τιμές της. Οιδιηρημένες διαφορές ορίζον

ται ως εξής: Η διηρημένη διαφορά μηδενικής τάξεως στο σημείο συμ

βολίζεται f[x.j] και είναι

f [xi] ξ f. , i = 0(1 )n .

Η διηρημένη διαφορά πρώτης τάξεως των σημείων χ., χ. ορίζεται από
■ J

την σχέση

f [x.,Xj] = (2.36)

Γεωμετρικά η διηρημένη διαφορά πρώτης τάξεως είναι η κλίση μιας χορ 

δής στην γραφική παράσταση της y = f(x) . Η διηρημένη διαφορά δευτέ 

ρας τάξεως των σημείων χ.,χ.,χ ορίζεται από την σχέσηI J

■ V » !

f [xr x J  -  fCXj.Xj]
(2.37)

και γενικά η διηρημένη διαφορά κ -  τάξεως (1 < κ < n), f [Vj»Xj+,»

xi+ 2 ορίζεται συναρτήσει των διηρημένων διαφορών ( κ - 1 )
* »
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-  τάξεως από τον τύπο:

.χι+κ·;] f [Xi- 1 + 1

χι+κ -  Xj

+ Κ - 1

(2.38)

ELvai φανερό ότι από τα δεδομένα x^,f.j, ί = 0(1)η του πίνακα 

της f(χ) μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα πίνακα διηρημένων διαφορών 

της ίδιας μορφής με τον ακόλουθο που κατασκευάστηκε για η = 4.

ΔΙΗΡΗΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ

ΧΤ 1ης τάξεως 2ας τάξεως 3ης τάξεως 4ης τάξεως

χ0 f ’ο
ί[χ0.χ,]

Χ1 f[x0» V xJ
f[X!,X2] ^ [ X 0 » X 1 » X 2 » X 3 ]

Χ2 u f[x,,x2,x3] f[*o-x1.x2»x3-xil
f[x2»x3] f[x,>x2*x3>xJ

Χ 3 u f[x2-x3-x,]
f[x3.xj

X fι» k

Πίνακας 2.2

θεώρημα 2.2 Για την διηρημένη διαφορά κ -  τάξεως που ορίζεται 

από τα σημεία χΛ,χ,»·*·»χ„ ισχύει0 1 Ιν

(2.39)

κ

Απόδειξη Με την βοήθεια της επαγωγικής μεθόδου έχουμε: Για

1 το πρώτο μέλος της (2.39) είναι Γϋχ,,,χ^ = -------- (λόγω
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της (2.36)), ενώ από το δεύτερο μέλος της (2.39) προκύπτει

f. λ-------- + -------- f, - f.

0 Τ Τ ( χ < - χ ·  x» _ x i xi ~ xo x,- x.
j=0 1 3
j/1

Υποθέτουμε ότι η (2.39) ισχύει για κ ^  £ . Τότε ε(.ναι

Τ χ ι »Χ2 » ·  · · »χ £+ι1 — ^ [ χ ο , χ ι » * · · * χ ί1
Τ Χ0 ,Χ1 » · · * ,Χ£,Χ£+ΐ3

Χ£+ι ~ Χο

Χ£+1 " Χο

£+ι
I ι τ τ
i=1 Λ

Τ Τ  (xi -  χ<)
I- j = 1 1 3

J>1

£

- . Σ  —i=0 *

f.1

Τ Τ  (χΐ -  XJ
j=0 1 3
j/i
ί,+ 1

“ a„f0 + “ if, + ··· + < * * V  V . V .  = T Q a ifi · (2.40)

Αρκεί να δειχθεΐ ότι

ai £+ι , i = 0(1)£+1 . (2.41)

Τ Τ  (xi -  x-j)
j=o 1 3
JfM

Αλλά από την (2.40), για i ψ 0, £ + 1 είναι

1
αι = £+ι £

(χ£+ι“  χο) π  (xi -  xj)  ( V r  χβ> Τ Τ  (xi -  xj)

U j  -  Xp) (xi -  X*+1>
£+1 £+1 £+1

< v . ~  χο> π  (xi -  xj> (v  -  x«> T J  (xi -  Xj} π  (x,

j/i jlH

xj>
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Επίσης, για i = Ο , £ + 1 από την (2.40) παίρνουμε

1
αο =

1 1

x£ + r xo π ( χ  χ )
j=0 J
j/0

9Λ ι
Τ Τ  (χ0 -  Xj)
j=0 3
j/0

και

α1+1
Χ£+ι~ Χ°

£+1

1
α+ι

L T T (V - xi>J T T ( v - xj)
j=1 ί+1 j j=0

j/£+»

Δηλαδή, απεδείχθη η (2.41) για i = 0(1)£+1 και επομένως η (2.39).A

Παρατηρήσεις Από την (2.39) προκύπτει ότι:

1) Η f [χ0,Xj,...,χκ] είναι μία συμμετρική συνάρτηση των σημεί

ων χ0,χ1,...,χκ που σημαίνει ότι αυτή δεν μεταβάλλεται με οποιαδή- 

ποτε μετάθεση αυτών.

ϋ )  Ισχύει (cxf + c 2g) [χ0,χχ,... ,xR] ~ c xf [χ0,χχ,... ,χκ] +

+ c29 Cxο >xi»· · · >χκ] ^που cι >C 2 σταθερές και f,g συναρτήσεις.

Σημειώνεται τέλος ότι εάν η f(χ) είναι επαρκώς παραγωγισιμη, 

τότε η διηρημένη διαφορά f [χ0,χ.,...,χ Ί μπορεί να οριστεί και στην 

περίπτωση που κάποια από τα , ι = 0(1)κ συμπίπτουν. Για παράδειγ 

μα, αν υπάρχει η παράγωγος της f(χ) στο σημείο χ0 , τότε μπορούμε 

να ορίσουμε f[x0*x0] = f' (χ0) ·

2.3.1 Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ο υ  N e w t o n  

μ ε  δ ι η ρ η μ έ ν ε ς  δ ι α φ ο ρ έ ς

Το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ η που διέρχεται από τα 

η+1 σημεία (x^f..) , i = 0(1)η μπορεί να πάρει μία άλλη διαφορε

τική μορφή αν χρησιμοποιηθούν οι διηρημένες διαφορές. Αν Ρ (χ) εί-n
ναι το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange τότε ισχύει
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f(x) - p (χ) = f(x) -  I f, T T
1=0 1 j=0

x -  X,
_____ JL

n
= T T  (χ -  χ,·)

i=0 1

f(x)
n

Xi Xj '

n
+ I

f.1

T T  (χ -  xJ
L- i=0 1

1=0 n

n
= T T  (χ -  χ,·) f [χ»χ0.χ. ,

i=0 1 n

(xi~  χ) T T  (xi~  x J
1 j=0 1 J

j^l
(2.42)

όπου η έκφραση για την f[x,xosxp ...,x ] προκύπτει 3όσει της (2.39)

(βλέπε άσκηση 16). Από τους ορισμούς των διηρημένων διαφορών έχουμε

f(χ) = f0 + (χ -  f [x»xJ

f[x,x0] = f[x0,x,] +(χ -  Χ1) Τ χ »χο»χι] 

f [x> V xJ  = f [ w x2] + ίχ - x 2)f[x,x0,x,,x2] i-(2 .4 3 )

1” Q ^ » X q » X j » · · · »  X ^  _ T  ^ T x o , x i * ‘ * ‘ * x "̂  ( X X n ) f [ x , x 0 , x l t . . . ,  χ J  *

Πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη από τις (2.43) επί (χ - χ 0), την τρί

τη επί ( χ — χ 0 ) ( χ — χ χ ) κ.ο.κ. και τέλος την τελευταία από τις (2.43)
Π-1

επί | | (χ —  χ.) και προσθέτοντας κατά μέλη παίρνουμε 
i=0 1

f(x) =  f 0 + ( χ  -  χ 0 ) f [Χο.Χχ] + ( χ  -  χ 0 )(χ - Χχ) f [Χο,Χι,Χ2] + ... +

+ (χ -  Χ 0 )(χ -  Χχ)...(χ -  xn_1)f [χο>χι.... χη] +
η

+ | | ( x  χ -ΐ) ^ [χ » χ ο *χ ι * * * · * x j  · (2 · 44)
1 =0 1 η

Από τις (2.42) και (2.44) συνεπάγεται ότι για το πολυώνυμο παρεμβολής 

Pn (x? ισχύει

Ρη (χ) =  f 0 + ( χ  -  χ 0 ) f [ χ 0 ,Χχ] + ( χ  -  χ 0 )(χ -  Χχ) f  [ χ 0 .Χχ.χ2] + ··· + 

+ (χ -  x 0 ) ( x  -  Xj)...(x -  x n _ j )  f  [ x 0 , X i » . . . , x J  .  ( 2 . 4 5 )
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Το πολυώνυμο παρεμβολής στην μορφή (2.45) καλείται πολυώνυμο παρεμβο

λής του Newton με διπρημένες διαφορές. Η μορφή (2.45) σε σχέση με την 

(2.9) του Lagrange έχει το πλεονέκτημα που αναφέρΘηκε και για την μέ

θοδο του Aitken. Συγκρίνοντας τις (2.24) και (2.42) προκύπτει ότι

f 1 »
(n+1)!

(2.46)

ξ 6 [min{x0, x x n ,x}, max{x0,x,, 

Από την (2.46) έχουμε προφανώς

. .fxn ,x}] .

f[x0,Xi f(n)U)
J

(2.47)

για κάποιο ξεΠϊ,δ] , όπου a = min{x.} , b =  max{x.} , i = 0(1)n.
• I · ■1 1

Η σχέση (2.47) συνδέει τις διηρημένες διαφορές με τις παραγωγούς (υ

ποτίθεται ότι η f(x) είναι παραγωγίσιμη η φορές στο [a,b]).

Από την (2.47) συμπεραίνουμε ότι αν η f(x) είναι ένα πολυώνυ

μο QK(x) βαθμού κ < η με συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου q0 τότε

q0 , αν κ = η
QK LX 0 »X 1 *Χ2 »· · · »Χη] =  |
κ η [ 0 , αν κ < η ,

όπου χ. , i = 0(1)η είναι αυθαίρετα διακεκριμένα σημεία.

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι διηρημένες διαφορές στον τύπο παρεμβο

λής του Newton (2.45) βρίσκονται εύκολα από τον πίνακα διρρημένων δια

φορών. Εάν θέσουμε α0 = f0,

CXj —  ̂CX 0 > X l l  » —  ̂ΓΧο ’ Χ1 5 Χ2·̂ ’ ’ ’ ' * _ XJ  *

τότε ο υπολογισμός της τιμής του Ρ_(χ) για χ = χ ψ χ. , i = 0(1 )nι
από την (2.45) μπορεί να γίνει με την βοήθεια της παρακάτω εκφράσεως

. Λ ,

Ρη(χ) = ..(α (χ —  η χ ) +α ) (χ —  η-ι' η-ι/χ χ )+...η-2 '
(χ -  χ )  +α.

η οποία είναι ανάλογη με το σχήμα του Horner (βλέπε κεφάλαιο 7 ).
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Παράδειγμα 2.4 Δίνεται ο πίνακας τιμών της f(x): 

χ. -1 0 1 2
------------------ - . Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής του Newton
f. 2 2 2 -1

με διηρημένες διαφορές με σημεία παρεμβολής τα χ.. , i = 0(1)3 .

Λύση Το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ 3 θα εί

ναι λόγω της (2.45)

Μ χ) = fo + (χ ~  χο) f [χο»χι] + (χ ~  Χ0)(χ “  χι) * [χ 0»χ ι »χ 2] + 

+ (χ -  χ 0 )(χ -  x j ( x  -  x 2 ) f [χ0,χ1,χ2,χ3] · 

Κατασκευάζουμε τον ακόλουθο πίνακα διηρημένων διαφορών:

Χ1 fi 1ης τάξεως 2ας τάξεως 3ης τάξεως

χο = - 1 2
0

0 2
0

0 1

χ2 -  1 

χ , =  2

2

-1
-3

3
“ 7

2

Έτσι έχουμε Ρ3(χ) = 2 + (χ + 1) · Ό  + (χ + 1)(χ — 0)· 0 +

+ (χ +1 ) (χ -  0)(χ -  1) (- J· ) = -  ■£ (χ3-  χ -  4) . A

2.4 Π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  δ ι α φ ο ρ έ ς  —  Π ί ν α κ ε ς  

π ε π ε ρ α σ μ έ ν ω ν  δ ι α φ ο ρ ώ ν

Ας υποθέσουμε ότι δίνονται σ ’ένα πίνακα οι τιμές f.. ξ f(x^) , 

i = 0,1,2,... της συναρτήσεως f(χ) , στα ισαπέχοντα σημεία χ. =

= χ0 +ih , όπου h( >0) είναι ένας σταθερός αριθμός, που καλείται 

βήμα ή διάστημα πινακοποιήσεως. Από τις πινακοποιημένες τιμές της 

f(x) μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα πίνακα αριθμών, ο οποίος καλεί

ται πίνακας των πεπερασμένων διαφορών, με τον ακόλουθο τρόπο: Οι δια-
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φορές πρώτης τάξεως (ο όρος πεπερασμένες θα παραλείπεται στη συνέ

χεια) βρίσκονται δι’ αφαιρέσεως κάθε τιμής f.. από τπν αμέσως επό- 

μενή της τιμή στον πίνακα τιμών της f(χ) . Οι διαφορές δευ-

τέρας τάξεως βρίσκονται επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία στις 

διαφορές πρώτης τάξεως κ.ο.κ. για τις διαφορές ανωτέρας τάξεως. 0 τρό

πος με τον οποίο γράφονται συνήθως οι διαφορές των διαφόρων τάξεων για 

να σχηματίσουν τον μοναδικό πίνακα των πεπερασμένων διαφορών γίνεται 

φανερός από το ακόλουθο'παράδειγμα:

Δ I Α Φ 0 Ρ Ε Σ

xi 1ης τάξεως 2ας τάξεως 3πς τάξεως 4ης τάξεως

-  2 34

-  29

-  1 5 26
• -  3 -  24

0 2 2 24
• -  1 0

1 1 2

1

2 2 •

Υπάρχουν τρεις διαφορετικοί συμβολισμοί που χρησιμοποιούνται συ

νήθως για να παραστήσουν τις διαφορές. Οι συμβολισμοί αυτοί χρησιμο

ποιούν αντίστοιχα τα σύμβολα Δ,ν,δ που καλούνται τελεστές διαφορών 

και ικανοποιούν εξ ορισμού τις ακόλουθες σχέσεις:

/

fi+Η f \-h '

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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Οι σχέσεις (2.48),(2.49) και (2.50) ορίζουν αντίστοιχα τις προς τα 

εμπρός, τις προς τα πίσω και τις κεντρικές διαφορές πρώτης τάξεως στο 

σημείο . Οι προς τα εμπρός, οι προς τα πίσω και οι κεντρικές δια

φορές ανωτέρας τάξεως στο σημείο χ. ορίζονται αντίστοιχα με την βο

ήθεια των παρακάτω αναδρομικών σχέσεων:

Amf. = Δ ( 1 f^) = AB"1fi+1-  Δ1"-1 fi ,

Vraf. = VfV111'1^ )  = —  v,n-1f1^i , (2.51)

όπου m ακέραιος > 1 (σημειώνεται ότι A°f^ = V°f^ = = f..) .

Για παράδειγμα, σύμφωνα με τις (2.48)—  (2.51) έχουμε

*2fi - " ι +." ifi - fi+1) -  <fi+ Γ  V  - f, « “  2fi+I+ fi

’*f1 “ Vfi Vf. = f. -  2f. + f,1-1 1 1-1 1-2

52f. = 5f. —  5f. , = f . -  2f. + f . i i+ι i i-i

Είναι φανερό από τις (2.48) -  (2.50) ότι η ποσότητα f.+1—  

μπορεί να συμβολιστεί ως εξής:

f1 + -  fi - Vf1+. (2.52)

Χρησιμοποιώντας και τις (2.51), είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο μονα

δικός πίνακας των πεπερασμένων διαφορών μπορεί να πάρει από την άπο 

ψη του συμβολισμού τις ακόλουθες τρεις μορφές:

«
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i) Συμβολισμός που χρησιμοποιεί προς τα εμπρός διαφορές

ϋ )  Συμβολισμός με προς τα πίσω διαφορές

Πίνακας 2.4
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iii) Συμβολισμός με κεντρικές διαφορές

xi 1ης τάξεως 2ας τάξεως 3ης τάξεως 4ης τάξεως ♦ · ·

χο fo
6fi

X f
2

62f_1 1 " 1
03f 3

χ f
2 K2f 2

2 2
6f, ......

2
53f 5

0 T2 •

χ f 2 2 •
•

•
Λ 3 1 3 U 1 3 

•
•
•

•
•

X, f,
2 • •

Η
•

k
•

+

•
•

•

•

•

•
•

Πίνακας 2.5

Παρατηρήσεις: i) Δεν είναι απαραίτητο να συμβολίζουμε με χ0 εκεί

νο από τα ισαπέχοντα σημεία χ. που βρίσκεται στην κορυφή του πίνακα.

ϋ )  Στοάς παραπάνω πίνακες 2.3 -  2.5 σημειώνονται οι ευθείες κα

τά μήκος των οποίων οι διαφορές έχουν τους ίδιους δείκτες σε σχέση με 

τον αντίστοιχο συμβολισμό.

iii) Είναι προφανές ότι εάν η+1 είναι το πλήθος των ισαπεχόντων 

σημείων χ^ , τότε ο πίνακας διαφορών θα περιέχει μέχρι και η — τάξεως 

διαφορές.

iv) Συνηθίζεται, χάριν συντομίας, όταν γράφουμε τις διαφορές στον 

πίνακα διαφορών να παραλείπεται η δεκαδική τελεία και να χρησιμοποιού

νται μόνον τα σημαντικά ψηφία τους. Όταν όμως ζητούνται συγκεκριμένες 

διαφορές του πίνακα πρέπει αυτές να δίνονται με την κανονική τους μορ

φή.

θεώρημα 2.3 Ισχύουν οι σχέσεις:

ΑΠ1̂  μ ΠΙ# ■- πι*
Δ fi f1 + m Δ fi + !  - m = 0,1 ,2,... (2.53)
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Απόδειξη Μπορεί να γίνει εύκολα με την επαγωγή (βλέπε άσκηση 44).A

θεώρημα 2.4 Η m - τάξεως προς τα εμπρός διαφορά στο σημείο 

εκφράζεται συναρτήσει των τιμών της συναρτήσεως f(χ) από τον τύπο:

m · (
Amf, = ι  (- D J 7

1 j=0 f1+m-j j=0 1 3
(2.54)

Απόδειξη Προφανώς για m =  1 η (2.54) ισχύει λόγω της (2.48). 

Υποθέτουμε ότι αυτή ισχύει για m < κ . Τότε έχουμε:

AK+1f. = A(AKf.) =

= 4Kf1+1- A Kf. =  I ( - 1 ) j
1 1 j=0

r \
κ

fi+i+K-j 1 )'

f \
K
0 ^i+K+i fi+K^

+ (- D
K-l K

K-l

JJ T+K-J

^i+K ~^i+K-i^ + [zJ^i+K-i-  ^i+K-2^'

(fi+2-  f,) =

f \
K

As

K + l 
0

+ (- 1)'

i+K+i

KK-l

V
0 f . -  ...+

l+K-l

j ^
i+i l+K+i^j

αφού ισχύει Κΐ ί Κ 1 κ+Γ
.JJ ι Μ ]  " . j

. Άρα n (2.54) ισχύει για κάθε m f

Από την (2.54) είναι φανερό ότι για τον υπολογισμό της Δ f..

πρέπει να είναι γνωστές οι m + 1 τιμές f f .. , f .1 i+i i+m

θεώρημα 2.5 Αν χ^ = x0+ih , τότε ισχύει

f [*xi,xi+i,**,»xi+m]“'

Δ τ .

η ml
(2.55)
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Απόδειξη Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά. Για m = 1 είναι 

f . -  f . Af.
^ Lx-f »χΊ*+ιΙί = -------- - = — - · Υποθέτοντας ότι η (2.55) ισχύει για

χι+1- χι h 

κάθε m < κ παίρνουμε:

f & 1 x1 + i’·· · ,xi+K+J =

_ f  ̂ xi+i ,xi+2’ · · · ,xj+K+J ~ f  ̂ -xi ,x1+i *“  · »xj+J _

ΑΚΐ ΛΚΐ
Δ fi + l“  Δ fi

χι+κ+ι xi 

AK+1f.

(hKK i)(k+i )h hK+1(K+i)i

Δηλαδή,η (2.55) ισχύει και για m =  κ+1 και επομένως το θεώρημα α-

πεδείχθη. A
\

Εχοντας υπ’ όψιν την (2.47) και τις (2.53), (2.55) συμπεραίνου

με ότι

a V  = vmfj+ln= 5mf j+m = hmf(m)u )  , (2.56)

όπου xi < ξ < xi+m .

Πόρισμα 2.1 Οι πεπερασμένες διαφορές τάξεως π ενός πολυωνύ

μου βαθμού π είναι σταθερές ενώ οι διαφορές τάξεως > π είναι ί

σες με μηδέν. Συγκεκριμένα, οι διαφορές η τάξεως είναι όλες ίσες με 

a0n!hn , όπου α 0 είναι ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του πο

λυωνύμου και h το βήμα πινακοποιήσεως.

Απόδειξη Εάν Pn(x) = a 0xn + ajX11"1 + ... +an +an είναι έ

να πολυώνυμο η βαθμού (α0 φ 0) , τότε για το τυχόν σημείο χ = χ̂  

του πίνακα, από την (2.56) παίρνουμε

ΔηΡη(χ) = hnP„n)(ξ) = hna0n! = σταθερά
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και επομένως ΔκΡη(χ) = 0 για κ > η . A

Σημείωση Αληθεύει επίσης και το αντίστροφο του πορίσματος 2.1. 

Δηλαδή, εάν οι π -  τάξεως διαφορές μιας συναρτήσεως f(χ) (που ο

ρίζεται από ένα πίνακα τιμών) ισούνται όλες με την ίδια σταθερά ( φ 0) , 

τότε η συνάρτηση f(x) είναι ένα πολυώνυμο ακριβώς π βαθμού. Πρέπει 

να τονιστεί ακόμη ότι το πόρισμα 2.1 ισχύει μόνον όταν οι πινακοποιημέ- 

νες τιμές του πολυωνύμου είναι ακριβείς.

Παράδειγμα 2.5 Να κατασκευασθεί ο πίνακας διαφορών για τ η ν  συ

νάρτηση f(χ) = χ3 -  2χ2+ 3χ - 4 όταν δίνονται οι τιμές της για χ =

= 0(1)5.

Λύση

Το παράδειγμα αυτό επαληθεύει την ισχύ του πορίσματος 2.1. Πράγματι 

είναι

Δ3Τ(χ) = 13·α0· 3Ϊ = 6α0 = 6 . Α

Παράδειγμα 2.6 Να επεκταθεί ο πίνακας τιμών του πολυωνύμου του

5
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προηγουμένου παραδείγματος για χ = 6,7,8 χωρίς να χρησιμοποιηθεί η

f(x) .

Λύση Από τον πίνακα διαφορών στο παράδειγμα 2.5 φαίνεται ότι 

όλες οι διαφορές τρίτης τάξεως θα είναι ίσες με 6 . Έτσι, προσθέτον

τας τρεις ακόμη τιμές ίσες με 6 στην στήλη των τρίτων διαφορών και 

προχωρώντας προς τα αριστερά με προσθέσεις, όπως δείχνουν τα βέλη στον 

παρακάτω πίνακα διαφορών βρίσκουμε διαδοχικά τις τιμές f(6) , f(7) 

και f(8) .

A

2.4.1 Δ ι ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  σ ε  π ί ν α κ ε ς  

δ ι α φ ο ρ ώ ν
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θα θεωρήσουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις:

i) Υποθέτουμε ότι αντί της ακριβούς τιμής στον πίνακα τι

μών της f(χ) έχουμε μία προσεγγιστική της τιμή f. = f  ̂+ ε , όπου 

ε είναι το σφάλμα της , ενώ όλες οι άλλες τιμές της f(x) στον 

πίνακα είναι ακριβείς, θα εξετάσουμε το αποτέλεσμα του απομονωμένου 

σφάλματος ε στις διαφορές των διαφόρων τάξεων. Όπως φαίνεται από 

τον παρακάτω πίνακα διαφορών

Πίνακας 2.6
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η διάδοση του σφάλματος ε στις διαφορές των διαφόρων τάξεων ακολου

θεί μία τριγωνική διάταξη. Ακόμη, παρατηρούμε ότι τα σφάλματα που εμ

φανίζονται στις διαφορές m -  τάξεως έχουν αντίστοιχα τις τιμές:

m
0ν» J

ε , ε ,. ·.» ( 1)m »

όπου γίνεται φανερή η παρουσία των διωνυμικών συντελεστών με εναλλασ

σόμενα πρόσημα (λόγω του θεωρήματος 2.4). Σημειώνεται ότι η Τιμή της 

συναρτήσεως f(x) η οποία έχει το σφάλμα ε 3Ρ(.σκέται στην ίδια ο

ριζόντια γραμμή με την διαφορά m —  τάξεως που έχει το μεγαλύτερο α

πόλυτο σφάλμα, αν αυτή είναι μία (m = άρτιος),ή βρίσκεται στην ορι

ζόντια γραμμή που διέρχεται ανάμεσα από τις διαφορές m —  τάξεως που 

έχουν το μέγιστο απόλυτο σφάλμα, αν αυτές είναι δύο (m = περιττός). 

Έτσι είναι δυνατόν σε ορισμένες περιπτώσεις να ανακαλύπτουμε και να 

προσδιορίζουμε το απομονωμένο σφάλμα ε της τιμής f. και στη συνέ

χεια να βρίσκουμε την f. .

Με ανάλογο τρόπο μπορεί να εξεταστεί και η περίπτωση όπου περισ

σότερες από μία τιμές της f(x) έχουν σφάλματα.

Παράδειγμα 2.7 Να βρεθεί και να διορθωθεί το απομονωμένο σφάλ

μα που υπάρχει σε μία από τις τιμές της f(χ) στον ακόλουθο πίνακα, 

αν είναι γνωστό ότι η fix) είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού

X 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8

f(x) 148.877 157.464 166.357 175.616 185.193 195.112

X 5.9 6.0

f(x) 205.379
•

216.000

Λύση Κατασκευάζουμε τον πίνακα διαφορών (βλέπε επόμενη σελίδα). 

Σύμφωνα με το πόρισμα 2.1, εάν δεν υπήρχε το απομονωμένο σφάλμα ε 

σε κάποια τιμή της f(χ) οι διαφορές τετάρτης τάξεως θα ήταν όλες ί

σες με 0 . Αφού η ακολουθία των σφαλμάτων στις διαφορές 4ης τάξεως είναι 

{ε, — 4ε, 6ε, 4ε, ε} , είναι φανερό από τον πίνακα διαφορών ότι θα έ-
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χουμε 6ε = -  108, -  4ε = 72, ε = -  18 και επομένως ε * -  0.018. 

Επιπλέον, η τιμή που περιέχει το σφάλμα είναι η f(5.5) * 166.357, 

οπότε η ακριβής τιμή είναι f(5.5) = 166.357 —  ε = 166.375 .

X f (χ) Δ Δ2 Δ3 Δ**

5.3 148.877

8587

•

•

• ε

5.4 157.464

8893

306

60

• -4ε

5.5 166.357 366

9259 -  48

I υο

5.6 175.616

9577

318

24

72 — — 4ε

5.7 185.193 342 18 . . . »  Ρ

9919 6
4

5.8 195.112

10267

348

6

0

5.9 205.379

10621

354

6.0 216.000 •

A

ii) Υποθέτουμε τώρα ότι όλες οι πινακοποιημένες τιμές της f(x)

είναι στρογγυλευμένες σε κ δεκαδικές θέσεις. Αν δηλαδή ε^ είναι

το σφάλμα στρογγυλεύσεως στην τιμή 7. (f.&  7.) , τότε θα ισχύει
1 -κ ι ΐ ι

προφανώς |ε. | < ^ 1 0  . Επομένως το μέγιστο απόλυτο σφάλμα (στρογ-

γυλεύσεως) στις τιμές της f(χ) είναι 0.5 · 10"κ . θα εξετάσουμε τώ

ρα ποιό είναι το μέγιστο απόλυτο σφάλμα στις διαφορές m τάξεως 

( m ^  1) που οφείλεται στην στρογγύλευση των τιμών της f(x-) . Σύμ

φωνα με την (2.54) και το κεφάλαιο 1 η τιμή Δ111?, θα περιέχει ένα
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σφάλμα εί1"̂  τέτοιο ώστε

ε|Γη)= Σ (- 1 )J
j-0

m
UU

ε.l+m-J (2.57)

r m ( \m
A

|ε. .| < 0.5 · 10"κ1 η +m-j1 = ϊ
[j=0

m
A >

Από την (2.57) συμπεραίνουμε ότι

/ \ m
h u  Σ
1 j=o

= 0.5 · 10"κ· 2m = 2m_1·10_κ .

Άρα το μέγιστο απόλυτο σφάλμα στις διαφορές m —  τάξεως είναι ίσο με 

2m_110~κ .

Παρατήρηση 0 πίνακας διαφορών που κατασκευάζεται από ένα σύνολο 

τιμών της συναρτήσεως f(x) (που αντιστοιχούν σ ’ ένα σύνολο ισαπεχόν- 

των τιμών του χ ) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αποφανθούμε εάν η 

f(χ) μπορεί να προσεγγιστεί καλά από ένα πολυώνυμο και ποιός είναι ο 

κατάλληλος βαθμός YLa το προσεγγιστικό πολυώνυμο. Για τον σκοπό αυτό 

εξετάζουμε αν οι διαφορές κάποιας τάξεως είναι μικρές (κατά προσέγγι

ση ίσες με μηδέν), λαμβανομένων υπ’ όψιν και των ορίων του σφάλματος 

στρογγυλεύσεως (εάν υπάρχει) που αντιστοιχεί στις διαφορές αυτές. Εάν 

αυτό συμβαίνει για τις διαφορές m + 1 τάξεως, τότε ο κατάλληλος βαθ

μός για το προσεγγιστικό πολυώνυμο είναι m .

2.5 Τ ε λ ε σ τ έ ς  δ ι α φ ο ρ ώ ν

Είναι χρήσιμο για πολλούς λόγους, όπως θα φανεί και από τα επό

μενα κεφάλαια, να θεωρήσουμε τα σύμβολα Δ , V και δ , που ορίστηκαν 

στην παράγραφο 2.4 για να συμβολίσουμε τις πεπερασμένες διαφορές, σαν 

τελεστές οι οποίοι μετασχηματίζουν μία δοσμένη συνάρτηση f(x) σύμφω

να με τις ακόλουθες σχέσεις:
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Af(x) = f(x +h) —  f(x) ,

Vf(x) = f(x) —  f(x —  h) , (2.58)

5f(x) = f(x+| ) - f ( x  - | )  ,

όπου h είναι το σταθερό βήμα (ή διάστημα) μεταβολής του χ . Γενικά, 

καλείται τελεστής θ η παράσταση μιας απεικονίσεως ή ενός μετασχημα

τισμού από ένα σύνολο Sj σ ’ ένα σύνολο S2 (θ: Sj— » S2) έτσι ώστε 

σε κάθε στοιχείο του αντιστοιχεί ένα μοναδικό στοιχείο του S2 

(f(x) GSj g(x) 6 S 2 ή 0f(x) = g(x)) . Οι τελεστές Δ ,V και δ 

καλούνται αντίστοιχα τελεστής των προς τα εμπρός, των προς τα πίσω και 

των κεντρικών διαφορών και είναι εύκολο να δειχθεί ότι είναι γραμμικοί 

τελεστές, με την έννοια ότι, αν θ είναι ένας οποιοσδήποτε από τους 

Δ ,V και δ και α,β αυθαίρετες σταθερές, τότε ισχύει

0(af(χ) + 0g(x)) = a0f(χ) + 30g(x) , (2.59)

για όλες τις συναρτήσεις f(χ) , g(x) που ανήκουν στο πεδίο ορισμού.

Είναι σκόπιμο να ορίσουμε και τους ακόλουθους τελεστές οι οποίοι 

συνδέονται με τους τελεστές διαφορών. 0 ταυτοτικός ή μοναδιαίος τελε

στής I ή 1 ορίζεται από την

If(χ) = f(χ) για κάθε f(x) , (2.60)

ο τελεστής μετατοπίσεως Ε από την

Ef(χ) = f(χ +h) , (2.61)

οι τελεστές D και J της παραγώγου και του ορισμένου ολοκληρώματος 

αντίστοιχα, σύμφωνα με τις σχέσεις

Df(x') = f  (x) ,

Of (χ)
rx+h

f(t)dt ,
4

X

(2.62)

και τέλος ο τελεστής μέσης τιμής μ είναι τέτοιος ώστε
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i

Mf(x) = j  [f(x + | )  +f(x - | ) ]  . (2.63)

Οι τελεστές E, D, J, μ είναι επίσης γραμμικοί.

Δύο τελεστές θχ και θ2 θα λέμε ότι είναι ίσοι εάν θχf(χ) =

= θ2f(χ) για κάθε συνάρτηση f(χ) που ανήκει στο κοινό πεδίο ορι

σμού των. Το άθροισμα και το γινόμενο τελεστών ορίζονται ως εξής:

(θχ ± θ2)f(χ) = f(χ) ± 02f(x) , για κάθε f(χ) που ανή

κει στο κοινό πεδίο ορισμού,

(θχθ2Κ(χ) = θ,(θ2^(χ)) (γενικά, θ2θ2 ψ Θ2Θ1)

(αθ)f(χ) = α(θί(χ)) , α σταθερά .

Αν θ είναι ένας οποιοσδήποτε από τους μέχρι τώρα ορισθέντες τε

λεστές, οι δυνάμεις του θ ορίζονται από την θη = θ · θη_1 , η ακέ

ραιος >1 και ισχύει η ιδιότητα 0m (0nf(x)) = 0m+nf(x) , όπου m ,η 

είναι μη αρνητικοί ακέραιοι. Εξ ορισμού είναι θ° = I . Για τον τελε

στή Ε η δύναμη Em ορίζεται για κάθε πραγματικό αριθμό m έτσι 

ώστε

Emf(x) = f (χ + mh) , ‘ (2.64)

με την προϋπόθεση ότι ορίζεται η f(x + mh) . Ειδικά έχουμε

E-1f(χ) = f(χ -  h) . (2.65)

Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι για όλους τους τελεστές που ορίστηκαν ι

σχύει η αντιμεταθετική, η επιμεριστική και η προσεταιριστική ιδιότητα 

των πραγματικών αριθμών.

Εάν θ είναι ένας τελεστής, θ: X — ► Υ , ένα προς ένα και επί, 

τότε υπάρχει ένας τελεστής που συμβολίζεται θ-1 και καλείται ο αντί

στροφος του τελεστή θ . Είναι Ο-1: Υ — X και ισχύει θ_1θ = θ θ-Ι= 

= I .

0 τελεστής θ είναι ένα προς ένα εάν 

θ^ίχ) = 0f2(x) =* f χ (χ) = f2 (χ)
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ή ισοδύναμα

f,(x) t  f2(x) ■* 6fx(x) Φ 0f2(x) . (2 .6 6 )

0α δειχθεί τώρα ότι μόνον ο Ε έχει αντίστροφο Ε-1 (για τον οποίο ι

σχύει Ε 1f(χ) = f(χ -  h) (3λέπε (2.65))και Ε"ιΕ = Ε Ε-1 = I) . Πράγμα

τι, έστω θ ένας τελεστής και 0f(x) = g(x) . Αν φ(χ) είναι μία συ

νάρτηση Φ 0 τέτοια ώστε θφ(χ) ξ 0 θα έχουμε θ(ί(χ)+φ(χ)) = 0f(x)+

+ θφ(χ) = 0f(x) = g(x) με f(χ) + φ(χ) Φ f(χ) . Άρα δεν ισχύει η 

(2.66). Για τον Ε δεν υπάρχει φ(χ) Φ 0 τέτοια ώστε Εφ(χ) = φ(χ + h) 

= 0 δηλαδή, η Εφ(χ) =0 ισχύει εάν και μόνον εάν φ(χ) =0 , ενώ όλοι 

οι υπόλοιποι τελεστές μηδενίζουν ορισμένες συναρτήσεις (π.χ. οι Δ ,ν , 

δ μηδενίζουν κάθε συνάρτηση περιόδου h , ο J μηδενίζει την παράγωγο 

κάθε τέτοιας συναρτήσεως και ο D κάθε σταθερά. Για τους Δ ,ν ,δ ,D 

μπορεί να ληφθεί φ(χ) ξ ο  = σταθερά). Ας υποθέσουμε τώρα ότι fχ(χ) Φ 

φ f2(x) και Efj(x) = Ef2(χ) . Μπορούμε να γράφουμε f2(x) = fj(x) +

+ ψ(χ) , ψ(χ) φ 0 οπότε, παίρνουμε Efj(x) = Ef2(χ) = E(fj(x) +ψ(χ)) = 

= Efj(x) +Εφ(χ) ή Εψ(χ) =0 ή φ(χ) =0 , πράγμα άτοπον. Άρα για τον 

Ε ιρχύει η (2.66).

Για τους άλλους τελεστές (εκτός του Ε ) το σύμβολο θ”1 δεν έ

χει έννοια τελεστή και ορίζεται έτσι ώστε

θ”1g(χ) = f(x) , (2.67)

όπου f(x) είναι μία οποιαδήποτε συνάρτηση που ικανοποιεί την

0 f ( x )  =  g ( x )  .  ( 2 . 6 8 )

Για παράδειγμα, Δ~1g(χ) = το σύνολο των συναρτήσεων f(χ) τέτοιων ώ

στε Af (χ) = g(x) . Από την (2.67) έχουμε θ 0*lg(x) = 0f(x) = g(x) , 

δηλαδή,

θ θ'1 = I . (2.69)

Έτσι,ο θ"1 θα καλείται δεξιός αντίστροφος του θ . Αν φ(χ) είναι 

συνάρτηση τέτοια ώστε θφ(χ) ξ 0 , φ(χ) 20 και ισχύει π (2.68) τότε 

έχουμε θ(f(χ) +φ(χ)) = g(x) . Άρα, θα έχουμε επίσης
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θ~1 g (χ ) = f(x) +φ(χ) . (2.70)

Η (2.70) λόγω της (2.68) γίνεται 

θ~10f (χ) = f (χ) +φ(χ) (2.71)

(για θ = Δ ,V ,δ , D μπορεί να ληφθεί Φ(χ) ξ ο  = σταθερά). Αντιστρόψως, 

αν ισχύει η (2.71) τότε λόγω της (2.69) έχουμε θ (θ~10f(χ)) = θ(f(χ) +

+ φ(χ)) η 0f(x) =  0f(x) + θφ(χ), δηλαδή, θφ(χ) ξ Ο .

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι πρέπει να δίνεται ιδιαίτερη προ

σοχή σε πράξεις που περιέχουν το σύμβολο θ ι .

Από τους ορισμούς των τελεστών που δόθηκαν προκύπτουν εύκολα οι 

ακόλουθες σχέσεις μεταξύ αυτών

Δ = Ε -  1 , V = 1 -  Ε"1 , δ = £h — E'h , 

μ = j  + Ϊ.~Η) , DJ = JD = Δ .

(2.72)

Ακόμη, χρησιμοποιώντας τον τύπο του Taylor (υποθέτοντας ότι f(x) εί

ναι μία αναλυτική συνάρτηση)

f ( x + h ) =  f(x)+hf'(x)+jj-j-f"(x) + ...

και τους ορισμούς των τελεστών Ε και D παίρνουμε

Ef(χ) = (1 +hD +... )f(x) = ehDf(x) .

Επομένως, συμβολικά έχουμε

E = e h D , (2.73)

όπου ο τελεστής en ορίζεται από το ανάπτυγμά του σε δυναμοσειρά.

Στο σημείο αυτό πρέπει να σημειωθεί ότι κάθε ένας από τους τελεστές 

Δ ,ν ,δ και D όταν εφαρμόζεται σε ένα πολυώνυμο ελαττώνει τον βα

θμό του, ενώ δεν ισχύει το ίδιο για τους Ε, J και μ . Έτσι, από την 
(2.73) προκύπτει ότι ο τελεστής Ε είναι ισοδύναμος με το άθροισμα των 

η +1 πρώτων όρων του αναπτύγματος σε σειρά του δεύτερου μέλους της
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(2.73) όταν εφαρμόζεται σε ένα πολυώνυμο η βαθμού.

Γενικά, αν θ είναι ένας τελεστής, τότε με την σειρά

α.Ι +α θ + α  θ2 + .,. + α θη + ...° ι 2 η

εννοούμε ένα τελεστή θ τέτοιο ώστε

Είναι φανερό ότι όλες οι σειρές των τελεστών Δ ,ν ,δ και D όταν 

εφαρμόζονται σε πολυώνυμο η βαθμού ισοδυναμούν με πεπερασμένα αθροί

σματα. Στην πράξη, όταν οι τύποι των τελεστών εφαρμόζονται σε συναρτή

σεις που δεν είναι πολυώνυμα, τα αναπτύγματα των σειρών πρέπει να απο- 

κόπτονται ύστερα από ένα ορισμένο αριθμό όρων και να προσδιορίζεται το 

σφάλμα αποκοπής.

Από τις (2.72), (2.73) μπορεί ακόμη να δειχθεί εύκολα ότι

Οι μέθοδοι της Αριθμητικής Αναλύσεως που χρησιμοποιούν την θεωρία 

των τελεστών καλούνται συμβολικές μέθοδοι και είναι ιδιαίτερα χρήσιμες 

για την παραγωγή τύπων αριθμητικής παραγωγίσεως και ολοκληρώσεως.

Παράδειγμα 2.8 Να υπολογισθεί το άθροισμα S = 12 + 22 + 32 +...+ 

+ κ2 χρησιμοποιώντας συμβολικές μεθόδους.

Λύση θεωρούμε το πολυώνυμο Ρ(χ) = χ2 και h - 1 . Τότε είναι

και

Ε = (1 -  V)"1 = 1 + V + V2 + V3 + ... (2.75)

S = E°Pj (χ) + EPj (χ) +Ε2Ρ1(χ) + ... +ΕΚ'1Ρ1(χ) ,

όπου
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S = (1 +E +E 2 +... +EK"1)P1(x) = EK — 1

E — 1
P,(x) =

(1 + Δ) —  1

Δ -1
Px(x)

t \
Κ
ίι

Δ + ^|δ 2 + . . .  + V
X

ΔΚ"
ρ, (χ) -

κ ( κ —  1 )

Δ
Is ι

2
Δ +

κ(κ — 1) (κ —  2)

6 '

k(k — 1)(k — 2)

Pj(x) = kPj (x ) +
k (k -1)

APj(x) +

Δ2Ρ1(χ ) . Αλλά είναι Pj (x ) = |p (x )Jx=1 = 1 ,

ΔΡχ(χ) = ΔΡ(χ) 2x +1
l · *  ■

3 καιx=i = | 7 x  + 1 )2 — x 2̂ jx=l =

A2Pj (x) = 2(x+1) +1 — 2x — ljx=1 = 2 . Επομένως,έχουμε τελικά 

, κ (κ —  1) (κ — 2)
5 = κ + - κ ( κ — 1) + -------------- 2 = τ γ κ (κ +1)(2κ +1) . ▲

2.5.1 Π α ρ α γ ο ν τ ι κ έ ς  δ υ ν ά μ ε ι ς

Αν χ είναι ένας αριθμός και h είναι ένα ορισμένο σταθερό βή

μα, τότε η κ-στη παραγοντική δύναμη του χ που συμβολίζεται με

χ ^  ορίζεται ως έξης:

χ ^  = χ(χ -  h)(x -2h) ... [x-(K-1)h] , (2.76)

όπου κ είναι μη αρνητικός ακέραιος. Εξ ορισμού έχουμε χ Μ  = 1 . Αν
Γνη κ

h = 0 τότε προφανώς χ = χ .Αν χ = η  = θετικός ακέραιος και 

h = 1 τότε =  η! .

θεώρημα 2.6 Ισχύει
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κ(κ — 1)(κ —  2) ... Qc —  (m —  1)]hmx , YLa m = ι(1)Κ

Amx iKl = · (2.77)

Ο , για m > κ .

Απόδειξη Από την (2.76) είναι φανερό ότι το είναι ένα πο

λυώνυμο βαθμού κ και επομένως σύμφωνα με το πόρισμα 2.1 είναι 

ΔπΐχΜ _ ο γΐα m > κ . Εφαρμόζοντας τον τελεστή Δ στην (2.76) παίρ

νουμε

Δχ Μ  = (x+h)00 -  χ «  =

= (χ +h)x(x -h)... [χ -(κ -3)h] [χ -(κ — 2)h] -χ(χ -h)(x -2h).. 

... [χ-(κ-1 )Κ] = (χ + h) —  [χ - ( κ -1 )h] Jx(x -  h) ...

... [χ-(κ -2)h] = Khx^" 1̂  , δηλαδή ,

Δχ00 = Khx^K' ^  . (2.78)

Επαγωγικά τώρα μπορεί εύκολα να δειχθεί ο γενικός τύπος (2.77). A

Παρατήρηση Από την (2.78) θέτοντας h = Δχ έχουμε

Μ Ε -  „ & - 3
Δχ

(2.79)

Η (2.79) είναι το διακεκριμένο ανάλογο του τύπου της παραγωγίσεως 

I κdx _ κ-ι
dx = κχ

Μπορεί να δειχθεί ότι η (2.76) γράφεται επίσης (για κ > 1)

χ Μ  = Υ a (.K)hK- V  , 
j-1 J

όπου οι αριθμοί καλούνται αριθμοί του Stirling πρώτου είδους

και βρίσκονται χρησιμοποιώντας την αναδρομική σχέση
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(Κ+l) (κ) (κ)
“j = a j - , - K“j > με a(κ) _= 1 και a„ = 0(κ) _

Για παράδειγμα, ε ίνα ι x ^  = a j 1 = x ,

x^2·1 = a [2^hx +ct2 2^x2 = jaj;1  ̂ — a^1 ^Jhx+x2 = — h x+ x2 ,

x f3j = a [ 3^h2x +a 2 3^hx2 +ct3 3^x3 = |aj2  ̂ - 2 a j2^Jh2x +

+ |aj2  ̂— 2a^2^Jhx2 + x 3 = 2hzx -3 h x 2 + x3 .

Επίσης, ο ι συνήθεις δυνάμεις του x μπορούν να εκφραστούν συ

ναρτήσει των παραγοντικών δυνάμεων αυτού σύμφωνα με τον ακόλουθο τύ

πο (κ .> 1)

( Κ )
όπου ο ι αριθμοί 3̂  ' καλούνται αριθμοί του S t ir l in g  δευτέρου είδους

J
και υπολογίζονται με την βοήθεια του τύπου

ρ ίκ + ϋ  = β(κ) +j3(K)  ̂ όπου β(κ) = 1 και β(κ) = 0 > 
J J “ 1 J * ϋ

Για παράδειγμα, έχουμε:

χ = β^1 ̂ χ̂ -1-* = χ ^

χ2 = 3[2)hxD:i +3^2)x C2;| = [̂ι) +β^1} 
χ3 = 3S3)h2x Cl] +3^3)hxC2:i + β<3)χ Μ  =

hx ^  XwC23 = |ηχ ΕΟ +χ^2̂+ x

si2) +βί2)] h2x CO

+ |β<2) + 2β<2) hx M  + x OT =h2x c,:1 + 3hxm  + χ ρ ] .

2.6 Τ ύ π ο ι  π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ή ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  

γ ι α  ι σ α π έ χ ο ν τ α  σ η μ ε ί α  π α ρ ε μ β ο  

λ ή ς
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2.6.1 Τ ύ π ο ς  τ ω ν  
Φ ο ρ ώ ν  τ ω ν

π ρ ο ς  τ α  ε μ π ρ ό ς  
N e w t o n - G r e g o r y

δ ι α -

Υποθέτουμε ότι δίνονται οι τιμές ξ f(x^) , i = 0(1 )η της συ- 

ναρτήσεως f(χ) στα ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής χ. = xQ +1h , i = 

=0(1)n , όπου h είναι το σταθερό βήμα. Για την περίπτωση των ισα- 

πεχόντων σημείων είναι χρήσιμο να ορίσουμε μία κανονικοποιημένη μετα

βλητή t από τη σχέση

t =  — —  . (2.80)
h

Έτσι, μια μεταβολή στο χ κατά h μονάδες ισοδύναμεί με μεταβολή 

της t κατά μία μονάδα και αντιστρόφως. Από την (2.80) είναι χ =

= χ0 + ht και θέτοντας f(x) = f(x0 +ht) ξ F(t) προφανώς έχουμε 

f. = F(i) , i = 0(1)η . Πρέπει να σημειωθεί ότι η t είναι μία συνε

χής μεταβλητή και δεν περιορίζεται σε ακέραιες τιμές.

Σκοπός μας είναι η κατασκευή του πολυωνύμου παρεμβολής βαθμού το 

πολύ η με σημεία παρεμβολής τα χ. , i = 0(1)n χρησιμοποιώντας τι

μές του πίνακα διαφορών. Με την βοήθεια των τελεστών έχουμε
ΟΟ ζ χ

F(t) Ε f(x0 +ht) = Etf(x0) = (1 = I  >1 Λ 0 =

f. *■ [ 1 + + ''

K = 0 ^

Ό  ,n. , 
f.+·· (2.81)

όπου * = — — L)- — !iiH ylq κάθε θετικό ακέραιο κ . Είναι
lKJ

φανερό ότι από τον πίνακα διαφορών για την f(x) είναι οιαθέσιμες μό

νον οι τιμές Af0 , A2f0,...,AnfQ . Εάν θεωρήσουμε τώρα την συνάρτηση

(2.82)

όπου το t δίνεται από την (2.80), παρατηρούμε ότι η Ρη (χ) είναι 

ένα πολυώνυμο ως προς χ βαθμού το πολύ η και ισχύει



ββ

η / . \

δ \  = (1 +Δ)ν„ = E1f0 i = 0(1 )η

Επομένως, το πολυώνυμο ΡΠ (χ) που δίνεται από την (2.82) είναι το ζη

τούμενο πολυώνυμο παρεμβολής με σημεία παρεμβολής τα , i = 0(1)n 

και καλείται πολυώνυμο παρεμβολής των προς τα εμπρός διαφορών των Ne

wton -Gregory (Δ -  NG) ο δε τύπος (2.81) καλείται τύπος των προς 

τα εμπρός διαφορών των Newton -  Gregory (τύπος Δ —  NG) . 0  τύπος (2.82) 

είναι περισσότερο κατάλληλος για να χρησιμοποιηθεί για την παρεμβολή 

της y = f(x) στην αρχή του πίνακα, δηλαδή, στην περιοχή του αρχικού 

σημείου χ0 όπου το t είναι μικρό απολύτως (|t| < 1) .

Στην πράξη όταν δίνεται σ ’ ένα πίνακα ένα σύνολο τιμών της συναρ- 

τήσεως y = f (χ) για ισαπέχουσες τιμές του χ και χρειάζεται να προ

σεγγίσουμε όσο γίνεται καλύτερα την f(x) σε κάποιο σημείο χ χρη

σιμοποιώντας πολυωνυμική παρεμβολή, πρέπει να αποφασίσουμε τι βαθμού 

πολυώνυμο παρεμβολής πρέπει να χρησιμοποιήσουμε, δηλαδή, πόσες και 

ποιές από τις τιμές του χ πρέπει να χρησιμοποιηθούν σαν τα ισαπέχον- 

τα σημεία παρεμβολής. Πρέπει να σημειωθεί ότι δεν βρίσκουμε αναγκαστι

κά καλύτερες προσεγγίσεις με τη χρησιμοποίηση πολυωνύμου παρεμβολής 

όσον το δυνατόν μεγαλύτερου βαθμού. Ένας τρόπος για να έχουμε κάποια 

ένδειξη για τον βαθμό του πολυωνύμου παρεμβολής που πρέπει να χρησιμο

ποιηθεί σε μια συγκεκριμένη περίπτωση είναι να παρατηρήσουμε την συμ

περιφορά των διαφορών στον πίνακα διαφορών που κατασκευάζεται από τις 

δοθείσες τιμές της f(x) (βλέπε παρατήρηση σελ. 56 ). Σαν κανόνας, 

όταν χρησιμοποιείται το πολυώνυμο παρεμβολής Δ —  NG , καλούμε χ0 ε

κείνο το σημείο του πίνακα που είναι αμέσως προηγούμενο (μικρότερο) 

του σημείου χ στο οποίο εφαρμόζεται η παρεμβολή.

Αξίζει να σημειωθεί ότι ο τύπος (2.82) μπορεί να προκύψει και α

πό τον τύπο (2.45) με την χρησιμοποίηση των (2.55) και (2.80). Έτσι, 

αν χρησιμοποιήσουμε και τον ορισμό (2.76) η (2.45) γράφεται

Pn (X ) =  f0 ^ < x - x , ) c o
1! h

( χ - Χ ο ) 1-2^ . . .
Anf

n! h

ο Μ
~ (χ - * ο )

(2.83)
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Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι
(χ - χ0) 

KihK
η  fi.·*

Μ

μένως η (2.83) γίνεται Ρη(χ) = Σ
κ=0 κV /

ΔΚΓ

rti

με

, κ = 1 (1)π και επο- 

χ “ Χ0t = -----  δηλαδή,
h

συμπίπτει με τπν (2.82). Όταν το h -*· 0 ο τύπος (2.82) γίνεται ένα 

πολυώνυμο του Taylor για την f(χ) . Πράγματι, έχουμε

lim (χ -  χ0) Μ  = (χ -  χ0)κ
h + 0

&K f „ ( κ )
και λόγω της (2.56) ισχύει lim — —  = f (χ0) =

h-»· 0 h
(2.83) για h +Ο γίνεται

Pn(x) f0 + (χ x<) n  +
(χ -  x0):

2!
.  +

i K)
fj , οπότε η

(χ -  *(,)" 

n!

f(n)

Μπορούμε δηλαδή να πούμε ότι ο τύπος (2.81) είναι το διακεκριμένο α

νάλογο του τύπου του Taylor. Τονίζεται, τέλος, ότι στην περίπτωση των 

ισαπεχόντων σημείων παρεμβολής συμφέρει να χρησιμοποιούμε τον τύπο 

(2.82), παρά το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange ή την μέθοδο του 

Aitken, από την άποψη του πλήθους των υπολογισμών. 0 τύπος (2.82) έ

χει επίσης το πλεονέκτημα που αναφέρθηκε και για την μέθοδο του Aitken.

Παράδειγμα 2.9 Δίνεται ο πίνακας τιμών της f(x)

x i - 1 0 1 2

2 2 2 - 2

Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής Δ -  NG με σημεία παρεμβολής τα 

χ· , i = 0(1)3.

Λύση Το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ 3 βάσει 

του τύπου (2.82) είναι

Ρ3(χ) fo + Δ2ί0 +

6
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χ -  X Q
όπου t = — —  , h = 1 , χ0 = -  1 και χ. = χ0 +ih , i « 0(1)3 . 

Κατασκευάζουμε τον πίνακα διαφορών:

Χ1 Δ Δ2 Δ3

-1 2

0

0 2

0

0

-3

1 2

-3

-3

2 -1

Έτσι, -έχουμε Ρ3(χ) = 2 +0 +0 + ^ — —  (-3) με t = χ + 1 ή
6

Ρ3(χ) = 2 —  J  £(χ + 1 ) x ( x - 1 ) J  = -  j· (χ3 -  χ -  4) . A 

Παράδειγμα 2.10 Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας τιμών της f(x):

X 1.0 1.2 ί .4 1.6 1.8 2.0

f(x) 2.98 3.55 4.45 5.63 7.16 9.01

Χρησιμοποιώντας πολυωνυμική παρεμβολή (πολυώνυμο παρεμβολής Δ -  NG) 

να βρεθεί μία καλή προσέγγιση για την τιμή της f(x) στο σημείο 

χ = 1.5 .

Λύση Από τα δεδομένα κατασκευάζουμε τον ακόλουθο πίνακα διαφο

ρών:
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Παρατηρούμε ότι οι διαφορές τρίτης τάξεως είναι κατά προσέγγιση ίσες 

με 0 (οι διαφορές δευτέρας τάξεως είναι πρακτικά σταθερές ενώ οι δι

αφορές τετάρτης τάξεως αυξάνουν) και επομένως η συνάρτηση f(χ) προ

σεγγίζεται καλύτερα από ένα πολυώνυμο παρεμβολής δευυέρου βαθμού. Χρει

αζόμαστε μόνον τρία σημεία για να προσδιορίσουμε το πολυώνυμο αυτό. Ε

πειδή ζητούμε να προσεγγίσουμε την τιμή f(1.5) και πρόκειται να χρη

σιμοποιήσουμε το πολυώνυμο παρεμβολής Δ -NG καλούμε χ0 = 1.4 , οπότε 

τα τρία ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής είναι χ0 = 1.4 Xj = 1.6 Χ2 =
= 1.8 . Έτσι, το πολυώνυμο παρεμβολής Ρ2(χ)

1 Δν
χ —  χ.

Ρ,(χ) = f + 
2 χ ’ ο

A2f με t =
χ -  1.4

είναι

και επομένως f(1.5)<&
h 0.2

*  Ρ (1.5) = 4.45 +(0.5)(1.18) + Ζ _ !Ι  (0 .35) = 4.99625** 5.00 .
2

(Για χ =  1.5 είναι t =  0.5) . ▲

2.6.2 Τ ύ π ο ς  τ ω ν  π ρ ο ς  τ α  π ί σ ω  δ ι α φ ο 

ρ ώ ν  τ ω ν  N e w t o n - G r e g o r y
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Εάν καλέσουμε χ0 το τελευταίο από τα η + 1 ισαπέχοντα σημεία 

παρεμβολής στον πίνακα της συναρτήσεως f(x) , τότε θα είναι χ.. = χ0 

+ ih , i = -  π(1)0 , δηλαδή, τα σημεία παρεμβολής είναι χ ,
“ ΤΙ

χ_(η_ι) »···» χ-2 » χ-α * χ 0 KaL » i = -n(1)0 είναι οι αντίστοι
χες τιμές της f(x) . θεωρώντας πάλι την (2.80) και θέτοντας 

f(x0 +ht) = F(t) προκύπτει ότι
οο

F(t) = f(x0 +ht) = ELf0 = (1 -  V p f 0 = l  ( - 1)
k=0

= fo ~ Vfo +
- 1 

2 V2f +(- 1)n - 1 
n

t κς j
vKf =0

V ‘fo + ...=

= f. + W f 0 + 7.f( ♦
2 ! 0

t(tt1)(t+ 2 ) 7>f(| + _  .(2.84)

To πολυώνυμο παρεμβολής στην περίπτωση αυτή,με σημεία παρεμβολής τα 

χ.. , i = —  η(1)0, δίνεται από τον τύπο

η
Ρη( χ ) = Σ  ( - D

κ=0

- 1 
κ VKf (2.85)

όπου το t δίνεται από την (2*80) και καλείται πολυώνυμο παρεμβολής 

των προς τα πίσω διαφορών των Newton —  Gregory (γ —  NG) . Αντίστοι

χα ο τύπος (2.84) καλείται τύπος V -NG . Σε αντίθεση με τον τύπο 

(2.82) ο (2.85) είναι κατάλληλος νια παρεμβολή κοντά στο τέλος του 

πίνακα. Στην πράξη όταν πρόκειται να χρησιμοποιηθεί ο τύπος (2.85) κα

λούμε γενικά χ0 εκείνο το σημείο του πίνακα που είναι αμέσως επόμε

νο (μεγαλύτερο) του σημείου χ στο οποίο ζητούμε να προσεγγίσουμε την 

f(χ) .

Παράδειγμα 2.11 Δίνεται ο πίνακας τιμών της f(x) του παραδεί

γματος 2.10 . Να προσεγγιστούν οι τιμές f(1.5) και f(2.2) χρησιμο

ποιώντας τον τύπο (2.85).

Λύση Έχοντας υπ’ όψιν τον πίνακα διαφορών του παραδείγματος

2.10 και την παρατήρηση σχετικά με τον κατάλληλο βαθμό του πολυωνύμου
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παρεμβολής, εργαζόμαστε ως εξής: i) Για να προσεγγίσουμε την f(1.5)

χρησιμοποιούμε το πολυώνυμο παρεμβολής V —  Ν6 με σημεία παρεμβολής 

τα χ0 = 1.6 , χ_1 = 1 . 4 ,  χ_2 = 1 . 2 .  Έτσι, για χ = 1.5 είναι 
χ -  "

t =
1.5" —  1-6 1
--------- = -  -  και από την (2.85) για

0.2 2
π = 2 έχουμε

f(1.5)«*P,(1.5) = 5.63 -  0.5(1.18) + * °-·5^  -°·5-- —  (0.28) =
2

= 5.005«ί 5.00 . ϋ )  Για την προσέγγιση της f(2.2) καλούμε χ0 = 

= 2.0 , χ = 1.8 , χ_2 = 1.6 και επομένως το πολυώνυμο παρεμβολής 

V —  NG με σημεία παρεμβολής τα χ0 , x_j , χ·_2 είναι Ρ2(χ) = f +

+ tvf0 + — V2f0 , όπου t = -X--h X° = — —  ~ ° · Άρα, f(2.2)«i

«  Ρ2(2.2) = 9.01 + 1.85 +0.32 = 11.18 .

2.6.3 Τ ύ π ο ι  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ω ν  G a u s s ,  

S t i r l i n g  κ α ι  B e s s e l

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα σύνολο 2m +1 (n = 2m) ισαπεχόντων 

σημείων παρεμβολής, τα οποία συμβολίζουμε ως εξής:

χ+ι· = χ0 ± ih , i = 0(1 )m , (2.36)

δηλαδή, x_m , χ_(ιη_ι}.... χ_, . χ„ .χ,......xm · Αν f±1 . 1 =

= 0(1)m είναι οι αντίστοιχες γνωστές τιμές της συναρτήσεως f(x) και 

θέσουμε τα σημεία παρεμβολής με την σειρά

χο * χι ’ χ-ι » Χ2 * Χ- 2 »·**» xm ,x-m » (2.87)

τότε το πολυώνυμο παρεμβολής του Newton με διηρημένες διαφορές βαθμού 

το πολύ n = 2m είναι

Ρη(χ) = f0 + (χ — χο )f Cxo »xiU + (x - xo)(x - xi)f Cxo»xi»x- J  +

+ (x-x0)(x-x1)(x-x_1)f[x0,xi,x_i,x2] +... +

+ (x XQ)(χ Χ^)(x X_j) ... (x — Xffl)f(x0,Xj,χ_ι, . . . ·

( 2 .8 8 )
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Αφού οι διηρημένες διαφορές είναι συμμετρικές συναρτήσεις ισχύουν οι 

σχέσεις

f&O.Xx.X-l] —  ̂CX_ 1 »Χ0 * Χ ΐ3 *  ̂Cx0 »χΐ »Χ-1 >*2! = ^ ΕΧ-1 *Χ0 ,Χ1 ,Χί3 » 

···»  ̂Q̂O »Χ 1 * Χ- 1 ' * * * * ΧΓΠ * Χ~πϊ1 ~  ̂0̂ -171 *···»Χ- 1 > Χ0 »Χ 1 »···» Χπϊ1 * (2.89)

Χρησιμοποιώντας κατάλληλα τις (2.55) και (2.53) προκύπτει ότι

2 Κ .  „  2Κ

f Q( _|ζ9·**9Χ()9·*·9Χ κ]
Δ f δ f

h2 κ(2κ)I h2K(2K)!

.2Κ-1^

και

f [χ_κ+1 9 · · · >Χ0 9 · · · ,χκ]
- Κ + 1

δ2*-1^

2 Κ - 1 (2κ-1)! 2Κ-1 (2κ-1)ί

Έτσι,λόγω των (2.89) και (2.90) η (2.88) γίνεται

(2.90) 

, κ = 1 (1 )m

2̂πι (χ) f0 +
it)
1

+ 5 2fn +1 Q
Έ +1) 

3 δ 31 +

it + 1) 
4 * ' f 0 +.·. +

t +m — 1 
2m-1 δ 2πι_1̂  +

it +m-1l 
2m

s 2mf δ Tn » (2.91)

X __ χ
όπου t =  ----- —  . 0 τύπος (2.91) καλείται πρώτος (προς τα εμπρός)

h
τύπος του Gauss για το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ n = 2m .. 

Εάν θέσουμε τα σημεία παρεμβολής με την σειρά

χ0 * Χ-1 9 Χι » Χ-2 » Χ • ,Χ-!ΪΙ 5 ΧΠ) » (2.92)

τότε με ανάλογο τρόπο προκύπτει ο δεύτερος (προς τα πίσω) τύπος του 

Gauss για το Ρη(χ) που είναι

Ρη < χ > “  Ρ 2ΐ ϋ<χ ) =  U + 8ί_μ+*2
t + 1

δ 2f0 +
ft +1) 

3 δ3ί .+...+
-Η

+ it+ m - i w , f +
2m— 1 J -k

t + rri 
2m

δ 2ΠΈ (2.93)
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όπου t =  — -— - . O l τύποι (2.91),(2.93) του Gauss έχουν κυρίως θε- 
* h

ωρητικό ενδιαφέρον και χρησιμοποιούνται για την εύρεση άλλων τύπων ό

πως θα δούμε στη συνέχεια.

Εάν σχηματίσουμε το ημιάθροισμα των τύπων (2.91) και (2.93) παίρ

νουμε τον τύπο του Stirling:

Ρη(χ) = p2m(x) = f0 + 

μδ5ί +... +

+ ff ®2fo +
ft+ 11 

3
i3r I f-2 ^  *δ fo + ----- ---  δ f *

4 i

ft +2) 
5

t +m -1 
2m-1 μδ2Γη"’1ί. +

t2(t2-  12)(t2-  22)...[t2-  (m —  1 )2J j 
+ ----------------------------------- δ* “f

(2m)!
(2.94)

όπου μ είναι ο τελεστής μέσης τιμής. 0 τύπος του Stirling είναι κα

τάλληλος να χρησιμοποιηθεί για μικρό t και συγκεκριμένα για |t| < 

Αν τώρα υποθέσουμε ότι έχουμε 2 m +2 (n= 2m+1) ισαπέχοντα ση

μεία παρεμβολής, τα οποία συμβολίζουμε x_m , x_(m_χ) »·.·» » x„ »

χ, xm , χ_ .,, όπου ισχύει η (2.86) και xm ,̂ = χ +h 4 τότε θέ·

τοντας αυτά με την σειρά

V  χ ι» χ - ι »  Χ2 » Χ - 2 »· · ·» Xm* x -m* x m + i »

ο πρώτος τύπος του Gauss για το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ n * 

= 2m +1 γίνεται

^2m+i(χ) ^ο + 5fu + +

+ t +m — 1 52mf + ' t+m'
2mv J

0 2m +1 J

χ2ΐη+ΐχΟ Τ
*5

(2.95)

χ - χ 0
όπου t = — ----  . Επίσης μπορεί να βρεθεί ότι ο δεύτερος τύπος του

η
Gauss για το πολυώνυμο παρεμβολής Pn (χ) (n = 2m +1), σε σχέση με

την ακόλουθη σειρά των 2m + 2 σημείων παρεμβολής
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χι> χο* Χ2* χ-ι* Χ3 * Χ—2 * * ■ * * Χιη+ι ’ x-m

είναι

Pn W =  ρ2τπ+1(χ) =  -
t -  1 

1 6f.+
*5

V 52f. + 63f, + ... +
h

+ t -1 +m'
5 2TT1f + t -1 + uT

2m
Sk J

1 2m +1 ̂ J

2 m + i
^  ·"2 (2.96)

Εάν σχηματίσουμε το ημιάθροισμα των τύπων (2.95) και (2.96) προκύπτει 

ο ακόλουθος τύπος του Bessel:

P„ W  = P2n m < x> “ f t - i l

+IO t)

2j Λ 2̂

t(t — 1)(t - - )1
2 .3

31
53f. -f

H.

+ t(t2-  12)(t2-  22)...[t2 - ( m - Q 23(t-m)(t - ? )  ( (2_97)

(2m +1)! k
X -  x0

όπου t = — ---- . 0 τύπος του Bessel είναι κατάλληλος για εφαρμογή
h

1 3  1για 11] ^  . Για t = γ  όλοι οι όροι με διαφορές περιττής τά-

ξεως μηδενίζονται. Είναι φανερό ότι οι τύποι των Stirling και Bessel 

είναι κατάλληλοι γαι παρεμβολή στο κέντρο ενός πίνακα τιμών.

Παράδειγμα 2.12 Δίνεται ο πίνακας τιμών του παραδείγματος 2.10. 

Να προσεγγιστεί η f(1.5) με τον τύπο του Stirling (m=1) και με 

τον τύπο του Bessel (m=1) .

Λύση i) 0 τύπος του Stirling, αν ληφθεί χ = 1.4 οπότε χ =
--------------  Λ C  __ 4 Λ °  1

* 1,2 , X j s 1·6 » t =  ‘ q g* = °·5 i δίνει (έχοντας υπ' όψιν τον 

πίνακα διαφορών του παραδείγματος 2.10)

f(1.5)<* Ρ2(1.5) = 4.45 + j
0.90+1.18)

ίΐΊ2
7J (0.28) = 4.45 +

+ 0.52 + 0.035 = 5.005^ί 5.00 .
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ii) Για τον τύπο του Bessel παίρνουμε χ0 = 1.4 οπότε χ_1 = 1.2,
χ -  χ.

χ = 1.6 , χ = 1.8 (m = 1, η = 3) . Έτσι έχουμε t * — -—  =
1 ζ η

λ c _ 1 Δ 1
= --q- — — -= j  . Λαμβάνοντας υπ’ όφιν τον πίνακα διαφορών του πα

ραδείγματος 2.10, από τον τύπο (2.97) παίρνουμε

f(1.5)*i Ρ3(1.5) =
f0 + fl -L Μ

62f0 +62fj 4.45 + 5.63

2 2 J 2

1f1
Τ Ι

1) 0.28 + 0.35
= 5.04 - 1  (0.315) « 5.000625^5.00 Λ

2.7 Π α ρ ε μ β ο λ ή  κ α τ α  H e r m i t e

Ένα άλλο, κάπως διαφορετικό και γενικώτερο πρόβλημα πολυωνυμικής 

παρεμβολής είναι το ακόλουθο: Εάν δίνονται οι τιμές της συναρτήσεως 

f(x) καθώς και οι τιμές της πρώτης παραγώγου f  (χ) αυτής σ ’ ένα σύ

νολο η+1 διακεκριμένων σημείων παρεμβολής χ^ , i - 0(1 )n , δηλαδή, 

είναι γνωστές οι τιμές f. , , i = 0(1)n , να βρεθεί ένα πολυώνυμο

Ρ(χ) βαθμού το πολύ 2η +1 τέτοιο ώστε

P(xi) = f 1 , P'(xi) = f ; ,  i = 0 (1)n . (2.98)

Η απάντηση στο πρόβλημα αυτό είναι ότι υπάρχει ένα μοναδικό πολυώνυμο 

Ρ(χ) βαθμού το πολύ 2n +1 που ικανοποιεί τις (2.98). Αυτό καλείται 

πολυώνυμο παρεμβολής του Hermite και έχει τη μορφή

)]&,·(*>] V j  (*al,i .
Ί~ (2.99)

όπου τα (χ) , i = 0(1)n ορίζονται από την (2.8), είναι δηλαδή οι 

καλούμενοι συντελεστές παρεμβολής του Lagrange. Μπορεί να δειχθεί, με 

τρόπο ανάλογο προς το θεώρημα 2.1, ότι στην περίπτωση της παρεμβολής 

του Hermite που αναφέρθηκε παραπάνω το σφάλμα αποκοπής δίνεται από την 

έκφραση
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Λ ζ ώ +2 )/Γ\ η
ε(χ) =  P(x) -f(x) = -  ίτ;---τ η  Τ Τ  (x -  χ ,·)2, (2 .1 0 0 )

(2η + ά ) \  -j =g 1

όπου ξ ανήκει στο μικρότερο διάστημα που περιέχει τα χ0, xlf..., 

χ , χ και με την προϋπόθεση ότι υπάρχει η f^2n+2^(x) .
Π

Κλείνοντας το κεφάλαιο της παρεμβολής πρέπει να σημειωθεί ότι ε

ξετάστηκε σ' αυτό μόνον η απλούστερη περίπτωση κατά την οποία η συνάρ

τηση παρεμβολής F(x) (βλέπε παράνραψο 2.1) είναι ένα πολυώνυμο που 

ικανοποιεί ορισμένες απλές συνθήκες ((2.2) ή (2.98) ). Εκτός από την 

πολυωνυμική παρεμβολή κατά Hermite η οποία μπορεί να γενικευθεί, άλλα 

είδη παρεμβολής που χρησιμοποιούνται στην πράξη» σε περιπτώσεις που η 

πολυωνυμική παρεμβολή δεν είναι ικανοποιητική, είναι: η Ρητή παρεμβολή 

όπου η συνάρτηση παρεμβολής είναι μία ρητή συνάρτηση (λόγος δύο πολυω

νύμων), η τριγωνομετρική παρεμβολή, η εκθετική παρεμβολή και n spline 

παρεμβολή (παρεμβολή με spline συναρτήσεις).

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να δειχθεί με την μέθοδο της εις άτοπον απαγωγής ότι το πολυώνυ

μο παρεμβολής Ρη(χ) βαθμού το πολύ η με σημεία παρεμβολής τα

χ · , i = 0(1)η, που προσεγγίζει την συνάρτηση f(x) είναι μοναδικό.

2. Χρησιμοποιώντας γραμμική παρεμβολή με σημεία παρεμβολής χ0 = 8 ,
3

χ ϊ = 27 , να εκτιμηθεί η ^  ·

3. Να κατασκευασθεί το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagranoie για την συν-
1 1

άρτηση y = sinnx , με σημεία παρεμβολής χ0 = 0 , χι = g , x2 = j  

και στη συνέχεια να εκτιμηθεί η τεμιή sin j  .

4. Να δειχθεί ότι στην περίπτωση που τα σημεία παρεμβολής χ̂  » i =

= 0(1)n είναι ισαπέχοντα, χ. = χ0 +ih , i = 0(1)n , το πολυώνυ

μο παρεμβολής του Lagrange παίρνει τη μορφή

η η
s r Τ Τ  (t-J) Σ Μ )
"· j=0 i=0

η-Ί V
i

f.
, όπου
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Να κατασκευασθεί ένα πολυώνυμο βαθμού ακριβώς 2 που διέρχεται

από τα σημεία (χ0, f0) και (χΐ * fl) όπου x0 Ψ χι ·

Δίνεται ο πίνακας τιμών χί χο Χ1 χ2 χ3
. Ποιά συνθήκη

fl f2 f3

πρέπει να πληρούν τα δεδομένα του πίνακα ώστε το πολυώνυμο παρεμ 

βολής με σημεία παρεμβολής τα χ.. , i = 0(1)3 να είναι βαθμού 

μικρότερου από' 3 .

7. Αν υποθέσουμε ότι n f(x) έχει μια ρίζα ζ στο διάστημα [j- 1,1J 

και είναι f(- 1) = 9 , f(0) = 1  και f(1) = 1 να εκτιμηθεί η 

ρίζα ξ .

8. Να βρεθεί ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του πολυωνύμου πα

ρεμβολής του Lagrange με σημεία παρεμβολής τα χ. , i = 0(1)n και 

αντίστοιχες τιμές για την f(χ) τις = f(x.) , i = 0(1)η .

9. Έχοντας υπ’ όψιν τις (2.10), (2.12) να δειχθεί ότι L'.(x.) = 

ω"(χ.)
= ---- -—  , i = 0(1 )η .
2ω'(χ1)

0. Αν xi , i = 0(1)η είναι τα σημεία παρεμβολής και L^(x) , i =

= 0(1)η οι συντελεστές παρεμβολής του Lagrange, να δειχθεί ότι:

i) Σ χΤ Μ χ) = xm , m = 0(1)n 
i=0 1 1

ϊ Μ ο ) χ ?  =
i=0 1 1

1 για m = 0 

0 για m = 1(1)n 

(- 1 )n x„x,.. .χ γιαU I π m = η + 1 .

1. Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής για την συνάρτηση /χ με σημεία 
παρεμβολής τα χ̂  = i1 2 , i = 0(1)3 ·

2. Δίνονται τα ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής χ. = xQ +ih , ι = 0(1)3 

(h > 0). Πως πρέπει να εκλεγεί το βήμα h ώστε το απόλυτο σφάλμα 

αποκοπής κατά την παρεμβολή για την προσέγγιση της συναρτήσεως

i
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f(x) = sinx στο διάστημα (x0,x3) να ε^νοα i   ̂· 10

13. Να δειχθεί ότι για ισαπέχοντα σημεία παρεμβολής χ̂  - χ0 +ih ,

i = 0(1)η (h > 0) ισχύει max |ω(χ) | Ξ max j(x-x0)·
x0 < x < x n χο < χ < χ η

. (χ —  χ )...(χ —  χ )| < η! hn+1 · Στη συνέχεια με βάση
1 n ^Π+1

την (2.24) να δειχθεί ότι για x0 < x < x n £i,vaL Iε Cχ >i < “ir+T Mn+i *

όπου Μ = max |f^n+1^(x)|
n+1 x0 < x <x 

° n

14. Δοθέντων των σημείων (x., f .): (0,1), (1»-1)> (2,1), (3,-1) 

και (4,1), να βρεθεί μία προσέγγιση για την f^) με την μέθο

δο του Aitken.

15. Αφού δειχθεί ότι η εξίσωση χ3 +χ2 + χ — 1 - 0 έχει ακρι3ώς μία

πραγματική ρίζα ξ 6 (0,1) , να εκτιμπθεί αυτή χρησιμοποιώντας
1

αντίστροφη παρεμβολή στα σημεία χ = 0, ^  , 1 ·

16. Εάν η f [χ,χ0 ,Xj,... ,χ ] είναι ένα πολυώνυμο (ως προς χ) βα

θμού m > 0 , να δειχθεί ότι η f (χ ,χ0 »χι»· · · «Χ,χίΧ,.. ,Ί είναι έ-Κ Κτ Η
να πολυώνυμο βαθμού m —  1 .

17. Εάν χ,χο,χχ,...,χ είναι η +2 διακεκριμένα σημεία, να δειχ 

θεί ότι
f(x) n f

f [x’V xi.... XJ  = -s-------- +,Σ -------- s----------=
T T(x-Xi) 0 (χ, -χίΤΤίχ, -χ,)
i=0 1 j=0 1 J

= 1
n fQc.X^

1=0 n
TTU,· -χ,·)
j=o 1 J

n
;8. Av f(x) = T T ( x  -  X ^  να δειχθεί ότι f [x0 ,xt,... ,x̂ ] = 0 

για p £  n .
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19. Να εκτιμηθεί η τιμή f(0) με την βοήθεια πίνακα διαφορών αν εί

ναι γνωστό ότι f( — 2) = f(2) = 0 και f(— 1 ) = f ( 1 ) = 1  .

20. Σε δύο διαδοχικές τιμές της f(x) στον παρακάτω πίνακα υπάρχουν 

αντίστοιχα τα σφάλματα ε1 και ε2 . Να βρεθούν αυτά και να δι

ορθωθούν οι εσφαλμένες τιμές της f(x) με την προϋπόθεση ότι η 

f(x) είναι πολυώνυμο δεύτερου βαθμού.

χ —  4 - 3 - 2 - 1  0 1 2 3 4

f (χ) 19 ΪΊ 5 1 0 ϊ ί 5 11

21. Να κατασκευασθεί ο πίνακας διαφορών για την συνάρτηση f(x) = χ3,

για χ =  0(0.1)0.7 όταν: i) οι τιμές της f(x) είναι ακριβείς

ϋ )  οι τιμές της f(x) είναι στρογγυλευμένες σε 2 δ.θ. . Να συγ- 

κριθεί το μέγιστο απόλυτο σφάλμα στρογγυλεύσεως στις διαφορές 

τρίτης τάξεως με το αντίστοιχο που εκτιμάται σύμφωνα με την θεω

ρία της παραγράφου 2.4.1.

22. Να βρεθούν οι δύο επόμενοι όροι της ακολουθίας α, = 0, α2 = 4, 

α3 = 6, α„ = 3, α5 = 2,..., δοθέντος ότι ο νενικός όρος αυτής 

παρίσταται από ένα πολυώνυμο τετάρτου βαθμού.

23. Να δειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις μεταξύ των τελεστών:

δ21) δ = VA

3) 2μδ = (Ε + 1 )V =Δ +V

2) μ2 = 1 +

4) δ2ΙΏ = A2mE~m

5) J = h 1 11 + ~  Δ —  γ^-Δ οχ Δ3 —

6) D2 =

2

Δ2

24 19 Δ1* +720

■Δ3 +-|γ Δ1* 6 δ5 + · · ·

7) Δ2 = D2 +D3 + D1* +

9) ν = -  1  δ2 +δ

11) Eh = \  δ + 1 +

1 +

δ2ϊ
Τ

:2Λ

Τ

., εάν h = 1 , 8) Ε = 1 + ^  δ2 + δ 1

-ι10) Δ = V( 1 -V)

12) D = |  (sinh)"1 |  .

Χρησιμοποιώντας την σχέση 7) της ασκήσεως 23 να βρεθεί n A2f(3) 

εάν f (χ) = χ1* — 3χ +1 και h = 1 .

24.
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25. Να δειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις:

1) D~1f(χ) = f(x)dx + c , c = σταθερά

2 )  = =

= f , Ag +q Af = g ,Af + f Ag K+l yK yK κ j k+ i κ κ yK

3) A V fK

■̂ k-

4) Aln(cxx) = In

^k^k+i
, + ti , α σταθερά 

h5) Af(x) = f(x) » όπου f(x) = 2

6) Af(x) = —  2f(x) , όπου f(x) = sin j

7) Ef(x) = eahf(x) , όπου f(x) = eax+b .·

K-i
8) Δ2 l f. « Δί —  Af

j=0 3 K

9) VxM  = hK(x — h) Ck-i:]

10) Δ X
K

η X

X
K — 1

av h = 1

n x11) A a - (a — 1) a

26. Av h = 1 να βρεθούν οι εκφράσεις 1) δ Γχ (χ — 1)(χ — 2)(χ — 3)1
A 3.. I t *■

2 )
A3x ! 
x! για x = 9 3) A6 (1 +x)(1 +ax)2(1 +bx)

27. Av h = 1 να βρεθεί συνάρτηση f(x) για την οποία ισχύει

Af (χ) = 2χ2 -3χ +4 .

28. Να προσδιοριστεί ο βαθμός του πολυωνύμου Ρ(χ) εάν Ρ = Ρ +
Κ Κ"1

+ Ρκ_3 -  , όπου Ρκ = Ρ(κ) , κ ακέραιος .

29. Να εκφραστεί η παράσταση A3E-2V2fIj συναρτήσει των τιμών της

f (χ) ·
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30. Να μετασχηματισθεί το πολυώνυμο Ρ(χ) = χ1* +6χ2 -7χ +8 σε παρα- 

νοντικές δυνάμεις του χ (h = 1) και κατόπιν να βρεθεί η ΔΡ(χ).

31. Να βρεθεί το άθροισμα Sn = I2 +22 + ... +η2 με την βοήθεια του 

τύπου Δ —  NG .

32. Να δειχθεί ότι αν τα σημεία παρεμβολής χ. , i = 0(1 )n είναι ι· 

σαπέχοντα, ® χ0 +ih , i = 0(1)n , το πολυώνυμο παρεμβολής

Ρη(χ) λαμβάνει την μορφή

ρη ( χ ) =  Σ Σ ( - U
i=0 κ=0

1 - Κ
ίι1

f . \ 1
U J κι  /

όπου t =
χ —  χ.

33. Να βρεθεί το πολυώνυμο* ελάχιστου βαθμού που διέρχεται από τα ση

μεία (0,3),(1,2),(2,7),(3,24),(4,59),(5,118) χρησιμοποιώντας 

τον τύπο του Bessel.

34. Να προσδιορισθεί το πολυώνυμο παρεμβολής, χρησιμοποιώντας τους τύ

πους των πολυωνύμων παρεμβολής Δ -  NG , V -  NG , τους δύο τύ

πους του Gauss και τον τύπο του Stirling, από τα ακόλουθα δεδομέ

να

X -  2 -  1 0 1 2

y 11 0 1 2 15

35. Να βρεθεί ο πρώτος τύπος του Gauss για n = 2 m — 1 και για τα ση

μεία παρεμβολής 

χ-m+i » x-m+ 2 * * * * * Χο * χι »· · ·» χm

36. Να δειχθεί ότι το πολυώνυμο παρεμβολής του Hermite (2.99) ικανο

ποιεί τις (2.98) και επιπλέον είναι μοναδικό.

37. Να δειχθεί ότι για η = 1 το πολυώνυμο παρεμβολής του Hermite 

βαθμού το πολύ 3 λαμβάνει την μορφή:

Ρ„(χ) -

χ —  X.

χ —  X 0 1
1 - 2

X -  X,

χ0- Χ ι f 0 + (χ -  x 0 )f d
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+

f
X — Xο

2

- 2
X -  X1

• f 1 + (χ

38. Αν δίνονται οι τιμές f0, f'0, f ’0 , ...,f£n) να 8ρεθεΙ ένα πολυώ

νυμο Ρη (χ) βαθμού η τέτοιο ώστε Ρ*;κ^(χ ) = fiK)(x ) =Α1 η ' ο  0 0
κ = 0 (1) η .

39. Εάν π f(x) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού η και Ρη(χ) είναι 

το πολυώνυμο παρεμβολής για την f(x) με σημεία παρεμβολής τα 

x.j , i = 0(1 )n , να δειχθεί ότι Pr (x ) = f(x) ·

40. Αν , i = 0(1)π είναι σημεία παρεμβολής και (χ) , i = 0(1)σ 

οι συντελεστές παρεμβολής του Lagrange, να δειχθεί ότι:

41.

I (χ. -  x)KL.(x) = 0 , κ = 1(1)η . 
ι=0 1 1

Δίνονται οι τιμές της f(x) στον παρακάτω πίνακα

X 0.0 0.4 0.8 . 1.2 1.6 2.0

f(x) 0 0.42839 0.74210 0.91031 0.97635 0.99532

Χρησιμοποιώντας τις τιμές του χ του πίνακα σαν σημεία παρεμβο

λής να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής και να προσεγγιστεί η f(x) 

για χ = 0.2(0.4)1.8 .

42. Από τον πίνακα διαφορών ενός πολυωνύμου Ρ(χ) τετάρτου βαθμού 

με h =1 είναι Ρ(5) = 446 , VP(5) = 273 , δ2Ρ(4) = 152 ,

Δ3Ρ(2) = 72 και ν'4Ρ(5) = 24 . Να βρεθούν οι τιμές Ρ(1) και Ρ(6)·

43. Να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το απόλυτο σφάλμα αποκοπής5όταν η συ

νάρτηση /χ προσεγγίζεται στο σημείο χ =  115 από το πολυώνυμο 

παρεμβολής με σημεία παρεμβολής τα χ0 = 100 , xt = 121 , χ2 = 144·

44. Να αποόειχθούν οι σχέσεις (2.53).



3
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ Π Α ΡΑ ΓΩ Ν  ΖΗ

3.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Σε πολλά πρακτικά προβλήματα χρειάζεται να υπολογίσουμε τις τι

μές των παραγώγων διαφόρων τάξεων σε ορισμένα σημεία, κάποιας συναρ- 

τήσεως y = f(x) , η οποία δίνεται είτε από μία πολύ πολύπλοκη αναλυ

τική έκφραση ή από ένα πίνακα τιμών. Στις περιπτώσεις αυτές καταφεύ

γουμε, αναγκαστικά ίσως, στην αριθμητική παραγώγιση, δηλαδή, στον προ- 

σεγγιστικό υπολογισμό των διαφόρων παραγώγων. Η βασική ιδέα της αρι

θμητικής παραγωγίσεως συνίσταται στην αντικατάσταση της y = f(x) α

πό μία άλλη απλούστερη συνάρτηση F(x) , για την οποία η ζητούμενη 

παράγωγος μπορεί να βρεθεί εύκολα αναλυτικά. Αν δηλαδή η f(χ) αντι- 

κατασταθεί (προσεγγιστεί) σ’ ένα διάστημα [a,b] που μας ενδιαφέρει, 

από την συνάρτηση παρεμβολής F(x) (συνήθως από ένα πολυώνυμο παρεμ

βολής), τότε θα έχουμε π.χ. για την πρώτη παράγωγο f  (χ)^ F' (χ) , 

χ 6 [a,b] . Εδώ πρέπει να τονισθεί ότι η αριθμητική παραγώγιση είναι 

γενικά λιγώτερο καλή προσεγγιστική διαδικασία από ότι η παρεμβολή.

Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι, ενώ η F(x) μπορεί να προσεγγί

ζει αρκετά καλά την f(x) στο [a,b], αυτό δεν σημαίνει ότι θα ισχύ

ει το ίδιο και για την F'(χ) σε σχέση με την f'(χ), πολύ δε περισ
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σότερο για παραγώγους ανωτέρας τάξεως. Σαν γενικός κανόνας, μπορούμε 

να πούμε ότι η αριθμητική παραγώγιση πρέπει να χρησιμοποιείται με ι

διαίτερη προσοχή και μόνον όταν δεν είναι δυνατόν να αποφευχθεί.

3.2 Τ ύ π ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  π α ρ α γ ω γ ί σ ε ω ς

μ ε  τ η ν  μ έ θ ο δ ο  τ ω ν  π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν

π α ρ ε μ β ο λ ή ς

Οι απλούστεροι τύποι αριθμητικής παραγωγίσεως προκύπτουν δια πα- 

,ραγωγίσεως των τύπων παρεμβολής που αναφέρθηκαν στο προηγούμενο κεφά

λαιο.

Ας υποθέσουμε ότι δίνονται οι τιμές f. , i = 0(1)n της συναρ- 

τήσεως y =  f(x) στα σημεία χ. , i = 0(1)η (γενικά μη ισαπέχοντα) 

και ζητούμε να υπολογίσουμε την παράνωγο f (χ) . Αν Ρη(χ) είναι 

το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού το πολύ η με σημεία παρεμβολής τα 

χ . , i = 0(1)n , τότε θέτουμε

f(K)(x)^ Ρ^Κ)(χ) , κ = 0,1,2......  (3.1)

Αν ε(χ ) είναι το σφάλμα αποκοπής του πολυωνύμου παρεμβολής Ρη(χ) » 

δηλαδή, ε(χ) = Pn(x) -  f(x) (βλέπε θεώρημα 2.1), τότε το σφάλμα α-
C κ)

ποκοπής Εκ(χ) της παραγώγου Ρ^ (χ) δίνεται από τον τύπο

Εκ(χ) = Ρ*Κ)(χ) -  f(K)(x) = ε<κ)(χ) , κ = 0,1,2,.. .(3.2)

>
Στην περίπτωση που τα σημεία χ^ , i = 0(1)η είναι μη ισαπέχον- 

τα, τότε χρησιμοποιώντας το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange (2.9) 

στην (3.1) παίρνουμε για κ =  1

f'(x)* Pn(x) = I ^ ( χ ) ^  , (3.3)
i=0

όπου τα L^(x) δίνονται από την (2.8) ή την (2.12). Για n =  1 μπο

ρεί εύκολα να βρεθεί (λόγω της (2.15)) ότι



85

γ (χ )«* ρ;(χ) = -
f. -  f.

(3.4)

x i " x o

Επίσης για η = 2 , λαμβάνοντας υπ’ όψιν την (2.16) έχουμε

( χ - χ ) + ( χ - χ 2) ( χ - χ 0) + ( χ - χ 2)
f  (X) &  Ρ (X) = ----------------  fQ + --------------- 7  fl +

(χ0-  Χ!)(χ0-  χ2) (Χι- Χ0)(χ|- χζ)

( χ - χ ) + ( χ - χ )
+ f 2 ·

(χ2-  χ0)(χ2-  X,)
(3.5)

Εάν ζητούμε την τιμή της Γ  (χ) σε κάποιο από τα σημεία παρεμβολής, 

έστω το χ , τότε ο τύπος (3.3) λαμβάνει την μορφήm

η

όπου

(3.6)

η 1
Σ — -—.Ln χ —  χ.J=0 - m j

L'-(x ) *  *I m

αν i = m

(3.7)

, αν i ψ m .

T T  (χΒ-  χ,)
J>0 m 3
j^m,i

r r ( v xj}j=0 1 J

Για το σφάλμα αποκοπής του P„(x) λόγω της (3.2) και του τύπου (2.24) 

παίρνουμε

Ε,(χ) = Ρ„(χ) -  f'(x) - f(x) = ---- —̂ , Γί' (x)f<n+1>(5(x)) +■
(n+1)lL

+ ω(χ)^- f(n+l)U(x))] · (3.8)
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Στον τύπο (3.8) η ί^η+1^(ξ(χ)) δεν μπορεί να υπολογιστεί αφού η 

συνάρτηση ζ(χ) είναι άγνωστη. Αν όμως το χ είναι ένα από τα ση

μεία παρεμβολής χΊ· , i = 0(1)n (και η ^ η+1^(ξ(χ)) είναι φρα

γμένη), τότε ο τύπος (3.8), επειδή ω(χ^) = 0 , γίνεται

E,(xJ - ϋ ! ^ - » » )  , 1 = 0(1)n , (3.9)
1 (η+1)! 1

όπου ξ1 ξ ξ(χ^) και 6 Qnin{x0,xt,...,χη>, max{x0,χι ,...,χ^}] . 

Λόγω της (2.11) η (3.9) γράφεται

f(n+l)(?.) η
Ε,(χ,) = --------- γ - Τ Τ ( χ, - χ ,) . ( = 0(1)η ■ (3.10)
1 1 (η+1)! j=0 1 J

j/i

Από την (3.10) για η = 1 και i = 0 προκύπτει ότι το σφάλμα αποκο

πής στην (3.4) (για χ = xQ) είναι

f "  (ξ0)
Μ χο) = ----- -—  (χ0-  Χχ) · <3·11)

Στη συνέχεια θα εξεταστεί η συνηθέστερη περίπτωση όπου τα σημεία 

χ . , i = 0(1)η στα οποία δίνονται οι τιμές της f(x) είναι ισαπέχο- 

ντα.

3.2.1 Τ ύ π ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι  κ ή ς π α ρ α γ ω γ ί σ ε ω ς  

γ ι α  ι σ α π έ χ ο ν τ α  σ η μ ε ί α  π α ρ ε μ β ο 

λ ή ς

Αν χ. = χ0 +ih , 1 = 0(1 )η , (h > 0) και = f(x.j) > ί =

= 0(1)π είναι οι γνωστές τιμές της f(χ) , τότε το πολυώνυμο παρεμ

βολής του Lagrange παίρνει την μορφή (βλέπε άσκηση 2.4) .

η η
ρ „ < Ό  = η τ Τ Τ  U - 1 )  Σ ( - ' )

i-Ο ί'0

η-Ί
ιV J

f. Χ - Χ
— -U- , όπου t = — —  
t -ι h
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Jj, 4
Επομένως, λόγω και της ^  , παίρνουμε

η

Γ ( χ ) «  Ρn M - i l -
h i=0 iί(n-i)f dt t-1 

ο δε τύπος (3.10) του σφάλματος αποκοπής γίνεται

Ε , ^ )  = (-1)η'1+ν ϊ ! ( η - ί ) !
f(ntl)(Ei) 

(π +1)!

n

Ε,(χ0) = ( -n)n+1h”
n +1

όπου είναι κάποια τιμή μεταξύ των χ0 και χ_ . 0 τύπος 

για 1 = 0 απλουστεύεται στον ακόλουθο

Από τον τύπο (3.12) για η =  1 έχουμε

f*(x)«
fr  fo Af.

h h

με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής για χ 

για η = 1, 1 = 0 )

(προκύπτει από την

E1(x„) = |f'(E0) ·

Επίσης, για π = 2 και χ = χ} από την (3.12) παίρνουμε 

f· (Χ,)«ί ^  (f2 -  f0) , 

με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής

ε,ίχ,) = ί-(ζ>) .

Παραγωγίζοντας την (3.12) και για η = 2 παίρνουμε

1 A2f
Γ(χ)ς* ±  (f0 - Zf +f ) = ---1 .

h2 h2

(3.13)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.13)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.12)

..
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Μέχρι τώρα χρησιμοποιήσαμε το πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange 

για την εύρεση των διαφόρων τύπων. Αν χρησιμοποιήσουμε το πολυώνυμο 

παρεμβολής Δ —  NG που δίνεται από την (2.82) θα έχουμε

-. / > ρ. / ι _ dPn M  = dPn^  dt _ 1 dPn M  
^  dx dt dx h dx

= ^ { ] 0 (κ ]Λ } 4  l
_d_
dt AKf

- F  [Af»
2t — 1 a2, ----- tr f„ +

3t2 — 6t +2 A3f„ + 2t3 — 9t2 tllt-3 

12
Δ f d it

dt n ■ \ ]  · 

(3.19)

Για x = x0 δηλαδή t = 0 και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι για κ _> 1 

ισχύει

Ί:|-
dt kJ

-11=0
t(t —  1) (t — 2) (t —  κ + 1)

—1 ̂ t=o

K-l
= 4 - (-1)K-1(K-I)! = i=i>—  , 

Ki κ

ο τύπος (3.19) απλοποιείται στον ακόλουθο

f'(x ) «  i
' ·' h A  κ o h

Δ - Α 1 .  A!
2 3

+ · .  .+

( - 1)n-i n (3.20)

με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής που δίνεται από τον τύπο (3.14). Επειδή 

σε πολλές περιπτώσεις είναι δύσκολο να εκτιμηθεί η f^n+1^(£0) στον 

τύπο (3.14), θέτουμε για μικρό h (βλέπε (2.56))

, ΔΠ+1ί
f<n+1)(i.)«

hn+i
j
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οπότε ο (3.14) δίνει

Μ*·>«
( - D

η+ι An+irΔ f.
(η +1 )h

Από τον (3.20) για η =  1,2 παίρνουμε αντίστοιχα

f ' K )
Af.

1

, (βλέπε και (3.15))

f (x0) ^  2h  ̂ + ~  ̂ 2^ ·

f(K)(x)« ρ ^ κ ) ( χ )  =  4
hKi=0 dtK

Για κ = η ο παραπάνω τύπος δίνει

(3.21)

(3.22)

Για την εύρεση προσεγγιστικών τύπων για την f*K*(x) , 1 < κ < πcse
παίρνουμε

Aif _ J_ r dK (t!Ai* 
ό κ £ κ I i»

hK 1=κ dtK ΙΊ^

f(n)(x)« —  Ln , για κάθε x S j x ^ x J (3.23)

αφού -ί.
dtn n,V J

- IT - 4  (tn) - <
n dtn

Αν η f(x) είναι πολυώνυμο n βαθμού τότε ο τύπος (3.23) είναι ακρι

βής (βλέπε άσκηση 6 ).

Ειδικά για την f" (χ) έχουμε

Γ· (*)* ρη· (χ) = £  ρη(χ) - £ &  ρ;(χ> =  ̂  (*)λ , =

- ^  t 2f„ + - 1-1 *·*.+ ···+ ·

(3.24)

Από τον (3.24) για χ = χ0 , (t = 0) προκύπτει ότι
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f" (χ.)*  4  [a2f„ - 4sf0 + Akf. - 1 i5f. ♦ · · ·

dt
(3.25)

Από την (3.25) για η = 2 προκύπτει ο απλούστερος τύπος για την

f "  (χ0) (βλέπε και (3.23))

f  Μ
A2f .

0/*^ --~  = , (f2 ~ 2fl + f0}
h2 h2

(3.26)

Αν χρησιμοποιήσουμε το πολυώνυμο V —  NG (τα σημεία παρεμβολής 

τώρα είναι x_n , x_n+1,...s x_lS χ0 ) που δίνεται από την (2.85), τό 

τε ο αντίστοιχος του τύπου (3.20) είναι

'■'‘•’• ί Ι - Γ  · ί [ ’ · τ · Τ .... ? ] < · ·°' h

με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής

(3.27)

Ε,(χ 0) = -
,Π

η + 1
f(n+l)(5 >

(3.28)

0 (3.28) προκύπτει από τον (3.10) με κατάλληλη τροποποίηση ως προς τα 

σημεία παρεμβολής.

Επίσης, αν χρησιμοποιηθεί ο τύπος του πολυωνύμου παρεμβολής του 

Stirling (2.94) π.χ. με m = 3 (η =6) παίρνουμε τους τύπους

f ( x „ > *  F  [μδίο -  g-M6!f0 + 3 ^ u5Sfo] · (3·29)

-τ [δ2ί . + M 56f]  . (3·30)

Πρέπει να σημειωθεί ότι πολλοί από τους τύπους της παραγράφου 

αυτής μπορούν να προκύφουν ευκολώτερα με την χρησιμοποίηση συμβολι

κών μεθόδων. Πράγματι, έχουμε
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f<K)(x0) = DKf0 , (3.31)

όπου D είναι ο τελεστής παραγωγίσεως. Λόγω της (2.74) και για κ = 1 

από την (3.31) προκύπτει ο τύπος (3.20) με την προϋπόθεση ότι έχουμε 

τα η+1 σημεία παρεμβολής χ. = χ0 +ih , i = 0(1 )n . Για κ = 2 

προκύπτει ο τύπος (3.24). Αν χρησιμοποιηθεί η σχέση D = -  ̂  1 η(1 -V) 

στην (3.31), τότε για κ =  1 προκύπτει ο τύπος (3.27). Με ανάλογο τρό

πο μπορούν να προκύψουν και οι (3.29), (3.30).

Κλείνουμε την παρούσα παράγραφο με την παρατήρηση ότι η αριθμητι

κή παραγώγιση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εκτίμηση τοπικών ακρο- 

τάτων μιας συναρτήσεως f (χ) η οποία δίνεται από ένα πίνακα τιμών, δη

λαδή, για την αριθμητική λύση της f’(x) = 0 .

Παράδειγμα 3.1 Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τιμές της f(x) = 

= /χ για χ =  1.00(0.05)1.30 στρογγυλευμένες σε 5 δ.θ. . Να εκτιμη- 

θούν οι Γ(1), Γ' (1), f' (1.30), Γ  (1.15), Γ* (1.15), χρησιμοποιώντας 

μέχρι και τρίτης τάξεως διαφορές, καθώς και το σφάλμα αποκοπής για την 

προσέγγιση της f'(1) .

X f (χ) = Jx

1.00 1.00000

1.05 1.02470

1.10 1.04881

1.15 1.07238

1.20 1.09545

1.25 1.11803

1.30 1.14018
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Λύση Σχηματίζουμε τον πίνακα διαφορών

X f(x) Δ Δ2 Δ3 Δ“

1.00 1.00000

2470

1.05 1.02470

2411

-  59

5

1.10 1.04881

2357

-  54

4

-  1

1.15 1.07238

2307

- 50

1

- 3

1.20 1 .09545

2258

-  49

6

5

1.25 1.11803

2215

-  43

1.30 1.14018

Σύμφωνα με τον τύπο (3.20) για η = 3 έχουμε (h = 0.05)

f'(1) 0.05 Η Δ2 + Δ3
Τ f(1) = 20 0.02470 0.00059) +

+ j  (0.00005) ί 0.50024 .

Αν χρησιμοποιηθεί ο τύπος (3.21) για το σφάλμα αποκοπής έχουμε 

Μ 1)® 0 ^ 5  5(- 0-00001) « -  0.5 · ΙΟ"* .

Από τον τύπο (3.25) για η = 3 παίρνουμε f" (1)«*

(0.05) [<-
59) · 10-5 -5 · 10-5 = -  0.256 . Χρησιμοποιώντας τον
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τύπο (3.27) για η = 3 προκύπτει ότι f' (1.30)«ί q ^ -  |̂ 2215 - 10 5 +

l!9-J = 0.43910 . Τέλος με τη βοήθεια των τύπων(- 43) · 10+ _ί— ^ — — —  + —
2 3

2357. ,10-5_ ̂  1 + 1 . 10“55]~ 0.46632 και

(3.29), (3.30) έχουμε

t* *e\ 1 Γ”2307 +
f 0 ^ L -----2

f "  (t.15)* -------  Γ(—  50) · 10”’1 = -  0.2 . Αξίζει να σημειωθεί
(0.05)2 L -J

ότι, αφού f  (χ) =
2/χ

και f” (χ) = -
1

4χ ν2
, οι ακριβείς τιμές εί

ναι f' (1) = 0.5 , f” (1) = - 0.25 , Γ  (1.30)» 0.43853 , Γ  (1.15)» 

«  0.46625 και Γ'(1.15)» -  0.20272 . 4

3.3 Τ ύ π ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  

μ ε  τ η ν  μ έ θ ο δ ο  τ ω ν  

ω ν  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν

π α ρ α γ ω γ  Ι σ ε ω ς  

π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ

Στην παράγραφο 3.2 βρέθηκαν τύποι αριθμητικής παραγωγίσεως δια 

παραγωγίσεως του πολυωνύμου παρεμβολής. Ένας άλλος τρόπος για τον 

προσδιορισμό τύπων αριθμητικής παραγωγίσεως που σε πολλές περιπτώσεις 

απαιτεί λιγώτερη προσπάθεια είναι η καλούμενη μέθοδος των προσδιορι- 

στέων συντελεστών. Σκοπός μας με τη μέθοδο αυτή είναι να προσδιορι

στούν οι συντελεστές σ ’ ένα προκαθορισμένο γραμμικό συνδυασμό τιμών 

της f(x) (και παραγώγων της f(x) ),έτσι ώστε ο γραμμικός αυτός συν

δυασμός να αποτελεί καλή προσέγγιση για την ζητούμενη παράγωγο. 0 προσ

διορισμός των συντελεστών γίνεται έτσι ώστε ο προσεγγιστικός τύπος που 

θα προκύφει να είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού < £ όπου το £ 

είναι όσο γίνεται μεγαλύτερο. Το μεγαλύτερο £ , για το οποίο ο τύ

πος αριθμητικής παραγωγίσεως είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού ^  £ 

καλείται τάξη του τύπου. Πρέπει να σημειωθεί ότι οι τύποι που προκύ

πτουν με την μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών συμπίπτουν με τους
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αντίστοιχους που προκύπτουν με την βοήθεια του πολυωνύμου παρεμβολής. 

Το πλεονέκτημα της μεθόδου των προσδιοριστέων συντελεστών είναι ότι 

μας επιτρέπει να εκλέγουμε εκ των προτέρων την μορφή του τύπου που 

θα χρησιμοποιήσουμε.

Σαν παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι δίνονται τα τρία ισαπέχοντα 

σημεία x+i = χ0 ±ih , i = 0,1 και οι αντίστοιχες τιμές f . , i = 

= 0,1 της f(x) και θέλουμε να εκφράσουμε την f'(x0) από τον 

ακόλουθο προσεγγιστικό τύπο

Οι συντελεστές α_χ, α 0, α στον τύπο (3.32) θα προσδιοριστούν έτσι 

ώστε αυτός να είναι ακριβής (δηλαδή τα δύο μέλη του να ταυτίζονται) 

για πολυώνυμα όσον το δυνατόν μεγαλύτερου βαθμού. Είναι εύκολο να 

δειχθεί, λόγω της γραμμικότητος του τελεστή της παραγωγού, ότι αν ο 

τύπος (3.32) είναι ακριβής όταν εφαρμόζεται στα ειδικά πολυώνυμα 1, 

χ, χ2,...,χΡ τότε θα είναι ακριβής και όταν εφαρμόζεται σε οποιοδή- 

ποτε πολυώνυμο βαθμού < ρ . Είναι φανερό επίσης ότι αν m είναι 

το πλήθος των προσδιοριστέων συντελεστών (στην περίπτωση του (3.32) 

είναι m = 3 ) τότε η τάξη του ζητούμενου τύπου είναι τουλάχιστον 

m — 1. Έτσι από τον τύπο (3.32), για f(x) = 1,χ,χ2 εξισώνοντας τα 

δύο μέλη του, παίρνουμε αντίστοιχα τις παρακάτω εξισώσεις

f' (x0) λ* a-if-i +a0fo +«ιf-ι (3.32)

a +a0 +Qj = 0

(3.33)

a_ix!1 +aoxo +aixi = 2x

To σύστημα (3.33) είναι ισοδύναμο με το ακόλουθο

a_j +α0 +Qj = 0

-1 h

a + α, =  0
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από το οποίο προκύπτει ότι α χ = α_ι = , α0 = 0 και επομένως ο

τύπος (3.32) γίνεται

f'(Xo)*2TT (f* “ f-i) · 0.34)

0 τύπος (3.34) είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού 2 και είναι εύ

κολο να δειχθεί ότι για f(x) = χ3 τα δύο μέλη του είναι διαφορετι

κά οπότε η τάξη ίου είναι I  = 2 . Αξίζει να σημειωθεί ότι ο τύπος 

(3.34) συμπίπτει με εκείνον που προκύπτει αν στον τύπο (3.29) διατη

ρήσουμε μόνον ένα όρο στο δεύτερο μέλος (m = 1, η = 2) .

Μία άλλη μέθοδος παραγωγής τύπων αριθμητικής παραγωγίσεως ειδι

κά για την περίπτωση ισαπεχόντων σημείων x+i = χ0 ±ih , i = 0,1,2,... 

είναι η μέθοδος της σειράς Taylor. Αφού f+i = f(x+i) =f(x0 ±ih) ,

1 = 0,1,2,... από το ανάπτυγμα της σειράς Taylor για τις f+. γύρω 

από το σημείο χ0 έχουμε

Για την εύρεση τύπου π.χ. για την f'0 ξ Γ ( χ 0) σχηματίζουμε την δι

αφορά fj -  f_j . Λόγω της (3.35) παίρνουμε

fi - = 2hfl +
h3I I ΛΜ ·

To
hi
60

:(5)
(3.36)

Εάν αποκόψουμε την σειρά στο δεύτερο μέλος της (3.36) υπολογίζοντας 

την Γ' σε κάποιο σημείο ξ μεταξύ των χ_1 και Xj θα έχουμε

f, -  f_, = 2hfi + ^  Γ' (ξ) ή

fi -  f-i h*
f'(x,)= fi = - 2 h------- Τ Γ ' (ξ> ·

f, -
Επομένως, ο τύπος που βρέθηκε είναι Γ ( χ 0) ^  — ^ 

(3.34)) με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής f" (ξ) .

(3.37) 

(βλέπε και
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Για την εύρεση τύπου για την Γ ( χ 0) έχουμε

ϋΐ f<-> + 12 Τ °fx + f-i = 2f0 + h2r0 + 

από την οποία προκύπτει ότι

f _  + f11 L1 ο 1 -1
r, =  r ( x „ ) A/

h
(3.38)

με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής f ^ U )  , όπου ξ μεταξύ των χβ1 

και χχ · 0 τύπος (3.38) συμπίπτει με τον (3.30) αν διατηρήσουμε μό

νον ένα όρο στο δέυτερο μέλος του (3.30) (m = 1, η = 2) .

θεωρώντας κατάλληλους γραμμικούς συνδυασμούς των εξισώσεων που 

προκύπτουν από τις (3.35) για τις διάφορες τιμές του ί , μπορούμε 

να βρούμε διάφορους τύπους για οποιαδήποτε παράγωγο της f(x) στο 

σημείο χ0 καθώς και τα αντίστοιχα σφάλματα αποκοπής.

3.4 Σ φ ά λ μ α τ α  σ τ η ν  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  π α ρ α -

γ ώ γ ι σ η

Από τις προηνούμενες παραγράφους γίνεται φανερό ότι στην περί

πτωση των ισαπεχόντων σημείων παρεμβολής χ. = χ0 +ih , i = 0(1)η 

κάθε τύπος αριθμητικής παραγωγίσεως για την εύρεση της f (χ) (κ>1) 

σε κάποιο σημείο παρεμβολής έχει τη γενική μορφή

ΡΓ(*ί> = τ  ι V i3 ° hK i=0 1 1

(κ) η
(3.39)

j = 0(1)η , όπου Α. , ι = 0(1)η είναι σταθερές. Το αντίστοιχο σφάλ

μα αποκοπής έχει την γενική μορφή

hpf(m)U.)

ν ν  - (3.40)
α

όπου m >_ η + 1 , α σταθερά και ρ θετικός ακέραιος με ρ ^ η  +1 -  κ
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(Για κ = 1 

Έστω

είναι ρ = η και 

< Α .
α

m = η +1 (βλέπε (3.13))). 

Τότε έχουμε

EK(*j> < Air Α σταθερά (3.41)

Αφού το σφάλμα αποκοπής που δίνεται από την (3.40) μηδενίζεται για πο

λυώνυμα βαθμού το πολύ m -Ι είναι φανερό ότι η τάξη του τύπου (3.39)
η

θα είναι m — 1 , θα ισχύει δε I  Α· = 0 .
1=0 1

Στο δεύτερο μέλος του τύπου (3.39) η συμβολίζει την ακριβή

τιμή της f(x) στο σημείο χ. . Αν υποθέσουμε ότι το δεύτερο μέλος 

του (3.39) υπολογίζεται με την αντικατάσταση της από την προσεγ- 

γιστική της τιμή 7^ , πράγμα που συμβαίνει συνήθως στην πράξη, όπου 

f . - fΊ- = εΊ· , i = 0(1 )n και | ε̂  | < Μ , i = 0(1 )π , ενώ οι τιμές των 

h , Α. θεωρούνται ακριβείς και επιπλέον αγνοήσουμε χάριν απλότητος το 

παραχθέν σφάλμα κατά τους υπολογισμούς (ως αμελητέο σε σχέση με το 

διαδοθέν), τότε για το διαδοθέν σφάλμα ε , σύμφωνα με το κεφάλαιο 1 

θα ισχύει

Π
τ  Σ Ι Μ Ι ^ ι <
hK i=0 1

4  ς ι μ  = 4
hK i=0 1 η

(3.42)

Επομένως, για το ολικό σφάλμα Εολ κατά την χρησιμοποίηση του τύπου

(3.39) ισχύει

|ΕολΙ = )ε +EK (Xj)I < |ε| * (EK(Xj)| < -£· + Ahp = g(h) . (3.43)

Από την (3.42) προκύπτει ότι εάν θέλουμε το απόλυτο υπολογιστικό σφάλ

μα να είναι μικρό πρέπει να χρησιμοποιήσουμε μία μεγάλη σχετικά τιμή 

για το h . Εξ άλλου από την (3.41) είναι φανερό ότι για να είναι το 

απόλυτο σφάλμα αποκοπής μικρό πρέπει το h να είναι αρκετά μικρό.Έ
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τσι για την ελαχιστοποίηση της g(h) στην (3.43) πρέπει να εκλέξουμε 

κάποια βέλτιστη τιμή hQpt για το h . Από την εξίσωση g’(h) = 0

1
προκύπτει ότι hopt (pAJ

κΒ Ρ+κ . Πρέπει να σημειωθεί 0tl το παραπάνω

συμπέρασμα προέκυψε θεωρώντας ένα άνω φράγμα για το ολ , δηλαδή,

την g(h) στην (3.43). Στην πράξη βέβαια τα πράγματα είναι διαφορε

τικά και δυστυχώς είναι σχεδόν αδύνατον να εκτιμηθεί η καλύτερη τιμή 

για το h . Συνήθως προτιμούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα περισσότερο α

κριβή τύπο με σχετικά μεγάλο h παρά ένα λιγώτερο ακριβή τύπο με πο

λύ μικρό h . Πρέπει να σημειωθεί επίσης ότι τύποι της γενικής μορφής 

των (3.39) και (3.40) ισχύουν για το τυχόν σημείο χ και όχι μόνον 

για τα σημεία παρεμβολής.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να δειχθούν οι σχέσεις (3.7).

2. Να βρεθεί το σφάλμα αποκοπής του τύπου (3.5) για χ = Xj .

3. Να βρεθούν οι τύποι αριθμητικής παραγωγίσεως και τα αντίστοιχα 

σφάλματα αποκοπής, που προκύπτουν από τις (3.12) και (3.13) για:

i) η = 2 , χ = χ 0 ϋ ) η = 2, χ = χ2 .

4. 'Ενα αυτοκίνητο κινούμενο ευθυγράμμως με σταθερή επιτάχυνση διή- 

νυσε τις ακόλουθες αποστάσεις στον αντίστοιχο χρόνο

t(sec) 1 2 2.2

S(m) 35 70 78.2

t = 1.5 sec και t = 2.2 sec

Να εκτιμηθεί η ταχύτητά του για

5. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 3χ2 + 2χ + 1 .Να εκτιμηθεί η f'(2) 

με τους τύπους (3.15), (3.27) (για η =  1) και (3.34), με h = 1 . 

Ποιός είναι πιο ακριβής;
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6. Να δειχθεί ότι ο τύπος (3.23) είναι ακριβής όταν η f(x) είναι 

πολυώνυμο η βαθμού. '

7. Να εκτιμπθεί n f'(0) με την βοήθεια του τύπου (3.22) από τα α

κόλουθα δεδομένα:

X -  2 -  1 0 1 2 3

f(x) 0.7 0.8 3.0 1.5 0.3 0

8. Να βρεθεί τύπος ανάλογος των (3.20), (3.25) για την f'"(x0) 

για η = 5 .

9. Να βρεθεί ο τύπος αριθμητικής παραγωγίσεως f' (xQ) ̂  — -

και το αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής με την βοήθεια της σειράς Tay

lor.

10. Να βρεθεί ο τύπος (3.26) με την βοήθεια του τύπου f'(xo)«f

η

11. Αν χ^ = χ0 + ih , 1 * 0,1,2 είναι τα σημεία παρεμβολής (η = 2), 

να προσεγγιστούν οι τιμές f'ix^, f'(x2), f” (x ), f” (χ2) με 

την βοήθεια συμβολικών μεθόδων.

12. Με την βοήθεια της σειράς Taylor να βρεθούν τα σφάλματα αποκοπής

για τους παρακάτω τύπους αριθμητικής παραγωγίσεως:

h f(x, +h) -  f(x0)
i) -------- --------

n

ii) τύπος (3.26)

iii) f " ( x 0 + h ) *  ±  jf(x0 +2h) -  2f(x0 +h) + f(x0)]

iv) f*(x0)** 4 h  ['<*. “  2h) ~  8f(x0 ~  h) +8f(xo + h ) “

-  f(x0 + 2h)j .

8
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13. Να προσεγγιστεί η Γ" εφαρμόζοντας τον τύπο (3.34) στην f" 

και χρησιμοποιώντας τον τύπο (3.38).

14. Χρησιμοποιώντας το πολυώνυμο παρεμβολής του Stirling (2.94) 

να δειχθεί ότι

m

(21)!
f i x . ) »  - j  ϊ

1=1
6n f. 9

με σφάλμα αποκοπής E (x0)= ^ ^ --- illlLL h2^ ( 2m+2 ) ^  j
(2m + 2)! 0

15. Πως πρέπει να εκλεγεί το h στον τύπο (3.34) ώστε το απόλυ-
Λ

το σφάλμα να είναι < 4- 10"6 ; (Υποθέτουμε ότι δεν υπάρχουν σφάλ-
1ματα στρογγυλέύσεως). Δίνεται ότι f(x) - γ  χ3 .

16. Για την προσέγγιση της f’(xQ) χρησιμοποιείται ο τύπος Γ ( χ 0)«ί

U  ~  f o
& --- -̂-- , όπου οι τιμές f0, fj είναι στρογγυλευμένες σε 2

δ.θ. Τι βήμα h πρέπει να χρησιμοποιηθεί ώστε το απόλυτο ολικό 

σφάλμα να είναι ελάχιστο; Δίνεται ότι f " ( x 0) = 1 .

17. Να προσδιορισθούν οι συντελεστές A, Β, C, D και Ε έτσι ώστε 

ο τύπος

hf' (χ0) & Af + Bf +Cf + Df + Ef„ 

να είναι όσον το δυνατόν περισσότερο ακριβής. Δίνεται ότι 

f±i Ξ Ξ f(xo ±ih) > i = ·

18. Να γίνει το ίδιο με την άσκηση 17 για τους τύπους

1) h2f ; w  Af_2 + Bf__ + Cf0 + Dfi + Ef; ,

11) hsf ; «  Af_2 + Bf_1 + Cf„ + Df2 + Ef2 .

19. Av x+.j = x0 ± ih , i = 0(1)3 , να προσδιορισθούν οι συντελεστές

» i = 0(1)3, έτσι ώστε οι παρακάτω τύποι να είναι όσον το δυ-



νατόν περισσότερο ακριβείς

i) Γ ( χ 2)** α_jf_! +ajf, +a2f2

ϋ )  f ' ( x 0 + |  a o f o +0tlf l +Cl2 f 2

iii) f'(x2) a elfel +aofo + 0 ^ ,  +a2f2

iv) hf;* a.3f_s +a0f0 +a2f2 .

Με την μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών να βρεθούν τα α, 

b, Α στον παρακάτω τύπο

f(χ0 +ah) +Af(x0 +bh) .

Αν η f(x) είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού και δίνεται ο πίνακας 

τιμών:

X -  2 -  1 1

f'(x) 1 0 2

να βρεθεί η f'(0) με τη βοήθεια πίνακα διαφορών. Στη συνέχεια 

να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της f(χ) , δοθέντος ότι f(0) = 

= f'(0) .



4
ΣΥΝΟΛΑ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ

4.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Στο κεφάλαιο αυτό περιέχονται ορισμένα βασικά συμπεράσματα από 

την θεωρία των ορθογωνίων πολυωνύμων, τα οποία είναι απαραίτητα για 

την ανάπτυξη της θεωρίας επομένων κεφαλαίων και ειδικά της αριθμητι

κής ολοκληρώσεως και της πολυωνυμικής προσεγγίσεως.

'Εστω [a,b] ένα οποιοδήποτε πεπερασμένο ή απέραντο διάστημα 

και w(x) μία δοσμένη συνάρτηση, η οποία θα καλείται συνάρτηση βά

ρους, τέτοια ώστε: i) w(x) ^  0 στο [a,b] και ϋ )  τα ολοκληρώ-
b

ματα
(
w(x)xKdx , κ = 0,1,2, υπάρχουν και είναι πεπερασμένα με

b α 

w(x)dx > 0
,

a

τήσεων f(x)

. Έστω (_2[a,bJ το σύνολο όλων των πραγματικών συναρ-

για τις οποίες το ολοκλήρωμα

b/
w(x) [f(xj] dx υπάρχει

a

και είναι πεπερασμένο. Στον γραμμικό χώρο L2[a,bJ ορίζουμε το εσω

τερικό γινόμενο (f,g) δύο συναρτήσεων f(x) και g(x) , σε σχέση 

με την συνάρτηση βάρους w(x) ως εξής:
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(f,g)

br
w(x)f(x)g(x)dx

d

a

(4.1)

Λέμε ότι οι συναρτήσεις f(x) και g(x) (f(x),g(x) t 0) εί

ναι ορθογώνιες σε σχέση με την συνάρτηση 3άρους w(x) στο διάστημα 

[a,b] εάν (f,g) = 0 . Ειδικά, αν w(x) ξ 1, τότε απλώς λέμε ότι οι 

f(x) και g(x) είναι ορθογώνιες στο [α,ό] .

Ορισμός 4.1 'Ενα σύνολο πολυωνύμων |φο(χ), Φ^χ), Φ2(χ),...| 

όπου το φ (χ) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού κ , καλείται σύνολο ή σύΚ
στημα ορθογωνίων πολυωνύμων σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x)

στο διάστημα [a,bj εάν

(v V -

b*
w(x)Φκ(x (x)dx = 0 για κ φ j (4.2)

a

To παραπάνω σύνολο πολυωνύμων λέγεται ότι είναι ορθοκανονικό εάν

(Φ ,Φ ·) = δ . = ■νψκ’ψ.Γ kj

Ο , κ 4 j

1 , κ = j
(4.3)
▲

Εάν |φ κ (χ )} , κ =  0,1,2,... είναι ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων 

για την w(x) στο [a,b] , τότε το σύνολο |φ£(χ)| » κ =  0,1,2,...,

όπου

φ*(χ) =
Φ„(χ )

< ν ν !
είναι ορθοκανονικό. Σημειώνεται ότι (φ  ,Φ ) > 0 , κ = 0,1,2,..., α-Κ Κ
Φθύ φ (χ) ψ 0 , κ = 0,1,2,... .

Κ
Για την κατασκευή συνόλων ορθογωνίων πολυωνύμων (κάθε σύνολο σχε

τίζεται με κάποιο διάστημα [a,tf] και κάποια w(x) ) χρησιμοποιείται 

η ακόλουθη αναδρομική σχέση σύμφωνα με την Gram —  Schmidt διαδικασία 

ορθογωνιοποιήσεως:
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Φη(Χ) = 1 »

Φ,(χ) = χ -
(χφ0,φ 0)

(φ 0,φ 0)
Φ„(χ) = X -

φκ+1(χ) Ξ ΧΦκ(χ)-ακΦκ(χ)-3κΦκ.1(χ) , Κ =

(χ,ΐ)
τττττ ’

1,2,3...

(4.4)

όπου

α =

3 =

txW

‘W

(W
(4.5)

Είναι φανερό ότι τα ορθογώνια πολυώνυμα που προκύπτουν με την χρησι

μοποίηση των (4.4) και (4.5) για κάποιο διάστημα [a,tf] και την συ

νάρτηση 3άρους w(x) έχουν συντελεστή μεγιστο3αθμίου όρου την μονάδα. 

Σημειώνεται ακόμη, χωρίς απόδειξη, ότι αυτά είναι μονοσήμαντα ορισμέ

να. Γενικώτερα, μπορεί να αποδειχθεί ότι, εάν [α,ό] είναι ένα οποι- 

οδήποτε δοσμένο διάστημα και w(x) μία συνάρτηση 3άρους, τότε, εκτός 

από σταθερούς παράγοντες, υπάρχει ένα μοναδικό σύνολο ορθογωνίων πολυ

ωνύμων σε σχέση με την w(x) στο [a,tf] .

Για παράδειγμα, με w(x) = 1 και |a,t>] ξ 1,1j από τις (4.4) 

και (4.5) έχουμε
1*·
xdx

>

Ψ0(χ) =  1 , Φ 1 (χ) = X -  ---- = X -  Ο = X ,
/

dx

-1

φ2(χ) = χφ1 (χ) - a ^ ( x )  - 3 ^ 0(x) = X2 -ajX-3, » 6που
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α 1

jx3dx

----- = 0 και βι
*
χ2 dx

-1

1

-1

dx
*

- 1

2
3 _ 1 
2 3

1 3Άρα Φ2(χ) = χ2 - y  . Ομοίως βρίσκουμε φ 3(χ) = χ3 -  -ζ χ , κ.ο.κ. .

Πολλές φορές, αντί της ακολουθίας ορθογωνίων πολυωνύμων |φ κ(*)|» 

κ = 0,1,2,... , που προκύπτει με βάση τις (4.4), (4.5) και στην οποία 

το Φ„(χ ) έχει συντελεστή του χ την μόνάδα, χρησιμοποιείται η

jc φ (χ)[ , κ = 0,1,2,... , όπου c , κ = 0,1,2,... είναι σταθερές.I κ κ I κ

Με την έννοια αυτή από τα ορθογώνια πολυώνυμα που βρέθηκαν προηγουμέ

νως για w (x ) e 1 και [a,b] = £-1,1] προκύπτουν τα πολυώνυμα Le

gendre. Άλλες ακολουθίες γνωστών ορθογωνίων πολυωνύμων προκύπτουν α

πό τις περιπτώσεις: i) w(x) = (1 — χ2) και [a,b] = £— 1,1] (πο

λυώνυμα Chebyshev), ii) w(x) ξ e"x και [a,b] ξ Q), +«] (παλυώνυ-

μα Laguerre), 111) w(x) = e και |a,b] = £-·, (πολυώνυμα 

Hermite) κ.λ.π. .

4.2 Ι δ ι ό τ η τ ε ς  σ υ ν ό λ ω ν  ο ρ θ ο γ ω ν ί ω ν  

π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν

Έστω |Φκ(χ)| * κ = 0,1,2,... ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύ

μων (στο έξης υποθέτουμε ότι ο συντελεστής του χκ στο φ (χ) δενIs
είναι αναγκαστικά η μονάδα) σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x) 

στο διάστημα ja,b] και έστω Ρη το -σύνολο όλων των πολυωνύμων βαθ

μού < η . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

θεώρημα 4.1 Κάθε πολυώνυμο ρ = ρ(χ) 6Ρη μπορεί να εκφραστεί 

μονοσήμαντα σαν γραμμικός συνδυασμός των ορθογωνίων πολυωνύμων
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Φj(x) , j = 0(1)η .

Απόδειξη Επειδή το σύνολο |φ κ (χ )| » κ *= 0(1)η είναι γραμμι- 

κώς ανεξάρτητο (βλέπε άσκηση 2 ), αποτελεί μία βάση για τον γραμμι

κό χώρο Ρη . Έτσι, κάθε ρ(χ) 6Ρη μπορεί να εκφραστεί σαν γραμμι

κός συνδυασμός των φ.(χ), j = 0(1)n , δηλαδή ,
U

Π

Ρ(χ) = I <1-φ -(χ )
j=0 J 3

(4.6)

όπου οι συντελεστές d. προσδιορίζονται μονοσήμαντα από τις
J

. (ρ ,Φ,) 
d. = -----J-

(ΦΓ <Ρ·)
, j = 0(1)n . A (4.7)

Πόρισμα 4.1 Για κάθε ρ G Ρ ισχύει (ρ,Φη) = 0 (η > 1) .

Αν RnU) είναι ένα πολυώνυμο η βαθμού και για

κάθε Ρ ^ Ρ η_ι ισχύει (P»Rn) Ξ w(x)p(x)Rn(x)dx = 0, τότε Rn(x) =

α
ξ c φ (χ) , όπου c σταθερός παράγων.n η

η
Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 4.1 είναι R (χ) = 7 ο.φ..(χ)

n i=0
Επειδή η (P>Rn) = 0 ισχύει για κάθε ρ 6 Pn_ j  ®α ισχύει και για 

Ρ = Ψ0(χ),Φ1(χ),...5φη_1(χ) . Έτσι θα έχουμε (Vj»Rn) = 0 ,  j = 

0(1)n-1 ή

b b
( n

νν(χ)φ.(χ) l Ο.φ.(χ)
α 1=0

dx = c w(x) [φ .(χ)] dx = 0 , j = 0(1 )n —  1

a

Επειδή
2 f

w(x)[V (X)] dx ψ 0 (αφού w(x)dx > 0 ), προκύπτει ότι

a a

Cj = 0 , j = 0(1)n-1 και επομένως Rn(x) = cr,<pn (x  ̂ · A
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θεώρημα 4.2 Το πολυώνυμο <Pn(x) έχει ακριβώς η διακεκριμένες 

ρίζες στο διάστημα (a,b) .

b

Απόδειξη Επειδή j w(x)q>n(x)dx * Ο , η ^  1 (βλέπε πό

α

ρισμα 4.1) συμπεραίνουμε ότι το πολυώνυμο Φη(χ) αλλάζει πρόσημο στο 

[α,Ι^ τουλάχιστον μία φορά. Υποθέτουμε ότι το Φπ (χ ) έχει στο (a,b) 

μόνον I  < η ρίζες περιττής πολλαπλότητος τις xt,χ2,...,χ^ , δηλαδή, 

ρίζες στις οποίες το Φπ (χ ) αλλάζει πρόσημο. Τότε το πολυώνυμο

£
φ (χ) | | (χ — χ .) δεν αλλάζει πρόσημο στο |a,tf] και επομένως έχουμε 
n j=1 3

w(x)<p (x) “n"(x-Xi)dx ψ Ο 
j=1 3

πράγμα που είναι άτοπο αφού το φ (χ) είναι ορθογώνιο προς κάθε πο-n
£

λυώνυμο μικροτέροΰ βαθμού,άρα και προς το | |(χ—  χ.) . Επομένως, εί-
Μ  3

ναι £ = η που σημαίνει ότι το φ (χ) έχει η διακεκριμένες ρίζες
η

στο (a,b) . A

4.3 Τ α  π ο λ υ ώ ν υ μ α  L e g e n d r e  

Τα πολυώνυμα Legendre ορίζονται από τον τύπο

Φ (χ ) = -1 -γ  - 4  (X2 -1 )η , η = 0,1,2,... (4.8)
η 2ηηί dxn

και όπως θα δειχθεί (θεώρημα 4.4) αποτελούν ένα σύνολο ορθογωνίων πολυ

ωνύμων σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x) ξ 1 στο διάστημα

1,f] . Στη συνέχεια αναφέρονται υπό μορφή θεωρημάτων οι πιο βασικές 

ιδιότητες των πολυωνύμων Leaendre.

θεώρημα 4.3 Αν g(x) είναι οποιαδήποτε n-φορές συνεχώς παραγω-
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γί,σιμη συνάρτηση στο — 1*0 τότε 
1 1

(φ (x)g(x)dx = ( -1)n - f -  f(x2 - 1 ) V n)(x)dx . 
J n 2nn!

(4.9)

Απόδειξη Θέτουμε Φ_(χ) = ~ ~  R(n)(x) , όπου R(x) = (x2 -1)n.
n 2nnl

(K\
Προφανώς ισχύει Rv ( ±1) = 0, K =0( 1 ) n - 1  . Ολοκληρώνοντας κατά πα

ράγοντας έχουμε

-1
®n (x)g(x)dx -

2 nl_[
R<n>(x)g(x)dx =

I

= - L -  ^ (x )R (n- l ) ( x j l l- - ! T  fg '(x )R (n- ) (x)dx = 
2nn! L  - 1-1 2nn!_{

2nn!
g' (x)R(n ^(xjdx =... = ( -1) n 1

-1 2nn(_j
gin)(x)R(x)dx .

Φ (χ)Φ.(χ)άχ= Ο για κ ^  jK J
-1

Απόδειξη Μπορούμε να υποθέσουμε κ > j οπότε η απόδειξη προκύ

πτει από το θεώρημα 4.3 αν ληψθεί. g(x) = Φ.(χ) . A
J

J Θπώρημα 4\5 Για κάθε πολυώνυμο ρ(χ) βαθμού < η ισχύει

ρ(χ)Φ (x)dx = Ο , π .> 1 .

Απόδειξη Προκύπτει από το θεώρημα 4.3 αν g(x) = ρ(χ) (βλέπε 

επί-σης πόρισμα 4.1) . 4
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Πόρισμα 4.3 

1

Φ (x)dx = 0 , η > 1η =/
-ι

θεώρημα 4.6 Το πολυώνυμο Φη(χ) έχει η διακεκριμένες ρίζες 

στο διάστημα (-1,1) .
1 "»

θεώρημα 4.7 Ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του πολυώνυ

μη)! (2η — 1)!!
μου Φ (χ) του Legendre ισοΰται με ------ = ---------- ( όπου

η 2η(η!)2 η!

(2η-1)!! = (2η —  1)(2η — 3)(2η — 5)... 5 · 3 · 1 , για η > 1 ) .

Απόδειξη 'Εχουμε

φ(χ) = _ ^  _ L  j £ {  U -

n 2nn! dxn 2"n! dxn l r=0
')

2n-2 r
)-

1
2nn! r=0

l (-1>'
(2n — 2r)! n-2r

(n — 2r)! 

(2n — 2r)!

r=0 2nr!(n — r)! (n -2r)!

Π - 2 Γ (4.10)

όπου

M-
j  αν n =  2λ (άρτιος)

n-1 αν n =  2λ+ 1 (περιττός)

Από την παραπάνω έκφραση για το Φη (χ) προκύπτει ότι

< Μ χ ) = ( " 1)° ν Π " .
η 2η0 !η!η1

(?η)! (2η)!
χ + ,(χ) = — — :—  χ + S_ _(χ) ,η-2

2η(η!): η-2
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όπου 2(χ) πολυώνυμο βαθμού η -2 . A

Πόρισμα 4.4 Τα πολυώνυμα που προκύπτουν από τις (4.4) και (4.5) 

για |a,b] = £-1,1] και w(x) = 1 δίνονται από τον τύπο

J
φ (Χ) = _ α · ---- £  (χ2 -1)η , η =  0,1,2......  (4.11)

(2η)! dx11

2 . 2 dx = ---
2η +1

Απόδειξη Από το θεώρημα 4.3 για g(χ) = Φ (χ) και επειδή
........ -  ■" Π

( \ (2η)! (2η)·!
Φ 'η^(χ) = ------ η! = ------ = (2η-1)!! (λόγω του θεωρήματοςη “ ~2η(η|) 2ηη!

4.7), έχουμε:

-1

\ 2 ι (2η)!
|φ (χ)Ί dx = (-1)η — - " 7 Γ Γ  (χ2 “ 1)η(1χ = 

i L n  J 2ηη! 2ηη!ι -ι

(2η)!
= 2

2Ζη(η!)2
(1 - x 2)ndx . Μπορεί να δειχθεΐ ότι

(2η)!! 

(2η+ 1)1!

2ζη(η!)2 

(2η +1)!

οπότε προκύπτει

2

2η +1
A



I l l

1
»

χηΦ (x)dx = 
η/

-1

2n+1(n! )2 
— ■̂ ■— ■' ·
(2n +1)!

Απόδειξη Προκύπτει από το θεώρημα 4.3 με g(x) = χη (βλέπε και 

απόδειξη του θεωρήματος 4.8).

και τα

Όλα τα πολυώνυμα Φ (χ) είναι άρτιες συναρτήσεις2 |\
είναι περιττές, δηλαδή ισχύει

Φ5(-χ) = (-ΐ)^(χ) J = 0,1,2, (4.12)

Απόδειξη Προκύπτει από την έκφραση (4.10) αφού τα Φ_„(χ) περί-~ 2 Κ
έχουν μόνον άρτιες δυνάμεις του χ ενώ τα Φ (χ) περιέχουν μόνον2 Κ» 1
περιττές δυνάμεις του χ . ,. A

<n + T ^ t, w

Ισχύει η αναδρομική σχέση

-  (2η +1 )χΦ (χ) +ηΦ (χ) = 0 ' ' η η-ι ' η = 1,2,...

Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 4.1 έχουμε για το πολυώνυμο

χφ (χ)η

η+ι
χφη(χ) = Σ cO,(x) , 
η 1 * 0 1 1

από την οποία για κ η +1 παίρνουμε 

1 1
η+ι

(4.13)

η+* η+ι (

χφ (χ)Φ (x)dx = I  0 .φ.(χ)φ (x)dx = I  C. |Φ4(x)Φ„(x)dx =
_ι _] 1=0 1 1 Κ ι=0 Ί_] 1 κ

= cκ
-ι

®*(x)dx ίι (χφ (χ)Φ (x)dx
I II Κ 

-1
C =Κ 1 , κ =  0(1 )η +1. (4.14)

02(x)dx
κ

-ι
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Είναι ©ανερό ότι για κ < η -2 το πολυώνυμο χΦ..(χ) είναι βαθ“* ι>
μού κ + 1 <. η-1 και λόγω του θεωρήματος 4.5 από την (4.14) προκύπ

τει ότι

c = 0 ,  κ = 0(1 )η -2 .Κ (4.15)

Για κ = η από την (4.14) έχουμε

xfl)£(x)dx

= 0 , (4.16)

(D^(x)dx

-1

αφού η συνάρτηση χΦ*(χ) είναι περιττή λόγω του θεωρήματος 4.10 . 

Για κ = n —  1 η (4.14) δίνει

χφ (χ)φ (x)dx η η-ι'
-ι

η-ι (4.17)
1

ίΦ ^ Μ ό χ

-1

Αν d είναι ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του Φ (χ) , n-ι π-ι
τότε είναι χφ (χ) = d χη + S (χ) , όπου S (χ) είναι πολυ-η-ι η-ι η- 2 η-2'
ώνυμο βαθμού η - 2  . Έτσι έχοντας υπ’ όφιν τα θεωρήματα 4.5, 4.7,

4.8 και (4.9), ή (4.17) γίνεται

[2(η-1)]! ,π+ 1 ( η | ) 2

d χηφ (x)dx _ , 2 ,ο «νι
n-i J η 2η_1 Γ(η — 1) !j (2η + 1)S

η
η-ι

Φ^_ ι (X)dx
2η + 1

-1 2 (η -1) +1
(4.18)
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Τέλος, για κ -  η+1 είναι

1
►

χφ (χ)Φ (x)dx η η+ι/
c = — ----------------η+ι ι

®n+i(x,dx
J

-ι

(4.19)

Ακολουθώντας την Ιδια διαδικασία που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογι

σμό του c βρίσκουμε ότι

cη+ι
η +1 

2η +1
(4.20)

Λόγω των (4.15), (4.16), (4.18) και (4.20) από την (4.13) προκύπτει 

Π ζητούμενη αναδρομική σχέση. A

Με την βοήθεια της αναδρομικής σχέσεως του θεωρήματος 4.11 μπο

ρούν να βρεθούν εύκολα τα πολυώνυμα Legendre έχοντας υπ’ όψιν ότι 

Φ0(χ) = 1 , Φ1 (χ) = χ . Έτσι τα πρώτα 6 πολυώνυμα Legendre είναι:

Φ0(χ ) “ 1

Φ,(χ) = χ

Φ2(χ) = ^  (3χ2 — 1)

φ,(χ) = \  (5χ3 -3χ)

Φ„(χ) = j (35χ*-30χ2 +3) 

φ5(χ) - 5  (63χ5 -70χ5 + 15χ)

(4.21)

4.4 Τ α  π ο λ υ ώ ν υ μ α  C h e b y s h e v

Ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων σε σχέση με την συνάρτηση βά-
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_ j ,  _  _
ρους w(x) = (1 — x2) 2 στο διάστημα L-1,1J αποτελούν τα πολυώνυ

μα Chebyshev που ορίζονται από την σχέση

Τ (χ) = cos(n arccosx) , η =0,1,2,... . (4.22)η
Προφανώς είναι Τ0(χ) = 1  , Τα(χ) = x και |Τη (χ)| £  1 για |χ| £  1 

•Για τα πολυώνυμα Chebyshev ισχύουν τα ακόλουθα θεωρήματα:

J θεώρημα 4

4

-k
(1 — X2) 2 Τ (χ)Τ. (x)dx = Q για κ * j

κ J
-1

Απόδειξη θέτοντας arccosx = θ , 0 ^  θ ^  π έχουμε χ = cos0 ,
-k ι

dx = -  sin9d0 και (1 - χ 2) 2= , οπότε

π

(1 - X 2)"2 TK(x)Tj(x)dx οοεκθ cosj0d0 = 0 , για κ ψ j .

-ι

θεώρημα 4.13 Για κάθε πολυώνυμο ρ(χ) βαθμού < η -1 ισχύει

J
— 1

(1 - χ 2)"'5 ρ(χ)Τ (χ)dx = 0  , η > 1 .

^ θεώρημα 4.14 Το πολυώνυμο Τη (χ) έχει ακριβώς η διακεκριμέ 

νες\)ίζες στο διάστημα ( — 1,1) οι οποίες δίνονται από τον τύπο

Χκ - COS
ί(2κ+1)π] 

2η , κ = 0(1 )η -1 , η ^  1 . (4.23)

Απόδειξη Από την εξίσωση Τ_(χ) = cos(n arccosx) = 0 , θέτοντας
η (2κ + 1 )π

arccosx = θ , 0 < θ < π προκύπτει θ = --------
2η

, κ ακέραιος με
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2n n
είναι

(2κ +1)π
Ο < ------- < π , δηλαδή, κ = 0(1 )n — 1 . Έτσι οι ρίζες του Τ (χ)

Χκ = cos
ί(2κ + 1 )π 1

2η
κ * 0(1 )η- 1 , η > 1 . (4.24)

Αυτές είναι διακεκριμένες και ανήκουν στο (-1,1) . A

Για τα πολυώνυμα Chebyshev ισχύει η αναδρομική σχέ-

Απόδειξη Από την τριγωνομετρική ταυτότητα

(η —  1 )o J = 2cos0 *cosn8 με θ = arccosxcos (η +1) θ j + COS

προκύπτει Τη+ι(χ) +1n_1(x) = 2χΤη(χ) , δηλαδή η ζητούμενη σχέση. A

Με την αναδρομική σχέση του θεωρήματος 4.15 και γνωρίζοντας ότι 

Τ0(χ) = 1 , Tj(x) = χ , μπορούμε να βρούμε διαδοχικά τα πολυώνυμα 

Chebyshev. Τα πρώτα δέκα από αυτά είναι

Τ0(χ) = 1  , T,(x) = χ

Τ2(χ) = 2χ2 -1 , Τ3(χ) = 4χ3 —  3χ

Tjx) = 8χ“ —  8χ2 +1

Τ5(χ) = 16χ5 — 20χ3 +5χ
(4.25)

Τ6(χ) = 32χ6 — 48χ“ +18χ2 -1 

Τ7(x) = 64χ7 — 112χ5 +56χ3 -7χ 

Τ8(χ) = 128χ® —  256χ6 +160χ--32χ2 +1 

Τ9(χ) = 256χ9 — 576χ7 +432χ5 -120χ3 +9χ .

9
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θεώρημα 4.16 Ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του πολυωνύ

μου Τη(χ) του Chebyshev ισούται με 2η_1 (η ^  1) .

Απόδειξη Από το θεώρημα 4.15 προκύπτει ότι ο μεγιστοβάθμιος ό

ρος του Τ (χ) βρίσκεται αν πολλαπλασιάσουμε τον μεγιστοβάθμιο ό

ρο του Τ^ίχ) επί 2χ . Επειδή Τ^χ) = χ = 2°χ , ο μεγιστοβάθμιος 

όρος του Τ2(χ) θα είναι 2*χ2, του Τ3(χ) θα είναι 22χ3 κ.ο.κ. 

και του Τη(χ) θα είναι 2n_1xn , η > 1 .

'θεώρημα 4.17 Όλα τα πολυώνυμα Τ (χ) είναι άρτιες συναρτή- 
\  ̂̂ 

σεις και όλα τα Τ (χ) είναι περιττές συναρτήσεις, δηλαδή ισχύει

Tj(- χ ) - (-1)jTj(x) , j = 0,1,2,... . (4.26)

Απόδειξη Για j = 0,1 η (4.26) είναι προφανής. Υποθέτουμε ότι 

η (4.26) ισχύει για j ^  η (η >, 1) . Λόγω του θεωρήματος 4.15 έ

χουμε

( -X) = -  2χΤη{ -χ) -Τ (-χ) = ( -1)ntl2xTn(x) -n+i

- ( -  = ( -1 )n+1 [2xTn (x) -Tn_, (X)] =

Έτσι, απεδείχθη η (4.26) για j = n+1 και επομένως για j =

= 0,1,2,. „  .

ν /  (θεώρημα 4 J 8 ^

“ί [ π  για η = 0

|(1 — χ2)  ̂T2(x)dx = ■

-1
π για η > 0

Απόδειξη Ακολουθώντας την απόδειξη του θεωρήματος 4.12 βρίσκου

με ότι
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π

(1 - χ 2) 2 T2(x)dx = cos2n0d0 = ·

n

π
7

j :
(θεώρημα 4.19 ό ι ακρόταχες τιμές του 

στημαχ ^ί^ϋ^1·-^Μ3άνονται στα σημεία

χ„ = cos κ
κπ
η , κ = 0(1)η

για η = 0 

για η > 0 ·

Τ (χ) (η > 1) στο διά-

(4.27)

για τα οποία ισχύει Τ (χ ) = (-1)κ .XI κ

Απόδειξη Τα σημεία του Γ— 1,1*1 στα οποία το Τ (χ) παίρνει------------------  U- -» η

ακρότατη τιμή προκύπτουν από την λύση tnQ εξισωσεως |Τ (x)J = 1 , δη

λαδή των

cos(n arccosx) = ± 1 (4.28)

θέτοντας arccosx = θ , 0 < θ </π , οπότε χ =  cos8 , η (4.28) γί

νεται cosn0 = ± 1 με λύσεις θ = —  , κ ακέραιος και 0 —  < π.

Άρα οι λύσεις των (4.28) είναι

Χ„ = COS0„ = cos κ κ

Επί πλέον έχουμε Τ (χ ) = cos(n0 ) = cos(Kn) = (-1)κ , κ =  0(1)η.ΤΙ κ κ

κπ
η κ = 0(1 )η

θεώρημα 4.20 Εάν pn(x) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού 

η >_ 1 με συντελεστή του χη την μονάδα, τότε ισχύει

21”ηΤ (χ)Π = 2ι -η (4.29)max η [χ) >_ max

x 6 [ - 1 , Q  χ6[-1,1]

Απόδειξη Ας υποθέσουμε ότι ισχύει η αντίθετη της (4.29), δηλα

δή

max

χ 6 [~1,1J

Ρ (χ)Π < 21 -η (4.30)
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και επομένως Ρη(χ) < 2ι -η για κάθε χ 6 [— 1,1] Επειδή το πολυώ-

νυμο 21_nTn(x) έχει συντελεστή του χη την μονάδα προκύπτει ότι το 

πολυώνυμο R(x) = 21 nTn(x) ~ pn(x) είναι βαθμού <_ n-1 και για τις 

τιμές (4.27) ισχύει

s1gnR(xK) = sign[2I-nTn(xK) - P nU K)] =

=  sign|2,‘,l(-1)K - P n(xK)1 , κ =  0(1)n . (4.31)

Επειδή P_(xj| < 21_n , δηλαδή, — 21 n < Ρ (χ ) < 21_nn Κ
(4.31) συμπεραίνουμε ότι

n' Κ από την

signR(xK) = ( — 1 )Κ , κ = 0 ( 1 ) η  . (4.32)

Η (4.32) σημαίνει ότι το πολυώνυμο R(x) , βαθμού το πολύ π-1 , με 

R(x) t 0 αφού στα σημεία χ , κ = 0(1 )η παίρνει τιμές φ 0 , αλλά-
Κ

ζει πρόσημο σε κάθε ένα από τα διαστήματα (χ ,χ ) , κ =  0(1)n— 1Κ+ 1 κ
και επομένως έχει τουλάχιστον π διακεκριμένες ρίζες, πράγμα που εί

ναι άτοπον. Άρα ισχύει η (4.29). Μπορεί να αποδειχθεί (βλέπε άσκηση 

) ότι η ισότητα στην (4.29) ισχύει εάν και μόνον εάν Ρ (χ) = 

ξ ± 21_nTn (x) .

Πόρισμα 4.5 Εάν Ρ (χ) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού
ΙΏ

m , όπου 1 < m < η με συντελεστή του χ την μονάδα, τότε

21_ηΤ (χ) ηmax γ ιχ) > maxτη
χ 6[>1,1] χ6[-1,1]

Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 4.20 έχουμε

= 2ι-η

max

χ ε [— 1,1]

ρ (χ)m '
> 2 1 τη > 2ι-η = max

x6[-1,1J

21_ηΤ (χ) η
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ί:
1

λ 2.

. χ

ϊ 3.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να βρεθούν τα ορθογώνια πολυώνυμα Ρχ(χ) , Ρ2(χ) , P3(x) » Ρ„(χ ) » 

Ρ_(χ) σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x) ξ χ2 στο [-1,1 D·D
Στη συνέχεια να βρεθούν οι ρίζες αυτών.

Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασμένο σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων εί

ναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

η
νονται από τις ακόλουθες ισοδύναμες εκφράσεις:

U  V x) = ΊΓ Σ  ί"Γ(* -  1 ) η _ κ ( χ  + 1 ) Κ
η 2η κ = 0 ^

π

ϋ )  Φη ( χ )  =  1  | ( χ  cos0)nd0

[π]
1 1 1 )  φη ( χ )  =  4 -  I  ( - 1 ) 1

/ \ η

<μ1CCM

ηV /2η i=0

4. Να βρεθεί η σχέση που συνδέει τους συντελεστές των μεγιστοβαθμίων

όρων δύο διαδοχικών πολυωνύμων Φ (χ) , Φ (χ) του Legendre.
η  η + ι

5. Να δειχθούν οι ακόλουθες ιδιότητες των πολυωνύμων Legendre Φη (χ)»

ν !

η = 0,1,2,..

Θ Φη(1) ~ 1 , φη( -1) = (-1 )η .

ϋ )  Φ (0) =η

0 , η = 2κ +1

ί _-ηκ Ι2κ — 1̂) 11 _ , 1χκ 1 · 3 · 5 ... (2κ-1) 
ν * (2κ)11 1 υ  7". 6 ... (0ν\ » η ~ άκέ ·4 · 6 ... (2κ)

111) (1- χ 2)Φ”(χ ) - 2χΦ'(χ)+η(η+1)Φη (χ) = 0  . 

iν) |Φη(χ) | <, 1 για |χ| < 1  .
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6. Να βρεθεί το γινόμενο των ριζών του Φ (χ) .η

7. Να δειχθεΐ ότι για τους συντελεστές ai , ι = 0(1)η του

η
ισχύει £ α. = 1 . 

i=0 1

8. Να δειχθούν οι ταυτότητες

i) r w  = ΧΦ'n-i (χ) +ηΦη ι (χ)

© V < x > - Φ #n- ,(χ)· (2n + 1 )Φ (x)

f φ . (X) -■ K  ,
Oil) Φ (x)dx _ ητι n-i

n 2n + 1

iv) χφ* (x) -n • Φ* n-i (x) = ηφ (x ) .n

9. Να δειχθεΐ ότι δύο διαδοχικά πολυώνυμα του Legendre δεν μπορούν 

να έχουν κοινή ρίζα στο 1 ,1 ] .

10. Για τα πολυώνυμα Chebyshev να δειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις

0  Τη(ΐ)- 1 . Τ

11) Τ ( 0 ) « ( - 1 )

111) Τ (χ) + Τm+n m-n

n (-1) = (-i)n

κ , Τ (0) = ο 
* 2 Κ+ 1

(χ) = 2Τ (χ)Τ (χ)m η

iν) Τ (χ) = 2Τ2(χ) -  1' 2m '

ν> ΤΛ ' Χ»  - V * >  ·

11. Να βρεθεί το γινόμενο των ριζών του (χ) .

M 2 j  Να δειχθεί ότι η ελάχιστη τιμή της εκφράσεως

max |(x -  x0)(x -  Χ|).·.(χ -  xn)| επιτυγχάνεται όταν τα

X 6 C - M J
xi , ι = 0(1)η εκλεγούν να είναι οι ρίζες του πολυωνύμου

Τ ,,(χ) του Chebyshev. n+i
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13. .Να δειχθεί ότι

τ) (1 -  χ2)Τ"(χ) -  χΓ (χ) + η2Τη(χ) * Ο .

Tj(χ) + c , η = Ο

% / 0 Tn(x)dx = I  Τ2(x) + c , η = 1

1
Ί

ίτ (χ) Τ (χ)1 
η + ι '  '  η - ϊ

η +1 η -1
+ c , η > 1 .

Θ14^ Αν Ρη(χ) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού η με συντελεστή

του μεγιστοβαθμίου όρου τον α , τέτοιο ώστε
n π-ιmax |Ρ (χ)| < 1 , να δειχθεί ότι |α 1 < 2 

*6 [-1.1]

,5. Να δειχθεί δει Γ  (χ, = .

16. Να δειχθούν οι ακόλουθες ισοδύναμες εκφράσεις για τα πολυώνυμα

Chebyshev:

Γ" -λ η
η  τη(χ) = ΐ + / ^ | η + ίχ -

4 I

Ή
Σ

j=0 j !(η —  2j)!

1

ί) Τ (χ) = \  Σ ~ ' ) ! (2χ)"-^ =
Π C · _Λ - 1 * · *

js0

n-j

j  J
2n- 2J- ‘ xn- 2J , n = 1 , 2 , . . .

1 ϋ ) Τ „ ( χ ) =  Σ (-1)’ 
i=0n

n

2i

E3  i
= Σ U  - Ο
7=0 K=0

1+K

xn‘2l(1 - X 2)1 =

Π+2Κ-27
f \n f · \7
2 i\ / KV /
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J Θ

Θ

j Θ

Β3 Β3  κ
iv) Τ (χ) = I  Σ ( -  1)

Κ=0 j=K

f \
η ί »

J

2J. Λ
χη’2Κ , η =1,2,...

ν) Τ (χ) =  (1 -  χ 2)Η —  Γ(1 -  χ2) ^ ]  .
η 2nnl dx11 L J

17. Να δειχθεΐ ότι τα πολυώνυμα Chebyshev και τα πολυώνυμα Legendre 

συνδέονται με τις σχέσεις

Τ„(χ ) = Φ 0(χ) » Τχ(χ) = Φι(χ) ,

Τ (χ) = I Φ 1(Χ)Φη i (χ) -  χ I  Φ 1(Χ)Φη .· (χ) ,
η i t ( \  J n-J j=Q J n-j-i

n > 1 .
J=0

Να δειχθεί, ότι

jTn(x)dX = _J
-1

0 , για η = 2k +1

1 -n
για . η = 2κ .

m  Αν P (t) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού η >. 1 μεη
συντελεστή του tn την μονάδα, τότε ισχύει

2 t - b - a
max |Ρ (t)| >_ max

t6 [a, bj t6[a,b]]

(b -  a)n21_2nTn b —  a
= 21 _2n(b — a)n.

20. Να δειχθεί ότι η ισότητα στην (4.29) ισχύει εάν και μόνον εάν

Ρ (χ) = 21-ηΤ (χ) η ηΝ '

Να δειχθεί ότι ι) 

1

|(1 -  x2)_i|Tn(x)dx = ·

π για η = 0

-ι 0 για η ^  1
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Ή ) (1 -  xζ )~%ί Ρ (χ)Τ (x)dx «
η  η

α π

, η
ι

όπου Ρ (χ) πολυώνυμο η βαθμού με συντελεστή του χη τον α
Ώ
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

5.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Πολλές φορές, σε διάφορα προβλήματα, απαιτείται ο υπολογισμός 

της τιμής του ορισμένου ολοκληρώματος

b

f(x)dx , (5.1)

α

όπου f(x) είναι κάποια γνωστή πραγματική συνάρτηση, συνεχής στο πε

περασμένο διάστημα [σ,fcT] . Εάν η αντιπαράγωγος της f(x) , δηλαδή , 

μία συνάρτηση F(x) για την οποία ισχύει F'(x) = f(x) , είναι γνω

στή,τότε το ολοκλήρωμα (5.1) μπορεί να υπολογισθεί από τον γνωστό τύ

πο

b»
f(x)dx = F(b) -  F(a) . (5.2)

a

Συχνά όμως, η F(x) δεν μπορεί με αναλυτικές μεθόδους να εκφρα- 

σθεί σε "κλειστή" μορφή, σαν ένας πεπερασμένος συνδυασμός στοιχειω

δών συναρτήσεων, ή όταν αυτό είναι δυνατό είναι αρκετά πολύπλοκης



125

μορφής, με αποτέλεσμα η χρησιμοποίηση του τύπου (5.2) να είναι δύ

σκολη ή πρακτικά αδύνατη. Επίσης, στην περίπτωση που η f(x) δεν 

είναι γνωστή αναλυτικά, αλλά δίνεται ένα σύνολο τιμών της (π.χ. πει

ραματικά δεδομένα) για τιμές του χ στο διάστημα , δεν μπο

ρούν να εφαρμοστούν αναλυτικές μέθοδοι για τον υπολογισμό του (5.1). 

Για τους λόγους αυτούς χρησιμοποιείται η αριθμητική ολοκλήρωση, δη

λαδή μέθοδοι προσδιορισμού μιας προσεγγιστικής τιμής του (5.1). Οι 

τύποι που προκύπτουν για τον προσεγγιστικό υπολογισμό των ορισμένων 

ολοκληρωμάτων έχουν μεγάλη πρακτική αζία .

Η βασική ιδέα των μεθόδων αριθμητικής ολοκληρώσεως στηρίζεται 

στην προσέγγιση της f(x) στο [a,b] , συνήθως, από ένα πολυώνυμο 

Ρ(χ) (π.χ, πολυώνυμο παρεμβολής). Σύμφωνα με το θεώρημα προσεγγί- 

σεως του Weierstrass, κάθε συνεχής συνάρτηση μπορεί να προσεγγιστεί 

σε ένα κλειστό διάστημα όσο θέλουμε καλύτερα από ένα πολυώνυμο. Έ 

τσι, αφού. f(x)«^ Ρ(χ) στο [a,bj , θέτουμε

b b

f(x)dx«i jp(x)dx , (5.3)

a a

όπου το δεύτερο μέλος της (5.3) υπολογίζεται αναλυτικά εύκολα αφού 

το Ρ(χ) είναι πολυώνυμο.

5.2 Κ λ ε ι σ τ ο ί  τ ύ π ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  

ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ω ν  N e w t o n - C o t e s

Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 

b

f(x)dx

a

και δίνονται ή μπορούν να βρεθούν οι τιμές της f(x) στα η+1 

(η > 0) ισαπέχοντα σημεία χ^ = a +ih , i = 0(1 )η , όπου h = ρ ρ
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Προφανώς χ0 = α και χ = a + n h =  b . Έστω Ρ (χ) το πολυώνυμο
Π

παρεμβολής βαθμού το πολύ η με Pn(x^) = f.. = f(x^) = f(a + ih) ,

i = 0(1)n . Από τις (2.8) και (2.9) (τύπος παρεμβολής του Lagrange)
η

έχουμε Ρη(χ) = J  L^xjf. , όπου

j/i

Εισάγοντας την μεταβλητή t από την σχέση χ = χ0 +ht = a+ht (βλέ

πε (2.80)), οπότε είναι

Μ Ό  = Γ Τ
j=o

και επειδή 

b

f(x)dx
*

a

(χ) = L . (χ(t)) ε Λ. (t) = Τ Τ
j =0

f(x)* Pn (x) στο , προκύπτει ότι

b b n

(5.4)

όπου

b

f(x)dx«4
<
a

h l A.f , 
i=0 1 1

(5.5)

Ai

n
A^itjdt .

J

0

Λόγω της (5.4) οι συντελεστές Α̂  , i = 0(1)η στον προσεγγιστικό τύ

πο (5.5) εξαρτώνται μόνον από το η (δηλαδή,δεν εξαρτώνται από την 

f(x) και τα a,b) και μπορούν να βρεθούν σε πίνακες για τις διάφο

ρες τιμές του η . Μπορεί ακόμη να δειχθεί ότι A. = A . , i = 0(1)η 

Από τον τύπο (5.5) για τις διάφορες τιμές του η προκύπτουν οι 

καλούμενοι κλειστοί τύποι αριθμητικής ολοκληρώσεως των Newton -  Cotes
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ί.

■ tl'.

'*9‘

fcf;
:···

l
r.

F

V

Καλούνται κλειστοί επειδή και τα δύο όρια a,b της ολοκληρώσεως εί

ναι σημεία παρεμβολής.

Για παράδειγμα, αν η = 1 από την (5.5) έχουμε

b

f(x)dx&  h(A0f0 +Atfj) , 
a

όπου

A 1

1 ' 1* /

Λ (t)dt =

0 0

t - 0  
1 -0

1
2 *

Άρα o (5.6) γίνεται

1
2 *

(5.6)

b

f(x)dx«* lj-(f0 + f j  = |f(a) +f(b)j

a

(5.7)

και καλείται απλός κανόνας (ή τύπος) του τραπεζίου. Η γεωμετρική ερμη

νεία αυτού φαίνεται στο σχήμα 5.1 . (Το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου 

τραπεζίου δίνεται από το δεύτερο μέλος του "(5.7) ) .

σχ. 5.1
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Για η - 2 προκύπτει ο καλούμενος απλός κανόνας (του ^  ) του

Simpson:

b

f(x)dxw ~  (f +4f +f ) , (5.8)3 0 1 2 ' *
a

όπου

= f(a +ih) , h = £-=5. , 1 = 0 ,1 , 2  .

3
Για n = 3 προκύπτει ο καλούμενος απλός κανόνας των ^

b

f(x)dx« ~  (f0 +3f 1 +3f 2 +f 3) , (5.9)

a

όπου

f.j = f(a + ih) , h = p p  , i = 0(1)3 .

Πρέπει να σημειωθεί ότι ο τύπος αριθμητικής ολοκληρώσεως των 

Newton —  Cotes (5.5) είναι ακριβής για όλα τα πολυώνυμα βαθμού < η, 

αφού, όπως είναι γνωστό από την παρεμβολή, εάν η f(χ) είναι ένα πο

λυώνυμο βαθμού <_ η , τότε Ρ (χ) ξ f(x) . Έτσι, θεωρώντας την περί

πτωση f(x) ξ 1 προκύπτει ότι

η
I Α. = η . (5.10)
1=0 1

θα λέμε ότι η τάξη του τύπου (5.5) είναι £ εάν αυτός είναι α

κριβής για όλα τα πολυώνυμα βαθμού ^  £ και εάν δεν είναι ακριβής 

για όλα τα πολυώνυμα βαθμού £ + 1 . (Σημειώνεται ότι εάν υπάρχει του

λάχιστον ένα πολυώνυμο βαθμού £ + 1 για το οποίο δεν είναι ακριβής, 

τότε για όλα τα πολυώνυμα βαθμού £ + 1 δεν είναι ακριβής).

Στην πράξη, συνήθως, για να επιτύχουμε μεγαλύτερη ακρίβεια δεν 

χρησιμοποιούμε τύπους των Newton —  Cotes με μεγάλο η, αφού όπως εί

ναι γνωστό τα πολυώνυμα παρεμβολής μεγάλου βαθμού (σε ισαπέχοντα ση-
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μεΙα παρεμβολής) μπορεί να μην προσεγγίζουν καλά μία ομαλή συνάρτηση

f(χ) . Επί πλέον, έχει αποδειχθεί ότι η ακολουθία των δεύτερων μελών

του τύπου (5.5) των Newton - Cotes για η = 1,2,3,... δεν συγκλίνει α
b

ναγκαστικά στην ακριβή τιμή του f(x)dx καθώς το η . Για τους

α
λόνους αυτούς η ακόλουθη πρακτική διαδικασία εφαρμόζεται. Το διάστημα 

ολοκληρώσεως [α,δ] διαιρείται σε ένα αριθμό υποδιαστημάτων και κα

τόπιν στα υποδιαστήματα αυτά εφαρμόζονται οι τύποι των Newton - Cotes 

με μικρό η . Το ζητούμενο ολοκλήρωμα προσεγγίζεται επομένως από το 

άθροισμα των προσεγγίσεων για όλα τα υποδιαστήματα. Από την διαδικα

σία αυτή η οποία θα γίνει πιο κατανοητή στη συνέχεια προκύπτουν οι κα

λούμενοι γενικευμένοι (σύνθετοι) κανόνες (τύποι) αριθμητικής ολοκλη

ρώσεως των Newton -  Cotes που χρησιμοποιούνται πολύ στην πράξη.

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος (5.1),πρώτα διαιρούμε το δι

άστημα ολοκληρώσεως |a,tT] σε Ν > 1  ισομήκη υποδιαστήματα [χ ^»χ ^+1"3 

i = 0(1)Ν — 1 . Προφανώς, το μήκος κάθε υπσδιαστήματος θα είναι

h = b — a 
Ν •(5.11)

και ισχύει χ.. = a + ih , 1 = 0(1 )Ν

L X,

Έτσι έχουμε

Ν-ι Ί+ι

α

f(x)dx = I  
i=0

f(x)dx . (5.12)

Εάν εφαρμοστεί τώρα ο απλός κανόνας του τραπεζίου (5.7) στο διά

στημα [*j>xi+i] παίρνουμε

Χι+ι

f(x)dxft* j (5.13)

και επομένως η (5.12) δίνει
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b

f(x)dxfti
4

a

if,

T  + f l  + f 2 + · · ·  + fN-l +
Ji
2 .(5.14)

0 τύπος (5.14) καλείται γενικευμένος κανόνας του τραπεζίου.

Εάν ο θετικός ακέραιος Ν εκλεγεί άρτιος, τότε αντί της (5.12) 

θεωρούμε την

b 2 %

f(x)dx +

'Ν

f(x)dx =

Ν Χ 2 1 + 2
rr - 1

f(x)dx +...+ ίf(χ)dx = ff(x)dx . (5.15)
1=0 I

a x„ x„ x x,.·

Στο κάθε διπλό υποδιάστημα |x2., x2i+J] , i = 0(1)^--1 εφαρμοζόμενος 

ο απλός κανόνας του Simpson (5.8) δίνει

Χ 2 1 + 2

f ( x ) d x y ^21 + 4f2i + i + ^2i+2 (5.16

x2i

Λόγω της (5.16),από την (5.15) προκύπτει τώρα ότι

Ν
2 -1 h

a

f(x)dx« I
i=0 J

f . +4f ., + f .. 21 21+1 21+2
_ h 
“ 3 f„ + 4f, +2fz +4f3+...

+ 2f , +4fN-2 N-i N (5.17J

0 τύπος (5.17) καλείται γενικευμένος κανόνας του Simpson και είναι 

σως ο περισσότερο διαδεδομένος τύπος αριθμητικής ολοκληρώσεως.

Κατά τον ίδιο τρόπο,αν υποθέσουμε ότι ο Ν διαιρείται ακρ,ιθώς 

με το 3 και εφαρμοστεί ο απλός κανόνας των ^  σε κάθε τριπλό υπο

διάστημα [x3i, xji+?] » i = °(1) 

μένος κανόνας των ^  :

προκύπτει ο ακόλουθος γενικ
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b

f(x)dx«i f0 +3f2 + 3f2 + 2f3 + 3f„ + 3fs +2f6 +...+ 3fN-l +fN .

(5.18)

Πρέπει να σημειωθεί ότι όταν ζητούμε να υπολογίσουμε το ολοκλή

ρωμα (5.1) με κάποια δεδομένη ακρίβεια, π.χ. με ακρίβεια κ δ.θ., 

χρησιμοποιώντας κάποιο συγκεκριμένο γενικευμένο κανόνα των Newton — 

Cotes, αρχίζουμε με την μικρότερη δυνατή τιμή του Ν (π.χ. Ν = 1 

για τον (5.14), Ν = 2 για τον (5.17), Ν = 3 για τον (5.18) κ.λ.π.)

και διπλασιάζοντας διαδοχικά την τιμή του Ν βρίσκουμε διαδοχικές 

προσεγγίσεις για το ζητούμενο ολοκλήρωμα. Η επαναληπτική αυτή υπολο

γιστική διαδικασία σταματά όταν η διαφορά δύο διαδοχικών προσεγγίσεων 

είναι απολύτως 1(ΓΚ .

Αξίζει να αναφερθεί τέλος, ότι η ακολουθία των προσεγγίσεων που

προκύπτει από ένα γενικευμένο κανόνα των Newton -  Cotes καθώς το Ν·*®
b

συγκλίνει πάντοτε στην ακριβή τιμή του jf(x)dx .

α

5.3 Σ φ ά λ μ α τ α  α π ο κ ο π ή ς  τ ω ν  κ λ ε ι σ τ ώ ν  

τ ύ π ω ν  τ ω ν  N e w t o n - C o t e s

Το σφάλμα αποκοπής Ε (f) του τύπου αριθμητικής ολοκληρώσεωςη
(5.5) δίνεται ως γνωστόν από την διαφορά

b b b
f

f(x)dx =
n

En(f) = h l A f  -  
n 1=0 1 1

P (x)dx —  n f(x)dx =

a

Pn(x) -f(x) dx . (5.19)

Εάν υποθέσουμε ότι n f(x) είναι συνεχώς παραγωγίσιμη η + 1 φορές 

στο [a,b] , τότε σύμφωνα με το θεώρημα 2.1 (βλέπε και (2.24) ) η



(5.19) γίνεται

Εη(f) = -
1

(η +1)!

b

ΤΤ(Χ - xi)fCn+1)(5(x))dx ,
ί  1=0 1

(5.20)

όπου ξ 8 | χ 0,χ^| ξ Ja,b] ή ακόμη, βάσει των x = x0 + ht , x ^ a + i h ,

1 = 0(1)n , h = b - a

n+2 n
r n

n (n +1)!
r T ( t - i ) f (n+l)(E(tidt . 
i=0

(5.21)

Από την (5.21) για n =  1 (κανόνας του τραπεζίου) έχουμε Ex(f) =

hi
2 t(t — 1)f"(ξ(ΐ))dt . Επειδή t(t — 1) ^  0 στο Q),f] , σύμ- 

φωνα με το γενικό θεώρημα μέσης τιμής για ολοκληρώματα προκύπτει ότι

Ei(f) - -  -U(a)j, t(t— 1)dt για κάποιο θ 8 (0,f] .

Έτσι, τελικά το σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα του τραπεζίου εί

ναι

E,(f) - 1? hsf"(0 = <b ~ α ) 3Γ(ξ) , (5.22)

1

όπου ξ 6 | χ 0,χ^ ξ [a,b] , αφού |t(t-1 )dt = -  ^  . Έστω |Γ(χ)| <

(b -  a)3Μ2
^  Μ2, v-x6ja,b] . Τότε,από την (5.22) έχουμε |ΕΛ (f) | < ----— ----

Για το σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα του Simpson ( 0 = 2 ) ,  

είναι εύκολο να δειχθεί 0tl δεν μπορεί να εφαρμοσθεί η ίδια διαδικα

σία με την περίπτωση η = 1 . Μπορεί πάντως να αποδειχθεί (βλέπε ά-
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σκηση 9 ) ότι ισχύει

M f> = μ  h5f(° u) * ί5*23)

όπου ξ0[χο,χ2̂  ξ [a,b] και h =  . (Υποτίθεται επί πλέον ότι

•Π f(^(x) , δηλαδή, η η +2 τάξεως παράγωγος της f(x) , υπάρχει 

και είναι συνεχής στο [a,b] ).

Επίσης, το σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα των ^  (περίπτωση 

π = 3 ) δίνεται από τον τύπο

E,(f) = W  hSf<l,)(5) > <5-24)

όπου ξ6[χ0,χ3̂  = [a,b] και h = — —̂  .

Από τους τύπους των σφαλμάτων αποκοπής (5.22), (5.23) και (5.24) 

είναι φανερό ότι η τάξη των κανόνων του τραπεζίου, του Simpson και
3

των g είναι αντίστοιχα 1,3 και 3 .

Είναι δυνατόν να δειχθεί δια γενικωτέρων μεθόδων ότι,εάν n f(x) 

είναι συνεχώς παραγωγίσιμη η+1 φορές εάν ο η είναι περιττός και 

η +2 φορές εάν ο η είναι άρτιος, τότε ο τύπος του σφάλματος αποκο

πής (5.20) ή (5.21) λαμβάνει τις ακόλουθες ισοδύναμες μορφές:

- hnt2f(n+i)( o  

(η +1)1

ί) En(f)

η
( η

| |(t — 1)dt , εάν η περιττός 
i=0

(5.25)

hn+3f( n + 2 ) ^

(η +2)!

η η
t | I(t -i)dt , εάν η άρτιος

ι = 0

ϋ )  En(f)

Ε (χη+1) , ,
. Γ η+1'(ξ) , εάν η περιττός 

(η +ι)Ι

En (xn + 2 )

(5.26)

^(η+2) (ξ)  ̂ ε^ν η άρτιος ,
(η+2)!
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όπου ξ6[α,έΓ] και En (xm ) είναι το σφάλμα αποκοπής όταν f(x) = xm . 

Για παράδειγμα, έστω [a,b] = £-1,1] και η = 2 . Τότε, από

Ε2(χ“) ( Λ
την (5.26) έχουμε E2(f) = ------- f ‘‘'(ξ) , ζ 6 [̂—  1, , όπου λό-

4!

γω της (5.8) είναι

Ε (χ1·) = |  2 ν 1 3 ( - 1 Γ  + 4(0)** + 1**

ι

χ“άχ = f ~ § ” jy·· Αρα »
0

E2 (f) ' Τ Ϊ Τ Γ  ί<,,>(ξ) = 97 f('>(5) (βλέπε (5.23) VLa h = 1 ) .

Από τις (5.25), (5.26) προκύπτει ότι η τάξη του τύπου αριθμητι

κής ολοκληρώσεως (5.5) των Newton —  Cotes είναι η αν ο η είναι πε

ριττός,ενώ είναι η + 1 αν ο η είναι άρτιος.

Αφού βρέθηκαν τύποι για τα σφάλματα αποκοπής των απλών κανόνων 

των Newton - Cotes,είναι εύκολο να βρεθούν τα σφάλματα αποκοπής των 

αντίστοιχων γενικευμένων κανόνων των Newton - Cotes. Έτσι, στη συνέ

χεια βρίσκουμε το σφάλμα αποκοπής του γενικευμένου κανόνα του τραπεζί

ου (5.14). Ανάλογη διαδικασία εφαρμόζεται για οποιονδήποτε άλλο γενι- 

κευμένο κανόνα.

Αν καλέσουμε Εχ (f) το σφάλμα αποκοπής του (5.14), τότε λόγω 

των (5.12), (5.13), (5.14) και (5.22) είναι

όπου ξ̂  θ|χ.., x.+jj KaL το h δίνεται από την (5.11). Αφού η Γ(χ) 

είναι συνεχής,σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής για αθροίσματα,έχουμε
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Ν-1 Ν-1 j—  —1
I Γ(ξ,·) = Γ(ξ) I  1 = ΝΓ(ξ) Με ξ 6 ππη{ξ.}, maxU·} £[a,bj.
i=0 i=o Li 1 i '-1

Apa η (5.27) γίνεται

E.,N(f> = !r r f" ( «  = L Tii h 2 f'(« · ? e & . Ό  · (5 ·28>

αφού hN = b —  a .

Για τον γενικευμένο κανόνα (5.17) του Simpson (Ν άρτιος) μπορεί
να δειχθεί ότι

Ε2,Μ(ί) = Τ Μ ί(')( 0  = ^ » ' · ' ί <,·)(ξ)'> 5 6[a,b] , (5.29)

ενώ via τον νενικειιιιένο κανόνα (5.18) των ^  (Ν — πολΑ. του 3) είναι

E3,«(fl = ¥ f<^ )  = T r h'f<', ( 5 1 ’ ζ ε & . Ώ  · (5.30)

Οι τύποι για το σφάλμα αποκοπής των γενικευμένων κανόνων είναι

χρήσιμοι και για την εκλογή του h (Ν = ^ 7- ° ) . Έτσι, εάν,γι,α παρά-
n b

δείγμα,θέλουμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα f(x)dx με τον γενικευ-
ν

a
μένο κανόνα του Simpson,έτσι ώστε το μέγιστο απόλυτο σφάλμα αποκοπής 

να είναι < ε , τότε,λόγω της (5.29), το βήμα b πρέπει να εκλεγεί έ

τσι ώστε

Ε2,Ν (f) h“ max 
xG[a,b]

f(,)(x) < ε δηλαδή,

h < 180 ε Ί k
, όπου Μ = max f(,,)(x)

{b - a ) M , J x6(a,b]

Πρέπει να σημειωθεί ότι κατά την χρησιμοποίηση κάποιου γενικευ- 

μένου κανόνα αριθμητικής ολοκληρώσεως εκτός από το σφάλμα αποκοπής 

υπεισέρχεται και το υπολογιστικό σφάλμα (συνήθως σφάλμα στρογγυλεύ- 

σεως),το οποίο αυξάνει όταν ο Ν αυξάνει, δηλαδή, όταν το βήμα h
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ελαττώνεται. Πάντως, το σφάλμα στρογγυλεύσεως δεν είναι τόσο σοβαρό 

πρόβλημα στην αριθμητική ολοκλήρωση, όπως αντίθετα συμβαίνει με την 

αριθμητική παραγώγιση και μπορούμε να πούμε ότι η αριθμητική ολοκλή

ρωση είναι ευσταθής διαδικασία.

5.4 Α ν ο ι κ τ ο ί —  η μ ι α ν ο ι κ τ ο ί  τ ύ π ο ι  

α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ω ν  

N e w t o n —  C o t e s

Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 5.2, οι τύποι που προκύπτουν α

πό τον (5.5) για η =  1,2,3,... καλούνται κλειστοί. Όπως θα δούμε 

στη συνέχεια μπορούν να προκύψουν τύποι της μορφής (5.5) όπου κανένα 

από τα άκρα α και b του διαστήματος ολοκληρώσεως δεν είναι σημείο 

παρεμβολής. Οι τύποι αυτοί καλούνται ανοικτοί τύποι των Newton -  Co

tes. Στους ημιανοικτούς τύπους ένα μόνον από τα άκρα a,b είναι ση

μείο παρεμβολής.

Αν υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε ένα σημείο παρεμβολής χ0 C [a,b] , 

τότε το πολυώνυμο παρεμβολής είναι Ρ0(χ) ξ f(x0) και επομένως προ

κύπτει ότι

b

f(x)dx
4

a

b

P0(x)dx
*

a

b b

f(x0)dx = f(x0) dx

a a

(b -  a)f(x0). (5.31)

0 τύπος (5.31) καλείται κανόνας του ορθογωνίου. Η γεωμετρική ερμηνεία
b

αυτού (βλέπε σχ. 5.2) είναι ότι το f(x)dx προσεγγίζεται από το
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ίϊ 'f1 h
* Αν x0 = a,b, q 2~- προκύπτουν αντίστοιχα οι ακόλουθοι τύποι 

b

f(x)dx# (b —  a) f(a)» (5.32)

a
t

b

f(x)dx«? (b —  a)f(b), (5.33)

a 

b

ff(x)dx* (b - a ) f  ( 2 ^ · )  . (5.34)

a

Οι τύποι (5.32), (5.33), (5.34) είναι αντίστοιχα γνωστοί σαν, προς 

τα εμπρός κανόνας του ορθογωνίου, προς τα πίσω κανόνας του ορθογωνί

ου και κανόνας του μέσου. Οι δύο πρώτοι είναι ημιανοικτοί ο δε τρί

τος ανοικτός.

Για την εύρεση του σφάλματος αποκοπής του τύπου (5.32), από την 

(5.20) παίρνουμε για η = 0

x0)f'(ζ(χ))dx =

b

(x
4

a

a)f' U(x))dx (5.35)

όπου ξ 6 [a,xj . Επειδή x -  a > 0 στο [α,ΰ], σύμφωνα με το γενικό 

θεώρημα μέσης τιμής για ολοκληρώματα έχουμε

b

E0(f) = —  f' (ξ(θ))|(χ —  a)dx , θ 6 [a,10 , ή τελικά

a

Ec(f) =  - (b ;-0|)2f ( a  . i e & . b D  · (5.36)

Ομοίως,μπορεί να βρεθεί ότι το σφάλμα αποκοπής του τύπου (5.33) εί

ναι



(5.37)E(,°(f) - ^ - 2-° > V (0, ?6[?,b] .

Ακόμη, μπορεί να δειχθεΐ (βλέπε άσκηση 47 ) ότι το σφάλμα αποκοπής 

του τύπου (5.34) είναι

t‘2)(f) = , ξ 6 [ ά , 5  . ' (5.38)

Η γενική μορφή των ανοικτών τύπων αριθμητικής ολοκληρώσεως των 

Newton —  Cotes προκύπτει ως εξής: θεωρούμε τα η+1 ισαπέχοντα ση

μεία χ. , i = 0(1)η , τέτοια ώστε

= α + (i +1 )h , i = 0(1)η , όπου h = * (5.39)

Προφανώς χ^+1 —  χ. = h , i = 0(1 )η -1 και α = χ0-  h , b = χ +h.

Αν Ρη (χ) είναι το πολυώνυμο παρεμβολής των σημείων (x^,f(x^)) ξ

= (x.,f.) , i = 0(1)η , τότε κατ’ αναλογίαν προς τον τύπο (5.5)
προκύπτει ότι

b'
f(x)dx »

*

α

b

Pn(x)dx
»

a

όπου

n
. Σ Λ f .
i=0

(5.40)

n+i 
( n

Γ Τ
j=o

= f(x̂ .) = f(a + (i + 1 )h) , i = 0(1 )n

και h = — --0 .n + 1

Για n = 0 από τον (5.40) προκύπτει ο τύπος (5.34) του μέσου. 

Για η = 1 προκύπτει ο τύπος

b

f(x)dxs« f o + f,

\

a
9 (5.41)
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όπου h = b ~  και f . * f(α + (i +1 )h) , i = 0,1 με αντίστοιχο
V I

σφάλμα αποκοπής

E*(f) = - ^ f " ( U  , i e & . b j  · (5.42)

Για n = 2 (βλέπε άσκηση 47 ) προκύπτει ο ακόλουθος τύπος 

b

f(x)dx« (2f0 -  f, + 2f2) , . (5.43)
J
α

όπου h = -- και f.. = f(α + (i +1)h) , i = 0,1,2, . To σφάλμα α

ποκοπής, του (5.43) είναι

E5(fi = - i f f ( 0 ( i ) . i e & . g (5.44)

Γενικά οι ανοικτοί τύποι είναι κατώτεροι (λιγώτερο ακριβείς)από 

τους αντίστοιχους κλειστούς. 0 κανόνας του μέσου που είναι καλύτερος 

από τον κανόνα του τραπεζίου (όπως προκύπτει δια συγκρίσεως των απολύ

των σφαλμάτων αποκοπής των κανόνων αυτών) είναι η πιο σπουδαία εξαίρε

ση. Οι ανοικτοί τύποι χρησιμοποιούνται κυρίως στην αριθμητι,κή επίλυση 

συνήθων διαφορικών εξισώσεων και σε άλλες ειδικές περιπτώσεις.

Είναι φανερό ότι οι ανοικτοί και ημιανοικτοί τύποι μπορούν να 

γενικευθούν όπως και οι κλειστοί. Έτσι, ακολουθώντας την ίδια διαδι

κασία, ο γενικευμένος προς τα εμπρός κανόνας του ορθογωνίου προκύπτει 

ως εξής:

όπου h = — -β- q και fj 

πής του (5.45) ε£ναι

Ν-ι
Σ hf. = h 
i=0 1

f +f+...+fM +f„ , (5.45)0 1 N-2 N-i

f(a+ih) , i = 0(1)N— 1 . To σφάλμα αποκο-

0
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E0>N(f) = , E6[a,bJ · (5.46)

Επίσης, ο γενικευμένος προς τα πίσω κανόνας του ορθογωνίου είναι 

b

f(x)dx** h fi +f2 + · * · + ^n -i + ^N (5.47)

όπου h

a

_  b -  a 
N , f. = f(a + ih) , i = 1(1 )N με σφάλμα αποκοπής

Ei',N(f) ’ * 6 & > b3

και ο γενικευμένος κανόνας του μέσου είναι, 

b

(5.48)

Ν-ι

a

f(x)dx«* h I f a + (i )h , 
i=0 L J

(5.49)

h = b α- με σφάλμα αποκοπής

, ξ 6 |a,t>]° ,Ν
(5.50)

Παράδειγμα 5.1 Να προσεγγιστεί το ολοκλήρωμα jf(x)dx , όπου

1 0 
f(x) = ----- με την βοήθεια των γενικευμένων κανόνων του τραπεζίου,

1 + χ*

του Simpson και του μέσου. Να χρησιμοποιηθεί Ν = 4 και να διατηρούν

ται 6 δ.θ. στους υπολογισμούς. (Η τιμή του ολοκληρώματος με ακρί

βεια 8 δ.θ. είναι 0.86697299) .

Λύση Είναι h = b— q = ^-= 0.25 .

ι) Γενικευμένος κανόνας του τραπεζίου (βλέπε (5.14)):

dx

1+χ1
0.25 <— + — !—  + — ,1—  ♦ Μ - . . _ 1

.2(1+0“·) 1 + {0.25) “* 1 + (0.5) ** 1+(0.75)* 2(1+1*).
*J>
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«  0.25(0.5 + 0.996109 + 0.941176 + 0.759644 + 0.25) = 

= 0.25(3.446929) 0.861732 .

ii) Γενικευμένος κανόνας του Simpson (βλέπε (5.17)):

1

ί  ί ΐ  + 4 ( 0 . 9 9 6 1 0 9 )  + 2 ( 0 . 9 4 1 1 7 6 )  + 4 ( 0 . 7 5 9 6 4 4 )  +
ί 1+χ" ό 1

0.5 = 0.25 (10.405364) «ί 0.867114 .

111) Γενικευμένος κανόνας του μέσου (0λέπε (5.49)):

--------- + ---------- + ----------  + ---------
1 + (0.125)** 1 + (0.375) ** 1 + (0.625)'4 1 + (0.875)\

α* 0.25(0.999756 +0.980608 + 0.867613 + 0.630445) *

= 0.25(3.478422)α* 0.869606 .

0.25
I 1+χ1*

J

5.5 E x t r a p o l a t i o n — Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ο λ ο  

κ λ ή ρ ω σ η  τ ο υ  R o m b e r g

Ας υποθέσουμε ότι η ακριβής τιμή I =

b*
f (x)dx προσεγγίζεται με

α
την βοήθεια κάποιου γενικευμένου κανόνα των Newton —  Cotes από την

L _ η
1(h) , όπου h = — ^—  , με αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής E(h) της τά- 

ξεως του hm (m 1) (E(h) = 0(hm )) , δηλαδή, E(h)«# Mhm , όπου η ποσό- 

της Μ θεωρείται σταθερά στο [a.bj για την δοσμένη συνάρτηση f(x). 

Έτσι έχουμε

E(h) = 1(h) -  I (5.51)

και

1(h) —  I (5.52)

Εκλέγοντας τώρα βήμα hx « λΐι, 0 < λ < 1 παίρνουμε μία νέα καλύτερη
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προσέγγιση I(hj) = I(Ah) της I , για την οποία θα ισχύει λόγω της 

(5.52)

I(Ah) -  Ift* M(Ah)m . (5.53)

Οι σχέσεις (5.52) και (5.53) αποτελούν ένα σύστημα δύο εξισώσεων με 

τους δύο αγνώστους I και Μ . Πολλαπλασιάζοντας την (5.52) επί - A m 

και προσθέτοντας την προκύπτουσα στην (5.53) παίρνουμε

Ι(λΗ) - A mI(h) = Ι(λΗ) , I(Ah) -  1(h) =
^  4 ,m ' /-^πί1 -  λ -  1

= I(Ah) + ω^Ι(λh) -  1(h) ε I(1)(Ah) , (5.54)

όπου ω =  — --- . Η τιμή I^( A h )  αποτελεί μία βελτιωμένη προσέγ

-  1

γιση για την I (γενικά μπορεί να αποδειχθεί ότι το σφάλμα αποκοπής 

για την I^(Ah) είναι τουλάχιστον της τάξεως του hm+1) και καλεί· 

ται "extrapolated" προσέγγιση της I που βασίζεται στις τιμές 1(h) 

και I(Ah) .

Η παραπάνω διαδικασία που καλείται extrapolation του Richardson 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί επαναληπτικά ("extrapolation στο όριο"), κα

θώς το h πλησιάζει στο 0 , και είναι η βάση για την αριθμητική ο

λοκλήρωση του Romberg.
1

Συνήθως εκλέγεται λ = j  >οπότε η (5.54) γίνεται

(Ο = I

1(h)

2m -  1
(5.55)

Με την extrapolation διαδικασία αποφεύγουμε την χρησιμοποίηση 

πολύ μικρού h , που θα είχε σαν αποτέλεσμα την αύξηση των υπολογιστι

κών πράξεων και επομένως του σφάλματος στρογγυλεύσεως,προκειμένου
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να επιτύχουμε προσεγγίσεις ορισμένης ακρίβειας.

Η ολοκλήρωση του Romberg συνίσταται στην επαναληπτική εφαρμογή 

της διαδικασίας extrapolation με λ = ^  στους γενικευμένους κανόνες 

των Newton -  Cotes και συνήθως στον γενικευμένο κανόνα του τραπεζίου. 

Έτσι, εάν καλέσουμε T(h) ξ Τν την προσέγγιση που προκύπτει από τον 

γενικευμένο κανόνα του τραπεζίου (h = ^ Ν 01 ), οπότε Τ(^) ξ Τ2Ν 

και επειδή από την (5.28) είναι m = 2 , η (5.55) δίνει

τ( 1) _ τ ,Λ ν Τν 
2Ν Έ ν ο

(5.56)

Μπορεί να δειχθεί (βλέπε άσκηση 26 ) ότι η συμπίπτει με την
L·

προσέγγιση S(̂ ·) = S2N που προκύπτει από τον γενικευμένο κανόνα του

Simpson και επομένως το σφάλμα αποκοπής της είναι 0(h“) . Με βάση 

την (5.56) προκύπτει ότι

Τ ( Ο  _ τ · Τ-Ν Τ2Ν
\ ν „ (5.57)

Για την εύρεση της απαιτείται και η Τ, „ . Επίσης θα ισχύειΗΝ **Ν
/  L.

Τ ">  = SkN = s(J) . Έτσι, από την (5.55) για m = 4 η νέα προσέγ

γιση που βασίζεται στις Τ2^  και θα είναι

τ(1) _  τ(1) 
(2) = (1) ** Ν 2Ν
**ν **ν (5.58)

ί 2 )
Μπορεί να δειχθεί ότι η Τ' συμπίπτει με την τιμή που προκύπτει α-** Ν ο
πό τον τέταρτο στη σειρά (επόμενο εκείνου των 4  ) γενικευμένο κλει-

h °
στό κανόνα των Newton -  Cotes με βήμα ^ (βλέπε άσκηση 28 ). Επομέ- 

νως η επόμενη προσέγγιση που βασίζεται στις Τ' και Τ είναι•♦Ν 8Ν
(τώρα είναι m = 6) .
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j(2) _  τ(2)

Τ*  - τ«  * - ~γ - 'Λ  · (5.59)

Η διαδικασία συνεχίζεται μέχρις ότου επιτευχθεί η επιζητούμενη ακρί

βεια. Είναι φανερό ότι η απαιτεί την εύρεση των Τ ^ ,  Τ*Α*,

Τ8Ν . Η συστηματική εύρεση των διαδοχικών επαναλήψεων γίνεται με την 

βοήθεια του παρακάτω πίνακα του Romberg

Πίνακας 5.1

ί 3 )
Πρέπει να σημειωθεί ότι η Τ' και οι επόμενες προσεγγίσεις 

δεν συμπίπτουν πλέον με τιμές που προκύπτουν από τους γενικευμένους 

κανόνες των Newton -  Cotes .

Παράδειγμα 5.2 Να υπολογισθεί το x7dx με ολοκλήρωση Romberg
3

αρχίζοντας με βήμα h = 8 και φθάνοντας μέχρι h = 1 (Ακριβής τι

μή = 48008) .

Λύση 'Εχουμε Ν = b- ̂ —  = - ~γ-— - = ^  » οπότε από τον γενικευ- 

μένο κανόνα του τραπεζίου παίρνουμε

8
Τ (8) = l x = j (-3) +5

7Λ
= 4( -2187 + 78125) = 303752 ,
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Τ  ( 4 )  =  Τ  =  4 1 ~ 3) 7 + I 7 + d  =  4 (  - 1 0 9 3 . 5  + 1 + 3 9 0 5 2 . 5 )  =  1 5 1 8 8 0 ,  
2 Ζ j

Τ(2) = Τ, = 2 ίί- Μ ·7+ ( - 1 ) 7 + Γ  + 3 7 + ψ =  8 0 3 1 2  ,

ΤΟ) = Τβ = L ^ 1 I 7 + ( _ 2 ) 7 + (  _ 1  ) 7 + 0 7 + 1 7 + 2 7 + 3 7 + 5 7 )
2 =  56540

Έχοντας υπ’ όψιν τον παρακάτω πίνακα βρίσκουμε διαδοχικό

Τ2 =

.(Ο

( Ο

Η συμπίπτει με την ακριβή τιμή του ολοκληρώματος.
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5.6 Μ έ θ ο δ ο ι  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  ο λ ο κ λ η ρ ώ 

σ ε ω ς  τ ο υ  G a u s s

5.6.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

θα ασχοληθούμε τώρα με το γενικώτερο πρόβλημα της αριθμητικής 

ολοκληρώσεως, δηλαδή, με τον προσεγγιστικό υπολογισμό ολοκληρωμάτων 
της μορφής

b

w(x)f(x)dx . (5.60)

α

Στην (5.60) w(x) είναι η καλούμενη συνάρτηση βάρους, δηλαδή μία 

καθορισμένη συνάρτηση για την οποία υποθέτουμε ότι ισχύουν οι ιδιό

τητες που αναφέρονται στην παράγραφο 4.1 (σε σχέση με το διάστημα 

[a,b] , το οποίο δεν είναι αναγκαστικά πεπερασμένο). Υποθέτουμε επί

σης ότι η f(x) είναι συνεχής και υπάρχει το ολοκλήρωμα (5.60). Εί

ναι εύκολο να δειχθεί ότι ισχύει το παρακάτω θεώρημα ·

θεώρημα 5.1 Εάν δοθούν οποιαδήποτε η+1 διακεκριμένα σημεία 

χ., i = 0(1)π , μπορούμε να βρούμε σταθερές (συντελεστές) Α.., i =

= 0(1)n έτσι ώστε ο προσεγγιστικός τύπος αριθμητικής ολοκληρώσεως

bί Π
w(x)f(x)dx I A.f(x.)

i i=n 1 1
(5.61)

να είναι ακριβής στην περίπτωση που η f(x) είναι πολυώνυμο βαθμού 

< η . (Υποτίθεται ότι n f(χ) ορίζεται στα σημεία χ.., i = 0(1)η,τα 

οποία δεν ανήκουν αναγκαστικά στο [a,bj).

Απόδειξη Έστω ?ηΜ  τ0 πολυώνυμο παρεμβολής του Lagrange , 

με σημεία παρεμβολής τα χ., i = 0(1)η , τέτοιο ώστε Ρη( ) = f(x^). 

i = 0(1)n . Προφανώς



(βλέπε (2.7), (2.8) ) .Ρ (x) = Σ L-(x)̂ (Xi)
η i=0 1 1

Τότε έχουμε

b ί

w(x)f(x)dx« w(x)Pn (x)dx= £ wixjL^xJdx f(xi) .

a

bf
θέτοντας = w(x)Ll-(x)dx , i = 0(1)n , προκύπτει ότι

b 11
w(x)f(x)dx«i Σ Ajf(x.) .

i = 0 . 1 1

n
(5.62)

a

Εάν n f(x) είναι ένα πολυώνυμο R(x) βαθμού ^  η , τότε από την 

παρεμβολή είναι γνωστό ότι Pn (x) = R(χ) και επομένως ο τύπος (5.62)

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι τύποι των Newton —  Cotes (5.5) και

(5.40) προκύπτουν από τον γενικώτερο τύπο (5.61) στην περίπτωση που 

w(x) = 1 και τα σημεία χ., i = 0(1)η είναι ισαπέχοντα και ανήκουν 

στο [a,b] . Επίσης, είναι δυνατόν ο τύπος (5.61) σε μερικές περιπτώ

σεις να είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού μεγαλύτερου του η (π.χ. 

ο τύπος (5.5) των Newton -  Cotes με η άρτιο).

Η αριθμητική ολοκλήρωση του Gauss συνίσταται στην εύρεση ενός 

προσεγγιστικού τύπου της μορφής (5.61),χωρίς να υποθέσουμε ότι τα ση

μεία χ^, i = 0(1)η είναι γνωστά (δεδομένα) εκ των προτέρων. Δηλαδή, 

τα σημεία χ., i = 0(1 )η και οι συντελεστές , i = 0(1 )η είναι 

προσδιοριστέα και εκλέγονται έτσι ώστε ο τύπος (5.61) να είναι ακρι

βής για πολυώνυμα όσον το δυνατόν μεγαλύτερου βαθμού. (Υποτίθεται φυ

σικά ότι μπορούμε να υπολογίζουμε την συνάρτηση f(x) σε οποιοδήποτε 

σημείο χ ).

Επειδή υπάρχουν 2 η +2 προσδιοριστέεςπαράμετροι στον τύπο (5.61),

θα είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού £  η . k
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είναι λογικό να αναμένουμε ότι με κατάλληλη εκλογή αυτών μπορεί να 

προκόψει ένας τύπος αριθμητικής ολοκληρώσεως ακριβής για πολυώνυμα 

βαθμού <. 2η +1 , δηλαδή, για όλους τους γραμμικούς συνδυασμούς των 

2 η +2 δυνάμεων 1, χ, χ2,..., χ2η+Ι . Ένας τέτοιος τύπος θα καλεί

ται τύπος ή κανόνας αριθμητικής ολοκληρώσεως του Gauss .

Στον τύπο (5.61) μόνον η συνάρτηση f(x) υπεισέρχεται στον υ

πολογισμό του ολοκληρώματος ενώ η συνάρτηση βάρους w(x) χρησιμοποι

είται μόνον για τον προσδιορισμό των Α.. και χ., i = 0(1)η . Όταν 

τα Αί· και χ. έχουν προσδιορισθεί,τότε ο τύπος (5.61) μπορεί να 

εφαρμοσθεί για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορφής (5.60) με δι

αφορετικές συναρτήσεις f(x) αλλά με την ίδια συνάρτηση βάρους w(x). 

θα λέμε ότι η τάξη (ακρίβειας) του τύπου (5.61).είναι ί  εάν αυτός 

είναι ακριβής στην περίπτωση που η f(x) είναι πολυώνυμο βαθμού 

ενώ δεν είναι ακριβής για f(x) = χ^+1 .

5.6.2 Ε ύ ρ ε σ η  τ ω ν  τ ύ π ω ν  ο λ ο κ λ η Ρ ώ σ ε 
ω ς  τ ο υ  G a u s s

Σύμφωνα με το κεφάλαιο 4 υπάρχει ένα μονοσήμαντα ορισμένο (ε

κτός από σταθερούς παράγοντες) σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων {φ (χ)},
ΙΝ

κ =  0,1,2,... σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x) στο διάστημα 

Γα,όΊ . Ακόμη, εδείχθη ότι το πολυώνυμο φ (χ) βαθμού η έχει η
Π

πραγματικές διακεκριμένες ρίζες στο (a,b) . θα αποδειχθεί τώρα το 

ακόλουθο θεώρημα στο οποίο βασίζεται η εύρεση των τύπων ολοκληρώσεως

του Gauss*.
/
[θεώρημα 5.̂ 2 Έστωσαν χ̂  , i = 0(1 )η οι ρίζες του ορθογωνίου\

πολπολυωνύμου (% +1Μ  (βαθμού η+1) σε σχέση με την συνάρτηση βάρους 

w(x) στο [a,tf] . Εάν οι συντελεστές Α^ , i = 0(1 )η στον προσεγγι- 

στικό τύπο

b

w(x)f(x)dx «54 y A_.f(x.) (5.63)

a

(x)f(x)dx &  l A.f(x.)
1 =0  1 1
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εκλεγούν σύμφωνα με το θεώρημα 5.1, τότε ο τύπος (5.63) θα είναι α

κριβής για όλα τα πολυώνυμα βαθμού £  2η +1. Επί πλέον π τάξη του εί

ναι 2 η + 1 και Α. > 0 , i = 0(1)η . Αντιστρόφως, εάν τα χ.. και 

Α. , 1 = 0(1)η στον τύπο (5.63) είναι τέτοια ώστε αυτός να είναι α

κριβής για όλα τα πολυώνυμα βαθμού ^  2η +1 , τότε τα χ^, i = 0(1) η 

πρέπει να είναι οι ρίζες του ορθογωνίου πολυωνύμου Φη+1(χ) για την 
w(x) στο [a,tf| .

Απόδειξη Αφού οι συντελεστές Α.. , i = 0(1)n προσδιορίζονται 

σύμφωνα με το θεώρημα 5.1,τότε ο τύπος (5.63) θα είναι ακριβής για 

όλα τα πολυώνυμα βαθμού < η . Ας υποθέσουμε τώρα ότι η f(χ) είναι 
ένα πολυώνυμο βαθμού m όπου , n + 1 £  m < 2n + 1 . Τότε θα ισχύει

f(x) = S(x)fp (χ) + R(x) , (5.64)
Π Τ  1

όπου το πηλίκο S(x) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού m — (n+1) και το 

υπόλοιπο R(x) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ^  η . Προφανώς 0 < π -  

—  (η+1) < η .Λόγω της (5.64) έχουμε

b
*

w(x)f(x)dx
.

α

w(x) S(x)<pn+i(x) +R(x) dx *

w(x)S(x)cpn+1(x)dx + w(x)R(x)dx = w(x)R(x)dx ,

a a

αφού w(x)S(x)<pn+i(x)dx = 0 λόγω του πορίσματος 4.1

a

(5.65)

Από την (5.64) προκύπτει ότι

f(xi) = 5(χι)Φη+1(χΊ·) + R (xi) = β(χη·) » 1 = 0(1 )π' · (5.66)

Ακόμη, αφού το R(x) είναι πολυώνυμο βαθμού <_ η , ° τύπος (5.63) θα 

είναι ακριβής για το R(x) , δηλαδή,
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b
r n
w(x)R(x)dx = l A.R(x.) . (5.67)

l i=0

Επομένως η (5.65) λόγω των (5.66) και (5.67) γίνεται 

b

w(x)f(x)dx = I A.R(x.) = l A.f(x.) , (5.68)
J i=0 1 1  i=0 1 1

που σημαίνει ότι ο τύπος (5.63) είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού 
< 2η +1 .

0α αποδειχθεί τώρα ότι για οποιαδήποτε εκλογή των η+1 διακε

κριμένων σημείων χ., i = 0(1)η (παραβλέπουμε προς το παρόν το γε

γονός ότι τα χ·, ι = 0(1)η είναι οι ρίζες του φ (χ)) και των ι η+ι
συντελεστών Α., i = 0(1)η είναι αδύνατον να βρεθεί τύπος της μορφής 

(5.63) που να είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθιού 2η +2 . Πράγματι, 

αν θεωρήσουμε το πολυώνυμο 2η +2 βαθμού

Ρ(χ ) = Τ Τ ( χ  “  ΧΊ·)2 ’
1=0 1

παρατηρούμε ότι ο τύπος (5.63) δεν είναι ακριβής για το 

το πρώτο μέλος του τύπου (5.63) είναι

b

w(x)P(x)dx > 0 ,
4

α

ενώ το δεύτερο μέλος είναι

I Α.Ρ(χ.) = 0 , (5.71)
1=0 1 1

για κάθε εκλογή των Ai . Η (5.70) ισχύει διότι λόγω των υποθέσεων 

για την w(x) και λόγω της (5.69) η συνάρτηση w(x)P(x) είναι > 0 

στο [a,bj και μηδενίζεται σ ’ αυτό το διάστημα το πολύ σε ένα πεπε-

(5.69) 

Ρ(χ) , αφού

(5.70)
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ρασμένο αριθμό σημείων. Αφού λοιπόν υπάρχει τουλάχιστον ένα πολυώνυ

μο βαθμού 2η+ 2 για το οποίο ο (5.63) δεν είναι ακριβής, η τάξη 

του θα είναι 2η +1 . A

θα αποδειχθεί τώρα ότι Α. > 0 , i = 0(1)η . θεωρούμε τα ακόλου

θα πολυώνυμα βαθμού 2η

η
Μ χ )  = Τ Τ ( χ -  Ο 2» 3 = 0(1)η , 
3 κ=0 κ

κ/j

(5.72)

για τα οποία βεβαίως ο τύπος (5.63) θα είναι ακριβής. Έτσι έχουμε

b n n

w(x)P.(x)dx = l A.P.(x.) = A.P.(x.) = A. TTix,- x )2,
J j _g * J I J J J J k=Q J *

j =0(1)n. (5.73)
a

Επειδή
n

a

w(x)P.(x)dx > 0 και I I (χ —̂  Ο 2 > 0 » από την (5.73) συ- 
3 κ=0 3

&3
νεπάγεται ότι Α. > 0 , j * 0(1)η

Ας υποθέσουμε τώρα ότι στον ακόλουθο τύπο

η Λ λ

a

w(x)f(x)dx &  I A.f(x.)
i=0 1 1

(5.74)

τα Α^ , χ. , ι = 0(1)η είναι τέτοια ώστε αυτός να είναι ακριβής 

για πολυώνυμα βαθμού < 2η +1 -θεωρούμε το πολυώνυμο

V(x) = 1 Γ(χ -  χ-) , (5.75)
1=0 1

το οποίο είναι βαθμού η+1 .Αν Ζ(χ) είναι οποιοδήποτε πολυώνυμο 

βαθμού η, τότε ο τύπος (5.74) θα είναι ακριβής για το πολυώνυμο 

V(x)Z(x) βαθμού 2η +1 . Επομένως θα ισχύει
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b
• η  Λ

w(x)V(x)Z(x)dx =  I A.V(x.)Z(x.) = Ο , (5.76)
ί  i=0 1 1 1

αφού ν(χ..) = 0 , i = 0(1 )η . Από την (5.76), λόγω του πορίσματος 

4.2,προκύπτει ότι V(x) ξ °η+ιΦη+1(χ) » όπου c^+i σταθερός παράγων 

και Φη+1(χ) τ0 ορθογώνιο πολυώνυμο βαθμού η+1 σε σχέση με την 

συνάρτηση βάρους w(x) στο [a,b] . Άρα τα χ. , i = 0(1 )η θα εί

ναι οι ρίζες του φ +1(χ ) · Α

Τύποι της μορφής (5.63) που κατασκευάζονται σύμφωνα με το θεώ

ρημα 5.2 καλούνται τύποι του Gauss. Τα χ., i = 0(1)η είναι οι ρί

ζες του πολυωνύμου Φη+1(χ) (βαθμού η+1) του ορθογωνίου συνόλου 

πολυωνύμων {φ (χ)} , κ =  0,1,2,... σε σχέση με την συνάρτηση βάρουςΙ\
w(x) στο διάστημα [a,bj , οι δε συντελεστές Α. δίνονται από τις

Ai

b*
w(x)L..(x)dx , 1

a

0 ( 1 )η , (5.77)

όπου Lt(x) είναι οι συντελεστές παρεμβολής του Lagrange για την 

f(x) με σηίϊεία παρεμβολής τα χ. , 1 = 0(1 )η . Λαμβάνοντας υπ’ όψιν 

την (2.12), η (5.77) μπορεί να γραφεί

Α1 = w(x)
Φη+.(Χ)

α (χ —  χ . ) φ ' (χ.)
ν ν  η + ι ν ί '

dx , i =  0 ( 1)η (5.78)

Σημειώνεται ότι ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του Φη+1(χ) 

δεν είναι αναγκαστικά η μονάδα. Αν υποθέσουμε ότι c είναι ο συν-
Π

τελεστής του χη στο Φη (χ) > η =  0,1,2,..., μπορεί να αποδειχθει 

ότι ο τύπος (5.78) μετασχηματίζεται στον ακόλουθο

Α.ι

f e
w(x) Φη (χ)

η+ 1 α

dx

c
η

η + ι (Χΐ>φη(Χι)

, i =  0 ( 1 )η . (5.79)
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Στη συνέχεια θα εξετασθούν οι τύποι του Gauss που προκύπτουν αν 

χρησιμοποιηθούν τα γνωστά από το κεφάλαιο 4 ορθογώνια πολυώνυμα Le

gendre και Chebyshev. Αυτοί καλούνται αντίστοιχα τύποι αριθμητικής 

ολοκληρώσεως των Gauss -  Legendre και Gauss —  Chebyshev .

5.6.3 Τ ύ π ο ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ω ν  G a u s s -  

- L e g e n d r e

Όπως είναι γνωστό από το κεφάλαιο 4 τα πολυώνυμα Legendre 

Φκ(χ) , κ = 0,1,2,... είναι ορθογώνια στο διάστημα £— 1,1] σε σχέ

ση με την συνάρτηση βάρους w(x) ξ 1 . Έτσι από την (5.63) για 

w(x) = 1 και £a,b] = £— 1,1] προκύπτουν οι τύποι

1

if(x)dx & I  A.f(x.) , (5.80)
j i=0 1 1

-1

όπου τα x^, i = 0(1)n είναι οι ρίζες του Φη+ι(χ) και τα μπο

ρούν να προσδιορισθούν από την (5.79) για φ (χ) = Φ (χ) , w(x) = 1
η  η

και [a,b] = £-1,1] . Έχοντας υπ’ όψιν τις ιδιότητες των πολυωνύ

μων Legendre παίρνουμε

2
Α. = -------- =---------  , i = 0(1 )n . (5.81)

(n + 1)®n(x1)®;+l(xi)

Μπορεί να δειχθεί με κατάλληλους μετασχηματισμούς και χρησιμοποιών

τας τις ιδιότητες των πολυωνύμων Legendre ότι ένας πιο κατάλληλος τύ

πος υπολογισμού των Α. είναι ο ακόλουθος

Αι
, ι = 0(1)η . (5.82)

(1 - Xi)2 φ;+1(χ 1)

Για η = 0 είναι 0 1 (χ) = χ , Φ|(χ) = 1 , χ0 = 0 , Α0 = 2 και 

επομένως από την (5.80) έχουμε
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f(x)dx 2f(0) . (5.83)
-1

0 τύπος (5.83) είναι ο γνωστός κανόνας του μέσου (βλέπε (5.34)) .

Για η =1 είναι Φ2(χ) = i  (3χ2 —  1), Φ'(χ) = 3χ , χη = — — t
Λ  ̂ *3

= J_ A =ι ./τ * Μο = 1 , Αχ =
Κ  - (1-χ2)(3χ0)2 ' (1 — x2)(3Xj)

για η = 1 ο κανόνας των Gauss -  Legendre είναι

= 1 . Συνεπώς

f(X)dxiter f
- 1 /3-

+ f J
✓SJ

(5.84)

και είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού < 3 .
1

Για η = 2 είναι Φ 3(χ) = γ  (5χ3 -3χ) και μπορούμε να βρούμε 

ανάλογα ότι

χ0 = -  /όΓδ" , Xj = 0 , χ2 /Ο^· , Α0 = |  , Aj

1

5f( —  t/OTB”) +8f(0) +5f(/DTF) .

-1

f(x)dx«*

5
9 ’

(5.85)

Η τάξη του τύπου (5.85) είναι 5 . Τα σημεία (ρίζες) χ., i = 0(1 )η 

και οι αντίστοιχοι συντελεστές Α^, ΐ = 0(1)η για τις διάφορες τιμές 

του η μπορούν να βρεθούν σε πίνακες.

0 τύπος (5.80) μπορεί να εφαρμοστεί για τον υπολογισμό ολοκληρω

μάτων και όταν το διάστημα ολοκληρώσεως είναι διαφορετικό από το 

[ —  1,1J . Έτσι εάν [c,d] είναι ένα αυθαίρετο διάστημα και ζητούμε 

να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα

d

)
c

F(t)dt , (5.86)



εκτελούμε τον μετασχηματισμό t -  d -g.·°· x + c g" ^ » ο π δτε Π (5.86) γ ί 

νεται

F(t)dt = id -  c . c + d
— x + - t ~ d x = l ^ i f(x)dx , (5.87)

-1 -1

id -  c χ t c + dl
όπου F 2 Λ · 2

(5.87) παίρνουμε

= f(x) . Εφαρμόζοντας τον τύπο (5.80) στην

d η η
ip(t)dt« ΐ Aif(Xj) » Ϊ  A,F(t.)

J  1  1=0 1 1 C  1*0 1 1
(5.88)

όπου t. = ^-=-^ x. + j -  , i - 0(1 )n .

Για παράδειγμα, αν η =1 θα έχουμε

d ·

F(t)dt: d -  c F(t0) + F(tj)

όπου t0 = d -  c ί 1J . c  + d * _ d -  c M l
2 . S%. 2 * * ι 2 V 3 .

c + d

5.6.4 Τ ύ π ο ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ω ν  G a u s s  

- C h e b y s h e v

Είναι γνωστό ότι τα πολυώνυμα Chebyshev Τ (χ) , κ =  0,1,2,...Ιν
είναι ορθογώνια στο διάστημα £-1,1] σε σχέση με την συνάρτηση βά

ρους w(x) = (1 - χ 2)~^ . Επομένως οι τύποι των Gauss -  Chebyshev θα 

έχουν την μόρφη

ι

*
-1

(1 - x 2 )_isf(x)dx & I A.f(x.) 
1=0 1 1

9 (5.89)
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όπου τα χ.. , i = 0(1 )η είναι οι ρίζες του Τ (χ) , οι οποίες σύμφω

να με το θεώρημα 4.14 δίνονται από τον τύπο

ί(2ι + 1 )πϊ
χ^ = cos

2(n+1)
, 1 = 0(1)n ( 5 . 9 0 )

και τα Α. , 1 = 0(1)η προκύπτουν από τον (5.79) νια ψ (*) = Τ (χ)·

w(x) = (1 — χ2) 2 και [a,bj = 1,V] . Είναι δυνατόν να δειχθεί ότι

π
Αι - ΪΓΓΤ ■ 1 - °« > " ( 5 . 9 1 )

δηλαδή όλα τα Α.. είναι ισα μεταξύ τους· Έτσι η (5.89) λαμβάνει την 

μορφή

-I
(1 — χ2) 2 f(x)dx π η

η +1
— ι

Σ f
1=0

(21 +1)ττ
cos

2 (η + 1)
(5.92)

Για η = 0,1,2, από τον τύπο (5.92) προκύπτουν αντίστοιχα οι τύποι

1
-1

(1 - χ 2)' 2f(x)dx«* nf(0) , (5.93)

-1

(1 —  x2)"^f(x)dxs^ 2.

-ι
f ί- 4 1  ♦ f 1 4

l W /2J
(5.94)

(1 —  XZ)~^f(x)dxa#
-1

/Ί
S

+ f(0) + f
/Ί
2 (5.95)

Πρέπει να σημειωθεί ότι ο τύπος (5.92) μπορεί να εφαρμοστεί σε

ι

ένα. ολοκλήρωμα της μορφής F(x)dx , αν γράφουμε
-ι.
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F(X) = (1 -X2)
-k (1 —x2)̂ F(x)l = (1 -x2)_iif(x)

O l τύποι ολοκληρώσεως του Gauss παρά την απλή μορφή τους εί

ναι δύσχρηστοι για υπολογισμούς με το χέρι,επειδή γενικά τα xi και 

A.J είναι άρρητοι αριθμοί και πρέπει να υπολογίζονται με κατάλληλη 

ακρίβεια. Η εφαρμογή τους όμως με την βοήθεια Ηλεκτρονικού υπολογι

στή είναι απλή και γρήγορη. Το πλεονέκτημα των τύπων του Gauss είναι 

ότι με την χρησιμοποίηση μικρού σχετικά αριθμού τιμών της συναρτήσε- 

ως f(x) επιτυγχάνεται μεγάλη τάξη ακρίβειας. (Συγκρίνατε π.χ. τον 

κανόνα του Simpson με τον (5.85)). Σημειώνεται ότι μπορούν και αυτοί, 

όπως οι τύποι των Newton —  Cotes, να νενικευθούν (γενικευμένοι κανό

νες του Gauss). Ακόμη, μπορεί να αποδειχθεί ότι αν το [a,b] είναι 

πεπερασμένο και η f(x) συνεχής στο [a,b] τότε η ακολουθία των τύ

πων του Gauss για η σ υ γ κ λ ί ν ε ι  πάντοτε στην ακριβή τιμή του 

b

jw(x)f(x)dx .

.*·
dxράδειγμα 5.J3 Να προσεγγιστεί το ολοκλήρωμα ί  J ! >  

[ 1 +
(βλέπε και

παράδειγμα 5.1) με τους τύπους Gau.ss -  Legendre για η = 1,2

Λύση Έχουμε I =

οπότε
1 1 

dt _ 1 
% 21 +t*

dt

1 +t'
. θέτουμε t = ^ - x + i = l ( x + 1 )  ,

dx

η
-ι i + ̂  (χ+ΐ)

<♦

i) Για n = 1 (βλέπε (5.84 )) έχουμε
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-X 1 + \ <χ+η]
d x «  i

1 + - - L + 1 
S3

1 + 1
Ί -1 + 1 

l S3

*£ 0.859522 .

ϋ )  Για η = 2 (βλέπε (5.85)) παίρνουμε

1
1
2
-ι 1 + Μ

dx *  ~  ±

2 U  + U

1 1
2 9

1 + Γ1
+ 8

2 (—  /0.6 +1)
<*

1 +

+ 5

1 +
(Ί ,___ Ί *
~2 (/0.6 + 1 )j

0.867518 .

Παράδειγμα 5.4 Να προσεγγιστεί το ολοκλήρωμα

με τον τύπο των Gauss -  Chebyshev για η = 2 ·

1 1 1
Λύση θέτουμε t = tj- χ + ^  = 2" (χ » 0Τΐ(̂ τε

St[] - t )
dt

St( 1 -t)
dt = 4

1 f (x +1)
/----- dx = 4A  - x 2

.1
(1 — x2) 2f(x)dx , όπου

-1 “1 

f(x) = (x+1)2 . Άρα,λόγω του τύπου (5.95),παίρνουμε 

ι

(1 — x2)~"2f(x)dx«i I  j
-1

r S3

J
+ 1 + 1 + 'S3 . A

Ύ + 1 3π Hi

m 1.178097 . Επειδή n f(x) είναι πολυώνυμο δεύτερου‘βαθμού ο τύ-
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πος Gauss —  Chebyshev για η = 2 είναι ακριβής. Πρέπει να σημειωθεί 

ότι και ο τύπος (5.94) (η = 1) δίνει επίσης την ακριβή τιμή. Πράγμα

τι, είναι

\  |(1 - X 2)-1*f(x)dxa* 1 1

-ι
- 7 ί "

—  + 1

π
ϊ

Π
+ 1 3π

Ύ

5.6.5 Σ φ ά λ μ α  α π ο κ ο π ή ς  τ ω ν  τ ύ π ω ν

ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ο υ  G a u s s

Το σφάλμα αποκοπής του τύπου (5.63) δίνεται ως γνωστόν από την 

διαφορά

η
Ε (f) = I A.f(x.) 
η i=0 1 1

w(x)f(x)dx . (5.96)

α

θα αποδειχθεί τώρα ένα θεώρημα που δίνει μια έκφραση για το σφάλμα 

αποκοπής (5.96).

θεώρημα 5.3 Εάν η συνάρτηση f(x) έχει συνεχή παράγωγο τάξεως 

2η +2 στο [a,b] , τότε

, , bf (2η+2)/τ\
Ε (f) = -------  , wCx)<p£+1(x)dx , ξ6[α,5] , (5.97)
η (2η +2)! > η+1

όπου φ (χ) είναι το πολυώνυμο βαθμού η+1 , με συντελεστή μεγι η+ι
στοβαθμίου όρου την μονάδα, ορθογώνιο στο διάστημα ja,bj σε σχέση 

με την συνάρτηση βάρους w(x) .

Απόδειξη θεωρούμε το πολυώνυμο παρεμβολής Ρ(χ) του Hermite
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βαθμού το πολύ 2η + 1 τέτοιο ώστε

Ρ(χ.) = f(χ^) , Ρ'(xi) = f'ix^) , i = 0(1)η . (5.98)

Αφού το Ρ(χ) είναι βαθμού ^ 2 0 + 1  ο τύπος (5.63) θα είναι ακρι 

βής για το Ρ(χ) και επομένως

w(x)P(x)dx = I  Α.Ρ(χ-) = I A.f(x.)
i=0 1 1 i=0 1 1

α

Από τις (5.96) και (5.99) προκύπτει ότι

b b b

(5.99)

En (f) = w(x)P(x)dx —  jw(x)f(x)dx = w(x) P(x) -f(x)Jdx (5.100)

a a

και από την (2.100) έχουμε

r ( 2 n+2 ) /fl, n
P(x) -f(x) = -  — -----i f i - 7 T ( x - Xl)2 , (5.101)

(2n +2)! 1=0 1

όπου θ =  θ(χ) ανήκει στο μικρότερο διάστημα που περιέχει τα χ0, 

χχ, ,  χ^, χ . Αφού τα χ^ , i = 0(1)η είναι οι ρίζες του Φη+1(χ)» 

θα έχουμε χ^ 8(a,b) , i * 0(1 )η και

Τ Τ ( χ  -  χ.)2 = (χ) . (5.102)
1=0 1 η

Έτσι, η (5.100) λόγω των (5.101) και (5.102) γίνεται

b

Ε
η (f) = - w(x)

a

f(2nt2)(9) 

(2n +2)!
i2 (x)dx ,n+i (5.103)

όπου Θ 6 |a,bj . Αφού Μ (χ)Φη+ι^  >, 0 και f^2n+2^(0) συνεχής στο 
[a,b] , σύμφωνα με το γενικό θεώρημα μέσης τιμής, από την (5.103) 

προκύπτει ότι
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E„(f) = -
f(2nt2)(j() 

(2n +2)!

b

(x)dx

a
9

για κάποιο ξ 6 [a,bj . A

Για την εύρεση τώρα των σφαλμάτων αποκοπής των τύπων Gauss - Le

gendre και Gauss -  Chebyshev που δίνονται από τις (5.80) και (5.89) 

αντίστοιχα, εργαζόμεθα με βάση τον γενικό τύπο (5.97). Επειδή το πο

λυώνυμο Legendre Φ (χ) έχει συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου 
I I ^ ^

(βλέπε θεώρημα 4.7), από την (5.97) για w(x) = 1 και
(η +1)!

[a,bj = [>1,1] παίρνουμε

En(f) = -
f(2n+2)U)

(2η +2)1

*

ι
-1

<η- ^ ->!~  φ (*)
(2η+1)11 η+1

dx =

(η+1)! f )  /  ξ  \

(2η +1)!! . (2η+2)! _■

2
η + ι

(x)dx =

2__________

(2η +3)(2η +2)!
(η+1)! 

(2η +1)!!
V 2n+2>U) , ί e C— 1.1] , (5.104)

όπου χρησιμοποιήθηκε το θεώρημα 4.8 . Δηλαδή, το σφάλμα αποκοπής των 

τύπων Gauss -  Legendre (5.80) είναι τελικά

En<f>
-2 (η +1)! 

(2η + 1)1!ν' · * )

f(2nt2)m  _

(2η+3)!
(5.105)

Είναι εύκολο να δειχθεί (βλέπε άσκηση 35 ) ότι το σφάλμα αποκο

πής, όταν ο τύπος (5.80) εφαρμόζεται για τον υπολογισμό του ολοκληρώ 

ματος (5.86), λαμβάνει την μορφή
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Όσον αφορά το σφάλμα αποκοπής των τύπων Gauss -  Chebyshev 

(5.39),με ανάλογο τρόπο και στηριζόμενοι στα θεωρήματα 4.16 και 4.18 

βρίσκουμε από τον (5.97)

5.7 Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  τ ο υ  C h e ^ -  

b y s h e v

θεωρούμε πάλι το πρόβλημα του προσεγγιστικού υπολογισμού του ο

λοκληρώματος (5.60) με τις ίδιες προϋποθέσεις για την συνάρτηση βά

ρους w(x) . 0 Chebyshev εισηγήθηκε την χρησιμοποίηση ενός τύπου αριθ

μητικής ολοκληρώσεως της μορφής (5.61) με τις ακόλουθες προϋποθέσεις: 

i) Όλοι οι συντελεστές είναι ίσοι μεταξύ τους, δηλαδή, A. = A , i = 

= 0(1 )n και ϋ )  Τα , i = 0(1 )π και Α είναι προσδιοριστέα 

και εκλέγονται έτσι ώστε ο υπ’ όψιν τύπος να είναι ακριβής για πολυώ

νυμα όσον το δυνατόν μεγαλύτερου βαθμού.

0 τύπος του Chebyshev έχει την μορφή

En(f) = -

22n+1 (2n +2)!

π (ξ) , ξ e [— 1,1] . (5.107)

b n

α

w(x)f(χ)d x A  l f(x.) .
i=0 '

(5.108)

Στον τύπο (5.103) υπάρχουν n+ 2  προσδιοριστέες παράμετροι και επο

μένως η τάξη του θα είναι τουλάχιστον η +1 . Για την εύρεση των χ^,
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i = Ο(1)n kol Α απαιτούμε ο τύπος (5.108) να είναι ακριβής για 

f(x) = χκ , κ = 0(1 )η +1 (οπότε θα είναι ακριβής για όλους τους γραμ

μικούς συνδυασμούς των η +2 δυνάμεων 1, χ, χ2,..., χη+1). Πρέπει 

να σημειωθεί ότι οι τύποι των Gauss -  Chebyshev που βρέθηκαν στην πα

ράγραφο 5.6.4 αποτελούν ειδική περίπτωση του τύπου (5.108). Συγκεκρι

μένα, για w(x) = (1 -  χ και [a,b] = Q-1,f] το πρόβλημα του 

προσδιορισμού των παραμέτρων στον τύπο (5.108) λύνεται με τους τύπους 

των Gauss -  Chebyshev (τα χ^ είναι οι ρίζες του Τ (χ) και Α =

θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση w(x) = 1 και [a,b] =  £-1,f], 

οπότε ο (5.108) γίνεται

f(x)dx & A J f(x.) 
J i=0 1

(5.109)

θέτοντας στην (5.109) f(x) = χκ , κ = 0(1)n+1 και απαιτώντας να 

ισχύει η ισότητα παίρνουμε το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων

t A(n + 1) = 2

Α(χ0 +Xj +... +xn) = 0

Α(χ2 + χ2 + ... +χ2) = \' ο ι  η 7 3

< Α(χ03 + χ3 + ... + χ 3) = 0 (5.110)

η+ι . η+ι
Α ( * Γ  + *, .. + χη+ι) = 1 - ( - U

η +2

η+2

η

Από την πρώτη εξίσωση του (5.110) προκύπτει ότι

A = n T T (5.111)

το δε σύστημα των υπολοίπων η+1 εξισώσεων με αγνώστους τα χ̂  ,

12
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i « 0(1)n μπορεί να γραφεί συνοπτικά, αφού χρησιμοποιηθεί η (5.111), 

ως εξής:

n κ
I  χ. = 0 , κ =  1(1)η + 1 , κ  περιττός

1=0 1
n (5.112)

I xi = 7 Τ Τ  » 1 (1)η +1 , κ άρτιος.
ι = 0  1 κ 1

Για τον υπολογισμό των , ι = 0(1)η , αντί να λύσουμε το σύ

στημα (5.112), υποθέτουμε ότι

Ρ(χ) = χη+1 +α,χη + α χ 11'1 +... +α χ +α , » (5.113)1 2 η η+ι

είναι το πολυώνυμο που έχει ρίζες τα χ. , 1 = 0(1)η , δηλαδή Ρ(χ) = 
η 1

= ~| Γ(χ —  χ -) . Εάν βρεθούν τα α. , ι = 1(1)η+1 στην (5.113), τό- 
i=0 1 1

τε τα χ^ , i = 0(1)η προσδιορίζονται από την λύση της πολυωνυμικής 

εξισώσεως Ρ(χ) = 0 . Όπως είναι γνωστό από την Άλγεβρα τα , 

ι = 1(1 )η +1 συνδέονται με τους αριθμούς

S = Σ *· . κ -  1 (1 )η +1 , (5.114)
κ ί=0 1

οι οποίοι δίνονται από τις (5.112), με τις σχέσεις (τύποι του Newton)

' Sj +1αχ = 0 

S2 + a 1SJ +2a2 = 0

• S3 +0 ^ 2 +a2Si +3a3 = 0 (5.115)

S + a S + a . S  + ... + (n + 1 )a = 0n+i ι n 2 n-i ' n+i
\

Έτσι, λύνοντας το σύστημα (5.115) προσδιορίζονται τα α.. , ι =
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= 1(1)η + 1 και επομένως το πολυώνυμο (5.113). ΓLa να μπορεί να κατα 

σκευασθεί ο τύπος (5.109) πρέπει ·τα χ. , 1 = 0(1)η που θα προσδι

ορίζονται σαν οι ρίζες του πολυωνύμου (5.113) να είναι πραγματικά 

και διακεκριμένα. Έχει αποδειχθεί ότι για η =  0 ,1 ,2 , . . . , 6  και η = 

= 8  οι ρίζες του πολυωνύμου (5.113) είναι πραγματικές, διακεκριμέ

νες και ανήκουν στο [—  1,1J . Για η = 7 και η > 9 απεδείχθη ότι 

μεταξύ των ριζών του (5.113) υπάρχουν και μιγαδικές ρίζες και επομέ

νως για τις τιμές αυτές του η δεν υπάρχουν τύποι του Chebyshev της 

μορφής (5.109). Το γεγονός αυτό αποτελεί και το βασικό μειονέκτημα 

της αριθμητικής ολοκληρώσεως του Chebyshev.

Για η = 0 είναι Α = 2 και η (5.114) λόγω των (5.112) δίνει 

Sj = 0 . Από το σύστημα (5.115) που για η = 0 περιέχει μόνον την 

πρώτη εξίσωση προκύπτει ότι α1 = 0 . Έτσι, από την (5.113) είναι 

Ρ(χ) = χ και επομένως xQ = 0 . Άρα, για η = 0 ο τύπος του Che

byshev είναι

1

f(x)dx« 2f(0) (5.116)

-1

και συμπίπτει με τον τύπο (5.83) των

Για η = 1 είναι A = 1 , S ®
S 2 1

= — 15- - —  τ  και τα χ ,χ είναι 2 3 ο ι
1 1

λαδή, χ 0 = -  —  , Xj = —  . Έτσι,ο 

ται

Gauss -  Legendre (η = 0) .

0 , S2 = J  » α ι = 0 » α 2 -

οι ρίζες της x 2 - y  = 0  » δη- 

τύπος (5.109) για η =  1 γίνε-

1' /
f(x)dx«i f ·

J V
-ι

1)

/3J
(5.117)

και συμπίπτει με τον τύπο (5.84) των Gauss -  Legendre για η = 1 . 

Για η = 2 μπορεί ανάλογα να βρεθεί ότι
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1

f(x)dxft*
.

-ι

+ f(0) +f (5.118)

Είναι φανερό ότι η τάξη του τύπου (5.109) είναι τουλάχιστον 

η+1 . Μπορεί να αποδειχθεί ότι το σφάλμα αποκοπής του τύπου (5.109) 

δίνεται από την έκφραση

Ε (f) = ----- £---
n (m + 1)!

όπου ξ 6 [̂— 1,1] και

η

, Σ / ΐ
m+i

m + 2 η +1 i=0
f<m+1)( 0  , (5.119)

m =

r η + 1 , αν η άρτιος

η +2 , αν η περιττός ,

οπότε η τάξη του τύπου (5.109) είναι η+1 αν ο η είναι άρτιος,ε

νώ είναι η +2 αν ο η είναι περιττός. (Το η παίρνει μόνον τις 

τιμές 0,1,2,...,6 και 8 ) .

Για να εφαρμόσουμε τον τύπο ολοκληρώσεως του Chebyshev (5.109) 

σε ένα ολοκλήρωμα της μορφής (5.86), όπου [c,d] Φ Q-1JJ , λαμβάνου

με υπ’ όψιν την (5.87). Έτσι έχουμε

d
*

f(t)dt =
V
c

c + d 
2 j

dx

d —  c o n

^ o F
d -  c c + d 

2 xi 2 dx ,

όπου x.j , i = 0(1)n είναι οι ρίζες της (5.113). Δηλαδή, τελικά έχου 

με

F(t)dt «ί I F(t.) ,
n 1 i=0 1

(5.120)

c
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όπου t.. = — -g —  x.| + -"2~ ~  » 1 = 0(1 )n .

Παράδειγμα 5.5 Να προσεγγιστεί, το ολοκλήρωμα j/1 —  t*dt (ακρι

βής τιμή = J «  0.785398) με την βοήθεια του τύπου ολοκληρώσεως του 
Chebyshev για π = 2 .

1 1 1
Λύση θέτουμε 1 ^ J  χ * 2 = (χ + 1) · rLa η = 2 λόγω της 

(5.120) έχουμε

1

1

j/1 — t2dt«  y  /T-t* +/1 -tj +/1 -t* , όπου έ̂  = ^·(χ^+1),

1

f l

t = 1  t = 1 ί-L + i]
^  2 · ^  2 U  J

i 0)1,2) Xn > x, Ο ,  x „ · Apa t ̂ ^

και επομένως

/2
-  -4+1

S2

A  — t2dt j 1 -

1
τ - ^  + 1]2

/? J

H 1
τ

k
- i ( 4 i

»S

2* 0.792083 .

5.8 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  

σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν

Η μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών, που αναπτύχθηκε στην 

παράγραφο 3.3 για την εύρεση τύπων αριθμητικής παραγωγίσεως,μπορεί ' 

να χρησιμοποιηθεί ανάλογα και για την εύρεση τύπων αριθμητικής ολο

κληρώσεως. Η μέθοδος αυτή έχει ήδη χρησιμοποιηθεί για την εύρεση των 

τύπων ολοκληρώσεως (5.109) του Chebyshev. Πρέπει να σημειωθεί ότι ο

ποιοσδήποτε συγκεκριμένος τύπος απ’ αυτούς που βρέθηκαν στις προηγού 

μενες παραγράφους,μπορεί να προκύψει, πολλές φορές ίσως ευκολώτερα, 

με την μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Στη συνέχεια θα δοθεί 

ένα παράδειγμα, αψού η διαδικασία είναι γνωστή.
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Παράδειγμα 5.6 Να προσδιορισθούν τα χ0, χ,, Α0, Aj στον ακό

λουθο ηροσεγγιστικό τύπο

1

(1 -  x2)f(x)dx« A„f(x0)+A,f(x,) , (5.121)

-1

έτσι ώστε να είναι όσον το δυνατόν περισσότερο ακριβής (ακριβής για 

πολυώνυμα όσον το δυνατόν μεγαλύτερου βαθμού).

Λύση Από το.ν (5.121) για f(x) = 1 , χ , χ2, χ3 εξισώνοντας τα 

δύο μέλη του παίρνουμε το ακόλουθο σύστημα

ι

/
Α 0 + Α ι -  j

A 0x0 * A jXj “ 0 

Αοχο + Αιχι =

\ χο + Αιχι = 0 *

(5.122)

Για την λύση του (5.122) θα ακολουθήσουμε μία διαδικασία που μπο

ρεί να γενικευθεί. Έστω Ρ(χ) = (χ —  χ0)(χ -  χχ) ξ χ2 +α}χ +α2 το πο

λυώνυμο με ρίζες τα χ0, χχ . Βρίσκοντας τα α2 υπολογίζουμε στη 

συνέχεια τα χ0 , Xj και από τις δύο πρώτες εξισώσεις του (5.122) 

βρίσκονται τα Α0 , . Εάν πολλαπλασιάσουμε την τρίτη των (5.122)

με το 1 , την δεύτερη με και την πρώτη με α2 και προσθέσουμε

τις προκύπτουσες, έχοντας υπ’ όψιν ότι Ρ(χ0) = P(Xj) = 0 , παίρνου

με

4 4 .  1
7 α2 + Τ Έ = 0 ή α 2 = -3'*

Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία στις τετάρτη, τρίτη και δεύτερη των 

(5.122) λαμβάνουμε -γς = 0 , δηλαδή, α1 = 0 , οπότε Ρ(χ) = χ2-  ̂ · 

και επομένως

χ « _ ±  X = -L a = A = —
0 /5 ' 1 J5 ’ ° 1 3 ‘

f
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Έτσι ο (5.121) γίνεται

1

|(1 -  x2)f(x)dx 
ι

/S
(5.123)

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι για f(χ) = χ1* ο (5.123) δεν είναι ακρι

βής. Άρα π τάξη του είναι 3 . Αξίζει να σημειωθεί ότι ο τύπος 

(5.121) είναι τύπος του Gauss με w(x) = 1 - χ 2 >_ 0 στο [α,δ^ =

= [ - 1 , 1J και η = 1 .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

.χ*
e dx , χρησιμοποιώντας το ανά-

2

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα

πτυγμα της σειράς MacLaurin γιά την συνάρτηση e

ι

Να προσεγγιστεί το j

-χ

(1 +χ2)2 dx, χρησιμοποιώντας τους 4 πρώ

τους όρους από το ανάπτυγμα του διωνύμου (1 + χ2)2 .

Υποθέτοντας ότι η f(χ) αναπτύσσεται σε σειρά Taylor γύρω από 

το σημείο χ = c (όπου c 6 |a,tf|). , η οποία συγκλίνει ομοιόμορ

φα στο διάστημα [a,Q , να βρεθεί μία έκφραση σε σειρά για το 
b

ολοκλήρωμα f(x)dx . TC συμβαίνει εάν c = — ^—  ;

4. Να δειχθεί ότι ι) ex — 1
00

-1
dx J ,

κ=περιττός

11 ■ i d e 2 dx = —  u
rfrt n=0 2nn! (2n + 1)

00

Ϊ

2.11450175

(~1)n

Να προσδιορισθούν με διαφορετικό τρόπο οι συντελεστές Α.. , i = 

= 0(1)π στον τύπο (5.5),λαμβάνοντας υπ’ όφιν το γεγονός ότι ο
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τύπος (5.5) είναι ακριβής για κάθε πολυώνυμο βαθμού ^ η . (Υπό

δειξη: θέτοντας διαδοχικά f(x) = 1,χ,χ2 ,...,χη στον (5.5) προ

κύπτουν οι ακόλουθες η+1 εξισώσεις με τους η+1 αγνώστους 

Ai, 1 = 0(1 )η

b

xKdx
.
α

L.K+1 Κ+1ρ —  α 

κ + 1

η w-
ϊ  V *

1=0
κ = 0(1)η .

6 .

Να δειχθεί ότι το γραμμικό αυτό σύστημα έχει πάντοτε μία μοναδι

κή λύση).

Να δειχθεί ότι ο κανόνας του Simpson για το ολοκλήρωμα f(x)dx

α
1 2 προκύπτει λαμβάνοντας το του κανόνα του τραπεζίου και τα

του κανόνα του μέσου.

7. Να δειχθεί ότι ο γενικευμένος κανόνας του τραπεζίου είναι το η- 

μιάθροισμα των γενικευμένων κανόνων του ορθογωνίου (5.45) και 

(5.47).

8. Να βρεθεί ο τέταρτος στη σειρά γενικευμένος κανόνας των Newton -  

Cotes (Ν = πολλ. του 4) και το αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής.

9. Να δειχθεί ο τύπος (5.23) του σφάλματος αποκοπής του κανόνα του 

Simpson.

10. Χρησιμοποιώντας την (5.20) ή την (5.21), να βρεθεί ένα άνω φρά

γμα για το απόλυτο σφάλμα αποκοπής των κλειστών τύπων των Newton 

Cotes, εάν |f^n+1^(x)| i  Mn+1 VLa x 6 [a,b] .

11. Η γενική μορφή ενός γενικευμένου κλειστού τύπου των Newton - Co

tes είναι:

br
f(x)dx

-

a

N
h l

1=0 1 1
( 1 )
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L  __  _

όπου h = Μ -?- . Να δειχθεΐ ότι J A. = Ν . Εάν, αντί των α-
Ν i=0 1

κριβών τιμών , i = 0(1)Ν , στο δεύτερο μέλος του (1) χρησι

μοποιούνται οι προσεγγιστικές τιμές f. , i = 0(1)Ν με αντίστοι 

χα σφάλματα ε. = fj -  fi , τέτοια ώστε | |  £  Μ , i = 0(1 )Ν, 

να βρεθεί ένα άνω φράγμα για το απόλυτο διαδοθέν σφάλμα κατά την 

εφαρμογή του τύπου (1). Να γίνει εφαρμογή στους γενικευμένους
3

κανόνες του τραπεζίου,του Simpson και των ^  .

12. Εάν ο η είναι άρτιος (η = 2κ , κ > 1) να δειχθεί ότι ο τύ

πος (5.5) είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού η +1 (χωρίς την 

χρησιμοποίηση των (5.25), (5.26) ).
«*

13. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα j/1+x dx , εφαρμόζοντας τον γενι-
2

κευμένο κανόνα του τραπεζίου με Ν = 4 . Να χρησιμοποιηθούν 4 

δ.θ. στους υπολογισμούς. Στη συνέχεια να βρεθεί το μέγιστο από

λυτο σφάλμα αποκοπής καθώς και το μέγιστο απόλυτο διαδοθέν σφάλ

μα στρογγυλεύσεως.

14.

15.

Τα ίδια με την προηγούμενη άσκηση,χρησιμοποιώντας τον γενικευμέ-

νο κανόνα του Simpson (με Ν = 4) .
π
2

Να υπολογισθεί το

π

dx

1+sin2x
, χρησιμοποιώντας τους γενικευμένους

2

κανόνες του τραπεζίου και του Simpson με Ν = 6 .
2 . 2

16. Να υπολογισθεί το f(x)dx με τον γενικευμένο κανόνα του Simp-

1
son από τα ακόλουθα δεδομένα:

xi 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2

0 0.03 0.09 0.19 0.33 0.51 0.71
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17. Δοθέντος ότι

1

4(1 + x2)_1dx = π , να βρεθεί μία προσέγγιση για
4

0
τον π χρησιμοποιώντας τον γενικευμένο κανόνα του Simpson με

Ν = 4 .

18.

0 . 8

Εάν f(x)dx 2 και διαθέτουμε μόνον τα ακόλουθα δεδομένα

xi 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8

f1 5 8 6 3 0 -3 -3 5

να εκτιμηθεΐ ή f(0.7) χρησιμοποιώντας κατάλληλα τον κανόνα του 

Simpson.

19. Να προσδιορισθεί ο μικρότερος Ν, έτσι ώστε το απόλυτο σφάλμα α-
2 .  5
f

ποκοπής κατά τον υπολογισμό του 1ηχ dx , με τον γενικευμένο κα

-5

20

νόνα του Simpson, να είναι < 0.5 · 10 

Να προσδιορισθεί. b μικρότερος Ν έτσι ώστε, εφαρμόζοντας τον

γενικευμένο κανόνα του τραπεζίου στο ολοκλήρωμα

απόλυτο σφάλμα αποκοπής να είναι < 0 . 5 ·  10

dx

-1 χ2 +1
, το

21. Το πλάτος ενός ποταμού είναι 20 m .Να προσεγγιστεί το εμβαδόν 

S της καθέτου τομής αυτού αν δίνεται ο ακόλουθος πίνακας τιμών:

X 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

y 0.2 0.5 0.9 1.1 1.3 1.7 ‘2.1 1.5 1.1 0.6 0.2

2 2 .

όπου χ είναι η απόσταση (σε μέτρα) από την μία όχθη κατά μήκος 

της καθέτου τομής και y το αντίστοιχο βάθος (σε μέτρα).

Υποθέτουμε ότι δίνονται οί τιμές της f(χ) στα ισαπέχοντα σημεία
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23.

x. = xQ +ih , i = 0,1,2,.. 

ότι

f(x)dx f(x)dx = h(1 +

. Να δειχθεΐ δια συμβολικών μεθόδων 

\  Δ -  j z  Δ2 + γξ Δ3 ~  τ^Γ + * * *,f ο ·

Στη συνέχεια, να δειχθεί πώς είναι δυνατόν να προκόψουν οι κανό

νες του τραπεζίου, του Simpson κ.λ.π. .

Να βρεθεί η τάξη (ακρίβειας) των ακολούθων τόπων αριθμητικής ολο 

κληρώσεως:

b

i) jf(x)dx* h(fe+f1+...+fH) - ^ ( f D+fM)+^(fl+fN.1)-

- a r ( f2 + V 2)>

b

i i) f(x)dx & h
*

a

όπου h = - ^ q , x. = a +ih , i = 0(1 )N , = f(x..) και N >2

για τον τύπο (i) .

24. Να δειχθεί ότι ο τύπος αριθμητικής ολοκληρώσεως

f N
2 + f i +f2 + ··· +fN-i + 2 12 f'(a) -f'(b)

*
1

f(x)dx

- 1

1
15 7f(— 1) + 16f(0) +7f(1) +f* (-1) -  f' (1)

είναι ακριβής για πολυώνυμα βαθμού < 5 .

25. Έχοντας υπ’ όψιν την (5.54) να δειχθεί ότι, αν 1(h) φ I(Ah) , 

τότε I(l)Uh) i  [mini 1(h), Ι(λ*ι)} , max{I(h), iUh)}] .

26. Να δειχθεί ότι η (βλέπε (5.56)) συμπίπτει με την προσέγ-2ΝL
γιση S2N ξ S(|) που προκύπτει από τον γενικευμένο κανόνα του 

Simpson.

%
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27. Για το ολοκλήρωμα dx

1 + χ
να βρεθούν οι τιμές TlS Τ*2)

(βλέπε παράνραφο 5.5 και παράδειγμα 5.1) .

28. Να δειχθεί ότι η Τ^Ν (βλέπε (5.58)) συμπίπτει με την τιμή που

προκύπτει από τον τέταρτο στη σειρά (επόμενο εκείνου των ) γε-
h °

νικευμένο κλειστό κανόνα των Newton -  Cotes με βήμα £  ·

29. Από τα δεδομένα του πίνακα

xi - 4 - 3 - 2 -  1 0 1 2 3 4

f1 0 0 1 0 0 ' 1 0 0 0

να εκτιμηθεί το ολοκλήρωμα 

του Romberg.

**
f

f (x)dx
4

-1*
χρησιμοποιώντας ολοκλήρωση

30. Να δειχθεί ότι στους τύπους ολοκληρώσεως του Gauss ισχύουν

1)

11)

η η

Λ Α 1 - . Σ A, I =
ι = 0 1=0

b

w(x)dx ,
4

α
b

w(x)L.(x)dx
J

α

b*
w(x)L*. (x)dx . 

a

31. Av f(x) , g(x) είναι πολυώνυμα βαθμού < η και χ., i = 0(1 )η 

οι ρίζες του πολυωνύμου Φ (χ) του Legendre, να δειχθεί ότι

f(x)g(x)dx = I A.f(x,)g(x.) , 
i=0 1 1

όπου τα Α^ δίνονται από την (5.82) .

32. Αν τα πολυώνυμα φο(χ), (χ),...,φη (χ), φη+ι(χ) είναι ορθογώ

νια σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x) στο διάστημα [α,tTJ
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και xi , i =0(1)η είναι οι ρίζες του Φη+1(*) » να δειχθεί ότι

Χ Α1Φj (χι )φκ(χι) “ 0 ’ j,K 4  η » J * κ
i=0

όπου τα Α. δίνονται από την (5.77) .

33. Να βρεθεί ο γενικευμένος κανόνας των Gauss —  Legendre για η =1,

34. Να βρεθεί ο τύπος ολοκληρώσεως των Gauss -  Legendre για η = 3.

35. Να δειχθει ο τύπος του σφάλματος αποκοπής (5.106).

36. Να βρεθούν τα σφάλματα αποκοπής για η = 0,1,2 από τον τύπρ 

(5.119) .

37. Να υπολογισθεί το ί χ3 — 1

- 1

dx χρησιμοποιώντας τον τύπο των

Gauss -  Chebyshev για η =1 .
ι

ιηχ38. Να προσεγγιστεί το f xsin

I-1

dx χρησιμοποιώντας τους τύπους

Gauss -  Legendre για η = 1 και Gauss -  Chebyshev για η = 1 .

39. Να προσεγγιστεί το /1+2t dt με τους τύπους: του Simpson, των

Gauss —  Legendre για η = 2 και του Chebyshev για η = 2 , χρη

σιμοποιώντας 6 σ.ψ. στους υπολογισμούς. Ποιός είναι περισσότε

ρο ακριβής;

1
(

40. Να υπολογισθεί το /1 — χ2 dx με τους τύπους (5.94) και (5.123).
-ι

41. Να προσεγγιστεί το dx

-ι &  — 17χ2 + 16
με τους τύπους των Gauss —

Chebyshev για η = 1,2 .
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42. Να προσδιορισθούν οι συντελεστές A,B,C,D έτσι ώστε οι ακόλου

θοι τύποι αριθμητικής ολοκληρώσεως να είναι όσον το δυνατόν πε
ρισσότερο ακριβείς.

1) f(x)dx «  (b — α) Af (α) +Bf(b) + (b — α) Cf' (α) +Df' (b)

ii) · f(x)sinmx dx «  Af(-n) + Bf(0) + Cf(n)

-π

π

iii) f (x)cosmx dx «  Af(-n) + Bf(0) + Cf(n) , 

-π

όπου m θετικός ακέραιος.

43. Όπως και στην προηγούμενη άσκηση, να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος 

των προσδιοριστέων συντελεστών στους ακόλουθους τύπους για την 

εύρεση των αντίστοιχων αγνώστων, 

b

i) f(x)dxft* Af(Xj) +Bf'(x2) (άγνωστοι: A,B,X j ,x 2 )

a

ii) e“xf(x)dx «  Af(0) +Bf(1) +Cf(2)
o

h

(άγνωστοι: A,B,C)

iii) f (x)dx h
4
0

h

Af (0) +Bf(h) +h 2Cf'(Dh) (άγνωστοι: A,B,C,0)

iv) f(x)dx &  h Af(Bh) + hCf'(Dh) (άγνωστοι: A,B,C,D)

.v) (1 —  x2)f(x)dx & A f(x0)+f(Xj)+f(x2) (άγνωστοι: A,x0,x,,x2)

-1
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4 4 .

. 4 5 .

4 6 .

4 7 .

vi) j ( 1  -  x 2 ) " ^  f(x)dxfti Af(—  1) + Bf(0) + Cf(1) (άγνωστοι: Α,Β,Ο 
-ι

1 C

vii) [f(x)dx« Af(—  2) + Bf( -1) +Cf(0) +Df(1) +Ef(2)

1

-1

• · · \v m )

b

f(x)dx^ Afix^ + Bf” (x2)

(άγνωστοι: A,B,C,D,E) 

(άγνωστοι: A,B,Xj,x 2)

a

Να βρεθεί η τάξη του τύπου:
1

vff γ irlv ^ ~  ^  f

IVO
\___ 9 + /δ” f 6 +

λτ ̂ χ  } qa -w  36 '
/ l 10 j. 36 f f- o

ο

Με την βοήθεια υπολογιστού και χρησιμοποιώντας τους γενικευμέ- 

νους κανόνες του τραπεζίου, του Simpson και του μέσου, να υπο- 

λογισθούν τα παρακάτω ολοκληρώματα με ακρίβεια 6 δ.θ.

1)

ι
/

1η(χ + 1)In(χ + 2)dx 
ο

1* ^
i i) /1 + 10χ3 dx

ο

π

111)

vi)

1 -cosx dx i ν) e"x dx ν)

1
f dx

ο

2

1 + 10x2

-χ

1 +x:
dx vii) /Γ sinx dx viii) dx

v̂ x(1 +x)

Να υπολογισθεί ο 1η2 με ακρίβεια 6 δ.θ. με την βοήθεια του 

γενικευμένου κανόνα του Simpson.

Να δειχθεί ο τύπος (5.38) και ο (5.43).
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48.

49.

Να βρεθεί ο τύπος ολοκληρώσεως (5.109) του Chebyshev για η = 3

Να προσεγγισθεί το

1

f(x)dx ,όπου f(χ) = -  25χ4 + 45χ2 -  8 ε

-1
φαρμόζοντας τον γενικευμένο κανόνα του τραπεζίου με h = 1 και 

τον κανόνα του Simpson. Ποιά προσέγγιση είναι περισσότερο ακρι

βής; Να βρεθούν τα αντίστοιχα σφάλματα αποκοπής και να προσδιο- 

ρισθεί ο αριθμός ξ στον τύπο του σφάλματος αποκοπής του γενι- 

κευμένου κανόνα του τραπεζίου (βλέπε (5.28)).

50. Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας τιμών της συναρτήσεως f(x):

51

X - 1 0 1 3

f(x) - 1 1 3 79

Να βρεθεί η ακριβής τιμή του ολοκληρώματος P(x)dx , όπου
>
1

Ρ(χ)

είναι το πολυώνυμο παρεμβολής που προσεγγίζει την f(x) , με ση

μεία παρεμβολής τις τιμές του χ του πίνακα, χωρίς να βρεθεί το 

Ρ(χ) .

Να προσεγγισθεί το ολοκλήρωμα

1

4/χ(1 -  χ) dx
,ο

i) με τον κανόνα

του Simpson ϋ )  με τον τύπο του Chebyshev για η = 2 iii) με 

τον τύπο Gauss -  Legendre για η = 1 και iv) με τον τύπο Gauss 

—  Chebyshev για η = 1 . Ποιά είναι η ακριβής τιμή του ολοκληρώ

ματος;

52.

1

Δίνεται το ολοκλήρωμα ( 1

-1

χ + χ2 + χ3 + x“)dx Να βρεθεί πρώ

τα η ακριβής τιμή του αναλυτικά. Στη συνέχεια,να προσεγγισθεί η

τιμή του χρησιμοποιώντας i) τον κανόνα του Simpson

ϋ )  τον κανόνα των 3/8 iii) τον τύπο του Chebyshev για η = 2
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και iv) τον τύπο των Gauss -  Legendre για η = 1 . Ποιός από 

τους παραπάνω 4 τύπους αριθμητικής ολοκληρώσεως είναι περισσό

τερο ακριβής για το δοσμένο ολοκλήρωμα;

13



6
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

6.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Εάν μία εξίσωση είναι αρκετά πολύπλοκης μορφής, συνήθως,δεν εί

ναι δυνατόν να βρούμε τις ακριβείς τιμές των ριζών της. Είναι γνωστό 

επίσης,ότι δεν υπάρχει αναλυτική έκφραση για τις ρίζες ενός γενικού 

πολυωνύμου βαθμού μεγαλύτερου από τέσσερα. Για τις ρίζες πολυωνύμων 

τρίτου και τέταρτου βαθμού υπάρχουν διαθέσιμοι τύποι σε κλειστή μορφή, 

αλλά αυτοί είναι σχετικά πολύπλοκοι και σπανίως χρησιμοποιούνται στην 

πράξη. Επομένως, εκτός από ειδικές περιπτώσεις, προτιμούμε ή μάλλον 

υποχρεωνόμαστε στην πράξη να χρησιμοποιήσουμε κάποια αριθμητική μέ

θοδο για να προσεγγίσουμε τις ρίζες μιας εξισώσεως.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε την εξίσωση

f(x) = 0 , (6.1)

όπου f(x) είναι μία γνωστή συνάρτηση και θέλουμε να υπολογίσουμε με

ρικές ή όλες τις ρίζες αυτής (καλείται ρίζα ή λύση της (6.1) ή μηδενι

κή τιμή για την f(χ) κάθε τιμή ξ τέτοια ώστε ί(ξ) = 0 ) . Η εξί

σωση (6.1) καλείται αλγεβρική ή πολυωνυμική εάν n f(x) είναι ένα πο

λυώνυμο με συντελεστές πραγματικούς ή μιγαδικούς αριθμούς, καλείται



181

δε μη αλγεβρική ή υπερβατική εάν η f(χ) περιέχει π.χ. τριγωνομετρι- 

κές ή εκθετικές συναρτήσεις (π.χ. f(x) = x + e  = 0 ). Στη συνέχεια 

του κεφαλαίου αυτού, εκτός κι αν διαφορετικά καθορίζεται, υποθέτουμε 

ότι η f(x) είναι μία πραγματική συνάρτηση,ορισμένη και συνεχής σε 

κάποιο πεπερασμένο ή απέραντο διάστημα [a,b] και ζητούμε να υπολο

γίσουμε τις πραγματικές ρίζες της.

Πριν χρησιμοποιήσουμε μία αριθμητική μέθοδο,είναι χρήσιμο να έ

χουμε κάποια πληροφορία όσον αφορά τον αριθμό, την φύση και την προ- 

σεγγιστική θέση των ριζών. Η συνήθης τακτική περιλαμβάνει την κατα

σκευή της γραφικής παράστασης ή πίνακα τιμών της συναρτήσεως f(x), 

βάσει των οποίων λαμβάνονται οι απαιτούμενες πληροφορίες. Βασικός 

σκοπός του αρχικού αυτού σταδίου είναι ο εντοπισμός των πραγματικών 

ριζών της (6.1), δηλαδή, η. εύρεση των μικρότερων δυνατών διαστημάτων 

καθένα από τα οποία περιέχει τουλάχιστον μία ρίζα της (6.1). Σε μία 

ιδανική περίπτωση κάθε διάστημα θα περιέχει ακριβώς μία ρίζα.

Το δεύτερο στάδιο επιλύσεως της (6.1) περιλαμβάνει την χρησιμο

ποίηση μιας αριθμητικής μεθόδου, η οποία είναι συνήθως μία επαναλη

πτική διαδικασία, με την οποία βελτιώνουμε τις ήδη γνωστές (από τον 

εντοπισμό) προσεγγίσεις των ριζών μέχρι να επιτευχθεί η επιζητούμενη 

ακρίβεια.

6.2 Ε ν τ ο π ι σ μ ό ς  τ ω ν  ρ ι ζ ώ ν

Το ακόλουθο γνωστό θεώρημα από την Μαθηματική Ανάλυση είναι πο

λύ χρήσιμο στην διαδικασία εντοπισμού των ριζών της f(x) = 0 .

θεώρημα 6.1 Εάν η συνεχής συνάρτηση f(x) παίρνει τιμές αντι

θέτου προσήμου στα άκρα ενός διαστήματος [a,tf] , δηλαδή, f(a)f(b) <0, 

τότε το διάστημα [a,b] περιέχει τουλάχιστον μία ρίζα της εξισώσεως 

f(χ) = 0 , δηλαδή, υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθμός £6(a,b) τέτοι

ος ώστε fU) = 0 . Επιπλέον, το διάστημα [a,b3 θα περιέχει μία μο

ναδική ρίζα ξ εάν η Γ  (χ) υπάρχει και ισχύει Γ  (χ) > 0 ( ή
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f’(χ) < Ο ) για κάθε x6(a,b) . Α

Εάν η Γ  (χ) είναι συνεχής και οι ρίζες της f'(x) = 0 βρίσκον

ται εύκολα, είναι αρκετό, για τον εντοπισμό των ριζών της (6.1), να 

βρούμε το πρόσημο της f(χ) στα σημεία που είναι ρίζες της f  (χ) = 0 

καθώς και στα άκρα του διαστήματος που ορίζεται η f(x) .

Παράδειγμα 6.1 Να εντοπισθούν οι ρίζες της f(x) = 2χ3 - 6 χ + 2  = 0.

Λύση ’Εχουμε Γ  (χ) = 6(χ2 — 1) . Οι ρίζες της f  (χ) = 0 είναι 

χ = ± 1 . Επίσης είναι f( -°°) < 0 , f( - 1 )  > 0 , f(1) < 0 , f(+«) >0.

Επομένως η f(x) = 0 έχει τρεις πραγματικές ρίζες ξ2, ξ3 με

ξχ 6 (- ooj), ξ2 6 (- 1,1) , ξ3 6 (1, +«) . Πιο συγκεκριμένα ξ^ (- 2,- ί),

ξ2 6 (0,1), ξ3 6 (1,2) αφού f(— 2) < Ο , f(2) > Ο , f(0) > Ο . A

Ένας άλλος τρόπος εντοπισμού και προσδιορισμού (αρχικών) προσεγ- 

γιστικών τιμών των ριζών της f(x) = Ο , είναι η χρησιμοποίηση γραφι

κών μεθόδων. Τα σημεία τομής της καμπύλης, που παριστά γραφικά την συ

νάρτηση y ~  f(x) , με τον άξονα των χ αποτελούν τις ζητούμενες προ

σεγγίσεις των ριζών. Οι προσεγγιστικές αυτές τιμές των ριζών χρησιμο

ποιούνται συνήθως σαν αρχικές τιμές από τις οποίες μπορούμε να βρούμε 

πιο ακριβείς προσεγγίσεις των ριζών με την βοήθεια επαναληπτικών με

θόδων, όπως θα δούμε σε επόμενες παραγράφους.

Συχνά, είναι προτιμώτερο να αντικαταστήσουμε την εξίσωση f(x) = 0 

με μια ισοδύναμη εξίσωση g(x) = h(x) , όπου οι συναρτήσεις g(x) και 

h(x) είναι απλούστερες από την f(x) .Κατόπιν, γίνεται η γραφική πα

ράσταση των y = g(χ) και y - h(x) και οι τετμημένες των σημείων 

τομής των δύο καμπύλων αποτελούν τις προσεγγίσεις των ριζών της f(x)=

= 0 .

Παράδειγμα 6.2 Να λυθεί γραφικά η εξίσωση

1
f(x) = sinx -  χ + 2 ~ 0 · (6.2)

1
Λύση Η (6.2) γράφεται sinx = χ —   ̂ · Κατασκευάζουμε την καμπύ

λη y =  sinx και την ευθεία y =  χ -0.5 (βλέπε σχ. 6.1). Από το σχή
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μα 6.1 προκύπτει ότι η εξίσωση (6.2) έχει μία μόνον πραγματική ρίζα 

ξ«ί 1.5 .

σχ. 6.1

6.3 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  δ ι χ ο τ ο μ ή σ ε ω ς

Υποθέτουμε ότι έχουμε την εξίσωση

f(χ) = 0 , (6.3)

όπου η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο [a,b] και f(a)f(b) < 0 . 

Σύμφωνα με το θεώρημα 6.1 στο [a,b3 υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα 

της (6.3). Υπολογίζουμε την τιμή f(^r-) , δηλαδή, την τιμή της f(x) 

στο μέσον του διαστήματος [a,b3 . Εάν f(^^-) = 0 , τότε η ξ =  

είναι μία ρίζα της (6.3). Εάν f(^p-) φ 0 , τότε εκλέγουμε εκείνο το

μισό διάστημα ja, ή στα άκρα του οπ°ί·ου Π f(x)

έχει αντίθετα πρόσημα. Στο νέο αυτό διάστημα [alt b j  , η διαδικασία 

της διχοτομήσεως (που εφαρμόστηκε στο διάστημα [a,bj) επαναλαμβάνεται 

κ.ο.κ., οπότε τελικά βρίσκουμε είτε την ακριβή τιμή μιας ρίζας της 

(6.3) ή μία άπειρο ακολουθία διαστημάτων |a1,bl] , [a2,b23 »···»
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[a ,bj τέτοιων ώστε

f(a )f(b ) < 0 , n = 1,2,... (6.4)η n

και

b — a = —  (b —  a) . (6.5)η n £n '
Αφού τα αριστερά άκρα aj,a2,...,a ,... των διαστημάτων σχηματίζουν 

μία αύξουσα και φραγμένη ακολουθία και τα δεξιά άκρα bt,b2,...,b ,... 

σχηματίζουν μία φθίνουσα και φρανμένη ακολουθία, τότε λόγω της (6.5) 

θα υπάρχει ένα κοινό όριο

ξ = 1 ini a = limb
n nn -t00 n

Από την (6.4), παίρνοντας όρια και λόγω της συνεχείας της f(x) , προ
Ί 2

κύπτει ότι ί(ξ) < 0 , δηλαδή f(ξ) = 0 και επομένως ξ είναι μία

ρίζα της (6.3) .

Προφανώς, επειδή ξ 6 fa ,b”l , η =  1,2,..., από την (6.5) έχουμε
n nJ

0 < ξ -  a < —  (b —  a) , (6.6)
n 2^

1 1 -κ
οπότε, απαιτώντας να ισχύει —  (b —  a) < ε = -κ 10 , βρίσκουμε τον2 η “ £

ελάχιστο αριθμό επαναλήψεων η που απαιτείται ώστε η ρίζα ξ να υ

πολογίζεται με ακρίβεια κ δ.θ. (βλέπε άσκηση 5 ) .

Έτσι εφαρμόζοντας την μέθοδο της διχοτομήσεως, όπως αυτή περι- 

γράφηκε προηγουμένως, βρίσκουμε πάντοτε μία ρίζα της (6.3) από αυτές 

που υπάρχουν μέσα στο [a,b] , δηλαδή, η μέθοδος της διχοτομήσεως πα

ρέχει εγγυημένη σύγκλιση σε μια ρίζα ξ 6 [a,b] και είναι κατάλληλη 

για να χρησιμοποιηθεί από ένα ηλεκτρονικό υπολογιστή. Η ακρίβεια με την 

οποία η ρίζα ξ μπορεί να βρεθεί περιορίζεται μόνον από την ακρίβεια 

με την οποία η f(x) μπορεί να υπολογισθεί. Στα μειονεκτήματα της με

θόδου της διχοτομήσεως συγκαταλέγεται το γεγονός ότι δεν μπορεί να ε-
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φαρμοσθεί αυτή για την εύρεση ριζών πέριζ των οποίων η f(x) δεν αλ- 

λάζει πρόσημο (ρίζες αρτίας πολλαπλότητος), καθώς και η άργή σύγκλι

σή της. Γι’ αυτό και δεν συνιστάται η χρησιμοποίησή της σε μεγάλο βαθ

μό για πρακτικές εφαρμογές.

Παράδειγμα 6.3 Με την μέθοδο της διχοτομήσεως να βρεθεί μία ρί

ζα της f(x) = 2 χ 3 — χ —  0 . 5 = 0  στο διάστημα [0,1] με ακρίβεια 2 

δ.θ. .

Λύση Είναι [a,bjj = [0,1] και f(0) = —  0.5 < 0 , f(1) = 0.5 >0. 

Έχοντας υπ’ όφιν την μέθοδο της διχοτομήσεως κατασκευάζουμε τον ακό

λουθο πίνακα, όπου τέθηκε a0 = a , b0 = b , διατηρώντας 3 δ.θ. 

στους υπολογισμούς. 0 ελάχιστος αριθμός επαναλήψεων που απαιτείται 

για να υπολογίσουμε την ρίζα με ακρίβεια 2 δ.θ. είναι η = 8 .

η an bη

a + bη η
f(*n>X Λη ά

0 0 1 0.5 -  0.75

1 0.5 1 0.75 -  0.406

2 0.75 1 0.875 -  0.035

3 0.875 1 0.938 0.212

4 0.875 0.938 0.906 0.082

5 0.875 0.906 0.890 0.02

6 0.875 0.890 0.882 -  0.01

7 0.882 0.890 0.886 0.006

8 0.882 0.886 0.884 -  0.002
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Επειδή a8 = 0.882 & 0.88 και b8 = 0.886 ^  0.89 , για την ζητούμενη

a β + b8
ρίζα ξ παίρνουμε ξ & ------- = 0.884 ή 0.88 .

2

6.4 Η Ε π α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς

Μία από τις πιό σημαντικές μεθόδους για την αριθμητική επίλυση 

εξισώσεων είναι η επαναληπτική μέθοδος ή μέθοδος των διαδοχικών προ

σεγγίσεων ή μέθοδος της διαδοχικής αντικαταστάσεως. Γενικά, με την 

μέθοδο αυτή αρχίζουμε με μία αρχική (πρόχειρη) προσέγγιση χ0 της 

ζητούμενης ρίζας και από αυτή βρίσκουμε μία νέα προσέγγιση , α

πό την οποία πάλι βρίκουμε μία νέα προσέγγιση χ2 κ.ο.κ., μέχρις ό- 

του (με την προϋπόθεση ότι η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων 

χο ,χι , Χ 2 ’ *' * ’ που καλ°ύνταί κοα επαναλήψεις, συγκλίνει) βρούμε μία 
προσέγγιση χ^ για την ζητούμενη ρίζα με την επιζητούμενη (προκαθο

ρισμένη) ακρίβεια.

Η επαναληπτική μέθοδος προκύπτει ως εξής: Υποθέτουμε πάλι ότι 

έχουμε την εξίσωση (6.1). Εάν αντικαταστήσουμε την (6.1) με μία ισο

δύναμη εξίσωση (δύο εξισώσεις λέγονται ισοδύναμες εάν έχουν ακριβώς 

τις ίδιες ρίζες)

χ = g(x) , (6.7)

όπου g(x) είναι συνεχής συνάρτηση, τότε οι διαδοχικές προσεγγίσεις

χ , η = 1,2,... για την ζητούμενη ρίζα υπολογίζονται με την βοήθεια
η

της συναρτήσεως g(x) που καλείται επαναληπτική συνάρτηση από την 

σχέση

xn+1 = g(xn ) , η =0,1,2,... . (6.8)

Εάν η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων συγκλίνει, δηλαδή, 

limx = ξ , τότε παίρνοντας όρια στην (6.3) έχουμε
Π

ΐ =  9(ξ) , ( 6 . 9 )
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δηλαδή, το όριο ξ είναι ένα σταθερό σημείο της g(χ) και επομένως 

μία ρίζα της f(x) = 0 . Βεβαίως, στην πράξη,μόνον ένας πεπερασμένος 

αριθμός επαναλήψεων. xltx2,...,x υπολογίζεται για την ρίζα ξ . Έ 

να σημαντικό πρόβλημα που προκύπτει είναι ο προσδιορισμός του μικρό

τερου αριθμού επαναλήψεων,που απαιτούνται με σκοπό να βρούμε μία κα

λή προσέγγιση χ της ρίζας ξ της f(x) = 0 . 0  ισχυρισμός ότι ηη
χ είναι καλή προσέγγιση της ρίζας ζ έχει δύο πιθανές ερμηνείες.η
Η πρώτη είναι ότι ο αριθμός |χ —  ξ| είναι αρκετά μικρός k o l  η δεύ-n
τερη ότι ο αριθμός If(χ )| είναι αρκετά μικρός. Αν και σε πολλέςΠ
περιπτώσεις είναι αληθές ότι αν ισχύει η πρώτη συνθήκη,τότε θα ισχύει 

και η δεύτερη, εν τούτοις, αυτές οι δύο συνθήκες είναι συχνά εντελώς 

ανεξάρτητες μεταξύ τους και η εκλογή τους πρέπει να γίνεται κατάλληλα.

Εάν δεχθούμε σαν πιο κατάλληλη την δεύτερη συνθήκη, τότε θα στα

ματήσουμε να υπολογίζουμε νέες επαναλήψεις εφ’ όσον ικανοποιηθεί η 

σχέση

|f(xn )| < ει , (6 .1 0 )

όπου εj > 0 είναι ένας αρκετά μικρός προκαθορισμένος αριθμός.

Εάν ενδείκνυται η πρώτη συνθήκη, τότε,επειδή η ρίζα ξ είναι ά

γνωστη και δεν μπορούμε να εξετάζουμε την ποσότητα |χ - ξ| , προσπα-n
θούμε με αναλυτικές μεθόδους να σχετίσουμε την ποσότητα |χ - ξ| με 

την |χη -  χ | , π οποία εξετάζεται εύκολα. Συνήθως, στην περίπτωση 

αυτή, σταματάμε να υπολογίζουμε νέες επαναλήψεις όταν ικανοποιηθεί η 

συνθήκη

χ -  χ η η-1 ( 6 . 11)

όπου ε2 > 0 είναι ένας αρκετά μικρός προκαθορισμένος αριθμός, αν 

και η ικανοποίηση της συνθήκης (6.11), γενικά, δεν σημαίνει ότι και 

|xn —  ζ| 4  ε2 · ληψθεί ε2 = ^ 10~κ (κ ακέραιος > 0),τότε η 

επαναληπτική διαδικασία σταματά όταν δύο διαδοχικές επαναλήψεις συμ

φωνούν σε κ δ.θ. και λέμε ότι η τελευταία τιμή χ που βρέθηκε
Π
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προσεγγίζει την ρίζα ξ με ακρίβεια κ δ.θ. .
Οι σχέσεις (6.10), (6.11) καλούνται συνθήκες ή κριτήρια τερμα

τισμού της επαναληπτικής μεθόδου. Πολλές φορές επίσης, ένα άλλο κρι

τήριο τερματισμού των επαναλήψεων χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με τα 

προηγουμένως αναφερθέντα. Συγκεκριμένα, επειδή μπορεί η ακολουθία των 

επαναλήψεων να μην συγκλίνει ή να συγκλίνει πολύ αργά, για να εμπο

δίσουμε τον υπολογισμό απεριορίστου αριθμού επαναλήψεων, είναι απα

ραίτητο να μετράμε τον αριθμό ίων επαναλήψεων που υπολογίζουμε και 

να σταματάμε όταν ο αριθμός αυτός υπερβεί ένα προκαθορισμένο μέγιστο 

αριθμό επαναλήψεων.

Από την περιγραφή της επαναληπτικής μεθόδου,που έγινε προηγου

μένως, προκύπτουν τα ακόλουθα ερωτήματα: ι) Πώς βρίσκεται μία κατάλ

ληλη συνάρτηση g(χ); ii) Κάτω από ποιές προϋποθέσεις συγκλίνει η 

ακολουθία του αλγορίθμου (6.8); και iii) Πόσο γρήγορα θα συγκλίνει 

η ακολουθία αυτή; Απαντήσεις στα ερωτήματα αυτά δίνονται στη συνέχεια.

6.4.1 Σ ύ γ κ λ ι σ η  τ η ς  ε π α ν α λ η π τ ι κ ή ς  
μ ε θ ό δ ο υ

Η επαναληπτική μέθοδος ορίζεται πλήρως από την επαναληπτική συ

νάρτηση g(x) και την αρχική προσέγγιση χ0 . Η σύγκλιση η ΜΠ της 

ακολουθίας του αλγορίθμου (6.8) σε κάποια ρίζα ξ (άρα και η τα

χύτητα συγκλίσεως) εξαρτάται προφανώς από την συνάρτηση g(χ) και 

από την αρχική προσέγγιση χ0 .

Έστω ξ μία ρίζα της(6.1). Τότε,λόγω της (6.7) έχουμε ξ =

= g(ζ) . Η επαναληπτική μέθοδος που ορίζεται από την (6.8) λέγεται 

ότι είναι τοπικώς συγκλίνουσα στην ρίζα ξ εάν υπάρχει μία περιοχή 

Π(ξ) της ρίζας ξ , τέτοια ώστε,για όλες τις αρχικές προσεγγίσεις 

χ0 6Π(ξ), η ακολουθία που παράγεται από την (6.8) να συγκλίνει στη 

ρίζα ξ . Εάν σαν Π(ξ) μπορεί να ληφθεί το σύνολο 1R των πραγματι

κών αριθμών, τότε η μέθοδος καλείται ολικώς συγκλίνουσα.
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Ορισμός 6.1 Έστω {χ } , η = 0,1,2,... μία ακολουθία τιμών ------------------------------ η

που παράγεται από την επαναληπτική μέθοδο

χη+ι = g(xn ) » n = °»1»2»··· (6.12)

και 11m χ = ξ . Εάν υπάρχει ένας αριθμός ρ £  1 και μία σταθερά
η -»■«> n

C > 0 (εάν ρ = 1 τότε 0 < C < 1) , τέτοια ώστε

11m = C , (6.13)
n ->°° Iε |ρ1 η 1

όπου ε = χ -  ξ , τότε ο ρ καλείται η τάξη συγκλίσεως της ακολου-
Π Π

θίας (ή λέμε ότι η ταχύτητα συγκλίσεως ή απλώς η σύγκλιση της ακολου

θίας είναι τάξεως ρ ) και η C σταθερά του ασυμπτωτικού σφάλματός 

της (η c καλείται και σταθερά συγκλίσεως). Ειδικά,για ρ =  1,2 και 

3 η σύγκλιση λέγεται ότι είναι γραμμική, τετραγωνική και κυβική αντί

στοιχα. Η αντίστοιχη μέθοδος (6.12) λέγεται ότι είναι τάξεως ρ για 

τον προσδιορισμό της ρίζας ξ . ▲

Από την (6.13) προκύπτει ότι για πολύ μεγάλες τιμές του η έχου

με Ιε [fa, C Iε I*3 . Αυτό σημαίνει ότι όσο πιό μεγάλος είναι ο αριθ- 
1 η + ι  η

μός ρ και όσο πιό μικρή η σταθερά C , τόσο μεγαλύτερη είναι η βελ

τίωση που επιτυγχάνεται στην ακρίβεια από την μία επαναληΨη στην άλλη 

και επομένως απαιτούνται λιγώτερες επαναλήψεις για την εύρεση της τε

λικής προσεγγίσεως με την επιζητούμενη ακρίβεια.

Τα ακόλουθα θεωρήματα δίνουν ικανές συνθήκες για την σύγκλιση 

της ακολουθίας που παράγεται από την επαναληπτική μέθοδο (6.8) .

θεώρημα 6.2 Εάν ξ είναι ένα σταθερό σημείο της συναρτήσεως 

g(x) της επαναληπτικής μεθόδου (6.8) (ξ= g(ξ)) και για κάθε 

x,y G I ξ [ξ -  ε, ξ + ε], ε > 0 έχουμε

|g(x) - g(y)I <, L |x -y| , 0 <, L < 1 , (6.14)

τότε για κάθε x„ 8 I n ακολουθία που παράγεται από τον αλγόριθμο 

xn+i « 9(χη) » η = 0,1,2,... συγκλίνει στο ξ που είναι και η μο-

«
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ναδική ρίζα της χ =  g(x) στο I . (Η συνθήκη (6.14) καλείται συνθή

κη του Lipschitz και η ισχύς της συνεπάγεται την συνέχεια της g(x) 
στο I ).

Απόδειξη θα δειχθεί ότι

χ 6 I , η = Ο,1,2,... . (6.15)
η

Για η = Ο είναι χ0 6 I εξ υποθέσεως. Εάν υποθέσουμε ότι η (6.15) 
ισχύει για η = 0(1)κ , κ ^ 1 , τότε προκύπτει αμέσως, λόγω της 
(6.14), ότι

Ιχκ+1 - SI “ Ι9<χκ> “ 9(ξ)| < L|xK - ξ| < L2|χκ_, - ξ| 1 ··· <

< LK+1|x0 - ξ| < |χ0 - ζ| - (6.16)

Άρα χ„^ 61 και επομένως απεδείχθη η (6.15) .
Κ+1

Επίσης, από την (6.16) παίρνοντας όρια έχουμε

lim Ιχκ+ι _ ζ| £ lim Lk+1|x q — ξ| = 0 ,δηλαδή, 11m χ = ξ .

θα δειχθεί τώρα ότι στο I δεν μπορεί να υπάρχει και άλλο στα
θερό σημείο ξ της g(x) . Πράγματι, αν ξ 6 1 με %φ ξ και 
ξ = ς(ξ) τότε θα έχουμε

|ξ- ξ| = 19(ζ) - 9(f) | < ί | ξ - ξ |  < | ξ - ξ |  , 

πράγμα άτοπον. Άρα ξ =  ξ . A

Παρατήρηση Από την (6.16), θέτοντας ε„ = χ„ -  ξ , κ = 0,1,
Κ κ

2,..., έχουμε Iεκ+11 < L|εκ| , κ =  0,1,2,... . Έτσι η ποσότης L 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν ένα μέτρο της ταχύτητας με την οποία η 
επαναληπτική μέθοδος συγκλίνει. Όσο μικρότερο είναι το L τόσο τα
χύτερη θα είναι η σύγκλιση.

θεώρημα 6.3 Εάν ξ είναι ένα σταθερό σημείο της συναρτήσεως 
g(χ) της μεθόδου (6.8), η g(χ) είναι ορισμένη κρι παραγωγίσιμη

*
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στο I ξ [ξ -  ε, ξ + ε] , ε > 0  και για κάθε χ 6 (ξ -  ε, ξ + ε)

έχουμε |g'(x)| £  L < 1 , τότε για κάθε χ0 6 I η ακολουθία που πα- 

ράγεται από τον αλγόριθμο xr +i = g(xn ) » n =  0,1,2,... συγκλίνει 

στο ξ που είναι και η μοναδική ρίζα της x = g(x) στο I .

Απόδειξη Αυτή γίνεται όπως και στο θεώρημα 6.2,με την διαφορά 

ότι για την απόδειξη της (6.16) εφαρμόζουμε τώρα το θεώρημα μέσης 

τιμής. Έτσι, έχουμε λόγω των υποθέσεων

Ιχκ+ι -  Si = 19(χκ) -  g(OI = |(χκ -  ζ)9'(χκ)| =
=|9'(χκ)ΙΙχκ - i \ < LIXK - ζ| < ··· < ΐ·κ+1Ιχο - ΐ \ < |χ0 -

αφού το χ βρίσκεται μεταξύ των χ και ξ , οπότε, χ 8(ξ-ε, ξ+ε).Λ κ κ κ

θεώρημα 6.4 Δίνεται η επαναληπτική μέθοδος

Xn+i = 9 Χ̂η^ ’ " = °»1’2’··· (6.17)

και έστω ξ μία ρίζα της χ =  g(χ) . Εάν: ι) η g(x) είναι επαρκώς 

παραγωγίσιμη με συνεχείς παραγώγους σε μία περιοχή της ξ, ϋ )  

9^Κ^(ξ) = 0 , για κ = 1,2,... , ρ-1 και iil) g(ρ^(ξ) φ 0 , όπου 

ρ 1 και για ρ = 1 , εκτός από την g' (ξ) # 0 , υποθέτουμε επι

πλέον ότι ισχύει |g' (ξ)| < 1 , τότε η επαναληπτική μέθοδος (6.17) 

είναι τοπικώς συγκλίνουσα στην ρίζα ξ και είναι τάξεως ρ για τον 

προσδιορισμό της ξ .

Απόδειξη Έστω ρ = 1 . Τότε ισχύει 0 < |g' (ζ) | < 1 . Επειδή 

n g'(x) είναι συνεχής πλησίον της ξ συνεπάγεται ότι θα υπάρχει 

μία περιοχή Π(ξ) = [ξ -  ε, ξ + ε] , ε > 0  της ξ , τέτοια ώστε 

|g’ (χ)| < l <  1 , V χ G Π(ξ) . Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα 6.3»για κά

θε χ0 G Π(ξ) π ακολουθία που παράγεται από την (6.17) συγκλίνει στη 

ρίζα ξ . Επίσης, στην Π(ξ) , δηλαδή, -γ χ0 6Π(ξ) θα έχουμε

V .  = 9(χη> = 9(ξ> + (Χπ -  ξ)9' (ξη> = ξ + (Χη -  ξ)9' ίξπ> *
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για κάποιο ξ που 3ρ^σκετσι μεταξύ των χ και ξ , οπότεη η

Ιχη+1 -*Ι  ■ l£nt.l = l£nl Ι9' ^ !  · (6.18)

Από την (6.18), λόγω της 1im χ = ξ , προκύπτει ότι
Πη

Tim — -  = |g' (ξ) | ξ C με 0 < C < 1 .
η -+« I ε I 1 η 1

Άρα,η σύγκλιση (βλέπε ορισμό 6.1) είναι γραμμική και η μέθοδος

(6.17) είναι πρώτης τάζεως για τον προσδιορισμό της ρίζας ξ .

Για ρ > 1 , η τοπική σύγκλιση αποδεικνύεται όπως και στην πε

ρίπτωση ρ = 1 , αφού τώρα είναι g'(i) = 0 και επομένως |g'(ξ)| <1. 

Επί πλέον, χρησιμοποιώντας τον τύπο του Taylor και τις υποθέσεις του 

θεωρήματος, γ χ0 6 π(ξ) = περιοχή συγκλίσεως παίρνουμε X

Xntl = 9(χη> = 9(ξ) + (Χη “ ξ>9' (ξ) * <Χη “ ξ)* 3'?Γ + · · · +
+ (χ _ξ)Ρ-> ϋΐί-151 + (χ ,,

Π (ρ-ΐ)ί " 9

9<Ρ>(ξ_)
ξ)Ρ „ Γ Π = ξ +

+ (χ_ -  ξ)
g(p)U J

η Ρί
—  , για κάποιο ξ μεταξύ των χ και ξ,η η

οπότε

ε = εη+ι1 1 η
ρ Ι9(Ρ)(^η ) (6.19)

Από την (6.19) προκύπτει τώρα, λόγω της Tim χ = ξ , ότι
Π -»·°ο η

11m = -rV |g<P,(5)I = c > ο ,
η + 0 0 |ε |ρ ρ*1 η 1

που σημαίνει ότι η μέθοδος (6.17) είναι τάξεως ρ (ρ > 1) για τον 

προσδιορισμό της ρίζας ξ . A
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Σημείωση Αν παραλείψουμε από τις υποθέσεις του θεωρήματος 6.4 

την συνθήκη (ϋι), τότε η μέθοδος (6.17) είναι τουλάχιστον ρ τάξεως 

για τον προσδιορισμό της ξ . (Για ρ =  1 απαιτείται μόνον η 

|9'(ξ) | < 1 , ενώ για ρ = 2 η g'U) = 0 ) .

Βασιζόμενοι στο θεώρημα 6.4,προσπαθούμε στην πράξη να κατασκευά

σουμε επαναληπτικές μεθόδους όπου ρ ^  2 , δηλαδή,για τις οποίες 

ισχύει g'(ξ) = 0,διότι, αφ’ ενός εξασφαλίζεται τοπική σύγκλιση, αφ’ 

ετέρου δε η σύγκλιση είναι πολύ γρήγορη. Γενικά όμως, όσο πιό μεγά

λη είναι η τάξη ρ , τόσο πιό πολύπλοκη είναι η μορφή της επαναληπτι

κής μεθόδου, με αποτέλεσμα περισσότεροι υπολογισμοί να απαιτούνται 

για κάθε επανάληψη. Έτσι, το κέρδος από την μεγαλύτερη τάξη συγκλί- 

σεως δεν πρέπει να μετριέται μόνον με βάση τον αριθμό των επαναλήψε

ων,αλλά και από την συνολική προσπάθεια, δηλαδή, τον ολικό χρόνο υ

πολογισμού για την εύρεση του τελικού αποτελέσματος. Για τον λόγο αυ

τό, περισσότερο χρησιμοποιούνται στην πράξη μέθοδοι πρώτης και δευτέ- 

ρας τάξεως.

θεώρημα 6.5 Εάν η συνάρτηση g(χ) της μεθόδου (6.8) είναι ο

ρισμένη και παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα [a,tT) , έχει ένα μοναδικό 

σταθερό σημείο ξ στο [a,b] και για κάθε x6(a,b) ισχύει |g'(x)| 4  

£  L < 1 , τότε για κάθε χ0 που ανήκει στο μικρότερο από τα δύο δι

αστήματα [a, ξ] , [ξ,bj , η ακολουθία που παράγεται από τον αλγόριθ

μο xn+i = g(x ) , η = 0,1,2,... συγκλίνει (τουλάχιστον γραμμικά) 

στο ξ .

Απόδειξη Εάν [a,ξ] είναι το μικρότερο διάστημα (δηλαδή ,

ξ < a y  ) , τότε θεωρούμε το διάστημα I ξ [ξ-ε , ξ+ε] με ε =

= ξ — a , δηλαδή, I ξ [a, 2ξ — a] , για το οποίο ισχύει [a, ξ] C  

C  I C  [a,b] , αφού 2ξ —  a < b . Έτσι, σύμφωνα με το θεώρημα 6.3, 

για κάθε xQ 6 1 και επομένως για κάθε χ06 [a, ξ] , η ακολουθία που 

παράγεται από τον αλγόριθμο x^+i = g(*n) , n = 0,1,2,... συγκλίνει 

στο ξ . Ανάλογη είναι η απόδειξη όταν το [5,bJ είναι το μικρότερο
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διάστημα.

Ορισμός 6.2 Μία συνάρτηση g(χ) λέγεται ότι είναι μία απεικό

νιση συστολής (contraction or contractive mapping) σε ένα διάστημα 

[a, Id] εάν

i) V χ 6 [a,b] => g(x)6[a,tf]

ii) V x,y 6 [a,bj => |g(x) -  g(y) | < L|x -  y| , 0 < L < 1 .

θεώρημα 6.6 Εάν η επαναληπτική συνάρτηση g(χ) της μεθόδου 

(6.8) είναι ορισμένη σε ένα διάστημα [a,bj και είναι μία απεικόνι

ση συστολής στο [a,b] , τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

i) Η εξίσωση χ =  g(x) έχει μία μοναδική ρίζα ξ στο [a,b].

ii) Για κάθε x0 6 [a,b] η ακολουθία xn+1 = g(xnb  η =  0,1,2,.. 

συγκλίνει στη ρίζα ξ ,

* „ - ϊ Ι  *  Τ = Γ  Ιχι ~ XJ - Ιχ„+ι - ξΙ < Ιχπ -^ Ι  και

Χη+ι ^  £ 1 — L |Λη+ι Ληχ , χ I $ η 0,1,2,.·. .

Απόδειξη Προφανώς, ισχύει χ 6 [a,b] n =  1,2,... για κάθε 

χ0 Gja.bJ . Για δύο διαδοχικές τιμές xn , χη+1 έχουμε

|χ — χ ! = |g(x ) — g(x ) Ι < ί | χ - χ , ΐ £ · · · ι1 n+i n1 13 n' n-i — n n-i' = =
< Ln |Xi - x 0 | . (6.20)

00

θεωρούμε την σειρά \ cn , όπου cQ = x0 , cr +i = xn+l -  xn . n =
n=0

0,1,2,..., δηλαδή,

y C = χ η + (χ, -  x„) + (x — x ) + .. . + (x — X .)+··· » (6.21)n 0 l o' ' 2 l n n-i
n=0

= x , n 0,1,2,... ,
n+i nτης οποίας τα μερικά αθροίσματα είναι S
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καθώς επίσης και τη σειρά J d , όπου d0 = |χ | , d =
Λ  Π  V i ' l ln=U

= LP Iχ —  χ | , η = 0,1,2,... , η οποία προφανώς συγκλίνει διότι

οι όροι της εκτός του πρώτου αποτελούν γεωμετρική πρόοδο με λόγο

L < 1 . Επειδή, λόγω της (6.20), ισχύει |c I < Id I , n = 0,1,2,...,1 n 1 ■» * n 1
00

έπεται ότι η σειρά £ lc I συγκλίνει, οπότε θα συγκλίνει και η
n=0 Γ1

(6.21), αφού αυτή συγκλίνει απολύτως.

Έστω, lim S ξ lim χ = ξ . Προφανώς, ζ β [a,b“] και από τηνn+i η ,η ->°° η -*-00
χ = g(x ) , η = 0,1,2,..., παίρνοντας όρια, έχουμε ζ =  g (ζ) , δη-
nt ι n a
λαδή, ζ είναι μία ρίζα της χ = g(x) . Αν ξ είναι μία άλλη ρίζα, 

ξ =  g(ζ) , ζ 6 [a,bT| , τότε έχουμε

| Ι - ξ |  =  |g(I) -  g U ) |  < Lit -  ξ| ή ( ΐ - ί ) | ξ - ξ |  < ο ή

Λ

ξ =  ξ .

Λόγω της (6.20) έχουμε

χ — χ I < | χ -  χ 1 + Ιχη+Κ-. -
χ I +...+η+κ-2 1η+Κ η 1 = 1 η+κ η+κ-ι1

Χη+ι - X | < η 1 =
^η+κ-ι

Ιχι - χ0Ι + Ln+K'2|x, Χ 0 Ι * · · · ' * ’ L  | X j χ

= Ι_η(1 + L + L2+...+ ι· κ " , ) Ι χ 1 -

C_ΙII
ο
χ Μ  ι_κ

\ _  L Ιχ· _ Χ · Ι  -

Από την (6.22), παίρνοντας όρια για και έχοντας υπ’ όφιν ότι

lim χ = ξ , προκύπτει τελικά ότι 
κ +°° η+κ

|ξ -  x j  = | χη ~  ξ| <, — x ol » 0 , 1 , 2 , . . .  . ( 6 . 2 3 )

Επίσης, έχουμε

14
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·Χη+ι " ξΙ = lg(xn) “ 9(ξ)( =  LΙχη " 51 < |Χη ~ ξ| ,

η = 0,1,2,..., (6.24)

δηλαδή, |ε | < | |  , η = 0,1,2,..., που σημαίνει ότι η ακολου
θία των απολύτων σφαλμάτων |ε I = Iχ —  ξ| , η = 0,1,2,... είναιη 1 ' η  1
γνησίως φθίνουσα. Έτσι,κάθε νέα επανάληψη είναι πιο ακριβής από την 
προηγούμενη.

Ακόμη, αφού ξ = g(ξ) παίρνουμε

|χ , - g(x ) I = |χ —  ξ + g(ξ) -  q(x ) I > Iχ — ξ| -  1 n+i η+ι 1 ' η+ι 3 η+ι 1 = 1 η+ι 1

—  |g(5) —  g(x )I > 1 χ — ξ Ι - L l x  - ξ3ν η+ι 1 =  1 η+ι 1 1 η+ι f  - D i x n+l- i

η

.. . Λ + ι  ~  9(xntl)l _ I V a  - * n t J
n+i **· =

(6.25)
1 -  L1 -  L

H (6.25), λόγω της (6.20) γίνεται

lx —  ξ| < - 7 ■ lx — χ I , n = 0,1,2,...1 n+i 1 =  1 —  L 1 n+i n ‘ A (6.26)

θεώρημα 6.7 Εάν η επαναληπτική συνάρτηση g(x) της μεθόδου 

(6.8) είναι ορισμένη και παρανωγίσιμη σε ένα διάστημα (a,6] και

i) ¥ χ 6 Ja.bJ =ο g(x) 6 [a,b] ,

11) V χ 6 (a,b) => |g*(χ)| < L < 1 , 

τότε ισχύουν τα συμπεράσματα του θεωρήματος 6.6 .

Απόδειξη Είναι εύκολο να δειχθεί, εφαρμόζοντας το θεώρημα μέ

σης τιμής, ότι η g(x) είναι μία απεικόνιση συστολής στο [a,b] και 

επομένως η απόδειξη είναι όμοια με εκείνη του θεωρήματος 6.6 . A

Παρατηρήσεις: 1) Τα θεωρήματα 6.6 και 6.7 ισχύουν και στην πε

ρίπτωση που το διάστημα [a,b] είναι το ( - < » , + “>).
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ϋ )  Κατά την ανάπτυξη της θεωρίας συγκλίσεως της επαναληπτικής 

μεθόδου αγνοήσαμε τελείως την ύπαρξη των αναπόφευκτων στην πράξη σφαλ

μάτων στρογγυλεύσεως, δηλαδή, υποθέσαμε ότι οι διαδοχικές επαναλήψεις 

(προσεγγίσεις) υπολογίζονται ακριβώς.

iii) Εάν είναι L < j  , τότε από την (6.26) έχουμε |χη+ι -  ξ| <,

< |χ - χ  I . Έτσι, όταν ικανοποιηθεί η ανισότητα |χ -  χ I < ε,

τότε θα είναι και |ε I < ε . Ακόμη, από την (6.26) είναι φανερό ό-η+ι =
τι για να βρούμε μία επανάληψη χ τέτοια ώστε |χη -  ξ| < ε , αρ-

^ 1 —■ I
κεί να ικανοποιηθεί η ανισότητα |χ -  χ I < — |—  ε (0 £  L < 1) .

iv) Το χ0 στα θεωρήματα 6.6 και 6.7 μπορεί να εκλεγεί αυθαίρε

τα από το [a,b>] . Εάν όμως ληφθεί χ0 = a ^ b και επιπλέον ισχύει

Ιχι _  χο I = Ο  ~  L) ( b ^ 9 ) » τότε, μπορεί να αποδειχθεί (βλέπε άσκη

ση 6 ) ότι η συνθήκη (ΐ) του ορισμού 6.2 μπορεί να παραλειφθεί α

πό τις υποθέσεις των θεωρημάτων 6.6 και 6.7 .

ν) Εάν η εξίσωση χ = g(x) έχει μία μοναδική ρίζα ξ στο [a,b] και 

¥ x6[a,tf| ισχύει |g'(x)| ^  L > 1 , τότε, εκτός από ορισμένες εξαι

ρέσεις (βλέπε π.χ. άσκηση. 7 ), ¥ χ0 6 [a,bj , xQ ψ ξ , η επαναληπτι

κή μέθοδος (6.8) δεν θα συγκλίνει.

vi) Επειδή στην ακολουθία των επαναλήψεων χ0,χ1,χ2,..., που

προκύπτει από την επαναληπτική μέθοδο,κάθε όρος χ μπορεί να θεω-η
ρηθεί σαν η αρχική προσέγγιση χ0 , μικρά σφάλματα κατά τον υπολογι

σμό των διαφόρων επαναλήψεων δεν θεωρούνται άξια προσοχής, με την έν

νοια ότι, εάν η ακολουθία συγκλίνει, αυτά δεν μπορούν, φυσιολογικά, 

να εμποδίσουν την σύγκλιση της ακολουθίας στην ζητούμενη ρίζα. Για 

τον λόγο αυτό η επαναληπτική μέθοδος λέγεται ότι είναι αυτοδιορθωτι- 

κή.

Σχετικά με το ερώτημα πώς κατασκευάζεται ή πώς εκλέγεται μία κα

τάλληλη επαναληπτική συνάρτηση g(χ) , πρέπει να σημειωθούν τα εξής:

Εάν δοθεί μία εξίσωση f(χ) = 0 , τότε είναι δυνατόν, με κατάλληλους 

μετασχηματισμούς, να γράψουμε αυτή με την ισοδύναμη μορφή χ = g(x) , 

για διαφορετικές συναρτήσεις g(x) και επομένως να δημιουργήσουμε
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αρκετές διαφορετικές επαναληπτικές μεθόδους. Μερικές απ’ αυτές είναι 

δυνατόν να χρησιμοποιηθούν για την εύρεση όλων των πραγματικών ριζών 

της f(x) = 0 , ορισμένες δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για καμμία 

ρίζα και άλλες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την εύρεση ορισμένων 

ριζών. Έτσι, στην πράξη,πολλές φορές χρειαζόμαστε να χρησιμοποιή

σουμε αρκετές διαφορετικές συναρτήσεις g(x) για να προσδιορίσουμε 

όλες τις ρίζες της f(x) . Μεταξύ των άλλων εκλογών για την g(χ) εί

ναι και οι ακόλουθες δύο:

i) g(x) = x —  cf(x) , όπου c σταθερά φ 0 , (6.27)

ii) g(χ) = χ —  h(x)fm (x) , (6.28)

όπου h(x) φ 0 και m θετική σταθερά.

Πρέπει να αναφερθεί ακόμη,ότι πολλές φορές η χ =  g(χ) δεν είναι ι

σοδύναμη με την f(χ) = 0 , με την έννοια ότι το σύνολο των σταθερών 

σημείων της g(x) είναι υποσύνολο των ριζών της f(x) = 0 (σε ειδι

κές περιπτώσεις η g(x) μπορεί να περιέχει και μερικά σταθερά ση

μεία τα οποία δεν είναι ρίζες της f(x) = 0 ) . Γενικά, η g(x) πρέ

πει να εκλεγεί έτσι ώστε,όχι μόνον τα σταθερά της σημεία να είναι ρί

ζες της f(x) = 0 , αλλά και η ακολουθία x^+j = g(xn) , η = 0,1,2,.. 

να συγκλίνει στα σταθερά αυτά σημεία. Επειδή, σύμφωνα με την θεωρία 

συγκλίσεως, σε μια κατάλληλη g(x) η |g'(x)| είναι μικρός αριθμός 

σε ένα διάστημα που περιέχει μια ρίζα ξ , συνιστάται κατά την μετα

τροπή της εξισώσεως f(x) = 0 στην χ = g(x) η χρησιμοποίηση τετρα>- 

γωνικών ριζών, κυβικών ριζών ή λογαρίθμων, επειδή οι συναρτήσεις αυ

τές είναι σχετικά επίπεδες σε ένα μεγάλο διάστημα. Ακόμη, μερικές φο

ρές, είναι προτιμώτερο να λύνουμε ως προς χ από τον όρο της f(x) 

που έχει τον συντελεστή με το μεγαλύτερο μέτρο (π.χ. όταν η f(χ) εί

ναι ένα πολυώνυμο).

Όπως τονίστηκε και προηγουμένως, προσπαθούμε στην πράξη να κα

τασκευάσουμε μεθόδους που να είναι τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για 

τον προσδιορισμό κάποιας ρίζας ξ . Έτσι, αν θεωρήσουμε την επανα-
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x = g(x ) , η = 0,1,2,..., όπου g(x) = χ - h(x)f(x)
n+i "nληπτική μέθοδο

(βλέπε (6.28) για m = 1) , προσπαθούμε να προσδιορίσουμε μία συνάρ

τηση h(x) , τέτοια ώστε g ' U ) =  0 , όπου ξ η ζητούμενη ρίζα της 

f(χ) = 0 . Παραγωγίζοντας, έχουμε g'(x) = 1 — h'(x)f(x) — h(x)f'(x)* 

θέτοντας g' (ξ) = 0 και εάν Γ(ξ) ϊ  0 ( ξ

hU) =
1

!'(ϋ
μως η ρίζα ξ

- 1 Γ ( χ ) * ο
Π χ )

απλή ρίζα), έχουμε 

Άρα, μπορούμε να εκλέξουμε h(x) = · Επειδή ό·

είναι άγνωστη, μία καλύτερη εκλογή είναι η h(χ) ξ
^/χ\

g(x) = χ — ■ )■ { . Έτσι, προκύπτει ηοπότε

ακόλουθη σημαντική επαναληπτική μέθοδος:

η = 0,1,2,...,

Γ(χ)

η+1 = χ — η

f(xn)

ί'<*η>
(6.29)

που είναι γνωστή σαν μέθοδος των Newton - Raphson. Η μέθοδος (6.29) 

θα μελετηθεί αναλυτικώτερα σε επόμενη παράγραφο.

6.4.2 Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  ε ρ μ η ν ε ί α  τ η ς  ε π α 

ν α λ η π τ ι κ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

Η γεωμετρική ερμηνεία της επαναληπτικής μεθόδου είναι απλή. Σχε

διάζουμε στο επίπεδο με συντεταγμένες x,y τις συναρτήσεις y = χ 

και y = g(x) . Οι τετμημένες των σημείων τομής αυτών των καμπύλων 

είναι οι πραγματικές ρίζες της εξισώσεως χ = g(x) . Η εύρεση των δι

αδοχικών επαναλήψεων γίνεται γεωμετρικά ως εξής: Αρχίζοντας από ένα 

σημείο (χ0,Xj) ξ (χ ,g(x )) φέρνουμε την ευθεία y = χχ μέχρι το 

σημείο τομής της με την ευθεία y = χ και έπειτα από το σημείο το

μής φέρνουμε την ευθεία χ = Xj μέχρι το σημείο τομής της με την 

y = g(x) . Έτσι, βρίσκουμε το σημείο (χ1»χ2) κ.ο.κ. . Τα σχήματα 

6.2, 6.3, 6.4, 6.5 δείχνουν την συμπεριφορά των διαδοχικών προσεγ

γίσεων στις περιπτώσεις i) 0 < g'(χ) < 1 , ϋ )  - 1 < g'(x) < 0 , 

ι"1ί ) 1 < g'(χ) και iv) g' (χ) < —  1 .Για g' (χ) > 0 η συμπερι

φορά είναι μονότονος (μονοπλευρική σύγκλιση ή απόκλιση), ενώ για 

g'(χ) < 0 είναι ταλαντωτική (διπλευρική σύγκλιση ή απόκλιση).
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σχ. 6.2 (0 < g'(x) < 1) σχ. 6.3 (- 1 < g'(χ) < 0)

σχ. 6.4 (g'(x) > 1) σχ. 6.5 (g*(x) < — 1)
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Παράδειγμα 6.4 Δίνεται π εξίσωση f(x) = χ2 —  α = 0 , όπου α 

πραγματικός αριθμός > 1 . Να δειχθεί ότι η επαναληπτική μέθοδος

χ = g(x ) , π = 0 ,1 , 2 ..... όπου g(x) = συγκλίνει ¥ χ 0 > 0

στην ρίζα ξ = ι/α της f(χ) = 0  .

Λύση Η εξίσωση χ = g(x) είναι ισοδύναμη με την f(χ) = 0 .θε

ωρούμε το διάστημα I = [0, +») . Η g(x) είναι ορισμένη και παρα- 

γωγίσιμη στο I και επίσης V χ 6  I => g(x) 61 . Παραγωγίζοντας έχου

με g '(χ) = α-·α ^̂  . Προφανώς, ¥ χ 6 Ι είναι 0 < g'(x) < 1 . Ε- 
(χ+α ) 2

πομένως, σύμ(ρωνα με το θεώρημα 6.7, ¥ χ„ 6 I η ακολουθία xn+i = g(x ),

n =  0,1,2,... συγκλίνει στην ρίζα ξ = /α 6 I . Για α = 2  και
4 24

χ0 = 1 οι 4 πρώτες επαναλήψεις είναι: χι = 3  * χ 2 = » x 3 = jy »

χ<* =  ̂-414 · Α

Παράδειγμα 6.5 Αφού δειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = χ2χ - 1  = 0

έχει μία μοναδική ρίζα ξ στο [0 . + 00) και ότι ο αλγόριθμος χ =* η+ι
= — —  , π = 0 ,1 ,2 ,... συγκλίνει στη ρίζα ξ ¥ χ > 0 , να βρεθεί

2 χη
η ρίζα ξ με ακρίβεια 6 δ.θ. .

Λύση Η f(x) = 0 είναι ισοδύναμη με την χ = ξ g(χ ) . Επί-
λΧ

1 π 9 ^
σπς, έχουμε g(x) > 0 , ¥ χ > 0  και g' (χ) = -  , οπότε |g' (χ)| =

1 2  ~  2 Χ 
= — —  < 1 » ¥ χ > 0 , αφού 1 η 2 «  0.69314718 . Έτσι, σύμφωνα με το

2 * ~
θεώρημα 6.7, η f(χ) = 0 έχει μία μοναδική ρίζα ξ στο [0, +~)

(πιο συγκεκριμένα ξθΓΟ,Ι] , αφού f(0) = -  1 και f(1) = 1 ) και

ο αλγόριθμος χ = , π = 0 ,1 ,2 ,... συγκλίνει στη ρίζα ξ
n+ 2 Χη

V χ0 > 0 . Λαμβάνοντας π.χ. χ0 = 1 , μπορεί να βρεθεί ότι ξ ̂

^  0.641185 . Α

Παράδειγμα 6 . 6  Για την εύρεση της ρίζας ξ = Va , α > 0 της 

εξισώσεως f(x) = χ(χ3 -  α) = 0 , προτείνεται η επαναληπτική μέθοδος 

χη(2α + χ 3)
χ = — ------ - » η = 0,1,2,... . Να δειχθεί ότι αυτή είναι τρίτης

2 χ 3 + αη



202

τάξεως για τον προσδιορισμό της ξ , για κατάλληλο χβ .
/ y / Oq χ 3 \

Λύση Η εξίσωση χ = g(x) , όπου g(x) = — 3------- - είναι ισο
2χ3 + α

δύναμη με την f(x) = Ο . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι g'(x) =

2(χ3 —  αΐ2= -------L- s οπότε ο'(ξ) = Ο . Ακόμη,μπορεί να δειχθεί ότι
(2χ3 +α)2

g" (ξ) = Ο και g"'(ζ) = ~~γτΦ Ο . Έτσι, σύμφωνα με το θεώρημα 6.4
α /3

η δοθείσα επαναληπτική μέθοδος είναι τοπικώς συγκλίνουσα στην ρίζα 

ξ =  fa και τάξεως 3 για τον προσδιορισμό αυτής. Α

6.5 Η μ έ θ ο δ ο ς  N e w t o n  —  R a p h s o n

Όπως είδαμε στο τέλος της παραγράφου 6.4.1, η μέθοδος Newton - 

Raphson μπορεί να θεωρηθεί σαν μία ειδική περίπτωση της επαναληπτι

κής μεθόδου, όπου η επαναληπτική συνάρτηση έχει την μορφή

’ g(x> = χ (6-30> 

και επομένως οι διαδοχικές επαναλήψεις δίνονται από τον αλγόριθμο

f (xn ) *

Xn+ 1 “ xn ~  f'(x ) ’ n ~ °»1>2>··· » {6,31)

όπου xQ η αρχική προσέγγιση της ζητούμενης ρίζας ξ της f(χ) = Ο, 

Ένας άλλος τρόπος παραγωγής της μεθόδου Newton -  Raphson είναι 

ο ακόλουθος, που βασίζεται στο θεώρημα του Taylor:

Εάν ξ είναι μία ρίζα της f(x) = Ο και χη μία προσέγγιση 

αυτής, τότε έχουμε

f(ξ) = f(xn) + (ξ -  xn)f'(xn) +··· »  f(xn) +(ξ -  xn)f*(xn) .

Άρα, f(χ ) + (ξ -  χ )f'(x ) *  Ο και λύνοντας ως προς ξ (με τηνη η η
προϋπόθεση ότι Γ ( χ  ) t  Ο ) παίρνουμε

?(χη)
* *  Χη Γ ( χ  ) ’' η'
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που σημαίνει ότι η χ' = χη+ι η
f( xn)

 ̂ , θα πρέπει να είναι μία κα

λύτερη προσέγγιση για την ρίζα ξ απ’ ότι η χ . Έτσι, προκύπτειη
πάλι η (6.31).

Από την (6.31) είναι φανερό ότι για τον υπολογισμό της τιμής

χ απαιτούνται οι τιμές f(x ) και Γ ( χ  ) . Πρέπει να σημειωθείn+i η ' η
ότι, εάν η f(x) είναι ένα πολυώνυμο, τότε οι f(x ) και f'(x )η η
υπολογίζονται χρησιμοποιώντας το σχήμα του Horner (3λέπε κεφ. 7).

6.5.1 Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  ε ρ μ η ν ε ί α  τ η ς  μ ε θ ό 

δ ο υ  N e w t o n - R a p h s o n

Το σχήμα 6.6 δείχνει την γραφική παράσταση μιας συναρτήσεως 

f(x) και ξ είναι η ζητούμενη ρίζα της f(χ) = Ο . Στο σημείο 

(χη* Φέρνουμε την εφαπτόμενη της καμπύλης. Η εξίσωση αυτής

είναι

y — f(x ) = f'(χ )(χ —  χ ) . (6.32)n n' rr

Αν (*η+1» 0) είναι το σημείο τομής της εφαπτομένης με τον άξονα

των χ , τότε από την (6.32) έχουμε 0 -  f(x ) = f'(x )(χ -  χ )η η η+ι η
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ή χ = χ -  τ ί — γ » δηλαδή, παίρνουμε πάλι την (6.31) . 
n+i n f (χ )η

6.5.2 Σ ύ γ κ λ ι σ η  κ α ι  τ ά ξ η  τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ  

N e w t o n  —  R a p h s o n

Έστω ξ μία ρίζα της f(χ) = 0 και [a,6] ένα διάστημα, το 

οποίο περιέχει την ξ και στο οποίο οι f'(x) , Γ(χ) υπάρχουν και 

είναι συνεχείς. Επί πλέον, υποθέτουμε ότι f'(ξ) ψ Ο . Από την (6.30) 

παίρνουμε

για κάθε χ τέτοιο ώστε f'(x) ^»0 . Επομένως, αφού ί(ξ) = 0 και 

Γ(ξ) ψ 0 προκύπτει ότι

Ακόμη, υποθέτοντας ότι η Γ' (χ) υπάρχει και είναι συνεχής στο [a,b], 

μπορεί να δειχθεί παραγωγίζοντας την (6.33) ότι

Από τις (6.34), (6.35) συμπεραίνουμε (3λέπε θεώρημα 6.4) ότι η μέθο

δος Newton -  Raphson, κάτω από τις προϋποθέσεις που θεωρήσαμε, είναι 

τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για τον προσδιορισμό της ρίζας ξ . ( Η 

g" (ξ) θα είναι ίση με 0 αν Γ(ξ) = 0 ) . Έτσι, απεδείχθη το ακό

λουθο θεώρημα.

θεώρημα 6.8 Εάν η συνάρτηση f(x) έχει συνεχείς παραγώγους 

Γ  (χ) , f'(x) σε μια περιοχή μιας απλής ρίζας ξ της f(χ) = 0 , 

τότε για κάθε xQ που είναι πολύ κοντά στη ρίζα ξ οι επαναλήψεις 

που παράγονται από τον αλγόριθμο Newton —  Raphson συγκλίνουν στην 

ρίζα ξ και μάλιστα η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική. Α

9· (Χ) = Ι ί ϋ Ι Γ Μ

ρ·(χ)]2
(6.33)

9'(ξ) = 0 . (6.34)

(6.35)
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Παρατηρήσεις i) Το θεώρημα 6.8 έχει την έννοια ότι κάτω από 

τις προϋποθέσεις του υπάρχει πάντοτε μία περιοχή I ξ [ξ -  ε, ξ +ε], 

ε > Ο της ρίζας ξ τέτοια ώστε Jgr(x)| c 1 , V χ ε I , όπου η 

g'(χ) δίνεται από την (6.33) και επομένως εφαρμόζεται το θεώρημα

6.3 . Στην πράξη όμως, το θεώρημα 6.8 δεν είναι πολύ βοηθητικό γιατί 

συχνά είναι δύσκολο να προσδιορισθεί μια περιοχή της ρίζας ξ στην 

οποία να εφαρμόζεται το θεώρημα 6.3 και έτσι η εκλογή ενός κατάλλη

λου χ δεν είναι εύκολη. Επειδή όμως για κατάλληλο χ„ η ταχύτη- 0 °
τα συγκλίσεως της μεθόδου Newton —  Raphson είναι μεγάλη (τουλάχιστον 

τετραγωνική), στην πράξη, συνήθως, ακολουθούμε την εξής διαδικασία: 

Χρησιμοποιούμε πρώτα μία άλλη μέθοδο που σίγουρα συγκλίνει (π.χ. την 

μέθοδο της διχοτομήσεως) και βρίσκουμε μία προσέγγιση m Q  ρίζας ξ 

που είναι αρκετά κοντά στη ρίζα ξ . Μετά, χρησιμοποιώντας την προ

σέγγιση αυτή σαν χ0 , εφαρμόζουμε την μέθοδο Newton - Raphson για 

να επιτύχουμε την επιζητούμενη ακρίβεια.

ϋ )  Κάτω από τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 6.8 και έχοντας 

υπ* όψιν την απόδειξη του θεωρήματος 6.4 και την (6.35) για τα διαδο

χικά σφάλματα ε και ε ισχύειη η+ι

1 im
η -»·00

Εη+ι . 1 f*U) 
ε2 ” 2 Π 5 >  '

(6.36)

θεώρημα 6.9 Εάν ξ είναι μία ρίζα πολλαπλότητος m (m > 2) 

της f(χ) = Ο , όπου η f(x) είναι επαρκώς παραγωγίσιμη με συνεχείς 

παραγώγους σε μία περιοχή της ρίζας ξ , τότε ισχύει πάλι το συμπέ

ρασμα του θεωρήματος 6.8 με την διαφορά ότι η σύγκλιση τώρα είναι 

γραμμική.

Απόδειξη Προφανώς, ισχύει f (ξ) = Ο για κ =  Ο (1 )m —  1 

και η f(x) θα είναι της μορφής

f(χ) = (χ -  ξ Α ( χ )  ,

όπου h(x) παραγωγίσιμη και Ιι(ξ) φ Ο , οπότε

(6.37)
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Από την (6.30) παίρνουμε

f(x) _ ( x - * ) mh(x)

9ί  ̂ f,(x) m(x -  ξΓ'^ίχ) +(χ -

(χ -  ξ)ϊι(χ)
χ ----------------------  (6.39)

mh(x) + (χ -  ξ)ή'(χ)

και επομένως

[h(x) + (χ -  ξ)ή'(χ)]6(χ) -  (χ -  ξ)1ι(χ)0' (χ)
g'(x) = 1 ------------------------------------------- —  , όπου

62(χ)

G(x) = mh(x) + (χ -  ξ)Ιι' (χ) . Άρα,

mh2(ξ) , .
g' (ξ) = 1 --------- = 1 -  -  , και προφανώς 0 <g' (ξ) = 1 -  £ <  1.

m 2h2(ζ) m m

Έτσι, η μέθοδος των Newton -  Raphson, σύμφωνα με το θεώρημα 6.4, εί

ναι πρώτης τάξεως για τον προσδιορισμό της ρίζας ξ , για κατάλληλο 

Χ0 · 4

Γ  (χ) = m(x - ξ)"1-1 h(x) + (χ - ξ Α '  (χ) . (6.38)

Παρατήρηση Στην περίπτωση του θεωρήματος 6.9 για τα διαδοχικά 

σφάλματα ισχύει

lim = 1 - 1  · (6.40)ε mn -»-00 n

θεώρημα 6.10 Εάν υπάρχει ένα διάστημα [a,b] τέτοιο ώστε: 

i) f(a)f(b) < 0 και ϋ )  οι f'(x), f"(x) είναι συνεχείς και δεν 

μηδενίζονται στο [a,6] , τότε V χ0 6 [a,b] τέτοιο ώστε 

f(χ ο Κ " ( χ 0) >, 0 , η μέθοδος Newton - Raphson συγκλίνει στην μοναδική 

ρίζα ξ της f(χ) = 0 που υπάρχει στο [a,bj .

Απόδειξη Χωρίς 3λά3η της γενικότητος υποθέτουμε ότι f(a) <0,
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f(b) > 0 , f'(x) > 0 και Γ(χ) > 0 ¥ x8[a,bj (οι άλλες περιπτώ

σεις εξετάζονται ανάλογα). Σύμφωνα με το θεώρημα 6.1 σιο [a,b] υ- 

πάρχει μία μοναδική ρίζα ξ της f(χ) = Ο . Επειδή f(x )f"(x ) >, Ο, 

χ0 6[a,bJ και f"(xQ) > Ο έπεται ότι f(χ0) > Ο . Αν εξαιρέσουμε 

την περίπτωση f(x0) = Ο »η οποία συνεπάγεται προφανώς ότι ξ = χ0 =

= Xj = ... , θα είναι f(x0) > Ο , οπότε χ0 > ξ . θα δειχθεί τώρα 

ότι χ > ξ , η = 1,2,... και x Α, <  χ„ » η = 0,1,2,... . Επειδήη η+ι η
f'(χ0) > 0  έχουμε

f(x0)
χι = 9(χ0) = χ0 ------- < χ0 » (6.41)

f'(x0)

όπου η g(x) δίνεται από την (6.30). Από το θεώρημα μέσης τιμής παίρ

νουμε

χ! - ξ = g(x0) ~ 9(ζ) = 9' (λ)(χ0 - ξ) , (6.42)

όπου λ είναι κάποια τιμή μεταξύ των ξ και χ0 . Από την (6.33), 

επειδή Γ(χ) > 0  , ¥ χ6 [a,6] και f(A) > 0 , προκύπτει ότι 

g’U) > 0 , οπότε από την (6.42) είναι χ —  ξ > 0 . Έτσι, λόγω και 

της (6.41), είναι ξ < Xj < χ0 . Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω δια

δικασία, σχηματίζεται μία φραγμένη, γνησίως φθίνουσα ακολουθία επα

ναλήψεων xn,xlS..., χ ,... και , έστω ξ* = lim χ . Παίρνοντας ό- 0 1 n ηη +00
ρια στον αλγόριθμο Newton - Raphson (6.31) έχουμε

ftt*)
ξ* = ξ * -------- ή f(ξ* ) = 0 , δηλαδή, ξ = ξ* . A

Γ(ξ*)

Παρατηρήσεις i) Η εκλογή του χ0 στο θεώρημα 6.10 μπορεί να 

γίνει ως εξής: Παίρνουμε σαν χ0 εκείνο από τα άκρα a,b του [a,b] 

στο οποίο η f(x) έχει το ίδιο πρόσημο με την f"(x) (Η f”(x) δι

ατηρεί πρόσημο στο [a,b] ) .

Ή )  Η σύγκλιση της μεθόδου Newton —  Raphson στο θεώρημα 6.10
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καλείται μονότονος και είναι προφανώς τετραγωνική.

Πόρισμα 6.1 Εάν: i) η f(χ) είναι ορισμένη και συνεχής στο

( _  οο , + οο ) , ϋ )  υπάρχει ένα διάστημα [a,bj τέτοιο ώστε 

f(a)f(b) < 0  , iii) η f'(x) είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται στο 

[a,tf) και iv) η f"(x) είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται στο 

( —  οο , + οο) , τότε, V- χ0 6 [a,t>] η μέθοδος Newton -  Raphson συγκλί

νει στην μοναδική ρίζα ξ της f(x) = Ο που υπάρχει στο [a,6] .

Απόδειξη Υποθέτουμε πάλι ότι f(a) < Ο , f(b) > Ο , f'(x) > Ο, 

Υ  x G  [a,b] , f"(x) > 0  , ν · χ 6 ( — «>, +°° ) και θεωρούμε κάποιο 

χ0 6 [a,b] . Εάν f(x0) = Ο τότε ξ = χ0 .Αν f(x0) > Ο , δηλαδή, 

ξ < χ0 £  b , τότε f(x0)f"(χ0) > Ο και η απόδειξη προκύπτει από το 

θεώρημα 6.10 . Έστω τώρα f(x0) < Ο , δηλαδή, a χ0 < ξ . Τότε,εί

ναι

f ( x 0 )

Από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε f(xQ) = f(xQ) -  f(ξ) = (χ0 -ξ)Γ(λ) 

όπου λ 6 (χ0, ξ). Επειδή Γ(χ) > Ο , συνεπάγεται ότι η Γ  (χ) είναι 

γνησίως αύξουσα στο [a, tTJ . Άρα,

f(x0)
f(x0) = (χ0 -  ξ)Έ(λ) < (χ0 -  ξ) Γ ( χ0) Π ------ < χ0 ~  ξ Π

Γ ( χ 0 )

f ( x 0 )

f(xo)
Επομένως, έχουμε Xj = χ0 -------- > χ0 + ξ -  χ0 = ξ ή ξ < χ1 . Ε-

f'(xo)
πειδή f"(x) > Ο , έχουμε ότι Γ  (χ) > f'(a) > Ο , ¥  χ > a , οπότε 

στο διάστημα [a, +°° ) υπάρχει μόνον η ρίζα ξ · Έτσι, έχουμε 

f(Xj) > Ο και f(XjΚ " ( χ χ) > Ο , οπότε η απόδειξη προκύπτει εφαρμό-
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ζοντας το θεώρημα 6.10 στο διάστημα [a, +» ) με χ0 = χ1 . a

Το ακόλουθο θεώρημα, που δίνεται χωρίς απόδειξη, έχει σχέση με 

το θεώρημα 6.10 και παρέχει επίσης ικανές συνθήκες που εξασφαλίζουν 

την μονότονη σύγκλιση της μεθόδου Newton -  Raphson για κάθε χ0 σε 

ένα διάστημα [a,b] . Η  απόδειξη αυτού μπορεί να γίνει και γεωμετρικά.

6.5.3. Ε φ α ρ μ ο γ έ ς  -  Π α ρ α δ ε ί  γ μ α τ α

Η μέθοδος Newton —  Raphson παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον στην 

πράξη επειδή είναι γενικά τουλάχιστον δευτέρας τάξεως, έχει απλή μορ

φή και είναι κατάλληλη για να χρησιμοποιηθεί σε ένα ηλεκτρονικό υπο

λογιστή. Αυτή είναι κατάλληλη για τον υπολογισμό της Ν ^  , ό

που Ν πραγματικός > 0 και ρ ακέραιος. Το πρόβλημα αυτό είναι ι

σοδύναμο με το να βρούμε την θετική ρίζα της εξισώσεως

f(X) = xP —  Ν = 0 · (6.43)

0 αλγόριθμος (6.31) για την (6.43) γίνεται

ρ -  1 Ν

χη+ι -------Χη + ’ η = °>1 >2......  (6.44)
Ρ ρχr η
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Αν ρ > 1 , τότε μπορεί να αποδειχθεί. (3λέπε άσκηση 20 ) ότι V χ0 >0 

ο αλγόριθμος (6.44) συγκλίνει στην θετική ρίζα της (6.43). Σαν αρχική 

προσέγγιση χ0 της , στην (6.44), λαμβάνεται,συνήθως,η τιμή ενός 

πολυωνύμου που προσεγγίζει την συνάρτηση y =  !/χ .

Για ρ = 2 από την (6.44) έχουμε

1 Ν
xn+1 = f  (χη + χ"~  ̂ » n = 0,1,2,..., και χ0 > 0 . (6.45)

η

0 αλγόριθμος (6.45),γνωστός σαν αλγόριθμος του Ήρωνος,ήταν γνωστός 

στους αρχαίους Έλληνες (100 π.Χ.) και χρησιμοποιείται σήμερα για την 

εύρεση της τετραγωνικής ρίζας ενός θετικού αριθμού Ν από πολλούς 

ηλεκτρονικούς υπολογιστές.

Για ρ = —  1 ο (6.44) γίνεται

xn+1 = xn(2 -  Νχη ) , η =0,1,2,... . (6.46)

0 αλγόριθμος (6.46) (με κατάλληλο χ0 ) υπολογίζει τον αντίστροφο του 

Ν χωρίς να υπεισέρχεταιη πράξη της διαιρέσεως (βλέπε και άσκηση 21 ).

Παράδειγμα 6.7 Να υπολογισθούν οι τρεις πραγματικές ρίζες της 

εξισώσεως f(x) = χ3 -  10χ+4 = 0 με ακρίβεια 3 δ.θ., χρησιμοποιών

τας την μέθοδο Newton —  Raphson.

Λύση Η δοθείσα εξίσωση έχει τρεις πραγματικές ρίζες ξ1,ξ2,ξ3 

τέτοιες ώστε ξχ 6[—  4 , -  3J , ξ2 6 [0,1] και ξ3 6 [2,3j. 0 αλγόριθ

μος της μεθόδου Newton —  Raphson είναι

χn+i χn
χ3 -  10χ +4------ π--- .

3χ2 -  10η

Xη+ι

2χ3 -  4
— ------  , η =  0,1,2,... .
3χ2 -  10

Για την ρίζα ξ1 λαμβάνουμε χ0 = —  3 και διατηρώντας 4.δ.θ. στους 

υπολογισμούς βρίσκουμε διαδοχικά χ ^  - 3.4118 , χ2«  -  3.3477 , 

χ3«  -  3.3460 , xu«  -  3.3460 . Επειδή |x̂  -  χ3| < -  ΊΟ-3, έχουμε 

ξ3«  - 3.346 .
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Για την ρίζα ξ2 παίρνουμε χ0 = 0, οπότε βρίσκουμε χ3 = 0.4 , 
χ2»; 0.4067 , χ3«  0.4067 . Άρα ξ2«ί 0.407 .

Για την ρίζα ξ3 , χρησιμοποιώντας xQ = 3 , βρίσκουμε χχ#

^  2.9412 , Χ2<5  ̂ 2.9392 , χ3«  2.9392 . Άρα ξ3^  2.939 . (Πρέπει 

να σημειωθεί ότι η εκλογή του χ0 έγινε έχοντας υπ’ όψιν τα θεωρή

ματα 6.10 και 6.11). A

6.5.4 Η μ έ θ ο δ ο ς  N e w t o n  —  R a p h s o n  γ ι α  

τ η ν  ε ύ ρ ε σ η  μ ι γ α δ ι κ ώ ν  ρ ι ζ ώ ν

Πολλές φορές,στην πράξη,είναι απαραίτητο να βρούμε καλές προσεγ

γίσεις για τις μιγαδικές ρίζες μιας εξισώσεως

f(z) = 0 (6.47)

όπου f(z) είναι μία πραγματική ή μιγαδική συνάρτηση, κυρίως,πολυω- 

νυμική.

Γενικά, έστω f(z) μία μιγαδική συνάρτηση μιας μιγαδικής μετα

βλητής z , όπου ζ = x+iy συμβολίζει ένα σημείο του πεδίου ορισμού 

της (x,y είναι πραγματικά και i =/-1 .) και f(z) = u+iv ένα ση

μείο του πεδίου τιμών της , όπου u = u(x,y) και ν =  v(x,y) είναι 

πραγματικές συναρτήσεις.

Η εύρεση μιας ρίζας της (6.47) ισοδυναμεί με το να βρούμε τέτοια 

χ και y που μηδενίζουν συγχρόνως τις u και ν . Έτσι, το πρόβλη

μα της ευρέσεως των μιγαδικών ριζών της (6.47) ισοδυναμεί με την εύ

ρεση των πραγματικών ριζών του, γενικά, μη γραμμικού συστήματος, των 

δύο πραγματικών εξισώσεων

u(x,y) = 0 

. v(x,y) = 0
(6.48;

Τό πρόβλημα (6.48) θα μας απασχολήσει ειδικώτερα στο κεφάλαιο 8 . 

Προς το παρόν, θα δούμε με ένα παράδειγμα πώς η μέθοδος Newton - 

Raphson μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση των μιγαδικών ριζών

15
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της (6.47). Ας θεωρήσουμε την εξίσωση

f(x) = χ2 +1 = 0 , (6.49)

της οποίας οι ρίζες είναι ±i . Η μέθοδος Newton -  Raphson είναι

χ = χ - η+ι η
f(*n>

f(x„)
ή χ = χ - ' n+i n

xz +1n

2x

x2 -  1 n

2x
(6.50)

n n

n = 0,1,2,..

Όπως και για την εύρεση πραγματικών ριζών, είναι απαραίτητο και εδώ 

η αρχική προσέγγιση χ0 να εκλεγεί, σε μία περιοχή του μιγαδικού ε

πιπέδου, πολύ κοντά στην ζητούμενη μιγαδική ρίζα ξ . Επί πλέον, α

φού η f(χ) = χ2 +1 παίρνει πραγματικές τιμές για χ πραγματικό, 

με σκοπό να βρούμε μιγαδική ρίζα πρέπει το χ0 να είναι μιγαδικό, 

διότι, διαφορετικά, όλες οι επαναλήψεις θα είναι πραγματικές. Αν πά

ρουμε π.χ. χ0 = 0.5 i , τότε από την (6.50) βρίσκουμε χ  ̂ = 1.25ι , 

χ2 = 1.025i ,χ3^  1.0003Ϊ κ.ο.κ. . Προφανώς, η ακολουθία που παρά

νετα ι συγκλίνει στην ρίζα ξ = ι .

Το μειονέκτημα στην περίπτωση των μιγαδικών ριζών είναι ότι χρει

άζονται πολύ περισσότεροι υπολογισμοί σε κάθε επανάληψη, λόγω των πε

ριεχομένων πράξεων μεταξύ μιγαδικών αριθμών.

6.6 Μ έ θ ο δ ο ι  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  γ ι α  τ ο ν  

π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ μ ό  ρ ι ζ ώ ν

Πολύ χρήσιμες για τον προσδιορισμό των ριζών της’εξισώσεως 

f(x) =r 0 είναι και οι μέθοδοι παρεμβολής,που εξετάζονται στη συνέ

χεια. Αυτές,σε σύγκριση με την μέθοδο Newton —  Raphson,έχουν το πλε

ονέκτημα ότι δεν απαιτούν τον υπολογισμό της f  (χ) , ακόμη δε, σε 

πολλές περιπτώσεις συγκλίνουν ταχύτερα.

6.6.1 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  ε σ φ α λ μ έ ν η ς  

θ έ σ ε ω ς  ( R e g u l a  f a l s i )
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Η απλούστερη και παλαιότερη από τις μεθόδους παρεμβολής είναι

γνωστή σαν μέθοδος της εσφαλμένης θέσεως. Όπως και στην μέθοδο της

διχοτομήσεως, υποθέτουμε και εδώ ότι n f(x) είναι συνεχής σε ένα

διάστημα [a ,bj και f(a0)f(b0) < 0 . Επομένως, το διάστημα

[a0»bo] περιέχει τουλάχιστον μία ρίζα της f(x) = 0 . 'Εστω χ0 η

ρίζα της νραμμικής συναρτήσεως παρεμβολής Ρ (χ) με Ρ (a ) = f(a )ο ο ο ο
και p0(b0) = f(b0) . Τότε, έχουμε (βλέπε (2.15))

Ρ0(χ) = f(a0) + (X - a 0)
f(b„) - f ( * 0)

(6.51)

και

(b0 -  a0)f(a0) 

n \ )  - f ( a 0)
(6.52)

Αφού n f(a0)f(b0) < 0 συνεπάγεται ότι f(a0) + f(b0) , το x0 εί

ναι πάντοτε ορισμένο και είναι εύκολο να δειχθεί ότι a0 < χ0 < b0 .

Το χ0 , που δίνεται από την (6.52), αποτελεί την αρχική προσέγγιση 

για μια ρίζα της f(χ) = 0 στο [a0,b0] . Αν f(x0) = 0 , τότε η 

ξ = χ0 είναι μία ρίζα της f(χ) = 0 . Διαφορετικά, καλούμε [ a ^ b j  

εκείνο από τα δύο διαστήματα [a ,xj , Q c ^ b J  στα άκρα του οποίου 

η συνάρτηση f(x) έχει αντίθετα πρόσημα και στη συνέχεια από το 

&j»b] βρίσκεται η προσέγγιση Xj με την ίδια διαδικασία, με την 

οποία βρέθηκε και η χ„ από το & 0 *̂ ο3 · Κατόπιν, βρίσκεται κατά 

τον ίδιο τρόπο το διάστημα [a2,bj και η χ2 κ.ο.κ.. Γενικά, η προ

σέγγιση χ δίνεται από τον τύποη
f(a )

χ = an ~  0> “ Ο  ------- 5-----  > η = 0,1,2,... , (6.53)
η η f(bn ) -  f(an )

όπου ^(an)^(^n) < 0 . Μπορεί να αποδειχθεί ότι η ακολουθία που παρά 

γεται από τον αλγόριθμο (6.53) συγκλίνει πάντοτε σε μία ρίζα της
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f(x) = Ο που βρίσκεται στο [a0,bj. Στη συνέχεια, χάριν απλότητος, 

θα αποδειχθεί η σύγκλιση της ακολουθίας {χ }, η = 0,1,2,..., υπο-η
θέτοντας ότι για κάποιο η > 0 ισχύουν:

ι) f ( a ) < 0  , f (b ) > 0 και
η η (6.54)

ϋ )  ή Γ(χ) υπάρχει και Γ(χ) >_ 0 , ¥ χ G [an ib ] .

Κάτω από τις προϋποθέσεις (6.54),θα δειχθεί ότι είτε f(χ ) = 0η
ή f(x )f(b ) < 0 , και επομένως a < a = χ < b = b .  η η η η+ι  η η+ι  η

Από τον ορισμό (6.53) του χ έχουμε αμέσως ότι a < χ < b .η η η η
Το σφάλμα κατά την παρεμβολή, για την εύρεση του χ , δίνεται από 

τον τύπο

Γ(λ)
Ρη (χ) -  f(x) = ~ (x ~ an)(x -  bn) — -—  , (6.55)

όπου Ρ (χ) είναι το πρωτοβάθμιο πολυώνυμο παρεμβολής με σημεία πα

ρεμβολής τα a ,b , χ 6 Ta ,b 1 και λ μία κατάλληλη τιμή στοn n η nJ
fa ,b Ί . Λόγω της (ϋ) των (6.54), έχουμε f(x) - Ρ (χ) < 0 ,η ττ η β
¥  χ 6 Ta ,b Ί και επομένως 

η ηJ

f (χ ) —  Ρ (χ ) =  f (χ ) < 0η η η η =
(6.56)

αφού Ρ (χ ) = 0 . Έστω f(x ) Φ 0 . Τότε, προφανώς, είναι
Π Π Π

f(χ )f(b ) < 0 . Στο νέο διάστημα τώρα [a , b Ί =[χ ,bl ισχύ-η η *-η+ι n+iJ ^ η nJ
ουν f(a ) < 0 , f(b ) > 0 και Γ  (χ) > 0, ¥ χ 6 [a ,b 1 , δη-

λαδή, αντίστοιχες των (6.54). Έτσι, είναι φανερό ότι αν οι (6.54)

ισχύουν για n = η0 , τότε θα ισχύουν ¥ η > η0 . Επομένως, για n^rig

θα έχουμε b = b και οι τιμές χ = a σχηματίζουν μία γνησίως η η η+ι
αύξουσα ακολουθία, φραγμένη από το b . Έστω ξ =  lim χ . Αφού η

η η
f(x) είναι συνεχής, λόγω της (6.56), έπεται ί(ξ) ^  0 και από την 

(6.53) παίρνουμε

f U )
ξ = ξ -  (b -  ξ) -----------  ή (ξ -  b)f(ζ) = 0 .

f(b) -  ί(ξ)
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Αλλά ξ φ b , αφού f(b) > 0 ενώ f(ζ) <, 0 . Άρα, f (ξ) = 0 και ε

πομένως το όριο ξ της ακολουθίας είναι μία ρίζα τηε f(χ) = 0 . Μπο

ρεί να αποδειχθεί (βλέπε άσκηση 26 ) ότι κάτω από τις προϋποθέσεις 

(6.54), υπάρχει μία μοναδική ρίζα της f(x) = 0 στο [a ,bj ·

Αν οι σχέσεις (6.54) ισχύουν για η = 0 , δηλαδή, έχουμε

f(a0) < 0 , f(b0) > 0 , Γ(χ) > 0 , V x G [ a 0,b0] , (6.57)

τότε το άκρο b0 = b του διαστήματος [a0 ,b0]] παραμένει σταθερό 

και ο αλγόριθμος (6.53) μετασχηματίζεται στον

χ = χ η η-ι
f (χ )

(b —  χ ) ------ --------
n_1 f(b) - f(x„ .)η-1

η = 0,1,2, (6.58)

όπου χ = aQ .

Εάν αντί των (6.57) ισχύουν οι σχέσεις

f(a0) > 0 , f(b0) < 0 , Γ  (χ) > 0 , V χ 0 [a0,bj , (6.59)

τότε μπορεί εύκολα να δειχθεί (βλέπε άσκηση 27) ότι το άκρο aQ = a 

του διαστήματος [aο *boil παραμένει σταθερό και ο αλγόριθμος (6.53) 

γίνεται

χη a - < ν .  ~ a)

f(a)

f(xn.,) ~  f(a)

»
η

X =  X η η-ι
f(x )

(x , -  a) ------ 2=1-----  , n = 0,1,2,
H'1 f(x ) - f(a)

(6.60)

όπου x = b . Σαν συμπέρασμα, από τις (6.57) και (6.59) προκύπτει- ι ο
ότι το σταθερό άκρο στο [a0»t>03 είναι εκείνο στο οποίο το πρόσημο 

της f(χ) συμπίπτει με το πρόσημο της f”(x) . Στην περίπτωση που 

αντί της Γ(χ) > 0 , ¥ χ6 [a0,b0] ισχύει η Γ  (χ) 4  0 » ^ χ e Cao »bol» 

τότε θεωρούμε την εξίσωση —  f(x)= 0 ν Α
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6.6.2 Τ ά ξ η  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ  

R e g u l a  f a l s i

Όπως τονίστηκε στην παράγραφο 6.3, η μέθοδος της διχοτομήσεως 

έχει αργή σύγκλιση (συγκεκριμένα, μπορεί να δειχθεί ότι η σύγκλιση 

είναι γραμμική). Αυτό εξηγείται κατά κάποιο τρόπο από το γεγονός ό

τι χρησιμοποιεί πολύ λίγο την συνάρτηση f(x) . Πράγματι, μόνον το 

πρόσημο της f(x) σε διάφορα σημεία απαιτείται. Αντιθέτως, η μέθο

δος Regula falsi χρησιμοποιεί και τιμές της f(χ) για την εύρεση 

των διαδοχικών προσεγγίσεων. Για τον λόγο αυτό, γενικά, αναμένουμε 

η μέθοδος Regula falsi να συγκλίνει ταχύτερα από την μέθοδο της δι- 

χοτομήσεως.

Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις (6.57),οπότε ο αλγόρι

θμος της μεθόδου Regula falsi δίνεται από την (6.58), η οποία μπο

ρεί να γραφεί

(b -  χ )f(x )
χ ~ χ -------- 2----2 - ,  η = -1 , 0 , 1....  (6.61)
η+1 ” f(b) -  f(xn)

όπου χ =  a και b = bn .- 1 0  0
0 αλγόριθμος (6.61) έχει την μορφή χ^+ι = 9(χη) > όπου η επα

ναληπτική συνάρτηση g(x) δίνεται από την

(b -  x)f(x)
g(x) = χ --------------. (6.62)

f(b) —  f(x)

Αν ξ είναι η ρίζα της f(x) = 0 , στην οποία συγκλίνει ο (6.61), 

τότε λόγω της (6.62) έχουμε

Ε- f(x) + (b -  x)f' (xQ [f(b) -f(x)] + (b -  x)f(x)f' (x)
g'(x) = 1 -

οπότε

[f(b) -  f(x)]2
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g'U)
(b -  o r u m b )

1 fHb)

1 - f ' i l )
l  -  b

7(ξ) -  f(b)

b -  ξ
1 -  Γ ( ζ ) -----

f(b)

(6.63)

Από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε

f(E) -  f(b) = (ξ -  b)f'(Aj) , όπου ξ < λχ < b και (6.64)

f(xn) - f ( 5 ) «  (χη - ξ ) Γ ( λ 2) με ·χη < λ2 < ξ . (6.65)

Από την (6.56) έχουμε f(xn) < 0  και επομένως xr < ξ (εκτός εάν

χ = ξ) . Άρα, από την (6.65) είναιη

f(xn) - Π Ι )
Γ ( λ 2) > ο .

Επειδή Γ(χ) > 0 , V x 6 [ a 0,b0] , η f'(x) θα είναι αύξουσα στο 

[a0,b0] και επομένως 0 < Γ ( λ 2) Γ  (ξ) ^  (Αχ) , οπότε από τις 

(6.63) και (6.64) παίρνουμε

0 < g' (ζ) = 1 -------- < 1 . (6.66)
^  (λ )

Η (6.66) σημαίνει ότι,κάτω από τις συνθήκες (6.57),η σύγκλιση 

της μεθόδου Regula falsi είναι τουλάχιστον γραμμική. Γενικά, η μέθο-^,* 

δος Regula falsi έχει τα ίδια μειονεκτήματα με την μέθοδο της διχο- 

τομήσεως, πράγμα που σημαίνει ότι πολλές φορές είναι ασύμφορη η χρη

σιμοποίησή της στην πράξη. Σημειώνεται τέλος, ότι οι μέθοδοι διχοτο- 

μήσεως και Regula falsi καλούνται και μέθοδοι διαστημάτων.

6.6.3 Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  ε ρ μ η ν ε ί α  τ η ζ μ ε θ ό 

δ ο υ  R e g u l a  f a l s i
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y

y =  f(x)
B

f(b)

0 b = b X

f(a)

A

σχ. 6.7

Η γεωμετρική ερμηνεία της μεθόδου Regula falsi, στην περίπτωση 

που αυτή δίνεται από τον αλγόριθμο (6.58) φαίνεται στο σχήμα 6.7. Στο 

διάστημα [a0,b03 η καμπύλη y =  f(x) "αντικαθίσταται" από την ευ

θεία ΑΒ με A(a0,f(a0)) και B(b0,f(b0)) , και η τομή χ0 αυτής 

με τον άξονα των χ , μας δίνει την "εσφαλμένη θέση" της ρίζας ξ (μέ

θοδος της εσφαλμένης θέσεως). Μετά βρίσκουμε τα Xj,x2 ,... επαναλαμ

βάνοντας την διαδικασία. 'Οπως φαίνεται στο σχήμα,το άκρο b0 = b πα

ραμένει σταθερό και οι διαδοχικές προσεγγίσεις συγκλίνουν στην ρίζα ξ.

Παράδειγμα 6.8 Δίνεται η εξίσωση f(χ) = χ2 - Ν = 0 , όπου Ν 

πραγματικός > 1 και θεωρούμε το διάστημα [a0»bo] Ξ tP»Ν] » YLa το 

οποίο ισχύει f(0)f(N) < 0 . Να βρεθεί ο αλγόριθμος της μεθόδου Regu

la falsi και το όριο της ακολουθίας που παράγεται.

Λύση Έχουμε f(0) < 0 , f (Ν) > 0 και f” (χ) = 2 > 0 , ψ χ 6 [0,Nj, 

οπότε ικανοποιούνται οι (6.57). Έτσι, από την (6.58) παίρνουμε

f(Ν) - f ( x n-1)
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χ2_ —  Ν
χ = χ —  (Ν —  χ ) ------— ---------- Π
η η_1 η-1 Ν(Ν —  1) —  x2_j + Ν

Ν(χ + 1)
χ = -----------  , η = 0,1,2,... και χ = a„ = 0 .
η Ν + χ _1η~ι

Προφανώς, π ακολουθία {χ^} , η = 0,1,2,... θα συγκλίνει στην μονα

δική ρίζα ξ = /fT της f(x) = 0 , που υπάρχει στο Q),N] (βλέπε 

και παράδειγμα 6.4). a

6.6.4 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  τ έ μ ν ο υ σ α ς

Μία σημαντική παραλλαγή της μεθόδου Regula falsi είναι η καλού

μενη μέθοδος της τέμνουσας ή μέθοδος της χορδής, η οποία όμως δεν έ

χει το πλεονέκτημα της εγγυημένης συγκλίσεως. Στην μέθοδο αυτή αρχί

ζουμε με ένα αρχικό διάστημα [a,tf| 5στο οποίο υποθέτουμε ότι η συ

νάρτηση f(x) είναι συνεχής και στο οποίο συνήθως ισχύει f(a)f(b) <0 
( η συνθήκη f(a)f(b) < 0 δεν είναι απαραίτητη ) . Κα

λούμε χ0 = a (ή χ0 = b) και χχ = b (ή χχ = a) . Σαν μια νέα προ

σέγγιση χ2 , παίρνουμε την τετμημένη του σημείου τομής με τον άξονα 

των χ ,της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία (x0,f(x0)) KQL 

(Xj.fiXj)) (βλέπε σχήμα 6.8), δηλαδή, χ2 είναι η ρίζα του πολυωνύ

μου παρεμβολής πρώτου βαθμού, με σημεία παρεμβολής x0,Xj , που προ

σεγγίζει την f(x) . Η προσέγγιση τώρα χ3 βρίσκεται από τα χχ,χ2 

κατά τον ίδιο τρόπο που βρέθηκε η χ2 από τα χ0 και χχ , κ.ο.κ..

Γενικά, αν χ και χ είναι δύο διαδοχικές προσεγγίσεις,τότε ηη-ι η
χη+ι δίνεται από τον αλγόριθμο (σύμφωνα με την (6.52))

χΠ+1 χη
(χ -  χ )f(χ )η η -ι η*

f(χ ) - f(x )η η-ι

(6.67)

όπου f(xn_x) Ψ f(χ ) . Εάν σε κάποια φάση της διαδικασίας συμβεί
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fix ) = fix ) , τότε η μέθοδος δεν είναι αποτελεσματική. Στην μέθο-η-1 π
δο της τέμνουσας δεν είμαστε βέβαιοι ότι ισχύει f(χ )f(χ ) < 0η-1 η
για κάθε η , ακόμη και αν f(xQ)f(χ1) < 0 . 0  αλγόριθμος (6.67) εί

ναι απλούστερος (αφού το πρόσημο της f(χ ) δεν ελέγχεται) από τονη+ι
αντίστοιχο της μεθόδου Regula falsi (βλέπε (6.53)) και συχνά συγκλί

νει ταχύτερα.

Ένας άλλος τρόπος παραγωγής της μεθόδου της τέμνουσας είναι ο
ι

ακόλουθος:

Εάν στην μέθοδο Newton —  Raphson (6.31) αντικαταστήσουμε την πα- 

ράγωγο f’(χ ) (πολλές φορές ο υπολογισμός της παραγώγου f'(x ) εί-n η
ναι πολύ δαπανηρός) με την διηρημένη διαφορά

f(x ) -  f(χ )ν rr χ η-ι7

χ -  X η η-ι
*

f ( x )
παίρνουμε χ = χ ------------------ , δηλαδή, την (6.67) .

n+1 n f(x ) —  f(χ )χ η η-ι
X -  X , η η-1

Μία σημαντική παρατήρηση για την μέθοδο της τέμνουσας είναι ότι 

αυτή δεν έχει την μορφή της επαναληπτικής μεθόδου (6.8) αλλά την μορ

φή

Xn+i = 9 X̂n ,Xn-i^ » n = 1 ’2’ *·· » (6.68)

δηλαδή, η επανάληψη x^+i προσδιορίζεται και από τις δύο προηγούμε

νες επαναλήψεις χη και xn-i . Μία μέθοδος της μορφής (6.68) καλεί

ται επαναληπτική μέθοδος δύο βημάτων σε αντίθεση με την (6.8) που εί

ναι μέθοδος του ενός βήματος.

6.6.5 Σ ύ ν κ λ ι σ η  τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ  τ η ς  τ έ 

μ ν ο υ σ α ς

Υποθέτουμε ότι ξ είναι μία απλή ρίζα της f(x) = 0 και ότι
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υπάρχουν ot f'(χ) , Γ(χ) και είναι συνεχείς σε μία περιοχή Π(ξ) 

της ρίζας ξ .

Αν χ ,χ είναι δύο διαδοχικές προσεγγίσεις της μεθόδου της η-ι* η
τέμνουσας και Ρη(χ) είναι το πολυώνυμο παρεμβολής, με σημεία παρεμ

βολής τα χ και χ , που προσεγγίζει την f(x), τότε θα ισχύει—  ’ ηη-ι

f(x) = Ρ (χ) .+ ί  (χ -  χ )(χ —  χ )Γ(λ ) ,' η' ' 2 η-ι η η'
όπου λ ανήκει στο μικρότερο διάστημα που περιέχει τα χ , χ

και χ . Το Ρ (χ) δίνεται από τον τύποη η

(6.69)

η-1

Ρη (χ) = f(xn) + (χ -  χη)
f(χ ) -  f(x ) η η-ι

X -  X , η η-ι
(6.70)

και επειδή pn(*n+1) = 0  ,από την (6.70) προκύπτει ότι

0 = f(x ) + (χ —  χ ) η' ' η+ι rv
f(x ) —  f(χ )η η-ι'

χ -  X , η η-ι
ή

f(χ ) = (χ -  X )η7 'η η+ι'
χ -  X η η-ι

(6.71)

Η (6.70), λόγω της (6.71), γίνεται

f(xn ) - f ( x _ . )
Ρ_(χ) = (χ -  χ ) η ' η+ι'

η-ι
X -  X η η-ι

(6.72)

Από την (6.69),για χ = ξ και λόγω της (6.72), έχουμε

(ξ- χη+1)
f(xn) η-ι

χ —  X η η-ι

+ ? ( ξ - χη - , Η ξ - χ„)Γ ( ν  · (6.73)
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όπου λ ανήκει στο μικρότερο διάστημα που περιέχει τα χ , χπ η-ι η
και ξ . Από το θεώρημα μέσης τιμής είναι

f ( *T. ) ' f ( V , l  =  · ( 6 · 7 4 )

όπου μ είναι κάποιο σημείο μεταξύ των χ και χ . Η (6.73) η η η-ι
λόγω της (6.74) γίνεται

r  (λ )
V i  ~ ξ =  <Χ„ , -  “  ξ> ------ ήη+ι η ι η 2f' , .

ν η

ε Α = Με ε · η+ι η η-ι ( 6 . 7 5 )

όπου εη = χη —  ξ είναι γενικά το σφάλμα στην η επανάληψη και

Μ =
, Γ ( λ  ) ι η
7 7r (Μη )

Από την (6.75) προκύπτει το συμπέρασμα ότι η μέθοδος της τέμνου- 

σας θα συγκλίνει εάν οι αρχικές προσεγγίσεις x^Xj βρίσκονται επαρ- 

κώς κοντά στην ρίζα ξ , δηλαδή, σε μία κατάλληλη περιοχή της ρίζας 

ξ . Με άλλα λόγια, η μέθοδος της τέμνουσας είναι τοπικώς συγκλίνουσα 

στην ρίζα ξ .

Υποθέτουμε τώρα ότι η μέθοδος συγκλίνει και f”(ξ) φ 0 , οπότε 

από την (6.75) παίρνουμε

1 im
η -+°°

εη+ι
ε ε η η-ι

αφού λ^ -*■ ξ και

η -»·00

, Γ(ξ)
=  i  -----------  = C ,  ( 6 . 7 6 )

ά  Γ  ( ζ )

μ^ -► ξ . Δηλαδή, για πολύ μεγάλες τιμές του η

η
θα έχουμε

εη+ι Ζε ε η η-ι
( 6 . 7 7 )
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Με σκοπό να βρούμε την τάζη της μεθόδου της τέμνουσας για τον προσδιο

ρισμό της ρίζας ξ (εδώ πρέπει να σημειωθεί ότι χρησιμοποιείται ο ο

ρισμός 6.1, όπου η (6.12) αντικαθίσταται από την (6.68)), από την 

(6.77), θέτοντας |0εη | = Rn , παίρνουμε

R «  R Rη+ι η η-ι (6.78)

Από την (6.78) προκύπτει ότι 1nRn+j«  lnRn + lnRn i  . Είναι λογικό 

να υποθέσουμε ότι για μεγάλο η η ποσότης InR^ συμπεριφέρεται όπως 

η λύση της εξισώσεως διαφορών

1 + Λ

y = y + y . (6.79)Jn+i . Jn Jn-1 
«

Η λύση της (6.79) είναι yn = c^p" + c2p2 » όπου Pj =
1 _ /r l~

p = ---- —  και c,,c, αυθαίρετες σταθερές, οπότε για μεγάλο η
2 2 1 2

y «ί Cjp” , αφού |ρ2| < 1 . Δηλαδή, έχουμε InR &  y «  ctp" , οπό-

Χε lnRn+i*^ C^ +1 ’ ή lnlCen+ J ^  C ipi
n+i _ n+i

, ή |Ce I * e c >p‘ .

n £n+i ^
1 r  n n + 1  P i " 1
—  pC iPi = |C[
|c|

J _  eciPi

|c

Pi

J _  ecipi 
|c|

Έτσι, για μεγάλο n ισχύει

(6.80)

όπου ρ. = ----—  «  1.618 και η C δίνεται από την (6.76). Η (6.80)

σημαίνει ότι, κάτω από τις προϋποθέσεις που θεωρήσαμε, η μέθοδος της 

τέμνουσας είναι τάζεως περίπου P j «  1.618 για τον προσδιορισμό της 

ρίζας ξ . Στην περίπτωση αυτή η σύγκλιση καλείται υπεργραμμική 

(1 <Ρι <2) .

Πρέπει να σημειωθεί ότι αν ξ είναι ρίζα πολλαπλότητος m > 1
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της f(x) = Ο , τότε είναι δυνατόν η μέθοδος της τέμνουσας να μην 

συγκλίνει στη ρίζα ξ ακόμη κι” αν τα x0,Xj εκλεγούν πολύ κοντά 

στη ρίζα ξ . Εάν όμως αυτή συγκλίνει η σύγκλιση θα είναι γραμμική.

Κλείνοντας την παρούσα παράγραφο πρέπει να αναφερθεί ότι διάφο

ρες τροποποιήσεις και συνδυασμοί των τριών μεθόδων: διχοτομήσεως, Re- 

gula falsi και τέμνουσας έχουν προταθεί κατά καιρούς με τα πλεονεκτή

ματα της εγγυημένης και ταχύτερης συγκλίσεως (π.χ. αλγόριθμος 

Dekker -  Brent) . Ακόμη, αναφέρουμε την μέθοδο Muller, στην οποία μία 

παραβολή χρησιμοποιείται για να προσεγγίσει την f(χ) , δοθέντων τρι

ών διαφορετικών προσεγγίσεων χ , χ και χ μιας ρίζας Ε τηςη-2 η-ι η
f(χ) = 0  (η παραβολή διέρχεται από τα σημεία: (xr 2>f(xn 2)) >

(xn_1.f(xn_1)) και (xn ,f(xn ))) . Σαν νέα προσέγγιση χ^+ι για την

ρίζα ξ εκλέγεται η ρίζα της παραβολής που βρίσκεται πιο κοντά

στην χ . η

σχ. 6.8



225

Παράδειγμα 6.9 Δίνεται π εξίσωση f(χ) = χ2 -  2 = 0  και θεω

ρούμε το διάστημα [a,b] = [1,2j . Να δοθεί ο αλγόριθμος της μεθόδου 

της τέμνουσας και να βρεθούν οι επαναλήψεις x2,xz,xk και χ5 λαμ- 

βάνοντας χ„ = 1 και = 2 .

Λύση Σύμφωνα με την (6.67) έχουμε

χη+ι Xη

(χ -  χ )(χ2 - 2) η η-1 η

(χ2 -  2) -  (χ2 -  2)η ' η-ι

χ χ  + 2η-

X + X η η-1

»

η = 1,2,..., όπου χη = 1, χ, = 2 και χ + χ ψ 0 . Ετσ^, παίρ- 
4 58 η η-ι

νουμε x2 = j » χ 3 = 1 *4 ’ χ** = 5Τ KaL xs Λ  1-41421. A

6.7 Ε π ι τ ά χ υ ν σ η  τ η ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  -  Η 

Δ2 — μ έ θ ο δ ο ς  τ ο υ  A i t k e n  —  Η μ έ θ ο 

δ ο ς  τ ο υ  S t e f f e n s e n

Μία επαναληπτική μέθοδος πρώτης τάξεως για τον προσδιορισμό μιας 

ρίζας ξ της f(χ) = 0 μπορεί πολλές φορές να συγκλίνει πάρα πολύ 

αργά, με αποτέλεσμα να μην έχει πρακτική αξία. Μπορούμε όμως, συχνά 

να επιταχύνουμε την σύγκλιση της ακολουθίας των επαναλήψεων {χ^} , 

που παράγεται από την θεωρούμενη μέθοδο πρώτης τάξεως, δημιουργώντας 

μία νέα ακολουθία επαναλήψεων {χ'} η οποία,γενικά,συγκλίνει ταχύτε-
Π

ρα από την {xr} . Μία τέτοια διαδικασία είναι η καλούμενη Δ2 —  μέ
θοδος του Aitken, η οποία εφαρμόζεται όταν είναι γνωστό ότι η ακολου

θία {χ } συγκλίνει και η σύγκλιση είναι γραμμική.

Υποθέτουμε κατ’ αρχάς ότι έχουμε μία ακολουθία {χ } μεπ
1im χ = ξ και ισχύει

χη+1 -  ξ = κ(χη -  ξ) , η = 0,1,2,..., (6.81)

όπου 0 < |κ| < 1 , δηλαδή, τα διαδοχικά σφάλματα είναι όροι γεωμε

τρικής προόδου (γεωμετρική ακολουθία). Τότε, τα κ και ξ μπορούν 

να προσδιορισθούν από τρεις διαδοχικούς όρους xn , xn+1» xn+2 της



ακολουθίας, 3άσει των εξισώσεων

V .  '  ξ = κ(χ„ -  ξ) KaL Χη+2 -  ξ " κ<χη+1 -  Ο · (6-82)
Πράγματι, από τις (6.82) προκύπτει

κ = η+2 η+ι και
χ —  χ η+ι η

ζ =
X X  „ —  X , η η+2 η+ι

X -  2χ + Xη+2 η+ι η
χ -  η

(V ,  - χη>2 

Χη+2 -  2χη+1 + χη
(6.83)

Εάν χρησιμοποιήσουμε τον τελεστή Δ των προς τα εμπρός διαφορών, τό

τε αφού Δχ = χ -  χ και Δ2χ = χ -  2χ + χ η (6.83)η η+ι η η η+2 η+ι η
γράφεται

(ΔΧ ) 2
ξ = χ„ - — 2- . (6.84)

Δ χ

Όπως είδαμε προηγουμένως, αν ισχύει η (6.81) τότε η (6.84) μας δίνει 

το όριο ξ της ακολουθίας {χη> . Αλλά, και όταν δεν ισχύει η 

(6.81) μπορούμε συνήθως να επιταχύνουμε την γραμμική σύγκλιση της α

κολουθίας {χ } δημιουργώντας μία νέα ακολουθία {χ’} με την 3οή- η η
θεία της (6.84), δηλαδή,

rXη χη η = 0,1,2,... (6.85)

Η (6.85) καλείται Δ2 — μέθοδος του Aitken. Μπορεί να αποδειχθεί ότι 

η ακολουθία {χ^} συγκλίνει ταχύτερα από την {xn} στο ξ για 

η ->■«> , με την προϋπόθεση ότι η (6.81) ισχύει ασυμπτωτικά, δηλαδή, για

η -»·<» . Γενικά, η σύγκλιση της {χ* } είναι επίσης γραμμική. Εάν η α-η
κολουθία (χ } δεν συγκλίνει, τότε και η {χ*} δεν συγκλίνει.η η

Όταν η ακολουθία {χ } προέρχεται από την επαναληπτική μέθοδοη
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x = g(x ) , n= 0 ,1,2 ,... , (6.86)

για την οποία ισχύει Ο < |g'(t)| < 1 > όπου ξ είναι μία ρίζα της 

χ = g(x) » τότε ως γνωστόν η (6.86) για κατάλληλο χ0 είναι πρώτης 

τάξεως για τον προσδιορισμό της ρίζας ξ και ισχύει ασυμπτωτικά π 

(6.81) με κ =  g'(ξ) και ξ =  ξ (βλέπε θεώρημα 6.4). Επομένως, από 

τον τύπο (6.85), χρησιμοποιώντας τριάδες διαδοχικών επαναλήψεων χ^, 

χ , Χη+ 2 της ακολουθί·αζ (6.86), σχηματίζουμε την ακολουθία {χ^} ,

Π οποία θα συγκλίνει ταχύτερα από την {χ } στην ρίζα ξ .

Ας υποθέσουμε τώρα ότι δίνεται η (6.86). Εάν τεθεί Υη = 9(χη ) 

και zn = g(yn) = g(g(xn )) , τότε η (6.85) γράφεται

χη χη + Xη
χη

(g(>g - Χη)2

g(g(x )) -  2g(x ) + χ 3'3' η η η
(6.87)

Λαμβάνοντας το χ^ που δίνεται από την (6.87) σαν την νέα επανάληψη 

Χη+ι έχουΡε

χ = χ -η+ι
(9(χ„) - χη)

η g(g(x )) -  2g(x ) + χ3 3  η 3Ν η7 η
, π 0,1,2,...,

δηλαδή, προκύπτει η επαναληπτική μέθοδος:

xn+j — Φ (χ^) » η 0,1,2,..., ( 6 .8 8 )

όπου

(g(x)-x)2 xg(g(x)) - g2(x)
Φ(χ) = χ ---------------------- --  — -----------------  . (6.89)

g(g(x)) -  2g(x) + x g(g(x)) -  2g(x) + x

Η μέθοδος (6.83) καλείται μέθοδος του Steffensen και ισχύουν τα ακόλου

θα θεωρήματα:

θεώρημα 6.12 Αν Φ(ξ) = ξ τότε και g(ξ) = ξ . Αντιστρόφως, αν 

gU) * ξ και g’ (ξ) φ 1 , τότε Φ(ξ) =  ξ .

16
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Απόδειξη Αν Φ(ξ) = ξ, τότε από την (6.89) προκύπτει ότι 

( 9 ( ξ ) - ξ ) 2
— — -----— ----- = 0 και επομένως 9 (ξ) = ξ .
9(9(0) -  2g(E) + ξ

Υποθέτουμε τώρα ότι g (ζ) = ξ και υπάρχει η g' (ξ) με g' (ξ) ψ 1 .

Τότε, από την (6.89) και εφαρμόζοντας τον κανόνα του Hospital έχουμε

φ =  ζ 9 (9(0)-92(ζ) ο _ 9(9(ξ)) + 9̂' (9(0) 9'(ξ) — 2g(ζ)g’ (ξ)

g ( g ( 0 ) - 2 g U )  + ξ ° g ’(g(0)g'(0 —  2g’ (ξ) + 1

ϊ + ξ & ' ί ξ ϊ ρ  -  2ξ9'(ξ) ? [ i - g ' U ) ] 2
-------------------------- = -------------- = ξ .  ι

1 + & ' ( ξ ) ] 2 -  2g '  ( ξ )  0 - 3 ' < ξ > ] 2

θεώρημα 6.13 Εάν ξ είναι μία ρίζα της χ = g(x) και g' (ξ) 

τότε η μέθοδος Steffensen (6.88) είναι τοπικώς συγκλίνουσα στην ρίζα 

ξ και είναι τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για τον προσδιορισμό της ρί

ζας ξ .

Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 6.12 είναι Φ (ξ) = ξ . θα δειχθεί 

ότι Φ'(ξ) = 0 , οπότε έχει εφαρμογή το θεώρημα 6.4. θέτοντας h =

=χ —  ξ , όπου το χ ανήκει σε μια περιοχή της ξ , από τον τύπο του 

Taylor παίρνουμε

g(χ) = gU) + hg' (ξ) + 0(h2) = ξ + hg' (ξ) + 0(h2) , (6.90)

οπότε είναι

g(g(x>) - ξ + [ξ + hg' (ξ) + o(h2) -  g g· (ξ) +

+ 0((ξ + h9’(^) + 0(h2) -  ξ)2) = ξ + h[g'U)]2 + 0(h2). (6.91)

Έτσι, από την (6.89) παίρνουμε

B + h g ' t Q  * 0(h2) -  ξ -  h]2_____________

Φ(χ> = ξ + "  i + h [g-(t)j2 + 0 (h2) -2B+hg'(i) +0(h2)] + i + h
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h2[g' (ξ)]2 + h2 —  2h2g' (ξ) + 0(h3)

h & ' U n 2 + h —  2hg- (ξ) ♦ 0(h2) 

h2Ug’U )  -  Q 2 + 0 (h3) _

= ξ + h ~  h & · (ξ) - 0 2 + 0(h2)

h2&· (ξ) - 1 ] 2 —  hz 6 - (ξ) -  I]2 + 0(h3) =

= l * h&· (ς> -  Q 2 + o ( h 2)

0(h3)
= ξ . ------------------------ ξ + 0(h2) , (6.92)

h[efU) -  1]2 + 0(h2)

αφού g'(ξ) φ 1 . Η  (6.92) συνεπάγεται ότι Φ* (ξ) = 0 . A

Παρατηρήσεις ι) Από την υπόθεση του θεωρήματος 6.13 είναι φανε

ρό ότι η μέθοδος του Steffensen είναι τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για 

τον προσδιορισμό της ρίζας ξ , ανεξάρτητα από την συμπεριφορά της με

θόδου xn+1 = g(xn) , π =  0,1,2,..., δηλαδή, και όταν αυτή έχει τοπι

κή σύγκλιση στη ρίζα ξ (περίπτωση |g' (ζ) | < 1 ) , αλλά και όταν δεν 

έχει (περίπτωση |g' (ξ) | > 1 ) . Το γεγονός αυτό καθιστά την μέθοδο 

Steffensen πολύ χρήσιμη στην πράξη.

ϋ )  Κάτω από τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 6.13, μπορεί να α- 

ποδειχθεί, ότι για τα διαδοχικά σφάλματα στην μέθοδο Steffensen ισχύ

ει

1 im
π-»- »

9'(ξ) 

g’U) -  1

9 (ζ)

2
(6.93)

Παράδειγμα 6.10 Σύμφωνα με το παράδειγμα 6.5, για την εύρεση 

της ρίζας ξθ [0,1] της f(χ) = χ2χ - 1  = 0 προτείνεται ο αλγόριθ

μος xn+1 - g(xn) , η = 0,1,2,..., όπου g(x) = - j =  2"χ . Να βρεθεί
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ο αλγόριθμος της μεθόδου του Steffensen και οι δυο πρώτες επαναλήψεις 

x ls χ2 αυτού, χρησιμοποιώντας χ 0 = 1 .

Λύση Η ξ είναι ρίζα της χ =  g(x) τέτοια ώστε g' (ζ) ψ 1 . 
Σύμφωνα με τις (6.88), (6.89),η μέθοδος Steffensen είναι xr +i =

= Φ(χπ ) , η = 0,1,2,... , όπου

Χ2 “(2 ) _  (2"χ )2 χ2“2 -  2_2χ
Φ(χ ) = ---- ΤΤ--------------- = —

2“(2  ̂ -  2(2'Χ) + χ 2~2

Για χ0 = 1 βρίσκουμε Xj = Φ(χ0) = Φ(1) =

*  0.641189 .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία ρίζα ξ 6 [a»tTJ . Αν χ 6 [a,b] εί

ναι μία προσεγγιστική τιμή της ρίζας ξ και f'(χ) > Μ > 0

|f(x)I
¥  χ 6 [a,b1 , να δειχθεί ότι |χ —  ξ| <. ------  .

Μ

2. Να δειχθεί ότι ο συλλογισμός: ο χ είναι μία καλή προσέγγιση 

μιας ρίζας ξ της f(x) = 0 εάν |f(χ)| είναι πολύ μικρός 

αριθμός, ενώ είναι κακή προσέγγιση εάν |f(χ)| είναι μεγάλος 

αριθμός, δεν είναι πάντοτε σωστός.

3. Να προσδιορισθεί το πλήθος των πραγματικών ριζών της f(x) =

= χ + ex = 0 .

Έστωσαν Γ* »bl , fa , ,b Ί  δύο διαδοχικά διαστήματα στην μέ- 

θοδο της διχοτομήσεως. Τότε, ως γνωστόν, μία από τις παρακάτω δύο

a + b
περιπτώσεις ισχύει: i) a = — ----- , b = b 11) a =

n+i 2 n+1 n n+1
a + b

= a , b = — ----—  . Εάν ισχύει η (i), να δειχθεί ότιη η+ι ο

—  ά + X

4
1 -  ~ητ~& 0.646447 , χ,«#
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la -  ξ[ < i  la —  ζ | , ενώ αν ισχύει η (ϋ) , να δειχθεί ό-
1 η+ι 1 —  ά 1 η

i
τι |b -  ξ| < 4- |b -  ξ| , όπου ξ η ρίζα στην οποία συγκλί-

1 η + ι  1 =  ά 1 η

νει π μέθοδος.

5. Να προσδιορισθεί ο ελάχιστος αριθμός επαναλήψεων η που απαιτεί

ται με την μέθοδο της διχοτομήσεως ώστε μία ρίζα ξ θ  [a.b] της 

f(χ) = 0 (f(a)f(b) < 0) να υπολογίζεται με ακρίβεια κ δ.θ. .

6 . Εάν π συνάρτηση g(x) 

και i) V x,y 6 [a,bj

.. x a + b
1 1 ) x o =  ~γ~ KCU

της μεθόδου (6.8) είναι ορισμένη στο [a,b]

*  |g(x) -  g(y) I < l |x -  y | , o < l < 1 ,

b -  ai i i) x i "  x o < (1 -  L) , τότε

η εξίσωση x = g(x) έχει μία μοναδική ρίζα ξ στο [a,b] και 

η ακολουθία xn+1 = g(χπ) , η = 0,1,2,... συγκλίνει στην ρίζα

ξ . Επιπλέον, είναι
η + ι - 1 \  < |χη -5|

και L

1 -  L
X . —  X η+ι η η * 0,1,2,... .

7. Η εξίσωση χ = g(x) , όπου g(x) = χ 2 -  4χ + 4 έχει μία μοναδι

κή ρίζα ξ β Q) ,1.4] . Να εφαρμοσθεί η επαναληπτική μέθοδος 

χ^+ι = g(xn) » π =  0 ,1 ,2 ,... με χ 0 = 0  . Τί παρατηρείτε;

8 . Να δειχθεί ότι η επαναληπτική μέθοδος xr + i = g(x^) » η = 0,1,2,... 

όπου g(x) = χ + (χ -  2 ) 2 συγκλίνει ¥ χο6 [1 ,2] στην ρίζα ξ = 2  

της χ = g(x) .

9. Εάν η Γ  (χ) είναι συνεχής στο [a,bj με 0 < m £  f' (χ) jc Μ ,
¥  χ 6 [a,bj , να δειχθεί ότι η g(χ) = χ -  cf(x) ικανοποιεί την 

|g’(x)| < 1 , ¥ x 6 [a,b] για κάποια σταθερά c κατάλληλα εκλεγ

μένη. Τι συμβαίνει αν m < f  (χ) < Μ < 0 , ¥ x € [ a , b ]  ;

10. Να προσδιορισθεί το μεγαλύτερο διάστημα I = [a,bj , τέτοιο ώστε 

¥  χ 0 6 I η μέθοδος χ = g(x ) , n =  0 ,1 ,2 ,..., όπου g(x) = 

χ2 1
= χ — 0- + 2 να συγκλίνει. Ποιο θα είναι το όριο της ακολουθίας
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11.

{Xn> S Π  s  9

Ποιες από τις ακόλουθες επαναληπτικές συναρτήσεις g(x) μπορούν 

να χρησιμοποιηθούν για την εύρεση της ρίζας ξ 6 , της εξι-

σώσεως χ3 + 2χ —  1 = 0 ;  

1 —  χ -  χ3 1 ν) ( 1 — 2χ)

ΐ) \ (1 ~ χ3)

V) χ -  0.2(χ3

11)
1 -  2χ ηι)

+ 2χ —  1) νι) χ -

χ 3 + 2χ —  1 

3χ2 + 2

12. Η εξίσωση χ3 —  χ2 + 20χ + 1 0 = 0  έχει μία ρίζα ξ 6 1,0 J .

Να δειχθεί ότι η μέθοδος χη+ι = g(xn) > η =  0,1,2,... , όπου

g(x) = ------------- συγκλίνει στη ρίζα ξ για κατάλληλο χ .
20 0

Να ληψθεί χ0 = 0 ή χ0 = —  1 και να βρεθούν οι 4 πρώτες επα

ναλήψεις της μεθόδου.

13. Να προσδιορισθούν οι συναρτήσεις h(x) και Η(χ) , έτσι ώστε η

μέθοδος χ = g(x ) , η = 0,1,2,... , όπου g(x) = χ — h(x)f(χ)—  
η + ι  η

—  H(x)f2(x) να είναι τρίτης τάξεως για τον προσδιορισμό μιας α

πλής ρίζας ξ της f(χ) = 0, για κατάλληλο χ0 .

14. Να δειχθεί ότι η εξίσωση xe~x = e~3 έχει ακριβώς δύο πραγματι

κές ρίζες ξχ , ξ2 (ξ1 < ξ2) . Να δειχθεί ότι η επαναληπτική μέ

θοδος χ = 3 + lnx , π =  0,1,2,... , συγκλίνει στην ξ, εάνnti η Ζ
χ0 > ξ1 και αποκλίνει εάν χ0 < ξ1 . Να δειχθεί επίσης ότι η

χ  -  3
μέθοδος χη+ι = e , η =  0,1,2,... , συγκλίνει στην ξ1 εάν 

χ0 < ξ2 και αποκλίνει εάν χ0 > ξ2 . Να βρεθούν οι δύο ρίζες 

ξχ , ξ2 με ακρίβεια 6 δ.θ. χρησιμοποιώντας χ0 = 2 και για 

τις δύο μεθόδους.

15. Η εξίσωση χ 3 -  10χ + 4 = 0 έχει από μία ρίζα σε καθένα από τα 

διαστήματα Q-4, —  3J , [0,1j και [2,3j . ΐ) Να δειχθεί ότι ο
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ι
αλγόριθμος x^+i = (χ* + 4) , η = 0,1,2,... , συγκλίνει στην

ρίζα που ανήκει στο [0,1] , ¥ χο6[0,1] και είναι πρώτης τάξεως 

για τον προσδιορισμό αυτής, ϋ )  Είναι ο παραπάνω αλγόριθμος κα

τάλληλος για τον προσδιορισμό μιας οποιοσδήποτε από τις άλλες δύο
1Λ

ρίζες; iii) Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος xn+i = (10xr —  4) »

η =0,1,2,... ,συγκλίνει Ϋ x„e[-4, —  3] στην ρίζα που ανήκει 

στο [}-4, —  3] , ενώ ¥ χ0θ[2,3] συγκλίνει στην ρίζα που ανή

κει στο [2,3] . iν) Να προσδιορισθούν οι τρείς ρίζες με ακρί

βεια 3 δ.θ. .

16. Δίνεται η εξίσωση χ3 -  3χ2+ 2χ = 0 και η επαναληπτική μέθοδος
3χ ̂ —  χ ̂

χη+ι = — -----, η = 0,1,2,... i) Να δειχθεί ότι ¥ χ06[- h , h\

αυτή συγκλίνει στη ρίζα ξ = 0 . ϋ )  Να βρεθεί ένα διάστημα I 

τέτοιο ώστε ¥ χ06 I να συγκλίνει στην ρίζα ξ = 2 . iii) Να 

δειχθεί ότι δεν υπάρχει διάστημα I τέτοιο ώστε ¥ χ0θ I να συγ

κλίνει στη ρίζα ξ = 1 .
1

17. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χλαι = ------------ , π = 0,1,2,...,
η+1 χ2 + χ + 2 

η  η

συγκλίνει σε μία πραγματική ρίζα της χ3 + χ2 + 2χ -  1 = 0 ,

¥· χ0 > 0 .

18. Να εξετασθεί εάν οι αλγόριθμοι: ι)

= 4 - , η = 0,1,2,
χ2

η

είναι κατάλληλοι για τον υπολογισμό

μιας ρίζας της χ3 -  4χ2 + 6 = 0  ίτου ανήκει στο [3,4] .

19. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος xr + i = χ3 -  9χ2 + 27χη -  24 , η =

=0,1,2,..., είναι τρίτης τάξεως για τον προσδιορισμό μιας ρί

ζας της f(χ) = χ3 -  9χ2 + 26χ -  24 = 0 για κατάλληλο χ0 .
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20. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος (6.44), όπου ρ > 1 , συγκλίνει στην
/

ρίζα !/Τί , V χ0 > 0 .

21. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος (6.46) συγκλίνει εάν και μόνον εάν
2

0 < χ0 < ^ . Εάν 0 < Ν < 2 και εκλεγεί χο = 1 , να δειχθεί ό

τι χ = j ~  (1 ~Ν) , η  = 0,1,2,...
η Ν

f  ( χ )
22. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χ = χ —  m ------  , η = 0,1,2,...,

n+1 η f'(xn )

είναι τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για τον προσδιορισμό μιας ρίζας 

ξ της f(x) = 0 πολλαπλότητος m ^  1 , για κατάλληλο χ0 .

23. Να δειχθεί ότι η μέθοδος Newton —  Raphson συγκλίνει ¥ χ06[2»3]] 

στην ρίζα ξ 6 [2,3j της εξισώσεως f (χ) = χ3 - χ 2 - χ - 3 = 0  .

Να βρεθεί η ρίζα ξ με ακρίβεια 4 δ.θ. .

24

25

Να υπολογισθεί το S = \/β + |/b~ + .

Να προσδιορισθούν οι σταθερές ρ,ς και r , έτσι ώστε η τάξη της 

μεθόδου χ = g(x ) , η = 0,1,2,... , όπου g(x) = ρχ + ^  + ,

26

χ2 χ5
3

για τον προσδιορισμό της /Ν να είναι όσον το δυνατόν μεγαλύτερη 

(για κατάλληλο χ0 ) .

Να δειχθεί ότι κάτω από τις προϋποθέσεις (6.54) υπάρχει μία μονα

δική απλή ρίζα της f(χ) = 0 στο ·

27. Κάτω από τις προϋποθέσεις (6.59) ,να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος 

(6.53) μετασχηματίζεται στον (6.60).

28. Να βρεθούν οι τρεις πρώτες επαναλήψεις της μεθόδου Newton -  Raph

son για την εξίσωση f(x) = χ2 + 1 = 0 , λαμβάνοντας χ0 = -̂4-̂ -
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29. Με την μέθοδο Regula falsi να βρεθούν οι θετικές ρίζες ξ^βϊ,Ι] , 

ξ £-p,3j της εξισώσεως χ3 -  10χ + 4 = 0 με ακρίβεια 3 δ.θ..

30. Να βρεθεί η ρίζα ξ 60,2] της εξισώσεως χ3 -  χ -  3 = 0 με την 

μέθοδο της τέμνουσας,όπου χ 0 = 1, χ1 = 2 και με ακρίβεια 6 δ.θ..

31. Οι τρεις ρίζες της εξισώσεως χ3 + 6χ2 +11χ + 6 =  0 είναι διαδο

χικοί ακέραιοι αριθμοί. Είναι δυνατόν να βρεθεί μία ισοδύναμη μορ

φή χ = g(χ) αυτής, όπου g(x) = αχ3 + βχ2 + γχ + δ , έτσι ώστε

ο αλγόριθμος xn+i = g(xn) , η = 0,1,2,... να είναι τρίτης τάξε- 

ως για τον προσδιορισμό κάποιας ρίζας, για κατάλληλο χ0 ;

32. Να δειχθεί ότι στην μέθοδο Newton -  Raphson, για την εύρεση της 

απλής ρίζας ξ της f(x) = 0 , ισχύει η ακόλουθη σχέση μεταξύ 

των διαδοχικών σφαλμάτων:

! Γ  (ξ)
r -  1 Γ 2 ι

·, f'-(i)' , Τ ( ξ ) - 2

t» , , Ο C » 
Hi" 1 l ,ρ» | ζ j Π 3 r  (ξ) 2 S  (ξ)_

.

όπου ε = χ —  ξ , η =  0,1,2,... .η η

33. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χη+ι = χη ^3(1 -  Νχη) + (Nxn)*J ,

1η = 0,1,2,... , είναι τρίτης τάξεως για τον προσδιορισμό του ^  ,

Ν > 0 , V χ06 ° · Ι Να δειχθεί ότι ισχύει χ —  Ν’1 =η+ι

=Ν2(χ - Ν -1)3 η

34. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος (Halley)

χη+ι X —
2f(χ )f'(χ ) η η

" 2Κ > ]
> η =0,1,2,

f ( x ) r ( x )η η

>

είναι τρίτης τάξεως για τον προσδιορισμό μιας απλής ρίζας ξ της
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f(χ) = Ο για κατάλληλο χ0 . Να βρεθούν οι συγκεκριμένοι αλγό

ριθμοι αν f(x) = χ*3 —  Ν για ρ = 2,3, όπου Ν > 0 .

χ ρ Ν
35. Να δεεχθεC ότι οι ακόλουθοι αλγόριθμοι: i) = ----------- - .

η+1 ( ρ - 1 ) Ν + χ Ρ

η = 0,1,2,... , ϋ ) χ ^ = χ
η + ι  η - RF (χη -  Ν> · η =  ° ’1·2 ···

ϋι) χ = ------- ------  , η = 0,1,2,... , είναι δευτέρας τά-
η+1 (ρ + 1)χρ —  Ν

η Ρ
ξεως για τον προσδιορισμό της /Ν , Ν > 0 , για κατάλληλο χ0 .

Να δειχθεί. επίσης ότι ο (i) για ρ = 2 , συγκλίνει στην /Ν’

V- χ0 > 0 και επιπλέον το απόλυτο σφάλμα της επαναλήψεως χ αυ

τού είναι < από το απόλυτο σφάλμα της επαναλήψεως χ^ του αλ

γορίθμου (6.45) , με την προϋπόθεση ότι το χ0 είναι το ίδιο για

τους δύο αλγορίθμους.

36. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος

είναι τετάρτης τάξεως για τον προσδιορισμό της /IT , Ν > 0 , 

¥  χ0 > 0 .

χ5 + 10χ3Ν + 5χ Ν2
37. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χ = — --------------—  ,

η+1 5χ“ + 10χ2Ν + Ν2
η  η

η = 0,1,2,... , είναι πέμπτης τάξεως για τον προσδιορισμό της 

/Ν’ , Ν > 0 , για κατάλληλο χ0 .

38. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος x^+i = -̂ · |(ρ +1) —  Nx^J , η =

= 0,1,2,... , είναι δευτέρας τάξεως για τον προσδιορισμό της
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ι
—  , Ν > Ο , για κατάλληλο χ0 .
Ρ
/Ν

f(*)r (χ )
39. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χη+1 = χη ---------------------------

[ n x j ’ - f o g r o g

η =  0,1,2,... είναι δευτέρας τάξεως για τον προσδιορισμό μιας 

ρίζας ξ , οποιοσδήποτε πολλαπλότητος,της f(χ) = 0 , για κατάλ

ληλο χ0 .

f2(X )
40. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος χ ^ = χ ----------------------- ,

ntl η f(χ + f(χ ))- f(x )

η = 0,1,2,... , είναι τουλάχιστον δευτέρας τάξεως για τον προσ

διορισμό μιας απλής ρίζας ζ της f(x) = 0 για κατάλληλο χ0 . 

Να δειχθεί επίσης ότι αυτός είναι ισοδύναμος με τον αλγόριθμο 

του Steffensen (6.88), εάν τεθεί f(χ) = g(x) -  χ .

41. Για τον αλγόριθμο (6.45) να δειχθεί ότι,αν 0 < χ —  χη < ε

(η > 2) , τότε 0 < χ -  /FT < ε .
=  =  η

42. Να προσδιορισθούν οι τιμές των a,b,c,d , έτσι ώστε η τάξη του αλ 

γορίθμου

χη+χ

χ· (ax2 + bN) η η_____
cx2 + dNη

9

για τον προσδιορισμό της /Ν' , Ν > 0 να είναι όσον το δυνατόν με 

γαλύτερη (για κατάλληλο χ0 ) .

43. Να δειχθεί ότι ο αλγόριθμος του Steffensen (6.88) προκύπτει από 

τον αλγόριθμο της μεθόδου της τέμνουσας (6.67) εάν τεθεί f(χ) =

= χ -  g(x) και χη+1 = g(xn ) , η = 0,1,2,... .

44. Για την εύρεση της ρίζας ξ της εξισώσεως χ = g(x) , όπου 

g' (ξ) > 1 προτείνεται ο αλγόριθμος χη+ι * (1 -  λ)χη + λg(xn ) 9
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η = 0,1,2,... , όπου λ φ 0 . Πώς πρέπει να εκλενεί η σταθερά λ, 

ώστε ο αλγόριθμος να συγκλίνει ταχύτερα στην ρίζα ξ για κατάλλη

λο χ0 ;

45. Αν χ είναι μία προσέγγιση της ρίζας ξ της f(x) = 0 ,τότεη
σαν μία νέα προσέγγιση χ της ρίζας ξ θεωρούμε την ρίζα τουΠ+1
πρωτοβαθμίου πολυωνύμου Pj(x), τέτοιου ώστε Pj(xn) = f(xn) KaL 

P;(xn) = f'(xn ) . Να βρεθεί ο αλγόριθμος που δίνει τις διαδοχικές 

προσεγγίσεις.

46. Η μέθοδος Newton -  Raphson εφαρμόζεται στην εξίσωση f(x) =
1

= χ ρ(χΡ- Ν) = 0 , Ν > 0 . Για ποιές τιμές του ρ είναι αυτή
ρ

τουλάχιστον τρίτης τάξεως για τον προσδιορισμό της ρίζας /FT .

47. Να εξετασθούν ως προς την σύγκλιση οι κάτωθι αλγόριθμοι για τον
ρ

προσδιορισμό της /Ν' , Ν > 0

Τ) χ
Π+1

ϋ ) χ
Π+1

X Dp -  1)χη + Ν3
----------- ------  , π = 0,1,2,... , ρ # 2 ,
χΡ + (ρ -  1)Ν

~ Τ  5 n = °»1»2 »··· ·
ΧΗ

Π

y
48. Να υπολογισθούν οι πραγματικές ρίζες των εξισώσεων: i) e —  2χ2 = 0

ii) sinx —  ~  + 1 = 0 iii) x2 —  logx — 2 = 0  iv) xex *-1 = 0 

v) e2x — 3 = 0  vi) x —  0.2 sinx —  0.5 = 0 vii) ex -  3x = 0

με ακρίβεια 6 δ.θ. .



7
ΠΟΛΥΩΝΥΜΙ ΚΕΖ Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ

7.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Στο κεφάλαιο αυτό θεωρούμε μία ειδική περίπτωση του προβλήματος 

που μελετήθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Συγκεκριμένα, θα ασχοληθού

με με την αριθμητική επίλυση της αλγεβρικής ή πολυωνυμικής εξισώσεως

είναι ένα πολυώνυμο βαθμού π με συντελεστές , i = 0(1 )π πραγ

ματικούς ή μιγαδικούς αριθμούς (a0 ψ 0) . Η μεταβλητή χ θα θεωρεί

ται μιγαδική στην γενική περίπτωση.

Οποιαδήποτε από τις μεθόδους που αναπτύχθηκαν στο προηγούμενο 

κεφάλαιο μπορεί ασφαλώς να χρησιμοποιηθεί και για την επίλυση της

(7.1). 0 λόγος για τον οποίο η εξίσωση (7.1) εξετάζεται ξεχωριστά εί

ναι η μεγάλη σημασία που έχουν τα πολυώνυμα,γενικά,στην Αριθμητική 

Ανάλυση. Είναι π.χ. γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση μπορεί να προ-

Ρ(χ ) = 0 , (7.1)

όπου

(7.2)



240

σεγγιστεί από ένα πολυώνυμο πριν αρχίσουμε να αναζητούμε τις ρίζες 

της. Λόγω της ειδικής φύσεως των πολυωνύμων (ειδικές ιδιότητες), ο 

χειρισμός του προβλήματος (7.1) γίνεται απλούστερος και αποτελεσματι- 

κώτερος, ακόμη δε, το πρόβλημα (7.1) μπορεί να αντιμετωπισθεί επιτυ- 

χώς και με άλλες μεθόδους ειδικά προσαρμοσμένες για πολυωνυμικές ε

ξισώσεις.

Στη συνέχεια, θεωρούμε μόνον την περίπτωση όπου το Ρ.(χ) στην

(7.2) είναι πραγματικό πολυώνυμο, δηλαδή, οι , i = 0(1)n είναι 

πραγματικοί αριθμοί. Αυτό γίνεται αφ’ ένός μεν διότι η περίπτωση αυ

τή είναι η πιο ενδιαφέρουσα στην πράξη» αφ’ετέρου δε διότι, αν μερι

κοί ή όλοι οι συντελεστές a.., i = 0(1 )n είναι μιγαδικοί αριθμοί, 

τότε σχηματίζουμε το πολυώνυμο

R(x) P(x)
η

Jo 3?χη·Ί (7.3)

όπου at είναι ο συζυγής μιγαδικός του a^ . Μπορεί να δειχθεί ότι 

το R(x) , που είναι βαθμού 2η , έχει πραγματικούς συντελεστές. Ακόμη, 

είναι φανερό, ότι κάθε ρίζα της (7.1) είναι και ρίζα της

R(χ) = 0 . (7.4)

Πιο συγκεκριμένα, μπορεί να αποδειχθεί ότι οι πραγματικές ρίζες (αν 

, υπάρχουν) της (7.4) θα είναι αρτίας πολλαπλότητος και κάθε μία απ’ 

αυτές θα είναι ρίζα της (7.1) με την μισή πολλαπλότητα. Οι μιγαδικές 

ρίζες της (7.4) πρέπει να δοκιμασθούν με αντικατάσταση στην (7.1), 

για να βρούμε ποιές απ’αυτές είναι και ρίζες της (7.1).

7.2 Γ ε ν ι κ έ ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  π ο λ υ ω -  

ν ύ μ ω ν - Φ ρ ά γ μ α τ α  ρ ι ζ ώ ν

Στην παράγραφο αυτή παραθέτουμε χωρίς αποδείξεις ορισμένα βασι

κά και χρήσιμα θεωρήματα που αφορούν τις ρίζες των πολυωνύμων. Με την 

βοήθεια αυτών αποκτούμε πληροφορίες για το είδος των ριζών και την



241

θέση τους στο μιγαδικό επίπεδο, δηλαδή, βρίσκουμε περιοχές που περι

έχουν μια ή περισσότερες ρίζες.

θεώρημα 7.1 Μία αλγεβρική εξίσωση βαθμού η

Ρ(χ) = 0 , ' (7.5)

έχει ακριβώς π ρίζες, πραγματικές ή μιγαδικές, με την προϋπόθεση 

ότι μία ρίζα πολλαπλότητος m υπολογίζεται σαν m ρίζες. (Μία ρί

ζα ξ της (7.5) έχει πολλαπλότητα m εάν Ρ(ξ) = Ρ'(ξ) * ... *

= ρ (πι-1)(ξ) = ο και Ρ(π0(ξ) φ  0 ) .

θεώρημα 7.2 Εάν η πολυωνυμική εξίσωση Ρ(χ) = 0 με πραγματι

κούς συντελεστές έχει την ρίζα ξ =  a + ib (a,b πραγματικά) μεπολ- 

λαπλότητα κ , τότε και ο αριθμός ξ* =  a -  ib είναι επίσης ρίζα 

αυτής με την ίδια πολλαπλότητα κ .

Πόρισμα 7.1 Κάθε πολυωνυμική εξίσωση περιττού βαθμού με πραγ

ματικούς συντελεστές έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα.

θεώρημα 7.3 'Εστωσαν Ρ(χ) και R(x) πολυώνυμα βαθμού η 

και m αντίστοιχα, όπου 1 < m <π . Τότε, υπάρχει ένα μοναδικό πο

λυώνυμο S(x) βαθμού n -  m και ένα μοναδικό πολυώνυμο V(x) βαθ

μού < m - 1 , τέτοια ώστε

Ρ(χ) = R(x)S(x) + V(x) .

θεώρημα 7.4 Εάν ξ̂  , i = 1(1)n είναι οι π ρίζες της (7.1) 

(δεν χρειάζεται να είναι διακεκριμένες), τότε η (7.2) γράφεται

Ρ(χ) = a0(x -  ξχ)(χ -  ξ2)...(χ -  ξ ) ξ a Τ Τ ( χ ~  ζ,·) . (7.6)
i =0

Η (7.6) γράφεται επίσης ως εξής

Ρ(χ) - a„jxn -  Sjxn—1 + S2xn'2 +...+(- 1)"Sn]  , (7.7)
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η
Σ

1*1

η η
όπου Sj ^  ζ-j » S2 y ***** Sn

j < 1

Τ Τ ξ ,
1*1 1

Από τις '(7.7) και (7.2) προκύπτει ότι

κ _= ( -  1)KSK , κ = 1(1)η .

Ειδικά, για κ =  1,η έχουμε

η a, η a
Σ S i - - r ·  * T T ^  =  ( - D Vi=1 1 ao i=l 1 ao

(7.8)

(7.9)

θεώρημα 7.5 Έστωσαν ξ. , i = 1 (1)η οι ρίζες της (7.1). Τότε 

ι) Οι ρίζες της εξισώσεως

χΠρΦ  = anxn + an_ixn_1 +...+ axx + a0 = 0 (7.10)

1
(για an ψ 0 ) είναι οι = -ξ- , i = 1 (1)η . 

ϋ )  Οι ρίζες της εξισώσεως

η
P(cx) = 5! a.-icx)11”1 = 0 (για c f  0 ) 

i=0 1

ξ. η
είναι οι λ· = , i = 1(1 )η . (Αν θέλουμε να ισχύει λ.I L · λ 1ι=1
τότε σύμφωνα με την (7.9) προκύπτει

η

= 1 ,

η
1 =

ί ξ  ϊ  Τ Τ ( ξ Ί·)  ( - D Vι=1 1 a ο

1 = 1 η η . Άρα ,

,η , οπότε c . , ,
a ο a0

— χ -
= Λ -  D n ~  .Cn = ( - 1 ) 1

Είναι φανερό ότι εάν a0a < 0 και η άρτιος τότε το c δεν είναι
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πραγματικός αριθμός. Εάν θέλουμε όμως να ισχύει
η

π » ,
ι =1  1

= 1 , τότε

η
Τ Τ ξ ,
ί=1 1

το c εκλέγεται πάντοτε πραγματικό και δίνεται από την c

) .

iii) Οι ρίζες της εξισώσεως

a η η

( - 1 )ηΡ(- χ) Η a0xn -ί,χ"·' + a2x"*2 - ...+ (- 1 ) V = 0  (7.11)

είναι οι λ.} = -  ξ̂  , i = 1(1 )η · 

ιν) Οι ρίζες της εξισώσεως

Ρ(χ + c) = P(c) + ^  Ρ· (c) ♦ Ρ“ (c) +...♦ P<n)(c) = 0  (7.12)

η
είναι οι λ. = ξ. - c, ι = 1(1)η . (Αν θέλουμε να ισχύει £ λ. = 0 ,

1 1 a, 1=1 1
τότε, σύμφωνα με την (7.9), πρέπει να ληφθεί c = -  — - ) .Πα.

Πόρισμα 7.2 ι) Αν οι ρίζες ξ., 1 = 1(1)η της (7.1) πληρούν 

την σχέση |ξ̂ | < ρ , τότε οι ρίζες Κ. της Ρ(ρχ) = 0 πληρούν την 

|λΊ-1 < 1 .
ii) Αν η (7.1) έχει μία ρίζα εντός του κύκλου |χ —  c | < ρ , τό

τε η εξίσωση Ρ(ρχ + c) = 0 έχει μία ρίζα εντός του μοναδιαίου κύκλου

(I χ | < D  ·

Τα ακόλουθα θεωρήματα δίνουν φράγματα για τα μέτρα των ριζών και 

τις πραγματικές ρίζες της πολυωνυμικής εξισώσεως (7.1), όπου το Ρ(χ) 

δίνεται από την (7.2) και έχει πραγματικούς συντελεστές και είναι από 

τα πιο χρήσιμα μεταξύ των πολλών που υπάρχουν.

θεώρημα 7.6 Για όλες τις ρίζες ξ.., i = 1(1 )n της (7.1) ισχύ

ουν:

17
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i) r < |ξ^I < R , όπου 

1
r =

1 + max 
0<.jin-1

a .
J
n

, (a + 0) και R = 1 + max
1<j<n

a . 

a (7.14)

Σημείωση Οι αριθμοί r και R είναι τα κάτω και άνω φράγματα 

αντίστοιχα για τις θετικές ρίζες της (7.1). Ομοίως οι αριθμοί -  R 

και —  r είναι τα κάτω και άνω φράγματα αντίστοιχα των αρνητικών ρι

ζών της (7.1) .

ίϋ) |ζη* I <

*
a

aj

·>

< max' n , 1 + max >

.

a0 1<j<n-1 ao
*

(7.15)

(7.16)

1ν) \ ^ \  < η~ί
1 j=0

J + i
a . 
J

(7.17)

ν) Ιξ^ << 2 max 
1<j<n

a .
J (7.18)

vi) | | < max-
an , 2 max aj+» .

9n-l 0<j<n-2 aj
(7.19)



245

VI1 ) £  I £.j I 4  max* 1 ,
M

\

u

n
όπου μ = l | a ■ 

j=0 J

(7.20)

Παρατήρηση Κάτω φράγματα για τις |ξ. | στις περιπτώσεις (ϋ) -  

—  (vi) του θεωρήματος 7.6 μπορούν να προσδιορισθούν αφού βρεθούν τα 

άνω φράγματα για τις |λ^| ,όπου είναι οι ρίζες της (7.10) .

θεώρημα 7.7 Αν στην (7.1) είναι a0 = 1 και c είναι ένας α

ριθμός (γενικά μιγαδικός) τέτοιος ώστε P'(c) /= 0 , τότε ο κύκλος
P(c)

|χ — c | _< π
P'(c-)

περιέχει τουλάχιστον μία ρίζα της (7.1) .

θεώρημα 7.8 Αν στην (7.1) είναι aQ > 0 , τότε κάθε πραγματική 

ρίζα ξ της (7.1) ικανοποιεί τις ακόλουθες ανισότητες:

i) ξ < 1 + (7.21)

όπου a είναι ο αρνητικός συντελεστής του (7.2) με το μεγαλύτερο μέ·Ι\
τρο (εάν δεν υπάρχει αρνητικός συντελεστής τότε ξ < 0 ) .

11) ξ < 1 +

ι_
r

(7.22)

όπου a ορίζεται όπως και στην περίπτωση (i) και r είναι ο δείκ- κ
της του πρώτου αρνητικού συντελεστού στην ακολουθία a0, a1#..., a 

(r > 1) .
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iii) ξ < 1 + (7.23)

όπου a και r ορίζονται όπως στις (i) και (ϋ) και a είναι οΚ S
μεγαλύτερος από τους πρώτους r θετικούς συντελεστές του (7.2) .

Παρατήρηση Για την εύρεση αντίστοιχων κάτω φραγμάτων των πραγ

ματικών ριζών της (7.1) εφαρμόζουμε το θεώρημα 7.8 στην εξίσωση (7.12).

Τα ακόλουθα θεωρήματα δίνουν απάντηση στο ερώτημα που αφορά το 

πλήθος των πραγματικών ριζών της (7.1) σε ένα γνωστό διάστημα (a,b) .

θεώρημα 7.9 (Descarte’s) 0 αριθμός κ των θετικών ριζών της 

(7.1) ικανοποιεί τις σχέσεις: i) κ £  υ και ϋ )  υ -  κ είναι άρ

τιος ακέραιος > 0 , όπου υ είναι ο αριθμός των αλλαγών προσήμου στην 

ακολουθία a„, a,,...s a (οι μηδενικοί συντελεστές παραλείπονται.Μίαο ι  η
αλλαγή προσήμου συμβαίνει όταν μετά από ένα θετικό συντελεστή ακολου

θεί ένας αρνητικός ή αντιστρόφως. Μία ρίζα πολλαπλότητος m υπολογί

ζεται σαν m ρίζες).

Παράδειγμα 7.1 Να βρεθεί ο αριθμός των θετικών ριζών της

Λύση Η ακολουθία των προσήμων είναι + --- + -  , δηλαδή, υπάρ

χουν τρεις αλλαγές προσήμου και επομένως για την (7.24) είναι κ = 1

Παρατήρηση Στηριζόμενοι στο θεώρημα 7.5 (iii) μπορούμε να βρού

με το πλήθος των αρνητικών ριζών της (7.1) .

Παράδειγμα 7.2 Να βρεθεί ο αριθμός των αρνητικών ριζών της (7.24). 

Λύση θεωρούμε την εξίσωση (—  1)5Ρ(- χ) = (- 1)5 (- χ5 + χ3 - 

—  χ2 -  χ -  1) = χ5 -  χ3 + χ 2 + χ +  1 = 0  . 0 αριθμός των θετικών ρι-

Ρ(χ) = χ5 —  χ3 —  χ2 + χ —  1 = 0 . (7.24)

ή κ =  3 . ▲
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ζών αυτής σύμφωνα με το θεώρημα 7.9 είναι 0 ή 2 . Επομένως η (7.24) 

έχει 0 ή 2 αρνητικές ρίζες. 4

θεώρημα 7.10 Εάν για το Ρ(χ) στην (7.1) και για το διάστημα 

[a,bj ισχύει P(a)P(b) < 0 , τότε στο (a,b) υπάρχει ένας περιττός 

αριθμός ριζών της (7.1), υπολογίζοντας και τις πολλαπλότητες των ρι

ζών (δηλαδή, μία ρίζα πολλαπλότητος m υπολογίζεται σαν m ρίζες).

Εάν ισχύει η P(a)P(b) > 0 , τότε στο (a,b) είτε δεν υπάρχουν 

καθόλου ρίζες της (7.1) ή υπάρχει ένας άρτιος αριθμός ριζών (υπολογί

ζοντας και τις πολλαπλότητες των ριζών).

θεώρημα 7.11 (Hua’s) Εάν όλες οι ρίζες της (7.1) είναι πραγμα

τικές, τότε ισχύει a* > a a , κ = 1(1)η —  1 .Κ Κ" 1 1

Πόρισμα 7.3 Εάν στην (7.1) για κάποιο κ =  1 (1)η —  1 ισχύει 

a* -  .a , τότε η (7.1) έχει τουλάχιστον ένα ζεύγος μιγαδικώνΚ Κ"i Κ'A
ριζών.

θέωρημα 7.12 (Budan -  Fourier) Αν Ρ(χ) είναι το πολυώνυμο

(7.2) με a0 > 0 , P(a)P(b) + 0 , όπου a < b και w(x) συμβολίζει 

τον αριθμό των αλλαγών προσήμου στην ακολουθία Ρ(χ), Ρ'(χ), Ρ"(χ), 

..., Ρ ^ ( χ )  , τότε ο αριθμός των πραγματικών ριζών (υπολογίζοντας 

και τις πολλαπλότητες των ριζών) της (7.1) στο διάστημα [a,b] είναι 

είτε ίσος με w(a) -w(b) ή μικρότερος κατά ένα άρτιο αριθμό.

θεώρημα 7.13 (Sturm) Έστω ότι η εξίσωση (7.1) έχει όλες τις 

ρίζες απλές. Εάν a < b και P(a)P(b) ψ 0 , τότε υπάρχουν ακριβώς 

V(a) —  V(b) πραγματικές ρίζες της (7.1) στο διάστημα (a,b) , όπου 

V(x) συμβολίζει τον αριθμό των αλλαγών προσήμου στην ακολουθία:

Ρ(χ), Ρ'(χ), rx( χ ) , ,  rK(x) ,

όπου —  r (χ) είναι το υπόλοιπο της διαιρέσεως —  χ ~̂ , —  r (χ) το
Ρ'(χ)
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Ρ’(χ)
υπόλοιπο της διαιρέσεως — — r κ.ο.κ.

γ , (χ)
Γκ-2(χ>πο της διαιρέσεως -------  , όπου r (χ)

ν , < * >

και -  r (χ) είναι το υπόλοι-Κ

είναι μία σταθερά 4 0 .

7.3 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  σ υ ν θ ε τ ι κ ή ς  δ ι α ι -  

ρ έ σ ε ω ς ( Μ  έ.θ ο δ ο ς  τ ο υ  H o r n e r )

Εάν χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο Newton -  Raphson του προηγουμέ

νου κεφαλαίου για την επίλυση της (7.1), τότε, ως γνωστόν, οι διαδο

χικές προσεγγίσεις για κάποια ρίζα υπολογίζονται από τον αλγόριθμο

χη+1 χη
Ρ(*η>

ρ·(χ )
η = 0,1,2,. (7.25)

Δηλαδή, για την εύρεση της χ χ απαιτείται ο υπολογισμός της τιμής 

του Ρ(χ) καθώς επίσης και της τιμής της παραγώγου Ρ'(χ) στο ση- 

μείο X - χ„ · Γενικά, το πρόβλημα του υπολογισμού της τιμής ενός 

πραγματικού πολυωνύμου για μια πραγματική ή μιγαδική τιμή της μετα

βλητής του είναι από τα πιο συνηθισμένα στους αριθμητικούς υπολογι

σμούς.

Ας υποθέσουμε ότι δίνεται το πολυώνυμο

Ρ (χ) = anxn + a.x11”1 +...+ a χ + a , (7.26)

όπου a. , ι = 0(1)η είναι πραγματικοί αριθμοί με aQ 4 0 και θέ

λουμε να υπολογίσουμε την τιμή Ρ(ξ) , όπου ξ είναι ένας πραγματι

κός ή μιγαδικός αριθμός. Προφανώς, είναι

Ρ(ξ) - 30ξη + ο,ξ"·1 +...+ an i 5 + an . (7.27)

Η εύρεση της Ρ(ξ) γίνεται πιο εύκολα, δηλαδή, με λιγώτερες πράξεις, 

εάν η (7.27) γραφεί ως εξής:



(7.28)Ρ(ξ) = (...((30ξ + β^ξ + & 2 )1 + ... )ξ + an .

Σύμφωνα με την (7.28) διαδοχικά υπολογίζουμε τους αριθμούς

bx = b0C + aj 

b2 - + a2 (7.29)

οπότε Ρ(ξ) * b . Οι σχέσεις (7.29) γράφονται επίσης ως εξής

0 αλγόριθμος που χρησιμοποιεί τις (7.30) για τον υπολογισμό της 

Ρ(ξ> είναι γνωστός σαν μέθοδος του Horner ή μέθοδος της συνθετικής 

διαιρέσεως.

θα δειχθεί τώρα ότι οι αριθμοί , i = 0(1)n -  1 στην (7.30) 

είναι οι συντελεστές του πολυωνύμου Ζ(χ) που προκύπτει σαν πηλίκο 

κατά την διαίρεση του πολυωνύμου Ρ(χ) δια του διωνύμου χ —  ξ .Πράγ 

μάτι, έστω

bi = biM5 + 8 ^  i = 0(1)η με b mi = 0 . (7.30)

Ζ(χ) = c0xn_1 + c.xn~2 +...+ C X + c ' 0 i n - 2 n-i
(7.31)

και

P(x) = (x - ξ)Ζ(χ) + cn . (7.32)

Από την (7.32) προκύπτει ότι c = Ρ(ξ) καιη

(7.33)
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Από τις (7.26) και (7.33) παίρνουμε

C, = \  . C, -  ci_1S - a, , i = 1(1)η

ή, λόγω και των (7.29),

c0 = a0 = b„ > ci = cj.,5 + ai = bi · ’ = 1(1)n ,

πράγμα που θέλαμε να αποδείξουμε. Άρα, από τις (7.30) βρίσκουμε τους 

συντελεστές b. , i = 0(1)n —  1 του πηλίκου Ζ(χ) και το υπόλοιπο 

Ρ(ξ) - bn .

Στην πράξη,όταν οι υπολογισμοί γίνονται με το χέρι,χρησιμοποιού

με τον ακόλουθο σχηματικό τρόπο (σχήμα του Horner) για την εύρεση των 

bi , 1 = 0(1)η

ao a i a 2 • · · cln

ξ Μ b i ξ • · ·

b. . . .  bn = Ρ(ζ)

του οποίου η εξήγηση είναι προφανής.

Παρατήρηση Αν είναι a0 > 0 , ξ > 0 και ισχύει b. _> 0 , i =

= 1(1 )n στην (7.30), τότε από την (7.33) προκύπτει ότι για χ > ξ 

είναι Ρ(χ) > 0 , οπότε όλες οι πραγματικές ρίζες ξ. , i = 1(1 )n 

του Ρ(χ) θα ικανοποιούν την σχέση ξ. < ξ , i = 1(1)η .

Πρέπει να σημειωθεί ότι η παραπάνω μέθοδος του Horner είναι πε

ρισσότερο κατάλληλη για την περίπτωση που το ξ είναι πραγματικός
♦

αριθμός, γιατί, αν το ξ είναι μιγαδικός αριθμός, τότε αυξάνει ση

μαντικά το πλήθος των πράξεων,επειδή θα πρέπει να εκτελούνται πράξεις 

με μιγαδικούς αριθμούς. Για την περίπτωση που το ξ είναι μιγαδικό 

μια πιο αποτελεσματική μέθοδος θα αναπτυχθεί στη συνέχεια, αφού όμως 

πρώτα εξετάσουμε πώς είναι δυνατόν η μέθοδος του Horner να χρησιμοποι

ηθεί για τον υπολογισμό των τιμών των παραγώγων του Ρ(χ) στο πραγ-
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ματικό σημείο ξ .

Κατ’ αρχάς από την (7.32) παραγωγίζοντας έχουμε

Ρ'(χ) = Ζ(χ) + (χ - ξ)Ζ'(χ) . (7.34)

θέτοντας στην (7.34) χ =  ξ προκύπτει ότι Ρ'(ξ) = Ζ(ξ) , δηλαδή, η 

τιμή της πρώτης παραγώγου του Ρ(χ) για χ =  ξ είναι η τιμή Ζ(ξ), 

η οποία βρίσκεται εφαρμόζοντας πάλι την μέθοδο του Horner στο πολυώ

νυμο Ζ(χ) , που είναι ήδη γνωστό.

Καλούμε τώρα Ζ^χ) ξ Ζ(χ ) και θεωρούμε την ταυτότητα της δι

α ιρέσεως πρώτα του Ρ(χ ) δια χ - ξ  και στη συνέχεια των διαδοχικών 

πηλίκων δια χ - ξ . Έτσι έχουμε

Ρ(χ) = (χ - ξ)Ζ1(χ) + Ρ(ξ)

Ζ^χ) = (χ -  ξ)Ζ2(χ) t ζ^ξ)

............................  (7.35)

Ζ (χ) = (χ - ξ)Ζ (χ) + Ζ (ξ) η-ιν 'η η-ι

Ζη(χ) = (χ -  ξ) ·0 + Ζη(ξ)

Εξ άλλου,αν το Ρ(χ) αναπτυχθεί σε σειρά Taylor γύρω από το σημείο 

ξ θα έχουμε

(x - Ζ ) (χ - ζ)2
Ρ(χ) =. Ρ(ξ) + -------  P ' U ) + ------ Ρ"(ζ) +...+

11 21

( χ - ξ ) η
-------  Ρ(η)(ξ) = Ρ(ζ) + (χ -  ξ)

η!

Ρ' (ξ) ( χ - ξ )
----- + --------  Ρ"(ξ) +

1ί 21

(χ - ξ)
η - ι

+ . . .+
ηΙ

Ρ(η)(ξ) (7.36)

Από την πρώτη των (7.35) και την (7.36) προκύπτει ότι

ζ,(χ)
Ρ·(ξ) (χ-ί) (χ-ξ)"'* , ,
---- + ------ Ρ (ξ) +...+--------- Ptn,U) , (7.37)

1! 2! η!
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οπότε

Z jt t )  =
Ρ'(ξ)

11
(7.38)

Η (7.37),λόγω της (7.38),γίνεται.

Ρ” (ξ) ( χ - ξ )
Ζ1 (χ) = ζχ(ξ) + ( χ - ξ )  

(χ -  ξ)η"2

21 3!
Ρ'" (ξ) +...+

η!
Ρ(η)(ξ) (7.39)

Συγκρίνοντας την (7.39) με την δεύτερη των 

Ρ"(ξ) ( χ - ξ )
Ζ2(χ) = --- -  + -------  Ρ’" (ξ) +...+

2! 3!

(7.35) συνεπάγεται ότι 

( χ ~ ξ)η'2 (π)
--------------- ρ( η ) (ξ)

και επομένως

Ρ" (ξ)
ζ2(ξ) = -----

21

Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, τελικά καταλήγουμε στον γενικό

τύπο

Ρ(κ)(ξ) = κΙΖκ(ξ) , κ = 1 ( 1 ) η ,  (7.40)

δηλαδή, η τιμή μιας παραγώγου του Ρ(χ) οποιασδήποτε τάξεως στο ση

μείο ξ μπορεί να βρεθεί επαναλαμβάνοντας την διαδικασία του σχήμα

τος του Horner στα διαδοχικά πηλίκα Ζ.(χ) , i = 1(1)n όσες φορές 

χρειάζεται. Σημειώνεται ακόμη ότι η (7.36), λόγω της (7.40),γράφεται

Ρ(χ) = Ρ(ξ) +(χ - ξ ) ζ χ(ξ) +(χ -  ξ ) 2 ζ2 (ξ) + . . . +  (χ -  ξ)ηζη(ξ) ·

(7.41)

θέτοντας y = χ —  ξ στην (7.41) έχουμε αμέσως την μετασχηματισμένη
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μορφή του πολυωνύμου Ρ(χ) 0άσει της αντικαταστάσεως χ = y + ξ . Οι 

τιμές Ρ(ξ) και Ζ^(ξ) , 1 * 1(1 )η μπορούν να βρεθούν, όπως τονίστη

κε προηγουμένως, με διαδοχικές εφαρμογές του σχήματος του Horner.

Παράδειγμα 7.3 Για το πολυώνυμο Ρ(χ) = χ1* + 3χ3 —  5χ —  10 , να 

βρεθούν: ι) Οι τιμές Ρ( —  2) , Ρ"' ( —  2) , ii) Το πηλίκο Ζ(χ) της 

διαιρέσεως του Ρ(χ) δια χ + 2 και iii) Το νέο πολυώνυμο ως προς 

y αν τεθεί χ = y -  2 στο Ρ(χ) .

Λύση

- 2

1 3 0 - 5  - 1 0  

- 2 - 2  4  2

- 2

1 1 - 2 - 1  —8  =  Ρ(  —2)  

- 2  2 0

- 2

1 1 0 1 - —  

- 2  * 6

- 2

1 3 6 ---2J—

- 2

- 2

1 5 = ^ < , - - 2 >

1 ----4Ϊ---

Άρα είναι Ρ( -2) = -  8 , Ρ'" ( -2) = 3! (- 5) = -  30 , Ζ(χ) =

= χ3 + χ2 —  2χ —  1 , P(y —  2) = — 8 — y + 6y2 —  5y3 + y** . a

Με σκοπό να βρούμε τις μιγαδικές ρίζες ενός πολυωνύμου Ρ(χ) εί

ναι απαραίτητο μερικές φορές να υπολογίζουμε το Ρ(χ) για διάφορες 

μιγαδικές τιμές του χ (βλέπε παράγραφο 6.5.4). 0 υπολογισμός του
\ \  ‘‘Jr

_>Γ"' ' \
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Ρ(χ) που δίνεται από την (7.26) για μια μιγαδική τιμή του χ γίνε

ται με την ακόλουθη αποτελεσματική μέθοδο, η οποία αποτελεί γενίκευ

ση της μεθόδου του Horner.

Αν ξ =  u + iv είναι μία μιγαδική τιμή, όπου ιι,ν είναι πραγ

ματικά και i = / — 1 , τότε θέτουμε ξ* = u —  iv . Από την ταυτότητα

της διαιρέσεως του Ρ(χ) δια (χ -  ξ)(χ -  ζ*) έχουμε

Ρ(χ) = (χ -  ξ)(χ -  ξ*)Ζ(χ) + κχ + λ (7.42)

I
Π

Ρ(χ) = (χ2 -  2ux + u2 + ν2)ζ(χ) + κχ + λ , (7.43)

όπου, όπως θα δειχθεί παρακάτω, τα κ,λ και οι συντελεστές του Ζ(χ) 

είναι πραγματικοί αριθμοί, θέτοντας ρ = 2u και q = -  (υ2 + ν2) η 

(7.43) γράφεται

Ρ(χ) = (χ2 -  ρχ —  q)Z(x) + κχ + λ . (7.44)

Από την (7.42) προκύπτει αμέσως ότι

Ρ(ξ) = κξ + λ = k(u + iv) + λ = (ku + λ) + iκν . (7.45)

Άρα, για την εύρεση της Ρ(ξ) μας χρειάζονται οι τιμές των κ και

λ . Αν υποθέσουμε ότι

Ζ(χ) = b0xn"2 + bjx"'3 +·.·+ bn_3x + bn_2 , (7.46)

τότε από την (7.44) προκύπτει ότι

P(x) = (χ2 -  px -  q)(b0xn 2

Εξισώνοντας τους συντελεστές των 

της (7.47) παίρνουμε

+ b,xn 3 +...+ b χ + b ) + κχ +λ. 1 η- 3 η-2

(7.47)

ίδιων δυνάμεων του χ στα δύο μέλη

(7.48)

a, = b, -  pb„
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a
2

-  qbo

a = b - pb -  qb ,
n - 2  n - 2  r  n-3  ̂ n-·*

an-i
κ - pb

n -2
qb

n-3

an
= λ -  qb  ̂ n 2 ·

(7.48)

Εάν οι σχέσεις (7.48) λυθούν ως προς b. , 1 — 0(1)η —  2 βρίσκουμε 

bi = ai + pb^j + qb._2 , i = 0(1 )n -  2 , (7.49)

όπου b t = 0 , b = Ο και οι δύο τελευταίες σχέσεις των (7.48) δί

νουν

κ = 

λ =

aη-ι + pbr n-2

aη + qbn- 2

+ qbn-3

*
(7.50)

οπότε από την (7.45) υπολογίζεται η Ρ(ξ) .

Είναι φανερό από τις (7.49) και (7.50) ότι, αφού τα a.. και 

p,q είναι πραγματικά, τα b.. καθώς και τα κ,λ θα είναι πραγματικά.

Στην πράξη, όταν οι υπολογισμοί γίνονται με το χέρι, ακολουθείται 

η παρακάτω διάταξη, που είναι γνωστή σαν γενίκευση του σχήματος του 

Horner, για την εύρεση των b. , i = 0(1)n —  2 και κ,λ

a o a i 3 2 a 3 an-2 V i an

Ρ Pbo Pb. Pb2 • · · pbr n-3 Pb ,r n-2

q Pb0 qb, ... qbn n-u qb ̂ n-3 ‘V *

bo bi b2 b3 • · · bn-2 K λ

Εάν τώρα παραγωγίσουμε την (7.42) ως προς χ παίρνουμε

Ρ'(χ) = (χ -  ξ*)Ζ(χ) + (χ -  ξ)Ζ(χ) + (χ -  ξ)(χ -  ξ*)Ζ'(χ) + κ ,

(7.-51)
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οπότε

Ρ' (ξ) =  (ζ -  ξ* )Ζ(ξ) + κ =  ι2νΖ(ξ) + κ . (7.52)

Η (7.52) μας δίνει την τιμή της πρώτης παραγώγου του Ρ(χ) για 

χ = ξ . Η τιμή Ζ(ξ) βρίσκεται ομοίως με την γενικευμένη μέθοδο 

του Horner ,αφού το Ζ(χ) έχει βρεθεί κατά την εύρεση της Ρ(ξ) .

Παρατήρηση Η γενικευμένη μέθοδος του Horner ή της συνθετικής 

διαιρέσεως για την εύρεση του πηλίκου Ζ(χ) και του υπολοίπου κχ + λ 

της διαιρέσεως του Ρ(χ) δια του τριωνύμου χ2 —  ρχ -  q , ισχύει 

και όταν το χ2 - ρχ -  q έχει πραγματικές ρίζες .

Παράδειγμα 7.4 Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ) =  χ5 —  χ3 + χ2 -  1 . 

Να βρεθούν οι τιμές Ρ(ξ),.Ρ'(ξ) » όπου ζ =  —  1 + 2i και το πηλί

κο Ζ(χ ) της διαιρέσεως του Ρ(χ) δια (χ —  ξ)(χ -  ξ*) , όπου 
ξ* =  -  1 _  2ι .

Λύση Στην περίπτωσή μας είναι u =  —  1 , ν =  2 , οπότε ρ =

=  -  2 , q =  -  5 . Σύμφωνα με την γενικευμένη μέθοδο του Horner 

παίρνουμε

1 0 -1 1 0 -1

- 2 -2 4 4 -30

- 5 -5 10 10 -75

1 - 2 - 2 15 -20 -76

Άρα, το πηλίκο είναι Ζ(χ) =  χ3 -  2χ2 2χ + 15 και σύμφωνα με 

την (7.45) είναι

Ρ(ξ) = ( _ 20) ( — 1 ) + ( - 76) + i ( —  20) (2) = —  56 — 40i = 

=  - 8(7 + 5ι) .
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Για την εύρεση της ρ' ( Ο  βρίσκουμε τώρα την Ζ(ξ)

1 - 2 - 2 15

- 2 - 2 3

- 5 - 5 20

1 - 4 1 35

Έτσι, έχουμε Ζ(ξ)=  -  1 + 35 + 2i =  34 + 2ί και από την (7.52) παίρ

νουμε

Ρ'(ξ) =  i2(2)(34 + 21) + ( -  20) -  -  4(7 - 341) . A

7.4 Η μ έ θ ο δ ο ς  N e w t o n  -  B a i r s t o w

Όπως τονίστηκε στην παράγραφο 6.5.4, η μέθοδος Newton -  Raphson 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση των μιγαδικών ριζών μιας πολυ- 

ωνυμικής εξισώσεως, με την προϋπόθεση ότι η αρχική προσέγγιση θα είναι 

μιγαδικός αριθμός. Έτσι, είναι φανερό ότι στους υπολογισμούς υπεισέρ

χονται πράξεις μεταξύ μιγαδικών αριθμών. Η μέθοδος Newton -  Bairstow, 

που αναπτύσσεται στη συνέχεια, χρησιμοποιείται κυρίως για την εύρεση 

ζευγών συζυγών μιγαδικών ριζών της Ρ(χ) =  0 και αποφεύγει πράξεις 

μεταξύ μιγαδικών αριθμών. Πιο συγκεκριμένα, η μέθοδος Newton -  Bairs

tow χρησιμοποιείται για την εύρεση πραγματικών δευτεροβαθμίων παρα

γόντων του πολυωνύμου Ρ(χ) . Είναι φανερό ότι όλες οι μιγαδικές ρί

ζες του Ρ(χ) θα βρίσκονται μεταξύ των ριζών των δευτεροβαθμίων αυ

τών παραγόντων του Ρ(χ) .

Η μέθοδος βασίζεται στο γεγονός ότι οι ρίζες ενός πραγματικού 

δευτεροβαθμίου τριωνύμου

χ2 - ρχ - q (7.53)
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είναι επίσης ρίζες της δοθείσης πολυωνυμικής εζισώσεως

Ρ(χ) =  aoxn + a, χ"·’ + ... + an =  0 (7.54)

εάν και μόνον εάν στην ταυτότητα της διαιρέσεως

Ρ(χ) =  (χ2 —  ρχ —  q)Z(x) + Κχ + Λ (7.55)

ισχύει

Κ =  A =  0 . (7.56)

Γενικά στην (7.55), όλοι οι συντελεστές του Ζ(χ) και τα Κ , Λ 

μπορούν να εκφραστούν σαν συναρτήσεις των ρ και q , δηλαδή, έχουμε

Επομένως, οι (7.56) ισχύουν όταν τα ρ και q ικανοποιούν το ακόλου

θο σύστημα:

Το σύστημα (7.58) είναι ένα μη γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο 

αννώστους και μπορεί να λυθεί αριθμητικά με μεθόδους που εξετάζονται 

στο επόμενο κεφάλαιο. Μία από αυτές είναι και η γενικευμένη μέθοδος 

Newton -  Paphson για συστήματα,που για την περίπτωση του συστήματος 

(7.53) καλείται μέθοδος Newton -  Bairstow. 0 αλγόριθμος αυτής που 

τον δεχόμαστε προς το παρόν χωρίς απόδειξη (για την απόδειξη αυτού 

βλέπε κεφάλαιο 8) είναι:

Κ =  K(p,q) και Λ =  Λ( p,q) . (7.57)

(7.58)

r

(7.59)
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όπου

j(p„-0  - §  (pn.qn) ft (p„.qJη n η n It <»„·«„> f  < P n - % ^ 0 ’

n =  0,1,2,...

και (p0,p0) Π αρχική προσέγγιση μιας λύσεως του (7.58) . Για την εύ

ρεση των μερικών παραγώγων στις (7.51) εργαζόμαστε ως εξής: Παραγωγί- 

ζοντες την (7.55) ως προς ρ και q παίρνουμε (το Ρ(χ) είναι ανε

ξάρτητο των ρ και q ):

8Ρ(χ) 3Ζ(χ)CMXIIοIII ρχ q) -  xZ(x)
3ρ 3ρ

3Ρ(χ) 3Ζ(χ)
-----  Ξ 0 =  (χ2 ρχ q) -  Ζ(χ)

3q aq

Από την ταυτότητα της διαιρέσεως του 

έχουμε

+ ϋ ! χ  + Μ
3q dq

Ζ(χ) δια του

9

(7.60)

ρχ -  q

Ζ(χ) =  (χ2 - ρχ -  q)Zj(x) + Ktx + Aj (7.61)

Υποθέτοντας ότι το χ2 -  ρχ -  q έχει δύο διακεκριμένες ρίζες (πράγμα 

που συμβαίνει όταν αυτές είναι συζυγείς μιγαδικές) ξ0 και ξ1 , από 

την (7.61) έπεται

Ζ(ξ1·)= Κ1ξ1 + Λ1 , ί =  0,1 . (7.62)

Λόγω των (7.62),από τις (7.60) προκύπτουν οι εξισώσεις:

- W i * v  + I? =  ° ·

- < Κ̂ ί  + V  -  ° · i = 0.1 .

Από την δεύτερη των (7.63) έχουμε, αφού ξ0 φ ξ1 ,

3Κ _  ν 3Λ _  .
3q~ Κι K(3L iq - Λ> '

(7.63)

(7.64)

18
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Λόγω των (7.64),η πρώτη των (7.63) γίνεται

-  ξ.
3Κ τ . 3Λ ' 
_9q *1 9q

+ Μ  τ + Μ  -  π 
ap ξ ί ap “  °

_  ξ 2  +  ξ .
ς ι aq s i

(3Κ _  3Λ 1 
3ρ 3q ♦ $ - < > .  1 = 0 , 1  .

Επειδή ξ| -  ρξ1 -  q =  > 1 =  0,1 , προκύπτει ότι ξ?

επομένως η (7.65) γράφεται

(7.65) 

ρξΊ· + q και

3Κ
-  (Ρ«1 + q) + ξί

*1

3q

Γ3Κ _ 3Λ _ 3Κ 
3ρ aq aq .

3Κ 3ΛΊ
1 ί * Ρ aq.

. 9Λ -α ^
5ρ ‘ q 9q

+~  =  °  
a p ή

(7.66)

' Ετσι, λόγω των (7.64), από την (7.66) προκύπτει ότι

f  =  Λ ,  -  Ρ Κ ,  ,  §  =  q K ,  .  ( 7 . 6 7 )

Από την παραπάνω ανάλυση συμπεραίνουμε τα εξής: Εάν έχουμε μία 

αρχική προσέγγιση u + iv μιας μιγαδικής ρίζας της (7.54), τότε, θε

ωρώντας και την συζυγή της u —  iν , κατασκευάζουμε το δευτεροβάθμιο 

τριώνυμο που έχει αυτές σαν ρίζες, δηλαδή, το χ2 -  ρ0χ -  qQ , όπου 

ρ0 =  2u και q0 =  -  (u2 + ν2) . Το ζεύγος (ρ0,q0) αποτελεί την α

ρχική προσέγγιση μιας λύσεως του (7.58). Από τον αλγόριθμο (7.59),αρ

χίζοντας με το (Ρ0»Ρ0) βρίσκουμε ένα ζεύγος (ρ ,q ) που προσεγ

γίζει μια λύση του (7.58) με την επιζητούμενη ακρίβεια και λύνοντας 

κατόπιν την εξίσωση χ2 —  pr x -  qn = 0 προσδιορίζουμε τις ζητούμενες 

προσεγγίσεις για δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες της (7.54).

Πρέπει να σημειωθεί ότι ο αλγόριθμος (7.59), λόγω των (7.64) και 

(7.67), γίνεται

Ρη+ι ~ Ρη Λ (Ρη><<η)ΜΡη· ν ]  .

(7.68)
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— T  l 5 P„'qn>[/'.(pn>qn > + Pn M pn >qn >
i*qn L  1

-«„K(Pn*qn)K.(Pn’qn)]  ’ (7.68)

όπου J(Pn,qn)= ^ ( pn'qn) .+ pnKi(pn>qn>]Ai(p„*q„) “  q„[K>(P„.qn>]’*

n =  0,1,2,... και (p0,q0) Π αρχική προσέγγιση, και όχι οι τιμές των 

Κ ,Λ και Kj , Ι\1 στο σημείο (Ρ^<1η) υπολογίζονται με την γενικευ- 

μένη μέθοδο του Horner (βλέπε παράγραφο 7.3), έχοντας υπ’ όψιν τις 

(7.55) και (7.61) . Συχνά οι ρ0 = q0 = 0 χρησιμοποιούνται σαν αρχι

κές τιμές, εάν δεν υπάρχουν καθόλου πληροφορίες για τις μιγαδικές ρί

ζες. Η μέθοδος Newton —  Bairstow συγκλίνει γρήγορα σε μερικές περιπτώ

σεις (συνήθως όταν έχουμε καλές αρχικές τιμές p0,q0) , ενώ σε άλλες 

περιπτώσεις μπορεί να μην συγκλίνει.

Παράδειγμα 7.5 Δοθέντος ότι -  ̂  + i είναι η αρχική προσέγγιση 

μιας ρίζας της εξισώσεως χ3 - χ 2 - χ - 2 = 0 , ν α  εφαρμοσθεί η μέθο

δος Newton -  Bairstow μια φορά για την εύρεση μιας καλύτερης προσεγγί- 

σεως.

Λύση Έχουμε u + 1ν = —  0.5 + i , οπότε u —  iv = —  0.5 —  1 ,

Ρο = -  1 , q0 = -  = —  1.25 και χ2 -  ρβχ -  q0 = x 2 + x + | - . H  εύ

ρεση των τιμών των Κ , Λ , Κχ , At στο σημείο (Ρ0»Ρ0) = ( -  1, -  |·) 

γίνεται με την μέθοδο του Horner ως ακολούθως:

-  1 

-  1.25

1 -  1 

-  1

-  1 - 2  

2

-1.25 2.5

1 -  2 —  0.25 = Κ 0.5 = Λ

-  1

-  1.25 0

Η
<II
CM1ΗII
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Έτσι, έχουμε Κ = —  0.25 , Λ = 0.5 , Kt = 1 , Aj = —  2 , οπότε είναι

J(po,qo) = {— 2 + ( — 1)1>( — 2) —  ( —  1.25) · 12 = 6 + 1.25 = 7.25 

και από την (7.68) παίρνουμε

7.25
(- 0.25)(—  2) >

= -  1.25
7.25 *-

0.5{(—  2) + (- 1) · 1} + 1.25(—  0.25)

1.8125
1.25 + ------ - -  1 .

7.25

Η ζητούμενη προσέγγιση προκύπτει λύνοντας την εξίσωση χ2 —  ρχχ -  qj = 

ξ χ2 + χ + 1 = 0 . Οι ρίζες αυτής είναι  ̂ ( -  1 ± i/J ) , που είναι και 

ρίζες της δοθείσης εξισώσεως, αφού (χ3 -  χ2 -  χ -  2) ξ (χ2 +χ +1)(χ-2).

▲

7.5 Ά λ λ ε ς  μ έ θ ο δ ο ι  γ ι α  π ο λ υ ω ν υ μ ι κ έ ς  

ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς

Υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός μεθόδων που μπορούν να χρησιμοποιη

θούν για την αριθμητική επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων, από τις οποί

ες άλλες είναι περισσότερο και άλλες λιγώτερο αποτελεσματικές. Οι πιο 

απλούστερες απ’ αυτές, ως προς την ανάλυση και τον προγραμματισμό, έ

χουν περιορισμένες δυνατότητες. Από τις πιο γνωστές είναι και οι ακό

λουθες μέθοδοι: i) Η μέθοδος Muller, σε συνδυασμό με την μέθοδο Cau

chy. Οι δύο αυτές μέθοδοι σχετίζονται μεταξύ των όπως οι μέθοδοι τέμνου- 

σας και Newton - Raphson. ii) Η μέθοδος Lehmer —  Schur. iii) Η μέθο

δος Bernoulli, η οποία βασίζεται σε μεθόδους για την εύρεση ιδιοτιμών 

πινάκων (βλέπε κεφάλαιο 11 ) . iv) Η μέθοδος Laguerre, που χρησιμοποι

είται για την εύρεση των ριζών ενός πολυωνύμου Ρ(χ) βαθμού η που 

έχει μόνον πραγματικές ρίζες. 0 αλγόριθμος αυτής είναι:
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η Ρ ( χ κ )

χκ+. = χκ ----------- , ' _  ---------— π  ’
Ρ · ( χ κ ) ±άη -  1 ) [ ( η  -  1 ) ( Ρ ' ( χ κ ) ) 2 -  " ρ ( χ κ ) Ρ  ( χ κ ^

κ = 0,1,2,... . (7.69)

Το πρόσημο της τετραγωνικής ρίζας στην (7.69) εκλέγεται το ίδιο με το

πρόσημο της Ρ' (χ ) . Η  μέθοδος συγκλίνει για κάθε χ πραγματικό.κ ο
ν) Η μέθοδος Root - squaring (Graffe). vi) Η μέθοδος Quotient - Dif

ference που ενδείκνυται κυρίως για την εύρεση καλών αρχικών προσεγγί

σεων των ριζών. Αυτή έχει το πλεονέκτημα ότι δεν χρησιμοποιεί καμμία 

άλλη πληροφορία παρά μόνον τους συντελεστές του πολυωνύμου.

Η συστηματική μελέτη kol ανάλυση των παραπάνω μεθόδων είναι εκ

τός του σκοπού του παρόντος 3ι3λίου.

7.6 Γ ε ν ι κ έ ς  ο δ η γ ί ε ς  κ α ι  π α ρ α τ η ρ ή 

σ ε ι ς  γ ι α  τ η ν  ε ύ ρ ε σ η  τ ω ν  ρ ι ζ ώ ν

π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ώ ν  ε ξ ι σ ώ σ ε ω ν

Στην πράξη, για την εύρεση όλων των ριζών της πολυωνυμικής εξι- 

σώσεως (7.1), ακολουθείται συνήθως η εξής τακτική. Πρώτα υπολογίζον

ται οι πραγματικές ρίζες (εάν υπάρχουν) και κατόπιν τα ζεύγη των συ

ζυγών μιγαδικών ριζών (εάν υπάρχουν). Για την εύρεση των πραγματικών 

ριζών ένα σημαντικό 3ήμα είναι η απομόνωση αυτών, που επιτυγχάνεται 

με την εύρεση των φραγμάτων των ριζών και στη συνέχεια με την εύρεση 

του πλήθους των ριζών στα διαστήματα που περιέχουν ρίζες (3λέπε παρά

γραφο 7.2). Έχοντας υπ’ όψίν το θεώρημα 7.5 (i), όταν ψάχνουμε για 

τις πραγματικές ρίζες της (7.1), είναι αρκετό να 3ρούμε τις πράγματι-
4

κές ρίζες των Ρ(χ) = 0 και χηΡ(̂ -) = 0 στο διάστημα £- 1 , 1J .

Ας υποθέσουμε τώρα ότι, εφαρμόζοντας μία από τις μεθόδους του κε

φαλαίου 6 , π.χ. την μέθοδο Newton —  Raphson, 3ρήκαμε την προσεγγιστι- 

κή τιμή ξ (με κάποια ακρί3εια) για μία πραγματική ρίζα της (7.1) . 

Τότε, με την 3οήθεια της μεθόδου του Horner 3ρίσκουμε το πολυώνυμο



264

Ζ(χ ) βαθμού η -  1 που πληροί την

Ρ(χ ) = (χ -  ξ)Ζ(χ) + Ρ(ξ) . (7.70)

Εάν η τιμή Ρ(ξ) είναι μικρή απολύτως (γενικά είναι Ρ(ξ) ^ 0 ), τό

τε οι ρίζες του Ζ(χ) θα είναι γενικά κοντά στις υπόλοιπες ρίζες του 

Ρ(χ) . Έτσι, για τον υπολογισμό των υπολοίπων ριζών του Ρ(χ) εργα

ζόμαστε με το πολυώνυμο Ζ(χ) βαθμού η —  1 . Η διαδικασία αυτή της 

διαιρέσεως του αρχικού πολυωνύμου δια χ —  ξ καλείται deflation και 

είναι χρήσιμη, διότι απαλλάσσει το πολυώνυμο Ρ(χ) από την ρίζα ξ 

που υπολογίσθηκε (απομακρύνει τον "παράγοντα" χ —  ξ) και επομένως η 

ίδια ρίζα μπορεί να βρεθεί πάλι, εάν πρόκειται περί πολλαπλής ρίζας.

Στη συνέχεια, μία πραγματική ρίζα ξχ του Ζ(χ) υπολογίζεται και η 

διαδικασία deflation επαναλαμβάνεται στο Ζ(χ) για την ρίζα ξι κ.ο.κ., 

μέχρις ότου τελικά βρεθούν (προσεγγιστικά) όλες οι πραγματικές ρίζες 

του Ρ(χ) .

Με την εύρεση και απαλοιφή όλων των πραγματικών ριζών>έχει απο-

μείνει τελικά ένα πολυώνυμο R(χ) αρτίου βαθμού m που θα περιέχει
«

τα ζεύγη των συζυγών μιγαδικών ριζών της (7.1). Η επαναληπτική μέθο

δος, η μέθοδος Newton —  Raphson και η μέθοδος της τέμνουσας του κεφα

λαίου 6, μπορούν να χρησιμοποιηθούν (όπως και η μέθοδος Newton -  Bair- 

stow) για την εύρεση των μιγαδικών ριζών του R(x) , με την προϋπόθε

ση βέβαια ότι οι αρχικές προσεγγίσεις αυτών θα είναι μιγαδικές. Γενι

κά, το πρόβλημα της εκλογής των αρχικών τιμών, για την εύρεση μιγαδι- 

κών ριζών με μία επαναληπτική μέθοδο, δεν είναι τόσο εύκολο στην πρά

ξη (όσο στην περίπτωση των πραγματικών ριζών), αφού συχνά είναι απα

ραίτητο η αρχική προσέγγιση να είναι πολύ κοντά σε μία ρίζα για να 

συγκλίνει η μέθοδος (π.χ. μέθοδος Newton -  Raphson) .Τώρα, αντί για 

διαστήματα ψάχνουμε για περιοχές (κύκλους) στο μιγαδικό επίπεδο που 

περιέχουν τις ρίζες. Τα θεωρήματα 7.6 και 7.7 δίνουν τέτοιες πληροφο

ρίες. Ακόμη, στηριζόμενοι πάλι στο θεώρημα 7.5(i), αρκεί να βρούμε τις 

μιγαδικές ρίζες των πολυωνυμικών εξισώσεων R(x) = 0 και xmR(̂ -) = 0 

στην περιοχή |χ| ^  1 .
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Έτσι, βρίσκουμε, με κάποια από τις μεθόδους που αναφέρθηκαν προ

ηγουμένως, ένα ζεύγος συζυγών μιγαδικών ριζών του R(x) μέ κάποια α

κρίβεια. Στη συνέχεια,εφαρμόζεται η διαδικασία deflation για μιγαδικές 

ρίζες, δηλαδή, με την βοήθεια της γενικευμένης μεθόδου του Horner α

πομακρύνουμε τον δευτεροβάθμιο πραγματικό "παράγοντα" χ2 —  ρχ -  q , 

που έχει ρίζες αυτές που βρέθηκαν, από το πολυώνυμο R(χ) . Στο πολυ

ώνυμο που απομένει εφαρμόζεται η ίδια εργασία κ.ο.κ., μέχρις ότου υ- 

πολογισθούν όλες οι μιγαδικές ρίζες του R(x) .

Πρέπει να σημειωθεί ότι κάθε φορά που ένας "παράγων", πρωτοβάθ

μιος (για πραγματική ρίζα) ή δευτεροβάθμιος (για συζυγείς μιγαδικές 

ρίζες), απαλέίφεται από το αρχικό πολυώνυμο Ρ(χ) ή τα διαδοχικά πη

λίκα, απομένει ένα πολυώνυμο του οποίου οι ρίζες δεν είναι ακριβώς ρίζες 

του αρχικού πολυωνύμου Ρ(χ) ,λόγω της μεταδόσεως των σφαλμάτων που 

υπεισέρχονται στα διαδοχικά βήματα. Για τον λόγο αυτό είναι συνήθως 

καλύτερο από την άποψη της ακρίβειας των ριζών να υπολογίζονται και 

να απαλείφονται οι ρίζες (πραγματικές ή μιγαδικές) κατά αύζουσα τάξη 

των μέτρων τους. Επίσης, οι προσεγγιστικές τιμές που βρίσκονται τελι

κά για όλες τις ρίζες πρέπει να ελεγχθούν με αντικατάσταση στο αρχικό

πολυώνυμο Ρ(χ) και εάν είναι απαραίτητο πρέπει να βελτιωθούν χρησι

μοποιώντας μία επαναληπτική μέθοδο στο αρχικό πολυώνυμο Ρ(χ) .

'Ενα πρόβλημα που παρουσιάζεται συχνά στις εφαρμογές είναι η α

στάθεια των ριζών του πολυωνύμου Ρ(χ) . Δηλαδή, σχετικά μικρές μετα

βολές στους συντελεστές του μπορούν να επιφέρουν σχετικά μεγάλες μετα

βολές στις ρίζες του. Για παράδειγμα, η εξίσωση χ2 —  1.498χ + 0.561 =

= 0 έχει τις ακριβείς ρίζες ξ1 = 0.75 και ξ2 = 0.748 , ενώ η ε

ξίσωση χ2 -  1.5χ + 0.561 = 0 έχει ρίζες τις ρ m 0.789 και ρ χ
( 1 2 
ssi 0.711 (με ακρίβεια 3 δ.θ.). Για τον λόγο αυτό,πολλά προβλήματα που

θα μπορούσαν να λυθούν λύνοντας μία πολυωνυμική εξίσωση«συνήθως,λύνον

ται με άλλες μεθόδους. Σαν συμπέρασμα, μπορούμε να πούμε ότι το γενι

κό πρόβλημα της ευρέσεως όλων των ριζών ενός πραγματικού αυθαίρετου 

πολυωνύμου είναι αρκετά δύσκολο στην πράξη και πρέπει να αποφεύγεται 

εάν είναι δυνατόν.
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να βρεθούν φράγματα για τις ρίζες των εξισώσεων: i) χ3 - 2χ2 -

—  χ + 2 = 0 ϋ ) 19χ5 - 7κ3 + 2χ2 -  8χ + 38 = 0 ill) 3χ9 +

+ 6χ7 —  2χ6 + χ5 —  2 = 0 iv) 6χ8 + 20χ7 + 5xG + χ1* + χ3 + χ2 +

+ 17χ —  144 = 0 . Να δειχθεί ότε η ίiν) έχει τουλάχιστον δύο πραγ

ματικές ρίζες.

2. Να δειχθεί ότι η εξίσωση χ*1 —  2χ3 —  2χ + 1 = 0 έχει δύο θετικές 

ρίζες και δύο (συζυγείς) μιγαδικές.

3. Να προσδιορισθεί ο αριθμός των πραγματικών ριζών της χ3 -  χ2 +

+ 2χ —  3 = 0 στο διάστημα (0,2) βάσει του θεωρήματος 7.12 .

4. Να δειχθεί ότι η εξίσωση χ3 + ax2 + bx + c = 0 έχει τουλάχιστον 

μία θετική ρίζα αν c < 0 , ενώ αν c > 0 έχει τουλάχιστον μία 

αρνητική ρίζα.

5. Εάν η εξίσωση (7.1) έχει η πραγματικές ρίζες ξ^, i = 1(1)η , 

να δειχθεί ότι

6. Να δειχθεί ότι για τον υπολογισμό της τιμής του πολυωνύμου

η
Ρ(χ) = £ a„xn~K στο πραγματικό σημείο ξ με άμεση αντικατάστα-

κ=0 κ

ση (υπολογισμός όρου προς όρο) απαιτούνται 2η —  1 πολλαπλασια

σμοί και η προσθαφαιρέσεις, ενώ με την μέθοδο Horner απαιτούν

ται μόνον η πολλαπλασιασμοί και η προσθαφαιρέσεις.

7. Να προσδιορισθεί η πολλαπλότης της ρίζας ξ= 1 του πολυωνύμου 

Ρ(χ) = χ5 -  2xu + 4χ3 —  χ2 —  7χ + 5 , με την βοήθεια του σχήματος 

του Horner. Να βρεθούν κατόπιν οι τιμές Ρ'(2) και Ρ"(2) .

8. Να προσδιορισθούν τα a,b αν είναι γνωστό ότι το Ρ(χ) = 4χ** +

+ ax3 + 2χ2 -  3χ + b διαιρείται ακριβώς με το χ2 -  1 (μέθοδος 

Horner)
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9. Με την βοήθεια της μεθόδου Horner να δειχθεί ότι

χ2 + χ + 1 1 3 3
------------ --------------------------- + -----------
(χ + 2)“ (χ + 2)2 (χ + 2)3 (χ + 2)“

10. Να βρεθεί, το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαιρέσεως του πολυωνύμου 

χ14 -  2χ3 -  11χ2 + 12χ + 36 δια του 2χ + 1 (μέθοδος Horner).

11. Να βρεθεί το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαιρέσεως του Ρ(χ) - 

= nxn+1 - (η + 1)χη + 1 δια του (χ -  I)2 (μέθοδος Horner).

12. Να υπολογισθούν οι τιμές P(1 ± i) , Ρ'(1 ± ι) όταν: 1) Ρ(χ) = 

= xk — 7χ3 + 2χ2 -  χ - 5 ϋ )  Ρ(χ) = χ6 -  δχ* —  2χ2 + 5 .

13.

14.

15.

Να υπολονισθεί η τιμή Ρ(2 + 3ι) , όπου Ρ(χ) = χ3 —  (2 + i)χ + 1.

Να βρεθεί το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαιρέσεως ι) του Ρ(χ) = 

= 2χ6 -  4χ5 - 9χ* -  10χ3 -  7χ2 + 13χ -  6 δια του 2χ2 + 6χ + 10 , 

ϋ )  του Ρ(χ) = χ1* + 2χ3 + 2χ + 15 δια του χ2 + χ —  1 .
2

Για την εξίσωση χ3 -  2 = 0 και με αρχική προσέγγιση -  + 

για μία ρίζα αυτής να εφαρμοσθεί η μέθοδος Newton —  Bairstow 

φορά.

16. Για το πολυώνυμο χ3 —  3χ2 -  χ + 9 να βρεθούν οι συναρτήσεις Κ = 

= K(p,q) και Λ =  Λ(ρ,ς) (βλέπε (7.57) ).

17. Να δειχθεί ότι εάν η μέθοδος Newton —  Bairstow εφαρμοσθεί στην εξί

σωση a0x2 + ajX + a2 = 0 , aQ ψ 0 με ρ0 και q0 οποιαδήποτε,
ai 9

τότε προκύπτει ρ = ---- και q = ----- - .
1 an 2 a„ο ο

18. Να εφαρμοσθεί μία φορά η μέθοδος Newton -  Bairstow στις ακόλουθες

εξισώσεις: ι) 2χ5 + 4χ3 - 1 = 0 , (p0,q0) = (2, -  2) ϋ )  χ5 -

-  2χί| + 3χ3 -  4χ2 + 5χ -  6 , (ρο,ς„)= (-1, -  2) iii) 2χ6 + 3χ5 -

-  δχ** + 3χ3 + 7χ2 + 8χ + 1 , (p0,q0) = (2, -  2) iv) 5χ“ + 7χ2 +

+ χ + 3 = 0 , (p0,q0) = (0.5, -  1) ν) χ3 - 4χ2 + 6χ -  4 ,

(P0»q0) = vi) X3 + 2χ2 + 3χ + 2 , (po,qQ) = (—  2, —  3) .
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19. Να υπολογισθούν οι ρίζες των εξισώσεων: 1) χ" -  1.1χ3 + 2

+ 0.5χ + 3.3 = Ρ. 2) χ3 -  3χ2 -  χ + 9 = 0 3) χ3 + 2χ2 -  

= 0 4) χ3 χ —  1 = 0 5) χ5 —  3χ —  1 = 0 6) χ3 + χ

7) χ3 -  χ 2 -  χ - 1  = 0 8) 4χ** —  9χ3 +1 = 0 9) χ- -  8χ3 

+ 16χ -  50 = 0 10) χ8 -  -  16' = 0 11) χ10 + 2χβ -  χ

- 2 = 0  12) χ6 ’- 2χ5 + 5χ“ -  6χ3 + 2χ2 + 8χ -  8 =  0 13)

+ (1 -  3ί)χ2 -  (8 + 5ι)χ -  6 +12ι = 0 14) χ3 + (2 + ι)χ2 

+ 2 - 4 ι = 0 .

·#;

.3χ2 +
χ +1 =
- 1 = 0

+ 23χ2+ 
2 _

X3 +

- 2ίχ +



8
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

8.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Όπως είδαμε στην παράγραφο 6.5.4, το πρόβλημα της ευρέσεως των 

μιγαδικών ριζών μιας πραγματικής ή μιγαδικής συναρτήσεως f(x) μπο

ρεί να μετατραπεί στο πρόβλημα της ευρέσεως των πραγματικών λύσεων ε

νός πραγματικού μη γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους 

Μία μέθοδος για την επίλυση ενός τέτοιου συστήματος, η οποία θα μελε

τηθεί στη συνέχεια, χρησιμοποιήθηκε για να προκόψει η μέθοδος Newton-
9

-  Bairstow.

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να δειχθεί πώς μερικές μέθοδοι 

του κεφαλαίου 6 μπορούν να γενικευθούν ώστε να εφαρμόζονται σε συ

στήματα η μη γραμμικών εξισώσεων με η αγνώστους. Χάριν απλότητος, 

θα περιοριστούμε μόνον στην περίπτωση ενός συστήματος δύο πραγματικών 

εξισώσεων με δύο αγνώστους (η = 2) , δηλαδή, του

ί , ί χ , γ )  =  0

f 2 (x,y) =  ο ,
(8 .1)

όπου υποτίθεται ότι η απαλοιφή ενός αγνώστου είναι αδύνατη ή δύσκολη.
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Η επέκταση για οποιοδήποτε η γίνεται εύκολα.

8.2 Γ ρ α φ ι κ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  τ ο υ  ( 8 . 1 )

Για την εύρεση προσεγγιστικών αρχικών τιμών των πραγματικών λύ

σεων του (8.1) μπορούμε να κατασκευάσουμε τις γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων ^(χ,γ) = Ο και f2(x,y) = Ο . Οι συντεταγμένες 

(xi,y^) των σημείων τομής (εάν υπάρχουν) αυτών είναι οι πραγματικές 

λύσεις του (8.1). (Πρέπει να σημειωθεί ότι η εξίσωση fj(x,y) = Ο ο

ρίζει γενικά ένα σύνολο καμπύλων στο επίπεδο xy και η f2(x,y) = Ο 

ορίζει ένα άλλο σύνολο καμπύλων. Οι πραγματικές λύσεις του συστήματος

(8.1) βρίσκονται στις τομές των δύο αυτών συνόλων καμπύλων). Αφού οι

συναρτήσεις ^(χ,γ) = Ο και f2(x,y) = Ο είναι πεπλεγμένες, για 

την εύρεση της γραφικής απεικονίσεως αυτών εργαζόμεθα ως εξής: Για

την ^(χ,γ) = Ο , για παράδειγμα, δίνουμε στο χ διαδοχικά ένα σύ

νολο κατάλληλων, λογικών τιμών {χ } , λύνοντας κάθε φορά (δηλαδή, γιακ
κάθε συγκεκριμένη τιμή χ ) την εξίσωση

Κ

Μ χ κ »γ) = Ο , (8.2)

με άγνωστο το y , με κάποια από τις μεθόδους του κεφαλαίου 6 . Έτσι, 

βρίσκουμε τελικά το σύνολο {y } των λύσεων της (8.2) για όλες τις
Κ

τιμές (χ } . (Πρέπει να σημειωθεί ότι η (8.2) μπορεί για πολλές από
Κ

τις τιμές {χ } να έχει περισσότερες από μία λύσεις. Ακόμη, πολλές
Κ

φορές, οι ρόλοι των χ και y εναλλάσονται). Στη συνέχεια, με την

βοήθεια των σημείων (χ , y ) κατασκευάζεται η γραφική παράσταση της
Κ κ

fj(x,y) = Ο . Η ίδια εργασία γίνεται και για την συνάρτηση f2(x,y) = 0.

8.3 Η ε π α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς

Υποθέτουμε ότι ζητούμε να βρούμε τις πραγματικές λύσεις του

(8.1) και ότι (χ0 ,y0) είναι μία προσεγγιστική αρχική τιμή (που βρέ

θηκε γραφικώς) μιας λύσεως του (8.1).
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Κατ' αναλογίαν προς την περίπτωση της μιας εξισώσεως (3λέπε παρά

γραφο 6.4) γράφουμε το σύστημα (8.1) υπό την ισοδύναμη μορφή:

X = 9i(x,y)

.y -  g 2 (x.y)

(8.3)

οπότε η επαναληπτική μέθοδος συνίσταται στην εφαρμογή του αλγορίθμου:

(8.4)
χ = g (χ ,y )n+i 3ιν n

yn+1 = M V * , . »  ·

η =  0,1,2,..., και (χ0 ,y0) η αρχική προσέγγιση. Επειδή είναι καλύ

τερο να χρησιμοποιούμε τις νέες τιμές μόλις αυτές είναι διαθέσιμες, 

συχνά αντί του (8.4) χρησιμοποιείται ο αλγόριθμος (Seidel) :

χn+i = M v V
n+i g (χ a2v n+i y jn n = 0,1,2,...

(8.5)

Από τον (8.4) (ή (8.5)) υπολογίζονται οι διαδοχικές προσεγγί

σεις (επαναλήψεις) (χ ,yn ) n =  1,2,... . Εάν ο αλγόριθμος (8.4) 

συγκλίνει, δηλαδή, εάν υπάρχουν τα όρια

ξ =  limx και θ =  limy , (8.6)ηη ->°° η -+°°

τότε υποθέτοντας ότι οι συναρτήσεις g ^ x  ,y) , g2(x ,y ) στην (8.3)

είναι συνεχείς, από τις (8.4) έχουμε limx χ = lirng^x ,y ) και
η -*-°° η -»·<»

limyn+i = lim g2(xn , y ) . Επομένως, ξ — gx (ξ . θ) και θ =
η -*00 η ->°°
* g2(5 ,θ) , δηλαδή, το (ξ ,θ) είναι λύση του συστήματος (8.3), ά- 

ρα και του (8.1).

Η σύγκλιση του αλγορίθμου (8.4) εξαρτάται προφανώς από την εκλο

γή των gx(χ ,y) , g2(x ,y) και την αρχική προσέγγιση (χ0 ,y0) .Γε

νικά, η αρχική προσέγγιση (x0,y0) πρέπει να είναι αρκετά καλή, δηλα

δή, αρκετά κοντά στην ζητούμενη λύση (πρέπει να σημειωθεί ότι σε πολ-
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λά πρακτικά προβλήματα η προσεγγιστική θέση μιας ζητούμενης λύσεως εί

ναι γνωστή).

Το ακόλουθο θεώρημα παρέχει ικανές συνθήκες για την σύγκλιση του 

αλγορίθμου (8.4).

θεώρημα 8.1 Υποθέτουμε ότι σε μία κλειστή περιοχή R{a < χ ^  b , 

c 4  y d} του επιπέδου x y  υπάρχει μία και μόνον λύση (ζ , θ) του 

συστήματος (8.3). Εάν: i) Οι συναρτήσεις gx(x ,y) και g (x,y)

έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους πρώτης τάξεως στην περιοχή R , που 

ικανοποιούν τις ανισότητες

ϋ * +
99j

ax 9y

ag2
+

992

ax 3y

(8.7)

στην περιοχή R και ϋ )  Η αρχική προσέγγιση (xQ ,y0) και όλες οι 

διαδοχικές προσεγγίσεις (xn ,yn ) , η =  1,2,... , που παράγονται από 

τον αλγόριθμο (8.4) ανήκουν στην περιοχή R , τότε ο αλγόριθμος (8.4) 

θα συγκλίνει στην λύση (ξ ,θ) του συστήματος (8.3), δηλαδή,

11m χ = ξ και limy = θ .η ηη η -»-<»
Απόδειξη Αφού η (ξ ,θ) είναι λύση του (8.3), προφανώς, ισχύουν 

ξ = 9 ι ( ξ , θ )  και θ = ς 2(ξ,θ) . Αν καλέσουμε

ε = χ -  ξ και Ε = y -  θ , κ =  0,1,2,... , (8.8)
κ κ κ κ

τότε χρησιμοποιώντας το θεώρημα Taylor παίρνουμε 

εκ+1 - V .  - ζ= 9.(χκ · ν  ~ 9.(ξ ·θ) =

= 9, (ζ ,θ) + (χ -  ξ) —  + (yK -  θ ) ----- g,(? ,θ) =
* * ax ay
99, 9g 

= ε — I  + Ε —
κ ax κ ay

(8.9)
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Κατά τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι

Εκ+1 - εκ
39,

ax
+ Ε.

3y
(8 . 10)

Στις (8.9) και (8.10) οι μερικές παράγωγοι υπολογίζονται σε ένα σημείο
Λ Λ Λ Λ

(ξ ,θ) , όπου το ξ βρίσκεται μεταξύ των χ και ξ και το θ μετά* 

ξύ των y και θ . Προφανώς, το (ξ ,θ) ανήκει στην περιοχή R .Από 

τις (8.9) και (8.10),παίρνοντας μέτρα έχουμε

< W  i  Ι*κ

Εκ+1I 4  Ιεκ

39,
+ ΙΕ I

39,

ax 1 κ 1
3y

392
+ lEJ

392

ax
1 Κ 1

3y

(8 . 11)

Έστω S = max{|ε | , |Ε |} και Ζ =  maxiq ,q } . Τότε, λόγωΙ> Ι\ Ι\ Λ £
των (8.7), από τις (8.11) προκύπτει ότι

ε I < S κ+ι1 —  κ

ΙΕκ+ι I 4

39,

Iax

3g2

391

ax

3y

392

3y

i V  ·

(8 . 12)

Oi (8.12) συνεπάγονται ότι S £  ZS και επομένως, αφού όλες οι ε-Ι\* 1 In
παναλήψεις (χ ,y ) εξ υποθέσεως ανήκουν στην περιοχή R έχουμεΚ κ

SK+1 4 ZSK < Z * S K_1 « ... < Z K+Is0 ή 

SK < ZKS0 .

Αφού 0 < Ζ < 1 , έπεται ότι Tim SK ^  lim ZKS0 = 0 , οπότε
κ -*■<» κ -+°°

Sk - °  · 
κ

(8.13)

(8.14)
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Η σχέση (8.14) σημαίνει ότι ο αλγόριθμος (8.4) θα συγκλίνει στην λύση

(ξ ,0) . k

Σημείωση Το θεώρημα 8.1 ισχύει επίσης και στην περίπτωση που οι 

συνθήκες (8.7) αντίκατασταθούν από τις ακόλουθες:

99ι
+

3χ 3χ

99ι
+

992

ay ay

< Ρι < 1 »

< q2 < 1

Το σύστημα (8.1) μπορεί να γραφεί συνοπτικά ως εξής: 

F(X) = 0 ,

(8.15)

(8.16)

f \
χ

όπου X = και F(X) =
if.OOl

f 2 (x)
είναι διδιάστατα διανύσματα. Κατ’

αναλογίαν, το σύστημα (8.3) γράφεται 

X = G (X) , (8.17)

όπου G(X) =
fg1(x)l 

g2 (x)
. Η διανυσματική εξίσωση (8.17) είναι επέκταση

της εξισώσεως χ =  α(χ) , με μία μεταβλητή (βλέπε παράγραφο 6.4). Από 

την (8.17) προκύπτει ο αλγόριθμος της επαναληπτικής μεθόδου (8.4) σε 

συνοπτική μορφή:

Xn+i = G(Xn) , η = 0,1,2,... , (8.18)

όπου Χ0 =

/* Λ
Xο

ο
κάποιο αρχικό διάνυσμα (αρχική προσέγγιση μιας λύσεως

' ξ'
του (8.16)).Αν Ζ =

θ
είναι μία λύση του (8.16), τότε, προφανώς,
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F(Z) = Ο και Z = G ( Z )  . (8.19)

Αν δοθεί η εξίσωση (8.16), τότε μία εκλογή για την G(X) στην (8.17) 

μπορεί να είναι η

G(X) = X + AF(X) ,

όπου Α είναι ένας ομαλός 2 χ 2  πίνακας. Το παρακάτω θεώρημα που πα

ρατίθεται χωρίς απόδειξη αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος 6.6 και εί

ναι γενικώτερο του θεωρήματος 8.1 .

θεώρημα 8.2 Εάν υπάρχει μία κλειστή ορθογώνιος περιοχή R του 

επιπέδου x y  στην οποία η G(X) είναι μία απεικόνιση συστολής (con

traction mapping) σε σχέση με κάποια από τις γνωστές norms || · ||ρ » 

ρ =  1,2,°° (βλέπε κεφάλαιο 9 ), δηλαδή ισχύουν:

ΐ) X 6R => G(X) GR και

ii) ||G(X) — G(Y)||p < L ||Χ - Υ||ρ , ¥ X , Y 6 R  με 0 < Ι _ < 1 ,

τότε η εξίσωση (8.17) έχει μία μοναδική λύση (έστω Ζ) που ανήκει στην 

περιοχή R και ¥ XQ6 R η ακολουθία των διανυσμάτων που παράγεται 

από τον αλγόριθμο (8.18) συγκλίνει στη λύση Ζ .

Σημείωση Αν η συνεχής διανυσματική συνάρτηση G(X) έχει συνεχή 

παραγωγό G'(X) στην περιοχή R , τότε από αντίστοιχο θεώρημα μέσης 

τιμής για διανυσματικές συναρτήσεις παίρνουμε

||G(X) -  G(Y)lp < ||G- (Χ)||ρ|[Χ -  Υ||ρ , X . Y 6 R ,  (8.20)

Λ

όπου X είναι ένα σημείο που βρίσκεται "μεταξύ" των X και Υ ,δη-
Λ

λαδή, X = (1 -  λ)Χ + λΥ , για κάποιο λ 8(0,1) . Σημειώνεται ότι ο 

υπολογισμός της || ·||2 δεν £tvc,L εύκολος και γι’ αυτό στην πράξη χρη
σιμοποιούμε τις || · || , ρ =  1, °° . Στην (8.20) η παράγωγος, γενικά,

G'(X) είναι ο γνωστός πίνακας Jacobi των συναρτήσεων gj,g2 σε σχέ

ση με τις μεταβλητές x,y, δηλαδή,

19
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G’(X) = W(X)

ϋ ι
89

3χ ay

κ ag

3χ ay

Από τον πίνακα G’(X) κατασκευάζουμε τον πίνακα:

(8 .21)

max
a g ,

max
a g ,

XGR ax XGR a y

max
3 9 2

max
a g 2

XGR a x XGR ay

(8 . 2 2 )

Προφανώς, ισχύει [|G' (Χ)||ρ 4 IIG ||ρ , ρ = 1, 00 , X 6 R  . Επομένως,από 

την (8.20) έχουμε

IIG (X) -G(Y)||p < || G |Ιρ||Χ -  Υ|Ιρ , X ,Y6R , ρ = 1, °° . (8.23)

Από τις (8.20) και (8.23) γίνεται φανερό ότι η πρόταση (ϋ) στις υπο

θέσεις του θεωρήματος 8.2 μπορεί να αντίκατασταθεί με την πρόταση:

IIG Ι ρ  < L  < 1 ,  ρ =  1 ,  °° ,

ή με την πρόταση

IIG' (X)IIρ < L < 1 , ¥ X G R  , ρ = 1.» . 

Για ρ =  1 η (8.25) γίνεται:

*
a g , a g 2 " i a g 2

max ■ + 9 + >

.
ax a x ay ay

,

(8.24)

(8.25)

(8.26)
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ενώ για ρ = « γίνεται

max ■
ag, ag, 3g? 39?

< + > + *

8x 3y ax 3 y
4

■ < L <  1 * V-X6R . (8.27)

Η (8.26) είναι ισοδύναμη με τις συνθήκες (8.15)» ενώ Π (8.27) είναι 

ισοδύναμη με τις συνθήκες (8.7). Δηλαδή, το θεώρημα 8.1 προκύπτει 

σαν πόρισμα του γενικώτερου θεωρήματος 8.2 και T9C σημειώσεως γι αυτό.

Παράδειγμα 8.1 Το σύστημα

χ -  Α  = 7

A  -  y  =  7
(8.28)

έχει μία μοναδική λύση (ζ ,θ) στην περιοχή R { 1  £  x < 1 0  , 1 < y < 6}. 

Να δειχθεί ότι V (x0 ,y0) 6R ο αλγόριθμος

χ = 7 + /yη+ι ■'η

y = 7 —  ν'χ , η = 0,1,2, ’'η+ι η » » »

(8.29)

συγκλίνει στην λύση (ξ ,θ) . Να ληφθεί (χ0 ,y0) = (1 »1) 
θεί η λύση (ξ ,θ).

Λύση Έχουμε 9χ (x ,y) = 7 + /y , g2(x ,y) = 7 -  /χ

και να βρε-

a x
8gx 1 3g2 1 3g2
—  = —  , — = ----- , — = 0 . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι ¥
3y 2/y 9χ 2ι/χ 3y

(χ0 ,y0) 6R όλες οι επαναλήψεις (xn , y^) , π = 1,2,... , που παρά- 

γονται από τον αλγόριθμο (8.29) ανήκουν στην περιοχή R . Επί πλέον,¥

(χ ,y) GR είναι
3 9 , 39 l

+
ax 3 y

4 < ’
και

3 g 2
♦

3 g 2

a x 3y
4 < ’

Έτσι, σύμφωνα με το θεώρημα 8.1 ¥ (x0,y0) 6R ο αλγόριθμος (8.29) συ

γκλίνει στην λύση (ξ ,θ) του (8.28). Λαμβάνοντας (x0,y0) = ( 1 , 1 )
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από τις (8.29) έχουμε Xj = 8 , = 6 , χ2«  9.4495 , y2 «  4.17157 ,

χ3*  9.04244 , y 3 «  3.92600 , χ„<* 8.98141 , y„*  3.99293 , χ5«

& 8.99823 , ys«  4.00301 , χ ^  9.00075 , y6«* 4.00030 κ.λ.π. . Είναι 

φανερό ότι (ξ ,θ) = (9 ,4) .

8.4 Η γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν η  μ έ θ ο δ ο ί  N e w t o n -  

R a p h s o n  η μ έ θ ο δ ο ς  N e w t o n

'Εστω (xr , y^) μία προσεγγιστική τιμή μιας λύσεως του συστήμα

τος (8.1), όπου οι συναρτήσεις fj,f2 έχουν συνεχείς παραγώγους. Για 

την εύρεση της επόμενης προσεγγίσεως (χ ,y ) της .λύσεως θέτουμεη+ι η+ι
X , = x + h  , y  = y + kη+ι η η η+ι •'η η

και χρησιμοποιώντας τον τύπο του Taylor παίρνουμε

(8.30)

3fi 3fj
f l (xn+, >y„+ ,> = f, < V yn > + hn —  (V yn > + kn 7 “  (V yn> + "· 1

ay

2 n+i •'n+i 2 ' n ir n

3x

3f. 3f

n'’ir n^  —  (x„,yj + k_ —  (*„»yJ +··
9x ay

n n

Απαιτούμε τώρα να ισχύουν

a f , a f .
f,(x ,y )& f (x >y ) + !i —  (x »y ) + k —  (x«y ) = 01V n+i ,Jn+i ix n n n Jn/ n - n 'ηay3x

3f 3f
f (x ,y ) &  f (x >y ) + h — - (x ,y ) + k —2V n+i Jn+i 2 n,Jn' n n,Jn' n 9y

(x ,y ) = 0.n J n

(8.31)

To σύστημα των (8.31) είναι γραμμικό ως προς hn και kn . Εάν 

η Jacobian των fx και f2 , δηλαδή, η ορίζουσα

J(X„ * y „> “

3f

3f

(*n ’yn>

d f 1

3 y - (Xn ’yn}

<*n -yn>
a f 2
3y~ X̂n ,yn̂
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είναι φ Ο , τότε από το σύστημα (8.31) λύνοντας ως προς hn και kn 

έχουμε

1
h ------------
n J(x«.yjn n

f.<Xn ’*η> —  <χ,
ay

Μ χη ·νη > —  (χ 
3y

n "Ίι

n n

(8.32)

και

1

kn’ J(x.,yjn “ n

dfl

ax <Xn ■ V f,(x,

af,2
ax <Xn ’*„> f2(x

Επομένως,από τις (8.30) έχουμε

af

χ , = χ -n+1 n

f — - f  —
1 ay 2 3y

aft af2 3fj af2

y = y

ax ay ay ax

af1 af2

2 ax 1 ax
afx af2 af, af2

ax ay ay ax

(8.33)

(8.34)

(8.35)

όπου οι τιμές των f, , f 2 και των μερικών παραγωγών τους υπολογίζονται 

στο σημείο (χn ,yn) . Οι σχέσεις (8.34), (8.35) , όπου η= 0,1,2,... 
και (χ0 ,y0) η αρχική προσέγγιση, αποτελούν τον αλγόριθμο της μεθό

δου Newton για την επίλυση του (8.1) .
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Αν χρησιμοποιήσουμε τους συμβολισμούς με διανΰσματα (βλέπε (8.16)) 

και έχοντας υπ’ όψιν αντίστοιχη της (8.21), τότε η μέθοδος Newton υπό 

διανυσματική μορφή είναι

X χ = Xn+i η F(Xn ) , η = 0,1,2, (8.36)

και Χ0 η αρχική προσέγγιση, με την προϋπόθεση ότι η ορίζουσα του πί

νακα F’(Xn ) είναι φ 0 . Στην (8.36) είναι

X = η

r \
χη

Γ ( Χ η ) =

. F(Xn) -

9f

if.tXnll

W

3f

, και

(8.37)

1 (χ) 19χ η Λ Π
ay

9f 9f2
(χ ) —  (χ„>9χ η

9y

Η μέθοδος Newton συγκλίνει και μάλιστα γρήγορα εάν η αρχική προ

σέγγιση είναι πολύ καλή. Συγκεκριμένα, μπορεί να δειχθεί ότι, εάν η 

F(X) έχει συνεχείς μερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως, ο πίνακας Ja

cobi F'(X) είναι ομαλός στην ζητούμενη λύση Ζ και η μέθοδος συγκλί

νει, τότε η σύγκλιση είναι τετραγωνική, όπως και στην μονοδιάστατη πε

ρίπτωση. Στην πράξη, σε πολλές περιπτώσεις αρχίζουμε με κάποια πρόχει

ρη ,λογική αρχική προσέγγιση και εάν μετά την εκτέλεση ορισμένων επανα

λήψεων δεν παρατηρηθεί σύγκλιση, τότε χρησιμοποιούμε κάποια άλλη αρχι

κή προσέγγιση κ.ο.κ., μέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση.

Πρέπει να σημειωθεί ότι στον αλγόριθμο (8.36), για την εύρεση των 

διαδοχικών προσεγγίσεων, χρειάζεται να υπολογίζεται σε κάθε βήμα ο αντί

στροφος ενός πίνακα. Επειδή η αντιστροφή πίνακα απαιτεί περισσότερες 

πράξεις από την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος (βλέπε κεφ. 10 ), νρά- 

φουμε τον αλγόριθμο (8.36) υπό την μορφή
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9 · · ·

θέτοντας

(8.38)

παίρνουμε

9 · · · (8.39)

Έτσι, χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο (8.39),λύνουμε κάθε φορά ένα γραμ

μικό σύστημα με άγνωστο το διάνυσμα Ζ ■ , με κάποια από τις μεθόδους

του κεφαλαίου 10 (π.χ. απαλοιφή Gauss) και από την (8.38) βρίσκουμε 

το X = X -  Ζ . Η  εύρεση των επαναλήψεων σταματά όταν για δύοn+i η η+ι
διαδοχικά διανύσματα Χη , Χη+1 και για κάποια norm π.χ. την || . ||w 

ικανοποιηθεί η συνθήκη

»Zn J L =  ΙΙΧη+. ·

όπου ε είναι ένας μικρός προκαθορισμένος αριθμός.

Μία τροποποίηση της μεθόδου Newton , η οποία μειώνει σημαντικά 

τον συνολικό αριθμό των υπολογισμών, συνίσταται στην χρησιμοποίηση 

σταθερού πίνακα στα διαδοχικά γραμμικά συστήματα (8.39) και συγκεκρι

μένα του πίνακα F'(Χ0) , εφ’ όσον βέβαια το XQ είναι αρκετά κοντά 

σε μία λύση, οπότε F'(Xn)*i F'(XQ) . Στην περίπτωση αυτή συνιστάται 

η εύρεση του αντιστρόφου του F’(X0) και η χρησιμοποίηση του τροπο

ποιημένου αλγορίθμου υπό την μορφή (8~.36). Τονίζεται ακόμη, ότι η 

σύγκλιση (εάν υπάρχει) της τροποποιημένης μεθόδου Newton είναι πιο 

αργή.

Παράδειγμα 8.2 Να εφαρμοσθεί η μέθοδος Newton στο σύστημα

χ3 -  3xy2 + 1 = 0  

. 3x2y -  y3 = 0
με (x0,y0) = (1,1) για την εύρεση της

(Χχ ) ·
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3f. ' 9f. 9f2 9f,
τε ---= 3x2 -  3y2 , ----= -6xy, ----= 6xy , ----= 3x2 -  3y2 . Έτσι,

9x 3y 9x 3y

από τις (8.34), (8.35) παίρνουμε για (x0,y0) = (1,1) , χ, = J- και

y = |- » δηλαδή ( x ^ y j ) ^  (0.667 , 0.833) . Σημειώνεται ότι οι ακριβείς
1 Ό# 1 ι/Τ
λύσεις του δοθέντος συστήματος είναι οι (- 1,0) , ( ~  , ± ^  j a*

«*(0.5 , ± 0.86602) . A

Λύση Έχουμε f,(x,y) = χ 3 -  3xy2 + 1 ,f2(x,y) = 3x2y - y 3 , οπό-

8.5 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  κ λ ί σ ε ω ς  

S t e e p e s t  d e s c e n t )

( G r a d i e n t

θεωρούμε πάλι το σύστημα (8.1) υπό την μορφή (8.16): 

F(X) = 0 . (8.40)

Το πρόβλημα της ευρέσεως των λύσεων του συστήματος (8.40) μπορεί 

να διατυπωθεί σαν το πρόβλημα της ελαχιστοποιήσεως της συναρτήσεως

fOO = 5-||f (X)||22 (8.41)

Η ελαχιστοποίηση της f(X) ανήκει στην κατηγορία των μή γραμμικών προ

βλημάτων βελτιστοποιήσεως πολλών (γενικά) μεταβλητών (μη γραμμικό πρό

βλημα ελάχιστων τετραγώνων) και οι επαναληπτικές μέθοδοι που χρησιμοποι

ούνται για την λύση αυτών καλούνται μέθοδοι μη γραμμικού προγραμματι

σμού.

Η συνάρτηση f(X) = f(x,y) είναι μη αρνητική . Είναι προφανές ό

τι κάθε λύση του (8.40) μηδενίζει την f(X) . Αντιστρόφως, κάθε σημείο 

στο οποίο η f(X) μηδενίζεται (επιτυγχάνεται δηλαδή το ολικό ελάχιστο 

της f(X) ) είναι λύση του (8.40) .

Υποθέτοντας ότι το σύστημα (8.40) έχει μία λύση σε μία περιοχή R, 

προσπαθούμε να ελαχιστοποιήσουμε την f(X) στην περιοχή R . Η διαδι

κασία που εφαρμόζεται είναι η εξής: Έστω (χ ,y ) ένα σημείο στην πε-η η
ριοχή R . Ζητούμε τώρα να βρούμε ένα νέο σημείο (xn+1’Yn+î  » τέτοιο



283

ώστε

f(V , > yn+1) < f<Xn-yn) '
(8.42)

Η εξίσωση

f(x,y) = f(xn ,yn)' = σταθ. (8.43)

παριστά στο επίπεδο xy μία καμπύλη,η οποία διέρχεται από το σημείο 

(x^.y^) . Είναι γνωστό από την Μαθηματική Ανάλυση ότι στο οποιοδήποτε 

σημείο (xn »yn) Π κατεύθυνση στην οποία η f(x,y) ελαττώνεται πιο 

γρήγορα είναι η - V f(xn »yn) » όπου, γενικά, το διάνυσμα

vf(x,y)
Μ  (*>y)

|i <*.y>

(8.44)

είναι η καλούμενη κλίσις της f(x,y) (συμβολίζεται επίσης σαν 

grad f(x,y) . Το σύμβολο V καλείται nabla ή del). Το διάνυσμα -  κλί

σις Vf(xn,yn) (και επομένως και το ~ Vf(xn »yn) ) έχει επίσης την ι

διότητα ότι στο σημείο (χ ,y ) είναι κάθετο στην καμπύλη (8.43) . Υ- 

ποθέτονταζ ότι η f(x,y) έχει μερικές παραγώγους πρώτης τάζεως από 

την (8.41) έχουμε

I I -  f
3χ ι

I I -  f
3y >

3f, r 3f2
+ 2̂ » 

ax 3x

3f. 3^2
—  + f2 _  . 
3y 3y

(8.45)

Με την προϋπόθεση, επομένως, ότι Vf(xn »yn) ^ 0 » είναι δυνατόν

βρούμε θετικό αριθμό t , τέτοιο ώστε για το σημείο
η

Χ̂η+ι*^η+ι ) = (χη - t |“ (χ ,y ),
η 3Χ η η y„ - 1η η f  < V y„>

να

να ισχύει η (8.42). Στην μέθοδο της κλίσεως το t υπολο-
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γίζεται έτσι ώστε να ελαχιστοποιεί την συνάρτηση ως προς t:

3f 3ff(xn -  ‘  57 <Vyn> ’ yn " * 57 < V yn> > ’ (8.46)

δηλαδή, υπολογίζεται σαν n μικρότερη θετική ρίζα της εξισώσεως ως προς 

t:

W f(x„ -  1 W  <Vyn> · yn " 1 57 (V yn> >
Επομένως, ο αλγόριθμος της μεθόδου της κλίσεως είναι

Χη+ι “ Χη - ‘ nW <Vyn>
yn+i = yn _ ‘nfy <Xn*yn^

= 0 (8.47)

(8.48)

όπου n =  0,1,2,... και (x0,y0) η αρχική προσέγγιση. Η εύρεση των 

t , η = 0,1,2,... γίνεται με τον τρόπο που περιγράφηκε προηγουμένως. 

0 αλγόριθμος (8.48) υπό διανυσματική μορφή νράφεται

X = X - t V f ( X )  , n =  0,1,2,... . (8.49)n+i n n n

Λόγω των (8.45) είναι

Vf(X) =n F'(X) F(Xn) .

r(x)

(8.50)

ο ανάσ-όπου F(X ) > F' (Xn ) δίνονται από την (8.37) και 

τροφος του πίνακα Fr(Χη). Άρα,η (8.49) γίνεται

χη+1- η - ^ · < ^ Τρ< ν  · η = 0 · ' · 2 ................  ( 8 · 51)

Είναι δυνατόν, η μέθοδος της κλίσεως να συγκλίνει σε σημεία στά

σεως (π.χ. τοπικό ελάχιστο) στα οποία έχουμε Vf(X) = 0 ενώ F(X) Ψ 0, 

δηλαδή σε σημεία όπου ο πίνακας F'(X) είναι μη ομαλός (λόγω της (8.50)) 

Για τον λόγο αυτό,πρέπει να υπολογίζεται η τιμή της f(x,y) στο σημείο

που συγκλίνουν τελικά οι διαδοχικές επαναλήψεις (χ *,y ) του αλγορίθμουη η
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(8.48), με σκοπό να διαπιστώσουμε αν βρήκαμε ή όχι μία λύση του (8.40). 

Πρέπει να σημειωθεί ότι, συνήθως, στην πράξη αποφεύγεται η λύση της ε- 

ξισώσεως (8.47) με την χρησιμοποίηση προσεγγιστικών τιμών ylo το t . 

Μπορεί να δειχθεί ότι μια τέτοια προσεγγιστική τιμή είναι η

tη
f(v y n>

m < v y n>i:
(8.52)

Επίσης, πολλές φορές η gradient μέθοδος χρησιμοποιείται για την εύρεση 

μιας καλής αρχικής προσεγγίσεως, έτσι ώστε η μέθοδος Newton της προη

γούμενης παραγράφου να μπορεί να εφαρμοσθεί αποτελεσματικά στη συνέχεια.

Παράδειγμα 8.3 Να εφαρμοσθεί η μέθοδος της κλίσεως στο σύστημα 

' χ2 - y  -  2 = 0
Με (x0,y„) = (0,0) .

. χ - y = 0

Λύση Είναι fx (x,y) = χ2 -  y -  2 , M x . y )  = χ -  y » f(x,y) =

= \  [(x. - y  -  2)2 + (x -y)*J , ! £ =  (x2 - y  -  2)2x + χ - y  ,

| £ = - ( x 2 - y - 2 ) - ( x - y )  = - x 2 + 2y -  x + 2 και
ay

H  (xe*y.) * 0 > |f (*.·*.> = 2 · οπ6τε vf(x.>y0) *  0 ·

Για την εύρεση του t0 σχηματίζουμε την συνάρτηση (8.46), δηλαδή, 

την

h0(t) = f(x0 -  t ·0,y0 -  2t) = f(0, -  2t) =

= J  [j2t -  2)2 + (2t)2j = 2(2t2 -  2t + 1) .

j 1 1
Από την hQ(t) = 8t -  4 = 0 προκύπτει t = j  . Άρα, είναι tQ = j  . 

Από τις (8.48) παίρνουμε x l = 0 , y 1 = -  1 , δηλαδή, (χχ,y2) = (0, -1).
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3fΕπαναλαμβάνοντας την διαδικασία, έχουμε 4- (x »y ) « ι 3f /ν \ _
3Χ \  * * dy [V V  "

= 0 , V f U j . y J  ^ 0 , hj(t) = f(- t, -  1) = 2 U t 2 + 1 _ 2 ) 2  +

+ (1 -  t ) *j = j  [ V  -  t2 -  2t + 2 J . Από ’

= (t -  1) (2t2 + 2t + 1) = 0 προι t = 1 > οπότε t = 1 Έτσι, 
βρίσκουμε x 2 - ή ( x 2 , y 2 ) = (- U  -  1) . Επίσης,είναι ’

f ( X ( , , y 0 ) =  l ( O y f f T ^  2 , f(x,,y,) =  f(0, -  1) = 1 , f(x2 ,y2 ) =
= fjr-·Ί", -  1) = 0 . Άρα μία λύση του συστήματος είναι η ( - 1 , - 1 )

(Π άλλη λύση είναι η (2,2) ) . Α

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

rx2 + y 2 = 1
1. Το σύστημα ·

10xy = 1
έχει μία μοναδική λύση (ξ,θ) στην

περιοχή' R{0.4 χ 1 , 0 < y < 0.7} . Να εξετασθεί ως προς την

σύγκλιση ο αλγόριθμος

(x0 .y0 ) G R  .

χ = / Γ Τ
η+ι η

, η = 0,1,2,..., με

η+ 1 10χη

2. Να βρεθεί μία λύση του συστήματος
'2χ2 + y2 -  5 = 0 

χ + 2y -  3 = 0
, εφαρμό

ζοντας την επαναληπτική μέθοδο:

5 - y
\ L

η
'2

η+ι

y = i (3 — x ) ^η+ι 2 η

, η = 0,1,2,...,

με (x0,y0) = (1.5 ,1) . Να εξετασθεί η σύγκλιση του αλγοοίθμου

στην περιοχή R{ 1 < x i 2 , - £ < y < M . 5 }

Ο
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3. Να βρεθεί μία λύση του συστήματος

- ι ! „ *

1 _ 1
Χ + 4 *  = Ϊ6

y + ^  sinx * ^
, εφαρμόζοντας

την επαναληπτική μέθοδο

(x0»y0) = (°·°) ·

Χη+ι " 1 6  4 yn
1 1

y = τ  ~  τ  sinx ■'n+i 2 3 n
, n = 0,1,2,... με

4. Να εφαρμοσθεί η μέθοδος Newton στο γραμμικό σύστημα Αχ = b ,όπου 

det(A) ψ 0 .

5. Να βρεθεί ο αλγόριθμος της μεθόδου Newton για το σύστημα

fxy —  Ν = 0

[ χ - y = 0 , Ν > 0 .

| 6. Να εφαρμοσθεί η μέθοδος Newton στα ακόλουθα συστήματα:

V [2χ3 — y 3 —  1 = 0
( i) \ , με (x0,y0) = (1.2, 1.7)
ι
ι.

lXy 3 - y — 4 = 0

1 x2y2 _  2χ3 _  5y3 + 10 = 0
, με (x0,y0) = (- 2, 2)

[ ' 1
x** _  8y + 1 = 0

.1 x2 -  xy + 20 = 0
111) J , με (x0,y0) = (5,9)

(y2 —  2xy + 10 = 0

■ x2 + y 2 -  6x + 2y + 3 = 0
ί iv) ■ , με (x0,y0) = (1,1) .

X3 + y 3 —  1 = 0

7. Υποθέτουμε ότι ζητούμε να βρούμε τις ρίζες μιας αναλυτικής συναρ- 

τήσεως f(z) = u(x,y) + iv(x,y) , z = χ + iy , λύνοντας το σύστη

μα (βλέπε (6.48))

u(x.y) = ο
1 (’)
v(x.y) = 0 .

V.
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du
Χρησιμοποιώντας τις καλούμενες Cauchy -  Riemann εξισώσεις 

=  f y  * f y  =  _ 1χ * να δειχθεί ότι 0 αλγόριθμος της μεθόδου Newton 

για το σύστημα (1) γράφεται

> V .  = Μ ν * η >  ■ " = °·1’2......

3|f|2 3|f|2

3χ
όπου g.(x,y) = x -  ,

2||Vu|| 2
» g2(x»y) = y ---

2||vu||

8. Να εφαρμοσθεΐ μία φορά η μέθοδος της κλίσεως στο σύστημα

3χ + 2y = 0
, με (χ0,y0) * (0,0) .

5χ + 4y = -  2

9. Να εφαρμοσθεί η μέθοδος της κλίσεως στο σύστημα 

exy -  3χ -  2y + 1 = 0
, με (xn,yn) = (1,1)

1η (5 + χ + y) -  xy = 0
και

για την εύρεση της (x1,yl ) .



9
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΙΗΑΚΩΗ ΚΑΙ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ Α Λ Γ Ε Β Ρ Α Σ

9.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να δοθούν οι βασικές έννοιες 

και ορισμένα χρήσιμα συμπεράσματα από την θεωρία πινάκων και την 

γραμμική Άλγεβρα, που είναι απαραίτητα για την μελέτη των διαφόρων 

αριθμητικών μεθόδων, που παρουσιάζονται σε επόμενα κεφάλαια. Συγκε

κριμένα, το περιεχόμενο του παρόντος κεφαλαίου είναι ιδιαίτερα χρή

σιμο στην αριθμητική επίλυση γραμμικών συστημάτων και στην αριθμητι

κή εύρεση των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων ενός πίνακα.

Σε πολλά από τα θεωρήματα του κεφαλαίου αυτού οι αποδείξεις πα-

ραλείπονται. Αυτές μπορούν να βρεθούν σε πολλά βασικά βιβλία γραμμι
κής Άλγεβρας.

9.2 Δ ι α ν ύ σ μ α τ α  κ α ι  π ί ν α κ ε ς

Συμβολίζουμε με Cn *n το σύνολο όλων των τετραγωνικών πινάκων 

τάξεως η με στοιχεία πραγματικά ή μιγαδικά. Εάν
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A =

11 12

a21 922 * *

in

2n

a am  n2 nn

είναι ένα στοιχείο του Ιη,η , τότε γράφουμε

A = (a^.) , i,j = 1(1)η . (9.1)

Πρέπει να σημειωθεί ότι θα περιοριστούμε στην χρησιμοποίηση πινάκων 

που ανήκουν στο σύνολο In,n , δηλαδή, η χπ πινάκων, εκτός εάν δι

αφορετικά καθορίζεται.

Καλούμε διάνυσμα στήλη ή απλώς διάνυσμα ένα η χ1 πίνακα, θα 

συμβολίζουμε με Cn το σύνολο όλων των η χ1 πινάκων με στοιχεία 

πραγματικούς ή μιγαδικούς αριθμούς. Εάν

ν

ν
1

2

V =

VΠ

είναι ένα στοιχείο του Cn , τότε γράφουμε εν συντομία

ν =  (Vi) , i = 1 (1 )n . (9.2)

Μία βάση του (Cn είναι ένα σύνολο π γραμμικώς ανεξαρτήτων 

δι'ανυσμάτων του . Εάν τα διανύσματα ν^Ί\  i = 1 (1)π αποτελούν 

μία βάση του Ιη , τότε κάθε διάνυσμα ν GIn μπορεί να εκφραστεί μο

νοσήμαντα σαν γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων της βάσεως, δηλα

δή, υπάρχουν μονοσήμαντα ορισμένοι αριθμοί c. , i = 1(1)n , έτσι ώ-
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ώστε

( i )

θα συμβολίζουμε με νΤ το ανάστροφο του διανύσματος ν , δηλαδή,

τν (9.3)

**
με ν* το συζυγές (μιγαδικό) του ν και με ν το συζυγές ανάστρο

φο του ν . Ομοίως, με ΑΤ , Α* , ΑΗ συμβολίζουμε αντίστοιχα τον α

νάστροφο, τον συζυγή (μιγαδικό) και τον συζυγή ανάστροφο του A . 0 

ταυτοτικός πίνακας θα συμβολίζεται με I , δηλαδή, I = (δ..) , i ,j =

\ 0 . i t i
= 1(1 )n , όπου δ.. = 4 . 0  μηδενικός πίνακας έχει όλα τα

u  1.1 . i = j

στοιχεία του ίσα με 0 και θα συμβολίζεται με το ίδιο σύμβολο 0 . Α

πό το κείμενο θα γίνεται φανερό κάθε φορά αν το 0 παριστά τον μηδενι

κό' πίνακα ή το μηδενικό διάνυσμα ή τον αριθμό μηδέν. .
9

Ένας πίνακας D =  (d.^) , i,j = 1 (1 )η καλείται διαγώνιος εάν 

- = 0 για i ψ j .

Το γινόμενο ΑΒ των πινάκων Α =  (a..) » i»J = 1 (1)η και Β =
* V

= (b..) , i,j = 1(1)η είναι ένας πίνακας C = (c..) , i,j = 1(1)η ,
 ̂J I J

όπου

C1J “ J|*lKbKj · 1'J “ , ( ,, n·
(9.4)

Το γινόμενο διαγώνιων πινάκων είναι διαγώνιος πίνακας.

Ορισμός 9.1 0 Α =  (a.̂ .) » i»j = 1 (1)η καλείται κάτω τριγωνι

κός (αυστηρά κάτω τριγωνικός) εάν a.. = 0 για i < j (i ^  j) . Ε-I J
άν a^· = 0 για i > j (i ^  j) , τότε o A καλείται άνω τριγωνικός 

(αυστηρά άνω τριγωνικός).

θεώρημα 9.1 Το γινόμενο κάτω (άνω) τριγωνικών πινάκων είναι κά

20
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τω (άνω) τριγωνικός πίνακας.

θεώρημα 9.2 Εάν A , B 6 C n,n ,τότε ισχύουν τα εξής:

Ο  (ΑΗ )Η = (ΑΤ )Τ = (A*)* = A , ΑΗ = (Α*)Τ = (ΑΤ )*

ii) (Α + Β)Τ = ΑΤ + ΒΤ , (ΑΒ)Τ = ΒΤΑΤ

ill) (A + Β)* = A* + Β* , (Α + Β)Η = ΑΗ + ΒΗ , (ΑΒ)* = Α*Β* ,*

(ΑΒ)Η = ΒΗΑΗ , (κΑ)Η = κ*ΑΗ , κδί . Α

Εάν ο πίνακας Α είναι πραγματικός (έχει πραγματικά στοιχεία) 

τότε Α* = Α και ΑΗ = ΑΤ .

0 πίνακας Α 

0 πίνακας Α 

0 πίνακας Α 

Ατ = - Α .

0 πίνακας Α 

Αη =? -  Α .

καλείται συμμετρικός (symmetric) εάν ΑΤ = Α . 

καλείται Ερμιτιανός (Hermitian) εάν ΑΗ = Α . 

καλείται αντισυμμετρικός (skew -  symmetric) εάν

καλείται αντι-Ερμιτιανός (skew - Hermitian) εάν

Η Η
•0 πίνακας Α καλείται κανονικός (normal) εάν ΑΑ = A Α .

0. πίνακας Α καλείται ομαλός (nonsingular) εάν υπάρχει ένας πίνα-
t

κάς J τέτοιος ώστε AJ = JA = I . Εάν υπάρχει ένας τέτοιος J , 

τότε είναι μοναδικός και καλείται αντίστροφος του Α , συμβολίζεται δε 

με Α 1 .
-ι Τ

0 πίνακας Α καλείται ορθογώνιος (orthogonal) εάν A = Α .

0 πίνακας Α καλείται unitary εάν Α-1 = ΑΗ .

θεώρημα 9.3 Εάν Α,Β είναι ομαλοί πίνακες, τότε ισχύουν 

1) . (AT f ‘ = (Α")Τ, (A11)"1 - (Α~')Η , (A*)'* - (A-')*, (Α-1 )"= Α . 

ϋ )  Α~κ = (Α-1 )Κ , κ θετικός ακέραιος, (λΑ)-1 = |· Α-1, λ=σταθ.^0. 

ϋΐ) ο ΑΒ είναι ομαλός και (ΑΒ)-1 = Β_1Α-1 .

θεώρημα 9.4 ι) Οι διαγώνιοι, οι Ερμιτιανοί, οι αντι-Ερμιτιανοί 

και οι unitary πίνακες είναι normal πίνακες.
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ϋ )  Οι συμμετρικοί, οι αντισυμμετρικοί, οι ορθογώνιοι, οι normal 

και οι κάτω (άνω) τριγωνικοί πίνακες παραμένουν ομοίως κατά την αντι

στροφή (εφ’ όσον είναι ομαλοί). A

Το ίχνος (trace) του Α =  (a..) , i,j = 1 (1 )n ορίζεται από την
* J

σχέση

tr(A) - I  a.. . (9.5)
i=l 11

θεώρημα 9.5 Εάν Α =  (a...) , Β =  (b.J 

σχύουν

1) tr(AB) = tr(BA)

1,j = 1(1)η , τότε ι-

ii) tr(ΑηΑ) = tr(AAH) = Σ f la.J2 . A
i*1 j=1 1J

Av v =  (v.) , w =  (w.) , i = 1 (1)η είναι δύο διανύσματα, το ε-1 1  ·
σωτερικό γινόμενο (v,w) των ν και w ορίζεται από την σχέση

(v,w) = vHw = £ vjto. . (9.6)
1=1 1 1

θεώρημα 9.6 Για διανύσματα v,w και πίνακα Α ισχύουν

i) (ν,ν) ί ν Ην =  I  |ν. |2
1=1 1

ϋ )  ν \  = (wHv)* , vTw = ν Λ

111) (vHA«w )*= wHA v (9·7)

iv) IvHwI £  (νΗν)^(νΑ)^ (Ανισότης Cauchy -  Schwarz, το = ισχύ

ει εάν και μόνον εάν τα v,w είναι γραμμικώς εζηρτημένα).

Ορισμός 9.2 'Ενα σύνολο διανυσμάτων ν ^  , i - 1(1)κ καλείται 

ορθογώνιο εάν (ν^Ί\  ν ^ )  = 0 για 1 + j . Τ ο  σύνολο καλείται ορθο- 

κανονικό εάν
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(V
(i)

>
1

\

0 Yta i Φ j 

YLa i = j
(9.8)

9.3 Ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς

Η ορίζουσα ενός πίνακα A = ( a . . )  του ίη,η συμβολίζεται det(A)
■ J

και ορίζεται επαγωγικά ως εξής:

Εάν η = 1 , τότε det(A) = a .

Εάν η = 2 , τότε det(A) = a a -  a a
11 2 2  2 1  1 2  .

Για n > 2 είναι:

det(A) = l ( - 1)l+J’a det(A, .) , i e{1,2,...,n} , 
j = 1 U  iJ

ή (9.9)

det(A) = l  ( -  1)l+ja det(A. ) , j 8(1,2, ...,n} ,
-j -  Ί 1 j  1 j

όπου A.j . είναι o (n —  1) *(n —  1) πίνακας που προκύπτει από τον A

αν παραλείψουμε την i γραμμή και j στήλη του. Κάθε det(A..) καλείται
ί Ί  ̂J

ελάσσων ορίζουσα του A . 0 αριθμός (-1) Jdet(A..) καλείται αλγε-
* J

βρικό συμπλήρωμα του a., ή συμπαράγων του a.. .
 ̂J i J

θεώρημα 9.7 0 πίνακας A 6(tn,n είναι ομαλός, δηλαδή, υπάρχει ο 

αντίστροφος Α"1 του Α εάν και μόνον εάν det(A) ψ 0 .

'Ενας πίνακας Α είναι μη ομαλός εάν det(A) = 0 .

θεώρημα 9.8 ί) Εάν όλα τα στοιχεία κάποιας γραμμής (ή στήλης) 

του Α είναι 0 , τότε det(A) = 0 .

ii) Εάν κάθε στοιχείο κάποιας γραμμής (ή στήλης) του Α πολλα- 

πλασιασθεί με την σταθερά c , τότε για την ορίζουσα του πίνακα Β 

που προκύπτει ισχύει det(B) = cdet(A) .

iii) Ανταλλάσσοντας δύο γραμμές (ή στήλες) του Α προκύπτει έ

νας πίνακας Β με det(B) = - det(A) .
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iv) Αν δύο γραμμές (ή στήλες) του Α ταυτίζονται, τότε 

det(A) = 0 .

ν) Εάν το πολλαπλάσιο μιας γραμμής (ή στήλης) του Α προστεθεί 

σε κάποια άλλη γραμμή ( στήλη) αυτού, τότε προκύπτει ένας πίνακας Β 

με det(B) = det(A) .

θεώρημα 9.9 Αν A,B6Cn,n , τότε ισχύουν

i) det(AT ) = det(A) , det(λΑ) = ληόθΤ(Α) , όπου λ σταθερά

ii) det(AB) = det(A)det(Β) = det(BA)

111) det(A“1) = Qdet(A)J"1 (υποτίθεται ότι υπάρχει ο Α’1) .

θεώρημα 9.10 Η ορίζουσα ενός (άνω ή κάτω) τριγωνικού ή διαγώ

νιου πίνακα ισούται με το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας διαγώνι

ου του.

θεώρημα 9.11 'Εστω Α =  (a..) 6Cn,n ένας ομαλός πίνακας και
* Ο

m.. το αλγεβρικό συμπλήρωμα του a.. .Αν Μ =  (m..) , i,j = 1(1 )n
I J  I J  * J

είναι ο πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων των στοιχείων του Α ,

τότε

det(A)

Τ(0 πίνακας Μ καλείται προσηρτημένος (adjoint) πίνακας του Α ).

9.4 Σ υ σ τ ή μ α τ α  γ ρ α μ μ ι κ ώ ν  ε ξ ι σ ώ σ ε ω ν  

Ένα σύστημα η γραμμικών εξισώσεων με η αγνώστους έχει την

μορφή

Αχ = b , (9.11)

όπου Α 8 <Cn*n , x,b6Cn . Τα A,b είναι γνωστά και το διάνυσμα —  λύ

ση χ =  (χ^) , i = 1 (1)η προσδιοριστέο.

θεώρημα 9.12 Το σύστημα (9.11) έχει μία μοναδική λύση εάν και
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μόνον εάν ο Α είναι ομαλός. Εάν ο Α είναι ομαλός, τότε η λύση του 

(9.11) είναι

χ = A-1b . (9.12)

Εάν ο Α είναι μη ομαλός, τότε το σύστημα (9.11) ή δεν έχει λύση ή 

έχει άπειρες λύσεις.

θεώρημα 9.13 (κανών του Cramer) Εάν det(A) ψ 0 , τότε η μονα

δική λύση χ =  (χ.) , i = 1(1 )n του (9.11) δίνεται από τις

det(A.)
χ , = ----- —  , i = 1 (1 )n , (9.13)

det(A)

όπου A.j είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον Α εάν αντικατασταθεί 

η ι στήλη του από το διάνυσμα b .

θεώρημα 9.14 Το σύστημα Αχ = 0 έχει λύσεις φ 0 εάν και μό

νον εάν det(A) = 0 . Α

'Εστω Α ένας m x n  πίνακας. Η rank του Α (συμβολίζεται 

rank(A) ) ορίζεται ως η τάξη του μεναλύτερου ομαλού τετραγωνικού υπο- 

πίνακα του Α (ένας υποπίνακας του Α είναι ένας πίνακας που προ

κύπτει από τον Α παραλείποντας κάποιες από τις γραμμές του και/ η 

κάποιες από τις στήλες του). Με άλλα λόγια, η rank(A) είναι ο μεγα

λύτερος ακέραιος r , τέτοιος ώστε ο Α έχει τουλάχιστον ένα r x r  

υποπίνακα Α^ με det(Ar) φ 0 . Η rank(A) ισούται με τον μέγιστο α

ριθμό των γραμμικώς ανεξαρτήτων γραμμών του Α , που είναι ίσος με τον 

μέγιστο αριθμό των γραμμικώς ανεξαρτήτων στηλών αυτού. Προφανώς ,ισχύει 

rank(A ) <: minim,η} .

Το σύνολο των λύσεων χ 6 Ι η του Αχ = 0 (ο Α είναι m x n  πί

νακας) καλείται μηδενικός χώρος (null space) του Α . 0 μηδενικός 

χώρος του Α είναι ένας διανυσματικός χώρος του οποίου η διάσταση κα

λείται nullity του Α (διάσταση ενόςδιανυσματικού χώρου (πεπερασμένης 

βάσεως) είναι ο αριθμός των διανυσμάτων σε κάθε βάση αυτού). Η nullity
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του Α ισούται με η -  rank(A) , δηλαδή, το σύστημα Αχ = 0 έχει

n —  rank(A) γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις και κάθε λύση αυτού είναι έ

νας γραμμικός συνδυασμός των π —  rank(A) αυτών λύσεων.

Το σύνολο όλων των y G C 1" , τέτοιων ώστε για κάποιο x S C n να έ

χουμε Αχ = y καλείται χώρος τιμών (range space) του A .Η rank(A)

είναι η διάσταση του χώρου τιμών του A .

θεώρημα 9.15 Εάν ο Α είναι m x n  πίνακας, τότε το σύστημα 

Αχ = b έχει τουλάχιστον μία λύση εάν και μόνον εάν rank(A) = rank(A), 

όπου Α είναι ο καλούμενος αυξημένος (augmented) , m x(n + 1) πίνα

κας του συστήματος, που προκύπτει θέτοντας δεξιά του Α σαν μία νέα 

στήλη το διάνυσμα b . Εάν χ είναι μία λύση του Αχ = b , τότε για 

οποιαδήποτε άλλη λύση χ αυτού έχουμε χ = χ + y , όπου y ανήκει 

στον μηδενικό χώρο του Α .

θεώρημα 9.16 Το σύστημα Αχ = b , όπου ο Α είναι m x n  πίνα-
” λ

κας έχει μία μοναδική λύση εάν και μόνον εάν rank(A) = rank(A) = n 

(η ισότητα αυτή προϋποθέτει ότι m :> η).

θεώρημα 9.17 Το σύστημα Αχ = b , όπου ο Α είναι m x n  πίνα-
" λ

κας έχει άπειρες λύσεις εάν και μόνον εάν rank(A) = rank(A) < η (έ- 

δώ όλες οι περιπτώσεις: m >  n, m = η, m <  η μπορούν να ισχύουν).

θεώρημα 9.18 Αν ο Α είναι m x n  με m < η , τότε το σύστημα 

Αχ = 0 έχει λύση χ ψ 0 .

9.5 Ι δ ι ο τ ι μ έ ς  κ α ι  ι δ ι ο δ ι α ν ύ σ μ α τ α

0 πραγματικός ή μιγαδικός αριθμός λ είναι μία ιδιοτιμή του 

A 6 I n,n , εάν για κάποιο διάνυσμα ν ψ 0 έχουμε

Αν = λν . (9.14)

Το οποιοδήποτε διάνυσμα ν ^  0 , που ικανοποιεί την (9.14) καλείται 

ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ . Εάν ν kol w
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είναι ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ , τότε 

και κάθε γραμμικός συνδυασμός c^v +c2w φ 0 είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα 

του Α που αντιστοιχεί στην ίδια ιδιοτιμή λ .

θεώρημα 9.19 0 αριθμός λ είναι μία ιδιοτιμή του Α εάν και μό

νον εάν

Ρ(λ) = det(A - λ  I) = 0 . Α (9.15)

Η εξίσωση (9.15) καλείται χαρακτηριστική εξίσωση του Α και το πρώτο 

μέλος της είναι ένα πολυώνυμο (το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του Α )

Ρ(λ) = (— . 1 )η(λη + a ^ n_1 + a zhn~2 +...+ an_ ^  + an ) 3αθμού η ως 

προς λ . Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι η ρίζες της πολυωνυμικής ε- 

ξισώσεως (9.15). Το σύνολο όλων των ιδιοτιμών του Α καλείται φάσμα 

του Α .

θεώρημα 9.20 Αν λ.. , i = 1(1 )ρ είναι οι διακεκριμένες ιδιοτιμές 

του Α , τότε το ν είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιμή λ. εάν και μόνον εάν το ν είναι μη μηδενικό διάνυσμα του
J

μηδενικού χώρου του Α -  λ .Ι' .
J

θεώρημα 9.21 Εάν λ. , i = 1(1 )η είναι οι ιδιοτιμές του Α 6 Ι η,η,

τότε

η η
det(A) = T J  λ. και tr(A) = V λ. .

1=1 1 1=1 1

Ορισμός 9.3 Εάν λ. , i = 1(1)η είναι οι ιδιοτιμές του Α , τό

τε η φασματική ακτίνα Ρ(Α) αυτού ορίζεται ως εξής:

ρ (Α) = ιπβχίλ. | . (9.16)
i 1

θεώρημα 9.22 Εάν λ. , i = 1(1)κ είναι διακεκριμένες ιδιοτιμές 

του Α και ν ^  , i = 1 (1)κ αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα, τότε τ α ' ν ^ ,  

i = 1(1 )κ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Ο
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θεώρημα 9.23 i) Οι ιδιοτιμές ενός (άνω ή κάτω) τριγωνικού ή δια

γώνιου πίνακα είναι τα στοιχεία της κυρίας διαγώνιου του.

ϋ )  0 πίνακας ΑΤ έχει τις ίδιες ιδιοτιμές με τον Α (οι Α,ΑΤ 

έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο).

iii) Οι ιδιοτιμές του ΑΗ είναι οι συζυγείς (μιγαδικές) των ι- 

διοτιμών του A .

iν) Αν A,B6In,n , τότε οι ιδιοτιμές του ΑΒ είναι οι ίδιες, 

με αυτές του ΒΑ (οι ΑΒ, ΒΑ έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώ

νυμο).

Ορισμός 9.4 0 πίνακας Β λέγεται ότι είναι όμοιος με τον πίνακα 

Α εάν υπάρχει ένας ομαλός πίνακας Ρ , τέτοιος ώστε Β =  ΡΑΡ~1 . Γρά

φουμε Β ~  A .

θεώρημα 9.24 Αν Α,Β είναι όμοιοι (Β = ΡΑΡ"1 , det(P) ψ 0 ), 

τότε ισχύουν: i) det(A) = det(B) ii) tr(A) = tr(B) iii) οι A,B 

έχουν ακριβώς τις ίδιες ιδιοτιμές (το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο) 

iν) Εάν ν είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιο- 

τιμή λ , το w = Ρν είναι ιδιοδιάνυσμα του Β που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιμή λ .

θεώρημα 9.25 Εάν ο Α έχει ένα σύνολο η γραμμικώς ανεξαρτήτων 

ιδιοδιανυσμάτων, τότε είναι όμοιος με ένα διαγώνιο πίνακα του οποίου 

τα διαγώνια στοιχεία είναι ιδιοτιμές του Α (βλέπε άσκηση 17 ) .

Ορισμός 9.5 Ένας πίνακας Α καλείται μη ελλιπής (non ■=- defec

tive) εάν ο αριθμός κ των γραμμικώς ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσμάτων του 

ισούται με η . Εάν κ < η , τότε ο Α καλείται ελλιπής (defective).

θεώρημα 9.26 Αν ο πίνακας Α έχει η διακεκριμένες ιδιοτιμές 

λ.. , ι = 1(1)η , τότε ο Α είναι μή ελλιπής.

Ορισμός 9.6 Ένας πίνακας Α καλείται διαγωνίσιμος εάν είναι ό

μοιος με ένα διαγώνιο πίνακα .
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θεώρημα 9.27 Ένας πίνακας Α είναι διαγωνίσιμος εάν και μόνον 

εάν υπάρχει ένας θετικά ορισμένος (3λέπε ορισμό 9.15) Ερμιτιανός πί

νακας Ρ , τέτοιος ώστε ο Μ = ΡΑΡ-1 είναι normal πίνακας. A

Κάθε normal πίνακας (π.χ. πραγματικός συμμετρικός ή Ερμιτιανός) 

είναι διαγωνίσιμος.

θεώρημα 9.28 Ένας πίνακας είναι διαγωνίσιμος εάν και μόνον εάν 

είναι μή ελλιπής.

θεώρημα 9.29 Εάν λ^ είναι μία ιδιοτιμή του Α πολλαπλότητος 

m. , τότε η διάσταση 6. του μηδενικού χώρου του Α —  λ .I ικανοποιεί 

την 1 ^  d . ^  m^ . Η καλείται γεωμετρική πολλαπλότης της λ.. , ε

νώ η m. καλείται αλγεβρική πολλαπλότης της λ^ . Σύμφωνα με την πα

ράγραφο 9.4 είναι

d.j = (nullity του Α —  λ^Ι) = n —  rank(A -  λη. I) . (9.17)

θεώρημα 9.30 (Η κανονική μορφή Jordan) Έστω A 6 I n,n και λχ, 

λ2,...λ οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του με αλγεβρικές και γεωμετρικές 

πολλαπλότητες m. , i = 1(1)ρ και d. , i = 1(1)ρ αντίστοιχα. Τότε, 

υπάρχει ένας ομαλός πίνακας Τ , τέτοιος ώστε

J ξ Τ_1ΑΤ =

3ι 0 . . .  0

0 • » . 0

ο 0 . . .  J
P J

(9.18)

όπου κάθε J είναι ένας τετραγωνικός πίνακας τάξεως m , κ =  1 (1)ρ, κ κ
που έχει την μορφή
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οι 0 0 . . . 0 0

λκ δ 2 0 . . . 0 0

0 δ3 · . . 0 0

0 0 λκ · . . 0 0
• • • • •
• • • • •
• • • • •

0 0 0 . • · λκ δν

0 0 0 . . . 0 λκ

(9.19)

0

Στον 

και τα άλλα 

J

\  ■ t a
m.

κ
d.

Vj(K)

κ κ 
τον παρακάτω

1 από τα δ. , 1 = 1(1)m -  1 είναι ίσα μεI Ι\
από τα δ., είναι Ισα με 1 . Αν συμβολίσουμε 

ν.(κ) χν.(κ) πίνακα (ν.(κ) > 1)
J J  J

(9.20)

τότε για κάθε κ =  1(1 )ρ υπάρχουν

d K

= 1(1)d με £ ν.(κ) = και ο 
κ j=1 J κ

φυσικοί αριθμοί ν.(κ) , j =
J

που δίνεται από την (9.19) παίρ-

6'

r

νει την μορφή



302

JK

JV t(K)

Jv2(K)

(9.21)

0 block διαγώνιος πίνακας J στην (9.18) καλείται η κανονική μορφή 

Jordan του Α και είναι μοναδικός εκτός από πιθανές μεταθέσεις των

J / , , j = 1(1)d , κ = 1(1)ρ , που καλούνται Jordan blocks. AV j \ Κ) κ

Είναι φανερό ότι ο J είναι άνω τριγωνικός και Α ~  J . Ακόμη,

Ρ
ο αριθμός των Jordan blocks ισούται με τον αριθμό I  d των γραμμι

κ ά  κ

κώς ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσμάτων του πίνακα A . Ο J είναι διαγώνιος 

πίνακας εάν και μόνον εάν ο Α είναι μη ελλιπής.

θεώρημα 9.31 Δύο πίνακες είναι όμοιοι εάν και μόνον εάν έχουν 

την ίδια κανονική μορφή Jordan (εκτός από πιθανές μεταθέσεις των Jor

dan blocks). A

Οι στήλες του πίνακα Τ στην (9.18) αποτελούν μία βάση του Ιη, 

η οποία αποτελείται από τα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του Α 

και από τα καλούμενα κύρια διανύσματα του A (principal vectors) ή 

γενικευμένα ιδιοδιανύσματα του Α (βλέπε ορισμό 9.8). Σε κάθε Jordan 

block J . , j = 1(1 )d , κ =  1 (1)ρ αντιστοιχούν 1 ιδιοδιάνυσμαV · ν, Κ J Κ
J

του Α και ν.(κ) —  1 γενικευμένα ιδιοδιανύσματα του Α .
J

Τα χαρακτηριστικά πολυώνυμα 

ν·(κ)

< \ - λ> = d e t <Jv.(K) -  Μ ) (9.22)
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όλων των Jordan blocks Jti . , , j = 1(1 )d , κ =  1 (1)ρ καλούνται οι
V · \  Κ ) Ι\

J
στοιχειώδεις διαιρέτες (elementary divisors) του A .

θεώρημα 9.32 Ο Α 6 Ι η,η είναι διαγωνίσιμος εάν και μόνον εάν ό

λοι οι στοιχειώδεις διαιρέτες του είναι γραμμικοί (ν.(κ) = 1 , ¥ j
W

και κ ).

Ορισμός 9.7 Ο πίνακας Α 6 ί η,η καλείται μη ακυρωτικός (non dero

gatory) εάν ισχύει d = 1  , κ = 1(1)ρ στην κανονική μορφή Jordan
Κ

του Α (βλέπε θεώρημα (9.30)), δηλαδή, κάθε διακεκριμένη ιδιοτιμή λΙ\
(κ = 1 (1)ρ) εμφανίζεται μόνον σε ένα Jordan block. Διαφορετικά, ο A 

καλείται ακυρωτικός (derogatory).

Ορισμός 9.8 Ένα διάνυσμα νθ(Εη είναι ένα κύριο διάνυσμα (γε- 

νικευμένο ιδιοδιάνυσμα) βαθμού κ του πίνακα A G C n,n , που αντιστοι

χεί στην ιδιοτιμή λ αυτού,εάν

(Α —  λΐ )κν = Ο , αλλά (Α —  λΙ)κ-1ν 4 Ο , κ > 1 ·  (9.23)

θεώρημα 9.33 Κάθε πίνακας A 6 t n,n έχει η γρσμμικώς ανεξάρτη

τα κύρια διανύσματα. Κύρια διανύσματα που αντιστοιχούν σε διακεκρι

μένες ιδιοτιμές είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή 

του Α πολλαπλότητος m , τότε ο Α έχει m γραμμικώς ανεξάρτητα 

κύρια διανύσματα που αντιστοιχούν στην λ .

θεώρημα 9.34 (Schur) Για κάθε A 6 C n,n υπάρχει ένας unitary πί

νακας U τέτοιος ώστε UAUH = Τ , όπου Τ είναι τριγωνικός και επο

μένως οι ιδιοτιμές του Α είναι τα διαγώνια στοιχεία του Τ .

Ορισμός 9.9 Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή του ΑΗΑ , Α 6 ί η,η , τότε
j, -

ο λ 2 καλείται μία μη ομαλή (singular) τιμή του Α .

Ορισμός 9.10 Καλείται έλάχιστο (minimal) πολυώνυμο του A G I n,n 

το πολυώνυμο
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Ρ(λ) = λ1" + a,Am_1 + a_Am"2 + ... + a λ + a 1 2 m-i τη

του μικρότερου βαθμού,που έχει την ιδιότητα Ρ(Α) = Ο .

θεώρημα 9.35 Έχοντας un’ όψιν το θεώρημα (9.30), έστω τ„ *" Ι\
= max{v.(K)} , j = 1(1)d , κ = 1(1 )ρ . Τότε, το

3 °
τ, τ τ

Ρ ( λ ) = ( λ - λ 1) ( λ - λ 2) ... (λ —  λρ) ρ (9.24)

είναι το ελάχιστο πολυώνυμο του A . Το ελάχιστο πολυώνυμο του Α δι

αιρεί κάθε πολυώνυμο RU) με R(A) = Ο .

θεώρημα 9.36 (Cayley -  Hamilton) Αν Ρ(λ) = det(A -  λΐ) είναι 

το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A , τότε Ρ(Α) = Ο .

θεώρημα 9.37 Έστω πίνακας Α 9 Ι η,η και

det(λI -  Α) ξ Ρ(λ) = λη + a,An_1 + a2An"2 +...+ a λ + an «

Τότΐ, ο πίνακας F 8(tn,n (ή ο FT ) , όπου

καλείται συνοδεύων πίνακας (του Frobenius) του Ρ(λ) και ισχύει 

de t(λI —  F) = Ρ(λ) .
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θεώρημα 9.38 (Gerschgorin) Εάν Α =  (a^) , i,j = 1(1)η ,^τότε 

όλες οι ιδιοτιμές του βρίσκονται στην τομή των συνόλων S και S , ό-
Π Λ ΤΙ Λ

που S = U  D„ και S = U  D με 
κ=1 κ κ=1 κ

Λ
Για κ =  1(1 )η τα σύνολα D και D είναι δίσκοι (δίσκος* ο κύκλοςΙ\ Ι>
και το εσωτερικό του) στο μιγαδικό επίπεδο.

-,θεώρημα 9.39 Εάν A 6 C n,n , A * (a..) , τότε
" J

ρ(Α) £  min rU M i,j * 1(1)n .

θεώρημα 9.40 Γράφοντας τον πίνακα A € C n,n στην μορφή Α =

,* Hj + ι'Η2 , όπου Hlt Η2 είναι Ερμιτιανοί πίνακες ( =  j  (A + ΑΗ),
1 u

Η2 = 2ϊ~ (A -  A )) , τότε για κάθε ιδιοτιμή λ του Α (λ = Re λ + i Im λ ) 

ισχύει

< R e A <  λΜ(Ηι) ,

Am (H2) < ImA < λΗ (Η2) ,

όπου λ^ίΗ.) , λΜ (Η·) είναι αντίστοιχα η μικρότερη και η μεγαλύτερη 
ιδιοτιμή του Η.. , 1 = 1,2 .

9.6 Ο ρ ι σ μ ο ί  κ α ι  θ ε ω ρ ή μ α τ α  γ ι α  ε ι δ ι 

κ ο ύ ς  κ α ι  μ η  π ί ν α κ ε ς



306

Ορισμός 9.11 Ο πίνακας Ρ6 IRn,n (]Rn,n είναι το σύνολο όλων 

των η χ η  πραγματικών πινάκων) καλείται πίνακας μεταθέσεως (permuta

tion) εάν στήλες του είναι οι στήλες του ταυτοτικού πίνακα I με ο

ποιαδήποτε σειρά. Δηλαδή, ο Ρ έχει σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη 

ένα μόνο στοιχείο διάφορο του μηδενός που ισούται με 1 .

θεώρημα 9.41 i) Κάθε πίνακας μεταθέσεως είναι ορθογώνιος 

ϋ )  Αν Α 6Ιη,η και Ρ πίνακας μεταθέσεως, τότε το γινόμενο ΡΑ έ

χει σαν αποτέλεσμα μετάθεση των γραμμών του A , ενώ το ΑΡ μετάθεση 

των στηλών του A .

Ορισμός 9.12 Ο πίνακας Α 6 Κ η,η , Α =  (a..̂ ) > καλείται μη αρνη

τικός (θετικός) και γράφουμε A > Ο (Α > 0) εάν a ^  > Ο (a^. > 0) , 

για κάθε i,j = 1(1)η . Εάν Α > 0 , Β > 0 και Α -  Β > 0 , τότε λέ

με ότι A ^  Β . 1

Εάν Α6(Εη,η , A = (a - j) , τότε με |Α| συμβολίζουμε τον πίνακα 

του οποίου στοιχεία είναι τα μέτρα των αντίστοιχων στοιχείων του Α , 

δηλαδή, |Α| = (|a.̂ |) . Προφανώς, |Α| £  0 ·

θεώρημα 9.42 Εάν Α > 0 , τότε ο Α έχει μία απλή θετική ιδιο- 

τιμή ρ = ρ(Α) με |λ^| < ρ για όλες τις άλλες ιδιοτιμές λ.. του 

Α . Στην ιδιοτιμή ρ αντιστοιχεί ένα ιδιοδιάνυσμα u > 0 .

θεώρημα 9.43 Εάν A G IRη *η , B 6 t n,n και Α > |Β| , τότε 
ρ(Α) > ρ(Β) .

Ορισμός 9.13 ι) 'Ενας πίνακας Α 6Ιη,η , Α =  (a.^) καλείται 

αυστηρά διαγώνια υπέρτερος εάν

η
laii I > Σ Κ · , · Ι  . (9.26)

j=1 J 
jjH

για όλα τα i = 1(1)η .
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ii) 0 A =  (a..) καλείται ασθενώς διαγώνια υπέρτερος εάν 
 ̂J

|a-.| > I |a.. | , i = 1(1)η (9.27)
η  - j=1 U

και για ένα τουλάχιστον i η (9.27) είναι της μορφής (9.26).

Ορισμός 9.14 Οι πίνακες A,BGIn,n καλούνται ισοδύναμοι εάν 

Α =  PBQ , όπου P,QG£n,n είναι ομαλοί πίνακες.

θεώρημα 9.44 Ο πίνακας A G I n,n είναι normal εάν και μόνον εάν 

υπάρχει ένας unitary πίνακας U , τέτοιος ώστε U_1AU = Λ , όπου Λ 

διαγώνιος (ο U είναι ο modal πίνακας του A ).

θεώρημα 9.45 Εάν A G £ n,n , τότε ο χΗΑχ είναι πραγματικός α

ριθμός για κάθε x G £ n εάν και μόνον εάν ο Α είναι Ερμιτιανός.
/

Ορισμός 9.15 Ο Ερμιτιανός πίνακας Α καλείται θετικά ορισμένος 

(positive definite) εάν χΗΑχ > Ο για κάθε x G C n , χ ψ Ο . Ο Α κα

λείται μη αρνητικά ορισμένος (nonnegative definite ή semipositive de

finite) εάν χ ηΑχ  Ο για κάθε x G C n .

Ορισμός 9.16 Ο πραγματικός συμμετρικός πίνακας Α καλείται θε

τικά ορισμένος εάν χΤΑχ > Ο για κάθε χ GlRn , χ ψ Ο .

Παρατήρηση Ο ορισμός 9.15 στην περίπτωση που ο Α είναι πρα

γματικός πίνακας συμπίπτει με τον ορισμό 9.16,αφού ισχύει το ακόλουθο 

θεώρημα.

θεώρημα 9.46 Εάν A G I R n,n , συμμετρικός και χΤΑχ > Ο, V- x G I R n , 

χ ψ Ο , τότε χΗΑχ > 0  ¥  χ G Cn , χ ^ 0 .

Ορισμός 9.17 Εάν A GCn,n και χΤΑχ > 0  ¥ x G J R n , x f O ,  

τότε ο Α καλείται θετικά πραγματικός πίνακας (positive real).

21



308

Σημείωση Οι θετικά ορισμένοι πίνακες είναι και θετικά πραγμα

τικοί. Το αντίστροφο δεν ισχύει αναγκαστικά.

θεώρημα 9.47 Ο AG(tn,n είναι θετικά πραγματικός εάν και μόνον

εάν ο

A + Α είναι πραγματικός και θετικά ορισμένος. 

θεώρημα 9.48 Εάν A G C n,n , τότε ο ΑΗΑ (και ο ΑΑΗ ) είναι
U

Ερμιτιανός και μη αρνητικά ορισμένος. Ο A Α είναι θετικά ορισμένος 

εάν και μόνον εάν det(A) f  Ο .

θεώρημα 9.49 Ο Ερμιτιανός πίνακας Α είναι θετικά ορισμένος 

(μή αρνητικά ορισμένος) εάν και μόνον εάν όλες οι ιδιοτιμές του είναι 

θετικές (μή αρνητικές).

θεώρημα 9.50 Εάν Α είναι Ερμιτιανός και θετικά ορισμένος,τό

τε το ίδιο ισχύει για τον Α-1 και όλους τους κύριους υποπίνακες του 

Α . Επίσης, όλες οι κύριες υποορίζουσες του Α είναι θετικές και το 

μεγαλύτερο απολύτως στοιχείο του βρίσκεται επί της κυρίας διαγώνιου 

του.

θεώρημα 9.51 0 Ερμιτιανός πίνακας Α είναι θετικά ορισμένος ε

άν και μόνον εάν det(A ) > 0  , κ = 1(1 )η , όπου Α είναι ο κχκIn Κ
πίνακας που σχηματίζεται από τις πρώτες κ. γραμμές και κ στήλες του 

Α , κ = 1(1)η .

θεώρημα 9.52 Ένας Ερμιτιανός πίνακας Α είναι θετικά ορισμέ

νος (μη αρνητικά ορισμένος) εάν και μόνον εάν κάθε υποορίζουσα που 

σχηματίζεται παραλείποντας m οποιεσδήποτε γραμμές του Α και τις 

αντίστοιχες στήλες είναι θετική (μή αρνητική), όπου 0 ^ m < η . Ει

δικά έχουμε det(A) > 0  (> 0) και > 0 (:> 0) , i = 1(1 )n .

θεώρημα 9.53 Εάν ο Α είναι Ερμιτιανός και θετικά ορισμένος, 

τότε για κάθε ομαλό πίνακα L ο πίνακας LALH είναι Ερμιτιανός και
I



ί
309

θετικά ορισμένος.

θεώρημα 9.54 Για κάθε Ερμιτιανό και θετικά ορισμένο πίνακα Α 

υπάρχει ένας μοναδικός κάτω τριγωνικός πίνακας L με θετικά διαγώνια 

στοίχε ία, τέτοιος ώστε A = LLH . Εάν ο A G I R n ’n τότε και L G D R n,n .

θεώρημα 9.55 Το πραγματικό μέρος ενός Ερμιτιανού και θετικά ορι

σμένου (μη αρνητικά ορισμένου) πίνακα είναι ένας πραγματικός συμμετρι

κός θετικά ορισμένος (μή αρνητικά ορισμένος) πίνακας.

θεώρημα 9.56 Εάν ο Α είναι Ερμιτιανός και θετικά ορισμένος (μή 

αρνητικά ορισμένος), τότε υπάρχει ένας μοναδικός θετικά (μη αρνητικά) 

ορισμένος πίνακας Β ,τέτοιος ώστε Β2 = Α .Αν A G l R n ’n ,τότε 

Β 6 IRn,n . Γράφουμε Β = Α^ .

θεώρημα 9.57 Εάν ο Α =  (a..) είναι ένας Ερμιτιανός και αυστη-
’ J

ρά διαγώνια υπέρτερος πίνακας με a .̂  > Ο ,τότε ο Α είναι θετικά ο

ρισμένος.

θεώρημα 9.58 Έστω A GIn,n . Τότε,ο Α γράφεται σαν το γινόμε

νο A = LR , όπου ο L είναι unit κάτω τριγωνικός και ο R άνω τρι

γωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία εάν και μόνον εάν όλοι οι ά

νω αριστερά κύριοι υποπίνακες του Α είναι ομαλοί (οπότε det(A) ψ 0). 

Επί πλέον η παραγοντοποίηση A = LR , όταν είναι δυνατή, είναι μοναδι

κή.

θεώρημα 9.59 Εάν ο A G C n,n είναι ομαλός, τότε υπάρχει μία ανά

λυση A = QR , όπου Q είναι unitary και R είναι άνω τριγωνικός.

Επί πλέον, εάν τα διαγώνια στοιχεία του R είναι θετικοί αριθμοί τό

τε η ανάλυση είναι μοναδική.

θεώρημα 9.60 Κάθε A G I n,n μπορεί πάντοτε να γραφεί σαν Α =  QR, 

όπου Q είναι unitary και R άνω τριγωνικός ("QR" διάσπαση του Α ).
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θεώρημα 9.61 Για κάθε A 6 t n,n υπάρχουν unitary πίνακες U και 

V , τέτοιοι ώστε UAV είναι διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχεία 

τις μη ομαλές τιμές του Α (βλέπε ορισμό 9.9) .

θεώρημα 9.62 Εάν A6(tn,n είναι ομαλός πίνακας, τότε υπάρχει 

ένας πίνακας μεταθέσεως Ρ , τέτοιος ώστε ο πίνακας ΡΑ έχει όλους 

τους άνω αριστερά κύριους υποπίνακες του ομαλούς.

θεώρημα 9.63 Εάν όλοι οι άνω αριστερά κύριοι υποπίνακες του A 

είναι ομαλοί, τότε ο Α μπορεί να παρασταθεί μονοσήμαντα σαν A =

= LDU , όπου L είναι unit κάτω τριγωνικός, D διαγώνιος με διαγώ

νια στοιχεία ψ Ο και U unit άνω τριγωνικός.

θεώρημα 9.64 Έστω AG<Cn,n . Τότε, ο Α γράφεται κατά μοναδι

κό τρόπο ως A = LDU , όπου L unit κάτω τριγωνικός, D διαγώνιος 

και U unit άνω τριγωνικός, εάν και μόνον εάν οι πρώτοι η -  1 άνω 

αριστερά κύριοι υποπίνακες του Α είναι ομαλοί.

θεώρημα 9.65 Ένας normal πίνακας έχει ένα πλήρες ορθοκανονικό 

σύνολο ιδιοδιανυσμάτων ( η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα).

θεώρημα 9.66 Έστω A E C n,n ένας Ερμιτιανός πίνακας (ΑΗ = Α). 

Τότε, ισχύουν:

1) Οι ιδιοτιμές του είναι πραγματικές.

2) Ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διακεκριμένες ιδιοτιμές 

είναι ορθογώνια .

3) Έχει ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο ιδιοδιανυσμάτων ( η 

γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα).

4) Υπάρχει ένας unitary πίνακας U τέτοιος ώστε U_1AU = Λ , 

όπου Λ διαγώνιος (ο U είναι ο modal πίνακας του Α ) .

η ,
5) λ < < λ„ , V- χ G (Εη , χ + Ο , όπου λ = mi η λ . , λ =

m — Η — Μ τη . 1 ΜX X  I

= max λ. , 1 = 1(1 )η και , i = 1(1 )η οι ιδιοτιμές του 
i
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Α. Επίπλέον, υπάρχουν διανύσματα w και ζ διάφορα του μηδενός, τέ

τοια ώστε:

A w  =λ 

wHw m

m

ζηΑζ

' ' ΖΗΖ Α* και Aw = λ Wm

min Λ *
χ/ίθ χΗχ

και = max 
χ^Ο

χηΑχ

χΗχ

Μ

6) Εάν λ. είναι μία ιδιοτιμή του,αλγεβρικής πολλαπλότητος mi, 

τότε η γεωμετρική πολλαπλότης d. της λ^ ισούται με , δηλαδή, 

m.j = π —  rank(A —  λ̂  I) .

7) ο ιΑ είναι αντί - Ερμιτιανός πίνακας.

8) Τα ιδιοδιανύσματα του ΑΤ είναι τα συζυγή των ιδιοδιανυσμά-

των του A .

9) Αν λΊ· , ι = 1(1 )η είναι οι ιδιοτιμές του και χ 

στοιχα ιδιοδιανύσματα, τότε

Α = Α 1χ(1)χ(1>Η + λ,χ(2)χ(2)Η+ ...+ λ χ(η,χ(")β .1 2 η

(1) τα αντι-

10) Εάν όλοι οι άνω αριστερά κύριοι υποπίνακές του είναι ομαλοί,
u

τότε ο Α μπορεί να γραφεί μονοσήμαντα σαν A = LDL , όπου L είναι 

unit κάτω τριγωνικός και D διαγώνιος πραγματικός με διαγώνια στοιχεία 

φ 0 . Ισχύει D > 0 εάν και μόνον εάν ο Α είναι θετικά ορισμένος.

11) Έστω η > 1  και Β ο (n —  1)χ(η —  1) Ερμιτιανός πίνακας, 

που σχηματίζεται παραλείποντας την τελευταία γραμμή και τελευταία στήλη 

του Α . Αν λ > λ > ... > λ > λ είναι οι ιδιοτιμές του Α καιι = 2 =  = n-ι = η
Ui > μ2 > ... > Μη_2 >, μ οι ιδιοτιμές του Β , τότε ^  μι

> λ > μ > ... > λ > μ > λ .= 2 = = = η-ι = η-ι = η

θεώρημα 9.67 Έστω A G I R n *n ένας συμμετρικός πίνακας. Τότε ι

σχύουν:

1) ο Α είναι Ερμιτιανός .

2) Βλέπε θεώρημα 9.66 , (1), (2) και (3) .
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3) Τα ιδιοδιανύσματά του μπορούν πάντοτε να εκλεγούν πραγματικά .

4) Υπάρχει ένας πραγματικός ορθογώνιος πίνακας Q, τέτοιος ώστε 

Q lAQ = Λ , όπου Λ διαγώνιος (ο Q είναι ο modal πίνακας του Α ).

5) Βλέπε θεώρημα 9.66 , (5) .

6) Εάν όλοι οι άνω αριστερά κύριοι υποπίνακες του Α είναι ομα

λοί, τότε ο Α μπορεί να γραφεί μονοσήμαντα σαν A = LDLT όπου ο L

είναι πραγματικός unit κάτω τριγωνικός και D διαγώνιος πραγματικός 

με διαγώνια στοιχεία φ 0 . Ισχύει D > 0 εάν και μόνον εάν ο Α εί

ναι θετικά ορισμένος.

7) Εάν όλοι οι άνω αριστερά κύριοι υποπίνακες του Α είναι ομα

λοί, τότε ο Α μπορεί να γραφεί σαν Α = ΜΜΤ , όπου Μ είναι γενικά 

μιγαδικός,κάτω τριγωνικός με διαγώνια στοιχεία φ 0 . 0 Μ είναι πρα

γματικός εάν και μόνον εάν ο Α είναι θετικά ορισμένος.

θεώρημα 9.68 Έστω A 6 C n,n ένας αντί -  Ερμιτιανός πίνακας. Τό

τε ισχύουν:

1) Οι ιδιοτιμές του είναι καθαροί φανταστικοί αριθμοί ή 0 .

2) Τα διαγώνια στοιχεία του είναι πολλαπλάσια του i ή 0 .

3) 0 iA είναι Ερμιτιανός .

4) -V-xGt ο χ Α χ  είναι καθαρός φανταστικός αριθμός .

θεώρημα 9.69 Έστω A G l R n ’n ένας αντισυμμετρικός πίνακας. Τό

τε ισχύουν:

1) Οι ιδιοτιμές του είναι είτε 0 ή καθαροί φανταστικοί αριθμοί 

(συζυγείς). Εάν η περιττός,τότε τουλάχιστον μία ιδιοτιμή του είναι 

ίση με 0 .

2) Η rank(A) είναι πάντοτε άρτιος αριθμός.

3) V- χ 6IRn , χΤΑχ = 0 .

4) Τα διαγώνια στοιχεία του-a... = 0 , i = 1 (1) η .

θεώρημα 9.70 Έστω A G I n,n ένας unitary πίνακας. Τότε ισχύουν:

1) Οι γραμμές και οι στήλες του αποτελούν ορθοκανονικά σύνολα 

διανυσμάτων.
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2) |det(A) I = 1 (Αν A 6 lRn *n τότε det(A) = ± 1 ).

3) |λ. | = 1 , i = 1(1)n , όπου Ai , i = 1(1)n οι ιδιοτιμές του 

A (Αν A G I R n,n , τότε αν λ είναι μία ιδιοτιμή του Α και n -J* 

είναι ιδιοτιμή του A ).

9.7 N o r m s  δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  κ α ι  n o r m s  

π ί ν α κ α

Ορισμός 9.18 Η ακολουθία διανυσμάτων { χ ^ }  = χ^2\...,

χ^κ\... , όπου χ(κ) = (χ<κ)) GCn , κ « 1,2,... συγκλίνει σε ένα δι-
' (κ)

άνυσμα χ = (χ.) καθώς το κ « και γράφουμε limx = χ ή
κ

χ^-> χ εάν και μόνον εάν 1imx!K  ̂ = χ̂  , i = 1(1 )n . 
κ ->°° κ ->°°

οο
( Κ )Ορισμός 9.19 Η απειροσειρά διανυσμάτων y χ συγκλίνει στο

κ=1ΟΟ
ί Κ 'i

διάνυσμα y και γράφουμε J χ - y εάν και μόνον εάν η ακολουθία
κ=1
ίκ) (Κ) (1) (2) (Κ)

των μερικών αθροισμάτων {y } , όπου y = χ + χ +...+ χ , 

συγκλίνει στο y καθώς το κ ->°° .

Ορισμός 9.20 Η ακολουθία πινάκων { Α ^ }  = Α ^ \  Α^2\...,

..., όπου Α ^  = (ai'P) GCn,n , κ =  1,2,... συγκλίνει σε ένα πίνα-
_  y. ^ j ί Κ ̂

κα A *  (a..) 6t * , καθώς το κ -►«*> και γράφουμε 1 im Α = Α  ή 
Ί-3 κ -►«>

Α ^ +  Α εάν και μόνον εάν limai^ = a.. , i,j = 1(1 )n .
Κ ->οο κ +°° J J

°° (κ)
Ορισμός 9.21 Η απειροσειρά πινάκων y Α συγκλίνει στον πί-
_ _  Κ=1

00
νακα Β και γράφουμε I  Α (κ' = Β εάν και μόνον εάν π ακολουθία των

κ=1

μερικών αθροισμάτων { Β ^ }  , όπου Β ^  = Α ^  + Α ^  +...+ Α ^  , 

συγκλίνει στον Β καθώς το κ -*>» . Α

Με σκοπό να μελετηθούν οι διάφορες υπολογιστικές διαδικασίες,στις
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οποίες υπεισέρχονται διανύσματα και πίνακες είναι χρήσιμο να θεωρήσου

με συνδεδεμένο με κάθε διάνυσμα ή πίνακα ένα μη αρνητικό αριθμό, που 

κατά κάποια έννοια θα μας δίνει ένα μέτρο του "μεγέθους!1 του . Αυτό γί

νεται με την εισαγωγή της έννοιας norm (στάθμη) διανύσματος και πίνα

κα αντίστοιχα.

Ορισμός 9.22 Μία norm διανύσματος είναι μία πραγματική συνάρτη

ση || · || , η οποία ορίζεται για κάθε χ 6Cn και έχει τις ακόλουθες 

ιδιότητες:

i) ||χ|| > 0 και ||χ|| = 0 εάν και μόνον εάν χ = 0 

ϋ )  ||cx|| = jc| ||χ|| , ¥ c G I  και κάθε x G J n (9.28)

11i) II x + y II < IIχ|| + ||y|| , ¥ x,y6tn . A

Είναι φανερό ότι δια μέσου μιας norm διανύσματος σε κάθε χ G(Cn 

αντιστοιχεί μία πραγματική μη αρνητική τιμή ||χ|| που καλείται norm 

του χ . Υπάρχουν άπειρες norms διανύσματος. Πράγματι, αν θεωρήσουμε 

¥ χ = (χ.) GIn τις συναρτήσεις

ΜΙ Ρ
(9.29)

είναι δυνατόν να δειχθεί ότι αυτές ικανοποιούν τις ιδιότητες (9.28). 

Πρέπει να σημειωθεί ότι για ρ -*00 από την (9.29) μπορεί να προκόψει 

ότι

1 im £ 
ρ +°° [i = 1

max|χ .| .• I1

θεώρημα 9.71 Για κάθε norm διανύσματος ισχύει

< ||χ± y|| , ¥ x,y GIn . (9.30)
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Ορισμός 9.23 Μία norm πίνακα είναι μία πραγματική συνάρτηση 

|| . || , η οποία ορίζεται για κάθε Α 6 Ι η,η και έχει τις ακόλουθες ι

διότητες:

i) ||Α|| ^  0 και ||Α|| = 0 εάν και μόνον εάν A = 0

ii) l|cA|| = Ic| Μ  , ¥ c 9 t  και A 6 t n,n
(9.31)

111) IIA + Β|| < ||Α|| + ||Β|| , ¥ Α , Β 6 Ι η ’η 

iv) IIΑΒ|| < IIΑ|| ||Β|| , ¥ Α,Β 6Ιη*η .

Όπως θα φανεί στη συνέχεια,υπάρχουν επίσης άπειρες norms πίνακα .

θεώρημα 9.72 Για κάθε norm πίνακα ισχύει

II All - ||Β|| < ΙΙΑ i Β|| ¥  Α,Β $!η ’η A

Οι πιο γνωστές norms διανύσματος, που παρουσιάζουν πρακτικό ενδι 

αφέρον προκύπτουν από την (9.29) για ρ =  1,2 και °° και είναι

Η ||χ|| καλείται και Ευκλείδια norm ή μήκος του χ , η δε ||χ|Ι κα-12 *οο

λείται και μεγίστη norm.

θεώρημα 9.73 Εάν ||χ||α είναι μία norm διανύσματος, τότε για κά-

||Αχ||
,θε Α8(Εη,η η συνάρτηση sup -----  είναι μία norm πίνακα,που συμβολί-

χ^ο I χ|| α

ζεται ||Α||α και καλείται η norm πίνακα η εξαρτώμενη (subordinate) 

από την ||χ||α . ▲

Για την απόδειξη του θεωρήματος 9.73, που παραλείπεται, τονίζεται
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απλώς ότι κατ' αρχήν με βάση την ιδιότητα (9.31), (ϋ)

πάρουμε

ιι Η
sup -----
χ/ο ΙΙχΙ!α

sup ||Αχ|Ι
Ι|χ||α =ι α

μπορούμε να

(9.33)

Ακόμη, μπορεί να δειχθεί ότι κάθε norm διανύσματος είναι συνεχής 
συνάρτηση και το σύνολο των διανυσμάτων χ για τα οποία ||χ|| = 1

είναι κλειστό και φραγμένο, οπότε η (9.33) γίνεται

sup || Αχ||
χΙΙα=1

α (9.34)

Τέλος, μπορεί να δειχθεί ότι η συνάρτηση max ||Αχ|| είναι μία norm

II χΙΙ α= 1 °

πίνακα (ικανοποιεί τις ιδιότητες (9.31) ). Έτσι,σε κάθε norm διανύ- 

σματος [|χ|| αντιστοιχεί μία norm πίνακα που ορίζεται από την

Μ  = sup 
α χ/0

II Αχ|| α

Ιΐχΐΐα

max

α=1
II Μ Ι α (9.35)

Ορισμός 9.24 Η norm πίνακα ||Α||β και η norm διανύσματος ||χ|(α 

καλούνται συμβιβαστές εάν

IIΑχ]|α < ||Α||3 Ι|χ||α , (9.36)

για κάθε x G I n και A 6 I n,n . Α

Είναι προφανές (λόγω της (9.35) ) ότι μία norm διανύσματος ||χ||α 

και η εξαρτώμενη από αυτή norm πίνακα ||Α||α είναι πάντοτε συμβιβαστές 

Έτσι, εάν δοθεί μία norm διανύσματος ,μπορούμε πάντοτε να βρούμε 

μία norm πίνακα που να είναι συμβιβαστή με αυτή. Ισχύει όμως και το 

αντίστροφο (βλέπε άσκηση 43 ) .

Προσδιορίζουμε τώρα τις τρεις norms πίνακα που εξαρτώνται από τις 

τρεις norms διανύσματος Hχ||! >||χ||2 και ||x L  αντίστοιχα, θα δειχθεί 

ότι, αν A = (a..) , i ,j = 1(1)n , τότε
’ ιΙ
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η
Μ ,  = II Αχ||, = max 1 laijl · (9.37)

1*1, =1 0 1*1 • J

1! All 2 = max ι μ ι 2 = Ρ(ΑΗΑ)
h

» (9.38)
|χ||2=1 1 4

η
Ι|α||„ = "“ ί1 IIAxIL = max y a < 41 · (9.39)

II χ|1„= 1 1 J = 1 »J

Για την |] Α]| 1 έχουμε διαδοχικά .χρησιμοποιώντας τον ορισμό της 

norm διανύσματος ' ||χ||ι:

η
II Α|| ι = max IJAxH, = max J

ixlli =1 Mli=1 i = 1

n
y a. .x. 

j = 1 1J J

n
<. max Υ

II xll 1 =1 i = 1

n
Σ l«11ll*1l

1=1 'J JU=1

n
= max y

»x||,=i j=i

n

n
= max y

l , * i  J - i
|xj'{,ϊ, '*«'}

n
< max y

1*1,*i j-i
| x . | j m a x  J  | a , , |  · 
J l j i=i U  J

*
n /

ss max Σ la,·.J
. j 1 = 1 ’·) * l

n n
= max y |a.. | , αφού 

j  1=1 1J

Μ , · Σ  Κ Ι  = ι ·
j = 1 J

Εδε(χθΐ) λοιπόν μέχρι τώρα ότι

Ιι £, "»* Σ K j l  ·
J 1=1

( 9 . 4 0 )

Ας υποθέσουμε ότι



(9.41)max Σ lai -i I = l laiK I ·
j i = 1 i = 1 1K

Εάν εκλέξουμε το διάνυσμα χ = , όπου = 0 για

e£K) = 1 , τότε είναι ||χ||ι = = 1 και

max
χ = 1

II Αχ|| > I Αι
(Κ) η

ι
i = 1 ΊΚ

η
max I |a. 

i =  1 1 J

Από τις (9.40) και (9.42) προκύπτει η (9.37).

Για την απόδειξη της (9.39), έχοντας υπ’όφιν ότι ||χ|| 

παίρνουμε

= max HAx L  
=1

< max
χ =1"οο

η
max
i

I la^
J=1 U

η
max max I a* ·χ · ►

|| χ) =1 i j=1 ^11 Μ 00
» .

< max
xii =1

'00

•{max 
i

max x.
-T 1

n
Σ I»,.

j = t 1-

n
= max l |a.,| , αφού ||xll̂ 

i j = 1 J
m a x | x . | = 1 .

Άρα,
n

Ας υποθέσουμε ότι

max
i

n

J=1 ij '

n

j = 1
KJ

Εκλέγουμε διάνυσμα y = (y .) . J = H1 )n τέτοιο ώστε

ί ψ κ και 

I . (9.42)

= max|x.|, 
ι 1

\

(9.43)

(9.44)
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yj =

aKi|
, αν a . ψ 0 

aKj KJ

1 , αν aKj = 0

(9.45)

Για ίο διάνυσμα y που ορίζεται από την (9.45) ισχύει |y. |

και ||y|| = max|y. | = 1 και επομένως· I

Ι Α1 « , “ "Β ί  I I M L i M  
IML=1

max
η

j=1 1J J

*

_*
η

L aKiy i 
j=1 KJ J

n

.V >
3=1

KJ max l |a..| . 
i j=1 13

1 , άρα,

(9.46)

* To = αυτό ισχύει διότι ! a.-y, < l |a11| |y-| = £ |a..| < 
j=1 1J 3 j-1 'J J j=1 1J

< £ laKj
j-1 KJ

n
. Από τις (9.44) και (9.46) προκύπτει η (9.39).

Για την απόδειξη της (9.38) έχουμε

IIA L  = max || Αχ|(
χΙΙ 2=1

max (χηΑηΑχ )
-l|x|la=1

max Γ ( Α χ )η Α χ Ι ^  =  max ( x V A x ) ^  
II χ|| 2 = ι L  J  I|X||2 =1

(9.47)

Σύμφωνα με τα θεωρήματα 9.48 και 9.49 ο πίνακας ΑΗΑ είναι Ερμιτιανός 

και όλες οι ιδιοτιμές του είναι μη αρνητικές. Έστωσαν μ ,μ. η μικρό-m Μ
τερη και η μεγαλύτερη αντίστοιχα, από τις ιδιοτιμές του. Σύμφωνα με το 

θεώρημα 9.66, (5) για κάθε χ GCn με ||χ|2 =1 θα ισχύει Ο < < χΗΑΗΑχ <

<_ μ και max (χΗΑΗΑχ) = μ„ , οπότε η (9.47) γίνεται ||AL =  μ^ =
Μ ΙΙνίΙ -1 Μ * Μ

ί
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= [ρ (ΑΗα [|^ , αφού η μΜ είναι προφανώς και η φασματική ακτίνα του 
ΑηΑ . Σύμφωνα με τον ορισμό 9.9,n |jA||2 ισούται με την μεγαλύτερη 

μη ομαλή τιμή του A . Η ||Α||2 καλείται επίσης και φασματική norm του 

A .

Μία άλλη γνωστή norm πίνακα είναι η καλούμενη Ευκλείδια norm, που 

ορίζεται από την

η η
ι  ι  ι»η ι

1=1 1 = 1  1J

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η ||Α|| είναι συμβιβαστή με την ||χ||2 , δη- 

λαδή, ισχύει

Ι|Αχ||2 < ||Α||ε||χ||2 , V- X 6tn και A G t n ’n (9.48)

και ότι n [jAIL δεν είναι εξαρτώμενη από καμμία norm διανύσματος.ΐ!ι

θεώρημα 9.74 Για κάθε A 6 C n,n και για οποιαδήποτε norm πίνακα 

ισχύει ρ(Α) £  ||Α|| .

Απόδειξη Έστω λ^ μία οποιαδήποτε ιδιοτιμή του Α και 

ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα (χ^1  ̂f 0) . Τότε, έχουμε

λ.χ(1) = Αχ(1) . (9.49)

Εκλέγοντας τώρα μία οποιαδήποτε norm πίνακα |( · |j .και μία συμθιβαστή 

μ ’ αυτή norm διανύσματος II · II , από την (9.49) παίρνουμε

( ι ) (i)|! , οπότε

(9.50)

Η (9.50) ισχύει για κάθε ιδιοτιμή λ., του A , που σημαίνει ότι 

ρ(Α) < ||Α|| . ▲

θεώρημα 9.75 Έστω {χ } μία ακολουθία διανυσμάτων. Τότε ,
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x(K) ■+ χ εάν και μόνον εάν ||χ̂ κ) —  χ|| -►Ο για οποιαδήποτε norm
κ Κ - * · 00

διανύσματος.

θεώρημα 9.76 Έστω {Α*κ*}

Α(κ^  Α εάν και μόνον εάν ||Αίκ  ̂
κ -*■«> 

νακα.

μία ακολουθία πινάκων. Τότε,

-  Α|| -*· 0 για οποιαδήποτε norm πί

κ -*■«>

θεώρημα 9.77 Για κάθε norm πίνακα ισχύει

|Α*| < IIAllκ , V A £ C n ’n , κ = 1,2......

Απόδειξη Για κ = 1 ισχύει η ισότητα. Για κ > 1 έχουμε 

||ΑΚ|| = ||ΑΑΚ"1|| < ||Α||1|ΑΚ-·|| < ||Α||2||Ακ"2|| < ...< ||Α||Κ . A

θεώρημα 9.78 Εάν για κάποια norm πίνακα είναι ||Α|| < 1 , τότε

Ακ + 0 , δηλαδή, η ακολουθία των διαδοχικών δυνάμεων {Ακ> του πίνα-
κ
κα A G I n,n συγκλίνει στον μηδενικό πίνακα.

Απόδειξη Εάν ||Α|| < 1 , τότε από την ||ΑΚ|| < ||Α||Κ προκύπτει ότι

||Α||Κ + ο και ||ΑΚ|| -► 0 , οπότε από το θεώρημα 9.76 προκύπτει ότι
κ κ κ

Ακ -)■ 0 . A
κ ·+°°

θεώρημα 9.79 Για κάθε πίνακα Α 6 Ι η,η και κάθε ε > 0 υπάρχει

μία norm διανύσματος ΙΙχΙΙ , τέτοια ώστε για την εξαρτώμενη απ’ αυτή
α

norm πίνακα ||Α||α να ισχύει 

Ι|Α||α < Ρ(Α ) + ε .

Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 9.30 υπάρχει ένας ομαλός πίνακας 

Τ , τέτοιος ώστε Τ^ΑΤ = J , όπου J είναι η κανονική μορφή Jordan 

του Α . Κάθε Jordan block έχει την μορφή (βλέπε (9.20))

(



1

ν . (Κ) =

λκ 1 Ο
ο

(9.51)

Για κάθε ε > Ο ορίζουμε τον ακόλουθο διαγώνιο πίνακα D6(Cn,n

1

D =

η-ι

και σχηματίζουμε τον πίνακα 3  = D *JD = D ^ 1 ) 0 =  (TD)~1A(TD) . 

0 J προκύπτει από τον J αν το Jordan block (9.51) αντίκατασταθεί 

από το

λ ε κ

λ.. ε ο
ο

(9.53)

Έτσι, έχουμε 1)3)]̂  = ||D-1 JD)]̂  = JJ (TD)"1A(TD)||oo < ρ(Α) + ε . θέτοντας 

(TD )~1 = L,1ορίζουμε την norm διανύσματος ||χ|| (βλέπε και άσκηση 45)00 , JL
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Για την εξαρτώμενη από την (9.54) norm πίνακα (βλέπε άσκηση 45 ) ισχύ

ει επομένως,

I|A||% l =  I1LAL_1|!„ = ΙΙ(Τ0)·>Α(Τ0)||„ < ρ(Α) + ε . Α (9.55)

IIxL , l = I U L  · (9.54)

θεώρημα 9.80 A 0 εάν και μόνον εάν ρ(Α) < 1
Ο

>ΚΑπόδειξη i) Έστω ότι Α1̂-*· 0 . Εάν υποθέσουμε ότι ρ(Α) >, 1,

τότε ¥ κ είναι ρ(Ακ) > 1 και σύμφωνα με το θεώρημα 9.74 ισχύει 
κ κ

||Α ||> ρ(Α ) ^  1 , για οποιαδήποτε norm πίνακα. Αυτό όμως είναι άτοπο, 

διότι σύμφωνα με το θεώρημα 9.76 η Ακ -> 0 συνεπάγεται ότι

-*■ 0 
κ -►«>

• αο

ϋ )  Έστω ρ(Α) < 1 . Εφαρμόζοντας το θεώρημα 9.79 με ε =

1. ~  t έχουμε ότι (βλέπε (9.55))

|a |L>l < ρ (Α) ♦ i ^ p(A) = < 1 .

Σύμφωνα τώρα με το θεώρημα 9.78, προκύπτει ότι Ακ -*■ 0 . A
κ ·*■<*

00

θεώρημα 9.81 Η απειροσειρά Τ Ακ = I + A + A 2 + ... + Ακ + ...,
κ=0

συγκλίνει εάν και μόνον εάν ρ(Α) < 1 . Επί πλέον, όταν αυτή συγκλίνει 

έχουμε

I Ακ = (I -  Α)”1 . (9.56)
κ=0

Απόδειξη ι) Έστω ρ(Α) < 

ναι ιδιοτιμή του Α και επομένως 

ωρούμε την ταυτότητα

(I -  A)(I + Α2+ Α + .. 

από την οποία προκύπτει ότι

. Τότε, η λ = 1 δεν μπορεί να εί- 

ο πίνακας I -  Α είναι ομαλός, θε-

+ Ακ) ξ 1 -  Ακ+ι , κ = 0,1,2,..,

(9.57)

22
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Αφού p(A) < 1 , σύμφωνα με το θεώρημα 9.80 , είναι Ακ 0 , οπότε 

από την (9.58) παίρνουμε κ

(I + Α + Α2+ ... + Ακ) + (I -  A f 1 .
κ

Άρα,
00

I Ακ = (I —  Α)"1 . (βλέπε ορισμό 9.21) 
κ=0

ϋ )  Έστω ότι η απειροσειρά συγκλίνει στον πίνακα Β . Τότε, 

σύμφωνα με τον ορισμό 9.21 η ακολουθία {Β(κ)} , όπου Β(κ) = I + Α + 

Α2+ ... + Ακ , συγκλίνει στον Β , δηλαδή, Β(κ) -*· Β .

Έχουμε, Ακ = Β(κ) - Β ^ κ_ι) και επομένως Κ ̂ °°

1 i m Ακ = 1 im Β(κ) -  lim Β(κ" ° = Β -  Β = Ο . Άρα, 
κ κ κ

Ακ -► Ο , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα 9.80 είναι ρ(Α) < 1 και συνεπώς 
κ

Β = (I - Α ) ' 1 ,

σύμφωνα με την περίπτωση (i) . Α

θεώρημα 9.82 Εάν για κάποια norm πίνακα ισχύει [|Α|[̂  < 1 , τότε

i) i A K = < I - A f ‘ 
κ=0

ΙΙΑIIκ+1
ii) ||(Ι - A ) " 1 —  (I + Α + Α2+ ... + AK)|L < ---§---- .

β “ t - II α|| β

Απόδειξη i) Προκύπτει από τα θεωρήματα 9.74 και 9.81 . 

ϋ )  Είναι

(I -  A)'1 -  (I + Α + Α2+ ... + Ακ) = Α κ+ι + Ακ+Ζ + ...

I + A + A2+ ... + AK = (I - A)'1 - (I - A p A K+1. (9.58)
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και επομένως

|| (I — A)-1 —  (I + A + A2+ ... +AK)||g = ||AK+' ♦ AK+2 . ... ||g <

< iiaii*+1 ♦ IIAII-2 + ... = ιΐΑΐς+1(ΐ + iia h β * w *  ♦ ...) =

|A||K„+1
= ---S---- . A

1 -  II All 3

θεώρημα 9.83 AKv 0 για κάθε v 6ttn εάν και μόνον εάν ρ(Α) <1. 
κ -*·«>

Απόδειξη i) Εάν ρ(Α) < 1 , τότε από το θεώρημα 9.80 είναι

Ακ ■+ 0 , οπότε και
κ -»■<»

Ακν -► 0 για κάθε v 6 C n
κ -+°° /

ιι) Έστω ότι Ακν -*· 0 για κάθε vG(tn . Εάν το ν εκλεγεί
κ ·>«»

έτσι ώστε να είναι ιδιοδιάνυσμα του Α, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή

λ με |λ| = ρ(Α) , τότε Ακν = λκν και λκν -+ 0 , οπότε |λ| < 1
κ

και συνεπώς ρ(Α) < 1 .

θεώρημα 9.84 Εάν για την norm πίνακα ||Α||

νη κάποιας norm διανύσματος,ισχύει α < 1

1 + ||Α|
1 < ||(Ι ± Α)”ι||α < -— 1

1 —
α α

, που είναι εξαρτώμε- 

τότε

(9.59)

Απόδειξη Αφού η norm πίνακα ||Α|| είναι εξαρτώμενη από κάποια 

norm διανύσματος θα ισχύει ||Ι||α = 1 . Εάν ||Α||α < 1 , τότε σύμφωνα 

με το θεώρημα 9.74 είναι ρ(Α) < 1 και προφανώς οι πίνακες I ± Α εί

ναι ομαλοί, θα συνεχίσουμε την απόδειξη με τον πίνακα I —  Α , αφού 

πάντοτε μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον Α με —  Α . Από την ισότητα

I = (I —  A )(I - Α ) " 1 ,
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προκύπτει ότι

1 = ο - lid -  Α Η Ι  -  Α)-'!|α < |!Ι -Α||α||(Ι - Α ) * ’|| <

α + I'" Α II α (I -  Α) 1 +
α (I -  Α)

και διαιρώντας με τον παράγοντα 1 + ||Α|| προκύπτει η αριστερή ανισό

τητα (9.59) . Εξ άλλου ,με βάση το θεώρημα 9.82 έχουμε

(I - Α Γ \ -  || I Ακ||α < ||Ι||α ♦ ||Α||α + ||Α1 2||σ ♦ ... ♦ 
κ—0

+ Ι|ΑΚ||α + ... < 1 t IIAll„ + ||Α «„ + . . . +  IIAll“ ♦  ...  =
1 -  Ι|Α||

θεώρημα 9.85 Εάν A 6 C n,n , τότε

ρ(Α) = H m  (||ΑΚ|| / κ . Α
κ

Για τα επόμενα κεφάλαια υποθέτουμε ότι flxjj , x 8 C n συμβολίζει 

κάποια από τις norms'διανύσματος (9.32) και ||Α|| την αντίστοιχη εξαρτώ- 

μενη norm του πίνακα A 6tn,n .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Σημείωση Στις ακόλουθες ασκήσεις υποθέτουμε ότι οι πίνακες ανή

κουν στο Cn,n και τα διανύσματα στο Ιη , εκτός εάν διαφορετικά κα

θορίζεται.

1. Εάν οι Α,Β είναι συμμετρικοί (ή Ερμιτιανοί) πίνακες, να δειχθεί 

ότι ο ΑΒ είναι συμμετρικός (Ερμιτιανός) εάν και μόνον εάν ΑΒ =

= ΒΑ .

2. Να δειχθεί ότι κάθε πίνακας Α μπορεί να γραφεί: i) σαν άθροισμα

ενός συμμετρικού και ενός αντισυμμετρικού πίνακα ϋ )  υπό την μορφή
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A = Β + iC , όπου B,C είναι Ερμιτιανοί πίνακες.

3. Εάν L είναι ένας η χ η  αυστηρά κάτω (ή άνω) τριγωνικός πίνακας, 

να δειχθεί ότι Ln = 0 .

4. Ένας πίνακας Α =  (a..) » i»j = 1 (1)η καλείται unit τριγωνικός,
• J

εάν είναι τριγωνικός και a^. = 1 , i = 1(1)n . Να δειχθεί ότι ο 

αντίστροφος ενός τέτοιου πίνακα είναι επίσης unit τριγωνικός.

5. Να δειχθεί ότι κάθε ορθογώνιο σύνολο διανυσμάτων ν^1* , i = 1(1)κ, 

ν^1  ̂ψ 0 , είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

6. Να βρεθεί η γενική μορφή ενός 2 χ 2  πίνακα Α όταν: i) A = -  A 

ii) A'1 = Ah .

7. Να δειχθεί ότι ο πίνακας Α είναι Ερμιτιανός εάν και μόνον εάν 

A = R + iS , όπου ο R είναι πραγματικός συμμετρικός και ο S 

πραγματικός αντισυμμετρικός.

8. Εάν Α,Β 4 0 και ΑΒ = 0 , να δειχθεί ότι det(A) = det(B) = 0 .

9. Εάν Α είναι ομαλός πίνακας, να δειχθεί ότι Αχ ψ 0 , για κάθε διά-

νυσμα χ ψ 0 .

10. Αν Α φ 0 , να δειχθεί ότι υπάρχει χ ψ 0 τέτοιο ώστε Αχ f  0 .

11. Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα Α και ν ένα ιδιοδιάνυσμα

αυτού που αντιστοιχεί στην λ , να δειχθεί ότι: i) (cA)v = (ελ)ν ,

c 61 ϋ ) (Α -  μI)ν = (λ -  μ)ν , μ 6C iii) Α-1ν = ̂  ν (με την

προϋπόθεση ότι ο Α είναι ομαλός) iv) Amv = Amv , m θετικός α

κέραιος.

12. Έστω Α 6 IRn,n. Να δειχθεί ότι: ι) Εάν λ είναι μία πραγματική

ιδιοτιμή του, τότε ο Α έχει ένα πραγματικό ιδιοδιάνυσμα που αντι

στοιχεί στην λ . ϋ )  Εάν λ είναι μία μιγαδική ιδιοτιμή του, τό

τε ο Α έχει ένα μιγαδικό ιδιοδιάνυσμα χ που αντιστοιχεί στην

λ και η λ* είναι επίσης ιδιοτιμή του Α , με αντίστοιχο ιδιοδιά-

νυσμα το χ* .
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13. Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή του Α , να δειχθεί ότι π λ* είναι 

ιδιοτιμή του A .

14. Εάν u(i) είναι ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ίδιο- 

τιμή λ. αυτού και ν ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί
' (1 )Τ ( Κ \

στην ιδιοτιμή λ αυτού με φ λ , να δειχθεί ότι u ν ' =Ι\ Κ
= 0 .

Τ
15. Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή του Α , y ιδιοδιάνυσμα του Α που 

αντιστοιχεί στην ίδια ιδιοτιμή λ αυτού και ζ ιδιοδιάνυσμα ίου 

Αη που αντιστοιχεί στην λ* , να δειχθεί ότι yT = ζΗ και ζΗΑ =

16. Υποθέτουμε ότι ο πίνακας Α έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές λ. ,

i = 1(1)η . Εάν u είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοι- 

χεί στην ιδιοτιμή λ. αυτού και ν J ένα ιδιοδιάνυσμα του Α 

που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ*τ αυτού, να δειχθεί ότι 

υ(ι) ν^^ = 0 , 1 ψ j . Να δειχθεί επίσης ότι τα ν ^  , i = 1(1 )η 

μπορούν να εκλεγούν έτσι ώστε ι / ^ ν ^  = 1 .

17. Έστω Α ένας πίνακας και λ. , i = 1(1 )η οι ιδιοτιμές του με
* }

αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα χν , i = 1 (1 )η . Αν X είναι ο πί

νακας με στήλες τα χ(ι* , i = 1(1)n , να δειχθεί ότι ΑΧ = ΧΛ ,

18.

. 0 πίνακας X καλείται modal πίνακας

του Α . Αν τα χ ^  , i = 1(1 )n είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τό

τε Α = ΧΛΧ~1 .

Εάν στην i γραμμή του Α =  (a-j-j) τ0 Μόνο μη μηδενικό στοιχείο 

είναι το a.... , να δειχθεί ότι το a^. είναι μία ιδιοτιμή του Α.

Εάν Α,Β είναι Ερμιτιανοί, να δειχθεί ότι ΑΒ = ΒΑ εάν και μό

νον εάν οι Α,Β έχουν τους ίδιους modal πίνακες.

19.
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20. Αν μ. είναι οι ιδιοτιμές του Α , ρ̂  οι ιδιοτιμές του Β , λ.

οι ιδιοτιμές του A + Β και ξ,. οι ιδιοτιμές του ΑΒ , i = 1(1)η, 

να δειχθεί ότι

i) Σ λ. = I  (μ. + ρ .)
i=1 1 1=1 1 1

ϋ) Τ Τ  ζτ * Τ Τ  <Μ1Ρ1) .
1=1 1 1=1 1 1

21. Εάν ο πίνακας Α έχει ιδιοτιμές λ. , 1 * 1(1)η με αντίστοιχα
(ι \ '

ιδιοδιανύσματα χ , i * 1(1)η , να δειχθεί ότι ο πίνακας 

15(A)] [R(A)J 1 , det(R(A)) ψ 0 , όπου Q,R είναι πολυώνυμα,έχει 

Q(A.)
ιδιοτιμές τις -----  , i = 1(1)η » με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

R(Ai)

χ(ι) , 1 = 1(1)η .

22. Δίνεται ο η χ η  πραγματικός τριδιαγώνιος πίνακας

Να δειχθεί ότι i) ο Α έχει πραγματικές ιδιοτιμές 11) Αν 

= a , b. = b , C| * c , τότε οι ιδιοτιμές του Α είναι =

= a + 2/5c cos — ψ   ̂ , j = 1(1 )η .

23. Νά δειχθεί ότι κάθε ιδιοτιμή του Jordan block JV .(K) (Βλέπε

(9.20)), που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λκ αυτού J είναι της Μορ
φής ae(l) όπου e(l) = (1 ,0 , 0 , ..., 0)Τ και α 6(1 , α ψ 0,

δηλαδή, η γεωμετρική πολλαπλότης της λ είναι 1 .κ
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24. Να δειχθεί ότι κάθε πραγματικός πίνακας που είναι όμοιος με ένα 

πραγματικό συμμετρικό πίνακα έχει η γραμμικώς ανεξάρτητα πραγ

ματικά ιδιοδιανύσματα.

25. Δίνεται ο πραγματικός πίνακας Α =
σ 3

V δ
. Πότε ισχύει: ΐ)

ρ(Α2) = p(A'A) ; ii) Α*Α = ΑΑ1 ;

26. Αν Α =
α •3"

3 Υ
Α πραγματικός, να δειχθεί ότι ρ(Α) <

λά2 +2β2 + ν2 .23 +Υ . Πότε ισχύει το = ;

27. Εάν λ. , i = 1(1)n είναι οι ιδιοτιμές του Α και μ»,, μ„ η
Η Μ

μικρότερη και η μεγαλύτερη αντίστοιχα ιδιοτιμή του A Α , να δειχ- 

θεί ότι μ < |λ. 12 < μ„ .m =  1 =  Μ

28. Αν Α είναι normal πίνακας και λ μία ιδιοτιμή του, να δειχθεί
TJ

ότι η λλ* = |λ|2 είναι ιδιοτιμή του ΑΑ .

29. Αν Α είναι ομαλός, να δειχθεί ότι υπάρχει ένας πίνακας μεταθέ- 

σεως Ρ , τέτοιος ώστε τα διαγώνια στοιχεία του ΡΑ να είναι φ 0.

30.

31.

32.

33.

Εάν ο Α =  (a..) » i,j = 1(1 )n είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος,.
• J

να δειχθεί ότι det(A) φ 0 και a^. φ 0 , i = 1(1 )n .

Αν Α,Β είναι Ερμιτιανοί και θετικά ορισμένοι και ΑΒ = ΒΑ , να 

δειχθεί ότι οι πίνακες Α-1Β και ΑΒ είναι Ερμιτιανοί και θετι

κά ορισμένοι.
II

Αν λ.. , i = 1(1 )n είναι οι ιδιοτιμές του Α και ο A + Α 

ναι θετικά ορισμένος, να δειχθεί ότι Ιΐθλ. > 0  , i = 1(1)η .

Εάν ο Α είναι πραγματικός συμμετρικός και θετικά ορισμένος_
η Π Τ Τ

η χη πίνακας και b G IR , να δειχθεί ότι min χ Αχ - χ b 
, Α λ xGIRnL2

= — j  xTb , όπου χ τέτοιο ώστε Αχ = b .
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34. Αν ο Α =  (a..) , i,j = 1(1)η είναι πραγματικός συμμετρικός, να

δειχθεC ότι λ < min a..' και λ,. > max a.. , όπου λ , λ., η
m =  -j Π  Μ =  -j 11 π γ  Μ

μικρότερη και η μεγαλύτερη αντίστοιχα ιδιοτιμή του A .

35. Αν A,BG(En,n , να δειχθεί ότι ι) |Α + Β| ^  |Α| + |Β| ϋ )

IΑΒ| < |Α11Β| iii) |λΑ| = |λ! (Α| , λ 6C 1ν) |ΑΚ | < |Α|Κ , κ 

φυσικός ν) ρ(ΑΒ) < ρ(|Α||Β|) vi) ρ(Α + Β) < ρ(|Α| + |Β|) .

Itr(A)|
36. Για κάθε η χη πίνακα A , να δειχθεί ότι i) ρ(Α) -------

η
ϋ )  ρ(Ακ) = [ρ(Α)]ι< , κ φυσικός.

37. Για τις norms διανύσματος (9.32) να δειχθεί ότι

D ML < ΙΙχΙΙ2 < INK < π ΜΙ, < η ML "> ΜΙ22 < MiJixIL ·

38. Αν χ G IR2 , να γίνει η γραφική παράσταση των: i) ||χ|Ι, <. 1 ϋ )

IMU < 1 ill) Μ „  < 1 ·

ί Κ) f κ)
39. Δίνεται η ακολουθία διανυσμάτων {χ } . Εάν χ + χ , να δειχ-

(κ) κ ̂ °° 
χθεί ότι ||χν '|| -► ||χ|| , για οποιαδήποτε norm διανύσματος.

κ -*■ °°

40. Για την || ·||2 να δειχθεί η (9.28) (iii). Να δειχθεί ότι το = 
ισχύει εάν και μόνον εάν y = αχ , όπου α σταθερά 0 .

41. Εάν x,y είναι ορθογώνια διανύσματα, να δειχθεί ότι ||χ + y||| ==:

= Μ I + Μ I ■

42. Έστω

43.

χ|| μία norm διανύσματος. Εάν ||Α|| είναι η norm-πίνα- 
α α

κα η εξαρτώμενη από την ||χ|| και ||Α|| μία norm συμβιβαστή με

την ·||χ|| , να δειχθεί ότι ||Α|| < ||Α|Ι ?
α α —  β

Έστω ||Α||β μία norm πίνακα. Τότε, υπάρχει μία norm διανύσματος 

που είναι συμβιβαστή με την ||Α||β , δηλαδή, ||Αχ||α <

< Ι|Α|Ι3Ι|χ»α
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44. Μία norm πίνακα ||A|| , A =  (a^) > i *j = 1 (1)η καλείται κανονική 

εάν 1) |aij.| < ||A|| και για n = 1 ||A|| = |aM | , ii) |A| < 

£  lB! =*> ||A|| < ||B|| και iii) ||A|| = |||A|||. Να δειχθεί ότι οι

II Α|| χ . U A L  ,||A||e είναι κανονικές.

45. Αν ||χ|| είναι μία norm διανύσματος και L ένας οποιοσδήποτε

ομαλός πίνακας, τότε η ||χ|| = (|Lx|| είναι μία norm διανύ-
Q ,L  U

σματος (καλείται a,L -  norm). Να δειχθεί ότι για την εξαρτώμενη 

norm πίνακα ||Α||α ^  ισχύει l|A||ajL = !|LAL_1||a .

46. Αν A,BGIn,n , x,yGIn , να δειχθούν οι σχέσεις i) ||Α||2 <

< II |Α|||2 < ||Α||Ε < /ή ||Α||2 11) ||ΑΒ||Ε < ||Α||Ε||Β||2 111) ||ΑΒ||ε <

< |Α||2||β||ε iv) ||a h l = iial , ||α η||2 = ||α ||2 , ||α η ||ε = ||α ||ε V)

m l < «All,UAL Vi) |xHAy| < ||A||2||x||2||y||2 vii) ||AhA||2 =  ||Af2.

47.

48.

'49.

Av A είναι normal πίνακας, να δειχθεί ότι ||Α||2 = ρ(Α) 

Αν D =  (d-.) , είναι διαγώνιος πίνακας, να δειχθεί ότι ι)
* J

HDlIx = ΙΙ°ΙΙ2 ϋ )
I I Ν 2

min -----
χ^Ο || χ|| 2

min|d.. | , χ 6(Εη . 
i 11

Αν A =

α

1

1

1
α

1
α > 03 να δειχθεί ότι

50. Εάν A = (a..) , i,j = 1(1)η είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος,
• ϋ

να δειχθεί ότι
. 1

II α -1 <·
00 ■ =

n Ί
a·-·! -  I la,,1'min

i n
j=1 ij'J

j/i
-1 «-In . ii.-liiiln-l51. Να δειχθεί ότι ||A~ -  B~ || ^  ||A~ ||||B~ ||||A -  B|| ,* όπου Α,Β ομα
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λοί πίνακες.

52. Αν για κάποια norm πίνακα ισχύει ||Am!| < 1 , m > 1 » να δειχθεί 

ότι ρ(Α) < 1 .

53. Να δειχθεί ότι ΐ) Για οποιαδήποτε norm πίνακα || · || ισχύει 

II Ι|| > 1 . ϋ )  Για κάθε norm πίνακα || · || , που είναι εξαρτώμε-

νη κάποιας norm διανύσματος, ισχύει ||Ι|| « 1 .

54. Αν Α,Β 6In ’n , ΑΗ = Α'1 , να δειχθεί ότι 1) ||ΑΒ||2 = ||ΒΑ||2 =

« IΒ||2 = IIΑΒΑΗ||2 ϋ )  ||ΑΒ||Ε = ||ΑΒΑη !|ε = ||Β||Ε 111) IIΑ|| j > 1 ,

II AIL > 1 ·

Να βρεθούν οι ||Α|| 11|Α||2||A|L
1

αν A =
1

1

1 α
•

1 β
56. Αν Α = *· CO II

α 1_ β  L

, α,3 > 0 , να δειχθεί ότι II ΑΒ|| 2 =

= IIAWIBIU .

57. Αν Α είναι Ερμιτιανός, να δειχθεί ότι ||Α||| 

1 = 1(1)η οι ιδιοτιμές του Α .

η
λ

=1
όπου λ.. ,

58. Αν Iχ|| είναι μία norm διανύσματος και ||Α||α π εξαρτώμενη 

από αυτή norm πίνακα, τότε υπάρχει διάνυσμα χ ψ 0 τέτοιο ώστε

Ι|Αχ||α = |Α||α»χ||α .

59.

60.

Αν Α είναι ομαλός πίνακας, να δειχθεί ότι 

x 6 C n .

min ||Αχ|| = ||Α’ ι|Π1,
1x1*1

Αν Α,Β είναι ομαλοί πίνακες και λ^ , 1 = 

του Α, να δειχθεί ότι

1) κ(Α) = ΙΙα 'Ί ΙΙΙα ΙΙ
max|A.| * 1

1(1)n οι ιδιοτιμές
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11) κ(Α2) < Qc(A)J2 iii) κ(ΑΒ) < κ(Α)κ(Β)

iv) κ (cA) = κ(Α) , c 6<C ν) κ2(Α) = l|A
-ι

m
όπου μ., μ η μεγαλύτερη και η μικρότερη αντίστοιχα ιδιοτιμή „ Μ m
του ΑηΑ .

61. Εάν Α είναι ομαλός Ερμιτιανός πίνακας, να δειχθεί ότι
ΓΜΧ|λ..|

I) κ 2(Α) ξ flA“lU A | | 2 = min|ΧΤ'| > όπου λΐ » 1 = 1<1)η 01
i 1

ιδιοτιμές του A .

II) Κ2(Α2) = Γκ2( Α 0 2 > κ2(Α) .

62. Αν Α,Β 6 <Cn,n , Αη = Α"1 , ||Β||2 < 1 , να δειχθεί ότι

1 + IIΒΒ
κ2 (A + Β) <

ι -||β||

63. Αν A,U 6 In,n , UH = U”1 , να δειχθεί ότι k 2(UA) = k 2(AU) = κ2(Α)

64. Εάν Α,Ε 6Cn,n , Α ομαλός και ||Α-1||||Ε|| < ^  , να δειχθεί ότι

||I —  (Α + Ε)-1Α|| < 1 . Με την προϋπόθεση ότι και ο Ε είναι ομα

λός, να δειχθεί επίσης ότι ||(Ι ± Ε~1 Α)|| < 1 .

^  1 0.4 0.7

65. Να δειχθεί ότι ο πίνακας Β = 0.1 0.2

0.3 0.2 1
-1

είναι ομαλός

και να βρεθεί ένα άνω σφάλμα νια την ||Β” || , χωρίς να υπολογι-

σθεί ο Β-1 .

66. Εάν A,B6Cn,n , det(A) = 0 , ||Α*1||||Β|| < 1 , να δειχθεί ότι

1
|| (Α —  Β) ~11[ <

!|α- XII -1 -  II Β||

67. Για κάθε A6(tn ’n , να δειχθεί ότι -4-  Ακ 0 .
κ· κ

\;·!>· ■»//

.$·

_Λ___ .
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70.

68,
.Η . -1

Αν A = I -  2χχη με ||χ||2 = 1  , χ 6Cn , να δειχθεί ότι Α = Α' 

και A2 = I .

Αν A 6 Ιη,η , να δειχθεί. ότι m a x ^  -l < ||Α|| < η maxla.-l .
i,J 'w

-1,

1J

Εάν Α,Ε 6In,n , det(A) ψ 0 και ||Α Ε|| < 1 , να δειχθεί ότι

|Α“1ΕΙ
i) 11 - (A + Ε) ~1 Α|| <

1 ~  I! Α_ 1EJI

— 1 ιι ιι * — 1 ,

ϋ )  ||Α"1 - (Α + Ε Γ ΊΙ <
. Ι|Α'·|ΙΙ|Α"Ε||

1 -ΙΙα - ειι

Εάν Α είναι ομαλός και ο A + Β είναι μη ομαλός, να δειχθεί ότι

Ι|Β||||Α-ι|| > 1 .

Αν . A.C 6 (Γη,η , det(A) ψ 0 , Β = A -  C και ||C||!|A"l|| < 1 , να

!Ι Α"1«

71

72.

δειχθεί. ότι i) ο Β είναι ομαλός ϋ )  ||Β“ || <:

. . . .  a -.„ill) ||Β - A  II <

1 -l|A-‘||||c||
και

1 -  IA"‘!| ||C||

73. 'Εστω R = I —  AC , ||R|| < 1 . Να δειχθεί ότι i) οι A,C είναι

ομαλοί ii) ||Α"'|| £  ^
1 -  II R|

,  „ llc l i R!l
Hi) IIC -  A 'll 1 1 -  II R|
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Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  

ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ

10.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με αριθμητικές μεθόδους επιλύ- 

σεως συστημάτων η γραμμικών εξισώσεων με π αγνώστους. Η γενική 

μορφή ενός τέτοιου συστήματος είναι:

1 1Χ1 + a ! 2χ 2 + . . .+ a χ in n
— ■>,

X + a X. + . . .+ a x — b.21 1 22 2 2n n 2
•
•

•
•

• •

X, + a ΧΛ + . . · + a x = bm  ι Ώ2 2 nn n n

όπου οι συντελεστές a·- , i,j = 1(1)π και τα δεύτερα μέλη b. ,
* J  *

i = 1(1 )π είναι δοσμένοι αριθμοί και , 1 = 1(1)π είναι οι άγνω

στοι. Το σύστημα (10.1) γράφεται υπό μορφή πινάκων ως εξής

Αχ = b , (10.2)

όπου Α =  (a^·) » x = (x^) και b =  (b..) , i j  = 1(1 )n . 0 πίνακας 

A καλείται πίνακας των συντελεστών του συστήματος (10.1) ή (10.2) και 

το διάνυσμα b καλείται διάνυσμα των σταθερών όρων του συστήματος.
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Υποθέτουμε επίσης ότι Α 6 Κ η ’η και b 6 IRn (πρέπει να σημειωθεί 

ότι αν Α 6 Ι η,η και b G C n , τότε μπορεί να δειχθεί (βλέπε π.χ.άσκη

ση 1)ότι η επίλυση του (10.2) ανάγεται στην επίλυση ενός συστήματος 

γραμμικών εξισώσεων By = c , όπου B 6 I R 2n’2n και c 6 IR 2n , δηλα

δή, ενός πραγματικού συστήματος διπλάσιας τάξεως.

Σύμφωνα με το θεώρημα 9.12 το σύστημα (10.2) έχει μία μοναδική 

λύση (την X = A-1b) εάν και μόνον εάν det(A) ψ 0 . Η μοναδική αυ

τή λύση δίνεται επίσης από τις (9.13) (κανών του Cramer). Εάν 

det(A) = 0 , τότε το σύστημα (10.2) ή 1 δεν έχει λύση ή έχει άπειρες 

λύσεις, πράγμα που εξαρτάται από το διάνυσμα b . Στη συνέχεια,θα υ

ποθέτουμε ότι det(A) ψ 0. (Τονίζεται εδώ,ότι στους πρακτικούς υπο

λογισμούς, λόγω των αναπόφευκτων σφαλμάτων στρογγυλεύσεως, που υπει

σέρχονται, το πρόβλημα του προσδιορισμού εάν ο Α είναι ομαλός ή ό

χι παρουσιάζειδυσκολίες. Έτσι, ένας "θεωρητικά" μη ομαλός πίνακας 

μπορεί να εμφανίζεται σαν ομαλός και αντιστρόφως).

Υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες μεθόδων για την αριθμητική επί

λυση του συστήματος (10.2) . Αυτές είναι: ι) οι άμεσες μέθοδοι, οι 

οποίες μας δίνουν την ακριβή λύση του (10.2) σε ένα πεπερασμένο αρι

θμό βημάτων, εάν υποθέσουμε ότι οι υπολογισμοί γίνονται χωρίς σφάλμα

τα στρογγυλεύσεως. Στην πράξη, λόγω των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως, μία 

προσεγγιστική λύση βρίσκεται, για την οποία ο αριθμός των πράξεων που 

απαιτούνται είναι ανεξάρτητος από την επιζητούμενη ακρίβεια και ϋ )  

οι έμμεσες ή επαναληπτικές μέθοδοι, οι οποίες αρχίζουν με μία (αυθαί

ρετη) αρχική προσέγγιση της λύσεως και παράγουν με την βοήθεια ενός 

αναδρομικού τύπου μία ακολουθία διαδοχικών προσεγγίσεων, η οποία (κά

τω από κατάλληλες συνθήκες) θα συγκλίνει στην ακριβή λύση του συστή

ματος, μετά από άπειρες επαναλήψεις και υποθέτοντας την απουσία των 

σφαλμάτων στρογγυλεύσεως. Στην πράξη, ο αριθμός των επαναλήψεων εξαρ- 

τάται από την επιζητούμενη ακρίβεια της λύσεως.

Το πρόβλημα της επιλύσεως συστημάτων γραμμικών εξισώσεων παρου

σιάζεται συχνά σε πολλούς κλάδους των εφαρμοσμένων Μαθηματικών και 

γενικώτερα των θετικών επιστημών. Η τάξη του πίνακα Α μπορεί να κυ-
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μαίνεται από μερικές δεκάδες μέχρι αρκετές εκατοντάδες χιλιάδες. Ακό

μη, στην 'Αριθμητική Ανάλυση, εμφανίζονται γραμμικά συστήματα σε συν

δυασμό και με άλλα προβλήματα, όπως είναι η αριθμητική επίλυση διαφο

ρικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους, με την μέθοδο των πεπερασμένων 

διαφορών, η επίλυση προβλημάτων εδιοτιμών κ.λ.π. . Οι μέθοδοι που 

θα εξεταστούν στη συνέχεια είναι από τις πιο γνωστές που χρησιμοποι

ούνται για πρακτικές εφαρμογές.

10.2 Ά μ ε σ ε ς  Μ έ θ ο δ ο ι

Είναι γνωστό ότι η λύση του συστήματος 10.2 μπορεί να βρεθεί θεω

ρητικά με τον κανόνα του Cramer (βλέπε (9.13)), ο οποίος απαιτεί τον 

υπολογισμό η + 1 οριζουσών τάξεως η . Μπορεί να δειχθεί ότι για την 

πλήρη επίλυση του συστήματος, αναπτύσσοντας πλήρως κάθε ορίζουσα, απαι

τούνται αριθμητικές πράξεις ισοδύναμες με περίπου 2(η +1)! πολλαπλα

σιασμούς. Έτσι, ακόμη k0(l για σχετικά μικρό η , π.χ. η =  100 ,(1001 = 

_ ίο157,9 ’’')>ο αριθμός των αριθμητικών πράξεων, που απαιτούνται, εί

ναι πέρα από τις δυνατότητες των συγχρόνων αλλά και μελλοντικών υπολο

γιστικών μηχανών. Για τον λόγο αυτό, είναι πρακτικά αδύνατη η χρησιμο

ποίηση της μεθόδου του Cramer. Πρέπει να σημειωθεί ακόμη,ότι ο αριθμός 

των πράξεων μιας μεθόδου είναι σημαντικός παράγων και για την ακρίβεια 

των αποτελεσμάτων, λόγω της πιθανής συσσωρεύσεως των σφαλμάτων στρογγυ- 

λεύσεως κατά τους υπολογισμούς. Γι’ αυτό, είναι απαραίτητο οι μέθοδοι 

που χρησιμοποιούνται στην πράξη να είναι ταχείς και ακριβείς. Η απλού- 

στερη και περισσότερο γνωστή άμεση μέθοδος είναι η καλούμενη μέθοδος 

απαλοιφής του Gauss .

10.2.1 Η Μ έ θ ο δ ο ς  α π α λ ο ι φ ή ς  τ ο υ  G a u s s

Με την μέθοδο αυτή το σύστημα (10.2) μετασχηματίζεται σε ένα ισο

δύναμο σύστημα (δηλαδή, ένα σύστημα με την ίδια λύση)

Rx = c , (10.3)
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όπου ο πίνακας R είναι άνω τριγωνικός. Έτσι, το σύστημα (10.3) μπο

ρεί εύκολα να λυθεί με την γνωστή μέθοδο της προς τα πίσω αντικατάστα

σης, όπως θα δειχθεί στη συνέχεια. Αλλά, πρώτα ας δούμε πώς προκύπτει 

το (10.3) από το (10.2) .

Είναι γνωστό ότι οι ακόλουθες στοιχειώδειςδιαδικασίες εφαρμοζόμε

νες στο σύστημα (10.1) μετατρέπουν αυτό σε ισοδύναμα συστήματα:

ι) Αντιμετάθεση δύο οποιωνδήποτε εξισώσεων (αλλαγή της σειράς 

των εξισώσεων).

ϋ )  Πολλαπλασιασμός μιας οποιοσδήποτε εξισώσεως με μία σταθερά

Φ 0 .
ιϋ) Πρόσθεση του γινομένου μιας εξισώσεως επί μία σταθερά φ 0 

σε κάποια άλλη εξίσωση.

Αντί να εργαζόμαστε με τις εξισώσεις του συστήματος, συνήθως, οι 

παραπάνω διαδικασίες εκτελούνται στις γραμμές του αυξημένου πίνακα του 

συστήματος (ο οποίος προκύπτει θέτοντας δεξιά του πίνακα των συντελε

στών Α σαν νέα στήλη το διάνυσμα των σταθερών όρων b ), που θα συμ

βολίζεται στη συνέχεια με (A,b) , δηλαδή,

(A,b) =

a a,„ ... a bii 12 in i
a a

21 2 2
a, b 2n 2

a a ... a bni n2 nn n
( 1 0 . 4 )

Για να γίνει η περιγραφή της μεθόδου πιο συστηματική θα συμβολί

σουμε με

Α(1)χ = b(1) ( 1 0 . 5 )

τό σύστημα (10.2) , οπότε

23
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(A(,\ b (,)) =

( Ο  .Ο)
1 1

( 1 )
21

1 2

( Ο
22

a<*> a<‘>ni Π2

( O  J O
in

( l )
2n

O )
nn

1

( i )
2

b<‘>n

( 10.6 )

Υποθέτουμε ότι a(‘> *  011 “ Τότε, η πρώτη γραμμή του
(Ο

(A(,\ b (,)) κα-

ai!>- 0 ,1 1
a <.·>*
V

λείται οδηγός γραμμή και το a ^  οδηγό στοιχείο. (Εάν 

τότε, επειδή d e t ( A ^ )  f  Ο , μπορούμε να βρούμε ένα στοιχείο

Ο (j > 1) . Ανταλλάσσουμε τότε τις γραμμές 1 και j του (10.6) 

και εργαζόμαστε στη συνέχεια με τον προκύπτοντα πίνακα που θα δίνεται 

από το γινόμενο 1 ̂ (Α^1 1 ̂ ) > όπου είναι ένας κατάλληλος

πίνακας μεταθέσεως). Στο πρώτο βήμα της απαλοιφής, για i = 2(1)n , 

προσθέτουμε το γινόμενο της οδηγού γραμμής επί

mii =

a(1)

a (1> 1 1

(10.7)

στην i γραμμή του πίνακα (10.6). Τα , i = 2(1)η,που δίνονται 

από την (10.7) καλούνται πολλαπλασιαστές. Σαν αποτέλεσμα παίρνουμε 

τον πίνακα

( Ο  
1 1

(A(2),b(2)) =

0

(.)
12 a(1) ··· a m "ί,)

(a)
22 a(2)• · · fl2Π

••
•

b(2)2
•
•
# • (10.8)

(2)
Π2

a(2) • · « (»nn b<2)η

<2>χ
( o)

= b είναι ισοδύναμο με το (10.5)

Λ

1
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αλλά, ο άγνωστος χχ έχει απαλειφθεί από όλες τις εξισώσεις εκτός της 

πρώτης. Με την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχει ανταλλαγή γραμυών στον 

είναι, εύκολο να δειχθεί ότι Α <2) = Μ(1,Αα )  και b<2) =  M(,)b(1) , 

όπου Μ(1) είναι ο η χ η  πίνακας:

Μ( Ο  =

0

m2 1 1

m31 0

mni 0

0

0

1

... ο 

... ο

... 1

(10.9)

Υποθέτουμε τώρα ότι a ^  ¥ 0 . (Εάν = 0 , τότε η δεύτερη γραμμή 

στον (10.8) ανταλλάσσεται με κάποια από τις επόμενες γραμμές,έστω την q 

(q > 2) με aJ^V 0 . Αυτό είναι πάντοτε δυνατό, αφού d e t ( A ^ )  ψ 0). 

Η δεύτερη γραμμή του (10.8) είναι τώρα οδηγός γραμμή και το a22 οδη

γό στοιχείο. Στο δεύτερο 8ήμα της απαλοιφής η ίδια διαδικασία, που πε- 

ριγράφηκε στο πρώτο 8ήμα, εφαρμόζεται τώρα στον πίνακα που προκύπτει 

εάν παραλείψουμε την πρώτη γραμμή και πρώτη στήλη του (10.8). Οι νέοι 

πολλαπλασιαστές είναι:

mi2 = -
a<2>12

a(2)
22

, 1 = 3 (1) η . ( 10. 10)

Έτσι, προκύπτει ο πίνακας

(A(3),b(3) ( 10. 11)
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που αντιστοιχεί στο σύστημα

Α (3)χ = b(3) (10.12)

(ισοδύναμο με το A χ =  bv ') , όπου ο άγνωστος χ2 έχει απαλειφθεί 

από όλες εκτός από τις δύο πρώτες εξισώσεις. Επίσης, (υποθέτοντας ότι 

δεν υπάρχει ανταλλαγή γραμμών στον A ) , ισχύει A = Μ A , 

b ^  = M ^ b ^  , όπου

Μ (2 ) _

3 2

112

1 ... ο

0 ... 1

(10.13)

Μετά από κ —  1 (1 < κ < η) βήματα απαλοιφής, φθάνουμε στον πίνακα

(A(K),b(K)) =

J
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που αντιστοιχεί στο σύστημα

Α(κ)χ = b(K) , , (10.15)

το οποίο είναι ισοδύναμο με το αρχικό. Για την εφαρμογή του επόμενου

βήματος απαλοιφής ( κ βήμα), υποθέτουμε ότι φ 0 . Τότε, το
(κ)

a ' 7 είναι οδηγό στοιχείο και η κ γραμμή του (10.14) οδηγός γραμμή, κκ
Για i = κ + 1 , κ + 2.... η, προσθέτουμε το γινόμενο της οδηγού γραμ

μής επί

aiK)

rai K = - - W  .
V

στην i γραμμή του (10.14) . Έτσι, προκύπτει ο πίνακας

(Α^κ+1) , b^K+1)) , που αντιστοιχεί στο σύστημα Α(κ+1)χ =  b*K+l) και

ισχύει Α (κ+1) = Μ(Κ)Α(Κ) , b(Kt,) =  M(K,b(,<> , 6„ου

(10. 1?)
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Μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα του πίνακα (10.17) είναι ότι ο αντίστροφός

του προκύπτει αλλάζοντας απλώς το πρόσημο των m. , i = κ + 1, κ + 2,
(κ) 1 κ

..., η . (Εάν a = 0 , τότε η κ γραμμή του (10.14) ανταλλάσσεταιΙνΙν / ι

με κάποια γραμμή q , q > κ , με ^ 0 . Η νέα κ γραμμή γίνεται

τότε οδηγός γραμμή και το νέο a' οδηγό στοιχείο. Αυτό είναι πάντο-

τε δυνατό αφού η det(Al 0 συνεπάγεται ότι det(A(K') ^ 0 . Έ -  

τσι, προκύπτει ο πίνακας Ρν (A ,b '), με τον οποίο εργαζόμαστε
( Κ )

στη συνέχεια, όπου Ρ είναι ένας κατάλληλος πίνακας μεταθέσεως.
ίκ)

Συγκεκριμένα, ο Ρ προκύπτει από τον I εάν γίνει ανταλλαγή των 

γραμμών κ και q και ισχύει (Ρ ) = Ρ ) .

Τελικά, μετά από η -  1 βήματα απαλοιφής ο πίνακας (10.6) μετα

σχηματίζεται στον

(A(n),b(n))

1 (1) a(’> a(l)• · · a a<‘> b(,>X 1 1 2 i m 1

0 a<2)22 a(2>
• · · a!,n-i

a(2)
an b(2>2

• • • • •
• • • • •
• • • • •

0 0 -(n-i)• · · an-i ,n-i
,(n-i)an-i ,n b(n'n-i

0 0 . . .  0 a<">
nn

b(n)
n

δηλαδή, το σύστημα (10.5) μετασχηματίζεται στο ισοδύναμο σύστημα

A (n)x = b(n) , (10.19)

όπου ο Α ^  είναι άνω τριγωνικός. Σημειώνεται ότι στον πίνακα Α(η^

θα είναι a*n  ̂ψ 0 . To a ^  θεωρείται σαν το η —  στό οδηγό στοιχείο.nn nn

θέτοντας A(n) = R = (r..) και b(n) = c = (c.) , λύνουμε το σύστημα
IJ *

O
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Rx = c με την μέθοδο της προς τα πίσω αντικατάστασης ως εξής: Η τε

λευταία εξίσωση αυτού δίνει

c
χ = —ϋ_ 
η Γ __ ηητ— ----------^

Η υπολογισθείσα αυτή τιμή του χ αντικαθίσταται στην προτελευταίαη
(η -  1) εξίσωση, από την οποία παίρνουμε

r —  ρ χ
η-ι η-ι,η η

Λ ·

η~1 Γ η-ι,η-ι

Οι τιμές τώρα των χ , χ , που βρέθηκαν αντικαθίστανται στην η -  2 

εξίσωση, από την οποία βρίσκουμε τον άγνωστο χ και η διαδικασία 

συνεχίζεται μέχρις ότου υπολογισθούν όλοι οι άγνωστοι ,ι =

= 1(1)η . 0 γενικός τύπος που μας δίνει τις τιμές των αγνώστων είναι

η
— V r .  ι 4 , ικ

χι =
κ=ι + 1

rii

η , η -  1, η -  2,...,1 . (10.20)

ί κ)
Σημειώνεται ότι γ .. ψ 0 , αφού στον (10.18) είναι a' φ 0 , κ =  1(1)η.II ΚΙν

Από την παραπάνω περιγραφή της μεθόδου απαλοιφής του Gauss είναι 

φανερό ότι ,εάν δεν υπάρχουν ανταλλαγές γραμμών, τότε

R = Α (η) = ΜΑ(ι) ,

c =

( 10.21)

όπου

Μ = M (n-1)M (n"2)... Μ(2)Μ(1)

0 Μ είναι προφανώς κάτω τριγωνικός και μπορεί να δειχθεί ότι
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1 0 0 . . . 0

-mai 1 0 . . . 0

-m 31 ' m 32 1 . . . 0

-m,i -m42 - mi*3 * * * 0
• • • •• • • •• • •

~mm -mΠ2 -m . . .113 1

Από την (10.21) προκύπτει ότι

( 10. 22)

I
ί

I

I

Α (1) = Μ *R = LR ,

όπου ο L = Μ-1 είναι κάτω τριγωνικός και ο R άνω τριγωνικός. Δηλα

δή, ο έχει γραφεί σαν το γινόμενο δύο τριγωνικών πινάκων. (Είναι

φανερό ότι ο Μ-1 στην (10.22) μπορεί να κατασκευασθεί εύκολα,γνωρίζον

τας τους πολλαπλασιαστές m. , 1 > κ (βλέπε (10.16)). Μπορεί να απο-
( 1 ) * ̂δειχθεί ότι εάν ο Α είναι ένας πραγματικός συμμετρικός θετικά ορι

σμένος πίνακας η ένας αυστηρά διαγώνια υπέρτερος πίνακας (βλέπε ορι - 

σμούς 9.13 και 9.16),τότε η απαλοιφή του Gauss ολοκληρώνεται χωρίς αν

ταλλαγές γραμμών. (Σημειώνεται ότι αν λάβουμε υπ’ όψιν και την πιθανή

αντιμετάθεση δύο γραμμών του πίνακα (A ,bv ') για να εφαρμοσθεί
/ \

το κ βήμα απαλοιφής , κ = 1(1)η -  1 (όταν συμβεί a^K = 0) , τότε 

(A(K+l),b(K+1))= Μ (κV K)(AiK),b(K)) και επομένως οι (10.21) πρέπει 

να αντικατασταθούν από τις

R = A(n) = M(n-1 V n-1 V n 2)P(n 2)... M(2)P(2)M(1)P(1)A(1)= GA(1),

c = b(n) = Gb(l)
(10.23)

To σύστημα G A ^ x  = G b ^  είναι ισοδύναμο με το αρχικό Α ^ χ  =

= . Από την (10.23) έχουμε Αν''= G 'R = LR , όπου ο L =  G 1

δεν είναι γενικά κάτω τριγωνικός. Μπορεί όμως να δειχθεί στην περίπτωση

(Ο -ι

ϊ-.ΙΚ

.. ...Λ-— I
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αυτή ότι

όπου

και

ΡΑ(1) = LR ,

ρ — p(n-1)p(n-2) ρ(2)ρ(0 είναι ένας πίνακας μεταθέσεως

L = PL = PG
-1

είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας. Δηλαδή, για κάθε ομαλό πίνακα A
Ο )

( Ο

ΡΑ' να γράφεταιυπάρχει ένας πίνακας μεταθέσεως Ρ , έτσι ώστε ο 

σαν γινόμενο δύο τριγωνικών πινάκων).

Όπως τονίστηκε στην περιγραφή της μεθόδου απαλοιφής του Gauss,

ο μόνος περιορισμός για το οδηγό στοιχείο (στο κ βήμα της απαλοιφής)
(κ)

a ήταν να είναι διάφορο του μηδενός, κ =  1(1 )η -  1 . Εάν το οδηγό κκ
στοιχείο ,(Κ)

κκ είναι μικρό απολύτως, σε σύγκριση με τα â .K\  i > κ ,
1 κ

τότε οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστές m. που δίνονται από την (10.16)
I Ι\

θα είναι απολύτως μεγαλύτεροι της μονάδος, με αποτέλεσμα να προκαλεί- 

ται μεγέθυνση των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως στα διάφορα βήματα της απαλοι

φής και της προς τα πίσω αντικατάστασης. Για τον λόγο αυτό,με σκοπό να

ελαχιστοποιήσουμε την επίδραση των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως, εκλέγου-
,(κ)με, συνήθως, το οδηγό στοιχείο aκκ έτσι ώστε

l O  i maxlaiK'l
(κ) (10.24)

ι>κ

Αυτό πετυχαίνεται με την καλούμενη τεχνική της "οδήγησης" . Μιύ μορφή 

αυτής, που χρησιμοποιείται περισσότερο στην πράξη, είναι η "μερική οδή

γηση" και εφαρμόζεται ως εξής: Υποθέτουμε ότι έχει βρεθεί ο πίνακας 

(10.14) και έστω

| a ^ }| = m a x | a i | , i = κ(1)η .

Τότε, ανταλλάσσουμε τις γραμμές κ και r του (10.14) και το νέο 

a θα είναι το οδηγό στοιχείο στο κ βήμα της απαλοιφής. Έτσι, ηΙ\Κ
(10.24) , ικανοποιείται. Με την τροποποίηση αυτή η μέθοδος απαλοιφής 

του Gauss καλείται μέθοδος απαλοιφής του Gauss με μερική οδήγηση και

ι



348

αποτελεί μία πιο ευσταθή διαδικασία για την λύση γραμμικών συστημάτων. 

Σημειώνεται τέλος, ότι η μέθοδος απαλοιφής του Gauss με μερική οδήγη

ση, υπό μορφή πινάκων, παρίσταται από σχέσεις της μορφής (10.23) .

Παράδειγμα 10.1 Χρησιμοποιώντας την μέθοδο απαλοιφής του Gauss 

με μερική οδήγηση,να 3ρεθεί η λύση του συστήματος:

3χ 3 + χ , = 2

5χ. + χ2 + χ, = 71 2 3

4χ + 2χ + χ, = 52 3 4

Xj + Χ2 - 3χμ = —  5 .

Λύση Η εργασία για την λύση του συστήματος μπορεί να παρασταθεί 

με τον ακόλουθο πρακτικό και οικονομικό τρόπο:

Πολλαπλασιαστές Αυξημένος πίνακας Διαδικασία

0 0 3 1 2

5 1 1 0 7 Ανταλλαγή των δύο

0 4 2 1 5 πρώτων γραμμών

1 1 0 -3 -5

_5_ 1 1 0 7

0 0 0 3 1 2
1—  3ήμα απαλοιφής

0 0 4 2 1 5

-  0.2 1 1 0 -3 -5

_5_ 1 1 0 7

0 0 3 1 2
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✓

0 4 2 1 5 Ανταλλαγή των γραμμών

0 0.8 -0.2 -3 -6.4 2 και 3

5 1 1 0 7

0 4 2 1 5
2- 0ήμα απαλοιφής

0 0 0 3 1 2

-0.2 0 0.8 -0.2 -3 -6.4

5 1 1 0 7

0 4 2 1 5 Λ

3» βήμα απαλοιφής
0 0 3 1 2

0.2 0 0 -0.6 -3.2 -7.4

5 1 1 0 7

0 4 2 1 5 προς τα πίσω αντικα-

0 0 3 1 2 τάσταση

0 0 0 -3 -7

Λύση 23
Ι Ε

13
ΤΕ

1
9

( τ ' :
IT )

Δηλαδη, Π λύση του συστήματος είναι: χ
1 7

χ3 = -  -0.111 και χ = 2.333

—  &  1 278 18 χ2 =  } § «  0.722,

Σημείωση Τα οδηγά στοιχεία έχουν υπογραμμισθεί. a

10.2.2 Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  ο ρ ί ζ ο υ σ α ς

Η μέθοδος απαλοιφής του Gauss (χωρίς ή με μερική οδήγηση) μπορεί 

να χρησιμοποιηθεί αποτελεσματικά για τον υπολογισμό της ορίζουσας του
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πίνακα (εδώ δεν υποτίθεται ότι d e t ( A ^ )  ψ Ο ) . Πρέπει να ση

μειωθεί ότι η διαδικασία εφαρμόζεται μόνον στον πίνακα Α ^ \  αφού δεν 

υπάρχει αυξημένος πίνακας. Εάν σε κάποιο πίνακα A , κ = 1 (1)η - 1

συμβεί να ισχύει a) = Ο για κάθε i _> κ , οπότε δεν μπορεί να εφαρ-
1 κ ( Π

μοσθεί το κ βήμα της απαλοιφής, τότε det(A ) = Ο . Εάν με την ε

φαρμογή των η -  1 βημάτων απαλοιφής φθάσουμε στον άνω τριγωνικό πί

νακα Α ^  , τότε είναι φανερό ότι

det(A(1)) = ( - 1 )S'a(!)a(2)1 1 2 2
(η)
ηη (10.25)

όπου % είναι ο αριθμός των απαιτούμενων αντιμεταθέσεων μεταξύ δύο

γραμμών, στους πίνακες Α ν , κ =  1 (1)η -  1 , ώστε να ολοκληρωθεί η

διαδικασία της απαλοιφής. Σημειώνεται ότι το a ^  μπορεί να είναι

0 , οπότε det(Α ) = 0 . (Για την εύρεση του τύπου (10.25) χρήσιμο-

ποιήθηκαν τα θεωρήματα 9.8 και 9.10. Τα a(* \  κ =  1 (1 )η είναι τα 
οδηγό στοιχεία). κκ

Παράδειγμα 10,2 Να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα των συντε

λεστών Α ,του συστήματος του παραδείγματος 10.1 .

Λύση Για τη μέθοδο απαλοιφής του Gauss με μερική οδήγηση, που 

χρησιμοποιήθηκε στο παράδειγμα 10.1 , είναι £ = 2 , αφού έγιναν δύο 

ανταλλαγές γραμμών και a j ^  = 5 , a ^  = 4 , = 3 , aj^ = -  3 .

Άρα ,det(A) = ( -  1)2(5)(4) (3) (—  3) = - 1 8 0 .  Α

10.2.3 Ε π ί λ υ σ η  π ο λ λ ώ ν  γ ρ α μ μ ι κ ώ ν  σ υ 

σ τ η μ ά τ ω ν  μ ε  τ ο ν  ί δ ι ο  π ί ν α κ α  

σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν

Εάν έχουμε να λύσουμε πολλά γραμμικά συστήματα,με τον ίδιο πίνα

κα συντελεστών A (det(A) *  0 ) , τότε μπορούμε να εφαρμόσουμε την 

μέθοδο απαλοιφής του Gauss, χρησιμοποιώντας ένα αυξημένο πίνακα,που 

περιέχει τον Α και όλα τα διανύσματα των σταθερών όρων των συστημά

των. Έτσι, η επίλυση των συστημάτων γίνεται συγχρόνως,αποφεύγοντας 

επανάληψη της διαδικασίας.
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10.2.4 Ε ύ ρ ε σ η  τ ο υ  α ν τ ι σ τ ρ ό φ ο υ  A 

ε ν ό ς  π ί ν α κ α  A (det(A) ψ 0)

Το πρόβλημα του προσδιορισμού του Α'1 , όπου Α ομαλός πίνακας,α

νάγεται σ ’ αυτό της προηγουμένης παραγράφου. Πράγματι, αν καλέσουμε 

X τον αντίστροφο πίνακα του A , τότε ΑΧ = I . Εάν χ ^  είναι η 

j στήλη του X και η j στήλη του I , τότε προφανώς Ax(J) =

= , j = 1(1 )n , δηλαδή, η j στήλη του X είναι η λύση του

γραμμικού συστήματος Αχ = , j = 1 (1)η . Έτσι, λύνοντας η γραμ

μικά συστήματα προσδιορίζουμε τον πίνακα X = A 1 .

Παράδειγμα 10.3 Χρησιμοποιώντας την 

να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα:

1 -2 1 0

1 -2 2 -3

0 1 -1 1

-2 3 -2 3

μέθοδο απαλοιφής του Gauss,

Λύση

Πολ/στές Αυξημένος πίνακας Διαδικασία

ι 1 0 1 0 0 0

-1 1 -2 2 -3 0 1 0 0
1- βήμα

0 0 1 -1 1 0 0 1 0 απαλοιφής

2 -2 3 -2 3 0 0 0 1

-2 1 0 1 0 0 0

0 0 1 -3 -1 1 0 0
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Άρα, η πρώτη στήλη του A 1 είναι (1,1,2,1)Τ , η δεύτερη (2,3,4,1 

η τρίτη (3,3,3,1)Τ και η τέταρτη (1,2,3,1)Τ , δηλαδή, Ρ

%
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*

2 3

' A"1
1 3 3 2

2 4 3 3

1 1 1 1

10.2.5 Η μ έ θ ο δ ο ς  

J o r d a n

α π α λ ό  ι φ ή ς τ ο υ

Με την μέθοδο αυτή το αρχικό σύστημα = b ^  (det(A^) ψ 0)

μετασχηματίζεται σε ένα ισοδύναμο Dx = c , όπου ο πίνακας D είναι

διαγώνιος. Έτσι, η λύση του τελευταίου προκύπτει εύκολα κάνοντας η

διαιρέσεις (αποφεύγοντας, δηλαδή, την προς τα πίσω αντικατάσταση).

Η μέθοδος απαλοιφής του Jordan αποτελεί μία παραλλαγή της μεθόδου

απαλοιφής του Gauss. Έχοντας υπ’ όψιν την θεωρία της παραγράφου 10.2.1,

η μέθοδος απαλοιφής του Jordan χρειάζεται η βήματα απαλοιφής αντί για

η -  1 που χρειάζεται η μέθοδος του Gauss. Στο κ βήμα της απαλοιφής
ί κ)

(κ = 1 (1)π ) και με την προϋπόθεση ότι a/, φ 0 μηδενίζουμε τα στοι-
(κ) (κ)

χεία της κ στήλης του (Α , b ) όχι μόνον κάτω από την κυρία δι

αγώνιο αλλά και πάνω απ’ αυτή. Αυτό γίνεται αν κατάλληλα πολλαπλάσια 

της (οδηγού) κ γραμμής προστεθούν σ ’ όλες τις άλλες γραμμές. Πρέπει 

να σημειωθεί ότι ο αντίστοιχος του πίνακα (10.14),για την περίπτωση 

της μεθόδου του Jordan ,θα είναι ο

(Α
/ |£ ̂ ( Κ.} *
ν ,b ) = (βλέπε αρχή επόμενης σελίδας) ,

(κ)όπου για λόγους ομοιομορφίας τέθηκε a . αντί aj. ” : , j
1 9J Κ-1 9J

και b“ > αντί b ^ ; 1* .

(10.26) 

= κ(1)n
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(ACK)

Έτσι

1 * κ

, στο κ βήμα απαλοιφής της μεθόδου του Jordan, για i = 1(1 )n 

, προσθέτουμε το γινόμενο της κ γραμμής του (10.26) επί

m. = 
ικ

,(κ) 
i κ

, ( Κ )
κκ

(10.27)

στην i γραμμή αυτού. Τελικά, μετά από η βήματα απαλοιφής,ο πίνακας 

(A \ t / 1 )̂ μετασχηματίζεται στον

* a(l)ai 1 0 0 . . . 0 b(n+.)

0 2 2 0 . . . 0
b(n+1)

(Α(η+ 0 }1)(η+ι)) = 0

•

0

•

a(3)333 ■·* 
•

0

•

k(n+i)
b3
•

••
Π

••

0

••

0 . . . a(n)

•
•

(n+l)
υ ann Dn

(10.28)



355

όπου ο Α^η+1  ̂ είναι διαγώνιος. Το σύστημα A^n+1^ x =  t/n+1  ̂ είναι 

ισοδύναμο με το αρχικό και επομένως η λύση του θα δίνεται από τις σχέ

σεις:

(η+ι)

Xi = a(i) ai i

i = 1(1)η (10.29)

Τονίζεται ότι η τεχνική της μερικής οδήγησης μπορεί να χρησιμοποι

ηθεί και με την μέθοδο του Jordan. (Πρέπει να σημειωθεί όμως,ότι οι ο

ριζόμενοι πολλαπλασιαστές δεν είναι αναγκαστικά όλοι απολύτως ^  1 , ό

πως συμβαίνει στην μέθοδο του Gauss) . Με μια πρώτη ματιά θα νόμιζε κα

νείς ότι η μέθοδος απαλοιφής του Jordan απαιτεί λιγώτερες αριθμητικές 

πράξεις απ’ ότι η μέθοδος του Gauss,για την λύση ενός γραμμικού συστή

ματος. Στην πραγματικότητα όμως,το αντίθετο ισχύει,όπως θα δούμε σε ε

πόμενη παράγραφο.

Παράδειγμα 10.4 Να λυθεί το σύστημα

3χι + Χ2 -2χ, 1 X •r
II 3

2χ, 2χ + 2χ + 3χ = - 81 2 3 1*

χ, + 5χ0 -  4χ, — X. = 31 2

3χι + Χ2 + 2χ 3 + 3χ 4 = -  1 ,

με την μέθοδο απαλοιφής του Jordan με μερική οδήγηση .

Λύση

ΔιαδικασίαΠολλαπλασιαστές Αυξημένος πίνακας

2
3
1_
3

-1

© 1 -2 -1 3

2 -2 2 3 -8

1 5 -4 -1 3

3 1 2 3 -1

1° βήμα απαλοιφής

24
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0 0 Θ 0 12 Εύρεση των αγνώστων με

0 0 0 διαιρέσεις

Λύση 1 2 3 -4

Σημείωση: Τα στοιχεία μέσα στους κύκλους είναι τα οδηγά στοιχεία. 

Άρα, Xj = 1, χ2 = 2, χ3 = 3 , = -  4 . A

10.2.6 Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ο υ  π λ ή θ ο υ ς  τ ω ν  

α ρ ι θ μ η τ ι κ ώ ν  π ρ ά ξ ε ω ν  σ τ ι ς  

μ ε θ ό δ ο υ ς  α π α λ ο ι φ ή ς  G a u s s  κ α ι  

J o r d a n

θεωρούμε το πρόβλημα της επιλύσεως m γραμμικών συστημάτων με τον 

ίδιο πίνακα συντελεστών A , όπου Α 6 Κ η , η ,με det(A) ψ 0 . θα υπολο

γίσουμε το πλήθος των αριθμητικών πράξεων,που απαιτούνται,χρησιμοποιών

τας για την λύση του πρώτα την μέθοδο απαλοιφής του Gauss και κατόπιν 

την μέθοδο απαλοιφής του Jordan. Δίνοντας μετά στο m τις τιμές 0, 1 , 

η , θα είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε το πλήθος των αριθμητικών πρά

ξεων που απαιτούνται για τον υπολογισμό της det(A) , ενός γραμμικού 

συστήματος και του Α_1 αντίστοιχα.

I. θεωρούμε, χάριν απλότητος, την περίπτωση που η μέθοδος απαλοι

φής του Gauss μπορεί να ολοκληρωθεί χωρίς να υπάρξουν ανταλλαγές γραμ

μών (δηλαδή, A = LR) . Στο κ βήμα απαλοιφής (κ = 1(1 )η —  1) , είναι 

φανερό, ότι εκτελούνται η -  1 διαιρέσεις για την εύρεση των πολλαπλα

σιαστών (10.16), (η —  κ)(η —  κ + m) πολλαπλασιασμοί καθώς και 

(η —  κ)(η —  κ + m) προσθέσεις (οι αφαιρέσεις υπολογίζονται σαν προσθέ

σεις). Σημειώνεται ότι κατά την εφαρμογή του κ βήματος απαλοιφής, τα
(κ)

κάτωθεν του οδηγού στοιχείου στοιχεία του αυξημένου πίνακα τί-

θενται ίσα με 0, υποθέτοντας ότι δεν απαιτούνται αριθμητικές πράξεις 

για το σκοπό αυτό. Έτσι, γιά την ολοκλήρωση της διαδικασίας της απα
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λοιφής απαιτούνται.

Π”1 / Λ \
I (η -  κ) = 1 + 2 +  ... + η -  1 = η-~ — - διαιρέσεις,

κ=1 2

I (η -  κ)(η -  κ + m) = J (η -  κ)2+ m J (η -  κ) = 
κ=1 κ=1 κ=1

(10.30)
η3 η2 . η . mn(n —  1) . . .

= ---- γ  + 6” + —  ^ π°λλαπλασιασμοι

_  η3 η2 . η' mn(n -  1) η . 
και ---- r + 6" + —  2--- L προσθ :̂σε,'ζ *

Έχοντας υπ’ όφιν τον τύπο (10.20) , η προς τα πίσω αντικατάσταση για 

την λύση των m γραμμικών συστημάτων απαιτεί

n m  διαιρέσεις

(1 + 2  + 3+...+ n —  1)m= πολλαπλασιασμούς (10,31)
2

k o l  ■ n- — 11 προσθέσεις .

Από τις (10.30) και (10.31) προκύπτει ότι απαιτούνται συνολικά

η-̂ η· ~  1 ■■ + n m  διαιρέσεις ,
2

3 2
+ -g- + mn(n —  1) πολλαπλασιασμοί (10.32)

η 3 η2 μ
και ----  ̂ + mn(n -  1) προσθέσεις .

Είναι φανερό, ότι για τον υπολογισμό της det(A) απαιτούνται οι 

πράξεις (10.32) με m = 0 και επί πλέον η -  1 πολλαπλασιασμοί, λό

γω του τύπου (10.25),δηλαδή .συνολικά

n(n - 1) η2 η διαιρέσεις , (10.33)
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A j - - ^ - + j r  + η - 1  = V ~ V  + T " ~ ^  πολλαπλασιασμοί
(10.33)

3 2
και V  ~  V  + F  πΡ°σθέσεις .

Για την λύση ενός γραμμικού συστήματος (m = 1) , από τις (10.31), 

προκύπτει ότι απαιτούνται

~  ^  + η -  + j  διαιρέσεις ,

-y  ~  \  + n(n -  1) = Ay + ~  ̂  πολλαπλασιασμοί (10.34)

n 3 n2 r n
και -y + Aj---(f προσθέσεις.

Για τον υπολογισμό του Α-1 απαιτούνται (m = η στις (10.32)) 

n(-n- J 1> + η2 = ψ  -  \  διαιρέσεις ,

Τ  “  Ύ  + ?  + η2*η “  ') = -  η ρ  + ξ- πολλαπλασιασμοί (10.35)

4η^ 3η2 π
και ----- 2~ + β προσθέσεις .

/

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι πράξεις (10.35) απαιτούνται για την λύση π 

οποιωνόήποτε γραμμικών συστημάτων με τον ίδιο πίνακα συντελεστών A .

Γισ την εύρεση του Α-1 οι πράξεις (10.35) μπορούν να ελαττωθούν αν 

επωφεληθούμε από την παρουσία του ταυτοτικού πίνακα I στον αυξημένο 

πίνακα με τον οποίο εργαζόμαστε. Συγκεκριμένα, μπορεί να δειχθεί ότι 

απαιτούνται η3 πολλαπλασιασμοί και διαιρέσεις και η3 —  2η2 + η προ

σθέσεις.

Αν όλες οι πράξεις (10.34) θεωρηθούν πολλαπλασιασμοί, τότε έχουμε 

ένα σύνολο πολλαπλασιασμών

2η3
3

+ 3η2
2

3 , για η _> 4 .
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Από την σύγκριση με τον κανόνα του Cramer βλέπουμε ότι η3 «  2(η +1)!.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η μέθοδος απαλοιφής του Gauss για 

την λύση ενός γραμμικού συστήματος (m = 1) είναι προτιμώτερη από 

τον κανόνα του Cramer , όπου όμως οι η + 1 ορίζουσες υπολογίζονται 

με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss (δηλαδή, για κάθε ορίζουσα απαιτούν

ται οι πράξεις (10.33)). Ακόμη, προφανώς, είναι προτιμώτερο για την 

λύση των m γραμμικών συστημάτων Αχ = , j = 1(1)m , m ^  1 , να

χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο απαλοιφής του Gauss (πράξεις (10.32)), πα

ρά να υπολογίσουμε πρώτα τον Α**1 με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss 

και να σχηματίσουμε κατόπιν τα γινόμενα A-1t/J  ̂ , j = 1(1)m .

II . θεωρούμε τώρα την μέθοδο απαλοιφής του Jordan και υποθέτου

με πάλι ότι δεν υπάρχουν ανταλλαγές γραμμών. Στο κ βήμα της απαλοι

φής (κ = 1 (1)η ) , σύμφωνα με τη θεωρία της παραγράφου 10.2.4 , είναι 

φανερό ότι εκτελούνται η -  1 διαιρέσεις για την εύρεση των πολλα

πλασιαστών (10.27), (η —  1)(η —  κ + m) πολλαπλασιασμοί καθώς και 

(η —  1)(η —  κ + m) προσθέσεις. Επομένως, η απαλοιφή ολοκληρώνεται 

απαιτώντας συνολικά

η
I (η -  1) = η(η —  1) διαιρέσεις, 

κ=1

I (η -  1)(η —  κ + m) = (η -  1) J (η —  κ) + J (η - 1)m = 
κ=1 κ=1 κ=1

_ η(η. ~  ^) + m η(η _  1 ) πολλαπλασιασμούς και (10.36)
2

■η(η ~  ■■ ̂  + m η(η -  1) προσθέσεις .
2

Οι λύσεις τώρα των m συστημάτων προκύπτουν κάνοντας nm διαιρέσεις. 

Άρα, οι πράξεις που απαιτούνται συνολικά είναι

n(n -  1 ) + nm διαιρέσεις ,
(10.37)

n(n ~  .U  +mn(n -  1) πολλαπλασιασμοί και
2
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Ο

η(η ~  1 ) \ ,η(η -  1) προσθέσεις . (10.37)
2

Συγκρίνοντας τις (10.32) και (10.37),εύκολα προκύπτει το συμπέρασμα ό

τι,για κάθε m £  0 και η >_ 2, η μέθοδος απαλοιφής του Gauss είναι προ- 

τιμώτερη από την μέθοδο απαλοιφής του Jordan. Μπορεί να δειχθεί ότι η 

απαλοιφή του Jordan είναι εξίσου αποτελεσματική, όπως η απαλοιφή Gauss, 

γ^α την εύρεση του Α”1 (δηλαδή,απαιτεί περίπου η3 πολλαπλασιασμούς

και διαιρέσεις και η3 —  2η2 + η προσθέσεις) και γι’ αυτό εφαρμόζεται

σε πολλές περιπτώσεις.

10.2.7 Μ έ θ ο δ ο ι  τ ρ ι γ ω ν ι κ ο π ο ι ή σ ε ω ς  ( μ έ  

θ ο δ ο ι  τ ρ ι γ ω ν ι κ ή ς  π α ρ α γ ο ν τ ο π ο ι

ή σ ε ω ς )

Όπως τονίστηκε στην παράγραφο 10.2.1, η απαλοιφή του Gauss, όταν 

εφαρμοσθεί για την λύση του γραμμικού συστήματος

Αχ = b , (10.38)

όπου det(A) ψ 0 , μας παρέχει συγχρόνως και τους πίνακες Ρ ,L ,R ,

έτσι ώστε

PA = LR , (10.39)

όπου ο Ρ είναι ένας πίνακας μεταθέσεως (μπορεί να είναι Ρ = I ), ο L 

κάτω τριγωνικός με μονάδες στη διαγώνιο και ο R άνω τριγωνικός. Η 

(10.39) αποτελεί μία τριγωνική ανάλυση του ΡΑ . Εάν, δοθέντος 

του συστήματος (10.38), η ανάλυση (10.39) είναι γνωστή (δηλαδή, οι Ρ,

L ,R είναι γνωστοί), τότε μπορούμε να λύσουμε αμέσως εύκολα το σύστη

μα (10.38) ως εξής: Από την (10.38) προκύπτει το ισοδύναμο σύστημα

ΡΑχ = LRx = Pb . (10.40)

Το διάνυσμα λύση χ μπορεί να βρεθεί τώρα λύνοντας διαδοχικά τα δύο 

τριγωνικά συστήματα

Ly = Pb και Rx = y , (10.41)
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με τη βοήθεια των μεθόδων της προς τα εμπρός και προς τα πίσω αντικα- 

τάστασης αντίστοιχα. Πράγματι, έχουμε

X = R_1y = R~1 (L 1 Pb) = R-1 L~1 (Pb) = A ' V ^ b  = A_1b .

Η τριγωνική ανάλυση (10.39) μπορεί να βρεθεί απ’ ευθείας με την 

ακόλουθη διαδικασία (μέθοδος τριγωνικοποιήσεως). Για την απλούστευση 

της διαδικασίας, υποθέτουμε ότι ο Α έχει όλους τους άνω αριστερά κύ

ριους υποπίνακες ομαλούς (βλέπε θεωρήματα 9.58 και 9.62), οπότε είναι 

δυνατή (και μοναδική) η παρακάτω ανάλυση του Α (δηλαδή, Ρ = I ) .

A = LR ,

όπου A = (a.j) , ο L = (£.̂ .) 

ο R = (r..) άνω τριγωνικός με
* J

διορισμό των η2 αγνώστων £. .
1 J

ξίσωση (10.42) παίρνουμε τις η2

(10.42)

είναι κάτω τριγωνικός με £.. = 1 και 

ψ 0 , 1,j = 1(1 )η . Για τον προσ- 

, i > j και , ι < j , από την ε- 

μη γραμμικές εξισώσεις

a
ij

min(i ,j)
= Σ

k=1
£. r .

L * I K  KJ 1,3 ~ 1(1 )n , = 1) (10.43)

0 υπολογισμός των αγνώστων στοιχείων των πινάκων L και R μπορεί να 

γίνει από τις εξισώσεις (10.43) με την ακόλουθη σειρά (μέθοδος Crout). 

Για 1 = 1(1)η είναι

1 - 1

r .. = a. —  y £.. r . κ = i, i + 1,..., n 
ικ ικ Α  1 3 3 Κ

J

1 - 1

a . - Υ £ .r..
κι A  Κ3 3Ί

£ . = ------— --------  , κ = ι + 1, ι + 2,..., πκι r . .

(10.44)

Για παράδειγμα, αν η = 3 , έχουμε

Σ
j = 1

lU rjK
a

IK

t

, κ = 1,2,3, (10.45)
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aKi "

*Κ1 =

Γ2Κ 32Κ

1 1 
1

ΚΙ

X 1
, κ = 2,3,

32Κ ^21Γ1Κ * Κ ^

9Κ2 "

*Κ2 =

r = a —3 Κ 3 Κ

A * » * ·  _

(10.45)

2 2

2

aK2 - \ . Γι2

Γ 22

, κ — 3 ,

, ^ 3 / j K 3 3Κ “  * 3 . Γ ,Κ "  * > * Γ 2Κ ' Κ = 3

Η διαδικασία τριγωνικοποιήσεως,που περιγράφηκε προηγουμένως, μπο

ρεί να δειχθεί ότι είναι ισοδύναμη θεωρητικά και αριθμητικά με την α

παλοιφή του Gauss, που δεν απαιτεί ανταλλαγές γραμμών. Αυτό σημαίνει 

ότι και οι δύο μέθοδοι απαιτούν τις ίδιες ακριβώς πράξεις για την λύ

ση του (10.38). Οι μέθοδοι τριγωνικοποιήσεως εξυπηρετούν καλύτερα ό

ταν εργαζόμαστε με το χέρι, αφού, σε αντίθεση με την απαλοιφή του 

Gauss, δεν χρειάζεται να.καταγράφουμε τα ενδιάμεσα βήματα, καθώς και 

σε περιπτώσεις που έχουμε να λύσουμε πολλά συστήματα με τον ίδιο πί

νακα Α αλλά τα δεύτερα μέλη δεν είναι όλα διαθέσιμα από την αρχή.

Παράδειγμα 10.5 Δίνεται το γραμμικό σύστημα Αχ = b , det(A) ψ ο, 

όπου για τον πίνακα Α είναι δυνατή η ανάλυση (10.42). Να γραφούν οι 

σχέσεις με τις οποίες υπολογίζονται οι συνιστώσες του διανύσματος —  

λύση χ του συστήματος. Να γίνει εφαρμογή για

2 2 -1 5

Α = -3 0 2 , b = -5

4 -5 -1 0
—  — -

Λύση Σύμφωνα με την θεωρία της παρούσας παραγράφου, εάν A = LR,
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τότε για την λύση του Αχ = b αρκεί να λύσουμε τα δύο τριγωνικά συ

στήματα Ly = b και Rx = y . Οι πίνακες L και R υπολογίζονται 

με 3άση τις (10.44), οπότε για την λύση του Ly = b με τη μέθοδο της 

προς τα εμπρός αντικατάστασης έχουμε

1-ι
yi = bi -  I  *iKyK . i = 1(1)n , (10.46)

K—1

ενώ για την λύση του Rx = y ο αντίστοιχος του τύπου (10.20) είναι

η
yi “  I  Γικχκ

X = ----- ϋί2±!-----  , 1 = η,η -  1.... 1 . (10.47)
1 γ . .

η

Για τον πίνακα A =

2 2 - 1  

-3 0 2

4 -5 -1

υπολογίζουμε τους L και

R από τις (10.45). Έτσι,έχουμε

Γ μ ~ 2 , Γΐ 2 ~ ^ ’ Γ 1 3  ̂ *

ο % = — = 2 ,
~21 2 ’ 31 2

r = 0 2 2
3 ]  
2 2 = 3 , r2 3 = 2 (- 1) = 2 - 4 =  ί-

1
2 *

£| 2 - γ 5.ζ  L : i = _ 3  ,
3 2 Λ 9

rJ3 = —  1 —  2(—  1) —  (—  3) ■ - 1 + 2 + Ι = Ι  ·

Άρα, L

1 0 0 2 2 -1

3
2 1 0 , R = 0 3 1

2

2
_

-3 1 0 0 5
2

, οπότε
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yi =

y 2 =

y, =

b, = 5 ,

b2 —  A21yi 5 — ^

b3 -  -  »„y, =  “ -  2<5> -  (- 3) §  =  -  io + £  -  ̂  ,

3
2 5 = - 5  + |  ,

X* = = -  1 ,
33

X. =
y 2 -  r 2 3x 3

i _ i  (_  1 }  
2 2 1 = 1

22

= y. -  r ,2Xz ~ r i3Xi _ 5 — 2(11— (— 1)(— 1 ) _ 5 - 2 - 1 .  u

1 1

Δηλαδή, οι συνιστώσες του διανύσματος λύση είναι: Xj = 1 , χ2 * 2 ,

χ3 -  ̂ ·

10.2.8 Η μ έ θ ο δ ο ς  C h o l e s k y  γ ι α  θ ε τ ι κ ά  

ο ρ ι σ μ έ ν ο υ ς  π ί ν α κ ε ς

Υποθέτουμε ότι έχουμε να λύσουμε το γραμμικό σύστημα

Αχ = b , (10.48)

όπου b A = (a·.) είναι ένας πραγματικός συμμετρικός θετικά ορισμένος
* J

πίνακας. Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα 9.54 , υπάρχει ένας μοναδικός 

πραγματικός κάτω τριγωνικός πίνακας L = (Α^) με > 0 , τέτοιος 

ώστε:

A = LLT . (10.49)

Εάν βρεθεί ο L , τότε το σύστημα (10.48) είναι ισοδύναμο με τα δύο 

τριγωνικά συστήματα

Ly = b και LTx = y , (10.50)

τα οποία λύνονται εύκολα κατά τα γνωστά. Για τον υπολογισμό των στοι

χείων του πίνακα L , από την εξίσωση (10.49) μπορούμε να πάρουμε τις 

ακόλουθες εξισώσεις για i = 1(1)η :
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* ϋ  =

1-1

a ” - J >

* = J_
jl

1-1
l

L  J k =1
aij - J / ΐ Λ κ J > 1 .

Για παράδειγμα, αν η = 3 έχουμε

(10.51)

* 1 1  =

*2. =
1 2

£1 1 9 λ31
1 3

£ 9Λ 1 1

2 2 *ίι · (10.52)

^ 3 2  £ 2 2 ^ 9 2 3 * 2 1 * 3 1  ̂ *

£3 3 ,/°33 ρ/ -  £ζS i  S.2

Η μέθοδος που αναπτύχθηκε προηγουμένως καλείται μέθοδος τριγωνι

κής αναλύσεως του Cholesky και απαιτεί εκτός των άλλων πράξεων και τον 

υπολογισμό η τετραγωνικών ριζών. Λόγω της πρώτης των (10.51) θα ισχύ 

ει |Α· | < JK77 , κ = 1 (1)i , i = 1(1)n .

10.2.9 Ε κ τ ί μ η σ η  σ φ ά λ μ α τ ο ς  σ τ η ν  λ ύ σ η  

γ ρ α μ μ ι κ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς

Είναι φανερό ότι, εάν μία οποιαδήποτε από τις άμεσες μεθόδους,που 

περιγράφηκαν στις προηγούμενες παραγράφους, χρησιμοποιηθεί για την λύση 

του νραμμικού συστήματος

Ax = b (det(A) ψ 0 , b ψ 0) , (10.53)

δεν βρίσκουμε γενικά την ακριβή λύση χ = A_1b αυτού, αλλά μία προ-
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IV
$■

ί
ϊ·
| σέγγιση χ αυτής, λόγω των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως. Η υπολογισθείσα 

ί λύση χ θα περιέχει ένα σφάλμα ε , που δίνεται από την διαφορά

ε = χ —  χ . (10.54)

£ Για να μετρήσουμε το μέγεθος του σφάλματος ε , δηλαδή, για να προσδι- 

[ ορίσουμε πόσο καλή είναι η προσέγγιση χ , χρησιμοποιούμε μία norm δι- 

J ανύσματος (βλέπε παράγραφο 9.7). Έτσι, ο αριθμός ||ε|| καλείται από

λυτο σφάλμα του χ και ο
Γ 4

σχετικό σφάλμα του χ .

Το διάνυσμα

r = Αχ —  b

θα καλείται υπόλοιπο και ισχύει

Αε = Α(χ -  χ) = Αχ -  Αχ = Αχ —  b = r ή 

ε = A r .

(10.55)

(10.56)

; Από την (10.56), χρησιμοποιώντας κάποια norm, παίρνουμε για το απόλυ- 

[ το σφάλμα του χ

εΙΙ = IIΑ_ 1 r!| < ||Α ^mr (10.57)

Από την Αχ = b εξ’ άλλου, προκύπτει ότι ||b|| = ||Αχ|| £  ||Α||||χ!| ή

II ΜΙ

(10.58)

ί Από τις (10.57) και (10.58), για το σχετικό σφάλμα του χ έχουμε

"A'1!! II r
(10.59)

\ Από τις (10.57) και (10.59) γίνεται φανερό ότι ένα "μικρό" υπόλοιπο 

[ r (δηλαδή, μεμικρή ||Η|) δεν συνεπάγεται αναγκαστικά μ ικρά||ε|| και ,

|χ|1 1
ι αψού π.χ. στην (10.57) ο παράγων ||Α" || μπορεί να είναι πολύ μεγάλος.
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θα βρεθεί, τώρα ένα κάτω φράγμα για το σχετικό σφάλμα του χ . Έ 

χουμε

II r|] = || Αχ - Αχ|| < ||Α||||χ - χ!| , οπότε

II ή
||χ - χ|| > --- (10.60)

και _ ||χ|| = ||Α~1 b|| < ||A-1||||b|| ή

Από τις (10.60) και (10.61) προκύπτει ότι

Ι!ε||  ̂ ,

ΙΙχΙΙ llA||||A"1|!||b|!

(10.61)

(10.62)

10.2.10 Α σ τ α θ ή  γ ρ α μ μ ι κ ά  σ υ σ τ ή μ α τ α

Το σύστημα (10.53) θα καλείται ασταθές εάν η λύση του χ είναι 

πολύ ευαίσθητη σε μικρές μεταβολές των στοιχείων του αυξημένου πίνακα 

(A,b), δηλαδή, σχετικά μικρές μεταβολές στα δεδομένα A,b προκαλούν, 

γενικά,σχετικά μεγάλη μεταβολή στην ακριβή του λύση. Εάν δεχθούμε την 

άποψη ότι η προσεγγιστική (λόγω των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως) λύση χ, 

που υπολογίζουμε για το Αχ = b με μία οποιαδήποτε αριθμητική μέθοδο, 

είναι η ακριβής λύση ενός συστήματος που προκύπτει από το Αχ = b προ- 

καλώντας μικρές μεταβολές στα δεδομένα A,b, είναι φανερό ότι για έ

να ασταθές σύστημα η λύση που υπολογίζεται μπορεί να είναι πολύ διαφο

ρετική από την ακριβή λύση και επομένως χωρίς αξία. Όπως θα δειχθεί 

στη συνέχεια, η αστάθεια ή μη ενός συστήματος εξαρτάται μόνον από τον 

πίνακα A . 'Ενα μη ασταθές σύστημα θα καλείται ευσταθές. Ευτυχώς, τα 

περισσότερα συστήματα που προκύπτουν από πρακτικές εφαρμογές είναι ευ

σταθή .
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0α εξετάσουμε τώρα ποια επίδραση στην λύση χ του (10.53) έχει 

η εισαγωγή μικρών μεταβολών (διαταράξεων) στα δεδομένα Α και b . Μα-
a . \

ζί με το σύστημα (10.53), του οποίου η ακριβής λύση είναι χ = A b , 

θεωρούμε και το διαταραγμένο σύστημα

(Α + δΑ)χ = b + δδ , (10.63)

όπου δΑ, δδ είναι οι διαταράξεις των Α και b αντίστοιχα. Υποθέτου

με επίσης ότι

||Α_ι|| 10Α|| < 1 , (10.64)

οπότε ο πίνακας Α + δΑ είναι ομαλός. Πράγματι, έχουμε

Α + δΑ = Α(Ι + Α~1δΑ) . (10.65)

Επειδή

Ι|Α-1δΑ|| < || Α”11| || δΑ|| < 1 ( 10.66)

χ σύμφωνα με το θεώρημα 9.84, ο πίνακας I + Α ^ δ Α  είναι ομαλός, οπότε 

από την (10.65) προκύπτει ότι ο Α + δΑ είναι ομαλός, αφού και ο Α 

είναι ομαλός.

Αν χ είναι η ακριβής λύση του (10.63), τότε η μεταβολή (διατάρα

ξη) της χ , δηλαδή, το σφάλμα της χ” θα είναι

(10.67)II δχ|| ||δΑ||

_  r \

δχ = χ -  χ .

Αναζητούμε τώρα μια σχέση μεταξύ των σχετικών διαταράξεων

j|sb|| _ Α Λ 1 4  1*1
και ----  . Από την (10.67) είναι χ = χ + δχ , οπότε από την (10.63)

παίρνουμε

(Α + δΑ)(χ + δχ) = b + bb . (10.68)

Αφαιρώντας την Αχ = b από την (10.68) προκύπτει ότι

Αδχ +(δΑ)χ + δΑδχ = δό ή δχ = Α_1(δδ -  (δΑ)χ -  δΑδχ) ,

(10.69)
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οπότε

r

Π

||δχ|| = IJA"1 (5b -  (δΑ)χ -  δΑδχ)|| < ΚΑ”1!|[δό|| +

+ Ι|Α"ΊΐΙ|δΑ||||χ|| + ΙΐΑ-'ΐΙΙΙδΑίΙΙΙδϊΙΙ

||Α-1|| (||5b|| + ||δΑ||||χ||)
δχ < ------------;---------- ,

1 -ΙΙΑ ||δΑ||
(10.70)

αφού, λόγω της (10.64),είναι 1 —  ||Α-1||||δΑ|| > 0 . Από την Αχ = b προ 

κύπτει

1
(10.71)

Από την (10.70) και λόγω της (10.71) παίρνουμε

IIδχ||  ̂ ΙΙΑ'1 II

I f  " 1  -ΙΐΑ'ΊΐΙΙδΑΚ

ΙΙΑ"1»
"  1 -  ΙΐΑ̂ ΙΙΙ,ΙδΑΐΙ

+ Ι|δΑ||

-*

II

I Μ

||6b|| || 5Α|| 
+

1 -  ||Α"||||δΑ||
J

|b|| II All
w -

ή

m m

II δχ||  ̂ κ

I f -  ίίδΑΐϊ
1 -  κ -----

f \

II 5b|| ||δΑ||
(10.72)

όπου

Κ = IIΑ||ΙΙΑ'1 II . (10.73)

Έτσι, βρήκαμε ένα άνω φράγμα για την σχετική διατάραξη της λύσης χ 

του (10.53).

Αν δΑ = 0 , τότε από τις (10.69) και (10.72) προκύπτει ότι
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II δχ|| < || A’11| || 5b|| ,

II δχ|| || 5b||
— rr < κ — —  ·

(10.74)

Αν 5b = 0 , τότε από την (10.72) έχουμε (υποθέτοντας ότι ισχύει 

Π (10.64))

<

1

(10.75)

Από την (10.72) παρατηρούμε 0t l , αν η ποσότητα
! Ι|δΑ||

||Α !!||δΑ|| = κ —

είναι επαρκώς μικρή, τότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε με 1 την πα-

II δΑ|| _,
ράσταση 1 - κ ---- στην (10.72),οπότε η σταθερά κ =  ||Α||||Α || είναι

Μ
ένα μέτρο της ευαισθησίας της λύσης χ , λόγω των διαταράξεων δΑ , δδ . 
Εάν ο κ είναι μικρός, τότε μικρές σχετικές διαταράξεις των A ,b δη

μιουργούν μικρή σχετική διατάραξη στη λύση χ και επομένως το σύστημα 
Αχ = b είναι ευσταθές. Εάν ο κ είναι μεγάλος, τότε μικρές σχετικές 

διαταράξεις στα δεδομένα A ,b είναι δυνατόν να προκαλέσουν μεγάλη 

σχετική διατάραξη στη λύση χ , δηλαδή, το σύστημα Αχ = b μπορεί να 
είναι ασταθές. 0 αριθμός κ καλείται αριθμός καταστάσεως του Α σε 

σχέση με το σύστημα Αχ = b και ισχύει

1 = IIIII = !|α' 1α|| 1 !|Α-'||||Α|| = κ ,
δηλαδή, κ 1 . Λέμε, συνήθως, ότι ο Α είναι ευσταθής (ασταθής) σε 

σχέση με το Αχ = b εάν ο κ είναι μικρός (μεγάλος, δηλαδή, κ »  1). 

Λόγω του Α-1 δεν είναι εύκολη η εκτίμηση του κ στην πράξη. 0 κ , 

προφανώς, εξαρτάται από την norm που χρησιμοποιείται. Έτσι, έχουμε

25
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-1
Κ, = ΙΙΑ ΙΙ,ΙΙΑΙΙ, , 

S  = Ι|Α"υ|Α||2 ,

κ = IIΑ-1,, „ „00 II ”00” ”00

(10.76)

Ο κ2 καλείται φασματικός αριθμός καταστάσεως του Α σε σχέση με το 
Αχ = b .

Πρέπει να σημειωθεί ότι αν ο Α είναι σχεδόν μη ομαλός (η det(A) 
πολύ κοντά στο Ο ), τότε, γενικά, περιμένουμε το σύστημα Αχ = b να 
είναι ασταθές. Πιο συγκεκριμένα, εάν ο κανονικοποιημένος πίνακας,που 
προκύπτει διαιρώντας την 1 γραμμή a(1) του Α με το μέτρο της

(ΐ )„ _ ( η
I a?.

j = 1 1J
, i = 1(1)η , είναι σχεδόν μη ομαλός, τότε το σύ

στημα Αχ = b είναι ασταθές.

Ένα παράδειγμα ασταθούς συστήματος είναι το εξής

χ1 + 0.99χ 2 = 1.99

0.99χ + 0.98χ = 1.97 , 1 2 ’

του οποίου η ακριβής λύση είναι xt = χ2 = 1 .Το διαταραγμένο σύστημα

χ, + 0.99χ„ = 2.00 1 2
0.99Xj + 0.98χ2 = 1.97 

έχει την ακριβή λύση xt = — 97 , χ2 = 100 .

10.2.11 Ε π α ν α λ η π τ ι κ ή  β ε λ τ ί ω σ η  μ ι α ς  
π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ή ς  λ ύ σ ε ω ς

Ας υποθέσουμε ότι χ είναι μία προσέγγιση της ακριβούς λύσεως 
χ του (10.53), που βρέθηκε με κάποια αριθμητική μέθοδο. Το σφάλμα ε 
στην χ ^  θα είναι

( Ο )
ε = χ - χ
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και λόγω των (10.55) και (10.56) θα έχουμε

r(0)= Αχ(0) -  b , Αε = r ( ο )

Δηλαδή, το ε είναι η λύση του συστήματος Αχ = r(0) , στο οποίο τα 
Α,/°^ είναι γνωστά. Αν το υπολογιζόταν ακριβώς και μπορούσα-

( ο )
με να βρούμε την ακριβή λύση ε του Αχ = r , τότε θα είχαμε

( ο )
Επειδή όμως, στην πράξη,λύνοντας το σύστημα Αχ = r , βρίσκουμε 

μία προσέγγιση ε^°^ του ε , είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η

χ( ι ) - ε(°)

Λ ( 1 )
είναι μία βελτιωμένη προσέγγιση της χ . Βρίσκουμε τώρα τα r και 
ε ^  , οπότε χ ^  = χ ^  - ε ^  και η διαδικασία μπορεί να εφαρμοσθεί 
επαναληπτικά. Γενικά, έχουμε

χ(1 +0 = x(i) _ £(1) # i = ο,1 ,2 ,...,

όπου το ε ^  είναι η λύση που υπολογίζεται για το σύστημα

(10.77)

Αχ = r(1) = Ax(i) - b , i = 0,1,2,... . (10.78)

Πρέπει να σημειωθεί ότι το πρέπει να υπολογίζεται με μεγάλη α

κρίβεια. Η παραπάνω διαδικασία είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για ασταθή συ

στήματα και συγκλίνει γενικά πολύ γρήγορα (δηλαδή, ε ^  + 0 καθώς 
το i αυξάνει).

10.3 Ε π α ν α λ η π τ ι κ έ ς  μ έ θ ο δ ο ι

θεωρούμε πάλι το πρόβλημα της επιλύσεως του συστήματος (10.1) ή 

ισοδύναμα του (10.2), όπου A 6 ]Rn,n , b 6 IRn και det(A) ψ 0 . Πολλές 
φορές, στην πράξη, έχουμε η > 103 ή η > 10** και επί πλέον ο πίνα

κας Α είναι "αραιός", δηλαδή, τα περισσότερα από τα στοιχεία του εί

ναι ίσα με μηδέν. Τέτοια συστήματα προκύπτουν π.χ. όταν οι μέθοδοι των
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πεπερασμένων διαφορών ή του πεπερασμένου στοιχείου εφαρμοσθούν για την 
αριθμητική επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών στις διαφορικές εξισώ
σεις με μερικές παραγώγους. Είναι φανερό ότι, στις περιπτώσεις αυτές, 
οι άμεσες μέθοδοι,που εξετάστηκαν προηγουμένως,απαιτούν πολύ μεγάλο α
ριθμό πράξεων (όπως προκύπτει από τις (10.34)) και επομένως είναι πρα
κτικά δύσκολη ή αδύνατη η χρησιμοποίησή τους. 0 l επαναληπτικές μέθοδοι 
εργάζονται τελείως διαφορετικά και λόγω της απλότητας της λειτουργίας 
των προτιμούνται συνήθως για την λύση μεγάλων συστημάτων με αραιούς 
πίνακες συντελεστών; απαιτώντας χρόνους υπολογισμού μέσα σε λογικά ό
ρια για την επίτευξη ικανοποιητικής ακρίβειας. Για συστήματα μέτριου 
μεγέθους (n < 103) προτιμούνται συνήθως οι άμεσες μέθοδοι. Μία επα
ναληπτική μέθοδος για την βελτίωση μιας προσεγγιστικής λύσεως έχει ή
δη περιγράφει στην παράγραφο 10.2.10. .

10.3.1 Β α σ ι κ έ ς  ε π α ν α λ η π τ ι κ έ ς  μ έ θ ο δ ο ι

Η κατασκευή μιας επαναληπτικής μεθόδου, που θα χρησιμοποιηθεί για 
την επίλυση του συστήματος

γίνεται ώς εξής: Εάν Μ και Ν είναι πραγματικοί πίνακες, τέτοιοι ώ
στε ο Μ να είναι ομαλός και

Αχ = b , (10.79)

A = Μ -  Ν (10.80)

τότε το σύστημα (10.79) γράφεται ισοδύναμα

Μχ = Νχ + b ή 

χ = Μ-1Νχ + Μ-1b · (10.81)

θέτοντας

G = Μ *Ν , κ = M_1b (10.82)

η (10.81) γράφεται
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χ = Gx + κ (10.83)

Π
(I - G)x = κ . (10.84)

Αν x(‘> είναι μία δοσμένη αρχική προσέγγιση της ακριβούς λύσεως 
χ =  A-1b του (10.79), τότε μία ακολουθία χ^1 3\ ... διανυ-
σμάτων μπορεί να παραχθεί με βάση την (10.83),αν γράφουμε

x(m+,) = Gx(m) + κ ', m =  0,1,2,... . (10.85)

Η (10.85) αποτελεί την γενική μορφή μιας βασικής επαναληπτικής μεθό

δου. 0 G καλείται επαναληπτικός πίνακας της μεθόδου (10.85) και λό

γω της (10.80) έχουμε

G = Μ_1Ν = Μ”1 (Μ — A) = I —  Μ-1 A . (10.86)

Έτσι, για μια συγκεκριμένη εκλογή του Μ τα G ,κ είναι καθορισμένα. 
Πρέπει να σημειωθεί ότι αν και γενικά ο Μ μπορεί να εκλεγεί αυθαίρε

τα, εν τούτοις, για να είναι χρήσιμη πρακτικά η μέθοδος (10.85), που 

μπορεί να γραφεί επίσης

Mx(m+l) = (Μ — A)x(m) + b , m = 0,1,2,... , (10.87)

πρέπει το σύστημα (10.87) να λύνεται εύκολα ως προς x^m+1  ̂ . Αυτό συμ

βαίνει π.χ. εάν ο Μ εκλεγεί έτσι ώστε να είναι τριγωνικός ή διαγώνιος.
( \

Όσον αφορά την ακολουθία (χ } , m = 1,2,..., που παράγει ο τύπος 

(αλγόριθμος) (10.85),ισχύει το εξής θεώρημα.

θεώρημα 10.1 Εάν η ακολουθία χ ^ , χ * 2\ ..., που παράγεται από 

τον (10.85) συγκλίνει, τότε αυτή θα συγκλίνει στην ακριβή λύση χ του 
(10.79).

/ \
Απόδειξη Εάν y = lim χ ' , τότε παίρνοντας όρια στα δύο μέλη

m -*00
της (10.85) έχουμε

y = Gy + κ ή (I - G)y = κ ,
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δηλαδή, το y είναι λύση του (10.84). Αλλά το σύστημα (10.84) είναι 
ισοδύναμο προφανώς με το (10.79) και επομένως y = χ . a

Ορισμός 10.1 Η επαναληπτική μέθοδος (10.85) λέγεται ότι συγκλί
νει (είναι συγκλίνουσα), εάν για κάθε αρχικό διάνυσμα χ(0) η ακολου
θία χ ^ \ χ ^ 2\..., που παράγεται απ’ αυτή .συγκλίνει στην ακριβή λύ
ση χ του (10.79) .

θεώρημα 10.2 Η επαναληπτική μέθοδος (10.85) συγκλίνει εάν και 
μόνον εάν ρ(6) < 1 .

Απόδειξη Το σφάλμα ε ^  στην επανάληψη χ ^  είναι

e(m) = χ(ιτΟ _ - _ (10.88)

Επίσης, αφού το σύστημα (10.79) είναι ισοδύναμο με το (10.83),ισχύει

χ = Gx + κ . (10.89)

Αφαιρώντας κατά μέλη τις (10.85), (10.89) παίρνουμε, λόγω της (10.88),

e(m+1) = 6ε(Γη) , m = 0,1,2,... . (10.90)

Εάν η (10.90) εφαρμοσθεί επαναληπτικά προκύπτει εύκολα ότι

(10.91)
( 0 )

ε(π0 = Gme(o) s m = 0,1,2,... .

Υποθέτουμε τώρα ότι η μέθοδος (10.85) συγκλίνει, δηλαδή, για κάθε χ 
και επομένως για κάθε ε*°* =  χ ^  — χ , ισχύει ϋ π ι ε ^  = 0 . Έτσι, 
από την (10.91) προκύπτει ότι m -»-00

11m {Gmp(0)} = 0 , ¥ ε(ο) . (10.92)
m -νοο

Η (10.92), σύμφωνα με το θεώρημα 9.83, συνεπάγεται ότι p(G) < 1 .
Αντιστρόφως, εάν ρ(β) < 1 » τότε σύμφωνα με το θεώρημα 9.83 θα 

ισχύει η (10.92), οπότε από την (10.91) έχουμε ϋπιείΓΓ̂  = 0 , ¥ ε (0), 
δηλαδή, η (10.85) συγκλίνει. m ‘*°° A
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θεώρημα 10.3 Εάν ||6|| < λ < 1 , τότε π μέθοδος (10.85) συγκλίνει 

και ισχύουν

1) l|e(m)|| < * V ° l

11) i|e(m)|| < λ Ix(>) -  x<m' l>|I , m= 1 , 2 , . . .
1 - λ

111) [| e(m)|| < λ" ||x( , )  -  x<0>|| , m -  1 ,2 ..........
= 1 -  λ

Απόδειξη Επειδή ||G(| < 1 , από τα θεωρήματα 9.74 και 10.2 προκύ 

πτει ότι η μέθοδος (10.85) συγκλίνει. Εξ’ άλλου,από την (10.91) παίρ

νουμε

|!ε(π,)|| = ||Gme(0)|| < ||Gm!|!|e(0)|! < ||6Γ»ε(0)| < λ"Ί|ε(ί)| .

Για την απόδειξη των (ϋ) και (111)· από την (10.85) παίρνουμε

x<m+1) = Gx(ra) + κ 

x(m) = Gx(®-») + κ ,

οπότε

X(m+1) _ x(m) = G(x(m) _  x(m-Oj # m = 1 > 2 .....  (10.93)

Λόγω της (10.90) θα είναι

e(m) = βε0"-0  - Gtx1""0  - ί) = G U 0"'0 ' - x(m) + χ<·> - 

-ί) = G(x(m-,) - x (m)) + 6ε<η) 

και επομένως

]|είπ,>1 = | 6 ( χ (· * ι) - x (m)) + Getm)|| < Μ Ι Ι χ ^ ' 0  -  x<m)||

- |s||e<B)| Λ

+
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ε(π0ιι <
IIGII x ( m - i )  _  x (m),| < _ _ λ _  ,jx (m) _  ( 1 0 > 9 4 )

1 -  IIGII 1 -  λ

Από την (10.93) προκύπτει με επαναληπτική εφαρμονή ότι 

Χ(π.+1) _„(*.> = Gm(x O )  _  χ ( ο ) } ή ιοοδύναμα

χ<»> _ χ<— > ,  Gm-i(x<>) _ χ<.)}

'Ετσι, από την (10.95) έχουμε

||x (m) _  x(m-i)|| < ||G||",' 1||x(l) -  χ(0>|| < λ η’-1||χ(1) -  χ(ο)

και η (10.94) γίνεται

(10.95)

||ε(π0|| < — —  ||χ(1) -  χ (0)|| . (10.96)
1 - λ

Αν εκλέξουμε χ^°* = κ , τότε είναι χ ^  = Gk + κ και επομένως

ΙΙχ(1) - χ (0)ΙΙ = IIGK|| < ||G||IIκ|| < λ||κ|| .

Έτσι, η (10.96) δίνει

(m) m+i

1 -  λ
A

Πρέπει να σημειωθεί ότι το θεώρημα 10.3 έχει μεγαλύτερη πρακτική 
αξία από το 10.2 , γιατί οι ιδιοτιμές του πίνακα G δεν είναι γνωστές 
και ο προσδιορισμός της p(G) απαιτεί γενικά μεγαλύτερη προσπάθεια α
πό το να λύσουμε το σύστημα (10,79) που είναι ο σκοπός μας. Εάν δεν έ
χουμε καμμιά πληροφορία για την λύση χ , τότε συνήθως εκλέγουμε χ^0)=0.

Έχοντας στη διάθεσή μας μία συγκλίνουσα επαναληπτική μέθοδο 
(10.85), εκείνο που ζητάμε συνήθως στην πράξη είναι να υπολογίσουμε 
μία προσέγγιση χ της χ με κάποια δεδομένη ακρίβεια,π.χ. ϋ δεκα
δικών θέσεων. (Η ακριβής λύση χ δεν μπορεί γενικά να βρεθεί και αν 
ακόμη γίνουν άπειρες επαναλήψεις, λόγω των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως).
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Για τον σκοπό αυτό ο υπολογισμός όρων (επαναλήψεων) της ακολουθίας 
που παράγεται από την (10.85) συνεχίζεται μέχρις ότου βρεθούν δύο δι
αδοχικές επαναλήψεις, τέτοιες ώστε

||x(m+i) _ x(m)|| < ε = I 10_£ . (10.97)

Τότε, δεχόμαστε ότι χ =  x^m+1\  Αν χ ^  = (x!m )̂ , i =  1(1 )η , m =
= 0,1,2,..., τότε η (10.97) συνεπάγεται τις

IxiHm) _ χ(πϋ| < ε = ^ ιο“Λ , 1 = 1(1 )η .

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μία συγκλίνουσα επαναληπτική μέθοδο 
(10.85), οπότε ρ(G) <1 . Για να έχει η μέθοδος αυτή πρακτική αξία 
πρέπει να συγκλίνει γρήγορα, δηλαδή, η ταχύτητα με την οποία η ||ε^|| 
τείνει στο 0 καθώς το m να είναι μεγάλη. Με σκοπό να ορίσουμε 
την ταχύτητα συγκλίσεως της μεθόδου, θα εξετάσουμε τον αριθμό των ε
παναλήψεων, που απαιτούνται για να επιτύχουμε κάποια δεδομένη ακρίβεια 

στην προσεγγιστική μας λύση. Η εκτίμηση του αριθμού αυτού των επαναλή

ψεων γίνεται με τη βοήθεια της (10.91) από την οποία προκύπτει ότι

IIε(m>|| = !|Gme(o)|| < ||Gm||||e(o)|| . (10.98)

Λόγω των θεωρημάτων 9.76 και 9.80, ||Gm|| -+· 0 και επομένως, για επαρ-

κώς μεγάλα m , ώστε ||Gm|| < 1 , το αρχικό σφάλμα ||ε̂  ;|| ελαττώνεται 

τουλάχιστον κατά τον παράγοντα ||Gm|| μετά από m επαναλήψεις. Εάν 
απαιτήσουμε να ισχύει

||e<m,|| < ρ||ε(0)|| , (10.99)

όπου ρ ένας προκαθορισμένος παράγων (0 < ρ < 1) , τότε ο μικρότε

ρος αριθμός των επαναλήψεων m που απαιτούνται για να ισχύει η (10.99) 

μπορεί να εκτιμηθεί από την

Ι|εΊ! = Ρ . (10.100)
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Επειδή για επαρκώς μεγάλα m , λόγω του θεωρήματος 9.85, θα ισχύει 

||Gm|| «  [p(G)]m ,

η (10.100) αντικαθίσταται από την

[ρ (G Q  Ρ »

Π οποία δίνει

m ̂ - 1η ρ
- 1η ρ(G)

( 10. 101)

Ορίζουμε την ασυμπτωτική ταχύτητα συγκλίσεως ή απλώς ταχύτητα συγ- 

κλίσεως της μεθόδου (10.85) από την

R(G) = — In p(G) . (10.102)

Είναι φανερό από την (10.102) ότι όσο μικρότερη είναι η p(G) » τόσο με
γαλύτερη είναι η ταχύτητα συγκλίσεως της μεθόδου.

10.3.2 Η μ έ θ ο δ ο ς  J a c o b i

0 πίνακας Α =  (a.j.) του συστήματος (10.79) μπορεί πάντοτε να γρα
φεί ως

A = D - C - C L υ
όπου

a1 1 0 0 ... 0

0 0 ... 022

0 0 a33**· 0

• ·

0 0 nn

(10.103)

0 0 0 ... 0

a 21
0 0 ... 0

a 3i a 3 2 0 . ... 0 »
• • • •• • • •• • •
a , a a «· · 0
ni n2 n 3
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0 ai2 a 13 * * * a n

0 0 a23* *' a2n

0 0 0 ... 33η3n
• • • •• • • •
• • • •

0 0 0 ... 0

Η απλούστερπ βασική επαναληπτική μέθοδος προκύπτει εάν στην (10.80) ε

κλεγεί Μ = D , με την προϋπόθεση ότι ο D είναι ομαλός, δηλαδή, a.j ψ 
^ 0 , i = 1(1)π . (Εάν det(D) = 0 , τότε, επειδή det(A) ψ 0 , μπο

ρούμε πάντοτε να αναδιατάξουμε τις εξισώσεις του (10.79) έτσι ώστε τα 
διαγώνια στοιχεία του πίνακα των συντελεστών του νέου ισοδύναμου συστή

ματος που προκύπτει να είναι διάφορα του μηδενός). Έτσι, έχοντας υπ’ 
όψιν τις (10.80), (10.82), (10.86) κατ (10.103) βρίσκουμε

Ν = C + C , 6 = D"1 (CT + C J  = I -  D"lA , κ = 0_1bL U L υ

και η (10.85) γίνεται

x(m+i) = D~ ι (C + C )x(m) + D_1b , m =  0,1,2.....(10.104)L· U

Η (10.104) είναι γνωστή σαν η μέθοδος Jacobi. 0 επαναληπτικός πί
νακας αυτής θα συμβολίζεται με J και είναι

J = D_1(Cl +Cd) = L + U = I - D_1A , (10.105)

όπου

L = D-1Cl , U Ξ D~1CU . (10.106)

Εάν γράψουμε την (10.104) ως εξής

Οχίπι+Ο = (C + C )x(m) + b ,
L U
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τότε για την i συνιστώσα του πρώτου μέλους θα έχουμε

a . .χ. 
π  ι

(m+i) _ η
I a-ί

j=1 13 3 
j/i

(m)

+ bi 1 = 1(1)n

(m+i) _ 1
xi a ..n bi , L aijxjm)3=1

j^i

, i = 1(1)n , m = 0,1,2,... .(10.10

Στην πράξη, χρησιμοποιείται συνήθως η (10.107) για την εύρεση των δια
δοχικών επαναλήψεων από τις συνιστώσες τους.

θεώρημα 10.4 Εάν ο πίνακας Α του συστήματος (10.79) είναι αυ
στηρά διαγώνια υπέρτερος (βλέπε ορισμό 9.131), τότε η μέθοδος Jacobi 
συγκλίνει.

Απόδειξη 'Εχουμε

* Cυ "°0
η

max I 
i j = 1 

jYi

Αφού ο Α είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος θα ισχύει

|a.. | > I [a ·. | , V i =  1 (1) η , (10.108)
11 j=i 1J 

j î

οπότε προκύπτει ότι flJĤ  < 1 και σύμφωνα με το θεώρημα 10.3 η μέθο
δος Jacobi συγκλίνει. Α

Σημείωση Μπορεί να αποδειχθεί ότι ένας αυστηρά διαγώνια υπέρτε
ρος πίνακας Α είναι ομαλός και a.̂  ^ 0 , ΐ = 1(1)η . Συχνά, είναι 
δυνατόν ένας πίνακας να μετατραπεί σε ένα αυστηρώς διαγώνια υπέρτερο 
πίνακα με κατάλληλη αναδιάταξη των γραμμών του.
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$
Παράδειγμα 10.6 Δίνεται το σύστημα

X + 2χ -  2χ,1 2 3

X + X + X1 2 3

2χ, +
+ Χ 3

(:
? Να δειχθεί ότι η μέθοδος Jacobi συγκλίνει και να βρεθούν οι 3 πρώτες 
επαναλήψεις, αν χ ^  = (1,1,1 )Τ .

Λύση 0 επαναληπτικός πίνακας της μεθόδου Jacobi, σύμφωνα με την 

ί  (10.105), είναι

J = I - D_1A

Είναι ||J||j = ||JL  = 4 > 1 και γι’ αυτό θα βρούμε την p(J) . Από την 

det(J - λΐ) = 0 έχουμε ότι οι ιδιοτιμές του J είναι λ1 = λ2 = λ3 = 0 
και επομένως p(J) = 0 < 1 , δηλαδή, η μέθοδος Jacobi συγκλίνει. Από 

την (10.107) έχουμε

X<m+U _ , _ 2χ("0 + 2χ(ι»>

(m+1) _ . _ (m) _ (m)
*2 ι 3

x (m+l) =  1 -2x<m) -2x<m)3 1 2

Για x(0) = (1,1,1)T , δηλαδή, xj°^ = 
(10.109) βρίσκουμε

χ(θ = 
1 1 χ(ι) = * Χ2 -  1 χ(ι)

» Χ3
(2)X = - 1 3 χ(2) = * Χ2 3 (2) 

• 3
(3)X - - 1 -3 (3)

’ Χ2 = 3 (3)

, m = 0,1,2,.

= -  3 

= 1 

= 1

,(o

, ( 2 )

,(3)

(10.109)

, από τις

( 1 , - 1 , — 3)τ

(-3, 3, 1)T

(-3, 3, 1)Τ.
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Αφού χ = χ  συμπεραίνουμε ότι η λύση του συστήματος είναι η 
χ = (-3, 3, 1)Τ . Στο παράδειγμα αυτό, στην ουσία, βρήκαμε την ακρι
βή λύση με την δεύτερη επανάληψη. Η πολύ ταχεία αυτή σύγκλιση εξηγεί
ται από το γεγονός ότι p(J) = 0 . A

10.3.3 Η μ έ θ ο δ ο ς  G a u s s  - S e i d e l

Έχοντας υπ’ όψιν τις (10.80) και (10.103), μία άλλη βασική επα
ναληπτική μέθοδος προκύπτει εάν εκλέξουμε Μ = D — C , οπότε Ν = Ctt.L U
Υποθέτουμε ότι ο D - C είναι ομαλός, δηλαδή, a.. + 0 , i = 1(1)n .Li 11
Διαφορετικά, ισχύει η ίδια παρατήρηση που έγινε και στην μέθοδο Jacobi. 
Έτσι, από την (10.85) προκύπτει η μέθοδος

x(m+l) = (D - CT)_1CTTx(m) +(D - C )-1b , m = 0,1,2,..., (10.110)

που είναι ννωστή σαν μέθοδος των Gauss — Seidel. Πρέπει να σημειωθεί 
0tl ο D - CL είναι κάτω τριγωνικός και ο επαναληπτικός πίνακας της 
μεθόδου (10.110), που θα συμβολίζεται με S , με βάση τις (10.106) μπο
ρεί να γραφεί

S = (D — Ο Γ ' Ο  = (I - L)_1U = I - (I - L)-lD-1A . (10.111)L U

Εάν η (10.110)γραφεί με την μορφή .

(D - CI)x(m+l) = C x (m) + b , m =  0.1,2..... (10.112)L U

τότε το x^m+1  ̂ υπολογίζεται εύκολα με τη μέθοδο της προς τα εμπρός 
αντικατάστασης. Για την εύρεση σχέσεως αντίστοιχης της (10.107), από 

την (10.112) έχουμε

I a..x(.m+l) = - I a..xV"' + b. , ΐ - 1 (1 )η 
j=1 J j=i+1 J 1

η
( τ η )

και λύνοντας ως προς παίρνουμε
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(m+i) _ 
1 a I  ai i xi 

ii L  J=1 J 3

(m+i) n
- I a, Λ
j*1+1 1J 1

(m)

(10.113)
i = 1 (1) n , m = 0,1,2,....

Συγκρίνοντας τις (10.107) και (10.113) βλέπουμε ότι η διαφορά 
τους έγκειται στο ότι με την μέθοδο Gauss -  Seidel για τον υπολογισμό

„(m+i)της

των

v(m+i)
xi
(m)

xi-i *

χρησιμοποιούμε τις ν(ππ·ι) 
xi-i

(m+D
1 - 2 » · · · * αντί.

, (τη )χ: ,..., χ
1 - 2  1

(m) αντίστοιχα, που χρησιμοποιούμε στην μέθο
δο Jacobi. Με άλλα λόγια, η μέθοδος Gauss — Seidel χρησιμοποιεί τις 

πιο πρόσφατα υπολογισμένες προσεγγίσεις των συνιστωσών, μόλις αυτές 
γίνονται διαθέσιμες. Το γεγονός αυτό δεν σημαίνει αναγκαστικά για ένα 

οποιοδήποτε δεδομένο σύστημα,για το οποίο η μέθοδος Jacobi συγκλίνει, 

ότι η μέθοδος Gauss - Seidel θα συγκλίνει ταχύτερα. Πράγματι, υπάρχουν 

περιπτώσεις όπου η Jacobi συγκλίνει,ενώ η Gauss — Seidel δεν συγκλίνει 
αλλά και αντιστρόφως. Γενικά, δεν μπορούμε να πούμε ποια από τις δύο 
θα είναι ταχύτερη.

θεώρημα 10.5 Εάν στο σύστημα (10.79) ο Α είναι αυστηρά διαγώ
νια υπέρτερος, τότε η μέθοδος Gauss - Seidel συγκλίνει και επιπλέον 
ισχύει

llsl  < Μ Ι  < 1 .

όπου S και J ορίζονται στις (10.111) και (10.105) αντίστοιχα.
Απόδειξη Σύμφωνα με το θεώρημα 10.4 θα είναι flJlL < 1 . Εάν 

e =  (1,1___,1)Τ , τότε για τον πίνακα |J| = |L| + |U| έχουμε

lJle < llJILe < e Π

(|L| + |U|)e < llJlÎ e ή

lule i  (llJIL 1 -  |L|)e . (10.114)

Επειδή οι L , |L| είναι αυστηρά κάτω τριγωνικοί θα ισχύει Ln =
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Ln = |L|n = Ο , θα υπάρχουν οι (I - L)"1 και (I — |L[)“χ και επί. 
πλέον

0 < Id —  L)-11 = 11 + L + L2 +...+ Ln"'| <

1 I + |L| + |L12 +...+ |L|n~l = (I - [L|)_1 . 

Αφού S =  (I - L)-1U , λόγω της (10.114), παίρνουμε

ISIe = l ( I  - D ' ^ l . e  < | ( I  - L ) _1...e < (I - |L|)”11U|e <
-1

< (I -  ΙΜ )"*(ΙΝ ΙΙ„Ι -  |L|)e = (I -  |L|)-(l -  |L| +(||J|L-')i) 

I + (IUIL -  ’ H I -  |L|r']e < il + ( jo t  -1 ) l| e =  note .
J  V )

Η τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή (I — |L|) ^ I και
Άρα, ISIe llJ^e , που σημαίνει ότι

< 1

IISL  < < 1

και σύμφωνα με το θεώρημα 10.3 η μέθοδος Gauss - Seidel συγκλίνει. 4

θεώρημα 10.6 Εάν στο σύστημα (10.79) ο Α είναι ένας πραγματι
κός συμμετρικός θετικά ορισμένος πίνακας (βλέπε ορισμό 9.16), τότε η 
μέθοδος Gauss —  Seidel συγκλίνει.

Απόδειξη Αφού ο Α είναι συμμετρικός, είναι A = D - CL - C 
με C = C? και S = (D —  C.)_1C = (D - C )_1cJ . Αρκεί να δείξου- 
με ότι p(S) < 1 . Εάν λ είναι μία ιδιοτιμή του S και u ένα αντί
στοιχο ιδιοδιάνυσμα (λ G(D , u 8(tn) , τότε Su = λσ ή (D - CT )_1C?u =L L
= λσ ή

cj = λ(ϋ - CT )_1u .
Li Li

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο μέλη της (10.115) από αριστερά με 
, νουμε

u V u  - λυΗ(Ρ - CT)u .
Li Li

Αφού ο Α είναι θετικά ορισμένος θα έχουμε uHAu > 0 και

(10.115) 

υΗ παίρ-

(10.116)



387

οπότε ο D είναι και αυτός,θετικά ορισμένος, θέτουμε uHDu = γ > 0 , 

uHCTu = α + ιβ , οπότε uHC^u = (uHC u)H = α - ιβ και uHAu =
= γ — 2α > 0 . Στην (10.116) είναι u (D - C )u ψ 0 , διότι αν ήτανL
ίσο με 0 , τότε θα είχαμε γ — (α + ιβ) = 0 , δηλαδή, γ = α > 0 και

II
β = 0 , ενώ από την u Au > 0 προκύπτει ότι - α > 0 , πράγμα που εί
ναι άτοπο. Επομένως, από την (10.116) έχουμε

uHC^u α - ιβ α -  ιβχ = L _ ____________ =
uhDu - uHC υ γ - (α + ιβ) (Υ - α) - ιβL

α2 + β2
και |λ|2 = ------------ < 1 , αφού γ(γ - 2α) > 0 . Έτσι, ισχύει

(γ - α)2 + β2
ρ(S) < 1 και επομένως η μέθοδος Gauss - Seidel συγκλίνει. Α

Αξίζει να σημειωθεί ότι εάν τα δύο μέλη ενός γραμμικού συστήματος
m

Αχ = b , όπου det(A) ψ 0 , πολλαπλασιαστούν από αριστερά με Α , τό

τε, στο ισοδύναμο σύστημα ΑΤΑχ = ATb , που προκύπτει, ο ΑΤΑ είναι θε

τικά ορισμένος και επομένως η μέθοδος Gauss - Seidel θα συγκλίνει.
Το παρακάτω θεώρημα δίνεται χωρίς απόδειξη.

θεώρημα 10.7 (Stein, Rosenberg) Εάν για τον επαναληπτικό πίνα
κα της μεθόδου Jacobi ισχύει J 0 , τότε για τους J και S ακριβώς 
μία από τις παρακάτω σχέσεις ισχύει:

i) p(S) = p(J) = 0

ii) 0 < p(S) < p(J) < 1

iii) p(S) = p(J) = 1

iv) 1 < p(J) < p(S) . A

Σημείωση: Εάν ο πίνακας Α στο σύστημα (10.79) είναι τέτοιος ώ

στε a... > 0  , a.j £  0 , i,j = 1(1 )n , i ψ j , τότε η προϋπόθεση J > 0 
του θεωρήματος ικανοποιείται.

26
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Παράδειγμα 10.7 Να βρεθούν οι τρεις πρώτες επαναλήψεις THC Μεθό

δου Gauss - Seidel για το σύστημα

4Χ! - Χ2 = 1

— χ, + 4χ

ΟIIX1

1 2 3

— X + 4χ = 12 3

— 4 -1

, αν = 0 .

Λύση 0 A =

0

-1 4 -1

0 - 1  4

είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος

και επομένως η μέθοδος Gauss — Seidel συγκλίνει. Σύμφωνα με την (10.113) 
έχουμε

(m+i) _ 1 (m)
. - i (1 + χ Γ >

(m+l) = 1 (Χ(π.+ι) + χ (η))
2 4 1 3 '

x'm+1> = } (1 + x'm+1)) ,

και επομένως με χ, = χ ^  = χ ^

'° = (1 + 0) = 0.25

m = 0,1,2,...

3 = 0 βρίσκουμε

Ο)
2

Ο)

£ (0.25 + 0) = 0.125 

1 (1 + 0.125) = 0.28125 , ϊί

χ < 2) =  4- (1 + 0.125) = 0.28125

χ(2) = 4 (0.28125 + 0.28125) = 0.140625
2

χ32) = \ (1 + 0.140625)& 0.28516 , Μ.\ί0

\ ■?- 'ί'> * yV \

χ
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x(3)s* 0.28516 1

χ ( 3 ) λ  0.14258
2

x(3)*  0.28564 .3

Άρα, x m  (0.28516, 0.14258, 0.28564)τ . Σημειώνεται ότι η ακριβής

λύση χ του συστήματος είναι χ = (y , γ , j )τλ * (0,28571, 0.14286 
0,28571)Τ .

10.3.4 Η μ έ θ ο δ ο ς  S O R  ( S u c c e s s i v e

Μία άλλη σημαντική μέθοδος, η οποία αποτελεί τροποποίηση της με

θόδου Gauss - Seidel με σκοπό να βελτιωθεί η ταχύτητα συγκλίσεως, εί
ναι η γνωστή ως SOR (successive overrelaxation) μέθοδος. Για την 

δημιουργία αυτής, με βάση τις (10.80) και (10.103),θεωρούμε την εκλο

γή

όπου ω είναι μία πραγματική παράμετρος φ 0 . Έτσι, κατά τα γνωστά 
η S0R μέθοδος είναι

m =  0,1,2,... , με την προϋπόθεση ότι ο Μ (ω) είναι ομαλός, δηλαδή, 

a. . Φ 0 , i = 1(1 )n (ο Μ(ω) είναι κάτω τριγωνικός με διαγώνια στοι

χεία , i = 1(1 )n ).(υ

0 επαναληπτικός πίνακας της (10.118) θα συμβολίζεται με S(u) 

και παίρνει την μορφή

O v e r R e . l  a x a t i o n )

Μ = Μ(ω) = j- D — C ,u) L (10.117)

l)D]x<m) + (i D - C.T'b , (10.118)u) u) L

S(gj) = o>(D - o)C )_1 (1 - io)D + dC
Li U)
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=. (D -u C  )
-1

(1 —  ω)ϋ + ωΟu = (I - ωΙ_)-1 (1 - ω)I + ωϋ| =

= I - ω(Ι - (i)L)-1D-1A .

Έτσι, η (10.118) μπορεί να γραφεί επίσης

(10.119)

χίΐΓΐ+Ο = (j _  ω|_) _ ω)ί + ωυ| x(m) + ω(Ι - wL)_1D , (10.120)

όπου τα L ,U ορίζονται στην (10.106). Επειδή ο S(u) εξαρτάται από 
την παράμετρο ω (relaxation παράμετρος),βασικός σκοπός είναι να εκλε
γεί το ω έτσι ώστε η μέθοδος να συγκλίνει όσο γίνεται πιο γρήνορα, δη
λαδή, η p(S(ω)) να ελαχιστοποιείται ως προς ω . Παρατηρούμε ότι για 
ω = 1 η S0R συμπίπτει με την μέθοδο Gauss - Seidel. Για την εύρεση 

του επαναληπτικού αλγορίθμου της S0R αναλυτικά με τις συνιστώσες,από 
την (10.118) εύκολα προκύπτει ότι

aiixim+l) + ω ϊ aiixiim+1) = (1 — to)a . - ω I a..xim) + ωδ· ,11 1 J ιΐι j=i+1  ̂^

i = 1 (1) η , οπότε

ω
χ<ι"+,) = (1 - u ) x i m> + ,1 Ι α · ·

1 - 1
b. — Τ a. .χ. 
ι A  ij J

(m+i) n

Π  L  J = 1

i = 1(1)n , m = 0,1,2,... .

Για την ρ($(ω)) ισχύει το ακόλουθο θεώρημα .

Υ a. .χ. 
j=i+1 1J J

( m )

( 10. 121)

θεώρημα 10.8 (Kahan) Είναι p (S(d )) ^ (ω — 11 . Επί πλέον, εάν
η S0R συγκλίνει, τότε 0 < ω < 2 .

Απόδειξη Αν λ̂  , i = 1(1)n είναι οι ιδιοτιμές του S((j) , τότε,
σύμφωνα με το θεώρημα 9.17,έχουμε det(S(oj)) = | [ λ. . Λόγω της (10.119),

ι = 1είναι

det(S (ω)) = det [(I - ωί) (1 - ω)Ι + ωυ

= det (I - ωί)-1 Idet 1(1 - ω)Ι + ωΙΙΙ =

(10.122)
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det (1 — ω)I + ωυ = 1 ·(1 — ω)η = (1 —  ω)η ,

αφού ο I — ωί είναι κάτω τριγωνικός με μονάδες στη διαγώνιο και ο 
(1 -ω)Ι + ωυ άνω τριγωνικός με διαγώνια στοιχεία είναι ίσα με 1 — ω. 

Άρα,

fp(S(u))
η η

> Τ Τ  |.\Ι =
ι=1 1

η

i = 1
= 1(1 — ω)η| = 11 - ω|η , ή

ρ(S(ω)) > |1 - ω| . (10.123)

Εάν π S0R συγκλίνει, τότε δεν μπορεί να είναι |1 — ω| > 1 , διότι 
από την (10.123) θα είχαμε ρ(S(ω)) 1 , πράγμα που είναι άτοπον. Ά

ρ α | 1 - ω | < 1 ή 0 < ω < 2 .  ▲

Για την απόδειξη (η οποία παραλείπεται) του ακόλουθου θεωρήματος 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί τρόπος ανάλογος εκείνου του θεωρήματος 10.6.

θεώρημα 10.9 (Ostrowski, Reich) Εάν στο σύστημα (10.79) ο A 

είναι ένας πραγματικός συμμετρικός θετικά ορισμένος πίνακας, τότε για 

κάθε 0 < ω < 2 η S0R μέθοδος συγκλίνει. ▲

Είναι φανερό ότι εάν η μέθοδος Gauss - Seidel (ω = 1) συγκλίνει 

για ένα δεδομένο σύστημα, τότε, λόγω της συνέχειας ως προς ω , η μέ

θοδος S0R θα συγκλίνει για ένα σύνολο τιμών του ω , που περιέχει 

την τιμή ω = 1 , και είναι υποσύνολο του (0,2) . Για να συγκλίνει η 

S0R μέθοδος όσο γίνεται πιο γρήγορα πρέπει να προσδιορίσουμε την "ά- 

ριστη" τιμή ωορΐ της relaxation παραμέτρου ω , η οποία χαρακτηρί

ζεται από την

ρ(S(ω .)) = minρ(S(ω)) = min p(S(uj) ) . (10.124)
opL ω6Κ 0<ω<2

Δυστυχώς, ο αναλυτικός προσδιορισμός της ωορΐ πετυχαίνεται μόνον ό

ταν ο πίνακας Α στο σύστημα Αχ = b ανήκει σε ορισμένες ειδικές κα

τηγορίες πινάκων που παρουσιάζουν πρακτικό ενδιαφέρον,στις οποίες όμως 

δεν θα αναφερθούμε.



392

10.3.5 Ά λ λ ε ς  ε π α ν α λ η π τ ι κ έ ς  μ έ θ ο δ ο ι

Μία άλλη απλή μέθοδος προκύπτει εάν στην (10.80) εκλενεί Μ == I , 
οπότε η (10.85) γίνεται

x(m+i) β (j _ Α )χ(τη) + b β m = 0,1,2,... . (10.125)

Η μέθοδος (10.125) είναι γνωστή σαν μέθοδος του Richardson. Είναι φα
νερό ότι η (10.125) συγκλίνει εάν και μόνον εάν |1 — λ·| < 1 , ΐ =
= 1(1)η , όπου λ̂  , i = 1(1)n είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα A . 

Εάν αντί της (10.117) θεωρήσουμε την εκλογή

Μ = M(r) = D - rCT , (10.126)L

όπου r είναι μία πραγματική παράμετρος (relaxation παράμετρος) και 
με την προϋπόθεση 0xl ο M(r) είναι ομαλός, δηλαδή, a^ ψ 0 , i = 
= 1(1)η , προκύπτει η ακόλουθη επαναληπτική μέθοδος

χ(m+i) - <D -  rtL)
-1 (1 — r)C + C v ' L UJ x(m) + (D - rC )~1b , (10.127)L

m =  0,1,2,... . 0 επαναληπτικός πίνακας της (10.127) θα συμβολίζεται

με R(r) και είναι

R(r) = (D — rCT)L
-1 (I — r)C + Cv ' ' L U = (I - rl)-1 (1

= I - (I - rL)_1D 'A .

Για r = 0 η (10.127) συμπίπτει με την μέθοδο Jacobi, 
συμπίπτει με την μέθοδο Gauss - Seidel .

- r)L + U

(10.128) 

ενώ για r = 1

10.3.6 Ε π ι τ ά χ υ ν σ η  τ η ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς

θεωρούμε πάλι την γενική μορφή (10.85) μιας βασικής επαναληπτι

κής μεθόδου

x(m+l) = Gx(m) + κ , ιη=0,1,2,..., (10.129)

για την λύση του (10.79), η οποία προέκυψε με βάση την συγκεκριμένη
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εκλογή Μ = Μ1 στην (10.80) (Nj = — A , 6 = Μ^Ν, = I -  M‘*A ,

κ = M“*b) . Εάν ρ(G) _> 1 , οπότε η (10.129) δεν συγκλίνει, ήεάν p(G)<1 

αλλά η σύγκλιση είναι αργή, τότε με σκοπό να βρούμε μέθοδο συγκλί- 
νουσα ή να επιταχύνουμε την σύγκλιση αντίστοιχα ,είναι δυνατόν, κάτω α

πό ορισμένες προϋποθέσεις,να χρησιμοποιήσουμε μία νέα μέθοδο που κατα
σκευάζεται με βάση την (10.129) και καλείται extrapolation της (10.129). 
Για την δημιουργία της extrapolation μεθόδου της (10.129) θεωρούμε στην 

(10.80) την εκλογή Μ =  Μ(ω) = γγ Μ, , όπου ω είναι μία πραγματική πα- 

ράμετρος φ 0 , η οποία καλείται extrapolation παράμετρος. Έτσι, η μέ
θοδος που προκύπτει είναι

x ( n , t l )  =
ί  1 1 

ϊ Η ιk J

- 1
1

-  Μ ,  -  A
x ( m )  +  ·

ω  ίς ) \

χ(πι+ι) = (Ι _ ωΜ-ιΑ)χ(πΟ + ωΜ-ι5 ή

χίτη+Ο = G (m) + ωκ m = ο ! 2,... , (10.130)
u)

όπου για τον επαναληπτικό πίνακα G αυτής έχουμε,λόγω της G = I -
-ι ω- μ ,’α ,

G = I — uMj'A = I - ω(Ι - 6) - (1 - ω)Ι + uG . (10.131)

Για ω = 1 η (10.130) συμπίπτει ρε την (10.129). Εάν λj , j = 1 (1)π
είναι οι ιδιοτιμές του G , τότε από την (10.131) προκύπτει ότι οι ι-
διοτιμές του G είναι

(λ)

μ . = 1 — ω + ωλ . , j = 1(1)π (10.132)
J J

και επομένως η (10.130) συγκλίνει εάν και μόνον εάν 

p(Gw ) = max|1 —  ω + ωλj| < 1 .

Εάν λ. = a. + ib. , i = /^Τ , a.,b. GIR , j= 1 (1)n , τότε έχουμε
J J J J J

IΜΊ-12 = (1 - ω + ωβ .)2 + ω2δ^ .
J J J (10.133)
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θεώρημα 10.10 Η 
μόνον εάν μία από τις

i) a . < 1 για
J

0 < ω < min 
J

extrapolation μέθοδος (10.130) συγκλίνει εάν και 
παρακάτω προτάσεις ισχύει:

κάθε j = 1(1)n και

2(1 -aj)

(1-a.)2 + b2 
« J .

ii) a. > 1 για κάθε j = 1(1 )n και max - 
J J

2(1
< ω< 0 ,

όπου = aj + ibj > J = 1(1)n είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα G της 
μεθόδου (10.129).

Απόδειξη Λόγω της (10.133), η μέθοδος (10.130) συγκλίνει εάν και 
μόνον εάν

2 _= (1 - ω + “aj)2 + ω2δ? =
3 L

1 + o)(a
j - ’D+ <d2b? < 1, (10.134)

για κάθε j = 1(1)n . Από την (10.133) είναι φανερό ότι, αν για κάποιο 
j είναι a. = 1 , τότε η (10.134) δεν μπορεί να ισχύει, αφού | μ -12 ^

J J
^  1 ¥ ω . Ακόμη, παρατηρούμε ότι αν για κάποιο j = j είναι a. < 1

τότε ΐ ω  < 0 είναι |μ. |2 > 1 , ενώ αν γεα κάποιο j = j είναι
31

a. > 1 , τότε ¥ ω > 0 είναι |μ. |2 > 1 . Από τα παραπάνω προκύπτει
32 32
το συμπέρασμα ότι εάν η (10.134) ισχύει για κάποιες τιμές του ω , τό
τε πρέπει a. < 1 για κάθε j = 1(1)η ή a . > 1  για κάθε j = 1(1)n .

J J
Υποθέτουμε τώρα ότι a. < 1 , j = 1(1)n . θα δειχθεί ότι η (10.134) 
ισχύει (δηλαδή, η μέθοδος (10.130) συγκλίνει) εάν και μόνον εάν

t

0 < ω < min · 
3

2(1 - a.i>

(1 ~ aj)2 + bj

'

• . Πράγματι,

/

η (10.134) είναι ισοδύναμη

με την
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ω

• — —
ω [π - a.)2 + b|
.

+ 2(a. - 1)
J

4

< Ο , j = 1(1)η (10.135)

2(1 - a.)
0 < ω < -------- -̂--- , j = 1(1)π

^0 < ω < min · 
 ̂ J

2<1 - ai>

( ' - V 2 + bj j

Αν υποθέσουμε ότι a . > 1 , j = 1(1)η , τότε η (10.134) ή π (10.135)
J

ισχύει εάν και μόνον εάν

max
j <1 - aj)2 + bJ j

- < ω < 0 .

θεώρημα 10.11 Εάν οι ιδιοτιμές λ.. , i = 1(1 )η του επαναληπτι
κού πίνακα G της μεθόδου (10.129) είναι πραγματικές και λ < λ. <m ι "
< λ„ , ι = 1(1)η , τότε η extrapolation μέθοδος (10.130) συγκλίνει 

εάν και μόνον εάν μία από τις παρακάτω προτάσεις ισχύει:

2
ι) λ„ < 1 και 0 < ω < ------

Μ 1 — λm

ϋ) λ >1 και — -—  < ω < 0 .Π) . >

Επί πλέον,η άριστη τιμή ω  ̂ της extrapolation παραμέτρου ω , για
την οποία ισχύει p(G ) = minp(G ) , δίνεται από την

ωορΐ ω ω

ωopt
2

2 -  λ - λm Μ
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και για τις δύο περιπτώσεις (i) και (ϋ) του θεωρήματος και ακόμη εί

ναι

p(G„ ) - λΜ " λm
ωopt 2 - λ - λm Μ

Απόδειξη Το πρώτο μέρος του θεωρήματος, που αφορά τις προτάσεις
(ι) και (ϋ) μπορεί να προκόψει εύκολα σαν πόρισμα του θεωρήματος
10.10. θα προσδιορίσουμε τώρα το minp(G ) , με την προϋπόθεση ότι

ω ω
ισχύει η πρόταση (i) . Ανάλογη είναι η εργασία όταν ισχύει η πρόταση 
(ϋ) . Έτσι, έχουμε

min ρ (G ) = min max|1 - ω + ωλ| , (10.136)
ω· ω ω6Κ λ6Λ

όπου W = (0, ΐ--- γ—  ) , Λ = [λ , λ Ί , λ, < 1 . Επειδή τγτ (1 - ω +I — Λ_ u m Μ dAm

+ ωλ) = ω (ανεξάρτητο του λ ) , θα ισχύει (σημειώνεται ότι λ +m
+ λΜ < 2 )Μ

max 11 - ω + ωλ | = max 111 - ω + ωλ^ | , 11 - ω + ωλΜ | | =

=

1 — ω + ωλ„| , εάν 0 < ω < ω*
Μ =

2
11 - ω + ωλ I , εάν ω* < ω < -,—1 m 1 = 1 — λ *m

(10.137)

όπου

ω* = 2 - λ - Κm Μ
(10.138)

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι 1 - ω + ωλ„ > 0 εάν 0 < ω < ω* , ενώ
Μ =  —

1 - ω + ωλ < 0  εάν ω* < ω < -τ---Γm — 1 — λ , οπότε η (10*137) γίνεται
m
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max 11 — ω + ωλ I - ■ 
λ6Α

1 — ω + ϋλ^ , εάν

E
*<3113 , εάν

(10.139)

m

Επειδή ^  (1 - ω + ωλΜ) = λΜ - 1 < 0 και ^  (ω - 1 -  uAJ - 1

- λ > 0 , προκύπτει ότι m

min (1 - ω + ωλ„) = 1 - ω* + ω*λ και 
0<ωκω* Μ "

min (ω - 1 — ωλ ) = ω* - 1 — ω*λ . 
ρ m m

ω*<ω <
— m

λ - λ
Αλλά, είναι 1 - ω* + ω*λΜ = ω* -  1 - u)*Am =  ̂_ χ _ χ - · Από τα πα-

τη Μ
ραπάνω και λόγω της (10.139) η (10.136) τελικά γίνεται

λΜ - λ
min Ρ (G ) = p(G ) = -------- ---- » όπου ω t = ω* . A
ω ω “opt 12 — λ —  λ | opt

1 m Μ 1

θεώρημα 10.12 Εάν η μέθοδος (10.129) συγκλίνει, τότε η extrapo-
2

lation αυτής (10.130) συγκλίνει για κάθε 0 < ω < --- ----  .
1 + ρ(6)

Απόδειξη Αφού η (1.129) συνκλίνει είναι p(G) < 1 . θα δειχθεί
ότι για κάθε 0 < ω < -------- είναι ρ(G ) < 1 , όπου G =

1 + ρ(G) ω ω
= (1 — ω)Ι + ωθ . Αν λ. , j = 1(1)η είναι οι ιδιοτιμές του G , τό
τε,λόγω της (10.132),είναι

p(G ) = max|1 - ω + ωλ-| < max ί|1 - ω | + |ω||λ.|1 = 
j J j ( ' J J

= 11 - ω| + |ω |max|λ -1 = |1 -  ω| + |ω|ρ(0 . (10.140)
j J
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Επειδή -------- > 1 , διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
1 + P(G)

i) 0 < ω £  1 . Τότε, από την (10.140) έχουμε p(G ) <—  (ι) —
£  1 — ω + ωρ(G) < 1 — ω + ω = 1 .

ϋ) 1 < ω < --- ----  . Τότε, π (1.140) δίνει p(G ) £
1 + P(G) ω -

£ ω - 1 + ωρ(θ) = ω(1 + ρ(G))— 1 < 1 . A

Έχοντας υπ’ όψιν τον τρόπο κατασκευής της extrapolation μεθόδου 
μιας βασικής επαναληπτικής μεθόδου, είναι εύκολο να σχηματίσουμε τις 
αντίστοιχες extrapolation μεθόδους (με extrapolation παράμετρο ω ) 
των βασικών μεθόδων, που μελετήθηκαν στις προηγούμενες παραγράφους. 
Έτσι, η extrapolation της μεθόδου Jacobi, που καλείται επίσης και 
JOR (Jacobi OverRelaxation) είναι:

x(m+1) = J x(m) + o)D-1b , m =  0,1,2,..., (10.141)03

όπου J = I — ω0-1Α = (1 — ω)Ι + u)J .
03

H extrapolation της μεθόδου Gauss — Seidel είναι:

x(m+l) = S x(m) + u>(D - CT)"‘b , m = 0,1,2,..., (10.142)
03 L

όπου Su = (1 - ω)Ι + uS = I -ω(Ι - L)_1D-1A .
H extrapolation της μεθόδου του Richardson είναι

x(m+i) = (I —  ωΑ)χ(ιη) + (Jb , m =  0,1,2,... . (10.143)

Τέλος, η extrapolation της μεθόδου (10.127) δίνεται από την

χ(Π1+1) _ R χΟη) + ω(0 — rCT)_1b , m =  0,1,2,..., (10.144)
Γ 5Ο) Li

όπου R = (1 — ω)Ι + ωΡ(τ) = I - ω(Ι - rL)-1D :Α .ι ) (U
Η μέθοδος (10.144) είναι γνωστή με το όνομα A0R (Accelerated OverRe
laxation) μέθοδος και περιέχει τις δύο παραμέτρους r και ω , οι ο-
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ποιες πρέπει να εκλέγονται έτσι ώστε αυτή να συγκλίνει όσο γίνεται πιο 

γρήγορα. Είναι φανερό ότι για r = 0 n A0R συμπίπτει με την extrapo
lation της μεθόδου Jacobi, δηλαδή την (10.141), ενώ για r =  1 συμπί

πτει με την extrapolation της μεθόδου Gauss - Seidel (βλέπε (10.142)). 

Ακόμη, είναι εύκολο να δειχθεί ότι για r = ω αυτή συμπίπτει με την 

μέθοδο S0R . Με σκοπό την εύρεση του επαναληπτικού αλγορίθμου της 
A0R αναλυτικά με τις συνιστώσες, η (10.144) μπορεί να γραφεί ως εξής:

+ ωϋ|χίΓη) + tab ,

από την οποία προκύπτει ότι

(D -  rCL)x(in+1} = m  - ω)0 + (ω - r)CL

aiixim+l) + r = °  - “ )aiixim> - <ω - r) j  a^x}"0 -
J ' J 1

1-1
1

j =

- ω  l a..xim) + (db. , i = 1 (1)n , ή, λύνοντας ως προς x!m+l), 
j=iH 1J J 1 1

i-i
• + r l a.,(x 

j = 1 1J

(m) _ (m+i)\
j j 1

i = i (1)n , m = 0,1,2,.. (10.145)

A I K Η Σ E I Σ

1. Να δειχθεί ότι η επίλυση του μιγαδικού συστήματος (i = /-1 )

(1 + i)Zj -  2iz2 = - 5 + 3i
«

(3 - 2i)zl + (2 + i)z2 = 18 - 5i ,
.

μπορεί να αναχθεί στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος Αχ = b , 

όπου A G IR1*,lf και b 6 IR** .
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2. Να λυθεί το σύστημα

I
3χj - 12χ2 + 8χ 3 = 7

■ 4Xj + 7χ2 - 2χ3 = 4 

7χ j  + 9χ2 + 5χ3 = 11 »

με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss . Να χρησιμοποιηθούν 3 δ.θ. 
στους υπολογισμούς.

3. Να λυθεί το σύστημα

1) με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss και ϋ) με την μέθοδο απα
λοιφής του Gauss με μερική οδήγηση. Να χρησιμοποιηθούν 4 σ.ψ. 
στους υπολογισμούς.

4. Να λυθεί το σύστημα

0.7χ1 + 46χ2 — 16χ3 = 13.3 

■ 19χ - 13χ + 23χ, = 14 

31χ3 + 26χ2 + ΙΙΧ3 = 1 7 ,

i) με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss και ϋ) με την μέθοδο απα
λοιφής του Gauss με μερική οδήγηση, χρησιμοποιώντας 3 σ.ψ. στους 
υπολογισμούς. (Ακριβής λύση: Xj = - 1, χ2 = 1 , χ3 = 2 ) .

10 5χ, + χ0 = 0.6 1 2

χ + χ
2

5 . Να λυθεί το σύστημα
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f

6χι + 13χ2 - 17χ 3 = 1

13Xj + 29χ2 - 38χ 3 = 2

17Xj — 38χ 2 + 50χ 3 = ·-3
V

20x + 99y = 218 

101x + 500y =1101 .

16. Αν στην (10.63) είναι 5b =  0

II δχ|| Ι|δΑ||
< κ , όπου κ

να δειχθεΐ ότι

Α'ΊΙΙΑΙ! .

17. Δίνεται το σύστημα Αχ = b και χ 6ίη με r = b - Αχ . Εάν
B6Cn,n τέτοιος ώστε ||Ι - ΑΒ|| < 1 , να δειχθεί ότι ο Α είναι 

ομαλός και

A-1b - χ|| <
ΊΙΪΒίΙ

- 1 - III - ΑΒ|

18. Δίνεται το σύστημα Αχ = b , det(A) ψ 0 , χ = A lb . Αν ο πίνακας 
Β είναι τέτοιος ώστε ||Α — Β|| < ||Α~1||_1 , να δειχθεί ότι το σύ
στημα Βχ = b έχει μία μοναδική λύση ί που ικανοποιεί την

Ι|χ-ίΙΙ<
ΜΑ) ΙΙΑ -  Β||||χ|| + lib -  dll)

, όπου κ(Α) = ||Α||||Α~ι||
!! -  κ(Α)|] A - Β|!

19. Έστω Α ένας ομαλός πίνακας και Χ0 ένας πίνακας τέτοιος ώστε

|| I - A X J  <1 . Αν Χκ = Χκ-ι (21 - Α Χ Κ-1) , κ =  1,2,..., να δειχθεί 

ότι X ->■ Α"1 .Κ
Κ +°°

20. Έχοντας υπ’ όψιν τις (10.79), (10.85) και θέτοντας = Α χ ^  - b

m = 0,1,2,..., να δειχθεί ότι x(m) - x(m+l) = (I - G)A_1r(in) ,

m =  0,1,2,... . Αν p(G) < 1 , να δειχθεί ότι ε(ιη) =

= (I - G)'lGm (x(0) - χ(ι)) , όπου ε(ιη) = χ(τη) - χ , χ = A_1b .

21. Δίνεται το σύστημα Αχ = b , όπου Α είναι πραγματικός συμμετρι-
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με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss χρησιμοποιώντας 1) κλάσματα 
στους υπολογισμούς Ή) 2 σ.ψ. και iii) 3 σ.ψ. στους υπολο
γισμούς.

6. Να βρεθούν οι λύσεις των συστημάτων:

Αχ = t/1 ,̂ Αχ = όπου 1
6 4 3

\ = 20 15 12
15 12 10

b(1) = (13.1 , 46.9, 37. 1)Τ , b(2) =-- (13, 47, 37)1
1

•

7. Για τον πίνακα Α του συστήματος του παραδείγματος 10.1 να βρε-
θούν οι πίνακες Ρ, L, R έτσι ώστε PA = LR (° Ρ είναι πίνακας
μεταθέσεως και οι L, R κάτω και άνω αντίστοιχα τριγωνικοί πίνα-
κες).

1 2 3 4
-

5 6 7 8
8. Για ποιές τιμές του κ ο πίνακας

9 10 11 12
είναι μη

13 14 15 κ

ομαλός;

9. Να υπολογισθεί η det(A) με την μέθοδο απαλοιφής του Gauss με με-
ρική οδήγηση, όπου

A =

3 2 -1 2

-6 -2 4 -3

-3 -6 -3 -1

3 4 1 1

10. Να βρεθούν οι αντίστροφοι των πινάκων
S %■' β.i * Ν
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5 4 3 2 1 —  ' * — ■ ----

A *

4 4 3 2 1 

3 3 3 2 ,1 , Β =

1 2  3 4 

2 3 4 5
, C =

6 4 3 

20 15 12

2 2 2 2 1 

1 1 1 1 1

3 4 4 5 

_4 5 5 7_
15 12 10

11. Να λυθεί to σύστημα του παραδείγματος 10.1 με την μέθοδο απαλοί 

φής του Jordan με μερική οδήγηση.

12. Να γίνει η τριγωνική ανάλυση του θετικά ορισμένου πίνακα

2 - 1 0 0

1 2 - 1 0

0 - 1 2 - 1

0 0 - 1 2

13. Δίνεται το σύστημα
1 2 χ ι 1

2 4.0001 Χ2 1.9999
Αν χ εί

ναι η ακριβής λύση του και χ =  (1,0)Τ μία προσέγγιση αυτής, να 

βρεθεί το υπόλοιπο r = Αχ -  b και φράγματα για το απόλυτο σφάλμα

και το απόλυτο σχετικό σφάλμα της χ .

14. Για ποιές τιμές του λ ο αριθμός καταστάσεως κ^ίΑ) όπου

A =
2 λ λ

1 1
γίνεται ελάχιστος;

15. Να εξετασθούν ως προς την ευστάθεια τα ακόλουθα συστήματα:

27
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. *
: II• I

(

Γi·.
f,
l
; !, \ ?
I :i :
i{ ·. 
i ·

κός και θετικά ορισμένος (A = D - C -  c j ) . Εάν ο πίνακας 

2D - A είναι θετικά ορισμένος, να δειχθεί ότι η μέθοδος Jacobi 

συγκλίνει.

22. Αν στο σύστημα Αχ = b ο Α είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος ως 

προς τις στήλες του, δηλαδή ισχύει

lajj! > i ^ i o 1 ■ ¥  j = 1(,)" *

να δειχθεί ότι η Μέθοδος Jacobi συγκλίνει.

23. Με ποιά σειρά πρέπει να γραφούν οι εξισώσεις του συστήματος

3χ — 8y + 2ζ = — 4 

■ - 4χ + y — 6ζ = 3

7χ -  y + 4ζ = 8 ,
\

για να είμαστε βέβαιοι ότι η μέθοδος Jacobi θα συγκλίνει;

24. Εάν ΑΗ = Α , Α = Μ  —  Ν ,  det(M) ψ Ο και οι A , Μ + ΜΗ —  Α εί

ναι θετικά ορισμένοι, να δειχθεί ότι ρ(Μ_1Ν) < 1 .

25.

26.

Να δειχθεί ότι η χαρακτηριστική εξίσωση det(J -λΐ) = Ο 

ναληπτικού πίνακα J της μεθόδου Jacobi για το σύστημα

11

2 1

m

Αν Α =

<ai , 1J  = 1(1)η

λ
λ 2 • · · am

a λ 22 •
•

• · · a2n•••
aΏ2 • · ·

•
a λnn

α 3"
9 A G ® 2’2

β ν_

= Ο .

του επα

Αχ = b ,
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27. Αν G = , G6IR2»2 , να δειχθεί ότι p(G) < 1 εάν και

δειχθεί ότι π μέθοδος Jacobi για το σύστημα Αχ = b συγκλίνει, 

α 3'

-V δ_

μόνον εάν |α + δ| < 1 + det(G) και |det(G)j < 1 .

28. Δίνεται ο αλγόριθμος

(m+i) _ 1 (m)
Χ1 ~ ~ J X2

(m+i) _  1_ (m) _  1_ (m)
*2 2 1 2 3

(m+i) _ _  1  Y(m)
*3 “ 2 2 t Π -  0)1*2»... καi

x{°> , i = 1(1)3 αυθαίρετοι πραγματικοί αριθμοί. Να εξεταστεί ως 

προς την σύγκλιση.

29. Να βρεθούν οι τρείς πρώτες επαναλήψεις της μεθόδου Jacobi γιατοσύ- 

στημα

4χ, -  χ2 =  1

— χ + 4χ —  χ
1 2  3

-χ. + 4χ,2 3

* 0

= 1 , αν χ ( ο ) (0, 0, 0)Τ .

30. Να δειχθεί ότι η χαρακτηριστική εξίσωση det(S -  λΐ) = 0 του ε

παναληπτικού πίνακα S της μεθόδου Gauss -  Seidel για το σύστημα 

Αχ = b , όπου Α =  (a..) , i,j - 1(1 )η είναι ισοδύναμη με την' J
a , ,λ a,„ ... a1 1 1 2 in

3 2 Χλ a 22λ # · · a 2η
• • .• • .• • .

a λ a λ ... a 4
ηΐ η2 nn



406

31. Να βρεθούν όλες οι τιμές του α , έτσι ώστε για τον πίνακα

Α =
4 - α  

- α  1
, η μέθοδος Gauss —  Seidel να συγκλίνει.

32. Αν Α =

1 α α

α 1 α

α α 1

, να δειχθεί ότι η μέθοδος Gauss -  Seidel

συγκλίνει -V-Ο < α < 1 . Για ποιές τιμές του α συγκλίνει π μέ

θοδος Jacobi;

33. Δίνεται το σύστημα
ail ai2

3 2 1  9  2 2

, όπου a M a22 tQ

και an a2'2 —  a a21 ^ 0 · Να δειχθεί ότι η μέθοδος Gauss -  Seidel

συγκλίνει εάν και μόνον εάν
a 12a 2 1

a11a2 2
< 1 . Να δειχθεί επίσης ότι

ρ (S ) = p2(J) , όπου S,J οι επαναληπτικοί πίνακες των μεθόδων 

Gauss -  Seidel και Jacobi αντίστοιχα.

34. Δίνεται ο πίνακας Α =

2 - 1 0 0

- 1 2 - 1 0

0 - 1 2 - 1

0 0 - 1 2

. Να δειχθεί ότι

P(S) = p2(J) .

35. Να εξετασθούν ως προς την σύγκλιση οι μέθοδοι Jacobi και Gauss —  

—  Seidel για τα συστήματα
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• — —

2χ
1

— X
2 +  Χ 3 = 1

1
1

2

1

“  2
X

1
1

χ +  Χ Λ +  χ =  6 - 1 1 - 1 X 1
1 2 3

1

I

2

Χ ι*
+  Χ 2

-  2χ =  0
3

1

__ 2
1

_ XL
1

1 2 -2 χι 1

1 1 1 Χ 2 3

2 2 1 Χ 3 5
- — Μ —

36. Δίνεται το σύστημα

2Xj + 2χ2 + χ3 = 1

■ χ, + χ2 + χ3 = 1

■ Χ1 + 2Χ2 "  2χ3 = 1 ·

Να δειχθεί ότι η μέθοδος Gauss -  Seidel συγκλίνει και να βρεθούν 

οι τρεις πρώτες επαναλήψεις αυτής.

37. Να δειχθεί. ότι η χαρακτηριστική εξίσωση του επαναληπτικού πίνακα 

S(gj) της SOR μεθόδου είναι det(S(ω) —  λ Ι ) =  Ο ή ισοδύναμα

det(AL + U -  — — — - I) = Ο . Να δειχθεί ότι η λ =  Ο είναι
(ΰ

μία ιδιοτιμή του S(ω) εάν και μόνον εάν ω = 1 .

38. Αν
-1

2
για ποιές τιμές του ω συγκλίνει η SOR μέ

θοδος; Ποιό είναι το

39. θεωρούμε το σύστημα Αχ = b όπου
α

1
2

α G IR . Για
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ποιές τιμές του α συγκλίνει η μέθοδος Richardson;

40. Αν A =

]_
4

1

1
4

1_
4
J_
4 , να βρεθεί για ποιά

1

ω συγκλίνει η

J0R μέθοδος και τα αι . , p(G ) .
opt ωορί

41. Δίνεται η μέθοδος x(m+l) = Gx(m) + κ , m = 0,1,2,... για την 

επίλυση του Αχ = b . Εάν για τις ιδιοτιμές λ.. , i = 1(1)η του 

G ισχύει |λ.| = 1 , λ. Φ 1 , i = 1(1)η , να δειχθεί ότι 

ρ(6 ) < 1 εάν και μόνον εάν 0 < ω < 1 , όπου G = (1 -ω)Ι +<«)G. 

Επί πλέον, να δειχθεί ότι ωορΐ = γ  .

42. Να λυθούν με την μέθοδο Gauss —  Seidel τα συστήματα

' 2χ, + χ2 + χ, -  χ„ = -  3

Xj + 9χ 2 + 8χ 3 + 4χ^ = 15

- χ 1 + 3χ 2 + 5χ 3 + 2χ^ = 10

χ 2 + χ, = 2

’ 10χχ + 2χ 2 + 3χ 3 - χ, = 80

χ, -  20χο -  χ + 3χ = 401 2  3 4

Χχ + χ2 -  10χ3 + 2χ^ = 40

. 2χι "  χ2 χ 3 + 30χ^ =120 .

43. Να βρεθεί για ποιές τιμές του ω συγκλίνει n extrapolation -μέθο

δος της μεθόδου του Richardson, καθώς και η "άριστη" τιμή ω ,
_  ______ ________  opt

για το σύστημα 2-ί 0 ο Ί χι
-1 2+i 0 Χ2

=
b 2

0 -1 2 Χ 3 _ b ,_



11
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΙΑΙΟΤΙΜΩΜ ΚΑΙ ΙΑΙΟΑΙΑΗΥΖΜΑΤΩΗ

11.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Έχοντας υπ’ όψιν την βασική θεωρία για τις ιδιοτιμές και τα ι- 

διοδιανύσματα ενός πίνακα A G I n,n , που αναφέρθηκε στην παράγραφο 

9.5, στο παρόν κεφάλαιο θα εξετάσουμε ορισμένες αριθμητικές μεθόδους 

για τον υπολογισμό των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων του A .

Είναι γνωστό ότι οι ιδιοτιμές ενός πίνακα A6(Cn,n είναι οι η 

ρίζες της χαρακτηριστικής εξισώσεως του A

Ρ(λ) ξ det(A -  λΐ) =

= (- 1)η (λη + a,λ11"1 + a λη~2 +...+ a λ + a ) = 0. (11.1)

Επί πλέον, εάν οι ιδιοτιμές είναι γνωστές, τότε αντίστοιχα ιδιοδιανύ- 

σματα μπορούν να βρεθούν σαν μη μηδενικές λύσεις συγκεκριμένων ομογε

νών γραμμικών συστημάτων (βλέπε θεωρήματα 9.20, 9.29). Είναι φανερό 

ότι, αν το η είναι μεγάλο, τότε η διαδικασία υπολογισμού των συντε

λεστών του χαρακτηριστικού πολυωνύμου Ρ(λ) , αναπτύσσοντας την 

det(A —  λΐ), δεν είναι πρακτικά αποτελεσματική. Επί πλέον, και αν α

κόμη είναι εύκολο να βρεθεί (προσεγγισθεί) το πολυώνυμο Ρ(λ) , ο προσ-
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διορισμός των ριζών του είναι ένα δύσκολο πρόβλημα που γίνεται δυσκο- 

λώτερο όταν αυτό είναι ασταθές. Για τους παραπάνω λόγους, στην πράξη, 

σχεδόν ποτέ δεν χρησιμοποιούνται μέθοδοι υπολογισμού του χαρακτηριστι

κού πολυωνύμου με σκοπό τον υπολογισμό των ιδιοτιμών. Σημειώνουμε επ’ 

ευκαιρία, έχοντας υπ’όψιν το θεώρημα 9.37, ότι ο προσδιορισμός των 

ριζών ενός πολυωνύμου (βλέπε κεφάλαιο 7 ) μπορεί να αναχθεί στον 

προσδιορισμότων ιδιοτιμών του συνοδεύοντα πίνακα του πολυωνύμου.

Το πρόβλημα του υπολογισμού των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων έ- 

νός πίνακα Α είναι πιο απλό στην περίπτωση που ο Α είναι Ερμιτια- 

νός, λόγω των ιδιοτήτων που ισχύουν για ένα τέτοιο πίνακα (βλέπε θεω

ρήματα 9.66, 9.67). Μπορεί να δειχθεί επίσης ότι ένας Ερμιτιανός πίνα

κας είναι ευσταθής σε σχέση με το πρόβλημα ευρέσεως των ιδιοτιμών του, 

δηλαδή, μικρές μεταβολές στα στοιχεία του, προκαλούν μικρές μεταβολές 

στις ιδιοτιμές του (βλέπε παράγραφο 11.9).

Για τον υπολογισμό φραγμάτων για τις ιδιοτιμές,που απαιτούνται 

σε ορισμένες εφαρμογές,χρήσιμα είναι τα θεωρήματα 9.33, 9.39, 9.40 

και 9.74 .

11.2 Η μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  δ υ ν ά μ ε ω ς

Η απλούστερη και πιο διαδεδομένη ίσως επαναληπτική μέθοδος για 

τον υπολογισμό ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων ενός πίνακα Α θ £ η,η εί

ναι η μέθοδος της δυνάμεως . Αυτή μπορεί να θεωρηθεί σαν πρόδρο

μος' άλλων επαναληπτικών μεθόδων με μεγαλύτερη πρακτική αξία και είναι 

ειδικά κατάλληλη για μεγάλους αραιούς πίνακες. Για την εφαρμογή αυτής 

της μεθόδου ο πίνακας Α δεν θεωρείται τελείως αυθαίρετος, αλλά υπο

θέτουμε ότι είναι διαγωνίσιμος, δηλαδή, έχει η γραμμικώς ανεξάρτη

τα ιδιοδιανύσματα. Υποθέτουμε επίσης ότι για τις ιδιοτιμές λ̂  , ι =

= 1(1)η του Α ισχύει

Ι Μ  > Ι Μ  > ... > μ η | Μ 1 .2 )

και ότι δεν υπάρχει ιδιοτιμή λ. φ λι με |λ.| = |Aj . Δηλαδή, υπάρ-
J  «J

I

I
i
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χει ένας ακέραιος m > 0 τέτοιος ώστε 

λ ι = λ 2 = ... = Am ,

|λ,| = ... = |λ | > |λ.m+i i  Ιλη

(11.3)

, ( i )Έστωσαν χ , 1 = 1(1)η τα η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα 

του A , οπότε

Αχ(1) = λ,χ(ι) , i = 1(1 )η (11.4)

Τα χ(1) , i = 1(1)η αποτελούν μία βάση του Cn και επομένως αν 

y (o)G 

φούμε

y ^  GCn είναι ένα αυθαίρετο αρχικό διάνυσμα, τότε μπορούμε να γρά-

y ^  = a χ^1' + a χ*ζ* + ...+ a x(n* 1 2  n (11.5)

όπου,γενικά , a^ G(C , i = 1 (1)n . Σχηματίζουμε τώρα την ακολουθία δια- 

νυσμάτων { y ^ }  από την'αναδρομική σχέση (υποθέτοντας ότι y^0) φ 0)

y (K+1) = Ay(K) , κ = 0,1,2......

Χρησιμοποιώντας επαναληπτικά την (11.6) παίρνουμε

y (K) = AKy<0) , κ =  0,1,2.....

Η (11.7),λόγω των (11.5) και (11.4),γίνεται διαδοχικά

( 11.6 )

(11.7)

y (O  . ft*
η
ι  ν

i=1 1

(1)
■ k - A Kx(i,= =

i=1 1 i=1 1 1

=  a,A*x(,) ♦ a2*“x(2) Λ1 ι 2 2 η n
(n)

( 11.8 )

.(°)Υποθέτοντας τώρα ότι το y στην (11.5) ικανοποιεί την

ajX (1) + a2x(2) +...+ a_x(m) φ 0m (11.9)

(η (11.9) εξασφαλίζεται με κατάλληλη αυθαίρετη εκλογή του y^°^) και 

έχοντας υπ’ όψιν, λόγω της (11.3), ότι
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λ.
J

X T < 1  , j > m + 1 ,

από την (11.8) προκύπτει ότι

/ κ) = ** ajX(1* + a χ(2)+...+ a + 1 2  m
ίλ , ι κm+i

m+i λ:

+ aη
η (η)

x(m+l)+ ...+

( 11. 10)

και

(κ)
lim * -  
κ -»-«> λκ

= a,x^1 ̂ + a.x*·2 ̂ +... + a χ
m

(m)
( 11. 11)

Χρησιμοποιώντας την έκφραση Ylo το y (K+1)  ̂ όπως προκύπτει από την 

(11.10), και υποθέτοντας νενικά ότι y ^  = (y(K )̂ 5 j = 1(ι )π , παίρ 

νουμε J

y ·
(κ+ι)

lim - 
κ -*-<» y (κ) λι j = 1(1 )η , ( 11. 12)

με την προϋπόθεση ότι

3 ιχΓ ) + 92χί·2) +···+ V l } ^ 01 J 2 J m J (11.13)

Λόγω της (11.9), θα υπάρχει τουλάχιστον ένα j (j = ·1(1)η) ,.για το * 

οποίο ισχύει η (11.13). Έτσι, με τις παραπάνω προϋποθέσεις η μέθοδος 

της δυνάμεως, που βασίζεται στην (11.6),δια μέσου της (11.12) μας πα

ρέχει την ιδιοτιμή η οποία έχει το μεγαλύτερο μέτρο και δια μέσου 

της· (11.11) ένα ιδιοδιάνυσμα, το a,x(1) + a„x(2) +...+ a x(rn), που αν

τιστοιχεί στην λ1 . Η ταχύτητα συγκλίσεως της μεθόδου της δυνάμεως
λ

εξαρτάται προφανώς από τον λόγο m+i
λι

(βλέπε (11.3)*και (11.10)).
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Όσο πιο μικρός είναι ο λόγος αυτός, τόσο ταχύτερη θα είναι η σύγκλιση. 

Για επαρκώς μεγάλο κ από την (11.10) έχουμε

ν (κ)
y « λ^(31χ<·ι)+ a2x

( 2 ) + . a x(m))m (11.14)

και από την (11.12)

λ1

.(κ+1 )

. ( Κ )
1(1)η .

Η (11.14) σημαίνει πως το y είναι κατά προσέγγιση ένα ιδιοδιάνυ- 

σμα του A , που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ 1 .Για την εύρεση άλλων 

γραμμικά ανεξάρτητων ιδιοδιανυσμάτων, που αντιστοιχούν στην λ1 (υπάρ 

χουν m τέτοια σύμφωνα με τις υποθέσεις),εφαρμόζουμε την μέθοδο της 

δυνάμεως αλλάζοντας διαδοχικά το αρχικό διάνυσμα . Τονίζεται ότι

δεν είμαστε βέβαιοι ότι με τον τρόπο αυτό θα βρούμε όλα τα γραμμικώς 

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην Κι .

Πρέπει να σημειωθεί ότι το όριο στην (11.12) υπολογίζεται για κά- 

θε j για το οποίο y \  ’ψ  0 . Έτσι, είναι φανερό, λόγω της (11.14), 

ότι για επαρκώς μεγάλο κ η y ^  Ψ 0 συνεπάγεται την (11.13). Επί- 

σης, από την (11.8) ή την (11.10) παρατηρούμε ότι καθώς το κ αυξά- 

νει (κ-*°°) οι συνιστώσες του y αυξάνουν απεριόριστα απολύτως 

εάν > 1 , ενώ ελαττούνται απεριόριστα απολύτως εάν |λ | < 1  .

Για τον λόγο αυτό με σκοπό να περιορίσουμε την επίδραση των σφαλμάτων 

στρογγυλεύσεως στους υπολογισμούς, η ακόλουθη διαδικασία κανονικοποι- 

ήσεως του y σε κάθε βήμα εφαρμόζεται.

Έστω ότι y (K) = (yU ) ) , j = 1 (1 )n , κ = 0,1,2,... . θέτουμε
J

.(κ) = z
(κ)

γ<κ)
J K

οπού
yj
(κ)

= max 
ι

. ( Κ )
- lly<K)L (11.15)

δηλαδή, διαιρούμε το διάνυσμα με την συνιστώσα του που
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έχει το μεγαλύτερο μέτρο. Έτσι, π (11.6) τροποποιείται στην

γ (κ+0 = Αζ(κ)  ̂ κ = 0jl>2,... (11.16)

και η ιδιοτιμή λ χ και ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί σ ’ αυτή υπο

λογίζονται από τις

lim y!jK+1) = λχ και 11m z(K^ 3(a1x(1  ̂ + a2x(z) + ...+ a_x(m))m

(11.17)

όπου 3 σταθερά^ 0 (βλέπε άσκηση 10 ) . Στην πράξη, η διαδικασία 

συνήθως σταματά όταν π.χ. \\ζ —  ζ ΙΙ̂ ^  ε , όπου ε μικρός προ

καθορισμένος θετικός αριθμός.

Πρέπει να σημειωθεί ότι η παραπάνω μελέτη της μεθόδου της δυνάμε- 

ως έγινε, χάριν απλότητος, υπό την προϋπόθεση της (11.3). Με κατάλλη

λες τροποποιήσεις μπορεί αυτή να εφαρμοσθεί και σε άλλες περιπτώσεις 

(βλέπε π.χ. άσκηση 11) , καθώς και σε μη διαγωνίσιμους πίνακες.

Παράδειγμα 11.1 Να προσεγγισθεί η μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή 

του πίνακα

Α = 1 2 1

1

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα αυτής.

Λύση 0 πίνακας Α είναι πραγματικός συμμετρικός και επομένως έ

χει τρία γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα. Επίσης, αφού A > 0 , σύμ 

φωνα με το θεώρημα 9.42, η συνθήκη (11.3) ικανοποιείται για m =  1 , δη 

λαδή, αν λχ, λ2, λ3 είναι οι ιδιοτιμές του Α , θα ισχύει

IU  > |λ2 | > μ3Ι ·
Εκλέγουμε το αρχικό διάνυσμα = (1, 0, 0 )Τ και εφαρμόζουμε τις

(11.15), (11.16) και (11.17), οπότε παίρνουμε διαδοχικά (κριτήριο τερ-
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ματισμού θα είναι η ικανοποίηση της συνθήκης ]|ζ̂ κ+1* -  ζ ^ * ^  <

II
Α

γ>ο
|-
»

10“ = 0.05 )

ζ<°) = (1, 0, 0 )Τ , y (1) = (1, 1, 2 )T , Λί0 = 1 ,

ζ ( 1 ) (0.5, 0.5, 1 )Τ , y <2> = (3, 2. 5, 2.5 )Τ , Λ</> *
to•C\JII

ζ(*) = (1, 0.83, 0.83 )Τ 9
(3)

y = (3.49, 3.49, 3.66 )Τ = 3.49,

Ζ(3) = (0.95, 0.95, 1 )Τ 9
ο ο

y = (3.9, 3.85, 3.85 )Τ , = 3.85,

Ζ( Μ = (1, 0.99, 0.99)Τ 9
(5)

y = (3.97, 3.97. 3.98)Τ , \ ( 5 ) 
\ = 3.97.

Επειδή 1
7 10"1 == 0.05 , προκύπτει ότι λ 1 fH λJ 5)«  4.0

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα αυτής χ^1W  (1.0 , 1.0, 1.0)Τ .

Μπορεί να δειχθεί ότι οι τρεις ιδιοτιμές του Α είναι:

«Ξί"II*<

» λ2 =
= 1 9 \  = —  1 ·

11 .3 Η μ έ θ ο δ 0 ς τ n ς δ υ ν ά μ ε ω ς σ τ ο V

π ί ν α κ α Α -  q I

Έστω A G(Tn,n με ιδιοτιμές λ . , i = 1 (1 )n και αντίστοιχα ίδιο- 

διανύσματα χ , i = 1(1 )n . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι αν q 6(C ,

τότε ο πίνακας A —  ql έχει ιδιοτιμές λ. —  q , i = 1 (1 )n και αντί-
( 4 ) ^στοιχα ιδιοδιανύσματα τα χ , i = 1(1)n , δηλαδή, τα ίδια με τον 

Α . Με άλλα λόγια, η αφαίρεση του αριθμού q από τα διαγώνια στοιχεία 

του Α έχει σαν αποτέλεσμα την αφαίρεση του q από τις ιδιοτιμές του. 

Η παραπάνω τροποποίηση του πίνακα Α είναι πολλές φορές χρήσιμη , με 

σκοπό να εφαρμοσθεί η μέθοδος της δυνάμεως. Για παράδειγμα, ας υποθέ

σουμε ότι ο πίνακας Α είναι διαγωνίσιμος και έχει πραγματικές ιδιο- 

τιμές Κ. , i = 1(1)n , τέτοιες ώστε

λ, > λ, > ... > λ > λ > ... > λ , (11.18)

όπου m > 0 και θέλουμε να υπολογίσουμε την μεγαλύτερη και μικρότερη 

από τις ιδιοτιμές του Α , δηλαδή, τις λχ και 'λ και τα αντίστοιχα

|
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ιδιοδιανύσματα. (Σημειώνεται ότι, λόγω της (11.18), η μπορεί να 

είναι πολλαπλή καθώς και η λ ) . Σύμφωνα με το θεώρημα 9.74 θα έ-
ΤΙ

χουμε

l^|<||A|| ή

-  IIAil < λ. < IIΑ|| , i = 1 (1)η , (11.19)

δηλαδή,

λ. + ||Α|| > 0 και λ. -  ||Α|| < 0 , 1 = 1 ( 1 ) η .  (11.20)

Για την εύρεση της λχ εκλέγουμε q = -  ||Α|| και σχηματίζουμε 

τον πίνακα A —  ql = A + j|A|| I . Οι ιδιοτιμές του πίνακα A + ||Α||Ι εί

ναι λ . + ||Α|| _> 0 , i = 1 (1 )η και προφανώς, λόγω της (11.18), η με

γαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του A + ||Α||Ι είναι η + ||Α|| > 0 , πολ- 

λαπλότητος όσο και η Κχ . Έτσι, εφαρμόζοντας την μέθοδο της δυνάμε- 

ως στον πίνακα A + ||Α||Ι , μπορούμε να βρούμε την Aj + ||Α|| και το 

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα c x ^  , οπότε αφαιρώντας την ||Α|| από την 

λj + ||Α|| βρίσκουμε την λ ^

Για την εύρεση της λη εκλέγουμε q = ||Α|| , οπότε A -  ql =

= A -  ||Α||Ι . Οι ιδιοτιμές του πίνακα A -  ||Α||Ι είναι λ^ -  ||Α|| ^  0, 

i = 1(1)n και λόγω της (11.18) η μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του 

A -  ||Α||Ι είναι η λη —  ||Α|| < 0 , πολλαπλότητος όσο και η λη . Με την 

εφαρμογή επομένως της μεθόδου της δυνάμεως στον πίνακα A -  ||Α||Ι μπο

ρούμε να βρούμε την λ^ —  ||Α|| και κατόπιν την λ^ καθώς και το ιδιο- 

διάνυσμα cx^n\  Σημειώνεται ότι η μεγαλύτερη απολύτως από τις λχ, 

λ είναι και η μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του πίνακα A .Π

11.4 Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ η ς  α π ο λ ύ τ ω ς  μ ι κ ρ ό 

τ ε ρ η ς  ι δ ι ο τ ι μ ή ς  ε ν ό ς  π ί ν α κ α  Α .

Έστω A 6 C n,n ένας διαγωνίσιμος πίνακας, για τις ιδιοτιμές λ.. , 

i = 1(1)η του οποίου ισχύουν
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λ = λ =  ... = λ ^ Ο , m > Ο , 
n-m+i n-m+2 η

Ιλ,Ι > |λ I > ...> |λ | > |λ I = ... = |λ I1 ι 1 =  1 2 1 =  =  1 η-m1 1 n-m+i' 1 η 1

( 1 1 . 2 1 )

δηλαδή, η απολύτως μικρότερη ιδιοτιμή λ φ 0 είναι πολλαπλότητος m .
(ι) nΥποθέτουμε επίσης ότι χ , 1 = 1(1)η είναι τα αντίστοιχα γραμμικώς 

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του Α . Προφανώς, ο Α θα είναι ομαλός και 

επομένως οι ιδιοτιμές του Α-1 θα είναι οι , 1 — 1(1)η * με αντί-
ί 1 ) Λι

στοιχα ιδιοδιανύσματα τα χ , i = 1(1)π .

Λόγω των (11.21) θα έχουμε

1 _ 1 
ι ------- λ------n-m+i n-m+2

1
Γ" ·n

( 11.22)

1 1 1 1 %* «s 1

η λη-ι
““ · · · — λn-m+i λ

n-m
> · · · >

οπότε η -4- (και στη συνέχεια η λ ) μπορεί να βρεθεί εφαρμόζοντας
Λ Πη

την μέθοδο της δυνάμεως, σύμφωνα με την παράγραφο 11.2, στον πίνακα 

Α”1. Συγχρόνως, βρίσκουμε και το χ*η * . Η αντίστοιχη της (11.16) θα 

είναι τώρα

y (K+l) = Α-1ζ(κ) , κ = 0,1,2,..... (11.23)

Στην πράξη, για την εύρεση των διανυσμάτων y^K+J) , κ *  0,1,2,...,
. -1

δεν απαιτείται η εύρεση του Α , αφού η (11.23) μπορεί να γραφεί

(11.24)Ay(K+1) = ζ(κ) , κ =  0,1,2.....

καί επομένως για κ =  0,1,2,... to y κ+1* προκύπτει λύνοντας το 

γραμμικό σύστημα (11.24). Για την λύση όλων αυτών των γραμμικών συστη

μάτων, που έχουν τον ίδιο πίνακα συντελεστών Α , κατάλληλη είναι μία 

μέθοδος τριγωνικοποιήσεως (βλέπε παράγραφο 10.2.6 ) .

11.5 Η α ν τ ί σ τ ρ ο φ η  μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  

δ υ ν ά μ ε ω ς
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Με την μέθοδο της δυνάμεως, όπως είδαμε, μπορούμε κάτω από ορισμέ

νες προϋποθέσεις,να υπολογίσουμε την μεγαλύτερη απολύτως και την μικρό

τερη απολύτως ιδιοτιμή ενός πίνακα Α καθώς και τα αντίστοιχα ιδιοδια- 

νύσματα. Με την αντίστροφη μέθοδο της δυνάμεως μπορούμε να υπολογίσουμε 

μία οποιαδήποτε ιδιοτιμή. Για την εφαρμογή αυτής υποθέτουμε πάλι ότι ο 

Α είναι διαγωνίσιμος και ότι μία καλή εκτίμηση λ είναι ήδη γνωστή

για κάποια από τις ιδιοτιμές του λ., λ,,..., λ , π.χ. την λ. την
1 ζ η  J

οποία θέλουμε να υπολογίσουμε, δηλαδή, ισχύει

1 λ . —  λI < |λ — λ| για κάθε λ 4 λ . . (11.25)J 1 m 1 m J

Έστωσαν ακόμη , i = 1(1 )η τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α .

Εάν λ 4 λ. , ι = 1(1)η , τότε ο πίνακας Α - λΐ είναι ομαλός και ο1 Λ
αντίστροφός του (Α -  λΐ)-1 έχει ιδιοτιμές τ---- Γ ,i = 1(1 )η , με αν-

Μ') λ , -  λ
τίστοιχα ιδιοδιανύσματα τα χ , i = 1(1)η . Λόγω της (11.25), θα 

έχουμε

, για λ ^ λ .m J (11.26)

Η αντίστροφη μέθοδος της δυνάμεως, για την εύρεση της λ. του πί-
J

νακα Α , ισοδυναμεί με την μέθοδο της δυνάμεως για την εύρεση της με-
1 — ι

γαλύτερης απολύτως ιδιοτιμής (της -ΐ---- γ ) του πίνακα (Α —  λΐ)λ. -  λ

Έτσι, αρχίζοντας με ένα αυθαίρετο αρχικό διάνυσμα y GC , η αντί

στοιχη της (11.16) θα είναι τώρα

y (K+l) = (Α -  λΙ)-1ζ(κ) , κ = 0,1,2,... . (11.27)

Για την (11.27),η οποία γράφεται

(Α -  λΙ)γ(κ+1) = ζ(κ) , κ = 0,1,2,... , (11.28)

ισχύουν τα ίδια, που αναφέρθηκαν για την (11.23), όσον αφορά την εύρε

ση των y^K+1  ̂ , κ = 0,1,2,... . Αφού 3ρεθεί η ^ > η λ^ 3ρί-
J

σκεται εύκολα, αφού το λ είναι γνωστό. 'Επίσης, το αντίστοιχο ίδιο-
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διάνυσμα x(j  ̂ μπορεί να βρεθεί συγχρόνως με την ^— ^-χ · Οσο πιο
• 3

καλή είναι η προσέγγιση λ για την λ. , τόσο πιο γρήγορα θα συγκλί- 

νει η αντίστροφη μέθοδος της δυνάμεως. Σε περιπτώσεις, όπου η μέθοδος 

της δυνάμεως για την εύρεση της μεγαλύτερης απολύτως (ή της μικρότε

ρης απολύτως) ιδιοτιμής του Α συγκλίνει αργά, πράγμα που συμβαίνει 

όταν τα μέτρα των ιδιοτιμών του Α δεν χωρίζονται επαρκώς, τότε, α

φού εφαρμοσθούν μερικά βήματα αυτής, ώστε να βρεθεί κάποια εκτίμηση 

της ζητούμενης ιδιοτιμής, στη συνέχεια εφαρμόζεται η αντίστροφη μέθο

δος της δυνάμεως για να έχουμε γρήγορη σύγκλιση. Στην πράξη, η αντί

στροφη μέθοδος της δυνάμεως εφαρμόζεται κυρίως σε πίνακες Α , για 

τους οποίους το σύστημα (11.28) λύνεται εύκολα, π.χ. σε τριδιαγώνιο 

πίνακα Α .

11.6 Ε π έ κ τ α σ η  τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ  τ η ς  δ υ ν ά 

μ ε ω ς .  Η δ ι α δ ι κ α σ ί α  d e f l a t i o n

Ας υποθέσουμε ότι οι ιδιοτιμές Κ. , 1 = 1(1)η ενός διαγωνίσιμου 

πίνακα A G I R n,n (ο Α χάριν απλότητος θεωρείται πραγματικός) είναι 

τέτοιες ώστε

Ι \ Ι  > Ι Μ  > |λ,| > ... £  |ΑηΙ (11.29)

και ότι εφαρμόζοντας την μέθοδο της δυνάμεως έχουμε υπολογίσει την λ 1 

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα χ ^  . (Λόγω της (11.29) οι λ χ, λ2 

θα είναι απλές πραγματικές ιδιοτιμές 4 0 ) . Όπως θα δούμε στη συνέ

χεια, είναι δυνατόν, χρησιμοποιώντας μία διαδικασία που καλείται defla

tion, να υπολογίσουμε με την μέθοδο της δυνάμεως την ιδιοτιμή λ2 και 

άλλες ιδιοτιμές καθώς και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.

Η βασική ιδέα μιας διαδικασίας deflation είναι να μετασχηματισθεί 

ο πίνακας Α σε ένα άλλο πίνακα Κχ , του οποίου οι ιδιοτιμές είναι 

οι λ2, λ3,..., λ , 0 . Επομένως, η μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του 

Aj θα είναι η λ2 και θα μπορεί να βρεθεί αυτή, εφαρμόζοντας την μέ

θοδο της δυνάμεως στον πίνακα A t . Εάν η πρώτη συνιστώσα του χ ^

28
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είναι φ 0 , μπορούμε πάντοτε να υποθέσουμε ότι το έχει κανονι-

κοποιηθει ώστε xj1-̂ = 1 . Εάν το χ ^  που υπολογίστηκε έχει xj1* = Ο, 

τότε, αφού χ^1  ̂φ Ο , θα υπάρχει τουλάχιστον μία συνιστώσα αυτού έστω 

η χ^1  ̂φ Ο . Εάν Ρ είναι ο πίνακας μεταθέσεως που προκύπτει από τον 

I αν ανταλλάξουμε την πρώτη με την m γραμμή του, τότε έχουμε 

Ρ = Ρ = Ρ και ο πίνακας ΡΑΡ είναι όμοιος με τον A . Επί πλέον, 

ισχύει προφανώς

(ΡΑΡ)Ρχ(1) = λ ιΡχ(1}. (11.30)

Η (11.30) σημαίνει ότι στην ιδιοτιμή Κχ του ΡΑΡ αντιστοιχεί το ι- 

διοδιάνυσμα Ρ χ ^  που η πρώτη του συνιστώσα είναι η χ ^  φ 0 . Απόm
τα παραπάνω προκύπτει το συμπέρασμα ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητος, 

μπορούμε να υποθέσουμε ότι η πρώτη συνιστώσα του ιδιοδιανύσματος χ ^ \  

που υπολογίστηκε με την λ1 , είναι ίση με 1 . Εάν Α =  (a..), i,j, = 

= 1(1)η , τότε μπορούμε να γράφουμε

(11.31)

. Τ
όπου a(1 ̂ a (a{ ι * a-j2*" ' * 

Έτσι, αφού Α χ ^  = λ ^ 1^

( Ο  ( Ο  ι ( Ο  ν 7 χ - λ,χ.11

Σχηματίζουμε τώρα τον πίνακα 

Α , =  A - x (1)a(1)T

a. ) είναι ηm

, θα έχουμε

= κ  .

i γραμμή του A , i = 1(1)n.

(11.32)

(11.33)
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Λόγω της (11.33), είναι φανερό ότι όλα τα στοιχεία της πρώτης γραμμής

του Α. είναι 0 . Προφανώς, ο Α, είναι μη ομαλός και επομένως το 
1 1 (!)

0 είναι ιδιοτιμή του. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι AjX =  0 =

= 0 · χ ^  , δηλαδή, το χ ^  είναι ιδιοδιάνυσμα του Aj που αντι

στοιχεί στην ιδιοτιμή 0 . θα δειχθεί τώρα ότι οι άλλες ιδιοτιμές του 

Α, είναι οι λ,, λ,,..., λ . Για ένα οποιοδήποτε ιδιοδιάνυσμα x*J\

j ψ 1 του Α , που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ. μπορούμε να υποθέ-
/ 1 \ J

σουμε (όπως και για το χ ) ότι η πρώτη του συνιστώσα ή είναι ίση 

με 1 ή είναι ίση με 0 . Εάν χ ^  = 1 , τότε λόγω της Α χ ^  =

= A.x(j) , θα έχουμε
J

a (11.34)

και

A 2(x ^  * -  χ ^ )  = (A -  x ^ a ^  )(χ^1 ̂ —  χ ^ ) =

= Α ( χ ^  —  x(j)) —  (χ*1* —  x^J*) =

= λ1χ ° ) -  λ.χϋ )  -  χ(ι)λ + χ(1)λ. = λ.(χ(ι) -  x(j)) . (11.35)
J J  J

Η (11.35) αποδεικνύει ότι η λ· είναι ιδιοτιμή του Α. με αντίστοιχο
(ι) (i) ^

ιδιοδιάνυσμα χ - χ  ,του οποίου η πρώτη συνιστώσα είναι 0 . Εάν 

x[J  ̂= 0 , τότε αντί της (11.34) θα έχουμε a ^  χ ^  = 0 και επομέ

νως

ι / ! >  . (» - > "  -  ».„«> -  , < · ν > ν « .

■ V U 1  ·
(11.36)

δηλαδη, πάλι η λ. είναι ιδιοτιμή του Α με αντίστοιχο ιδιοδιάνυ-
(ί) J 1

σμα χ J ,του οποίου η πρώτη συνιστώσα είναι 0 . Έτσι,έχουμε αποδεί

ξει ότι οι λ,, λ,,..., λ είναι ιδιοτιμές του Α με αντίστοιχα ι-
* Λ Π 1

διοδιανύσματα που έχουν την πρώτη συνιστώσα ίση με 0 . (Μπορεί να
Ο
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δειχθεί ότι ο Αι είναι επίσης διαγωνίσιμος). 

Εάν υποθέσουμε ότι

A ι

και ότι

στις λ. , 
J

τότε είναι

, j = 2(1)n 

2(1 )n , όπου

είναι ιδιοδιανύσματά του που αντιστοιχούν 

είναι (π —  1) —  διάστατο διάνυσμα,

0 ο 0 0

b Β z(j) z(j)
(11.37)

Από την (11.37) έχουμε Β ζ ^  = λ . ζ ^ ,  j = 2(1)η , δηλαδή, ο
J

(π -  1) χ(π - 1) πίνακας Β , που προκύπτει από τον Αχ παραλείπον-

τας την πρώτη γραμμή και την πρώτη στήλη του έχει ιδιοτιμές τις λ. ,
ί i) ^j, = 2(1 )n , με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα τα ζ J , j = 2(1 )n. Έτσι, 

εφαρμόζοντας την μέθοδο της δυνάμεως στον πίνακα Β (αντί για τον Α,), 

μπορούμε να 3ρούμε την μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του που είναι η 

λ2 και ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα z . (Μπορεί να δειχθεί ότι ο Β 

είναι διαγωνίσιμος).

Για την εύρεση του ιδιοδιανύσματος χ ^  του A , που αντιστοιχεί 

στην λ2 , παρατηρούμε τα εξής: Εάν η πρώτη συνιστώσα του χ είναι 

0 , τότε λόγω της (11.36), θα είναι



9 (11.38)w (2 ) -

Ο

, ( 2 )
( 2 )

= cx ,

όπου c σταθερά φ 0 . Εάν χ[2) = 1 , τότε, λόγω της (11.35), θα εί

ναι

w (2) = c{x( l ) - x (2)) , (11.39)

όπου 6 σταθερά φ 0 . Πολλαπλασιάζοντες τα δύο μέλη της (11.38) από 

αριστερά με au  παίρνουμε

a*1* w (2) = c f a ^  x(l) -  a(1  ̂ χ^2*) = c(Aj -  λ2). Άρα,

c =
( 0 Τ  (2) a w

λι —  λ2

%
και από την (11.39) προκύπτει

( 2 ) ( 1 )  ̂ λ 2 λ 1 ( 2 ) 
;ν = χ  + --------- w

Λ(ι)Τω(2) a w

(11.40)

( 2 ) ( 2 )
Επειδή στην πράξη το χ είναι άγνωστο, μόλις βρεθεί το w , σχη*

ματίζουμεττο a ^ Tv/2  ̂ . Εάν a ^  ν/2  ̂= 0 , τότε ισχύει η (11.38). 

Εάν a ^  w (2) φ 0 τότε ισχύει η (11.40) (βλέπε άσκηση 21 ) .

Η διαδικασία deflation με την οποία βρέθηκε ο πίνακας Β μπορεί 

να επαΥαληφθεί στον Β με σκοπό την εύρεση και των άλλων ιδιοτιμών 

και ιδιοδιανυσμάτων του A . Στην πράξη, λόγω των σφαλμάτων που υπει

σέρχονται σε κάθε βήμα, εφαρμόζεται συνήθως για τον υπολογισμό ολίγων 

μόνον ιδιοτιμών,που έχουν κατά σειρά τα μεγαλύτερα μέτρα.

Παράδειγμα 11.2 Να εφαρμοσθεί η διαδικασία deflation και η μέθο

δος της δυνάμεως στον πίνακα Α του παραδείγματος 11.1, για την εύ

ρεση και των άλλων ιδιοτιμών και των αντίστοιχων ιδιοδιανυσμάτων του
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(βρέθηκε ότι = 4 και χ(1  ̂= (1 , 1 , 1 )τ ) .

Λύση Είναι A =

1

1

1

2

2

1 ί a<‘>T = <> ,1 ,2 ) 9

■ _2 1 1_

Τ 1 1 2 1 1 2 0 0 0
A, = A - 1 D .2J = 1 2 1 — 1 1 2 = 0 1 -1

_1_ 2 1 1 1 1 2 1 0 -1

Β = 1 -1 
Ο - 1

. Οι ιδιοτιμές του Β είναι προφανώς οι λ = 1 , λ = —
2 3

Ας υποθέσουμε ότι βρέθηκε =

a(1) w (2) = ( 1 , 1 , 2 )

-  η “0"
1 , οπότε ν/2  ̂= 1

_ο_
_0_

. Είναι

= I φ 0 . Άρα, χ(2) = Χ(1) + λ; A‘ w (2):

a(1) V 2>

1 0 1
1 1 - 2

_ 1 _ _ 0_ _  1 _

Αν ληφθεί σαν λ2 η ιδιοτιμή

οπότε ν/2  ̂=

0'

1 , a<1>Tw <!) = ( 1 , 1 , 2 )

"0“

1

C\J 
_
 1 _2_

1 του Β , τότε βρίσκουμε ζ 

= 5 ,

( 2 )

( 2 ) _
Γ 11 Γ  ο"1 Γ 11
1 + - 1  - 4 1 0

5
[_1j L.2J -1J

Δηλαδή, οι ιδιοτιμές του Α είναι Κ1 = 4 , λ2 = 1 , λ3 = —  1 , με
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m  T ( 2 )  T
αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα χ — (1 ,1 ,1 ) , χ  a (1 , - 2 , 1 )  .

χ(3) = (1 ,0 ,-1 )Τ . i

11.7 Η L R  μ έ θ ο δ ο ς

Έστω A 6 <tn*n ένας ομαλός πίνακας, για τον οποίο είναι δυνατή 

Π παραγοντοποίπσπ A = LR , όπου ο L είναι unit κάτω τριγωνικός και 

ο R άνω τριγωνικός (βλέπε θεώρημα 9.58). Η παραγοντοποίπσπ αυτή μπο

ρεί να γίνει π.χ. με την βοήθεια της μεθόδου απαλοιφής του Gauss.

θέτοντας Aj = Α , δημιουργούμε μία ακολουθία πινάκων Ακ , κ = 

=1,2,... ως εξής: Με την προϋπόθεση ότι είναι δυνατή η παραγοντο- 

ποίηση του Α σε A = L R για κάθε κ , όπου L είναι unit κά-Ι\ Κ Κ In In
τ(̂  τριγωνικός και R άνω τριγωνικός, τότε

In

Κ+1 - LK+1RK+1 κ = 1,2, (11.41)

θα δειχθεί τώρα ότι

Ακ+ι ~ Lk AkLk * κ ” 1»2»···» (11.42)

δηλαδή, ο Α είναι όμοιος με τον Α καιΙ> τ 1 κ

= (LXL2 ... L r X U j L *  ... L ) , κ = 1,2,... . (11.43)κ+ι

Πράγματι, από την Α„ = L R παίρνουμε|\ Λ Ιν
-1

οπότε

L k AkLk RkLk Ακ+ι *

=  « Λ - Λ - Α =  ··· = « ,

LK-1LK = L̂1L2 ·’· LK̂  A1^L1L2 '*· LK̂

-I, -1
K+l 1 ·**

(11.44)

Αν θέσουμε B = L l ... L και U = R R . ... Rj , κ = 1,2,...,
In * “  lx In In In

τότε οι B και U είναι αντίστοιχα κάτω τριγωνικός και άνω τριγω- Κ κ
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νικός και λόγω της (11.44) έχουμε

ΒΛ  - LkRA - >  ·" R, - «-Λ,

= A.L.L, ... L R ... R = A,B ,U1 1 2 K-l K-l 1 1 K-l K-l

= A j“1B1U1 = A^"1L1R1 = Α* , δηλαδή,

-  Lk- A Rk -> 

= Αϊ Βκ -Α -2

.. R. =

AK = A* = BkUk , κ = 1,2,... . (11.45)

Πρέπει να σημειωθεί ότι τα διαγώνια στοιχεία του Β είναι ίσα με την
Κ

μονάδα. Μπορεί να δειχθεί, κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις που αφορούν 

τον πίνακα A , ότι

lim Ακ = 1im RK = U , 1im L = I , (11.46)
κ κ -+°° κ ~̂°°

όπου U είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας του οποίου τα διαγώνια στοι

χεία είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα A .

Στην περίπτωση που ο Α είναι Ερμιτιανός θετικά ορισμένος πίνα-/\
κας, τότε η μέθοδος LR τροποποιείται ως εξής: θέτουμε Α = Α και

λ *
ορίζουμε την ακολουθία Α , κ = 1,2,... . από τις

Κ
/\

L LH κ κ

Α = |_ΗΙ_ = L Lh 
κ+ι Κ Κ κ+1 κ+1

κ = 1,2,.

(11.47)

δηλαδή, για την τριγωνικοποίηση του Α χρησιμοποιείται η μέθοδος τρι-
Κ

γωνικής αναλύσεως του Cholesky (βλέπε παράγραφο 10.2.7 και θεώρημα
/Ν

9.54) . Είναι φανερό ότι οι πίνακες Α , κ = 1,2,... είναι ΕρμιτιανοίΚ
θετικά ορισμένοι και ισχύει

Α = | Α  = LH (A (LH) *) = LHA (LH )_1 = L_1A L Ακ+ι lkl k l k A  A '  ' l ka k A  κ a kl k

Στην περίπτωση αυτή η ακολουθία Α , κ =  1,2,... συγκλίνει σε διαγώ-
Κ

νιο πίνακα.

Στην πράξη ,η εύρεση όρων της ακολουθίας (11.41) Ακ , κ = 1,2,...
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συνεχίζεται μέχρις ότου βρεθεί ένας πίνακας Α στον οποίο τα κάτω

της διαγώνιου στοιχεία του είναι επαρκώς κοντά στο 0 , δηλαδή, ο 

είναι ουσιαστικά άνω τριγωνικός. Πρέπει να σημειωθεί ότι σε κάθε βή

μα της LR μεθόδου (για τον υπολογισμό του Α από τον Α ) απαι-Κ τ 1 κ
τείται μία πλήρης εφαρμονή της μεθόδου απαλοιφής του Gauss και επομέ

νως συνολικά απαιτείται ένας μεγάλος αριθμός πράξεων . Για τον λόγο 

αυτό η LR μέθοδος εφαρμόζεται, αφού πρώτα ο αρχικός πίνακας, του 

οποίου θέλουμε να προσδιορίσουμε τις ιδιοτιμές, μετασχηματισθεί με τη 

βοήθεια ενός πεπερασμένου αριθμού μετασχηματισμών ομοιότητος σε ένα 

πίνακα Α απλούστερης μορφής και συγκεκριμένα τριδιαγώνιο ή μορφής 

Hessenberg. 0 Α =  (a..) είναι άνω Hessenberg πίνακας εάν a.. = 0
* J I J

για j < i - 2 , i,j = 1(1)n . (0 A = (ajj) είναι κάτω Hessenberg

πίνακας εάν a.. = 0 via j > i + 2  , i,j = 1(1)n ). Σημειώνεται ότι 
 ̂J

ένας Ερμιτιανός πίνακας μπορεί να μετασχηματισθεί σε ένα όμοιο Ερμιτι- 

ανό τριδιαγώνιο πίνακα (με τις μεθόδους των Householder, και Givens 

στις οποίες δεν θα αναφερθούμε), ενώ ένας γενικός πίνακας μπορεί να 

μετασχηματισθεί σε ένα όμοιο άνω Hessenberg πίνακα με τη μέθοδο House

holder ή με μία παραλλαγή της απαλοιφής Gauss (πιο αποτελεσματική μέ

θοδος). Μπορεί να δειχθεί ότι, εφαρμόζοντας την LR μέθοδο, εάν ο 

Α είναι τριδιαγώνιος ή Hessenberg πίνακας, τότε και ο Α θα εί- 

ναι της ίδιας μορφής.

11.8 Η Q R  μ έ θ ο δ ο ς

Επειδή η LR μέθοδος παρουσιάζει ορισμένες δυσκολίες και αδυνα

μίες, μία παρόμοια μέθοδος γνωστή σαν QR μέθοδος έχει προταθεί. Με 

βάση το θεώρημα 9.60 η QR μέθοδος αρχίζει με τον πίνακα Α χ = Α 

και δημιουργεί μία ακολουθία πινάκων Α , κ = 1,2,..., με τον ακόλου-
Κ

m

θο τρόπο

(11.48)

κ = 1,2 ι · · · )9
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Η , ι
όπου Q = Q και R είναι άνω τριγωνικός πίνακας, κ = 1,2,... . κ κ κ
Δηλαδή, ο πίνακας Α αναλύεται σε γινόμενο ενός unitary πίνακα Q

Κ κ
και ενός άνω τριγωνικού πίνακα RK . Είναι εύκολο να δειχθεί από τις

(11.48) ότι

A = QHA Q =
K+ l  Χ Κ KVK

= B^AjBK , όπου Βκ = ... QK (11.49)

και Ακ = Β U , όπου U = R R ... R . (11.50)
Κ Κ  Κ Κ Κ* 1

Όπως και στην LR μέθοδο, κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις,είναι δυ

νατόν να αποδειχθεί ότι η ακολουθία A , κ =  1,2,... συγκλίνει σεΚ
ένα άνω τριγωνικό πίνακα του οποίου τα διαγώνια στοιχεία είναι οι l6i- 

οτιμές του A . Για την εφαρμογή της QR μεθόδου πρώτα ο αρχικός πί

νακας μετασχηματίζεται σε ένα όμοιο απλούστερο πίνακα (ισχύουν εδώ ό

σα αναφέρθηκαν στην LR μέθοδο), δηλαδή, τριδιαγώνιο ή Hessenberg . 

Επειδή η ·QR μέθοδος χρησιμοποιεί unitary μετασχηματισμούς ομοιότητος 

(βλέπε 11.49) είναι φανερό ότι αν Α1 είναι Hermitian, τότε οι A , 

κ = 1,2,... είναι όλοι Ερμιτιανοί πίνακες και η ακολουθία A , κ =
Κ

=1,2,... σε περίπτωση συγκλίσεως θα συγκλίνει σε διαγώνιο πίνακα. 

Πρέπει να σημειωθεί ότι αφού προσεγγισθούν οι ιδιοτιμές ενός τριδιαγω- 

νίου ή Hessenberg πίνακα A , εφαρμόζοντας κάποια απ’ τις μεθόδους LR 

και QR , στη συνέχεια, ο υπολογισμός των αντίστοιχων ιδιοδιανυσμάτων 

γίνεται με τη βοήθεια της αντίστροφης μεθόδου της δυνάμεως.

11.9 Ε υ σ τ ά θ ε ι α  π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν  ι δ ι ο τ ι μ ώ ν

θα εξετάσουμε τώρα πως μεταβάλλονται οι ιδιοτιμές ενός πίνακα A 

εξαιτίας μικρών μεταβολών (διαταράξεων) στα στοιχεία αυτού, θα περιο

ριστούμε στην κλάση των διαγωνισίμων πινάκων, δηλαδή, αυτών που έχουν 

η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

Έστω A6(Ln,n ένας διαγωνίσιμος πίνακας με ιδιοτιμές λ. , i =

•'λ
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= 1(1)η και Ε μία διατάραξη αυτού, δηλαδή, Ε είναι ένας πίνακας 

του οποίου τα στοιχεία είναι κατά κάποια έννοια μικρά απολύτως, συγκρι- 

νόμενα με τα στοιχεία του A . Για τις ιδιοτιμές του διαταραγμένου πί

νακα A + Ε ισχύει το ακόλουθο θεώρημα.

θεώρημα 11.1 Έστω A 6 C n ’n διαγωνίσιμος με X”1 ΑΧ = D , όπου 

D είναι ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιμών λ.. , i = 1(1 )n του Α .Αν

Ε GCn,n είναι μία διατάραξη του A , τότε για κάθε ιδιοτιμή μ του

πίνακα A + Ε ισχύει

min|μ -  λ. | < IIχ_1||Hχ||||Ε|| . (11.51)
1

Απόδειξη Εάν τεθεί F = Χ -1 ΕΧ , τότε ο πίνακας Χ_1(Α + Ε)Χ =

= D + F είναι όμοιος με τον A + Ε . Έστω μ μία ιδιοτιμή του D +F. 

Τότε, ο πίνακας μΐ -  D -  F είναι μή ομαλός. Εάν μ = λ,, για κάποιο 

ι , τότε mi η | μ -  λ . | = 0 και επομένως ισχύει η (11.51). Υποθέτουμε
i '

τώρα ότι ο μ δεν είναι μία ιδιοτιμή του A . Έτσι, ο πίνακας μΐ -  D

είναι ομαλός, ενώ ο πίνακας (μΐ -  D )~1 (μI -  D -  F) = I -  (μΐ -  D)_1F

είναι μή ομαλός. Αυτό σημαίνει ότι ||(μΙ -  D )-1 F|| ^  1 , διότι, αν ήταν 

|| (μΐ -  D)_1F|| < 1 , τότε ο πίνακας I -  (μΐ -  D)”1F θα ήταν ομαλός 

(βλέπε θεώρημα 9.84), πράγμα που είναι άτοπο. Επομένως, έχουμε

1 < II (μΐ —  D)_1 F|| < || (μΐ -  Df'||||F|| = max{ |μ -  λ·Γ'}||Ρ|| =
ί 1

= — - 1 --- -|Χ“ ΕΧ|| < — -!----- - Ι|Χ'ι||||Χ||||Ε||
min [μ —  λ. min μ —  λ.
i 1 1 1

>
η

(Σημειώνεται ότι στην (11.51) η norm πίνακα είναι μία από τις || , 

II * ΙΙ2 » II * L ) · Η σχέση (11.51) σημαίνει ότι κάθε ιδιοτιμή του πίνακα 

A + Ε κείται σε ένα τουλάχιστον από τους κυκλικούς δίσκους με κέντρα
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λ. , i  =  1 ( Ί) η  και ακτίνα ||Χ-1||||Χ||||Ε|| . Δηλαδή, o l  ιδιοτιμές του πί

νακα A + Ε κείνται στην ένωση των δίσκων αυτών. Είναι φανερό από την 

(11.51) ότι η ποσότης ||Χ-1||||Χ|| αποτελεί ένα μέτρο της ευαισθησίας των 

ιδιοτιμών του A , λόγω της διαταράξεως Ε . Επειδή ο πίνακας X δεν 

είναι μοναδικός (διότι αν Τ είναι ένας οποιοσδήποτε ομαλός διαγώνιος 

πίνακας, τότε (ΧΤ)_1Α(ΧΤ) = T_1(X_1AX)T= Τ~1DT = D) , η (11.51) μπο

ρεί να γραφεί

min|μ —  λ. I <_ min||X-1 
i 1 ~  X

ΙΙΙΙΧΙΙ ΒΕΙ! (11.52)

Ο αριθμός

Κ = min||X_1||||X|| , (11.53)
X

καλείται αριθμός καταστάσεως του Α σε σχέση με το πρόβλημα υπολογι

σμού των ιδιοτιμών του και ισχύει Κ ̂  1 αφού ||Χ||||Χ_1|| ^  1 . Αν χρη

σιμοποιηθεί η || · 12 » τότε ο Κ2 καλείται φασματικός αριθμός καταστά

σεως. Γενικά, όσο πιο μεγάλος είναι ο αριθμός Κ , τόσο πιο ασταθές εί

ναι το πρόβλημα ιδιοτιμών για τον A .

Πόρισμα 11.1 'Εστω A ecn,n Ερμιτιανός και λ^ , i = 1(1)η οι 

ιδιοτιμές του. Αν Ε 6(ίη ’η είναι μία διατάραξη του A , τότε για κάθε 

ιδιοτιμή μ του A + Ε ισχύει

min|μ -  λ. | < ||Ε||2 . (11.54)

Απόδειξη Αφού ο Α είναι Ερμιτιανός, τότε ο πίνακας X στο θεώ

ρημα 11.1 μπορεί να ληφθεί unitary, δηλαδή, X-1 = ΧΗ , οπότε ισχύει 

||Χ||2 = IIX” || = 1 και επομένως η (11.51) γίνεται

min|μ -  λ. | < ||Ε||2 . Α
i 1

Είναι φανερό από τα παραπάνω ότι για ένα Ερμιτιανό πίνακα Α είναι 

Κ2 = 1 , δηλαδή ο Κ2 παίρνει την μικρότερη δυνατή τιμή. Έτσι,από την 

(11.54) προκύπτει το συμπέρασμα ότι ο προσδιορισμός των ιδιοτιμών κάθε
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Ερμιτιανού πίνακα είναι ένα τελείως ευσταθές πρόβλημα.

Παρατήρηση: Το πόρισμα 11.1 ισχύει νενικώτερα για κάθε normal

πίνακα Α (βλέπε θεώρημα 9.40 ) .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Να δειχθεί ότι το πρόβλημα ιδιοτιμών Αχ = λχ , όπου A GCn,n , 

ΑΗ = Α , μπορεί να αναχθεί σε ένα πρόβλημα ιδιοτιμών Zy = Ay , 

όπου Ζ GIR2n’2n , ΖΤ = Ζ .

2.

3.

Να δειχθεί ότι οι ρίζες της πολυωνυμικής εξισώσεως Ρ(λ) = λη +

+ a,An_1 + a λη_1 + . . . + a  λ + a = 0 είναι οι ιδιοτιμές του 

πίνακα F , που δίνεται από την (9.25). Ποια είναι τα αντίστοιχα 

ιδιοδιανύσματα του πίνακα F . Να δειχθεί ότι ρ (F) £  1 + max|a..| .

' Εστω A 6 Cn,n , χ G (Ln , χ ψ 0 , λ GC , r = Αχ —  λχ . Αν το χ 

ναι σταθερό, να δειχθεί ότι η |!r|| ελαχιστοποιείται ως προς

για λ = Λ χ

χΗχ

εί-

λ

n Τ ·
4. Αν x,y61R , x,y ψ 0 , να βρεθούν οι ιδιοτιμές του πίνακα xy .

5. ί) Εάν ο Α =  (a..) είναι Ερμιτιανός και θετικά ορισμένος, να
■ J

δειχθεί ότι ρ(Α) j>maxa.. ii) Εάν Β =  (b..) , Β > 0 , να δειχ-
“ 1* Μ 1J

θεί, ότι ρ(Β) > max b.. , i = 1(1 )η , η > 1 .
ι 11

6. Έστω Α ομαλός και det(λI -  Α) = λη + ajA11"1 + a2An-2 + ... +

+ a λ + a , a ^ 0 . Να δειχθεί ότι Α-1 =  —  -ί (Αη_1 + a ,Αη_2 + 
η-ι η η a ιη

+ ... + a I) .η-ι

7. Αν λ είναι μία προσέγγιση της ιδιοτιμής λ του Ερμιτιανού πίνα

κα Α και χ μία προσέγγιση του ιδιοδιανύσματος χ που αντιστοιχεί 

στην λ , να δειχθεί ότι μία καλύτερη προσέγγιση της λ είναι η

-  cHx _
λ + zTgi: » όπου c = Αχ -  λ χ .
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8. Αν A G  IRn ’n , a + ib είναι μία ιδιοτιμή του και χ + iy ένα 

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα, να δειχθεί ότι το χ είναι ιδιοδιάνυσμα 

του πίνακα Β = A(A —  2al) και ότι y = £  (ax -  Αχ) . Ποιά είναι 

η αντίστοιχη ιδιοτιμη του Β ;

9. Δίνεται το ακόλουθο γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών: Να βρεθεί α

ριθμός λ τέτοιος ώστε για κάποιο διάνυσμα χ Φ 0 να ισχύει

Αχ = λΒχ , όπου A,BGCn,n είναι δοσμένοι πίνακες. Εάν είτε ο A 

η ο  Β είναι ομαλός πίνακας, να δειχθεί ότι το πρόβλημα αυτό α

νάγεται σε ένα πρόβλημα ιδιοτιμών Cy = μy (κανονική μορφή). Εάν 

οι Α,Β είναι πραγματικοί συμμετρικοί και ένας απ’ αυτούς θετικά 

ορισμένος, τότε, να δειχθεί ότι το γενικευμένο πρόβλημα ανάγεται 

στην κανονική μορφή Cy = μγ , όπου ο C είναι πραγματικός συμ

μετρικός.

10. Να αποδειχθούν οι σχέσεις (11.17). Να δειχθεί ότι αντί της πρώτης 

των (11.17) μπορεί να χρησιμοποιηθεί η 

κ+ι)

lim ~Λ τ Γ~ = λ! » j = 1 (1 )η με ζ;. ' φ 0 .
Κ -*οο 2 . ^

3

11. Έστω A G IRn,n , διαγωνίσιμος, με ιδιοτιμές λ. , i = 1(1 )n , τέ

τοιες ώστε

λ, = λ I > λ > ... > λI1 * 2 1 3 —  — 1 η

όπου λ, = — λι και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα χ , i = 1 (1)η .

Με βάση την (11.6) να δειχθεί ότι lim ->*■
κ -»-» y

y<K+2) ,

ΰ Γ “ Α > και

lim {y(K+,) * λ.γ(κ)[ = c.x(^  , j = 1,2 , όπου cx, c2 σταθερές
J  J J

Φ 0 . Να γίνει εφαρμογή στον πίνακα A =

όπου cx» C2

— —
5 -10 -10

3 -1 -3

-3 -4 -2
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12.

13.

Έστω A6IRn ’n , διαγωνισμός, με ιδιοτιμές λ1 , i =  1(1 )η τέ

τοιες ώστε Κι 6C , λ2 = λχ , |AJ = |AJ > |λ | ^  ... > |λ | 

και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα χ(1) , 1 = 1(ι)η . Να χρησιμοποιη

θεί κατάλληλα η μέθοδος της δυνάμεως για την εύρεση των λ ι , χ(ι).

Για την λύση του συστήματος Αχ = b , det(A) ϊ  0 , χρησιμοποιεί

ται η επαναληπτική μέθοδος x(m+l) = Gx(m) + κ , m = 0,1,2,... 

και χ(0) αυθαίρετο διάνυσμα. Αν ο G είναι διαγωνίσιμος και 

για τις ιδιοτιμές του Aj , i = 1(1 )η ισχύει |λ,| > |λ2 | > ...

... > |λ I=  ι η 1 να δειχθεί ότι 1 im -
m ■+<*>

y (m)
h __
(m-ι)
. ·

J

Έπ,-1)
ii_____  .
w(m-2) λι »

j = 1(1 )n ..

14. Εάν AH = A και για τις ιδιοτιμές λ. , 1 = 1(1)η του Α ισχύ

ει |Aj > |λ2 [ > ... > |λ | , να δειχθεί ότι

1 im
Κ ->-00

y (K) V >  . Λ
Η 1

( Κ )  ( Κ )
y y

»

όπου y^K+1  ̂= A y ^  , κ =  0,1,2,... και y ^  αυθαίρετο διάνυ- . 

σμα φ Ο . Να γίνει εφαρμογή στον πίνακα Α του παραδείγματος

11.1 .

15. Έστω A6IRn,n με ιδιοτιμές λ^ , i = 1 (1 )π τέτοιες ώστε

|λχ| > |λ2 | > |λ31 > ... > |λη | , λ j λ2 < ο

και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα χ ^  , 1 = 1(1 )π . Εάν η λ 1 και 

το χ ^  είναι γνωστά, τότε για την εύρεση της λ2 και του χ ^  

θεωρούμε τον πίνακα Α —  λχI . Να δειχθεί ότι η λ2 -  λ 1 είναι 

η μεγαλύτερη απολύτως ιδιοτιμή του Α - λ ^  , δηλαδή, ισχύει

| λ 2 -  A j  > I λ —  λ JI , j = 1 (1 )n,j ψ 2 . Αν η συνθήκη λ χλ2 < Ο 

αντίκατασταθεί από την λ λ > Ο , να δειχθεί ότι 

Ο < |λ2 -  A J  < |λ. - λ, | Λ' = 3(1 )π .
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16. Έστω Α Ερμιτιανός, με ιδιοτιμές λ. , i = 1(1 )η και αντίστοι-
ί i) 1

χα ιδιοδιανύσματα χ , ι = 1(1 )η , όπου

|λχ| > |λ2| > |λ,| £  ... >, |λ I και λχ , χ ^  γνωστά.

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A χ = A —  A j X ^ x ^  έχει ιδιοτιμές τις 

0, λ,, λ λ με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα τα χ ^  , i = 1(1)η.

17. Αν A =
3 -1

-1 3
και , να υπολογιστεί το A 10y .

18. Να βρεθεί η μικρότερη και η μεγαλύτερη ιδιοτιμή του πίνακα .

9 10 8

10 5 -1

8 -1 3

με ακρίβεια 2 δ.θ. , χρησιμοποιώντας την θεωρία της παραγράφου

11.3 .

Για τις ιδιοτιμές του πίνακα Α =

1 -1 

-2 0 

6 -3

2

5

6

ισχύει

|AJ < |λ2| < |λ3| .Αν λ: = 5 και χ(1) = (5, 16, 18)Τ , να βρε-

θούν οι λ2,λ3 και τα χ^ , χ με την μέθοδο της δυνάμεως και 

την διαδικασία deflation.

20. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα των πινάκων

—
-1 1 0 0 1 1-"1 2 8 -6

1 5 -1 J 2 2 -2 9 1 3 0

0 -1 2 -4 1 5 5 -3 2
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με την μέθοδο της δυνάμεως και την διαδικασία deflation.

21. Να δειχθεί ότι αν a(1  ̂ ν/2  ̂= 0  (λ2 ^ 0) , τότε = 0 (0λέ

πε παράγραφο 11.6) .

2 2 . Να χρησιμοποιηθεί η LR μέθοδος στον πίνακα

την εύρεση των Α2, A , A . Να χρησιμοποιηθούν 4 δ.θ. στους 

υπολογισμούς. Ποιές είναι οι ιδιοτιμές του A ;

23. Στην QR μέθοδο, να δειχθεί ότι ||Α ||2 <. ||Α L  , κ =  1,2,... .

24. Εάν A G (Dn,n είναι normal πίνακας, λ. , i = 1 (1)η οι ιδιοτιμές
ί 1 ) 'του και χ , i = 1(1)η αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα και για κά

ποια μ GC και χ G(Cn με ||χ||2 = 1 ισχύει Αχ —  μχ = c , τότε 

να δειχθεί ότι mi η | -  μ| <. ||c||2 . Χρησιμοποιώντας το παραπάνω

συμπέρασμα, να αποδειχθεί το πόρισμα 11.1 .

25. Αν ο Α =  (a..) , i,j = 1 (1 )n είναι Ερμιτιανός πίνακας με
' Ο

ιδιοτιμές λ. , i = 1(1)n , να δειχθεί ότι

26.

mi n I λ . 
i 1

a .. I < 
JJ =

η
Σ.Ι'a .

κ=1 JK
j = 1(1)η .

K^j

Εάν Α =  QhBQ , όπου QH = Q-1 και Α διαγωνίσιμος, να δειχθεί 

ότι οι Α,Β έχουν τον ίδιο φασματικό αριθμό καταστάσεως, σε σχέ

ση με το πρόβλημα των ιδιοτιμών τους.

27. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα των ακολούθων πινά

κων

1 - 2 2

2 1 2

2 - 2 1

6 4 4 1

4 6 1 4

4 1 6 4

1 4 4 6

5 4 1 1

4 5 1 1

1 1 4 2

1 1 2 4

29
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12
ΠΟΛ ΥΩ ΝΥ ΜΙ ΚΗ  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι Σ Η

12.1 Ε ι σ α γ ω γ ή

Ένα από τα βασικώτερα θέματα των Μαθηματικών και πρωταρχικής 

σημασίας για την ανάπτυξη των αριθμητικών μεθόδων είναι η θεωρία προ- 

σεγγίσεως των συναρτήσεων. Το γενικό πρόβλημα που παρουσιάζεται συχνά 

στην πράξη είναι το ακόλουθο. Υποθέτουμε ότι f(x) είναι μία πραγμα

τική συνάρτηση μιας πραγματικής μεταβλητής, ορισμένη στο πεπερασμένο 

διάστημα |a,b] , η οποία δίνεται είτε από μία πολύπλοκη αναλυτική έκ

φραση είτε από ένα πίνακα τιμών (π.χ. πειραματικά δεδομένα) και θέλου

με να προσδιορίσουμε μία άλλη απλούστερη συνάρτηση F(x) , η οποία να 

προσεγγίζει την f(x) , δηλαδή, να είναι,υπό κάποια έννοια,αρκετά "κον

τά" στην f(x) στο διάστημα [a,tf] . Έτσι, για διάφορους υπολογιστι

κούς σκοπούς η F(x) θα μπορεί να χρησιμοποιηθεί αντί της f(χ) στο 

διάστημα ορισμού της. Υπάρχουν βεβαίως πολλοί τρόποι για να εκλέξουμε 

την προσεγγιστική συνάρτηση F(x), η οποία πρέπει να έχει πεπερασμένη 

παράσταση. Η εκλογή της κατάλληλης κλάσης συναρτήσεων στην οποία θα 

ανήκει η F(x) εξαρτάται συνήθως από την υπολογιστική διαδικασία στην 

οποία πρόκειται να χρησιμοποιηθεί η F(x) . Η πιο συνηθισμένη κλάση 

συναρτήσεων F(x) είναι τα πολυώνυμα, που είναι συνεχείς και ομαλές
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συναρτήσεις που παραγωγίζονται και ολοκληρώνονται εύκολα. Στην περίπτω

ση αυτή, η προσέγγιση καλείται πολυωνυμική και σ ’ αυτή θα περιοριστού

με στις επόμενες παραγράφους. Μία μορφή πολυωνυμικής προσεγγίσεως εί

ναι η πολυωνυμική παρεμβολή που αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 2. Εκτός από 

τα πολυώνυμα, άλλες συνήθειςκλάσεις προσεγγιστικών συναρτήσεων F(x) 

είναι οι ρητές, οι τριγωνομετρικές και οι εκθετικές συναρτήσεις.

Είναι φανερό από την περιγραφή της F(x) ότι πρέπει να έχουμε κά

ποιο τρόπο για να μπορούμε να μετρήσουμε την "απόσταση" της F(x) από 

την f(x) στο [a,b] , δηλαδή,πόσο "κοντά" είναι η F(x) στην f(x). 

0 τρόπος αυτός είναι να μετρήσουμε το μέγεθος του σφάλματος, δηλαδή, το 

μέγεθος της συναρτήσεως F(x) -  f(x) στο [a,b] ,με τη βοήθεια κάποιας 

norm συναρτήσεως. Οι πιο γνωστές norms συναρτήσεως αποτελούν φυσικές ε

πεκτάσεις των γνωστών norms |( · || , ρ = 1,2 , °° διανύσματος (βλέπε

(9.32)). Έτσι, για την συνάρτηση F(x) - f(x) έχουμε

b

1 F(x) - f(x)||1 = 1 1F (x) - f(x)|dx , 02.1}

a

l|F(x) - f(x)I!2

' b

!F(x) -  f(x)|2dx 

a

( 12.2)

||F(x) - f(x)||ro = sup |F(x) —  f(x) j , (12.3)
xG[a,b]

με tnv προϋπόθεση ότι οι συναρτήσεις F(x) και f(x) στις (12.1) και

(12.2) είναι ολοκληρώσιμες. Εάν για κάποια norm || · || , η ποσότητα 

|| F(χ) -  f(χ)|| είναι μικρός αριθμός,τότε λέμε ότι n F(x) είναι καλή

προσέγγιση της f(x) σε σχέση με την norm αυτή. Πρέπει να σημειωθεί 

ότι μπορεί η F(x) να είναι καλή προσέγγιση της f(χ) σε σχέση με κά

ποια norm,αλλά να μην είναι καλή προσέγγιση σε σχέση με κάποια άλλη 

norm. Η εκλογή της norm εξαρτάται συνήθως από το πρόβλημα στο οποίο θα 

χρησιμοποιηθεί η F(x) .
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Εάν η συνάρτηση f(χ) δίνεται από ένα πίνακα τιμών,με τις τιμές 

της f(x^) στα m + 1 σημεία χ. , i = Ο (1)m και F ( ) , i = Ο(1 )m 

είναι οι τιμές της F(x) στα σημεία αυτά, τότε χρησιμοποιούμε τα δια

κεκριμένα ανάλογα των (12.1), (12.2) και (12.3), δηλαδή,

m
IIF(χ) -  f (x)|| J = I  | F(x.) -  f(χ-) I

i=0 1 1

||F(x) -f(x)H2

||F(x) -  f(x)!L

m
l |F(*,) -f(xs)|2

U-0 J

max |F(x.) -  f(x.)I · 
0<i<m 1 1

(12.4)

(12.5)

( 12.6)

H || ‘L  που ορίζεται από την (12.3) ή (12.6) καλείται και “ομοιόμορ

φη" norm ή μεγίστη norm, ενώ η || · J καλείται Ευκλείδια norm.

12.2 Π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ή  π ρ ο σ έ γ γ ι σ η

Έστω f(x) μία συνάρτηση συνεχής σ ’ ένα (πεπερασμένο) διάστημα 

[a,Q . Εάν || · || είναι κάποια norm συναρτήσεως (ρ = 1,2,«°, βλέπε

(12.1) -  (12.3)), τότε το πρόβλημά μας είναι να βρούμε ένα πολυώνυμο 

Ρη(χ) βαθμού < η τέτοιο ώστε

Ι|Ρ„(χ) -f(x)|lp < ||Ρη (χ) -f(x)Ip , (12.7)

για κάθε πολυώνυμο Ρη (χ) βαθμού _< η . Εάν ένα τέτοιο πολυώνυμο 

Ρη(χ) υπάρχει, τότε αυτό καλείται το "άριστο" προσεγγιστικό πολυώνυ

μο βαθμού £  η για την f(x) σε σχέση με την || · || στο [a,6] . Η 

απάντηση στο ερώτημα αυτό βρίσκεται στο ακόλουθο θεώρημα,που δίνεται 

χωρίς απόδειξη.

θεώρημα 12.1 Εάν η f(χ) είναι συνεχής στο [a,6] και || · || 

είναι μία οποιαδήποτε norm συναρτήσεως (ρ = 1,2,») , τότε για κάθε 

ακέραιο n j> 0 υπάρχει ένα μοναδικό πολυώνυμο Ρ (χ) βαθμού £  η
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τέτοιο ώστε

llPn(x) ~ f (x)llp < I!ρη(χ) - f (x ) l lp  ,

για κάθε πολυώνυμο Ρ (χ) βαθμού <: η . A

Πρέπει να τονισθεί ότι, γενικά, το "άριστο" πολυώνυμο ως προς μία 

norm δεν είναι το ίδιο με το "άριστο" πολυώνυμο σε σχέση με κάποια άλ

λη norm. Το "άριστο" προσεγγιστικό πολυώνυμο για την f(χ) σε σχέση 

με την || · || 2 καλείται "πολυώνυμο των ελάχιστων τετραγώνων" , ενώ το 

"άριστο" προσεγγιστικό πολυώνυμο για την f(x) ως προς την || · || κα

λείται "άριστη ομοιόμορφη προσέγγιση" ή "προσέγγιση του Chebyshev" ή 

ακόμη "min —  max πολυώνυμο". Το πολυώνυμο των ελάχιστων τετραγώνων για 

την f(x) στο [a,b] μπορεί να κατασκευαστεί αναλυτικά, δηλαδή, να 

υπολογιστεί σε ένα πεπερασμένο αριθμό βημάτών με μία ακολουθία τύπων, 

ενώ δεν ισχύει συνήθως το ίδιο για το Ρ (χ) ως προς τις || · || 1 και 

|| *11^ . Στις περιπτώσεις αυτές, το Ρ (χ) μπορεί να προσενγισθεί με 

διάφορες επαναληπτικές μεθόδους.

Στην περίπτωση που η συνάρτηση f(χ) ορίζεται σε ένα πεπερασμένο 

σύνολο σημείων S = (χ .χ, , ..., χ } , δηλαδή,είναι γνωστές οι τιμές 

της "Γ(χ^) , i = 0(1 )m , τότε το πρόβλημα της πολυωνυμικής προσεγγίσε- 

ως συνίσ·ζρται στην εύρεση ενός πολυωνύμου Ρ (χ) βαθμού < η , έτσιη =
ώστε, αν || · || είναι κάποια norm (ρ = 1,2,°° ,βλέπε (12.4) -  (12.6)), 

να ισχύει

Ι|Ρη(χ) -  f (x)l!p < !!ρη(χ) -  f (x)!!p .

για κάθε πολυώνυμο Ρ (χ) βαθμού < η . Είναι φανερό ότι αν η = m ,
Π —

τότε το Ρ (χ) είναι το πολυώνυμο παρεμβολής των σημείων χ. , i =
Π 1

= 0(1)m . Για n > m υπάρχουν άπειρες λύσεις του προβλήματος, αφού 

υπάρχουν άπειρα πολυώνυμα τα οποία διέρχονται από τα σημεία (x^,f(x^)), 

i = 0(1)m . Η περίπτωση που έχει μεγαλύτερο πρακτικό ενδιαφέρον είναι 

η n < m . Στην περίπτωση αυτή για τις || · || 2 και || · ||ot ισχύει ανά

λογο του θεωρήματος 12.1 και το pn(x) καλείται το "άριστο" προσεγ-



441

γιστικό πολυώνυμο βαθμού < η για την f(x) σε σχέση με την || ·||ρ 

(ρ = 2 ή °°), που βασίζεται στα σημεία , i = 0(1 )m . Επίσης, οι ί

διες, όπως και προηγουμένως (στην συνεχή περίπτωση), ονομασίες χρησι

μοποιούνται για το Ρ (χ) .

Στις επόμενες παραγράφους θα εξετάσουμε το πρόβλημα της ευρέσεως 

(κατασκευής) της "άριστης ομοιόμορφης προσεγγίσεως" και του "πολυωνύ

μου ελάχιστων τετραγώνων" στην συνεχή και διακεκριμένη περίπτωση. Κλεί 

νοντας την παράγραφο αυτή αξίζει να αναφέρουμε (χωρίς απόδειξη) το α

κόλουθο θεώρημα που έχει κυρίως θεωρητική αξία και είναι βασικό για 

την ανάπτυξη της θεωρίας της πολυωνυμικής· προσεγγίσεως.

θεώρημα 12.2 (Weierstrass) Εάν η f(x) είναι συνεχής στο κλει

στό και φραγμένο διάστημα [a,b] ,'τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα 

πολυώνυμο Pn (x) 3αθμού η = η(ε) , τέτοιο ώστε HΡη (χ) -  fixJL =

= max IΡ (χ) -f(x)| _< ε . ▲
xG [a, b] n

12.3 Ά ρ ι σ τ η  ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  π ρ ο σ έ γ  γ ι σ η

θεωρούμε πρώτα την διακεκριμένη περίπτωση και αποδεικνύουμε το α

κόλουθο θεώρημα

θεώρημα 12.3 Εάν η συνάρτηση f(x) ορίζεται στο σύνολο S των 

η + 2 σημείων χ^ , i = 0(1 )n + 1 , όπου - ° ° < a < : x0 < x t < ...

... < χ , < b < °° , τότε υπάρχει ένα μοναδικό min max πολυώνυμοn+i
Pn(x) βαθμού < n για την f(x) στο S . Εάν θέσουμε ε(χ) =

= Ρ (χ) -  f(χ) , Ε (S) = (Μχ|ε(χ)| = ||ε(χ)|| , τότε ισχύουν οι σχέσει
xGS

|ε(χ1)| = Ε (S) , i = 0(1)η + 1 και
, χ , (12. δ)

ε(χΊ·) = - ε(χ1+ι) , i = 0(1 )n .

Απόδειξη Έστω Ρ(χ) = a ^ x 11 + . . .  + a j X  + a 0 ένα αυθαίρετο πο

λυώνυμο βαθμού < η και L = max|P(x) -  f(x)I . Γενικά , είναι L Φ 0
x6S
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Αν L = Ο , τότε το Ρ(χ) είναι το ζητούμενο min max πολυώνυμο Pn(x) 

και είναι μοναδικό διότι ταυτίζεται με το πολυώνυμο παρεμβολής με ση

μεία παρεμβολής οποιαδήποτε n + 1 σημεία του S . Ορίζουμε τις πο

σότητες u.j από τις εξισώσεις

Ρ ^ )  -  f(xi) = (- 1 ) \ L  , i = 0(1 )n + 1 . (12.9)

Προφανώς, είναι | |  1 . Υποθέτουμε προς στιγμήν ότι τα είναι

γνωστά και θεωρούμε το ακόλουθο σύστημα των η + 2 εξισώσεων που προ

κύπτει από τις (12.9)

u0L + a0+ 3ιχ0 + ... + anx0 = f(x0) 

u,L + a + a,x, + ... + a x? = f(x.)Ί U 1 1 . Π A A
( 12.10)

( - D
n+iu L + a + a.x , + . n+i o i n+i . + a xn n n+i f(xn+1> ·

σαν ένα γραμμικό σύστημα με αγνώστους τους a. , i = 0(1)n και L . 

Το σύστημα (12.10) γράφεται υπό μορφή πινάκων ως εξής:

- Λ 1 *0

: ui 1 χι
. • • .
• • • •
» • • .

1 Xη+ι X2η+ι
,Π
η+ι

L fK )

ao
•

=
f(Xj)

•
φ

•

aη

•

f(x Jv n+i

( 12. 11)

Η ορίζουσα D του πίνακα των συντελεστών του συστήματος (12.11) δίνε

ται από την

D u0D0 uxUx υn+iDn+i 9

όπου D. , i s 0{1)n + 1 είναι οι ελάσσονες ορίζουσες των στοιχείων
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της πρώτης στήλης του πίνακα. Είναι D.. > 0 , i = 0(1 )n + 1 , αφού κά 

θε D. είναι μία ορίζουσα του Vandermonde και χ. -  χ· > 0 γιαI · J
1 > j . Χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer,βρίσκουμε για τον άγνω

στο L , συναρτήσει των υ̂

D,f(x„) -D.fix,) + ... + (- ')n+1Dn+1f(xn+1)
L ~ “ " ~ .

-  u D —  u.D, -  ... —  u D o o  l i  n+i n+i

( 12. 12)

0 αριθμητής στην (12.12) είναι ανεξάρτητος του Ρ(χ) . Εάν αυτός εί

ναι μηδέν, Τότε παίρνοντας υ. * 1, i = 0(1)η + 1 έχουμε 0 ^ 0  , ο

πότε από την (12.12) είναι L = 0 και από την λύση του συστήματος 

(12.11) προκύπτει ένα μοναδικό πολυώνυμο Ρ(χ) βαθμού η , τέτοιο 

ώστε Ρ(χ.) = f(χ .) , i = 0(1)η + 1 , που είναι το ζητούμενο min max
' «V '

πολυώνυμο Ρ (χ) (Αυτό συμπίπτει με το πολυώνυμο παρεμβολής με σημεία 

παρεμβολής οποιαδήποτε n + 1 σημεία του S ). Είναι, δηλαδή, En(S) = 

= 0 και προφανώς ισχύουν οι (12.8) . Εάν ο αριθμητής στην (12.12) 

είναι ί  0 , τότε για να βρούμε το Pn(x) πρέπει και αρκεί να προσδι» 

ρίσουμε τα , i = 0(1 )n + 1 , έτσι ώστε το Ι_( >0) να γίνεται ελά 

χιστο. Για την ελαχιστοποίηση του L πρέπει και αρκεί να μεγιστοποιή 

σουμε την |D | . Αφού |u^| 4  1 K0IL 0η· > 0 , i = 0(1 )n + 1 , έχουμε

|D| =
n+i n+i n+i
Ϊ “i0,· < ϊ Ιυ,ΜΟ,Ι < i

i-0 ' 1 i=0 i=0 1

Επομένως, η |D| γίνεται μεγίστη είτε λαμβάνοντας u.. = 1 , i = 0(1 )r 

ή ui = - 1 , i = 0(1)n + 1 . Εάν ο αριθμητής στην (12.12) είναι > 0 

τότε λαμβάνουμε = -  1 , ενώ αν είναι < 0 τότε = 1 . Και στι 

δύο περιπτώσεις είναι 0 και επομένως το σύστημα (12.11) έχει μι 

μοναδική λύση για τους συντελεστές a. , i = 0(1)n , βάσει των οποίαν
προσδιορίζεται το ζητούμενο Ρ (χ) . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι ανεη
ξάρτητα από το πρόσημο του αριθμητή στην (12.12) οι λύσεις των δύο γι 

μικών συστημάτων, που προκύπτουν από το (12.11) για τις δύο διαφορετ
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εκλογές των u.. , ι = 0(1)η + 1 , διαφέρουν μόνον ως προς το πρόσημο 

του L . Για το Ρ (χ) θα ισχύειη

Ε (S) = η '

D„f(x0) D,f(x,) + ... + ( - 1  )ntlDntlf(xn„)l

D0 + Di + . ·. ·+ D 0 1 n+i
(12.13)

Επί πλέον, λόγω της (12.9), θα έχουμε είτε ε(χ.) = Pn (x.) “  ®

(- 1)^En(S) ή ε(χ^ = (- 1)^(— 1 )En(S) , i = 0(1 )n + 1 και επομένως 

οι (12.8) ικανοποιούνται. ▲

Σημείωση Από την απόδειξη του προηγουμένου θεωρήματος συνάγεται

ότι για τον υπολογισμό του min max πολυωνύμου Ρ (χ) βαθμού < η

για την f(x) στο S αρκεί να λύσουμε το γραμμικό σύστημα (12.11)

με μ.. = 1 , i = 0(1 )n + 1 . Αφού βρεθούν τα a.. , i = 0(1 )η και L

τότε Ρ (χ) = a xn + a xn_1 + ... + a,x + an και E (S) = |Ll . n n n-i ι o n 1 1

Παράδειγμα 12.1 Αν S = (xQ = 0 , χχ = 1 , x2 = 4} και f(x„) = 

= 0 , f(xj = 1 , f(x2) = 2 , να βρεθεί το min max πολυώνυμο 

Ρχ(χ) βαθμού £  1 για την f(x) στο S .

Λύση Σχηματίζουμε το γραμμικό σύστημα

-  1 1 0 L 0

1 1 1 ao = 1

-  1 1 4 ai 2

1 1 1
από το οποίο προκύπτει ότι L = ^  , aQ = ^ , at = j  και επομένως

M x )  = \  κ + }  (2χ + 1) και Ej(S) = I  . A

To ακόλουθο θεώρημα που δίνεται χωρίς απόδειξη χρησιμεύει για την 

εύρεση του min max πολυωνύμου Ρ (χ) βαθμού £ η  γιρ την f(x) σε 

ένα οποιοδήποτε πεπερασμένο σύνολο 6 από Ν σημεία όπου Ν > η  + 2 .
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θεώρημα 12.4 Έστω f(x) συνάρτηση ορισμένη σε ένα πεπερασμένο 

σύνολο G από Ν σημεία, όπου Ν > π + 2 . Τότε,υπάρχει ένα μοναδι

κό min max πολυώνυμο Pn (x) βαθμού < η για την f(χ) στο G . Επί 

πλέον, εάν S C G  , όπου το S αποτελείται από τα η + 2 σημεία xQ <

< χ < ... < χ και είναι τέτοιο ώστε Ε (S) > Ε (S') για κάθε υπο- 

σύνολο S' του G που αποτελείται από η + 2 σημεία, τότε En(S) "

= Ε (G) και το min max πολυώνυμο για την f(x) στο S είναι το ζη-
^  <ν

τούμενο min max πολυώνυμο Pn(x) για την f(χ) στο G . A

Σύμφωνα με το θεώρημα 12.4 , για τον υπολογισμό του Ρη(χ) Υια

την f(x) στο G , θεωρούμε όλα τα υποσύνολα του G που απο

τελούνται από η + 2 σημεία. Για κάθε τέτοιο υποσύνολο S υπολογίζου

με το Ε (S) από τον τύπο (12.13) και κατόπιν εκλέγουμε ένα σύνολο S
Π

YLa το οποίο το Ε (S) είναι μέγιστο. Για αυτό το S είναι Ε (S) =
Π Π

= E^(G) και το min max πολυώνυμο Pn(x) για την f(χ) στο S αυτό, 

που υπολογίζεται σύμφωνα με το θεώρημα 12.3, είναι το ζητούμενο min max 

πολυώνυμο για την f(x) στο G . Πρέπει να τονισθεί ότι ο τρόπος που

περιγράφηκε με βάση το θεώρημα 12.4 για την εύρεση του Ρ (χ) για τηνη
f(x) στο G , όταν το Ν είναι μεγάλο δεν έχει πρακτική αξία. Για τον 

λόγο αυτό άλλοι αποτελεσματικώτεροι αλγόριθμοι έχουν προταθεί. Ένας α π ’ 

αυτούς, γνωστός σαν πρώτος αλγόριθμος του Remes ή αλγόριθμος της απλής 

ανταλλαγής, δίνεται στη συνέχεια χωρίς απόδειξη.

Αλγόριθμος της απλής ανταλλαγής

1. Εκλέγουμε ένα οποιοδήποτε υποσύνολο S του G από η + 2

σημεία τέτοια ώστε χ„ < χ < ... < χ° ι η+ι
2. Υπολογίζουμε το min max πολυώνυμο P^(x) για την f(x) στο 

S και το En(S) , σύμφωνα με το θεώρημα 12.3 .

3. Βρίσκουμε ένα x G G  τέτοιο ώστε

|Ρη(χ) “  f(x)l ® max|Pn(x) -  f(x)| ξ Λ .
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Εάν Λ = En(S) , τότε η διαδικασία τελειώνει και το Ρ^(χ) γΐα την 

f(χ) στο S είναι το ζητούμενο min max πολυώνυμο για την f(x) στο 

G . Διαφορετικά, προχωρούμε στο επόμενο βήμα.

4. Εάν το χ κείται σε κάποιο διάστημα [χ.., x..+ J  , i = 0(1)η,

τότε αντικαθιστούμε το σημείο χ. του S · με το χ εάν η Ρ (χ) -
Λ ’ η

-  f(χ ) έχει το ίδιο πρόσημο με την Pn(χι-) -  f(x.) . Διαφορετικά, αντι

καθιστούμε το χ^+ι με το χ .

Εάν χ < xft , τότε αντικαθιστούμε το χ„ με το χ εάν η ρ (χ )-
— Λ 0 η'

f(χ 0) έχει το ίδιο πρόσημο με την Ρ (χ) -  f(χ) . Διαφορετικά, αντι

καθιστούμε το χ . με το χ ./s Π-|-1  ̂ ^
Εάν χ > χ , και τα πρόσημα των Ρ (χ ,) -  f(x ) , ρ (χ) -n+i η η+ι ' η+ι η '

-  f(x) συμφωνούν, τότε αντικαθιστούμε το χ με το χ . Διαφορετι-η+ι
κά, αντικαθιστούμε το χ. με το χ .

5. 'Εχουμε βρει τώρα ένα νέο υποσύνολο S του G από η + 2 

σημεία και επιστρέφουμε στο βήμα 2.

Παράδειγμα 12.2 Δίνεται το σύνολο G = {0, 1, 4, 9} και f(0) = 

= 0 , f(1) = 1 , f(4) = 2 , f(9) = 3 . Να βρεθεί το min max πολυώνυμο 

Ρχ(χ) βαθμού 1 για την f(x) στο G , πρώτα με βάση το θεώρημα

12.4 και κατόπιν με τον αλγόριθμο της απλής ανταλλαγής .

Λύση Είναι Ν = 4 και η = 1 . Υπάρχουν
4

3
= 4 υποσύνολα του

G από 3 σημεία. Αυτά είναι = (0, 1, 4} , $2 = {0, 1 , 9 } ,  S3 =

= {0, 4, 9} και S4 = {1, 4, 9} .Για το S: ο πίνακας του συστήματος

(12.11) με “1 -  1 είναι

-  1 1 0

1 1 1 , οπότε

-  1 1 4

13 (0) -  4(1) +

8

, οπότε D = 3 , Dx = 4 , D2 = 1 και

= j  i Ομοίως για τα S2, S3 και
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S βρίσκουμε

E (S ) = r  2 '

18(0) -  9(1) + 1(3)1 .
-------:---------------   j .  E,(S3) -

18 J

(5(0) - 9(2) + 4(3) 

18

, 15(1) -  8(2) + 3(3) I . ,
= $  , E J S J  = --------- - ----------- 3  . Επειδή E 1 (S2) = 3  >

>_ Ej(S.) , i = 0,1,3, βρίσκουμε το min max πολυώνυμο Pj(x) 

για την f(x) στο S2 κατά τα γνωστά,λύνοντας το σύστημα

-  1 1 . 0 L 0

1 1 1 ao = 1

-  1 1 9 _ a i_ 3

, προκύπτει Ρ, (χ) - J (χ + 1 , που είναι το ζητούμενο min max

πολυώνυμο.

θα χρησιμοποιήσουμε τώρα τον αλνόριθμο της απλής ανταλλαγής και

εκλέγουμε S = S, . Σύμφωνα με το παράδειγμα 12.1 το Pj(x) για την
1 ^ 1 1 

f(x) στο Sx είναι Pt(x) = ^ (2χ + 1) και Ej(S1) = ^ .Βρίσκουμε

|ΡΧ(9) -  f(9) | = || (18 + 1) -  3| = £  > |  . Ά ρ α  χ = 9 . Επειδή χ >4

και Pj (4) -  f (4) = ^  -  2 = -̂ > 0 και Pj (9) -  f(9) = > 0 , αντικα

θιστούμε το σημείο 4 με το χ = 9 και έτσι έχουμε το νέο υποσύνολο

S2 = (0, 1,9} . To Pj(x) για την f(χ) στο S2 είναι Pj(x) =

= j ( x + 1 )  και Ej(S2) = j  . Επειδή |? l (4) -  f(4)| =

= E j ^ )  , συμπεραίνουμε ότι το ζητούμενο min max πολυώνυμο για την 

f(x) στο G είναι το Pj(x) = ^  (χ + 1) . 4

Έστω τώρα f(x) μία δοσμένη συνάρτηση, συνεχής στο διάστημα 

[a,b] . Σύμφωνα με το θεώρημα 12.1 υπάρχει ένα μοναδικό min max πο

λυώνυμο Ρ (χ) βαθμού <. η για την f(x) στο [a,tf] . Εκείνο που νί-

νεται συνήθως στην πράξη, με σκοπό την κατασκευή του Ρ (χ) , είναι ηη 1

5 _ 23 L
1
3
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αντικατάσταση του συνεχούς αυτού προβλήματος με τοαντίστοιχο διακεκριμέ

νο. Δηλαδή, εκλέγουμε ένα σύνολο SN από Ν σημεία του διαστήματος 

Πϊ,όΊ , όπου Ν > η + 2 και βρίκουμε το min max πολυώνυμο Ρ (χ)— η,Ν
βαθμού £  η για την f(x) στο SN , σύμφωνα με όσα αναπτύχθηκαν στην 

παρούσα παράγραφο. Ένας τρόπος εκλογής του S„ είναι να αποτελείται

fb -  alαπό τα Ν σημεία χ^ = a + i j ^ r y  

ρεί να αποδειχθεί ότι η ακολουθία των min max πολυωνύμων Ρ (χ) ,η jN
Ν = η + 2 , η + 3, . . . ,  συγκλίνει ομοιόμορφα στο ζητούμενο Ρ (χ) γιαΤΙ
την f(x) στο [a,b̂J , δηλαδή,

, i = 0(1 )Ν —  1 . Εάν Ν -*°° , μπο-

Ρη,Ν(χ) * Ρη(χ) ·
Ν -»■«>

Έτσι, είμαστε σε θέση να βρίσκουμε προσεγγίσεις για το Ρ (χ) , αφού
Π

εκτός από ορισμένες ειδικές περιπτώσεις δεν υπάρχει αποτελεσματική μέ

θοδος για τον αναλυτικό προσδιορισμό του. Τα ακόλουθα δύο βασικά θεω

ρήματα, που δίνονται χωρίς απόδειξη, περιέχουν τις απαιτούμενες πληρο

φορίες για τον προσδιορισμό του Ρ (χ) .η

θεώρημα 12.5 (Chebyshev) Έστω f(x) συνεχής συνάρτηση στο [a,b] 

και Ρη(χ) πολυώνυμο βαθμού ^  η . θέτουμε

ε (χ) = Ρη (χ) -  f(x) ,

ΕΤΙ max
xG[a,b]

ε(χ)| = l|e(x)IL
(12.14)

Τότε, το Ρ^(χ) είναι το min max πολυώνυμο ρη(χ) YLa την f(x) στο 

[a,b] εάν και μόνον εάν υπάρχουν τουλάχιστον η + 2 διακεκριμένα ση

μεία x.j , i = 0(1 )η + 1 , τέτοια ώστε

a < χ < χ < ... < χ < b και =  ο ι η+1 =

Iε(χi)| = Εη , i = 0(1)η + 1 , (12.15)

ε(χ ) = - ε(χ Ί* + j) » 1 = 0(1)η . A (12.16)
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Λ'

t
I

θεώρημα 12.6 Εάν η f(x) είναι συνεχής στο [a,Q , τότε το μο- 

ναδικό min max πολυώνυμο Ρ (χ) βαθμού < η για την f(χ) στο 

[a,bj συμπίπτει με το min max πολυώνυμο για την f(x) σε ένα σύνολο 

S από η + 2 σημεία του [a,tf| , το οποίο εκλέγεται έτσι ώστε

Ε (S) > Ε (S' ) , για οποιοδήποτε σύνολο S' από η + 2 σημεία τουη — η
[a,b] . A

Μία ειδική περίπτωση που μπορούμε να υπολογίσουμε εύκολα το min max 

πολυώνυμο Ρη(χ) τχεριέχεται στο ακόλουθο θεώρημα.

θεώρημα 12.7 To min max πολυώνυμο Ρη(χ) βαθμού < η για την 

f(x) ξ Qn+i(χ) , όπου Qn+i(χ) είναι ένα πολυώνυμο η + 1 βαθμού με 

συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου a χ , στο 1,1] , σύμπίπτει με το 

πολυώνυμο παρεμβολής νια την f(χ) με σημεία παρεμβολής*τις ρίζες του 

πολυωνύμου του Chebyshev Tn+i(x) , n + 1 βαθμού. Επί πλέον, αν

n+i η
Qn ..(x) = Σ ε.Τ,(χ) » ^ τ ε  είναι Ρ (χ) = £ c.T.(x) . 
n+i i =ο 1 1 n i=0

Απόδειξη Αν χ.. , i = 0(1)η είναι οι ρίζες του Τη+1(χ) (βλέπε

θεώρημα 4.14) και Ρ (χ) είναι το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού < ηη
για την f(χ) = Ρη+1(χ) ύε σημεία παρεμβολής τα χ. , i = 0(1)n , τό

τε έχουμε

n Q<n+l)U )
ρη'χ> - V .  (χ> = "  Τ Τ ( χ  -  χ,) — ------

η+ ί=0 1 (η +1)!

Τ (χ)η+ι
λ Π

, (η +1)!

(η + 1)!

η+

aη+ι
2η nt,(x) (12.17)

Έτσι, είναι

|ρη(χ) - 9 η+1(χ) Ι =  κ +11

Ρ (χ) —  Q (χ) η η+ιν 7
η+ι

= aη+ι *

η+ι
—  ΙΤη+.(χ·)Ι i - ψ -  > X 6 C -1 .0  .

—  Τ (χ)
2Π η+ι '

(12.18)
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δηλαδή,

max _|Pn(x) - q  (x)| = n+i
xeC-1 ,1] n ,n (12.19)

Αν τώρα R (χ) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού < η , τότε, 

σύμφωνα με το θεώρημα 4.20 , έχουμε

max |R (χ) —  Q (χ)| = max |Q (χ) - R  (χ)Ι = 
X 6 C - M ]  η η+1 χ6[-1,1] η+1

= la j I max 
n+1 x6[-1,1]

Qn+1(x) - R n(x)

n+i
> |a |-l= 1 n+i1 2n ( 12.20)

Q +1(X) -  R (x)
αφού το πολυώνυμο — --------- ----  είναι βαθμού η + 1 και έχει συν-

η+ι
η+ιτελεστή του χ τ η ν  μονάδα.

Από τις (12.19) και (12.20) προκύπτει ότι

min max |R (χ) - Q  (χ) I = max IP (x) - Q  (x)| 
Rn (x) X6E-1.1] n n+1 xGC-1,1] n n+1

και επομένως το P (χ) είναι το ζητούμενο minmax πολυώνυμο Ρ_(χ)

για το Q (χ) στο [-1,Γ| · Εξ άλλου, από την (12.17) έχουμε
η

Ρ (χ) Ξ Ρ (χ) = Q (χ) η η η+ιν '
η+ι .ρ 
0η η+ι (χ) · ( 12. 21)

η+ι
Αν 0„Α1(χ) = I c.T.(χ) , τότε εξισώνοντας τους συντελεστές του χ 

η+1 i=0
στα δύο μέλη παίρνουμε aR+i = εη+χ2η , οπότε η (12.21) δίνει^

η+ι

η+ι a ηη+ι
Ρη(χ) = 1I0C1T1(X) - ~ ρ Τ Τη+. <Χ> = 1I0Ci Ti (x) · 1 (12·22)

Τα ακόλουθα δύο θεωρήματα (το δεύτερο δίνεται χωρίς απόδειξη) α

φορούν το minmax πολυώνυμο Pr (x ) για μια συνεχή συνάρτηση στο [a,bj
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θεώρημα 12.8 Έστω f(x) συνάρτηση συνεχώς παραγωγίσιμη η + 1 

φορές στο [a,b] = £ 1 , Q  και έστω lfin+l)(x)l 4  Μη+Ϊ » ¥xG£l,1].
Λ.

Αν (χ) είναι το min max πολυώνυμο βαθμού ^  η για την f(χ) στο

£1,1], τότε

max IP (χ) -  f(x)|i 
X6C-U1] n

Μn+i

2n(n+1)l

Απόδειξη

Έρτω Pn (x) το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού < η για την f(χ) 

με σημεία παρεμβολής τις ρίζες χ. , i = 0(1)η του πολυωνύμου Cheby- 

shev Τ (χ) . Τότε, ισχύει

:(η+ι)
PnM  -  f(x) = - Τ Τ ( χ  - *j) - .
n 1=0 ' (n+1)!

i l l .  _ J _ T
>n n+i (x)

f(ntl)(Q

(n+1)!

όπου ξθ£ΐ,1]·. Επομένως, έχουμε

max |Ρ (χ) —  f(x)| < max IP (x)
xe[-i,i] n ~xe[-i,i] n

f(x)l

max
x6[-1,1]

1 T ,(x)n n+i '
f(ntl)U)

(n+1)!I

M
n+i

=  0n2n(n+1)!
▲

θεώρημα 12.9 Έστω f(χ) συνεχής συνάρτηση στο fa,b] και 

Ρ„(χ) » π = 0,1,2,... η ακολουθία των min max πολυωνύμων για την 

f(χ) στο [a,b] . Τότε,

lirm max 
η -*«>{xG [a ,0

|Ρη(χ) - f(x)! ·= o 9

δηλαδή, η ακολουθία Pn(x), n = 0,1,2,... συγκλίνει ομοιόμορφα στην

f(x) . ’ A

30
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Παράδειγμα 12.3 Να βρεθεί το min max πολυώνυμο βαθμού < 1 για

την f(x) = /χ στο [a,b] , όπου a > 0 .

Λύση Έστω Ρχ(χ) = a xx + a0 πολυώνυμο βαθμού < 1 . Είναι

ε(χ) = Ρχ(χ) -  f(χ) = a tx + aQ -  /χ . Εάν χ είναι ένα σημείο του (a,b],

τέτοιο ώστε ε (χ) = max |ε(χ)| , τότε το χ είναι σημείο ακροτάτου
χ6 [a, b]

της ε(χ) και επομένως θα είναι είτε ένα από τα άκρα του [a,b] ή ρί

ζα της ε'(χ) = 0 . Η μόνη ρίζα της ε'(χ) = 0 είναι η χ = —  ,
4a2ι

ψ 0). Επειδή σύμφωνα με το θεώρημα 12.5 πρέπει να ικανοποιούνται οι 

συνθήκες (12.15) και (12.16) για η =1 , ζητούμε να προσδιορίσουμε τα 

a0, ax έτσι ώστε

ε (a) = axa + a0 -  /a = Ε

-ε<— L-) = a, - L  + a0 —  + a„ ----- E (12.23)
4a" 4a* ’ 4aJ 4a, 2a,

ε (b) = a b  + a - / B ’= E .' ' 1 0

Oi (12.23) αποτελούν ένα μή γραμμικό σύστημα με αγνώστους τα a0, ax 

και Ε . Από την λύση του συστήματος αυτού προκύπτει ότι

1
ax = --------  ,

/if + νΈ
«

V

ν Έ ----- ---- +
VE + νΈ

YcT 4· >/5~ 
4

(12.24)

και Ε =  aja + a0 -  /a . Άρα, το ζητούμενο min max πολυώνυμο είναι 

Pj(x) = axx + a0 , όπου τα a0, ax δίνονται από τις (12.24) και

max IΡ. (χ) — /χ\ = |Ε| . Για [a,b] = Q),9J βρίκουμε ότι Ρχ(χ) = 
x6[a,b]

1 3
= 3 χ + 8 ' Σημειώνεται ότι στο παράδειγμα 12.2 έχουμε βρει σαν μία 
προσέγγιση αυτού, χρησιμοποιώντας τα σημεία 0,1,4,9 του (0,9] ,



453

το 1 χ
3 χ

1
+ I

12.4 Π ο λ υ ώ ν υ μ ο  ε λ α χ ί σ τ ω ν  τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν

0α εξετάσουμε πΡώτα την συνεχή περίπτωση, δηλαδή, το πρόβλημα του 

προσδιορισμού του πολυωνύμου ελάχιστων τετραγώνων (Π.Ε.Τ.) Pr (x ) βαθ

μού £  η για την συνεχή συνάρτηση f(x) στο διάστημα [a,b) · Το 

ρ (χ) ως γνωστόν πρέπει να είναι τέτοιο ώστε

b

Ρ (x) - f(x)
) ν .
a

2
dx <

b

Pn(x) -  f(x) 
a

dx =

- l|Pn(x) -f(x)ll22 . 02.25)

για κάθε πολυώνυμο Pn(χ) βαθμού < n .

Στον γραμμικό χώρο c[a,b] ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο ( f ,g )  
δύο συναρτήσεων f(χ) και g(x) από την

b

(T,g)
*

f(x)g(x)dx

a

(12.26)

Πρέπει να σημειωθεί ότι η (12.26) προκύπτει από την (4.1) αν

w(x) = 1 (w(x) είναι η συνάρτηση βάρους) .

Σύμφωνα με το κεφάλαιο 4 υπάρχει ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων 

Φ0(χ ) » Φι(χ) , φ2(χ )* ··· (σε σχέση με την συνάρτηση βάρους w(x)

= 1) στο [a,b] . Για παράδειγμα, αν [a,b].= Q-1,1] , τότε ένα τέτοιο 

είναι το σύνολο των πολυωνύμων Legendre. Λόγω της (12.26) είναι 

IIg(x) | | 2 = (g»g) K0IL επομένως

IIPn(x) -  f(x)IJ = (ρη -  f » Ρη -  f) · (12.27)

Αφού το Ρη (χ) είναι ένα οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού £  η , σύμφωνα
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με το θεώρημα 4.1 , θα έχουμε κατά μοναδικό τρόπο

Ρ (X) = I Ο.φ.(χ) . (12.28)
η  ι = 0  1 1

Ζητούμε τώρα να εκλέξουμε τα , i = 0(1)η έτσι ώστε η ποσότητα

(12.27) να ελαχιστοποιείται. Λόγω των (φ^, φ̂ .) = 0 , i φ j και της

(12.28) , η (12.27) γίνεται

(Ρ -  f , Ρ -  f) = (Ρ ,Ρ ) -  2(Ρ ,f) + (f,f) =

- ( I c .φ. , I c .φ. ) -  2 ( I c -φ. , f ) + (f,f) =
1=0 1 1  i=0 1 1 · i=0 1 1

= I ς?(φ. ,φ.) - 2  I  c . (φ - ,f) + (f,f) = R(c ,c ,...,c ). (12.29) 
i=0 1 1 1 1=0 1 1 n

Αναγκαία συνθήκη για την ελαχιστοποίηση της συναρτήσεως R(c0 ,...,

c ) είναι ο μηδενισμός όλων των μερικών παραγώγων πρώτης τάξεως αυ-η
τής, δηλαδή,

2cj(φ^,qK) -2(<p.,f) = 0 , j = 0(1 )n (12.30)

Από τις (12.30) προκύπτει ότι

c
j

0(1 )n (12.31)

Πρέπει να σημειωθεί ότι (ψ.,φ.) φ 0 , αφού φ̂ ·(χ) t 0 , j = 0(1 )η . 

Το γεγονός ότι οι τιμές (12.31) πράγματι ελαχιστοποιούν την συνάρτηση 

R μπορεί εύκολα να δειχθεί λόγω των

a2R __  ̂

8cjaCK

2(φ̂ . ) > 0

0

εάν

εάν

j = κ 

3 Ψ κ
(12.32)
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το ζητούμενο Π.Ε.Τ. Ρ (χ) βαθμού 

£  η για την f(χ) στο (a,lf| δίνεται από την

η
Ρ (x) = I  ε.φ.(χ) , 
η i=0 1 1

(12.33)

όπου τα c.j , i = 0(1 )η δίνονται από την (12.31). Επίσης, λόγω των 

(12.27), (12.29) και (12.33), είναι

Ι|Ρη(χ) -f(x)||22 = (f,f)
η (φ.,f)2

(Φ· ,φ. ) * 1=0 .
Από την (12.34) προκύπτει η γνωστή ανισότητα του Bessel 

2 η (Φ1- ,f)2 

2 έ  i=0 ( * 1 -φ ί ) ■

(12.34)

(12.35)

Για την απόδειξη της μοναδικότητας του Π.Ε.Τ. Ρ (χ) θα δείξου-
η

με πρώτα ότι (Ρη -  f, Ρη ) = 0 για κάθε πολυώνυμο Ρη(χ) βαθμού < η.

η
Επειδή Ρ (χ) = I β^Φ.-ίχ) , αρκεί να δείξουμε ότι (Ρ -  f ,Φ,·) = 0

n j =0 n *

για i = 0(1 )n . Πράγματι, έχουμε

η (φ.,f)
(Pn -f , Φ,·) = (Ρη.φ,·) - (ί,Φ,.) = ( I .φ,.)- (ί,φ,·) =

J u J J

(φ1.ί) 

Τφ ■^pTy (Φ1 ,Φ1) -  ( f ^ )  = 0 , 1  = 0(1 )η

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι αν Ρη (χ) είναι ένα οποιοδήποτε πο

λυώνυμο βαθμού < η , Ρ (χ)^ ρ (χ) τότε (Ρ -  f , Ρ -  Ρ ) = 0 και~ η η η η η
επομένως

(Pn -f.Pn -f)= ([Ρη -Ρη] - [Pn -fl . □*„- P J  Φ [Ρη - € )  =

ο
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=  (Ρη - 'Ρη ·Ρ„ ~  + fPn -  f >'Ρη -  f ) * »Pn - f»f =

- |Ρη -  Ρη!1ϊ + !|Ρη -  η ΐ  > «ρη -  fl!2 <°*°ύ Ι!ρπ -  κ η  > 0) .
πράγμα που αποδεικνύει την μοναδικότητα του Ρη(χ) ·

Παράδειγμα 12.4 Να βρεθεί το Π.Ε.Τ. Ρ2(χ) βαθμού < 2  για 

την f(χ) = ex στο [-1,lj ·

Λύση Τα πολυώνυμα Legendre Φ^(χ) , i = 0,1,2,... (βλέπε κεφάλαιο

4) αποτελούν ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων σε σχέση με τη συνάρτηση 

βάρους w(x) ξ 1 στο £-1,1] . Έτσι, θα είναι

P2(x) = c0(D0(x) + CjO^x) + ο2Φ2(χ) ,

όπου

ci

(Φ1· ,ex) ^

T V M

Φ^(x)exdx

-ι 2i + 1
ι

I

φ^(x)exdx , i = 0,1,2

φ|(χ) dx
-1

-1

Άρα,

* \  |eXdx = \  (e -  j  ) » Cj = 
-1

xexdx 3 1  
2 e

-ι

c2 = 2

1 1 
1j  (3x2 -  1)exdx = x2exdx -  -ξ exdx = χ  (e ) -

-1 -1 -1

P2(x) = | - ( e - i - ) + | x + | ( e - f ) 5 · (3x2 -  1) = !51τ Γ ί 1 *! ♦

+ 2 χ  + 3^ΐ14ν  &  0.53672X2 + 1.10364X + 0.99629 .
6



457

Λόγω της (12.34) έχουμε ||P2(x) - e x||2 = (f»f) 2 c?(<P_- ) =
i=0

= (f.f) -  ϊ
i=0

2
2i +1 ή

= 36 - I  e 2 -  — ^  0.00144 και ||P.(x) -  ex||,* 0.03795 
ά 2e2 2

Πρέπει να σημειωθεί ακόμη ότι,αν Pn(x) » η = 0,1,2,... είναι η 

ακολουθία των πολυωνύμων ελαχίστων τετραγώνων για την f(χ) 6 C[a,6] , 

στο [a,15] , τότε μπορεί να αποδειχθεί ότι

lim ||Ρ (χ) -  f(x)||2 = 0 , (12.36)
η -*■«> “

δηλαδή, η ακολουθία Pn (x) » n = 0,1,2,... συγκλίνει στην f(x) σε 

σχέση με την || · || 2 και γράφουμε

ο» (φ ,f)
f(x)- I — 1---- Φ.(χ) · 02.37)

1=0 (φ.,φ^

Η απειροσειρά στη (12.37) καλείται μια ορθογώνια σειρά ή σειρά Fourier 

για την f(x) . Λόγω της (12.36), από την (12.34) προκύπτει ότι

(12.38)

Η σχέση (12.38) καλείται ισότητα του Parseval .

Παρατηρήσεις: ι) Το πρόβλημα της ευρέσεως του Π.Ε.Τ. Ρ (χ)1 ■ — ■■■ η
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για την f(x) στο (a,tT] ψ £-1,1] » Με την αλλαγή μεταβλητής: χ =

= — t + -b-"--a μετατρέπεται στην εύρεση του Π.Ε.Τ. Pn U )  Via

την f(x(t)) = F(t) στο £ - 1 * 0  κοα έτσι Μπορούμε να χρησιμοποιούμε 
τα πολυώνυμα Legendre.

ii) Εάν έχει βρεθεί, το Π.Ε.Τ. F>n(x) Υία την f(x) στο [a,b]

(φ ..>f )
τότε το Π.Ε.Τ. Ρ (χ) = Ρ (χ) + c φ (χ), όπου c = γ----------rn+i' ' nv n+i n+i n+i (φ ,φ )' n+i nti'
δηλαδή, για την εύρεση του Ρ (χ) χρειάζεται να υπολογίσουμε μόνον

Π+1
τα φ (χ) , c

iii) Αν αντί·της (12.26) χρησιμοποιηθεί η (4.1) , οπότε η 

ορίζεται από την

b

||f(x)||2 = (f»f) = w(x) f(x)

a

dx , (12.39)

τότε η θεωρία της παρούσας παραγράφου μπορεί εύκολα να γενικευθεί. Για 

w(x) = (1 -  χ2)"'5 και [a,b] = £-1,1] χρησιμοποιούνται τα πολυώνυμα 

Chebyshev (βλέπε κεφάλαιο 4).

Στη συνέχεια θα αναζητήσουμε το Π.Ε.Τ. Ρ (χ) βαθμού < η γιαη =
μιά συνάρτηση f(χ) , που ορίζεται σε ένα πεπερασμένο σύνολο σημείων

S =  (xft,x, ,.,.,χ } , όπου m > η . Για τον σκοπό αυτό αρκεί να βρούμε
0 1  m

το

min ||Ρ (χ) —  f(χ 
Ρ (χ) nϊϊ

= m m  \ 
Ρ (χ)η

j 0 [ W -'<*,>]

όπου το Ρ (χ) = a χη + a χη_1 + ... + a,x + a„ διατρέχει το σύνολο η η η-ι *
όλων των πολυωνύμων βαθμού <. η . Για την ελαχιστοποίηση της συναρτήσεως

ΤΠ

Ρ(^0 *̂ 1 * * * * I
i=0 -  f(xi)[j=0 J

(12.40)
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εργαζόμαστε ως εξής: θέτουμε f. ξ f(χ ^) » i - 0(1)m ,

a = (a0»a j»· 9

1

1

.n
o
n

9

1 x x2 
m m

xn
ΤΠ

A =  XTX και g = XTf . 02-41)

0 X είναι ένας (m + 1) *(n + 1) πίνακας. H rank του X είναι 

n +.1 , αφού ο υποπίνακας του X που σχηματίζεται από τις πρώτες 

η + 1 γραμμές αυτού και τις η + 1 στήλες του είναι ομαλός (ορίζου- 

σα Vandermonde), θα δειχθεί τώρα ότι ο Α είναι θετικά ορισμένος και 

επομένως ομαλός. Πράγματι, ο Α είναι (η + 1) χ (η + 1) πραγματικός 

συμμετρικός πίνακας κάι για κάθε διάνυσμα y 6 I R n+1 είναι

yTAy = yTXTXy = (Xy)T (Xy) = ||Xy||* > Ο . (12.42)

Από την (12.42) προκύπτει ότι yTAy = Ο εάν και μόνον εάν Xy = Ο . 

Επειδή rank(X) = η + 1 , σύμφωνα με το θεώρημα 9.16 , η Xy = Ο ι-
Τ

σχύει εάν και μόνον εάν y = Ο , πράγμα που αποδεικνύει ότι y Ay > Ο , 

¥ y G I R n+1 , y ^  Ο . Είναι εύκολο να δειχθεί τώρα, έχοντας υπ' όψιν 

τις (12.40) και (12.41) , ότι

R(a) = ||Xa -  f|| j = (Xa -  f)T (Xa -  f ) =  aTAa -  3Tg -  

-  gTa + fTf + gTA"'g —  gTA”'g , (12.43)

όπου προσθέσαμε και αιραιρέσαμε την ποσότητα g~A_1g . Η (12.43) μπο- 

ρεί ακόμη να γραφεί

R(a) = ίτί - 9 A ’g + (ϊ - A ' ‘g)TA(S - A - g  )
-1

(12.44)
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Στο δεξιό μέλος της (12.44) μόνον ο τρίτος όρος,που είναι ^  Ο λόγω 

της (12.42),εξαρτάται από το άγνωστο διάνυσμα a . Ο όρος αυτός μηδε-
λ  Λ

νίζεται εάν και μόνον εάν a -  A g = Ο και επομένως η ελάχιστη τι

μή για την R(a) συμβαίνει για

/Ν _ — 1 /\
a = A g ,

δηλαδή, για την μοναδική λύση του γραμμικού συστήματος

Αχ = g . (12.45)

Αφού προσδιοριστεί το a σαν η μοναδική λύση του (12.45), ο προσδιο

ρισμός στη συνέχεια του Π.Ε.Τ. Ρ^ίχ) είναι προφανής. Επίσης,από την

(12.44) προκύπτει ότι

IIΡη (χ) -  f(χ)|| 1 = f Tf - g T a . (12.46)

Έτσι, απεδείχθη ότι υπάρχει ένα μοναδικό Π.Ε.Τ. Ρ (χ) » 3αθμού 

για την f(x) στο σύνολο S . Οι εξισώσεις του γραμμικού συστήματος

(12.45) καλούνται κανονικές εξισώσεις. Εκτός και αν το η είναι μικρό 

(η ^  6) , μπορεί να δειχθεί ότι το σύστημα των κανονικών εξισώσεων εί

ναι συνήθως πολύ ασταθές. Για τον λόγο αυτό στη συνέχεια, για την εύρε

ση του Π.Ε.Τ. Ρ (χ) για την f(x) στο σύνολο S θα χρησιμοποιηθεί 

μία διαφορετική μέθοδος η οποία βασίζεται στα ορθογώνια πολυώνυμα (ό

πως και στην συνεχή περίπτωση).

Στην διακεκριμένη περίπτωση του συνόλου S =  {x0,Xj,...,x } , αν 

f(χ)9 g(x) είναι δύο συναρτήσεις, τότε η έκφραση

m
(f,g)= I f(xi)g(x1) Π2.47)

ικανοποιεί τις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου με την μόνη εξαίρεση 

ότι η (g,g) = 0 δεν συνεπάγεται κατ’ ανάγκην ότι g(x) = 0 . Αν όμως 

η g(x) είναι πολυώνυμο βαθμού £  m τότε (g,g) = 0 εάν και μόνον 

εάν g(x) ξ 0 , αφού εάν ένα πολυώνυμο βαθμού ^  m μηδενίζεται σε
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m + 1 διακεκριμένα σημεία πρέπει να είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Δηλα

δή, η έκφραση (12.47) είναι πράγματι ένα εσωτερικό γινόμενο στο σύνολο 

των πολυωνύμων βαθμού ^  m . Η (12.47) ορίζει το καλούμενο διακεκριμένο 

εσωτερικό γινόμενο και είναι φανερό ότι ||g(x)||2 = (9>9) (βλέπε (12.5)).

Ορισμός 12.1 Ένα σύνολο πολυωνύμων {φ0(χ),Φ1(χ),...,φη (χ)} , ό

που το φ (χ) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού κ καλείται σύνολο ορθογωνί- κ
ων πολυωνύμων στο σύνολο S των σημείων χ. , i = 0(1 )m , όπου n ^  m

εάν

' W

ΤΪ1
I φ„(χη*)φ .;(χ ,·) = 0 για κ φ j , 

1=0 J
(12.48)

όπου κ, j= 0(1 )n . Α

Είναι φανερό ότι (ipj *Φ^) ® IIΦ j (x) III > 0  » j = 0 (1) n , αφού . 

φ^(χ) f 0 , j = 0(1)n . Η κατασκευή των πολυωνύμων φ 0(χ),φ,(χ),

. ...,φ (χ) επιτυγχάνεται με τη βοήθεια των (4.4) και (4.5), με τη δια-
Π

φορά ότι τα ολοκληρώματα αντικαθίστανται από αθροίσματα και w(x) = 1. * 

Συγκεκριμένα, θα είναι

και

όπου

m
Φ|1( Χ ) Ξ 1 ,  <ρ,(χ) = χ - i n r r ^ X f (12..49)

<Pj+1 (x) * χφj (X ) -  α..φ^(χ) -  3j0)j.1(x) , j * 1(1 )n -  1 ,

m

α . =
l xi

1*0
φ Λ χ ,·)
*, J

J m
l Φ,·(χ,·)

1
(12.50)

m (

1=0
m

,i0h - t {xi)J

2
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Για την εύρεση του Π.Ε.Τ. Ρ (χ) βαθμού < η , η < m για τηνη β* ♦
f(x) στο σύνολο S αρκεύ να ελαχιστοποιήσουμε την έκφραση

l|PnM  - f ( x
m

= (Ρ -  f,n n - f > -  l  
. 1 = 0 Pn (xi> - f(xi>

ως προς όλα τα πολυώνυμα Pr (x ) βαθμού £  η . Η διαδικασία που εφαρ

μόζεται στη συνέχεια είναι ίδια με εκείνη για την συνεχή περίπτωση 

(βλέπε (12.28) —  (12.31) ) και γι’ αυτό παραλείπεται. Επομένως, θα εί

ναι

η
ρη (χ) = I ε.φ.(χ) με 
η j=0 J J

τη
(12.51)

l f (χ,·)Φ Ί- ( χ Ί*.)i -Π 1 J 1
C, = --------- ----  ; j = 0(1 )η

ΤΪ1

Σ„ Φj(χι>i=0

Η μέθοδος που περιγράφηκε είναι υπολογιστικά πιο αποτελεσματική αφού 

αποφεύγει τα μειονεκτήματα της μεθόδου που απαιτεί την λύση του συστή

ματος των κανονικών εξισώσεων.

Παράδειγμα 12.5 Δίνεται το σύνολο S =  {0, 1, 4, 9} και οι τι

μές f(0) = 0 , f(1) = 1, f(4) = 2, f(9) = 3. Να βρεθεί το Π.Ε.Τ.

Ρχ(χ) βαθμού ^  1 για την f(χ) στο S .

Λύση Είναι χ0 = 0 , χ3 = 1 , χ2 = 4 , χ3 = 9 ,

f0 = 0 , fj = 1 , f2 = 2 , f3 = 3 . Για την εύρεση

του Ρ j(χ) = aQ + a xx σχηματίζουμε το σύστημα των κανονικών εξισώσεων



463

4 14 ao 6

14 98 _ ai_ 36
(12.52)

Λύνοντας το σύστημα (12.52) προκύπτει Άρα Μ χ )  =

= y (1 + γ  χ). Λόγω της (12.46) θα είναι (|Ρι (x) -  f(x)ll2 =

ίο 1 
1 
2= (0, 1, 2, 3) -  (6, 36)

3/7 1

%
_ 14 -  a# 0.40816 και

HP,(x) -f(x)||2* 0.63888 .

Εάν χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο με τα ορθογώνια πολυώνυμα, τότε 

θα είναι Ρ^χ) = c0<p0(x) + c ^ ( x )  , όπου φ0(χ) = 1 , Φ ^ χ )  =

= χ -  |  14 = χ -  \  και

6 = 3 
4 2

1 1  - + 2 + 3 9 -

2
+

2

15
= 49" * Άρα,

15
491

\ J

15
χ .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Αν f(χ) = ex , F(x) - 1 + χ και [a,b] = 1,1 ] , να υπολογι

στούν οι ||F(χ) -  f(x)llp » Ρ = 1*2» 00 .

2. Με βάση τις (12.1) -  (12.3) , να δειχθεί ότι |F -  f|, <

< (b-a)||F-f||„ και IIF -  f||2 < (b -  a)*5 ||F -  fjl̂  .

3. Να δειχθεί ότι το min max πολυώνυμο Pj(x) για την f(x) στο σύ

νολο S * {χη,χ,,χ„}, άπου χ0 < Xj < χ2 , ταυτίζεται με την ευθείαΟ X fc
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που διέρχεται από τα σημεία

t Ν

Χ  + Χ1

\
2 9

Χι + χ2 fi + f2
. Ποια είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη

ώστε Pj(x) = c = σταθερά.

1
4. Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ,(χ) για την f(x) = ----- -,

1 + χ2

στο σύνολο των σημείων χ0 = —  1 , ^  , χ2 = 0 , χ3 =

5. Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ2(χ) για την f(χ) = 5χ3 +

+ 3χ2 —  2χ + 8 , πρώτα στο 1,1]] και κ°τόπιν στο [0,1]] .
ΧΖ

6. Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ^χ) για την f(χ) = e στο

[0,1]] . Πόσοι όροι του αναπτύγματος της σειράς Taylor για την
ν

e γύρω από το χ = 0 χρειάζονται, για να έχουμε την ίδια ακρί-

. βεια στο [0,1]] με εκείνη που δίνει το Pj(x) ;

7. Έστω f(x) συνεχής συνάρτηση στο [a,b] . Να βρεθεί το min max 

πολυώνυμο βαθμού 0 για την f(χ) στο [a,10 .

8. Να γίνει γενίκευση του θεωρήματος 12.7 για το διάστημα [a,b] .

9. Να δειχθεί ότι το πολυώνυμο Ρ(χ) = 0 είναι το min max πολυώνυ

μο Ρη (χ) βαθμού η , η = 0,1,2,...,6 για την f(x) = sin4x 

στο []0,2π] .

10. Αν m > η , να δειχθεί ότι ||Ρ (χ) -  f(x)|| < ||Ρ (χ) -  f(χ)||

και επομένως lim ||Ρ (χ) -  f(χ )ΙΙ̂  = 0 , όπου Ρ (χ), Ρ (χ) είναι
η m

min max πολυώνυμα για την συνεχή συνάρτηση f(x) στο [a,b] .

Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ^χ) για την f(χ) = | -

στο [0,1]] .

11.
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12. Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ (χ) για την f(x) = ------
1 + χ2

στο [- 1,1] .

13. Να βρεθεί το min max πολυώνυμο Ρ2(χ) για την f(x) = |χ| στο

Ε - ι , Ο  ·

14. Να βρεθεί το πολυώνυμο ελάχιστων τετραγώνων για την συνεχή συνάρ

τηση f(x) στο [a,b] .

15. Να βρεθεί το πολυώνυμο ελαχίστων τετραγώνων (Π.Ε.Τ.) Pt(x) για 

την f(χ) = ex στο [-1,1] · Να 3ρεθούν επίσης τα Π.Ε.Τ.

Pj (χ) και Ρ2(χ) για την ex στο [0,1] .

16.

17.

Για τις ακόλουθες συναρτήσεις να βρεθούν τα αντίστοιχα Π.Ε.Τ. 

στα αντίστοιχα διαστήματα, i) f(x) = |χ| , Ρ2(χ) στο [ - 1 , 0  

ii) f(x) = cosx , Pj(x) στο jo, iii) f(x) = 1 + x 3 , 

P2(x) στο [ - 1 , 0  iv) f(x) = sinx , P3(x) στο [- π,π] v)

f(x) = cosnx , P3(x) στο [- 1,1] vi) f(x) - ^x , P3(x) στα 

[0,9] , [0,1] και [| , ij .

Αν Ρ (χ) είναι το Π.Ε.Τ. για την f(x) στο [a,b] , να δειχ-η
θεί ότι

IIΡη η ΐ  =
•ν  9I (I fc

η" 2

18. 'Εστω f(χ) 6C[a,b] . Να δειχθεί ότι το πολυώνυμο ρη (χ ) βαθμού 

< η είναι το Π.Ε.Τ. για την f(χ) στο [a,b] εάν και μόνον

εάν (Ρ -  f , Ρ ) = Ο , για κάθε πολυώνυμο Ρ(χ) βαθμού < η ,η η η

όπου (Ρ -  f , Ρ ) =η η Ρη(χ) -  f(x) Ρ (x)dx . 
η

19. Να βρεθούν τα Π.Ε.Τ. Ρχ(χ) , Ρ2(χ) για τα ακόλουθα δεδομένα:

Χ1 -  1 0 1 3 5

6 3 4 18 48
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20. Να βρεθεί το Π.Ε.Τ. Pj(χ) για την f(χ) με δεδομένα: 

—  2 — 1 0  1 2xi

Υζ k  2 3.5 3.5

21. Να κατασκευασθούν τα Π.Ε.Τ. Ρχ(χ) , Ρ2(χ) , Ρ3(χ) για τα ακό

λουθα δεδομένα

ΧΤ - 2 - 1  0 1

- 1 - 1  0 1 1

22. Να βρεθεί το Π.Ε.Τ. Ρ2(χ) για τα δεδομένα

ΧΤ 0 2 3 5

-  1 0 2 3

23. Να προσεγγισθούν τα δεδομένα ΧΤ - 1 0 1 2

fi 5 1 0.3 0.06

ΒΧσυνάρτηση Ae , ως προς την || · || 2 .

24. Δίνονται τα σημεία (χ., f(x^))> i = 0(1 )m , m > 1 .Να βρεθεί

η ευθεία που ελαχιστοποιεί το άθροισμα των τετραγώνων των αποστά

σεων των δοθέντων σημείων απ’ αυτή.
1

25. Να προσαρμοσθεί μία καμπύλη της μορφής y = - + στα ακόλουθα 

δεδομένα:

με μιά

χι

0.42 0.30 0.30 0.24 0.20

1 . 3 i

, με την βοήθεια Π.Ε.Τ

26. θεωρώντας τα σημεία χ.. = ^  + -ξ —  , 1 = 0( 1 )η (π -►») , να δειχθεί 

ότι το Π.Ε.Τ. Ρ^χ) για την f(χ) = ν6Γ , στο jj- , Γ|

Ρ (χ) = _88_ + 10
135 27 *

είναι
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27. Να δειχθεί ότι το Π.Ε.Τ. Ρ^χ) για τα δεδομένα (χη., f^) ,

1 ? 1 m
i = 0(1 )m διέρχεται από το σημείο -- I  χ, , ■-:-τ I

m + 1 i=0 1 m 1 1=0 J

5 28. Αν Pj(x) είναι το Π.Ε.Τ. βαθμού < 1  για τα δεδομένα (χ^,^),

ι = 0(1)m , να δειχθεί ότι I  (f. -  Pj(x,)) = 0 .
i=0 1 1

λ'Γ
i 29. Για την R(a) που δίνεται από την (12.43) να υπσλογισθεί η ττ—
if 3ai

ϊ και π ,.. d --- . Να δειχθεί ότι τ τ - *  0 , i = 0(1 )η εάν και μό-
% 33tj9aK

Ι νον εάν XTXa = ΧΤ f .

I 30. Να κατασκευασθεί ένα σύνολο ορθογωνίων πολυωνύμων (φ 0(χ ), Φ^χ),

! φ (χ), <ρ.(χ)} 1) στο σύνολο των σημείων χ. = 1 + i , i = 0(1)6.2 3 ι < ί

ϋ )  στο σύνολο των σημείων χ0 — —  1, χ2 = 0 , χ3 = j  »

χ4 = 1. iii) στο σύνολο S = (χ0 = -  2, χ ι -  -  1, χ2 = 1, χ3 = 2}.31 Να βρεθεί η λύση ελάχιστων τετραγώνων του συστήματος

Χχ + χ2 = 1 

■ 2χχ + χ2 = 0

V

32. Να δειχθεί ότι το σύστημα
*

χ, + 3χ2 + 7χ3 = 1

■ 2χ: + χ2 -  χ3 = 1

χ1 + 2χ 2 + 4χ 3 = 1
■

δεν έχει λύση (είναι αδύνατο) και να βρεθεί μια λύση ελάχιστων 

τετραγώνων αυτού.

31
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67. TRAUB Ĵ .F., "Iterative Methods for the Solution of Equations", 

Prentice —  Hall, inc., 1964.

68. VANDERGRAFT J.S., "Introduction to Numerical Computations", 

Academic Press, 1978. Second edition 1983.

69. VARGA R.S., "Matrix Iterative Analysis", Prentice —  Hall, 1962.

70. WAIT R., "The Numerical Solution of Algebraic Equations", Wiley, 

1979.

71. WENDROFF B., "First principles of Numerical Analysis", Addison —  

Wesley, 1969.

72. WESTLAKE J.R., "A Handbook of Numerical Matrix inversion and 

solution of Linear equations", John Wiley & Sons, 1968.

73. WILKINSON J.H., "The Algebraic eigenvalue Problem", Clarendon 

Press, 1965.

74. ΧΑΤΖΗΔΗΜ0Σ A., "Εοσαγωγη στην Αρυθμητι,Μη Ανάλυση", Ιωάννυνα, 1977.

75. ΧΑΤΖΗΔΗΜΟΣ Α., " Αρυθμητυκη Ανάλυση I, II", Ιωάννυνα, 1978,1979.

76. YOUNG D.M., "Iterative solution of Large Linear Systems", Aca

demic Press, 1971.

77. YOUNG D.M. and GREGORY R.T., "A survey of Numerical Mathematics". 

Volumes I —  II, Addison —  Wesley, 1972, 1973.

78. ZAGUSKIN V.L., "Handbook of Numerical Methods for the Solution

of Algebraic and Transcendental equations", Pergamon Press, 1961.



.w

·-

. ? --V_ -;· stf

:

5 i.

■ r)

)
.3  • : •1
i

ii

* ;·
& i· V V: ‘ v· J.;

f

·**»:· - . : ·- ·· ..·

.'ν': - i-
T ** :U #

i··

Ε Κ Δ Ο Σ Ε Ι Σ
Φωτοστοιχειοθεσία Foto Ofsset Γ. ΤΣΟΛΗΣ — Γιάννενα Τηλ. 22.877

..<■ '■ 7  « λ ■W3 , ·■ ’· ·■

■ ' --
, - ·;;



■'· -i

r. ··■'b:

t

• >

y

•.jy'/· y

\:\ '
■ r

w  · v .rvf

s

*)

€

■ \
‘j5

h 'W t j

-A

■*·. i ■ ' V. '
."i - *

S'*· ' ··. .· : \ '

•Ai

$

*<* .

·.>

aJf ’ ·'* ·* * - . '··.. -
• f t . . ■ 

^ ■ : :' r ^ ·  ·:;' · ^

: KV
' ■ *· V  '· *' · ·.

. · ■ : ' ·  ' * :.· Λ >

*

%
>

* , "* .v.·.
?* » . . t %

r' ̂K/\

f1i■

i . %

. · l

1 ; ,  -
■ , , i i  

?  '*'··

j . 1  ·

F
F I

f  ■: ■

■ ?

i -

;:4
- V  Λ


