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ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΕΝΑ ΒΑΘΜΟ 

ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Οι Μηχανικές Ταλαντώσεις είναι ένας από τους 
σπουδαιότερους κλάδους της Φυσικής. Κά9ε μηχανικό σύστημα 
μπορεί να ταλαντώνεται και τα περισσότερα μπορούν να 
ταλαντώνονχαι ελεύθερα κατά πολλούς τρόπους. Μερικά κοινά 
παραδείγματα μηχανικών ταλαντώσεων είναι τα ακόλουθα. Η 
ταλάντωση των φτερών των εντόμων, η ταλάντωση του απλού 
μαθηματικού εκκρεμούς, η ταλάντωση ενός σώματος που βρίσκεται 
πάνω σε μια ελαστική δοκό στερεωμένη στο ένα άκρο και η 
ταλάντωση ενός σώματος που κρέμεται από ένα ελατήριο 
στερεωμένο στο άλλο άκρο. Το ανθρώπινο σώμα είναι ένα 
θησαυροφυλάκιο ταλαντώσεων και, όπως χαρακτηριστικά έχει γράφει 
ο R. Bishop, “Η καρδιά μας κτυπά, οι πνεύμονες μας 
ταλαντώνονχαι, τρέμουμε όταν κρυώνουμε, κάποτε ροχαλίζουμε, 
μπορούμε να ακούμε και να μιλάμε επειδή τα τύμπανα των αυτιών 
μας και ο λάρυ$>άς μας ταλαντώνονχαι; Κινούμαστε ταλαντώνοντας 
τα πόδια. Δεν μπορούμε να προφέρουμε κανονικά τη λέξη 
“ταλάντωση", αν η άκρη της γλώσσας δεν ταλανχωθεί. Ακόμη τα
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άτομα από τα οποία αποτελούμαστε ταλαντώνονταΓ.
Το κοινό χαρακτηριστικό όλων αυτών των φαινομένων είναι η 

περιοδικότητα. Μια κίνηση λέγεται περιοδική, όταν 
επαναλαμβάνεται κατά τον ίδιο τρόπο σε ίσα χρονικά διαστήματα. 
Ακριβέστερα, μια κίνηση λέγεται περιοδική, όταν το κινητό 
διέρχεται με την ίδια διανυσματική ταχύτητα από το ίδιο σημείο 
της τροχιάς του μετά πάροδο ορισμένου και σταθερού χρόνου. 
Μηχανική ταλάντωση ή απλώς ταλάντωση λέγεται κάθε 
περιοδική κίνηση που γίνεται παλινδρομικά ό̂ρω από μια θέση 
ισσοροπίας. Ακριβέστερα, μηχανική ταλάντωση λέγεται κάθε 
περιοδική κίνηση κατά την οποία το κινητό διέρχεται από το ίδιο 
σημείο της τροχιάς του δυο φορές κινούμενο αντίθετα εντός 
ορισμένου και σταθερού χρόνου. Γραμμική ταλάντωση λέγετα ι η 
ταλάντωση που λαμβάνει χώρα πάνω σε μια ευθεία γραμμή. Απλή 
(γραμμική) αρμονική ταλάντωση λέγεται κάθε γραμμική 
ταλάντωση κατά την οποία η απομάκρυνση του σώματος από τη 
θέση ισορροπίας του ή από ένα σταθερό σημείο είναι αρμονική 
συνάρτηση του χρόνου. Ακριβέστερα, απλή αρμονική ταλάντωση 
λέγεται κάθε γραμμική ταλάντωση κατά την οποία η επιτάχυνση 
του σώματος ή η δύναμη που ενεργεί στο σώμα είναι ανάλογη προς 
την απομάκρυνση του σώματος από τη θέση ισορροπίας και 
κατευθύνεται προς τη θέση αυτή, δηλαδή η επιτάχυνση ή η δύναμη 
κατευθυνεται αντίθετα προς την απομάκρυνση. Από τον ορισμό της 
απλής αρμονικής ταλάντωσης συνεπάγεται ότι η απομάκρυνση του 
σώματος από τη θέση ισορροπίας μεταβάλλεται με το sin  ή το cos 
μιας γωνίας, η οποία είναι γραμμική συνάρτηση του χρόνου. 
Περίοδος τ μιας ταλάντωσης λέγεται ο ελάχιστος χρόνος που 
παρέρχεται, πριν η κίνηση αρχίσει να επαναλαμβάνεται. Έ ν α ς  
κύκλος (ή μια ταλάντωση) είναι η κίνηση που συμπληρώνεται σε 
χρόνο μιας περιόδου και είναι αδιάστατος αριθμός. Έ τσ ι η περίοδος 
μπορεί να ορισθεί ως ο χρόνος εντός του οποίου εκτελείτα ι ένας 
κύκλος ή μια ταλάντωση. Συχνότητα ν μιας ταλάντωσης λέγετα ι 
το πηλίκο του αριθμού Ν των κύκλων (ταλαντώσεων) που εκτελε ί το

ο



κινητό σε ορισμένο χρόνο t δια του χρόνου αυτού

Η σχέση αυτή δείχνει ότι η συχνότητα μιας ταλάντωσης εκφράζει 
τον αριθμό των κύκλων ανά μονάδα χρόνου Η συχνότητα έχει 
διαστάσεις αντιστρόφου χρόνου (Τ _ ί ) και η μονάδα συχνότητας 
είναι 1 κύκλος Sec-1 ή 1 Hertz. Η σχέση μεταξύ περιόδου τ και 
συχνότητας ν προκύπτει από την εξίσωση v=W/t , αν θέσουμε Ν=1 
και 1=τ . Έτσ ι παίρνουμε

ν α ,
τ

Σύμφωνα με όσο ελέχθησαν προηγουμένως ι̂α την περίοδο, τη 
συχνότητα και τον κύκλο; 9α μπορούσαμε να έχουμε την εικόνα 
του σχ. 1

τ
<—— ►

0 1 2 3

1 sec (χρόνος) 

ν (αριθμός κύκλων)

ΣΧ- 1

Πλάτος μιας ταλάντωσης είναι η μεγίστη μετατόπιση του 
σώματος, γραμμική ή γωνιακή, από τη 3έση ισορροπίας.

Οι μηχανικές ταλαντώσεις ταξινομούνται σε δυο μεγάλες 
κατηγορίες. Τ ις  ελεύθερες ή φυσικές και τις εξαναγκασμένες 
ταλαντώσεις. Τόσο οι ελεύθερες όσο και οι εξαναγκασμένες 
ταλαντώσεις διαιρούνται σε δυο κατηγορίες. Τ ις  μη
αποσβεννυμένες και τις αποσβεννυμένες ταλαντώσεις. Ελεύθερες 
ταλαντώσεις λέγονται οι μηχανικές ταλαντώσεις που παρά^ονται 
και διατηρούνται από βαρυτικές ή και ελαστικές δυνάμεις. Από τη



σχισμή που άρχισε μια ελεύθερη ταλάντωση ενός μηχανικού 
συστήματος, αυτό 9α συνεχίσει να ταλαντώνεται με την ίδια 
συχνότητα. Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις λέγονται οι μηχανικές 
ταλαντώσεις που παρά^ονται και διατηρούνται από μια εξωτερική 
δύναμη διέγερσης, η οποία είναι αρμονική συνάρτηση του χρόνου. 
Ελεύθερες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις λέγονται οι ελεύθερες 
ταλαντώσεις κατά τις οποίες δεν λαμβάνεται υπόψη η τριβή ή η 
αντίσταση ενός ρευστού οποιοσδήποτε μορφής. Ελεύθερες 
αποσβεννυμένες ταλαντώσεις λέγονται οι ελεύθερες ταλαντώσεις 
κατά τις οποίες λαμβάνεται υπόψη η τριβή ή η αντίσταση του 
ρευστού. Εδώ θα πρέπει να τονίσουμε ότι σε κάθε πραγματικό 
μηχανικό σύστημα 9α υπάρχει πάντα απόσβεση και ότι η περίπτωση 
που το σύστημα θεωρείται χωρίς απόσβεση είναι μια ιδανική 
περίπτωση. Εξαναγκασμένες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις 
λέγονται οι εξαναγκασμένες ταλαντώσεις κατά τις οποίες η τριβή 
ή η αντίσταση του ρευστού θεωρείται αμελητέα. Εξαναγκασμένες 
αποσβεννυμένες ταλαντώσεις λέγονται οι εξαναγκασμένες 
ταλαντώσεις κατά τις οποίες λαμβάνεται υπόψη η τριβή ή η 
αντίσταση του ρευστού.

Στις ελεύθερες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις, η 
συνισταμένη δύναμη που ενεργεί στο μηχανικό σύστημα είναι 
συντηρητική. Αυτό συνεπάγεται όχι η μηχανική ενέργεια του 
συστήματος θα παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της 
ταλάντωσης (Τ+ν=σταθ.). Συνεπώς, το πλάτος της ελεύθερης μη 
αποσβεννυμένης ταλάντωσης θα παραμένει σταθερό.

Στις, ελεύθερες αποσβεννυμένες ταλαντώσεις, θα υπάρχει και 
η τριβή ή η αντίσταση τοσ ρευστού. Όπως γνωρίζουμε, τόσο η 
τριβή όσο και η αντίσταση του ρευστού δεν είναι συντηρητική. 
Αυτό σημαίνει ότι η συνισταμένη δύναμη που δρα στο μηχανικό 
σύστημα δεν είναι συντηρητική και συνεπώς η μηχανική ενέργεια 
δεν παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της ταλάντωσης. Ά ρ α , το 
πλάτος της ελεύθερης αποσβεννυμένης ταλάντωσης θα μειώνεται 
συνεχώς μέχρι να μηδενισθεί.

ο



1.2 Απλή αρμονική ταλάντωση

Η απλή αρμονική ταλάντωση (Α .Α.Τ.) είναι η απλούστερη 
μορφή περιοδικής κίνησης και έχει ορισθεί στην §1 . Η ανάγκη $ια 
μια ουσιαστική μελέτη της Α.Α.Τ. έγκειται σε δυο λόγους. 0 πρώτος 
λό^ος είναι ότι τέτοιες ταλαντώσεις εμφανίζονται σε πάρα πολλά 
μηχανικά συστήματα και ιδιαίτερα όταν οι μετατοπίσεις από τη 
θέση ισορροπίας είναι μικρές. Ο δεύτερος λό^ος προέρχεται από το 
θεώρημα του J . Fourier. Το θεώρημα αυτό λέει ότι οποιαδήποτε 
περιοδική διατάραξη περιόδου τ μπορεί να δημιουρ^ηθει ίή να 
αναλυθεί) από άπειρο πλήθος αρμονικών ταλαντώσεων με περίοδο τ, 
τ τ τ
— , — — , ... και κατάλληλα πλάτη.

θεωρούμε τη γραμμή ΟΡ του σχ. 2(α), που έχει μήκος R και 
περιστρέφεται $ύρω από το σταθερό σημείο Ο με σταθερή γωνιακή 
ταχύτητα ω. Έστω φ η $ωνία POy. θα μελετήσουμε την κίνηση της 
προβολής Q , του σημείου Ρ, στον άξονα Gy.
Υποθέτουμε ότι, ι̂α t=Q, η γραμμή ΟΡ συμπίπτει με τον άξονα Oy 
δηλαδή φ=0. Επειδή η ί^νιακή ταχύτητα είναι σταθερή, θα ισχύει

φ = ω = σταθ. ,

όπου η τελεία παριστάνει παρα$ώ§ιση ως προς το χρόνο και από την 
οποία προκύπτει η $ωνία φ συναρτήσει του χρόνου

- 5 -

Από το σχ. 2 φαίνεται ότι η απόσταση y του Q από το 0 είναι

y = Rcosut (1)



Η ταχύτητα του Q είναι

y s -Rwsinut = Rucos(ut+“ ) , (2 )

και η επιτάχυνση του Q είναι

y = -  Rw2coswt = Rw2cos(wt+n). (3 )

Οι γωνίες hit, ut+n/2 και ut+n στις σχέσεις (1 ), (2 ) και (3 ) 
αντίστοιχα λέγονται γωνίες φάσης. Οι τιμές των γωνιών αυτών, ^ια 
t=0, λέγονται αρχικές γωνίες φάσης. Οι αρχικές γωνίες φάσης των

(1 ) , (2) και (3) είναι ο, ^  και π. Η μετατόπιση y , η ταχύτητα y και η 
η επιτάχυνση y του σημείου Q έχουν συνεπώς διαφορετικές γωνίες

φάσης. Μεταξύ του y και y υπάρχει διαφορά φάσης j , ενώ μεταξύ του
y και y υπάρχει διαφορά φάσης π .
Από'τις εξισώσεις (1 ) και (3 ) παίρνουμε

• · 2
ϋ = - «  y .

y+«2u = ο .

*

η (4)
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Η (4) δείχνει ότι η επιτάχυνση του Q είναι ανάλογη προς τη 
μετατόπιση του Q ο:πό το σταθερό σημείο Ο και κατευθύνεται προς 
το 0. Συνεπώς, σύμφωνα με τον ορισμό, το σημείο Q εκτελεί Α.Α.Τ. 
και η (4 ) είναι η διαφορική εξίσωση της Α.Α.Τ.
Παρατηρούμε ότι, όταν η γραμμή ΟΡ έχει διαγράψει μια πλήρη 
περιστροφή 2π ακτινίων, το σημείο Q έχει συμπληρώσει έναν κύκλο, 
όπως φαίνεται στο σχ. 2ίβ). Επειδή όμως ο χρόνος που απαιτείται 
3».α να συμπληρωθεί ένας κύκλος είναι η περίοδος τ της 
ταλάντωσης του Q, έπεται όχι η περίοδος τ θα προκόψει από τη 
σχέση Φ=ωτ=2π. Έτσ ι έχουμε

2πτ = —  . ω

Η σχέση αυτή προκύπτει επίσης από το ^ε^ονός ότι η συνάρτηση 

cosut είναι περιοδική με περίοδο τ = — .

Η συχνότητα της ταλάντωσης του Q είναι

ω
ν = 2π *

Επειδή η γωνιακή ταχύτητα ω συνδέεται με τη συχνότητα ν της 
ταλάντωσης, η γωνιακή ταχύτητα πολλές φορές λέγεται και κυκλική 
ή γωνιακή συχνότητα της ταλάντωσης.

Μπορεί να δειχθεί ότι η κίνηση την οποία εκτελεί η προβολή 
του Ρ σε οποιονδήποτε άξονα, που διέρχεται από το" σταθερό; 
σημείο Ο, είναι επίσης Α.Α.Τ.

1.3 Ελεύθερες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις

Παίρνουμε ένα ελατήριο που ανθίσταται σε θλιπτικές και
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εφελκυστικές δυνάμεις και το κρεμάμε κατακόρυψα από ένα 
σταθερό στήριγμα, σχ. 3. Στο κατώτερο άκρο του ελατηρίου 
θέτουμε σώμα με μάζα m . Υποθέτουμε ότι η μάζα m είναι αρκετά 
μεγάλη, ώστε να μπορούμε να παραλείψουμε τη μάζα του ελατηρίου 
σε σύγκριση με τη μάζα του σώματος. Αν μετατοπίσουμε λί$ο το 
σώμα από τη θέση ισορροπίας και μετά το αψήσουμε ελεύθερο, το 
σώμα θα εκτελέσει μια κίνηση. Υποθέτουμε ότι η κίνηση γίνεται 
κατακόρυψα.

X \ X U W W

ΣΧ- 3

Ζητάμε να προσδιορίσουμε την κίνηση του συστήματος. Για το 
σκοπό αυτό εξετάζουμε τις δυνάμεις που δρουν πάνω στο σώμα 
κατά τη διάρκεια της κίνησης. Αυτό θα οδηγήσει σε μια διαφορική 
εξίσωση της οποίας η λύση θα δώσει τη μετατόπιση συναρτήσει 
του χρόνου. Εκλέγουμε την προς τα κάτω κατεύθυνση σαν θετική 
και θεωρούμε τις αλγεβρικές τιμές των δυνάμεων που δρουν προς τα 
κάτω σαν θετικές.

Το βάρος του σώματος έχει αλγεβρική τιμή

Ft = mg (5 )

όπου g = 980cm sec"2 η επιτάχυνση της βαρύτητας.
Μια άλλη δύναμη που δρα πάνω στο σώμα είναι η δύναμη του
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ελατηρίου και εξασκείται από το ελατήριο, όταν αυτό υφίσταται 
επιμήκυνση ή σμίκρυνση. Αποδεικνύεται πειραματικά ότι ι̂α. μικρή 
επιμήκυνση ή σμίκρυνση, το μέγεθος F αυτής της δύναμης είναι 
ανάλογο προς το μέγεθος της επιμήκυνσης ή σμίκρυνσης s του 
ελατηρίου, δηλαδή ισχύει ο νόμος του Hooke

Η σταθερά της αναλογίας k λέγεται σταθερά ή σκληρότητα του 
ελατηρίου και εξαρτάται από το υλικό από το οποίο είναι 
κατασκευασμένο το ελατήριο. Αν ^ είναι το φυσικό μήκος του 
ελατηρίου, δηλαδή το μήκος που έχει το ελατήριο όταν δεν 
υπόκειται σε φορτίο, η (6 ) γράφεται

όπου λ είναι το μέτρο ελαστικότητας του ελατηρίου, δηλαδή η 
δύναμη που παράγει μοναδιαία επιμήκυνση , ή σμίκρυνση σε

ελατήριο μοναδιαίου μήκους. 0 λό$ος ^ = k είναι η σκληρότητα του

ελατηρίου. Όπυς φαίνεται από την (6 ), $ια δοσμένη δύναμη F , όσο 
πιο μικρό, είναι το s τόσο πιο μεγάλο είναι το k, δηλαδή τόσο πιο 
σκληρό είναι το ελατήριο. To k εξαρτάται από το φυσικό μήκος $ t 
επειδή μια μεταβολή στο $ 9α μεταβάλλει το s αναλό$υς, αν η F 
παραμένει αμετάβλητη. Συνεπώς το k είναι αντιστρόφως ανάλογο 
προς το όπως φαίνεται στην (6*).

Η 3έση που το σώμα ισορροπεί λέγεται 3έση~ στατικής 
ισορροπίας. Προφανώς, στη 9έση στατικής ισορροπίας το ελατήριο 
είναι τεταμένο κατά ένα ποσό ε0 τέτοιο ώστε, η συνισταμένη της 
αντίστοιχης δύναμης του ελατηρίου και της δύναμης της 
βαρύτητας (5 ) να είναι μηδέν. Συνεπώς, η δύναμη του ελατηρίου 
δρα προς τα πάνυ και το μέγεθος της ks0 είναι ίσο με το μέγεθος 

δηλαδή

F = ks , (k> 0 ). (6)

(6')
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ks0 = mg . (7 )
s

Έστω y=y(t) η μετατόπιση του σώματος από τη θέση στατικής 
ισορροπίας κατά τη χρονική στιγμή t , με τη θετική κατεύθυνση 
προς τα κάτω (Σχ. 3). Από το νόμο του Hooke επεται ότι η δύναμη 
του ελατηρίου που αντιστοιχεί στη μετατόπιση y είναι

F2 = -k s0-ky , (8 )

δηλαδή, η συνισταμένη της δύναμης του ελατηρίου -k s0, όταν το 
σώμα είναι στη 9έση στατικής ισορροπίας και της επιπλέον 
δύναμης του ελατηρίου -ky που δημιουρ^είται από τη μετατόπιση 
y. Το πρόσημο του τελευταίου όρου στην (8 ) είναι εκλεγμένο ορθά, 
διότι όταν το y είναι θετικό, το -ky είναι αρνητικό, και σύμφωνα με 
την παρατήρηση που κάναμε προηγουμένως, παριστάνει μια δύναμη 
προς τα πάνω, ενώ ι̂α y αρνητικό, το -ky είναι θετικό και 
παριστάνει μια δύναμη προς τα κάτω.

Η συνισταμενη των F 1 και F2 είναι

F j +F2 = mg-ks0-ky

και λό$ω της (7 )

F 1+F2 = -ky . (9 )

Αν λοιπόν υποθέσουμε ότι πάνω στο σώμα δεν δρουν άλλες δυνάμεις 
εκτός από το .βάρος και τη δύναμη του ελατηρίου, η διαφορική 
εξίσωση της κίνησης του σώματος θα προκόψει από το 2° νόμο του 
Newton

my = i F y  = -ky .
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Έτσ ι έχουμε

y JLm y ·

Αυτή η εξίσωση δείχνει ότι η επιτάχυνση του σώματος είναι 
ανάλογη προς τη μετατόπισή του από τη 9έση ισορροπίας και 
κατευθύνεται προς τη .'θέση ισορροπίας. Άρα το σώμα εκτελεί απλή
αρμονική ταλάντωση. Συ^κρίνοντας τις (4 ) και (10) βλέπουμε ότι

k‘ 2 2είναι ταυτόσημες, αν το ρη αντικαταστα3εί με το ω ή το ω0 .
Ο δείκτης ο χρησιμοποιείται $ια τα ελεύθερα μη αποσβεννυμένα 
συστήματα. Συνεπώς η περίοδος της ελεύθερης μη αποσβεννυμένης 
ταλάντωσης είναι

τ = —  = 2 γ̂ /τ  ̂ -  στα3.
ωο

και η συχνότητα της

ν = έ - έ · ν ΐ = ™ 9·

Η συχνότητα της ελεύθερης μη αποσβεννυμένης ταλάντωσης 
πολλές φορές λέγεται και φυσική συχνότητα ή ιδιοσυχνότητα της 
ταλάντωσης.

Η (10) είναι μια ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
δεύτερης τάξης με σταθερούς συντελεστές. Η γενική λύση είναι

y (t ) = Αεοεω01 + Bsinu0t , όπου ω0 = ^ ^ = σ τ α 9 . (11 )

Οι ποσότητες Α και Β είναι οι σταθερές ολοκλήρωσης και μπορούν 
να προσδιορισθοΰν από τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή από την 
αρχική μετατόπιση y(o) και αρχική ταχύτητα y(o). Η (11) μπορεί να
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λάρει χη μορφή

y (t )  = Ccos(u0t - 6 ) . 

Αυτό αποδεικνΰεται ως εξής:

( 12)

y (t) = Acosiii0t+Bs1ri(if0t = V  A2+B2(--w — =cosuQt·»- 8
V  aW

= V A 2+B2(cos8cosw0t+sin&sinw0t ) , 

= V A 2+62cos(u0t - 6 ) ,

= Ccos(w0t-8 )

όπου η αρχική ĵwvia φάσης δ και το πλάτος C της ταλάντωσης 
δίνονται από τις σχέσεις

COS& =
V a 2+b 2

sin& = δ
V a 2+b2

tan& - 6 0<δ<π

= V a 2+b2

Οι αυθαίρετες σταθερές C και δ προσδιορίζονται από τις αρχικές 
συνθήκες. Όσο μεγαλύτερο είναι το k , τόσο μεγαλύτερη είναι η 
ιδιοσυχνότητα που συμφωνεί με την παρατήρηση ότι όσο πιο σκληρό 
είναι το ελατήριο, τόσο πιο #ρή$ορα ταλαντωνεται το σώμα.

Οι εξισώσεις $ια την ταχύτητα και την επιτάχυνσή του 
σώματος μπορούν να παραχ9ούν από την (12 ). Η ταχύτητα είναι

y = -iii0Csin(iii0t-6 ) ,

ο
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και το μέγεθος της μεγίστης ταχύτητας είναι

U = li)n C = y nV  Α 2+ Β 2
m a x  "  Ο

Όμοια, η επιτάχυνση είναι

y = -UqCcos0jJo1-&) ,

και το μέγεθος της μεγίστης επιτάχυνσης είναι

2_ 2 / , 2 '  2
u n. aw = υ  =  ν Ά  A +Β  yni3x ο ο

Στο σχ. 4 μαίνονται τυπικές μορφές της (1 1 ), που αντιστοιχούν σε 
διαφορετικές αρχικές συνθήκες.

Σχ. 4

( 1 )  Γ ια  t = 0 ,  y ( 0 )  = y 0 > 0  ,  y (O )  > 0

( 2 )  Γ ια  t = 0  ,  y ( 0 )  = y 0  > 0  , y ( O )  = 0

( 3 )  Γ ια  t = 0  ,  y ( 0 )  = y Q > 0  ,  y ( 0 )  < 0
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1.4 Ελεύθερες απ ασβεννυμένες τ σ α ν τ ίσ ε ις

Ένα  ταλαντοόμενο σύστημα περιέχει απόσβεση, αν έχει 
στοιχεία που απομακρύνουν ενέργεια από το σύστημα. Ο πιο 
συνηθισμένος τόπος απόσβεσης είναι η ιξώδης απόσβεση, την οποία 
υφίστανται τα σώματα που κινούνται δια μέσου ρευστών με μικρές 
ταχύτητες. Αν λοιπόν συνδέσουμε το σώμα nou κρέμεται από ένα 
ελατήριο με ένα αποσβεστήρα (σχ. 5 ) , 9α πρέπει να λάβουμε υπόψη 
την ιξώδη απόσβεση. Η δύναμη απόσβεσης έχει κατεύθυνση 
αντίθετη προς τη στιγμιαία κίνηση και είναι ανάλογη προς την 
ταχύτητα y του σώματος. Γενικά αυτό είναι μια καλή προσέ^^ιση, 
τουλάχιστο ^ια μικρές ταχύτητες. Ά ρα  η δύναμη απόσβεσης είναι 
της μορφής

F 3 = -cy  (13 )

NWNV.SJS.X

C Αποσβεσιήρας

5

όπου c είναι η σταθερά απόσβεσης* που εξαρχάται από τη φύση του 
ρευστού και το σχήμα του σώματος που κινείται μέσα στο ρευστό, 
θα δείξουμε ότι η σταθερά απόσβεσης c είναι θετική. Αν y > Ο , 
το σώμα κινείται προς τα κάτω και επειδή η δύναμη απόσβεσης έχει 
κατεύθυνση αντίθετη προς τη στιγμιαία κίνηση, πρέπει το -cy  να 
είναι μια δύναμη προς τα πάνω,δηλαδή από τη συμφωνία που έχουμε 
κάνει, -cy<G , που δίνει ο Ο  . Για y<0 το σώμα κινείται προς τα πάνω 
και το -cy πρέπει να είναι μια δύναμη προς τα κάτω, δηλαδή - φ Ο  ,
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που -δίνει c>0 . Η δύναμη (13) δεν είναι συντηρητική και συνεπώς 
δεν ισχύει η.αρχή διατήρησης της μηχανικής ενέργειας. Φυσικό 
επακόλουθο αυτού είναι ότι οι ελεύθερες ταλαντώσεις με ιξώδη 
απόσβεση είναι μεταβατικές ταλαντώσεις που βαθμιαία φθίνουν σε 
πλάτος και τελικά εξαφανίζονται. Αν και 8α μπορούσε να ισχυρισθεί 
κανείς ότι η μελέτη των ελεύθερων αποσβεννυμένων ταλαντώσεων 
έχει μικρό πρακτικό ενδιαφέρον, παρόλα αυτά παρέχει ένα 
επιθυμητό υπόβαθρο ^ια τη μελέτη των εξαναγκασμένων 
αποσβενγυμένων ταλαντώσεων.

Η συνισταμένη των δυνάμεων που δρουν πάνω στο σώμα είναι

ir i +ir2+F3= -ky-cy - (14)

Από το 2° νόμο του Newton, έχουμε τη διαφορική εξίσωση της 
κίνησης

my+ey+ky = Ο (15)

Η κίνηση του αποσβεννυμένου μηχανικού συστήματος διέπεται από 
την ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση με σταθερούς 
συντελεστές (15). Η αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση είναι

Π +  +  m  -  υ

της οποίας οι ρίζες είναι

ο
2m

+ V c 2-4km2m

όπου
-σ. ± β ,

α = ο
2m > 0 β = 7r~Vc2-4km r 2m (16)
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και έτσι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι 
λ 1 = -α+β , λ2 = -α-β .

Η μορφή της λύσης της (1 5 ) 9α εξαρτάται από το συντελεστή 
απόσβεσης c . Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.
JMQ περίπτωση : c2>4km , διακεκριμένες πραγματικές ρίζες λ1 ,λ2 .

Μεγάλη απόσβεση ή υπεραπόσβεση.
Σε  αυτή την περίπτωση η γενική λύση της (15 ) είναι

y (t) = c 1e“ â “ P^+c2e“ îI+^ i· , (17 )

όπου ε 1 και c2 είναι αυθαίρετες σταθερές που προσδιορίζονται από 
τις αρχικές συνθήκες. Καθώς μαίνεται από το δεύτερο μέλος της
(17 ), το σώμα δεν ταλαντωνεται. Για t>0 οι εκθέτες στην (1 7 )

2 2 k  2 2 2είναι αρνητικοί, επειδή α>ο, β>ο και β = a - ρρρ < α ήτοι α -β = 
(α-β)(α+β)>0 και επειδή α+β>0 έπεται α-β>0 . Ήτοι, -(a-p)t<0 , 
-(α+βΗ<0 . Καθώς το t-κ» , τότε και οι δυο όροι στην (1 7 ) θα 
προσεγγίζουν προς το μηδέν. Στην πράξη, μετά από αρκετά μεγάλο 
χρονικό διάστημα, το σώμα θα ηρεμήσει στη θέση στατικής 
ισορροπίας y=o. Στο σχ. 6 μαίνονται τυπικές μορφές της (1 7 ) , που 
αντιστοιχούν σε διαφορετικές αρχικές συνθήκες.

(1) t=0, y(0)>0 ,
(2 ) t = 0 ,  y(0)>0 ,
(3 ) t=0 , y(0)>0 ,

(1 ) t = 0 ,  y (0 )< 0 ;
(2 ) t = 0 ,  y(0)<0 ,
(3 ) t = 0 ,  y(0)<0 ,

y(o)>0 
y(o)=o 
y(o)<o.

y(o)>o 
y(o)=o 
y(o)<o .

Σχ. 6 o
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2H περίπτωση : c2<4km , μι^αδικές συζυγείς ρίζες λ ^  - ΜικΡή 
απόσβεση ή υποαπόσβεση.

Σε ασχή την περίπτωση, το β στην ( Ιό ) , είναι $νησίως 
φανταστικό

β = iw* όπου ω* = — -η/41ση-ε2 > Ο και ω* < ωο . (18)

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι

Ά) = -α+ΐω* , λ2 = -α-ΐω* ,

και η γενική λύση της (15) δίνεται από τη σχέση

y(t) = e“ a t (Acosu*t+Bs1nu*t) = Ce*a tcos(iii*t-6) , (19)

όπου οι αυθαίρετες σταθερές Α και Β ή C και δ προσδιορίζονται από 
τις αρχικές συνθήκες και όπου

C = V a 2+B2 , tan6 = ^ - ,  όπως στην (12) .

Ο όρος Ce” at δένεται πλάτος της ταλάντωσης. Βλέπουμε ότι το 
πλάτος φθίνει εκθετικά με το χρόνο, επειδή α>ό . Η λύση αυτή 
παριστάνει ελεύθερες αποσβεννυμένες ταλαντώσεις, όπως φαίνεται 
στο σχ. 7 . Καθώς t-+co, το y-+0 . Στην πράξη, το σώμα θα 
ηρεμήσει στη θέση ισορροπίας y=0, μετά από μεγάλο χρονικό 
διάστημα; Επειδή το εοε(ω*1-δ) μεταβάλλεται στο διάστημα [-1,11, 
η καμπύλη της λύσης κείται μεταξύ των καμπύλών y = Ce"a * και 
y = -Ce~at* .
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Οι τιμές του χρόνου t που δίνουν σχετικές στάσιμες τιμές (σχετικά

ακρότατα) στην y = C e 'atcos(u*t-6) δίνονται από τη σχέση y=0 , 
από την οποία προκύπτει

t.an(u*t-6) = - —  .*ω

Ά ρ α , διαδοχικές τιμές του ω*ί που δίνουν σχετικές στάσιμες τιμές 
στην y = Ce"a tcos(u *t-6 ) διαφέρουν κατά π και συνεπιίς 
διαδοχικές τιμές του χρόνου t που δίνουν σχετικές στάσιμες τιμές 
στην y = Ce"a tcos(u *t-6 ) διαφέρουν κατά π/ω* . Μπορεί επίσης να 
δειχθεί ότι η μετατόπιση y μηδενίζεται κά9ε π/ω* μονάδες χρόνου 
(σχ. 7). Για τους λόγους αυτούς, μπορούμε να πούμε ότι η περίοδος

της ’'ταλάντωσης" είναι — , αν και δεν πρόκειται ουσιαστικά gia
ω

ταλάντωση, αφού η κίνηση δεν επαναλαμβάνεται ποτέ κατά τον
ίδιο τρόπο (§1), όπως φαίνεται από το σχ. 7. Η συχνότητα της ταλάντωσης 

*
είναι — . Από την (18 ) βλέπουμε ότι όσο πιο μικρό είναι το ε , τόσο

πιο μεγάλο είναι το ω* και συνεπώς τόσο πιο μεγάλη είναι η 
συχνότητα, δηλαδή τόσο πιο $ρή$ορη γίνεται η ταλάντωση. Όταν

ε-+ο, ω%ι)0 = . Εάν t n και t n+j = t n+ είναι δυο διαδοχικές ο
ω
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τιμές του t που δίνουν στάσιμη τιμή στην y = Ce~a tcos(u*t-6), ο 
λό^ος των αντίστοιχων σχετικών ακροτάτων είναι

η̂+1
»η

Ce"®'* n+ n/w % os[u *(t ή+π/ω *}-δ j *
— ----------------- ------------------- --------------------= - e - a n / w  = σ χ α 9 .

C e 'a t n c o s (u * tn-6 )

Το αρνητικό πρόσημο προκύπτει επειδή το σώμα είναι διαδοχικά σε 
ηρεμία σε αντίθετες πλευρές της αρχής 0. Αν tn και tn+j = 
tn+2n/V* = tn+i. είναι δυο διαδοχικές τιμές του t #ια τις οποίες 
cos(u*t-6) = 1 (ή εο3ίω*1-δ) = -1 ), όπου τ είναι η περίοδος 2π/ω*, 
και yn και yn+1 οι αντίστοιχες σχετικές διαδοχικές μέγιστες 
μετατοπίσεις (διαδοχικά μέγιστα πλάτη), 9α έχουμε

J n _  
y π+1

e~gtn
8-α(*.η+τ)

_ 02πα/ω _ στα0.

Ο λό$ος αυτός λέγεται λό^ος μείωσης του πλάτους.
Αν συμβολίσουμε με y0,y t ,y 2/ -  τα διαδοχικά μέγιστα πλάτη, η 
προηγούμενη σχέση δίνει

«ο «1 « 2  J V  0ατ 
ϋ ι " y2 = y3 " ■ yn+i

π y i = y0e' a T » « 2 s y i e‘ ax = «oe"2aT - ■·· - y n = ybe' " ax

ή y r, = y Qe~a t ,  όπου t  = m  ,  (n = 1 , 2 , . . . )  .

Η ποσότητα

Δ = £ne ( τ - - )  = ατ = 2πα/ω* e ϋη+1
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είναι σταθερά και λέγεται λογαριθμική μείωση. Η λογαριθμική 
μείωση δηλώνει χο ρυθμό με τον οποίο μειώνεται το πλάτος. Όταν 
το c αυξάνεται, το α αυξάνεται, το ω* ελαττώνεται και συνεπώς η 
λογαριθμική μείωση αυξάνεται. Το $ε$ονός αυτό έχει μεγάλη 
σημασία στην τεχνική.

3ϋ περίπτωση: c2 = 4km, μια πραγματική διπλή ρίζα. Κρίσιμη
απόσβεση.

Σε αυτή την περίπτωση, β=0, λ 1=λ2=-α και η γενική λύση της 
(1 5 ) είναι

y<t) = (C l t+C2)e - (It , (20 )

όπου οι σταθερές C1 και C2 προσδιορίζονται από τις αρχικές 
συνθήκες. Η συμπεριφορά του συστήματος είναι πολύ όμοια με τη 
συμπεριφορά του στην περίπτωση της μεγάλης απόσβεσής. Καθώς 
το το y - K ) . Πράγματι,

, , c i*lim y (t) = lim  — r + 11m
t-»oo t-co eat t-*oo e at

= 11m
t-*JO

(C ,t ) ·

(eat)'
= 11m

t-*co
= 0 .

Στην πράξη, μετά από αρκετά μεγάλο χρονικό διάστημα, το σώμα 
θα ηρεμήσει στη θέση στατικής ισορροπίας y=0. Όπως φαίνεται από 
την (2 0 ), το σώμα δεν ταλαντώνεται. Επειδή η- εκθετική 
συνάρτηση δεν είναι ποτέ μηδέν και το C|*t+C2" μπορεί να έχει το 
πολύ μια θετική ρίζα, έπεται ότι το σώμα μπορεί να περάσει το 
πολύ μια φορά από τη θέση ισορροπίας. Στο σχ. 6 φαίνονται τυπικές 
μορφές της (20 ), που αντιστοιχούν σε διαφορετικές αρχικές 
συνθήκες.

ο
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1.5 Εξαναγκασμένες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις

Όταν μια δύναμη που μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο t 
εφαρμόζεται σε ένα σώμα αναρχημένο σε ένα ελατήριο, 8α 
προκόψει μια εξαναγκασμένη ταλάντωση του σώματος. Μια 
εξαναγκασμένη ταλάντωση ενός σώματος μπορεί επίσης να 
παραχθεί αν δώσουμε στο σώμα μια περιοδική κίνηση. Για 
παράδειγμα, αν ένα σώμα κρέμεται από ένα ελατήριο και το άλλο 
άκρο του ελατηρίου κινείται κατακόρυψα με μια περιοδική κίνηση, 
9α προκόψουν εξαναγκασμένες ταλαντώσεις του σώματος. Η 
μεταβαλλόμενη δύναμη μεταβιβάζεται στο σώμα μέσω του 
ελατηρίου.

‘Ενα σώμα που υπόκειται σε περιοδική δύναμη και αυθαίρετες 
αρχικές συνθήκες 3α συνδυάζει ελεύθερες και εξαναγκασμένες 
ταλαντώσεις στην αρχή της κίνησης. Όμως, σε όλες τις πρακτικές 
περιπτώσεις, οι δυνάμεις απόσβεσης που πάντα υπάρχουν θα 
εξαλείφουν, μετά από μεγάλο χρονικό διάστημα, τις ελεύθερες 
ταλαντώσεις (συχνά καλούμενες μεταβατικές) και η παραμένουσα 
ταλάντωση λέγεται ταλάντωση σταθερής κατάστασης.

Γνωρίζουμε ότι η (15 ) προέκυψε από την εξέταση των
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δυνάμεων που δρουν πάνω στο σώμα και με χην εφαρμογή του 2ου 
νόμου του Newton. Είναι λοιπόν φανερό όχι η διαφορική εξίσωση 
της κίνησης που αντιστοιχεί στην παρούσα κατάσταση 9α προκόψει 
από την (15 ) με την προσθήκη της εφαρμοσμένης περιοδικής 
δύναμης, έστω r ( t ) .  Έ τ σ ι έχουμε

my + cy + ky = r ( t )  . (21 )

Η προκύπτουσα κίνηση λέγετα ι εξαναγκασμένη κίνηση, σε 
αντίθεση με την ελεύθερη κίνηση, η οποία είναι μια κίνηση κατά 
την απουσία μιας εξωτερικής δύναμης r ( t )  Ιδιαιτέρου 
ενδιαφέροντος είναι οι περιοδικές δυνάμεις της μορφής

r ( t )  = F0cosut, (Εο,ω > Ο, όπου F0 = πλάτος 

και = συχνότητα της δύναμης r ( t ) ) .

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι

my + cy + ky = F0cosut . (22)

«

θα προσδιορίσουμε και θα συζητήσουμε τη γενική λύση της (22). 
Επειδή η γενική λύση της ομογενούς της (22 ) είναι ήδη γνωστή, 
πρέπει να προσδιορίσουμε μια μερική της λύση yp(t) . Αυτό μπορεί 
να ^ίνει με τη μέθοδο των απροσδιόριστων συντελεστών, θέτουμε 
στην (22 )

yp(t) = acosidt + bslniut , (23)

και προσδιορίζουμε τις σταθερές a και b . Μετά από πράξεις 
παίρνουμε

[(k-mu2)a+iicb]cosiiit + (-'jica+(k-mu2)b]sinut = F0cosu it.
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Η σχέση αυτή πρέπει να είναι ταυτότητα και συνεπώς οι 
συντελεστές του coswt και si nut πρέπει να είναι ίσοι με το μηδέν. 
Από το μηδενισμό προκύπτουν οι σχέσες

a = F
ο 2 m(uQ-u )

0 ο, 2 2,2 2 2 *rrr(iiin-iii ) +ω z*
b = F

blC
0 2f 2 2,2 2 2 ιττ(ω0-ω ) +iii cA

(24)

όπου = Λ/ m* > Ο και ο παρονομαστής είναι * Ο . 
Η γενική λύση της (22) είναι

y (t) = y^Ct) + yp(t ) , (25)

όπου yh(t ) η γενική λύση της ομογενούς της (21) και yp(t )  δίνεται 
από την (23) μέσω της (24).
θα συζητήσουμε τώρα τη συμπεριφορά του μηχανικού συστήματος, 
στην ιδανική περίπτωση που δεν υπάρχει απόσβεση (c=0). Τότε, από 
τις (23) και (24 ) παίρνουμε

yp<t) =
ηη(ω2-ω2)

COSlilt = r Q

k[1-(w/w0)̂ ]
COSUlt . (26)

2 F0:Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης της κίνησης: y+«0y =-^oswt 
είναι

Ροy (t ) = Ccos(wnt-5 )
Γϊΐ(ω2-ω2)

COSlilt . (27)

Παρατηρούμε ότι η γενική λύση y (t) παριστάνει την υπέρ9εση

(σύνθεση) των αρμονικών ταλαντώσεων Ccos(u0t-&) και — ~ —  co su t,
m(w2- u )

με συχνότητες αντίστοιχα ω0/2π (συχνότητα της ελεύθερης μη
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αποσβεννυμένης κίνησης) και ω/2π (συχνότητα της εξωτερικής
δύναμης r ( t ) .  Η (2 7 ) δεν παριστάνει Α .Α.Τ. Στην περίπτωση κατά
την οποία ω = λω0, (λ= 2,3 ,...), η (27) παριστάνει περιοδική κίνηση .
Όπως έχουμε τονίσει, η παρουσία δυνάμεων απόσβεσης σε κά9ε
πραγματικό μηχανικό σύστημα είναι αναπόφευκτη. Η ύπαρξη των
δυνάμεων αυτών έχει ωε αποτέλεσιια τπ Βαθυιαία εΕαοάνιστπ των
ελευθέρων ταλαντώσεων. Έ τ σ ι, μετά από μεγάλο χρονικό διάστημα,
μπορούμε να πούμε ότι η γενική λύση της ομογενούς (που εκφράζει
τις ελεύθερες ταλαντώσεις) θα έχει μηδενισθεί και η μόνη κίνηση
θα είναι η εξαναγκασμένη ταλάντωση (που εκφράζεται με τη
μερική λύση yp) , η οποία θα συνεχίζεται αμείωτη με συχνότητα
ω/2π . Όταν επιτευχθεί αυτή η συνθήκη, λέμε ότι έχουμε τη λύση
σταθερής κατάστασης, η οποία εκφράζεται με τη μερική λύση yD .

»

‘Αρα, μετά από αρκετά μεγάλο χρόνο, θα υπάρχει μόνο η λύση 
σταθερής κατάστασης yp, της οποίας το μέγιστο πλάτος είναι

ο0 = γ ρ  οπού ρ = 1
1 -(ω/ω0)'

(28 )

Το πλάτος a0 εξαρτάται από το ω και ,ω0 . Καθώς ω-ω0 από τα 
αριστερά, ρ-*οο και a0-co . Αυτό το φαινόμενο της διέγερσης 
μεγάλων ταλαντώσεων, όταν η συχνότητα της r ( t )  εξισώνεται με τη 
συχνότητα της ελεύθερης μη αποσβεννυμένης ταλάντωσης, είναι 
γνωστό ως συντονισμός και είναι βασικής σπουδαιότητας gia τη 
μελέτη των ταλαντουμένων συστημάτων. Η ποσότητα ρ λέγεται 
συντελεστής συντονισμού. Η μεταβολή του συντελεστή 
συντονισμού συναρτήσει του ω φαίνεται στο σχ. 9 .
Από την (28 ) βλέπουμε ότι το p/k είναι ο λό$ος των πλατών της yp 
και της r ( t )  .

Στην περίπτωση του συντονισμού (ω = ω0), η διαφορική 
εξίσωση της κίνησης είναι

ο
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y +
2 0̂ + 

= m coswô

Σχ. 9

Επειδή η χαρακτηριστική εξίσωση της ομογενούς της (29 ) έχει τη 
ρίζα ίω0 με πολλαπλότητα 1, μια μερική λύση yp της (29) είναι 
της μορφής

yp(t) = t<acosw0t+bs1nw0t) .

Αντικαθιστώντας αυτή στην (29) παίρνουμε a=0, b=F0/2miii0 και 
συνεπώς η μερική λύση yp είναι

y D(t) = T ~ ~ t s in u 0t . (30)Ρ 2mu0 0

Η γραφική παράσταση της μεταβολής της yp συναρτήσει του 
χρόνου φαίνεται στο σχ. 10.

Ένας άλλος ενδιαφέρων και μεγάλης σπουδαιότητας τύπος 
ταλάντωσης λαμβάνεται, όταν το ω είναι πλησίον προς το υ0 (ω=ω0). 
Έστω, π.χ. η λύση, που λαμβάνεται από την (27) και αντιστοιχεί 
στις αρχικές συνθήκες y(0) = y(0) = Ο , από τις οποίες δ=0,
C = —Fq /  ιπ(ω0-ω ) , οπότε



(31 )(C O S U t“ COSb)0 t )

Σχ. 10

Η λύση (3 1 ) παριστάνει τη σύνθεση δυο αρμονικών ταλαντώσεων με 
ίσα πλάτη και σχεδόν ίσες συχνότητες. Η (31 ) γράφεται

2F0
m(uiQ-«2)

ωη-ω ωη+ω 
sin (-~ r~  t) s1n(-^r— t) (31 )1

Η γραφική παράσταση της μεταβολής του y j  συναρτήσει του 
χρόνου φαίνεται στο σχ. 11 . Οι διακεκομμένες καμπύλες 

2F0 ω0-ω
y . ( t )  = ± -------  sin(— — t) λαμβάνονται θέτοντας στην (3 1 ) ,

mOuQ-ur2) 2
ω0+ω

sin (— — t) = ±1 και αποτελούν την περιβάλλουσα της λύσης (31 ) t .
ω0-ω

Επειδή ισχύει 1ω0-ω| «  ω0+ω , ο όρος s i n ( - y - t )  στην (3 1 ) f

μεταβάλλεται πολύ αρ$ά με το t , σε σύγκριση με τον όρο 
ω0+ω

s1n(—̂ — t ) . Για το λό^ο αυτό, μπορούμε να θεωρήσουμε το



27

π ( ί )  =
2ρ

s i  η ( - τ τ ~  t )  ως to  π λά το ς τ η ς  λ ύ σ η ς  y ^ t i . Ά ρ α ,  το
ηΊ(ωζ-ω')ij

π λά το ς n ( t )  τ η ς  λ ύ σ η ς  μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι η μ ιτο ν ο ε ιδ ώ ς  μ ε  το  χρόνο κ α ι

2{Γ°  Η λ ύ σ η  (31  ) t ε ίν α ι,κ υ μ α ίν ετα ι μ ε τ α ξ ύ  του μ η δ εν ο ς κα ι του
πιίω,,-ω )U

καθώς φ α ίν ετ α ι από το  σχ . 1 1 , π ερ ιο δ ική  μ ε  σ υ χ ν ό τ η τ α  σ χ εδ ό ν  ίσ η
ω,-,+ω

μ ε  τ ις  σ υ χ ν ό τ η τ ες  των συνιστωσών ταλαντώ σεω ν Οματί — = »0 = ω)

κα ι λ έ γ ε τ α ι  δ ια κ ρ ό τ η μ α . Τ ο  δ ια κ ρ ό τ η μ α  ε ίν α ι  π ρ α κ τ ικ ή ς
σ π ο υ δ α ιό τ η τ α ς  σ τ ις  τ η λ επ ικ ο ιν ω ν ίες  κ α ι σ τ η ν  η λ ε κ τ ρ ο ν ικ ή  κα ι έ χ ε ι
φ υσ ική  έ ν ν ο ια  μόνο  α ν  |«0-ω1 «  ω0+ω .

θ α  π ρ έπ ει νο: σ η μ ε ιώ σ ο υ μ ε  ό τ ι α )  Τ ο  φ α ινό μ ενο  του
δ ισ κ ρ ο τ ή μ α τ ο ς  π α ρ ο υ σ ιά ζετ α ι κα ι σ τ η ν  περ ίπ τω ση που ο ι δυο Α .Α .Τ
δ εν  έχ ο υ ν  το  ίδ ιο  π λ ά τ ο ς , θεω ρούμε ό τ ι: ο ι δυο Α .Α .Τ  έχ ο υ ν  το  ίδ ιο

π λά το ς  μ ό νο  y ia  δ ιευ κ ό λ υ ν σ η  σ τ η  Μ α θ η μ α τ ικ ή  Α ν ά λ υ σ η  β ) έ ν α ς

κ ύ κ λ ο ς  του δ ια κ ρ ο τ ή μ α τ ο ς  π ερ ιλ α μ β ά ν ε ι π ο λλο ύ ς  κ ύ κ λ ο υ ς  των

συνιστω σώ ν Α .Α .Τ  %) από το  Σ χ . 11 σ υ μ π ε ρ α ίν ο υ μ ε  ό τ ι η  π ερ ίο δ ο ς

του δ ια κ ρ ο τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι το  μ ισ ό  τ η ς  π ερ ιό δο υ  το υ  π λ ά τ ο υ ς : Η
.· „ , ,  ■ 4π ,

π ερ ισ σ ό ς το υ  π π α το υς ε ίν α ι ------- r  κα ι σ υνεπ ώ ς η  π ερ ίο δ ο ς  του!ω0-ω!
δ ια κ ρ ο τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι

τ .
2π

Σ χ . Π
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1.6 Εξανα γκα σμένες αποσβεννυμένες ταλαντώσεις

Α ν  υ π ά ρ χ ε ι α π ό σ β ε σ η  c (> 0 ) , γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  από τ η ν  § 1  ό τ ι η  

γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  τ η ς  ( 2 2 )  π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε ι  προς το  μ η δ έ ν  

καθώ ς το  t - * »  . Έ σ τ ω  ό τ ι β ρ ισ κ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  π ερ ίπ τω ση  τ η ς  μ ικ ρ ή ς  

α π ό σ β ε σ η ς , ο π ό τε η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  τ η ς  ( 2 2 )  ε ί ν α ι  τ η ς  

μ ο ρ φ ή ς  ( 1 9 ) .  Τ ό τ ε  η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  ( 2 2 )  ε ίν α ι

m(u2-u ) yc
U ttJ  = ^ 0 ------- ~ c o s u U F o ---------------------s i n u t  +

m 2(ijiQ-ui2) 2+(d2c 2 ηΊ2(ω2-ω 2) 2+ϋΐ*·ε2

(3 2 )

+ C e “ a tc o s ( u * t  -  δ )

I

Α π ό  τ η ν  ( 3 2 )  β λ έ π ο υ μ ε  ό τ ι ο τ ρ ίτ ο ς  ό ρ ο ς  το υ  δ ε ξ ιο ύ  μ έ λ ο υ ς  τ ε ίν ε ι  

σ τ ο ν  μ η δ έ ν  καθώς το ί-*χ> κ α ι σ υ ν επ ώ ς μ ε τ ά  από α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  

χρ ό νο  η λ ύ σ η  ε ξ α ρ τ ά τ α ι μό νο  από τ ο υ ς  δυο πρώ τους ό ρ ο υς . Ε π ε ιδ ή  

οι α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ισ έ ρ χ ο ν τ α ι  σ τ η  λ ύ σ η  μ ό ν ο  μέσω  των C κ α ι δ , 

έ π ε τ α ι  ό τ ι η  λ ύ σ η  μ ε τ ά  από α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  χρόνο  δ εν  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  

από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς . Ο ό ρ ο ς C e " a ^ c o s (w * t - 6 )  α ν τ ιπ ρ ο σ ω π εύ ε ι 

π α ρ ο δ ικ ά  (ή  μ ε τ α β α τ ικ ά )  φ α ιν ό μ ε ν α  κ α ι λ έ γ ε τ α ι  π α ρ ο δ ικ ό ς  (ή  

μ ε τ α β α τ ικ ό ς )  όρος ή  μ ε τ α β α τ ικ ή  λ ύ σ η . Η μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η

y«(0 = Ftf
Γη(ω2-ω2)

2, 2 2*2 2 2 
πττ(ω0-ω ) +ω

c o s u t+ F 0
ωε

21 2 2*2 2 2 
ιτ τ (ω 0-ω )  +ω

s in u t ( 3 3 )

που ε ίν α ι  η  ο ρ ια κή  λ ύ σ η  μ ε τ ά  από α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  χρ ό νο , λ έ γ ε τ α ι  

λ ύ σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς . Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι η  λ ύ σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  

κ α τ ά σ τ α σ η ς  ε ίν α ι μ ια  α ρ μ ο ν ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  σ τ α θ ερ ο ύ  π λ ά τ ο υ ς , η  

ο π ο ία  δ ε ν  ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς . Ά ρ α ,  μ ε τ ά  από 

α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  χ ρ ο ν ικό  δ ιά σ τ η μ α , η  λ ύ σ η  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ η  °
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δ ύ να μ η  F 0 cosu it 9σ. ε ίν α ι π ρ α κτ ικά  μ ια  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ν τω σ η  yp τ η ς  
οπ ο ία ς η  σ υ χ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι ε κ ε ίν η  τ η ς  F 0c o s u t . Α υ τό  σ υ μ β α ίν ε ι  
σ τ η ν  π ρ ά ξη , επ ε ιδ ή  κ α ν έ ν α  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  δ εν  ε ίν α ι π λήρω ς μ η  

α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ο ..
Σ τ ις  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ε ς  π ερ ιπ τώ σ ε ις , ε κ ε ίν ο  που εν δ ια φ έ ρ ε ι σ τ η ν  

π ρ ά ξη  ε ίν α ι η  λ ύ σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  ( 3 3 ) ,  η οποία μ π ο ρ ε ί να  

γραφεί

y p = ϋ * ε ο 8 ( ω Ι - η ) ,  ( 3 4 )

όπου το  π λά το ς  C *  κ α ι η  α ρ χ ικ ή  #ωνία φ ά σης η  δ ίν ο ν τ α ι από τ ις  

σ χ έ σ ε ις

C V ) / 2' 2 2,2 2 ο
V  Γπ^·Λ·0-ω ) +ω c~

ta n y  =
ωο

ιτι(ω2-ω2)
( 3 5 )

Υ π ο θ έτο υ μ ε  τώρα ό τ ι μ π ο ρ ο ύ μ ε να  μ ε τ α β ά λ λ ο υ μ ε  τ η  σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  

δ ύ ν α μ η ς  F0 c o s u t  . Τ ό τ ε  9α  ζ η τ ή σ ο υ μ ε  τη ν  τ ιμ ή  του ω $ ια  τ η ν  
οποίο: το  π λά το ς  C *  τ η ς  λ ύ σ η ς  σ τ α 9 ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  γ ίν ε τ α ι

μ έ γ ισ τ ο . Α ρ κ ε ί λο ιπ ό ν  η  π α ρ ά σ τα σ η  m 2( u Q-u  )  +ω c 2 ν α  # ίν ε ι

ε λ ά χ ισ τ η  κ α ι α υτό  σ υ μ β α ίν ε ι ό τα ν

 ̂ 2 _
2 2ΠΊ2ω0- 0 2 2

ω = ---------; —  μ ε  ε Ζ < 2 ιττω 0 . ( 3 6 )
2 rn z

Γ ια  ο2>2ΐ7Ίζ ω  ̂ = 2 m k  , η ( 3 6 )  δ εν  έ χ ε ι π ρ α γμ α τ ική  λ ύ σ η  ως προς ω κ α ι
? 2

το  C~ ελ α τ τ ώ ν ετ α ι μ ο νό το να  καθώς το ω α υ ξά ν ε τ α ι. Γ ια  c2 < 2 rrrw ^  ,
ο . 2

ο

η ( 3 6 )  έ χ ε ι  μ ια  π ρ α γ μ α τ ικ ή  λ ύ σ η  ω = ω max = Λ  /  ωο“  °
2m“ <ω0 , η

οποία  α υ ξ ά ν ε τ α ι καθώ ς το  ο ελ α τ τ ώ ν ετ α ι κα ι π ρ ο σ ε ^ ίζ ε ι  σ τ ο  ω0 , 

ό τα ν  το c  τ ε ίν ε ι  σ το  μ η δ έ ν . Τ ο  π λά το ς  0 * (ω ) έ χ ε ι  μ ε γ ίσ τ η  τ ιμ ή
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2 m F 0
(37)

που β ρ ίσ κ ε τ α ι  α ν  θ έ σ ο υ μ ε  τ η ν  ( 3 6 )  σ τ η ν  ( 3 5 )  κ α ι λ έ γ ε τ α ι  π λ ά τ ο ς  

σ υ ν τ ο ν ισ μ ο ύ . Σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  α υ τ ή  λ έ μ ε  ό τ ι έ χ ο υ μ ε  σ υ ν τ ο ν ισ μ ό . 

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι το  μ έ γ ισ τ ο  π λ ά τ ο ς  C * ( u m a x )  ε ίν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ,

σ υ ν τ ο ν ισ μ ο ύ  C * ( i i im a x )  μ ε γ α λ ώ ν ε ι καθώ ς το  c(<  / 2 m k )  μ ικ ρ α ίν ε ι  

κ α ι τ ε ίν ε ι  ν α  $ ίν ε ι  ά π ε ιρ ο  ό τα ν  το  c  τ ε ίν ε ι  σ τ ο  μ η δ έ ν . Α υ τ ό  

σ υ μ φ ω νεί μ ε  το  α π ο τ έ λ ε σ μ α  τ η ς  §  5 . Γ ια  τ υ χ ο ύ σ α  σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  

r ( t ) ,  α ν  σ τ η ν  ( 3 4 )  θ έ σ ο υ μ ε  c= 0  κα ι λό^ω τ η ς  ( 3 5 )  β ρ ίσ κ ο υ μ ε

Α π ό  τ η ν  ( 3 8 )  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι όσο  η  σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  r ( t )  

τ ε ίν ε ι  σ τ η  σ υ χ ν ό τ η τ α  μ ε  τ η ν  οποία  θα ε τ α λ α ν τ ω ν ε τ ο  το  σώ μα  κάτω  

από τ η ν  ε π ίδ ρ α σ η  μ ό ν ο  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  ( 9 ) ,  τό σ ο  το  π λ ά τ ο ς  τ η ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς  α υ ξ ά ν ε ι  κ α ι τ ε ίν ε ι  σ το  ά π ε ιρ ο  ό τ α ν  ω-*ω0 . Τ ο  π λ ά τ ο ς  

τ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  δ ε ν  γ ίν ε τ α ι  π ο τέ  ά π ε ιρ ο , $ ια τ ί  σ τ η ν  π ρ ά ξη  υ π ά ρ χ ε ι 

π ά ν τ ο τ ε  δ ύ ν α μ η  α π ό σ β ε σ η ς  κα ι σ υ νεπ ώ ς ε * 0  . Σ τ ο  σ χ . 12  

π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι γ ρ α φ ικ ά  η μ ε τ α β ο λ ή  το υ  λό^ ου C * / F 0 των π λα τώ ν τ η ς  

λ ύ σ η ς  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  ( 3 4 )  κ α ι τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  r ( t )  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  τ η ς  σ υ χ ν ό τ η τ α ς  τ η ς  r ( t )  , $ ια  m=1 κ α ι k = t ,  # ια  

δ ιά φ ο ρ ες  τ ιμ έ ς  το υ  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή  α π ό σ β ε σ η ς  c  . Β λ έ π ο υ μ ε  ό τ ι όσο  

μ ικ ρ ό τ ε ρ ο  ε ίν α ι  το  ε ,  τό σ ο  μ ικ ρ ό τ ε ρ η  ε ίν α ι  η  π ερ ιο χ ή  $ ια  το  ω σ τ η ν  

οποίο: α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  μ ε γ ά λ α  π λ ά τ η  τ α λ ά ν τ ω σ η ς , ό τ α ν  F 0 σ τ α θ ε ρ ό , 

δ η λ α δ ή  τ ό σ ο  ο ξ ύ τ ε ρ ο ς  ε ίν α ι  ο σ υ ν τ ο ν ισ μ ό ς . Γ ια  πολύ μ ε γ ά λ ε ς  τ ιμ έ ς  

το υ  c  μ π ο ρ ε ί η  κ α μ π ύ λ η  το υ  π λ ά τ ο υ ς  τ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ν α  μ η ν  

π α ρ ο υ σ ιά ζ ε ι μ έ γ ισ τ ο , δ η λ α δ ή  να μ η ν  .έ χ ο υ μ ε  σ υ ν τ ο ν ισ μ ό  (π .χ . $ ια

yp(t) = — c o s u t  . 2, ( 3 8 )

ο
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1.7 Ισορροπία και ευστάθεια

θ εω ρ ο ύμ ε έ ν α  σω μά τιο  σ το  ανώ τερο εξω τερ ικ ό  σ η μ ε ίο  ε ν ό ς  
σ τα θ ερ ο ύ  κα τα κό ρ υ^ ο υ  κύκδου κα ι σ το  κα τώ τερο  εσ ω τερ ικό  σ η μ ε ίο  
α στού  (α χ . 1 3 ) . Ε ίν α ι δ υνα τό  το  σω μάτιο  να  ισ ο ρ ρ ο π εί σ ε  α υ τ έ ς  τ ις  
θ έ σ ε ις  κα ι λ έ μ ε  ό τ ι ε ίν α ι  σ ε  ισορροπ ία . Η ε υ σ τ ά θ ε ια  το υ  σω μα τ ίο υ  

σ ε  α υ τ έ ς  τ ις  θ έ σ ε ις  αφορά στο  τ ι  σ υ μ β α ίν ε ι σ τ ο  σω μά τ ιο , ό τα ν  του  

δ ο θ εί μ ια  μ ικ ρ ή  ώ θηση . Προφανώς σ τ η ν  πρώτη περίπτω ση το  σω μά τιο  

α π ο μ α κ ρ ύ ν ετα ι από τ η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ενώ σ τ η  δ ε ύ τ ε ρ η  
περ ίπτω ση κ ιν ε ίτ α ι  $ύρω από τ η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Τ η ν  πρώτη 

περ ίπτω ση τ η ν  ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  α σ τ α θ ή  ισορροπ ία  κ α ι τ η  δ ε ύ τ ε ρ η  

ε υ σ τ α θ ή  ισ ο ρ ρ ο π ία . Τώ ρα θα δ ια τυπ ώ σο υμε μ α θ η μ α τ ικ ο ύ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς
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τ η ς  ε υ σ τ ά θ ε ια ς .

ΣΧ· 13

Η ε υ σ τ ά θ ε ια  μ π ο ρ ε ί ν α  ο ρ ισ θ ε ί κ α τ ά  π ο λ λ ο ύ ς  τ ρ ό π ο υ ς . 

Ο ρ ίζ ο υ μ ε  σ α ν  θ έ σ η  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε κ ε ίν η  σ τ η ν  ο π ο ία , ^ια 

κ ά θ ε  μ ικ ρ ή  δ ια τ ά ρ α ξ η  από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ο ι δ υ ν ά μ ε ις  που 

δρ ο υν πάνω σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  τ ε ίν ο υ ν  ν α  το  επ α ν α φ έρ ο υ ν  σ τ η  θ έ σ η  

α υ τ ή , θ α  δ ώ σ ο υμ ε έ ν α  γ ε ν ικ ό  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  ε υ σ τ ά θ ε ια ς  που

π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι  τ η ν  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  $ ια  · σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  ή  μ η
*

σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  ο π ο ιο ν δ ή π ο τε  βα θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς .

‘ Εστω  ό τ ι το  σ ύ σ τ η μ α  ισ ο ρ ρ ο π ε ί κ α ι το υ  δ ίν ε τ α ι  μ ια  μ ικ ρ ή  

κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  Τ 0 , που π ρ ο κ ύ π τε ι από τ η ν  εφ α ρ μ ο γ ή  μ ια ς  μ ικ ρ ή ς  

δ ια τ ά ρ α ξ η ς . ‘ Εστω  Τ  η  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , ό τα ν  

α υ τό  β ρ ίσ κ ε τ α ι  σ ε  ο π ο ια δ ή π ο τ ε  θ έ σ η  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  από τ η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  Τ < Τ 0 ·<μα κ ά θ ε  χ ρ ο ν ικ ή  σ τ ιγ μ ή , λ έ μ ε  ό τ ι η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι  ε υ σ τ α θ ή ς . Α ν  η  σ υ ν θ ή κ η  α υ τ ή  δ ε ν  π λ η ρ ο ύ τ α ι 

γ ε ν ικ ά , η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι α σ τ α θ ή ς . Α υ τ ό  σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι η  

ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίν α ι  ε υ σ τ α θ ή ς , α ν  $ ια  κ ά θ ε  α ρ κ ε τ ά  μ ικ ρ ή  α ρ χ ικ ή  

δ ια τ ά ρ α ξ η  η  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  μ α κ ρ ιά  από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

ε ίν α ι  μ ικ ρ ό τ ε ρ η  από τ η ν  α ρ χ ικ ή  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια . Η Τ  μ π ο ρ ε ί να  

ισ ο ύ χ α ι μ ε  τ η ν  Τ 0 π ά λ ι σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

Α ς  π ε ρ ιο ρ ισ θ ο ύ μ ε  σ ε  έ ν α  σ ω μ ά τ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m  που κ ιν ε ίτ α ι  

πάνω σ ε  μ ια  κ α μ π ύ λ η . ‘ Εστω  s  η  α π ό σ τ α σ η  κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  

κ α μ π ύ λ η ς  κ α ι s= G  μ ια  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  δ ο θ ε ί σ τ ο  σ ω μ ά τ ιο
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α ρ χ ικ ή  τ α χ ύ τ η τ α  υ , τ ό τ ε  Τ 0 = ~  m u2 κ α ι Τ  = ~  m s2 . Ο ο ρ ισ μ ό ς

β εβ α ιώ ν ει ότι η  ισορροπ ία  ε ίν α ι ευ σ τ α 9 ή ς  α ν Τ<Τ0 ή έ 2<υ .. που 
σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι ό τ ι η  τ α χ ύ τ η τ α  σ ε  κ ά θ ε σ η μ ε ίο  π ρ έπ ει να  ε ίν α ι 

μ ικ ρ ό τ ερ η  από τ η ν  α ρ χ ικ ή  τ α χ ύ τ η τ α  σ τ η  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .
Σ ε  π ο λ λ ές  π ερ ιπ τώ σ ε ις  η  θεωρία κ α ι το π ε ίρ α μ α  δ εν  συμφωνούν 

μ ε τ α ξ ύ  το υ ς . Τ ο π ο θ ετ ο ύ μ ε  έν α  σω μάτιο πάνω σ ε  έν α  ο ρ ιζό ν τ ιο  λ ε ίο  
επ ίπ εδ ο . Προφανώς αυτό  ισο ρ ρ ο π εί. Α ν  δ ο θ ε ί στο  σω μάτιο  μ ια  
ο ρ ιζ ό ν τ ια  τ α χ ύ τ η τ α  η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  9α  δ ια τ η ρ η θ ε ί, δ η λα δ ή  
Τ = Τ 0 ,. κα ι σύμφωνα μ ε  τον ορ ισμό  η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς ε ίν α ι 

α σ τ α θ ή ς  (σ υ χ ν ά  α υ τ ή  η  κ ρ ίσ ιμ η  π ερ ίπ τω ση  λ έ γ ε τ α ι  αδιάφορη 
ισ ο ρ ρ ο π ία ). Α ν τ ιθ έτ ω ς , α ν  το π ο θ ετ ή σ ο υ μ ε  το  σω μάτιο  πάνω σ ε  έν α  
τρ α χ ύ  ο ρ ιζό ντ ιο  επ ίπ εδ ο , οπ ο ια δήποτε α ρ χ ικ ή  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  9α 

μ ικ ρ α ίν ε ι λό^ω τ η ς  τ ρ ιβ ή ς  κ α ι η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  θα ε ίν α ι ε υ σ τ α θ ή ς  
σύμφω να μ ε  τον ο ρ ισ μ ό .

1.8 Συντηρητικό και σκληρόνομο σύστημα

Ε ίν α ι γνω στό ό τ ι $ ια  έ ν α  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  έ ν α  βαθμό ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  η 

θ έ σ η  το υ  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετ α ι από μ ια  ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  q . Α ν  

r  ε ίν α ι το δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  του  τ υ χ ό ν τ ο ς  σω μα τίου  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , τ ό τ ε  r  = r ( q )  . Η τ α χ ύ τ η τ α  κ α ι η  επ ιτ ά χ υ ν σ η  του  
σω μα τίο υ  ε ίν α ι

r

·■ d r  ·2
dq̂

q .

Σ ε  μ ια  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  θα έ χ ο υ μ ε  r  = r  = 0  , που 
σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι q = q = Ο .

Ε π ε ιδ ή  το  σ ύ σ τ η μ α  ε ίν α ι  σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο , η  κ ιν η τ ικ ή  το υ  ε ν έ ρ γ ε ια
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ε ιν α ι  τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ή  μορφ ή  τ η ς  $ ε ν ικ ε υ μ έ ν η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  ή ,  δ η λ α δ ή  

Τ  = f ( q ) q 2 = T ( q , q ) .

Ε π ε ιδ ή  τ ο  σ ύ σ τ η μ α  ε ίν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό , η  δ υ ν α μ ικ ή  το υ  ε ν έ ρ γ ε ια  

ε ίν α ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ό ν ο  το υ  q ,  δ η λ α δ ή  V = V ( q ) . Ό πω ς γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε , η  

μ η χ α ν ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ε ν ό ς  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ια τ η ρ ε ίτ α ι

T + V  = σ τ α θ ε ρ ό  .

Π α ρ α ^ ί ζ ο ν τ α ς  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  α υ τ ή  ως προς το  χρ ό ν ο , π α ίρ ν ο υ μ ε

ο ν ) ·  = 0  ,

η
3 Τ  . 3 Τ  .. dV  
3 i q + a q q + d T

✓
η

f ( q ) q 2 + 2 f (q )q  +
dq

( 3 9 )

Α υ τ ή  ε ίν α ι  η  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ^ ια σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  κ α ι 

σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  έ ν α  β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς .

Σ ε  μ ια  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι q = q = Ο κ α ι η  ( 3 9 )  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι

^ -  = Ο σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Σ υ ν επ ώ ς  $ ια  να  β ρ ο ύ μ ε  τ ις  θ έ σ ε ι ς

ισ ο ρ ρ ο π ία ς , θα π ρ έ π ε ι να  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τ α  α κ ρ ό τ α τ α  τ η ς  

δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  V (q ) .  Εδώ υ π ο τ ίθ ε τ α ι ό τ ι η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  

ε ίν α ι  λ ε ία  σ υ ν ά ρ τ η σ η  το υ  q .
Έ σ τ ω  V 0 η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ ε  μ ια  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι Τ 0 η  κ ιν η τ ικ ή  το υ  ε ν έ ρ γ ε ια  σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

που ο φ ε ίλ ε τ α ι σ τ η ν  εφ α ρ μ ο γ ή  μ ια ς  μ ικ ρ ή ς  ώ θησης . Η α ρ χή  

δ ια τ ή ρ η σ η ς  τ η ς  μ η χ α ν ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  ισ χ ύ ε ι ,  ε π ε ιδ ή  το  σ ύ σ τ η μ α  

ε ίν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό , δ η λ α δ ή

ο
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T+V = TQ+V0 ή τ-τ0 = ν0-ν

Γ ια  ευ σ τ α θ ή  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ισ χ ύ ε ι Τ < Τ 0 κ α ι η  π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  
σ χ έ σ η  δ ίν ε ι V 0 <V . Α υ τό  σ η μ α ίν ε ι  όχι η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  π ρ έπ ε ι 
ν α  έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ η  τ ιμ ή  σ τ η  9 έ σ η  ευ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  η  V  δ ε ν  
έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ η  τ ιμ ή , η  θ έ σ η  ισο ρ ρ ο π ία ς ε ίν α ι α σ τ α 9 ή ς . Υπ ά ρχουν 
τρ ία  κ ρ ιτ ή ρ ια  # ια  έ ν α  ε λ ά χ ισ τ ο : Η V (q )  έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ ο  σ τ ο  q=q0 ,  

α ν  V '(q 0 )  = 0  κ α ι ισ χ ύ ε ι  μ ια  από τ ις  α κ ό λο υ θ ες  σ υ ν θ ή κ ε ς :

(α )  V (q 0 +h) > V (q 0 ) ,  V (q 0 - h )  » V (q 0) ,  h>0 κα ι α ρ κ ε τ ά  μ ικρό

ίβ )  V '(q 0 +h) > Ο , V "(q 0 - h )  < Ο ,  h>0 κ α ι α ρ κ ετ ά  μ ικρ ό  ( 4 0 )

(3 )  V " ( q 0 ) > 0  .

Σ τ ις  εφ α ρ μ ο γ ές  θα χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  κυρίως το  κ ρ ιτή ρ ιο  ($ ) .  Α ν  

V “ (q 0)  = Ο, 3α  π ρ έπ ει να  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τ ις  π α ρ α ^ ο υ ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  
τ ά ξ η ς  ίβ λ . §  1 0 ) .

1.9 Μη συντηρητικό σύστημα

Η εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ^ ια έν α  μ η  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  

έ ν α  βαθμό ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  θα ε ίν α ι γ ε ν ικ ά  μ ια  σ υ ν ή θ η ς  δ ια φ ορ ική  

εξ ίσ ω σ η  τ η ς  μο ρ φ ής

f (q ,q )  = q ( 4 1 )

όπου η $ ε ν ικ ε υ μ ε ν η  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  q δ ε ν  π α ρ ισ τ ά ν ε ι α ν α γ κ α σ τ ικ ά  
μ ε τ α τ ό π ισ η , α λ λ ά  μ π ο ρ ε ί να  ε ίν α ι $ω νία , εμ β α δ ό , κ .τ .λ . . Οι θ έ σ ε ις  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  θ α  υ π ά ρ χο υν , ό τα ν  μ η δ ε ν ίζ ο ν τ α ι συγχρόνω ς τ α  q κ α ι q 

κ α ι 9α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ν τα ι από τ η  λ ύ σ η  τ η ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  f ( q ,0 )  = Ο ως
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π ρ ο ς q . Η ε υ σ τ ά θ ε ια  των θ έσ εω ν  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  9α ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η  

σ υ μ π ερ ιφ ο ρ ά  τ η ς  κ ιν η τ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  σ τ η ν  π ερ ιο χ ή  των θ έ σ ε ω ν  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι ε ίν α ι  α ν α γ κ α ίο  ν α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ο υ μ ε  τ η ν  f ( q ,q )  = q . Α ν  

η  ο λο κ λή ρ ω σ η  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ή  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ η  σ χ έ σ η  q = q (q )  κ α ι 

σ υ νεπ ώ ς τ η ν  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  του  q , Τ  = T ( q ) ,  από 

τ η ν  ο π ο ία  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  τ η ν  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  Τ 0 σ τ η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι τ η  σ υ γ κ ρ ίν ο υ μ ε  μ ε  τ η ν  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  T = T ( q ) .

1.10 Ανάπτυγμα τη ς συνάρτησης V(q) σε σειρά  
T a y lo r

θ εω ρ ο ύ μ ε  έ ν α  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  έ ν α  β σ 9 μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς ,  

$ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  q κ α ι α ν α π τ ύ σ σ ο υ μ ε  τ η  δ υ ν α μ ικ ή  τ ο υ  

ε ν έ ρ γ ε ια  V (q )  σ ε  σ ε ιρ ά  T a y l o r  $ύρω από το  σ η μ ε ίο  q=a . θ α  

έ χ ο υ μ ε

V (q )  = V ( a ) + V ' ( a ) ( q - a )  + ( q - a ) 2 + -  + ( Ρ ' 8 ) "  + -

Α ν  το  σ η μ ε ίο  q=a ε ίν α ι  μ ια  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ισ χ ύ ε ι  ως γ ν ω σ τό  

V ‘ ( a )  = Ο . Ο γ ρ α μ μ ικ ό ς  ό ρ ο ς σ τ η  σ ε ιρ ά  α π α λ ε ίφ ε τ α ι κ α ι σ υ ν επ ώ ς

........................,  χ V ( a ) ,  χ2  V (n )( a )  ,  4n
V (q )  = V ( a )  + — r r -  ( q - a )  + _  + -------—  (q - a )  + _  ( 4 2 )

z !  n!

Η ε υ σ τ ά θ ε ια  τ η ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  σ τ ο  σ η μ ε ίο  q=a ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ ο ν  

πρώτο, μ ε τ ά  το  V ( a ) ,  μ η  μ η δ ε ν ικ ό  όρο τ η ς  ( 4 2 ) .  Α ν  α υ τ ό ς  ε ίν α ι  

έ ν α ς  ό ρ ο ς μ ε  ά ρ τ ια  δ ύ ν α μ η  π , τ ό τ ε  η  ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίν α ι  ε υ σ τ α θ ή ς  ,  

αν V ^ ( a )  ε ίν α ι  9 ε τ ικ ό . Α ν  V ^ ( a )  ε ίν α ι  α ρ ν η τ ικ ό  ή  α ν  η ε ίν α ι  

π ε ρ ιτ τ ό ς , τ ό τ ε  η  ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίν α ι  α σ τ α θ ή ς . Η α π ό δ ε ιξ η  γ ίν ε τ α ι  ως 

ε ξ ή ς .  Έ σ τ ω  η η  τ ά ξ η  του  πρώ του, μ ε τ ά  το  V ( a ) ,  μ η  μ η δ ε ν ικ ο ύ  όρου 

τ η ς  ( 4 2 ) .  θ α  έ χ ο υ μ ε
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V (q ) = V (a )  + (q -a > n ,

όπου έ χ ο υ μ ε  π α ρ α λείψ ει τ ο υ ς  όρους τ ά ξ η ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  από π ως 
πολύ μ ικ ρ ο ύ ς , αψού $ ια  τ η ν  ε ξ έ τ α σ η  τ η ς  ε υ σ τ ά θ ε ια ς  θεω ρούμε 
π ά ντα  μ ικ ρ έ ς  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Τ ό τ ε

( 1 )  Αν. π  ^ ά ρ τ ιο ς  κ α ι V ^ i a )  > Ο , 3α ε ίν α ι  V *nH a )C q - a )n >0 
$ ια  q -a  > 0  κ α ι q -a  < 0  . Η τ ιμ ή  τ η ς  V  α υ ξ ά ν ε τ α ι κ α ι σ τ ις  δυο
π λ ευ ρ έ ς  του  q=a , ή τ ο ι το σ η μ ε ίο  q=a ε ίν α ι θ έ σ η  ε λ ά χ ισ τ ο υ  τ η ς
V (q )  . Συνεπ ώ ς, η V (q )  έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ η  τ ιμ ή  σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  q=a, 
ά ρα  η  ισορροπ ία  ε ίν α ι ε υ σ τ α θ ή ς .

2 )  Α ν  η = ά ρ τ ιο ς  κ α ι V ^ i a )  < 0  ,  θα ε ίν α ι V^r^ (a ) (q - a )n < 0
g ia  q-a> 0 κ α ι q -a  < 0  . Η τ ιμ ή  τ η ς  V  ε λ α τ τ ώ ν ετ α ι κ α ι σ τ ις  δυο
π λ ε υ ρ έ ς  του  q=8, ή τ ο ι το σ η μ ε ίο  q=a ε ίν α ι  θ έ σ η  μ ε γ ίσ τ ο υ  τ η ς  V (q )  
Σ υ ν επ ώ ς , η  V (q )  έ χ ε ι  μ ε γ ίσ τ η  τ ιμ ή  σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς q= a , ή τ ο ι η  

ισο ρ ρ ο π ία  ε ίν α ι α σ τ α θ ή ς .
3 )  Α ν  η = π ε ρ ιτ τ ό ς , τ ό τ ε  το  V ^ ( a ) ( q - a ) n μ ε τ α β ά λ λ ε ι  

π ρόσημο  μ ε  το q - a , ο π ο ιο δ ήπ ο τε κ α ι α ν  ε ίν α ι το  π ρ ό σ η μ ο  του  

V (n ) (a )  . Τ ο  σ η μ ε ίο  q=a ε ίν α ι  συνεπ ώ ς σ η μ ε ίο  κ α μ π ή ς . ‘ Α ρ α  η  

ισορροπ ία  ε ίν α ι α σ τ α θ ή ς . Γ ια  παράδειγμα*

α ) Α ν  η = π ε ρ ιτ τ ό ς  κ α ι V ^ ( e )  > 0  > χ ε τ ε  

V ^ ( a ) ( q - a ) n > 0  # ια  Q ,

v M ( a ) ( q - a ) n < 0  $ ια  q -a  < 0  , 

δ η λ α δ ή  το σ η μ ε ίο  q=a ε ίν α ι σ η μ ε ίο  κ α μ π ή ς

(β )  Α ν  η = π ερ ιτ τ ό ς  κ α ι < 0  ' x ° Tb

V^n J( a ) ( q - a ) n > 0  $ ια q -a  < 0
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vM (a)(q-a)n < 0 $ια q-a > 0 

δηλαδή το σημείο q=a είναι σημείο καμπής.

Σ τ ις  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ε ς  π ερ ιπ τ ώ σ ε ις  που έχ ο υ ν  φ υσ ικό  εν δ ια φ έ ρ ο ν  

ε ίν α ι  π = 2 , δ η λ α δ ή  η  V(q) ε ίν α ι  τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  q . Α ν  

σ υ ν επ ώ ς μ ε τ α σ χ η μ α τ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  α ρ χ ή  μ έ τ ρ η σ η ς  σ τ ο  σ η μ ε ίο  q=a, 
δ η λ α δ ή  θ έ σ ο υ μ ε  a=0 κ α ι  α υ θ α ίρ ε τ α  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι V(0)=0, 
τ ό τ ε  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε

V(q) = ~  V"(0)q2 . (43)

1.11 Ταλαντώ σεις συντηρητικού και σκληρόνομου  
συστήματος

Σ τ η ν  §  8  δ ώ σ α μ ε τ η  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ( 3 9 )  $ ια  

σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  κ α ι σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  έ ν α  β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  $ ια  

το  οποίο η  κ ιν η τ ικ ή  κ α ι η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι  T = f (q )q 2  κ α ι 

V = V (q )  α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Α π ο δ ε ίξ α μ ε  α κ ό μ η  ό τ ι η  θ έ σ η  q=a ε ίν α ι  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς , α ν  V ’ (a )= 0  κ α ι ό τ ι η  ισ ο ρ ρ ο π ία  ε ίν α ι  ε υ σ τ α θ ή ς , α ν  

V ( a )  > 0 . θ α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  χώρα τ η ν  κ ίν η σ η  σ τ η ν  ά μ ε σ η  π ε ρ ιο χ ή  

μ ια ς  θ έ σ η ς  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  q=a .

Έ σ τ ω  q= a+ x . Ε π ε ιδ ή  ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε  τ η ν  κ ίν η σ η  π ολύ  κ ο ν τ ά  σ τ η  

θ έ σ η  a ,  το  χ θα  ε ίν α ι  μ ια  μ ικ ρ ή  π ο σ ό τ η τ α . Έ σ τ ω  ε π ίσ η ς  ό τ ι ο ι 

π ο σ ό τ η τ ε ς  q = χ κ α ι q = χ ε ίν α ι  μ ικ ρ έ ς . Α ν  α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  τ ις  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  f ( q ) ,  V (q )  σ ε  σ ε ιρ ά  T a y lo r  $υρν από το q= a, μ ε  τ η ν  

υ π ό θ εσ η  ό τ ι υ π ά ρ χο υν  ο ι π α ρ ά ^ ο ι  ο π ο ιο σ δ ή π ο τ ε  τ ά ξ η ς  κ α ι  ε ίν α ι  

σ υ ν ε χ ε ίς ,  θα  έ χ ο υ μ ε

ο
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ν2
f(q) = f(a+x) = f(a)+xf (a) + f*(a) + ... ,

f* (q ) = f*(a+x) = f* (a)+xf'*(a) + „ .,

V (q ) = V (a + x )  -  V (a )  + V ( a )  + . . . ,
2

2!

x 2
V ‘ (q ) = x V * * ( s ) + V V * ' ( a ) + . . . ,

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τα ς  τ ι ς  σ ε ιρ έ ς  α υ τ έ ς  σ χ η ν  ( 3 9 ) ,  π α ίρ νο υ μ ε

..2
x2ir(a)+xf"(a5+ ...]+2x[f(a)+xr(a)+ ...] + [x\T(a)+ ~  V"*(a)+ ...] = Ο

Αν π α ρ α λείψ ο υμ ε χ ο υ ς  όρους δ ε υ χ έρ α ς  ή  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  ως 

προς χ , χ κ α ι χ , η  π ρ ο η γ ο ύ μ εν η  σ χ έ σ η  γ ίν ε τ α ι

2 χ ί  (a )  + V * * (a )x  = 0

* · 2 Λ
Χ+ΙιΙ X = 0 ( 4 4 )

όπου ω*
V " ( a )  

= 2 f ( a )
. Η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια T = f (q )q 2 ε ίν α ι π ά ν τα  9 ε χ ικ ή .

Επ ε ιδ ή  $ ια  x  μ ικρ ό  f ( q )  = f ( a )  έ π ε τ α ι ό τ ι f ( a )  > 0  . Γ ια  ε υ σ τ α 9 ή  
ισορροπ ία  ισ χ ύ ε ι V “ ( a )  > 0  . Συνεπ ώ ς το ω ε ίν α ι π ρ α γ μ α τ ικ ό  $ ια  

μ ικ ρ έ ς  κ ιν ή σ ε ις  ^ύρω από μ ια  θ έσ η  . ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Η 

δ ια φ ορ ική  ε ξ ίσ ω σ η  ( 4 4 )  συνεπ ώ ς π α ρ ισ τ ά ν ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  
τα λά ντω σ η ; Η λ ύ σ η  τ η ς  ε ίν α ι

χ =. C c o s (u it-& )

όπου C  κ α ι δ α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς , που π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ν τα ι από τ ις
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α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  κ α ι το  ω ε ίν α ι  η  γ ω ν ια κ ή  σ υ χ ν ό τ η τ α .

Σ τ η  σ υ ν έ χ ε ια  δ ίν ο υ μ ε  μ ια  ά λ λ η  δ ια π ρ α γ μ ά τ ε υ σ η  το υ  θ έ μ α τ ο ς , 

που ο δ η γ ε ί  σ τ α  ίδ ια  σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α . Σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  σ κ λ η ρ ο ν ό μ ο υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  μ ε  έ ν α  β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι $ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  q ,  η  κ ιν η τ ικ ή  το υ  ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι

Τ  = f (q )q 2 .

Α ν  η  θ έ σ η  q=a=0 ε ίν α ι  θ έ σ η  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι 

α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( q )  σ ε  σ ε ιρ ά  T a y lo r  $ΰρω α π ό  το  

σ η μ ε ίο  q= a= 0  ,  έ χ ο υ μ ε

f ( q )  ξ  f (0 )+ f* (0 )q +  ■·" .

Ε π ε ιδ ή  ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε  τ η ν  κ ίν η σ η  σ τ η ν  ά μ ε σ η  π ερ ιο χ ή  το υ  σ η μ ε ίο υ  

q = a= 0 , θα  θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι το  q ε ίν α ι  α ρ κ ε τ ά  μ ικ ρ ό  έ τ σ ι  ώ στε

f ( q )  = ί ( 0 )  = σ τ α θ ε ρ ό  .

Κ ά ν ο ν τ α ς  χ ρ ή σ η  τ η ς  ( 4 3 )  η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  γ ίν ε τ α ι  

L  = f ( 0 ) q 2  -  |v " (0 )q 2 .

Η δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  -  J ^ ·  = Ο 5 ρ α φ εχ α ι

.. V"(0)
q * 2 ί ( 0 )  q = °  '

Α υ τ ή  ε ίν α ι  α ν ά λ ο γ η  μ ε  τ η ν  ( 4 4 ) .

Ε π ε ιδ ή  το  q=0 ε ίν α ι θ έ σ η  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , θα ισ χ ύ ε ι  V ” (0 )> 0 . 

Ε π ε ιδ ή  η  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι  θ ε τ ικ ή ,  θα  ισ χ ύ ε ι  ί (0 )> 0  . Έ τ σ ι  η  

π ιο  πάνω δ ια φ ο ρ ική  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς ,  σ τ η ν  περ ίπ τω ση που q= 0 °
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ε ίν α ι  3 έσ η  ευ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , π α ρ ισ τ ά ν ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  

τα λά ντω σ η  μ ε  περίοδο τ  = — — — —

Ασκήσεις

1 . Σω μάτιο  μ ε  μ ά ζ α  m  ε ξ α ρ τ ά τ α ι από α β α ρ ές  ε λ α τ ή ρ ιο  φ υσ ικο ύ  
μ ή κ ο υ ς  α κα ι σ τ α 9 ε ρ ά ς  k  . Να β ρ ε θ ε ί η  μ ε τ α τ ό π ισ η  του  

σω μα τίο υ , αν α ρ χ ικά
ο;) το  σω μάτιο τ ρ α β η χ θ ε ί προς τα  κάτω σ ε  α π ό σ τα σ η  ίσ η  μ ε  το

~α από τ η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  κ α ι α ^ εθ ε ί ε λ ε ύ θ ε ρ ο ,

β ) σ το  σω μάτιο δ ο θ ε ί τ α χ ύ τ η τ α  υ 0 προς το: κάτω από τ η  θ έ σ η  
ισο ρ ρ ο π ία ς του ,
$) τ ι σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε  $ ια  τα  π λ ά τ η , τ ις  π ερ ιό δ ο υ ς κ α ι τ ις  

β ά σ ε ις  των περιπτώ σεω ν α ) και. β ) ;

Από τ η  θεωρία γν ω ρ ίζο υ μ ε ό τ ι. η  δ ια φ ορ ική  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  
κ ίν η σ η ς  ε ίν α ι

Λ ύ σ η

m y+ ky = 0  ,

η

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι

y ( t )  = C co s(u i0 t-& ) .

α )  Οι α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ες  ε ί ν α ι : t= 0 , y (O ) = ~  α , y (Q ) = 0  .



-  42 -

Η ε φ α ρ μ ο γ ή  των αρχικώ ν σ υ ν θ η κ ώ ν  σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  δ ίν ε ι

C  = ~ α  ,  δ = Ο .
4

Σ υ ν ε π ώ ς , η  κ ίν η σ η  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι  

y(t) = τ  α C0U0t .

β ) Οι α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ί ν α ι : t= 0 , y (O ) = Ο ,  y (O ) = υ 0 . 

Η εφ α ρ μ ο γ ή  των αρχικώ ν σ υ ν θ η κ ώ ν  σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  δ ίν ε ι

Σ υ ν ε π ώ ς , η  κ ίν η σ η  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι

y ( t )  = ητ c o s (u 0t  -  -2·)
»ο

υοy(t) = ~  sinu0t .

%) Από  τ ις  δυο λ ύ σ ε ις  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  από τ ις
2π

α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς , η  π ερ ίο δ ο ς  των ταλαντώ σεω ν ε ίν α ι η  ίδ ια  τ  = —
ωο

Ό μ ω ς  το  π λ ά τ ο ς  κ α ι η  $ ά σ η  μ ε τ α β ά λ λ ο ν τ α ι .

2 .  Σ ω μ ά τ ιο  ε κ τ ε λ ε ί  α π λ ή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λ ά ν τω σ η  π λ ά τ ο υ ς  C  κ α ι 

δ ιέ ρ χ ε τ α ι  από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  μ ε  τ α χ ύ τ η τ α  υ0 . Να β ρ ε θ ε ί  
η  π ερ ίο δ ο ς  τ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς .
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Λ ύ σ η

.Η  δ ιαφ ορική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  του  σω ματίου ε ίν α ι

rn y+ ky = Ο ,

μ ε  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η

y  = C c o s (w 0 t  -  δ ) .

Η περ ίοδος τ η ς  τα λ ά ν τω σ η ς  ε ίν α ι

τ
2π
111,

Α ρ κ ε ί λοιπόν ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ε ί το  ω0 . Α υ τό  9α  ε π ιτ ε υ χ θ ε ί μέσω  των 

αρχικώ ν σ υνθ ηκώ ν , που από τ η ν  εκφ ώ νηση  του  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  ε ί ν α ι : 
t= 0 , y (0 }  = 0 ;  y ( 0 )  = υ 0 . Η εφ α ρ μ ο γή  των αρχικώ ν συνθηκώ ν δ ίν ε ι

υ Ο c  Π
Γ  ϋ = 2

Ά ρ α ,  η π ερ ίο δ ο ς ε ίν α ι
2 n C

3 .  Δυο σ ω μ ά τ ια  μ ε  μ ά ζ α  ιτη κ α ι m2 α ν τ ίσ τ ο ιχ α  ε κ τ ε λ ο ύ ν  α π λ ή  
α ρ μ ο ν ικ ή  τα λ ά ν τω σ η  μ ε  π λά το ς  C r  κ α ι C 2 α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Α ν  η  

μ η χ α ν ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  πρώτου σω μα τίου  ε ίν α ι δ ιπ λ ά σ ια  
ε κ ε ίν η ς  το υ  δ ε ύ τ ε ρ ο υ , ν α  β ρ ε θ ε ί ο λό^ ος των περιόδω ν τ ο υ ς
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Λ ύ σ η

Αφού τ α  δυο  σ ω μ ά τ ια  ε κ τ ε λ ο ό ν  α η δ έ ς  α ρ μ ο ν ικ έ ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , 

η  κ ίν η σ ή  τ ο υ ς  δ ίν ε τ α ι  από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις
2 kiy1 = Cjcos^t-^) , (ut = )

2 1̂ 2y2 = Cjcosfw -̂Sjj , («2 = j j H  .

,  „  _  .  2π  2π  .
Ο ι π ερ ίο δ ο ι τω ν τα λ α ν τώ σ εω ν  ε ίν α ι :  τ t = — , τ 7 = — . 0  λο ^ ο ς  των

ω, ω.
περ ιόδω ν ε ίν α ι

X2 ~ Wt

Γ ια  να  β ρ ο ύ μ ε  το  ζ η τ ο ύ μ ε ν ο  λό$ο  των π ερ ιόδω ν, 9 α  π ρ έ π ε ι  ν α  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  το  $ ε $ ο ν ό ς  ό τ ι η  μ η χ α ν ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  πρώ του 

ε ίν α ι  δ ιπ λ ά σ ια  τ η ς  μ η χ α ν ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  το υ  δ ε ύ τ ε ρ ο υ  σ ω μ α τ ίο υ . 

Έ χ ο υ μ ε

j  m ,yf + J  kty? = 2 ( j  + j

ή
m,y ^ i y 2, = 2(m2y|+k2y|) .

Α ν  α ν τ ικ α τ α σ τ ή σ ο υ μ ε  σ ε  α υ τ ή  τ ις  γ ε ν ικ έ ς  λ ύ σ ε ις  y 1 κ α ι y2 ,  που 

εκ φ ρ ά ζο υ ν  τ ις  α ρ μ ο ν ικ έ ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , 9 α  π ά ρ ο υ μ ε

ο
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2 2 2 2 
m j W j C j  = 2 m 2oi2C2

1
P V p  £  
l2 m 2 J C

i_
2

Σ υ ν επ ώ ς , ο λό^ος των περιόδων ε ίν α ι

ι
τι Ci / mt \2
τ~ " C2 i2m2J

4 .  Δ υο  σω μά τιά  ε κ τ ε λ ο ύ ν  α π λ ές  α ρ μ ο ν ικ έ ς  τα λ α ν τ ώ σ ε ις . Οι
μ έ γ ισ τ ε ς  τ α χ ύ τ η τ ε ς  τ ο υ ς  ε ίν α ι ίσ ε ς  κ α τ ά  μ έ γ ε θ ο ς , ενώ οι 
γ ω ν ια κ ές  τ ο υ ς  σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  έχ ο υ ν  λό^ο 1 / 4 .  Να β ρ ε θ ε ί ο λό^ος 
των πλατώ ν. .

Λ ύ σ η

Η κ ίν η σ η  των σωματίων δ ίν ε τ α ι από τ ις  σ χ έ σ ε ις  

Ut = C1cos(w1.t-&1> 

y2 = C2cosiii!2t-82) .

Δ ίν ε τ α ι ε π ίσ η ς  ό τ ι

ϊ ϋ . ι  
ω2 " 4  '

u i,rnax -  l y t , m a x l = • ' t u i -

Έ χ ο υ μ ε
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u2,max = fe^maxl = ^2W2 * 

κ α ι ε π ιπ λ έ ο ν  ό χ ι

u t / n a x  = u 2 ,m a x  · 

Σ υ ν ε π ώ ς , ο λ ό $ ο ς  των π λα τώ ν ε ίν α ι

5 .  Μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  από ε λ α τ ή ρ ιο  σ τ α θ ε ρ ό ς  k  σ τ ο  

ά κρ ο  το υ  οποίου υ π ά ρ χ ε ι σ ω μ ά τ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m  . Τ ο  σ ω μ ά τ ιο  

κ ιν ε ίτ α ι  κ α τα κ ό ρ υ ψ α  κ α ι ε κ τ ε λ ε ί  υ π ο α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  τ α λ α 

ν τ ώ σ ε ις  τ έ τ ο ιε ς  ώ σ τ ε , το  π λ ά ν ο ς  δυο δ ια δ ο χ ικώ ν  τα λα ν τώ σ εω ν  

να  ε ίν α ι  5 c m  κ α ι V 4  c m . Α ν  η  γω ν ια κ ή  σ υ χ ν ό τ η τ α  ω0  ε ίν α ι  

16  r a d / s e c ,  ν α  β ρ ε θ ε ί  η  π ερ ίο δ ο ς  τ η ς  υ π ο α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν η ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς . Δ ίν ε τ α ι  £ η β 2 0  = 3  .

Λ ύ σ η

Η υ π ο α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν η  τ α λ ά ν τ ω σ η  δ ίν ε τ α ι  από τ η  σ χ έ σ η  

y ( t )  = C e " a t c o s ( u * t - 6 )  .

Τ ο  π λ ά τ ο ς  ε ίν α ι

n e t )  = C e ' a t  .

Α ν  σ τ ο ν  χρ ό ν ο  t  το  π λ ά τ ο ς  τ η ς  μ ια ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ίν α ι  f l ( t )  = 5 c m ,

ο
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μ ε τ ά  από χρόνο μ ια ς  περ ιόδου τ  = — ,  το π λά το ς τ η ς  δ ια δ ο χ ικ ή ς
ω

τα λά ντω σ η ς 3α  ε ίν α ι n (t+ ~ ) = C e ' a t̂+2n/w  ̂ = J r  c m  .
ω * .

Ά ρ α ,  ο λό^ος των πλατώ ν δυο διαδοχικώ ν τα λα ντώ σεω ν ε ίν α ι

- Q f t L - B _ - e c g L -  s = 2 o ;
π α - 3 )  C e "a * e '2n α / · *  2Γ

ω ’

Έ π ε τ α ι  ότι

η

-2Π-
α

e ω _1_ 
20 '

-2π-~^ηβ6=^ηβ1^ηβ20 = -3 ,  
ω

2π α  = 3ω * .

Α υ τ ή  $ρ α > ετα ι

2π α  = 3  -^-'Ukm-c2 ,

από τ η ν  οποία έ χ ο υ μ ε
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4 π 2α 2 = 9 (ω 2 - α 2)

ή
α  = 6 ,8  .

Η π ε ρ ίο δ ο ς  τ η ς  υ π ο α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ίν α ι

τ
2π

*
ω

2π

2 π α
3

3  3
α  6 ,8

= 0 .4 4  s e c .

6 .  Σ ω μ ά τ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m , το  ο π ο ίο  β ρ ίσ κ ε τ α ι σ ε  λ ε ίο  ο ρ ιζ ό ν τ ιο  

ε π ίπ ε δ ο , σ υ ν δ έ ε τ α ι  μ ε  δυο  ε λ α τ ή ρ ια  μ ε  μ έ τ ρ α  ε λ α σ τ ικ ό τ η τ α ς  

λ } ,  λ2 κ α ι μ ε  φ υ σ ικ ά  μ ή κ η  α ^ , α2 . Τ α  ε λ ε ύ θ ε ρ α  ά κ ρ α  των 

ελ α τ η ρ ίω ν  σ τ ε ρ ε ώ ν ο ν τ α ι σ ε  δυο  σ τ α θ ε ρ ά  σ η μ ε ία  το υ  ε π ιπ έ δ ο υ  

που α π έχ ο υ ν  κ α τ ά  α 1+ α2 . Σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  το  σ ω μ ά τ ιο  

υ φ ίσ τ α τ α ι τ η ν  ο ρ ιζ ό ν τ ια  ε ξ ω τ ε ρ ικ ή  δ ύ ν α μ η  F 0 c o s u t  . Γ ια  π ο ια  

τ ιμ ή  το υ  ω υ φ ίσ τ α τ α ι το  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ο ν ισ μ ό ;

Λ ύ σ η

Α ν  τ ο  σω μά τ ιο  μ ε τ α τ ο π ισ θ ε ί  κ α τ ά  χ από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , η  

σ υ ν ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  θα ε ίν α ι

} λ 2  9
ν = -̂ — χ2 + τ· — χ2 . 

2  α ,  2  α 2

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  ε ίν α ι

ι - 4 ™ 2 - ί
1 {h . * h .

α« aΊ 2)
x i

ο

I
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Η διαφ ορική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ε ίν α ι

ή

Ά ρ α

- i & j  -  —  -  F0cosut dt laxj 3x 0

m int α
Fox  = η ·̂ c o s u t

[ 1 a. a , ^
{ αΐ a2 }

X uΰμφωνα μ ε  τ η  θεω ρία , 9α  έ χ ο υ μ ε  σ υ ν τ ο ν ισ μ ό  ό τα ν  ω=ω0 .

7 .  Έ ν α  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  m = 1 0 , k= 2Q 0 κ α ι c= 2 5  υ φ ίσ τ α τ α ι 
τη ν  εξω τ ερ ικ ή  δ ύ ν α μ η  F0c o s ia t , όπου F0 =6. Μα β ρ ε θ ε ί η  τ ιμ ή  

του ω $ ια  τ η ν  οποία  το  π λά το ς  τ η ς  π ρ ο κΰ π το υσ α ς 
τα λ ά ν τω σ η ς  ε ίν α ι  μ έ γ ισ τ ο  κ α ι η  α ρ χ ικ ή  $ωνία φ ά σ η ς τ η ς  
τα λ ά ν τω σ η ς  μ ε τ ά  από α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  χρόνο.

Λ ύ σ η

Η δ ια φ ο ρ ική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  που δ ιέ π ε ι το  π ρ ό βλη μ α  ε ίν α ι

m y+ cy+ ky  = F 0c o s v t .

Γν ω ρ ίζο υ μ ε  ό τ Γ μ ε τ ά  από α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  χρόνο , η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  y ( t )  

τ η ς  δ ια φ ο ρ ική ς ε ξ ίσ ω σ η ς  9α  ε ίν α ι μ ια  α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λ ά ν τω σ η  

y p i t ) ,  τ η ς  οπ ο ία ς η  σ υ χ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι  ε κ ε ίν η  τ η ς  π ερ ιο δ ικ ή ς  
δ ύ ν α μ η ς . Α ρ κ ε ί ,  σ υνεπ ώ ς, ν α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  το π λ ά το ς  τ η ς  μ ε ρ ικ ή ς  

λ ύ σ η ς  y p ( t )  τ η ς  δ ια φ ο ρ ική ς  ε ξ ίσ ω σ η ς .

Ω ς  γνω στό η  y p( t )  μ π ο ρ εί ν α  γρ α φ εί
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y p ( t )  = ε * ο ο 8 ( « ί - η )

οπού

* F0̂ /ck~rnui2)2 + c2u2
C  =

(k-rnu2)2 + c2u2

. Ιβηη - wc
k -m w J

Γ ια  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ η ν  τ ιμ ή  το υ  ω $ ια  τ η ν  ο π ο ία  το  π λ ά τ ο ς  π α ίρ ν ε ι 
α κ ρ ό τ α τ η  τ ιμ ή ,  3 έ τ ο υ μ ε

d c :
du

= Ο

από τ η ν  ο π ο ία , μ ε  β ρ ίσ κ ο υ μ ε

ω2  2 m k - c 2 2 x 1 0 x 2 0 0 - 6 2 5  l f i f l 7 e - 
2 m 2 = 2 x 1 0 0

*  = 4 ,1  r a d / s e c  . 

Α π ο δ ε ικ ν ύ ε τ α ι ό τ ι

ά ρ α  το  π λ ά τ ο ς  C *  γ ίν ε τ α ι  μ έ γ ισ τ ο , j j i a  τ η ν  τ ιμ ή  ω=4,1 . Α π ό  τ η  

σ χ έ σ η  που δ ίν ε ι  τ η ν  α ρ χ ικ ή  $ υ ν ία  φ ά σ η ς  η  , ε χ ο υ μ ε

ο
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+Π

ta n r j =
2 5 x 4 ,1 

2 0 0 - 1 6 8 ,1
3 ,2

η  = ta n ” 1 3 ,2  = 7 3 °  .

8 .  Σω μάτιο  μ ε  μ ά ζ α  m  ε ξ α ρ τ ά τ α ι από α β α ρ έ ς  ελ α τ ή ρ ιο  σ τ α θ ε ρ ά ς  
k  κ α ι ε κ τ ε λ ε ί  τα λά ν τω σ η  μ ε  μ ικ ρ ή  α π ό σ β ε σ η , η οποία  ε ίν α ι

ωη *
τ έ τ ο ια  ώ στε ο: = ~ . Να β ρ ε θ ε ί το ω ', ο λ ό $ ο ς  των πλατώ ν δυο ,

διαδοχικώ ν ταλαντώ σεω ν καθώς κα ι η  λ ο γ α ρ ιθ μ ικ ή  μ ε ίω σ η . 

Δ ίν ε τ α ι ^ n e 4 ,9  = 1 ,5  .

Λ ύ σ η

Τ ο  ω* δ ίν ετ α ι από τ η  σ χ έ σ η

*
ω = T“ V4km-c2 2m

από τ η ν  οποία π ρ ο κύπ τει

* / Ί  2  -/Ϊ5
ω = ν ω 0 - α  = —  % -

Γνω ρ ίζο υ μ ε ό τ ι ο λό^ ο ς των πλατών δυο δ ιαδοχικώ ν τα λα ντώ σεω ν 

ε ίν α ι  σ τ α θ ερ ό ς  κ α ι ίσ ο ς  προς

‘ Ε χ ο ϋ μ ε

net) § U
πα+τ) ■ , όπου τ  = 2π

ω
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π ω ω0  4  1 2Π

π α+ τ)=

9 .  Α π λό  ε κ κ ρ ε μ έ ς  α π ο χ ε λ ε ίχ α ι από έ ν α  σ υ μ ά χ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m , που 

κ ρ έ μ ε χ α ι  από α β α ρ ή  ρά βδο  μ ή κ ο υ ς  α  . Η ρ ά βδο ς κ ιν ε ίχ α ι  

ε λ ε ύ θ ε ρ α  από έ ν α  σ χ α θ ερ ό  σ χ ή ρ ι^ μ α  Α  . Έ ν α  ε λ α χ ή ρ ιο  

σ χ α θ ε ρ ά ς  k  κ α ι φ υ σ ικο ύ  μ ή κ ο υ ς  b σ υ ν δ έ ε χ α ι  μ ε  χο σ υ μ ά χ ιο  κ α ι 

μ ε  έ ν α  χροχό  C  ,  που κ ιν ε ίχ α ι  σ ε  έ ν α  ο ρ ιζό ν χ ιο  ά ξ ο ν α  

δ ιε ρ χ ό μ ε ν ο  από χο  Α  (σ χ ή μ α ) .  Τ ο  ε λ α χ ή ρ ιο  π α ρ α μ έ ν ε ι 

καχακόρυ<ρο κ α ι η  κ ίν η σ η  χου  σ υ σ χ ή μ α χ ο ς  $ ίν ε χ α ι σ ε  έ ν α  

κ α χ α κ ό ρ υ φ ο  επ ίπ εδ ο . Α ν  m g + bk< ak ,  ν α  β ρ εθ ο ύ ν  οι θ έ σ ε ις  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  χου σ υ σ χ ή μ α χ ο ς  κ α ι η  ε υ σ χ ά θ ε ιά  χ ο υ ς .

θ α  π ρ έ π ε ι ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  χ η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  χου 

σ υ σ χ ή μ α χ ο ς  σ ε  χ υ χ ο ύ σ α  θ έ σ η .

Α ν  π ά ρ ο υ μ ε  σ α ν  επ ίπ εδ ο  μ η δ ε ν ικ ή ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  χο  

ο ρ ιζ ό ν χ ιο  επ ίπ εδ ο  που δ ιέ ρ χ ε χ α ι από χο Α  # η  σ υ ν ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή  

ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι

Λ ύ σ η

m

V  =- m g a c o s 9  + — k ( a c o s 9 - b ) 2 = V (9 )  ,
ο
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όπου ο πρώτος όρος ε ίν α ι η  δ υνα μ ική  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σω ματίου λό'$ω 
το υ  βά ρους του  κ α ι ο δ εύ τ ερ ο ς  όρος ε ίν α ι η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  του  
ε λ α τ η ρ ίο υ . Οι θ έ σ ε ις  ισο ρ ρ ο π ία ς προκύπτουν από τ η  σ χ έ σ η

V * (9 ) = s in 9 {m g a - k a 2c o s9 + k a b } = Ο ,  

που π λη ρ ο ύτα ι ό τα ν

s1n9 = 0  κ α ι c o s 9  =
mg+kb

a k

Ε π ε ιδ ή  m g+bk<ak , το c o s 9  έ χ ε ι  έν ν ο ια . 
Οι θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι

Τώ ρα

3=0 9 - = ' 9 1 = c o s
- i j  mg+bk j 

a k  !

V O )  = e o s 9 ( r n g a - k a 2c o s9 + a b k )+ k a 2 s in 2 9 .

Γ ια  τ ις  θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  9= 0 κα ι 9=9 j  :

V (0 ) = a(mg+kb-ak) < Ο 
V-’O ,) = a?ksin291 > 0 .

Ά ρ α ,  η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  9=0 ε ίν α ι 9 έ σ η  α σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς κ α ι η  
δ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς 9 = 9 1 ε ίν α ι 9 έ σ η  ευ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

1 0 .  Σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  το υ  σ χ ή μ α τ ο ς  έ χ ο υ μ ε  τ η ν  ο μ ο γ ε ν ή  ράβδο Α Β  μ ε  

μ ά ζ α  m  κ α ι μ ή κ ο ς  a ,  A C = a  κα ι το  ε λ α τ ή ρ ιο  C B  έ χ ε ι  φυσικό

μ ή κ ο ς  j  α  κ α ι μ έ τ ρ ο  ε λ α σ τ ικ ό τ η τ α ς  λ= ~  m g . Να βρ εθ ο ύν  ο ι

θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  κ α ι η  ε υ σ τ ά θ ε ιά  το υ ς .



- 5 4 -

Λ ύ σ η

Έ σ τ ω  9 η  κ λ ίσ η  τ η ς  ρ ά β δ ο υ  ως π ρ ο ς τ η ν  κα τα κό ρ υφ ο  A C  . Η 

δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ η ς  ρ ά β δ ο υ , λό$ω το υ  β ά ρ ο υ ς  τ η ς ,  ε ίν α ι

V i  = j m g a c o s 9

όπου θ εω ρ ο ύ μ ε  τ η  μ ά ζ α  τ η ς  ρ ά β δ ο υ  σ υ γ κ ε ν τ ρ ω μ έ ν η  σ τ ο  μ έ σ ο  τ η ς  

(κ έ ν τ ρ ο  β ά ρ ο υ ς ) κ α ι σ α ν  επ ίπ εδ ο  μ η δ ε ν ικ ή ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  το  

ο ρ ιζ ό ν τ ιο  επ ίπ εδ ο  που π ε ρ ν ά ε ι από το  A  . Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  

ε λ α τ η ρ ίο υ  ε ίν α ι

ν 2 = | ·  k ( C B -  | α ) 2 = J  γ -  ( C B -  | n ) :

2 °

t m 9 / 2  ICR α\2
2  ~ α 7 Τ  (CB" I '

Α π ό  το  ισ ο σ κ ε λ έ ς  τρ ίγω νο  A B C  τ ο  τ ε λ ικ ό  μ ή κ ο ς  του  ε λ α τ η ρ ίο υ  B C  

ε ίν α ι

B C  = 2 a s in  | ·  .

Σ υ ν ε π ώ ς , η  σ υ ν ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ίν ε τ α ι  

από τ η  σ χ έ σ η
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V = Vj + V2 = j  m g a c o s9  + ~  m g a (2 s in  — -  | · Γ  

Σ τ ις  θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  9 a  ισ χ ύ ε ι

ι 9 1 8
V ’ (9 )  = -  j  m g a s in 9  + m g a (2 s in  j  -  ~ ) c o s  — = 0

Η σ χ έ σ η  α υ τ ή  μ π ο ρ εί ν α  α ν α χ θ ε ί σ τ η ν

8 9 1
c o s  - ( s i n y - - )  = 0  ,

που δ ίν ε ι

9 . 9 \ . π
c o s  — = 0  κ α ι s i n — = 7T = s i n  —

2 2 2 Ό

Οι 9 έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι

ν  π
9 = π κα ι 9 = —*J>

Γ ια  να μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ η ν  ε υ σ τ ά θ ε ια  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ η  
π α ρ φ ^ ο  τ η ς  V  . Έ χ ο υ μ ε

V * '(9 )  = j  m g a (2 c o s 9 + s in  —)  ,

συνεπ ιυς

κ α ι

1
V 'C n )  = — m g a (- 2 + 1) < 0  ,

Υ " Φ  = ~  m g a (1  > 0

V (9 )  .

δ ε ύ τ ε ρ η
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Η 3 έ σ η ,  σ τ η ν  ο π ο ία  χο  Β  ε ίν α ι  α κρ ιβώ ς κάτω  από το  A  ,  ε ίν α ι  9 έ σ η  

α σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι η  9 έ σ η , σ τ η ν  οπ ο ία  το  τρ ίγω νο  A B C  ε ίν α ι  

ισ ό π λ ε υ ρ ο , ε ίν α ι  9 έ σ η  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

1 1 .  Σώ μα  σ χ ή μ α τ ο ς  ορθογω νίου π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ  μ ε  μ ά ζ α  m  

δ ια τ η ρ ε ίτ α ι  σ ε  τ ρ α χ ύ  κ ε κ λ ιμ έ ν ο  επ ίπ εδ ο  μ έσ ω  ε ν ό ς  ε λ α τ η ρ ίο υ , 

που ε ίν α ι  π α ρ ά λ λ η λ ο  προς το  επ ίπ εδ ο  (σ χ ή μ α ) .  Τ ο  φ υ σ ικ ό  

μ ή κ ο ς  το υ  ε λ α τ η ρ ίο υ  ε ίν α ι  α κ α ι το  μ έ τ ρ ο  ε λ α σ τ ικ ό τ η τ α ς  

ε ίν α ι  λ  . Η τ ρ ιβ ή  ε ίν α ι  κ α τ ά  μ έ γ ε θ ο ς  α ν ά λ ο γ η  π ρ ο ς τ η ν  

τ α χ ύ τ η τ α  το υ  σ ώ μ α τ ο ς . Να β ρ ε θ ε ί  η  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

Λ ύ σ η

Έ σ τ ω  χ  η  9 έ σ η  το υ  σ ώ μ α το ς  σ ε  κ ά π ο ια  χ ρ ο ν ικ ή  σ τ ιγ μ ή . Η 

δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  π α ρ ά λ λ η λ α  π ρ ο ς το  κ ε κ λ ιμ έ ν ο  

επ ίπ εδ ο  ε ίν α ι

m x  = m g s in < f- T - F  ,

όπου Τ  η  χ ά σ η  το υ  ε λ α τ η ρ ίο υ  κ α ι F  η  τ ρ ιβ ή  .

Από το νόμο του H ooke , Τ  = k (x - c s )  = — ( χ - α ) ,  όπου χ -α  η  μ ετ α β ο λ ή  του

μ ή κ ο υ ς  το υ  ε λ α τ η ρ ίο υ . Α π ό  το  π ρ ό β λ η μ α , η  τ ρ ιβ ή  ε ίν α ι  F  = c x  . 

Έ τ σ ι
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a , χ .
m x = m g s in $ -  — i x - a ) - c x  , 

όπου c  ε ίν α ι  γνω στή  σ τ α θ ερ ά .
Η 9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π ρ ο κύ π τει α ν  θ έσ ο υ μ ε  χ  = χ = 0  . Ά ρ α  η  9 έ σ η  
ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι

rnga .
χ = —^—  s i  πφ + a  .

1 2 .  Μ ηχα νικό  σ ύ σ τ η μ α  δ ιέ π ε τ α ι από τ η  δ ια φ ορ ική  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  
κ ίν η σ η ς

y+ 4 y+ 3 y  = 3 2 ,5  c o s 2 t  .

Να β ρ ε θ ε ί η τα λά ν τω σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς .

Λ ύ σ η

Ό πω ς γ ν ω ρ ίζο υ μ ε , η τα λά ντω σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  ε ίν α ι η 

μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  δ ο θ ε ίσ η ς  δ ια φ ο ρ ική ς  ε ξ ίσ ω σ η ς . Έ τ σ ι ,  θ έ τ ο υ μ ε

y p ( t )  = a c o s 2 t  + b s in 2 t

κ α ι π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο υ μ ε  τ ι ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  a  κ α ι b από τ ο υ ς  γνω σ το ύς 

τύ π ο υ ς

a  = - 0 ,5  ,  b = 4  .

Σ υ ν επ ώ ς , η  τα λά ν τω σ η  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  ε ίν α ι 

y p ( t )  = - 0 ,5 c o s 2 t  + 4 s in 2 t  .
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1 3 .  Μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  δ ιέ π ε τ α ι από τ η  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  

κ ίν η σ η ς

y  + 2 y  + 2y = c o s t  .

Να β ρ ε θ ε ί  η  μ ε τ α β α τ ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  .

Ό π ω ς γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε , η  μ ε τ α β α τ ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  ε ίν α ι  η  γ ε ν ικ ή  

λ ύ σ η  τ η ς  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  ε ξ ίσ ω σ η ς

Σ υ ν επ ώ ς  η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  (μ ε τ α β α τ ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ) ε ίν α ι  

y h ( t )  = e _ t ( A c o s t + B s in t )  .

1 4 .  Σ ω μ ά τ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  από δυο α β α ρ ή  ε λ α τ ή ρ ια  μ ε  

σ τ α θ ε ρ ό ς  k 1 κ α ι k 2 . Α π ο δ ε ίξ α τ ε  ό τ ι , α ν  τ α  ε λ α τ ή ρ ια  

σ υ ν δ έ ο ν τ α ι " ε ν  π α ρ α λλή λω ", η  π ερ ίο δ ο ς  των κα τακόρυφ ω ν

Λό^ω τ η ς  " ε ν  π α ρ α λλή λω " σ ύ ν δ ε σ η ς , 8 α  ε χ ο υ μ ε  σ τ η  3 ε σ η  0 

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ( 2 ) :

Λ ύ σ η

U + 2 y  + 2y = Ο .

Η χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  ε χ ε ι  ρ ί ζ ε ς

ρ ,  = -1+1 ,  ρ2  = - 1 - 1  ,

Λ ύ σ η
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m g = M o + ^ s g  = C k i+ k2 ) s 0 ,

(D (2 ) (3)

k

T P
m

επ ε ιδ ή  τα  ε λ α τ ή ρ ια  μ ε τ α τ ο π ίζ ο ν τ α ι κ α τά  s 0 . Σ τ η ν  τυ χ ο ύ σ α  9 έ σ η  
0)i η  α λ γ εβ ρ ικ ή  τ ιμ ή  των δυνάμεω ν που δρουν σ το  σω μάτιο  ε ίν α ι

• F’i = m  .

F 2  = - & ^ 2 ) ε 0  -  ( k t +k2 ) y  -

Συνεπ ώ ς η  σ υ ν ισ τ α μ έ ν η  των δυνάμεω ν σ τ η  τ υ χ ο ύ σ α  9 ε σ η  ( 3 )  ε ίν α ι 

l F y = F t+ F 2  = m g - (k 1 +k2 ) s 0- ( k 1 +k2) y  = -C k t+k2>y .

Η δ ια φ ορ ική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ε ίν α ι 

m y = i F y  r  - ( k t +k2) y  .

Η εξ ίσ ω σ η  α υ τή  π α ρ ισ τ ά ν ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λ ά ν τω σ η  μ ε  περ ίοδο
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1 5 .  Σ ω μ ά τ ιο  μ ε  μ ά ζ α  m  ο λ ισ θ α ίν ε ι  πάνω σ ε  λ ε ίο  π α ρ α β ο λ ικ ό  σ ύ ρ μ α  

μ ε  ε ξ ίσ ω σ η  y = 4 x 2  . Τ ο  σ ύ ρ μ α  ε ίν α ι  σ τ α θ ερ ό  σ ε  έ ν α  

κ α τα κ ό ρ υ φ ο  επ ίπ εδ ο . Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το  σω μά τ ιο  ε κ τ ε λ ε ί  α π λ ή  

α ρ μ ο ν ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  $ύρω από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ό τ α ν  το  

σ ω μ ά τ ιο  α φ ή ν ε τ α ι από μ ια  θ έ σ η ,  που ε ίν α ι  κ ο ν τ ά  σ τ η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

Λ ύ σ η

Αφού το  σω μά τιο  κ ιν ε ίτ α ι  πάνω σ ε  κ α μ π ύ λ η , θα έ χ ε ι  έ ν α  β α θ μ ό  

ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  . Π α ίρ ν ο υ μ ε  σ α ν  $ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η , τ η ν  

κ α ρ τ ε σ ια ν ή  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  χ .

Η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι

Τ  = j  m ( x 2 + y2)  ,

= j - m ( 1 + 6 4 χ 2) χ 2 = f ( x ) x 2  ,

όπου f ( x )  = ~ m ( 1 + 6 4 x 2)  .

Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι

V  = m g y = 4 m g x 2  .

Η θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  β ρ ίσ κ ε τ α ι από τ η  σ χ έ σ η ,

V ' ( x )  = 8 m g x = Ο ,

δ η λ α δ ή  χ= 0  ε ίν α ι θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Ε π ε ιδ ή  V “ (x = 0 )  = 8 m g  > Ο ,  

έ π ε τ α ι  ό τ ι χ = 0  ε ίν α ι  θ έ σ η  ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .

Ε π ε ιδ ή  το  σ ω μ ά τ ιο  α φ ή ν ε τ α ι από μ ια  θ έ σ η , που ε ίν α ι π λ η σ ίο ν  τ η ς  

θ έ σ η ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  χ - 0 ,  έ π ε τ α ι ό τ ι το  χ ε ίν α ι  α ρ κ ε τ ά  μ ικ ρ ό . Τ ό τ ε  το  

χ 2  ε ίν α ι  π ά ρ α  πολύ μ ικ ρ ό  κ α ι μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  θ έ σ ο υ μ ε  f ( x ) =  f ( 0 )=  m / 2 .
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Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  γρ ά φ ετα ι τ ό τ ε

L  = T - V  = ^  m x 2  -  4 m g x 2  .

Η δ ια φ ορ ική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ε ίν α ι 

χ  + 8 g x  = 0

που εκ φ ρ ά ζ ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ντω ση  μ ε  περίοδο τ  =
π

V 5 g  ·

2^5 τ ρόπ ος: Σύμφω να μ ε  τ η  9εω ρία  τ η ς  § 1 1 ,  ^ια μ ικ ρ έ

κ ιν ή σ ε ις  $ύρω από τ η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , η  ο ρ ιζ ό ν τ ια  μ ε τ α τ ό π ισ η  χ 
π λ η ρ ε ί τη ν  ( 4 4 )

χ+ω2 χ = Ο ,

2 V ( o )  8mg . , ,c c
οπού ω = ~2Ϊ(β) ~ "Τ η  ~ · ^ Ρ σ π ρ ο κύ π τει η  ίδ ια  δ ια φ ο ρ ική

ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς .

16. Σω μά τιο  μ ά ζ α ς  m = —  κ ρ έ μ ε τ α ι από κα τα κόρυφ ο  ε λ α τ ή ρ ιο

σ τ α 9 ε ρ ά ς  Κ=3 . Κ α τ ά  τ η  χρ ο ν ική  σ τ ιγ μ ή  t=0, y ( 0 )  = y (O ) = 0. 
Σ τ ο  σω μά τιο  εφ α ρ μ ό ζ ε τ α ι η  π ερ ιο δ ικ ή  δ ύ ν α μ η  r ( t )  = 1 2 s in 4 t  . 
Α ν  δ εν  ληφ 9οόν υπόψη ο ι δ υ ν ά μ ε ις  α π ό σ β ε σ η ς , να  

π ρ ο σ δ ιο ρ ισ 9 ε ί η  9 έ σ η  το υ  σω ματίου  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι το υ  χρόνου .

Λ ύ σ η

Η δ ια φ ορ ική  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ ίν η σ η ς  ε ίν α ι

κη



- 6 2  -

*η
y +3 y  = 1 2 s in 4 t

y + 1 6 y  = 6 4 s in 4 t  .

Έ χ ο υ μ ε  ω=4, ω0 = 4  . Ε π ε ιδ ή  u rU g , β ρ ισ κ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  τ ο υ  

σ υ ν τ ο ν ισ μ ο ύ . Σ υ ν ε π ώ ς , η  μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  

ε ίν α ι

y p ( t )  = t ( a c o s 4 t + b s in 4 t ) .

Η α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  y p σ τ η  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  π α ρ έ χ ε ι τ ι ς  

σ τ α θ ε ρ έ ς  a  κ α ι b ,  ή τ ο ι

a  = - 8  ,  b = Ο .

Ά ρ α

y p( t )  = - 8 t c o s 4 t  .

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  τ η ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  ε ίν α ι  

y ( t )  = A c o s 4 t  + B s in 4 t  -  8 t c o s 4 t  

όπου A  κ α ι B  α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς .

Μ ε τ η ν  εφ α ρ μ ο γ ή  των αρχικώ ν σ υ ν θ η κ ώ ν  σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  

π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ο υ μ ε  τ ι ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  Α  κ α ι Β ,  ή τ ο ι

A  = 0  ,  Β  = 2  .

Ά ρ α ,  η  λ ύ σ η  που ικ α ν ο π ο ιε ί τ ι ς  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ίν α ι

U i ( t )  = 2 s in 4 t  -  8 t c o s 4 t . ο
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1 7 . Σω μάτιο  π ρ ο σ α ρ τη μ έν ο  σ το  άκρο  κατακορύ^ ου ε λ α τ η ρ ίο υ , του 
οποίου το  ά λλο  άκρο ε ίν α ι σ τ α θ ερ ό , υ ^ ίσ τα τα ι τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , 

σύμφωνα μ ε  τη  δ ια φ ο ρ ική  εξ ίσ ω σ η ,

ij+ 4 y  = S s in u t

όπου ω>0 κ α ι y  η  μ ε τ α τ ό π ισ η  από τη  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  $ ια  

t= 0 , y ( 0 )  = y ( 0 )  = y ( 0 )  = Ο , να  β ρ εθ ε ί η θ έ σ η  του σω μα τίο υ  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι του χρόνου (δ ια κ ρ ίν α τ ε  π ερ ιπ τώ σ ε ις ). Να β ρ ε θ ε ί  η 
σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  ε ξ ω τ ε ρ ικ ή ς  δ ύ ν α μ η ς  ^ια τ η ν  οποία σ υ μ β α ίν ε ι  
σ υ ν τ ο ν ισ μ ό ς .

Λ ύ σ η

Α )  α ) ω * 2  . Ε π ε ιδ ή  ω0= 2 , η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι 

y ( t )  = A c o s 2 t+ B s ir i2 t+ y p  ,

όπου η μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η  y p ( t )  δ ίν ε τ α ι , σ τ η ν  περίπτω ση α υ τ ή , από τ η  
σ χ έ σ η

y p ( t )  = a c o s u t+ b s in u t  .

Η α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  μ ε ρ ικ ή ς  λ ύ σ η ς  σ τ η  δ ιαφ ορική  ε ξ ίσ ω σ η  δ ίν ε ι 
τ ι ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  a κα ι b ,  ή τ ο ι

a  = 0  , b = - ^  .
4-ω

Ά ρ α ,  η μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι



3 s in u jt  .

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  γ ρ ά φ ετ α ι

y ( t )  = A c o s 2 t + B s in 2 t  + — ~ r  s i  n u t  .
4-ω

Α π ό  τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι Α = 0 , Β  = -  

Ά ρ α ,  η  λ ύ σ η  ε ίν α ι

4ω
„ 2 
4-ω

y , ( t )  = — ~  ( 8 s i n « t - 4 w s i n 2 t ) .
4-ω

β ) ω=2 . Ε π ε ιδ ή  ω=ω0 = 2 ,  έ χ ο υ μ ε  σ υ ν τ ο ν ισ μ ό . Η μ ε ρ ικ ή  λ ύ σ η  

ε ίν α ι  τ ό τ ε

y p ( t )  = t ( a c o s 2 t+ b s in 2 t )  .

«

Η α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  y p ( t )  σ τ η  δ ια φ ο ρ ική  ε ξ ίσ ω σ η  

y + 4 y  = 8 s in 2 t

δ ίν ε ι  a = - 2  ,  b= 0 . Έ τ σ ι  η  y p ( t )  ε ίν α ι  

y p( t )  = - 2 t c o s 2 t  .

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι

y ( t )  = A c o s 2 t + B s in 2 t - 2 t c o s 2 t  .

Η ε^ α ρ μ ο ^ ή  των αρχικώ ν συνθ ηκώ ν σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  δ ίν ε ι  Α = 0  ,  Β = 1 .

Έ τ σ ι ,  η  λ ύ σ η  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ίν α ι



- 65 “

y j ( t ) '=  s i n 2 t - 2 t c o s 2 t .  .

«ή  2  i
B )  Η σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  ε λ ε ύ θ ε ρ η ς  τα λ ά ν τω σ η ς  ε ίν α ι —  = —  = — .

Επ ε ιδ ή  ο σ υ ν τ ο ν ισ μ ό ς  σ υ μ β α ίν ε ι ό τα ν  u=Uq=2 · ,  η  σ υ χ ν ό τ η τ α  τ η ς  
ε ξ ω τ ε ρ ικ ή ς  δ ύ ν α μ η ς  $ ια  τη ν  οποία  σ υ μ β α ίν ε ι σ υ ν τ ο ν ισ μ ό ς  ε ίν α ι

JL  = J L _ 1
2 π 2 π " π  '

X2
1 8 . Σ ύ ρ μ α  μ ε  εξ ίσ ω σ η  y = ~  π ερ ισ τ ρ έ φ ετ α ι μ ε  σ τ α θ ερ ή  γω νιακή

τ α χ ύ τ η τ α  ω π ερ ί το ν  ά ξο ν α  y  ,  που δ ε ίχ ν ε ι  κα τα κόρυφ α  προς 
τα  πάνω. Η α π ό σ τ α σ η  χ , ε ν ό ς  σω μα τίου  μ ά ζ α ς  m που 
ο λ ισ θ α ίν ε ι πάνω στο  σ ύ ρ μ α , από το ν  ά ξο ν α  π ερ ισ τ ρ ο φ ή ς , 

ικ α ν ο π ο ιε ί τ η  δ ια φ ορ ική  εξ ίσ ω σ η

( 1  +χ2 )χ  + ig - u 2 +x2 ) x  = ο  .

Να β ρ ε θ ε ί η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς κ α ι να  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ε ί η  
ε υ σ τ ά θ ε ια  τ η ς  σ χ ε τ ικ ά  προ το  σ ύ ρ μ α , α ν  ς^ω 2  .

Λ ύ σ η

Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  δ ε ν  ε ίν α ι σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό , ϊμ α τ ί ε κ τ ό ς  από το  β ά ρ ο ς 

του  σω μα τίου  δρουν κα ι ο ι δ υ ν ά μ ε ις  α δ ρ ά ν ε ια ς , λό^ω τ η ς  
π ερ ισ τρ ο φ ή ς  του  σ ύ ρ μ α τ ο ς , που ως γνω στό δ ε ν  ε ίν α ι σ υ ν τ η ρ η τ ικ έ ς . 

Μια θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι τ έ τ ο ια  ώ στε χ = χ = Ο κ α ι συνεπ ώ ς 
π ρ έπ ει να  ικ α ν ο π ο ιε ί τ η ν  εξ ίσ ω σ η

(ς -ω 2 )χ  = Ο .

Συνεπ ώ ς η  θ έ σ η  χ=0 ε ίν α ι θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ε π ε ιδ ή  ς * ω 2  . .
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Γ ια  να  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τ η  σ χ ε τ ικ ή  ε υ σ τ ά θ ε ια , ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε  πρώ τα τ η ν  

κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  σ χ ε τ ικ ά  π ρος το  σ ύ ρ μ α . Οι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  

τ α χ ύ τ η τ α ς  τ ο υ  σ ω μ α τ ίο υ  σ χ ε τ ικ ά  π ρ ο ς το  σ ύ ρ μ α  ε ίν α ι  χ κ α ι y . 

Ά ρ α

Τ  = j  m O ^ + y2)

= j  miP+x2*2) = j  m (  1 + x2 ) x 2

Τώ ρα 9 α  β ρ ο ύ μ ε  τ η  σ χ έ σ η  χ = χ (χ )  . Η δ ο 9 ε ίσ α  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  

γράφεται

( Ι + χ 2)— *  ( g - i A x ^ x  = Ο σ ι

( ΐ + χ 2)  ~ ~ + ( g - ^ + x ^ x  = ο d x  d t  y

(1  + x2) x  ~  + ( g - i A x ^ x  = 0  .

Μ ε ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ο
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?  A  2  * / \
■A = — 7 + ω -g  = x ( x )  . 

1 +x~

Η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  γ ρ ά φ ετα ι τ ό τ ε

Τ  = ^ - m [A + (/ - g ) (1 + x 2)]  = Τ ( χ )  .

Υ π ο θ έτο υ μ ε  τώρα ό τ ι Τ = Τ 0 ,  ό τα ν  χ=0 # έ τ σ ι  ώ στε

T 0 = ^ m (A + w 2- g )

λ 2 Τ 0 2
A  = ”7 Ρ Γ  ~ w +9 *

Η διαφορά Τ ~ Τ 0 ε ίν α ι

τ-τ0 = Jr m[cw2- g ) x 2]  .

Ε ίν α ι Τ < Τ 0 ,  $ιο: χ * 0  , α ν  w^<g κ α ι η Β έσ η  χ= 0 ε ίν α ι  9 έ σ η  

ευ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  u2 >g, χ * 0 ,  τ ό τ ε  ε ίν α ι Τ > Τ 0 κ α ι η
Β έ σ η  χ= 0 ε ίν α ι 9 έ σ η  α σ τα θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς .
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ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΠΟΛΛΟΥΣ 

ΒΑΘΜΟΥΣ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Σ τ ο  πρώτο κ εφ ά λα ιο  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τ ις  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  μ η χ α ν ικ ώ ν  

σ υ σ τη μ ά τω ν  μ ε  έ ν α  β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι δ ε ίξ α μ ε  ό τ ι οι 

ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς , χω ρίς α π ό σ β ε σ η , τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  χ α ρ α κ τ η ρ ίζο ν τ α ι από μ ια  
ιδ ιο σ υ χ ν ό χ η τ α . Έ ν α  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μπ ο ρ εί να  έ χ ε ι  π ο λλ ο ύ ς  
β α θ μ ο ύ ς  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι να  τα λ α ν τώ ν ετα ι ε λ ε ύ θ ε ρ α , χω ρίς 
α π ό σ β εσ η , κ α τ ά  π ο λλο ύ ς  τρόπ ους . Έ ν α  τ έ τ ο ιο  σ ύ σ τ η μ α  

χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε τ α ι από π ο λ λ έ ς  δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ ή τ ε ς . Οι 
χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ έ ς  α υ τ έ ς  τα λ α ν τ ώ σ ε ις  λ έ γ ο ν τ α ι ιδ ιό μ ο ρ φ ες  

τα λ ά ν τω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Τ ο  π ρ ό βλημα  που τ ίθ ε τ α ι ε ίν α ι  να  
β ρ ο ύ μ ε  τ ις  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  κ α ι τ ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ ή τ ε ς . Τ ο  

κ λ ε ιδ ί ^ια τ η  λ ύ σ η  το υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  β ρ ίσ κ ε τ α ι στο  ^ ε^ ονός ό τ ι 

κ ά θ ε  σώμα μ π ο ρ ε ί να  θ εω ρ η θ εί όχι α π ο χ ε λ ε ίτ α ι από πάρα π ο λλ ο ύ ς  

α ρ μ ο ν ικ ο ύ ς  τ α λ α ν τ ω τ ές  (σ ύ σ τ η μ α  ε λ α τ η ρ ίο υ - μ ά ζ α ς )  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ο υ ς  

μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς . Έ ν α  ε λ α σ τ ικ ό  σώ μα , >μα π α ρ ά δ ε ιγ μ α , σ υ ν ίσ τ α τ α ι από 

πάρα π ο λλά  ά τ ο μ α  ή  μ ό ρ ια . Κ ά θ ε  ά το μ ο  μπ ορεί, να  θ εω ρ η θ εί ό τ ι
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Η μ ε λ έ τ η  τ η ς  ε λ ε ύ θ ε ρ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δυο

2 .2  Ισ ο ρ ρ ο π ία  κ α ι  ε υ σ τ ά θ ε ι α

θ εω ρ ο ύ μ ε  έ ν α  σ ω μ ά τ ιο  σ τ ο  α νώ τερ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  σ η μ ε ίο  μ ια ς  

α κ ίν η τ η ς  σ φ α ίρ α ς  κ α ι σ τ ο  κ α τώ τερ ο  ε ξω τ ε ρ ικ ό  σ η μ ε ίο  α υ τ ή ς . 

Π ροφανώ ς, ο β α θ μ ό ς  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι  5υο . Τ ο  σ ω μ ά τ ιο  

μ π ο ρ ε ί ν α  ισ ο ρ ρ ο π ε ί σ τ ις  θ έ σ ε ις  α υ τ έ ς  κ α ι λ έ μ ε  ό τ ι ε ί ν α ι  σ ε  

ισ ο ρ ρ ο π ία . Η ε υ σ τ ά θ ε ια  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  σ τ ις  θ έ σ ε ις  α υ τ έ ς  α φ ο ρ ά  το  τ ι 

σ υ μ β α ίν ε ι  σ τ ο  σ ω μ ά τ ιο , 'ό τ α ν  το υ  δ ο θ ε ί μ ια  μ ικ ρ ή  ώ θ ησ η . Σ τ η ν  

πρώτη π ερ ίπ τω σ η  το  σ ω μ ά τ ιο  α π ο μ α κ ρ ύ ν ε τ α ι, από τ η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  (θ έ σ η  α σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς ) , ενώ  σ τ η  δ ε ύ τ ε ρ η  

π ερ ίπ τω σ η  τ α λ α ν τ ώ ν ε τ α ι $ύρω από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  (θ έ σ η  

ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς ).

Σ τ η ν  §  1 .7  δώ σ α μ ε έ ν α  γ ε ν ικ ό  ο ρ ισ μ ό , ' που αφ ορά  τ η ν  

ε υ σ τ ά θ ε ια  ε ν ό ς  γ ε ν ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  ή  μ η )  μ ε  

ο π ο ιο ν δ ή π ο τε  β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς , μέσω  τ η ς  κ ιν η τ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς .  

Ε ίχ α μ ε  β ρ ε ι ό τ ι #ια τ η ν  ε υ σ τ ά θ ε ια  θα π ρ έπ ει να  ισ χ ύ ε ι : Τ < Τ 0  , 

όπου Τ 0 ε ίν α ι  η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια , λό$ω ώ θ η σ η ς , σ τ η  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι Τ  η  κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  σ ε  ο π ο ια δ ή π ο τε ά λ λ η  θ έ σ η .

Σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  κ α ι σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  

μ ε  ν β α θ μ ο ύ ς  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  q j ,Q 2 '

α π α ιτ ο ύ ν τ α ι $ ια  τ η ν  ε ξ έ τ α σ η  το υ  

π λ ή θ ο υ ς  σ υ ς ε υ ^ μ έν ω ν  τα λα ν τω τώ ν , 

σ υ ν ε χ ο ύ ς  ε λ α σ τ ικ ο ύ  μ έ σ ο υ .

ε π έ κ τ α σ η  ε ν ό ς
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■■•,qv η  ε υ σ τ ά θ ε ια  μ π ο ρ ε ί να ο ρ ισ θ ε ί μέσω  τ η ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  

ε ν έ ρ γ ε ια ς  V (q 1 i q2 /  ■■· ,qy ) . Έ σ τ ω  V 0 η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  του 
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ ε  μ ια  θ έσ η  ισο ρ ρ ο π ία ς κ α ι Τ 0 η  κ ιν η τ ικ ή  του  

ε ν έ ρ γ ε ια , λό$ω ώ θ ησ ης , σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Επ ε ιδ ή  το  σ ύ σ τ η μ α  
ε ίν α ι σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό , 9 α  ισ χ ύ ε ι  η  αρχή δ ια τ ή ρ η σ η ς  τ η ς  μ η χ α ν ικ ή ς  
ε ν έ ρ γ ε ια ς .

T + V  = Ύ 0+ ν 0 ή  τ-τ0 = ν0-ν * .

όπου V  η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  του σ υ ά ΐή μ α τ ο ς  σ ε  ρ π ο ια δ ή π ο τε 
ά λ λ η  θ έσ η  ε κ τ ό ς  από τη  θ έ σ η  ισο ρ ρ ο π ία ς . Γ ια  ε υ σ τ α θ ή  ισορροπ ία  
ισ χ ύ ε ι Τ < Τ 0 , που σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι V 0 <V . Α υ τό  σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι η 
δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  V  π ρ έπ ε ι να  έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ η  τ ιμ ή  σ τ η  θ έ σ η  
ευ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Α ν  η  V  δ εν  έ χ ε ι  ε λ ά χ ισ τ η  τ ιμ ή ,  η  θ έ σ η  
ισ ο ρ ρ ο π ία ς  ε ίν α ι α σ τ α θ ή ς .

Οι θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  του  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  κ α ι σ κ λη ρ ό ν ο μ ο υ  
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  η  σω ματίω ν . β ρ ίσ κ ο ν τ α ι μέσω  των ^ εν ικ ευ μ έν ω ν  
δυνάμεω ν

3η
, k = l , 2 , . . . ,v  ■ ·

1=1

όπου F |  οι ε π ιβ ε β λ η μ έ ν ε ς  δ υ ν ά μ ε ις  που δρουν στο  σ ύ σ τ η μ α  κ α ι 

* i= X i(q i< ) οι σ χ έ σ ε ις  που σ υ ν δ έο υ ν  τ ις  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  μ ε  τ ις  
^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Γ ια  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ισ χ ύ ε ι ,  ως γνω στό ,

κ α ι συνεπ ώ ς οι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  δ υ ν ά μ ε ις  δ ίν ο ν τ α ι από τ ις  σ χ έ σ ε ις
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( 1 )

Α ν  το  σ ύ σ τ η μ α  η ρ ε μ ε ί ,  9 α  ισ χ ύ ε ι

Από τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  α υ τ έ ς  π ρ ο κύπ το υν  ο ι 9 έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Γ ια  ν α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ η ν  ε υ σ τ ά θ ε ια  του  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  ως ε ξ ή ς .  Α ν α π τ ύ σ σ ο υ μ ε  τ η  δ υ ν α μ ικ ή  

ε ν έ ρ γ ε ια  V ( q j ,  ... ,q v ) σ ε  σ ε ιρ ά  T a y lo r  $ύρω από το  σ η μ ε ίο  

( a j , a 2 , ... ,  α ν ) ,  που λ α μ β ά ν ε τ α ι  σ α ν  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς :

όπου ο ι π α ρ ά ^ ο ι  υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τ α ι σ τ ο  σ η μ ε ίο  ( q j  = a j , . . . , q v  = Oy) . 

Γ ια  μ ικ ρ έ ς  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  από, τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς , ο ι δ ια φ ο ρ ές  

q j - a j , . . . , q v - a v  ε ίν α ι  μ ικ ρ έ ς  κ α ι μ π ο ρ ο ύ μ ε σ υνεπ ώ ς να  α π α λ ε ίφ ο υ μ ε  

τ ο υ ς  ό ρ ο υ ς  άνω του  δ ε υ τ έ ρ ο υ  β α θ μ ο ύ  ως πολύ μ ικ ρ ο ύ ς  σ ε  σ ύ γ κ ρ ισ η  

μ ε  τ ο υ ς  π ρ ο η γ ο ύ μ εν ο υ ς  ό ρ ο υ ς . Έ τ σ ι  έ χ ο υ μ ε

= V(a1,...,av)+{(qt-a1) —

(q.-aJCqfe-a,; ,



αφού λ ά β ο υ μ ε  υπόψη ό τ ι σ τ η  θ έσ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς (q^ = a ^ . . . ,q v  = α ν )
3V

ισ γ ύ ε ι . - — = Ο ,. k = t ,2 , . . . ,v  .
■" ό%

Α ν  τώρα μ ε τ α τ ο π ίσ ο υ μ ε  την·· αρχή  μ έ τ ρ η σ η ς  σ το  σ η μ ε ίο  ,

α ν  δ η λα δ ή  θ έ σ ο υ μ ε  α< = σ2  = -  -  = Ο κ α ι ε κ λ έ ξ ο υ μ ε
α υ θ α ίρ ετ α  V ( 0 ,0 , . . . ,0 )  = Ο ,  8 α έχ ο υ μ ε

v(q„ ... A j  = Jr Ε  τ ζ 4 τ  Μι
2 ι> ,  3 1 Α  j k

(2)

όπου οι π σ ρ ά ρ ^ ο ι υ π ο λ ο γ ίζο ν τα ι στο  σ η μ ε ίο • iq 1 = Ο, ... , qv = 0 )  . 

Α ν  η  ( 2 } ε ίν α ι  θ ε τ ικ ά  ο ρ ισ μ έ ν η , αν δ η λα δ ή  g ta κ ά δ ε  μ η  μ η δ ε ν ικ ή  
νά δ α  ( θ | , ... ,  qv )  η  έκ φ ρ α σ η  

ν _ 2 ,,
S  · QjMk > 0  , τ ό τ ε  η  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς (q 1=0 , q2 = 0 ....,.q y = 0 )

ε ίν α ι  θ έ σ ή , ε υ σ τ α θ ο ύ ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς ...

2 . 3  Ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς  μ η  α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  

σ κ λ η ρ ο ν ο μ υ ν  σ υ σ τ η μ ά χ υ ν  . μ ε  δ υ ο  β α θ μ ο ύ ς

ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς

θ εω ρ ο ύμ ε έ ν α  .σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  δυο β α θ μ ο ύ ς  

ε λ ε υ θ ε ρ ίά ς  το υ  οποίου η  θ έ σ η  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετ α ι πλήρω ς από τ ις  

^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  q« κ α ι q2  . 0  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό ς  τ η ς  
κ ίν η σ η ς  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  έ γ κ ε ιτ α ι  σ τ η ν  ε ύ ρ ε σ η  των σ υ ν α ρ τή σ εω ν  

Q| =" q 1 ( ί )  κ α ι q2  = q2 ( t )  . θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ις  ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς .μ η  

α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  ε ν ό ς  τ έ τ ο ιο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , δ η λ α δ ή  3α  

υ π ο θ έσ ο υ μ ε  ό τ ι σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  δ εν  επ ιδ ρ ο ύν  ά λ λ ε ς  ε π ιβ ε β λ η μ έ ν ε ς  

δ υ ν ά μ ε ις , παρά μ ό νο  δ υ ν ά μ ε ις  που εμ φ α ν ίζ ο ν τ α ι μ έ σ α  σ τ ο  ίδ ιο  το
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σ ύ σ τ η μ α , οι μ ε τ α β λ η τ έ ς  κ α ι q2  μ ε τ ρ ο ύ ν τ α ι από τ η  9 έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Ο ι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  9α  

α π ο τ ε λ ο ύ ν  έ ν α  σ ύ σ τ η μ α  δυο δ ιαφ ορικώ ν εξ ισ ώ σ εω ν  τ έτο ιω ν  ώ σ τε 

κ ά θ ε  ό ρ ο ς σ ε  κ ά θ ε  ε ξ ίσ ω σ η  ν α  π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι  μ ό νο  τ ι ς  μ ε τ α β λ η τ έ ς  

q  ̂ , q2  ή  τ ις  παρα^ώ^ους τ ο υ ς . Αφού υ π ο θ έ σ α μ ε  ό τ ι σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  

δ ε ν  δρ ο υν  δ υ ν ά μ ε ις  α π ό σ β ε σ η ς , ο ι π ρ ώ τες παρά$ω $οι των q 1 κ α ι 

q 2  δ ε ν  9α  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι.

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  μ π ο ρ ο ύν  ν α  

π ά ρ ο υν τ η  μορφ ή

a c jj + b q 1 + c q 2 = Ο ,

( 3 )
f q 2  + gq2  + h q 1 = Ο ,

όπου a ,b ,c , f ,g  κ α ι h ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ έ ς . Η πρώτη ε ξ ίσ ω σ η  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 3 )  π ε ρ ιέ χ ε ι  έ ν α ν  όρο ως προς q 2  ; ; κσ.ι η  δ ε ύ τ ε ρ η  έ ν α ν  

όρο ως προς q j . Οι ( 3 )  δ ε ν  μπ ο ρ ο ύν  ν α  λυθ ο ύ ν  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  η  μ ια  

από τ η ν  ά λ λ η , α λ λ ά  σ υ γ χ ρ ό ν ω ς . Ε ν α  τ έ τ ο ιο  σ ύ σ τ η μ α  λ έ γ ε τ α ι  

σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ο . Μ ια μ έθ ο δ ο ς  λ ύ σ η ς  το υ  δ ια φ ο ρ ικο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 3 )  

ε ίν α ι  ν α  α π α λ ε ίφ ο υ μ ε  το  q 1 ή  το  q2  . Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α , 

α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  τ η ν  τ ιμ ή  το υ  q2  από τ η ν  ( 3 ) j  σ τ η ν  ( 3 ^

π ρ ο κ ύ π τε ι η  γ ρ α μ μ ικ ή  δ ια φ ο ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ έ τ α ρ τ η ς  τ ά ξ η ς  ως π ρ ο ς 

<1ι

afq^ 4) + (a g + b O q , + (b g - c h )q 1 = 0  ,'

από τ η ν  ο π ο ία  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ε ί το  q j ( t )  κ α ι μ ε τ ά  ν α  β ρ ε θ ε ί  

το  q2 ( t )  από τ η ν  ( 3 ) j  .

Μια ά λ λ η  μ έ θ ο δ ο ς , που σ υνή θ ω ς ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι , ε ίν α ι  ν α  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  

μ ια  λ ύ σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 3 )  κ α ι μ ε  ά μ ε σ η  α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  α υ τ ή ς  

σ τ ις  ( 3 )  να  δ ικ α ιο λ ο γ ή σ ο υ μ ε  τ η ν  ύ π α ρ ξή  τ ή ς . Ε π ε ιδ ή  π ε ρ ιμ έ ν ο υ μ ε  

ό τ ι το  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  θα ε κ τ ε λ έ σ ε ι  κ ά π ο ια ς  μ ο ρ φ ή ς τ α λ ά ν τ ω σ η , 

υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς
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q 1 = A ^ co sw t , q2  = A 2co sw t ( 4 )

κ α ι ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε  αν υπ ά ρχουν π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  των Α | ,  Α 2  κ α ι ω 
^ια τ ις  ο π ο ίες  η (4 )  ε ίν α ι λ ύ σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (3 ) .  Τ α  A j  κ α ι Α2  
λ έ γ ο ν τ α ι π λά τη  κ α ι το  ω ιδ ιο σ υ χ ν ό τη τα  τα λ ά ν τω σ η ς . Η 
α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  των ( 4 ) ,  σ τ ις  (3 )  δ ίν ε ι  το  ο μ ο γ ε ν έ ς  γ ρ α μ μ ικ ό  
σ ύ σ τ η μ α  ως προς Α^ κ α ι Α 2  :

(b -a iii2 ) A j+ c A ?  = Ο ,
, (5)

hA1ng-fui )A2 = ο .

Γ ια  μ η  μ η δ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 5 ) ,  π ρ έπ ει

b-α ω *

h
- Ο

Α υ τ ή  ε ίν α ι μ ια  εξ ίσ ω σ η  δ ε υ τ έρ ο υ  βα θμού  ως προς ω<

ίαω 4  -  (g a + b f5u2  + (b g - c h )  = Ο Λ

που λ έ γ ε τ α ι  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Ά ρ α ,  α ν  η
( 4 )  ε ίν α ι λ ύ σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 3 ) ,  το  ω π ρ έπ ει να  ικ α ν ο π ο ιε ί τη

χαρα κτηριστική  εξίσω ση. Αν ω~ κα ι ω2  ε ίν α ι οι ρ ίζ ες  τ η ς  χα ρα κτηρ ιστικής , 

τ ό τ ε  υπάρχουν δυο θ ε τ ικ έ ς  π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  του  ω, έστω  u'j κ α ι 

ω2 , που λ έ γ ο ν τ α ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τα λ ά ν τω σ η ς  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Οι 

λ ύ σ ε ις  που α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  ϋη κ α ι ω2  λ έ γ ο ν τ α ι 
ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τα λ ά ν τω σ η ς .

Από τ ις  ( 5 )  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ η  σ χ έ σ η  μ ε τ α ξ ύ  των A t κ α ι Α 2 :
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A ,  ™ 2f boxavMrw,, —  = - 3 — ,

κ α ι ( 6 )

A  a u | - b
ό τ α ν  u = w , ,  = — ? —  .z Aj c

Ά ρ α ,  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ι ς  δυο  ιδ ιο μ ο ρ φ έ ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς :

αω^-b
( a )  q 1 = A jc o s i i i j t  ,  q2  = (— £— )  c o s ii^ t

( 7 )  
2 .

+ + aw 2- b
(p )  q s A j C o s i ^ t  ,  q 2 = A t (-— 3 — )c o s k i2t  .

Ε π ε ιδ ή  το  μ έ $ ε 9 ο ς  το υ  π λ ά τ ο υ ς  ε ίν α ι  α υ 9 α ίρ ε τ ο  κ α ι π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε τ α ι 

μ ό ν ο  από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς , χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  δυο δ ια φ ο ρ ετ ικ ά

σ ύ μ β ο λα  (δ η λ . τ α  A j κα ι A j )  # α  να δηλώ σουμε τ α  πλάτη που σ υ ν δ έο ν τα ι 

μ ε  τ ις  ιδ ιό μ ο ρ φ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς .

Α ν  υ π ο θ έ τ α μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς

q j = A jS in u t  ,  q 2  = A 2 s i n u t ,

9 α  π ρ ο έκ υ π τ α ν  ο ι ίδ ιε ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  υ 1 κ α ι ω2  κ α ι ο ι δυο  

ε π ιπ λ έ ο ν  ιδ ιό μ ο ρ φ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς :

++ ++ ai»L-b
( $ )  q 1 = A j  s in i i i1t  ,  q2  = A t ( — 3 — ) s in w ^  ,

(8) 
2 .

(& ) q 1 = A 1 simi>2t  ,  q2 = A t ( — — ) s in « 2t  .

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι σ ε  κ ά 9 ε  ιδ ιο μο ρ φ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ς , τ α  q j  κ α ι
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q2  τα λα νχώ νο νχα ι μ ε  χ η ν  ίδ ια  ιδ ιο σ υ χ ν ο χ η τ α , ^ε^ονός που 

α π ο τ ε λ ε ί χο χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ό  των ιδιόμορφων τα λά ν τω σ η ς  του 
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ε π ίσ η ς  ό χ ι κ ά θ ε  ιδ ιόμορφ η π α ρ ισ τ ά ν ε ι 

α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ντω σ η .

Επ ε ιδ ή  οι ( 3 )  ε ίν α ι  γ ρ α μ μ ικ έ ς , η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  δ ίν εχ α ι από χο 

ά θ ρ ο ισμα  των τεσ σ ά ρ ω ν  ιδιόμορφων τα λ ά ν τω σ η ς

q ^ t )  = A 1 c o sw 1 t+ A |c o s w 2 t+ A {+s1m iil t + A i++sirutf2t  ,.

( 9 )
2 2 2 

αω1—b + a u 2- b  ++ α ω ,- b
q2 ( t )  = A t (— — ) c o s y  1 t+ A  ̂ 3 c o s u 2 t+ A j s in u 1 1 +

+++ aw 2-b
+ A t (— — ) s in iii2t  ,

όπου οι α υ 9 α ίρ εχ ες  σ τ α θ ε ρ έ ς  Ah A t l  A t κα ι A j  π ρ ο σδ ιο ρ ίζο ντα ι 

από χ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς , δ η λα δ ή  από τ ις  τ ιμ έ ς  q ^ O ) , q2 ( 0 ) ,  q ^ Q ) 
κ α ι q 2 ( 0 )  . Ε π ε ιδ ή  γ ε ν ικ ά  οι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τα λ ά ν τω σ η ς  ιη  κ α ι ω2  
ε ίν α ι δ ια φ ο ρ εχ ικ ές , η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  δ εν  π α ρ ισ χ ά ν ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  
τα λά ντω σ η .

Οι ιδ ιό μ ο ρ φ ες χ α λά ν χ ω σ η ς  ( 8 )  σ υ ^ κ ρ ιν ό μ εν ες  μ ε  τ ις  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  (7 )  

δ εν  περ ιγράφ ουν ο υ σ ια σ τ ικ ά  ν έ ε ς  φ υ σ ικ ές  κ α τ α σ τ ά σ ε ις . 0  σκο π ό ς 

τ η ς  εισα^ω ^ής τ ο υ ς  έ γ κ ε ιτ α ι  κυρίω ς σ τ ο ν  π ρ ο σδ ιο ρ ισμό  τ η ς  γ ε ν ικ ή ς  
κ ίν η σ η ς  χου σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 9 ) ,  στον ο π ο ί?  εμ φ α ν ίζ ο ν τ α ι α ν α γ κ α σ τ ικ ά  

τ έ σ σ α ρ ε ς  α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς , ό σ ε ς  α π α ιτο ύ ν τα ι τ η  λ ύ σ η  του  
διαφορικού σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (3 ) .  Μ πορούμε να  π ο ύ μ ε όχι ο α ρ ιθ μ ό ς  των 

ιδιόμορφων χ α λά ν χ ω σ η ς  ισ ο ύ χ α ι μ ε  χο βα θ μό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  του 

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Α υ τό  π ρ ο κ ύ π τε ι, α ν  υ π ο θ έσ ο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μορφ ής

q t = A jc o s i i i j t - δ ) ,  q2  = A 2 c o s (w t - 6 ) ,

όπου Α ^  Α 2 ,  ω κ α ι δ ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ έ ς  που π ρ έπ ε ι, να  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ το ύ ν . 

Η α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  λ ύ σ η ς  σ τ ις  δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  ( 3 )
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δ ίν ε ι  χο ίδ ιο  α λ γ ε β ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ( 5 )  κ α ι τ ις  ίδ ιε ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ω1 κ α ι ω2 · 01 δ ύ σ ε ις  που α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ις  

ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  ω=ω1 κ α ι υ=ω2 ε ίν α ι  ο ι ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  τ ο υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Ό τ α ν  ω=ω1 ,  η  πρώτη ιδ ιό μ ο ρ φ η  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ίν α ι
'2 U.,α ω ,-b

q t = A iC o s C u ^ - b ^  ,  q2 = Αλ\— - — ίε ο ε ίω ^ - δ ^  .

Ό τ α ν  ω=ω2  ,  η  δ ε ύ τ ε ρ η  ιδ ιο μ ο ρ φ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ίν α ι.

+ ' αω2- η
q t = Α ,ε ο ε ί ω ^ - δ ρ  ,  q2 = A t C— 5 — ^ ο δ ίω ^ - δ ^  .

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  των ( 3 )  ε ίν α ι

q 1 = A 1c o s ( u 1t - 6 1)  + A { c o s ( u 2t - 6 2) ,

2 2 
α ω .- b ,  + a u 2-b

q2 = At(— — ) ε ο ε (ω 1·1 -δ 1)  + At(—-— Jcostogt-Bg) ,

όπου A], A t  δ 1 κ α ι δ 2 ε ίν α ι  τ έ σ σ α ρ ε ς  α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  π ο υ  

π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ο ν τ α ι από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς ; Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι η  

λ ύ σ η  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ίν α ι  ακρ ιβώ ς ίδ ια  ε ί τ ε  

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ έ σ σ α ρ ε ς  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ί τ ε  δ ύ ο . Η 

α π ό δ ε ιξ η  ό τ ι ο α ρ ιθ μ ό ς  των ιδιομορφώ ν τ α λ ά ν τ ω σ η ς  σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε  το  

β α θ μ ό  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ίν ε τ α ι  σ τ η ν  §  8 .

2.4 Σύστημα δυο συζευ$μένων αρμονικών ταλαντωτών

Σ α ν  ε^ α ρ μ ο ^ ή  τ η ς  §  3  θα μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ις  ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς  κ α ι  μ η  

α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  το υ  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ο ύ  κ α ι σ κ λ η ρ ό ν ο μ ο υ



σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  μ ε  δυο β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  που α π ο τ ε λ ε ίτ α ι από δυο 

ό μ ο ιο υ ς  α ρ μ ο ν ικ ο ύ ς τ α λ α ν τ ω τ έ ς , ο ι ο π ο ίες  σ υ ν δ έο ν τα ι μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  

μέσω  ε ν ό ς  ελ α τ η ρ ίο υ  σ τ α θ ε ρ ά ς  k ' ,  σ χ . 15 .
Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  του σ χ . 15 α π ο τ ε λ ε ίτ α ι από δυο σ ω μ ά τ ια  Α  κα ι Β  μ ε  
μ ά ζ α  m κα ι τα  οποία σ υ ν δ έ ο ν τ α ι μ ε  έν α  ελ α τ ή ρ ιο  σ τ α θ ε ρ ά ς  k  . Τ α  
σω μά τ ια  σ υ ν δ έο ν τα ι μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  μ ε  έν α  τρ ίτο  ελ α τ ή ρ ιο  σ τ α θ ε ρ ό ς  

k' Υ π ο θ έτο υ μ ε ό τ ι οι μ ά ζ ε ς  των ελα τη ρ ίω ν  π α ρ α λέ ίπ ο ντα ι ως πολύ

*
\

k
Ανν-

θέση ισορροπίας 
/  m \

-------ήνν-4Β
m
A

k
WVN-

V

Vi. 15

μ ικ ρ έ ς  σ ε  σ ύ γ κ ρ ισ η  μ ε  τ η  μ ά ζ α  των σωματίω ν. Ε π ίσ η ς , το  α ρ χ ικό  
ίαπαραμόρφ ω το) μ ή κ ο ς  του μ ε σ α ίο υ  ελ α τ η ρ ίο υ  ε ίν α ι $ κ α ι ό τ ι σ τ η  
θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  το  ελ α τ ή ρ ιο  α υτό  δ ε ν  υ ^ ίσ τα τα ι 
ε π ιμ ή κ υ ν σ η  ή  σ μ ίκ ρ υ ν σ η , θ εω ρ ο ύ μ ε ό τ ι τα  α κρ α ία  ε λ α τ ή ρ ια , σ τ η  
θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , δ εν  υ ιμ σ τ α ν τ α ι ε π ιμ ή κ υ ν σ η  ή  
σ μ ίκ ρ υ ν σ η . Π α ίρ ν ο υ μ ε  σ α ν  $ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  τ ις  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  των σωματίων κ α ι χ 2  απά τ,-ζ 
θ έ σ ε ις  ισο ρ ρ ο π ία ς τ ο υ ς .

Η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι

ΤI
1
2 (10)

Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  V  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι το  ά θ ρ ο ισ μ α  των 
δ υνα μ ικώ ν εν ερ γ ε ιώ ν  των τριώ ν ελα τη ρ ίω ν . Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  που 

ο φ ε ίλ ε τ α ι σ το  α ρ ισ τ ερ ό  ε λ α τ ή ρ ιο  μ ε  σ τ α θ ερ ά  k  κ α ι μ ε τ α β ο λ ή
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1  A

μ ή κ ο υ ς  x 1 ε ίν α ι  — k x ^ . Ο μοίω ς, η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  που ο φ ε ίλ ε τ α ι στο

δ ε ξ ιό  ε λ α τ ή ρ ιο  ε ίν α ι j  k x 2 . Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  που ο φ ε ίλ ε τ α ι στο

μ ε σ α ίο  ε λ α τ ή ρ ιο , β ρ ίσ κ ε τ α ι  ως ε ξ ή ς .  Α ν  το  σω μά τ ιο  Β  π α ρ α μ ε ίν ε ι  

α κ ίν η τ ο  σ τ η  9ε'ση  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι μ ε τ α τ ο π ίσ ο υ μ ε  το  σ ω μ ά τ ιο  A  

κ α τ ά  χ2  από τ η  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  προς τ α  δ ε ξ ιά , η  α π ό σ τ α σ η  

μ ε τ α ξ ύ  των σω ματίω ν 9 α  ε ίν α ι  £ + χ 2  . Κ ρ α τ ά μ ε  τώρα το  σ ω μ ά τ ιο  

Α  α κ ίν η τ ο  κ α ι μ ε τ α τ ο π ίζ ο υ μ ε  το  σ ω μ ά τ ιο  Β  κ α τ ά  χ 1 από τ η  9 ε σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  π ρ ο ς τ α  δ ε ξ ιά . Η α π ό σ τ α σ η  μ ε τ α ξ ύ  των σω μα τ ίω ν 9α  

ε ίν α ι  τ ό τ ε  ^ + χ 2 - χ 1 . Η μ ε τ α β ο λ ή  το υ  μ ή κ ο υ ς  το υ  μ ε σ α ίο υ  

ε λ α τ η ρ ίο υ , δ η λ α δ ή  η  δ ια φ ο ρ ά  τ η ς  α ρ χ ικ ή ς  α π ό σ τ α σ η ς  Β το υ  

ε λ α τ η ρ ίο υ  α υ το ύ  από τ η ν  τ ε λ ικ ή  α π ό σ τ α σ η ,. ^ + χ 2 - χ 1 α υ τ ο ύ , ε ίν α ι  

χ 2 - χ 1. ‘ Α ρ α , η  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  μ ε σ α ίο υ  ε λ α τ η ρ ίο υ  ε ίν α ι
ι 2

j j c ’ ( x 2 - x 1)  . Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι

V  = i - k x f  * | - 1<χ2 * 1 |< ·(χ2 - χ , } 2  . ( 1 1 )

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι  

L = |rnx^ + ^mx* - τ̂ χ* -  |kx^ -  ^ ' ( χ2-Χι)2 = Κχ^ , χ,,χ̂  · 0 2 )  

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι

d 3 L  'ι 3 L  . .  i t · /  \
τ γ  τ γ -  ~ r —  = °  ,  m x 1 = - k x ^ k  (χ 2 - χ 1)  , 
d t  ΐ 3 χ 1#| 3 χ 1 1 1 * 1

d ι 3 L ι 3 L  . .  , , ,  %
~ r  h r -  - —  = Ο , mx2 = -kx2-k (χ2'-χ1) , 
d t  U x 2 j  3 χ 2  1 1 *  1

ο
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# -η

I  « + k+ k ‘
m xi K1m

I  · + K .m x ,  = 0
( 13)

T o  σ ύ σ τ η μ α  ( 1 3 )  ε ίν α ι  σ υ ζε υ ^ μ έν ο . Μ ια κ ίν η σ η  που δ ίν ε τ α ι στο  
σω μάτιο  Α  ε π η ρ ε ά ζ ε ι  το  σω μάτιο  Β  κ α ι α ντ ίσ τρ ο φ α . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  
ό τ ι αν δ εν  υ π ή ρ χ ε το  μ ε σ α ίο  ε λ α τ ή ρ ιο  (k '=  0 ) ,  οι ( 1 3 )  9α  ή τ α ν  
α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς . Α υτό  σ η μ α ίν ε ι ό τ ι κ ά 9 ε  σω μά τιο  9α 
ε κ τ ε λ ο ύ σ ε  α π λ ή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ν τω σ η  μ ε  τ η ν  ίδ ια  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α . 
Σύμφω να μ ε  τ η ν  § 3 ,  υ π ο θ έτ ο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μορφ ής

χ* = A ic o s u t  ,  x ?  = A ? c o s u t  ,
ή  “  “  ( 1 4 )

χ 1 = A j S i n u t ,  χ 2  = A 2 s in « t  ,

όπου Α | κα ι Α 2  ε ίν α ι τ α  π λ ά τ η  των σω ματίω ν Β  κ α ι Α  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  

κ α ι ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε  α ν υπ ά ρ χο υν  τ ιμ έ ς  των Α 1, α 2  κ α ι ω ^ια τ ις  ο π ο ίες  
η  (1 4 )  ε ίν α ι λ ύ σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 1 3 ) .  Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  τ ις  ( 1 4 )  

σ τ ις  ( 1 3 ) ,  π α ίρ ν ο υ μ ε  το  γ ρ α μ μ ικ ό  ο μ ο γ ε ν έ ς  σ ύ σ τ η μ α  ως π ρ ο ς τα  
ά γνω στα  π λ ά τη  A j  κ α ι Α 2

Α̂  - ^  Α2 = Ο

ΚΙ
m

Γ ια  μ η  μ η δ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 1 5 )  π ρ έπ ε ι

k+ k'
m

ΚΙm
M L  2 
m ω

= 0 .

( 1 5 )
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Α υ τ ή  ε ίν α ι  η  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , α π ό  τ η ν  

ο π ο ία  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ω0 κ α ι ω’ :

όπου = ·

Ο λ ό # ο ς  των πλατώ ν ε ί ν α ι :

Α 2  1- = Τ =1 , «ια « = »0 .

κ α ι
Αο - 1
τ £ = -τ = -1  , W  « = « ·A ,  1

Οι τ ε σ σ ε ρ ε ς  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  ε ίν α ι :

(α ) x t = Α ^ ο ε ω ^  , x 2 = A v c o s ii i0t  ,

(β )
+

χ 1 = A t c o s u ' t  , x 2  = - A | c o s u ’ t  ,

(»> x ^ A ^ s i n u Q t  , x 2  = A { +s in ij i0t  ,

(δ ) x t = A j  s in u i’ t  , x 2  = - A t s in u  t

(16)

(17)

(18)

Ε π ε ιδ ή  το  μ έ γ ε θ ο ς  του  π δ α τ ο υ ς  ε ίν α ι  α υ θ α ίρ ε τ ο  κ α ι π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε τ α ι 

μ ό ν ο  από τ ις  α ρ χ ικ ό ς  σ υ ν θ ή κ ε ς , χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  τ έ σ σ ε ρ α

δ ια φ ο ρ ετ ικ ά  σ ύ μ β ο λ α  (δ η λ . A j ,  Α 1# A j  κ α ι Α 1 )  $ ια  ν α  δ η λ ώ σ ο υ μ ε  

τ α  π λ ά τ η  που σ υ ν δ έ ο ν τ α ι μ ε  τ ι ς  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς .

*2 Α2 1
Επ ε ιδ ή  χ -  = —  = γ  = 1 , $ ια  ω = ω0 ,  σ τ ις  ιδ ιό μο ρ φ ες .(α) ή ( $  οι δυο

μ ά ζ ε ς  ε κ τ ε λ ο ύ ν  α π λ ή  α ρ μ ο ν ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  μ ε  τ η ν  ίδ ια  π ερ ίο δ ο , το  

ίδ ιο  π λ ά τ ο ς  κ α ι κ ιν ο ύ ν τ α ι σ τ η ν  ίδ ια  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η . t
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Επειδή Λι
A 2 — |
α7 =τ = , $ α  ω = ων .. σ τ ις  ιδιόμορφες (β ) ή  (δ )  οι δυο

μ ά ζ ε ς  ε κ τ ε λ ο ύ ν  α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ν τω σ η  μ ε  τη ν  ίδ ια  π ερ ίο δ ο , το  

ίδ ιο  π λά το ς  κ α ι κ ιν ο ύ ν τ α ι σ ε  α ν τ ίθ ε τ ε ς  κ α τ ε υ θ ύ ν σ ε ις .
Από τ ις  0 8 )  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ό τ ι η  τα λά ντω σ η  μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τη τ α  ω0 
ε ίν α ι τέτο ιο : ώ στε X j = χ2  κ α ι η  ιδ ιόμορφ η λ έ γ ε τ α ι σ υ μ μ ε τ ρ ικ ή . Η 
τα λά ντω σ η  μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ω' ε ίν α ι τ έ τ ο ια  ώ στε X j = - χ 2  κ α ι η  

ιδ ιομορφ ή λ έ γ ε τ α ι  α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ρ ,.,
Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 1 3 )  ε ίν α ι

+++
x t = A jc o s u g i  + A tc o s u ’ t  + A t s i  nw0t  + A t s in n ’ t  ,

0 9 )

x 2  = A jC o sU g t -  A jc o s u 't  + A | +s in u Qt  -  Α^++3 ίη ω Ί  ,

. +  . -H-
oiiaij A } , A } ,  A] και A r  ε ίνα ι αυ9αίρετες σ τα θ ερ ές , που προσδιορίζονται 

από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς , δ η λα δ ή  από τ ις  τ ιμ έ ς  των Χ } ( ϋ ) ,  χ 2 ( 0 ) ,  
χ , ( 0 )  κ α ι χ 2 ( 0 ) .

2.5 Κανονικές συντεταγμένες

Σ τ η ν  §  4  β ρ ή κ α μ ε  τ ις  δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  0 3 ) .  Α'< 

π ρ ο σ θ έσ ο υ μ ε  κα ι α φ α ιρ έσ ο υ μ ε  τ ις  0 3 )  κ α τ ά  μ έ λ η , π α ίρ νο υμ ε

Ο
(Xj+Xj) + Uq(x1+X2) = Ο ,

-1?
(χ^χ^+ω'^-χ^ = Ο ...

(20)

Κ ά θ ε  μ ια  από τ ις  ( 2 0 )  π α ρ ισ τ ά ν ε ι α π λή  α ρ μ ο ν ικ ή  τα λά ν τω σ η . Σ τ η ν  

( 2 0 ) } ,  η  μ ε τ α β λ η τ ή  ε ίν α ι  Χ }+ χ 2  κ α ι η  σ υ χ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι ω0 . Σ τ η ν  

( 2 0 ) 2 , η  μ ε τ α β λ η τ ή  ε ίν α ι  Χ } - χ 2  κ α ι η  σ υ χ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι ω*. Α υ τ έ ς  οι 

σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  ε ίν α ι ίσ ε ς  μ ε  τ ις  δυο ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τα λ ά ν τω σ η ς  του
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σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( §  4 ) .

Ε ισ ά γ ο υ μ ε  δυο ν έ ε ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  u 1 κ α ι u2 ,  που 

σ υ ν δ έ ο ν τ α ι μ ε  τ ι ς  $ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  χ 1 κ α ι χ 2  ,  μ έσ ω  το υ  

γ ρ α μ μ ικ ο ύ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ,

u 1 = x t + x2  ,  u 2  = χ Γ χ 2  . ( 2 1 )

Οι σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ιη  κ α ι u2  χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ο υ ν  τ η ν  κ ίν η σ η  το υ  

μ η χ α ν ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ α ν  σ ύ ν ο λ ο .

Από τ ις  ( 2 0 )  κ α ι ( 2 1 )  π α ίρ ν ο υ μ ε  δυο α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  (μ η  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ε ς )  

δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς ,  ως προς ιη  κ α ι ι ι2

u ,+ ii)qU 1 = Ο , u2+u‘ 2u2 = Ο . (2 2 )

Μ ία λ ύ σ η  των ( 2 2 ) ,  μ ε  μ η δ ε ν ικ έ ς  α ρ χ ικ έ ς  φ ά σ ε ις , ε ίν α ι  

U j = A  c o s u 0t  ,

( 2 3 )
u 2  = Β  c o s u ’ t  ,

όπου ο ι α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  Α  κ α ι Β  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ν τ α ι α π ό  τ ις  

α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς .

Οι ( 2 3 )  ε ίν α ι  δυο α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , που π ερ ιγ ρ ά φ ο υ ν  

μ ε  δ ια φ ο ρ ετ ικ ό  τρόπο τ ις  ιδ ιο μ ο ρ φ ές  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . 

Οι ν έ ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  u j κ α ι u2  λ έ γ ο ν τ α ι κ α ν ο ν ικ έ ς

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Η λ ύ σ η , σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  των ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  χ 1 κ α ι 

χ 2 , ε ίν α ι

Χ| = 2 U' + 2 “2 = 2 Α<:οδ“οι  + 2 Β :C0S“ 1 · 

χ 2  = J  u ,  - 1 ·  u 2  = | ·  A c o s w 0t  -  J  B c o s w 't  .

(24)

Ο
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Η π ύσ η  (2 4 )  ε ίν α ι ίδ ια  μ ε  τ η  δ ύσ η  που π ρ ο κύπ τει από τ ις  δυο 
πρώ τες ιδ ιόμορφ ες (1 8 ) .

Α ν  Α = 0 , ο ι δυο μ ά ζ ε ς  τα λα ν τώ νο ν τα ι μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τη τ α  ω’ . Α ν  
Β= ϋ  , ο ι δυο μ ά ζ ε ς  τα λα ν τώ νο ν τα ι μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ω0 .

Σ α ν  γ εν ικ ό  σ υ μ π έρ α σ μ α  μ π ο ρ ο ύμ ε να  π ο ύμ ε ό τ ι μ ια  κ α ν ο ν ικ ή  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  ε ίν α ι έ ν α ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  των 
$ εν ικ ευ μ έν ω ν  σ υ ν τ ετ α γ μ έν ω ν  του  μ η χ α ν ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Οι 

δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  ως προς τ ις  κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  

ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  (μ η  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ε ς ) . .  Υ π ά ρ χ ε ι, ακριβώ ς μ ια  
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  σ υ ν δ ε δ ε μ έ ν η  μ ε  κ ά 9 ε  μ ια  κ α ν ο ν ικ ή  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η .

2.6 Προσδιορισμός κανονικών συντεταγμένων 
σκληρόνομου συστήματος με δυο βαθμούς 
ελευθερίας

Γ ια  σ κ λη ρ ό νο μ ο  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  δυο β α θ μ ο ύ ς  ε λ ε υ θ ε ρ ίά ς  

κ α ι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  q j  κ α ι q2  β ρ ή κ α μ ε  ό τ ι

Ί'ΐ A ,  _ / c t ,  $ ια  ω=ω1

II

Α 2  \
c 2  ,  « = « 2

Οι ν έ ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ιι  ̂ κ α ι u2 ,  που ο ρ ίζ ο ν τ α ι από τ ις  σ χ έ σ ε ις  

U| = q-j -*-c«q2 , u2 = +c2̂ 2 *

π ρ έπ ε ι να  ε ίν α ι ο ι κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . 

Π ρ ά γ μ α τ ι, ;*ια το  σ ύ σ τ η μ α  των δυο σ υ ζευ ^ μ έν ω ν  αρμονικώ ν 

τα λα ντω τώ ν, όπου c j  = l ,  c 2 = - t ,  οι κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίν α ι 

ϋ ι= ά ι+0 2 · # u2 =Qi - ^ 2  Φ λ · § 5 )  · κ α ι όπου οι $ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  σ υ ν έπ ιπ τ α ν  μ ε  τ ις  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς .
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2.7 Εξαναγκασμένες μη αποσβεννυμένες ταλαντώσεις 
των δυο συζευ^μένυν αρμονικών ταλαντωτών - 
Συντονισμός

Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι μ ια  ε ξ ω τ ε ρ ικ ή  π ερ ιο δ ικ ή  δ ύ ν α μ η  F 0 c o s w t  ,  μ ε  

π λ ά τ ο ς  F 0 κ α ι γω ν ια κ ή  σ υ χ ν ό τ η τ α  ω ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι σ τ ο  σ ω μ ά τ ιο  A 

το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  των δυο σ υ ζευ ^ μ έν ω ν  α ρ μο ν ικώ ν τα λα ντω τώ ν 

(σ χ . 1 5 ) . Η ε μ π ε ιρ ία  μ α ς  λ έ ε ι  ό τ ι ,  ό τ α ν  η  γω ν ια κ ή  σ υ χ ν ό τ η τ α  ω τ η ς  

ε ξ ω τ ε ρ ικ ή ς  δ ύ ν α μ η ς  τ ε ίν ε ι  π ρ ο ς μ ια  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , τα  π λ ά τ η  τ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  9 α  γ ίν ο υ ν  πάρα πολύ 

μ ε γ ά λ α . Σ τ ο  σ υ μ π έ ρ α σ μ α  α υ τό  ε ίχ α μ ε  κ α τ α λ ή ξ ε ι  σ ε  α ν ά λ ο γ η  

π ερ ίπ τω σ η  το υ  πρώτου κ ε φ α λ α ίο υ . Γ ια  το  λό^ο α υ τ ό , η  μ ε λ έ τ η  το υ  

σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  9α  ε ίν α ι  σ τ ε ν ά  σ υ ν δ ε δ ε μ έ ν η  μ ε  τ η  

μ ε λ έ τ η  το υ  α να λό ^ ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  το υ  απλού α ρ μ ο ν ικ ο ύ  

τ α λ α ν τ ω τ ή , που ε ξ ε τ ά σ α μ ε  σ τ ο  π ρ ο η γ ο ύ μ εν ο  κ εφ ά λ α ιο .

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  ( 1 3 )  γ ίν ο ν τ α ι τ ό τ ε

ν + χ -Κίχ. -ο  χι m χι m x? ■ υ »
( 2 5 )

^2μ"πΓχ2~ m χι = rrTcoswt ·

Η ( 2 5 )  j ε ίν α ι  η  δ ια φ ο ρ ική  ε ξ ίσ ω σ η  κ ίν η σ η ς  το υ  Β  κ α ι σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε  

τ η ν  (1 3 )^ , που β ρ ή κ α μ ε  σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  τ η ς  ε λ ε ύ θ ε ρ η ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς . Η ( 2 5 ) 2 ε ίν α ι  η  δ ια φ ο ρ ική  ε ξ ίσ ω σ η  κ ίν η σ η ς  το υ  Α  που 

δ ια φ έρ ε ι από τ η ν  ( 1 3 ) 2 μό νο  σ τ ο ν  όρο F 0 c o s u t  .

Α ν  π ρ ο σ θ έ σ ο υ μ ε  κ α ι α φ α ιρ έ σ ο υ μ ε  τ ις  ( 2 5 )  κ α τ ά  μ έ λ η , π α ίρ ν ο υ μ ε

( χ ^ χ , ί + ω ^ + χ , )  = c o s u t  ,
( 2 6 )

(χ2“Χι)+ω*(Χ2-χι̂  = Tfpcosut ,
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όπου ω0 = ί^-Ι , ω?= i k+^ - j  ε ίν α ι οι γνω σ τές  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  

τα λά ν τω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (β λ . (  1 6 )) .
Με τη ν  εισα^ω ^ή των κανονικώ ν σ υ ν τετα γμ έν ω ν

u i = * 2 +Xt , υ2  = %2~̂ \ * ( 2 7 )

ο ι ( 2 6 )  γράφ οντα ι

·■ 2  F 0
U1 +«0U1 = -= r COS«t ,

( 2 8 )
·· .2 Fo  x
U2+U u 2  = Jfi- co sw t .

Έ τ σ ι  το  π ρ ό βλη μ α  α ν ά β ε τ α ι σ τ η ν  περίπτω ση δυο α ν εξά ρ τη τω ν  
αρμονικώ ν ταλαντω τώ ν μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες  ω0 κ α ι ω’ (β λ . §  1 .5 ) . Οι 

λ ύ σ ε ις  σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς  (μ ε ρ ικ έ ς  λ ύ σ ε ις  των ( 2 8 ) )  
π ερ ι^ ράφ οντα ι από τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  (β λ . §  1 .5 )

U j = C f c o s u t  ,  U2  = 0 2 c o s u t  ,  ( 2 9 )

F  ρ
όπου. C 1 = Ο^ω) = — ~—~  κα ι C 2  = C 2 (u ) = --------  ε ίν α ι τα π λά τη

σι(ω2 -ω") ιη(ω'2-ω2)

των λύσεω ν σ τ α θ ε ρ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ς .
Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ό τ ι , ό τα ν  ω-+ω0 (ή  ΐΗ ω ’ ) ,  το  π λ ά τ ο ς  Ο μ -*»  (ή  το 

π λ ά το ς  0 2-*< »), που σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι τ ό τ ε  β ρ ισ κ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  

π ερ ίπτω ση του  σ υ ν τ ο ν ισ μ ο ύ .
Από τ ις  ( 2 7 ) ,  έ χ ο υ μ ε . .

κ 2  = ~  (U j+ u 2)  = j iC j+ C ^ c o s u i t  = K c o s u t ,

■ χ ,  = ~  ( u , - u 2)  = ~  ( C r C 2)c o s u t  = t l c o s v t  ,



όπου Κ και Μ είναι τα πλάτη των σωματίων Α και Β 
αντίστοιχα. Αυτά δίνονται από τις σχέσεις.

Σχ. 16

Κ = K(w) = ^
F0

Μ = Μ(υ) = ^·

(Μρ-υ ί̂ΐιΐ·2-!)2)

2̂ “ ,2' ιίο)
, 2 2w .2 2%(ω0-ω )(ω -ω )

F . («ο^2)-«2 
m (υ2-ΐί2)(υ'2-υ2)

fo
m

ωc
, 2 2Χ, ,2 2, (ω0-ω Xu -u )

(30)

2 2 2 2 k'όπου «' = u0+2uc και wc = jrf ·
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ij

Η μ ε τ α β ο λ ή  των πλατών K  κ α ι Μ των σωματίων Α  κ α ι 
α ν τ ίσ τ ο ιχ α  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι του ω φ α ίνετα ι σ το  σ χ . 16 .
Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε ό τ ι , ό τα ν  η γω νιακή σ υ χ ν ό τη τα  ω λ ά β ε ι τη ν  τ ιμ ή  

/ 2 .2'\/2
V "ω1 = I — - — I ,  ωο < ω1 < ω* , έχ ο υ μ ε  ΓΚ = 0  κ α ι Μ^Ο

I ' Ζ : »

Β

2.8 Σύστημα η συζευ^μένων αρμονικών ταλαντωτών

Α ν α φ έρ θ η κ ε  ό τ ι κ ά θ ε ε λ α σ τ ικ ό  σώμα π ε ρ ιέ χ ε ι πάρα πολλά  
σω μά τια  σ υ ζ ε υ κ μ έ ν α  μ ε τ α ξ ύ  το υ ς . Ε ίν α ι λο ιπόν φ υσ ικό  να  
α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ ε  το  π ρ ό βλημα  των πολλών ομοίων σ υ ζευ ^ μ έν ω ν  
αρμονικώ ν ταλαντω τώ ν κα ι η  μ έχ ρ ι τώρα α ν ά π τ υ ξη  του π α ρ ό ντο ς 
κεφ α λα ίο υ  μ α ς  δ ίν ε ι τ η  δ υ ν α τό τη τα  να  α ν τ ιμ ετ ω π ίσ ο υ μ ε  α υ τό  το 
π ρ ό βλη μ α . Η μ ε λ έ τ η  ε ν ό ς  τ έ τ ο ιο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  3α μ α ς  ο δ η γ ή σ ε ι 
σ τ ις  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  ε ν ό ς  ελ α σ τ ικ ο ύ  μ έσ ο υ  κ α ι τ ε λ ικ ά  σ τ η ν  α ν ά λ υ σ η  

των μ η χα ν ικώ ν  κυμάτω ν.
Ο πρώτος που α σ χ ο λ ή θ η κ ε  λεπ το μ ερ ώ ς μ ε  τ η  «δυναμική ε ν ό ς  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  πολλών σ υζευ^ μ ένω ν  αρμονικώ ν τα λα ντω τώ ν, $ ια  
μ ο ν ο δ ιά σ τ α τ η  κ ίν η σ η , ή τ α ν  ο J .  B e r n o u l l i .

Εδώ 9α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τ ις  ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς . .. μ η  . α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  η  σ υ ζευ ^ μ έν ώ ν  αρμονικώ ν τα λα ντω τώ ν, δ η λ α δ ή  3α  
θ εω ρ ή σ ο υ μ ε μ ια  ο μ ο γ ε ν ή , α β α ρ ή , ε λ α σ τ ικ ή  χ ο ρ δ ή , σ τ η ν  οπ ο ία  ε ίν α ι

I

π ρ ο σ α ρ τ η μ έν α  η σ ω μ ά τ ια , κ α θ έν α  μ ά ζ α ς  m  , τα  οποία α π έχο υν  

μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  κ α τά  h . Η χορδή σ τ ερ εώ ν ετ α ι σ ε  δυο σ τ α θ ερ ά  σ η μ ε ία , 
τα  οποία  α π έχ ο υν  κ α τ ά  h από το πρώτο κ α ι το  η - σ τ ο  σω μά τιο  

α ν τ ίσ το ιχ ο : (Σ χ . 1 7 ).
Το: σ ω μ ά τ ια  α ρ ιθ μ ο ύ ν τα ι από το 1 έως το  η , ή  από το  Ο έω ς το 

η + ί ,  αν θ εω ρ ή σ ο υ μ ε το: δυο σ τ α θ ερ ά  άκρα, τ η ς  χο ρ δ ή ς ως σ ω μ ά τ ια  

μ η δ ε ν ικ ή ς  μ ε τ α τ ό π ισ η ς . Σ τ η ν  §  4  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τ ις  δ ια μ ή κ ε ις  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δυο σ υ ζευ $ μ έν ω ν  αρμονικώ ν 

ταλαντω τώ ν, όπου τα  σω μάτια  μ ε τ α τ ο π ίζ ο ν τ α ι κ α τά  μ ή κ ο ς  τ η ς
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γ ρ α μ μ ή ς  που τ α  σ υ ν δ έ ε ι .  Η μ ε λ έ τ η  ε ίν α ι  ίδ ια  $ ια  τ ις  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , όπου τ α  σ ω μ ά τ ια  μ ε τ α τ ο π ίζ ο ν τ α ι  κ ά θ ε τ α  π ρ ο ς  τ η  

γ ρ α μ μ ή  που τ α  σ υ ν δ έ ε ι .  Σ τ η  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  π ερ ίπ τω σ η  (Σ χ . 1 7 ) ,  8 α  

υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι ο ι τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  ε ίν α ι  μό νο  δ ια μ ή κ ε ις  ή  μ ό ν ο  

ε γ κ ά ρ σ ιε ς .  Α ς  σ η μ ε ιω θ ε ί ό τ ι μ ε  τ ις  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  έ χ ο υ μ ε  

κ α λ λ ίτ ε ρ η  ε π ο π τ ε ία . Γ ια  μ ικ ρ έ ς  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις ,  δ η λ α δ ή  $ ια  

q μ ικ ρ ά  σ υ ^ κ ρ ιν ό μ ε ν α  μ ε  το  h ,  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι η  α ρ χ ικ ή  τ ά σ η  

π α ρ α μ έ ν ε ι  σ τ α θ ε ρ ή  κ α τ ά  τ η ν  τ α λ ά ν τ ω σ η  των σω μα τίω ν . Οι 

μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  q̂ ,q2, ... ,qn των σω ματίω ν από τ ι ς  θ έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  

τ ο υ ς  λ α μ β ά ν ο ν τ α ι ως ο ι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  το υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

0 2
-qv+1

ν+1
•—
1-1 n s η+1 ( α )

(β)
η+1

Σ χ . 17 (α )  Δ ια μ ή κ η ς  τ α λ ά ν τ ω σ η  τω ν σω ματίω ν 

(β )  Ε γ κ ά ρ σ ια  τ α λ ά ν τ ω σ η  των σω ματίω ν

Ο σ τ ό χ ο ς  μ α ς  ε ίν α ι  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ις  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  q j ^ ,  ... 

,q n σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  το υ  χ ρ ό νο υ  t  , δ η λ α δ ή  τ ις  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις

q , = q , ( t ) ,  q 2  = q2 ( t ) , . . . ,  q n = q n( t )  . ( 3 1 )

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  το  γ ρ ά μ μ α  ν  $ ια  ν α  σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  το  τυ χ ό ν  

σ ω μ ά τ ιο  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .
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Η κ ιν η τ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι 

η
Τ = \  S  mq* β2)

“ ν=0

όπου q0 =0 ^ ια τί το  σω μάτιο  Ο ε ίν α ι α κ ίν η τ ο .
Σ τ η ν  περίπτω ση που έ χ ο υ μ ε  δ ια μ ή κ η  τα λ ά ν τω σ η , η  μ ε τ α β ο λ ή  

του  μ ή κ ο υ ς  του τ μ ή μ α τ ο ς  τ η ς  χο ρ δ ή ς  μ ε τ α ξ ύ  των σω ματίων ν κ α ι 
ν + 1 ε ίν α ι  Δ ^  = qv+ j  - q v  . Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  του τ μ ή μ α τ ο ς  α υτο ύ  
ε ίν α ι

-ο

όπου T = K y  ε ίν α ι η  τ ά σ η  τ η ς  χο ρ δ ή ς  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σ τ η  μ ε τ α β ο λ ή  

y  του  μ ή κ ο υ ς  τ η ς  (ν ό μ ο ς  το υ  H o o ke ) κ α ι Κ  η  σ τ α θ ερ ά  τ η ς  
ο μ ο γ εν ο ύ ς  χορδής .

Σ τ η ν  περίπτω ση που έ χ ο υ μ ε  ε γ κ ά ρ σ ια  τα λ ά ν τω σ η , η  α π ό σ τ α σ η  
μ ε τ α ξ ύ  των σωματίων ν κ α ι ν+1 ε ίν α ι

-/+ \

Ε π ε ιδ ή  υ π ο θ έτο υ μ ε μ ικ ρ έ ς  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , η  α π ό σ τ α σ η  

μ ε τ α ξ ύ  των σωματίων ν κα ι ν+1 ε ίν α ι ,  σύμφωνα μ ε  το  δ ιω νυμικό  
α ν ά π τ υ γ μ α , κα τά  π ρ ο σ έ ^ ισ η

'ft

+̂ ν + / =  ̂ + 2h*^v+t_ciip

Συ ν επ ώ ς η  μ ε τ α β ο λ ή  του τ μ ή μ α τ ο ς  τ η ς  χο ρ δ ή ς μ ε τ α ξ ύ  των 

σω ματίω ν
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1 2
ν  κ α ι ν+1 ε ίν α ι ,  κ α τ ά  π ρ ο σ έ * $ ισ η , ώ^2 = ^  ^ ν + Γ ^ ν *  ·

Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  τ μ ή μ α τ ο ς  α υ τ ο ύ  ε ίν α ι

( ^ 2  C
V2 = Jo Sdy = S A ^ = ^ (q v+rqvr  ,

όπου η  τ ά σ η  S  π α ρ α μ έ ν ε ι  σ τ α θ ε ρ ή  $ ια  μ ικ ρ έ ς  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , σύμφ ω να μ ε  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  που κ ά ν α μ ε .

Η ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς , # ια  τ η  δ ια μ ή κ η  

τ α λ ά ν τ ω σ η , ε ίν α ι
π

^3 = ο* Σ  ^ν+ΐ” \̂Ρ * 0̂ = η̂+1 ~  ̂ * 
ν=0

όπου q n + j= 0  ' ε π ε ιδ Π το  σ ω μ ά τ ιο  η+1 ε ίν α ι  α κ ίν η τ ο  .
Η ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς , $ ια  τ η ν  ε γ κ ά ρ σ ια  

τ α λ ά ν τ ω σ η , ε ίν α ι

π
v 4 = ^ S ( q v+r 'iy )2 - %  - n̂+t = 0 ·

ν=0

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι οι δ υ ν α μ ικ έ ς  ε ν έ ρ γ ε ι ε ς  V 5  κ α ι V 4  έχ ο υ ν  τ η ν  ίδ ια  

μορφ ή κ α ι σ υ ν επ ώ ς μπ ο ρ ο ύν  ν α  π α ρ α σ τα θ ο ύ ν  μ ε  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η

η

v = f- E ( q v+i - q /  - (33)
ν=0

c
όπου # ια  k= K έ χ ο υ μ ε  δ ια μ ή κ η  τ α λ ά ν τ ω σ η  κ α ι $ ια  k  = — έ χ ο υ μ ε  

ε γ κ ά ρ σ ια  τ α λ ά ν τω σ η .

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι
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L = J  m(q2 + q | + ... + q2) - |jq^ (q2-q,)"+ ... +(q„-qn. tr+q^\ \ n2

η (34)

1 n
L = 2 Ξ

v=0
“ ^ν+Γ^ν5

2

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  -  ε ξ ισ ώ σ ε ις  
. , ,  '■ d ί 3 L 1, 3 L
L a g ra n g e  β ε ίδ ο υ ς  —  | - τ - |  ~ - —  = Ο ,  ν = 1 ,2 , . . .  ,η  -  γρ ά φ ο ντα ι

«, PYji 3Ρν

m q 1+ k q 1- k ( q 2 - q l )  = Ο ,

m qn + k(q n- q n_  )̂+ kq n = Ο .

Σ υ ν ο π τ ικ ά , α υ τ έ ς  γρ ά φ ο ντα ι

m qv + k (q y - q v _  1 ) - k (q  ν + 1 - q v )  = Ο ,

ή  ( 3 5 )

. : ... V 2w oq v  ”  wp(q v+ 1+qY - i )  = ° · ’ '  ν= 1^ · ·ν Π  ,  

όπου q 0 = q n+1 = 0  και- w* = - ·  .

Συνεπ ώ ς έ χ ο υ μ ε  έ ν α  ο μ ο γ ε ν έ ς  σ ύ σ τ η μ α  η γρα μμ ικώ ν διαφορικών 
εξ ισ ώ σ εω ν  μ ε  σ τ α θ ε ρ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  το  οποίο ε ίν α ι  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ο .

Σ τ η ν  π ερ ίπ τω ση  που υ π ά ρ χ ε ι μόνο  έ ν α  σω μά τιο  σ τ η  χορδή  
(η = 1 ) η  ( 3 5 )  γ ρ ά φ ετ α ι
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+2«0q, = o ;

όπου q2 = 0 ,  $ ια τ ί  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι δ ε ύ τ ε ρ ο  σ ω μ ά τ ιο . Η ε ξ ίσ ω σ η  α υ τ ή  

π α ρ ισ τ ά ν ε ι  α ρ μ ο ν ικ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  μ ε  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ω = / 2 ω 0 . Α ν  η

τ α λ ά ν τ ω σ η  ε ίν α ι  ε γ κ ά ρ σ ια , η  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι  ω = - γ - j -  κ α ι  η

ιδ ιο μ ο ρ φ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  μ α ίν ε τ α ι σ τ ο  σ χ . 18

2 S
—  . Μ ία ιδ ιο μ ο ρ φ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ς

Σ τ η ν  π ερ ίπ τω ση  που υ π ά ρ χ ο υ ν  δυο σ ω μ ά τ ια  σ τ η  χ ο ρ δ ή  (π = 2 ) , η  

( 3 5 )  δ ίν ε ι  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις

q1+2«Ji1-«§q2 = 0 ,

2̂+2ω0̂ 2“ω0̂ 1 = 0 *

Σ χ . 18 π=1, ω = J

όπου q3= 0  , ^ ια τ ί δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι τ ρ ίτ ο  σ ω μ ά τ ιο . Οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  α υ τ έ ς  

ε ίν α ι  α κρ ιβώ ς ίδ ιε ς  μ ε  τ ι ς  ( 1 3 ) ,  ^ ια τ ο  σ ύ σ τ η μ α  των δυο 

σ υ ζευ ^ μ έν ω ν  α ρ μο ν ικώ ν τα λα ντω τώ ν ( §  4 )  που ε κ τ ε λ ε ί  δ ια μ ή κ ε ις  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , μ ε  τ η ν  π α ρ α τ ή ρ η σ η  ό τ ι τώρα σ τ ις  ( 1 3 )  9 α  ισ χ ύ ε ι  k*=k 

. Οι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , των δυο σω ματίω ν

σ τ η  χο ρ δ ή  δ ίν ο ν τ α ι μ έσ ω  των ( 1 6 ) :  ω0 =

Α ν  η  τα λά ν τω σ η  ε ίν α ι ε γ κ ά ρ σ ια , ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  ε ίν α ι ω0 =
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/ 3S
ω'= γ  —  κ α ι οι δυο ιδ ιό μο ρφ ες τα λά ντω σ η ς φ α ίνο ντα ι σ το  σ χ . 19 .

[Π ρ ά γ μ α τ ι, g ia  τη ν  εγ κ ά ρ σ ια  τα λά ντω σ η  9α  έ χ ο υ μ ε  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  

α ν ά λ ο γ ε ς  μ ε  τ ις  ιδ ιό μ ο ρ φ ες ( 1 8 ) j  2

= wo=ViSκαι $ α  ω = ω0 = —  τα  σωμάτια 9α ταλαντώνονται μ ε  τη ν  ίδ ια

περίοδο/ το ίδιο πλάτος και σ τη ν  ίδ ια  κ α τεύ θ υνσ η , ενω $ α  ω =ω*= aJ 3 S
mh

9α  τα λα ντώ νο ντα ι μ ε  τ η ν  ίδ ια  π ερ ίο δ ο , το ίδ ιο  π λά το ς κ α ι σ ε  
α ν τ ίθ ε τ ε ς  κ α τ ε υ θ ύ ν σ ε ις ] .

Σ χ . 19 (α )  η=2 ,  ω0 = V mh Πρώτη ιδ ιόμορφ η  τα λ ά ν τω σ η ς

Σ χ . 1 9 (p ) η=2 , ω'= γ —  Δ ε ύ τ ε ρ η  ιδ ιόμορφ η τα λ ά ν τω σ η ς

Α ς  ε π α ν έ λ θ ο υ μ ε  τώρα σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  ( .3 5 ) . Γ ια  τ η  λ ύ σ η  του  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  αυτού 9α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ η  γνω στή  μ έθ ο δ ο . 
Υ π ο θ έτ ο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μορφ ής

qv = avcosuit , ν = 1,2, .λ ,η , - ( 3 6 )
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τ έ τ ο ια  ώ σ τε κ ά θ ε  σω μά τ ιο  ν α  τ α λ α ν τ ώ ν ε τ α ι μ ε  τ η ν  ίδ ια  σ υ χ ν ό τ η τ α  

ω, όπου αν ε ίν α ι  το  π λ ά τ ο ς  το υ  ν - ο σ τ ο ύ  σ ω μ α τ ίο υ . Τ α  α.  ̂ κ α ι  ω 

π ρ έ π ε ι ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό ν .

Α π ό  τ ι ς  ( 3 5 )  κ α ι  ( 3 6 )  π α ίρ ν ο υ μ ε  το  ο μ ο γ ε ν έ ς  γ ρ α μ μ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  η 

εξ ισ ώ σ εω ν  μ ε  η α γ ν ώ σ το υ ς , ως προς a j , a 2 , . . .  ,α η :

( - ι ι 2 + 2 ΐί^ )σ ν- ^ ( α ν _ ,+ α ν+ 1)  = Ο ,  ν  = 1 , 2 . , η ( 3 7 )

Ε π ε ιδ ή  q0 = qn+1 = 0  ,  από τ η ν  ( 3 6 )  έ χ ο υ μ ε  τ ις  σ υ ν ο ρ ια κ έ ς  

σ υ ν θ ή κ ε ς  το υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς

α 0 = α π+1 = 0  . ( 3 8 )

Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  ( 3 7 )  γ ρ ά φ ετ α ι α ν α λ υ τ ικ ά

/

(-ω 2+2ω ^)α1-ω^α2 = Ο ,
2 2 2 2 

- ω ^ + ί - ω  +2ω0) α 2-ω 0α 3 = Ο ,

= Ο ,

2 2 2 
-ω α  «+(-ω +2ω )α  = Ο .ο n-1 o n

Γ ια  λ ύ σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  τ η ς  μ η δ ε ν ικ ή ς , π ρ έπ ε ι

(-Μ2*2ΐιφ -Mg Ο ■ · · Ο
(-bl2+2Wg) -Mg · · · Ο

= Ο, (39)

2 , 2 _ 2 ,-ω0 (-υ +2ω0;Ο
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που ε ίν α ι η . χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  εξίσωση- ίο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , Η ( 3 9 )  ε ίν α ι 

n-ο στού  βαθμού ως προς ω . Α ν  ΐιη, ω2,  . . . ,  ωΓι ε ίν α ι οι ρ ίζ ε ς  τ η ς  (3 9 ) ,  

τ ό τ ε  υπάρχουν η θ ε τ ικ έ ς  π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  του ω , έστω ω ^ΐι^ , . . . ,  
ωη,  που ε ίν α ι οι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες  τα λά ντω ση ς του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . 
Επ ε ιδ ή  η λ ύ σ η  τ η ς  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή ς  εξ ίσ ω σ η ς  ε ίν α ι δ ύ σ κ ο λ η , 
ιδ ια ίτ ερ α  ό τα ν  ο α ρ ιθ μ ό ς των σωματίων ε ίν α ι πολύ μ ε γ ά λ ο ς , δ εν  8α 
επ ιχ ε ιρ ή σ ο υ μ ε  να  τ η  λ ύ σ ο υ μ ε , α λ λά  9α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  έν α  
τ έ χ ν α σ μ α  # ια  το ν  π ρ ο σδ ιορ ισμό  των ιδ ιοσυχνοτήτω ν. Υ π ο θ έτο υ μ ε  ότι 
το π λά το ς του ν -ο σ τ ο ό  σω ματίου μπ ο ρ εί να  εκ<ρρασ3εί μ ε  τ η  μο ρ $ή

α ν Α β ίπ ν θ (4 0 )

όπου 9 ε ίν α ι κά π ο ια  #ωνία κα ι' Α  σ τα θ ερ ά . Γ ια  τα  π λ ά τη  των 
σωματίων ν -1  κ α ι ν+ 1 , 8α έχ ο υ μ ε  από τη ν  (4 0 )

°ν-1 +ο:ν+1 : A [ s in (v - 1 )9 + s in (v + l)8 ]  = ’2 A s in 9 c o s 8  .

Η (3 7 )  τότ ε  δ ίν ε ι 
%

ί-ω Ζ+ 2 υ *)Α 3 ίη ν θ  = 2ω ^ Α είπ ν9εο ε3

από τη ν  οποία π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετ α ι το  ω:

_ . 9
ω = 2ω0ε ιπ — (4 1 )

Η ( 4 1 )  δ ίν ε ι τ ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι τ η ς  γω νίας 8 , η  οποία 
π ρ έπ ει να  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ε ί. Π ρ έπ ει να  π ο ύμε εδω ό τ ι 9α π ρ ο έκ υ π τε  η
ίδ ια  σ χ έ σ η  ( 4 1 ) ,  α ν  ε ίχ α μ ε  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σει- τ η  σ χ έ σ η  Oy = A c o s v S  ή  
τ η  σ χ έ σ η  α ν = Α β ίν 9  . Ό μ ω ς , χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε τ η  ( 4 0 ) ,  ^ ια τ ί μόνο 

α υ τή  ικ α ν ο π ο ιε ί τ η  σ υ ν ο ρ ια κ ή  . σ υ νθ ή κ η  α 0=0 Γ ια  να
π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υμ ε τη ν  τ ιμ ή  τ η ς  γω νίας 8 , χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε τ η  
σ υ ν ο ρ ια κ ή  σ υ ν θ ή κ η  α η+1 = 0  ,  Από τ η ν  ( 4 0 )  έχ ο υ μ ε



σ η + j = A s in (n + 1 )9  ,
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κ α ι η  σ υ ν θ ή κ η  a n + j  = Ο ικ α ν ο π ο ιε ίτ α ι α ν

Λ ΝΠ ι. < —3 = ^ Τ ·  Ν = 1,2,3,... (42)

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  τ η ν  τ ιμ ή  τ η ς  γω νία ς 9 σ τ η  ( 4 0 )  π α ίρ ν ο υ μ ε

“ ν = Asi(W  · ( 4 3 )

Οι ιδ ιο α υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  δ ίν ο ν τ α ι από τ η  ( 4 1 ) ,  μ έσ ω  τ η ς  

( 4 2 ) ,
Νπω = 2ω0ε1η 2(η+1) ( 4 4 )

Από τη  ( 4 4 )  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι ο ι ιδ ιο α υ χ ν ό τ η τ ε ς  ε ξα ρ τ ώ ν τ α ι α π ό  το  
φ υσ ικό  α ρ ιθ μ ό  Ν. Συ ν επ ώ ς , π ρ έπ ε ι να  σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  κ α ι κ α τ ’ ε π έ κ τ α σ η  τ η ν  ιδ ιο μο ρ φ ή  μ ε  το  γ ρ ά μ μ α  Ν. 

Έ τ σ ι ,  ο ι ιδ ιο α υ χ ν ό τ η τ ε ς  τα λ ά ν τ ω σ η ς  δ ίν ο ν τ α ι από τ η  σ χ έ σ η

ωΝ = 2ω0ειπ Νπ
2 (π + 1 )

( 4 5 )

Ε ίν α ι ^ ε^ ο νό ς όχ ι η  κ ίν η σ η  ε ν ό ς  δ ο θ έ ν τ ο ς  σω μ α τ ίο υ  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  τό σ ο  
από το ν  α ρ ιθ μ ό  ν που φ έρ ε ι κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς  όσο κ α ι  από 
το ν  α ρ ιθ μ ό  Ν τ η ς  ιδ ιο μ ο ρ φ ή ς . Τ ο  π λ ά το ς  τ η ς  κ ίν η σ η ς  του σ ω μ α τ ίο υ  
μ π ο ρ ε ί, σ υ ν επ ώ ς , να  γρ α φ εί

α νΗ = - ( 4 6 )

όπου Α[..| ο ρ ίζ ε ι  το  π λ ά τ ο ς  μ ε  το  οποίο δ ιε ^ ε ίρ ε τ α ι η  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  

ιδ ιομορφ ή Ν . Η μ ε τ α τ ό π ισ η  του  ν -ο σ τ ο ύ  σ ω μ α τ ίο υ , ό τ α ν  το  

σ ύ σ τ η μ α  τ α λ α ν τ ώ ν ε τ α ι μ ε  τ η  Ν -ο σ τ ή  ιδ ιρ μ ο ρ φ ή , π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε τ α ι από
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τ η . σ χ έσ η

qvN ( t )  = a vN co su Nt ,  ( 4 7 )

όπου «ρ|· κα ι σ ν ^ δ ίν ο ν τ α ι από τ ις  (4 5 )  κα ι ( 4 6 )  α ν τ ίσ το ιχ α . Γ ε ν ικ ά , 
μ π ο ρ ο ύμε σ τ η  θ έσ η  των (4 7 )  να  έχ ο υ μ ε  τ ις  σ χ έ σ ε ις

Q yN it) = a vN c o s iV Nt - 8 N) , (47)^

όπου 6ρ| ε ίν α ι 'η  . α ρ χ ική  φ άση κ ά θ ε ιδ ιόμορφ ης! Με το ν  τρόπο α υτό  
μπ ο ρ ο ύμ ε να  ικ α ν ο π ο ιή σ ο υ μ ε α υ 9 α ίρ ετ ες  α ρ χ ικ ές  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  κ α Γ  
τ α χ ύ τ η τ ε ς  των σωματίων τού  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Οι (4 7 ) !  ε ίν α ι οι 
ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τα λά ντω σ η ς του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Επ ε ιδ ή  ο Ν π α ίρ νε ι ά π ε ιρ ες  θ ε τ ικ έ ς  α κ έ ρ α ιε ς  τ ιμ έ ς ,  3α  
υπάρχουν κ α ι ά π ε ιρ ε ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες ; Γ ια  το  σ ύ σ τ η μ α  των δυο 
σ υ ζεϋ^ μ ένω ν  αρμονικώ ν ταλαντωτών δ ε ίξ α μ ε  ό τ ι υπάρχουν μόνο δυο 
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες . θ α  δ ε ίξ ο υ μ ε  ότι" j j ia  το σ ύ σ τ η μ α  των η συζευ^ μένω ν 
ταλαντω τώ ν υπάρχουν ακριβώ ς η ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες . Από τη ν  ( 4 5 ) ,  η

Νπ
μ ετα β ο λ ή  του ωΗ σ υ ν α ρ τή σ ει του (ωΝ >0) φ α ίνετα ι στο σχ . 2 0  .

Σ χ , 2 0

Ό τ α ν  το  Ν μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι από το Γ μ έχ ρ ι το π, π α ίρ νο υμ ε π 

δ ια φ ο ρ ετ ικ ές  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες  ω!,ω2 , ... ,ωη . Γ ια  Ν = π+1, που
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α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ο  έ χ ο υ μ ε  τ η  μ ε γ ίσ τ η  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  u m ax = 2ω 0 .

Από τ η ν  ( 4 6 )  όμω ς δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι , *$ια Ν = n + 1 , ό λ α  τ α  π λ ά τ η  

a Vfvj μ η δ ε ν ίζ ο ν τ α ι , δ η λ α δ ή  σ τ η  μ ε γ ίσ τ η  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  δ εν  

α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  μ ια  δ υ ν α τ ή  κ ίν η σ η . Γ ια  Ν = π + 2 , μ π ο ρ ε ί ν α  δ ε ιχ 9 ε ί  ό τ ι 

ωη+2 = ωη . Ε π ίσ η ς , α π ο δ ε ικ ν ύ ε τ α ι ό τ ι ισ χ ύ ο υ ν  ο ι σ χ έ σ ε ις  

ωπ+3 = u r r 1 , un+4 = ωη _ 2 κ .τ .λ .  ,  δ η λ α δ ή  ξ α ν α π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ις  
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  ωη,  wn _ t , ... ,ι^  . Ά ρ α ,  υπ ά ρ χο υν  α κρ ιβ ώ ς π 

ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς .

Πρ ά χ μ α τ ι , ^ ια Ν = η+2 , η  ( 4 5 )  γ ρ ά φ ετα ι

ωΓ,+2 = 2«0Sin
(η + 2 )π  
2 (η + 1)

2ω0είη π -
ηπ

2(η+1) 2ω0εΐη ηπ
2 (η + 1 )

- ω.

Τ ίθ ε τ α ι  τώρα το  ερ ώ τη μ α . Π ό σ ε ς  ε ίν α ι οι ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  

το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς ; Η α π ά ν τ η σ η  σ τ ο  ερ ώ τη μα  α υ τό  9α  δ ο θ ε ί α π ό  τη  

σ χ έ σ η  ( 4 6 ) .  Α ρ κ ε ί  να  δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι τα  π λ ά τ η  των σω ματίω ν, σ ε  μ ια  

ιδ ιο μο ρ φ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η ς , ε π α ν α λ α μ β ά ν ο ν τ α ι. Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α , α π ό  τη ν
( 4 6 ) ,  $ ta  N=n+2 έ χ ο υ μ ε

, . ,ν(η+2)Πν . . νηπν
αν,η+2 = An̂ 2slnt η; ,  ) = An+2sin(2vn- γγγ)

, . ,V nrU Αη+2
= “ An+2sini7 i r )  = - -Τ—  α,η+1 Α η ν ' η

‘ Α ρ α , το  π λ ά τ ο ς  το υ  ν -ο σ τ ο ύ  σω μα τίου  σ τ η ν  ιδ ιο μο ρφ ή  η+ 2 ε ίν α ι 

α ν ά λ ο γ ο  το υ  π λ ά τ ο υ ς  του  ν -ο σ τ ο ύ  σω ματίου  σ τ η ν  ιδ ιο μο ρ^ ή  η , # ια τ ί 
Αη+2

ο λό^ ο ς — —  ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ ό ς  $ ια  δ ο σ μ έν ο  α ρ ιθ μ ό  σω ματίω ν η .
Α η

Μ πορεί ε π ίσ η ς  ν α  δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι α ν ά λ ο γ ε ς  σ χ έ σ ε ις  ισ χ ύ ο υ ν  κά θ ε 

Ν>η+1. Α υ τό  σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι n (4 6 )  y ia  N>n δ ε ν  π ερ ιγ ρ ά φ ει ο υ σ ια σ τ ικ ά  

κά π ο ια  ν έ α  φ υ σ ικ ή  κ α τ ά σ τ α σ η . Ά ρ α ,  οι ιδ ιό μ ο ρ φ ες  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  του
ο
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σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι π λήθ ο υς π . Η γ ε ν ικ ή  κ ίν η σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  
ε ίν α ι έν α ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ νδ υ α σ μ ό ς όλων των ιδιόμορφων τα λά ντω σ η ς 
κα ι δ ίνο ντα ι από τ η  σ χ έ σ η

q „C t) = Ξ  A H S in ( ^ - ) c o s ( » Nt - 5 N) ,
Η=1

όπου.Αρι κ α ι ε ίν α ι  2π  α υ θ α ίρ ε τ ες  σ τ α θ ερ ές  που π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ντα ι 
από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς .
θ α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τώρα πώς φ α ίνετα ι η  πρώτη ιδ ιομορφ ή (Ν= 1 ). Από τ η
(4 7 )  π α ίρ νο υμ ε τ ις  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  των σωματίων του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς

% 1 « >  = a ^ c o s U j t  = A t s in i j^ j - k o s u ^  ,  ( ν = 1 ,2 , ... ..η)

Π α ρ α τηρ ο ύμε ότι $ ια  κάποιο t  = σ τα θ . κ ά ι $ ια  ό λα  τ α  σω μά τια  του 
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , ο όρος A jc o s u j t  ε ίν α ι ο ίδ ιο ς . Τ ο  μόνο  που δ ια κ ρ ίν ε ι 
τ ις  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  των διαφορετικώ ν σωματίων του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι 

νπ
ο όρος s in (j^ - j-> . Η κ α μ π ύ λη  του σχ .,21 . π α ρ ισ τά ν ε ι τ η  μ ετ α β ο λ ή  του

νπ
s in ^ vH ") Σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι του ν ·* τα  ° ε  ίω Μ τ ΐί? .ε ίν α ι  σ τ ις  θ έ σ ε ις  που

ο ρ ίζο ντα ι από τ ις  τ ιμ έ ς  ν = 1 ,2 ,... ,η  κα ι σ υ ν δ έο ν τα ι μ ε  ευθ ύ^ ρ α μμα  
τ μ ή μ α τ α  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς . .
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Μ ε τ η  μ ε τ α β ο λ ή  το υ  χ ρ ό ν ο υ , κ ά θ ε  σω μά τιο  τ α λ α ν τ ω ν ετ α ι ε γ κ ά ρ σ ια  

μ ε  τ η ν  ίδ ια  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  U j .  Σ τ ο  σ χ . 2 2  μ α ίν ο ν τ α ι μ ε ρ ικ ε ς  

η μ ιτ ο ν ο ε ιδ ε ίς  κ α μ π ύ λ ε ς  σ ε  δ ια φ ο ρ ετ ικ ο ύ ς  χ ρ ό ν ο υ ς  κ α ι ο ι 9 ε σ ε ι ς  

μ ε ρ ικ ό ν  σω ματίω ν το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

t

Σ χ . 2 2

«

Κ α τ ά  τον ίδ ιο  τρ ό π ο , μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  π ά ρ ο υ μ ε α ν ά λ ο γ α  σ χ ή μ α τ α  # ια  
τ ις  ιδ ιό μ ο ρ φ ες  Μ = 2 , 3 , . . .  ,π  $ ια  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  τα λ α ν τ ώ σ ε ις .

Η ίδ ια  α ν ά λ υ σ η  ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι , όπως ε ίπ α μ ε , κα ι σ τ η ν  π ερ ίπ τω σ η  

των δ ιαμήκω ν τα λα ντώ σεω ν το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , θα  ή τ α ν  π ά ντω ς 

π ρ ο τ ιμ ό τερ ο  α ν , α ν τ ί τ η ς  χ ο ρ δ ή ς , σ ύ ν δ ε σ μ ε  τα  π σω μά τια  μ ε  ό μ ο ια  

ε λ α τ ή ρ ια  κ α τ ά  μ ή κ ο ς  μ ια ς  ε υ θ ε ία ς , ^ .α  τη  μ ε λ ε τ η  των δ ια μ ή κ ω ν  
τα λα ντώ σ εω ν . Κ α ι α υτό  # ια τ ί όνα  σ ύ νο λο  ατόμω ν ε ν ό ς  κ ρ υ σ τ ά λ λ ο υ  

που σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  μ ια  ε υ θ ε ία  γ ρ α μ μ ή  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι μ ε  ε ν α  τ έ τ ο ιο  

μ ο ν τ έ λ ο .

Ε ίν α ι σ η μ α ν τ ικ ό  ν α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τ ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς , ό τα ν  ο α ρ ιθ μ ό ς  π των σω ματίω ν του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι 

π ολύ  μ ε γ ά λ ο ς , σ ε  σ ύ γ κ ρ ισ η  μ ε  τον α ρ ιθ μ ό  ,Ν τ η ς  ιδ ιο μ ο ρ φ ή ς . Γ ια  

π α ρ ά δ ε ιγ μ α , μ ια  χ ο ρ δ ή , α π ο τ ε λ ε ίτ α ι από πάρα π ολλά  σ ω μ ά τ ια , που 

α π έχ ο υ ν  ε λ ά χ ισ τ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς . Τ ό τ ε ,  η  α π ό σ τ α σ η  h μ ε τ α ξ ύ  των 

δ ιαδοχικώ ν σω ματίω ν 9α ε ίν α ι  πολύ μ ικ ρ ή , το  μ ή κ ο ς  όμω ς τ η ς
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χορδής π α ρ α μ έν ε ι σ τα θ ερ ό  κα ι ίσ ο  μ ε  J> = (n+ 1)h . θα  π ρ έπ ε ι να  
ελα ττώ σ ο υ μ ε ε π ίσ η ς  τ η  μ ά ζα  κά θ ε σω ματίου , ώστε η  ο λ ικ ή  μ ά ζ α  
nm να ε ίν α ι σ τ α θ ερ ή . Αν λοιπόν το π ε ίν α ι πολύ μ ε γ ά λ ο , οι 
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες  ( 4 5 )  μπορούν να  γραφούν, κ α τά  π ρ ο σ έ ^ ισ η ,

πω0
Επ ειδ ή  $ ια  Ν=1, wt = ,  π ρ ο κύπ τει.

Wj4 = Νω̂ ( 4 8 )

που σ η μ α ίν ε ι ό τ ι ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες  τα λά ντω ση ς ε ίν α ι α κ έ ρ α ια  
π ο λλα π λά σ ια  τ η ς  μ ικ ρ ό τ ε ρ η ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τη τα ς  ω̂  .

Γ ια  εγκά ρ σ ιες  ταλαντώ σεις , ω0 = ,  κα ι συνεπώς οι ιδ ιοσυχνότητες

ε ίν α ι , κα τά  π ρ ο σ έ ^ ισ η

/ $  Νπ  ̂ /  s  ·'· Νπ . fW Νπ
~ ¥ rnh n + 1 "  'V  m /h  (n + 1 )h  "  v  p $ *

όπου p = m /h  η  γ ρ α μ μ ικ ή , π υκνό τητα  τ η ς  χορδής. Ά ρ α ,  οι 
ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ες . τα λ ά ν τω σ η ς  ε ίν α ι ,  κα τά  π ρ ο σ έ ^ ισ η ,

“ ν = 4 λ / ρ ·

Γ ια  η π / s T
r  1  ̂ ω ι ~~g * γ · “  κο:ι συνεπώς οι ιδ ιοσυχνότητες ταλάντω σης ε ίν α ι

α κ έρ α ια  π ο λλα π λά σ ια  τ η ς  μ ικ ρ ό τ ερ η ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τη τα ς  ω1 ,

ω  ̂ = . ( 4 9 )

Ε ίν α ι προφ ανές ό τ ι ο ι σ χ έ σ ε ις  ( 4 8 )  κα ι ( 4 9 )  γ ίν ο ν τα ι πιο α κ ρ ιβ ε ίς , 

καθώς ο α ρ ιθ μ ό ς π των. σωματίων α υ ξά ν ε ι.
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Σ τ η ν  π ερ ίπ τω ση  που ο α ρ ιθ μ ό ς  των σωματίων ε ίν α ι πολύ μ ε γ ά λ ο ς ,  

μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  α π ό σ τ α σ η  χ το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ν  από 

το  σ τ α θ ερ ό  ά κρ ο  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς , α ν τ ί ν α  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  το  σ ω μ ά τ ιο  μ ε  
τ η ν  τ ιμ ή  το υ  ν  . Η α π ό σ τ α σ η  χ σ υ ν δ έ ε τ α ι μ ε  το  σ ω μ ά τ ιο  ν  μ ε σ « ι | . 

τ η ς  σ χ έ σ η ς

χ = v h .
Ισ χ ύ ε ι

νΝπ vN nh Νπχ 
η+1 ~ (n + l )h  ~ 2 '

Με τον τρόπο α υτό  μ π ο ρ ο ύ μ ε να  γρ ά ψ ο υμε q ^ (x ,t ) ,  σ τ η  θ έ σ η  του  
qv p.j(t) . Μ ε το  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  q ^ (x ,t )  ε ν ν ο ο ύ μ ε  τ η  μ ε τ α τ ό π ισ η  q του  

σ ω μα τίο υ  που β ρ ίσ κ ε τ α ι σ τ η  θ έ σ η  χ σ το  χρόνο  t ,  ό τα ν  η  χο ρ δ ή  
τ α λ α ν τ ώ ν ε τ α ι μ ε  τ η ν  Ν -ο σ τ ή  ιδ ιο μ ο ρ ^ ή . Η σ χ έ σ η  ( 4 7 )  γ ρ ά φ ετ α ι 
τ ό τ ε

qN( x , t )  = A Hs i n ( ^ - ) c o s u Nt  ,

ή  γ ε ν ικ ό τ ε ρ α  Ν = 1 ,2 , ...
Ν !

q H( x , t )  = A Ns i n ( - y ) c o s ( u Nt - 6 H) .

Καθώ ς ο α ρ ιθ μ ό ς  των σω ματίω ν τ ε ίν ε ι  σ το  <», ο ι τ ιμ έ ς  χ που 

π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο υ ν  τ η  θ έ σ η  των σωματίω ν π λ η σ ιά ζο υ ν  πάρα πολύ μ ε τ α ξ ύ  

τ ο υ ς  κα ι έ τ σ ι  το χ γ ίν ε τ α ι  μ ια  σ υ ν ε χ ή ς  μ ε τ α β λ η τ ή  που π α ίρ ν ε ι 
τ ιμ έ ς  σ τ ο  δ ιά σ τ η μ α  10, 2 ). Η σ υ ν ε χ ή ς  κ α μ π ύ λ η  σ το  Σ χ .  2 2  

π α ρ ισ τ ά ν ε ι το  π ρ α γ μ α τ ικ ό  σ χ ή μ α  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς , ό τα ν  α υ τ ή  
τ α λ α ν τ ώ ν ε τ α ι μ ε  μ ια  ιδ ιο μ ο ρ ^ ή . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  από τ η ν  ( 4 5 )  ό τ ι , 

ό τα ν  ο α ρ ιθ μ ό ς  τ η ς  ιδ ιο μ ο ρ ^ ή ς σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε  το ν  α ρ ιθ μ ό  των 

σωματίω ν (Ν = π ), π ρ ο κ ύ π τε ι η  μ ε γ ίσ τ η  τ ιμ ή  τ η ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α ς . 
‘ Ο ταν ε π ιπ λ έ ο ν  το  π ε ίν α ι  πολύ μ ε γ ά λ ο , η  μ ε γ ίσ τ η  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  

ε ίν α ι  κ α τ ά  π ρ ο σ έ ^ ισ η

“ m ax = 2 “ os in ( ^ y i  = 2 “ ο ·
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Ε ίνα ι α υτονόητο  ότι., ό τα ν  η -*»  , α αρ ιθμός των ιδιόμορφων 
τα λά ντω σης τ η ς  χορδής ε ίν α ι ά π ειρ ο ς , δηλα δή  η χορδή μπ ο ρ εί να 
τα λα ντω νετα ι κ α τά  ά π ειρ ο υς τρόπους, Η π ρ α γμ α τική  κ ίν η σ η  τ η ς  
χορδής π ρ ο σ δ ιο ρ ίζετα ι πλήρως από τη  σ χ έ σ η

GO
Νπχ

q (x , t )  = £  A  Ns i  n i - j - ) c o s ( w Η1 -δ Ν) ,
N=1

που α π ο τ ελ ε ί τ η  σ ύ ν θ εσ η  (υ π έρ θ εσ η ) όλων των ιδιόμορφων 
τα λά ντω ση ς τ η ς  χο ρ δ ής .

2 .9  Ελεύθερες μη απόσβεννυμένές ταλαντώσεις 
συντηρητικών και σκληρόνομυν συστημάτων με 
πολλούς βαθμούς ελευθερίας.

θεω ρούμε έ ν α  σ κ λη ρ ο νο μ ο  σ υ ν τη ρ η τ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  π 
σω μάτια , ν β α θ μ ο ύς ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κα ι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  
q j ,  q2 , ... , qv . Γνω ρ ίζο υ μ ε ό τ ι η κ ιν η τ ικ ή  του ε ν έ ρ γ ε ια  Τ  ε ίν α ι 
τετρ α γω νική  σ υ ν ά ρ τ η σ η  των ^ εν ικ ευ μ έν ω ν . ταχυτήτω ν q^, q2 , ... ,qv 
κα ι δ ίν ετ α ι από τ η  σ χ έ σ η

ν
t  = i  Γj  £  U jk ^ k  . (50)

j,k=1
οπού

" 3Χϊ 3χ.*
)'jlc = & ™ ’ 3^· = .

ο Γ  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  y.\ σ υ ν δ έο ν τα ι μ ε  τ ις . $ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε  
μέσω των σχέσ εω ν

*i = Xj(q|.q2. ··· Λ'Ρ . () = 1,2, · ,3n)

*.ο
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κ α ι ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  μ ^  ε ίν α ι ,  όπως μ α ίν ε τ α ι , σ υ μ μ ε τ ρ ικ ο ί

ĵk = ^kj ·

Α ν  υ π ο θ έσ ο υ μ ε  ό τ ι η  θ έ σ η  q 1 = q2 = ... = qv  = Ο ε ίν α ι μ ια  θ έ σ η  

ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α ι α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  κ α τ ά  T a y lo r  τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ^  $ ύρ ν  

από α υ τ ή  τ η  θ έ σ η , θα  έ χ ο υ μ ε

— /QiP = Hjk^,

Ε π ε ιδ ή  ε ν δ ια φ ε ρ ό μ α σ τ ε  $ ια  μ ικ ρ έ ς  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις ,  ̂ ύρω από τ η  θ έ σ η  
ισ ο ρ ρ ο π ία ς , η  παραπάνω  σ χ έ σ η  δ ίν ε ι κ α τ ά  π ρ ο σ έ# # ισ η

μ]^Ρι........Qv> = ĵk<°- ··· -°> ± σταθ - £Τ«=8

Η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  V (q t ,  . . . ,  qv )  δ ίν ε τ α ι από τ η  

(2) , ' '
ν

V = 2  S  Kjk * 
j> 1

όπου

K jk  =
θ2ν

3qj3qk

κ α ι ο ι παρά^ω^οι υ π ο λ ο γ ίζο ν τ α ι σ τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς . Π ροφανώ ς, 

οι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  K j^  ε ίν α ι  σ υ μ μ ε τ ρ ικ ο ί κ α ι σ τ α θ ερ ο ί

K jk  = K ig  = σ τ α θ . .

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  ε ίν α ι
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L = i  S (Ujiĉ k - Kĵ k) (51)

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς , -jL (^r-) -  ■—  = 0 ,  ϋρα̂ ονχαι
01 d(lk dl,k

μ , , ί ί ,  + Κ ι ,ς ,  + M21Q2 + K2,q2 ♦ ... ♦ μγ,ίϊν ♦ K¥,qy = 0 ,

μ , 2α , + K f2 q , + μ 22ς 2 ♦ κ ^ 2 ♦ ...  *  μ ν2ίίν  + K v2qv  = Ο ,

μ ,^ ι + κι>Λι + ν2Λ  * κ2υΑ2 * -·- μ'νΑ  + Κ„<1¥ = °,

ή  σ υ ν ο π τ ικ ά  
ν
Σ (μ^+ KjiAj) = ο . (52)
)=>

Α υ τ έ ς  α π ο τ ελ ο ύ ν  έ ν α  σ υ ζευ ^ μ έν ο  ο μ ο γ ε ν έ ς  σ ύ σ τ η μ α  γ γρ α μμ ικώ ν 

διαφορικώ ν εξ ισ ώ σ εω ν  μ ε  ν α γνώ σ το υ ς q j ,  ... ,q v  .. Ό πω ς 
ε ρ γ α σ τ ή κ α μ ε  σ ε  α ν ά λ ο γ ε ς  π ερ ιπ τώ σ ε ις , υ π ο θ έτο υ μ ε  λ ύ σ η  του  

■ σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  των διαφορικών εξισώ σεω ν τ η ς  μορφ ής

q j = A jc o s u t  ,  ( j  = 1 . 2 , . . .  , ν ) .

Η α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  λ ύ σ η ς  σ τ ις  ( 5 2 )  δ ίν ε ι  

, 2  ( - μ ί1;ι Λ κ 31. ) Α } =  Ο , ( k = 1 ,2 , . ..  ,ν )  .

( 5 3 )

(54)
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που α π ο τ ε λ ε ί  έ ν α  ο μ ο γ ε ν έ ς  γ ρ α μ μ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ν  ε ξ ισ ώ σ εω ν  μ ε

α γ ν ώ σ το υ ς  A t ,  Α 2 , . . . ,  Α ν .
• ■'' ·* * „

•Γι^:;;. λ ύ σ η  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ( 5 4 )  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  από τ η  μ η δ ε ν ικ ή ,  

Inpsifei
*« * _ ν '* ·

-μ,,«2+Κπ -μ12ω2+Κ12 -μ1νΜ2+Κ,ν

-μ21ω2+Κ21
•

β

-μ22ω2+Κ22 ·■· •
■

-μ2νιι2+Κ2ν
•

•

»

-μνι«2+Κν1
•

-μν1ω2+Κν2 -μννω2+Κνν

= 0 ,  ( 5 5 )

που ε ίν α ι  η  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Η ( 5 5 )  ε ίν α ι  

ν -ο σ τ ο ύ  β α 9 μ ο ύ  ως π ρος ω2 κ α ι συνεπ ώ ς υπ α ρ χο υν  ν  τ ιμ έ ς  τ ο υ  ω2 

που τ η ν  π λ η ρ ο ύ ν . Οι ν θ ε τ ικ έ ς  ρ ίζ ε ς  τ η ς  ε ίν α ι  ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Από τ η ν  Ά λ γ ε β ρ α  γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  ό τ ι , α ν  ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  a j^  κ α ι
ν ν

bj|< δυο τετρ α γ ω ν ικ ώ ν  μορφών 2  a jk x j x k *
j,k=i

σ υ μ μ ε τ ρ ικ ο ί

2  bjkxjxk 
j ,k = i  .

ajk = akj - bjk =-bkj
Φ ·« · |

.κ ά ι  μ ια  από α υ τ έ ς  ε ίν α ι  9 ε τ ικ ά  ο ρ ισ μ έ ν η , τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  ι η ,  u 2 ,  ... ,u v  ,  που δ ίν ο ν τ α ι μέσω  ε ν ό ς  γ ρ α μ μ ικ ο ύ

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ
ν 2

x k = 2  c k ju j  ,  (C k j = σ τ α θ ε ρ έ ς , π λ ή θ ο υ ς  ν  ,  k=  1 ,2 ,  ... ,ν )  
j= i

τ έ τ ο ιο  ώ σ τε  κ ά 9 ε  τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ή  μορφή να  α ν ά β ε τ α ι σ ε  ά θ ρ ο ισ μ α  

τετρ α γώ νω ν , ως π ρ ο ς τ ις  u 1,u 2 , ... ,u v  ? δ η λ α δ ή
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ν ν
Σ ejkXfk = Σ okû ,

j,k=1 k=t

ν y ■
Σ  = Σ  M k  .

j,k=1 k= l

όπου κ α ι ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ έ ς . Οι σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  U f ,u 2 , ... ,u v  ε ίν α ι 
ο ι κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Επ ε ιδ ή  σ το  ε ξ ε τ α ζ ό μ ε ν ο  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  η  Τ  ε ίν α ι  θ ε τ ικ ά  
ο ρ ισ μ έ ν η  κ α ι ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  μ ^  κ α ι K j^  ε ίν α ι σ υ μ μ ε τ ρ ικ ο ί , 9α 

υπάρχουν κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  u 1,u 2/ ... ,u v  ,  που δ ίν ο ν τ α ι
μέσ ω  του γ ρ α μ μ ικ ο ύ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  

ν
% = Σ  C k j« j  ,  (0 ^ - σ τ α 9 ν k= 1 ,2 , . . .  , ν ) ,  ( 5 6 )

J-1.

έ τ σ ι  ώ στε η  κ ιν η τ ικ ή  κ α ι δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ν α  α ν ά β ο ν τ α ι σ ε  

ά θ ρ ο ισ μ α  τετραγώ νω ν ως π ρ ο ς ... ,ΰ ν κ α ι . ..  ,u v  α ν τ ίσ τ ο ιχ α

Τ , ΐ Σ
k=1 
ν

ν = χ , Σ · Κ ι ί ί
k=1

όπου κ α ι σ τ α θ ε ρ έ ς .

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e , ως π ρος ιη ,, ε ίν α ι

(5 7 )

( 5 8 )

ν
ι * \ Σ ίμ^ιίΦ

z  k=1
#

κ α ι  ο ι δ ια φ ο ρ ικές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς .
j j .  3 L  < 3 L  
dt { 3ύ^ ~ 3υ̂ *
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γράφονται

^ k ^ k+ Kk u k  = 0  * b l0t κά π ο ιο  k  = 1 , 2 , . . .  , y  , ( 5 9 )

·*ό ί]ο ΰ  ο ι ε π α ν α λ α μ β α ν ό μ ε ν ο ς  δ ε ίκ τ η ς  k  δ ε ν  σ η μ α ίν ε ι  εδώ ά θ ρ ο ισ η  ως

■.*"(?#·- ( 5 9 )  α π ο τ ε λ ο ύ ν  έ ν α  μ η  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  ν δ ια φ ο ρ ικώ ν 

εξ ισ ώ σ εω ν  μ ε  α γ ν ώ σ τ ο υ ς  u j , u 2 , . .. ,u v  . Ο ι λ ύ σ ε ις  των ( 5 9 )  ε ί ν α ι

uk = A kc o s u kt , uk = (~r) , (k=l,2.......ν) ,
&

( 6 0 )

όπου ο ι α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο ν τ α ι από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  

σ υ ν θ ή κ ε ς  κ α ι ε ίν α ι  ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς . Ο ι ( 6 0 )  ε ί ν α ι  ν 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  που π α ρ ισ τ ά ν ο υ ν  τ ι ς  ιδ ιό μ ο ρ φ ε ς  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς . Ό π ω ς ε ίπ α μ ε , ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  

μ π ο ρ ο ύ ν  γ ε ν ικ ά  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ο ύ ν  από τ η ν  ( 5 5 ) ,  ό π ο υ  δ ε ν  

α π α ιτ ε ίτ α ι  ο π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό ς  των κα νο ν ικώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν . 

Σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  των ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  %  ,  ο ι λ ύ σ ε ι ς  

δ ίν ο ν τ α ι μ έσ ω  των ( 5 6 )  κ α ι ( 6 0 ) .

Ασκήσεις

1 . Να # ρ α $ ο ύ ν  οι δ ια φ ο ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  

(σ χ ή μ α ) .  Να β ρ εθ ο ύ ν  ο ι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  του  

.. ^ σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , $ ια  μ ικ ρ έ ς  γ ω ν ια κ ές  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  κ α ι 3^ Να 

•ν . · · π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ο ύ ν  ο ι ιδ ιό μ ο ρ φ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς  κ α ι η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  . 

Η κ ίν η σ η  του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  γ ίν ε τ α ι  σ ε  κ α τα κό ρ υφ ο  ε π ίπ ε δ ο  κ α ι 

a ,  k  ,  β ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ έ ς . <
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\ \w\vv -
• a

A

Λ ύ σ η

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  το ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  9 α βρεθ ο ύν  
από τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  L a g ra n g e  β* ε ίδ ο υ ς . . Ι ό  σ ύ σ τ η μ α  έ χ ε ι  δυο 
β α θ μ ο ύ ς  ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι ^ ε ν ικ ε υ μ έ ν ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  3 t κ α ι 92  ·. 
Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  ε ίν α ι σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  κ α ι σ κ λη ρ ό ν ο μ ο . Η ο λ ικ ή  κ ιν η τ ικ ή  

ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι

Η ο λ ικ ή  δ υ ν α μ ικ ή : ε ν έ ρ γ ε ια  ε ίν α ι  το  ά θ ρ ο ισ μ α  των δυναμ ικώ ν 
εν ερ γ ε ιώ ν  των σω ματίω ν, λό$ω το υ  β ά ρ ο υ ς κ α ι το υ  ε λ α τ η ρ ίο υ ,

κ α ι έ χ ο υ μ ε  π ά ρ ει σ α ν  επ ίπ εδ ο  μ η δ ε ν ικ ή ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  το  

ο ρ ιζό ν τ ιο  επ ίπ εδ ο  που δ ιέ ρ χ ε τ α ι από τ ι ς . 9 έ σ ε ις  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  των 
σω ματίω ν.

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  ε ίν α ι

οπού

V  = m g ^ C n c o s B ,)  + m g # (1 - c o s 9 2)  + ^ k (A ^ )2 

Μ  = B B ‘ -  Α Α ’ = a ( la n 9 2  -  t a n 9 t )  ’

L  = j  m £ 2(9 2+92) -  ir ig ^ (2 - 0 0 6 9 ^ 0 0 8 9 2 )  - ~  k a 2( t a n 3 2~ ta n 9 t ) 2 . .
2,i2 ·2χ
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./’Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  δ ίν ο ν τ α ι , μ έσ ω  των εξ ισ ώ σ εω ν
ίΐ 3 L  3 L

L a g ra n g e  β ' ε ίδ ο υ ς  —  f c j j - )  -  — = Ο 1 = 1 ,2  από τ ις  σ χ έ σ ε ι ς

+ m g ^ s in 9 1 -  k a ^ t a n S ^ - t a r t f , )  — -— = Ο
cos2̂

m £ 29 9 + m g ^ s in S ^  + K a 2( t a n 9 ~ - t a n 9 j  — -—  = 0  . ̂ z i  C0S2q2
Γ ια  μ ικ ρ έ ς  γ ω ν ια κ έ ς  μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις ,  9 a  έ χ ο υ μ ε

t a n 9 j  = B j ,  s in 9 j  = 9  ̂ ,  cos9^ = 1 ( i  = 1 ,2 )

έ τ σ ι  ώ στε ο ι δ ια φ ο ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  γ ρ ά φ ο ν τα ι 

rn/?2 ^  + (m g £ +  k a 2 ) 9 t -  k a 2 9 2 = Ο 

m £ 2 9 2 + (m g £ +  k a 2 )9 2 -  k a 2 9 1 s  0  .

Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς

9 1 = A ^ o s u t  ,  9 2 = A 2 c o s w t  ,
*

η
9 1 = A jS in u t  ,  9 2 = A 2 s in u t  .

v H '.α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  των 9 j ,  9 2  σ τ ις  δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  δ ίν ε ι  το  

α λ γ ε β ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ως π ρ ο ς Α  \ ,  Α 2

(-m /? 2 u 2 + m g £+  k a 2 ) A j  -  k a 2 A 2  = Ο ,

- k a 2 A ^ + (-m ^ 2 u 2  + m g^ .+ k a 2 ) A 2  = Ο .

Γ  ια  λ ύ σ η  τ ο υ  α λ γ ε β ρ ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  τ η ς  μ η δ ε ν ικ ή ς ,  η  

ο ρ ίζ ο υ σ α  τω ν σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν  π ρ έπ ε ι ν α  ε ίν α ι  μ η δ έ ν , δ η λ α δ ή
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4 ■ ig - k a 2 \ . 2  , i’ g2   ̂ 2 k a 2g'|* · Λ + ω + —  + ------- -- = Ο .
i S  λ 2Ι \ λ 2  λ Ζ \\ ms } \s  ms )

Α υ τ ή  ε ίν α ι η  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η ; από τη ν  οποία π α ίρ νο υ μ ε τ ις  

ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς

ωι = Λ! } . «* =
9 · 2 k a 2 
e λ2

m t

Α π ό  το α λ γ εβ ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  π ροκύπτει ·

*2
Α ι
*2
Α,

= γ=  1 , ι̂α ω = ω,

-1= —  = -1 οια w = ω2

Οι ιδ ιό μο ρφ ες τ α λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι 

α) 3j = Ajcoswjt , 92 = Ajcosujt

β ) 9 t = A ^ co su 2t  · /  92 = - A |c o s w 2t

&  9., = A ^ s in W jt  ,  92 = A ^ i r n ^ t .  s “

. + + + l | |
δ ) 9 r  = A ,  s in u 2 t  ,  92 = -Ay sinw ^ t

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι

9 j  = A 1c o sw 1t  + A jc o s i i^ t  + A ^ s in w ^  + A^*4"s in u 2t  ,

9 2 = ft jC O S B ^ · -  AtC0SW 2t  + A ? s im ^ t  -  A ^ s i n h u t ’ #
+++
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"¥ * *1*4"
όπου A 1# A t ,  A t κ α ι  A t ε ίν α ι  α υ θ α ίρ ε τ ε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  που 

π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ο ν τ α ι από τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς .

2 * , .  Δ ίν ε τ α ι  το  γνω στό  μ η χ α ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  των δυο  σ υ ζ ε υ ^ μ έ ν ω ν  

V · .· ;.■· α ρ μ ο ν ικ ώ ν  τα λα ντω τώ ν (σ χ ή μ α ) .  Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  ό τ ι ο ι 

: ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  δ ίν ο ν τ α ι απ ό  τ ις  σ χ έ σ ε ι ς

α )  Να β ρ εθ ο ύ ν  ο ι μ ε τ α τ ο π ίσ ε ις  x t ( t )  κ α ι x 2 ( t )  ,  α ν  η  

τ α λ ά ν τ ω σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  π ρ ο ή λ θ ε  από α ρ χ ικ ή  μ ε τ α τ ό π ισ η  

το υ  α ρ ισ τ ε ρ ο ύ  σ ω μ α τ ίο υ  από τ η  θ έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  κ α τ ά  

Χΐ<0) =χ0,
β ) Να β ρ εθ ο ύ ν  κ α τ ά λ λ η λ ε ς  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  τ έ τ ο ιε ς  ώ σ τ ε  το  

σ ύ σ τ η μ α  ν α  τ α λ α ν τ ω ν ε τ α ι μ έ  τ η ν  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ω0 ή  τ η ν  

ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ α  ω’ .

k k —*·χ2 k .
Α m m . f

Λ ύ σ η

Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  α υ τ ο ύ  ε ίν α ι  

χ ,  = A tC O SU 0t  + A t c o s u ’ t  + A t  s in u 0t  + A t s in u ’ t

. · · x 2 = A tC o s u Qt  -  A * c o s w ‘ t  + A |* s in i i i0t  -  A j * * s in u ’ t

■■..·· · '  ·*’ ·
:?α )  '  Οι α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ίν α ι

Xt(o) = xo * Xi(o) = *2 ^  = -  0 ·

Ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  α υ τ έ ς  σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η , π α ίρ ν ο υ μ ε  το  σ ύ σ τ η μ α
ο
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* 1  + A t  = x 0

Α ι  -  α ; -■ 0  » .
*

, ++ , -Η-+ .
= 0Α ,  Β0 ♦ A t ω

. ++ , +++ .
Α ,  » 0 - Ay: Id = 0

+ ++ +++
απο το οποίο π ρ ο σ δ ιο ρ ίζο υ μ ε  τα  A j ,  Α 1# Α 1 κ α ι A t .Έ χ ο υ μ ε

. ++ . +++ _ 
Α ι  = Α ι  = Ο

Η λ ύ σ η , που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σ τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν 9 ή κ ε ς , ε ίν α ι

χ c o s + CO

t  -

β ) Από τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η , π α ίρ ν ο υ μ ε  το  σ ύ σ τ η μ α

χ^(Ο ) — A -j + Α 1 ,  

χ 2( 0 )  = A t -  A j  ,

x t ( 0 )  = Α 1 ω0 + Α 1 ω* ,
• .+ + . +++ 
χ 2( 0 )  = A t W0 -  A 1 h i' ,

από το οποίο β ρ ίσ κ ο υ μ ε

χ 1(0 )+ χ 2(0 ) . + x t ( 0 ) - x 2( 0 )  
Αι =----2 2 ;



++
A1

- 1 1 5 r ;

X l(0 )+ X 2( 0 )  +++ X jt t t t - X ^ O )

2 %  ' Al = 2w* ‘

Γ ια  να  χ α δ α ν χ ω ν εχ α ι χο  σ ύ σ χ η μ α  μ ε  χ η ν  ιδ ιο σ υ χ ν ό χ η χ α  w0 , 9 α

π ρ έπ ει A t = A t = 0  (από χ η  γ ε ν ικ ή  δ ό σ η ). Ά ρ α ,  από χ ις  π ρ ο η γ ο ύ μ εν ες  

σ χ έ σ ε ι ς ,  π α ίρ ν ο υ μ ε  χ ις  ζ η χ ο ύ μ ε ν ε ς  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν 9 ή κ ε ς

x t ( 0 )  = χ 2 ( 0 )  ,  χ ^ Ο )  = χ 2 ( 0 )  .

Γ ια  να  χ α δ α ν χ έ ν ε χ α ι χο  σ ύ σ χ η μ α  μ ε  χ η ν  ιδ ιο σ υ χ ν ό χ η χ α  ω', 9 α

π ρ έ π ε ι A t = α | + = 0  κ α ι σ υ ν ε π έ ς  ο ι ζ η χ ο ύ μ ε ν ε ς  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  

ε ίν α ι

X j ( 0 )  = -*χ2 ( 0 )  , X j ( 0 )  = ·~χ2 ( 0 )  .

Δ ίν ε χ α ι  α β α ρ ή ς  μ η  ε κ χ α χ ή  χ ο ρ δ ή  Ο Α Β  μ ή κ ο υ ς  17α  τ έ χ ο ια  

έ σ χ ε  0 Α = 1 3 α  . Σ ω μ ά χ ιο  μ ε  μ ά ζ α  4 m  π ρ ο σ α ρ χ ά χ α ι σ χ η  χ ο ρ δ ή  

σ χ ο  Α  κ α ι  έ ν α  ά λ λ ο  μ ε  μ ά ζ α  9 m  σ χ ο  Β  (σ χ ή μ α ) . Τ ο  σ ύ σ χ η μ α  

ε κ χ ε δ ε ί  μ ικ ρ έ ς  χ α δ α ν χ ιό σ ε ις  $ύρω από χ η ν  κα χα κό ρ υψ ο  που 

δ ιέ ρ χ ε χ α ι  από χο □ έ χ σ ι  έ σ χ ε ,  ο ι γ ω ν ίες  9 κ α ι φ ν α  ε ίν α ι  

μ ικ ρ έ ς .  Να β ρ εθ ο ύ ν  ο ι ιδ ιο μ ο ρ φ έ ς  χ α δ ά ν χ υ σ η ς , η  γ ε ν ικ ή  δ ύ σ η  

κ α ι η  δ ύ σ η  που α ν χ ισ χ ο ιχ ε ί  σ χ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  9 (0 )  = 9 0 ,  

9 ( 0 )  = (ρ (0 ) = $ (0 )  = 0  .
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Λ ύ σ η

Ε π ε ιδ ή  π ρ ό κ ε ιτ α ι $ ια  μ ικ ρ έ ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις , θεω ρούμε ό τ ι δ ε ν  

υπ ά ρ χει κα τα κό ρ υφ η  κ ίν η σ η , α λ λ ά  μόνο  ο ρ ιζό ν τ ια . Οι τ ά σ ε ις ,  
συνεπ ώ ς, σ τ α  τ μ ή μ α τ α  ΟΑ κ α ι Α Β  9α  ε ίν α ι κ α τ ά  π ρ ο σ έ ^ ισ η ,

Τ  = 9m g  ,  S  = 4 m g + T  = 13m g .

Οι ο ρ ιζ ό ν τ ιε ς  α π ο σ τ ά σ ε ις  Α Α ’ κ α ι ΒΒ* ε ίν α ι ,  κ α τ ά  π ρ ο σ β ^ ισ η ,

Α Α '= Ί 3 α 9  , Β Β '=  1 3 α 9 + 4 α φ .

Οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  των σω ματίω ν β ρ ίσ κ ο ν τ α ι από το  β* 
Νόμο το υ  N e w to n

4 m (A A * ) = Τ ε ιη φ  -  S s in 9  
9 m (B B '3  = - Τ ε ϊη φ

ή κ α τ ά  προσέ^ ^ ιση

5 2 α 9  + 13g9-9g«p = Ο 

13α θ  + 4α φ  + = Ο .

Υ π ο θ έτο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μο ρ φ ής .

9  = A jC G S ijJt  ,  φ = A ^ co sw t ,

3 = Α |  s in w t  ,  φ = A 2 s in u t  .

Με α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  σ τ ις  δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  π α ίρ ν ο υ μ ε  το  
α λ γ εβ ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ως προς A r ,  Α 2

• ' . · »

( ‘ · 5 2 ω 2  + 1 3 g ) A , - 9 g A 2  = 0  ,
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- 1 3 au i2 A 1 + (- 4 α ω 2 + ς )Α 2  = 0  .

Γ ια  λ ύ σ η  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  τ η ς  μ η δ ε ν ικ ή ς , π ρ έ π ε ι  ν α  

ισ χ ύ ε ι  η  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η

16 α 2 ω4  -  17 α ςω 2 + g2  = Ο ,

από τ η ν  ο π ο ία  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ι ς  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς

**«=WF' “2 =VF ■
Από το  α λ γ ε β ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι 

α 2 13
^ 7= 12 «Ια “ = “ t ' 
α 2 - 1 3-  = —  ϋ,σ « = «2 .

Οι ιδ ιό μ ο ρ φ ε ς τ α λ ά ν τ ω σ η ς  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι

( a ) 3 = A ^ o s U j t , i  = - j^ - A |C O S » ,t

(P>
+

9 = A t c o s u 2t  ,
• 13 + "

φ = -  - y -  A fC 0 S U 2t

(» )
++

9 = A 1 s in i i^ t  , Φ = ·γ | · A 'T ’s I n w , !

(6 )
+++

9 = A 1 s in u 2t ,  ij = -  y ·  Α Γ s in u 2t

Η γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η  ε ίν α ι

+ ++ , , +++ . 
9 = A jc o s i^ t  + A iC o s w 2 t-=A1 s im ^ t  + A 1 s in u 2t
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Φ = | | ·  Α ,ε ο ε ι ^ Ι  -  A ^ c o s ^ t  + 1 | ·  A ^ s i n ^ t  -  ψ-  A ^ s i n w ^  .

Α ν  εφ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  σ τ η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η , π α ίρ νο υ μ ε 

το  σ ύ σ τ η μ α

At + Af ·= 90 ,

+++
Α 1 ω1 + Α |  ω2 = Ο ,

1 3  . 1 3  .+ · Λ
Τ 2 Α , ' Τ Α ,  = 0  -

του  οποίου η  λ ύ σ η  ε ίν α ι

Α , : φ 0 , a |  = ; U 0 , αΓ  = αΓ  = 0 ·

Ά ρ α ,  η  λ ύ σ η  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ις  α ρ χ ικ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  ε ίν α ι 

4  ι
9 = —  θ ,χ ο ε ω Λ  + £ - 9 0c o s u 2t  ,

w J

♦ = I f  90ε ο δ « ,1 -  ^  90c ° s » 2t  .

4 .  Δ υο  σ ω μ ά τ ια  μ ε  μ ά ζ α  m ε κ χ ε λ ο ύ ν  μ ικ ρ έ ς  ε γ κ ά ρ σ ιε ς  

τ α λ α ν τ ώ σ ε ις  (σ χ ή μ α )  ν . Η τ ά σ η  S  τ η ς  χ ο ρ δ ή ς  δ ια τ η ρ ε ίτ α ι 

σ τ α θ ε ρ ή  κ α τ ά  τ η ν  κ ίν η σ η . Να (3ρε8ούν ο ι κ α ν ο ν ικ έ ς  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .
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j . ■■

> +

Λ ύ σ η

Οι δ ια φ ο ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς , $ ια  μ ικ ρ έ ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις

ε ίν α ι

χ ι c χ Γ χ 2 ^ a+b . .  . S  . .
T " s b " 5 ab  x < b X 2  '

<t - x 2 C X 2
b S  a  - b X 1 ·  S  8b X 2  *

η
.. s a+b S  Λ 
χ' ^ - 5 Γ χ' - ^ χ2 = 0 *

· ·  S  S  a+b Λ Χο - ^r-Xi + -̂ iLzr X-? = 0 .··· 2  m b  1 m  ab  2

Π ρ ό ο [8 έχ α ύ μ ε κ α ι α φ α ιρ ο ύ μ ε  κ α τ ά  μ έ λ η  κ α ι έ χ ο υ μ ε  

(χ j +χ2) + (Α-Β)(χ 1+χ2) = 0 , t , 

(ΧρΧ2) + (Α+Β)(χρχ2) = 0 ,
οπού

a  - i L  ο ___s _
“  m  ab  '  “ m b

Σ υ ν επ ώ ς , ο ι κ α ν ο ν ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίν α ι
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Ql =* t+x2> 2̂ = χΓ χ2 '

$ ια τ ί προκύπτουν ο ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  δ ια φ ο ρ ικές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς

. q̂ +wfq, = ο ,. q2+i)2q2 =0 , /

2 2
όπου wt = Α - Β  ,  ω2  = Α + Β . ■

5 .  Τ ο  μ ό ρ ιο  το υ  C 0 2 μ π ο ρ εί να  εξο μ ο ιω θ ε ί μ ε  έ ν α  μ η χ α ν ικ ό  

σ ύ σ τ η μ α  που α π ο τ ε λ ε ίτ α ι από μ ια  κ ε ν τ ρ ικ ή  μ ά ζ α  m  σ ύ ν -  
δ ε δ ε μ έ ν η  μ ε  ίσ α  ε λ α τ ή ρ ια  σ τ α θ ε ρ ό ς  k ,  σ τ α  ά κρ α  των 

οποίων υπ ά ρ χο υν  δυο ίσ ε ς  μ ά ζ ε ς  m' (σ χ ή μ α ) . Να προσδ ι
ο ρ ίσ ο υ ν  οι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , α ν  
ο ι μ ά ζ ε ς  τ α λ α ν τώ ν ο ν τα ι κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  που ενώ νει 
τ α  κ έ ν τ ρ α  τ ο υ ς . Να β ρ εθ ο ύν  οι ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς .

Ο------- r̂irjfjr»v------- Ο —---- ^ πγητγιττ»------ Ο *
. m'. k m k m

Λ ύ σ η

T o  σ ύ σ τ η μ α  έ χ ε ι  τ ρ ε ις  β α θ μ ο ύ ς ; ε λ ε υ θ ε ρ ία ς  κ α ι ε κ τ ε λ ε ί  
ε λ ε ύ θ ε ρ ε ς  μ η  α π ο σ β ε ν ν υ μ έ ν ε ς  τ α λ α ν τ ώ σ ε ις . Η κ ιν η τ ικ ή  κ α ι 

δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ε ίν α ι
*

Τ  = ~  m x 2  +

V  = j k ( x 2 - x 1) 2  + ~ k ( x 3- x 2) 2  .

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η  L a g ra n g e  γ ρ ά φ ετ α ι



-121

L  = j  mx^+ j  m ' ( x 2+ x | )  -  ~ r k ( x 2- x , ) 2-  ~  k ( x 3- x 2) 2

Ο ι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς ,  που π ρ ο κύ π το υν  απ ό  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις

- 1 ~ =  Ο < 1 = 1 ,2 ,3 ) , ε ίν α ι  
3 q ,

L a g r a n g e  β · ε ίδ ο υ ς  ^ - ( | τ -
V ·>

X, - ^  (χ2-Χι> = 0 - 

χ2 + JPT (2x2-xr Xj) = Ο , 

Χ3 *  ( χ3 'Χ2̂  = ® ·

ν π ο 9 έ ιο υ μ ε  λ ύ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς

Χ1 = AjCOSlilt , Χ2 = A2COSWt , Χ3 = AjCOSUt

κ α ι α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  α υ τ ή  σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  των διαφορικώ ν ε ξ ισ ώ σ ε ω ν , 

π α ίρ ν ο υ μ ε  το  α λ γ ε β ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  ως π ρ ο ς Α 1# Α 2 ,  Α 3

( V  + > , - ^ - a 2 = ο .  .

- £ α 1 + (-«2 * § ) Α 2 - | · Α 3 = 0 ,

- £ a 2* ( V * X ) A 3 = 0 .

Γ ια  ν α  υ π ά ρ χ ε ι δ ύ σ η  τ ο υ  α λ γ ε β ρ ικ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  τ η ς  

ΐ ίη δ ε ν ικ ή ς ,  π ρ έπ ε ι
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k  2  
~ γ  -ω 
m

k
~ m ‘

0

k
m

2 k 2  
m  w

k
m

0 _ _ k _
___«

k

Α υ τ ή  ε ίν α ι  η  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , η οποία 

γράφεται

2 I k 2ιω —r - ωι WiM'm . = 0 ,

από τ η ν  οπο ία  π ροκύπ τουν ο ι τ ρ ε ις  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τα λ ά ν τ ω σ η ς  το υ  
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς

ω

6 .  Δ υ ο  σ ω μ ά τ ια  μ ε  ί σ ε ς  μ ά ζ ε ς  m  π ροσαρτω ντα ι σ ε  δυο ε λ α τ ή ρ ια  
Φ υσ ικού  μ ή κ ο υ ς  α  κ α ι μ έ τ ρ ο υ  ε λ α σ τ ικ ό τ η τ α ς  λ  . Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  
κ ρ έ μ ε τ α ι  από έ ν α  σ τ α θ ερ ό  σ η μ ε ίο  (σ χ ή μ α ) . Οι ε π ιμ η κ ύ ν σ ε ις  
των ελ α τ η ρ ίω ν , σ τ η  9 έ σ η  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , ε ίν α ι  

κ α ι d2 - Να π ρ ο σ δ ιο ρ ισ θ ο ύν  ο ι δ ια φ ο ρ ικ ές  ε ξ ισ ώ σ ε ις  κ ίν η σ η ς  
το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς , ο ι  ιδ ιο σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  τ α λ ά ν τ ω σ η ς , ο ι ιδ ιο μ ο ρ φ ές  

τ α λ ά ν τ ω σ η ς  κ α ι η  γ ε ν ικ ή  λ ύ σ η . Τ ο  σ ύ σ τ η μ α  τ α λ α ν τ ω ν ετ α ι 
κα τα κό ρ υφ α .
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-^SNNVi

θ. Ισορροπίας

θ. Ισορροπίας

Α \ Ν ν ν \ Υ ν

.1
mg'

m

'Τ2

ι
Η  " 

mg,f
m

+

Λύση

Στη 9έση ισορροπίας του συστήματος έχουμε

T0 ,-To2 = mg , Τ02 = mg

όπου Τ01 και Τ02 είναι οι τάσεις στα δυο ελατήρια. Από το Νόμο 
του Hooke, έχουμε

Τοι = ^  di > Τ02 = ~  d2
»

και οι προηγούμενες εξισώσεις γίνονται

λ λ- ( d t-d2) = mg, - d 2 =mg .

f
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Av xt και x2 είναι 01 μετατοπίσεις των σωματίων από τις θέσεις 
ισορροπίας τους, ο β’ νόμος του Newton δίνει τις διαφορικές5 
εξισώσεις κίνησης

mxj = T2-Ti+mg ,

mx2 = “T2+mg ,

όπου οι τάσεις Tj και Τ2 δίνονται τώρα, μέσω του Νόμου του Hooke, 
από τις σχέσεις

τ, = ~  (d,+x,), Τ2 = ·|· (d2+x2-x,)

Άρα, οι διαφορικές εξισώσεις κίνησης είναι

.. _ fl λ .χ«+2 -—  χ<----- x? = 0 ,1 am 1 am 2

fl flx?----- x, + —  'χ?=·0 .z am 1 nm 2am

θεωρούμε Αύση της μορφής

η
X j r A j C O S I j J t  , Χ2 - A 2 C 0 S « t  · ·

= Â sinut , χ2 = A2sinwt .

Το αλγεβρικό σύστημα ως προς Α1# Α2 που προκύπτει είναι 

ίω̂ -2β)Α̂  + βΑ2 = Ο , 

pAj + (ω2-β)Α2 = 0 ,
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όπου β = —  . κ ma
Για μη μηδενική δύση χου αλγεβρικού συστήματος, παίρνουμε τη 
χαρακτηριστική εξίσωση

(ιΙ4 . 3ρ«2 + p2 _ ο .

Οι ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης είναι

Από το αλγεβρικό σύστημα προκύπτει

a2 I-VS"
A, = 2 #ια ω = ω

a2 1+V5
A, ' 2 $ια ω = ω

Οι ιδιομορφές ταλάντωσης του συστήματος είναι ■

(a) *1 = AtC0sutt , x2 = i-</5
^ ~ ~ 2 ~  AjeosUjt

(p) X,
+

= AfCOSVjt , IIMX 1+ ΛίΓ +— 2 *— Atcosu2t

(8)
++ t- V5 ++ ,

x i = A1 sinutt , x2 = 2  At sim^t

(6)
+++ 1+ V5 Λ +++ .

X1 = At sinu2t * x2 = £ At ειηω

Η γενική λύση είναι

χ1 = Ajcosi^t + A1cosu2t r*. A1 sfriwtt + A1 sinu2t ,
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1-V5
*2 = 2 A^cosUft l+ V f AtC0'sv2t 1 - V 5  Λ ++ ;At stnuitt

1 + ΐβ ” A  + + +  .  1+ sinw2t ,

όπου A i, a | ,  α Γ  και α Γ + προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες
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ΜΗΧΑΝΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ

3.1 Η φύση των κυμάτων

Κύμα, γενικά, είναι κά3ε διαταραχή που διαδίδεται με την 
πάροδο του χρόνου από μια περιοχή του χώρου σε μια άλλη. 
Παραδείγματα κυμάτων συναντούμε σε ποιους κλάδους της 
Φυσικής. Αναφέρουμε τα υδάτινα, ηχητικά, φωτεινά και 
ηλεκτρομα ν̂ητικά κύματα. Στο κεφάλαιο αυτό 9α μελετήσουμε τα 
κύματα που διαδίδονται σε συνεχή ελαστικά μέσα και λέγονται 
μηχανικά κύματα. ‘Ενα μέσο λέγεται ελαστικό, όταν 
παραμορφώνεται κάτω από την επίδραση δυνάμεων και ξαναπαίρνει 
το αρχικό σχήμα και ό$κο μόλις πάψει ή επίδραση των δυνάμεων. 
Ελαστικά θεωρούνται όλα τα υλικά μέσα (στερεά, υ̂ ρά και αέρια). 
Με τον όρο διαταραχή εννοούμε, γενικά/·, τη μεταβολή ενός 
φυσικού μεγέθους, όπως η μετατόπιση των σωματίων ελαστικού 
μέσου, η πίεση αερίου, η ένταση ηλεκτρικού πεδίου κ.τ.λ. Τα 
μηχανικά κύματα προέρχονται από τη μετατόπιση ενός τμήματος 
του ελαστικού μέσου από τη δέση ισορροπίας του, λό$ω εξωτερικού 
αιτίου, που το αναγκάζει να ταλαντωθεί $ΰρω από αυτή τη 9έση. 
Επειδή το μέσο είναι ελαστικό, η διαταραχή διαδίδεται από το ένα 
στρώμα του μέσου στο επόμενο και έτσι η διαταραχή ή κύμα 
προχωρεί στο μέσο. Πρέπει να τονιστεί ότι το μέσο σαν σύνολο δεν
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μεταψέρεται, αλλά παίζει το ρόλο του ενδιάμεσου με το-οποίο 
μεταβιβάζονται, τα μηχανικά κύματα. Είναι προφανές ότι $ια να 
δημιουργεί ένα κύμα πρέπει να δο8εί ενέργεια στο μέσο. 
Συνεπώς, ένα κύμα μπορεί να μεταφέρει ενέργεια από μια περιοχή 
σε μια άλλη. Η ενέργεια στα κύματα οφείλεται στην κινητική και 
δυναμική ενέργεια της ύλης. Το $ε$ονός ότι τα κύματα των 
ωκεανών έχουν καταστροφικά αποτελέσματα, μας πείθει ότι είναι 
φορείς ενέργειας.

Αποδεικνύεται ότι τα κύματα διαδίδονται με στα9ερή 
πεπερασμένη ταχύτητα σε ομογενή και ισότροπα μέσα. Η ταχύτητα 
εξαρτάται από την ελαστικότητα του μέσου και την ογκομετρική, 
επιφανειακή ή γραμμική πυκνότητα του μέσου ανάλογα αν το μέσο 
είναι τριδιάστατο, διδιάστατο ή μονοδιάστατο.

θα χρησιμοποιήσουμε σαν πρότυπο του κύματος τη διάδοσή 
του σε ένα συνεχές μονοδιάστατο μέσο π.χ. το τεντωμένο νήμα. Το 
ένα άκρο ενός μακριού νήματος είναι σταθερό, το δε άλλο άκρο 
κινείται κάθετα προς το νήμα, ενώ η τάση του νήματος διατηρείται 
σταθερή (Σχ. 23)

4

✓
S//

Σχ. 23 Δημιουργία ενός παλμού

Με το νήμα αρχικά' σε ηρεμία, κινούμε $ρή$ορα το ελεύθερο 
άκρο προς τα πάνω και μετά πίσω στην αρχική του θέση. Η κίνηση 
που προκύπτει λέγεται παλμός και είναι δυνατόν να παρατηρήσουμε 
το σχήμα του νήματος σε διαφορετικές χρονικές στιγμές, μέσω 
κινητής φωτογραφικής μηχανής (Σχ.24) . Κάθε σωμάτιο του νήματος 
παραμένει ακίνητο μέχρι τη στιγμή της άφιξης του παλμού, οπότε 
κινείται $ια μικρό χρονικό διάστημα και ύστερα μένει ακίνητο.
Αν οι εσωτερικές τριβές στο νήμα δεν ληψθούν υπόψη, τότε ο 
παλμός διατηρεί το σχήμα του, καθώς κινείται κατά μήκος του
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νήματος. Επίσης αποδεικνύεται όχι η'ταχύτητα του παλμού είναι 
ανεξάρτητη του σχήματός του.

Ιχ. 24 Κίνηση παλμού κατά μήκος του νήματος

3.2 Τόποι κυμάτων

Τα κύματα διαιρούνται σε δυο κατηγορίες. Τ,α εγκάρσια και 
τα διαμήκη. Αν η κίνηση των σωματίων του μέσου που μεταφέρουν 
το κύμα είναι κάθετη: προς την διεύθυνση διάδοσης του κύματος, 
τότε το κύρια λέγεται εγκάρσιο: Αν η κίνηση των σωματίων είναι 
στη διεύθυνση διάδοσής του κύματος, τότε το--κύμα λέγεται 
διαμήκες. Για παράδειγμα, όταν το ένα άκρο ενός κατακόρυφα 
τεντωμένου νήματος ταλαντωνεται κάθετα προς, τη διεύθυνση του 
νήματός,- τότε κατά μήκος του νήματος διαδίδεται ένα εγκάρσιο 
κύμα. Τα σωμάτια του νήματος ταλαντωνονται κάθετα προς τη 
διεύθυνση διάδοσης του κύματος (Σχ. 25α). Όταν το ελεύθερο άκρο 
ενός κατακόρυφα τεντωμένου ελατηρίου ταλαντωνεται πάνω-κάτω,
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(6)

Ιχ. 25(α) Στο εγκάρσιο κύμα τα σωμάτια του νήματος 
κινούνται κά9ετα προς την διεύθυνση διάδοσης του κύματος.
(β) Στο δισμήκες κύμα τα σωμάτια του ελατηρίου κινούνται 
στην διεύθυνση διάδοσης του κύματος.

I
τότε κατά μήκος του ελατηρίου διαδίδεται ένα διαμήκης κύμα. Οι 
σπείρες ταλαντώνονται στη διεύθυνση διάδοσης του κύματος κατά 
μήκος του ελατηρίου (Σχ. 25β) .

Τα κύματα ταξινομούνται επίσης σε τρεις κατηγορίες. Τα 
μονοδιάστατα, διδιάστατα και τριδιάστατα, ανάλογα με τον αριθμό 
των διαστάσεων στις οποίες μεταφέρουν ενέργεια. Τα κύματα του 
Σχ. 25 είναι μονοδιάστατα. Τα κύματα στην επιφάνεια μιας ήρεμης 
λίμνης είναι διδιάστατα. Τριδιάστατα είναι τα ηχητικά κύματα που 
διαδίδονται ακτινικά από μια μικρή ηχητική πη#ή.

3.3 Μαθηματική περιγραφή μονοδιάστατων κυμάτων

Είναι γνωστό ότι η θέση ενός σωματίου στο χώρο ο 
προσδιορίζεται πλήρως αν δοθούν οι συντεταγμένες x,y,z αυτού ως
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προς ένα αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων Oxyz. Η κίνηση τού 
σωματίου προσδιορίζεται πλήρως, αν δο3ρύν οι συναρτήσεις

χ = x(t), y = y(t), z = zit) .

Η μαθηματική περιγραφή ενός μονοδιάστατου κύματος δεν είναι 
τόσο απλή. Για παράδειγμα, $ια να περιγράφουμε ένα εγκάρσιο 
κύμα σε ένα νήμα, σε κά9ε στιγμή, πρέπει να προσδιορίσουμε τη 
θέση κάθε σωματίου του νήματος και όχι ενός ή μερικών σωματίων. 
Το σχήμα του κύματος σε κάθε στιγμή μπορεί να περιγράφει μέσω 
μιας συνάρτησης. Στο Σχ. 26, ο άξονας χ συμπίπτει με τη θέση

Q*ι

X

Σχ. 26 Η μετατόπιση q ενός σωματίου του νήματος 
στη θέση ισορροπίας χ .

ισορροπίας του νήματος. Αν χ είναι η. θέση ισορροπίας του 
τυχόντος σωματίου και q η μετατόπισή του, τότε η θέση του 
νήματος τη στιγμή μπορεί να δοθεί από τη σχέση q = fj(x). Τη 
χρονική στιγμή t2 *  tr, η θέση του νήματος δίνεται από τη σχέση 
q = f2(x), όπου fj(x) *f2(x) . Είναι φανερό ότι η διαδικασία αυτή 
είναι επίπονη, επειδή απαιτείται μια διαφορετική συνάρτηση $ιο: 
κάθε στιγμή. Αν όμως υποθέσουμε ότι το κύμα διατηρεί τό σχήμα 
του, τότε η καμπύλη που παριστάνει τη συνάρτηση ί2(χ) έχει το 
ίδιο σχήμα με την καμπύλη που παριστάνει, τη συνάρτηση-if (χ)'. Η 
μόνη διαφορά είναι ότι η καμπύλη, αυτή έχςι μετατοπισθεί κατά 
μήκος ταυ άξονα χ σε απόσταση ίση με εκείνη που το κύμα έχει 
διανύσει εντός του χρόνου , δηλαδή σε απόσταση είί^-Ίη),
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όπου c είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύματος.
Για να προσδιορίσουμε τον τρόπο με τον οποίο συνδέονται οι 

συναρτήσεις σε διαφορετικούς χρόνους, εργαζόμαστε ως εξής, 
θεωρούμε έναν παλμό τη χρονική στιγμή t=0 (Σχ. 27).

Σχ. 27 Στο χρόνο t ο παλμός διανύει απόσταση ct..

Στο χρόνο 1 , ο παλμός έχει διανύσει απόσταση ct. Εισάγουμε ένα 
νέο σύστημα αξόνων O'x'q με αρχή Ο* μετατοπισμένη προς τα 
δεξιά σε απόσταση ct ως προς το Ο . Αν η συνάρτηση q = f(x) 
περιγράφει τον παλμό στο χρόνο t=0 ως προς το Ο, τότε η ίδια 
συνάρτηση f περιγράφει τον παλμό στο χρόνο t ως προς το θ’. 
Συνεπώς, ο παλμός περι̂ ράφεται στο χρόνο t ως προς το θ' με τη 
συνάρτηση q = ί(χ') .

Τα δυο συστήματα συντεταγμένων.συνδέονται με τη σχέση 

χ* = x-ct .

Άρα, ένας παλμός που περι̂ ράφεται ως προς το Ο στο χρόνο t=0 
με τη συνάρτηση q = f(x), περι̂ ράφεται ως προς το Ο στο χρόνο X 
με ρ] συνάρτηση q = f(x-ct). Η μέθοδος αυτή μας δίνει την 
εξίσωση του παλμού $ια κάθε t, αν γνωρίζουμε την εξίσωσή του στο 
χρόνο t=0. Η μέθοδος συνίσταται στην αντικατάσταση του χ με 
το x -c t . θα πρέπει να τονισθεί ότι η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται σε 
κάθε μονοδιάστατο κύμα οποιουδήποτε σχήματος, επειδή η
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συνάρτηση f δεν έχει καθορισθεί. Το σχήμα του κύματος 
προσδιορίζεται ακριβώς, αν δοθεί η συνάρτηση f .

Γενικά, κά9ε συνάρτηση q = f(x,t) που περιέχει το χ και t 
μόνο στο συνδυασμό x-ct , όπου ο είναι στα9ερά, παριστάνει ένα 
μονοδιάστατο κύμα, που διαδίδεται κατά τη θετική κατεύθυνση 
(+χ), χωρίς να μεταβάλλεται το σχήμα του. ···.

Μέ την ίδια μέθοδο μπορεί να δειχθεί ότι κά9ε συνάρτηση 
q = f(x,tj που περιέχει το χ και t μόνο στό/συνδυασμό x+ct, όπου c 
είναι σταθερά, παριστάνει ένα μονοδιάστατο κύμα, που διαδίδεται 
κατά την αρνητική κατεύθυνση (~χ)/ χωρίς να μεταβάλλεται το 
σχήμα του.

Μπορούμε να πάρουμε πολλές πληροφορίες, από τη συνάρτηση 
που περιγράφει ένα μονοδιάστατο κύμα. Για παράδειγμα, η 
ταχύτητα και η επιτάχυνση της εγκάρσιας κίνησης ενός σωματίου 
του νήματος στη θέση χ, σε κάθε χρόνο t, δίνονται από τις 
σχέσεις

u(x,t) = ag(x,t)
3t α = 3"q(x,t)

at2

Η κλίση του νήματος σε κάθε θέση χ είναι 3q(x,t)
3χ

Απόδεικνΰεται ότι η κλίση συνδέεται με την ταχύτητα με τη 
σχέση

3 q _ ? l 3 q  
3χ “ 2 3t '

όπου το - αντιστοιχεί στην περίπτωση, ενός κύματος που 
μεταδίδεται κατά την θετική κατεύθυνση και το + στην περίπτωση 
διάδοσης κατά την αρνητική κατεύθυνσή. Πράγματι, αν θέσουμε 
u = χ + ct , $ια τις περιπτώσεις που το κύμα διαδίδεται κατά τη 
θετική ή την αρνητική κατεύθυνση , τότε έχουμε
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3q dq 3u dq 
3x ~ du 3x ~ du 1

3q dq 3u 
3t = du 3t

3q _ ? ij?Q
3x “ c at *

3.4 Διαφορική εξίσωση μονοδιάστατου κύματος -  
Λύση D' Alembert

Αν πάρουμε τη δεύτερη μερική παρά^ο «ς προς χ της 
εξίσωσης του κύματος

q = q(x±ct) ,
έχουμε

όπου ο τόνος φανερώνει συνήθη παρα$ω$ιση ως προς τη μεταβλητή 
x±ct . Αν παρα$ω$ίσουμε μερικώς την εξίσωση του κύματος δυο 
φορές ως προς t παίρνουμε

Με απαλοιφή του q** προκύπτει η σχέση ’ ·
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3t2 3x2

Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση ενός μονοδιάστατου κύματος, που 
διαδίδεται κατά μήκος του χ με ταχύτητα c . Αυτή πληροΰται από 
κάθε συνάρτηση της μορφής q = f(x-ct) και επίσης από κά3ε 
συνάρτηση της μορφής q = g(x+ct) . Επειδή η διαφορική, εξίσωση 
του κύματος, είναι γραμμική β' τάξης με μερικές παρα$ω$ους, η 
γενική δύση 9α περιέχει δυο αυθαίρετες συναρτήσεις. Άρα, η 
γενική λύση γράφεται

q(x,t} = f(x-ct) + g(x+ct) , ·,

όπου οι αυθαίρετες συναρτήσεις f και g προσδιορίζονται από τις 
αρχικές συνθήκες.
Η γενική λύση παριστάνει, συνεπώς, την υπέρθεση (πρόσθεση) δυο 
κυμάτων που διαδίδονται αντίθετα με την ίδια ταχύτητα. Η λύση 
αυτή λέγεται λύση του D* Alembert και προκύπτει αναλυτικά ως

θέτουμε x+ct = υ , x-ct = z . Τότε η q(x,t) γίνεται συνάρτηση 
των μεταβλητών υ και z , '

εξής:

υ+ζ υ-ζ
2 ' 2 c }

= q(u,z) .

Έχουμε

3q 3q 3υ 3qite 3q ..3q
3χ " 3υ 3χ 3ζ 3χ ” 3υ + 3ζ

2
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Επίσης
3υ2 3υ̂ ζ 3ζ2

31 3ΐ ΐ ! ί .+ 39. 3£ 3q. 3q J3q 3<Λ
3t = 3u at 3z 3t  = c 3u " c 3z = c Uu " 3zi ;

32q 3 f 3q | _3_j'aq̂  3qt
at2 " 3t\3tJ = C 3t Uu ~ 3z!

= c J L  r l i  _ <!l) + _ L  f i i
3u dU ” 92; 3t + 3z dU “ 3ẑ  3t

= c
3u2 3u3z 3u3z 0Z2

= c2
2 2 2 . 

Ώ _ 2 i J L + 3 ( , l '
3u‘ 3u3z 3Z2i

Η διαφορική εξίσωση του κύματος παίρνει τότε ηη μορφή

a2g
3υ3ζ = 0

Με ολοκλήρωση προκύπτει

3q
3υ = h(u) ,

όπου h μια αυθαίρετη συνάρτηση του υ και με μια δεύτερη 
ολοκλήρωση παίρνουμε
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. q = f h(u)du + f(z) = g(u) + f(z) ,

όίΐάυ'ϊ και g /αυθαίρετες συναρτήσεις των z και u αντίστοιχα . 
‘Αρα, η λύση του D* Alembert είναι

q = q(x,t) = f(x-ct) + g(x+ct) .

3.5 Τάλάντυση συνεχούς χάρδής

Επανερχόμαστε στην § 2.8- και εξετάζουμε την κίνηση του 
συστήματος, όταν ο αριθμός των σωματίων τείνει στο άπειρο και 
συνεπώς η απόσταση h μεταξύ των διαδοχικών σωματίων στη 9έση 
ισορροπίας γίνεται απειροστή. Στην πραγματικότητα μελετούμε την 
κίνηση της ομογενούς συνεχούς ελαστικής χορδής. Η εξ. (2.35) 
γράφεται.

q^,g) - qT(t>1 q¥(t) - qv-,(t)i
; ii / " 1 h ;J '

όπου qv(t) είναι η μετατόπιση και qv(t) η επιτάχυνση του 
ν-οστού σωματίου στο χρόνο ! . Επειδή το h1 είναι απειροστό, 
μπορούμε να αντιστοιχήσουμε σε κά9ε σωμάτιο έναν αριθμό και 
έτσι να εισάγουμε μια συνεχή μεταβλητή χ που να παριστάνει την 
απόσταση του ν-οστού σωματίου από το σταθερό αριστερό άκρο 
τη̂ . χορδής, δηλαδή 9α έχουμε χ = vh , όπου ν φυσικός , αριθμός και 
χ€[0·, & \, Έτσι, η συνάρτηση qv(t> με ανεξάρτητη μεταβλητή t 
αντΐατάιχεί στη συνάρτηση q(x,t) με ανεξάρτητες μεταβλητές χ 
Α ’Ί .U

Η συνάρτηση q(x,t) παριστάνει τη μετατόπιση q του σωματίου που 
βρίσκεται στη 9έση χ στο χρόνο t .
Τότε, η προηγούμενη σχέση γράφεται

mqv(t) = kh
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m % ^ = k h
at2

q(vh+h,t)-q(vh,t) q(vh,t)-q(vh-h,t)

= kh q(x+h,t)-q(x,t) q(x,tH(x~h,t)
h h

Από το θεώρημα της μέσης τιμής, κάποια χρονική στιγμή t, 
ισχύει

q (x + h ,t )  = q ( x , t )  + h

q(x,t) = q(x-h,t) + h

3 q( x + t )
aii

3q(x- ~  t)
3X

Τότε έχουμε

m 32q(x,t) „ hm ------—  = kh
at2

a q (x  + J  , t )  3 q (x  -  j  , t )
3 x 3x

Από το 3ειδρημα της μέσης τιμής ισχύει επίσης

3 q (x  *  |  , t )  3 q (x  -  | , t )  3 * ρ ( Μ ) '  ·
— + π  -----—9χ 3 χ 3χ'

και τελικά έχουμε

3 2q ( x , t )  ?  3 2q ( x , t )

όπου cz = . Όπως είδαμε στην § 4 , αυτή είναι η διαφορική
εξίσωση ενός κύματος που διαδίδεται κατά μήκος του χ με 
ταχύτητα c .
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3.6 Υπολογισμός της ταχύτητας κύματος στη συνεχή 
χορδή

'■*** (σ) Εγκάρσιο κύμα. Στην § 2.8 αποδείξαμε ότι η σταθερά k 
#ια την εγκάρσια κίνηση της φορτισμένης χορδής είναι

όπου S η σταθερή τάση της χορδής και h η απόσταση δυο 
διαδοχικών σωματίων/ Στην περίπτωση της συνεχούς ομογενούς 
χορδής, επειδή το h είναι απειροστό, εισάγουμε τη γραμμική 
πυκνότητα ρ (μάζα ανά μονάδα μήκους)

Ρ m
h

και έχουμε την έκφραση της ταχύτητας διάδοσης των εγκαρσίων 
κυμάτων στην ομογενή συνεχή χορδή

JL
Ρ

Διαμήκες κύμα. Η σταθερά k , $ια τη διαμήκη κίνηση της 
^£$αμενής χορδής είναι k = Κ (§ 2.8), όπου 1C η σταθερά της

περίπτωση της συνεχούς ομογενούς χορδής, η 
σταθερά Κ μπορεί να γραφεί

>

όπου λ είναι το μέτρο ελαστικότητας της χορδής. Η ταχύτητα 
διάδοσης των διαμήκων κυμάτων στην ομογενή συνεχή χορδή 
δίνεται από τη σχέση
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C -  — .
P

Βλέπουμε όχι, σε κάθε περίπτωση, η ταχύτητα του κύματος . 
στη συνεχή χορδή εξαρτάται από την ελαστικότητα και τη 
γραμμική πυκνότητα της χορδής.

3.7 Συχνότητα κύματος

Συχνότητα ενός κύματος λέγεται η συχνότητα με την οποία 
ταλαντώνονται τα σωμάτια του μέσου τα οποία μεταφέρουν το κύμα 
και ισούται με τη συχνότητα του εξωτερικού αιτίου (πη#ής) από το 
οποίο παρά ε̂ται το κύμα. Για παράδειγμα, όταν ένα κύμα 
διαδίδεται σε μια χορδή, η οποία συνίσταται τμηματικά από 
διαφορετικά υλικά, η συχνότητα του κύματος δεν μεταβάλλεται, 
αλλά ισούται πάντα με τη συχνότητα της πη$ής, παρότι η 
ταχύτητα του κύματος αλλάζει. Το συμπέρασμα συνεπώς είναι ότι 
η συχνότητα του κύματος καθορίζεται από το εξωτερικό αίτιο και 
όχι από το ελαστικό μέσο.

3.8 Αρμονικά κύματα

Αποδείξαμε ότι η γενική εξίσωση μονοδιάστατου κύματος, 
οποιουδήποτε σχήματος, που κινείται προς τη θετική κατεύθυνση 
του άξονα χ με ταχύτητα c είναι

q = f(x-ct).

Παρατηρούμε ότι το q είναι συνάρτηση δυο μεταβλητών, της 
χρονικής μεταβλητής t και της χωρικής μεταβλητής χ . Είναι 
δυνατό να εξετάσουμε αμέσως τι συμβαίνει, όταν μια από τις δυο 
μεταβλητές παραμένει σταθερή. Στην περίπτωση του νήματος, $ια
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t = t0 = στα9., η εξίσωση δίνει το q συναρτήσει μόνο του χ . Η 
εξίσωση αυτή ορίζει μια καμπύλη που παριστάνει το πραγματικό 
σχήμα ή στιγμιότυπο του νήματος τη χρονική στιγμή t0 . Μπορούμε 
να το φανταστούμε σαν μια φωτογραφία τύυ νήματος στο χρόνο t0 . 
Αν τοποθετηθούμε σε ένα σημείο χ = = σταθ., η εξίσωση δίνει
το q συναρτήσει μόνο του t . Η εξίσωση αυτή ορίζει μια καμπύλη 
που περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο η μετατόπιση q 
μεταβάλλεται με το χρόνο, στο σημείο χ0 (Σχ. 28,29).

,' α

Στο χρόνο t = t 0
q

Στο σημείο χ=χ0

) \  χ — 7 * t

Σχ. 28 Σχ,: 29

θεωρούμε τώρα ενα μονοδιάστατο κύμα της μορφής 

q = asinkix-ct) ,

όπου α είναι το πλάτος του κύματος, k μια σταθερά προς 
προσδιορισμό και c η ταχύτητα του κύματος. Ένα τέτοιο κύμα 
λέγεται αρμονικό και παρά̂ εται σε ένα γραμμικό ελαστικό μέσο 
ίπ.χ. νήμα), όταν το εξωτερικό αίτιο εκτελεί αρμονική ταλάντωση, 
Αποδεικνΰεται ότι όλα τα σωμάτια του μέσου εκτελούν αρμονική 
ταλάντωση με πλάτος α . Πράγματι, αν στην εξίσωση του αρμονικού 
κύματος θέσουμε χ = σταθ., προκύπτει ότι το q ταλαντώνεται 
αρμονικά με το χρόνο με πλάτος a . θα πρέπει να τονισθεί ότι το 
πλάτος α ίσούται με το πλάτος της ταλάντωσης του εξωτερικού 
αιτίου. Παρατηρούμε επίσης ότι το κύμα αυτό είναι περιοδικό όχι 
μόνο στο χρόνο αλλά και στο χώρο. ,Αυτό φαίνεται, αν στην εξίσωση 
του κύματος θέσουμε t = σταθ. *Αρα, θα υπάρχει μια χωρική και μια
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χρονική περίοδος. Η χωρική περίοδος λέγεται μήκος κύματος., 
συμβολίζεται με το λ και ισούται με την απόσταση μεταξύ κάθε 
δυο διαδοχικών τιμών του χ που έχουν την ίδια μετατόπιση q και 
την ίδια κλίση, $ια μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Σύμφωνα με 
αυτό τον ορισμό του μήκους κύματος, #ια κάποια σταθερή χρονική 
στιγμή t j ,  μια αύξηση του χ κατά λ πρέπει να αφήνει αμετάβλητο 
το q . ‘Αρα, 9α ισχύει

q = asink(x-ctf) = as1nk[(x+r0 -ct1 ]. j= as1nlk(x-ct1)+2 n] 

από την οποία προκύπτει η τιμή της σταθεράς k ,

Η σταθερά k λέγεται σταθερά διάδοσης και το αντίστροφο του 
μήκους κύματος λ" 1 κυματαριθμός. Η εξίσωση του αρμονικού 
κύματος γράφεται τότε

q = asm —  (x-ct) . π

Στο σχ. 30 φαίνεται το αρμονικό κύμα, που κινείται προς τα δεξιά, 
κατά τις χρονικές στιγμές 1 = Ο και t = t .

X 
t
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Η εξίσωση του κύματος στο χρόνο t = Ο είναι 

. 2πq = asm —  χ . 
π

Παρατηρούμε ότι το q παραμένει σταθερό στα σημεία χ, x+a, 
χ+2δ, ..., σύμφωνα με τον ορισμό του μήκους κύματος.
Η χρονική περίοδος τ είναι ο χρόνος που απαιτείται ι̂α να 
διανύσει το κύμα απόσταση ίση με το μήκος κύματος. Αφού το 
κύμα διαδίδεται με ταχύτητα c, 9α ισχύει

a = ετ .

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ένας ακόμη ορισμός του μήκους 
κύματος, Μήκος κύματος είναι η απόσταση που διανύει το κύμα σε 
χρόνο μιας περιόδου. Συνεπώς, αν η πη$ή κάνει μια ταλάντωση 
εντός μιας περιόδου τ, το κύμα 9α διανύσει απόσταση a στον ίδιο 
χρόνο τ. Η εξίσωση του κύματος στο χρόνο t γράφεται τότε

q = asin2n(§- - - ) .

Από εδιί φαίνεται ότι το q παραμένει ίσταθερό στα σημεία χ, x+ a , 
x + 2 a , ..., ι̂α κάθε σταθερή χρονική στιγμή, σύμφωνα με τον ορισμό 
του μήκους κύματος. Επίσης το q παραμένει σταθερό κατά τις 
χρονικές στιγμές t, t+τ, t+2 x , ..., $ια κάθε σταθερή θέση χ .
Η εξίσωση του αρμονικού κύματος μπορεί να δάβει τη μορφή

q = asin(kx-ijjt) ,

' , , , οπού ω = — είναι η γωνιακή συχνότητα.
V

Η εξίσωση ενός αρμονικού κύματος που διαδίδεται προς τα 
αριστερά είναι
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q = asin(kx+ut) .

Από τις σχέσεις

a , 2η 2π Λ λ = ετ , k = — , ω = —  = 2πν . λ τ

όπου ν η συχνότητα του κύματος, προκύπτει ότι η ταχύτητα του 
κύματος δίνεται με τις εξισώσεις

£
Από τη σχέση λ = — συμπεραίνουμε ότι το μήκος κύματος εξαρτάται
από την ελαστικότητα του μέσου, τη γραμμική πυκνότητα του 
μέσου (αν αυτό είναι γραμμικό) και από τη συχνότητα του 
εξωτερικού αιτίου.

Στο αρμονικό κύμα που μελετούμε/· υποθέτουμε ότι η 
μετατόπιση q μηδενίζεται στο σημείο χ=0 στο χρόνο t=0. Φυσικά, η 
υπόθεση αυτή δεν είναι απαραίτητη. Η γενική εξίσωση ενός 
μονοδιάστατου αρμονικού κύματος που διαδίδεται προς τα δεξιά 
είναι της μορφής

q = asin(kx-ut-0) ,

όπου 6 είναι η σταθερή $ωνία φάσης του κύματος.
Συμπερασματικά, αν το ένα άκρο του νήματος εκτελεί 

αρμονική ταλάντωση λό$ω εξωτερικού αιτίου, τότε κάθε σωμάτιο 
του νήματος εκτελεί αρμονική ταλάντωση, κατά τη χρονική στιγμή 
που προσδιορίζεται από την απόσταση του σωματίου από το 
ταλαντούμενο άκρο του νήματος και την ταχύτητα του κύματος, 
με το πλάτος και την περίοδο του εξωτερικού αιτίου. Το σχήμα του 
νήματος σε κάθε χρονική στιγμή ρερι̂ ράφεται από ένα αρμονικό 
κύμα. Τα μεγέθη που περιγράφουν ένα μονοδιάστατο κύμα είναι η
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περίοδος, η ταχύτητα του κύματος και το μήκος κύματος.

3.9 Σχάσιμα κύματα

Επειδή η μονοδιάστατη διαφορική εξίσωση του κύματος είναι 
γραμμική β' τάξης, μπορούμε να έχουμε οποίονδήποτε αριθμό 
δύσεων, μέσω γραμμικών συνδυασμών δυο γνωστών δύσεων της 
διαφορικής εξίσωσης του κύματος. Με̂ άδο ενδιαφέρον παρουσιάζει 
ο γραμμικός συνδυασμός, που δαμβανεται από την υπέρθεση δυο 
κυμάτων ίδιας συχνότητας, ταχύτητας και πδάτους, τα οποία 
διαδίδονται σε αντίθετη κατεύθυνση κατά μήκος π.χ μιας χορδής. 
Αν

q̂  = asin(kx-ut), q2 = asin(kxmt)

είναι δυο τέτοια κύματα, η υπέρθεσή τους μπορεί να γραφεί

q = qj+q2 = 2asink.xcos!iit

και παριστάνει ένα "στάσιμο κύμα" (Σχ. 31) *
Παρατηρούμε ότι ένα σωμάτιο της χορδής σε οποιαδήποτε σταθερή 
θέση χ0 εκτεδεί αηδή αρμονική ταδάντωση, ι̂ατί τότε 3α ισχύει 
q = Acoswt, όπου A = 2asinkx0 = σταθ. και ότι όδα τα σωμάτια 
ταδαντώνονται με την ίδια συχνότητα. Παρατηρούμε επίσης ότι το 
η̂ήάτοξ. 2asinkx του "στάσιμου κύματος" δεν είναι σταθερό, αδδά 

■·νμ τ̂αβ.̂ Ιδετάι με το χ . Συνεπώς, το πδάτος δεν είναι το ίδιο #ια τα
σωμάτια της χορδής· Για τις τιμές χ = Ν -̂, Ν = 0,1,2,...,
το· πδάτος μηδενίζεται. Τα σημεία της χορδής που αντιστοιχούν

ίίστις τιμές χ = Ν — δένονται δεσμοί. Για- τις τιμές χ = (2Ν+1) —,
Ν - 0,1,2,..., το πδάτος έχει τη μεγίστη τιμή 2α.. Τα σημεία της

fiχορδής που αντιστοιχούν στις τιμές χ =.(2Μ+1) ~ δένονται κοιδίες..• 4
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Η απόσταση μεταξύ δυο διαδοχικών δεσμών, ή δυο διαδοχικών 
κοιλιών, είναι λ/2 . Η απόσταση μεταξύ ενός δεσμού και της ·

λαμέσως επομένης ή προη$ουμένης κοιλίας είναι —.
Στην πραγματικότητα ένα "στάσιμο κύμα" δεν είναι ένα κύμα 

που διαδίδεται σε ένα μέσο, $ιατί η εξίσωσή του δεν είναι της 
μορφής q = f(x±ct). Η χρησιμοποίηση του όρου "κύμα" έγκειται στο 

ε̂̂ ονός ότι, μπορούμε να το θεωρήσουμε ως σύνθεση (υπέρθεση) 
δυο κυμάτων που κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις. Επειδή το 
"στάσιμο κύμα" δεν είναι κύμα, δεν μπορεί να μεταφέρει ενέργεια 
από μια περιοχή σε μια άλλη. Συνεπώς,, η ενέργεια διατηρείται 
"στάσιμη" στη χορδή και είναι άθροισμά της κινητικής και της 
δυναμικής ενέργειας της χορδής. *Ενα "στάσιμο κύμα" είναι στην 
πραγματικότητα μια ιδιομορφή ταλάντωσης της χορδής.

κ ο ι λ ί ε ς

Σχ. 31 Τρία στάσιμα κύματα

3.10 Ενέργεια μηχανικού κύματος

Πρέπει να έχει $ίνει κατανοητό από τα προηγούμενα ότι σε 
κάθε χρονική στιγμή τα σωμάτια ενός ελαστικού μέσου το: οποία 
μεταφέρουν ένα κύμα βρίσκονται; σε διάφορες καταστάσεις 
κίνησης. Αυτό σημαίνει ότι το μέσο κατέχει ενέργεια, η οποία 
συνίσταται σε κινητική και δυναμική ενέργεια. Η κινητική ενέργεια 
οφείλεται στην κίνηση των σωματίων του μέσου και η δυναμική 
ενέργεια στην παραμόρφωση του μέσου, θα υπολογίσουμε την ολική
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ενέρ$εια ενός εγκαρσίου κύματος σε ένα τεντωμένο νήμα.
Η ύπαρξη της δυναμικής ενέργειας στο νήμα που. μεταφέρει το 
εγκάρσιο κύμα, έγκειται στο ε̂$ονός ότι κάθε τμήμα του νήματος, 
που δεν είναι παράλληλο προς τη θέση ισορροπίας, πρέπει να είναι 
παραμορφωμένο και $ια την παραμόρφωση απαιτείται κάποιο έρ$ο, 
το οποίο αποθηκεύεται στο τμήμα με τη μορφή δυναμικής 
ενέργειας, θεωρούμε ένα απειροστό ευΒύ̂ ραμμο τμήμα του 
νήματος μήκους dx στη θέση ισορροπίας και υποθέτουμε ότι· το 
τμήμα αυτό παραμένει ευθΰ̂ ραμμο σε μια'μετατοπισμένη θέση 
ίΐχ.32).

Σχ. 32 Παραμόρφωση ενός απειροστού τμήματος του 
νήματος που μεταφέρει ένα εγκάρσιο κύμα

Υποθέτουμε επίσης άτι η. τάση S του νήματος δεν μεταβάλλεται 
κατά την παραμόρφωση αυτού. Αν ρ είναι η γραμμική πυκνότητα 
του νήματος, τότε η μάζα του απειροστού τμήματος είναι pdx. 
‘Οπως γνωρίζουμε, η εγκάρσια ταχύτητα της μάζας αυτής, σε κάθε 

• 9αστιγμή, είναι — . Άρα, η κινητική ενέργεια dT του τμήματος dx είναι□ L

«τ = i  p d < f

και η. κινητική του ενέργεια ανά μονάδα μήκους γράφεται

dT
dx

1  n f 3 l \ 2

2 pi3t?·"



Η δυναμική ενέργεια dV του dx μπορεί να βρεθεί από το έρ$ο 
παραμόρφωσης. Η μεταβολή του μήκους του dx είναι,, όπως φαίνεται 
από το Σχ. 32, ds-dx. Το έρ̂ ο που απαιτείται $ια την παραμόρφωση 
του τμήματος ισούται με το γινόμενο της σταθερής τάσης S του 
νήματος επί τη μεταβολή του μήκους του. Επειδή το έρ#ο αυτό 
αποθηκεύεται στο τμήμα ως δυναμική ενέργεια, 9α ισχύει

dV = S(ds-dx) , 
όπου ds2 = dx2+dq2 και dq = 

‘Εχουμε

3q
3χ dx .

ds = dx ,+A 2
Έ χ '

Qn
Για μικρές εγκάρσιες μετατοπίσεις ισχύει ότι η κλίση —  είναι πολύοΧ
μικρότερη της μονάδας. Η ανάπτυξη του διωνύμου δίνει

dS = d{,+ 2 (S)2+ -] ’
όπου οι άλλοι όροι παραλείπονται, ως πολύ μικροί, σε σύγκριση με 
τους δυο πρώτους όρους.
*Αρα, η δυναμική ενέργεια του dx είναι, κατά προσέ^ιση

dV = l s ( | ) 2dX

και η δυναμική του ενέργεια, ανά μονάδα μήκους, είναι
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Στη 9έση ισορροπίας ισχύει g“ = 0 : Συνεπώς, η δυναμική ενέργεια
του τμήματος μηδενίζεται σε αυτή τη 9έση. Η οδική ενέργεια του 
dx, ανά μονάδα μήκους, είναι

**· .·»**
dEoa 1 n,3 q .2 1 Q,3q /

= οΡ*5Ρ  +2 S(3x)dx 2 r '3t

Η οδική ενέργεια ενός με̂ άδου τμήματος του νήματος το 
οποίο βρίσκεται μεταξύ των 9έσεων χ̂  και Χ2, σε δεδομένη στιγμή 
t j , δίνεται από τη σχέση

2

Eoa = 2 Ρ
,3q.2 .
'■3x)t=t,dx

J*1 ■ι

Για τον υποδο̂ ισμό της οδικής ενέργειας Ε0  ̂ 9α πρέπει να 6ο9εί η 
συνάρτηση q = q(x,t) που περιγράφει το κύμα με το οποίο 
ασχοδούμαστε.

Αποδεικνύεται ότι η κινητική ενέργεια του τμήματος dx 
ισούται με τη δυναμική ενέργεια αυτού. Πράγματι, επειδή κά9ε 
κύμα είναι της μορφής

q(x,t) = f(x±ct), c2 = I* ,

έχουμε

| 3 - = r ( x ± c t )  ,  | | - =  ± c f ' ( x ± c t )  ,

'όπου ρ τόνος σημαίνει παρα^ιση ως προς x±ct.
Η κινητική και δυναμική ενέργεια του τμήματός dx γράφονται
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dT = J  pc2 [f'(x±ct)fdx , dV = j  s[f(x±ct)fdx ,

και επειδή S = pc2, ισχύει dT=dV .
Στην περίπτωση του αρμονικού κύματος

q = asin2 nv(£-t)

μπορεί να 6ειχ9εί ότι η κινητική ενέργεια του τμήματος μεταξύ 
των θέσεων χ=0 και χ=λ, στο χρόνο t=0 , είναι

Τ = V = n20t2pv2a = 1  (λρ)ιι2 ,

όπου u0 = 2πνα η μεγίστη ταχύτητα της εγκάρσιας κίνησης.
Μπορεί να δειχ9εί ότι καταλήγουμε στο ίδιο αποτέλεσμα $ια κάθε 
τμήμα του νήματος μήκους λ σε δοθείσα χρονική στιγμή, δηλαδή 
ισχύει T=V =π2α2 ρν2λ .

Ασκήσεις

1. Ένας παλμός που διαδίδεται κατά τη θετική κατεύθυνση σε 
ένα νήμα περι̂ ράφεται κατά τη χρονική στιγμή t=0 με την 
εξίσωση

όπου τα χ και q μετρούνται σε μέτρα. Αν η ταχύτητα του 
παλμού είναι 4m/sec , να γράφετε την εξίσωση που περιγράφει 
τον παλμό κατά τη χρονική στιγμή t=2sec.
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• Λύση

Σε κάθε χρονική στιγμή t , η εξίσωση που περιγράφει τον 
παλμό δίνεται από τη σχέση

1+(x-ct)2

Για Λ=2; x-ct = χ-8  και συνεπώς

1 +(χ-8)2

2. Κάποιος στέκεται πάνω σε ενα κανώ σε μια ήρεμη πισίνα. Το 
κανώ τίθεται σε ταλάντωση και εκτελεί 5 πλήρεις κύκλους 
(ταλαντώσεις) εντός 5sec. Το κύμα που δήμιουρ̂ είται διανύει 
5m εντός χρόνου 2sec. Ποιό είναι το μήκος κύματος;

Λύση

Η συχνότητα του εξωτερικού αιτίου που συμπίπτει με τη 
συχνότητά του κύματος είναι

νεξ = νκύμ = ·

Η ταχύτητα του κύματος είναι: c - = 2,5rri/sec. Ισχύει πάντα



3. Ένα εγκάρσιο αρμονικό κύμα παρά̂ εται στο ένα άκρο ενός 
νήματος, του οποίου το άλλο άκρο είναι σταθερό, από μια 
ράβδο που κινεί κατακόρυφα το ελεύθερο άκρο πάνω - κάτω
σε μια απόσταση ίση με -ft. Η κίνηση είναι συνεχής και
επαναλαμβάνεται κανονικά 2  φορές κάθε 1 sec. Αν η γραμμική 
πυκνότητα του νήματος είναι 0.005 slug/ft και η τάση στο 
νήμα είναι 2 b̂, να βρεθεί η ταχύτητα, το πλάτος και η 
συχνότητα του κύματος καθώς επίσης και το μήκος κύματος.

Λύση

Επειδή η συνολική απομάκρυνση του άκρου του νήματος είναι 
ι ' 1— ft, έπεται ότι το πλάτος της κίνησης αυτού είναι — ft. Αυτό θα
είναι και το πλάτος του κύματος. Η συχνότητα του εξωτερικού 
αιτίου, που ισούται με τη συχνότητα του κύματος, είναι

νεξ = νκυμ = 2Ηζ .

Η ταχύτητα του προκύπτοντος εγκαρσίου κύματος είναι

= ν ι =c = Λί ~ = 20ft/sec

Το μήκος κύματος είναι

λ = -  = 10ft ν

4. Να δικαιολογήσετε ότι η εξίσωση ·« 

q(x,t) = x2+4«xt+4a2t2 ,
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όπου α=στα.9. μπορεί να περιγράφει ένα μονοδιάστατο κύμα.. 
Ποιά σχέση υπάρχει μεταξύ της στα9εράς σ. και της ταχύτητας του 
κύματος;

Λύση .

Η εξίσωση αυτή γράφεται 

q(x,t) = ix+2at)2

και συνεπώς μπορεί να περιγράφει ένα μονοδιάστατο κύμα που 
διαδίδεται κατά την αρνητική κατεύθυνση του άξονα χ με 
ταχύτητα c=2a .

5. Η εξίσωση ενός εγκαρσίου κύματος που διαδίδεται κατά μήκος 
ενός νήματος είναι

q = 0,3s1nn[0,5x - 5Qt] ,

όπου q και χ μετρούνται σε cm και t σε sec.
Να βρεθεί το πδάτος, μήκος κύματος, περίοδος και ταχύτητα 
του κύματος.. Επίσης να βρεθεί η μεγίστη εγκάρσια ταχύτητά 
του τυχόντος σωματίου του νήματος. Ποιά είναι η μεγίστη 
εγκάρσια επιτάχυνση του τυχόντος σωματίου;

Λύση

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται

• χ- ,0,5ε ιπ 2 π ( - ^ - χ  -

και η σύγκρισή της με τη γενική σχέση
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q = Asin2n(| - 1 1 ) ,
δίνει e

Tj* = ^p*, ~ = ^ * = 25 και A = πλάτος = 0,3cm .

Άρα λ = 4cm και c = lOOcm/sec .
Η περίοδος είναι x = —, όπου ν = — = 25Ηζ και συνεπώς χ = 0,04sec.

Η εγκάρσια ταχύτητα του τυχόντος σωματίου του νήματος δίνεται 
από τη σχέση

3£
3t = -0,3-50ncosn(0,5x - 50t) 

= -15ncosn(0,5x - 50t) .

Άρα η μεγίστη εγκάρσια ταχύτητα είναι 15π . Η εγκάρσια 
επιτάχυνση του τυχόντος σωματίου είναι

g 2

a = —5·= -750n2sinn(0,5x - 50t) 
3t

και η μεγίστη επιτάχυνση είναι 750π2 .
Αποδεικνύεται εύκολα ότι

a = -(50n)2q , .

που επιβεβαιώνει το γνωστό αποτέλεσμά ότι το τυχόν σωμάτιο 
εκτελεί αρμονική ταλάντωση.

6 . Για t=0, η μορφή ευ9υ$ράμμου χορδής είναι

q(x) = a(1-cosx + 3sinx) ,
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όπου α είναι σταθερά. Για t=0, η ταχύτητα του τυχόντος 
σημείου της χορδής είναι = casinx . Να βρεθεί το qdt
συναρτήσει του χ και t .

Λύση

Γνωρίζουμε ότι η γενική δύση της διαφορικής εξίσωσης του 
κύματος είναι

q(x,t) = f(x-ct) + g(x+ct) '

όπου c είναι η ταχύτητα του κύματος.
Η ταχύτητα του τυχόντος σημείου της χορδής είναι

■̂ · = -cf(x-ct) + cg‘(x+ct) .

Για t=0, οι εξισώσεις αυτές γράφονται αντίστοιχα

q(x) = f(x) + g(x) ,

3q(x) .-g^-= -cf (x) + cg’(x) .

Δίνεται όμως, ότι $ia t=0, = casinx , και q(x) = a(1-cosx+3sinx).at
Έτσι θα ισχύει

-r(x )+ g ’(x ) = asinx , · ■

η οδοκλήρωση της οποίας δίνει

-f(x).+g(x) = -acosx .
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Από τις σχέσεις

f(x)+g(x) = a(1-cosx+3sinx) ,

-f(x)+g(x) = -acosx ,

παίρνουμε

f(x) = ya(1+3sinx) ,

*g(x) = j  aCl-2cosx+3sinx) .

Άρα, χο q δίνεται από τη σχέση

q(x,t) = f(x-ct)+g(x+ct) , ·
η

q(x,t) = -*a[1+3sin(x-ct)J + ^-ai1-2cos(x+ct)+3sin(x+ct)].

7. Μια χορδή ταλαντώνεται σύμφωνα με την εξίσωση 

q = 5sin γ  xcos40nt

όπου χ και q είναι σε cm και το t σε sec. 
α) Ποιο είναι το πλάτος και η ταχύτητα των συνιστώντων 
κυμάτων, των οποίων η σύνδεση μπορεί να δώσει την 
ταλάντωση αυτή;
β) Ποιά είναι η απόσταση μεταξύ των διαδοχικών δεσμών;

ο
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Λύση

Η εξίσωση που μας δίνεται είναι η εξίσωση του σχάσιμου 
κύματος. Η γενική μορφή του στάσιμου κύματος είναι

q = 2as in kxco su t.

Από τή σύγκριση των δυο εξισώσεων έχουμε 

2α = 5 , k = j ,  ω = 40π ‘

α> .Το πλάτος'των συνιστώντων κυμάτων είναι a = — cm .

Η ταχύτητα των συνιστώντων κυμάτων είναι

ω .
ο = — = 120 cm/sec k

p) To μήκος κύματος των συνιστώντων κυμάτων είναι

.  2π 'λ = —  = 6cm .. k

Άρα , η απόσταση μεταξύ των διαδοχικών δεσμών είναι 3cm .

8 . Ένα ημιτονικό διαμήκες κύμα μεταβιβάζεται σε ένα μακρύ 
σπειροειδές ελατήριο από μια πη$ή δονήσεων που συνδέεται 
με αυτό. Η συχνότητα της πη^ής είναι 25Ης  και το μήκος 
κύματος είναι 24cm .Ν α βρεθεί η. ταχύτητα, του κύματος. Αν 

■η μεγίστη διαμήκης απομάκρυνση ενός σωματίου' του 
ελατηρίου είναι 3cm και το κύμα· κινείται στην -χ κατεύθυν
ση, να γράψετε την. εξίσωση .του κύματος. Υποτίθεται 
ότι η πη#ή είναι:στο χ=0 και η απομάκρυνση στα χ-0 και t.=0 
είναι μηδέν.



- 1 5 8 -

Λύση

Το διαμήκες ημιτονικό κύμα έχει εξίσωση . . * ,

q(x,t) = asinCkx+ut) ,

επειδή αυτό κινείται στην -χ κατεύθυνση και ισχύει

q(x=0, t=0) = Ο .

Η συχνότητα του κύματος ισούται με τη συχνότητα της πη#ήζ 

ν = 25Ηζ .

Η μεγίστη διαμήκης απομάκρυνση ενός σωματίου του ελατηρίου 
συμπίπτει με το πλάτος του κύματος, όπως (ραίνεται από την 
εξίσωση αυτού, δηλαδή 

a = 3cm ,
Σύμφωνα με τους γνωστούς τόπους, έχουμε *.

ω = 2πν = 50π
και

. 2π π
k = T = i 2 ·

Η ταχύτητα του κύματος είναι ι

c = j -  = 600 cm/sec · 

και η εξίσωση του κύματος είναι

q (x ,t) = 3sin(-^~ x+50nt) .
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