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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Από σχετικά μαθήματα της Πραγματικής Ανάλυσης γνωρίζουμε την έννοια της 
χωρητικότητας ενός υποσυνόλου του «-διάοτατου πραγματικού χώρου IR, ή όπως 
αυτή λέγεται, το μέτρο Lebesgue. Τούτο είναι εκείνο που ονομάζουμε "μήκος' στην 
ευθεία (;ι = 1), "εμβαδό" στο επίπεδο (;ι = 2), "όγκο" στον χώρο (η = 3) και δεν είναι 
τίποτε άλλο παρά μια (θετική) συνάρτηση ορισμένη πάνω σε μια συλλογή συνόλων, 
τα οποία μπορούν να "μετρηθούν". Τα σύνολα αυτά είναι τα λεγόμενα κατά Lebesgue 
μετρήσιμα σύνολα Στην πραγματικότητα πέρα απ' το μήκος, το εμβαδό και τον όγκο, 
υπάρχουν και άλλα "μεγέθη" όπως, για παράδειγμα, η μάζα, το πλήθος, η πιθανότητα 
κ.ά. Μια τέτοια οντότητα, η οποία επίσης είναι ένα μέτρο, σε γενικές γραμμές, 
συμπερκρέρεται όπως και το μέτρο Lebesgue. Για παράδειγμα, το μέτρο του κενού 
συνόλου είναι μηδέν, το μέτρο της ένωσης δύο ξένων μεταξύ τους συνόλων είναι ίσο 
με το άθροισμα των μέτρων των δύο συνόλων κ. ά.

Μια έννοια, η οποία έχει μεγάλη σχέση με το μέτρο, είναι αυτή της ολοκλήρωσης. 
Όπως γνωρίζουμε, το κατά Lebesgue ολοκλήρωμα μιας μη αρνητικής πραγματικής 
συνάρτησης ορισμένης πάνω στην πραγματική ευθεία είναι το εμβαδόν του τμήματος 
του επιπέδου που περιέχεται μεταξύ του άξονα της μεταβλητής και της καμπύλης που 
παριστάνει το γράφημα της συνάρτησης. Κάπως έτσι ορίζεται και το ολοκλήρωμα 
γενικά ως προς κάποιο μέτρο. Η προσέγγιση είναι κλασική: πρώτα ορίζουμε το 
ολοκλήρωμα για τις λεγόμενες απλές συναρτήσεις (δηλαδή για τις συναρτήσεις που 
παίρνουν πεπερασμένου πλήθους τιμές) κι έπειτα λαμβάνουμε τα κατά σημείο όρια 
αυξουσών ακολουθιών.

Το βιβλίο τούτο περιέχει τα πιο βασικά στοιχεία της θεωρίας μέτρου και ολο­
κλήρωσης. Μεταξύ άλλων παρουσιάζεται και μία από τις μεθόδους κατασκευής 
μέτρου, το θεώρημα επέκτασης του Καραθεοδωρή, τα κλασικά θεωρήματα σύγκλισης 
(των Levi, Fatou και Lebesgue), τα θεωρήματα διάσπασης Hahn και Jordan, το θεώ­
ρημα Radon-Nikodym, το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz και το θεώρημα του 
Fubini. Αυτά είναι μερικά από τα πιο απαραίτητα στοιχεία που χρειάζεται κάποιος 
για να ασχοληθεί σε βάθος με θέματα σχετικά με την Ανάλυση και τις Πιθανότητες. 
Προορισμός του βιβλίου είναι να αποτελέσει ένα κύριο βοήθημα για το μάθημα 
της Θεωρίας Μέτρου και Ολοκλήρωσης που διδάσκεται σε φοιτητές του Τμήματος 
Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων.

Για την ενημέρωση του αναγνώστη σημειώνουμε ορισμένα στοιχεία που αφορούν 
την παρουσίαση του βιβλίου τούτου.

Υπάρχει ενιαία αρίθμηση των Προτάσεων, Λημμάτων και Θεωρημάτων, ενώ οι
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ορισμοί δεν αριθμούνται. Οι αποδείξεις τελειώνουν με ίο  σύμβολο ο. Η διαφορά 
συνόλων παριστάνεται με μια πλάγια γραμμή \  κι όχι με την κλασική παύλα -  
. Το συμπλήρωμα συνόλου δηλώνεται με τον εκθέτη V , δηλαδή το Ac είναι το 
συμπλήρωμα του Α ως προς ένα σύνολο αναφοράς. Τέλος, η εξ ορισμού ισότητα 
δηλώνεται με το σύμβολο" :=  ", δηλαδή, για παράδειγμα.

σημαίνει ότι το μ(Α) είναι εξ ορισμού η ποσότητα που αναγράφεται στο δεύτερο 
μέλος. Τούτο, ισοδύναμα, θα το γράφαμε και ως 1%

fd v  = : μ(Α).
Λ

Ιωάννινα, Δεκέμβριος 2001 Γεώργιος Λ. Καρακώστας
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1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1.1. Η ΕΠΕΚΤΕΤΑΜΕΝΗ ΕΥΘΕΙΑ

Στη θεωρία μέτρου είναι σκόπιμο νά δεχτούμε ότι πολλές συναρτήσεις "απειρί- 
ζονται”. Για τον λόγο αυτό επεκτείνουμε την πραγματική ευθεία προσαρτώντας σ’ 
αυτή δύο νέα στοιχεία, το πλήν άπειρο -οο  και το συν άπειρο +οο. Έτσι παίρνουμε 
την επεκτεταιιένΐ) ευθεία των πραγματικών αριθμών

R := R U {-οο, +οο}.

Πρέπει να σημειωθεί ότι τα στοιχεία -  οο και +οο δεν είναι πραγματικοί αριθμοί.
Επεκτείνοντας τη γνωστή διάταξη < των πραγματικών αριθμών δεχόμαστε ότι 

για κάθε πραγματικό αριθμό χ  ισχύει

-0 0  < X < -foo.

Μία χαρακτηριστική ιδιότητα που έχει η επεκτεταμένη ευθεία των πραγματικών 
αριθμών είναι ότι κάθε υποσύνολό της είναι φραγμένο σ’ αυτή. Επίσης, παρόλο 
που το σύνολο Κ δεν είναι σώμα, συμφωνούμε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό χ 
επιτρέπεται να εκτελούνται οι παρακάτω πράξεις:

(±00) -f (±00) as ±οο,

Χ + (±00) =  (±00)+* =  ±00,
(+00) · (±Οθ) = ±00, 
(-00) · (±00) = +00,

(±00). χ = *.(±00)
± 00, αν * > ο 
Ο, αν χ  =  ο 

+οο, αν χ < 0
χ

±0 0
0.
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1.2. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΗΣ ΕΠΕΚΤΕΤΑΜΕΝΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ

Ορισμός. Αν (χ„) είναι μια ακολουθία στοιχείων της επεκτεταμενης ευθείας» το 
κατώτερο όριο liminfxn και γο ανώτερο όριο limsupxn της ακολουθίας αυτής είναι 
αντίστοιχα οι ποσότητες

sup inf χ„ και inf sup
k "i* * Π>*

Τα δυο αυτά στοιχεία υπάρχουν πάντοτε στο σύνολο R και, αν ταυτίζονται, τότε 
η κοινή τιμή τους ονομάζεται το όριο της ακολουθίας (χ„) και συμβολίζεται με 
l i m x n . Αν η ακολουθία (χ„) έχει όρους πραγματικούς αριθμούς, τότε ο\ έννοιες αυτές 
ταυτίζονται μ1 εκείνες που γνωρίζουμε από μαθήματα του Απειροστικαύ Λογισμού.

Επίσης μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι το κατώτερο όριο και το ανώτερο όριο 
μπορούν αντίστοιχα να δοθούν και απ’ τις σχέσεις

l i m i n f x n  = l i m k l i m m i n f { x k , xjt+i,..., xt+mK
και

l i m s u p x n  =  l i m k l i m m s u p [ X k ,  x*+i> ...,xt+m).

1.3. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΥΝΟΛΩΝ

Έστω (A„) μια ακολουθία υποσυνόλων ενός μη κενού συνόλου αναφοράς. Σε 
αναλογία με το κατώτερο και το ανώτερο όριο μιας ακολουθίας στοιχείων της 
επεκτεταμενης ευθείας, ορίζουμε το κατώτερο όριο UminfA„ και το ανώτερο όριο 
limsupAn της ακολουθίας (Α„) να είναι αντίστοιχα τα σύνολα

iim in f An ■— Ujt CSn>k An και limsupAn i— Ojfc UB>i An.

Είναι φανερό ότι το σύνολο iim inf Α„ απαρτίζεται από εκείνα τα στοιχεία που 
ανήκουν σε όλα τα σύνολα Αη, η =  1 ,2 ,..., εκτός από ένα πεπερασμένο πλήθος απ' 
τα σύνολα αυτά, ενώ το limsupAn απαρτίζεται από τα στοιχεία που ανήκουν σε 
άπειρο πλήθος απ' τα σύνολα Λ„, « =  1,2,...

Αν τα σύνολα Iim inf Αη και limsupAn ταυτίζονται, τότε λέμε ότι η ακολουθία 
(Α„) συγκλίνει και έχει όριο limA„ το σύνολο εκείνο που είναι η (κοινή) τιμή των 
in f  in f  Α„ και limsupA„.

Για να δούμε τη σχέση που υπάρχει μεταξύ ορίων ακολουθιών συνόλων και 
ακολουθιών στοιχείων της επεκτεταμένης ευθείας, χρησιμοποιούμε την έννοια της 
χαρακτηριστικής συνάρτησης.

Υπενθυμίζουμε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου Α είναι αυτή που
ορίζεται με τον τύπο

Χ α ( α )  : =
1,
0,

αν χ € A 

αν χ $ Α,
Έτσι, αν (ΑΛ) είναι μια ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου ΑΓ, μπορούμε εύκολα 
να διαπιστώσουμε ότι για κάθε στοιχείο x € X  ισχύουν οι σχέσεις

Xumin/λη(X) =  Iim infχΑ„{χ), x,imjupAm(x) =  limsupxAm(x).( 1)



Επομένως το limA„ υπάρχει αν και μόνο αν το κατά σημείο όριο της ακολουθίας 
των συναρτήσεων χΛη υπάρχει και μάλιστα τότε ισχύει

XtimAtW = Μ«Χλ.(*>·
για κάθε x € X.

ΙΑ. ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ σ-ΑΛΓΕΒΡΑ ΣΥΝΟΛΩΝ

Εδώ θα δούμε δυο έννοιες οι οποίες είναι θεμελιώδεις στη θεωρία μέτρου. Έστω 
Ω ένα μη κενό σύνολο και Α μια συλλογή υποσυνόλων του Ω.

Ορισμός. Η συλλογή Α είναι μια άλγεβρα συνόλων, αν ικανοποιούνται οι εξής 
συνθήκες:

0) 0 €  Α.
(U) Το συμπλήρωμα Bc κάθε συνόλου Β της συλλογής ανήκει επίσης στη συλλογή 

Α
(iii) Αν Β, C είναι στοιχεία της συλλογής Α, τότε και η ένωση BUC είναι στοιχείο 

της Α. * (I) (II) (III)
Ορισμός, Μια συλλογή S υποσυνόλων του Ω είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω, αν 

ικανοποιούνται οι εξής συνθήκες:
(I) 0 € S.
(II) Το συμπλήρωμα Bc κάθε συνόλου Β € S ανήκει επίσης στη συλλογή S.
(III) Αν (ΑΠ) είναι μια ακολουθία στοιχείων της συλλογής S, τότε και η ένωση 

UΑη είναι στοιχείο της S.
Είναι φανερό ότι σε κάθε σύνολο Ω μπορούν να οριστούν δυο τουλάχιστον 

σ-άλγεβρες συνόλων. Αυτές είναι
α) η κλάση όλων των υποσυνόλων του Ω, δηλαδή το δυναμοσύνολο Ρ(Ω) του Ω 

και
β) η κλάση που αποτελείται από δυο μόνο σύνολα, το 0 και το Ω.
Το σύνολο αναφοράς Ω είναι στοιχείο κάθε σ-άλγεβρας (και επομένως και κάθε 

άλγεβρας) υποσυνόλων του Ω.
Τέλος, αν (Λ„) είναι μια ακολουθία στοιχείων μιας σ-άλγεβρας, τότε στοιχεία της 

είναι και τα σύνολα
* l iminf Αη, limsupA„, limA„,

με την προϋπόθεση ότι το τελευταίο σύνολο υπάρχει.
Έστω Ε μια συλλογή υποσυνόλων του Ω. Μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε ότι η ’ 

τομή μιας οικογένειας σ-αλγεβρών είναι επίσης μια σ-άλγεβρα. Επομένους προκύπτει 
ότι για τη δοθείσα συλλογή Ε υπάρχει μια σ-άλγεβρα S με τις εξής ιδιότητες:

(1) E C S ,
(2) αν S' είναι μια σ-άλγεβρα που ικανοποιεί την (1), τότε S c  S'.
Ορισμός. Μια τέτοια σ-άλγεβρα S (η οποία είναι μοναδική για κάθε Ε) λέγεται 

σ-άλγεβρα παραγόμενη απ* τη συλλογή Ε.
Αλλα πιο ουσιαστικά παραδείγματα σ-αλγεβρών θα δούμε παρακάτω.
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- 1.5. ΣΥΝΟΛΑ BOREL

Υποθέτουμε ότι Ω είναι ένας μετρικός χώρος.
Ορισμός. Α ν Ε είναι μια τυχαία συλλογή υποσυνόλων του Ω ορίζουμε δύο νέες 

συλλογές συνόλω ν ως εξής:
Ε σ: είναι η συλλογή των ενώσεων όλων των αριθμήσιμων υποσυλλογών της Ε, 

και
Ε$: είναι η συλλογή των τομών όλων των αριθμήσιμων υποσυλλογών της Ε.

Δηλαδή, Εσ είναι η συλλογή όλων των συνόλων που γράφονται cog αριθμήσιμες 
ενώσεις συνόλω ν της συλλογής Ε  και η Εδ είναι η συλλογή όλων των συνόλων 
π ου  γράφ ονται ως αριθμήσιμες τομές συνόλων της Ε. Είναι φανερό ότι ισχύουν ο ι  
σχέσεις

E C E ff) EC Εί
και

(Εβ)σ =  Εσ, (Es)s =  Ε$.
Ε ξάλλου ο ι  πράξεις σ  και δ μπορούν να  εφαρμοστούν και διαδοχικά και τότε, για  
παράδειγμα,

αντί του [(Εσ)*]σ γράφουμε Εσδσ.

Έστω F η συλλογή των κλειστών υποσυνόλων του συνόλου Ω και G η συλλογή  
όλω ν τω ν ανοικτώ ν υποσυνόλω ν του Ω. Επειδή η τομή κάθε αριθμήσιμης συλλογής 
κλειστών' συνόλω ν είναι κλειστό σύνολο και η ένωση κάθε αριθμήσιμης συλλογής 
ανοικτώ ν συνόλω ν είναι ανοικτό, παίρνουμε αμέσως ότι

F* =  F και Gff =  G.

1.5.1. θεώρημα Ισχύουν ot εξής σχέσεις:

F c  F ^  G c  G$, F c  Gj, G C Fff.

Απόδειξη. Οι πρώτες δύο σχέσεις είναι προφανείς. Για ν 1 αποδείξουμε την τρίτη 
σχέση λαμβάνουμε υπόψη μας ότι ο χώρος Ω είναι μετρικός και θεωρούμε ένα  
στοιχείο F €  F. Τότε για  κάθε « = 1 ,2 ,...  ορίζουμε το σύνολο G„ όλων των στοιχείων 
π ου  απέχουν από κάποιο στοιχείο x  του συνόλου F απόσταση μικρότερη από το 1 /« .

Π ροφανώ ς το σύνολο Gn είναι ανοικτό σύνολο και ισχύει F c  Gn.
Επίσης, γ ια  κάθε y  e  OGn, και κάθε n = 1,2,... υπάρχει στοιχείο χη e F τέτοιο 

ώστε |y -x„| < ί / η . Τούτο σημαίνει ότι το όριο της ακολουθίας (χ„ ) είναι το σημείο 
y  και, επειδή το σύνολο F  είναι κλειστό, θα έχουμε y  e  F. Ά ρα ισχύει

πράγμα π ο υ  σημαίνει ότι F €  G*. Το γεγονός ότι G c F „  μπορεί ν' αποδειχτεί 
ανάλογα, ή χρησιμοποιώντας την προηγούμενη σχέση και τους νόμους του de 
Morgan, ο
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Ορισμός. Αν συνεχίσουμε να εφαρμόζουμε διαδοχικά τις πράξεις σ και δ πάνω 
στα σύνολα F και G, βρίσκουμε δυο ακολουθίες συλλογών οι οποίες απαρτίζουν 
αυτό που ονομάζουμε ταξινόμηση σννόλτον κατά Borel, ή απλά, ταξινόμηση Borel. 
Οι ακολουθίες αυτές είναι οι εξής:

F ° := F , F* := F e , F2 := F ,„, F3 := F,,»,...

G° := G, G 1 := Gj, G2 := Gie, G3 := G,el...
1.5.2. θεώρημα. Για κάθε n = 1,2,... ισχύουν οι σχέσεις

ψ*-\ ς  F„ G«-» ς  q * p -ι ς  g w, G"-1 c  F".

Απόδειξη. Ακολουθούμε την επαγωγική μέθοδο. Ήδη, για w=l όλες οι σχέ­
σεις ισχύουν, όπως είδαμε στο Θεώρημα 15.1. Εξάλλου οι δυο πρώτες σχέσεις 
προκύπτουν εύκολα όπως και στην περίπτωση «=1.

Υποθέτουμε τώρα ότι F n~ l c  G" και θεωρούμε την περίπτωση όπου ο ακέραιος 
αριθμός η είναι περιττός.

Έστω A e F". Τότε το σύνολο Α γράφεται ως ένωση μιας ακολουθίας συνόλων 
At e F1*”1. Αρα Ak € G", οπότε UA* e Gw+I, αφού η είναι περιττός. Επομένως 
F" c  Grt+I, όταν η είναι περιττός.

Παρόμοια αποδεικνύεται η σχέση αυτή για άρτιο ».
Η τελευταία σχέση προκύπτει ανάλογα ο

Ορισμός. Η σ-άλγεβρα Β που παράγεται απ' τη συλλογή F λέγεται άλγεβρα Borel 
και κάθε στοιχείο της Β λέγεται σύνολο Borel. Είναι φανερό ότι για κάθε η = 0,1,2, 
... ισχύει

F* c  Β και G" C Β.

Κάθε σύνολο-στοιχείο των κλάσεων F" και G" λέγεται σύνολο Borel τάξης η.
Από το Θεώρημα 1.5.2. έπεται ότι η άλγεβρα Borel παράγεται επίσης και απ’ τη 

συλλογή G ,  των ανοικτών συνόλων. Ειδικά, στην πραγματική ευθεία, η άλγεβρα 
Borel Β περιέχει κάθε σύνολο της μορφής (λ, b ] % (α, δ), (λ), (α, b] και [σ, δ), αφού 
το πρώτο είναι κλειστό, το δεύτερο ανοικτό, ενώ για τα υπόλοιπα παρατηρούμε ότι

{a} = n{(a-i, fl+i), λ -1,2,...)

(a,61 = n{(e, fr + i), « = 1.2....I 
ηt

[e,ft)=n{(a - i  b), n =  1,2,...).Π
Επομένως κάθε αριθμήσιμο σύνολο είναι σύνολο Borel και άρα το σύνολο Q τοχν 
ρητών αριθμών είναι σύνολο Borel.

Προβλήματα

1.1. Αν Α είναι ένα μη κενό υποσύνολο της επεκτεταμένης πραγματικής ευθείας 
να αποδειχτεί ότι inf A < sup Α. Επίσης να αποδειχτεί ότι ισχύει /n/0 = +οο και 
sup0 = -οο.
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1.2. Έστω (χ„) μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. Ν' αποδειχτεί ότι το 
l i m s u p x n  μπορεί να οριστεί απ’ τις εξής συνθήκες:

(α) αν a  <  l i r n s u p x „ t τότε α  < χ η  για άπειρο πλήθος δεικτών η ,  και
(β) αν b  >  l i m s u p x n ,  τότε δ >  χ „  μόνο για πεπερασμένο πλήθος δεικτών η .

Να διατυπωθούν και να αποδειχτούν ανάλογες συνθήκες και για το l i m i n f x „ .

1.3. Αν (χ„), {y„) είναι δυο ακολουθίες στοιχείων της επεκτεταμένης πραγματικής
ευθείας, ν' αποδειχτεί ότι liminfx„ -f liminfyn < liminf(x„ +  y„) < liminfx„ 4- 
limsupyn < limsup(x„ -fy„) 5  limsupx„ 4 - limsupyn. Να δοθούν παραδείγματα στα 
οποία να ισχύουν οι γνήσιες ανισότητες. ,

1.4. Ν' αποδειχτούν οι σχέσεις (1) της παραγράφου 1.3.
1.5. Ν' αποδειχτεί ότι κάθε μονότονη ακολουθία συνόλων συγκλίνει.
1.6. Ν' αποδειχτεί ότι κάθε ακολουθία με όρους σύνολα ξένα ανά δύο συγκλίνει 

προς το κενό ούνολο.
1.7. Να βρεθεί το όριο της ακολουθίας (Α„) η οποία ορίζεται απ' τον τύπο 

An := {(λ\ y) <Ξ R2 : x2 + 2 y 2 < 1 /η } .
1.8. Να βρεθεί η σΓάλγεβρα στο σύνολο των φυσικών αριθμών που παράγεται απ’ 

τη συλλογή Ε := {Ν2}. όπου Ν2 είναι το σύνολο των άρτιων φυσικών αριθμών.
1.9. Έστω Ω ένα μη αριθμήσιμο σύνολο. Ν' αποδειχτεί ότι η συλλογή όλων των 

υποσυνόλων Α του Ω με την ιδιότητα ότι το Ae ή το Α είναι αριθμήσιμο, είναι μια 
σ-άλγεβραστο Ω.

1.10. Για κάθε σύνολο Borei Β στην ευθεία ορίζουμε τις συλλογές Β+ := Β U
{4-οα}, Ρ_ := Β U {-οο}, Β ± := Β  U {-οο , 4-οο}. Να αποδειχτεί ότι η συλλογή 
όλων των συνόλων της μορφής#, £+, Β± είναι μια σ-άλγεβρα στην επεκτεταμένη
πραγματική ευθεία, η οποία λέγεται επεκτεταμένη άλγεβρα Borei

1.11. Έστω Ω ένα απέραντο σύνολο. Ν’ αποδειχτεί ότι η συλλογή όλων των 
υποσυνόλων Α του Ω με την ιδιότητα ότι το Α ή το Α ° είναι πεπερασμένο, είναι μια 
άλγεβρα στο Ω, αλλά όχι σ-άλγεβρα

1.12. Αν U είναι μια σ-άλγεβρα, να αποδειχτεί ότι 1)σ = U* = U.
1.13. Έστω Α„ € G, n = 1,2,... Ν' αποδειχτεί ότι limsupAn e  G$ και limin/A„  e

1.14. Έστω U μια σ-άλγεβρα στο Ω και Υ ένα μη κενό σύνολο. Ν' αποδειχτεί ότι 
για κάθε συνάρτηση /  : Ω -+ Γ, η συλλογή Υ := {A c  Υ ; f ~ l(A) e  U} είναι μια 
σ-άλγεβρα στο σύνολο Υ.
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2. ΜΕΤΡΟ

2.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στην παράγραφο 1.4 δόθηκε η έννοια της σ-άλγεβρας συνόλων σε ένα σύνολο 
αναφοράς Ω. Τα στοιχεία της συλλογής αυτής είναι αυτά που λέμε μετρήσιμα σύνολα, 
δηλαδή σύνολα που κατά κάποια έννοια μπορούν να "μετρηθούν”. Έτσι, διαισθητικά 
τουλάχιστον, έχει εισαχθεί η έννοια του μέτρου, δηλαδή μιας συνάρτησης που 
απεικονίζει κάθε μετρήσιμο σύνολο σε έναν θετικό πραγματικό αριθμό. Οπωσδήποτε, 
κάθε τέτοια απεικόνιση δεν μπορεί να είναι πάντοτε ένα μέτρο. Για παράδειγμα, ας 
υποθέσουμε ότι η τιμή 1 είναι το μέτρο (;) κάθε υποσυνόλου ενός συνόλου, δηλαδή 
μ(Α) = 1, για κάθε Α. Όμως είναι φυσικό να απαιτήσουμε ώστε δυο ξένα μεταξύ 
τους σύνολα Λ και Β να έχουν συνολικό μέτρο ίσο με το άθροισμα των μέτρων τους, 
δηλαδή θα πρέπει

β (Α Ό Β ) =  μ(Α) +  μ(Β),

οπότε 1 = 1+1, πράγμα άτοπο. Επομένως η παραπάνω απεικόνιση δεν ορίζει μέτρο.
Η αφηρημένη έννοια ταυ μέτρου προέρχεται από μια γενίκευση γνωστών εννοιών, 

όπως είναι το πλήθος, το μήκος, το εμβαδό, ο όγκος, η μάζα, η πιθανότητα κ. ά., 
οι οποίες χρησιμοποιούνται πολύ συχνά στην καθημερινή μας ζωή. Η μελέτη της 
γενικής έννοιας του μέτρου βοηθά στην καλύτερη κατανόησή της σε θεωρητικό, αλλά 
και σε πρακτικό επίπεδο.

Θα παρουσιάσουμε πρώτα δύο ενδιαφέροντα στοιχεία τα οποία αφορούν το μέτρο 
"μήκος” και πού από πρώτη άποψη φαίνονται ως παράδοξα φαινόμενα. Η ερμηνεία 
των φαινομένων τούτων μπορεί να γίνει, αφού πρώτα γνωρίσουμε τις βασικές 
ιδιότητες του μέτρου.

2.1.1. Παράδειγμα. Θεωρούμε ένα τρίγωνο ABC του οποίου οι πλευρές BC, CA, 
και ΑΒ έχουν μήκη a , b και c αντίστοιχα.

Ενώνουμε με ευθύγραμμα τμήματα τα μέσα D και F των πλευρών ΑΒ και AC 
αντίστοιχα με το μέσον Ε της πλευράς BC. Επίσης στο τρίγωνο DBE ενώνουμε με 
ευθύγραμμα τμήματα τα μέσα G και / των πλευρών DB και DE αντίστοιχα με το 
μέσον Η της πλευράς Β Ε. Το ίδιο κάνουμε και με το τρίγωνο FEC, δηλαδή, ενώνουμε 
με ευθύγραμμα τμήματα τα μέσα J και L των πλευρών FE και FC αντίστοιχα με
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το μέσον Κ  της πλευράς EC. Με αυτόν τον τρόπο συνεχίζουμε επαγωγικά, όπως 
φαίνεται και στο σχήμα.

Στο ν-οστό βήμα θα έχει προκόψει μια τεθλασμένη γραμμή L·, με αρχή το σημείο 
Β, πέρας το σημείο C και της οποίας τα ευθύγρσμμα τμήματα που την απαρτίζουν 
χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. Η μία κατηγορία αποτελάται από 2ν ίσα ευθύγραμμα 
τμήματα παράλληλα προς την πλευρά ΑΒ και με μήκος καθενός ίσο με2~Υε. Η άλλη 
κατηγορία απστελείται επίσης από 2ν ίσα ευθύγραμμα τμήματα παράλληλα προς την 
πλευρά AC και με μήκος καθενός ίσο με2'νδ. Το πλάτος, δηλαδή το εύρος αυτής της 
ταλαντούμενης καμπύλης είναι ίσο με το 2~yht όπου k είναι το ύψος του αρχικού 
τριγώνου που αντιστοιχεί στην κορυφή Α. Είναι εύκολο να δούμε ότι η ακολοτ&ία 
(L ,) με τις παραπάνω ιδιότητες έχει ομοιόμορφο όριο την ευθεία BC. Ήτοι θα 
μπορούσαμε να γράψουμε ότι

uni/ .  — limLy =  BC.

Από την άλλη μεριά όμως παρατηρούμε ότι αν μ(Ι^) παριστάνει το μήκος της 
καμπύλης L*, τότε ισχύει αφενός μεν

iimUt(L*)] =  ... =  l im [(B G )+ (G H )+ (H n + V E )+ (E J )+ {J K )+ (K L )+ (L C )}  =  

=  +  (DE) +  (EF) +  (FC )J =  c  +  b,

αφετέρου δε
μ(«πί/. — limLy) =  μ(ΒΟ) a= A ,

γεγονός το οποίο θα μπορούσε να οδηγήσει στο άτοπο a=tnc!

2 X 2 . Παράδειγμα, θεωρούμε την περιφέρεια ενός κύκλου με κέντρο Ο και 
διάμετρο ίση D. Φέρουμε μια διάμετρο Α0Β του κύκλον και στη συνέχεια γράφουμε 
κύκλους με διαμέτρους ΑΟ και ΟΒ  αντίστοιχα.
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Εφαρμόζουμε την ίδια μέθοδο στους νέους κύκλους και συνεχίζουμε με αυτόν τον 
τρόπο επαγωγικά Μετά από κάθε εφαρμογή της μεθόδου παραλείπουμε το κάτω 
ή το άνω ημικύκλιο, ανάλογα, σε τρόπο ώστε τελικά να έχει πρσκύψει μια συνεχής 
καμπύλη του επιπέδου με αρχή το ση[ΐείο Α και πέρας το Β. Στο ν-οστό βήμα θα 
έχει δημιουργηθεί μία καμπύλη Ks αποτελούμενη από 2ν ίσες ημιπεριφέρειες που 
το μήκος καθεμιάς θα είναι ίσο με πΖ)2“ν’ 1. Τώρα, όπως εύκολα διαπιστώνεται, το 
ομοιόμορφο όριο της ακολουθίας (Ks) είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Δηλαδή θα 
μπορούσαμε να γράψουμε ότι

uni/. - limKs = ΑΒ.

Από την άλλη μεριά όμως παρατηρούμε ότι αν μ(Κν) παριστάνει το μήκος της 
καμπύλής Κν, τότε ισχύει, αφενός μεν

limhi(Ks)) = - γ ,

αφετέρου δε
μ(κ«ί/. - limKs) = μ(ΑΒ) = D.

Το γεγονός τούτο θα μπορούσε να οδηγήσει στο άτοπο π =  2. ,
Επαναλαμβάνουμε ότι η εξήγηση των παραπάνω φαινομένων, που εκ πρώτης 

όψεως φαίνονται παράδοξα, μπορεί να γίνει με βάση σχετικά στοιχεία της ολο­
κλήρωσης ως προς μέτρο που θα γνωρίσουμε σε επόμενα κεφάλαια.

Αν δοθεί ένα μέτρο, τότε αμέσως καθορίζεται το σύνολο των μετρήσιμων» ως 
προς αυτό συναρτήσεων, καθώς επίσης και το λεγόμενο ολοκλήρωμα τέτοιων συν­
αρτήσεων. Πριν όμως ασχοληθούμε με αυτές τις επίσης βασικές έννοιες, θα πρέπει 
να γνωρίσουμε μερικούς τρόπους κατασκευής μέτρων πάνω σε ένα γενικό σύνολο Ω.

Στο κεφάλαιο τούτο θα δοθεί η έννοια του θετικού μέτρου, ή απλά μέτρου, σε 
αντιδιαστολή με το προσημασμένο μέτρο που θα γνωρίσουμε αργότερα

2.2. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΜΕΤΡΟΥ

Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο και U μια σ-άλγεβρα στο Ω.
Ορισμός. Το ζεύγος (Ω, II) θα το ονομάζουμε ιιετρήσιμοχώροκαι κάθε σύνολο A 

της συλλογής U το λέμε μετρήσιμο ως προς U, ή U- μετρήσιμο σύνολο. Επίσης τότε 
λέμε ότι το σύνολο Ω, αν εφοδιαστεί με τη σ-άλγεβρα U, γίνεται ένας μετρήσιμος 
χώρος.

Θεωρούμε μια συνάρτηση
μ : U [0, +οο] .

η οποία απεικονίζει το τυχαίο σύνολο A € U σε έναν μη αρνητικό πραγματικό αριθμό 
ή το +οο. Θα λέμε ότι η συνάρτηση μ είναι ένα μέτρο στο Ω, αν ικανοποιεί τις εξής 
συνθήκες:
(α1)μ(0)«Ο.
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(c.2) Για κάθε αριθμήσιμη ουλλογη Artt η =  1,2,... ξένων ανα δύο ουνόλων της 
σ-άλγεβρας U (δηλαδή τέτοιων ώστε Α„ Π Α„ =  0, αν « ^  m), ισχύει

+οο
(1) )(*„) =  £  μ(Α„).

η=1

Ορισμός. Η ιδιότητα (c.2) ονομάζεται αριβμήαιμη προσθετικότητα. Η τιμή μ(Α) 
ενός συνόλου Α μέσω της συνάρτησης μ λέγεται συνήθωςτο μέτρο τον Α.

Επειδή εξ ορισμού δεχόμαστε ότι το πεδίο τιμών μιας συνάρτησης - μέτρου είναι 
το ημι- απέραντο διάστημα [0, +οο], θα πρέπει κατ’ ανάγκη να δεχτούμε ότι και το 
σημείο +οο μπορεί να θεωρηθεί ως η τιμή του μέτρου κάποιου μετρήσιμου συνόλου. 
Είναι προφανές ότι από μαθηματικής σκοπιάς, η εμφάνιση της τιμής +οο στο δεξιό 
μέλος της (1) σημαίνει ότι η σειρά £μ(Α «) απειρίζεται θετικά, οπότε και το μέτρο 
του αντίστοιχου συνόλου UA„ πρέπει να είναι +οο.

Ορισμός. Αν ένα μέτρο μ  δεν παίρνει την τιμή +οο, λέγεται πεπερασμένα, ενώ, 
αν υπάρχει ακολοι^ία (Ω„) μετρήσιμων συνόλων με την ιδιότητα ότι

Ω =  υΩ„ καί μ(Ω„) < +οο, n =  1 ,2 ,...,

τότε το μέτρο μ λέγεται σ-πεπερασμένο.
Είναι φανερό ότι κάθε πεπερασμένο μέτρο είναι σ-πεπερασμένο.
Ορισμός. Αν (Ω, U) είναι ένας μετρήσιμος χώρος και μ είναι ένα μέτρο στο Ω, η 

τριάδα (Ω, U, μ) ονομάζεται χώρος μέτρου.

2.3. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΜΕΤΡΩΝ

Στο εδάφιο τούτο θα δούμε μερικά απλά παραδείγματα μέτρων. Περισσότερα 
παραδείγματα θα συναντήσουμε στο εδάφιο 3.6.

2.3.1. Πλακάς αριθμός Εστω Ω ένα μη κενό σύνολο και U η συλλογή όλων 
των υποσυνόλων του Ω, δηλαδή το δνναμοσννολο Ρ(Ω) του Ω. Τότε η U είναι μία 
σ-άλγεβρα στο Ω. Για κάθε A e U ορίζουμε τη συνάρτηση με τύπο

μ(Α) := cardA,

όπου cardA (cardinality) είναι το πλήθος των στοιχείων του Α, αν τούτο είναι 
πεπερασμένο και cardA είναι το σημείο +οο, αν το Α είναι απέραντο. Η συνάρτηση 
μ ορίζει ένα μέτρο στο σύνολο Ω. Το μέτρο αυτό συνήθως ονομάζεται διακριτόχαι, 
όπως θα δούμε αργότερα, ολοκληρώματα ως προς το μέτρο τούτο ισοδυναμούν με 
σειρές. Έτσι μπορούμε να μελετούμε ολοκληρώματα και σειρές ταυτόχρονα

2.3.2. Το μηδενικό μέτρο. Αν (Ω, U) είναι ένας μετρήσιμος χώρος, ορίζουμε τη 
συνάρτηση

μ(Α):= 0, A eU .

Αυτή ορίζει το μηδενικό μέτρο στο Ω.
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2.3.3· Το μέτρο +oo. Αν (Ω, U) είναι ένας μετρήσιμος χώρος, τότε ο τύπος

10, αν Α =  0,
+οο αν Α Φ 0,

ορίζει το λεγόμενο +οο-μέτρο στο Ω, οποιαδήποτε και αν είναι η σ- άλγεβρα U.

2.3.4. Μέτρο Dirac. Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο και U η σ-άλγεβρα όλων των 
υποσυνόλων του Ω. Για κάθε σταθερό λ* € Ω ορίζουμε

1 1, αν χ € Α ,

0, αν χ i  A,

Η συνάρτηση μ χ είναι ένα (πεπερασμένο) μέτρο στο Ω και λέγεται μέτρο Dirac, Στο 
σημείο χ  λέμε ότι το μέτρο τούτο έχει ένα "atom". Αναφερόμενοι στη μάζα ενός 
σώματος το μέτρο τούτο δηλώνει ότι στο σημείο χ του σώματος συγκεντρώνεται 
ολόκληρη η μάζα του. Αρα αποκλείεται η περίπτωση ομογενούς σώματος, όπου η 
μάζα κατανέμεται ομοιόμορφα σε όλα τα σημεία του. Το μέτρο τούτο παίζει έναν 
πολύ σημαντικό ρόλο στις εφαρμογές.

2.3.5. Μέτρο βάρους. Έστω X := ...) ένα σύνολο θετικών πραγματικών
αριθμών τέτοιων ώστε L := .q + λ* +... < +οο. Έστω επίσης (/>/) μια ακολοιΧΗα 
μη αρνητικών πραγματικών αριθμών και το σύνολο των φυσικών αριθμών. Για κάθε 
υποσύνολο Α του Ν ορίζουμε τη συνάρτηση

β{Α)
ι
L Σ λ *.·

i€A

Τότε ο (Ν, Ρ(Ν), μ) είναι ένας χώρος μέτρου. Το μ  είναι ένα σ-πεπερασμένο μέτρο 
στο Ν. Αν όμως η ακολουθία (ρ,) είναι φραγμένη, τότε το μ  είναι πεπερασμένο.

2,3.6. Μέτρο επίδοσης. Μια ειδική περίπτωση του μέτρου το οποίο είδαμε στο 
παράδειγμα 2.3.5 είναι αυτό που υιοθέτησε το Τμήμα Μαθηματικών του Πανεπι­
στημίου Ιωαννίνων το έτος 1986 για τον υπολογισμό του βαθμού πτυχίου. Έστω 
X := {1, 2 , ..., k) το σύνολο των μαθημάτων ενός προγράμματος σπουδών και έστω 
Χι ο αριθμός των διδακτικών μονάδων του μαθήματος ι. Έστω επίσης pt ο βαθ­
μός που πέτυχε κάποιος σπουδαστής στο μάθημα ί. Για κάθε σύνολο μαθημάτων 
Α : =  | * ι ,  *2 , . . . ,  * ν )  ορίζουμε το μέτρο επίδοσή ή, απλά, την επίδοσησχο σύνολο των 
μαθημάτων Λ να είναι ο αριθμός

μ(Α ) := *hPii +Χί7Ρη+~+χ*Ρί* 
Χΐ+** + ... + Χ*

Η συνάρτηση μ  είναι ένα πεπερασμένο μέτρο στο X με σ-άλγεβρα τη συλλογή όλων 
των υποσυνόλων του X. Η τελική επίδοση του σπουδαστή είναι ο αριθμός μ(Χ), 
δηλαδή το μέτρο όλου του χώρου των μαθημάτων του προγράμματος. Αν ρ  είναι 
ο μέγιστος βαθμός που μπορεί κάποιος να πετύχει (δηλαδή, το "άριστα*), τότε 
βλέπουμε ότι

μ(Χ)< P(x 1 +Χ2+-+Χ*)
*| + *2+ ···+**



ενώ ισχύει μ(Χ)  =  ρ, μόνο όταν ρχ =  ρ, για κάθε μάθημα ι. Δηλαδή το άριστα ρ θα 
είναι τελικός βαθμός μόνο αν σε κάθε μάθημα ο σπουδαστής πετύχει άριστα.

2.^.7. Πιθανότητα. Χώρος πιθανότητας είναι ένας χώρος μέτρου (Ω ,ϋ ,Ρ ) με 
Ρ(Ω) =  1. Το μέτρο Ρ στον χώρο αυτό λέγεται μέτρο πιθανότητας, ενώ τα στοιχεία 
- σύνολα της σ-άλγεβρας U λέγονται ενδεχόμενα Τότε Ρ(Α) είναι η πιθανότητα του 
ενδεχομένου A € U. Μια πραγματική συνάρτηση Υ : Ω -► R ονομάζεται τυχαία 
μεταβλητή, αν για κάθε A € U το Υ(Α) είναι ένα σύνολο BoreL Σύνολα της μορφής

[ ω : Υ(ω) <  λ*} ή [ω : Υ(ω) € Β)
ι

γράφονται πολλές φορές και ως

(Γ < *} ή O' e 5}

αντίστοιχα. Επίσης P(F =  x) δηλώνει το μέτρο του συνόλου (ω : Υ(ω) =  χ}.
Σε κάθε τυχαία μεταβλητή Υ αντιστοιχεί η συνάρτηση κατανομή Fy, δηλαδή η 

συνάρτηση /·> : R  -*  R που ορίζεται με τον τύπο

FY(x) := P(F < χ).

Η συνάρτηση αυτή είνάι αύξουσα και τέτοια ώστε ( - οο) =  0 και Fy(+oo) =  1.
Η θεωρία πιθανοτήτων ενδιαφέρεται κυρίως για τέτοιες συναρτήσεις, δηλαδή γιά 
συναρτήσεις κατανομής και για τις ιδιότητες που αυτές όζουν. Αυτή η έμφαση στις 
συναρτήσεις κατανομής είναι ακριβώς εκείνο που διακρίνει τη θεωρία πιθανοτήτων 
από τη γενική θεωρία μέτρου.

2.4. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΜΕΤΡΩΝ 

Εδώ θα γνωρίσουμε ορισμένες ιδιότητες των μέτρων.

2.4.1. Πρόταση. Έστω (Ω,υ ,μ)  ένας χώρος μέτρου. Για κάθε A, Β e I) έχουμε 
ότι

αν A C Β, τότε μ(Α) < μ(Β).

Επιπλέον, ανμ(Α) < +οο, rare

(1) μ(Β \  Α) =  μ(Β) -  μ(Α).

Απόδειξη. Αφού τα σύνολα Α και Β \ Α  είναι ξένα μεταξύ τους και τέτοια ώστε 
A U (Β \  Α) =  Β, έπεται ότι

(2) μ(Β) =  μ(Α) +  μ ( Β \ Α ) .

Αλλά ισχύει μ(Β \ Α ) > 0 ,  οπότε μ(Β) >  μ(Α). Επιπλέον, αν μ(Α)  < +οο, τότε, απ’ 
τη (2), παίρνουμε την (1). ο
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2.4.2. Πρόταση. Α ν (SI, U, μ ) είναι έναςχώρος μέτρου, τότεγιαχάθε αχολοιβία  
(Α*) συνόλων τηςσ-άλγεβρας V τέτοια ώστε Λι c  Aj c ... ισχύει

(3) μ ( υ ^  Α„) =  Ιΐιη„μ(Αη).

Απόδειξη. Είναι φανερό ότι αν για κάποιο μετρήσιμο σύνολο Α„ ισχύει μ(Α„) =  
+οο, τότε η σχέση (3) αληθεύει, αφού και τα δύο μέλη της είναι ίσα με +οο. Έτσι, 
υποθέτουμε ότι ισχύει μ (Α ,) < +οο, για κάθε «=1.2,.. . Θέτουμε

^ : = 0  
Α'ι := Λ,
A i : ~ A i \ A t 
• ♦ ·
A'n ·“  ^4 \ 4 » -I

και παρατηρούμε ότι τα A'n ,n  = 1,2*... είναι ξένα ανάδύο μετρήσιμα σύνολα, τέτοια 
ώστε

Άρα έχουμε

W) < « 4 , =  υΛ̂ < .

Επειδή το μέτρο μ  έχει την ιδιότητα της αριθμήσιμης προσθετικότητας, απ' την (4) 
παίρνουμε

4-00
(5) Μ ( υ ^ 4 , ) = μ ( υ ^ Κ ) ^ μ ( Α ’Λ).

Λόγω της Πρότασης 2.4.1, για κάθε n = 1 ,2 , ..., έχουμε μ{Α'η) as μ(Α„) -  μ(Λ„.|), 
όπου θέτουμε 4> =  0. οπότε η σχέση (S) γράφεται ως

4-00

μ( 4 ι) as [μ(4») — μ (4 ι-ι]·

Το δεύτερο μέλος είναι μια τηλεσκοπική σειρά της οποίας το άθροισμα είναι το 
ΙΙιη„μ(Αη). Τούτο αποδεικνύει την Πρόταση, ο

2.4.3. Πρόταση. A v ( i l t U, μ) είναι ένας χώρος μέτρου, τότε για κάθε ακολουθία 
(Β„) συνόλων της σ-άλγεβραςU τέτοια ώστε Βχ ο  Β2 2 -  και μ(Βχ) < +οο ισχύει

(6) μ ( Π ^ Θ Λ)==ίί/ηΛμ(βΛ).
Απόδειξη, θέτοντας

Αλ ;* Βχ \  Βλ, λ = 1,2,...

παρατηρούμε ότι Α„ € U για κάθε n =  1,2,... και επιπλέον ότι Αχ c  α 2 c  ... Έτσι, 
η προηγούμενη Πρόταση 2.4.2 εφαρμόζεται, οπότε παίρνουμε ότι

**(υ<£ϊ Λ.) “  »«ι.μΜ,).
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Αλλά ισχύει ότι
\  Β„) m Bt \  Π ^Β „.

Έτσι, τελικά, βρίσκουμε άτι

Μ( Π β  β«) =  Μ(Βι ) -  μ (  U+~ Λ„) =  μ(Β,) -  Ιίη,„μ(Α„) =

— ) -  μ(Α„)) =  ΙΙηι„μ{Βχ \  Α„) =  Ιίιη„μ(Βη). ο

Η αριθμήσιμη προσθετικότητα καθώς επίσης και οι προηγούμενες Προτάσεις ανα- 
φέρονται σε ακολουθίες συνόλων τα οποία είναι ξένα ανάδύο, ή οι ακολουθίες αυτές 
είναι μονότονες. Στην περίπτωση που έχουμε μια τυχαία ακολουθία μετρήσιμων 
συνόλων μπορούμε να εκτιμήσουμε ένα άνω φράγμα του μέτρου της ένωσης των 
συνόλων αυτιάν.

2,4.4. Πρόταση. Αν(Ω ,υ ,μ)  είναι ένας χώρος μέτρου, τότε για κάθε ακολουθία 
(Α„) συνόλων της σ-άλγεβρας U ισχύει

+00

Μ ( υ ^ Α Λ) < Χ ) μ ( Α Λ).
Β-1

Απόδειξή. Παρατηρούμε ότι τα μετρήσιμα σύνολα .
Α', := -4,.
Aj := Α2 \  Aj,
A i : = A j \ ( A iU A 2),. ·'
· ·  9
Α'„ := A„\(A i UA2 U...UA„_,)
»##

είναι ξένα ανάδύο και τέτοια ώστε A' c  Α„, «=1 ,2 , . . .  και

11+00 Λ' _  I 1+00 Λ 
U b» 1a b — υ β - 1Λ »·

Επομένως, απ' την αριθμήσιμη προσθετικότητα του μέτρου και την Πρόταση 2.4.1, 
παίρνουμε ότι

+00 +00

M(LC? λ . )  =  μ (υ Λ+-  λ :) =  Σ μΚ )  < £ μ ( Α η).
η·1  η ··!

2.4.5. Πρόταση. Αν (Ω, U, μ) είναι ένας χώρος μέτρου και (Α„) είναι μια 
ακολουθία στοιχείων της σνλλογιίςΐ), τότε ισχύει

μ{ΙίιηΙη/Α„) < lim inf μ(Α„).

Απόδειξη. Για κάθε « =  1,2,... θέτουμε

Bn An Ω An+ι Π... =  Ω̂ μπΑα,

I

i
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οπότε παρατηθούμε ότι
ft, € U και ft, c

Αρα μ(Βη) < μ{Αη), γwt κάθε η -1,2,... και επομένως

. llminfp{B«) < Umlnfp{A*).

Αλλά η ακολουθία (ft,) είναι αύξουσα, οπότε, απ' την Πρόταση 2.4.2, παίρνουμε 
τελικά

liminfp(An) > liminfp(B») =  Ηιηημ(Β„) «

= μ (υ Β+~ 5 , )  = μ( UB+«  Π+~Α») = μ(Ιΰηίη/Α,). ο.

2.4.6. Ποόταση. Αν (Ω, U, μ) εΛα* Λβ? *ώρος μέιρον κα» ( Α „ )  ε ί ν α ι  μ ι α  

α χ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ι χ ε ί ω ν  τ η ς  σ  - ά λ γ ε β ρ α ς  U τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε

< + °° .
τ ό τ ε

Απόδειξη. Θέτουμε
p ( l i m s u p A „ )  >  l i m s u p p ( A n ) ·

A j:=  ( ' J t ? l A „ ) \ A k , k  =  l , 2 , . . . ,

οπότε πρέπει
μ ( 4 )  = μ (  υΛ̂  Λ„) -  μ(Α*). * « 1 .2 . . . .

Έτσι, εφαρμόζοντας την προηγούμενη Πρόταση 2.4.5, παίρνουμε

p(liminfAJ,) < Hminf μ{Α'Λ).

Αλλά ισχύει ότι 

οπότε και
μ(4») =  μ (  Α„) -  μ(Α ί).

Αςα θα έχουμε

limsupp(AK) = μ ( ϋ ^  Α„) -  Uminfp{A'„) <

£  Α„) -  p(limtn/A',) =  μ ( υ ^  A. \ Ilmln/A1,),
οπότε τελιχά

timsupp{A„) < p(llmsupA„), ο

2.4.7. Πόρσμα. Αν (Ω, U, μ) εΛβι χώρος μ έ τ ρ ο υ  κ α ι  ( Α „ )  ε ί ν α ι  μ ι α  
α χ ο λ ο υ θ ί α  σ τ ο ι χ ε ί ω ν  της σ  - ά λ γ ε β ρ α ς  U τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε

μ { ν £ ϊ Λ ')<+οο
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και η ακολουθία (Α„) συγκλίνει, τότε και η ακολουθία (μ( Α„)) συγκλίνει και μάλιστα 
ισχύει

Ιίηιημ{Αη) = μ(ίι/ηηΛ„).
Απόδειξη. Τούτο προκύπτει απ’ τα προηγούμενα Πραγματικά, απ’ τις Προτάσεις 

2.4.5 και 2.4.6 έχουμε

μ(ίί«ι„Αη) = μ(Ιιη%ιη/Αη) < Ιιηιίη/μ{Αη) <

< Ιχιη5ΐιρμ(Αη) <  μ{Ιιηΐ5ΗρΑη) =  μ(ίί/η„ΑΠ).
Επειδή ο πρώτος και ο τελευταίος αριθμός της σειράς αυτής των ανισοτήτων είναι 
ίσοι, έπεται ότι ισχύει παντού η ισότητα πράγμα που αποδεικνύει το συμπέρασμα ο

Προβλήματα
2.1· Ρίχνοντας ένα ζάρι έχουμε μία απ' τις ενδείξεις 1, 2,..., 6. Σύμφωνα με το 

Παράδειγμα 2.3.7 να βρεθεί το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας.
2.2. Έστω («„) μια ακολουθία μη αρνητικών πραγματικών αριθμών. Για κάθε 

σύνολο Α φυσικών αριθμούν ορίζουμε το μ{Α) να είναι το άθροισμα όλων των 
στοιχείων της ακολουθίας («„) που έχουν δείκτες από το A. Ν1 αποδειχτεί ότι μ  είναι 
ένα σ-πεπερασμένο μέτρο. Πότε τούτο είναι πεπερασμένο;

2.3. Έστω μ ένα πεπερασμένο μέτρο στην άλγεβρα Borel της πραγματικής ευθείας. 
Ν1 αποδειχτεί ότι η συνάρτηση g(x) μ(-οο, χ ] ,  χ  € R είναι αύξουσα και δεξιά 
συνεχής. Επίσης να αποδειχτεί ότι το μέτρο της ευθείας R είναι το όριο της g(x), 
όταν το χ  τείνει προς το +οο.
2.4. Έστω X ένα μη κενό σύνολο και έστω γ  : Ρ(Χ) -*■ R μια συνάρτηση τέτοια 

ώστε 0  <  γ(Α) < y(A  U Β) <  γ(Α)  +  γ ( Β \  για κάθε A, Β c  X. Έστω S η συλλογή 
όλων των ουνόλων Ε c  X που ικανοποιούν τη σχέση γ(Α)  =  γ(Α ΠΕ) +  γ(Α  \  £ ) ,  
για κάθε A c  X. Αν S £  0, ν1 αποδειχτεί ότι S είναι μια άλγεβρα στο X και η γ  είναι 
προσθετική πάνω στην S.

2.5. Έστω μ  ένα σ-πεπερασμένο μέτρο στο Ω, ορισμένο πάνω σε μια σ-άλγεβραϋ. 
Να αποδειχτεί ότι υπάρχει αύξουσα ακολουθία (ΩΛ) τέτοια ώστε Ω„ € II, μ(Ω„) < 
+οο, μ =  1,2,... και Ω =  Ωι ϋΩ^υ...

2.6. Θεωρούμε ένα σύνολο Ω και τα σ-πεπερασμένα μέτρα μ Ϊ9 ...,μ* στο Ω
ορισμένα στην ίδια σ-άλγεβρα U. Ν1 αποδειχτεί ότι υπάρχει μια ακολουθία (Ω„) 
στοιχείιαν της σ-άλγεβρας U τέτοια ώστε Ω =  Ωι U Ω2 U ... και μΐ(Ω„) < -foo, * =  
1,2..... L
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3. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΜΕΤΡΩΝ

3.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στο ποοηγούμενο κεφάλαιο είδαμε την έννοια του (θετικού) μέτρου που είναι 
ορισμένο πάνω σε μια σ-άλγεβρα. Εδώ θα δούμε με ποιόν τρόπο μπορεί να 
κατασκευαστεί ένα μέτρο. Προς τούτο θα αναζητήσουμε πρώτα ποια απ' τις 
πραγματικές συναρτήσεις που ορίζονται πάνω στο δυναμοσύνολο Ρ(Ω) έχει τις 
ιδιότητες του μέτρου εξετάζοντας αυτό που λέμε εξωτερικό μέτρο. Τούτο είναι μια 
συνάρτηση με τιμές στο σύνολο [0, +οο) η οποία είναι ορισμένη πάνω σ' ολοκληρο 
το δυναμοσύνολο του Ω. Στη συνέχεια θα δούμε ότι ο περιορισμός του εξωτερικού 
μέτρου πάνω σε μια κατάλληλη σ-άλγεβρα οδηγεί σ' ένα μέτρο.

3.2. ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΜΕΤΡΟ

Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο και Ρ(Ω) το δυναμοσύνολο του Ω. Μια συνάρτηση

μ·:Ρ(Ω)-*[0,+οο1

θα ονομάζεται εξωτερικό μέτρο στο Ω, αν ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:
(C.1) μ*(0) =  Ο.
(C.2) Για κάθε ακολουθία υποσυνόλων (Α„) του Ω ισχύει

<*·(μ 3  *.)*£#··(*>··

(C.3) Για κάθε ζεύγος υποσυνόλων A, Β του Ω

αν ισχύει A c  a , τότε μ*(Α) < μ φ(Β).

Είναι φανερό ότι τα αξιώματα ενός εξωτερικού μέτρου ικανοποιούνται από το 
μέτρο και επομένως ένα μέτρο είναι εξωτερικό μέτρο.
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3.3. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ ΜΕΤΡΟΥ

Ορισμός. Έστω C μια μη κενή συλλογή υποσυνόλων του Ω. Θα λέμε ότι η C είναι 
μια ακολονθιαχή κάλυψη οχο Ω, αν ισχύουν οι εξής συνθήκες:

(α) 0 € C>
(β) Για κάθε A c  Ω υπάρχει μια ακολουθία (Α„) στοιχείων της συλλογής C τέτοια 

ώστε A c
Ένα βασικό παράδειγμα ακολουθιακής κάλυψης στο σύνολο των πραγματικών 

αριθμών είναι η συλλογή όλων των φραγμένων ανοικτών διαστημάτων. Πραγμα­
τικά, κάθε υποσύνολο πραγματικών αριθμών περιέχεται στην ένωση αριθμήσιμης 
συλλογής ανοικτών διαστημάτων.

Έστω, τώρα, C μια ακολουθιακή κάλυψη και r : C -► [0, +οο] μια συνάρτηση 
τέτοια ώστε τ(0) =  0. Για κάθε A c  Ω ορίζουμε το σύνολο

Ac := {(Λ„): Α„ € C και Λ C υ+~Λ„)
και θέτουμε

(1) μ'(Α) := / « / { £  τ(Α">: (Α») 6 Ac ).

Θα δείξουμε ότι η συνάρτηση μ * είναι πάντοτε ένα εξωτερικό μέτρο. Πραγματικά, 
έχουμε το εξής συμπέρασμα:

3.3.1. θεώρημα. Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο, C μια ακολονθιαχή κάλυψη στο 
Ω και. τ :C  -*■ [0, + 00J μια συνάρτηση με r(0) =  0. Τότε η συνάρτηση μ * η οποία 
ορίζεται με τη σχέση (1) είναι ένα εξωτερικό μέτρο.

Απόδειξη. Η συνθήκη (C.I) της παραγράφου 3.2 ικανοποιείται αυτόματα, αφού 
ισχύει r (0) =  0. Επίσης για κάθε Α ζ. Ω ισχύει μ*(Α) > 0, επειδή και η συνάρτηση τ 
παίρνει μη αρνητικές τιμές.

Θ' αποδείξουμε τη συνθήκη (C.2). Προς τούτο, θεωρούμε μια ακολουθία (Λ„) 
υποσυνόλων του Ω και ένα e > 0. Επειδή η C είναι ακολουθιακή κάλυψη στο Ω, για 
κάθε η = 1,2,... υπάρχει μια ακολουθία (Λ„*) € Α% τέτοια ώστε

L

Επειδή η συλλογή {Ank} είναι αριθμήοιμη, μπορούμε να την παρασιήσουμε ως μια 
ακολουθία με έναν δείκτη, έστω (Bm) Αλλά τότε

— <Λ+=Π Λ* =ι+ΟΟ , .+CO +00

και επομένους
+00 +00 +00

β' ( Un+=°? Α„) < £  τ (Β„) -  Σ  Σ τ ^  ϊ
me! w*l k**i

ί
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+00 _ -Η»

~ Σ [ Μ φΜ·) + 5τ]β 2^Μ#(Λι)+ε.
n . l  Α  η - Ι

απ' όπου προκύπτει η (C.2), αφού το (  είναι αυθαίρετο.
Για να αποδείξουμε την ιδιότητα (C.3), υποθέτουμε ότι A Q Β και θεωρούμε ένα 

c > 0. Τότε υπάρχει ακολουθία (Α„) στη συλλογή C με

και
+00

£τ(Α , , )< μ*(Β )  +  ε.
11-1

Αλλά, επειδή και A c  U ^ A „ , έπεται ότι

+ ο ο

Μ* Μ) < (Α„) < μ·(β) +  «,
(ΐ-Ι

απ’ όπου προκύπτει η (C.3), αφού ε είναι τυχαίο, ο

3.3.2. θεώρημα Έστω Λ ένα  μη κενό σύνολο, C μια ακολουθιακή κάλυψη στο Ω 
και Τ|, r2 : C -*■ [0, + 00J δύο συναρτήσεις τέτοιες ώστε rt(0> = τ2(0) = ο. Λνμ] και 
μ , είναι τα αντίστοιχα εξωτερικά μέτρα που ορίζονται απ’ τις συναρτήσεις n , τ2 με 
τον τύπο Ο) και ισχύει ότι μ \(Α ) =  μ ’2(Α), για κάθε A € C, rdre μ \ =  μ*.

.Απόδειξη. Είναι πρώτα φανεοό ότι μ}(Α) < τ/Μ), ί = 1, 2, για κάθε >4 € C. 
Έστω Λ C Ω σταθερό και θεωρούμε ένα ο  0. Υπάρχει, επομένως, μια ακολουθία 
(Λ„> € <4C τέτοια ώστε

+00

Σ η ( Λ * ) < β \ ( Β )  + ε.
mml

Αλλά ιοχύει A C Αβ, οπότε

+οο +00 +00

/ιί(Α) < μί(υ^Π Α.) < 2]μ}(Α.) = £μ5<Α.) < ^Τ ,(Α ,) < μ\{Α) +(.
"-1 n- ι  λ-1

Τούτο συνεπάγεται ότι
. μί(Α) < β\(Α).

Εναλλάσσοντας τον ρόλο των δεικτών 1.2 παίρνουμε και την αντίστροφη ανισότητα, 
οπότε προκύπτει η ισότητα ο

θα δούμε τώρα τι συμβαίνει στην περίπτωση όπου C είναι μια άλγεβρα Είναι 
φανερό ότι κάθε άλγεβρα Α (και κάθε σ-άλγεβρα) είναι μια ακολσυθιακή κάλυψη, 
αψού Ω € Α.

Ορισμός. Αν Α είναι μια άλγεβρα θα λέμε ότι μια συνάρτηση τ : Λ -* [0, +οο) 
είναι ένα μέτρο ορισμένο στην άλγεβρα Α, αν ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:
(ί)’ τ(0) = Ο.
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(ii)' Για κάθε αριβμήσιμή συλλογή Α„, η = 1,2,.... ξένων ανά δύο συνόλων της 
άλγεβρας Α με την ιδιότητα ότι η ένωση όλων των στοιχείων της συλλογής να είναι 
επίσης στοιχείο της Α, ισχύει

+00

η*=1
Έχοντας μια άλγεβρα και ένα μέτρο τ ορισμένο πάνω σ' αυτή μπορούμε να  

πάρουμε το αντίστοιχο εξωτερικό μέτρο με τον τύπο (1), αφού, επαναλαμβάνουμε 
ότι, η άλγεβρα είναι ακολουθιακή κάλυψη στο Ω. Τότε μάλιστα τούτο το εξωτερικό 
μέτρο ταυτίζεται με το τ πάνω στα σύνολα της άλγεβρας. Πραγματικά έχουμε το 
εξής συμπέρασμα:

3.3.3. θεώρημα. Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο, Α μια άλγεβρα στο Ω και τ ένα  
μέτρο ορισμένο στην άλγεβρα Α. Α ν μ* είναι το εξωτερικό μέτρο που ορίζεται με τον 
τύπο <7λ τότε για κάθε σύνολο Α της άλγεβρας Α ισχύει

μ*(Α) =  τ(Λ).

Απόδειξη. Έστω Λ € Α. Τότε είναι φανερό ότι μ*(Α) <  τ(Α). Επίσης αν (Λ„) 
είναι μια ακολουθία στοιχείων της συλλογής Α με

-4 c un+~A„

θα ισχύει
Α = υ+~(ΑΠΑΒ),

όπου Α Π An € Α, για κάθε « = 1 ,2 ,.... Άρα, αφού r είναι μέτρο ορισμένο πάνω στην 
άλγεβρα Α, θα έχουμε

+00 +00

Γ(Α)<^:(ΑηΛ„)<^ι(Λ,)
«=1 Μ«1

και επομένως γ(Α) < μ* (Λ). Επειδή ισχύει και μ*(Α) < τ {Α), έχουμε την ισότητα 
που θέλαμε ν ’ αποδείξουμε, ο

3.4. μ* - ΜΕΤΡΗΣΙΜΑ ΣΥΝΟΛΑ 

Έστω μ* ένα εξωτερικό μέτρο στο Ω.
Ορισμός. Ένα σύνολο Ε c  Ω είναι μετρήσιμο ως προς μ \  ή μ'-μετρήσιμο, αν 

για κάθε A c  Ω ισχύει η συνθήκη του Καραθεοδωρή:

μ*(Α) =  μ*(Λ Π Ε) +  μ*(A \  Ε).

Με άλλα λόγια, ένα σύνολο Ε είναι μ* - μετρήσιμο, αν κάθε σύνολο A c  Ω "τέμνεταΓ 
απ’ το Ε σε δύο σύνολα όπου to  μ* είναι προσθετικό. Θα παριστάνουμε με Ν τη

I
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συλλογή όλων των μ*-μετρήσιμων υποσυνόλων του Ω. Κύριος σκοπός μας είναι να 
δείξουμε ότι η συλλογή Ν είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω και αν το μ* προέρχεται από 
μια άλγεβρα Α με ένα μέτρο γ, τότε A c Ν και το μ· είναι επέκταση του τ. Για νά 
πετύχουμε αυτά παραθέτουμε πρώτα ορισμένες βοηθητικές Προτάσεις.
3.4.1, Πρόταση. Αν Ε είναι ένα σύνολο τέτοιο ώστε μ*(Ε) = 0, τότε ισχύει και 

Ε e f i . Αρά0€Ν.
Απόδειξη. Για κάθε A c Ω έχουμε Α Π Ε c Ε και Α \ Ε c Α. Αρα 

μ'(Α Π Ε) + μ*(Α \ Ε) < μ*(Ε) + μ*(Α) * μ*(Α).

Επίσης, έχουμε Α = (Α Π Ε) U (A \ Ε), οπότε και

/ί· (Λη£) + μ · Μ \ £ ) > μ * ( ( Λ η ε ) υ Μ \ £ ) )  = μ ·Μ ). ο

3.4J. Πνστα0^ν4ν£ είναι στοιχείο τηςσνλλογήςΚ, τότε και τοσνμπλήρω/ια Ec 
TOif Ε είναι στοιχείο τηςΝ.

Απόδειξη. Τούτο είναι φανερό, γιατί για κάθε υποσύνολο Α του Ω έχουμε

μ*(Α) β μΦ(Α Π Ε) -f μ*(Α \ Ε) =

= μ’(Α \ Ε) + μ*(Α ΠΕ) = μΦ(Α Π Ε*) + μ*(Α \ ΕΓ). °

3.4,3. Πρόταση, Αν Ει, Ea εέναι στοιχεία της συλλογής \  τότε και f<* ούνολα 
Ε\ Π Ea και Ε\ U Ε% είναι επίσης στοιχεία της Ν.

Απόδειξη, θ’ αποδείξουμε πρώτα ότι αν £j, Ε2 € Ν, τότε και Ε| ΠΕ% € Λ  δηλαδή 
ότι

ο  μ · ( Α )  =  μ* (Λ η  (£ ι Π f t ) )  + μ ’ (4  \  ( £ , η  f t ) )

για χάθε A c ft. Έστω, λοιπόν, A C ft. Αφού £j € Μ, έχουμε

(3) μ · Ι Α  η  £ 2) =  μ*((Λ Π £ 2) Π £ ,)  +  μ*((ΛΠ £2) \  f t ) .

Επίσης, αφού Ε2 € Ν, έχουμε

(4) μ·(Α) = μ#(ΑΠΕ2)·+μΦ(Α \Ε 2).

Αλλά παρατηρούμε ότι ισχύει .

(5) μ ' ( Λ \ (£ , η  f t ) )  =  μ* ((yt \  (£ , Π f t ) )  η  £ 2)  +  μ* ( (*  \  ( f t  η  f t ) )  \  f t )  =

-  μ*(Μ Π £2) \ f t )  + μ ' ( Λ  \ ft).

μ* ((Α Π Ea) \ Ej) s +οο.
Αν
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τότε, αφενός μεν απ’ την (5), παίρνουμε

μ*(Α \(Ε ιή£2))=+οο,

αφετέρου δε, θα έχουμε και μ*(Α) = +οο. Έτσι η (2) ισχύει. 
Επίσης, αν

μ ' ( (Α η ε2) \ ε ι) <+οο, 
τότε απ' τις (3), (4) και (5) παίρνουμε

it* (a n (Ει n e2)) + μ* (a \  (£j n e 2)) = .1

=  μ * ( Α η Ε 2 ) - μ * ( ( Α Γ \ Ε 2 ) \ £ , ) + μ * ( ( Α η Ε 2 ) \ £ ι )  +  ί Α* ( Λ \ Ε 2 )  =

= μ*(ΑΠΕ2)+μ*(Α\Ε2) = μ*(Α),
δηλαδή τη σχέση (2). Έτσι αποδείχθηκε ότιΕι Π £2 € Ν.

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο συμπέρασμα και εφαρμόζοντας την Πρόταση 
3.4.2 προκύπτει ότι, αν Ει, Ε2 είναι στοιχεία της συλλογής Ν, τότε και τα σύνολα 
EJ, £ | είναι στοιχεία της Ν και άρα

Ein£?€N.
Επομένως, τελικά, θα έχουμε και

EiUE2 = (EfnEi)c€N.

3.4.4. Πόρισμα. A vE u  Ε2 ,..., Em είναι στοιχεία της σνλλογι}ςΝ, τότε χαι η ένοχη] 
Ε\ U £2 U ... u  Em τούτων είναι επίσης στοιχείο της Ν.

Απόδειξη. Τούτο προκύπτει επαγωγικά εφαρμόζοντας το τελευταίο συμπέρασμα  
της Πρότασης 3.4.3. ο

3.4.5, Πρόταση. Α ν  Ε\, Ε % , Em είναι ξένα ανάδύο μ.*-μετρήσιμα σύνολα, τότε 
για κάθε A c  Ω ισχύει

μ* (Λ Π (Εχ U Ε2 U ... U Em)) = £χ) + μ*(Λ Π Ε2) 4*... + μ+(Λ Π Em).
Επομένους, αν στη θέση τον συνόλου Α θέσουμε το σύνολο αναφοράς Ω, θα πάρουμε 
τ?/ν πεπερασμένη προσθεχικότιγτα του μ* στο Ν, δηλαδή την ιδιότητα εκείνη που  
εκφράζεται με τιγν ταυτότητα

μ*(Ει U Ε2 U ... U Em) =  μ 4(Ε ,)  +  μ*(Ε2) +  ... +  /i* (£ m).

Απόδειξη. Αρκεί ν' αποδείξουμε ότι η Πρόταση ισχύει για δύο σύνολα Ει, Ε2, 
αφού τότε, επαγωγικά, μπορούμε να πάρουμε τη γενική περίπτωση.

Θεωρούμε, λοιπόν, δύο σύνολα £ ι ,  £ 2 €  Ν με Εχ Π Ε2 =  0. Τότε για κάθε A c  Ω 
έχουμε

μ* (Α Π ( £ |  U Ε2)) =  μ * ((Α  Π (£ , U Ε2)) Π Ει) +  μ* ((Α  Π (Ε, U £2)) \  Ε ,)  =
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= μ*Μη£,) + μ*ΜΠ£2). ο

3.4.6. Πρόταση» Α ν (£„) είναι μια ακολοιθία ξένων ανά δύο μ*- μετύήοψων 
ιποσΜΌΧων τον Ω, τότε για κάθε υποσύνολο Α τον ΤΙ ισχύει

+00

μ·(Λ η (υ;~Ε„)) = £ > ‘M  Π Ε„).
η*1

Ιδιαίτερα, στην περίπτοχτη όπου το σι>νολο Α είναι ολόκληρο το σύνολο ΤΙ, ο  τύπος 
αυτός γίνεται

+00

»«1
Απόδειξη, θέτοντας

/fc:= EiU£2U...UEt. 
εφαρμόζουμε την Πρόταση 3.4.5 και παίρνουμε

k
μ ' ( Λ η Η ι )  = Σ μ ' ( Λ η Ε , ) ,

*·ι
για χάθε λ  C Ω. Αλλά ισχύει ότι.

Ari//*CAn(u£®£,),

οπότε, αφού το μ* είναι εξωτεοιχό μέτ̂ ο, θα έχουμε
t

Σ #»*  Μ  Π £„) =  μ ·(Α Π  « ,)  < μ*(Α Π (U,+«E .)) «
Ml

-  #·*(υΕϊ (Α η £„)) < £ μ * ( Α  η £,),
«-Ι

για κάθε k = 1, 2, ... Λαμβάνοντας τα όρια και των όνο μελών όταν k -+ +00, προκύπτει το συμπέρασμα ο
3.47. Πρόταση. Α ν (£„) είναι μια ακολουθία ξένων ανά δύο μ*-μετρήσιμοι 

συνόλων, τότε και η ένωση τούτων είναι ένα μ4 -μετρήσιμο σύνολο.
Απόδειξη. Για κάθε *= 1.2.... θέτουμε

Hk :» £1 U £2 U... U Ek, και //:=£, U £2 U...
οπότε, απ’ το Πόρισμα 3.4.4. έχουμε Hk € Ν.
Έστω A C Π. Τότε Λ \ Η C Α \ //*, οπότε μ*(Λ\ / / χ <  μ*Μ\/&) και, λόγω της Πρότασης 3.4.5,

ι
μ·(Α) ·  μ*(Α Π Η , )  +  μ*(Α \  // ,)  «  £  μ·(Α  Π £ ,)  +  μ*(Α \  W*> >

Ml
(6)
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> Σμ · ( Λ η &) +  μ·(Λ\Η).

Αλλά έχουμε επίσης άτι 

οπότε

ι

Α η Η  = υ £ ( Α η Ε „ ) ,

+CO
ά*(Αη/ο<][>·(Αη£;)

iu >1

καιακόμα 

Άρα έχουμε

Λ = ΜΠΗ)ϋ(Λ\Η).
ι

+οο
(7) /Ζ*(Α) < μ*(Λ η Η) + μ'{Α  \  Η) < Σ μ · ( Α  η  Ε „ )+ μ \Α  \  Η),

Its I
ενώ, απ' την (6) όταν λάβουμε τα όρια και των δύο μελών της για k -*■ +οο, παίρνουμε 
την αντίθετη ανισότητα Έτσι στην (7) ισχύει παντού η ισότητα Αλλά, ισότητα των 
δυο πρώτων μελών της σχέσης (7) σημαίνει ότι το σύνολο Η είναι μ*-μετρήσιμο, ο

Τώρα είμαστε σε θέση να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε το σημαντικότερο 
συμπέρασμα του κεφαλαίου τούτου.

3.4.8. θεώρημα (Επέκτασης του Καραθεοδωρή ). Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο, μ* 
ένα εξωτερικό μέτρο στο Ω και Ν η συλλογή όλων των μ * - μετρήσιμων υποσυνόλων 
του Ω. Τότε η Ν είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω και ο περιορισμός του μ* στη συλλογή 
Ν είναι ένα μέτρο. Επιπλέον, αν το μ ‘ προέρχεται από μια άλγεβρα Α η οποία είναι 
εφοδιασμένη με ένα μέτρο τ, όπως ορίζεται από τον τύπο (1) της παραγράφου 3.3, 
τότε έχουμε A  c  Ν και ο περιορισμός του μ* πάνω στην Α είναι το μέτρο τ.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε πρ'ώτα ότι η συλλογή Ν ικανοποιεί τις συνθήκες (I), 
(II). (III) της παραγράφου 1.4.

Πραγματικά, η (I) είναι προφανής και η (II) έπεται απ' την Πρόταση 3.4.2. Για ν' 
αποδείξουμε τη συνθήκη (III) θεωρούμε μια ακολουθία (Ε„) στη συλλογή Ν. Θέτουμε

Ε\ := Ει,
Ε;:=£2\£„

Ε'„ := Ε„ \  (Ej U £2 U ... U Ε„_,).

Τότε, απ’ το Πόρισμα 3.4.4, προκύπτει εύκολα ότι Ε' 6 Ν, » = 1,2,... Επίσης, 
αφού τα σύνολα Ε'„ είναι ξένα ανά δύο. απ’ την Πρόταση 3.4.7, θα έχουμε

u^ e; 6 ν .

Αλλά ισχύει
= U%E„,
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οπότε η συνθήκη (III) ικανοποιείται.
Θ' αποδείξου^ ότι η συνάντηση μ* αν περιοριστεί στη σ-άλγεβρα Ν είναι ένα 

μέτρο. Προς τούτο αρκεί ν' αποδείξουμε ότι η συνθήκη (c.2) της παραγράφου 2.2 
ικανοποιείται. Αλλά τούτο προκύπτει από την Πρόταση 3.4.6 θέτοντας Α = Ω.

Μένει τώρα ν’ αποδείξουμε το τελευταίο συμπέρασμα του θεωρήματος. Έτσι 
υποθέτουμε ότι μ* προέρχεται από μια άλγεβρα Α με ένα μέτρο τ με τον τύπο (1). 
Θα δείξουμε ότι A c  Ν.

Έστω, λοιπόν, Ε ένα στοιχείο της συλλογής Α. Τότε, για κάθε A c  Ω, θα έχουμε

(8) μ*(Α) < μ4(Α Π Ε) +  μ4(Α \  Ε).

θ' αποδείξουμε ότι ισχύει και η αντίθετη ανισότητα, οπότε, τότε, η ισότητα θα 
δηλώνει ότι Ε € Ν, δηλαδή αυτό που θέλουμε.

Έστω ε > 0. Τότε υπάρχει ακολουθία (Α„) στην Α τέτοια ώστε

+00

A c  και £  «■(/«.) < Μ’(Λ) +  «.
«- 1

Αλλά έχουμε

A H E C  Uf™(A„ Π Ε) και Α \  Ε C U+*(An \  £), 

όπου, βέβαια, Α„ Π Ε € Ακαι Α„ \  Ε € Α, η = 1,2,.... Αρα

+00

μ · ' ( Α Γ \ Ε ) < Σ χ ( Α ΛΓ\Ε)
n m \

και

οπότε

+00
β ' ( Λ \ Ε ) < Σ τ { Λ ' \ Ε ) ,

η»\

+οο
μ' (Α Π Ε) +  μ'(Α  \  Ε) < Σ  (χ(Ακ Π £ ) +  χ(Λ, \  £ )) =  £  * <*·> -  Μ* (Α) +  ί.

+00

ff-1
Από την ανισότητα αυτή προκύπτει ότι η αντίθετη ανισότητα στην (8) ισχύει, αφού 
το ε είναι τυχαίο.

Τέλος, το γεγονός ότι ο περιορισμός του μ* στη συλλογή Α είναι το μέτρο τ, 
δηλαδή ότι μ'(Α) =  τ(Α), για κάθε Α € Α, αποδείχτηκε στο Θεώρημα 3.3.3. ο

Ορισμός, Έστω 1) μια σ-άλγεβρα και μ ένα μέτρο ορισμένο σ' αυτή. Θα λέμε ότι 
η U είναι πλι)ρι/ςως προς μ, αν, για κάθε A € U με μ(Α) = 0, ισχύει ότι

Β Q Α = >  2? € U και μ(0) «  0.

Εδώ θα δούμε ότι η σ-άλγεβρα Ν είναι πλήρης ως προς τον περιορισμό τον μ4 
πάνω σ* αυτή.
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3.4.9. θεώρημα. Έστω Ω, μ* και Ν όπως παραπάνω. Τότε η σ-άλγεβρα Ν είναι 
πλήρης ως προς τον περιορισμό τον μ* πάνωστηΉ.

Απόδειξη. Έστω Ε e Ν με μ*(£) = Ο και Η c  Ε. Τότε έχουμε

0<μ'(Η ) < μ '(Ε )= 0 ,

δηλαδή μ*(Η) =  0. Έτσι, απ' την Πρόταση 3.4.1, προκύπτει ότι Η e Ν. ο

3.5. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΜΕΤΡΟΥ ρ

Ύστερα απ' τα παραπάνω μπορούμε τώρα να ανακεφαλαιώσουμετον τρόπο με τον 
οποίο μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα μέτρο σ' ένα σύνολο Ω. Εδώ παραθέτουμε 
και τις δύο περιπτώσεις ταυτόχρονα αλλά και παράλληλα ώστε να καταδειχτούν οι 
ομοιότητες και οι διαφορές των δύο κατασκευών. Χρησιμοποιούμε τον ίδιο όπως 
και παραπάνω συμβολισμό.

Θεωρούμε, λοιπόν, τα εξής στοιχεία:

Ω : ένα μη κενό σύνολο.

C : μια ακολουθιακή κάλυψη στο Ω.

τ : μια συνάρτηση ορισμένη στην C 
με τιμές στο διάστημα [0, +οο] 
και τέτοια ώστε τ(0) =  0.

Με τα στοιχεία αυτά ως δεδομένα παίρνουμε αντίστοιχα τα εξής:

μ.*: το εξωτερικό μέτρο που ορίζεται μ*: το εξωτερικό μέτρο που ορίζεται 
με τον τύπο (1) της παραγράφου 3.4. με τον τύπο (1) της παραγράφου 3.4.

Ν: η σ-άλγεβρα όλων των Ν: η σ-άλγεβρα όλων των
μ*-μετρήσιμων συνόλων. μ*— μετρήσιμων συνόλων.

Τότε η συλλογή Ν περιέχει την άλγεβρα Α.

Τέλος, ο περιορισμός της συνάρτησης μ* πάνω στη σ-άλγεβρα Ν οδηγεί στο

μ: μέτρο. μ: μέτρο.
Ο περιορισμός του μέτρου μ πάνω 
στην άλγεβρα Α ταυτίζεται με το 
αρχικό μέτρο τ.

Επαναλαμβάνουμε ότι η σ-άλγεβρα Ν είναι πλήρης ως προς το μέτρο τ.

Ω : ένα μη κενό σύνολο.

Α: μια άλγεβρα στο Ω. 

r: Α -+ [0, +οο] ένα μέτρο

3.6. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

Θα δούμε εδώ ορισμένα παραδείγματα μέτρων τα οποία κατασκευάζονται με τη 
μέθοδο που είδαμε παραπάνω και τα οποία έχουν πολύ χρήσιμες εφαρμογές.
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3.6.1. Μέτρο Lebesgue. Από μαθήματα της Πραγματικής Ανάλυσης ο αναγνώστης 
γνωρίζει τον κλασικό τρόπο κατασκευής του ιιέτρου του Lebesgue. Εφαρμόζοντας 
όμως την παραπάνω μέθοδο μπορούμε να πάρουμε επίσης το μέτρο αυτό. Προς 
τούτο θεωρούμε την πραγματική ευθεία και τα διαστήματα της μορφής (α, β). όπου 
a < β. Ορίζουμε τότε ως Α τη συλλογή η οποία περιέχει το κενό σύνολο, τον χώρο 
R, όλα τα διαστήματα της μορφής (α, β ΐ  καθώς επίσης και όλες τις πεπερασμένες 
ενώσεις και διαφορές αυτών. Τότε η Α είναι μια άλγεβρα στο R. Ορίζουμε, τέλος, 
μια συνάρτηση r : Α -► [0. +οο] με τον τύπο

r(0) := 0,
r(R) := τ((—οο, β)) =  τ((α, +οο)) =  4-οο, 
τ{(α,β)) := β - α ,  ανα < β,

η οποία παίρνει ως τιμές το μήκος διαστήματος. Δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η 
συνάρτηση r είναι ένα μέτρο πάνω στην άλγεβρα Α. Εφαρμόζοντας την παραπάνω 
μέθοδο παίρνουμε ένα μοναδικό εξωτερικό μέτρο μ *L και την αντίστοιχη σ-άλγεβρα 
Nj. η οποία περιέχει την άλγεβρα Α. Ο περιορισμός του πάνω στη συλλογή Ν*, 
είναι ένα μέτρο μ L το οποίο πάνω στην Α ταυτίζεται με το r. Το μ^ λέγεται εξωτερικό 
μέτρο Lebesgue, το Ν*, είναι η συλλογή των κατά Lebesque μετρήσιμων σια^λωνκαι 
το μ ι  είναι το μέτρο τον Lebesque.

Όπως είδαμε στην παράγραφο 1.5, ηάλγεβρα Borel Β είναι η μικρότερη σ -άλγεβρα 
που παράγεται απ’ τα κλειστά (ή τα ανοικτά) σύνολα Όμως κάθε σύνολο της μορφής 
(α. β)* (που είναι ένα Ga-σύνολο) ανήκει στην Β. Αρα θα πρέπει να έχουμε

AC  B C N L,

οπότε κάθε σύνολο Bore! είναι κατά Lebesgue μετρήσιμο. Ο περιορισμός του μ ι  
πάνω στην άλγεβρα Borel Β ονομάζεται μέτρο Borel Περισσότερα στοιχεία για το 
μέτρο Lebesque ο αναγνώστης μπορεί να βρει στο βιβλίο "Πραγματική Ανάλυση" του 
Γ. Καρακώστα.

3.6.2. Μέτρο Lcbesgue-Slielt jes. Το μέτρο Lebesgue-Stielljes είναι μια γενικότερη 
περίπτωση του μέτρου Lebesgue και περιγράφεται "ζυγίζοντας" τα διαστήματα της 
πραγματικής ευθείας σύμφωνα με τις τιμές κάποιας κατάλληλης συνάρτησης.

Πιο συγκεκριμένα, έστω /  μια αύξσυσα πραγματική συνάρτηση ορισμένη στο 
σύνολο BbbR και θεωρούμε ότι η /  είναι δεξιά συνεχής, δηλαδή για κάθε so € R 
ισχύει

f ( s 0) =  /im, - w w .
Είναι γνωστό ότι τέτοια (μονόπλευρα) όρια για μονότονες συναρτήσεις υπάρχουν.

Έστω Α η άλγεβρα που θεωρήσαμε στο Παράδειγμα 3.6.1. Θέτουμε 
τ(0) := 0,
τ((α. β]) := / ( β )  -  /(α ). αν α < β,
τ((α, +οο)) := +«,/(*) - /(<*),
*((-οο, β)) := / ( β ) -  
τ((-οο, +οο)) :=
Τότε η τ ορίζει ένα μέτρο πάνω στην άλγεβρα Α. Εφαρμόζοντας την προηγούμενη ,,

μέθοδο παίρνουμε ένα μέτρο μ  που το ονομάζουμε μέτρο Lebcsgue-Stleltjcs. Η ν ’''' ^
• ^  ϊ,
ί 7S--

/X
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σ-άλγεβρα Ν πάνω στην οποία ορίζεται το μέτρο Lebesgue-Stieltjes είναι η σύλλογή 
των κατά Lebesguc μετρήσιμων συνόλων,

3.6.3. Ένα μέτοο πιθανότητας. Έστω g : R -*■ 1R μια μη αρνητική συνεχής 
συνάρτησητης οποίας το γενικευμένο xax0Rlemann ολοκλήρωμαείναιπεπερασμένο. 
Δηλαδή ·

,00
Ε := I g(s)ds < +οο,

J -0 0

Υποθέτουμε ότι Ε > 0. Θεωρούμε τη συλλογή C η οποία περιέχει το κενό σύνολο και 
όλα τα κλειστά και φραγμένα διαστήματα της πραγματικής ευθείας. . Τότε η C είναι 
μια ακολουθιακή κάλυψη στο σύνολο R.

Για κάθε κλειστό διάστημα της μορφής [α, β] ορίζουμε

γ(0) := Ο
οπότε εφαρμόζοντας την προηγούμενη μέθοδο παίρνουμε ένα μέτρο πιθανότητας μ, 
αφού, όπως εύκολα μπορούμε να δούμε, ισχύει μ(Κ) = 1.

« β

Το μέτρο ως προς g τον διαστήματος [«, β), είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
τον γραμμοσχιασμένον τόπον όταν ισχύει

/ +00
g(x)dx) =  1.

00

3.7. ΜΗ ΜΕΤΡΗΣΙΜΑ ΣΥΝΟΛΑ

Στις παραγράφους 2.3 και 3.6 έχουμε συναντήσει ορισμένα παραδείγματα μέτρων 
που κατασκευάσαμε χρησιμοποιώντας τη μέθοδο που γνωρίσαμε στην παράγραφο
3.5. Κατασκευάζοντας όμως το μέτρο πρέπει να καθορίσουμε και τα στοιχεία της 
σ-άλγεβρας U πάνω  στην οποία ορίζεται το μέτρο.

Έτσι, τώρα τίθεται το εξής πρόβλημα: Α ν δοθεί ένα σύνολο A c  Ω, πώς Θα 
διαπιστιύσονμε ότι τούτο είναι ήόχιμετρφιμο;

Το ερώτημα τούτο έχει έννοια αν απαντηθεί ένα άλλο: υπάρχοννσύνολα τα οποία 
δεν εί\χχι μετρ ι}σφα;

Και αν μεν το μέτρο είναι κάποιο απ' αυτά που είδαμε στην παράγραφο 2.3, τότε 
γνωρίζουμε τα μη μετρήσιμα σύνολα, αφού η σ-άλγεβρα είναι γνωστή. Αν όμως
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έχουμε το μέτρο Lebesgue, ή το μέτρο Lebesgue-Stieltjes, ή άλλο, τότε πώς μπορούμε 
να απαντήσουμε στα παραπάνω ερωτήματα;

θα κατασκευάσουμε ένα σύνολο πραγματικών αριθμών που δεν είναι μετρήσιμο 
ως προς το μέτρο Lebesgue μ Lt που είδαμε στην παράγραφο 3.6.

Στο διάστημα (0,1) της πραγματικής ευθείας ορίζουμε μια σχέση ισοδυναμίας με 
τον τύπο

xoy : a* -  y € Q.

Η σχέση αυτή διαμερίζει το διάστημα (0,1) σε κλάσεις ισοδυναμίας τέτοιες ώστε, αν 
ο(χ) είναι η κλάση του χ, τότε

σ(*) s  +  r : r € Q) Π (0,1)

Με βάση το αξίωμα Επιλογής, από κάθε κλάση μπορούμε να πάρουμε ένα στοιχείο 
και να δημιουργήσουμε έτσι ένα σύνολο Γ.

θ* αποδείξουμε ότι το σύνολο Γ δεν είναι μι-μετρήσιμο.
Προς τούτο έστω {rj.r*,...) το (αριθμήσιμο) σύνολο Q O (-l, 1), δηλαδή το σύνολο 

των ρητών αριθμών του διαστήματος (-1,1).
Τότε η συλλογή {Γ 4*r„ : η = 1,2,...) αποτελείται από ξένα ανά δύο σύνολα. 

Πραγματικά, υποθέτουμε ότι για κάποιους δείκτες η και m ισχύει (Γ + γλ)Π  (Γ+rm) φ
0. Τότε υπάρχουν χ, y  e  Γ με χ  +  r„ =  y  + rm. Άρα έχουμε χ  -  y  =  rm -  rn 6 Q, 
δηλαδή τα στοιχεία y  ανήκουν onjv ίδια κλάση. Τούτο σημαίνει ότι χ  =  y , οπότε
και τη =  rm. Επομένους οι δύο κλάσεις Γ + r n και Γ 4- rm ταυτίζονται, πράγμα που 
αποδεικνύει ότι η συλλογή {Γ +  τη ; ν =  1,2,...) αποτελείται από ξένα ανά δύο 
στοιχεία.

Επίσης παρατηρούμε ότι ισχύει 

0>) «λ 1) C ι£~ (Γ  +r„) C (-1,2).

Τώρα υποθέτουμε ότι το σύνολο Γ είναι μ l-μετρήσιμο. Αφού το μέτρο Lebesgue 
μ ι  είναι αναλλοίωτο κατά τις μεταφορές (Πρόβλ. 3.8), θα πρέπει και κάθε σύνολο 
της μορφής Γ 4* τη να είναι μ*,- μετρήσιμο και θα ισχύει

με(Γ + γ„) = με(Γ), η = 1,2,.*

Έτσι από τη σχέση (9) θα έχουμε 

1 = Ml[«U))<
+00 +CO'.

= Σ  ̂ + r") -  Σ>*<ο -#ι*1 n*l
< μ ι[(-1 .2)] =  3.

SA*L(u^(r + r.))

Αλλά, αν ισχύει μ/.(Γ) =  0, τότε

+00
£ μ ι(Γ) =  0 < 1 ,
«1*1

/
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ενώ, αν, μ/,(Γ) > Ο, τότε

. ]Γμε(Γ)==+οο> 3.

Το γεγονός τούτο είναι άτοπο και επομένως το σύνολο Γ δεν είναι μ^,-μετρήσιμο.

Ποοβλήματα

3.1· Έστω Ω ένα μη κενό σύνολο, Α μια άλγεβρα στο Ω και μ ένα μέτροπάνω στην 
Α. Για κάθε Β c  Ω ορίζουμε τη συνάρτηση μ'(Β) := ι«/(μ(Α ): Β c  Α και A 6 A) , 
Ν’αποδειχτεί ότι ’

0) μ'(Β) =  μ(β), για κάθε Β € Α,
(ii) μ*(£) < μ/(Β), για κάθε Β c  Ω και
(ίίί) μ* =  μ \  αν Ω είναι αριθμήσιμη ένωση συνόλων Α„ € Α με μ(Α„) < -foo.
3.2. Ν’ αποδειχτεί ότι, αν ένα εξωτερικό μέτρο ικανοποιεί την πεπερασμένη 

προσθετικότητα, τότε ικανοποιεί και την αριθμήσιμη προσθετικότητα.
3.3. Έστω Ω ένα σύνολο. Ορίζουμε μ*(0) := 0, μ4(Ω) := 2 και μ*(Α) := 1, για 

κάθε άλλο σύνολο A .C Ω, Ν’ αποδειχτεί ότι μ* είναι ένα εξωτερικό μέτρο και να 
καθοριστεί η συλλογή Ν των μ* -μετρήσιμων συνόλων.

3.4. Να εξεταστεί ποιά απ' τις σ-άλγεβρες των παραδειγμάτων των παραγράφων 
2.3 και 3.6 είναι πλήρης ως προς το αντίστοιχο μέτρο.

3.5. Έστω Ω Ν. Αν A £  Ν περιέχει η στοιχεία, ορίζουμε μ*(Α) := η/(η 4-1) 
και αν Α έχει άπειρα στοιχεία, ορίζουμε μ* (A) =  1. Ν1 αποδειχτεί ότι το μ* είναι ένα 
εξωτερικό μέτρο.

3.6. Ν1 αποδειχτεί ότι το σύνολο C του Cantor, δηλαδή το σύνολο των σημείων 
του διαστήματος [0,1] των οποίων η παράσταση στο τριαδικό σύστημα αρίθμησης 
περιέχει μόνο ψηφία 0 ή/και 2, έχει μέτρο Lebesgue ίσο με το μηδέν.

3.7. Για τη συνάρτηση /  =  χ(ρι+00) να καθοριστεί το μέτρο Lebesgue-Stieltjes μ/ 
και να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

όπου* := χ(-οο,0]·
3.8. Ν1 αποδειχτεί ότι το μέτρο Lebesgue μ ι  είναι αναλλοίωτο κατά τις μεταφορές, 

δηλαδή, για κάθε χ  € Π* και Α € Ν/, ισχύει μι(χ  4  Α) =  μ^( Α).
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4. ΜΕΤΡ1ΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

4.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η έννοια του μέτρου που γνωρίσαμε στα προηγούμενα κεφάλαια δικαιολογεί το 
γεγονός ότι τα στοιχεία-σύνολα της άλγεβρας U πάνω στην οποία ορίζεται το μέτρο 
ονομάζονται μετρήσιμα Δηλαδή» τα σύνολα αυτά μπορούν να μετρηθούν.

Στο κεφάλαιο τούτο θα δούμε ότι η έννοια της μετρησιμότπτας μπορεί να αναφέρε- 
ται και σε συναρτήσεις. Το πόσο στενή είναι η σχέση μεταξύ μετρήσιμων συνόλων 
και μετρήσιμων συναρτήσεων φαίνεται από το γεγονός ότι η χαρακτηριστική συ­
νάρτηση ενός συνόλου είναι μετρήσιμη, αν και μόνο αν το σύνολο είναι μετρήσιμο. 
Συνέπεια του γεγονότος αυτού είναι ότι οι απλές συναρτήσεις, δηλαδή οι (πεπε­
ρασμένοι) γραμμικοί συνδυασμοί χαρακτηριστικών συναρτήσεων, είναι μετρήσιμες 
συναρτήσεις. Τέτοιες συναρτήσεις παίζουν σημαντικό ρόλο στην ολοκλήρωση την 
οποία θα γνωρίσουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

4.2. ΟΡΙΣΜΟΙ

Έστω (Ω, U) ένας μετρήσιμος χώρος και / :  Ω R μια συνάρτηση.
Ορισμός. Η συνάρτηση /  είναι μετρήσιμη ως προς U, ή απλά Ιί-μετριίσιμη αν, 

για κάθε* € R, το σύνολο

Ak := [χ € Ω : f{x) > k)

είναι μετρήσιμο, δηλαδή ανήκει στη σ -άλγεβρα U.
Πριν δούμε ορισμένα παραδείγματα μετρήσιμων συναρτήσεων, ίσιος πρέπει να 

γνωρίσουμε και άλλους ισοδύναμους ορισμούς της μετρησιμότητας συναρτήσεων.

4.2.1. Πρόταση. Έστω (Ω, U) ένας μετρήσιμος χώρος και J  : Ω —► R μια 
συνάρτηση. Τότε οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

0) Για κάθε k € R, το σύνολο Α* := {* € Ω : /(*) > k) είναι μετρήσιμο 
(U) Για κάθε k ε R, το σύνολο Βι := (* 6 Ω : /(χ) < &) είναι μετρήσιμο.

ι
I
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(iii) Για κάθε k e R ,  to  σύνολο Γ* := {χ e Ω : /(χ ) < k) είναι μετρήσιμο.
(iv) Για κάθε k 6 R, το σύνολο Ak := {χ e Ω : /(χ ) > fc} είναι μετρήσιμο.

Απόδειξη. Επειδή ισχύει Bk =  Α\ και Δ* =  Γ|, έπεται ότι η πρόταση (ii) είναι 
ισοδύναμη με την (ί) και η (ίν) με την (iii). Επομένως αρκεί ν' αποδείξουμε ότι οι 
προτάσεις (i) και (iv) είναι ισοδύναμες.

Έστω ότι η πρόταση (i) ισχύει. Επειδή για κάθε k e  1R έχουμε

Δ* =  Π+“ Α*_ι και Ak_ι  e  U,

έπεται ότι Δ* e  U. Άρα η © συνεπάγεται την (iv).
Έστω ότι η πρόταση (iv) ισχύει. Τότε, επειδή

Α*=υ+~Δ*+ι και Δ*+ι e  U,

θα έχουμε Ak 6 U. Έτσι η πρόταση (iv) συνεπάγεται την 0) και άρα οι προτάσεις C0 
και (iv) είναι ισοδύναμες, ο

4.3. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΜΕΤΡΗΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Θα δούμε εδώ ορισμένα παραδείγματα μετρήσιμων συναρτήσεων. Πρέπει να 
σημειώσουμε ότι είναι δυνατό μια συνάρτηση / :  Ω R να είναι μετρήσιμη ως προς
μια σ -άλγεβρα, αλλά όχι μετρήσιμη ως προς μια άλλη..

4,3.1, Σταθερές συναρτήσεις. Αν (Ω, U) είναι ένας μετρήσιμος χώρος, τότε κάθε 
σταθερή συνάρτηση /  : Ω R είναι U-μετρήσιμη. Πραγματικά, έστω /(x )  =  c, χ  6
Ω μια τέτοια συνάρτηση, όπου c e R . Τότε βλέπουμε ότι

1 0, αν k > c ,
Ω, αν k < c.

Αλλά τα σύνολα 0 και Ω ανήκουν στη σ-άλγεβρα U, οποιαδήποτε και αν είναι αυτή. 
Αρα η /  είναι U-μετρήσιμη.

4,3.2. Χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Έστω (Ω, U) ένας μετρήσιμος χώρος 
και έστω A e  U. Τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση χΛ του Α είναι U-μετρήσιμη. 
Πραγματικά, έχουμε

0. αν * > ι , .
Α, αν 0 < k < 1,
Ω, αν k <  0.

Αλλά τα σύνολα 0, Α και Ω ανήκουν στη σ-άλγεβρα U, οπότε η συνάρτηση χ Λ είναι 
U-μετρήσιμη.

4.3.3. Γενικές συναρτήσεις. Έστω U η συλλογή όλων των υποσυνόλων ενός 
συνόλου Ω. Τότε κάθε συνάρτηση / :  Ω —► IR. είναι U-μέτρήσιμή.
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4.3.4. ΑκολοτΧΗες. Στο σύνολο Ν των φυσικών αριθμών θεωρούμε τη συλλογή 
U όλων των υποσυνόλων του. Τότε κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι 
U-μετρήσιμη.

4.3.5. Συναρτήσεις επιλογής. Έστω (Ω, U) ένας μετρήσιμος χώρος και (Χι, 2̂» ···) 
μια αριθμήσιμη συλλογή ξένων ανά δύο στοιχείων της σ-άλγεβρας U. Έστω και (α„) 
μια ακολουθία πραγματικών αριθμών. Τότε η συνάρτηση

+00 f
/ := Σ α-χ*.W=* 1

είναι U-μετρήσιμη. Πραγματικά, έστω k e R. Θέτουμε

/* := {« € Ν : α„ > k),

και παρατηρούμε ότι, αν μεν k > Ο, τότε ισχύει

Ak — U#»€/|̂ni

ενώ. αν k < Ο, τότε ισχύει
Ak = n \U aifkX„.

Αλλά, κάθε σύνολο Χη είναι U-μετρήσιμο, οπότε και το σύνολο Ak είναι τέτοιο για 
κάθε k e R.

4.3.6. Ημισυνεχείς συναρτήσεις. Έστω Β η άλγεβρα Borel στην πραγματική ευθεία 
και /  : R -+ R μια κάτω (ή άνω) ημισυνεχής συνάρτηση. (Υπενθυμίζουμε ότι τούτο 
σημαίνει ότι το σύνολο Ak (ή Γ*, αντίστοιχα) είναι ανοικτό.) Αλλά κάθε ανοικτό 
σύνολο είναι Borel. Επομένως κάθε τέτοια συνάρτηση είναι Borel μετρήσιμη, δηλαδή 
Β-μετρήσιμη. Επειδή κάθε συνεχής συνάρτηση /  : R -+ R είναι κάτω και άνω 
ημισυνεχής, απ' το προηγούμενο γεγονός, προκύπτει ότι αυτή είναι Borel μετρήσιμη.

4.3.7. Μονότονες συναρτήσεις. Έστω (R, Β) όπως στο παράδειγμα 4.3.6 και 
έστω /  : R -+ R μια μονότονη (δηλαδή, αύξουσα ή φθίνουσα) συνάρτηση. Τότε, για 
κάθε k € R, το σύνολο Ak είναι ένα διάστημα της πραγματικής ευθείας, δηλαδή ένα 
σύνολο Borel. Αρα κάθε μονότονη συνάρτηση είναι Borel μετρήσιμη.

4.4. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΜΕΤΡΗΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Εδώ θα δούμε ορισμένες ιδιότητες των μετρήσιμων συναρτήσεων οι οποίες είναι 
χρήσιμες για τη θεωρία ολοκλήρωσης που θ' αναπτύξουμε στα επόμενα κεφάλαια.

Ορισμός Υπενθυμίζουμε ότι, αν /  είναι μία πραγματική συνάρτηση, το Θετικό 
μέρος / + της /  και το αρνητικό μέρος f~  της /  είναι οι συναρτήσεις που ορίζονται 
αντίστοιχα με τους τύπους

/ +(jr) :=max{/(*)»0) και / “(*) := max(-/(*),0).
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θ α  υποθέσουμε στο εξής ότι Ω είναι ένα μη κενό σύνολο και U είναι μια σ-άλγεβρα 
ατοΩ.

4.4.1. Πρόταση. Α ν / ,  g : Ω ->· R είναι δνο U-μετρήσιμες σνναρν}σεις και c είναι 
ένας οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός, τότε και οι συναρτήσεις

cf, \f\, f ,  f  +  g, fg,  f +, r

είναι επίσης V- μετρήσιμες.
Απόδειξη. A vc =  0, έχουμε c f  =  0, οπότε επειδή

{χ ε  Ω : cf(x) > k) =
0, αν ik > 0, 
Ω, αν ik < 0,

έπεται ότι η c f  =  Ο, είναι U-μετρήσιμη. Επίσης, αν c*0, τότε επειδή

f |.ϊ  6 Ω : fix) > |) ,  αν c > 0,
( ι ε Ω : cf(x) >

‘•=1 {x € Ω : f(x) < £), αν c < 0,

λόγω και της Πρότασης 4.2.1. έπεται ότι η c f  είναι U-μετρήσιμη. 
Για τη συνάρτηση | / |  παρατηρούμε ότι

( Ω, αν ik <0,
{x 6 Ω : |/(x ) | > k) =  {

I {x € Ω : f ix)  > λ'} U {χ e  Ω : / (χ )  < -ik), αν ik > 0,

οπότε και η | / |  είναι U- μετρήσιμη. 
Παρόμοια, για την / 2 έχουμε

{χ 6 Ω : / 2(χ) > k} =
Ω, αν ik < 0,
{χ e  Ω : f ix)  > Vk) U {χ 6 Ω : f ix)  < - J k ) ,  αν ik > 0

και επομ ένως και η συνάρτηση /  είναι U- μετρήσιμη.
Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση f  +  g. Για κάθε ik ε  R και κάθε ρητό πραγματικό 

αριθμό p το σύνολο

(χ ε  Ω : f ix)  > ρ) Π |χ ε  Ω : *(χ) > k -  ρ]

ί
ϊV
§

$
*

είναι U-μετρήσιμο. Έστω χ  ε  Ω με /(.ν) +· $(χ) > k. Αρα υπάρχει ρητός αριθμός ρ 
τέτοιος ώστε f ix)  > ρ > k -  g{x). Επομένως έχουμε

{.ν ε  Ω : ( /  +  £)(x) > k) =  UeeQ[(x ε Ω : / (χ )  > />} Π (χ ε  Ω : g(x) > k -  ρ)].

Επειδή η συλλογή των συνόλων του δευτέρου μέλους είναι αριθμήσιμη (αφού το 
σύνολο Q των ρητών αριθμών είναι αριθμήσιμο), έπεται ότι το σύνολο στο πρώτο 
μέλος είναι U-μετρήσιμο. Τούτο, βέβαια, σημαίνει ότι η συνάρτηση f  +  g είναι 
U-μετρήσιμη.
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Τώρα, χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα συμπεράσματα και τηγ προφανή ταυτό­
τητα

/(*>*(*> = \  [(/(*) + g(x))2 -  ( f ix) - gΜ ) 2]
συμπεραίνουμε ότι και η fg είναι U-μετρήσιμη συνάρτηση.
Τέλος, και οι συναρτήσεις /+ (θετικό μέρος της /) και /“ (αρνητικό μέρος της /) 

είναι U- μετρήσιμες, αφού ισχύει
I

f +(x) == max[fix), 0) = i(|/(*)| + f i x ) )  

και
/-(*) := m axi- f (x ) ,  0) = \  (l/WI - f ix )) . o

4.5. ΜΕΤΡΗΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ME ΤΙΜΕΣ ΣΤΗΝ ΕΠΕΚΤΕΤΑΜΕΝΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗ ΕΥΘΕΙΑ

Μέχρι τώρα είδαμε μετρήσιμες συναρτήσεις που παίρνουν τιμές πραγματικούς 
αριθμούς. Σε πολλές όμως περιπτώσεις κρίνεται σκόπιμο να θεωρούμε συναρτήσεις 
που παίρνουν ως τιμές και τα σημεία-foo και-οο.
Ορισμός Έστω / : Ω -+ R μια συνάρτηση. Θα λέμε ότι η συνάρτηση / είναι 

μετρήσιμη ως προς U ή U-μετρήσιμη, αν για κάθε k e R το σύνολο
{* € Ω : /(*) > *}

είναι U- μετρήσιμο.
Στο εξής θα παριστάνουμε με Μ(Ω,υ) το σύνολο όλων των U-μετρήσιμων 

συναρτήσεων /: Ω -► 5.
Ακολουθώντας την πορεία απόδειξης της Πρότασης 4.2.1 μπορούμε να συμπερά- 

νουμε ότι / e Μ(Ω, U), αν και μόνο αν γνωρίζουμε ότι τουλάχιστον ένα από τα 
σύνολα

{* € Ω : /(*) > k)t ή [χ € Ω : /(*) < *), ή (χ € Ω : f i x )  < k)

είναι U-μετρήσιμο (οπότε και τα άλλα θα είναι τέτοια.)
4.5*1. Πρόταση. Υτιοθέτουμε ότι i f ,) είναι μια ακολουθία συναρτήσεων στο 

σύνολο Μ(Ω. U). Τότε και οι συναρτήσεις με τύπους

F(x) := sup/nW,

f i x ) := inifnix),

F \ x ) := s  limsupfnix), 

f ' i x ) := liminffnix)
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είναι στοιχεία τον Μ(Ω,ΙΙ), δηλαδή είναι επίσης μετρήσιμες συναρτήσεις.
Απόδειξη. Τούτο προκύπτει απ* το γεγονός ότι για κάθε k e R. ισχύουν οι εξής 

σχέσεις:
(χ € Ω : F(x) > Λ) = Ό ^\χ € Ω : /„(*) > *),
[xeil:f{x)>k) = \Jt“[xeil:Mx)>kl

e Ω : F‘(x) > k] = n+“ n+£ u££{* 6 Ω : /„(*) > k -  -} ,

lx 6 Ω : /*(*) > k) = n+~ u+~ Π„+~{λ· e Ω : /„(*) > k -1-}.w
4.5.2. Πόοισμα. Av(f„) είναι μια ακολουθία στο σύνολο Μ(Ω, U) που συγκλίνει 

κατά σημείο προς μια συνάρτηση /, τότε και / e Μ(Ω, U). .
Απόδειξη. Η ακολουθία (/„) συγκλίνει κατά σημείο προς την /, όταν για κάθε 

χ 6 Ω'ισχύει limnf„(x) = /(*). Έτσι έχουμε / 6 Μ(Ω, U), αφού

limnfn{x)=limsupf»{x)

και ισχύει το συμπέρασμα της προηγούμενης Πρότασης. ο
4.5.3. Ιϊρόταση. Αν f  e M(Sl, U), τότε τα σύνολα

/ +0° : =  {χ  e  Ω : f { x )  =  + ο ο ),

/- ° ° := < * € Ω :/(α) =  - οο}
είναι U- μετρήσιμα.

Απόδειξη. Τούτο προκύπτει απ' το γεγονός ότι ισχύει

/+“ = η„+~{.ϊ€Ω:/(*)>«}. ο

Θα μπορούσεκάποιος να διερωτηθεί γιατί η έννοια της μετρήσιμης συνάρτησης 
έχει εισαχθεί σεδύο στάδια, δηλαδή πρώταγια συναρτήσεις με τιμές στην πραγματική 
ευθεία και. έπειτα για συναρτήσεις με τιμές στην επεκτεταμένη πραγματική ευθεία R. 
Θα ήταν δυνατό να εισαχθεί κατ' ευθείαν για τις δεύτερες; Οπωσδήποτε "ναι", όμως 
θα συναντούσαμε ορισμένες δυσκολίες σε διάφορα σημεία, όπως, για παράδειγμα, 
στην απόδειξη του γεγονότος ότι το γινόμενο δύο U-μετρήσιμων συναρτήσεων είναι 
U-μετρήσιμη συνάρτηση, βλ. Πρόταση 4.5.5. Υπάρχει όμως στενή σχέση μεταξύ των 
δύο ορισμών της μετρησιμότητας, όπως φαίνεται στην Πρόταση που ακολουθεί.
4.5.4. Πρόταση. Μια συνάρτιρη /: Ω -► R είναι U - μετρήσιμη αν και μόνο αν τα 

σύνολα f+'X’ και (που ορίσθηκαν στην Πρόταση 4.5.3) είναι U - μετρήσιμα και η
πραγματική συνάρτηση Λ : Ω -> R που ορίζεται απ' τον τύπο

Λ(.ν) :=
/Μ , αν π <£ /+ee U /"«°, 
0, αν χ e /+~ U /~°°

ο,e-f\

" Ί
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είναι U- μετρΐρφη.
Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η /  € Λ/(Ω,υ). Τότε, λόγω της Πρότασης 4.5.3, τα 

σύνολα / +0° και f~°° είναι U-μετρήσιμα. Επίσης η συνάρτηση Λ είναι U-μετρήσιμη, 
αφού, για κάθε k € R , έχουμε

ί {* € α  : / ( a) >  *) \  αν k > 0.
{x € Ω : Λ(λ:) >/:) =  {

I {.* € Ω : /(* ) > k) U f ' 00, αν k < 0.

Αντίστροφα. Έστω ότι τα σύνολα / +σο και / ”°° είναι U-μετρήσιμα και η 
συνάρτηση h είναι U-μετρήσιμη. Τότε και η συνάρτηση /  είναι U-μετρήσιμη, αφού, 
για κάθε k € R, ισχύει

ί {* € Ω : Λ(.ν) > k } U / +~  αν Α: > 0, 
{α·<=Ω :/(*)>Α:) =  ο

I (λ* € Ω : Λ(λ·) > *) \  / - Μ, ανΑ: < 0.

Συνέπεια της προηγούμενης Πρότασης 4.5.4 είναι τώρα ότι το συμπέρασμα της 
Πρότασης 4.4.1 ισχύει και για συναρτήσεις του συνόλου Α/(Ω, U), δηλαδή για 
συναρτήσεις με τιμές στην επεκτεταμένη ευθεία Κ. Πρέπει, όμως, να επισημανθεί το 
γεγονός ότι στην περίπτωση που έχουμε δυο συναρτήσεις /  και g του Μ(Ω, U) και 
θέλουμε να πάρουμε το άθροισμα /  4- g f τότε η συνάρτηση αυτή δεν ορίζεται για 
εκείνα τα σημεία χ  € Ω, όπου f i x )  =  -g (x )  = ±οο. Αν στα σημεία αυτά ορίσουμε 
την /  +  g να παίρνει την τιμή 0, τότε η νέα συνάρτηση είναι επίσης μετρήσιμη. Όσον 
αφορά το γινόμενο έχουμε το εξής συμπέρασμα:

4.5.5. Πρόταση. A v f , g e  Μ(Ω, U), τότε και fg  € Μ(Ω, U).
Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε πρώτα ότι, αν στο γινόμενο f (x ) -g (x )  εμφανιστούν οι 

πράξεις 0 · (±οο) ή (±οο) · 0, τότε, σύμφωνα με όσα συμφωνήσαμε στην παράγραφο
1.1 για το σύνολο R, το αποτέλεσμα των πράξεων αυτών είναι ίσο με το 0. Θ* 
αποδείξουμε τώρα την Πρόταση. Για κάθε n = l f 2, ... ορίζουμε τη συνάρτηση 
/„ : Ω -► R με τον τύπο

/(*). αν |/(*)| < π, 
/«(*) ·= π. αν /(* ) > nt 

- μ, αν / ( χ )  < η

η οποία είναι U- μετρήσιμη, αφού, για κάθε k  e  R, έχουμε

{* € Ω : /mix) > *) =

0, αν k > w,
{x : f i x )  > k]t αν -  η < k < n, 
Ω, αν k < -η .

Τα ίδια πράγματα συμβαίνουν και για τη συνάρτηση gm που ορίζεται με τη βοήθεια 
τηζ£. γιακάθε/π = 1,2,..., όπως και η /„. Απ' την Πρόταση 4.4.1 προκύπτει τώρα ότι, 
για κάθε n, m το γινόμενο f H gm είναι U-μετρήσιμη συνάρτηση. Αλλά, παρατηρούμε 
ότι ισχύει /(* ) = limnfn(x) και g(x) = lirnmgm{x), οπότε και

f ( x ) g m ( x )  =  U m * M x ) g m(x) ,(1)
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για κάθε m  = 1,2,... και

(2) f(x)g{x)  =

Έτσι, το Πόρισμα 4.5.2 και η (1) συνεπάγονται ότι f g m € Λ/(Ω, U), για κάθε τη = 
1,2..... οπότε, πάλι το Πόρισμα 4.5.2 και η (2) συνεπάγονται ότι f g  e Μ(Ω, II). ο

4.6. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΣΧΕΔΟΝ ΠΑΝΤΟΥ
1

Ας υποθέσουμε ότι (Ω, U, μ) είναι ένας χώρος μέτρου και έστω Ρ(χ), χ  6 Ω ένας 
προτασιακός τύπος με παράμετρο λ· απ' το σύνολο Ω.

Ορισμός Η πρόταση Ρ{α) είναι αληθής για μ-σχεδόν όλα τα a 6 Ω, ή μ-σχεδόν 
παντού  στο Ω και θα γράφουμε

Ρ(α), μ-αχ. ο. a € Ω, ή Ρ(α), μ-αχ. π. Ω,

αντίστοιχα, αν υπάρχει ένα U-μετρήσιμο σύνολο £  τέτοιο ώστε μ(£) =  0 και, για 
κάθε α ξ £e, η πρόταση Ρ(α) είναι αληθής. Είναι φανερό ότι η έννοια αυτή του 
"σχεδόν παντού" εξαρτάται απ' το σύνολο Ω και το μέτρο μ. Στα επόμενα, αν το 
Ω ή/και το μ  θεωρούνται σταθερά, τότε θα παραλείπουμε το Ω ή/ και το μ  απ1 
το συμβολισμό μ-αχ. π._Ω. Έτσι, για παράδειγμα, αν (/„) είναι μια ακολουθία 
συναρτήσεων του Ω στο R, θα λέμε ότι η ( /,)  συγκλίνει σχ. π. προς μια συνάρτηση 
/  : Ω -*  R και θα γράφουμε

= / , σχ.π.,

αν υπάρχει Ε 6 U με μ(Ε) =  Οκαι l i m „ f „ ( x )  =  /(* ), για κάθε x 6 Ω \  Ε.

Το συμπέρασμα του Πορίσματος 4.5.2 μπορεί τώρα να γενικευτεί και για ακολου­
θίες οι οποίες συγκλίνουν σχεδόν παντού. Συγκεκριμένα έχουμε την εξής Πρόταση:

4.6.1. Πρόταση. Έστω (/„) μια ακολουθία συναρτήσεων του Μ(Ω, U) και 
/  : Ω -»· R μια συνάρτηση. Α ν η U είναι πλήρης ως προς το μέτρο μ  και ισχύει 
limfn =  / ,  οχ. π., τότε και f  e Μ(Ω, U).

Απόδειξη. Επειδή l i m f „  =  / ,  σχ. π., υπάρχει σύνολο Ε  e U τέτοιο ώστε μ (£) =  0 
και l i m f „ ( x ) =  /(π ), για κάθε * € Ec.

Για κάθε « = 1,2,... θέτουμε

Μ*) :=
/„(*), αν λ € £ c, 
0, αν χ  e £

και επίσης
, . . ί /(* ), αν χ  6 £*,Α(π) := 1

10, αν χ e  Ε
Έτσι, θα έχουμε limh„{x) =  Λ (α·), για κάθε α· e Ω. Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς 
πορεία όπως και για την απόδειξη του Πορίσματος 4.5.2, μπορούμε ν' αποδείξουμε
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ότι η Λ είναι U-μετρήσιμη, αφού, για κάθε η = 1, 2, ... η f n είναι τέτοια. Τούτο 
προκύπτει απ' το γεγονός ότι, για κάθε k 6 R, ισχύει

(π 6 Ω : /„(*) > *) \ Ε, αν * > 0 ,
αν k < 0.

, r> w, , ί (π e ft : /„(α) >  k) \  Ε,{α € Ω : /Ζ (χ )  > it) = I
1 (a € Ω : /«(a) > k)\J Ε,

Έστω k e R. Επειδή η σ-άλγεβρα U είναι πλήρης ως προς μ, έπεται ότι τα σύνολα

Ek :={α € Ω : / ( α)>*)ΠΕ

και
E'k : = | * € Ω : / ( α) > * ) Π £

είναι U-μετρήσιμα (και μάλιστα ισχύει μ(£*) = μ(££) = 0). Αρα, αφού η Λ είναι 
U-μετρήσιμη, συμπεραίνουμε ότι και η /  είναι τέτοια, αφού ισχύει

1 {Α€Ω:λ(Α)>*)υ££,  αν k > 0,
(a  €  Ω : h(x) > k) \  £* , αν k <0.

4.7. ΑΠΛΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Στη θεωρία ολοκλήρωσης μερικές συναρτήσεις ειδικού τύπου παίζουν πρωταρχικό 
ρόλο. Τέτοιες είναι οι απλές συναρτήσεις.

Ορισμός Μια συνάρτηση φ : Ω -+ R ονομάζεται απλή, αν το σύνολο τιμών της 
είναι πεπερασμένο. Κάθε απλή συνάρτηση έχει πολλές παραστάσεις, αλλά υπάρχει 
μια μοναδική παράσταση που θα τη λέμε κανονική*αι που είναι της μορφής

ο
Φ = Σ*ΧΛ><

im |
όπου αι,α2 ,....αΛ είναι οι (διαφορετικές) τιμές της φ και Αχ, At,···, ΑΛ εέναι τα 
σύνολα

Αχ := (α € Ω :^ (α) = ο<), i = 1,2,...,λ.

Είναι φανερό ότι τα σύνολα αυτά είναι ξένα ανά δύο και συνιστούν μια διαμέριση 
του συνόλου Ω.

4.7.1. Πρόταση. Έστω φ μια απλή συνάρτηση fie κανονική παράσταση

Λ

Φ = Σ * Χ λ,.
Iml

Η συνάρτηση φ είναι V-μετρήσιμη, αν και μόνο αν τα σύνολα Αχ, Α ι , Am είναι
I)-μετρήσιμα.
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Απόδειξή. Έστω ότι η φ eivai U-μετρήσιμη. Τότε κάθε Α,* είναι U-μετρήσιμο 
σύνολο, αφού ισχύει ότι

Αί =  {χ € Ω : φ(χ) > α,) \  {χ € Ω : ^(χ) > a*}.

Αντίστροφα. Έστω ότι κάθε Α( είναι U-μετρήσιμο. Απ' το παράδειγμα 4.3.5 
προκύπτει, τότε, ότι και η συνάρτηση φ είναι II- μετρήσιμης

Θα παριστάνουμε στο εξής με_Λ*+(Ω ,υ) το σύνολο των μη αρνητικών U- 
μετρήσιμων συναρτήσεων / :  Ω R.

Η επόμενη Πρόταση μας δίνει ένα συμπέρασμα που αποτελεί το κλειδί στην 
εισαγωγή της έννοιας της ολοκλήρωσης.

4.7.2, Πρόταση. Για κάθε/ € Μ+(Ω, U) υπάρχει αχολουθίααπλών συναρτήσεων 
Φ» € Μ+(Ω, U) τέτοια ώστε

0) Φη(Χ) < φΐΜ-ΐ(*). x € Ω, μ =  1,2,...
00 /(* )  =  /im^n(x), χ  € Ω.
Απόδειξη. Έστω n € Ν. Ορίζουμε τα σύνολα

f I* € Ω : £  < / ( χ) < ^ } ,  αν 1 < k < m2" -  1,
* I {λ € Ω : f{x) > k)t αν k =  η2Λ,

Τα σύνολα A j,/:=  1,2,...; «2" είναι U-μετρήσιμα και αποτελούν μια διαμέριση του 
Ω. Ορίζουμε, τώρα, τη συνάρτηση

«£1 k

και θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία ( φ Π)  ικανοποιεί τις συνθήκες (ί) και (ίί) της 
Πρότασης. Πραγματικά, για κάθε φυσικό αριθμό η  η συνάρτηση φ „  είναι απλή, μη 
αρνητική και U-μετρήσιμη.

Θ' αποδείξουμε ότι η 0) ικανοποιείται. Έστω x e  Ω σταθερό. Τότε ισχύει μία απ' 
τις εξής σχέσεις:

k Jt +  1
(3) 7̂  < f(x) < -% Γ ’ Yw κάποιο k e {0,1,.... nV -  1},

(4) /(x ) > «.

Αν ισχύει η (3), τότε

Φ*(χ) =  £
και, αν ισχύει η (4), τότε

φ „ ( χ )  =  Η.

Παρατηρούμε ότι το διάστημα [£ , 4±1) γράφεται ως

I*  k +  l \  r U  2 * + l x f2 * + l  2*+2 
*•2"’ 2" ’ 2Β+Ι 2"+ι ’ 2"+ι

..V
.Ν

λ '·"κ *'Όλ.

/ λ



Αοα. ον ισχύει η (3). τότε θα έχουμε.

Δηλαδή άι+ι(«) > Φ„(χ).

(5) / « ϊ » + | ,  „ s / ( , ) < < + |

Αν ισχύει η ποώτη. θα έχουμε

&+,(*) . * + 1 > * . Μχ>

χαι αν ισχύει η δεύτεοη, θα έχουμε-

2»+ι ~ Λ*) *1+1
2*+ι

γιαχάποιο*' β (μ2»+ι, »2*+' +1..<Λ + |j2-+i - ,|. Λλλάτότε

Λ.+ι(·»)“ 5 ^  2 > « α *„(*).

Έτσι, σε κάθε περίπτωση έχσνμε

Λ + iW  £  Φ*{Χ), χ  € Π,

δηλαδή η 0) ικανοποιείται.
θ* αποδείξουμε ότι η (Η) ικανοποιείται. Προς τούτο έστω τ « 0  σταθεοό χαι ε > 0. Αν μεν /(*) « +οο, τότε /<χ ) * η, για κάθε η β Ν χαιάοα

ό«(*) ■ » -* +οο « /(π).
Έστω ότι/(π) < +οο. Τότε υπάρχει € Ν τέτοιο ώστε/Or) < «οχαι?·"* < «. Γιατυχόν η > no, νχάοχμ m 610,1..«2» -1) τέτοιο ώστε

ιη
2η ~ '<χ > κ

w + 1
2η *

οπότε

Aqo τότε ισχύει
ό»Οτ) m

ε ·

i/w - *.«ι- i/w - £,. . g  < 2+ί . » . £  s ±  <,.

/

5
I
1

Γ
Ί
■%

ί

■Γ\
■ \ 4Τ
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βηλαδή Um„4>„{x) =  /(* ) . Επομένως καιη(ί!) ικανοποιείται. ο

Ποοβλήματα

4.L Ν' αποδειχτεί άτι 4  €  II αν και μάνο αν χ λ  e Μ + (Ω , II).
4.2. Να δοθεί ένα παράδειγμα που αποδεικνύει άτι μια συνάντηση μπορεί να είναι 

μετρήσιμη ως προς μια σ-άλγεβρα αλλά όχι μετρήσιμη ως προς μια άλλη.
4.3. Έστω (Ω,Ιί) ένας μετρήσιμος χώρος και /  : Ω R μια συνάρτηση. Ν'

αποδειχτεί ότι /  € Μ(Ω, U), αν και μόνο αν f ~ ‘((a,b)) e  U, για κάθε ανοικτό 
διάστημα (a, b) CR. ->

4.4. Να δοθεί ένα παράδειγμα μιας συνάρτησης/τέτοιας ώστε η | / |  να είναι 0 - 
μετρήσιμη και η /  να μην είναι.

4.5. Ν' αποδειχτεί ότι αν / €  Μ(Ω,υ) και g =  /,σχ.π ..τότε* € Μ (Ω ,  U), αρκεί 
η II να είναι πλήρης.
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$. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

5.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Μια απ’ τις απλούστερες θεωρήσεις του γνωστού μας κατά Riemann ορισμένου 
ολοκληρώματος πραγματικής συνάρτηση; πραγματικής μεταβλητής είναι εκείνη του 
εμβαδού του τόπου που περιέχεται μεταξύ του Οτ-άξονα και της καμπύλης που 
παριστάνει το γράφημα της συνάρτησης. Αλλά και το ολοκλήρωμα Lebcsgue και, 
όπως θα δούμε, κάθε ολοκλήρωμα που παράγεται από κάποιο μέτρο, είναι, κατά 
κάποιον τρόπο, μια γενίκευση αυτής της έννοιας του εμβαδού. Στο κεφάλαιο τούτο 
ορίζουμε το ολοκλήρωμα, πρώτα, μιας απλής συνάρτηση; ως το άθροισμα των 
"εμβαδών" που είναι "κάτω" απ’ τα σταθερά "τμήματά" της. Στη συνέχεια παίρνοντας 
όρια αυξουσών ακολουθιών τέτοιων απλών συναρτήσεων προκύπτει το ολοκλήρωμα 
κάθε μη αρνητικής μετρήσιμης συνάρτησης.

5.2. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΑΠΛΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Έστω (Ω, V, μ) ένας χώρος μέτρου και φ € Μ(Ω, U) μια απλή συνάρτηση με 
κανονική παράσταση

m
Φ = Σ ° 4 Χ λ,.

1-1
όπου At 6 U και eg e R, i * 1,2.....π.

Ορισμός. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα χης φ ως προς μ με τοντύπο

/ Μ * ]£α<μ(Λ,).

Είναι φανερό ότι το ολοκλήρωμα της φ είναι ένας πραγματικός αριθμός ή το dboo. 
(Επαναλαμβάνουμε ότι σε περίπτωση που παρουσιάζεται το γινόμενο 0(±οο) τότε 
τουιο θεωρείται ίσο με το μηδέν). Αργότερα θα περιοριστούμε σε συναρτήσεις που 
το ολοκλήρωμά τους είναι πεπερασμένο.
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5.2.1. Πρόταση. Αν φ, ψ είναι δυο απλές συναρτήσεις στο Λί(Ω, U) m i c e R, 
τότε χαι οι συναρτήσεις οφ,φ + ψ είναι επίσης απλές συναρτήσεις τον συνόλου 
Μ(Ω, U) και μάλιστα ισχύει

C0

00 φ ά μ  +  j  ψ ά μ .
i

Απόδειξη. Αν c = 0, τότε οφ = 0 και η Q) ισχύει. Έστω οφ  0 και

η
Φ^'Σ,αΐΧλ,

ί« 1
η κανονική παράσταση της φ. Τότε η

It
^  = Σ ία«·Χ4,/=!

t '
είναι η κανονική παράσταση της οφ. Επομένως αυτή είναι απλή και 11-μετρήσιμη. 
Έτσι έχουμε

I οφάμ = y ^ c a ^ (A ( )  = c ^ a iM ( A i )  = c  ί φάμ, 
J  ί=ι »=ι

δηλαδή η 0) ισχύει.
Έστω τώρα

t =Σ  to>»Ι
η κανονική παράσταση της ψ. Τότε η φ + ψ είναι απλή συνάρτηση με μια παράσταση

II W
φ + ψ = yiy^(e<+py)XA1nBi.

tel /=l

η οποία μπορεί να μην είναι η κανονική, επειδή οι αριθμοί α,· +β; , (ι = 1,2,...,«, /  =
1.2.. .., ηί) μπορεί να μην είναι διαφορετικοί ανά δύο. Αλλά, αν υποθέσουμε ότι 
γ*, Λ =  1,2,...,/ είναι οι τιμές των αθροισμάτων α,· +β ·̂, f = 1,2....,«, j  =
1.2.. ... m (όπου αυτές λαμβάνονται με κάποια διάταξη) και ορίσουμε τα σύνολα

5» ϊ= {0. y):Oi+Py = υ*} 

και
Γ* := U(i,j)es,(Ai Π By),

ο
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ί

τότε βλέπουμε όη η συνάρτηση φ + ψ γράίτεται ως

Φ + Ψ *  Σν*ΧΓ,.
Μ

Επειδή τα σύνολα Γ* είναι U-μετρήσιμα, έπεται ότι φ + φ € Αί(ί*. U). Επιπλέον» 
έχουμε

/ ι ι
(φ + φ)άμ «s ^ΥΑμίΓ/t) »  Υ*Ρ(Utf./xs* ( Π By)) =

Α - Ι  * -1

I

ίmmf
*Γ1

* m
Σ  Σ  (α> + β/)Μ(ό, Π B j) = £  Σ (α' + &)μ(Αι °  Bj) ~
km ι o,y)«a ί-ι /-ι
Μ Λ» κ  m

Τ .  ]Ρα*μ(Α ί Π 5y)+  ^ 2 2 β ;μ (Λ #  Π By) ! 
iml Jmι i - 1  y- ι

n m * m
££α,μ(Λ, n */) + Σ  Σ Μ - ' ι n  */> -  
ι- t y-ι ι-t y-i

m
e  n  By) +  J^P y  Π By)

i-i y-i y-i #-i
m

Σ < *μ (4> +  £ ft# l(0 /)
/-II—I

= J  φϋμ + j  φάμ,

δηλαδή και η (11) ισχύει.ο

5.2.2. Πρόταση- Α ν φ , φ ς  M(tt, II) είναι όνο απλές συναρτήσεις ίέτοιες ώστε 
φ <φ, τότε ισχύει παι

j  ΦΦβ< j φάμ.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση S.2.I. η συνάρτηση φ - φ  είναι απλή και 
ισχύει

J t t -  Φ)Φβ -  j  ΦΦβ ~ J  ΦΦβ·

Αλλά έχουμε φ — φ < 0, οπότε και / (φ - φ)άμ < 0, δηλαδή / φάμ < / φάμ. ο
Με τη βοήθεια ενός μέτρου μ  και μιας απλής συνάρτησή φ μπορούμε να 

κατασκευάσουμε ένα νέο μέτρο λ στο σύνολο Ω ορισμένο πάνω στη σ-άλγεβρα U. 
Πραγματικά» έχουμε την εξής Πρόταση:

3

|
■ί

itL.
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5.2.3. Πρόταση. Για κάθε απλή συνάρτηση φ e Μ+(Ω, U), η συνάρτηση λ : U—► 
[Ο, +οο] με τύπο

λ(Λ) := j  φχΑάμ

ορίζει ένα μέτρο στο Ω.
Απόδειξη. Έστω φ =  £ "=1 α ^ ,  η κανονική παράσταση της φ. Τότε ή συνάρτησή 

ΦΧλ γράφεται ως
n

ΦΧλ -  Σ ο·ιΧλγ\λ,
i=\

κι επομένους έχουμε
η

k(A) ~^2αιμ(ΑΠ At)t A s U .
. (βΐ ■

Έτσι, βλέπουμε ότι λ(Α) > 0, λ(0) =  0 και αν (Bm) είναι μια ακολουθία ξένων ανά 
δύο ΙΙ-μετρήσιμων συνόλων, τότε

λ(υ+~  Bm) =  η A,) =  £ > μ ( υ + “  (β« ηΑ »  =
ί=Ι ι-Ι\ <
η +00 +00 η

= Σ α < Σ ^ ( β".n = Σ Σ α,Μ(β'"n Αί) -ί*=1 fflsl Mel isl ^
+00

«■»!
οπότε, πραγματικά, η συνάρτηση λ είναι ένα μέτρο, ο

5.3. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΟΥ Μ+(Ω, II)

Όπως είδαμε στην Πρόταση 4.7.2, για κάθε συνάρτηση /  € Μ+(Ω,ΙΙ) υπάρχει 
ακολουθία απλών συναρτήσεων φ„ e  Μ+(Ω, V) τέτοια ώστε f ix)  =  ΐίήιφ„[χ)'ytm 
φ„(χ) < f(x),  για κάθε χ e  Ω και « = 1,2,... (Γούτο προκύπτει απ’ το γεγονός ότι η 
ακολουθία (φ„) είναι αύξουσα και συγκλίνουσα). Επομένως το σύνολο

Φ/ := [Φ e Μ+(Ω, U ): φ απλή και φ ( χ )  < / ( χ ) , χ ε Ω )

είναι μη κενό. Ορίζουμε, τώρα, το ολοκλήρωμα της /  ως προς μ  με τσν τύπο

J  / ά μ  := w p i f  φ ά μ  : φ 6 Φ/}.

Είναι φανερό ότι τούτο είναι ένας πραγματικός αριθμός, ή το +οο.
Στην περίπτωση που η συνάρτηση /  είναι απλή, ο ορισμός αυτός και ο ορισμός 

που δόθηκε στην παράγραφο 5.2 οδηγούν στην ίδια έννοια του ολοκληρώματος.



Πραγματικά, αν /  € Φ/, τότε έχουμε

j  /ά μ  < sup{ J  φάμ : φ € Φ/).

Αλλά για κάθε συνάρτηση φ € Φ/ ισχύει φ < /. Έτσι, σύμφωνα με την Πρόταση
5.2.2, θα έχουμε και

J  φάμ< ^/άμ .

Επομένως
ίΐι/>{ J  φάμ : ψ € Φ/} < J  / άμ,

οπότε ισχύει η ισότητα ο

5.3.1, Πρόταση. Α ν/, g € Μ+(Ω, II), τότε

/ < *  =* j  f d n  < j ε<ΐμ·

Απόδειξη. Τούτο προκύπτει απ' τον ορισμό του ολοκληρώματος και το γεγονός 
ότιαν /  < £, τότε Φ/ c  Φ,. ο

Έστω Α ένα U-μετρήσιμο σύνολο και /  € Λί+(Ω, U) μία συνάρτηση. Τότε,βέβεμα, 
έχουμε και / χ Λ € Λ*+(Ω, U) (βλ. Πρόβλ. 4.1). Το ολοκλήρωμα της /  ωςπρος to  
μέτρο μ πάνω στο σύνολο Α ορίζεται με τον τύπο /  / γ

jf/rf/x:= J  / χ Λάμ. * . ’ I
>

5.3.2. Πρόταση. Για κάθε /  € Μ+(Ω, U) πα* A, £ € U ωχιίεί

A C Β =Φ· j  f  άμ < J  / άμ.
Απόδειξη. Αν A c  Β, τότε / χ Λ < /χ * , οπότε απ’ τον ορισμό και την Πρόταση

5.3.1. προκύπτει το συμπέρασμαο

Το επόμενο συμπέρασμα είναι το πρώτο το οποίο αναφέρεται στην αντιμετάθεση 
των πράξεων του ολοκληρώματος /  και του ορίου lim.

5.3.3. Θεώρημα (μονότονης σύγκλισης ή. του Levi), Αν (/„) είναι μια ανξουσα 
ακολουθία συναρτήσεων τον Λ4+(Ω, U) και /  είναι η συνάρτηση

f{x)  =  limfn(x), χ €Ω,

τότε /  6 λΓ^Ω, U) και μάλιστα ισχύει

► '■
Ν
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Απόδειξη. Απ' το Πόρισμα 4.5.2 προκύπτει ότι και η /  είναι U-μετοήσιμη. Ακόμα, 
λόγω του ότι η ακολουθία (/„) είναι αύξσυσα, η συνάρτηση /  παίρνει μη αρνητικές 
τιμές. Αρα /  € Μ+(Ω, U) και επιπλέον ισχύει /„ < / , n e Ν. Τούτο, λόγω της 
Πρότασης 5.3.1, συνεπάγεται ότι

/άμ,

οπότε και 

C1)
■»

Για ν' αποδείξουμε ότι ισχύει η ισότητα στην (I), υποθέτουμε ότι ισχύει η γνήσια 
ανισότητα Τότε όμως, εξ ορισμού του ολοκληρώματος της /  ως προς μ, υπάρχει 
φ € Φ/τέτοια ώστε

(2) limu J  /„άμ < J  φάμ < J  /ά μ .

Έστω c e (0,1). Για κάθε η = 1,2 ορίζουμε το σύνολο

Α„ := {χ 6 Ω : εφ(χ) < /„(χ)}.

Είναι εύκολο να δούμε ότι

Α» c  AiT+i,- »r ± -1,2,... και Ω » υ ^ Α „ .

Τότε όμως, απ' τις Προτάσεις 5.3.1 και 5.3.2. παίρνουμε

c  j  φάμ < j  /„άμ < J  / ηάμ

ενώ, απ' τις 5.2.2, 5.2.3 και 2.4.2 προκύπτει ότι αν χ είναι η χαρακτηριστική 
συνάρτηση του συνόλου UA„, τότε

c  j  φάμ = c j  φχάμ = cX(UA„) = c(limnk(A„)) = lim„(cj^ φάμ) <

< lim„ j  /,,άμ.

Έτσι, υποθέτοντας ότι το c τείνει από αριστερά προς το σημείο 1, προκύπτει τελικά 
ότι

J  φάμ < lim„ J  / ηάμ,

πράγμα που αντίκειται προς τη (2). Επομένως στην (1) ισχύει η ισότηταο ο
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S.3.4. Πρόταση. A v f,g  € M+(«, U) xatc > Ο, τότε x a ic f,f  + g 6 Μ+(Ω, U). 
Επίσης έχουμε

Απόδειξη. Αν c = 0, η C0 προφανώς ισχύει.
Έστω ότι c > 0. Για τη συνάρτηση /  παίρνουμε μια ακολουθία απλών συναρ­

τήσεων φη e Μ+(Ω, U) τέτοια ώστε οι συνθήκες (i) και (U) της Πρότασης 4.7.2 να 
ικανοποιούνται. Αλλά τότε η (οφ„) είναι μια αύξουσα ακολουθία απλών συναρ­
τήσεων του Λ4+(Ω, U) τέτοια ώστε limcfalx) = c/ ( a ), για κάθε * € Ω. Έτσι, το 
Θεώρημα 5.3.3 εφαρμόζεται, οπότε παίρνουμε

δηλαδή την (i).
Για ν' αποδείξουμε τη σχέση (ii), για τις συναρτήσεις /, g θεωρούμε πάλι, όπως 

στην Πρόταση 4.7.2, δυο ακολουθίες απλών συναρτήσεων φ„, ψη 6 Λ4+(Ω, U), 
τέτοιες ώστε

για κάθε στοιχείο* € Ω. Τότε η ακολουθία των αθροισμάτων (φ„ -f ψη) είναι αύξουσα 
και έχει όρους απλές συναρτήσεις του Αί+(Ω, U). Επίσης ισχύει

για κάθε χ € Ω. Έτσι, πάλι, το Θεώρημα 5.3.3 εφαρμόζεται οπότε, τελικά, προκύπτει 

J (f+g)dp = lim f  (φη + ψη)άμ = litn ί  φ„(ί μ +tim ί  φ„άμ = ί  /ά μ + ίξ ά μ .ο

5.3.5. Θεώρημα (Λήμμα του Fatou). Έστω(/„) μια ακολουθία συναρτήσεωνστον 
χώρο Λ4* (Ω, U). Θέτουμε

Απόδειξη, Το γεγονός ότι £  <= Α4+(Ω, U) αποδείχτηκε στην Πρόταση 4.5.1.

0)

αι*ηΦη(χ) = fix )  και Ιήη„ψ„(χ) = $(*),

Ι ν η η ( φ η +  Λ , ) ( α )  s  ( /  +  * ) ( * ) ,

/ ( a) := limin/M a), a 6 Ω.

τε /  € ΑΥ+(Ω, U) και μάλιστα ισχύει
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Τώρα, για κάθε k=1 ,2 ,..., ορίζουμε τη συνάρτηση

gk(x) := ίη/{/„(.\·): η > k), χ ζ  Ω, 

οπότε, λόγω της Πρότασης 5.3.1. ισχύει

και επομένως

Αλλά, η ακολουθία (gk) είναι αύξουσα, έχει όρους στο Λί+(Ω, II) (Πρόταση 4.5.1) 
και επιπλέον ισχύει

HwgkW =  liminff„(x) =  f(x),  jc e  Ω.

Έτσι, εφαρμόζοντας το θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης 5.3.3, παίρνουμε

θα έχουμε μ(Α) =  0. Για κάθε η = 1 ,2 ,..., ορίζουμε τη συνάρτηση /„ := ηχΛ, οπότε 
παρατηρούμε ότι

/  < liminff„.

Έτσι, το Λήμμα του Fatou 5.3.5 συνεπάγετάι ότι

0 < J  / ά μ  <  J  liminf^ ά μ  < liminf J  / ηά μ ,

ενώ, απ' την άλλη μεριά, έχουμε

liminf j  /„άμ =  liminf (η j  χΑάμ} =  liminf (η ■ μ(Α)) =  0.

Αρα /  /rf/x = 0.
Αντίστροφα. Υποθέτουμε ότι /  ί ά μ  =  0 και, για κάθε η = 1,2 θέτουμε

ο

5.3.6. Πρόταση. Έοτο) /  6 Λ4+(Ω,Π). Τότε

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι /  =  0 σχ. π. Θέτοντας

. A := {π g Ω : /(χ )  > 0)

η
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Τότε έχουμε /  > , οπότε και

δηλαδή μ(Α„) =  0, « =  1,2,... Αλλά ισχύει ότι

A := (x € Ω : / (χ)  > 0) = Û A nt
/ *

οπότε, λόγω της Πρότασης 2.4.4, θα έχουμε και μ(Α) =  ο. Αρα /  =  0, σχ. π. ο

Ένα άμεσο επακόλουθο της παραπάνω Πρότασης είναι το συμπέρασμα που 
ακολουθεί:

5»3»7. Πρόταση. Αν f, g € Λ̂ +(Ω, U) είναι συναρτήσεις τέτοιεζ ώστε /  = gt οχ, 
π ., τότε /  /</μ = /  gd^.

Απόδειξη. Θέτουμε

και παρατηρούμε ότι μ(Α) =  0 και επιπλέον ότι / χ Α* = ^ Α ρ ά  ισχύει' '

Απ' την Πρόταση 5.3.7 προκύπτει τώρα ότι το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης 
του Levi 5.3.3 και το Λήμμα του Fatou 5.3.5 ισχύουν γενικότερα για ακολουθίες (/„) 
που συγκλίνουν σχεδόν παντού. Συγκεκριμένα μπορούμε εύκολα ν' αποδείξουμε τα 
παρακάτω συμπεράσματα τα οποία είναι γενικεύσεις των 5.3.3 και 5.3.5 αντίστοιχα:

5.3.3j. θεώοημα (μονότόνης σύγκλισης ή του Levi). Υποθέτουμε ότι U είναι 
μία πλι)ρΐ)ς σ-άλγεβρα. Αν (/„) είναι μια αη'ξουσα ακολοχβία συναρτήσεων του 
Μ+(Ω, U) και /  είναι μία σννάρνρη τέτοια ώστε

Επίσης έχουμε το

5.3.5]. θεώρημα (Λήμμα του Fatou). Έστω U μια πλήρι^ςσ-άλγεβρα οτο σύνολο 
Ω και (/„) μια ακολουθία συναρτήσεων στο Μ+(Ω, U). Αν /  είναι μία συνάρτχρη

A := { λ : 6 Ω : /(* ) £  *(*)),

f  f u d f i = J  Μλάμ. HOI J  / Χλ.άμ = j  ίΧλ,άμ.

Αλλά έχουμε f  =  / χ Λ +  f x #  *<u g =  gxA +  gX*. Επομένως

/  =  «»«./,, σχ.π.,

τότε {  € U) και επιπλέον ισχύει

τέτοια ώστε
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τότε f  € Α/+(Ω, V)xai exL-t/Jov ισχι*ι

I
/ά μ  < liminf fndH-/

5.4. ΑΠΟΛΥΤΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Ορισμός. Εστο> (Ω, II) ένας μετρήσιμος χώρος εφοδιασμένος με δυο μέτρα μ και 
λ. θα λέμε ότι το μέτρο λ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο μ, αν, για κάθε 
A e U. ισχύει

μ(Α) = 0 = >  λ(Α) = 0.
Η παρακάτω Πρόταση μας δίνει ένα καλό παράδειγμα κατασκευή; ενός μέτρου λ 

που είναι απόλυτα συνεχές ως προς ένα άλλο μέτρο μ.

5.4.1. Πρόταση, Έστω /  ς  Λί+(Ω, II). Γάτε ο τόπος

λ(Α ):=^/<#μ, A e ll

ορίζει ένα μέτρολ : U —► (0, +οο) το οποίο είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο
μ·

Απόδειξη. Είναι φανερό ότι ισχύει λ(0) = 0.
Τώρα, έστω (Λ») μια ακολουθία ξένων ανα δύο U-μετρήοιμων συνόλων. Για κάθε 

« = 1.2,... ορίζουμε τη συνάρτηση

ί» I .
και εφαρμόζουμε διαδοχικά την Πρόταση 5.3.4. Έτσι βρίσκουμε

ί  /„έμ = £ λ ( Α ,) .
J Μ

Όμως η (f„) είναι μια αύξουσα ακολουθία στοιχείων του συνόλου Λ/+(Ω, U) τέτοια 
ώστε

li>n„f„(x) = * € Ω.

Έτσι, αν χ„ παριστάνει τη χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου U^A,·, το 
Θεώρημα 5.3.3 (ή το 5.3.3ι) συνεπάγεται ότι

λ ( U?=, Λ,·) *  /  /Χ η ά μ  =  lim„ ί  /„ ά μ  =t £  λ(Α,-),
J * ϊ=Ι

πράγμα που αποδεικνύει ότι το λ είναι ένα μέτρο με πεδίο ορισμού τη σ-άλγεβρα U.
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Έστω, τώρα, Α ένα U- μετρήσιμο σύνολο τέτοιο ώστε μ(Α) = 0. Τότε

/ Χ λ = 0 .  σχ. π.

και. λόγω της Πρότασης 5.3.6, έχουμε

λ(Α) = ^ /< /μ  =  j  / χ Λάμ =  0. 

Αρα το λ είναι απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο μ. ο

Προβλήματα

5.L Ν’ αποδειχτεί ότι αν για κάθε σύνολο A € U ισχύει

j  f d t i»  j  gdtt,

τότε oi συναρτήσεις /  και$ ταυτίζονται σχεδόν παντού.
5.2. Υποθέτουμε ότι Ω «  Ν και θεωρούμε το μέτρο του Παραδείγματος, 2.3.1. Ν' 

αποδειχτεί ότι αν / :  Ν -► R είναι μη αρνητική, τότε /  € Λ/+(Ν, Ρ(Ν» και επιπλέον 
ισχύει

/
+00 . 
/ά μ  = £ / ( * ) .
* - Ι

5.3. Να διατυπωθούν το Θεώρημα 5.3.3 και το Λήμμα του Fatou 5.3.5 στην 
περίπτωση που τα Ω, U, μ  είναι όπως στο πρόβλημα 5.2 παραπάνω.

5.4. Αν /  € Μ+(Ω, U) και ισχύει /  /</μ < +οο. τότε τό σύνολο (χ € Ω : fix )  >
0) είναι σ·πεπερασμένο και για κάθε ε > 0 υπάρχει Ε € U τέτοιο ώστε μ(Ε) < +οο 
xot

J  /<*Μ< /  /<Ιβ+ (.

5.5. Έστω (/„) μια ακολουθία στο Λί+(Λ, II). Να αποδειχτεί ότι ισχύει

/ ε  Σ /  Μ β ·

5.4. Να διατυπωθεί το πράβλημα5.5 όταν τα Ω, (J, μ  είναι αυτά τονπροβλήματος
5.2.
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< · · >►**-< . >̂ ·< · >-̂ -< * · >- 
■< * · >*~-< · >-̂ -< · >-̂ -< · >**< · · y

■< · >*̂ -< · y~~< >y 
<*> *

«. ΟΑΟΚΛΙίΡθ£ΙΜΕ£ΧΥΝΑΤηΐ£Εΐε

6.1. ΟΡΙΣΜΟΙ

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι το ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης / € 
Μ +(Ω, II) ως προς ένα μέτρο μ μπορεί να είναι ένας πραγματικός αριθμός ή το +οο.
Ορισμός. Μια συνάρτηση / € Λέ+(Ω, II) είναι ολοκληρώσιμη ως προς μ , ή 

μ-ολοκληρώσιμη, αν ισχύει
j  / ά μ )  < +οο.

Γενικά, αν / είναι μια οπόιαδήποτε ΙΙ-μετρήσιμη συνάρτηση (και όχι αναγκαστικά 
μη αρνητική), τότε, όπως είδαμε στην Πρόταση 4.4.1, οι συναρτήσεις /+ και 
δηλαδή το θετικό και αρνητικό αντίστοιχα μέρος της /, είναι μη αρνητικές U- 
μετρήσιμες συναρτήσεις. Δηλαδή /+ και /" είναι στοιχεία του συνόλου Λί+(Ω, II).
Ορισμός. Μια συνάρτηση / € Λί+(Ω,υ) είναι ολοκληρώσιμη ως προς μ, ή 

μ-ολοκληρώσιμη, αν οι συναρτήσεις /+ και /~ είναι μ-ολοκληρώσιμες. Στην 
περίπτωση αυτή ορίζουμε το.ολοκλήρωμα της f  ως προς μ να είναι ο πραγματικός 
αριθμός.

j  f d p  := j  / +ί/μ -  J  /"<έμ

Υπενθυμίζουμε ότι ισχύει / = /+ - /“.
Θα παριστάνουμε με Ζ.(Ω, II, μ) το σύνολο όλων των μ-ολοκληρώσιμων συναρ­

τήσεων του συνόλου Λ/(Ω, U).
Ορισμός. Επίσης, αν Α είναι ένα U-μετρήσιμο σύνολο, τότε μια συνάρτηση 

/ € Μ(Ω, U) θα λέγεται ολοκληρώσιμη ως προς μ  πάνω στο Α, ή μ-ολοκληρώσιμη 
πάνω στο Α, αν / χ Λ e Ζ-(Ω, U, μ). Το ολοκλήρωμα της / ως προς μ πάνω στο Α 
ορίζεται με τον τύπο

1̂ /<1μ =  j / χ Λάμ.

Θα παριστάνουμε με Ζ.(4,1Ι,μ) το σύνολο όλων των συναρτήσεων που είναι 
μ-ολοκληρώοιμες πάνω στο σύνολο Α.

ι
I
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6.2. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
«

Εδώ θα δούμε ορισμένες ιδιότητες που έχουν οι ολοκληρώσιμες συναρτήσεις.
6.2.1. Πρόταση. Έστω A € U. Τότε για κάθε f %g € £(Ω, U, μ) ισχύει

/  < 8 =» f Af dtJL- f Agdtl*

Απόδειξη. Από τη σχέση

= / < *  .
προκύπτει ότι

■/*+*-5/"+**■
όπου /+ + /“+£*€ Α/*(Ω, U). Τώρα η Πρόταση 5.3.1 συνεπάγεται ότι

Επίσης, επειδή όλα τα ολοκληρώματα που εμπεριέχονται στη σχέση αυτή είναι 
πραγματικοί αριθμοί, έπεται ότι

/ / rfM =/ / +rfM" £  /~<*Μ < J  ̂ - j  8~άμ = ̂  $*/μ. ο

6.2.2. Πρόταση. Εστω / € Λ/(Ω, U). 7c$re ι/ / είναι μ*ολοκληφώσιμη, αν και 
μόνο αν η |/| eftcu μ-ολοκληρώσιμη. Στην περίπτωση αυτή ισχύει

Απόδειξη. Γνωοίζουμε ότι / € L(ft, U, μ), ον και μόνο αν οι συναντήσεις /*  χαι /- έχουν πεπερασμένα ολοχληοώματα Αλλά ισχύει
1/1 = /* + /’,

οπότε, λόγω της Ποότασης 5.3.4, Οα έχουμε και |/| e L(Ci, U, μ). Επίσης τότε έχουμε 

| f  /Μ  = | J  f+dn -  J  f -άμ I < I j  f*d,i\ +1J  /-όμ\ =

=  J  / +*M +  f  Γ ό μ  =  j ( f *  + Γ ) ά μ  =  j  \ / \ ά μ .  o

6.2.3. Ποόταση. Α ν  f  €  M ( f l ,  II) xat $ e ί.(Ω, II, μ) εέιαι 6w> συναρτήσεις 
τέτοιες ώστε |/| < |j|, τότε xat /  ς  L(tl ,V, μ) χαι μάλιστα ισχύει
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Απόδειξη. Επειδή οι συναντήσεις | / ]  και |$ | είναι στοιχεία του συνόλου Λ4+(Ω,υ>, 
το συμπέρασμα ποοκΰπτει εύκολα, αν συνδυάσουμε τις Προτάσεις 6.2.2 και 5.3.1 ο

6.2.4. Πρόταση. Έστω A € II. Τότε για κάθε f ,g  € L(A, IT, μ) χαι a  € R ισχύει 
a f , f  +  g £  L(A, t ,  μ) και επιπλέον

0) 1 a f d n  =  α 1 /<#μ,
Ja . Λ4

και

m II4+w
 ̂

Απόδειξη, θα  εξετάσουμε πρώτα την περίπτωση του αθροίσματος /  +  g  και στη 
συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε το συμπέρασμα αυτό για να εξετάσουμε το γινόμενο 
α /.

Όπως γνωρίζουμε απ' την Πρόταση 4.4.1 και τα σχόλια που κάναμε ύστερα απ' 
την Πρόταση 4.5.4, η συνάρτηση f  +  g  είναι U-μετρήσιμη. Επίσης έχουμε | /  +  ; |  < 
| / |  +  |; |. οπότε απ’ τις Προτάσεις 6.2.2 και 6.2.3, έπεται ότι /  +  * e Χ(Α,ΙΙ,μ). 
Τώρα παρατηρούμε ότι /  =  / + - / - και * =  *+ , οπότε

/ + S = (/++*+)-(/-+*-).
Αλλά έχουμε επίσης 

οπότε θα ισχύει
f  + g ^ Y f + g f  -</+*>".

(/+«)++ (r + r ) = ( r +*+)+(/+*Γ·
Επομένως, απ’ την Πρόταση 5.3.4. παίρνουμε

f j /  +  g )+dt* +  J y - + g - )dp  =  f  (/+  +  +  J{f + ίΓ</μ.

οπότε

j { f + g ) d i i  =  j y + g ) ^ -  Jf ( / + $ ) - ά μ  =  j  ( . f + + g + ) d v - j y - + g - M  m

= L  / + ά μ  +  i  S+dfi - f A ! ~ d H  - f A g - ά μ  =
= f*dv. -  Ĵ +  j  g+άμ _  J g-Λμ =
“  1 / ά μ + f A*di1'
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Θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση του γινομένου α/. Αν α = 0, το συμπέρασμα, 
προφανώς, ισχύει. Έστω ότι α > 0. Τότε έχουμε

Απόδειξη. Έστω / € L(Bt U, μ). Τότε ισχύει |/χΛ| < \ / χ Β\, οπότε εφαρμόζοντας 
την Πρόταση 6.2.3 προκύπτει το συμπέρασμα ο
Μέχρι τώρα ασχοληθήκαμε με συναρτήσεις οι οποίες παίρνουν τιμές πράγματά 

κούς αριθμούς ή τα σημεία -foo και -οο. Στην περίπτωση όμως που μια συνάρτηση 
είναι μ-ολσκληρώσιμη, αυτή παίρνει πεπερασμένες τιμές μ-σχεδόν παντού. Συγκε­
κριμένα έχουμε το εξής συμπέρασμα
6.2.6. Πρότααιμ Για κάθε / € £(Ω, U, μ) ιοχϋει μ[χ € Ω : /(*) - ) - ο.
Απόδειξη. Θέτουμε

(α/)+ = α/+ και (α/Γ = α/~»
οπότε, λόγω της Πρότασης 5.3.4, έχουμε

Ja J A  Ja Ja ' J A

Επίσης παρατηρούμε ότι

οπότε

Τέλος, για κάθε α < 0, έχουμε -α > Οκάι επομένως

Α  « Μ  J A  J A  J A

Τώρα θα δούμε τι συμβαίνει στον χώρο L(A, U, μ) όταν μεταβληθεί το U 
μετρήσιμο σύνολο Α.

: = { λ γ € Ω : / ( χ ) = : + ο ο )

και
Α„ :=s (jt € Ω : /*(*) > λ},

για κάθε λ = 1,2..Τότε έχουμε
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και τα σύνολα / +0° και Α„,η =± 1,2,... είναι U-μετρήσιμα. Επίσης παρατηρούμε ότι

I / +<*μ > μ /  άμ =  υμ(Α,)
»Λ· .

και επομένως
μ(Α.) < - ί  Ρ ά μ  < -  (  /+<*μ· 

η Ja. η J

Αλλά η ακολουθία των U-μετρήσιμων συνόλων Α„,η = 1,2,... είναι φθίνουοα. 
οπότε, σύμφωνα με την Πρόταση 2.4.3, θα έχουμε

μ ( /+ί°) = /ΐ«ι„μ(Α,) < J  Ι*άμ  = 0.

Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία με τη συνάρτηση f~  βρίσκουμε ότι

μ (/-~ ) = 0,

όπου
/ - 00 := {χ € Ω : /(* )  =  -οο). ο

Ένα απ' τα πιο σημαντικά συμπεράσματα της θεωρίας ολοκλήρωσης είναι αυτό 
που αναφέρέται στην περίπτωση κατά την οποία το σύμβολο του ορίου μπορεί να 
αντιμετατεθεί με το σύμβολο του ολοκληρώματος, δηλαδή την περίπτωση εκείνη κατά 
την οποία ισχύει /  Ιϊηι„/„άμ =  lim„ f  / ηάμ, για κάποια ακολουθία συναρτήσεων 
ί/„). Συγκεκριμένα έχουμε το ακόλουθο θεώρημα:

6,2.7. θεώρημα (σύγκλισης τον Lebcsgue). Έστω (/„) και /  μια ακολουθία και 
μια  συνάρτηση του συνόλου Μ(Ω, U) τέτοιες ώστε

lia in fn  -  / ,  σ χ .π .

Α ν  υπάρχει συνάρτησης e Ε(Ω, II, μ ) τέτοια ώστε

ΙΛΙ < σχ.π.,
για  κύβε « =1,2 , ..., τότε έχουμε /  € Ε(Ω, U, μ) και μάλιστα ισχύει

Απόδειξη. Θεωρούμε τα σύνολα

£ι := {χ 6 Ω : Umn/„(x) φ  f ix ) )

και
£2 := (χ € Ω : (3« € Ν )|/,(χ)| > *(χ)),
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χαι θέτουμε £  η= £ ,U £ 2xai Α := £*. Τότε τα σύνολα £ ,. £2άοα και το σύνολο £ , 
έχουν μέτςο 0. Επίσης, παοάτηρούμε ότι Λ € U και /  ς  L(A, U, μ), αφού έχουμε

. Ι/(*)Ι =  Hmn\Mx)\  < g(x), για κάθε χ  e  Α

και ισχύει και η Ποόταοη 6.2.3. Επίσης, για κάθε δείχτη η ς  Ν, ισχύειg - h / n > 0 m o  
σύνολο Α, οπότε, το Λήμμα του Fatou 5.3.5 συνεπάγεται ότι

L g d f i + L f d f i =/ g u d i i + / fxA d> i ~  / (* + -

< l i m i n f  J ( g  +  / η)ΧΛ^μ =  j  %άμ 4- limin/  J  /„χΛάμ,

δηλαδή

(1) f f d p < l i m i n f f  / ηάμ.

Επίσης, επειδή Via κάθε δείκτη η ισχύει * - / „  > 0στο σύνολο Α, πάλι, το Λήωια 
του Fatou δίνει

\ ^ - \ α / ά μ  =  /  **λΛμ -  /  =  f i g -  Γ)ΧΑάμ <

< /im in / j ( g - /„ )χ Λά μ  =  j f  *</μ- U m u p  J  f , , χ Αά μ ,

δηλαδή

(2 ) j T  ί ά μ  >  j  f nd p .

Συνδυάζοντας τις ανισότητες (1) και (2) παίρνουμε ότι

f  / ά μ  =  lim„ f  /„άμ .

Τέλος, απ' την Πρόταση 5.4.1, προκύπτει

/  = L ue = L  * Λμ + ίε  * Λμ ~ lim" f A ̂ άμ +0 =

= lim" ( f  f ”dli + f  /-^) = Hm,, f  Udp.

Προβλήματα.
6.1» Ν' αποδειχτεί ότι, αν μ(Ω) < +οο, τότε κάθε φραγμένη U-μετρήσιμη σννάο 

τηση είναι μ-ολοκληρώσιμη.
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6.2. Έστω ότι Ω =  Ν, U := Ρ(Ν) και μ είναι οπληθικός αριθμός. Ν' αποδειχτεί ότι 
α\' /  είναι μια μη αρνητική συνάρτηση του Ω στο R, τότε η /  είναι μ-ολοκληρώσιμη 
αν και μόνο αν η σειρά ]Γ /άι) συγκλίνει.

6.3. Αν /  είναι μία φραγμένη και U-μετρήσιμη συνάρτηση και αν g είναι μ- 
ολοκληρώσιμη, ν' αποδειχτεί ότι η fg  είναι μ-ολοκληρώσιμη συνάρτηση.

6.4. Ν' αποδειχτεί το πρώτο θεώρημα της μέσης τιμής για ολοκληρώματα: Αν 
m <  / ( .ν) < Μ, χ  ε  Ω, όπου /  είναι U-μετρήσιμη και αν g είναι μ-ολοκληρώσιμη, 
τότε υπάρχει ξ ε  [m, AiJ τέτοιο ώστε

Ισχύει το θεώρημα αυτό αν αντί της |#| τεθεί g (χωρίς το σύμβολο της απόλυτης

6.S. Έστω (/„) μια ακολουθία μη αρνητικών μ-ολοκληρώοιμων συναρτήσεων, 
τέτοια ώστε, για κάποια συνάρτηση / 0 και για σχεδόν όλα τα π € Ω, να ισχύει 
Σ Λ (λ) =  / ο(λ). Ν’ αποδειχτεί ότι η / 0 είναι μ-ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν η 
σειρά £  /  /„</μ συγκλίνει. Μάλιστα δε σ' αυτή την περίπτωση ισχύει

6.6. Έστω μ ι  το μέτρο Lebesgue στην πραγματική ευθεία και /  μια μ ι-  
ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Ν' αποδειχτεί ότι, για κάθε α, β, γ ε  R με α < β < γ, 
ισχύει

Ισχύει η σχέση αυτή αν αντί του μ ι  θεωρήσουμε το μέτρο Lebesgue - Stieltjes μι , 
όπου g είναι η συνάρτηση

6.7. Να διατυπωθεί το θεώρημα Σύγκλισης του Lebesgue όταν Ω, II και μ είναι 
όπως στο πρόβλημα 6.2 παραπάνω.

6.8. Με παράδειγμα ν' αποδειχτεί ότιη συνθήκη |/„| < g στο θεώρημα Σύγκλισης 
του Lebesgue δεν μπορεί να παραλειφθεί.

6.9. Έστω /  : Ω x [α, β] -»· R μια συνάρτηση τέτοια ώστε η /(·,» ) είναι U- 
μετρήσιμη για κάθε ι ε [α, β] και έστω μ ένα μέτρο στο Ω. Ν' αποδειχτεί ότι

0) Αν υπάρχει t0 ε [α, β] τέτοιο ώστε, για κάθε α· € Ω, να ισχύει / ( χ , t) =  /(* , to) 
και υπάρχει g ε  λ(Ω, U, μ) με |/(x , ί)| < $(*), τότε /  / ( χ ,  ι)άμ =  f  /(* , *,)<ίμ.

(ίΐ) Ανη /(* , ·) είναι συνεχής για κάθε χ  ε  Ω και υπάρχει συνάρτηση g όπως στην 
περίπτωση (ϊ), τότε η συνάρτηση F(t) := f  f (x ,  ί)άμ, t ε {α, β} είναι συνεχής.

(Hi) Αν για κάποια t0 ε Ια, β] η συνάρτηση /(-,*>) είναι μ- ολοκληρώσιμη, η μερική 
παράγωγος της συνάρτησης /  ως προς ι, δηλαδή η /„  υπάρχει και ακόμα υπάρχει

J  f W n  = $ J

+ 0 0
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A e  L(Sl, U, μ)  τέτοια ώστε | f ( x ,  f)| < h(x), x e Ω, τότε η σννάβτηση F της (11) 
είναι παοαγωγίσιμη στο διάστημα [α, β] και μάλιστα ισχύει

F'W  =  f  Μ χ ,0 )ά μ .

(ίν) Κάτω απ’ τις υποθέσεις της (ϋ) ισχύει

j *  F(t)dt =  / . < /  f {x ,  Ι)άμ)ά1 =  Μ  / ( χ ,ή ά ή ά μ ,

όπου το ολοκλήρωμα ως προς t είναι το ήδη γνωστό κατά Riemann ολοκλήρωμα
6.10. Α ν / € 1(Ω, U, /χ)καΐ£ > Ο, τότε υπάρχει μια απλή U-μετρήσιμη συνάρτηση 

φ τέτοια ώστε
J 1/ — Φ\άμ. < €.

6.11. Να εξεταστεί η αλήθεια της εξής πρότασης:

/  € Κ Ω , U. μ) = >  / 2 € L(Qt U, μ).

6.12. Ανμ(Ω) < -fooxai /„ € Κ Ω ,  U, μ) είναι τέτοια ώστε /„ / ,  ομοιόμορφα
στο Ω, τότε ισχύει

/  / ά μ  =  11,η ί  fnd/JL.

6.13. Αν Α, Β είναι δύο U-μετρήσιμα ξένα μεταξύ τους σύνολα τότε για κάθε 
/  6 L(A U U, μ) ισχύει

[  /άμ = ί  /άμ + ί  /άμ,
J a u b  J a  J b

6.14. Να διατυπωθεί και να αποδειχτεί το Λήμμα τόυ Fatou χρησιμοποιώντας το 
Umsupfn αντί του liminffn. (Έτσι βλέπουμε ότι το Λήμμα αναφέρεται και στις δύο 
αυτές οριακές συναρτήσεις.).

··' :· ν · ί , ^
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7. ΠΡΟΣΗΜΑΣΜΕΝΑ ΜΕΤΡΑ

7.1. ΟΡΙΣΜΟΙ

Στα προηγούμενα κεφάλαια ασχοληθήκαμε με μέτρα ορισμένα πάνω οε μια σ- 
άλγεβρα U. Είναι φανερό ότι αν μ], μ2 είναι δύο πεπερασμένα μέτρα ορισμένα πάνω 
στην U, τότε και το άθροισμα τους μι  +  μ% είναι επίσης ένα μέτρο. Η διαφορά τους 
όμως ν := μ ι  -  μ2 δεν είναι μέτρο. Πραγματικά, αν και οι δυο συνθήκες του μέτρου

.0) ν(0) =  0,
<ii) ι'(Λ.), όπου Α„ είναι ξένα ανάδύο,

ικανοποιούνται, η ανισότητα υ(Α) > 0, δεν ισχύει για κάθε σύνολο Α της συλλογής
U.

Επίσης, αν μ  είναι ένα μέτρο, τότε η συνάρτηση - μ  δεν είναι μέτρο, αν και τούτο 
ικανοποιεί τις συνθήκες (ΐ) και (ϊΐ). Βλέπουμε λοιπόν ότι και στις δυο περιπτώσεις 
χάνεται η θετικότητα του μέτρου. Με αφορμή το γεγονός αυτό γενικεύουμε την 
έννοια του μέτρου ως εξής: _

Ορισμός. Μια συνάρτηση μ  : U -+ Κ. είναι ένα προσημασμένο μέτρο, αν τούτο 
ικανοποιεί τις συνθήκες 0) και (ϋ) και επιπλέον παίρνει το πολύ μία απ' τις τιμές 
+οο, -οο . Έτσι, λαμβάναντας τη διαφορά ενός μέτρου και ενός πεπερασμένου 
μέτρου προκύπτει ένα προσημασμένο μέτρο.

Ορισμός. Το προσημασμένο μέτρο μ  λέγεται πεπερασμένο, αν ισχύει

|μ(Λ)| < +οο, για κάθε A € 0 ,

και λέγεται σ - πεπερασμένο, αν υπάρχει μια ακολουθία (Λ,,) στη σ-άλγεβρα U τέτοια 
ώστε για κάθε « = 1,2,... να ισχύει

και
|μ(Α„)| < +οο

7.2. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΟΣΗΜΑΣΜΕΝΩΝ ΜΕΤΡΩΝ
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Θα δούμε εδώ ορισμένες χρήσιμες ιδιότητες των προσημασμένων μέτρων.

7.2.1· Πρόταση. Α ν  μ  είναι ένα προσΐ)μασμένο μέτρο, τότε, για κάθε A, Β € U, 
ισχύει

A C Β και \μ(Β)\ < -foo ==f |μ(Α)| < -foo.

Απόδειξη· Επειδή το σύνολο Β γράφεται ως ένωση των δύο ξένων συνόλων A 
και Β \  Α και επειδή το μέτρο μ  είναι προσθετική συνάρτηση, θα έχουμε μ(Β) =  
μ(Α) -f μ(Β \  A). Επίσης, επειδή το μ  παίρνει το πολύ μία απ' τις τιμές -foo, -ο ο  
και ισχύει μ(Β)  € R, έπεται ότι και μ(Α) e R, δηλαδή |μ(Λ)| < -foo. ο

7.2.2. Πρόταση. Α ν  μ  είναι ένα προσημασμένο μέτρο και (Αη) μαχ μονότονη 
ακολουθία V-μετρήσιμων συνόλων με \μ(Α\)\ < -foo στην περίπτωση όπου η (Α„) 
είναι φθίνονσα, τότε ισχύει

μ(Ιίη\Α„) = Ιίιημ(Α„).

Απόδειξη. Η απόδειξη τούτου γίνεται όπως ακριβώς γίνονται και οι αποδείξεις 
των αντίστοιχων Προτάσεων 2.4.2 και 2.4.3. ο

7.3. ΔΙΑΣΠΑΣΗ ΤΟΥ ΧΩΡΟΥ Ω.
VI

Έστω μ  ένα προσημασμένο μέτρο και Ε ένα U-μετρήσιμο σύνολο.
Ορισμός. Θα λέμε ότι το Ε είναι Θετικό ως προς μ, ή μ-θετικό, αν για κάθε U- 

μετρήσιμο σύνολο A c  Ε, ισχύει μ(Α) > 0. Παρόμοια, το Ε θα λέγεται μ-αρνητικό, 
αν, για κάθε U-μετρήσιμο σύνολο A c  Ε, ισχύει μ(Α) < 0.

Είναι εύκολο να δούμε ότι η ένωση δυο μ-θετικών συνόλων είναι μ-θετικό σύνολο 
και η ένωση δυο μ-αρνητικών συνόλων είναι μ-αρνητικό σύνολο.

Ένα προσημασμένο μέτρο παίρνει θετικές και αρνητικές τιμές. Δηλαδή υπάρχουν 
U-μετρήσιμα σύνολα Ej, Ej τέτοια ώστε μ(Ει) > 0 > μ(Ει). Όπως θα δούμε, 
υπάρχουν ζεύγη (Ρ, Ν) τέτοιων συνόλων των οποίων η ένωση είναι το Ω, δηλςδή το 
σύνολο Ω μπορεί να διασπαστεί σε δυο σύνολα Ρ, Ν 6 U με το Ρ θετικό και το Ν 
αρνητικό σύνολο.

7.3.1. Θεώρημα (Διάσπασης του Hahn). Α ν μ :  U -► R είναι ένα προσημασμένο 
μέτρο. τότε υπάρχουν δυο σύνολα Ρ, Ν € Π τέτοια ώστε Ρ Π Ν = 0, Ρ U // = Ω 
και επιπλέον το Ρ e i\m  μ-θετικό και το Ν μ-αρνιμικό.

Απόδειξη. Επειδή το μέτρο μ παίρνει το πολύ μία απ' τις τιμές -foo, -οο, 
μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει -ο ο  < μ(Λ) < -foo, για κάθε A € U.

Έστω U+ η συλλογή όλων των μ - θετικών συνόλων της U. Τότε 0 β U+ και άρα 
U+ Φ 0. Επομένους το

5<ιρ{μ(Λ) : A € U+) =: α 

υπάρχει στο διάστημα [0, -foo).
Έστω (Α„) μια ακολουθία στοιχείιυν του U+ τέτοια ώστε 10ημ(Αη) =  α. Επειδή 

η ένωση δύο μ- θετικών συνόλων» είναι επίσης μ-θετικό σύνολο, μπορούμε να
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υποθέσουμε άτι η ακολουθία (Α„) είναι αύξουσα. (Πραγματικά, μπορούμε αντί της 
Aj, Α2, Aj, ...να θεωρήσουμε την Α|, AiUA* A|UAjUA3, ...). Επομένως αν θέσουμε

θα έχουμε
μ(Ρ) =  Ινη„μ(Αη) =  α.

Άρα α < +οο, δηλαδή α είναι ένας μη αρνητικός πραγματικός αριθμός. Επίσης 
έχουμε Ρ e U+ και δεν υπάρχει μ-θετικό σύνολο Q τέτοιο ώστε μ (β) > α.

Θ’ αποδείξουμε ότι το σύνολο Ν := Ω\ Ρ είναι ένα μ-αρνητικό σύνολο. Προς 
τούτο υποθέτουμε ότι το σύνολο Ν δεν είναι αρνητικό. Τότε υπάρχει Ε e U 
με Ε c  Ν  και μ(Ε) > 0. Το σύνολο Ε δεν μπορεί να είναι μ-θετικό και άρα 
μ (Ρ  U Ε) =  μ (Ρ )  +  μ(Ε) > α, άτοπο. Επομένως, υπάρχει σύνολο Α 6 U τέτοιο 
ώστε A c  Ε  και μ(Α) < 0. Έστω «ι ο μικρότερος φυσικός αριθμός για τον οποίο 
υπάρχει Ε\ e U με Ει c  Ε και

μ(£ι) < - 7-  
«ι

Τότε παρατηρούμε ότι

μ(Ε \  Ει) =  μ(Ε) -  μ(Ε|) > μ(Ε) > 0.

Το σύνολό Ε \  Ε\ δεν μπορεί να είναι μ-θετικό, γιατί αν ήταν τέτοιο, τότε και το 
Ρ U (Ε \  Ε \ ) θα ήταν μ-θετικό, οπότε θα είχαμε

μ(Ρ U {Ε \  Ει)) =  μ(Ρ) +  μ(Ε \  £ ,) > α,

άτοπο. Άρα υπάρχει σύνολο A eU  τέτοιο ώστε A  c  Ε \ Ε \  και μ(Α) < 0. Έστω η2 
ο μικρότερος φυσικός αριθμός για τον οποίο υπάρχει Ε2 e  U με Ε% c  Ε \  Ε χ και

β{Ε2) < —- .«2
Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουμε μια αύξουσα ακολουθία («*) μη 
αρνητικών ακεραίων αριθμών τέτοια ώστε για κάθε δείκτη k ο αριθμός η» είναι ο 
μικρότερος για τον οποίο υπάρχει σύνολο Ε* e U με την ιδιότητα ότι

Ek £ ( « E \ E i ) \ E 2) \ . . . . ) \ E k- t

και

Θέτοντας

p(Ek) < »*

F : = v £ xEt ,

+CO +£0 |

n«l ««1 *
< 0 ,

έχουμε
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αφού τα σύνολα Ε* είναι ξένα ανά δύο. Επομένως, επειδή F Q Ε και
μ(Ε) = μ(Ε) + μ(Ε\Ε),

έπεται ότι μ(Ε) είναι πραγματικός αριθμός. Τούτο συνεπάγεται ότι w* -* -foo, όταν 
k -4-00. Αν υπάρχει ΛβϋμεΛεΕΟΕκαι μ(Α) < Ο, τότε θα ισχύει

Μ(Λ) < — τΛ* - 1
για ένα αρκετά μεγάλο k, πράγμα το οποίο αντίκειται προς το γεγονός ότι nk είναι ο 
μικρότερος φυσικός αριθμός για τον οποίο υπάρχει σύνολο A c Ε \  (Ε\ u Ε2 U ... U 
Ε*_ι) με Λ € U και

μ(Α) <
ftk

Επομένως πρέπει, για κάθε A € U μεΛ c Ε \ F να ισχύει μ(Α) > 0. Μεάλλα λόγια 
το σύνολο E \ F  είναι ένα μ- θετικό σύνολο. Μάλιστα δε ισχύει

μ(£\Ε) = μ(Ε)-μ(Ε)> 0.
Αρα και το σύνολο P U ( E \ F ) είναι ένα μ-θετικό σύνολο τέτοιο ώστε 

μ(Ρ U (Ε \ F)) m μ(Ρ) + μ(Ε \ F) > α,

πράγμα άτοπο, αφού δεν υπάρχουν σύνολα στη σ-άλγεβρα U που να έχουν μέτρο 
μεγαλύτερο του α. Τούτο σημαίνει ότι το σύνολο Ν είναι ένα μ-αρνητικό σύνολο.ο

7.4. ΔΙΑΣΠΑΣΗ ΠΡΟΣΗΜΑΣΜΕΝΩΝ ΜΕΤΡΩΝ . ·, · .

Ορισμός, Το ζεύγος (Ρ, Ν) του οποίου η ύπαρξη εξασφαλίζεται απ’ το Θεώρημα
7.3.1 ονομάζεται διάσπαση τον Hahn. Πριν εξετάσουμε τις συνέπειες που μπορεί να 
έχει μια διάσπαση το Hahn, θ’ αποδείξουμε το εξής συμπέρασμα:
7,4,1, Πρόταση. Υποθέτουμε ότι (Ρι, Ν{) και (Ρι, Ν2) είναι δυο διασπάσεις τον 

Hahn. Τότε, για κάθε A e U, ισχύουν οι σχέσεις

μ{Ρ\ Π Α) = μ(Ρ2 Π Λ), και μ(Νι Π Α) = μ(Ν2 Π Α).

Απόδειξη. Έστω A € U. Τότε έχουμε (Ρι \  Ρι) Π A c ΡΧ, οπότε
μ{(Ρι\Ρι)Γ\Α)> 0.

Επίσης ισχύει ότι {/>, \ Pi) n A c tfj, οπότε και
β { (Ρ ι \Ρ ζ )η Α )< 0 .

Επομένως
Μ((Λ\Λ)Γ>λ) = 0.
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Παρόμοια βρίσκουμε ότι και

μ{(Ρ2\ Ρ ι)ΠΑ) = 0.

Έτσι έχουμε

μ(Ρι  η Α) = μ(ρ ι η Ρ2 η α ) + μ((Ρι \  Ρ2) π λ ) = μ{Ρ\ η Pi η α ) + ο =

= μ(Ρ, η Ρ2 Π Α) + μ((Ρ2 \ Ρ\)η Α) = μ(/* Π Α).
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύσυμε και την άλλη ταυτότητα που αναφέρεται στα 

μ-αρνητικά σύνολα Νχ και °
Ορισμός. Απ* την προηγούμενη Πρόταση προκύπτει ότι οι οχέσεις

μ+(Α):=μ(ΡηΑ)
και ·

μ - ( Α ) : = - μ ( Ν Π Α)
ορίζουν καλά δυο συναρτήσεις μ+ και μ~. Αυτές έχουν πεδίο ορισμού τη σ-άλγεβρα 
U, παίρνουν τιμές στην επεκτεταμένη ευθεία R και είναι ανεξάρτητες απ’ τη διάσπαση 
(Ρ, Ν). Η συνάρτηση μ+ λέγεται άνωκύμανσηή όνωμεταβολήτον μ και η μ~ κάτω 

■ κίιμαχσηή κάτω (ΐεταβολ ή του μ . Τέλος, το άθροισμα

|μ|:=μ++ μ “

λέγεται ολική κύμανση, ή, ολική μεταβολή τον μ. Στο παρακάτω θεώρημα θα δούμε 
ορισμένες απ' τις ιδιότητες που έχουν οι συναρτήσεις μ+ και μ-.
7.4.2. θεώρημα (διάσπασης τον Jordan). Α ν μ  είναι ένα προσημασμένο μέτρο, 

τότε
0) μ+ και μ~ είναι μέτρα,
(H) μ = μ + -μ",
(Hi) αν μ  είναι πεπερασμένο, ή σ-πεπερασμένο, τέτοια είναι αντίστοιχα και τα 

/ιέτρα μ +και μ~,
(iv) τουλάχιστον ένα απ' τα /ιέτρα μ+, μ" είναι πεπερασμένο,
(ν) αν μ ι, μ2 είναι δυο πεπερασμένα μέτρα με μ ι - μ2 = μ, τότε ισχύει

β\(Α) > μ+(Α) και μ2(Α) > μ~{Α),

για κάθε U - μετρι]σιμο σύνολο Α.
Απόδειξη, (ϊ) Τούτο προκύπτει άμεσα απ* τον ορισμό των μ+ και μ-.
(U) Για κάθε A e l)  έχουμε

μ(Α) = μ((Ρ Π A) U (ΛΓ Π Α)) = μ(Ρ Π Α) + μ(Ν Π Α) = μ+(Α) - μ“(Α), 

δηλαδή μ = μ+ — μ".
(iii) Τούτο επίσης προκύπτει απ' τον ορισμό.
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(iv) Τούτο προκύπτει απ' το γεγονός ότι το προσημασμένο μέτρο μ παίρνει το 
πολύ μία α π 'τις τιμές+ οοκα ι-οο . *3

(ν) Επειδή τα μι και μ2 παίρνουν μη αρνητικέςπίμές θάβουμε
if?:·*'

μ +Μ) =  μ (Ρ  Π Λ) =  μ ι(Ρ  Π Α) -  μ2(Ρ  Π Α) < μ χ(Ρ Π Α) < βι(Α),

για κάθε A e U. Παρόμοια βρίσκουμε και ότι
* ι ·

β~{Α) < βι  (Α)

και το θεώρημα αποδείχτηκε, ο

Ορισμός. Η παράσταση του προσημασμένου μέτρου μ ως

μ =  μ + - μ"

λέγεται διάσπαση χσν Jordan. Ας δούμε τώρα ένα παράδειγμα:

παράδειγμα. Έστω (Ω, U, ν) ένας χώρος μέτρου και ας θεώρήσουμε μια συνάρ­
τηση /  € £(Ω, U, ν). Ορίζουμε το προσημασμένο μέτρο

H{A) .= j j d v ,  Α 6 U.

Αν θεωρήσουμε τα σύνολα

Ρ := {* € Ω : /(* ) > 0)

και
Ν (Jt € h : /(*') < 0}‘

είναι εύκολο να δούμε ότι (Ρ, Ν) είναι μια διάσπαση του Hahn στο β  ως ποος α. 
Αρα, αν μ*. μ -  είναι η διάσπαση Jordan του μ  θα έχουμε

μ*{Α) — \ι(ΡΓ\ A) — fd v  =  j  f x PnAdv =  J  / χ ΡχΑάν =  j f  =

Επίσης προκύπτει ότι

για κάθε Α 6 U, όπου / +. / "  είναι αντίστοιχα το θετικό και αρνητικό μέροε τικ 
συνάρτησης / .  **

Τέλος, είναι φανερό ότι η ολική μεταβολή του μ  είναι

Ι/ΙΛ», A e II.
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Ό τανίΙ * TR. και v β μ ι  τομι(Α) είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
τον γραμμοσχιασμένου τόπον

/+

A

Ό τανίΙ = ΤΛχαΐν = μ ί  το μ£(Α) είναι αριθμητικά ίσο προς τοεμβαδό 
του γραμμοσχιασμένου τόπον

Ό τανίΙ a R και ν = μι το μΖ(Α) είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
του γραμμοσχιασμένου τόπου

Ό τανίΙ = R και ν a μ ι  το |μι|(Λ) είναι αριθμητικά ίσοπρος το εμβαδό 
του γραμμοσχιασμένου τόπον

*
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ΟτανΩ = R και υ = Ml το μ^Α )'είνα ι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
του γραμμοσκιασμένον τόπον

k
r

A y V

ΟτανΩ = R καί v = μ*. το μ£(Α) είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
τον γραμμοσκιασμένον τόπον

ΟτανΩ = R και ι> = μ*. τομΐ(Α) είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
τον γραμμοσκιασμένον τόπον

ΟτανΩ ss R καιν « μ ι  το \μΜΑ) είναι αριθμητικά ίσο προς το εμβαδό 
τον γραμμοσκιασμένον τόπου
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7.5. ΑΠΟΛΥΤΑ ΣΥΝΕΧΗ ΠΡΟΣΗΜΑΣΜΕΝΑ ΜΕΤΡΑ

Στην παράγραφο 5.4 είδαμε τι σημαίνει ότι ένα μέτρο είναι απόλυτα συνεχές ως 
προς ένα άλλο. Εδώ θα επεκτείνουμε τον ορισμό της απόλυτης συνέχειας ώστε 
εκείνος να αναφέρεται γενικά σε προσημασμένα μέτρα

Ορισμός. Υποθέτουμε ότι μ  είναι ένα μέτρο και ν ένα προσημασμένο μέτρο 
ορισμένα πάνω στη σ-άλγεβρα U. Θα λέμε ότι το ν είναι απόλυτα συνεχές ως προς 
μ, ή ότι το ν είναι μ-απόλντα συνεχές και θα γράφουμε τότε

Ένα απ' τα πιο σημαντικά συμπεράσματα του κεφαλαίου τούτου είναι to  θεώρημα 
των Radori-Nikodym. Για να το αποδείξουμε χρειαζόμαστε το εξής:

7.5.1. Λήμμα. Υποθέτουμε ότι μ, ν είναι πεπερασμένα μέτρα τέτοια ώστε ν μ  
και το ν δεν είναι εκ τάύτότητος μηδέν. Τότε υπάρχει ε > 0  και ένα σύνολο A e  U 
θετικό ως προς το προσημασμένο ( ί έ τ ρ ο ν - ε μ  τέτοιο ώστεμ(Α) > 0.

Απόδειξη . Έοτω (PntNn) μια διάσπαση του Hahn ως προς το προσημασμένο 
μέτρο ν -  (1 /«)μ . Θέτουμε

Επομένως έχουμε v(F) =  0, οπότε πρέπει ν(Ε) > 0. Τούτο και η υπόθεση ότι ν μ
συνεπάγονται ότι μ(Ε)  > 0. Αρα υπάρχει Pk με μ(Ρ*) > 0, για ένα τουλάχιστον 
δείκτη λ € Ν. Ονομάζουμε Α το σύνολο Ρ* και < τον αριθμό l/k . Τότε το σύνολο A 
είναι θετικό ως προς το προσημασμένο μέτρο ν -  εμ και επιπλέον ισχύει μ(Α)  >  0.

7.5.2. θεώρημα (των Radori-Nikodym). Υποθέτουμε ότι μ  και ν είναι δύο  
σ-πεπερασμένα μέτρα ορισμένα πάνω στη σ-άλγεβρα U. Α ν  ισχύει ν μ , τότε 
υπάρχει μ ία ν  -μετρήσιμη συνάρτηση / :  Ω -► [0, +οο] τέτοια ώστε

Επίσης, a v g  είναι μια  συνάρτηση με την ίδια ιδιότητα, τότε θα πρέπει g =  / ,  σχ.π.
Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι τα μέτρα μ , ν είναι πεπερασμένα 
Έστω Θ+ η κλάοη όλων των μη αρνητικών συναρτήσεων /  6 λ(Ω, II, μ )ο ι οποίες 

ικανοποιούν την ανισότητα

ν 4C μ, αν ισχύει ότι (VA € U) μ(Α) =  0 = >  ν(Α) =  0.

ο



Θέτουμε
b := sup[ J  f d f i : / € 0 +}

και θεωρούμε μια ακολουθία (/„) στην κλάση Θ+ τέτοια ώστε

lim J  / ηάμ =  6.

Επίσης, για κάθε η = 1.2,..., θέτουμε

gn(x) := maxlMx),  /a(*),..., /„(*)) 

και, για κάθε A € U, ορίζουμε τα σύνολα

WrtTw  ' r

 ̂ν· :

·: - *>'»'· i

At := {* € Ω : $„(*) s  /(*)),

όπου ι = 1,2,..., /ι. Τέλος, θέτουμε λ

Λ', := Λι,
Α ^ ι^Α ζΚ Α ι ,

Κ ' =  \  (Λι υ  λ2 υ ... υ  Αη-\) .  ··.;<;*

Επομένως, για κάθε i = 1,2,..., π, το σύνολο είναι U-μετρήσιμο. Επιπλέον 
ισχύει ότι A t =  Λ, u A j  U ... U Λ' και τα AJ είναι ξένα ανά δύο. Αρα

Λ' *'r:v·
δηλαδή gn 6 Θ+ για κάθε η.

Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση

fo(x) :s= sup/,(*)» «
η

και παρατηρούμε ότι f 0(x) s= limgn(x), για κάθε χ 6 Ω, όπου, σημειώνουμε ότι, 
η ακολουθία συναρτήσεων (g„) είναι αύξουσα. Έτσι, το Θεώρημα Μονότονης 
Σύγκλισης συνεπάγεται ότι η συνάρτηση /ο ανήκει στην κλάση Θ+ και ικανοποιεί τη 
σχέση

j  fo d n  = b.

Επειδή η συνάρτηση / 0 είναι //-ολοκληρώσιμη, υπάρχει συνάρτηση /  e ΚΩ, U, //), 
που παίρνει μόνο πεπερασμένες τιμές, και είναι τέτοια ώστε /  s  / 0, σχ. π.

Θα αποδείξουμε ότι το προσημασμένο μέτρο λ που ορίζεται πάνω στη σ-άλγεβρα 
U με τον τύπο

Κ(Α) := ν(Α) -  / /</μ,
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είναι εκ ταυτότητος μηδέν. Πραγματικά. υποθέτουμε ότι τούτο δεν αληθεύει. 
Λόγω του Λήμματος 7.5.1, υπάρχει e > 0 και A € U τέτοιο ώοτε μ(Α) > 0 και 
λ(Λ Π Ε) - *μ(Α n Ε) > 0, για κάθε Ε e U, δηλαδή

€μ(Α Γ\Ε) < ν(Λ Π Ε ) -  [  / άμ,
JAC\E

για κάθε E e l ! .  Θέτοντας g : =  /  +  e ■ χΛ παρατηθούμε ότι

J  gdμ = J^ f dμ+€μ{ An  Ε) <

< ί  /</μ + υ(ΛΠΕ)- [  /<ίμ = (  / ά μ  + ν{ΑΓ\Ε)<
J E  J M \ E  J e \ a

< ν ( Ε \ Α ) + ν ( ίΑ η Ε )  =  ν(Ε),

για κάθε £ e U .  Επομένως η συνάρτηση g είναι στοιχείο της κλάσης Θ+. Απ' την 
άλλη μεριά όμως ισχύει

J  8<1β — j  f d ^ ^ + € μ ( A )  =  b  +  c μ ( A ) > b ,

άτοπο. Αρα λ = 0, οπότε πρέπει

υ(Λ) = jT/rf/ι, AeU,

πράγμα που αποδεικνύει το συμπέρασμα όταν τα μέτρα μ, ν είναι πεπερασμένα.
Υποθέτουμε τώρα ότι τα μ, υ είναι σ-πεπερασμένα. Τότε υπάρχουν ακολουθίες 

( Χ „ )  και (Υ„)  συνόλων της σ-άλγεβρας U τέτοιες ώοτε

χ , υ χ 3υ . . .  =  γ1υ ν 2υ . . .  =  Ω ,

και
μ ( Χ η) <  +0Ο, υ(Κ/ι) <  +00, « = 1,2,...

Τότε και η συλλογή των συνόλων

x ,n y , .  x , n r 2....... χ2ηζ,, χ 2η γ 2, ..., * ,n r , .  ^3r>y2, χ 3π υ 2, ...

είναι άριθμήσιμη την οποία και αναπαριστάνουμε με (Ζ„). Θέτουμε
Ωι :=  Ζ ι,
Ω2 :=  Ζχ U Ζ2,

Ω„ :=  Ζι U Ζ2 U ... U Ζη_, U Ζ„

και παρατηρούμε ότι η ακολουθία των U-μετρήσιμων συνόλων Ω» είναι τέτοια ώστε 
Ω, c Ω2 c ..., και Μ ν,Ώ, = υ^Ω, = Ω
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και επιπλέον
μ(Ωη) < +οο και ν(ΩΛ) < +οο,

για κάθε η = 1, 2 ,... Επομένως, σύμφωνα με ό,τι αποδείξαμε παραπάνω, για κάθε 
δείκτη η = 1, 2 ,..., υπάρχει μ-ολοκληρώσιμη συνάρτηση : Ω„ -► [Ο, +οο) τέτοια 
ώστε

v { A ) ~ j  Μ β ,

γιακάθε A € U με A c ΩΛ. Επεκτείνουμε την /„ σε ολόκληρο τονχώρο Ω, ορίζοντας 
να παίρνει την τιμή Ο πάνω στο σύνολο Ω \ ΩΛ. Τότε παρατηρούμε ότι, για κάθε 
η < m % ισχύει

!^/ηάμ =

γιακάθε A € U με A c  Ω„, αφού και Ο, c  Qm. Αλλά ισχύει /„ =  /„ , μ-σχ. π. στο 
σύνολο Ω„ (βλ. Πρόβλ. S.1). Γιακάθε η = 1.2,... θέτουμε

Λβ(χ) := sup{fi(x), / 2( χ ) ..... /„(*)), χ  6 Ω. ,

Τότε η (ΛΒ) είναι μια αύξουσα ακολουθία συναρτήσεων του Λί+(Ω, U). Θέτουμε

/(* ) := lim„h„(x), χ e  Ω,

όπου, προφανώς, η /  είναι μια U-μετρήσιμη συνάρτηση. Αν Β € U, τότε θα'έχουμε 
και A := Β Π Ω» € U. Ορίζουμε τα σύνολα

Α, := {* e  Ω : Λ„(χ) =  /(* )} , , =  1.2.....»
/ * ( ,

και θέτουμε

A', := Α,,
A i:= A 2 \A ,,

A i:= A B\(A ,U A 2 U ...U A .).

Τότε κάθε Α{ είναι U-μετρήσιμο και ισχύει A/ = A', U A, U .„ U Α '. Επιπλέον τα 
A, είναι ξένα ανά δύο. Επομένως θα έχουμε

υ(Α) = £  ν(·Αι) =  Σ  ί  =  ί  Μ μ ./-I 1.1 ·μ ;
οπότε, αφού οι ακολουθίες (β  π  ΩΛ) και (h„) είναι αύξουσες, παίρνουμε τελικά ότι

ν(Β )  = l i m M B  Π Ω„) = ///*„ ί  Μ μ  + t imn ί  Μ μ  =
JBnnm Jbmu

-  Hn*ι»( /  Μ μ  +  ί  Μ μ )  =  limn ί  Μ μ  = ί  /ά μ %Χ/Βηα, / ye y*
διότι Μ *) «  Ο, για κάθε x € Ω \  Ω„. ο
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Ορισμός. Η συνάρτηση /  που δίνει το θεώρημα των Radon-Nikodym για τα 
μέτρα μ και ν λέγεται συνήθως η α ρ ά γ ο η υ ς ι ο υ  ν  ως προς μ και παριστάνεται με

<#ν
Ί μ

Δηλαδή η παράσταση
f - d V
* - Τ μ

σημαίνει ότι
• ν(Α) = ^ / ά μ .

Π ρββλή μ ατΗ .

7.1. Ν’ αποδειχτεί ότι η ένωση δύο μ-θετικών (ήμ-αρνητικών) συνόλων είναι 
μ-θετικό (αντίστοιχα, μ-αρνητικό) σύνολο.

7.2. Αν μι, μ], μ? είναι μέτρα στο Ω ορισμένα πάνω στην ίδια σ-άλγεβρα τότε 
ισχύει ότι

0) μι «Μι,
(Η> μι «  μ2 και μ2 «  Μι =► μι «  μ»,
(ίΗ) μ( «  μ ,̂ αλλά όχι πάντοτε και μ2 « μ ι·  Να δοθεί ένα παράδειγμα πσυ να 

επαληθεύει το γεγονός τούτο.
7.3. Αν μι, μ2, μ2 είναι σ-πεπερασμένα μέτρα στο Ω ορισμένα πάνω στην ίδια 

σ-άλγεβρα U ν' αποδειχτεί ότι ισχύει ο γνωστός κανόνας παραγώγισης σύνθετη; 
συνάρτηση;, δηλαδή ότι

<*μι rf/fa
</μ, “ < W < W

όπου, βέβαια, υποτίθεται ότι μι «  μ2 «  μ}.
7.4 Αν ισχύει μι «  μ2, όπου μι,μ2 είναι σ-πεπερασμένα μέτρα, τότε υπάρχει 

μία ΙΝμετρήοιμη συνάρτηση g  τέτοια ώστε

Ι λ = ίλ

για κάθε A e U και μι -ολοκληρώσιμη συνάρτηση /.
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< · · >-**·< · >-̂ -< · y  
«< . >-<*~-< . · y ^<  · y~< · ^

«< · >-~-< · >-~-< · >- 
-< · y

. >-~-< · v~-< · y~< · >-

8. ΟΙ ΧΩΡΟΙ L,

8.1. ΣΤΑΘΜΗΤΟΙ ΧΩΡΟΙ

Ορισμός. Όπως είναι γνωστό, αν X είναι ένας πραγματικός γραμμικός χώρος, 
δηλαδή ένας γραμμικός χώρος πάνω στο σώμα των πραγματικών αριθμών και αν 
Ν : X -► R είναι μια συνάρτηση, θα λέμε ότι η W είναι μια ημιστάθμΐιοτον γραμμικό 
χώρο X, αν ικανοποιούνται οι εξής συνθήκες:
0) Ν(χ) > 0, για κάθε χ € X
(11) Ν(αχ) = |α|Ν(χ), για κάθε α € R και x € X
(lii) Ν(χ + y) < W(x) + Ν(χ), για κήθε x, y € X.
Ορισμός. Το ζεύγος (X, Ν) (ή ο χώρος X, στην περίπτωση που η συνάρτηση Ν 

εννοείται) λέγεται ημιστσθμητός χώοος;
Η έννοια της σύγκλισης της ακολουθίας στον ημισταθμητό χώρο (X, Ν) είναι 

γνωστή και εισάγεται ως εξής:
Ορισμός. Μια ακολουθία (χ„) συγκλίνει προς ένα στοιχείο χ € X, όταν ισχύει

limnN{xn - χ) = 0.

Τότε γράφουμε και lim„x„ = χ. Είναι όμως δυνατό, να ισχύει ταυτόχρονα και 
lim„xH = y € X, όπου ν ̂  *♦ Τότε αναγκαστικά πρέπει να ισχύει Ν(χ - χ) = 0. Η 
σχέση αυτή δεν συνεπάγεται ότι χ = γ. Τούτο συμβαίνει μόνο στην περίπτωση που η 
συνάρτηση Ν είναι μια στάθμη, δηλαδή όταν η Ν ικανοποιεί την επιπλέον συνθήκη

Ν(χ) = 0, αν και μόνο αν χ s 0.

Στο κεφάλαιο τούτο θα γνωρίσουμε ορισμένους σταθμητούς χώρους οι οποίοι 
παράγσνται από μετρήσιμους χώρους και που παίζουν σημαντικό ρόλο στην 
Ανάλυση. p

8.2. Ο ΧΩΡΟΣ L,
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Οβισμός. Έστω (Ω, U, μ) ένας χώρος μέτρου. Για κάθε /  € £(Ω, V, μ) θέτουμε

*W >  / \f\dn

και παρατηθούμε ότι ο τύπος αυτός ορίζει μια συνάρτηση

Νμ : {.(Ω ,Έ,μ) -> R,

η οποία είναι μια ημιστάθμή. Έτσι ο χώρος {.(Ω ,ΙΙ,μ) είναι ένας ημισταθμητός 
χώρος.

Επαναλαμβάνουμε εδώ ότι η Πρόταση 5.3.6 συνεπάγεται ότι

Νμ( / )  *  0 = >  /  =  0, σχ. π.

Έτσι, στο σύνολο ί.(Ω, U, μ) μπορούμε να ορίσουμε μια σχέση ισοδυναμίας “ ~  ” 
ως εξής:

«ν /  =  * ,οχ.π.

Η κλάση [0] της μηδενική; συνάρτησης ως προς τη σχέση αυτή περιέχει όλες τις 
συναρτήσεις που έχουν ημιστάθμη ίση με το 0. θα  παριστάνουμε με L\{Sl, V, μ) 
τον χώρο· πηλίκο λ (Ω ,ΙΙ,μ )/ ~  . Τότε ο λι(Ω ,ΙΙ, μ) περιέχει όλες Τις κλάάεις 
Ι / } ,_ / € £.(Ω ,ΙΙ,μ) που είναι τέτοιες ώστε

ί  € ΐ/1  <=» * =  /,σχ.π . ,

Ορίζοντας ' (

H l/Jlli == |  Ι / Μ μ ,

μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι το σύνολο Ι|(Ω , V, μ) είναι ένας σταθμητός 
γραμμικός χώρος εφοδιασμένος με τη στάθμη || · |||.  Στα επόμενα τα στοιχεία του 
χώρου £ι(Ω , II, μ) θα τα θεωρούμε ως συναρτήσεις και αντί της κλάσης ( /)  μιας 
συνάρτησης /  θα παίρνουμε την ίδια την / ,  θεωρώντας ότι αυτή είναι ένα στοιχείο 
του L ,(n ,U , μ). Επιπλέον στην περίπτωση αυτή αντί του ||(/1 ||ι θα γράφουμε | | / | | ι ,  
για κάθε συνάρτηση / .

Έστω τώρα μ € Π, +οο) ένας σταθερός πραγματικός αριθμός, θα  παριστάνουμε 
με LP(Sl, U. μ) το σύνολο όλων των (κλάσεων των) συναρτήσεων /  που είναι 
ΙΙ-μετρήσιμες και τέτοιες ώστε \f \f  e  λι(Ω , U, μ), θέτουμε .

II/H, :* [ f  \/\^μ]Κ

οπότε η 11 · | \ρ είναι μια συνάρτηση του L, (Ω, IJ, μ) μέσα στο σύνολο των πραγματικών 
αριθμών. Κύριος σκοπός μας είναι να δείξουμε πρώτα ότι ο χώρος Lp(Sl, U, μ) είναι 
σταθμητός, με στάθμη τη συνάρτηση || · | | ,  κι έπειτα ότι αυΤός ο χώρος είναι πλήρης, 
οπότε είναι ένας χώρος Banach.

8.2.1. Πρόταση, (Ανισότητα του Holder). Έστω ρ € (1, +οο) και q € (1, +οο) 
τέτοιοι ώστε

i  +  i  =  l
Ρ 9



(Οι αριθμοί αυτοί ονομάζονται συζυγείς δείχτες). Τότε για κάθε ζεύγος συναρτήσεων 
f g  με / € Lp(Qt U, μ) xaig e Ις(Ω, ϋ,μ), ισχύει fg € Ζ.ι(Ω,ϋ, μ) και επιπλέον

Ο) ΙΙ/*ΙΙι< 11/11,11*11,.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούμε ότι, αν ||/||, = ,0, ή ||£||, = 0, τότε / = 0, σχ. π. 
ή * = 0, σχ. π., αντίστοιχα. Έτσι fg  = 0, σχ. π., οπότε fg  e Lι(Ω, U, μ) και η (1) 
ικανοποιείται.
Υποθέτουμε λοιπόν ότι H/H, > ΟκαιΚ^ > 0. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα

a f β*
—  + α,/5>0,
Ρ <1

η οποία προκύπτει αν λάβουμε υπόι|)η μας ότι {ρ - 1)_1 =  q 
προσεκτικά το παρακάτω σχήμα, βρίσκουμε

m  \f(x)g(x)\ ^  Ι / Μ \ Ρ !*(*)!*
ΙΙ/ΙΙ,ΙΙ*ΙΙ, " P\\f\\p % ΙΙ*ΙΙ,’

όπου θέσαμε
a := \ m \

(ΙΙ/ΙΙ,)'
και β := !*(*)!

(!Ι*ΙΙ,)*'

1 και παρατηρήσουμε

Η Πρόταση 6.2.3 συνεπάγεται ότι f g € £ι(Ω, U, μ). Τώρα, η (1) προκύπτει απ' 
την ανισότητα (2), αν ολοκληρώσουμε και τα δυο μέλη της ως προς το μέτρο μ. ο

8.2.2. Πόρισμα. (Ανισότητα των Cauchy-Bunyakovskii-Schwarlz). Για κάθε 
f g  6 Ι2(Ω.ϋ,μ) ισχύει fg  € ̂ (Ω,ϋ,μ) και

ΙΙΛΙΙι < ll/IhlUlb.

Απόδειξη. Τούτο προκύπτει απ' την προηγούμενη Πρόταση, γιατί ο αριθμός 2 
είναι συζυγής του εαυτού του.ο
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8.2*3' Πρόταση, (Ανισότΐ|τα του Minkovski). Για χάβε f ,g  € Ι~ρ{ίΙτ\},μ) όπσν 
Ρ > 1· ισχύει /  + g € Lp(SI, U, μ) και ακόμα

Ο) \ \ f  + g\\p<\\f\\p + \\g\\r

Απόδειξη. Για ρ = 1, το συμπέρασμα είναι προφανές. Υποθέτουμε λοιπόν ότι 
ρ>  1. Επειδή για κάθε τ ε Ω  ιοχύει

!/(*) + *(*)!' < {2max\f(x)\, |*(χ)|)' < 2'(|/(*>Κ + !*(*)!').
απ' την Πρόταση 6.2.3, παίρνουμε ότι

l/ + il'6Li(nrW.M),
δηλαδή f  + g e  Lp i t t ,  U, μ). Αλλά, αν q  είναι ο συζυγής εκθέτης του ρ ,  τότε ισχύει 
Ρ - 4 ( Ρ -  1). οπότε αφού \ / + g ]P e  U, μ) ,  θα έχουμε

δηλαδή
I f  + g r 1

Τώρα παρατηρούμε ότι

ι / + * ΐ '= i / + i i i / + * r l < ι / ι ι ζ + ίΓ 1+ i i i i / + « r 1.
οπότε, εφαρμόζοντας την ανισότητα του Ηaider, βρίσκουμε

ΙΙ/ + «ΙΙ£ = f  \ f  +  g\pd p <  j  \ f \ \ f + g \ , ~id μ  +  j  \ g \ \ f + g \ f ~ld p  <

< ι ι /Μ  f  (i / + * r ' j v / * ) * + iuiir( f  Qf+ir'wtf =
- 11/11/(f \ /  + g\rdp) ' + \ \g\ \r( f  \ f  + g \ ^ ) i  m

= (II/U ,+11*11, )ll/+ ill^*.
Τούτο συνεπάγεται ότι

w  i i / + *ιι; < « ι/ιι,+ iisii,)ii/+ i i i ; - 1,
αφού P =  q ( p - 1). Av ||/ +  *||p =  0, τότε προφανώς η (3 ) ισχύει. Αν \ \ f + g \ \ ,  >  0, 
τότε διαιρώντας και τα δύο μέλη της (4) με την ποσότητα | | /  + g\\ff ~ x βρίσκουμε την 
(3). ο

Αν χρησιμοποιήσουμε την Ανισότητα τον Minkowski, μπορούμε, τώρα, εύκολα να 
αποδείξουμε ότι η συνάρτηση || · ||, είναι μια στάθμη στον χώρο L f(Sl, V, μ). Επίσης 
παρατηρούμε ότι ισχύει το παρακάτω θεώρημα:
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8.2.4. Θεώρημα. Ο χώ ροςίΖ .,ίΩ ,ϋ, μ), II · II,) είναι ένας χώρος Banach (δηλαδή 
ένας πλήρης σταθμητός χοίρος).

Απόδειξη. Το γεγονός ότι ο χώρος ^ (Ω ,ΙΙ,μ ), είναι σταθμητός, αναφέρθηκε 
παραπάνω.

Θ’ αποδείξουμε ότι αυτός είναι πλήρης χώρος. Προς τούτο θεωρούμε μια βασική 
ακολουθία (/„) συναρτήσεων του LP(Q, ΙΙ,μ). Έστω ηΧ ο μικρότερος φυσικός 
αριθμός με την ιδιότητα ότι ν

m > Π\ =>- \\fm -  fnx\\p <

Επίσης, έστω η2 ο μικρότερος φυσικός αριθμόςμε «2 > »ι και τέτοιος ώστε

m > n 2 = »  \\fm ~ fntWp < 2̂-

Επαγωγικά, τώρα, κατασκευάζουμε μια ακολουθία φυσικών αριθμών nk τέτοια ώστε, 
για κάθε * = 1,2 .....να ισχύει #ι*+ι > λ* και τέτοιος ώστε

I
m > «Α+ι = *  ||/«  -  /«, J I ,  < ψ χ .

Έτσι προκύπτει μια υπακολουθία ( /Λ|) της ( /,)  τέτοια ώστε

ΙΙΛ*η - Μ \ ρ  <  2*·
/

για κάθε k=  1,2,
Τώρα, για κάθε m = 1,2, .... ορίζουμε τη συνάρτηση

! * Μ : = \ Μ χ ) \  +  Σ \ / , , . , ( χ) - Α , ( χ ) \ ,  x e S l
i-l

και παρατηρούμε ότι gm e  Α/+(Ω, U). Εφαρμόζοντας το Λήμμα του Fatou βρίσκουμε

(5) /  lil'rf/i < ί  (Ι/.,Ι + ̂ Ι / μ*,-/„|)
J J tm I

όπου το
g(x)  :=  lim mgm(x),

υπάρχει, αφού η ακολοιϋία (ί* ) είναι αύξουσα. Παίρνοντας την μ·ρίζα και των δύο 
μελών της (5) και εφαρμόζοντας την ανισότητα του Minkowski έχουμε τελικά ότι

( /  W'rf#0* < « '»ί»/*.-»(ΐΙ/,,ΙΙ, +  £ | | / %μ -  A ll,)  < ΙΙΑΙΙ, + 1.
J Irn I

Έτσι προκύπτει ότι η συνάρτηση g ανήκει στο σύνολο £,(Ω , U, μ), πράγμα το οποίο 
σημαίνει ότι |$|* g £ |(Ω ,υ ,μ ).
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Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση

/(.ν) := /„,(*) +  ΣΓ=ι [f«ut (·τ) -  / αι(χ)), αν χ € Λ, 

0, αν λ g A,

όπου
A := (a* e Ω : $(χ) < +οο).

(Προφανώς ισχύει μ(Ω \  -4) — 0, λόγω της Πρότασης 6.2.6). Αλλά για κάθε δείκτη k 
έχουμε

*-ι
l/nil 5  l/rt|l + Χ ^ Ι /λι+,ι — fm\ = < £»=1

και επιπλέον ότι litnf„k =  / , σχ.π. Άρα το Θεώρημα Σύγκλισης τον Lebesgue 
συνεπάγεται ότι /  € Τ^Ω, U, μ). Επίσης έχουμε

l / - / rt4lF < ( l / l  +  I A I / < ( 2 ^

και
limt-rooM — fnt\ = 0, σχ,π.

οπότε, πάλι, το Θεώρημα Σύγκλισης του Lebesgue συνεπάγεται ότι

/iwÂ oe||/-/WJ||? = 0.

Τούτο σημαίνει ότι η ακολουθία συγκλίνει προς τη συνάρτηση /  ως προς την 
στάθμη || * II,. Όμως η ακολουθία (/„,) είναι υπακολουθία της βασικής ακολουθίας 
(/„) και επομένους και η (/„) συγκλίνει προς την /  € Δ,(Ω, II, μ). Τούτο αποδεικνύει 
το συμπέρασμα ο

8.3. Ο ΧΩΡΟΣ Loo·

Ορισμός. Θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο Δοο(Ω, 0, μ) για να παραστήσουμε το 
σύνολο όλων των (κλάσεων ισοδυναμίας των) U-μετρήσιμων συναρτήσεων /  : Ω -*■ 
R οι οποίες είναι μ-σχεδόν παντού φραγμένες. Δηλαδή /  e ^ (Ω , U, μ) σημαίνει 
ότι υπάρχει Μ > 0 τέτοιο ώστε

μ{χ  € Ω : |/(* )| > Μ) =  0.

Για κάθε τέτοια συνάρτηση ορίζουμε τον πραγματικό αριθμό

ll/lloo := in f [Μ > 0 : μ{χ € Ω : |/(* )| > Μ) = 0) 

και παρατηρούμε ότι ισχύει
l / w i  < I I / I U

για σχεδόν όλα τα σημεία χ € Ω.
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8.3.1. Πρόταση. Η  συνάρτηση ||· ||„  : /  -* ||/ ||»  είναι μια στάθμη στον χώρο 
Μ)*

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ||/||„ > Ο και ||0||„ = Ο. Επίσης, αν ||/||„ = 0. 
τότε, αφού 1/(jc)| < ||/||„, σχ.ο. x € Ω, θα έχουμε / = 0, σχ.π.
Έστω a e R με α φ 0. Τότε

l |a /||«  =  inf [Μ > 0: μ(χ ε ,Ω : |α/(*)| > Μ) = 0} =

=  inf (Μ > 0: μ{χ 6 Ω : |/(* )| > = 0) =

= ί»/{|«| ££ > 0: μ(χ € Ω : |/«| > ̂  J = 0) =

= |α|ί/ι/{Ν > 0: μ(χ € ft : |/(*)| > Ν] = 0} =
= ΜΙΙ/ΙΙοο·

Τέλος, υποθέτουμε ότι /, g e Loo(ft. U, μ). Τότε έχουμε |/| < ||/||«> και |$| < 
lUlloo. οχ. π. Επομένως

l /  +  * l < l l / I U  +  IWU οχχ.

καιάρα 11/ ·4-*||<χ> < 11/11» + ΙΙ*ΙΙ<». ο
8.3.2. θεώρημα. Ο χώρος (L «(Ω, U, μ), || · ||οο) είναι ένας χώρος Banach.
Απόδειξη. Είδαμε μόλις παραπάνω ότι η συνάρτηση || · ||<» είναι μια στάθμη στον 

γραμμικό χώρο £«>(&, U, μ). Έτσι, αρκεί ν' αποδείξουμε ότι ο χώρος αυτός είναι 
πλήρης.

Προς τούτο θεωρούμε μια βασική ακολουθία (/*). Τότε, για κάθε ζεύγος δεικτών 
n, m έχουμε /« - /« ,€  L<w(ft, U, μ). Αρα υπάρχουν σύνολα Α„ και Β™ τέτοια ώστε

μ(Αη)=μ(Β ?) = 0

και
ι/ι(·*)ΐ — ιιy»ιtoo» € π \ An%

και
l / » W - / m W I < l l / e - / J U

θέτοντας Α την ένωση όλων των Α„ και Β™, για όλους τους δείκτες η και ιη% 
παρατηρούμε ότι οι δυο παραπάνω ανισότητες ισχύουν για κάθε jt,m και* € ft \ Α. 
Η δεύτερη ανισότητα συνεπάγεται ότι η ακολουθία (/*) συγκλίνει ομοιόμορφα πάνω 
στο σύνολο ft \  Α. Αρα, αν ορίσουμε τη συνάρτηση

ν ί ΜηΛ/ η(χ)% αν χ € f t \  Α,
/(*> := 10, αν jc 6 Α,

θα έχουμε /  = σχ. π., οπότε η /  είναι U-μετρήσιμη συνάρτηση.
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Έστω e > 0. Υπάρχει «ο με την ιδιότητα ότι

δηλαδή

Αρα

η > ηό => \f(x) -  /„(x)| < €, οχ.ο. x € Ω, 

„ > «ο =► μ{χ € Ω : Ι/ίΛ.) _ /„{*)! > ε) = Ο.

,1 > ,ι0 = *  inf  {Μ > Ο : μ{χ € Ω : |/ ( χ )  -  /„(χ)( > Μ) =  0} < ε, 

το οποίο σημαίνει ότι
„ > « 0  = >  Ι Ι / - / Β||οο <€,

οπότε και
* Μ Ι / - / ι | | ο ο  =  0. ο

Ποοίλιρτα.
8.1* Έστω Ω = Ν, U :== Ρ(Ν) και μ(Α) := card A. Να εξεταστεί αν η συνάρτηση 

/(X) := 1, X e Ν ανήκει στον χώρο Lp(Ν, Ρ(Ν), carrf), όπου 1 < p < +οο. (Για την 
έννοια του συμβόλου card βλ. Παράδ. 2.3.1).
8.2. Έστω Ω ,μ όπως στο πρόβλημα 8.1. Ν' αποδειχτεί ότι, αν /  e £,,(Ω, U, μ), 

τότε /  € δ,(Ω, U, μ) και ||/ | |,  < ||/ ||, ,  όταν 1 < ρ  < s < +οο.
8.3. Να αποδειχτεί ότι ισχύει δι(Ω ,υ, μ) = Ζ.«,(Ω, U, μ), αν και μόνο αν μ(Ω) < 

+οο.
8.4. Θέτοντας ρ  := /(.ν) := χ2, g(χ) := χ4, Ω := [0 ,1], μ := p L να εξεταστεί

αν ισχύει η ανισότητα του Minkowski.
8.5. Αν /  e Ζ.ι(Ω ,υ,μ)καΐ£ e ^ ( Ω ,U,μ), τότε/g  e Γι(Ω,υ,μ),
8.6. Αν μ(Ω) < +οο, τότε δ«>(Ω,υ, μ) c  ί.,(Ω, U, μ), για κάθε ρ > 1.
8.7. Ν' αποδειχτεί ότι το σύνολο των φραγμένων συναρτήσεων του Λί(Ω, U) είναι 

γνήσιο υποσύνολο του Ζ.<»(Ω, U, p L), όπου Ω = R και μ ι  το μέτρο του Lebesgue.
8.8. Ν' αποδειχτεί ότι αν xlp χ2,..., χ„ και yi, yi, ..., y„ είναι πραγματικοί αριθμοί 

και αν ρ > 1, τότε ισχύει
η - η * η .

( Σ ^ + λι')1' ̂  ( Σ  ·**·')'ί=1 1st («1
και

ι=1 ι=1 ι=1
όπου q είναι ο συζυγής δείκτης του ρ, αν ρ > 1 και q = +οο, αν/> = 1.
8.9. Έστω Ω = [0,1] και μ = μ ι . Ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο (7(Ω, 1) των 

συνεχών συναρτήσεων /: Ω -► R είναι ένας γραμμικός υπόχωρος του Ι*Ρ(Ω, U, μ), 
ρ > 1, ο οποίος όμως δεν είναι κλειστός.
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9. ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ TOY RIESZ

9.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στο κεφάλαιο τούτο θα αναζητήσουμε τον δυϊκό χώρο του L\(Q, U, μ), δηλαδή 
θα εξετάσουμε τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να αναπαραστήσουμε γραμμικά 
συναρτησοειδή που είναι ορισμένα πάνω σε έναν χώρο της μορφής Ιι(Ω,  U, μ). Με 
αυτόν τον τρόπο κερδίζουμε πολύ σημαντικά πράγματα. Γνωρίζουμε την εσωτερική 
υφή που έχει ένα τέτοιο συναρτησοειδές, οπότε μπορούμε να το μελετήσουμε όσο, 
βεβαίως, η γενικότητα μας επιτρέπει. Για παράδειγμα, από μαθήματα της Ανάλυσης 
είναι γνωστό ότι για κάθε συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές Τ ορισμένο πάνω στον 
«-διάστατο ευκλείδεισ χώρο Rn υπάρχει ένα σταθερό διάνυσμα α τέτοιο ώστε να 
ισχύει Τ(χ) =<  α, χ  >, για κάθε χ , όπου το σύμβολο < ·, · > παριστάνει το γνωστό 
εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων.

Οοισμός. Έστω X ένας σταθμητός πραγματικός χώρος με στάθμη || · ||. Ένα 
γραμμικό συναρτησοειδές G του X στο R είναι μια γραμμική απεικόνιση του X στο 
R, δηλαδή μια συνάρτηση τέτοια ώστε

G(ax +  βγ) =* α G(x) -f β<7(γ), 

για κάθε α,β e Κ και*, y € X.
Οοισμός. Το γραμμικό συναρτησοειδές G : X -► R είναι φραγμένο, ή συνεχές, 

αν υπάρχει Μ >0  τέτοιο ώστε

lG(x)I < M\\x\U

για κάθε χ € X. Ο αριθμός

||G ||:= 5 iip { |0 (x )|:|W |< l)

λέγεται στάθμη του (7. Είναι φανερό ότι, για κάθε χ € X ισχύει

|0(*)Ι < ΙΙΟΙΜΜΙ.



88

Εδώ θ' ασχοληθούμε μόνο με την περίπτωση που το σύνολο X είναι ο χώρος 
1*ι((1 ,ν ,μ), όπου (Ω, V, μ )  είναι ένας χώρο; μέτρου. Υπενθυμίζουμε ότι ο χώρο; 
Ζ,,(Ω,υ,μ) είναι σταθμητό; με στάθμη την || · ||ι ·

9.2. ΘΕΤΙΚΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΟΕΙΔΗ

Ορισμός. Ένα γραμμικό συναρτησοειδές G του L\(Ω, U. μ) στο® λέγεται θετικό, 
αν ισχύει

G (/) > 0,
για κάθε /  e Ζ .ι(Ω ,υ,μ )με/ > 0.

Για παράδειγμα, αν g είναι μια μη αρνητική συνάρτηση στο Ζ.οο(Ω,Ι), μ), τότε, 
όπα)ς γνωρίζουμε απ’ την παράγραφο 8.3, για κάθε /  € ί.|(Ω, II, μ), η συνάρτηση 
fg  ανήκει στο σύνολο Ζ,ι(Ω, Ιί, μ). Τότε η συνάρτηση

C(/):=J/srfM, /€Ι|(Ω,ΙΙ,μ ),

είναι ένα θετικό φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές.
9.2.1. Πρόταση. Έστω G : Ι|(Ω , U, μ) -*■ R ένα φραγμένο γραμμικό συναρ- 

τηοοειδές. Τότε υπάρχουν δυο Θετικά φραγμένα γραμμικά σνναρτησοειόή G+ και 
G" : 1-ι(Ω,U,μ) R τέτοιαώστε

G(f) = σ +( / ) - σ - ( Α  f  6 λ|(Ω, II, μ).

Απόδειξη. Για κάθε /  € λ,(Ω ,ΙΙ,μ) μ ε / >  0, ορίζουμε

G+( /)  := sup[G(h) : A € £ι(Ω, U, μ), 0 < Λ < / )
*

και θ’ αποδείξουμε ότι το G+ είναι ένα φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές. 
Πραγματικά, παρατηρούμε πρώτα ότι, για κάθε a > 6, ισχύει

G+(af) = aG+(J), f  > 0.

Επίσης, αν ισχύει 0 < Λι < /ι και 0 < Λ2 < / 2, τότε

G(Aj) + G(A2) = G(A, +Α?) < G+(/i + /τ)

και επομένως

(1) G+(/,) + G+(/2)<G+(/i + /2)·

Έστω τώρα Α μία συνάρτηση τέτοια ώστε 0 < A < f\  + h- θέτουμε 

Aj := max{A -  / 2, 0) και Λ2 := min[h, /j).
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Τότε έχουμε
0 < Λ 2 < / 2, 0 < Λ ι < / ι  κ α ι  0 * Λ < Λ ι + Λ 2.

Αρα ισχύει
<?(Α) < σ (* ι)+ ο (Α2) < G+(fi) +  σ +( /2),

οπότε και
C+(/i + /2)< ̂ ι )  + σ+(/2).

Επειδή, λόγω της (1), ισχύει και η αντίστροφη ανισότητα, έπεται ότι

G+(/, +  / 2) = C+(./i) +  G+(/2),

για κάθε f u f i  e δι(Ω , U, μ) με / ι ,  / 2 > 0. 
Τώρα, για κάθε /  € Ζ.ι(Ω, U, μ) θέτουμε

G+( /)  := G+( / +) - ^ +( / “ ).

οπότε, εύκολα μπορούμε ν’ αποδείξουμε ότι το G+ είναι ένα θετικό φραγμένο 
γραμμικό συναρτησοειδές πάνω στον χώρο Ζ,ι(Ω, U, μ). Το ίδιο συμβαίνει και με το 
G~ := G+ — G, πράγμα που αποδεικνύει την Πρόταση, ο

9.3. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΟΕΙΔΩΝ

Με τον όρο αναπαράσταση εννοούμε τη συγκεκριμένη μορφή που μπορεί να έχει 
το γραμμικό συναρτησοειδές. Τέτοια αναπαράσταση μας δίνει το παρακάτω θεώρημα 
το οποίο είναι απ' τα πιο σημαντικά της Ανάλυσης.

9.3.1 θεώρημα (αναπαράστασης του Riesz). Έστω (Ω, U, μ) ένας χώρος μέτρου, 
όπου υποθέτουμε ότι το μέτρο μ είναι σ -πεπερασμένο. Έστω, επίσης, G ένα 
φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές ορισμένο στον χώρο L\(Ω, U, μ). Τότε υπάρχει 
συνάρτηση g € L»(Ω, U, μ) τέτοια ώστε

Επιπλέον, αν το συναρτιροειδές G εί\αι Θετικό, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε τη 
συνάρτιγιη g ως μη αρνιμιχή, δηλαδή g > 0. Σε κάθε περίπτωση ισχύει

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι το μέτρο είναι πεπερασμένο, δηλαδή μ(Ω) < 
4-οο. Ακόμη υποθέτουμε ότι το G είναι ένα θετικό φραγμένο γραμμικό συναρτησοει-

IIGII =  ΙΙ*ΙΙοο

δές.
Ορίζουμε τη συνάρτηση

λ:Α->σ(χ*), Α€ ϋ
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. και θ' αποδείξουμε ότι λ είναι ένα μέτρο ορισμένο στη σ-άλγεβρα (I και μάλιστα 
απόλυτα συνεχές ως προς μ. Πραγματικά, κατ' αρχήν βλέπουμε ότι ισχύει

λ(0) = Ο(Ο) = Ο.

Έστω (Αα) μια ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων της U και έστω

Λ := Λ» υ π ο ­

θέτουμε
Bt := At,
Bj At U A2,

B„ := At U A3 U ... U A„,

οπότε παρατηρούμε ότι ισχύει

(ί>ηαχ Β.(χ)  = Χκ(*). χ 6 Π.
Αλλά έχουμε μ(Ω) < +οο, οπότε και μ(Α) < +οο. Έτσι το Θεώρημα Μονότονης 
Σύγκλισης εφαρμόζεται και δίνει ότι

j  Χβ,άμ = f  χΑάμ,

Hi»n\\XB, -  Χλ\)ι = 0.

BnQA,  

λ(Β„) < ΜΑ)

δηλαδή ότι 

Αλλά έχουμε 

οπότε’

καιάρα
0 < λ(Α) - λ(Β„) = G(xa) - σ(χΑ) = G(xA -  Χβ.) < ||0|| · \\χΑ - χΛΙΙ· 

Έτσι πρέπει και lim„MB„) = λ(Α). Όμως

λ(β„) = g (xb.) = σ(έχ>ΐι) = έ σ(^>= £>,),/si Μ Μ

οπότε τελικά
£λΜ,) = λ(Α),
Ι«Ι

πράγμα που αποδεικνύει άτιτο λ είναι ένα μέτρο.
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Τώρα, για κάθε σύνολο A € Ιί με μ(Α) = 0, θα έχουμε και λ(Λ) = 0, αφού 

ο < λ(Λ) as Ο ( Χ λ )  5  l|Cr|| · ΙΙΧλΙΙι·

Τούτο δηλώνει ότι το μέτρο λ είναι απόλυτα συνεχές ως προς μ. Το Θεώρημα των 
Radon-Nikodym συνεπάγεται ότι υπάρχει μια μοναδική (με την έννοια του σχεδόν
παντού) συνάρτηση g € Μ(Ω, U) τέτοια ώστε

*·

Ο(Χα) = λ(Λ) = j  χΑ&άμ.

Τη συνάρτηση g μπορούμε να τη θεωρήσουμε μη αρνητική. Πραγματικά, αν θέσουμε

Γ „  : = { * € « : * ( . * )  < - i ) ,ft
τότε έχουμε ΓΜ € I) καιάρα

0(xrm) = f  Χ Γ ^μ  < "μ (Γ „),

οπότε πρέπει μ(ΓΛ) = 0, it m 1,2,... Αρα, αν θέσουμε

r^rjurju...,

θα έχουμε και μ(Γ) == 0. Αλλά ισχύει ότι Γ = {* € Ω : g(x) < 0J, οπότε g > 0, σχ.π. 
Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε τη g ως μη αρνητική.

Έστω φ μια απλή μ-μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε αυτή έχει κανονική παράσταση

*
. * = Σ β'**·I-1

Αρα θα έχουμε
k  k  k  Λ ,

ο(Φ) =  ο (Σ<**χλ,) *» Σ«<σ(ΧΛ,)«  /  *Λ,*</μ = /
1-1 /-I 1-1 * '

Πριν δούμε την τιμή της G πάνω στην τυχαία συνάρτηση /  € £.|(Ω, U, μ), θ* 
αποδείξουμε ότι g € £»οο(Π,υ,μ). Πραγματικά. Για κάθε its  1,2,... θέτουμε

Λ,:»Ι*€β:ί(*)>||σ|| + 1)

και υποθέτουμε ότι για κάποιο m ισχύει μ( Λ*) > 0. Τότε η συνάρτηση
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ιισιι+ -  = ~ π η  ί  (||<711+̂ * Α· άμ -m μ{Α„ ) J ·η

< f  φί άμ - β ( φ )  < ||G || · ||ψ||ι = ||G ||,

άτοπο. Άοαμ(Α„) =  0, οπότε και μ(Α )  =  0, όπου A :=  -4( IM2U... Αλλά, προφανώς

Α=Γ{*€β:*(*)>||σ||),
οπότε πρέπει g(x) < ||G ||, σχ.ο. * ξ ί ί .  Έτσι δείξαμε ότι$ e  ί.<»(Ω, U, μ).

Έστω τώρα /  e Ζ .ι(Ω ,υ ,μ ). Ά ρα  υπάρχει αύξουσα ακολουθία (φ„) απλών 
U-μετρήσιμων συναρτήσεων τέτοια ώστε /  =  Ιϊιη„φ„, σχ.π. Τούτο εξασφαλίζεται απ' 
την Πρόταση 4.7.2. Αλλά το θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης συνεπάγεται τότε ότι

l im n j  Φ»<1μ = J  /< *?' ή ~  /Hi = 0. .
Τούτο λέει ότι Ιϊηι„φη ~  / ,  ως προς τη σύγκλιση του χώρου λ,(Ω , U, μ). Επομένως 
και

limnGtyn) =  Gif),
αφού G είναι φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές. Αρα έχουμε

G (/) =  lim„ J  φ„8<1μ -  j  /8άμ,

είναι μια απλή μ-μετρήσιμη συνάρτηση τέτοια ώσιε \\ψ\\χ = 1. Έτσι έχουμε

αφού

" J  |φ„* -  f s W  ^  II* IU II*. ~  /» ι  -*· °* + 00·

Τέλος, για οποιαδήποτε συνάρτηση /  € £ι(Ω, U, μ)* έχουμε / +, /  > 0 , οπότε

a s )  = σ(/+ - r ) = g (/+) - g (/-) =

S J  / +8 ά μ  -  J  Γ ι ά μ  = J C/+ - /~)*«/μ = J  /*<//*,
πράγμα το οποίο αποδεικνύει το θεώρημα για την περίπτωση που μ(Ω) <  +οο και 
Ο είναι θετικό.

Υποθέτουμε τώρα ότι το μέτρο μ  είναι σ-πεπερασμένο και ότι το συναρτησοειδές 
G είναι θετικό. Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε μια αύξουσα ακολουθία (Ω„) συνόλων 
της σ-άλγεβρας U τέτοια ώστε μ(Ω„) < +οο, για κάθε η = 1,2,... και

Ω =  Ωι U Ω2 U ...

Τότε, για κάθε η - 1,2......σύμφωνα με τα προηγούμενα, υπάρχει g„ € λοο(Ω, U, μ)
τέτοια ώστε g„ > 0 και

θ (/Χ 0 .) =  J  / Χ θ /  € L i(« , υ , μ).
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Επειδή όμως η ακολουθία (Ω„) είναι αύξουσα, η συνάρτηση

*(*):«*«(*). σχ.ο. xe Q „

είναι καλά ορισμένη.
Έστω /  μια συνάρτηση του χώρου ^ (Ω , U, μ) με /  > 0. Για κάθε η = 1· 2· 

θέτουμε

Έστω, τώρα, /  € Δι(Ω, U, μ). Αρα / +, / ’  > 0 και επομένως, όπως και παραπάνω, 
ισχύει

<7(/) «  j  / +*<*Μ -  f  Γ ΐ* μ  *  ^ Λ^μ·

Τέλος, εξετάζουμε την περίπτωση όπου G δεν είναι αναγκαστικά θετικό γραμμικό 
σνναρτησοειδές.

Απ' την Πρόταση 9.2.1 έπεται ότι υπάρχουν δύο θετικά φραγμένα γραμμικά 
συναρτησοειδή G+ και G~ τέτοια ώστε G = G+ -  G". Σύμφωνα, όμως, με τα 
παραπάνω, υπάρχουν *+, 6 ^οο(Ω, U, Μ) τέτοια ώστε *+ > 0, g~ > Οκαι

για κάθε /  € (.,(Ω, U, μ)· θέτοντας * := -  g~ έχουμε * 6 ϋ ,μ ) και
επομένους

Για να τελειώσουμε την απόδειξη πρέπει ν ' αποδείξουμε ότι ||G || = ||*||οο. Προς 
τούτο παρατηρούμε πρώτα ότι ισχύει

Λ :=  /Χο.
και παρατηρούμε ότι η ακολουθία (/„) είναι αύξουσα και ακόμη ότι limnf* ^  
Αρα, απ' το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης, παίρνουμε ότι

Επειδή όμως το σνναρτησοειδές G είναι φραγμένη συνάρτηση, θα έχουμε Gif)  β  
lim„G(fn) και άρα

αφού
j  Ι/»« -  ί  ΙΙ*ΙΙ« II/. -  /ΙΙι -*· ο, όταν η -*· +οο.

ισ(/)ΐ < j  \ / \ m i  < iiiiu  ιι/ιι,
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lie'll < llslloo-
Αρκεί ν’ αποδείξουμε και την αντίστροφη ανισότητα Έστω e > 0 και θεωρούμε το 
σύνολο

Ε : =  {.ν €  Ω : | * ( α ) |  >  ||£ ||« >  -  ε ) .

Τότε μ(Ε) >  0, οπότε η συνάρτηση

και άρα έχουμε

/(*) :=
ι αν χ  € Ε,

0, αν χ  i  Ε,

είναι καλά ορισμένη και τέτοια ώστε 

Άρα
IIGII > |G (/)| =  | J  f g d u I =  J  ̂\ξ\άμ) > UgH» -  ε,

για κάθε ε > 0. Επομένως ισχύει ||G|| > ΙΙ̂ ΙΙοο και η απόδειξη είναι πλήρης, ο

Προβλήματα..

9.1. Αν Ω είναι ένας σταθμητός πραγματικός γραμμικός χώρος και G : Ω -»· R 
ένα γραμμικό συναρτησοειδές, ν’ αποδειχτεί ότι G είναι φραγμένο αν και μόνο αν 
τούτο είναι συνεχής συνάρτηση.

9.2. Να διατυπωθεί το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz για την περίπτωση 
όπου Ω =  Ν, U := Ρ{Ν) και μ  ·.= card.

9.3. Αφού διαπιστωθεί ότι η απεικόνιση

G : /  -* f  xf(x)dx, /εΖ^ΟΚ,υ,μί,)

είναι ένα φραγμένο γραμμικό συναρτησοειδές, ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση g, που 
δίνει το Θεώρημα 9.3.1, ικανοποιεί τη σχέση $(*) =  *, για σχ.ο. χ  6 [0,1].

>
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-< . . χ~-< · >-̂ -< · · Χ~-< * ^ ^
-< . · χ~-< · Χ^-< · Χ -̂< · Χ~-< * ^

-< . χ~-< · χ~-< · X 
-< · X

10. ΘΕΩΡΗΜΑ TOY FUBINI

10.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ . . .

Πολλές φορές αντιμετωπίζουμε το πρόβλημα αν σε ένα διπλό άθροισμα της 
μορφής

r  y^g»wιι m
μποςοΰμε να αλλάξουμε τη σειρά άθροισης και να το γράψουμε ως

Σ Σ “™m η

ή, ανάλογα, σε ένα διπλό ολοκλήρωμα της μορφής

J  J  f (x ,y )dxdy

μπορούμε να αλλάξουμε τη σειρά ολοκλήρωσης και να το γρά^ιουμε ως

j  J  / (x .y )dydx .

Στο εδάφιο τούτο θα δούμε το λεγόμενο θεώρημα του Fubini το οποίο μας λέει 
ακριβώς τι μπορεί να γίνει στις παραπάνω, αλλά και σε ανάλογες, περιπτώσεις.

10.2. ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΜΕΤΡΩΝ

Ορισμός. Θεωρούμε δύο μετρήσιμους χώρους (Χ% X) και (Υ, Υ). Τότε κάθε 
σύνολο της μορφής Α χ  Β, όπου A € X και Β € Υ θα το λέμε μετρήσιμο ορθογώνιο 
ή απλά ορθογώνιο στο σύνολο Ζ := X χ  Υ.

Έστω Ζο η συλλογή όλων των υποσυνόλων του Ζ που γράφονται ως ενώσεις 
πεπερασμένου πλήθους ξένων ανάδύο τετραγώνων. Θ’ αποδείξουμε ότι
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10.2.1. Πρόταση. Η συλλογή Ζ0 είναι μια άλγεβρα στο σύνολο Ζ.
Απόδειξη. Είναι φανερό ότι 0 g Ζ και ακόμα ότι η ένωση δύο στοιχείων του Ζο 

είναι επίσης στοιχείο του Ζο. Έστω A χ  Β 6 Ζο. Τότε ισχύει και (Λ x B)e g Ζο, αφού

(Α χ  B)e =  (Ae χ Υ ) Ό ( Χ  χ  Bc).

Τούτο συνεπάγεται εύκολα άτι και το συμπλήρωμα κάθε στοιχείου του Ζο ανήκει 
επίσης στο Ζο. ο

Υποθέτουμε τώρα ότι (X, X, μ) και (Υ, Υ, ν) είναι δύο σ-πεπερασμένοι χώροι 
μέτρου. Θα παριστάνουμε με Ζ τη σ-άλγεβρα στο σύνολο Ζ =  X χ Υ  που παράγεται 
απ'τη συλλογή Ζο.

10.2.2. θεώρημα. Υπάρχει ένα μοναδικό μέτρο p ορισμένο στη σ -άλγεβρα Ζ 
τέτοιο ώστε

τ{Α χ Β) = μΜ)υ(β). 
για κάθε A g X και Β g Υ. Τότε συνήθως γράφουμε

τ =  μ  χ ν .

Απόδειξη. Για κάθε σύνολο Γ της άλγεβρας Ζο υπάρχουν σύνολα Αι, Α2, ..., Α„ 
της σ-άλγεβρας X και Β\, Β2,..., Β„ της Υ τέτοια ώστε

Γ = χ Β,).

Θέτουμε W
τ0(Γ) := Σ μ ( Α , ) ν ( Β , )

1
και θ' αποδείξουμε ότι τ0 είναι καλά ορισμένη συνάρτηση και μάλισταείναι ένα μέτρο 
πάνω στην άλγεβρα Ζο. Προς τούτο, υποθέτουμε ότι το ορθογώνιο Α χ Β  γράφεται 
ως ένωση μιας αριθμήσιμης συλλογής ορθογωνίων Λ( x Bit δηλαδή

CO

A x Β = £ (A i χ  Β,).
1=1

Τότε προφανώς ισχύει

00

χ λ χ β ( χ , y )  =  χ λ ( * ) χ β ΟΟ =  ^ χ κ , Μ χ β , Μ ,
n=l

για κάθε (π, y)  g X  χ  Υ. Επομένιος, για κάθε x g X ισχύει

χλ (χ)ν(Β) =  j  χ Α(χ)χΒάν =  j  χΛ,(χ)χΒ,</ν =

=  Σ  f  X*dv  =  Σ , Χ α,ΗΒι).
"=1 J «=1
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όπου εδώ εφαρμόσαμε το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης 5.3.3. Ολοκληρώνοντας 
τώρα ως προς μ  βρίσκουμε

μ(ΑΜΒ) = Σ μ ( Α (ΜΒί),
η*= 1

πράγμα που αποδεικνύει ότι η συνάρτηση τ<> είναι καλά ορισμένη και έχει την 
ιδιότητα της αριθμήσιμης προσθετικότητας.

Εφαρμόζουμε στο σημείο αυτό το Θεώρημα Επέκτασης του Καραθεοδωρή 3.4.8, 
οπότε συμπεραίνουμε ότι υπάρχει ένα μέτρο r ορισμένο πάνω στη σ-άλγεβρα Ζ του 
οποίου ο περιορισμός πάνω στην άλγεβρα Ζο είναι το μέτρο η>. ο

10.3. ΜΟΝΟΤΟΝΗ ΚΛΑΣΗ

Ορισμός. Θα λέμε ότι μια συλλογή S συνόλων είναι μια μονότονη κλάωι αν 
αυτή είναι μη κενή και περιέχει την ένωση κάθε αύξουσας ακολουθίας στοιχείων της 
καθώς επίσης και την τομή κάθε φθίνουσας ακολουθίας στοιχείων της.

Είναι φανερό ότι αν S είναι μια μονότονη κλάση και (Α„) είναι μια μονότονη 
ακολουθία στοιχείων της συλλογής S, τότε ισχύει l im A n € S.

Επίσης μπορούμε να δούμε ότι, αν Ε  είναι μια μη κενή συλλογή υποσυνόλων 
ενός συνόλου Δ, τότε η σ-άλγεβρα U που παράγεται απ’ την Ε  περιέχει την ελάχιστη 
μονότονη κλάση S που περιέχει την Ε . Όμως δεν ισχύει μόνο αυτό. Θα δείξουμε ότι, 
αν η Ε είναι μια άλγεβρα, τότε U =  S.

10.3.1. Πρόταση. Αν Α είναι μια άλγεβρα συνόλων, τότε η σ-άλγεβρα U που 
παράγεται απ’ την Α ταυτίζεται με vjv ελάχισν) μονότονη κλάωι S που περιέχει την 
Α.

Απόδειξη. Επειδή, όπως είπαμε παραπάνω, ισχύει S c  U, αρκεί ν’ αποδείξουμε 
ότι U c S .

Προς τούτο, αρκεί ν' αποδείξουμε ότι η S είναι μια σ-άλγεβρα, ή, επειδή αυτή 
είναι μονότονη κλάση, αρκεί να δείξουμε ότι η S είναι μια άλγεβρα

Πραγματικά, είναι φανερό ότι 0 € S. Θα πρέπει να δείξουμε ότι αν Α και Β είναι 
στοιχεία της συλλογής S, τότε και τα σύνολα A \  Β και A U Β  είναι επίσης στοιχεία 
της συλλογής S.

Για κάθε A e S ορίζουμε τη συλλογή

S(A) := [Β 6 S : Α \  Β, Α Π Bt Β \  A € S).

Είναι φανερό ότι 0 € S(A)% A € S(A) και ακόμα η S(A) είναι μια μονότονη κλάση. 
Επίσης παρατηρούμε ότι ισχύει

(1) Β eS(A) *=* AeSiB).
Α ν  A €  Α, τότε A c  S(A) και επειδή η S είναι η μικρότερη μονότονη κλάση που 

περιέχει την άλγεβρα Α, θα πρέπει S =  S(A), για κάθε Α € Α. Επομένως, αν Β € S 
και Α 6 Α, τότε Β € S(A), οπότε, λόγω της (1), a e  S(Β) και άρα A c  S(B) για κάθε
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Β € S. Πάλι, όμως, αφού η S είναι η ελάχιστη μονότονη κλάση που περιέχει την Α, 
θα πρέπει S *  S(Β), για κάθε Β e S. Αρα και S = S(A), οπότε, αφού S(A) είναι 
μια άλγεβρα, θα πρέπει και η S να είναι μια άλγεβρα Τέλος, επειδή η S είναι μια 
μονότονη κλάση, έπεται ότι αυτή είναι μια σ-άλγεβρα. Συνεπώς U =  S. ο

10.4. ΘΕΩΡΗΜΑ TOY FUBINI

Θεο)ρούμε δύο χώρους μέτρου ( Χ, Χ, μ) ,  (Τ,Υ, υ). Τότε ορίζεται, όπως είδαμε 
στο εδάφιο 10.2, το γινόμενο r =  μ  x υ των μέτρων μ,  υ πάνω στη σ -άλγεβρα Ζ του 
καρτεσιανού γινομένου X χ  Υ.

Έστω Ε  ένα r-μετρήσιμο σύνολο και χ  e X , y  e Y.  Ορίζουμε τα σύνολα

Ex : = { y e Y : { x , y ) e E }

και
E > : - { x e X :  (χ, y) 6 Ε)

και θ’ αποδείξουμε ότι Εχ € Υ και Εν € X.
Πραγματικά, έστω Δ η συλλογή όλων των Ε e Ζ με Ε* e  Υ. Αν Ε =  A χ  Β, όπου 

A e X και Β e  Υ, τότε Εχ =  Β, αν χ  e Α και Εχ = 0, αν χ  i  Α. Έτσι η συλλογή Δ 
περιέχει όλα τα τετράγωνα τη« Ζ. Επειδή η συλλογή Υ είναι μια σ-άλγεβρα θα έχουμε 
τα εξής:

ι) X  χ  Υ € Δ, αφού Υ =  (X x  Υ)χ 6 Υ.
Η) αν Ε  g Δ, τότε Εχ € Υ, οπότε και (Ec)x =  (Ex)e 6 Υ και άρα Εc e  Δ.
ίίί) αν Ε„ e Δ, η = 1,2 τότε θέτοντας £  := U£„ θα έχουμε Εχ =  υ(£·„)Χ, οπότε,

αφού (E„)x e Υ, θα έχουμε και Εχ 6 Υ, δηλαδή Ε e  Δ.
Οι ιδιότητες αυτές δείχνουν ότι η συλλογή Δ είναι μια σ-άλγεβρα στοιχείων της Ζ 

και επειδή η Ζ είναι η μικρότερη, θα πρέπει Δ =  Ζ. Τούτο συνεπάγεται ότι Ε* 6 Υ, 
για κάθε Ε eZ .

Παρόμοια αποδεικνύεται και ότι Ey 6 X.
Έστω τώρα / :  X  x  Υ -*  R μία Ζ-μετρήσιμη συνάρτηση. Για κάθε χ  6 X ορίζουμε 

τη συνάρτηση
/ * ( y ) - = / ( * . y ) .  y e r

και για κάθε y  e  Υ  ορίζουμε την

Ρ ( χ )  : =  f (x ,  y), x e X .

Θα αποδείξουμε ότι η / ,  είναι Υ-μετρήσιμη και η Ρ  είναι Χ-μετρήσιμη. Πραγμα­
τικά, για κάθε k e R έχουμε

{(*, y) e X  x  Υ : /(* . y) > λ) - ·  £  6 Ζ.

Αλλά ισχύει
Εχ =  (y e  Γ : £ (y ) > *)



99

και, όπως, μόλις, αποδείξαμε Εχ € Υ. Τούτο δηλώνει ότι η f x είναι Υ -μετρήσιμη. 
Παρόμοια αποδεικνύεται και ότι η f y είναι X -μετρήσιμη συνάρτηση.

10.4.1. Λήμμα. Υποθέτουμε ότι (X, X, μ) και (Yt Υ, ν) είναι χώροι μέτρου, όπου 
τα μ , ν είναι σ-πεπερασμένα μέτρα. Τότε, για κάθε Ε e Ζ, η συνάρν/ση

φ(χ):= ν ( Εχ), x e X
*·

είναι Χ-μετρήσιμη και η
ψ ( γ ) : = μ ^ ) ,  y s Y

είναι Υ -μετρήσιμη συνάρτηση. Επιπλέον σ' αυτή την περίπτωση ισχύουν οι σχέσεις

Απόδειξη. Έστω S η συλλογή όλων των £  € Ζ που ικανοποιούν τα συμπεράσματα 
του Λήμματος. Θ’ αποδείξουμε ότι η S είναι μια μονότονη κλάση που περιέχει την 
άλγεβρα Ζο, οπότε, σύμφωνα με την Πρόταση 10.3.1, θα περιέχει και τη σ-άλγεβρα 
Ζ. Υποθέτουμε ότι τα μέτρα μ, ν είναι πεπερασμένα.

Θεωρούμε πρώτα ότι £ είναι ένα τετράγωνο, δηλαδή £  = A x Β, όπου A e X και 
Β €Υ . Τότε έχουμε

Φ(χ) =  ΧαΙχΜΒ) ,

Ψ(γ) =  ΧβΟΟμ(Λ),
και

J  φάμ = μ(Α)ν{Β) =  J  ψάν,

οπότε το συμπέρασμα ισχύει, δηλαδή £  € S. Επομένως και Zq CS .
Έτσι απομένει ν' αποδείξουμε ότι η συλλογή S είναι μια μονότονη κλάση. Προς 

τούτο υποθέτουμε ότι (£„) είναι μια αύξουσα ακολουθία στοιχείων του S και έστω

Τότε, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι το κατά σημείο σχεδόν παντού όριο μετρήσι­
μων συναρτήσεων είναι επίσης μετρήσιμη συνάρτηση και το Θεώρημα Μονότονης 
Σύγκλισης του Levi, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι £  € S. Παρόμοια βρίσκουμε ότι 
και

για κάθε φθίνσυσα ακολουθία (£„) στοιχείων του S. Τούτο συνεπάγεται ότι Ζ c  S, 
όταν μ, ν είναι πεπερασμένα μέτρα. Αν αυτά είναι σ -πεπερασμένα, το συμπέρασμα 
προκύπτει με τον τρόπο που ακολουθήσαμε σε προηγούμενες ανάλογες περιπτώσεις, 
ο

10.4.2. θεώρημα (του Tonelli). Υποθέτουμε ότι (X, X, μ) και (Υ, Υ, ν) είναι 
χώροι μέτρου, όπου μ, ν είναι σ-πεπερασμένα μέτρα. Έστο) F : X χ  Υ -► (0, +οο] 
μια τ-ολοκλΐΐρώσιμη συνάρνιση. Τότε η συνάρτηση

φ{χ)  : =  ί  Fxd v % χ  6  X



είναι Χ-μετρήαιμη, η

είναι Υ -μετρήσιμη και επιπλέον ισχύει ότι

Απόδειξη. Από το Λήμμα 10.4.1 προκύπτει ότι το συμπέρασμα ισχύει όταν η 
F είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου της σ-άλγεβρας Ζ. Αρα, τούτο 
ισχύει για κάθε οπλή συνάρτηση.

Έστο) ότι F είναι μία Ζ -μετρήσιμη μη αρνητική συνάρτηση. Τότε, σύμφωνα με
ttjv Πρόταση 4.7.2, υπάρχει αύξουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων F„, n = 1,2.....
τέτοια ώστε

για κάθε (χ, y) € X x Τ. Αλλά, για κάθε F„ το συμπέρασμα του θεωρήματος ισχύει, 
οπότε εφαρμόζοντας το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης περνούμε στο όριό για να 
διαπιστώσουμε εύκολα ότι το θεώρημα ισχύει και για την F. ο

Υποθέτουμε τώρα ότι η συνάρτηση F στο προηγούμενο θεώρημα παίρνει και 
αρνητικές τιμές. Τότε όμως, αφού οι F+ και F - είναι μη αρνητικές Ζ- μετρήσιμες 
συναρτήσεις, θα ικανοποιούν το συμπέρασμα του θεωρήματος. Αρα, επειδή ισχύει 
F =  F+ -  F~, έπεται ότι και η F ικανοποιεί το ίδιο θεώρημα. Το τελευταίο 
τούτο συμπέρασμα αναφέρεται ως Θεώρημα του Fubini, που είναι και το βασικότερο 
συμπέρασμα του κεφαλαίου τούτου.

Έτσι, λοιπόν, είδαμε ότι ισχύει το εξής

10.4.3. θεώρημα (του Fubini). Υποθέτουμε ότι (X, X, μ) και (Υ, Υ, υ) είναι 
χώροι μέτρου, όπου τα μ, υ είναι σ-πεπερασμέναμέτρα. Έστω Ζ η σ- άλγεβρα στο 
X χ  Υ που παράγεται απ' τις σ-άλγεβρες X και Υ και έστω r το μέτρο εκείνο που 
ορίζεται πάνω στην Ζ, όπως είδαμε παραπάνω. Τέλος, έστω F : X x Υ -> R μια 
τ-ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση

F{x, y) =  limF„{x,y),

είναι Χ-μετρήσιμη και η

είναι Υ -μετρήσιμη. Επιπλέον ισχύει ότι
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ή με άλλα σύμβολα

U / ^ - f
Ράτ = J  j  Fdμάν.

Ποοβλήματα.

10.1. Αν /  : X R είναι Χ-μετρήσιμη και g : Υ R είναι Υ-μετρήσιμη, να 
αποδειχτεί ότι η h(xt y) := f(x)g(y) είναι Ζ-μετρήσιμη συνάρτηση.

10.2. Αν Ε, F c  χ  χ  Υ και χ 6 Χ% ν' αποδειχτεί ότι (£ \  F)x =  EX\FX.
10.3. Αν (Ε„) είναι μια ακολουθία υποσυνόλων του X χ  Υ% ν' αποδειχτεί ότι 

ισχύει (UF„)X =  U(Frt)x.
10.4. Αν amn m, λ € Ν, ν' αποδειχτεί ότι

n m m nel

10.5. Θεωοούμε την ακολουθία (αΛΛ) η οποία ορίζεται ως εξής: α„Λ :=s 1, =
-1  και dfim := 0, αν m φ  μ, λ *f  1. Ν’ αποδειχτεί ότι

=  0 και y^gnm =  1>
m ι» η  m

οπότε το συμπέρασμα του Θεωρήματος του Fubini δεν ισχύει. Γιατί;



102

*< * * >*̂ -< · >*"-’-< . · y.
-< ■ · > -̂< · >-̂—< ■ >-~-< · >̂ -< . >-̂ -< . >.

■< · · >
< ' V

ΒΟΗΘΗΜΑΤΑ

Bartle, R.G.. The Elements of Integration, Wiley, New York, 1966.
Halmos, P. R., Measure Theory, Springer-Verlag, New York, 1974.
Hewitt, E. and Stromberg, K., Rea! and Abstract Analysis, Springer-Verlag, New 

York. 1956.
Klambauer, G., Rea! Analysis, Elsevier, New York, 1973.
Loeve, M., Probability Theory, 3rd Ed., Van Nostrand Co., Toronto, 1963.
Munroe, M.E., Introduction to Measure and Integration, Addison-Wesley Co., 1959. 
Rudin, W., Real and Complex Analysis, 2nd Ed., Tata McGraw-Hill Co., New Delhi, 

India, 1974.



103

.< . >-~-< . · >-**·< · >-~-< · >-r~< · · >— *< · >- 
-< . y~«< . . >-~-< · ν~-< · >-'— < · >-**< · >~

· Χ~-< · · >»
-< · >»

ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ ΟΡΩΝ

Ακολουθιακή κάλυψη, 22 
Αλγεβρα Borel, 9

συνόλων, 7
Ανισότητα Cauchy-Bunyakovskil-Schwartz, 80 

Hbldcr, 79 
Minkowski, 81 

Ανω κύμανση, 70
Ανώτερο όριο ακολουθίας στοιχείων, 6

συνόλων, 6
Απλή συνάρτηση, 43 
Απόλυτα συνεχές μέτρο, 56,73 
Αριθμήσιμη προσθετικότητα, 14 
Αρνητικό μέρος συνάρτησης, 37 

σύνολο, 67 
Γινόμενο μέτρων, 94 
Γραμμικό συναρτησοειδές, 86 
Διάσπαση του Hahn, 69 

Jordan, 71 
Ενδεχόμενο, 16 
Εξωτερικό μέτρο, 21 
Επεκτεταμένη άλγεβρα Borel, 10

ευθεία πραγματικών αριθμών, 5
Ημιστάθμη, 78 
Ημισταθμητός χώρος, 78 
θετικό γραμμικό συναρτησοειδές, 87 

σύνολο, 67
θεώρημα Αναπαράστασης του Rtesz, .88 ■- 

Διάσπασης του Hahn, 67 
Jordan, 70

Επέκτασης του Καραθεοδωρή, 28 
FuWni, 99
Μονότονης Σύγκλισης ή του Levi, 51,55 
Radon-Nikodym, 73 
Σύγκλισης του Lcbesgue, 62



104

Tonelli, 98
Κατασκευή μέτρων, 30 
Κάτωκύμανση, 70
Κατώτερο όριο ακολουθίας στοιχείων του R, 6

συνόλων, 6
Λήμμα του Fatou, 53,55 
Μετρήσιμη συνάρτηση, 35, 39 
Μετρήσιμο σύνολο, 13,24 
Μετρήσιμος χώρος, 13 
Μέτρο, 11

Borel, 31 
Dirac, 15 
Lebesgue, 31

- Stieltjes, 31 
πιθανότητας, 16,32 
προσημασμένο, 66 
σ-πεπερασμένο, 66 

Μη μετρήσιμα σύνολα, 32 
Μονότονη κλάση, 96 
Ολική κύμανση ή μεταβολή, 70 
Ολοκλήρωμα, 47,50 
Ολοκληρώσιμη συνάρτηση, 58 
Παράγωγος μέτρου, 77 
πλήρης σ-άλγεβρα, 29
σ-άλγεβρα παραγόμενη από συλλογή συνόλων, 7 

συνόλων, 7 
Στάθμη, 78
Σύγκλιση ακολουθίας στοιχείων του, 6,78

συνόλων, 6
Συζυγείς δείκτες, 80 
Συνάρτηση κατανομής, 16 
Σύνολο Borel, 9 
Σχεδόν παντού, 42 
Ταξινόμηση Borel, 9 
Τυχαία μεταβλητή, 16 
Φραγμένο συναρτησοειδές, 86 
Χαρακτηριστική συνάρτηση, 6,36 
Χώρος μέτρου, 14



: * ' ; ‘ /: * ■; . ·..*·■ -\ ■■■ ‘.· ■· - · · ' y'y

• , ; *> = J . · ·· ·

• .· . , . ' /  · . . .  ·,

i - 1 ' ■ : % ■

V  - V  ■ ■ -i ■ ' -■

' ■ ;■ - i -  ^

* $ - - ■.....  ·. ■».. - .

* „

*VV.

Τυπώθηκε στο Πανι̂ πημιακόΤυπο̂ ^. με δαπάνη του Πανεπισιημ(ου ΙωαννΙνων. ]] n r
' * *  Τυπογραφ είο /  V \

Διανέμεται βνρεάν στους φοιτητές. r «ξ
- · ; - . y · *, £

■ - :ί>̂'. . ·-···-. - . \ ····'· r -V ' ", yy- - ■ i ... ‘T- 'i=£rL - - ·ν - ' ■ ■"·'· ·*






