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Η μηχανική του συνεχούς μέσου και ιδιαίτερα π θεωρία ελαστικότη­

τας αποτέλεσε την κύρια πηγή » τους τελευταίους δύο αιώνες, για τη ση­

μαντική ανάπτυξη των εφαρμοσμένων μαθηματικών. Το βασικό ερευνητικό έρ­

γο επί της διατύπωσης της θεωρίας ελαστικότητας έγινε το 19-αιώνα. Στο 

χρονικό διάστημα από το Hooke που εισήγαγε το 1678 την ιδέα της σχέσης 

δύναμης-παραμόριρωσης μέχρι το Navier που το 1321 διατύπωσε τις εξισώ­

σεις ισορροπίας ενός παραμορφώσιμου στερεού, διάσημοι μαθηματικοί ό­

πως οι James και Daniel Bernoulli, Euler και Lagrange χρησιμοποίησαν 

το ταλέντο τους για την ανάπτυξη μεθόδων ανάλυσης προβλημάτων της μη­

χανικής του παραμορφώσιμου μέσου. Το 19-αιώνα ένας μεγάλος αριθμός ε­

ρευνητών μεταξύ των οποίων και οι Lord Kelvin, Poisson, Lame, Cauchy, 

Clapeyron, Green, Saint-Venant, Betti, Airy, Kirchhoff και 3oussinesq 

ασχολήθηκε με την ανάπτυξη και τις εφαρμογές της θεωρίας ελαστικότητας. 

Μια ενδιαφέρουσα ανάλυση της ιστορικής εξέλιξης της θεωρίας ελαστικό­

τητας παρουσιάζεται στο βιβλίο "History of the theory of elasticity" 

των Todhunder και Pearson.Τον 20-αιώνα η ερευνητική δουλειά των Lord 

Rayleigh, Kolosoff, Timoshenko, Galerkin και Muskhelishvilli οδήγησε 

στην ανάπτυξη μαθηματικών μεθόδων επίλυσης των εξισώσεων της ελαστικό­

τητας. Οι σύγχρονοι ερευνητές στο αντικείμενο της θεωρίας ελαστικότητας 

είναι πάρα πολλοί και αξιόλογοι πράνμα που δυσκολεύει το γράφοντα να 

ξεχωρίσει και να αναφέρει κάποιους από αυτούς.

Το αντικείμενο της θεωρίας ελαστικότητας για το μηχανικό είναι το 

μέσο με βάση το οποίο μπορεί να πάρει απάντηση σε πολλά πρακτικά προ­

βλήματα ενώ για το μαθηματικό είναι το πεδίο εφαρμογής της μαθηματικής 

επιστήμης (σχεδόν όλων των κλάδων της μαθηματικής ανάλυσης, της θεωρί­

ας προσεγγίσεων, της αριθμητικής ανάλυσης,...). Τα μαθήματα αυτά έχουν 

γραφτεί για σπουδαστές που οι βασικές τους σπουδές είναι στα μαθηματι­

κά με τη μόνη φιλοδοξία να δώσουν σαυτούς τον τρόπο εφαρμογής της μα­

θηματικής τους παιδείας στην ανάλυση φυσικών προβλημάτων. Μια πλήρης
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παρουσίαση της θεωρίας ελαστικότητας είναι δύσκολη δουλειά και απαι­

τεί πολύ χώρο και χρόνο. Η επιλογή της ύλης έγινε με γνώμονα το μαθη­

ματικό υπόβαθρο του σπουδαστή (5-εξάμηνο του Μαθηματικού Τμήματος του 

Πανεπιστημίου Ιωαννίνων) τη διάρκεια διδασκαλίας του μαθήματος (εξά­

μηνο) και τον τρόπο με τον οποίο πρέπει αυτός να δει το αντικείμενο 

της θεωρίας ελαστικότητας. Με βάση τις αρχές διαμόρφωσης της ύλης έ­

γινε προσπάθεια α) να παρουσιαστεί με κάποια πληρότητα η μαθηματική 

διατύπωση των προβλημάτων της θεωρίας ελαστικότητας και η σύζευξή τους 

με τη θεωρία αγωγής της θερμότητας με βάση τη θερμοδυναμική των μη- 

αντιστρεπτών διαδικασιών β) να αναπτυχθούν τα πιο χαρακτηριστικά προ­

βλήματα ώστε ο σπουδαστής να κατανοήσει τόσο από φυσική όσο και από μα­

θηματική σκοπιά το αντικείμενο αυτών των μαθημάτων και γ) να δοθεί το 

αναγκαίο υπόβαθρο για τη μελέτη της μεταελαστικής συμπεριφοράς των παρα 

μορφώσιμων σωμάτων (εισαγωγή στη θεωρία της πλαστικότητας). Για την πλη 
ρέστερη ενημέρωση στο τέλος κάθε κεφαλαίου αναφέρεται η σχετική βιβλιο­

γραφία.

Τα μαθήματα αυτά αφιερώνονται στο δάσκαλό μου καθηγητή του Poly­

technic Institute of Brooklyn Αντώνη Αρμενάκα του οποίου η συστηματική 

και αυστηρά θεμελιωμένη αλλά και με φιλοσοφική διάθεση διδασκαλία της 

μηχανικής του συνεχούς μέσου αποτελεί διαρκή πηγή γνώσης και προτροπή 

για δημιουργική ενασχόληση για τους μαθητές του. Από τη θέση αυτή θέλω 

να ευχαριστήσω τη γυναίκα μου Δρ Αλίκη Μουκαρίκα που η βοήθειό της 

τόσο στη δουλειά αυτή όσο και σε κάθε μου προσπάθεια είναι ανεκτίμητη. 

Η άρτια δακτυλογράφηση έγινε από την κ. Λουκία Λάμπρου-Παπακώστα στην 

οποία εκφράζω τις ευχαριστίες μου.

1936 Χ.Β.Μ.
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Προκαταρκτικές γνώσεις.

Για τη μελέτη της μαθηματικής θεωρίας ελαστικότητας προϋποτίθεται 

ότι ο σπουδαστής έχει τις βασικές γνώσεις των μαθημάτων του κορμού και 

ιδιαίτερα εκείνων με αντικείμενα από τη μαθηματική ανάλυση π.χ. διαφο­

ρικές εξισώσεις, μιγαδική ανάλυση. Στην ανάπτυξη της θεωρίας ελαστικό­

τητας θα χρησιμοποιηθούν κάποιοι συμβολισμοί και κάποια σύμβολα που θα 

δοθούν στη συνέχεια ώστε να αποφύγουμε μια πιθανή σύγχυση στο σπούδα­
σε ή.

Οι καρτεσιανές συντεταγμένες x , y , z  θα συμβολίζονται χ 15χ 2 , χ 3 αντί­

στοιχα. Ένα διάνυσμα ά με συνιστώσες α 1}α2,α3 θα συμβολίζεται α^.

Οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες λέγονται βωβοί δείκτες ενώ οι μη ε­

παναλαμβανόμενοι λέγονται ελεύθεροι δείκτες. Για παράδειγμα,στην έκ­

φραση

(X. . ,Τ,  .
1 3 k k:

οι δείκτες j και k είναι βωβοί δείκτες ενώ ο i είναι ελεύθερος δείκτης 

Οι βωβοί δείκτες σημαίνουν άθροιση ως προς αυτούς τους δείκτες ενώ οι 

ελεύθεροι δείκτες δίνουν πληροφορίες για το χαρακτήρα της έκφρασης (βαθ 
μωτό, διανυσματικό, τανυστικό). Σένα άθροισμα

aijkTkj+Ak£^k£i+‘

όλοι οι όροι πρέπει να έχουν τους ίδιους ελεύθερους δείκτες. Πρέπει να 

σημειωθεί ότι, ένας δείκτης δεν μπορεί να εμφανίζεται περισσότερες από 

δύο φορές. Για την κατανόηση του συμβολισμού με δείκτες ας παρακολουθή 

σουμε την πορεία γραφής στα παραδείγματα,
3

a - b  = a 1b 1+a2b2+ot3b 3 = J a . b .  = a . b .
i= 1

3 3
T J α . . ( 1 .Λί η = a. d 0f 0 9

.  L  n L  13 3 &  i a  a $  3 m  
j  =  i  £=1

a,6=1,2,3.

Η σύμβαση της πρόσθεσης μας δίνει το δικαίωμα ε'να ζεύγος βωβών δει-
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κτών να το αντίκαταστήσο υμε με κάποιο άλλο ζεύγος γραμμάτων.

Το εναλλακτικό σύμβολο ορίζεται με τον ακόλουθο τρόπο :

, αν δύο δ ε ί χ τ ε ς  ε ί ν α ι  ί σ ο ι  

9 αν i j k  ε ί ν α ι  ά ρ τ ια  μετάθεση των (1 2 3 )

,  αν i j k  ε ί ν α ι  π ερ ιτ τ ή  μετάθεση των ( 1 2 3 ) .

νΠ.χ.

e i j k s "e j ik *  e ik j  = "e i j k *  e i j k  “ e k i j

β 12 3 = e 3 l 2  = e 2 3 1  *  1 ■%,T v

e i  32 =  e 2 1 3 s e S 2 i  =  “ 1  ·

Αν σχηματίσουμε τπ συστολή

e i j k e imk

έχουμε

e i j k e fcnk = 6 i * 6 j n f 6 i n . V

όπου δ... είναι το σύμβολο του Kronecker που ορίζεται με τον ακόλουθο 

τρόπο ι

0 , αν i^j

« « ■ '
1 , αν i= j

Π.Χ · /
■ * η : :

δ | 2 * 0 ,  4 j j !  1 1 s  ® ·

Το εξωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων 5 και b με τη βοήθεια του e ^ k 

γράφεται

a x b s c  >ν c . z e ^ a ^  .

Αν α ^  είνα ι τα στοιχεία ενός 3χ3-μητρώου τότε η ορίζουσα Ια ^ Ι  ή 
d e t (A ^ )  γράφεται

d e t U ^ i - e ^ A ^ A ^ A ^  .
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Στην ανάπτυξη της θεωρίας της ελαστικότητας γίνεται χρήση καρτε­

σιανών τανυστών. Η έννοια του τανυστή συνδέεται με μετασχηματισμούς 

συστημάτων συντεταγμένων τέτοιων που να αφήνουν τη μαθηματική μορφή 

των φυσικών νόμων αναλλοίωτη. 0 καρτεσιανός τανυστής είναι ένα μαθημα­

τικό κατασκεύασμα που περιγράφεται από συνιστώσες ποσότητες A ^ k που 

ακολουθούν τον ακόλουθο νόμο μετασχηματισμού μεταξύ των καρτεσιανών 

συστημάτων { Χ . } = ( 0 χ  χ χ , )  και { λ " . } = ( θ χ ' χ ' χ ' ) ,
1  1 2 3  1  1 2 3

A L = λ * · λ · Χ 1 · · » Α · · 1ί.ι mj nk i j k . . .

όπου λ ,... είναι το συνημίτονο κατεύθυνσης μεταξύ του χ^-άξονα και 

του χ^-άξονα (p,q=i,2,3), δηλαδή

λ · cos(x*,χ )= ΐ*·i
pq ρ q ρ q

Από τις γνωστές σχέσεις των συνημιτόνων κατεύθυνσης τρισορθογωνίων συ 

στημάτων αξόνων προκύπτει ότι

λ..λ.. = 6..i k  jk
λ, .λ, . = 6. .

k i  k ]  13

Στη θεωρία ελαστικότητας και σε άλλους κλάδους των φυσικών επιστημών 

υπάρχουν φυσικά μεγέθη που ικανοποιούν τον ορισμό των τανυστών και λέ­

γονται τανυστικά μεγέθη.

Τανυστής μηδενικής τάξης (ή βαθμωτό μέγεθος) είναι μία ποσότητα 

που περιγράφεται από μία συνάρτηση f(x.) των συντεταγμένων και τέτοια 

που μένει αναλλοίωτη, όταν εκφράζεται στα αυθαίρετα καρτεσιανά συστή­

ματα { χ ρ  και {xp, δηλαδή

f ( x . ) s f ( x ! )  .
1  1

Τανυστής πρώτης τάξης είναι ένα μέγεθος α .  που έχει τρεις συνιστώ­

σες (ένα ελεύθερο δείκτη) που μετασχηματίζονται με το νόμο

α ΐ
3

λ . . α .
3 ΐ  ι 9
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δηλαδή είναι ένα διάνυσμα. Η προηγούμενη σχέση με συμβολισμό μητρώου 

γράφεται -  - - -

λ 32 λ 2  3"

« 2 - ^ 2  3 λ 2 2 λ 2 3 « 2

. β ί . Λ ΐ λ 32 1Ρ)m
«<

. α 3 .

Ένας τανυστής δεύτερης τάξης συμβολίζεται (δύο ελεύθεροι δείκτες) 

και οι συνιστώσες του μετασχηματίζονται με το νόμο

A' = λ . . λ  Λ . .  .
κτη ki mj ij

Ένας τανυστής n-τάξης έχει (k)n συνιστώσες στο k-διάστατο χώρο και 

στο συμβολισμό του με δείκτες έχει η-ελεύθερους δείκτες.

Αν σένα τανυστή Α.,.^ εξισώσουμε δύο δείκτες (συστολή) π.χ. 

i=j τότε ο τανυστής που θα προκόψει θα είναι (η-2)-τάξης.

Αναλλοίωτες τανυστών λέγονται οι συναρτήσεις εκείνες των συνιστω­

σών ενός τανυστή που δεν μεταβάλλονται οι τιμές τους όταν αλλάξουμε το 

σύστημα συντεταγμένων, π.χ. για τον τανυστή πρώτης τάξης η μόνη αναλ­

λοίωτη είναι το μέτρο του διανύσματος,

Ι“ Ι = (otkotk ),i *

Ένας συμμετρικός τανυστής δεύτερης τάξης Λ ,,  έχει τρεις αναλλοίωτες

Ϊ ^ Α . .

^  Ί  ( I j"AijAi j )

I 3 S de t ( A . j ) = e i j k Al i A2j Aj k= 1 U I ^ - I ^ A . - A . ^ . )  .

Το ό τι οι είναι αναλλοίωτες του Α.^ αποδεικνύεται εύκολα αν 

χρησιμοποιήσουμε το νόμο μετασχηματισμού των συνιστωσών ενός καρτεσια­

νού τανυστή.

Για μια σύντομη παρουσίαση των γεωμετρικών γνώσεων που απαιτού­

νται για τη μελέτη των κλάδων της μηχανικής των συνεχών μέσων βλέπε
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Χ.Μασσαλάς (1932) "Μηχανική των Συνεχών Μέσων, Μέρος Α. Προκαταρκτικές 

Γεωμετρικές Γνώσεις".

Η παράγωγος μιας συνάρτησης ως προς κάποια συντεταγμένη θα συμβο­

λίζεται

3< )( ) , „ ·j “
Π.χ,

3u.  ____ 1
u i , j  =  3 χ . .

ε . .

j = 1 . 2 , 3

32ε..
______ι ΐ

' i j  , k i T  3 χ ^ 3 χ ^  

και η παραγώγιση ως προς το χρόνο 

<·) = 9< >

π.χ.

i,j,k,Jl=l,2,3

' 3t  

32u .
u .  =

i  3 t 2

Στο κείμενο χρησιμοποιούνται συχνά οι ακόλουθες διανυσματικές 
πράξεις

σ υ μ β ο λ ι σ μ ό ς  μ ε  δ ε ί χ τ ε ς

a * b a . b .
1  1

a * b e . . .  a . b .
i ] k  3 k

νψ •
H

V*a a .  .

1,1
Vxa

ν·νφ = ν2ψ Φ» ·

Αν έχουμε ένα τανυστή A_.k„ που ορίζεται στην περιοχή v+s, ό­

που ν ο όγκος της και s η συνοριακή της επι*?άνεια, τότε το θεώρημα του 

Gauss για κάθε συνιστώσα του ιυποθέτουμε ότι είναι συνεχής και παρά­

γων ίσιμη) έχει τη διατύπωση

Ι ν  3 χ ±  A j k & . . .
d V  =

, n i A j k i , ‘  · , d S



β

όπου ni  ε ίνα ι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα επί της s . Το θεώρημα του 

Gauss μπορεί να εκφραστεί με πολλές άλλες μορφές που περικλείουν διά­

φορες πράξεις , π .χ .

I f , .d V s  [ fn.dS ή I VfdVs f iifdsJv 1 is 1 iv is
I a . .dV = I a.n.dS ή | V*adV = n-adS
iv 1»1 is 1 1 iv is

i ve ijk “k ,jdV “ ei jk |^ ak , jdV “ i seijk“knj dS

jvxcKlV = jnxadS ,

κ .τ .λ .

Βιβλιογραφία

Χ.Μασσαλάς: " Μηχανική των συνεχών μέσων. Μέρος Α. Προκαταρκτικές γεω­

μετρικές γνώσεις", Ιωάννινα (1932).



ΚΕΦ. A

Ένταση

Όταν ένα παραμορφώσιμο μέσο υπόκειται στην επίδραση ενός πεδίου 

δυνάμεων τότε αυτό βρίσκεται σε μία εντατική κατάσταση. 0 προσδιορι­

σμός της κατάστασης αυτής απαιτεί τη γνώση των συνιστωσών ενός τανυ- 

στή 2ης τάξης για κάθε σημείο του μέσου. Οι συνιστώσες αυτές από φυσι­

κή σκοπιά είναι δυνάμεις ανά μονάδα επιφάνειας (τάσεις).Το αντικείμε­

νο αυτού του κεφαλαίου είναι η φυσική και μαθηματική επεξεργασία της 

εντατικής κατάστασης ενός παραμορφώσιμου μέσου.

1. Μαζικές και επιφανειακές δυνάμεις- Διάνυσμα τάσης.

Ας θεωρήσουμε ένα συνεχές μέσο που καταλαμβάνει την περιοχή v+s 
όπου ν ο όγκος και s η συνοριακή του επιφάνεια, και έστω Δν ο όγκος 
ενός απειροστού στοιχείου του (σχ.1). Το σύστημα αναφοράς των σημείων 

του μέσου είναι το καρτεσιανό σύστημα αξόνων 0XjX2x 3. Κατά την ανάλυ­

ση των δυνάμεων που ενερνούν στο στοιχείο όγκου dv πρέπει να λάβουμε 
υπόψη δύο είδη δυνάμεων :

i) Μαζικές δυνάμεις, δηλαδή δυνάμεις που είναι ανάλογες της μάζας του 

στοιχείου Δν και
ϋ) Επιφανειακές δυνάμεις, δηλαδή δυνάμεις που ενεργούν επί της επιφά­

νειας Δε του στοιχείου όγκου Δν.
Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε ότι οι μαζικές δυνάμεις είναι συνεχείς συν­

αρτήσεις κλάσσης c1 και οι επιφανειακές δυνάμεις είναι κατά τμήματα 

συνεχείς συναρτήσεις των συντεταγμένων ( χ 1}χ 2, χ 3) των σημείων του μέσου.
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Ας θεωρήσουμε τώρα ένα απειροστό στοιχείο επιφάνειας Δε που να 

βρίσκεται στο εσωτερικό ή στο σύνορο του μέσου και έστω ότι η δύναμη 

που ενεργεί στο στοιχείο αυτό είναι ΤΔε. Επειδή έχουμε θεωρήσει ότι 

οι δυνάμεις είναι συνεχείς συναρτήσεις, θα έχουμε

( 1) Him
Δε

ΤΔε ,
Δε = Τ ^Χ1*Χ2»Χ3̂  »

όπου το διάνυσμα Τ εκφράζει την επιφανειακή δύναμη, ανά μονάδα επιφά­

νειας, που ενεργεί στο σημείο ρ(χ ,χ ,χ ) και λέγεται διάνυσμα τάσης.

Αν το στοιχείο Δε βρίσκεται στο εσωτερικό 
του ν θα θεωρούμε ότι η μία όψη του στοιχεί­

ου Δε είναι θετική και η άλλη αρνητική. Για 

τη δύναμη ΤΔε μπορούμε να πούμε ότι εκφράζει 
τη δράση του τμήματος του μέσου που βρίσκε­

ται από τη μεριά της θετικής όψης επί του 

τμήματος προς την αριστερή όψη. Από τον τρί­

το νόμο του Newton θα έχουμε ότι η δύναμη 

χι Σχ. 1 -ΤΔε εκφράζει τη δράση του τμήματος του μέ­
σου που βρίσκεται από τη μεριά της αρνητικής 

όψης επί του τμήματος προς τη θετική όψη. Οι επιφανειακές δυνάμεις εί­

ναι συναρτήσεις τόσο της θέσης όσο και του προσανατολισμού του στοι­

χείου τη$ επιφάνειας και για το λόγο αυτό το διάνυσμα τάσης το συμβο­

λίζουμε ί . Πρέπει να σημειωθεί ότι γενικά το ΐ δεν έχει τη διεύθυν­

ση του ή

(2) ϊ : θ  £+τ t 
Π π

Σχ. 2



9

Το διάνυσμα τ μπορεί να αναλυθεί σε μία συνιστώσα σ κάθετη προς την
Π

επιφάνεια και σε μία τ επί του εφαπτομένου επιπέδου της στο Ρ (σχ.2).η
Η συνιστώσα σ λέγεται ορθή τάση και η τ διατμητική τάση, θα αποδεί-η -------------  η ----------------------
ξουμε στην επόμενη παράγραφο ότι για δοσμένο σημείο Ρ αρκεί η γνώση 

του διανύσματος τάσης μόνο για τρεις διαφορετικούς προσανατολισμούς 

της AS για να γνωρίζουμε την τάση σε οποιοδήποτε άλλο προσανατολισμό 

της.

2. Εντατική κατάσταση.

Στην παράγραφο αυτή θα αποδείξουμε ότι η εντατική κατάσταση σε κά­

θε σημείο του μέσου περιγράφεται πλήρως από 9-ποσότητες που λέγονται 

συνιστώσες του τανυστή τάσης . Τις ποσότητες αυτές τις έχει εισάγει 

στην ελαστικότητα ο Cauchy.

η
Ας θεωρήσουμε ένα σημείο Ρ του μέσου και ότι Τ είναι το διάνυσμα 

τάσης που ενεργεί σε στοιχείο επιφάνειας στο ρ με μοναδιαίο κάθετο 

διάνυσμα ή.  Για απλότητα το σημείο Ρ το αντιστοιχίζουμε με την αρχή 

του συστήματος Οχ χ χ ( ο =ρ ) .  Από το Ρ φέρουμε τρεις τομές που συμπί- 

πτουν με τα επίπεδα συντεταγμένων και μία τέταρτη σε απόσταση h κάθε-1 2  3 η
τη στο διάνυσμα η (σχ.3). Με τ, τ, τ και τ συμβολίζονται τα δίάνύσμα-
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τα των τάσεφν στις έδρες cpb, cpa, αρβ και abc, αντίστοιχα. Το διάνυ­
σμα λοιπόν τ είναι το διάνυσμα τάσης που ενεργεί στο επίπεδο στοιχείο

της επιφάνειας που είναι κάθετο στο χ.-άξονα . Ας αναλύσουμε το κάθε
i  1

διάνυσμα τ σε τρεις συνιστώσες τ „  , i,j-i,2,3. Ο πρώτος δείκτης συμ­

βολίζει τον προσανατολισμό της τομής (κάθετη στον ΐ-άξονα) και ο δεύ­

τερος δείκτης τη διεύθυνση της τάσης. Για τα πρόσημα των τ „  θα υιοθε­

τήσουμε τη σύμβαση : αν το κάθετο διάνυσμα επί της χομής έχει χη διεύ­

θυνση χου θεχικού ή αρνητικού ημιάξονα συνχεχαγμένων χ^ και η χάση τ.. 

έχει χη θεχική ή αρνητική διεύθυνση χου χ^-ημιάξονα, ανχίσχοιχα, χότε 

η χάση λέμε όχι είναι θετική* σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση η χάση τ.̂  

λέμε όχι είναι αρνηχική π.χ. οι χάσεις σχο (σχ.3) είναι όλες θετικές. 

Σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε

(2)

ή

(3)

Τ.
3

τ . .
13

T = V j »

όπου I., j=l,2,3 είναι το μοναδιαίο διάνυσμα κατά τον j-άξονα. Όπως 

θα αποδείξουμε στη συνέχεια οι 9-συνιστώσες

(4 )

τ η *12

τ ι ι *22 Τ 23

τ
L ** 32 3 3

αποτελούν τ ις  συνιστώσες ενός τανυστή 2ης τάξης. Οι συνιστώσες 

λέγονται ορθές τάσεις ενώ οι τ ^ ,  i^ j  λέγονται διατμητικές τάσεις.

Ας επανέλθουμε τώρα στο (σχ.3). Αν η έδρα ABC του τετράεδρου έ­
χει εμβαδόν as τότε η έδρα που είναι κάθετη στον χ ^ ξ ο ν α  θα έχει εμ- 

0a60vA Scos(x.,S)=A Sn.. Η ισορροπία του τετραέδρου απαιτεί το μηδενι­
σμό της συνισταμένης δύναμης που ενεργεί επί της ύλης του.

Έστω ότι Τ .,  τ .^  και Β. είναι οι τιμές του διανύσματος τάσης* 
του τανυστή τάσης και της μαζικής δύναμης στο σημείο ρ, αντίστοιχα.
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Αν λάβουμε υπόψη τη συνέχεια του διανύσματος τάσης τ. η i -συνιστώσα
1 η 1

της δύναμης που ενεργεί, επί της έδρας abc του τετραέδρου είναι Π\+
+e.)AS, όπου λΐ^ε^ο.Η συνιστώσα της δύναμης που αντιστοιχεί στις
τάσεις που ενεργούν στις έδρες επιφάνειας AS.-ASn. είναι (τ..+ε..MSn.,

3 3 ] ΐ  ]
όπου £ime^=o. Η συνεισφορά της μαζικής δύναμης Β.. στη ΐ-διεύθυνση 

είναιh‘K) (B.+el)i/3(AS)h, όπου i/3(ASh) =Δνκαιί·ΐπ> ε!=ο. Για να ισορ­

ροπεί το τετράεδρο ραβο π ρ έ π ε ι ^  1ΐ+0

(5) ( Τ . + ε . )AS-(t . . + ε . . M S n . + ( B . + e t ) — hAS -  0 . 1 1  ] ΐ  ] 1  ] ι  ι  3

Αν διαιρέσουμε την (5) με AS και πάρουμε το όριο για h-»-o, έχουμε

(6)
η
Τ. r 1 τ. .η.

3

Η σχέση (6) είναι γνωστή σαν τύπος του Cauchy.

Από την (6) γίνεται φανερό ότι αν γνωρίζουμε τις 9-συνιστώσες 

του τανυστή τ... σε κάθε σημείο ρ(χ^) του μέσου, τότε μπορούμε να υπο

λογίσουμε το διάνυσμα τάσης σε κάθε στοιχείο επιφάνειας που περνάει

από το σημείο ρ(χ.) και έχει προσανατολισμό που προσδιορίζεται από το

διάνυσμα η.. Το ότι οι 9-συνιστώσες τ . .  είναι συνιστώσες ενός τανυστή 
3 13,

θα το αποδείξουμε σε επόμενη παράγραφο/ ’

3. Εξισώσεις ισορροπίας.

Ας θεωρήσουμε ένα συνεχές μέσο όγκου ν και συνοριακής επιφάνειας 

s που βρίσκεται στην κατάσταση της ισορροπίας. Στην κατάσταση αυτή 

πρέπει (* (**) ·:)
η
T.dSt . ι B.dV = 0 . ι

(*) Το ότι οι είναι συνιστώσες ενός καρτεσιανού τανυστή μπορεί

να αποδειχτεί από την (6) και τον κανόνα του πηλίκου (Χ.Μασσαλάς,σελ.34)

(**) Αν το μέσο κινείται, τότε στη θέση των μαζικών δυνάμεων θα έχουμε 
Β̂ -*·Β̂ + αδρανειακές δυνάμεις (αρχή του D’Alembert).



12

dS+| 1 
>V

BddV r  0

Αν εφαρμόσουμε στο πρώτο ολοκλήρωμα της (7) το θεώρημα του Gauss έχου­

με

όπου ( ),^=3( )/3χ^.

Επειδή ο τόπος ολοκλήρωσης ν είναι αυθαίρετος (κάθε στοιχείο του μέσου 

βρίσκεται σε ισορροπία) και η υπό ολοκλήρωση έκφραση είναι συνεχής συν­

άρτηση, από την (θ) έχουμε για κάθε σημείο του μέσου ότι

Ο )  τ 3 ± , 3 +Β± « °  *

Ας δούμε τώρα τη συνέπεια του μηδενισμού της συνισταμένης ροπής των 

μαζικών και επιφανειακών δυνάμεων :

(3)

ή

(to)

Αλλά

Ise i j k x j Tt k V s  “ i j k j B c ’ lχ ^ τ . , ) , . ΰ ν

και η (ΤΟ) γράφεται

(11)
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Επειδή π υπό ολοκλήρωση έκφραση είναι συνεχής και ο τόπος ολοκλήρωσης 

αυθαίρετος,από την (11) έχουμε

( 12) e . τ . ,i;)k 3k = 0 ’> τ . . 
13

τ . .
3 ΐ

δηλαδή τη συμμετρία του τανυστή των τάσεων. Από την παραπάνω ανάλυση 

γίνεται φανερό ότι οι 6-συνιστώσες ικανοποιούν τις τρεις διαφορι 

κές εξισώσεις

(13) τ.. .+Β. = 0 χ.βν
1 3 , 3  ι ι

στο εσωτερικό του μέσου και τις τρεις συνοριακές συνθήκες

π
(14) Τ .  r  τ . . n .  x.6S

ι  13 3 ι

που προέρχονται από την ισορροπία στην επιφάνεια του s.

Οι (13) και (14) δεν είναι ικανές για τον προσδιορισμό της εντατικής 

κατάστασης του μέσου γιατί μας χρειάζονται και άλλες πληροφορίες που 

θα δοθούν σε επόμενο κεφάλαιο.

4. Μετασχηματισμός των

Στην προηγουμένη παράγραφο οι συνιστώσες προσδιορίστηκαν ως 

προς το ορθογώνιο καρτεσιανό σύστημα θ χ χχ 2χ 3. Ας θεωρήσουμε τώρα και 

ένα δεύτερο ορθογώνιο καρτεσιανό σύστημα θ χ ! χ ! χ ί  ως προς το οποίο θα1 Ζ w
αναζητήσουμε τις συνιστώσες τΐ^ (σχ.4).

ί  Χ3 , Χ3 
I /
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Οι συντεταγμένες χ^  και χ !  συνδέονται με τη γραμμική σχέση

(15) K  = ’

όπου Xk i  είναι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του χ £-άξονα ως προς τον χ . -  

άξονα.

Από τον τύπο του Cauchy ξέρουμε ότι

η
Τ. = τ . . η .  .

ι  13 3

Αν εκλέξουμε το μοναδιαίο διάνυσμα ή να είναι παράλληλο στον χ^-άξονα 

θα έχουμε

k ,Π · ΐ  Λ, ·
3 *3

και

Τ'. = τ . . λ .  .ι  3 ΐ  k3
η.

Η συνιστώσα του διανύσματος Τ', στη διεύθυνση του χ ' -άξονα είναιι  in

τ* β Τ κροβολή του Tt eicc του χ * -ά ξ ο ν α  κιη -» mτηi

= Ti Xjai+T; Xnu+T ; XnUs T n XiniXk i +T2 i XiniXk2+ *·*

δηλαδή

(16) τ '  =λ. .λ . τ . .km k j  mi j i

Από την (16) βλέπουμε ότι οι συνιστώσες ποσότητες τ „  μετασχηματίζο­

νται με το νόμο των καρτεσιανών τανυστών 2ης τάξης και κατά συνέπεια 

το φυσικό μέγεθος που περίγράφεται από τις είναι συμμετρικός τα- 
νυστής 2ης τάξης στον Ευκλείδιο χώρο.

5. Κύριες κατευθύνσεις και τάσεις.

Από τον τύπο του Cauchy γίνεται φανερό ότι το διάνυσμα τάσης εί­

ναι συνάρτηση του προσανατολισμού της υλικής επιφάνειας πάνω στην ο-
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ποία ενεργεί π τάση αυτή. Για ποιό προσανατο­

λισμό ϋ το διάνυσμα Τ είναι κάθετο στο στοι­

χείο της υλικής επιφάνειας; Με άλλα λόγια πό· 

τε η Τ έχει μόνο ορθή τάση και μηδενική δια- 

τμητική τάση; Στην περίπτωση αυτή
π
Τ . =  σπ.= σδ η . =  τ . . η .

1 1 ΐ3 3 13 3
(17)

Από την (17) παίρνουμε

(18) ( τ . . - σ δ . . ) η .  = θ , η.η.= 1 .

Για να έχει λύση διάφορη της μηδενικής το αλγεβρικό σύστημα (13) πρέ­

πει

(19) ά β ΐ { τ „ - σ δ „ }  = ο

Αν αναπτύξουμε την (19) θα πάρουμε 

(20) a 3- J , a 2+J σ- j  = ο
1 2  3

όπου

J 1 = T 11+T22+T33 = Ti .

Τ τ τ Τ Τ τ . Λ22 23 1 1 12 1 1 1 3
( 2 1 ) J 2 =

T 32 Τ 33

+

Τ 2 1 CMCM
Η

+

τ 31 Τ 33

= α ι"τ . . τ . . )
1 1D 13

J  r d e t ( x . . ) r  e . . , τ . τ  . Τ !
3 13 ijk ιΐ 3 2 κ3

είναι οι αναλλοίωτες του τανυστή τ . . ,  δηλαδή έχουν τις ίδιες τιμές

στα αυθαίρετα συστήματα συντεταγμένων {X.} και (χ!)
1 1

Η (20) έχει τρεις πραγματικές ρίζες ο 19σ 29σ 3 που λέγονται κύριες 

τάσεις . Για κάθε μία από τις σί , ι=ι,2,3 υπάρχει ένα μοναδιαίο διά­

νυσμα τκ που είναι λύση της (13). Τα τρία διανύσματα ηί,ηί,η? είναι

ί
£

I

ι
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κάθετα μεταξύ τους και καθορίζουν τ ις  κύριες κατευθύνσεις της τάσης σπ> 

σημείο P(xi ) ,  ενώ τα επίπεδα που είναι κάθετα στις κύριες κατευθύνσεις 

λέγονται κύρια επίπεδα. Στα κύρια επίπεδα υπάρχει μόνο ορθή τάση.Όταν 

σι*°» σ2*ό, σ3/ο τότε έχουμε στο μέσο τριαζονική εντατική κατάσταση 

(σχ.βα). Η συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται στην περίπτωση αυτή ε ί ­

ναι J 3jio. Αν n J 3=o και - Μ 0* τ6τε Π ( 2°) τ Π Μορψή

(22) o ( o 2- J 3a + J 2) = ο .

Μία από τ ις  ρίζες της (22) είναι ίση με μηδέν. Το γεγονός αυτό σημαί­

νει ό τι όλα τα διανύσματα τάσης είναι παράλληλα προς ένα επίπεδο που 

είνα ι ελεύθερο τάσεων (σ χ.6β ). Αν j 2=j 3=o τότε η εντατική κατάσταση 

είνα ι μονοαξονική (σχ.βγ)

Παράδειγμα : Αν ο τανυστής τάσης σε κάποιο σημείο του μέσου είναι

20 30 10

30 30 20

10 20 ι+Ο

όπου όλες οι συνιστώσες έχουν διάσταση kg/cm2 , να προσδιοριστούν ο ι 

κύριες κατευθύνσεις τους . 

θα έχουμε

J =90, J s i 200, J =-11 000 1 * 2  3

και η (20) γράφεται

(23) σ*-90σ2+1 200σ+11 000 = 0.

( * )  T e a  κ ά θ ε  χ υ ρ ι , α  τ ά σ η  ο ρ ί ζ ο ν τ α ι  δ ύ ο  μ ο ν α δ ι α ί α  δ ι α ν ύ σ μ α τ α  ί ο υ  ε ί ν α ι  

ί σ α  κ α ι  α ν τ ί θ ε τ α .  Γ ι α  ν α  ε ξ α σ φ α λ ί σ ο υ μ ε  δ ε ξ ι ό σ τ ρ ο φ ο  κ ύ ρ ι ο  σ ύ σ τ η μ α  α ξ ό ­

ν ω ν  ι ο ί ι ε ι  : π 1 *  η 2 = η 3 .
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Οι ρίζες (* ) της (23) είναι :

σ χ“ 71 kg/cm2 , σ 2»2 5  kg/cm2 , σ 3- - 6  kg/cm2 .

Από τη λύση του συστήματος (1 8 ), για κάθε κύρια τάση, κάνοντας χρήση 

της σχέσης

(24) ικ η .^ 1  ,

παίρνουμε τ ις  κύριες κατευθύνσεις

( η } , η * , η *  ) = ( . 4 9 5 ,  .6 4 7 ,  .5 7 9 )

(25) ( η 2 , η 2 , η 2 ) = ( . 4 8 0 ,  .3 5 2 ,  - . 8 0 3 )

( η | , η 2 , η 2) = ( - . 7 2 4 , . 6 7 6 ,  - . 1 3 0 )

( * )  Η ( 2 0 )  με τ η ν  εισαγωγή της νέας μεταβλητήδ q e C - J j / g  π α ί ρ ν ε ι '  τη 

μορφή

(α)·
όπου

q3-P2q-P3= 0

P2=-J2+ 3 "̂> 0 .
2J, J , J 2

P 3= J 3+ 27 "  3

Ot ρέζες της ( α )  βρυσκονταυ με τ η ν  ευσαγωγτΐ της νέας μεταβλητής ω απ<5 

τη  σχέση
ρ

<β) q = 2(-^-)*$ cosu) .

Αν αντικατα στήσουμε τη ( $ )  στην ( α )  καυ χρησυμοπουησουμε τ η ν  τα υτότη τα 

c o s 3u)=4c o s 3u>-3cosu) παέρνουμε

(Ύ) cos3u)= (|-)3/2

Επευδή η ( α )  έχευ τρευς πραγματικές ρέζες ( β λ .  σχέλυο στο τ έ λ ο ς  του

κεφαλαέου) I ρ 3/ 2 ^ ^  Απ(* τ η ν  ^  θα ^χουμε
Ρ2 . . . . .

^3 / 3 \ 3/2
3ω*3ωι + 2 ( Κ - 1 ) π  , cos3u>j« —  

καυ ot ρέζες  της  ( β )  θα προκΟψουν απέ τυς

_  ̂ π 2τγ0<ω, < ττ , ωΛ =ω,+ -τ - « == ι 3 9 2 1 3
2π

ω3=ωι “ —9



18

6. Κύριες διατμητικές τάσεις.

Για κάθε σημείο του μέσου ρ (χ . )  υπάρχει ένα τουλάχιστο σύστημα 

κυρίων αξόνων. Στην παρόνραφο αυτή, με σύστημα αναφοράς το σύστημα 

των κυρίων αξόνων, θα αναζητήσουμε τ ις  ακραίες τιμές των διατμητικών 

τάσεων σένα σημείο ρ του μέσου. Από το σχ.7 έχουμε

(23) n i n i 1 .

θα αναζητήσουμε τα ακρότατα της τ 2 που υπόκειται στη δεσμική σχέση (2 J ).  

Αν κάνουμε χρήση της μεθόδου των πολλαπλασιαστών του Lagrange με πολλα­

πλασιαστή λ σχηματίζουμε τη συνάρτηση F e i^ -X in ^ n ^ -l) και απαιτούμε 

31731^.0, )<*ι,2, 3,οπότε παίρνουμε

2η,(η*(σ,-σ2)2+η*(σ,-σ,>2-λ>*ο

(29) 2η2{η*(σι -σ , )2+η*(σ,-σ2) 2- λ ) - ο

2 n J { n 2( o J- o j ) 2+n2(o 2- o j ) l - X } s  ο

<*)
-2Π1 1

η*(1-η2) 
ι ι

η2(η*+η2) .
1 2 *
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θα υποθέτουμε οτη συνέχεια ότι η διάταξη των ai  είναι 

(30) σ ,>σ2>σ3

Οι λύσεις των (28) και (29) φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα.

η ι Π 2 n 3 τ 2
n

λ 0
n

+ 1 0 0 0 0

0 ί ι 0 0 0 ° 2

0 0 i i 0 0 0 3

0 +  J L  

‘  S i
+ _ L  
"  S i

( σ 2 - σ 3 j 2 
2 ' K ( q 2 ^ 3 )  

'  2 '

+ _1_ 
■ Λ

0 + _ L  
'  S i

( £ j z £ l ) 2
2 1 K 1 2

+ _ L
'  S>.

+ 1 
■ S i

0 ( ° l - g 2 ) 2v 2 ; 2< V 2 ;

Από τον πίνακα των λύσεων φαίνεται ό τι οι ακραίες τιμές των διατμητι- 

κών τάσεων ε ίνα ι:

(3D  \  |σ 2- σ 3 1, |  |σ 3- σ ι | , \  | σ Γ σ2 | .

Οι κύριες διατμητικές τάσεις εκφράζονται σε όρους των κυρίων ορθών τά 

σεων από τ ις  σχέσεις:

Τ1= \  ( σ2-σ 3^ °

(32) τ 2= 7  « W <  ° W T2

τ 3= 7  (<V ° 2 > i 0

Από τον πίνακα Βλέπουμε ότι η τ ενεργεί στα επίπεδα που διχοτομούν
ΤΠ3Χ

τ ις  διευθύνσεις που αντιστοιχούν στις 0max και am£n .
Αν λύσουμε τ ις  (2 6 )-(2 8 ) ως προς η| έχουμε
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( 33)

V
Π2=

Ψ

> 0, τ^ (ση -^ )(ση-σ»)
( σ , - σ , ϊ ί σ , - σ , ) -

τη ^ ν ο» ) ( ν σι ) _
(σ2-σ3)(σ2- σ , ) -

τ ^ (ση -σ ι) ( ν σ2) _
■ Γσ j-σ,') -  0

Από τ ις  (33) παίρνουμε

τ* 2+(σ -η η 2^  ) 2 > ( - ^  >*«

(34) τ2+ (σ ----- ?η η *
α +σ , σ -σ *3 1  , 2  . , 3  ) _  τ 2

) < (*

τ2+ (σ ---- 5η η *
0 »+σ2

) > (
σ -σ ,

!__ 1 > _ Τ2
2 1 ~ τ ί

ί

]

Οι εξισώσεις (34) απεικονίζονται στο (σ χ .8 ) . ’0λοι ο ι δυνατοί συνδυα­

σμοί μεταξύ ορθών και διατμητικών τάσεων παίρνονται από τα σημεία του 

γραμμοσκιασμένου τμήματος και τα σημεία του συνόρου του.

ΐ
4

4
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Ας θεωρήσουμε ένα σημείο Ραπότοοποίο φέρουμε επίπεδα κεκλιμένα με ίδια 

κλίση προς τους κύριους άξονες. Επειδή είναι δυνατό να φέρουμε οκτώ 

τέτοια επίπεδα κάθε ένα από αυτά λέγεται έδρα οκτάεδρου . Το 
μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο επίπεδο του οκταέδρου είναι 

ϋ -(ι/ / 3 , 1 / / 3 ,  1 / / 3 ) .  Από την (27) παίρνουμε

(35) τ^= ·| { (σ 1-σ 2) 2+(σ2-σ 3) 2+(σ3-σ 1) 2} = |· (2 J^ -6 Jz )

Το μέτρο της διατμητικής τάσης που ενεργεί στην έδρα του οκτάεδρου 

είναι

(36) τ 0=|τη |= |· { ( σ 1~σ2) 2+(σ2-σ 3) 2+(σ3-σ ι ) 2} \ θ  .

7. Επίπεδη εντατική κατάσταση. Κύκλος του Nohr.

Η επίπεδη εντατική κατάσταση π .χ. στο 

χ ^ 2-επίπεδο χαρακτηρίζεται από τη 

συνθήκη (σ χ.9 )

(37) τ ί3= ο ,  i= l ,2 ,3 .

Οι τάσεις , k,m=i,2 δίνονται από 

τ ις  σχέσεις

τ ' η =τ j 1c o s 29 + T 22s i n 20+2x12cos0sin 0

( 3 8 )  τ 22= τ ι j s i n 20+x22c o s 20 - 2 T j  2cos0sin 0

τ ’ =ί -τ ,  , + τ  ) s i n 0 c o s 0 + T ,  , ( c o s 20 - s i n 20 ) .12 11 22 12

όπου τα συνημίτονα κατεύθυνσης λ . . , λ  . έχουν εκφραστεί σαν συναρτήσεις
Κ 1 ΤΠ 1

της γωνίας θ.

Οι (38) μπορούν ακόμα να γραφτούνμε την ακόλουθη μορφή 

τ ! ι = " 1 *2 “  + **2 22 cos20+T,^jin20
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(39) τ 2 2 = — ~2 22 -  ' ~~~ 2 22 c o s 2 0 - T , 2s i n 2 0

τ - τ
t j 2= — —■2 s i n 2 O + i 12c o s2 0  .

Επειδή t J,+ t J z- t u +t 22 π συνθήκη για την οποία έχουμε σχάσιμη τιμή της 

τ'η  είναι

(40) ^ ι ι - Ί ζ ι ) 2τ 122sin20 +2x c o s 2 0 » 2 T '  = O ~ > t a n 2 0 r12 12 T j j - T j j

Οι κατευθύνσεις που προσδιορίζονται απδ την (40) λέγονται κύριες κατευ 

θύνσεις και οι ορθές τάσεις που αντιστοιχούν σαυτές λέγονται κύριες 

τάσεις.

Από τ ις  (40) γ ίνετα ι φανερό ό τι ο ι κύριες τάσεις ε ίνα ι ο ι ακραί- 

ες τιμές των ορθών τάσεων,

(41) τ ι ι + τ 22
2

Πρέπει να σημειωθεί ό τι στο συμπέρασμα (41) οδηγούμαστε πιο εύκολα λύ 

νοντας την εξίσωση (2 2 ).

Από τη συνθήκη νια ακρότατα της τ | 2 παίρνουμε τη γωνία για την ο 

ποία αυτό λαβαίνει χώρα. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ό τι η γωνία αυ 

τή είναι ίπ/2 από τ ις  κύριες κατευθύνσεις που προσδιορίζονται από την

(40) και η ακραία τιμή της χ ) 2 είνα ι

Στο (σχ.ΐθ)φαίνεται η γεωμετρική παράσταση των παραπάνω σχέσεων (κύ­

κλος του Mohr), όπου θ είνα ι η γωνία του συτήματος των κυρίων αξό­

νων με το αρχικό σύστημα αναφοράς.
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Σχ.10

8. Αποκλινών τανυστής χάσης.

0 τανυστής τ „  μπορεί να αναλυθεί με τον ακόλουθο τρόπο?

τ . .=s . ·+ ρ δ ..
13 F 13

(43) 

όπου

(44) 3p=Tkk .

0 τανυστής

(45) s. .= τ . . -ρ δ . .
13 13 ν  13

λέγεται αποκλίνων τανυστής τάσης.

Οι κύριες κατευθύνσεις του s . .  συμπίπτουν με εκείνες του τ .
13

και οι κύριες τιμές των τάσεων θα είναι 46

(46) si  = ai -p
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Οι si  είναι ρίζες tnc εξίσωσης

(47) 

όπου

(48)

s 3- J2DS ' J 3D=0

J in*S..8 Ο ID ι ι
j  . i s  s .  .= ( t ) 2 = 4  ( s 2+s2+ s2)

2D 2 i j  i j  2 v o'  2 1 2 3

j 3 D -1  si j sjk sk iesi s2s3s Ί  < · ; ♦ » : - ; >  ·

Η κυβική εξίσωση (47) έχει τρεις ρίζες πραγματικές

(49)

όπου

(50)

Sj = T 0/2cOSU)

s2 s  T 0/2cos(u> + ·^ ·)

s .  = t . / 5 cos( u>--t?·) 3 0 o

cos3u>=/5J3D /t *

Οι αναλλοίωτες J iD συνδέονται με τ ις  ^  του τανυστή τ ... με τον ακόλου­

θο τρόπο:

(51)
J 2D~ V  1  J \J 1D= 0 *

J 3D= V  1  + l i  J !

9. Καμπυλόγραμμες συντεταγμένες.

Στο Κεφάλαιο αυτό η ανάλυση της εντατικής κατάστασης έγινε στα 

πλαίσια των καρτεσιανών συστημάτων συντεταγμένων. Σε πολλές όμως εφαρ­

μογές έχουμε να αντιμετωπίσουμε προβλήματα με καμπύλα σύνορα και κα­

τά συνέπεια είναι ανάγκη οι βασικές εξισώσεις αυτού του κεφαλαίου να 

διατυπωθούν σε καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων. Στη συνέχεια θα 

δοθούν οι βασικές εξισώσεις σε κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγμένες.
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α. Κυλινδρικές συντεταγμένες ( x ^ r ,  χ 2->-θ, χ 3) . 

Διάνυσμα F

(521 K W A

τελεστής V

/ r ο \ rj ~ 3 , Τ 1 3 τ 3
(53) V=ir  3γ + ιθ r  3θ + χ 3 9χ3 ·

Εξισώσεις ισορροπίας

τ
1 1

+ -  ( τ  - τ ΩΩ)+ —  τ  Ω Ω+ τ  +Β = 0ΓΓ,Γ Γ ΓΓ θθ Γ Γ θ ,θ  Γ3 γ

(54)
1 1τ Ω + — τΩΩ Ω + τΩ + — τ Ω + Β.= 0 

γ Θ,γ  γ  θ θ , θ  θ 3 ,3  γ  γ Θ θ

τ. + — τΩ Ω +τ + τ +Β = 0 .3Γ,Γ Γ 0 3 , θ 33 ,3  3Γ,Γ 3

^τΓθ=ΤθΓ’ τ θ3=Τ3θ* τ 3Γ=ΤΓ3^ '

(5. Σφαιρικές συντεταγμένες ( x j -*t , χ 2·+θ,  χ 3-*φ) 

Διάνυσμα F

(55)

τελεστής V

F=i F +irtFrt+ijvF, r  r  θ θ φ φ

(56) V- ϊ .  - J r + L  * - 4 - +ϊr  3γ  φ r  3φ θ τ ε χ η φ  3Θ

Εξισώσεις ισορροπίας
1 1 (2Τ " τ ΑΑ_ τ ΩΩ+τ χΟΟΐφ)1 1 r r  φφ θθ γ Φ

τ  + —■ τ + —-—  τ + -----i.— ~ — i_L___________  +R -  π
r r , r  γ  Γφ,φ  τ ε ίη φ  γ Θ,Θ r  r ’ ϋ

(57) τ  + ~  τ  + — - —  τ  +
γ Θ,γ  r  φ θ,φ  Γ ε ίη φ  θ θ ,θ

τ + L· τ + ^ τ +
τ φ ,Γ  r  φφ 9 φ Γβιηφ θ φ ,θ

( 3 τ ^ 2 τ ^ ο τ φ )
+ΒΘ=°

(3 τΓφ+ (τΦΦ"τ θθ)οο1:φ 
-------*-----^ -------------  +Βφ= 0

T̂r.fl=Tflr.» τ «Α=ΤΑΒ» ·Γθ" Θγ * θφ φθ* φΐ> Γ φ '*  ^  .
V>\K \//'Λ:.

/

j Λ
S S

A7
\n

V̂
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Σχόλιο :

Στην παράγραφο 5 , χωρίς απόδειξη,έχει αναφερθεί όχι η (20)

(α) a 3- j , a 2+J2a -J 3ao

έχει ρίζες πραγματικές. Στο σημείο αυτό θα δώσουμε μια σύντομη απόδει­
ξη. Ας θεωρήσουμε το αντίθετο, δηλαδή

(l3j σκ*α+ίβ , 6̂0 , k«l,2,3.
Στην περίπτωση αυτή η (13) θα έχει μιγαδικές λύσεις για τα η . , δηλα­
δή

(θ') nj = pj+ivj ·
Αν είσάγουμε τ ις  (β ) και (3 ')  στην (13) και χωρίσουμε το πραγματικό και 

Φανταστικό μέρος θα πάρουμε

TkjV(otVeV = °
(γ)

Tk jv j - ( 3pk+avk) = ° .

Αν πολλαπλασιάσουμε την (γ .1 ) με vk και την (γ .2 )  με μκ και τ ις  αφαι- 

ρέσουμε κατά μέλη θα πάρουμε

(Tk jyj V^v3 ν +β(μΜ> = 0
και

e(v*k+vk) = 0 ♦

Αλλά 3*ο και κατά συνέπεια 

( 5 )  ·

Από την (δ) παίρνουμε την πληροφορία ό τι οι ρίζες της (20) είναι 
πραγματικές.

Αν τώρα σε δύο διαφορετικές ρίζες της (20) π .χ . σα και σ^, σβ*σβ 

αντιστοιχούν οι κατευθύνσεις η*α) και τότε αυτές είνα ι κάθετες 
μεταξύ τους.
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Για τ ις  δύο αυτές περιπτώσεις έχουμε

(ε )
( τ , . - σ  δ )ι/ .α ) :  0 k] α k] 3

( τ . - σ „ δ  . )η! ^ : 0  . k] β k] 3

Αν πολλαπλασιάσουμε την (ε .1 ) με π ^κ α ι την (ε .2 ) με η£α* και τ ις  α- 

Φαιρέσουμε, θα πάρουμε

r-r ( α ) ^  ~° (α) (6)w „ n , · ( α ) ( β )  n 
(Tkjnj ? k  ~τkjnj nj )+(σβ α ) k nk = 0

και
/_  _ v (α) (β) n 
(a6' aa )nk nk = °

Αλλά o aio  και κατά συνέπειαp a
(a) (β) n . - ( α ) . _ ( β )n, n, = 0 n ±n

Πρέπει ακόμα να παρατηρήσουμε ότι ο τανυστής τάσης αναφερόμενος σένα 

σύστημα παράλληλο προς τ ις  κύριες κατευθύνσεις σχηματίζει ένα διαγώνιο 

μητρώο (αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη).
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KBD. B

ΠονκφόρφΗση.

Η επίδραση κάποιου πεδίου δυνάμεων σένα μέσο προκαλεί την παρα­

μόρφωσή του, δηλαδή μεταβολή των διαστάσεων και/ή του σχήματός του.

Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε την παραμόρφωση ενός σώματος σαν μια 

απεικόνιση του σώματος από την αρχική κατάσταση στην παραμορφωμένη κα­

τάσταση. Όπως και στην περίπτωση της έντασης έτσι και εδώ η περιγρα­

φή της παραμορφωτικής κατάστασης σε κάθε σημείο του μέσου θα γ ίν ε ι με 

τ ις  συνιστώσες ενός τανυστή 2ης τάξης,του τανυστή τροπής.

1. Τανυστής τροπής.

Στη μηχανική του συνεχούς μέσου ο χώρος που καταλαμβάνει ένα σώ­

μα περιγράφεται από ένα συνεχές μαθηματικό μοντέλο του οποίου τα γεω­

μετρικά σημεία ταυτίζονται με τη θέση των υλικών σημείων του μέσου. 

Όταν ένα τέτοιο συνεχές σώμα, με την επίδραση κάποιας φυσικής δράσης, 

παραμορφώνεται , η μεταβολή θα είναι συνεχής, δηλαδή γειτονικά 

σημεία στην απαραμόρφωτη κατάσταση θα παραμένουν γειτονικά και στην 

παραμορφωμένη κατάσταση. Όταν ένα σώμα υπόκειται σε μια κίνηση απόλυ­

τα στερεού σώματος τότε οι αποστάσεις μεταξύ των σημείων του παραμέ­
νουν αμετάβλητες.

Ας θεωρήσουμε ένα σώμα στην απαραμόρφωτη κατάσταση και δυο γ ε ι­

τονικά σημεία του Α ( χ . )  και B ( x i + d x . )  (σ χ .1 ). Η απόσταση αβ  δίνεται 
από τη σχέση

( A B ) 2= ( d s ) 2=dx.dx^( 1)
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/

Μετά την παραμόρφωση τα σημεία Α και Β θα καταλάβουν τ ις  θέσεις 

Α *(ζ .)  και Β*(ζΜ·<ΐζ.) και η απόσταση α*β* θα είναι

(2 ) (A 4 * )* .(d s * )s.dF.i dci  .

Μεταξύ του χώρου ( ) και του χώρου (* ) θα θεωρήσουμε ό τι υπάρχει μια 

αμφίμονοσήμαντη αντιστοιχία απεικόνισης (ένα προς ένα) και κατά συνέ­

πεια η εξίσωση μετασχηματισμού

(3) ξ ^ ξ ^ χ , , χ ^ χ , )

θα έχει»κατά μοναδικό τρόπο, την αντίστροφη

(4) χ £ * χ .(ζ , ,ξ 2, ζ , )

για κάθε σημείο του σώματος. Οι συναρτήσεις 1 3 ),(4 ) πρέπει να είναι 

τουλάχιστον μονότιμες, να ανήκουν στην κλάση c*ev και να υπάρχει η 

J » d e t O x . /3 v . ) > o  e v . Τα διανΟσματα χ. και ζ . συνδέονται με το διάνυ- 

σμα μετατόπισης u. με τη διανυσματική σχέση
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(5) ξ.=χ.+μ.

και
3\κ

d^i=dxi + 3 ^(6)

Μετά την (6) η (2) γράφεται

(7)
3u. 3u.

( d s * ) 2=dCi d5i = ( d x . +  - _ i  d x ^ H d x ^  d x s ) , i . A . s - 1 , 2 , 3 .

Η διαφορά των ( d s * ) 2 και ( d s ) 2 μας δ ίνει ένα μέτρο τηζ παραμόρφωσης 

του σώματος. Από τ ις  (1 ) και (7 ) έ χ ο υ μ ε ^

(8) (d s*)2- (d s )2=2o.j dxi dxj

όπου

(9) ε . .
1}

είναι ο τανυστής τροπής 

έχουμε

3χ. 3χ. 3χ.
1 1 D

του Green. Για

) , i> j> k = l»2 ,3.

τ ις  συνιστώσες ποσότητες ε „

ε
i j

( σ υ μ μ ε τ ρ ί α )

Το ότι οι ε „  αποτελούν τ ις  συνιστώσες ενός τανυστή 2ης τάξης αποδει- 

κνύεται με τον ακόλουθο τρόπο:

Ας θεωρήσουμε ένα νέο σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων (O x jx jx p  ως

προς το οποίο οι συντεταγμένες των α  και β  είναι χ '  και x ' + d x '  , αντίπ) m m ·
στοιχα. Στο νέο σύστημα το διάνυσμα.μετατόπισης είναι

( 10) u'sX . U .m mi ι

( * )  ( d s ) 2- ( d s * ) 2=2ni j dC.d5j

οπού 3u. 8uk
3ξ. 3 ξ . 

ι  3
)1 3ui

nij=  2 ( ^ςΤ + 3 ^ · 

euvau ο τανυστής τροπής του A lm a n s i .
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και η (9) γράφεται
3u, 3χ, 3u 3χ#

( 11)

ε! .= ±  (λ .,  13 2 ik

3u 3x. 3u 3χr

JL - 3
k i  y __m % . , n l  m __s .

3x^ δχΤ jm 3x^ 3x! Akn km 3x^ 3x*. *5x7 3*1

r 3u, 3u0 3u 3u 'v
= ~  λ . ,  λ .  Λ  -r--  + +6 —ϋ  — Π1 f = λ . ,  λ.

2 ik 3^1 3*0 3xv nm 3χρ 3χ, J ik 3' j*ek* *

Οι συνιστώσες ε „  υπακούουν στο νόμο μετασχηματισμού των συνιστωσών 

ενδς καρτεσιανού τανυστή 2ης τάξης και κατά συνέπεια είνα ι συνιστώσες 

ενός τανυστή, του τανυστή τροπής, 2ης τάξης.

2. Ανηγμένη μήκυνση και ολίσθηση.

Ας θεωρήσουμε ένα γραμμικό στοιχείο στην σπαραμόρφωτη κατάσταση 

(d X j-d s, dXj=o, dx3= o ). Η ανηγμένη μήκυνσή του ορίζεται με τον ακόλου­

θο τρόπο:

(12) Ej= ->  ds*=(l+E1)ds .

Στην περίπτωση αυτή η (8 ) γράφεται

(13) (1+Ε1) 2-1 = 2 ε Π 

και

(14) Ε1=(ΐ+2 εη ) , ί -1  .

Για να δώσουμε μια φυσική ερμηνεία στη συνιστώσα ε 12 θα θεωρήσουμε δύο 

γραμμικά στοιχεία A B -id X j-d S j, dx2*o, dx3= o ), B r« (d x ,-o , dx2-d s 2, 

dx} =o) nou είναι κάθετα μεταξύ τους στην απαραμόρφωτη κατάσταση. Με­

τά την παραμόρφωση τα γραμμικά στοιχεία γίνονται (dC*.) και (d £ * .).

Αν σχηματίσουμε το εσωτερικό γινόμενο των παραμορφωμένων στοιχείων 
παίρνουμε

(15) ds*ds*cosei2
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Από τ ις  (12) και (14) έχουμε

dsits ( l + 2 e . , ,'*4
(16)

d s * s ( l+ 2 e 11) 2 dSj 

ds*=(l+ 2e„„ )** ds,  .22

Μετά τ ις  (16) από την (15) παίρνουμε

<17> COS012= - --------------- ΐ ---------------- ρ
( l+ 2ej ,>■« ( 1+2822)’

Η θ 12 είναι η γωνία που σχηματίζουν τα γραμμικά στοιχεία α*β* και 

β*γ* μετά τπν παραμόρφωση. Η μεταβολή της αρχικά ορθής γωνίας των 

γραμμικών στοιχείων θα είναι

(18) α12=π/2-θ12

και η (17) γράφεται

(19)
2ε

s m a 12= 12

( l + 2 e 22) J5

Η α12 λέγεται διατμητική παραμόρφωση ή ολίσθηση .

3. Τανυστής απειροστής τροπής.

Όταν οι συνιστώσες u.  του διανόσματος μετατόπισης είναι μικρές 

σε σχέση με τ ις  γραμμικές διαστάσεις του σώματος, τότε, όλες οι εξισώ­

σεις της ελαστικότητας γραμμικοποιούνται ως προς ικ ,  δηλαδή παραλείπο- 

νται οι μη γραμμικοί όροι ως προς ικ και τ ις  παραγώγους των. Στην πε­

ρίπτωση αυτή η έκφραση (9) παίρνει τη μορφή

( 20)
e i r  2 (

3u. 3u.
3χ^ + 3χ^ ej i

Από τπν (14) για ε 11'ν*>11 έχουμε

(21) e e jj

(*) 3u.
v.at « 1  .



δηλαδή οι συνιστώσες του τανυστή e . .  περιγράφουν την ανηγμένη μή- 

κυνση κατά τον i -άξονα. Από την (1 9 ), για απειροστές παραμορφώσεις , έ­
χουμε

(22) °12=2βΐ2 ·

δηλαδή ο ι συνιστώσες e „ ,  περιγράφουν το μισό της μεταβολής μιας 

αρχικά, στην απαραμόρφωτη κατάσταση, ορθής γωνίας.

Σχ.2

Τη γεωμετρική ερμηνεία των συνιστωσών του τανυστή e.^ μπορούμε να την 

πάρουμε από την (20) με τον ακόλουθο τρόπο:

Ας θεωρήσουμε τα απειροστά γραμμικά στοιχεία αβ και α γ  που στην 

απαραμόρφωτη κατάσταση σχηματίζουν μεταξύ τους ορθή γωνία (σ χ .2 ). Με­

τά την παραμόρφωση τα γραμμικά στοιχεία παίρνουν τ ις  θέσεις α*β* και 

Α*?* , αντίστοιχα. Οι συντεταγμένες των α*, β* και Γ* θα είναι
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(23) Β* : x1+dxl +(u1)A+duj'v x1+u1+dx1+9u1/gXidx1 

X2+(U2 )A+dU2^X2+U2+9U2/ 3Xi dXl

r * : x 1+<u , ) A+ d u , '^ 1+u1+ H - d x 2

, 9u,
X2+dX2 + (-U2>A+<3Û X2+U2+dX2 + ·5χΓ^Χ2 .

Οι ανηγμένες στη μονάδα του αρχικού μήκους μεταβολές των αβ και αγ 

στα όρια β -*·α και γ -*α είναι

Mm
Β-*Α

Α*Β*-ΑΒ

ΑΒ

3u
= ^  = e n

U .  A fTilA T 
Γ-*Α ΑΓ

9u,
9x,

= e22

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι 

on Xj είναι

(25) e 33

η ανηγμένη μήκυνση στην κατεύθυν-

Οι συνιστώσες i = i , 2,3 λέγονται ορθές συνιστώσες του τανυστή τρο­

πής.

Από το σχ.2 για μικρές μετατοπίσεις έχουμε

(26)

και

(27)

tang = β=
3u

5 7

tan y  = γ=
9 ^
9χ,

9ut 9u2
e+Y = Y ,2=2eJ2= + g—

2 1

ι

■ l ·

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνόουμε γενικά ότι
9u.

(23) 9
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Οι γωνίες γ „ ,  i^ j  λέγονται γωνίες διάτμησης ενώ ο ι συνιστώσες , 

i^ j  λέγονται διατμητικές συνιστώσες του τανυστή τροπής.

Από το ο χ.2 γίνεται φανερό ό τι ο ι γωνίες β και γ είναι θετικές 

όταν η στροφή του θετικού ημιάζονα γίνετα ι προς την πλευρά του άλλου 

θετικού ημιάξονα ενώ στην αντίθετη περίπτωση οι γωνίες β και γ είναι 

αρνητικές. Αν β=-γ => e 12r 0  και τότε έχουμε καθαρή στροφή, δηλαδή 

στροφή απόλυτα στερεού σώματος, ενώ όταν β=γ τότε έχουμε καθαρή διά­

τμηση. Η ποσότητα

1 3U2 3U1 1
<29> ω3= i  < I * ; '  τ ς  } = ι  (β’ γ )

λέγεται απειροστή στροφή του στοιχείου dXjdx2. Ας θεωρήσουμε ένα απει 

ροστό πεδίο μετατόπισης ^ ( x p X j . X j ) .  Από το u. σχηματίζουμε τον καρ­

τεσιανό τανυστή

(30)
3u. 3u.
__1 ____ i  )
3χ. 3χ.

ι  3

που είναι αντισυμμετρικός.

Στον τριδιάστατο χώρο, από τον αντισυμμετρικό τανυστή κατασκευά­

ζουμε το διάνυσμα

(31) (α)« 5 6« · .(α) · ·
k 2 k i ]  13

που έχει μοναδικό αντίστροφο τον τανυστή

(32) 0Ji j Bei j ka)k *

Από την (31) παίρνουμε την (32) με εφαρμογή του e-δ κανόνι*V ia  τα 

και χρησιμοποιούμε τους όρους διάνυσμα και τανυστής στροφής , α­

ντίστοιχα.

Ας θεωρήσουμε δύο γειτονικά σημεία a (X j ) και Β { χ ^ ά χ χ) . Η 

σχετική μεταξύ τους μετατόπιση είναι

( Λ ) And την ( 3 1 )  έχουμε 2β, ω =β _̂__ e , .  .ω. · = (<$ .6 .-<$ .6kmn k kmn k i j  13 mi n j  mj n i  i j

ω
mn-ω « 2ω -*>u>. , x e . , , ω, 

nm mn 13 13k k
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3u. . 3u. 3u. . 3u. 3u^

(33) dui= 3x7 dxj s I  ( 3ST + 3 ^ )dxj + 2 % 7  '  ^x7)dxj
3 <3 i  3

=e. . d x ω. . dx. .
13 3 13 3

Av e . .=o, τότε
13

(34) du.=-u). .dx.=u). ,dx.=-e . .,ω, dx. => du * u>xdri  13 3 3 i  3 13 k κ 3
Η σχετική λοιπόν μετατόπιση των Α^και α2 είνα ι το εξωτερικό γινόμενο 

των ω και dr.

4. Κύριες κατευθύνσεις του τανυστή τροπής.

Στην παράγραφο αυτή θα περιοριστούμε στις κύριες κατευθύνσεις και 

συνιστώσες του τανυστή απειροστής τροπής. Από την (3 3 ), για ω „=ο , 

έχουμε

(35) du.=e..dx. .
1  ID D

Πρέπει να σημειωθεί ότι ω^=ο δεν σημαίνει ότι γραμμές ή επίπεδα του 

σώματος δεν στρέφονται. Η σχετική μετατόπιση του α 2 προς το At ανά μο­

νάδα μήκους του AjA2 εκφράζεται από τη σχέση

d u . 
_____1

|α”α 2Ι= βΐ3

dx. 
____1
Iα ; α ,|

ή

(36) e. = e . . n .
1 ID D

όπου n . ,  j = i , 2 ,3 είναι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του γραμμικού στοι­

χείου A A . Στη γενικότητα το διάνυσμα τροπής e. δεν έχει τη διεύθυν-1 2  1
ση τόσο του AtA2 όσο και του α*α*. Η ανά μονάδα μήκους μεταβολή του 
A A . e , κατά την παραμόρφωση μπορεί να εκφραστεί σε όρους του e ..1 2 9 l j
στο Aj και των η.. ,  δηλαδή

(37) e -= e . . n . n .  .

θα αναζητήσουμε τις  κατευθύνσεις του AjA2 για τ ις  οποίες

(33) e . =  e i ^  , n . n . = l .
1 1
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Οι κατευθύνσεις αυτές λέγονται κύριες κατευθύνσεις και ο ι αντίστοιχες 

τιμές της παραμέτρου e κύριες τιμές του τανυστή τροπής.

Από τ ις  (36) και (38) έχουμε

(39) (β ^ -β δ ^ ^ )iu= 0 , 1 .

Για να έχει το αλγεβρικό σύστημα (39) λύση διάφορη της μηδενικής, πρέ­

πει

(4 0 )  d e t ( e . ) = Ο .

Αν αναπτύξουμε την (40) θα πάρουμε · ·.*'

(41) ei - J 1e2+J2e -J Js Ο 

όπου

J i=en +e2 2 +esjsei i
e e. _ e e e .,22 23 11 12 11 1 3

(42) J 2 = ♦ ♦

e e . e e e ., e , ,32 33 21 22 31 33
= Τ  i J i”*ijei j )

είναι ο ι αναλλοίωτες του τανυστή τροπής e .^ . Η εξί<Λ>ση (41) έχει τρεις 

πραγματικές ρίζες που αντιστοιχούν στις κύριες τιμές του e .^ . Οι κύρι­

ες κατευθύνσεις που αντιστοιχούν στις e. , ΐ* ι,2 ,3  είνα ι οι κύριες κατ­

ευθύνσεις της τροπής και είναι μεταξύ τους κάθετες. Αν έχουμε e ^ o  , 

e 240, e } 40 τότε έχουμε τριαξονική παραμορφωτική κατάσταση. Η συνθήκη 

που πρέπει να ικανοποιείται είναι j ^ o .  Αν J,=o και J 2^o, τότε η (41) 

γράφεται

(43) e(ei - J 1e+J2) = 0 .

Η μία από τ ις  ρίζες της (43) είναι ίση με μηδέν και η παραμορφωτική 

κατάσταση είνα ι διαξονική (επίπεδη). Αν j 2=j j=o τότε η παραμορφωτική 

κατάσταση είνα ι μονοαξονική. Στην περίπτωση που e t>e2*e} , π κατά-
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στάση λέγεται υδροστατική. Αν δύο από τ ις  κύριες ^  είναι ίσες 

π.χ. e 2=e3j{0 , e ^ o  τότε η παραμορφωτική κατάσταση λέγεται κυλινδρική. 

Για την επίπεδη παραμορφωτική κατάσταση π .χ . στο X jX ,-επίπεδο έχουμε

(44) e.  = 0 , i = l , 2 , 3 .

Η μελέτη της επίπεδης παραμορφωτικής κατάστασης (και ο κύκλος του Mohr) 

είναι αντίστοιχη εκείνης της επίπεδης εντατικής κατάστασης (τανυστές 

2ης τάξης).

5. Διόγκωση -  αποκλίνων τανυστής τροπής.

Ας θεωρήσουμε ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο που έχει πλευρές d x 15 

dx2 , d x 3 παράλληλες προς τους αντίστοιχους άξονες. Στο σχ.3 φαίνεται 

η προβολή του α1α2α3α1( στο επίπεδο XjX2

Σχ.3

Η προβολή του παραμορφωμένου παραλληλεπιπέδου είναι A J A ^ A J  με πλευ­

ρές μήκους

(45) ( l +e j ι ) d X j , ( l + e 22)dx2 , ( l + e J 3 ) d x 3 .

0 όγκος του (A" Ay Ay Α̂ ')με τον όγκο του (AJ Α^ΑyΑ̂ ) διαφέρει κατά ποσότη 
τα που περιέχει τα τετράγωνα των διατμητικών παραμορφώσεων.

Αν ν είναι ο αρχικός όγκος του παραλληλεπιπέδου και ν+Δν του πα­
ραμορφωμένου, θα έχουμε

V = d x ,d x 2d x 3
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(46) ( l + e J1) ( l + e 22) ( l + e 33)dx1dx2dx3

'  ν+ ekx ν 
Η ανηνμένη διόγκωση θα είναι

(47) Θ =
V+Δν-ν

V = <T<k '

0 αποκλίνων τανοστής τροπής είναι ανάλογος με τον αντίστοιχο του τανυ 

στή της τάσης και ορίζεται με τον ακόλουθο τρόπο :

(48) ο. .= e . ■=· δ . .
13 3 ΐ ]

6. Συνθήκες συμβιβαστού τκν παραμορφώσεων.

Από τη σχέση (9) παρατηρούμε ό τι για δοσμένες τ ις  συναρτήσεις 

ε „ ( χ , , χ 2, χ 3) ο ι τρεις συναρτήσεις u. πρέπει να ικανοποιούν 6-διαφο 

ρικές εξισώσεις (* )

(49)
, 3u. 3u. 3u. 3u,
1. ,  ι  3 .  k  k x

e i j = 2 v 3x. 3x. + 3x. 3x. ’  ’
3 1 3 1

Επειδή έχουμε 6-εξισώσεις για τον προσδιορισμό τριών συναρτήσεων το 

σύστημα (49) δεν θα έχει γενικά μονότιμη λύση αν οι συναρτήσεις ε „  

δεν ικανοποιούν κάποιες επιπρόσθετες συνθήκες. Οι συνιστώσες του τα- 

νυστή τροπής προσδιορίζουν μόνο τ ις  σχετικές θέσεις σημείων του σώμα­

τος και κατά συνέπεια πρέπει να αναμένουμε ότι η λύση u. μπορεί να 

προσδιοριστεί με προσέγγιση μιας κίνησης απόλυτα στερεού σώματος.

Αν οι ε ^  καθοριστούν αυθαίρετα θα πρέπει να αναμένουμε σαν αποτέλε­

σμα της αυθαιρεσίας την κατάσταση που (ραίνεται στο (σχ.4) , δηλαδή 

δεν θα υπάρχει αμιριμονοσήμαντη αντιστοιχεία μεταξύ των σημείων της α- 

παραμόρφωτης και παραμορφωμένης κατάστασης. Οι συνθήκες για την ολο­

κλήρωση των (49) λέγονται συνθήκες συμβιβαστού των παραμορφώσεων. Ο 

προσδιορισμός των συνθηκών αυτών, που πρέπει να ικανοποιούνται από 

τ ις  ε „ ,  προκύπτουν από τ ις  (49) με απαλοιφή των ικ (Green and Zerna,

( * )  θα υκοθεσουυε οτε ol συναρτήσεες ε . .  χαε ανήκουν στην κατάλ­
ληλη, γεα την «ορεώτου χροβλήιιατος, χλαση συναρτήσεων.
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(1954): Theoretical E la s tic ity  , σελ. 64 ) .

Επειδή είναι δύσκολο να δουλέψουμε με τ ις  μη γραμμικές διαφορικές εξι 

σώσεις (49) στη συνέχεια θα αναζητήσουμε τ ις  συνθήκες που πρέπει να ι 

κονοποιούν οι e . . »
ID

(50)
„ 3u. 3u.

ei j = 2 ( 3x. + 3x. ’J D i

Αν υιοθετήσουμε το συμβολισμό

( V s -
9(_)

■ ·
D

η (50) γράφεται

(51) ·

Από παραγώγιση της (51) παίρνουμε

(52) ' i j  ,k Γ
1
2 ûi ,  j k t +Uj ,iki.^

Από την (5 2 ), με εναλλαγή των δεικτών , έχουμε

ek i , , i j  = 2” (uk , i , i j +U)l»1<ij)

5j,,ik= 2 (uj , U k +U£,j ik^  

e i k , j i f  2 (ui ,k j i ,+uk , i j« , ) *

( 53)
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Από τ ις  (52) και (53) παίρνουμε

(54) eij ,k A +ek M j " ei k , j r ej* , ik e Ri j U  s ° *

Οι (54) είναι γνωστές σαν συνθήκες συμβιθαστού του St.Venant. 

Από τ ις  (81) εξισώσεις που προκύπτουν από την (54) μόνο 6-εξισώσεις 

είναι ανεξάρτητες ενώ οι υπόλοιπες ή είναι ταυτότητες ή επαναλήψεις 

λόγω της συμμετρίας του τανυστή τροπής*?\)ι εξισώσεις αυτές είναι :

(55)

e  = - e  + e  + e11.23 23,11 31,21 12 ,31

e  = ~ e  + e  + e
22,31  31 ,22  12 ,32  2 3 ,12

e  = - e  + e  + e
33 .12  12 ,33  23 ,13  31 ,23

2 e  ” «  e  + e
1 2 . 1 2  1 1 , 2 2  2 2 , 1 1

2 e  r e  * e
23 .23  22 ,33  33 ,22

2 e  = e  + e
31,31 33,11 11 ,33

Οι συνθήκες (55) είνα ι οι αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη μονότιμης 

και συνεχούςλύσης των (5 1 ).

θα εξετάσουμε τώρα αν οι συνθήκες (54) ε ίνα ι ικανές στο να ε­

ξασφαλίσουν την ύπαρξη συνεχούς και μονότιμης λύσης των εξισώσεων (51) 

(με προσέγγιση κίνησης απόλυτα στερεού σώματος).

Ας θεωρήσουμε ένα σημείο Ρ ( ( χ ? )  με γνωστές μετατοπίσεις u| και 

τανυστή στροφής ω?.. Οι μετατοπίσεις ενός αυθαίρετου σημείου Ρ 

προσδιορίζονται από ένα επικαμπύλιο ολοκλήρωμα κατά μήκος μιας καμπύ­

λης (τυχαίας) c που ενώνει τα σημεία Ρ0 και ρ (σ χ .5 ).

(56)

Αλλά

ui ( *k)= ui +f dui= UH

P 3u.

• \ dXk

3u.

s eik"®ik

( * )  Με τ η  Β ο ή θ ε υ α  τ η ς  ( 5 * 0  έ χ ο υ ι ι ε :

Ri j k i eRk A ij’ RijkA ’ -Rjik A ="RijAk

1
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Ρ

Σχ.5

και η (56) παίρνει τη μορφή

rP
(57) u . C x , ) *  u?+ ι  k ι ei k d V ωΐ Α  *

To τελευταίο ολοκλήρωμα στην (57) γράφεται

ωίχάν

(53)

Ρ rP 3ω.,

( V ^ )}d x £

= “ ik ( V * k )+f ( V xk)
ο

Από τον ορισμό του τανυστή στροφής έχουμε

)

3ωΜ
i k

9χΛ dx 9, ·

3ω., „ 32u_. 32ιι^

3χ
i k  _ JL ( i

A 2 '  3x*3xk

1 3 2u . 3 2u
i  ( A -  +

3xA3xi

£ ) -  ±  (-3 Uk
32u l

(59)
2 3x^3x^ 3χ^3χ^ 2 ^xi^ x£

j _  ι Λ  Λ ,  _l . ι  Λ  + ^  ,3xk 2 St 3xi 3xi 2 St 3xk
e iJ l ,k  ek J t , i

Αν αντικαταστήσουμε τ ις  (58) και (59) στην (57) θα πάρουμε
(V

. 0 _ / -  _ . . 0 \ , , 0u . ( xk )= u » - ( V x “ ) W» k+ Ai A . Nr
^V.lKu0

• -  -  V^O -------

(60)

\-S
l
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όπου

(61) a u = ·

Για να είνα ι η u . ( x . ) συνεχής και μονότιμη πρέπει το ολοκλήρωμα
1 Κ /£)

στην (60) να είνα ι ανεξάρτητο του δρόμου ολοκλήρωσης % δηλαδή

(62)

'.'4. ί1
(*) Για μια ακλά συνεκτική περιοχή το θεώρημα του Green έχει τη δια­

τύπωση <

(α) | (Pdx1+Qdx2+Rdx3)s || {(R^-Q,,)^

+(P,r R>i)n2+(Q,r P,2)n3}dS

ύπου C είναι μια κλειστή καμπύλη- συνοριακή καμπύλη της επιφάνειας S 

και το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα επί της S. Όταν επιβάλουμε τις 

συνθήκες

(β) R,2-Q,}=0, P»j~R* *j= 0 , Q,j-P,2* ο

το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα μηδενίζεται για κάθε χλεισίή καμπύλη C 9

(γ) (Pdx1+Qdx2-»-Rdx3)s 0 .
'C

Αν το συμπε'ρασμα αυτά το εφαρμόσουμε για δυο δυνατούς δρόμους ολοκλή­

ρωσης μεταξύ του σταθερού σημείου Ρ0 και του μεταβλητού σημείου Ρ 

(σχ·5) βλέπουμε ότι

(δ) 0 =
ίρ  CP 

0
ίρ LP 

0

«  0 ·

· -

"Λ
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Για πολλαπλά συνεκτική περιοχή θα πρέπει να επιβληθούν επιπρόσθετες 

των (62) συνθήκες.

Από τ ις  (61) και (62) παίρνουμε

eii,,m_l5km(eiJl,k_ek i , , i )+(xk"xk) ( e i«.,kin"ekJl,iin)

eim,£+^k£^eim,k ekm,i^ x̂k xk ^ eim,k£ ekm,i£^-  ® in
ή

(63) (x^-x®) {συνθήκες συμβιβαστού}=0.

Η εξίσωση (63) ικανοποιείται αν ικανοποιούνται οι συνθήκες συμβι- 

βαστού (54) .  Για απλά λοιπόν συνεκτικές περιοχές η ικανοποίηση των συν­

θηκών συμβιβαστού είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να πάρουμε από 

τ ις  (51) μονότιμο και συνεχές πεδίο μετατοπίσεων. Για πολλαπλά συνεκτι-
/  Λ  \

κέςν περιοχές οι συνθήκες (54) είναι αναγκαίες όχι όμως και ικανές 

για να εξασφαλίσουν μονότιμο και συνεχές πεδίο μετατοπίσεων από τ ις  

(51).

Ας θεωρήσουμε τώρα μιά διπλά συνεκτική περιοχή στο επίπεδο (σχ. 6) .

( * )  Απλά σ υν ε κτική  λ έ γ ε τ α ι  μ ια  περιοχή αν κάθε απλή χ λ ε ι σ τ ή  καμπύ­

λη ε π ί  τη ς  περιοχήε αυτήε μπορεί να συρρικ νώ νεται συνεχώς σένα σημείο  

χωρίς να ε γ κ α τ α λ ε ίπ ε ι  την περιοχή"  στην α ν τ ί θ ε τ η  περίπτωση η περιοχή λ έ ­

γ ε τ α ι  πολλαπλά σ υν ε κ τ ικ ή  .



Μετά από μια τομή η περιοχή γίνετα ι απλά συνεκτική. Ας συμβολίσουμε 

τ ις  δύο πλευρές της τομής με (+ ) και ( - )  και έστω ό τι τα σημεία Α+και 
α~ είνα ι ακριβώς το ένα απέναντι στο άλλο. Τα επικαμπύλια ολοκληρώματα

(64)
+ ί*+ .  fA

f(A )* (Pdx +Qdx ), f(A )= (Pdx +Qdx ) 
h .  - JP.

είναι μονότιμα όχι όμως και ίσα μεταξύ τους αφού τα σημεία Α* και λ" 

βρίσκονται σε απέναντι πλευρές.

Αν παραμορφώσουμε το δρόμο c στο δρόμο ρ a ~*L  θα έχουμε

(65)

και

(66)

f .  f  * f
Jp. Jp. a

f(A+) = f(A')+ J (POX,+Qdx2) .

Από την (66) γίνετα ι φανερό ό τι για  να έχουμε f(A+)=f(A~) πρέπει 

να ικανοποιείται π επιπρόσθετη συνθήκη

(67) [ ( ) = 0.
η

Για (m+D-πολλαπλά συνεκτική περιοχή ο ι επιπρόσθετες συνθήκες θα

ε ίν α ι:

(68) (Pdxj+Qdxj+PdxJ)= )= ( ) - 0  .

Αν τα παραπάνω συμπεράσματα τα εφαρμόσουμε στο πρόβλημα συμβιβα- 

στότητας τότε το μονότιμο του πεδίου μετατοπίσεων απαιτεί τ ις  επιπρόσθε­

τες συνθήκες

(69) Ιλu dxt = AU dxi= 0
π

ie l,2 ,3

όπου LJf Lm είναι m-δρόμοι στην ( » + ι ) -  πολλαπλά συνεκτική περιοχή.

Για  την κατανόηση των επιπρόσθετων συνθηκών (69) θα αναφέρουμε δύο 

απλές περιπτώσεις εφαρμογής τους:
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α) Ας φανταστούμε ένα πέταλο αλόγου που παραμορφώνεται έτσι ώστε οι 

δύο ακραίες επιφάνειες του Sj και s2 να έρθουν σε επαφή. Στην κατάστα­

ση αυτή αν οι επιφάνειες συγκοληθούν θα έχουμε ένα διπλά συνεκτικό σώ­

μα. Αν γνωρίζουμε την παραμόρφωση του νέου σώματος τότε από τ ις  (51) 

προσδιορίζονται οι μετατοπίσεις που οδηγούν στο αρχικό σώμα. Στην πε­

ρίπτωση αυτή ένα σημείο της συγκολημένης επιφάνειας s θα έχει δύο με­

τατοπίσεις που αντιστοιχούν στα δύο σημεία των επιφανειών Sj και s2 

και κατά συνέπεια το πεδίο μετατοπίσεων δεν είναι μονότιμο στα σημεία 

της s. Οι δύο μετατοπίσεις θα συνδέονται με τη σχέση

(70) u . (P2>- u. ( pi ) =
ί ( Ρ )

Αΐ Α

β) Αν έχουμε ένα δαχτυλίδι και εφαρμόσουμε κάποιο πεδίο δυνάμεων 

σαυτό τότε στην αναζήτηση της παραμόρφωσης που αντιστοιχεί θα πρέπει 

πρώτα να αποφασίσουμε αν είναι επιτρεπτό να ανοιχτεί κάποια σχισμή.

Αν το δαχτυλίδι διατηρήσει τον αρχικό μορφικό σχηματισμό του η παρα­

μόρφωση πρέπει να είναι τέτοια ώστε το πεδίο μετατοπίσεων να είναι μο­

νότιμο. Στην περίπτωση αυτή η παραμόρφωση που οφείλεται στο επιβαλόμε- 

νο πεδίο δυνάμεων πρέπει να είναι τέτοια ώστε

(71)
ί ( Ρ )

Au dxr 0 5

όπου ί ( ρ)  έχει την έννοια του δρόμου που αναφέρθηκε στην προηγούμενη 

ανάλυση των πολλαπλά συνεκτικών σωμάτων.

7. Καμπυλόγραμμες συντεταγμένες.

Επειδή σε πολλές εφαρμογές της θεωρίας του παραμορφώσιμου στερε­

ού αντιμετωπίζονται προβλήματα με καμπύλα σύνορα στη συνέχεια θα δο­

θούν μερικά από τα αποτελέσματα αυτού του κεφαλαίου σε κυλινδρικές 

και σφαιρικές συντεταγμένες.



48

α. Κυλινδρικές συντεταγμένες ( χ ,=γ , χ ^ Θ , χ , ) .  -Υ  Υ ί

ΰ * ur l r+uei 0+u si 3 .

Διάνυσμα μετατόπισης

(72)

" ' Τελεστής V

Ι7 ΐ\  π τ 3 , τ 1 3 , ? 3
(73) 7 ■ Υ  3 ? + x6 - r W  + *» ^ 7  

Τανυστής τροπής - Υ i tQ

(74)

e  s u  
r r  r » r

e  =  — u  +  — u  
00 Γ 0>0 r  r

e  =  u  
33 3 *3

2 e r 0 =  r  Ur , 0  r  U 0 + U 0 , r

2e03 = u0,3+ r  Us,0 
2 e  b  u  + u

3Γ 3 , r  r , j

Y ■ Y :\. 5

Γγ Ύ.Υ Y:.;
■■■<*·■: ·\ ;v* j >:;ίΥέ ;> * f.· ‘ Y ·.· " '
γ  .·:*> ■ ?&*'η rv ϋΥ · .. -Y" v

Συνθήκες συμβιβαστού

2 e  =  e  + eΓ3,Γ3 ΓΓ,33 33*ΓΓ
2 1

e00,33* Γ Θ03»θ3* Γ 2 *33,60* Γ β33,Γ~ Γ βΓ 3,3
S 0

(75) τ τ , 00~r e r r , r ~ 2(rer 5 }*r0+(r2e0 0 , r > * r*0
r 1 .  1 . Λ

®Γ0,33 β03) , Γ3 Γ βΓ3,θ3+^Γ β33^*Γ0~°

r  err*0s βΓ3^*Γ0^^Γ r̂ e 03^*r^»r~ γ*  βΓ0^*Γ3:

■ /■■

Υ'

βΓ , .θ θ -Γ· Γ Γ , Γ (ρ* ,θ ) ·Γβ+Γ(Γ·ββ) Τ Γ <ρ·Γθ) ·β , ·  ° 

β. Σφαιρικές συντεταγμένες (χ ι *τ, χ2·θ ,  χ 3=φ). - *■> · ·Υ - ..‘-ν  ̂ " *-
 ̂ }*\Υ i·'-·-' ■ r Υ Υ ν

(76)

Διάνυσμα μετατόπισης

G = ur I r +uei e+“ φ5φ ·

ίI

.iv* - V-.>
. rTU*>*

f-* Y;>(!3i Y■%v Ύtz--1 V '/ • ν *,γ:< ■ j ! %ίΎ
« ,r 1
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Τελεστής V

(77) π τ a τ ι  3 .V s ι +ι, — - ζ - Γ  +ι,r 3γ φ r 3φ θ Γείηφ 3φ 

Τανυστής τροπής

(78)

e = u 
rr r ,Γ

1 ι  · 1
Θ α a s: — U +  — U . Ο θ τ φ +  ------7— r  11Λ nθθ r r r φ Ύ τειηφ θ,θ

e . . = —  (u. .+u )φφ r φ,φ r
9 - _ 1 1 
ΘΓ θ ~ υθ,Γ r υθ+ Γειηφ Ur,0

2eθφ “ r υθ,φ r u0co't(i)+ Γδΐηφ υφ,θ 
1 . 1

(79)

2e . = u . ---υ .+ —  u . .φΓ φ,Γ r φ r Γ,φ

Συνθήκες συμβιβαστού

eY_„ “2( r e ) , + ( r 2e ) = 0ΓΓ,φφ γ γ ,γ  Γφ Γφ φφ,Γ

li?jL (Γ2βφφ)’Γ - 2δίη2<»1 θΓΡ«·8ίη2Φβθθ,Γ+βφφ,θθ"28ΐηφ(8ίηφβΓθ)»φ 

+(3ΐη2φβθθ >φ) ,φ-8ΐηφοοδφθφφ >φ-2(3ΐηφβφθ) , ^ β ΐ η φ β ^  >θ = 0

1 2 ,--- γ—  e .A-re +οοΐφβ .---- r-r- (re Λ. 2 . γ γ ,ΘΘ γ γ ,γ Ύ γ γ ,Φ ειηφ γ Θ γ Θsin φ Ύ

-2οοΐφ(ΓβΓφ),Γ+(Γ2θθθ>Γ),Γ = 0

θΓφ,θθ+2δίη2φβΓφ-Γ8ίηΦβθφ,Γθ-(5ίηφθΓθ) ’θφ+ ; ■ · "
+Γ3ΐηφ(3ίηφβθθ),Γφ-3ίη2φβΓΓ>φ-Γ8Ϊηφοο3φβφφjr= Ό

(5ίηφβΓθ)’φφ+25ίηφθΓθ+Γ(βφφ )’Γθ·°°ΐφ(δίηφβΓθ )’φ

βΐηφί 5^ηφ εΓφ^»φθ err,0 3ΐηφ^δ:*'η φβθφ^ *Γφ= ®

(r2e_. )9 +(- e=θφ,Γ/9Γτν ειηφ ^ΓΓ^Θφ είηφ ^ΓβΓφ^*Γ0~

-είηφί-?------  6 }
ειηφ γ Θ *Γφ
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Σχόλιο:

α. Τα όσα αναφέρθηκαν στο σχόλιο του Κεφ. Α ισχύουν και για τον 

τανυστή της τροπής.

β. Η βιβλιογραφία είναι εκείνη του Κεφ. Α.

γ. Από τη θεωρία των συναρτήσεων είναι γνωστό ότι η (3 ) έχει μονότι 

μη και συνεχή λύση του τύπου που δίνεται από την (4 ) αν και μόνο αν

Από φυσική όμως θεώρηση του αντικειμένου επιβάλεται και πρόσθετος πε­

ριορισμός στην J .  Στην απαραμόρφωτη κατάσταση 5 .= x . .~ > J= i  . Επειδή η 

παραμόρφωση είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου (αυτό μόνο στιγμιαία 

δεν συμβαίνει) η «J θα είναι επίσης συνεχής συνάρτηση του χρόνου και 

κατά συνέπεια θα είναι J>o για μικρές συνεχείς παραμορφώσεις. Η J 

δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές από μια συνεχή παραμόρφωση του 

μέσου χωρίς να περάσειαπό την κατάσταση J=o. Η κατάσταση όμως αυτή 

δεν είναι αποδεκτή (α) και κατά συνέπεια j>o.
θ ε ώ ρ η μ α :  Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι μια συνεχής 

παραμόρφωση αποδεκτή είναι

(β) J  = det(6^+8u./3Xj)>0 , i , j « l , 2 , 3  .

Πρέπει να σημειωθεί ό τι το πρόσημο της J εξαρτάται από τη στροφή 

του νέου συστήματος. Αν το νέο σύστημα από δεξιόστροφο γ ίν ε ι αριστερό­

στροφο και αντίστροφα τότε J<o.

(α) 3 χ ^ “ 3 ( χ  , χ  , χ  ) ^ °
3 1 2  3



ΚΕΦ. Γ

Καταστατικές εξισώσεις των γραμμικά ελαστικών υλικών.

Η ύπαρξη εντατικής κατάστασης σένα παραμορφώσιμο μέσο έχει σαν , 

συνέπεια την εμφάνιση σαυτό μιάς αντίστοιχης παραμορφωτικής κατάστα­

σης. Η σύνδεση του αιτίου (ένταση) με το αποτέλεσμα (παραμόρφωση) συν­

δέεται άμεσα με τ ις  φυσικές ιδιότητες του υλικού του μέσου (έκφραση 

φυσικού νόμου). Τ ις  σχέσεις μεταξύ των τάσεων και παραμορφώσεων σε γε­

νικές εντατικές καταστάσεις προσπαθούμε να τις  εκφράσουμε με κατάλλη­

λες γενικεύσεις των αντίστοιχων σχέσεων στον απλό εφελκυσμό και την 

καθαρή διάτμηση. Γενικά οι σχέσεις αυτές θα περιέχουν και ρυθμούς με­

ταβολής των τ „  και ε „  ή και ανώτερες χρονικές παραγώγους των , τη 

θερμοκρασία που προκαλεί διαστολή αλλά και μεταβολή των ιδιοτήτων του 

υλικού όπως επίσης και την ιστορία της παραμόρφωσης. Συμβολικά γραφου-
( Λ )

με ότι η κάθε συνιστώσα του τανυστή τάσης είναι μία συνάρτηση

(1) T . . - f . . ( e  , Τ,  ε-εστορία).10 l j  mn’ kZ

Οι σχέσεις (1) αναφέρονται σαν καταστατικές εξισώσεις του υλικού του 

εξεταζόμενου μέσου.
Ας υποθέσουμε ότι η συνιστώσα τ „  του σ = [τ „ ]  είναι μία συνάρτη 

ση όλων των συνιστωσών του ε=[ε.,.]

( 2 ) τ . .= f . . (ε )13 13 mn

όπου η μορφή των f _  αλλάζει με την αλλαγή του συστήματος συντεταγμέ­

νων.

(*)  Μετά από ολοκλήρωση ρέας συναρτησιακής της μορφής 

Fi j  = Fi j (emn’ ^ki.* ’ ' '  ,Tmn’ f k r  *1' » 1 * ’ } = 0 ,
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Επειδή τ .^ = τ ^ ,  θα έχουμε

(3)

και κατά συνέπεια μπορούμε να θεωρήσουμε τ ις  f „ ( . . . )  σαν τα στοιχεία 

ενός 3x3 συμμετρικού μητρώου 

Η (1) σε μορφή εξίσωσης μητρώων γράφεται

(4 ) o - f ( c )  

όπου

(5) f (c )  = f T (c )  .

Η f  είναι συμμετρική τανυστική συνάρτηση και στην περίπτωση που εξετά­

ζουμε είνα ι γνωστή σαν καταστατική συνάρτηση του υλικού.

Σε διάφορα υλικά υπάρχουν συγκεκριμένες κατευθύνσεις αξόνων ως 

προς τ ις  οποίες η καταστατική εξίσωση έχει αναλλοίωτη μορφή. Μια τέ­

τοια ιδιότητα αντιστοιχεί στις λεγάμενες συμμετρίες του υλικού και οι 

αντίστοιχες κατευθύνσεις λέγονται κατευθύνσεις συμμετρίας.

Αν έχουμε δύο καρτεσιανά συστήματα αξόνων Ο χ ^ χ , ,  ( { χ . } ) ,  και 

OxjxJxJ, ( { x p ) ,  ενσωματωμένα σένα δοσμένο υλικό (τα { χ . }  και {x p  

σχηματίζονται από υλικές ίνες του υλικού) που καθορίζουν δύο κατευθύν­

σεις συμμετρίας τότε η (4 ) στα δύο συστήματα θα έχει τη μορφή

(6) osf(c)

και

(7 ) ®*sf ( c ' )

αντίστοιχα, δηλαδή το υλικό αναγνωρίζει ισοδυναμία στις κατευθύνσεις

( χ . )  και {x p  .

Η γεωμετρική σχέση μεταξύ των { χ ρ  και { x p  περιγράφεται από το 

ορθογώνιο μητρώο μετασχηματισμού Λ * [ λ ^ ] ,  όπου

(8 ) λ 3X1
V  ·55Γ

( χ ρ λ . , χ ρ
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Για κάθε υλικό υπάρχει ένα καθορισμένο σύνολο κατευθύνσεων συμμε­

τρίας που χαρακτηρίζεται από το σύνολο

(9) (Α}= {Λ1,/2, . . . , Α η} ,

όλων των ορθογωνίων μητρώων μετασχηματισμού μεταξύ όλων των ζευγαρι- 

ών των κατευθύνσεων συμμετρίας. 0 αριθμός (δείκτης) η μπορεί να είναι 

πεπερασμένος ή άπειρος. Το σύνολο {Α } είναι γνωστό σαν ομάδα συμμετρί­

ας του υλικού.

Τα διάφορα υλικά που συναντούμε στις εφαρμογές κατατάσσονται σε 

κατηγορίες και η κάθε κατηγορία χαρακτηρίζεται από διαφορετική ομάδα 

συμμετρίας {Α} .  Οι κατηγορίες αυτές είναι γνωστές σαν κρυσταλλικά, ορ- 

θότροπα, ισότροπα κ . τ . λ .  υλικά.

Οι σχέσεις (6) και (7 ) ,  μαζί με τον τανυστικό χαρακτήρα των σ  

και c , υπαγορεύουν συγκεκριμένους περιορισμούς στη μορφή της καταστα­

τικής συνάρτησης f-. αν εισάγουμε στην (7) τ ις

( 10) T i j= Xi k V k A  ή β' =ΑσΑ

ei j =Xik XjJlek£,  ̂ ε'=Αελ

θα πάρουμε

ΛσΛΤ =ί(ΛεΛΤ )
και

(11) Af(c)AT=f(AcAT) .

Από την παραπάνω ανάλυση οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η καταστατική 

συνάρτηση f που εκφράζει τη σχέση τάσης-παραμόρφωσης, όταν αυτή αναφέ- 

ρεται σένα από τα συστήματα συμμετρίας, πρέπει να ικανοποιεί τον περι­

ορισμό (11) για όλα τα μέλη Λ.., j = i , 2 , . . . , n  της ομάδας συμμετρίας.

Αν βρεθεί μια καταστατική συνάρτηση f  που να ικανοποιεί την (11) 

τότε η (4) θα ισχύει μόνο για μια οποιαδήποτε από τ ις  κατευθύνσεις 

συμμετρίας που περιγράφει η ομάδα (Α) .  Αν όμως είναι γνωστή μια τέτοια
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συνάρτηση τότε εύκολα μπορεί να βρεθεί π καταστατική εξίσωση σε οποίο- 

δήποτε καρτεσιανά σύστημα {χ..} : για το σκοπό αυτό αρκεί να εκφράσου-

με τα σ και c σαν συναρτήσεις των σ και c αντίστοιχα, με τη βοήθεια 

των μετασχηματισμών (10) και να εισάγουμε τ ις  προκύπτουσες εκφράσεις 

στην (4 ) .

Η καταστατική συνάρτηση f  μπορεί να έχει σαν ανεξάρτητες μεταβλη­

τές εκτός από τ ις  και τ ις  συντεταγμένες των αντίστοιχων σωματίων 

(υλικών σημείων) της απαραμόρφωτης κατάστασης. Στην περίπτωση αυτή η 

σχέση τάσης-παραμόρφωσης αλλάζει από σημείο σε σημείο και το υλικό λέ­

γεται ανομοιογενές. Αν οι φυσικές ιδιότητες του υλικού είνα ι ίδ ιες σε 

όλα τα σημεία του τότε η f είναι ανεξάρτητη από τ ις  συντεταγμένες των 

σωματίων και το υλικό λέγεται ομοιογενές . Στη συνέχεια θα ασχοληθού­

με μόνο με ομοιογενή και γραμμικά ελαστικά υλικά.

Για τη μορφή της καταστατικής εξίσωσης συζητήσαμε παραπάνω κάποι­

ους περιορισμούς. Η θερμοδυναμική θεωρία επιβάλλει επί πλέον περιορι­

σμούς στη μορφή της (4 ) .  Σύμφωνα με τη θερμοδυναμική θεωρία υπάρχει 
για κάθε υλικό μια βαθμωτή συνάρτηση Η ( ε „ )  , που λέγεται ενέρ­

γεια παραμόρφωσης ανά μονάδα όγκου, από την οποία ο τανυστής τ „  

υπολογίζεται με τον ακολουθο τρόπο :

( 12) dw

Η συνάρτηση η προτάθηκε από τον 6 .Green το 1339 για ισόθερμες και για 

αδιαβατικές ή ισεντροπικές μεταβολές. Η σύγχρονη θερμοδυναμική θεωρία 

των συνεχών μέσων επιβεβαίωσε την ύπαρξη της νκε.^.) (θα γ ίν ε ι συζήτηση 

στα επόμενα) όπως επίσης και την ύπαρξη της (12) για όλες τ ις  δυνατές 

θερμο-μηχανικές μεταβολές μεταξύ της ισόθερμης και αδιαβατικής για γένι 

κά ελαστικά και μη υλικά.

Επειδή n w είναι βαθμωτή συνάρτηση των ε . . θα πρέπει να παραμένει 

αμετάβλητη από την ομάδα μετασχηματισμών ( λ ) ,  δηλαδή θα πρέπει να ικα­

νοποιεί τον περιορισμό
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( 13) W(e)= W(AeA )

Από την (12) παίρνουμε την ενδιαφέρουσα ιδιότητα

( 14) 3Ti j  3\ *
3ε . .

iD3ek £

1. Γραμμική ελαστικότητα -  Γενικευμένος νόμος του Hooke.

θα εξετάσουμε τώρα την ειδική περίπτωση καταστατικών εξισώσεων 

στην οποία κάθε συνιστώσα του τανυστή τάσης είναι μια γραμμική συνάρ­

τηση όλων των συνιστωσών του τανυστή τροπής

(15) T ij=  Cijk £ ek£

όπου οι συντελεστές c „ kJi λέγονται ελαστικές σταθερές και έχουν δια­

στάσεις τάσεων (ο ι είναι αδιάστατες). 0 νόμος (15) λέμε ότι χαρα­

κτηρίζει γραμμικά ελαστικά υλικά και είναι γενίκευση του νόμου του 

Hooke (προτάθηκε από τον Cauchy). Στην περίπτωση που το υλικό χαρακτη­

ρίζεται από την (15) η (7) παίρνει τη μορφή

(16) τ ' . . = C. „ε'  „i j  i jk£ k£

Πρέπει να σημειωθεί ό τι οι δύο πρώτοι δείκτες των ελαστικών σταθερών 

αντιστοιχούν στην τάση και οι δύο τελευταίοι στην παραμόρφωση. Το πλή­

θος των ελαστικών σταθερών είναι ζ ι,= 8 ΐ  . Αν λάβουμε όμως υπόψη τη συμ­

μετρία των τ „  και ε ^  το πλήθος των ανεξάρτητων μεταβλητών περιορίζε­

ται σε 6χ6=36 (δηλαδή 6 για κάθε ζευγάρι τιμών ( i , j )  και 6 ανεξάρτητοι 

τέτοιοι συνδυασμοί για τα (k ,H) ,  σύνολο 36).

Οι συντελεστές είναι συνιστώσες ενός τανυστή Hns τάξης :

αν η (15) γραφτεί σένα καρτεσιανό σύστημα {x p  παίρνει τη μορφή

( 17) Τ » -  C* ε* 
i j "  ijk£  κ£

Π
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(13) λίαλί3ταβ= Cijk £ XkYXw S «  *

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο μέλη χης (13) με λ.  λ.  παίρνουμε
i s  jm

(19)

Αλλά

λ λ s. 6. .  i k 3k 13

και η (19) γράφεται

^scAnBTa8 s *is*jTT^kY^6CijkAeY$

ή

(20) Tsm e ^is^jm^kY^&0Cijk £ eY6

Αν λάβουμε υπόψη ό τι

Tsm * ε ειηγδεγδ 

από την (20) παίρνουμε

(21) Csmy6s Xi s XjmXkYXH6CijkA

Επειδή ο ι συντελεστές υπακούουν στο νόμο μετασχηματισμού των τανυστών 

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι οι είναι συνιστώσες ενός καρτε­

σιανού τανυστή ^ns τάξης. 0 τανυστής αυτός λέγεται τανυστής του Hooke. 

Η (15) αν λυθεί ως προς ekJl παίρνουμε

( 22 ) Ci j  “ ®ijki.Tk£.

όπου οι συντελεστές s . ^  λέγονται ελαστικοί συντελεστές και αποτελούν 

τ ις  συνιστώσες ενός τανυστή uns τάξης που είναι ο αντίστροφος του τανυ­

στή του Hooke.
Για τη μελέτη των περιορισμών που επιβάλουν στις τιμές των c. 

οι συμμετρίες του υλικού θα θεωρήσουμε προσωρινά τα και σαν
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μητρώα- στήλες ε και Ε αντίστοιχα, με στοιχεία 

(23)

(21,Σ2,Σ3,Σ1>,Σ5,Σ6) = (τ11, τ 22, τ 33, τ 23, τ 3 ΐ , τ ΐ2 )

(Ε1.Ε2.Ε,.Ε%,Ε5,Ε6) = (εΐι»ε22»ε33»ε23’ε31,εΐ2^

Αν επικαλεστούμε τ ις  συμμετρίες των c „ k£ ως προς τους δείκτες ( i , j )  

και (k,£,) μπορούμε να αντικαταστήσουμε τους τέσσερες δείκτες των με 

δύο και αντιστοίχισπ ανάλογη των Σ. και Ε. . Με την αντικατάσταση αυX
τή έχουμε

(24) Ci jk jT >Cmn ’ m , n » l , 2 , . . . , 6

και οι συντελεστές c  μπορούν να διαταχθούν σένα 6 * 6 -  μητρώο. Με τηmn
σύμβαση που έχουμε εισάγει η καταστατική εξίσωση (15) γράφεται

(25) Σ. r  c . .Ε.
ι  *3 3

Αν εφαρμόσουμε στην (25) τ ις  θερμοδυναμικές σχέσεις (14) έχουμε

3Σ. 3Σ.
3εΤ = 3Ε^ ’ · · »6

1 1 
και

Από την (26) γίνεται φανερό ό τι ο αριθμός των ανεξάρτητων ελαστικών 

σταθερών και αντίστοιχα των ελαστικών συντελεστών^*) μειώνεται σε 21.

Η εφαρμογή της ιδιότητας της συμμετρίας που δείχνουν οι εξισώσεις

(15) και (16) στις μορφές των ελαστικών νόμων

(*>
^ i jk£  > s mn in,η = 1 , 2 , 3 , .  · · ,6 SsC-1



(27) Σ^ * c^jEj » - ;λ :*λ·

γίνετα ι με τον ακόλουθο τρόπο : Για ένα συγκεκριμένο σύστημα συμμε­

τρίας βρίσκουμε πρώτα τη σχετική ομάδα συμμετρίας { λ } .  Εκφράζουμε

τ ις  τ '., και ε ! . σαν συναρτήσεις των τ . .  και ε . .  για  κάθε ένα από ταΐ ]  13 ίο
μέλη της ομάδας { Α } .  Στη συνέχεια σχηματίζουμε τα κατακόρυφα μητρώα 

Σ' και Ε'  που αντιστοιχούν σ τ ι ς τ . .  και ε „  σύμφωνα με τ ις  σχέσεις (23). 

Οι κατευθύνσεις ί χ . )  και ί χ ! )  που αντιστοιχούν σένα από τα μητρώα της 

ομάδας (λ )  θα είναι άξονες συμμετρίας αν ισχύουν ταυτόχρονα ο ι σχέσεις

Σ^ = c. jE^ καί ΣΙ ·  c ^ E !

(26) 3 Χ  ̂ 3

Ε. ■ s. .Σ . και Ε! s s . . S !
ι  13 j ι  13 U

για αυθαίρετες τιμές των συνιστωσών του τανυστή τάσης ή τροπής. Από τη 

συνθήκη αυτή παίρνουμε επιπρόσθετες σχέσεις μεταξύ των στοιχείων των 

μητρώων c ή s .

Παράδειγμα

Ας υποθέσουμε ό τι υπάρχει ένα επίπεδο υλικής συμμετρίας (σ χ.1 )
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Στην περίπτωση αυτή η ομάδα συμμετρίας αποτελείται από ένα μητώο

1 0 0

(29) λ = 0 1 0

0 0 -1

Αν εφαρμόσουμε τους μετασχηματισμούς (10) μπορούμε να σχηματίσουμε τα
μητρώα- στήλες Σ' και Ε ',  δηλαδή

Γ = *τ ΐ ΐ ’τ 22’τ 33’~T2 3’
_ _ ΧΤ

~Τ31,Τ12 ^
(30)

Σ' = ^ε !1»ε22’ε 33’~ε2 35-ε  ε )Τε 31, ε ΐ 2 '
Σύμφωνα με τ ις  (23) πρέπει

(31) Σ. ■ c , . e . και Σ'. s c . .Ε'.1 30 3 1 3-3 3

Από τ ις (31) παίρνουμε

1α = τ η  = ° ι ι ε ι ι +0 12822+C13E3 3+Cli,e2 3+C15E3 1+Ci6e i2

Σ1 = Τ11 = ° 1 ΐ ε ΐ J+C12ε22+C1 3ε 3 3~C 1«*ε2 3-0 15ε 31+°16ε ΐ2
(32)

α ^6 * T12 = C6 ie i l +C62£22+C63e 33+C6<te23+C65e 31+C66e i2

β̂ Σ6 = Τ12 “ C6 i e n +C62e:22+C63e 33" C6l»e23"C65e 31+C6$e i 2 *

Οι (32, 1Q μας δίνουν την πληροφορία ότι

(33) c ll(e23+c15e 3 j = 0 .

Η (33) πρέπει να ισχύει για αυθαίρετες τιμές των παραμορφώσεων και κα­

τά συνέπεια

(34) c JI( = c 15 = ο .

Με παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι
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- · C2*> = C2S = C3*. = CS5 * S l  = Ck2 = CM = C%6

= C 51 = C S2 = C S J  = C S6 = C SI. = C S 5  = ° *

Από τ ις  (34) και (35) παρατηρούμε ό τι η συμμετρία του μητρώου c διατη­

ρ είτα ι.

Αν ένα υλικό έχει τρία κάθετα μεταξύ τους επίπεδα υλικής συμμετρί­

ας ( ορθότροπα υλικά π.χ.  το ξύλο) και τα επίπεδα αυτά είνα ι τα ( x l t x2), 

( χ 2, χ 3) ,  ( χ 3, χ , ) ,  τότε βρίσκουμε επιπρόσθετους μηδενιζόμενους όρους του 

μητρώου c .  Ακολουθόντας την παραπάνω διαδικασία βρίσκουμε ό τι για ορθό­

τροπα υλικά το μητρώο c έχει τη μορφή .

C 11 C 12 ® 13
0 0 0

C 2 1 C2 2 C2 3 0 0 0

C 31 C 32 C 33 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 C S5 0

0 0 0 0 0 C 6 € .

Από την (36) βλέπουμε ό τι για ορθότροπα υλικά έχουμε 9-ανεξάρτητες ε­

λαστικές σταθερές και αντίστοιχα 9-ανεξάρτητους ελαστικούς συντελεστές.

Στα ισότροπα υλικά όλες οι κατευθύνσεις είναι ισοδύναμες και κα­

τά συνέπεια την παραπάνω διαδικασία μπορούμε να την εφαρμόσουμε με α­

φετηρία τα ορθότροπα υλικά (36) .  Οι επιπρόσθετες συνθήκες μεταξύ των 

c . j  μπορούν να βρεθούν από το γεγονός ότι για ισότροπα υλικά το σύστη­

μα αξόνων (x p  που προκύπτει από τη στροφή του επιπέδου ( χ ^ , χ ρ  περί

τον άξονα χ , k ,£ ,m * i ,2 ,3 ,  k ^ M n  κατά μία αυθαίρετη γωνία είναι ισο-η
δύναμο με το αρχικό σύστημα ( χ ρ .  Αν εφαρμόσουμε την παραπάνω διαδικα­

σία βρίσκουμε ό τι για  ισότροπα υλικά το μητρώο c έχει την ακόλουθη μορ­

φή:
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(37) c  =

c u C 1 2 c
12

0 0 0

°  1 2 C 11 C1 2 0 0 0

C 12 C 1 2 ° U 0 0 0

0 0 0 c 1 1 ~ C12 0 0

0 0 0 0 c 11 - c 12 0

0 0 0 0 0 Cl l - C

Από την (37) βλέπουμε ό τι ένα ισότροπο υλικό χαρακτηρίζεται από δύο 

ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές c n  και c 12. Αν εισάγουμε τ ις  ανεξάρτη­
τες σταθερές ( σταθερές του Lame)

(38) c i2=X , |  ( c n - c 12)=y

Π καταστατική εξίσωση (15),  για ισότροπα υλικά, γράφεται

(39) τ . 3 = 2με.j+Xekk6. .  , i , j , k = l , 2 , 3  .

και ο τανυστης του Hooke είναι ο ισότροτιος τανυστής

(4 °) Ci jM . W i,4 kt*H (iik i j l t 4l t Sjk ) .

Όπως είναι φυσικό η (39) για ένα αυθαίρετο καρτεσιανό σύστημα συντε­
ταγμένων θα είναι

(41) τ ! . = 2με'. ,+λε., ό . .  ΐ ]  ID kk i j c - r T
bkk bkk

Η αντιστροφή της (39) είναι εύκολη : αν κάνουμε τη συστολή του τανυστή

τ . . = 2με..+λε.. δ . . - (2υ+3λ)ε ι ι  ι ι  kk ι ι  v^MTOA;b)<i<

έχουμε

και

(42) kk
^ k *  3λ+2μ

Αν εισάγουμε την (42) στην (39) παίρνουμε
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(43) e ij' 2μ Ti j ‘ 2μ(3λ+2μ) Tkk6ij

Από το πείραμα είναι γνωστό ότι στο μονοαξονικό εφελκυσμό η σχέ­

ση μεταξύ τάσης ( τ η ) και ανηγμένης αξονικής μήκυνσης ( ε η ) είναι

(44) E n = I i i  , .

όπου Ε είναι το μέτρο ελαστικότητας του Young και η εγκάρσια ανηγμένη 

βράχυνση είναι ανάλογη της αξονικής μήκυνσης

(45) εεγκάρσια
V
Ε τ ι ι  »

όπου ν είναι ο λόγος του Poisson.

Στο μονοαξονικό εφελκυσμό η μόνη μη-μηδενιζόμενη τάση είνα ι η τ η  
και έτσι από την (43) παίρνουμε

(46) ε r_L λ Ν_ λ+μ
11 2μ 2μ<3λ+2μ); IIs μ(3λ+2μ) 11

I Π  ε22βε33"εεγκάρσια=" 2μΓ3Χ+2μΤ τ ιι

Αν συγκρίνουμε τ ις  (44) και (45) με τ ις  (46) και (47) ,  αντίστοιχα, θα 

πάρουμε τη σχέση των ν και ε με τους συντελεστές του Lame λ και μ , δη­
λαδή

(48) Ε = μ(3^ μ) 2(Χ+μ) *

Από το πείραμα με καθαρή διάτμηση (σχ.2) έχει διαπιστωθεί η σχέση

Ύι*=2ει
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(49) Yj2 s 2εΐ2 = G

όπου G είναι το μέτρο ολίσθησης (ή στρέψης).

Στην καθαρή διάτμηση η μόνη μη-μηδενιζόμενη τάση είναι η τ 12 και 
έτσι από την (43) παίρνουμε

Αν συγκρίνουμε την (50) με την (49) βλέπουμε ότι

(51) G = μ .

Είναι προφανές ότι οι σταθερές g , v και ε  δεν είναι μεταξύ τους ανεξάρ 

τητες* από τ ις  (43) και (51) παίρνουμε

(52) ε = 

και τ ις  σχέσεις

(53) ν λ 1 1+ν
Ε “ 2μ(3λ+2μ) ’ 2μ = Ε

Αν εισάγουμε τ ις  (53) στην (43) έχουμε

(54) ε - ϋ Ζ  τ - 1  τ λ i j "  Ε Ti j  Ε Tkk i j

Ας δούμε τώρα τους θερμοδυναμικούς περιορισμούς επί του νόμου τάσης- 

παραμόρψωσης ενός ισότροπου και ελαστικού υλικού. Όπως θα σχολιάσουμε 

και στα επόμενα η συνάρτηση της ενέργειας παραμόρφωσης ορίζεται με τον 
ακόλουθο τρόπο

(55) dW=i .^de„

Αν εισάγουμε την (39) στην (55) έχουμε

(56) dW= (λε. δ +2Ge..)de..κκ 13 13
και
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(57) w = |  ei j  S .t kk .

Η συνάρτηση w είναι θετικά ορισμένη (θερμοδυναμική απαίτηση) και κατά 

συνέπεια

(53) λ>ο 6>0

Η συνθήκη (53) δεν είναι αναγκαία για τί ο όρος δεν εέναι ανεξάρ­

τητος του eJ<k. Αν εισάγουμε τον αποκλίνοντα τανυστή της τροπής 

ε . . -  ^  Θδ.. , του οποίου η πρώτη αναλλοίωτη μηδενίζεται , η (57) γρά- 

φεται (* )

(59) 

όπου

(60)

W = -i-K 02+2GJ.

J *= 2 Qi ^ i j Κ=Χ+ G

Στην (59) οι δύο όροι είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους και κατά συνέπεια 

η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η w θετικά ορισμένη είναι

Κ s Χ+ Ί  G>0 , G>0

ή

3<1-2ν) >0 ’ ΤΓΪ+νΤ >0

Από την (61) παίρνουμε τ ις  συνθήκες 

Ε>0 , - 1 < ν < | ·

Στην πραγματικότητα όμως δεν είναι γνωστά υλικά με αρνητικό λόγο του 

Poisson και κατά συνέπεια ο<ν<Α . Η τιμή ν= ·| αντιστοιχεί σε ασυμπί­

εστο υλικό.

2. Γενικευμένος νόμος του Hooke σε θερμικό περιβάλλον.

Για τη διατύπωση του γενικευμένου νόμου του Hooke χωρίς να περιο-

(*) W, i  i  M y H q j j .  i  Θ515) .  i

* 7 j T t f / S i j  = J  K0'.2GJ, .
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ριστούμε σε ισόθερμες ή ισεντροπικές συνθήκες είναι αναγκαίο να σχολιά­

σουμε πρώτα την εξίσωση ενέργειας και τη συνάρτηση της ενέργειας παρα­
μόρφωσης.

Ας θεωρήσουμε ένα στοιχείο του συνεχούς μέσου (σχ.3)

Η ισχύς των μαζικών δυνάμεων και των επιφανειακών δυνάμεων ρ. θα 
είναι

όπου υ.=ύ. είναι το διάνυσμα της ταχύτητας των σημείων του μέσου (u . 

το διάνυσμα μετατόπισης).

Η κινητική ενέργεια κ δίνεται από το ολοκλήρωμα

όπου ρ είναι η πυκνότητα του μέσου (θεωρείται σταθερή).

Από το στοιχείο ds της συνοριακής επιφάνειας s, με μοναδιαίο κά­

θετο διάνυσμα η. (η θετική διεύθυνση φαίνεται στο σχ.3) ,  ρέει προς το 

στοιχείο του μέσου, στη μονάδα του χρόνου η ποσότητα θερμότητας dQ= 
-q^iKdS, όπου qi  είναι το διάνυσμα ροής της θερμότητας. Η ολική θερμό­

τητα που περνάει από την επιφάνεια s θα είναι

s

Σχ.3

(63)

(64)

(*)
(θ. Gauss).
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Για μια απειροστή διαδικασία ενός συνεχούς μέσου, ο πρώτος θερμο­

δυναμ ικός νόμος, έχει τη μαθηματική διατύπωση

(65) (u+K)‘ = L+Q ,

όπου u  είναι η εσωτερική ενέργεια του συστήματος και εκφράζει το ισο­

ζύγιο της ενέργειας κατά τη διάρκεια μηχανικών και θερμικών διαδικασιών 

σένα σύστημα.

Αν εισάγουμε την εσωτερική ενέργεια, υ , ανά μονάδα όγκου

(66) u = UdV

τότε η μαθηματική διατύπωση του πρώτου θερμοδυναμικού νόμου θα είναι

{ν {ύ + ρ ΰ .ύ . -Β. ύ . - (τ . ί ύ . ) , . +η . >. Η ν

= J{U+0i ( p Q . - ^ . j > j )-Ti .ui>j+qi i i }dV

(67) = {O-τ..ύ. .+q. .}dV=0 .
) ^*3

Αν περιοριστούμε στα πλαίσια της κλασσικής θερμοδυναμικής το εν­

διαφέρον μας επικεντρώνεται σε μια μικρή γειτονιά της κατάστασης της 

θερμοδυναμικής ισορροπίας. Στην περίπτωση αυτή θα θεωρήσουμε απειροστές 

παραμορφώσεις που επιβάλονται πολύ αργά. Με την προηγούμενη θεώρηση ·*>ι 

με το γεγονός ό τι

(6<j) u . .-e.. -ω.. και ω,.τ,.ιΟ
13 13 13

Π (67) παίρνει τη μορφή

(69) |ίϋ-τ13 e..+qi>:i)dV = 0 .

Επειδή η (69) ισχύει για αυθαίρετο όγκο ν πρέπει

{70) ij*ij+qi,i= 0 *

β -<ύ

Η (70) εκψράζει την αρχή διατήρησης της ενέργειας .
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Αν επικαλεστούμε το δεύτερο θερμοδυναμικό νόμο : ι )  σε κάθε δια-

σκοπικη κατάσταση σε μια άλλη η εντροπία του τείνει να αυξηθεί 

Δs> 0

ll) αν το σόστημα δεν είναι απομονωμένο και υπόκειται σε μια σχεδόν- 

στατικη απειροστη διαδικασία κατά την οποία απορροφάει θερμότητα dQ, 

τότε

όπου Τ είναι η απόλυτη θερμοκρασία του συστήματος (μετριέται με την 

κλίμακα Kelvin)· Η εντροπία είναι μια θετικά ορισμένη συνάρτηση κατά­

στασης, αποτελεί δε ιδιότητα του συστήματος και κατά συνέπεια είναι α 

νεξάρτητη από το δρόμο κατά τον οποίο λαβαίνει χώρα η διαδικασία (ds 

είναι ολικό διαφορικό).

(71) T s r Q

και τη συσχέστιση των q. με το ρυθμό Q της εισροής θερμότητας στη μο­

νάδα του όγκου του μέσου

(72) -q. . - Q  -»> Ts=-q. .
i 1,1

η εξίσωση ενέργειας γράφεται

(73) ΰ = τ . . 4 . .+Τέ
13 13

όπου s και υ αναφέρονται στη μονάδα του όγκου.

Παρατήρηση : Αν θεωρήσουμε ένα στοιχείο του μέσου του καταλαμβάνει 

την περιοχή v+s ο ρυθμός αλλαγής της εντροπίας θα είναι

διχασία κατά την οποέα ένα απομονωμένο σύστημα πηγαύνει από μια μαχρο
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Ο όρος s ,  εκφράζει το ρυθμό αλλαγής της εντροπίας του συστήματος που 

οφείλεται στη ροή θερμότητας δια μέσου της επιφάνειας s , δηλαδή το 

ρυθμό ανταλλαγής εντροπίας του συστήματος με το περιβάλλον του. 0 ό­

ρος s2 περιγράφει μία πηγή εντροπίας και εκφράζει το ρυθμό γέννησής 

της. Σύμφωνα με την απαίτηση του δεύτερου θερμοδυναμικού νόμου για κά­

θε σημείο ενός συστήματος πρέπει

(75) s 2 > 0  .

Από την (75) οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι qi  και Τ , Α δεν μπορούν να 

πάρουν αυθαίρετες τιμές αλλά θα πρέπει να υπάρχει κάποια συναρτησιακή 

σχέση μεταξύ τους. Στη συνήθη διατύπωση της θεωρίας της ζευγμένης θερ­

μοελαστικότητας η συναρτησιακή αυτή σχέση εκφράζεται με τη γενική γραμ­

μική μορφή

(76) ο. sbT,.+B..T,.η  *ι 13 3

που στην περίπτωση ενός ισότροπου και ελαστικού μέσου ανάγεται στο γνω­

στό νόμο του Fourier για την αγωγή της θερμότητας,

(77 ) q . = - X TT , .

όπου το βαθμωτό μέγεθος λ? είναι η θερμική αγωγιμότητα του μέσου.

Για τη μελέτη των καταστατικών εξισώσεων στη θερμοελαστικότητα θα 

εισάγουμε τη συνάρτηση της ελεύθερης ενέργειας του Helmholtz,

(7ό) F = U-Ts .

Οι συναρτήσεις υ και F είναι συναρτήσεις*Λ) κατάστασης και ο ι αυξήσεις

(*) Κάθε υλικό σώμα που αποτελείται από ένα μεγάλο αριθμό υλικών ση­

μείων χαι αλληλεπιδρά με το περιβάλλον του λέγεται, θερμοδυναμιχό σύστη­

μα. Η χατάσταση ενός τέτοιου συστήματος χαρακτηρίζεται από ένα αρυθμό 

μακροσκοπικών ποσοτήτων που λέγονται, μεταβλητές κατάστασης. Ένα πλήρες 

σύνολο θερμοδυναμικών μεταβλητών που προσδιορίζονται από την χατασταση 

του συστήματος λέγονται συναρτήσεις κατάστασης.
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τους κατά μ ία απειροστή μεταβολή της κατάστασής είναι ολικά διαφορικά. 

Τα ολικά διαφορικά των υ και F είναι

(79) dU = Tds+τ. .de. . 
ID iD

(80) dF « -sdT+ τ . .de. .
ID 1D

και

(31) 9U
8s

rn 8U
= 1 9 8e. .

ID
= τ . .

iD

(32) 8F
3T

8F
“ S 9 3e. . = τ . .

iD

Αττό τ ις  (81) και (32) οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι μπορούμε να τα υτί­

σουμε τη συνάρτηση της ενέργειας παραμόρφωσης w για μεν ισεντροπικές 

ή αόιαβατικές μεταβολές με την εσωτερική ενέρνεισ υ για δε ισοθερ- 

μικές μεταβολές με την συνάρτηση του Helmholtz. Πρέπει να σημειωθεί 
ότι η w είναι θετικά ορισμένη συνάρτηση.

Για τη διατύπωση των καταστατικών εξισώσεων είναι αναγκαίο να εκ- 

φράσουμε την F σαν συνάρτηση των e i; . και της θερμοκρασίας τ ,  F=F(e,..T). 
Η αύξηση της θερμοκρασίας Θ=τ - τ 0 θεωρούμε ότι είναι τέτοια ώστε |Θ/Τ0| 
« ι  .

Αν αναπτύξουμε τη συνάρτηση

(33) F = F ( e „  , θ ' ) ,

σε σειρά Taylor στη γειτονιά της φυσικής κατάστασης 

έχουμε

(*)
( e i j =0> θ =°)

(84) «·«.··>■ S if1 ν  ̂  ·■
+ 1

2
*2τ(ο ,ο )  c e +2
3ei j 3eki, k*

32F(0,0)

9V e ’
e . .ΘΤ

ID

(*) Φυσυκη κατάσταση λέγεται, η απαραμο'ρφωτη, χωρυς ένταση και, με στα­

θερή θερμοκρασία T Q κατάσταση του μέσου.
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* ϋ ϊ ί ί ώ  *,*.)♦.
3Θ·

Στη φυσική κατάσταση θα έχουμε f ( o , o)= o , 3F(o,o)/3e.^=o, 3F(o,o)3e'aO.

Στα πλαίσια της γραμμικής θεωρίας η (84) θα περιέχει μόνο τους 

γραμμικούς και δεύτερης τάξης ως προς e.^ και θ' όρους. Αν εισάγουμε 

την (ο4) στην (32β) θα πάρουμε

(35) τ .  .= 3F____ 32F ( 0 , 0 )

’ 3eij3ek*xj- 3e..
32F ( 0 , 0 )  e , 

*kA 3e..3Θ'

Αν εισάγουμε τους συμβολισμούς

(86) l i a s i »> - ,  c „ .
8ei j 9\ * 'ijkA

Οι (34) και (35) γράφονται 

(37)

32F ( 0 , 0 )
3β^3θ« =-Bij 32F ( 0 , 0 )  

------------ *------- s  m
3Θ·2

F(®ij »θ* )= j  c i j k i»ei j eki, -8 i j ei j e,+
Π)θ|2

< 3 3 > T i j , c i j k * , k r e i j e '  ·

Oi (od) συνιστούν τον ελαστικό νόμο, γενικευμένο στη θερμοελαστι­

κότητα και είναι γνωστές σαν σχέσεις των Duhamel-Neumann για ένα α ν ι- 

σότροπο υλικό. Οι σταθερές c . ^  και υπολογίζονται στην ισόθερμη 

κατάσταση και παίζουν το ρόλο των υλικών σταθερών. Οι είναι οι

21-ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές για ένα ανισότροπο υλικό και οι β „  

σχετίζονται με τ ις  μηχανικές και θερμικές ιδιότητες του υλικού του μέ­

σου . Από την (37) γίνετα ι φανερό ότι η συνάρτηση της ενέργειας παρα­

μόρφωσης θα είναι

(J9 )  w = f  c i j k * e k*e i j  ·

Για ένα ισότροπο υλικό ο ι (37) και (33) γράφονται
£

F ( e i j »®' >*’Jei j e i j + 2 e kkemm”Yekk®”

*

3

(90)
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(91) τ . . = 2 μ β . .  + (λβκ)<-γ θ )δ . .  ,

αντίστοιχα, όπου

γ = ( 3λ+2μ)αΤ και Ορ

είναι ο συντελεστής της γραμμικής θερμικής διαστολής του υλικού και c£
είναι ειδική θερμότητα του υπό σταθερή παραμόρφωση.

Σχόλιο

Η καταστατική σχέση (91) μπορεί να διατυπωθεί με απλές φυσικές θε­

ωρήσεις. Οι θερμικές μεταβολές σένα σώμα συνοδεύονται από μετακινήσεις 

τον σωματίων που συνθέτουν το σώμα. Οι μετακινήσεις αυτές δεν λαβαίνουν 

χώρα, γενικά, ελεύθερα και έτσι το σώμα θα βρίσκεται σε εντατική κατά­

σταση. Κατά την ελεύθερη διαστολή ενός ισότροπου σώματος ένα στοιχείο 

όγκου με σχήμα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ακμής ί.? παράλληλης προς 

τον χ^-άξονα συντεταγμένων παραμορφώνεται σένα παρόμοιο παραλληλεπίπε­

δο με ακμές iL . Για μικρές θερμικές μεταβολές ΔΤ η σχέση μεταξύ των ί,?' 

και Ρ.. έχει τη μορφή

(α) JL = ( l -κ ^Δ Τ Π ? , ΔΤ=Τ-Τ0=Θ

και η παραμόρφωση e'. . που οφείλεται στην ελεύθερη διαστολή θα είναι

(β) e'. . = α_θό. .i j  Τ 13

Επειδή η διαστολή του όγκου δεν συμβαίνει ελεύθερα όταν το σώμα υπόκει 

ται σε δεσμούς, την ολική παραμόρφωση μπορούμε να τη δούμε σαν το 

άθροισμα της θερμικής παραμόρφωσης e d  και της ελαστικής παραμόρφωσης 

e που Οφείλεται στην αντίσταση του μέσου στη θερμική διαστολή, δη­

λαδή

( V ) e . .
13

e I .+e" .13 13

e . .
13

όπου
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Η ελαστική παραμόρφωση el\ συνδέεται με την ένταση από τ ις  σχέσεις 

(54) ,

e £j  Ti j ” Ε Tkk6i j

Αν εισάγουμε στην (δ ) τ ις  (ν ) και (0 ) παίρνουμε

(ε ) e . .=
13 ^ ! Γ  Ti j " ( E \ \ C a f ) 6 i j

και από την (ε ) την (91) ,  δηλαδή

(στ) Tij='2yeij+(Xekk‘Ye)5ij ·

Πρέπει να σημειωθεί ό τι σιωπηρά έγινε δεκτό ό τι ο ι μεταβολές της θερ­

μοκρασίας είναι τέτοιες ώστε ο ι ελαστικές σταθερές ουσιαστικά να πα­

ραμένουν αμετάβλητες (ο ι ελαστικές σταθερές μεταβάλονται με την μετα­

βολή της θερμοκρασίας).* %** *’
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ΚΕΦ . Δ

Γραμμική Ελαστικότητα

Στη γραμμική θεωρία ελαστικότητας ο ι βασικές θεωρήσεις είναι : 

ι )  Οι παραμορφώσεις είνα ι απειροστές και

ιι) Το υλικό είνα ι γραμμικό, ομονενές και υπακούει στο νόμο του Hooke.

Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε ό τι το υλικό είνα ι και ισότροπο.

Το βασικό πρόβλημα της μαθηματικής θεωρίας της ελαστικότητας είναι ο 

προσδιορισμός της κατανομής των τ . . . ,  e . . .  και u .  σε όλα τα σημεία ε­

νός σώματος αν είναι γνωστές κάποιες συνοριακές και αρχικές συνθήκες. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με τη διατύπωση των προβλημάτων συνορια­

κών τιμών της γραμμικής ελαστικότητας και θορμοελαστικότητας και θα 

σχολιάσουμε τη μοναδικότητα της λύσης των.

1. Το πρόβλημα ισορροπίας ενός ισότροηου και ελαστικού στερεού.

Το πλήρες σύστημα των εξισώσεων ισορροπίας ενός ομογενούς ισό- 

τροπου και ελαστικού.στερεού αποτελείται από τ ις  εξισώσεις:

ι )  Εξισώσεις ισορροπίας (Α.9)

(1) τ . .  . + Β . r 0  , i , j r l >2,3.
1 J  9 J 1

ιι)  Τον ελαστικό νόμο (Γ.39)

(2) * 2^ei j +Xekk6i j

και τ ις  κινηματικές σχέσεις (Β.23)
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( 3 ) e .. = — (u. .+u. .)13 2 1,3 3 ,1

To σύστημα των εξισώσεων (1-3)  πρέπει να ικανοποιείται σε κάθε 

εσωτερικό σημείο του σώματος και επί της επιφάνειάς του οι τάσεις πρέ­

πει να ικανοποιούν τ ις  συνθήκες ισορροπίας (Α.6)

(4)
η
Τ.  = τ . . η .

ι  13 3

Στις εξισώσεις (1-4)  πρέπει να συμπεριλάβουμε και τ ις  συνθήκες 

συμβιβαστού των παραμορφώσεων (Β.54)

^  ei j ,k Z +eki , i j  eik , j£  ej i . , i k ” °

Σε επόμενη παράγραφο θα αποδείξουμε ότι το σύστημα των (1) και 

(2) που υπόκειται στις συνθήκες (4) είναι πλήρες δηλαδή αν υπάρχει μία 

λύση του συστήματος αυτή θα είναι και η μοναδική του λύση. Για τον προσ­

διορισμό των αγνώστων συναρτήσεων τ „  και u. ( i , j = l , 2 , 3 )  διαθέτουμε 

9-εξισώσεις. Μετά τον προσδιορισμό των u . οι υπολογίζονται από 

τ ις  (3) .  Στη συνέχεια θα υποθέτουμε ότι οι u. είναι συνεχείς συναρτή­

σεις κλάσης c 3 ε ν  και οι συναρτήσεις τ „  είναι συνεχείς κλάσης c 2 e v .

Οι μαζικές δυνάμεις β . θα υποθέτουμε ότι είναι γνωστές συναρτήσεις των
1 π

συντεταγμένων του απαραμόρωωτου σώματος. Για τ ις  ^  θα υποθέτουμε 

ότι είναι γνωστές συναρτήσεις των συντεταγμένων της απαραμόρφωτης επι­

φάνειας s του σώματος.
Στην επιφάνεια του σώματος είναι δυνατό αντί των επιφανειακών δυ­

νάμεων να είναι γνωστές οι μετατοπίσεις των σημείων της και η ε­

ντατική κατάσταση που προκύπτει από την παραμόρφωση της s  στο εσωτε­

ρικό του σώματος να χαρακτηρίζεται από τη μοναδικότητα.

Δυο βασικά προβλήματα συνοριακών τιμών της μαθηματικής θεωρίας ε­

λαστικότητας είναι :

Πρόβλημα 1 : Προσδιορισμός της κατανομής των τάσεων και των μετατοπί­

σεων στο εσωτερικό ενός ελαστικού σώματος που βρίσκεται στην κατάστα­

ση της ισορροπίας όταν είναι γνωστές οι μαζικές και οι επιφανειακές
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δυνάμεις.

Πρόβλημα 2 : Προσδιορισμός της κατανομής των τάσεων και των μετατοπί­

σεων στο εσωτερικό ενός ελαστικού σώματος που βρίσκεται στην κατάσταση 

της ισορροπίας όταν είναι γνωστές οι μαζικές δυνάμεις και οι μετατοπί­

σεις των σημείων της επιφάνειας του.

Σε πολλές εφαρμογές είναι σημαντικό να θεωρήσουμε το συνδυασμό 

των προβλημάτων 1 και 2 γ ιατί  μπορεί να είναι γνωστές οι i^e Sj και οι 

T . e s .  όπου s.+s_=s . Το πρόβλημα αυτό λέγεται μικτό πρόβλημα συνορι- 

ακών τιμών.

Παρατήρηση : Οι εξωτερικές δυνάμεις αναφέρονται στην αρχική, απαραμόρ- 

Φωτη, κατάσταση του σώματος ενώ η ισορροπία κάτω από την επίδραση αυ­

τόν των δυνάμεων θα πραγματοποιηθεί στην τελική,  παραμορφωμένη, κατά­

σταση. Το σφάλμα που εισάγεται με την προσέγγιση αυτή είναι επιτρεπτό 

στα πλαίσια της θεωρίας των απειροστών παραμορφώσεων.

Από τη διατύπωση των προβλημάτων 1 και 2 γίνετα ι έμμεσα σύσταση 

στο να διατυπώσουμε τ ις  διαφορικές εξισώσεις (1 ) και (2 ) σε όρους των 

τ „  και , αντίστοιχα.

Αν εισάγουμε τ ις  (3 ) στις (2 ) παίρνουμε

(6 ) Ti j  = w(u i , j +uj , i )+Xuk , k 6 i j

Με την αντικατάσταση των (6 ) στις (1 ) ο ι εξισώσεις ισορροπίας γράφονται

(7) uu.  . ,+ (λ+ μ ) ι ι .  , . + Β . - 0  .
^♦JJ J » J1 1

Οι (7 ) είναι ο ι γνωστές εξισώσεις ισορροπίας σε όρους των μετατοπίσε­

ων και φέρουν το όνομα εξισώσεις Navier.

Πρέπει να σημειωθεί ό τι με τη διατύπωση των (1 ) με τη μορφή (7) 

ο ι εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων δεν απαιτούνται μιας και 

αυτές επιβάλουν περιορισμούς επί των e . . .  ώστε να προκύψει μονότιμο 

και συνεχές πεδίο μετατοπίσεων σε απλά συνεκτικά σώματα.

Η λύση του προβλήματος 2 θα έχει βρεθεί αν προσδιορίσουμε μια
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λύση του συστήματος (7) που να ικανοποιεί τ ις  συνοριακές συνθήκες 

(3 ) ui = fi(x1,x2,x3) , i=l,2,3, xi e s

όπου f . είναι γνωστές συναρτήσεις. Αν γνωρίζουμε τ ις  μετατοπίσεις vu 

οι και προσδιορίζονται από τ ις  (3) και (2 ) ,  αντίστοιχα.

Αν τώρα εισάγουμε τ ις  (Γ .54) ,

(9) 1+ν ν χe .. = ——  τ σ ο.. ,
13 Ε ΐ] Ε 13

σ=τkk

στις συνθήκες συμβιβαστού των παραμορφώσεων (5) θα πάρουμε

(10) T i j ,k £ +Tk £ ,ij  T i k , j £  T j £ , ik

= ? + ϊ (6 i j <T’k£+,SkJl(7’ i j “6ik0 ’ j r 6j£<:,,ik K

Επειδή από τ ις  8ΐ-εξισώσεις που αντιπροσωπεύει π (5 ) ο ι 6-εξισώσεις εί 

ναι γραμμικά ανεξάρτητες το ίδιο θα συμβαίνει και για τ ις  (10).

Αν κάνουμε τη συστολή £=k από τ ις  (10) ,  έχουμε

ή
T ij ,k k +Tkk » i j~T i k , j k - T j k , i k = l+v ( 5i j CT’kk+3o’ i j “( 7 > *

(11) ν2τ . . + α , . .
13 13_Tik ,jk _Tjk , ik = l^F  ( δ ^ σ + σ , ^ )

όπου ν2τ . . = τ.13 ι j ,kk KQL a = Tkk *

Από τ ις  εξισώσεις ισορροπίας (1 ) έχουμε

και

( 12)

τ.. .+Β. = ο

τ r  -Β. . .iko.k 1 ,]

Αν εισάγουμε τ ις  (12) στις (11) θα πάρουμε

7 T i j + 1+ν °’ i j  1+ν ot=“ (B i Jj +Bj , i ^  ·(13)
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Το σύνολο των 6-ανεξάρτητων εξισώσεων (13) μπορεί να απλοποιηθεί αν 

εκβράσουμε την αναλλοίωτη ν2σ σε όρους των παραγώγων των μαζικών δυνά­
μεων .

Αν στις (10) κάνουμε τ ις  συστολές k=i και θα πάρουμε

ά
(14)

2τίί,χΓτϋ ο Γ τό3,ϋ= l+v

τ ϋ , ϋ = · π ί ' ! ° ·

Από τ ις  εξισώσεις ισορροπίας έχουμε -

Τ · · ·:
13*1 =-Β.

3

και π (14) γράφεται

» τ .
13*13

(15) V2a r - τ ^ Β· ·l - v  DO

'Οταν οι μαζικές δυνάμεις είνα ι σταθερές ή μηδενικές τότε η o=Tkk ε ί ­

ναι αρμονική συνάρτηση , δηλαδή

(16) ν2σ = ο .

Αν αντικαταστήσουμε την (15) στην (13) παίρνουμε

(17)
Ti j +

1
1+ν 13 1-ν s i i» k ,k -<8··- ·+Β. . )  1.3 3»ι

Οι εξισώσεις (17) είναι ο ι εξισώσεις Michel1 που είναι ο ι κατάλληλες 

για την αντιμετώπιση του προβλήματος 1.

Για μηδενικές ή σταθερές μαζικές δυνάμεις ο ι εξισώσεις Michel1 

παίρνουν τη μορφή

(18) τ . .+
ΐ3

1
1+ν 0

και είναι γνωστές σαν εξισώσεις Beltram i.

Αν εφαρμόσουμε τον τελεστή ν 2 στην (18) έχουμε
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V2V2τ ..+
13 = Ο

(19) V2V2t . . = Ο 
13

δηλαδή οι συνιστώσες του τανυστή τάσης για σταθερές ή μηδενικές μαζι­

κές δυνάμεις ικανοποιούν τη διαρμονική εξίσωση με την προϋπόθεση ότι 
οι τ.. ..ανήκουν στην κλάση C1*.

Από τη σχέση (Γ.42)

Tkk σ 
ekk“ 3λ+2ρ = 3λ+2μ

και την (15) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τι η ανηγμένη διόγκωση για 

μηδενικές ή σταθερές μαζικές δυνάμεις είναι αρμονική συνάρτηση , δηλα 

δή

(20) Y2ekk = V20=O .

Επειδή οι είναι γραμμικές συναρτήσεις των τ „  από την (19) θα έ 

χουμε

(21) V2V2e . .  = 0.
13

Οι συναρτήσεις f  κλάσηςο1* που ικανοποιούν την εξίσωση V2V2f=v‘*f=o λέ 

γονται διαρμονικές συναρτήσεις.

θ ε ώ ρ η μ α  : Όταν οι συνιστώσες των μαζικών δυνάμεων είναι στα

θερές οι αναλλοίωτες σ και Θ είναι αρμονικές συναρτήσεις και οι συνι­

στώσες τ . .  και e . .  είναι διαρμονικές συναρτήσεις.
13 13

Αν θεωρήσουμε ότι οι μαζικές δυνάμεις είναι συντηρητικές , δηλα-

δή

(22) Β. = φ , .1 r ’i

και

Β. . = φ 
1.1

τότε η (15) μας δίνει  την πληροφορία ότι
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(23) V2o = 0

και κατά συνέπεια και

(24) ? 2Θ = 0  .

Το προηγούμενο λοιπόν θεώρημα μπορεί να συμπληρωθεί " .....................  'Οταν

ο ι μαζικές δυνάμεις είνα ι συντηρητικές και ορίζονται ασό αρμονική συν­

άρτηση οι αναλλοίωτες σ και Θ είναι επίσης αρμονικές συναρτήσεις".

Το πρόβλημα της μοναδικότητας των λύσεων των προβλημάτων 1 και 2 

όπως επίσης και ορισμένες παρατηρήσεις επί της ύπαρξης αυτών των λύσε­

ων θα συζητηθούν σε επόμενη παράγραφο. Πριν από αυτή τη συζήτηση μπο­

ρούμε να σημειώσουμε ό τι από το γραμμικό χαρακτήρα των (1 ) , (2 )  και (3) 

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τι η αρχή της υπέρθεσης ισχύει στα βασικά 

προβλήματα της μαθηματικής θεωρίας ελαστικότητας.

Ας υποθέσουμε ότι βρίσκουμε ένα σύνολο από 9-συναρτήσεις

Ti j )’ ui 1) » i . j= i .2 ,3  ,

που ικανοποιούν το σύστημα των (1 ) και (2 ) με γνωστές μαζικές δυνά­

μεις β ! 1^. Ας υποθέσουμε ακόμη ότι έχουμε ένα σύνολο συναρτήσεων

τ<2>9

/ 2 \
που είνα ι λύση του συστήματος (1 ) και (2 ) για  μαζικές δυνάμεις Β  ̂ . 

Τότε, είναι προφανές ό τι η λύση

(25) τ ί»> +τ ί 2ΛI ]

θα αντιστοιχεί στις μαζικές δυνάμεις

i , j= l ,2 ,3

Αν οι συναρτήσεις τ ( , u i2  ̂ αντιπροσωπεύουν λύση του ομογενούς συ­

στήματος τότε η (25) αντιπροσωπεύει λύση του προβλήματος που αντιστοι­

χεί στις μαζικές δυνάμεις .
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2. Το δυναμικό πρόβλημα ενός ισότροπου και ελαστικού στερεού.

Οι εξισώσεις κίνησης ενός ελαστικού στερεού λαμβάνονται από τις  

εξισώσεις ισορροπίας (1) αν προσθέσουμε στις μαζικές δυνάμεις Β. τ ις  

αδρανειακές δυνάνεις (αρχή του D’Alembert). Αν p C x ^ t) είναι η πυκνό­

τητα του μέσου τότε οι αδρανειακές δυνάμεις που ενεργούν στη μάζα του 

στοιχείου dv είναι

~ 3u.

" 3t (p(xk,1:) 3t“ )dV ·

Στην περίπτωση που p=p(xk) τότε οι εξισώσεις κίνησης έχουν τη μορφή

(26)  τ . . .+Β.  = ρΰ.
i : . D  1 1

Οι καταστατικές σχέσεις, δεν περιλαμβάνουν μαζικές δυνάμεις, (2 ) είναι 

οι ίδιες και στα δυναμικά προβλήματα και οι ικ και ι\ είναι συναρτήσεις 

των χ .  και του χρόνου t .  Οι εξισώσεις του Navier (7) θα έχουν τώρα τη 

μορφή

(27) pV2u. + (A+y)u. . .+Β. = ρϋ. .
1 3 , : ι  1 1

Για την περιγραφή ενός δυναμικού προβλήματος, τ ις  (27) πρέπει να τις  

συμπληρώσουμε με τ ις  αρχικές και συνοριακές συνθήκες.

Τα αντίστοιχα των προβλημάτων 1 και 2 της προηγουμένης παραγράφου ε ί ­

ναι:

Πρόβλημα 1 : Προσδιορισμός των u _.= u ,(x ,,t) που ικανοποιούν τ ις  εξισώ-' 1 1 κ
σεις (27) και τ ις  συνθήκες

3 u .

ui " ui (xk) * ? ti s U i ixk ) Ym t= to xkeV
n
T .s f . (x, ,t )  για t>t. χ. es .i  i  K = 0  k

Πρόβλημα 2 : Προσδιορισμός των u .(x , , t )  που ικανοποιούν τ ις  εξισώσεις1 κ
(27) και είναι τέτοιες ώστε

ν ν χ χ , ΐ )  ’ t> t# > xkes
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Εκτός από τα προβλήματα 1 και 2 στις εφαρμογές εμφανίζεται το μικτό 

πρόβλημα στο οποίο οι τ .  περίγράφονται στο τμήμα της επιφάνειας και 

οι u. στο τμήμα s2 , όπου Sj+s2=s. Για παράδειγμα, ας φανταστούμε ένα 

σώμα που υπόκειται στο τμήμα Sj της επιφάνειάς του στο γεωμετρικό πε­

ριορισμό u.rO και στο υπόλοιπο τμήμα s2 της επιφάνειάς του είναι γνω­

στές οι επιφανειακές δυνάμεις 9 . .
3. θεώρημα του Clapeyron -  Εξίσωση ενέργειας.

Από την (Γ .8 9 ) παίρνουμε την έκφραση της συνάρτησης της ενέργει­

ας παραμόρφωσης για ισότροπο και ελαστικό μέσο

(2β) w = i  τ. . e . . .2 ΐ ]  13

Το έργο των επιφανειακών δυνάμεων ?i  σένα σώμα κατά την παραμόρφωσή 

του είναι

(29)  i s  V i ds  = ( s  Ti j nj u i <iS = | v (Ti j u i ) ’ j dV

= Jv Ti j , j u i dv+| v Ti j u i , j dv ·

Αν εισάγουμε στην (29) τ ις  εξισώσεις ισορροπίας (1 ) και τ ις  σχέσεις 

(Γ .63)

ui , j  “ ei j " wi j  · ω. . τ . . s ο
ΐ3 ΐ3

αυτή γράφεται

ί T.u.dS = ί (-B.u.)dV+| T..e..dV
Js 1 1 ) ν 1 1  Jv 13  13

και

(30)
n
T.u.dS+ ί  ί

B. u . dV = 2 WdV 
V 1 1 'V

H (30) αποτελεί τη μαθηματική διατύπωση του θεωρήματος του Clapeyron 

και αφορά την κατάσταση ισορροπίας ενός ελαστικού και ισότροπου σώμα­

τος.
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η
Η ισχύς των επιφανειακών δυνάμεων τ . κατά την παραμόρφωση ενός 

σώματος είναι

(31)
η .
T.u.dS = , 1 1 13 ι  3

( τ .  . u . ) , .dV * I τ . .  ,u.dV+ τ . . ύ .  .dV .
13*3 1 13 ι*3

Αν εισάγουμε στην (31) τ ις  εξισώσεις κίνησης (26) και

u . . ζ  e . , - ω . . .
ι»3 13 13 ώ . . τ . . s 0

13 13

θα πάρουμε 

(32)

Επειδή

η ' f

T .u .d S z (-B.u.)dV+
Js 1 1 JV 1 1  J

pu.u.dV+| t . . e . .
V 1 1 JV 13 ^

dV .

και

<§ Jvpai,iidv> - *

'. .e. .dV s [ |ίί—  e..dV=^r [wdV ID ID J,,3e.. 13 dt L'V "■* ' v ” i3

από τπν (32) προκύπτει ότι

(33) ί . A (
T.u.dS+l B.u.dV sK+ ^  j WdV .

'S 1 1 -*V 1 1
Av εισάγουμε τους συμβολισμούς

e = T.u .dS+|  B.u.dV
>s 1 1 Jv 1 1

ΰ = |wdv

όπου e είναι το έργο των μαζικών και επιφανειακών δυνάμεων και ϋ είναι 

Π ενέργεια παραμόρφωσης του σώματος η (33) γράφεται

(34) έ  = Κ+ϋ .

Αν ολοκληρώσουμε την (34) μεταξύ των ορίων t=o και t s t ,  όπου t=o αντί 

στοιχεί στη φυσική κατάσταση, θα πάρουμε
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(35) e = K+U.

Η φυσική ερμηνεία της (35) ε ίνα ι: Το έργο των εξωτερικών δυνάμε­

ων που μετασχηματίζει τη φυσική κατάσταση του συστήματος στην κατάστα­

ση στο χρόνο t είναι ίσο με την κινητική ενέργεια κ και την ενέρνεια 

παραμόρφωσης υ του συστήματος. Η ενέργεια παραμόρφωσης μπορεί να ερμη­

νευτεί σαν η ενέργεια που αποθηκεύεται στο σύστημα όταν αυτό μεταβαί­

νει από τη φυσική κατάσταση στην κατάσταση στο χρόνο t .  Η ύ είναι θε­

τικά ορισμένη συνάρτηση. Αν στο χρόνο t το σύστημα βρίσκεται σε ισορ­

ροπία τότε ε=ΰ.

4. Μοναδικότητα της λύσης - Παρατηρήσεις επί της ύπαρξης της λύσης.

ι .  Στατικά προβλήματα.

Για να υπάρχει λύση των στατικών προβλημάτων που σχολιάσαμε στην 

§ι πρέπει να μηδενίζονται η συνισταμένη δύναμη και ροπή των εξωτερικών 

δυνάμεων του συστήματος.

Ας υποθέσουμε τώρα ό τι για ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών έχουμε 

δύο λύσεις

(36) 4 l)A i  ’ i . j - i . 2 . 3

και

(37) > Μ = 1 ,2 ,3  .

Από το γραμμικό χαρακτήρα των διαφορικών εξισώσεων είναι προφα­

νές ότι το σύνολο των συναρτήσεων

-  „ ( 2 )  τ τ ( 1 > τ ( 2 >u . -  u . -u . , τ . . r i . .  - τ . .
ι ι  1 1] 1] 1]

θα ικανοποιεί τ ις  εξισώσεις (1 ) για Β.=ο. Στην περίπτωση αυτή π (30) 

γράφεται

(33) | TaijdS = 2j  WdV .
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Επειδή οι λύσεις (36) και (37) ικανοποιούν τ ις  συνοριακές συνθήκες του 

προβλήματος το πρώτο μέρος της (33) μηδενίζεται και κατά συνέπεια

(39) WdV = 0 . 
'V

Αλλά η w είναι θετικά ορισμένη τετραγωνική μορφή και για να ισχύει η

(39) πρέπει w=o, πράγμα που οδηγεί στο συμπέρασμα ότι e..=o. Επειδή
( 1) ( 2)  ( ΐ ) ( 2 )

e . . =ο 9α έχουμε e . . ' = e ; .  και τ . . = τ : .  . Οι μετατοπίσεις u .  προσδιο
1D ι :  13 ID 1] ι

ρίζονται με προσέγγιση ποσοτήτων που αντιπροσωπεύουν κίνηση απόλυτα 

στερεού σώματος. Στις περιπτώσεις του προβλήματος 2 και του μικτού 

προβλήματος έχουμε u ^ l ) = u ^  επειδή οι u .  είναι προδιαγραμμένες του­

λάχιστο σε τμήμα της επιφάνειας S.

Παρατήρηση : Στην απόδειξη της μοναδικότητας της λύσης υποθέσαμε μό­

νο ότι οι u. είναι μονότιμες συναρτήσεις χωρίς να βάλουμε κανένα περι­

ορισμό ως προς τη συνεκτικότητα της περιοχής.

ι ι .  Δυναμικά προβλήματα.

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο λύσεις (36) και (37) που ικανοποι­

ούν τ ις  συνοριακές συνθήκες ενός δυναμικού προβλήματος. Η διαφορά των 

λύσεων

u . , τ . . , i , j= l ,2 ,3

θα ικανοποιεί τ ις  εξισώσεις κίνησης για Β.=ο. Σε όλες τ ις  περιπτώσεις 

θα έχουμε
η

(40) Τ .ΰ .= 0  για  x.6S, t> t.

Για παράδειγμα στο πρόβλημα 1, τ.=ο και στο πρόβλημα 2.ΰ.=ο (u.-o .
1 1 1

v t* t0).

Η εξίσωση ενέργειας (34) παίρνει τώρα τη μορφή

(*) Η απόδειξη τηε μοναδικότητας της λύσης ενός δυναμεκού προβλήματος 
συνοριακών τυμών οφεελεταμ στον Kirchhoff  (1959).
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K+ Ur O

ή

K + U s σταθ. ·

Η σταθερά ολοκλήρωσης θα είναι ίση με ίο  μηδέν αωού οι μετατοπίσεις 

και οι ταχύτητες μηδενίζονται για t= t0 και κατά συνέπεια έχουμε

κ + ΰ = ο .

Επειδή όμως οι συναρτήσεις κ και ΰ είναι θετικά ορισμένες v t> te θα ε ί ­

ναι

(41) κ = ΰ = ο , v t> t0 .

Από τις  (41) οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι

(42) ύ^= 0 και ei j = 0 i , js l ,2 ,3 ,  Vt>t0 ·

Η ποώτη από τ ις  (42) μας δ ίνε ι την πληροφορία ό τι πραγματευόμαστε μια 

στατική περίπτωση και η δεύτερη ότι το σώμα δεν έχει παραμόρφωση και 

έτσι έχουμε το συμπέρασμα ότι η λύση ικ αντιπροσωπεύει μία κίνηση από­

λυτα στερεού σώματος. Επειδή όμως οι μετατοπίσεις u .  μηδενίζονται για 

t= t0 η κίνηση απόλυτα στερεού σώματος δεν εμφανίζεται στη λύση και κα­

τά συνέπεια

ικ  = 0 , i = l , 2 , 3  , V t > t 0 .

Πρέπει στο σημείο αυτό να παρατηρήσουμε ότι στα μη-γραμμικά προ­

βλήματα n w δεν είναι απαραίτητο να είναι θετικά ορισμένη συνάρτηση 

των παραμορφώσεων και κατά συνέπεια η παραπάνω απόδειξη της μοναδικό­

τητας παύει να ισχύει.

Η απόδειξη της ύπαρξης λύσης των προβλημάτων συνοριακών τιμών της 

γραμμικής θεωρίας ελαστικότητας μπορεί να βασιστεί στη θεωρία δυναμι­

κού. Οι αποδείξεις όμως αυτές δεν διακρίνονται για την απλότητά τους 

αηού έχουν εξάρτηση από την κατασκευή κάποιων βοηθητικών συναρτήσεων 

ανάλογων των συναρτήσεων Green. Η απόδειξη της ύπαρξης τέτοιων συναρ­

τήσεων σποδεικνύεται ότι είναι ένα πρόβλημα το ίδιο δύσκολο με το αρ­
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χικό πρόβλημα.

Με την ανάπτυξη των δραστικών μεθόδων της θεωρίας των ολοκληρωτι­

κών εξισώσεων αποδεικνύεται ότι είναι δυνατό να αποδείξουμε την ύπαρξη 

λύσης των βασικών προβλημάτων της ελαστικότητας για πολύ γενικές συν­

θήκες.

5. Αρχή του Saint-Venant.

Από τη διατύπωση των προβλημάτων συνοριακών τιμών είναι φανερό ό­

τι η ακριβής τους λύση παρουσιάζει ανυπέρβλητες μαθηματικές δυσκολίες 

επειδή η μορφή των συνοριακών συνθηκών είναι πολύπλοκη. Σε πολλά προ­

βλήματα είναι δυνατό να οδηγηθούμε στη λύση τους αν τροποποιήσουμε τις 

συνοριακές συνθήκες τους με βάση την αρχή του Saint-Venant (1335)

" Αν μία κατανομή φορτίων που ενεργεί σένα τμήμα της επιφάνειας του 

σώματος αντικατασταθεί με μια διαφορετική κατανομή στο ίδιο τμήμα του 

τότε η επίδραση των δύο διαφορετικών κατανομών σε μέρη του σώματος που 

βρίσκονται μακρυά από το χώρο εφαρμογής των δύο αυτών κατανομών είναι 

ουσιαστικά η ίδια αν οι δύο κατανομές είναι ισοδύναμες".

Με τον όρο ισοδύναμες εννοούμε ότι οι δύο κατανομές έχουν την ί­

δια συνισταμένη δύναμη και την ίδια συνισταμένη ροπή.

Η δικαιολόγηση της αρχής του Saint-Venant από καθαρή μαθηματική 

σκοπιά, στη γενική περίπτωση, είναι πολύ δύσκολη. Σε αρκετές γενικές 

κατηγορίες προβλημάτων συνοριακών τιμών έχει γίνει πρόσφατα η μαθημα­

τική δικαιολόγηση της αρχής αυτής. Το γεγονός αυτό και τα ευνοϊκά απο­

τελέσματα από την εφαρμογή της αρχής του Saint-Venant σε προβλήματα 

που είναι εύκολο να βρεθούν οι λύσεις τους για διάφορες ισοδύναμες κα­

τανομές φορτίων οδηγούν σε αρκετή εμπιστοσύνη προς την αρχή αυτή ώστε 

να γίνεται χρήση της σε προβλήματα της πράξης.

6. θερμοελαστικό πρόβλημα.

Η θερμοελαστικότητα συσχετίζει δυο ανεξάρτητες μεταξύ τους επιστή 

μες, με βάση τη θερμοδυναμική των μη-αντιστρεπτών διαδικασιών : τη θε-
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ορία ελαστικότητας και τη θεωρία της αγωγής θερμότητας. Το αντικείμε­

νό της είναι το αποτέλεσμα της θερμότητας επί των παραμορφώσεων ενός 

ελαστικού σώματος και αντίστροφα, το αποτέλεσμα της παραμόρφωσης επί

της θερμικής κατάστασης του σώματος.
Στην παράγραφο 2 του Κεφ. Γ δόθηκαν περιληπτικά κάποια στοιχεία

που θα τα χρησιμοποιήσουμε εδώ για τη διατύπωση της μαθηματικής περι­

γραφής του θερμοελαστικού προθλήματος.

Οι μαοϊκές εξισώσεις της θερμοελαστικότητας είναι οι εξισώσεις 

κίνησης και η ζευγμένη μαυτές εξίσωση της αγωγής θερμότητας.

Οι εξισώσεις κίνησης (26) παράγονται από την αρχή διατήρησης της 

ορμής και είναι :

(43) τ.. .+Β.=
13.D ι

pu.

Από την αρχή διατήρησης της στροφορμής έχουμε τ .^ τ * * 5 . Αν για ένα 

ισότροπο, γραμμικό και ελαστικό μέσο εκφράσουμε τ ις  συνιστώσες του τα 

νυστή τάσης σε όρους των e „  και Θ=τ - τ 4 από τ ις  σχέσεις Duhamel-Neu­

mann (Γ .9 1 ) ,

(44) T i j =2^ i j +(Xekk-Y e )6 i j

και τ ις  συνιστώσες ei;. από τ ις  κινηματικές σχέσεις

(45) . . .  , Α

οι εξισώσεις.(43) παίρνουν τη μορφή

(46) yu. ..+ (λ+ μ )υ . . .+Β.-γθ, .=  ρΰ. .
1*33 3»3i J · χ χ

Στη συνέχεια θα παράγουμε την εξίσωση της αγωγής θερμότητας σε ορούς 

της θερμοκρασίας και της παραμόρφωσης.
Από την (Γ . 02α) και την (Γ . 90) παίρνουμε

<47)  S = ^e kk+ T ; e

και

(* )  Δεν υπάρχουν ζεύγη ραζι,χών δυνάρεων xat  τάσεων.
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(43) 3 = Yekk+fi 6  .

Αν εισάγουμε την (Γ.77) (q =-λ τ,.) στην (Γ.72) (Ts=-q. .) έχουμε(*} 

(49) Τέ = λΤΤ,.. .

Η (49), αν λάβουμε υπόψη την (48),παίρνει τη μορφή

Τ,. .=’ l l
ΥΓέ, , Tc 

kk . ε Λ
+ ΨΧ θ

(50)
' τ  V T

Αν θέσουμε τ=τ0+θ και παραλείψουμε μη-γραμμικούς όρους στην (50) θα ' 
πάρουμε

(51) θ , . . -  -  θ-ηέ. , = 0
ιι κ kk

όπου k=Xt /c£ είναι η θερμική διάχυση και η=γτοΛ Τ .

Η (51) είναι η εξίσωση αγωγής της θερμότητας στα πλαίσια της 

ζευγμένης θερμοελαστικότητας. Οι εξισώσεις (46) και (51) αποτελούν 

το πλήρες σύστημα διαφορικών εξισώσεων της θερμοελαστικότητας.

Οι παραμορφώσεις και το ζευγμένο μαυτές θερμοκρασιακό πεδίο εμφα­

νίζονται σαν αποτέλεσμα της επίδρασης μαζικών δυνάμεων, εξωτερικών δυ­

νάμεων και της θερμικής αλληλεπίδρασης του σώματος με το περιβάλλοντα 
μέσο.

Αν σένα σώμα συμβαίνει μια μη-αντιστρεπτή διαδικασία αγωγής από 

την ύπαρξη θερμοκρασιακής κλίσης (Τ,^ο), τότε η διαδικασία αυτή οδη­

γεί σε μια ελαστική παραμόρφωση. Το φαινόμενο αυτό είναι δευτερεύον 

και συμβαίνει σαν αποτέλεσμα της ενέργειας αγωγής. Αν σένα σώμα συμ­

βαίνει μια διαδικασία παραμόρφωσης από την εφαρμογή κάποιας εξωτερι­

κής φόρτισης, τότε στο σώμα έχουμε μια δευτερεύουσα διαδικασία αγωγής. 

Και στις δύο αυτές περιπτώσεις έχουμε ζευγμένες διαδικασίες που οφεί­

(*) Αν έχουμε θερμυχές πηγές μέσα στο σώμα τότε 
Ts=-q.  .+W

όπου W εέναυ η ποσότητα θερμότητας που γεννιέται ,  στη μονάδα του χρόνου 

χαι  τη μονάδα του όγχου.
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λονται στη σύζευξη μεταξύ των πεδίων παραμόρφωσης και θερμοκρασίας και 

που οδηγούν στην αύξηση της εντροπίας του συστήματος και κατά συνέπεια 

στη θερμοελαστική ενέργεια απωλειών. Το μέσο που χαρακτηρίζεται από την 

αντιστρεπτή ελαστική διαδικασία και την μη-αντιστρεπτή θερμική διαδικα­

σία λέγεται θερμοελαστικό μέσο.

Για την πλήρη περιγραφή ενός θερμοελαστικού προβλήματος εκτός από 

τις διαφορικές εξισώσεις (46) και (51) είναι ανάγκη να γνωρίζουμε τις 

συνοριακές και αρχικές του συνθήκες. Η θερμική συνοριακή συνθήκη εκφρά­

ζει την αλληλεπίδραση του σώματος με το περιβάλλον επί της επιφάνειας 

του s και μπορεί να έχει μία από τις ακόλουθες μορφές : 

ι. η θερμοκρασία Τ περιγράφεται επί της s σε όρους της θέσης και του 

χρόνου

0 = k ( x ^ , t )  ,  x i e s  , t > 0

ιι. η κλίση της θερμοκρασίας 8θ/3η είναι γνωστή επί της s σε όρους 

της θέσης και του χρόνου

| |  = h (x i » t )  , x.es , t>o

ιιι. η συνάρτηση

(|^ + α ) θ ( χ . ,t)=f(xi ,t), x^es, t>0

είναι δοσμένη, όπου α είναι μια σταθερά.

Η συνθήκη (ιι) παριγράφει τη ροή θερμότητας δια μέσου της επιφάνειας

S. Η περίπτωση h(xi,t)=o περιγράφει τη θερμική απομόνωση της επιφάνει­

ας s. Η συνθήκη (ιιι) αναφέρεται στην ελεύθερη ανταλλαγή θερμότητας 

επί της επιφάνειας s. Εκτός από τις περιπτώσεις (ι)-(ιιι) υπάρχουν 

και περιπτώσεις που έχουμε μικτή θερμική συνοριακή συνθήκη.

Επί της επιφάνειας s μπορεί να είναι γνωστές οι επιφανειακές δυ-
η

νάμεις ^  ή οι μετατοπίσεις δηλαδή

η
T.(x, ,t)rT. .n.=y(u. ,+u.ι k* 13 3 1 , 3  3 , i )nj+X(ek k ‘Y 0 ) 6 ijn j

xkes, t>o



91

u.= U.(x, , t )  l l k’ x. 8S k t>0.

Όπως και στην περίπτωση της θερμικής συνοριακής συνθήκης έτσι και ε­

δώ μπορεί να έχουμε μικτές συνοριακές συνθήκες.

Η αρχική συνθήκη για τη θερμοκρασία προσδιορίζει την κατανομή της 

στη χρονική στιγμή t=o, δηλαδή

όπου ι, είναι γνωστή συνάρτηση.

Η μοριρή του σώματος στη χρονική στιγμή t=o προσδιορίζεται από τις 

συναρτήσεις

όπου gi και ^  είναι γνωστές συναρτήσεις.

Για ένα άπειρο μέσο γίνεται αντικατάσταση των συνοριακών συνθηκών 

επί της s με την απαίτηση οι συναρτήσεις θ και ικ στο άπειρο να μηδε­

νίζονται.

Οι διαφορικές εξισώσεις κίνησης (46) είναι υπερβολικού τύπου ενώ 

η εξίσωση αγωγής της θερμότητας (51) είναι παραβολικού τύπου. Στη γε- 

νικευμένη θερμοελαστικότητα η εξίσωση αγωγής της θερμότητας περιλαμβά­

νει και πρόσθετους όρους που έχουν σαν αποτέλεσμα την μετατροπή της σε 

οιαφορική εξίσωση υπερβολικού τύπου. Το γεγονός αυτό από φυσική σκοπιά 

έχει μεγάλη σημασία γιατί από τη ζευγμένη θερμοελαστικότητα βγαίνει το 

συμπέρασμα ότι η ταχύτητα διάδοσης των θερμικών κυμάτων είναι άπειρη 

(παράδοξο). Το φυσικά μη παραδεκτό συμπέρασμα δεν εμφανίζεται στη νε- 

νικευμένη θερμοελαστικότητα. Για το πρόβλημα της μοναδικότητας τηζ λύ­

σης του προβλήματος συνοριακών τιμών της θερμοελαστικότητας μπορεί ο 

αναγνώστης να ανατρέξει στο βιβλίο των Boley και Weiner (1967, σελ.37- 

40) και στην εργασία του Chandrasekharaiah (1936).

θ(χ.,0)=£(χ.) 1 ’ 1

Σχόλιο :
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Στην περίπτωση που αγνοηθεί η σύζευξη των πεδίων παραμόρφωσης 

και θερμοκρασίας τότε έχουμε να λύσουμε το πρόβλημα της ελαστικότητας 

με μαζικές δυνάμεις Β .-γ θ ,.  , όπου η συνάρτηση θ (χ . ,τ )  λαμβάνεται από 

τη λύση του προβλήματος αγωγής της θερμότητας. Το θερμοελαστικό αυτό 

πρόβλημα είνα ι γνωστό σαν πρόβλημα θερμικής τάσης.
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θεωρία της επίπεδης ελαστικότητας.

Τα επίπεδα προβλήματα θα εξεταστούν από την κλασσική τους άποψη, 

δηλαδή την περίπτωση της επίπεδης παραμόρφωσης και την περίπτωση της 

επίπεδης έντασης. Η περίπτωση της γενικευμένης έντασης αποδεικνόεται 

ότι κάτω από κάποια συνθήκη είναι ισοδύναμη της επίπεδης έντασης. Στο 

κεφάλαιο αυτό θα διατυπωθούν τα επίπεδα προβλήματα τόσο σε καρτεσια­

νές όσο και σε πολικές συντεταγμένες και θα γ ίν ε ι συζήτηση για τον 

τρόπο αντιμετώπισής τους.

1. Επίπεδη παραμόρφωση. Επίπεδη ένταση. Γενικευμένη ένταση.

'Ενα σώμα λέμε ότι βρίσκεται στην κατάσταση της επίπεδης παραμόρ­

φωσης στο (X j .x ^ ) -  επίπεδο, αν

(1 ) uoT ua(xi ’*2*’ us“ ° ’ α,β=1 ,2 ·

Οι κινηματικές σχέσεις θα έχουν τώρα τη μορφή

{2) ·αβ= ? <tt«,B+ue.«) · V °  1

Από το νόμο του Hooke

(3 ) T . jB ζ μ β ^ + λ β ^ δ ^

έχουμε

^  ταβ“ταβ*χ ι *χ* * * τα»®°* τ 33=*εαα * <**1,2.
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Αν κάνουμε τη συστολή i=j στο νόμο του Hooke έχουμε 

ταα+ τ *»8(2μ+3λ)βαα

ή

(5)  τ 3 3Β 7 τ αα/ ί μ + λ )  ·

Από τις (4) και (5) είναι φανερό ότι η εντατική κατάσταση του σώματος 

στην περίπτωση επίπεδης παραμόρφωσης είναι προσδιορισμένη αν είναι προσ­

διορισμένες οι τάσεις , α,3=1,2.

Από τις εξισώσεις ισόρροπίας

( 6 )  τ . .  ,= - Β .
ι : » :  ι

παίρνουμε το συμπέρασμα ότι οι συνιστώσες Β} και β2 πρέπει να είναι ανε­

ξάρτητες της χ3· Η συνιστώσα β 3=ο αφού τ33 3=-β 3 και τ33=τ33(χι,χ2).

Αν υποθέσουμε ότι οι παραπάνω συνθήκες ικανοποιούνται από τις μαζικές 

δυνάμεις Β^ θα έχουμε

{7) τα θ , θ =-Βα ( ν Χ2 ) ’ α ,β = 1 ,2  .

Αν εισάγουμε τις εκφράσεις των τάσεων σε όρους των ua στις (7) θα πά­

ρουμε τις εξισώσεις Navier (Δ.7) ,

^  μα α ,3 3 + (λ + μ )α 3 ,3 α + Βα= 0 ’ α , 3 = 1 ,2

για την επίπεδη παραμορφωτική κατάσταση.

Επειδή η παραμόρφωση του σώματος στην επίπεδη παραμόρφωση είναι 

ανεξάρτητη της συντεταγμένης χ3» θα θεωρήσουμε μόνο την παραμόρφωση 
μιας τυχαίας διατομής του με χ 3=σταθ. Οι (3) πρέπει να ικανοποιούνται 

σε κάποια διδιάστατη περιοχή R, χ 3=σταθ. Αν οι μετατοπίσεις επί του 

συνόρου c της R είναι προδιαγραμμένες, τότε έχουμε ένα διδιάστατο πρό­

βλημα ανάλογο του 2ου προβλήματος συνοριακών τιμών που διατυπώθηκε στο 

Κεφ. Δ.1. Η μοναδικότητα της λύσης του προβλήματος αυτού για πεπερασμέ­

νους τόπους είναι συνέπεια των θεωρήσεων του Κεφ. Δ.4.
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Το ανάλογο του 1ου προβλήματος συνοριακών τιμών (Κεφ. Δ .1) της 

ελαστικότητας μπορεί να διατυπωθεί με την έκφραση του προβλήματος tnc 

επίπεδης παραμόρφωσης σε όρους των τάσεων , δηλαδή

(9) ν 2σ=- τ = -  Β 1-ν α,α
2(λ+μ)

λ+2μ ο,ο  * (vs m k r '  ·

Αν οι συνιστώσες των επιφανειακών δυνάμεων ?α(χ , ,χ 2) ε ίνα ι προδιαγραμ 

μένες στη συνοριακή καμπύλη ο, τότε

(10)
η
Τ. Τοβηβ

η = (η 1 , η 2 )

Η μοναδικότητα της λύσης του προβλήματος που περιγράφεται από τ ις  (9 ) 

και (10) είναι συνέπεια των θεωρήσεων του Κεφ. Δ .4.

Από φυσική σκοπιά μια τέτοια κατάσταση μπορεί να πραγματοποιηθεί 

σένα μακρύ κύλινδρο επί του οποίου εφαρμόζονται δυνάμεις που ενεργούν 

σε επίπεδα κάθετα στον άξονα του κυλίνδρου (σ χ .1 ).

( * )

(α ) eota=
ι+νΕ t ( l - v ) T a a -vTgg)  ,

1+ν
ea$= Ε αβ *

Η συνθόχη συρβυβαστοΰ

e i l , 2 2 +e 2 2 , 1 Is  2 e i 2 , l 2  *

ρε την ευσαγωγό της ( α )  γράφεται,

(β ) { ( ΐ - ν ) τ ιΤν τ 22} , 22+ { (1 -ν )τ 22-ν τ 11} , ι ι *2τ12^12 .

Αν χαραγωγυσουρε τυς ( 7 )

τ, , k β—Β ·11.1 12,2 1*,+τ. τ 2 1 , 1 +Τ22 , 2 = - Β2

ως χρος χ χ χαυ χ 2 ,  αντυστουχα,  χαυ τυς χροσθέσουρε έχουρε

<*> τ η , ι . +τ2 2 , 2 * + 2 τ ΐ 2 , ΐ 2 =' Βα , α  ·

Αχό TUS (e ) *ac ( γ )  wc ®*®λοι,φΐί του  <5ρου τ 12^ 12 ιβ ό ρ νο υ υ ε

( 6 )  Βα ,α  *

Ου υ χ ό λ ο υ χ ες  σ υ νθ ά χες  συρβυβαστοΰ ευναυ  τ α υ τ ό τ η τ ε ς .
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Ένα σώμα λέμε ότι βρίσκεται στην κατάσταση της επίπεδης έντασης 
παράλληλη trtoiXj.Xj)- επίπεδο, αν

(11) τ . 3=0 .

Από τις καταστατικές σχέσεις

02) τ..= ,

όπου τ33=ο , παίρνουμε

(13) U (u ,+ιιΛ Λ)3,3” λ+2μ ι,ι 2,2

Αν αντικαταστήσουμε τπ (13) στις (12) θα πάρουμε τις εκφράσεις

2λμτ = e +2yu

(14)

αα” λ+2μ αα μ“α ,α

για τις μη-μηδενιζόμενες τάσεις 
Αν τώρα τις (14) τις εισάγουμε

(,5) ταβ,β+Βα=0

στις εξισώσεις ισορροπίας
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θα πάρουμε τις εξισώσεις Navler

( 1 6 )

για το πρόβλημα της επίπεδης έντασης. Η μορφή των (14), (15) και (16) 

είναι (δια με εκείνη των αντίστοιχων εξισώσεων της επίπεδης παραμόρφω­

σης, αν αντικαταστήσουμε τη σταθερά

με λ , αλλά υπάρχει βασική διάκριση μεταξύ των δύο αυτών εντατικών κα­

ταστάσεων. Στο πρόβλημα της επίπεδης παραμόρφωσης οι ua και ταβ είναι 

ανεξάρτητες από τη συντεταγμένη χ3 ενώ στο πρόβλημα της επίπεδης έντα­

σης οι συναρτήσεις αυτές μπορεί να έχουν εξάρτηση από την. χ3. Επειδή 

η ανεξάρτητη μεταβλητή χ 3 μπορεί να εμφανίζεται σαν παράμετρος σε ό­

λες τις εξισώσεις του προβλήματος της επίπεδης έντασης το πρόβλημα αυ­

τό δεν είναι στην πραγματικότητα διδιάστατο (επίπεδο) πρόβλημα. Αν και 
το πρόβλημα της επίπεδης έντασης δεν είναι επίπεδο πρόβλημα, μπορούμε 
να τροποποιήσουμε το σύστημα των εξισώσεων (14)-(16) κατά τέτοιο τρό­

πο ώστε οι προκύπτουσες εξισώσεις να αντιστοιχούν σένα φυσικό πρόβλημα 

μεγάλου πρακτικού ενδιαφέροντος.

Ας θεωρήσουμε τον κύλινδρο που φαίνεται στο (σχ.2).

t  χ

idsi»f2hds
Σχ.2
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Av 2 h  είναι μικρό συγκρινόμενο με τις άλλες διαστάσεις του κυλίνδρου 

τότε τον κύλινδρο αυτό θα τον λέμε στη συνέχεια πλάκα. Οι βάσεις του 

κυλίνδρου είναι οι επιφάνειες χ3·= ih της πλάκας και το επίπεδο χ3=ο 

είναι το μέσο επίπεδο της πλάκας, θα υποθέσουμε ότι οι δυνάμεις επί 

της Πλάκας εφαρμόζονται στα άκρα της (σχ.2) και τα επίπεδα χ3= ih 

είναι ελεύθερα τάσεων οι δε δυνάμεις είναι συμμετρικά κατανεμημένες 

ως προς το μέσο επίπεδο. Εκτός από τις παραπάνω υποθέσεις (παραδοχές) 

θα θεωρήσουμε ότι β3=ο και οι είναι συμμετρικές ως προς το μέσο ε­

πίπεδο. Αν ικανοποιούνται οι παραπάνω παραδοχές τα σημεία του μέσου 

επιπέδου της πλάκας θα έχουν μετατόπιση u.=o και για λεπτή πλάκα η
<9

u3 για χ3»ίο θα είναι πολύ μικρή. Από τη συμμετρία της κατανομής των 

δυνάμεων βγαίνει το συμπέρασμα ότι η μέση τιμή της u 3 κατά το πάχος 

της πλάκας είναι ίση με το μηδέν. Το γεγονός αυτό μας δίνει την ιδέα 

να πραγματευτούμε το πρόβλημα με τις μέσες τιμές,

(17) U . ( χ . χ ) = —  ’ 2 ~ 2h
ί +h

ui(x1,x2,x3)dx3 9

όπου u3= ο

Επειδή οι επιφάνειες χ 3= i h  της πλάκας είναι ελεύθερες από εξω 
τερικά φοτρία θα έχουμε

(U!) τ ΐ 3(χ ι ’χ2 »-h)= °

Από την εξίσωση ισορροπίας

(19) τ +τ = ο
0 1 3 , Οί 3 3 , 3

για χ 3= i h  παίρνουμε την πληροφορία

(20) τ33 3(xj, χ 2 ,± h ) = ο 

αφού

τ α 3 ( χ ι  , χ 2 , ± h ) =  0  ’ C t r l , 2 .

Αν αναπτύξουμε τη συνάρτηση τ33 σε σειρά Taylor ως προς χ3 στη θέση
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x 3z ±h και λάβουμε υπόφη τις (18) και (20) βλέπουμε ότι αυτή θα είναι 
o(h2). Επειδή έχουμε κάνει την παραδοχή ότι h είναι μικρό θα παρα­

λείπουμε την τ33 σε όλο το πάχος της πλάκας.

Αν τις δύο άλλες εξισώσεις ισορροπίας που έχουν σπομείνει

(21) τ +τ +τ . +Β = ο ' α ι ,ι  α2 , 2  α ι,3  α

τις ολοκληρώσουμε ως προς χ 3 μεταξύ των ορίων -h και +h θα παύουμε

r+h
(22)

I

Επειδή

ι Γη
2ΪΪ J . τ̂ ο ι , ι +τα 2 ,-h

r+h

+τ„, +Β_Μχ,*0 ·2 Ct 3 , 3 ΟΙ 3

f v ^ v V v v V U - °
:-h

n (22) γράφεται

(23) ϊ  +ϊ +Β = 0 ,α ι ,ι  θ2 ,ζ α
όπου +h

ταβ(χ ι»χ2)=  2h 1
-h

(24) . r+h_ 2 ι n
Βα ( χ ι *X2 ) Ξ 2h ) . V v x 2 ’x 3 ) d x 3

είναι οι μέσες τιμές των και Βα αντίσΐοιχα.

Αν σχηματίσουμε τις μέσες τιμές στις καταστατικές εξισώσεις θα 

πάρουμε

(25)  ?ο β * μ(αα , β +ίΙβ , ο ) + Ν , γ δαβ 

όπου
Γ 2λμ 
λ β Ι Ϊ 2 μ

Από τις (23) και (25) παίρνουμε τις εξισώσεις του Navier

(26) υαο,ββ+(Χ+ρ)ίΙβ,βα+§ο= 0

από τις οποίες μπορούν να προσδιοριστούν οι μέσες τιμές των ΰα αν αυ­
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τές είναι προδιαγραμμένες στο σύνορο c.

Το σύστημα των εξισώσεων που περιέχει τις μέσες τάσεις μπορεί 

να προκύψει με την πορεία που προέκυψαν οι (9) και είναι

U7) ν 2σ = 2 ( λ+μ) δ

Οι (27) και οι συνοριακές συνθήκες 

(2-3) Τα (ε )  = ?αβηβ στο C

αποτελούν το πρόβλημα συνοριακών τιμών για τον προσδιορισμό των τ β.αρ
Το διδιάστατο πρόβλημα συνοριακών τιμών που αποτελούν οι εξισώσεις 

(23), (27) και (23) είναι γνωστό σαν πρόβλημα γενικευμένης επίπεδης έ­

ντασης.

Σχόλιο :

Η μαθηματική περιγραφή των προβλημάτων της επίπεδης παραμόρφωσης 

και της γενικευμένης έντασης είναι ταυτόσημη. Η αντιμετώπιση των προ­

βλημάτων αυτών απλουστεύεται κατά κάποιο τρόπο αν δεν εμφανίζονται 

σαυτά οι μαζικές δυνάμεις bq . Επειδή όμως οι εξισώσεις αυτών των προ­

βλημάτων είναι γραμμικές είναι πάντα δυνατό να τις ανάγουμε σε ομογε­

νείς μορφές με την εύρεση κάποιας μερικής των λύσης. Αν είναι κά­

ποιο σύνολο συναρτήσεων που ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας 7 (ή 

15) τότε οι συναρτήσεις που ορίζονται από τις σχέσεις

(29) τ -τ(0)+τ(ι) αβ αβ αβ
ικανοποιούν το ομογενές σύστημα

(30) ο .

Επειδή στις τεχνικές εφαρμογές εμφανίζονται συχνά σταθερές δυνάμεις 

βαρύτητας και ομοιόμορφες φυγοκεντρικές δυνάμεις θα δώσουμε στη συνέ­

χεια κάποιες μερικές λύσεις των (7 ή 15) γιαυτούς τους τύπους των δυ­

νάμεων .
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ι .  Σταθερή δύναμη βαρύτητας (Β 1=ο, B2«~pg )

( ο )  ( ο )  Λ
τ η  = τ ΐ2 = ° · Γ(#)22 *PgX.

(31) u l · -  iTp(XVy·) « * ι χ 2

(ζ) λ+2μ 2 λ 2
u 2 -8 ΪΠ ^ Γ Τ  ρε*2 + βίΓΧήΓΤ pgx! *

ι ι .  Ομοιόμορφη φυγοκεντρική δύναμη (Β «ρω2χ )α α

(32)
τ£β>= ' ΐΐδϋΤ Ρ“2(χι+χ2)δαβ"i r t m  ρ“ 2 V iΒ

U
(β) ρω /. .2 . . . 2

8(λ+2μ) (χί+χ2)χα
ω : γωνιαχύ ταχύτητα ως χρος τον Xj-άξονα.

Αν στις συνοριακές συνθήκες εισάγουμε 

(33)

τ  - τ (β)+τ ( ! )  ταβ αβ+ αβ

( ο )  ( ι )U = u' +νΓ α α α

,  \

«Μ παράγουμε νέες συνοριακές συνθήκες για  το ομογενές πρόβλημα· 

(34)

Τ( ΐ > -  τ ( ι )  
ταβ ηβ = Τα

u( l ) = f ( l > στο C α α

2. Τασιοσυνάρτηση του A iry .

Από το σχόλιο της προηγούμενης παραγράφου γίνεται φανερό ό τι τα 

προβλήματα συνοριακών τιμών της επίπεδης ελαστικότητας μπορούμε πάντα 

να τα μελετήσουμε με μηδενικές μαζικές δυνάμεις. Οι εξισώσεις ισορρο­

πίας θα έχουν τη μορφή

(35) ■ · ·>'-Τι··-

yy
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όπου οι τ „ , σύμφωνα με τις εξισώσεις (9) και (27) ικανοποιούν στηναρ
περιοχή R τη συνθήκη συμβιβαστού

(36) V2(Tj j+t22)= °

και στη συνοριακή καμπύλη c του R τη συνθήκη

(37) ταβη3=Τα (δ)  *

όπου Ta(s) είναι γνωστές συναρτήσεις του τόξου sec.

Από τη δομή των εξισώσεων ισορροπίας συνεπάγεται η ύπαρξη μιας 

συνάρτησης f(x i9x2), τέτοιας ώστε

(38) 22 =F> n u = F ’ 22 12= - F ’ i :

Η συνάρτηση FUjX.,) λέγεται τασιοσυνάρτησπ του Airy. Από τις (33) βλέ­

πουμε ότι οι τ 0 ικανοποιούν αυτόματα τις εξισώσεις ισορροπίας (35) η
ΟΙρ

δε συνθήκη συμβιβαστού (36) απαιτεί όπως η F(xlSx2) ικανοποιεί τη δι- 

αρμονική εξίσωση

(3*)

ή

V2V2F = ο

^ F=F > 1 1 U +2F’ U 2 2 +F’ 2 2 2 2 = °

στην περιοχή R.

Κάθε λύση της (39) που ανήκει στην κλάση c1* λέγεται διαρμονική 

συνάρτηση . Στην περίπτωσή μας το ενδιαφέρον μας περιορίζεται στις εν­

τατικές καταστάσεις όπου τ 0 είναι μονότιμες και κατά συνέπεια σε διαρ-
αρ ^

μονικές συναρτήσεις με μονότιμες δεύτερες μερικές παραγώγους (εξ. 38).

Η συνάρτηση F και οι πρώτες παράγωγοί της μπορούν να είναι πλειότιμες.
Οι συνοριακές συνθήκες (37), επιβάλλουν ένα περιορισμό στην εκλογή 

της Γ , παίρνουν τη μορφή

Γ »22η Γ ΓΜ2η 2= T1<S >

- F’ X 2 V F’ l l V  T2(S)
(40)
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Από το σχ.3 έχουμε

dx
η,= cos(x1,n )=  cos(x2,s)=

(41) ' _ dx
η2= cos(x2,n )= -co s(x l f s )=-

και οι (40) γράφονται

h  <Γ..)· V·»
(4 Ια)

Αν ολοκληρώσουμε τ ις  (41α) κατά μήκος του συνόρου c από ένα σταθερό ση­

μείο s0 σένα μεταβλητό σημείο s θα πάρουμε

(41β) F . j i s l s - f  T 2(s)ds r f j is J + c ,

F ,2( s )= [ TjCsJds = f 2(s )+ c2 .

πράγμα που σημαίνει ότι ο ι παράγωγοι της F κατά μήκος της C δεν προσδι· 

ορίζονται μΰνότιμα***. Κάποιος βαθμός αυθαιρεσίας της F και των παραγώ1

( * )  Στην κερυχτωση χολλακλα συνεχτυκου σώματος η ολοκλήρωση θα γυνευ  

σε κάθε ( \  χου σχηματύζευ το χερ£γραμμα της R *αυ ου συναρτύσευς  f ^ ( s )  

6εν ευναυ ανάγκη να εέναυ μονάτυμες .  ~

- :



105

γων της πρέπει να αναμένεται αφού οι προσδιορίζονται σπό τις δεύ­

τερες παραγώγους της.

Το πρόβλημα των συνοριακών τιμών που εξετάζουμε σχετίζεται με το 
πρόβλημα

V**F r  Ο, στην R !
(42)

F >α= f a (s)  στο C

που είναι γνωστό σαν θεμελιώδες διαρμονικό πρόβλημα συνοριακών τιμών 

στη θεωρία των διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων, το λογισμό των 
μεταβολών και άλλους κλάδους της ανάλυσης.

Αν γνωρίζουμε την F,a (s) στο c τότε μπορούμε να υπολογίσουμε στο 
C την F(s)  και την dF/dn :

dF
dn = F, η ’a a

dx dx

' · ,<»> a r - Γ· ><5) 3 Γ · $ g ( s )

dF r  F, dx = f  dx ’a a a a

F(s)  =
s dx„

f a  ds = ί ( ε )+ σ τα θ .
s o

Από την παραπάνω παρατήρηση οδηγούμαστε στη διατύπωση του προβλήματος

(42) με την ακόλουθη μορφή

(43)

VUF = Ο στην R
F =
dF
dn

f (ε)+σταθ.

= g (s) * στο
/

c

που είναι πιο κατάλληλη στη έρευνα πολλών προβλημάτων.

Σχόλια :

ι) Αν οι μαζικές δυνάμεις είναι συντηρητικές

(44) Β =-ϋ, a ’a
"ν
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θα πάρουμε τις μη-ομογενείς εξισώσεις ισορροπίας 

<«> τ α β ,β +Βα= 0

και τις τάσεις θα τις εκψράσουμε με τον ακόλουθο τρόπο 

(46) υ, t 12- F , 12 , t 22.F,11+U .

Η συνθήκη συμβιβαστού στην περίπτωση αυτή παράγει τη μη-ομογενή εξίσω­

ση

(47)  .. 7 *Γ= -  Ι? 2 μ  7 *ϋ * ·

Αν η υ είναι αρμονική τότε n F θα είναι διαρμονική συνάρτηση» στην αντί 

θετή περίπτωση

(48) V2FrV(Xj,x2) στην R .

ιι) Αν θεωρήσουμε τη διαρμονική εξίσωση 

(49) V*F = 0 στην R

και v 2f=Pj( χ , , χ 2 )  τότε η ρ , είναι αρμονική συνάρτηση στο R.
Από την Ρ, μπορούμε να κατασκευάσουμε την αναλυτική συνάρτηση

(50) ' Ζ (ζ) =Pj+iP2

της μιγαδικής μεταβλητής z=Xj+ix2 υπολογίζοντας από την ρ 2 την συζυγή 

της <

(51)

της αρμονική συνάρτηση Ρ . Διαφορίζοντας την Ρ2 έχουμε

dP.= Ρ, ,dx  +Ρ dx =-Ρ dx +Ρ dx 2 2 ,1 1 2 ,2  2 1 ,2  1 1,1 2

όπου Ρ =-ρ και Ρ =ρ (συνθήκες Cauchy-Riemann). Από την (51)
2 , 1  1 , 2  2 , 2  1 , 1

με ολοκλήρωση παίρνουμε

(52) Ρ (χ  ,χ  )= 2 1 2

■ A j i X j  , Χ 2 )
dx +Ρ

1,2 1 1,1
dx ) 

2

όπου Ρ2 είναι ανεξάρτητη από το δρόμο ολοκλήρωσης. Η ρ” προσδιορίζεται 

με προσέγγιση μιας σταθερός c και κατά συνέπεια η Ζ(ζ) με προσέγγιση της
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iC.

(53)

Η συνάρτηση ψ(ζ) που ορίζεται με τον ακόλουθο τρόπο

Ψ(Ζ) Ξ ± Z(z)dz =ζ  +ΐζ 1 2

είναι αναλυτική και κατά συνέπεια

(54) ψ ' ( ζ ) = ζ +ΐζ = i  (ρ +ip )
1>1 2,1 1 2

Από τις συνθήκες Cauchy-Riemann παίρνουμε

(55)

ζ = ζ . = ΤΓ ρ.1,1 2, 2 4 1

ζ 1 , 2 - ζ 2 · , Γ - ϊ Ρ* ·

Αν χρησιμοποιήσουμε τα παραπάνω συμπεράσματα, το γεγονός ότι ζ ,  καις2 

είναι αρμονικές συναρτήσεις στην R και ότι

(56) ν 2 ( Χ 1ζ 1+Χ2ζ 2 )= Ρ1

τότε μπορούμε να γράφουμε

(57) V2(Γ’“ζ 1χ 1+ζ2χ2) Ξ0 στην R

Από την (57) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η δομή της F είναι

(58) F = ^1x 1+ 2χ2+ςι (χ»,χ2)
όπου qj(Xj,x2) είναι αρμονική στην R(,t) * 588

( * )  Αν x ( z ) = q j + i q 2 ε ί ν α ι  α ν α λ υ τ ι κ ή  συ νάρτηση τη ε  z  με π ρ α γ μ α τ ικ ό  μ έ ­

ρος R e y ( z ) = q 1 ο τύπος ( 5 8 )  γ ρ ά φ ε τ α ι  

( 5 8 α )  F = R e { z i | ; ( z ) + x ( z ) }

άπου z sX j - iX j .  Η F, επε ιδή  ψ(ζ)  και χ ( ζ )  ε ί ν α ι  αναλυτικές  συναρτήσεις 

θα ε ί ν α ι  πλάσης 0°°στην R. Η (58α) μπορεί  να γραφτεί  με τη μορφή
(588) 2Γ=ζψ(ζ)+ζψ(ζ)+χ(ζ)+χ(ζ)

άπου ψ ( ζ ) « ζ 1- ΐ ζ 2 ·
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Επειδή στην αντιμετώπιση πολλών προβλημάτων της ελαστικότητας εμ­

φανίζεται η (49) κρίνεται σκόπιμο να αναφέρουμε δύο θεωρήματα για τις 

διαρμονικές συναρτήσεις που οφείλονται στον Alroansi()899).

θ ε ώ ρ η μ α  1 : Αν οι συναρτήσεις f, και f2 είναι αρμονικές στην πε­

ριοχή R (Xj .Xj .x ,) τότε η

(5 9 )  f “ x i f i + f 2

είναι διαρμονική στην περιοχή R. Αντίστροφα, αν f είναι διαρμονική στην 

R και αν κάθε γραμμή παράλληλη στο χ^όζονα τέμνει το σύνορο της R το 

πολύ σε δύο σημεία, τότε υπάρχουν δύο αρμονικές συναρτήσεις και f2 

τέτοιες ώστε η f να εκφράζεται από την (59).

θ ε ώ ρ η μ α  2 :  Αν οι συναρτήσεις και f2 είναι αρμονικές στην 

τριδιάστατη περιοχή R, τότε η

(60) f = (r2-r2)f +f0 1 2

είναι διαρμονική στο R, όπου γ 2 = χ . χ . και γ 0 είναι μία αυθαίρετη σταθε­

ρά. Αντίστροφα αν f  είναι διαρμονική στην R και αν η R είναι τέτοια ώ­

στε, με μια αρχή στο εσωτερικό της R, κάθε ακτινικό διόνυσμα να τέμνει 

το σύνορο της R το πολύ σε ένα σημείο, τότε μπορούν να προσδιοριστούν 

δύο αρμονικές συναρτήσεις ί^και έτσι ώστε να ισχύει η (60).

Η απόδειξη των θεωρημάτων 1 και 2 βασίζεται στην ταυτότητα

(61) 72(ΦιΦ2) =Φίν2Φ2+Φ272ΦΓ2{φ1>1Φ2>ι+Φ1>2Φ2ί2+Φ1>,Φί>3) ·

Για τη λεπτομερή απόδειξη των θεωρημάτων 1 και 2 ο αναγνώστης παραπέ- 

μπεται στο βιβλίο του Y.Fung (1965) : Foundations of Solid Mechanics, 

σελ. 206-209.

ιιι) Για την διατύπωση του επίπεδου θερμοελαστικού προβλήματος ακολου­

θούμε την ίδια πορεία.
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3. Το επίπεδο πρόβλημα σε πολικές συντεταγμένες.

Σε πολλά προβλήματα της ελαστικότητας είναι σκόπιμο, για την α- 

πλούστευση των συνοριακών συνθηκών, να χρησιμοποιούμε για την περιγρα­

φή τους καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Στην παράγραφο αυτή θα σχολιάσου­

με την περιγραφή ενός επίπεδου προβλήματος σε πολικές συντεταγμένες 
(αχ.4)

Οι σχέσεις των πολικών και καρτεσιανών συντεταγμένων είναι

(62) Xj= r  cos θ ,  χ 2= r  s i n  θ

και οι αντιστροφές τους

(63) Γ ^ ί χ ^ + χ * ) * ,  θ= t a n  1 —

\

Από τις (63) είναι προφανές ότι αν έχουμε μιά συνάρτηση f(Xj,x2) συνε­

χή καιπαραγωγίσιμη τότε
εΐηθ

(64)
f ,  = f ,  Γ ,  + f , o0,  r  

* Γ  ’χ θ ’χ  1 1
c o s0 f ,’χ

1
Γ

f ,  = f ,  r ,  + f , o0,  = s i n 0 f ,’χ 2 *r χ 2 θ ’χ 2 * Γ

r  f , e

cos0

Το διάνυσμα μετατόπισης ΰ στο ( x j , χ 2)-επίπεδο έχει πολικές συνιστώσες 
u ,u 0 που συνδέονται με τις καρτεσιανές συνιστώσες u ,u με τις αχέ-

Τ  Ο 1 2
σεις (σχ.4).

θ
1

( χ  / χ  2 1

1*Κχ /X )2 2 1

s in6
r
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(65)
u s  u co s0 -u Asin 0  1 r  Θ

u s  u s in 0 tu Acos0 .* 2 Γ v

.?* .ί./νϋΓ ;· ■*-,,
■ >>-.·>γ. rJ ,

- . ,;>■.. .··: f;\lfy.r·

Η εντατική κατάσταση σένα επίπεδο πρόβλημα χαρακτηρίζεται από τον 
τανυστή σ· που έχει συνιστώσες .-'■••vw ,ι; >

Tr r τΓθ 0

(66) σ ’ = τ θΓ τ θθ 0

0 0 τ zz

;! fi ' ΐ··,i9fSi*y ·* « iter r.·<«? *η <»Γ·'

Κ Μ..1;'

Πρέπει να σημειωθεί ότι το απειροστό εξάεδρο που ενεργούν οι τάσεις 
δεν είναι στην περίπτωση αυτή παραλληλεπίπεδο.

Για να βρούμε τη σχέση μεταξύ του σ’ και ο=[τ..] μπορούμε να εφαρ­
μόσουμε το μετασχηματισμό (Γ.10) με μητρώο μετασχηματισμού

1Γλ rCOS0 11 Xl2 =sin0 λ

(67) A = jrr-sinO λ «COS0 0

0 0 1
i.-.i

Για επίπεδη παραμόρφωση ή ένταση θα έχουμε
■-*. '· ν', · „ £ £  , *

*·· : ϊ  ·;« f if  ',Λ . > Vs. :ν·ί V ;

(68) Ο  r

33 J

* *

τ . ι τ , 2

0 ν. άϊ  ·.

. ’Ύ . - ·ι·- Μ-*. »■«·■ -* . ■ w

* g y - ■ v l  * * * . · ν Λ.· a?*:
V 5%. · · * .Γ- ^ .:> ·

τ * . τ »
0

:■?■· γ· · · ·;■·. . α Λ - λ·:

*  -  f e ~ j n ^ r o J ^ w w ^ » 1» '  κ »

0 0 τ _
. V  , .  · · · «  "  ί  ... ' .

’ &■* · · - ν  * *
όπου για επίπεδη ένταση 3=ο X.:W

3 3 _ Λ -f ? r4 '£**£. /*>..· ·>·/:>■»*'· ί--'.'
Αν εφαρμόσουμε το μετασχηματισμό (Γ. 10) y . ̂  *-; Λ -

(69) σ = Α*σΆ
'VJ

= ΑΤσ ·

θα πάρουμε τις σχέσεις

τ . r τ c o sI 6+T .„sin*6-T  a sin 2 6

. ■, .-  - r . y s · ^ ·  iC T V i^vvO  ys^

,Μ 'π ΐη
11* *rr 09~ W Ή Γ

τ_ _ — τ_sin*0+TAAcos20*t Asin2022 ΓΓ W γΘ*

* · ..v

.‘.V ··> ·!; , ·. ί  ^  

. · : * ■ « *  * ί
■ V

■ J
'  -  « Λ

. . ν '  ■
t z  -

ΐ* · ··*· · ' "  . .
>

’V·
ν^' *
■ * ’’J

S&ad&w.ŝ·''·· -* .· .ν'·/"



Ill

(70) τ α2= 2 ( T r r " T 0 0 ) s i n 2 e + 'r~ A cos2ere

τ ΐ 3 = τ23=τ Γ3= τ3 θ = °

ενώ π τ είναι η ίδια και για τα δύο συστήματα.V V
Αν εισάγουμε τις (70) στις εξισώσεις ισορροπίας τ „ Ο=ο και εφαρ-

Οίρ 9 μ
μόσουμε τις (64) 0α πάρουμε τις

(71)

ι  ‘ W
T r r , r + 7  T r 0 , 0 + ---------- ----------  = 0

2τ
Τ γ Θ , γ + r  τ θ θ , θ + r

Γ0 = 0

που είναι οι εξισώσεις ισορροπίας σε πολικές συντεταγμένες.

Οι σχέσεις μεταξύ των συνιστωσών του ε' και ε βρίσκονται από το 
μετασχηματισμό

(72) ε'= ΑΤεΑ

και είναι

e = e ,cos20+e sin20+e sin20 r r  ι l 22 12

(73) e0e= jsin2e+e22cos2e-e12sin20

er 6 = Ί  ( e 2 2 ~e n ) s i n 2 e + e i 2Cos2e ·

Αν εισάγουμε τις κινηματικές σχέσεις e 0= i (u 0+u0 ), α,β=ι,2
(Xp Z Ot 5 p p 5Cx

και τις (65) στις (73) θα πάρουμε

(74)

e ~ u 
r r  r , r

®θθ= r  ur + r  u 0 , 0  

er 0 “ 2 ^ r  ur , 0 +u 0 , r  r

Οι καταστατικές σχέσεις (νόμος του Hooke) σε πολικές συντεταγμέ­

νες είναι :

ι) επίπεδη παραμόρφωση

ι
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(75)

e r 1+ v { (J .-y )x  -ντ_„
ΓΓ E r r  ΘΘ

φ CD CD II

i+v
E ί α - ν > τ θθ - ν τ ΓΓ

1+v

CD
II E Τγ Θ

ι ι )  επίπεδη ένταση

er r = Ε ^Τγ γ  ντθθ^

(76) βθθ= g· ( τ θθ-ντΓΓ)

1+ν
er6 s Ε γ Θ

Ο τελεστής του Laplace σε πολικές συντεταγμένες προκύπτει εύκολα

(77) 7! = ( > .„♦< ( > , „ . ± (

και η διαρμονική εξίσωση V"fsO σε πολικές συντεταγμένες έχει τη μορφή

(78)

ή

V"F= {( ) , _ +  „  ( ) , Γ+ 2 ( ) ’ Θ Θ ^ Γ *γ γ + γ  F ’r + Γ ’ θ θ ^ “ 0'ΓΓ Γ

V ' F* { (  >’r r + ?  ( V ^ a  ( ) »“ ) *Γ * 0θθ '

Για την πλήρη περιγραφή ενός επίπεδου προβλήματος μας χρειάζονται ακό­

μα οι εκφράσεις των τάσεων σε όρους της τασιοσυνάρτησης F . Αν και μπο­

ρούμε από τις  σχέσεις σ '=λΤσλ και τ ις  τ ιι= Γ »22* τ22= Γ ι ι  τ ΐ 2= _ Γ ,ΐ 2
να πάρουμε τ ις  ζητούμενες εκφράσεις θα επιχειρήσουμε ένα άλλο δρόμο.

Ας υποθέσουμε ότι ισχύουν ανάλογες σχέσεις με εκείνες στις καρτεσιανές 

συντεταγμένες

(79) τΓΓ= F ’x 'xJ τ θθ=Γ’ΓΓ Tr0 s ”F’rXj

Από το σχ. 4 έχουμε

(80) dXj=- r d 0 < = τ  < >*θ9
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Η τΓθ γράφεται

(31) W <; r >e) - r = - 7 r v e ’ 7 - r 'e

Επειδή τ +τ =τ είναι αναλλοίωτο του τανυστή τάοικ και τ 11+τ2211 2 2 Γ*Γ συ
sVzF έχουμε

(8 2 ) τ ΓΓ+ τθ θ = F , r r +( r  F ’r + Γ ,θ θ )

Η τάση όμως τ0θ έχει προσδιοριστεί από την (79.0) ,

(33 ) τ θθ= F ’r r

και κατά συνέπεια από την (82) παίρνουμε

(84) τ
Γ Γ Γ , θθ

Αν εισάγουμε τις  (8 1 ), (83) και (84) στις εξισώσεις ισορροπίας διαπι­

στώνουμε ότι αυτές ικανοποιούνται αυτόματα και κατά συνέπεια οι εκ­

φράσεις αυτές είναι σωστές.

Οι συνοριακές συνθήκες για τ ις  τάσεις έχουν την ίδια μορφή τόσο 

στο σύστημα ( χ . )  όσο και στο (Χ|) (σ χ .4 ), δηλαδή

(85)
ΤΓ~ Tr r nr +Tr0n0

V  τΓθηΓ+ τθθηθ

όπου ΐ)=(η ,ηΛ,0 )Γ Ό

Μια μορφή λύσης της διαρμονικής εξίσωσης (78) προτάθηκε από τον 

J.M itchell (1899)

(86)

F ( r , 0 ) =  a otnr+ bor 2+cor 2i.nr+dor 20+aJ0 
a"

+ rOsinO +ia^r+b^+aJr* +b*rJlnr)cos0
c"

+ - f - recos0+(ci r+dir 3+ c jr ''1+<i ' r £n r )s i ne 

+ £ (a r n+b r n+2+a,r -n + b 'r”n+2M n  Π Y\ λ
n=2

)cosn0
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f  , η,, η+ 2  -η .. -η+2. . Λ+ ) (c r  +d r  t c ' r  +d'r )sin ηθ L η η η ηη- 2

όπου οι συντελεστές a0>b0*ci » · · ·  είναι σταθερές.

Η γενική λύση (86) είναι σειρά Fourier ως προς θ και δυναμοσειρά 

ως προς r .  Με απ’ευθείας αντικατάσταση μπορεί να αποδειχτεί ό τι κάθε 

όρος της (86) ικανοποιεί την (7 8 ). Πολλά πρακτικά προβλήματα μπορούν 

να λυθούν λαμβάνοντας υπόψη μόνο ένα περιορισμένο αριθμό όρων στην 

(86) και προσδιορίζοντας τ ις  σταθερές από τ ις  συνοριακές συνθήκες.

Στην περίπτωση ενός αξονοσυμμετρικού προβλήματος η συνάρτηση F 

είναι ανεξάρτητη της θ και η (78) παίρνει τη μορφή

(87) F, ΓΓΓΓ+ — F , -  - F , + -iy  F ,
--------------- r 2  > Γ Γ  Γ 3  * ]ΓΓΓ

Η (87) είναι ομογενής διαφορική εξίσωση και με την αντικατάσταση r=et 

ανάγεται σε διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές.

Η λύση της (87) είναι

(88) F :  AJlnr+Br2 Λητ+Cr2 +D

και αντιστοιχεί σε τανυστή τάσης με συνιστώσες

τ -  +B(l+2£nr)+2CΓΓ Γ 2

(89) τ0θ=- ρ -  + Β( 3+2i,nr)+2C

τ Γ θ= ° ·

Η λύση όλων των προβλημάτων με αξονοσυμμετρική κατανομή τάσεων και μη­

δενικές μαζικές δυνάμεις λαμβάνεται από την (89). Οι σταθερές A,B,c,D 

προσδιορίζονται από τ ις  συνοριακές συνθήκες. 0 προσδιορισμός των μετα­

τοπίσεων γίνεται με ολοκλήρωση των καταστατικών σχέσεων (75) ή (76).

Σχόλιο :

Η έκφραση των διαρμονικών συναρτήσεων με αναλυτικές συναρτήσεις 

οδηγεί σε μια γενική μέθοδο επίλυσης προβλημάτων επίπεδης παραμόρφωσης
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και επίπεδης έντασης. Ας θεωρήσουμε μια περιοχή απλά ή πολλαπλά συνε 

κτική στο (x j ,χ 2)-επίπεδο με πάχος Iri "  .

Στη συνοριακή επιφάνεια επιβάλονται επιφανειακές δυνάμεις και για απλό­

τητα οι μαζικές δυνάμεις θεωρούνται μηδενικές. Σύμφωνα με την προηγού­

μενη ανάλυση

(α) 1 1 = F * 2 2 1 2

όπου n F μπορεί να εκφραστεί με τη μορφή

Fix ,χ2)= Re{zi|Kζ)+χ(ζ)}

Π

(β) 2F(x ,χ )= ζψ(ζ)+ζψ(ζ)+χ(ζ)+χ(ζ)1 2
Το πρόβλημα της επίπεδης ελαστικότητας είναι ο προσδιορισμός των ψ(ζ) 

και χ(ζ) έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνοριακέε συνθήκες του προ­

βλήματος. Για το σκοπό αυτό πρέπει να εκφράσουμε τ ις  συνοριακές συνθή­

κες σε όρους των ψ(ζ) , χ(ζ) και των παραγώγων τους. Αυτό μπορεί να γ ί ­

νει αφού υπολογίσουμε τις  τάσεις από την f ( x 1 , x 2 )  στη συνέχεια από 

το νόμο του Hooke τις  παραμορφώσεις και τελικά με ολοκλήρωση τις  

μετατοπίσεις υα· Η μέθοδος αυτή γνωστή σαν μέθοδος Kolosoff-Muskhelish- 

v i1i είναι n πιο κατάλληλη για την αντιμετώπιση πολλών προβλημάτων της 

επίπεδης ελαστικότητας π.χ.  προβλήματα ρωγμών και ο αναγνώστης που εν-
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διαφέρεται για τη μελέτη της παραπέμπεται στο βιβλίο του I.Sokolnlkoff 

(1956) : Mathematical theory of e la s t ic ity , σελ. 263-327.
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ΚΕΦ. IT

Προβλήματα της γραμμικής Ελαστικότητας.

Σε προηγούμενα κεφάλαια δόθηκε η διατύπωση των βασικών προβλημά­

των της γραμμικής ελαστικότητας και της ζεύγμάνης θερμοελαστικότητας 

για ισότροπα υλικά. Η διατύπωση αυτή, ενώ είναι αρκετά περιοριστική 

ως προς τη φύση του υλικού και το μέγεθος των παραμορφώσεων, είναι κα­

τάλληλη για πάρα πολλά προβλήματα που έχουν πρακτικό ενδιαφέρον για τί 

σχεδόν όλα τα υλικά των κατασκευών επιδεικνύουν ελαστική συμπεριφορά 

για ικανοποιητικά μικρές παραμορφώσεις και μάλιστα πολλά από αυτά μπο­

ρούν να θεωρηθούν με καλή προσέγγιση και σαν ισότροπα. Στο κεφάλαιο 

αυτό θα ασχοληθούμε με την αντιμετώπιση κάποιων απλών προβλημάτων της 

γραμμικής ελαστικότητας.

1. Διαμήκη και εγκάρσια ελαστικά κύματα.

θα αναζητήσουμε τη λύση των εξισώσεων του Navier (Δ. 27) στην πε­

ρίπτωση που εφαρμόζουμε μια μετατόπιση

(1) uj= f ( t )  , Uj= u} = 0 για  t>0 ,

όπου f ( t )  είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση, στην όψη x J=o μιας ελεύθερης 

τάσεων ελαστικής περιοχής (σχ.1)

■

3
Σχ.1
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Στην περίπτωση αυτή αναμένουμε ότι η κίνηση tou στερεού σαν αποτέλεσμα 

της διατάραξης του συνόρου χ  =ο , θα είναι μία μονοδιάστατη κίνηση στη 

διεύθυνση της διατάραξης, δηλαδή

(2) ui= Uj(Xj , t )  , u2= u3= ο .

Από την εξίσωση του Navier (b j=o )

(3)

παίρνουμε

(λ+2μ)ιι = ρϋ,  
1,11 1

ή
(4) U l,u= C1 Q1

όπου

(5) .2  λ+2μ 
c >= Ρ

Η γενική λύση της (4) μπορεί να εκφραστεί με τη μορφή

X X
(6) u = g ( t -  - i ) + h ( t +  - i )I Cj Cj

όπου g και h είναι αυθαίρετες συναρτήσεις. Η φυσική ερμηνεία της λύσης

(6) είναι η ακόλουθη:
χ.

Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα τη συνάρτηση g(t- Σε κάποια χρο­

νική στιγμή t* η συνάρτηση θα περιγράφει κάποια κατανάμή της μετατόπισης 

στη Xj-διεύθυνση. Στο χρόνο τ*+Δΐ και otn θέση Xj+CjAt η κατανομή της 
μετατόπισης περιγράφεται πάλι από την ίδια συνάρτηση g ( t - x i / c l ) . Η συν­

άρτηση αυτή εκφράζει ένα κύμα σταθερού σχήματος που διαδίδεται στη +xj- 

διεύθυνση με ταχύτητα Cj. Η συνάρτηση Mt+Xj/Cj) εκφράζει ένα κύμα στα­

θερού σχήματος που διαδίδεται στη -Xj-διεύθυνση με την ίδια ταχύτητα c .

Στο πρόβλημα που εξετάζουμε η λύση της (4) που ικανοποιεί τις συν­

θήκες (1) και τις αρχικές συνθήκες
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(7) u,= 0, Uj= ο για t.O
θα περιλαμβάνει κύματα που κινούνται μόνο στη +χ,-διεύθυνση. Επιπρό­

σθετα, επειδή π <=, έχει πεπερασμένη τιμή θα υπάρχει για κάθε χρονική 

στιγμή μια περιοχή στην οποία δεν θα έχει φτάσει ακόμα η διατάραξη . 

Η λύση λοιπόν της (4 ) θα είνα ι

(8 )
u = f(t- , xi<c.t 

ι C1

U 1= 0 Xl>Cjt .

Αν οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι 

(9 ) u x= Usim>t , u z=U3~ ° »

όπου u και ω είναι σταθερές, π λύση (8 ) γράφεται

U s UsinuKt- ,
1 c i

( 10)
x i< c ,t

Xj>Cit

Η λύση (10) εκφράζει ένα απλό παράδειγμα ενός διαμήκους ελαστικού 

κύματος που διαδίδεται στη X j-  διεύθυνση με ταχύτητα c ( . Η διεύθυνση 

της κίνησης των σωματιδίων είναι η ίδια με τη διεύθυνση διάδοσης του 

κύματος. Η κατανομή της μετατόπισης που αντιστοιχεί στη λύση (10) φαί­

νεται στο σχ.2.

μέτωκο του χύματος
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Το κύμα τάσης που σχετίζεται με τη μετατόπιση C10) προσδιορίζεται 

εύκολα από τ ις  καταστατικές εξισώσεις, δηλαδή

τ =(λ+2μ)υ =-(λ+2μ)υ —  cosu)(t- χ <c t11 c c 1= i
( 11) 1

τ η = °  xi >ci t

Από την (11) γίνεται φανερό ότι η m axi^ είναι ανάλογη της μέγιστης 

μετατόπισης υ και της συχνότητας διατάραξης ω.

Είναι ενδιαφέρον να σημειώσουμε ότι η τάση τ η  είναι ασυνεχής στο 

μέτωπο του κύματος χ =c t , δηλαδή

( 1 2 )  { ( τ , ι ) 6 - ^ , ) 01̂  = - ( λ + 2 μ ) ϋ £ -  .

Αν οι συνοριακές συνθήκες (1) αντίκατασταθούν με τ ις

(13) u 2 =  U ( X j , t )  ,  U j = U 3 = 0

τότε η λύση των εξισώσεων Havier θα εκφράζει ένα εγκάρσιο ελαστικό κύ­

μα διαδιδόμενο στη +χ3-  διεύθυνση. Στην περίπτωση αυτή η διεύθυνση 

της κίνησης των σωματιδίων θα είναι κάθετη ως προς τη διεύθυνση διάδο­

σης του κύματος και η ταχύτητα του κύματος θα δίνεται από τη σχέση

Η παραπάνω ακριβής λύση μπορεί να εφαρμοστεί στη μελέτη της διάδο­

σης διαμήκους κύματος σε ράβδους (οι εγκάρσιες διαστάσεις είναι μικρές 

σε σύγκριση με το μήκος των) σταθερής ορθογωνικής διατομής στις οποίες 

εφαρμόζονται κατάλληλες πλευρικές τάσεις τ 22 και τ 33 ώστε να εμποδίζε­

ται η εγκάρσια κίνηση. Οι τάσεις αυτές προσδιορίζονται εύκολα από τ ις  

καταστατικές εξισώσεις,

(15) τ 1ιΒ(λ+2ν)β ι Ι , τ 22=τ 33=λε11 .

όπου οι πλευρικές παραμορφώσεις λαμβάνονται ίσες με το μηδέν. Από τ ις  

(15) παίρνουμε
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(16) τ 22=τ33 = λ+2μ τ Η

Στην περίπτωση που ο ι πλευρικές επιφάνειες των ράβδων είναι ελεύ­

θερες τάσεων τότε μια ακριβής λύση του προβλήματος διάδοσης μιας κυμα­

τικής διαταραχής είναι δύσκολη γ ια τί η εγκάρσια κίνηση έχει σαν αποτέ­

λεσμα τη μη-ομοιόμορφη κατανομή των τάσεων στην εγκάρσια διατομή της 

ράβδου. Επειδή όμως η ανομοιομορφία δεν πρέπει να υπάρχει με το μηδε­

νισμό των πλευρικών διαστάσεων της ράβδου, μία προσέγγιση του προβλή­

ματος, για πρακτικές εφαρμογές όπου οι πλευρικές διαστάσεις είναι πο­

λύ μικρές συγκρινόμενες με το χαρακτηριστικό μήκος της κυματικής δια­

ταραχής, είναι εκείνη κατά την οποία αγνοείται αυτή η ανομοιομορφία.

Σύμρωνα με την παραπάνω θεώρηση» που βρίσκει εφαρμογή σε ράβδους 

με ομοιόμορφη διατομή, η μόνη μη μηδενιζόμενη τάση είναι η τ Μ και η 

κίνηση κατά την X j-  διεύθυνση περιγράφεται από την εξίσωση

(17) Τ ϊ ι , ι = *

Η ελαστική καταστατική σχέση στην περίπτωση αυτή είναι

(18) τ 1Ι= Eeu = Eu1#1

όπου Ε είναι το μέτρο του Young.

Μετά τ ις  (17) και (18) η εξίσωση του Navier παίρνει τη μορφή

Η εξίσωση (19) είναι ίδια με την (4 ) με τη μόνη διαφορά ότι αντί 

της Cj εδώ έχουμε την ταχύτητα κύματος της ράβδου c 0. Η λύση τπς (19) 

που αντιστοιχεί σε εφαρμοζόμενη μετατόπιση

(19)

όπου

( 2 0 )

( 21) Usina>t
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στο άκρο της ράβδου είναι
χ

u = U sinoj(t- —L) , χ <c ΐ
( 2 2 )

U j =  ο ,  X!>C9t

Η λύση της (22) φαίνεται στο σχ.3

Οι τάσεις στη ράβδο θα είναι

(23)
ω

τ , ,=-EU —  cosuK t-11 C -

1 1 0 ,

X <c t  1= ο
X >c t  1 ο

Για να έχουμε μια γενικότερη εικόνα του προβλήματος διάδοσης των κυμά­

των στα στερεά, ας εξετάσουμε τώρα το πρόβλημα διάδοσης κύματος σε δύο 

συγκολλημένες στην έννοια του μήκους ράβδους από διαφορετικά υλικά (οχ.4 ). 

Όταν ένα εισερχόμενο κύμα της ράδβου I φτάσει στην κοινή επιφάνεια των 

ράβδων ένα τμήμα του θα περάσει στη ράβδο I I  (θα διαδοθεί) και ένα άλ­

λο θα ανακλαστεί έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνοριακές συνθήκες 

στην κοινή επιφάνεια των ράβδων.

Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τα ακόλουθα εισερχόμενο (ο ) ,  ανακλώμενο 

(R) και διαδιδόμενο ( Τ ) ,  κύματα.
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Σχ.4

u jr  U0s il«O ,(t -

(24) U*= URsinuiR(t+

« %  ILsinio ( t -  —  )
T ° I I

όπου to x, μετριέται από την κοινό επιφάνεια και C j, cn  είναι ο ι τ ι ­

μές της ταχύτητας κύματος ράβδου νια τα δύο υλικά, αντίστοιχα.

Οι συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια χ 1=ο απαιτούν όπως η μετα­

τόπιση και η τάση στη θέση Xj=o να είναι συνεχείς. Από τ ις  μορφές 

των κυμάτων (24) έχουμε τ ις  απαιτήσεις

(25) u j .  « X

και

(26) E T( u  I ι , ι TU

όπου Ej και Εχι είναι τα μέτρα ελαστικότητας του Young για τα δύο υ λι­

κά αντίστοιχα. Αν εισάγουμε τ ις  (24) στις (25) θα πάρουμε

(27)

και

ωο =ωΚ = ω

U .  “Λ Λ ύ !  υ ,
R ΡΙε χ+Ρ χι°χ ι 0

υ_= 2 P I CI
Τ Pj Cj +Pu Cj j

υ.(2δ)
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όπου Pj και ρΙ3: είναι οι πυκνότητες των δύο υλικών. Η ολική, μετατόπιση 

και τάση στην κοινή επιφάνεια των ράβδων θα είναι

(-9)

(30)

U = 2pi ci
1 PI CI +PI I CI I

υ.

χ = ! _ i i ! y ____ τ ο
n  PjC j+P^Cjj 11

Στην περίπτωση που Ej j -*·" τότε Uj=o στη θέση χ.,=ο και η τάση στη 

θέση αυτή είναι διπλάσια εκείνης του εισερχόμενου κύματος. Στην περί­

πτωση που η επιφάνεια χ 1=ο είναι ελεύθερη επιφάνεια, p ^ c ^ o ,  τότε η 

τάση είναι ίση με το μηδέν και η μετατόπιση στη θέση αυτή είναι διπλά­

σια εκείνης του εισερχόμενου κύματος.

2. θερμοελαστικές ταλαντώσεις.

Ας θεωρήσουμε το εξιδανικευμένο πρόβλημα των διαμήκων ταλαντώσεων 

ενός θερμοελαστικού υλικού άπειρου μήκους (σ χ .1 ).

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος θεωρούμε ότι είναι

(1) Uj (Xj ,0) = AcosmXj, ΰ (X pO jsO

όπου Α και m είναι σταθερές.

Για τον προσδιορισμό της κίνησης που θα ακολουθήσει σαν συνέπεια 

των αρχικών συνθηκών (1) θα μελετήσουμε τ ις  διαφορικές εξισώσεις (Δ .46)
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και (Δ .51) που στο πρόβλημα που εξετάζουμε έχουν τη μορφή

( 2 ) u -  C2U -  -  θ,1 1 1,11 ρ Ί

και

(3 ) ®+ηκύι , ι  * κθ’ ι ι  *

αντίστοιχα. ; :

θα αναζητήσουμε λύση ως προς u, της μορφής

(4) Uj= θ^^ίΑοοεωΐ+ΒεϊηωΐJcosmXj

όπου λ,Α,Β και π είνα ι σταθερές.

Η (4 ) για t=o ανάγεται στην (Ια ) ενώ η (1β) δ ίνε ι

(5 ) 0 , (X j ,0 ) «  0 β-λΑ+ωΒ «>  Β= £  A

Αν εισάγουμε, την (4 ) στην (2 ) ,  μετά από ολοκλήρωση, παίρνουμε

(6) θ = e^iCcoswt+Dsii^tJsinm Xj

όπου
czm2-X2-o>2

ρ 1 Δ

(7 )
γπι

ο 2π)2+λ2+ω2
n  1

Λ

Λ δ υ  -
γπι

Π 9 1 ·ω *

Αν τώρα εισάγουμε τ ις  (4 ) και (6) στην (3 ) παίρνουμε

(3)

όπου

(9)

DjCostot+DjSinurt -  0

Ρ1= -(2 λ , -2λω2+κιη2(ο*ιη2- λ 2-ω2) }

TD ̂

D.B · {λ 2-ω 2 +1Π2 ( c 2 +Ϋ ηκ-κλ) ) ------^ —
γωπι Υω

Λ
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Για να ικανοποιείται η (3) για κάθε t  πρέπει

( 10)
ν ϋ 2 = ° ·

Αν εισάγουμε τους συμβολισμούς

( 11) - ω χ  λ
~ mCj * “ me j *

_ γηκ
C 2  5 1

οι (10) γράφονται

ώ2 ( κ - 2 λ ) - 2 λ 3+κλζ -κ r  0
( 12 )

- Km 
K = c i

(λ2+ω2 )(Χ2-ω2+ 1 + ε-κ λ ) -κ λ=0 .

Στην περίπτωση που η αδιάστατη παράμετρος (παράμετρος σύζευξης) είναι 

ίση με το μηδέν η λύση ( ω , λ ) = ( ι , ο )  του συστήματος (12) αντιστοιχεί στη 

λύση του ισόθερμου προβλήματος όπου η συχνότητα ταλάντωσης ω-m cj. Για 

ελαστικά υλικά ε χ Κ ίο -2 ) και η λύση του συστήματος (12) θα είναι

ω * Ι+ο^ε+Ο ^ε2 )
(13)

λ = β1ε+02(εζ) .

Αν εισάγουμε τ ις  (13) στις (12) παίρνουμε

(14) α1=------ ---  , β = κα
2 ( 1+κ2 ) 1

και η λύση (1 3 ), σε πρώτη προσέγγιση, είναι

(15) 5 * 1 + ------ -------  , λ -ν— -------
2 ( 1+ic2 ) 2 (1+κ2 )

ή

(16) ω = me { 1 + -------- ^2^-----}
2p(c2+m2K2)

K2m2Yn
2p(c2+m2K2)

Από την (16β) παρατηρούμε ότι μη-μηδενικές τιμές του λ έχουν σαν συνέ­
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*

πεια την απόσβεση των ταλαντώσεων (4 ) και rnc μη ομοιόμορφης θερμοβρα- 

σιακής (6 ) κατανομής με το χρόνο. Από την Πόα) παίρνουμε την πληροφο­

ρία ό τι η παρουσία του θερμικού πεδίου προκαλέI αύξηση της συχνότατος 

ταλάντωσης ω ίε ^ ο )»»^  .
Από φυσική σκοπιά η θερμοελαστική απόσβεση των ταλαντώσεων Οφεί­

λεται στο γεγογνός ό τι κάθε συστολή ή διαστολή του μέσου σχετίζεται με 

αντίστοιχη μείωση ή αύξηση της θερμοκρασίας του. Στην περίπτωση που η 

θερμοκρασία παραμένει σταθερή δεν παρουσιάζεται καμμιά συστολή ή δια­

στολή του μέσου και κατά συνέπεια καμμιά μεταβολή της αρχικής ταλάντω­

σής του. Με την παρουσία του φαινομένου της αγωγής, όπως στην παραπά­

νω ανάλυση, οι θερμοκρασιακές μεταβολές και κατά συνέπεια ο ι κινήσεις 

του μέσου μεταβάλονται κατά τη διάρκεια κάθε συστολής ή διαστολής του.

3. Επίπεδα προβλήματα.

Πριν προχωρήσουμε στο αντικείμενο αυτής της παραγράφου θα δώσου­

με κάποιες διευκρινίσεις σε όρους που θα χρησιμοποιηθούν ή που θα χρη­
σιμοποιούνται στις εφαρμογές.

ι . πακτωμένο άκρο (ή σύνορο) (σχ.α)

ι ι )  απλά στηριγμένο άκρο (ή σύνορο) (σχ.β )

U
2 , 1

ο

για  Xj* L

L

u =0
2 , 1 1

για  χ = L ι

Σχ.β
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θα πρέπει να διευκρινιστεί ότι υπάρχουν πολλοί τύποι απλά στηριγμένων 

άκρων.

Πρόβλημα 1: Εντατική κατάσταση απλά στηριγμένης δοκού (σχ.1)

q

Σχ.1

Το πρόβλημα μπορεί να θεωρηθεί σαν πρόβλημα επίπεδης έντασης. Στη συνέ­

χεια θα θεωρήσουμε ότι β ..=ο . Για την τασιοσυνάρτηση f ( x i 5x2) θα θεωρή­

σουμε ότι έχει την πολυωνυμική μορφή

(1) F s axf+bx2x 3+cx‘* x ,+ dx?+ex ,x ,+ f (x , )Δ 1 2  1 2  ί 1 2  1

Για να ικανοποιείται η V^FrO πρέπει

(2) α = -  , f (χ ) ,  = f IV(x )= ο
5 ι n u  ι

Οι εκφράσεις των τάσεων μετά τ ις  (1) και (2) θα είναι

τ η = F ,22=-q(b+c)x2+6bXjX;!+6dx2

(3) τ 22= F , u = 2bx|+12cx2l x2+2ex2+ f " ( x 1)

T12=-(6bx1x2+UcXj+2exj ) *-F,

Οι άγνωστοι συντελεστές και η συνάρτηση f i x ^  θα προσδιοριστούν από 

τ ις  συνοριακές συνθήκες.

Για την πάνω και κάτω επκ?άνεια έχουμε:
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(4)

h
τ 22= -q  , Τ 12= ° , γ ια χ2= - 2

*22= °* . ν ° γ ια χ h x2-+  j

Από τη συνθήκη τ22(χ 2= | )=  ο προκύπτει ό τι

. 2 ,(5 ) bĥ + ecx 'h+eh+P 'iX jisO

Για να ισχύει η (5 ) για κάθε χτ πρέπει c=o και ί " ( χ 2)=k=crreacpd. Οι (3) 

και (5 ) θα πάρουν τώρα τη μορφή

τ , ι* -‘♦bx|+6bx^x2+6dxJ

(6) τ- = 2bx3+2ex+k  
2 2  2 2

T12=-6bx,x*-2ex1 2
bh; +eh=-k

Από τπ συνθήκη τ 22(χ 2=- j ) = -q  προκύπτει ότι

(7) -  —r— -eh+k=-q

ΜΒ -ϊΜ ·|ί; ·*·,_
: V :  ̂Η ’ Γ

και κατά συνέπεια 

(3) k = . f .

Οι συνοριακές συνθήκες για τ ις  διστμητικές τάσεις τ 12 έχουν τώρα τη 

διατύπωση

(9 ) -  ·| bh2x 1-2ex1·  ο β*- ·| bh2

, V r  ·*.ν
και από τ ις  (7 ) και (3 ) προκύπτει ό τι

,γ  ■' ■ ■ · ;·ν i t

ziim+mrnm( 10) b -  -  \
h3

Οι εκφράσεις για τ ις  τάσεις θα είνα ι : «  v^ f  ■
V—ν -ν

C
£

'•'Τ
/-

~ Μ:\. ΐ , · - - V?*··
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Tll  = 6dX2 - f f  Xl V ^  Xl

( 11) τ 6a ( 21  - ϋ ΐ  χ + ϋ ΐ )
τ " Λ-  h 3 1 3 4 2 1 2 J2 2 ‘

Από τ ις  (11) βλέπουμε ότι ο μόνος προς προσδιορισμό άγνωστος συντελε­

στής είναι ο d . Οι συνοριακές συνθήκες στα άκρα της δοκού είναι

( 12) τ ι ι =° γ ι α + * 
χ ι= * 2

_h/2i λ *k 12dx2 = - q j  .
V

γ ι α  χ = ί  χ  ι 2

h/2'

Η δεύτερη συνθήκη ικανοποιείται ενώ η πρώτη γράφεται

(13) τ (χ  = ί  j )=6dx - χ  + χ;
η  ι 2 2 2h3 h 3 '

Η (13) μας δ ίνει την πληροφορία ότι αναπτύσσονται τάσεις στα άκρα της 

δοκού πράγμα που είναι αντίθετο με τη φόρτιση που έχει επιβληθεί στη 

δοκό. Σύμφωνα με την αρχή του S.Venant η κατανομή των τη  πρέπει να 

είναι ισοδύναμη με την κατανομή

(h/2

) .
t Mdx2= 0

(14)
h/2

h/2
γ ι α 2

τ χ 1χ2άχ2* ° ·
-h /2

Η πρώτη των (14) ικανοποιείται ενώ η δεύτερη αποτελεί τη συνθήκη προσ­

διορισμού της d ,

n s )  d .  1 -  ( a | i .  ^ 1 ,  .

Η κατανομή των τάσεων στη δοκό δίνεται από τ ις  εκφράσεις
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( 16)

χί ν

ι *

Πρόβλημα 2. Εντατική κατάσταση άπειρης πλάκας με κυκλική τρύπα (σ χ.6 )

Το πρόβλημα που εξετάζουμε είνα ι χαρακτηριστικό παράδειγμα επίπεδης 

έντασης και έχει σημαντικό πρακτικό ενδιαφέρον. Από τη μορφή του συνό­

ρου οδηγούμαστε στο να χρησιμοποιήσουμε πολικές συντεταγμένες. Οι συνο 

ριακές συνθήκες του προβλήματος είναι

(17)

και
τι τ “ τ γ Θ“ ° για r e p

(1υ) T n = s για Γ  -Φ-αο

Αν θεωρήσουμε την πλάκα χωρίς τρύπα και την τασιοσυνάρτηση F* που α ντι­

στοιχεί στο πρόβλημα του μονοαξονικού ελκυσμού (σχ.2) τότε

* _* 
τ η = r *2i= s

και
(19) F*s i  Sx\- i  S r2s in 20= -i S r2-  ~  S r2cos20 .

Από την (19) παίρνουμε την περιγραφή των τάσεων σε πολικές συντεταγμέ- 

νες» δηλαδή
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τ*Γ= |· S(l+c°s2e), τ*0= |  SQ-cos20)

w -  i  S s i "2e ·

Από τ ις  (20) οδηγούμαστε στο συμπέρασμα να εκλέξουμε για το πρόβλημα 

μας τασιοσυνάρτηση της μορφής

(21) F (r ,0 )=  f 1(r )+ f z (r)cos20

( 2 0 )

όπου f j  και f 2 είναι κάποιες συναρτήσεις του τ .  Αν εισάγουμε την (21) 

στην (E .7 J) βρίσκουμε ότι για να είναι λύση του προβλήματος η (21) πρέ­

πει οι f j  και f 2 να είναι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων

(22) (— „ + 4 4 γ)
dr2 r  dr ■f1=0

(23) d 
d r2

1 d_ 
r  dr - V v  0 ,r  z

αντίστοιχα.

Οι λύσεις των (22) και (23) είναι

f  = C r 2£ n r+ C r2+C £nr+C.,
(24) 1 1  2 3 -

f 2= C5r 2+ C ,rH+ + Ce

όπου c ,,c  c είναι αυθαίρετες σταθερές.1 2  8
Οι εκφράσεις για τ ις  τάσεις τΓ Γ , τ ^ ,  τ 0θ θα είναι

C, 6C- AC
τ = C (l+£nr)+2C2+ -§ · -(2C  + -jp - + -^ ο ο β Σ Θ  

r r  * r  5 r  r

C a 2 6 C 7 v(25) τ θθ= C1(3+2£nr)+2C2--------§■ +(2C5+12C6r 2+ - 5̂ )00520

7 6C7 2Ca
τΓθ= (2C5+6C6r 2-  -  -/ )s in 2 0

Οι σταθερές c i  θα προσδιοριστούν από τ ις  συνοριακές συνθήκες (17) και
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(1 8 ). Από την απαίτηση οι τάσεις να έχουν πεπερασμένες τιμές για γ  ·*■<*> 

παίρνουμε

(26) C j s C g - O .

Από τη συνθήκη (17) έχουμε ' *

C. 6C. UC.
(27) 2 C + - f = 0 ,  2C + -5-Ζ. + - j l  s 0

2 Ρ s ρ ρ

και

( 2« )  , . τΓθ(Γ=Ρ)= 0 ->  2CS-  ^ = 0

Για r -* ·»  η κατανομή των τάσεων πρέπει να ανάγεται στην (20) και κατά 

συνέπεια

(29) 2CS= - ·| s , 2C2= ^  s

Από τ ις  (2 7 ), (23) και (29) παίρνουμε

C2= £  S * C3=" Ί  Si>2» ’ C5=" ¥  S *
(30)

και οι εκφράσεις (25) για τ ις  τάσεις γράφονται

τΓΓ= |{ (l-(£ )2)+(l+3(f),,-'4(J)2)cos2e} .

(3D τ0θ= |{a+(£)2)-(l+3(f),,)cos20}

τ |{l-3(£),,+2(£)2}sin20 .
Γ ϋ  2 Γ  Γ

Από τ ις  (31) βλέπουμε ό τι η roaxte0=3S και λαβαίνει χώρα για r=p και 

ee + 1  , δηλαδή η παρουσία της τρύπας προκαλεί συγκέντρωση τάσεων.

Γ' "
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Πρόβλημα 3. Εντατική κατάσταση κυλίνδρου μεγάλου πάχους από εσωτερική, 

πίεση (σ χ .3 ).

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος στην εσωτερική επιφάνεια του 

κυλίνδρου είναι

(32)
τΓΓηΓ+τΓθηθ= Ρ

για r=a

τΓθηΓ+τθθηθ= °

Αλλά

n = (n r ,n0)r  ( -1 ,0 )

mJΟ_»S

(32) πάιρνουν τη μορφή

(33) τΓΓ=-Ρ » τΓθ= 0 * II Ρ •

Για την εξωτερική επιφάνεια έχουμε

(34)
Tr r BTr0“ ° ΎΚ*

r= b

Από τ ις  συνοριακές συνθήκες (32) και (34) και τη γεωμετρία του προβλή­

ματος οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι το πρόβλημα που εξετάζουμε είναι 

ένα αξονοσυμμετρικό πόοβλημα επίπεδης παραμόρφωσης. Σύμφωνα με την α­

νάλυση που προηγήθηκε στην παράγραφο (Ε .3 ) η έκφραση της τασιοσυνάρτη- 
σης και των τάσεων (Ε.33) και η (Ε .3 9 ), θα είναι 35

(35) F = Atnr+Br2 itnr+Cr2 +D
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τ ■ —sr +B(l+2£nr)+2C r r  Γζ

(36) τθθ='^2  +B( 3+2£nr ) +2C

Οι εξισώσεις (36) περιέχουν τρεις άγνωστες σταθερές A, Β και c . Επει­

δή από τ ις  συνοριακές συνθήκες διαθέτουμε μόνο δύο εξισώσεις για τον 

προσδιορισμό των α , β και c η θεώρηση μόνο αυτών των συνθηκών δεν αρ­

κεί για τον προσδιορισμό τους (κατά μοναδικό τρόπο). Το γεγονός αυτό 

μας οδηγεί στο να εξετάσουμε και τ ις  μετατοπίσεις του κυλίνδου.

Από τ ις  καταστατικές σχέσεις (Ε.75) και τ ις  κινηματικές σχέσεις 

(Ε.74) για την περίπτωση αξονοσυμμετρικών μετατοπίσεων, έχουμε

Αν εισάγουμε τ ις  (36) στις (37) και ολοκληρώσουμε την (37α) η συγκ 

ριση της έκφρασης που θα προκόψει με την (37(3) μας δ ίνε ι το συμπέρασμα 

Β=ο και κατά συνέπεια από τ ις  συνοριακές συνθήκες έχουμε

(37)

_  _ u9 _ f t

er0~ dr r

(33)

και οι εκφράσεις για τ ις  τάσεις είναι

(39)
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Η έκφραση για τη μετατόπισα είναι

(40) u = ϋ ί £ (1 + ^ - 2ν) .
Γ  Ε b2 - a 2 r 2

Από την ολοκλήρωση της (37.γ ) έχουμε

(41) Ug= kr  ,

δηλαδή μια στροφή απόλυτα στερεού σώματος περί τον άξονα του κυλίνδρου. 

Αν υποθέσουμε ότι τα άκρα του κυλίνδρου είναι πακτωμένα τότε μπορούμε 

να θέσουμε k=o => uQ=o.

Από την παραπάνω λύση παρατηρούμε ότι η τ είναι πάντα αρνητικήΓΙ'
(θλίψη) και η τ 0θ πάντα θετική (ελκυσμός) και ακόμα ότι η τ ΘΘ είναι 

πάντα μεγαλύτερη από την εσωτερική πίεση, τ θθ>ρ.

4. Το πρόβλημα στρέψης του Saint Venant.

Ας θεωρήσουμε μια πρισματική ράβδο μήκους L (σχ.1) .  Η πλευρική 

επιφάνεια s είναι ελεύθερη από επιφανειακές δυνάμεις. Στα δύο άκρα 

χ =ο, χ =L επιβάλλονται τάσεις που έχουν μηδενική συνισταμένη δύναμη
«3 3

και στρεπτική ροπή μ3 (το διάνυσμά της είναι στον άξονα χ 3) .  Η ράβδος 

είναι φυσικό ότι θα στραφεί υπό την επίδραση των στρεπτικών ροπών Μ,

t X3
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Ο αντικειμενικός μας σκοπός είναι να προσδιορίσουμε τπν εντατική και 

παραμορφωτική κατάσταση της ράβδου σαν συναρτήσεις της γεωμετρίας της 

διατομής, των ελαστικών ιδιοτήτων του υλικού της και της Μ, .

Στην επιφάνεια s έχουμε

Π )  V  τ ΐαηα= 0 ’ « « I . 2» i = l , 2,3

η > (η1(η2,0 ) .

θά θεωρήσουμε ότι π μ 3=μ προκαλεί

ι )  μία μικρή στροφή περί τον χ 3-άξονα, σταθερής τιμής α ανά μονάδα 

μήκους και

ι ι )  μία μετατόπιση στη χ -διεύθυνση, που είνα ι η ίδια για όλες τ ις
3

διατομές της ράβδου.
Αν επιβάλουμε μια περιστροφή ώστε η διατομή χ 3=ο να μην περιστραφεί, 

η θέση ενός σημείου ( χ 3,χ2) μιας διατομής σε πολικές συντεταγμένες 

(γ ,Θ) θα είναι (σχ.2)

x ^ r c o s e  , x2- r s i n 0

Σχ.2

Μετά από την περιστροφή που περιγράφηκε στην παραδοχή ( ι )  το σημείο 

θα έχει συντεταγμένες

χ ι= rcos(0+ax3) ,  χ2= rsin(e+ax3)

όπου χ 3 ορίζει τη θέση της διατομής.

Το διάνυσμα μετατόπισης θα έχει συνιστώσες



139

(2) u = r c o s ( 0 + a x  ) - r c o s 0 ,  u  = r sin(0+ax ) - r sin0 .
1 3 2 3

Αν αναπτύξουμε τ ις  ( 2) ,  λαμβάνοντας υπόψη ό τι η ολική γωνία αχ3 είναι 

μικρή, θα πάρουμε

(3) u i =-ax2x J , u2=aXjX3 

ή

(4) V ' W 3’ «,β=1,2

όπου ε α είναι ο διδιάστατος εναλλακτικός τανυστής
f

1, α = ΐ , β=2

εαβ = - 1 , α=2, 3=1

. 0» α=β •

Σύμφωνα με την παραδοχή ( ι ι )  η μετατόπιση κατά τον χ 3-άξονα θα είναι

(5) u 3= aipiXj , χ 2 )

όπου ψ είναι η συνάρτηση συστροφής του Saint-Venant.

Αν εισάγουμε τ ις  ικ στις εξισώσεις του Navier (Bi= o ),

μιι. . .+(p+X)u. . .=  0 i.D] D.Di

και λάβουμε υπόψη ότι

u ..=  0 ,  u . .=αψ,__,
3 ,33 «α u j , j =- ea$ ( χ βΧ3)’α“"εαβδαβΧ3!ϊ0

θα πάρουμε

( 6 ) Ψ, =ο’αα χα6Α

όπου Α είναι η περιοχή της διατομής (σχ.3).

Η συνάρτηση ψ θα πρέπει να είναι αρμονική συνάρτηση (ν 2ψ=0). 

Αν εισάγουμε τ ις  ua και u3 στις καταστατικές σχέσεις

:i j =u(ui , j +uj , i )+Xuk , k 6i j
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ν

*· I
f '

• l i V " ‘ / . Λ,

ΣΧ.3

θα πάρουμε

(7) τα 3 " μο(ψ»ο·εοβχβ) β τ 3α * °*β*1»2; ·

Οι συνοριακές συνθήκες ( 1) ,  μετά τ ις  ( 7 ) ,  παίρνουν τη μορφή 

* » a V eap*Bna - 0 » βΒ·.
ή

(8 )

ή
^*η = εαβχ βηα 6 Β

( ψ , ι - χ 2 ) η 1+ ( ψ ,2+ χ ι ) η 2=Ο , 6 S

Από τ ις  (6) και (3 ) βλέπουμε ό τι η ψ ικανοποιεί ένα πρόβλημα Neumann 

(το δεύτερο πρόβλημα συνοριακών τιμών της θεωρίας δυναμικού).

Επειδή η μη-μηδενικές τάσεις τ 13 και τ 23 τΓΚ  παράγουν συνιστώ­

σες δύναμης κατά τ ις  χ ,  και χ 2-  διευθύνσεις σένα στοιχείο dA της επιφά­

νειας της διατομής, θα πρέπει να απαιτήσουμε να έχουν συνισταμένη ίση 

με το μηδέν και ροπή ίση με μ3 . Οι συνθήκες αυτές είναι :

( 9 )  „  (
A

Γ„· ί τ« “ ·° ·

■ X ? :  Ο ■■
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(10)
A

Ας εφαρμόσουμε τώρα την παραπάνω ανάλυση στην περίπτωση κυκλικής 

και ορθογωνικής ράβδου.

Κυκλική ράβδος : Στην περίπτωση αυτή οι συνθήκες που αναφέρθηκαν ικα­

νοποιούνται για ψ = ο. Από φυσική σκοπιά αυτό σημαίνει ότι διατομέςτης 

ράβδου παραμένουν επίπεδες και απλά στρέφονται κατά τη δράση της μ3 · 

Από την (10) παίρνουμε ( ψ=ο)

(11) Μ = Jpa, J* ttrV 2

όπου R η ακτίνα της ράβδου. Αν είναι γνωστή η μ3 από την (11) προσδιο­

ρίζεται η γωνία α χ 3 στη διατομή χ 3 της ράβδου. Αν εισάγουμε την (11) 

στις (7 ) παίρνουμε

Η μέγιστη τάση θα συμβαίνει στα σημεία (o ,r ) και (r ,o ) και είναι

Η παραπάνω λύση ισχύει και για κύλινδρο με εσωτερική και εξωτερική a 

κτίνα R. και R0 , αντίστοιχα (j =tt(r £-r £)/2).

Ορθογωνική ράβδος : Η λύση του προβλήματος της στρέψης μιας ράβδου 

ορθογωνικής διατομής (σχ.4)  δεν είναι τόσο απλή όσο στην περίπτωση 

της κυκλικής ράβδου .

( 12 ) Μ 3
τ<χ3="εαβχβ J

(13) τ = Μ, -τmax 3 J

CM8
CM

1
Η— 2 α J —I—

Σχ.4
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Αν εισάγουμε τη μεταβλητή φ ,

(14) ψ = χ 1χ2+Φ 

βλέπουμε από την (6 ) ότι

(15) ν2φ=0,

δηλαδή αν φ είνα ι μία αρμονική συνάρτηση τότε και π χ.χ»+Φ είναι επίαης. 

Οι συνοριακές συνθήκες (δ ) παίρνουν τώρα τη μορφή

ΦΜ = ° για χι“~αι

για Χ2*~α2 •

Για το πρόβλημα (15) - (16)  εκλέγουμε λύση της μορφής 

(17) φ(χ1,χ 2) * AsinkXjSinhkXj

που ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση (15) ,  δηλαδή ε ίνα ι αρμονική συνάρ­

τηση. Από την (16α) έχουμε

(1 8 )  A cosko t,~ Ο k ·  ,  ι ι* 1 ,3 ,Η  , . « .

Για κάθε η = ι , 3 , 5 , . . .  θα έχουμε μία λύση της (15) που ικανοποιεί τη συν 

θήκη (16α) και κατά συνέπεια η

(19) » « , .> ,> ■  ϊ ,
n = l , 3 , 5  ι 2

θα είναι επίσης λύση της (15) που ικανοποιεί την (16α). Από τη συνορια­

κή συνθήκη (163) έχουμε

( 2 0 ) - 2 χ

00

ι -  Ση=1,3,5 V si< :

Από τη θεωρία των σειρών Fourier υπολογίζουμε τους συντελεστές ar ώστε 

να ικανοποιείται η (20) ,  δηλαδή
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( 21 ) A = (-1) η
(n+ l)/2  32α1

π 3η3 cosh(ntra2/2 a 1)

Η λύση του προβλήματος (15) - (16)  είναι

( 22)
32α2 <=°

φ(χ ,χ )= ------ £ ( _ ι) ( η+1) / 2 _L1 2 ’ u *
sinh(mtx /2α ) ηΐτχ

η 3 cosh(nira2/2 a 1) s in  2αλπ η=1,3,5

Για να είναι η ψ=χ1χ 2+φ λύση του προβλήματος στρέψης της ράβδου θα 
πρέπει να ικανοποιούνται οι συνθήκες (9) και (10) .
Η (9) γράφεται

(23) Fa=ya
ra2 ja

-α2 '■«!
(ψ’α-εαβχ β)άχιάχ2

Για α=ι η (23) παίρνει τη μορφή

(24)
ra

Fj= uaj {ψ(α1,χ 2)-ψ (-α 1,χ 2)}άχ2 .
-a.

Επειδή όμως το ολοκλήρωμα της { } είναι μία άρτια συνάρτηση του χ 2

η Fj=o. Με τον ίδιο τρόπο σποδέικνύεται ότι και f2=o .
Η συνθήκη (10) στην περίπτωση που εξετάζουμε γράφεται

(25) Μ3= μα
α. α„

( χ 2+χ2+χ3Ψ,2 _χ2Ψ 9 j )d X jd x 2

-α2 -α ,

16
3 μαα|α2- φ 5μαα* I

ηπα
tanh 2α,η=1,3,5 η

και οι μη μηδενιζόμενες τάσεις δίνονται από τ ις  σχέσεις

(26) τ ΐ 3 “

16μαα ® . Wo , sinhimrx /2α ) mrx
______ L V , _ ι ^ ( η + 1 ) / 2  1_ ----- -- ------1 ^ —L .  c o s  ------1

π -1 I  ( - 1)
η=1,3,5 η2 coshTmfa^T^o^ 2αχ

16μαα 00
(27) τ 23= 2μαχ1+ — Iπ

, ι . ( η + 1 ) / 2  1 cosh(nnx2/2 a )  ηΠχ
. _ e η2 cosh(nira /2α. )δ1Π 2αΏ — 1 ) V ) b 2 1



144

Όπως είνα ι εύκολο να διαπιστώσουμε, ο ι σειρές (2 5 ), (26) και (27) 

συγκλίνουν πολύ γρήγορα και κατά συνέπεια μπορούμε εύκολα να πάρουμε 

αριθμητικά αποτελέσματα. Η μέγιστα τάση συμβαίνει στα σημεία ( ί α , ,ο ) .

Αν γράφουμε

(28) MJ= Κι (2 α ,)3(2α2)μα

και

ί 29)  W  ν 2 α ι )μα
J

μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τ ις  παραπάνω σχέσεις για τον υπολογισμό 

των συντελεστών κ^και κ2 για διάφορες τιμές του λόγου α2/α, (Π ιν  .1 ).

Πίνακας 1. Σταθερές γ ι α  τη στρέψη ορθογωνικών ράβδων

α 2 / α , κ . Κ2 α2 / α , κ . Κ2

1 0 .1 4 2 0 .6 7 5 5. 0 .2 9 2 0 .9 9 9

1 . 5 0 .1 9 6 0 .8 4 8 6 . 0 .2 9 9 1 .0 0 0

2. 0 .2 2 9 0 .9 3 0 7 . 0 .3 0 4 1 .0 0 0

2 . 5 0 . 2 5 0 0 .9 6 8 8. 0 .3 0 7 1 .0 0 0

3. 0 .2 6 4 0 .9 9 3 9. 0^310 1 .0 0 0

3 . 5 0 .2 7 4 0 .9 9 3 10. 0 .3 1 2 1 .0 0 0

4 . 0 .2 8 1 0 .9 9 7 00 0 .3 3 3 1 .0 0 0

5. Τριδιάστστα προβλήματα.

Για την αντιμετώπιση των τριδιάστατων προβλημάτων της Θεωρίας ελα­

στικότητας Θα συζητήσουμε πρώτα τη λύση των εξισώσεων Navier
♦ . *■ *.* '

( Π  *Jui , k k +(X+li)uk , k i +Bi = 0  ’ i = l » 2 , 3  ·
^  -  -λ  "  '

Σε πρώτο στάδιο Θα Θεωρήσουμε τ ις  ομογενείς εξισώσεις (1 ) ,

( 2 )  pui , k k +(X+lj)uk , k i = 0  *
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Το διανυσματικό πεδίο u . μπορεί να εκφραστεί με τον ακόλουθο τρόπο 

(θεώρημα του Helmholtz)

(3) U . =  *r—— φ ,.+  — Θ . . , ψ ,  . , ψ .  ι  λ+μ Ψ9ι  μ i j k r k 9j  9 ψι
Από την (3 ) έχουμε

(4) u i , r  λ ϊ ί φ » ϋ ΞΘ

και π U ) γράφεται

(5) ν2(μυ^+φ,^)= 0

Από την (5) οδηγούμαστε στο ότι

( * )  Αν

( α )

τότε

V  φ ’ ί + β ΐ ί Λ , ί '  * Λ , ί = 0

(β) Ui , i "  Φ ,ϋ

και •

( γ ) ψ. . . = - 2 ω . = - β . U- . 
1,33 ι  13k k ,3

Oc συναρτήσεις Φ και, προσδιορίζονται, ανεξάρτητα από την (α ) και, είναι,
it

Φ = Φ ( i)d x jd x ’dx*

it
V V

JL_
4π ν β ί 3 Λ ί χ Ρ 3 χ ^ (—)dxjdx]dx3

όπου Φ#*,Ψ? είνα ι, αυθα ίρετες αρμονυκες συναρτήσεις και, r 2=(x - χ · ) ( χ  - χ ι ) >1 ® ο* οι οι
α = 1 ,ζ ,3 . (A.Love (19Ψ+), M athem atical th e o ry  o f  e l a s t i c i t y ,  σελ· ι*8) .
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(6 )  μ“ ί +Φ,ί * » , ,

όπου ο. είναι ένα αυθαίρετο αρμονικό διάνυσμα. Από την (6 ) ,  μετά από
1

παραγώγισπ, παίρνουμε

μιι. .+φ μ ι , ι  ψ ' l l

και λαμβάνοντας υπόψη την (4 ) έχουμε

(7) ν 2ψ= λ+μ
λ+2μ " ι , ι

Μία μερική λύση της (7 ) είνα ι η

(ο ) V  *  xj qj

αφού

V2(x .q .)=  2q. . .
J J J  » J

Η γενική λύση λοιπόν της (7 ) μπορεί να γραφτεί με τη μορφή

(9) Φ = ςο+φρ .

όπου qo είναι μία αυθαίρετη αρμονική συνάρτηση.

Αν εισάγουμε την (9) στην (6 ) παίρνουμε την έκφραση του διανύσμα- 

τος μετατόπισης με τη μορφή

( 10) = α ,-q  
•1 0

λ+μ
λ+2μ (χ_.Λ4) » i

που περιέχει 4-αυθαίρετες αρμονικές συναρτήσεις q . ( i « o ,  1 , 2 , 3 ) .  Η μορφή 

της λύσης (10) οφείλεται στους Papkovich (1932) και Neuber (1946).

Μια άλλη ενδιαφέρουσα μορφή λύσης των (2 ) είναι η

(11) UU.r  2(l-v)V *F.-F . . .
1 * 3 9 J1

όπου ο ι συναρτήσεις F . είναι διαρμονικές συναρτήσεις. Η (11) οφείλεται 

στο Galerkln (1930). Η λύση (11) σχετίζεται με τη λύση των Papkovlch- 
Neuber. Αν θέσουμε
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v r i =  « F T 7 Η  

Π (11) παίρνει τη μορφή

που είναι ακριβώς η (6 ). Για τ ις  διαρμονικές συναρτήσεις πρέπει να α­

νατρέξουμε στο σχόλιο της παραγράφου (Ε .2 ).

Η γενική λύση της (1) λαμβάνεται αν προσθέσουμε μια μερική της 

λύση στη (1 0 ). Μια μερική λύση της (1) (βλ. A.Love, σελ.133-185) είναι

( 12)

όπου

και

u . ( χ  )= C.
χ  k 1 (c

Β . ( χ ' )  
ι  k

V
-  ( - ^ ( X j - x p B j i x ^ J d x J d x ^ d x J

C = λ+μ
ι "  8πμ(λ+2μ)

λ+3μ 
C2= Γ η Γ , ( ± ) „ - (^)'r  3χ. rι

r = i ( V xi ) ( V xa )} l i  ’ α = ΐ , 2 , 3

είναι η απόσταση από το σημείο χα στο μεταβλητό σημείο χ^ στο ν . Οι

συναρτήσεις Β . ( χ ' )  είναι οι συνιστώσες των μαζικών δυνάμεων εκφρασμέ-1 κ
νες σε όρους των μεταβλητών ολοκλήρωσης χ ' . Σαν άσκηση να αποδειχτεί

Κ
ότι η (12) ικανοποιεί την (1 ).

Η λύση των (1) για συγκεντρωμένο φορτίο B? που εφαρμόζεται στο 

σημείο xĵ  μπορεί να προκύψει από τη (12). Ας υποθέσουμε ότι οι μαζικές 

δυνάμεις β . είναι κατανεμημένες σε μια υποπεριοχή ν  τουν που περικλεί 

ει το σημείο χ!  και μηδενίζεται στην περιοχή v-ν ' . Η συνισταμένη δύνα­
μη θα είναι

(13) Β? = B.dV

Αν η Bi  αυξάνεται έτσι ώστε το ολοκλήρωμα να έχει πεπερασμένο όριο B? 

για ν' +ο τότε λέμε ότι n B? είναι συγκεντρωμένη δύναμη που ενεργεί 

στο σημείο χΐ .

Οι μετατοπίσεις u .(x , ) στο σημείο χ.*χ'. που παράγονται από τη δύ-
1 Κ 1 1
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ναμπ B? πουεψαρμόζετάι στο σημείο χ! προκύπτουν από την (12) και ε ί ­

ναι

λ+3μ___ __  ̂ _____
>ιι ϊ  ύ% Τ

, 1 - .  , ,  Λ τ ,μ  f i  λ+μ ( x . - ^ p t x ^ - x p
(14) u . ( x ^ ) =  βιτμ(λ+2μ) r  + 8ττμ(λ+2μ) „3 j

Η (14) ικανοποιεί τ ις  ομογενείς εξισώσεις (2 ) για κάθε χ ./ χ ΐ .  Το ση­

μείο χ.*χί είνα ι ανώμαλο σημείο και η λύση (14) ισχύει για την περιο­

χή ν -ν ',  όπου ν ' ε ίνα ι μια σφαίρα (σ χ .1 ), μικρής ακτίνας r*a με κέντρο

3

Αν x U o  και ( β* ,β ®,β®)=(ο , ο , ρ ) η (14) γράφεται

(15)

όπου

χ_χ
u ^ C - V  » ο * 1 *2a Γ *

-  Γ λ+3μ 
u3= C ' λ+μ

1 χ  
^  + - Τ >

(λ+μ)ρ 2 ,
C c βττμ(λ+2μ) * Γ  - x i x i

Αν εισάγουμε τ ις  (15) στις καταστατικές σχέσεις 

θα πάρουμε
2μΟχ

αα _* r  λ+μ

i t%.·*

■ * Φ ·

■ "··

,'ΐ .3:%
Μ  .

- ·Λ·Τί * '
■ . ν'- '

^ 3  ϊ. >
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2yCx
τ r -33

Τα 3r "

i  { 3 ( - * )  +  t t t  >

2yCx„ x ,
------- -- ( 3( — }

λ+μ

V
λ+μ

6μ0χ x x
τ  1 2  3

12=" „5

η

α=1,2  .

Οι επιφανειακές δυνάμεις τ\ στην επιφάνεια της σφαίρας s που οφείλο-

νται στις (16) είναι
π
Τ . =  τ . . η .  ,

1 ]

X.

" Γ Η 1

δηλαδή

(17)
η 6 μ 0 χ χ  
ο» d 3

6yCx2 
Τ _____3

V  ’ Τ 3" *
2μ20

(λ+ μ)α2

Αν ολοκληρώσουμε τ ις  (17) στην επιφάνεια της σφαίρας s θα πάρουμε

(13) , V “  0 • I.
τ  Η*. 8ιτμΟ(λ+2μ) _
. »α® λ+μ " Ρ

δηλαδή η σφαίρα βρίσκεται σε ισορροπία και η λύση (15) είναι αποδεκτή. 

Παρατήρηση : Αν στη λύση (10) υποθέσουμε ότι q. = ο τότε η

Π 9 )  v v - q 0 i l

εκφράζει μια ειδική λύση των (2 ) .  Από την (19) έχουμε

μυ.  .= - q  . . = 0  , q : αρμόν, συνάρτηση
1 ^ 1  ν ^ V

δηλαδή

(20) u .  . = Θ = ο
1 9 1

και

τ . .( 2 1 )
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5.1 Το πρόβλημα του Boussinesq.

Την παραπάνω ανάλυση θα χην εφαρμόσουμε για τη λύση ενός προβλή­

ματος συνοριακών τιμών. Ας θεωρήσουμε τον ημίχωρο χ }>0 (σχ.2 ) στο ε­

πίπεδο χ 3=ο του οποίου οι μετατοπίσεις

είναι προδιαγραμμένες, δηλαδή

( 2 2 )

όπου f\ είναι γνωστές συναρτήσεις που μηδενίζονται στο άπειρο. 

Οι εξισώσεις του Navier (2 ) για  Β.«ο είναι

(23) ‘ pV2u^+(X+p)0,^= ο .

Επειδή οι ικ είναι διαρμονικές συναρτήσεις μπορούν να έχουν τη μορφή

(24) νκ= φ j+ x ^ t  ̂
• 1

όπου φ. και ψ είνα ι αρμονικές συναρτήσεις. Οι συναρτήσεις αυτές δεν ε ί ­

ναι ανεξάρτητες αφού ο ι vu πρέπει να ικανοποιούν τ ις  (2 3 ), δηλαδή

(25) {(λ+ 3μ )ψ ,3+(λ+μ)φκ ^ } , ^  Ο . :

Αν ολοκληρώσουμε την (25) και παραλείφουμε τη σταθερά ολοκλήρωσης θα 

πάρουμε

(26) λ+U Λ
χ Τ β μ * * ,*  '

Οι συναρτήσεις Φ. και ψ πρέπει να εκλεγούν έτσι ώστε στο σύνορο χ 3-ο  

να ικανοποιούνται οι συνοριακές συνθήκες (22) και στο άπειρο u^=o. Αν

θέσουμε χ 3=0 στις (24) έχουμε

ν— A U .
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U 7 ) u. =  φ^ ( χ5, χ 2 , 0 )  = f ^ ( x iSx 2 ) .

To πρόβλημα που έχει προκύψει είναι ένα πρόβλημα που πραγματεύεται η 

θεωρία δυναμικού. Η πιο απλή μέθοδος για τον προσδιορισμό THC Φ.. ε ί ­

ναι εκείνη που βασίζεται στους μετασχηματισμούς Fourier (βλ. I . Sned­

don (1951), Fourier Transforms)

Αν υποθέσουμε ότι
+00

(23) ‘Μ * !  >χ2 >χ3)=J 4
g . ( a , g ) e Yx3+ i ( “x i +^ 2 )  dadg

και απαιτήσουμε όπως η (23) εκφράζει αρμονικές συναρτήσεις που μηδενί­

ζονται για χ 3=οο παίρνουμε γ= -(α 2+β2)?ί  . Επειδή όμως οι φ. ικανοποιούν 

την (27) 1
+ ο ο

(29) fj(Xj,x2)= g . ( a , B ) e i ( a x i +^ ) dade .

Οι συναρτήσεις f . ( x lSx2) ,  υπό κάποιες προϋποθέσεις, μπορούν να εκφρα­

στούν μένα ολοκλήρωμα Fourier της μορφής (2 9 ), όπου
+00

(30)  g . ( α , β ) =  — I I f . ( x ; , x ; ) e i(otxi +6x2 ) dx’1dx’
1 ( 2 π ) 2 I J  11

Αν εισάγουμε τ ις  (30) στις (23) παίρνουμε τ ις  συναρτήσεις φ^.

Για να προσδιορίσουμε τ ις  μετατοπίσεις u.. χρειαζόμαστε τ ις  συναρ 

τήσεις ψ,^ που προσδιορίζονται, με ολοκλήρωση, από την (26).

Η εύρεση των ολοκληρωτικών εκφράσεων για τ ις  ικ αφήνεται σαν άσκηση 

στον αναγνώστη.
Παρατήρηση : Στην περίπτωση που το σύνορο είναι σφαίρα θα πρέπει να 

αναζητήσουμε λύσεις της μορφής (Ε .2 , θεωρ.2).

(31) ικ= Φ^+(γ 2- γ 2)Ψ,^
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5.2 Το πρόβλημα των θερμοελαστικών τάσεων.

Οι εξισώσεις ισορροπίας ενός θερμοελαστικού σώματος είναι (0 .46)

(32) U u .  . . + ( X + u ) u .
3

• *
Ο ΐ

= - ( Β .- γ θ

Η λύση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων (32) πρέπει να ικανοποι­

ε ί κάποιες συνοριακές συνθήκες στη συνοριακή επιφάνεια του σώματος. Η 

συνάρτηση της θερμοκρασίας θεωρείται γνωστή (προσδιορίζεται από τη λύ­

ση της εξίσωσης Fourier για την αγωγή θερμότητας).

Από την (32) γίνετα ι φανερό ότι το αποτέλεσμα της μεταβολής της 

θερμοκρασίας θ ισοδυναμείμε αντικατάσταση των μαζικών δυνάμεων Β. στις
1 Q

εξισώσεις του Navier με Β .-γθ ,^  και των επιφανειακών δυνάμεων με

Υθικ (Tij=Xuk,k6ij+lJiui,5+uj ,i)_Y06ij) *
Ας υποθέσουμε ό τι η λύση των (32) έχει τη μορφή

(33)

όπου φ είνα ι μια κατάλληλα διαφορίσιμη βαθμωτή συνάρτηση. Από την (33) 
έχουμε

και η (32) παίρνει τη μορφή

(34) ‘'Φ , .^ + α + μ ί φ ,^ . -Β .+ γ θ , .  .

Αν ο ι μαζικές δυνάμεις είναι συντηρητικές, η (30) γράφεται

(35) (λ+2μ)φ,Κλ.= ( Γ + Υ θ ) , .  .

Αν ολοκληρώσουμε την (35) ως προς χ . παίρνουμε

(36) φ,κκ= ^  (Γ+γθ)+στβθ.

Επειδή το ενδιαφέρον μας περιορίζεται στην εύρεση μιας μερικής λύσης 

της (36) Θα αναζητήσουμε ένα ολοκλήρωμα της εξίσωσης του Poisson
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(37) φ,
_ 1 

kk“ λ+2μ (F+ γθ) .

Ένα τέτοιο ολοκλήρωμα ε ίνα ι, γνωστό από τη θεωρία δυναμικού

(38)

όπου

φ ( χ ί )=-  ΐ ΐ
ρ ( χ ! )

— ,— — τγ  dx'dx*dx* 
„ r ( x . , χ . ) ι 2 3V ι  ι

Ρ = λ Ϊ 2 ί  (Γ+Ύθ)

γ 2 = ( χ . - χ ! ) ( χ . - χ ! )  1 1  1 1

Μετά τον προσδιορισμό της φ οι μετατοπίσεις προσδιορίζονται από την 

(33).

Παρατήρηση :Στην περίπτωση ενός σφαιρικού σώματος με αξονοσυμμετρική 

θερμοκρασιακή κατανομή Θ(γ ) θα αναζητήσουμε λύση της μορφής

(39) ιι.=χ^φ(ι>) , γ 2 =χ . χ . .1 1

5.3 Ταλαντώσεις ελαστικών αυμάαιν.

Από τη θεωρία των ελεύθερων γραμμικών ταλαντώσεων ζευγμένων δυνα­

μικών συστημάτων με πεπερασμένο αριθμό βαθμών ελευθερίας είναι γνωστό 

ότι η πιό γενική κίνηση γύρω από την κατάσταση ισορροπίας είναι σύνθε­

ση ενός πεπερασμένου αριθμού ειδικών τρόπων ταλάντωσης. 0 αριθμός των 

τρόπων ταλάντωσης είναι ίσος με τον αριθμό των βαθμών ελευθερίας του 

συστήματος. Η γενική κίνηση του συστήματος με n-βαθμούς ελευθερίας , 

μπορεί να εκφραστεί σαν ένας γραμμικός συνδυασμός η-απλών αρμονικών 

κινήσεων, με η διακεκριμένες συχνότητες .

Το πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων από μαθηματική σκοπιά είναι 

ένα πρόβλημα ιδιοτιμών με ιδιοτιμές τ ις  συχνότητες ταλάντωσης του συ­

στήματος και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις, συναρτήσεις που περιγράφουν 

τους τρόπους ταλάντωσης του συστήματος. Οι συχνότητες υπολογίζονται 

από την εξίσωση συχνότητας που προσδιορίζεται από τ ις  τετραγωνικές
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μορφές που εκφράζουν την κινητική και δυναμική ενέργεια του συστήματος, 

(βλ. H.Keismann and P.Pawlik (1974) "Elastokinetics" για λεπτομέρειες 

στα θέματα ελεύθερων και εξαναγκασμένων ταλαντώσεων διακεκριμένων και 

συνεχών συστημάτων).

Όταν το σύστημα είναι συνεχές η εξίσωση συχνότητας έχει άπειρες 

πραγματικές ρίζες και κατά συνέπεια άπειρες ιδιομορφές που εκφράζουν 

τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. Οι συναρτήσεις που εκφράζουν τ ις  

ιδιομορφές είναι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων κίνησης με κατάλληλες 

συνοριακές συνθήκες, δηλαδή

(40) ^ , k k +(X+p)uk ,kr p iii  » xi ev

(41) T i j nj = ° xi 6S *

Επειδή οι κανονικές ταλαντώσεις είναι απλές αρμονικές είναι φυσικό να 

αναζητήσουμε μερικές λύσεις των (40) με τη μορφή

(42) u .=  φ . ( Χ)<>
cosurt
n
s inert

Αν εισάγουμε την (42) στις (40) βλέπουμε ότι οι χαρακτηριστικές συναρ­

τήσεις φ. ικανοποιούν τ ις  εξισώσεις

(43)  p* i , k k  +( χ+μ) φκ ^κ1+οω2φ . » 0 .

Μη μηδενικές λύσεις των (43) που ικανοποιούν τ ις  συνοριακές συνθήκες 

υπάρχουν μόνο για κάποιες τιμές του ω2 που λέγονται ιδιοτιμές ( ιδιοσυ- 

χνότητες) και οι οποίες μπορούν να διαταχθού/ ' με τον ακόλουθο τρόπο

(44) 0<cô  <u>̂  <03̂ ^ ......... χαυ ί,ίιηω -̂00
”  ~  " τ) + °°

‘ ν
Η χαρακτηριστικό συνάρτηση που αντιστοιχεί στην ιδιοσυχνότητα ω* συμθο-

( Λ) Τα πεόύα ρετατοπόσεων από χυνηση απόλυτα στερεού σώρατος θα πρέπεε  

να ρη ληφθούν υπόψη στη δ ιαδυχασια  του προβλήρατος.
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λίζετα ι φίη ) (χ  ) και λέγεται η-ιδιοσυνάρτηση, περιγράφει δε την η - ιδ ι -1 Κ
ομορφή του συστήματος.

Οι ιδιοσυχνότητες ενός πεπερασμένου ελαστικού σώματος είναι θε­

τικοί αριθμοί (4 4 ). Το συμπέρασμα αυτό είναι συνέπεια της σχέσης αμοι­

βαιότητας των Betti -R a y le ig h ^  και του θετικά ορισμένου χαρακτήρα 

της ολικής δυναμικής ενέργειας (για  την απόδειξη βλ.Η.ΙίβΙεπίθηη,. . .σελ. 

279-230).

(*) Μεταξύ των δεαφόρων παραμορφωτικών καε εντατεκών καταστάσεων ενός
γραμμεκά ελαστεκού σώματος υπάρχουν κάποεες πολύ χρόσεμες σχέσεες αμοε-
βαεότητας. Αν καε εεναε δυο παραμορφωτεκές καταστάσεες καε

/ \ / \ "̂3 3̂
Ti j  ,T i j  ou βντεστοεχες εντατεκές καταστάσεες ενός ελαστεκού σώματος, 
τότε 

(α) 13 13 ijkx, i j  k& i jk £  l j  kx l j  13

Αν ολοκληρώσουμε την (α) στο V τότε

[ _ 0 ) _ ( 2 )

'ν
(β) I T ) y e ) ~ ' d V  =

Ju 13 !3
l^dV

V  1 3 1 3

13 1 .3  Jv  13 1  3 Jv 13 .3  1

= ( “ ‘ ‘ ’ u ^ 'd S -l  ,<'.>.u<! ) dv -  ( ?<! >ui'>dS-( T<:> »< ■ > «
J 1  1  J 1 3 »3 1  Je 1 1 JV 1:>»3 1

όπου
t O )  S O )t . . n.  = T .  ,
13 3 *

( 2) 5(2)τ : . n . = t :13 3 1
Από την (β ) παερνουμε

(γ) ί (?<*>«< 1 ) - ? i l ) u ^ ) )dS .
V 13>3 1 13»3 ι

Η (γ )  αποτελεε τη μαθηματεκη δεατυπωση της σχέσης αμοεβαεότητας των 
B e tti-R a y le ig h  ( 8λ. Χ.Μασσαλάς (1980), ” Ενεργεεακά θεωρήματα καε άμε­
σες μέθοδοε στη μηχανεκη του παραμορφώσεμου στερεού” , σελ. 57-60.
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Η κάθε ταλάντωση ενός σώματος μπορεί να εκφραστεί με τη σειρά
οο

(45) u.= I  A.uV1 « 4 1 k*l

(k)

όπου είναι κατάλληλες σταθερές που προσδιορίζονται από τ ις  αρχικές

συνθήκες και

(46) u<k )= ( J ^ c o s ^ t )

είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο ν .

Η ορθογωνικότητα των προκύπτει από τη σχέση αμοιβαιότητας των Bet 

ti-R ayleigh  : Αν τ ις  καταστάσεις (1 ) και (2 ) στη (γ )  (υποσημείωση) τ ις  

αντιστοιχίσουμε με τ ις  ιδιοκαταστάσεις (η ) και (η ) αντίστοιχα, θα πά­

ρουμε

(47) ί /·-(“) .ρ(η) ηνΤ.. .u. -τ.. ·ΐι. ; d v s  οJy 1 3 , 3  ι 1 3 » 3  ι
Από τ ις  εξισώσεις κίνησης έχουμε

(m)I · · ·
13»3

_ ( n )  η , Λ , , Μ“Τ .· .=ρω u . 
13 ,1  Π ι

και η (47) γράφεται

(43) (ω2-ω2) ί p u ^ ^ u i^ d V  = Ο .n n j y  ί  ί

Αν ω„*ω τότε η η

(49) ί pu*n )u*ffl)dV t  Ο , imfn.
Jy 1 1

Από την (49) παίρνουμε την πληροφορία ότι οι ιδιοσυναρτήσεις που α ντι­

στοιχούν σε δύο διαφορετικές ιδιοτιμές (ιδιοσυχνότητες) είναι ορθογώ­

νιες με συνάρτηση Βάρους την ρ (χ ^ ). 7ο προηγούμενο συμπέρασμα μπορούμε 

να το γενικεύσουμε ώστε να συμπεριλάβουμε όλες τ ις  ιδιοσυναρτήσεις ά­

σχετα με το αν αυτές αντιστοιχούν ή όχι σε διαφορετικές ιδιοτιμές. Αν 

για παράδειγμα δύο ιδιοσυναρτήσεις fP 1* και ψΡ1* αντιστοιχούν στην ί ­

δια ιδιοσυχνότπτα ω2 (διπλός εκφυλισμός, βλ. Χ.Ηασσαλάς (1935), " Ε ιδ ι-
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κές συναρτήσεις της Κλασσικής Ανάλυσης" σελ. 172-130), τότε κάθε γραμ­

μικός συνδυασμός των f  και ψίη) είναι επίσης μια ιδιοσυνάρτηση που 

αντιστοιχεί στην ω2 . Ας θέσουμε

(50) ( η , ι )_ f (η)
i  i

u ^ » 2 ) = Ψ ^ -C u<n · 0  ι  r i  η ι

όπου c είναι σταθερά προς προσδιορισμό έτσι ώστε να οδηγεί στην ορθο- 

γωνικότητα των και u in ’ 2  ̂ . Οι συναρτήσεις και u^n *2^1 / \ / \ i  (
είναι γραμμικοί συνδυασμοί των f^n; και και κατά συνέπεια είναι 

ιδιοσυναρτήσεις και επειδή θέλουμε να είναι ορθογώνιες πρέπει

και

(51)

( n , i ) u ( n , i )dv = 
1 1 pi4n , i V n )dV-C (puin , l ) u(.n > l)dv= 0V 1 1 nJ 1 1

V
p u ^ y ^ d vK 1 r l

f Pu i n »i y n *, ) dv
V

Μετά τη γενική θεώρηση του προβλήματος των ελεύθερων ταλαντώσεων θα ε­

ξετάσουμε τώρα το πρόβλημα των ακτινικών ταλαντώσεων μιας ελαστικής 

σφαίρας. Σύμφωνα με την προηγούμενη ανάλυση και την παρατήρηση της πα­
ραγράφου 5.2, παίρνουμε

(52)  ικ = x^f  (r )co su )t  

όπου

r 2 = x . x .  ι  ι

Η συνάρτηση Φί  στην περίπτωση αυτή είναι

(53)  φ^= x ^ f ( r )

Αν εισάγουμε την (53) στις (43) έχουμε

f 4
Γ Γ

+ — f ,  +k2fs 0 9r(54)
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ρω2
(55)  ·

Η λύση της (54) που είναι πεπερασμένη για Γ =θ είναι'

(56) f  = ^7 ('<rcos'<r-s^n^1')
r

όπου c είναι μια αυθαίρετη σταθερά. Οι μετατοπίσεις στην ακτινική δ ι­

εύθυνση είναι
χ .(57) u = u. — = rf(r)cosut

Γ  1 Γ

και

(58) τΓΓ= Xuk k+2uur r̂= { (3X+2u)f+(X+2p)rf,r}cosort .

Από τη συνοριακή συνθήκη (41) έχουμε για r=a

Tp p ( r - e ) " 0
ή
(59) (X+2u){(2-k2a2)sinka-2kacoskcx}+2X(kacoska-sinka)*0 .

%

Η (59) είνα ι η εξίσωση συχνοτήτων στην οποία το k σχετίζεται με τη συ­

χνότητα από την (5 5 ). Η ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην ω ή k ε ί -m m *
ναι

(60) 6 ^ =  Cx. *~*(k rcosk r-sink r) .• l  l  r  3 m m m

όπου

5.4 Διάδοση κυμάηιν σε άπειρο ελαστικό μέσο.

Το διάνυσμα μετατόπισης του μέσου μπορεί να εκφραστεί (υποσημεί­

ωση σελ.145) με τον ακόλουθο τρόπο

(61) u .1 ■ ^ ’ i +eijk ^ k ,j  ’ ψ . , :  0 
1 .1

όπουφ και \|λ  είναι τα δυναμικά του Lam£. Αν εισάγουμε τ ις  μετατοπίσεις

(61) στις εξισώσεις του Navier (Bi= o) ,
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(62)

3α πάρουμε

(63) {(λ+2μ)φ,^-ρφ},

j
Η εξίσωση (63) θα ικανοποιείται αν οι συναρτήσεις φ και ψ̂. είναι λύ 

σεις των εξισώσεων

Οι (64) είναι εξισώσεις κύματος και μας δίνουν την πληροφορία ότι δύο 

είδη διαταράξεων με ταχύτητες και c2 μπορούν να διαδοθούν στο άπειρο 

ελαστικό μέσο. Μια σύγκριση με τ ις  (ΣΤ. 1.5) και (ΣΤ. 1.14) μας οδηγεί 

στο συμπέρασμα ό τιο ι c καΐ ο2 είναι οι ταχύτητες των διαμηκων και εγκάρ­

σιων κυμάτων,αντίστοιχα. Από τ ις  (65) βλέπουμε ότι Cj>c2 .

Μεταξύ των μερικών λύσεων της εξίσωσης κύματος η πιο απλή και χρή­

σιμη είναι η λύση του επίπεδου κύματος. Με τον όρο επίπεδο κύμα εννο­

ούμε μια βαθμωτή ή διανυσματική συνάρτηση του χώρου και του χρόνου η 

οποία είναι σταθερή σένα επίπεδο στο χώρο που κινείτα ι με μια σταθερή 

ταχύτητα κάθετα προς τον εαυτό του. Ένα τέτοιο επίπεδο περιγράφεται 

από την εξίσωση

(66) x . n . - c t = σταθ. , η .η .=11 1  ’ 1 1

όπου ή είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο επίπεδο και c είναι στα­

θερά.

Ας θεωρήσουμε το διάνυσμα μετατόπισης

(67) u i= ι κ ( ζ ) ,  ζ Ξ χ . ι κ - c t  .

όπου

(65)
Ρ

Αν εισάγουμε την (67) στις εξισώσεις Navier (62) θα πάρουμε
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ή

όπου

(67) {(X + y)iu n .+ (y -p c 2)5 ^ }u V  «  Ο 

( ) ' -  d( )Μ ζ  .

Αν εισάγουμε τους συμβολισμούς

(68) A = ( λ +y) , q-pc2-y ,

η (67) γράφεται

(69)

Οι εξισώσεις (69) αποτελούν ένα αλγεβρικό πρόβλημα ιδιοτιμών και η α­

παίτηση για να υπάρχει μη μηδενική λύση είναι

Μετά τον προσδιορισμό των ιδιοτιμών q από την (70) ο ι τιμές των ταχυτή 

των διάδοσης c των συνδεδεμένων μαυτές κυμάτων προσδιορίζονται από την 

(6 3 .β ). Επειδή υπάρχουν το πολύ τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές θα υπάρ­

χουν το πολύ τρεις ταχύτητες με τ ις  οποίες μπορεί να διαδίδεται ένα ε­

λαστικό κύμα.

,Οι ιδιοτιμές για το πρόβλημα που εξετάζουμε μπορούν να βρεθούν ευ 

κολώτερα από τη διανυσματική εξίσωση (6 9 ),

Από την (71) παρατηρούμε ό τι κάθε διάνυσμα του επιπέδου του κάθετου στο 

ή θα ικανοποιεί τη σχέση

η . ν . = 0 .

Ένα τέτοιο διάνυσμα θα είνα ι ιδιοδιάνυσμα του προβλήματος (71) με αντί­

στοιχη ιδιοτιμή q=o. Επειδή υπάρχουν δύο ανεξάρτητα μεταξύ τους διανύ- 

σματα στο επίπεδο η ιδ ιοτιμή qso θα έχει πολλαπλότητα 2. Το άθροισμα

(70) d e t { A n . i K - q 6 „ } =  0 .

(71) A n . n . V .  « qV.  .
1 :  i  Η  1
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των ιδιοτιμών είναι Loo με το ίχνος του μητρώου και κατά συνέπεια

An.η. = A = 0+0+α 1 1

και οι ιδιοτιμές είναι (q ,o ,o ).

Στη διπλή ιδιοτιμή q=o αντιστοιχεί ταχύτητα

c2= ^ = c 2 
Ρ 2

που είναι η ταχύτητα του εγκάρσιου ή διατμητικού κύματος. Επειδή το ι -  

διοδιάνυσμα βρίσκεται στο επίπεδο του μετώπου του κύματος

x .n .-c t  -  σταθ. ι  ι

το αντίστοιχο διάνυσμα μετατόπισης είναι παράλληλο στο μέτωπο του κύμα­

τος. Το κύμα είναι πολωμένο στο επίπεδο του μετώπου του.

Η ιδιοτιμή q=A αντιστοιχεί στην ταχύτητα

c2_ λ+2μ
ρ C 2

1

που είναι η ταχύτητα των διαμήκων κυμάτων. 

Από την (71) έχουμε

η η . V . = V .
i l l  ι

δηλαδή ότι ν . είναι παράλληλο του ή. Από το γεγονός αυτό προκύπτει ότι 

είναι δυνατό να υπάρχει ένα δεύτερο ελαστικό κύμα που διαδίδεται με την 

ταχύτητα των διαμήκων κυμάτων c , και εκφράζει μια μετατόπιση κάθετη στο 

επίπεδο του κύματος. Τα δύο κύματα που σχολιάστηκαν είναι τα μόνα επί­

πεδα κύματα σένα ελαστικό σώμα.

5.5 Επιφανειακά .κύματα.

Σένα ελαστικό σώμα είναι δυνατό να έχουμε και άλλον ένα τύπο κύμα­

τος που διαδίδεται στην επιφάνεια του σώματος και εισχωρεί ελάχιστα μό­

νο στο εσωτερικό του. Τα κύματα αυτά είναι παρόμοια με τα κύματα που 

παράγονται σε μια ήρεμη επιφάνεια νερού όταν πετάξουμε σαυτό μια πέτρα.
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Τα κύματα αυτά λέγονται επιφανειακά κύματα. Το απλούστερο επιφανειακό 

κύμα είναι το κύμα Rayleigh που συμβαίνει σε μια ελεύθερη επιφάνεια ε­

νός ομογενούς, ισότροπου και πμιάπειρου σώματος. 0 τύπος αυτός κύματος 

έχει πολύ ενδιαφέρον γ ια τί ο ι μεγαλύτερες διαταράξεις που προκαλούνται 

από ένα σεισμό οφείλονται στα κύματα Rayleigh.

Το κριτήριο για τα επιφανειακά κύματα είναι ότι το εύρος της με­

τατόπισης στο μέσο μειώνεται εκθετικά με την αύξηση της απόστασης από 

το σύνορο.

Ας θεωρήσουμε τον ελαστικό ημίχωρο χ 2<0 του οποίου η επιφάνεια 

Xj=o είναι ελεύθερη από τάσεις (σχ.3) και τα δυναμικά

χ ,  I

Σχ.3

(72)
φ* f ( x 2 ) g ( x i - c t )  

ψ = Τ ( χ 2 ) g ( X j - c t ) i }

Αν αντικαταστήσουμε τ ις  (72) στις (64) θα πάρουμε τ ις  εξισώσεις

c|V20 - < M c * - c 2 ) f g " + c * f " g =  ο

ε 2ν 2ψ3-ψ = (ο2-<;2 )Fg"+c2F"g* 0

ή

όπου k είναι η σταθερά του χωρισμού και ( ) ’ =d(  ) / d ( X j - c t ) .  Από τ ις  

(73) παίρνουμε τρεις διαφορικές εξισώσεις για τ ις  συναρτήσεις g, f  

χαι f , δηλαδή

(74) g"+k2g = 0 f " - k 2a j f ζ 0 , F"-k2a 2F = 09
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όπου

α?= l -  ^  
1 c i

i= l,2

Οι λύσεις των (74) είναι

(75) g = e x p i i ik ix ^ c t ) }  , f  = expiictjkx.,} , F = exp{±a2kx2}.

Επειδή Π λύση πρέπει να παραμένει φραγμένη για χ -*■-<» εκλέγουμε για 

τ ις  συναρτήσεις f  και τ  το πρόσημο + στον εκθέτη και για διευκόλυνσή 

μας θα εκλέξουμε ακόμα τον εκθέτη με πρόσημο + στη συνάρτηση g. Τα δυ­

ναμικά φ και ψ3 που ικανοποιούν τ ις  εξισώσεις κίνησης θα είναι

φ = Aexp(aikxz )e x p {ik (x i - c t ) }
(76)

όπου

Ψ3= Bexp(a2kx2 )e x p ( ik (X j-c t)}

c i

Η σταθερά k στην περίπτωσή μας είναι ο κυματαριθμός της κυματικής κίνη­

σης. Οι μετατοπίσεις του μέσου λαμθάνονται από την (61) και είναι

(76)
Uj= Φ5ι +Ψ3 2=(ikA exp(ajkx2)+a2kBexp(a2kx2J ie x p iik iX j-c t)}

u2= φ ,2-ψ3) 1= { α ^ Α β χ ρ (α ^ χ2 )-ik B ex p (a2kx2 iJ e x p iik iX j-c t)}  ·.

Αν εισάγουμε τ ις  (76) στις καταστατικές εξισώσεις

τ . . = p (u . .+u. .)+Xu, , δ . .ID i,D  3 s1 k ,k

θα πάρουμε τ ις  εκφράσεις για τ ις  τάσεις,

τ n  = pc 2 k2 { -  [2+(1- 2α 3 )α^] Aexp (a  j kx2 )

+ 2 ia2Bexp(a2kx2 J J e x p U k iX j-c t)}

τ 22 = pc2k 2 ( ( 2 - a 2 )A exp(ajkx2 ) - 2 i a 2Bexp(a2kx2 ) } e x p i i ' <( x i"c t ^(77)
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τ ΐ 2 = ^2 ^a i AexP^a i kx2^+ ( 2"0tJ )B e x p (a 2k x 2 ) } e x p { i k ( x 1- c t ) }

όπου

V  ^  · a>
2

2
c 2

Στην περίπτωση nou το σύνορο x2=o είναι ελεύθερο από τάσεις τότε

( 78 )  τ ΐ 2 = τ 22 = ° Ύ ια χ 2= ο

Αν εισάγουμε τ ις  (77) στις συνοριακές συνθήκες, παίρνουμε 

( 2 - α * ) Α - 2 χ α , Β «  0
(79)

2 i O j A + ( 2 - a £ ) B  -  Ο .

Για να έχει μη μηδενική λύση to σύστημα (79) πρέπει

(80) (2 -α 2)* = ι*οι1α2= i+ id -o ^ X i-a jC t2)}**

Από την U 0 ) προκύπτει η εξίσωση
, ' .· . · ■·■■ ϊ .  .. ί,ν-, : ...

(31) a 2{ a * -8 a £ + 8 (3 -2 a p a 2- 1 6 ( l - a 2 )} = 0

από την οποία προσδιορίζεται η <\ και κατά συνέπεια η c2=a2c2 . Η ρίζα 

α„,*ο της (31) συνεπάγεται c-o και στην περίπτωση αυτή δεν έχουμε διά­

δοση κύματος. Για τιμές του λόγου του Poisson ο < ν < · |  η κυβική εξίσωση 

{ } ως προς aj έχει πάντα μια πραγματική ρίζα που ικανοποιεί τ ις  α ν ι-

σότητες

0 <α2 < κ ·3τ
«3

ή
0< c2 < C2 < C2 *

Η μεταβολή της ρίζας με το λόγο του Poisson φαίνεται στο σχ.4.

Το συμπέρασμα από την προηγούμενη ανάλυση είναι ότι εκτός από τα
. ·λ~
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/

κύματα που σχολιάσαμε σε προηγούμενη παράγραφο, που διαδίδονται με τα­

χύτητες cj καΐο2, σένα ελαστικό μέσο διαδίδονται και κύματα με ταχύτη­

τα c^Cj , c^c2 . Τα κύματα αυτά είναι γνωστά σαν επιφανειακά κύματα 

Rayleigh. Από την (31) παρατηρούμε ότι η ταχύτητα c είναι ανεξάρτητη 

από τον κυματαριθμό k και κατά συνέπεια δεν συμβαίνει διασπορά του κύ­

ματος κατά τη διάδοσή του στο μέσο.

Αν θεωρήσουμε την πραγματική διατάραξη

(32)  Φ = Aexp( ai kx2 ) c o s k ( x 1~c t )

όπου Α είναι πραγματική σταθερά, τότε οι μετατοπίσεις στην ελεύθερη 

επιφάνεια είναι το πραγματικό μέρος των (7 6 ), για χ2=ο (αφού λάβουμε 

υπόψη τ ις  (7 9 ) ) ,δηλαδή

(33)

όπου

UjZ-AjSinkCXj-ct )

u2=-A2c o sk (x1~ c t )

kAa
v - V

kAa2c
l  1

2-a?

Αν απαλείψουμε τ ις  τριγωνομετρικές συναρτήσεις στις (33) παίρνουμε

δηλαδή τα σωμάτια Tnc ελεύθερης επιφάνειας κινούνται σε ελλειπτικές 

τροχιές. Η περίοδος αυτής της κίνησης είναι 2Tt/kc.
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κύματα που σχολιάσαμε σε προηγούμενη παράγραφο, που διαδίδονται με τα­

χύτητες cj καΐο2, σένα ελαστικό μέσο διαδίδονται και κύματα με ταχύτη­

τα c^cj , c/c2 . Τα κύματα αυτά είναι γνωστά σαν επιφανειακά κύματα 

Rayleigh. Από την (31) παρατηρούμε ότι η ταχύτητα c είναι ανεξάρτητη 

από τον κυματαριθμό k και κατά συνέπεια δεν συμβαίνει διασπορά του κύ­

ματος κατά τη διάδοσή του στο μέσο.

Αν θεωρήσουμε την πραγματική διατάραξη

(32) φ= Aexp(aikx2IcoskCXj-ct)

όπου α είναι πραγματική σταθερά, τότε οι μετατοπίσεις στην ελεύθερη 

επιφάνεια είναι το πραγματικό μέρος των (76), για χ2=ο (αφού λάβουμε 

υπόψη τις (79)), δηλαδή

U jZ -A jS in k tX j-c t )

Αν απαλέίψουμε τ ις  τριγωνομετρικές συναρτήσεις στις (33) παίρνουμε

δηλαδή τα σωμάτια της ελεύθερης επιφάνειας κινούνται σε ελλειπτικές 

τροχιές. Η περίοδος αυτής της κίνησης είναι 2ir/kc .

u2=-Α2 co sk (χ  ̂ - c t )

όπου
kAa2

<*

0 .3

0.1

0.2

0
0 .87 0.S9 0 .9 1 0 .9 3

ΣΧ.4
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