
Α Θ Α Ν Α Σ ΙΟ Σ  Κ. Κ Α Τ Σ Α Ρ Α Σ
Καθηγητής Πανεχιατημίον l»crviv»v  

Τμήματος Μαθηματικών

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΚΑΙ 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ 

ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
ΚΛΙ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

* ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ IQANNINQN
!

ΙΟΑΝΝΙΝΑ 1994



ΒΙΒΛΙΟΘΗΚΗ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΙΩΑΝΝΙΝΩΝ

02600001 166 J



Α ρ . ε ισ . ί1 Ι _ 1 9 9 < )

S  ( Ο
Α Θ ΑΝΑ ΣΙΟ Σ Κ. Κ Α ΤΣΑ ΡΑ Σ

Καθηγητής Πανεπιστημίου Ιωαννίνων

Τμήματος Μαθηματικών

Σ Τ Ο ΙΧ Ε ΙΑ  Δ ΙΑ Φ Ο Ρ ΙΚ Ο Υ  Κ Α Ι Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω ΤΙΚ Ο Υ  

Λ Ο Γ ΙΣ Μ Ο Υ  ΠΟ ΛΛΩ Ν Μ ΕΤΑ Β ΛΗ ΤΩ Ν

Κ Α Ι

Σ Τ Ο ΙΧ Ε ΙΑ  Δ ΙΑΦ Ο ΡΙΚΩ Ν ΕΞ ΙΣΩ ΣΕΩ Ν

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΙΩΑΝΝΙΝΩΝ 

ΙΩΑΝΝΙΝΑ 1994



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

Μ ΕΡΟΣ I: Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε ΙΣ  ΠΟΛΛΩΝ Μ ΕΤΑ Β ΛΗ ΤΩ Ν

Κ ΕΦ ΑΛΑΙΟ  1

1. Ε Υ Κ Λ Ε ΙΔ Ε ΙΟ Ι Χ Ω ΡΟ Ι ........................................................ 3
1.1 Ο Διανυσματικός χώρος R n ...............................................  6

1.2 Εσωτερικό Γινόμενο ................................................................  10
1.3 Εξωτερικό ή Διανυσματικό Γινόμενο του 1R3 .................  15

1.4 Μικτό Γινόμενο στον JR3 ......................................................  19
1.5 Ανοικτά-Κλειστά Υποσύνολα του IRn ..............................  22

Κ ΕΦ Α ΛΑ ΙΟ  2

@  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε ΙΣ  Π ΕΡΙΣΣΟ ΤΕΡΩ Ν  Τ Η Σ  Μ ΙΑ Σ
Μ ΕΤΑΒΛΗ ΤΩΝ .............................................................................  27

3^  Όρια ........................................................................................... 27
Συνέχεια Συναρτήσεων ........................................................... 32

2.3 Μερικές Παράγωγοι ................................................................  34

2.4 Ιακωβιανές Ο ρίζουσες.............................................................  40

2.5 Διαφορίσιμες Συναρτήσεις....................................................  42
2.6 Παράγωγοι κατά Διεύθυνση .................................................. 46

2.7 Παράγωγοι Σύνθετων Συναρτήσεων ..................................  53
2.8 Τύπος του Taylor ...................................................................... 5»



Π Ε Ρ Ι Ε Χ Ο Μ Ε Ν Αi ν

2.9 Πεπλεγμένες Συναρτήσεις ....................................................  65

2.10 Μέγιστα και Ελάχιστα Συναρτήσεων................................  70

2.11 Μέγιστα και Ελάχιστα υπό συνθήκες ................................  81

Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  3

3. Π Ο Λ Λ Α Π Λ Α  Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω Μ Α ΤΑ  ..................................  90

3.1 Διπλά Ολοκληρώματα ........................................................... 9 0
3.2 Ολοκλήρωμα επί τυχόντος φραγμένου υποσυνόλου

του IR2 ........................................................................................ 96

3.3 Υπολογισμός Διπλών Ολοκληρωμάτων............................  98
3.4 Αλλαγή Μεταβλητών στα Διπλά Ολοκληρώματα ..........  106

3.5 Τριπλά Ολοκληρώματα..........................................................  116

3.6 Υπολογισμός Τριπλών Ολοκληρωμάτων ..........................  120

3.7 Αλλαγή Μεταβλητών στα Τριπλά Ολοκληρώματα.........  127

3.8 Εφαρμογές των Διπλών και των Τριπλών

Ολοκληρωμάτων στη Φ υσ ική ................................................  12 9

3.8.1 Εφαρμογές των Διπλών Ολοκληρωμάτων ..........  129

3.8.2 Εφαρμογές των Τριπλών Ολοκληρωμάτων ........  134

Μ ΕΡΟ Σ I I  : Σ Τ Ο ΙΧ Ε ΙΑ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩ Ν  

Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  1

1. Σ Υ Ν Η Θ Ε ΙΣ  Δ ΙΑ Φ Ο Ρ ΙΚ Ε Σ  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε ΙΣ
Π Ρ Ω Τ Η Σ Τ Α Ξ Η Σ  ..................................................... ............  143

1.1 Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις 1 ̂  τάξης .................. 145
1.2 Διαφορικές Εξισώσεις 1Ί? τάξης στις οποίες

οι Μεταβλητές χωρίζονται ................................................  151



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ν

1.3 Διαφορικές Εξισώσεις της μορφής .....................................  153
1.4 Διαφορικές Εξισώσεις του Bernoulli ..................................  155

1.5 Εξισώσεις αμέσως ολοκληρώσιμες....................................... 157
1.6 Ολοκληρωτικοί παράγοντες .................................................. 160
1.7 Εξισώσεις 245 τάξης αναγόμενες σε εξισώσεις

14ζ τάξης ..................    166

1.8 Οικογένειες Καμπύλων .........................................................  173
1.9 Ορθογώνιες Τροχιές ................................................................  176
1.10 Ταχύτητα Διαφυγής ................................................................  180

ΚΕΦ ΑΛΑΙΟ  2

2. Σ Υ Ν Η Θ Ε ΙΣ  Δ ΙΑ Φ Ο Ρ ΙΚ Ε Σ  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε ΙΣ
ΑΝΩ ΤΕΡΗ Σ Τ Α Ξ Η Σ  .............................................................  183
2.1 Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις ....................................... 183

2.2 Γραμμική ανεξαρτησία λύσεων ............................................  184

2.3 Γραμμικές ομογενείς με σταθερούς συντελεστές ............. 188

2.4 Διαφορικές Εξισώσεις των Cauchy-Euler .........................  197

2.5 Μη Ομογενείς Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις ..........  199

2.6 Μέθοδος των Αγνώστοον Σταθερών ....................................  201

2.7 Μέθοδος της Μεταβολής των Σ ταθερώ ν............................  207

2.8 Ηλεκτρικά Κυκλώματα ........................................................... 212

ΚΕΦ ΑΛΑΙΟ  3

3. Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Α  Δ ΙΑ Φ Ο Ρ ΙΚ Ω Ν  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε Ω Ν ................  217
3.1 Συστήματα 14; τάξης ..............................................................  217

3.2 Ηλεκτρικά Κ υκλώ ματα........................................................... 222



'·«»
··. ·. ΐ -: · ί/- · " 1 . ■

· -ν' ' ν. '· . · · :·

' ‘Λ
,. V :  ;

;  . V w . · ;  · "
: ' ! . .· '»

• ν " ,  ■ ■· ■

: - ;  ■ ■ ■ £'■  ■■ ■ '

• - , ' ;■· · r ·- 7  ■’ ' ■

.  ·' ·'

·-. ! ϊ ·3

• r ^ r  ,;·- _ .V . >
.;· ■ λ „

ΐ ^ Ι Ι # ’ : \

. & Λ : \ 4

; ' ·■ ■ 7 ■' ’ 7;· '

·\Ί·νm

■ i  ■

Μ ΕΡΟΣ I

: *
■ .· ,·. :·- ■ ί ■ ■: ·.·■·/
Υ ;Υ ·  Υ  .
■■Λ  Υ  :J-

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ■ 7 7 7
''.%·*'·.. 7· '' '7ί · ■

· '·■··' \*V? .V'.-iffcW. . V '■£}: . ·. ; ’*■ Λ' **·'-- -

Λ· .

λ̂ ' Υ ; ' / ,  ■- ,
f 7 . '- 'ί 7-

7 ?■&:<>

,. -ν·ν

' .···' ■· ;

• : - £ '"ΐ%\; , Λ

' ~ / ι  * > γ ί ν -  Xs·4 “V 1 - :

- · V ? - V fy ^  *?'ψγ. **· f  Υ  ■ ■ ' -777

r f ^ v ^  ■ - !% - i j -  \ -

f · · t J  ■ - .

| « vv p , .-··-:· '■ ·<..·■·- ^  ■-.■,-;···«■

· · - ; ·;. ’

' f j  X f-; - . % i ,  · ' -  ■·& -

S’*

’a

: ?- ' ' ί ί'Υ

: . ; .

V

-■ * V . : ;

Y 4·'v '
■ -«?£■■ .· i. ·

v" *■· ·\·; Λ· ί

·. ' ·ν<ν·····:;. 4 ί· .  r i x u  »■ J



·■{?··.' ··''·■ · · 
: .λ i ·■ - ■. ·. · , - V .  ·. ί  « Α ί

-V'.'-· v . ;
.· - ·ν|-> :

·· V ^ v ,i;TS'

- ' . . .  . “’ 4  ■'·:
.v.

■··.·; r / :  /■ ·.' '. ‘ .V ' ' ‘ ;■ l  ■ ·:■.♦ ··

> ; · ; ΐ Μ
; | {  V  

ν Λ ?;'·Τ^Γ·ί ' ;

'H a

. ··: . 

-’· ί '<

ρ ’ *«*·. '.

, · j  · - ·

"·.

t  , . ‘  ·-* · X <►

• ■.··

* v >

. . .N ''V : d P J  X p r -
$ ί Ρ  ' ■ V ' . ■■ : r .

.V·/’ · ·· ’ : > ' - · ·

&

V.Ji i ;



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

1. ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΙ ΧΩΡΟΙ

Οπως ξέρουμε, αν σ’ ένα επίπεδο πάρουμε ένα σύστημα ορθογωνίων 
συντεταγμένων Oxy, τότε σε κάθε σημείο Ρ του επιπέδου αντιστοιχεί 
ένα διατεταγμένο ζεύγος πραγματικών αριθμών (a.b), όπου a η 
τετμηιιένη και b η τεταγμένη του Ρ. Αντιστρόφακ, σε κάθε διατεταγμένο 
ζεύγος (α,β) αντιστοιχεί μοναδικό σημείο του επιπέδου με τετμημένη α 
και τεταγμένη β. Η αντιστοιχία αυτή, μεταξύ των σημείων το\» επιπέδου 
και των διατεταγμένων ζευγών πραγματικών αριθμών, είναι 
αμφιμονότιμη και έτσι μπορούμε να ταυτίσουμε το επίπεδο με to 
σύνολο

IR2 = {(x.y): Χ€ IR , y€ ER} .
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Στο σημείο P(a,b) μπορούμε επίσης να αντιστοιχίσουμε το διάνυσμα

ΟΡ. Τα a,b είναι οι συντεταγμένες του ΟΡ ως προς το σύστημα των 
συντεταγμένων Oxy. Αν θεωρήσουμε όύο σημεία Ρ(αμ βι) και Ρ(α2· β2)

και αν OP = OPj +ΟΡ2, τότε το σημείο Ρ έχει τετμημένη αι+α2 και 
τεταγμένη βι+β2· Έτσι οδηγούμαστε στο να ορίσουμε ως άθροισμα των 

ζευγών (α ], βι) και (α2 , β2) το ζεύγος (αι+α2, βι+β2), δηλαδή

(αι, βι)+(α2, β2) = (αι+α2, βι+β2) .

Ομοίως, αν λ€ 1R και αν Ρ(α, β) είναι σημείο του επιπέδου, τότε το

διάνυσμα λΟΡ έχει συντεταγμένες λα και λβ. Έ τσι ορίζουμε λ·(α, β) = 
(λα, λβ).

Άξονας των z
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Με ανάγολο τρόπο, αν στον τριδιάστατο χώρο πάρουμε ένα 
σύστημα ορθογωνίων αξόνων Oxyz, τότε έχουμε μια αμφιμονότιμη 

αντιστοιχία μεταξύ των σημείων του χώρου και τον  συνόλου όλων των 
διατεταγμένων τριάδων πραγματικών αριθμών. Έ τσ ι μπορούμε να 
ταυτίσουμε τον τριδιάστατο χώρο με το σύνολο

IR3 = { (χ ,y ,ζ): x € l R , y € l R ,  z€ lR}  .

Στο σημείο Ρ(α, β, γ) μπορούμε επίσης να αντιστοιχίσουμε το διάνυσμα 
—♦

ΟΡ του οποίου οι συντεταγμένες ω ς προς το σύστημα Oxyz είναι οι 

αριθμοί α, β, γ. Αν λ€ R , τότε οι συντεταγμένες του διανύσματος λΟΡ 

είναι οι αριθμοί λα, λβ, λγ. Έτσι οδηγούμαστε στο να ορίσουμε

λ·(α, β, γ) = (λα, λβ, λγ) .
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Επίσης, αν Μ(αι, βι, γι) και Μ(α2 , β2 , V2 ) ε(ναι δύο σημεία τοί' χώρου, 

τότε οι συντεταγμένες του διανύσματος ΟΜ = OMj +ΟΜ2 είναι (αι+α2 , 
βι+β2 , Υι+72)· Έτσι ορίζουμε

«Μ. βι. Υΐ) + («2 , β2 . Υ2) = («1+02, βΐ+β2 , Υ1+Υ2 ) ·

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να πάρουμε το σύνολο όλων 
των διατεταγμένων τετράδων αριθμών (αμ α2 , α3 , 0 4 ) που θα 
αποτελούν τον τετραδιάστατο χώρο. Το σύνολο αυτό το συμβολίζουμε με 
IR4, δηλαδή 1R4 = { ( X j ,  Χ2 , Χ3 ,  Χ4 ) :  X i € l R ,  X2 €IR, Χ3 € IR, X4 € R } .

Γενικεύοντας έχουμε την έννοια του π-διάστατου χώρου IR".

1 .1  Ο Δ ιανυσματικός χώρος ]Rn
Έστω π ένας φυσικός αριθμός και έστω IRn το σύνολο όλων των 

διατεταγμένων n-άδων πραγματικών αριθμών. Δηλαδή, κάθε στοιχείο 
του lRn έναι μια n-άδα (xi, Χ2 ,..., χη), όπου Xfc€ IR για k = l ,..., η. Για να

τα διακρίνουμε από τους πραγματικούς αριθμούς, θα αναφερόμαστε 

στα στοιχεία του IRn ως διανύσματα και θα γράφουμε x =(χι, Χ2 , .... χη). 

Ο αριθμός χ̂  θα ονομάζεται k-συντεταγμένη του χ. Αν χ = (χμ Χ2 , —, 

χη) και y = (y j......yn) είναι δύο στοιχεία του IRn και αν λ€ 1R, τότε

ορίζουμε το άθροισμα x + y και το αριθμητικό γινόμενο λ χ με τους 
τύπους

x + y = (xi+yi,X2+y2,..., xn+yn), λχ = (λχι,λχ2, ···, λχΠ) .

Αποδεικνύεται εύκολα ότι ισχΐκ>υν τα ακόλουθα:
i) x + y = y+x .

ii) x+(y + z) = (x + y)+z .
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iii) Υπάρχει μοναδικό στοιχείο 0 € IRn τέτοιο ώστε x + 0 = x  για 

κάθε χ € IRn . Το 0 λέγεται μηδενικό στοιχείο του IRn και

είναι προφανώς το στοιχείο (0 ,0 ,.... 0).
11 ^

ίν) Για κάθε x €  IRn υπάρχει στοιχείο ν του lRn τέτοιο ώστε 

(x  + y) = 0 . Προφανώς y = ( - l ) x  .

ν ) 1· χ = χ για κάθε χ € lRn .

vi) (λμ) χ = λ ( μ χ ) .
—♦ ·~+ —■*

vii) (λ+μ)χ = λ χ + μ χ  και X(x + y)  = Kx +λy .

Το στοιχείο ( - l )x  θα το συμβολίζουμε με - χ . Επίσης ορίζουμε 

x-y  = x+(- l )y  .

Ορισμός: Ένας διανυσματικός χώρος είναι ένα μη κενό σύνολο 
X στο οποίο έχουν ορισθεί δύο πράξεις, η πρόσθεση μεταξύ στοιχείων 

του X και ο πολλαπλασιασμός στοιχείων του X  με πραγματικούς 
αριθμούς, έτσι ώστε να ισχύουν οι ιδιότητες (i) - (vii) που αναφέραμε 

παραπάνω.
Επομέν<υς ο χώρος lRn, με τις πράξεις που έχουν ορισθεί σ’ αυτόν, 

είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος.

Ευβύγραμμα τμήματα, Πολυγωνικές γραμμές

Έστω x = (Χι, Χ2...... Χη) κοα y = (yi, y i.......yn) &vo στοιχεία του

lRn. To ε υθ ύγ  ρα μ μ ο  τ μ ή μ α  που ενώνει τα x , y είναι το σύνολο 

όλων των σημείων του R n της μορφής χ +t( y - χ ), όπου 0< t < 1. Ώστε 

ένα σημείο z =(Ζι,..., Ζη) ανήκει στο ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το χ 

με το y αν, και μόνον αν, υπάρχει 0< t <1 τέτοιο ώστε ζ = x +t( y - χ ), 

δηλαδή, Ζ| = Xi+t(yi*Xi), Ζ2 = X2+t(y2-X2)......Zn = Xn+Uyn*Xn)·
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Προφανώς για ι=0 έχουμε z = x + t ( y - x )  =x ενώ για τ=1 έχουμε ζ = 

x + t ( y - x ) =y . Αν x *  y και αν0<τ  <1. τότε το σημείο z = x + t ( y - x )

λέγεται εσωτερικό σημείο του ευθυγράμμου τμήματος που ενώνει το χ

με το y . Αν χ , y , ζ € IRn, τότε το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το 
—► —*■ —*- —► 
χ με το y και το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το y με το ζ λέγονται
διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα. Δηλαδή, δύο ευθύγραμμα τμήματα
στον IRn λέγονται διαδοχικά αν το πέρας του ενός είναι αρχή του
άλλου.

Μ ια  π ο λ υ γ ω ν ι κ ή  γ ρ α μ μ ή  στον IRn που συνδέει το x με το 

y είναι ένα πεπερασμένο πλήθος διαδοχικών ευθυγράμμων τμημάτων 

το πρώτο από τα οποία έχει αρχή το x και το τελευταίο έχει πέρας το y

Ε ν κ λ ε ίδ ε ια  σ τά θ μ η . Α π ό σ τα σ η  δύο σ η μ είω ν  τον  IRn

Η Ευκλείδεια στάθμη II x II ενός χ = (χι, Χ2, . . . ,  xn)€ R n ορίζεται με 

τοντύπο

II χ II =  (χ j  +  + . . .  +  χ „ )  ^  .

Προφανώς II χ II > 0 και II χ II = 0 αν, και μόνον αν, χ = ( 0 ,0 , ..., 0).
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Για λ€ Κ  έχουμε ΙΙλ x II = ΙλΙ IIχ II.

Λήμμα 1.1.1 (Ανισότητα των Cauchy - Schwartz)
Αν αι, α2...... α„, βι, &2, ..., βη είναι πραγματικοί αριθμοί, τότε

ισχύει η ανισότητα:

(α ιβ ι  +α2β2 + ··· -Κϊηβη)2 ^  ( « ι  +  -  + ο ^ ) (β? +  -  + β „ ) ·

Α π ό δ ε ι ξ η
Η προς απόδειξη ανισότητα γράφεται

αΙβι + ··· +θπβπ +2 £ aj β} aj β]  ̂αιβι + ··· "Κ̂ βη + Σ ^jPj )
i<j »<j

2 2 2 2η οποία ισχύει διότι αίβ| -κ^β} ^ 2 at βί a j β]

Πρόταση 1.1.2
Αν χ = (χ ,......Χη) και y = (y i....... Yn) είναι δύο στοιχεία του IRn

τότε ισχύει η ανισότητα

I x + y l l <  Ix l l  + llyll ( T Q i V a>vl){1i  α ν ι σ ό τ η τ α ) (*)

Α π ό δ ε ι ξ η  
Η ανισότητα (*) γράφεται

l(xi+yi)2 +(x2+y2)2 + ·.·+(xn+yn)2l  ̂ - ( . J j x?)  ̂+ (.Σ y])2 Λ

η οποία είναι ισοδύναμη με την
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η 2 Π 9 ^
I  *i + l  y? + 2 Ϊ  * k yk fi

1=1 j = l  k = l

n
δηλαδή με την £  xk yk < 

k=l
n 2 n 2 1^2

( Σ χΐ ) ( Σ Yi) > Ή οποία ισχύει σύμφωνα
. ΐ= ι  j= i J

με το Λήμμα 1.1.1 .

Χρησιμοποιώντας τώρα την Ευκλείδεια στάθμη ορίζουμε την

απόσταση μεταξύ δύο σημείων x = ( x j , ..., χη) και y = (yi......yn) του

IRn με τον τύπο

d(x,  y)  = llx - yll = (xk - y k )2

Λόγω της Πρότασης 1.1.2, έχουμε την τριγωνική ανισότητα

d(x,  y) < d(x,  z)  + d(z,  y)  .

1 .2  Εσωτερικό Γινόμενο

Ο ρ ισ μ ό ς : Αν a = (a j, a2, ..., a )̂ και b = (bj, b2, ..., bn) είναι δύο 

διανύσματα στον IRn, τότε το εσωτερικό γινόμενο των a , b που 

συμβολίζεται με a · b , είναι ο αριθμός

a · b = aj bi + a2 b2 + ... + an bn .

Για παράδειγμα, αν a = (1 , 2, 0) και b = (-1, 1, 3), τότε a · b = 

1· ( - D + 2 - 1 + 0 ·  3 = 1 .

Αποδεικνύεται εύκολα το ακόλουθο.

Θ εώ ρ η μ α  1 .2 .1
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είναι οποιαδήποτε διανύσματα του R n και αν λ€  R , τότε: 

ί) a · b = b · a
—♦ —ψ —♦ —♦ —* —►

ii) a * ( b  + c ) = a * b  + a * c

iii) ( X a ) * b  = a * ( X b )  = X ( a * b )

iv) a · a = IIaB2 > 0 και a · a = 0  αν, και μόνον αν, a = 0  .

ν ) la * b t < B a IIII bII (ανισότητα των Cauchy - Schwartz),

vl) a · 0 = 0 *  a = 0 .  Av a · x = 0 για κάθε x € R n, τότε

a = 0 .

θεώρημα 1.2.2

Για a , b € lR n, έχουμε I a · b I = Hall libII αν, και μόνον αν, τα 

a , b είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Α π ό δ ε ι ξ η
—♦ —♦ —♦ —► —♦ - φ  - φ

Αν κάποιο από τα a , b είναι το 0 ,π .χ. a = 0 ,  τότε τα a , b

είναι γραμμικώς εξαρτημένα διότι a = 0 · b και a · b = 0 = II a IIII b II.
- t  —♦ —φ - φ  ^

Υποθέτουμε ότι a 0  και b ** 0 . Αν τα a , b είναι γραμμικώς

εξαρτημένα, τότε υπάρχει λ€ R  με b = λ a . Αρα

la · bl = la *(Xa)l  = lX(a · a )l = ΙλΙ II a »2 = I a I (ΙλΙ II a II) = II a IIII b II.

Αντιστρόφως, έστω ότι I a · bl = 11 a II lib II. Για κάθε t€  R , έχουμε

- t a r  = ( b - t a ) * ( b - t a )
— —♦ —♦ —♦ —* « ·φ

= b ·  b - t  a · b - t  b · a + r  a ·  a 

= II b B2 - 2t a - b + 12 II b H2 .
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 ̂ a · b I ια t = --------- , παίρνουμε
ι ι ϊ ι 2

lib - t  aii2= Iibii2 - 2 " â ; ^ 2 + i a ^ ) 2 =nbll2 - = 0
II a H2 II a II2 II a II2

και άρα b - 1a = 0  , δηλαδή b = ΐ a .

Γω νία  Λιανυσμάτων. Κ αθετότητα
Θα ορίσουμε τη γωνία δυο διανυσμάτων στον IR2 . Για το σκοπό 

αυτό θα δούμε πρώτα τι συμβαίνει στον 1R2. Έτσω  a = (ai, a2) και b = 
(bj. to) δύο μη μηδενικά διανύσματα στον 1R2 και έστω θ η γωνία που 

σχηματίζουν τα δύο αυτά διανύσματα.

Είναι συνθι =

b2

a i
2 2 

+ao
ημθι = ■“ , συνθ2 =

II a II l lal l lib II

και ημθ2 = - Επειδή θ = Ιθ2 - θ β , έχουμε
l ib  II

συνθ = συν 102 - θβ = σιτν(θ2- θ ι) = συνθ2 συνθι + ημθ2 ημθι 

ai b] a2 ajbi +a2b2 a · b

llall libII llall libII IIaIIlibII IIaIIlibII

Έστω τώρα a = (aj, a2, an) και b = (bj, b2, b n )  δύο μη μηδενικά 

διανύσματα στον R n . Επειδή la · b I < II a IIII b II, είναι

-1 <
a ♦ b 

Dali libII
<  1 .
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Uallllbll 
π

. Η

γωνία θ ονομάζεται γωνία των διανυσμάτων a , b . Αν θ = j , τότε τα 

a , b λέγονται κάθετα. Σ’ αυτήν την περίπτωση γράφουμε a l b .  Ώστε

a l b a · b = 0  .

Δηλαδή, δύο μη μηδενικά διανύσματα a , b είναι κάθετα αν, και μόνον 

αν, a · b = 0.

Αν τα διανύσματα a , b είναι συγγραμμικά (γραμμικώς 

εξαρτημένα), τότε la · b I = 11 a II l ibII (σύμφωνα με το Θεώρημα 1.2.2) 
και άρα συνθ = 1, που συνεπάγεται ότι θ=0 ή θ=π. Αρα:

Δύο μη μηδενικά διανύσματα a , b είναι γραμμικούς εξαρτημένα 

(παράλληλα) «* I a · b I = II a IIII b II θ=0 ή θ = π .

Από τον ορισμό της γοονίας θ δύο μη μηδενικών διανυσμάτων a , b 

έχουμε:
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I1

ll

a · to = tl'aIIHb 11 σννθ.

Av a · b as Ο, τότε λέμε ότι τα a , b είναι κάθετα ακόμη και αν a = ■■■

Ο ή b = Ο .

:)
Νόμος των Συνημιτόνων

I

4 ;  ;

V ι
\Μ ι

I?
Vr

ί !
t jΉ -

II a - b II2 = ( a - b ) · ( a - b ) = a · a - b ·  a - a · b + b · b

*  IIa#2 + IIbII - 2 a · b = II a #2 + II b II2 - 211 aIIlibIIσννθ . i
I«7»

Έ τσι γενικεύεται και στον IRn ο γνωστός νόμος των συνημιτόνων που £

ι



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 15

Επειδή lla + b#2 = (a  + b ) · (a  + b ) = Hall2 + IIbII + 2 a · b  , 
προκύπτει ότι:

a l b « a - b = 0  «  lla + b II2 = II a H2 + II b II2 .

1 .3  Εξωτερικό ή Διανυσματικό Γινόμενο στον IR3
—* -♦ -%

Ορισμός: Για a = (ai, sq, a3) και b = (bj ,  b2, b3) στον )RJ , το

εξωτερικό ή διανυσματικό γινόμενο του a με το b (μ' αυτή τη σειρά) 
είναι το διάνυσμα

f a2 a3 a3 a l a l a2 \
a *  b =

w t>2 *>3
f

t>3 bi
♦

bi *>2 >

=  ( a2&3 · a3&2» a3b i  - a ib3 , a ib2  - a 2 b i)  .

Ι δ ι ό τ υ τ ε £  τ ο υ  Ε £ ω τ ε ο ι κ ο ύ  Γ ι ν ο α έ ν ο υ :

I) a * b  = - b x a ,  X(a * b)  = (Xa)*  b = a * (Kb)  . 

Προκύπτει εύκολα από τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου

Η) a * ( b  + c ) = a * b  + a * c  

|a + b ) * a  = a * c  + b * c

iii) a * b = 0  «=► a ,  b είναι συγγραμμικά (γραμμικώς

εξαρτημένα). Πραγματικά, όπως προκύπτει άμεσα από τον ορισμό, 
-♦ “♦ ·>♦ ^

έχουμε a · a = 0  . Αν τώρα τα a , b είναι γραμμικούς εξαρτημένα, π.χ. 
—· —»
b =λβ,τότε
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a χ b = a x X a = X ( a x a)  = X0 = 0 .

Για να αποδείξουμε το αντίστροφο, αποδεικνύουμε την ισότητα

lla χ b II2 = IIa II2 IIbII2 - ( a  · b )2 .

Πραγματικά,

II a x b II2 = (a2b3 - a3b2)2 + (a3bi - aib3)2 + (ait>2 - a2bi)2

= (a^b^+a^b2- 2a2a3b2b3) + (a3bj +a^b3- 2a ja 3bib3) +
2 2 2 2(aj b2 +a2br  2aia2bib2>

2 2  2 2  2 2  2 2  2 2  2 2  22
— [(ajbj + a2b2 + 3̂b3 ̂ 2^̂  a-̂ b2 + a^bj + ajb3 +

' 2, 2 2, 2,-2 ajb2 + a2b j) r  -
2 2 2 2 2 2[(ajbj + a2b2 + a3b3 + 2a ja2bib2 + 2aia3bib3 + 2a2a3b2b3 )]

2 2 2 2 2 2 0
= (aj + a2 + a3) (bj + b2 + b3) - (ajbi + a2b2 + a3b3)2

= llaH2 llbH2 - ( a  · b )2 .

Αν τώρα a x b = 0 , τότε II a *  b II2 = 0 και άρα

IIaII2 libII2 = 11 a x bll2 ,

—f —♦
το οποίο (σύμφωνα με το Θεώρημα 1.2.2) συνεπάγεται ότι τα a , b είναι 

γραμμικώς εξαρτημένα.

iv ) Αν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων a , b τότε

II aT χ b II = 11 a IIlibIIημθ,
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δηλαδή η στάθμη (μέτρο) του a * b  ισοΰται με το εμβαδό τον παραλλη

λογράμμου που σχηματίζεται από τα a και b . Πραγματικά,

Ha * bH2 = II a II2 II b Η2 - (£t x b )2 ,

= 11 all2 libII2 - IIaII2 libII2 συν2 Θ 

= 11 a II2 llbi2 [1 - συν2 θ]

= II a I2 II b H2 ημ2 Θ

καιάρα lla * b H =: II a It 11̂  II ημθ διότι η μ θ > 0  ( 0 < θ < π ) .

ν) a* (a  * b)  = 0  και b· ( a  * b)  = 0  οπότε, αν a *  b *  0
“4  -4  «4 -4  -4

δηλαδή αν τα a , b δεν είναι συγγραμμικά, τότε a JL(a * b ) και

b l ( a  *  b ) .

Πραγματικά

a· (a  * b)  = ai(a2b3- a3b2) + a2(a3bi- a to )  + a3(aib2- a2b i) =

a i a2 a3

ai a2 a3

b i b2 b3

=  0

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι b · ( a * b ) = 0 .

vl) Αν a * b *  0  , δηλαδή τα a , b δεν είναι συγγραμμικά, 

τότε τα a , b , a * b είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Πραγματικά, έστω κ, λ, μ πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε
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κ a + λ b + μ a * b = 0 . (*)

Θέλουμε να δείξουμε ότι κ = λ = μ = 0. Πολλαπλασιάζοντας τα δυο μέλη 

της (*) εσωτερικά με a *  b και χρησιμοποιώντας την (ν), παίρνουμε

^ a » b ) ' ( a  x b ) =  0 · ( a x b)  = 0 ,

δηλαδή, μΙΙ a * b II2 = 0 και άρα μ=0, οπότε η (*) γίνεται κ a + λ a = 0 . 

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι κ = λ = 0  διότι τα a , b είναι 

γραμμικώς ανεξάρτητα επειδή a * b *  0 (βλέπε την (iii)).

Από την (νί) προκύπτει ότι, αν a * b # 0 τότε τα a , b , a * b 

αποτελούν μια βάση για τον τριδιάστατο χώρο IR 3.

vii) Αν c_La και c X  b , τότε τα c και a * b είναι συγγραμμικά. 

Πραγματικά, αν κάποιο από τα c , a * b είναι το μηδενικό διάνυσμα, 

τότε προφανώς τα c , a * b είναι συγγραμμικά.

Έ στω  ότι c # 0 και a χ b *  0 . Επειδή τα a , b , a x b αποτελούν 

βάση για τον IR 3, υπάρχουν αριθμοί κ, λ, μ με

c = κ β  +λ b + μ (β  χ b) .

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία ισότητα εσωτερικά με το κ a +λ b , 

παίρνουμε

c · ^ a  +λ b ) = (κ a +λ b) · faa  +λ b) + μ (a x b) (κβ +λ b) .

Επειδή c · a = c · b = 0 και ( a x b ) · a = ( a x b ) · b = 0 , 

προκύπτει ότι
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0 = ΙΙκ a + λδΙΙ2

καιάδα κβ + λδ = 0, οπότε c = μ(a · b ) .

Παρατήρηση: Αν a , b , £  είναι διανύσματα στον IR3, τότε δεν
«·* « φ  —♦ —♦ ·*♦

ισχύει η ισότητα a * ( b * c )  = ( a * b ) * c  ·

1.4 Μικτό Γινόμενο στον Κ 3
—♦ - φ  - φ

Ορισμός: Για μια διατεταγμένη τριάδα (a , b , c ) διανυσμάτων 
στον R3 ο αριθμός a*(b*c)  ονομάζεται μικτό γινόμενο των 

διανυσμάτων a , b , c (μ' αυτή τη σειρά).
Αν a = (ai, β2 , a3), b * (b|, b2 , b3), c = (ci, C2 , C3), τότε

a · (b * c ) « aj(b2C3 - b3C2 ) + a2(b3Cj - bjC3 ) + a3(bjC2 - b2Cj)

b2 b3 bj b2 bi b2
*Ε| - a2 + a3

C2 C3 Cl C3 Cl C2

•β

,m ;·:

Ε| β2 83 

b j b2 b3

C| C2 C3

% Λαμβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες τ<ον οριζουσών, προκύπτει ότι η
« φ *«φ —φ

g κυκλική μετάθεση των διανυσμάτων a , b , c δεν μεταβάλλει την τιμή 
" του μικτού γινομένου, δηλαδή
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Επίσης έχουμε

a *  (b  χ c ) = ( a  χ b ) ·  c  .

Πραγματικά

a ·  (b  χ c ) = c  * ( a  χ b)  = ( a χ b ) ·  c .

“Φ —Φ —¥ —Φ ««♦

To μικτό γινόμενο a · ( b χ c ) το συμβολίζουμε με [ a b c ] .  

Θεώρημα 1.4.1

Τα διανύσματα a , b , c στον IR3 είναι γραμμικώς εξαρτημένα
—t

αν, και μόνον αν, [ a b c ] = 0.

Α π ό δ ε ι ξ η
—r —► —Φ —♦ —ο —Φ

Έ στω  ότι [ a , b , c ] = 0. Αν a = 0, τότε προφανώς τα a , b , c 

είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Το ίδιο συμβαίνει και όταν b χ c = 0 ,
—φ  -φ  «φ  —φ  ·φ

διότι τότε τα b , c είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Έστω  ότι b χ c *  0 .
"Φ  ~Φ “ Φ “Φ Λ

Τότε τα b , c , b χ c αποτελούν μια βάση για τον I fr . Άρα υπάρχουν 

αριθμοί κ, λ, μ τέτοιοι ώστε

a = κ b  + λε +μ(b χ c )  . (*)

Επειδή b ±(  b χ c ) και c l ( b  χ c ) ,  αν πολλαπλασιάσουμε τα δύο
·φ

μέλη της (*) εσωτερικά με το b χ c παίρνουμε

0 =  [a  b c ] = μ (b χ c ) ·  (b  χ c )  = ^ lb  χ c l 2
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και άρα μ=0 διότι b * c *  0 . Συνεπώς η (*) γίνεται

a = xb  +Xc

και επομένως τα a , b , c είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Αντιστρόφως, 

έστω ότι τα a, b, c είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Άρα υπάρχουν 

αριθμοί κ. λ, μ, όχι όλοι μηδέν, με κ a + λ b + μ c = 0 . Αν κ=0, τότε
- φ - φ  - φ - φ  - φ

λδ + μο = 0 , με ΙλΙ+ΙμΙ *  0, οπότε τα b, c είναι γραμμικώς
—Φ —* “ Φ -Φ  —¥ —♦

εξαρτημένα. Αυτό συνεπάγεται ότι b x c = 0 και άρα [a b c ] =

a ■ 0 = 0 .  Έστω ότι κ *  0. Τότε

a = γb + 0 c  ,

όπου γ = - λ/κ, δ= - μ/κ . Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία ισότητα 

εσωτερικά με το b * c .παίρνουμε [a  b c ]  = 0 .

Θεώρημα 1.4.2

Αν τα διανύσματα a , b, c του IR3 είναι γραμμικώς εξαρτημένα, 

τότε η απόλυτη τιμή του μικτού γινομένου [ a b c J είναι ίση με τον 
όγκο του παραλληλεπιπέδου που σχηματίζεται από τα διανύσματα
- φ - φ - φ

a, b. c .

Α π ό δ ε ι ξ η

Αν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων a * b , c , τότε

l[ a b c]l = l(a * b ) ·  cl = lla * b ΗIIc IIΙσννθΙ.
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Το εμβαδό της βάσης το\' παραλληλεπιπέδου του σχήματος είναι 

II a * b II το δε ύψος υ ισούται με υ = II c II ΙσυνθΙ . Αν V ο όγκος του 

παραλληλεπιπέδου τότε

V = (εμβαδό βάσης) Χ ύψος = II a χ b II · IIc II ΙσυνθΙ = l[ a , b , c ] Ι .

1.5  Ανοικτά - Κλειστά Υποσύνολα του IRD

Έ στω  a € IRn και r > 0 .  Το σύνολο

Β( a , r) = { x € IRn : II χ - a II < r }

ονομάζεται α ν ο ι κ τ ή  μ π ά λ α  με κέντρο το a και ακτίνα r. Ανάλογα, 

τό σύνολο

Β[ a , r] = { χ € IRn : II χ - a II < r }

ονομάζεται κ λ ε ι σ τ ή  μ π ά λ α  με κέντρο το a και ακτίνα r. Μερικές
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φορές, αν ε>0, τότε θα ονομάζουμε τις μπάλες B ( a ,  ε) και B [ a ,  ε]
—*

α ν ο ι κ τ ή  ε - π ε ρ ι ο χ ή  του a και  κ λ ε ι σ τ ή  ε ~ π ε ρ ι ο χ ή  του a , 

αντίστοιχα.

Ένα υποσύνολο Α του IRn λέγεται α ν ο ι κ τ ό  αν για κάθε a € A 

υπάρχει ε>0 (που εζαρτάται γενικά από το a ) τέτοιο ώστε Β( a , ε) c  a . 

Ένα υποσύνολο Β του IRn λέγεται κ λ ε ι σ τ ό  αν το συμπληρωματικό 
του Bc = IR'N Β είναι ανοικτό.

'Ασκηση
—* _

Δείξτε ότι κάθε ανοικτή μπάλα Β( a , r) στον R n είναι ανοικτό
-■φ

σύνολο και κάθε κλειστή μπάλα Β[ a , r] είναι κλειστό σύνολο.

Εσωτερικά και Εξωτερικά Σημεία Συνόλου

Έ σ τω  A clR n . Ένα σημείο a € IRn λέγεται ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο

του Α αν υπάρχει ε>0 τέτοιο ώστε Β( a , e)cA . Έ να σημείο b € IRn

λέγεται ε ξ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο του Α αν υπάρχει ε>0 τέτοιο ώστε B (b  , 
«)CAc . Προφανώς κάθε εσωτερικό σημείο του Α ανήκει στο Α ενώ τα
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εξωτερικά σημεία τον Α δεν ανήκουν στο A. Τέλος, ένα σημείο a € A 
λέγεται σ υ ν ο ρ ι α κ ό  σημείο τον Α αν δεν είναι ούτε εσωτερικό ούτε 

εξωτερικό σημείο τον Α. Ισοδύναμα, a είναι συνοριακό σημείο τον Α 

αν για κάθε π>0 έχουμε Β( a , γ )Π Α  *  Φ και Β( a , r)HAc # Φ .

Π α ρ α τή ρ η σ η : Ένα συνοριακό σημείο του Α μπορεί να ανήκει ή 

να μην ανήκει στο Α.

Ά σ κ η σ η

Έ σ τω  A = Β( a , r), όπου a € IRn και r>0, και έστω b € IRn . 

Δείξτε ότι:

1 )  b είναι εσωτερικό σημείο του Α αν, και μόνον αν, b 6 Α.

2 )  b είναι συνοριακό σημείο τον Α αν. και μόνον αν. II b - a II = r.

3 ) b είναι εξωτερικό σημείο του Α αν, και μόνον αν, II b - a II > r.

Σ η μ εία  Σ υ σ σ ώ ρ ευ σ η ς  ή Ο ριακά Σ η μ εία  Συνόλου

Ένα σημείο a € IRn λέγεται σημείο σ υ σ σ ώ ρ ε υ σ η ς  ή συνοριακό 

σημείο ενός υποσυνόλου Α του IRn αν για κάθε γ> 0  το σύνολο Β( a , r) 

περιέχει ένα τουλάχιστο σημείο του Α διάφορο του a .

Π α ρ α τή ρ η σ η : Ένα σημείο συσσώρευσης του Α μπορεί να ανήκει 
ή να μην ανήκει στο Α.

Φ ρ α γ μ έν α  Σ ύ ν ο λ α

Ένα υποσύνολο Α του IRn λέγεται φ ρ α γ μ  έν ο  αν υπάρχει ι>0 

τέτοιο ώστε A c  Β[ 0 , r] = { x : II χ II < r } . Δηλαδή, Α είναι φραγμένο αν, 

και μόνον αν, υπάρχει r > 0  τέτοιο ώστε II x II < r για κάθε χ € Α.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 25\

I<ι
! ' Αν το σύνολο Α€ lRn είναι φραγμένο, τότε ο αριθμός d(A) =

supjllx - yl l : χ €Α, y € A ) ονομάζεται διάμετρος του Α.

Άσκηση

Έστω a € R n , r> 0  και A = B ( a ,  r). Δείξτε ότι το Α είναι 

φραγμένο και ότι d(A) = 2r.
*

I Συμπαγή Σύνολα
Ένα υποσύνολο Α τον IRn λέγεται συμπαγές αν είναι κ λ ε ι  σ τ ό  

! και φ ρ α γ μ έ ν ο .
!

i X ω ο ί α
Ένα υποσύνολο Α του R n είναι ένα α ν ο ι κ τ ό  χ ω ρ ί ο  αν είναι 

ανοικτό σύνολο και αν δύο οποιαδήποτε σημεία του Α μπορούν να 

; συνδεθούν με πολυγωνική γραμμή η οποία ανήκει εξ ολοκλήρου στο Α.
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Ένα υποσύνολο D του Κ η ονομάζεται χ ω ρ ί ο  αν το D αποτελείται 
από ένα ανοικτό χωρίο Α μαζί με ορισμένα, όλα ή κανένα από τα 
συνοριακά σημεία του Α.

Έ ν α  κ λ ε ι σ τ ό  χ ω ρ ί ο  είναι ένα χωρίο που είναι κλειστό 
σύνολο. Αποδεικνύεται εύκολα ότι ένα χωρίο είναι κλειστό αν, και 
μόνον αν, περιέχει όλα τα συνοριακά του σημεία.

r
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2. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΩΝ ΤΗΣ ΜΙΑΣ 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Μια συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισμού S είναι ένα 
υποσύνολο του IRn λέγεται μια συνάρτηση πολλών μεταβλητών. Αν f 

είναι η συνάρτηση που ορίζεται επί του S και αν χ = (χι, . . . ,  χη) είναι 

ένα σημείο του S, τότε αντί για f( χ ) γράφουμε μερικές φορές f(x j, Χ2, . . . ,

*n)·

Παράδειγμα
Η συνάρτηση f με τύπο

είναι μια συνάρτηση δύο μεταβλητών με πεδίο ορισμού το σύνολο

2.1 Όρια
Ορισμός 2 .1 .1 : Έστω S c lR n και έστω f: S —► IR μια συνάρτηση. 

Έστω a € IRn ένα σημείο συσσώρευσης του S (το a δεν ανήκει αναγ-

S = | ( Χ ι , Χ 2 ) €  IR2 : Χ ρ Χ 2 ^ 4 |  .
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χαοτικά στο S) και έστω c€ IR . Θα λέμε ότι f (x )  τείνει προς τον αριθμό 

c όταν το χ τείνει προς το a . ή ότι το όριο τον f( χ ) είναι το c όταν το χ 

τείνει προς το a . αν ισχύει το ακόλουθο: Για κάθε ε>0 υπάρχει δ>0 

τέτοιο ώστε για κάθε xC S  με 0 <  llx - a l l < 6  να είναι 

lf( χ ) - d  < ε . Σ' αυτή την περίπτωση γράφουμε

lim^ f (χ ) = c ή f ( x ) - * c  όταν χ - *  a . 
χ— a

Αποδεικνύεται εύκολα ότι liirj^ f( χ ) = c αν, και μόνον αν, ισχύει το
χ-» a

ακόλουθο:

Για κάθε ε>0 υπάρχει 6>0 τέτοιο ώστε για κάθε x CS , χ *  a , 

με Ixj- ajl < δ, 1X2* aol < δ ...., lxn - a,jl < δ, έχουμε lf(xj, Χ2, xn)* cl < ε .

Π αράδειγμα 1
θεωρούμε τη συνάρτηση f  δύο μεταβλητών η οποία ορίζεται με τον

τύπο

,.  , χ?+2ν3
f(x ,y )=  y

χ +3λ~

Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο S = { (χ. y): x2+y2 *  0 } . Το (0 ,0 )

δεν ανήκει στο S αλλά είναι σημείο συσσώρευσης του S. θ α  δείξουμε ότι 
lim f(x,y) = 0  .Πραγματικά.

(χ. ν)—(0.0)

lf(x, y)l £
Ιχ3Ι

x2+3y2
2 Μ 2

x2+3y2
= 1x1

2ν

χ 2+3>'2
+ lyl -ψ — ϊ  <lxl + lyl . 

χ2+3ν·2

Ο
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Έστω τώρα ε>0 και ας πάρουμε δ = ε/2 . Αν Ιχ- 01 < δ και ly- 01 < δ, τότε 

lf(x.y)l £ Ixl +lyl < 26 = ε.

Παράδειγμα 2

Για τη συνάρτηση f(x, y) = να βρεθεί (αν υπάρχει) το
Λ

όριο lim f(x, y ) .
(x .y )-(O .O )

Λ ύ ση
Πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο S = j(x, y): x *  0} και το (0 ,0 )

είναι σημείο συσσώρευσης του S. Ό πω ς είναι γνωστό, έχουμε ότι

lim = 1 . Θα δείξουμε lim f(x, y) = 1. Πραγματικά, έστω 
x - 0  Χ (x .y )-» (0 .0 )

ε>0. Υπάρχει 0<6<min| 1, ε/2 } τέτοιο ώστε 1^^· -II < ε/2 αν 0  < 1x1 < δ.
Λ

Έστω τώρα 0 < ΙχΙ < δ και lyl < δ. Επειδή ΙημχΙ £  ΙχΙ, έχουμε

lf(x, y) - ll £  I -ll + y2l ^ (~ l < ε/2 + lyl · 1 < ε/2 + ε/2 = ε ,
Λ Α

Διπλά Ό ρια
Έστω A cIR 2 , (x0, y0)€ R 2 και f: Α -* IR μια συνάρτηση. Θέτουμε

^Α  = |y: (Χο, y)€ Α} και AyQ = |χ: (χ, y0)€ Α }. Υποθέτουμε ότι το y0

είναι σημείο συσσώρευσης του χ^Α και ότι το χα είναι σημείο

συσσώρευσης του Ayo . Υποθέτουμε επίσης ότι υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε

για κάθε y στο διάστημα (y0 * δ, yo+δ) το οποίο ανήκει στο Χ)Α το όριο

lim fix, y> υπάρχει. Έτσι ορίζεται μια συνάρτηση φ: (y0 - 6,y0+6) -*  R , 
Χ-Χο
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Ψ0>) = lim fix. y ) . Αν το όριο της σννάρτησης φ. όταν το y τείνει στο y^
Χ - Χ ο

υπάρχει και είναι ένας αριθμός a, δηλαδή, αν lim cp(y> = a, τότε ο a λέ-
y -y 0

γεται δ ι π λ ό  ό ρ ι  ο  της f στο ιχ<> y0) γράφουμε lim lim f(x, y)=a .
y - y 0x -X o

Εναλλάσσοντας τη σειρά εύρεσης των ορίων, έχοτ>με (αν υπάρχει)

το διπλό όριο lim lim f(x, y ) . To όριο lim lim f(x, y) λέγεται διπλό 
χ-χο  y -y 0 y -y Q x- xq

όριο ω ς προς x και ως προς ν ενώ το όριο lim lim f(x, y) λέγεται διπλό
x_>xo y -y 0

όριο ω ς προς y και ω ς προς χ. Υπάρχουν τώρα τα εξής ερωτήματα:

1°: Αν υπάρχει το ένα από τα διπλά όρια της f  στο (Xq, y0). τότε 

τπαρχει αναγκαστικά και το άλλο;

2°: Αν τα όρια υπάρχοΐ’ν. είναι κατ’ ανάγκη ίσα;

3°: Η ύπαρξη του ορίου lim f(x, y) συνεπάγεται και την
(χ. y)-(Xo,y0)

ύπαρξη των διπλών ορίων;

4°: Αν τα δύο διπλά όρια της f στο (Xq, yo) υπάρχουν και είναι ίσα,

υπάρχει αναγκαστικά το όριο της f στο (Χο, yo);

Τα επόμενα παραδείγματα δείχνουν ότι οι απαντήσεις στα 
παραπάνω ερωτήματα δεν είναι κατ' ανάγκη καταφατικές.

Π αράδειγμα 1 f(x, y) = Χ ημτ*
y

Πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο S = { (χ, y): y *  0} και το (0,0)  

είναι σημείο συσσώρευσης της f. Επειδή

Ιχ ημρ-Ι < Ixl < V x2+y2 ,
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προκύπτει ότι lim f(x, y) = 0 .  
(χ. y)-(O.O)

Για y*0, έχουμε lim f(x, y) = 0  και άρα lim lim f(x. y) = 0, δηλαδή 
x-*o y-*o x-^o

το ένα διπλό όριο υπάρχει. Όμιος το άλλο διπλό όριο lim lim f(x, y)
x-*0 y-*0

δεν υπάρχει διότι, για x*0 ,
y -o

To παράδειγμα αυτό δείχνει ότι η απάντηση τόσο στο 1° ερώτημα όσο 
και στο 3° ερώτημα είναι γενικά αρνητική.

Παράδειγμα 2 f(x,y) =

Πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο S = {(x, y): y *- χ | και το

(0,0) είναι σημείο συσσώρευσης του S. Για y *0  έχουμε lim f(x, y) = ^ ·
x - 0  y

και lim = 1. Αρα lim lim f(x, y) = 1. Από το άλλο μέρος, για 
ν— 0  y y —0  χ — 0

2
χ**0 έχουμε lim f(x, y) = και 

y -o  χ

lim = lim [χ · ^y-] = [ lim χ] [ lim ^y~] =0*1=0 . 
x -0  Χ χ-*0 X χ -0  χ—0 χ

Αρα lim lim f(x, y) = 0, που σημαίνει ότι τα δύο διπλά όρια είναι
X—0 y _ 0

διαφορετικά μεταξύ τους. Το παράδειγμα δείχνει ότι η απάντηση στο 
δεύτερο από τα παραπάνω ερωτήματα δεν είναι πάντοτε καταφατική.

Παράδειγμα 3 f(x, y) = y y -^ — j
xi jr +  (x-y)

Πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο S = {(x, y): x2+y2 #0} και το

(0,0) είναι σημείο συσσώρευσης της f.
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Για χ*0  ε ίνα ι lim f(x, y) = 0 . Ο μοίως, γ ια  y * 0 , έχουμε lim f(x. y )= 0 . 
y - o  χ - * ό

Ε πομένως

Α λλά  το όρ ιο  lim  f(x , y ) δ εν υπ ά ρ χ ει. Π ραγματικά έστω  ό τ ι 
(X. y )-(0 .0 )

υπάρχει το όριο αυτό  κ α ι ε ίν α ι ο αρ ιθμ ός a . Επειδή (χ, 0)—►(Ο, 0) όταν
χ -*0 , θα  ε ίν α ι lim  f(x, 0) = lim f(x, y) = a κα ι άρα a=0 δ ιό τι 

χ-*·0 (x, y)-*-(0,0)
f(x, 0) = 0 ό τα ν χ * 0 . Α πό το άλλο  μέρος, επειδή  (χ, χ)-^·(0, 0) ό ταν 
χ-*Ό, θα ε ίνα ι a  = lim  f(x, χ) = lim  1 = 1, άτοπο.

Το παράδειγμα απ ο δ εικνύει ό τι η απάντηση  στο ερώτημα 4 ε ίν α ι γ εν ικά  
όχι.

2 2
Π α ρ ά δειγμ α  4  f(x, y) = "Τ ^ Τ

x + y
Εδώ, έχουμε lim  lim  f(x, y ) = 0 = lim  lim  f(x, y ). Α λλά το όριο

lim  f(x , y ) δ εν υπ ά ρ χ ει. Π ραγμ ατικά , α ν  (x, y)-*-(0 , 0) κα τά

σ ΐΎ επώ ς το όριο lim  f(x, y) δ εν μπορεί να  υπάρχει.
(χ. y)-»(0,0)

2 .2  Συνέχεια Συναρτήσεων
Έ στω  A c lR n κ α ι έστω  f: A -+ 1 R  μ ια  συνάρτηση. Η  f  θα λέγετα ι 

συνεχής σ' ένα  σημείο a του Α α ν ισ χ ύε ι το ακόλουθο . Για κάθε ε>0 

υπάρχει δ>0 τέτο ιο  ώστε α ν a € Α με II x - a  II < ό, τότε lf( χ )- f( a )Ι < ε. Η  

συνθήκη ε ίνα ι ισοδύναμη με την ακόλουθη: Γ ια  κάθε ε>0 υπάρχει δ>0

lim  lim  f(x, y) = 0  = lim  lim  f(x, y).
y—Ox—0

(x. y )-(0 ,0 )
μήκος της γραμμής y  = λχ, έχουμε lim  f(x , λχ) =
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τέτοιο ώστε γ ια  κάθε χ € Α με lx ι- a il < δ, 1x2- a2l < δ...... bcn- anl < δ, να

είνα ι lf(x i...... Χη>- f (a i........a^ l < ε.

Ό πως προκύπτει από  το ν ορισμό της σ υνέχ εια ς, α ν  το a € Α ε ίν α ι

οριακό σημείο του Α, τότε η f ε ίν α ι συνεχής στο a α ν , κ α ι μ όνον α ν ,

lim f( x ) = f( a ). Έ στω  τώ ρα ό τι το a  € Α δεν ε ίν α ι ορ ιακό σημείο του 
χ -  a
Α. Σ’ αυτή την π ερ ίπτω ση  ε ίν α ι, ό πω ς λέγετα ι, μεμονωμένο σημείο του 

Α, δηλαδή υπάρχει r>0 τέτο ιο  ώστε Α ΠΒ( a , r) = { a  ). Α ν τώ ρα x € Α με

Ιχ- a ll < r , τότε χ = a  κ α ι ά ρ α Γ ( χ )  = f ( a ) .  Α υτό α π ο δ εικ νύει ό τ ι η f 
ε ίνα ι συνεχής σε κάθε μεμονω μένο  σημείο το υ  Α. Η συνάρτηση  f θα  
λέγεται συνεχής στο σύνο λο  ορ ισμού της Α α ν  ε ίν α ι συνεχής σε κά θε 
σημείο του Α.

Ομοιόμορφος Συνέχεια
Η συνάρτηση f: A-*· 1R ( A c R n) λέγετα ι ομοιομόρφους συνεχής επ ί 

του Α α ν, γ ια  κάθε ε>0, υπάρ χει δ>0 τέτο ιο  ώ στε α ν  x . y  € Α με II χ - y  Ν 

< ό, τότε lf( χ )- f( y  )Ι < ε.
Π ροφανιός κάθε ομ ο ιομ όρφω ς συνεχής συνάρτηση ε ίν α ι συνεχής. 

Έχουμε επ ίσης το ακόλουθο:

* \
θεώρημα 2.2.1
Αν Α ε ίνα ι συμ παγές υπο σ ύνο λο  του Κ η κ α ι α ν  η συνάρτηση  f: 

Α-* IR ε ίνα ι συνεχής επ ί του Α. τότε η f ε ίνα ι ομοιομόρφως συνεχής.

Όπ<υς κ α ι στην π ερ ίπ τω ση  σ υναρ τή σεω ν μ ια ς μεταβλητής έχουμε 
το εξής:

Θεώρημα 2.2.2
Έ στω A c  R n κ α ι έστω  f, g : Α -» 1R . Α ν ο ι συναρτήσεις f, g ε ίν α ι
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συνεχείς σ ’ ένα a € Α. τότε κα ι ο ι συναρτήσεις f+g, fg κα ι λ ί (γ ια  λ€  IR)
y —y —► f

συνεχείς στο a . Ε πίσης, α ν  g( x ) *  0 γ ια  κάθε χ € Α. τότε κα ι η -  ε ίν α ι 

συνεχής στο a .

2 .3  Μερικές παραγωγοί

Ο ρισμ ό ς: Έ στω  A c iR ,  f: A-*· 1R κ α ι a = ( a i...... an) ένα εσωτερικό
σημείο του Α. Α ν γ ια  κάπο ιο  j, 1 < j < η, τό όριο

···» a i-l> x i> ai+l> —I an)~ f(ai ,  a2, ···, ap)
Xj-*aj xj * aj

υπάρχει, τότε η τιμή αυτού του ορίου ονομ άζετα ι μερική παράγωγος της

f στο a  ω ς προς τη μεταβλητή Xj κ α ι Θα την παρ ιστάνουμ ε με ένα από τα
δ ί  -*

ακόλουθα τρ ία  σύμβολα — ( a ) ,  f (  a ). D f (  a ). Θα λέμε ό τι η f ε ίνα ι
dxj XJ xj

μερ ικώ ς παραγω γίσ ιμ η  στο a α ν  στο σημείο αυτό  υπάρχουν ο ι μερικές 
cif -  df -

παραγω γο ί - —·(a ), . . . .  ■—  ( a ). Α ν η f ε ίν α ι μ ερ ικώ ς παραγω γίσ ιμη  σε
UXj ΟΧχι

κάθε άημείο  το υ  Α , τότε η f λ έγετα ι μ ερ ικώ ς παραγω γίσ ιμ η  στο Α. Σ’
ar ar

αυτή  την περ ίπτω ση  ο ρ ίζο ντα ι ο ι συναρτήσεις — - ....... —  ο ι οπο ίες
σχι 6χη

έχουν πεδ ίο  ορ ισμού το Α κ α ι ο νομ άζοντα ι μερικές παράγω γο ι πρώτης
-  df

τά ξη ς τη ς f. Α ν υπά ρ χ ει r>0 τέτο ιο  ώ στε Β( a , r )c A  κ α ι η —  να
dxj

-  ef
υπά ρ χ ει σε κάθε σημείο του Β( a ,r) κ α ι α ν  η συνάρτηση : Β( a . r)

OXj

-*· IR ε ίν α ι μερ ικώ ς παραγω γίσ ιμη  ω ς  προς Xj στο a , τότε η παράγωγος
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df ^  02|* ^
της — ω ς προς χ· στο a  θα παρ ίστατα ι με ζ~ ~ Τ ~  ( a ) κα ι  θα  ο νο μ άζετα ι

'  CXj OXjOXj

μερική παραγωγός δευτέρας τάξης της f στο a ω ς προς χ, κ α ι X j . Στην
Α a2f -  Λ  -

περίπτωση που j=i, γράφουμε συνήθω ς —τ  ( a ) α ν τ ί Υια  Τ  7 "  ( a )·
a x f OXiPXi

Ανάλογα ορ ίζοντα ι ο ι μερ ικές παράγω γοι α νω τέρ α ς τάξης.

Παράδειγμα 1
,  5 f

Για τη συνάρτηση f: IR ->  IR, f(xj, X2, X3) = ημχι συνχ2 έχουμε: ——
σχι

df
=  σ υ ν χ ι σ υ ν χ 2 , —

σχ2
= - ημχι ημΧ2, —  =°·

δχ2δχι
= - συνχι ημχ2 =

d2f d2f
— —  =-ημχισυνχ2,
σχι0X2 axf

a3f
2ax,ax2

= ημχΐ ημχ2

κ.ο.κ.
Υπάρχουν τα εξής ερωτήματα γ ια  συναρτήσεις δύο μεταβλητών:

a2f
1°: Α ν μ ια  από τ ις  δύο παραγω γούς δευτέρας τάξης ------ κ α ι

ayax

a2f
axay

υπάρχει σ ’ ένα  σημείο, τότε θα  υπάρχει α ναγκαστικά  κ α ι η άλλη ;
2°: Α ν κ α ι ο ι δύο μερ ικές παράγω γο ι υπάρ χο υν σ’ ένα  σημείο, τότε 

θα ε ίνα ι αναγκαστικά  ίσ ες;
Τα επόμενα δύο παραδείγματα δείχ νουν ό τ ι ο ι απαντήσεις στα  δύο 

αυτά ερωτήματα δεν ε ίν α ι πάντοτε κα ταφ ατικές.

Παράδειγμα 2
θεω ρούμε τη συνάρτηση
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f(x ,y)  =

Γ ια τη συνάρτηση f έχουμε 

flf

XV2 α ν
y [x 2+ y 2

^ 0 , α ν

? . 9

α ν  χ = y  = 0

^ - ( 0 , 0 ) -  lim — = lim ^ 0
δχ χ - ο  χ χ - ο  χ

“ (0 ,0 ) = lim  fl& y )~f<Q?Q) = 0 .
ay y~*0 y

Γ ια y#0 , έχουμε

xy1

i m  >rt -  Η »  f(* .y ) · T O  .  ,im v W
d x

(0. y ) = lim  ! = lim
x—0 x

2  y2 y2
x—0 x

y*= lim
x-*o Vx^+y2 Vy^ ^

= t 7  = ‘yi ·

Άρα το όριο

lim
y - 0

af afr “(°,y)- 7-(o,o)
ax ax

= lim 
y-*o

M
y

δεν υπάρ χει, π ο υ  σημ αίνει ό τι η παράγω γος όευτέρας τάξης 

δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι .

Α πό το άλλο  μέρος, γ ια  χ*0  έχουμε

a2f
d y d x

(0, 0)
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it
Ι . ΐί

M l

o y  y—o y v—0
lim / =£-=0
y-o Vx2+y2 1X1

! -t 

! 1

|
tt

a2f
και άρα -  ·-■— (0,0)  = 0 .  

dxdy

Παράδειγμα 3

f(x, y) ="
Γ - # 4  , o v  x 2+ y 2 , 02 2 xz+y*

• 0 , αν x = y = 0

» M ) = l , M m = t a 2 = o
(7X x->0 X x-*0 X

f ( 0 , 0 , . u m f< ° « > .  Un, 2 = 0
dy y-o y y-o y

Για y»*0, έχουμε

£ < 0 ,y )= lim
OX Χ-φΟ X

jc jr

x—0 x
= lim X _ _till J  ■)

x—o x*+y~
=y

καιάρα

df a f

A  . .  .. ^ , a y , - S <0’ 0) .. v

5 5 f t  0 ,M mo ------------- y-----------------“ ”o y
= l

Επίσης, για x *0  έχουμε

ι
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χν3

ΤΜ Χ . 0) =  lim =  lim £ + £
oy y—ο y y-»o y

xv^ 0
lim ~ = - 7  = 0  
y-*0 xz+yz xz

κ α ι επομένω ς

δ ϊ  flf
O f Τ - ( χ , ° ) -  T " ( 0 .0 )( π  dy oy

- — (0 ,0 )=  l im ------------ --------------= lim  0 = 0 .
dxcy x -o  x x—0

d h  02f
Ώ σ τε Γ Γ ( 0 - ° )  *  Τ Τ Γ (α  0 ) · oxdy oyox

δ2!
To επόμενο θεώρημα δ ίν ε ι μ ια  συνθήκη γ ια  την ισότητα τω ν  ——  κ α ι

oxcy

a2f
6 y d x '

θεώρημα 2.3.1
Έ στω  V ένα  ανο ικτό  υπο σύνο λο  του IR2 , (χ0, y 0)€  V κ α ι f: V-*· IR

df 0f
μ ια  συνάρτηση. Α ν υπάρ χ ο υν στο V ο ι μερικές παράγω γο ι ~  —-  κ α ι

ox oy
d 2f  e2f  e2f

— - κ α ι α ν  η — -  ε ίν α ι σ υνεχή ς στο (x0, y0), τότε η (χ0, y0) 
dydx 0ydx 0x0y

02f
υπ ά ρ χ ει κ α ι ισ ο ύτα ι με τη ν  (0 , 0). Ισχύει επ ίση ς η εξής γενίκευση

oyox

του προηγουμένου θεωρήματος.

Θεώρημα 2.3.2
Έ στω  V ένα  ανο ικτό  υπο σύνο λο  του IRn , f; V—► 1R κα ι k ένας
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φυσ ικός αρ ιθμός. Α ν όλες ο ι μ ερ ικές πα ρ αγω γο ί της f μέχρι τά ξη ς k 
υπάρχουν κ α ι ε ίν α ι σ υνεχ είς επ ί του V κ α ι α ν  m i, m2, ..., m^ ε ίν α ι

θετικοί ακέρα ιο ι (όχι κατ' ανάγκη δ ιάφορο ι μ εταξύ τω ν) μ ικρότεροι ή το 
πολύ ίσο ι με το η (δηλαδή m j< n ,..., πης< η), τότε η μερική πα ρ άγω γο ς

k-τάΕης ------- ---------- ------ δε μ εταβάλλετα ι α ν  κάνουμε οποιαόήποτε

μετάθεση τω ν δ εικ τώ ν m i, m2...... mic.

Ό πω ς ε ίν α ι γ νω σ τό , α ν  μ ια  π ρ α γμ α τ ικ ή  σ υνά ρ τη σ η  μ ια ς  
μεταβλητής ε ίνα ι παραγω γίσ ιμ η  σ' ένα  σημείο a του πεδ ίου ορισμού της, 
τότε η f ε ίν α ι σ υνεχ ή ς στο a. Δ εν σ υ μ β α ίν ε ι ό μ ω ς το  ίδ ιο  γ ια  
συναρτήσεις π ο λ λ ώ ν  μ εταβλητώ ν. Η ύπ α ρ ξη  δηλαδή τω ν  μ ερ ικώ ν 
παραγώ γων πρ ώ τη ς τά ξη ς μ ια ς συνάρτησης f σ ' έ να  σημ είο  δ εν 
συνεπάγεται α ναγκαστικά  τη συνέχεια  της f στο σημείο αυτό .

Παράδειγμα
Θεωρούμε τη συνάρτηση

f(x, y) =
r..xy
x2+y2

0

α ν  (x , y) *  (0 ,0 ) 

α ν  x = y = 0 .

Για την f έχουμε

J(0 ,0) = Urn f<°?Q> =o
OX x->0 x

και γ ια  τον ίδ ιο  λόγο —  (0 , 0) = 0 . Ώστε ο ι μ ερικές παραγω γο ί ·— κ α ι
δΐ· 0y 0χ
— υπ ά ρ χ ο υν στο (0 , 0 ). Α λλά  η f δ εν ε ίν α ι σ υνεχ ή ς στο  (0 , 0 ).
dy
Π ραγματικά, έστω  ό τ ι η f ή ταν συνεχής στο (0 , 0 ) .  Τότε θα υπήρχε δ>0
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τέτο ιο  ώ στε lf(x,y) - f(0?0)l = lf(x,y)l < ~ α ν  Ιχ-01 < δ κ α ι ly-ΟΙ < δ . Α ν 

τώ ρα χ = y  = —. τότε θα  είχαμε

6 i
I  ό . 4_ _ 1
2 > Η 2 , 2  ) - ^ 2  - 2 ’

2

ά το π ο .

2 .4  Ιακω βιανές Ο ρίζουσες
Έ στω  ιΐι = f i (X i , ..., χ ώ , U2 = ί2 (Χ ι,..., Χη).......un = fn(x i........ Xn), n

πραγμ ατικές συναρτήσεις ο ι ο πο ίες ορ ίζοντα ι σ' ένα  ανο ικτό  υποσύνολο
_ -* 0fj

V του IR κ α ι έστω  a € V . Α ν ο ι μερ ικές παραγω γο ί πρώ της τάδης — ,
dxj

ϊ=1...... n , j = l , , π , υπά ρ χ ο υν στο a , τότε η ορ ίζουσα

d f i  -  d f j  -  d f j  -
t j - O )  ~ - ( a )  . . .  T “ (a )
dxi 0X2 0Xn

& 2  $ 2  — 
Z " ( a )  T ” ( a ) · - -  “ "«Ο  
C/Xj 0 X 2  0X n

0fn Ofn 5fn ~*
r “ ( a ) T ~ ( a )  . . .  T~-( a )
OX 1 0X 2 uX g

ονομ άζετα ι Ιακα)βιανή ορ ίζουσα  τω ν  συναρτήσεω ν f j, ..., fn στο a ω ς 
προς τ ις  μεταβλητές Χι, \η (μ ’ αυτή  τη σειρά) κ α ι θα τη συμβολίζουμε

d ( f l ,  f2, fn)
με -------------------- ( a )  .

0 ( Χ ΐ ,Χ 2 ,  . . . ,Χ π )



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 4 1

Παράδειγμα 1
Αν χ = u2- ν 2 κ α ι y  = 2uv, τότε

dx dx 

d(x, y) dv

d(u, v) d y  6y  

du dv

2u - 2v 

2v 2u
=  4 ( u 2+ v 2 )  .

Παράδειγμα 2

Αν u = -ττιγ- , v = y ^ ·  όπου r2 = x2+y2, δ είξτε ό τ ι 
V I - r 2 V I - r 2

(Γ 7 ? ·

d(x, y ) 
d(u, v)

Λ ύ σ η

• / Γ Τ 7 ι  . χ2
f a ______________ V l -  X2 - V2 1- X2 - V2 +X2 1 - v 2

fa  1- x2- y2 ( l-  x2- y2) 3/2 ( l - r 2) 3/2

l-.x2- y 2 ( l - r 2) 372 '

I  Ανάλογα έχουμε

,ίζ
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0V Xy  0V 1 - X 2
-------------- 1-----  κα ι  —  = ----------
ex ( l - r 2) 3/2 e y ~ ( l - r 2)3/2

Άρα

d\

d x
_  ( l - X ^ d - V ^ - x V  1- X2- V2

(1 -Γ 2)3 ( l - r 2)3

( l - r 2) 3'2 (1 -  r2) 3/2

l - r
( l - r 2)3 ( l - r 2)2 '

2.5 Διαφορίσιμες Συναρτήσεις
Ορισμός 2 . 5.1 : Έ στω  V ένα  ανο ικτό  υπο σύνο λο  του IRn, a € V

-«φ
κ α ι f: V -*IR  μ ια  συνάρτηση. Η συνάρτηση f λέγετα ι δ ιαφορ ίσ ιμη  στο a  

α ν

J im
χ -* a

f ( x ) - f ( a ) -  I  ~ ( a )  (xk-ak)  
k=l OXk

II x - a II

Ισοδύναμ α , η f ε ίν α ι δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  στο a α ν  ο ι μ ερ ικές παραγω γο ί 

πρώ της τά ξη ς της f στο a  υπάρ χο υν κ α ι

, n 0 f -
f(ai+hi, a2+h2, ...,an+hn)-f(ai,...,an) - £  hkT7” (a)

— ,--------------------t s L - S i -------- --

V P V "
;
\

lim
( h i...... hnW (0. ...,0)
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Για σ υνα ρ τή σ εις  μ ια ς  μ εταβλητής ο ι έ ν ν ο ιε ς  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ α ι δ ι α φ ο ρ ί σ ι μ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ α υ τ ίζ ο ν τ α ι. 
Π ραγματικά έστω  y μ ια  πραγμ ατική  συνάρτηση  μ ια ς  μεταβλητής η 
οποία ε ίνα ι παραγω γίσ ιμη στο a. Τότε

l im  [ S iS t ^ L S lS l .  g · (a) j  _  0  , 
h -0  n

το οποίο συνεπάγετα ι ό τι

UmS^ h ) - 8 W - h S ' W  ο 0  

h - o  ·"

δηλαδή η g ε ίνα ι δ ιαφορ ίσ ιμη στο a .
Ό πω ς όμ ω ς θα δούμε π α ρ α κ ά τω , δ εν ισ χ ύ ε ι το  ίδ ιο  γ ια  

συναρτήσεις π ο λλώ ν μεταβλητών. Δηλαδή η ύπ α ρ ξη  σ ' ένα  σημείο  a 
του πεδ ίου ορισμού της f ό λω ν τω ν  μ ερ ικώ ν πα ρ αγώ γω ν πρώ της τάξης 

δεν συνεπάγετα ι ό τι η f ε ίν α ι δ ιαφορ ίσ ιμ η  στο a .

Πρόταση 2.5.2
Έ στω V ένα ανο ικτό  υποσύνολο  του lRn, f: V -* IR μ ια  συνάρτηση 
—♦ —*

κα ι a € V . Αν η f ε ίν α ι δ ιαφορ ίσ ιμ η  στο a  , τότε η f ε ίν α ι συνεχής σ'

αυτό.

Α π ό δ ε ι ξ η

Για h = ( h i , ..., hn) ** (0 ,0 .......0), τέτο ιο  ώστε a + h € V ,  έχουμε

-  -» n d f  —
f(a  + h ) - f ( a ) -  I  hic— U )

f(a + h ) - f ( a )  = l lhl l------------------- -------------- -------+ £ h k ~ ( a )  .
Rhll k=i
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—► —♦ —*· Π —*■
f ( a + h ) - f ( a ) - y hk — <a)

Av h -  0 ,  τότε --------------------- ----------------*---------- > 0  (διότι η f είναι
II h II

-  n df _* _  _*
διαφορίσιμη στο  a και Y hk —  ( a ) -► 0 , διότι hk -»  0  όταν h -*■ 0 .

k = l  O X k

Αρα

_lim_ (f( a + h )- f( a )) = 0  , 
x - 0

που σημαίνει ότι η f  είναι συνεχής στο a .

Α ς θ εω ρ ή σ ο υ μ ε τώ ρ α  τη συ νά ρ τη ση  f το υ  π α ρ α δ είγμ α το ς π ο υ  

αναψέραμε μετά το Θ εώρημα 2 .3 .2 , δηλαδή

r  xv
αν (x2, y 2) *  0

f(x. y) = - xz+y^

L o „ αν x = y = 0  .

0f df
Ό π ω ς είδαμε ο ι μ ερικές παραγωγοί —  (0. 0) και —  (0 ,0 )  υπάρχουν.

dx dy

Α λλά η f  δεν είνα ι δ ια φ ορίσιμ η  στο (0 , 0) γ ια τί αν ήταν η f θα ήταν 

συνεχής στο ( 0 ,0 ), σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, πράγμα που 

δεν συμβαίνει ό π ω ς δείξαμε.

Ό π ω ς  α ναφ έραμε π α ρα π ά νω  η απλή ύπ α ρ ξη  τω ν παραγώγων 

πρώ της τά ξης μ ια ς συνάρτησης f  δεν συνεπάγεται τη διαφορισιμότητα 

της f. Αν όμα>ς ο ι μερικές αυτές παράγωγοι είναι συνεχείς, τότε η f είναι 

διαφορίσιμη σύμφ ωνα με το  επόμενο

Θεώρημα 2.5.3
Έ σ τ ω  V c J R n ανοικτό, a € V  και f: V -> IR  μια συνάρτηση. Αν οι
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μερικές παραγω γο ί πρώ της τάξη ς υπάρ χο υν στο V κ α ι ε ίν α ι σ υνεχ είς  

στο a ,τό τε:
—♦

i ) Η f ε ίνα ι ό ιαφορίσ ιμη στο a  

Η) Η f ε ίνα ι συνεχής στο a .

Διαφορικό Συνάρτησης
Ορισμός 2 .5.4 : Έ σ τ ω ν σ Κ "  α νο ικτό , f: V -* 1R κ α ι a €V . Α ν 

η f ε ίνα ι ό ιαφορίσιμη στο a  , τότε η συνάρτηση

F: IRn-*IR , F(hi ,h2...... h„) = £ hk ^ - ( a )
k=l OXk

ονομάζεται δ ιαφορ ικό της f στο a  κ α ι συμ βολίζετα ι με df( a ). Ώ στε

η 1̂»

d f ( a ) ( h , ...... hn) = l  h k ^ - ( a )  .
k=i dxk

Α ν, γ ια  1 £  i £ η, θεωρήσουμε τη συνάρτηση

g : l R n->IR, g(Xi..... Xn) = Xi,

κα ι α ν  παραστήσουμε το δ ιαφορ ικό  συτής στο a με dxj( a ), τότε dxK a )
-  n d f  -

(h i...... hn) = h i. Άρα d f ( x ) ( h i ........hn)=  £  —- ( x )  dxk(x ) (h i  hn) .
k=|OXk

δηλαδή,

,  -  af J df , df
df(x; = — dxi + — dx2 + ...+ — dxn

dX( dX2 dXp

που ε ίνα ι ο συνήθης τρόπος γραφής του δ ιαφορ ικού μ ια ς συνάρτησης.



4 6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Α ν η f ε ίν α ι ό ιαφορ ίσ ιμ η  αε κάθε χ € V. τότε πα ίρνουμ ε μ ια  συνάρτηση 

df που ονομ άζετα ι δ ιαφορ ικό  της f η οπο ία  ορ ίζετα ι από τη σχέση

0f d f  Λ d f  Λ
df = —dxi + — dx2 + ... + — dxn 

dxi σχ2 5xn

Π α ρ ά δ ειγμ α
Γ ια τη συνάρτηση

f(x, y,  z) = χ2+ημζ +ey

d f  d f  ν d f  ^  , 6 f
εχουμε — = 2x, — = ey , — = σ υ ν ζ . Ε πειδή ο ι μερ ικες παραγω γο ί —  

dx d y  σζ ox
βΓ df α
— , — ε ίν α ι σ υνεχ είς, η f ε ίν α ι ό ιαφορ ίσ ιμ η  σε κάθε σημείο του IR κ α ι 
d y  d z

df *= 2 xdx + eydy + σ υν  zdz .

2 .6  Παράγωγοι κατά Δ ιεύθυνση

Έ να  δ ιά νυσ μ α  u € IRn λέγετα ι μοναδ ια ίο  α ν  II u II = 1 .

Ορισμός: Έ στω  V cIR n , f: V-*· IR, a  ένα  εσωτερικό σημείο του 

V κ α ι u 6 lRn ένα  μ οναδ ια ίο  δ ιάνυσμ α . Α ν το όριο

lim
t - o

f ( a + t u )  - f ( a )  
t

υπάρ χ ει, τότε το όριο αυτής ονομάζετα ι παράγω γος της f κατά τη



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 4 7

διεύθυνση του u κα ι π α ρ ίσ τα τα ι με f ( a ) .

Παράδειγμα
Θεωρούμε τη συνάρτηση

f(x. y) =
rx2+v2

X

. ο

α ν  χ *  0  

α ν  χ = 0 .

Θα βρούμε την παραγω γό της f κα τά  τη δ ιεύθυνσ η  του u = ( 1, 0) στο 

σημείο (0 ,0 ).

D i f(0 ,0 )  = lim ^ j m = U m ^  = i 
u W 0 1 w o  r

Αν v ε ίν α ι ένα  μη μ ηδενικό  δ ιά νυσ μ α  το υ  R n, τότε με το ν  όρο 

παράγωγος της f κατά τη δ ιεύθυνση  του ν  θ α  εννοούμ ε την παράγω γο

ντης f κατά τη δ ιεύθυνση  το υ  μ οναδ ια ίου δ ια νύσμ ατο ς u .
Ι ν Ι

θεώρημα 2.6.1
Έ στω V c  lRn α νο ικτό , a € V , u € lRn ένα  μ οναδ ια ίο  δ ιά νυσμ α

κα ι f: V -» R . Α ν η f ε ίν α ι δ ιαφορ ίσ ιμ η  στο a  , τότε η παρ άγω γο ς τη ς f 
-♦ **♦ 

στο a κατά τη δ ιεύθυνση  του u υπάρχει κ α ι
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Α π ό δ ε ι ξ η

Ε πειδή το V ε ίν α ι α νο ικτό  κ α ι a  € V, υπάρ χει r>0 τέτο ιο  ώ στε 

a+ h  €V  γ ια  κάθε h € l R n μεΙΙ1ιΙΙ<Γ .Έ σ τω

W =  {y  € IRn : f l yII < r|

κ α ι ορ ίζουμ ε φ : W -*■ IR ,

—► —► —► Π 0 f -t
<jp(h) = f ( a + h ) - f ( a ) -  £  h i—  ( a ) ,

i=l OXi

h = ( h i , h n). Επειδή η f ε ίνα ι δ ιαφορ ίσ ιμ η  στο a ,  έχουμε ό τι 
—¥

= 0 . Π α ίρνοντας h = t u με Itl < r , έχουμε
h - 0  IIhII

f ( a + t u )  - f ( a )  
t i=l θΧί t

ό ταν t-*O, θα έχουμε ό τ ΐ ΐ ΐ ι - * 0  κα ι  άρα
I

Ε πομένως

SBLULi
t M i n i  _ 0

lit u II

Urn f<a + I V f ( 'J  
i - o  1

n
I
i=l

ar -

Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ις :

1 ) Α ν πάρουμε u = e j = (0 ,0 ......1? 0 ........0), όπου το 1 υπάρχει
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-  0f -
στην i-θέση ,τότε D-r f ( a )  = —  ( a ) .

u δχ.

2)  Είναι δυνατόν για μια συνάρτηση Γ να υπάρχει σ' ένα σημείο η 
παραγωγός κατά τη διεύθυνση ενός μοναδιαίου διανύσματος και να μην 

υπάρχει κατά τη διεύθυνση ενός άλλου. Ό πως έχουμε δει π.χ. υπάρχουν

συναρτήσεις f για τις οποίες σ' ένα σημείο a υπάρχει κάποια μερική
df -  df —

παραγωγός — ( a )  αλλά δεν υπάρχει η —  ( a ) για κάποιο άλλο j . 
v X \  uXj

3) Σύμφωνα με το Θεώρημα 2.6.1, αν η f είναι διαφορίσιμη σε 

κάποιο σημείο a , τότε στο σημείο αυτό υπάρχει η παράγωγος D-jj f( a )

για κάθε μοναδιαίο διάνυσμα u . Η ύπαρξη όμως των παραγωγών 

κατά διεύθυνση σ’ ένα σημείο δεν συνεπάγεται τη όιαφορισιμότητα της f 
στο σημείο αυτό.

Παράδειγμα
3 ---------- _

θεωρούμε τη συνάρτηση f(x,y) =Vx3+y3 και το σημείο a = (0, 0). 

Έστω u = (Uj, 112) ένα μοναδιαίο διάνυσμα στον IR*. Επειδή u,+u2 =1, 

υπάρχει μοναδικό θ, 0  < θ < 2π, τέτοιο ώστε ui= συνθ, U2 = ημθ . 

Έχουμε

D - « 0 .0>-  llm
t - 0  1

>/ηιι3θ+συν3θ 

ι - ο  1

= >/ημ3θ+συν3θ .

= lim
V t3 συν3θ + 13 ημ3θ _ 

t
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Ώ στε η D·̂  f(0 . 0) υπά ρ χ ει γ ια  κάθε μ οναδ ια ίο  δ ιά νυσμ α  u . Ε ιδ ικά  

γ ια  θ=0 κ α ι θ=π/2 , έχουμε

d f  δ ί
— ( 0 ,0) = 1 = — (0 ,0 )  . 
σχ d y

Η f όμ ω ς δεν ε ίν α ι δ ιαφορ ίσ ιμ η  στο (0 , 0). Π ραγματικά,

φ(χ, y) =

d f  d f
f(x, y )- f (0 ,0)- x —  (0 ,0 )- y — (0,0)  
______________ 6x_______ oy

Vx2+y2
V -3 ··'3x + y -  x- y

V x W

r^- 2t ^ 2 - 2 lΓ ια x=y=t. έχουμε φ (ι,τ ) = — < = —w ~  * ς τκ α ι το όρ ιο  limcp(t, t)
V 2 t2 * 2  «I t-*o

δεν υπάρχει.
4 ) Η ύπαρξη  τω ν  μ ερ ικώ ν πα ρ αγω γώ ν πρώ της τάξης της f σ' ένα  

σημ είο  δ εν ε ξ α σ φ α λ ίζ ε ι τη ν ύπ α ρ ξη  ό λω ν τω ν  π α ρ α γώ γω ν κα τά  
δ ιεύθυνση  στο σημείο αυτό .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α
Θεωρούμε τη συνάρτηση

E L

f(x, y) = 1 A - y 2 
ο

α ν x2+y2 *  0

α ν  χ = y  = 0

Έ χουμε
df ~ ~  Iim m k O V I i o o i .  ο ,Π
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και
df
— (0 ,0 )  = 0 .
dy

Αν όμως u = (συνφ, ημφ) όπου φ  είναι τέτοιο  ώ στε ημ2φ *  0  (δηλαδή
. _ π 3 π . ,

α ν φ # 0 ,  γ, π, — ), τότε

f(0 +ΐσυνφ. 0  -κτηΐφ) - f ( 0 ,0 ) _  ημφ συνφ _  ημ2φ 
t t = 2t

και το όριο lim δεν υπάρχει στο  IR .
ι-Ο  11

df -
Ορισμός: Αν οι μερικές παραγωγοί π ρ ώ της τά ξης —  ( a ) μια ς

uXj
-  df -  df

συνάρτησης υπάρχουν σ' ένα σημείο a , τότε το  διάνυσμα ( —— ( a ), ——
dxi dx2

"* df ·* —*
( a )........—  ( a )) ονομά ζετα ι α νά δελτα  (gradient) της f  στο  a και

dXn

παρίσταται με Vf( a ) ή με (grad f) ( a ).

θεώρημα 2.6.2
Έ σ τω  f: V -*  1R μια συνάρτηση όπ ου  V ανοικτό υποσύνολο του  

IR . Υ ποθέτουμε ότι η f είναι διαφορίσιμη σ' ένα σημείο a € V. Τότε:

Π Αν V f ( a ) = 0 , τότε D ~  f ( a )  = 0  για κάθε διεύθυνση u € R n.

i i ) Αν V f ( a ) 4 ο ,  τότε το  μέγιστο της f( a ) επιτυγχάνεται στη 

διεύθυνση του ανάδελτα, κα ι ισούτα ι με llVf( a )ΙΙ, και το ελά χιστο στη 

διεύθυνση του - V f ( a )  και ισούται προς - llVf( a ) l l .
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Α π ό δ ε ι ξ η

i ) Σ ύμ φω να  με το Θ εώρημα 2.6 .1, έχουμε D~ f( a ) =Vf( a ) · u . 

Ε ίνα ι τώ ρα προφανές ό τι α ν

V f ( a ) = 0 ,  τότε D - f ( a )  = 0 .

i i )  Θ έτουμε ν  =
V f ( a )

IIVf(a)ll
. Γ ια  κά θε μ ο ναδ ια ίο  δ ιά νυσ μ α  u ,

έχουμε

ID- f( a )l = IVf( a ) · u I < IIVf( a )ll II u II = llVf( a  )ll

κα ι  άρα

- llVf( a  )ll < D -  f( a ) < llVf( a )ll .

Γ ια  το μ οναδ ια ίο  δ ιά νυσμ α  ν  , έχουμε

D - f ( a )  = V f ( a ) ·  ν  = V f ( a ) ·
V f(a )

HVf(a)ll

llVf ( a  )ll2 

HVf(a)ll
= llVf(a)ll

κα ι

D γ f ( a )  = V f ( a ) - ( -  v )  = - ( V f ( a ) ·  v )  = llVf(a)ll .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 53

Η παράγω γος D - f ( a )  ο νομ άζετα ι κ α ι ρ ν θ μ ό ς  μ ε τ α β ο λ ή ς
—♦

της f κατά τη διεύθυν(τη του u .

Παρατήρηση: Η ύπαρξη  ό λω ν  τω ν  πα ρ αγω γώ ν κατά  δ ιεύθυνσ η  

μ ια ; συνάρτησης f σ' ένα σημείο a δεν σ υνεπ ά γετα ι τη σ υνέχ εια  της f 

στο a .

2.7 Παράγωγοι Σύνθετων Συναρτήσεων
Ό πω ς ξέρ ο υμ ε, α ν  I' ε ίν α ι μ ια  π ρ α γμ α τικ ή  συνά ρ τη σ η  μ ια ς  

μεταβλητής x κα ι α ν  x=x(t), τότε στην περίπτοχτη πο\> τόσο η f όσο κ α ι η 
χ(ΐ) ε ίν α ι π α ρ α γω γ ίσ ιμ ες . η σ ύνθ ετη  συνάρτηση  h(t) = f(x(t)) ε ίν α ι 

παραγωγίσιμη κα ι ^ ·=  ~  ^  . Τα επόμενα  δύο θεω ρήματα , π ο υ  τα

δίνουμε χ ω ρ ίς απ ό δ ειξη , α να φ έρ ο ντα ι στην π α ρ α γώ γ ισ η  σ ύ νθ ετω ν  
συναρτήσεων περ ισσοτέρω ν της μ ια ς μεταβλητών.

Θεώρημα 2.7.1
Έ στ«) f: V -* IR, όπου V ε ίν α ι ένα  α νο ικ τό  υπο σύνο λο  του R n . 

Έστο) χι= X|(t) .......  y n = yn(t) η- σ υνα ρ τή σ εις  πο υ ο ρ ίζο ντα ι σ ' ένα

ανοικτό διάστημα (a, b) της πραγμ ατικής ευθ ε ία ς κ α ι ε ίν α ι τέτο ιες ώ στε
(Χ|(|),Χ2(1).......xn(t))€ V γ ια  κάθε t€ (a .  b). Αν ο ι σ υνα ρ τή σ εις χ μ ί ) ........
xn(t) ε ίνα ι παραγ<υγίσιμες σ' ένα  tn€ (a, b) κα ι α ν  η f ε ίν α ι δ ιαφ ορ ίσ ιμ η

στο a = (χ j(t0).......Χηθο)) τότε η σύνθετος συνάρτηση

F: (a, b)-* IR , F ( t ) « f(X|(t), X2(t)...... xn(t>) ,

ε ίνα ι παραγω γίσ ιμη  στο t0 κα ι ισ χύει η ισότητα
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Σημείωση: Στην πράξη  σ υνη θ ίζετα ι να  χρησιμοπο ιούμε κ α ι γ ια  
τη σύνθετη  συνάρτηση τη ν f, δηλαδή ν α  θεωρούμε τη ν f ω ς  συνάρτηση 
του t μετά την αντικατάσταση  τω ν Χι,. . . ,  χΠ με x j ( t ) , ..., xn(t) α ντίσ το ιχα  

κ α ι να  γράφουμ ε

df η df dxk

dt "  ώ  fixk ’ dt
(* )

Π ρέπει όμως να  έχουμε υπό ψ η  ό τ ι στην (*) ο ι παρ άγω γο ι ^  κ α ι

df
υπ ο λο γ ίζο ντα ι στο 10 ενώ  η —— στο (x i( t0), Xn(to)) ·

dXk

Παράδειγμα
Θ εωρούμε τη συνάρτηση u = x2ex' y2 Α ν x  = σ υ ν ί κ α ι y  = t2, να

βρεθεί η ~

Λ ύ σ η

Έ χουμε

. 9 ^ χ χ -ν 2 011 »  2 χ - ν 2 dx dy ^- = < x 2+2x)ex y  , - = - 2 y x 2ex y  , ^ = - η μ ΐ ,  ^ = 2 t .
du

Αρα

du du dx du dy x. v2 
dt ~ dx ’ dt + dy dt e [- (χ2+2χ)ημΐ - 4tyx2]

= e0^ 1'  ** [- (<nw2t + 2σ υνΐ)η μ ΐ - 4t3on»v2t] .

θεώρημα 2.7.2
Έ στω  W , V α νο ικ τά  υπο σύνο λα  τω ν  Rm κα ι IRn , α ντίσ το ιχα ,
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κα ι έστω f: V-*IR . Έ στω  επ ίση ς χ ι = x i ( u j , ..., um) , ..., xn = Xn(u l· —> 

um) n-συναρτήσεις πο υ ο ρ ίζο ντα ι επ ί του W κ α ι ε ίν α ι τέτο ιες  ώ στε 
(xi(U|......Um)........xn(u i ........um) ) € V  γ ια  κάθε (U|, U2........ um) € W  . Έ στω

a = (a j...... am)€ W και  b = (xj(  a ), X2( a )........xn( a ) )€  V . Α ν ο ι μερικές
dxj -*

παραγωγοί — ( a ) ,  i = 1 , n,  j =1, . . . .  m , υπάρ χ ο υν κ α ι α ν  η f ε ίν α ι
dUj

όιαψορίσιμη στο b , τότε γ ια  την σύνθετο  συνάρτηση F: F ( u i , ...,

um) = f (x j (u i .......um).........xn(u i .........um)), ο ι μ ερ ικές πα ρ άγω γο ι πρώ της

τάξης υπάρχουν στο a κ α ι δ ίνο ντα ι από τ ις  σχέσεις

dF -  n Of — dxj — 
r - ( a ) = r  — ( b ) · —  ( a )
duj i=l dui

(* )

Σ η μ ε ίω σ η : Θ εωρώντας την f ω ς  συνάρτηση τω ν  u j , ..., um μετά
την αντικατάσταση τω ν  Χι , . . . ,  χη με x i (u j ,  ..., Um)....... xn(u j......... um)

αντίστο ιχα , η (*) συνήθω ς γρ ά φ ετα ι

dl_ n df_ 

dUj ~ ί ι  5xi

dxj

dUj

Π α ρ ά δ ειγ μ α  1

θεω ρούμε τη συνάρτηση

f: 1R2-+ R  , f(x, y ) = x2+exy .

H f ε ίνα ι δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  σε κάθε σημείο  το υ  1R2 δ ιό τ ι ο ι μ ερ ικές τη ς 
παράγωγοι πρώ της τάξης υπάρ χο υν κ α ι ε ίν α ι σ υνεχείς. Α ν θεωρήσουμε 
νέες μεταβλητές u, ν  πο υ συνδ έο ντα ι με τ ις  x, y με τ ις  σχέσεις x=uv, y= 
u2+v2, τότε
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£
du

df dx 

dx du
df dy 
dy duΤ"Τ”  + Τ "Τ "=  (2x+yexy)v + x e ^  2u

= (2uv+(u2+v2)euv(u2+v2))v  +2u2veuv(u2+v2) . 

υπ ο λο γ ίζετα ι α νάλογα .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2

Έ στω  u=f(x, y ), ό πο υ  η πραγμ ατική  συνάρτηση  f έχει σ υνεχ ε ίς  
μ ερ ικές π α ρ α γω γο ύς μέχρι κ α ι δ ευτέρ α ς τά ξη ς . Α ν x=esoirvt κ α ι 

y = e ^ t , δ είξτε ό τι

e2f e2f - 2 s / u \—7 + —7 = e zs(—7  + t t )  . 
dx2 dy2 6s2 fit2

Α π ό δ ε ι ξ η

du df dx df d y  s df s df 
—  = — · — + — · — = e σ υ ν ΐ ■— + e ημΐ —  
ds dx ds dy ds dx dy

d2u df & f d H
—7  = escnrvt —  + es<mvt [—5· esovvt + — 7  εδημ ΐ]Λν ΓτΥΠνdx dx' dxdy

ς df s , d^f s e2f $ r l
+ e V t  T “ + ε δημί Γ Γ ε σ ι ,ν ι  + T T e T HAt] dy dxdy dyz

s r df df 
= es [ σ υ ν ι — + ημ ΐ —] 

dx dy
d% o a% d% 2 1

+ e2s[—r o in r i + 2 — ~ημΐ cruvi + τ ? η μ ^ ]
dx2 dxdy 0 Γ
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du

d t

af , af s
= — (- e ημϊ) + —  e c w t

ax ay

Λ

at2
s af s af s â  s a2f

= - eso w t— - ε ^ μ ϊ —  - e ημί [—r  (- ε^ημϊ) + ■— -  (es<nrvt)J
ax ay δχ  ̂ axay

s r a2f s a2f
+ eso w t [— — (- ε^ημΐ) + —r  (esouvt) ] =

axay d y *

sraf af , ,wa2f 9 e*f
= - e f e 0™  ν μι1 +e Ιδ ? η μ ι '  2^ ημισυνι+

Άρα

a2u a ^  2s a2f 2 ·? a2f ? ? ,
— + T T  = e τ ι  ( w 1 + συν^ ) + t t  (ημ t + σ υ ν η ) ]or asz axz ay

2 s , a2f ^  
= e  ( ^ + ^ ·

Αλλαγή σε Π ολικές Συντεταγμένες στο Επίπεδο

Ο ι Κ αρτεσ ιανές σ υντεταγμ ένες 
χ, y  ενό ς σημείου του επ ιπ έδ ο υ , 
σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  με τ ι ς  πολικές 
συντεταγμ ένες ρ, θ με τ ις  σχέσεις

X = ρ σ υ νθ , y  = ρημθ .

Αν τώ ρα  f ε ίν α ι μ ια  π ρ α γμ α τικ ή  συνάρ τη σ η  δ ύο  μ ετα β λη τώ ν με 
συνεχείς μερικές παραγω γούς πρώ της τάξης, τότε
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af
0ρ

Λ 6f  d f
= σ υ ν θ — + η μ θ —

o k  d y

df_

ae
„ df rtar

ρημθ— + ρ συνθ  —  . 
d x  d y

Παράδειγμα
Ε άν μ ια  σ ΐ'νάρτηση  f: IR2 - » 1R έχει σ υνεχ είς μ ερ ικές παρ αγω γο ύς 

μέχρι κ α ι 2α5 τά ξη ς δ είξτε ό τι

d k  d k  d k  ι  0f 1 d k

d x 2 d y 2 d g 2 Q 6q  ρ2 3Θ2

Α π ό δ ε ι ξ η

^2  ̂ cf^f d ^ f d^ f d ^ f
^  =  συνθ [ ^ o x r v e  +  — ημθ] + ημ θ[— συνθ +  ̂ η μ θ ]

= —τ-σιη^θ + 2 - ^ -η μ θ σ υ ν θ  + —τ-ημ^θ
ax2 dxdy ^  dy2

a2! af af a% a ^

ae-2 = - ρσυνθ  — - ρημθ —  - ρημθ [ ^ j ( -  ρημθ) + ρσυνθ ]
ay d x ‘ d x d y

a ^  6k
+ ρ σ υνθ  [—"T"(- ρημθ) + τ^ -ρ σ υ νθ ] 

r a c y  ογ~

ar d f d k d k e k
= - ρ σ υ νθ — - ρημθ — + ρ2 [—τ η μ 2θ - 2 τ - τ -η μ θ  σ υνθ  + —-σ υν^ θ ] 

ox d y  d x d v  d s rdx dxdy dy2

Ε πομένω ς

d k  i & _  i  d k  

ορ2 Ο 3ρ ρ2 0Θ2

^2  ̂ d^\
— x  (ημ2θ+συν2θ) + — x  (ημ2θ+συν2θ) + 
d x 1 d y L
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2 .8  Τύπος του Taylor
Ό πως ε ίνα ι γνω στό , α ν  m ε ίνα ι ένα ς φ υσ ικό ς αρ ιθμ ός κ α ι α , β€ 1R,

έχουμε

(α+ βΓ  =  ̂ ™ ) α Κβ'm- k _  2? m! ι  Rm- k 
' -  ki o  k !(m -k )’ a  β

Για μ ια  συνάρτηση f δύο μεταβλητών η ο π ο ία  έχει μ ερ ικές πα ρ αγω γο ύς

όταν η f ε ίνα ι συνάρτηση η-μεταβλητών.
Το επό μ ενο  θεώ ρ η μ α  μ α ς δ ίν ε ι το ν  τύ π ο  το υ  Tay lo r  γ ια  

συναρτήσεις δύο μεταβλητών.

θ εώ ρ η μ α  2 .8 .1
Έ στω  f μ ια  πρ α γμ ατική  συνάρτηση , η ο π ο ία  ο ρ ίζετα ι ε π ί ενό ς 

ανο ικτού υπο συνό λο υ V του 1R2 , κ α ι έστο) (a , b)€V.  Υ πο θέτο υμ ε ό τι 
όλες ο ι μερ ικές πα ρ αγω γο ί της f μέχρι τά ζη ς tn+1 (m£0) υπάρ χο υν κ α ι 

ε ίνα ι σ υνεχ είς επ ί του V κ α ι ό τ ι το ευθύγραμμο τμήμα π ο υ  ε νώ νε ι το 
(a, b) με το (a+h, b+k) βρ ίσκετα ι ολόκληρο εντό ς του V.

d  d  m
μέχρι τάξης m, παρ ιστά νουμ ε με ( h — + k — ) f το άθροισμα

ox oy

\

d  d  d  m
Έχουμε επ ίσης τον ανάλογο  συμβολισμό (h ι*—  + h 2 ~  +... + hn — ) f

ox ι CX2 σχΠ
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Τότε υ π ά ρ χ ε ι εσ ω τερ ικό  σημείο  (a+0h, b+0k) α υ το ύ  το υ  τμήματος 
((Χθ<1) τέτο ιο  ώ στε ν α  ισ χ ύει ο τύπ ο ς

f(a+h, b+k) = f(a, b) + £  f
j=oJ·

/u  & . β m ( h — +k— ) f 
dx dy J (a,b)

1
(m+1)!

/l%d d vm+l,
( h — + t  — ) f

dx a y (a+0h.b+0k)

Στην π ερ ίπ τω ση  π ο υ  (a , b) = (0 , 0) ο τύ π ο ς  T aylo r το υ  προηγου
μένου θεω ρήματος γ ίν ε τα ι

f(h, k) = f ( 0 , 0) + l
j = i J ‘

6 a Γ
(h r + t - ) Jf 

dx dy (0,0)

1
(m +1)!

d . 3  ^m+l, 
( h— f dx dy (Oh, Ok)

- · * · -?Λ

(Τ ύπος του M aclaurin)
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Παράδειγμα
Θεωρούμε τη συνάρτηση f: IR2—► IR , f(x . y ) = ex ημΥ . Γ ια  τη ν f 

έχουμε:

ar a3f x ar „
— = - 7 = T T = e ^ y  ’ — = e xm > v y ,
δχ δχ2 δχ3 δγ

£ί
dy2 =  ·  e  V y ,

a3f a2f a3f
— r  = - e 'ou vy , ——  
ay3 δχδγ

= e c n r v y , ~ ~ r~ ~  = e c n r v y ,
a x %

a3f
dxdy2

=  - e V y

Στο σημείο (0 , 0) έχουμε:

af _ & i_  a2f a3f a f _  a^f 
ax ax2 ax3 ay2  axay2 ’ ay 1 ’ gy3

a2f _ ,  a3f

δχδγ dx2dy

Επομένως γ ια  κάθε (x,y)€lR2 υπάρχει 0<θ<1 τέτο ιο  ώ στε

e ’S p y  = 0  +(x*0+y· 1) + j ( x 2-0+2xy* l+ y2*0)

+ g· (χ3·0+3χ ν  1 +3xy2*0+y3* ( -1))
m (Ox. Oy)

x + x y + j x 2y -  £ y 3 + ^
a a 4

( x — + y — ) f
ax ay J(Ox.Oy)

Α ν στο θ εώ ρ η μ α  2 .8.1 πά ρ ο υμ ε m=0 , π α ίρ νο υμ ε  το  επόμ ενο  
θεώρημα (θεώρημα μέσης τιμ ής γ ια  συναρτήσεις όύο μεταβλητών).
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Θεώρημα 2.8.2
Έ στω  V c  IR α νο ικ τό  κ α ι έστω  f: V-*· 1R μ ια  συνάρτηση τη ς ο π ο ία ς 

ο ι μ ερ ικ ές π α ρ α γω γο ί πρ ώ της τά ξη ς υπ ά ρ χ ο υν κ α ι ε ίν α ι σ υνεχ ε ίς  επ ί 

το υ  V . Α ν (α , β) κ α ι (γ , δ) ε ίν α ι δυο  σημεία  το ν  V τέτο ια  ώ στε 
ολόκληρο το  ευθύγραμ μ ο  τμήμα π ο υ  τα  ε ν ώ ν ε ι α νή κ ε ι στο  V , τότε 
υπ ά ρ χ ει σημείο  το υ  τμήματος α υ το ύ , δηλαδή υπ ά ρ χ ει 0<θ<1, τέτο ιο
ώστε

ί(γ , δ) - f(a , β) =
ar t ar

(γ -α )— + (δ-β) —  
dx dx (α + θ (γ -α ), β+θ(6-β)>

Πόρισμα 2.8.3
Έ σ τω  V ένα  α νο ικ τό  χω ρ ίο  σ το ν JR2 κ α ι έσ τω  f: V -»IR  μ ια  

6f 5f
συνάρτηση . Α ν — = — = 0 κάθε σημείο  του V , τότε η f  ε ίν α ι σταθερή 

ο χ  o y
σ τ ο ν .

Α π ό δ ε ι ξ η

Έ σ τω  (α , β) κ α ι (γ , δ) δύο οπο ιαδήποτε σημεία  το υ  V. Θ έλουμε να  
δ είξουμ ε ό τ ι f (a , β) = ί(γ , δ ). Υ πά ρ χο υν δύο π ερ ιπ τώ σ εις :
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Π ερίπτωση 1: Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώ νε ι τα  (α , β) κ α ι (γ, δ) 

βρ ίσκετα ι ολόκληρο στο V. Σ ύμ φω να  με το προηγούμενο  θεώ ρημα, 
υπάρχει σημείο (x0, y0) = (α+ θ(γ-α). β+θ(ό-β)) του τμήματος α υτο ύ  

(0<θ< 1) τέτοιο ώστε

df df
Ι(γ, ό) - Γ(α, β) = (γ- α) —  (x0, y0) + (δ- β) —  (x0, y0)

σχ a y

=  (γ- α ) · 0 + (δ- β) · 0 = 0

κα ι άρα ί(γ , ό) = f(a, β).

Γ ενική  Π ερίπτωση: Ε πειδή  το  σ ύνο λο  V ε ίν α ι α νο ικ τό

συνεκτικό , τα (α, β) κα ι (γ, δ) μπορούν να  συνδεθούν με μ ια  πο λυγω νική  
γραμμή πο υ  να  κ ε ίτα ι ολόκληρη εντό ς του V. Σ ύμ φω να  με τη ν πρώ τη  
περίπτωση, ο ι τιμ ές της f στα άκρα κάθε πλευράς αυτής της πολυγω νικής 
γραμμής τα υτίζο ντα ι. Π ροφανώς αυτό  σ υνεπάγετα ι ό τ ι f(a , β) = ί(γ , ό).

Το επόμενο θεώρημα ε ίν α ι α νάλογο  του Θ εωρήματος 2 .8.1 γ ια  
συναρτήσεις οσωνόήποτε (πεπερασμένου πλήθους) μεταβλητών.

θεώρημα 2.8.4
Έ στω V ένα α νο ικτό  του IRn , a €V  κ α ι f: V— 1R μ ια  συνάςπηση 

της οπο ίας ο ι μερικές παράγω γο ι μέχρι τάξης m+1 (m>0) υπάρ χο υν κα ι

ε ίνα ι σ υνεχείς επ ί του V. Έ στω  a + h = (a i+hi ....... an+hn) ένα  σημείο

του V τέτο ιο  (όσιε το ευθύγραμμο τμήμα πο υ  ενώ νε ι το a  με το a + h
να  βρ ίσκετα ι ολόκληρο μέσα στο V. Τότε υπά ρ χ ει σημείο a +ΘΗ του 
τμήματος αυτού (0< θ < 1) τέτοιο ώστε

-  -  -» m ι
l'(a + h)  = 1(a)  + £ -

)= ι J·

Ο ί
+ hn—- ) Jr 

dxn
J  a

/X·
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J  a  + 0 h

(Τ ύπος του Taylor)

Α ν a = ( 0 , ..., 0) τότε πα ίρ νο υμ ε τον τύπο  του M aclaurin.
Ο τύπ ο ς το υ  T aylor γι,α σ υναρ τή σεις π ο λλώ ν μεταβλητώ ν μπορεί 

να  χρ ησ ιμ οπο ιηθεί γ ια  τη ν εύρεση τη ς κα τά  προσέγγιση  τ ιμ ή ς μ ια ς 
σι>νάρτησης σ' ένα  σημ είο . Α ς πάρ ο υμ ε π .χ . μ ια  συνάρ τη ση  f δύο 
μεταβλητώ ν. Τότε ο τύπ ο ς του T aylor γράφετα ι

(a+ 9h i, β+θ1ΐ2), 0< θ<  1 . Ε πειδή υποθέσαμε ό τ ι ο ι μ ερ ικές παράγω γο ι 

μ έχρ ι τά ξη ς (m+1) τη ς f ε ίν α ι σ υ νεχ ε ίς , π ρ ο κ ύπ τε ι ό τ ι ο ι τ ιμ ές  τω ν  
μ ερ ικ ώ ν  π α ρ α γώ γω ν τη ς f τά ξη ς  m +1 ε ίν α ι κ ο ντά  σ τ ις  τ ιμ ές  τω ν  
π α ρ α γώ γω ν στο (α , β) α ν  το σημείο στο οπο ίο  λαμ β άνο ντα ι ε ίν α ι κο ντά  
στο (α , β). Ε πομένω ς, α ν  Ihjl κ α ι Ih2 l ε ίν α ι μ ικρά , ο ι πα ρ άγω γο ι m+1 της 
f στο (a+ 0hi, β+ΘΙΐ2) ε ίν α ι κο ντά  σ τ ις  παραγώγοι>ς στο (α , β). Π ροκύπτει 
τώ ρ α  εύκολα  ό τ ι Rm-*O α ν  h i—*-0 κ α ι h2 - * 0  . Ε πομένω ς, γ ια  μ ικρά Ihjl

κ α ι Ih2 l έχουμε ό τ ι

f(a+ h j, β+δ2) = f(a , β) + £  “  (h i“ + h2~ ) kf
k=lk! fix d y  (α,β)

ό πο υ Rm ε ίν α ι η τιμ ή  το υ (m+1)!
1 ,, δ , δ .m +lf  , ,

(h i—  + h2—  ) f σ ενα  σημείο 
ox a y
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Ικανοποιητική  προσέγγιση έχουμε π ο λλές  φ ο ρ ές α ν  πά ρ ο υμ ε m = l,
df ar

όηλαόή f(u+h ι, β+Ιΐ2) * Γ(α, β) + h I Τ ' (α, β) + h ι τ ” (α , β) .σχ ay

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α

Να βρεθεί η κατά προσέγγιση τιμή της ρ ίζα ς

V (3 ,02)2 + (3,99)2 .

Λ ύ σ η
Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x, y) = Vx2+y2 . Γ ια την f στο σημείο (3,

4) έχουμε:

1(3,4) = 5,
ar

θχ
(3 ,4 )

3

Αρα

V (3 ,02)2 + (3,99)2 = f(3 + 0,02, 4 -0 ,0 1 )

-1 (3 ,4 )  + 0 ,0 2 —  (3 ,4 ) 
dx

0|*

0,01 —  (3 ,4 )ay
= 5 +0.02 j -  0,01 |= 5,004

2.9 Πεπλεγμένες Συναρτήσεις
Έ στω u=f(xi...... xn,y) ματ πραγματική συνάρτηση η+1 μ εταβλητώ ν,

η οποία ορ ίζετα ι σ ’ ένα  α νο ικτό  υπο σύνο λο  V το υ  lRn+* . Έ χουμε το 
εξής ερώτημα: Μ πορεί η εξίσω ση  fix ι , . . . ,  xn, y) = 0  να  ο ρ ίζει το y ω ς 
μ ια συνάρτηση τω ν x j , ..., χ„; Ποιο συγκεκρ ιμ ένα : Υ πάρχει συνάρτηση 
y = g (x i,.... x„) η οπο ία  ο ρ ίζετα ι σ ' ένα  υποσύνολο  W του IRn κ α ι ε ίν α ι
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τέτο ια  ώ στε f ( x i , .... χη, g (x 1?..., χη) = 0 γ ια  κάθε (χ ι, ..., xn)€W . Μ ια

τέτο ια  συνάρτηση  (α ν  υπάρ χ ει) λέγετα ι πεπλεγμένη  συνάρτηση η οπο ία  
ο ρ ίζετα ι από την εξίσω ση

f(x i,X 2 , .. .,x n,y )  = 0  .

Π αράδειγμα
Α ς θεωρήσουμε την εξίσω ση

x2 +y2 +z2 = 3 .

Η σ υνά ρ τη σ η  z = V 3- X2- y 2 ε ίν α ι μ ια  π επλεγμ ένη  συνάρτηση  που 
ο ρ ίζετα ι από  την π α ρ α π ά νω  εξίσω ση.

Σ χετικά με το ερώτημα της ύπα ρ ξη ς μ ια ς π επλεγμ ένη ς συνάρτησης 
έχουμε το παρακάτω .

θεώρημα 2.9.1
Έ σ τω  u = f(x i, ..., xn, y ) μ ια  πρ α γμ ατική  συνάρτηση  η οποία 

ο ρ ίζετα ι σ’ ένα  α νο ικτό  υπ ο σ ύνο λο  V του IRn+1 κ α ι α ς υποθέσουμε ότι
er

τόσο η f όσο κ α ι η —  ε ίν α ι σ υνεχ είς επ ί του V. Έ στω  ( a j , .... an, b)€ V
ay

τέτο ιο  ώ στε

6f
f ( a i , ..., an, b) = 0  κ α ι —  ( a j , ..., an, b) *  0  .

dy

Τότε υπ ά ρ χ ο υν  ένα  α νο ικ τό  υπ ο σ ύνο λο  W το υ  IRn π ο υ  π ερ ιέχ ε ι το 
( a j , ..., an) κ α ι συνεχής συνάρτηση g : W -*IR  τέτο ια  ώστε

i (χ μ  Χ2 , ..., xn, δ ( Χ ι ,  Xn)) € V γ ια  κάθε ( x j , ..., χη)€  W

ii)  f ( x i ,x 2, .. .,x n, g (x i, ...,χ η)) = 0
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i i i )  g (a j......an) = b .

Αν όλες ο ι μερικές παραγω γοί πρώ της τάξης της f υπ ά ρ χ ο υν στο V κ α ι 
ε ίνα ι συνεχείς, τότε ο ι μερικές παραγω γο ί πρώ της τάξης της g υπάρχουν 
στο W κα ι δ ίνο ντα ι από τ ις  σχέσεις

δί_ 
dxi

£  ’ 
ay

όπου ο ι μερικές παράγω γο ι κ α ι υπ ο λο γ ίζο ντα ι στο σημείο (x j, Χ2 , . . . ,  
xn. g(Xi...... χη)) του V.

Υ π ά ρ χ ε ι έ να  α νά λο γο  θεώ ρημ α  γ ια  π ερ ισ σ ό τερ ες  τη ς μ ια ς  
πεπλεγμένες συναρτήσεις που δ ίνο ντα ι από  ένα  σύστημα εξισ ώ σ εω ν της 
μορφής

fl(X l,X 2 X n .yi.Y 2 . ···. ym) = 0

f2(x i .x 2 X n.y1. y 2...... ym) = o
(1)

af af ag , ag
— + — · — = ° . δηλαδή — = - 
axj ay ax, axj

fm(Xl. X2 . ···. Xn. y  I. y2 . ···. yin) = 0

όπου ο ι συναρτήσεις Π.......fm ο ρ ίζο ντα ι σ' ένα  υπο σύνο λο  του JRn+m .
Το ερώτημα ε ίνα ι α ν  από το σύστημα ( 1) τα  y j , y2 .......ym μπορούν να
εκφρασθούν ω ς συναρτήσεις τω ν Χι......χ„ . Σχετικό με το ερώτημα αυτό
ε ίνα ι το ακόλουθο θεώρημα.

Θ εώ ρημα 2 .9 .2

Έ σ τω Ut = fi(Xl« ···. Xn. yi* ···. yin). ^2 s  f2(Xi. ···. Xn. y i .  ···. ym). ···»
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um = W x i...... Χη· y i , y m )  ε ίν α ι m συναρτήσεις ο ι ο π ο ίες ο ρ ίζο ντα ι σ'
ένα  α νο ικτό  υπο σύνο λο  V του lRn+m κ α ι έστω  ( a j , .... an, b i . ..., btn)€ V .

ν Q. ar ar
Υ π ο θέτο υμ ε ο τ ι η f κ α ι ο ι μ ερ ικες π α ρ α γω γο ί —  , ..., ——  ε ίν α ι

Τότε υπ ά ρ χ ο υν  ένα  α νο ικ τό  υπ ο σ ύνο λο  W το υ  ]Rn π ο υ  π ερ ιέχ ε ι το 
σημείο ( a j , ..., an) κ α ι m σ υνα ρ τή σ εις g\: W-+IR, i= l, .... m , ο ι ο π ο ίες

ε ίν α ι σ υνεχ ε ίς  επ ί του W , ώ στε να  ισ χύο υν τα  ακόλουθα :
i ) Γ ια  κάθε (χ ι , . . . ,  χΠ) e W έχουμε ότι

(Χ ΐ...... Xn, δ ΐ(Χ ΐ, ···, Χη), - ,  &n(Xl, Χη)>€ V

Η) g i(a i, . . . ,α η) = β ΐ, i= l,2 , ...,m

i i i )  fi(X i...... xn,g i(X i,...,X n )........§m(Xl· ···, Χπ» = 0 ,  i= l,. . . ,m .

Α ν επ ί π λ έο ν  κάθε ή έχει όλες τ ις  μ ερ ικές π α ρ α γω γο ύς πρώ της 
τά ξη ς  σ υ ν ε χ ε ίς  ε π ί το υ  V , τό τε  κ ά θ ε  gj έχ ε ι σ υ ν ε χ ε ίς  μ ερ ικ ές 
πα ρ αγώ γο υς πρ ώ της τά ξη ς επ ί του W . Γ ια  κάθε k , l<k<n, ο ι μ ερ ικές

Να δ ειχ θ ε ί ό τ ι υπ ά ρ χ ει πα ρ α γω γίσ ιμ η  συνάρτηση  y  = y (x ) που 
δ ίνετα ι υπ ό  πεπλεγμένη  μορφή από  την εξίσω ση χημγ+γημχ = π  κ α ι γ ια  
τη ν ο πο ία  y ( K/2) = π/2· Στη σ υνέχεια  γ ια  τη συνάρτηση αυτή  να  βρεθούν

ο ι y ' (π /2) κ α ι y" (π/2).

ayi dym

σ υνεχ είς στο V κ α ι ό τι aCf 1»̂ 2* —»fm)
a (y i, y 2 , —Ym)

^ 0  στο ( a j , ..., an, b j , .... b m ).

πα ρ αγω γο ί , . . . ,  βρ ίσκοντα ι από τη λύση του συστήματος 
dxk όχκ

= 0 , i= l,2 , ..., m .

Ά σ κ η σ η
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Λ ύ σ η
df

Έχουμε f(x, y) = χημγ+γημχ-π = 0, ί(π/2, x f o  = 0 , - —= ημγ+ γσυνχ,
o x

δί _ r df af ,
— = χσυνγ+ ημχ. Ε πομένως ο ι συναρτήσεις f, —  κ α ι —  ε ίνα ι σ υνεχ είς. 
o y  fix fly

af
Επίσης —  (π/2, 71 h )  = 1 *  0.

o y

Σ ύμφωνα με το Θ εώρημα 2.9.1, υπ ά ρ χ ει α νο ικ τό  δ ιάστημα (α , β) π ο υ  
π ερ ιέχ ει το 71 k  κ α ι συνάρτηση  y  =y(x) π ο υ  ο ρ ίζ ετα ι κ α ι ε ίν α ι 
παραγωγίσιμη επ ί του (α , β) τέτο ια  ώ στε γ (π /2) = π/2 κ α ι f(x , y (x )) = 0 , 
δηλαδή η y=y(x) πληροί την εξίσω ση

χημΥ + Υημχ= π . α>

Π αραγωγίζοντας την ( 1) ω ς  προς χ (θεω ρώ ντας το y  συνάρτηση του χ ), 
παίρνουμε την

ημy + ymrvx + [xouvy + ημχ]γ' = 0  (2 )

κα ιά ρ α

. = _ jH J22vw x_
3 χσυνγ + ημχ ' ν

Επειδή τόσο ο αρ ιθμητής όσο κ α ι ο παρονομαστής του κλάσμ ατος στο 
δεύτερο μ έλος τη ς (3) ε ίν α ι π α ρ α γω γ ίσ ιμ ες  σ υ να ρ τή σ ε ις  το υ  χ , 
προκύπτει ό τι υπάρχει η y " . Π αραγω γίζοντας τώ ρα ω ς  προς x τα  δύο 

μέλη της (2 ) πα ίρνουμ ε

- γημχ+ [συνγ+ συνχ]γ' + (συνγ+ συνχ)γ' +(χσυνγ+ημχ)γ"
+ (-χημγ)(Υ’ )2=0 . (4)
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Επειδή ν(π/2 ) = π/2 . η (3) δίνει ότι

ν< (π,, __ _ ημ π/2 + π/2 συνπ/2
2 π/2 (Tirv π/2 +ημ π/2

Η (4) τώρα δίνει

- π/2 + (0+0) (-1) + (0+0) (-1) + ( ·  Ο +l)y" (π/2) + (- π/2) - 1 = 0  

και επομένως γ"(π/2) = π .

2 . 1 0  Μ έγισ τα  και Ελάχιστα Συναρτήσεω ν

Ορισμός 2.10.1: Έ σ τω  f μια πραγματική συνάρτηση η οποία 

ορίζεται επί ενός υποσυνόλου Α του IRn. Θα λέμε ότι η f έχει α π ό λ  ν τ ο  

μ έ γ ι σ τ ο  (αντίστοιχα α π ό λ υ τ ο  ε λ ά χ ι σ τ ο )  επί του Α στο σημείο 

a € Α αν f( x ) < f( a ) (αντ. f( x ) > f( a )) για κάθε x € A . Η συνάρτηση 

f έχει ένα τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο  (αντ. τ ο π ι κ ό  ε λ ά χ ι σ τ ο )  στο a αν
—► —+ —* —► -φ·

υπάρχει γ>0 τέτοιο ώστε f( x ) < f( a ) (αντ. f( χ ) > f( a )) για κάθε χ € Α 

με II χ - a II < r . Η f  έχει ένα τ ο π ι κ ό  α κ ρ ό τ α τ ο  επί του Α στο a αν 

έχει στο a τοπικό μέγιστο ή τοπικό ελάχιστο. Η f έχει στο a ένα 

γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο  (α ν τ . γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ ό  ε λ ά χ ι σ τ ο )  

αν υπάρχει r>0 τέτοιο ώστε f( x ) < f( a ) (αντ. f( χ ) > f( a )) για κάθε 

χ € Α με 0  < II χ - all < r .

Για συνεχείς συναρτήσεις επί συμπαγών σσνόλων έχουμε το εζής:

θεώ ρημα 2.10.2
Αν η πραγματική συνάρτηση f είναι συνεχής επί ενός μη κενοΰ 

συμπαγούς υποσυνόλου Α του IRn , τότε υπάρχουν a , b € Α τέτοια ώστε

f( a ) < f( x ) < f( b ) για κάθε x  € A .
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Ορισμός 2.10.3
Έστω f μια πραγματική συνάρτηση που ορίζεται σ' ένα υποσύνολο 

Α τον Κη και έστω a € A . Αν οι μερικές παραγωγοί πρώτης τάξης της f
-  , t . ar -  ar -  af - .νπαρχοΐ'ν στο a , τότε το διανυσμα (-— ( a ), - — ( a ), ..., - — ( a ))axi ax2 axn

ονομάζεταια ν ά δ ε λ τ α  τηςfστο a καιπαρίσταταιμε Vf(a).

Ορισμός 2.10.4

Έστω AclRn, a €Α και f: A-*IR .Τοσημείο a λέγεται κ ρ ί σ ι μ ο  

σ η μ ε ί ο  της f αν το ανάδελτα Vf(a) υπάρχει και είναι το μηδενικό
ar -* af -

όιάνυσμα, δηλαδή αν —— ( a ) =... = ( a ) = 0, ή αν το ανάδελτα της f
σχι cxn

δεν υπάρχει στο a . Για μια συνάρτηση f μιας μεταβλητής, η οποία 
ορίζεται σ' ένα διάστημα I της πραγματικής ευθείας, ξέρουμε ότι αν η f 
έχει ένα τοπικό ακρότατο σ’ ένα σημείο x0€ I. τότε αν το χ0 είναι
εσωτερικό σημείο τον  I και αν η παράγωγος Γ (χ0) υπάρχει, τότε Γ 
(χο)=0. Το επόμενο θεώρημα μας λέει ότι ισχύει κάτι ανάλογο για 
συναρτήσεις πολλών μεταβλητών.

θεώρημα 2.10.5
Έστω f μια παραγματική συνάρτηση η οποία ορίζεται επί ενός 

υποσυνόλου Α του ΚΠ . Αν η f έχει επί του Α ένα τοπικό ακρότατο σ'
ένα εσωτερικό σημείο a του Α και αν το Vf( a ) υπάρχει, τότε

af

axn( a)  = 0.
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Α π ό δ ε ι ξ η

Έ στω  ό τι η f έχει ένα  το π ικό  μέγιστο στο εσω τερ ικό  σημείο a e A 

(η π ερ ίπ τω ση  το ν  το π ικ ο ύ  ελά χ ισ το υ  ε ίν α ι α νάλο γη ) κ α ι ό τι το Vf( a ) 

υπάρχει. Τότε υπάρ χ ει r>0 τέτο ιο  ώστε

{ a  € IRn : IIx - a l l< r } c A  κ α ι  f ( x ) < f ( a )  α ν  IIχ - a  H er  .

Έ στω  1 < k < π κ α ι θεωρούμε τη συνάρτηση

g: (ai<- r, ajc+r) -*  JR  , g (t) = f ( a j , a k - i ,  t, a i c + i , a , , )

H g έχει ένα  το π ικό  μέγιστο  επ ί το υ  (a*- r, ajc+ r) στο  . Ε πειδή η
dc flf —► „  da

παραγω γός ^  (a^) = ( a ) υπά ρ χ ει, θα ε ίν α ι (ak) = 0 , δηλαδή

df -
— ( a )  = 0 .
axk

Π αρα τήρηση: Α πό το προηγούμενο θεώρημα π ρ ο κύπ τει ό τι, α ν 
μ ια  πραγμ ατική  συνάρτηση  f, με πεδ ίο  ορ ισμού ένα  υπ ο σ ύνο λο  Α του 
IR n , έχ ει μ ερ ικ ές π α ρ α γώ γο υς π ρ ώ τη ς τά ξη ς σε ό λα  τα  εσω τερ ικά  
σημεία  το υ  Α , τό τε τα  σημ εία  (α ν  υπ ά ρ χ ο υν) ό π ο υ  η f έχει απόλυτο  
μέγιστο (ή απ ό λυτο  ελάχιστο) επ ί του Α ε ίνα ι ε ίτε συνο ρ ιακά  σημεία του 
Α είτε εσω τερ ικά  σημεία στα  ο π ο ία  το ανάδελτα  της f μηδενίζετα ι.

Λ ή μ μ α  2 .1 0 .6

Έ στω  A , Β , Γ σταθερο ί πραγμ ατικο ί αρ ιθμ ο ί κ α ι α ς  θεωρήσουμε τη 
συνάρτηση: F: IR2-*· IR , F(x, y ) = Ax2+2Bxy+Ty2 . Θ έτουμε D = ΑΓ- Β2.

Τότε:
i ) Α ν D>0 κ α ι Α>0, τότε F(x, y)>0 y i a  κάθε (x , y )* (0 ,0).
i i )  Α ν D>0 κ α ι Α<0, τότε F(x, y)<0 γ ια  κάθε (χ, y )* (0 ,0).
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i i i )  Α ν D<0, τότε υπάρχουν σημεία (x i ,  y i ) ,  (Χ2 , Υ ι) , π ά νω  στην 
περ ιφέρεια  κ ίχ λο υ  x2+y2=K τέτο ια  ώστε F (x j-y j)> 0  κ α ι F(X2 . y 2)<0 .

Α π ό δ ε ι ξ η
i)  Έ στω ό τι D>0 κ α ι Α>0. Έ χουμε

F (x ,y)= ^ ·[(A x+ B y )2 + (ΑΓ- B2)y2] >:0 .

Αν F(x, y) = 0 τότε y=0 κ α ι Ax+By = 0 =» x = y = 0 .

i i ) Η απόδειξη ε ίνα ι ανάλογη με την απόδειξη  της (i).
i i i )  Έ στω D<0. Δ ιακρίνουμε τ ις  εξής π ερ ιπ τώ σεις:

Π ερίπτωση I: Α *0. Τότε τα  σημεία (1 ,0)  κα ι - Β

\[α 2+ β 2 ' V a 2+b 2

βρίσκοντα ι π ά νω  στην π ερ ιφ έρ εια  του κύκλο υ  x2+y2=l κ α ι F( 1, 0)=Α,

F ' ·Β  A ) AD
\ Ι α 2+β 2 ’ V a 2+ b 2J ” Α2+Β2

Εκ τω ν  Α κ α ι AD
Α2+Β2

το ένα  ε ίν α ι

θετικό κα ι το άλλο αρνητικό .

Π ερίπτωση II: Γ>0. Ε ίνα ι ανάλογη με τη ν (I).

Π ερίπτωση III: Α=Γ=0. Επειδή D=- Β2<0, θα  ε ίν α ι Β* 0  . Τα 

σημεία , κ α ι , - β ρ ίσκο ντα ι στην π ερ ιφ έρ εια

χ 2+ χ 2 =1 κ α ι F ( ; J - ,^ ) ·  F ( ^ ·  - ^ )  = - Β 2< 0 .

θ εώ ρ η μ α  2 .1 0 .7
Έ στω  f μ ια  πρ αγμ ατική  συνάρτηση  η ο π ο ία  ο ρ ίζετα ι επ ί ενό ς 

ανο ικτού υποσυνόλου V του IR2 κ α ι έστω  (a . b)€ V. Υ ποθέτουμε ό τ ι η ΐ

έχει μερικές παραγω γούς 2 ^  τάξης ο ι ο π ο ίες ε ίν α ι σ υνεχ είς επ ί του V
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0 f 0 f 0^
κ α ι ό τι —  (a,b) = —  (a.b) = 0. Γ ια  (x,y)€ V, θέτουμε A (x. y) = —- ( x ,  y).Λν Λ ; βχζd x  d y  

6*ί 
d x d y

A 0 -  A (a, b), D0 = D(a, b). Τότε:

dzf
Β(Χ’̂  = Γ Τ " (Χ’^ ’ T (x,y) = —r (x ,y ) , D(x ,y )  = A (x ,y ) * r ( x ,y ) -B 2(x,y),

i )  A v Do>0 κ α ι Ao>0, τότε η f έχει ένα  γνή σ ιο  το π ικό  ελάχιστο 

στο (a, b).

i i )  Α ν Do>0 κ α ι Αο<0, τό τε η f έχει στο  (a , b) γνή σ ιο  τοπ ικό  

μέγιστο .

i i i )  Α ν Do<0, τότε η f δ εν έχει στο (a , b) ούτε το π ικό  ελάχιστο 

ούτε τοπ ικό  μέγιστο .

iv )  Α ν Do=0, τότε δεν μπορούμε με τη ν π α ρ α π ά νω  μέθοδο να  

αποφανθούμ ε κα τά  πόσο η f έχει ή όχι τοπ ικό  ακρότατο στο (a, b).

Α π ό δ ε ι ξ η
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i ) Υ ποθέτουμε ό τι Do>0 κ α ι Αο>0. Ε πειδή το σύνο λο  V ε ίν α ι 

ανο ικτό  κα ι ο ι συναρτήσεις Α(χ, y ) κ α ι D(x, y ) ε ίν α ι σ υνεχείς επ ί του V, 
υπάρχει δ> 0  τέτοιο ώστε

Δ = {(X, y ): (X- a)2+(y- b)2 < δ2 } c v

κα ι A(x, y)>0, D(x, y)>0 γ ια  κάθε (χ, y )€A . Τα σημεία του Δ ε ίν α ι της 

μορφής (a+h, b+k) με h2+k2<6 2 .
Έ στω  τώ ρα (a+h, b+k)€V. Σ ύμ φ ω να  με το ν  τύπ ο  το υ  T aylo r 

υπάρχει 0 <θ< 1 τέτοιο ώστε

f(a+h, b+k) - f(a, b) = j
t2 0 ^  a2f
h2 —7 + 2 hk — —  + ^  

ox2 d x d y
Z L
d y 2 (a+0 h, b+0 k)

To σημείο (a+0h. b+6 k) βρ ίσκετα ι στο δ ίσκο  Δ κ α ι άρα σ ’ α υτό  έχουμε
f t  f f t  l2

7 Τ  > 0 κ α ι — · —+· - ——  > 0  . Α υτό , σ ύμ φ ω να  με το Λήμμα 
0x2 dx2 dy2 d x d y

2.10.6, σ υνεπάγετα ι ό τι f(a+h, b+k)- f(a , b)> 0  α ν  (h, k)**(0 , 0 ). Σ υνεπώ ς 

η f έχει ένα  γνήσιο  τοπ ικό  ελάχιστο στο (a , b).

i i ) Η απόδειξη ε ίνα ι ανάλογη της απόδειξη ς της (ΐ).

i i i )  Έ στω  ό τ ι Do<0. Σ ύμ φω να  με το Λήμμα 2 .10 .6 , υπ ά ρ χ ο υν 
σημεία (hi, k j) ,  (h2 , k2) στην περ ιφ έρεια  x2+y2 =1 τέτο ια  ώ στε

Aohj +2Boh i k. ι + Tok, = ci> 0

A Ji-j +2B<Ji2k2 + Γok̂  = - C2< 0 .
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Ε π ειδή  ο ι μ ερ ικ ές παραγωγοί δευτέρας τά ξη ς τη ς f  είναι συνεχείς και 

το  V  είναι ανοικτό, υπάρχει δ>0 τέτοιο  ώ στε, αν

Δ  = { (χ, y): (X- a)2 + (y- b)2 < δ2 } , 

τότε A c V κ α ι γ ια  κάθε (X, γ ) € Δ  να έχουμε

IA (x, y )- Α0Ι < | , lB (x , y)- Β 0Ι < | , ΙΓ(χ , y)- Γ0Ι < | ,

όπου ο =  ιη ΐη {ο ι,θ 2} .Έ σ τ ω  ε> 0 και διαλέγουμε 0<d<m in{0, ε} 

Α ν h =  dhj, k  =  d k j, τότε υπάρχει 0 <  θ <  1 τέτοιο ώ στε

f(a+h) - f(a , b) = ~

02f

0 Zf

0X2

0 2f

+ 2hk
e h  2  e h '

dxdy + ̂  dy2

0 Zf

(a+0h, b+0k)

Θ έτουμε -  — r -  A o , ε2 = — -  - B 0 , ε3 = — r  - Γ 0 - Επειδή
dxz 0x0y 5y2

0 2h2+O2k2 < h2+k2 = d2 < δ2, έχουμε tejl < |·, i= l ,  2 , 3. Α ρα

2

f(a+h, b+k) - f(a , b) = —- [Aoh^ +2hikiB0 +Tkj +ε]δ^ + 2h ik ^ 2 + ε3^ ]

£ j- [c - |h 5 -2 lh ik | l | - |k ^

^ d2 , c 2c c> d2c _
£ T ( c - 8 - T - 8 ) = — > 0 -

Ο μ οίω ς, αν λάβουμε h' = dh2, k ’ = dk2, αποόεικνυουμε ανάλογα ότι
d2c

f (a+h', b + k ') - f(a, b) <  - —  < 0  . Τα σημεία (a+h, b+k) και (a+h', b+k')

απέχουν από το  (a, b) απόσταση μικρότερη του ε. Ε π ομ ένω ς, για κάθε 
ε> Ο υ π ά ρ χ ο υ ν (Χ ],γ ι)κ α ι (x2,y2) € V  με (X i-a)2+ (y i-b)2<a2, (χ2- a)2+(y2-
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b)2< ε2 , τέτοια ώστε f(xi, yi)>f(a. b) και f(X2 , y2)<f(a. b). Αυτό 

συνεπάγεται ότι η f όεν έχει ούτε τοπικό μέγιστο ούτε τοπικό ελάχιστο 
(ττο (a, b). Στην περίπτωση που Do=0, τα επόμενα παραδείγματα 

δείχνουν ότι η συνάρτηση f μπορεί να έχει ή να μην έχει τοπικό 

ακρότατο στο (a, b).

Παραδείγματα:
1. f: IR2-» IR, f(x, y) = 2x4+y2 .

df 0f
Στο σημείο(0,0) έχουμε — = — =0 και

dx dy
d ^

dx2 dy2

Προφανώς στο (0,0) η f έχει απόλυτο ελάχιστο.

2 . f: IR2-»IR. f(x. y) = - χ 4- y4 .

df df
Στο σημείο (0 ,0) έχουμε —  = —  = 0  και

dx dy
Λ
dx2

a2f

dy2

d2f ■>
dxdy

= 0 .  Στο

σημείο αυτό η f έχει απόλυτο μέγιστο.

3 . f: IR2— R , f(x, y) = x3+y3 .
df df d2f

Στο σημείο (0 ,0) έχουμε —  = —  = — τ· — r -
dx dy dx  ̂ dy2

d2f 1
dxdy

= 0 .  Στο σημείο

αυτό η f δεν έχει τοπικό μέγιστο ούτε τοπικό ελάχιστο. Πραγματικά, για 
κάθε δ>0. υπάρχουν (x, y) με x2+y2 < δ2 και f(x, y) > 0 = f(0, 0) και 

f(- χ, - y) = - f(x, y) < 0.

Ορισμός 2.10.8
Έστιυ f μια πραγματική συνάρτηση η οποία ορίζεται επί ενός 

υποσυνόλου Α του IRn και έστω a € Α. Αν οι μερικές παραγωγοί δευτέ*
-* d2! —

ραε τάΕης της f υπάρχουν στο a και αν an = ———- ( a ), τότε ο πίνακας
dxjdyj
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H ( a )  =

C a n  ai2 . . .  am

a21 a22 ··· a2n

anl an2 · · · ann ̂

ο νο μ άζετα ι Ε σσ ιανό ς π ίνα κ α ς  της f στο a . Α ν ο ι μ ερ ικές παραγω γο ί 

δ ευτέρας τάξης της f ε ίν α ι σ υνεχ είς στο a , τότε aj j = aj, κ α ι επομένω ς ο

Ε σ σ ια νό ς π ίνα κ α ς  τη ς f στο a ε ίν α ι συμ μ ετρ ικός ω ς  πρ ο ς τη ν κ υρ ία  
δ ια γώ νιο .

Το επόμενο  θεώ ρημα, π ο υ  δ ίνο υμ ε χ ω ρ ίς α π ό δ ειξη , α να φ έρ ετα ι 
στην ύπαρξη  ακρ ό τατω ν τ ιμ ώ ν  γ ια  συναρτήσεις π ο λλώ ν μεταβλητών.

θ εώ ρ η μ α  2 .1 0 .9
Έ σ τω  f μ ια  π ρ α γμ α τική  συνάρτηση  η ο π ο ία  ο ρ ίζετα ι κ α ι έχει 

σ υ ν εχ ε ίς  μ ερ ικ ές π α ρ α γώ γο υ ς  μ έχρ ι 2 Ί* τά ξη ς  ε π ί ενό ς α νο ικ το ύ  

υπ ο συνό λο υ  V του IRn . Έ στω  a € V τέτο ιο  ώ στε Vf( a ) = ( 0 , ..., 0) κ α ι 

έστω
1j

(  all a12 · ·. aln "S

H (a )
a21 a22 · · · a2n

v anl an2 · · · ann

ο Ε σσ ιανός π ίνα κ α ς  της f στο a . Θ έτουμε Di=aj ι και

•'r '·*;·; I

■■ί-

. Υ.\ *

-χ:.
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Dk =

an ai2 . . .  aik 

»2i a22 . . .  a2k

L ®ki ak2 · . ·  akk -*

γ ια  k = 2 , 3 , . . . ,  n

1. H f έχει ένα  γνήσιο τοπ ικό  ελάχιστο  στο a  α ν

m- Dk>0 γ ια  k = 1 ,2 .......n .

2 .  Η f έχει ένα  γνήσιο τοπ ικό  μέγιστο στο a α ν

( - l ) kDk>0 γ ια  k = l , 2 , ..., δηλαδή Di<0, Ε>2> 0 , D3< 0 , ... .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α
Θεωρούμε τη συνάρτηση

f: IR3-* 1R, f(x, y , ζ) = x4+y4+z4- 4xyz .

Βρίσκουμε τα  σημεία στα ο πο ία  μ ηδενίζετα ι το α νάδελτα  της Γ, δηλαδή 
λύνουμε το σύστημα

df ,
— = 4x* - 4yz = 0 
ax
df ,
— =4y^- 4xz = 0
ay
d f  ,
~ = 4 z J-4 x y  = 0  
0z

x3 = yz Λ 
y3 = xz 
z3 = xy

x3 = y 3 = z3 = x y z . Άρα x = y  = z

Για x = y  = ζ, η x3 = yz γ ίν ε τα ι χ3 = χ2 - * χ  = 0  ή x = 1 .
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Α ρα το  α νά δ ελτα  τη ς f μ η δ ενίζετα ι σ τα  σημεία  (0 . Ο, 0) κ α ι (1 , 1, 1). 
Α υτά  ε ίν α ι τα  μ όνα  σημεία όπο υ η f μπορεί να  έχει το π ικ ά  ακρότατα . 
Στη σ υνέχ εια  βρ ίσκουμε τη ν Ε σσιανή τη ς f. Έ χουμε

d x 2

cry1

12x2 ,

12y 2 ,

eh eh
d x d y

eh
θ γ β ζ

d y d x

6h

= - 4 z ,
eh eh

d z S y
= - 4 x .

dxfiz

eh
δζ2

= -------= - 4y
flZDX

- 12Z2 . Α ρα

H(x, y, z) =

r 12x2 - 4z  - 4 y  Λ 

- 4z 12y2 - 4x 

^ - 4 y  - 4x 12Z2 J

Στο σημείο (1 ,1 ,1 )  έχουμε

Η (1 ,1 ,1 )  =

r 12 

- 4

\ - 4

- 4  - 4   ̂

12 - 4  

- 4  12 /

Di=12>0, D2=
12 -4  

- 4  12
= 144-16 = 128 > 0

12 - 4  - 4 3 - 1 - 1

d 3 = - 4  12 - 4 = 64 - 1  3 - 1

- 4  - 4  12 - 1 - 1 3

= 64[(3·3·3+ ί-1)(-1)(-1)+(-1)(-1)(-1 )■ (-1)*3*(-1)- <-1)(-1)·3- 3(-1)(-1)] 

-  64(27- 1- 1- 3- 3- 3) = 64 *16 = 512 > 0 -
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Αρα στο σημείο (1 .1 ,1 )  η f έχει ένα  γνήσ ιο  τοπ ικό  ελάχιστο .
Στο σημείο (0, 0 .0 )  η Γ όεν έχει ούτε τοπ ικό  μέγιστο ούτε το π ικό  

ελάχιστο. Π ραγματικά. Γ(0 , 0 .0 )  = 0 . Δ οθέντος τώ ρα ό>0 . υπάρ χει ε>0 

με 3ε2< δ2 (0 < ε < ^=·). Τα σημεία (ε, ε, ε) κ α ι (- ε, - ε, - ε) απέχουν από

το (0 .0 .0 )  απόσταση ε^3 < δ κ α ι ί(ε , ε, ε) = 3ε4- 4ε3 = ε3(3ε -4) κ α ι 
f(- ε. - ε, - ε) = 3ε4 + 4ε3 . Α ν 0 < ε <1, τότε ί(ε , ε, ε) < 0 = f (0 ,0 ,0 )  < f(- ε, 
- ε, - ε). Αυτό α π ο δ εικ νύει ό τ ι η f δεν έχει ούτε το π ικό  μέγιστο  ούτε 
τοπικό ελάχιστο στο (0 , 0 , 0 ).

2.11 Μέγιστα και Ελάχιστα υπό συνθήκες
Π ολλά προβλήματα ευρέσεω ς μ εγίσ τω ν ή ελά χ ισ τω ν ε ίν α ι τέτο ια  

ώστε ο ι α νεξά ρ τη τες μεταβλητές ε ίν α ι υπ ο χ ρ εω μ ένες να  π λ η ρ ο ύν  
ορισμένες συνθήκες. Οι συνθήκες α υτές δ ίνο ντα ι συνήθω ς υπό  τη μορφή 
ενός συστήματος εξισώ σεω ν της μορφής

gi(xi.....Xn) = 0 , i = 1,2...... m .

Π α ρ ά δ ειγμ α  1

Να βρεθεί η απόσταση ενός σημείου (x0, y0. Ζο) του χώρου από  το 

επίπεδο με εξίσω ση ax -^ y+γζ = ό. Το πρόβλημα εδώ α νά γετα ι στο να  
βρούμε το ελάχιστο της συνάρτησης

f(x,y,z> = ‘\/(x-Xo)2+(y-yo)2+(z-Zo)2 

όταν τα x , y , ζ  πληρούν τη συνθήκη αχ+βγ+γζ- δ = 0 .

Π α ρ ά δ ειγμ α  2
Να βρεθεί το σημείο της καμ πύλη ς με εξίσω ση  x2+3y2+2xy=l το 

οποίο απέχει τη μ ικρότερη απόσταση  από  το σημείο (1 .-1 ) .  Επειδή η
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α πόσταση  ενό ς σημ είο υ (χ , ν ) τ η ; κα μ π ύλη ς απ ό  το ( 1, - 1) ε ίν α ι 
V (x - l )2+(y+y)2? το πρόβλημα α νά γετα ι στην εύρεση το ν ελάχιστου της
συνάρτησης

f(x , y ) = V (x - l )2 + (y+ l)2

ό τα ν τα  x . y  π λη ρ ο ύν τη συνθήκη  x2+3y2+ 2xy-1=0 .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3
Να βρεθεί το  μήκος το υ  μ εγάλου ά ξο να  τη ς έλλειψ η ς με εξίσω ση 

2x2+3xy+y2= l. Επειδή τα  σημεία  πο υ  βρ ίσκοντα ι στα  άκρα του μεγάλου 
ά ξο να  ε ίν α ι α υ τά  με τη μεγαλύτερη μ εταξύ τω ν απόσταση , το πρόβλημα 
α νά γετα ι στην εύρεση το ν  μ εγίστου της συνάρτησης

f(x , y , u, ν )  = V (x-u)2+(y-v)2

όπου τα  x, y , u, ν  πληροιτν το σύστημα

g i (x ,  y . u, ν )  = 2x2+3xy+y2- l = 0 

g2(x , y , u, ν )  = 2u2+3uv+v2- 1 = 0  .

Έ να ς τρόπος με το ν οπο ίο  μπορούμε μερικές φο ρ ές να  λύσουμε το 
πρόβλημ α τη ς εύρ εσ η ς τ ω ν  α κ ρ ό τα τω ν  τ ιμ ώ ν  μ ια ς  π ρ α γμ α τικ ή ς 
σιη 'άρτησης f η μεταβλητών υπ ό  τ ις  συνθήκες

&(χι ,Χ2 , . . . ,xn) = 0 , ΐ = 1 ,2 ...... m (m<n) ( 1)

ε ίν α ι ν α  εκφράσουμ ε, (α ν  μπορούμε) με τη βοήθεια τω ν  εξισ ώ σ εω ν ( 1), 
m από  τ ις  μεταβλητές Χ], . . . ,  χη ω ς  συναρτήσεις τω ν  υπ ο λο ίπ ω ν  κ α ι τ ις
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τιμ ές αυτές να  τ ις  αντικαταστήσουμ ε στην f οπότε αναγόμ αστε σ την 
αναζήτηση ακρότατων τιμ ώ ν μ ια ς συνάρτησης n-m μεταβλητών.

Π αρ άδ ειγμ α  4
Να βρεθούν ο ι γω ν ίες  του τρ ιγώ νο υ  γ ια  το οπο ίο  το άθροισμα τω ν  

ημιτόνων τω ν τρ ιώ ν γω ν ιώ ν  ε ίν α ι μέγιστο.

Λ ύ σ η
Αν χ, y, z ε ίν α ι ο ι γ ω ν ίε ς  το υ  τρ ιγώ νο υ , ζητάμε να  βρούμε το 

μέγιστο της συνάρτησης f(x,y,z) = ημχ+ημγ+ημζ στο σ ύνο λο  V = 
{(x,y,z): 0  < χ;y ,z  < π | όπου τα χ, y , ζ  πληρούν τη συνθήκη x+y+z = π  . 
Α πάτην χ+γ+ζ = π ,  πα ίρνουμ ε ζ = π-(χ+γ) κ α ι το πρόβλημα α νά γετα ι 
στην εύρεση της μεγίστης τιμής της συνάρτησης

g(x,y) = ημχ+ημγ+ημ(π-χ-γ) = ημχ+ημγ+ημ(χ+γ) 

στο σύνολο Α= |(x,y): Ckx,y, χ+γ<π}.
y

Θα δείξουμ ε κα τ ' αρχήν ό τ ι η g

έχει ένα τοπικό  μέγιστο στο Α κ α ι στη π

συνέχεια  θα όούμε ό τι πρ ό κειτα ι γ ια

α π ό λυτο  μ έγ ισ το . Στο σημ είο  (ή

σημεία) όπου έχουμε τοπ ικό  μέγιστο

για  την g θα ε ίνα ι Ο

dg dg
—  =  σ υ ν χ  +  σ υ ν ( χ + γ )  =  0 , —  =  σ υ ν γ  +  o v v (x + y ) . 
σ χ  ay

Αρα συνχ = συνγ  = - miv(x+y) = ο υνίπ -χ -y). Επειδή

Ν
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0  < χ. y , π- x- y  < π , θα  ε ίν α ι χ = y  = π- χ- y π

Στο σημείο αυτό  ε ίνα ι

i t
dx2

= - ημχ- ημ ίχ+y) = - V 3 < 0 *

r -  (^g
T T  = - V 3 .  ——  = - ημίχ+y) = -
5 >r dxoy

5 k .  r iV . 2  .  3 Λ
dx2 dy2 dxdy 4

2

Ε πομένω ς στο σημείο α υτό  έχουμε τοπ ικό  μέγιστο γ ια  την g . Η τιμή της 
3^3g ε ίν α ι . Θα δούμε τώ ρα  ό τ ι στην πραγμ ατικότητα  πρ ό κειτα ι γ ια

απ ό λυτο  μέγιστο . Π ραγματικά το τρ ίγω νο  ΟΜΝ (το εσω τερ ικό μ αζί με 
τ ις  π λ ευρ ές) ε ίν α ι κ λε ισ τό  κ α ι φραγμ ένο , δηλαδή σ υμ πα γές, κ α ι άρα 
υπ ά ρ χ ει έ να  σημείο (Χο, y 0) στο τρ ίγω νο  α υτό  ό πο υ η g π α ίρ νε ι τη 

μ εγαλύτερη  τιμ ή  τη ς. Το σημείο  αυτό  δ εν μ πορεί ν α  ε ίν α ι π ά νω  σ τ ις  
π λευρ ές. (Α ν π .χ . ε ίν α ι π ά νω  σ την π λευρ ά , τότε yo=0 κ α ι g(Xo,yo) = 

3>/32ημχ0 ^  2 < . Το ίδ ιο  α ν  Xq= 0  ή α ν  x0+yo =π). Ώ στε το (Xq, y 0)

π ρ έπ ει να  ε ίν α ι εσω τερ ικό σημείο του τρ ιγώ νο υ  ΟΜΝ. Α λλά τότε σ ' αυτό
dg <3g π

θα έχουμε —  = —  = 0  κ α ι άρα  ό π ω ς είδαμε Χο = yo = Τ  · Ώ στε η f 
οχ dy ·*

π α ίρ νε ι τη μέγιστη τιμή της ό τα ν χ = y  = z = , δηλαδή όταν το τρ ίγω νο

ε ίν α ι ισόπλευρο .
Η μέθοδος τη ν ο π ο ία  χρησιμοποιήσαμε στο προηγούμενο παρά- , 

δείγμ α  δ εν ε ίν α ι πά ντο τε εφαρμόσιμη γ ια τ ί δ εν μπορούμε πά ντοτε να
• ν  ·>* -:Λ
ιι' S
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εκφράσουμε (χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (1)) m από τις μεταβλητές
Χΐ......χΠ ως συναρτήσεις των υπολοίπων. Μια άλλη μέθοδος που
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είναι γνωστή με το όνομα "μέθοδος των 
πολλ/στών του Lagrange". Πριν αναφέρουμε τη μέθοδο αυτή, ας 
θυμηθούμε την έννοια του βαθμού ενός πίνακα* θεωρούμε έναν m*n
πίνακα

f  a n  ai2 . . .  a in > 

&21 a22 · · ·  a2n

λ  ami am2 —  amn

Έστω llk<max(m, n } . Av I<ii< 12< . . .<ik^m και 1< ji< J2<  ... < 
jk < n , τότε η ορίζουσα

ai|j| a«iJ2 **· a*iJk 

a»2ii a*2i2 * * * a*2ik.

a»kh a>ki2 ··· a*kilc

λέγεται μια ορίζουσα k-τάξης που προέρχεται από τον πίνακα Α. 
Ας θεωρήσουμε π.χ. τον πίνακα

r a β Υ δ>

Β = ε t η θ
λ μ V >
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Ο ιο ρ ίζο υσες
α  β α γ η θ

ν» *
ε η

9 *··*
μ V

ε ίν α ι ορ ίζουσες δε\π;έρας 

α γ  δ

τά ξη ς π ο υ  προέρχοντα ι από  το ν Β . Η ορ ίζουσα ε η θ ε ίν α ι μ ια

κ  μ ν

ο ρ ίζο υσα  τρ ίτη ς τά ξη ς πο υ  προέρχετα ι από  το ν  Β. Κ άθε ένα  από  τα  
σ το ιχ εία  το υ  Β ε ίν α ι μ ια  ο ρ ίζο υσα  πρώ της τάξη ς πο υ προέρχετα ι από 
το νΒ .

Ο ρ ισ μ ό ς :  Ο νομάζουμε τ ά ξ η  του m *n π ίνα κ α  Α  το μεγαλύτερο 
φ υσ ικ ό  k , 1 < k < m ax {m , n }, γ ια  το ν οπο ίο  υπάρχει ορ ίζουσα  k-τάξης 

πο υ προέρχετα ι από  το ν Α κ α ι ε ίν α ι δ ιάφορος το υ  μηδενός.

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α
Γ ια  το ν π ίνα κ α

έχουμε

r  ι - 1 2 '

Α  = 0 3 0

, 0 1 0  j

1 - 1 2

0 3 0 = 0

0 1 0

κ α ι άρα η τάξη  το υ  Α δεν ε ίν α ι 3. Επειδή
1 - 1 

0 3
= 3 * 0 , η τάξη  του

\ ••Λ'.Κ·,/..

Α ε ίν α ι 2.
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Α ναφέρουμε τ<ύρα χω ρ ίς απόδειξη  το θεώρημα της εύρεσης τω ν  
ακρότατων τιμ ώ ν μ ιας συνάρτησης με τη μέθοδο τω ν π ο λλα π λα σ ια σ τώ ν 
του Lagrange.

θ εώ ρ η μ α  2 . 1 1 .1

Έ στω f, g j .......gm πραγμ ατικές σ υνα ρ τή σ εις ο ι ο πο ίες ο ρ ίζο ντα ι

κ α ι έχουν σ υνεχ ε ίς  π ρ α γώ γο υς π ρ ώ τη ς τά ξη ς επ ί ενό ς  α νο ικ το ύ  

υποσυνόλου V του Κ η (m<n). Α ν a ε ίν α ι ένα  σημείο του V όπου η f

έχει τοπ ικό  ακρότατο επ ί το υ  V υπ ό  τ ις  m σ υνθή κες g i ( x )= 0 ........

gm( x )= 0  κα ι α ν  ο π ίνα κ α ς

ε ίνα ι τάξης m, τότε υπάρχει μ ια  μοναδ ική  m-άδα αρ ιθμ ού (λ|, ..., λπι) 

τέτοια ώστε

A =

Vf( a ) + λ ι β ι ( a ) +... +Vgm( a ) = (0 , 0 ...... 0 ) . (*)

Π α ρ α τή ρ η σ η : Η (*) ισοδύναμη με το σύστημα

ι=ι σχχ
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Οι α ρ ιθ μ ο ί λ μ  .... ‘Am γ ια  το υ ς  ο π ο ίο υ ς  ισ χ ύ ε ι η (* ) ο νο μ ά ζο ντα ι 

π ο λλα π λα σ ια σ τές τοτ' Lagrange.

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α
Να β ρεθεί η απόσταση  το υ  σημ είου Ρ 0 ( Χ ο ,  Υο)  απ ό  τη ν ευθ ε ία  

αχ+βγ+γ = 0  , (ΙαΙ + ΙβΙ * 0 ) .

Λ ύ σ η
Ό π ω ς ξέρουμε από  τη Γεωμετρία , υπάρ χ ει σημείο της ευθεία ς με τη 

μικρότερη απόσταση από  το Ρ0- Α ν P (x , y ) ε ίν α ι ένα  τυχα ίο  σημείο της

ευθ ε ία ς αχ+βγ+γ = 0 , τότε ΡΡ0 = v (x -x 0)2 +(y-yo)2 - Το σημείο Ρ (χ, y) 

με τη μ ικρότερη  απόσταση  ε ίν α ι το  ίδ ιο  με το σημείο  του ο πο ίο υ  το 
τετράγω γο  της απόστασης ε ίν α ι ελάχ ισ το . Α ρκεί λ ο ιπ ό ν  να  βρούμε το 
ελάχιστο της συνάρτησης

όπου τα  x, y  π λη ρ ο ύν τη συνθήκη  g(x, y) = αχ+βγ+γ = 0. Ο π ίνα κ α ς  
<3g d g

(—- , τ ” ) = (α , β) ε ίν α ι τά ξη ς 1 (όσο ι κ α ι ο ι π ερ ιορ ισμ ο ί). Αρα μπορούμε 
σχ oy

να  βρούμε το ελάχιστο  πο υ  ζητάμε με τη μέθοδο τω ν  πο λλα π λα σ ια σ τώ ν 
Lagrange. Σ ύμ φ ω να  με το προηγούμενο θεώρημα, υπάρχει λ€  IR τέτοιο

ώστε στο σημείο του ελάχ ιστου να  ε ίν α ι

f(x, V) = (Χ-Χ0)2 + (y-y0)2

2 (y- y 0) + λβ = ο J

2 (χ- χ0) + λα  = 0 '
( 1)

Έ χουμε επ ίσης ότι
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αχ+βγ+γ = 0 . (2 )

Από το σύστημα τω ν  όύο εξ ισ ώ σ εω ν (1) π α ίρ νο υμ ε: χ = χ0 - λ  

y = y0 - λ  |·. Α ντικαθ ιστώ ντας στην (2) έχουμε:

« < *ο -^ ·Η 5 (Κ ,-^ +Υ = 0 -  Χ = 2 ^ ψ 1 .
L L αζ+βζ

Αρα. γ ια  το σημείο ελάχιστου, έχουμε:

f(x, y) = (x-Xo)2 +(y-y0)2 = V ( « 2+β2) = .
4 αζ+βζ

Σ υνεπώ ς η απόσταση του Ρο(Χο, Υο) από  τη ν ευθεία  αχ+βγ+γ = 0  ε ίν α ι

ν α 2+β2

κ
>|

0
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3. ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

3.1 Διπλά Ολοκληρώματα

Έστω I = [a. b] ένα κλειστό διάστημα της πραγματικής ευθείας IR . 
Ονομάζουμε ό ι α μ έ ρ ι σ η  του I κάθε πεπερασμένο πλήθος ό αριθμών 

του [a, b] της μορφής

ό =  {χ0 = a<xj<X2< ... <xn = b} .

Ο αριθμός λ(δ) = max{Xj- Xj_i : i = 1 ,..., η} ονομάζεται λεπτότητα της 

διαμέρισης δ. Μ ε τον όρο ορθογώνιο στον IR2 θα εννοούμε ένα ορθο
γώνιο Τ με πλευρές παράλληλες προς τους άζονες συντεταγμένων.
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Για να  ορίσουμε τα  δ ιπ λά  ολοκληρώματα θα χρειαστούμε την έννο ια  
ό ιαμέριση ενός ο ρ θο γω νίο υ . Έ στω  Τ = [a, b)*[c, d] ένα  ορθογώ νιο .

θεω ρούμε τ ις  ό ιαμερ ίσεις: δ ι = (a  = x0<xi< ... <Xn = b) ίο υ  fa, b] κ α ι 
02 = |c = y0<yi< ··· <ym = d) του [c, d]. Τότε P = δ ι*δ 2 ο νομ άζετα ι μ ια

διαμέριση του ορθογω νίου. Η Ρ χω ρ ίζει το Τ σ' ένα  πεπερασμένο πλήθος 
ορ θο γω νίω ν του τύπ ο υ  [Xj.j, Xj]*[yj-i, y j]. Έ τσ ι Τμ Τ2, ... Τν τα

ορθογώ νια  στα ο π ο ία  η Ρ χ ω ρ ίζε ι το Τ. Ο νομάζουμε λεπτότητα  της 
διαμέρισης Ρ τον αριθμό

λ(Ρ) = max|d(T 1), d(T2) , ..., d(TN) ,

όπου d(T]t) ε ίνα ι η διάμετρος του ορθογω νίου Τk (στην περ ίπτω ση  ενός 

ορθογωνίου η διάμετρος σ υμ π ίπ τει με τη διαγώνιο του ορθογω νίου).
Έ τσω  τώ ρα f μ ια  πραγμ ατική  συνάρτηση  η ο πο ία  ο ρ ίζετα ι κα ι 

ε ίνα ι φραγμένη επ ί του Τ (δηλαδή υπάρχει Μ>0 τέτο ιο  ώ στε lf(x, y)l < Μ 
για  κάθε (χ, y )€T).  Θ έτουμε

mk = in f|f(x ,y): (x ,y )€ T k l  κα ι  Mk = sup{f(x,y): (χ, y)€Tk) .

Οι αριθμοί

Ν Ν
K(f, Ρ) = £ m k E(Tk) κ α ι A(f, Ρ) = £ Mk E(Tk) ,

k=I k=l

(όπου E(Tk) ε ίνα ι το εμβαόό του ορθογω νίου Tk) ονομ άζετα ι το χ ά  τ ω  

ά θ ρ ο ι σ μ α  κ α ι το ά ν ω  ά θ ρ ο ι σ μ α  τη ς f γ ια  τη ν δ ιαμ έρ ιση  Ρ, 
α ντ ίσ το ιχ α . Α π ο δ εικ νύετα ι ό τ ι α ν  Ρ, Ρ' ε ίν α ι δύο  οπο ιεσδήποτε 
ό ιαμερίσεις του Τ, τότε K(f, Ρ) ύ  A(f, Ρ’ ) .  Ε πομένως

sup{K(f, Ρ): Ρ ό ια μ . το υΤ )  £ inf{A(f, Ρ): διαμ . τουΤ| .
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Οι αρ ιθμ ο ί sup{K(f,P): Ρ δ ια μ . τουΤ} κα ι  inf{A(f,P): Ρ δ ιαμ . το ν  Τ | 
ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι α ν τ ίσ τ ο ιχ α  κ ά τ ω  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κ α ι  ά ν ω  

ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  της f επ ί του Τ.

Ο ρ ισμ ό ς: Η συνάρτηση  f ο νομ άζετα ι ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ  η  κ α τ ά  

R i e m a n n  ε π ί του Τ α ν  το κά τω  ολοκλήρωμα τη ς f επ ί του Τ ε ίν α ι ίδ ιο  
με το ά νω  ολοκλήρωμα. Η κο ινή  αυτή  ονομάζετα ι ολοκλήρωμα της f επ ί 
το υ  Τ κ α ι συμ βολίζετα ι με

J  J  f(x , y)dxdy .
Τ

Σ η μ ε ί ω σ η :  Γ ια  να  ε ίν α ι η f ολοκληρώσιμη επ ί του Τ πρ έπ ει η f να  
ε ίν α ι φ ρ αγμ ένη  ε π ί το υ  Τ χ ω ρ ίς  ό μ ω ς η συνθήκη  α υτή  να  ε ίν α ι κ α ι 
ικα νή .

Α πο δ εικ νύετα ι το εξή ς θεώ ρημα:

Θ εώ ρημ α  3 .1 .1
Α ν η συνάρτηση  f ε ίν α ι φραγμένη  επ ί το υ  Τ κ α ι α ν  ε ίν α ι συνεπής 

σε ό λα  τα  σημ εία  του Τ εκτό ς ενδεχομ ένω ς από  ένα  πεπερασμ ένο  ή 
αριθμήσιμο πλήθος σημ είω ν του Τ, τότε η f ε ίν α ι ολοκληρώσιμη επ ί το ν 

Τ.
Υ π ά ρ χ ει κ α ι ένα ς ά λλο ς τρόπος γ ια  να  ορ ίσουμε το ολοκλήρωμα 

μ ια ς  σ υνάρ τη ση ς f ε π ί ενό ς  ο ρ θο γω νίο υ  Τ. Έ στω  f μ ια  φραγμένη  
συνάρτηση επ ί του Τ κ α ι έστω  Ρ = δ ι *δ2 μ ια  διαμέρ ιση του Τ. Έ στω  Τ ι, 
..., Τν τα  ορθογώ νια  σ τα  ο πο ία  η Ρ χ ω ρ ίζε ι το Τ. Γ ια κάθε k , 1 < k < Ν.

δ ια λέγο υμ ε έ να  τυ χ α ίο  σημ είο  (ξ^, ηιά στο  Ί\ σχημ ατίζουμ ε το
Ν

άθροισμα £  E(Tk)f(£k, ηΐι)· Ε πειδή hir ^ f(lk . ηιά ^ Μ*, θα  ε ίνα ι 
k=l
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Ν
K(f, Ρ)< £ E (T k)f(^ , %) < A(f, P)

Α ν το όριο

Ν
lim £ E(Tic) f(|jc. % ) 

λ(Ρ )-0  k=l

κα ι ε ίνα ι ανεξάρτητο από το ν τρόπο επ ιλογής τω ν  σημείων (ξ*, η*) € TV , 

τότε η f λέγετα ι ολοκληρώσιμη κα τά  Riemann επ ί του Τ κ α ι ο αρ ιθμός

Ν
f(x, y)dxdy = lim  £ E(Tk) f(|k, ηκ) 

λ(Ρ) - 0  k=l

ο νο μ άζετα ι ολοκλήρω μ α της f ε π ί το υ  Τ. Α π ο ό ε ικ νΰετα ι ό τ ι το 
ολοκλήρωμα της f, που ορ ίζετα ι με το ν π α ρ α π ά νω  τρόπο σ υμ π ίπ τε ι μ’ 
α υτό  π ο υ  ο ρ ίσαμ ε π ρ ο η γο υμ ένω ς μ έσ ω  τ ω ν  ά ν ω  κ α ι κ ά τω  
ολοκληρωμάτων της f.

Το επόμενο θεώρημα μας δ ίν ε ι ορ ισμ ένες από  τ ις  ιδ ιό τητες τω ν  
ολοκληρωμάτων.

θ εώ ρ η μ α  3 .1 .2

Έ στω  f, g πραγματικές συναρτήσεις ο ι ο πο ίες ε ίνα ι ολοκληρώσιμες 
επ ί του ορθογω νίου Τ = (a. b ]*[c. d] κ α ι έστω  λ€  R . Τότε:

1 ) Η f+g κα ι η λ ί ε ίν α ι ολοκληρώ σιμες επ ί του Τ κ α ι

[f(x, y)+g(x, y)]dxdy = f(x, y)dxdy + f(x, y)dxdy
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J  J  Xf(x, y)dxdy = λ  J  J  f(x? y)dxdy

2 ) Av f> 0  επ ί του Τ, τότε:

J  J  f(x , y)dxdy > 0
T

3 ) A v f> g  επ ί το υ  T, τότε:

j  J  f(x, y)dxdy > J  J  g(x, y )d xd y .

4 )  Ο ι σ υναρ τή σ εις I f I κ α ι fg ε ίν α ι ολοκληρώσιμες επ ί του Τ κ α ι

1}f(x, y)dxdy < J  j  lf(x. y)ldxdy 
T

Α π ό δ ε ι ξ η
1)  Έ στω  P = 6 1 *6 2  μ ια  δ ιαμ έρ ιση  του Τ κ α ι έσ τω  Τ ι, ..., Τν τα  

ο ρ θο γώ νια  στα  ο π ο ία  η Ρ χ ω ρ ίζε ι το  Τ . Α ν (ξ)ί, τότε

Ν Ν
lim  Σ  E(Tk) [f(& , nk) + g(?k , iTk)] = lim  l  EOk) f f o ,  %)

ΜP)—0 k=l UP)-* 0 k=l

+ lim  £  E a k ) g & . Vk)  = f f f(x. y)d*dy + f f g(x , y)dxdy 
JK P j-o  k=i T

M"
J r&
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Ομοίως

Ν Ν
Iim £  E(Tk) λ ί(ξ^  ηΐϋ = λ  lim  £ E(Tk) K?k, Hk) 

λ<Ρ)-0 k=i λ(Ρ )-0  k=l

■v= λ  f(x, y)dxdy .

2 ) Av f > 0 , τότε γ ια  κάθε δ ιαμέρ ιση Ρ με α ντ ίσ το ιχ α  ορθογώ νια  
Ν

Τ ι, ...,Τ Ν έχουμε £ f(Sk, η^ΕΟΊΟ > 0 κ α ιά ρ α
k=l

■V
Ν

f(x, y)dxdy = Urn £  E(Tk) ί(ξχ , W  2  0  . 
λ ίΡ )-0  k=l

3 ) Η συνάρτηση h = f+ (- l)g  ε ίν α ι (σ ύμ φ ω να  με τη ν ( 1)) ολοκλη
ρώσιμη κα ι

V ■νh(x, y)dxdy = f(x, y)dxdy - g(x , y)dxdy .v
Επειδή h £ 0  επ ί τ ο υ T, θα  ε ίνα ι h(x, y)dxdy > 0 (σ ύμ φ ω να  με την

(2 ) κα ι επομένω ς προκύπτει αυτό  π ο υ  θέλαμε να  αποδείξουμε.

4 ) Π αραλείπουμε την απόδειξη  γ ια  την ολοκληρω σιμότηττα τω ν  
!Π κα ι f g . Επειδή - If I £ f £ l f l  , θα  έχουμε (σ ύμ φ ω να  με την (3))
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- J  J  lf(x. y)ldxdy < J  Jf (x , y)dxdy < J  J  lf(x, y)ldxdy

κ α ι αρα

f(x, y)dxdy <Jj^Jlf(x,y)ldxdy .

3 .2  Ολοκλήρωμα επί τυχόντος φραγμένου 
υποσυνόλου του IR2

Ο ρ ισμ ός 3 .2 .1 : Έ στω  Α ένα  φραγμένο υπ ο σύνο λο  του IR2 κα ι 
έσ τω  f: A-*· IR μ ια  φραγμ ένη  συνάρτηση . Έ στω  Τ ένα  ορθογώ νιο  στον

IR2 (με π λ ευ ρ ές  π α ρ ά λλη λες  π ρ ο ς το υ ς  ά γο νες σ υντετα γμ ένω ν) πο υ
π ερ ιέχ ει το Α  (τέτο ιο  ο ρ θο γώ νιο  υπά ρ χ ει επειδή  το Α  ε ίν α ι φραγμένο). 
Θ εωρούμε τη συνάρτηση  fT : Τ-*· IR,

rf (x ,y )  α ν  (x ,y )€ A
fT(x, y ) =

0  α ν  (x,y)€7\A .

Α ν η συνάρτηση  fT ε ίν α ι ολοκληρώ σιμη  επ ί το υ  Τ , τότε η f λέγετα ι 

ο λο κλη ρ ώ σ ιμ η  ε π ί το υ  Α . Σ ’ α υ τή  τη ν  π ερ ίπ τω σ η  ο α ρ ιθμ ό ς

fT(x , y )d xd y  ο νο μ ά ζετα ι ολοκλήρω μ α  τη ς f ε π ί το υ  Α  κ α ι 
Τ

συμ βολίζετα ι με JJf(x ,y )d x d y .
Α
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Π α ρ α τή ρ η ση : Αν Τ ,Τ ' είναι δύο ορθογώνια με A CT κα ι A c T ’

κ α ι α ν  ένα από τα  ολοκληρώματα J J  fT(x, y)dxdy κα ι J  J  f‘T(x, y)dxdy

υπάρχει, τότε θα υπάρχει κ α ι το ά λλο  κ α ι θα ε ίν α ι ίσ α . Σ υνεπώ ς το

ολοκλήρωμα J  J  f(x, y)dxdy (όταν υπάρχει) ε ίνα ι καλά  ορισμένο.
A

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς το Θ εώρημα 3.1.2 π ρ ο κ ύ π τε ι α μ έσ ω ς το  

επόμενο.

θεώρημα 3.2.2
Αν ο ι συναρτήσεις f, g ε ίν α ι ολοκληρώ σιμες επ ί ενός φραγμένου 

υποσυνόλου Α του R 2 κ α ι α ν  λ €  IR, τότε:

1 ) Οι συναρτήσεις f+g, λΧ, If I κ α ι fg ε ίν α ι ολοκληρώσιμες 
επ ί του Α.

2) J  J  (fix . y)+g(x, y))dxdy =J  J  f(x, y)dxdy + J  J  g(x, y )d x d y .
A A A

J J  λf(x,y)dxdy = λ J J  f(x,y)dxdy

J J  f(x. y)dxdy < J  J  lf(x, y)ldxdy .

3 ) Av f> 0  επ ί του Α, τότε J J  f(x ,y )d x d y> 0
A

4 ) Av f> g επ ί του Α, τότε

J  J  f(x, y)dxdy ^ J J  g(x, y)dxdy .
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3 .3  Υπολογισμός Διπλών Ολοκληρωμάτων
Έ σ τω  f μ ια  π ρ α γμ α τική  συνάρτηση  η ο πο ία  ο ρ ίζετα ι κ α ι ε ίνα ι

φ ρ αγμ ένη  ε π ί το υ  ο ρ θο γω νίο υ  Τ = [a , b ]* [c , d]. Υ πο θέτο υμ ε ό τι γ ια
d

κάθε χ€  [a . b] το  ολοκλήρω μα J f(x , y )d y υπ ά ρ χ ει. Ο ρίζετα ι τότε μ ια  

συνάρτηση

d

F: [a . b ]—♦ IR , F(x) = J f(x, y)dy .

Α ς υποθέσουμ ε ό τ ι υπ ά ρ χ ει το ολοκλήρω μα τη ς F επ ί του [a , b], δηλαδή 
υπ ά ρ χ α  το  ολοκλήρωμα

b b dJ F(x)dx =J [J f(x ; y)dy]dx .

Α νάλο γα  ο ρ ίζετα ι (α ν  υπά ρ χ ει) το  ολοκλήρωμα

d bJ [ J f(x. y)dx]dy .

Ισχύει το  ακόλουθο  θεώρημα.

θεώ ρημα 3.3.1
Α ν η πραγμ ατική  συνάρτηση f ο ρ ίζετα ι κ α ι ε ίν α ι συνεχής επ ί του 

ο ρ θο γω νίο υ  Τ = [a, b ]* [c , d], τότε

b d d bJ J f(x, y)dxdy = J [ J f(x , y)dy]dx = J [J f(x, y)dx]dy
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα Jj^J (y2+xey)dxdy, όπου Τ ε ίν α ι το 

ορθογώνιο με κορυφές τα  σημεία ( - 2 , 1), ( - 2 , - 1), ( 1, - 1) κ α ι ( 1, 1).

y 1

<- 2 ,  1 ) ( 1 , 1 )
\

T
)

i

X

|

( - 2 , - 1 ) ( 1 , - 1 )

Έχουμε

1 1

j y  (j^+ xe^dxdy = J  [ |  (y2+xey)dy]dx .

Επειδή

I  (yVxe^dy = |^-+xeyj ~ ^

προκύπτει ότι

= j+ e x  + j - e _1x = j+ (e  - - )x  .

1

f [  (y^ x e^ d x d y  = J  ( |+ (e- -)x )d x
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r> i 
-X  + *e-

X=1

x=-2

2 1 1 4  1 *  1
“ 3 + 2 ( e ‘  e )+ 3 * 2 ( e '  e ) = 2 ~ 2 l e ‘ e } *

θ α  δούμ ε στη σ υνέχ ε ια  ο ρ ισμ ένα  ά λλα  υπ ο σ ύνο λα  το ν  1R2 π ά νω  στα 
ο π ο ία  το  ολοκλήρω μ α μ ια ς  σ υνάρ τη σης υπ ο λο γ ίζετα ι μ* έ ν α ν  τρόπο 
α νά λο γο  α υτο ύ  π ο υ  μ α ς δ ίν ε ι το  θ εώ ρ η μ α  3 2 .1 . Τ έτοια ε ίνα ι:

1 )  Χ ω ρ ίο  Α  π ο υ  ε ίν α ι το υ  τύπ ο υ

A  = {(X .y ) : a < x < b, cpi(x)< y  < φ 2(Χ)} ,

y = <P,(X)

(Χ ωρίο Τ ύπου I)

y  = Φ/x)

ό π ο υ  φ| , φ 2 ε ίν α ι σ υ νεχ ε ίς  σ υναρ τή σεις επ ί το υ  la , b j. Χ ω ρ ία  αυτο ύ  του

τυ π ο υ  θ α  τα  λέμε χω ρ ία  τύπ ο υ  I. Σ’ ένα  τέτο ιο  χω ρ ίο , η τομή το υ  χω ρίου 
με τη ν  ευθ ε ία  χ=ο (γ ια  a ^ c S b )  ε ίν α ι ένα  ενθύγραμμο τμήμα δηλαδή

το  τμήμα π ο υ  ε νώ νε ι το  σημείο (c, φ ι .  (c>) με το  (ο. φ 2· (c)).
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2 ) Χ ωρία του τύπο υ

Α= {(x,y) :  c < y < d ,  V i ( y ) ^ x ^ V 2(y)} ,

όπου ψ ι , ψ 2 ε ίν α ι σ υνα ρ τή σ εις σ υνεχ ε ίς  επ ί του [c, d] . Χ ω ρ ία  του 

τύπου αυτού θα τα  λέμε χω ρ ία  τύπ ο υ  II. Σε τέτο ια  χω ρ ία  μ ια  ο ρ ιζό ντ ια  
ευθεία  που τέμνει το χω ρίο  θα  το τέμ νει κατά  ένα  ευθύγραμμο τμήμα.

x = \p2(y)

(Χ ωρίο Τ ύπου II)

Αν Α ε ίνα ι ένα  χωρίο τύπ ο υ  I, δηλαδή

A = {(χ, y): a £ x £ b, q>i(x) < y £ q>2(x)}

κα ι f μ ια συνεχής συνάρτηση επ ί του Α, τότε

b Φ2(Χ)

ί  ί  f(x, y)dxdy = ί  ί ί  f(x, y)dy]dx 
A * ΦίΤχ)

Ανάλογα, α ν  το Α ε ίνα ι χω ρ ίο  τύπ ο υ  II,

A = { (X, y): c < y <, d, \j>i(y) < x £ ^ ( y ) ) ,
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τότε
d Ψ2(Υ)

f(x? y)dxdy = f [ f f(x ,y)d x ]d y
ΨιοΟ

Μ ια  ά λλη  κατηγορ ία  χ ω ρ ίω ν  σ τα  ο πο ία  μπορούμε να  υπολογίσουμε το 
ολοκλήρω μα ε ίν α ι α υτά  π ο υ  μ πορούν ν α  χω ρ ισθούν σ’ ένα  πεπερασμένο 
πλή θο ς χ ω ρ ίω ν το κάθε ένα  εκ τω ν  ο π ο ίω ν  ε ίνα ι ε ίτε  χωρίο τύπο υ I είτε 
χ ω ρ ίο  τ ύ π ο υ  II. Το ο λο κλή ρ ω μ α  τό τε  ε ίν α ι το  ά θρ ο ισ μ α  τω ν  
ολοκληρω μ άτω ν π ά νω  στα  επ ί μέρους χω ρία .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1
Να υπο λο γ ισ θεί το ολοκλήρωμα

A
Λ ύ σ η

X

Το χω ρίο  Α μπορεί να  χω ρ ισθεί σε δύο χω ρία  Α ι, Α2

Α ι = {(χ , y): - 1 < x < 0  ? - x - i  < y  < χ+ 1 }



Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  3 1 0 3

Άρα

A2 = {(x,y) :  0 £ x £ l ,  x - l S y S - x + l }

ο χ+1
e x+ydxdy =

Α ι

0 y=x+I

υ χ+ι
J J  ex+ydxdy = | [ J  ex+ydy]dx

s  f [ex+y] dx = f (e2x+1 - -)dx 
„«f y=-x-i .«f e

_ r i e2 x + i . i J °  _  £ . / _ ! _  lx  e _3_
1.2 e e Jx=.i ” 2 ^2e + e  ̂“  2 * 2e

I l-x
J J e x+ydxdy = J  { ex+ydy]dx

y=i-x l
f

- e2x_l1 dx = i (e )dx
y=x-i cf

. τΧ=1 
,2x-l e 1 e 1: = e

Jx=0 * 2 *2e * 2  + 2e

f je ^ d x d y  - |  * έ +2 ♦ &  i  ■

Παράδειγμα 2
Α φού πρώ τα σχεόκχσθει το χω ρίο  ολσκληρωσεως, να  υπολογισθεί
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το ολοκλήρωμα 1 =

Λ ύ σ η
Χ ω ρ ίο  ολοκληρώ σεω ν ε ίν α ι το  σύνολο

A = {(X,y): 0 < y < 1 , y £ x < l }  .

Α λλάζο ντα ς την τάξη  ολοκληρώσεω ς, έχουμε

1 X ι I

Ο ρ ισ μ ό ς : Έ στω  Α ένα  φραγμένο  υποσύνολο  του 3R2 . Α ν η στα
θερή συνάρτηση  f=l ε ίν α ι ολοκληρώσιμη επ ί του Α, τότε ο αριθμός
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J  J  ldxdy = J  J  dxdy

ονομάζεται εμβαδό του A κ α ι θα  το  συμβολίζουμε με Ε(Α).

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α ®

Να βρεθεί το εμβαδό το υ  χ ω ρ ίο υ  π ο υ  π ερ ιβ ά λ λ ετα ι α π ό  τ ις  
καμπύλες y = χ2 κα ι x2+y2- 2x = 0.

Λ ύ σ η

Η εξίσωση x2+y2- 2χ = 0 γρ άφ ετα ι (x - l )2+y2 = 1. Αρα η καμ πύλη  
x2+y2- 2χ = 0  ε ίνα ι π ερ ιφ έρ εια  κύκλου με κέντρο το ( 1, 0 ) κ α ι α κ τ ίνα  1. 
Βρίσκουμε τα  σημεία τομής τω ν κα μ πύλω ν:

2y  = χ

χ2+ ^ - 2 χ  = 0 .

Η δεύτερη εξίσωση, λόγω  της πρώ της γ ίν ε τα ι χ2+χ4- 2χ = 0
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χ2+χ4- 2χ = Χ(Χ+Χ3-  2) = χ[(χ-1)+ (χ3- ΐ ) ]  = χ ( χ -1)< χ 2 +χ + 2 ) .

Ε πειδή χ2+χ+2 *  0 γ ια  κάθε χ€  IR. στα σημεία τομής έχουμε χ= 0  ή χ=1 

Α ρα τα  σημεία  τομής ε ίν α ι τα  σημεία (0 ,0 ) κ α ι ( 1, 1).

ι y f u x - 1)2

Ε(Α) = J  J  dxdy = J  [ |  dy]dx

. ( , ν τ (χ -1)2 - x2]dx

1 ________  1 1

= J  V l-  (x - l)2dx - J  x2dx = ‘ 3 + J  V l-  (x - l)2dx

Γ ια  ν α  υπ ο λο γ ίσ ο υμ ε το ολοκλήρω μα J  V l-  (x- l )2dx κά νο υμ ε υο

dxμετασχηματισμό x -1 = η μ ι ,  -j^-= σ υ ν ι . Αρα

0 ο

J  Vl- (x-l)2dx = J  σ υν2ΐ  dt = j  J  (l+cmv2t)dt = -  t +
U ^ ΤΓ

JT
4

Αρα E(A) = - j  + j

3 .4  Α λλαγή Μ εταβλητώ ν στα Διπλά Ολοκληρώματα
Μ ερ ικές φ ο ρ ές, ό π ω ς κ α ι στην π ερ ίπτω ση  ολοκληρω μ άτω ν μ ια ς 

μ ετα β λη τή ς, ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  ενό ς  δ ιπ λ ο ύ  ολοκληρώ μ ατος γ ίν ε τα ι 
ευκ ο λό τερ α , α ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υμ ε κ α ινο ύ ρ γ ιε ς  μ εταβλητές. Στο
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t ο
επόμενο θεώρημα, ό τα ν  λέμ ε κ α ν ο ν ι κ ό  χ ω ρ ί ο  στο χώ ρο  1R . 
εννοούμε ένσ  χω ρ ίο , πο υ  μπορεί να  χ ω ρ ισ θ ε ί σ' ένα  πεπερασμ ένο  
πλήθος χω ρ ίω ν κάθε ένα εκ τω ν ο π ο ίω ν ε ίνα ι είτε τύπο υ I είτε τύπ ο υ  II.

θ εώ ρ η μ α  3 .4 .1
Έ στω x = x(u, ν ), y  = y(u , ν )  σ υνα ρ τή σ εις π ο υ  α π ε ικ ο ν ίζο υ ν  

αμφιμονοσήμαντα ένα  ανο ικτό  υποσύνολο  W του επ ιπ έδο υ τω ν  u, ν  επ ί 
ενός ανοικτού υποσυνόλου V του επ ιπέδου τω ν  χ, y .

„ d x  d x  d y  d y
Υποθέτουμε ό τι ο ι μερ ικές παραγω γο ί —  —  υπαρ χο υν κ α ι

ou σν ou σ ν

ε ίνα ι συνεχείς επ ί του W κ α ι ό τι
d(x,y)
d(u,v)

* 0  σε κάθε σημείο του W . Α ν Β

είνα ι ένα κανονικό  χωρίο στο W του οπο ίου η ε ικό να  μέσω  τω ν  x(u, ν ) . 
y(u. ν ) ε ίνα ι το σύνολο  ACV, τότε γ ια  κάθε πραγμ ατική  συνάρτηση  f η

οποία ορ ίζετα ι κα ι ε ίνα ι συνεχής επ ί του Α έχουμε

J  J  f(x, y)dxdy = J  J  f(x(u , v), y(u , v>) 
A B

d(x,y)
5(u,v)

dudv .
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1
Να υπ ο λο γ ισ θεί το ολοκλήρωμα

1 1  (x_y )2 sin2(x+y)dxdy ,
A

ό π ο υ  Α το  παραλληλό γρ αμ μ ο  με κο ρ υφ ές τα  σημ εία  (π , 0 ), 2π , π ),
(π , 2 π ), (0 , π ).

Λ ύ σ η
ν  1

y 1

Ο ι ευθ ε ίες  ΚΛ, Λ Μ , ΜΝ κ α ι ΝΚ έχουν εξ ισ ώ σ εις  y-x = - π , y+x 
=3π, ν-χ= π, γ-χ= π, γ+χ=π α ντίσ το ιχ α . Χ ρησιμοποιούμε νέες  μεταβλητές 
u=y+x κ α ι v=x- y . Στο σύστημα τω ν  u, ν  η ευθεία  γ+χ=π α π εικο νίζετα ι 
στην ιι=π, η γ+χ=3π στην ιι=3π, η y- χ=- π  στην ν=- π  κ α ι η y- χ=π στην
ν= π . Α ρα το παραλληλόγραμ μ ο  Α α π ε ικ ο ν ίζ ετα ι στο ορθογώ νιο  Β.
„  c . u+v U-V ,Ε πειδή χ = - γ -  κ α ι y  = — , θα  ε ίνα ι
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Άρα

d(x,y)

d ( u ,v )

1 1
2 2

1 1
2 *2

1
2

f f  (χ- y )2sin2(x+y)dxdy = f f v2 sin2u I- \  I dudv 
A b  2

3π π

=U [Jv2|sisin2u du

π3 fπ 3 3,1
y  j  sin2udu = y j  ( l - c o s 2 u)du

S i f  ηΜ.2 ϋ ]ϋ=3π π 4

6 L 2 \u=a - T ·

Παράδειγμα 2
Να υπολογισθεί το δ ιπ λό  ολοκλήρωμα

J  ί  xy d xd y , όπου A = {(χ, y ): x2+y2 £ ι } 
A

κάνοντας την αλλαγή τω ν  μεταβλητών χ = u2- ν 2 , y  = 2 uv

d ( x ,y )

a<u,v)

Λ ύ σ η

2u - 2v  

2v 2 u
= 4(u2+ v2) .
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Η περ ιφ έρ εια  χ2- y 2 = 1 α π ε ικ ο ν ίζετα ι στην καμπύλη

(u2- v2)2 +4u2v2 =1 =► (u2+v2)2 =l => u2+v2 =l . 

Ε πομένω ς η ε ικό να  το ί' Α  ε ίνα ι το σύνολο  Β = {(u, ν ) :  u2+v2 <1 }.

ν 4 ν 11

*>
X

J j xydxdy = 4 J J 2uv(u2- v 2)(u2+v2)dudv 
A B

f f (i^v-uv^dudv ss 8 

B

(u5v-uv5)dv] du

=  0 ,

Επειδή
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προκύπτει ό τι J  J  xydxdy = 0 . 
A

Π αρ άδειγμ α  3

Να νπολογισθεί J  J  x2y2dxdy όπου Α ε ίν α ι το  χω ρίο  στο πρώ το  
A

τεταρτημόριο π ο υ  π ερ ιβ άλλετα ι από  τ ις  κ α μ π ύλες xy= l ,  xy=2 , y=x, 
y=4x.

Λ ύ σ η

Κάνουμε την αλλαγή τω ν μεταβλητών u =xy. ν  = ^ . Οι κα μ πύλες
Λ

yx=l κα ι yx=2 α π ε ικ ο νίζο ντα ι σ τ ις  ευθείες u=l κα ι u=2  α ντίσ το ιχα . 
Ομοίως ο ι ευθείες y=x κ α ι y=4x α π εικ ο νίζο ντα ι σ τ ις  ευθείες ν =1 κ α ι 
ν =4 αντίστο ιχα . Ε πομένως η εικό να  του Α ε ίνα ι το ορθογώ νιο  Β. Από

τις  u = xy κα ι ν  = ^  πα ίρνουμ ε uv = y2, -=  x2 κ α ι αρα χ 

Vuv. Για τ ις  μερικές παραγώ γους τω ν χ, y  έχουμε:
- y f c - y



112 Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  3

u dy v 0y _  u
2\rV u v ’ du 2Vuv ’ dv 2Vuv '

Αρα

1 - u
d(x,y) 2Vuv 2vVuv 

d(u,v) "  v u 
2 Vuv 2 Vuv

_1_
2v ·

Επομενω:

l  4

f Jx V d x d y  = J J u 2 ^-dudv = -  fu2 [ f -̂dv] du
a  b  r r v

2 v=4 2 2
= ^  j u2 [log v ]  ̂ du = u2 log 4 du = log 2 ^ u 2 du = j lo g  2

Μετασχηματισμός σε πολικές συντεταγμένες
Έ στω  Α ένα  χω ρίο  στο Κ 2 κ α ι έστω  Β το σύνολο  Α περιγραφόμε- 

νο  σε π ο λ ικ έ ς  σ υντετα γμ ένες . Ο ι σχέσεις μ εταξύ τω ν  καρ τεσ ια νώ ν 
σ υντετα γμ ένω ν  x, y  κ α ι τω ν  π ο λ ικ ώ ν  σ υντετα γμ ένω ν ρ, θ ε ίνα ι χ = 
ρσυνθ , y  = ρημθ .Έ χο υμ ε:

d(x,y)
θ(ρ,θ)

= ρ (συν2θ+ημ2θ) = ρ .
συνθ -ρημθ 

ημθ ρσυνθ
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Επομένως, γ ια  μ ια  συνάρτηση f ολοκληρώσιμη επ ί του Α έχουμε:

J  J  f(x, y)dxdy = J  J  ίΧρσυνθ, ρημθ)ρ dgd0 . 
A B

Ο μετασχηματισμός σε πο λ ικ ές συντεταγμ ένες ε ίνα ι ιδ ια ίτερ α  χρήσιμος, 
όταν το χωρίο ολοκληρώσεως ε ίν α ι τέτο ιο  ώστε στο σύνορο του χω ρ ίου 
το ρ ή το θ ε ίνα ι σταθερό.

Π αρ άδ ειγμ α  1

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα J  J  V 2 - χ2- y2 d x d y , όπου Α ε ίνα ι
A

το χωρίο στο δεύτερο τεταρτημόριο π ο υ  π ερ ιβ άλλετα ι από  το ν ά ξο να  
τω ν y, την ευθεία  y =- V5  x κα ι τη ν περ ιφ έρεια  x2+y2 = 1.

Λ ύ σ η
Για χ = ρσυνθ , y  = ρημθ, έχουμε x2+y2 = ρ2 . Αρα
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J  J  \ll- x2- y*
A

dxdy = J  J  ^ 2 -c?  QdgdG
B

dp] d0

5π
6

- i ( 2 - 0 2)3/2
-Q= 1

- Q=0
d0

2

- 1 )

5π
6

J  de = |<23/2- i )  ·

2
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Π αρ άδειγμ α  2
Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα

2a V2ax- χ2

J  [ J  <x2+y2)dy] dx (a>0) 

αφού πρώτα οχεόιασθεί ο χώρος ολοκληρώσεως A .

Λ ύ σ η
Στο χωρίο ολοκληρώσεως Α, γ ια  μ ια  τ ιμή το υ  θ το ρ μεταβάλλετα ι 

από ρ=0 έω ς ρ=2 βσυνθ (η εξίσ ω σ η  y=V2ax- x2 σε π ο λ ικ έ ς  σ υ ντε 
ταγμένες γ ίνετα ι ρ = 2atruv0). Αρα

(x2+y2)dxdy « f J  (x2+y2)dxdy = J  J  ρ3 dρdθ 
*A B

o
t
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π π
2 2acnrv0

J  [ J  ρ3 dg] άθ = 4a4

2
J  σ υν4θ d0

π
2

= a4 J  (1-H3vv20)2 d0

π

= a4 J  [ 1+2 σ υ ν 2 θ + — ^ — ] d0

4 Γ3 Λ ημ4θ"1®=Τ 3π a4= a4 j 0  + ημ2θ + =  —
L Je=o

3 .5  Τριπλά Ολοκληρώματα
Μ' ένα  τρόπο ανάλο γο  μ ’ α υτό  π ο υ  χρησιμοποιήσαμε στα δ ιπλά  

ολοκληρώ ματα μπορούμε να  ορ ίσουμ ε τα τρ ιπ λά  ολοκληρώματα. Θα 
δώσουμε πρώ τα  τον ορισμό ενό ς τρ ιπ λο ύ  ολοκληρώματος π ά νω  σ' ένα  
ορθογώ νιο  παραλληλεπ ίπεδο  Π της μορής Π =[αι, β ι] * [α 2, fa ] * [0 3 , β?].

Ο όγκος ενό ς τέτο ιου π α ρ α λλη λεπ ιπ έδ ο υ  ο ρ ίζετα ι ίσος με το γινόμενο  
(βΐ- a i ) ( f a -  α 2>(β?- α?) κ α ι θα το ν συμβολίζουμε με ν(Π). Έ τσω τώρα: 

δ ί s  {χ0 = α ι <Χ] < . . .< χ πι = β ι} .δ 2 = {y0 = a 2 < y i <  ... < yn *  fa} κα ι 
δ3 «  {Ζο = α 3 < ζ ι < ... < ζΓ = β3 } δ ιαμ ερ ίσ εις τω ν  δ ιαστημάτω ν [a j ,  β]] 
{α2 , fa ] κ α ι [α3 , β3], α ντ ίσ το ιχ α . Τότε Ρ = 6 1 *6 2 *6 3  ονομάζετα ι μ ια

δ ιαμ έρ ιση  το υ  Π. Η δ ιαμ έρ ιση  Ρ χ ω ρ ίζε ι το Π σ' ένα  πεπερασμένο 
π λή θο ς ο ρ θ ο γω ν ίω ν  π α ρ α λ λ η λ επ ιπ έδ ω ν  της μορφής [Xj.i, X i]*[yj.i, 

yj]*[Zk-i,ZkJ. Ο αρ ιθμός
Λ V-W< \;,

λ(Ρ ) = max {d(II ι ) , . . . ,  dtflN)}
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ονομάζεται λεπτότητα της όιαμερΐσεως Ρ, όπου ό(Πκ) ε ίν α ι η δ ιάμετρος 
του Πκ . Έ στω  τώ ρα f μ ια  συνάρτηση  η ο π ο ία  ο ρ ίζετα ι κ α ι ε ίν α ι

φραγμένη επ ί του Π. Γ ια κάθε k, I < k < Ν, θέτουμε 1%  = inf(f( χ )  :

χ € Π|ς), Mjc = sup{f( χ >: χ€Πΐς). Οι αρ ιθμο ί

Ν Ν
K(f, Ρ) = I  mk V(IIk) κα ι A(f, Ρ) = £  Mk Vtflfc) 

k=l k=l

ονομάζονται αντίστο ιχα  κάτω  κ α ι ά νω  άθροισμα της f γ ια  τη διαμέρ ιση 
Ρ. Α ποόεικνύεται ό τι α ν , Ρ, Ρ' ε ίνα ι δύο οποιεσδήποτε δ ιαμ ερ ίσεις του 
Π, τότε K(f, Ρ) < A(f, Ρ’ ). Ο αριθμός sup|K(f, Ρ): Ρ δ ιαμέρ ιση  του }

ονομάζεται κάτω  ολοκλήρωμα της f επ ί του Π ο δε αρ ιθμός sup{ A(f, Ρ): 
Ρ διαμέριση του Π> ονομ άζετα ι ά νω  ολοκλήρωμα της f επ ί το υ  Π. 
Σύμφωνα μ' αυτό που είπαμε πα ρ α π ά νω , το κά τω  ολοκλήρωμα της f 
ε ίνα ι μικρότερο ή το πο λύ ίσο με το ά νω  ολοκλήρωμα. Α ν ο ι δύο α υτο ί 
αριθμοί ε ίνα ι ίσο ι, τότε η f λέγετα ι ολοκληρώσιμη κα ι η κο ινή  αυτή  τιμή 
λέγεται ολοκλήρωμα της f επ ί του Π κα ι συμβολίζετα ι με

f(x, y, z)dxdydz.

Ό πως κ α ι στην π ερ ίπ τω ση  το υ  δ ιπ λο ύ  ολοκληρώ μ ατος, το τρ ιπ λό  
ολοκλήρωμα της f επ ί του Π μπορεί να  ορ ισθεί κ α ι ω ς εξής: Έ στω  Ρ = 
όι*δ2χδ3 μ ια  δ ια μ έ ρ ισ η  τ ο υ  Π με α ν τ ίσ τ ο ιχ α  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  
παραλληλεπίπεδα Π ι , . . . ,  Πν · Γ ια κάθε k , 1 < k < Ν, δ ιαλέγουμε ένα  
σημείο (£k, η*, ζ*) στο Π* κα ι σχηματίζουμε το άθροισμα
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Η f ε ίν α ι ολοκληρώσιμη επ ί του Π α ν . κ α ι μόνον α ν . το όριο

Ν
Um I  fdk, ηΐί, ζκ) V(nk)

λ(Ρ)-*0  k=l

υπά ρ χ ει ανεξάρτητα  με το ν τρόπο εκλογής τω ν (ξ*, % »ξ̂ > ̂  . Σ' αυτή

την π ερ ίπ τω ση  το π α ρ α π ά νω  όρ ιο  ονομάζετα ι ολοκλήρωμα της f επ ί του

Ό πω ς κ α ι στην π ερ ίπ τω ση  τω ν  δ ιπ λ ώ ν  ολοκληρω μ άτω ν, α ν  η f ε ίν α ι 
φ ρ α γμ ένη  ε π ί το υ  Π κ α ι σ υνεχ ή ς σ ' ό λα  τα  σημ εία  το υ  Π εκτό ς 
ενδεχομ ένω ς από  ένα  πεπερασμ ένο  ή αρ ιθμήσιμο πλήθος σημείω ν του 
Π, τότε η f ε ίν α ι ολοκληρώσιμη επ ί του Π.

Στη σ υνέχ εια  θα  δώσουμε το ν ορισμό του ολοκληρώματος π ά νω  σ’ 
ένα  τυχ α ίο  φραγμένο  υπ ο σ ύνο λο  Α του IR3 . Γ ια  ένα  τέτο ιο  Α κ α ι γ ια  
μ ια  συνάρ τη ση  f η ο π ο ία  ο ρ ίζ ετα ι κ α ι ε ίν α ι φ ραγμ ένη  επ ί του Α , 
π α ίρ ν ο υ μ ε  έ ν α  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  π α ρ α λ λ η λ επ ίπ εδ ο  Π , τη ς  μορφής 
Π = [a i ,  b i ] * [ a 2 , b2] * [ a 3, b3], το οπο ίο  π ερ ιέχ ει το Α κ α ι θεωρούμε τη

συνάρτηση

Π

Ν
f(x, y, z)dxdydz = lim £  f(&, η*, ζ*) ν(Π *).

Π

fn : Π— ]R ,  fn ( x ) =  -
f ( x )  α ν  x e A

„ 0 α ν  x €Π\Α .
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Αν η συνάρτηση ίπ  ε ίνα ι ολοκληρώσιμη επ ί το υ  Π, τότε η f λ έγετα ι 

ολοκληρώσιμη επ ί του Α κα ι ορίζουμε

Τόσο η ολοκληρωσιμότητα της f όσο κα ι η τιμή του ολοκληρώματος της 
ίΠ δεν εξαρτάται από την εκλογή του Π.

Η απόδειξη  του επό μ ενο υ  θ εω ρ ήμ ατο ς ε ίν α ι α νά λο γη  τη ς 
απ ό δ ειξη ς του Θ εωρήματος 3.2.2, π ο υ  α ν α φ έ ρ ε τ α ι σ τα  δ ιπ λ ά  
ολοκληρώματα.

θ εώ ρ η μ α  3 .5 .1

Έ στω f. g πραγματικές συναρτήσεις ο ι οπο ίες ε ίνα ι ολοκληρώσιμες 
επ ί ενός φραγμένου υποσυνόλου Α του Κ 3 . Τότε:

1 ) Οι συναρτήσεις f+g, λ ί γ ια  λ€  IR, fg κ α ι ΙΠ ε ίν α ι ολοκληρώ

σιμες επ ί του Α κα ι

JJJ [f(x, y , z) +g(x, y , z)]dxdydz -JJJ f(x, y, z)dxdydz
A A

/
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2 ) Α ν f> 0  επ ί του Α , τότε

111 f(x, y, z)dxdydz > 0  .
* Α

3 ) Α ν f> g  επ ί του A , τότε

111 f(x, y , z)dxdydz > 111 g(x, y, z)dxdydz .
A  A

3 .6  Υπολογισμός Τριπλών Ολοκληρωμάτων

Έ στω  S ένα  υποσύνολο  του IR3 της μορφής

S ~  { (X,y,z):  (X ,y )€ A ,  (jpj(X,y)<Z<<P2(X,y)} ,
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όπου Α ένα κανονικό  χωρίο του IR2 κ α ι φ ι , ςρ2 ο υνεχεϊς συναρτήσεις 
επ ί του A .

Αν f ε ίνα ι μ ια  συνάρτηση η οπο ία  ο ρ ίζετα ι κ α ι ε ίν α ι συνεχής επ ί 
του S, τότε

V2<x.y)JJ1  ̂x’y’ z)dxdydz = JJ ( J f(x> y, z)dz] dxdy . 
S A ?j<x.y)

Στην περίπτωση που A = {(x, y): a < x <, b, ψ  i(x) ^ y  < ψ 2(χ )}, όπου ο ι 

συναρτήσεις ψ μ  V2 ε ίνα ι συνεχείς επ ί του [a, b], έχουμε

b /  V2«) <P2«.y>
]]] f(x. y, z)dxdydz = f j [ f f(X, y , z)dz] dy dx .

S a Ψ,Τχ) <F<ly)
1 /

Ανάλογα υπολογίζετα ι το ολοκλήρωμα α ν  S ε ίνα ι της μορφής 

S = { (X,y ,z ) :  (X,ζ)€Α , φ μ χ , z )£ y£ q> 2( x , ζ ) }

ή της μορφής

S = { (X, y, ζ): (y, ζ)€ A , q>i(y, ζ) :£ χ < φ 2(y , ζ ) } .

Π αρ άό ειγμ α  1

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα J J J  x2dxdydz, όπου 7  

S={(x,y,z): x2+y2 * l ,  OSzS 1} .

Λ ύ σ η
Αν A = {(χ, y ): x ^ y 2 <1} , τότε
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J j J  x2dxdydz = J J [  f x2dz]dxdy = J J x 2dxdy . 
S A O  a

1

Γ ια  ν α  υπολογίσουμ ε το τελευτα ίο  ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή 
σε π ο λ ικ ές συντεταγμ ένες, χ = ρσυνθ , y  = ρημθ. Θα έχουμε

2π 1 2π

J  J  x2dxdy = J  [ J  ρ-^συν^θάρ^θ = ~ J  σ υ ν ^ θ

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  2
Να υπολογισθεί το τρ ιπλό  ολοκλήρωμα

■=1 Ι 1  zdxdydz ,
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όπου S ε ίνα ι το χωρίο που ορ ίζετα ι από τα  συντεταγμ ένα  επ ίπεδα  κ α ι το

επίπεδο —+*jr+- =  1 (α, β, γ  > 0 ) .  α β γ  Κ '

Λ ύση

Αν Α ε ίνα ι το τρ ίγω νο  στο επ ίπεδο  τω ν  x, y  με κο ρ υφ ές τα  σημεία 
(0 , 0 ), (α, 0 ) κ α ι (0 , β) θα ε ίνα ι
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α

- ^ V  ί  ( x - a ^ d x  =- 
6 α 3 c/

3 λ-  _  _ β £  
6 α 3 .

(Χ-α) χ=α αβγ2 

χ=0 = 24

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  3

Να υπο λο γισθεί το ολοκλήρωμα I = JJJ (x2+y2)dxdydz , όπου S
5

ε ίνα ι το χω ρίο  που περ ιβ άλλετα ι από την επ ιφ ά νε ια  2 ζ  = x2+y2 κ α ι το 

επ ίπεδο  ζ  = 2  .

Λ ύ σ η

Ζ a Βρίσκουμε την προβολή πάνω  στο 
επ ίπεδο  τω ν  x , y  της τομής τω ν 
δύο επ ιφ α νε ιώ ν

2 ζ  = x2+y2, ζ =2 (*)

Η προβολή αυτή  β ρ ίσκετα ι α ν 
απαλείψουμ ε το ζ μεταξύ τω ν δύο 
εξ ισ ώ σ εω ν  (*). Αρα η προβολή 
ε ίν α ι η π ερ ιφ έρ εια  x2+y2= 4 . 
Α ν τώρα A = {(χ, y ): x2+y2 < 4},

τότε

ί = J  J  [ J  (x2+y2)dz]dxdy = J  J  [2(x2+y2> - [2Lj iL]2]dxdy.
A  x^+y2 A

2

Λ



Κ ΕΦ Α Λ Α ΙΟ  3 1 2 5

Γ ια  να  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το 

τελευτα ίο  δ ιπ λό  ολοκλήρωμα 

κάνουμε α λλα γή  σε π ο λ ικ ές  

σ υ ντετα γ μ ένες : χ = ρ σ υ νθ ,

Υ -β η μ θ .

20* 4 ,
d(x,y)

2 ’ ό(ρ,θ)
= ρ .

Άρα

- J < f  i f— 16π
3

Ο γκος ενό ς σ τερ εο ύ

Αν για ένα υποσύνολο S του IR3 η συνάρτηση ί=1 είναι 

ολοκληρώσιμη επί του S, τότε το ολοκλήρωμα J J J  ldxdydz ονομάζεται 

όγκος του S και θα το παριστάνουμε με V(S). ^

Π α ρ ά δ ειγμ α  4
Να βρεθεί ο όγκος του στερεού S πο υ ορ ίζετα ι από  τα  συντεταγμ ένα  

επίπεδα, την επ ιφ ά νε ια  z = x2+y2 κ α ι το επ ίπεδο  x + y = l .

Λ ύ σ η
To S π ερ ιβ άλλετα ι από  τα  π λ ά γ ια  από τα  επ ίπ εδ α  χ=0, y=0 κ α ι 

x+y=l, κά τω  απ ό  το επ ίπ εδο  ζ=0 κ α ι π ά νω  α π ό  την ε π ιφ ά ν ε ια  
ζ =χ2+ν2. Η προβολή του χωρίου αυτο ύ π ά νω  στο επίπεδο τω ν  x, y  ε ίνα ι 
το τρίγωνο με κορυφές τα  σημεία (0,0,0), (0,1,0) κ α ι (1,0,0).
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Α ν A = {(x,y) : 0 < χ < 1, 0 < y < 1-χ} , τότε

2 2 X +V
V(S) = J  J J  dxdydz = J  J  [ J* dz]dxdy

1 l-x

=  11 (x2+y2)dxdy = J  [J  (x2+y2)dy]dx
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3 .7  Αλλαγή Μεταβλητών στα Τριπλά Ολοκληρώματα
Το επόμενο θεώρημα α να φ έρ ετσ ι στην αλλαγή  μεταβλητώ ν στα 

τρ ιπλά ολοκληρώματα κα ι ε ίνα ι ανάλογο  τοχι α ντίσ το ιχο υ  θεωρήματος 
γ ια  τα ό ιπλά .

θεώρημα 3.7.1
Έ στω x = x(u, ν, w), y  = y(u. ν , ζ ), ζ = z(u, ν , w) πρ α γμ ατικ ές 

α να ρ τή σ ε ις  ο ι ο πο ίες α π ε ικ ο ν ίζο υ ν  αμ φ ιμ ο νο σήμ αντα  ένα  α νο ικ τό  
χωρίο W του χώρου τω ν u, ν , w επ ί ενός α νο ικ το ύ  υπο συνό λο υ  V του
χώρου τω ν x, y , z. Ας υποθέσουμε ό τι ο ι σ υνα ρ τή σ εις  α υ τές  έχουν

, d ( x , y , z )
συνεχείς μερικες παραγω γούς πρώ της τάξης επ ι του W κ α ι ό τ ι ----------

o(u.v,w)
*  0 σε κάθε σημείο του W. Έ στω Τ ένα χω ρίο  που περ ιέχετα ι στο W κα ι 
έστω S η ε ικό να  του Τ μέσω της α π εικ ό ν ισ η ς (u, ν , w) -»  (x(u.v,w). 

y(u,v.w), z(u,v,w )). Α ν f μ ια  πραγματική  συνάρτηση ολοκληρώσιμη επ ί 

του S, τότε

l'(x,y,z)dxdydz =
1 ( 1

f(x(u,v,w).y(u.v,w),z(u,v,w))
o(x.y.z)
c(u,v,w)

dudvdw.

Μετασχηματισμός σε Σφαιρικές Συντεταγμένες
Οι σ φα ιρ ικές συντεταγμ ένες ρ. φ , θ σ υνδ έο ντα ι με τ ις  ορθογώνιες 

συντεταγμένες x, y , ζ με τ ις  σχέσεις

χ = ρσυνθ ημφ, y = ρημθ ημφ, ζ = ρ σ υνψ
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Ρ(χ, y, ζ)

d(x,y,z)
5(ρ,φ,θ)

συνθημφ ρσννθσιινφ - ρημθημφ 

ημθημφ ρημθσυνφ ρσυνθημφ 

συνφ - ρημφ Ο

= ρ2ημφ .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  5

Να υπολογισθεί ο όγκος της σφαίρας με εξίσωση x +y +z = R .

Λ ύση
Αν

D = { (χ, y, ζ): x2+y2+z2 < R2} ,

Ο

τ
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τότε ο ζητούμενος όγκος ισούται με το ολοκλήρωμα JJJdxdydz .
J  D

Χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες ο χώρος ολοκληρώσεως 

είναι το χωρίο Τ = { (ρ, φ, θ): ρ < R } . Αρα

2π / π R

v=i (J ι  / ρ2 ημφ(Ιρ^<1(ρ
d0

,  2π π

ημφdφ]dθ =
2R'

2π

J dQ = j-n R 3 .

3.8 Εφαρμογές των Διπλών και των Τριπλών Ολο· 
κληρωμάτων στη Φυσική

3.8.1 Εφαρμογές των Διπλών Ολοκληρωμάτων
Έστω Τ ένα χωρίο του επιπέδου Oxy στο οποίο βρίσκεται 

κατανεμημένη μια μάζα σε μικρό (αμελητέο) πάχος. Έστω σ = σ(χ. y) η 
πυκνότητα (δηλαδή η μάζα ανά μονάδα επιφάνειας) στο σημείο (χ, y) 
του Τ. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση σ είναι ολοκληρώσιμη επί του Τ. 
Τότε η συνολική μάζα m του χωρίου Τ δίνεται από το ολοκλήρωμα

m = J J  o(x,y)dxdy .

Το κέντρο μάζας του Τ είναι το σημείο ( x, y), όπου

χ χ σ(χ, y)dxdy. y σ(χ, y)dxdy.
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Αν ε είναι μια ευθεία του επιπέδου, τότε η ροπή αδράνειας της μάζας 
του Τ. ως προς την ευθεία ε. δίνεται από τον τύπο

δ2(χ, y) σ(χ, y) dxdy ,

όπου δ2(χ, y) είναι το τετράγωνο της απόστασης του σημείου (χ. y) από 
την ευθεία ε. Ειδικά, οι ροπές αδράνειας ως προς τους άξονες χ’Οχ και 
y’Oy δίνονται από τους τύπους

= J J >'2σ(χ, y) dxdy, Iy = J j χ2σ(χ, y) dxdy.

Η ροπή αδράνειας ως προς την αρχή των αξόνων ισούται με

I = ΙΧ + Iy = J J (x2+y2) σ(χ, y)dxdy .
Τ

Στην περίπτωση που σ(χ, y) = c (σταθερή) στο Τ, δηλαδή στην περί
πτωση που η μάζα του σώματος είναι ομογενώς κατανεμημένη (θα λέμε 
τότε ότι το χωρίο είναι ομογενές), έχουμε

X
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α ί
Ν« βρεθεί το κέντρο μάζας τοι* χωρίου Τ = { (x, y): x2+y2 < R2, 

y>0}, (R>0), αν η πυκνότητα μάζας σ(χ, y> είναι ανάλογη με την 

απόσταση τον (χ. y) από το κέντρο του ημικυκλικού χωρίου Τ) όηλαόή 
σ(χ. y) = kVx2+y2. k = σταθερά. Επίσης για το ίδιο χωρίο να 
υπολογισθεί η ροπή αδράνειας ως προς την ευθεία y = x+μ. Γ ια ποια 
τιμή του μ, η ροπή αδράνειας ως προς την y = χ+μ γίνεται ελάχιστη;

Λύση 

m = x2+y2 dxdy, x = —· Jf Ĵ x >/x2+y2 dxdy ,

y = — J^f y Vx2+y2 dxdy .

Χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες χ = ρσυνθ, y = ρημθ, έχουμε

m = k Jj^J o2dod0 = k ρ^ρ| · cd0| = y R 3

*“m jy«*<n,we,,ode“m
Γ R 1λ

πΛ
ίρ^ρ • I orvv0d0 = 0

- A . K 1 . 2 - I
3R
2π

Για την ευθεία ε : y = x+μ, έχουμε δ2(χ, y) = ^~Χ~^ . Επομένως

&
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If = ^ l l  (y-χ- μ)2 dxdy
τ

=  2 11 (Οημθ - ρσυνθ - μ)2 ρόράθ 
Τ

π

■yi
R

(ρζ(ημθ- συνθ)2+μ2- 2μρ(ημθ-σΐίνθ))ράρ d0

■y j
R

(ρ3(1 - 2ημθσυνθ)+μ2ρ - 2μρ2(ημθ- συνθ))ϋρ άθ

π
= I J  ( γ ( 1  - ημ2θ) + μ2 γ -  ^ γ -(η μ θ  - <JW0))d0

kfR 4 ^  σνν2θΝ μ ^ 2„ 2 Λ
= 2 [ 7 "  (θ + 2  ̂+ 2~ 6 + 3 μΗ ^συνθ + ημθ^ 0

k fR 4 , 1λ μ2R2 2 d3 /R4 1 2 ο3,1
= 2 [ Τ ' (π + 2)+ 2 ‘ π ' 3 μΚ · < Τ ’ 2 + 3 μΚ' )]

= | £“-R 4 + 7 ^ 2 r2  - 3 μΚ?)  β  ( 3 jir2  + 6π^2 '  16^R )

Για να γίνει η Ιε ελάχιστη αρκεί να γίνει ελάχιστο το τριώνυμο 6πμ 

^ R 4 ^ R 2. το οποίο όπως είναι γνωστό συμβαίνει για μ = = γ

Π α ρ ά δ ειγ μ α  2

Να βρεθεί το κέντρο μάζας του ομογενούς χωρίου
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Τ= {(x ,y )€ R n : 1 < χ < 3 ,  V )M < y < x 2} .

Λύση

3 X 3
J j  x dxdy x dy dx (x3- xV5TT)dx

3 3 3

*  j  x3 dx- | xVx-T dx = 20 - [(x-1) +1] dx
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=  20 -

=  20 -  

=  20 -

/ (χ-1)3/2 dx - dx

|(χ-1)5/2-|(χ-1)3/2

4V2 300-4Ν/2
15 15

3

J

(χ4 - χ +l)dx = 116
5

300 - 4V2 116
15 300 - 4V2 - ____ 5_________ 348

27 - 4 V2  "  5(27 - 4V2) ’ y "  27- 4 V2  = 15(27 - 4>/2) ' 
3 3

Άσκηση
Να βρεθεί το κέντρο βάρος τον ομογενούς τριγωνικού χωρίον Τ με 

κορυφές τα σημεία Α(1, 3), Β (2 .0), Γ(-2,0).

3 .8 .2  Εφαρμογές Τριπλών Ολοκληρωμάτων
Θεωρούμε ένα στερεό σώμα Σ που καταλαμβάνει ένα χωρίο D του 

IR3 . Αν σ = σ(χ. y, ζ) είναι η πυκνότητα του σώματος στο σημείο (χ. ν, 
ζ) τοί' D, τότε η ολική μάζα m του σώματος δίνεται από το ολοκλήρωμα

m = σ(χ, y, z)dxdydz .

Οι συντεταγμένες χ, y, z του κέντρου βάρους του σώματος δίνονται 
από τους τύπους
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X
1
m χσ(χ, y, z)dxdydz yo(x, y, z)dxdydz *

z ζσ(χ, y, z)dxdydz .

Αν ε είναι μια ευθεία του χώρου και ό(χ, y, ζ) η απόσταση του 
σημείου (χ, y, ζ) από την ε, τότε η ροπή αδράνειας του σώματος Σ ως 
προς την ε δίνεται από τον τύπο

Ie δ2(χ, y, ζ) σ(χ, y, z)dxdydz .

Ειδικά οι ροπές αδράνειας του Σ ως προς τους άξονες συν τεταγμένων 
χ' y, y' y και t  ζ δίνονται από τους τόπους

Ix=J£J (y2+z2) σ(χ, y, z)dxdydz, Iy = J|J
Iz =J|J (x2+y2) σ(χ, y, z)dxdydz ,

(x2+z2) σ(χ, y, z)dxdydz,

Στην περίπτωση που το σώμα Σ είναι ομογενές, η πυκνότητα είναι 
σταθερή, σ(χ, y, ζ) = c, και

JJJ χ dxdydz JJJ χ dxdydz
- ___ d_____________D

j j j  dxdydz
D

V



t
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i l i  y dxdydz
D

Z =

jJJ z dxdydz
D

9

όπου V είναι ο όγκος τοί' σώματος Σ.

Παράδειγμα
Έστω Q το τετράεδρο που περιβάλλεται από τα τρία επίπεδα 

συντεταγμένων χ=0, y=0, ζ=0 και το επίπεδο 2x+5y+z =10. Αν η 
πυκνότητα σ = σ(χ, y, ζ) είναι ανάλογη με την απόσταση του (χ, y, ζ) 
από το επίπεδο y=0, να βρεθεί το κέντρο βάρος του στερεού Q.

Λύση

J
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Επειδή σ(χ, y, z) = ky. έχουμε

m = kilJ ydx<Jydz, x = £ J f f x y d x d y d z ,  

■J|J y2 dxdydz, * = £ ] £ /y = j ~ j f j  y2 dxdydz, z = ^ |  I I yzdxdydz.

Στο σύστημα Oxy, η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι: j  + ^ = 1 . Αν 

D είναι το εσωτερικό του τριγώνου ΟΑΒ, έχουν

10- 2x-5y
J J J y  dxdydz = J J y [  J  dz]dxdy

[ f (10-2x-5y)y dxdy 
D

5 I * 5* *
= J  [ J  (2(5-x)y-5y2)dy]dx

5 3 l5 (5- X)= J  [(5* xly2 - f y f  

= # J  (5-x)3dx = - ^ [ ( 5 - x ) 4/ = f

j J J ̂ dxdydz = Γ f (10- 2x- 5y)y2 dxdy 
Q D

i
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5 ? (2' X)

Sl 5
(2(5-x)y2-5 y3)dy]dx

5

j -liL/'* v \4 _ £
I ^375 (5‘ X)4" T2?·5* dx

=  - 4 — f  ( < ; .χ ) 4 = — · 5 4 =  —
375 J { } 375 3

10-2x-5v

J J J xydxdydz = f f xy[ J dz] dxdy 
* 0  j j  cf

3 3
= J  x(5- x)3 dx = J  [5- (5- x)] (5- x)3dx

^■15 | (5-x)*...r (5- x)4 dx

- u  ¥ - ^ -)=f

1 1 J z y ^ y d z  = 2 1 J ̂  (2(5-

κα ι
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Συνεπώς

= 2 1 1 14 (5 '  x )2 y + 25y3 ■ 20y2<5- x ^ldxdy
*D

= |·J  [2(5- X )V  + y  y4 - y y 3(5- x)]^5 X> dx

25 J00

X= 25 = 1 ’ y = 25 =4 ’ Z
3 3

= 2 .

Ακτίνα Περιστροφής (Radius of Gyration)

Αν ένα υλικό σημείο μάζας m 
περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή 
ταχύτητα ω γύρω από έναν άξονα ε, 
τότε η κινητική ενέργεια του ισούται 

με Εκιν = j  Γηυ2 = -m u A 2 . όπου r η

ακτίνα της κυκλικής τροχιάς.

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα στερεό σώμα Σ που περιστρέφεται με 
σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από έναν άξονα ε. Αν σ(χ. y. z) 
είναι η πυκνότητα του σώματος στο σημείο (χ, y, ζ) και αν 6(χ, y, ζ) 
είναι η απόσταση του σημείου (χ, y, ζ) από την ευθεία ε, τότε αν κατά 
μια χρονική στιγμή t το σώμα καταλαμβάνει το χωρίο D του 1R3, τότε η
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κινητική ενέργεια του σώματος τη χρονική αυτή στιγμή δίνεται από τον 
τύπο

δ(χ, y, ζ)

Εκιν = jo )2 j j j  σ(χ, y, ζ) δ2(χ, y, ζ) dxdydz = ̂ -ω2 Ιε ,
D

όπου Ie είναι η ροπή αδράνειας τον σώματος ως προς την ευθεία ε. Αν

m είναι η συνολική μάζα τον σώματος, τότε ο αριθμός R =

ονομάζεται α κ τ ί ν α  π ε ρ ι σ τ ρ ο φ ή ς  (Radius of Gyration) του 
σώματος ως προς την ε . Η ακτίνα περιστροφής ισούται με την 
απόσταση από την ε στην οποία αν τοποθετηθεί συγκεντρωμένη όλη η 
μάζα του σώματος δεν μεταβάλλεται η ροπή αδράνειας του σώματος ως 
προς την ε.
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1. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Μια συνήθης διαφορική εξίσωση είναι μια εξίσωση που περιέχει
μια ανεξάρτητο μεταβλητή χ, μια άγνωστη συνάρτηση αυτής y και ένα
πεπερασμένο πλύθο:: παραγώνων tnc ν ως προς χ. Ο δείκτης της
υψηλότερης παραγωγού που εμφανίζεται στην εξίσακτη ονομάζεται τάξη
της Δ.Ε. π.χ. οι εξισώσει;: , , ,
---------- ' '  . ο , #

^  y" + exy1 +y2sinx = 3 , - - r — y*3*' + 3y = 0
x2+l

Γ ,Ζ = 0

είναι διαφορικές εξισώσεις τάξεων 2.5  και 1 αντιστοίχως. Γενικά αν F 
είναι μια πραγματική συνάρτηση π+2 μεταβλητών, τότε η εξίσωση

F(x. y, y ',.... y(tu) = 0

είναι μια συνήθης Δ.Ε. η οποία είναι τάξης η αν η y(n| εμφανίζεται 
στην εξίσωση.

Ορισμός: Mux (μερική) λύση μιας Δ.Ε. n-τάξης είναι μια συνάρ
τηση η οποία ορίζεται και είναι τουλάχιστο n-φορές παραγωγίσιμη επί 
ενός ανοικτού διαστήματος I = (a. b) της πραγματικής ευθείας IR <το a
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μπορεί να είναι το - «> και το b μπορεί να είναι το + °®) και ικανοποιεί 
(σ’ αυτό το διάστημα) τη διαφορική εξίσωση. Το σύνολο όλων των 
λύσεων μιας Δ.Ε. αποτελεί τη γενική λύση της εξίσωσης.

Παράδειγμα 1
Η συνάρτηση y = 2cos2x - sin2x είναι μια μερική λύση της Δ.Ε. 

y"+4y = 0 στο διάστημα IR = (- «).

Παράδειγμα 2
Θεωρούμε τη Δ.Ε. y' = 2χ-1. Αν y είναι μια λύση αυτής της 

εξίσωσης σ' ένα διάστημα (a, b), τότε για κάθε χ€ (a, b) έχουμε

και συνεπώς

£ ( y - x 2-H<)=o *

το οποίο συνεπάγεται ότι υπάρχει c€ IR τέτοια ώστε y- x2+x = c V χ€ (a. 
b), δηλαδή y = x2-x+c. Αντιστρόφως, για κάθε c€ IR η συνάρτηση 

y = x2-x+c είναι λύση της δοθείσης Δ.Ε. στο διάστημα (- ΟΟ β ο ο ) .

Το Πρόβλημα των Αρχικών Τιμών
Έστω ότι μας δίνεται μια Δ.Ε. που περιέχει μια ανεξάρτητο 

μεταβλητή χ, μια άγνωστη συνάρτηση αυτής y και τις παραγωγούς της y 
ως προς χ μέχρι n-τάξης. Έστω x0. y0, y ι , .... yn-i δοθέντες πραγματικοί
αριθμοί. Ζητείται να βρεθεί μια λύση της Δ.Ε. η οποία ορίζεται επί ενός 
ανοικτού διαστήματος (a, b) της πραγματικής ευθείας, με x0€(a, b),

(δηλαδή ικανοποιεί την εξίσωση στο (a. b)> και να είναι τέτοια ώστε να
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πληρούνται οι αρχικές συνθήκες y(x0)=y0, ν' (Χ ο) = ν ι......yn' 1(x0)=yn-i .
Ένα πρόβλημα αυτού του τύπου λέγεται πρόβλημα αρχικών τιμών. 
Στην περίπτωση που η=1. το πρόβλημα αρχικών τιμών συνίσταται στο 
να βρεθεί λύση της Δ.Ε. της οποίας η γραφική παράσταση περιέχει το 
σημείο (x0, y0)·

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α

Να βρεθεί λύση της Δ.Ε. y" = 4 e '2χ η οποία να πληροί τις αρχικές 
συνθήκες y(0)=l, y’ (0)=2.

Λύση
Ολοκληρώνοντας δύο φορές τα δύο μέλη της Δ. Ε.. έχουμε: 

ν’ = - 2e'2x+ c j , y = e' 2x+cjx +C2> όπου c j, C2 είναι σταθερές. Για x=0. 
έχουμε:

1 = y(0) = 1+C2 , 2 = y' (0) = - 2+ct .

Συνεπώς cj = 4, C2 = 0 και y = e' 2x+4x .

1.1 Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις 1πς τάξης
Μια γραμμική Δ.Ε. πρώτης τάξης είναι μια εξίσωση της μορφής

+ p(x)y = q(x) . ( 1)

Αν q=0, τότε η εξίσοοση ( ι ) λαμβάνει τη μορφή

(2)
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η οποία ονομάζεται γραμμική ομογενής πρώτης τάζης. Υποθέτουμε ότι 
οι συναρτήσεις p. q είναι συνεχείς σ' ένα διάστημα I = (a, b). Αν y = y(x) 
είναι μια λύση της (1) στο 1, τότε στο 1 έχουμε

£ ( y e 1" ^ )  = e , " x* | + y Wx ) e ) '* ’' '<b‘

= q<x)elp(x|dx .

Συνεπώς, υπάρχει c€lR τέτοιο ώστε

yelp<x'*  = c +J  q o o e l^ d x ,

δηλαδή

y = e Jp<x,4,[ c + J q ^ ^ d x ]  .

Αντριστρόφως, για κάθε c£lR ,η  συνάρτηση

y = e’ ^pdx fc+ J qe^pdxdx] (3)

είναι λύση της (1) στο I. Πραγματικά, για μια τέτοια y, έχουμε

dy -Jpdxr f J p d X j i  - j  p d x __| p dx^  - p e J F [c + J  q e* F d x ] + e JF q r

dv= -py+q, δηλαδή -j£+py = q ·

Ώστε η (3) δίνει τη γενική λύση της (1).

Π α ρ ά δ ειγ μ α  1

Να λυθεί η Δ.Ε.
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(x2+l)y'-2xy = x2+l .

Λύση
Η εξίσωση γράφεται

και άρα είναι της μορφής (1) με ρ(χ) = - — — , q(x) =1. Οι συναρτή-
χ 1

σεις p και q είναι συνεχείς στο ER = (- °°,<*>). Η γενική λύση της όοθείσης 
εξίσωσης στο 1R είναι η

όπου ο είναι αυθαίρετη σταθερά.

Παράδειγμα 2
Σώμα μάζας m εκτοξεύεται από την επιφάνεια της γης 

κατακόρυφα προς τα επάνω με αρχική ταχύτητα υ0 . Υποθέτουμε ότι 
στο σώμα ενεργούν μόνο το βάρος Β = mg και η αντίσταση του αέρα για 
την οποία υποθέτουμε ότι είναι ανάλογη με την ταχύτητα υ του 
σώματος, Fa = λυ (k = σταθερά). Να βρεθούν:

i ) Η ταχύτητα υ=υ(ί ) (ως συνάρτηση του χρόνου t) κατά την

i i ) Η απόσταση y=y(t) (κατά την άνοδο) του σώματος από την 
επιφάνεια της γης.

dx]

\Δ+1

άνοδο.
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iii) Ο χρόνος ανόδου.
j ν ) Το μέγιστο ύψος στο οποίο θα ανεβεί το σώμα.

Λύση
Αν υ=υ(ι) και γ=γ(ΐ) η ταχύτητα και η επιτάχυνση (πρόκειται 

περί επιβράδυνσης και άρα γ<0) θα είναι υ = , γ = ^ - = ^  . Η

δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά την άνοδο είναι F = - mg- λυ . 
Σύμφωνα με το θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής, έχουμε F = my , 
δηλαδή

(to 1 m ¥ = - k v
<hj ,mg =» m ^ -+  λυ = - mg

dr k—  + — υ = - g . dr m

Παίρνοντας J -j-dt = ~ t  και J - g em' dt = - em 1 . βλέπουμε ότι 

υπάρχει c€ IR τέτοια ώστε

k_t
v(t)~ e m [c- gm

^  + c e  k

Επειδή υ(0) = υ0 , θα είναι c - υ0 και άρα

v(t) = - + (υο + “[^) e .

i i i ) Για να βρούμε το χρόνο ανόδου, παρατηρούμε ότι το σώμα 
παύει να ανεβαίνει όταν υ= 0. Συνεπώς ο χρόνος ανόδου δίνεται από 
την εξίσωση
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- ^ + ( t > ° + ^ ) e ' mt  = 0  .

k zrt
Λύνοντας την τελεανταία ε&σωση ως προς e m .παίρνουμε

m 1 __ L
" m g ( ΐ ’ο +  =  1 · καιάρα tav =  T loS 0 + ! ” ? )mg mg

ii) Επειδή υ = ^ - ,  έχουμε

i S £ +( t )  . I 2 & ) e - m l 
dt k + U)° + k ' e

και άρα

k_
y(t) = - *r^ t- ?-(i>o + ^ ) e  mt + ci (cj σταθερά)

Επειδή y(0) = 0, θα είναι

και συνεπώς

i
#■
IS”

&

m
k ( « 0  + ^ )  ( ι - e  m‘) - g t

k_t

1 4 9
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“ I 1(1)
Μέγιστο Για t = tav . έχουμε e m = 1 + —-  =

mg
mg+la>o

mg
Αρα

Ασκηση
Σύμφωνα με το νόμο ψύξεως του Νεύτωνα, ο ρυθμός μεταβολής 

της θερμοκρασίας ενός σώματος που ψύχεται είναι ανάλογος με τη 
διαφορά της θερμοκρασίας του σώματος από την θερμοκρασία του 
περιβάλλοντος μέσα στο οποίο βρίσκεται το σώμα. Συνεπώς, αν T(t) και 
S(t) είναι αντίστοιχα η θερμοκρασία του σώματος και η θερμοκρασία 
του περιβάλλοντος τη χρονική στιγμή t, υπάρχει ρ>0 (σταθερό) τέτοιο 
ώστε

a) Έστω Τ0 = Τ(ΐ0) η θερμοκρασία του σώματος τη χρονική
στιγμή ι0 και ας υποθέσουμε ότι η θερμοκρασία του περιβάλλοντος
παραμένει ουσιαστικά σταθερή, S(t) = S0 . Να βρεθεί η θερμοκρασία του 
σώματος τη χρονική στιγμή t και να υπολογισθεί το όριο lim Τ(t).

b ) Ένα σώμα με θερμοκρασία 70°C τοποθετείται σε ψ υ γ ε ί ο  του 
οποίου η θερμοκρασία διατηρείται σταθερή και ίση με - 2°C. 
Υποθέτουμε ότι ισχύει ο νόμος ψύξεως του Νεύτωνα. Αν η θερμοκρασία 
του σώματος μετά από 8 λεπτά γίνει 52°C, ποιά θα είναι η θερμοκρασία

= - ρ(Τ(ΐ) - S(0) .
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του σώματος 16 λεπτά μετά την τοποθέτηση του σώματος στο ψυγείο; 
Πότε η θερμοκρασία του σίόματος θα γίνει 26°C;

1.2 Διαφορικές Εξισώσεις 1πς Τάξης στις οποίες 
οι Μεταβλητές χωρίζονται

Αν μια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης μπορεί να γραφεί υπό τη 
μορφή

p(y)dx = q(x) · Ο)

όπου p και q είναι γνωστές συναρτήσεις, τότε λέμε ότι οι μεταβλητές της 
εξίσωσης χωρίζονται. Οι παρακάτω τρεις εξισώσεις είναι παραδείγματα 
εξισώσεων στις οποίες οι μεταβλητές χωρίζονται

2(y-l)y’ = ex , χ x(cosy+2ey-l) ^  = sinx+e2x .

Αν y=f(x) είναι μια λύση της (1) σ' ένα διάστημα I, τότε p(f(x))f '(x) = 
q(x), V χ€ΐ. Αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν τα ολοκληρώματα, τότε

ολοκληρώνοντας παίρνουμε

J  p(f(x)f (x)dx = J  q(x)dx + c

και άρα

J P(y)dy = J q(x)dx + c .

Αν P και Q είναι συναρτήσεις τέτοιες ώστε Ρ' (y) = p(y) και Q' (x) = 
q(x), τότε έχουμε

P (y )  =  Q ( x )  +  c  . (2 )
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Αντιστρόφως. αν η συνάρτηση y = y(x) πληροί την (2), τότε 
παραγωγίζοντας την (2) ως προς χ. παίρνουμε

δηλαδή

F ( y ) d l  = d g
r  Ky) dx dx

poo = qoo

και συνεπώς η y είναι λύση της (1). Ώστε η λύση της (1) συνίσταται από 
όλες τις παραγωγίσιμες (σε κάποιο διάστημα) συναρτήσεις y που 
πληρούν την (2) για κάποια τιμή της σταθεράς c. Δηλαδή η (2) δίνει υπό 
πεπλεγμένη μορφή κάθε λύση της (1).

Παράδειγμα 1

Να βρεθεί μια λύση της Δ.Ε. η οποία να πληροί την

αρχική συνθήκη y(0) = - 4 .

Λύση
Η εξίσωση γράφεται

y
dy.
dx = cos x .

Ολοκληρώνοντας παίρνουμε

cosx dx + c = sinx + c

θα είναι (-4)2 = sin 0 + c => c = 16. και άρα y2 = 16+x2 . Η λύση που

ζητάμε θα ορίζεται σ' ένα διάστημα I = (a, b) που περιέχει το 0 . Για 
κάθε x€ I πρέπει y(x) *  0. Επειδή η y είναι συνεχής στο I, y(x) *  0 στο
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U ui y(0) =- 4 < 0. πρέπει y(x)<0 για κάθε χ€ I. Αρα y =- Vx2+16 . 
Η λύση αυτή ορίζεται σε όλο το IR .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  2

yd) = yo> 0 .

Λύση

Έστω y μια λύση της εξίσωσης, σ' ένα ανοικτό διάστημα I της 
πραγματικής ευθείας που περιέχει το 1, η οποία πληροί την αρχική 
συνθήκη y( 1) = y0 . Επειδή y( 1) > ο, υπάρχει υποδιάστημα (a, b) του I, 
που περιέχει το 1 τέτοιο ώστε y(x) > ο V x€(a, b). Για x€(a, b), η

εξίσωση γράφεται ~ ^  *  -y . Ολοκληρώνοντας, παίρνουμε
" X

logy = - ~  + c .

$

Επειδή y(l) = y0, έχουμε c = j  +logyG καιάρα

s:

Η λύση ορίζεται στο διάστημα (0, ·) .

1·3 Διαφορικές Εξισώσεις της μορφής

a

<ΐ)
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Υπάρχει μια κατηγορία Δ.Ε. ποί’ μπορούν να γραφούν με τη 
μορφή (1). Για να λύσουμε μια τέτοια ώστε λαμβάνουμε ως νέα 

άγνωστη συνάρτηση τη ζ = ·̂. Επειδή ^χ= ζ + Χ χ̂ ’ Ή 0 )  γράφεται

dz ... . 
z + x dx = f®  ·

Στην τελευταία εξίσωση οι μεταβλητές χωρίζονται.

Παράδειγμα
Να βρεθεί μια λύση της Δ.Ε.

. ν2+2χν
y = — —  .

η οποία να πληροί την αρχική συνθήκη y(2) = 3.

Λύση
Η λύση που ζητάμε θα ορίζεται σ' ένα διάστημα (a, b) που περιέχει 

το 2 και δεν περιέχει το 0 και άρα (a, b)c(0, ®). Η εξίσωση γράφεται

+ 2 1
X

θέτοντας η εξίσωση γίνεται

dz ? ~ z + x j-=z^+2z dx xfHz+l> ( 1)

Υπάρχει ένα υποδιάστημα I του (a, b) που περιέχει το 2 και είναι 
τέτοιο ώστε y(x)>0, και άρα ζ>0, για κάθε χ€Ι (διότι y(2)>0 και η y

είναι συνεχής). Ολοκληρώνοντας την (]) παίρνουμε
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ί — dz = f -d x  + c J z(z+l) J χ

Επειδή 1 1 1
ζ(ζ+1) " ζ  ζ+Ι

, η (2) δίνει
■ I

log ^  -  logx +c

Επειδή, για χ=2, είναι ζ = ^·=|·, θα είναι

Αρα

3
. 2 
logT

2

= log2+c io4 =c

- S - . i - X
ζ+1 10 z = 3x

1 0 - 3 X y =
3x'

10-3x

10Επειδή y>0, η λύση ορίζεται στο διάστημα (0, — )

1.4 Διαφορικές Εξισώσεις του Bernoulli
Μια διαφορική εξίσωση της μορφής

y· + p(x)y = q(x)yn .

όπου n*0, 1, ονομάζεται εξίσωση του Bernoulli. Προφανώς, αν 
y=0 είναι λύση της (1). Για y*0 η (1) γράφεται y‘ ny' + p(x)y1_ n 

Αν θέσο\>με u = y1*n, τότε u’ = (1- n)y* ny' και η εξίσωση γίνεται

1 5 5

(2)

( 1 )

n>0, η 
= q (x ) .

| ~ u ' + p(x)u = q(x) ,
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η οποία είναι γραμμική πρώτης τάξης. 

Παράδειγμα
Να βρεθεί μερική λύση της Δ.Ε.

που να πληροί την αρχική συνθήκη y(1) = 2.

Λύση
Η λύση που ζητάμε θα ορίζεται σ' ένα ανοικτό διάστημα (a, b) που 

περιέχει το 1 και δεν περιέχει το 0 και άρα (a. b)c(0, «*). Η εξίσωση

γράφεται

θέτοντας u = y"2, η εξίσωση γίνεται
$
I

Για χ=1, είναιιι = γ*2 = 2
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I1

2
\yj9- 8χ

η οποία ορίζεται οτο διάστημα (0,

1.5 Εξισώσεις αμέσως ολοκληρώσιμες
Έστω η Δ.Ε.

P(x,y) + Q ( x , y ) ^ = o  . (ΐ)

Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση φ, δύο μεταβλητών χ, y, η οποία 
ορίζεται και έχει μερικές παραγωγούς πρώτης τάξης επί ενός ανοικτοί» 
συνεκτικού υποσυνόλου V του IR2 και είναι τέτοια ώστε

βφ βφ
—-(χ, y) = Ρ(χ, y), -r-(x .y ) = Q(x,y) (2)
βχ ay

για κάθε (χ, y)€V. Έστω y μια λύση της Δ.Ε. ορισμένη επί ενός 
ανοικτού διαστήματος I s  (a, b) και τέτοια ώστε (χ, y(x))€ V για κάθε 
χ€ΐ. Τότε έχουμε

βφ
βχ

βφ
dyy )+ T "(x ,  y )^ -= odx

δηλαδή (φ(χ, y)) = 0. Επομένως υπάρχει σταθερά c τέτοια <όστε

φ(χ. y) = c. Αντιστρόφως, έστω y = y(x) μια συνάρτηση ορισμένη σ' ένα 
διάστημα J της πραγματικής ευθείας τέτοια ώστε να υπάρχει c€ 1R για 
το οποίο για κάθε χ€ J το (χ. y<x)) ανήκει στο V και φ(χ. y) = c. Παρα- 
γωγίζοντας ως προς χ παίρνουμε (για χ€ J)

L
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0φ 0φ <}ν
^ ( x , y ) + - ( x , y ) ^ = o

δηλαδή Ρ(χ, y) + Q(x, y) ^ . που σημαίνει ότι η συνάρτηση y = y(x) 

είναι λύση της Δ.Ε. (1).
Χρειαζόμαστε ένα κριτήριο για να αποφασίσουμε κατά πόσον 

υπάρχει συνάρτηση φ που να πληροί τις (2). Ας υποθέσουμε ότι οι 
συναρτήσεις Ρ, Q έχουν μερικές παραγωγούς πρώτης τάξης συνεχείς επί 
του ανοικτού συνεκτικού υποσυνόλου V του 1R2. Ας υποθέσουμε επίσης 
ότι υπάρχει συνάρτηση φ, η οποία να πληροί τις (2) στο V. Τότε έχουμε

0Ρ 0 0φ 02φ 0Q 0 0φ 02φ
- = Τ - ( — ) = Τ - Τ -  και —  = —  (— ) = τ~τ ~ -
oy 0y 0x 0y0x 0χ οχ 0y 0x0y

0Ρ 0Ρ 
Επειδή οι συναρτήσεις —  και — είναι (όπως υποθέσαμε) συνεχείς

02φ 02φ 0Ρ 0Q
επί του V, προκύπτει ότι — = Τ Τ "  ατο ν  και άρα —  = τ — - Ώστε η

0y0x 0x0y 0y 0x

ισότητα

0Ρ 0Q
0y 0χ

είναι μια αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη μιας φ επί του V που να 
πληροί τις (2). Για ορισμένα ανοικτά συνεκτικά σύνολα V, τα λεγάμενα 
απλώς συνεκτικά, η σχέση (4) είναι επίσης ικανή για την ύπαρξη της φ.

Παράδειγμα
Θεωρούμε τη Δ.Ε.
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(χ2- y )$r  + 2χ3 + 2χν = 0 .dx 2xy

Η εξίσουση αυτή είναι της μορφής (1) όπου

Ρ(χ. y) = 2χ3 + 2xy, Q(x, y) = xz-y  .

,  dP d Q  ,
Γμι κάθε (χ, y)€ JR , έχουμε —  = 2x = — . Το σύνολο IRZ είναι απλώς

^  2 ^  δφ ,  δφ
συνεκτικό. Άρα υπάρχει φ επί του IR τέτοια ώστε —  = 2x +2xy, —

- v 2 _

δχ δχ2 δφ λ
= χ - y . Θα βρούμε μια τέτοια φ. Από την ·—-= 2xJ+2xy βλέπουμε ότι η

δχ
φ είναι της μορφής

χ4 *>φ(χ, y)= — + x~y + g(y)

όπου η g είναι συνάρτηση μόνο του y. Πρέπει να διαλέξουμε την g ώστε
δφ 2

να πληρουται και η — = χ - y. Ώστε πρέπει να έχουμε
Cy

2 δ φ -
x *y = t y s x  + g ’ (y) -  g '( y )= -y  ,

. .  . .  V2απο όπου προκύπτει οτι μια εκλογή της g είναι η g(y> = - τς-. Συνεπώς, 

αρκεί να πάρουμε

<p<x,y)=±x4 + x2y -  i y 2 .

Αρα η γενική λύση της όοθείσης Δ.Ε. στο IR2 δίνεται από όλες τις παρα- 
γοΓ/ίσιμες συναρτήσεις y s  y(x) π0υ πληρούν την

L
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χ4 + 4x2y - 2y2 = c 

για κάποια τιμή της σταθερός c .

Παράδειγμα 2
Στη Δ.Ε. τον παραδείγματος 1, να βρεθεί μερική λύση y που να 

πληροί την αρχική συνθήκη y( 1) = 2.

Λύση
Όπως είδαμε, θα υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε χ4+4χ^ -  2y2= c. 

Επειδή y(l) = 2, προκύπτει ότι c=l και άρα x4+4x2y- 2y2 = 1 =* 2y2 -

4x2y +1-χ4 = 0

2x2 ± V4x4+2x4- 2 2x2 ± V6x4- 2

Επειδή y(l) = 2, πρέπει να πάρουμε την

2x2 W 6 x4- 2  
y = --------2-------- ·

Αυτή πρέπει να ορίζεται σ’ ένα ανοικτό διάστημα που περιέχει το 1. 
Επειδή η y είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό, θα πρέπει

6χ4- 2 > 0 => χ4 > -  =* χ > y f l / i . Αρα η λύση δίνεται στο διάστημα

(3‘ ») .

1 .6  Ολοκληρωτικοί παράγοντες
Μερικές φορές για μια εξίσωση της μορφής

P(x,y) + Q(x. y ) j j£ = ° ( 1)
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όεν υπάρχει φ  που να  πληροί τ ις

δφ δφ
■ r-= P (x ,y ), —  =Q (x, y ) , 
δχ d y

(2)

αλλά αυτό μπορεί να  επ ιτευχθεί α ν  πο λλαπλασ ιάσο υμ ε τα  μέλη της (1) 
με μ ια κατάλληλο μη μηδενική συνάρτηση  ρ(χ , y ). Δ ηλαδή, υπάρχει 
συνάρτηση ρ(χ, y) τέτο ια  ώστε γ ια  την εξίσω ση

ρ(χ* y)P(x, y) + ιχχ. y)Q(x, y) ^ (3)

να υπάρχει συνάρτηση φ (χ . y ), ορ ισμένη επ ί ενό ς α νο ικ το ύ  σ υνεκ τικο ύ  
συνόλου V στο IR2 , τέτο ια  ώ στε στο V να  έχουμε

όφ δφ
— = ρ(χ. y) P(x, y) κα ι —  = ρ(χ, y)Q (x, y) . 
δχ dy

(4)

Αν υποθέσουμε ό τι τόσο η ρ(χ. y ) όσο κ α ι ο ι Ρ(χ. y ). Q (x. y) έχουν 
συνεχείς παραγώ γους πρώτης τάξης στο V, θα πρ έπει να  έχουμε

δ
τ-(ρ (χ , y>P(x.y>) 
o y

δ_
δχ (o(x,y)Q(x.y)) -

Q
δρ
δχ

δΡ d Q  

d y  δχ * (5)

Παρατηρούμε ό τι:

I ) Α ν η παράσταση
Q Kd y  δχ

ε ίν α ι συνάρτηση μόνο του χ ,

τότε προκύπτει από  την (5) ό τ ι μ πορούμ ε να  δ ια λέξο υμ ε κ α ι ρ ω ς  
συνάρτηση μόνο του χ. που να  πληροί τη ν
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I  d£ _ \ _βΡ _  d Q  

ρ dx ~  Q { d y ' o x

Σ υνεπώ ς αρκεί να  πάρουμε

ρ(χ) = e
ί 1 /δΡ ^

1 , δ Ρ  d Q s
i i )  Α ν η παράσταση  — (—  - τ - ) ε ίνα ι συνάρτηση μονο του y

ρ  oy οχ

ανάλογα  με την περ ίπτω ση  (ϊ), μπορούμε να  πάρουμε ω ς ολοκληρωτικό 
παράγοντα  τη συνάρτηση

ρ(γ) = e
. j J L ^ . 2 2 ,  dv
J p lay ax ’ y

Π αράδειγμα 1

Α φού προηγουμ ένω ς βρεθεί ένα ς ολοκληρωτικός παράγοντας, να  
λυθε ί η Δ.Ε.

2xy + (y2- χ2) ^ = ο

κ α ι να  βρεθεί μερική λύση που να  πληρο ί τη συνθήκη y( ι ) -  2

Λ ύ σ η
Ε ίνα ι P (x ,y ) = 2xy, Q (x ,y) = y 2- x 2

8 ?  d Q  ι ,5Ρ  d Q  2
5 y d x - X  P dy dx y *
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Αρα μπορούμε να  πάρουμε ένα ν ολοκληρω τικό  παράγοντα  της μορφής 

ρ = ρ (γ ). Αρκεί να  έχουμε

d  δ ο ο do
— (2xyg)=— ( ( y - x ^ )  -  2χρ + 2xy ^  = - 2χρ

x y dy = ' 2xg y - 2 ρ . Σ υνεπώ ς, αρκεί να  πάρουμε ρ(y ) = 4 r
dy y^

1Π ολλαπλασιάζοντας τη όοθείσα Δ.Ε. με το - y  πα ίρ νο υμ ε τη ν εξίσω ση
r

( * )

Ζητάμε μ ια  συνάρτηση φ (χ , y) τέτο ια  ώ στε

δφ χ βφ £
δχ y ’ d y  y2

Α πάτην
δφ
δχ

2 πα ίρνουμ ε φ (χ , y) = y  + g(X) .  ^  = £Φ
y 2  ”  0 y  "

r̂+s (y> g' (y) = 1. Σ υνεπώ ς αρκεί να  ε ίν α ι g(y) = y κ α ι φ (χ , y)

= — + y .
y 1

Η γενική  λύση της (*) δ ίνετα ι από  τ ις  παρ αγω γίσ ιμ ες συναρτήσεις 
χ2y που πληρούν την — +y = c (σε κάπο ιο  διάστημα) γ ια  κά π ο ια  τιμή  της

ο. Μ ια επ ιπ λέο ν  λύση της δοθείσης εξίσ ω σ η ς ε ίν α ι η y=0. Θα βρούμε 
τώρα μ ια  μερική λύση y γ ια  την ο π ο ία  y( 1)=2. Θα υπ ά ρ χ ει σταθερά c 
τέτοια ώστε
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~ + y  = C .

Επειδή y( j )=2. θα ε ίνα ι c = 2 + ·̂ = |· κ α ι άρα

,2 5

y ' 2
— + y = ό > 2y2-5 y  + 2x2 = 0 

5 ± \ l l5  - 16χ2
ν =

Επειδή y(i)=2 ? πρέπει να  πάρουμε την

5 + y l l 5  - 16χ2
y =

Η λύση πρ έπει να  ορ ίζετα ι σ ’ ένα  ανο ικτό  διάστημα που να  περιέχει το 1
ί  ι  25

κ α ι να  πληρο ί την 16χΖ < 25. Ά ρα πρ έπει χ < y^r 5 5
- Τ< χ < 7  · 4 4

Σ υνεπώ ς η λύση  y  = 5 W 25 - 16χ2 _  c - . 5 5 .-----2—----------  ορ ίζετα ι στο διάστημά - ) .

Π α ρ ά δ ειγ μ α  2

Να λυθ ε ί η Δ.Ε.

( l- x y ) y ’ + y 2 + 3xy3 = 0 .

α φ ο ύ  π ρ ώ τα  βρεθεί έ να ς  ο λο κλη ρ ω τικό ς πα ρ άγο ντα ς της μορφής 

ρ(χ, y) = xmyn ·

Λ ύ σ η
Ε ίνα ι Ρ (χ ,ν) =y2+3xy3 . Q(x. y) = 1- xy . Για να  ε ίνα ι η συνάρτηση
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q(x. y) = χ Ύ  ολοκληρωτικός παράγοντας πρέπει

ό  d
—  [ xmyn (y2+3xy3)] = —  [ xmyn (1- xy)J , 
dy ox

δηλαδή

(n+2) xmyn+1 + 3(n+3)xm+1yn+2 = m xm' l yn - (m +I)xmyn+1 .

Από την τελευτα ία  ισότητα πρ ο κύπτει ό τι πρ έπ ει να  ε ίνα ι 

m=0, n+2 = - (m + l)  κ α ι n+3 = 0 ,

δηλαδή m=0. n=-3. Ώ στε η σ υνάρ τη ση  ρ(y)  = 4 r  ε ίν α ι έ να ς

ολοκληρωτικός πα ρ άγο ντα ς. Μ ια λύση της όοθείσης Δ.Ε . ε ίν α ι η y=0.
Για να  βρούμε τ ις  μη μηδενικές λ ύσ ε ις , πο λλα π λα σ ιά ζο υμ ε τη δοθείσα

εξίσωση με \  κα ι πα ίρνουμ ε την 
\r

iiXHv. + i±3xi=0 
y3 y  y υ · (*)

θ α  ζητήσουμε μ ια  συνάρτηση φ  τέτο ια  ώ στε

δφ l+3xy δφ μ  χ ν
dx y  fly

Από την ~ ,  πα ίρνουμ ε 
σχ y

v ( x . y ) * ^ + | x 2 + g (y )  ·
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οφ ι_ χν
Χ ρησ ιμοπο ιώ ντας τη —  = — τ—. βλέπουμε ό τι η συνάρτηση g πρέπει

0y

να  πληροί την εξίσω ση

X . . . i J i l
y3

δηλαδή την g ’ (y ) = 4 r . Ε πομένω ς μπορούμε να  εκλέξουμε ω ς g τη
γ-

συνάρτηση g(y) = - . Ά ρα μ ια  εκλογή της φ  ε ίνα ι η
2 y z

/ . χ 3 2 1
φ(χΎ)=ν+2χ ^2 ·

Ώ στε ο ι μη μ ηδενικές λ ύ σ ε ις  τη ς δοθείσης εξίσω σης ε ίνα ι α υτές που 
πληρούν την εξίσω ση

= c

γ ια  μ ια  τιμή της αυθα ίρετης σταθερός c.
Λ ύνο ντα ς την τελευτα ία  εξίσακτη ω ς προς y , βλέπουμε ό τι ο ι λύσεις της 
δοθείσης Δ.Ε. ε ίν α ι η y=0 κ α ι ο ι

- χ ± V4x^- 2c
y  = -------------------  (c αυθαίρετη σ ταθερ ά ).

3χ - 2c

1 .7  Εξισώ σεις 2Πς τάξης αναγόμενες σε εξισώσεις 
1πς τάξης

I . Ε ξισώ σεις 2Ι& τάξη ς σ τ ις  οπο ίες λ ε ίπ ε ι το ν  

Ε ίνα ι εξ ισ ώ σ εις της μορφής:
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Χ ρησιμοποιώντας ώ ς  άγνω στη  συνάρτηση τη ν ζ  

εξίσωση ανάγετα ι στην εξίσωση πρώ της τάξη ς
dx

, η δοθείσα

F ( x ,z ,^ )  = 0 .

Παράδειγμα
Να λυθεί η Δ.Ε.

1

κα ι να  βρεθεί μ ια  μερική λύση  y i , η ο π ο ία  να  πληρο ί τ ις  σ υνθή κες 
yid)=i. y , ' (D  = o .

Λ ύ σ η

Θέτουμε ζ  = ^ ·  κα ι η δοθείσα εξίσω ση  γρ άφ ετα ι

2χ ^ · = ζ2- 1 .  (*)

Οι συναρτήσεις ζ=1 κα ιζ= -1  ε ίνα ι λ ύ σ ε ις  της (*). Γ ια ζ *  ±  1, η (*) 

γράφετα ι - jp y  · ^  . Ο λοκληρώ νοντας την τελ ευτα ία  εξίσω ση

λαμβάνουμε

ζ-1 
ζ+Ιlog *  loglxl + c i
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ή

- - j-= c x  , c = ± eCl *  0 .

2r 1
Α λλά κα ι γ ια  c=0 η = cx δ ίνε ι τη ν ζ  =1 π ο ν ε ίνα ι λύση της (*).

Ε πομένως ο ι λύσ ε ις  της (*) ε ίνα ι η ζ  =-1 κα ι α\ιτές πο ν δ ίνο ντα ι από τη 
σχέση

ζ-1
ζ+1

= CX (c αυθαίρετη σταθερά ).

Α πό ζ-1y y y  = cx πα ίρνουμ ε

dv _ cx+1 
dx “  ζ ~  1-cx

Γ ια c*0 , έχουμε

2
y  = - χ - - log lcx- l l  + cj .

0

dvΓ ια c=0, έχουμ ε^-= 1 ==* y  = x+C] .Τ έλ ο ς ,γ ια  ζ =-1 έχουμε y=-x+cj. 

Άρα ο ι λ ύσ ε ις  της δοθείσης εξίσω σης δ ίνο ντα ι από τ ις

2
y  = - x - “ loglcx-ll + cic
y  = x+ci 
y  = -x + c j  ,

όπου c, c j ε ίνα ι αυθα ίρετες σταθερές, c *0 .

Θα βρούμε κ α τό π ιν  τη μερική λύση y  ι που πληροί τ ις  αρχικές συνθήκες 
y i ( l )= l  κα ι  y j ’( l )  = 0 .  Η λύση αυτή δεν μπορεί να  προέρχεται από τ ις
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y=x+ci, y=- x+ci δ ιό τι γ ια  α υτές  ε ίν α ι ^  =1 κ α ι -1 α ντίσ το ιχ α . 

Θα υπολογίσουμε τ ις  σταθερές c κ α ι c j (ίκπε η λύση

2
y = - x -  - log lcx - l l  +cj (1)

να  πληροί τ ις  αρχικές συνθήκες y( 1)=1 κ α ι y  ( 1)= 0 .  Π αραγοογίζοντας 

α)ς προς χ την (1) πα ίρνουμ ε

Αρα θα πρέπει να  ε ίνα ι

1 = y ( l )  = - 1 - 7 loglc-ll+Ci
Ο

0 = y  ( l )  = - 1 - ^

2
δηλαδή c =-1 κα ι c t = 2 + — log2 = 2- 21og2 .

Αρα y j(x)  =- x +21oglx+ll+2- 2Iog2 . Η συνάρτηση y i πρ έπει να  ορ ίζετα ι

σ' ένα  διάστημα I πο υ να  π ερ ιέχ ει το 1 κ α ι να  μην περ ιέχει το -1. Αρα 
l c ( - i .  ββ). η  y i  ορ ίζετα ι σε ολόκληρο το δ ιάστημα (-1, ~). Στο δ ιάστημα

αυτό ε ίνα ι χ+1>0 κ α ιά ρ α

yi(x)  = -x+2log(x+ l)+ 2-21og2 .

II. Ε ξ ισ ώ σ ε ι 2HS τά£τκ true οποίε£ λ ε ίπ ε ι το χ 

Ε ίνα ι εξισώ σεις της μορφής:

F(y,
dy d2y  
dx’ (ΐχ2 ) = 0  . (1)
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Ας υποθέσουμε ότι y είναι μια λύση της (1). Επί ενός διαστήματος I τη 

πραγματικής ευθείας όπου η y είναι αμφιμονοσήμαντος, μπορούμε να 

θεωρήσουμε το χ ως συνάρτηση του ν και άρα τ°  ζ -  ως συνάρτηση

του ν . Μπορούμε επομένως να γράψουμε σ’ αυτό το διάστημα

d2y _ _dz _  dz # dv _ dz 
dx2 dx “ dy dx “ z dy

και η (1) γίνεται

F(y, ζ , ζ ^ · )  = 0 (2)

η οποία είναι πρώτης τάξης.

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α
Να λυθεί η Δ .Ε

d2v fdv)2yS?“(s) ■
Λ ύ σ η

dv dz d2v 
Θετουμε ζ = T “ · ζ Τ "  = — Τ ^ dx dy dx2 και η δοθείσα εξίσωση γίνεται

yz (3)

Μια λύση της (3) είναι η ζ=0 που μας δίνει y=c (c αυθαίρετη σταθερά). 
Για ζ*0  η (3) γράφεται

if 
ΐ
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V ζ
Ώστε p - = - = c  κ α ιά ρ α  loglyl = cx+C2 ή y = c je 0' όπου e i = ec *  0 .

Επειύή η y=0 ε ίνα ι επ ίσης λύση της όοθείσης εξίσαχιης κ α ι επειδή η y ^  
ε ίνα ι της μορφής y s c i e ®  (αρκεί να  πάρουμε ci=c κ α ι c=0). έπ ετα ι 
ό τι η γενική  λύση της όοθείσης εξίσ ω σ η ς ε ίν α ι η y = cie® (C[.  c 

αυθαίρετες σταθερές).

III. Ε ξισώσεις της uopcpric P0y"+Piy'+P2y = f . ό π ο υ  p0, p , , p 2, f  
ε ίνα ι γνω στές συναρτήσεις του χ ·
Υποθέτουμε ότι 'γνωρίζουμε μ ια  μερική λύση  y ^ o  της εξίσω σης

Poy"+Piy’+P2y = ο . ( ΐ )

Χρησιμοποιούμε ω ς νέα  άγνω στο  συνάρτηση τη ν z = . Επειδή y=y jz.

y' = y ' iz+yiz ' , y" = y"iz+ 2y'iz'+ yiz", η δοθείσα εξίσω ση  γ ίνετα ι

Poiy"iz+2y'iz’+yiz") + Pi(yiz'+y'iz) + P2y iz  = f ,

η οπο ία  (επειδή το y i ε ίνα ι λύση της (1) γρ άφ ετα ι

P0y iz M + (2Poy’i + P iy i )z '  = f ,

στην οπο ία  λε ίπ ε ι το ζ .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α
Να λυθεί η Δ.Ε.

xy" + ( l-2x)y '  + (x - l )y  = 0 

δοθέντος ό τι η y  t=ex ε ίνα ι μ ια  μερική λύση  αυτή ς.
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Λ ύ σ η
Θέτουμε y=ex ζ . Θα ε ίνα ι

y ' = ex ζ  + ex ζ\  y" = ex ζ + 2ex ζ' + ex ζ" . 

Α ντικαθ ισ τώ ντα ς στη δοθείσα εξίσωση λαμβάνουμε

x(ex ζ + 2ex ζ' + ex ζ ”) + (1- 2x)(ex ζ  + ex ζ ’ ) + (x- l)ex ζ = 0 , 

η ο πο ία  μετά τ ις  π ρ ά ξε ις  κα ι τη δ ια ίρεση τω ν δύο μ ελώ ν της με το ex
γ ίν ε τα ι

χζ" + ζ ’ = 0

θέτουμε ν=ζ' κ α ι η τελευτα ία  εξίσωση γ ίνετα ι

(2)

Ο λοκληρώνοντας τη ν (2 )  πα ίρνουμ ε

loglvl = - loglxl + ci

όπου c = ± eCl *  0. Ώ στε η λύση της (2) ε ίνα ι η

Ώ στε ζ ’ = -  κ α ι άρα ζ  = c loglxl + cj . Σΐ’νεπ ώ ς η γενική  λύση  της
X

δοθείσης εξίσω σης ε ίνα ι η

y=  ex (c loglxl + cj) (c, cj αυθα ίρετες σταθερές).
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(Για c = 0 έχουμε την y  = c\ ex , η οπο ία  ε ίνα ι λύση).

1 .8  Ο ικογένειες Καμπύλων
Μ ια εξίσωση της μορφής:

F(x, y, c) = 0 , ( 1)

όπου c ε ίν α ι μ ια  παράμετρος, μπορεί να  π α ρ ισ τά νε ι μ ια  (μ ονοπαρα- 
μετρ ική) ο ικ ο γένε ια  κ α μ π ύ λ ω ν  το υ  επ ιπ έδ ο υ . Κ άθε κα μ π ύλη  τη ς 
ο ικο γένεια ς α ντισ το ιχ ε ί σε μ ια  τιμή της παραμ έτρου. Α να λό γω ς, μ ια  
εξίσωση της μορφής

μπορεί να  π α ρ ισ τά νε ι μ ια  ό ιπαρ αμ ετρ ική  ο ικ ο γένε ια  κ α μ π ύλω ν  το υ  
επιπέδου.

Θ εω ρώντας το y ω ς  συνάρτηση  το υ  x κ α ι υ π ο θ έτο ντα ς  ό τ ι ο ι

Με απαλο ιφή  (α ν ε ίνα ι δ υνατόν) της παραμέτρου c μ εταξύ τω ν  (1) κ α ι
(3) πρ ο κύπτει μ ια  Δ .Ε .. η ο πο ία  ο νομ άζετα ι Δ.Ε. της ο ικ ο γένε ια ς τω ν  
καμπύλω ν (1).

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  1
Να βρεθεί η παραμετρική εξίσω ση  κα θώ ς κ α ι η α ντίσ το ιχη  Δ .Ε . γ ια  

την ο ικογένεια  τω ν  παραβολώ ν με ά ξο να  παράλληλο  πρ ο ς το ν ά ξο να

F(x, y ,c i ,C 2) = 0  (Ci,C2 παράμετροι) (2)

δ\Ό μέλη της (1)), η εξίσωση

(3)
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τω ν  χ, κορυφή π ά νω  στον άξονα  τω ν y  κα ι απόσταση της εστία ς από την 
κορυφή ιση με a ( a σ τα θ ερ ά ).

Λ ύ σ η
Α ν Κ ( 0 ,0  ε ίν α ι η κορυφή της παραβολής κ α ι F(p/2, c) η εστία , 

τότε ω ς γνω στό  η εξίσω ση  της παραβολής ε ίνα ι

(y- c)2 = 2px .

Ε πειδή KF = a . θα  ε ίν α ι p=2a κ α ι άρα η εξίσωση γ ίνετα ι

(y - c)2 = 4ax . (*)

Fi εξ ίσ ω σ η  (*) ε ίν α ι η παραμ ετρ ική  εξίσω ση  τω ν  παραβολώ ν που 
ζητάμε. Π αραγω γίζοντας την (*) ω ς προς χ, πα ίρνουμε

2(y-c)y '  = 4a . (**)

Με α π α λο ιφ ή  τ ο ν  c μ εταξύ τω ν  εξ ισ ώ σ εω ν (*) κα ι (**) προκύπτει η 
εξίσωση



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 1 7 5

x(y')2 = a ,

η οποία ε ίνα ι η Δ.Ε. της ζητούμενης ο ικο γένεια ς.

Παράδειγμα 2
Να βρεθεί η παραμετρική εξίσω ση , κα θώ ς κ α ι η α ντίσ το ιχη  Δ.Ε. της 

ο ικ ο γένε ια ς  τω ν  κ ύ κ λ ω ν  π ο υ  δ ιέρ χ ο ν τα ι α π ό  τη ν  αρχή  τ ω ν  
(π*ντεταγμένων κα ι τω ν ο π ο ίω ν τα  κέντρα  βρ ίσκοντα ι π ά νω  στην ευθ ε ία  
y=2x.

Λ ύ σ η

Έ στω  K(c. 2c) το κέντρο ενό ς κ ύκλο υ  τη ς ο ικ ο γένε ια ς . Ε πειδή ο 
κύκλος δ ιέρχετα ι από  τη ν αρχή, α ν  r ε ίν α ι η α κ τ ίνα  το υ , τότε γ2= 
c2 +4ς~ = 5c2 . Σ υνεπώ ς, η εξίσω ση  του κύκλο υ  ε ίνα ι

ή
(χ- c)2 -Ky- 2c)2 = 5c2
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x2+y2 - 2c(x+2y) = 0 .

Η τελ ευ τα ία  εξίσω ση  ε ίν α ι η παραμετρ ική  εξίσω ση  τη ; ο ικογένεια ;. 
Π αραγω γίζονυας ω ς προς χ. πα ίρνουμε

x+yy’ - c(l+2y') = 0 .

Με α π α λ ο ιφ ή  το υ  c μ εταξύ της τελ ευτα ία ς  εξίσω σης κ α ι τ η ; 
παραμε-τρ ικής εξίσω σης προκύπτει η

2(x+yy’)(x+ 2y) = (x2+y2)(l+ 2 y ') ,

η ο πο ία  γρ άφ ετα ι

2(y2+xy- x2)y ' = y 2 - 4χν- χ2 .

Η τελευτα ία  εξίσω ση  ε ίν α ι η Δ.Ε. τη ; ζητούμενης ο ικογένειας.

1 .9  Ο ρθογώ νιες Τροχιές
Θ εω ρούμε μ ια  μ ο νο παρ αμ ετρ ική  ο ικ ο γ ένε ια  κ α μ π ύλω ν  του 

επ ιπέδου με εξίσωση

Φ(χ, y , a) = 0 (a παράμ ετρος). (1)

Μ ια  κα μ π ύλη  γ του επ ιπ έδ ο υ  λ έγετα ι μ ια  ο ρθογώ νια  τροχιά τω ν 
κα μ π ύλω ν της ο ικ ο γ έν ε ια ; (1) α ν  ό τα ν η γ τέμ νει μ ια  καμπύλη τη ; (1). 
τότε την τέμ νει ορθογώ νια . Το πρόβλημα τη ; εύρεσης τω ν ορθογω νίω ν 
τροχ ιώ ν της (1) σ υ ν ίσ τα τα ι στο να  βρεθεί μ ια άλλη μονοπαραμετρική 
ο ικογένεια  κα μ π ύλω ν, πο\> να  απ οτελείτα ι από κα μ π ύλε ; κάθε μια από 
τ ις  ο πο ίες ε ίνα ι μ ια  ορθογώ νια  τροχιά της δοθείσης.
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Π α ρ ά δ ειγμ α  1
Θεωρούμε τη μονοπαραμετρική ο ικογένεια  τατν ευθ ε ιώ ν  με εξίσω ση

y = cx (c παράμετρος) . (2)

Η ο ικογένεια  τω ν  κύκλω ν με εξίσω ση

x2+y2 = a (a παράμετρος) (3)

ε ίνα ι μ ια  ο ικο γένεια  ο ρ θο γω νίω ν τρ ό χ ιώ ν της ο ικ ο γ ένε ια ς  (2). Π ώς
τώρα θα βρούμε τ ις  ο ρ θο γώ νιες τρο χ ιές της (1). Υ πο θέτο υμ ε ό τ ι ο ι

δ Φ  δ Φ  η
μερικες παραγω γο ί — . —- υπάρ χο υν κ α ι ό τ ι κάθε καμ πύλη  της (1)

ox d y

έχει σε κάθε σημείο της μ ια  μοναδική  εφαπτομ ένη . Α π α λε ίφ ο ντα ς (α ν  
ε ίνα ι δυνατόν) την παράμετρο a  μ εταξύ της (1) κ α ι της

a o  a o  

ax + a y y
= o (4)

βρίσκουμε τη δ ιαφορ ική  εξίσω ση

F(x, y, y*) = 0 (5)

της δοθείσης ο ικογένεια ς.

Ζητούμε να  βρούμε τη Δ.Ε. της ο ικ ο γ ένε ια ς  τ ω ν  ορθογαννίω ν 
τροχιών. Έ στω  γ ι μ ια  ο ρ θογώ νιο ς τροχιά κα ι έστω  (x , y) ένα  σημείο 
της γ|. Έ στω γ  μ ια  καμπύλη της (1) πο υ π ερ νά ει από  το (χ . y ). Έ στω  λ  
κα ι λ ι ο ι σ υντελεστές κα τευθύνσ εω ν τω ν  εφ α π το μ ένω ν στο (χ, y) σ τ ις  
καμπύλες γ  κ α ι γ ι α ντίσ το ιχα . Θα ε ίν α ι λ λ ι = - 1. Ε πειδή η γ  πληρο ί τη 

Δ.Ε. (5) θα  ε ίν α ι
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F(xry. λ) = 0 =» F(x, ν. - τ “ ) = 0 .
' ' Λ-Ι

Ώστε η γ ι πληροί τη Δ.Ε.

F (x ,y , -~ r)  = 0 . (6)

Η (6) ε ίν α ι η Δ.Ε. της ο ικ ο γένε ια ς  τω ν  ο ρ θ ο γω νίω ν τροχ ιώ ν της 
όοθείσης ο ικο γένεια ς (1) .Από την (6) βρίσκουμε (α ν ε ίνα ι δυνατόν) την 
παραμετρική εξίσωση της ο ικογένειας τω ν ορθογω νίω ν τροχιών.

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  2
Να βρεθούν ο ι ορθογώ νιες τροχιές της ο ικογένειας

y  = cx (c παράμ ετρος). (7)

Λ ύ σ η
Έ χουμε y ’ = c . Α παλείφοντα ς την παράμετρο c μεταξύ τω ν y = cx 

κ α ι y ' = c βρίσκουμε την

y = xy’ ,

η οπο ία  ε ίνα ι η Δ.Ε. της (7). Η Δ.Ε.

y = -
x_
Ϋ

(8)

(9)

ε ίν α ι Δ.Ε. τη ς ο ικ ο γ έν ε ια ς  τ ω ν  ο ρ θ ο γω ν ίω ν  τρ ο χ ιώ ν  της (7). 

Ο λοκληρώνοντας την (9) πα ίρνουμε
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Ώστε η εξίσωση τω ν ορθογω νίω ν τροχ ιώ ν ε ίνα ι η

x2+y2 = a2 (a π α ρ ά μ ετρ ο ς).

Π α ρ ά δ ειγμ α  3
Να βρεθούν ο ι ορθογώ νιες τροχ ιές τη ς ο ικο γένεια ς τω ν  ελλε ίψ εω ν 

με εξίσωση

χ2 ν2
- τ  + —r  = 1 (c παράμετρος) .
<r 2<γ

Λ ύ σ η

Με παραγώ γιση της παραμετρ ικής εξίσω σης τω ν  ελ λ ε ίψ εω ν  έχουμε

4 + · ^ = 0  =» 2x + yy ' = 0 .  
c2 2c2

Η τελευτα ία  εξίσω ση ε ίν α ι η Δ.Ε. τη ς όοθείσης ο ικο γένε ια ς . Η Δ.Ε. της 
ο ικογένειας τω ν  ορθογω νίω ν τροχ ιώ ν ε ίνα ι η

2x + y( -^ r )  = 0  -  y ' = ^ · .

Ο λοκληρώνοντας την τελευτα ία  εξίσω ση πα ίρ νουμ ε την εξίσω ση

η ο πο ία  ε ίν α ι η ζητούμενη  ο ικ ο γένε ια  τω ν  ο ρ θ ο γω νίω ν  τρ ο χ ιώ ν . Η 
ο ικογένεια  αυτή  ε ίνα ι ο ικο γένεια  παραβολώ ν με κορτκρή τη ν αρχή τω ν 
συντεταγμένω ν κ α ι ά ξο να  το ν ά ξο να  τω ν  x .
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1 .1 0  Ταχύτητα  Δ ιαφυγής

Ο νομάζουμε ταχύτητα  δ ιαφ υγή ς την ελάχιστη  ταχύτητα  με την 
ο π ο ία  π ρ έπ ε ι να  εκτοξεύσουμ ε κατακόρυφα  προς τα  ά νω  ένα  σώμα, 
ώ στε το σώμα α\'τό να  δ ια φ ύγει από το πεδίο έλζεω ς της γης, δηλαδή να  
π ά ει ό π ω ς λέμε στο άπειρο . Α ς υποθέσουμε ό τι στο σώμα ενεργεί μόνο η 
έλξη  της γη ς κ α ι α ς πάρουμε ω ς  θετική φορά την κίνηση  προς τα  άνω . 
Έ στω  R η α κ τ ίνα  της γης, Μ η μάζα της γης, m η μάζα του σώματος κα ι 
g  η επ ιτάχυνση  της βαρύτητας στην επ ιφ ά νε ια  της γης. Ο ταν το σώμα 
βρ ίσκετα ι σε ύψ ο ς y  από την επ ιφ ά νε ια  της γης, τότε έλκετα ι από τη γη 

με μ ια  δύναμη F της οπο ίαν το μέτρο ε ίνα ι *^**1 , όπου G η σταθερά
(R+yr

τη ς π α γκ ό σ μ ιο ί' έλ ξεω ς . Ε πειδή η F ε ίν α ι α ντίθ ετη  προς τη φορά
Λ . ,- GMm ^ ,, ,κ ινη σεω ς του σώματος, θα  ε ίνα ι F = - --------r  . Γ ια  ν=0. εχουμε

(R+yr

GMm „  R~e
m g- 9 G- T T  · R2 Μ

Άρα
R2mg
(R+y)2

( 1 )

Σ ύμ φω να  με το θεμελιώδη νόμο της Μ ηχανικής, ε ίνα ι F= m Y = my" =>

Επειδή υ  = y ' ( t ) ,

R2ey” = - — —r . 
(R+y)2

η (2) γ ίνετα ι

(2)

11 t

+
to (3)

Θ εωρώντας την υ  ω ς  συνάρτηση του y , έχουμε
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v.( t ) e * ! . d v  * 1  
1 ' l )  dy dt dy (4)

κα ι η (3) γ ίνετα ι

i ( dv __  _R 2g..,
dy (R+y)2

(5)

Αν υ0 ε ίν α ι η ταχύτη τα  με τη ν ο π ο ία  εκ το ξεύετα ι το σώ μ α , τότε 

ολοκληρώνοντας την (5) πα ίρνουμε

i  2 1 ,2 R2g R2g
2 V" ' 2 υ ° " R + y  ‘ R

Αν θέλουμε το σώμα να  ό ια φ ύγε ι από  το πεδ ίο  έλξεω ς της γης, πρ έπει 

να  έχουμε υ(τ) > 0 γ ια  κάθε ι κ α ι άρα  υ 0 > 2Rzg (— - j ^ ·  ) .

7 2R2g ι——Π αίρνοντας y  -*«·, έχουμε υ “ 2  —γ *  = 2Rg , δηλαδή υ 0 £ V2Rg .

Αρα η ελάχιστη ταχύτητα δ ιαφυγής ε ίνα ι υ0 = V2Rg .

Α σκηση 1
Σώμα εκτο ξεύετα ι κα τακό ρ υφ α  πρ ο ς τα  ά νω  <ιπό την επ ιφ ά ν ε ια  

της γης με αρχική ταχύτητα \>0, όπου 0 cv o<V2Rg . Υποθέτοτη ιε ό τ ι επ ί 

του σώματος ενερ γεί μόνο η έλξη της γης. Να δ ειχ θε ί ό τ ι το μέγιστο  
ίη|»ος στο οποίο θα φ θάσει το σώμα ε ίνα ι
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v2R(r
lmax -

2gR - ν*

Α σκηση  2
Στην προηγούμενη άσκηση υποθέτουμε ό τι υ 0 = V2Rg. Να δειχθεί

ό τι υ  = R κ α ι να  εκφρασθεί το y ω ς συνάρτηση του χρόνου t .

Υ  π ό δ ε ι ξ η
Θ εωρούμε το t α)ς συνάρτηση του y

dy.___ 1 _
dt ~ R y/lg
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2. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ

2 .1  Γραμμικές Δ ιαφ ορικές Εξισώ σεις

Μ ια γραμμική Δ.Ε. n-τάξης ε ίν α ι μ ια  εξίσαιση της μορφής

ym,+Pi(x)y,n' l, + . . . + Ρπ(Χ)ν = Ι'(Χ) , (I )

όπου ο ι συναρτήσεις Ρ ι, Ρ2...... ΡΠ, f ο ρ ίζο ντα ι ο' ένα  διάστημα I = (a, b)

της πραγματικής ευθεία ς (το a  μπορεί να  ε ίνα ι το - »  κα ι το b μπορεί να  
ε ίνα ι το +» ). Α ν Ι'=0. τότε η Δ.Ε. λ έγετα ι ο μ ο γ ε ν ή ς  . Α ν y i , V2 

ε ίνα ι λύσ εις της ομογενούς δ ιαφορ ικής εξίσ ιυσης

y(ni + Pi(x)y(n' n +P2<x)y(n' 2> +... + Pn(x)y = 0 , (2)

στο διάστημα I κ α ι α ν  C|,C2€IR. τότε η συνάρτηση C|Vi+C2y2 ε ίν α ι 

κα ι αυτή λύση της (2) όπα»ς μπορεί κ α νε ίς  εύκολα να  δ ε ίξε ι. Ε παγω γικά
αποδεικνύετα ι ό τι, α ν  y i ...... y^ ε ίνα ι λ ύσ ε ις  της (2) στο I κ α ι α ν  c j ........
cv€ R . τότε η y = cjyI+C2Y2+ ··· +Okyk ε ίν α ι επ ίσης λύση της (2) στο I. 

Ισχύει το ακόλουθο θεώρημα πο υ δ ίνουμε χω ρ ίς απόδειξη .
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Θεώρημα 2.1.1
Α ν ο ι συναρ τή σεις P j.......Pn, f στη Δ.Ε. (1) ε ίν α ι συνεχείς στο

I = (a. b) κα ι α ν  b0. b j, b2, .... bn_i € 1R κα ι x0€ 1. τότε υπάρχει μοναδική 

λύση ν  της (1) στο I με y (x0) = b0 . y ’(x0) = b j . .... y (n"1,(x0) = bn_i.

2 .2  Γραμμική ανεξαρτησία λύσεων

Ο ρισμός 2.2.1
Έ στω  f j, Ϊ2, .... fn συναρτήσεις ο ι οποίες ορ ίζοντα ι σ’ ένα διάστημα 

1 της πραγμ ατικής ευθεία ς. Οι συναρτήσεις α υτές λέγο ντα ι γ ρ α μ μ ι κ ά  

ε ξ α ρ τ η μ έ ν ε ς  στο I α ν  υπάρ χ ο υν πραγμ ατικο ί αρ ιθμοί λ ι, .... λη , 

όχι όλο ι μηδέν, τέτο ιο ι ώστε

λ ] ί ι  + λ2ί2 + ... + ληί η = 0 στο I .

Α ν τέτο ιο ι αρ ιθμο ί δεν υπάρχουν, τότε ο ι συναρτήσεις f i , .... fn λέγονται 

γραμμ ικά ανεξάρτητες επ ί του I.
Ισχύει το ακόλουθο:

Θ εώ ρημα 2.2 .2

Θεοορούμε την ομογενή εξίσωση

dnv dn Ή'
+  Ρ ι ( Χ )  7 7 7  +  -  +  ρ η ( χ ) Υ  =  0  ’ < * )dx11 dxn J

όπου ο ι σ υναρ τή σ εις P j, Ρ2, .... ΡΠ ε ίν α ι συνεχείς επ ί ενός ανο ικτού 

διαστήματος I της πραγματικής ευθείας. Τότε:

a ) Υ πάρ χο υν η λύσ εις της (*) γραμμικά ανεξάρτητες επ ί του I 
b) Α ν y i ,  y 2 , ..., yn ε ίνα ι η λύσ ε ις  της (*) γραμμικά ανεξάρτητες 

επ ί το ί' I, τότε γ ια  κάθε λύση  ν  της (*) επ ί του I υπάρχο ΐ'ν μοναδικοί 
αρ ιθμοί λμ  λ 2 , . . . ,  λη€ IR τέτο ιο ι ώστε
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y = h y i  + λ2γ2 +... + X„yn ·

Επομένως η γενική λύση της (*) στο I ε ίν α ι η

y = c j y ι + c2y2 +... + cnyn (c i , c2...... cn αυθα ίρ ετες σταθερές).

Ορισμός 2.2.3
Α ν f|, f2........  fn ε ίν α ι n π ρ α γμ α τ ικ ές  σ υνα ρ τή σ εις ο ι ο π ο ίες

ορ ίζοντα ι κα ι έχουν παραγω γούς μέχρι (Π-1)- τάξη ς επ ί ενό ς α νο ικ το ύ  
διαστήματος I της πραγματικής ευθεία ς, τότε η ορ ίζουσα

Ι’, Γ2 . . .  In

f ' f 1 f '*1 ‘2 ··· 'n

W(f,.  f2...... fn) =

μη·1) μη-1) μη-1)
I,  I2 · · ·  ln

ονομάζεται ορ ίζουσα του W ronsky γ ια  τ ις  συναρτήσεις f ι  fn.

Παραρήρηση 2.2.4
Α ν ο ι συναρτήσεις f j. ί2, ..., fn έχο υν π α ρ α γω γο ύς μέχρι (η-1)- 

τάξης επ ί του I = (a. b) κ α ι α ν  ο ι σ υνα ρ τή σ εις α υτές ε ίν α ι γραμ μ ικά
εξαρτημένες επ ί του I, τότε W(f|....... fn) = 0 επ ί του I. Π ραγματικά
υπάρχουν σταθερές λ [ , . . . ,  λη , ό χ ι όλες μηδέν, τέτο ιες ώ στε λ ι ί ι  + ... 
+ληΓη = 0. Π αραγωγίζοντας (n-D-φορές πα ίρ νο υμ ε
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λ|ί] + ... + ληίπ — 0  
^ , •  + ... + ^ •  = 0

+ .

Λ Γ(η-1) 
+ W n =  0 .

Αν χ € Ι ,  τότε το σύστημα

x ifl (χ) + . . .  +  x nfn (X) = 0  
Xlf j ’(x) + ... + Xnfn’(x) = 0

X lf^ '^ ix) + ... + Χ π ί  ])(X) = 0

ως προς τους αγνώστους x j , .... xn , έχει μια μη μηδενική λύση την Χι= 

λ], .... χη = λΠ και επομένως η ορίζουσά τον W(fi, —, ίή) πρέπει να 

ισούται με το 0 .  Ώ στε μια α ν α γ κ α ί α  σ υ ν θ ή κ η  για να είναι οι 

συναρτήσεις f , ..., f  γραμμικά εξαρτημένες επί τον I είναι ο μηδενισμός 
της ορίζονσας W (f1?..., fn) σε κάθε σημείο τον I. Η συνθήκη όμως αυτή 

δεν είναι και ικανή.

Π αράδειγμα 2 .2 .5

Θεωρούμε τις συναρτήσεις

fl(X ) = X3, f2(X) = |X|3f χ ζ ( .  οο. οο) . 

Για κάθε x € R  έχουμε

fl(X) f2(x) 

ΓΓ<*> f2'(X)
=  0 .

t
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r
Οι συναρτήσεις όμως I'j, Ϊ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

I Πραγματικά, έστω c j. C2 € 1R τέτοιοι ώστε cifi  +c2l2 = 0. Για χ=1 και
Γ χ=-1. έχουμε C[+C2 = 0 .  - C1+C2 = 0 =» ο  = C2 = 0, το οποίο «ποόεικνύει
i
I ότι οι (Αναρτήσεις f j, f2 δεν είναι γραμμικά εξαρτημένες.

Ισχύει όμως το εξής:

ίI
ι

1

ί

θεώ ρ ημ α  2 .2 .6
Θεωρούμε τη γραμμική ομογενή εξίσωση

d ^ v  dv
i + p , ( x > ^ + - + p " - i<x)d i t l > " <x)1' = 0  ·dx

(1)

όπου οι συναρτήσεις Pi. Ρ2.......Pn είναι συνεχείς επί ενός ανοικτού

διαστήματος 1. και έστω y j, ..., yn λύσεις της εξίσωσης (1) στο I. Τα 

επόμενα είναι ισοδύναμα:
a ) Οι συναρτήσεις y (. y2, ···, yn είναι γραμμικά ανεξάρτητες επί

του I.
b) Αν για χ € ΐ  θέσουμε

yi(x) y2(x) · · · yn(x)

y,‘(x) y2’(x> · · ■ yn(x)

W(x) = W(yi......yn :x)  =

(Π-1)
yi (X) y 2 * l)(x)

(Π-1)
-n (X)

τότε W(x) *  0  για κάθε x€  I .
c )  Υπάρχει x0€ I  με W(Xo)* 0 ·
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Α π ό δ ε ι ξ η
Υ ποθέτουμ ε ότι υπάρ χει χ0€Ι με W(xQ) *  0 . Τότε το ομογενές 

σύστημα ω ς προς τους αγνώ στους

fln Λμ /V»
xiy'i (xo)+x2y2 (χ0) + -  + xny„ (χο) = ο . k = o, ι ......n-i ,

έχει μ ια μη μηδενική λύση Xj = λ ι , χ2 = λ2.. . . ,  χη = λη . Η συνάρτηση ν  
= λ ι γ ι  +...+Xnyn ε ίνα ι μ ια  λύση της (1) που πληροί τ ις  αρχικές συνθήκες

ν(χ0) = ν’(Χο) = = y(n l\x0) = 0

κ α ι σ υ νεπ ώ ς y=0 σ ύμ φ ω να  με το μέρος του Θ εωρήματος 2.2.2 που 
α ναφ έρ ετα ι στη μοναδικότητα της λύσης. Αυτό όμως α ντ ίκ ε ιτα ι στην (a) 
δ ιό τι τα  λ ι , .... λη δεν ε ίνα ι όλα  μηδέν.

(c) =» ( a ) . Έ στω  χ0€ ΐ  με W (x0) *  0. Τότε ο ι συναρτήσεις y j , ..., yn

ε ίν α ι γρ α μ μ ικά  α νεξά ρ τη τες  ε π ί το υ  I δ ιό τ ι α ν  ή τα ν γραμ μ ικά  
εξαρτημένες, τότε θα ήταν W(x) = 0 V x e l  (Παρατήρηση 2.2.4).

2 .3  Γραμμικές ομογενείς με σταθερούς συντελεστές

Ο ρισμός 2.3 .1
Έ να  σύστημα n-λύσεω ν y i, y 2, ..., yn , μ ιας γραμμικής ομογενούς 

εξίσα>σης π-τάξης, θα λέγετα ι θεμ ελιώ δες σύστημα λύσεω ν της εξίσωσης 
α ν  ο ι λ ύ σ ε ις  ε ίν α ι γραμμ ικά α νεξάρ τητες κ α ι γ ια  κάθε άλλη  λύση ν  
υπάρχουν σταθερές λ ι , . . . ,  λΠ τέτο ιες ώστε y = λ ^ ι  + λ2y2 +... + λ ^ π  .

Θειορούμε τη Δ.Ε.

+ a j +  a n -1
ύ ς
dx + any = 0 ( 1)
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όπου a j, &2.......βη ε ίνα ι σταθεροί πραγμ ατικο ί αρ ιθμ ο ί. Θα δούμε π ω ς

μπορούμε να  βρούμε ένα  θεμ ελιώ δες σύστημα λύσ εω ν γ ια  τη Δ.Ε . (1). 
Θα εξετάσουμε κατ' αρχήν πότε μ ια  συνάρτηση  της μορφής y = e™, 
r€  JR, ε ίνα ι λύση της (1). Επειδή y^c) = . γ ια  να  ε ίν α ι η y  = e™

λύση της (1) πρέπει κα ι αρκεί να  ε ίνα ι

( r n + a i r " '1 +... +an-ir + an)e ra = 0

δηλαδή

rn + a ir" '1 + ... +an-ir + an = 0 .

Ώστε γ ια  να  ε ίνα ι η y  = e”  λύση της (1) π ρ έπ ε ι κ α ι α ρ κεί το r  ν α  ε ίν α ι 
ρίζα της εξίσωσης

λ" + β ιλ " '1 + ... + an-ιλ  + an = 0  . (2)

Η εξίσωση (2) ονομάζετα ι χαρακτηριστική  εξίσω ση  της (1). Η (2) έχει η 
ρ ίζες πραγμ ατικές ή μ ιγα ό ικές α ν  λάβουμε υπ ό ψ η  τ ις  πο λλαπλό τητες 
τω ν ρ ιζώ ν. Από τ ις  η α υ τές  ρ ίζες βρίσκουμε ένα  θεμ ελ ιώ δες σύστημα 
λύσείυν ω ς εξής:

a ) Αν η εξίσωση (2) έχει η απλές πρ α γμ ατικ ές ρ ίζες π ,  Γ2 , . . . ,  rn ,

τότε ο ι συναρτήσεις y j = er ,\  y2 = er2X........ y n = er°x, α π ο τελο ύν  ένα

θεμελκίίδες σύστημα λύσεω ν.
b) Γ ια κάθε π ο λλα π λή  π ρ α γμ α τ ικ ή  ρ ίζα  τά ξη ς  m τη ς (2) 

παίρνουμε τ ις  εξής λύσ εις

e™, xe” ...... xm*le oc
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c ) Α ν r = α+ΐβ (β*0) ε ίν α ι μ ια  μ ιγαδική ρ ίζα  της (2) τάξης m. 

τότε κ α ι η συζτ’γής της α- ϊβ ε ίν α ι επ ίσης ρ ίζα  κ α ι μάλιστα  της ίδ ια ς 
τάξης m. Γ ια  τ ις  δύο αυτές ρ ίζες πα ίρνουμε τ ις  2m λύσεις

eax οοεβχ, eax εΐηβχ, xeax οοββχ, xeax είπβχ. χ^οοεβχ, xm lsii$x .

Με το ν  π α ρ α π ά νω  τρόπο π α ίρ νο υμ ε η λύσ ε ις  της (1) ο ι οπο ίες, όπως 
μπορεί κ α νε ίς  να  αποδείξει, αποτελούν ένα  θεμελιώδες σύστημα λύσεων 
της (1) κ α ι επομ ένω ς η γενική  λύση  της (1) ε ίνα ι η

y  = c jy j  +C2y 2 + ... +Cnyn (ci , C2 , ..., cn αυθα ίρετες σταθερές). 

Π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α
1 .  Να βρεθεί η γενική  λύση  της Δ.Ε.

y(3) _ 2y" + y’ = 0 .

Λ ύ σ η
Η χαρακτηριστική  εξίσω ση λ3- 2λ2+λ = 0 έχει ρ ίζες το 0 κα ι το 1 

δ ιπλή  ρ ίζα . Ά ρα η γενική  λύση ε ίνα ι η

y  = c j + (C2 +c?x) ex .

2 . Να βρεθεί η μερική λύση της Δ.Ε. y "+ y ' -6 y  = 0 ,  η οπο ία  πληροί 
τ ις  αρχ ικές συνθήκες y(0) = 3, y '(0 ) = 0.

Λ ύ σ η
Οι ρ ίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης λ2+λ -6  =  0 ε ίνα ι ο ι Γ ι = 2 ,  

Γ2 =- 3 κ α ι επομ ένω ς η γενική  λύση  ε ίνα ι η y  = C]e2x -K^e* 3x . Θα ε ίνα ι 
y ' = 2 c je2x- 3c2e' 3χ .Γ ια  τη μερική λύση που ζητάμε, έχουμε
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y(0) = c i + c 2 = 3 κ α ι y '(0) = 2 c i -3 c 3 = 0 .

Λ ύνοντας ω ς προς cj ,C2 πα ίρνουμ ε c , = | ,  ς2 = |  κ α ι άρα η μερική 

λύση που ζητάμε ε ίνα ι η

y = Ε  „2χ 
5 C e -3χ

3 . Να βρεθεί η γενική  λύση της Δ.Ε.

y" + k2y = 0 (k>0 σ τα θ ερ ά ).

Λ ύ σ η

Οι ρ ίζες της χαρακτηριστικής εξίσω σης ε ίν α ι ο ι ki κ α ι -ki κ α ι άρα 
η γενική  λύση ε ίνα ι η

y = c i coskx + C2 sinkx .

4 . Α ρ μ ο ν ι κ ή  τ α λ ά ν τ ω σ η  ε λ α τ η ρ ί ο υ
θεω ρούμε ελατήριο μήκους £  0 κ α ι σταθεράς k του ο πο ίο υ  το ένα

άκρο ε ίν α ι ακλόνητα  στερεω μένο . Η μάζα το υ  ελα τη ρ ίο υ  θ εω ρ είτα ι 
αμελητέα. Α ν στο ελεύθερο άκρο του ελατηρ ίου προσδέσουμε ένα  σώμα 
μάζας m. τότε το ελατήριο επ ιμ ηκύνετα ι κατά  a κ α ι φ θ ά ν ε ι σε μ ια  θέση 
ισορροπίας. Α ν σύρουμε το σώ μα κ α τα κό ρ υφ α  π ρ ο ς τα  κ ά τω  κα τά  
διάστημα y0 (από  τη θέση ισο ρ ρ ο π ία ς) κ α ι στη σ υνέχ ε ια  το  αφήσουμε 

ελεύθερο , τότε το σώμα εκ τελεί αρμ ο νική  τα λά ντω σ η  π ερ ί τη θέση 
ισορρόπίας. Έστα> y = y(t) η απομ άκρυνση  του σώ μ ατος από  τη θέση 
ισορροπίας (η απομάκρυνση θεω ρ είτα ι α ν  το  σώ μ α ε ίν α ι κά τω  απ ό  τη
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θέση ισορροπ ίας κα ι αρνητική  α ν  ε ίνα ι πά νω  από τη θέση ισορροπίας). 
Να βρεθεί η συνάρτηση y = y(t).

Σε μ ια τυχα ία  θέση του σώματος ασκούντα ι σ ’ αυτό το βάρος B=mg 
κα ι η δύναμη του ελατηρίου kx όπου x ε ίνα ι η επιμήκυνση ή η σμίκρυνση 
του φ υσ ικ ο ύ  μήκους του ελατηρ ίου (στην περ ίπτω ση σμ ίκρυνσης το χ 
λαμ βάνετα ι αρνητικό ). Στη θέση ισορροπίας έχουμε mg=ka . Ό ταν η 
απομ άκρυνση  από  τη θέση ισο ρ ρ ο π ία ς ε ίνα ι y , τότε η συνισταμ ένη  
δύναμη που ασκείτα ι στο σώμα ε ίνα ι

Λ ύ σ η

m

θέση ισορροπίας

F = mg - k(a+y) = (mg - ka) - ky = - ky . 

Σ ύμ φω να με το ν 2° νόμο Μ ηχανικής του Ν εύτωνα, έχουμε
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Αρα

F = my = m d2y
dt2

(y η επ ιτά χ υ νσ η ).

d2v k_
mt t  + ~ y = °  ·d r

Θ έτοντας k o— = ω  , η εξίσωση γρ άφ ετα ι

dfv 2 —r  + a r
dt2

y = o (* )

Η γενική  λύση της ( 1) ε ίνα ι η

y = C] coswt + C2 sinu)t

θα υπολογίσουμε τα  c j, C2 . Γ ια t=0, ε ίνα ι y(0) = y 0 κ α ι άρα c i = y0 . Α ν 

υ  = υ (ί) ε ίνα ι η ταχύτητα του σώ ματος, τότε υ  = ^ ·  = - ooc ι sinu>t + u)C2

cos ω ί . Επειδή υ (0 ) = 0 , θα  ε ίν α ι C2 = 0  κ α ι άρα

y(t) = y 0  co sun .

Το σώμα λο ιπόν κ ά νε ι απλή  αρμονική  ταλάντω ση  με περ ίοδο  Τ =
2π
ω

γ .  Γ ια την ταχύτητα έχουμε

=  & = .x)(t) = = * - = ^ y 0 s t a  .

Το μέτρο της ταχύτητας του σώ μ ατος γ ίν ε τα ι μ έγιστο  ό τα ν  sintot = ± 1 

κ α ι άρα y  = y0 cosu>t = 0 , δηλαδή ό τα ν  π ερ νά ε ι α π ό  τη θέση 
ισορροπίας. Το μέτρο αυτό  ισ ο ύτα ι με υ 0 = ω yo . Αρα u(t) = - υ0  sincot.
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5. Να βρεθεί ομογενής Δ.Η. με σταθερούς συντελεστές που να έχει τη 
συνάρτηση y = x2+2x ex+e‘ 2χ ως μια λύση της.

Λύση
Γ ια να έχο\ιμε τον όρο χ2 αρκεί το λ=0 να είναι διπλή ρίζα της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης. Για τον όρο 2xex αρκεί το λ=1 να είναι 
διπλή ρίζα της χαρακτηριστικής και τέλος για τον όρο e "2x αρκεί το 
λ=- 2 να είναι απλή ρίζα. Άρα αρκεί να έχουμε ως χαρακτηριστική 
εξίσωση την

λ2(λ-1)2 (λ+1) = 0 =  λ5 - 3λ3 + 2λ2 = 0 , 

που αντιστοιχεί στη Δ.Ε.
y(5) - 3y(3* +2y" = 0 .

6. Να βρεθεί ομογενής Δ.Ε. με σταθερούς συντελεστές που να έχει ως 
μία λύση της την y = 3e2x cos3x .

Λύση
Αρκεί η χαρακτηριστική εξίσωση να έχει ως απλή ρίζα τη λ = 2+3ΐ, 

οπότε θα έχει και τη λ = 2-3ϊ. Συνεπώς, η χαρακτηριστική εξίσωση θα 
έχει παράγοντα το (λ- 2)2 +9. Άρα αρκεί να έχουμε ως χαρακτηριστική 
εξίσωση τη (λ- 2)2 +9 = 0 =  λ2- 4λ+13 = 0, που αντιστοιχεί στη Δ.Ε.

y"-4y'+13y = 0 .

7. Μ α θ η μ α τ ι κ ό  ε κ κ ρ ε μ έ ς
Εκτρέπουμε το εκκρεμές κατά μικρή γωνία φ0 από την 

κατακόρυφο (που είναι η θέση ισορροπίας) και στη συνέχεια το 
αφήνουμε ελεύθερο. Θα δείξουμε ότι το σώμα κάνει απλή αρμονική
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ταλάντω ση μεταξύ τω ν α κρ α ίω ν θέσεω ν Γ, Δ (π ερ ί τη θέση ισορροπίας 

Ο).

Σε μ ια  τυχα ία  θέση Α του σώματος α σ κο ύντα ι σ' α υτό  το βάρος mg 
κα ι η τάση του νήματος Τ. Η συνισ τώ σ α  του βάρους κα τά  τη δ ιεύθυνση  
της α κ τίνο ς ε ίνα ι ίση κα ι α ντίθετη  με την Τ. Η σ υν ισ τώ σ α  του βάρους η 
κάθετη προς τη ν α κ τ ίνα  (κατά  τη δ ιεύθ υνσ η  της εφ α πτο μ ένη ς της 
τροχ ιάς στο σημείο Α) ε ίν α ι mgsirnp κ α ι ε ίν α ι α υτή  π ο υ  τ ε ίν ε ι να
επαναφ έρ ει το σώμα στην κατάσταση ισο ρ ρ ο π ία ς Ο. Ε πειδή το μήκος 
του τόξου ΟΑ ε ίν α ι S = Ζ  φ  ( 2  το μήκος του νήματος του εκκρεμούς)

θα ε ίνα ι

V s £lS= £ d £  άυ ^
dt *  dt κ α ι * dt *  dl2 ·

Για t=0 έχουμε υ(0)=0, φ (0 )=φο . Σ ύμ φ ω να  με το  2° νόμο της Μ ηχα
νική ς του Ν εύτωνα, θα ε ίνα ι

nr/ = - mg simp
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/ II · '

d = - g sincp 
d r

 ̂ .Φ . L·. cinri; — Π 
dt2 + £  smc^ - U (*)

Επειδή η γωνία φ είναι πολύ μικρή, μπορούμε να πάρουμε sincp *  φ και 

η Δ.Ε. γίνεται

d2qp
dt2

Φ =  0 9

της οποίας η γενική λύση είναι η

φ = ci cos

Επειδή φ(0) = φ0 , θα είναι cj = φ0 ■ Επίσης, από τη

θα είναι

0 = υ(0) = C2 c0 ·

φ(ΐ) = Φο cos

.? Λ·

Συνεπώς
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Ώστε το σώμα κά νει απλή αρμονική ταλάντω ση  με περίοδο Τ = 2π

i f
' \ J ~ ,  συχνότητα ^ =  κ α ι κυκλ ική  συχνότητα

2 .4  Διαφορικές Εξισώσεις των Cauchy-Euler
Μ ια διαφορική εξίσωση της μορφής

’<nf " + b i X " ’ l d i ^ ' f ' " + b " ' i x ^ + b " y = 0 ' (1)

οποί' b i, b2, ..., bn ε ίν α ι σταθερο ί π ρ α γμ α τικο ί α ρ ιθμ ο ί, ο νο μ άζετα ι 

Δ.Ε . τω ν  C auchy-E uler. Θα βρούμε λ ύ σ ε ις  τη ς εξ ίσ ω σ η ς ( 1) στο  
δ ιάστημα (0 , <*>). Η π ερ ίπ τω σ η  το υ  δ ια σ τή μ α το ς (- «  0) ε ίν α ι 
ανάλογος. Χ ρησιμοποιούμε ιος νέα  ανεξάρτητο  μεταβλητή τη ν t = logx 
(x>0 ) (γ ια  την περ ίπτω ση του δ ιαστήματος (-« ° ,0 ) χρησιμοποιούμε την

t = log(- x )). Έχουμε dv _ d j^  dt_ _ 1 dv 
dx “  dt * dx “  x dt κα ι άρα

V _ d v  _ d ^  
x “ dx “ dt ·

Ομοίως

d2v 1 dv i  d ^  dt_ _  J_  dv 1 d ^
dx2 "  * x2 dt + x dt2 dx “  ‘  x2 dt + x2 dt2

κα ι άρα

x2 ώ :  d i
dx2 dx dt2
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Ε π α γω γ ικά  μ πορούμ ε ν α  δ ε ίξο υμ ε ό τ ι γ ια  κάθε m, με l<m<n, 

υπάρ χο υν αρ ιθμο ί γ ι , . . . ,  γπι τέτο ια  ώστε

xm dmy
dxm

= Υι dy
dt

d2v
+ Y2 T T  + — + Ym d r

dmy
dtm

Α ντ ικ α θ ισ τώ ντα ς τ ις  τομές τω ν  x 

πρ ο κύπ τει μ ια  εξίσω ση της μορφής

ιΠ-1,

m dMy
dxm

, m = 1 , ..., η στην (1)

dtn 1 dt0' 1 u j  + w = ° . (2)

ό π ο υ ο ι a i , a n ε ίν α ι σταθεροί πραγμ ατικο ί αρ ιθμοί.

Π α ρ ά δ ειγ μ α
Να λυθ ε ί η Δ.Ε. στο διάστημα (0 ,« )

x3y" + 2xzy" +xy’ - y  = 0

Λ ύ σ η
Θ έτουμε t = logx θα  έχουμε

dy _ i d y
dx x dt

d2y  _ JL  dv J_  d^v 
dx2 x2 dt x2 dt2

cfv  _ 2_ dy_ l d2v_ 2 dV  1 d ^
dx3 ”  x3 dt ‘  x3 dt2 x3 dt2 x3 dx3

κ α ι η δοθείσα εξίσω ση  γ ίνετα ι
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. £ l  + dv
dx3 dt2 dt

- y  = o (*)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (*) έχει ρ ίζες τ ις  1, ±ί κ α ι άρα  η '/ενική 

λύση της (*) ε ίνα ι η

y = c j el + C2 cost + 03 sint .

Επανερχόμενοι στην αρχική μεταβλητή x, βλέπουμε ό τι η γεν ική  λύση  
της δοθείσης εξίσωσης ε ίνα ι η

y  = c i χ + C2 cos(logx) + C3 s in (lo gx ).

2.5  Μη Ομογενείς Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις 
θ εώ ρ η μ α  2 .5 .1
θεω ρούμε τη γραμμική Δ.Ε.

dxn dx0*1

n  dv n - 
" + pn-l dx + Pn y = f (1)

όπου ο ι συναρτήσεις P i, P2.......Pn, f ε ίν α ι σ υνεχ ε ίς  επ ί ενό ς α νο ικ το ύ
διαστήματος I της πραγμ ατικής ευθεία ς. Α ν γ μ ε ίν α ι μ ια  μερική λύση 

της αντίστο ιχης ομογενούς εξισώ σεω ς

dnv dn'*v
dxn dx0' 1

+ Pn y  = 0 , (2 )

τότε μ ια  συνάρτηση y ε ίν α ι μ ια  λύση της ( 1) στο I α ν , κ α ι μ όνον α ν . η 
y -Υμ ε ίνα ι μ ια λύση της (2 ).
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Α π ό δ ε ιξ η

a q ' - d^z d^yΑ ν θεσουμε z = y- γ μ , τότε —r  = — -
dxK dxK

—γγτ , γ ια  k= l. 2 ......n .
dx* ' 1

Άρα

Α πό τα  π α ρ α π ά νω  π ρ ο κύπ τει ό τ ι η y  ε ίν α ι λύση  της (1) α ν , κ α ι μόνον 
α ν, η ζ  = y- μμ ε ίνα ι λύση της (2 ).

Σ ύμφω να με το Θεώρημα 2.5.1 κ α ι το Θεώρημα 2.2.2, α ν γ μ ε ίνα ι 
μ ια μερική λύση της ( 1) κ α ι α ν  y j , ..., yn ε ίνα ι γραμμικά ανεξάρτητες 

λύσ εις  της ομογενούς (2 ), τότε η γενική  λύση της ( 1) ε ίνα ι η

y = Υμ + c i y ι + C2 Υ2 + ... + yn (c i, C2...... cn αυθα ίρετες σταθερές).

Ε ύ ρ ε σ η  μ ια ς  μ ε ρ ικ ή ς  λ ύ σ η ς  τ η ς  (1)
Το ακόλουθο θεώρημα μας δ ιευκο λύνει πολλές φορές στην εύρεση 

μ ιας μερικής λύσης μ ιας μη ομογενούς γραμμικής εξίσωσης.

Θ εώ ρ η μ α  2 .5 .2

Έ στω

μια γραμμική μη ομογενής εξίσωση. Αν Υιμ,Υ2μ 
λύσεις των εξισώσεων

γπμ ε ίνα ι μερικέ
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dxn dxn' 1 • + Pn y = fi

dnv D dn-1v D f 
η + Pl ΓήΠ"*· -  + pn y = fmπ dxn 1dx

αντιστοίχως, τότε η γμ = +... + είναι μια μερική λύση της (3).

Απόδειξη
Προκύπτει εύκολα από το γεγονός ότι

4 θ ν  = ̂ * · · ·  + ίν  · k = l , 2 .... Π
dx* dx dxK

2 .6  Μέθοδος των Αγνώστων Σταθερών
Σ' αυτήν την παράγραφο θα αναφέρουμε ορισμένα παραδείγματα 

εύρεσης μιας μερικής λύσης της εξίσωσης

dxn
+ ai + • + Ony = f ,

όπου ai, a2 , .... an είναι σταθεροί και f ένας γραμμικός συνδυασμός 
συναρτήσεων των τύπων

xm, x 'V *, χ^ ** cosbx. x^^sinbx .
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Π α ρ ά δ ειγ μ α  1

dnv dn_1v
+ ai 7 Τ Γ  + -  + an y = P(x) f (2)dx11 dxn J

όπου P (x) ένα  πο λυώ νυμ ο  m-βαθμού. Σ' αυτή ν την περ ίπτω ση  μπο
ρούμε να  βρούμε μ ια  μερική λύση της μορφής

y  = c0+ cix  + ... + cm xm , q € I R , a v  an * 0 .

Α ν ^  = an-i = ... = an-k = 0 κ α ι an_k-i *  0  , τότε ζητούμε μ ια μερική 

λύση της μορφής

y(k+i) _ Co + ClX + _  + cm xm .

Σαν παράδειγμα, α ς πάρουμε τη Δ.Ε.

y" + y ' = 3x2 .

Εδώ μπορούμε να  βρούμε μ ια  μερική λύση y  τέτο ια  ώ στε y ’ =c0+cjx +C2 

χ2 . Θα έχουμε y" = c j +2 C2X . Α ντικαθ ισ τώ ντα ς στη δοθείσα εξίσωση 

λαμβάνουμε

Ci+2 c'2X +c0+cix +C2X2 = 3x2 =» Cj +cG = 0 . 2 c2 +c i = 0 , C2 = 3 =* 

cj = - 6  , c0 = 6  , C2 = 3 .

Σ υνεπώ ς θα ε ίν α ι y ’ = 6 - 6χ +3χ2 κ α ι άρα μπορούμε να  πάρουμε ω ς 
μερική λύση την y  = 6χ- 3χ2 +χ3 -

Π α ρ ά δ ειγ μ α  2

dnv dn-1v 
dxn + &1 dx" ' 1

+ ... + an y  = P(X)eax
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όπου Ρ(χ) ε ίνα ι ένα  π ο λυώ νυμ ο  του χ κ α ι a σ ταθερά . Σ’ α\?τήν τη ν 
περίπτωση χρησιμοποιούμε ω ς νέα  άγνω στη  συνάρτηση τη ν ζ  = y e 'ax 
κα ι η όοθείσα Δ.Ε. μετατρέπεται σε εξίσω ση της μορφής

dnz . dn'*z
“ 7  + Οΐ Γ Τ  +
dxn dxn' 1

. + bnZ = P(x) ,

όπου b j , ..., bn ε ίν α ι σ ταθερ ο ί αρ ιθμ ο ί κ α ι επομ ένω ς αναγόμ αστε σε 

εξίσωση της μορφής (2 ).
Σαν παράδειγμα, α ς θεωρήσουμε τη Δ.Ε.

y " - y ’ - 2 y = - 6x e 'x .

Χ ρησιμοποιούμε ω ς  νέα  συνάρτηση τη ζ = yex θα  έχουμε y = z e 'x ,

y = - e ‘ Λ ζ +e-x dz 
dx ’

r£ z  j z ;
dx2 dx

v - = e-x O-L.OL· . e-x fdz . J)y - e  , ,  e d̂x z j - ^d2z ^ dz 
— 7 *  2 t t + z  
dx2 dx

Α ντικαθ ιστώ ντας στη δοθείσα εξίσω ση , λαμβάνουμε

χ ' * | . 2 f c + *dx2 dx
- e

’ G H - * ·
x z *  - 6 xe*x .

Δ ια ιρώ ντας τα δύο μέλη της τελευτα ία ς εξίσ<υοης με e*χ , πα ίρνουμ ε

ί Η - *  ·
Για την εξίσωση (*) θα  ζητήσουμε μ ια  μερική λύση της μορφής
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t  -  ax+b (a. b€ IR). Από την εξίσωση (*) προκύπτει ότι πρέπει να
2 2είναι a- 3(ax+b) =- 6χ =» a = 2. b = - .  Άρα ζ' = 2χ + -  και μια

ο 2
μερική λύση της (*) είναι η Ζμ = χ + - χ  . Η γενική λύση της ζ"- 3ζ' = 0

είναι η ζ = ci +C2 e3x . Επομένως η γενική λύση της (*) είναι η ζ = c j + 

C2 e3x + χ2 + ~ χ  και η γενική λύση της δοθείσης εξίσωσης είναι η

2 *2» *)
y = e 'χ (cj+C2 e3x.+x2+ |·χ) = (cj + jx  +x2)e‘ x + C2 e2x

Π α ρ α τή ρ η σ η : Μπορούμε να βρούμε μια μερική λύση της (3) 
χωρίς να χρειασθεί να κάνουμε προηγουμένως την αλλαγή y = ζ eax . 
Ως μια τέτοια λύση μπορούμε να πάρουμε μια λύση της μορφής:

i ) y = q(x) eax , όπου q(x) είναι πολυώνυμο βαθμού ίσο με το 

βαθμό το\' Ρ(χ), αν το a δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης.

Η) y = xkq(x) eax . όπου q(x) πολυώνυμο βαθμού ίσο με το βαθμό 
του πολυωνύμοχ' Ρ(χ), αν το a είναι ρίζα τάξης k της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης.

Ας θεωρήσουμε π.χ. τη Δ.Ε.

y " - y ’ - 2y  = - 6 x e 'x .

την οποία λύσαμε παραπάνω. Εδώ το -1 είναι ρίζα πρώτης τάξης της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης λ2 - λ - 2 = 0 και άρα μπορούμε να βρούμε 
μια μερική λύση της μορφής

Υμ(Χ) = x(ax+b)e*Χ .
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Π α ρ ά δ ειγμ α  3

dnv
dxn

+ ... + an y = P i(x)cosax + P2(x)sinax , (4)

όπου P [ ,P 2 πο λυώ νυμ α .

Εόώ μπορούμε να  βρούμε μ ια μερική λύση της μορφής:
i)  y = q i(x)cosax + q2(x)sinax, όπου q j, q2 π ο λυώ νυμ α  βαθμού 

όχι μεγαλύτερου από  το μέγιστο τω ν  βαθμώ ν τω ν  Ρ ι, Ρ2 , α ν  το ai δεν 

ε ίνα ι ρ ίζα  της χαρακτηρ ιστικής εξίσ ω σ η ς τη ς α ντ ίσ το ιχ η ς ομ ογενούς 
εξίσωσης.

ii)  y = xk [q i(x )co sax  + q2(x)sinax]. όπου q i, q2 ε ίν α ι π ο λ υ ώ νυ 
μα με βαθμό όχι μεγαλύτερο από το μέγιστο τω ν βαθμώ ν τω ν  Ρ|, Ρ2 , α ν  

το ai ε ίνα ι ρ ίζα  της χαρακτηριστικής εξίσω σης τά ξη ς k .
Ας θεωρήσουμε π.χ. την εξίσω ση

y"+ y '= 4 sin x  . (*)

Επειδή το 1 δ εν ε ίν α ι ρ ίζα  της χαρακτηρ ιστικής εξίσ ω σ η ς λ 2 + λ  = 0. 
μπορούμε να  βρούμε μ ια  μερική λύση  της μορφής y  = a  cosx + b sinx . 
Για μ ια τέτο ια  λύση θα  ε ίνα ι

y ' = - a  sinx + b cosx , y ” = · a cosx * b sinx .

Α ντικαθ ιστώ ντας στην (*) έχουμε

- acosx- bsinx- asinx + bcosx = 4sinx =»
- a +b = 0 , - a- b = 4 =» a = b = - 2 .

Ώστε μ ια μερική λύση ε ίν α ι η y  = - 2 (ημ χ+ συνχ ). Ε πομένω ς η γεν ική  
λύση της (*) ε ίνα ι η
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y  = - 2 (ημχ + συνχ) + cj+C2e*χ .

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  4

^η-1ν
—r  + a i —- r  + ... + an y  = eaxPi(x)cosbx + eaxP2(x)sinbx , (5)
dxn dx11' 1

όπου P j ,P 2 ε ίνα ι πο λυώ νυμ α .
Στην περ ίπτω ση  της εξίσω σης (5), α ν  χρησιμοποιήσουμε ω ς νέα άγνωστη 
συνάρτηση τη ζ  = y e 'ax , τότε η (5) μ ετασχηματίζετα ι σε μ ια εξίσωση 
της μορφής (4).

Μ πορούμε όμω ς να  βρούμε α π ’ ευθ ε ία ς μ ια  μερική λύση (χω ρ ίς 
προηγουμένω ς να  κάνουμ ε την αλλαγή y = zeax ) ω ς εξής:

ί ) Α ν a+ib δ εν ε ίν α ι ρ ίζα  της χαρακτηρ ιστικής εξίσω σης της 
α ντίσ το ιχη ς ομογενούς εξίσω σης, τότε μπορούμε να  βρούμε μ ια μερική 
λύση γ ια  την (3) της μορφής:

y(x) = eax [qj(x)cosbx + q2(x)sini>x] ,

όπου q j, q2 ε ίν α ι π ο λυώ νυμ α  το υ  χ βαθμού όχ ι μεγαλύτερο από το 
μέγιστο τω ν βαθμών τω ν P j, Ρ2 .

i i )  Α ν το a+ib ε ίνα ι ρ ίζα  τάξης k της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
της α ντ ίσ το ιχ η ς ο μ ογενούς εξ ίσ ω σ η ς τότε μπορούμε να  βρούμε μ ια  
μερική λύση της μορφής:

y(x) = xk eax (qi(x)cosbx + q2(x)sinbx] ,

όπου q i, q2 ε ίνα ι πο λυώ νυμ α  βαθμού όχι μεγαλύτεροι» από το μέγιστο 
τω ν βαθμών τω ν Ρ ι, Ρ2 .
Σαν παράδειγμα θα βρούμε μ ια  μερική λύση της εξίσωσης
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y" + 2y ’ + 5y = 4e*x cos2x .

Ο αριθμός - l+2i ε ίν α ι ρ ίζα  της χαρακτηριστικής εξίσω σης λ2+2λ+5=0. 
Αρα μπορούμε να  βρούμε μ ια  μερική λύση της μορφής:

y  = x e 'x |acos2x + bsin2x ] .

Για μ ια τέτο ια  λύση έχουμε (μετά τ ις  πρ ά ξεις)

y' = e*x [(a  - ax +2ύχ )σ υν2χ + (b- bx- 2βχ)ημ2 χ]

y" = [(4b- 2a- 4bx- 3ax)ouv2x + ( - 4a- 2b+ 4ax- 3bx)]e*x . 

Α ντικαθ ιστώ ντας στην (*) πα ίρνουμ ε ότι πρέπει να  ε ίνα ι

4b- 2a- 4bx- 3ax+ 2a- 2ax+ 4bx+ 5ax = 4 Ί =» b=l 

- 4a- 2 b+ 4ax- 3bx+ 2b- 2 bx- 4ax+5bx = 0 J =» a= 0

Αρα η συνάρτηση y = xe*x sin2x ε ίνα ι μ ια  μερική λύση της (*).

2 .7  Μέθοδος της Μεταβολής των Σταθερών
Έ στω  η γραμμική μη ομογενής εξίσω ση

d"v dn1- 1.

Ρ° dxn + Ρ| dx" *1 + +  P"y = 1 * U )

όπου ο ι συναρτήσεις Ρ0, Ρ ι.......Ρη. ί  ε ίν α ι σ\>νεχείς επ ί ενό ς α νο ικ το ύ
διαστήματος I της πραγματικής ευθεία ς. Έ στω  y y i , ..., yn η γραμμ ικά  

ανεξάρτητες λύσ εις της α ντίστο ιχης ομογενής εξίσω σης

Ρο
d'V
dxn

+ Ρ ι
dn*1v
dx" * 1

+ . . .+ Pny  = 0  .
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Στη μέθοδο της μεταβολής τω ν  σταθερώ ν προσπαθούμε να  βρούμε μ ια 
μερική λύση της ( 1) της μορφής

y -z iy i  + Z2y2 +... + znyn , (2)

όπου ζ\, Ζ2, .... Ζη ε ίν α ι σ υνα ρ τή σ εις  του χ τ ις  ο π ο ίες πρ έπει να  

υπ ο λ ο γ ίσ ο υμ ε . Α ν β ρ ο ύμ ε τ ις  η π α ρ α γ ω γ ο ύ ς  τη ς (2) κ α ι 
αντικαταστήσουμ ε στην ( 1), πρ ο κύπ τει μ ια σχέση μεταξύ τω ν z j ,  Ζ2 , .... 
Ζη . Γ ια να  υπολογίσουμ ε τα ζ \,..., Ζη θα τα  υποχρεώσουμε να  πληρούν 

ακόμη n- 1 σχέσεις. Π αραγω γίζοντας την (2 ) πα ίρνουμε

y' = (z ,'y , + Zj V  ... + z„yn) + (z ,y ,·  + ζ ^ 2' + ... + z„yn' ) .

Μ ια συνθήκη την ο πο ία ς επ ιβάλλουμε ε ίνα ι η

z] ly 1+ z2 'y2 + ... + znyn= 0  .

Σ ιννεπώς θα έχουμε

y ' = z l l y 11 + z2y2' + ... + znynt .

Π α ίρνοντας τη δεύτερη παραγωγό της y, λαμβάνουμε

y" = (z]'y1' + z£y±  + ... + zn’yn ) + ( ζ ^ "  + z2y2" + ... + znyn" ) .

Μ ια δεύτερη συνθήκη που επιβάλλουμε στα ζ ι ......Ζη ε ίνα ι η

z 1,y 1" +  z 2'y2 " +  ... +  z n'yI1'' =  0  ,

y" = z1y 1" + z2y2" + ... + znyn" .

οπότε έχουμε
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Σ υνεχ ίζοντας η -1 φορές, επ ιβάλλουμε στα ζ ι , . . . ,  Ζη τ ις  ακόλουθες η-1 

σχέσεις

z1Vi + z2V2 + ... + zny n = 0

ζ 1ν 1, + ζ2ν 2, + ··· + ζηνη = 0

,  s / n‘2 ) j . ,  V (n' 2 )  4. + 7  V (n ' 2 )  _  ΛzlVi +ζ2^2 + -  + ζη̂ η = °

Α ν ο ι συναρτήσεις ζ ι ......Ζη πληρούν τ ις  (3), τότε έχουμε

Ϋ  = ζ ^ ι ' + ^  + - + znyn'

y" = + W + ... + V n

y fti-n  _  Z ly ,1n-1) +  z iy 1" ' 0  + . . .  +  z ty (,n' u

y (n) =  z iy i *  + . . .  +  ζουΓ  +  M " * 0  +  -  +  zn C n ] · 

Α ντικαθ ισ τώ ντα ς στην (1), λαμβάνουμε

Po ι ζ ι υ Γ + - + + z i 'y(*n 0 + - + r f * 1* ] +

+ [ΖιΥ|"*Μ + -  + ZnYn'’U] p l + -  + Ιζ ΐΥΐ + ··· + ZnynJPn = f

.(n)Z l( P o y '· · ' + p|y|n"l) + ... + Pnyi) + ζ2(Ρ<*2η) + — + Pny2) +

+ zoiPoyJ1’ + - + pnyn)+po(z,’ yjn n + .. .+ znv„n u) = f  ·
m-iK

ή
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Επειδή ο ι >ί . .... y n ε ίνα ι λ ύσ ε ις  της ομογενούς εξίσω σης, λαμβάνουμε

/  V(I>1) +  7 ’ V ^ '1’ +  + 7 ’ ν ® - 1» ~  —ζ 1>1 + ζ 2>2 + ·"+ ζ η η̂ “ ρΛΓ  ο
(4)

Ώστε οι Zj', ζ ^ . .... ζπ' ε ίνα ι λ ύσ ε ις  του (πατήματος τω ν π εξισώ σεω ν (3).

(4 j. Η ορ ίζουσα  του συστήματος ε ίν α ι δ ιάφορος του μηδενός δ ιό τι ο ι
λύσ εις  y j , ..., yn της ομογενούς εξίσω σης ε ίνα ι γραμμ ικά ανεξάρτητες. 
Λ ύνουμε το σύστημα α ν τ ό  ω ς προς Z j',..., zn' κ α ι κα τό π ιν  βρίσκουμε τα

ζ ι , .... Ζη , οπότε η y  = ζ ^ ι  + ... + Znyn ε ίνα ι μ ια μερική λύση της ( 1).

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  1
Να βρεθεί η γενική  λύση της Δ.Ε.

ex
y” - 2y ' + y = — . (*)

Λ ύ σ η
Η χαρακτηρ ισ τική  εξίσω ση  της α ντισ το ίχο υ  ομογενούς ε ίνα ι η 

λ2- 2 λ+1 = 0 , που έχει το 1 ω ς  δ ιπλή  ρ ίζα . Άρα ο ι συναρτήσεις y\ = ex 
κ α ι y 2 = xex α π ο τελο ύν  ένα  θεμ ελιώ δες σύστημα λύσ εω ν γ ια  την 

ομογενή εξίσω ση  θα ζητήσουμε μ ια  μερική λύση της (*) της μορφής

y = yiZi + y2z2 = z jex +x z2 ex ,

όπου τα  τ \, z2 πληρούν το σύστημα

Zj'ex + z^'x ex = 0
χ
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Λιώνοντας το σύστημα αυτό  προς Zj\ ζ 2’ πα ίρ νο υμ ε Zj' = - 1. ζ̂ * = ^  - 

Μ πορούμε επομένω ς να  πάρουμε

Ζ\ = - χ. Ζ2 = loglxl κα ι άρα η = - x ex + χ loglxl ex 

ε ίν α ι μ ια  μερική λύση της (X). Η γενική  λύση  της (*) ε ίν α ι η

y = (c j-  x )e x + (C2 + loglxl) x ex =
= (C| + (C2- l )x  + xloglxl) ex (c j, C2 α υθα ίρ ετες σταθερές).

Π α ρ ά δ ειγμ α  2
Να βρεθεί η γενική  λύση της Δ.Ε.

χ2 y-_ 2xy' +2 y  = χ3 ex (a)

στο διάστημα (0 , » ) .

Λ ύ σ η
Θεωρούμε την αντίστο ιχο  ομογενή

χ2 y"- 2 xy ' +2 ν  = 0  . (b)

Λ αμβάνοντας ω ς  νέα  ανεξάρτητο μεταβλητή την t = logx, έχουμε

dv dy dt 1 dy 
dx ”  dt dx ~ x dt

\. d^v _ _i_ d £  J _  d^v
| dx2 x2 dt + x2 (jt2
i
i
| κα ι η (b) γ ίν ε τα ι
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d2v
dt2

3 Φ"  + 2v = 0αΐ (c)

ο ι συναρτήσεις e2t κ α ι el ε ίν α ι γραμμ ικά ανεξάρτητες λύσ εις της (c) 
κ α ι άρα ο ι σ υνα ρ τή σ εις  y j = χ2 κ α ι Υ2 = x ε ίν α ι γραμμ ικά 

ανεξάρτητες λ ύ σ ε ις  της (b). Θα ζητήσουμε μ ια  μερική λύση της (a) της 
μορφής γ μ = χ2Ζι +χ Ζ2 , όπου ο ι σ υναρ τή σεις ζ ι, ζ ι  πληρούν το 
σύστημα

χ 2 ζ 1’ +  χ ζ 2 ' = 0

Υ3A  | % Λ  C  V
2χζ, + ζ~ = — —  = xe .ι χ -

Λ ύνο ντα ς το τελευτα ίο  σΐιστημα ω ς προς Zj', ζ 2' πα ίρνουμε

Zj' = ex , ζ^ = - xex .

Ε πομένως μπορούμε να  πάρουμε

ζ\ -  \ ex dx = ex , Ζ2 = - J  xex dx = - xex + ex .

Αρα η γ μ = x2 ex + (- xex + ex)x = xex ε ίνα ι μ ια μερική λύση της (c).

Η ζητούμενη γενική  λύση ε ίνα ι η

y  = ci χ2 + C2X + χ ex (ci. C2 αυθα ίρετες σταθερές).

2 .8  Ηλεκτρικά Κυκλώματα
Θ εωρούμε ένα  απλό  ηλεκτρ ικό  κύκλω μ α  που περ ιλαμ βάνει σε 

σειρά  μ ια  αντίσ ταση  R, ένα ν  πυκνω τή  χω ρητικότητας C, ένα  πηνίο  
α υτεπαγω γής L κ α ι μ ια  ηλεκτρική πηγή ηλεκτρεγερτικής δύναμης Ε.

.·; A
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Σ ύμφωνα μ’ ένα  νόμο Φ υσικής του Kirkhoff, το άθροισμα τω ν π τώ σεω ν 
δ υνα μ ικο ύ  κα τά  μ ία  ορ ισμένη  κ α τεύθ υνσ η , γύρ ω  απ ό  ένα  κ λε ισ τό  
κύκλω μα ε ίνα ι μηδέν. Α ν I ε ίνα ι η ένταση του ρεύματος που δ ιαρρέει το 
κύκλω μα κα ι Q το φορτίο  του πυκνω τή , τότε:

I > Η πτώση δυναμ ικού κατά  μήκος της α ντίσ τα σ η ς R ε ίνα ι R I . 
i i ) Η πτώση δυναμ ικού κατά  μήκος του π η ν ίο ΐ' ε ίν ια  L jj* .

iii > Η πτώση δυναμ ικού κατά  μήκος του π υκνω τή  ε ίν α ι ^ .

Α ν τώ ρα κλείσουμ ε το δ ιακόπτη  Δ . τότε το κύκλω μ α  δ ιαρ ρ έετα ι από  
ρεύμα. Α ν I = Ια) ε ίνα ι η ένταση του ρεύματος κ α ι Q = Q(t) το φ ο ρ τίο  
του πυκνω τή  τη χρονική στιγμή t, τότε έχουμε τη Δ.Ε.

L dt"f R 1 + C ' E  = 0  · ( *>

Π αραγωγίξοντας τα  δύο μέλη της (*) ω ς  πρ ο ς ι, πα ίρ νο υμ ε τη D.E.
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ι Ο + κ Λ 1  dE 
L dt + R dI + C I - d i  · ( 1 )

Θα λύσουμε τη Δ.Ε. ( 1) στην ειδ ική  περ ίπτω ση  που Ε = Ε0 (σταθερά). 
Η (1) γ ίνετα ι

L ^ 4 + R ^ - + i l  = 0
dr dt C (2)

Υ πά ρ χο υν ο ι εξής π ερ ιπτώ σεις:

4L
Π ε ρ ί π τ ω σ η  IV: R - —  > 0 .

Οι ρ ίζες της χαρακτηριστικής εξίσω σης

U 2 + R X + £ = 0

ε ίνα ι ο ι

, - R W r 2 - 4L/C Λ .. 1 , - R - VR2 - 4L/C
λ] = --------- ----------  < 0  κ α ι λ 2 = --------- 2L <0

Α ν θέσουμε α = - λ ] κ α ι β = - λ2 , τότε

I(t) = ci e‘ ttl + C2 e ‘ ^

E0H (*) γ ια  t=0 δ ίνε ι Γ (0) = γ  . Επειδή Γ (t) = - a c i e ' αι - βε2ε 

θα έχουμε

-βι

Γ (0) = 0 = c i + c2 

Γ (0 ) = ^ = - a e i  -βο2 .

Λ ύνο ντα ς ω ς προς c j , c2 πα ίρνουμε



Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ  2 2 1 5

Cl =
Ho

(R 2-4L/C) 1/2
, C2 =  -

E«
(R 2-4L/C) 1/2

κα ι a g a

I(t) =
Ho

(R 2-4L/C) 1/2
[ e * al - e '  ^  ]

Επειδή α , β > 0  προκύπτει ό τι lim  I(t)= 0 .
t-»°°

Π ε ρ ίπ τ α χ τ η  2 ’l : R2 = .

Σ' αυτή την περ ίπτω ση  η χαρακτηρ ιστική  εξίσω ση  τη ς (2) έχει μ ια
D

δ ιπλή  ρ ίζα  την λ  = - κ α ι άρα

Ι(Τ) = e 2L fcj +tC2 ]

ε ίνα ι 0  = 1(0) = c i . Ε πίσης, επειδή

I' Ο) = 2 ΐ7  e2L [c i +tC2 ] + C2 e 2L

θα ε ίν α ι

~ =  Γ (0) CiR
■ a + C 2 * C2

xcu επομ ένω ς
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κ α ι σ' αυτή  την περ ίπτω ση  έχουμε lim l(t) = 0  .
1-6 00

Π ε ρ ί π τ ω σ η  3 V : R2 - —  = - k2 < Ο .

Η χαρακτηριστική εξίσω ση της (2) γράφετα ι

με ρ ίζες τι:

Αρα

r . α R x 2 kz Λ
^  2 \ )  + 4L2 _ 0

, R , k . 
λ  "  ’ 2L "  2 L 1 ·

R
- 2ΐ  ̂ k. k

I(t) = e (ci cos 2 l  + c2 sin 2 ^ 0

θα ε ίν α ι
0  = 1(0) = ci .

R_
R ” 2L r k . k

Ε πίσης, επειδή Γ (t) = - ^  e [c i cos + C2 sin t] +

R_

+ e 2L ( ' c i s in | : T + c2 c o s ^ : T ) ’

/ Eo γ· είναι — = I (0) = 2^

I(t)

C2 =
2E0 

k ‘
Σ υνεπώ ς

R
2E0 * 2L 1 • k ,

k
e sin 2 L t .

κα ι εδώ γ ια  t -><*> έχουμε I(t) 0  .
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3. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Έ να  σύστημα δ ια φ ο ρ ικ ώ ν  ε ξ ισ ώ σ εω ν  ε ίν α ι ένα  π επερ ασ μ ένο  
πλήθος ε ξ ισ ώ σ εω ν , π ο υ  σ υ νδ έο υ ν  μ ια  α νεξά ρ τη το  μ εταβλητή  t, 
σ υναρτήσεις x j, Χ2 , ..., χη τη ς t κ α ι έ να  π επ ερ α σ μ ένο  α ρ ιθμ ό  

παραγώ γω ν ω ς προς t τω ν  συναρτήσεω ν α υ τώ ν . Μ ια λύση  ενός τέτο ιου 
συστήματος ε ίν α ι μ ια  δ ια τετα γμ ένη  η -άδα σ υνα ρ τή σ εω ν, ο ι ο π ο ίες  
ο ρ ίζο ντα ι σ' ένα  α νο ικ τό  δ ιάστημ α  τη ς π ρ α γμ α τικ ή ς ε υ θ ε ία ς  κ α ι 
πληρούν το σύστημα στο διάστημα αυτό  π .χ . το σύστημα

ε ίν α ι ένα  σύστημα δ ια φ ο ρ ικ ώ ν εξ ισ ώ σ εω ν . Μ ια  λύση το υ  συστήματος 
(*) ε ίνα ι διατεταγμένο ζεύγος συναρτήσεω ν ( Χ [ ,  Χ 2 )  ο ι ο π ο ίες ο ρ ίζο ντα ι 

επ ί ενός ανο ικτού διαστήματος κ α ι πληρούν το σύστημα.

3.1 Συστήματα 1πς Τάξης
Έ να  σύστημα δ ια φ ο ρ ικ ώ ν  ε ξ ισ ώ σ εω ν  ω ς  πρ ο ς τ ις  ά γ νω σ τες  

συναρτήσεις χ \, Χ2 , . . . ,  Χη το  οπο ίο  ε ίν α ι της μορφής

(*)
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dxj .
= f l ( t . X l , . . . ; Xn)

dx?
φ  — i2( »̂ Xl» —» Xn)

( 1)

dxn
dt = fn (t.X l.....Xn)

λέγεται κανονικό σύστημα πρώτης τάξης. Πολλά συστήματα, που δεν 
ε ίνα ι της μορφής (1), μπορούν να ξαναγραφούν μ' αυτή τη μορφή. Ας 

θεωρήσουμε π.χ. το σύστημα

dt3 ' 2χι dt 2 dt

d2x? dxj
— 9 - X2 -JT  = cost . 
dt2 dt

= el

dxj d2xj
Θ έτουμε u j = x j , U2  = - 7— , 1 1 3  =  . 9at d r

σύστημα λαμβάνει τη μορφή

duj
dt

du2
dt

= U2 

= 113

1 1 4  =  X 2 , U5  = . To όοθέν 
dt

= 2uj 115-114 U2 + eT 

dU4
dt = 115

dus- r 1 = U4 U2 + cost 
dt
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που ε ίνα ι ένα  κα νονικό  σύστημα πρώ της τάξης.
Η λύ<τη ενός συστήματος της μορφής ( 1) α νά γετα ι π ο λλές φορές 

στη λύση  μ ια ς  δ ια φ ο ρ ικ ή ς  εξ ίσ ω σ η ς n-τά ξη ς  με τη ν  α κ ό λο υθ η  
δ ιαδ ικασ ία :

ν  Ω. . afi er, df.
Υ ποθέτοντας ο τι ο ι μερικες παραγω γο ί υπαρχουν

ot σχι σχΠ

κα ι παραγω γίζοντας την πρώτη τω ν  εξισώ σεω ν ( 1) ω ς  προς t, πα ίρ νο υμ ε

δί| df| dX| afι dxn
dt dxi dt " βχη dt

dfi ,  dfi ,
—  + fi — + ··· + ΓηT “  = «2 (t,x..... xn) ·
ut uX} OX̂

Παρα'/ατ/ίζοντας εκ νέου , λαμβάνουμε

d3xi
- ^ - = σ 3 (t.x i..... xn) ·

Σ υνεχ ίζοντας μέχρι την παράγω γο

της μορφής

λαμ βάνουμ ε ένα  σύστημ α

dxi
- ^ ·  = f(t .X| , . . . ,  x„) 

d2X|
”7 2  =<J2 <t’ x l ...... xn)d r

= on ( t ,x i , »xn) ·

(2)

Αν υποθέσουμε ό τ ι μπορούμε να  απαλείψ ο υμ ε τ ις  συναρτήσεις Χ2, . . . ,  χΠ 
από τ ις  n-εξ ισ ώ σ ε ις  του συστήμ ατος (2 ), τότε π α ίρ νο υμ ε τ ε λ ικ ά  μ ια
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δ ια φ ο ρ ική  εξίσω ση  n-τά ξ η ; τ η ; μ ο ρ φ ή ; Φ(ΐ. x j ,  x ' j .  .... x(,nl) = 0 .

Λ ύνουμ ε (α ν  ε ίν α ι δ υνα τό ν) τη ν τελευτα ία  εξίσω ση  ω ; π ρ ο ; χ ι κ α ι 
κ α τό π ιν  βρίσκουμε τα  x j .  χ-*..... χΠ από το σύστημα τω ν εξισώ σεω ν ( 2 ).

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  1
Να λυθ ε ί το  σύστημα

£ - £ - 3 ζ - 0dx dx
dz . ν
Έ -  4y =  e ■

Λ ύ σ η

Λ ύ νο ν τα ; το σύστημα ω ;  π ρ ο ; τ ι ;  π α ρ α γω γο ύ ; ^  κ α ι ^ 9

πα ίρ νουμ ε

&
dx = 4y + ex + 3ζ

dz
dx = 4y + ex

(3)

Π α ρ α γω γ ίζο ντα ; τη ν πρώ τη  εκ τα>ν εξ ισ ώ σ εω ν  (3 ) ω ;  π ρ ο ; χ κ α ι 

α ντ ικ α θ ισ τώ ντα ; την τιμή τ η ; —  από τη δεύτερη, πα ίρνουμε τη Δ.Ε.

d2y
dx2

- 12y = 4ex .

Η γενική  λύση τ η ; εξ ίσ ω σ η ; α υ τή ; ε ίνα ι η

λ’

y = C ,e6x + C2e ' 2χ - - jje *  .
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Από την πρώτη της (3), λαμβάνουμε

ζ 4 ΐ | · 4ν - εΧ1 =

= [ 6C|e6x - 2C2e‘ 2χ - ex - 4C je6x - 4C2e ' 2 + j |  ex - ex] =

= j [ 2 C i e 6x-6 C 2e -2x --“ ex ] = | c i e 6x -2 C e ’ 2 x - - j j e x .

Σ υνεπώ ς η γενική  λύση του δοθέντος συστήματος ε ίν α ι η

y = Cje6x + C2e ' 2 x - -j|-ex , ζ = | - C ie 6x - 2C2e’ 2x - - j j e x , ό πο υ Cj, 

C2 ε ίνα ι α υθα ίρ ετες σταθερές.

Η μέθοδος τη ν  ο π ο ία  α να φ έρ α μ ε π α ρ α π ά νω  γ ια  τη λύσ η  το υ  
συστήματος ( 1) σ υ ν ίσ τα τα ι ε ις  τη ν δ ια  κα τα λλή λω ν π α ρ α γω γ ίσ εω ν κ α ι 
α π α λ ο ιφ ώ ν  α να γω γή  σε μ ια  δ ια φ ο ρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  μ ια ς  α γ νώ σ το υ  
συναρτήσεω ς. Η ίδ ια  μέθοδος μ πορεί να  εφαρμ οσθεί κ α ι σε μ ερ ικά  
συστήματα τάξης ανώ τερης της πρώ της.

Π α ρ ά δ ειγμ α  2

θεω ρούμε το σύστημα

d2x dx dv 
dt2 '  dt ’  dt =_1

d l + 2 * L . v = 1 . T + 2 e ldt + ^ dt y  1 T ze ·

Από τη δεύτερη τω ν  εξ ισ ώ σ εω ν λαμβάνουμε

ύ ι  _
dt

2 dx
dt* y - = i r ' +  1 - t  + 2 e*
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Α ντ ικ α θ ισ τώ ντα ς την τιμή  ατ'τή στην πρώτη εξίσω ση  τον συστήματος, 
πα ίρνουμε

d2x dx 
* 2  + dt - y = - T +2C1 (*)

Π αραγω γίζοντας την τελευτα ία  εξίσωση ω ς προς t κα ι αντικαθιστώ ντας 

την τιμή της λαμβάνο\>με

d3x
dt3

+ <£f+ 2 £ . y = . I + 4e’
dt2 dt

Α πα λείφ ο ντα ς το y  μ εταξύ τω ν  εξισώ σεω ν (*) κ α ι (**) καταλήγουμε στη 

Δ.Ε.

d3x dx
λ 3 + *

Η γενική  λύση  της τελευτα ία ς εξίσω σης ε ίνα ι η

χ = C i + C'2 cos t + C3 sin r + el . 

όπου C j, C2 , C3 ε ίν α ι αυθα ίρ ετες σταθερές.

Α ντ ικ α θ ισ τώ ντα ς  την τιμή του χ στην (*) κ α ι λ ύ νο ντα ς  ω ς προς y , 
πα ίρνουμε

y = t + (C3 - C2>cos ι  - (C2 +C3)sin 1 .

3 .2  Η λεκτρ ικά  Κυκλώματα
Α ν κλείσουμε το δ ιακόπτη Δ, τότε τα κυκλώ ματα διαρρέονται από 

ρεύμα . Σ ύμ φ ω να  με το ν πρώ το  νόμο του Kirkhoff στους βρόχους 
KNML κ α ι ΑΜΗΖ, παίρνοι>με ών
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C
Ζ

, - Ε

Η

r 2i3 - e + £ = o (Q το φ ο ρ τίο  του π υ κ ν ω τή ) .

Π αραγωγίζοντας τη δεύτερη εξίσω ση  ω ς  προς t, πα ίρ νο υμ ε το σύστημα

L “ “̂ + R i I i - R 2 d 3 * I i )  = 0 

D d l3 I3 dE
R 2 d T + c  = d T-

Α ν υποθέσουμε ό τ ι E = Eo (σταθερή), τότε το σύστημα γ ίν ε τα ι

dl
L ^ + ( R i+R2)I1 . R 2I3 = 0

R2̂ +cs0 *
( 1 )
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Π αραγαηάζονταζ τη ν πρώ τη  τω ν  ε ξ ισ ώ σ εω ν  (1) ω ζ  προζ ΐ κ α ι
dhα ντ ικ α θ ισ τώ ντα ς την τιμή του - τ -  από τη δεύτερη, πα ίρνουμε τη Δ.Ε.

d2Ii
dt2

•KRi + R z ^ + ^ o (2 )

Α π α λείφ ο ντα ς το I? μ εταξύ της (2) κ α ι της πρώ της τω ν  (1) καταλήγουμε 

στη Δ.Ε.

L ^ +(R1+R2+i ^ ) f + Ί ^ 1, = 0 . ®
Ε0

Γ ια τ ις  αρ χ ικές σ υνθήκες έχουμε I j (0) = 0 κ α ι 1^(0) = (επειδή

Q(0)=0). Λ ύνο ντα ς τη Δ.Ε. (3) βρίσκουμε την Ij(t) κ α ι στη σ ΐ'νέχεια  
την Ι3(Τ) (από  την πρώ τη εξίσωση του συστήματος (Ό ) κ α ι την l2(t) = 
Ι3(ΐ) - Ii(t)  . Ας πάρουμε π .χ . R 2 =  1Ω , R i =  2Ω  , Ε0 = 12Volt , 

C = 3F, L = 3Η.
Η δ ιαφορ ική  εξίσω ση  (3) γ ίνετα ι

d2Ii 
dt2

+ 4 f + h  = 0 (4)

0 »
Οι ρ ίζες τη ς χαρακτηριστικής εξίσω σης 3λ~ + 4λ+1 =0 ε ίνα ι η

λ =
-2 ± > /4 3 -1/3

-1

κ α ι άρα η γενική  λύση της (4) ε ίνα ι η

Ii(t) = C i e ' l^  + C2e ·1
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Επειδή I'i(t) = -^-C|e'l/3 - C2e ' 1 , προκ\5πτει ότι

ΐ3(ι) = rJ  + ^ r T 2,1* *  3 7 c ie ' 1/3 * c 2e ‘ ) + 3 (C ie -1/3 + C2e * l )  = 

= - C 1e - t* - 3 C 2e - t + 3C ie*t/3 + 3C2e - t = 2 C ie 't/3 .

Επειδή Ιι(0) = 0 κ α ι b(O) = ^  = 12A, θα  ε ίνα ι Ci+C2 = 0 κ α ι 2C j =

12 -  C i = 6 . C2 =  - 6 .

Επομένως

Ii(i) = 6 ( e '1/3 - e ' l ) , l 3(t) = 12e*1/3 κ α ι 

ΐ2α) = ΐ3α )-ΐι(ΐ) = 6 (β 'ι/3 + β-1) .
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