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ΚΕΦΑΛΑΙΟ I

ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΔΟΜΕΣ

1.Σύνολα,
Στα διάφορα βιβλία που πραγματεύονται τα στοιχεία της θεωρίας 

συνόλων , συνήθως αποφεύγεται να δοθεί ένας αυστηρός ορισμός της έν­

νοιας του συνόλου . Η αποφυγή αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι η έννοια 

του συνόλου είναι αρχική έννοια . Παρατηρείται λοιπόν και εδώ ό,τι 

ακριβώς γίνεται και σε άλλους τομείς της μαθηματικής επιστήμης π.χ. 

στη Γεωμετρία όπου αρχίζει κανείς και παραθέτει σχέσεις και ιδιότητες 

μεταξύ σημείων και ευθειών χωρίς να ορίσει τι είναι σημείο ή ευθεία . 

Σε μία αξιωματική θεμελίωση της θεωρίας των συνόλων δίνεται αυστηρός 

ορισμός της έννοιας του συνόλου , αυτό όμως εκφεύγει από το σκοπό 

μας . Αρκούμαστε λοιπόν στο να πούμε ότι ένα σύνολο Α καθορίζεται από 

μία ιδιότητα Ρ(χ) αν συμφωνήσουμε και δεχθούμε ότι οι "μαθηματικές 

οντότητες” α , στο εξής θα καλούνται στοίχε ία του συνόλου , οι οποίες 

"φτιάχνουν" το σύνολο Α είναι εκείνες για τις οποίες η Ρ(α) είναι 

αληθής πρόταση . Συνήθως σημειώνουμε αυτό το γεγονός γράφοντας

Α= { χ/Ρ(χ )} .

Γράφουμε α 6 Α  για να δηλώσουμε ότι το στοιχείο α ανήκει στο 

σύνολο Α και β 0 Α  για να δηλώσουμε ότι το β δεν ανήκει στο Α . 

Έτσι έχουμε α6{χ/Ρ(χ)} αν και μόνον αν η Ρ(α) είναι αληθής πρότα­

ση . Το σύνολο Α που συνίσταται από τα στοιχεία α , β , γ , ... ση­
μειώνεται επίσης και

Α ία , β , γ , ... } .
*

Λέμε ότι το σύνολο Α είναι υποσύνολο του συνόλου Β αν και μόνο
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αν κάθε στοιχείο του συνόλου Α είναι και στοιχείο του συνόλου Β . 
Γράψουμε το γεγονός αυτό A C B  ή B D A  .

Λέμε ότι δύο σύνολα Α και Β είναι ίσα αν και μονο αν ΡζΖΒ 

και συγχρόνως bCTA . Γράφουμε για την ισότητα των συνόλων Α και 

Β τη σχέση Α = Β .

Ένα σύνολο Α λέγεται γνήσιο υποσύνολο του Β αν A Q B  , αλ­

λά δεν ισχύει η σχέση b CTa  .Δηλαδή σ'αυτή τη περίπτωση έχουμε ΑζΐΒ 

και Α ^ Β  . Αν το Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β γράψουμε AdB. 

Το κενό σύνολο είναι το σύνολο που δεν έχει στοιχεία και σημειώ­

νεται με 0 . Το κενό σύνολο είναι υποσύνολο κάθε συνόλου . Για να 

ισχύει αυτό πρέπει να δείξουμε τον εξής ισχυρισμό : Αν Α είναι 

τυχόν σύνολο τότε κάθε στοιχείο του 0 είναι και στοιχείο του Α. 

Αλλά , εξ ορισμού , το 0 δεν έχει στοιχεία, έτσι ο ισχυρισμός μας 
αυτόματα πληρούται

Το δυναμοσύνολο JP(Α) του συνόλου Α είναι το σύνολο όλων των 

υποσυνόλων του Α . Αν το σύνολο Α έχει πεπερασμένο πλήθος στοι­

χείων έστω m , τότε το δυναμοσύνολο J^(Α) έχει 2m στοιχεία .

Αν Β είναι, ένα υποσύνολο του Α , τότε το σύνολο που αποτελεί-

ται από εκείνα τα στοιχεία του Α τα οποία δεν ανείκουν στο Β κα­

λείται συμπλήρωμα του Β (ως προς το Α) και σημειώνεται C(B) ή 

Α-Β ή Α/Β . Γενικά αν Α και Β είναι υποσύνολα του συνόλου V, 

τότε Α-Β (ή Α/Β) θα σημαίνει το υποσύνολο του Α του οποίου τα 
στοιχεία δεν ανήκουν στο Β .

Η ένωση των συνόλων Α και Β , συμβολίζεται A\jB , είναι το 
σύνολο όλων των στοιχείων τα οποία ανήκουν ή στο σύνολο Α ή στο 

σύνολο Β . Έτσι έχουμε xeAljB αν και μόνο αν το x ανήκει του­
λάχιστον σε ένα από τα Α και Β .

Η τομή δύο συνόλων Α και Β , σημειώνεται Α Π  Β , είναι το
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σύνολο όλων των στοιχείων που ανήκουν σε αμφότερα τα σύνολα Α και 

Β .
Δύο σύνολα Α και Β λέγονται Εένα μεταΕύ τους αν Af) Β = 0 

Έστω Α ένα σύνολο και 'C μία συλλογή υποσυνόλων του Α με τις 

ιδιότητες
i) (JC = Α , όπου (Ji={x/x6X για κάποιο Χ β € }

ii) Xf)Y = 0 / Υ^α X , .

Τότε λέμε ότι έχουμε μία διαμέριση του Α .

Το καρτεσιανό γινόμενο των συνόλων V , v 2f***rVk είναι το
σύνολο V όλων των διατεταγμένων k-άδων u= (û  , , . ,

u. Θ V. i=1,2,...,k . Έχουμε κάνει τη σύμβαση ότι (u ,ιι,.-.αι.) = 1 1  1 2 κ
(u' ,u#,..., u/) τότε και μόνο τότε αν u.= u.' , i=1,2,...,k . Ση-1 2 λ 1 1
μειώνουμε V = V xV x...xV, ή V= X  V. .

1 2 Κ 1<i<k 1

2 .Σχέσεις

Αν δοθούν δύο σύνολα A fΒ ένα υποσύνολο R του καρτεσιανού γι­

νομένου Α χ Β καλείται σχέση από το Α στο Β . Ιδιαίτερα αν 

Α=Β τότε λέμε ότι ένα RCTAxA είναι μία σχέση στο Α . Αν (x,y)6R 

γράφουμε συνήθως xRy και λέμε ότι το x βρίσκεται σε σχέση R 

με το y . Πολλές φορές χρησιμοποιούμε διάφορα σύμβολα για να δηλώ­

σουμε ορισμένες σχέσεις όπως π.χ. ισότητα , ανισότητα , ταύτιση κ.λ.π. 
δηλαδή x=y , x<y , x=y κ.λ.π.

Μία σχέση R στο σύνολο Α λέγεται αυτοπαθής ή ανακλαστική αν 
και μόνο αν xRx\/x6 Α , συμμετρική αν xRy<£=^yRx , αντίσυμμετρική 
αν xRy και yRxz=^x=y και τέλος μεταβατική αν xRy και yRz=>xRz.

Μία σχέση R στο Α καλείται σχέση ισοδυναμίας αν είναι ανα­

κλαστική , συμμετρική και μεταβατική . Συνήθως για μία σχέση ισοδυ­
ναμίας χρησιμοποιούμε το σύμβολο ^ αντί του R .
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Μία σχέση R στο A καλείται σχέση διατάξεως αν είναι ανακλα­

στική , αν τι συμμετρική και μεταβατική . Συνήθως μία σχέση διατάξεως 

συμβολίζεται με < αντί του R .
Έστω ν μία σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο A . Αν α β Α  θέ­

τουμε Ca={x/x 6 Α και xva} . Το σύνολο Ca αποτελείται ατιό όλα 

τα στοιχεία του Α τιου είναι ισοδύναμα με το a . Αν β β Α  τότε

είτε C =CQ είτε C Π CQ=0 . Πραγματικά αν υποθέσουμε ότι α ρ α ρ
οα Π αβ ^ 0  #- τότε γ 6 CaP| σημαίνει ότι yva και γΜ* , όποτε 
ανβ , α<ρού η ν είναι συμμετρική και μεταβατική . Έτσι αν x 6 C a 

τότε χ''*! και επειδή α^β έχουμε χνβ , δηλαδή χ Θ . Ομοίως 

και αντίστροφα αν χ e έχουμε ότι x Θ Ca . Επομένως Ca=Cp ·

Τα σύνολα Ca για a6A καλούνται κλάσειε ισοδυναμίας και αποτε­

λούν μία διαμέριση του Α . Αντίστροφα , αν δοθεί μία διαμέριση 

€ του συνόλου Α μπορούμε να ορίσουμε μία σχέση ισοδυναμίας σ' 

αυτό ως εξής . Θέτουμε χνψ αν και μόνο αν χ,γΘΧ για κάποιο 

x e f  . Είναι εύκολο να δούμε ότι η ν είναι σχέση ισοδυναμίας ·

Το σύνολο € των κλάσεων ισοδυναμίας καλείται σύνολο πηλίκο ως 

προς την ισοδυναμία ν και συμβολίζεται συνήθως Α/ν . Έχουμε 

επομένως A A C f ( A )  .

Αν RCAXB είναι μία σχέση από το Α στο Β , τότε μπορούμε να 

ορίσουμε την αντίστροφη σχέση R 1 του είναι μία σχέση από το 

Β στο Α ως εξής : (β , a) 6R”<=^ (αf β) 6 R .

Αν r C a x B και SClBxC είναι δύο σχέσεις , τότε μπορούμε να 

ορίσουμε μία σχέση από το Α στο C και να τη συμβολίσουμε S*R 

ως εξής S°RCAxC και

S°R= (χ/χ=(α,γ) και 3 β β Β  ώστε (α,β) 6 R  και (β,γ)Θ8 } .

Η S*R καλείται σύνθεση των R και S .



-5-

3. Απε ικον ί σε ι ε

MCa απεικόνιση f ενός συνόλου V σ'ένα άλλο σύνολο V', τη ση­

μειώνουμε f:V-*V' είναι ένας "νόμος" (κανόνας) ο οποίος από ένα 

στοιχείο του V μας δίνει ένα ακριβώς στοιχείο του ν' . Δηλαδή 

μία απεικόνιση f του V στο V' είναι μία σχέση fCTVxV' τέτοια ώστε 

για κάθε x 6 V  υπάρχει ένα μόνο στοιχείο x'ev' ώστε (x,x')€f . 

Αν f : V-*V' είναι μία απεικόνιση και x 8 V  τότε το μοναδικό στοι­

χείο χ' για το οποίο (x,x')ef το γράφουμε xf ή f(x) ή ίχ ή 

fx και το καλούμε εικόνα του χ (μέσω της f) ·

Δύο απεικονίσεις f και g του V στο ν' είναι ίσες αν 

και μονο αν f(x) =g(x) για κάθε x 6 V  . Αν M Q V  τότε f(M) 

είναι το σύνολο όλων των στοιχείων f(x) του ν' για τα οποία εί­

ναι χ € Μ  . Έστω f μία απεικόνιση του V στο V' και M t v ' .  
Τότε με f *(Μ') συμβολίζουμε το υποσύνολο όλων των στοιχείων 

χ 6 V για τα οποία έχουμε f(x) 6Μ'. Προφανώς μπορεί να είναι 

f 1 (Μ')= 0 . Γενικά η αντιστοίχηση του χ' στο f 1 (χ') δεν είναι 

απεικόνιση .

Μία απεικόνιση f ; ν-*ν' καλείται επί του συνόλου ν' αν 
f(V)=v' .

Αν f είναι μία απεικόνιση του V επί του ν' τέτοια ώστε το 
f~l (χ) να συνίσταται από ένα ακριβώς στοιχείο για κάθε χβν', 

τότε η αντιστοίχηση x-* f”1 (x) είναι μία απεικόνιση του ν' επί 

του V και συμβολίζεται με f”1 . Σ'αυτή την ειδική περίπτωση η f 

καλείται αμφιμονότιμη ή ένα-προς-ένα ή 1-1 απεικόνιση του V επί 

του ν' ενώ η f 1 καλείται αντίστροφη της f .
Μία απεικόνιση f καλείται ένα-προς-ένα απεικόνιση του V στο 

ν' αν η f είναι 1-1 απεικόνιση του V επί του f (V) .
Αν f είναι μία απεικόνιση του V στο ν' και g μία απεικόνιση&



-6-

του V ' στο V " , τότε η σύνθεση g®f των £ και g είναι η
1■|

απεικόνιση του V στο ν" η οποία σε κάθε στοιχείο χ β ν  αντί- j 
στοιχίζει το στοιχείο (g·f)(χ)=g(f(χ)) στο V " .

I
Η ταυτοτικό απεικόνιση ε (ή ε^) του V είναι η απεικόνι­

ση του V επί του V με ε(χ)=χ tyxev .

Αν f είναι μία απεικόνιση του V στο V* τότε £ ο e=eo£=£ .

Αν η £ είναι μία ένα-προς-ένα απεικόνιση του V επί του ν' 

και f 1 είναι η αντίστροφη απεικόνιση τότε f~lo £=£γ και 

f f_1=ev , .

4 .Ασκύσεις.

1 ·Αν M C V  και N C V  να δειχθεί ότι οι επόμενες σχέσεις είναι 
ισοδύναμες :

Mf|N«0 , M C C N  , N C C M  .

2.Αν M C V  και N C V να δειχθεί ότι οι επόμενες σχέσεις είναι 

ισοδύναμες ;

Μ (JN = V , Cm C n , Cn C m

3. Αν P C M  και P C N να δειχθεί ότι P C M H N

4. Αν M C P  και N C P να δειχθεί ότι M U N C P

5. Δείξτε ότι η R είναι μία σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο Ζ
2 2των ακέραιων αν aRp σημαίνει α + α = β  +β . Περιγράφτε τις πλάσεις 

ισοδυναμίας .

6. Δείξτε ότι η R είναι μία σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο V ' 

όλων των πολυωνύμων του χ με ακέραιους συντελεστές , όπου f(x)Rg(x)
.i

σημαίνει ότι το χ είναι παράγοντας του f(x)-g(x) . Περιγράφτε τις
πλάσεις ισοδυναμίας . j

1
i
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7. Έστω Μ το σύνολο .όλων των διαφορίσιμων συναρτήσεων f(x)

της πραγματικής μεταβλητής χ και fRg σημαίνει ότι = για

όλα τα χ . ΔείΕτε ότι η R είναι μία σχέση ισοδυναμίας στο Μ και 

περίγράψτε τις πλάσεις ισοδυναμίας .

8. Έστω Ζ το σύνολο των ακεραίων και το σύνολο Α=Ζχ(Ζ-{0}), 

δηλαδή των ζεύγων των ακεραίων (p,q) με q^O . Ορίζουμε για δύο 

στοιχεία (p,q) και (r,s) του Α τη σχέση ^ (p,q)Mr,s) αν ps-qr=0. 

ΔείΕτε ότι η ^ είναι σχέση ισοδυναμίας .

Η κλάση ισοδυναμίας στην οποία ανήκει το (p,q) οναμάζεται ρητός

αριθμός και συμβολίζεται £ ή με ζ αν (p,q)Mr,s) , γιατί4 s
ps=qr Ε = | .

9. Υποθέτουμε ότι R^ και R2 είναι σχέσεις ισοδυναμίας στο 

σύνολο V . Ορίζουμε μια σχέση R' στο V με την ιδιότητα aR'b 

αν και μόνο αν υπάρχει ένα στοιχείο c G V  τέτοιο ώστε aR^c και 

cR2b . Επίσης ορίζουμε μία σχέση r " στο V με την ιδιότητα 

aR"b αν και μόνο αν aR^b και aR2b . Είναι οι R 9 και R" σχέσεις 

ισοδυναμίας στο V ; Περιγράψτε τις πλάσεις ισοδυναμίας της R" σε 
σχέση με εκείνες των R,j και R2 .

10. Αν f είναι μία απεικόνιση του συνόλου V στο W , g μία 
απεικόνιση του W στο V και gof=ev , f® g=ew , τότε οι f και g 

είναι ένα-προς-ένα απεικονίσεις και επιπλέον g=f

5.ΠράΕεις.
Έστω Μ ένα μη κενό σύνολο . Μία μονότιμη απεικόνιση f του 

συνόλου ΜχΜ στο σύνολο Μ, δηλαδή

f :ΜΧΜ-*Μ: (α, β)*-*- f (α, β)
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καλείται νόυος εσωτερικής συνθέσεως ή εσωτερική πράΕη στο σύνολο 

Μ .
Σ'αυτή την περίπτωση η εικόνα ενός στοιχείου (α,β)βΜχΜ συμ­

βολίζεται συνήθως με afp . Μ'άλλα λόγια μία εσωτερική πράΕη είναι 

ένας κανόνας που από κάθε διατεταγμένο ζεύγος στοιχείων του συνόλου 

Μ μας δίνει ένα τρίτο στοιχείο του Μ . Είναι φανερό ότι αν δοθεί 

ένα μη κενό σύνολο Μ , τότε μπορούμε να ορίσουμε εσωτερικές πράξεις 

σ'αυτό κατά πολλούς τρόπους . Στην 'Αλγεβρα όμως παρουσιάζουν ενδια 

φέρον οι πράξεις που έχουν μερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες . Στο 

εξής μία εσωτερική πράΕη θα τη συμβολίζουμε μ'ένα από τα σύμβολα

* , + , · , ° , ° . Για διαφορετικές πράξεις θα χρησιμοποιούμε διαφο­

ρετικά σύμβολα . Όταν δεν υπάρχει κίνδυνος να γίνει σύγχυση δεν 

χρησιμοποιούμε σύμβολο , αλλά τα στοιχεία γράφονται το ένα κατόπιν 

του άλλου π.χ. αβ .

Μία εσωτερική πράξη * στο σύνολο Μ λέγεται :

(i) μεταθετική όταν α*β=β*α

(ii) προσε τα ι ρ ι στ ι κή όταν α* (β*γ) = (α*β) *γ V α,β, γ 6 Μ  .

Αν f  ̂,f2 είναι δύο εσωτερικές πράξεις στο σύνολο Μ , η πράξη f  ̂

λέγεται επιμεριστική ως προς την πράξη f2 όταν

af1 (0f2Y) = (af1e)f2 (af1Y) ^ α , β , γ Θ Μ  .

'Ενα στοιχείο e S M  λέγεται ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη

* όταν a*e=e*a=a \fa6M . Αν το σύνολο Μ έχει ουδέτερο στοι­

χείο ως προς την πράξη * τότε αυτό είναι μοναδικό . Πραγματικά , 

ας υποθέσουμε ότι εκτός από το e υπάρχει και ένα άλλο ουδέτερο 
στοιχείο e ' 6 M  . Τότε έχουμε a*e'=e'*a=a \fae Μ , οπότε για 

a=e θα είναι e*e'=e'*e=e . Επειδή όμως και το e είναι ουδέτερο 
στοιχείο έχουμε e '*e=e*e'=e'. Από τις δύο τελευταίες σχέσεις



-9-

συμπεραίνουμε ότι e'=e .
Αν το σύνολο Μ έχει ουδέτερο στοιχείο e ως προς την πράξη 

* τότε ένα στοιχείο α ' 6 Μ  λέγεται συμμετρικό του α 6 Μ  αν 

α*α'=α'*α=β .
Αν υποθέσουμε ότι η πράξη * είναι προσεταιριστική , τότε 

υπάρχει το πολύ ένα συμμετρικό α /β Μ  του στοιχείου α . Πραγμα­

τικά f ας υποθέσουμε ότι το στοιχείο α 6 Μ  έχει δυο συμμετρικά 

στοιχεία α' και α' (α' ,α'6Μ) ως προς την πράξη * . Τότε έχουμε 

α*α'=α'*α=β και · Συνεπώς α2=α2*Θ=α2* ̂α*αί ̂=

= (α£*α) *α'=β*α'=α' .

Ορίσαμε μία πράξη εσωτερικής συνθέσεως σαν μία μονότιμη απει­

κόνιση του συνόλου ΜχΜ στο Μ · Αν Μ και Ω είναι δυο σύνολα , 

τότε ορίζουμε μία εξωτερική πράξη f στο Μ ως προς το Ω ως 

μία μονότιμη απεικόνιση από το ΩχΜ στο Μ δηλαδή

f : ΩχΜ-* Μ s (a,m) f (afm)

Ώστε μία εξωτερική πράξη στο Μ ως προς το Ω ορίζεται αν σε κά­

θε ζεύγος (a,m) € ΩχΜ αντιστοιχεί ένα στοιχείο f (arm)6M . Όπως 

στις εσωτερικές πράξεις έτσι και εδώ για την εικόνα f(a,m) του 
ζεύγους (arm) γράφουμε afm ή θέτουμε στη θέση του f ένα σύμ­
βολο π.χ. ·, °, * κ.λ.π. Το σύνολο Ω σε μία εξωτερική πράξη κα­

λείται σύνολο συντελεστών .

6.Αλγεβρικά συστήματα , ισομορφισμός.

Ένα αλγεβρικό σύστημα είναι ένα σύνολο Μ με έναν αριθμό εσω­
τερικών πράξεων και εξωτερικών πράξεων ορισμένων στο Μ ως προς κά­
ποιο σύνολο συντελεστών Ω , που πληρεί κάποιες ιδιότητες (αξιώματα 
του συτήματος) π.χ.προσεταιριστική , μεταθετική κ.λ.π.
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0 αριθμός των εσωτερικών και εξωτερικών πράξεων ενός αλγεβρι­

κού συστήματος Μ και τα αξιώματα καθορίζουν τον τύπο του συτήματος. 
Παρακάτω θα ορίσουμε διάφορους τύπους αλγεβρικών συστημάτων , όπως 

για παράδειγμα ομάδα , δακτύλιο , σώμα κ.λ.π. Αν δύο αλγεβρικά συ­

στήματα Μ και μ ' είναι του αυτού τύπου , τότε οι εσωτερικές πρά­

ξεις (αντίστοιχα οι εξωτερικές πράξεις) του Μ αντιστοιχούν μονοσήμα­

ντα προς τις εσωτερικές (αντίστοιχα εξωτερικές) πράξεις του Μ'.

Αν Μ και Μ'είναι δύο αλγεβρικά συστήματα του αυτού τύπου τέ­

τοια ώστε οι αντίστοιχες εξωτερικές πράξεις να έχουν το ίδιο σύνο­

λο συντελεστών Ω τότε τα Μ και Μ'λέγονται ισόμορφα αν υπάρχει μία 

ένα-προς-ένα απεικόνιση f από το Μ επί του μ ' τέτοια ώστε

(i) f (ny m2)=f (iiLj)®f (m2) , ^π^,π^,βΜ και για κάθε ζεύγος

αντίστοιχων εσωτερικών πράξεων ο του Μ και θ του μ '

(ii) f (a*m) =α ® f (m) V  m 6 M  , αΘΩ και για κάθε ζεύγος αντί­

στοιχων εξωτερικών πράξεων * του Μ και ® του Μ'·

Σ'αυτή την περίπτωση η f καλείται ισομορφισμός του Μ επί του 

Μ' και γράφουμε Μ ^ μ '#

Με πιο απλά λόγια ένας ισομορφισμός των δύο αλγεβρικών συστη­

μάτων Μ και Μ' είναι μία ένα-προς-ένα απεικόνιση του Μ επί του Μ' 

η οποία διατηρεί τις πράξεις .

Ένας ισομορφισμός του αλγεβρικού συστήματος Μ επί του εαυτού 

του καλείται αυτομορφισμός .
6.1,Παραδε ί γματα;

α) Έστω Μ το σύνολο των ακεραίων με πράξη εσωτερικής συνθέσεως 
την πρόσθεση και Ν το σύνολο των δυνάμεων 2η , π=ακέραιος με πράξη 
τον πολλαπλασιασμό . Τότε η απεικόνιση

f : Ν-*·Μ : f (2n ) =n

είναι ένας ισομορφισμός των Μ και Ν με τις παραπάνω πράξεις ί*. %.
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β) Έστω Μ το σύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών εφοδιασμένο με 

πράξη εσωτερικής συνθέσεως τον συνήθη πολλαπλασιασμό και το σύνολο 

R των πραγματικών αριθμών με πράξη την πρόσθεση . Η απεικόνιση

f : Μ-* R s α*-* f (α) - log α

είναι ένα-προς-ένα και διατηρεί τις πράξεις αχρού

f (ab) =log (ab) =log a +log b =f (a) +f (b)

Άρα M = R .

7.Ομάδα,

Έστω Μ ένα μη κενό σύνολο και * μία εσωτερική πράξη ορισμένη 

στο Μ . Το ζεύγος (Μ,*) καλείται ομάδα όταν πληρούνται οι επόμενες 

ιδιότητες

(i) Η πράξη * είναι παντού ορισμένη στο σύνολο Μ , δηλαδή 

V a , b 6 M = ^ a * b e M  .

(ii) a*(b*c)= (a*b) *c V a , b , c 6 M  (προσεταιριστικός νόμος) .

(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e , δηλαδή α*β=β*α=α V  οΒΆ.

<iv) ¥  α β Μ  υπάρχει ένα συμμετρικό α'βΜ , δηλαδή 
α*α'=α'*a=e .

Από τον ορισμό και από την παραπάνω συζήτηση συμπεραίνουμε ότι 

το ουδέτερο στοιχείο e είναι μοναδικό για την ομάδα (Μ , *) , όπως 
επίσης για κάθε στοιχείο α Θ Μ  το συμμετρικό στοιχείο α'βΜ είναι 
μοναδικό .

Αν στην ομάδα (Μ , *) ισχύει επίσης και ο μεταθετικός νόμος , 
τότε η ομάδα καλείται Αβελιανή .

Πολλές ψορές για συντομία και εφόσον δεν υπάρχει αμφιβολία ως 
προς την πράξη * θα λέμε απλώς η ομάδα Μ χωρίς να σημειώνουμε την
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ripdEn .

7,1. Παραδε ίγματα:
α)Το σύνολο Ζ των ακεραίων με πράξη την πρόσθεση , δηλαδή το 

ζεύγος (Ζ , +) είναι ομάδα και μάλιστα Αβελιανή , γιατί πληρούνται 
οι παραπάνω προϋποθέσεις .

β) Θεωρούμε το σύνολο Α={α,β,γ} και την πράξη * η οποία καθορί­
ζεται από τον επόμενο πίνακα

* α β Υ
α β Υ α

β Υ α β

Υ α β Υ
δηλαδή α*α=β , β*β=α , γ*γ=γ , α*β=γ , α*γ=α , β*α=γ , β*γ=β , 

γ*α=α και γ*β=β . Το ζεύγος (Α , *) είναι ομάδα γιατί πληρούνται

οι απαραίτητες συνθήκες . Σημειώνουμε ότι ουδέτερο στοιχείο είναι 

το γ και συμμετρικό του α είναι το β .

γ) Η εξίσωση zn-l=0 έχει ακριβώς η ρίζες στο σώμα C των 

μιγαδικών αριθμών ,

ω ^ σ υ ν  iT)U^jp (k=0,1,... ,n-1) .

Τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που αντιπροσωπεύουν αυτές τις ρί­

ζες είναι οι κορυφές ενός κανονικού n-πλεύρου εγγεγραμμένου στο 
μοναδιαίο κύκλο . Οι n-οστές ρίζες της μονάδος σχηματίζουν Αβελι- 

ανή ομάδα με πράξη τον πολλαπλασιασμό . Αυτό είναι εύκολο να φάνε ί 

από το θεώρημα του de Moivre , αφού το γινόμενο και το πηλίκο 
δύο n-οστών ριζών της μονάδος είναι πάλι n-οστή ρίζα της μονάδος. 
Επίσης η προσεταιριστικότητα και μεταθετικότητα που ισχύουν στο 

γινόμενο των μιγαδικών αριθμών ισχύουν ειδικά και για τις η-οστές 

ρίζες της μονάδος . Μία επιπλέον ιδιότητα που έχουν οι η-οστές 
ρίζες της μονάδος είναι ότι κάθε μία απ'αυτές μπορεί να εκφρασθεί 

ως δύναμη μίας οποιασδήποτε . Για παράδειγμα αν λάβουμε
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ω1=συν ^ + i  ημ ^  , τότε “J =0)i · ωχ=ω2 ' ωι=ω3'·""ω1 

=ωη_1 , ω” = ω0=1 .

δ) Το σύνολο όλων των (m,η) -πινάκων [α^  με στοιχεία μιγα- 

δικούς αριθμούς και πράξη την πρόσθεση πινάκων (ορίζεται ως 

&ij]+ &ij] = & ij+biD:]) e v̂aL uia προσθετική αβελιανή ομάδα .

ε) Το σύνολο όλων των τετραγωνικών πινάκων του τύπου (η,η) που 

έχουν ορίζουσα διάφορη του μηδενός (δηλαδή το σύνολο όλων των ομα­

λών (η,η) -πινάκων) με πράξη τον πολλαπλασιασμό πινάκων (ορίζεται

ως εξής ία. .Ί · [b. .Ί = Γ Σ a. 0b 0 Π) είναι μία ομάδα . Ουδέτερο στοι- 
JO 1 J £=s1 ^J

χείο της ομάδας αυτής είναι ο ταυτοτικός πίνακας και συμμε­

τρικό στοιχείο του πίνακα [au Γ] είναι ο αντίστροφος πίνακας 

[α^Γ] 1 β Η αυχή γενικά δεν είναι αβελιανή .

Σε προηγούμενη παράγραφο είδαμε τον ορισμό του ισομορφισμού 

για αλγεβρικά συστήματα . Θα επαναλάβουμε τον ορισμό για την πε­

ρί πτώση δύο ομάδων . Δίνουμε αρχικά τον ορισμό του ομομορφισμού .

Έστω (G , ° ) μία ομάδα και G 9 ένα σύνολο εφοδιασμένο με μία 

πράξη εσωτερικής συνθέσεως που συμβολίζουμε με το * . Μία απεικό­

νιση f του G επί του G ' καλείται ομομορφισμός του G επί του G ' 
αν η απεικόνιση αυτή διατηρεί τις πράξεις . Δηλαδή αν 

f : G-^G': a^f(a) είναι η απεικόνιση , τότε f (α ο β) =f (a) *f (β).

Δύο ομάδες (G , ° ) και (G',*) είναι ισόμορωες G^G '  αν υπάρ­
χει μία ένα-προς-ένα απεικόνιση f από το G επί του G' που διατηρεί 

τις πράξεις , δηλαδή f (a<>b) =f (a) *f (b) .
Ένας αυτομορφισμός είναι ένας ισομορφισμός μιας ομάδας G 

επί του εαυτού της .

Η διαφορά μεταξύ ενός ομομορφισμού και ενός ισομορφισμού είναι
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ότι ο ισομορφισμός πρέπει να είναι ένα-προς-ένα .
Προφανώς σ'έναν ομομορφισμό το ζεύγος (G/ ,*) είναι ομάδα και 

μάλιστα αν η ομάδα (G , · ) είναι αβελιανή τότε και η (G*,*) είναι 

επίσης αβελιανή . Η απόδειξη του ισχυρισμού αυτού είναι προφανής » 

αφού ο ομομορφισμός f διατηρεί και τις ιδιότητες των πράξεων .

Για παράδειγμα έχουμε

f((aob) ο C) =f (aob) *f (c) = (f (a) *f (b)) *f (c)

Αλλά επειδή η πράξη © είναι προσε ταίρι στ ική έχουμε (a#b) ®c=a« (b°c) r 

οπότε

f ((a*b) o c) =f (a° (bo c)) = ? >

f (a°b) *f (c) =f (a) *f (b<>c)

(f (a) *f (b))*f (c)=f (a) *(f (b) *f (c)) .

Έ ν α  μη κενό υποσύνολο Η μίας ομάδας Μ καλείται υποομάδα 

της Μ αν το Η είναι μία ομάδα ως προς την ίδια πράξη ·

Για να διαπιστώσουμε αν ένα υποσύνολο Η είναι υποομάδα της 

ομάδας (Μ , *) αρκεί να εξετάσουμε τις δύο επόμενες ιδιότητες

i) -\f a rb Θ Η = 3=̂  a*b θ Η

ii) ν · α β Η = φ α ' β Η  , όπου α' είναι το συμμε- 

τρικό του α στην ομάδα Μ .

7.2.Παραδε ίγματα;
α)Το υποσύνολο Η που αποτελείται μόνο από το ουδέτερο στοιχείο 

e της ομάδας Μ είναι μία υποομάδα της Μ .
β)Το σύνολο όλων των άρτιων ακεραίων είναι μία υποομάδα της 

προσθετικής ομάδας των ακεραίων , ενώ η τελευταία είναι υποομάδα 
της προσθετικής ομάδας των ρητών . Όλες οι παραπάνω ομάδες είναι 

υποομάδες της προσθετικής ομάδας των μιγαδικών αριθμών .
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Η πολλαπλασιαστική ομάδα των θετικών ρητών και η πολλαπλασια­

στική ομάδα που αποτελείται μόνο από τα στοιχεία 1 και -1 είναι 

υποομάδες της πολλαπλασιαστικής ομάδας των μη-μηδενικών ρητών αρι­

θμών.

8.Δακτύλιο*
Θεωρούμε ένα σύνολο Μ (ΜΦφ) και δύο εσωτερικές πράξεις 

και f2 στο Μ . Η τριάδα (M,f,j,f2) καλείται δακτύλιος όταν s

(i) Το ζεύγος (Μ,^) είναι Αβελιανή ομάδα , δηλαδή

α) «\f x,y0M = Φ  xf^yeM

β) xf.j (yf1z)=(xf1y)f1z -\fx,y,z6M

γ) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e , δηλαδή 

xf  ̂e=ef^χ=χ V* χ β Μ

δ) -V-χΘΜ υπάρχει ένα συμμετρικό χ ', δηλαδή 

xf^x^x'f^xse

ε) xf^y=yf,jX V x # y e M

(ii) Η πράξη f2 είναι παντού ορισμένη στο σύνολο Μ .

(iii) Η f2 είναι προσε ταίρι στ ική

(χν) Η f2 είναι επιμεριστική ως προς την , δηλαδή 

xf2 (yf1z) = (xf2y)f1 (xf 2Ζ)
και

(yf^) f2x=(yf2x) (zf2x) χ , γ , ζ θ Μ  .

Συνήθως για τις πράξεις £  ̂ και f2 σ'ένα δακτύλιο χρησιμοποι­
ούμε τα σύμβολα + και · αντίστοιχα, οπότε καλούμε αυτές πρόσθε­
ση και πολλαπλασιασμό . Σ'αυτή την περίπτωση το ουδέτερο στοιχείο 

της ομάδας (M,f^) δηλαδή της (Μ,+) συμβολίζεται με 0 (μηδέν), το
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δε συμμετρικό x' του στοιχείου x ως nP°C την πράξη + συμβολίζεται 

με -χ και καλείται αντίθετο .
Πολλές φορές , όταν δεν υπάρχει αμφιβολία ως προς τις πράξεις 

του δακτυλίου , λέμε απλώς ο δακτύλιος Μ χωρίς να σημειώνουμε τις 

πράξεις ·

8.1.Παραδε ί γματα:
α)Το σύνολο των ακεραίων Ζ με πράξεις την πρόσθεση και τον πολ­

λαπλασιασμό , δηλαδή η τριάδα (Ζ,+,·) αποτελεί δακτύλιο , γιατί

ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες .
β)Το σύνολο όλων των τετραγωνικών (η,η)-πινάκων με στοιχεία

πραγματικούς αριθμούς και πράξεις την πρόσθεση

C«i j ] + & i j ] = & i j +bij']

και τον πολλαπλασιασμό 

όπου

cij-

είναι δακτύλιος .

γ) Έστω V το κλειστό μοναδιαίο διάστημα 0<χ<1 και Μ το 

σύνολο όλων των υποσυνόλων του V . Η τριάδα (Μ,+,·) είναι δακτύλιος, 

αν ορίσουμε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό ως εξής .Αν m,n 

είναι δύο στοιχεία του Μ τότε το άθροισμα m+n είναι το σύνολο 

των σημείων που ανήκουν σε ένα από τα m ή η αλλά δεν ανήκουν και 
στα δύο . Το γινόμενο m.n είναι το σύνολο των σημείων που είναι 
κοινά στα m και η , δηλαδή m*n είναι η τομή των συνόλων m και 

π . Είναι εύκολο να δούμε ότι για τον δακτύλιο (Μ,+,·) έχουμε 
m*m=m και m+m= pf , ενώ το ουδέτερο στοιχείο ως προς την πρόσθεση



είναι το κενό σύνολο

9.Σώμα
θεωρούμε ένα σύνολο Μ (Μ?*0) και δύο εσωτερικές πράξεις και 

f2 στο Μ . Η τριάδα λέγεται σώμα όταν :

(i) Η τριάδα (Μ,ί^,^) είναι δακτύλιος

(ii) Η πράξη f2 είναι μεταθετική

(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e * 6 M  ως προς την πράξη f2 .

(iv) Για κάθε στοιχείο χ β Μ  και Xj£e , όπου e είναι το ουδέ­

τερο στοιχείο ως προς την πράξη , υπάρχει το συμμετρικό αυτού 

ως προς την πράξη f2 .

Συνήθως για τις πράξεις f  ̂ και f2 του σώματος (Mrf  ̂#f2) 

χρησιμοποιούμε τα σύμβολα της προσθέσεως και του πολλαπλασιασμού , 

δηλαδή (Μ,+,·) , οπότε για το ουδέτερο στοιχείο e * 6 M  ως προς 

τον πολλαπλασιασμό χρησιμοποιούμε το σύμβολο 1 (μονάδα) και για 

το συμμετρικό ενός στοιχείου χ 6 Μ  ως προς τον πολλαπλασιασμό 

χρησιμοποιούμε το σύμβολο χ που καλείται αντίστροφο του χ .

Όπως και στις περιπτώσεις της ομάδας και του δακτυλίου , έτσι 
κι εδώ πολλές φορές λέμε το σώμα Μ χωρίς να σημειώνουμε τις πρά­

ξεις .
Μπορούμε να πούμε ότι η τριάδα (Μ, + ,·) είναι σώμα αν η τριάδα 

αυτή είναι δακτύλιος και επιπλέον το ζεύγος (Μ*/·) είναι αβελιανή 
ομάδα , όπου Μ*=Μ-{0} .

9 > 1 ,Παραδε ίγματα:

α) Οι τριάδες (Q,+,·) , (R,+,·) , (C,+,·) , όπου Q,R,C είναι
το σύνολο των ρητών , πραγματικών και μιγαδικών αριθμών αντίστοιχα,

%
είναι σώματα γιατί ισχύουν οι παραπάνω ιδιότητες.
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3)η τριάδα (Ζ,+,·) , ότιου Ζ το σ ύνολο  των ακεραίων δεν είναι 

σώμα , γιατί τα μόνα στοιχεία του Ζ τιου έχουν αντίστροφο είναι το 

1 και το -1.

10,Ασκήσεις
1. Δείξτε ότι αν η πράξη * είναι προσεταιριστική και a*b=b*a, 

a*c=c*a τότε a* (b*c) =(b*c) *a .
2. Αν * είναι μία εσωτερική πράξη στο Μ και Μ' είναι το υποσύνο­

λο των στοιχείων χ 6 Μ  που πληρούν τη σχέση χ*(y*z) = (x*y) *ζ γιά 

όλα τα y,z6M , δείξτε ότι χ*χ' είναι στοιχείο του Μ' αν χ,χ'βΜ'. 

Δείξτε επίσης ότι η πράξη * είναι προσε ταίρι στ ική στο Μ'.

3. Μία πράξη * ορίζεται στα υποσύνολα του συνόλου Μ ως εξής. 

Χ*Υ=Χΐ/Υ αν ΧΠΥ=0 και Χ*Υ=Μ αν ΧΠΥ#0 . Δείξτε ότι η πράξη αυτή 
είναι προσεταιριστική και μεταθετική .

4. Δείξτε ότι το σύνολο όλων των μετασχηματισμών με

ad-bc=1 και a,b,c,d μιγαδικούς αριθμούς είναι ομάδα „

5. Εξετάστε ποιός από τους επόμενους πίνακες περιγράφει ομάδα

* αι . α2 α3 α4 α 5 α6

αι αι α2 α3 α4 α 5 α 6

Ρ
to α2 α3 α1 α 5 α6 α4

α3 α3 α1 α2 α6 α4 α5
α4 α4 α5 α6 α3 α2 αι
α 5 α 5 α6 α4 α2 α1 α3
α6 α6 α4 α 5 α1 α3 α2

jI
I
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* a b c d * a b C d

a b d a c a a b C d

b d c b a b b a d c

c a b c d c c d a a

d c a d b d d c b b

6. Έστω M το σύνολο των συναρτήσεων

f 1 (χ) =x , f 2 (x )~ T r j r

f 4 (χ) =1- X  / f5 (x ) 4 ' f6(x)_:
X
k-1 •

Ορίζουμε τη σύνθεση δύο συναρτήσεων με (f pf (χ) =f i (f ̂ (χ)) .
Δείξτε ότι το Μ είναι ομάδα .

7. Δείξτε ότι η προσθετική ομάδα των μιγαδικών αριθμών a+ib 

(a,b ακέραιοι) είναι ισόμορφη με την πολλαπλασιαστική ομάδα των
γ* V»ρητών αριθμών της μορφής 2α3 (a,b ακέραιοι) .

8. Έστω Ζ η προσθετική ομάδα των ακεραίων . Δείξτε ότι η απει­

κόνιση 2η είναι ένας ισομορφισμός του Ζ στην προσθετική ομάδα 
Ζ' των άρτιων ακεραίων .

9. Έστω k τυχών ακέραιος και R={0,±k,±2k,±3k,...} . Δείξτε ότι 
η τριάδα (R,+,·) είναι δακτύλιος , όπου + και · είναι οι συνήθεις 

πράξεις προσθέσεως και πολλαπλασιασμού των ακεραίων . Περιγράψτε 

τις ειδικές περιπτώσεις k=1 και k=0 .

10. Έστω X ένα μη κενό σύνολο εφοδιασμένο με δύο πράξεις * 
και ο ως προς τις οποίες το X έχει κοινό ουδέτερο στοιχείο e .
Αν (x*x') o(y*y') = (xoy) *(χ'ο y') δείξτε ότι οι δύο πράξεις ταυτί­

ζονται και είναι μεταθετικές και προσεταιριστικές .
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11. Αν α είναι ένα σταθερό στοιχείο μίας ομάδας (G,*) και 

α' το συμμετρικό του, δείξτε ότι η απεικόνιση f :G-► Gsx-► f (χ ) Χ *α 

είναι ένας αυτομορφίσμός.

12. Αν (G,*) είναι μία ομάδα δείξτε ότι η σχέση α*α=α συνεπά- ■

γεται ότι a=e. j!

13. Έστω G ένα σύνολο εφοδιασμένο με μία πράξη * που έχε*' ττ̂  

ιδιότητα α* (0*γ) = (β*α) *γ για κάθε α,β,γΘσ. Αν η πράξη * έχει 

ουδέτερο e e G  δείξτε ότι είναι μεταθετική και προσεταιριστική.

14. Δείξτε ότι η ομάδα (G,*) είναι αβελιανή αν για κάθε a 6 G  

έχουμε a*a=e .

15. Έστω (G,*) / (G',*) δύο ομάδες και e,e' τα ουδέτερα στοιχεία 

αυτών αντίστοιχα . Αν f:G-*G' είναι ένας ομομορφίσμός δείξτε ότι 

f(e)=e'. Δείξτε επίσης ότι για κάθε χ β G έχουμε f(x#) = (f(χ))' , 

όπου χ' είναι το συμμετρικό στοιχείο του x 6 G  και (f(x))' είναι 

το συμμετρικό του f(x)eG' .

16. Έστω f : G -► G ' και g : G ' *► G " δύο ομομορφίσμοί των ομάδων 

G, G ' και G " . Δείξτε ότι η απεικόνιση g ο f είναι ομομορφίσμός της 

ομάδας G επί της G" .

17. Έστω (R, + ,0 ένας δακτύλιος και G το υποσύνολο του R 

που αποτελείται από όλα τα στοιχεία x € R  για τα οποία υπάρχει ένα 
ip0R τέτοιο ώστε x*y = y*x = e . Δείξτε ότι το (G,+) είναι ομάδα ·



ΚΕΦΑΛΑΙΟ II

ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

1«Μεταθέσεις.
1.1, Ορισμός: Μια μετάθεση π των στοιχείων ενός συνόλου S 

είναι μια αμφιμονότιμη (ένα τιρος ένα) απεικόνιση του συνόλου S στον 

εαυτό του.
Επειδή θα ασχοληθούμε με μεταθέσεις πεπερασμένων συνόλων, δηλαδή 

συνόλων με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων, μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

το σύνολο S είναι το σύνολο των η πρώτων ακεραίων S={1,2,3,...,η}.

Το στοιχείο στο οποίο η μετάθεση π αντιστοιχίζει το στοιχείο i, το 

σημειώνουμε με π(ί) ή ακόμη και με π^. Κάθε φορά που θέλουμε να ορί­
σουμε λεπτομερώς μια μετάθεση περιγράφουμε αυτή γράφοντας τα στοιχεία 

του συνόλου S σε δυο σειρές . Η πρώτη σειρά περιέχει τα στοιχεία του 

συνόλου S κατά μια τυχούσα τάξη και η δεύτερη σειρά έχει το στοιχείο 

π (i) ακριβώς κάτω από το στοιχείο i της πρώτης σειράς.

1.2, Παράδειγμα: Αν S={1,2,3,4} ,η μετάθεση π για την οποία έχουμε 

π(1)=2 , π(2)=4 , π(3)=3 και π(4)=1 μπορεί εύκολα να περιγράφει με τις

1 2 3 4 \ / 1 2 3 4 λ / 2 4 1 3

Ή  ήπ=U(l) π(2) π(3) π(4) / \ 2 4 3 1 / \4 1 2 3

/ /
4 1 3  2 2 3 1 4'

π= ή π=
ίΐ 2 3 4 14 3 2 1
\ \

κ . λ . π ·

Συνήθως όμως η πρώτη γραμμή παραλείπεται και γράφονται σε παράτα·
*

ξη κατά μήκος μιας ευθείας μόνο οι εικόνες
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π (1 )  η (2 )  τι(3) . .  .π (η )

έτσι ώστε το πρώτο στοιχείο π(1) της παρατάξεως να είναι η εικόνα 

του 1, το δεύτερο η εικόνα του 2, το τρίτο η εικόνα του 3 κ.λ.π. 

Κατόπιν τούτου, για παιδαγωγικούς κυρίως σκοπούς, μπορούμε να ορί­

σουμε ως μετάθεση των η στοιχείων ενός συνόλου κάθε παράθεση των 

στοιχείων αυτών σε σειρά επ* ευθείας γραμμής. Για παράδειγμα, μπο­

ρούμε να γράφουμε όλες τις μεταθέσεις των στοιχείων του συνόλου 

S=(a,(3,γ) ως εξής: αβγ, βαγ, βγα, αγβ, γβα, γαβ.
Επειδή οι μεταθέσεις των στοιχείων ενός συνόλου είναι αμφιμονό- 

τιμες απεικονίσεις, υπάρχει πάντοτε η σύνθεση δυο μεταθέσεων και 

είναι και αυτή μετάθεση. Έτσι αν π και σ είναι δυο μεταθέσεις των 

στοιχείων ενός συνόλου S, τότε σοπ θα είναι η μετάθεση που απεικο­

νίζει το στοιχείο i στο στοιχείο σ[π(ί)"], δηλαδή (σοπ) (i) =σ[π(ί)] . 

Για απλούστευση, στο εξής θα συμβολίζουμε τη σύνθεση σοπ ως σπ.

1.3. Παράδειγμα: Αν π είναι η μετάθεση του παραδείγματος 1·2 καί 

σ είναι η μετάθεση

τότε η μετάθεση σπ είναι

ενώ η μετάθεση πσ είναι



Σημειώνουμε ότι γενικά σπ^πσ.

Η μετάθεση η οποία αφήνει όλα τα στοιχεία του συνόλου S αναλ­

λοίωτα (σταθερά) ,δηλαδή n(i)=i Vi€S, καλείται ταυτοτική μετάθεση 

και συμβολίζεται με ε, δηλαδή έχουμε

ε
η

αη

Αν π είναι μια μετάθεση, τότε υπάρχει μια μοναδική μετάθεση 

π”1 τέτοια ώστε ππ"’1=π”1π=ε. Η μετάθεση π*1 καλείται η αντίστροφη 

τηε π . Για παράδειγμα αναφέρουμε ότι η αντίστροφη της μεταθέσεως

είναι η μετάθεση

και της μεταθέσεως

η αντιστροφή είναι

σ —I
1 2  3 4

3 1 2  4

-1

τ »
1 2  3 4

2 4 1 3

-1

Στο εζής το πλήθος όλων των μεταθέσεων του συνόλου S«{1,2,3,···,η} 
θα συμβολίζεται με η!(διαβάζεται η παραγοντικό).
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1.4. Πρόταση: Το πλήθος όλων των μεταθέσεων του συνόλου 

S={1,2,..·,η} είναι ίσο με το γινόμενο 1·2·3·...·η, 6ηλαδή 

η =1 · 2 · 3 . .. · η .

Απόδειξη: Θα αποδείξουμε την πρόταση με επαγωγή.
Η πρόταση ισχύει για η=1,γιατί 1!=1. Επίσης για η=2 οι μεταθέσεις 

του συνόλου S={1,2} είναι: 12 και 21, δηλαδή 2'.=2=1·2·

Υποθέτουμε τώρα ότι η πρόταση ισχύει για n=k, δηλαδή kl=l-2 ...*k 

και θα δείξουμε ότι ισχύει και για n=k+l. Πράγματι, γράψουμε όλες 

τις μεταθέσεις του συνόλου S={1,2, ..k,k+1} και τις χωρίζουμε σε 

ομάδες, έτσι ώστε η πρώτη ομάδα να έχει όλες τις μεταθέσεις του συ- · 

νόλου S={1,2,...k,k+1} οι οποίες για πρώτο στοιχείο έχουν το 1.

Η δεύτερη ομάδα να έχει όλες τις μεταθέσεις οι οποίες για πρώτο στοι­

χείο έχουν το 2 κλπ. Τέλος η k+1 ομάδα να έχει όλες τις μεταθέσεις 

οι οποίες για πρώτο στοιχείο έχουν το k+1. Είναι φανερό ότι κάθε 

μια από τις παραπάνω ομάδες έχει k.* διαφορετικές μεταθέσεις, οι 

οποίες λαμβάνονται αν μετά από το πρώτο στοιχείο της ομάδας γράφουμε 
όλες τις μεταθέσεις των υπολοίπων k στοιχείων που είναι, σύμφωνα 
με την υπόθεση, k I . Έτσι το πλήθος όλων των μεταθέσεων των (k+1) 

στοιχείων είναι

(k+1) -k· = (k+1)-1-2-...-k = 1-2-...-Hk+1) = (k+1) l

Δηλαδή η πρόταση ισχύει και για n=k+1, οπότε ισχύει πλέον για κάθε 
Φυσικό αριθμό η.

2.Άρτιες και περιττές μεταθέσεις.

Αν για ένα ζεύγος στοιχείων i< j του S έχουμε π(ί)>π^), λέ­

με ότι η μετάθεση π παρουσιάζει μια αντιστροφή. 0 ολικός αριθμός των 

αντιστροφών της μεταθέσεως π θα συμβολίζεται με Μπ) . Η μετάθεση π 

του παραδείγματος 1.2 έχει τέσσερες αντιστροφές, δηλαδή Μπ)=4.
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Av (-l)k ^ = l ,  δηλαδή ο αριθμός k (π) είναι άρτιος, η μετάθεση π κα-
U /_\

λείται άρτια, ενώ στην αντίθετη περίπτωση, δηλαδή όταν (-1) 1 --1 r

οπότε ο αριθμός Κ(π) είναι περιττός,η μετάθεση π καλείται περιττή. 

Έτσι όλες οι μεταθέσεις των στοιχείων ενός συνόλου χωρίζονται σε 

δυο κλάσεις (ομάδες) , την κλάση των άρτιων μεταθέσεων καί τήν κλάση 

των περιττών μεταθέσεων.

2.1.Πρόταση: Αν π,σ είναι δύο μεταθέσεις των στοιχείων ενός 
συνόλου S, τότε έχουμε (-l)k <OTt>=(-x)k <°) (_i)Mn)=(_i)k<o)+k<n) 

Απόδειξτχ:Επειδή (σπ) (1)*σ[π(1)] η μετάθεση σ μπορεί να γραφεί 

ως εξής:

σ
.. .π(ι) .. .π( j) ..

...σπ(1)...σπ(j)

Έτσι στην απαρίθμηση των αντιστροφών της μεταθέσεως σ είναι αναγκαίο 

να συγκρίνουμε τα στοιχεία π(ί) και π(ί) με τα στοιχεία σπ(ι) καί 
σπ(j) . Αν υποθέσουμε ότι i< j, τότε υπάρχουν τέσσερες πιθανότητες

1. i< j , π(ί) <π(ί) , σπ(ι) <<m(j) δεν υπάρχουν αντιστροφές

2. i< j , π(ι) <π(ί) , σπ(ί) > σπ(j) μία αντιστροφή στη μετάθεση
σ, μία στη μετάθεση σπ

3. i< j , π(1) >π(ί) , σπ(1) >cm(j) μία αντιστροφή στη μετάθεση

π, μία στη μετάθεση σπ

4. i< j , π(1) > n(j) , σπ(ΐ) < σπ(j) μία αντιστροφή στη μετάθεση
π, μία στην σ και καμμία στη 
σπ.

Από τις προηγούμενες περιπτώσεις φαίνεται ότι ο αριθμός k (σπ) δια­

φέρει από τον αριθμό Μ σ ) + Μ π )  κατά έναν άρτιο αριθμό. Έτσι έχουμε
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2,2. Πρόταση: Αν μια μετάθεση π αφήνει ένα στοίχε Co j σταθερό, 

τότε για τον καθορισμό της πλάσεως (άρτια ή περιττή) της μεταθέσεως 

π δεν λαμβάνονται υπόφη οι αντιστροφές που έχουν το σταθερό στοί­

χε Co j.

ΑπόδειΕη: Υποθέτουμε ότι π(ί)*ί· Υπάρχουν j-Ι στοίχεCa του 
συνόλου S μικρότερα του j και n-j στοίχε Ca του S μεγαλύτερα του j. 

Για i < j  , μCa αντιστροφή υπάρχει αν και μόνο αν π(1) > π( j) = j. Έστω

λ ο αριθμός των στoιχεCωv i του S τα οποία προηγούνται του j και για

τα οποία έχουμε π(ι) > j. Τότε πρέπει επίσης να υπάρχουν ακριβώς λ 

στοιχεία i του S που έπονται του j και για τα οποία έχουμε π(3.) < j. 

επομένως υπάρχουν λ+λ=2λ αντιστροφές οι οποίες έχουν το j. Επειδή 

ο αριθμός 2λ είναι άρτιος μπορούμε να τον παραλείφουμε στον προσδιο­

ρισμό του (-1) .

2.3. Παράδειγμα: Θεωρούμε τη μετάθεση

1 2 3 4 5 6

2 4 3 1 6 5

Η μετάθεση π έχει πέντε αντιστροφές γιατί π(1) >π(4) , π(2) >π(3), 

π(2) >π(4) , π(3) >π(4) , π(5) >π(6). Συνεπώς k(rt)=5 οπότε η μετάθε­

ση π είναι περιττή. Επειδή όμως π(3)=3, δηλαδή το στοιχείο 3 μένει 

σταθερό στη μετάθεση π, για να προσδιορίσουμε την κλάση της δεν λαμ­

βάνουμε υπόφη μας τις αντιστροφές που προκύπτουν από το σταθερό 

στοιχείο 3. Έτσι οι υπόλοιπες αντιστροφές είναι π(1) >π(4) , 
π(2) >π(4) , π(5) >π(6) , δηλαδή τρείς σε πλήθος , οπότε και πάλι 

προκύπτει ότι η μετάθεση π είναι περιττή.

2.4. Πρόταση; Η μετάθεση, η οποία ανταλλάσει ακριβώς δύο στοιχεία
του συνόλου S και αφήνει όλα τα άλλα στοιχεία του S σταθερά, είναι
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μία περιττή μετάθεση.
ΑπόόειΕη: Έστω π μία μετάθεση, η οποία ανταλλάσει τα στοιχεία 

i και j και αφήνει όλα τα άλλα στοιχεία του συνόλου S σταθερά.

Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση στόν προσδιορισμό του αριθμού 
(_1)Μπ) μπ0ρ013με να αγνοήσουμε τις αντιστροφές που έχουν όλα τα 

στοιχεία του S, εκτός από τα i καί j. Αλλά τότε υπάρχει ακριβώς 

μία αντιστροφή την οποία δεν θεωρήσαμε, οπότε (-i)k ^  = (-i) 1=-1 

και η μετάθεση π είναι περιττή.

2.5. Πόρισμα: Αν σε μία μετάθεση π ανταλλάξουμε δύο στοιχεία, 

τότε η μετάθεση αλλάζει πλάση (από άρτια γίνεται περιτή, ή από περιτ­

τή γίνεται άρτια).

2.6. Πρόταση: Ο αριθμός των περιττών μεταθέσεων των στοιχείων ενός 

συνόλου S ισούται με τον αριθμό των άρτιων μεταθέσεων του S.

Απόδειξηs Παίρνουμε μία περιττή μετάθεση π την οποία διατηρούμε 
σταθερή. Η μετάθεση π 1 είναι επίσης περιττή γιατί (-l)k n̂ α ) =

= (-l)k(e) = (-l)k(Tt)+k(n Γιά κάθε άρτια μετάθεση σ, η μετάθεση 

πσ είναι περιττή ενώ για κάθε περιττή μετάθεση τ η μετάθεση π~*τ 
είναι άρτια. Έστω Α καί Π τα σύνολα όλων των άρτιων και περιττών 
μεταθέσεων, αντίστοιχα. Η απεικόνιση

f : A -*■ Π : σ f (σ) = πσ

είναι αμφιμονότιμη και επί. Επί είναι γιατί για τυχούσα περιττή 
μετάθεση T e n  υπάρχει μία άρτια μετάθεση σ ε Α  τέτοια ώστε ί(σ)=τ. 

Πράγματι αρκεί να πάρουμε για σ την άρτια μετάθεση π~1τ. Τότε έχουμε 
ί(σ)=ϋ(π 1τ)=π(π ^-(ππ 1)τ=ετ=τ. Επίσης f(A)=n γιατί για τυχούσα 
σε Α έχουμε f (σ)=πσ€Π. Αλλά η απεικόνιση f είναι και αμφιμονότιμη, 

γιατί αν ί(σ1)=£(σ2) τότε σ ^ σ ^  Πράγματι, η f(a1)=f(o2) σημαίνει
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π(σ^)«π(σ2) , οπότε π*1 (πσ^^π*1 (πσ2) και τελικά Επειδή τώρα
τα σύνολα Α και Π έχουν πεπερασμένο αριθμό στοιχείων (μικρότερο ή 
το πολύ ίσο με η!)και επειδή η απεικόνιση f είναι αμφιμονότιμη 
και επί έπεται ότι τα Α και Π έχουν το αυτό πλήθος στοιχείων.

3. Κυκλικές μεταθέσεις.
Γνωρίζουμε ότι κάθε παράθεση των στοιχείων ενός συνόλου S επ' 

ευθείας γραμμής είναι μία μετάθεση. Αν η παράθεση των στοιχείων 
του συνόλου S δεν γίνει επ'ευθείας γραμμής, αλλά επί περίφερείας 
κύκλου, τότε η μετάθεση καλείται κυκλική. Ώστε κάθε παράθεση των 
στοιχείων ενός συνόλου S επί περίφερείας κύκλου καλείται κυκλική 
μετάθεση του S. Το πλήθος των κυκλικών μεταθέσεων του συνόλου 
S«{1,2,·.·,η} θα συμβολίζουμε με Κη·

3 . 1  .Πρόταση; Το πλήθος των κυκλικών μεταθέσεων του συνόλου 

S-{1,2,...,η} είναι (η-1)!, δηλαδή Κ^=(η-1)!

ΑπόδειΕη; Είναι φανερό ότι σε μία κυκλική μετάθεση ως πρώτο 
στοιχείο μπορούμε να λάβουμε οποιοδήποτε. Έτσι από μία κυκλική 
μετάθεση των η στοιχείων προκύπτουν η απλές μεταθέσεις, αν λάβουμε 
ως πρώτο στοιχείο της απλής μεταθέσεως το 1, έπειτα το 2 κ.λ.π. 
Επειδή τώρα υπάρχουν KR κυκλικές μεταθέσεις το πλήθος των απλών 
μεταθέσεων που μπορούμε να πάρουμε απ'αυτές είναι Kn*n. Αλλά ο 
αριθμός αυτός πρέπει να ισούται με το πλήθος των (απλών) μεταθέσεων 
των η στοιχείων του συνόλου S. Συνεπώς έχουμε Kn*n=ni, οπότε 
ή Kn=(n-D! .

4. Επαναληπτικές μεταθέσεις.
Αν από τα η στοιχεία του συνόλου S τα μ πρώτα στοιχεία είναι 

ίσα μεταξύ τους και μάλιστα ίσα προς α ενώ τα υπόλοιπα η-μ είναι
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διάφορα μεταξύ τους και διάφορα πρός τα μ πρώτα, τότε το πλήθος των
t η 1μεταθέσεων που είναι διάφορες μεταξύ τους είναι —τ · Για να δείξουμε 

αυτό ας υποθέσουμε προς στιγμή ότι τα η στοιχεία του συνόλου S είναι 

διάφορα μεταξύ τους και σχηματίζουμε τις η! μεταθέσεις αυτών. Χω­

ρίζουμε τις μεταθέσεις αυτές σε ομάδες έτσι ώστε μία ομάδα έχει μία 

μετάθεση μαζί με όλες όσες προκύπτουν από αυτή αν διατηρήσουμε την 

τάξη όλων των στοιχείων τα οποία αρχικά διέφεραν από το α και κατα­

τάξουμε τα υπόλοιπα (δηλαδή όσα ταυτίζονται αρχικά με το α) καθ' 

όλους τους δυνατούς τρόπους. Έτσι κάθε ομάδα μεταθέσεων θα έχει μί 

μεταθέσεις. Αν τώρα θέσουμε τα μ στοιχεία (τα οποία θεωρήσαμε προ­

σωρινά διάφορα μεταξύ τους) ίσα με α τότε οι μ! διαφορετικές μετα­

θέσεις μιας ομάδας θα παριστάνουν την αυτή επαναληπτική μετάθεση.

Άρα το πλήθος των μεταθέσεων είναι πλέον .
μ  ·

Αν τώρα από τα η στοιχεία τα είναι ίσα μεταξύ τους, τα Κ2 έπίσης 

ίσα μεταξύ τους αλλά διάφορα προς τα , κ.λ.π. τέλος τα στοιχεία 

ίσα μεταξύ τους και διάφορα προς όλα τα προηγούμενα ,Κ2,...,Κ ^

(όπου Κ1+Κ2+ .. .+Κν=η) , τότε το πλήθος των διαφόρων μεταθέσεων των 
η στοιχείων είναι

η!
κ 1 : κ 2 . ' . . . κ ν !

5 .Συνδυασμοί.

Θεωρούμε ένα σύνολο ,α2,...,αη>, (όπου τα α ^ α ^ . , . α
είναι διακεκριμένα στοιχεία). Κάθε σύνολο από m στοιχεία (l<m<n), 
τα οποία λαμβάνονται από τα στοιχεία του συνόλου S, δηλαδή κάθε 

υποσύνολο του S μέ m στοιχεία καλείται ανά m συνδυασμός των η στοί­
χε ίων. Δύο συνδυασμοί, οι οποίοι διαφέρουν μόνο στην διάταξη των 

m στοιχείων δεν θεωρούνται διάφοροι μεταξύ τους, αλλά θεωρούνται ότι 
είναι ο αυτός συνδυασμός. Για το πλήθός των ανά m συνδυασμών των η 
στοιχείων χρησιμοποιούμε το σύμβολο (*) .
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Προψανώς (”)βη και (”)-1, ev<̂  eE ορισμού θέτουμε (q)=1.

5.1.Πρόταση: Για κάθε me Ν με l<m<n έχουμε

Ο  - m'i'Tn-m) !

ΑπόδειΕη: Θα αποδείξουμε την πρόταση με επαγωγή. Θεωρούμε το

σύνολο S={a.,α_,...,α }. Οι ανά 2 συνδυασμού των η στοιχείων του
λ . /» η

συνόλου S είναι οι εξής:

{ ,ο.2} t (α^ ra3 ̂ t *α4 }*··· 9 /an«i ̂ 9 9 9

9 ̂3 ̂ 9 ̂ α29 α4 ̂ 9 · · · 9 ί®2 * } t 9

{ α η - 2 ' ° η - 1 } ' { α η - 2 , α η } '  

{αη-1'αη} *

και είναι σε πλήθος

1 + 2 + 3 + . . .+  ( η - 1 ) = η ^ ~ 1 ^ ( η - 2 ) ! (η -1 )  · η _  η.’
( η - 2 ) 12 ~  2 1 ( η - 2 ) :

δηλαδή ο τύπος (*) αληθεύει για m=2. Υποθέτουμε ότι αληθεύει για 
m=k, δηλαδή

V  k! (n-k).'

και θα δείξουμε αυτόν για m=k+l (m<n).255

Ένας ανά k συνδυασμός των η στοιχείων του S μπορεί να επεκταθεί 

σε έναν ανά k+1 συνδυασμό των η στοιχείων του S με την προσθήκη 

ενός άλλου στοιχείου από τα υπόλοιπα n-k στοιχεία του S. Έτσι από 

κάθε ανά k συνδυασμό των η στοιχείων του S προκύπτουν (n-k) ανά



.-31-

k+1 συνδυασμοί των στοιχείων του συνόλου S, οπότε από τους (£) 

συνδυασμούς προκύπτουν (n-k) · (£) ανά k+1 συνδυασμοί των στοιχείων 

του S. Αλλά στο σύνολο (n-k) (£) των ανά k+1 συνδυασμών, κάθε ένας 

ανά k+1 συνδυασμός παράγεται k+1 φορές. Πραγματικά, αν από έναν 

ανά k+1 συνδυασμό αφαιρέσουμε ένα στοιχείο τότε προκύπτει ένας ανά 

k συδυασμός. Επειδή τώρα μπορούμε να αφαιρούμε οποιοδήποτε από τα 

k+1 στοιχεία του ανά k+1 συνδυασμού, είναι φανερό ότι από έναν ανά 

k+1 συνδυασμό μπορούμε να πάρουμε συνολικά k+1 διάφορους ανά k

συνδυασμούς. Έτσι με αντίστροφο σκέψη από τους k+1 διάφορους ανά 
k συνδυασμούς μπορεί να προκύψει ένας και ο αυτός ανά k+1 συνδυα­

σμός. Συνεπώς στο σύνολο (n-k)·(£) περιέχονται (k+1) φορές οι 

^k+1> δηλαδή έχουμε

(n-k) (£) * ( k + D i ^ )  οπότε

, η \ _ ,nAn-k_ n! n-k _ η! (n-k) __ η.'
Έ + ν  V k + T ~  k.' (n-k) ! * k+1 kT (n-k-1) (n-k) (k+1) ~ (k+1) * (n- (k+ΐ )T! *

Έτσι ο τύπος (*) είναι αληθής για κάθε me Ν με l<m<n .

Δίνουμε τώρα μία άλλη απόδειξη της παραπάνω προτάσεως. Παίρνου­

με έναν ανά m συνδυασμό των η στοιχείων του συνόλου S, γιά παράδειγ­
μα τον συνδυασμό α^α^.-.α^. Μετά από τα m στοιχεία του συνδυασμού 

αυτού γράφουμε τα υπόλοιπα n-m στοιχεία του συνόλου S οπότε λαμβά­

νουμε μία μετάθεση του S την α.α0--α α .. — α . Αλλά τα n-m υπό-ι ζ m m+i n
λοιπά στοιχεία του S μπορούμε να τα γράψουμε κατά (n-m)I διάφορους 
τρόπους, οπότε προκύπτουν (n-m)I μεταθέσεις των η στοιχείων του 
συνόλου S. Επίσης τα m στοιχεία του συνδυασμού μπορούμε
να τα γράψουμε κατά m! διάφορους τρόπους. Έτσι από τον συνδυασμό 

α^α^,.α μπορούν να προκύψουν συνολικά m.' (n-m) I διάφορες μεταθέ­
σεις των η στοιχείων του συνόλου S. Συνεπώς από τους (̂ ) συνδυασμούς
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ιχροκύπτουν τελικά (^)ml(n-m)! μεταθέσεις των η στοίχείων του συνό 

λου S. Αλλά έτσι παίρνουμε όλες τις μεταθέσεις του S που είναι σε 

πλήθος nl Δηλαδή έχουμε τη σχέση

O m · (n-m) I m n! 0  =m
n!

m'(n-m) !

6.Επαναληπτικόί συνδυασμόi.

Θεωρούμε ένα σύνολο S με n στοίχε ία, δηλαδή S={a1 .. ,α^} ·

Οι ανά m συνδυασμοί των η στοιχείων με ελεύθερες απαναλήψεις δημι- 

ουργούνται όταν κάθε στοιχείο από τα η διαφορετικά στοιχεία του 

συνόλου S μπορεί να υπάρχει μέσα σ'ένα ανά m συνδυασμό πολλές φο­

ρές (πάντως όχι περισσότερες από m φορές).

6.1.Πρόταση: Οι ανά m συνδυασμοί των η στοιχείων του συνόλου 

S με ελεύθερες επαναλήψεις είναι σε πλήθος (η ) .

ΑπόδειΕη; Κάθε ανά m συνδυασμός των η στοιχείων alfa2,...an 

με ελεύθερες επαναλήψεις είναι ένα "σύνολο" στο οποίο υπάρχει χ̂  

Φορές το στοιχείο α^, χ2 Φορές το στοιχείο α2, χ^ φορές το στοι­

χείο a3,...,xn φορές το στοιχείο αη , όπου x,|,x2,...,xn είναι μη 

αρνητικοί ακέραιοι με την ιδιότητα Χι+Χ2+ ···+Χη=ιη· Αντίστροφα, κά­
θε n-άδα χ^,χ2,...,χη από μη αρνητικούς ακέραιους τέτοια ώστε 

Xl+x2+...+xn=m ορίζει έναν ανά m συνδυασμό των η στοιχείων με ελεύ 
θερες επαναλήψεις. Συνεπώς ο ολικός αριθμός των ανά m συνδυασμών 

με ελεύθερες επαναλήψεις ισούται με τον ολικό αριθμό των λύσεων 
της εξισώσεως x^+x2+...+xn=m στο σύνολο των μη αρνητικών ακεραίων. 

Θα δείξουμε ότι ο συνολικός αριθμός των λύσεων της εξισώσεως αυτής 
ισούται με τον συνολικό αριθμό των επαναληπτικών μεταθέσεων του

"συνόλου" Τ={0,0,...,0 , 1,1,...,1}.
η-1 φορές m-φορές
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Αν δοθεί μία επαναληπτική μετάθεση του Τ, τότε τα η-1 σε πλήθος 

0 χωρίζουν τα m σε πλήθος 1 σε η ομάδες. Έστω ότι υπάρχουν 

σε πλήθος 1 που βρίσκονται αριστερά του πρώτου 0, χ2 σε πλήθος 1 

μεταξύ του πρώτου 0 και του δευτέρου 0, χ^ σε πλήθος 1 μεταξύ 

του δευτέρου 0 και του τρίτου 0,..., και χβ σε πλήθος 1 που βρί- 

σκονται δεξιά του τελευταίου 0. Τότε τα x<j ,χ2,.. . ,χη είναι μη 

αρνητικοί ακέραιοι και χ^+χ2+ —  +xn=m. Αντίστροφα αν δοθούν μη 

αρνητικοί ακέραιοι χ^,χ2 ,— ,χβ τέτοιοι ώστε χι+χ2+ ··.+x =πι# μπο­
ρούμε , αντιστρέφοντας τον προηγούμενο συλλογισμό να κατασκευάσουμε 

μια επαναληπτική μετάθεση του Τ. (Για παράδειγμα, αν η=4 καί m=5, 

τότε μια επαναληπτική μετάθεση του Τ={0,0,0,1,1,1,1,1} είναι η

01110011 και αντιστοιχεί στη λύση της εξισώσεως χ 4+χ ^+χ -+χ .=51 ά J 4

που δίνεται από τις χ^=0, χ2=3, χ^=0, χ4= )̂ · Έτσι ο αριθμός των 

ανά m συνδυασμών των η στοιχείων του συνόλου S με επαναλήψεις 

ισούται με τον αριθμό των επαναληπτικών μεταθέσεων του"συνόλου"

Τ. Αλλά οι επαναληπτικές μεταθέσεις του Τ είναι σε πλήθος

(n-l+m)I ,n+m-1*
(n-1) ’inT ” { m * 9

7 .Διατάξεις.

Έστω S={a1 ,α2,... ,α^} ένα σύνολο με η διακεκριμένα στοιχεία. 
Καλείται ανά m διάταξη των η στοιχείων κάθε μετάθεση ία στοιχείων 

τα οποία λαμβάνονται από το σύνολο S. Επομένως δύο ανά m διατάξεις 

των η στοιχείων θεωρούνται διάφορες, όταν ή δεν αποτελούνται από 
τα αυτά ακριβώς στοιχεία ή αποτελούνται μεν από τα αυτά στοιχεία, 

αλλά διαφέρουν ως προς την σειρά των στοιχείων. Δηλαδή σε κάθε 
διάταξη παίζει ρόλο όχι μόνο ποια m στοιχεία θα λάβουμε από τα 
η, αλλά και ποια μετάθεση αυτών των m. στοιχείων. Για το πλήθος 

των ανά m διατάξεων των η στοιχείων χρησιμοποιούμε το σύμβολο Δη .
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Αν από κάθε ανά m συνδυασμό των η στοιχείων πάρουμε όλες 

μεταθέσεις είναι προφανές ότι θα προκόψει το πλήθος των ανά m 
διατάξεων των η στοιχείων. Επειδή κάθε ανά m συνδυασμός των η 

στοιχείων έχει m.’ μεταθέσεις έπεται ότι

.Π __ | /Γ1 \   Λ.ΙΠ»
Διη ~ * V' m.' (n-m) I (n-m) = η (n-1)(n-2) (n-m+1)

8.Επαναληπτικές διατάζεις.

Έστω πάλι S={a.,α0,...,α } ένα σύνολο με η διακεκριμένα 

στοιχεία. Καλούμε ανά m επαναληπτική διάταξη των η στοιχείων κάθε 

ανά m διάταξη την οποία μπορούμε να σχηματίσουμε από τα στοιχεία 

του συνόλου S όπου όμως κάθε στοιχείο μπορεί να ληφθεί μέσα στην 

διάταξη πολλές φορές (φυσικά όχι περισσότερες από m) .

8.1.Πρόταση: Οι ανά m επαναληπτικές διατάξεις των η στοιχείων 

ενός συνόλου είναι σε πλήθος nm .

Απόδειξη; Αποδεικνύουμε την πρόταση με επαγωγή. Η πρόταση 

ισχύει για m=2, γιατί οι ανά 2 επαναληπτικές διατάξεις των στοι­

χείων του συνόλου S={a1 · · · 'αη> είναι οι εξής:

alal r α1α2 ' α1α3'* * *'α1αη 

α2α1 ' α2α2 ' α2α3'’*·'α2απ πλήθος ανά 2 επαναληπτικών
2διατάξεων : π · π = π

a a, n 1 ana2 ' ana3'"'’,anan

Υποθέτουμε ότι η πρόταση ισχύει επίσης για m=k, δηλαδή οι ανά k 

επαναληπτικές διατάξεις είναι σε πλήθος η , και θα δείξουμε την 
πρόταση για m=k+1. Για να βρούμε τις ανά k+1 επαναληπτικές διατά­

ξεις των η στοιχείων του συνόλου S αρκεί να επεκτείνουμε όλες τις
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avd k επαναληπτικές διατάξεις θέτοντας στο τέλος κάθε μιας από

αυτές ένα ακόμα στοιχείο του συνόλου S. Επειδή όμως το σύνολο S

έχει η διακεκριμένα στοιχεία έπεται ότι από κάθε μία ανά k

επαναληπτική διάταξη προκύπτουν η σε πλήθος ανά k+1 διακεκριμένες

επαναληπτικές διατάξεις. Συνεπώς από τις η σέ πλήθος ανά k επανα-
k k+1ληπτικές διατάξεις θα προκόψουν η ·η=η σε πλήθος ανά k+1 επανα­

ληπτικές διατάξεις. Εδώ πρέπει να διευκρινίσουμε ότι μία ανά k 

επαναληπτική διάταξη την επεκτείναμε σε μία ανά k+1 θέτοντας ένα 

στοιχείο μόνο στή τελευταία θέση, δηλαδή δεξία των k στοιχείων 

αυτής, ενώ θα μπορούσε να ισχυριστεί κανείς ότι το στοιχείο που 

προσθέσαμε θα έπρεπε να τεθεί και στις υπόλοιπες θέσεις της ανά 

k επαναληπτικής διατάξεως για να δώσει όλες τις δυνατές ανά k+1 

επαναληπτικές διατάξεις. Κάτι τέτοιο όμως θα οδηγούσε στο να πά­

ρουμε την κάθε μία ανά k+1 επαναληπτική διάταξη περισσότερες από 

μια φορές. Για παράδειγμα από την ανά k επαναληπτική διάταξη

a . a . ...a ! (όπου α. ,α. ,... a . €S) μπορούμε να πάρουμε την
χ2 xk Χ1 *2 xk

ανά k+1 επαναληπτική διάταξη α. α. ...α, α. , θέτοντας το στοι-
χ2 ^  1

χείο α^ στο τέλος της ανά k διατάξεως. Δεν λαμβάνουμε ύπόψη . μας
τις άλλες ανά k+1 διατάξεις πού προκύπτουν από την α. α. ...α,

X1 xk
αν θέσουμε το στοιχείο ai στίς άλλες θέσεις π.χ. την
α. α. α. ...α. γιατί η διάταξη αυτή προκύπτει από την ανά k διά- 

1 χ2 xk
τάξη α. α. ...α. αν θέσουμε στο τέλος αυτής το στοιχείο α.

1 11 xk-1 xk

9.Τύπος του διωνύμου ή τύπος του Νεύτωνοι (Newton) ♦
Για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών χ,ψ και για κάθε η € Ν  

ισχύει ο επόμενος τύπος του διωνύμου ή τύπος του Νεύτωνα,

(χ+ψ)η= (”)χηψ°+ (?)xn" V  + (?)xn~ V + ... + <*) χΗ-νν ...+ (;> χ°ψη-
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!? ,n* n-i.iβ Σ (,)χ ψ
1=0 1

ΑπόδειΕη: Εφαρμόζουμε την αρχή της πλήρους επαγωγής.
Για η=1 έχουμε

(x+φ)1=(^)χ1φ°+(^)χ°φ1= χ+φ
Υποθέτουμε ότι ο τύπος ισχύει για n=k, δηλαδή

( x +Φ) k= (k ) x V + . . .  + <k > Xk - V + . .  . + φ  x % k . (1)

Από την (1) λαμβάνουμε

(x+ip)k+1 = (x+4») (χ+φΐ^ίχ+ψ) [<*)χ*φ°+—  + (k)xk- W . . . +

. ,k. O.ki ,k. k+1 .0. r,k. . ,k.η k.. . r, k » . ,k.-i k+1-m m+ (k)x φ J = (0)x Φ +[(0) + (1)]x Φ+... + [<m_1) + (m) Jx ψ +

+ (£)xVC+1 · Αλλά (J)=i=(kJx) και φ = 1 = <£!φ 

επίσης έχουμε

V  + W r  W r

γιατί k k k.' kJ kJ
V  + ̂ m+1^’ m! (k-m)' + (m+1) l (k-m-1) ! ~ m.' (k-m-ΐ) ' (k-m)

k I k * r 1 1 i
+ml (m+1) (k -m -1) ! “  m.f (k -m -1) l ^k-m + m+1-*

k.1
m!(k-m-1)l

m+1+k-m 
(k-m)(m+1)

k* fk+1 )  I V A - Λ  \ * k+1
in! (m+1) (k-m-1) ! (k-m) = (m+1) (k-m) ! ~ W l  *

Συνεπώς θα είναι

Φ + Φ  « Φ 1).... “ (k~1) m

Άρα
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(x+Oi)k+1 = (kQ1)xk+V°+· · . + (k*1)xk+1-IV n+.. ·+(£*] )x°»Pk+1 r το οποίο 
σημαίνει, ότι ο τύπος του διωνύμου ισχύει για n=k+1 , οπότε πλέον 

ισχύει για κάθε neN.

Γενίκευση του τύπου του διωνύμου.

Τον τύπο του διωνύμου (χ+φ)η= Σ (?)χη μπορούμε επίσης να
1=0 1

γράφουμε ως εξής

, .,χ η η I __η,0, π.' „η-1 ,.1 , . π! __n-k.k.
(χ φ) -  ήΤόΤ χ φ (η-1) :1 : χ φ "  · (n-k) :k.· χ φ + · * · +

+ Ί ^ Γ Π ΓΓ χΠ" ηφη * (χ+φ)“ -  ^ Τ Η ^ Π Τ !  χ “ ~ ^ ·  '

όπου θέτουμε εξ ορισμού 01=1.

Αυτό μας οδηγεί στο να γενικεύσουμε τον τύπο του διωνύμου στην 
περίπτωση περισσοτέρων από δύο προσθετέους. Έτσι έχουμε τον τύ-

no (x1+x2+. · •+xk)n_n .,0:oi.. .0.' Χ1 χ2* * *'xk+

Π Π Π ' n-i , 1

η-1 1 0 m1 m2 “k,
+ ( n - 1 ) : i i o : . . . 0 . ·  X1 x 2x 3 - - - xk+ ' * * lml :m2 : ! . . i n k · X1 x 2 * ’ *xk + *

τι / τλ ® πι>| in λ m,
ή (x-|+x2+# · *+xk> “  m^+m^—  +ια^=η im2 : ---- X1 x 2 * * #xk

όπου τα m1 ,m2,... διατρέχουν όλες τις μη αρνητικές ακέραιες 
τιμές για τις οποίες +m2+ ... +I\ =n .

Η απόδειξη του τύπου αυτού μπορεί να δοθεί επαγωγικά. Ο τύπος 
ισχύει για k=2, είναι ο γνωστός τύπος του διωνύμου. Υποθέτουμε 
ότι ο τύπος ισχύει για άθροισμα λ-1 προσθετέων και θα δείξουμε 
ότι τότε ισχύει και για λ προσθετέους. Θέτουμε α=χ.+χ +...+χ., ̂ J Λ
οπότε

η η
(χι +α)“  = · ! 0 ΤΗ^ΤΠΤΓ χΓ 1α1
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Αλλά α*=(χ2+χ3+..„+χλ)1 Σ 1ί 12„i3 „1λ
12+13+ ···+1λ'=1 2" 3ιΤΓΠΤΓΤΤΤΤΓ χ2 χ3 *"χ

οπότε

(χ,|+α)η=(χ^+χ2+.. ·+*λ)

η ηί n-i, Υ "  ____ϋ _______i2.i3 „Αλ, .- S ν 14 , Χ4 ( /__ 1 Π  5 ϊ Γ χ2 χ3 · · #χλ *i=0 (n-i).'i· 1 i2+i3+t77+i;=i 12·13···*1λ· 2 3 λ

- s ___ϋΐ--------, ^ — j—rx?’ix_2x,^.. .χ.*
i=o i 2+ i3+ rr:+ ix=i (n _ i) !i : 12 ·13 · · · ' ιλ· λ

Αν θέσουμε τώρα έχουμε i^+i^n ή 1^+±2+ ···+1λβη, οπότε

(χ1+χ2+..·+χλ)η « n I ^2 *λχ„Ίχ~ ...X, Λc__ ΧΤΤΙΓΓΓΓΤϊΤΤ Λ1 ·2 * · βΛλ *1 ^ 1 2 + ^ 7 7 + 1 ^  2 λ

10.Ασκήσεις.
Ι.Να βρεθεί η κλάση καθώς επίσης και η αντίστροφη μετάθεση 

κάθε μιας από τις παρακάτω μεταθέσεις

α)

Υ)

π=

τ=
1 2  3 4

2 3 1 4

β)

δ)

σ=

Ρ=

Λύση; α)Για να βρούμε την κλάση της μεταθέσεως π, αρκεί να 

βρούμε το πλήθος των αντιστροφών αυτής k(n). Η μετάθεση π έχει 
δύο αντιστροφές τις (2,1) καί (3,1). Επομένως k(n)=2 καί η π είναι 

άρτια.
Η αντίστροφη της μεταθέσεως π είναι η μετάθεση π 1 τέτοια ώστε 

π-1π=ε. Πρέπει λοιπόν να έχουμε
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π-1π(1) =1 ή -1π (2) =1

π-1π(3)=3 ή -1π (1)=3

- ( ι 2 *)
V 3 1 2 /

-1 -1

β)Η μετάθεση σ έχει τρεις αντιστροφές (3,2), (3,1) και (2,1). Συνε­

πώς έχουμε Μσ)=3, οπότε η σ είναι περιττή. Για την αντίστροφη με­

τάθεση σ"Χτης μεταθέσεως σ έχουμε σ 1σ(1)=1 ή σ 1 (3)=1 , σ 1σ(2)=2 

ή σ-1(2)=2 και σ-1σ(3)=3 ή σ-1(1)=3 , οπότε

γ) Η μετάθεση τ είναι άρτια γιατί έχει δύο αντιστροφές τις (2,1)

και (3,1). Άρα Κ(τ)=2. Για την αντίστροφη μετάθεση τ"1 έχουμε
-1 . , _-1τ_1τ(ΐ)=1 ή Η 1 Η-

*
to Τ Η*

τ_1τ(3)=3 ή τ-1(1)=3

- ('
2 " )

\ 3 1 2 4 /

-1
τ ~ (3)=2 

-1 ,.

δ) Η μετάθεση ρ έχει τέσσερες αντιστροφές τις (3,2),(3,1),(2,1) και 

(4,1). Συνεπώς έχουμε k(p)s4 και η ρ είναι άρτια. Για την μετάθεση
-1 ο

ι ρ”1 έχουμε ρ "̂ ρίΧ) =1 ή ρ-1 (3) =1
ι
f.
4-,

ρ-1ρ(3)=3 ή Ρ_1(4)=3 , ρ"1ρ(4)-4
1

- ι  ( 1
2 3 4\

ΐ ρ 1 =
& 2 1 3/

Ρ_1(2)=2 ,
-1ή ρ (1) =4. Ά ρ α

2.Να βρεθεί το άθροισμα όλων των πενταψηφίων αριθμών που έχουν για
f %.

ψηφία ακριβώς τα 2,3,4,7,9.
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Αύση: Το πλήθος των πενταψήφιων αριθμών που μπορούν να σχηματιστούν 
από τα ψηφία 2,3,4,7,9 είναι όσες και οι μεταθέσεις των ψηφίων αυ­
τών f δηλαδή 5! Γιά να βρούμε το άθροισμα όλων αυτών των πενταψήφιων 

αριθμών σκεπτόμαστε ως εΕής. Το πλήθος των αριθμών που έχουν το 2 

ως τελευταίο ψηφίο, δηλαδή ψηφίο μονάδων, είναι 4! και το άθροισμα 

των μονάδων αυτών των αριθμών είναι 4!·2. Ομοίως οι αριθμοί που 

έχουν το ψηφίο 2 ως ψηφίο δεκάδων είναι 4.* και το άθροισμα των δε­

κάδων αυτών των αριθμών είναι 4.* ·2·10. Οι αριθμοί που έχουν το 2 

ως ψηφίο εκατοντάδων είναι 41 και το άθροισμα των εκατοντάδων αυτών 

των αριθμών είναι 4!-2-100. Επίσης αυτοί που έχουν το 2 ως ψηφίο 

χιλιάδων είναι 41 και το άθροισμα των χιλιάδων αυτών των αριθμών 

είναι 4!·2·1000. Τέλος οι αριθμοί που έχουν το 2 στην πρώτη θέση, 

δηλαδή στη θέση των δεκάδων χιλιάδων είναι 4.' και το άθροισμα αυτών 
είναι 4.'· 2-10.000. Άρα το άθροισμα όλων των μονάδων στις διάφορες 

θέσεις του ψηφίου 2 όλων των αριθμών είναι 
41·2·(1+10+100+1000+10000)=4*-2-1111 

ομοίως για το ψηφίο 3 έχουμε 4.'·3·1111 

για το ψηφίο 4 έχουμε 4!-4-1111 

για το ψηφίο 7 έχουμε 4-7-1111 

για το ψηφίο 9 έχουμε 4!-9-1111 

Ά ρ α  το άθροισμα όλων των αριθμών είναι 

4.11111· (2+3+4+7+9) =4 J1111 · 25=666.600

3.Πόσους αριθμούς μπορούμε να σχηματίσουμε αν λάβουμε τρία από τα 
ψηφία 1,2,3,4,5,6 και δύο από τα ψηφία 7,8,9;
Λύση:Από τα έξη πρώτα ψηφία μπορούμε να λάβουμε τρία, κατά (̂ ) 
δυνατούς τρόπους. Επίσης από τα τρία δεύτερα μπορούμε να λάβουμε 
δύο, κατά (̂ ) δυνατούς τρόπους. Αν τώρα συνδυάσουμε κάθε συνδυασμό
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των πρώτων με κάθε συνδυασμό των δεύτερων,τότε θα προκόψουν συν- 
6 3ολικά ( p ·(3) πενταψήφίοι αριθμού. Από κάθε τέτοιο αριθμό μπορούμε

να πάρουμε 5! διαφορετικούς αριθμούς. Συνεπώς το πλήθος των αριθμών
6! 3* 613151 _θα είναι 31(6-3).· 21(3-2)1 51 = 3131211!

β 31*4«5«6·3121·3*4»5 _ 
31 · 31 · 21 2·32·4?52 = 7.200

4. Πόσους τετραψηφίους αριθμούς μπορούμε να σχηματίσουμε από τά 

ψηφία 1,2,3,4,5,6,7 έτσι ώστε κάθε αριθμός που σχηματίζουμε να 
έχει όλα τα ψηφία διαφορετικά;
Λύση: Προφανώς το πλήθος των αριθμών είναι ίσο με το σύνολο των 

διατάξεων των 7 ψηφίων ανά 4, δηλαδή

Δ74
71 = 31-4-5-6*7

(7-4)1 31 840 .

5. Να βρεθεί ο φυσικός αριθμός η στίς παρακάτω ε£ΐ'σ&σε,'£: 

α) φ = 2 8  , β ) φ = 3 5

γ) 2(")=3(") , 6)2(*)=3(β)d o  n η
Λύση:
α) (")=28= Πΐ

21(π-2)1
20 (π-2)1(π-1)π

2 (η-2) 28

llLJ-iB = 28 η2-η-56=0 οπότε

η = lf/225
2

8
7 απορρίπτεται

β) Φ  °35 ■» i r f e r r  ° 35 -  ~-3) ϋ ν Ζ ΐ \  ·η"1} η - 356 (η-3)

ia.-2.M n - 1)n = 35 =*» η3-3η2+2η-210=0 =» 

(η-7)(η2+ 4 η + 3 0 ) = 0 η = 7  ή n2+4n+30=0 .
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H ε£ ίσωση αυτή όμως έχει μιγαδικές Ρ^ζες. A pci έχουμε ηβ7·

Y) 2(^)=3(”)-»2. 5,(̂ 5)T = 3 JiTn^ITT ^
2 3______ _ . _2_ 3

3M ·5(n-5)i “ 3 !(n-b)!(n-4)(n-3) 4*5 “ (n-4)(n-5)
,__  Q

2 _   ̂ 7 + / Ϊ 2 Ϊn -7n-18=0 n= ^ =x*-2 απορρίπτεται

'Apa n=9.

6) 2(®)=3(^) η n
2-6.* 3-51 2*516

n! (6-n) .' " n! (5-n) ! n! (6-n-1) .' (6-n)

3*5! 
η1(5-n)

12
6-n = 3 => n=2

6. Πόσους αριθμούς μεγαλύτερους του αριθμού 1.000*000 μπορούμε να 
σχηματίσουμε ώστε ο καθένας να έχει ακριβώς τα ψηφία 2,2,2,3,3,0,4. 
Λύση;Ο συνολικός αριθμός των επταψήφιων αριθμών που έχουν για 

ψηφία 2,2,2,3,3,0,4 είναι ίσος με το πλήθος των επαναληπτικών με- 

ταθέσεων των επτά αυτών ψηφίων, δηλαδή = 420. Αλλά στο πλήθος

αυτών των αριθμών περιλαμβάνονται και εκείνοι που έχουν για πρώ­
το ψηφίο το 0. Καθένας από τους οποίους βέβαια είναι μικρότερος 

από τον αριθμό 1.000.000. Οι αριθμοί αυτοί είναι σε πλήθος όσες 

είναι και οι επαναληπτικές μεταθέσεις των υπολοίπων ψηφίων, δη­

λαδή των 2,2,2,3,3,4. Ά ρ α  είναι σε πλήθος 3TJ7=60. Έτσι το 

πλήθος των ζητουμένων αριθμών είναι 420-60=360.

7. Δώδεκα ευθείες κείνται σ'ένα επίπεδο και ανά δύο δεν είναι πα­
ράλληλες ενώ ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σημείο. Να βρε­
θεί σε πόσα σημεία τέμνονται οι 12 ευθείες.
Αύση; Τό πλήθος των σημείων που τέμνονται οι 12 ευθείες ισούται 

με το πλήθος των συνδυασμών των 12 ανά 2, δηλαδή
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,12* 121 12! _ 11 * 12 _ 
1 2 ' “ 21 (12-2) ί 2 * 10! “ 2 σημεία.

8.Να βρεθεί το πλήθος των διαγώνιων ενός πολυγώνου με η κορυφές.

Λύση: Το πλήθος των πλευρών και των διαγώνιων μαζί του πολυγώνου

είναι όσοι οι ανά δύο συνδυασμοί των η κορυφών, δηλαδή

, η * ______ n 1_______ ( η - 1  ) η
*2* ~ 21 ( η - 2 )  .' ”  2

Αν από το πλήθος αυτό αφαιρέσουμε το πλήθος η, των πλευρών θα έ­

χουμε το πλήθος των διαγωνίων, δηλαδή

( η - 1 ) η  ___  ( η - 1 ) η - 2 η _  η ( η - 3 )
2 ~ η ~ 2 “ 2

9.Από μια ομάδα 7 ανδρών και 6 γυναικών σχηματίζεται μια επιτροπή 

5 ατόμων. Να βρεθεί ο αριθμός των διαφορετικών επιτροπών που μπο­

ρούν να σχηματιστούν έτσι ώστε: α)η επιτροπή να έχει ακριβώς 3 

ανδρές, β)η επιτροπή να έχει τουλάχιστον 3 άνδρες.

Λύση: α)Στη πρώτη περίπτωση πρέπει να υπάρχουν στην επιτροπή ακρι­

βώς 2 γυναίκες. Οι άνδρες μπορούν να εκλεγούν κατά

(3) = 7 Γ(7-3) [ = ""273̂ 4*" = 35 διαφορετικούς τρόπους 

και οι γυναίκες κατά φ  - ; = 42^4^ = 15

διαφορετικούς τρόπους. Επομένως κάθε εκλογή ανδρών μπορεί να συν­

δυαστεί με κάθε εκλογή γυναικών, οπότε έχουμε συνολικά 35*15=525 

εκλογές επιτροπής των 5 ατόμων.
β) Εδώ έχουμε τρεις τύπους επιτροπής:(1)τρεις άνδρες και δύο γυ­
ναίκες, (2)τέσσερες άνδρες και μία γυναίκα και (3)πέντε άνδρες.

0 αριθμός των επιτροπών για κάθε μια από τις τρεις παραπάνω περι­
πτώσεις είναι
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( 1 )

( 2 )

(3)

525 επιτροπές* όπως βρήκαμε στην περίπτωση (α)

(4) *(1)= 4! (7-4)! ' 11(6-1)!

(5) = 5J(7-5)! = 21

210

Συνεπώς ο ολικός αριθμός των επιτροπών είναι 

525+210+21 = 756 .

10. Δώδεκα σημεία είναι συνεπίπεδα αλλά ανά τρία δεν είναι συγγραμ- 

μικά:α)Να βρεθεί ο αριθμός των διαφορετικών τριγώνων τα οποία μπο­

ρούν να σχηματιστούν αν χρησιμοποιηθούν αυτά τα σημεία ως κορυφές. 

β)Να βρεθεί πόσα από αυτά τα τρίγωνα έχουν ένα συγκεκριμένο ση­

μείο ως κορυφή.

Λύση: α)Επειδή κάθε τρίγωνο έχει 3 κορυφές μπορούμε να κατασκευά­

σουμε τόσα τρίγωνα όοος, είναι ο αριθμός των τρόπων με τους οποίους 

μπορούμε να εκλέξουμε τρία σημεία από τα 12. Ο αριθμός αυτός είναι

(12\- 12! _ 91*10*11*12 _ 
κ 3 ' 31(12-3)I “ 2*3*9! ~

β)Για να είναι ένα συγκεκριμένο σημείο κορυφή κάθε τριγώνου, αφή­

νουμε αυτό το σημείο και εκλέγουμε τα άλλα δύο σημεία (τις άλλες 

δύο κορυφές του τριγώνου) από τα υπόλοιπα 11 κατά

,11. 11! _ 9! -10-11 _ ,,
κ 2 21 (11-2) ! ~ 2-9.· ~ 30

διαφορετικούς τρόπους. Συνεπώς υπάρχουν 55 διαφορετικά τρίγωνα τα 

οποία έχουν ένα συγκεκριμένο σημείο ως κορυφή.

11.Να δειχτούν οι επόμενες σχέσεις
,Πχ n-k

«> Φ -  <„!*>■»> φ φ - Φ ϊ ί ΐ  - *>



-45-

<δ> O ^ k - I
(η+1) (η-2k) 
(k+1)ί(n-k+1)I

Λύση:

α) (n)= ___n !___
V  k.' (n-k)!

_ / r n »  π I _ n i___
Hai ln-k'~ (n-k):[n-(n-k)] ! “ (n-k)Ik!

Rn ( n ,________ nl_______________ n l (n-k)_____________ n' (n-k)______
p; *k+1; (k+1) (n-k-1) l k! (k+1) (n-k-1) l (n-k) “ k! (n-k) ί (k+1) ~

.n. . n^k 
V  k+1

Y) Φ +2<„” ) + / n ) = ____ n '
Γ  lk-2j kl(n-k)ί + 2 (k-1)I(n-k-*i)1 T (k-2)!(n-k+2)

2nJ
(k-2) I (k-1)k(n-k) ! (k-2) (k-1) (n-k+1) (n-k) l

+ (k-2)l(n-k+2)(n-k+1) (n-k)!

____ni Γ 1 2 . 1 1
(k-2) ! (n-k) l L (k-1)k (k-1) (n-k+1) (n-k+2) (n-k+1) -I “

__ nJ . (n-k+1)(n-k+2)+2k(n-k+2)+k(k-1)
(k-2)’(n-k)ί k(k-1)(n-k+1)(n-k+2)

____ n! n2+3n+2 _ ni(n+1)(n+2)
(k-2) i (n-k) J k (k-1) (n-k+1) (n-k+2) ~ k.’ (n-k+2) l

(n+2)* _ ,n+2%
k!(n+2-k)l ~ 1 k ;
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6 ) / η ) ck+r
, η v__________ η * _____________Π>

* (k-1*~ (k+1)!(n-k-1)! (k-1)l(n-k+1)

η.' Γ _J______________ 1_______ _ 1 «
= (k-1 )! (n-k-Τ Π  L k"flc+17  (n-k) (n-k+ΊΤ J

n! (n-k)(n-k+1) -k(k+1 )_ n!(n2- 2kn-2k+n) β
= (k-1 ) ! (n-k-TTf * k (k+1 ) (n-k) (n-k+1 ) ~ (k+1 )! (n-k+1 )i

n.1 (n+1) (n-2k) _ (n+1) l (n-2k)
" (k+1)l(n-k+1)J ~ (k+1)!(n-k+1)i *

12.Από δέκα διαφορετικά σύμφωνα και 4 διαφορετικά φωνήεντα πόσες 

λέξεις, (αναγραμματισμούς,δηλ. οι λέξεις δεν είναι απαραίτητο να έχουν 

νόημα) , μπορούμε να σχηματίσουμε ώστε κάθε λέξη να έχει 6 σύμφωνα 

και 2 φωνήεντα;
Λύση: Μπορούμε να εκλέξουμε 6 σύμφωνα από τα 10 κατά (^) διαφο­

ρετικούς τρόπους, δηλαδή

,10. 101 6» «7*8*9*10
1 6 6!(10-6)I 6!4Ι 210 τρόπους

4Ομοίως μπορούμε να εκλέξουμε 2 φωνήεντα από τα 4 κατά (2) διαφορε­
τικούς τρόπους, δηλαδή

(2)= τττΓ-ϊπ = 2Ttr =6 τρόπουε

Επομένως για κάθε έναν από τους 210 τρόπους εκλογής των 6 συμφώνων 

έχουμε 6 τρόπους εκλογής των 2 φωνηέντων. Συνεπώς τα 8 γράμματα 

κάθε λέξεως μπορούν να εκλεγούν κατά 210-6=1260 τρόπους. Μετά από 

αυτό, κάθε εκλογή από τις εκλογές των 8 γραμμάτων μπορεί να μετα­
τεθεί κατά 8.' διαφορετικούς τρόπους. Συνεπώς, ο ολικός αριθμός των 
λέξεων που μπορούμε να σχηματίσουμε είναι 1260 ·8.·=50 .803.200
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13. Πόσες λέξεις μπορούμε να σχηματίσουμε μεταθέτοντας τα γράμματα 

της λέξεως "πανεπιστήμιο".
Λύση: Η λέξη "πανεπιστήμιο" έχει 13 γράμματα από τα οποία δύο είναι 

το γράμμα π, δύο το γράμμα ν και δύο το γράμμα ι. 'Αρα μπορούμε να 

πάρουμε τις μεταθέσεις 13 γραμμάτων με επαναλήψεις ορισμένων από 

αυτά. Δηλαδή έχουμε

2 /  = 778·377*600 λέξεος

14. Με τα ψηφία 0,1,2,3,4,5,6 πόσους πενταψήψιους αριθμούς μπορούμε 

να σχηματίσουμε;
Λύση; Οι πενταψήφιοι αριθμοί που δεν έχουν καθόλου το ψηφίο 0 είναι 

σε πλήθος όσες οι ανά 5 επαναληπτικές διατάξεις των ψηφίων 1,2,3,4, 

5,6 , δηλαδή 6^=7.776. Επίσης οι πενταψήφιοι αριθμοί που έχουν μία
4φορά το ψηφίο 0, όχι όμως στην πρώτη θέση, είναι σε πλήθος 4·6 =5184 

0 αριθμός αυτών προκύπτει από τους τετραψήφιους αριθμούς που μπο­

ρούμε να δημιουργήσουμε με τα 1,2,3,4,5,6, αν σε καθένον από αυτούς 

θέσουμε ένα 0 στις διάφορες θέσεις εκτός βέβαια από την πρώτη. 

Επειδή τώρα ένος τετραψήφιος αριθμός μετατρέπεται σε πενταψήφιο με 

ένα ψηφίο το 0 κατά 4 τρόπους έχουμε συνολικά τον αριθμό 4·6 .

Ομοίως οι πενταψήφιοι αριθμοί που έχουν δύο φορές το ψηφίο 0, όχι 
όμως στην πρώτη θέση, είναι σε πλήθος 6·63=1296. Δηλαδή, όσοι είναι 

οι τριψήφιοι αριθμοί που δημιουργούνται από τα ψηφία 1,2,3,4,5,6 

αν σε καθένοναπό αυτούς θέσουμε το ψηφίο 0 δύο φορές στις διάφορες 
θέσεις εκτός από την πρώτη. Οι δυνατές θέσεις είναι 6. Στη συνέ­
χεια οι πενταψήφιοι αριθμοί που έχουν τρείς φορές το ψηφίο 0, όχι

2όμως στήν πρώτη θέση, είναι 4·6 =144.Τέλος οι πενταψήφιοι αριθμοί 

που έχουν το ψηφίο 0 τέσσερες φορές είναι 6. Έτσι όλοι οι πεντα- 
ψήφίοι αριθμοί είναι σε πλήθος 7776+5184+1296+144+6=14406.
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15.Να βρεθεί, αν υπάρχει,,

τα επόμενα αναπτύγματα.

α)(2χ+ -^)12 
χ”4

ο ανεξάρτητος του χ όρος σε καθένα από

9

Λύση:
α) Ο όρος k+Ι τάΕεως στο ανάπτυγμα (2χ+ -L)12 είναι, σύμφωνα

χτ
με τον τύπο του διωνύμου

,12 12-k. 1 ,k .12, _12-k 12-k 1Γ,Γ) (2χ) Λ (-^) =('/·)·2
*

(12)·212"k#χ12-k-2k β (12}β212-kx12-3k

Για να εύναι ο όρος αυτός ανεξάρτητος του χ πρέπει, να έχουμε 

12-3k=0 ή k=4. 'Αρα ο 5ος όρος του αναπτύγματος εί-ναι ανεξάρτητος

του χ.
1 9β) Ο όρος k+1 τάΕεως στο ανάπτυγμα ---^ > είναι

i)k .x2l9-k,.x-k -

- l9)-(|)9-k (- J)k-x1e'3k.

Για να ε£ναι ο όρος αυτός ανεξάρτητος του x πρέπει να έχουμε 
18-3k=0 ή k=6. 'Αρα ο 7ος όρος του αναπτύγματος είναι ανεξάρτητος

του χ.

16.Να δειχθούν οι ταυτότητά 

α) φ - φ + φ - φ  + ...+ Μ ) η Ο =0

β) φ  + φ + φ  + · · · + φ =2η

γ) (“ ) + φ  + φ + . . .  - φ  + Φ + ( 5 , + · · ·  =2Π“ 1
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βι Φ  +2 Φ  +3 Φ  + +η Ο  _ ηίηίϋ6) —3—  +2 ——  +3 ——  +...+Π — -—  — 5---1 /Πχ (η} ( η ) 2
V  κ2} *η-1 *

Λύστχ: θεωρούμε τον τύπο του διωνύμου

(1+χ)η= (q )+ (^)χ+ <2)χ 2+ (j )x ^+· · ·+ ̂ η)χΠ

Αν θέσουμε τώρα χ=-1 παίρνουμε την ταυτότητα (α) . Αν θέσουμε χ=1 

παίρνουμε την ταυτότητα(β) · Για την (γ) χρησιμοποιούμε τις (α) και 

(β). Από την (α) έχουμε

(0)+(2)+(4) + ··· " φ + <3)+(5) + ··· . (*)

Αν τώρα θέσουμε στην (β) όπου (ο> + (2̂  + ̂ 4̂  + · * · τ<* σ̂ο του ατι̂  την 
(*) έχουμε

2{(") + φ  + <5) + ···> =2Π ή (1)+ (3>+ (5)+__=2 π-1

Για την (δ) παρατηρούμε ότι

η!
kl(n-k)I( η )

lk-V
= k η l

(k-1) ' (n-k+1) !

_ k (k-1) * (n-k+1 ) l _ Λ
k . ( n _ k ) , n - k + i

Αν τώρα πάρουμε τη σχέση αυτή διαδοχικά για k=l,2,3#... ,n θα 

έχουμε για το πρώτο μέλος της (δ)

Φ(?) (?) (?)
-4- +2 ~7Γ +3 -ττ + · · ·+η — ζ:—  ' (η ) (η) ι n )V  κ2 } ' η - 1 '

= (η-1+1)+(η-2+1)+(η-3+1)+...+

+ (η-η+1) =η+(η-1)+(η-2) + ...+1=1+2+..·+η = SiSill .

17.Να δειχθεί ότι 2η= Σ (-1)k (Ρ)3η_Κ
k=0

Λύση: Εφαρμόζουμε τον τύπο του διωνύμου για χ=3 και φ=-1 οπότε
έχουιιε (3+(-1))η= Σ (?)3n_k(-1)k ή 2η= Σ (-1)k (?)3n_k 6ηλα6ή

k=0 κ k=0
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τήν ζητούμενη ταυτότητα.

18.Να δειχθεί ότι

α) 1 φ + 2 ( ”) + . · .+n(JJ)=n2n_1

γΠ» _ ,η. , „ ,η . „ ,η η-1 ,η. ,β) φ - 2 φ + 3 φ - 4 φ  + . . . +  ( - 1 ) “ η ( “ )=0

γ) η(η+1)2η-2= Σ k2 (P)
k=1 Κ

c\ Λ Λ .  ̂ ,η» ,  ̂ ίΠι , 1 /Π» , , 1
6) 1+ 2^ι^+ 3 2 + 4 3̂ +* " *+ η+1 η' η+1

Λύση: Θεωρούμε τον τύτιο του διωνύμου 

(1+χ)η= φ + φ χ + φ χ 2+ φ χ 3+...+ (£)χΠ

Παραγωγ ίζουμε και τα δύο μέλη της παραπάνω ισότητας οπότε έχουμε 

η (1+χ)η-^= φ  +2 φ χ + 3  φ χ 2+.. . + η φ χ η_1 (*)
Θέτουμε τώρα χ=1 οπότε παίρνουμε την (α) . Αν θέσουμε χ=-1 θα πάρου­

με την (β) . Για να παράγουμε την (γ) πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη

της (*) επί χ. Έτσι έχουμε nx(1+x)n Σ k(£)xk .
k=1 Κ

Στη συνέχεια παραγωγίζουμε οπότε έχουμε

n[(1+x)n“  ̂+ (n-1)x(1+x)n~2] = Σ k2 (£)xk~ θέτοντας τώρα χ=1 παίρ-
k=1

νουμε τελικά την (γ). Για να αποδείζουμε την (δ) θεωρούμε ξανά τον

τύπο του διωνύμου (1+χ)η= Σ (£)xk και ολοκληρώνουμε τα δύο μέλη
k=0 Κ

από 0 έως 1. Έτσι έχουμε διαδοχικά

( Σ (£)xk)dx ή ί (1+x) nd(l+x) = Σ ί (£)xkdx 
0 k=0 Κ ^0 k=0 '0 *

ri
(1+χ) ndx=

ri
(
n
Σ (”)xk

0 J0 k=0 K

(1+x)n+1I1 nn f n \

xk+1
n+1 l 0

L·
k=0 (k> k+1

2n+1 . 1 
n+1 n+1

n
Σ

k=0
(n)'k'

1
k+1
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3 4 219. Να βρεθεί ο συντελεστής του όρου στο ανάπτυγμα
10(χ1+χ2+χ 3+χ4+χ5)

Λύση; Από τον γενικό τύπο του διώνυμου έχουμε

(χ1+χ 2+χ 3+χ 4+χ 5+ *
10

k^+k2+k3+k4+k5=10 W k3
1 ο :

Jk *k 1 4 #JC5 *

4 k
x5

5

3 4 2Συνεπώς ο συντελεστής του όρου x^x^x^x^ είναι

1 0 !
3!1!4!0!2! = 12600

2 3 220. Να βρεθεί ο συντελεστής του όρου χιχ2χ3χ4 στο ανάπτυγμα 
(χ1-χ2+2χ 3-2χ4)
Λύση: 'Εχουμε

8

8 s: __ ·Χ* (_Χ , 2ι ir ιι_ II, · Α 1 ' λ 9 '(χ1»χ +2χ3-2χ4) — Σ Τ- Π" ΠΊ Π7 Γ
1 Ζ J * k1+k2+k3+k4=8Jc1 #Κ2*Κ3*Κ4* 1

^3 ^4 81 k2 k3 ^4 k1 k2(2χ ) 3(-2χ ) 4= Σ . ,. ,-fc—  (“D  22 3 (-2) V 1x22.
k1+k2+k3+k4=8 Χ1·κ 2*κ 3*κ 4* 1

1̂ 3 k4 2 3 2·χ3 χ4 . Συνεπώς ο συντελεστής του όρου x]jx2x3x4 είναι ?

I ΤΓ3?Ί; ff (~1}3^  (~2)2=-13440
I
II 11.'Αλυτες ασκήσεις.
| 1.Πόσες μεταθέσεις μπορούμε να σχηματίσουμε με τα γράμματα
| Α,Β,Γ, κ,λ,π, έτσι ώστε κάθε μια να έχει ως πρώτο γράμμα ένα από 
ΐ τα κεφαλαία;
?·;. 2.Κατά πόσους τρόπους μπορούν η διάφορα βιβλία να τοποθετηθούν
ι *

σ'ένα ράφι έτσι ώστε δύο συγκεκριμένα βιβλία να μη βρίσκονται το
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ένα πλάι στο άλλοJ
3. Με τα ψηφία 1,1,2,2,3,3,4 πόσους αριθμούς μπορούμε να σχηματίσσυ-

με έτσι ώστε τα άρτια ψηφία να κατέχουν άρτιας τάξεως θέση και τα 

περιττά περιττής;

4. Κατά πόσους τρόπους 11 διάφορα βιβλία μπορούν να μοιρασθούν 

σε 4 μαθητές ώστε ο Α να πάρει 4 βιβλία, ο Β 3 βιβλία και ο Γ και 

Δ απο 2̂

5. Να δειχθεί ότι το άθροισμα όλων των αριθμών (του δεκαδικού

συστήματος αριθμήσεως) τους οποίους παίρνουμε αν μεταθέσουμε η

διάφορα μεταξύ τους ψηφία καθ'όλους τους δυνατούς τρόπους ισούται 
10^—1με (η-1) !— —̂  S όπου S είναι το άθροισμα των η ψηφίων.

6. Από τέσσερες άνδρες και οκτώ γυναίκες πρόκειται να εκλεγεί μία ομά­

δα 6 ατόμων σαγν οποία ένας τουλάχιστον θα είναι άνδρας. Πόσσες τέ­

τοιες διαφορετικές ομάδες είναι δυνατόν να σχηματίσουμε;

7. Ποίο είναι το πολύ το πλήθος των σημαίων τομής 1)6 ευθειών, 

ii)5 περιφερειών;

8. Να βρεθεί το η αν ΊΓ

9. Πόσοι τριψήφιοι αριθμοί υπάρχουν που δεν έχουν το ψηφίο 0;

10. Κατά πόσους τρόπους τρείς μαθητές μπορούν να καθίσουν σε 

4 θρανία;

11. Να προσδιορισθεί ο θετικός ακέραιος k έτσι ώστε 

Δ ^ 6 = 3080°.Δ^ 3  ·

12. Να δειχθεί ότι Δη+1=Δη +πιΔη . .m m m-ι

13. Πόσοι τετραψήφιοι αριθμοί με διαφορετικά μεταξύ τους ψηφία 
υπάρχουν ?

Ο Λ mm Λ |Γ
14. Να βρεθούν οι συντελεστές του x και του χ του αναπτύγμα-
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TOC (X4- l)15.
1 3n15.Να βρεθεί ο ανεξάρτητος του χ όρος στο ανάπτυγμα (χ--
υΓ

16.0 2ος,3ος και 4ος όρος στο ανάπτυγμα (χ+ψ)η είναι αντίστοι­

χα 240 , 720 , 1080. Να βρεθούν τα χ,φ,η.
4317. Αν στο ανάπτυγμα (1+χ) οι όροι τάξεως 2μ+1 και μ+2 έχουν 

ίσους συντελεστές να βρεθεί ο μ.

18. Να δειχθούν οι ταυτότητες:

(0)- (2) + (4)-(6) + ···= \ [d+i)n+(1-i)n]

( " ) - φ + φ - φ + . . . =  Ίί [(1+i)n- (1"i)nJ ·

19. Να βρεθεί με τι ισούται η κάθε μια από τις παραστάσεις

Σ φ ^ λ 5-1 , Σ (?)ki(1-k)n~1 ,
i=0 1 i=0

Σ [3(J)ki(1-k)7“i+5] . 
i=0 1

2 2 520. Να βρεθεί ο συντελεστής του χ φ ζ στο ανάπτυγμα (χ+φ+ζ) .

21 . Αν m είναι τυχόντας πραγματικός αριθμός και η ένας θε­

τικός ακέραιος τότε θέτουμε
m = m(m-1) —  (m-n+1) = Λ η !  π η
Δείξτε ότι για δύο τυχόντες πραγματικούς αριθμούς α και β και 

κάθε θετικό ακέραιο η έχουμε

(α+β) η- <“> αη+ (“)αη-1 «n.r&r+ .··+(“> Ρη ·
(Τύπος του Vandermonde) .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ III

ΠΙΝΑΚΕΣ

1 .'Εννοιες - Ορισμοί.

1.1 .Ορισμός; Κάθε ορθογώνια διάταξη m*n σε πλήθος στοιχείων

d^  ̂;0ΐ̂ 2/ * * * 9 * * * 9α2η' * * *9̂ ιπ1 9 * * *9̂ mn9 ένα σώμα F σε in
γραμμές και η στήλες στη μορφή

α11

*21 α2 2 *
• α2η

( 1 . 1)

αm2·

καλείται πίνακας ή μητρώο ή μήτρα (matrix) με m γραμμές και η στή­

λες. Όταν θέλουμε να δηλώσουμε συγχρόνως και το πλήθος των γραμμών 

και στηλών του πίνακα (1.1) καλούμε αυτόν (m,η) -πίνακα, ή ακόμα πί­
νακα του τύπου (m,n).

Τα α^j καλούνται στοιχεία του πίνακα και είναι βέβαια στοιχεία 

του σώματος F. Οι δείκτες i και j δηλώνουν τη γραμμή και τη στήλη, 

αντίστοιχα, στην οποία βρίσκεται το στοιχείο a^j. ο πρώτος δείκτης 

i καλείται δείκτης γραμμής και ο δεύτερος δείκτης j καλείται δεί­
κτης στήλης.

1.2.Ορισμοί: α)Αν m=n ο πίνακας (1.1) λέγεται n-τετραγωνικός 
πίνακας (square matrix). Σ'αυτή την περίπτωση τα στοιχεία

α11 'α22' * * * 'αηη τα στοιχεία α^) σχηματίζουν την κύρια δια­
γώνιο του πίνακα, ενώ τα στοιχεία α, ,α^ ι Μ .Μ α ,In' 2,n-l ' n1 σχηματίζουν
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την δευτερεύουσα διαγώνιο του πίνακα, 

β) Ένας (X,η)-πίνακας, δηλαδή

Οΐ α2 αη1

καλείται πίνακας νοαμμή ή διάνυσμα γραμμής, ενώ ένας (η,Ι) -πίνακας, 

δηλαδή

καλείται πίνακας στήλη ή διάνυσμα στήλης.

γ)Δύο πίνακες είναι ίσοι αν και μόνο αν είναι, του ίδιου τύπου 

και έχουν ίσα στοιχεία στις αντίστοιχες θέσεις. Δηλαδή οι (m,n)- 

-πίνακες κοα Bss&ij] ^  ε ν̂οα αν η<*ι uovov αν
aij=bij για κάθε ζεύγος δεικτών i και j , , l<j<:n.

δ) 'Ενας (m,n)-πίνακας Α=[α£^ που έχει όλα τα στοιχεία ίσα 

με μηδέν, δηλαδή α^=0 για όλους τους δείκτες i και j είναι γνω­

στός ως ο (πι,η)-μη6ενικός πίνακας (zero matrix) και σημειώνεται 

με 0.

α±j=0 αν i^j , δηλαδή όλα τα στοιχεία που δεν κείνται στην κύρια 
διαγώνιο είναι μηδέν, καλείται διαγώνιος πίνακας (diagonal metrix).

ε) Ένας η-τετραγωνικός διαγώνιος πίνακας που έχει αιχ==α22= * * * = 
=α καλείται ταυτοτixdcπίνακας (identity metrix) και σημειώ­
νεται με I ή I άν θέλουμε να δηλώσουμε συγχρόνως και τον τύπο 

του. Δηλαδή έχουμε

δ) Ένας n-τετράγωνικός πίνακας

1 0  0 
0 1 0

0
0

Iη
0 0 0 . . . ϊ
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Αν χρησιμοποιήσουμε το δέλτα του Kronecker, 

αν 1=j 
αν

δηλαδή

τότε ο ταυτοτικός πίνακας μπορεί να γραφεί I 

ζ)θεωρούμε έναν (πι,η)-πίνακα A=s[5ij]' ^

A =

α11 α12 ·'* α1η

α21 α22 **· 2η

cx ι ci λ · · · · α _ ml m2 ran

Αν τις γραμμές του πίνακα Α τις κάνουμε στήλες και τις στήλες του 

γραμμές, τότε παίρνουμε ένα νέο πίνακα ° οποίος είναι του

τύπου (n,m) και καλείται ανάστροφος (transpose) του Α, δηλαδή 

έχουμε

α11 α21 ··* am1

αΐ2 α22 ··· am2

a. ···__In 2n mn

Παρατηρούμε συνεπώς ότι bij=aji γιοι κάθε ζεύγος δειχτών i και j ,

1<j<n και το στοιχείο b^j , που εμφανίζεται στην i-γραμμή και

j-στήλη του ανάστροφου πίνακα, είναι το στοιχείο α ^  πού υπάρχει
στην j-γραμμή και την i-στήλη του πίνακα Α. Τον ανάστροφο ενός

t Τπίνακα Α συμβολίζουμε συνήθως με Α ή Α ·

η) Ένας τετραγωνικός πίνακας A=jai Γ] καλείται συμμετρικός 

(symmetric) αν ai j=aji (i>j=1 *2, . ·. ,n) , δηλαδή αν Α=Α^.
θ)Ένας τετραγωνικός πίνακας Α=|α^^ καλείται αντισυμμετρικός 

(skew-symmetric) αν α ^ = - α ^  (i, j=1 , 2, ... ,n) . Σ'αυτή τη περίπτωση 

έχουμε α^=0 (i=1,2,.. . ,η) ,γ ιατί πρέπει να είναι α ^ = - α ^  ·
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Ας είναι A=[ai Γ] ένας πίνακας με στοίχε ία από το σώμα C των 

μιγαδικών αριθμών. Δηλαδή τα στοιχεία α ^  του πίνακα Α είναι μιγα- 

δικοί αριθμοί.

ι)0 πίνακας B=[bij[]/ όπου / καλείται συζυγής (conju­
gate) του πίνακα Α. (Σημειώνουμε ότι με συμβολίζουμε τον συζυ­

γή μιγαδικό αριθμό του α^ ̂ . Δηλαδή, αν α^=χ+1ψ (is/^T) τότε 

â j=x-ivj)) . Ο συζυγής του πίνακα Α συμβολίζεται συνήθως με Α.

ια) Ένας τετραγωνικός πίνακας Α=[α^£] τέτοιος ώστε At=A κα­

λείται Ερμιτιανός (Hermitian) . Δηλαδή ο πίνακας θα είναι

Ερμιτιανός αν α ^ = α ^  .

ιβ) Ένας τετραγωνικός πίνακας Α= [ctjjj τέτοιος ώστε At==-A κα­

λείται αντί-Ερμιτιανός (skew-Hermitian). Δηλαδή ο πίνακας 
θα είναι αντί-Ερμιτιανός αν α ^ = - α ^ ,  για όλα τα στοιχεία α̂  ̂j .

13. Παράδειγμα: 

α)0ι πίνακες

1 1-t u 3+t
Α = , Β =

t 1+t ν-3 w_

είναι ίσοι αν και μόνο αν l=u , 1-t=3+t 

συμβαίνει όταν u=1 , t=-1 , ν=2 , w=0 . 

β)0 ανάστροφος του πίνακα

είναι ο πίνακας

Α
1 2  3

- 1 0  2

Αt
1 -1
2 0
3 2

t=v-3 1+t=w. Αυτό

Υ)0 πίνακας
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0 1 2

A = -1 0 -3

-2 3 0

είναι αντισυμμετρικός, διότι α^«-α

0 πίνακας
1 1-i 2

1+i 3 i

2 -i 0

είναι Ερμιτιανός διότι 

aij = a ji

Ο πίνακας

A =

i 1-i 2

-1-i 3i i

-2 i 0

είναι αντί-Ερμιτιανός διότι 

a i r ‘a ji

2.ΠράΕεις στουε πίνακες.

2.1.Ορισμός: Το άθροισμα δύο πινάκων A=^a^jJ και Β= [j3i 

του αυτού τύπου (πι,η) ορίζεται ως ε£ής:
Α+Β= O i  j] + O i  Γ] = 0 ± j+bi j]

ή αναλυτικά

au a12 ' · * am b11 b 12 ·** b1n

a21 a22 ··· a2n
+

b21 b22 • *' b2n

Ot Λml am2 * · · arnr* mn bm1 bm2 * * * mn

all+bll αΐ2+bl2 ··· a1n+b1n

a21+b21 a22+b22 ·" a2n+b2n

+bml am2+bm2 a +b mn mn
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Από τον ορισμό του αθροίσματος πινάκων έχουμε αμέσως τις επόμενες 
ιδιότητες.
Αν A,B,C είναι τυχόντες πίνακες του αυτού τύπου (m,n) τότε 

(1) Α+Β=Β+Α 
(ii) Α+(B+C)= (Α+Β)+C

(iii) Αν Α=Β — * A+C=B+C

(iv) 0+Α=Α , για κάθε πίνακα A , όπου 0 είναι ο μηδενικός πί­

νακας του τύπου (m,n).

(ν) Αν Α=[ο^Γ] κ011 -Α= [”αι j] τότε Α+ (-A) =0

2.2.Ορισμός: Αν X€F και Α=[α.^ είναι ένας (m,n)-πίνακας επί 

του σώματος F, τότε το γινόμενο λΑ είναι ο πίνακας λΑ=£λα^ Γ|. 

Δηλαδή

λΑ

λαΐ1 λα12 *

λα21 λα22 *

λα

λα

In

2n

λα’ml λαm2

είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον πίνακα A , αν πολλαπλασιάσουμε 

όλα τα στοιχεία αυτού α ^  επί λ.

Είναι προφανείς οι επόμενες ιδιότητες.
(i) 1·Α=Α

(ii) λ(μΑ)=(λμ)Α

(iii) (λ+μ)Α=λΑ+μΑ
(iv) λ(Α+Β)=λΑ+λΒ

Αν A=jai TJ είναι ένας (m,η)-πίνακας και Β= [^ij3 ε ν̂οα ένας 
(m',η')-πίνακας, τότε το γινόμενο Α*Β των πινάκων Α και Β ορίζεται 
μόνο όταν ο αριθμός η των στηλών του Α είναι ίσος με τον αριθμό m'
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των γοαπυών του Β . Έτσι έχουμε τον επόμενο ορισμό

2« 3,Ορισμόε: Το γινόμενο Α·Β του (ιη,η)-πίνακα Α*[α^.ρ και 
του (η,ρ)-πίνακα B=[bij] είναι ένας (m,p)-πίνακας C»= Q= t * όπου

η
Cij “ ai1 b1j+ai2 b2j+ *" *+ain bnj “ bkj ·'

Κάπως πιο χαλαρά θα μπορούσαμε να πούμε ότι το στοιχείο είναι 

το γινόμενο της i-γραμμής του πίνακα Α με την j-στήλη του πίνακα 

Β, δηλαδή

° υ “ ai2* * *ain]

1j 
*2 j

nj

= ai1b1j+ai2b2j+ -*-+ainbnj

jt
%

2.4«Παράδειγμα:

a) Av

τότε έχουμε

1

2

-1

3
και B=

τότε

A+B —
6 0 

4 4

5

2

-1

3

1

1 3

2 1 to
 ° 

1

-1 1
2A=

4

00VO

και -A— -2 -3

β) Αν
A= α ι ι al2 και B= b11 b12

_ a21 a2_2 __b2l b22_
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"αιι αΐ2_ • b11 b1 2 ss "ailb11+a12b21 a 11bl2+al2b22
α21 Ρ ΪΟ to 1__

_ b21 b22 a21b11+a22b21 a 2lbl2+a22b22

"i o’
•

”0 2 1) 2

1  1 1 - l e JL 1

~0 2
•

"l o'" "2 2

1 -1_ JL 1_ 0 -1_

Το τελευταίο παράδειγνια δείχνει ότι, γενικά ο πολλαπλασιασμός πινάκων, 

αν ορίζεται, δεν είναι αναγκαστικά μεταθετικός, δηλαδή έχουμε 
Α·Β#Β·Α.

2.5.Ορισμός: α)Αν Α και Β είναι δύο τετραγωνικοί πίνακες τέτοιοι 

ώστε Α·Β=Β·Α, τότε οι Α και Β λέγονται μεταθετοί πίνακες (commuta­
tive matrices).

β) Ένας τετραγωνικός πίνακας Α για τον οποίο ισχύει Α =Α (δηλαδή 

Α·Α=Α) καλείται αυτοδύναμος (idempotent).

γ) Ένας τετραγωνικός πίνακας Α για τον οποίο ισχύει Ατ=0, για κάποιο 

θετικό ακέραιο τ, καλείται μηδενικής ισχύος (nilpotent).

Για παράδειγμα ο πίνακας

2 -2 -4

Α= -1 3 4

1 -2 -3

2 - 2

3

-4

4
1 -2 -3

είναι αυτοδύναμος γιατί

2 -2 -4 2 -2 -4

- 1 3  4 -1 3 4 = Α .
1 -2 -3 1 -2 -3

Ο πίνακας
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A 2s=

1 1 3

5 2 6 

:2 -1 -3

1

5

είναι μηδενικής ισχύος γιατί

α 3=α 2·α =

1 3“ "1 1 3 ο ο ο __
I

2 6 • 5 2 6 S S 3 3 9 και

-1 -3 _ -1 -3 -1 -1 -3_

—
1 

0 0 ο " “ 1 1 3“

1

ο ο ο

3 3 9 • 5 2 6 0 0 0

-1 -1 -3 _ Γ 2 “1 -3_ οοο________
1

iL- 6 .Πρόταση: Το γινόμενο τιινάκων πληρεί τον προσεταίριστικό νό­

μο Α· (Β·θ = (Α·Β) -C.

ΑιτόδεlΡη - Ας είναι Α=[α^^ ένας (m,π) -πίνακας, B= Jj3̂ ^ναε 

(η,ρ)-πίνακας και 0=[ς^Γ] ένας (p,q)-πίνακας. Τότε Α·Β=[χ^^] είναι 

ένας (πι,ρ)-π £νακας με χ±j-a^b, j + a . ^ j+.. .+ainbnj- ·

Επίσης Β·ο=[ΐ|κΓ] είναι ένας (n,q) -πίνακας με

Φΐ Γ  bi1C1 j+bi2c2j+ · · ·+1>χρ0ρ Γ  AE1biAcAj

Τα στοιχεία xns i-γραμμής του πίνακα Α είναι α£ΐ»“12'* * *,ain και
τα στοιχεία της j-στήλης του πίνακα B-C είναι φ1 . ,ψ ., .,ψ .,

1 3 Zj 113

όπου φ ^ -  ! b u ctj , Φ 2ί= n 2tc(j.... φη .= J b nloi y  Συνεπώς
X/ ■“ -ί Χ»*“ I

το στοιχείο στην i-γραμμή και j-στήλη του πίνακα Α· (B-C) είναι

η η

η ρ
Σ Σ
k=l &=1

Ρ η η

Σ α., ( 
k=1 lk ^ 1bkAc*3

η
Clj+(k^ a^ 2 )c2j+
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η

Αυτό όμως είναι το στοιχείο που βρίσκεται στην i-γραμμή και j-στή­

λη του πίνακα (Α·Β)*C . Συνεπώς έχουμε A-(B-C)=(Α·Β)*C .

2.7. Πρόταση r Ο πολλαπλασιασμός πινάκων είναι επιμεριστικός ως 

πρός την πρόσθεση, δηλαδή

A* (B+C)=A-B+A*C , (A+D)-C=A-C+D-C

όπου οι πίνακες A,B,C,D είναι κατάλληλων τύπων για να είναι δυνα­

τές οι αντίστοιχες πράξεις της προσθέσεως και του πολλαπλασιασμού.

ΑπόδειΕη: Θα αποδείξουμε μόνο την πρώτη σχέση, η δεύτερη απο- 

δεικνύεται παρόμοια. Ας είναι Α=[ο^Γ] ένας (m,η) -πίνακας και 

B ^ i j ]  ' C=[^ijl δύο (η,ρ) -πίνακες. Τότε Β+0=[1^^ είναι ένας 

(η,ρ)-πίνακας με xi j=bij+cij · EROTIC Α·Β=[ί^Γ] και A.-C= -j] είναιη

η

Αλλά Α· (B+C) = [g^jj είναι ένας (m,p)-πίνακας με

η

η η

η η

Συνεπώς
A-B+A-C

2.8.Πρόταση: 0 ανάστροφος του γινομένου Α·Β πληρεί τη σχέση
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i t t (Α·Β) =ΒΤ:·Αΐ' .
ΑπόδειΕη:Αν Α=[α^^] είναι ένας (m,η)-πίνακας και ένας

(η,ρ)-πίνακας, τότε ο 0=Α·Β=[σ^*] είναι ένας (m,p)-πίνακας· Το στοι 

χείο που βρίσκεται στην i-γραμμή και j-στήλη του πίνακα Α·Β είναι 

π
c .= Σ a.. b. . . Το ίδιο στοιχείο είναι επίσης στοιχείο της j-γραμ- 
ij lK KJ

μής και i-στήλης του πίνακα (A*B)t. Τα στοιχεία της j-γραμμής του 

πίνακα είναι b1 . , b~.,...,b . και τα στοιχεία της i-στήλης του 

πίνακα είναι, 'aj_2 ' * "  ,ain' ϊυνετκ ε̂ το στοιχείο της j-γραμμής

και i-στήλης του πίνακα Bt»At είναι bijail+b2jai2+ *‘*+bnjain=

= k^ aikbkj=cij.

Συνεπώς (A'Bj^B^Ah .

3."Αντίστροφοι πίνακες.

3· 1 ·Opισμός;*Ενας πίνακας B καλείται αντίστροφος του πίνακα A 

αν Α'Β=Β·Α=Ι

Είναι προφανές ότι αν ο πίνακας Β είναι ένας αντίστροφος του 

πίνακα Α τότε και ο πίνακας Α είναι αντίστροφος του Β. Επειδή τα 

γινόμενα Α·Β καί Β ·Α υπάρχουν αν και μόνον αν οι πίνακες Α,Β είναι 

τετραγωνικοί και του ίδιου τύπου, έπεται ότι μονον οι τετραγωνικοί 

πίνακες είναι δυνατόν να έχουν αντίστροφους πίνακες· Αν ο πίνακας 

Α έχει έναν αντίστροφο Β, τότε ο Β είναι μοναδικός, γιατί αν υπο­

θέσουμε ότι υπάρχει και ένας άλλος πίνακας C αντίστροφος του Α, 

δηλαδή αν έχουμε συγχρόνως Α·Β=Β·Α=Ι και A*C=C*A=I τότε έπεται 
ότι C=C-I=C*(Α·Β)= (C*Α)'Β=Ι·Β=Β.



Έτσι σημειώνουμε τον μονοσήμαντα ορισμένο αντίστροφο πίνακα του
“ΐ —ιi —ι 1Α (άν υπάρχει) με A , οπότε έχουμε Α· A ψΑ ·Α=Ι. Είναι χρήσιμο 

να σημειώσουμε εδώ ότι αν για δύο τετραγωνικούς (η,π) -πίνακες 

Α και Β ισχύει Α·Β=Ι τότε Β=Α~1. Δηλαδή η σχέση Α·Β=Ι συνεπάγεται 

την Β·Α=Ι και αντίστροφα. Για την απόδειξη του ισχυρισμού αυτού 

χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι η σχέση Α*Β=Ι συνεπάγεται την ύπαρξη 

του αντιστρόφου του πίνακα Α, δηλαδή την ύπαρξη του Α *. Την από­

δειξη του ισχυρισμού αυτού θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο. Τώρα 

έχουμε Β=Ι ·Β=(Α-1 ·Α)·Β=Α-1·(Α·Β) =Α_*Ι=Α_1.

3,2.Πρόταση: Αν οι τετραγωνικοί πίνακες Α και Β είναι και οι 

δύο του αυτού τύπου και έχουν αντιστρόφους Α-1 και Β-1, αντίστοιχα, 

τότε και ο πίνακας Α·Β έχει αντίστροφο, ο οποίος είναι Β~*·Α~*, 

δηλαδή (Α·Β)-1=Β-1·Α-1.

Απόδειξη;Επειδή οι πίνακες Α * και Β 1 είναι αντίστροφοι των 

Α και Β, αντίστοιχα, έχουμε Α-Α-1^ " 1 ·Α=Ι και Β·Β~1=Β~1 ·Β=Ι. Για 

να αποδείξουμε ότι ο πίνακας Β *·Α 1 είναι αντίστροφος του Α·Β πρέ- 

πει να δείξουμε ότι (Α·Β)·(Β-1·Α-1)=(Β-1·Α-1)·(Α·Β)=1.

Πράγματι έχουμε
(Α·Β)·(Β_1·Α 1)=Α·(Β·Β-1) ·Α_1=Α·I·Α-1=Α·Α-1=Ι, και

(Β-1·Α-1) · (Α·Β)=Β-1.(Α-1·Α) ·Β=Β_1 ·X·Β=Β-1 ·Β=Ι.

3.3.Πρόταση:Αν ο τετραγωνικός πίνακας Α έχει αντίστροφο, τότε 

και ο ανάστροφος αυτού έχει αντίστροφο και είναι

(Α*)"1 (Α_1)t

Απόδ ειξη:Επειδή ο πίνακας Α είναι ο αντίστροφος του Α θα

έχουμε
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Α ·Α-1 » Α_1·Α - I (·)

Από την πρόταση 2.8 και τη σχέση (*) έχουμε 

A t . ( A - 1 ) t  =  ( A - 1 * A ) fc »  I  =  I  > H a t

( A ~ 1 ) t * A t  =  ( A * A _ 1 ) t  -  I 1  *  1 ,

Συνεπώς At*(A*1)t * (A~1)t*Atss I το οποίο αποδεικνύει την πρόταση.

3.4.ΟρισμόςΓ Ένας τετραγωνικός πίνακας Α καλείται ορθογώνιος 
(orthogonal) αν A*At»At -A*I# δηλαδή αν Α ^ Α -1. Ένας τετραγωνικός 

πίνακας Α καλείται μοναδιαίος (unitary) αν At'A=A*At=I/ δηλαδή αν

At=A~*

4 .Ασκήσεις.

1 .Αν 1 2  3 -1

Π
ν1in

Α=
- 1 0  2 —  _j

, Β=
2 2 -1

να βρεθούν οι πίνακες : Α+Β r — 2Β t 2Α+Β , Β-Α

Λύση:
11+(-1) 2+5 3+(-2) 0 7 1

Α+Β=
-1+2 ι0+2 2+(-1)

S
1 2 1

2

-2Β=
-4

-10 4

-4 2

2Α+Β=
2+(-1)

- 2+2

4+5 CM1Τνο

0 + 2 4+(—X)

1 9  4

0 2 3
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Β-Α=
-1-1 5-2

t.* ___

-2-3 -2 3 -5

2— (—X) 2-0 -1-2 i 3 2 -3
? ο w

2.Αν ■ y ̂ 5 ■ ■ i

1=
1 ο

Ο 1
και J=

Ο 1

-1 Ο
να δειχθεί ότι

(al+bJ)·(cl+dJ)= (ac-bd)1+(ad+bc)J.

ΛόστρΥπολογίζουμε ξεχωριστά το κάθε μέλος της ισότητας που έχουμε.

/ a 0 0 b
(al+bJ)(cl+dJ)= +

Λ
0 a -b 0

' :ν· - - \

.j  t ,

c 0 0 d \ a " b c d
+ - •

o _-d 0 ) J 1 cr _-d c

ac-bd ad+bc 

-ad-bc ac-bd

επίσης έχουμε

(ac-bd)1+(ad+bc)J=

ac-bd ad+bc 

-ad-bc ac-bd

ac-bd 0 

0 ac-bd

0 ad+bc 

-ad-bc 0

r .·*■

3 .Δίνεται
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~1 0 0 
0 2 0 • Α·

0 0 - 3

ο πίνακας Α.

να υπάρχουν τα

είναι του τύπου

■«11 αΐ2 αΐ3

α21 α22 α23

α31 α32 α33

1 0  0 

0 0 1 

0 1 0

1 2  3 
4 5 4 

3 2 1

A =

ο ζητούμενος πίνακας Α. Έχουμε

~1 0 ό" αιι α12 α ΐ3 1 0
0 2 0 • α2Χ α22 α 23 • 0 0 1 =

0 0 -3
_^31 α32 α33 0 1 0

1

4

3

2

5

2

αιι αΐ2 α13 Τ 0 0~ Ί ”

CM Γ

2α21 2α22 2α23 • 0 0 1 = 4 5 4

-3α3ΐ "3α32 ~3α33_ 0 1 0 3 2 1

αιι αΐ3 αΐ2 "Τ CM 3~

2α21 2α23 2α22 = 4 5 4

-3α3ΐ ~3«33 "3α32_ 3 2 1

οπότε έχουμε

αΐ1 1 ' αΐ3 2 ' αΐ2“3 ' α21~2 ' α23~ 2 ' α22~2 ' α3ΐ 1 ' α33=

που

ή

_ 2
3

„ _ 1
α32 3 και ο πίνακας Α είναι
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Α = 2

1
2

3
5
2

3 ■ ,.Τ\

4. Αν

A =
2

3

-5 X 

Ο -4
Β =

1

Ο

-2

-1

-3

5
και C =

Ο 1 

1 -1

-2

-1

να βρεθεί ο πίνακας 3A+4B-2C 

Λύση:

3 ·2+4·1-2-0 3-(-5)+4 -(-2)-2-1 3-1+4 -(-3)-2 ·(-2)
3-3+4-0-2-1 3 ·0+4 (-1)-2 ·(-1) 3 ·(-4)+4 ·5-2 ·(-1)

3A+4B-2C=

10 -25 -5
7 -2 10

5.Να βρεθούν τα X;ψ,ζ και ω αν

3 ·
X ψ" X 6

+
4 χ+φ

ζ ω -1 2ω ζ+ω 3
Λύση: Έχουμε

3χ 3Ψ χ+4 6+χ+ψ
3ζ 3ω -1+ζ+ω 2ω+3

οπότε

3χ=χ+4 , 3ψ= 6+χ+ψ , . 3ζ=-1+ζ+ω , 3ω=2ω+3
Τελικά παίρνουμε χ=2 , ψ=4 , ζ=1 , ω=3 .

6.Θεωρούμε τούς πίνακες

4 6 - 1 3
0 - 1 2 1

A = Β ='

1
•1
1
2
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Γ - 3 4

1 3

1 2
Δ — -11 5

9 -5

10 -4

0

1

-1

Να δειχτεί ότι Α·Β^Β·Α , ενώ Γ·Δ=Δ·Γ 

Λύση: Έχουμε

Α·Β =
4 6

0 -1

-1

2

1

-1

1

2

4-1+6·(-1)+(-1)·1+3·2 4·2+6·1+(-1)·6+3·3

0·1+(-1)·(-1)+2*1+1·2 0·2+(-1)·1+2·6+1·3

Β · Α=

1 2

-1 1

1 6

2 3

4 6

0 -1

-1

2

3 17
= Λ

5 14

1 · 4+2 · 0 

(-1)-4+1-0 

1·4+6·0 

2-3+3-0

4

-4

4

8

4 3

-7 3

0 11 

9 4

1·6+2(-1)

( - 1 ) · 6+1 ( - 1) 

1 · 6+6(-1) 

2 - 6+3 ( - 1 )

5

-2

9

9

1 (-D+2-2 
(-1) · (-D+1-2 

1(-1) +6 · 2 
2(-1)+3 - 2

Ά ρ α  Α·Β^Β·Α

1 - 3+ 2-1 
(-1)-3+1-1 
1·3+6·1
2 - 3+3-1
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Παρατήρηση : Επειδή ο Α είναι (2,4) -πίνακας και ο Β (4,2) -πίνακας 

μπορούμε αμέσως να πούμε ότι Α·Β^Β*Α, γιατί το γινόμενό Α·Β είναι 

ένας (2,2)-πίνακας, ενώ το γινόμενο Β βΑ είναι ένας (4,4) -πίνακας.

rv]*Η
1___ 10 -4 -1

• > II 3 4 2 • -11 5 0

_1 , , 3 . 2_ _9 -5 1_

1·10+2(-11)+1·9 Τ·(-4J+2-5+1(-5) 1(-1)+2·0+1·1ι

3-10+4-(-11)+2-9 3-(-4)+4-5+2(-5) 3(-1)+4·0+2·1

1-10+3- (-11) +2·9 1· (-4) +3 · 5+2 · (-5) 1 ·.(-!) +3 · 0+2-1

-3 1 0
4 -2 -1

-5 1 1

ΐ I ~ -Λ < ’ Λ

V- ( *·

10 -4 -1 1' 2 1 ;

II•< -11 5 0 • 3 4 2 = ’ . f + J

_9 -5 1 1 3 2

10·1+(·-4)·3+(-1)•1 10-2+ (-4)·4+(--1) · 3 10·1+(-4)* 2+(—1)* 2
(-11)·1+5* 3+0·1 

9-1+(—5)·3+1·1

-3 1 0
4 -2 -1

-5 1 1

(-11)·2+5-4+0-3 

9·2+(-5)-4+1·3

(-11)-1+5-2+0-2 

9·1+(-5)-2+1-2

. ο r ■' 3 3

Άρα Γ·Δ=Δ·Γ .

7.Να βρεθούν τα γινόμενα A-Afc και Α^-Α όταν
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Λύση: 'Εχουμε

At =

•1

2
4
0

ι Γ “ΐ 3~
f 1 2  0

2 -1 οπότε Α·Α « • 2 -1<
3 - 1 4

_ο ι J) £

I
ψ'■4*\

$

■Μ.■>9&

1·1+2·2+0·0 1 *3+2 (-1)+0·4 5 1

_3 ·1+(-1)·2+4·0 3·3+(**1)·(-1)+4·4 JL 26

At.A=
1 3
2 -1

0 4

1 2  0 

_3 -1 4

1 · 1+3·3 1 · 2+3 ( -1) 1·0+3·4 ~ 10 -1 12
2·1+(-1) · 3 2·2+ (-1) · (-1) 2·0+(-1) ·4 = -1 5 -4
0·1+4·3 0·2+4(-1) 0-0+4*4 __ JL2 -4 !6_

.Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα

A =
3 5

2 3
Λύση:

Έστω α ”1=
αΐ1 αΐ2

1_̂ 21 α22_
ο αντίστροφος τού πίνακα Α.

Έχουμε Α·Α *=Α 1βΑ=Ι. Συνεπώς

3 5
• αη αΐ2 1 0

2 3. _α21 α22. J3 1̂
οπότε παίρνουμε
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3σ11+5α21 3αΐ2+5α22 1 0

_?α11+3α2ΐ ?α12+3α22_ _0 1_ ^  ,-'Ή.

3 α ΐ 1 + 3 α21=1 < 2 α ι ι

3α ! 2 +5α22=0 ' 2α12

Από αυτές παίρνουμε τελικά α11=”3 / α12=5 ' α21~2 Kau α22=”3'
οπότε ο πίνακας A 1 είναι 

~-3 5

2 -3
Α_1=

9.Αν I είναι ο (2,2) ταυτοτικός πίνακας/ να βρεθούν όλοι οι (2/2) 
πίνακες X πού πληρούν τη σχέση

X -4Χ+3Ι=0
Λύση:

Από τη σχέση X -4Χ+3Ι=0 έχουμε 
„2

θέτουμε
Χ-2Ι=

(Χ-2Ι) =

9Π (X -■21) 2=I • (*)

a b
οπότε

_c d

a b
•

a b a2+bc ab+bd

_c d_ _c 6_ ac+cd bc+d21

και (**) έχουμε

a2+bc b(a+d) 1 0

c (a+d) bc+d2_ JD 1

(**)

Συνεπώς πρέπει να είναι



-74-

a2+bcal=bc+d" b(a+d) = 0 = c (a+d) .
2Av a+d=0, τότε b-c=l-a και αν θέσουμε α=λ θα έχουμε d«-X

b=ni(l-X) , ο^μ^ίΐ+λ) για κάποια λ και μ^Ο.
2 2Αν a+d^O τότε b=0=c και a =d =1 έτσι ώστε

(α=1 , b=0 , c=0 , d=l) ή (α=-1 , b=0 , c=0 , d=-l). 5

Συνεπώς από τη σχέση

Χ-2Ι = έχουμε

a b 1 0 a+2 b
X = +2 =

_c d _o i_ _  c d+2̂

οπότε τελικά υπάρχουν οι εΕής λύσεις

2+λ μ(1-λ) 3 0 1 0
X = ή Χ= Λ χ=

_μ_1(1+λ) 2-λ J) 3 _ο y

10 · Έστω

Α=

Να δειχθεί ότι

α 2=

Ουνθ -ημθ 

ημθ συνθ

συν2θ -ημ2θ

ημ2θ συν2θ

Στη συνέχεια να ορισθεί. επαγωγικά ο πίνακας Αη . 
Λύση:

- ί'ί; ?$ \
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α2=
συνθ -ημθ συνθ -ημθ συν2θ-ημ2θ -2ημθσυνθ

_πμθ συνθ
•

_ημθ συνθ 2ημθσυνθ 2 2 -ημ θ+συν θ

ή Α2=
συν2θ -ημ2θ 

ημ2θ συν2θ

Υποθέτουμε τώρα ότι

Αη-1 A =
συν(η-1)θ -ημ(η-1)θ

ημ(η-1)θ συν(η-1)θ 
και θα δεθούμε ότι

ΑΠ=
συνπθ -ημηθ 

ημηθ συνηθ
'Εχουμε

* ; ' ̂ Λ * ^

1 w r  'V-'
1 · Λ ·' ;· -

Αη=Αη_1·Α=
συν(π-1)θ -ημ(η-1)θ

•
συνθ -ημθ

ημ(η-Ι)θ συν(η-1)θ _ρμθ συνθ

συν (η-1) θ· συνθ-ημ (π-1) θ· ημθ -συν (n-1) θ · ημθ-ημ (η-1)θ· συνθ

ημ(η-1) θ· συνθ+συν (η-1) θ · ημθ -ημ (η-1) θ · ημθ+συν (η-1) θ · συνθ

συν((η-1)θ+θ) -ημ( (η-1)θ+θ) συνηθ -ημηθ

_η^ί(η-1)θ+θ) συν ((n-Ι) θ+θ)̂ __ ημηθ συνηθ

' χ*οΛ
%

■;ϊ· X. ν *'

*>*
£
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5.'Αλυτες ασκήσεις.
1. Δείξτε ότι ο πίνακας

Α=
0 1
0 0
6 -11

3 2ικανοποιεί τη σχέση Α -6Α +11Α-6Ι3ί=0

2.Δίδονται οι πίνακες1 in IICN 

1__ — -1 3 5 2 -2 -4

Α= -1 4 5 , Β= 1 -3 -5 , c= - 1 3  4

1 -3 -4 -1 3 5_ _  1 ~2 ~2.

Α· C=A , C-A=C 
, Α2-Β2=(Α-Β)·(Α+Β) , (a±b)2=a 2+b 2

Να δειχθεί ότι 

α) Α·Β=Β·Α=0 ,

β) Α·0·Β=0·Β·Α

3.Αν ο τετροίγωνικός (η,η)-πίνακας Α έχει αντίστροφο δείξτε ότι η 

σχέση A*B=A*C συνεπάγεται τη σχέση B=C.

4.Αν οι πίνακες Α και Β είναι μεταθετοί δείξτε ότι το αυτό συμβαί­

νει και για τους πίνακες 

α)Α 1 και Β , β)Α και Β 1 , γ)Α 1 και Β

5.Δείξτε ότι, αν οι συμμετρικοί πίνακες Α και Β είναι μεταθετοί 

τότε οι πίνακες Α-1·Β , Α-Β*1 και Α ^ - β "1 είναι συμμετρικοί.

6.Δείξτε ότι ο αντίστροφος του πίνακα

Α=
1
2

2 3
3 4 είναι ο πίνακας α "1=

~"-2 0 1 
0 3 - 2

__3 4 £_ 1 - 2  1

7.Να εξετασθεί ποιός από τους επόμενους πίνακες είναι ορθογώνιος
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1 ' /3
2 2

' - 1 /3
2 2 0,6 0,8

α) , β) » V)
/3 1 
2 2

/3 1 
2 2 Γ

ο
^ 00 1 ο L

fL

οοεθ -είπθ 0 ‘ΛιλΛ-? ν' ■' -  - /  ·'"- · r ·-■' ·

6) εχηθ
0

οοεθ
0

0
1

■ ' /. . - ;Γ - - "■ . - -

β.Ποιός από τους επόμενους πίνακες είναι μοναδιαίος;

1+i 1-i 1
c·:.' . —

2 2 i 1 -i
, β) ■ V γ)

1-i 1+i i 1 i— ^ 1
__ 2 2_ —

9. Αν Α·Β+Α+Ι = 0 δείξτε ότι ο πίνακας Α έχει αντίστροφο 
α "*1=-Ι—Β . '

10, Δείξτε ότι κάθε (2,2)-πίνακας X τέτοιος ώστε X ·Α·Χ=Β , όπου

Α=

* -

1 0
και B=2

“o Γ

0 -1 1 0
- -

έχει μία από τις εκφράσεις

Χ=j?
~k k - 1 - .. Λ ." k k - 1 -

_k - k " 1 .
ή x=

_-k k-1 .

·-£ u* Ό-

C'

t ί; Γ-

Να βρεθούν όλοι οι πίνακες X οι οποίοι πληρούν την επιπλέον 
συνθήκη

~ 1 ο
Xt*X=2

0 1

11. Αν A ·Χ=Χ·Α για κάθε πίνακα X δείξτε ότι Α = αΙ .
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ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ
ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV

i

1.Ορισμοί-Ιδιότητες.
Έστω Α=[α^*]| ένας τετραγωνικός (η,η)-πίνακας με στοιχεία α ^  

από το σώμα C των μιγαδικών αριθμών ή το σώμα R των πραγματικών 

αριθμών. Θεωρούμε μια τυχούσα μετάθεση π των στοιχείων του συνόλου

S-{1,2,3,·· ·,η} , την

π(1)π(2)π(3) ...π(η) (1)
και αντιστοιχήσουμε σ'αυτή το γινόμενο

<_1)1ς(π>αΐτι(1)α2π(2)α3π(3) "*αηπίη) (2)
όπου k (π) είναι το πλήθος των αντίστροφων της μεταθέσεως (1) και 

αχπ(1) ε ν̂αι στοιχεία του πίνακα Α. Είναι γνωστό ότι υπάρχουν η! 
σε πλήθος μεταθέσεις των στοιχείων του συνόλου S={1,2,...,η}. 

Συνεπώς μπορούμε να σχηματίσουμε η! γινόμενα της μορφής (2). Συμ­

βολίζουμε το άθροισμα όλων αυτών των γινομένων με

Σ(-1)
π

Μπ)
α1π(1)α2π(2) αηπ(η) (3)

Δηλαδή το άθροισμα (3) εκτείνεται σ'όλες τις μεταθέσεις των στοι­

χείων του συνόλου S«{1,2,...,η}.

1.1 .Ορισμός: Καλούμε ορίζουσα η τάΕεως του τετραγωνικού

(η,η)-πίνακα A ^ J  τον αριθμό Σ(-1)Κ(π)α1Τι(1) α2π(2).. .αηπ(η)
π

και συμβολίζουμε αυτόν

α11 α12 *·· α1η

α21 α22 * * * α2η

αη1 αη2 ηη

-78-
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ή πιό απλά

|Α| = |αΗ, (i,j=1,29***9n) .

Συνεπώς έχουμε

Σημειώνουμε ότι κάθε ένας από τους nl όρους (που είναι ένα γινό­

μενο με η παράγοντες) στο παραπάνω άθροισμα έχει ένα στοιχείο από

κάθε γραμμή του πίνακα A , αφού ο δείκτης κάθε γραμμής εμφανίζεται 

ακριβώς μία φορά, και ένα στοίχε Co από κάθε στήλη του πίνακα A, 

αφού επίσης ο δείκτης κάθε στήλης εμφανίζεται ακριβώς μία φορά σε 

κάθε όρο του αθροίσματος.

Είναι ενδιαφέρον να σημειώσουμε ότι μία ορίζουσα είναι ένας απλός 

αριθμός, δηλαδή ένα στοιχείο του σώματος στο οποίο ανήκουν τα στοι­

χεία του πίνακα Α και συνεπώς υπακούει στους νόμους αυτού του σώ­

ματος .

1.2.Παραδε ί γματα:
α)Η ορίζουσα πρώτης τάζεως είναι

β)Η ορίζουσα δεύτερης τάξεως είναι

αΐ1 α12

%
=αΐΐα22-α12α21

γ)Η ορίζουσα τρίτης τάξεως είναι.
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αιι Ρ
Ι- ΙΟ αΐ3

Ν

α21 α22 α23 βα11α22α33+α12α23α31+α13α21α32"
?

α31 α32 α33 "αΧ 2α21α33“αΧ3α22α31"°1Χα23α32 i

γιατί οι 6 μεταθέσεις των στοιχείων του συνόλου 

S={1,2,3} είναι

πι=

*2=

2

3

Μ π ^ - 0

k (π2) =2

k(n.)
(-1) 1 =1

Μπ,)
(-1) * =1

π3=

η4=

π5=

π6~

Μπ,)
k(n3)=2 -► (-1) J =1

Μπ.)
k(n4)=l —  (-1) =-X

kin.)
k(rt5)=3 -v (-1) 3 =-l

Μπ,)
k(xig) =1 (-1) b =-l

Ειδικά για την ορίζουσα τρίτης τάξεως υπάρχει ένας άλλος τρόπος 

υπολογισμού αυτής, ο λεγόμενος κανόνας του Sarrus. Ο υπολογισμός 
αυτός γίνεται ως εξής: Επαναλαμβάνουμε τις δύο πρώτες στήλες, όπως 

στο σχήμα
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και στη συνέχεια παίρνουμε το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας 

διαγωνίου και των παραλλήλων προς αυτή με θετικό πρόσημο και κα­

τόπιν το γινόμενο των στοιχείων της δευτερεύουσας διαγώνιου και 

των δύο παραλλήλων πρός αυτή με αρνητικό πρόσημο.

Για παράδειγμα υπολογίζουμε την ορίζουσα

|Α|= 1*0*(-3)+(-1)·3·1+2·(-1)·4-2 ·0*1-1·3·4-(-1)·(-!)·(-3)=

1 - 1 2

- 1 0  3

1 4 - 3

έχουμε

=0-3-8-0-12+3= -20

Η ορίζουσα |α^| σπάνια υπολογίζεται σύμφωνα με τον ορισμό 1.1 , 
όταν η>3. Αντ'αυτού υπολογίζουμε την ορίζουσα |α^| εψαρμόζοντες
στοιχειώδεις μετασχηματισμούς στον πίνακα

θα μελετήσουμε παρακάτω.

αυτή ορίζουσα.
ΑπόδειΕη:Στήν έκφραση της ορίζουσας του πίνακα A
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k(n)
IA|“ S(-l) αΐπ(1)α2π(2)' " αηπ(η) ( 1 )

rt

κάθε όρος είναι της μορφής

(-1)k(Ti)α1π(1)α2π(2) "·αηπ(η) (2)

Οι παράγοντες του όρου (2) είναι διατεταγμένοι έτσι ώστε οι δεί­

κτες γραμμών (πρώτοι δείκτες) παρουσιάζονται με την φυσική τους 

σειρά, δηλαδή 1 2 3...η, ενώ οι δείκτες στηλών (δεύτεροι δείκτες) 

παρουσιάζονται με την σειρά της μεταθέσεως π, δηλαδή 

π(1)π(2)...π(η). Αν στον όρο (2) ο παράγοντας έχει για

δείκτη στήλης το 1, δηλαδή a(k)=l τότε π-1 (πΜ)=π-1 (1) οπότε

k=K_1 (1) . Δηλαδή α, ,.,=α , . Ομοίως οι παράγοντες που έχουν
klUKJ π (1)1

για δείκτη στήλης αντίστοιχα τους αριθμούς 2,3,...,η είναι οι

α ,α - ,.,.,α . Συνεπώς αν τώρα αλλάζουμε την
π-1(2)2 π (3)3 π-1(η)η

σειρά των παραγόντων του όρου (2) έτσι ώστε οι δεύτεροι δείκτες, 

δηλαδή οι δείκτες στηλών, να βρίσκονται στη «ρυσική τους σειρά, τό­

τε παίρνουμε τον όρο

(3)

blo(l)b2o(2) ”  ,bno(n) (4)
σ

και α , =b , ή
n-1(j)j jn (j)

1
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σχέση (3) γίνεται
-1,

<-i)k(n }b _Χ -1 .. .b
1 τχ Α (1)  2π (2)

-1 , . πτι (η)

Αν τώρα σημειώσουμε με σ τη μετάθεση π παίρνουμε

α - ( - » ktal'>ioaib2o(2)---bna(„)π χ (1)1 π (2)2 π (n)n

οπότε από τις σχέσεις (1) , (4) και την παραπάνω σχέση έχουμε

Μπ)
1*1- Γ 1)Μπ>“‘" ‘1>°2"<2> ···“»"<»>- Γ "  " V ' l l l l V 1 ( 2)2

...a = Σ (-1)k(Tt X)b
π 1 (n)n π

k _i · * · k -l 
i n  (1) 2π l (2)  nπ 1 (n)

= S(-l)k(o)b1cf(l)b2o(2) . . •bno(n)-|At | . 
σ

Από την παραπάνω πρόταση συμπεραίνουμε ότι κάθε ιδιότητα των οριζου- 

σών που ισχύει για τις γραμμές (αντίστοιχα τις στήλες) του πίνακα 
Α θα ισχύει επίσης και για τις στήλες (αντίστοιχα γραμμές) του Α.
Στό έΕής όταν θα αναφέρουμε την λέξη πίνακας θα εννοοίμε τετραγωνικό 

πίνακα.

1.4.Πρόταση: Αν Α' είναι ο πίνακας ο οποίος προκύπτει από τον 
πίνακα Α=[α„Γ] δια πολλαπλασιασμού μιας γραμμής (ή μιας στήλης) 

του Α επί μια σταθερά c, τότε |a '|=c |a |.

ΑπόδειΕη: Κάθε όρος στην έκφραση της ορίζουσας του Α, δηλαδή

|Α|= Σ(-1)Κ(π)α1ιι(1)α2τι(2) .-.an1t(n)

περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο από κάθε γραμμή του Α. Έτσι πολλαπλα­
σιάζοντας μία γραμμή του πίνακα Α επί μία σταθερά c, εισάγουμε

■%
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τον παράγοντα c σε κάθε όρο της IΑ | . Επομένως |Α |*ο *|α |.

1 .5.Πόρισμα: Αν όλα τα στοιχεία μιας γραμμής ή μιας στήλης 

του πίνακα Α είναι 0 τότε η ορίζουσα του Α είναι μηδέν, δηλαδή

| Α | =0.

1.6.Πρόταση; Αν Α' είναι ο πίνακας ο οποίος προκύπτει από τον 

πίνακα A=Jai7j όταν εναλλάξουμε δύο οποιεσδήποτε γραμμές (ή στήλες) 

του Α, τότε |α '|=-|α | .
ΑπόδειΕη:Υποθέτουμε ότι εναλλάεχΌυμε την k-γραμμή του (n,n)- 

-πίνακα τΓ|ν λ-γραμμή (k^&) , οπότε παίρνουμε τον πί­

νακα Α'=[α'i7j για τον οποίο έχουμε

' a '*j=akj (j=l,2,...,n)
( 1 )

a' . .scx. . (i^k , , j ,2 , · · · /Π)■*· j 1 j
Η έκφραση της ορίζουσας των πινάκων Α και Α'είναι, αντίστοιχα

IΑ| — s(_1)k(Tl)ain(l)a2n(2) *' ,akTi(k) '■ ·απ Ακ(Α) ·*'αητι(η) (2)

Ια ' = Σ (-1) k (π) α' 1π(1)α 2π(2)π
.α kn(k)β • α Απ(£) .α ηπ(η) (3)

Θεωρούμε τη μετάθεση σ η οποία εναλλάσσει τις δύο γραμμές k και 9*t 
δηλαδή

(1 2 ··· k · · · ί, ··· π

1 2 ... & ... k ... η

και η οποία προφανώς είναι περιττή ((-l)k^=-i) σύμφωνα με την Πρότα­

ση 2.4 Κεφ.II.Επειδή το άθροισμα (3) το οποίο δίνει την τιμή της 

ορίζουσας του πίνακα α' εκτείνεται σ'όλες τις μεταθέσεις π, έπεται 
ότι και το άθροισμα
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Σ
τισ α 1πσ(1)α 2ησ(2) ’α \ π σ ( Μ  ”  ‘α 'ΐπσ(1) “ ,α'ηπσ(η) (4)

εκτείνεται σ'όλες τις μεταθέσεις του συνόλου S={1,2,...,η}, διότι 

αντικαταστήσαμε κάθε μετάθεση η του αθροίσματος (3) με την μετάθε­

ση πσ.Συνεπώς το άθροισμα (4) δίνει την τιμή της ορίζουσας του 

πίνακα Α χ, δηλαδή

|Α'|= Σ (-1) 
πσ

]ς(πσ)α ,
1πσ(1) 2πσ(2) .α 1ςπσ (kV α £πσ(Α) • α ηπσ(η)

= S(-l)k(cr)(-l)k(,l)a 1τί(1)α,2π(2) .α knU) a i.Ti(k)' a ππ(η)

-  ( - l ) S ( “ 1) k(Tl)a l l l (1) a 2Tl(2) * ’ ' αί,τι( i,) • • • a kn(k) * “ a nn(n)

= (-DMI. Ά ρ α  |a '|=-.|a | .

1.7.Πρόταση: Αν ένας πίνακας A=£cu J  έχει δύο γραμμές ίσες, 

δηλαδή δύο γραμμές οι οποίες να έχουν τα αντίστοιχα στοιχεία ίσα, 

(ή δύο στήλες ίσες), τότε έχει ορίζουσα μηδέν, δηλαδή |α |=0.

ΑπόδειΕη:0 πίνακας ο οποίος προκύπτει από τον πίνακα Α δι' 
εναλλαγής των δύο ίσων γραμμών είναι ίσος προς τον πίνακα Α. Αλλά 

τότε σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση η εναλλαγή αυτή αλλάζει 

πρόσημο στην τιμή της ορίζουσας. Συνεπώς έχουμε |α |=-|α |, όποτε 

2 | Α| =0 ή | Α| =0 .

X.8.Πρόταση: Αν κάθε στοιχείο μιας γραμμής (ή μιας στήλης) 

ενός πίνακα Α=^ 7 ]  είναι άθροισμα αριθμών, για παράδειγμα

^l'hkl+ck1,ak2=bk2+ck2'* * *,akn=bkn+ckn

τότε έχουμε . , \

^ ιΚν/%,

%,
£ Μ

Ό>Ζ
5 rS η

' ? ■' 1'*  =·
Ζ .
*—■I 
J5 r

j ί ι Ζ

\
*
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OL a * __11 12 . .. w-ln

α21 α ΛΛ ...22 * * * 2n

bk1+ck1 bk2+ck2 bkn+ckn

an1 an2

an a21 '·· a1n an a 12 **· aln

a21 a22 ·'· a2n a21 a22 "* a2n

bk1 bk2 *·* bkn
+

Ck1 ck2 * * * ckn

an1 an2 ’*’ ann an1 an2 * *· ann

ΑπόδειΕη: 'Εχουμε

A|= S(-l)k(ll)a2T[(1)a2n;(2)...akn;(k) ...αηπ(η)

= Σ(-1) ( )α1π(1)α2τι(2)··· (bkn(k)+ckn(k)),*,ann(n)

= S (-1)Κ(π)αχπ(1)α2π(2)...bkn(k)..·αηπ(η)+

„ , .. k (π)
ίί(“1) α1π(1)α2π(2) * · -ckn(k) * * *arm(n)

]
i

1.9,.Πρόταση: Αν κάθε στοιχείο μιας τυχούσας γραμμής (ή στήλης) ’ji
ενός πίνακα A=[^jJ πολλαπλασιαστεί επί μία σταθερά λ και προστε- -*j 
θεί στό αντίστοιχο στοιχείο μίας άλλης γραμμής (ή στήλης), τότε j

• 4 
1 
i



-8 Τ­

ο νέος πίνακας α' έχει την αυτή ορίζουσα με τον πίνακα Α.
Από6εtEn:Υποθέτουμε ότι τα στοιχεία της I γραμμής του πίνακα 

Α τα πολλαπλασιάζουμε επί λ και τα προσθέτουμε στα στοιχεία της 

k γραμμής, οπότε παίρνουμε τον πίνακα

Α ' =

α11 12 αIn
α21 α22 α2η

®k1 +λαΑ1 ^ 2 +λαΛ2 · · · α]α,+λαλη

αJI1 αΑ2 # * ’ α£η

α_ α α_η1 ^η2 ηη _J

Η ορίζουσα του πίνακα Α'είναι σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση

|Α'| =

α11
α21

otk1+XaAl ak2+^aH2 ' ·' akn+Aa)i*»

aX1

an1

a12 a1n
a22 a2n

"i” λα Λ«% · · · ou λα /

al2 # * aJin

an2 ann



-88-

αιι α12 *' * α1η α11 αΐ2 *·* a1n

α 21 α22 “'· α2η α 21 α22 * * * a2n

°k1 otk2 *’* °kn + Xau λα*2 * * * λαΑη

αΛ1 α12 *’· afcn αΑ1 α12 · ’ * ain

αη2 * αη1 αη2 * * ann

α11 αΐ2 • · * α1η

α21 α22 • · · α2η

lAl+λ · α*1 αΑ2 • · · αϋη
I Α| i-Λ

αΑ1 α*2
• · ·

α1η

αη1 αη2
• · · ann

Αλλά η τελευταία ορίζουσα έχει δυο γραμμές ίσες, οπότε σύμφωνα 

με την Πρόταση 1.7 είναι ίση με μηδέν.
Έτσι τελικά έχουμε |α '|=|α |.

τότε
1.10.Πρόταση;Αν Α=[α1 Γ] και Β=[1κΓ] είναι δύο (η,η)-πίνακες.

I Α·Β I = IAI · IΒ I = I Β - A
't

Απόδειξη: Εστω ότι C= [c^"J είναι ο τετραγωνικός (η,η)-πίνακας|
Α·Β, δηλαδή έχουμε ότι το στοιΧε£ο c . . του π£νακα c είναι *1
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η
c.. = Σ α. b . 
iD τ=1 ιτ τ3

Επομένως

ICI = s(-l)k(Tt)c. ...c_
π Ίπ(1) 2π(2) ·β·"ηπ(η)

\c(rr\ η η η
= Σ(-1)Κ ^'( Σ α Ί _ b W 1 J( S a , T bTtT/,J...( S a b . , , )  _ ' , 1τΊ τΊπ(1)' _ , 2τ0 τ~π(2) ^ _Ί ητη τ π(η)π τ,=1 1 1 τ~=1 2 2 τ =1 η η1 2  η

= Σ Σ ... 2 α. α....α Τ ( L(-l)k(Tl)b ...b , . ...
τ.=1 τ,=1 τ =1 1τ1 2τ2 ητη π τ1*(1) τ2π(2)1 2 η

Το άθροισμα

ϊ(“1)1ί(π>Ν 1π (1)\ 2α(2) •••bxhTi(n)

U)

(2)
π

είναι Coo με μηδέν αν δύο τουλάχιστον από τους δείκτες τ]/τ2'···'τη 

είναι ίσοι. Αν όλοι οι δείκτες τι'τ2'···'τη ε ν̂οα διάφοροι μετα­
ξύ τους, δηλαδή αν τ.τ~...τ είναι μία μετάθεση μ του συνόλου1 2  η
S={1,2,— ,η}, τότε το άθροισμα (2) ισούται με |β | αν η μετάθεση 
μ είναι άρτια, ή με -|Β| αν η μετάθεση μ είναι περιττή. Συνεπώς 

το άθροισμα (1) εκτείνεται σε όλες τις μεταθέσεις τιτ2#··τη του 
συνόλου S={1,2,...,n}, οπότε έχουμε

|C|= Σ(-1)Μ μ ) α α —  a * (IΒ|) 
μ ιτ1 ζτ2 ητη

Άρα |C| = |A| · |Β| .

2.Αλγε βρικό συμπλήρωμα.
Έστω A=[cUj"] ένας (η,η) -πίνακας. Αν θεωρήσουμε τυχόν στοιχείο
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α ^  του πίνακα Α, τότε το ανάπτυγμα της ορίζουσας αυτού μπορεί να 

γραφεί

IA|=akH*Ak^ ί^ροι OL οποίοι δεν περιέχουν το α^)
Ο συντελεστής Α ^  καλείται αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου α^. 

Για το αλγεβρικό συμπλήρωμα Α ^  του στοιχείου α ^  παρατηρούμε ότι

A U -  ( )<Χ2 π ( 2 ) α 3 ι ι ( 3 ) '  * · α η π ( η ) (1 )

όπου το άθροισμα εκτείνεται σε όλες τις μεταθέσεις π οι οποίες 

αφήνουν το 1 σταθερό. Κάθε τέτοια μετάθεση π ορίζει μία μετάθεση

π ' επί του συνόλου S'={2,3,__,n}, η οποία συμπίπτει με την π επί

του S={1,2,..*n}. Επειδή οι αντιστροφές της μεταθέσεως π δεν εμπλέ 

κουν το στοιχείο 1, έχουμε ότι (-1)^ ^ =(-1)^ ^ . Έτσι από τη 

σχέση (1) έχουμε ότι το αλγεβρικό συμπλήρωμα Α χ1 είναι η τιμή της 

ορίζουσας του πίνακα ο οποίος προκύπτει από τον πίνακα Α αν παρα­

λείφουμε την πρώτη γραμμή και την πρώτη στήλη/ δηλαδή είναι

Α11

α 22 α 2 3 ------ α 2 η

α 3 2 α 3 3  * · * α 3 η

•

α η 2 α η 3 ο .n n

Τον ίδιο συλλογισμό μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε για να υπολογί­

σουμε το αλγεβρικό συμπλήρωμα Α ^ .  Για τον σκοπό αυτό φέρουμε το 

στοιχείο α ^  στήν πρώτη γραμμή και πρώτη στήλη. Δηλαδή αν k>l 

εναλλάσσουμε διαδοχικά την k γραμμή του πίνακα Α με την (k-1)-YPW 

μή, μετά με την (k-2)-γραμμή κ*ο.κ. και τέλος με την 1-γραμμή. 
Έτσι με k-Ι εναλλαγές γραμμών η k-γραμμή πού είχε το στοιχείο 

α ^  ήρθε στη πρώτη γραμμή. Στην συνέχεια αν ϋ>1 εναλλάσουμε την 
£-στήλη με την ( £-1) -στήλη, μετά με την (Jt-2) -στήλη κ.ο.κ. και
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τέλος με την 1-στήλη, οπότε κάναμε (£-1) εναλλαγές στηλών και το 

στοιχέιο α ^  ήλθε πλέον στην 1-γραμμή και 1-στήλη.

Συνολικά κάναμε (k-1)+(£-1)=k+£-2 εναλλαγές γραμμών και στηλών. 

Έτσι, αν α ' είναι ο πίνακας πού προέκυφε μετά από τις εναλλαγές 

αυτές^ έχουμε

|A'|=(-l)k+*|A|

Επειδή όμως τώρα το στοιχείο α ^  βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και 

στήλη το αλγεβρικό συμπλήρωμα αυτού θα είναι η ορίζουσα που 

προκύπτει από τον πίνακα Α', αν αποκόφουμε την πρώτη γραμμή και 

την πρώτη στήλη αυτού. Άρα

αιι αΐ2 * ' ' αΐ,£-1 αΐ,Α+1

α21 α„„ · · ·22 Ρ ΙΟ I α2,ί+1

1η
α~2η

Ήα-'-1»
k +1 °^-1/1 °\-1,2 ··· °^-1 / JI-1 ‘V-l/fc+l βββ ,η

° ς̂+1/1  ° ^ + 1 / 2  * * * ^ + 1 , ^ - 1  ° ^ + 1 , Λ+1 ## * ° ^ + 1 #η

αη1 αη2 * αη,&-1 αη,£+1 aηη

( 2 )

Κάθε όρος στην έκφραση της ορίζουσας |α | έχει ακριβώς ένα στοιχείο 

από κάθε γραμμή και από κάθε στήλη του πίνακα Α. 'Ετσι για μια 

οποιαδήποτε γραμμή του πίνακα Α, έστω την k-γραμμή κάθε όρος της 

ορίζουσας |Α| έχει ακριβώς έναν παράγοντα από την k-γραμμή. Συνε­

πώς έχουμε για την έκφραση της ορίζουσας του πίνακα Α

Ia I-ak1Ak1+ak2Ak2+ ·*·+aknAkn

Η έκφραση (3) καλείται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία 

της k-γραμμής.
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Ομοίως για μια οποιαδήποτε στήλη του πίνακα Α, έστω την ί,-στήλη, 

κάθε όρος στο ανάπτυγμα της ορίζουσας του Α έχει ακριβώς έναν πα­

ράγοντα από την Λ-στήλη. Συνεπώς έχουμε επίσης

Ια Ι- α1ί,Α1*+α2ΖΑ2£Κ +an*An SL (4)

η έκφραση (4) καλείται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία 

της ί,-στήλης.

Αν στο ανάπτυγμα (3) αντικαταστήσουμε τα στοιχεία α)ζ̂ α]ς2'#" /C1kn' 
δηλαδή τα στοιχεία της k-γραμμής, με τα ομοτάξια στοιχεία μιας 

άλλης γραμμής, έστω της μ-γραμμής (μ#)0 , τότε παίρνουμε το άθροισμα

αμ1 Akl+au2Ak2 + ‘**+ αμ ι Α η  (5)

Αλλά το άθροισμα (5) αντιστοιχεί στο ανάπτυγμα μιας ορίζουσας της 

οποίας η k-γραμμή και η μ-γραμμή είναι ίσες. Συνεπώς έχουμε

°SilAk1 +αμ2Α]ς2 + ·* .+ aμηAkn = 0 (μ#) ( 6 )

Την ίδια σκέψη αν κάνουμε και Υια το ανάπτυγμα (4) θα πάρουμε

α1νΑ1 ί.+α2νΑ2ί. + ··*+ anvAnA = 0 (7)

Οι σχέσεις (3) και (6) μπορούν να γραφούν μαζί

η
, ϊ , ν  * < W A|

Επίσης οι σχέσεις (4) και (7) γράφονται

( 8)

η
2,ατνΑτΛ (9)

όπου βέβαια τα δ ^  και δ ε ί ν α ι  τα δέλτα του Kronecker. Η 

ανάπτυξη ορίζουσας κατά τα στοιχεία μιας γραμμής (ή νιιας στήλης) 

μας παρέχει αναγωγικό τρόπο για τον υπολογισμό της τιμής της ορί-

1
]
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ζουσας, γιατί μετατρέπει το πρόβλημα του υπολογισμού μιάς ορίζου- 

σας η τάξεως στον υπολογισμό η οριζουσών η-1 τά^εως.

2.1 .Παράδειγμα:
α)ΚΓα βρεθεί το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου <*23=7 (2- 

γραμμή και 3-στήλη) της ορίζουσας

2 1 - 3 4

5 -4 7 -3
Α=

4 0 6 -3

3 - 2  5 2

■ ; ' ’/ V -· ' ""
Έχουμε

ί

β)Να βρεθεί η τιμή της ορίζουσας

1 6 7

-2 -5 8
3 4 - 9

ιναπτύσσοντας αυτήν κατά τα στοιχεία: χ)της 2-στήλης και ii)

ϊ
%

%

της 3-γραμμής

ΑΛ
λτ
.Τ'
Α
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1 6  7 

-2 -5 8 = 6·(-1)1+2
-2 8

+(-5)·(-1)2+2
1 7

+4(-1)3+2
1 7

3 4 - 9
3 -9 3 -9 -2 8

=-6 [<~2) · (-9)-3-β]-5 [ΐ * (-9) -3*-0-4 [ΐ-8-(-2) - -0=98 

ϋ )
1 6  7 6 7 1 7 1 6

-2 -5 8 

3 4 - 9

=3·(-1)3+1 -5 8 +4*(-1)3+2 -2 8 +(-9)·<-1)3+3 -2 -5

=3· [6-8-(-5) ·7]-4[ΐ·8-(-2) ·7]-9 [} · (-5)-(-2) ·β]=98.

Επειδή ο υπολογισμός μιας ορίζουσας ακόμη και με την παραπάνω 
μέθοδο της αναπτύζεως κατά τα στοιχεία μιας γραμμής η μιας στήλης 

γενικά είναι επίπονος, γι'αυτό πολλές φορές εφαρμόζουμε τις ιδιό­

τητες των οριζουσών που περιγράψαμε στις προτάσεις 1.3 έως 1.10. 
Πρώτα παρατηρούμε ότι, αν μια γραμμή ή μια στήλη μιας ορίζουσας 

έχει αρκετά στοιχεία μηδέν, τότε αναπτύσουμε κατά τα στοιχεία αυ­

τής της γραμμής ή στήλης, γιατί τότε χρειαζόμαστε μόνο τα αλγεβρι­

κά συμπληρώματα των μη μηδενικών στοιχείων. Αν δεν υπάρχει γραμμή 

ή στήλη με την παραπάνω ιδιότητα τότε εφαρμόζουμε τις προτάσεις 

1.3 έως 1.10 και προσπαθούμε να μετατρέφουμε την ορίζουσα σε άλλη 

ισοδύναμη που να έχει την ιδιότητα αυτή.

Για παράδειγμα ας θεωρήσουμε την ορίζουσα

IA

3 2 - 2  10

3 1 1 2  
-2 2 3 4
1 1  5 2

1



-95-

Για να υπολογίσουμε αυτή πολλαπλασιάζουμε τα στοιχεία της τελευ­
ταίας γραμμής διαδοχικά επί 3, επί 3, επί -2 και τα αφαιρούμε από

IΑI =

στοιχεία της πρώτ

οπότε παίρνουμε ο

•Η1ο -17 4

0 -2 -14 -4

0 4 13 8

1 1 5 2

Αναπτύσουμε τώρα κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης οπότε έχουμε

|Α|=1·(-1) 4+1
-1 -17 4
-2 -14 -4
4 13 8

Στήν συνέχεια βγάζουμε από την τρίτη στήλη το 4 κοινό παράγοντα 

(Πρόταση 1.4), δηλαδή

Ir * -1 -17 1
[ |Α|=-4 -2 -14 -1

4 13 2

• Στη δεύτερη γραμμή προσθέτουμε την πρώτη και μετά πολλαπλασιάζουμε 
Γ την πρώτη γραμμή επί -2 και προσθέτουμε αυτή στην τρίτη γραμμή, 

οπότε παίρνουμε

IΑ|=—4

11AI=-4-1 -(-1) 1+3

-1 -17 1
-3 -31 0
6 47 0

κατά τα στοι:

-3 -31

6 47
=-4 Q-3*47-(-31) ·6]=-180.
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3.Τριγωνική μορφή ορίζουσας.

Για τον υπολογισμό ορίζουσας χρησιμοποιείται πολλές φορές και 

η λεγάμενη τριγωνική μορφή αυτής. Σύμφωνα με τις προτάσεις 1.3 
έως 1.10 μπορούμε κάθε ορίζουσα η τάξεως να την μετασχηματίσουμε 

σε άλλη η οποία να έχει όλα τα στοιχεία τα κάτω (ή άνω) της κυ­

ρίας 61άγων ίου ίσα με μηδέν. Η μορφή αυτή της ορίζουσας λέγεται 
τριγωνική μορφή. Για να μετατρέφουμε μια ορίζουσα σε τριγωνική 

μορφή εργαζόμαστε ως εξής:

Θεωρούμε την ορίζουσα η τάξεως

α11 αΐ2 ··' α1η

α 21 α 22 * · ' α 2η
| Α | «

α.η1 αη 2 α„ηη

Υποθέτουμε ότι γιατί αν δεν συμβαίνει αυτό, μπορούμε να

εναλλάξουμε την πρώτη γραμμή με κάποια άλλη που έχει το πρώτο στοι

χείο διάφορο του μηδενός (οπότε για να διατηρήσει η ορίζουσα την
τιμή της πολλαπλασιάζουμε τα στοιχεία μιας οποιασδήποτε γραμμής

επί -1). Αυτό είναι δυνατό γιατί όλα τα στοιχεία της πρώτης στήλης
δεν είναι ίσα με μηδέν αφού τότε θα είχαμε |Α|=0. Πολλαπλασιάζουμε
τώρα τα στοιχεία της 1-γραμμής πρώτα επί --—  και τα προσθέτουμε

11 α31στα ομοτάξια στοιχεία της 2-γραμμής, έπειτα επί --—  και τα
α11

προσθέτουμε στα ομοτάξια στοιχεία της 3-γραμμής κ·ο.κ. και τέλος 
°η1επί --—  και τα προσθέτουμε στα ομοτάξια στοιχεία της η-γραμμής, 
α11

οπότε η ορίζουσα παίρνει τη μορφή
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Α =

αιι αΐ2 αΐ3 ··· α1η
0 β22 β23 '·· &2η
0 Ρ32 *33 ... β3η

0 ^η2 *η3 • · · β*nn

. η a1 k aikόπου Bik=a±k--- (i,k >1)

Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε με τον ίδιο τρόπο, όπως και παραπάνω, 

ότι οπότε συνεχίζουμε όπως προηγούμενα. Δηλαδή πολλαπλάσιά-
22 ο

ρ32ζουμε τα στοιχεία της 2-γραμμής πρώτα επί —  και τα προσθέτουμε
22 , &42στα ομοτάΕια στοιχεία της 3-γραμμής, έπειτα επί - και τα

ρ 22
προσθέτουμε στα ομοτάΕια, στοιχεία της 4-γραμμής κ.ο.κ. και τέλος

επί -^==· και τα προσθέτουμε στα ομοτάζια στοιχεία της η-γραμμής. 
β22

Έτσι μετά από η-1 το πολύ τέτοια βήματα μια ορίζουσα η τάζεως μπο­

ρεί να πάρει τριγωνική μορφή.
Ας υπολογίσουμε τώρα την τιμή μιας ορίζουσας η οποία έχει τρι­

γωνική μορφή. Θεωρούμε την ορίζουσα η τάζεως σε τριγωνική μορφή

|Α|

α11 αΐ2 αΐ3 ··· α1η
0 α22 α23 ·*' α2η
0 0 α 33 '* * α3η

0 0 0 ... ann

Παρατηρούμε ότι για την ορίζουσα αυτή έχουμε α^ = 0  για όλα τα i 
και j για τα οποία i> j. Έτσι από την έκφραση της τιμής της IΑ| 

συμπεραίνουμε ότι τα μόνα γινόμενα ( - 1 ) α ^ ^ ) α2τι(2) *β*αηπ(π) 
που έχουν νόημα είναι εκείνα για τα οποία οι δείκτες γραμμής 
και στήλης των στοιχείων a ^ ^ j  πληρούν τη σχέση ί,<π(ί)
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κάθε 1=1,2,...,η. Αλλά η μόνη μετάθεση των αριθμών 1,2,···,η γιά 

την οποία έχουμε 1<π(1) για όλα τα 1 είναι η ταυτοτική μετάθεση 

ε. Πραγματικά, για i=n έχουμε η<π(η) οπότε π(η)=η, στη συνέχεια 

για i=n-1 έχουμε η-ΐ£π(η-1), οπότε π(η-1)=η-1 κ.ο.κ. Έτσι έ­

χουμε τελικά ότι π=ε , οπότε

|Α|-Σ(-ΐ)Κ(π)α1π(1)α2π(2) k (ε)
•ann(n)=(_1) α1ε(1)α2ε(2)···αηε(η)

ή |Λ|=αιια22··*ann '

Δηλαδή η ορίζουσα η οποία έχει τριγωνική μορφή ισούται με το γινό 

μενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου.

Αν η ορίζουσα λάβει τη μορφή

0 0 .. . 0 α1η
0 0 ... α2,η-1 α2η

0 •••οι*δ* αη-1,η-1 αη-
αη1 αη2 αη,η-1 αηη

δηλαδή τριγωνική μορφή με όλα τα στοιχεία άνω (ή κάτω) της δεύτε

ρεύουσας διαγώνιου ίσα με μηδέν, τότε η τιμή της ορίζουσας είναι
η(η-1)

|Α|=(-1) 2 a1na^n-1''’an1

Η σχέση αυτή ατιοδε ικνύεται, με την αρχή της πλήρους επαγωγής (άσκη 

ση) .

3·1.Παράδειγμα:
α)Να υπολογιστεί η ορίζουσα
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α α α α
α β β βD=
α β γ υ

α β Υ 6

αφού αναχθε ί σε τριγωνική μορφή
Έχουμε

α α α α α α α α
α β 3 3 (αφαιρώ την 1-γραμμή 0 β-α β-α β-α

D= =

α β Υ Υ από όλες τις άλλες) 0 β-α γ-α γ-α
α β Υ δ 0 β-α γ-α δ-α

(αφαιρώ την 2-γραμμή 

από τις γραμμές 3 & 4)

(αφαιρώ 3-γραμμή από 

την 4-γραμμή)

=α(β-α)(γ-β)(δ-γ).

α α α α
0 β-α β-α β-α
0 0 Υ-3 Υ-β
0 0 Υ-3 6-β

α α α α
0 β-α β-α β-α
0 0 Υ-3 Υ-β
0 0 0 6-γ

3) Να δειχθεύ ότι

σι ··· σι
σ2 ··· °2
σ3 --σ3 = η !

'3 ’ · • οη
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6τιου σ1=1 , σ2=1+2 , σ3=1+2+3,...,ση«1+2+3+...+η.

Αφαιρώ την 1-γραμμή από όλες τις άλλες, έπειτα αφαιρώ την 2-γραμμή 

από τις υπόλοιπες, δηλαδή από τις 3,4,...,η-γραμμές κ.ο.κ. και τέ­

λος αφαιρώ την (η-1)-γραμμή από την n-γραμμή. Έτσι έχω

σ1 σι σ^... σι 1 1 1 ... 1

σι σ2 °2' " σ2 1 1+2 1+2 ... 1+2

σι σ2 σ3 · * * σ3 = 1 1+2 1+2+3...1+2+3

σι σ2 σ3* ·' ση 1 1+2 1+2+3 ...1+2+3+···+η

1 1 1 ... 1 

0 2 2 ... 2 

0 2 2+3... 2+3

1 1 1 ... 1

0 2 2 ... 2 

0 0 3 .... 3

0 2 2+3... 2+3+...+Π 0 0 3 ... 3+

1 1 1 ... 1

0 2 2 ... 2
β  . . . — 0 0 3 ... 3

0 0 0 ... η
4.Προσηρτημένη Ορίζουσα

Ας είναι Α=[ο^Γ| ένας τετραγωνικός (π,π)-πίνακας. Δίνουμε με­

ρικούς χρήσιμους ορισμούς.

Αν η ορίζουσα |α | του πίνακα Α είναι ίση με μηδέν (|Α|=0), τότε ο 
πίνακας Α καλείται ανώμαλος (singular). Σε αντίθετη περίπτωση,
δηλαδή αν |α |^0, ο πίνακας Α καλείται ομαλός (non-singular).
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Το άθροισμα των στοιχείων της κυρίας διαγώνιου του πίνακα Α καλεί­

ται ίχνος (trace) αυτού και συμβολίζουμε αυτό με tr[Aj .

Δηαλδή έχουμε tr [α] =αχ ι+α22+ ** * +αηη *
Παίρνουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα Α ^  των στοιχείων α ^  του πί­

νακα Α=[α1 ]̂ και σχηματίζουμε τον πίνακα Β=[λ1 Γ] . Δηλαδή σχηματί­

ζουμε την (η,η) -πίνακα ο οποίος στην i-γραμμή και j-στήλη έχει 

για στοιχείο το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου α ^  (γιά όλα 

τα i,j=l,2,...,n) .

4.1.Ορισμός:0 ανάστροφος του πίνακα B=Ja ^ J  , δηλαδή ο πίνακας 

B ^ Q a ..]1 καλείται προσηρτημένος (adjoint) του πίνακα Α=[ο^Γ| 

και συμβολίζεται με adjA. Δηλαδή adjA=|AijJt . Επίσης η ορίζουσα 

του προσηρτημένου πίνακα καλείται προσηρτημένη ορίζουσα της ορί- 
ζουσας |A I·

0 προσηρτημένος πίνακας μας βοηθά στον υπολογισμό του αντίστρο­
φου πίνακα.

4.2.Πρόταση:Αν A^fouJ είναι ένας τετραγωνικός (η,η)^πίνακας 

τότε Α· (adjA) « (adjA) ·Α= | A 11

ΑπόδειΕη ? Καλούμε c=[pijl τον πίνακα Α· (adjA) , δηλαδή c=  

=Ae(adjA) . Επειδή Α=[ο^Γ] και adjA=[Ai f]t έχουμε ότι το στοιχείο 

του πίνακα C θα είναι το γινόμενο της i-γραμμής του πίνακα 
Α=[α^Γ] επί την j-στήλη του πίνακα adjA=|Aiĵ Jtf δηλαδή επί την 
j-γραμμή του πίνακα [α ^Γ] . Συνεπώς θα είναι

Cij=ai1Aj1+ai2A j2+ "  "+ainAjni= IA I

δηλαδή έχουμε
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c=[c i j M 6i j  ia G = i a i · [6i j ] = i Ai - 1

Επίσης αν καλέσουμε τον πίνακα (adjA) ·Α, δηλαδή D=(adjA) ·Α,

τότε το στοιχείο του πίνακα D θα είναι το γινόμενο της i-γραμ- 

μής του πίνακα adjA=|A

επί την j-στήλη του πίνακα Α=[ο̂ ,.Γ] . Συνεπώς θα έχουμε
•·Ί13-1 (δηλαδή της i-στήλης του πίνακα '(α ^ )

η
dij“A1 ia1 j+A2ia2j+e β #+Anianj!

Δηλαδή είναι

D= [ d i j ]  =  [ 6 i j l A l ]  =  | A | - [ 6 i ; j ]  =  | A | . I

4.3.Πρόταση:0 τετραγωνικός πίνακας Α=[ο^^] έχει αντίστροφο

Α~Χ αν και μόνο αν |Α|#0.
-1ΑπόδειΕη:Ας υποθέσουμε πρώτα ότι ο αντίστροφος Α του πίνακα

Α υπάρχει. Τότε έχουμε Α·Α 1=Ι, οπότε θα είναι και |Α·Α Α |=|ΐ| ή

|Α| · |A*1 1«1. Ά ρ α  |Α|^0. Βέβαια έχουμε επίσης και |Α 1 |̂ 0 και μά- 
-1

-1

1 - Μ α Ι Γ 1IJI-dAliλίστα |Α

Υποθέτουμε τώρα ότι Ια Ι^Ο και θα δείξουμε ότι ο πίνακας

Β

til A21 ...
|Α| IAI IAI

Α12 A22 ‘' * An2
|Α| |A| | A |

Α-1n A2n * · · Ann
|α | |A| lA L

-i—  (adjA)
|Α|

είναι αντίστροφος του πίνακα Α. Για να δείξουμε αυτό αρκεί να δεί­

ξουμε ότι, Α·Β=Ιη
Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση έχουμε
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Α·β =Α· (adjA) = A· (adjA) = -i—  |a |I_-I_
|A| |A| | A | η n

Συνέπεια της παραπάνω προτάσεως είναι η έκφραση του αντίστροφου 

ενός ομαλού τετραγωνικού πίνακα, την οποία και δίνουμε στο επόμενο 

πόρισμα.

4.4.Πόρισμα; Αν Α=[^Γ] είναι ένας ομαλός (η,η)-πίνακας τότε

α ”1=
|Α| |Α|

(adjA)

4.5.Παράδειγμα:

α)Να βρεθεί ο προσηρτημένος πίνακας (adjA) του πίνακα
~-2 0 4*” Α_ _ A _ Α, ̂11 12 13

A = 2 1 0 . Έχουμε adjA = Α 21 Α 22 Α23
__3 1 2_ Α31 Α32 Α33

1 0 2 0 2 1
< - D 1+1 ( - U 1+2 (-1)1+3

1 2 3 2 3 1

0 4 -2 4 -2 0
= (-1) 2+1 (-1)2+2. (“1)2+3

1 2 3 2 3 1

0 4 -2 4 -2 0
(-1)3+1 <-1)3+2 (-1)3+3

1 0 2 0 2 1

_ t
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2 -4 - Γ t ~2 4 - 4 “

S 4 - 1 6 2 *= -4 - 1 6 8

- 4 8 -2_ - 1 2 -2_

β)θεωρούμε τον πίνακα 
α b"

Α=

Να βρεθεί ο προσηρτημένος αυτού adjA και να δείχνει ότι adj(adjA)=A 

Έχουμε

(-l)1+1d (-l)1+2c d -c d -b
= ss

i-l)2+1b (-1)2+2α_ -b a -c a
adjA =

επίσης έχουμε

adj(adjA) =
< - U 1+1a (-l)1+2(-c) a c ί­α b

(-1)2+1(-b) (-1)2+2 d
—

b d
ss

c d
=Α

γ)Δίνεται ο πίνακα

A =

1 2  3

2 3 4

1 5  7

Να βρεθούν:1)η ορίζουσα |α |, ii)o πίνακας adjA και iii)o πίνακας
-1

1)Για να υπολογίσουμε την ορίζουσα |α | αναπτύσουμε αυτήν κατά τα 

στοιχεία της πρώτης γραμμής. Ά ρ α



|Α| =

—105—

1 2  3 3 4 2 4

2 3 4 =1*(-1)1+1 +2·(-1)1+2

1 5  7 5 7 1 7

— 2 3
' , +3·(-1)1+3 <

=1·(3·7-5·4)-2·(2·7-1.4)+3·(2-5-1*3)=2.

1 5

ii)
3 4 2 4 2 3

(-1)1+1 • ■ ..
(-1)1+2 (-1)1+3

5 7 1 7 1 5

(-1)3+1
2 3

3 4
(-1)3+2

1 3

(-1)3+3

1

1
-1

•10

4
2

ill)

2 3 1 3 1 2
adjA= (-l)2+2 (_i)2+3

5 7 1 7 1 5

1 2

A"1 = 1
|A|

4 2 4 2 3 —

t
T 1 1 -Γ

•3 = -10 4 2 . .· f .
1_ _  7 -3 -1

* - % *' ·■' · ·,;· -
-s - -■ f * . , '"̂r r3

"7 1 1 -i 2
1
2

Γ
2

= 1
2 -10 4 2 — -5 2 1

_  7 -3 ^ -]L 7 3 1
_2 ~t2 ~ 2_

· ·< ‘·Γ

-v;V-
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ό) Αν Α,Β είναι ομαλοί πίνακες,να δειχθεί ότι

ad j (Α ·Β)= (adjB)·(adjA) .
Γνωρίζουμε ότι (Α·Β)-adj(Α·Β)=|Α·Β|I .

Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση αυτή από αριστερά επί adjA και έχουμε 
((adjA)*A) · B-adj (ΑΒ) = |AB|adjA ή 
|A|B-adj(Α·Β)=|Α||B|adjA .
Επειδή ο Α είναι ομαλός έχουμε |α ]^ 0 . Ά ρ α  B*adj (A-B) = |B|adjA. 
Πολλαπλασιάζουμε τώρα από αριστερά επί adjB και έχουμε 
((adjB)·Β)adj(A-B)=(adjB)|B|adjA ή

|B|adj (Α·Β) = |Β| (adjB)*(adjA) .

Αλλά και ο Β είναι ομαλός · Ά ρ α  |β |^0 οπότε 
adj (Α·Β) = (adjB)*(adjA) .

ε) Αν ο ομαλός πίνακας Α είναι συμμετρικός να δειχθεί ότι 

και ο πίνακας adjA είναι συμμετρικός .
X »

Επειδή ο πίνακας Α είναι συμμετρικός έχουμε ότι λ =Α. Για να

δείζουμε τη συμμετρικότητα του πίνακα adjA αρκεί να δείςουμε ότι
t ' t t(adjA) =adjA. Δηλαδή πρέπει να δείΕουμε ότι A(adjA) --(adjA) ·Α-

=|Α|Ι .

Έχουμε

Α· (adjA)t=At· (adjA) t=( (adjA) ·Α) fc=( |A| I) fc=| a | I.

Επίσης

(adjA) ̂ A^fadjA) t*At=(A· (adjA) )^-(|A|I)|A|I.

στ)Αν ο τετραγωνικόςπίνακας Α είναι Ερμιτιανός να δειχθεί ότι 

καί ο πίνακας adjA είναι Ερμιτιανός·

Επειδή ο πίνακας Α είναι Ερμιτιανόςέχουμε ότι Α^=Α. Πρέπει να δεί­

Εουμε ότι (adjA) ̂ adjA. Δηλαδή Α· (adjA) (adjA) t-A=|A|I 

'Εχουμε A · (adjA) t=At(adjA) fc= ((adjA) -A) fc=( (adjA) -A) ( (a ]1  ) fc= iAjl
Επίσης
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(adjA) t-A= (adjA) t-At=(A· (adjA)) (A* (adjA)) fc=
= (iA^)t=fAil.

Μένει. τώρα να δείξουμε ότι. |α | = |α |. Προς τούτο θα δείξουμε ότι. η 

ορίζουσα ενός Ερμιτιανού πίνακα Α είναι, πραγματικός αριθμός.

Επειδή ο πίνακας Α είναι Ερμιτιανός έχουμε Α^=Α ή Α=Α^ , οπότε 

|A|=|At|=|A| .
Αλλά αν υποθέσουμε ότι ο αριθμός |α | είναι μιγαδικός τότε θα έχουμε 

|Α|= 2(-l)k(rt)alTl(1)a2n(2)...anTl(n)=x+iiP 
οπότε

Ια [= Ζ(-1)Μ π ) α 
π 1 ττ(1) α2π(2) •an«(n)- J'-1’

k(nl a1 τ ι ( 1 ) α 2 τ ι ( 2 )

·*·αηπ(η)=χ-1φ
Από τη σχέση |α | = |α | έχουμε ότι ψ=0 . Άρ α  |α | = |α |.

5.Ελασσόνες ορίCoupee.

Θεωρούμε τυχόντα (m,η) -πίνακα A^jou j] · Ας πάρουμε k γραμμές 

τις , i2,..., από τις m γραμμές του πίνακα Α, δηλαδή ας πάρου­
με τον υποπίνακα

V
• · · _

x1n

% 1 % 2 • · · a.
. 12n

% 1 V
• · · a .

xk̂ l

Προφανώς για τούς δείκτες i,j ,i2,... f έχουμε l<i.£<m όπου
ίί“1 f  2 f  m m .  f  k ·

Στή συνέχεια παίρνουμε k στήλες, τις / j2' · · · ' aTl<̂  τις n σττ̂ λεε 
του (^η)-πίνακα (1). Δηλαδή παίρνουμε τον (k,k) -πίνακα
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ai Α % ί 2 *"  ai1jk
ai Α “*2*2 tti2^k

% 3 2 “V i c

5.1 .Ορισμός: Ο πίνακας (2) καλείται ελάσσων πίνακας τά^εως k 

του πίνακα Α και η αντίστοιχη ορίζουσα του πίνακα (2) καλείται 

ελάσσων ορίζουσα τάΕεως k της ορίζουσας |Α|.

Γιά παράδειγμα αναφέρουμε ότι οι ελάσσονες πίνακες τάξεως 2 του 

πίνακα

an al2 al3

a21 P to to a 23

*31 a32 a33

είναι οι

all a12 *11 a13 w
p

i
ro al3 an a12 an a13 *12 *13

*21 *22 r *21 *23 9 ^ 2 2 a23_ 9 ®31 *32 9 *31 *32 9 *32 *32

*21 *22 *21 P
to WJ *22 *23

^31 *32 9 *31 *32 9

CM

J
j *3J.

5.2.Ορισμός;θεωρούμε τον (ΐϊΐ,η)-πίνακα Ae[<*£j3· Αν υπάρχει μία 
τουλάχιστον ελάσσων ορίζουσα τάζεως k από τον πίνακα Α διάφορη του 

μηδενός, ενώ κάθε ελάσσων ορίζουσα τάξεως μεγαλύτερης του k είναι 

ίση με μηδέν, τότε λέμε ότι ο πίνακα Α είναι Βαθμού k ή βαθμίδας Κ 

και συμβολίζομε αυτό rankA=k.

5.3.Παραδε ίγματα:
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α)0 πίνακας 2 0 1
0 2 3

1 3  5

είναι, βαθμού 2, γιατί

2 0 1
0 2 3

1 3  5

=0 , ενώ
2 0 

0 2
=4 9*0

β) Ο πίνακας 1 2

2 -1 

3 1

είναι βαθμού 3, γιατί

1 2  5

2 - 1  2 
3 1 1

γ)0 πίνακας 1 2

2 -1 
3 1

ν':

=309*0

, * ν"

είναι βαθμού 2, γιατί όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξεως 3 είναι 

μηδέν/ δηλαδή

3 1  2 
1 2 - 1  
4 3 1

-0 /
3 2 5
1 - 1 2
4 1 7

=0 /

3 1 5  
1 2  2

4 3 7

=0 /

1 2  5
l <; f- ■

2 -1  2

3 1 7

=0 /

ενώ υπάρχει ελάσσων ορίζουσα τάξεωρ 2 διάφορη του μηδενός

....,

\CiAN\ ί\ο
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3 1
1 2

'5*0

6)Να βρεθούν οι τ ιμ έ ς  του x € R  για τις οποίες ο βαθμός του πίνακα

1 X X X

χ 1 χ χ
χ χ

X X
1

X

Λ

είναι μικρότερος του 4.
Για να είναι ο βαθμός του πίνακα Α μικρότερος του 4 πρέπει η 

μοναδική ορίζουσα τετάρτης τάζεως αυτού να είναι ίση με μηδέν. 

Συνεπώς έχουμε

(*)

1 X X X

χ 1 X X

χ X 1 X

χ X X 1

Αναπτύσουμε την ορίζουσα (*) 

1 χ

χ 1

X X

X X

X

X

1

X

(1+3χ) ·

1

1

1
1

X 1+3χ χ . X X

X (προσθέτουμε στην S
1+3χ 1 X X

X 1-στήλη τις υπόλοιπες) 1+3χ χ 1 X

1 1+3χ χ X 1/

X X χ

1 X χ (αφαιρούμε την 1-γραμμή _

X 1 X από τις υπόλοιπες)

X X 1

Si
I
%
]
r‘··41
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( 1 + 3 χ )

1 X X X

0 1 - χ 0 0

0 0 1 - χ 0

0 0 0 1 - χ

i ( 1 + 3 χ ) · ( 1 - χ )

Έτσι έχουμε
(l+3x) · (1-χ) 3=0, οπότε χ- - ή x=l .

β.Ορίζουσα Vandermonde.
Ορίζουσα Vandermonde η τάξεως είναι μία ορίζουσα της μορφής

1 α ι αϊ η - Ί
. . .  α χ

1 α 2 4
η - 1

. . .  α 2

1 a
2a

η - ί. . .  α _
η η η

όπου ai^aj όταν j.
θα δείξουμε ότι η τιμή τ ης  ορίζουσας θη είναι

1.rn
D =  Π ( a . - a . )  n .. . ι 3

Η απόδειξη θα γίνει με τήν αρχή της πλήρους επαγωγής. 

Για η=2 έχουμε

1,2
και επειδή Π (α.-α.)«»α2-α1 η πρόταση ισχύει.

i>j 3
Έστω τώρα ότι η πρόταση ισχύει για n=kr δηλαδή

1 α ,

1 α.
= α2*α1
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“k “k

k-1

ak-1

k-1
“k

l,k
«* Π (a. - a.) 

i?j 1 3

1

θα δείξουμε ότι

Dk+1-

2 k-1 k1 ai · · · al ai

2 k-1 k1 a2 a2 '' ’ αΛ2 a2

A 2 k-1 k
1 “k °k ··· ®k “k

Λ 2 k-1 k
1 “k+1 V h *·* “k+1 K+l

1,k+1
= Π (a.-a.) 

i>j 1 3

Πολλαπλασιάζουμε τα στοιχεία κάθε στήλης της ορίζουσας Dk+·] επί 

α^ και τα αφαιρούμε από τα στοιχεία της επόμενης στήλης, οπότε 

έχουμε
1 0  0 .....  0 0

α„-α. 2 1

°^"α1

α2-α1α2
k-1 k-2

α 2 _αΐ α 2
k k-1 

α2 1 2

k-1 „ k-2 k „ k-1
ak "al k ak_alak

„ „ 2 k-1 „ k-2 k „ _k-1
“k+1 al ak+1 l“k+1....  ak+1~alak+1 “k+l 1 k+1
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1 0 0 ......

1 a2~al α 2 (α2"*1) " α 2_2(α2"α1) α 2_1{®2"α1)

1 < ν αι • ι ' ^ 1 ..... « ί Γ ^ ν ν

1 “k+l~°Ί ^ ; ? < ak+i-ai) ■ & !  « v r a

xat αν αναπτύξουμεύΕουμε κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής έχουμε

k-2 k-1
α2-αΐ a 2{a2~al) a2 1 2 1 2 2 1'

α3_αΐ 03(03^ )  ...... a 3  2(03-03) a3~1 (a3_ai)

«k-01! ak (ak"ax) ..... 4 " 2(ak'ai) °ί"1 ̂ “*1}

“k-H^l ak+1(«k+l'al) -----‘ “k + l ^ + l  “l* <i;J(ak+r ai

Td στοιχεία της χ-γραμμής έχουν κοινό παράγοντα το <*2~a

γραμμής το <x3~al κ.ο.κ της k-γραμμής το “k-H-01!
Συνεπώς έχουμε

k-2 k-11 α 2 ··· • * a2 a2
k-2 k-11 α3 ... .. a 3 a3

Dk+1=(a2_al)(α3“α1)...(αχ + Γ α1) k-2 k-11 ®k * ·· • · “k “k
k-2 k-11 ®k+1** “k+l °k+1



-114-

Η ορίζουσα όμως στο δεύτερο μέλος της παραπάνω σχέσεως είναι ορί- 

ζουσα Vandermonde τάξεως k και ισούται με

2,k+1
Π (α<-α.)

Έτσι έχουμε
2,k+1

Dk+1 = ̂a2-al̂  (α3_α1) ''- (ak+l“al) ^ (ai"aj >

ή

Dk+1
1 ,k+1
Π (a -a.)
i>j 1 3

7.Ισοδύναμοι πίνακες.
Στήν παράγραφο αυτή θα δούμε πως μπορούμε να βρούμε τον βαθμό 

ενός πίνακα καθώς επίσης και έναν τρόπο υπολογισμού του αντίστροφου 

πίνακα ενός ομαλού τετραγωνικού πίνακα.

7.1. Στοιχειώδεις μετασχηματισμοί:

Θεωρούμε έναν (m,η) -πίνακα A^jou^]

7.2. Ορισμός: Οι επόμενοι μετασχηματισμοί του πίνακα Α καλούνται 

στοίχειώδεις μετασχηματισμοί (elementary transformations).

(α)Εναλλαγή της k και % γραμμής (συμβολισμός Η^)

(α') Εναλλαγή της k και I στήλης (συμβολισμός Κ^)

(β)Πολλαπλασιασμός των στοιχείων της k γραμμής επί c

(συμβολισμός Η^(ο))
.(»β')Πολλαπλασιασμός των στοιχείων της k στηλής επί c

(συμβολισμός Kk (c))
(γ)Πολλαπλασιασμός των στοιχείων της I γραμμής επί c και πρόσθεση
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αυτής στην k γραμμή (συμβολισμός Hk £ (c))

(γ')Πολλαπλασιασμός των στοιχείων της £ στήλης επί c και πρόσθεση 

αυτής στην k στήλη (συμβολισμός (°))·

Οι μετασχηματισμοί (α) , (β) , (υ ) , δηλαδή οι μετασχηματισμοί Η καλού­
νται στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών (elementary row 'transf­

ormations) , ενώ οι μετασχηματισμοί (α'),(β'),(γ'), δηλαδή οι 

μετασχηματισμοί Κ καλούνται στοιχειώδεις μετασχηματισμοί στηλών 

(elementary column transformations).
Είναι προφανές ότι ένας στοιχειώδης μετασχηματισμός στον πίνακα Α 

δεν αλλάζει τον τύπο αυτού, δηλαδή ο πίνακας Α εξακολουθεί και μετά 

από έναν στοιχειώδη μετασχηματισμό να είναι του τύπου (m,n) .

7.3 .Αντίστροφοι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί,

Ο αντίστροφος ενός στοιχειώδη μετασχηματισμού είναι επίσης ένας 

μετασχηματισμός ο οποίος έχει την ιδιότητα να "καταστρέφει" το απο­

τέλεσμα του στοιχειώδη μετασχηματισμού. Δηλαδή αν σ'έναν πίνακα Α 

εφαρμόσουμε ένα στοιχειώδη μετασχηματισμό θα πάρουμε έναν άλλο πί­
νακα Α'. Αν στη συνέχεια εφαρμόσουμε στον πίνακα Α / τον αντίστροφο 

μετασχηματισμό τότε το αποτέλεσμα θα είναι ο αρχικός πίνακας Α.
Οι αντίστροφοι μετασχηματισμοί συμβολίζονται με τα ίδια σύμβολα που 
χρησιμοποιούμε για τους στοιχειώδεις μετασχηματισμούς θέτοντας επί 

πλέον τον εκθέτη -1. Έτσι έχουμε

• ΰ  - » »  ■ · ς 1 - ΚΜ  · ί 1 <'>-“* Φ  ■ li 1<c|- V ; ) ·

Παρατηρούμε λοιπόν ότι ο αντίστροφος ενός στοιχειώδη μετασχηματισμού 

είναι επίσης στοιχειώδης μετασχηματισμός.
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7.4. Παράδε ι γμα:

Ας εφαρμόσουμε στόν πίνακα

1 2  3

A = 4 5 6

7 8 9

τον στοιχειώδη μετασχηματισμό Η21(-2). θα πάρουμε τον πίνακα

Αν τώρα στον πίνακα Β εφαρμόσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό 
Η21(2) θα λάβουμε τον αρχικό πίνακα Α.

7.5.Ορισμός: Δύο πίνακες Α και Β καλούνται ισοδύναμοι (equiva­

lent) και συμβολίζονται Α ^ Β  αν ο ένας μπορεί να προκύψει από τον 

άλλο με στοιχειώδεις μετασχηματισμούς*

Αναφέρουμε εδώ χωρίς απόδειζη την επόμενη χρήσιμη πρόταση.

7.6.Πρόταση: Οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί δεν αλλάζουν το 

βαθμό ενός πίνακα.

Από τον ορισμό ισοδυναμίας πινάκων και την προηγούμενη πρόταση έχου 

με ως άμεσο συμπέρασμα ότι οι ισοδύναμοι πίνακες είναι του ίδιου 
τύπου και του αυτού βαθμού.

7.7. Παράδε ιγμα: 

Θεωρούμε τον πίνακα
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Α=

1 2 - 1 4  

2 4 3 5
-1 -2 6 -7

Εφαρμόζουμε διαδοχικά τούς στοιχειώδεις μετασχηματισμούς '

Η31(1) r Η32^*1  ̂ και λανθάνουμε τον ισοδύναμο πίνακα Β. Δηλαδή

1 2

2 4
-1 -2

± 3
-ι ττΤ γί

3 5 
6 -7

0 0 

-1 -2

0

0

1 2 - 1 4  

0 0 5 -3
0 0 0 0

=Β

Επειδή όλες οι ελλάσσονες ορίζουσες τρίτης τάξεως του πίνακα Β είναι 

μηδέν, ενώ υπάρχει ελάσσων ορίζουσα δευτέρας τάξεως διάφορη του
μηδενός -1 4

5 -3 =-17#)

έπεται ότι ο βαθμός του πίνακα Β είναι 2. Συνεπώς και ο βαθμός του 
πίνακα Α είναι 2.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι με τη βοήθεια των ισοδυνάμων πινάκων μπορού­

με να βρίσκουμε πιό εύκολα το βαθμό ενός πίνακα.

7.8. Παράδειγμα:
Να βρεθεί ο βαθμός του κάθενα από τους πίνακες

A =
1 2  3 2 
2 3 5 1 , Β =

1 2  1 2  
1 3  2 2 , ί' =

1 2 - 2 3  
2 5 - 4 6

1 3 4 5_ 2 4 3 4 
[_3 7 4 6_

-1 -3 2 -2 
_2 4 -1 6_
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Α =

rv

U
Τ 2 3 Τ [̂ Ύ ~

3
1 2 3

[aii:3
2 3

A

2 3 5 1 0 -1 -1 -3 rv 0 -1 -1 -3

1_ 3 4 4 5_ 1_ 3 4 2 0__ 1 1 2

Τ 2 3 Τ
I

0 -1 -1 -3 = A /

0 0 0 0

Η„(1),

/ V

... - s

Επειδή ο πίνακας Α # είναι βαθμού 2 έπεται ότι και ο ισοδύναμος 

προς αυτόν πίνακας Α είναι βαθμού 2.

lH21(-1), 21-Η41 (-3), Η42ΐ-12/
1 2 1 τ Υ 1 2 1 τ 1 2 1 Τ "

1 3 2 2 0 1 1 0 0 1 1 0
Β =

2 4 3 4 0 0 1 0 0 0 1 0

2 7 4 £ 2  ι 1 0_ 2 0 0 0_

Ο πίνακα β ' είναι βαθμού 3. Συνεπώς και ο πίνακας Β είναι βαθμού

Γ =

1

2

-1

2

Τ
0
0
0

2

5

-3

4

2

1
0
0

.Η34
2

1

0
0

ο

1

ο

ο

-2

0

ο

3

0

0
1

0

0

ο

ο

1

=Γ'
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0 πίνακας Γ'είναι βαθμού 4. Συνεπώς και ο πίνακας Γ είναι βαθμού 4. 

Από τα παραπάνω παραδείγματα παρατηρούμε ότι ένας ομαλός τετραγω­

νικός (η,η)-πίνακας μπορεί να μετατραπεί στον πίνακα Ιη χρησιμοποι­

ώντας μόνο στοιχειώδεις μετασχηματισμούς γραμμών.

7.9.Ορισμός: Ένας πίνακας που προκύπτει από τον πίνακα Ιη όταν 

εφαρμόσουμε σ'αυτόν ένα στοιχειώδη μετασχηματισμό γραμμών ή στηλών 

λέγεται στοιχειώδης πίνακας γραμμών ή στηλών αντίστοιχα.

7.10.Παράδειγμα: 

Θεωρούμε τον πίνακα

Οι επόμενοι πίνακες που προκύπτουν από τον 1^ είναι στοιχειώδεις 

πίνακες

~Ι ο (Γ "Ί ο ο"

Β
(Ο to

II 0 0 1 = K 2 3 ' H2 ( c ) = ο c ο

_0 1 ο_ J0 0 1_

=Κ2(C),

Η21 ( c )  =

1 0  0 

C I O  
0 0 1

=Ki2(C)

Προφανώς/ κάθε στοιχειώδης πίνακας είναι ομαλός. Ο πίνακας που προ­
κύπτει αν εφαρμόσουμε σ'ένα (πΐ/η)-πίνακα Α ένα στοιχειώδη μετασχη­
ματισμό μπορεί επίσης να προκόψει και από τον πίνακα Α αν πολλα­
πλασιάσουμε αυτόν μ'έναν στοιχειώδη πίνακα. Έτσι ο πίνακας που
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προκύπτει από τον Cm#η)-πίνακα Α αν εφαρμόσουμε σ'αυτόν έναν στοι­

χειώδη μετασχηματισμό γραμμών, μπορεί να προκόψει ως εξής. 

Εφαρμόζουμε τον μετασχηματισμό αυτό στον πίνακα 1^ και παίρνουμε 

τον αντίστοιχο στοιχειώδη πίνακα Η. Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε 

τον πίνακα Α έΕ αριστερών με τον πίνακα Η. Επίσης το αποτέλεσμα 

που επιφέρει ένας στοιχειώδης μετασχηματισμός στηλών, αν εφαρμο- 

σθεί στον πίνακα Α, μπορεί να προκόψει αν εφαρμόσουμε τον μετασχη­

ματισμό αυτό στον πίνακα Ιη και στη συνέχεια πολλαπλασιάσουμε τον 

πίνακα Α εκ δεΕιών με τον προκύπτοντα στοιχειώδη πίνακα Κ.

7,11.Παράδειγμα:

Θεωρούμε τον πίνακα

1 2  3

Α = 4 5 6

J 8 9

Αν στον πίνακα Α εφαρμόσουμε τον στοιχειώδη μετασχηματισμό Η13 θα 

λάβουμε τον πίνακα

Β=

7 8 9 

4 5 6 

1 2  3

Ο πίνακα Β μπορεί επίσης να προκόψει και ως εΕής. Από τον πίνακα 

παίρνουμε τον στοιχειώδη πίνακα

Η13=

0 0 1 
0 1 0  
1 0  0

Στη συνέχεια έχουμε

ϊ:
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■ο ο Γ ~1 2 3~ ~7 8 9~

0 1 0 • 4 5 6 - 4 5 6

1 0 0__ |_7 8 9_ _Χ 2 3_

Επίσης αν στον πίνακα Α εφαρμόσουμε τον στοιχειώδη μετασχηματισμό 
Κχ3(2) θα λάβουμε τον πίνακα

D=
7
16
25

Ο πίνακας D
Ι3 παίρνουμε

2 3
5 6
8 9

μπορεί να προκόψει επίσης και ως εξής· Από τον πίνακα 
τον στοιχειώδη πίνακα

0 0
Κ13 (2) = 0 1 0

2 0 1

Στη συνέχεια έχουμε
Τ 2 Γ

Α·Κ13(2)= 4 5 6
7 8 9

T o o " “7 2 3"
0 1 0 = 16 5 6
_2 0 1_ 25 8 9_

Ας είναι Α και Β δύο ισοδύναμοι πίνακες (Α~Β). Σημειώνουμε τους 
στοιχειώδεις μετασχηματισμούς γραμμών καί στηλών, οι οποίοι μετα­
τρέπουν τον πίνακα Α στον πίνακα Β, με και
Κι,κ2,..- ,Κ̂ _. Δηλαδή με συμβολίζουμε τον πρώτο στοιχειώδη μετα­
σχηματισμό γραμμών που εφαρμόζουμε στον πίνακα Α, με τον δεύτε- 

[ ρο,κ.ο.κ. Επίσης με Κ συμβολίζουμε τον πρώτο στοιχειώδη μετασχημα-
Ρ
J τισμό στηλών, με τον δεύτερο κ.ο.κ. Χρησιμοποιούμε τα ίδια σύμ­

βολα H1,H2#...rHs και KirK2,-..,Kt χια να συμβολίσουμε τους αντί-

V;,

*
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στοίχους στοιχειώδεις πίνακες των στοιχειωδών μετασχηματισμών 
και Κχ ,Κ2, · · - Έτσι έχουμε τελικά

Η -...·Η0·Η ·Α·Κέ ·Κ0·...·Κ. = P-A-Q
S Ζ 1 1 Ζ t

Β

όπου Ρ - Η -...·Η2βΗ1 , Q = ΚΣ·Κ2^  .. ·Κ

(1)

( 2)

Συνεπώς δύο πίνακες Α και Β είναι ισοδύναμοι αν και μόνο αν υπάρ­

χουν ομαλοί πίνακες Ρ και Q, που ορίζονται από τις σχέσεις (2) 

τέτοιοι ώστε P-A*Q=B.

7■12.Παράδειγμα:

Αν
A  =

2

5

2

-1

-2

1

2

3

2

τότε Η31 (-1) ·Η21 (-2) ·Α·Κη  (-2) ·Κ3Ι ( 1) ·Κ41 (-2) ·Κ42 (1) *Κ3 (j) -Β.

1 , Τ  
0 0 

1 0 

0 1

Δηλαδή τ -2 0 δ"~ τ 0
■ 1
1 0 ΊΓ 1 0 τ 0 1 0 0 0 1
0 1 0 • -2 1 0 • A 5 0 0 1 0 ' · 0 . 0

^1 0 _1_ _0 0 JL_ _0 0 0 1_ _0 0

Τ 0 C) -2 "Ί 0 0 <Γ ”Ί 0 1D <Γ
0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 {D 0
0 0 3L 0 • 0 0 1 0 • 0 0 1

2 0
_0 0 C) 1_ _0 0 0 1__ __0 0 1D 1_

1 0  0 1  - 2  ±  - 4 Τ  ο  ο  ο "

οrH

CM1

· Α · 0  1 0  1 =  P - A - Q  = 0  1  0  0

^ 1 0  1 ___ 0  0  i  0 _ 0  0  1  ό _

_ 0  0  0  1 _

*Β *
;4
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Πρέπει να σημειώσουμε εδώ ότι επειδή ο πίνακα Α είναι του τύπου 

(3,4) οι στοιχειώδης πίνακες Η είναι του τύπου (3,3) ενώ οι στοι­

χειώδεις πίνακες Κ είναι του τύπου (4,4).
Έστω Α ένας ομαλός (η,π)-πίνακας και στοι­

χειώδεις πίνακες γραμμών που μετατρέπουν τον Α στον πίνακα Ιβ .Αν

Ρ = Η ·Η. (3)
S 2 1

τότε Ρ-A = Ιβ (4)

Επειδή καθένας από τους πίνακες αντίστροφο, από

τη σχέση (3) έχουμε

οπότε Ρ“1 · (Ρ·Α)«Ρ“1 ·Ι ή (Ρ-1 ·Ρ) ·Α=Ρ~1 ή 

α=ρ "1=η Γ1·η “1 ·...·η “1 (5)
1 2  S

Έτσι έχουμε σαν συμπέρασμα την επόμενη πρόταση.

7.13.Πρόταση: Κάθε ομαλός τετραγωνικός πίνακας Α μπορεί να 

εκφραστεί ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων γραμμών (ή στηλών) .

7.14.Πόρισμα;α) Αν Α είναι ομαλός τετραγωνικός πίνακας, τότε 
ο βαθμός του πίνακα Α·Β (ή του πίνακα Β·Α) ισούται με τον βαθμό 

του πίνακα Β.
β)Αν P,Q είναι ομαλοί πίνακες τότε ο βαθμός του πίνακα P*A*Q 

ισούται με τον βαθμό του πίνακα Α.
ΑπόδειΕη;α)Επειδή ο πίνακας Α είναι ομαλός σύμφωνα με την προηγού­
μενη πρόταση θα γράφεται ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων. Συνεπώς 

το γινόμενο Α·Β είναι ένας πίνακας ισοδύναμος με τον Β γιατί προ­
κύπτει από αυτόν αν εφαρμόσουμε στον β στοιχειώδεις μετασχηματι-
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σμούς, εκείνους ακριβώς που αντιστοιχούν στους στοιχειώδεις πίνακες 

οι οποίοι δίνουν ως γινόμενο τον Α. Συνεπώς ο βαθμός του πίνακα 

Α·Β ισούται με το βαθμό του ισοδύναμου πίνακα Β.
β)Επειδή οι πίνακες Ρ και Q είναι ομαλοί καθένας από αυτούς θα γρά­

φεται ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων, οπότε ο πίνακας P-A#Q προ­

κύπτει από τον Α αν εφαρμόσουμε σ'αυτόν στοιχειώδεις μετασχηματι­

σμούς, εκείνους ακριβώς που αντιστοιχούν στους στοιχειώδεις πίνακες 

οι οποίοι δίνουν τους πίνακες Ρ και Q.
Συνεπώς ο πίνακας P-A-Q είναι ισοδύναμος με τον Α.

7.15.Παράδειγμα:

Να εκφρασθεί ο πίνακας

Α=

1

1

1

3 3

4 3

3 4

ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων γραμμών, καθώς επίσης και ως γινό 

μενο στοιχειωδών πινάκων στηλών.

Παρατηρούμε ότι οι στοιχειώδεις πίνακες οι οποίοι μετατρέπουν τον 

πίνακα Α στόν πίνακα Ι3 είναι Η31(-1),Η2χ(-1),Ηχ3(-3),Η12(-3). 
Δηλαδή έχουμε

Η12(“3)* Η13(~3) ·Η21(~1}'Η31(“1)* Α=Ι3 

Συνεπώς Ρ=Ηχ2(-3)·Η13(-3)·Η21(-1)·Η31(-1)

Α=Ρ-1=η · ^ (-1)*H~J(-1)-H“J (-3)·Η"^(-3)οπότε
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ή Α=Η31(1)·Η21(1)·Η13(3)·Η12(3)

δηλαδή

Ί 0 0“ Τ 0 (Γ Τ 0 3~ Τ 3 ΊΓ

Α= 0 1 0 • 1 1 0 • 0 1 0 • 0 1 0
1 0 1_ J) 0 1_ _ο 0 1_ JP 0 1_

Εκφράζουμε τώρα τον πίνακα Α ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων στηλών

^ ( - 3 ) ^ K2i.
1 0 0

(-1) > (-1),
1 3  3 1 0  0 T o o

1 4 3  
1 3  4

1 1 0  

1 0  1

r>u 0 1 0  

1 0  1

0 1 0  

0 0 1

Συνεπώς

Q=K31(-3)·Κ21(-3) ·Κ12(-1) *Κι3 (-1) , A-Q - Ι3

οπότε A=Q-1=k~3 (-D · κ“ * ( - 3)  ·Κ^ (-3)

ή Α=Κ13(1)·Κχ2(1)·Κ21(3)*Κ31(3)

δηλαδή

Τ  o o"“l ί ο <Π T  3 <T" Τ  ο T

A= 0 1 0 • 1 1 0 • 0 1 0 • 0 1 0

1_ 0 1_ J0_ 0 1__ _0 0 1__ _0 o 1_

Αν Α είναι ένας ομαλός τετραγωνικός (η,η)-πίνακας, τότε ο αντίστρο­

φος* αυτού Α-1 ορίζεται από τη σχέση

Α_1 = —  (ad jA)
|Α|

Επειδή ο υπολογισμός του αντίστροφου πίνακα από την παραπάνω έκφρα­
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ση είναι επίπονος μπορούμε να υπολογίσουμε τον πίνακα Α*1 από τη 

σχέση (5), δηλαδή την

Α - Η Γ 1·!!!1 ·... Ή * 1 .
1 2  S

Αν πάρουμε τον αντίστροφο αυτού έχουμε

Α_1 =Η„·...·Η0·Η, (6)
S 2 1

Παρατηρούμε λοιπόν ότι όποιους μετασχηματισμούς γραμμών εφαρμόζου­

με στον πίνακα Α για να πάρουμε τον πίνακα Iη, όπως φαίνεται από 

τη σχέση (4) , τους ίδιους μετασχηματισμούς εφαρμόζουμε στον πίνακα 

Ιη για να πάρουμε τον πίνακα A όπως φαίνεται από τη σχέση (6).

Η παρατήρηση αυτή μας βοηθά να βρούμε τον αντίστροφο ενός ομαλού 

πίνακα. !

7.16 .Παράδειγμα;

Να υπολογισθεί ο αντίστροφος του πίνακα

3 Γ"
4 3

3 4

Θεωρούμε τον πίνακα

1 3  3

1 4  3

1 3  4

1

0

0

0

1

0

ο

ο

1

Εφαρμόζουμε στον πίνακα [α  1^] μόνο στοιχειώδεις μετασχηματισμούς 

γραμμών ώστε να μετατρέφουμε τον πίνακα α  στον πίνακα Ι-. Έχουμε 
διαδοχικά
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1 3  3

1 4  3

1 3  4

1

Ο

ο

1

-1

-1

Me την παραπάνω διαδικασία, κατά τη διάρκεια κατά την οποία με­

τατρέπαμε τον πίνακα Α στόν με στοιχειώδεις μετασχηματισμούς 

γραμμών, οι ίδιοι μετασχηματισμοί εφαρμοζόμενοι στον πίνακα 

μας μετέτρεπαν αυτόν στον πίνακα Α 1 · Έτσι έχουμε τελικά

7 -3 -3

- 1 1 0

- 1 0  1

7.17 .Παράδειγμα:

Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα

2 4 3 2
3 6 5 2
2 5 2 -3
_4 5 14 14_

τον πίνακα [ΑΙ

σχηματισμούς γραμμών ώστε να τον μετατρέφουμε στον πίνακα [ϊ^ Α~*[]



'Εχουμε διαδοχικά

ί Γ

ι ,■' ι

2

0

1

-3

2

1

0

■3

0

1
0

0

H- (i)
1 4 3 2 1 0 0

- 2 L
0

3 6 5 2 0 1 0 0
r \ j

2 5 2 -3 0 0 1 0

_4 5 14 14 0 0 0 1_ T

»
A i  <-4 ) ,H3 1 ( - 2 ) ,H21

1 2 3
2 1 ! I  · 

! 2
0 .0 (Γ y

3 6 5 2 ! o 1 0 0
11

2 5 2 -3 ' 0 1 0 1 0

4 5 14 14
1
: o 0 0 1

3
2
1
2

1

-1

ι 1
! 2 
ι 3 
! 2

-1 . -5 ι -1ι
8 10 ! -2

3
2

-1
1
2

1 

-5 

-1 

8 10

1 11
-1 -5
1 -2

5 -5

1
2

-1
3

"2
-2

5
2

-1

-3
•5

0

1

0

0

0

0

1

0

0
2

0

T'Tri-y μ . J %V‘ ♦. V ? 5 'J.Kk- f a'!

-♦ -v ; ... t

yj\ \/o* 351 i/OOer**··*

# >
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1 0 0 18 13 -7
1*4 Φ

-2 0
■ ° U l-
~Υ~

0 1 0 -7 -4 2 1 0

0 0 1 -2 -3 2 0 0

0 0 0 5 10 -10 3 J_

1 0 0 0 -23 29 64
5

18
5

0 1 0 0 10 -12 26
5

7
5

0 0 1 0 1 -2 6
5

2
5

0 0 0 1 2 -2 3
5

1
5__

= Ε 4 Α“0

Συνεπώς

7.18, Παρατήρηση: Σύμφωνα με τα παραπάνω και με παρόμοιους 

συλλογισμούς μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ένας ομαλός τετραγωνικός 

(η,η)-πίνακας Α μετατρέπεται στον πίνακα I με τη βοήθεια μόνο 

στοιχειωδών μετασχηματισμών στηλών. Συνεπώς μπορούμε να βρούμε τον 
αντίστροφο του Α εφαρμόζοντας στον πίνακα Ιη μόνο στοιχειώδεις με­

τασχηματισμούς στηλών. Στο επόμενο παράδειγμα φαίνεται τούτο.

7.19. Παράδειγμα:
Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα



-130-

Α

0 1 2  2 
1 1 2  3

2 2 2 3

2 3 3 3

θεωρούμε τον πίνακα

και εφαρμόζουμε σ'αυτόν στοιχειώδεις μετασχηματισμούς στηλών ώστε 

να μετατρέφουμε τον πίνακα Α στον πίνακα 1^. Κατά τη διάρκεια αυ­

τής της διαδικασίας ο πίνακας 1^ μετατρέπεται στον πίνακα A 1 . 

Έτσι έχουμε διαδοχικά

1ΚΧ2(1) ,κ32( - 2),Κ42<~2)) (-1) / 1Κ42 !
"ο 1 2 :2 Υ 1 1 0 Τ 1 0 0 0 I

\

1 1 2 3 2 1 0 1 2 -1 0 1 I
i

2 2 2 ;3 4 2 -2 -1 4 -2 1 -1 i1

2 3 3 3
r v 5 3 -3 -3 5 -2 3

2 -3

i
1 0 0 10 1 0 0 0 1 -1 0 0
0 1 0 0 1 1 -2 -2 1 0 1 -2 i

i

0 0 1 I0 0 0 1 0 0 0 1
"2 0 i

0_ 0 0 L_ _0_ 0 °  1_ 0_ 0 0 1_ i
t

ι ν 3 ) ΐ ί ι < - 2 υ ΙΚ12<--2),Κ23(-2)» κ34 ( —2> J

1 0 ο (Γ\ I Τ 0 0 0~ Τ 0 0 (Γ Y

2 1 0 . 0 2 1 0 0 2 1 0 0 ' 1

4 2 1 -3 4 2 1 0 4 2 1 0
5 2 ι r \ y

5 2 3 1 
2 ~2 5 2 3

2 1
1 1 0 -1 1 1 0 -1 1 1 0 2 ]

1 0 1 -2 1 0 1 1 1 0 1 -2 >

0 0 - i  0 0 0 1
Μ

-* I
NJ

| 
10

0 0 1
“2 3

f
j

J ) 0 ° L _ £ 0 0 1 0 0 0 -2 ]
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ρ 0 0 ■'-swi0 Τ ~
ρΐ»---1 0 0 (f~

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

1 -1 0 1 0 0 0 1
-1 1 -3 2 -3 3 -3 2
1 -2 4 -2 3 -4 4 -2
0 1 -5 3 -3 4 -5 3

_0 0 3 -2_ __2 -2 3 -2

Συνεπώς έχουμε

3 -3 2

3 - 4  4 - 2

“3 4 - 5  3

2 - 2  3 - 2

7.20«Ειδικές περιπτώσεις ισοδυναμίας πινάκων.

Είδαμε ότι δύο (ία,η)-πίνακες Α,Β είναι ισοδύναμοι (Α~Β) αν και 

μονο αν υπάρχουν ομαλοί πίνακες Ρ και Q τέτοιοι ώστε B=P*A-Q. 

Αναφέρουμε εδώ μερικές ειδικές περιπτώσεις ισοδυναμίας πινάκων: 

α)Αν οι ομαλοί πίνακες P,Q είναι τυχόντες, τότε λέμε ότι οι πίνα­

κες Α,Β είναι ισοδύναμοι.

β)Αν P=Qt, δηλαδή B=Qt*A*Q τότε οι πίνακες Α,Β λέγονται ισότιμοι 

ή ανάλογοι.
γ)Αν P=Q~^, δηλαδή B=Q~1 *A*Q τότε οι πίνακες Α,Β λέγονται όμοιοι, 

δ)Αν P=Qt=Q_1, δηλαδή B=Qt *A*Q=Q-1-A-Q τότε οι πίνακες Α,Β λέγο­

νται ορθογων ίως όμοιοι. 7

7. 21.Παραδείγματα:
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α)Δίνονται οι πίνακες

Τ  2 Γ Τ  3 Τ

Α = 1 3  1 και R = 1 4  3

1. 2 3 4_

-1Να βρεθεί ο πίνακας Β, όπου B=R *A*R 

β) Δίνονται οι πίνακες

~Ί -2 Τ 1
72

1
75

1
75

Γ = -2 10 -2 και Q = 0 1
7?

2
"75

_1 -2 7_ 1 1 1
Ι?2 75 1Ζ_

Να βρεθεί ο πίνακας Δ, όπου A=Q~ler*Q.

Τι σχέση έχουν οι πίνακες Α,Β και ol πίνακες Γ,Δ;

α) Έχουμε

Συνεπώς

Παρατηρούμε ότι οι πίνακες Α και Β είναι όμοιοι. . > /



-133-

θ) Έχουμε

Q| =

1
72

1
7 ?

1
7 5

1
7 5 0 1

" 7 5

1 2 Λ-1 X 1 1
0 7 ? " 7 5 =1 κ α ι Q = 7 5 7 5 7 5

1 1 1 1 2 1
" 7 ? 7 ? 7 5 J75 ~ ττ ιτ _

Συνεπώς
1

7 5 0 1
" 7 5 7 -2 1 1

7 ?
1

751
1

7 5

1
7 5

1
7 5

1
7 5

0 -2 10 -2 • 0 1
75

2
“ 75

1 2 1 1 1 1
7 5 ~ 7ζ 7 5 _ 1 -2 7

i t ? 7 5 7 5 J

6
75 0 6

""75
1

7 ?
1

75
1

76 6 0 0

6 6 6 1 2 075 7 ? 7 5 0 75 " 7 5 6 0

12 24 12 1 1 1 12_75 ‘ 7 ? 7ζ_ 7 5 75 75_ _0 0

«1 f
Παρατηρούμε ότι οι πίνακες Γ και Δ είναι ορθογωνίους όμοιοι γιατί Q = Q

8. Ασκήσεις

1)Να ύπολογιστεί η ορίζουσα των παρακάτω πινάκων

1 2 3~ _ 2 0 Γ "

A = 4 - 2  3 Β = 3 2 - 3
_2 5 -1_ ĵ l -3 5_

Λύστ}:Αναπτύσσουμε την ορίζουσα |Α| κατά τα στοιχεία της 1-γραμμής



1 2  3 -2 3 4 3

4 - 2  3 +2·<-1)1+2
Μ

2 5 - 1 5 -1 2 -1

+3·(-1) 1+3
-2

V<ι S

=1 · Q-2) · (-1)-5·|]+2· (-1) · [4 (-1) -2·|] +3 · [4 · 5-(-2) ·|] -

=-13+20+72=79

'Εφαρμόζουμε τον κανόνα του Sarrus, οπότε έχουμε

=2·2·5+0·(-3) ·(-1) +1·3·(-3)-1·2·(-1)-2-(-3)·(-3)-0·3·5=
ί

=20-9+2-ΐ8=-5.

2.Δίνεται ο πίνακας

Τ  2 -2 3
3 - 1 5 0

A =
4 0 2 1

1 7  2 - 3

Να βρεθεί το αλγεβρικό συμπλήρωμα α)του στοιχείου 4 και β)του στοι 
χείου 5.

Λύση:α)Το στοιχείο 4 είναι στην 3-γραμμή και 1-στήλη, δηλαδή 4=α31 

οπότε το αλγεβρικό συμπλήρωμα αυτού είναι
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2 - 2  3 5 0 -1 0

Α31.(-1)3« - 1 5  0 =2-(-1)1+1 - -2·(-1)1+2

7 2 - 3 2 -3 7 -3

-1 5

+3(—1) 1+3 =2·(-15)-2·(-1)·3+3·(-2-35)=-30+6-111=-135,

7 2

δηλαδή Α3]=-135.

β)Το στοςχείο 5 είναι, στη 2-γραμμή και, 3-στήληr δηλαδή 5=α23, οπότε 

το αλγεβρικό συμπλήρωμα αυτού είναι. 4

1 2  3 0 1 4 1

Α23= <-1> 2+3 4 0 1 =-(-1)1+1 -2 *(-1)1+2
1 7 - 3 7 -3 1 -3

4 0
~3(-1) 1+3

1 7

7-26-84=-103.

3.Δίδοντας οι πίνακες

Τ 1 (Γ Τ 2 2~
A « 1 1 1 , Β = 3 1 0

_0 2 1_ JL 1 L
Να *βρεθούν οι πίνακες adjA , adjB , α "1 και Β
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Λύση; ___

C-i)1+1

adjA= (-1)2+1

(-1)3+1

1 1 1 1 1 1

(-ΐ)1+2 (-111+3

2 1- 0 1
-

0 2

1 0 1 0 1 1

(-1)2+2 (—ι)2+3 '
0

2 1 6 ι 0 2

1 0 1 0 * V 1 1

(-1)3+2 (—ΐ)3+3

1 Γ ‘ 1 1 1 1

• -1 -1 2 -1 -1 1

= -1 1 -2 S -1 1 -1

1 - 1 0 2 -2 0_

Για να βρούμε τον πίνακα Α~* υπολογίζουμε την ορίζο,υσα |Α|

,ν\ ̂ η· '/Ον,.λ*

Η 4̂ .

.1
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(-1)1+1

1 0

(-1)1+2

3 0

(-111+3

3 1

1 1 1 1 1 1

adjB= (_ι)2+1

2 2
(-1)2+2

1 2

<-1)2*3

1 2

1 1 1 1 1 1

(-1)3+1

2 2

(-D 3+2

1 2

<-1>3+3
1 2

1 0 3 0 3 1

1

Ο

-2

-2

6

-5

Επύσης έχουμε για την ορ£ζουσα |β |

1 2  2 3 1 1 2
Β| = 3 1 0 =2 ·(-1)1+3 +1 *(-1)3+3

1 1 1 1 1 3 1

=2·2+1(-5)=-1.

Για τον πίνακα Β  ̂ έχουμε

f;
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4.Να δειχτεί ότι' »
1-η 1. , 1    1
1 1-η 1 ..... 1
1 1 1-η .... 1

1 1 1 , 1-η

=0

■ Ί
ηχη

Λύση;Προσθέτουμε όλες τις γραμμές στην πρώτη, οπότε όλα τα στοιχεία 

της 1-γραμμής γίνονται ίσα με μηδέν.

'Αρα έχουμε 0 0 ...... 0

1 1-n ..,... 1

, 1 -η

=0

Γ _

ηχΑ S ί

5.Να δειχθεί ότι

0 I
r*?. .j

χ+λ X X .... X

X χ+λ X .... X
=λη~'

• · · ······· • · · ·····»···
I

X X X .... χ+λ ' ϊ i I

ηχη

i ί v

1 ί :

r /+s - r
Λύση:

χ+λ X X .... X "' ι·.λ* y * - ·.*■ / ν w -'

X χ+λ X .... X (προσθέτουμε όλες τις ,

γραμμές στην 1-γραμμή),

X X X .... χ+λ * ' ί :■< · ■ ν. . & ~ ΐ χ
* Τ~ ί... .ΐ- \:**nxn

\ f Λ

fi

' j y ^ %  , «***> «% +■

x . ff
V
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ηχ+λ ηχ+λ ηχ+λ ... ηχ+λ
χ Χ+λ X ... X

X X X ... χ+λ ηχη

1 1 1 ... 1

(ηχ+λ)
χ+λ χ (αφαιρούμε την 1-στήλη 

από όλες τις άλλες)

X X X χ+λ

(ηχ+λ)

0

λ

0

0

0

0

χ 0 ... λ

=(ηχ+λ)·λη-1

γιατί η τελευταία ορίζουσα είναι τριγωνική.

6.Για ποιές τιμές του t ο παρακάτω πίνακας 6έν έχει αντίστροφο

Α=
1 t 0
0 1 -1
t 0 1

Λύση: Ο πίνακας Α δεν έχει αντίστροφο όταν |Α| =0. 'Εχουμε

1 t 0
0 1 -1
t 0 1

1-t2

2
Συνεπώς ο πίνακας Α δέν έχει αντίστροφο όταν 1-t =0 ή t=±l Για
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να βρούμε τον αντίστροφο του πίνακα Α όταν tj*±l, βρίσκουμε πρώτα 

τον πίνακα odjA

adjA=

1 - 1 0 - 1 1 0 ί

< - D 1+1 ( - 1 ) 1 + 2 M ) 1 + 3 -l

0 1 t 1 t 0
1

A

t 0 1 0 1 t
( - 1 ) 2+ 1 ( - 1 > 2 + 2 ( - 1 , 2 + 3 =

1 -1 ' t 1 *  '■ t 0 1
j

‘ ·* / <
* %

• ' ίJi
t 0 1 0 1 t j

( - 1 ) ? +1 ( _ 1 ) 3 + 2 < - 1 > 3 + 3 !

1 -1 0 -1 0 1 ■j

1 -t -t 1 -t . -t

II -t 1 t^ II -t .1 . 1.
_-t 1 1 _ -t t2 r_

Οπότε ο πίνακας Α-"1 είναι

■Λ·

: : · ·ϊ* · J * ίΟ .. ί: , ΤΎ

A"1»

1-t

■t
1-t2

-t

1-t2

■t
1-t2

1

1-t2

■jbl
1-t2

-t

1-t2

1

1-t2

1

1-t2

7·Να βρεθεί η ορίζουσα τρυ πίνακα

y\ , t' > — JT.-,

■θ'* ^.

ί-*

J Γ7 "·
}Vi ·

Ί r

> ,

JU

.. t

> * 4

Ŵy-i
'Air
'̂IT
iAfi
l̂· 
'ι ti‘A
fei!ii
,niii>
 'n-ii
rti 

·ι—
·***£
*»·
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—  — *
1 0  0 2 0 1 1 1 I

D = 0 2 0 • 0 1 0 •
1 1 0

_0 ° 2_ JL ° ι_ JL ° ο_

Αύση: Καλούμε Α τον πρώτο πίνακα, Β τον δεύτερο πίνακα και C τον 

τρίτο πίνακα, οπότε έχουμε D=A*B*C. Σύμφωνα με την πρόταση 1.10 

έχουμε |D|=|A*B*C|=|A|·|Β|·|C|. Αλλά

1 0  0 2 0 1 1 1 ±

Α| = 0 2 0 =1·2·3=6 , |ΒI= 0 1 0 *1*|c|= 1 I 0
0 0 3 1 0  1 1 0  0

Άρα |D| = |A|·|Β|·|C |=6* 1 *(- |)=-1.

Διαφορετικά μπορούμε να βρούμε την ορίζουσα |D| αν βρούμε πρώτα τον 

πίνακα D, δηλαδή

3

D =

6 3 1

οπότε έχουμε μετά |d («-1.

8.Δίνεται ότι

Γ -2 0 1 2  0

2 1 0 Α* -2 1 0 =5 · I

0 0 1 0 0 1

Να βρεθεί η ορίζουσα του πίνακα Α.
Αύση; Καλούμε Β τον πρώτο πίνακα και C τον τρίτο, δηλαδή

1 -2 0 1 2  0

Β= 2 1 0 , C= -2 1 0

ο ο ΐ 0 0 k 1



οπότε έχουμε
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B«A*C=5*I

και |B*A*c|=| 5 * 1 1 ή |β | · |A| · |C|=5-|l|

αλλά |B| =5 και |C|=5, οπότε έχουμε 
.3 ; 53 ^5· |A| •5=5"' ή 

9.Να δειχθε6 ότι

|Α|·

Λύση:

25 |Α|-5

1 1, 1
X Ψ; . ζ
ψ+χ ζ+χ χ+ψ

1*
1 1

£ . r , *
1

X Φ ζ
ψ+ζ ζ+χ χ+ψ

=0

(προσθέτουμε στην 1-γραμμή 

τις άλλες δύο γραμμές)

+t

? f

-> · ·'’ f U' J ■ *>:

1+χ+ψ+ζ

X

ψ+ζ

1+χ+ψ+ζ 

φ
ζ+χ

1+χ+ψ+ζ,

ζ

χ+ψ

(1+χ+ψ+ζ)

(1+Χ+ψ+ζ)

1 1 1

X ψ ζ

ψ+ζ ζ+χ χ+ψ

1 0 0

X ψ-χ ζ-χ
ψ+ζ χ-ψ χ-ζ

(αφαιρούμε την 1-στήλη 
από τις δύο άλλες) Γ-

ο«. . ·
(προσθέτω .στην 2,-γραμμή 

την 3η)

.,νν ~
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1 0

= (1+χ+ψ+ζ) χ+ψ+ζ 0

φ+ζ χ-ψ

=(1+χ+ψ+ζ)·1 •0·(χ-ζ) =0.

10.Να δειχθεύ ότι

χ-ψ-ζ 2χ 2χ

2φ ψ-χ-ζ 2φ
2ζ 2ζ ζ-χ-ψ

0

Ο

= (χ+ψ+ζ)

Λύση s

χ-φ-ζ 2χ 2χ

2φ φ-χ-ζ 2φ

2ζ 2ζ ζ-χ-φ

(προσθέτουμε στην 1- 

γραμμή τις δύο άλλες)

χ+ψ+ζ χ+ψ+ζ χ+φ+ζ 1 1 1

2φ φ-χ-ζ 2φ = (χ+ψ+ζ) 2φ φ-χ-ζ 2φ
2ζ 2ζ ζ-χ-ψ 2ζ 2ζ ζ-χ-φ

(από την 2- και 3- 

στήλη αφαιρώ την 1η)
= (χ+ψ+ζ)

1 0 0

2φ - (χ+φ+ζ) 0

2ζ 0 -(χ+ψ+ζ)

= (χ+ψ+ζ)

11.Να δειχθεΟ ότι

1 X 2X -φζ
1 Φ 2ψ -χζ
1 ζ 2 , ζ -χψ
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Λύση:

1 X 2 , χ -ψζ
9 (αφαιρούμε την 1-γραμμή

1 2X χ -ψζ
. 2 21 Ψ ψ -ΧΖ

9 από τις δύο άλλες)
0 ψ-χ ψ -χζ-χ +ψζ 

2 21 Ζ ζ -χψ 0 ζ-χ ζ -χψ-χΛ+ψζ

1 2-ψζχ χ w 1 X 2χ -ψζ
= 0 ψ-χ (ψ-χ)(χ+ψ+ζ) =(ψ-χ)(ζ-χ) 0 1 χ+ψ+ζ

0 ζ-χ (ζ-χ)(χ+ψ+ζ) ' 0 1 χ+ψ+ζ

γιατί η ορίζουσα έχει δύο γραμμές ίσες.

12.Να δειχθεί ότι

α)

β)

γ)

α α

α

b

c

α

d

α

1

α"

α

α2

α

1

α

= ( 1 - α 4 ) 3

α

cos(n-1)x cosnx cos(n+1)x 

sin(n-1)x sinnx sin(n+1)x

1+sin2d COS2d 4sin2d
sin2d 1+COS2d 4sin2d
sin2d cos2d 1+4sin2d

= (l-2acosx+a )sinx

=2(l+2sin2d)

Λύση: 

a) 1 a a2 a
3a 1 a a‘

b a3 1 a

c d a3 1

(πολλαπλασιάζουμε την 2-γραμμή επί α και την 
αφαιρούμε από την 1-γραμμή, την 3η επί α και 

=  την αφαιρούμε από την 2η και τέλος την 4- 
γραμμή επί α και την αφαιρούμε από την 3η )
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l-a4 0 0 0

a3-ab l-a4 0 0 i

b-ac a^-ad l-a4 0
= (l-a

3c d a 1

1 a a2

cos in--1 )x cosnx cos(n+1)x

sin (n·-1) x sinnx sin(n+1)x

2l-2acosx+a

cos(n-1)x-2cosnxcosx+cos(n+1)x 

sin(n-1)x-2sinnxcosx+sin(n+1)x

Έχουμε

(πολλαπλασοάζουμε την 2-στήλη 
επί 2cosx και αφαι,ρούμε από την 
1-στήλη, επίσης προσθέτουμε την 
3-στήλη στην 1-στήλη)

a a

cosnx cos (n+1) x

sinnx sin (n+1) x

cos (n-1) x-2cosnxcosx+cos (n+1) x=cos (nx-x) -2cosnxcosx+cos (nx+x) = 

=cosnxcosx+sinnxsinx-2cosnxcosx+cosnxcosx-sinnxsinx=0 

sin (n-1) x-2sinnxcosx+sin (n+1) x=sin (nx-x) -2sinnxcosx+sin (nx+x) =

=sinnxcosx-cosnxsinx-2sinnxcosx+sinnxcosx+cosnxs inx=0 

Άρα έχουμε

1 a a2 2l-2acosx+a a 2a
cos(n-1)x cosnx cos(n+1)x 0 cosnx cos(n+1)x
sin(n-1)x sinnx sin(n+1)x 0 sinnx sin(n+1)x

cosx cos(n+1)x
2= (l-2acosx+a )

sinnx sin(n+1)x
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'(l-2acosx+a2) [sin(n+1)x·cosnx-cos(n+1)x ·sinnxj 

' (1 -2acosx+a2) · sin Qn+1) x-nx] * (1 -2acosx+a2) sinx

Υ) 1+sin2d cos2d 4sin20

sin2d 1+COS2d 4βίη2θ

sin2d COS2d 1+4sin2d

■i
1 -1 0

0 1 -1

sin2d COS2d 1+4sin2d

1 ‘ 0 κ 0

= 0 1 -1

sin2d 1 l+4sin2d

(αφαιρούμε από την i-γραμμή την
2- γραμμή και από την 2-γραμμή την

3- γραμμή)

(προσθέτουμε την 1-στήλη στην 

2-στήλη)

=!+4sin2d+1=2+4sin2d=2(l+2sin2d)

13.Να υπολογιστεί η τιμή της ορίζουσας

1

a
• - - 1 

α+β

X

α+2β
’

-· / . \ ; J.r , '·- V  . V > .  : ■ Γ · ?  / * X  ’ J  -Κ  « i  "· *

a (α+β) 

ση:

(α+β)(α+2β) (α+2β)(α+3β)
■ . C- V :: Λ

1 1 1 (αφαιρώ από την 3-στήλη

a α+β α+2β =  την 2η και από '  την 2η =

α(α+β) (α+β)(α+2β) (α+2β)(α+3β) την πρώτη) · '*  * · ;

1 0 °

(αφαιρώ από την 3-
a β β

στήλη..την δεύτερη)
a (α+β) 2β(α+β) 2β(α+2β) . ^ ν Λ Η Λ / , , .

V — .· ;· 1

\
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1 0 0

α β 0

α(α+3) 2β(α+β) 2Β

1·β·2β2=2β3

14.Να δειχθούν οι ταυτότητες 

α) |Αη |= (α+η-1)(α-1)η ^

β) |χη Ι! Χ1Χ2'··Χη
^  Λ  * Ο  · ** *γ) Β I= 1:2:3:...η!η

όπου

|απΙ=

α 1 1 ... 1

1 α 1 ... 1

1 1 α ... 1

Ιβη Ι =

Λύση:

α)'

1

ΙΑπΙ =

lXnl“

1 1

1 . 1+χ

1 1

2n 3n ...nn (n+1)n

1

1 1 ... α 1

1 1 1 ... 1 1
1 2 3 ... η η+1
1 22 32 2η (η+1)2
1 23 33 ̂ · · · 3η (η+1)3

1 . . .  1

1+χ2·..1

1 ...1+χη

α 1 1 .. . 1
1 α 1 ... 1
1 1 α ... 1 (προσθέτω όλες τις

στήλες στην 1η)
%

1 1 1 •. · α
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α + η - 1  1 1 . . .  1 

α + η - 1  α  1 . . .  1 

α + η - 1  1 α  . . .  1 =  ( α + η - 1 )

α + n —1 1 1 . . .  α

1 0 0 . . .  0

1 α - 1

Ο•••Ο

= ( α + η - 1 ) 1 0 α - 1 . . .  0

· · · · · · · · · · · # · · ·

1 Ο ' Ο . . . α - 1

α

1

1 1 ... 1 

1 ... 1 

α  . . .  1

•Ιτ(α<ραιρούμε%τ·%
1η στήλη ami 
όλες τις άλ-

............. V λες) *
- Λ

1*
1 ι 1 V α

:& Γ ̂  ;. '

« : - ·χ: X 1 ■|Ι
,ι'κ'. t r't £I f * ί'·"·; 1

( α + η - 1 ) ( α - 1 ) η -1

I  - i .

rUi
(3)

|χηΙ=

1 1 1 ... 1

1 1+Χ^ 1 ... 1

1 1 l+x2.i.1
(αφαιρώ την 1-στήλη. ί

από όλες τις υπόλοιπες)

■·:·-/ \

1 1 1 . . . 1 + χ „  η

1 * fi j . ,· /. J-

:  1 * * . .  -r ' ·*■’ 4 «■ · -  >'· ..c 1
ί Γ“ C'* ·γ  « - * χ .

>f }

1 0 0 . . .  0
•Π »■ .. λ . ·*.··. .··

1 Χ 1

Ο

•••

Ο • ' β . . .
ί .  ι .:< . .  „  F. 1,

i
 ̂ ί

ί
* *  Γ = > * w *  - i .» Λ J- *  >  *  ?■ *  * ‘ 1

1 0

Ο

•••(Ν
Κ

S 3

χ 1 χ 2 "
. ·· ■* Ί  V· -  - » * · · :  

· χ η ..........................
ν ί
- *  ί

•  · •  ·  ·  ·  · • ·  ·  ·  ·  m φ  · *
; ■#„ .. jtc , . Λ

ί'’·*· ■'  5 C' ·*·« ··*· ιΑ ·%  V·,’",
•  · •  ·  ·  ·  · • • Φ Φ Β Φ φ φ

1 0 0 . . .  X · * < .  : / ; ?  - V , - , ,  · · ' · . « ’? ' - : · · ■ ■·>' ·

η ·*

‘ ν  - V
y Ί .  - ··- >  ·.'. ’ ' JL

C*v '  * '■ 

Κ ' \

V ' . *  . ϊ  i f -  ’ ·■'■. : > |  -

·■ · > , .
•φ: · ·Λ · -·  ̂ •ι '·*·  ’·* ·-■·,

" 3 . . ' ’ . '  } · ■ ■' ' ?"■ '■ ί ' ί  ■ '■■ . ·■  ,  '·
> ·’*  · Γ :.

y ' U -  r :·Γ '  >  * ' *  -·.  ?  "  '  · ■ < ■ + +  *  »
*  .  ΐ  ** ■ /.Jk

^  ^ . j r '  '♦*

. · ·  ^ -ν » * ► ♦  r .  *  *

ν , . J : ; . ;  ν ' i ' ί .  ' ' - i

it*

' /' χ ’ · ' ·ν"··
■i Λ ί ' · ' ί  ^ - · =  -

.i "!'■ '
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1 1 1 ... 1 1

1 2 3 ... n n+1

1 22 3^j ... 2n (n+1)2 (η ορίζουσα είναι
1 23 3^j ... n3 (n+1)3 = Vandermonde = 

με a ^ i  , άρα)

1 2n 3n · · · nn (n+1)n

= (n+1-1)(n+1-2)(n+1-3)... (n+1-n)(n-1)(n-2)(n-3)...(n-(n-1))... 

(3-2)(2-1)=1·1·2·1·2·3·1·2·3·4...1·2·..η=ΐί2ί3! ...n!

15.Να δειχθούν οι ταυτότητες

α) α X X δ
X α δ X

= (α-β)2 Q a +β) 2-4χ ]̂
X δ α X

δ X X α

β) α δ Υ δ

-δ α -δ Υ
=(α2+β2+γ2+62)2

-γ δ α -δ
-δ -Υ δ α -

Λύση:
•

α) α X X δ α-δ 0 X δ
X α δ X (αφαιρώ από την 1η 

= στήλη την 4η και =
0 α-δ δ X

• X δ α X από την 2η την 3η) 0 δ-α α X

δ X X α δ-α 0 X α
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(προσθέτωστην 4η 
= γραμμή την 1η = 
και στην 3η 
την 2η)

.α~β 0. χ-β β
0 α-β β"Χ X

0 0 α+β-2χ 2χ

0 ο. Ik α+β

α-β 0 X β τ

0 α-β β X _ (αφαιρώ από την 3η
0 0 α+β 2χ στήλη την 4η)
0 0 2χ α+β -

(προσθέτω στην 4η 
γραμμή την 3Ά)

■ V

=(α-β)2(α+β-2χ)(α+β+2χ)- (α-β)2[Ja+β)2-4x^J

ατ-β -,0 x-β β
0 α-β β-χ χ
0 0 α+β-2χ 2χ
0 . ,0 f 0 α+β+2χ

i Λ

ή * ■ 'ν~

β) Θεωρούμε τον πίνακα »
Γ c - ··.. i*

X 1»

a β Υ δ"
1
1ι

Α=
-β a -δ Υ

; *· X -/ν \

-γ δ a -β
Η5 “Υ β a ϊ

:
- Υ ·■>"■' <' ο

'Εχουμε > t stM- I
-d

1ί

a β Υ δ" a -β “Υ -δ - ί· . 'r- Υ■ )
ί

Α--Α
-β

-γ

a
δ

-δ

a
Υ

-β
• β

Υ
a
-δ

δ

a
“Υ
β

_Ζ& -Υ β 2L _δ Υ -3 α ____
; V X ϊ ί'οϊί

- : .< ■·* Γ: <■? ■
ν / V

»» ..Ύ ·Λ\ II ··* V... -Γ- X

α2+β2+γ2+δ2 - 0 (f
*

r 0

ί
: - - 0  Λ

ΐ

• ; 0 a2+β2+Υ2 „2 +δ 0 \ X q r ί
0 0 α2+β2+γ2+δ2 0

0 0 0
2 Λ2 2 α +β +γ +δ ; ! ;' ί ,· / ̂
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οπότε | A - A f c | = (a2+p2+Y2+62) 4 ή |Α| · |At| = (a2+P2+Y2+62)4

Επειδή όμως |Α|=|At| έχουμε |Α|2=(α2+β2+γ2+δ2)4 και

|Α |=±(α2+β2+γ2+62)2· Αλλά αν αναπτύξουμε την ορίζουσα |Α| κατά τα

στοιχεία της 1-γραμμήε μπορούμε να δούμε εύκολα ότι αυτή είναι τε- 
τάρτου βαθμού ως προς α και μάλιστα ο συντελεστής του α είναι 1. 
Έτσι το πρόσημο πλήν στην ορίζουσα |Α| απορρίπτεται και έχουμε 

τελικά |Α|=(α2+β2+γ2+δ2)̂  ·

16.Να δειχθούν οι ταυτότητες

<*)|Αη |=(-ι>
n(n-1)

2 n(n+1) ^n-2n

β) |Bn| = (-1)n"1 Qn-1)a-l] (a+1)n-1

γ)|Dn|=αηβηγη (γ-α)2(Υ~β)2(β-α)2

όπου

iAJ  -

1 2 3 ... π - 1 α α ... α
2 3 4 . . .  1 α - 1 α • ·. α

, | Β I =' 1 η 1 α α - 1 ... α
π 1 2 ... η - 1

α α α .. . - 1

n 1

αη+βη+γη
an+1+βη+1+γη+1
αη+2+βΐι+2+γη+2

αη+1+βη+1+γη+1
αη+2+βη+2+γη+2
αη+3+βη+3+γη+3

αη+2+βη+2+γη+2

αη+3+βη+3+γη+3
αη+4+βη+4+γη+4
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Λύση:

1 2 3 . . . η-1 η
2 3 4 ... η 1

(προσθέτω όλες τις
3 4 5 . . . 1 2 S3 as

στήλες στη πρώτη)
\

η 1 2 . . . .η-2 η-1

1+2+3+. • ·  +η 2 3 ., . .  η-1 η,
1+2+3+. . ·+η 3 4 . η 1
1+2+3+. • ·+η 4 5 ., . .  1 2 η(η+1) ,

2
- '

j -

1+2+3+· • ·+η 1 2 .. . .  η-2 η-1 I; ; /
/

1 2 3 . . . η-1 η -

1 3 4 ... η 1 (από κάθε γραμμή
1 4 5 ... 1 2 =  αφαιρώ την = η(η+1) 

2
προηγούμενη)

1 1 2 ... η-2 η-1

1 2 3 ... η-1 η -

0 1 1 ... 1 1 -η (αναπτύσσω κατά
0 1 1 ... 1 -η 1 -  τα στοιχεία της =

η (η+1) 
2

1-στήλης)

0 ί - η 1 ... 1 1

r* ·
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1 1 ... 1 1 -η
1 1 ...1-η 1

1 -η 1 ... 1 1

1 1 ... 1 1 -η

η(η+1) 0 0 ...-η η
2

-η 0 ... 0 η

1 1 ... 1 -1

η (η+1) 0 0 ...-η 0
2

-η 0 ... 0 0

(αφαιρώ την 1-γραμμή 

από όλες τις άλλες)

(προσθέτω όλες 
= τις στήλες στην = 

τελευταία)

(η-1)(η-2)
= ni|+1l(_1) 2 (-D(-n) η-2

η(η-1)
= (-1) 2 ηη~2 ,ytaτί η τελευταία ορίζουσα έχει όλα τα

στοιχεία κάτω της όευτερεύουσας δι,αγωνίου μηδέν.

δ) -1 a a ... a (η-1 )α-1 a a ... a

a -1 a ... a (προσθέτω όλες (η-Ι)α-Ι -1 a ... a

|β π Ι = a a -1 ... a = τις στήλες = (η-Ι)α-Ι a -1 ... a
στην πρώτη)

a a a ... “"I (η-Ι)α-Ι a a ...-1

*
1 a a ... a
1 -1 a ... a

1 a -1 ... a

.... ....... . ·
1 a a ...-1

(αφαιρώ την 1η 
γραμμή από τις = 
υπόλοιπες)

= [jn-1 )α-Γ|
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= [(η-1)α-Τ]

1 α α ... ο
Ο -(α+1) Ο ... Ο 
Ο Ο -(α+1) ... Ο

- (α+1)

Qn-1 )α-ϊ] (α+1)η' 1 (-1) π-1

γ)Παρατηρούμε ότι

αη βη γη 1 α α2

αη+1 βη+1 γη+1 • 1 β β2
η+2α βη+2 γη+2 1 Υ Υ2

π

■+*
*+β

η + γη αη+1+ βη+1+γη+1 αη+2+ βη+2+ Υηϊ2

η+1+γη+1 αη+2+ βη+2+γη+2 αη+3+ βη+3+ Υη+3
η+2+γη+2 αη+3+ βη+3+νη+3 αη+4+ βη+4+ γΠ+4

Συνεπώς 
η

Ι°ηΙ = α
αΓ

+β

2+β

,η + γ11 αη+1+βη+1+γη+1 αη+2+β
,η+1+γη+1 αη+2+βη+2+γη+2 αη+3+β
η+2,η+2 • +Υ αη+3+βη+3+γη+3 αη+4+β

"+Υ
5+υ

1+υ

η+3

αη βη Υη 1 α α2
= αη+1 βη+1 Υη+1 • 1 β β2

η+2α &n+2 γη+2 1 Υ υ 2

1 1 1 1 α
nftn η —α ρ γ α β Υ • 1 β

α2 β2 . υ 2 1 γ

(από την 1η ορίζουσα βγά­
ζω κοιν£ παράγοντα το α ,

- βη καιγ11 από την 1η,2η και 
3η στήλη, αντίστοιχα)

α

β4 - αηβηγη IΔI
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όπου

1 1 1

α β Υ
2 2α β Υ

Επειδή όμως η ορίζουσα 

| Δ|= | | = ( γ - β ) (Υ-α)(β-α)

|Δ| ε ί ν α ι  Vandermonde έχο υ μ ε  

. Ά ρ α  |0η |=αηβηΥη ( γ - β ) 2 ( γ - α ) 2 ( β - α ) 2 .

17.Να βρεθεί ο βαθμός των πινάκων

Α=

Λύση;

3 6 - 1

4 5 1
5 4 3

Β=
1 2

3 4

-2 3

Α=

3

4

5

0

1

2
C=

0 2 3 4

2 3 5 4

4 8 13 12

3 6

1 -1 

0 0

-1

2

0

=Α'

Επειδή Α~Α' και ο πίνακας Α' είναι βαθμού 2 έπεται ότι και ο βαθ­
μός του πίνακα Α είναι 2.

tH21(-3),H31(2) j

Β=

1

3

-2

2

4

3

0

1

2

-1

2
5

γ
rsj

2

-2

7

0

1
11
2

-1

5
41
2

=Β

Ο πίνακα Β'είναι βαθμού 3 άρα και ο πίνακα Β είναι βαθμού 3
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2
3

3

5

Η

8 13 12

/ν

3

2

3

2

2

5
3 4

3 4

r\j

3
2
0

5

3

0

4

4

0

=C'

Ο πίνακας C' είναι, βαθμού 2 άρα και ο πίνακας C είναι βαθμού 2,

18. Να βρεθεί ο αντίστροφος πίνακας των πινάκων

Α=
1 3  6

1 4  5

1 5  5
Β=

2 -1  

5 -2

2 1 

3 4

2
3

2
1

Λύση; Θεωρούμε τον πίνακα [α  1^ και εκτελούμε σ'αυτόν στοιχειώδεις 

μετασχηματισμούς γραμμών για να μετατρέφουμε τον πίνακα Α στον ταυ- 

τοτικό πίνακα Ι^. Έχουμε

Η31
( - 1 ) , Η „ ( - 1 ) Η3 2

( - 2 ) ,Η

Γ 3 6 1
1

1 0 F ΎΤ ' 3 6 1 0 (ΓΤ
1 4 5 1

I1 0 1 0 /•ν' 0 1 - 1 - 1 1 0 /V

1_ 5 5
1I 0 0 1_ 0_ 6 - 1 - 1 0 1_

( Η2 3
( 1 ) ,Η .

L3( ~ 9 ) ;
Γ 0 9 1

1 4 - 3 δ" ί1 0 0 - 5 1 5 - 9

0 1 - 1
1
II- 1 1 0 fKJ 0 1 0 0 - 1 1 =

0 0 1
1
1 1 - 2 1 0 0 1 1 - 2 1

lf3A' 5

Αρα ο αντίστροφος του πίνακα Α είναι
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Α-1- Ο

1

-5

-1

- 2

15

Εργαζόμαστε όπως παραπάνω και έχουμε

1 2 - 1  

2 5 - 2

1 2  1 

2 3 4

2 -1
1 0

0 2

0 6

0 -1

1 0
0 1

0 0

2

-1

0

- 3

4

0

0

1

1

- 2

-1

-2

5

-2

-1

-1

0

1

ο

ο

Ι-«2<» I
ο ο

ο ο

1 ο

0 1

Λ/

1η3 Φ ' Η4 ( 4_>
-2

1

Ο

1

~  -2
3
4

4

ΨΟ

Ο Ο
1 ο

-3  _1

I Ηί α ( -4 )1*14

1 ο1
3
4

1 0
3
4

r >

/\J

1 ο
Ο 1

ο ο 
0. ο

ο

ο

1
ο

ο

ο
ο

1

± -ι
3
4

—ir Ο “Γ 

4

J,
4

1
4

■ & β_13

Συνεπώς ο αντίστροφος του πίνακα Β είναι
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Β-1
2
4
2
2
1

7
2

4

-1
3
4
Ο

2
4

5
2
3
4
2
2
3
4

1
2
4
ο
2
4

19.Να δειχθεί η πρόταση 7.6: Οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί δεν 

αλλάζουν το βαθμό ενός πίνακα.
Λύση: Ας υποθέσουμε ότι ο (m,η) -πίνακας Α=[α^Γ| είναι βαθμού τ, 

οπότε κάθε (τ+1) τάξεως ελάσσων ορίζουσα του Α, αν υπάρχουν τέτοιες 

ορίζουσες, είναι μηδέν. Το αυτό φυσικά συμβαίνει και για ελάσσονες 

ορίζουσες μεγαλύτερης τάξεως. Ας είναι Β ο πίνακα που επιτυγχάνεται 

από τον πίνακα Α με στοιχειώδεις μετασχηματισμούς. Σημειώνουμε με 

|R | μία (τ+1) τάξεως ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα Α και με |S| 

την (τ+1) τάξεως ελάσσονα ορίζουσα του Β που έχει την ίδια θέση με * 

την ορίζουσα |R |. Προφανώς κάθε (τ+1) τάξεως ελάσσων ορίζουσα |R| 

του πίνακα Α είναι ίση με μηδέν (|R |=0).
Υποθέτουμε τώρα ότι ο πίνακας Β προκύπτει από τον πίνακα Α με έναν 

από τους εξής στοιχειώδεις μετασχηματισμούς: ή Η^(ο) ή

Η. -(c). Εξετάζουμε χωριστά την κάθε μια περίπτωση:

(1). Η̂ ,β. Σ'αυτήν την περίπτωση έχουμε για κάθε (τ+1) τάξεως ορί­

ζουσα | R | του πίνακα Α ένα από τα επόμενα αποτελέσματα.

(α) Παραμένει αμε τάβλη τη

(β) Εναλλάσσονται δύο γραμμές της
(γ) Μία γραμμή της εναλλάσσεται με μία γραμμή του πίνακα Α που δεν 

ανήκει στην |r |.
Συνεπώς για την αντίστοιχη ορίζουσα |S| έχουμε τα αντίστοιχα συμπε 

ράσματα



-159-

(α) ISI = IRI =0

(β) |S|=-|r |=o
(γ) H |S| είναι μία άλλη (τ+1) τάζεως ελάσσων ορίζουσα του πίνακα 

Α και επομένως |S|=0.

(2) . H^(c). Σ'αυτήν την περίπτωση για κάθε (τ+1) τάξεως ελάσσονα 

ορόζουσα | R | έχουμε ένα από τα επόμενα αποτελέσματα.

(α) Παραμένει αμετάβλητη

(β) Πολλαπλασιάζεται μία γραμμή της επί c.

Συνεπώς για την αντίστοιχη ορίζουσα |s| έχουμε τα αντίστοιχα συμπε­

ράσματα 

(α) |S|=|R|=0

(β) |S|=c|R|=0

(3) . (c) . Έχουμε για κάθε (τ+1) τάζεως ελάσσονα ορίζουσα |R| 

ένα από τα εζής αποτελέσματα

(α) Παραμένει αμετάβλητη
(β) Προστίθεται σε μία γραμμή της μία άλλη γραμμή της πολλαπλασια- 

σμένη επί c
(γ) Προστίθενται στα στοιχεία μιας γραμμής της τα αντίστοιχα c- 

-πολλαπλάσια στοιχεία μιας άλλης γραμμής του πίνακα Α που δεν 

ανήκει στην |R |.
Για την αντίστοιχη ορίζουσα |S| έχουμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα 

(α) |S|=|R|=0

. |s|-|R|«o
|S|s|R|+c·(μία (τ+1) τάζεως ελάσσονα ορίζουσα του Α)=0+σ·0=0. 

Επομένως ένας στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών δεν αλλάζει το 
βαθμό του πίνακα Α. Με τους ίδιους συλλογισμούς συμπεραίνουμε επί­

σης ότι και ένας στοιχειώδης μετασχηματισμός στηλών δέν αλλάζει
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το βαθμό του πίνακα Α. Έτσι συμπεραίνουμε ότι οι στοιχειώδεις 

μετασχηματισμοί αφήνουν αναλλοίωτο το βαθμό ενός πίνακα.

9. Άλυτες ασκήσεις.

Ι.Να δειχθούν οι ταυτότητες

α)

β)

-2α α+β α+γ

β+α -2β β+Υ
γ+α Υ+β -2γ

(β+Υ) ro Ρ ro α2

β2 (γ+α) 2 β2

γ2 γ2 (α+β)

-4(α+β)(β+γ)(γ+α)

=2αβγ(α+β+γ)3
2

2.Να δειχθούν οι ταυτότητες

α) 1 α βΥ 1 α α2
1 β αγ S 1 β β2

• 1 γ αβ 1 Υ 2Υ

β) β+γ γ+α α+β
μ+ν ν+λ λ+μ
ψ+ζ ζ+χ χ+ψ

Υ) α β γ Φ
χ ψ ζ = χ
λ μ ν ζ

α β Υ
:2 λ μ ν

χ Φ ζ

β μ X ψ ζ

α λ = λ μ ν

Υ ν α β γ

ι

r.

3.Αν για κόθε χ έχουμε
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X α β 2 χ2+2 4χ+2 2χ+2
ϊ X δ = 4χ+2 χ2+13 4χ+3
ε ε X 2χ+2 4χ+3 χ2+5

να υπολογιστούν τα α,β,γ,δ,ε,ζ.

.Να διεχθεί ότι

(η)V Φ (η)\ 2/.... ( η ) (n-r (n)n'

-α β 0 .... 0 0

0 -α β .... 0 0 =(α+β)η

0 0 0 .... -α , β

5. Αν

0 1

-1 0

1 ... 1

1 ... 1
0 ... 1

-1 -1 -1 ... 0

Να δειχθεί ότι |Δη |=0 όταν η=περιττός και |Δη |=1 όταν η=άρτιος.

6.Να δειχθεί ότι κάθε αν τι συμμετρική ορίζουσα περιττής τά£εως είναι 
ίση με μηδέν.

7.Να υπολογιστούν οι ορίζουσες
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1 1 1 . . .  1 1 0 ΐ+ α χ 1 1 . . . 1

1 1 1 . . .  1 0 1 1 1+α2 1 . . . 1

1 1 1 . . .  0 1 1
. IA 1“

1 ι  ΐ+ α 3 . . . 1

' 1 η 1

1 0 1 . . .  1 1 1 1 1 1 1 . . .1+ α „η
0 1 1 . . .  1 1 1

8.Να δειχθεί ότι για η>3 έχουμε

I2 22 32 ... η2

22 32 42 ___ (η+1)2

32 42 52 ... (η+2)2

42 52 62 ... (η+3)2

η2 (η+1)2 (η+2)?.. (2η-1)2

9.Να δειχθεί ότι για η>2 έχουμε

l+X^j 1+ΧΐΦ2 .... 1+ΧιΨη

1+Χ2Ψ1 1+Χ2Φ2 .... 1+X2^n
1 + x ^ x 1+Χ3Φ2 .... 1+Χ3Φη

1+V i  1+Χηφ2 ···· 1+Χπψη

10.Δείξτε ότι αν ο τετραγωνικός (η,η)-πίνακας Α είναι αντισυμμετρι- 

κός, τότε ο πίνακας adjA είναι συμμετρικός ή αν τι συμμετρικός αντί­

στοιχα αν ο αριθμός η είναι περιττός ή άρτιος.

ΙΙ.Να υπολογισθεί ο προσηρτημένος και ο αντίστροφος του καθένα από 
τούς πίνακες
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“1

2

1

1 2

•1 1

2 -1

4

5

2

5

6

3 2 Ο

3 Ο 

Ο 2 

Ο Ο

Ο

1

3

Ο

12. Δείξτε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας Α είναι ομαλός αν και μόνο 

αν ο πίνακας adjA είναι ομαλός.

13. Να βρεθεί ο αντίστροφος πίνακας του

α)

6)

1 0 0 0 • ·  ·  *. 0 0
-1 1 0 0 • ·  ·  I. 0 0
0 -1 1 0 • ·  ·  4. 0 0

η
0 0 -1 1 • ·  ·  <. 0 0

__0 0 0 0 • ·  ·  *. -1 1

Να βρεθεί ο βαθμός των πινάκων

~ϊ 2 3 Υ β) ΊΓ 2
2 3 5 1 1 3

J . 3 4 5_ 9 2 4

2_ 7

" 1 4 5 6 Τ

4 5 6 7 8
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14
15 16 17 18 19

1
2

3
4

Υ) 1
2

-1
2

2 -2 
5 -4
-3 2
4 -1

3
6

-2
6



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ V

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

1.Έννοιες-Ορισμοί: t

Έστω F ένα σώμα (π.χ. το σώμα των πραγματικών αριθμών R, ή 

το σώμα των μιγαδικών αριθμών C) ·

Έ ν α  γραμμικό σύστημα m εξισώσεων με η αγνώστους είναι της μορφής 

α!1Χ1+αΐ2Χ2+ ···+αΐηΧη=β1

α21Χ1+α2 2Χ2+ '"*+α2πχη=& 2 (1)

am1X1+am2x2+ *·* +amnxn“em

όπου j f β ĵ SF (ι=1 ,2 ,... ,m / 3*”̂  / · · · /1̂) · Οι χ^/Χ^?···/ χ^ κα— 

λούνται άγνωστοι . Το πρόβλημα το οποίο αντιμετωπίζουμε εδώ είναι 

η εύρεση η αριθμών , · · ·' £η 6 F ' OL OTl°^OL ^  αντικαταστήσουν
τους αγνώστους χ^,*2 » ···*xn στι£ εξισώσεις (1) και θα τις επαλη­
θεύουν. Η n-άδα (ξχ,ξ2/···/Εη) λέγεται τότε λύση του συστήματος (1) . 

Ο (m,n) -πίνακας

α11 α1 2 ----α1η

α21 α2 2 ----α2η ...

a 1 α η · · · · a__ml m2 mn

καλείται πίνακας του συστήματος (1) ή πίνακας των συντελεστών των 
αγνώστων του συστήματος. Ο (m,n+1 )-πίνακας

-164-



—165 —

αιι α 12 ·*' α ΐη ei

α21 α22 ·* * α2η *2

am1 am 2 ’ * * * amn

(3)

καλείται πίνακαν όλων των συντελεστών του συστήματος ή επηυΕημένος 

πίνακας.

Αν θεο>ρήσουμε τον (η,1)-πίνακα X χαι τον (mr1)-πίνακα Β, όπου

Χ1 Η

Χ2
• και Β= !2
Φ •

Φ

_χη_ - V

(4)

τότε το σύστημα (1) μπορεί να γραφεί υπό μορφή γινομένου πινάκων

Α·Χ = Β

ή αναλυτικότερα

(5)

α ιι αΐ2 *·' a ln X1

α21 α22 ·'* a2n • X2 *2
* •

• *

3>1 3Ρ to * * * mn
•

X

(6)

2.Λύση γραμμικού συστήματος.

Έ ν α  ερώτημα το οποίο γεννιέται είναι κατά πόσο ένα γραμμικό 
σύστημα έχει λύση· Παρακάτω εξετάζουμε αυτό το ερώτημα και διακρί­
νουμε δύο περιπτώσεις. Την περίπτωση στην οποία ο αριθμός των εξι-
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σώσεων του συστήματος είναι όσος με τον αριθμό των αγνώστων, δηλα­

δή m=n και την περίπτωση όπου mjfo»

Εξετάζουμε την πρώτη περίπτωση.

2.1.Περίπτωση όπου m=n.

Έστω το γραμμικό σύστημα f

α11χ1+ a12x2+ - " +alnxn = β1

α21χ1 + α22χ2+ * * ,+a2nxn &2 /λ \

an1x1 + an2x2+ "'"+annxn

Καλούμε D την ορίζουσα του πίνακα Α των συντελεστών των αγνώστων 

και υποθέτουμε ότι είναι διάφορη του μηδενός, δηλαδή <

D = |α | Φ ο (2)

Επειδή D^O, σύμφωνα με την πρόταση 4.3 του Κεφ.ΐν ο πίνακας A 

έχει αντίστροφο. Γράφουμε το σύστημα (1) υπό μορφή πινάκων Α·Χ=Β 

και πολλαπλασιάζουμε τη σχέση αυτή εξ αριστερών επί τον πίνακα Α-1, 

οπότε έχουμε

Α^'Α-Χ^Α^-Β 

είναι γνωστό ότι

ή Ιη ·Χ=Α_1·Β

Α21 Απ 1
D -----  D

Α22 Απ2
D -----  D

ή Χ=Α_1·Β

ι

(3)
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οπότε η σχέση (3) γράφεται αναλυτικότερα
*

\
\

_Χ1
Α11
D

Α21
D

Απ1
. . . . V

\
\
)

Χ2
Α 12
D

Α22
D

A 0 n2
. . . .  D

•

*2
•

ι
φ

\ Φ
i
\
ί Α1η Α2η Αππ

_ & ηί χη D D • · · · d ____

γ ~  — ρΐΑ11+β2Α21+ ·'*+enAn1
Χ1 D

Χ2
01Α12+β2Α22+ ··*+enAn2

—
D

•

•

% » 01Α1η+β2Α2η+ ·*-+3nAnn
£η_ _ D _

από τη σχέση (4) έχουμε ότι

xi=
P l A l i + &2 A 2 i + " - +|Sn A n i

(4)

i—l,2,.·.,n (5)

0 αριθμητής στο δεύτερο μέλος της σχέσεως (5) είναι ακριβώς το ανά­
πτυγμα της ορίζουσας του πίνακα ο οποίος προκύπτει από τον πίνακα 
Α των συντελεστών των αγνώστων, αν αντικαταστήσουμε την ί—στήλη 
αυτού με τη στήλη των σταθερών όρων, δηλαδή είναι η ορίζουσα του 

πίνακα

αιι α12 ''‘ al,i-1 *1 al,i+1 ... a1n

α21 α22 '· · a2,i-1 β2 a2,i+1 ··· a 2n

*

an2 ‘ an,i-1 an , i+1 * * * ann

( 6 )
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Την ορίζουσα του πίνακα (6) καλούμε D^f οπότε η σχέση (4) γράφεται
_ D1

X1 D

X2
D2
D

• “ •

• •

• •

DnX_n_ _D_

(7)

Από τη σχέση (7) συμπεραίνουμε ότι λύση του συστήματος (1) είναι 

η η—άδα / ̂ 29 ■m *9 f όπου

- τ γ t i-1 ,2 , . ,n (8)

Οι σχέσεις (8) εκφράζουν τον καλούμενο κανόνα του Cramer για τη 

λύση των γραμμικών συστημάτων. Το ότι οι σχέσεις (8) είναι λύση του 

συστήματος (1) μπορεί να δειχτεί εύκολα αν στο σύστημα (1) αντικα­

ταστήσουμε τους αγνώστους χ^ με τις τιμές από τις σχέσεις (8). Για 

παράδειγμα η k εξίσωση του συστήματος δίνει

D1 D2 Dn
ak1x1+ak2x2+ * * •+aknXn_ak1(‘D')+ak2 (3* +· * •+akn(_D')_

= S (ak1D1+ak2D2+ ---+aknDn)=

= 5 « Μ  (0lAi i ^ 2A 2l+ '-*+PnAn1)+ 5 ^ 2  (β1Αΐ2+β2Α22+ * * *+0ηΑη2) + * * *+ 

ak n (eiAln+&2A2n+,**+enAto)" » (aklAll+ak2A12+ ·'‘+aknA1n) β1+

S (ak1A21+ak2A22+' " +aknAn>e2+ **'+ I (ak1An1+ak2An2+ * * ,+aknAnn) 0n=
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= Έ D6klBl+ S D6k2&2+ ···- Έ D6kk&k+ · " -  Έ D6k n V ek

Ώστε αν D^O τότε το σύστημα (1) δέχεται μία μόνο λύση την (8) .

2.2. Παραδε ίγματα:

α)Να Βρεθούν οι λύσεις του παρακάτω συστήματος στο σώμα των πραγ­

ματικών αριθμών

χ1 + 2χ 2 - χ 3 = -1

2χ^ - χ2 + χ^ = 9

Ί -4χ 3 = -5

Ο αριθμός των εξισώσεων ισούται με τον αριθμό των αγνώστων. Επίσης 

η ορίζουσα D των συντελεστών των αγνώστων είναι

D=

1 2 - 1

2 - 1 1

1 0 - 4

=21 #0

Συνεπώς το σύστημα δέχεται μία μοναδική λύση την

* Α -

1 2 - 1  

2 -1 1 

1 0 - 4
- 63 - 3 χ

1 -1 -1 

2 9 1 

1 -5 -4
*1 D 21 21 “ ° ' 2“ D " 21

1 2 -1 •

♦ 2 - 1 9
°3γ· m 1 0 -5 - 42 - 2Χ3 D 21 21 ~

-2 1
21 -1

β)Στο οώμα των μιγαδικών αριθμών να βρεθούν οι λύσεις του συστήματος
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(l+i)z1 + iz2 - 1+31 

(2-i)Zl - 5z2 = 5

Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα ο αριθμός των εξισώσεων ισού- 
ται με τον αριθμό των αγνώστων και η ορίζουσα D είναι

1+1 i

2-i -5
=- (6+71) ?*0

i

Συνεπώς το σύστημα δέχεται μια μοναδική λύση στο σώμα των μιγαδικών 

αριθμών, την

1+31 1 

5 -5 _.5+_20i . 2 - ° 2 -

1+i 1+31 

2-i 5
- (6+7i) 6+7i ~2+1 ' z2 D -(6+71)

Ά ρ α  η λύση του συστήματος είναι z^=2+i , ζ2=0.

2.3. Περίπτωση όπου m^n
Θα εξετάσουμε τώρα τη γενική περίπτωση ενός γραμμικού συστή­

ματος, δηλαδή την περίπτωση κατά την οποία ο αριθμός των εξισώσεων 

είναι διάφορος από τον αριθμό των αγνώστων. Έστω το γραμμικό σύ­

στημα

α11Χ1 + αΐ2Χ2 + *'·+ α1ηχη “ β1

α2ΐΧ1 + α22χ2 + ·',+ α2ηΧη = &2
...............................  (9)

% 1 Χ1 + αϊη2χ2 + *·:+ ° V xn = βπ> 

όπου mjin. Θα αποδείξουμε την παρακάτω πρόταση.

2.4. Πρόταση: Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει το ,σοστη
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μα (9) λύση είναι ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων και ο 

επηυξημένος πίνακας να είναι, του αυτού βαθμού, δηλαδή οι πίνακες

α 11 α12 *·* α1η

α21 α22 *‘* α2η

JVl “102 · * * ®mn_

και

α11 α1 2 **· α1η »1

α21 α22 • * * α2η Ρ2

αϊη2 • · · οmn k

(10 )

( 11)

πρέπει να είναι του αυτού βαθμού.

Απόδειξη: Έστω (εχ,  ̂· · · *£η) uia λύση του συστήματος (9) τότε
έχουμε

Ρ1 α11Ε1 + α12Ε2 + * " + αΐηΕη 

&2 = α21Ε1 + α22Ε2 + *··+ α2ηΕη

= am1E1 + °ta2E2 + *·*+ amnEn

Υποθέτουμε ότι ο βαθμός του πίνακα (10) είναι k. Ο βαθμός του πί­
νακα (11) μπορεί να είναι k ή το πολύ k+1, γιατί ο πίνακα (11) 

έχει μία στήλη παραπάνω από τον πίνακα (10). Θα δείξουμε ότι ο 
βαθμός του πίνακα (11) δεν μπορεί να είναι k+1. Πραγματικά, αν 

υποθέσουμε ότι ο πίνακας (11) είναι.βαθμού k+1 τότε θα υπάρχει μια
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ελάσσων ορίζουσα αυτού τάξεως k+1 η οποία θα είναι, διάφορη του 

μηδενός. Η ορίζουσα αυτή θα έχει κατ'ανάγκη στοιχεία από την τε­

λευταία στήλη του πίνακα. Έστω ότι η ορίζουσα αυτή είναι η

αιι αΐ2

α21 α 22

alk *1

Ρ to *2

“kl °k2 ·" “kk 0k

GtK+1,1 “k+l,2 “k+l ,k Pk+1

I

(13)

Από τις σχέσεις (12) παρατηρούμε ότι τα στοιχεία της τελευταίας

στήλης της ορίζουσας (13) είναι άθροισμα η παραγόντων και η ορί-
ι

ζουσα (13) αναλύεται σε άθροισμα η οριζουσών k+1 τάξεως οι οποίες 

μετά την εξαγωγή ως κοινών παραγόντων των ξi (i=l,2,...,η) θα εί 

ναι ορίζουσες από τον πίνακα (10) του οποίου ο βαθμός είναι k και 

επομένως θα ισούνται με μηδέν, οπότε D=Q.
Αντίστροφα:Υποθέτουμε ότι οι πίνακες (10) και (11) έχουν τον αυτό 

βαθμό k και θα δείξουμε ότι το σύστημα (9) έχει λύση. Μπορούμε να 

υποθέσουμε ότι η ορίζουσα

an aX2 ... alk

D= a21 a22 ''- a2k

“kl °^2 * * · “kk

είναι διάφορη του μηδενός, δηλαδή D^O, γιατί αν δεν συμβαίνει αυ­

τό μπορούμε να αλλάξουμε την τάξη των εξισώσεων και την αρίθμηση 

των αγνώστων του συστήματος (9). Παίρνουμε τις k πρώτες εξισώσεις
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του συστήματος (9) και τις γράφουμε

α11Χ1+αΐ2Χ2+ ·*'+αΐ Λ  " 0l-(al,k+1Xk+1 + '--+CtlnXn)

a21x1+a22x2+ ' " +a2kxk = e2"(a2,k+1Xk+1 + '” +a2nxn) 
...................................................  (15)

ak1x1+ak2x2+ · * -+akkxk " 0k-(ak,k+1Xk+1 + - " +aknxn)

Ορίζουσα του συστήματος (15) είναι η (14), η οποία είναι D/0. Επο­

μένως αν στο σύστημα (9) θεωρήσουμε τους άγνωστους ,... ,x r

ώς γνωστούς (δηλαδή τους ορίσουμε αυθαίρετα) τότε ο κανόνας του 

Cramer μας δίνει τη μοναδική λύση αυτού

(E1rE2,...rEk) (16)

Θα δείξουμε ότι η λύση (16) επαληθεύει και τις υπόλοιπες ra-k εξι 

σώσεις του συστήματος (9) . Έστω

αλ1χ1+αλ2χ2 + ···+ αληχη = βλ ' *+1<λ<ιη <17>

μια από τις υπόλοιπες m-k εξισώσεις. Θα δείξουμε ότι η εξίσωση (17) 

επαληθεύεται από τη λύση (16), δηλαδή

αλΐεΐ+αλ2ε2 + *'·+ aXk£k = 8λ-(αλ,k+1xk+1 + ···+ αληχη ) (18) 

όπου όπως αναφέραμε παραπάνω τα , · · · ,χ« έχουν οριστεί αυθαί-n
ρετα. Θεωρούμε την ορίζουσα

αιι αΐ2 •'' alk 8l“ (al,k+1xk+1+ ··* +ainxn)

α21 α22 ·'· a2k P2_(a2,k+1xk+1+ *'*+a2nxn)

°k1 °^2 ·*· “kk 8k"(ak,k+1Xk+1+ **•+aknxn)

αλΐ αλ2 •·* akk 8λ- âX,k+1xk+1+ * * *+a\nxn)

(19)
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Έχουμε Όχ~°· Πραγματικά η τελευταία στήλη της ορίζουσας είναι 

άθροισμα n-k+1 παραγόντων, οπότε η αναλύεται σε άθροισμα n-k+1 
οριζουσών k+1 τάΕεως, οι οποίες μετά την εΕαγωγή των κοινών παρα­

γόντων (i=k+1 ,... ,n) θα είναι ορίζουσες k+1 τάξεως από τους πί­

νακες (10) και (11) των οποίων ο βαθμός είναι k. 'Αρα D^=0. Αλλά 

αν στην ορίζουσα πολλαπλασιάσουμε τα στοιχεία της 1-στήλης επί 

Εχ/ της 2-στήλης επί Ε2, κ.ο.κ. της k-στήλης επί και τα αφαιρέ- 

σουμε από την τελευταία στήλη λαμβάνουμε

ν

α ιι αΐ2 *·· aik β1

α21 α22 *’* a2k <*2

alk β1- *α11Ε1+ ***+alkEk+al,k+1xk+1+* "*+a1nxn)

a2k ^2-(α21Ε1+ ·'•+a2kEk+a2,k+lxk+1+ ***+a2nxn*

°k1 “k2 ··' °kk ^k-(ak1^1+ *’•+akkEk+ak ,k+1xk+1+ ·*-+aKnxn)

αλ1 αλ2 ” · aAJt βλ_(αλΐΕι+ ·· * +aAkEk+ak, k+lxk+1 + '

α11 α12 ... alk 0

α21 α22 " ·  a2k 0

,°k1 °Τί2 *·· “kk 0 f

αλ1 αλ2 ” · aAk ^λ"(αλ1Ε1+ ·*'+akkEk+0̂ ,k+1xk+1+ *

Αναπτύσσουμε κατά τα στοιχεία της τελευταίας στήλης, όπότε

all al2 ... a1k

*λ" (αλ1 El+ · · · +αλ ^ +αλ, k+1 xk+1 + * · · +αληχηΐ] * a21 a22 * *’ a2k

°ki ak2 * * * “kk
ViUM/,·-·,.
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Δηλαδή

0= [^λ"(αλΐεΐ+ · · •+a*kEk+aX,k+lXk+'l + · ‘ *+aXnXrJ] *D

και επειδή D^O, έπεται ότι

αλ1Ε1+αλ2Ε2+ ··'+aXk£k+ak,k+1Xk+1+ ·*·+αληΧη=βλ 

άρα ισχύει η (18) .

2.5.Παραδε ίγματα:

α)Να λυθεί το σύστημα 

χ + φ =0 
3χ -2ψ =1 

6χ + ψ =1 
χ -4ψ =1

ο πίνακας και ο επηυξημένος πίνακας του συστήματος είναι αντίστοιχα

1 1 

3 -2 

6 1 
1 -4

1 1 

3 -2 

6 1 

1 -4

Οι δύο πίνακες είναι βαθμού 2 γιατί όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τά- 

ξεως τρία του επηυξημένου πίνακα είναι ίσες με μηδέν ενώ 

1 1
3 -2

=-5^0.

Έτσι για να λύσουμε το σύστημα θεωρούμε τις εξισώσεις

χ + φ =0 
3χ -2ψ =1

οπότε έχουμε
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vl
-5

1
5 ' φ« JL

-5
1
5

β)Να λυθεί το σύστημα

(m+1)x + φ + 
χ + (m+1) φ +

ζ
ζ

=2-m
=-2

x + ψ + (m+1) ζ =χπ

Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων του συστήματος είναι.

A «

Αν m^O και m/3 τότε |α |^0 και το σύστημα έχει U^a κοα ^ ν° 

ση, η οποία δίνεται από τον κανόνα του Cramer

m+1 1 1 -

1 m+1 1 =m2 (m+3) /
1

1 1 m+1

χ=

2-xn 1 1 *

-2 m+1 1 i ;

m . 1 m+1 _ m(2-m) (m+3) 2-m
m2 (m+3) m2(m+3) “

/

m+1 2-m 1
v  /  i 4

t3

/  % '

' - ^  "  !

1 -2 1 . s ;  ·- • I V
A * > v.‘  ** - -

. .1. . m . m+1 i ; f  i ' \ - «

Ψ=
m2 (m+3) m2 (ra+3) m

-A

-I

-V
it

U
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m+1 1 2-m

1 m+1 -2

1 1 m

m (m+3)
m2 (m+3) 
m2 (m+3)

Για m=0 το σύστημα γίνεται

χ+φ+ζ =, 2 

χ+φ+ζ =-2 

χ+φ+ζ = 0

το οποίο δέν έχει λύση γιατί ο πίνακας των συντελεστών των αγνώ­

στων

Τ ΐ  F
1 1  1 ‘

JL 1 L
είναι τάξεως 1, ενώ ο επηυΕημένος πίνακας

Τ  1 1 Τ

1 1 1 - 2

J. 1 1 0_
( „ ; t :

είναι τάξεως 2.

Για m=-3 το σύστημα γίνεται 

-2χ + ψ + ζ = 5 

χ - 2ψ + ζ =-2 

* χ + ψ -2ζ =-3

και οι πίνακες
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- 2  1 1 - 2  1  1  5

1 - 2  1 και 1 - 2  1 “ 2

CM 1 
1«Η _1 1 -2 -3_

είναι τάΕεως 2, άρα το σύστημα έχει λύση. Για να βρούμε τη λύση
ί

•2 1 
1 -2

του συστήματος # επειδή 

=3*0

παίρνουμε τις δύο πρώτες εΕισώσεις και τις γράφουμε

-2χ + ψ = 5-ζ 
χ -2ψ =-2-ζ

I
και λύνουμε το σύστημα αυτό θεωρούντες το ζ ως γνωστό 

'Εχουμε

5-ζ
■2-ζ

χ= ■2

1

=ζ- | Ψ-

-2

1

5-ζ
-2-ζ

2

1

1

-2

sz- 1

'Αρα η λύση του συστήματος είναι 

8 1x=o-«j , φ=ο - j , z=c , όπου c είναι αυθαίρετος,

γ)Να λυθεί το σύστημα

3χ + 2φ + ζ - 2ω = 4
2χ - Ψ + 2ζ - 5ω =15
4χ 2φ ω =1
3χ 2ζ - 4ω =1
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Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων του συστήματος εέναι»

3 2 1 - 2

2
D=

4

1 2 - 5  

2 0 - 1
3 0 - 2 - 4

65#)

i

3f-

Vr

■%im

Άρα το σύστημα έχει λύση την
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3 2 1 4

2 - 1  2 15
4 2 0 1

6)Πρόβλημα της απαλοιφής: θεωρούμε το σύστημα

α11Χ1 + α12χ2+ * * *+α1ηχη =Ρ1

α21χ1 + α22χ2+ +α2ηχη ~^2
...................................................................................  ( 20 )

αη1χ1 + αη2χ2+* " +otnnxn Pn

Αν η ορίζουσα D του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων είναι, διά­

φορη του μηδενός, τότε ως γνωστόν το σύστημα έχει μία μοναδική λύση. 

Να δειχτεί ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η λύση αυτή 

και λύση της ε|ισώσεως

αη+1,1χ1 + αη+1,2Χ2 + *·*+ αη+1,nxn βη+1 

είναι.

α ι ι α 1 2 • · · α 1 η * 1

α 2 1

Ρ to to • · · • · · α 2 η 1*2

α η1 α η 2 •  ·  · αn n

α η + 1 , 1α η+ 1 , 2 · · · α η + 1 , η ^ n + 1

(21)

( 22 )

Υποθέτουμε ότι (£1/Ε2/· · ·^  εί*ναι ^ λύση του συστήματος (20). Έστω 
οτι η λύση του συστήματος επαληθεύει και την εξίσωση (21). Θα δεί-
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ξουμε ότι, τότε Α=0. Πραγματικά/ αν πολλαπλασιάσουμε τα στοιχεία 

THG 1-στήλης της ορίζουσας Α επί της 2—στήλης επι Ε2 κ.ο.κ·

της n-στήλης επί Εη και τα αφαιρέσουμε από την τελευταία στήλη 

παίρνουμε την ισοδύναμη ορίζουσα

αιι α12 .... α1η +α12^2 + . ..+ α1η^η^

α21 α2 2 --- α2η P2“ (a21S1 +a22£2 + . . .+ a2nin)

(23)

αη1 αη 2 --- αηη en“ tan1El +αη2δ2 + . . .+ “tanV

α η+1,1 αιΗ-1,2"·' αη+1 ,η W°hf1,1^l+arri-1,2Ε2+ · * · + αη+1 ,η^ϊί

Αλλά 8i-(ai1E1+ai2g2+ —  +ainEn)=o για i=l,2,...fn r n+1 διότι 

Π E2r · · · r5n) είναι λύση του συστήματος (20) και της εξισώσεως 
(21)/ άρα Α=0.

Αντίστροφα: Έστω Α=0. Επειδή η (Ε fE2#... ,En) είναι λύση του συστή­
ματος (20) έχουμε

3i’ (ailgl+ai2E2+ --e+ain£n)s=:0 Yta 1-1,2,... ,n. Ά ρ α  η (23) γρά­
φεται

αιι αΐ2 * " α1η 0

Α=
α21 α22 '*- α2η 0

αη+1,1 αη+1 ,2" αη+1 ,η &η+1_(αη+1 ,Ι^Ι^η+1,2ζ2+" ’ ,+αη+1 ,η̂ η*

ΑλχίΓούσσουμε αυτή κατά τα στοΐχε α̂ της τελευταίας στήλης, οπότε
έχουμε

=0

&H-1-(an+1,1^1+an+1,2^2+ · · . + 0 ^  'D=0
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όπου D είναι η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων του συστήματος 
(20) και εΕ'«ποθέσεως έχουμε D/0, άρα

β η + 1 "  (α η + 1 , 1 Ε1+ α η + 1 , 2 Ε2+  * * *+ α η+1 , γΛ ι ’ =0

Τούτο φανερώνει ότι η λύοη ^ι'*2,"ββ η̂̂  ουστήρατος (20) είναι
και λύση της εξισώσεως (21).

ε)Να βρεθεί η τιμή του k έτσι ώστε το παρακάτω σύστημα να έχει λύση

2χ + ψ + ζ = k 
χ - φ - 2ζ =-2 
3χ - ψ + ζ =2k 
χ + φ + ζ = 1

I

Πρέπει η ορίζουσα του επηυ£ημένου πίνακα να είναι ίση1 με μηδέν, δη­

λαδή

2 1 1 k

1 -1 -2 -2 

3 - 1  1 2k
=0 k=3

• i

1 2  1 1

Θέτουμε k=3 στο σύστημα, οπότε έχουμε

2χ + ψ + Ζ = 3
X - φ - 2ζ = -2
3χ - ψ + ζ - 6
X + 2φ + ζ = 1

Μπορούμε να πάρουμε τις τρεις πρώτες εξισώσεις του συστήματος και 
να λύσουμε συτές. Η λύση που θα βρούμε θα επαληθεύει και την τέ­

ταρτη εξίσωση.
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'Εχουμε
x = 1 , ψ = -1 , ζ = 2

2,6. Ομογενή συστήματα:

Αν στο σύστημα (1) θέσουμε (i=1,2,... ,m) τότε έχουμε

το σύστημα

α 11χ1 + α 12χ2 + · * ·+ α 1ηχη = 0 

α21χ1 + α22χ2 + · " + α2ηχη * 0
...........................  (24)

% 1 Χ1 * ’% 2 Χ2 : *’+ *"* °

Το σύστημα (24) καλείται ομογενές σύστημα m εξισώσεων με π αγνώ­

στους. Προφανώς το σύστημα (24) έχει μια λύση την (Ο,Ο,.,.,Ο). Η 

λύση αυτή καλείται μηδενική ή προφανής ή τετριμμένη. Επίσης αν το 

σύστημα (24) έχει μία λύση την (ξ1, ξ2' · · · ~η) τ<̂ τε ^  Υςα λύση
και την (kg^ jk^r · · · #kgn) για κάθε k Θ R.

2>7.Πρόταση: Το σύστημα (24) έχει λύση διάφορη από τη μηδενυκή 
αν και μόνο αν ο βαθμός του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων 
είναι μικρότερος από το πλήθος των αγνώστων.

Απόδειξη: Αν k είναι ο βαθμός του πίνακα

αΐ1 αΐ2 *·' α1η 

α21 α22 ·" α2η

am1 am2 *'· amn

τότε θα υπάρχει μία τουλάχιστον ορίζουσα του πίνακα αυτού τάξεως
%
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k διάφορη του μηδενός. Έστω ότι η ορ£ζουσα

α11 αΐ2 *·* a1k

α21 α22 ·“  a2k

°k1 ° \ 2  '*' “kk

είναι διάφορη του μηδενός. Τότε κάθε λύση του συστήματος

α11χ1 + αΐ2χ2 + ···+ alnXn =0

α21Χ1 + α22Χ2 + ···+ a2nXn 0 (25)

°̂ ι1χ1 + ak2X2 + .  .  .  + *\ηχη =0

είναι και λύση των υπολοίπων εξισώσεων του συστήματος (24). Όταν 

k=n το σύστημα (25) είναι σύστημα k εξισώσεων με k αγνώστους του 

οποίου η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι διάφορη του 

μηδενός. Συνεπώς το σύστημα έχει μία μοναδική λύση τη μηδενική, δη­

λαδή όταν k=n δεν υπάρχει λύση διάφορη του μηδενός.

Όταν k<n τους αγνώστους 'xk+2'"*'xn τους ορίζουμε αυθαίρε­
τα στο σύστημα (25) και συνεπώς έχουμε λύσεις διάφορες της μηδενι­

κής. Όστε πράγματι μόνο όταν ο βαθμός k του πίνακα του συστήματος 

είναι μικρότερος από το πλήθος η των αγνώστων έχουμε λύσεις διάφο­

ρες της μηδενικής. Προφανώς όταν m<n ο βαθμός του πίνακα του 
συστήματος είναι οπωσδήποτε μικρότερος του η. 'Ετσι όταν οι εξισώ­

σεις του συστήματος είναι λιγότερες από τους αγνώστους έχουμε 

πάντοτε λύσεις διάφορες της μηδενικής. Εξετάζουμε τώρα μερικές πε­

ριπτώσεις ομογενών συστημάτων.
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2»8.Σύσττηια η-1 ομογενών εΕισώσεων με η αγνώστους Hat βαθμό 

πίνακα η-1 .

Θεωρούμε το σύστημα (24) για το οποίο έχουμε χο==ίι-1 , δηλαδή

α 11Χ1 + α12χ2 + *·*+ a 1nXn =0

α21Χ1 + α22χ2 + ··*+ a2nxn =0 (26)

an-1,1Xt+ αη-1,2Χ2+· .+ α Α χ =0 n-1, η η

Ο πίνακας του συστήματος είναι

α11 α12 *** α1η

“21 “22 *** “2η (27)

αη-1,1 an-1,2“ -%-1,n

Σημειώνουμε με Di την ορίζουσα που προκύπτει από τον πίνακα (27) 

αν παραλείφουμε την i-στήλη αυτού· Επειδή από την υπόθεση έχουμε 
ότι ο πίνακας (27) είναι βαθμού η-1 θα υπάρχει ορίζουσα η-1 τάξεως, 

διάφορη του μηδενός. 'Εστω ότι D^O. Σ'αυτή τη περίπτωση μπορούμε 

να γράφουμε το σύστημα (26) ως εΕής

α11Χ1 + αΐ2χ2 +*··+ a1,n-1Xn-1 =

α21Χ1 + α 22χ2 + *·*+ α2,η-1χη-1 = "“ 2nxn (28)

αη-1, l V  αη-1,2χ2+· **+ %-1 ,η-1Χη-1 _“η-1,ηΧη

Το σύστημα (28) μπορεί να λυθεί ως προς τους αγνώστους
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x1,x2,...,xJl_1 και π λύση του δίνεται από τις σχέσεις

αιι αΐ2 ·· ' “U-l -a1nxn aU+i ··· a1,n-1

α21 α22 *·' a^i-1 "°2nxn a^i+1 ··· a^n-1
• | · · f I  ·• ·

• · · ·  · · ·  · ·  · · •  ·  ·  · • ·  ·  · • · * 6 · · ·

αη-1,1 αη-2,2 αη-1,1-1 _αη-1,ηχη αη-1, ί + 1 ·'* αη-1,η-1
D

an tt12 *·· a1,i-1 a1n au + i '* ·  a1,n-1

a21 a22 •·' a2£-1 a2n a2 î-1 * '·  a^n-1

.αη-1,1 αη-2,2**' αη-1,i-1 αη-1,η αη-1,1+1·** αη-1,η-1
Dη

για i=l,2, *..,η-1.

Αν στην ορίζουσα του αριθμητού την i-στήλη την μεταθέσουμε στο τέ­

λος με n-i-1 εναλλαγές διαδοχικών στηλών θα πάρουμε τελικά

χi
- ν - 1>

n-i-1,

DΠ

θέτουμε τώρα
(-1)η-1χ

D
— - λ οπότε έχουμε χ. = (-1) ~ .λ, Yta

η
i=l , 2 jr · · · ,  n— 1
Ώστε οι λύσεις του συστήματος (26) δίνονται τελικά από τις 

σεις
χ
D
1
1

χΠ
(-1)n-1Dn

= λ (29)
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2. 9♦ Σύστημα η ομογενών εξισώσεων με π αγνώστους Hat βαθμό 

πίνακα η-1*
Αν m=nr δηλαδή αν έχουμε n εξισώσεις ue η αγνώστους τότε το 

σύστημα (24) γίνεται

α11Χ1 + α12χ2 + ···+ alnxn =0

θ 2 ΐχ ι + α 22χ 2 + . . . +  a 2nxn =0 ( 3 0 )

an1x1 + an2x2 + '*'+ annxn =0

Σύμφωνα με την πρόταση 2.7 το σύστημα (30) θα έχει λύση διάφορη 

της μηδενικής αν και μόνο αν η ορίζουσα του πίνακα του συστήματος 

είναι ίση με μηδέν. Δηλαδή αν

αιι αΐ2 *·* α1η

α21 α22 ··* α2η

π1 a « ... anz nn

=0 (31)

Υποθέτουμε τώρα ότι ο πίνακας του συστήματος (30) είναι βαθμού 

η-1 . Συνεπώς θα υπάρχει μια ορίζουσα η-1 τάξεως διάφορη του μηδε*

Dn=

Έστω

“11 αΐ2 ’·· α ΐ̂ ι-1

α21 α22 *** α2η-1

V i  ,1 an-1,2* * · “h-1 ,n-1

*0

οπότε το σύστημα (30) είναι ισοδύναμο με το
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αιιΧι + α12Χ2 +...+ o1nxn «0

α21χ1 + α22Χ2 +...+ a2nxn =0 (32)

αη-1, 1X1 + α.η-1, 2Χ2 +... + α.η-1,ηη

Έτσι έχουμε την προηγούμενη περίπτωση 2.8 με ορίζουσα D^O. Συνε­

πώς οι λύσεις του συστήματος (30) θα δίνονται από τις σχέσεις

x± = (-1)i-1X D i i=1,2,...,η (33)

όπου είναι η ορίζουσα που προκύπτει από την (31) αν παραλείψουμε 

την n-γραμμή και i-στήλη.

Αν καλέσουμε Αη  ̂ το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου αη^ στην 

ορίζουσα (31) παρατηρούμε ότι

Ani = (-1)n+iD. ή D. - (-1)n+iAni

Αν θέσουμε την τιμή αυτή του στις σχέσεις (33) θα έχουμε

xi= ( - D n+2i~1;uni ή η-1Xi=(-1) λ^. ή ^i=uAni,
η—1όπου μ=(-1) 1 λ. Έτσι τελικά έχουμε

Λι1 Λ ι2 Λ ι3 *' ■ Λιη

Δηλαδή στη; περίπτωση αυτή οι τιμές των αγνώστων είναι ανάλογες προς 

τα αλγεβρικά συμπληρώματα των στοιχείων της τελευταίας γραμμής του 
πίνακα του συστήματος.

2.10. παραδείγματα:

Να λυθούν τα συστήματα
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α) 2χ+3φ-4ζ=0 β) 2χ,- 3φ - ζ «Ο

5χ-4φ+3ζ=0 4χ + φ +5ζ =0
χ - 2ψ - ζ =0

α)0 πίνακας του συστήματος είναι

'2 3 -4

5 - 4  3 β

και είναι βαθμού 2, γιατί

2

5
3

-4
=-23 Φ 0

Έτσι έχουμε ένα ομογενές σύστημα δύο εξισώσεων με τρείς αγνώστους, 

οπότε σύμφωνα με την περίπτωση 2.8 θα έχουμε τις λύσεις

χ = Φ = ζ Λ JL _ J&L· - ζ
3 -4

-4 3

2 -4

5 3

2 3 

5 -4

Συνεπώς χ=-7λ r φ=-26λ , ζ=-23λ για κάθε XGR.

β)0 πίνακας του συστήματος είναι βαθμού δύο, γιατί

2 -3 -1 2 -3

4 1 5 =0 ένω 4 1

1 -2 -1

*0

Έτσι έχουμε ένα ομογενές σύστημα τριών εξισώσεων με τρείς αγνώ­
στους και βαθμό πίνακα 2. Σύμφωνα με την περίπτωση 2.9 έχουμε
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±
1-3 - 1

1 5

2 -1 

4 5

2 - 3  

4 1

β J L  β -2.
- 1 4  - 1 4  1 4

Συνεπώς οι λύσεις του συστήματος είναι
ϊ

χ = -Ι4λ , φ = -14λ , ζ*14λ για κάθε XeR.

3.Ασκήσεις

Ι.Να λυθούν τα συστήματα

a )  3χ^ - 2 χ 2 +  χ 3 = 1 β )  x ,j - 3 χ 2 +  χ 3 = 1

X 1 + 4 χ 2 - 5 χ 3 = 3 2χ ^  - 3 χ 3 = 4

- χ 1 + 3 χ 2 + 2 χ 3  — 4 χ 2 + 2 χ 3 = 0

Λύση;

α)Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων εύναι

D =

3 - 2  1

1 4 - 5

- 1 3  2
=70

Ά ρ α  το σύστημα έχει λύση την

X1~D =

X3“-D 7 0

1 - 2 1 3 1 1
3 4 - 5 1 3 - 5

-4 3 2 20 - 2  χ - °2 -1 -4 2

70 “  70 ~ 7 '  Χ2~  D 70

3 - 2 1

1 4 3

- 1 3 -4
_  - 7 0

70

-4 0
70

4
7
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/ - - ■ ■  , 1 * · · . .

β)Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι
-3 1

0 -3

1 2

=17 Άρα το σύστημα έχει λύση την

χ1 =

Χ3"

1 - 3  1 i l l

4 Ον -3 2 4 -3

D1 0 1 2 . _·31 ^2 _ .0 0 2
D

17
~ 17 ' 2~ D

1 ’ *3- ;
17

1 -3 1 C >5 Τ ' >■

2 0 4
D0 0 1 03 -2
D " 17 " 17

“ 17

2.Να βρεθούν αν υπάρχουν οι λύσεις των συστημάτων: ,
i

α) 2χ + 2ψ - 2 =-5 
χ - φ +32 = 6 

2χ - 4ψ +32 = 1 

χ + φ + 2 4

&) 2χ + ψ - z  = 7 

χ - φ - 2 = 0

χ +2φ - 2 = 8  
3χ -2ψ -2ζ = 3

Λύση:

α)0 επηυΕηΐιύνος πίνακας του συστήματος έχει ορίζουσα

2 -1 
-1 3
-4 3

1 1

-5
6

1
4

«-52 **0

6
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'Αρα το σύστημα δεν έχει* λύση.

β)0 επηυξημένος πίνακας του συστήματος έχει ορίζουσα

2 1 - 1 7

1 -1 -1

1 2  1

0

8
=0

3 - 2 - 2  3

1j

Συνεπώς το σύστημα έχει λύση. Για να βρούμε τη λύση του συστήματος 

παίρνουμε τις τρείς πρώτες εξισώσεις

2χ + ψ - ζ =7 

χ — ψ — ζ =0 

χ +2ψ + ζ =8

Η ορίζουσα των συντελεστών των άγνωστων είναι

2 1 -1

D= 1 -1 -1 =-3 /Ο

1 2 1

οπότε έχουμε

7 1 -1 2 7 -1

0 -1 -1 1 0 -1

J l 8 2 1 _ο 02 1 8 1
= ■ -3 " *“ -3 ~3 ' ψ D -3

2 1 7

1 -1 0

1 2 8 -3 ,

Ν 11 σ1
< II 1

-3

•j

%
3

1
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Η λύση του συστήματος είναι χ=3 , φ=2 , ζ=1. Προφανώς αυτή επαλη­

θεύει και την τέταρτη εξίσωση.

3.Να οριστεί ο k έτσι ώστε τα παρακάτω συστήματα να έχουν λύση

α) 2χ + ψ + 3ζ =3 

χ - ψ - 2ζ =2k 

χ +2ψ + 2ζ =4k 

χ + ψ + ζ =3

β) χ + ψ - 3ζ =k 

3χ +3φ + ζ =4 
2χ - ψ - 4ζ =4 

χ - φ - 3ζ =k

Λύση: Για να έχει το σύστημα λύση πρέπει η ορίζουσα του επηυξημένου 

πίνακα να είναι ίση με μηδέν, γιατί το σύστημα έχει τρείς αγνώστους 

και τέσσερες εξισώσεις. Συνεπώς έχουμε

2 1 3 3

1 -1 -2 2k

1 2 2 4k

1 1 1 3

οπότε το σύστημα γίνεται

2χ + ψ +3ζ =3 

χ - φ -2ζ =2 

χ +2φ +2ζ =4 

χ + φ + ζ =3

Παίρνουμε τις τρεις πρώτες εξισώσεις και λύνουμε το σύστημα αυτό 

2χ + Ψ +3ζ =3
χ  - ψ -2ζ =2

χ +2ψ +2ζ =4



έχουμε

D= 1

1

2

-1 -2

1 3
*9

Συνεπώς
ΐ

ζ

2 1 3

1 - 1 2
/
t

1 2

9

4 ^9
9 1. Ά ρ α  χ=2 , φ=2 , ζ=-1.

β) Όπως και στο προηγούμενο σύστημα πρέπει 

1 -3 k

3 1 4 mQ ·* ‘ '
1 - 4  4 -

1 -3 -k

Από αυτή έχουμε k=-2, οπότε το σύστημα γύνεται
♦· . , ' , ; . <-■ - , ν - ’ ·*ΐΓ\-

χ + ψ -3ζ =-2 
3χ +3φ + ζ ~ 4 
2χ - ψ -4ζ = 4

χ - ψ -3ζ « 2 ^  '"V: -

1

3
2

1
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Παίρνουμε τις τρείς πρώτες εξισώσεις και λύνουμε το σύστημα

χ + φ - 3ζ = -2

3χ +3φ + ζ = 4
2χ - φ - 4ζ = 4

Έχουμε

1 ^ 1 -3

> D= 3 3 1 =30 w · i i "

2 -1 -4 ίΓ r ■■ ^• ' U .1

οπότε ■ · : yf\> ·· ■ /■.vr

-2 1 -3 • 1 -2 -3

4 3 1 3 4 1

χ- °1
4 -1 -4 90 °2— 7 ill— Λ —

2 4 -4 -60
χ- D ~ 30 30 -3 f ψ= D - 30 30 =-2

D.
ζ=

1 1

3 3

2 -1 
30“

-2

4

4 30
30 -1

Άρα η λύση του συστήματος είναι χ=3 , φ=-2 , ζ=1.

4.Να λυθούν τα συστήματα

α) χ + 3φ +2ζ + ω -0 
2χ - φ +4ζ +3ω -0 

3χ + 7φ +6ζ +4ω =0 
2χ + 3φ +7ζ +5ω =0

gl χ - 2ψ + 2ζ - ω 5s0

3χ + 2φ + 4ζ +2ω -0

χ + 3ψ + ζ +2ω r=0
2χ - φ + ζ + ω =0
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Αύση;
α)Η opίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι

1 3  2 1
2 - 1 4 3  

3 7 6 4
=15#)

2 3 7 5

Επειδή το σύστημα είναι ομογενές fccti η ορίζουσα των συντελεστών 

των αγνώστων είναι διάφορη του μηδενός έπεται ότι το σύστημα έχει 

μόνο τη μηδενική λύση, δηλαδή χ=0 , ψ=0 , ζ=0 , ω=0.

β)Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι

1 - 2  2 - 1  

3 2 4 2
=0

1 3  1 2
2 - 1 1 1

/
i

Συνεπώς το σύστημα έχει και άλλες λύσεις εκτός από την μηδενική. 

Για να βρούμε τις λύσεις αυτές βρίσκουμε πρώτα την τάξη του πίνκα- 

κα των συντελεστών των αγνώστων, δηλαδή του πίνακα

1 - 2  2 - 1  

3 2 4 2

1 3  1 2

-1 1 1

Επειδή

1 - 2  2
3 2 4 =2 φ0
1 3 1
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ο βαθμός του πίνακα του συστήματος είναι 3. Έτσι θα έχουμε

Ψ ω
-2

2
3

2 -1 
4 2

1 2

2 -1 
4 2

1 2

-2 -1 
2 2
3 2

-2  2

2 4

3 1

ή ^  = -y- = · Οπότε οι λύσεις του συστήματος είναι

χ=-2λ , ψ=-λ , ζ=λ , ω=2λ για κάθε X6R.

5.Να λυθεί στο σώμα F (5) των mod5 ακεραίων το σύστημα

+ 2ξ2 + 4ξ3 =ϊ
i

2ζχ * 2ξ2 + Ε3 =ϊ 

+ Ε2 + 2ξ3 =ΐ

Δύση:Γνωρίζουμε ότι το σώμα F(5) των ακεραίων mod5 είναι το σύνο­

λο F (5) = {ό,1,2,3,4} , όπου

0 είναι η κλάση των ακεραίων της μορφής 5η (η=ακέραιος)

1 η η η η 5η+1

2 η η η η 5η+2

3 η η η η 5η+3

4 η η η η 5η+4

Υπενθυμίζουμε ότι η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός στο σώμα F (5) 

ορίζονται με τους επόμενους πίνακες
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+ 0 1 2 3 ϊ • 0 I 2 3 4

0 0 ΐ 2 3 4 0 0 0 0 0 0

Τ Τ I 3 Τ 0 Τ *0 Τ Τ Τ 7
2 Τ τ 4 *0 Τ 7 0 Ί 7 1 1

3 Τ 4 θ’ Τ τ Τ θ’ Ί 7 7 1 1

4 Τ θ“ Τ *2 τ 4 0 Ί 1 2 7
ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων είναι

1 2 4

D- 2 2 ϊ =1· (2*2--ϊ·ϊ) -2 • (2-2-1 ·4)+4·(2 •1-2 • 4) =

4 1 2
-3-0+ϊ (2-3)=3+ϊ·ϊ=3+1=4^0

Συνεπώς το σύστημα έχει μια μόνο λύση, την

1 2  1 

2 2 1

4 ϊ I
4

Δηλαδή η λύση του συστήματος είναι 

51=3 f  ^2*2 f  E^15! ·

6.Να διερευνηθούν και να λυθούν τα συστήματα
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α) x + φ +ζ =α
χ + (1+α)φ +ζ =2α
χ + φ + (1+α) ζ= Ο

3) 3χ - φ 

kx - φ 

kx -2φ 

χ -3φ

= Ο

= Ο 
3

~ 8 
= 1

Λύση:
α)0 πίνακας του συστήματος έχ&1 °PL^

χ=

1 1 1
21 1+α 1 =α

1 1 1+α ■>

α^Ο το σύστημα έχει τη λύση

α 1 1 1 α 1 1 1 α

2α 1+α 1 1 2α 1 1 1+α 2α

0 1 1+α
- =α , φ=-

1 0 1+α
- =1 , Ζ=-

1 1 0
=-1

α

Αν α=0 οι εξισώσεις του συστήματος ταυτίζονται σε μία την χ+ψ+ζ=0 

οπότε η λύση του συστήματος είναι x-k r Φ=λ , z=-k-X για κάθε 

k,X 6R .

3)0 πίνακας του συτήματος και ο επηυξημένος πίνακας είναι αντί­

στοιχα

3 -1 3 - 1 0
k -1 X I Ο

CMIΜ r k -2 |
Λ  - 3 _ J_ -3 1_

Για να έχει λύση το σύστημα πρέπει Qi δύο πίνακες να είναι του
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αυτού βαθμού. Συνεπώς πρέπει κάθε ορίζουσα τρίτηε τάξεως του 
επηυξημένου πίνακα να είναι ίση με μηδέν. Έτσι έχουμε

3 - 1  0
k -1 
k -2

οπότε k«3.

Για k^3 το σύστηνα δεν έχει λύση, για k=3 το σύστημα γίνεται

3χ - ψ =0 
3χ - ψ =0 
3χ -2φ = | 
χ -3ψ = 1

3χ - ψ =0 
3χ -2ψ = |

ή ισοδύναμα
χ -3ψ =1

Ο πίνακας του συστήματος αυτού και ο επηυξημένος πίνακας είναι και 

οι δύο βαθμού 2 γιατί

3
3
1

-1

-2

-3

0
3
8
1

=0 ένώ

3
3

-1

-2
-3

Συνεπώς το σύστημα είναι συμβιβαστώ και για να το λύσουμε θεω­

ρούμε τις δύο πρώτες εξισώσεις

3χ - ψ =0 
3χ - 2ψ =

Έχουμε
0 -1

X’

3
8 -2

3 -1

9
_8
-3

3
8

3 -2 3 -2
»■>
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7.Να διερευνηθεί και να λυθεί το σύστημα

λχ+2φ=α

2χ+2φ=β

Λύση:Η ορίζουσα του πίνακα του συστήματος είναι

λ 2 

2 λ
=λ2-4

Αν λ2-4^0 δηλαδή λ^ί2 τότε το σύστημα έχει τη λύση

χ=

a 2 

β λ αλ-2β ill—

λ a

2 e Θλ-2α

>* t
o 1 / φ=

λ2-4 ' ' λ2-4

Αν λ=2 το σύστημα γίνεται

2χ+2φ=α

2χ+2φ=β

οπότε για α^β το σύστημα είναι αδύνατο, για α=β το σύστημα είναι 

ισοδύναμο με την εξίσωση 2χ+2ψ=α και λύση αυτής είναι η x=k,

Φ= - ̂  για κάθε k8R.
Αν λ=-2 το σύστημα γίνεται

-2χ+2φ=α

2χ-2ψ=β

οπότε για α^-β το σύστημα είναι αδύνατο, για α=-β το σύστημα είναι 
ισοδύναμο με την εξίσωση 2χ-2φ=-α, και λύση αυτής είναι η x=k, 
φ= Sl̂ IS -yta κ(̂ θε k6R.
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8.Να διερευνηθούν και να λυθούν τα συστήματα

α) χ + λφ =1 
χ + 2ψ =α 

2χ + 4φ =β

3) λχ + ψ + ζ »1 

χ +λφ + ζ =λ 

X + φ +λζ «λ'

Λύση:
α)Για να έχει λύση το σύστημα πρέπει ο πίνακας του συστήματος και 
ο επηυξημένος πίνακας να είναι του αυτού βαθμού. Συνεπώς πρέπει να 
έχουμε

1 λ 1

1 2 α

2 4 β

=0 ή ισοδύναμα (β-2α). (2-λ) =0

Αν β^2α και λ?*2 το σύστημα είναι αδύνατο. 

Αν β=2α και \φ2 το σύστημα γίνεται

χ + λφ= 1 

χ + 2ψ= α ,

2χ + 4ψ=2α

το οποίο είναι ισοδύναμο με το σύστημα

χ + λφ =1 

χ + 2ψ =α

και η λύση του είναι

χ=

1 λ 1 1

α 2
^ ?_λα .1.

1 α

1 λ = 2-λ ' φ- 1 λ

1 2 1 2

α-1
2-λ
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Αν β=2α και λ=2 το σύστημα είναι ισοδύναμο με το

χ+2ψ =1 

χ+2φ =α

Αν α^Ι το σύστημα είναι αδύνατο, ενώ αν α=1 το σύστημα είναι 

ισοδύναμο με την εΕίσωση χ+2ψ=1.
1-kΛύση της εξισώσεως αυτής είναι η x=k , φ==2 Yta πάθε k6R.

Αν β^2α και λ=2 το σύστημα γίνεται

χ+2φ =1 

χ+2φ =α 

2χ+4ψ =3

Ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων του συστήματος αυτού είναι 

βαθμού ένα ενώ ο επηυΕημένος πίνακας είναι βαθμού δύο· Συνεπώς το 

σύστημα δεν έχει λύση.

β)η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων είναι

λ 1 1 
1 λ 1 
1 1 λ

— (Λ-1) 4 (λ+21_

Αν (λ-1)2 ̂ +2)^0, δηλαδή λ^Ι και λ^-2 τότε ο πίνακας του συστήμα-

τος και ο επηυΕημένος είναι βαθμού 3, οπότε το σύστημα έχει λύ(

την

1 1 1 λ JL J. λ X 1

λ λ 1 1 λ 1 1 λ λ

λ2 1. λ λ+1 ilia-
1 λ2 . λ 1 1 1 λ2

χ= -
λ 1 X

λ+2 f Ψ
λ 1 1 ~ λ+2 9 Ζ —

λ X 1

1 λ 1 1 λ .1 1 λ 1

1 1 λ 1 1 λ 1 X λ

(λ+1)
λ+2
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Αν λ=1 τ ο  σύστημα ε ί ν α ι  ισοδύναμο ιιε  τη ν εξίσ ω σ η  χ+ψ+ζ»1 

λύση τηε ε ί ν α ι  x=k , ψ=λ , z = l-k -X  γ ια  κάθε k , X 6 R #

Αν λ= -2  το  σύστημα γ ί ν ε τ α ι

-2χ+ φ+ ζ = 1 
χ-2ψ+ ζ =-2 
χ+ φ-2ζ = 4

ο βαθμός το υ  π ίν α κ α -2

1

1

1

-2

1

1

1

-2

ε ί ν α ι  2 ενώ ο βαθμός

του επηυξημένου πίνακα -2

1

1

1 1

-2 1
1 -2

1

-2

1

ε ί ν α ι  3 γ ι α τ ί

-2 1 1  

1 -2 -2 
1 1 4

=9^0

Συνεπώς γ ια  λ= -2  το  σύστημα δεν έ χ ε ι  λύ σ η ·

4·Άλυτες ασκήσεις; 
Ι.Να λυθούν τα συστήματα

α) 2χ - ζ =1 
2χ +4ψ - ζ =1 
-χ +8φ +3ζ =2

β) χ + 2ψ - ζ 
4χ + φ + ζ 

-3χ + 2ψ - ζ

0 γ) χ - Φ =0
1 2χ - 3ψ =1
2 5χ - 4φ =1

κ α ι η

2.Να διερευνηθεί και να λυθεί το σύστημα
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-2χ + φ + ζ = α 

λχ +2ψ +2ζ = 1 

6χ -3φ -3ζ = β 
4χ -2φ -2ζ = 1

3.Να λυθούν τα συστήματα

α) χ - 2φ - 5ζ =-1 β) 5χ + 4ψ + ζ + ΪΟ rt II -25

2χ - 4ψ -ΙΟζ =-2 -2χ + 3φ + ζ + 2t = 10

χ - 4φ - 9ζ =-2 5χ + 4ζ + 00 rt II -25
5χ - 2φ - 9ζ = 3 -5χ + φ - 2ζ — 4t = 25
7χ - 8ψ + 9ζ =15

4·Να λυθούν και να διερευνηθούν τα συστήματα

α) χ + φ + ζ =1 β) αψ + ΧΡ Ν II ο

αχ + βφ + γζ =k -αχ + οIIΝ>-

α2χ +β2φ +γ2ζ =k2 βχ + γφ=0

5.Να λυθούν τα συστήματα

α) χ + 2φ + 4ζ =0 β) 3χ + σι •e 00 Ν II ο

οIIΝCM1 χ + 7ψ - 3ζ =0
χ + 8ζ =0

6.Να λυθούν τα συστήματα •

α) 2χ -3φ +4ζ +t =0 β) 4χ - 3φ - 2ζ =0
χ + ζ -t =0 -2χ + 3φ + 4ζ =0

*3χ -3ψ +5ζ =0 χ - ψ - ζ =0
4χ -3ψ +6ζ -t =0 3χ - φ + ζ =0

γ) 4χ - 3φ + 5ζ =0 
-2χ - φ + ζ =0 

-14χ + 3ψ - 7ζ =0
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