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Γά γνήσια άντίτυπα φέρουν τήν Ιδιόχειρον
(κογραφήν τσβ συγγραφές.

5 S * / t 5

■ * h , 6 λω « S* * * » 'te O T ' 5  *Απαγορεύεται ή έν ολφ η η**'
παρόντος βιβλίου·



hqpougq βυλ^ογτι άβκησεωυ περιέχβ toc όβκηβαα μετά tcou 'λο- 

6HQov των τοΰ ευγγραμματοο τοΰ καθηγητοο Βασιλείου Σταΐκοο *.

ΜΑΘΗΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ Α Ν Α Λ Υ ΙΕΟ Σ

Μ ΕΡ Ο Χ ΙL ·  ΧΥΓΚΛΙΖΙΧ -  ΧΥΝΕΧΕΙΑ

Αί άβκηεειο είναι ταξινομημένοι καθ' όμαδαα και μέ την eepav, την ό­

ποιαν εμφανίζονται aV το ανωτέρω βογγραμμα.
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Ο Μ ΑΣ 1
ΣΕΛΙΔΕΣ 77-82

Φ

1. Δείξατε οτι διά τυχοΰβαν ακολουθίαν πραγματικών αριθμών 

Ca»)vcM ίβχυει
Pirn |αν| = 0 =*· Pimau =  0

Aueic. "Αν Pirn |αν| = 0, τότε

( V ε = - θ χ 3  TielR'K V veN } ν =»π = Η |α υ||-= ε

όηότε, επειδή |la vll =» |α ν|, θά έχοίμεν και

CV s = -0 )C 3 rislR'iC VuetO  ν >η=^·|αν1«ί ε 

το όποιον βομαινει άτι Ριιη α« =  0 .

2. Δείξατε οτι,άν Cav")veN e>vai ακολουθία πραγματικών αρι­
θμών ταιαΰτη, ώβτε π άκολουθΐα C lavO vcN νά είναι εογκλίνςχιβα, 

τότε υπάρχει ευγκλΐνουβα ύπακολουθια Tfic (θν)νςκι ·
Λύσια. U άκολουθΐα ClavOveu ooc βυγκλίνουβα είναι φραγμένη, 

όποτε ηροςανώο καί-ή CcOveN είναι φραγμένη. Έπομεναχτ, δυνάμει τοΰ 
θεωρτιματοα τδ>ν ΒοΡζαοο-We-iers!ras,s , υπάρχει βυγκλινουεα ύπακο- 

λουθια τής· (α»·)νβΝ·

3. Δείξατε o n , άν (dv)veH dual βυγκΑίνουβα άκολουθΐα πρα-
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γματικών αριθμών, τότε καί τ) άκαΛοαθια Clav^wcH **να' cnienc βϋΥκλ'· 

νουσο και μάλιστα ισχύει

Ρίτη |αν| * | Pima* |

Λυσια. Ύποθετομεν art Pimav — Ε, PgR , ττποι ότι 

(Ve=~0)C3ne1RXYveN') ν= -η  - · .  |α„-Β I 

’ Επειόη όιά κάθε veN ισχύει

I avi  -  I PI | ^  I Q r  E I

l h v i - i e i | .

θά εχωμεν και

CV E ^ 0 X 3 n e lO C  Vvc lO
Tiioi ori

Pirn | a v| =* I P I ==| E*™ av I

4. Δείξατε o n , av CavXcM είναι βϋγκλίνουσα ακολουθία πρα­
γματικών) αριθμών, *τατε 7) ακολουθία Ca ^^v»H * οηοο ρ είναι ρητος- 

αριθμός-, είναι επίσης* σαγκλινουσα και ισχύει

ίιπι a j  =  (  Ρίτη αν) ΡV—̂ ^

ϋπό την τιροαποθεβιν οτι αί βημειοομεναι δυνάμει έχουν έννοιαν 
( ‘Υπευθυμ'ι<τομεν ότι όιά τυχόντα ιτραγματικόν αριθμόν a

α Ρ ==r,(̂ a TnCP">

ο/του ·η ίρ )=  min £velN ·. ν ρ «Ζ  }  καί mCp") =  p n (p )J A

Λύσια. Ύποθετομεν on Pimav — P, EgTR.'H ακολουθία Cav)V(sN είναι

Ίοτε φραγμένη και επομένως*, ooc ευκόλως: συνάγεται, η ακολουθία (ο^νςΗ #

είναι επίσης* φραγμένη.'Em πλέον ισχύει οτι :

& χθ ε βυγκλ/ίΛΜ βα όπακοζ/ουΘ ια τ ό γ  (civ ) vgN <f=W ο/αον τ ο  Ερ.

ΤΓράγματι · χωρία βλάβην τήα γενικοτητοα, θεωρού μεν τυχούσαν φυσικήν
ύ π α κ ολου θ ία ν  ^  C a Pv ) V€N μ ε Pim α£ «  f , ,  P , c R ,  καί π α ρ ό ­

ν  € Μ
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τηρουμευ οτι αφ evoc μεν

Ρ ί τ η α Γ ^ -vcM
άφ ετέρου δέ

Ρίττ, a vmc&  -  Pirn CaP) nCp) =  £,ηα0
vcM veM

Άρα e ;cp)~  r (p] ντο, t,=r.

Έ ν  βυνεχεία θεωροΰμεν τυχόντα θετικόν αριθμόν ε και apiCbpev to 
βυνολον

Ν ε= {  veN *. | αζ — 0ρ | m ε ]

"Αν ύποθεβωμεν οτι τό ουνολον Νε είναι απεραντον, τότε επειδή π άχολου ■ 

# θια C0Lv\eMt f*Val προ<ρανάχτ φραγμένη, δυνάμει τού θεωρήματος* Bod- 
ζαηο -  Weiersirass, υπάρχει βυγκλινουβα φυσικό υπακολουθία ( a t ) v«rM

1 ι » , _ » · '
αυττ)<τ, οποτε avayicasrι κως~ θα ισχυτι

Ρΐτη a?  <·= Ρρ
V6M

Άλλα ηροφανώο Μ i  ΝΕ; δηλαδή

( V νε Μ ) | a ^ - t p| ^  ε  

το οποίον οδηγεί εις το άτοπον

ε Ρίτη | a ν — ? ρ | = 0
vc Μ

"Ωβτε εδειχθη ότι το eouoAov Νε είναι πεπεραεμένον ήτοι όπ ιβχΰει 

|α £-£ρ |-= ε τελικώΓ δί oAouc τοϋο δείκτας· veN 

τό όποιον, έπειόη το e είναι'τυχόν, βημαινα όπ Pim αρ = Ρρ

TTopcirnpns/ς . ‘14 Aueic θά ηόυνατο νά όοθή καί τή βοήθεια τού 
ανώτερου καί κατωτέρου ορίου οοολουθιαα. Ουτα), μετά την αποδειξιν τοΰ 
φραγμένου τηο άκολουθίαα (a p\ eN καί τού όπ κάθε βυγκλίναυβα ΰπα- 
κολουθία airrnc έχει όριον τύ Ρρ θεωροΰμεν τακτ qiueucar ϋπακοΑουθίαο

C°iv)v*M κα· Cap,)veK Οα»·)ν<:Η Με
PimaC =  P>m supap καί Pirn a p -  Pim inf a? **· v VCKvcM vcN vcH
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Παρατηροόμεν τώρα bn to Pim supoiy και Pim infα ί είναι πραγματικοί 
άριθμοί, όπο*ηε άναγκαβτικώο θα βχωμεν

Pim sup a  καί Pim infay  ■■ Ρ̂
vcH ycM

ήτοι an P im a v«8 ?  vcN

5. Δείξατε οτι <5ια τυχούβαν βυγκλίνοοβαν εν R* ακολουθίαν 

πραγματικών αριθμών Co O vcm ίβχυουν ·.
α) αν Ρίτηαν>> 0 , τότε ίβχυει α ν^  0 τελικώς* δί δλουττακ 

δείκταο veN.
ρ) αν Pim α ν-= 0, τότε ίβχυει α ν<  0 τελικώο δί δλουοττχις 

δείκτασ νεΝ.
Δύβκτ. θετομεν fimav β Ρ, όαοτε εχομεν :

α) "Αν το βονολου
Μ = {  veKI ·. α ν ^  0 }

7 ι » ' 'είναι απεραντον, τότε προφανώς* ιβχοει

Pim ςχν = Ρ ^  0
ν€Μ

Επομένως*, αν Ρ ^ 0 ,  τότε το  συνολον Μ είναι πεπερασγένον, οπότε ίβχυει

Ρ>

α  ν =*- 0 τελικώα <5ί ολους* τους* δείκτακτ νεΝ . 

‘Ομοίακτ, αν τό ουνολον

Κ = { νεΝ : α ν S  θ}

<* » » ' · » 1 είναι απεραντον, tote προφανώς* ιεχοει

Pim α ν * Ρ s  0νβΚ

‘Επομένως αν Ρ 0, τότε το βόνολον Κ είναι πεπεραβμένον, οπότε ίβχυει 

α ν-^ 0 τελικών δί όλους: tout δεικτοα veN.

S. Δείξατε ο τ ι, αν η ακολουθία πραγματικών αριθμών C<Xv) νςΝ 
βυγκλίνη κατ έκδοχήν, tote ν  ακολουθία ΟανΟνβκ aneiptCfcrai θετικοχτ.
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Au6ic. θεοιροομεν τυχόντα θετικόν αριθμόν ε καί οριξαμεν το tsuvcAov

Nt =  { veN : |α ν| =  j  }

‘Αν το βυνολον Νε είναι απέραντοι/, τότε η' ακολουθία (α Ο ν«Μ£ > υπα~ 

κολουθια τήο (αν)ν€Ν θα βυνέκλινεν κατ ένοχον και έπομενωα αύτη θα 

ίτο  μη φραγμένη. Τοοτο ομωα avnWrai εία τον ορισμόν τού σοναλου Me, 

διότι προψανώα ισχύει

( ν  νεΝε)  |α „ | ^

"Ωστε έδείχθη ότι τό σόνολον Νε είναι πεηερασμενον , ήτοι ότι ισχύει

« )αν| —  τελικών δί oAouc τους* δεικταα veNε

το οποίον, επειδή το ε είναι τυχόν, σημαίνει δη Pirn |α ν | =  + °ο ·

7. Δείξατε σπ, αν η ακολουθία πραγματικών αριθμών (a v) vcH 

συγ κλίνη κατ’ εκδοχήν, τότε &α τυχόντα θετικόν ρητόν αριθμόνρ ισχυοον: 

ex) Ρίτηαν ~  + οο=> Ρηπ ~  σο

η· Ρ Γ + 00, αν Ρ = 1 p) P im av =· -  οο =*» Ρμπ α ν =  {  _ , α ν  c - i y = - 1

Ailsic. α) Ύποθετομεν δη Pimav — + οο και θεωροΰμεν τυχόντα θε­

τικόν αριθμόν ε. ΤΤροφανακ: υπάρχει neIR τοιοΰτον, ώστε να ίσχαη

Άλλα

καί επομενωο

 ̂V veN )  ν >* η αν >

1 ρ /- 1 V  __ _
gi/p α ν ^  ν ε'/ρ / (

ι
ε^~

1
.Vpy

αν ε(  V veN )  ν »  η - 

‘'Ωστε έδείχθη δη

( V  ε ^ 0 ) ( 3 τ ι ε Κ Χ  VveN ) ν > η  

δηλαδή ση Pima£ « -ι-αο.
ρ) "ΥττοθέτΌμεν a n  fimav = - 0 0 ,  όποτε ισχύει t im Gav") — -ηοο και
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έίτομβναχτ, δυνάμει r n c  o '), PirnC“Gy) p —-ι-co . Άλλα

α ί - ί - Ο Ρ ( - α 0 Ρ

οπστε λαμβανομεν

ϊπτ, σ ί  «= C -1 Ϋ P'vm (rα»·)Ρ=  (-1 )PC+oo f 4* co t αν 0“Ό Ρ 
I  -o o , α ν(-ΐ)Ρ

1
-1

β. Δείξατε οτι αι άκολουθίαι (a v)  και £ βν) , οπού

|· 3*5 · · ·  ( 2 μ - 0  , 2 · 4 . « - ( 2 ν )  1
αν» -------------------------—  και Ρν — ------------- ---------- —

2 · 4 ·  6 -  · · (  2 ν  ^  | · 3 · 5 ~ · ( 2 ν - 1 )  ν

είναι συγκλίνουσαι και' μάλιστα ισχύει

Ρίνηαν ^  και Pim6v =  -φ- 
48 3

Λύσια. Άμφοτεραι at άκολουθίαι (αν) καί (βν) είναι γνησίωοφθ 

νουσαι. 1ΓραγματΓ ώκόλ<vc συνάγεται άπ δια κάθε φυσικόν αριθμόν ν 

ισχύει

Cly+l 2 ν+1

\ αν 2(ν+1)  "*■ ’ 77ΤΌΙ Q y f ^  Ον
και

β V + 1 _  2ν 77ΤΟΙ βν+Ι-^  βνΒ. 2ν+1

ΊΤροφανοκτ αΓ άκολουθίαι Ο̂ ν) καί Cpv")> ώο ακολουθία* θετικών 
ορών, είναι καί κάτω φραγμένοι. 'Άρα υπάρχουν τα Ριτποίν καί Ρππβν 
έν 1R καί μαλιστα ισχύει

Pirn α ν =  tn fav ^  σ 3 — - ----7 3 2-46: 48
καί

. 2ίτηβ» =  in fβν ^  μ ,  =  1 Α . 1  =  ± .

9. Δείξατε ότι αι' άκολουθίαι (αν~), C βν) και (y v) ,  οπού

α ν *  e>wC|o>l«e: Ο  » Ρν = “ Γ C«*e1R”)  και y<=*v’t®wC/o>l-^J,KcN)
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είναι μηδενικά!.
Λυσια. α) Δια ω = 0 είναι τιραρανεο ότι η ακολουθία (ςΐν) είναι μηδένu 

κπ. Ύποβετομεν λοιπού απ οο̂ =0, ότοι οπ  0 -^ ΙωΙ-^ 1 , όπστε θετοντεο 

θ *= ^7 ^ 7  ε*0! ^  θ ^ 0  και |ω| =  . ”Αρα δια κάθε νεΙΝ ίεχοει
ν 1  .

~ι |αν) -  |ω Γ  = — i
α + β ν

Άλλα έκ ιού διωνυμικου τύπου τού New-fon αμέ̂ αχτ εοναγεται δτι

(1 +  θ . ) ν * -  ν θ

καί επομενύκτ δια κάθε vdN Lcsxuei

to όποιον επειδή fim — «-** 0, άποόεικνυει ότι timav =  0 ·
’ ν νθ

β) Λαμβανομεν ενα φυβικον αριθμού κ μέ κ >  |ω1 , όπστε δια
κάθε . ν =*- κ ίβχυει

1 1 1 κ·4'1 1
ν ' 1 2  · ν ( « - Ο 1· κ(κ+Π· ν CK-1 ) 1· κν- <κ_1'> Ck-O*. κν 

’καί έπομέναχτ

ΙΡ ν Ι =
Μ ’ κκ-ι Ι«Γ =  κΚ-1 ( Μ  V

(κ-1 ■)>. W  /! “  Ck- i ) !  κ'

•Αλλά -1^1- 1, όποτε, δυνάμει τήΓ α), !im (-M )w=  0 .’Άρα καί Pim βν — 0.

γ) Δια ω = 0 είναι προφανέα ότι τί ακολουθία (γ„~) είναι μηδευι- 
κή.·Υποθέτσμεν λοιπόν όη ω =£ 0 , ήτοι ότι 0 |ω 1, όπστε θέτοντες 

θ =  1— εχομεν θ =»0 καί |ω| — · 'Αρα διά κάθε veN ΐεχΰει

1 Υ .Ι- νκων
V- A -1

Μ ν'
a  + e r

Άλλα έκ τού διωυιψικοο τύπου του Newion άμεβακτ συνάγεται σπ διά κάθε 

ν =**· κ ίαχυει

ν _ vC v-Q --ty -iO  θ κ+ι_ e«« λ ιλ
0 + θ )  -  ( κ + 0 , " ( ϊ ^ ) . ν Ο - Χ 1- )  (Ν )

και εηομεναχτ

ο ~ )
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a rt o -
70 οποίον/, έπαόη Ρίτη (  * ν Ο " ' Ρ  *

δεικνύει cm Ρίτηγ  ̂— Ο .

10. Δείξατε: δτι, αν ω «ναι πραγματικά άριθμοτ μ* |α>|-*1,το- 

?ΐτη (1 +ω+«ο* + " ·  + β  | - ω
τβ. K5XUCI

Axleic. Οετομευ
t -ι-ω +0>%-· ’ ·+ (ΰν

και παρατηρούμαι cm
a v- w a v - (  h -® + <dV  · · +ων)  -  Cω*(Λ-· · ·+*>ν*>ν* *)

. V+Ί1-ω

δηλαδή
α« =__ t-d)**1

1 -α>
Άλλα Ρίτηων+,«  Ο καί έπομένωα 2ίτηα* 1-0 L

1-ω  1-co

11. Δείξατε στι,αν Ρ,> &>* **»Ρκ «ναι kcm α»»α*ν ’ ‘»a *
μη αρνητικοί 3τραγματικοί αριθμοί, tote ίβχυει

Ριπ> 7 ρ,α .ν+ ρ ,α» + · ·  · + ρ κα κ -= m a x {a ,,a tl- , a K]

Αυσις. θεχομεν

Ρν= \/ρ, a ttf + Ρ2 + ■" + ρκα κ
καί xcupic βλάβην της* γενικότατος*, ιί/τοοέτομεν δτι

α κ= m a x { a 1(a t>. · · ,α κ }

ΊΤαρατηρούμευ επίσης* δτι δια α* «  θ’, όποτε α χ «  α * « .. · =* ακ ** Ο, *0 ακο­

λουθία Cpv') είναι μηδενικό και επόμενα)̂  Ιβχυει

ίπυ ρν =  α κ

•Υποθέτομεν λοιπού δη α κ =£0, όπότί δια κάβε νεΙΝ εχομεν

-  \ / p ,  c - i t - y  * r  c - t v T - · -

και επομένως*
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Άλλα

και έπομευακτ 

‘Άρα  ̂επειδή 

λαμβάνομεν

ν κ
Ρ_V

+ Ρι+ "  Fk

? i m l i m  ^ρ ,+  Ρ,+···+ Ρκ

Pirn - Ι ϊ -  -  1ν α ,

ρν -  α κ + α κχ ακ( Ι ί - Ο

?ίτη βν β  α κ+ α κ ( 1- Ο  β  α<

12. Δείξατε οτι, αυ δια τηυ ακολουθίαν πραγματικών αριθμών (αν)

ιοχυη
( VveIN )  )αν+11 β  θ |αν\

οπού 0 ^  θ -=ι 1 , τότε αϋτη είναι μηδενική ακολουθία.

Λυβιο. ΤΓροφαναχτ δια κάθε veIN Ισχύει

Ι^ν-Μ | | Ον I

δηλαδη οτι ν ακολουθία (|αν|) ειναι Υ^0610̂  φβινουβα. *Άρα αυτή, coq 

ακολουθία μη αρνητικών όρων, είναι κάτη> φραγμένη καί εΓομένωτ συγκλίνοο- 

βα.θέτομεν tim|au| * £, ότιστε προψανώτ t ^ O  καί μάλιστα, δυνάμει τής* 

άνισοπνπχτ
|aVH.t I ^  θ | αν 1

ισχύει £ ^ θ ί .  “Αρα 0 ^ ( 1 -Θ )Ρ ^ 0 ,  δηλαδή .(1-θ*) £ «■ 0 , καί έπομένβκ: 

{ =  0. Συνεπακ* tin) |ανΙ β 0 η εβοδυναμακτ £ίτηαν *=· 0.

TTaparop?<y/c. Δυνάμει Trie άσκησεακ- ταύττκτ λύεται και ή ασκησΐ£ν9· 

Συγκεκριμενως- δ ιά  α ν =  ων, |ω| -c 1, έχομεν

("V veN ) | α ν+ι| ^  |ω | | α ν |
* » **ν* ' 

καί επομένως? tirn ων~ 0, |ω| 1. ‘Ομοίως* διά toc  άκολουθιαο (β ν ),

pu = -~ - (auelR) , και ( γ ^ ,  γν = νκων ( )ω | -s: 1 )  της* άσκησεωο 9 ισχύουν
αντιστοίχων:
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ω
h

teal
ti+ 1

1 'N*(V v e M )  ^  ( Η - ^ Μ  yn*v

όποτε, αν ό φυοιιαχτ apt0poc η 'λπφθή άντιβτοίχωζ- elc τροπον, ωβτζ νά ί-
«

6Χ·υ1? I^L ^  1 καί ( ι + Χ λ ' Μ - '
TVM 11

δυνάμει mic ανωτέρω άοκηοεακτ, βυμπεραίνομεν σπ ;

Ρι'νη =  0 (cueiR) και ίιτηνκων=  0 (|ω|*£ΐ)
y V i y ν'

με

ισχύει

13. Δείξατε on δια τυχοΰβαν ακολουθίαν πραγματικών αριθμών (αγ)

(V  vclN )  αν^  -1

fiΙΤΊΠ
αν-  t
Qv+ 1

Pimav =■ 1

Aogic . θετό μ εν
Pv

Qy-1
a v+1

καί υιτοθέτομεν on Pirn ^ -~y -» 0, δηλαδη fim βν*= 0. ’Έχομεν τότε δτι δια κά­

θε ν€(Ν ισχύει
ρν Φ ί καί α ν

t-i- βν
1 -  (3ν

% \ \ 
ό/ιστε λαμ^ανομεν

Pimav =  · γ τ | -  1

ιβχύη

14. Δείξατε οτι, άν δια την ακολουθίαν πραγματικών αριθμών (αν) 

α ,«\/2 και CV vclN) αν+, ~\/2αν

τδτε Oimav *  2 .
Augic. Κατά πρώτον θα δείξω μ εν ότι δια κάθε φυσικόν αριθμόν ν ιβχοει 

0 -s αν -β. 2 καί av̂ t

ITpoc τούτο έφαρμόςζ>μεν την μέθοδον τής- επαγωγικά άηώείξεοχτ, οπότε 
παρατηρούμε ν δτι δια ν =* \ εχομεν
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0 -  α , =  ^ Γ - 2  και α ,=  \/Γ-= yjljz =  ν /2α ,= α ζ 

•Υποθετομεν, έν συνεχεία, οη ισχύει

0-sraK-e-2 καί α ^ -^ α κ+1

όποτε λαμβανομεν

0-c a**, — y ?2 *  2 καί α ^ / ^ ά κ - ^  >/2ακ«  «■

Μ Qgtce. έδείχθη ότι τ> ακολουθία (αν) είναι (γνη sieve') αύξουσα wai 
ανω φραγμένη. “Αρα υπάρχει to Pimav**-  ̂ έν 1R και μαλιβτα ?>α, =

V2 >  0.
Te'Aoe, έκ τής οχέεεαχι

- a v^t =  x/2cTv

λαμβανομεν ?=\/2t καί συνεπώσ t = 2, ήτοι fimav *=Z.

15. Μελετήσατε, eve npoe την συγκλιβιν, την ακολουθίαν πραγματι­

κών αριθμών Cav) μέ

α,=* A, at = B καί (V  ν § 2 ) α ν+ι* γ  (α ν + αν- ι )

Λϋσιτ;. Κατα πρώτον παρατηροομεν ότι δια κάθε φυσικόν αριθμόν μ

ισχύει
α Η« - α μ·Μ= \  (α μ+1+α μ ) - α Η ^ 1 = - γ  ία μ4-1~α μ) 

οπότε εϋκολωα συνάγεται cm 6ια κάθε φυσικόν αριθμόν κ ισχύει

<*κ+, - α κ = ( - γ )  κ· ’ C a .-o O  =  C - T ) Κ' 1 (Β ~Α^

”Αρα δια τυχόντα φυσικόν αριθμόν ν λαμβανομεν

α , « -  Α+(αν+,-α ,') -  Α+Χ CaK+1-a K)  = A + ( Β-Α") X. ( - i - -)
K=1 K=1 2

av+l= a + cb- a-) [ i + C -^ ^ -C - ·^  )*+· ·+ (“ γ Τ  ' ]

Άλλα, δυνάμει roe άσκησεωα 10, ισχύει

ΐχκ -1  
2 2κ=1 * '

Tirol

<

k
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και έπομεναχτ

Pimav-Pima,,,., -  Α + (Β-Α·)|· ~-Α* —
3 ο

16. McAernacnT, <ic πρός- την «όγκλιαιυ, την άβολοοθίαν πραγματικών 

αριθμών C<*v) με

a, =  c καί ( V vc Ν )  α ν .̂. »  ■ Α + Β° ν .
Β + A ci ν

Atisic. Διά Α -0  ισχύει 1

( V  v e M  }  Q v+i * ·Ον

καί επομένοχτ Τ) (αν) είναι ή βταθερα ακολουθία

c> c , · · ·
τι οποία ιτροφανώο συγκλίνει jrpoe to  c .

Άνηθέτακτ· δ ιά  3  «  0 t? ακολουθία ( α ν)  δεν είναι έν γένα βυγκλι-
» * * ' νοοσα, διότι totel ισχύει

C V vclN )av+i =  4 r

καί επομένων τ> ακολουθία (α ^  γράφεται

c, —  , c, —C * C

ΤΓροφανώο αυτή συγκλίνει μονον δια c  =  1 και c  = - 1 , οποτε καθίστα­

ται σταθερά και' συγκλίνει άντίστοίχωο προς* tout άρθμοοΓ 1 καί -1.
" Υποθετομεν τώρα οτι ΑΒ=^0, οποτε ύποχρεωτικώΓ ισχύει

A -Β
αΤ β

»!
η

Α +  Β

A -  Β
-β: 1

και' επομένων υπολείπονται να

Α - Β
TfepiarcoGtc: 1.

A Β

έξετασβοόν αί 

«s: 1. Διά κάθε

έξή α  δύο ττεριπτώβεκ;: 

φυσικόν αριθμόν ν εχομεν

Α Α 4- Β α ν *
q y-H * .  3  4· Ααν ~ ' Β -  A q v — 1
OvH 4 1 A + Βαν « A 4* .Β 4* |

Β ■+■ Αα ν
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και επομά/οκ:

αν+1 ”* 1 Α-Β I αν-1
αν·Η+ 1 α+β Ι αν4-1

νάμει roc άσκησεακτ 13, Ριτηαν =  1·

Α+Β
TTept7TTtOGiC 2 ·

C~ α ν+0 — ^
C- α ν+ 0+  1

% . ' 
και επομενωα

Α -Β

Α*Βαν 
Β + Ααν

1 . Δια κάθε φυσικόν αριθμόν ν έχομεν 

Α+Β C-av')-!
Α + Βαν
Β + Αα, +1 Β -  Α ( -α ν)

C -av-n -) - 1 Α+Β 1

C -a v+1~) + t Α -Β Ι C -a v)+1

C-Cf0~  ^“Αρα, δυνάμει rnc άσκησεαχ̂  12, ισχύει Pirn ^   ̂ β  0 καί έπομεναχτ, 

δυνάμει τής- άσκησεωο 13, Ρίτη(-αν") — 1 > ήτοι Ρίπ)αν * - 1 ·

17. Μελετήσατε, coc npoc την συν/κλισιν, την ακολουθίαν πραγμα­

τικών αριθμών (αν') μέ

a t =  V ^  καί (V v € lM )a v+1 —  / c f a v 

Αυσιο. Κατά πρώτον θά δάξωμεν άτι διά κάθε φυσικόν αριθμόν ν ισάει 

0 αν 1 4-\/c καί άν =  α ν<·ι

TTpoc τούτο έφαρμοίδμεν την μέθοδον τή<τ έπayoiyucnc αποδα ξεακ*, οποτε 

παρατπρούμεν στι διά ν=1 έχομεν

0 ^  α, * ν£  -= 1+■ \/c καί a, =  \/ΣΓ == ^/c+Vc = y/c+a, — a t

‘Υποθετομεν, έν συνεχεία, ση ισχύει

0 * ^ a K-^1 + \/c καί ακ*̂  α κ+1

όηοτε λαμ ράνομεν

Β. ΙΤΑΪΚΟΥ * ΑΙΚΜΙΕΙΙ ΑΝΑΑΥΣΕΟΙ H 2
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W+2o s a  - ^ c i ^ y c + U v / c  -g 1 + Vc καί a K<.(- J j 7 a ,  -s / c <-a -  a .

Qcte ε&ειχθη οτι ή ακολουθία (civ) είναι οΰξοοβο και auw φραγμένη. 

”Αρα υπάρχει το Ρίτηαν — Ρ έν 1R και μάλιστα β ^  a, »  Vc > 0.

Τελοζτ, έκ τγκγ σχεσεa>c

ΐν·Η \ΛC4*a ι

λαμβανομεν ? =  ν£7Ι και συνεπώς £β 4ρ + \ / ^ T c . ”Αρα ισχύει \

ιτηαν

18. Δείξατε δτι

Λόβια. θέτομεν

Pim (  1+ 4  +· · · + 4- )  =  +0°

a w=1 + 4  + - - + 4

και' παρατηρούμε)' δτι δια κάθε φυβικαι» αριθμόν ν ίβχύει

- , ν — ν =  S  1
ήτοι οτι

α ν ν + 1  ̂ *  2υ “  2ν + + ?ν V 2ν 2

^  7.V ~ α ν 1

CH ακολουθία (αν) είναι προφανώς- (γνησίωα) αυξουσα και έπομενοχτ 

υπάρχει το iim av ~ £ εν TR* και μάλιστα ί  ^ α ,«1  >  0 . '*Αν ιό  Οριον 
£ ώτο πεπερασμενοο πραγματικός- αριθμός*, τότε

~  ^  Pirn Ca 2v_ a v̂ ) β  £imaiv-£ im a v «  £-6 «0  

“Apa £ =  + oo> 77X01 Pimav « + o o .

19. Δείξατε οτι, άν α©β0 Ο και Csv") «ίναι τυχουσα ακολου­
θία πραγματικών οιριθμών μέ £imsv ~+οο , τότε

Ιί
a 0s!T+ a is v +e,, + ctm.1S v + a m

Ο, άν τη -^η  
-Sa j au τη «τ ι

ν β0 δ "  + p i ® " " V ' - «  +  p n. ,  s v +  pr, 1 + ο ο , α ν  τ η τ » η  κ α ι
-βο,αν m>n και Sa c Q

*
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Aoeic. θέτομευ

α ,δ ί’ + α,ε™·' + + a m_, s v + a τη

po **■ * * *4*βπ- | 3 V +* P n

a,
a ° * s 7 ^

a ra m-i ___
s m-, τ  s7* m-n

?■>+-§*- + . . .  + _ h ^ _  + _£
Sv bv

‘Αλ*λά, επειδή Pirn Sv =  -t- oo, ίεχυει

•Pi τη «  0 δια κ ά θ ε  i =  1 , 2 , · · · »  τη

και

και επομενωα

dim Λ
v sJ

0 διά κάθε j =■ 1, 2, · · · , ττ

dim r
ν β.

α 0 jjr _τη-ηιτη S νV ¥

ΤΤαρατηρουμεν τώρα ο τι ·.

Ca) αν τη-=η, τότε tims™‘ n =  dim ( = *  ® =  ®

το τε Pi τη Sv7”"” β Pirn 1 =* 1V

τστε ft· m-n . ^cm s y — 4-οθV
‘Eno\ievo)c ^αμβάνομεν

?ΙΠ) Γν =

0 , αν in  -=  η
Q Λγ , α ν  m =  η
"° ν ‘ <*β

■+■ go j αν τη >  η και “p7  
-  οο, άν m >  η καί - ^ ·  0

0

20. Ευρετε τά ?irnsupav καί £imi*nfau, όταν τ> ακολουθία (αν) 

ορίοεται άκ" κάτωθι :

)”z L f αν ν είναι apxioc 

-L . , άν ν είναι jrrpixtoc

γ )  c u - [ l  + C -n v ]v *  δ)  α ν —  [ l + C - t y ]

Αύεια. Έν πράτοιο παρατηροδμεν ότι το Pimsupav είναι οριον μιας 

υπακολουθι'α<Γ rn c  (αν)  και μαλιβτα το μεγαλυτερον έ ξ  όλων των ορίων



1ΕΛΙΔΕΧ 77-02
20

iw  tuyiJlivoueivv ΰnoκολουθιοιν τήτ Ca*). Opouuc, το fiminfQ* *<ww opov 
pidc OnawAoueioc τής- (α») και μόλιβτα -rc> μικρσττρσν *ξ όλο* t o  ό · 

ρ!α>ν τών βυγκλινουβό* οπακολουθιών τόο Co»")·
'Ακολούθως~, βυμβολίζδμεν με Κ, το ούνολον t w  περιττών και Ν, τα

« 0 |  Μ  I  β  'GUVολον τών apncav φοβικών αρβμων, onorr« : 

α) '‘Εχομεν
timav-= Pirn (1 + *̂ ) — Η-0 — 1
ν*Ν, .

και 4 t
Ριτη αν =  δϊτη ( - 0  0 * — *) = C -O  (t+<0«~1veMt

Έ π ί πλέον όια τυχαΰβαν φοβικήν υπακολοοθιαν (αν)νςΜ με ζή2α νβδ

ιβχοει

καί

Dim a v« s  και Pirn α ν«  1, αν ΜΠΝ, είναιanepavrov 
ν « Μ Π Ν ,  ν * Μ Π Ν ,

Pim a v* s  καί iim a if« - t ,a v  ΜΠΝ* είναι άπεραντον
νίΜΠΝι veMOMt

'Επομένως- εχομεν s « ± 1  καί έπειόή τοχοοβα ύπακολουθία τής (αν) έχει 

ώτ άντίγραψον μίαν φοβικήν οπακολοοθίαν της (αν\  βομπεραινομεν ότι ί -

βχυει
timsupoiv =* t καί fiimmfav® -1

β) “ Εχομεν

Pirn a  ,y =. Pim — « 0vcNi VCNI V

και
fim a ,  -  Pim v -  =  Pim f 1 — )

V6Nt VeNj v vsKj w
1-0-1

'Ακολούθως-, ώτ καί έν α ), βομπεραίνομεν οτι

Ρ(τη5ΐ4ραν— 1 καί Pimtnfdv^O

γ) “Εχομεν

ίιττι α ν =* Piro 0 ■» 0VeH| veN|

καί
Pim a ν «  Pim 2 v2= + oo
v«Na v« n*

Έηομενοκτ
Pimsupav *=* h*oo καί Pim tnfav — O
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δ) 'Έ’χομεν

fciffl α„ -  ^ 0 = 0vcHi
και

η· v -1  1 ,
νϋ*/-αν “  viS* V*+V t “

Επομένως̂
Pim su p avs 1 καί .Ρίπηπ{αυ =  0

21. Δείξατε ότι,αν (α ν)νβΝ Ka‘ ίΡίόμβΜ ®vcu άκολουθΐαι πρα-
mm ^

γμστικών αριθμών τοιαυταί, ωβτε

( V  ν ε Μ Π Η )  α υ =  β ν

και το  βυνολον

M t  Ν « ( M - N ^ U  ( Ν - Μ }

7 » ' * 'είναι τιεχιεραβμενον, τότε ιεχυει

?iTTunfav =· Pimin-fpp και Pirn sup a ν =  iim sappM 

Aueic. θά δείξωμεν πρώτου οτι

iiminfav =  Kmmf βμ

ΤΤρος* τα3ΊΓΌ θεα)ρουμεν μιαν φυβικηυ υπακολουθιαν Cq O vcic TOc (<*ν)ν«* 
τοιαυτηυ, ώ*>τε να ίεχύτι

mfav =■ Pimav' V«K

' Επειδή το βυικΛον Μ + Ν είναι κεηεραβμενον και προφανώ<τ Ιβτχυει

C V vclC-(M iK O ) αν «  βν
θα έχωμεν 

‘Erropev©c

ίιττταν =  Ρίτη 6Uνεκ ν μ€κ ΓΗ

t . m b f p . a  ® im jpf ρ„ .  K j y j ^  .  P i m a . - K m  tufa
vcic
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δηλαδή

οπότε δί evoAAaync 
λαμβανομεν και

Pirn mfpH £ Pim infav

του ρόλου τών ακολουθιών Ccu)vfN καί (βμ)μ€Μ

Pim inf αν ^  Ριτη inf βμ

"Αρα ίοχυει
Piminfa,,** Pim inf βμ

C-av)
Έκ του συμπεράσματος* τούτου, ê appoC&pevou δια τατ ακολουθίας 
ν€Ν καί ( - β μ ) μ€Κ1, λαμβάνομεν καί

Pi-msupav *■ -  Pim inf (-αν)  = -  Pim tn-pC— = PimsuppM

22. Δείξατε οττ δια Tuxoueac coco\ou&iac ττρανματικών αριθμών 

Cav)vcN καί (βν)ν€μ ιοχυαυν τα κάτωθι, οπό την πραϋπόθεβηι ότιαι 
κατωτέρω σημειουμεναι ττραξεια είναι επιτρεπτοί ·.

(0  ηΑν fimsupav^O και Pimsuppv *  0, τότε ισχύει

( Pim supav) (  Pimsuppv) Pirn inf ανβν

r(Pim supav) (  Pim infcu)

~  C(tim infav) ( Pim sup βν)

^  Pim sup Qv βν

^  CPimtnfav)CPiminf βν)

(ii) MAv Pimsupav &  0 και Pim inf βν =  0> τότε ϊοχοα

(tim  supav)C Pim inf βν) £  Ειτηεαρανβν

{C Pim sup av)  C Pim P* )
( Pim inf av) ( tim inf βν)

s  Pim inf ανβν

Sb (  Pim in fa v)( Pim sup βν)
CuO "Αν η ακολουθία (av)v*H είναι σογκλίνοοσα έν 1R*> τότε iexoet
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Eim i n f a vpv
( f i m a v )  ?πτ> inf βν , av Pimav S  Ο 
( {im av) Eim sup βν, άν tirnav ^  0

και

Ρίτη supavpv =·
( Eimav)  fimsuppv, av ?imav ^ 0  

( Eimav)  Eim inf βν , ά ν  Pimav £  0

Είδικάκ:> διά τυχόντα πραγματικοί; αριθμόν c ισχύει :

Eim inf cpv
c Eim inf βν , άν c s  0 

c Eim sup βν i a v c $ 0

και
cEimsuppvi avCeO 

c Eim inf βν, av c 0
Eim supcβν 1

Λ tide. "Oc γνωστόν, διά τυχοΰοαν ακολουθίαν ηραγμοτηκών̂  αριθμόν CXv)vcH
ισχύει

Eim inf (-ocv) = -  Eimsup-Xv καί ErmsupC-Xv) =*- Eim inf χν 

(i) ΤΓαρατηροΰμεν an

Eim inf C- av) = - Pimsupav ^ 0  καί Eiminf ( - βν) = -  0imsuppv^O

καί επομένως* έφαρμο^ντεα την ηρότασιν 1 -It. 11 τού βιβλίου (ZeXic63) 

διά τάς* άκολουθίαο (-αν)ν€Ν καί (- βν) νςΗ, ^αμβάνομεν

CEiTnsupQv)CPfmsuppv)  =· ( Eim m f C-a,)) C iim  in f ( - βν))

^  Eim inf C-oiv)C-pv) ** Eim infamy 

(Eim infc-av)) (  iim sup C-β ν )) 

l(iim  supC-av))( iim inf C-β ν)) 

f Ĉ im sup qv) ( Eim inf βν)

\ C inf av) ( Eim sup βν)

^  Eim supC-av)C- βν) — Eimsupavpv 

«  (EimsupC-av) ) (  Eim sup C-β ν))

=  (Eim inf av)  ( Pim inf βν )

A
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ςίΓ) παρατηρούμαι οτι

Pim infC-αν) “ — Cimaupav Β  0
I I  *

καί enbpwoje εφαρμόζοντας πάλιν την πρστααιν 1.11.11 τού βιβλίου 4ια τατ α­

κολουθίας- C-av\«N Kai C βν)ν«Ν. λαμβάνομει/

(Him supawXeim inf βν) -  -  (  Pim infC-aOXPim inf βν)

»  -  Pim inf C_av^Pv ** Pim supavpv

-  ( Pim inf (-<>»)) ( Pim sup βν)

-(Pirn supC-av)) (  Pim inf βν )

( Pim supavXPim sup β*)

( Pim inf av)( Pim inf βν)

g  -  iim sup (-Gv) βν =» βτη infavpv

g  -  (  6»τη sup (-av))(6 im suppv)

«  ( tim inf Qv)( fcim sup βν)

( iii) Κατα πρώτον Θα δείξω μεν ότι αν Pim αν δ  0> τότε icxuei

Dim infavpv *=0 ,̂7Τ,αν̂  iti-f βν 

ΤΓραλ/ματι* παρατηρουμεν ότι
ϊίτη m fav — αν δ  0 

καί δια κρί νομέ ν toc έξη<τ δυο ττεριητωβεια ·
Weptmwoxr ί.  fiminf βν β  0. Αυνάμα me nporaesue 1-11.11 τού βι­

βλίου, λαμβάνομεν

(  Pirn inf avXPim inf βν) S  Pim infavpv iS (Pimsupav)CPiminf βν)

•Αλλά

καί επομέναχτ
Piminfav= Pimsupav = Pimav 

Pim infavpv-  (Pimav)  lim infpv
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JTeptJWoetc; 2 . Pi™inf ̂  ^  0. ‘Έχομε» Pimsup C- βν) = -  Pim inf β* s  0 
και Επομένως: ΕίραρμόςόιτηΕχ: την προταβιν (11") ανωτέρω διά rac ακολουθίας 
0-βν)ν«Ν κα» Ĉ v)V€h ε>ΚΓ toc eoseic των (e le v e n  και ( β ν )^  άντίσιοηΛΧ;, 
λαμβάνομεν

(Pimsup(-pv))(Pinri infav)  =  PiTnsup(-avpv)l£  (Pimsup(-pv)XPimsupav)  

δηλαδή

(-? im m fpv)  Pimaw -  Piminfavpv ^  (-P im 'm fpv) Pima* 

f ro
riTninfavpv =  (  Pimav)  Pim in f pv

’Enienc, av Pimav ^  0, τότε, δυνάμει τού ανωτέρω τύπου, λαμβανομεν 

PimsupqvPv =  -  Piminf (-ανβν) =  -  Piminfav(-pv)

=  -  (Pimav) Pim inf (- βν)  = -  (Pimav) ( -  P im suppv)

=  (Pimav) Pimsup βν 

TTTDi av Pimav =  0, tote Uxuei

Pimsupavpv = (Pimav) Pimsuppv

Τέλοα, ύποθετομεν οτι Pimav «  0 , άπατε, επειδή Pim(-av)  ^  0, δυ­

νάμει τον ανωτέρω άχιοδειχθεντων δυο τύπων, λαμβανομεν

Pimmfavpv— Pim inf (-αν)(-β») =*(Pim(-av)) PimmfC-β ν )

« ( - PimavX- Pimsuppv) — (Pimav) Pimsup βν 
και

iimsupavpv =  Pimsup(-av*)(” βν) =  (  Pim (-a*)) Pim sup ( -  βν)

= (-P»mav)(- iitninf βν) *  (iim a v)  timinfpv

23. Δείξατε ότι διά xuxoueac άκολουθίαο πραγματικών αριθμών (a J)^
/

καί (β*)ν*Ν iewouu ιά  κάτωθι, dm  -rm> προϋποθεβιν bn α ί κατωτΐρβ β η - 

μηούμεναι ττραξεκ: «ν α ι έπ π ρεητα ι ·.

I
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( i )  'Άυ Diminfov S  Ο καί (VveN) pw =» Ο , το

ρίπ)ίτ, ^timsuppv pv
tiniinfav 
{im inf Pv

^  «
tim supav 
timsuppu

fim sup
Pv

Pi‘msupav
~~ Pim inf βν

(ii) Άν Pimsupav= Ο καί (VveKOpy-^ 0, τότε

tim ^upav^
£iminf pv

{immf Ojl
Pv

' Βίτΐϊ supav 

EimsupPv
4

Eitn tnf ay 
EiTninfpy

^  B im sup·^-
pv

^  t i r n t T v f a v

““ iim suppv

(iii) "Av timsupav^  0 καί (W €N)pv ^  0 >

Pirn supav
torn suppy

ft ♦ Uvttmsup-r—
Pv

r tint supav 
fim inf pv
tim  inf av
01171 SUppv

ΟΊΠΕ

S  {im inf -~ L-
P v

>. {im inf av 
~  iiminfpv

(exuei

ιβχυει

(sxoei

4
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Civ) '*Αν Eitninfav ^  0 m\ CVveN) βν -e 0, totc ίβχυει

Biro i-nfoiv 
Bim inf pv Bitnsup

r v
Eirnsupav 
Bim inf pv

δ Cm infav 
Timsuppv

S  Bim inf
T Pv

^  Bim supav 
e  ^im  suppv

Auetc/Qc -γνωστόν ισχύει 

B(τη sup =  ——  =  -jr— r"F o καί Bim inf 4 -  — -7Γ-----------=“pv EiTnmfpv βν iimsuppv

ύπο την προοποθεβιν an αι σημειουμεναι πράξεις: fivai επιτρεπτοί.

( Ο ΤΓροφανώς* ισχύει Bim inf ^  0 καί έπομεναχ- e^ap^oCovrec την
προτασιν 1.11.11 του βιβλίου ( Σελία 63), λαμβανομεν

{ϊτη inf αν ft. \
*7Ρ-----------r -  =  Ρι τη inf αν ίγ ---------- —Pirn sup βν trmsuppv i (Bim infav)(Piminf4-)

i p v

dv_ 
v

=  Biminfav-—- ** Bim infβν p

* . r ν/'Π- P im in f a v( i,m mfa*XPimeup -^ )=  pw

. r  1 n B im su p a v  (timsupau)Ctimmf-p^) =  TTmsup^

S  fimsapav-p- =  ί imsup —̂

1 ^ { i t n s u p a  
*  (W u p a v X iim s u p - ρ )  =  in{ p

Ctv_
V

TOCIV

fii) ΤΤροφανόχτ ίβχΰει limeup-p; -  0 καί έπομένοκ: apappoCovrec την Λρό- 

( i) Tfic nponyoopevnc άβκήβίοκ: 22, “λ α μ β ά ν ο μ ε ν

J
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•tim sup αν 1 Β. 1 Ν
T i^ f fr  “  Pim5UPQv T m m fp . “  C^msupavXe.msup- ρ ; )

S  iim in-fav-i- =  Pim in f - ^ r —
Pv Pv

rv. w (). . f 1 \ ft m sup a  v(S im supavK  Pn"mf — ) «  —--------—
pv inn sup pv

( Pim infav) ( Pirn sup 4 θ
1 pv

Pim supav β  tim sup ~ ~ -
pv pv

Pim ini a  
Pim inf β,

-  ( fiTr» ‘" fa*X  ini 4 -  )  -  p.m m^ 'Pv tim sup p
( iii) ΤΤροφαυώς· ΐεχυει Pim inf -i- S  0 και επομένως- έφαρμόζϊΜ/τεοpv

την npoTaciv (ii) Trie* προηγούμενης* acKneeajc 22 , λαμβάνομει;

&{m supav D:_____  Ί . Λ. x , ft. . r tPim supav
Pim'sup pv timsuppv

Pimsupav-^“ — Pim sup

( Pimsupav) (  Pim inf — )pv

fim supav
CPimsupa„)(Pimsup-g-) -  p. . f

Pv t im  in f  pv

Pim infav
(Pimin-fa«) ( Pim inf-5- )  =  ητ—

rv tim

Piminfa»-^- =  Pim infpv pv

supp»,

, Pim infav
S  (Piminfa,)(Pimsup-g~) = -  -T .

pv tim inf pv

( i\i) ΤΤροφανως ίβχϋει Pimsup-j  ̂^  0 και έπομέναχς έφορμό<δντκ; πάίιυ 
την jipotaeiv (ii) τής nponyoupwnc άοκόβεως 22, λαμβάνσμεν

Pirn infav _  —L _  Piminfav ==■ ( Pim sup-i~X Pim infcjv^
Pirn inf pv tim inf^ 1  ̂ r  Pv ' J

S  Pimsup-jj-av =  Pimsup — ■
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C timsup— fimsupav) = 
Pv

( Pim )( Pim infav) =
r v

Pim in f -4* αν=Ρϊτπ in f
p v  pv

(Phninf-jjr-X Pimsupav)  =
r v

Pi'msupav
Pim inf βν 
Pim infav

Tim  sup βν

P im supav  
Pim sup βν

2A. Χρησιμοποιου vtec;  τας ewpiac τιώ ανώτερου καί κατωτέρου ο­

ρίου άκολου^/ac πραγματικών αριθμών, αποδείξατε το κριτήριου 

εογκλιβεωο· τού Cauchy, ήτοι άη μία ακολουθία πραγματικών α ρι­

θμών είναι σογκλινουσα τότε καί μα/ου τότε, αν είναι βασική.

Aiieic. ’ΑρκεΓ να δείξω μ εν ότι κάθε βασική άκουλουθία πραγματικών 
αριθμών είναι και συγκλινουσα , διότι, αχ: γνωστόν, κάθε συγκλινουσα ακο­

λουθία είναι και βασική. ΤΓροτ τούτο .θεωρουμεν .τυχουσαν βασικήν ακο­

λουθίαν πραγματικών αριθμών (a v )vcN, η οποία, οχ* γνωστόν, είναι και 

φραγμένη, δηλαδη ισχύει

■— οο -=. Pim infav ~  Pimsupav-^ +οο

καί επομένως- άμφοτερα τα Pim infαν και Pimsupav tivai πεπερασμένοι irpa- 
γματικοι αριθμοί.

Άκολουθοχτ, ϋΐΐοθετΌμεν on Piminfav Φ  Pimsupav *cu θεωρούμαι δυο 

πραγματικούς* αριθμούς β και y  με

Prminfav-<=. β y  Pimsupav

ΙΓροφανώο* τα σύνολα

Β=|ν€Ν : α ν-^β | καί Γ = |νεΝ: y-siav |

> *είναι απέραντα.
ΤΓαρατηροΰμεν τώρα ότι, λογω τής βασικοτητοα τής(αν)νβπ. υπάρ­

χει δείκτης* ηεΝ τοιοστος, ώστε να ισχΰη9 \
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(Υ μ,ν ev Η) μ > n  καί ν > η  | α μ - α ν | -^  γ-*β

τέλ<χ*. εκλέγοντ€ς δείκτοα μεΒ και vcf μέ μ >»η και ν ^ η  θά 

χωμεν , 6φ evoc μεν

| α μ~ α ν | —̂ Υ -  β

α<|5 ετέρου δε
) α μ- α ν | -  α ν - α μ γ -  β

Έδείχθη Voinov on  Piminfav — Pimsupa* , το οποίον οημαινα οπ τ? 

ακολουθία (Ov)V€N είναι σογκλινσυσα, διότι to Piminfav* καί ?imsupav , 

ως  ανωτέρω έδείχθη, είναι πεπερασμένοι -πραγματικοί αριθμοί.

25. Δείξατε οτι :

Λ (  V + 1 ) ν 
Ί) ππι — ΤΤΤ- *» ο 2) ( Η - ^ y

ν V41

3) ?im ( l - - i - ) v =  ± -  4) 1 ^

ν +2

Λυβις.. 1) "Εχομεν

(v+l)V =  _1_ Cv+O _  i  r 1+i V
Vv+t ν yv ”* v v ^

και επομενωα

2) "Εχομεν

και επειδή

λαμβανομεν

3)“Εχομεν

ρ. (V4-1)v t η. ι ν
t l “ίτο ,ν+1 * ( ^ ίτη ν ) {ίι" 0 + ν )  “  °'® ” 0

e i m ( 1+ —  ) ί ν =  i i m  C1 + 4 _ ) V= eZV v

Pim ( f +■ -j—")v — e ^ * V e£v

1 V* r  V-1 \V V -1 ,-f 1 v-1 11
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•Αλλά
fim =  1 καί Wm 1 =  ft'm (1 + -|ρ)ν

καί επομένως 

4) "Εχομεν

c -^ y - ic '- ^ c i^ fc - ir ro ^ y
k c u  ε π ο μ έ ν ω ς  ε π ε ι δ ή

fimC1-^ - ) V= -^ · καί ?ϊ»η ( Ί  •‘— ' Τ -

? ΐτ η ί1 -^ τ Τ = 4 ··β “ 1

ο-—y+8=n- -L-t 0- -Mv+2V+2 '  y4*2  ̂ V4*2 *

^αμβάνομεν

5) M Εχομεν

και έπομένακ:, έττειδη

Ιαμβάυομεν

G) "Εχομευ

,, , . . .  o w f  ·” t o ^ r r
1 ' · '  0 » y ‘

αί έπομένοκ:, επειδή

αμβανομεν
Ριτη ( Ί  + 1+0 = 1 και P,m( l + vTr) — ?ιτη(ΐ4*~)ν=ϊ<

«

tint (1 + —1—Λ6ζ= —  =  e ‘ 
V-M '  16

26. Δείξατε ότι·.

a) Pitn ( 1 + 4 γ+ ·τγ- + · * + -1-) «  e  ν Π 2*. vl J
β) δια κάθε φυβικάν αριθμόν ν,

0 - e - C i 4 - l - +4 r + · · + 7 τ ) 1
ν !ν
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γ )  ό αριθμός β  «ναι a p p m o c .
Au«c. α) Δυνάμει ιού άιαη/υμικοΰ τύπου τού Newfon, βχομβν

•Αλλά
κ-ι

' · « )  u *  κ !  * Λ  U Α  μ '  '  Μ 'Μ" κ! μ·· κΓ μ /ν μ7 ν Μ

καί επομένως: διά τυχόνταο φυσικούς· αριθμούς: μ, ν' μέ μ % ν ίβχΰα

^ · ν =  ι - ι - )  - ι - ί  ι - ^ ) Μ - - ^ ) ·  ·  ·  π  -  - ^ )  *

- " Ϊ Τ > Τ « Ύ >  > - f r W - T

— ^ c - f >  ο - ψ - - )

Έκ τού τυποϋ τούτου λαμβανομει;, άφ evoc μει/

^ μ = ' 4 4 ' ,-7>Ττ(’- τ Χ '- ^ +· ''* > ΪΓ > ·^
V-
Η

διά κάβε μ & ν και επόμενων

. _ ^ 0 ^ β 1 + ± + ^ + . . . ^

άφ άτερου δε διά μ = ν,

C1+ f ) v * 14· Τ Γ + Τ Τ + · " * 7 Γ

•Άρα, η ακολουθία (c*v),

a w- f  + j r +  - |r + ...^ -L

o5c ( yvnsiW) αϋξουσα καί άνω φραγμένη, «ναι βυγκλίνουβα καί μάλιστα 

6 s  Pima ν και £ «  Pim^l+'y···) ^  Pimav

■ήτοι

β) θέτομεν

f ιτη Ο-*- 1,+ g, + · · · + -  e

α ν = H— —+1! 2! ν!

*

0

ιβχυει
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καί παρατηρουμεν ότι δια κάθε φυσικόν αριθμόν y ισχύει
αν - ^ « ,  ήτοι e - a v ο

διότι τί ακολουθία fav) είναι γνησιαχτ αυξουσα καί δυνάμει Trie a), Pimav=e. 

’ Enionc, διά τυχονταο φυσικαχτ άριθυουα μ,ν έχομεν̂

1 1 ι
»ν+μ -  α ν =

(ν+Ο ! + . _Ν| +* * * * +
0 +2)! (ν+μ}!

* 1Γο-— + 1
(ν+1)! 1L ν+2 Cv+8)(v+3')+' " +’ i

1 Γ14— L  ι- 1 ,
(ν+1)! I ν+2 (ν+2·)1

:1

ΆΔλά, δυνάμει τής· άσκηβεως· 10, ισχύει
φ

^  [ 1 ^ ^ ( W  + " * (^ 2 ·)μ -> ]~  ~ Γ Τ Γ °

καί εηομένωα
V+-2

V + 2
V+1

β -Qv “  ΡIΓΓ) α ν^μ “ α ν ~— 1 ν+ 2  f ν+ 2 1 1
( ν + 1 ) Ι  ν+1 ν (  (ν + 1 )*  ν !  ν

"Οστε έδείχθη ότι δια κάθε φυσικόν αριθμόν ν ισχύει

0 ^ ε - ( ΐ + · Λ + — + - + Λ -')  -■ —ν 1« 2* ν! ' ν ! ν

γ) Ύποθετομεν ότι ο αριθμός* ® είναι pmac και ouyKEKpipevcoc οτι 
e = -^- , όπου velW. Δυνάμει τής* β), λαμβανομεν τότε

0 - = - 7 - 0 +τ τ + -?τ + ··· + τ τ ν

και επομενακτ

0 —= ν

ΆΔλά τούτο είναι αδύνατον, διότι ο αριθμός

οΙ

ν!I r  ι , ν !  ν/|·! μ - ν Γ ν ! ^ - — + — 4 - · . . . ,
1! 21 Cv-Ό !

+•1

ι /- ι ν ! ν ! ν ! ν

είναι τιροφανώο άκεραιοα.

‘Άρα ό αριθμοί e είναι άρρητοα.

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ s ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΕΩΧ I
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27. ΛάςρτΕ στι διά κάθε ρητόν αριθμόν ρ t a w a

ίίτη(Ι+-—")ν· β ρ

Aueic. Υπόθετό μεν rat’ αρχήν στι 6 άρθμος· ρ είναι φυβικχτ, οπότε &ο-

• J Z L .  . {1, ΐ χ μ 1 - ν . . ( Η - 1 - : )
V + p -1  V ν Λ V-H/.  V V+p-1 ·

καί έηομενωα

μεν
ρ V4-0 V+1 ν + 2ί+-ί-«----- « ------------ν ν ν  ν-Μ

0 *-ξ - ) , - ( ' * τ « ' * τ τ τ ) ' · · · Ο * τ τ Μ ) ·

Άλλα δια κάθε j - 0 , 1 , 2 , έχομεν

%

ο ποτέ

»*·> 0 * - + j V
I

c i * - 1—y  -  — ^

%Ά ρα

v + j '  P i m ( !  + - i —rV  1J
0 V v V+J'

l |,1Tn ( l  + - ^ O v = e - e · · · e  =
p TropdyovTtc

Έ ν  συνεχεία υποθετομεν on ο ρ είναι σρνητικοα άκεραιος,οποτε 

ο -ρ  είναι <pucncoc αριθμός: και επομενα?α

fim Γί 4- β“ρ

Ά^λα διά κάβε φυσικόν αριθμόν ν με ν > - - ρ  ισχύει

Ρ \ ν ζ' v + p y  1
ο  ν )  - C —

0 *  ν+ρ)Ρ
- Ρ NV+P

I « »
και επόμενα? c

c - v ^ r  ο - ^ τ

p : _ r i |  P Y  * ψ Ο * ν £ ρ Υ  _  CF

' Επειδή προφανώς: ϊσχυει και
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εδειχθη ότι δια τυχόντα ακέραιον αριθμόν κ ισχύει

Ρ .·π ,( ι^ - ^ ) ν = β·'ν '  y

Τελοσ, υποθετομεν οτι ρ — — , όπου κ ακεραιοο καί μ φυσικότά-
Γ*

ριθμόα, όποτε έχομεν

•Αλλά, η ακολουθία 0  + -j|nr)MV, νεΝ ε'ναι ύπακολοοθία τής· (1+-£-")v, veN 

κοί επόμεναc
*™ 0*ΤΓ7)μ’- « ·

"Αρα εχομεν

Pirn (1 - )V β Ce>c )  Μ — e1fr — ep

28. Δείξατε ότι 

1) Ρίτηγ/ν as 1 2) PiinVvT 4 - 0 0

η ^  13) Pirn—  « - L.v e ^  W s - i - C A v - l ) -  A

Aueic. Βαεει του γνωστού κριτήριου

Ριτη\/οΰ, «= Pirn C lv + t

εχομεν :

Pim yC =  Pirn «* 1

Ρίτηγ̂ Γΐ =  Pirn (ν + Π (  
v !

=■  Ρίτη ( v 4-1)  = + oo

Cv+O!
« 1^ ----- (,·„_!----------i

v Y vv ri+J-Y e
υ ν  V V '

(v + D !
Pim Vf_ v! Pirn . ?·9 · (4 ^ + 0  LACvtO^l] =  p|jn _ν£ΐ, = -L

5-9 ·· · Ov-f-O
5 -9- - C 4 V + I)

4v+5 4
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2 9 . Δ ε ί ξ α τ ε  ό τ ι ,  α ν  ( α ν )  ε ί ν α ι  τ υ χ ο ύ α α  α κ ο λ ο υ θ ί α  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  

α ρ ι θ μ ώ ν  β υ γ κ λ ι ν ο υ σ α  β ν  I B *  t o t e  l e x u c i  

α , τ α , ^ - '  + αν
a )  P irn ■> P irn α ν

να,+ (ν-Ο α,+  · + 2 α ν_,+αν 
β) Ρίτη-------------- ---------------—----------
r  ν ( ν + ι )  2

~  Ρ ί τ η α ν

V) Pirn β hmctv
TJ V £V+K-1 ^

C κ είναι τυχών φυβικοοαριθμος).
Λϋβιο.’ΕφαρμοΦμεν ένταοθα τον γνωστά; τυπσι/

I* Pva .+ Pv-ia ^ - *  + Pia v Tim — Pirn a  v
ΡΛ P*+" ‘+Pv

onou fpv') είναι τυχοόεα ακολουθία θετικών αριθμών με

Ρνtim *  0

R1 + Ρ.+" · + Ρν
α) Δια κάθε νεΜ ^αμβανομεν ρν=  1 και τταρατηρσύμεν a n

R, 1 Pva ,f  Pv..a z+ ,*‘f P»av _  a,4-a: f - f a v> β  ■ ■- και 1 ■—
Ρ,+ Ρ»4" " * ^ ·  V P.+ P + -+ R ,

•Αλλά Pirn-  ̂=  0 και' έπομένωα

α,-Ηαι2+· · · Ί ·α ν
Prrm Pi­ma»

και

β) Δια κάθε veN λαμβανομεν ρν= ν  και'παρατηροόμει/ ότι

_____ ν _  ν 2
1 + 2 -»-. · · 4- ν ν(ν-Μ ) ν+τ

2

ρ α,+ ρν-1α,-ι*·· · -ι-ρταν να,+(ν-Οα*+ · · * + 2av-t+Ov

Ρι + Ρζ+··* + Ρν V(V-M)

•Αλλά (W -^77= 0 και εΠΟΜενω<̂
va,+  C v-i)a t+---+2a„.,-i-av , .

Ριτη------------------— —------------- --  -τ ' fimav
vCv+O 2

γ) Aid κάθε veN λαμ^άυομεν pu ■= C V'^J'2') και' τιαρατηροϋμευ οτι
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και

Ρν
r  V + Κ-2·\ 
V V-1 )

Ρ,^-Ρ^-·  ·+Ρν ( ν ν-Γ2) + C vt V 3> - + ( ? > 1

CM1* 7
4 >
>

II

(  ν + κ -  2 )  !

'■ ( ν - ι ) ! ( κ - Τ ) Ι  κ

/V4-K-1
V ν - 1

 ̂ ( ' V4-K-1) !  ν Ί-Κ-1 

 ̂ ( ν - Ο ' . κ ί

ρνα,·Ηρν_1α .+ ··· + ρ1αν (

Ρ,+ Ρ ^ · · ·  + Ρν (

(
(  ν + κ - t  \
V ν - 1 )

Ά λ λ α  Ρίτη — ------- = . 0 και έπομενω α
ν ν + κ - ϊ  Γ

f a . C A * ) « · + ( — * > ■ *
ν ^VM-K-IN

V V - 1  )

Ζτ7μ£-/ω6ΐς. Etc την τελευταίαν ττεριπτωδίν γ") εχρησιμοποιηθη ό Tunoc

C T . X T .  ■ ) » - *

ό οποίος* .6υναγετοι έκ τού όπλου τύπου 

ΤΤραγματι · δυνάμει τού τελευταίου τυττου , εχομεν *·

< ν + κ-2*\ 
 ̂ v -1  y ·*■ 1

y V + K - 2 N  
L ν - 2  )

/  ν + κ - 1 '  
“ “ C ν -1

f v + K - 3  > 
V ν -2  >> + f  ν + κ - 3  >  

ν ν - 3  >

/ύ + κ - 4.> 
V ν - 3  >) +

(  ν + κ - 4  Ν 
V ν - 4  -) -  C T s 3

(Ύ) 4* Of) -  Of)
(Ό 4- 1

-  Of)

Λ
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όποτε δί άθροιβεβς «τατσ μέλη λαμβάνομεν

( T r ’ v r t v v · · · *  r ; . v : >

30. Δείξατε οτι δια τυχοΰβαν ακολουθίαν πραγματικών αριθμών 
(α»-), ίβχΰει

fimCaw+I- a v·) -  9 a ^ .  {irn 6

Λυαις. Ύποθετομεν οτι 9ίτη(αν+, -α ν") =■ 9, οπότε, δυνάμει τής- άβκή- 
βεωο 29 α), λαμβάνομεν

„ α ν+,-α , (α ί -α ,Χ α ,-α ,)  + · · + 0σν-α ϊ.Ι)+(α„,-α,')
rim ----- ---------=> nmν

9imCaw+ ,-a v) «  9

Ά » b

καί επομένως

a v+* _ ^  vn Q -a 1 a*
v + 1 v 4-1 v*M v+1

9im 2 i .  =  ptm Ξ ζ± 1 - P+o=eV v+1

31. Δείξατε οτι, αν Cay) είναι τυχοΰβα ευγκλινοοβα εν IR* ακο­

λουθία πραγματικών αριθμών καί CPv) ^χουβα ακολουθία μη άρνπ- 

τικών αριθμών με rim Cρ,+ ρ*+· ♦ ♦ + ρν)  — + οο, τότε ισχοει

Ρί__ Ra i + Ρ . « ι + ···  + Ρνα νι̂τπ Pirn <
Ρι*4· Ρ*+ * * * ***Ρν

Ausic. Ύποθετομεν κατα πρώτον οτι ν ακολουθία CQv) είναι ευγ- 

κλινουβα ( έν 1R )  και θετομεν Ρίτηαν β  Ρ· θεωροϋμεν ταιρα τυχόντα 
θετικόν αριθμόν ε, οποτε υπάρχει τηε/Ν τοιοϋτον, ωβτ̂  δια κάθε φυει-

I , | I « * ·κον αριθμόν ν με ν >  τη να ιβχυη
|α ν-Ρ | e

Χωρίς βλάβην της γενικότητας, ύποθετομεν οτι ρ,+  ρζ+· * • + Pm> ‘ ® 

και παρατηρουμεν οτι δια κάθε νείΝ με ν >* m ίβχυει

ρ,α.-ι- p,at+ · · · + ρναν _ ρ, Ο α ,-Ο  + p,Cat-9 ) +· · · + ρν(αν-0
Ρ,+ ζ  + ··· + Ρ„ '  · Ρ,+ Ρ*+· · + Ρν

P ,C q ,-E ~ )-t-  - η- p ^ . C a m - 9 )  +  Ptn+t C a m - u - b  +  ····*· P w C d v-O

ρ,+ρ,+···+ Ρν ρ,+ ρ»+· · · ■*■ Ρ«

J
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καί επομένως;

P,a.+P,<V " " t-Pvav _ ί -<
Pi+ Pt+“ +Ρν

-C

-«C

P.+ R + -+ P *P + P + ' + P v

m + i+-- fPv
Pf + P t^ - ^ P v  R + P ^ - ^ P -

A + ε
Pt+ Pa4·* * * * Pv 

οηοϋ έτεθη A = | pt Ca, - 8) +  * * · *f- 

Ά λ λα ^  επειδή ^  ^
Pirn

+ <x>
= 0

Β + Ρβ + ··· + Ρν
υπάρχει neN  μέ τι >  tn τοισοτον, ωατε δια κάθε veN με ν > η  να

ίβχυη

Ρ ι +  P t + ' “  +  Pv

και επομενακτ

Ρ,α ι+ Ρ«α » + · · · +Ρ ν α ν . e ε+*ε= 2ε

ΡΛ+Ρ,α ι+···+Ρνβν t
ρι + ρ + . . .+Ρν 2ε

Ρ , - ^ Ρ . + ^ + Ρ ν

"Αρα, έιτειδή το ε είναι τυχόν, ισχύει

( V  ε > 0 ) ( 3  n e IN )(V v e lN i) ν > η  =

* < ' »»το οποίον βημαινεί οτι

Α. ρ α + ρ α  -ι—  + ρα
Ρ,τη - Β - ’ Κ  _  ί  -  ?(τηαν

% Ρ , +  Ρ , + · "  +  Ρν

Άκολουθωο υποθετομεν ότι t im a v ~  σο και θεωροΰμεν τυχόντα 

θετικόν αριθμόν ε , όποτε υπάρχει τηεΙΝ τοιοίπον, ώετε δια κάθε φυ­

σικόν αριθμόν ν μέ v > m  να ίεχυη

ο.ν > \
Χωρίς· βλάβην tnc •γευικατ/τπκ:, ΰποθέτομευ οτι ρ + ρ + . . .+ ρ  0 και

II » ι I Γτπ
ταρατηρουμεν cm δια κάθε vefN με ν >τη ισχύει

ρ α ^ ρ ^ -  ^ ρ . α ,  ρ α ,+ · ·  · +  ρ „ α 1π t Ρνα„

Ρ.+ Ρ.+-+Ρ. ρ,+ ρ,+-+ρν Ρ + Ρ.+-+Ρ,
ρ ,α ,+ ·· H-pCTg m Ρτη·Μ ~*~“  ~ ·*· Ρν J _

Ρ,+Ρ,+· · ·+ρν ρ, + ρ,+■··+?„ 6

Λ
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ΆΧλα, έπβόή

Ρι τη Ρ.α.+ ··· + 1 τ>
 

3 0
1

p,at+ - +pmam _ Λ

V Ρ.+Ρ,+ · *Ρr v
+■ οο

και

Pirn
V

Pm+ι+ * ** R> = Ρι τη ( 1 «_ Ρ, + Ρ,+ · ♦Ρ,ηΝ f Ρ, + Ρ.+ · + ρ« _«
P,+ P»+—+ Pv. ρ, + ρ,+· - Λ ) " +σ°

f>a, + ••• + Rma m ι , pmT1-* --+ p v ^ 1
———— —— — ——  >  —   κ α ι  ■ ^  7Γ
Ρ«+Ρ,+- +Ρν 4ε P.+R+"+ R 2

και' έπομεναις

Ρ,α , + Ρ,α,+ · ·+ρνα ν ^ _ Ι  + Ι  i = i l  

Ρ.+ Ρ,+ ’ +Ρν ^  4ε 2 ε 4 ε 

“Apq, επειδή το ε είναι τοχόν, ϊεχυει

(V e > 0 )(’3ricN)CVvel')) ν > -η Ρνα » „ i _ l  
p,+p,+ - +p, 4 6

to οποίοι σημαίνει ότι

Ρ ,*Ρ ,*-*Ρ ,
Τ έ λ ο ς ,  υηοθετομεν ότι {|τραν β  -ο ο , όηοττ Him ( - c a J ) —  +  g o  καιι επό­

μενα) c , έφαρμο<Γόμενου τού τελευταίου τυηου <5ια την ακολουθίαν (-α ν)  > 

λαμβανομεν

η[ΤΠ Ριαι·<-RtqaΗ +Ρνα ν = _ r  ptC-qQ+ptC-a,) + ···+· ρν(~α>) 
Ρι+ Ρ,+·•••‘•Pv ~ ‘m P,+ P,+ · + Ρν

= — fim ( - a v) =  -  C+oo') =&- ao =e Prmav

32. Αειξατε ότι, av (ay) είναι τυχούβα εογκλι'νουβα έν IR* ακολουθία 

πραγματικών αριθμών, τότε ίεχύει

P i r n ·*·(»)α»■*■ · · · + ( ν ) β ν  Ρίτηαν
2ν

Λύεις. Αυναμει τού διωνυμικοΰ τύπου του New4on, εχομεν

2* =  C1+1)V = Z o( t ) r - n »  - Σ .  C O  =  t + c n + C «  + - - -+ 0 5 )

sS
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ΤΙΤΟ!

( ι Μ  η ^ Η ν ) » 2 - 1

Επομένως:, επειδή Cim ( 2ν- 1 )  «  + αο, δυνάμει τη<Γ προηγούμενης̂  αεκηδεωο 31, 

ίδχύει
ftm + "  =  f,Vnqv '

2tf- 1

"Αρα, έητειδπ

( η α . · ^ α ) ^ + · · · + ( \ : ) ο ν  ( ϊ ) α 1+ α > ^ · · · + α ) « ν
2ν 2 ν -  1 Ο - ? )

Ιαμβανομέν

α ) α , +  α )α » + ···+ « )< » ν  _
cim -------------------------------------- --  (tim av*)(l-0) = Pimav

33. Δείξατε οτι, αν Οαν'),(βν) είναι τυχοδεαι άκολουθίαι πραγματι­
κών αριθμών και τι (βν) είναι γνησίακ: αυξοοβα μέ ?impv — 4-οο,ΐΌτε £-

β χ υ ε ι
*

β ν  + 1 ~ β ν  βν

Acidic. ‘Υποθέτομεν οτι

καί θετομεν

Ιίτη αν+,_αν =  1
βν+1- βν

a -  αν
Λν _  κ »  Ρν*=Ρν+,-β ν 

Pv+t“ Ρν
Έχομεν tote

Ρ1Α. + Ρ,Α1+ · · · + ΡνΑν α »« -α ,

Ρ,+ Ρ,+ " ·  + Ρ* Pv+,-p ,
και μαΑιοτα

Pim Cp,+ p,+ · +Ρν) =  iim (β ν+ι-β ,) = +αο

“Αρα# δυνάμει trie άβκησεαχ: 31, εχομεν

. α ν+ι~α,
Pirn

βν+1- β,
iimAw« Ρ

•Αλλά
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_  α*+%-α%  ̂ q, α ^ ι - σ ,
pv4-1 βν-fl Pv-fi βν+t ~ pi

J · - ) *
pv-fl

kai επόμενα^

f im ^ l  -  Pim ,  P ( ,_  A . )  + JELl. _  P(1-0)+O -  f
Pv Pv+I -t-OO 4*00

34. Δείξατε on, aw Cav) και’ (pv) είναι βυγκλίνουσαι άκολουθιαι πρα­
γματικών αριθμών, tote ίβχυοον :

a) f ιτπ —— ---- — * ° ν^ - « (ίίτηανΧΛπιβν)

Ρ) Pirn . f ' . h ? 0 ·? * - '  + · + α>β< „  (p.^na^cpimp,)

Αΰδις. α) *14 ακολουθία (α*βν) είναι προφανάκ: βυγκλινουβα και εηομενωο, 

δυνάμει τη<τ άβκncetoq 29α), εχομεν

ρ|7η —  ΐ£ΐ+,?ΐΡ.» + · · · + q “ Pi  =  Pima»Pv =  CP'ma»)(Pimpv)
V

p) θέτομεν καί B m p , - f t  « «  θεωρούμεν τυχόντα θετικόν
αριθμόν ε, οπότε ΰπόρχει τπεΙΝ τοκχπον, ώβτε διό κάθε φβ,κόν όρ.θμόν ν

μέ ν >  τη να ίβχύη
|α ν-Ρ, καί | Ρ» - Ι * Η«

Δια κάθε νεΝ μέ έχομε ν

α,ρν +α,βν-, + · ·  ·+ α νρ, f f ^ (α,ρ>-f.tQ  + Ca.Pv-.-WO+-"+Cq.ft-UQ
ν 1 2 ν

(α ,ρ , -Μ ,)+ ·· •+Campv.m+1 - 1,1») , C q m + .fv -“ i«k > " -* C q v -,p w«,-E * »)
r s ----------------------- ------------------------------------------------------------------ --- V* V

(a„_m+,pm-W O + ' ’ ' *Cqypt-  ΡΛ)

( a m+t B.. _ - f . L U · ·  ·4 ·Γ α κ β ν-κ ·.ι-Μ 0 ·* ····^ (αν-η.Ρ » π ^ -Ι< ^ )> AB,

οπού έτεθπ

f a tpv~£(P2^ + - · · + Cq m Pu-m+l ~ Pih) a , Pv+q.pv-,·<■····*·
V
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και
Ca v-m+tPm_ ^ i ) + ' ' ,'Ca vPi_ ® iij) β,α,,+ β, a  „-! + ” ·+ PmOi,.m+, fnt,?!

Bv ---------------------- ------------------------------------------------ 5

ΤΤαρατηροϋμεν τώρα ότι δια κάθε. κ =  τη+1, m+2, · · ■ > v-m έχομεν

α κ βν. κ+, -  ί ι ί ι  =  p ν. Κ+Ι ζα κ-Ε,)  +  ί |  C Ρν-κ+ι “

οπότε , άν Μ είναι εν φράγμα roc άκολαοθίαα (βν) (αυτπ, « γ  βυγκλίνουβα, 

είναι προφανώς- φραγμένη ),  λαμβάνομεν

|α * β ν -κ·Μ-Μ* | -  | β ν - κ+ι| | α κ - Μ + ΙΜ |Ρν-«Γ**|

- s  Με + | ί ,| ε «* ζΜ + | ϊ ι| )ε

*Αρα έχομεν και

α ιβ ν*α *βν~ι·>~· * * + Qvpi { { ^
ν β

I a m+i βν-m” ® ι I + I a v-m Pnn-1“ 1̂̂ 2 I i-  I--------------------------- ------------------------------+ |B V|=  | av|+
V

( * - 2 n O C M + | M )  ε

=I Av| ·*·------- v------- + lBwl

■s |av| + ( M+ IM ) e +| b „|

Αί άκολουθίαι (Ay) καί (B v) είναι άμφοτεραι μηδενικαί, διότι

λ. . Ca,+ a ,+ ·· -t-a,,,·) ί , -m?,?, 
t im Av — —------------------------------------ — 0+ 00

και
f im B , _  0

+ OO

ιΑρα υπάρχει nelN με n >  2m tdioutov, ώ<5τε δια κάθε vclN μέ v > n  νά 
ίθχύη

I Â j-s: ε και 13 ν| ε

όποτε λαμβάνομεν και

a i?v + a 2pv-t ^ " , + α νβ1 j g
ε + (Μ·*-|Ει|) ε + ε  ^ f i+M +jE .Q e

A
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Ώστε, έττειόή το ε ©ναι τυχόν, ισχύει

ι̂βν+̂ ιβν·»*·*** * · f a vp((νε^Ο^Ητ^ΙΝΧννβΙκΟ ν > η  -

το οποίον σημαίνει οπ

ο.·— α,βν 4-atpv-i ■· fQvpi ft ft
π τη — c------------- - ------------------ =» e Ĉ ,7nav)Ĉ ,7nPv)

35.”Eera) COv)v*N τυχοασα ακολουθία πράγματικών αριθμώ ν. vAy 

θεωρήβωμεν -rac άκολουθιαο (  Ρμν)(μ ,ν )* Ν χΗ  καί ( γ μ„ ) ( μιν·>«ΝκΜ , όηοο

■ y - ‘ "  .™~Ζα -
καί

Νμυ ■* |κβΝ ·. τηΐτι{μ,ν} f  κ <  τηαχ{μ,ν} j  

πότε δείξατε οτι ισχύει

tim su ρ a w =  Pirn (  Pirn βμν)  =  Pirn (  Pirn βμν)
I ' *και

. 8 im itifa w =  Pirn (  litn γ μν) -  Pirn (  Ιϊτηγμν)
4

Λ ΰ β ις . Αιά κάθε μεΝ θετομεν

Ημ = {veW : ν δ μ]
\i

καί παρατηροΰμεν οτι α\ ακολουθία!, ( β μ ^ ^  «αί ( γ Μν\ , β>ι είναι μονάχο- 
νοι και μάλιστα η πρώτη αϋξουσα και η δεύτερα φθίνοοβα/'Αρα

Β μ = Pirn βμν =  sup  [ ρ μν) ·. vsNh ] =  s u p { a „ :v e N  κ α ίν ^ μ }

και
Γμ —  -Pirnγ μν =· inf ( γ μν: νεΝμ} =  inf|av ·. veN καί ν δ μ }  

θεωρού μεν τώρα toxovtuc δείκταο: τη, η έν Ν μέ τη ^  η καί τταρατη

οποτε

v g  τηαχ {τη,η} ισχύει

β ™  S  β„ν Κβί Ymv =  Ynv

ϋντηβην =  Β η και Πη“  fimYmv Ρ'ίΓ1 Vnv = Γγ
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δηλαδή αΓ άκολοοθίαι (Βμ) μβΝ κσι (Γμ) μβΝ aval μονότονα καί μάλιστα 
77 πρώτη φθίνουβα καί ri δεύτερα αυξουσα .'*Αρα

iim Bu = in f B u == in f supfa„ :  veN καί v g  μ }  =  Pimsupa*
μ H μ.τΜ' H μεΝ r 1 J

και

Pirn Γ =  sup Γ„ =  sup inf f a„ ·. veN καί v & μ f = fim infa,
H P pcN r  V*eN L

T7TOI

ίίτη (£im e  f‘Tnsupav και £im Piminfa*

Τελοτ παρατηροίψει/ σπ δια κάθε μ,ν έν Ν ίβχύει

. Ρμν “  βνμ Κ<“*1 Υμν ~  Υνμ
καί έηομεναχ;

και
ίΰη (  firn βμν<)  -  fijn (  Pim βνμ)  =  Pitnsupa, 

6im (  Pin. νμν)  -  Km (  PimyVM)  =  Piminfav

A
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ΣΕΛΙΔΕΣ 119-122

1. ’Έβτω Ε το ευνολον των φραγμένων ακολουθιών πραγματικώ ν 

α ρ ιθμ ώ ν  μέ κοινδν συνολον δεικτών Ν. Δείξατε δ η  τί sovap rne ic  ρ 
17 ο ρ ισ μ έ ν η  υ π δ  τού τοπου

p C x .y ·)  =  a u p ) x v- y v | ( ' x « fx v) v«N , y = ( y ,^ ve έν  Ε )  

είναι μ ία  μετρική etc τδ Ε.

AueiQ. Δια TU'xooeac: ακολουθίας *χ =* C^v\ €n > V^CVv^vcK 

ζ -  C ^v)v<5K έν Ε έχομεν :

1. ρ Ο , γ ^ Ο * - *  sup I X v - y v | *  ο *  (VveN) | χ  ν -  y ν l *= 0
V6N

, φ=» f W e N ) x v =  y v ·χ= y
και

2. p (x ,y )  =  sup | x v - y v | ^  sup ( |  χ ν- ζ ν | + | y v- z wI )
V€N VfcN

^  sup | x v- z v l + su p  | y v- z w| =  p ( X O + p ( y , z )
vcN v«N

2. 'Έοτω F  τδ βυνολον τών φραγμένων πραγματικών ευναρτηεεων 

με κοινδν πεδίον οριβμοδ το  ευνολον Α. Δείξατε ότι τ> suvapm oic ρ  τί 

ο ρ ισ μ έ ν η  υπο τοΰ  τύπου
pC f,g}  =  su p  Ifc x V g O O  I ( f ,g  έ» tP")

*XCA

4
.·* ·■ 
. 3
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- · · » · «nrείναι μια μετρική etc to %γ .
Auoiq . Δια Tuxoueac δυνάρτηβεic f, g καί h έν ί  'έχομευ ·.

t. p c r .g ^ o  sup l - fc^ -gC x)|=  04=^(Vx€A)|fcx)-gCx') | = o

<= ·̂ (V  xeA) f fx )= q (x ')  f  =  g 

καί
2. p (f ,g )=  sup|f(x)-<3O0| ^  su p (|f cx^H Cx^l+IgM -H OO l)

xcA “XCA

^  sup |fCx">-hex') | + su p |g c x )-h (x ') j =  p(f,1i)+p(9>h^
TteA xeA

3. Αώεατε ·
a) Έν' παράδειγμα υποβυνολων A καί B ενός- μετρικά} χώρου 

Ε μέ μετρικήν ρ τοιουτων , ωβτε

Α Π Β -0  καί ρ (Α ,Β )~ 0
p) “Εν παράδειγμα σημείου α και υηοευνολου A ένο<Γ μετρι­

κού *χωρου Β με μετρικήν ρ τοιουτων, ωβτε
α ^Α  καί ρ(α ,Α ') *0

Aueic. θεωρού μεν τον μετρικόν χάρον 1R των πραγματικών αριθμούν 

με την βυνηθη μετρικήν ρ την ειβατγομενην δια thc απόλυτόο τιμής* > τ̂οι

p C ^ y ”) =  l* - y  I
οηστε, άν λάβωμεν

A =  (0,0, Β = ( ! , 2 )  καί α=0 

θά εχωμεν άφ ένο<τ μεν

ΑΠΒ = φ καί ρ(Α,Β) -  0

άφ ετέρου δέ
Α καί ρ (a, A ") =  0

4. Αείξατε οτι, αν Α καί Β είναι φραγμένα υποβονολα ε*νοο 
μετρικού χώρου, τότε καί τι ενωσιο A U Β αυτών είναι φραγμενον 

βυνολον. “Αν ίδχύη δέ επί πλέον καί Α Π Β Φ  φ,  τότε

S( AUB)  «  δ ^  + δζΒ)
Aueic;. Ύποθέτομεν οτι τά Α,Β aval φραγμένα άαοουνολσ evoc μεπηριΐ̂ λ/0

S-

I
>Ί
C
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kou *κα>ρου με μετρικήν ρ και θεωροϋμεν τυχόντα σημείο x ,y  ev AUB. 

‘Εν euvexcta δεχόμεθα στι igxuci xeA και yeB καί διά τυχόντα θετικόν 
αριθμόν e λαμβάνομεν τα βημεία ζεΑ και* ννβΒ εις τροηον, ώβτε να ί- 

6χυη
ρ(ζ ,νν )  <Sl ρ (Α.Β)+ ε

"Εχομεν τστε

p (x ,y )^  pCx>z)-**pCz »w)«»-p(w#y‘) ^  δ(Α) + ρ ( Α,Β) + ε + δ(Β)

, , ι . . · - » ;
και επομένως, επειδή το e είναι τυχόν,

pCx,\0 ^  δ CA*) 4-pCA,B}+6CB}

'Μ άνιβοτης αυττι ίεχυει και διά τά ς λοιηας 7Τ6ριπτωσεις, διοπ

καί
pCx^y') = δ (Α \  άν x,y ev A 

pCx.y) ^  6 (B ) ,  αν x ,y  ένΒ

“Αρα έχομεν

δ ( Α υ Β ) = »  su p  pCx.u) — δ (A*) + ρ (  Α,Β)+· δ (Β )Cx,y>fAUB)*r  ~ r

και επομένως το σύνολον ‘AUB είναι φραγμένον. ΤΓροφανώς,άν ΑΠΒ ^(ί ,  

ίεχυει ρ(Α,Β) =0 και’ έπομενως

δ CAUB) £  δ ( Α') + δ (Β)

I  ||  ^ I  ^  ^

5. Λειξατε οτι ek τον καρτεσιανόν χώρον (Ε ,ρ ; τ»ν μετρικών

.χώρων ( E j .p i ) ,  i = 1,2 ,··.,ιη  αί συναρτήσει c ρ'καί ρ" αι οριζόμενοι
• * _ » * 

απο τχ»ν τυπα)ν

p'Cx,y") -  sup PCxi.Vi-) καί p"c*,y)= Ζ  fiCXi.yO 
ι * 1.1 1

είναι errienc μετρικά! εΐοτό Ε.Έιτί πλέον, Sofa-re on διά κάθε x,tj,z
♦ _  > ·
6V t  16KUOOV :

p'Cx.y) έ  p C x .y ) * \/m p 'cx.y) 

■J-pTx.y) s p C x .y ) ^  p " ( x , jO
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Au«ic. Α>α τυχόντα «ημεϊα * = Cx„x,.— A*') , 9 = CU,.y,,· · · , ym)  

z  ®  E εχομεν ·.

1· p '(x.y)=o <-+ supp cxi»yi)=  0 «—* ( v 0  PjCxi,yi)= o 

*—► (Vi) Xj = y,· <=* x=  v)

2. p /(x ,y )= su p p  (Xi.yO ^  syp (p ; C*i,z£)+  ^ ( y ^ Z j) )

*  sVPPi f x i . 2 i") + sypp£Cyi.zo =  P* c * » + p 'c jf ,z )  

καί
i.' p'c*»y)=o«—.* Ip.Cxi,yi) = 0 «=* (vO pO i.yD -oi=i 1 1

. «=>  (V i)  χ·,**\)ι <=* x ~ y

2· Ρ '(χ·ν) “  i  Pt C*i.yO έ  Σ  (p ^ X i.Z i^ p e y i .Z i ) )1*1 * tS| I '
’ m m

=  Ip , ( X i, zi) + Z p C y i. z i )  -  p"(x,z)-t-p"(y.,z)

"Οβτε οι ffuvaprneeic p' και p" είναι μετρικά! eic to &·

Δυνάμει Trie aoKnsaoc ΙΟ του κεφαλαίου 14 τού μερουα I  ’ΐΌ° 

( Χέλια 165), δια τυχόν a  «  (α , ,α0 * · , a m)  e TT Ιβχυει

sup |α; I ^  I a \ ^  \/m sup | at 1

καί
~  X  |a ,I  ^  | a  | =  2 1  Ia j |
™ 1st i-1

‘Ε/ιομενοχτ, uctovtec

α ί =  Ρι(Χϊ,\Ιί)> ί=  1*2> ·>ηι
λαμβανομεν :

«»pfj Cxj .yO = I Cp, . y , ) . - · . pmi x '"‘ ,Jm'))| ^  ^ ^ pp, CXi^·* ̂
και  ̂ m

i  Σ.ρί(χ«.ν.') - 1 Cf? cn. y, ).··* Pn,Cxm.ym)) |«  Σ ς ( χ»·«Ρ

p'cx.y) =g p cx ,y )^  v^ p ' c*. y )

P*(x,y)e p(x-.y')= p"Cx, y ■)

mol :

και

B. ΣΤΑΪΚΟΥ : ΑΣΚΙ4ΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΕΙΣ I



><
6. δείξατε ότι διά τυχούσαν σφαιρικήν περιοχήν 3 ( a , r )  Ισχύα

δ C® Ca.r")^ £  2r

Ausic. "Eero τυχούβα «καιρική περιοχή BCa.r) tic ewa μετρικόν χώρα» 

με μετρικήν p. Ara -aixavro σημεία x .y  ev B(a.r') έχομευ

pCx.y-) *  pCx,a) + P (y .a )-i r+ r«2 r

$0 ΙΕΛΙΔΕ2 119-122

και εττομεναχ;

και

δ(Β (α , ι - · ) )β  sup pfx,«j)i2r 
( * , ! 0 « 8 C a , r ) »

7. δείξατε ότι διά τυχόντα υποσύνολα Α,Β evoc μετρικού χάρου ίβώα 

( Β- Α)β =  Ββ-  Α καί Β-Α £ Β - Αβ

Αύ sic. Έχομευ ·.

(  Β-Α)° — (BflAe)° =  Β°Π (Αβ) β- Β βη (Α )β -  Ββ- Α

Β-Α -  BnAe £ Β Π Ac =* Β Π ( Α®")0 =  Β -  Α'

θ. δείξατε οτι διά τυχόν» υποβυνολον A evoc μετρικού χώρου Ε ισχύουν

(Ό ασΑ' 4=> α« Α -{α }

(Β) λ -  Π Α - { α }α«Ε

ΛύβΚΓ. ci) Έχομευ

aeA' « - ( V T I ( a ) )  ΙΓία-) Π Α φ φ<==* (VlfCa)) Ιί(α·)Π(Α-{α^)^9$

cx e A - {a }

(U) Αυνάμει rftc (0  > διά κάθε aeE ισχύει

A' £ A - { a ]

..V
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A'£ n A- {a}
a«E

'Emcnc, δυνάμει jiqAiv rnc (0 , διά κάθε xcE ισχύει

xefl A - { al — , x c A - { x l  
acE c J 1 3

xgA'

ήτοι isxuei και

Π A - { a }  £  A7
«•C  1 Ja c E

9. Δείξατε on διά τυχάν υποσύνολου A ev oc  μετρικού χωροα ισχύει

δ(Α)=: δ (Α^
Λύσις.’Έσποσαν τυχόντα σημεία x,y εν A. θεωρού μεν τυχοντο θετικόν 

αριθμόν ε και λαμβανομεν τά σημεία ζ , w ev A sic τρύπαν, άστε Va ισχύη
pCx,x)-^e καί pC*J>w)-^ ε

"Εχομεν t o te

p (X y)^  ρΟ χ,χΟ +ρίΧ ^)* pCw, y) ε+δΟΑ^+ε^δΟΑν^ε

και εηομενωο, επειδή το ε είναι τυχόν,

Άρα

‘Αλλά,

p cx y y  «  δ ca')

δ(Α̂ ) =. sup. pCx.y') = δ(Α)
Cx.y)eA*

επειδή Α ^ Α, ’ισχύει καί

ήτοι δ(Α) = ό(Α).

δ (Α) ^  δ C Α)

10. ’’Εστω Α τυχόν υποσύνολου ένο<Γ μετρικού χώρου/Έν σημεΐον acA 

καλείται μεμονωμένου σημεΐον τού Α τότε καί μοΝον τότε, 2χν υηάρχη περιο­

χή UCcO τοιαοτη, ώστε

UCa.’) Π A «  , η Ισοδυνάμου IJ (α) Π Α — φ

Δείξατε οτι εν σημεΐον τού Α είναι μεμονωμενον σημεΐον αυτού τότε 

καί μοναν τότε, άν τούτο δεν είναι σημείου συσβωρευσεωε: του Α.
Λυσια "Ε χομ εν
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ο εΐναι μεμονωμένου σημείου τού A «·-* (3U(o0) U(a)0A ·> 2$

4—^ ~  ( VUCa)*) ]J(cOn A yk 0  e » »  ~  acA' ajM '

11» Δείξατε στι,άν A eivcu τυχόν υποσυνόλου rvoc μετρικού χώρου £ 
με μετρικήν ρ, wre ισχύει

A -* [ x c E  *. ρ (x,  A )  »  0 ]■

Λόβιό, θετομεν
B - { x « E  * pCx. A 1) -  0 }

Κατ’ αρχήν θεωρούμεν τυχόν σημείου χεΑ , άπατε υπάρχει ακολουθία 

CVv)vffH  ̂ Pimyv~ x .  Τότε διά κάθε νεΝ ισχύει

pCx.A)«pCx.A)-pCyv,A)^pryv#x)
και errojjeVQJC

p(x, A) ^ Pi^pCyv,x) β 0 > δηλαδή ρ(χ,Α) = 0

"Αρα χεΒ, τά οποίου σημαίνει on Α£Β.
'Αντίστροφα#?, θεωρούμεν τυχα/ σημείου χ^Β, οπότσ ρ(χ, Α)=*0, και’ υπο- 

θέιομεν ότι χιέΑ. ΤϊροφανώΓ υπάρχει τότε περιοχή τού σημείου χ, η οποία 

μάλιστα δύναται νά υηοτεθη καί σφαιρική , έστω Β(χ,Γ),τοιαύττ,ωστε νά ι ­

σχύ η .
B (x , r )  Π A -  0

όποτε οδηγούμενα ek το άτοκον

0~pCx,  Α ) δ Γ > 0

Ώστε έδείχβη ση ισχύει καί Β&Α. "Αρα

Α« {xcE : ρ ( χ , A) — 0 }

12. Αειξατε ότι εις* του μετρικού χώρου TR τών πραγματικών αριθμών ίεχυεί

Θ Ο -Κ
Λυσιο. Ευκολαχ: συνάγεται οτι

η
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οπότε λαμβάνομεν
^ “  ft teat Q° = φ 

3 Q - Q - Q » »  IR- ^  e tr

13. Δείξατε ότι, αν Α,β είναι τυχό^ · . ., , Τϋχοντα υποσύνολα evoc μετρικού χοίρου,
τότε ισχύουν :

(i) 3Α&3Α και 8Αβ S 3Α 

(Π) 3 (A U B )  S C9A) U (SB)

(iii) Α Π Β = 0  =*► 9(A U B ) = (3A>UC3B)
Aueic. (i) ΤΙαρατηροΰμεν on

A°S(A)° καί A®£ A
οπότε εχομεν

3A = A - (  Α)β £ A -  A° =. 3A 
καί

3 A‘= A° -  A°° £ A - A°= 3 A 
(U) Παρατηροΰμεν ότι

Αβ & ( A U B)° καί B”£ (AUB_)e
οπότε εχομεν

3tAUB)= AUB-(AUB) = AUB-(AUB)=[X-(AUBnu[B-(AUB),“] '
£ (A-A**·) U CB-B*') =  (3A) U C3B)

Ciii) ‘Ύποθέτομεν <3τι ΑΠΒ = Φ. θεωροομεν άκολοΰθωο τυχόν x g (AUB)°, 

οπότε υπάρχει περιοχή U(x) με' Ilex') £ AUB. "Αν χεΑ, τότε βεβαίωο χ̂ Β 
καί ε'ηομενως- υπάρχει περιοχή V(x) με V[x) Π £ == Φ ■ ΊΤροφανώο διό την περι­

οχήν WCx) -  HCx") Π Vex) Ισχύει W ex') & Α καί ε'πομέναχτ ισχύει xgA°. 

'Ομοίωο,αν xeB , τότε ·χε£° Άρα ισχύει xeA° UBe τό όποιον σημαίνει ότι 
( AUB)° £ A'UB®. 'Αλλά, cue γνυατάν, ισχύει A°U Β° £ fAUB)° καί ε’πομένωο

( A U Β)° =· Α° U Β“

Δυνάμει τού τΰποο τοΰτοο λαμβανομεν

Λ
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3(AUB) =. M J B - f A U B y -  AUB -CA°UB®)

-  [ A-CA*UB°)]  U [ l - CA * UB e) ]

-  [(A-A®) fl C A-B®)] U [C B- A*) fl (B-B*)l

-  [CA-A°)nA] U [ S n C B - B ' ) ]

-  C A- A® ) u C B - B ' · ) -  C3A)U(3B)

©  Δείξατε ότι d e  του μετρικού χώρον TR των πραγματικών αρι­

θμών ισχύουν ··

(i)  Τυχόν ανοικτόν διάστημά τη ς  μορφής- ( α ,β ) ,  (α , + αΟ,τ? (-οο,β) 

είναι ανοικτόν σανολον.

(ii) Τυχόν κλειστόν διάστημά Tine μορφής* [ α , β ]  είναι κλειστόνσυν. 
ολον.

(U0 Τυχόν διάστημά τής* μορφτκτ [α , + οο) είναι κλειστόν σανολον. 
Αυσια. (ί) θεωροϋμεν τυχόν χεζα,β) καί θετομεν

Γ =  min Ί"χ -α ,ρ -χ }

ΤΓροφανώα ισχύει

B C * , T )  Ξ. Ca»β)

δηλαδή τό (α ,β )  είναι περιοχή τού χ . ”Αρα τό διάστημά (α 'Ρ ) ,ώ τ  περιοχή 

παντός- σημείου του, είναι ανοικτόν συνολον.

'ΟμοίωΓ δια τυχόν xe(a,+oo') βέτομεν Γβ χ -α ,  οπότε εχομευ

B C x , r )  ^  C < * , + « 0

δηλαδη ότι τό (α,+οο) είναι περιοχή τού χ. "Αρα τό διάστημά (a , -κχ>) 

είναι ανοικτόν σανολον.
Τελοο δια τυχόν xe(-oo, β) θετομεν r  = β~ χ > οπότε έχομεν

Β ( x , r )  £  C-«>, β )

δηλαδή ότι το ζ-co^ β ) είναι περιοχή του χ .  Άρα -τό διάστημά (-<*>> β) είναι 
ανοικτόν σανολον.
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(ii) Έχομεν
[α,β ]€-  C-«>,a') U (β, +«>)

κ α ι  ε π ο μ έν ω ς*  τ ο  σ υ ν ο λ ο ν  [  α ,  β Ί *  ο χ τ  rv co e ic  α ν ο ικ τώ ν  συνόλω ν, είναι α ν ο ι­

κ τ ό ν  συνολον. Τ ο ύ το  σ η μ α ίν ε ι ο τ ι  τ ο  δ ι ά σ τ η μ α  £ α , β  ]  a  να ι κ λ ε ισ τό ν  συ ιςλον .

( i i i )  ’Έ χ ο μ ε ν
[a, + oo)c = (-c o ,c O

δηλαδή ση το συνολον [a,+ao)c 

διάστημά £a,4cx)') είναι κλειστόν

είναι ανοικτοί/, το οποίον σημαίνει οπτό 

συνολον.

15. Eic ενα μετρικόν χά>ρον Ε με μετρικήν ρ το συνολον

• CCe.r-) = j* eE  : pCx.a-) # r ]

οπού acE καί r > 0 ,  καλείται κλειστή σφαιρική περιοχή με κέιπρον 
* * »το α και ακτίνα ρ.

Ο ) Δείξατε οτι τυχούεα κλειστή σφαιρική περιοχή (1 (0 ,0  gjvai 
κλειστόν συνολον.

(ii) Δώσατε παράδειγμα, όπου Cca,r) Φ B (a ,r).
Λυσια. (ί) θεωρουμεν τυχοΰσαν ακολουθίαν Cyv) veN έν CCa.r) μέ 

Ρίτη yv = xeE ."Εχομεν τότε ότι δια κάθε veN ισχύει

l p C y v . a ^ - ρ  C - J t . a . ' )  | £  p C y tf. * )

και- επειδή tmp(\}v,y.) = 0,

Ρίτη | pCVu.aVpC*,01) | = ° , δηλαδή βπ»ρ(νϊ ,α)=ρ(χ,ά)

Άλλα δια κάθε νεΝ
PCVv.a) ί= r

καΓ επομένως*

ρ(χ ,α }  ^  γ , δηλαδή *xeC(a,r)

Τούτο σημαίνει οτι ν κλειστή σφαιρική περιοχή C(a,r) είναι καί κΑει­
στόν συνολον.

(ii) θεωρούμεν έν συνολον Ε, το οποίον εχει τουλάχιστον δυο στοιχεία, 
καί την μετρικήν ρ τήν οριζΌμένην urro τού τύπου

I

J
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Δια τυχσν acE, ίβχυει 

oJc cnienc και

{0 f av x ·  y 
1# av

{a] και* επομενωο B C a,l)-{a] 

CCa,!)* E

"Apa CCa,0 B ( a j ) .

1{>. Δείξατε οτι δια τυχόν υηοβΰνολον A ivoc μετρικού χώρου το 

παραγωγόν βυνολον k' αυτού είναι κλειβτον.

Aueic;. θεωρουμεν τυχόν 'χεΑ" και τυχοΰβαν περιοχήν U(x) ούτου Ebtw 

μία σφαιρική περιοχή Be*, η ) μέ Β (Χ,γ,') £  Ilex'), όποτε, επειδή το χ είναι 

βημείον βυσβωρεόβεακτ τού βυνόλου υπάρχει βημείον ^εΑ'μέ yeBc'x,!'/). 

'Ακολούθως-> θετομεν Γ, =· rf- p  Cx>y) καί θεωροομεν την βψαιρικήν περιον>ν 
B(y,iV) δια την οποίαν προφανάχτ ίβχυει Β Cy,iY) & ΒΓχ , γ/). Επειδή το y 

είναι βημείον βυσβωρεόβεακτ τού βυνόλου AJ υπάρχει βημείον zcA μέ zcBCy.r,). 

Ά λλά 3 (y ,r l’) i 3 ( x (r,) £  Ucx) καί enopevooc

δηλαδη
zcB  π a s  tj rx) n a

TJCx)OA Φφ

το οποίον βημαινει οτι χςΑ'/Ώβτε εδείχθη ότι 
γω\/ον βυνολον Α' είναι κλειστόν.

Α"£ Α' δηλαδή ο π τ ό  τταρα-

17. Δείξατε ότι. αν Α είναι κλειβτον βυνολον, υηοβΰνολον ένόο μετρι­

κού χώρου με μετρικήν ρ, τότε διά τυχόν βημείον α με α/Α ,ίβχυει ρ(α,Α)>0. 

Aueic. ’ Ιβχυει
ρΓα,Α')«  mfp(a,x)Χ«Α

και' επομένως υπάρχει ακολουθία ( χ ν) ®ν Α τοιαότπ, ώβτε νά ίβχυη

ρ (α * Α )«  fimp(a,xv)

ΜΑν υποθεβωμεν a n  pCaJA)«=0> τό τε Pirn χν = α  κα ί επομένως, λόγω τής κλει-
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&

eiornToc t o o  A, οόηγουμεθα etc το άταπον αεΑ/Αρα ισχύει pCa.A^^O.

18. Δείξατε on, άν Α,Β είναι τυχόντα υποσύνολα fvoc μετρικού -χώρου 

και το Α είναι άνοιιαον > τότε

ΑΠΒ£ 0  =►

Aueic. «Υποθετομεν on ΑΟΒ?^0  και θεωρουμεν τυχόν χεΑ Π Β.'Επειδή 

xeA καί το Α είναι ανοικτόν, υπάρχει περιοχή TTCx) τοιαύτη, ώστε να ισχύη
U (χ) Ε Α

ΆΧ\ά χεΒ και έπομένακ:
Ilex') 0 3  ^«5

οπότε προφανώς* θα Ιεχωμεν και Α 0 Β ^  &.

19. Δείξατε on εΐο τον μετρικόν χώρον CE.p*) με

1, άν χ ^  y 

0 , α ν  χ «  y

ολα τα βυνολα είναι ανοικτά καί κλειβτα.

Aueic. θεωροϋμεν τυχόν συνολον Α, υποσυνολον τού Ε, καί θά δάξωμεν 

οτι τούτο είναι περιοχή παντός* σημείου του. ΤΤραγμαπ* άν xeA^ τότε ισχύει

BCx. O = { * }  Ε Α

καί επομεναίΓ το συνολον Α είναι περιοχή του σημείου χ.

ΜΟστε έδείχθη οτι ολα τα υποσύνολα τοΰ Ε είναι ανοικτά. Έπομάιαχτ τού­

τα είναι καί κλειστά, διότι τά συμπληρώματα των είναι προφανώς* ανοικτά 

σύνολα.

' 20. Δείξατε ότι, άν Ε είναι eJc μετρικός* xipoc, τότε τί διαγώνιος Δ 
τού καρτεσιανού μετρικού χώρου Ε2 είναι κλειστόν συνολον.

Λιίβια. θεωρουμεν τυχούσαν ακολουθίαν C2rv,Z v \ VcN έν Α μέ Ρίτη(ζν>ζ ν)* 

Cx,y), (χ,ι^εΕ*. ΤΤροφανώς* ισχύει τότε

ΡίτηΖν=* καί Pimzv== y

·;Α

·/
X.

\\Λ
 'O

'
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κα\· «πομεκνα x -  y, δηλαδή ( x , y )β Δ .  Τούτο άκριβώτ σημαίνει ότι τι διαγώ- 

vioc Δ είναι κλειστόν «Λολον.

2.1. 'Έβτωβαν Ε »  X Ε. 6 καρπέ etavoc prrptxoc χώροα τδιν μετρικών
ΐ-ι m

χώρων Ε(, ι «  1,2,·· · ,ιη καί A «  X Aj β οηου Α; & i -1,2,  *,m . Δεί-Ι·ι
ξατε ότι

Ca) Το σύνολον Α είναι κλει βτον υποβυναλον του καρτεσιανού χάρου Ε 

τότε καί μόνον τότε, αν τα σύνολα A f, i -  1,2,· · ·#τη είναι κλειστά.

( p) Το συνολον Α είναι ανοικτόν ύποσόνολον τού καρτεσιανού χώρου Ε 

τότε καί μονον τότε, αν τα σύνολα Aj, i »  1,2,-*,m είναι ανοικτά.

Auoiq. (α) Υποθετομεν όπ το συνολον Α είναι κλειστόν καί θεωρούμεν το- 

x a ica c άκολουθίαο

Cyiv)vcM έν Αι > { -
τααΰταΓ, ώστε να ιοκοη

£ίτη yiv =  X j , όπου XicE-j , ί *  1#2,···,τη

Θπομεν

* - Cxt, x m) και yv
οπότε προφανώο

c y,v, y*v>“ ** i/mv)

fimyv -  x , xcE

CM CVv) V6N sto*1 βεβαίως- ακολουθία έν Α καί έηομένωο, λογα> -me κλειστυτη- 

toc τού Α, θα ισχυη χεΑ, δηλαόη

( V ί=!,2/··, πΟ
το οποίον σημαίνει οπ τ α ; σύνολα Α*, i -  1,2, - * - > rn είναι κλειστά.

' ΑνηστροφαχΓ, υηοθετομεν σπ τα σύνολα Ait i =  1,2,···,ιη είναι κλειστά καί 

θεωρούμεν τυχούσαν ακολουθίαν (yv)veM έν Α μέ limyu = χ, χεΕ/Εχομεν τότε

X — C * t , * 2 * ’ ' '  > X m ) i/m v)

οπότε προφανώα. δια κάθε {=* 1,2,· -,ιη θα ισχυη

tim yiv -  x L , XieEi

‘Εκαστη (y iv) V€N ε̂ναι P̂ oticocr ακολουθία έν A-L καί έπομεναχ:, λογά) τής κλειστό - 

τη-roc τού Α:, θα ιεχόη* I
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β
cv  i s  1 , 2 , Aj » όηλαόη xeA

το οποίου σημαίνει οτι το ευνολον Α είναι κλειστού.

(β) Ύποθέτομεν οτι το συνολον Α είναι ανοικτού και θεωροϋμεν τυχόντα ση­

μεία *teAi , ί=» 1,2,···,7η. ΤΤροφαυοκΓ το Α είναι περιοχή τού σημείου 

καί έηομενοχτ υπάρχει σφαιρική περιοχή Β Ο ,Ο  μέ
Β Cx,r) £  Α

Άλλα, <oc ευκόλως* sovayeicn,

χ B C x ,,-^ )x  - X = Β Ο , Ο

καί έπομενως

- ( v i - 1 , 2 , — . " 0  Β C x ; , - ^ r ) S  Ai

το οποίον σημαίνει οτι έκαστον συνολον Aj είναι περιοχή τοό σημείου Xj. ’Άρα 

τα σύνολα Aly ι =  1, 2, · · ·, τη είναι άνακτα.
Άντιστρόφως, ύποθέτομεν οτι τα σύνολα Α; , ΐ «1 ,2 ,  -,τη είναι ανοικτά 

και θειμροΰμεν τυχόν σημείον χ  =  (  x t>x2, - i X ^ e A .  Προφανώς έκαστον συν- 

ολον Α* είναι περιοχή τοϋ σημείου x t καί επομένως υπάρχει σ<ραιρ\κή περι­
οχή Β Ο ι , η ' )  μέ

( V ί=* 1,2,**·>ττΓ) Β Γχί,Ρΐ') £ Α|

ΆΛλα,ώς ευκόλως συνάγεται, δια r  =  min { γ, , γ,,* - , rw } ισχύει

Β Γ χ , Ο  £ Β ( χ , , η ) χ  ΒΓΧ ι , γΟ * · ·  -χ Κ χ,π, Ο

καί επομένως*
Β ( χ , γ  ) £  Α

το οποίον σημαίνει οτι το σονολον Α είναι περιοχή του σημείου χ .“Αρα το 

συνολον Α είναι ανοικτόν.

22. 'Έστω δ είς ύποχώροσ τού μετρικού -χώρου Ε. Δείξατε οτι τυχόν 
υποσύνολου A too S είναι πυκνόν έν S τότε και μονον τότε,αν ίσχυη SSA. 

Λυσις. ‘Ως γνωστόν ισχύει

As ~ SO Α
• « * και επομένως.
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A civai πυκνόν ev S A6 · ·  S <— » SflA » S  * S i  A

23. "Εβτωβαν εν μή κενόν σύνολον E καί μια πραγματική συναρτη- 
eic  ρ με ττεδίον ορισμού 2Γ(ρ)β  ExE τοιαυτη, ώστε δια τυχόντα χ, 
y ,  ζ  εν Ε νά ισχύουν :

1· Ρθ*,ιΟβ 0 x * y  .
2. p ( x , \ 0 ^  τηαχ { pCx,z \  pCy^ }}

Δείξατε ότι τί eovapmeic ρ είναι μία μετρική εις· ίο Ε.
Ιημε/ωβις. Μια συναρτησις ρ, ok* τί ανωτέρω, πληρούσα τας 1 καί 2 κα­

λείται ϋπερμετρικη cic to Ε, ο 5ε χώρος- ( Ε, ρ*) uirqopezpixoc Toyooc·

Au« iq .%Αρκά να δειξωμεν την τριγωνικήν ιδιότητα. Τραγμαη* διατυχόντα 

x #y ,z  έν Ε ισχύει

p( x , y )  ^  τ η α χ { ρ ( χ , ζ ' ) ,  p f y , z ^ }  ^  ρ Ο ,ζ ^ + Ρ (Ί**)

24. Δείξατε ότι τό βυνολον TR ιών πραγματικών αριθμών αποτελεί 
υπέρ μετρικών χώρον με ύιτερμετρικην opiCbpevnv ύπο του τύπου

pCx,y·) =  -
0, αν χ  «  y

m a x {|χ|, |y | aw x ,ty

Λυσιο. 'Έστωσαν τυχόντα χ,ι(,ζ έν Ε. ΤΓροιρανώς- διά x ^ y  ισχύει 
p (x ,y )  0 καί επομένως*

1. pCx,y) -  0 «==* χ «  y
TTjcoc ά π ο δ ε ιξ ι ν  r n c

2. p (x ,y )s i  τηαχ{ρ(χ,ζ>, pCy,z>}

παρατηροόμεν on δια χ =  y r) y = z  p z  «= x aorn ιτροφανάχτ ίβχύει, 
ένώ διά X , y , ζ  διάφορά άνα δύο έχομει/

pCx.y) = max f|x|,|y| ]·

*  m a x [ | χ I, | y |(|z  |} = m a x |m a x f |x |, |z |} 1niax{|y|>|z |} j  
=  w »ax[pix,z),pCy,z.)}

*
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25. Δείξατε o n  d c  ενα υπερμετρικον χώροι; ( Ε,ρ) ισχύουν φ·

(*0 "Αν pC x,z) Φ ρ ( ν , ζ ) ,  τότε pCx,y)  « - m a x { ρ ( χ ,ζ ) ,p ( y ,ζ )}
(ii) ΤυχοΟβα σφαιρική περιοχή BCa.r) είναι ανοικτήν καί κλει­

στόν συνολον.’Επί 7ΐλεον δε, διά τυχόν peB(a,r)  ισχύει

Bcp,r)  «  Β ( a ,r )
. « , » , » « 

(UQ Τυχουσα κλειστή σφαιρική περιοχή Cca,r)  είναι ανοικτόν και

κλειστόν σύναλον. Έπί πλέον δέ, διά τυχόν peCCa,r) ισχύει

CCp, Ο  - C ( a , 0
Civ) ”Αν δυο σφαιρικαί περιοχαί έχουν κοινά σημεία „ τότε η μιά έξ 

αυτών περιεχεται eic την άλλην.

(ν)  Ή άηοστασκ: δυο ξένων σφαιρικών περιοχών κοινής* άκτΐνοο 

r, αί όηοίαι ^εριέχονται eic μιαν κλειστήν σφαιρικήν περιοχήν άκτινοο 

έττίσnc r ,  ισαύται μέ r .

ΛυσιQ. C0 Χ<μρί<~ βλάβην toc γενικότητας, ύηοθετομεν ότι p fx ,z .)
- ^ ρ  ( ψ , ζ ) ,  οπότε έχομεν, άφ ένοτ μευ

p f x . y -) ^  m a x ( p C x . 2 '), p f y . z )  ]  = p C \ j , 2 ·)

άφ ηεροοδέ

pCy.z)  ^  (p C y .x ) ,  ρ Ο . χ )  } =  pCy.x)
"Apa ισχύει

* —. s

pCx.y) =  P ( ^ . z ) =  ^ a x f p f x . z ' J . p C ' J . z ) }

(U) Δυνάμει xnc άσκήσεως 23, εκ  υπερμετρικος χώρος ( Ε,ρ) είναι καί 
μετρικός καί επομενακτ τυχούσα σφαιρική περιοχή B ( a , r )  τού χώρου Ε εί­

ναι ανοικτόν συνολον. θά  δείξω μ εν ότι αύτη είναι καί κλειστόν συνολον. ΤΓρος 

τούτο θεωρούμεν τυχούσαν άκολουθίαν fyv)vcH εν Β (α ,τ) με fimyv « x ,  

όπου x g E , και τταρατηροϋμεν ότι, άν ίσχυη

(V  vcN )  p ( a . y tf) p ( y v , x )

τότε, έπειόή f imp(yv,x)  = 0 ,  θα isxiin και £ imp (a, y.) =  0. δηλαδή iim<j=a, 

οπότε θα έχαιμεν χ  =  a . "Αν λοιπον υποθεβωμεν ότι ρ fa , χ ) > γ , τότε θά ν - 

παρκη δει'κτΓκτ πεΝ toiootoc, «ΰβτε να. ίβχόη

PCyn.x")^ P fa .% )

i
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και erropcvoJq

Ρ ( α . «Jn) “  max { ρ ( α ,  y ^ p C y , , . * )  }  S p f o , x ) ? r

το οποίον άντίκειται eic to ότι yneB (a ,r). "Οστε εδειχθη ότι ισχύει 

pCa,x)-= r y δηλαδη xeBCa, r"), τό οποίον καί άηοδεικνύει την κλαστότπτα 

τού συι/οΛου BCa.r).

θεωρούμεν -ncupa τυχόν βεΒςα,Γ), οπότε pCa,f) -c r ,  καί naparmpou 

μεν on δια τυχόν xeE ισχύει *

xcB (β, r )  ««*=> ρ(β,χ')-*: r<s=*> p ( a ,x )«  max {p(a,β),ρ(χ,P)}-c r 

Φ=Φ x^BCa.r·)

'Άρα 3(β,τ)  — B Cat,τ').

(ili) Επειδή ο υπερμετρικοο χώρος· (E,p) rival rat μετρικός* λώρος-,δυνά­

μει rnc άσκήσεως ί?, τυχοΰσα κλειστή σφαιρική περιοχή C(a,r) τού χώρου 
Ε είναι κλειστόν σύνολον. θα δεΐξωμεν όη αυτή είναι και ανοικτόν συνσλον. 

ΤΓρατ τούτο παρατηρουμεν ότι ισχύει

CCa,r)=* Π Β (α ,  r-h-j-)vet ν

διότι διά κάθε Χ€ Ε

x eC fa .r) *-» pOa,x")s r  «=* ( W eN -) ρΟα,χ·) «=. r + -i-

4=* ( V νε!Ν ) xeB ( a , r  + ~ )  <=» xe fi^B C a,r + -“* )

Θεωροόμεν τώρα τυχόν σημεϊον xeC fa, r), οποτε x cB (a ,r+ -i-)  καί επό­
μενων, δυνάμει τή ς  0 0 ,  δια Κάθε φυσικόν αριθμόν ν εχομεν

ΜΑρα

BCx.r'JE BC x.r+J; ) =  B C a ,r+ - i)  

B C x . D f e O  B C a . f ' + T r )  = c Ca,r)
\ i m < y

δηλαδή το σονολον Cca,p) είναι περιοχή του σημείου χ, το όποιον καί αποδει- 

κνύει ότι το σονολον CCa,r) είναι ανοικτού.

Tstoc θεωρούμεν τυχόν βε0ί(ςι*Ο> όπσηε pCcx,p)£ r, καί παρατηροΰ- 
μεν όη δια κάβε xeE ισχύει

»
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‘*€CCp.!r' ) *4=*> p fP ,x )s  r<*=*> p (a /x)«max^'pCa,p)>pCx,p^} — r 
«=Φ •xeCfa.r')

Άρα C (p ,P)  =» C C a ,r ).

( iv )  "Εστωσαυ Β ζα ,,Π ,·) καί _Bfa5lr2)  τυχοϋβαι βφοιρικπί περιοχαί too 

ΐίπερμετρικοΰ χώρου Ε τοιαϋται, ωατε να ΐβχΰη

3 fa„rt)n  Β ca4, r , )  ,4 (Ζ$

θεωρούμεν ευ επμείου βεΒ Ca,, η~) Γ\ Β Γα ,,ιΆ  οπότε , δυνάμει τής· (ίΟ,λαμβά- 
νομεν

BCP. r,) = BCa,,0 και Β (β ,0  = BCal,ra')
'Αλλα προφοαως- ι«χΰει

BCp.r,) £  Β (β ,Γ ,) η Β(β, Ο  £  Β(β,τΌ
Ήτοι

Βία,,η ·)  S  Βία,,ΓΟ V 3 Β Ca,/y)

(ν’) "Eerocav αί ξεναι βφαιρικαι περιοχαί Bca11r )>B(aa,rO ώς- καί ή 
κλειβτή Cca,r) μέ

BCdi.r) S CCa.r) καί Bfoi.r") % C Ca,r")

θεοροϋμεν τάρα τυχόντα βημεΐα x,y μέ xeBfa,,Ο  καί yeBCai,r')j 

οπότε, επειδή αΐ Β(α,,Γ') καί B (a tlr )  είναι ξέυαι, θα έχωμεν

ρ ί χ , α ^ - ί Γ  και ρ ζ ν , α , ^ Χ Γ

καί επομένως-, δυνάμει τής  C 0 ,

p C x . y -) »  m a x  {pCx.a."), pCy.a,-) ^  p r

Άλλα προφανώς* *eC(ct,r) και yeCCa.r"), οποτε, δυνάμει τής (iU),
«

C cx,0=  C C a , r )

και έπομενακτ yeCcx.r"), δηλαδή p (x ,y } 6  r . “Αρα, διά τυχόντα x,tf 
μέ xeBCa,,r )  καί yeBCa^O ΐβχΰει p (x ,t j )= r  καί επομέναια

ρ (Β  Ca^r·), Β (a , .r ^ )  = r

/

\
S
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ΣΕΛΙΔΕΣ 14-9—151

1. "Εβηυβαν ό μετρικός xipoc TR τ»ν πραγματικών αριθμών, acR 

καί Β εν μή κενόν ΰπόβΰνολον τχό 1R. Δείξατε απ, αν τό Β είναι κλβι- 
βτον και φραγμενον, τότε υπάρχει pcB τοιοϋτον, ώβτε να ΐαχύη ρ(α,Β)«»

|ο -Ρ  Ι-
Λόβια. ‘Ως γνωστόν εχομευ

ρ ( α , Β )  =  i n f  | α -  χ | 
•xcB

και' επομά>α>(Γ υπάρχει ακολουθία Ο ν ) vcN έν Β τοιαυτη  ̂αιετε νά ίσχυη

ρ Ο , Β )  * Wm |α -  *χν |

'Αλλά η' CXv)V€m , ά<τ ακολουθία έν Ί>> είναι προφανώς* φραγμένη ακολουθία 

πραγματικών αριθμών και επομένως*, δυνάμει τοΰ θεωρήματος: Bolzano-Wei- 

erstrass, υπάρχει βυγκλι'νουβα υπακολουθια ( ν μ) μβ.Μ τούτης-. θετομεν

*Ρίτπ̂ μ= JJ, οπού

οπότε, επειδή τΐ (\)μ) μΐΜ «ναι προφανόκτ ακολουθία έν Β, λόγω τή«τ κλεΐ- 

GTOTnicc τοΰ Β, προκύπτει οτι βεΒ. ‘Επομένως
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2. "Εβτωβαν Et,Ej μετρικοί χοίροι και τυχοοβαι euvexcic συναρτήσεις- 

f : Ε —► E* καί g : Ε|~»Έ2. A c iE q t c  on, av A S ^ C f )  n S ( g )  καί ai 
βυναρτησαο f  και g συμπίπτουν έιτι του A , τότε αυτοί συμπίπτουν και

επί του ΑΠ? Cf) Π y (g ')  .
Au g ic , βεωροΰμεν τυχόν σημείον xeAD#Of) n2Kg)» όποτε χεΑ και 

επομένως- υπάρχει ακολουθία Cyν') νβμ έν Α μέ Pimyν = χ . Επειδή αΓ 
συναρτήσεις- -f, g συμπίπτουν ini του Α, έχομεν

(V νσΝ) f (y /)  =gC yv>)

και επομένως*, λόγου rnc βυνεχααα των .ρ και g , λαμβανομεν

/ e x ')  -  PimfCyw) =  PiTngCyν') =  g ( x )

το οποίον σημαίνει on ai f,g ουμ πίπτουν και επί του συνολαυ AOJCfJniig).

3. ’‘Ectoxsov Ε,.Ε2 μετρικοί χάροι καί τυχουσα euvapmetc-f- Ε,»-*Ε2. 

Αε/ξατε στι τ} f  εϊνσι συνεχής* euvaprmeic τότε και μόνον τότε,αν διά 

κάθε σόνολον X , X £  Ε ,, ίσχόη f  (X ) £ f « V
Λόβια. Ύποθέτομεν ότι δια κάθε υποσυνολον X τοΰ Ε, ισχύει f(X) £ 

fCX) καί θεωροΰμεν τυχόν κλαστον έν Ε* συνολον Κ. "Εχομεν τότε

f  C f C  Κ ) )  & f  (f- 'OCV) S Κ = Κ
% t %

και επομενακτ

f - ' Cf ( p C K ) ) )  2  Γ Τ ϊ ό

ήτοι f - f (K) = f “fCK), TO οποίον σημαίνει ότι τό σόνολσν f - 1 CK) είναι κλα- 

6τον υποδόνολον τού Et. "Αρα τι συναρτησις: f  είναι συνεχήο.

Αντίστροφα*: υποθετομεν ότι τι συνάρτησιο f  είναι συνεχής καί θεαιροόμεν 

τυχόν υποσυνολον X τού E j.’Επειδή το συνολον -fOO είναι κλειστόν έν Ε2>λό/α) 

τής* συνεχείας: τής βυναρτησεακτ f ,  το σύναλον -f-1 Cf ΟΟ) <*Τυαι κλειστόν έν Ε^δη­

λαδή ίβχύει

’Επίσης έχομεν
ί -'Cfcx·)) - f - ’ ( fo o )  

f-' ( ί ο ό )  § f-- ( f  ex))

B. ΙΤΑΪΚΟΥ ·· A I KU ZEI Z  ΑΝΑΛΥΙΕΩΣ H 5
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και' έπομένοχ;

χ a f - ' C f W )  -  f - f C fo o )
οΓΓοτε

f (X ) £  f  ( Γ  CfO O )) s  f o o

4. "Εβτωσαν Ε,,Ε* μετρικοί χώροι καί τυχούβα cuvapmeicf.£p£f.

Δείξατε ότι αί κάτωθι προτάσεις· ewai ισοδύναμοι ;
• ·  | %

(0 Ή f  είναι sovexnc euvapTnoic.

(ii) Δια κάθε υποσύνολου X too Ε* ισχύει f^CX**) « f ~'O0°.

CiiO Διά κάθε υποσύνολου X too Ea ισχύει fe,(X ) S f e1CX)·  
Λυσίο. (O =o (ii).  Ύποθέτομεν δη τί συνάρτπσις f  είναι συνεχήο καί 

θειορούμεν τυχόν υποσύνολού X τού Ε2 Επειόη το συνολον Χβ είναι ανοικτόν 

ev Ε2 , λόγω xne συνεχείαο τήο συναρτπβεινο f , *το συνολον f^CXO eTvai 
ανοικτόν εν Ε ,, οπότε έχομεν

^ ( χ ο>) ~ ϊ - ' ( χ οτ  s f - 1cx)e

(ii)  « ^ c iii ') .  Ύηοθέτομεν ότι ισχύει ν  OD καί' θεωρούμε τυχόν ύποβυν- 

ολον X τού E2.cCK γνωστόν δια τυχόν υποσύνολου A evoc μετρικού άωρου ί-

6X̂ e* Ac =  (Α*)β, δηλαδή Α= [fAc) e] e

'Έχομεν λοιπόν

f - « c x ^ = f - ' ( t ( x cr j o  = f-'C cxc)°)c

Άλλα, δυνάμει nic CiO, ισχύει

f - 'C(xe)°) s  f - ’ c x cr  =  [ r w r
και' επόμενός _____

f - * ( X ) E  Ctf-'CX)e ] ° ) C =  f _,CX)

( i i i )  -> C 0 . Ύποθετομευ ότι ίβχάει n (CiO καί Θεωρού μεν τυχόν ύποβον- 

σλον Ζ  τού Ε , . ’ Επειδή f ( Z ) £  Ε2> δυνοψα Trie (UD. έχομεν

f-’Cf g f-1 Cffz ) )
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οποτε Άαμβαυομεν

f  c z y s  f  C T O c z T ) )  a  f  ( Γ 1 C f T z j ) )  a  r c z )

'Άρα, δυνάμει rnc  ττροηγουμενηο* άβκησεως 3, ή f  βυνεχπc.

5. Δείξατε ότι, au Α,Β είναι τυχόντα μό κενά ύποβονολα ενάτ με­

τρικού χοίρου με _ Λ _ , , „ -
Α Π Β = 0  =  Α Π Β

τότε υ π ά ρ χο υ ν  ττερ ιο χα ι 11(A) και 0 ( B )  το ια υ τα ι, ω β τε

U ( A ) n U ( B ) « < Z $

’Em* πλέον α ί  ττεριοχαι αύται δυναται νά υποτεθούν  και cxvoiktoi.

Λ υβια . ‘Υχοθέτομεν σ π  τ α  Α,Β είναι υποσύνολα τοϋ μετρικού χώρου 

( E , p )  καί θεωροϋμεν τ ά  βυνολα

υ (Α )= {χεΕ  : ρ (χ ,Α )-ιρ ('χ ,Β )} και U (B )- |χ«Ε  ·· ρ(χ,Β)-=;ρ(χ)Α)|

» V ι - » ’δια τ α  οποία προφανώς- ισχύει

U ( A ) n U C B ) =

’Αρκεί λοιπόν νά άείξωμευ οτ< to σύνολα UCA) καί 13 CB) είναι ανοικτά και

τοιαύτα, ώστε ,
ASilKA) και Β £  U (Β)

Λόγω Trie βυμμετρίαο των υποθέσεων δυνάμεθα νά περιορισθώμεν €ι<γτό συν- 

ολον IJCA). Ουτω θεωροόμεν τυχόν 'xclTCA) και θετά μ ευ

Γ — γ  (ρ Γ χ ,Β ) -ρ (χ .Α ·) )  »  0

οπότε διά κάθε yeBex, τ') exopev

και
I P ( x , A ) - p ( y , A -) I ^  p C x . y ' i - s r  

f p ( x / B ) - p ( y ,  B ) [ ^  p ( x . y )  -sir

και' επομένως
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ρ fy,  A)-«i p(x,  Λ) + Γ — γ  ( p ( x . A )  + p ( x , B ) ) - p ( * . B ) - r - i pCtJ.B'>

δηλαδή ycUCAVOaTf έδοχθη οτι Β (χ ,γ ) &, UCA) , όηίαόη οπτό συνολον 

UCA} είναι περιοχή του σημείου χ. Άρα to 1/(4) βίναι ανοιχτόν cuvoW Tfcloc, 
προς οηοόαξιν trie AEU(A} παρατηροΰμεν ori, επειδή ΑΠΒ - Φ % δυνάμει 

της άσκήσεως 11 τή<τ προηγούμενης όμαόος 2, δια κάθε xcA βχομεν

TCA —» ρ ( χ , Α )  — 0 καί χ*έΒ = ^ ρ ( χ . Α } * 0  καί ρ ( χ , Β ) * 0

—--► pCx, A ) - i  ρ Cx, Β) = >  x c lf ( A )

6 .'Εβττιώαν Ε^Ε* μετρηοοί χώροι και τυχούσα συνάρτησις^Ε,»-» Ε,. 

CW f καλείται ανοικτή τότε και μονον τότε, civ δια κάθε ανοικτού έν Ε, σύν­
ολα/ Α, το συνολον -f(A) είναι ανοικτού έν Ε*.‘Ομοίως, ή f καλείται κλει­

στή τότε καί μονον τοτχ, αν δια κάθε κλειστόν έν Ει συνολον Κ,τοβίη/· 
ολον f (K ) είναι κλειστόν έν Ε*. Δείξατε στι αί προβολαί evoc καρτεσιανού 

μετρικού χώρου είναι ανοικτοί συναρτήσεις, ένώ αυτοί δεν είναι, ένγή/α, 

καί κλεισται.
Λ ΰσ ις . 'Έστχνοαν ( Ε, ρ') ό καρτεσιανός χώρος τών μετρικών χώρων 

CEj.P iX  t -  1,2,··-j τη καί Pt ·. Ε»->Εί ri i - προβολή αυτού. θεωροΰμεντώρα 

εν ανοικτού υποσύνολου A tou Ε και τυχόν σημεϊον ueP, ( Α). Λαμβανομεν 

εν χεΑ με υ « Ρ · Cx) καί παρατηρούμε̂  ότι υπάρχει σφαιρική περιοχή 

Β Cx, γ ) τοιαυτη, ώστε να ισχυη
Β Cx, r )  Ε Α

Διά τυχσν σημείου u eB C u .r) θεωρούμεν το σημεΐον yeE,onou

FJ Cy) — «  καί C Vj^  0  f3Cy)=1JCx)

δηστε ισχύει

p C * .\0  =  Pt ( P t ( * ) > pi ( H) )  = » ^ f u , u ) - £ r

όηλαόή y e B f x ,  r ) .  τούτο βημσινει ore

B C u ,r)i F>(B(x,r)) £ Pf CA)

δηλαδή o n  to (3(A) aval περιοχή τού βημειοο υ . Ά ρα  to βΰναλον Pt (A) r i -
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ναι ανοικτού καί επομέναχτ, επειδή td  A είναι τυχόν ανοικτόν υποσύνολου τού 

Ε, V ΐ-προβολή Pt (  [ =  1,2, · · - , rrO του καρτεσιανού χώρου Ε είναι ανοικτή 

συναρτησια.

TeAoc παρατηρούμε^ ότι qctov καρτεσιανόν μετρικόν χώροι/ 1R* το 

υηοσόνολον του Κ =  f  ( χ , ^ ύ  : 0 - ^ χ ^ ΐ ]  είναι κλειστόν, ενώ το συνολον 

ρ> ck) =  C 0J] δεν είναι κλειστόν ( σημειωτέον ενταύθα α η τ ό  ROO=[t#+oo) 

είναι κλειστόν συνολον). Τούτο όατοδεικνυει ότι α ί  ττροβολαι evoc καρτε­

σιανού μετρικού χώρου όεν είναι, έν γενει, κλειστοί.

7  'Έστωσαν Ε , ,Εζ  μετρικοί* χάροι καί f-t , 1 = 1 , 2 ,· ·*>τη σ υ νά ρ τη σ ες  

έκ τού Ε, q c t o v E* δια t o c  o n o iac  υ π ά ρ χει κοινή έπεκτασιε. Δείξατε 

ό τ ι, α ν  τα  6υ\*λα  $ ( f ^ , i  =  1,2,···>τη είναι κλειβτόι ( έν  Ε , )  κ α ί α ί 

σ υ ν ά ρ τ η σ ε ς  f j , ί =  1,2, · · \> m είναι όλαι σ υ ν ε χ ε ς , τότε rj ελάχιστη  κοι­

νή «ττόκταβις· αυτών ε ίνα ι επίσης* συνεχήα βονάρτησ ι^ .

AuaiC. θεωρού μεν την ελαχιστην κοινήν έηεκταειν F =  U^. των 

συναρτήσεων £· i =  1,2,· ··, τη καί τιαρατηρουμεν όη δια τυχόν υποσύνολα/ 

X του Ε δ ίβχυει

F '1 c x )  =  u  r ^ c x )
i=1 11

ΤΤράγματι'

x e F - ' C X ) ^  ( 3 i j e X )  y =  FCx) ·*=“*> C H y e X K ^ O  y - f j C x )

«-*· C3 0  C 3  y e X ) ij =  f ; Cx) <*=*· C 3 0  x * fi''C X ) 

*=* x e  G f - 1 (X )1=1 Ί
Ειδικώτδιά X=E2 λαμβανομεν

m
# cf) -  u  s r c f i )

i=t

καί επομεναχτ to ττεδίον ορισμού 2TCF) τής F είναι έπίσηΓ κλειστόν (εν Ε,) 

συνολον.

"ίώρα, αν Κ^ναι τυχόν κλειστόν υποσυνολον τού Ε 2, τότε τό συνολον

F - « ( K ) -  U XTCX)
i=1 11

είναι kAciotov (εν Ε,). ΤΓραγματι* έκαστον συνολον f.^O C) είναι κλειστόν

4
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εν Ε , ,  δώτι τούτο, 'λόγω τή ο  eovexciac titc  f i (  είχαι kV iotcv ev 25 ( f ^

καί t o  25 ( f ; )  etvcau κλειστόν ev E , .

Τβλστ, επειδή  F “’ (1 0  £  25 (F )  και άμφάτερα τ ά  σύνολα F * ’ (K ) ιο ί

3 5 ( Ρ )  είναι κλειστά ( έ ν  Ει"), το  βΰναλον , Ρ ' Ό Ο  θά είναι και κλειστόν 

a / QT ( F ) .  Τούτο π ρ ο φ α ν ο χ : άποδεικνόει την συνέχειαν t r i e βτναρτήβεοχ: F

8. "Εβτβίβαν βίο μετριι«ΧΓ χώρος: (Ε .ρ ) <α*ί εν βημείον α«Ε. Αεΐξατε 

ατι ή βυνάρτηβια f  με f ix )  =  pCx.a") είναι άμοιομόριρωο eovexnc. 
Α ΰβις. Διά τυχόντα x ,y  εν 25(f) — Ε ισχύει

| fCx)-fCy") | — | ρ(χ,α)~ P('j.a') | £  Ρ Ο ^  

καί έπομενωο eic τον άρισμόν me άμαομόρφου euvexei’ac άρ*« νά λά̂ ωμεν δ-ε.

9. ‘Έβτωβαν Et eic μετρικός- x ip o c  καί Ε* etc σταθμητόν δια- 
vu^fJOTtKoc *xipoc. Αειξατε οτ(# αν αι βυναρτηεειο

ρ: Ε| —* 1R κοί ►Ea

είναι φραγμέ ναι και* ομοιομορφακτ συνεχεία, τότε η eovapm eic p*f
, , , » 

είναι e m e n c  ομοιομορφακτ eovexnc.

A i le ic .  'Έβτωσαν N τι στάθμη to6 χώρου Ε* καί Μ „Μ2 θεηκαιρρό. 

γματα τών συναρτήσεων p ,f  άντιβτοίχαχτ, οποτε εχομεν

( Υ χ €25(ρ ') )  | p C x ) | <  Μ,’ καί (V x«35(f)) N ( f C * ) ) * M t

Διά τυχοντο σημεία x .y  εν 25( p f )  *= 2Γ(ρ) (125(f) έχομεν

( p O ( x ) - C p f H y )  -  p ( x ) f c x ) - p C y ) f f y )

=  ρ (x )fc x ) -  p (x )f  (y) + P<*>f cy>-p(y W y )

•  pcx) (fc x )-f(y ))  + Cp(x)“PCŷ f i ^

καί έπομενω α

n ( ( p f ) ( x ) - ( p - T ) C y ) >  | p o O | H f f « - f c y » l P < « - P W | H C M

^  M1N(ftt)-f<y))+«vlP°tV“Pfy)l
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Ά'λλά αί συναρτησεκτ ρ, f  eivai όμοιομορφωα συνεχείς:, δηλαδή διά τυχόν 
υπάρχουν <5, >  0 και δ*>0 τααΰτα , ώστε νά ίσχΰη

( V x , y  ev 25Cp)) p C * . y ) - =  6t J pCx^ — pCvj) | ε

και

C V * , y  έν S C f ) )  p C x . y )  ^ δ 2 N ( f C x ) - f ( y ) ) - * e
%

οπού ρ  είναι τι μετρική τού -χώροο Ε ,. "Αν λάβω μεν λοιπόν δ= ιη ϊπ  { ό , ,δ * ^  

διά κάθε χ , y έν 2J ( p f ) =  2TCP~)η  θά  iexun και'

Ν (C p O O O -f p f  ) ( « ! ) ) -=  Μ,ε+Μ,εβΟΜ,+Μ,ϊε

'Ώ σ τε  έδετχθη ότι

( ν ε > 0 ) ( 3 * δ > 0 )  ( V  x,y έν25(ρί) )  P f x . y ) ·* * = * Ν ((pfXx)-(ppO|))<M,*M,)e 

δηλαδή an η  cuvapm cic f>f είναι ομοιομόρφακτ euvcxnc.

10. ’‘Εβτιυσαν Ε , ,Ε *  μετρικοί χώ ροι κα ί τυχοΰβα  α μ φ ιμ ο  νοσπ μαντοα 

e u v a p m ^ ic  f : Ε.,1—* Ε *. Δ ε ίξ α τε  o n  τ> *f είναι εΤς* ο μ ο ιο μ ο ρ φ ισ μ ζ ^  τ ό ­

τ ε  κ α ί  μόνον τ ο τ ε / ί ι ν  δ ιά  κ ά θ ε  συνολον X μέ Χ Ε Ε ,  ίσχυπ f ( X ) « f f X )  

Awic. ‘Υποθετομεν ότι διά κάθε υποβυνολον X τού Et ισχύει fO X }5* 

f (X )  , οπότε, Άαμ pavovrcc υπ οψιν τά αμφι μονοσήμαντου i f j c f ,  εχομεν

X είναι κλειστόν εν Ε, *=$> X *  Χ<*=> f  (X) =  f  (X) f  CX) =  f  CX)

»  fCX) άναι κλειστόν έν E2

,%Αρα τι συνάρτησιο* f  είναι ε/c ομοιομορφισμός:.

Ά ντιστροφω α, υποθετομεν ότι τί f  είναι aV  ομοιομορφ ισμέ θεω ­

ρού μεν τυχόν υποσύνολου X τού Ε ,,  ο ποτέ βεβαίαχτ το σονολον f (X )  c4 Va( 

κλειστόν καί επομενωο

• j o o  ~ f T x y  s  f o o

Αλλα προφανώς- τί f  είναι συνεχής: καί έπομενακτ, δυνάμει inc άσκησεωα 3, 

ίβ™ει fCX) Ε fQ O
*Αρα f ( X ) - f ( x ) .
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11. ’’Εστοισαν ( Ε , ρ )  ο  καρτεειανός μ ετρ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  τίιν μετρικών 

χώ ρω ν  C E i . p p ,  καί ρ ί ρ ' α ί ε κ τ τ ο  βυνολον Ε ο ρ ισ μ έν η  με­

τρ ικά! υπο τώ ν τύ π ω ν

• m
e u p p ( C x { , y O  και p " C * , 9 ) -

1 t«l
Δ είξατε ο π ο ί  μετρικοί χώροι ( Ε , ρ )  , ( Ε , ρ ' )  καί ( Ε , ρ " )  είναι μεταξύ 

των ( ά ν ά  δ υ ο )  ο μ ο ιομ ορφ ικ ο ί.

Λ ύεις. Αυιαμει lirr  άσκησεως > -me προηγουμενηο όμάδος 2 , α ί  μετρικοί
# · 7 » ' « * ' »  r * · « » « 1 ** *ρ, ρ  και ρ  είναι ανα δυο ισοδύναμοι και επομένως ό ταυτοτικη απεικονι- 

σ ι ς ,  a>c ά π ε ικ ό ν ισ ιο  μεταξύ  των χώρων ( Ε , ρ ) ,  ( Ε , ρ ' )  κσί CE,p") άνά 

δυο θεωρούμενων, είναι εΤς όμοιομορφισμοα

12. "Εστωεαν Ε καί S άντιστο ίχω ς ο ί καρτεσιανοί μετρικοί χώροι 

τώ ν  μ ετρ ικώ ν -χούρων Ε j κ α ί S j , ι »  t,2 ,···, τη. Δ είξα τε  ό τ ι , α ν  δ ια  κάθε 

C =» 1,2, - - - m οι' μ ετρ ικο ί χώροι £ ;  κ α ί S{ είναι ομοιομορφικοί, τότε καίοί 

κ α ρ τεσ ια ν ο ί χώ ρο ι Ε κ α ί S  είναι ε π ίσ η ς  ομοιομορφικοί.

Λ ύε ις .  θεωροϋμεν τακτ ομοιομορφισμοί*? f j τοϋ £L επι too S -t ( ί «  Ι,2,··,Γη) 

καί δ ια  τυχόν χ  «  ( χ  f , x 4, · · - , x m)€.E θετομεν

f  C?0 β  I Cx |) , CX**) , · * * ) f  17) Cx }fi))

ΤΓροφανώς τί f  είναι μ ία  άμφι μονοσήμαντος ευναρτοσ/c  του Ε επί του S και 

μάλιστα δια  τυχόν y *  · · , y m) e S  ισχύει

f a n - ( f . 'W M r ' r y . V  · · · > f ; ‘ ( y m l)

Λογω τηο  συνεχείας τών f· και fj"1 ( ί  — 1,2,· · ·, m ), εύκολος βυναγετυι τώρα 

καί τί συνεχεία ιών συναρτήσεων f  καί -f “Αρα τί σαναρτησις f  είναι ε}ς ομοι­

ομορφ ισμός του Ε ειτί itx5 S.

13. 'Έστωσαν (  Ε ,ρ ) και (Έ ,σ )  ά ντισ το ίχω ς οί καρτεσιανοί μετρικοί χώ­

ροι τώ ν μετρικών χωρών (  Ε ; ^ )  καί C Εί, <*·), ί «  1,2.···,m . Δείξατεδτι, 

αν δ ια  κάβε ( « 1 , 2 , · · · , τη α ί  μετρικά/ ρ £ και σ$ είναι όμοιομόρφως ieodena- 

μ ο ι ,  t o t c  αΓ μετρικοί ρ κ α ί σ  είναι επ ίσ η ς  όμοιομόρφως Uαδύναμοι.
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Ausiq . θεωρού μ εν τυχόντα θετικόν αριθμοί ε και τυκυντα σημεία

y “  CtJf,y2,·■·, ym') έν Ε. Επειδή αΓ μετρικαί ρ. κμ σ* 
είναι ομοιομορφία ίσοόυναμα, τι ταστοτικη συναρτησια του Ε* επί τού εαο* 

του too είναι ομοιομόρφαχτ συνεχηα, cue ouvapmwc τού CEj.p^ em* του 

CEi»<ri)> και π̂ομενακτ υπάρχει 5| >  0 τοιούτον, ώστεδια τυχόντα u,u εν 
να ισχύη

Ρ{(υ ,υ )^ δ ; *=> σ* (u .iO -c  ε 

Έπομενακ:, αν θεσαιμεν δ =■ min {  δ,, δ,, * * , ό m }  , θα έχωμεν

pCx,y)-^<S — » (V O  Pi (x i ,y i) ^ 6 /= ^  (V i)  σ ^ χ ,^ Ο ^ ε :

= >  <s-Cx,y W  \Λη-ε 

"Ωστε έόείχθη ότι

(  V ε  >  0 ) (  3 δ >  0 ) (  V x ,y  έν Ε )  p ( x , y ) - c  δ = * > tfC x .y )^  >/ίπ- ε

το οποίον σημαίνει οτι η ταυτοτικη euvdpmcie τού Ε έπι τού εαυτού του είναι 

ομοιομορφωα συνεχή c cue σοναρτησια του C Ε,ρ') έπίτώ ( Ε, σ'). Ααγα> τής* «υμ- 
μετρίσα τών οποβθεεαχ/, αοτη είναι ομοιομορφαχτ οονεχηο και cue συνάρτη«ι<Γταΰ 
(Ε ,σ ) επί τοο (Ε,ρ). “Αρα α ί  μετρποαι ρ και σ είναι όμαομόρφοχτ ισοδύναμοι.

14. "Εσταισαν Ε,,Ε* μετρικοί χώροι καί τυχαύβα eovdprmcie f : Ε ,-^ Ε * . 

Αείξατε o n  ν  συναρτησιο f  είναι βυνεχπο τότε  καί μονού τ ό τ ε , αν ιϊ βυναρτη- 

etc g · Ε, —* Ε,χ Ε*
gC x ')*  (x ,fC x > )

είναι d c  όμοιομορφισμοο έκ  τού Ε, d c  το  Ε ,χ Ε * .

“Αν ν  f  είναι eovcxnc, είναι τα  ευνολα QF(f) καί f  ομοιομορφικά ; 

Auotg. Κατ’ άρχην παρατηρούμε* ότι η euvdpmcne g είναι αμφιμο'Λοοημαν- 

toc και μάλιστα ν  άντιστροφίχ: τττ g_1 είναι προφαυοχτ ireptopiegoc *πχ* πρωπκ; 
προβολής: τού E,xEa καί επόμενα*: covexnc συνάρτησκτ.

"Αν ο esovapmcie f είναι suvexnc, τότε καί τ> g είναι βεβαίοχτ eovexnc 

και snogevaxr dc ομοιομορφιβμοο έκτου Et ee τό EfxE2.
’Αντίστροφων άν τ? g είναι €ie ορο/ομσρφισμάτ έκτου Et e e  το Ε,χΕί;,ταηε 

αοτη είναι euvexne, όπόττ και τί συναρτησκτ f  ~  FJo g είναι euvexnc/uc βυνθεειο

j
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συνεχών συναρτήσεων

Τέλος , παρατηραΰμεν ότι R (g ) -  f καί όιομεναχ:, αν η f  είναι συνεχής, 
η g είναι ε»<τ ομοιομορφισμός τού 2Tff) eni του f , το οποίον σπμαίνβ οτι *ια 

σύνολα 2TCf) καί f  «να* ομοιομορφικά.

19. "Εστωσαν ρ( καί py μετρικά! etc ίο συνολον Ε. Αείξρτε ότι αι ρι nou 
ρ είναι ισοδύναμοι τότε και μονον τότε, αν το συνολον τών συγκλιναυσών 
ακολουθιών ώς προς* την μετρικήν ρ̂  συμπίπτη με το τοιούτον ώς προς 
την pf.

Λ υ ^ ι^ . Ύπσθέτομεν ότι α ί  μετρ κα ι ρ( και pt είναι ισοδύναμα, όποτε, ά ς  

γνωστόν, οί μετρικοί -χώροι (  Ε,ρ,') καί (Ε ,ρ2). έχουν την αυτήν συλλογήν περι­

οχώ ν. Έπομενοχτ τυχοοσα ακολουθία  έν Ε,τ} οποία συγκλίνει a i r  προς: την μιαν 

μ ετρ ικ ή ν , συγκλίνει κ α ί ως* προς- την άλλην.

’ Ανπστροφοχτ, υπόθετό μεν στι το  συνολον των συγκλι ιουδών ακολουθών a>c 

π ρ ο ς  τη ν  μετρικήν συμπίπτει με το τοιούτον αχτ προς την ρ? καί παρατηραϋ- 

μεν ό τ ι, δια  τοχοΰσαν ακολουθίαν C a„)vcN ^  ^ ισχύει

Ρ Γ ρ^- Ρ/ ττ?αν =  Ρ

Πράγματι · χωριό βλάβην της γενικότητας, ύποθετομεν οτι το Ν είναι το συν 

σλον των περιττών φυσικών αριθμών και θεωρουμεν την ακολουθίαν (βνΧ

όπου

δη λα δή  την ακολουθίαν

Ρν =
a V|νςΝ
t, vc IN- Ν

i  ̂> Ο- 3 , ^5>

”Av υποθέσω μεν ότι p^-Pima*, — Ρ, τότε προφανώς ισχύει και ρ(-Ριιηβν » Ρ ,  

οπότε η ακολουθία ( βν) θα συγκλινη και ώς προς την μετρικήν ρβ. Αλλα διά 

κάθε νεΝ - Η ισχύει βν- £, οπότε βεβαίως Ρ, “ % -  * Ka‘ εόομενωα

ρ -̂ tim βν«  Ε . 'Άρα τί άκολουθα Cav)vcN, ω<τ υ'πακολουθια tnc (βν)* συγκλίνει 

ώς προς* την μετρικήν (ο και μάλιστα ισχύει pt~ Pimav »  Ρ. Αογω τής συμμε­

τρίας τών υποθέσεων  ̂ προκύπτει ότι αν ρχ-  ϊίτπαν =  ^  ίσιε Ισχύει και p-P«maw*P.

Κατόπιν τών ανώτερα), ευκόλως συνάγεται ότι τ> ταυτππκη σονάρτησις
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too E errt του otutoo too είναι euvexne τόσον cue suvaprmsie τοΰ C E >pf) 

επί τοΰ CE,pt) ,  όσον καί cue c o v a p m c ic  του (Ε,ρ^ επί τού ΟΕ,ρ^ . "Apa ητοι)- 
τοτικτ) sovap-mertc τοΰ Ε επί του εαοτοο του είναι θ ς  ομοιομορφισμόν «at επό­

μενα^ αί μετρικά» ρ, καί pt είναι Αδύναμοι.

16. " Εοτω εις- μετρικοτ χώρον (  Ε ,ρ ) .  Δ είξα τε  απ α ί μετρικοί <γ  και τ  

α ί  οριζόμενοι υπό w  τύπων

s C x . y ' J - T m n f p C K . y ' J . l }  κ α ί  r C x . y ' )  *  T * >p c x y ' )

είναι ισοδύναμοι irpoe  την ρ  (  ά ρ α  και μ ε τ α ξ ο τ ω ν ) .

Λυσιν. θεωροΰμεν τυχοΰσαν ακολουθίαν (av)vcN έν Ε και ιταρατηρουμεν 

ότι δια τυχόντα σημεία x,y έν Ε ισχύει

o-CX'ij')^ pO ,y ) καί TCx,y)^pCM )

(Ο "Αν PcE, τότε εχομεν

ρ- 9ίτηαν = Ρ =Φ  Pimp(av,t)«= 0 Ρίττ)ε(αν.Ρ)=»0

Άλλα καί ανπστρόφωα

σ'-Ρίτηαν β ? — Φ <5r(aVfP)

ε -  Pirnα ν =  Ρ

1 τελικόν όί oAouc τουν δείκταν veN

= Φ  ρ (α ν,Ρ) σ (αν,Ρ) τελικοί δί oAcxxr tooc δείκταν vcM 

— Φ PimpCay,?) =* Ρ π η σ (α ν ,Ρ )~ 0

— * p -  9imav= Ρ

”Apa, δυνάμει xnc τιροηγουμενην ασκήσεων Ι5, α ί μετρικοί σ' καί ρ avau 

ισοδύναμοι.

CU) ‘Ομοίαχτ εχομεν

ρ-Ρίτηαν — Ρ τ-? ίτηαν·“ 9
καί αντιστρόφων

T-Pimav- t —+► Ρ·π) τ  f a v,B)“  0

— ► Pirop(av,P) — Pim
= Φ  p - 9 im a v « 6

t CQvJ )
ΐ-τ(αι,,0*) 0
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δύναμοι.

17. 'Έβιχοβαν |3/ (β  1,2,·*·> m ισοδύναμοι Cάνά δυο) μετρικοί είςτο 
σύνολον Ε. Δείξατε άπ τ> eavapmoic ρ τι opiCbpcvn υπάτου τυπου

p C x ,v )-««p p i fx,y)

είναι μια μετρική dc το Ε ισοδύναμος- rrpoc τας- ρ4, ι ·  1 ,2 , ···,«/
Λυβις. Κατ’ αρχήν τι βυυάρτησις ρ είναι μία μετρική eicio Ε, διότι διά 

τυχόντα χ , y ,z  εν Ε ισχύουν :

ί· pCx,t/)»0 (Vi)p£Cx,y) * 0  x « j j  

καί
2. ρCx,y')*= sap (5 Cx.y) =  sup ((i(x,z)+p(cy,z))

«  s u p p  CX, z ) +  su p  R (  y, z ) =  P Cx.z)+pCy ,z )
i L l »

'Ακολούθως* θεωρού μεν τυχούσαν ακολουθίαν (αν)νβΝ καί ιιαρατηρουμεν οτι 

άκατό τυχόντα σημεΓα x,y έν Ε ισχύει

ρ Cx.y) *  p c x .y ) καί p c x .y )^  i . p C x , y )
1 · j - i J

'Επομένως αν feE, εχομευ

p- Pimav =  Ρ p(-  hm  α υ=  6

και' άντιστροφωο, επειδή α ί μετρικαι ρ ,  j  «*1,2,··ο m είναι ισοδύναμοι, 

ρ — Ρίτηαν= Ρ ■ ;■■) (Vj) (D -8im av =  t  =5» (.V j) Ρππ^(^αν,Ρ) *=0

m ·
— » jl(D C o v>8) = 0  PimpCav>t ) s = 0

——* p ~  Ρίηταυ«  l

’Άρα, δυνάμει της* ασκήσεων* 15, αί μετρικά! ρ καί pt είναι ισοδύναμοι καί μάλι­

στα δια κάθε i ■■ 1*2,···, τη .
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18. "ΕΞοτωβαν pt και ρ μετρικοί sic *τό aivoAov Ε τοιαύται, ώστε 

( Vx . y  έν Ε )  pfC*,\0 ^P t Cx,y^)

Δείξατε ότι ν  μετρική ρ% είναι ισοδυναμώ JTpocrnv pt τότε καί μόνον 

τότε, αν αυτή είναι euvexnc* βαναρτηβια C ώο τιρός* την μετρικήν την 
είοαγομενην εις* τον καρτεσιανόν χώρον ΕχΕ δια της· p ^ . ’Em πλέον δείξα­
τε ότι efc ένα μετρικόν χώρον C Ε,ρ) κοι δ,σ τνκοόβαν συνεχή έπι τχχ) Ε 

πραγματικήν βυναρτησιν f , όρίοεται μια ieoSwapoc προοτην ρ μετρική σ 

tie τό Ε δια τού τόπου

<r(x,y) *  J f Cx^-fCv'ihpCx.ij)

Λόσιο. ‘Υποθετομεν ότι τί μετρική είναι συνεχής* συναρτηστο, οκ* προς την 

μετρικήν τπν είσαγομένην εις* τον καρτεσιανόν χώρον Ε2 δια τήτ p(f και θεωρού* 

μεν τυχοοοαν ακολουθίαν ( α ν) ν*μ έν Ε .’Άν ΡσΕ , εχομεν

ρ> — Ρίτηαν =  Ρ = >  Ρίιη ρ ^ α » ,? )  =* f>(pt-P im a v,£ )  — ρχ(Μ )**0  

“=-» ρ5~ ?ι>παυ = Ρ
καί αντιστροφακτ

ρα- Ρ ί τ η α ν ~ Ρ  —+ pf-P irn a v =  t  

ώς: προκύπτει άμέσακ* έκ της:

( V x .vj έν Ε ) pCx.vO^ P^C*,^

‘Αρα, δυνάμει τής* άσκπσεακτ 15, α* μετρικαι ρ και είναι ισοδύναμοι.
'Αντιστρόφου, υαοθετομεν σπ αί μετρικαι pf καί ρ7 είναι ισοδύναμοι και 

θε<υροϋμεν τοχοοσαν σογκλινουσαν ακολουθίαν Cx«,yv\  νσΝ έν'Ε ως προς την 

μετρικήν τού καρτεσιανού χώρου Ε* την είσαγομένην όια τήςρ,. θέτομεν

pt -  Pimxv= α  καί ρ> -Pimyv«  p

οπότε, επειδή αί μετρικαι ρ> καί είναι ισοδύναμοι, εχομεν και

ρ^-Ρίτηχν=α καί pf-  £«my ν = Ρ

'Επειδή, ώς ευκόλως* συνάγεται, δια κάθε νεΝ ισχύει

Ip.cx^Vp.Ca.p) | s= Ρ,Οχν,α') +ptCVv.p)
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θα έχαμεν 

δηλαδη

Ptmfsfxv.y,·) „  ρ> (p  -fiim-Xv ,pf-  IVm yw)

Touto άκοιβάχ: σημαίνει ότι τί μετρική pt είναι ouvexnc βυναρτησια coc Trpoc 
τήν μετρικήν τήν eieayopeynv ®ς· τον καρτεσιανόν χώρον Ε* διά trie ρΓ 

TeAoc,η βυνάρτησιο σ είναι μια μετρική ricTD Ε, διότι δια κάθε %, 
y ,z  έν Ε ισχύουν :

1. 6 (x ,i f ) - 0  | f  cx>fcy)| =  0 καί p (x ,y )~ 0  «-► x«y 
καί

2. e(x.tj) =  I f c x ) - f ( y ) |  +·p c x , y)  =  | ( f c x ) - ffo)-*-( f 0 0 - fey)) |+p(x,y)

^  Ifcx^-iC z)! + if iz )-f (y )| + p (x ,z )+ p e y ^ z " )

-  ( IfO 0 -fc z )I  + P ίχ,ζ·)) + (If (V )- f ( z)I + P( y,z·))

=  β ( χ , ζ · ) +  ® ( y , z · )

ΤΤαρατηροΰμεν έπίσηο cm

( V x,y έν E )  pCx,y) ύ
κ ά ί επ ί πλέον ότι ττ σ είναι βυνεχπο cuvaprrnsic ώ ς trp o c  την μετρικήν 

την είσαγομβνην e ic  τον , καρτεσιανόν χώρον Ε2 δια τής- ρ > διότι διά τ ϋ -  

χ ο υ σ α ν  σογ κή ίναυσαν ακολουθίαν ( χ ν,γ, /) Ε, 2χομεν

it τη 6 Cxv.yv*) =* ,̂rn I f Cxv) -  f  (\fv) | + Pi™ p (Xv,yv)

«■ | PimfCXv)-P i rn f (y v) |  + Bim p  ( x v, y v)

*  | f  C p -  f i m x v ) -  f ( p - l i m  y „ )  | + p ( p - f i m  x v, p - i i m y v)

■ * <5* C p -£ im x v> p - ?i7nyv')

‘Enopevo>c, δυνάμει τών aveurepo) σιποδειχθενταον, αί μετρικοί ρ καί σ είναι 

ισοδύναμοι.
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1 Δείξατε ότι, αν ό καρτεσιανοί? μετρικός* xoapoc Ε των μετρικών 

xouptov E t, i =  1,2, ·*>τη είναι πλήρηα, τότε οί χώροι Ε ^,ί*  1,2,·· ·,τη άναι 

επίσης jrAripeic.

Λυσις ΓΕστωσαν έν ώρισμένον σημείον C*= Cct,c ,,···,€„,)ε Ε  καί τυχοΰδα 

βασική ακολουθία C<3v) VcN εν Ε ι» όιιου i είναι εις* τυχών, αλλ* ώρισμέναα δείκτης 

έν { 1,2,··\,τη} . θέτομεν

β ν  ®* C  β | ν  > β ί ν  > * *' > β * τ » ν )
ο π ο ύ

Pjv =
α ν, αν j =  i

C j ,  a v j ^ i

καί παρατηροΰμεν ση ή Cpv\ cN είναι μία βασική ακολουθία έν Ε . Άρα , λογω 

τής* πληροτητοα του καρτεσιανού χώρου Ε, τ? ακολουθία (βν)ν«Ν είναι συγκλί- 

νοοσα έν Ε και έπομέναχ: 7? C βίν)ν€Ν > ^ηλαδη ό ακολουθία (αν)ν€Ν, είναι συγ- 

κλίνουσα έν Ε(. Τούτο άποόεικνυει την .πληρότητα τού χώρου Ej και ραλίστα 

δια κάθε i =

2. Οί μετρικοί χώροι Ε, και Ε* καλούνται ομοιομορφοκτ ισοδύναμοι 

τότε καί μόνον τό τε , αν υηα ρχη  μία άμφιμονοσήμαντοο απεικόνισή f  τού 

Ε , επ ί τού Ε» τοιαστη, ώσττ τόσον α υ τή , όσον και τί α ν τ ίσ τρ ο φ ά  ττχ; f “ 

ναι είναι όμοιομόρφως* eovcxcic σ ο να ρ τή σ ε ια . Δ είξατε ό τ ι :
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fa) ”Αν pf και* ps είναι ομοιομορφως* ίβοδύναμοι μετρικοί cv Ε, τόποι 
μετρικοί χώροι (E.p/) καί C ^pt") «ναι ομοωμόρφαο ίεοδόνομοι.

(f )  ”Av E, και Ea είναι ομοιομόρφους: ισοδύναμοι μετρικοί χώροι, τόπ ίεχύει

Ε, είναι πληρτνςσ-Φ Et είναι ηληρηο

λύσιρ. (&) ‘Ειτειδη αί μετρικοί pf και pt είναι όμοιομορφβχτ ίβοδυιαμοι, η 
ταυτοτικη σονάρτησκ: *ηού Ε επί τού βαυτοΰ του είναι όμοιο μόρφαχ: συνεχτκ τόσον 

aic συνάρτησκτ τού (Ε,ρ,) έπτ τού (Ε,ρ,\ όσον καί ic  σονάρτηβις- τού CE,?/) 

επί τού C E,pty  Τούτο άκριβάχτ άποδεικνύει οτι οί μετρικοί χώροι ( Β,ρ  ̂και (Ερέ) 

είναι όμοιομορφαχτ ίβοδύναμοι, διότι τ} ταυτσπκή συναρτησκ: βομπιτπτι με nW αντί- ' 

βτροφόν me.

(p) ’Έστωσαν pf,pa αί μετρικοί ιών χώρων Ε,,Ε, άντιοτοίχακ: και f  μια άμ.

<ρι μονοσήμαντος- άττει κονισκτ to o  Ef επι του Ε« τοιαοτη, ώστε ττοσον αιττη, οσον 

καί ό αντίexpcxpac me «f-* να είναι όμοιομορφαχτ συνεχείς- euwapmseic. Ύποθε- 
τομεν ότι ό μετρικόν χώρος· Et «ϊναι πληρπτ καί θεωρσύμεν τυχούσαν βασικήν

ακολουθίαν (α„)ν«Ν έν Ε*.
'*Αν ε είναι τυχών θετικότ αριθμός-, τότε, λόγω nic ομοιομόρφου σονεχααο 

τής* fr1. υπάρχει δ>0 τοίούτον, ώστε <5ιά κάθε x,y έν Ε2 να ιβχυη

P . i x .U ) - 1 δ  = -  P . C f ^ O .

Άλλα τί ακολουθία 03ν)νβΜ βαο,κ” και ο̂μενακτ υπάρχει neJR τοιούτον, ά­

στε δια κάθε μ,ν έν Ν μέ μ > Τ) κα ί ν > η  ναι ίσχυη

ρ,(αμ,αν)-=ι δ καί επομένου ρ( (Γ'(αμ·), f - ’Ca»)) ε

"Οστε έδείχθη ότι

C V ε >0 )(3 rteXlX V μ,ν tv Ν) μ > η καί ν =-η — -*. Ρ) ^ -'(α μ). f  (α,)) -ί ε

δηλαδή οτι τί ακολουθία Cf'Vav) ) vcN είναι βαβικό ακολουθία έν Ε, καί έπομενοχ:, 

έπειόή ο χώροτ Ε, είναι rrAnpnc, αυτή είναι βυγκλίνοοβα έν Ε,. 

θετομεν τώρα
Pimf-' fav) -  ί

οπότε, λόγω rnc eovexeiac τήτ f , λαμβάνομεν
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fimf C f’ca.)) = f  (eimf-’Ca,)) * ffP)

’Αλλα,λογω too άμφι μονοσήμαντου τής* f , διά κάθε vcN ισχύει

av = f  ('f'Vav))

και εηομενως
Pimav a* f(P)

"Apo, κάθε βασική ακολουθία έν Ε2 ελαι και συγκλίνουσα.

'Ώστε έδείχθη οτι

Et είναι πλήρης *==Φ Ε2 είναι πλήρης

Το αντίστροφον, δηλαδή ή συνεπαγωγή

Ε* είναι ττληρης ==$> Et είναι πλήρης

είναι προφανές* λογω της συμμετρίας τον υποθέσεων.

3. Δώσατε έν χαράδαγμα  μιας- φθινουετκτ α κολουθ ία ς CK*) μη κενόν 

καί κλειστών συνόλων εις- ένα πλήρη μετρικόν χώρον τοι αυτής, άστε Π Κν =  φ.
ν*ι

Λυσίς. θεωραΰμεν τον μετρικόν χώρον 1R των πραγματικών αριθμών, ό 

οποίος είναι πλήρης. Ώ ς  γνωστόν, κατά την άσκησιν 14. της όμάδος 2,τυχσν 

διάστημα τής· μορφήο .[α,-^σο') είναι κλειστόν έν 1R. Ή  ακολουθία (Κν) ,  ο/ιου

Κ ν =  [ V, +03*)

είναι προφανώς μια φθινουσα ακολουθία κλειστών συνόλων διά την οποίαν ρα­

λίστα ισχύει
η κν =  π  [ ν , + ο ο ) « ^
Vel V=1

4. Δείξατε οτι, άν  f  είναι μία συνεχής* πραγματική συναρτησις ώ ρ ι -
♦ I  I ·  4|

σμενη em τού TR και το ια οτη , ώ στε

( V x , y e v J R )  f C x + y )  =  f C x ) + f C y )  

τότε αατπ δίδεται υπο του τυττου

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ ·. ΑΣΚΗΣΕΙ! ΑΝΑΛΥΣΕΩΣ Γ 6
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fC x ) -  α χ

όπου α  «ναι κατάλληλο? π ρ α γ μ α τ ικ ό ?  α ρ ιθμ ό ?·

Aueic. Καηα ττροπον πορατηραϋμεν ότι διό τυιόνια φοβίαν αριθμόν 3 ί -

6XUCI
f C A x ) - f  [ C 3 - l ) * ] + f ( x ) ,  δηλαδή  f ( * x ) ~ f  [ ( λ - ΐ ) χ ] - f C X )  

και επομενωα

I  t a - o x ] )  -  > < f o o
λ«1

ό/του κ είναι τυχών φυσικόν αριθμός-. Ά λλα  

Σ  ( f C A x ) - f  [ a - O x ] )  =  I f ( A x ) - 21 f  [ ( λ - ΐ ) χ ]  “  fCKx)-ffO)=>f (κ χ -)
λβ| λ=Ι λ«1

όιοτι -f(O) =*f (0+0) — f C 0 ) + f  Co) =s 2 f ( o ) , όπλαδη f ( 0 ) «  0.  Έ πσμάωτ δια κάθε 

πραγματικόν αριθμόν χ  και κάθε φυσικόν αριθμόν κ ισχύει

fCKx) -  Kf(x')

‘0 τύπος- oU7Oc ισχύ® 

όια κ =  0 έχομεν

καί εί<τ την ττερίπτωσιν, όπου ό κ είναι άκεραιοα, Start 

f  (O x )«f(O )* 0  -  Of ex')

ενώ όια κ-= 0 ισχύει -  κ 0 καί έπομενακτ 
%

f(C-K)x) -  C-K>fCx)

οπότε, επειδή

f  C x x H f (C -O x) = f  (K x + C -x )x )-f (o )»o
εχομεν

■f Cxx") = - f  (C -O x)= -C -lO fC x)=K fO O

Κατόπιν τύν άνωτέρο) θεωρούμε τυχόντα ρητόν αριθμόν y, οπότε υπάρχουν 

ακέραιοι μ ,ν  με y =  και ν εΙΝ .’Έχομεν τότε

f W - f ( V - H - ) -  ν | ( 4 - )

καί επομενοκτ

"Ωστε έδείχθη σπ δια κάθε ρητόν αριθμόν y Ισχύει
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f C y ) - a y ,  όπου a = f O )

θκυρούμεν τώρα τυχάπα πραγματικόν αριθμόν x καί τυχοοσαν ακολουθίαν 

ρητών αριθμών Cyv)VCN ^  y ν “  χ , οπότε, λογω τπα sovexeiac τπτ συναρτη-
βεαχτ f , λαμ(3α\ομεν

fCx)=* PimfCyO 3=8 Pim(ayv) = a?imyv= a x

5. Δείξατε οχτ διά  κάθε πραγματικόν αριθμόν

e*  ^  1 + χ

Λυσια. θεςυρουμεν τυχόντα ρητόν αριθμόν y, οπότε υπάρχουν ακέραιοι μ,ν μέ 

yes·— και velN, καί διακρίνομεν τάτ εξής- δυο περιπτώσεκ: ·

TTepinroiGtQ f  \ y ^  Q, δηλαδή μ g  0. θέτομεν

κ = { κ · . ^ ε Ν }

οπότε προφανώς· το Κ είναι έν απέραντον υποσυνολον τού συνόλου Ν τών φυσικών 
αριθμών καί μάλιστα δια κάθε κεΚ Ιβχυει

»̂ y =  < μ και επομέναχτ KycNe

•Άρα

( Ι + Ί τ ) ^  §  i + ( KJ/)~  =  1+1) 

και επειδή, δυνάμει τn r  άσκήσεως: 4 ττκ όμάδοα 1,

λαμβανομεν
1 -f ij

Tfepiirmeic: 2 -, y ^ O ,  δηλαδή μ«^0. θέτομεν 

A «  £71: λ > 0  καί e IN J

ο'πότε προφανώς- το Λ είναι έν άπέραντον υποσυνολον του συνόλου Ν τών φυσ,κών 
αριθμών και μάλιστα διά κάθε λεΛ ισχύει
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-  C^^l) y - καί  έηομένβχ:-(λ+1) y«N

"Αρσ

- c W · -. c ^ r -  ( ^ - 0 - ^

1 \ - * y
T  
a

( 1- χ ί τ ) · {Λ+θ!' » ΐ + [ - α * 0 ϊ ] ( - - 3 π τ ) - ,+ »
καί επειδή 

^αμβανομεν

fim r i  + - L ) ^ « ev
^βΛ Λ

e ^ H - y

‘Ώβτε έδείχθη ότι δια τυχόντα ρητόν αριθμόν y ιβχυει

e y > H-y

και βπομέναχτ, αν δια τυχόντα πραγματικόν . αριθμόν χ  θεωρηοωμεν μιαν 

ακολουθίαν ρητών αριθμώ ν Cyv) VcKi Μ* fiTnyv =  x ,  τότε, λογά) τής- swcxei-
| % I % ·|

α<τ τής- eKQeriKnc euvapmeeoJC e x p ,  θα εχωμεμ

e*-» Pime,,v> Pim Ο+ϋν-) =  1 + Pimyv=H-x

f i , « « · 1
7Γαρατηρησιc. ’Ανωτέρω εχρησιμοποιηθη t? avieomc

( f + 6 )v ^  1 + νδ, όπου veN καί ό >-1

rf οποία συνάγεται ευκόλως” δυνάμει toc με&οδου τής* επαγαγικικ: αποδειξεωα.

6. Δείξατε ότι ίοχυουν οι τύποι :ι

0 α*-# =  -3*-
α»

2)

3) α*= p*foV 4)
„ Ν β ·*  
ioq x «= -r----------

“  . P°gpa

5) α* β β xPoga 6) f t . . .  fo9 *  
°9«* “  Pogoi

Αυβκτ. 1) ’Έχομεν
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α* = a cx-y)-t-y_ καί επομένως α ^ = ·^ -

2) "Εχομεν

* C *και επομένως
N Q* «  poge C - § - y ) = Η τ  + Η ν

Ρο9αγ =  Ν 0χ -  Pogay

οηστε

3) ‘Qc “γνωστόν ίβχυει βΡθ9ρ° — α καί επομένως έχομεν

α *  =  ( β Η * ) χ ~ β Ή α

4) 4 Ως **y να> στον ισχύει α ^ « χ «=* χ καί επομένως έχομεν

fog ρ χ = Pog ρα = (  PogaxXPogpa)

P o g x  =  H l
“  P°9ya

5) ' Εκ t o c  3 δια β =  e  λαμβανομεν

a x= e x«e9ea  = e -*Poga

6) ‘Ομοίως έκ τής 4 δια β = ·e λαμβανομεν

Pog„x = Pogex fogx
iogea Pog a

7  ’Έστωσαν ο ί μετρικά* χάροι ( E , . p f" ) l C*E*, p O  καί τυχούσα euvextic 

ευναρτησις* f ^  Ε , χ Ε ^  Ea το ια υ r n ( ώ σ τε  ν ά  ίσ χ ύ η

(  V t c E ,) (V x ,y  ev E*) p, (fCt.TO.fCt.y))

ό π ο υ  θ  είναι ε ις  ώρισμένος* π ρ α γ μ α τ ικ ό ς -  α ρ ιθ μ ό ς  μ ε θ - = ί .

Δ είξατε  ότ ι ,  α ν  ό χώρος· Ε 2 είναι π λ η ρ η ς  καί φ 0 θ  π α ρ ιε τά  τ ο ,  

δυνάμει τ ή ς  αρχής*  τ ή ς  συστολής*, μ οναδικόν  σημείου α ε Ε 2 δ ια  το  οποίαν 

ισχύει fC t.a ')  <= a , τό τ ε  τί σ α να ρτη σ ις  <ρ * Ε,*—* Ε* είναι σ υ ν εχ ή ς .

Λυσις. θεωρούμεν εν σημείου io^E,, διτοτε, λογ® τής συνεχείας τής συν­
αρτήσεις-β εις το σημείον ( i 0, <ρ(ίο)\ δια κάθε ε >  0 υπάρχει δ*>0 τοιοϋ-

d
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τον, άβτε δια κάθε tfcEjVa tcxun

P , c b - ~ p t O f C W U ) ,  f  c t . . t c o ) )  -  *

καί επόμενα)̂ , επειδή f ( U ,  φ(1·1>) — φ(έβ*), cexuet

P, (M.)-t 6 — * pt (f Ct,»«.V).9(*·">) “ S
θεαιραύμεν τώ ρ α  to β τα θ ερ α / snpeibw α « * φ ( 4 )  ω ί  βφαρμό&μα» TW 

τύπον προεεγγισεαχτ αίπου

Pi C a . x O S - ~ - p aC x ..x . ')

ΓΠρΡλ. « λ ΐδ α  165 τού βιβλία), japam pnew θεωρήμαπχτ 4 .2 .0  δ ό  ν - 0  m i 

χ , -p C to ) ,  όπάττ, επειδή x , « = f C t . O - f ( ί ,φ α .Ο .λαμράνομεν

1 -θ
και επ ο μ ένη

Ρ / ί , Ο - ί δ  — ► Ρ ,ζ - κ η ,φ α ,ν )  s  _ * _ «  _ 1 _ ε
'  1-6 1-θ

u ΟβΤΕ εδείχθπ δπ

f v  . > 0 ) f 3  ί-ο χ νΗ Ε ;) ρ ,α Μ „  5 _  ί0 *(Ο.»(Μ)- 7
θ

δηλαδή άτι ν  euiaprnmc f  είναι «υνεχήα rir- . . . .  . ,e,c σημειον έ©. Αρα, εηαόη το χ«
είναι τυχόν, t) f  είναι συνεχής

■ λ.

-ί; ··

•·νΛ

^  Ο,·, ;.
: t k- * *  - j->

. i ,

. .  v ^ . · .

I ' l
y-l· .

\.y:yyy ys ■ - ·· ■*-. ■ ·.
... - 3 ? ^  ·yyy'i

>■
. ./I··

■ ■ · :· ''··' V·'·’ V

‘ ' - t' ^  y
y::

i :y , y § ! y  1
. 1 . ' ' ' . * ' · · · > .  ; :*-

: y;r-iy^ ,y
a!*·/■ jv■.'·.ytyiyy.yy '^yy.·:>'y.".: ■· A



ΟΜΑΣ 5
ΣΕΛΙΔΕί 192-194

Τ. Δείξατε έτη .αν St ,Sf .·-,SK βναι ευμηαγπ υποσύνολα evoc μετρι­

κόΰ "χώρου, τότε καί τι ενωβο St U SjU··· USK αυτών είναι eupnayec συν- 
ολον.

AoeiC. "Εστω C μία ανοικτή καλυψιο του «χόλου S,U SiU - US^.Tipo^a- 

νώ<τ τ5 C  είναι καλυψιο έκαστου συ κιλού S* και ετιομενοχτ, λόγω τπς* συμηα- 
γστητοc  τού 5 ^  υπάρχει πεπερασμένη ύποκαλυψιο Bj nic C. θεωρουμεν 

τώρα Tac σύλλογός* ® j, ί* 1 ,2, ·,κ  καί τηυ ενυισιν 

αυτών. ΤΓροφανως* *ο συλλογή ® είναι πεπερασμένη και τοκχπιπ ,<νσττ

S , U  S t U - - - U S K£  ©

δηλαδη αυτή  είναι μ ια  πεπερασ μ ένη  ύποκάλυψις* T rie  ΤΞ.

“ Ο σ τε έδείχθη  σπ  δ ια  κ ά θ ε  ανοικτήν καλυψ ιν  C  του  συνόλου 

S,US*U* U S *  υπάρχει μ ία  π επ ερ α σ μ ένη  υηοκάλυψκτ Β  a a m c ,  το  όποι­

ον σημαίνει α η τ ό  σανολον S t U S 2U* * U S K είναι συμικτγεα.

2. Δείξατε σπ κάβε ττεπερασμενον υηοσυνολον cvoc μετρικού 

χώρου είναι συμπαγεα.
Λυσκτ." Εστωσαν Α εν πεπερασ μ ενον  συνολον ενχ*  μετρικού χορού καί 

C  τυχοόσα ά να κ τή  κολυψις- τού συνόλου Α. θβω ρούμεν t o c  συλλοιγοκ:

0CQ =  { X c C  : α ε Χ  } , αεΑ

Λ
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ra i, δυνάμει too άξιώμαπκτ έπιλογιν, μίον βονόρτηβη'

G ·· A - *  C,

TOiournv, ββτε νά ίβχυπ 

Tlpo^avwc ίβχΰει τότε

( V a e A )  G C c O e O £ e  

C V a e A )  a e G C a )

και επ ομ ένω ς·/ αν  θεοω μ ευ "δ =  Κ CCt),  έχομ ευ

A 51) G CcO -=U78
α«Α

Άλλα 7) συλλογή 28 είναι προφανώς* μία πεπερασμένη ύποσυλλογη ττκ C 

και' επομένως πεπερασμένη ύποκαλυψις ποΰτης.

*Ώστε έδείχθη on  δια τυχούσαν ανοικτήν καλυψιν "C τού πεπερασμένου 

συνολου Α υπάρχει μ ία  πεπ ερ α σ μ ένη  ύποκαλυψ ις Β  τ η ς  'C , to όποιονβη. 

μαίνει ότι to Α είναι συμπαγές σύνολον.

3. Δ είξα τε  ό τ ι, α ν  Α ,Β  είναι μη  κενά  κα ι συμπαγή υποσύνολα ενός* 

μετρικού 'χώ ρου , τό τε  ύ π α ρ χο υ ν  α εΑ  και βεΒ  ταιαύτα, ώστε ν α  ίσχοη

p C A ,B )  =  p C a . p )

Έ π ί  πλέον  δ ε ίξ α τ ε  a n

Α Π Β « 0  = ^ ρ ( Α , Β )  5 - 0  

Λυσις*. * Επειδή, έξ ορισμοο,

pCA.B)= inf P (X y )
Cx,y)eAxB

υπάρχει ακολουθία Cx^yvX ν€  ̂ Ax£ τοιαυτή, ώστε

ρ(Α,Β) «  Pimp('Xv,ijv')

Λογω τής· συμηαγότητος τόΟ συνολου Α, ν ακολουθία CXv) v« n , ακο­

λουθία εν Α, εχετ μίαν φυσικήν ιίπακολαιθιαν C*v) Vcm Με

Οίτη Χν = α ,  όπου αεΑ
vrM
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‘Ομοΐακτ, λόγω ττχ· eofjna>omTOC τσϋ βονολίχι Β, τί ακολουθία Cy^veM> <“c'c**00~ 

λοοθια έν Β, έχει μίαν φοβικήν υπακολαυθισν Cyv) vcK· μέ

ϋίκ  =  Ρ . PeB

' Επειδή προφανώς:
film χ ν =  Ρίτπ χ ν =  α.
ν ς Κ  vcM

λογω τη<τ συνεχείας τή<τ άποστασεως Ρ, 6ci εχωμεν

ΡίτηρΓχν,υν) =  ΐιτη pCx»,yv) = Ρ(α,β)
J veK

Τ7ΤΌΙ
ρΟΑ,Β) =  ρΓα,β·)

Φ

Τέλος, εις την περίπτωσήν, ojiou A 0 3 = 0 ,  ισχύει α?^β κα( επομέ­

νως p C a ,p )= »0 ,  ήτοι p C A ,B } ^ 0 .

4 . Δ είξα τε  ό τ ι ,  α ν  A ,3  είναι μη κενά  καί κλειστά υποσύνολα τοΰ 

χ ώ ρ ο υ  IR™ καί to  εν τουλάχιστον β ξ  α υτώ ν είναι φ ρα γμ ένον , τ ό τ ε  υ ­

π ά ρ χ ο υ ν  α εΑ  καί β^Β τ ο ια ύ τ α  , ώ σ τ ε  ν α  ίσ χυ η

pCA,B) =  pCa.  β )

Έττί πλέον δείξατε o n

A n B = 0 —̂ p C  Α,Β) >  0

AuoiC. ‘Υηοθέτυμεν ότι το σύνοδον Α είναι φραγμένον καί θεωροΰμεν μί­

αν σφαιρικήν περιοχήν Β(ΊΓ, r )  τααυτην, ώστε να Ισχύη

A SBC0 , 0  καί B O B C O ,O ^ 0

Ευκόλως συνάγεται τώρα ότι .

ρ C Α,Β) =  ρ C Α,ΒΠΒ ( 0 , Γ-))

•Αλλα to σύνολα Α καί Β η Β (θ ,π ' ) ,  ώ<τ κλειστά καί φραγμένα υποσύνολα 

τοΰ 1R™ είναι συμπαγή καί επομένως, όυναμει τής προηγούμενος άσκήσεως 
3j υπάρχουν σημεία acA καί "βεΒ Π Β (  Ο,γ )  τοιαύτα, ώστε να ισχύη
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pCA,BflBCo,rV)  -  ρ Ca

Έ/τομέναχτ
pfA,B)=pCa/p), όπου acA καί j?cB 

'Επί πλέον, κατά την προηγουμένην ασκησιν 3, iexuei

Α Π B -  φ -*> A η [Β Π Β  C o , r ) ]  -  φ p (  A, B 0 B C o ,r))> 0  «~pCA,B) > 0

5 . “Εστω C  μία συλλογή μη κενών κα ί κλειστών σύνολα* fiVoc μετρι­

κού χώ ρου . Δείξατε ό τ ι ,  α ν  ή  συλλογή ^  είναι γρα μ μ ικώ α  διατεταγμένο  

C* die π ρ ο τ  τρν ο χ έο ιν  του υποσυνόλου )  κ α ί εν τουλάχισ τον  έκ τών συν­

όλων a e r rn e  είναι συμπαγβο, τό τε  ισχύει

H C  Φ ς 6

Λυσκτ. “Εσταισαν C  εν συμπαγές* συνολον έν C  κα ί ν  ouMoyn

ΤΓροφανώα ισχύει

C C C ^ = { X e C  : X S C  }

π  i c c o  =  n c

Έπίβης· tj C C  Ο  αποτελεί μιαν βυλλοχήν ύποβονόλων τοΰ ιΐηοχώραυ C και 

μαλιετα αυτή έχει την ιδιότητα τών πεπερασμένων τομών, δηλαόη δια κάθε πεπε- 

ρασμ^ην υηοσυλλονην ®  aurnc Ισχύει διότι τί τομή 0© συμπίπτει ά*

κριβώσ με το έλαχιστον στοιχείον τής* euMoyric ®·

”Αρα, επειδή ό tinoxcopac C  είναι συμπαγή?, θα ισχυη και

n e c e V t f ,  τίται n c ? M

6. Δείξατε ό τ ι ,  αν S είναι εν μη κενόν καί βυμπαγές· υποσΰνολον ενός 

μετρικού χώρου, τατκ υπάρχουν α  και’ β έν S  τοιαοτα, αβτε να  ϊεχιίη

6 C S " ) =  ρ Ο α ,β ')

’Επί πλέον δε ίξα τε  ότι

<5CS*) =  0 ^  S  ε ίνα ι μογοσταχειακομ

Aucnc. ' Επειδή,εξ ορισμού,

sup ρ (χ ,γ )
C x ,\p e S l
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υπάρχει ακολουθία C xv, y*), veN έν S* τααυτη, ώστε

fim pC*v,|Jt/)

λογω τής- ευμπαγόπνηχ: τού σινολου π ακολουθία CXv)veN, οχ~ ακολου­

θία ev S, εχ« μ «αν φυσικήν υπακολουθιαν Cx Ov<tM μέ

Ρπηχν= α ,  οπού aeS

Όμοίωα κα( η ακολουθία Cyv)vcM, oic ακολουθία εν S. εχα μιαν φοβικήν υπα- 

κολουθ'ιαν C9v)vcir

*'ê Vv.=  ρ, όπου peS
’Επειδή προφανώς:

tin) xv=Pimx„ *  aνβΚ ν νβΜ ν

λογω τπς συνεχείας* τής άηοσιασεαχτ ρ > θα εχωμεν

Ριτη ρ ( χ ν, y / )  m ρ  CΧν> yν') =■ ρ ( α , £ )V β Η
τιτοι

δ(§) «  ρΓα.β')

Τέλος* παρατηροομεν ό η

6CS) =  0 «=> sup DCx,y')= 0 ν (Vx,y  έν S )  p(x,y) =0
(x,y)cS*

(V x ,y  ev S )  x * y  < = *  S  είναι μονοστσιχαακον

7. Δείξατε στι, ά ν  CKv\ €n είναι μία φθίνουβα ακολουθία μπ κενών 

κ α ί κλειστών συνόλων της* oo o iac  ε ίς  τουλάχιστον όρος: είναι συμπαγές: βόν- 

ολον, τότε ισχύει
Π Κν Φ 0

VCN

καί μάλιστα
6 ( 0  Χ ν )  «  Pirn 6  0 * 0ΑΑβΙΙ "

Έπί πλέον δείξατε στι ή τομή Π^Χν είναι μονοστοιχαακον βύνολον 
τότε καί μάναν τότε  ̂ civ ΡίιηδΟΟ ** 0.

Auetg. Κατ’ άρχτιν παρατηροΰμεν ότι δια κάθε vcN ισχύει 

μη Ν^ ν S κ « « »  έηομέυωο δ ί Π ^ )  £  δ (Κ ν)
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Αλλά τι άκαλαφ ο SfK ,) ,  veW όναι φθίνουοα, διότι

V *  ν — ► Ι<Γμ £  Κν _ >  δΟΚμ”) έ  6CK.)

και άιομενοκ- ύπάρχβ τό ΡίτηδΓΚ*), onorc έκομεν

δ ( Π  Κμ)  -  Pirn5CK,), ήτοι δ C Π Κ Λ s  ?ίπδ(Κ ¥)

'Ακολούθως ύποθέτομεν ότι ο ορος* Km είναι συμπαγές* συναλον, oncmt a\otoi 

οροί Vv μέ νεΝ καί ν ^  m , aic κλειστά υποσύνολα rcu συμπαγούς συνόλου Kmt 

είναι συμπαγή σύνολα. '  Επομένως, δυνάμει τής προηγούμενης άοκάβεως 6, διά 

κάθε νεΝ μέ ν 2 s τη ύπαρχουν αν και βν έν Χν μέ

δ(Κ ') «  pfav, βν)

Λογω της συμηαγοτηπχ: τού συνόλου Km, τί ακολουθία CaJ)veHm, οπού 

Nm=*i vcN ! v ^ m } ,  £χει μίαν φυσικήν υηακολουθίαν (αν)νίΜ μέ Ρίτηαν-  Ρα>οποϋ 
Pa€Km.'Επειδή διό κάθε μςΝ to συνολον ΜΠΝμ#οπαο Νμ= £ νεΝ * νδ μ}, είναι 

άπέραντον, προφανώς· ισχύει

Ρίτη α ν — Pim av «  9αν«ΜΠΜ̂ ν«Μ

και* έηομενο&ς, λόγοι τος κΧειατσττπχχ: χοΰ συναλου Χμ και’ τώ γεγονοτoc on ri Cav)iHnN̂  

άναι μια ακολουθία έν Κμ> facKM /Άρα, διά κάθε μεΝ ισχύει Ρα ε Κ Μ ,  ήτοι (aeHJ<v.

“Ωστε έδειχθη οτι υπάρχει μια φυσική ύπακολουθιά Cav)v<M Cav) vcNm

τοιαυτη, ώστε νά ίσχύη

Ριτηαν = Ρ α ι  οπού ΡαεΠΚνν*Μ ν«Μ
"ι

‘Ομοίως άποδεικνύεται on υπάρχει φυσική ύπακολουθιά C?v)veA ακολουθίας 

CpvX̂ M ™αυτη> ώστε νά ίσχυη

Ρίτη βν ~  Ρ« * οπού Ρβ€Π Κν«Λ Γ ρ  ' vcK ν

Ε πειδή  προφ ανώ ς

Ιίτη αν *. Pim αν — Ραν«Λ ν«Μ

λογω τής* συνεχείας τή ς  οιποστασεως ρ , θά εχωμεν
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Pim00Cw") =  PimpCciu.pv') = £ίτη ρ(σν ,βν)~ρ(®α»^)

^ 6 ( n t )ν«Ν
’Άρα ισχύει

δ ( η  Κ\Λ = t im SCK v)veN J

Τέλοα, δυνάμει xnc τιροηγοομεν/κτ άσκησεαχ: 6, έχομεν

δ ( Π Κ ν> 0ν«Ν vy

{ϋτηδ(Κν)=*0

Π^Κν είναι μονοστοιχειακού συναλον

8. Αειξατε ό τ ι ,  αν  S  είναι εν ύποβύνολον evoc μετρικού χώ ρου τοιοο- 

το ν , ώ στε δια  κ ά θ ε  α κολουθία ν  έν S  ν α  ύπαρχη  μ ια  υπακολοοθία  αυτής* 

συγκλίνουσα έν S ,  τότε το  σύνολον S  είναι ευμπαγεο.

Αυβια. ’ ΑρκεΤ να δείξωμεν ότι το συνολον S έχει την Ιδιότητα ΒαΡζαηο- 

W eiers^rass. TTpoc τούτο θεωροϋμεν τυχοΰσαν ακολουθίαν (χ νΧ βΝ εν S και 

παροτηροϋμεν ότι τα σύνολα

T V= { Z 6 S  ·. ρ ( χ ν , ζ ) - ^  } ,  veN

είναι μη κενά. Δυνάμει τού αξιώματος: επιλογής* λαμβανομεν μιαν ακολουθίαν 

CVv)ve  ̂ εν  S  τοισυτην, ώστε δια κάθε νεΝ να ισχυη

y ve T v> δ η λ α δ ή  p C X v > y v ) ^  — \-----
I ν 1 + 1

Δια την ακολουθίαν CVvX cn υπάρχει ύπακαλουθία αυτής* συγκλίνουσα 

εν S  και μαλιστα , χωρίς* βλάβην τής* γενικοτηττχ:^ υποθετομεν ότι η ύπακο- 

λουθια αυτή είναι φυσική ύπακολουθία τής* ( y v) veH, εστρυ ri (\)ν)νβ-Μ· Α.ν 

£ίτηyv =  £ > ό/ιου P e S , εχομεν

ρ ί χ ν , Ρ ) ^  ρ Ο ν , ν ^ + ρ Cyv>P) + p c y v , 0

και* εηομενως:, επειδή

ίΐτη ( — ί— + ρ CUv»0 ^  = ,̂τη vcM V. lvi+1 Η ^ ν' }) νζΜ

Θρ  εχωμεν καί

s
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Pirn ρ  f x y, f )  =  Ο δηλαδή  Pim χ ν =  6
ν«Μ VCM

Τούτο οηναίνει στι τι ό/ιακαλαυθία Qc„)V€M trie Ο ν )νβΝ είναι <suyκΛιvockpc* 

έν S και επομένως- το συνολον Β έχει την ιδιότητα των Bolzano- Weiensinass.

9. 'Έ στω  Ε a c  συμπαγής* μετρικός- χώροα. Δείξατε σ π , ά ν  μ ια  α κ ο ­

λ ο υ θ ία  CXv) v«n Ε έ χ π  εν μοναδικόν βημείον συσσωρευοεακ* ίβ Ε ,τα τε  

ί ί τ η χ ν β  Ρ·

λόβια. θκυροΰμεν τυχοΰσαν υπακαλουθίαν CgH) McM xfic Cx*)veH κσι 

παρατηροόμεν αχι, λόγω της- συμπαγότητος* τού χώρου Ε, ή <uc

ακολουθία εν Ε , εχει μιαν συγκλίνουσαν υπακολουθίαν C^*')*,* . ’ Επειδή ή 

(2κ)κ*ν ε̂ναι προφανώς* υπακολουθ/a τής* CXy)uch . 6α ίσχυη ftinz^— C, 
Scan το f είναι το μοναδικόν σημείον συσσωρευβεως xnc (Xv)V€M.

“Ωστε έδείχθη δτι δια κάθε υπακολουθίαν τής ( x v)vcN unapxs υπα«ο- 
λοϋθία αυτής συγκλίνουσα προς to βημείον £ καί επομεναχτθα ίβ?ώπ iimxv*P.

10. Σ τη ρ ιγμ ένο ι β ις το ν  χαρακτηρισμόν τή ς  συμπαγσττνπχ; ενός- μετρικού 

xoipou X* δια  των η ρο τα α εω ν  ·.

(α) Ό χώρος: X είναι πλήρης* και δλικώο φραγμένος- 

καί

(β )  ‘0  χώρος* X έχε ι τη ν  ιδ ιότητα  των B o lza n o  - W e i e r s l r a s s  

δώσατε α νπσ το ίχω ς- δ ύ ο  α π ο δ ε ίξ ε ις  τ ή ς  κάτωθι πραταβεω ο  ··

“ Εν συμπαγές συνολον, ϋποσύνολον ενός μετρικού χάρου , είναι κλειστόν 

κ α ί φ ραγμένου.

λύσιο/Έστω S έν συμπαγές* υποσύνολου του μετρικού χώρου Ε.

1° άττοδ&ξίο. Το συνολον S, coe συμπαγές-, είναι πλήρες καί ολικός φρα­
γμένου. 'Επειδή έν όλικώς φραγμένου συνόλου είναι καί φραγμένου, αρκεί να δει * 
ξωμευ δη το S είναι κλειστόν, ΤΓρος τούτο θεωρού μεν τυκουοαν ακολουθίαν (χν)νίΗ 
tv  S μέ £imxv — όπου fcE, καί παρατηροΰμεν δτι ailrn ώς συγκλίνουσα (εν 

Ε ) ,  είναι βασική ακολουθία έν Ε. ”Αρα τί CXv) Vcn είναι καί βασική ouccAou- 

θία έν S καί επομένως λόγω τής jiAnpornroc τοΰ δ,αϋτη είναι συγκλίνουσα 
έν S. Τούτο, λόγου τοΰ μονοσήμαντου τής οριακής* ημηο, σημαίνει ότι teS καί *
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αηοδεικυυα την κλειστοτητα του S.

2α arrod&fyc. Το συνολον S , oic συμπαγές, έχει την ιδιότητα των Bofzano- 
Weiersinass. ‘Επομένως, αν θεωρησωμεν τυχοϋσαν ακολουθίαν 0 θ ν<ΓΜ μέ 

Ρΐτηχ„ — δ που PeS, θά υπάρχη μια συγκλίνοοσα έν S υπακολουθία (y^O^n

αυτής διά την οποίαν προφαναχτ θά ίσχυπ Ρίτημμ =  £ , οπότε βεβαίως εχο- 

μεν ieS. "Apa τό συνολον S είναι κλειστόν.

Τέλος, δυνάμει *mc άσκήσεως 6, υπάρχουν α καί β έν S τοιαϋτα, ώστε 

νά ίσχυη
δ (S)* pCcx.p') καί επομένους- <5CS)-s:-*-ao 

το οποίον σημαίνει άη το συνολον S είναι καί φραγμενον.

11. Σ τηριγμένο ι εις* το ν  χαρακτηρισμόν τ ή ς  συμπαγσπττος διά των προ- 

τάσ εω ν (ο )  κα ί C f) ώς* t i c  τη ν  προηγουμένου άσκησιν 10, δώσατε άνοστοι.

xa>c* δυο απόδειξης* τής κάτωθι nparasrojc ·
“ Εν κλειστόν συνολον 3 υποσυνολον ενό ς  συμπαγούς μετρικού χώ ρου ,εί­

ναι σ υ μ π α γεα .

Αύσις/Έστω S εν κλειστόν υποσυνολον τοο συμπαγούς μετρικού χώρουΕ.

1° άrroSei&c. 0 χώρος* Ε, ώς συμπαγής*, είναι ηληρης και ολιτώς* φραγμέ­

νος*. Το συνολον S>, ώς* υποσυνολον τοϋ χώρου Ε, είναι επίσης* ολικώς φρογμενον 

καί έηι πλέον, ώς κλειστόν υποσυνολον του .πληραχτ χώρου Ε , είναι καί .πλή­

ρες. *νΑρα το συνολον S οχ* πλήρες και όλιχώς φραγμένου είναι supnayec.

2α a/700a&c. θεωροΰμεν τυχοϋσαν ακολουθίαν CXv)vcN εν S/0 χώρος Ε, 
ώς συμπαγής, εχει την ιδιότητα των Bolzano- Weierstrass και επομένως υπάρ­

χει ϋΓακολουθία C y p ' ) ^  (*ν)ν€Ν μέ

!im νμ *= ί  , onou feE

'Αλλά η 0\|μ)μ€Μ είναι μία ακολουθία εν S και λόγω της κΑειστότητος τού 
συνόλου S, θά ίσχυη fcS. Τούτο σημαίνει στι το συνολον S ixa την ιδιότητα 

τών Bolzano- Weierslras<v, δηλαόη οτι είναι συμπαγές.

1 2 . Έσηωααν Ει,Ε* μετρικοί χώ ροι καί f :  Ει»—· Ε* τυχουσα σσνεχης 

β ο ν ά ρ τ η σ ις . Σ τηριςάμενο ι ε ις  τον  χαρακτηρισμόν τ η ς  ευμηαγοττπος δια
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I  ρ * * Ψ I

τ ή ς  προτάβεως (β) ώ οειςτην  ασκησιν 10 ανώτερα), δώσατε μιαν σηο- 
δηξιν> τπ<τ κάτωθι 7τροταβεα>ς :

"Αν ό  χ ά ρ ο ς  Ε, είναι σ υ μ π α γ ή ς , τό τε  κ α ι τ δ  πεδ ιον  τιμώ ν τ ή ς  f

eivoi συμπαγές συνολον.
Λυσις. ’Αρκεί να δείξομεν σπ  το  πεδιον τιμών WCf) τής- f  έχει την Ιδιό­

τη τα  των B o lz a n o -  W e ie rs4 ra  s s . TTpoc τούτο θεωρού μεν τυχοόσαν ακολου­

θ ία ν  CVv^veN # C f )  και1 παρστηροΰμεν στι τα  βυνολα

r ’ { { y v } ) . veN

είναι π ρ ο φ α ν ώ ς μη κ ε ν ά . Δυνάμει του α ξ ιώ μ α το ς  ε π ιλ ο γ ή ς  λαμβανομεν 

μ ιαν  α κ ο λο υ θ ία ν  (X v)vtrfg εν Ε, τοιαυτην, ώστε δ ια  κάθε νεΝ να ίσχυη

■Χν*Γ '  C i y v l )  *αί ώτομένως ^ “ fO V )

Aoycu n ig  σ υμ πα γοτη τος το ύ  χώ ρου E t> η ( χ ν)ν^Ν> ώ ο  ακολουθία  εν E fl 

ε χ ε ι μιαν ύπακολουβίσν  ( υ μ')μ<ΓΜ με

Pirn Ρ , οπού ^eEt

‘Η ακολουθία  Γι/μ) μβΜ , ο π ο ύ  ι /μ - { ( α μ\ ,  είναι προφανώ ς μ ια  υπακολου- 

θ ια  της* Cyv) V€N και' μώλιστα αϋτη είναι συγκλίναυβα έν XCf),  διότι,λο- 

γω  m e  συνεχείας Tnc+> ιοχυει

iim  ν μ ■= f  (P)

"Ω σ τε  έδειχθη o n  δια  κάβε ακολουθίαν i y v")vc^ έν R ( f )  υπάρχει 

υπακολουθία ( ι / μ) μβΜ α ήτηο  βογκλιιουσα εν IRCf), δηλαδπ σπ to ττεδίον τ ι ­

μών r n c  f  εχει την  ιδ ιότητα  των B o l z a n o  -  W e ie rs - lra s s .

13. Δ ε ίξ α τε  ο τ ι  e tc  σ υ μ π α γ ή ς  μ ετρ ικ ό ς- χ ώ ρ ο ς  δεν  δοναται να εί - 

να ι ίσ ο μ ε τ ρ ικ ο ς  π ρ ο ς  ένα  γνήσιον  ϋποχώ ρον του.

Λυσις. "Εστωσαν £  εν γνήσιον υποσύνολον του συμπαγούς μετρικού χώ­

ρου Β καί f  μία ιεομεηρια τού Ε επί τοϋ S . ’Επειδή μία ίσομετρία είναι συνε­

χής συναρτησια, τα σύνολον S είναι συμπαγές, δποτε, αν θεωρήσω μεν εν 

σημείον α ε Ε - S ,  δυνάμει της άσκήσεως 3 , θα έχωμεν
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p C a , S ) = r p ( { a ] fS ) ^ 0

ΌρκΓομεν τώρα την ακολουθίαν Cxv)  sic τροπον, a>cmsr 

Χ, - f C a )  και ( ν μ ε Ν ) χ μ+ι = f f x H)

καί παρατηρούμε^ ότι αυτή είναι μία ακολουθία έν S , όησττ δία κάθε φυσι­

κόν αριθμόν ν θά ίσχυη

ρ(α, χν)  2  p C a .S )

’Επειδή ri {είναι ίσομετρία, διά τυχόντα φυσικόν αριθμόν ν θα εχωμεν :

JP ( X,, * ν+0 = Ρ Cf . f 1Cx»-))  = P fa .x*) δ P Ca.S)

pC^ii ^v+2 }  — p Cf ̂ 0 )  f  C^v+i)) — pC^i,^v+0 = pf^j^) 

κάί επαγωγικώς* διά κάθε φυσικόν αριθμόν κ,

P C ^ k , x v+0  S  P C a .S )

'Ώστε έδείχθη ότι δια τυχοντας φυσικούς αριθμούς κ,ν ισχύει

p C x ^>  * v-mO  ~  p C a , S }

τό όποιον αντίκειται εις την συμτταγοτητα too S, διότι ρ(α, S }  > 0  καί 

επομένως ουόεμια υπακολουθία τής Ο θ  δυνατοί νά είναι βαοικπ καί 

κατά μειξονα Λόγον συγκλίνουσα έν S.

14.’‘Eera> μία α νο ικτή  κ ά λ υ ψ ις  A ι ,  i e l  ε ν ό ς  μετρικού χώρου E . E ic  

θετικός- α ρ ιθ μ ό ς  δ καλείται αριθμός* το ύ  L e b e s g u e  τπ<τ καλυψεως Α·ς,. 

i e l  τότε  και' μόνον t o t e  ̂ ά ν  ίσ χυ τ ι

C V x c E ) C 3  i e l }  Β Ο , δ }  S  Αέ

. Λ είπατε ότι δ ιά  κά θε ανοικτήν κάλυψιν ev o c  σύμπαγούς μετρικού 

χώ ρου υπάρχει ε? ς  α ρ ιθ μ ό ς  το ύ  L e b e s g u e .

λύεια.’Έσπυσαν εις συμπαγής μετρικός χώρος Ε  και τυχοοσα ολοικτπ 
κάλυψις Α,,ιε1 αυτού. Ακολούθως, δια κάθε ye£ έκλέγομεν έν ry> 0 τοιαπον,

%

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ ·. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΕΟΣ I  7

>
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ώ στε να ίσχύη
( 3  i d )  Β C y , 2 r y)  S Aj

ΤΓροφανώς- ν οικογένεια yeE αποτελεί μίαν ανοικτήν βάλυφιν

τού χώρου Ε και επομένως-, Λόγω -me συμΓτα̂ όττπυα τού Ε, υπάρχει πεπε­

ρασμένη υποκαλυψκτ BCy^y)/ y^Y nuumc. θέτομεν τώρα

δ  «  m in  r u 
ycY *

ο π ό τε  προφανώς? δ  >■ 0 καί μάλιστα δ ια  τυχόν xcE υπάρχει yeY μέ 

•χεΒ Cy, ^ ) .  Επομένως- εχομεν

Β ( χ , δ )  £. BCy,S + ry)  «  B ( y , 2 r y )

οπότε  υπάρχει δείκτης- ί ε ΐ  μέ

Β < χ δ ) £  B(*y,2ry) c  Aj

Ώ σ τε  έδείχθη δη  δ ιά  τον ανωτέρω ορισθεντα θετικόν αριθμόν δ  ισχύει

( V x c E X 3 i e l )  BCx , 6 ) S  Aj

το οποίον σημαίνει ότι ό δ είναι efc αριθμός* τού Lebesgue τής καλύψει 

Aj , iel too συμπα\οΰα χώρου Ε.

15. Δ ε ίξ α τε  σ π , ά ν  E ^ E a  clvai μετρικοί χώροι κα ί f : Ε ,·-* Ε* τυ - 

χουβα συνάρτησκτ, τό τε  α ί κάτω θι π ρ ο τά σ εις- είναι ισοδύναμοι :

( 0  *Η βυνά ρτη σ ις f  ε ίνα ι σ υ ν ε χ ή ς .

(ί ί )  Διά κ ά θ ε  σόμπαy e c  υποσύνολου S  τού Ef> ο  π ερ ιο ρ ισ μ ό ς  f  JS 

είναι συνεχής* σ υ ν ά ρ τ η σ ή .

Λ ύσ ις. Το δτι C0 ==> Ο Ό  rfvai προφανές. TTpoe άποδειξιν τού αντιστρό­

φου υποθετομεν cm  ισχύει η* πρσ ια σ ις ( ί ί )  και θεωροϋμεν τυχόν σημείον 

χεΕ , καί τυχουσαν ακολουθίαν ( y v)v«w Ε* μέ P<Tnyv=  χ .  τότε τό συν- 

ολον { χ }  U ( y v : v c N j  είναι συμπαγές υποσύνολου τού Ei καί επ ο ­

μένως- ό περιορισμός- f | S  είναι συνεχής? σονάρτησις. 'AWa , προφανοχτ xeS

κοι τί Cyv) v«N άναι μ ία  ακολουθία έν S ,  οπότε-, επειδή t im yv =  x ,  θα 

εχω μεν
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Pirn Cf I S ) Cij,') = Cf IS)Cx), ήτοι ex')

το όποιον κυΐ αττοδεικνυει την συνεχείαν thc  βυναρτησεωα f  eic *ro τυ­

χόν σημείου xeE,, δηλαδή την jrpOTa<sTu ( ί ").

16. Στηριξομευοι ei<r την προηγουμένην άσκησιν 1?, δείξατε ότι 
τί λογαριθμική συναρτησιο Poga είναι ouvexric.

Λυσις.’Έστω S τυχόν συμπαγές* συνολον μέ S ^  S C ^ g ^ . Το βυνολον 
S, ώς- συμτταγές* ύηοσυνολον τοΟ 1R, έχει μεγίστου και ελάχιστου στοιχεΓον, 

όττοτε εχομεν S = [ γ , , γ , Ι ,  όπου

= τηιη S και γ2= maxS

θετομεν τώρα

β, -  ">·η { PogaY, - p°gav 2} *αί β*= max{ Pog0.v,)PogaYi }

και τταρατηραυμεν οτι τί εκθετική συναρτησκτ exp>̂  είναι συνεχής·* em ταϋ 

διαστήματος- [β τ ,β ι ΐ , τ ό  οποίου, ώτ κλειστόν και φραγμένου υποσύνολου 

γοο 1R, είναι συμπαγές- συνολον. ’Άρα τ> suvapmenc Poga , °*τ Qvnerpo<poc 
συναρτησκ- τή<τ expa , είναι επίσης· suvrxnc έπι τού συνόλου [γ,.γ,ΙΠ^ΟΡος^, 

διότι, λόγω του μονοτονου τήc συι/αρτησεως- exp^, ισχύει

exPaC[ Ρ , Ρ , Ι Μ υ , υ, Ι ^ οΘο)

"Αρα. έπειόιΐ S § [ y , . y j  0 25CPoga~), ο ττφίοριβμόο PogJ S eivai suuexnc 
συναρτησις· καί εηομόιαχτ, δυνάμει Trie προηγούμενης- όχσκησεακ- 15, τί λογα­

ριθμική συναρτησκτ Poge είναι συνεχής·.

17 Δείξατε ότι εν υποσύνολου ένοτ σταθμητού διανυσματικοο χώροι) 

πεπερασμένης* διαστπόσεως* είναι συμπαγές* τότε και μονού τότε,αν είναι 

κλειστού και φραγμένου.
Λυσκτ.'Έεττυσαν CE,N> eic σταθμητός* διανοσμαηκατ χώρος- διαστό- 

σεοκτ τη καί { β,,β,,·■ · , Pm} μία βασις* αυτού. ΤΤροφανάχτ, τυχόν xeE δύνα-
\ * \ „ I _ ' * · * I *ται να γραφή warn ενα και μοναδικόν τροπον υηο την μορφήν

“X “* *Χ| βι + Χ8β2 + * ‘ ‘*’ **τηβτη
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όπου χ , .χ , , · · · ,  Xm πραγματικοί αριθμοί. θετομκν χ - Cx,,x„-»x*i) «αί όρί- 
ζομεν την βυνόρτηβιν f  ·· Ε ►—» IRm με

η οποία
■f ex') -  x

προςανόκτ «ναι άμφιμονοβήμαντοα. ΕόκόλωΓ βυνάγεται on διά τού τύ­
που

t i r C x ) m  N C f ’f x ) )

opicrroi μία βτάθμη etc τον χώρον 1Rm, η' οποία βεβαίακ: είναι ιβοδΰναμοιτ 

ττρός· την εΰκλείόειον τοιαοτην.

θεωροΰμεν τάρα τυχόν κλειβτόν και ψραγμενον ύποβυνολον S τού 

χώρου Ε καΓ παρατηρούμεν ότι τό βΰνσλον fCS") είναι eni’enc φραγμό**» 

<ΰ<Γ ύποοάνοΑον του χάρου ( 1R™ Ν,ρ) και επομεναο και ώα ΰποβουαλον 

τού εύκλειδείου χώρου Π?”*, λογω τή<τ ίβοδοναμιαο τής- προττπν εΰ&ΐεί- 
δειον στάθμην , θα δείξωμεν τώρα ότι to βΰνολον f(S ) είναι καί κλειστόν 

ύποβυνολον τοό ώκλειδείου χώρου !Rm. ΤΤρότ τούτο θεωρούμεν τυ Κούβαν 
ακολουθίαν fify) ueN ev f (S ) με Bimyv =  χ,  οπού xeR"] οπότε εχομεν

fi.tnyv =  x « ^  Nf -f/myv=  χ —<► PimNf fyv- x ) =  0

—» iim N C f'’(yv- x ) )  = 0 =*» lim N C f 'c y ^ - f '’( x ) ) - 0  

N -Pim f-'cyv) - f - V x )

’Αλλά rj f -1Cyv), veN είναι ακολουθία ev S και, λόγω τήα κλειβτότητοοτώS,

θα έχωμεν
I

Ν -  « t n f - ’ C f o - r Y * )  “ ** f-Y x )€ S  =*» x cf(S )  

οπότε λαμβάνομεν
• Pirn y*„= x —*·· x^fC S )

“Ωστε τά βΰναλον f  CS) είναι κλειστόν και φραγμενον υποσύνολου τοό εύκΛαδα- 
ου χώρου 1Rm καί εηομένακτ συμπαγκτ. Άλλα

S - f - ’ C f c s ) )

fccti έπομεναίο* το S, cic συνεχής* είκών του συμπαγούς* συνόλου f f § \  είναι 
συμπαγές- συναλον, ύποσυναλον του χώρου Ε .
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'Ώβτε έδειχθη σπ κάθε κλειστόν και' φραγμενον ΰποβυνολον έ\άτ στάθμη- 
τοΰ διανυσμστικού χώρου πεπερασμένης διαστασεως είναι συμπαγές. Το αντί - 
στροφον είναι προφανές, διότι, ώς γνωσττχ;, τυχόν συμπαγές vm&M&w evoc 
μετρικού χώρου είναι κλειστόν και φραγμενον συνολον.

18. Etc μετρικός* χώρος- καλείται τοττίκάχΓ βομηαγης τότε και μονοί; τό­
τε, αν δια κάθε σημείου του νηαρχπ μία συμπαγής περιοχή αίτιου.

Δείξατε ότι ό καρτεσιανός- μετρικός* χώρος* Ε τών tottucoic συμπογον 
μετρικών χώροον Ε{, ί = 1,2,— , m civai επίσης τοπικώς συμπαγής.

Λυσ/c. θεωρούμεν τυχόν σημείου χ =  (χ,,χ*,·-\>χτrOeE.’Επειδή Χ*€E-t 

( ί  -  1,2/·-jin') β και έκαστος- χώρος Ε* aval τοπικώς συμπαγής, unqpxei συμ­

παγής περιοχή U C O  τού σημείου x L. Επίσης το ouvcAou

LTCx*) «  T/CxO x lTCx2) x x UCXm)

άποττελεί μίαν περιοχήν τού σημείου χ , ν οποία είναι καί συμπαγής, ώς καρ­

τεσιανόν γινομένου συμπαγών συνόλων.

19. Δείξατε ότι efc σταθμητός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης 

διασπώσεαχτ είναι τσηικώς συμπαγής.

Λυσια.'Έσπυσαν Ε υΥ σταθμητός διανυσματικός χώρος* πεπερασμένης 

διαστασεαχτ καί χ τυχόν σημείου αάτοϋ. ’ Επειδή τυχούσα κλειστή σφαιρική 

περιοχή CCx,r) είναι κλειστόν καί φραγμένοι; συνολον, δυνάμει της άσκη- 
σεαχτ 17, τί περιοχή ΟΓχ,τ') τοΰ σημείου χ είναι συμπαγής.’Άρα ό χώ­

ρος Ε είναι τοηικώς βυμπαγης.
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ΣΕΛΙΔΕΣ 202-203

1. Δε^οτε οτι εκ  ένα διαχωρίσιμον μετρικόν χώραν κάθε συλλογή 

ξένων και' μή κενών ανοικτών συνόλων είναι το πολύ άριθμησψατ.
/Icioic. ’Έστωσαν Ε εκ  διαχωρίαμοο μετρικός- x&jpoc και Ά  τυχαύβα 

συλλογή ξένων και’ μη κενών ανοικτών υποσύνολων αυτού. θεωροϋμεν τόρα 

εν πυκνόν και* το ττολυ άριθμη σιμόν ύποσυνολον D τού χοίρου Ε, οπότε θα 
ίσχυη .

( ν Χ ε Λ ) Χ Π Ί ) Φ 0

διότι to X , ως- ανοικτόν, είναι περιοχή πανττχτ σημείου του.

Ακολούθως, Δυνάμει rw  άζιωματοσ έπιλοync, λαμβανομεν μ/αν βυναρτη-

^  F = [ X 0 D  ! Xeol; } D

τοιαυτην, ώσιτ νά ισχυη

( V X e U )  F C X H D ^ c X n D

TOpiCbfJEV τώρα την βυνάρτηβιυ f : δια too τύπου

fO C ) = F ( X 0 D )

και παρατηρούμαι an διά τυχόντα βΰυολα Χ,Υ  έν <Λ ίβχόει

x ^ y  —*  x n y  =  <zf —*> ( χ η ΰ ) η ( γ η ϋ ) = ς ό
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==► f cxd d )  φ f (Υ η υ ) QO^fCY)

"Apa r! euvaprnstc f είναι άμφιμονοεημα vroc και επομένοχτ τ) ευλλογη *Λ. εχατο 

πολύ την texut> too συνόλου Ί>, δηλαδή είναι τό πολύ αριθμήσιμοα.

2. Δείξατε δτι ό «aprcGiavac μετρικόο χώρος Ε ιών διαχωρισίμων 
μετρικών χώρων E j, i =  1,2, · · · , ιπ είναι emcnc διαχωρίβιμοα.

’Em' πλέον δείξατε άτι ο εύκλείδειος χώροα TR™ είναι διαχωρισιμοα με- 

rpiKoc χώρος*.
Aueic. Δι έκαστον ι=ί,2 ,·· ·, τη λαμβανομεν εν πυκνόν καί ίο πολύ άρι- 

θμήβιμον ύηοσόνολον 1>- τού χώρου Ε^/Οτ γνω«τπαν, το συνολον XDt* είναιτό• 1st
πολύ άριθμήσιμον και erropevaoc αρκεί να δειξωμεν ότι τούτο είναι πυκνόν 
ύποσυνολον του καρτεσιανού χώρου Ε.ΤΓρόο τούτο παρατηροομεν ότι ισχύει ό τύ­

πος Τη m ---
Χ Α ,  -  X  A ,ι̂ Ι 1=1

ΤΙράγματι· δια τυχόν x = C * ,,X j, ·"»·Χπ>)«Ε και ηιχοϋβαν» ακολουθίαν (y„')vlN 

σημείων τού Ε, οπού yv= Cy,„. W ’ y-nv-). ©ωμεν

('iX tH  εν X Α; καί Pim y„-x «—► ( V‘)C y iw) weM έν A, καί Pimyiv=Xj

"Apa διά τυχόν δημείον χ = (χ,,χ,, ■ - ,χ ^ ε Ε  ίβχΰει

xeX A: «=* C VO*ieAi «=* xeX Arisj 1 1 i-1

Τώρα, δυνάμει του ανωτέρω αυτοδειχθεντοτ τύπου, εχομεν

τη m —  m
X D· =  XD; =  X Ε: = Ε
ΐ—I 1 ί=Ι * 1=1

δηλαδή δτι τό βΰναλον X D; είναι πυκνού ύποβυνολον τού καριτβιανοΟ χώροο Ε.ί=t *
Τελοτ παρατττρούμεν οτι ύ rajpoc 1R των πραγματικών αριθμών είναι δα* 

χωρίσιμοτ, διότι, αχτ γνωστόν, το συνολον © των ρητών αριθμών είναι άριθμησι- 

μον καί πυκνόν. ‘Επομένως*, λαμβάνοντεο* Ε» — R, ί = 1,2,··-, m, συμπεραίνομεΥ 

ο π ό  καρτεσιανός μετρικόν χώρος: Γ<ϋν Ε^ ί — 1,2,···,τη> δηλαδή ό εύκλειδειoc 

χώροc  I£w είναι διαχωρίσιμος.
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3. Δείξατ» on τυχόν μή rcuiv ΰποσιλολον tvoc δισχαΐριβιμαϋ μετριβου 

χοίρου είναι διαταχ>ριαιμον, xa>pic να τρηβιμοποιηθη το θεώρημα 6.1.6 τα) βι­
βλίου.

Aueic. Eernueov Ε εις· διαχαιρίσψοα* μετρικός- xqpoc καί S τυχόν μή κειαν 

ύποβυνολον αυτού “Αν D είναι εν πυκνόν καί το  ποΛό άριθμήσιμον tmoeuio^ov 

τοο χώρου Ε , τότε το συνολον Δ »  SOB είναι προφανών-τό πολύάριθμήσιμον 

και έπί πλέον πυκνόν έν S, δ ιοη

τ  s SDD- SnE = S

4. "Εστωσαν οί μετρικοί χώρα Ε( , t « 1,2,·-·,τη καί ό KoptmcMcμε­
τρικοί xcopoc £ αύτών. όειξοτε οτΊ, άν &ο Mafic i = 1,2,· · ·, τη Β; είναι μια 
ράαις όια την τοπολογίαν too £,·, τότε τί συλλογή

Β -  {Β ,χΒ ,χ· -xB m ·. fV O B iC »,}

είναι βασισ διά την τοπολογίαν τού καρτεσιανού μετρικού χώρου Ε.
Έπί ηλών, στηριγμένοι eic το θεώρημα 6.1.6 του βιβλίου, λύσατε 

€κ νέου την ασκηειν 2.
Λυσιο. 'Έσταισαν εν ανοικτόν συναλον Α τοί) καρτεσιανού μετρικού χώρου Ε 

και τυχόν ςημάον χ *  f χ,, *xft-·-^ x ^ c A . Επειδή το Α είναι ανοικτόν, υπάρχει 

σφαιρική περιοχή 3cx,r) B (x ,r) ~ Α, όπστε ίσχυα καί

Β ^Xt ,“y k ) xB χ Β  (Xm* tfST̂ S Α

διότι ώ<: εύκολωο συνάγεται

'ν?ή ) * ® *̂** Vrn)X> ’ Χ ® CXm' v/rn)" ^ * 'Γ̂

ΤΤαρατηροαμεν τώρα δη , επειδή αι σφαιρικοί περιοχαί είναι άνοικτα συκώα,δί άα* 

stov ΐ »  1,2,·· · > τη τί BCXopgf-*) παρίσττπαι cue ενωσκτ συνόλων tocβασεωο β* 

καί επομενακ- υπάρχει μέ

χ ί e^i « ® f xi » vTff )

‘Enô icvoc θα έχωμεν καί , ν ν Π
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χσΒ,χί,χ* - χΒ,, ,έ  A

to όποιον σημαίνει on to συναλον Α παρισταται ώς evowic συνόλων τής ®>AAoync

B. 'Αρα, έπειδη το A σναι τυχόν ανοικτόν συνολαν too Ε, η συλλογή ® απατελεΓ βα - 

σιν όια την τοπολογίαν τού καρτεσιανού χώρου Ε .
TbAoc ειΥ spap/joynv τών ανωτέρω npoc λυσιν τΐ7Γ άσκήσεοκ* 2, υποβάομεν 

οτι σί μετρικοί’ -χώροι Ε,*, ΐ~= 1, 2, - , τη είναι διαχωρίσιμοι, οπότε, δυνάμει τουθεω · 

ρήματος δ*.1.6 τού βιβλίου (Ιελι‘ς-199), δΐ έκαστον χάρον EL υπάρχει μια τόπο- 
λυ αριθμήσψατ paoic 'βι <5*ά την τοπολογίαν αυτού.* Μ συλλογή 18 είναι τυττ επί - 

6nc το jioAu άρθμησιμοα wai μαλιστα, ole ηόη άηεδειχθπ, βασια δια την τόπο- 

λόγιαν του Ε,  το όποιον* δυνάμει πάλιν του θεωρήματος 6.1.6, σημαίνει am 

και’ ό καρτεσιανός μετρικός χώρος Ε είναι διαχωρίσιμος\

W5

5. ECc μετρικός χώρος καλείται τοπικώς διαχωρίσιμοκτ τότε καί μόνον 
τότε, άν διά κάθε σημείον του tirrapxn μια διαχωρισιμος περιοχή αυτού.

Ca) Δώσατε έν παράδειγμα ενός τοπικώς διαχωρισίμοο μετρικού χάρου, 
6 οποίος νά μην είναι διαχωρισίμοο

(β) Δείξτε οτι, άν Ε, είναι εις· διαχωρισιμος μετρικός χώρος" καί 
Ε* είε τοπικώς διαχωρισιμος μετρικόα χώρος, ο οποίος όμως δεν είναι 
διαχωρισίμοο; τότε ο καρτεσιανός· μετρικός χώρος* Ε,χΕ, είναι τοηικώςδια- 
χωρίσψος, άλλα δεν είναι διαχωρισιμος.

(γ) “Εστω εις τοπικώς διαχωρισιμος μετρικός χώρος Ε, ο όποιος δεν 
είναι διαχωρισιμος. Δείξατε on ν βυναρτησic φ π όριςομενη υπό τοΰ τΰπου

^Cx) «  su p  [rclR · Β Cx,r) είναι διαχωρισιμος}, xcE

είναι πραγματική καί στι διά κάβε xcE ή σραιρική περιοχή 3 (χ, φίχ)) 
είναι διαχωρισιμος. *Επί πλέον αποδείξατε οτι π συναρτησκτ ? είναι ομοιο­
μόρφους συνεχής.

Λυσις. Ca") θεωροΰμεν «α υττεραριθμήσιμον μετρικόν χώρον Ε με μετρικήν 
ρ όριςομένην υπο του τόποο ν

ρί*Λ θ
{ 0, άν χ =  y 

1» άν x^Ay
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και α ό ρ α τ η ρ ο ο μεν όη δ ιά  τυχόν υ π ο σ ύ ν ο λ ο υ  X τοϋ Ε ισχύει Χ ·Χ  και επ ό μ ε ­

να * - 6  -χώ ρος- Ε δ ε ν  ε ίν α ι δ ια κ ω ρ ισ ιμ ο ς \  Ou t o c  ό μ α χ τ  είνα ι το /υ»< Γ  βαχω ρισ ιμος, 

δ ιό τ ι δ ια  τ υ χ ό ν  x c E  t o  συνολον £ χ }  είνα ι π ε ρ ιο χ ή  τού χ και ρ α λ ίσ τα  & o u > -

ρ/σιμοο.
(β) θεωρούμεν τυχόν σημείου Ε,χΕ, , όποτε, επειδή ό xaipocE, β-

ναι τοπικώΓ διαχ<υρισψο<Γ, υπάρχει διαχωρίσψοσ περιοχή V(g) του «ημειου y.
'Άν θεωρήστυμεν καί τυχούβαν περιοχήν UCx) του σημείου ουτη,ώς· υποών-

ολον τού διαχωρίσι'μου χώρου Ε,, θά είναι επίσης- διαχωρίσιμοσ .‘Επομένως π>

συνολον ,
W  ( ( X y ) )  -  U C x ^ V f y )

το όποιον προφανώς* σίναι μία περιοχή τού σημείου ( χ, y ) , e?vai &σχωρι - 

®ιμον. "Οβτε έδείχθη οτι δια κάθε σημείον ('x#y)cE|XEa υπάρχει διαχωρι- 

eipoe περιοχή *WT(*,yV) αυτοί), το όποιον βαραίνει σπ ο καρτεσιανόο με. 

τρικός- χώρος- Etx E 2 είναι τοπικών δια χωρίσιμός*. *0 χώροτ ΕιχΕ, δεν είναι 

διαχωρίσιμος, διότι
Ptt C Ε, χ Ea) -  Ε*

όπου ί> είναι ή δεύτερα προβολή τού χώρου Ε ,χ£2 , και, ole γνωστόν μεσω 
pidc συνεχούς συναρτησεοχτ, air π.χ. ή Ρα, τα διαχωρίσιμα σύνολα απεικο­

νίζονται έπίσητ tic διαχωρίσψα.

Είδικώς, επειδή ό μετρικός χώροο TR είναι διαχωρίσιμοο, δια E,«=1R καί 

Ε2“= Ε, όπου Ε ο έν (a) όρισθείς μετρικός χώροσ, προκύπτει σπ ο καρτεσια­

νός μετρικός- χώρος* Β χΕ  είναι τοπικώα διαχωρίσιμος:, άλλα δεν είναι διαχο>- 

ρί σιμός:.
(γ ) Επειδή ό χώρος Ε είναι τοπικώς* διαχωρίσιμος, διά κάθε χεΕ cexuet 

προφανώς φ(χ) >  0. Έπί η\έον κάθε σφαιρική περιοχή Β Cx,r) με r-sr φ(χ) 

είναι διαχωρίσιμον συνολον, διότι τυχόν υποσύνολου ενός όιαχωρισιμου συνόλου 

είναι έπίσης διαχωρίσιμον. "Αν υποθέσωμεν τώρα ότι ν σονάρτησις φ δεν άναι πρα­
γματική, τότε δί εν τουλάχιστον χεΕ θά ιβχυη φΟΟ^+οο και επομένως διά 

κάθε φυσικόν αριθμόν ν η σφαιρική περιοχή Β(χ, ν) Θα είναι διαχωρίσιμος, 

οπότε καΓ ό χώρος
Ε »  Π BCx, ν )Vet

θα είναι διαχωρίσιμος, ώς ένωσις μιάς άριθμησίμου συλλογήςδιαχωρισίμων
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υποβονολον του.

’Ακολούθως· έχλεγομεν ένα φοσικόν αριθμού κ μέ ~  ^  φίχ), όπστε έχομει̂

Β (χ,<ρ(·κ))= π Β ( χ ,φ ο θ - J - )
V*K V

καί επομένως η βφαιρική περιοχή Bfx^CxV) είναι διαχωρίσιμοο, ως ε- 
νωεις μιάς* άριθμπσίμου eoAAoync διαχωρισιμων υποσυνόλων τ η ς .

Τελοο^ θεωρού μεν τυχόντα χ, y έν Ε και παρατηρούμεν on ισχύει

«KxVfCy*) ι£ p< X y)

ΤΓραγματι· τούτο είναι προφανές, όταν ίσχυη <ρ(χ) £  ρ(·χ,9),ένω εις 

την περίπτωσης οπού φίχ^) >  ρ  ( x.y'), εχομεν

B ( y ,  ^ (x )-p C x ,y ·))  s  BCx,<pcx))

και επομένως V  σφαιρική περιοχή 3  Cy» <Kx)-p(x,yV) είναι διοκωρι- 
σιμος*, όποτε

^Cx^-pCx^y) ^  ΦCy) , δηλαδή <p(x)-<pCy) = PC*,y)

‘Ομοίως, δί εναλλαγής του ρολού των χ και y λαμβανομεν

«ΚιΟ-φΟ) ^  P (X y)

καί επομένως
19 cx)-<j>cy)h§ p O ,y )

το όποιον αιτοδεικνυει την ομοιόμορφον συνέχειαν τής <ρ.

t

4
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ΟΜΑΣ
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1. Ae/ξατε οτι,αν Α είναι εν ανοικτόν καί κλειστοί υηοβονολον ένος 

μετρικού χώρου Ε, τότε διά κάβε συνεκτικόν ύποσυνολον S τού χώρου Ε
ισχύει

S S Α η Sfl Α «  0

Λυβις/Μ συλλογή {Α*Α} αποτελεί ττροφανώα μίαν ανοικτήν κάλυφιν 
του βυνόλου S διά την όποιαν ίσχυα ν: .··

■ ■ ;?
snAcn a «  sn<z5~0
4 · -y " h

‘Επομενακτ, λόγω toc- βννεκτικοτητοο τοΰ βυνόλον S , θά πρεππ να ίβχοη

S n A e= 0  η S A A - 0

δηλαδή
5 S Λ η Sr>A »  0

Σ '-. ‘̂ ατε -jt i δεν υπάρχει ΰποβόνολον τοΰ μετρικού χάρου R  

των πραγματικών αριθμών ομοιομορφον κρος· τον μοναδιαίου κύκλον 
εν 1R*, ήτοι npocto βονολον { ( χ , ,χ ^ ε Κ 1: xf*+xj — l ] · .

λΰβις.’ Εν xipcOToi c* βα δε'ιξωμεν on ό μοναδιαίοο- κύκλοο έν 1R*

S =  { Cx^x^elR* : x?+x£ = l j

είναι συνεκτικόν βονολον. TTpoe τούτο θεωρόύμεν -rac eovexeic ewapmeac;'
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f: [ - 1,1] ·—  TR* καί g·· 1- 1,1] I— ■«* μέ

f  ex') ■= (” χ,νΛ-χ* )  καί gCx)= (x ,-\ / l-* * ) 

και* παρατηροϋμεν on

S = ‘«f-f)UXCg') καί #Cg) =  { C-1.°), C l . O ) } ^

■Αλλα αΓ βοναρτπσειο f και g έχουν koiwv πεδίου δρκψοΰ to ευυεκτικου suv- 
ολον [-1,1] καί enop̂ vec, λώγω Tticŵ xeiac των. to ττεδια τιμών TRcf) 
καί K(q) είναι enienc βυυεκχιι̂ ι εΰνολα.'Αρα καί 6 μοναδιαϊοο κύκλοο S έν 

TRE είναι συνεκτικόν συνολοιλ
Έπί πλέον παρατηροϋμεν ότι τα βυνολα

φ

S - ^ ( - i 4o)} καί £ - {θ » 0 ' ) }

είναι επίσης· συνεκτικά, διότι, ακτ εοκαλαχτ συνάγεται, ισχύει

S-£c-i,0^} =* f (C-1,1 ])  Ug CC-1.1]) καί f 0g (C-U ])=  {a.O)}*0
καί
S -{0 .0 ) }  -  f (t -M )) Ug C M >0) καί f (E -i,0 )n g ( [ - v i ) - { ( - i . O ) } + 0

onoj, λόγω nic euvexciac των -f καί g > to βυνολα f 

καί g ( H , 0 )  είναι συνεκτικά.
‘Ομοίως-, αν θεωρηβωμεν xac euvaprrieeic. F : £-1,1 ] >—* R* και 

G *· 1R2 με *

F Cx") — C s/l-x7, * )  καί GCx")- (-\/f-x* x )̂ #

θα εχωμεν

S -{ (0 ,o }=  F ([-1,1)) l/G (C-1,1)) kaI F(t-1.n)n6(t-1.O)-{ (e.-O}/0

οπού, λόγω τής* συνεχείας* *των F καί G , to βυνολα FCl“U ) )  και G (t-1 ,fj) ίναι 
βυνεκτικά. Άρα καί ιό σύνολον

S - {C 0 ,O }
είναι συνεκτικόν. β ^

Ύποθέτομεν τώρα ση ύτταρχει εν ύηοσυνολον Τ  του χώρου "R των πραγμα­
τικών αριθμών, ομοιόμορφον npoc τον μοναάιαίον κύκλον 5 καί εβπν h eirc όμοιο­

ι

4
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» .  .  ,  . « · .  «μορφ ιβμος τού Τ  επι *τοί> S- Το βυνολσν Τ, ως ομοιομορφαυ ττροτ το βυνεκτιΐϋν

συνολον S. είναι συνεκτικόν και επομέναχτ εν διάστημα τιV πράγματι wtc ώθεκχ*.
ΤΤροφανακτ είς τουλάχιστον fcr.-nijv πραγματικών αριθμών

h*'[C-i.o)J, h"'[(i.o)] *οί Η*[(ο,ι)3

θα είναι έσβιττριίίόν οημεϊον τού όιασπίμαπχτ Τ, οπότε εν ταυλάχιβιυυ tv τών&λόλων

Τ - {Κ · ' [ ( - Ι .0 ) ]\ .Τ - {Κ " Ι ί « .0 ) ΐ1  καί T-fh-'LCQ.Oiy

δεν είναι διάστημα καί κατά συνέπειαν δεν είναι συνεκτικόν σΰνολον. Tanoopoc 

είναι άτοπον, διότι τα σύνολα ταοτα είναι αντίστοιχος ομοιομορφα rrpoc τα 

συνεκτικά σύνολα

S -  { ( - 1 . 0 ) }  , S - { ( 1,0 ) }  καί S-fco.l-) }

και επομένως, συνεκτικά.
ΤΓαροττήρΏσίσ. Μια ά ηλουστέρα λυσις τήο άσκησεοχτ raurnc δυνατοί να 

όοθή, &ν θεωρηθούν yvoxsm! αΓ συνεχείς: πραγματικά! συναρτήσεις cos κοί 

sin. Ούτως, άποδεικνυομεν οτι τα σύνολα

S και S -  { ( a , , a t) J , οπού (a , .a t*)«S

είναι συνεκτικά θεωρού vttc την συνεχή συναρτησιν f : 1R »-*· H2 με

f  Cx̂ )*» (c o s x ,  s in x )
6ποτέ: εχομεν

S « = f ( [ 0 . 2 n ] )  καί S -  [Ca,,α,*)} = f  ( ( χ 0,χβ+2π))

onou το χβ έχει έκλεγή εις τρο/τον, ώστε νά ίσχύη

af= cosx0 καί α,^διηχ©

3. Δείξατε οτι διά τη ^  2 δεν υπάρχει μη κενόν ανοικτόν υποσυν- 
ολον του IB m ομοιομορφον προς κάποιο υποσύνολου του χάρου 12.

Λυσις. Ύποθετομεν οτι υπάρχει εν μη κενόν και ανοικτόν υποσύνολού A 

τα) 1R™ 70 οποίον είναι ομαομορφον προς ένα υποσύνολου τού χάρου TR, ο πο­

τέ και κάθε υποσύνολου τού Α θά είναι προφανώς ομοιόμορφον προς* κάποιο ’
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υττοβόνολον του 1R.

’Επειδή to συνολον Α είναι μή κενόν καί ανοικτόν, υπάρχει σφαιρική nqpi- 
οχή Β(α;Τ) μέ B(a,rO Ε Α. Άν α = (α, ,α*,· · · , α^) , όρίςομεν τον ομοιο­

μορφισμόν Κ: 7R.* ι—»1Rm δια τού τόπου

Η [('χ,.'Χχ')] = 0 χ -χ. + α, >-£*ι+α«, α,> · · · . a m)

όιτοτε ευκόλως* συνάγεται ότι, αν S είναι 6 μοναδιαίος κύκλος* έν 1R* ισχύει

hCS) E B c a . r O  S A

καί έπομέναχτ το συνολον hCS) θά είναι όμοιομορφον npoc κάποιο υποσυν- 

ολον τού χώρου 1R. "Αρα και ο μοναδιαίος κύκλος- S έν 1R* ώο όμοιομορ- 

<poc προς* τό h(S), Θα είναι όμοιομορφος πρός κάποιο ύποσύνολον του 1R, 

το οποίον ανηκειται sic την προηγουμένου άσκησιν 2.

4. Δείξατε ότι διά κάθε μή κενόν καί συνεκτικόν υποσύνολου S 

ενός* μετρικού χώρου Ε υπάρχει ακριβώς- μία συνεκτική συνιστώσα C 

τού Ε μέ S £C .
Λύσις. Λαμβανομεν ευ σημείον aeS και θεωροΰμεν την μοναδικήν συν­

εκτικήν συνιστώσαν C τοΰ Ε με aeC. ΤΓροφανώς* θα ίσχύη καί S £ C,διότι 

το S είναι συνεκτικόν συνολον. Τέλος*, επειδή αί συνεκτικοί συνιστώσαι ενός* 

μετρικού χώρα; είναι ξεναι άνα δυο, ν' ανωτέρω όρισθείσα συνεκτική συνιστώ­

σα C με S E C  είνοι μοναδική.

5. Δείξατε ότι, άν αί συνεκτικά! συνιστώσα» ενός· μετρικού χώρου 
είναι πεπερασμένου πλήθους-, tote: αυται είναι όλαι άνοιιαά καί κλειστά 

σύνολα.
Λύσια. "Oc γνωστόν αί συνεκτικοί συνιστώσα» έιός* μετρικού χάρου είναι 

κλειστά σύνολα. Υποθέτομεν τώρα δη ή συλλογή 'C τών συνεκτικών συνιστώ-
_ , , \ Τ ' I *

σων ενός μετρικού χώρου είναι πεπερασμένη και θεωρουμεν τυχοοσαν συνεκτι­

κήν σιΑ/ιστώσαν C e t .  ΤΓροφανώς ν συλλογή G-{C*J είναι μία πεπερασμέ­

νη συλλογή κλειστών συνόλων καί επομένως* η evcvoic U )  είναι
επίσης ιάειστόν σουολον. ’Αλλά
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Cc~  u

οπότε to βυναλον C c είναι κλειστόν, δηλαδή η βυνεκπκη συνιστώσα C cf-

vai ανοικτόν συνολον.

6. 'Έστησαν E eic μετρικόν xipoc m i a  ri σχεσκτ tic του χώροι; 
E *n opiCbpevn ύπο του τυηοο

χσψ t—¥ υπάρχει συνεκτικού συνολον S με xcS καί ycS

Δείξατε ότι τί σχεσιο <r είναι μια ισοδυναμία cic τόν E και' μαλιοτα 
ό τ ι αί κλασεκτ ισοδυναμιασ xaurnc συμπίπτουν με Ttic σανεκηκαο ευν. 
iETO)eac τού χώρου Ε.

Auoic. Ή  σχεσκτ <r είναι μία ισοδυναμία > διση είναι ανακλαστική, 

συμμετρική καί μεταβατική, δηλαδή δια κάθε χ, y,z έν Ε ισχύουν;
1. χσχ

2. xay => yax

3. χσμ καί y<rz «=^ χ σ ζ

Πράγματι τι πρώτη τούτων προκύπτει αμέσως- εκ του γεγονοτος* σπ τό μο­

νοστο! χει a 7c0v συνολον {χ }  είναι συνεκτικόν, ένώ τί δεύτερα ©ναι προφανής. 

ΤΓρός απόδειξιν τής τρίτηc ύπαθετομεν on ισχύει xcry καί yaz, δηλαδή 

ότι υπαρχοον ευνεκτικα σύνολα S και Τ  τοιαοτα, ώστε

*X6S,yeS καί ycT, ζ ε Τ

οπότε S O T # #  καί επομένους: τ) eva>cic S U T  είναι συνεκτικόν σώκ>λον 
δια *τό οποίον μαλιβτα ισχύει xeSUT καί zeSUT. Άρα χσζ.

θεωρούμεν τώρα τυχόν σημείον aeE καί εβττυ C η μοναδική συν­

εκτική συνιστώσα τού Ε με aeC. TTpoipavic ισχύει

( Vχε£ ) ασχ

καί επομενακτ C £.κλσΓοι). Άλλα καί ανηβτροφοιο δια τυχόν σπμεϊον χεκλ̂ Οα), 

έχομεν ασχ καί επομένως* υπάρχει βυνεκτικόν συνολον S μέ aeS καί xeS. 
’Άρα S E C ,  οπότε xeC καί επομένως* κ λ ^ α ) £ C . Άρα ισχύει κλσ(α)=0,
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το οποίον εημαίνει σπ αί κλάεειο: ίεοδυναμίαο xnc σ βυμττυποϋν με toc συνεκη- 

κάο euv ιστοί) sac τού Ε.

7. Δοθέχηχχτ ότι ή εκθετική βυναρτησκτ βχρα ,α ^ 1  είναι συνεχής:, 
δείξατε on το πεδίου τιμάν ταοττκτ είναι το διάστημά (0 , +αο').

Λϋείο* Το πεδίου όριβμοΰ τήςτ συναρτησεακ: expa aval ολοκληροετ η 
πραγματική ευθεία  1R, δηλαδή εν συνεκτικόν σύνολο ν / Επομενωο, Α <̂ ω της 

συνεχείαα, και' το χτεδιον τιμών τούτης* θα είναι συνεκτικόν, δηλαδή έν διάστη­

μά.
’Ακολούθως" παρατηρούμεν στι

$im expeC-v) = tijna”v -  |
0, αν a  >  1 

+ οο, αν a 1

και

5ίτη exp ν =  Pirn αν =  -ίν · α  ν C

+ οο, αν α :=* 
0 , άν α-=

όποτε, λογω τήτ μονοτονίαα τής* συναρτησεακτ expa> 

δπ ‘R ( e x p ' ) =  (0,+οο).

1
: 1
εύκολος συνάγεται

8. Eic μετρικός* xipoc καλείται τοπικώε: συνεκτικός* τότε και μό­

νον τότε, άν δια κάθε on με ίον κ αυτού και κάθε περιοχή UCx) too 

σημείου χ υπαρχη ευνεκτική πφ'οχή V(x)  τού χ τοιαύτη, ώστε να 

ίσχαη V cx)£U C x).
Δείξατε ότι ό καρχεειανοα μετρικός· xipoc Ε τών τοπικάκτ ευνεκα­

κών μετρικών χώρα>ν , i «. 1,2,· · ·>τη είναι επίσης* τοπικώο βονεκτι- 
%

KOC.

Είναι ό -χώρος: IR™ τοπικώς* συνεκτικός; ; Είναι ν  τοπική βυνεκτι- 

kornc τοπολογηκη ίδιότης; j
Λυσίο. Εστωσαν Ilex') τυχοοσα περιοχή του σημείου χβ (Χ|,χ*,··νΟεΕ 

καί Ecx,r) μία σφαιρική περιοχή μέ

_BC*,r) S Vex)

ΤΓαρατηροΰμεν τώρα ότι

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ ·· ΑΙΚΜΣΕΙΙ ΑΝΑΛΥΣΕΟΣ I 8

4
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* Β (Χ" 7 ^ 0  χ · · χ B CX- ·  ✓ sr ) s B fx ' r’>

’Επειδή οι' χώροι Ε έ, ί -  1,2/·*>m βιναι τΌΠΐκάκτ συνεκτικοί, υπάρχουν «ν - 

εκτικαί περιοχαί ViCxO, 1-Ι .2/ · · , ιη  τοιαύται, ώστε νά ισχύ?

 ̂ Vi ·  1|2>·“ )ΤΠ^ VjCxj) S Β (*,ι■jj— )

ΤΓροφανώ<τ το συνολον

V ( x )  — V, C*D xVafx^X ‘X̂ m(Xm’)

είναι μια συνεκτική περιοχή τού σημείου χ , δια την οποίαν εύκολαχ- συνάγε­

ται on ισχύει V(x) Ε UCx)·
Ό  μετρικός* xipcxr 1R τών πραγματικών αριθμών είναι τοιτικαχτ συνεκτι­

κός διότι αί σφαιρικοί περιοχαί έν 1R είναι διαστήματα καί εηομάχυΓσυν- 

εκηκαί. "Αρα ο εύκλειόειοτ χώρος* Jtm, air καρτεσιανοο μετρικοο χώρος* 
τών χώρων E j -IR ,  ι — 1.2,·· >m άναι τοπικών συνεκτικοα.

Ή  τοΛική συνεκτικό me είναι τοπολογική ιδιώτης διότι, μέσα) ενοτ όμοιο 

μορφισμοό h, τυχούσα περιοχή ένοτ σημείου χ άηεπ<ον!ς*ται eic περιοχήν 
τού σημείου h (x ) καί μάλιστα, λογω τϊτγ συνεχείας* τού ομοιομορφισμού h, 

αι* σανεκπκαί περιοχαί άπεικονιΟΜπαι έπισοΓ eir συνεκτικός* τοιαΰταο.

9. Δείξατε σπ αί συνεκτικά! συυιστώσαι τυχόντος* ανοικτού υποσύν­

ολου evoc* τοπικάκτ συνεκτικού μετρικού χώρου είναι επί one ανοικτά σύν­

ολα.

Λύσις\ ΜΕεπνσαν Α 2ν ανοικτήν σονολον, υποσυνολον evor τΌτυκώτ συν­

εκτικού μετρικού χώρου Ε, καί C τυχούσα συνεκτική συνιστώσα αυτου. Επειδή, 

ο χώρος* Ε «ναι τοπικάχτ συνεκτικός*, δια κάθε xeC υπάρχει συνεκτική περί- 

οχή UCx) τού σημείου X, οπότε προφανώς* 6α ίσχυπ

UCx) Ε C

το οποίον σημαίνει σπ ή συνεκτική συνιστώσα C είναι ανοικτού συνολον.

10. Δείξατε οτι ;
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d) Κάθε μτί κενόν και ανοικτόν υπο συνολον τού TRm είναι ένωβηα 

μιςϊς το πολύ άριθμησίμοϋ σολλογή<τ ξένων τάπων·
p) Κάθε μη κενόν καί ανοικτόν υποσύνολου τοΰ 1R είναι ενωσιο: 

μια? το πολύ άριθμησίμοο συλλογής* ξένων καί ανοικτών διαστημάτων.
Ausic* a) ’Έστωσαν Α εν μή κενόν και’ ανοικτόν ΰ no συνολον του χώρου 

IR™ και C τι συλλογή τών συνεκτικών συνιστωσών αυτού, οπότε εχομεν

Α= U C

όπου τι συλλογή C  είναι προφανώς* μια συλλογή ξένων μη κενών συνόλων 
και μάλιστα, δυνάμει τής προηγούμενης- άσκήσεακτ 9, ανοικτών, διση ό χώρος 

TR™ είναι τοπικώς συνεκτικός:. ’Αλλά, ώς* γνωστόν, ό χώρος TRm είναι διαχωρί-

σιμος* και* επομένως:, δυνάμει τής άσκneea)c 1 τής ομάδοο 6, τ? συλλογή 

είναι το πολύ άριθμήσιμος-.Έπειδή αι συνεκτικά! συνιστώσαι τού Α, ώς μή

κενά, ανοικτά και συνεκτικά σύνολα, είναι τόποι, έδειχθη ότι το συνολον A\
είναι 6Va)<sic μιάς τό πολύ άριθμπσιμου συλλογής* ξένων τόπων.

ρ) ’ Επειδή, ώς ευκόλως* συνάγεται, είς* τόπος; ev 1R είναι εν ανοικτού 

διάστημα, δυνάμει τής άποόειχθείσης* πραπτασεως ο ), προκάπτει ση κάθε 

μη κενάν και' ανοικτόν όποσυνολον τού TR είναι ένωσις* μκύς το πολύ 
όυριθμησίμου συλλογής ξένων καί ανοικτών διαστημάτων.

11. ’Έστωσαν Ε,,Ε* μετρικοί χώρα καί f* Ε ,—·*Ε* τυχοοσα συνεχής 

συνάρτησκτ. Αείξατε ση, άν τό πεδίον ορισμού QTCf) τής συναρτήσεως f 

είναι οδικώς* συνεκτικόν συνολον, τότε καί το πεδίον τιμών lR(f) airmc 
είναι οδικώς συνεκτικόν.

Είναι ή άδική συνεκτικότης τοπολογική ίδιστης;
Αύσια. θεωρού μεν τυχόντα σημεία u, u έν "RCf), οπότε υπάρχουν 

*x,ij έν 3 (f) τοιαΰτα, ώστε

u = f (χ) καί ν  =fCy)

‘Επειδή το συνολον ^Cf) «ναι οδικώς* συνεκτικόν, υπάρχει όδος έν SFCf) 

συνδέοϋαα τά σημεία καί επομένως- όρΚΓεται μία συνεχής συνάρτπσκτ

φ· [ο,ι] *— με
φ(0) * χ καί φ(0 -  Η 'VΛ'""λ/Ολ

%

/

4
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Ή  euvapmac ψ = [0 9  βίναι tnicsnc euvrxnc «5* TOicxim, άβτ*

3ΓΓψ)— [ 0. 1] καί

δηλαδή αυτή αποτελεί μίαν όδον tv WCf), π ή0010 Μ^βτα <xa;6c€j τα ση­

μεία u  καί υ , διότι

ψ (0) - {  [φ (0) ] -fCx· )  — *u καί ψ(0  β ί  [ φ ^ ]  * f ί ν ) Λ ΐ ;

Ώστε εδείχθη δτι δια τυχόντα βημεία υ, ν έν "RCf) ύπαρχο oioccvRff) 
ευυδεουαα αυτά , το οποίον σημαίνει σπ τό ουνο̂ ον RCf) είναι όόικάκ* συν­

εκτικόν.
‘ Η οδική βυνεκτικότηο είναι τοπολογική ιδιότηο, &σπ οι όμαομορφι- 

βμοί, o)c συνεχεία συναρτήσεις διατηρούν αυτήν.

12. Δείξατε ση ο καρτεβιανοο μετρικοο χώροο Ε των μετρικών 
« . - «t .  » » · · » 

χωρων Ε {, ι · ·  1, 2/ · ·>ιη είναι οδικωc βυνεκτικοο τότε και μονοντοτε,

αν όλοι οί χώροι Ε { , ι = 1,2/ · · , m είναι όδικώ<Γ βυυεκτικοι.

Alleic. ‘ΥποθετΌμευ οπ ο καρτεσιανοί xcupoc Ε είναι όδικάχι συνεκτι­
κός οπότε > επειδή αί προβολαι τού χώρου Ε είναι συνεχείς συνάρτησες 

δυνάμει rnc προηγουμενης άσκήσεωο 11, εχαστοο χώρος Ε( «  Τ*(Ε), 

ί=  1,2,· · ->.τη είναι επίσης όόικώς συνεκτιKoe.

•Αντίστροφος ύποθετομεν ότι όλοι οί χώροι E Lt ι « 1 , 2 / · · , γπ είναι 

όδικώς ευνεκτικοΐ icon' θεωροϋμεν τυχόντα σημεία X — ("Χι,**, ** * > *rn) 
καί y ~ * · \> ^niV ό χώρος Et είναι όδικώο ,ευνεκτικός υ­
πάρχει αόσς ευι/δεουσα τα σημεία χ ( , y. ούτού καί επομένως όριΟεται 
μια συνεχής συνάρτησή <ρ. ·- [ 0,1 ] ι— ► Ε̂  με

9i(0) = *i « H f j i O - y ,  C i 5=5 1,2, · · , τη)*

'Optcopev τόρα την συναρτησιν <p: [0,1 ] 1— > Ε δια too τύπου

<Κ*> -  ■ · ,φ /χ))

και' παρατηρούμε»* on a am είναι eovexrxr καί -roioom.oioTC

<p(0i-C*,.*».· · · , * „ ) - *  *ai 9 0 )-(y ,.U i/ ”>V«>!l

#16
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δηλαδη τί βυνάρτησια 9 αποτελεί μίαν όόσν συνδεουσα το σημεία χ και y, 

το οποίον σημαίνει οτι ό καρτεσιανχ: μέτριος* xcLpoc Ε είναι έττίσης* οδι­
κά) c* συνεκτικός;.

13. Δείξατε Οτι τί μοναδιαία σφαίρα eic τόν εύκλειδειου x®pou V.™ 

m  3 2, δηλαδη το συνολον {  xelR™ *. )χ I = 1 }  είναι οδικαχτ συνεκτι­
κόν σύνολον.

λύσκ;. θ^αροΰμεν τυχόντα σημεία χ , y τής- μοναδιαίας* σφαίρας:
λ ' » ! ■ » '  _ —ψ 1 . - *' ' * 1krai Λαμρανομεν εν ακόμη σημείου ζ  a u m c  τοιουτον, α>στε να ισ χ υ ν  

5 ^  - χ  και z ^ - y .  ‘Ακολούθως* ορίζομεν toc συvapττWacφ:tO,1]ι-VR", 

καί ψ : £0,1] *—> Ρ 71* δια τών τυττων

9 (0
Ο Π χ + Ι ζ 
\0-f)x + t2|

καί
Q O z + l y

αΓ όποίαι είναι προφανοχτ συνεχεία, λαμβάνουν τιμάα έν. £xclRmi |χ| = ΐ] 
καί ίσχυαϋν :

φ CO) = X , <ρΟ) = ζ  =* ψ (0), ψ ( 0  =  y

‘ Επομένως- αύται opiCaov μιαν όδον (φ,ψ')  έν [xelRm : | χ | =* 1} συν 

δέουσαν τα σημεία χ  καί y .

14. Δείξατε οτι, αν S 4, tel είναι μία οϊκογενεια οδικός συνεκτι­

κών συνόλων, υποσύνολων ενός- μετρικού χώρου, μέ Sj Φ & , τότε 
η έναισισ U S: αυτής: είναι επισηο άόικώς συνεκτικόν συνολον.ι el 1

Αυσιο. θεωρούμεν τυχόντα σημεία χ, *y έν U'Sj καί λαμβαιο- 
μεν έν ωρισμένον σημείου aefl^S· .  ΊΤρΟφανώς- υπάρχουν δείκτες κ, 

λ  έ ν  I  με xeSK και yeS^, οποχε, επειδή acS* καί aeSA , υπάρχει 

όδό<τ Γφ,>9«· · > Ό  έν SK βονδέουοα to  χ,α καί ό<5όα (Ψ,.Ψί, •·,ΦηΊ 
έν 5λ συνδεουσα τα a , y .  Αι οδοί αύται ορίζουν προφανώς* μίαν οδσν 

(  9, .9.» · · ·>9β) ί Ψτ.Ψ,.· · έν .US; συνόέουσαν τά σημεία χ καί y.
Άρα τι ένajsic .Uj S-L είναι έηίσηα άδικώα συνεκτικόν συνολον.

1?. Έ στωβαν Ε e ic  μετρικός- χώ ροα  κα ί 5  ή συλλογή όλων τάυό&ιιώς
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συνεκτικών υποσυνόλων too E .'E v συνολον C καλείται οδική συνεκτική  

συνιστώσα τού χώρου £ totc καί μόνον -rorrt, αν τούτο είναι ψευδομέ* 
γιστον στοιχείου ττκ* συλλογής* J5 ( διατεταγμένης* obc n p o c  την σχέ* 
ecu τού υποσυνόλου ).

Ασίξατε, ότι :

a) Aid κάθε σημείου χ του μετρικού χώρου Ε υπάρχει άκριβώομα 
οδική συνεκτική συνιστώσα C τοο Ε με xcC .

β) ‘Μ σύλλογό όλοιυ τδν όδικών συνεκτικών συνιστωσών evoc μετρικού 
χώρου αποτελεί μίαν διαμερισιν αυτού.

AliOiC. α) θεωρούμεν τυχόν σημείον xcE και την συλλογήν

X  =r |χ  : χεΧ καί X είναι όδικώς* συνεκτικόν υποσύνολού τού Ε |

ΤΤροφανώς 7? οΜογη 36 είναι μη κενή, διότι το μονοστο/χειαών συναλου {χ} 

είναι οδικών συνεκτικόν υποσύνολον τού χώρου Ε. ‘Επομένως* ισχύει

η3ε =  { χ }  * 0

οπότε, δυνάμει τής-.προηγούμενης· ασκησεωςτ 14, *το σύνολον C «  U X  είναι επί. 
ene όδικαχτ συνεκτικόν pe xeC. To C είναι μία οδικώς συνεκτικό συνιστώ, 

σα ταυ Ε, διόπ δια τυχόν όδικώς* συνεκτικόν υποσύνολον S τού Ε ισχύει

C £ S ** C £ S καί SeX ^ C £ S  καί S £C = UX =*> C = S

ΤΓρος άπόδειξιν τού μονοσήμαντου rnc οδικής* συνεκηκήα συνιστωσηο C, 

ύποθβτομεν ότι C είναι επίσης άδικη συνεκτική συνιστώσα τού Ε μέ xeC. 

Προψανάκτ xeCHC, όηλαδη C f l C # # ,  και επομένως, δυνάμει τής προη­

γούμενης* ασκησεως 14, τ) ένωσις C U C  είναι όδικώς συνεκτικόν συνοίον. 

Άλλα C C U C καί C £ C U C , οπότε, επειδή αί C καί C avail οδικοί 

συνεκτικοί συνιστώσαι τού Ε , θά εχωμεν C = C U C καί C = CUC, δηλαδή 

C S C  καί C i G ,  flra C “ C.
p) Αυνάμει καί Tiica), αρκεί νά δείξωμεν ότι αί όδικαι συνεκτικαί συν­

ιστώσα/ τού χώρου Ε είναι ξέναι άνα δυο, δηλαδη σπ διά τυχοόσας όδικάς* 

συνεκτικάΐζτ συνιστώσας* C f καί C 2 τού Ε ισχύει
C, #  C2 =■>■ Cf Π C2= 0



ΟΜΑΣ 7 119

Τίραγματι · ύποθετομεν ότι Ο ,ΠΟ^ςζί  καί βεωροόμεν εν xeC, Π C4, οπότε 

εχομεν xeCt καί xeCa καί εηομενα)α, δυναμσι rnc C, = Ca.

16. ’Έστοΐααν Ε ©ς* μετρικός* χώρoc καί or τί σχεσις- eic tow Ε ή 

opiCbpevn υπο too τυποϋ

xcry «=τ=» υπάρχει όδος* συνδέουσα τα χ καί y

δείξατε σπ τι σχεσις: cr είναι μία ισοδυναμία etc τον Ε καί μάλιστα άπ αί 

κλασεις* ίσοδυναμίαο ταυτπο συμπίπτουν με toc  όδικαο συνεκτικός* συνιστώ* 

eac τού χώρου £.

Λύσκτ. CU σχεσιο cr είναι μία ισοδυναμία, διόπ είναι ανακλαστική, συμμε-

ηρικη καί μεταβατική , c

1. χσχ
2. x<ry => yax

3. xay καί ycrz

ΤΙραγματι* ν πρώτη τούτων προκύπτει αμέσως· εκ τού γεγονοτοα cm το μονο- 
στοιχειακόν συνυλον {χ ]  είναι όδικώα.συνεκτικόν, ένω ν δεύτερα είναι προ­

φανής*. TIpoc απόδείξιν τής* Tprmc ύποθετομεν απ ισχύει xcry και ycrz, 

δηλαδή οτι υπάρχει όδόα C 9, »9*>* * * > φηΟ ^νόεουσα τα x ,y  και οδος 

( Ψ,, Ψι,''' >Ψ η) συνδεουσα τά y , z ,  οπότε αί όδοι σύται opi'Coov μιαν οδόν

f 9t "  > Φτ7ΐ > Ψ,, Ψ*/* *->Ψη ) δυνδεουσαν τα σημεία χ και ζ .Ά ρ α χ σ ζ .
θεωροΰμεν τώρα τυχόν σημαον αεΕ καί έσπυ C ν > δυνάμει τής προ - 

ηγούμενης- ασκήσεως* 15 α), μοναδική οδική συνεκτική συνιστώσα τού χώρου 

Ε με aed. ΤΓροφανάχτ ισχύει

CV x e C ) α σ χ

καί επομένως- C £ κλ^α).  Άλλα καί αιηστροφακτ δια τυχόντα σημεία x>y 

έν κλσ0α) εχομεν χσα καί acy καί επομένως υπάρχει αδόα C9t,9,.· * ;φρί) 

βυνδεουσα τα χ ( α καί οδός* C Ψ,, Ψι, · · ·, ψ„) σννδεουσα τα a , y ,  οπότε αί 

οδοί αύται opCouv μίαν οδόν Φ™ > Ψι. Ψ».* "»Ψη) «υνδεουσαν τα
σημεία χ  και y . ’Επειδή αί οδοί C9,,9»>· **> 9m̂  καί ( Ψ,.Ψ,.♦ · -,ψ^ πναι προ-
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(favojc οδοί έν κλ,(α), ri οδός ( % . % . ' · · , i Ψ,.Ψ.,">Ψη) «ναι έπισης 
οδός έν κλ^ία) καί «πομενωο π κλασις ισοδυναμίας κ2*(α) βίιοι όδικώς 
συνεκτικόν βόνολον μέ αςκί*(α), το οποίον συνεπάγεται στι κλ*(α) S*C. 

ΜΑρα ισχύει κλ*(α) *» C, το οποίον, δυναμα τής προηγούμενης ασνησεηχΓ 15, 

σημαίνει ότι αί κλασεις ισοδυναμίας τής <τ συμπίπτουν με τάς οδικας 

ευνεκτικάς συνιστώσας του Ε.

17 Εις- μετρικός: χώρος καλείται τοπικώς όδικώς συνεκτικός τό­
τε και μόνον τότε, αν δια κάθε σημείου χ αυτού, και κάθε περιοχήν 

VCx") τού σημείου χ unapxn όδικώς συνεκτική περιοχή VCx) τού χ 

τοιαυτη, ώστε να ίσχυη Vex) Sl/Cx).

Δείξατε ότι εις- συνεκτικός* και τοπικώς* όδικώς συνεκτικός* με­

τρικός χώρος* είναι καί όδικώς συνεκτικός.

Α υσις.ΜΕσταίσαν Ε εις συνεκτικός* και τοπικαχς οοικ&χτ συνεκτικός 
μετρικός χώρος καί a  εν ώρισμενον σημείον αυτού, θετομεν

A =   ̂χεΕ : υπάρχει οδός συνδεουσα τά α,χ J

καί θεωροΰμεν τυχόν σημείου ΧεΑ, οπότε υπάρχει οδός *><ΡιΟ

συνδεουσα τά σημεία α καί χ. Επειδή ό χώρος Ε είναι τοττικώς όδι­

κώς συνειοΊΚος, υπάρχει όδικώς συνεκτικό περιοχή UCx) τού σημείου 

χ. Διά τύλον t/eUCx), υπάρχει προφανώς οδός C ψ,, ψ,>* **» Φη)  e°u· 

δέουσα τά σημεία x,y και επομένως όρ/ξεται οδός 
ψ1,ψι.···, συνδεουσα τά α και y . MApa UCx) -  Α καί επομένως τό

συνολον Α είναι ανοικτόν.
θά δείξω μεν τώρα όη καί τό συμπλήρωμα τα) Α είναι επίσης ανοι­

κτόν ευνολον. ΤΓρος τούτο θεωρού μεν τυχόν xeAc καί μιαν όδικώς συν­

εκτικήν περιοχήν UCx) airroo. Ίσχοει τότε UCx) » Ac, διότι άλίως θα 
υπήρχε y μέ ycA καί yeUCx), οπότε θά ύπήρχον καί οδοί 

καί C Ψ,,Ψ.,· · ·* ΨτΟ βυνδέουσαι τά σημεία a,y καί y, χ άνηστοίχως 

καί επομένως θα ώρκΓετο όδος C 9,, 9, > * * * * Φm > Φι >* * * > Ψτ>) 6ονδέουσα 
τα. σημεία α καί χ, τό οποίον άντ/κειται εις το on xeAc.

"Εχομεν λοιπόν
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Ε «  AUAC και AflAc*=0

iocit* επΌμενοχτ, λογω rnc <su νειτπKDrmoc too xa)poo E, Ac — 0, cJiom aeA. 
TDOTO σημαίνει on E«A.

Τέλατ, av x , y είναι τυχόντα σημεία εν Ε ,tdte βεβαίου urcjpxooV 

όδοι C9..<?.*····?*'> κα· ίΦ,.ψ.*" υΨη) «νδέουβαί to  ·χ,α και a,y 
άντιβτοίχαια, όπσιτ opioroi όδοα (ψ ,.φ .,·· ><Pm ; ψ„Ψ*ί·">Ψ«) ®ν'  
δεοοαα τα -x,y. “Αρα ό χώρος: Ε aval όδικάκτ βιη/τκπκοις.

(

4
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ΟΜΑΣ

ΣΕΛΙΔΕΣ 2Λ2-243

1. Μελβτήβατε cjc npoc την ομοιόμορφοι/ βόγκλισιν την άκαΛοοθιαν 

τών πραγματικών βοναμ*ηβ*®ν C-fv)veN β,<·  καττνθι rrcptinxuee/c;

5C*V
1) | vCx) = vtxCI-x')W. xelO.1] 2) fv<*> =  * ^ tT  ,

3) fv(X) “  χ»+ O - W  ’ X€l0’’3 43 fviX:>β  "ν’ ® *··[°·+®·> 
Λόβιο. 0 Δια κάθε xe[0,1] εχομεν |t-x|-s1 και έπομέναχτ,δυνά-

^ I

μει Tf)c αβκησβυς; 9 rnc ομαδζχ: 1 ,

Ρίτη ν*χ C f - x ) v— χ Ρίτη v*c ί - χ ) ν ** χ·0 « 0V V ·
“Αρα ίεχυει

Him fv β 0 κατώι βπμείον

“Αν Θεωρπσωμεν τώρα την ακολουθίαν Ο θ  εν [0,1] με χ ν = —-,θα εχωμεν

i vCxv) =  v*Jr C i - 4 ’^V!= ν 0 - 7 ^ ν

καί επομεναχτ, δυνάμει rnc ασκησεοχτ 25*3) rnc σμαδοα 1 ,λαμραν/ομεν

Pi™fvCxv)e C*°o4r =  +ο° ** 0

το οποίον, επειδή £Υτηχν ~ 0 ,  σπμαινει οτι π ακολουθία Cf/) δεν cuyKAl- 
< \

νεί ομοίο μ ο ρ φ α κ τ .

)
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2) kdr αρχήν παρατηρούμε an ·.

1*1-* 1 * 

l * | - 1  -

| x  | >►  I « 

καί έηομενακ: ίεχοει

eim

Pi

1+ x 2V =  0

m
1 + x 2V

Pirn
Λ»

t + *2v

1+0

e  _ i_  «  X  
l + f 2

Λ 1 1 — Pirn — -τπ— =  =1
( I ) T T  0*1

Pirnfv = F κατη χημείαν
« *

ojtcu π οριακή euvapmmc F opiCEtai υηο του τυποο

0 , av Jx|-=c 1 

FOO = « l , a v | x | = J
1 , av |x| > 1

ΆΜα ιτροφανάχτ η βυναρτησκτ F 5ev aval guvfxoct «αί enopevcoc 77 aiccAoo- 
θια Cfv') δεν rsuy κλίνει ομοιομορφαΧτ.

3) "Εχομεν

0*

ftiιτπ
x*+( 1-vx)*

0*+ C 1 - 0 )
— 0, av x ass 0

x*+ Q -  Oao^x}* x*+(+oo}
:0,άν 0<^x^1

και eaopevcuc
Pimfv = 0 κατα βημείον 

Άν θεωρήσιωμεν τώρα την άκολουθίαν CXr) έν [0.1] με χ ν = X  θα εχωμεν/

f vC*v)
και εηομενωα

*1 + 0 - ν χ ν) 2 χ*+0*

Ριτη£[χΟ  —1

= 1

το οποίον, επειδή Ρίτπ χν = 0, ατμαίνα σπ τ} άκελουθία CjV) δεν βυγκλινει όμοιο- 

μόρφαχτ.
4) Δια κάβε x c [ 0 ,+οο) εχομεν

χ
{ίτη — e ” ν = 0-β-#=» 0-1=0V

ί
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και* επόμενα*:

Ρίπ> fv — 0 κατα εημβον
Άλλα

S‘( f ' · 0 ’ ·  « . “ ί - 5 | ί · '* >| *  ' ί · ' " ’ ' - · ?

και* επομενακ: ν ακολουθία (f j) δεν ουγκλίνει ομοιομόρφαχτ.

J

2. C θεώρημα too 3>ini ) .  Έβττυ S eic «υμααγηο μετρικότ xiipoc καί 

CfvXcH τοχούβα ακολουθία ev C C S , R ) .  Δείξατε οτι, αν τ} ακολουθία 

(fv)v«N ε*ναι αϋξουβα, τπόι 2ιν δια κάθε μ, ν ev Ν ΐβχίιτι

μ ν ( V xsS*) fHCx) ^  fvC**)

καί επί j^eov αυτή βυγκλίνη κατα σημείον npoc μίαν σοναρτησιν 

FeCCS,TR"), τότε τ> ακολουθία C{V)v«n συγκλίνει καί ομαομορφοοα προς 
την βυναρτηβιν F.

Λυοίς:. Λογω τη<τ δυμπαγοτηττχτ τού χώρου S και ττύγ awexaac τών 

πραγματικών ουναρτησεων F και fv> veN , εχομεν

ρ Cfv> F ) ~  sup|(fv-F)Cx*)|== supCFCx)-fvCx)) »  FoO-fvCxy)
U xes XcS

’ Επειδή ο χώροτ S είναι oupnaync, v Cxv\ cn , ακολουθία έν S, έχει 

μια (φοβικήν) υπακοΑουθίαν Cxv) veM βυγκλΐναυβαν ev S. θέτομεν

Pirn χν=. 8
vcM

καί παρατηροΰμεν οτι
Pfmfv (P) -  F f t )
vcM ,ν

θεωρούμεν τώρα τυχόντα θετικόν «Αριθμόν ε καί εκλέγομεν sva δείκτην κεΜ μέ

| F ( P ) - f KCO| -  β

Λόγω τήο Guvrxeiac τών 6uvQpmcex»v F και τ*> εχομεν 

Pim Ffxv) -  FCP) καί Ρηη f/Xv)=fKCO
vsM νβΜ

καί επομέναχτ υπάρχει δείκττκτ neM toioutoc, ώβτε δια κάθε veM με v a n
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να ισχυη
t

1 FCxv)-F(f) |-=e καί | |-* ε

οπότε ισχύει καί

iFcxvWvCxv'Mi I fcxu>  fc?)I+ I Pce^-fKcO 1+lfKc? ) - f Kc?tv̂  l

e + 8 « 3 ε

‘Ώστε έδείχθη ότι

CVe>0)(3TjeM')CV'veM') υ > η  = φ |FCxv) - f vC**) 1-= 3ε

δηλαδή

Ριτη CF Cxv”) -  fv Cxv)  )  *  0 , ότοΓ ϋίτη ρ C-fv F )=* οvcM J vcM lu '

Άλλα η ακολουθία ^Cfv.F), veN είναι φθίνουοα, διότι δια κάθε μ,ν έν Η ισχύει 

μ-sv = » ρ  ( f v,F )=  sup (^F(x)-fOO) ^  sup( F(x>-fH(x)) =  puCfμ.F)
u xcS xcS

Επόμενα^ θά ίσχυτι Pim (3 (  fv, F )  — 0 , δηλαδή

£imfv«  F σμοίομορφως:

\f
3. ’Έστωσαν S, E μετρικοί χώροι καί C{V)vcm τϋχσ^βα ακολουθία 

συναρτήσεων έν ( S,E), η οποία συγκλίνει κατα σημείον προς* μίαν 

συνάρτησιν Fc^CS.E) .  δείξατε cm, αν ν  ακολουθία Cfv")veN ^ vcu ίβο“ 
suvexnc εις· το οημείον TceS, τότε η οριακή συναρτησιο· F είναι βυνεχπΓ 

εί<: το χ .
Auoic. θεωρού μεν τυχοντο θετικόν αριθμόν e, οποπττ, επειδή τι ακολου­

θία ( f v) vcN είναι ίσοσυνεχτχτ εκ το λ, υπάρχει περιοχή Ilex') του σημείου χ 

τοιαύτη, ώστε δια κάβε tjcUOO να ίσχυπ

( V v c N ) p C f v ^ ) . f v ^ ) - :e

οπού ρ ειυαι τι μετρική τού χοίρου Ε. Άλλα τι ακολουθία C-fVXcN 60V<̂l'va ΙΛπα
. _ » * ' _ 1 ' σημειον προτ την συναρτησιν F, οηοτε

F(x) -  Pimf/x") καί FCy) = Pim-fyCy-)

d
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καί εηομένχοτ. λσ/α> trie eowexeioc τής- perpreic ρ ,

p(FCy).FCxV)«p(fim fvCy\eitT)fv(x'>) -  W"»P(f*r«l>.f*M)**

Ώβτε έδείχθπ ότι

(Ve^oX Bl/Cx^CV yeS) y«UCx)-»p(TC0.rt*>)*« 

δηλαδή ότι η οριακή βυναρτησιο F aval βυν/exnc eic το σομείον %.

4. "Εβτωβαν S eic μετρικοτ xipoc, E etc nAnpnc μετρικατ xctfpoc 

ica! Cf»)vcN τυχούβα isoeovexne ακολουθία βοναρτηββ»ν ev CCS.E).  

Δείξατε a n . av D είναι εν πυκνόν ιίοοβυνολαν -too χώρου S καί ν  ακολου­

θία C-fvXen suvκλίνη K°>ta βημείον βπι too D, tote  ainm ευγ κλίνει κ η  

βημείον jrpoc μίαν βυνεχή βυναρτηβιν F ( επι ολοκλήρου του S ) ·

Aucic. θεωρού μεν τυχόν βημείον xcS και τυχόντα θετικόν αριθμόν ε. 
Επειδή ν  άι<ελουθία Cfv) Vi;N aval ieocuvexnc, υπάρχει περιοχή U M  του ση 

μείου χ Toiaum, ουβτε δια ιοαθε yeU(x) να ίσχυπ

C Vv^M) pCfvCV). f y f O )  — ε

όπου ρ είναι τι μετρική τού χώρου Ε. Επειδή τό Ώ είναι πυκνόν υποσυνολον 

του xcupou S, ύπαρχο ucDDUoO και επομενα)ς- δια κάθε νεΝ θα ίβχυη

pCfvCa), -  e

Άλλα η ακολουθία Cf»(u))vcN είναι ευγκλίυουβα,

άρχει δείκττκτ neN toioutoc, ώστε δια κάθε μ, ν

να ίβχύη Ν
p C fMO O ,fvO 0 ) - «

άρα καί βαεικη, οπότε ΰπ- 

έν Ν μέ μ ^ η  και vsn

“Αρα Θα iexuri καί

ρ(ίμίχ). fv (X ) )  £■ ρ({μ(X),fHCu'))+pCfHCu>.fwCu))+pCyu^ivCx)) 

s ε+ε+ε *= 3ε

"Ωβτε έδείχθη on
(Vs>0)C3-neN)(Y μ,ν εν Ν) μ δ η καί ν s v  -► p^CxX-fyC*))-* 3ε
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δηλαδη σπ *π άκο\ουθία CfvW)vcN dual βασική καί επομεναχτ, Ttofo ττκτπλη- 

porrmoc τού χώρου Ε, σογκλινουεα.
*Η ακολουθία CfV)v«N συγκλίνει Λοιπόν κότα σημείου τζρστ μίαν συυάρτη- 

ĵv/ Τ7 οποία μάλιστα, δυνάμει τής* προηγούμενά cusKrWeaJc 3, είναι

ουνεχήο.

5. ’Έστωσαν S eic συμπαγηο μετρικοο χώροε* και Ε dc πληρηα με­

τρικός* χώροε. ΑεΙξοτε 6η, αν ( fv)vcN είναι τυχοΰσα isoeovextxr ακολου­
θία ev ΤΞίδ,Ε), T? οποία συγκλίνει κατά σημείον npoc μιαν συναρτησιν 

Fe/'CS.E) ,  τότε αυτή συγκλίνει και όμοιομορφοκτ προο την F.

Au6*iC· θεωρούμεν τυχόντα θετικόν αριθμόν ε, οποτε, επειδή η ακολουθία 

Cfv) VeN ειναι ί̂ οσυνεχτχτ, διά τυχόν xeS έκλεγομεν μιαν ανοικτήν περιοχήν 

TJO0 αυτού τοιαυτήν > ώστε διά κάθε yel/Cx) νά ίσχυη

C VveN )  pCf.Cy^fvCxO^e

οπού ρ είναι τι μετρική τού χώρου Ε. ΤΓροιρανώο· η οικογένεια UO0> xeS 

άποτελα μίαν ανοικτήν κάλυψιν τοΰ συμπαγούς* χώρου S και επομεναχτ υ­

πάρχουν x ,, χ 4, · - ,xm εν S τααΰτα, ώστε νά ίσχυη

S = U UCxO (=1

'Επειδή αί Cfv^iOvcM > 1 β  1,2,···,τη είναι σογκλίνουσαι άκολουθι’αι εν Ε, 

ά ρα  καί βασικαί τοιαύται, υπάρχει δείκτηα neN toioutoc, ώστε δια κάθε 

μ ,ν  έν Ν με μ ^  η  καί ν > η  να ίσχυη

( V i*  1,2, ..·,γιΟ p ( f MCx0,f„O O )-*e

Αιά τυχόν yeS θεωρούμεν τώρα μίαν περιοχήν V'Cx^) με y^U^x 0,ono- 

τε δια κάθε μ,ν εν Η με μ > η καί βά εχωμεν

Ρ (ΤμΟ/) ifvCyV) «  Ρ fpOO*) +ρ >fvfxici)+ pffvfxK̂ »fv

ε+ ε +e = 3ε

ΜΑρα διά κάθε μ,ν έν Ν με μ ^ η  και ν ^ η  θα ίσχυη 

Pu ffp .fu )=  * u p p (fH(<f) ,fvOO) -sS 3e
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σημαίνει στι ή Cf»)VsH βίναι μια βασική άι^Λχιθισ ev C(S,E). 

3 » oxr γνωστόν, 6 χώρος CCS,  E ) είναι cnwroc πληρης και «τομέ- 

r} ακολουθία C{V)veN είναι συγκλίνουσα έν 'CCS.E), onore lexoa

f/mfu — F  ο μ ο ιο μ ο ρ φ ία

το οποίοι 
Άλλα 
VQ)C

6. Ιτηρ ι& μενο ι eic t o c  προηγούμενος ασκήσεις ί  καί 5, δείξατε 

ότι, αν S είναι είς συμπαγής καί Ε εις- σταθμητός διανυσματι k o cχ ί -  

poc πεπερασμένης δισστασεως^ τότε κάθε ιβοσυνεχης καί φραγμένη 

ακολουθία συναρτήσεων έν C C S , E )  έχει μίαν όμοιομόρφαχτ συγκλινοα- 

βαν υττακολουθίαν.

Λυσις. θεωρού μ εν τοχούσαν Ισοσυνεχή καί ψρσγμενην ακολουθίαν Cfv) VCH 

έν CCS,E).  Δια τυχόν xeS ν  ακολουθία CfvCx'))vcn ^ νσι προφανώς μία 

φραγμένη ακολουθία έν Γ, οπότε τό συνολον c ? { f v(x ) ·  veN} είναι κλει-

βτόν icoti φραγμενον υποσυνολον του χώρου Ε και επομένως, δυνάμει τήτ 

άσκήσεως 17 τής* όμαδος 5, συμπαγές. Άρα δια τυχόν xeS ν  ακολουθία 

Cfv^x'))VeN έχει μίαν σ α γ κ λ ί ν ο υ έ ν  Ε υιτσκολουθιαν. Τούτο ισχύει ηρο- 

φανώς και δια τυχοοσαν υπακολουθιαν αυτής*.

‘0 χάρος S ,  ώς συμπαγές, είναι διαχωρισ/μος και επομένως υπάρχει 

εν κύκνον και το πολύ άριθμησιμον υποσυνολον D αυτού. θα δειξοίμεν τά­

ρα ότι υπάρχει μία ιίπακολουθία Cf^pcM τής ^  οτιοιο csuyKAivei

Kara σημείον επί του ΐ .  ΤΓρός -room θεωρουμεν μίαν ακολουθίαν (αν) μέ

D = ( uv s veN }

καί παρατηροόμεν ότι δια την ακολουθίαν C*fvCu/))V€N νηαρχει φυσική urc- 

ακολουθία’ CfpftO)McM| αίπτϊς συγκλίνουσα έν Ε/Ομοίως, υπάρχει φυσική tin*- 

ακολουθία CfHCui'))vlcMa ττκ ακολουθίας 0 ί μ ( Ο ) μ βΜ, σογκλίνουσα εν Ε καί 

γενικώς, αν έχ*η όρισθή μία συγκλίνουσα έν Ε όικολουθία f f MCuK) )KcNlK>τό­

τε υπάρχει μία φυσική ήπακολοοθία CfH(u *«.,}) McM|c+1 τής CfM(uK̂ MeMK̂ uy- 

κλίνοοσα επίσης έν Ε /Ορίζεται λοιπόν έπαγωγικώς μία ακολουθία βυγκλη/ουβάν 

έν Ε ακολουθιών
Cfp ^υν))μς.Μν , ν =*1,2/**

έκόστη των οποίων είναι <ρυσικπ υπακολουθία τη ς  προηγούμενης m e .Έκλεγο-
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μεν έν άττεραντον συνολον δοιαών Μ 70ioutov, gj6tet δία κάθε φυσικόν σριΘμον

ν χό συνολον M fM v να είναι ττε-περασμένσμ ΟΤΓ.̂ .δυνάμεθα να λάβώμεν 
ΡοΜ*,*· }, οπού pteMt, μ^Μ, κτοι μ ,^ μ , ,  καί γενικώς-, μν-Μ^Μν̂ καί 

μν+, ^ μ ν ) ,  οηόττν  ακολουθία 0(V)p*m «ογκΛίνεη κατά σημείου επί τού ΐ> , 
διότι διά κάθε φυσικόν αριθμόν ν 77 ακολουθία μ 0 θ ) μβΜν είναι σογκλίνοοβα 
εν Ε καί ειτομένωοή ακολουθία CfMCuv) ) MeM είναι έττίεπο βυγκλινουβα εν 
Ε.

Μ4 άκολοοθία CJVWm ^ναι προφανώς- usoouvexnc και έπομεναχτ, δυνάμει τήςά- 
βκτίβταχτ 4-, αϋτη συγκλίνει κατά σημείου επί όλοκλάρου τού χώρου S. ’ Επειδή ο 

χώρος· Ε , coc σταθμττπχς διανυσματικοα xcopoc πεπερασμένης* διαστάσεαχτ, 

είναι XQ3poc τού Banach καί επόμενα*: πληρης;, δυνάμει xnc προηγουμενησά-
φ

εκησεωσ 5, ή ακολουθία (^μ^Μ  συγκλίνει και ομοιομορφως.

7. "Εσταζαν 5.Τ, Ε μετρικοί χώροι και τυχοϋοα eovapmeicfc^CSxXE). 
Δείξατε οτι, άν (ξ ,η^εδχΤ και ®πι ;

(0 *Η σοναρτησκτ f  είναι covrxnc «ατά σημείου (ξ ,η )  cic πρότ την 

δεύτερον μεταβλητόν της
(ϋ) Ή  οικογένεια των εν F*(S,E^ συναρτήσεων yeT εηαι ίσο-

συνεχτκτ « c to  σημεϊον ξ  ,

τό τ ε τ) συνάρτησιο f είναι σονεχηο eic to σημείου (ξ ,η } .
Awe. θεωροόμεν τυχόντα θετικόν αριθμόν ε, οηοτε, δυνάμει τήc C0, υπάρχει 

περιοχή V(iO τού σημείου ηεΤ τααυτη, άσττ διά κάθε yeVoft *'νά ίεχυη
PifCS.yXf ( € . η ) ) - ε

οποο ρ είναι ν μετρική TOO χώρου Ε. Έπίβηο, δυνάμει Trie Cii), υπάρχει χεριοχη UK) 
του σημείου ξεβ τοιαύτη, ώστε διά κάθε xel/CO καί yeT να ίσχοη

p(f cx'y·)· ί ίξ .ν ·) ) -=ε
Το σονολον V (f  ξ,η)) -  Ιί(ξ) xVfrO είναι μία περιοχή τοϋ σημείου (f,ij)eSxT 

τααότη, ώβτε διά κάθε (x.y'K'Wff ς,ηΌ να ««ΰη

pCfcx.y).fce,n» *p Cf< *.!af« .yV ) + p(fCM).fce.io)
ε+ε *» 2ε .

ΤΌ όποιον, επειδή to ε είναι τυχόν, σημαίνει ότι ν  συυάρτησια f  είναι συνεχής: 

ekr τά σημείου ('ξ,Ή)-

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ * ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΙΕΟΙJL· 9

d
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1 .’Εστωβαν Ε εν μή κενόν συνολον και μία συλλογή υποσύνολων

αοτοο. ηΑν διά τυχοόσαν οικογένειαν C ΚΟί*ι 12 ισχύουν *

U) ΓΪΚ.€& ι«ι 1
και

(Η) αν I είναι πεπερασμένου, τότε 
δείξατε δτι ή συλλογή

S - { X . X S E  καί Xc€ # }

είναι μία τοπολογία του Ε τοιαΰτη, ώστε τα κλειστά υποσύνολα τού Ε να

είναι ακριβώς: τα σύνολα nic συλλογής: 3?.
Λυσιο. θεωροΰμεν τοχοΰσαν οίκογό;ειαν έν *ζ>, οπστε τι οικογένεια

( A* ) LcX των συμπλπρωμςπων είναι μια οικογένεια έν Ίϋ  και επομενωσ, δυνάμει τών 

(0 και ( ϋ), λαμβάνομεν ··

(«>' ΗιΑ· ^
διότι (UjAj^ = η A'e3?, καί

(ii)' αν 1 είναι πεπεραομενον, tote 
διόη eic ιτιν περίηταισιν πεπερασμένου I έ*ομεν (  Π Ά ^  = Ι̂ Α* ε Ίϋ ■
“Αρα ή συλλογή % είναι μια τοτίολογία τού Ε διά την οποίαν μάλιστα ισχύει

X είναι ^Γ-κλειστόν συνολον X ee CXc)cc3? 4-* Xc<fc
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δηλαδη δη τό κλειστά υποσύνολα του Ε είναι ακρβοχτ τα βυνολα toc συλλογής &  .

2. 'Έστωσαν εν μη κενόν ευνολον Ε και μια βυναρτησκτ κ · 9 (Ε)*-*ί̂ (Ε·), 
τί οποία πληροί nac ακολούθους- Wiomiac C αξιώματα τοό καλύμματα? κατα 
Kurafowski ) :

(a) kC0*) « Φ  

CP) A S k CA)

fY) k (k CA)) «  k (A)
(6) k(AUB) -  kCA)Uk(B) 

οπού Α,Β τυχόντα υποσύνολα του Ε . 

θεωρήσατε την συλλοynv

32 -  { X · X S Ε και kCX) —χ }

καί τή βοήθεια xnc προαγουμενΓΚΓ άσκησεακτ 1, δείξατε on opiCerai το/ιολο 
για τοΰ Ε τοιαυτη, ώστε δια κάθε συνολον 5, ύποαύνολον του Ε,νά ι-

6 χύη
K f S ) « S

Λυσκτ. θεωραϋμεν τυχουβον οικογένειαν CK 0  £βι  εν όποτε προφαναχτ ι­

σχύει
( V i c I )  k CKO -  Κι ·

Ci) Π K.-e'fctel 1 ^
ΪΤραγματί* δυνάμει τοΰ αξιώματος· (δ), <5ια τυχόντα υποσύνολα Α,Β του Ε 

εχομεν

Α&Β => Β =  AUB K f B ) «  kCÂ )Uk(B) = *  kCA)s k(B') 

‘Επομένως ισχύει

( V j « I )  k C Q ^ )  £ κ ( Κ Π - Κ ,
δηλαδή

Άλλα, δυνάμει τοΰ αξιώματος Cf), ισχύει καί

ηκ·, s  χ ί . η κ . )

4
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"Αρα
» C n x , ) η κ,

tel 1

δηλαδή -ρ.
( U) Άν I είναι πεπερασμένου, τότε .UK^eife.

ΠραννατΓ δυνάμει και τού άξιώματχτ fa), η ίόιστηο (δ) έίτεΓππ νέτοι έπαγοιγι- 
κοκ* a>c ε ξ τ κ :

onou ( Aj ) j ' j  είναι τυχοόβα οικογένεια e v f i ( E )  καί 3 nenepaojitwow «ΰναλον.’ΕΛο- 

fiewuc* εκ· ττιυ n*pirmu«v πεπεραομεναι «χόλου δεικτών ι ίχομα/

δτιλαδη U Κ. €$2. ι«ι 1

Δυνάμει τιϊγ  προηγούμενης* άσκησεaxr I, η* συλλογή 

T? -  {Χ· .  Χ £ Ε  και X e 3? }  .

είναι μια τοπολογία του Ε το/συτη, ώστε τα κλειστό υποσύνολα τού Ε να είναι 

ακριβώς* τα σύνολα roc συλλογής* Ifc. Δια τυχόν σΰνολον S, υ'ποσυνολον του Ε, 

όοναμα τού αξιώματος (γ),  ισχύει KfS)s& καί ειτομά/οχτ τοσυνολον KfS) εί« 

ναι κλειστόν, όηλαδη

k (S) =  κ(3)

ΤΤαρατπρούμεν τώρα οτι, δυνάμει τού αξιώματος C β)» isxuei S £ k (S)  και 

επομένως S £ k( S ) = k (S) .  'Επίσης, επειδή το σύνολον S είναι κλειστόν, Ισχύει 

Sejfe καί επομεν eve 5 -  k (S) 2 kCS). ’Άρα

κ ( S ) - 3

3. 'Έστυβαν εν μη κενόν συνολον Ε καί μία cuvdpnwic Ι·. (PfE)»-^|p(E), 
τί οποία πληροί rac ακολούθους ιδιότητας ·

(a) I C<zS) «  OS 
φ  A2I CA)
(γ) Η Ι ( Μ ) « Κ Α )
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(δ) 1 ( A U B ) «  ΚΑ )  U 1(B) 

οπού Α,Β τυχόντα υποσύνολα τοΰ Ε.
Δείξατε δτι τι συλλογή

{ Χ ·  Χ £  Ε και ICX) = X }

είναι μία τοπολογία τού Ε τοιαυτη, ώστε δια κάβε βυνολον S, υ'ποβύνολον 

τοΰ Ε, νά.ίσχυη
ICS )= *S°

Aijoiq. Μια λιίσκτ δΰυαται να npowuyn κατ αναλογίαν npocxnv τοιαστην 

toc προπγουμενηο άιδκήβεαχ: 2. 'Ενταύθα όμως* θά δοθπ δυντομωττρα ^υσκτδι’ 

εφαρμογής* των προηγουμένων άοκηοεινν 1 και 2. Ουπν θεωροΰμευ την ευναρτηειν 

κ : Ρ ( Ε ) > - + Ρ ( Έ . )  την όριζόμένην ΰπο τοΰ τύπου

κ C X ) = 1 CXe)c

καί παρατηροΰμεν δη αϋτη πληροί τα αξιώματα τοό Kutaiowslci. Δυνάμει 

των άοκηοεων 1 καί 2 , ΐ) συλλογή

#  = { Χ · . Χ £ Ε  καί κ(Χ) = Χ }

opi'cti μιαν τοπολογίαν τοΰ Ε, ή δπα'α βυμπΰττει με την «ολλογην ''ζ, δισπ

I ( X) = X <=* I  ( χ Τ  — X c <=> 1 fcxc)c)c= X c<=* K CXC)= X W x cel2

και επομε'νακ:

^  = {Χ : Χ£Ε καί Ι (Χ)  = Χ } = { Χ : Χ £ Ε  καί Xeefc }

Τελοο, διά τυχόν suvoAov S, υποβυνολον τοΰ Ε, δυνάμει τήτ προηγούμενης* άβκπ* 

6f<uc 2, έχομεν
ICS·) = κ cSe)e -  ( S' )c= ((S*)c) c= s°

L  Αείξαττ α π τ ά  πυκνά  υποβάνολα τής* πραγματικής* ευθάαο ώοπρος* 

την τοπολογίαν

I ;χ -rY : X E  1R καί Y. τεεπεραβμένον βυνολον J.



ΙΕ Α ΙΔ Ε Ι 272-274

είναι a ire p a v n a . Ό μ ο ια ς  νά  πυκνά  unoouuoAa τ π γ  πραγματικής·· ο ιΘκιογ a c  

π ρ ο τ τ η ν  τοπολογίαν

|  X -Υ  ·· X S  R  και Υ  τ ο  ηολυ όριβμήσιμον σάνολον } 

είναι ύ η ερ α ρ ιθ μ η β ιμ α .

Au o iq . (Ο  ‘Υποθέτομε οτι το σόνολον S  είναι εν πεπερασμενον ύποβυν- 

ολον ττ)Γ πραγματικής* ευθείας-, όπόττ το σόολον 1R-S είναι μή κενόν καί ανοι­

κτόν aic  JTpoe την Θεωρηθείααν τοπολογίαν. Άλλα προφανώς* ΐεχύα

C F - s ) n s - 0

και επομένως* *το συνολον 5 δεν είναι πυκνόν. Ά ρα τα  πυκνός ώς* προς* την θεωρη- 

θείσαν τοπολογίαν, υηοουνολα τπ γ  πραγματικής· ευθείας* είναι απέραντα.

(ϋ) Ομοίακτ, ΰποθετομεν ότι το σΰνολον S είναι εν το παίυ άριθμήειμσν υπο- 

ουνολον τπγ πραγματικής ευθείας όηστετο συναλον 1R-S είναι μη κενόν καί 

ανοικτόν qjc προς την θετυρηβετϊοαν τοπολογίαν. Άλλα τροφανώο icxuri

C r - s ) n s - t f

και* εηομενωττ τ ο  euvoAov S  δ ά  είναι πυκνόν. Ά ρα τα  πυκνό, ώ τπ ρ ο ςτη ν  θεω- 

ρηθείσαν τοπολογίαν, οηοβύνολσ τήτ πραγματικής* ευθείας είναι υπεραριθμήβι· 

μα .

m

5. Αείξαττ ότι, αν d c  ενα τυπολογικόν χώρον υπαρχη το πολύ αριθμη- 

ffipor pacic* δια την τοπολογίαν του, τότε ouroc είναι διαχωρίειμος*.

Λόβιο*/Εστυβαν Ε εις τυπολογικός χώρος και Ί8 μία το πολύ αριθμήσιμος 
pacic δια την τοπολογίαν του. Χωρίο βλάβην τής γενικότητας υηοβετομεν σηταών- 

ολα TJ7C βαεεχν̂  ® είναι μή κειό,όηατε, δυνάμει του αρώματος επιλογής ύπ­

αρχο suvapTnenc f : 7Β*-  ̂Ε τοιαΰτη, ώβττνά ιβχυη

CVXeTB) f  CX )eX

Το οόναλον B — *R.ff) είναι προφανώς το πολύ αριθμήβτμον υηοβυνολον τού χώρου 

Ε και ιεχυεί
(  V X c B )  Χ Π Τ > Φ 0
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'Αρκεί να δ̂ ξαμεν τώρα on to D «ναι πυκνόν 6υνο\ον. TTpoc* toutο θεαίροϋμεν τυχσυ 
μη κενόν ανοικτού υποσύνολου Α τού Ε, οποτε ύπσρχη μία ύπο συλλογή C ηκ 
βασεαχτ 18 με A = (J t  καί έπομενωο

ΑΠΧ) -  ( U ^ H D  -  υ Χ Π Ώ * 0XcC

6. ‘Έστωσαν οί τοπολογικοί κόροι Ε, καί Ε , .  Δείξατε 6 η ,α ν  6 χάροτ Ε, 

είναι διακεκριμώκχτ ή  6  Ε* τετριμμενοο, τότε  κάθε w v a p c n e ic f  * Η,»—♦ Et 

είναι συνεχπο.

Αυσια. θεωρούμεν τυχούσαν συναρτησιν f : Ε,»—  Ε, καί διακρίυομεν τάζ­

ε ξτχ- δυο περιητωόεις:

( 0  0  xqj/ooc Ει e/vot όιοκεκριμέχχχτ. ΤΙροραναχτ και 6 ΰποχώρατ Τ ( $ )  auroo 

είναι όιακεφιμενοτ καί επομένως κάθε ύηοσυνολον τού 2TCf) είναι άνοοαον εν ${{). 

*Άρα ίσχαει 6η <5<α κάθε oaoikrrov εν Ε* σύνολον Α, το σύνολον f '1(A) α ναι ανοι­
κτόν εν 2Fff), το οποίον σημαίνει ση τί covapmcicf είναι cuvexnc.

C it) 0 χώρος- Ε2 ελα/ τετρ/μμένοσ. Τα μονά ανοοαα βυνολα έν Ε, dvai tote 

τά ζό καί Ε2. ΤΓαρατηρούμεν nupa 6η

«αί f - 1CE,)-2TCn

καί επομέναχτ ταυτα είναι ανοικτή σύνολα έν 3Tf). ΗΑρα ισχύει αηδία καθεονοι-
«

κτον έν Ε* συνολον Α, τό σύνολον f^CA) είναι άνοπαον έν 2FCf\ το οποίον σημαί­

νει 6η τι euvapmoic f είναι συνεχτχτ.

7 Δείξατε 6τι τυχοΰσα ακολουθία σημείων evoe τοπολογικού χώρου τού 

H a u s d o r f f  συγκλίνει to πολύ npoc εν σημείου. Ισχύει η id io m c au m  c!c nx lc  

Tt-x a > p o o c ;

Auoic." Εσπυσαν Ε etc τοπολογικοτ *χωρχ: τού Hausdorff και Cctv)VCH TVXĈsa 
ακολουθία έν Ε. ‘Υποθετομεν εν cwrxeia on υηαρχαχ/ σημεία ?,,Ρ* έν Ε μέ if#P* 

και τχνσΰτα, ώστε να ίσχοη

f iτη α ν = ί, καί ( imav *  Ρ*

Άλλα 6 xajpoc Ε είναι xajpoc τού Hausdorff και εηομενοχτ ύπαρχουν περιοχαι

/
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tiff,-) καί VCPO με

UCf,)nV(P,) -
το οποίοι/ αντικεττοι cic το σπ ΡίΓηαν και Ρήηαν — ί2 , διότι τότε ίοχυα

OvCliCPi) wai avcVCP·) τελικώο δΓ oAooc tdoc όείκττχ· veN

‘O gtt ri ακολουθία (c»v)V€H συγκλίνει to πολύ npoc εν σημε/ον τού χώρου Ε.

*Η ίδιότηε aum δεν ισχύει eic touc T ,- xapouc. TTpac* όιπύόειξιν τουτου 
παρατηρούμεν ότι ν' συλλοyn

Τ;  = {<*} U { T R - X : X  είναι πεπερασμενον βυνολον|

είναι μία τοπολογία τού συνόλου R τών πραγματικών άτριθμών και μαλιστα ό τόπο- 

λογικόοχώροτ (R/tO είναι Τι-χώροα, διάη δια wxovtoc προγμστικουΓαρι- 

Qpouc χ, -y με x ^ y  το συνολον !R-{yJ αποτελεί περιοχήν τού χ δια την ο­
ποίαν προφαναχτ ισχύει y^IR-[y}."Av θεωρησωμεν τώρα μίαν ακολουθίαν πρα­

γματικών αριθμών (Όν)νβΝ , διαφόρων όρων όνο δύο, καί τυχόντα πραγματικόν 

αριθμόν Ρ, τότε δια κάθε περιοχήν U(f) αυτού θά ίσχόη

αν€ΐΓ(Ρ') τελικώς- δί άλοιΧΓ tout δεiicrac νεΝ

διότι τι περιοχή ΙΓ(Ρ) είναι τττε μορφήν R-S, όπου το συνολον S άναι nenefxa - 

σμενον. “Ωστε ν' ακολουθία πραγματικών όιριθμών (αν)ν*Ν - °* ακολουθία σημείων 

τού Τ,-χάρου συγκλίνει προτ κάθε πραγματικόν αριθμόν*

8. Δείξατε on efc τοπολογικός- χώροιτ ©ναι Tt-x«poc τότε καί μόνον 
τότε,, αν τά μονοστοιχεια κα υποσύνολα airrou είναι κλειστά.

λυσκτ.'Έσπυ Ε εί<τ τοπολογικάτ xipoc."Αν ο Ε είναι τ,-χώροο* καί fy] τυχόν 

μονοστοιχειακόν υποσυνολον αυτού, τότε διά κάθε xe[y]c ισχύει χΦ  y και επο- 
μεναχτ υπάρχει περιοχή UCx) τού σημείου χ μέ y^lTCx), δηλαδη l/Cx)®{y}c· 
Τούτο σημαίνει ότι το συμπλήρωμα { y ] c είναι ανοικτόν συνολον και εττομεναιοτο 

μονοστοιχειακόν συνολον [y ] είναι κλειστόν.

Αντίστροφων", σν τα μονοστοιχεια κα ιίποσυνολα τού χώρου Ε είναι κλβστα,τοτε 
διά τυχόντα x,ij έν Ε με x ^y  ίσχόει *G{y }c> όπου το συμπλήρωμα {y$c είναι
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ανοικτόν συνολον. ”Αρα υπάρχει περιοχή ΙΚ*”) τού σημείου χ μέ UOO 9  fy}c, άηλαδη 

y^Ufx), το οποίον σημαίνει οτι ο Ε είναι Τ,-χώρος.

9. Δείξατε ότι ε ις  τυπολογικός χώ ρ ο ς  £  είναι κανονικός τότε καί μ ό­

νον τότε, α ν  δ ια  κ ά θ ε  σημείου χ ς £  κ α ί κ ά θ ε  π ερ ιο χή ν  ΙΓοΟ ύπαρχη  α ­

νοικτόν συνολον V  μέ *xeV κα ί Υ  i U ( x ) .

Λυοις. Ύποθέτομεν οτι ό χώρος Ε είναι κανονικός καί θεωροόμεν 

τυχόν σημείου χςΕ και μίαν περιοχήν 1Γ(χ) αυτού, θεωρουμεν επίσης εν ανοι­

κτών σύνολον Α μέ xeA καί A 9  UO0, οπότε το συμπλήρωμα Ac αιχού είναι 

κλειόταν συνολον καί ισχύει ' x ^ A c Επομένως, επειδή ό χώρος Ε είναι κανονι­

κός, υπάρχει μια περιοχή W (x) του χ  και έν ανοικτόν συνολον Β μέ Ac k B  

καί WCx) Π Β =  0 ,  οπότε έχομεν καί

W ( x ) S B e S A

θεωροόμεν τώρα έν ανοικτόν συνολον Υ  με xeV και V όποτε εχομεν

V £ B c καί επομένως, λογω τής κλειστοτητος τού συμπληρώματος B c,

V  S 5 s =  B c Ε A £  U O )

Άντιστροφως, ώποθεταμεν στι δια κάθε xcE και κάβε περιοχήν U(x) 

υπάρχει ανοικτόν συνολον V  με xeV και Y^UCx") και θεωροόμεν τυχόν 
σημειον xe£ καί τυχόν κλειστόν υποσύνολου Κ του Ε μέ χ^Κ. ΙΓροφανώς 

τό συμπλήρωμα Kc είναι περιοχή του σημείου χ καί επομένως υπάρχει α­
νοικτών συνολον V με χεΥ καί V 9 ώποττε έχομεν

K 9 V C καί V n Y c= 0

το οποίον σημαίνει σπ ο χώρος Ε είναι κανονικός^ διοη προφανώς το V  είναι 

περιοχή τοό σημείου χ  και το V c ανοικτόν συνολον.

10. Δ είξατε ο τ ι e ic  τυ π ο λ ο γ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  £  είναι φ υ σ ιο λ ο γ ικ ό ς  τότε  

κα ί μόνον τ ό τ ε ,  αν δ ια  κάθε κλειστόν ύηοσυναλον V  too Ε και κάθε 

α νο ικ τό ν  συνολον II μέ Κ  S  1/ υ π α ρ χη  άνοικτον συνολον V με Κ £ Υ  

κ α ί V S U .

4
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Aueic. Υπαθετομεν on 6 χώροα E είναι υ̂βιολογίκόο καί θίωραύμεν τυχόν 
κλειστόν ύποσυνολον Κ και τυχόν ανοικτόν υποσύνολο̂  U αυτού με )f£U. ΤΓρορο· 
νώ<τ τα βυνολα X και Uc είναι ξένα και' κλειστά και enopcva>c, εηαδήό χά­

ρος" Ε είναι φυσιολογικά̂ , υπάρχουν ξένα και’ ανοικτά βυνολα V.W μέ XfcV 

Καί ΙΓβ S Υ\Γ οπότε έιομεν καί

V S W CS U

"Αρα, λόγω toc κλειστοτηττοζ: τού συμηληρωμστοο W c, λαμβανομεν

V  E V ^  =  ¥ CS  U

’ Αντιστρόφων, ύποθέτυμεν ότι 5ια κάθε κλειστόν υποσυνολον Κ καί κάθε 

άνοικτον υποσύνολου U του χώρου Ε. υπάρξει ανοικτόν συνολον V" με X sV  
καί V i U  και θεωρουμεν τυχόντα ξένα και κλειστά υποσύνολα Ι - ,ΜτοϋΕ.  

ΊΠροφανάχτ ίό  συμπλήρωμα Μc είναι ανοικτόν συνολον και ισχύει L £ M C, ό­

ποτε υπάρχει άνοικτον συνολον V  με L S V  και' Y E M C και* επομάακ: έ-

χομεν _  , _
L £ V ,  M E V C καί  V D V c = 0

το οποίον σημαίνει ο τι ο χώροο Ε είναι φυσιολογικός-, διότι έκτόα τού V και 

τό συνολον Vc είναι ανοικτόν.

11.” Εστα>σαν εν μά κενόν συνολον S και* εις* τυ π ο λ ο γ ικ ά  xd>poc Ε. 

Α είξαττ ότι δ ιά  τυ χο ΰ σ α ν  συνάρτησιν f  ·. S  *-* Ε τ> συλλογή

{ f ^ C X )  : X ανοικτόν ev Ε |

είναι τι α ρχική  τοπολογία τού S  ώς* π ρ ά ττό ν  τυπολογικόν χώρον Ε καί την 

συνάρτησιν f .

' Ε π ί  πλέον, ά ν  S £ Ε ,  ορ ίσ ατε την σχετικήν τοπολογίαν  επί του S ως- 

μ ία ν  αρχικήν τοπολογίαν α υ το ύ .

Λυσια. ‘U αρχική τοπολογία τού S αχτ προς* τον χώρον Ε καί ττιν ευναρ- 

τησιν f  είναι, ώ<τ γνωστόν, τι χονδρότερα τοπολογία του S ,  η όποια περιεχει 

την συλλογήν
=  C X ) : X  ανοικτόν έν Ε }
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Έπομή/αχτ άρκα να δείξω μ εν οτι ν συλλογή αΰτη αποτελεί τοπολογίαν τού S. "Προς· 
τούτο θεωροομεν τυχοόσαν οικογένειαν ( -el tv *Ct άπατε υπάρχει οικογένεια 
CXO ί^ΐ άνοιιαων έν Ε συνόλων τοιαυτη, ώστε να ίσχύη

( V f e l ) A i  -  f - ’ CXj )

co .u/.er
ΤΓράγματι ·

& A‘ - & f ’a '> “  f " c A x *>

onou τι evcuffic U X: είναι ανοικτήν h  Ε σύνολο v. id ‘
(ii) αν 1 είναι ηεπερασμενον, tote OAreTT..  t€l
ΤΤραγματι *

n^i - nf cx , )  -f-'fax,)
οπού εις την ττερίητωσιν πεπερασμένου συνόλου δεικτών I ή τομή Π X.- είναι ά-iei 1

νοικτάν έν Ε συνολαν.
Τέλοτ, αν τό συνολον S είναι υποσυνολον του χώρου Ε καί τί cuvapcnoic f 

είναι η ταυτοτική τοιαύτη, δηλαδή

C Y-xeS) fCx)« χ

τότε δια κάθε υποσυνολον X του Ε ισχύει

f - 1 ( χ )  =  s  η χ

και’ επομένακ:

^ f - ’ CX) *. X ανοικτόν εν Ε J = [ SHX ·Χ ανοικτήν έν Ε ]

‘Άρα τί σχετική τοπολογία in i τού S είναι ν αρχική τοπολογία τού S ojc χρόττον 
χώρον Ε και* τήν ταυτοηκήν συνάρτησιν.

12. 'Ορίσατε τό σύστημα περιοχών tuxovtoc σημείου evoc καρτεσιανού 

τοπολογικού χώρου.
Auoic." Εστωσαν Ε ο καρτεσιανοα τοττολογικ<χτ χώροτ τής* οίκογενείαο τών

4



τοηολογιitw χώρο»/ ( Ε(·, tTj), i*I *αί α — ( α < ) τ υ χ ό ν  βημηον αυτού. *Qc 
γν«οπΛ», τ> βυλλο/ή 4
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S  - {  XjBj : το βύνολον { id  : Β( *  Ej} είναι πβπεραομάον m! (Viel)B(eT; J

είναι μία fidetc δια την m p rrstav m  τοπολογίαν τού Ε και' ϊπομενβτ π euJMoyn

Ί30-  {  V: VeTB και aeV J ^ λ

είναι μια συλλογή ανοικτών περιοχών τοΟ α  και* μάλιστα βάσις· του συστήματα: -

τιεριοχών του σημείου α . ηΑρα

[ U  : C 3 V c B 0 )  V £ U  }

*= |  U : ( 3  V e ©  )  a e V  καί V  £  U }

«  |IT j Χχν( £ U, το βύνολον {«el: Ε{} είναι πεπερασμένοι/

- *· καί ( VicI) â cV* καί V^e Cj J

l , .r




