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Γενικά

Η Μηχανική είναι ένας κλάδος των εφαρμοσμένων Μαθηματικών και της 
Φυσικής, που ασχολεΓται με τη μελέτη της ισορροπίας και της κίνησης των 
σωμάτων.

δ ια ιρ ε ίτα ι σε τρ ε ις  μεγάλες περιο χ έ ς , ,τη.Στατική, την Κινηματ^ή 
και τη Δυναμική.

Η Στατική εξετάζει την ισορροπία των σωμάτων.
Η Κινηματική εξετάζει την κίνηση των σωμάτων, χωρίς να λαμβάνει 

υπόψη τ ι ς  α ιτ ίες  της κίνησής τους.
Η Δυναμική εξετάζει την κίνηση των σωμάτων λαμβάνοντας υπόψη τ ι ς  

α ιτ ίε ς  τη ς κίνησής του ς, δηλαδή τ ι ς  δυνάμεις που ενεργούν στο σώμα.
Με τον όρο κίνηση εννοούμε τη μεταβολή της θέσης ενός σώματος σε συ­

νάρτηση με το χρόνο.Για να γ ίνει όμως αντιληπτή η κίνηση του σώματος πρέ­
πει να συγκρίνουμε τ ι ς  θέσεις του σχετικά με κάποιο σημείο αναφοράς. Γι 
αυτό κάθε φορά που ασχολούμαστε με οποιοδήποτε πρόβλημα, θα πρέπει να 
καθορίζουμε το σημείο αναφοράς.

Ό λ ες οι συναρτήσεις που εμφανίζονται στα επόμενα κεφάλαια θεωρού­
νται μονότιμες και συνεχείς, με παραγώγους μέχρι της απαιτούμενης τάξης. 
Επίσης ο ι  συναρτήσεις που θα ορίζονται θα πληρούν καί όλες τ ι ς  άλλες α­
π α ιτή σεις  των επί μέρους προβλημάτων.
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I Γενικά

i Σκοπός του παρόντος Κεφαλαίου ε ίνα ι η μελέτη της κινηματικής του
| υλικού σημείου. ' ' '
§  θα δοθούν ο ι ορισμοί της ταχύτητας και της επιτάχυνσης και θα βρε-
| θούν ο ι  μορφές, πού λαμβάνουν αυτές σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων.

■3? ’ ' ! ’■ * ***· * ■ ■ , *
I  ’ , '
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1 .1 . Υλικό σημείο -  Διάνυσμο θέσης

Στην πράξη Π Μελέτη της Κίνησης των σωμάτων ε ίν α ι πολύπλοκη 
και για να επιτευχθεί χρειάζεται να γ ίν ε ι  μελέτη της κίνησης 
του υλικού σημείου ή σωματίου.

Ονομάζουμε υλικό σημείο ή σωμάτιο,ένα σώμα , που δεν έχ ει δ ιο -  
στάσειο  και ε ίνα ι εφοδιασμένο με ένα θ ετικό αριθμό , τη μάζα του . 
Με άλλα λόγια , ε ίν α ι ένα μαθηματικό σημείο με μάζα . Στη ®ύση 
το υλικό σημείο δεν υπάρχει . Όμως η εισαγωγή του όρου αυτού ε ί ­
ναι χρήσιμη » γ ια τ ί τα σώματα σε ορισμένες περιπτώσεις συμπερι- 
φέρονται σχεδόν σαν υλικά σημεία , ανεξάρτητα από τ ι ς  δ ια σ τά σ εις  
τους . Επίσης με την εισαγωγή της έννοιας του υλικού σημείου απο­
φεύγεται- η περιστροφή, που πιθανόν να εκτελούσε το  .σώμα κατά την 
κίνησή το υ . -

Η κινηματική του υλικού σημείου ή σωματίου ε ξετά ζε ι  την κ ί­
νησή του , χωρίς να λαμβάνει υπόψη τ ι ς  α ι τ ί ε ς  της κίνησής του .

Η θέσή του υλικού σημείου θα αναφέρεται ως προς κάποιο σύστημα 
αναφοράς. Εάν: ο ε ίν α ι η αρχή του συστήματος αναφοράς και Ρ η θέ­
ση του υλικού σημείου, τότε  το διόνυσμα ορ ονομάζεται διάνυσμα 
θέσης του υλικού σημείου. Συνήθως συμβολίζεται με ρ και είν α ι συ­
νάρτηση του χρόνου t  , δηλαδή r  = r ( t )  .

:
•3
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θεωρούμε το σημείο αναφοράς ο ακίνητο και ως αρχή οποιουδήποτε συ­
στήματος συντεταγμένων του τριδιάστατου χώρου.

Κάθε υλικά σημείο διαγράφει κατά την κίνησή του , ως προς αυτό το  
σύστημα, μια καμπύλη που λέγεται "τροχιά" . Η τροχιά έχει τ ι ς  ιδ ιότη ­
τ ε ς  της λείας καμπύλης. -

Το απλούστερο σύστημα συντεταγμένων είναι το ορθογώνιο (Καρτεσια­
νό) σύστημα ' O x y z  , (Σ χ .1 ) με μοναδιαία διανύσματα x , y  και ζ0 0 0
στους άξονες x , y  και ζ  αντίστοιχα . Το Καρτεσιανό αυτό σύστημα θεω­
ρ ε ίτα ι ακίνητο, δηλαδή τα χ  , y  και ζ  είνα ι σταθερά, και δεξιόστρο

0 0 ο
<ρο. Το διάνυσμα θέσης υλικού σημείου ως προς το σύστημα, καθορίζεται 
από το διάνυσμα r  ,

r  * χ χ  + y y  + 2Ζ --------- 0-----ο ο

όπου x=x(t)_ , y= y (t) και z= z (t) είναι ο ι συντεταγμένες του υλικού 
σημείου.
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1.2. Ορισμός xnc ταχύτητας

θεωρούμε κάποιο σύστημα συντεταγμένων του τριδιάστατου χώρου με

ό τι το υλικό σημείο κ ινείται από τη θέση ρ στη θέση ρ ' σε χρόνο At.

Συνεπώς, η ταχύτητα του υλικού σημείου ρ είνα ι εοαπτόμενη της τρ οχ ιά ς. 
Σε ορθογώνιο (Καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων, η (1 ) λαμβάνει τη

ο ι συνιστώσες της ταχύτητας στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων O x y z .

1 .3 . Ορισμός της επιτάχυνσης

Έστω ό τ ι η ταχύτητα του υλικού σημείου Ρ ε ίν α ι u ( t )  . Η ταχύτη­
τα του ίδιου υλικού σημείου στη θέση ρ '  είναι u (t+ A t).

Επιτάχυνση α του υλικού σημείου στη θέση Ρ» ορ ίζετα ι το όρ ιο

αρχή το ακίνητο σημείο ο . Ως προς αυτό το σύστημα συντεταγμένων έστω

Τα διανύσματα θέσης του υλικού σημείου σ τ ις  θ έσεις  Ρ και Ρ '  ε ίν α ι  α 
ντίστοιχα r ( t )  και r(t+A t)r , (Σχ. 1 ) .

Ταχύτητα υ του υλικού σημείου στη θέση Ρ ,ορίζετα ι*το  όριο

r (t+ A t ) - r ( t )  _  d r
( 1 )

μορφή

Λ _'dr _ d(xxi> +yy0 +Z2o ) _ dx -* . djr '-*■
at "a t at x 0 at yΤ Γ Χ + *ΠΓ7 + ·ΤΓ* 2at o at ο a& o

ή

(2)

όπου με r ,x ,y ,z  συμβολίζουμε αντίστοιχα  τ ι ς  πρώτες παραγώγους ως προς 
το  χρόνο §  , f £  και ^  .Ο ι  συναρτήσεις x ,y  και ί  ε ίν α ι
όπου με r , x , y , z

·

(3 )
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Σε ορθογώνιο (Καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων,, η (3 ) λαμβάνει 

τη μορφή

α = d f r ' d2(xx 0 +yy0 ) '· _ dfjc 
at2 '  a t2 x  + 0

d2y
d t2 V d2z

dt2

ή
-*► 2.
a  = r  = x x  + y y  + z z  , 
____________ 0 0 0

(4 )

όπου με r ,x ,y ,2 συμβολίζουμε αντίστοιχα τ ι ς  δεύτερες παραγωγούς ως 
προς το χρόνο ~  , , και |^|· . Οι συναρτήσεις x ,y  και 2

είνα ι ο ι  συνιστώσες της επιτάχυνσης στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμέ­
νων O x y z .

1 .4 . Κίνηση με παράμετρα το  μήκος του τόξου s Φυσικές συντετσνυένεε.

Μέχρι τώρα θεωρήσαμε ότ ι το  διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου Ρ 
είναι συνάρτηση του χρόνου. Μπορούμε όμως να θεωρήσουμε ό τ ι  το  διάνυσμα 
θέσης του  ρ είναι συνάρτηση του μήκους τόξου s  πάνω στην τροχιά , 
μετρουμένου από κάποια αρχή.



θ

όπου t 0 είνα ι π χρονική στιγμή, που ξεκίνησε το υλικό σημείο και t· 
Π τυχοόσα χρονική στιγμή κατά την οποία το υλικό σημείο βρίσκεται στην 
τυχούσα θέση Ρ . (Σ χ .2 ). Τη χρονική στιγμή t = t # ε ίν α ι .  S=o.

Γνωρίζουμε ό τ ι  r = r (t )  . Λαμβάνοντας υπόψη την ( 5 ) ,  μπορούμε να 
έχουμε

?  = r(S) . (6)

Έ τσι δικαιολογείται π μελέτη της κίνησης με παράμετρο το τόξο  s . 
θεωρούμε δεξιόστροφο και ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων με αρχή

ο και μοναδιαία δισνύσματα τα ε ,η και b , όπου ε ε ίν α ι η δ ια -____________ _________ 0 0___  ο _------------ο--------------------
νυσματική μονάδα κατά την διεύθυνση της εψωττομένης της τ ρ ο χ ι ά ς ^  φο­
ρά της κίνησης (κατά τα αύξοντα^ ) ,  ε ί ν α ΰ ι  διανυσματική μονάδα 
της πρώτης καθέτου και b η δ ιανυσματική μονάδα της δευτέρας καθέτου. 
Ισχύει λοιπόν ό τ ι ,

| -> ->
) b = ε χη I ο ο ο

*JrjS.

Το σύστημα αυτών των συντεταγμένων ονομάζεται σύστημα "φυσικών συντε­
ταγμένων" και σχετίζεται με την εκάστοτε θέση του υλικού σημείου.

θα προσδιορίσουμε τώρα τ ι ς  συνιστώσες των διανυσμάτων της ταχύτη­
τας υ και της επιτάχυνσης α του υλικού σημείου στο σύστημα των φυ­

σικών συντεταγμένων.
Γνωρίζουμε ό τ ι  η ταχύτητα υ υλικού σημείου είναι ίση με

υ = d r
dt (7α)

Η (7α) γράφεται

3  = 4 | § f  = Sΐ  ή υ - Μ ? - έ ε ,
ciG d t  ο ο ο

(8 )

0TOU dr=dS? , d S = /(d x ) 2 + (d y )2+ (d z )2 , lx*=S= ^  .
Η (8 ) δ ίν ε ι την ταχύτητα του υλικού σημείου σε  φυσικές συντεταγ-

Λ-
 < 

Υί
Κ

>Λ
Λ
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μένες. „
Παραγωγίζοντας την (8 ) ως προς tflv χρ<*ν 0 » παίρνουμε την επιτάχυν­

ση α του  υλικού σημείου,

Λ  d(Se )
·¥άε

r  _ du _ '*Λwt,o7 _ dS · +fit S  S  3  P  t Jj  «x
dt dt dt o dt

o dS dt o . dfa J
Ισχύει ό τ ι

e ·ε  = i  =*> —  o o  do

.·>· -*■ χd(e *e )___*— 2_ s o

(9 )

(9a)

Από την (9a) προκύπτει
-V

de de —  d®.____0
dS •ε + ε · -τ^ · = 0  ή ο ο dS

2ε . — ί  = ο .
0 do

*Αρα

de __ (
dS

o _= 0 .

t o  συμπέρασμά μας είναι ό τ ι  ε  -1-
. .  .0

~ Ά ρα

de __ c
dS

( 10)

de
dS = κ η , ή

I f * . ! -
dS ρ Πο * (11)

Το κ ονομάζεται καμπυλότητα. Το ρ ονομάζεται ακτίνα καμπυλότητας.

(,c= i>· ·
Λαμβάνοντας υπόψη την (1 1 ), η (9) γράφεται ,

-*» s2 /Τ\ -► * ** mr -*■a = S£ + —  n 7 a = ιυΐ ε + —  η ._______ ο__ Q___ ο— _____________π, ο Q
ΐ  ’ ·*· . ιυί ( 12)

Η (12) δ ίν ε ι  τήν επιτάχυνση του υλικού σημείου σε φυσικές συντεταγμένες.
Η συνιστώσα \s ή ΐύ| λέγεται "εφαπτομενική επιτάχυνση ή επιτοόνιόε ε -
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πιτόχυνση ενώ η λέγεται "κεντρομόλος επιτάχυνση".

1 .5 . Περί καμπυλογράμμων συντεταγμένων

Υποθέτουμε ό τ ι  ο ι ορθογώνιες (Καρτεσιανές) συντεταγμένες x ,y ,z  
του υλικού σημείου Ρ μπορούν να εκφραστούν σαν συναρτήσεις των παρα­
μέτρων u ,u  και w , δηλαδή

χ  = x ( u , u , w )  ,  y  — y ( u , D , w )  ,  ζ  = z ( u , u , w )  . (13)

Υποθέτουμε ό τ ι  ο ι (13) μπορούν να λυθούν ως προς u ,u ,v

u  =  u ( x , y , z )  , υ = u ( x , y , z )  , w = w ( x , y , z )  . (14)

Τούτο συμβαίνει εφ ’ όσον

D(x,y,z)
D(u,D,w) Φ Ο ,ν

i (15)

Τότε σε κάθε τριάδα (u ,u ,w ) αντιστοιχ εί μία μόνο τριάδα ( x ,y , z )  και 
σε κάθε τριάδα ( x ,y ,z )  αντιστοιχεί μία μόνο τριάδα (u ,u ,w ) . Η α ν τ ι­
στοιχ ία  μετα?.ύ ( x ,y ,z )  και (u .o .v )  είναι δηλαδή μία αμφιμονοσήμαντη 
α ντιστοιχ ία .

Τα (u ,u ,v ) λέγονται καμπυλόγραμμες συντεταγένες του σημείου ρ . 
θεωρούμε τώρα την εξίσωση

u -  "  (16)

•όπου c μια σταθερά. Η (16) είνα ι η εξίσωση μιας επιφάνειας στον τ ρ ι -  
διάστατο χώρο. Ομοίως ο ι  εξισώ σεις

υ = c z , ν  -  c 3 , (17)
Μ

όπου c , c  σταθερές είναι εξισώ σεις επιφανειών. Οι τ ρ ε ις  επ ιφάνει-ί  3

ε ς  (16) και (17) τέμνονται στο σημείο Ρ . που α ντιστο ιχ εί σ τ ι ς  τ ιμ ές
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των u = Cj , υ = c 2 , »  * c 3 . Οι τ ιμ ές  δηλαδή ( c x , c 2 , c 3) είνα ι 
οι καμπυλόγραμμες συντεταγμένες του  Ρ (Σχ .3)

Το διάνυσμα θέσηςτου σημείου ρ ως προς το  ό  είναι τώρα

r  = r(u ,u ,w ) . (18)

Οι επιφάνειες υ-02 , v=c3 τέμνονται κατά μία καμπύλη, που προκύ­
πτει από την (18) αν θέσουμε u=c2 , w=c3 . Η καμπύλη αυτή αντιστοιχεί 
στη διανυσματική συνάρτηση

r  = r(u,C  ,C ) , (19)
2 3 -

με παράμετρο το u . Ομοίως ο ι  επιφάνειες u=cx , w=C3 τέμνονται κατά 
την καμπύλη

τ  = r(C ,u,C ) (20)
1 3

και ο ί  επιφάνειες u=c , u=c κατά την καμπύλη
1 2

Τ = r i c ^ c ^ w )  . , , (2 1 )

Ορίζουμε τώρα τρ ε ις  διανυσματικές μονάδες e ,e  και e με τ ι ς  
σχέσεις
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3? 3γ 3r
-*· = J L -*· "5υ -  "5w ( 2 2 )e * β  , =  Η-  ’ e ,  β ~  *1

1 9r 11 1 3γ 1 1 3r 1
' * ί !

ϋ £ ι
3υ ! ’

|£| 
·3υ! ’

.3?, είναι τα μέτρα των διανυσμάτων 3 r  
Τΰ 1

3r 
* "δϋ

3r
KQt π

αντίστοιχα.
Οι διανυσματικές μονάδες e ,e  και e , ε ίνα ι εφαπτόμενες των κα- 

μπάλων (1 9 ) , (20) και (21) αντίστοιχ α , στο κοινό τους σημείο Ρ .
Εάν ο ι διανυσματικές μονάδες ,e 2 και e 3 αποτελούν ορθογώνιο σύ­

στημα, τότε λέμε ό τ ι  ο ι καμπυλόγραμμες συντεταγμένες είναι ορθογώνιες.

( Q )  Ειδικές περιπτώσεις ορθογωνίων καμπυλόγραμμων συντεταγμένων

θα αποδείξουμε σ τ ις  επόμενες παραγράφους 1 . 6 .α , 1 . 6.3  και 1 . 6 . γ 
ό τ ι ο ι κυλινδρικές και ο ι σφαιρικές συντεταγμένες είναι ε ιδ ικ ές  π ερ ί-• i‘
πτώσεις ορθογωνίων καμπυλογράμμων συντεταγμένων.

^ 6 λ )  Ταχύτητα και· επιτάχυνση σε πολικές συντεταγμένες στο επίπεδο

Η θέση του υλικού σημείου ρ στο επίπεδο O x y  π ροσδιορίζεται , 
αν δοθεί η απόσταση r  του σημείου Ρ από την αρχή ο και π γωνία θ, 
που σχηματίζεται μεταξύ του διανύσματος θέσης γξορ και του άξονα Ο χ .
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( Σ χ . 4 ) .  Η γωνία θ μετρέίται κατά την ορθά φορά. Τα ( r , 0 )  ονομάζο­
νται πολικέο συντεταγμένες του σημείο» ρ .

Εφαρμόζοντας τα όσα είπαμε σ τ ις  καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, έ ­
χουμε τ ι ς  αντιστοιχ ίες

u < — > r  ,  υ<— >0 . ( 2 3 )

Οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  μετασχηματισμού ε ίν α ι ,

ί χ  ~  χ ( γ ,Θ )  = rc o s ©  y  = y ( r , 0 )  =  r s i n O  , j  ( 2 4 )

όπου r  i  0 και 0£Θ£2ΤΓ .
Είναι

r  = χχ  + y y  * .
_________ Q____Q

Αντικαθιστώντας τ ι ς  (24) στην (25) λαμβάνουμε

r  = r ( r , 0 )  = r c o s O x  + r s i n 0 y  .O____________________ 0 _____P__
Έχουμε λοιπόν

e  = e = r  = 
i  r  o

S r
S r

ι έ ,
' 3 r  ■

c o s 0 x  + s i n 0 y  ^
--------------S---------------- = c o s 0 x  + s i n 0 yΊ o o

(25)

( 2 6 )

(27)

S r
"50 - r s i n 0 x  + r c o s 0 y  

__________o_______ o
r

= - s i n 0 x  + cos o . ( 2 8 )

Προκύπτει ό χ ι  e *e„ = r  · $  = ( c o s 0 x  + s i n 0 y  ) * ( - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) = 0 .
r 0 o o  o o ο o

Ά ρα, ο ι πολικές συντεταγμένες είναι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντε­
ταγμένες κα ι αποτελούν κατά την τάξη er  ,eQ δεξιόστροφο σύστημα συντε­
ταγμένων.

θα εκφράσουμε τώρα το διάνυσμα της ταχύτητας σε πολικές συντετάγμένες
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3? 3? 3r
ΊΚΓ -* DugX -  Dv

1 3? , ’ 2 ! 3 ? Ι 3 1 **■*Γ! ' DU1

(22)

3r 3r 3r 3ir Srόπου |-ĝ  j , !|£! , !| i|  είναι τα μέτρα των διανυσμότων ·|£ , και ^  
αντίστοιχα .

Οι διανυσματικές μονάδες e ,e 2 και e 3 ε ίνα ι ειραπτόμενες των κα­
μπύλων (1 9 ), (20) και (21) αντίστοιχα , στο κοινό τους σημείο Ρ .

Εάν ο ι διανυσματικές μονάδες e ,e 2 και e 3 αποτελούν ορθογώνιο σύ­
στημα, τότε λέμε ό τ ι  ο ι καμπυλόγραμμες συντεταγμένες είναι ορθογώνιες.

Ειδικέζ περιπτώσεις ορθογωνίων καμπυλόγραμμων συντεταγμένων

θα αποδείξουμε σ τ ις  επόμενες παραγράφους 1 . 6 .α , 1 . 6.0 και 1 . 6 .γ 
ό τ ι  ο ι κυλινδρικές και ο ι σφαιρικές συντε·ζαγμένες είναι ε ιδ ικ ές  π ερι­
πτώσεις ορθογωνίων καμπυλογράμμων συντεταγμένων.

Η θέση του υλικού σημείου ρ στο επίπεδο oxy π ροσδιορίζεται 
αν δοθεί η απόσταση r  του σημείου Ρ από την αρχή ο και η γωνία θ,  

που σχηματίζεται μεταξύ του διανύσματος θέσης ?= 6ρ και του άξονα Οχ .
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(Σ χ .4 ). Η γωνία θ μετρείται κατά την ορθή φορά. Τα ( r , 0 )  ονομάζο- 
γτπι. ττολι,κέο συντεταγμένες του σημείου Ρ .

Εφαρμόζοντας τα όσα είπαμε σ τ ις  καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, έ ­
χουμε τ ι ς  αντιστοιχ ίες

U<— >Γ , υ<— >θ (23)

Οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  μετασχηματισμού ε ίν α ι,

| χ *= χ(γ ,Θ) = rcosO 7 y = y (r ,0 ) = rs in0 ~7|

όπου r  £ ο και 0£Θ£2ττ .
Είναι

r  = χχ +yy ------ α......q__

Αντικαθιστώντας τ ι ς  (24) στην (25) λαμβάνουμε 

| r  = γ ( γ ,Θ )  = r c o s 0 x  + r s i n 0 y  . j
4------------ -----------— °------------9------ 1—

Έχουμε λοιπόν

e  = e = r  l  r o

3?
3r cosBx +sin0y _____ o______o

1 = cos0x +sin0v o o

(24)

(25)

(26)

(27)

3r
30 - r s i n 0 x  + r c o s 0 y

-------------------δ--------------------- = - s i n O x  + c o s 0 y  . ( 2 8 )r o o

Προκύπτει ό χ ι  e *eQ Ξ r  · ?  = (c o s 0 x  + s i n 0 y  ) * ( - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) = 0 .r U o o  o o ο o
Ά ρα, ο ι πολικές συντεταγμένες είναι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντε­
ταγμένες κα ι  αποτελούν κατά την τάξη e ,e~ δεξιόστροφο σύστημα συντε-Γ υ
ταγμένων.

θα εκφράσουμε τώρα το διάνυσμα της ταχύτητας σε πολικές συντεταγμένες
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υ

ΣΧ.5

στο ε π ίπ ε δ ο ..
Ισχύει ό τ ι

r  = r r  . ο
Η ταχύτητα υ του ρ είναι

d r
d t

d ( r r Q)

d t
d r
d t r 0+ r

f l
d t

= r r  + r r  o o

Λαμβάνοντας υπόψη την (27) έχουμε

r  = - s i n 0 0 x  + e o s 0 0 y  o o o
ή

r  = 0 ( - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) o o o
d€K
d t '

Αντικαθιστώντας την (28) στην (32) προκύπτει 

ο 0
Αντικαθιστώντας την (33) στην (30) λαμβάνουμε

υ = rr +γΘ& = υ γ +υ„& .ο ο r  ο ο ο

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34:
ύ

/
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Η (34) δ ί ν ε ι  τη ιιορφή της ταχύτητας σε «ολικές συντεταγμένες στο επίπεδο 
Οι συνιστώσες υ =ί και υ0=Γθ ραίνονται στο Σχ.5 και λέγονται " σ κ η ­
νική" και "εγκάρσια" συνιστώσα της ταχύτητας αντίστοιχα.

Η επιτάχυνση α του Ρ είναι :

α d2r _ du _ 
dt2 * dt "

d ( ir  )0 0 _
dt

d r
d t V* it +j r  (ΘΘd t  o dt.

= r r  + r r  + r  o o + r 6 § + r ' j $  o o o

Λαμβάνοντας υπόψη την (28) έχουμε

(35)

= ( - c o s 6 9 x  - s i n 6 6 y  ) = - 8 ( c o s G x  + s i n 6 y  ) . (36)0 O ' .0 . 0  0

Αντικαθιστώντας την (27) στην (36) προκύπτει

t  —θτ0 0
Αντικαθιστώντας τ ι ς  (33) και (37) στην (35) λαμβάνουμε

α  = f r n+ 2 r 8 5  + r i ) 5  - γ Θ2γ  = >° ο ο ο

α  = ( γ - γ Θ2 ) r  + ( 2 γ Θ+γ Θ )§  =

(37)

α r  +α J 5  —  Ο  
r  ο θ ο_______

(38)

Η (38) δ ί ν ε ι  τη μορφή της επιτάχυνσης σε επίπεδες πολικές συντεταγμένες. 
Οι συνιστώσες ο ^ γ - γ Θ2 και a fi= 2 f 8 + r 8  λέγονται "ακτινική" και "εγκάρ­
σια" συνιστώσα της επιτάχυνσης αντίστοιχα.

β.Ταχύτητα και sn iT dxuyo^aejo jjavSp^

Η θέση του υλικού σημείου Ρ στο χώρο σε κυλινδρικές συντεταγμέ­
ν ες , προσδιορίζεται αν δοθεί η απόσταση r του σημείου τ '  ( τ '  είναι 
Π προβολή του Ρ στο επίπεδο O x y )  από την αρχή ο , η γωνία 8 που 
σχηματίζεται μεταξύ τόυ διανύσματος ο ρ ' και τού άξονα Οχ καθώς και
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Π συντεταγμένη ζ του ρ , (Σ χ .6 ) .
Εφαρμόζοντας τα όσα είπαμε σ τ ις  καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, κά­

νουμε τ ι ς  α ν τ ιστο ιχ ίες
•4t

u<— >r , ιΚ— >θ , w<— >z . (39 )

Οι εξισώ σεις  μετασχηματισμού είν α ι ,

χ = r c o s 6 , y = rsinfl , ζ = ζ (40)

όπου r t i O ,  0 S θ S 2ir , -  ® <ζ<+® .
Το διάνυσυα θέσης R του ρ είν α ι ,

R -  χχ +yy +ζζ
____________0·..„ -H---------0-

Αντικαθιστώντας τ ι ς  (40) στην (41) λαμβάνουμε

R «  3?(r ,0 ,z ) «  rcosOx +rsin0y +ζζ___________ _____ Ο 0 0

Έχουμε λοιπόν

(41)

ί42)

^  cosOx +sinOy . +
% = e a t  --------- <h--------- ί  *  cos θ£ + sin 6y

1 r 0 tagi 
' 3r '

1
(43)
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_  w  - r s i n 0 x  + r c o s 0 y  .
e  = = $  * — —  = — -------------- - --------------------- --  = - s i n 0 x  + c o s 0 y  .

* θ ° , ώ ,  r . ° 0
m }- ...

-> *> -*
e  =e E z 

3 z o

Προκύπτει ό τ ι ,

e  *eQ = ( c o s 0 x  + s i n 0 y  ) * ( - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) = 0' r 0 jO / °£+ -*
e  *e = ( c o s G x + s i n G y  ) · ζ »  c o s O x  · ζ  ♦ s i j i 0 y  · ζ  =  0 

r z ο o 0 ' o *^o 7 0 .

e  *e = ( - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) · ζ  =  - s i n d x  · ζ  + c o s ^ y  · ζ  =  0Z n f t ' O  ' - 0 0 ' · 0 0θ

(44)

( 4 5 )

( 4 6 )

*Apg o t  κυλινδρικές συντεταγμένες είνα ι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντε­
ταγμένες και αποτελούν κατά την τάξη er ,e Q και ez δεξιόστροφο σύστη­
μα συντεταγμένων.

θα εκβράσουμε τώρα το  διάνυσμα της ταχύτητας σε κυλινδρικές συντε­

ταγμένες .
V  · '

Ισχ ύ ει ότι ,

$  = ο54ρ ί ? = rr +ζζ ο ο

Η ταχύτητα υ του ρ ε ίν α ι

+  a ( r r  + ζ ζ  )
^ = —  s: 0 0

d t

( 4 7 )

ϊ · ... : '

d r  -*■ d r  p d z
d t  r 0+ r  d t  d t  Z 0

Αντικαθιστώντας το  t  από την (3 2 ), προκύπτειο ■ ___
υ = r r  +γ Θ$ +ζ ζ  = U r  +υ„θ +υ_ζ ·* Γ ______ο η ο ____ r n U ο ζ ο.----L ( 4 8 )

Η (48) δ ί ν ε ι  τη μορφή της τανίιτηταε σε κυλινδρικές.συντεταγμένες, όπου



η συντεταγμένη ζ του Ρ , (Σ χ .6 ) .
Εφαρμόζοντας τα  όσα είπαμε σ τ ι ς  καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, κά­

νουμε τ ι ς  α ν τ ισ τ ο ιχ ίε ς
* *

u < — > r  , υ < — >θ ,  w<— > z  . 1 ( 3 9 )

Οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  μετασχηματισμού ε ίν α ι ,

χ  ~ r c o s 0  ,  y  =  r s i n 0  , ζ  =  ζ ( 4 0 )

όπου r  £ 0 , Ο £ 0 £ 2 ττ ,  - » <ζ<+°ο ·

Το διάνυσυα θέσης κ του ρ  ε ίν α ι ,

R =  χ χ  + y y  + ζ ζ  ______ ο-----ο___ ο.

Αντικαθιστώντας τ ι ς  (40) στην (41) λαμβάνουμε

R — ^ ( γ , Θ , ζ )  «  r c o s 0 x  + r s i n 0 y  + ζ ζ  
---------------------- -------------—-----fi_______ Q___ (L

Έχουμε λοιπόν

e = e l τ
-  +  _  3r" 0 wh r  I

c o s 0 x  + s m 0 y

(41)

( 4 2 )

1 ^  =  c o s 9 x  + s i n 0 y  o o (43)
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e = e =3 2 “ 0

e  =e Ξ ζ  
3 z  o

3H
ae

I 3R

- r s i n O x  + r c o s 0 y
----------------- --- ---------------- -  = - s i n 8 x  + c o s 8 y

r  o o

Προκύπτει ό τ ι ,

er ’ e0

e *e 
r  z

e  *e

( c o s O x  + s i n G y  ) * ( - s i n 8 x  + c o s 0 y  )  =  0

 ̂ „ 4 + . JL  +
-  ( c o s O x + s m 6 y  ) · ζ *  c o s 6 x  ‘.z  + s i j l B y  *z = 0 c 0 ° /  o ^  / ® ίο

= ( « - s i n 0 x  + c o s 0 y  ) *z = - s i n 6 x  · ζ  + cosvy  *z = 0 η η- o / . n o  '  · ο o

(44)

( 4 5 )

( 4 6 )

Άρα ol κυλινδρικές συντεταγμένες ε ίν α ι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντε 
ταγμένες και αποτελούν κατά την τάξη er »e0 Kat ez δεξιόστροφο σύστη 
μα συντεταγμένων.

θα εκβράσουμε τώρα το  διάνυσμα της ταχύτητας σε κυλινδρικές συντε- 
ταγμένες .

Ισχ ύ ει ότι ,

R = ΟΡ+Ρ'Ρ = rr +ζζ ο ο
( 4 7 )

Η ταχύτητα υ του ρ ε ίν α ι

υ =
d ( r r  + ζ ζ  ) 

αΚ ο ο
d t "  d t • >· -

, v d r  d r  -*· o d z  ->
—  r  + r  — -  
d t  o d t d t  %

.·>* -*■ , 
r r  + r r  ·* ̂ ο ' ο

Αντικαθιστώντας το  r  από την (3 2 ) , προκύπτειο · ·
U = rr +γΘ$ + ζ ζ  = υ r +vft6 ζ ·*' 
____________ο ο ο_________r n Uo ζ ο,---- (48)

Η (48 ) δ ί ν ε ι  τη μορφή της τσχύτηταε σε κυλινδρικές.συντεταγμένες, όπου
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υ = r  r , υ0 = Γθ . = ζ (48α)

ε (ν α ι  ο ι  συνιστώσες της ταχύτητας σ τ ι ς  δ ιευ θύνσεις r #t και ζ ( 

α ν τίστο ιχ α .
Η επιτάχυνση α του Ρ ε ίν α ι

_► -*■ d (  γγ ♦τθί +έζ )
-► d*R  d U  _  ο -0_____Q—
α = d t2 = d t '

1
d t

dr d$
α -  —  r +r —9 ♦’ —  0$ +r 4r  $ +r0 *τγ° ♦ 4r -  α  “  d t  r 0 d t d t o dt o dt dt o

z =

s  f r  + f r  +r&$ + r 0 $  + r 0 $  + 2 z  0 0 0 0 0 0
(4 9 )

Αντικαθιστώντας στην (49)· τ ι ς  (33) και (37) προκύπτει

α = ( γ- γ Θ2 )γ  + (2 r0 + r0 )$  + ζζ  = α r
T o  “ 0 ζ  ο

(5 0 )
θ ' 0 0

Η (50 ) δ ίν ε ι  τη μορφή της επιτάχυνσης σε  κυλινδρικές συντεταγμένες, 

όπου

<*r  = γ - γ Θ* , αθ = 2γ Θ+γ Θ , « ζ s 2 * (5 0 α )

ε ίν α ι ο ι  συνιστώσες τη ς επιτάχυνσης σ τ ι ς  δ ιευ θύνσεις , ΐ _  και ζ 

α ν τίστο ιχ α .

1 .6 .Υ.Ταχύτητα και επιτάχυνση σε σφ αιρικές συντεταγμένες
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: Η θέση του υλικού σημείου Ρ στο χώρο, σε  σφαιρικές συντεταγμέ­
ν ε ς ,  π ροσδιορ ίζεται αν δοθεί η απόσταση r  της αρχής ο από το  υλικό 
σημείο Ρ  καθώς και ο ι  γωνίες φ καί θ (Σ χ .7 ) .

Εφαρμόζοντας τα όσα  είπαμε σ τ ι ς  καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, θέ­
τουμε τ ι ς  α ν τ ιστο ιχ ίες ,

■ ιι<— > r  ,  ΙΚ — >θ ,  w<— > φ .

Οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  μετασχηματισμού είνα ι ,

χ = Γοοεφεΐηθ , y=rsiiwsin6 , z=rcos6 (51)

όπου r  > Ο , 0'S φ ί  2ir 0 S θ S ir .
Το διάνυσμα θέσης r  του ρ ε ίν α ι

r = χχ +yy +zz ο ο ο (52)

Αντικαθιστώντας τ ι ς  (51) στην (52) λαμβάνουμε

r  = γ ( γ , ο ,Θ) = Γ ο ο β φ ε ίη θ χ  + r s i i ^ s i n 6 y  + r c o s 6 z  ________________:__________ __0_____________ 0______ —Π-
(53)

Έχουμε λοιπόν

3?

er ~ J.-»-
I— I13r!

τ τ -  sin0cosq)x +sin0sin<py +cos0z or ο ο ο. =

= s i n 0c o s 9x  + s i n 0 s i n i y  ,+ ο ο ε θ ί  ·... ο · - θ' 0 r (54)

3 γ

3 φβ — 
φ

| 3 £  I
*3φ · ·

3 ?
—>· 3Θ
βθ = y

| 3 r .
* 3 Θ '

rsin0
JL -  —= -sin<px +cosq>y ο ο

rcos0cosq>x +rcos0sin<py rrsin0z __________ ο________  ο_______ ο

(55 )
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ν

• ί '  · * -«‘ is σοεθοοέφχ +cos0sinpy -sin9zο ο ο
, I, (56)

. Λ

Λαμβάνοντας υπόΦη τ ι ς  (54)., (55) και (56) προκύπτει .·.·

-+ -4> ■
-  Ο , e r - e 0 = Ο , em*efl = 0 . . _r  ρ ρ θ (57)

Ά ρ α , ο ι  σφ αιρικές συντεταγμένες ε ίν α ι  ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντε­

ταγμένες και αποτελούν κατά την τάξη β , e .  , e δεξιόστροφ ο σύοτη-r  ό φ
μα.

Από την (54) λαμβάνουμε

r = re r (5 8 )

Η ταχύτητα υ του υλικού σημείου Ρ ε ίν α ι

de
-V

υ dr d (r e r } dr -*■ aer  i
= Η  = ά—  = d t V r —  =f r + r?r  ‘ (5 9 )

Λαμβάνοντας υπόΦπ τ ι ς  (5 4 ) ,(5 5 )  και (5 6 ) ,  ¥  (59) δ ίν ε ι Γ

Jj  s  r e  + r [ ( 0 c o s 0 c o s p - p s i n 0 s i n p ) x  + ( 0 c o s 0 s i n p + p s i n 0 c o s p ) . y o-

- θ ε ί η θ ζ  Ί  = r  e + r [ 0 ( c o s 0 c o s p x  + c o s 0 s i n p y  - s i n O ?  ) 1 * · ·<r r  ο ο o

+ r I p f - s i n O s i n p x  + s i n 9 c o s p v  ,)1 =  r e  + r 0 e Q+ r p s i n 0 e  s  
* o or r u  φ

-  V r +V e +V<p · (6 0 )

H (60) δ ίν ε ι  τη μορφή της ταχύτητας του ρ  σε  σφ αιρικές συντέτσγμένες 

όπου

|υΓ = ι>φ = rflsinB^j

είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας σ τ ι ς  δ ιευ θύ ν σεις er , e 0 και

α ντίστοιχ α .

ίac:

1

I

ί

/ Γ \
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Η επιτάχυνση α είνα ι

-V d2r du d (iV r ® V risin6% }
a  = d F  = d t = --------S t -------- :-------  * ( 6 1 )

Εκτελώντας, κατά τα γνωστά, πράξεις στην (61) προκύπτει ό τ ι  η επιτάχυν­
ση του ρ  σε σ(ραιρικές συντεταγμένες λαμβάνει τη μορφή

a = (f-r0 2-rsin 2 Θφ2 )e +(2r6+r6-rsin0cos6i)2 )eQ+r  ό

+ (2fsin0$+2rcos00$+rsin0<p)e = a e +aftea+a e„ , (62)
Φ r  r  u σ φ φ

όπου a , a a , a  ε ίν α ι ο ι  συνιστώσες της επιτάχυνσης του Ρ σ τ ι ς  δ ιευ -
γ  Φ · +

θύνσεις e , e * και e αντίστοιχ α .
Γ  0 '  φ

1 .7  Γωνιακή ταχύτητα -  Διάνυσμα γωνιακής ταχύτητας

θεωρούμε υλικό σημείο Ρ , που κινείται στο επίπεδο που ορίζεται 
από το ορθογώνιο (Καρτεσιανό) σύστημα Oxy (Σ χ .8 ). Σε χρόνο At. το υ 
λικό σημείο πηγαίνει από τη θέση Ρ στη θέση Ρ '  και έχει διαγράφει 
γωνία Δθ . Ορίζουμε ως γωνιακή ταχύτητα ω του ρ , το όριο

ω = £im 
Δt-X)

Δθ _ d 9  
£ t  ”  dt (63)

Το διάνυσμα ω της.γωνιακής ταχύτητας ω ορίζεται από τη σχέση
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ω = θζ (64)

όπου ζ η διανυσματική μονάδα κατά τη διεύθυνση του άξονα ζ που ε ί -0
ναι κάθετος στο επίπεδο Ox y στο σημείο ο .

1 .8  Εμβαδική ταχύτητα

θεωρούμε, όπως στην προηγούμενη παράγραφο υλικά σημείο Ρ να κ ι­
νείτα ι στο  επίπεδο O x y  . Ορίζουμε, ως εμβαδική ταχύτητα του ' ρ  το  όριο

ilim 
At-HD

Δ€
A t

dE
d t

(65)

όπου Δβ είν α ι το  εμβαδό που διαγράφει το  διάνυσμα θέσης r του ' Ρ 
στο  χρόνο At .

'Οταν ο χρόνος At μ ι κ ρ ό ς , το  εμβαδό του χωρίου ΟΡΡ' συμπίπτει με το  
εμβαδόν του τριγώνου ΟΡΡ' . Το εμβσδό του τριγώνου ορρ '  ε ίν α ι

Ά ρ α ,

Α Ε  = £  ( 0P ) ( 0P ' ) s i n A 6 = ^  r ( r + A r ) s i n A 0  s  j  r * A 0  .

dE
dt

1 -  1 
2 d t  2

(66)

(67)

Η εμβαδική ταχύτητα του ρ θεωρείται θετική , όταν η κίνηση γ ίν ε ­
τα ι κατά τη θετική φορά (θ>ο) και αρνητική όταν η κίνηση γ ίν ετα ι κατά 
την αρνητική φορά (θ<0) .
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^g^L^tg_|vV0L|5

Όπως σε κάθε επιστήμη, έτσι και στη Μηχανική χρησιμοποιούνται θε­
μελ ιώ δεις έννοιες και αξιώματα.

Οι _θ.εμελιώδεις έννοιες που χρησιμοποιούνται είναι ο χώρος, ο χρό­
νος και το υλικό σημείο ή σω μ άτιο ._

0 χώρος θεωρείται Ευκλείδιος. Επί πλέον τέτο ιο ς  χώρος θεωρείται ο ­
μοιογενής και ισότροπος ως προς τη μετρική του δομή, δηλαδή ο ι ιδιδτη - 
τ έ ς  του είναι ίδ ιες σε όλα του τα σημεία και προς όλες τ ι ς  διευθύνσεις 
του αντίστοιχα.

Ό σον  αφορά το χρόνο t  θεωρείται ως μια παράμετρος και είναι ο ­
μοιογενής και απόλυτος.

Φ

Ό ταν λέμε ομοιογενής εννοούμε ότι ρέει ομοιόμορφα. Δεν υφίσταται 
αρχή ή τέλος αυτού, ή μάλλον οιαδήποτε τιμή αυτού μπορεί να χρησιμεύ­
σει ως αρχή ή τέλος.

Το ότι ο χρόνος είνα ι απόλυτος σημαίνει ότι είναι ανεξάρτητος του 
χώρου, δηλαδή δεν εξαρτάται από τη θέση στην οποία μ ετρείτα ι. 0 χρόνος 
μπορεί να μετρηθεί με τη βοήθεια των διαδοχικών θέσεων κάποιου σώματος. 
Π.χ. η ημερήσια περιστροφή της Γης μπορεί'να ληψθεί σαν μία τυπική κί­
νηση γ ια  την μέτρηση του χρόνου.

Η έννοια του υλικού σημείου ή σωματίου έχει δοθεί στο Κεφάλαιο 1.

ι vuuMt̂ uuMc, ull lu ινώ μ ατα  είναι προτάσεις, που δεν αποδεικνύονται 
και στα οποία στηρίζεται μια επιστήμη. Έ τσι και στη Μηχανική υπάρχουν 
αξιώματα, βάσει των οποίων αναπτύσσεται η επιστήμη της Μηχανικής.

Έ ν α  σύνολο αξιωμάτων της Μηχανικής είναι τα αξιώματα του Νεύτωνα 
(1642-1727) με τα οποία αναπτύσσεται η Νευτώνεια Μηχανική. Υπάρχουν ε ­
πίσης κ α ι άλλα αξιώματα, που έχουν θέσει άλλοι επιστήμονες και έχουν 
δημιουργήσει άλλες Μηχανικές.
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( f 3 )  Αξιώματα το »  Νεύτωνα

Η Νευτώνεια Μηχανική στηρίζεται σε τέσσερα αξιώματα, που μερικώς 
διατυπώθηκαν από τον Αριστοτέλη (384-322 π .Χ .)  το Leonardo Da Vinci 
(1452-1519) και το G alileo (1564-1642). Την τελική μορφή έλαβαν από 
του Νεύτωνα στο βιβλίο  "Philosophiae N aturalis P rincip ia  Mathematica". 
Αυτά είνα ι τα εΤής :
1ο Αξίωμα : Κάθε υλικό σημείο παραμένει σε κατάσταση ηρεμίας ή ευθύγραμ- 
μης ισοταχούς (ομαλής) κίνησης, εκτός αν εξαναγκάζεται από δύναμη να αλ­
λάξει την κινητική του κατάσταση.

2ο Αξίωμα : Η μεταβολή της ορμής υλικού σημείου ως προς το χρόνου ισού- 
τα ι με τη δύναμη που ασκείται πάνω σ ’ συτό.

(Οβυ^ή γραμμική ορμή ή ποσότητα κίνησης υλικού σημείου λέγεται το* 
διάνυσμα p=mu , δηλαδή το  γινόμενο της μάζας επί την ταχύτητα του υλι­
κού σημείου ).
3ο Αξίωμα : Οι δυνάμεις που ασκούνται μεταξύ δύο υλικών σημείων είνα ι 
ίσες σε μέγεθος, έχουν αντίθετη φορά και ενεργούν πάνω στην ευθεία , που 
συνδέει τα υλικά σημεία.
4ο Αξίωμα : Οι δυνάμεις προστίθενται σύμφωνα με τον κανόνα του παραλλη­
λογράμμου .

Το πρώτο αξίωμα λέει ό τ ι  ένα υλικό σημείο δεν μπορεί μόνο του να 
αλλάξει την κινητική κατάσταση. Αντίθετα θέλει να τη διατηρήσει. Η ι δ ι ό ­
τητα αυτή ονομάζεται αδράνεια και το  πρώτο αξίωμα "Νόμος της α δρά νεια ς".

Εάν με F συμβολίσουμε τη δύναμη που σκ είτα ι στο υλικό σημείο , το ': 
δεύτερο αξίωμα διατυπώνεται μαθηματικώς με τη μορφή

« ?  . (D
a t

Εάν η μάζα του υλικού σημείου δεν μεταβάλλεται κατά την κίνηση, η ε ξ ί ­
σωση (1 ) γράφεται



όπου α είναι η επιτάχυνση του υλικού σημείου.
Η εξίσωση (2) αποτελεί τον θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής, μέσω του οπ οί­
ου , το  α ί τ ι ο  (δύναμη) συνδέεται ποσοτικά με το αποτέλεσμα (επιτάχυνση). 
Η μορφή ( 2 )  ονομάζεται και "Νόμος της επιτάχυνσης” ή θεμελιώδης νόμος 
της Μηχανικής".

Δεν πρέπει η (2) να υποβιβαστεί σε απλό ορισμό της δύναμης. Αντί­
θετα, η δύναμη πρέπει να θεωρηθεί ως βασική έννοια της Φυσικής. Ί σ ω ς
θα μπορούσαμε να πούμε, ότ ι δύναμη είναι αυτό που προκαλεί την παραμόρ- *
φωση εν ός  ελατηρίου. Πάντως το βασικό για ένα φυσικό μέγεθος δεν είναι 
να δώσουμε τον ακριβή ορισμό του αλλά να μπορούμε να το μετρήσουμε με 
ακ ρίβεια . Αυτό συμβαίνει με τη δύναμη.

Το πρώτο αξίωμα πρριέχεται ως μερική περίπτωση στο δεύτερο αξίωμα. 
Π ρ ά γ μ α τ ια ν  F=o , από την εξίσωση (2) προκύπτει α=0 ή ^  =0. Ά ρα 
υ=οι=σταθερό διάνυσμα . Είναι λοιπόν φυσικό να τεθεί το ερώτημα. Γιατί 
ο Νεύτώνας διατύπωσε αυτό σαν ξεχωριστό αξίωμα; Για να απαντήσουμε σκε­
φτόμαστε ως εξής:

.Το περιεχόμενο των αξιωμάτων του Νεύτωνα έχει νόημα, αν δοθεί το 
σύστημα αναφοράς. Συνεπώς, όταν αναφερόμαστε στο 1ο αξίωμα έχουμε ήδη 
ορίσει τ ο  σύστημα αναφοράς ως προς το οποίο ηρεμεί ή κινείται ομαλά το 
υλικό σημείο που εξετάζουμε. Τότε το υλικό σημείο ή δεν δέχεται καμμία 
δύναμη ή συνολικά ο ι δυνάμεις , που ενεργούν πάνω σε αυτό έχουν συνιστα- 
μένη μηδέν (Η ύπαρξη συνισταμένης εξασφαλίζεται·από το 4ο αξίωμα).

Αν π .χ . υλικό σημείο κινείται ομαλά ως προς σύστημα αναφοράς στε ­
ρεωμένο στη  Γη, δεν θα κ ινείται ομαλά ως προς σύστημα αναφοράς στερεω­
μένο στον  .Ή λιο, λόγω της κίνησης της Γης ως προς τον Ή λιο. Ά ρα , αν 
το αξίωμα ισχύει ως προς το ένα σύστημα αναφοράς, δεν ισχύει ως προς το 
άλλο. Γ ια  να ξεπεραστούν τέτοια  εμπόδια, δεχόμαστε ότι υπάρχει ακίνητο
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σύστημα αναφοράς ως προς το  οποίο ισχύει το 1ο αξίωμα. Το σύστημα αυτό 
ονομάζεται "αδρανειακό σύστημα".

Στο αδρανειακό σύστημα ισχύουν όλα τα αξιώματα του Νεύτωνα.
Αποδεικνύεται ότι εάν ένα σύστημα είναι αδρανειακό, τότε και κάθε 

άλλο σύστημα, που κ ινείται ευθύγραμμα και ομαλά ως προς αυτό, ή είναι 
ακίνητο συμπερίφέρετσι ως αδρανειακό. Επομένως, ισχύουν και στο άλλο 
τα αξιώματα του Νεύτωνα. Αυτό είνα ι γνωστό σαν "Αρχή της Σχετικότητας 
του Γαλιλαίου".

Το 3ο αξίωμα είναι γνωστό ως "Νόμος της δράσης και αντίδρασης".
Εάν έχουμε δύο υλικά σημεία , η δύναμη ποέ ασκεί το  πρώτο στο δεύτερο 
λέγεται "δράση" και είναι ίση και αντίθεση προς τη δύναμη που ασκεί το 
δεύτερο στο πρώτο και λέγεται "αντίδραση". Οι δυνάμεις ενεργούν στην 
ίδια  ευθεία.

Πρέπει να σημειωθεί ό τ ι  υπάρχουν περιπτώσεις (π .χ . στον ηλεκτρο- 
μαγνητισμό) όπου η δράση και η αντίδραση δεν ενεργούν στην ίδ ια  ευθεία.

Το 4ο αξίωμα θα μπορούσε αμέσως να θεωρηθεί αυτονόητο, επειδή ο ι  
δυνάμεις, όπως προκύπτει από τη σχέση (1) είναι διανύσματα. Συνεπώς, 
πρέπει να προστίθενται κατά τα γνωστά. Στο βάθος όμως κρύβεται, όπως 
παρατήρησε ο Mach, μία πολύ σημαντική και αξιωματικής φύσης αρχή. Η αρ­
χή αυτή είναι γνωστή ως "αρχή της ανεξαρτησίας των δυνάμεων" και λέει 
ότι η παρουσία της μιας δύναμης δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα της άλλης.

Στα επόμενα θα θεωρούμε ό τ ι το σύστημα στο οποίο αναφερόμαστε ε ί ­
ναι αδρανειακό. Εάν πάρουμε ένα σύστημα πάνω στη Γη, δεν είναι α δρα νει- 
ακό. Όμως για πρακτικούς λόγους μπορεί να θεωρηθεί ως αδρανειακό, σ τ ις  
περισσότερες περιπτώσεις.

Η μάζα κατά τη διάρκεια της κίνησης θεωρείται σταθερή. Οι δυνάμεις 
θεωρούνται ό τ ι  ε ίν α ι πεπερασμένες και ενεργούν σε πεπερασμένο χρονικό 
διάστημα.
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2.4 Εξισώσεις κίνησης υλικού σημείου σε Καρτεσιανά σύστημα 
συντεταγμένων - Ολοκληρώματα ΐης κίνησης.

0 νόμος της επιτάχυνσης γράφεται, ως γνωστό

ma = F (1)

Από τη διαφορ

ή
·+

Π)Γ

η (2) μπορεί να προσδιορισθεί το διάνυσμα θέσης

( 2 )

γ=?(ϊ ) 5 δηλαδή η κίνηση ενός υλικού σημείου συναρτήσει του χρόνου t  , 
όταν το υλικό σημείο υφίστατάι την επίδραση δυνάμεων, των οποίων η συνι- 
σταμένη ε ίν α ι F .

Με τ ο ν  συμβόλισμό

εκφράζουμε ότι ο ι δυνάμεις που επιδρούν στο υλικό σημείο, μπορούν να ε -  
ξαρτώνται γενικά τόσο από τη θέση t  όσο και από την ταχύτητα r=u 
του υλικού σημείου και ίσως εκπεφρασμένα από το  χρόνο t  . Η F δεν 
μπορεί να  είναι συνάρτηση της επιτάχυνσης, δ ιό τ ι  δεν θα ίσχυε το 4° αξίω 
μα, που στην ουσία μας λέει ότι υπάρχει ανεξαρτησία των δυνάμεων.

Στο ορθογώνιο (Καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων η (2 ) λαμβάνει τη 
μορφή, 4

(3 )

= F χ +F y +F z X ο y ο ζ ο ■ (4)ο ο
όπου

nix = Fx ( x , y , z , x , y , z , t )  ,

my = Fy ( x , y , z , x , y , z , t )  ,

®ζ = Fz ( x , y , z , x , y , z , t )

(5 )
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Ολοκληρώνοντας το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων (5 ) μπορούμε να 
βρούμε την κίνηση του υλικού σημείου, δηλαδή τα x * x (t ) , y^ y it)· και 

z = z (t ) .
Κατά την ολοκλήρωση του συστήματος (5 ) θα προκύφουν έ ξ ι  αυθαίρε­

τ ε ς  σταθερές, ο προσδιορισμός των οποίων γ ίνεται μέσω αρχικών συνθηκών.
Επειδή το σύστημα (5 ) πρακτικά ε ίν α ι δύσκολο να λυθεί, πολλές «βο­

ρές κάνουμε βήματα προς την ολοκλήρωση, βρίσκοντας σχέσεις της μορφής

f ( x , y  , z , x , y , z , t )  = c ( ο = σ τ α θ . )  ,  5 ( 6 )

που πληρούνται, εκ ταυτότητας, από τ ι ς  συντεταγμένες ( x , y , z )  και τ ι ς  
συνιστώσες ( x , y , z )  της ταχύτητας του υλικού σημείου.

Κάθε σχέση της μορφής (6 ) λέγεται "πρώτο ολοκλήρωμα της κίνησης". 
Εάν η συνάρτηση f  δεν εξαρτάται άμεσα από το χρόνο t. , δηλαδή,

f ( x , y , z , x , y , z )  = e ( c = o t a c . )  , C7Γ  .

η (7) λέγεται "σταθερά της κίνησης".
0 μεγαλύτερος αριθμός "πρώτων ολοκληρωμάτων", που μπορούμε να έχου

με ε ίν α ι έ ξ ι .
Δηλαδή,

ί^ίχ^,ζ,χ,Ϋ,έ,τ) * ci

f  ( x , y , z , x , y , z , t )  = c 2 *

f 3 ( x , y , z , x , y , M )  -  c 3 ( 8 )

f  ( x , y , Z , X , y , £ » t )  * c
k H

f  ( x , y , z , x , y , z , t )  *  c
5 5

f  ( x , y , z , x , y , z , t )  = c »
6 6

όπου c , c  , c  , c  , c  και ο σταθερές.
1 2 3 Η 5 6
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Εάν λύσουμε το  σύστημα (8 ) θα βρούμε ,

Χ =:X(V C2’ C3-,C- ’ CS,C6,t ) · ·

y -  y ^ > v v v (v V t)

ζ 9 z (c  ,c ,c  ,c 9c ,c  , t )
1  2  3  *» 5  6

X = x (c  ,c  ,c  ,c ,c ,c  , t )
1  a  3  *♦ 5  6

y = y i c ^ c ^ c ^ c ^ c ^ c ^ t )

(9)

z = z (c  ,c  ,c  ,o ,c ,o , t )  .
1  2  3  *♦ 5  6

Ο προσδιορισμός των σταθερών θα γ ίν ει μέσω των αρχικών συνθηκών.

2 .5  Αρχή διατήρησης της ορμής

Ο θεμελιώδης νόμος που καθορίζει την κίνηση του υλικού σημείου ε ί ­
ναι

±  , άυ £ j  d(mi>) _ £  mma-F ή = F Π ^ ------- F ' 11'

Εάν F=o , από την (1) προκύπτει,

d(mu) Λ ■+ ~ ~  = Ο <—> mu = c αχ <=> Ρ c ( 2 )

όπου c = σταθερό διάνυσμα. -
®  Καταλήγουμε επομένως στο συμπέρασμα ό τ ι ,  εάν σ ’ ένα υλικό σημείο 
δεν ενεονεί δύναιιη. η οουή παραμένει σταθερή. Το συμπέρασμα αυτό είναι 
γνωστό ω ς  "αρχή διατήρησης της ορμής" ή "αρχή διατήρησης της γραμμικής 
ορμής".

Η σχέση (2) δ ίν ε ι τρ ε ις  σταθερές της κίνησης*

... \'ΛΗ \'

/
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2 .6  Έργο δύναμης -  Κινητική ενέργεια -  θεώρημα μεταβολής 
της κινητικής εν έργ εια ς .

θεωρούμε υλικό σημείο μάζας m που διαγράφει τροχιά c : r = r (t )  
(Σ χ .9 ). Όταν το υλικό σημείο μετατοπίζεται κατά το  απειροστό διάνυσμα

Το ολικό έργο V? , που "παράγει" η δύναμη F , όταν το υλικό σημείο 
πηγαίνει από την θέση 1 στη θέση 2 είναι

( 2 )

όπου r  είνα ι το αρχικό διάνυσμα θέσης και r 2 το τελικό διάνυσμα 
θέσης του υλικού σημείου.

Επειδή

και
->
υ dr

dt »

Π (2 ) λαμβάνει τη μορφή

• W = du
dt •Udt ±

2 d(u -u ) *
υι

(3 )
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V 1̂  *fl ̂ 2 1 1 ‘ 1 . ■ λ 1 . 2= -  mu*u = -  mu ·υ -  -  mu ·υ = - -  πέη- -  4 * ,
2 L J y  2 Z 2 έ  * 1  2 2 2

όπου υ χ είναι η ταχύτητα του υλικού σημείου στη θέση 1 και υ2 είνάι 
η ταχύτητά ίου στη θέση 2. Επίσης,ιυχι είναι το μέτρο της ταχύτητας στη 
θέση 1 και ΐυ2« είναι το  μέτρο της ταχύτητας στη θέση 2.

Η ποσότητα Τ= ^mu2 ονομάζεται κινητική ένέονεια του υλικού ση­
μείου όταν αυτό βρίσκεται στην τυχούσα θέση r  , όπου έχει ταχύτητα υ 
κάι μέτρο ταχύτητας ιυι .

Λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της κινητικής ενέργειας, η (4) γράφε­
ται ---------------------------

W = Τ -Τ , 2 1 (5 )

όπου Τ2 είναι η κινητική ένέργεια του υλικού σημείου στη θέση 2 και 
τ  η κινητική του ενέργεια στη θέση 1. Καταλήγουμε επομένως στο συμπέ­
ρασμα ό τ ι  “ η μεταβολή της κινητικής ενέργειας υλικού σημείου μεταξύ 
των θέσεων 2 και 1 ισούται με το  έργο που πάράγεται ή καταναλώνεται από 
τη δύναμη που ασκείται στο υλικό σημείο κατά τη μετάβασή τόυ από τή θέση 
1 στη θέση 2 " . .

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως “ θεώρημα μεταβολής της κινητικής 
εν έρ γ ε ια ς" .

2 .6ο  Ισχύς
Ο ρυθμός με.τον οποίο παράγεται το έργο πάνω σ ’ ένα υλικό σημείο λέ­

γεται ισχύς. Συμβολίζεται με Ρ και ισούται με Ρ= · Χρησιμοποιώ-αχ
ντας τον  ορισμό του απειροστού έργου προκύπτει ότι

dW = F-dr 
dt dt

*>F«U .



2.7 Συντηρητικές δυνάμεις -  δυναμικό ή Λυνιηιική Ενέργεια.
ι

Υποθέτουμε ό τ ι  η δύναμη F ε ίν α ι συνάρτηση μόνο της θέσης. Η δύ­
ναμη f ονομάζεται συντηρητική, εάν υπάρχει συνάρτηση v=*v(x,y,z) ,f * ►
τέτοια  ώστε ,

Fy
3V
ay ’

F = 
z

3V
3 ζ  »

ή : , (1)

όπου ?  = F X„+F y.+F ζ .  . Η συνάρτηση V ονομάζεται Δυναμικό ή Δυνα-.X 0 γ* 0 Ζ 0
μική ενέργεια και εξαρτάται μόνο από τη θέση.

Όταν πληρούται η σχέση ( 1 ) , δηλαδή n F = -W  , τότε ισχύει.
V*f =o . Το πεδίο δυνάμεων F , που ικανοποιεί τη σχέση V*F=0. , λέγε­
ται "αστρόβιλο".

θα αποδείξουμε ό τ ι ,  εάν το πεδίο δυνάμεων F είναι συντηρητικό* 
τότε είνα ι και αστρόβιλο. Πράγματι :

Vxf = 3_
3 χ

F

3_
ay

JL
3 ζ

3F 3F _  BF BF
= ( _ £ ___ - (—L·_______ *)Ζ +

V3 y  3ζ  } χ 0 Ό χ  3 ζ  ; y 0

3F■_3
3χ

3F __ ϊ
9y♦ -  τ ± ) ζ  = ( -  3*ν

^ =° ■)Χ -

• =0
3^31 3z3y ο 

^=0
!)2V

) ζ  =
i^s<Jz 3 z 3 x ' y o V 3je3y 3 y 3 x ' Zo 

= 0  . (2)

Ισχύει, επίσης το αντίστροφο, δηλαδή όταν V*F=o τότε υπάρχει συνάρτη- 
(Ιη ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε — F =

tt-oxiurr ( 1 ) ,  υε κυλινδρικές συντεταγμένες λαμβάνει τη μορφή,
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F
r

3V
3r

1  3V
Θ ”  “  r  3Θ *

3V
3z *

όπου
V = V ( r . 0 , z ) ■ καί . ?  * F  r  + F §  + F z  .

Γ  o o z  o

Σε σφαιρικές συντεταγμένες» η (1) -λαμβάνει τη μορφή,

.  . - \ 2ϊ  -  ρ  -  1 3V „
r  3 r  5 φ r  3φ ’ f 0 r s i n v  30 *

όπου

γ  = υ ( γ , θ , φ ) κ α ι  f  = F  r  + F  φ + F „ $  
r  ο Φ ο θ c

(4 )

2.8 ’Εργο συντηρητικών δυνάμεων - Λρχή διατήρησης της μηχανικής 
ενέργειας.
Γνωρίζουμε» από την παράγραφο (2 .6 ) ότι 

. Γ2? . 0 ? '= τ - Τ  , ' (1 )... .... k ,.. .■ .
όπου -.Γ - * ■'··· ··'  /  · /

-* , ->· -*■ ' ->· ‘ . "► . -  
r  = χ  *  + y  y  + z  ζ  ·,· κ α ι  r  = χ  x + y  y  + ζ , ζ

1 1 0  X 0  ί ο ,  2 2 0 2 ' 0  2 0 ·...

"  Εάν· π ■ δύναμή · ■ %  είναι συντηρητική', τότε σύμφωνα με0 τον'ορισμό
της ■· '· ; · · '  ■■· ■ · ' '·'·'· ' ·;·'

Γ~Ι = -W  ] (2 )
όπου

• · · · · ·  . V . =  V ( x , y * 2 ) .  · ·· · · ·■■ · !"  ' ’■ .....

•  Λαμβάνοντας υπόψη ότι dr=dxxn+eyy0+^??0 και. την ( 2 ) ,  το. πρώτο 

μέλος τ η ς  (1) γίνεται ' . : . , . ν . ;
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1
Το συμπέρασμά μας είνα ι ό τ ι  όταν π δύναμη είναι συντηρητική, το  έρ ­

γο εξαρτάται από τα σημεία 1 και 2 και όχι από το δρόμο που θα ακολουθή­
σει το υλικό σημείο. Εξισώνοντας την (3 ) με το δεύτερο μέλος της (1 ) 

λαμβάνουμε

Από την (4 ) συμπεραίνουμε ό τ ι ,  "σε δύο τυχαίες θ έσ ε ις , το  άθροισμα τη ς 
κινητικής και της δυναμικής ενέργειας παραμένει σταθερό" .

Μηχανική ενέργεια “  'ιζουμε το άθροισμα της κινητικής 
και της δυναμικής ενέργειας 5

Καταλήγουμε επομένως στ . . . . . .  (μα ό τ ι ,  η μηχανική ενέργεια  ενός
υλικού σημείου, σε συντηρητικό πεδίο δυνάμεων, παραμένει σταθερή

Το συμπέρασμα αυτό ε ίν α ι γνωστό ως "αρχή διατήρησης της μηχανικής
εν έργ εια ς" . -------- — —--------- -------_________-~
*='" Η σχέστΓΤΒ) είναι μια σταθερά της κίνησης.

Επίσης, από τη σχέση ( 3 ) ,  συμπεραίνουμε ό τ ι ,  εάν η δύναμη που επ ι­
δρά στο υλικό σημείο ε ίν α ι συντηρητική, τότε  το  έργο κατά μήκος μ ιας ο -

- V ( x  , y  , ζ  ) + V ( x  , y  , ζ  ) -  Τ  - Τ  , 
2 2 2 1 1 1  2 1

δηλαδή

Τ  + ν ( χ  , y - , z  )  * Τ  + V ( x  , y ' , ζ  ) (4 )
1 1 1 1 2 2 2 2

7? n*j?+V = Ε  =  σ τ α θ . (5 )
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ηοιασδήηοτε κλειστής καμπύλης ισούται με το  μηδέν.

επειδή

V? = -V (x ,y ,ζ )+V(x ,y ,ζ  ) = Ο ·, 2 2 2 1 1 1

T(xl Jrt»*X) Ξ V(X2’y2’ Z2)' ·

β  Ροπή δύναμης -  Στροφορμή -  θεώρημά μεταβολής τής στροφορμής -  
Αρχή διατήρησης της στροφορμής.

Έ στω  τ το διάνυσμα.θέσης του υλικού σημείου ρ πάνω στο οποίο 
επιδρά η δύναμη £  . Εάν r . είναι το  διάνυσμα θέσης ενός σημείου AA

A , το εξωτερικό γινόμενο ( r - r A)'-'F . Επομένως η ροπή είναι διανυσμα- 
τικό μέγεθος. Συνήθως συμβολίζεται με Άρα

Μ = (AP)*F = ( r - r A)xF . ( 1)

Ό ταν to σημείο Α ταυτίζεται με την αρχή των αξόνων ο , τ ό τ ε

Μ = (r*F) . ( 2 )

.. θεωρούμε ότι το υλικό σημείο Ρ , με μάζα πί , έχει ταχύτητά υ . 
Ονομάζουμε "στροωορμή" ή "γωνιακή ορμή" ή "ορμορροπή"του υλικού σημείου



/ ι I

• Μ/; μ ο θ η ^  Ο ρ ^  _
^  "7/ >0V'°pVvs1 — rf__ — ^~_y^Y ,cp  ^  v-- 

p , ως προς το  σημείο a , το  εξωτερικό- γινόμενο ( £ r A)*p , όπου ρ
Π ορμή του υλικού σημείου Jp^av)  .

Επομένως π στροωορμή είναι διανυσματικό μέγεθος. Συνήθως συμβολίζε­
τα ι με L . Ά ρ α ,

L = (ΑΡ)*ρ = ( r - r A)xp ή Ζ = ( r - r A)xmu . (3 )

Όταν το  σημείο α ταυτίζεται με την αρχή των αξόνων ο , τότε

L r*p ή rxm\J'.
1 (4)

0 θεμελιώδης νόμος της Μηχανικής γ ια  το  υλικό σημείο Ρ ε ίν α ι

Από την (δΓ προκύπτει

(5 )

Γχρ = r*F

4(mu) _ ■+ ■% Γχ -  rxP . ( 6)

Η (6 ) γράφεται

Μ£ϊ22ΐ _ £  Xm̂  =
ut αχ

d ( r x m u )  ** ±* ψν± -UXmU = r*F . αχ
(7 )

Επειδή u*mu=0 , η (7 ) δ ίν ε ι

dt
(8)

Λαμβάνοντας υπόψη τους ορισμούς της στροφορμής και tnc ρσπήί
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δύναμής ως προς την αρχή των αξόνων ο , π (8 ) λαμβάνει τη μορφή

dL
dt = .μ : ή Ί, λ

^2£UZ±^
(9 )

Βάσει τπ ς  (9 ), καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,
" Η παράγωγός της στροφορμ'ήξ υλικού σημείου, ως προς το χρόνο , ι -  

σούται μ ε  την ροπή της δύναμης που ασκείται στο υλικό σημείο".
Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "θεώρημα μεταβολής της στροψορ-

μής". '  ‘ ^
Τονίζουμε πάλι ό τ ι  η στροφόρμή και η ορμή λαμβάνονται ως προς την

αρχή ο .
Στην περίπτωση που η ροπή (ως προς ο) της δύναμης F , η οποία α ­

σκείται στο υλικό,σημείο Ρ , είναι ίση με μηδέν (μ=γχ?=ο) ,  η (9 ) δ ί ­
νει

“  „ ο 
at ·

( 1 0 )

Από την (9) προκύπτει ό τ ι ,

L = C ( 0=σταθ. δ (.άνυσμα) ( 11)

Λαμβάνοντας υπόψη την (11) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,  όταν η 
ροπή τ η ς  δύναμης, που ενεργεί, σε υλικό σημείο Ρ , ισούται με μηδέν, η 
στροφορμή του υλικού σημείου παραμένει σταθερή.

Το συμπέρασμα αυτό είναι, γνωστό ως "αρχή ή νόμος διατήρησης της 
στροφορμής".

&χέσιΓ( 11) δ ίν ε ι  τ ρ ε ις  σταθερές της κίνησης.

2 j a  Ώθηση δύναμης

Ovbgάζouμε ώθηση ^ της δύναμης F , που ενεργεί στο υλικό σημείο 
k ατά το χρονικό διάστημα [t ,ΐ ]  ’ν το διάνϋοματικό μέγεθος που ορίζεται 
από το ολοκλήρωμα °

δ « Fdt ( 1 )
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Με τη βοήθεια του θεμελιώδη νόμου της Μηχανικής ($ = ? ), η Π ) γράφεται ν
t.

( 2 )

όπου ρ και ρ. είναι το διάνυσμα της ορμής του υλικού σημείου κατάt  Τ. 0
τ ι ς  χρονικές στιγμ ές t  και t 0 αντίστοιχα .

Από τη (2 ) συμπεραίνουμε ό τ ι ,  η μεταβολή της ορμής του υλικού ση­
μείου στο χρονικό διάστημα ( t - t 0) είναι ίση με την ώθηση της δύναμης 
F , στο ίδ ιο  χρονικό διάστημα.

Εφαρμόζοντας το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 
η (2 ) γράοεται

Συνεπώς , το γινόμενο του χρονικού διαστήματος ( t - t  ) επί το  μέ-0
σο όρο της δύναμης που ασκείται κατά το χρονικό αυτό διάστημα ισούται 
με την ώθηση της δύναμης.

Η έννοια της ώθησης είνα ι πολύ χρήσιμη σε περιπτώσεις, που η δύνα­
μη F έχει σχετικά μεγάλο μέτρο και ασκείται στο υλικό σημείο για  μ ι­
κρό χρονικό διάστημα. Σ τ ις  περιπτώσεις αυτές είναι ανάγκη να γνωρίζουμε 
τη μεταβολή της ορμής, που ισούται με την ώθηση. Η σχέση μεταξύ ορμής 
και ώθησης προσφέρει το  πλεονέκτημα ό τ ι δεν χρειάζεται κάποιος να γνω­
ρ ίζ ε ι  τον τρόπο μεταβολής της δύναμης.

Όταν η δύναμη ασκείται σε  μικρό χρονικό διάστημα, τότε λέμε ό τ ι  
έχουμε "κρουστικό φαινόμενο" και η ασκούμενη δύναμη λέγεται, "κρουστική

^ = F (t* ) ( t - t  ο) = pt ~pt
ο

(3 )

όπου
t· ■ 6110 ,t] .

ί Ροπή τής ώθησης ή Γωνιώδης ώθηση .

Κ απειροστή ώθηση dS , που ασκείται σε υλικό σημείο με μάζα π>

r

Μ
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και διάνυσμά θέσης r , ισούται με d ii= F d t .

Ονομάζουμε α π ε ιρ ο σ τή  ροπή της ώθησης dE ή γωνιώδη ώθηση, τη δ ια -

Το ολοκλήρωμα της απειροστής ροπής της ώθησης στο χρονικό διάστημα 
[ t 0, t ]  ονομάζουμε ροπή της ώθησης ή γωνιώδη ώθηση.

Η ροπή της ώθησης Ε είναι διανυσματικό μέγεθος, που σύμφωνα με 
τον ορ ισμ ό  ισούται με

όπου Γ,υ είναι το διάνυσμά θέσης ko l η ταχύτητα αντίστοιχα του υλικού 
σημείου τη χρονική στιγμή t  και r Q , υ 0 είναι το διάνυσμά θέσης 
και η ταχύτητα την χρονική στιγμή t 0 .

Από την (2) συμπεραίνουμε ότ ι , η· ροπή της ώθησης ισούται με τη με 
τα βολή τ η ς  στροιρορμής του υλικού σημείου.

Λέμε ότι ένα υλικό σημείο ισορροπεί, όταν η συνισταμένη των δυνά­
μεων F , που ασκείται πάνω σε αυτό, ισούται με μηδέν (F=o).

• ··
Εάν το υλικό σημείο είναι ακίνητο, θα είναι γ=ο και ?=0 . Τότε, 

από το θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής προκύπτει ό τ ι ,  F=o , δηλαδή το  υ­
λικό σημείο ισορροπεί.

Εάν το υλικό σημείο ισορροπεί, από τον θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής 
προκύπτει ότ ι,

νυσματική ποσότητα dE=r*ds2 ή d E = rx F d t  .

Δεδομένου ότι $=F η (1 ) γράφεται

Ζ.ΤΤ Ισορροπία υλικού σημείου

r  = 0 . .0 )
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Από την (1 ) συμπεραίνουμε ό τ ι

υ = c r = ct.+c ι ( 2 )

όπου
c = σταθ . c ι = σταθ.

Από τη (2 ) προκύπτει ό τ ι ,  εάν d o  το υλικό σημείο Θα κ ινείτα ι ευθύγ- 
ραμμα με σταθερή ταχύτητα. Εάν c=o , τότε το  υλικό σημείο θα είναι α κ ί­
νητο. Ά ρα , η ισορροπία ενός υλικού σημείου συνεπάγεται ε ίτε  την ευθύ- 
γραμμη ομαλή κίνηση ε ίτε  την ακινησία.

Η ισορροπία ενός υλικού σημείου μπορεί να είναι ευσταθής, ασταθής 
και αδιάφορος.

Ορίζουμε σαν θέση ευσταθούε ίσρρροπίας εκείνη στην οποία, για κάθε 
' ' ι από τη θέση ισορροπ ίας, ο ι  δυνάμεις που ενεργούν πάνω

σε αυτό τείνουν να το επαναφέρουν στη θέση ισορροπίας.
Ορίζουμε σαν θέση ασταθούς ισορροπίας ε κείνη στην οποία, γ ια  κάθε 

μικρή μετατόπιση από τη θέση ισορροπ ίας, ο ι δυνάμεις που ενεργούν πάνω 
σε αυτό τείνουν να το απομακρύνουν από τη θέση ισορροπίας.

Ορίζουμε σαν θέση αδιάφορης ισορροπίας εκείνη στην οποία, για κάθε 
μικρή μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας, ο ι  νέες θέσεις του υλικού ση­
μείου είναι θέσεις ισορροπίας.

Μαθηματικώς, ο ι ορισμοί αυτοί εκφράζονται ως εξής:
Εάν στο υλικό σημείο, που βρίσκεται σε μια θέση ισορροπίας, δοθεί 

μια μικρή αρχική ταχύτητα υ0 , τότε θα έχει αρχική κινητική ενέργεια  
Τ0= 1  mujj . Εάν ΐί είναι η ταχύτητα του υλικού σημείου σ ε .μ ια  γ ε ιτ ο ν ι­
κή θέση, ως προς τη θέση ισορροπίας και Τ= ^  η αντίστοιχη κ ινη τι­
κή ενέργεια , τότε  στην περίπτωση κατά την οποία Τ<Τ0. , η θέση ισορρο­
πίας είναι ευσταθής. Στην περίπτωση κατά την οποία Τ>Τ0 , η θέση ισορ­
ροπίας είνα ι ασταθής. Στην περίπτωση κατά την οποία Τ=Τ0 , η θέση ισορ 
ροπίας είνα ι αδιάφορη.
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Λ2.12 Αναγκαστική κίνηση
Λ *-------:---------------

Ήέχρι εδώ έχουμε εξετάσει την κίνηση ενός υλικού σημείου, που δεν
είναι'· υποχρεωμένο να πληροί ωρισμένες συνθήκες. Στην περίπτωση αυτή, λέ
με ό τ ι  έχουμε ελεύθερη κίνηση του υλικού σημείου.

Σκοπός μας τώρα είνα ι να μελετήσουμε την κίνηση ενός υλικού σημεί­
ου, που ε ίν ά ι  υποχρεωμένο να ικανοποιεί ωρισμένες συνθήκες. Έστω ο ι 
συνθήκες ε ίνα ι ότι το υλικό σημείο είναι αναγκασμένο να κ ινείτα ι συνεχώς 
πάνω σε μ ια  καμπύλη ή γνωστή επιφάνεια. Στην περίπτωση αυτή λέμε ό τ ι  έ ­
χουμε αναγκαστική κίνηση του υλικού σημείου στην καμπύλη ή την επιφάνεια 
και ο ι  συνθήκες λέγονται δεσμοί ή δεσμικές σχέσεις .

Κίνηση πάνω σε γνωστή επιφάνεια

'Εστω ότι, ένα υλικό σημείο μάζας m κινείται πάνω στη γνωστή επι­
φάνεια,

f ( x , y , z , t )  * 0 . ( 1 )

Κίνηση του υλικού σημείου πάνω στην επιφάνεια σημαίνει ό τ ι ,  δεσμεύ­
ουμε το υλικό σημείο να κ ινείται πάνω σε αυτή. Μεταφράζοντας τη δέσμευ­
ση μπορούμε να πούμε ό τ ι  την αντικαθιστούμε με μία δύναμη που ενεργεί 
πάνω στο υλικό σημείο. Τη δύναμη αυτή, που επιβάλλεται στο υλικό σημείο 
από τη γεωμετρία του δεσμού την ονομάζουμε "δεσμική δύναμη" και τη συμ­
βολίζουμε με . Τη συνισταμένη όλιον των άλλων δυνάμεων που ενεργούν
πά^~στό~ύλίκό^σημείο την ονομάζουμε "επιβεβλημένη δύναμη" και τη συμβο­
λίζουμε μέ^ '?^ε^7’ΤίνάΓ~λογικό, για την περίπτωσή μας, να'υποθέσουμε "ό­
τ ι  η δεσμική δύναμη που επιβάλλεται στο υλικό σημείο είναι κάθετη
στην επιφάνεια (1 ) ,  δ ιότ ι εμποδίζει την κίνηση του υλικού σημείου μόνο 
κάθετα προς την επιφάνεια. Επομένως, η δεσμική δύναμη μπορεί να περιγρά­
φει από τη  σχέση

\ f ( 6) = X V f  ( 2 )

όπου λ πραγματικός αριθμός.



Η δεσμι,κή δύναμη (2 ) ονομάζεται και "αντίδραση" της επιφάνειας στο υ­
λικό σημείο.

. Στο υλικό σημ.είο ενεργεί τώρα η συνισταμένη δύναμη F

F = ■' (3 )

Ε<ραρμόζοντας το  θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής, έχουμε

ή λαμβάνοντας υπόψη την (2 ) 

. m?  = p ( e ) + X V f  . (4 )

Σε ορθογώνιες (Καρτεσιανές) συντεταγμένες, η (4) γράφεται

όπου

m( £  +£ΐ ) = ? (ε)* + ί[ε)ϊ  +λ | f  £ +Χ | f  y +
* χ  ο y ο z ο » χ  ο o y  ο0 0 0

• . 3 f  -*
+ λ  «ς—  Ζ ,

3 ζ  ο

r  = χ χ  + y y  + ζ ζ  ,  = F ^ x  + F ‘ e ^y + F ^ z  ,0 0 0 X 0 y 0 Z 0

£ ( ε )  λ 3 f  ■* . 3 f  +  ^  3 f
F '  =  λ  ·*—  χ  + λ  «5—  y  + λ  · * -  z  

ox 0 o y  0 oz  0

Από την (5 ) προκύπτει

(5 )

rax =

my = 

· ·
mz =

F(e )+X ψ - 
x . 3x

f ( e)+x —  y λ 3y
F(e)+X|^ 

z  3 z

( 6 )

Οι εξισώσεις (6) ονομάζονται "εξισώσεις Lagrange πρώτου είδους".

Από τη λύση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων (6), μέσω της
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( 1 ) ,  μπορούμε να προσδιορίσουμε την κίνηση tou υλικού σημείου

( χ  = x ( t )  , y  = y ( t )  ,  ζ  =  z ( t ) )

και επίσης το

X A ( t )  .

0 υπολογισμός της αντίδρασης γίνεται από τη (2 ) .

^  Κίνηση πάνω σε γνωστή καμπύλη

'Εστω ό τ ι , ένα υλικό σημείο μάζας m κινείται πάνω στη γνωστή κα­
μπύλή (Σχ .11 ),

*

f  ( x , y , z , t )  = Ο και f  ( x , y , z , t )  = 0 . (7)1 2
Κίνηση του υλικού σημείου πάνω στην καμπύλη (7 ) σημαίνει ό τ ι δε­

σμεύουμε το υλικό σημείο να κ ινείται πάνω σε αυτή. Μεταφράζοντας τη δέ ­
σμευση μπορούμε να πούμε, ό τ ιϋ η ν  αντικαθιστούμε με μια "δεσμική δύναμη"

, που οφείλεται στη γεωμετρία του δεσμού. Είναι λογικό να υποθέσου­
με ότι εδώ η δεσμική δύναμη είναι κάθετη στην καμπύλη (7 ) ,  δ ιότ ι
εμ π οδίζει την κίνηση του υλικού σημείου μόνο κάθετα προς την καμπύλη.
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j ?*,t' *

νυσμάτυν Vf και Vf . Άρα π "δεσμική δύναμη" Ρ ^  μπορεί να π ε -1 ζ · ' - - . . · ■* · .  · *
ριγραφεί από τη σχέση

$ (δ )  = λ V f +λ Vf 1 1 2  2 ( 8)

όπου λ ,λ  ε ίν α ι πραγματικοί αριθμοί.1 2
Η δεσμική δύναμη (8 ) ονομάζεται και "αντίδραση" της καμπύλης στο 

υλικό σημείο.
Στο υλικό σημείο ενεργεί τώρα η συνισταμένη δύναμη F

$ = (9 )

όπου όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, ε ίνα ι η επιβεβλημένη δύναμη.
Εφαρμόζοντας το  θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής, έχουμε

J  = * (ε)+? (δ)

ή λαμβάνοντας υπόψη την (8 )

->
mr = ί ^ + λ  Vf +λ Vf . 1 1 2  2

Σε ορθογώνιες (Κ αρτεσιανές) συντεταγμένες, η (10) γράφεται

>»(*£ +yy * tt  ) = Ρ(ε)ί  +F(e)y +0 0 0 X o y  o z  0

3 f  *  .
+ 1 T V

3 f ^  3 f 
+ X — 2

2 ox  0 a 9y  0 2 3z

3f

Από την (11) προκύπτει *

X
3 f

3
βΓ
3 f

■ * = p- * /+\  i r  +λ2 τ τ  ·
3 f

2
3x 

. 3 f

™ e Fye)+Xi ^  +λ2 3 ^  *

( 10)

( 11)

( 12)

·*->· : v..· .
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mz (ε )  9 f i F: '*λ  57^
Ζ  χ  σ  Ζ

♦λ
9f
3ζ

Οι εξισώ σεις (12) ονομάζονται "εξισ ώ σεις  Lagrange πρώτου ε ίδ ο υ ς".
Από τη λύση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων (1 2 ) ,  μέσω 

των ( 7 ) ,  μπορούμε να προσδιορίσουμε την κίνηση του υλικού σημείου 
( x = x ( t ) , y = y ( t ) , z = z ( t ) )  και επίσης τα λ 1= λ 1 ( ΐ ) ,  X2=X2 ( t ) .  0 υπολο­
γισμός της αντίδρασης γίνεται από την (8 ) .

2.^120 Κινητική τριβή ή τριβή ολίσθησής πάνω σε επιφάνεια
/ \  :

'  Η κινητική τριβή είναι μία δύναμη, που εμφανίζεται κατά την κίνη
ση υλικού σημείου πάνω σε επιφάνεια και αντιτίθεται στην κίνησή του.

Έχει (οορά.αντίθετη της ταχύτητας του υλικού σημείου, οφείλεται 
σ τ ις  ισχυρές ενδομοριακές δυνάμεις μεταξύ υλικού σημείου και επιφάνει­
ας και συμβολίζεται συνήθως με το  γράμμα Τ . Είναι ίση με

- ·

ή
• · 4  -> IIο

i ω

(1 )

' Τ  * “ ^ 0  »

όπου η  ο συντελεστής τρ ιβή ς , |F.| το μέτρο της κάθετης δύναμης που
—  ̂ ^

ασκεί π επιφάνεια στο υλικό σημείο , υ η ταχύτητα του υλικού σημείου, 
ΐυι το μέτρο της και εο η διανυσματική μονάδα κατά τη ωορά της ταχύτη­
τα ς .

Ο συντελεστής τριβής εξαρτάται από τη φύση του υλικού σημείου και 
της επtφάvειας.

Εάν f ( x , y , z , t ) = o  είναι η εξίσωση.της επιφάνειας, τότε η (1) γρά­
φεται

-V

Τ = - η  |Xgradf|(̂

ή (2)

Τ = -η|X g r a d f|
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όπου λ πραγματικός αριθμός.

V

2 .13  Κεντρικές δυνάμεις

Στην παράγραοο αυτή, θα ασχοληθούμε με μια ειδική μορφή δύναμης.

Πάνω σε υλικό σημείο μάζας m , ασκείται δύναμη F (Σχ.12) τέτο ια  ώστε: 
α )  Η ?  κείται πάντα στη διεύθυνση που συνδέει το υλικό σημείο με ένα 
σταθερό σημείο ο . Το ο ονομάζεται ελκτικό ή απωστικό κέντρο, 
β )  Η F εΤαοτάται υόνο από την απόσταση r  του υλικού σημείου από το 
σταθερό σημείο ο . Μια τέτοια  δύναμη ονομάζεται " κεντρική δύναμη".

Επομένως, ο ι “ κεντρικές δυνάμεις" ε ίν α ι της μορφής

(1)F = F(r)r __________&

όπου r Q η διανυσματική μονάδα κατά τη διεύθυνση του διανύσμάτος r
\ ' ί(r=rr0) .

Η κεντρική δύναμη είνα ι ελκτική ως προς το  0 , αν F(r):<0 και α - ■ 
πωστική, ως προς το  ίδ ιο  σημείο, αν F(r)>o . j

θα προσπαθήσουμε τώρα να βρούμε τ ι ς  εξισώ σεις  της κίνησης του υ λ ι- j 
κού σημείου, κάτω από την επίδραση κεντρικής δύναμης κάι τ ι ς  ιδ ιότη τες  | 
που διέπουν αυτή την κίνηση.



Επειδή r  -  XX *yy +zz ,  Π ( 2 ) ,  σε ορθογώνιες (Καρτεσιανές) ο ο ο ο
μένες, γράφεται

- ► - ► · * · '  p (r) ·+■ F(r) *  F(r)F = F χ +F _y +F ζ a *■“ · xx * ~ r mi’ yy * - i~ L zz x o j r o z o .  r o r  "  o r

Από την (3) προκύπτει

(3)

όπου

V * p ( r ) ? ·  Fy

r * (x2+y2+z2)^

F(r) *  , F = F(r) -  z r (4)

Λαμβάνοντας
'X *

Vx? = 0 .

τ ι ς  (4 ) ,  προκύπτει

(5 )

Σύμϊηωνατίεοσα αναπτύχθηκαν στην παράγραφο (2 .7 ) ,  θα υπάρχει συνάρ­
τηση δυναμικού ν * v (x ,y ,z )  , τέτοια  ώστε

\" "F = -VVX . (6)

Γ ια  να βρούμε εύκολα τη ν  , μας συμφέρει να εκβράσουμε την (6 ) - - ' 
σε σφ αιρικ ές συντεταγμένες και αυτό λόγω της μορφής των κεντρικών δυνά-. 
μεων.

Σε σφαιρικές συντεταγμένες, η κεντρική δύναμη F γράφεται '

F  = F  r  + F Q$  + Fm^ = F ( r ) r  + 0 $  +0φ .r ο θ ο ® ο ο ο ο (7)

'Αρα

F = F(r) , F- = Ο , F » 0 .
Γ υ φ ..

θα πρέπει λοιπόν, σύμφωνα με τη σχέση (4) της §2.7 να ισχύει
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/!· w
3Θ~ β,Τ· = O'

av
9φ-  τ ι  -  ο

(9)

(10)

όπου ν -ν (Γ ,Φ ,θ ) .
Από τ ι ς  (9 ) και (10) συμπεραίνουμε ό τ ι  v = v (r ) . 
Ά ρ α , η (8 ) γράφεται

’ ~ i

F ( r ) = - f · .

Συνεπώς

V = -jF (r)dr+c* , (ο*=σταθ.)

( 11)

( 12)

Η σταθερά, συνήθως, προσδιορίζεται μέσω τέτοιων συνθηκών που να μη­
δ ε ν ίζε τα ι . ^

Έστω Η η ροπή της ?  ως προς ο . Επειδή μ=γχ?  και Ψ = 
έπεται ό τ ι  Μ = ο . ‘

Συνεπώς, σύμφωνα με τα αποτελέσματα (11 ) της παραγράφου ( 2 .9 ) ,  η 
στροφορμή £  του υλικού σημείου θα είνα ι σταθερά. Άρα

L — rXRU a-

ή
-* -*■ 
r*mu II (ο=σταθ.) . (13)

ι σε ορθογώνιες (Κ αρτεσιανές) συντεταγμένες
-*>

X
0 y o

ζ
0 -

X y y II ο* (14)

mx my mz .

όπου
c * c χ +c y +c z

1 0 2 0 3 0
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Από την (14) προκύπτει

m ( y i - z y )  = c ι
m ( z x - x z )  = c 2 .
m ( x j - y x )  *  c  .3

Εάν πολλαπλασιάσουμε την ( 1 5 J επί x  την ( 1 6 )  επί y  κ α ι  την ( 1 7 )  επί 
ζ και προσθέτουμε τ ι ς  εξισώ σεις που προκύπτουν, παίρνουμε

c x+c y + c  ζ  * Ο . ( 1 8 )1 2  3

(15)

( 1 6 )  

( 1 7 )

Από την·(18) συμπεραίνουμε ό τ ι ,  η τροχιά τ ου υλικού σημείου, στο 
οποίο  επιδρά "κεντρική _δύναμη" βρίσκεταl σε επίπεδο. nou δ ιέ ρχεται από 
το ελκτικό ή απωστικό κέντοο.

Συνεπώς, μπορούμε να μελετήσουμε την κίνηση του υλικού σημείου, 
που υπόκειται σε κεντρική δύναμη, στο επίπεδό που προαναπέραμε.

'Εστω O x'y ' το ορθογώνιο σύστημα στο οποίο μελετούμε την κίνηση

(Σχ.13) και το οποίο θεωρούμε-άδρανεια*^. Για ευκολία χρησιμοποιούμε 
πολικές συντεταγμένες ( γ , Θ Κ ^

Λαμβόνοντας υπόψη τα όσα αναπτύξαμε για την κίνηση υλικού σημείου 
σε πολικές συντεταγμένες, ο θεμελιώδης νόμος της Μηχανικής, σε αυτές 
τ ι ς  συντεταγμένες, γράφεται

_ ' i .■

NV\
Ι Γ ' Ι  · ^  Ι ν ,

ν-Λ  ν, - , ·/
·\Ό

4)»
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mr = F
ή
•>n m (r-r§2)r,,'*tD(2r§+r§)i * F ( r ) r  *0$ , · (19)0 Q Γ o w ■

δ ιό τ ι ,
?  * (ί τ δ 2)r (2i θ+rΘ)$0 · ?  “ *r*o**(fi»a F(r)r0+O?0.

Από την (19) προκύπτει

m(γ- γΘ2) = F(r) ., v  (20)
%

m(2r©+r©) = Ο .  (21)

Συνεπώς, η μελέτη της κίνησης θα γ ίν ε ι  χρησιμοποιώντας το  σύστημα των 
διαφορικών εξισώσεων (20) και ( 2 t ) .

Λαμθάνοντας υπόψη την (13) και επί πλέον ό τ ι  η κίνηση γ ίνετα ι σε 
επίπεδο μπορούμε να γράψουμε ό τ ι ,  η στροφορμή ΐ  ε ίνα ι ίση με

ΐ> -  Lie (L = C = σ τ ο θ .)  , (22 )

όπου ic η διανυσματική μονάδα του άξονα 0 ζ " ,  που είνα ι κάθετος στο  
επίπεδο O x 'y ' .

Επειδή

ΐ  = rxmu , (22)

η (23) γράοεται

Lk * ( r r o)χ®(r r 0+γ Θ^0)

Λ
Lie = mr20K . (2 4 )

Άρα
L * mr2© . (2 5 )
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Λαμβάνοντας υπόψη την (2 5 ), καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι

r20 = — = στοθ. , (26)m \* ' ‘ * π ' ’ * ·
· β * . %

δ ιό τ ι  L,m σταθερές.
Γνωρίζουμε από την παράγραφο (1 .8 ) γ ια  την κίνησή που γίνεται στο 

επίπεδο ό τ ι ,  η εμβαδική ταχύτητα || , είναι ίση με

λε χ
dt “  2

(27)

Επειδή ισχύει ,.γ2Θ = σταθ.,. προκύπτει το σημαντικό συμπέρασμα ό τ ι ,  η εμ 
βαδική ταχύτητα κατά την κεντρική κίνηση παραμένει σταθερή.

Το ό τ ι  η .παράσταση γ2Θ παραμένει σταθερή, αποδεικνύεται επίσης 
χρησιμοποιώντας τη διαφορική εξίσωση της κίνησης (2 1 ). Αυτό προκύπτει 
ώς εξής ^

Η (2 1 ) γράφεται

ή
m(2re+r§) = 0

7  (2 γ γ Θ+γ *Θ ) =  0 Γ

Από την (28) προκύπτει ό τ ι

(28)

dt *

Συνεπώς

r20 = σταθ.

(29)

(30)

Το συμπέρασμα λοιπόν (30) συμπίπτει με το  συμπέρασμα (2 6 ).
Η διαφορική εξίσωση της κίνησης (20) μπορεί να απλοποιηθεί, εόν α­

παλείψουμε το. θ χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  την σχέση..(26) .. ·.:
θα έχουμε
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mf-  £  a F ( r ) (31)

Από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (31) μπορούμε να βρούμε το r * r ( t ) .  

Εάν αντικαταστήσουμε το r = r ( t )  στη διαφορική εξίσωση (26), από τη λύ­

ση αυτής μπορούμε να βρούμε το θ=θ(ΐ.) . Συνεπώς, έχουμε προσδιορίσει 

την κίνηση του υλικού σημείου,

'Εχοντας προσδιορίσει το r = r ( t )  και θ=θ(τ) μπορούμε, εάν απα­

λείψουμε το χρόνο t  , να βρούμε το r = r ( θ) , δηλαδή την τροχιά του υ­

λικού σημείου σε πολικές συντεταγμένες.

θα βρούμε τώρα μια διαφορική εξίσωση, της οποίας η λύση δ ίν ε ι κα­

τευθείαν την εξίσωση της τροχιάς σε πολικές συντεταγμένες. '

Γνωρίζουμε ό τ ι

. _ d r  _ dr άθ d r  a 
r  = d t = d6 d t "  d0.

(32)

Αντικαθιστούμε το θ από την (2 6 ), οπότε λαμβάνουμε

. d r / L χ . 
r  = d0 ^ r 2 } *

(33)

Η (33) γράφεται

τa __ L Γ .
m d0

Λαμβάνοντας υπόψη την (3 4 ), προκύπτει ό τ ι

„  d r  d /L  ^ r \ ___ L d _  / * ^ r \  d9
r  = d t = -_ d t V  d0 '  * m d© v d6 ; d t

T
«■<i> 5 _ _ σ  * Φ■ L ___

m d0* m* r* d0*

(34)

(35)

Αντικαθιστούμε την (35) στη διαφορική εξίσωση tnc κίνησης (31) και 

έχουμε
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(36)

Ορίζουμε μια νέα μεταβλητή., u με τη σχέση

οπότε η (36) λαμβάνει τη μορφή

Από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (38) μπορούμε να βρούμε το 

u = u (e )  . Χρησιμοποιώντας την (37), μπορούμε τελικά να βρούμε τ ο - . r= r(,6 ).

2.14 (Ελκτικές!δυνάμεις αντιστρόφως ανάλογες του τετραγώνου 

της απόστασης. ' %  .*

Οι δυνάμεις αυτής της μορφής αποτελούν ειδική περίπτωση, των κεντρι­

κών δυνάμεων, θα ισχύει . , . ■ ·

Η εξίσωση της τροχιάς του υλικού σημείου σε πολικές συντεταγμένες, για  

την περίπτωση αυτή, θα προκύψει από την λύση της διαφορικής εξίσωσης 

(38) της προηγούμενης παραγράφου, αρκεί να θέσουμε

. 4

( κ -  σταθ >0) ( 1 )

(25

Αντικαθιστώντας την (2 ) στην (38) λαμβάνουμε

(3 )
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Η γενική λύση της (3 ) ε ίνα ι

u »  A c o s (0 -0 # )+ , (4)

όπου Α ,θ0 σταθερές.

Αντικαθιστώντας στην (4 ) όπου u= -  λανθάνουμε ·
Γ

1 + e c o s (0 -0 o ) (5)

όπου

e =

Οι σταθερές ρ  και e εξαρτώνται από τ ις  συνθήκες που έχουν δοθεί.

Η εξίσωση (5 ) ε ίν α ι εξίσωσης κωνικής τομής, που μια από τ ις  εστίες ε ίνα ι 

το ελκτικό κέντρο. Η σταθερά e ε ίνα ι η εκκεντρότητα.

Εάν e<i , έχουμε ελλειπτική τροχιά .

Εάν e=i , έχουμε παρσθολική τροχιά .

Εάν e>i , έχουμε υπερθολική τροχιά .

Εάν e=o , έχουμε κυκλική τροχιά. I
Μ δυναμική ενέργεια γ ια  την περίπτωση αυτή, όπως προκύπτει από τη 

σχέση (12) της προηγούμενης παραγράφου, ε ίνα ι

(6)

Με την συνθήκη ό τ ι

V = 0 ότα ν  r  -*·°° (7 )

προκύπτει c**o . Άρα

r (8)
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2.15 Παγκόσμια έλξη

Με την έννοια του υλικού σημείου είνα ι συνδεδεμένη και η ιδιότητα 

της έλξης μεταξύ των μαζών. Μέχρι τον 17ο αιώνα η μόνη μαρτυρία ύπαρξης 

αυτής τη ς ιδιότητας ήταν η επιτάχυνση, που υφίστανται τα διάφορα σώμα­

τα στην επιφάνεια της Γης. Υπήρχε εικασία ό τ ι κάποια δύναμη, που απορρέ­

ε ι από το ν  Ή λιο  και εφαρμόζεται στους πλανήτες τους υποχρεώνει σε ελ­

λε ιπ τικές  κινήσεις. Η άποψη αυτή διατυπώθηκε από.τον Kepler (1571-1630), 

που ανακάλυψε τους νόμους κίνησης των πλανητών. .0 Kepler δεν εγνώριζε 

απόλυτα τ ις  αρχές της Μηχανικής , που τ ις  διατύπωσε αργότερα ο Νεύτωνας.

Την έκφραση της ελκτικής ιδιότητας μεταξύ δύο υλικών σημείων με μά­

ζες m και m (Σχ.14) διατύπωσε ο Νεύτωνας. Η έκφραση αυτή αναυέρε- 

τα ι ως "Αρχή της παγκόσμιας έλξης" και δ ίνετα ι από την σχέση

F = - G1 » 2 (D

όπου F ' ε ίνα ι π δύναμη, που ενασκεί το υλικό σημείο 1 με μάζα πί' 1,2  1, ,
στο υλικό σημείο 2 με μάζα m2 . Η G είνα ι σταθερά και ονομάζεται 

σταθερά της παγκόσμιας έλξης και |r έίνά ι η απόσταση μεταξύ τών

υλικών σημείων 1 και 2.

Η αντίδραση της 2 ε ίνα ι η f 2 χ . Η ε ίνα ι η δύναμη
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ηου εξσσκεί το υλικό σημείο 2 στο υλικό σημείο 1 και ισοόται με

ί
1 . 2

-G
n m

Στην ειδική περίπτωση, που η μάζα m έχει τοποθετηθεί στο σημείο 

ο και η μάζα m2=m (Σ χ .15) θα ισχύει

ή

(3)

(4 )

Εφαρμόζοντας τη σχέση (4) πολλές φορές με την υπόθεση ό τ ι η.μάζα της 

Γης κατανέμεται ομοιόμορφα, αποδεικνύεται τελικά ό τ ι ,  η έλξη ( Σχ .16) π°ϋ 

δέχεται η μάζα m , που βρίσκεται έξω από τη Γη (ΒΓ&·<<*>, ΙίΓ=αχτ£.να 

Γηε) ισούται με
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όπου ΜΓ=μάςβ Γη$ και r  π απόσταση του κέντρου της Γης από το υλικό 

σημείο μάζας m . Από την (5) προκύπτει ό τ ι , η μάζα της Γης συμπεριοέ- 

ρεται σσν υλικό σημείο που βρίσκεται στο κέντρο της Γης. Η ελκτική δύ­

ναμη F λέγεται και Βάρος της μάζας π του υλικού σημείου και το συμ­

βολίζουμε με I  .
Εάν διαιρέσουμε την (5) με την μάζα m , παίρνουμε

ρ-
Π) (6)

Το διάνυσμα -  συμβολίζεται συνήθως με g και ονομάζεται, επιτάχυνσηm
βαρύτητας της Γης

-*·

Λαμβάνόντας υπόψη tnv (7 ) μπορούμε να γράψουμε

(7)

Β = mg . ( 8)Υ · - 'V ·. . ν ,  . . ·

Όπως προκύπτει από τη σχέση. .(8 ), το βάρος, δεν. ε ίνα ι σταθερό, δ ιό­

τ ι  εξαρτάται από την απόσταση από τη κέντρο της Γης.
Στην περιοχή κοντά στην επκοάνεια της Γης . (.r=Bp.). το gr  θα πα-.. 

ραμένε ι σταθερό και ίσο με
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2 ___ G—  r®Rr  "  G Rj, r o ' (9)

Συνήθως, το gR συμβολίζεται με g(gp =g) και ο ι  σχέσεις (8 ) και

(9 ) λαμβάνουν τώρα τη μορφή

Μ,
ί  « -►

mg 8 ■ - “ s f ' .  · ( 10)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (4 ) μπορούμε επίσης να αποδείξουμε ό τ ι ,  η 

έλξη (Σ χ .17) που δέχονται δύο σφαιρικές μάζες και Μ2 με ομοιόμορ-

ί= -Ψ '

φα κατανεμημένη τη μάζα τους, ε ίνα ι

' Μ Μ
f . - O - J J - r ,  -  , (11)

όπου r  η απόσταση των κέντρων των δύο σφαιρικών μαζών.
Από την (11) προκύπτει το συμπέρασμα ό τ ι ,  ο ι  δύο σφαιρικές μάζες 

συμπεριφέρονται σαν υλικά σημεία, που ε ίνα ι τοποθετημένα στα κέντρα των 

σφαιρικών μαζών.

2.16 Νόμοι του Kepler γ ια  την κίνηοη των πλανητών

Σύμφωνα με τα όσα εκθέσαμε στη προηγούμενη παράγραφο και ιδιαίτερα 

με το  συμπέρασμα της σχέσης (11) προκύπτει ό τ ι ο Ή λ ιο ς  έλκει τους πλα­

νήτες με δύναμη αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης των
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κέντρων τους.

θεωρούμε ό τ ι ο Ή λ ιο ς  ε ίνα ι ακίνητος και κατέχει τη θέση ο (Σχ.18)

του αδρανειακού συστήματος συντεταγμένων (Ο χ 'ν ·')  και ο ι διευθύνσεις 

των αξόνων είναι σταθερές, θεωρούμε επίσης.ότι ο ι δυνάμεις που δέχεται 

κάθε πλανήτης από τα άλλα ουράνια σώματα παραλείπονται, σε σχέση με τη 

δύναμη που δέχεται από τον Ή λ ιο . Σύμφωνα με αυτές τ ις  υποθέσεις, η με­

λέτη της κίνησης του πλανήτη ανάγεται στο πρόβλημα της παραγράφου (2.14) 

όπου K=GMgm (Μ^=μάζα Ή λυ ου , πι=μάζα πλανήτου).

0 Kepler διατύπωσε τουςκεξής νόμους για  την κίνηση των πλανητών.

1. Οι πλανήτες κινούνται σε ελλειπτικές τροχιές με τον Ή λ ιο  σε μία από 

τ ις  εστίες.

2. Το εμβαδό που διαγράφει,το διάνυσμα θέσης του πλανήτη ως προς τον 

Ή λ ιο  είναι ανάλογο του χρόνου.
3. Τα τετράγωνα του χρόνου περιφοράς των πλανητών γύρω από τον Ή λ ιο  

ε ίνα ι ανάλογα των κύβων των μεγάλων ημιαξόνων των τροχιών τους.

Επειδή οι Νόμοι του Kepler διατυπώθηκαν πρωτού σ Νεύτωνας διατυπώ­

σει τα αξιώματα και το Νόμο της παγκόσμιας έλξης, θα αποδείξουμε ό τ ι 

αυτοί πραγματικά ισχύουν.
0 πρώτος Νόμος του Kepler αποδεικνύεται σύμφωνα με τα αποτελέσμα­

τα της παραγράοου (2 .1 4 ).
0 δεύτερος Νόμος του Kepler αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας τ ις  σχέ­

σεις (26) και (27) της παραγράφου (2 .1 3 ). .. . ^

■ Πράγματι, ' ............... .
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d t 3 2 r 2 ® = ? m  α ^ - ο τ β · . )  «Π .

Από την (1) προκύπτει

Ε = f ^· — dt+G+ = — t  ♦ C+ ( 0+ = στα θ . )  (2 )) d m dm

Εάν για  t=o ε ίνα ι E=o , από τη (2) προκύπτει ό τ ι ,  c+=o. Άρα

Ε = j  |  t  . (3 )2 in
Από την (3) συμπεραίνουμε ό τ ι το εμβαδό, που διαγράφει το διάνυσμα Θέσης 

του πλανήτη ως προς τον Ή λ ιο ,  ε ίνα ι ανάλογο της χρόνου.

• Η απόδειξη του τρίτου νόμου του Kepler προκύπτει με συνδυασμό των 

αποτελεσμάτων των παραγράφων (2.13) και (2 .1 4 ).

2.17 Ομογενές ή ομοιόμορφο πεδίο δυνάμεων -  Ομογενές πεδίο βαρύτητας 

πλησίον της Γης -  Δυναμική ενέργεια του πεδίου βαρύτητας πλησίον 

της Γης.

Ένα πεδίο δυνάμεων λέγεται ομογενές ή ομοιόμορφο, όταν η δύναμη 

σε οποιοδήποτε σημείο του έχει σταθερό μέτρο και ωορά.

Παράδειγμα ομογενούς πεδίου δυνάμεων ε ίνα ι το πεδίο της μορφής

£  - π  "*■F = -F „z ft ο ο όπου F0=OTaO.>0 . (Σχ .19).

Ειδική περίπτωση ομογενούς πεδίου δυνάμεων ε ίνα ι το πεδίο βαρύτητας 

πλησίον της επιφάνειας της Γης. Λαμβάνοντας υπόψη όσα αναπτύξαμε στην 

παράγραφο (2.15) και ιδιαίτερα όσον αφορά το βάρος, μπορούμε να θέσουμε
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B=-mgz0 (π,κ=σταθ.>ο) . Δηλαδή, το πεδίο βαρύτητας πλησίον της επι<ρά- , 

νειας τη ς  Γης ε ίνα ι ομογενές (Σ χ .2 0 ).

(Η μικρή περιοχή.στην επιφάνεια της Γης, έχετ αντικατασταθεί από το επί 

πεδο Oxy . Το ορθογώνιο (Καρτεσιανό) σύστημα Oxyz ε ίνα ι αδρανέιακό 

με την προϋπόθεση ό τ ι ,  δεν λαμβάνεται υπόψη η επίδραση της περιστροφής 

της Γ η ς ).

Χρησιμοποιώντας τη σχέση

Β -  -rngZ' Ξ F T  ,"

έχουμε

'Αρα .. .

->
F = F χ +F ν  +F ζ = Οχ +0y -mgz . 

’ Χ ο F  ο ζ ο ο ο ο

F = 0 , F = 0 , F  = - mg
Υ  * * 7 .

Λαμ&άνοντας υπόψη τ ις  (2) προκύπτει

VxF =

χ y ζο ο ο
3_ V  <L i _
3χ 3y 3ζ

Ο Ο -mg

= ο ;·

( 1)

(2):

(3ί5

Ά ρ α , σύμφωνα με όσα αναπτύχθηκαν στην παράγραφο (2 .7 ), θα υπάρχει 

συνάρτηση δυναμικής ενέργειας v = v (x ,y ,z )  , τέτοια ώστε
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?  * - 7 V . 

Από την (4 ) έπεται

(4)

f s l  = oxo+oyt-* e lt -  -  g
* i

Από τ ις  (2 ) και (5) παίρνουμε

3χ o 3y y o 3* 0
(5 )

n 3V 
0 s "  3y ’

3V-mg = -  ^  ·

(6 )

(7)

(8)

Από τ ις  (6) και (7 ) συμπεραίνουμε ό τ ι η συνάρτηση της δυναμικής ε -  

νέρνειας ν  , ε ίνα ι συνάρτηση μόνο του ζ  , δηλαδή ν - ν ( ζ ) ·

Άρα, π (8) γράφεται

-mgz = - dV
dz

(9 )

Από την (9) προκύπτει

( * *
V * Imgdz+C = mgz+C (C = σ τ ο θ .) ( 10)

Η (10) μας δ ίν ε ι τη δυναμική ενέργεια ή το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας 

πλησίον της επιφάνειας της Γης.

Εάν Θέσουμε

V = Ο όταν  ζ  = Ο (1 1 )

από την (10) προκύπτει c *0 . 'Αρα, η (10) λαμβάνει τη μορφή

V ·  mgz . ( 12)

V*
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2.18 Δύναμη ελατήριού -  Δυναμική ενέργεια ελατηρίου

θεωρούμε ένα ελατήριο πολύ μικρής μάζας, που έχει αρχικό μήκος Α0 

(Σ χ .2 1 ). Στην άκρη του ελατηρίου ε ίνα ι στερεωμένο υλικό σημείο μάζας m. 

Το υλικό σημείο στη θέση Α δεν δέχεται καμμία δύναμη από το ελατήριο. 

Όταν τ ο  υλικό σημείο βρίσκεται στη τυχούσα θέση Α ',  πειραματικά απο-
* * y . ♦ .J '*

δεικνύεται ό τ ι δέχεται την επίδραση μιας δύναμης F , που δίνεται από 

τη σχέση -------. . . . . . .

F = -K (r -A  ) r  ( Α =στοθ.) . -  (4).ο ο  ο · · . -

όπου κ=σταθ. και ονομάζεται σταθερά του ελατηρίου.

Η δύναμη της μορφής (1) ε ίνα ι ειδική περίπτωση κεντρικής δύναμης, 

όπου το  F (r) ε ίνα ι

F (r ) = - κ ( γ - Α )  0 (2)

Λαμβάνοντας υπόψη την (2) και την σχέση (12) της»παραγράφου (2 .1 3 ), η 

δυναμική ενέργεια ν του υλικού σημείου, που οφείλεται στο ελατήριό, 

ισούται με '

ί -κ Τ τ -Α  •)d(r-=A> :)+C* 
J ο ο

ikTr-A f ‘+ #
2 ‘  0 -' ’ * >

Εάν θέσουμε
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V * 0 yea r  = l  ( 4 )o
*

προκύπτει c =o .

Άρα, η δυναμική ενέργεια του υλικού σημείου, λόγω της παρουσίας 

του ελατηρίου, ε ίνα ι

V = l K( r - £ ) 2 , (5 ) ̂ 0

όπου ι- I  η μεταβολή του μήκους τους ελατηρίου.

2.19 Μη αδρανειακά συστήματα συντεταγμένων.

Σ τις  προηγούμενες παραγράφους θεωρήσαμε ό τ ι ,  το σύστημα συντεταγμέ 

νων στο οποίο αναφερόμαστε ε ίνα ι αδρανειακό. Σε πολλές όμως περιπτώσεις 

δεν μπορούμε να θεωρούμε ό τ ι το σύστημα συντεταγμένων στο οποίο αναφε­

ρόμαστε ε ίνα ι αδρανειακό. Για το λόγο αυτό ε ίνα ι αναγκαίο να βρούμε τ ις  

σχέσεις που συνδέουν την ταχύτητα και επιτάχυνση του υλικού σημείου σε 

αδρανειακό και μη αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων.

θεωρούμε το ακίνητο ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz και το 

κινούμενο μη αδρανειακό και ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων o ' x ' y ' z ' .  

(Σ χ .22).

Παρατηρητής σταθερά στερεωμένος στην αρχή ο ' τού κινούμενου συ* 

στήματος o 'x 'y 'z '  μετρά το διάνυσμα A
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A = A l+A j+A  k ,
1 2  3

(1)

όπου ι,3 \ £  είνα ι ο ι  διανυσματικές μονάδες στο σύστημα o ' x ' y ' z '  .

Ορίζουμε σχετικά παραγωγό ως προς το χρόνο του διανύσματος A , 

ως προς το  σύστημα o ' x ' y ' z '  , την ποσότητα ^  και τη συμβολίζουμε&Αι dt .

“ Ε « Η  ’
,+  Λ  <*Α . . dA ... dAΜι = Μ ____L 7 + __2 t+ __L ?

-:· -dt 'μ dt d t  · d t  J . d t · ( 2 )

ΤΓ = A t+ A  j+A  k 
dt M 1 2  3

(3)

Εάν τώρα ζητήσουμε την παραγωγό ως προς το χρόνο του δίσνύσμστος - 

A , ως προς το ακίνητο σύστημα Oxyz , τότε πρέπει να λάβουμε υπόψη ό­
τ ι ,  γ ια  παρατηρητή που κάθεται στην αρχή ο του συστήματος Oxyz. τα 

ι ,  o’ και k αλλάζουν θέση με το χρόνο. Η παράγωγος αυτή λέγεται απόλι^

τη παράγωγος ως προς το xp6Jo και συμβολίζεται με ^ ·|  .
F

ί  Από την ( ί )  έχουμε . ' '  .
·*■

dA ι dA

dt
L·

*L Α 1 Λ 4 *

,ι  dA
+ - J  

3-dt dt
t+A +J A2dt

dAe
d T k+A dk

3dt. ( 4 )

Λαμβάνοντας υπόψη .την, (2 ),, η (4) γράφεται

+■
dA ι 
dt I

dA

dAi 
d t 1

^  dA + ο1+ -----
dt

-*·0+

M
A &L .  A, “
A2£Lt 3dt

Επειδή το

1 · 1

ί  ε ίνα ι μοναδιαίο διάνυσμα, θα ισχύει. 

1 .

•Από τη ν  (6) έπεται ό τ ι

(5)

( 6 ) ;

< ■. *
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Άρα

Ψ 1 · *

d l f  f  dx n
dt . #1 dt ° *

* · # ■ " (7 )

. . . · ? ·

Από την (7) συμπεραίνουμε ό τ ι ,  το  διάνυσμα ε ίνα ι κάθετο στο διάνυ-
+  άΤ

σμα ι  . Συνεπώς το διάνυσμα —  βρίσκεται στο επίπεδο, που σχηματίζουν

τα μοναδιαία διανύσματα 3 και k .
•  ̂ *

Άρα το διάνυσμα —  θα ε ίνα ι ένας γραμμικός συνδυασμός των j  

και ic , δηλαδή

dl = α j+α k 1 2Έ

Ομοίως προκύπτουν ο ι  σχέσεις

(8 )

.. _ k+α ι ,dt 3 «*

§ e a ? + a -J »

όπου α1,α2,α ,,α ||,α $ και α6 πραγματικοί αριθμοί. 

Επειδή

·*· ·* i*J

(9)

(10)

( 11)

προκύπτει ό τ ι

d(x«j)
dt

dt J 1 .dt· ( 12)
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Από τ ις  (8) και (9) παίρνουμε

dit + „
dt *J = V * J  2J ' k = 1

t  dj ·* ■+ + ·*i '  IT = a i*k+a ι ·ι  = a. a t 3 k ^

(13)

(14)

Λαμβάνοντας υπόψο τ ις  (13) και (1 4 ), η (12) δ ίν ε ι

Άρα,

α +α = 0 .1 k

a = -a  *♦ 1 (15)

Ομοίως από την σχέση

ι·£  = 0 ,

προκύπτει ό τ ι

dt dt = O' . (16)

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (8 ) και (1 0 ), η (16) δ ίνε ι

a = -a
5  2

(17)

Τελικά από τη σχέση

ο·£ = ο ,

προκύπτει ό τ ι
V . * * Λ '

ύ  .£+}· ^  = 0 .
dt κ °  d t 0 · ■

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (9) και (1 0 ), η (18) δ ίνε ι

(18)
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α * -α. β ι ·»·, ,·. }·.·
- ο # > .

Ερρ^ένως, έχουμε τ ις  σχέσεις

o n & " « ? * « * *  *

·.*> = 5·Ι γ·*Τ.·γ . , .

. · "V ^ τ-
r

^ ·  = ° i - a ? J3y i3 (S f) η . ( i f )  JD» ( t f )  ?JT ci.r,

dk -t*—  =-a ι - a j  . 
a t 2 - 3

Λαμβάνόντας υπόψη τ ις  (2 0 ),(2 1 ) και (22) έχουμε

(3ί)

* 4 ?  ♦*>« **>§ ·  <- ° Λ ' ν , )ί*

. Γ» « I * 4

♦(a A -a  A )o+(a A +α Α )ί^ .=
1 1 3 3  2 1 3 2

(20)

< 2tr

( 22)

1.'

Γ03ΧΓ: ν·Γ * όπτ:* ;>UJOLi0

(23)

Η (23) μπορεί να γραφεί

rt:
, ^ + Α ^ ί + Α  —
Aid t  A*dt (d

1 •ro
-a

^u) j <in0 ôqn
i

(24)
i }3 η , ί0 ι* ι (£}· ν .τ  :»*:*■ . o.-vuvag
jA A A

θέτουμε • * * *

*1 ·  « ,  · ω2 * ”®2 *
ω = a

3 ι (25)

Λομβάνοντας υπόφπ W  (2 5 ), Π (2^) ΥΡΑρε^οι

(8!; di . dj: + α —  =Aldt A2dt 3dt
J3V··: ^  · Α

*X

ω

3 £

ω ω ® ο*Α , (26)
~ - -- ;» · Τ  · ?  ;*Τ'/
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όπου ω ,

ω = « j I+Mj J mu,?  . (26.ο1

Η διανυσματίκή ποσότητα ω ονομάζεται γωνιακή ταχύτητα του περιστρεωό- 

μενου συστήματος, ως προς το ακίνητο σύστημα.

Παρατήρηση: Μπορεί να αποδειχτεί ό τ ι για τα συστήματα συντεταγμένων Oxyz 
και o ' x ' y V  για τα οποία, ο=ο' και ζ = ζ '  ισχύει ό τ ι ω = 0i+0j+6zo 

όπου θ η γωνία, που σχηματίζει ο άξονας Οχ με τον άξονα Οχ' καθώς 

το σύστημα Ox'y'z' περιστρέφεται.

Λαμβάνοντας υπόψη την (26), η (5) γράφεται

t fi · * *  ■
Μ

Η (27) γμάφεται

(27)

dA
at = (4r| -*·ωχ )Α .

F · dt .M

Εάν εισάγουμε τούς" ΐελέστές

(28)

και ®Μ Ξ f t l .  ·Μ
(29)

και λάβουμε υπόψη την (2 8 ), θα ισχύει μεταξύ των τελεστών η σχέση

ϋ ρ Ξ ίϋ ^ω χ) . (30)

θα έχουμε λοιπόν,

DpX = (ΰΜ+ωχ)£ = Ώ ^,+ m t . (31)

Εάν στη σχέση (31) θέσουμε Α=ω , θα πάρουμε
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Αρα

(33)at
F

at
M

Από την (33) συμπεραίνουμε ό χ ι,  η γωνιακή επιτάχυνση 4 r  ε ίνα ι ί -QZ
δια και στα δύο συστήματα συντεταγμένων.

θεωρούμε πάλι τα δύο προηγούμενα συστήματα συντεταγμένων (Σχ.23)

Υλικό σημείο Ρ έχει διάνυσμα θέσης ?  , ως προς το ακίνητο σύστη 

μα Oxyz . Το ίδ ιο  υλικό σημείο, ως προς το κινούμενο σύστημα O 'x 'y 'z ', 
έχει διάνυσμα θέσης r '  . Το διάνυσμα θέσης της αρχής του κινούμενου συ 

στήματος, ως προς το ακίνητο, ε ίνα ι Β .

Σύμφωνα με το Σχ.23, θα ισχύει

ρ

χ
Σχ.23

r  = R+r . (34)

Η απόλυτη παράγωγος, ως προς το χρόνο, της (34)'δ ίν ε ι

« V  « 7  f ·
— I = + (35)

Εάν στη σχέση (27) θέσουμε A = r' , θα πάρουμε

(36)
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Η ^ « ά τ ώ π κ *  ίης <36) στην (35) παρέχει

+ ^  I >ojxr'·.?'·- ’.•'ιν··''·ί·
y: ; ; ; /-dt*- ; y d t ι> άΐ ; y y 7 ':yy·;.- -:·

• V· ■-·.· : ί- r '■ ■■ · ::~~.̂ V;·· C- '*&»·<-·· vS>*:.V2’.3> . .
Η (37) γράφετε επίσης m  w K Ψ : ΐ Ϋ ^ Τ / ^ :ζ · '£ % · · ^

(37)

Κ - ■ · * ■ : ■ 1  ••'.-5? v'i-.ν ·.·- · · f38i

ως προς to

mrtvnxo odoniw i « y  α* ? * ν \?^6χηώ tirc αρχής ο ' του
οικ^ιοχος 0) μεστήν τ « ό ρ ^ '  του.^Χι,κού σημείου, ως προς το

ταχύτητα του κ ι-  
το διάνυσμα

σύστημα- (απόλυτη ταχύτητα του Ρ )·  ■ ·

X*q + =  -^| «  -.·;■̂ ταχύτητα_της αρχής. /.Ο ' του χυνουμενου συστήματος
Γ - ]- * 5;; β - Jiyiis 'Χ ^ ς * ^ :·:*άχΰνι^^-(αχοΧύτη.‘ ταχυτητ^του Of)

\*ν^αν*ύσμ« ,-θέσής· το ν  υλεκό*ντ*ημε£όύ:?<£' ως χρος το
K.-.J· -V . «;·  ,·* -· ;■-

·,,·.ν/  ̂r . 7:, :χυνουμ€νό σύστημά;. -::ί ' '‘"'Λ".*;'

υ =Μ dt

ω

Μ
ταχύτητα του υλι,χού σημείου Ρ ως χρος το χυνούμε- 
υο σύστημα (σχετιχή ταχύτητα).

t γωνιακή ταχύτητα.του κινούμενου συστήματος ως χρος 
’. το ακίνητο σύστημά.

θα προσπαθήσουμε τώρα να βρούμε, τη σχέση που συνδέει την επιτάχυν 

ση του υλεκού σημείου ρ , ως προς ακίνητο σύστημα, με την επιτάχυνση 

του ίδιου υλικού σημείου, ως προς το κινούμενο σύστημα.



Η επιτάχυνση του υλικού σημείρυ Ρ , ως προς το ακίνητο σύ­

στημα (απόλυτη επιτάχυνση), δίνεται ως γνωστό από τη σχέση,

Ζ -  d2r l fOQ
“ ρ " d t * |ρ · * (3 9

Η επιτάχυνση του υλικού σημείου Ρ ως προς το κινούμενο σύ 

στημα, (σχετική επιτάχυνση), δίνεται από τη σχέση

Χρησιμοποιώντας τους τελεστάς D_ και D„ ,  οι σχέσεις (39) καιr Μ
(40) γράφονται

(41)

(42)

Χρησιμοποιώντας τώρα την τελεστική σχέση (30) έχουμε

= (D + ω χ )(fr i+ u !x r ' )  = D ( D r '+ ω χ ? ' )  +ω*( D r ' t i J x r ' )*  
M M  M M  Μ

= D* r ' +DM (ω*? ')  +ω*Ι>ΜΓ '+ωχ (ωχ? ')  «

= D 2 r  '  + (ϋΜω ) x r  '+ω* (D^r ' )  +u>xDMr  '+ω* ( ω χ? ' )  *

= D*rMD^)xr'+2u>x(D^O+<^(<kr') · ( ‘(43)

Από την (34) είναι γνωστό ότι

r  * B+r (44)

Από την (44) παίρνουμε

(45)
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Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (41), (42) και (4 3 ), η (45) γράφεται

•d»r
dt2 F

d2R! : c£r'
dt2 ' _ dt2 F

do)+ — 
M dt

x " '+2 ^ ( g ' ) M+Sx(Sx?') (46)

H (46) συνδέει την επιτάχυνση του υλικού σημείου ρ , ως προς το ακίνη­

το σύστημα, με την επιτάχυνση του ιδίου του σημείου, ως προς το κινού­

μενο σύστημα. · - ̂

Συμβολίζουμε με α = α|·= τ πν απόλυτη επιτάχυνση του υλικού

σημείου Ρ και με α0,= |ζ]τ| την απόλυτη επιτάχυνση της αρχής 0 ' 

του κινούμενου συστήματος.

Χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς αυτούς, το συμβολισμό της σχέσης 

(42) καθώς και xoyq συμβολισμούς που χρησιμοποιήθηκαν για τ ις  ταχύτητες, 
η (46.) γράφεται

'+2(ω*ΰΜ)+ωχ(ωχΓ") \ , (47)

Γνωρίζουμε ό τ ι ο θεμελιώδης νόμος που καθορίζει την κίνηση του υ λ ι-
“J  ' . .  ■ ·. . .

κόύ σημείου μάζας m , ως προς το αδρανειακό σύστημα Oxyz , ε ίνα ι

moi = F . , (48)
- .  »

Λαμβάνοντας υπόψη την (4 7 ), η (48) γράφεται ' '

m(o^>aM4^x?'+2((oxuM)-Hox((uxr')) = F , (49)

ή ;

mâ  = F-ma0^-m (^r')-2 m (3 xuM)-m3x(u>xr') · - (50)

Συνεπώς, για ένα παρατηρητή στερεωμένο στην αρχή' ο ' συμπεραίνουμε 
ό τ ι στο υλικό σημείο μάζας m εζάσκείται εκτός από την πραγματική δύνα­
μη -F , π δύναμη F ’ 'r  . .

Fr  =-m(5xr')-2m((oxuH)-m3x(wxr')-ma0,'.-..· ' ■ (51)

Η δύναμη f  χωρίζεται σε επί μέρους δυνάμεις, που ονομάζονται
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"δυνάμεις αδράνειας".

Η αδρανειακή δύναμη 

Μ αδρανειακή δύναμη 

Η αδρανειακή δύναμη 

Η αδρανειακή δύναμη

ονομάζεται "δύναμη του E u ler".F --πι(ωχΓ')β
F =-π)ω*(ω*Γ') ονομάζεται "φυγόκεντρη δύναμη".- φ
F = -2mu>*u, ονομάζεται "δύναμη C o r io lis " .

C  Μ
-πια^εμιρανίζεται, όταν η αρχή ο ' κ ιν ε ίτα ι με 

επιτάχυνση, ως προς το ακίνητο σύστημα.

Παρατήρηση : (Η δύναμη muP<(u)Xr ) ονομάζεται κεντρομόλος δύναμη).

Οι δυνάμεις αδράνειας δεν οςοείλονται στη Φυσική πραγματικότητα και 

γ£ αυτό ονομάζονται και "συμβατικές" ή "<οαινομενικές" δυνάμεις.

Κίνηση υλικού σημείου πλησίον της επιφάνειας της Γης ως προς 

παρατηρητή, που ε ίν α ι πάνω στην επιφάνεια της Γης.
Ζ*

Είναι γνωστό ό τ ι ,  ο ι Νόμοι του Μεύτωνα ισχύουν σε αδρανειακά σύστη­

μα. Ένα  αδρανειακά σύστημα ε ίν α ι το σύστημα ( O x ' y ' z ' )  του (Σχ.18) με 

αρχή το κέντρο του Ή λ ιο υ . Το σύστημα αυτό ε ίνα ι αδρανειακά, δ ιό τ ι ,  ενώ 

ο ι Νόμοι του Kepler ήταν θεωρητικά αναπόδεικτοι, τους αποδείξαμε χρησι­

μοποιώντας τ ις  αρχές του Νεύτωνα, που ισχύουν σε αδρανειακά σύστημα.

Στην παράγραφο (2.16) αποδείξαμε ό τ ι ,  ως προς το σύστημα αυτό ένας πλα­

νήτης διαγράφει ελλειπτική τροχιά. Επομένως , το κέντρο της Γης διαγρά­
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φει ελλειπτική τροχιά. Στην ελλειπτική τροχιά, π διεύθυνση και το μέ­

τρο της ταχύτητας του κέντρου της Γης μεταβάλλονται.
Για  μικρά χρονικά διαστήματα μπορούμε να θεωρήσουμε ό τ ι ,  το κέντρο 

της Γης οΓ (Σχ.24) κ ινε ίτα ι ευθύγραμμα και ομαλά, ως προς το αδρανεια- 

κό' σύστημα O x 'y 'z '  του (Σχ.1 8 ). Με αρχή το κέντρο της Γης 0Γ θεωρού­

με σύστημα συντεταγμένων Oj,x*y*z* (Σχ .2 4 ), με άξονα οΓζ* τον άξονα 

της Γης, του οποίου η διεύθυνση είνα ι σταθερή ως προς το αδρανειακό σύ­

στημα, που προαναφέραμε.
Για μικρά χρονικά διαστήματα μπορούμε να υποθέσουμε ό τ ι ,  το σύστη­

μα Oj,x*y*z* του (Σχ.24) κ ινε ίτα ι ευθύγραμμα και ομαλά, ως προς το α- 

δρανειακό σύστημα Ox'y'z' .
Πληρούνται λοιπόν ο ι υποθέσεις της "Αρχής Σχετικότητας του G a lile o ".Φ
Ά ρ α ,'το  σύστημα orx*y*z* είνα ι αδρανειακό και για  τον παρατηρη­

τή , που είνα ι στερεωμένος στην αρχή ορ , φαίνεται ως ακίνητο.

Υλικό  σημείο μάζας m έχει διάνυσμα θέσης r  , ως προς το αδρανει- 

ακό σύστημα orx*y*z* . Το ίδ ιο  υλικό σημείο, ως προς το κινούμενο μη 

αδρανειακό σύστημα o 'x 'V V 'i i ,  έχει διάνυσμα θέσης τ '  . Το σύστημα 

b 'x 'y 'z "  έχει την αρχή του στη επιφάνεια της Γης, η οποία περιστρέφεται 

και ε ίν α ι στερεωμένο σ ’αυτή. 0 άξονας ο 'ζ "  ε ίνα ι προέκταση της ημιευ- 

θείας ο Γ0' και ο άξονας ο 'χ "  εφάπτεται ενός μεσημβρινού της Γης.

Επειδή ενδιαφερόμαστε για την κίνηση του υλικού σημείου, ως προς 

το μη αδρανειακό σύστημα, θα χρησιμοποιήσουμε τη διαφορική εξίσωση κίνη­

σης (50) της παραγράφου (2.14).
Στην εξίσωση αυτή 6α θέσουμε

ω = 0 .. (1 )

όπου ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήματος o 'x 'y 'z "  , ως 

προς το σύστημα or x*y*z* . Η γωνιακή ταχύτητα ω συμπίπτει με τη γω­
νιακή ταχύτητα περιστροφής της Γης

ω = ωζ , ω = σταθ. καυ ζ = σταθ. (2)

ί- %.

· Λ . ~  ,
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Από την (2 ) προκύπτει το συμπέρασμα (1 ) .  

θέτουμε

-►
r • (3 )

όπου F η δύναμη» που ασκείται στο υλικό σημείο μάζας ® από τη Γη , 

λόγω του Νόμου της Παγκόσμιας Έ λξη ς · Οποιαδήποτε άλλη πραγματική δύνα 

μη παραλείπεται ως πολύ μικρή σε σύγκριση με αυτή.

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (1) και (3 ) ,  η σχέση (50) της παραγράφου 

(2.";S) γράφεται

ID

Μ
-m d f l ,  G v

d t2 ' f " G r 2 r -2m(ωχυ..)-mu>x(ωχ r ')  0 M ( 4 )

To σημείο ο '  βρίσκεται στην περιφέρεια του κύκλου με κέντρο

και ακτίνα Β ο '  . Ισχύει ι
Β 0 '=  RrsinX = σταθ. (4σ)ι r

όπου β γ η ακτίνα της Γης.
Λαμβάνοντας υπόψη την σχέση (64) της παραγράφου (1 .7 ) ,  μπορούμε να 

Θέσουμε

ω
-*

ωζ ο
(5 )

Λαμβάνοντας υπόψη την σχέση (50) της παραγράφου (1.6.2)  και το γε ­

γονός ό τ ι ώ=Θ=0 (επειδή η γωνιακή ταχύτητα ω περιστροφής Tnc Γης ε ί ­
ναι σταθερή) προκύπτει ό τ ι ,  η επιτάχυνση του σημείου θ ' ,  ως προς το α- 

δρανειακό σύστημα orx*y*z* , δ ίνετα ι από τη σχέση

d2R
d t2 F

=-Β ο 'ω 2?# ,ι ο
(6)

Η (6 ) μπορεί να γραωεί και ως εξής

όπου τ*  η διανυσματική μονάδα στη φορά του διανύσματος <Ca  του (Σ χ .2 4 ).
ο
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i f ]  .  έχ(ωχΒ) . (7 )
dt F

Αντικαθιστώντας την (7): στην (4 ) λαμβάνουμε

| |  —f- r  -2(ωχυ„)-ωχ(ωΧΓ''’) . (8 )

Ορίζουμε ως επιτάχυνση βαρύτητας g* την ποσότητα.

g ·  =-G r  —ωχ(ωχ^). . ( 9 )r* ο

(Η g* ε ίν α ι πιό γενική από την επιτάχυνση που ορίστηκε με τη σχέση (7) 

της παραγράφου (2.15) ) .

Λαρβάνοντσς υπόψη την (9 ) ,  η (8 ) γράφεται

d2r
dt2 g*-2 (ωχυ^ )-ω< (ω χ ? ') . ( 10)

Πλησίον της επι<ράνειας,:της Γης, ο 

φθεί σε σύγκριση με τους άλλους, οπότε
όρος ω χ(ω χί') μπορεί να παραλη- 
η σχέση (10) λαμβάνει τη μορφή

df_r'
dt2 = g*-2(d)XUM) ( 11)

(Στην πράξη θεωρούμε το g* σταθερό). 
Από το (Σχ.24) έχουμε

ω = ωζ = -oasinXx+iocosXic ο ( 12)

Οι συνιστώσες της ( 1 1 ) ,  στο σύστημα συντεταγμένων ο 'χ 'Υ 'ζ "  , ε ίνα ι

χ"= 2dJcosXy" ·

y 's -2  ((i)co s Xx~+uis ΐηλζ'*')

z"’=-g*+2<os in Xy"

(13)

(14)

(15)

όπου 90°-λ είνα ι το γεωγραφικό πλάτος.

Οι εξισώσεις λοιπόν (13), (14)  και (15) είνα ι ο ι διαφορικές εξισώ-
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Δυναμική συστήματος υλικών σημείων
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Γενικά

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο μελετήσαμε τη δυναμική τού υλικού σημείου 

ή σωματίου με τη βοήθεια των αξιωμάτων του. Νεύτωνα. Σε πολλές όμως περι­

πτώσεις το φυσικό αντικείμενο γ ια  το οποίο ενδιαφερόμαστε δεν μπορεί να 

περιγράφει με ακρίβεια με το υλικό σημείο . Για να περιγράφει με ακρίβεια 

πρέπει να  θεωρηθεί σαν σΰνολί) υλικών σημείων ή σωματίων. Το σύνολο αυτό 

των υλικών σημείων ονομάζεται "σύστημα υλικών σημείων" του συστήματος.

Σκοπός του παρόντος Κεφαλαίου ε ίνα ι η μελέτη της δυναμικής του συ­
στήματος υλικών σημείων με βάση τα αξιώματα του Νεύτωνα. Στο σύστημα αυ­

τό τα υλικά σημεία θεωρούνται χωριστά το ένα από το άλλο. Εάν τα υλικά 

σημεία του συστήματος δεν μπορούν να θεωρηθούν χωριστά το ένα από το άλ­
λο, τότε λέμε ό τι έχουμε ένα "συνεχές σύστημα".

Στην πράξη ο ι δυνάμεις, που ακούνται σε σύστημα υλικών σημείων με­
ταβάλλουν γενικά τ ις  αποστάσεις μεταξύ των υλικών σημείων.

Ό τ α ν  οι αποστάσεις, μεταξύ των υλικών σημείων του συστήματος μετα- 

βάλλονται, τότε το σύστ5ΐμα_ρνομάζέιαι "παραμορφώσιμο" ή "ελαστικό σώμα".

Ό τα ν  οι αποστάσεις μεταξύ των υλικών σημείων του συστήματος δεν 
μεταβάλλονται τότε το σύστημα ονομάζεται "στερεό σώμα" .
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Κέντρο μάζας -  Κέντρο βάρους

Έστω r  , r  , . . r , . , . . . , r H τα διανύσματα θέσης συστήματος

κών σημείων με μάζες m ,m α ντίστοιχα .1 2  1 «

If υ λ ι -

Ονομάζουμε "κέντρο μάζας" του συστήματος των Η υλικών σημείων, 

το σημείο s (Σχ.25) ,  που έχει διάνυσμα θέσης r„  και ορ ίζετα ι από5
τη σχέση I

->
m r  +m r  +

= ___L J L
m .r. + . . .+B•  . v i u . i . -  .  .  .

m +m +. · ·+ιη. + · · •+nur 1 2  1 ■»
(1)

θέτουμε

M = m +m + 1 2
N

.. .πι. + ο ..+m» “ I ®.
1 ” i=1 1

»

την ολική μάζα του συστήματος.

Λαμβάνοντας υπόφη την ( 2 ) ,  η (1) γράφεται

(2)

s
(3)

Εάν το "σύστημα των υλικών σημείων" ε ίνα ι ένα "συνεχές σύστημα" , 

n (1 ) γράφεται

V7X
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j\
\

fiiΓ

όπου ρ η Πυκνότητα στο τυχόν σημείο του συνεχούς συστήματος με δ (.ά­

νυσμα θέσης r  και ν  ο όγκος του. θα πρέπει να το νισ τε ί εδώ ό τ ι η 

έννοια του σημείου δεν ταυτίζετα ι με την έννοια του μαθηματικού σημεί 

ου με μάζα αλλά ως ένα απειροστό στοιχείο με όγκο, που μπορεί να απει 

κονιστε,ί σ'ένα σημείο του Ευκλείδιου χώρου.

Η ττυκνότητα . ρ σε τυχόν σημείο του χώρου ορ ίζετα ι, ως γνωστό , 

από τη σχέση

p = £im
Δν-Κ)

Am dm
ΔΫ = dV (5)

όπου Διη είναι η μάζα, που περιέχεται σε όγκο Δν.

Στην περίπτωση που το συνεχές σύστημα είναι.ομογενές,, η-πυκνότητα 
ρ ε ίν α ι  σταθερή και η (4 ) λαμβάνει τη>μορφή

r s (6 )

όπου
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Μ p j j j d V  = pV ·. 

V

Στην περίπτωση που το συνεχές σύστημα είναι μια επιφάνεια εμβαδού 

s και αυτή είναι ομογενής (ρ=στβθ.), π (4) λαμβάνει τη μορφή

όπου

(7)

Μ = ρ dS = pS .

S

Στην περίπτωση που το συνεχές σύστημα είναι μια καμπύλη μήκους I 
και αυτή είναι ομογενής (ρ=σταθ.), η (4) λαμβάνει τη μορφή

r s

pj rdfc
J L _____

Μ (8)

όπου

Μ = p jd £  = p i, .

a
Εάν, γενικά, σύστημα υλικών σημείων βρίσκεται σε ομογενές πεδίο 

βαρύτητας, το κέντρο μάζας λέγεται μερικές φορές και "κέντρο βάρους".

Δυνάμεις σε σύστημα υλικών σημείων

Οι δυνάμεις που επιδρούν στο τυχόν υλικό σημείο i συστήματος υλι­

κών σημείων, μπορούν να χωριστούν σε δύο ομάδες.

α) Στις δυνάμεις που προέρχονται από την επίδραση των υπόλοιπων υλικών 

σημείων του συστήματος στο τυχόν υλικό σημείο του συστήματος. Οι δυ­

νάμεις αυτές ονομάζονται "εσωτερικές δυνάμεις", 

β) Στις δυνάμεις που οφείλονται σε αιτίες εκτός του συστήματος, στο τυ-
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τυχόν υλικό σημείο του συστήματος.

Οι δυνάμεις αυτές ονομάζονται "εξωτερικές δυνάμεις".

31 Ορμή συστήματος υλικών σημείων ¥

Έ σ τ ω  η ταχύτητα του τυχόντος υλικού σημείου i  του συστήμα­

τος με μάζα πκ . Η ορμή ρ^ του υλικού σημείου, σύμφωνα με τον ορι­

σμό που έχουμε δώσει στο προηνούμενο Κεφάλαιο είναι ίση με

d r .-*■ ι -*ρ.■ = m. "γτ— '= m.U. ι ι  dt 1 1 (ΐ)

Ονομάζουμε ορμή ή ολική ορμή ή γραμμική ορμή ρ του συστήματος υ­

λικών σημείων το άθροισμα των ορμών όλων των υλικών σημείων αυτού, δη­

λαδή

-► -* ■*· Ν
ρ = m υ +m U +. ...+m.U. + · ·Λ+ιη-τυ„ = ϊ m.U. , * 1 1 2  2 11  T J N - ^ 2 . 1 ’

όπου Η" το πλήθος τον υλικών σημείων του συστήματος.

.... Λαμβάνοντας υπόψη την Ή  ),· η (2) γράφεται

·. . ^  Ν _  ■ Η .
V ~ ί. ρ · -  I  m .U. 

i= 1  1 i= 1  1 1

( 2 )

(3)

. Από τη σχέση (3) της παραγράφου (3.1) γνωρίζουμε ότι, το κέντρο 

μάζας r ορίζεται από τη σχέση

-  ι ■? -
r s = Μ &  Bi r i  *

( 4 )

Από την (4) προκύπτει ότι, η ταχύτητα υ του κέντρου μάζας είναι
S

- <*£ 
US = at

_d_
at

,  Ν . Ν d r .

( Μ I ' “ i r i ) = Μ . Σ ' " i  d T  ’  · '  ι=1 , - - Λ=1

Ν

V s  Μ ( . Σ “ Α ) · (5)
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Λαμβάνοντας υπόψη την (5), η (3) γράφεται

-*■ ■+· 
ρ  = Μυ . s

Από την (6) συμπεραίνουμε ότι, "η ορμή συστήματος υλικών σημείων ισού- 

ται με την ολική μάζα Μ του συστήματος επί την ταχύτητα του κέντρου 

μάζας".

3.4. Εξισώσεις κίνησής συστήματος υλικών σημείων - θεώρημα κίνησης

κέντρου μάζας - Κλειστό σύστημα - Αρχή διατήρησης της ορμής συστή­

ματος υλικών σημείων.

'Εστω σύστημα Ν υλικών σημείων και F.  ̂ η εσωτερική δύναμη, που 

ασκεί το υλικό σημείο j στο υλικό σημείο i και Ι\ η εξωτερική 

δύναμη που ασκείται στο υλικό σημείο i .

Η διαφορική εξίσωση, που διέπει την κίνηση του υλικού σημείου i 

είναι ως γνωστό

Ν
I1 J-1

ά2·+
-  3 ΓΐF. . = m. τ γ -γl j  ι  d t z (1)

Ν ^
όπου 7 F . . η συνισταμένη των εσωτερικών δυνάμεων στη σημείο ί. (Υπο-

ι =1 3
θέτουμε ότι F ^ o  , δηλαδή το υλικό σημείο i δεν ασκεί δύναμη στον 

εαυτό του).

Οι διαφορικές εξισώσεις, που διέπουν την κίνηση του συστήματος των 

υλικών σημείων είναι οι Ν διανυσματικές διαφορικές εξισώσεις δεύτερης 

τάξης

V  Σ ρ i j  = mi  d t ^ ·J " *
(1α)

Αναλυτικά στους τρεις άξονες έχουμε 3Ν διαφορικές εξισώσεις που 

προκύπτουν από τις (1α).

Αθροίζοντας ως προς i την εξίσωση (1), έχουμε

·»
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Ν _  Ν Ν . Ν ά2 ? .
=  I Α4-21 1 , L „  ί dt2 i # j (2)

1=1 i= 1  0=1 J1 ι=1

Ν ϊ +

Ισχύει.
Ν
1

i=1 j - 1  1J

(Στο διπλό αυτό άθροισμα παρουσιάζεται κάθε δυνατός συνδυασμός των δει­

κτών i και j . Συνεπώς εάν ένας από τους όρους είναι π.χ. ο Fmr| θα

υπάρχει και ο όρος ϊπ® +
Σύμφωνα με το 3ο αξίωμα του Νεύτωνα F =-F„ . Άρα F +F__=πιη ηπ πιη ηπι

=F -F = ο . Εο'όσον λοιπόν για κάθε όρο υπάρχει και ο αντίθετός του,mTl mT*i 0 Ν Ν
το συνολικό άθροισμα μηδενίζεται \ \ Fi^=o).

Η εξίσωση (2) γράφεται 1-1 J~1 · .

Ν Ν d 2r .
I  ί .  = I  «η. - r r ^  

i=1 1 i= 1  1 d t
(3)

d l> . 1N ^ U __
- .....I ήl .l4 i dti=1 i= 1

N _  . N ^
y 1  ( i  m.u.) » §£ .1 d t  ί  l  d ti=1 i=1

(3a)

Από την (3a) συμπεραίνουμε ότι η συνισταμένη των εξωτερικών δυνάμεων 

συστήματος υλικών σημείων ισούται με την παράγωνό της ως προς το χρόνο 

της ορμής του συστήματος.

Από τον ορισμό του κέντρου μάζας προκύπτει

d2r Ν Ν d2? .
____s d2 / I  r  \ 1  r  i
d t 2 = d t 2 ^Mi ^ 1mi r i '  = Μ ^  i  d t 2 *

Αντικαθιστώντας την (4) στην (3) παίρνουμε

Ν d2 r

ι=1

(4)

(5 )

Ονομάζουμε ? τη συνισταμένη των εξωτερικών δυνάμεων
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(6)

Λαμβάνοντας υπόψη την (6), η (5) λαμβάνει τη μορφή

F = Μ ί ΐ ΐ
dt* (7)

Από την (7) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, το κέντρο μάζας συστήματος 

υλικών σημείων κινείται σαν να ήταν υλικό σημείο μάζας ίσης με την ο­

λική μάζα του συστήματος και πάνω του εψαρμοζόνταν δύναμη ίση με τη 

συνισταμένη των εξωτερικών δυνάμεων του συστήματος.

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "θεώρημα κίνησης του κέντρου 

μάζας".

Σύστημα υλικών σημείων πάνω στο οποίο δεν σκούνται εξωτερικές δυ­

νάμεις ονομάζεται "κλειστό σύστημα ή μεμονωμένο σύστημα".

Εάν έχουμε ένα "κλειστό σύστημα", από την (7) και (4) προκύπτει

d ?r

Mdt^

Η (8) γράφεται

Ν d 2 r ·

= Σ “ i  " d F  = °  · 1=1

Ν d 2r .  . Ν d r .

= 0  ή d t  ( . ^  “ i  d t ^ * Ο

d t

Ν
ϊ

i=1

Από την (9) παίρνουμε

(.Σ = 0 ή af = 0 ·

Ν
ρ = Υ m.U. = c. = σταθ· * . ϊ ι 1ι=1

( 8 )

(9)

( 10)

Από την (10) συμπεραίνουμε ότι, ” η ορμή κλειστού συστήματος παραμένει 

σταθερή". Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "Αρχή ή θεώρημα διατήρη­

σης της ορμής συστήματος υλικών σημείων".
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Η σχέση (10) δένει τρεις (3) σταθερές της κίνησης. Από τη σχέση (5) 

της παραγράφου (33) γνωρίζουμε ότι

Ν . ■ . · ■ · · . ·  · · · . · ·  '·
Mi) = I m.D. . . . . . . .  , (11)
3 i=1 1 1

Λαμβάνοντας υπόψη την (10), η (11) δίνει

Μυ = c (11α)s ι
Η (11α) γράφεται

•Ψ

Από την ολοκλήρωση της (110) προκύπτει

Mr = £ t+c ή r = -rp- t+ —  , (c =σταθ.) . (12)
s 1 2  s Μ Μ 2

N m.r.
Λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό του κέντρου μάζας r (r = t ■ « 1 )

S s · 1 n
n (12) γράφεται. .

N
7 m.r. = c t+c . (13)

i=1 1 1 1 2

Από τη (12) συμπεραίνουμε ότι "όταν ένα σύστημα υλικών σημείων είναι 

κλειστό, το κέντρο μάζας του ή κινείται ευθύγραμμα και ομαλά ή είναι α­

κίνητο".

Άρα, εάν αρχικά το κέντρο μάζας ήταν ακίνητο, θα εξακολουθήσει 

να είναι ακίνητο εφ'όσον το σύστημα κινείται κάτω από την επίδραση μό­

νο εσωτερικών δυνάμεων. Δηλαδή, οι εσωτερικές δυνάμεις δεν μπορούν να 

κινήσουν το κέντρο μάζας.

Η σχέση (13) δίνει τρεις (3) σταθερές της κίνησης.
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3.5. Στροφορμή συστήματος υλικών ony t iim  -  Ολική ροπή εξώτεριιών 

δυνάμεων -  θεώρημα μεταβολής της στροφορμής -  Αρχή διατήρησης 

της στροφορμής συστήματος υλικών σημείων.

Από τη Μηχανική του υλικού σημείου γνωρίζουμε όχι, σχροφορμή 

L  του υλικού σημείου i  , ως προς την αρχή συστήματος συντεταγμένων, 

ονομάζεται το εξωτερικό γινόμενο

= rn^rjxi^) , (1)

όπου m. είναι η μάζα του υλικού σημείου, r. το διάνυσμα θέσης του 

και ^  η ταχύτητά του.

Το διάνυσμα L που δίνεται από τη σχέση

ί  = I ΐ .  = I m.(r.xv>.) , (2)
i= 1  1 i= 1  1 1 1

ονομάζεται "στροφορμή του συστήματος των υλικών σημείων ή ολική στρο- 

φορμή του συστήματος των υλικών σημείων ως προς την αρχή του συστήμα­

τος συντεταγμένων.

Από τη Μηχανική του υλικού σημείου γνωρίζουμε ότι, ροπή Mj του 

υλικού σημείου i  , ως προς την αρχή συστήματος συντεταγμένων ονομάζε­

ται το εξωτερικό γινόμενο

Μ. = r.xF. , (3)1 1 1

όπου £  το διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου και. ί. η δύναμη που α- 

σκείΐαι σε αυτό.

Εάν η δύναμη F. είναι η εξωτερική δύναμη που ασκείται στο υλικό 

σημείο i  του συστήματος, το μ που δίνεται από τη σχέση

^ Ν . Ν . .
Μ = t  Μ. = J r.xF. , (4)

i= 1  1 i= 1  1

ονομάζεται "ολική ροπή των εξωτερικών δυνάμεων" του συστήματος των υ­

λικών σημείων, ως προς την αρχή του συστήματος συντεταγιιένων.

92
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Από τη σχέση (1) της παραγράφου (3.4) γνωρίζουμε ότι, η δια* 

εξίσωση που διέπει την κίνηση του υλικού σημείου i μάζας nw είναι

+ » + d?ri
V  J / i 3 = mi  « *  -

(i«)

N

1 ,i=1 1J dt

d(m.o^) .
(i&j) ·

(5)

Πολλαπλασιάζοντας εξωτερικά και τα δύο μέλη της με

^ ^ ν * d<“ A >
ν ρ.+Γ.χ( Σ f . . )  - γ .χ - ^  ·

«3 ~~
Το δεύτερο μέλος της (6) γράφεται 

d(m.O.) -
? . χ . . 1·—  = ~  [m .ir .x ^ )] ,ι dt dt L χ ι 1

το

επειδή

dt Cmi^rixui^] = mi a* xui+mirix dt

*° d(m.O.)

toi
dOX _

r . * > .

?! , έχουμε

( 6)

Λαμβάνοντας υπόψη την (7), η (6) γράφεται

v V v i !  * « )■  I t  [ ” ί (ν 5ί ,τ ·

Αθροίζοντας την (8) ως προς i » λαμβάνουμε

Η ? d r -  ί?Χ0.)]
- .  I ( ί ^ ) *  I ϊ ( ? i x r i i ) ■ Λ  *  [ * ι ( ‘  1

i=1 1 1 i=1 j=1 1-1

(7)

(8)

ή
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(?i x?i j } = dt (9)

To διπλό άθροισμα, που παρουσιάζεται στο αριστερό υέλος της (9) 

είναι ίσο με το μηδέν. Αυτό σποδεικνύεται ως εξής* Στο διπλό άθροισμα 

εμφανίζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί των δεικτών i και j . Συνε­

πώς, εάν υπάρχει π.χ. ο όρος r θα υπάρχει και ο όρος r * ? _  .
η ip Π! 1DVI

Από το 3ο αξίωμα του Νεύτωνα είναι γνωστό ότι :

ί  = - ί  . (10)ιηη ηιη

Από την (10) προκύπτει ότι,

r x? =- r  xF (11)id mf) π ηπι

Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη την (11) προκύπτει ότι,

r xF +rxF = (r  - r  )xF η rp m πη η m rp ( 12)

Εάν τώρα υποθέσουμε ότι οι εσωτερικές δυνάμεις μεταξύ δύο οποιων- 

δήποτε υλικών σημείων κείνται στην ευθεία που συνδέει αυτά τα δύο υλικά 

σημεία προκύπτει ότι,

(Γ ~r )xF = 0 η m rpm (13)

Λάμβάνόντας υπόψη την (13) η (t2) γίνεται

-  <?r  xF +r xF = 0 . D nm m ιηη (14)

Έχοντας τώρα υπόψι την (14) προκύπτει ότι το διπλό άθροισμα,

Ν Ν . .
Ί f  ( r . x F . . )  = 0

i=1 jSl 1 *3
( 1 5 )

Λαμβάνοντας υπόψη την (15), η (9) γράφεται
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ι=1 ι=1
(16)

To πρώτο μέλος της (16)', σύμφωνα με τη σχέση (4), ισούται με Μ . Η 

ποσότητα που βρίσκεται μέσα στην αγκύλη, στο δεύτερο μέλος της (16), 

σύμφωνα με τη σχέση (2), ισούται με L .
Συνεπώς, η (16) μπορεί να γραφεί

M = gf ή Μ = ί  (17)

Από την (17) συμπεραίνουμε ότι, "η ολική ροπή των εξωτερικών δυνά­

μεων του συστήματος των υλικών σημείων ως προς την αρχή συστήματος 

συντεταγμένων, είναι ίση Με την παράγωγο ως προς το χρόνο της στροφορ- 

μής του συστήματος των υλικών σημείων, με την προϋπόθεση ότι, οι εσω­

τερικές δυνάμεις μεταξύ οποιωνδήποτε υλικών σημείων κείνται στην ευθεία, 

που συνδέει αυτά ταΓδΰο-υλικά σημεία".

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "θεώρημα μεταβολής της στροφορ-

μής". Τ .
Εάν θέσουμε στην (17)

Μ = 0 , (18)

προκύπτει

(19)

( 20)

Από-την (20) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, "avjL-θλική-ρβπή-των εξω- 

τερικώ^δμγάμεωγ.,_ως-προς την αρχή συστήματος jouyi£iavuAvi,w^^nriTaL 

με το μ π δ έ ν ^ , τ ό τ ^ Π LJ9.1Lσύ^ήματο-ς Ώι»ν_υλ.ικών_σηυείί»ν παοαύέ- 
νει σταθερή, με την προϋπόθεση ότι, οι εσωτερικές δυνάμεις μεταξύ δύο

L = Ο .

Από την (19) παίρνουμε

->
L = σταθ.

Ν
y ,-*-*■ \ '

i=1mi^ri XUi '  ~ σταθ,
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οποιωνδήποτε υλικών σημείων κείνται στην ευθεία που συνδέει αυτά τα 

δύο υλικά σημεία".

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "Αρχή διατήρησης της στροψορμής 

συστήματος υλικών σημείων".

Η σχέση (20) δίνει τρεις (3) σταθερές της κίνησης.

3.6.  Ολική1 κινητική ενέργεια συστήματος υλικών σημείων -  Ολικό έργο 

συστήματος υλικών σημείων -  θεώρημα μεταβολής της Kivntm tc 

ενέργειας.

Από τη Μηχανική του υλικού σημείου γνωρίζουμε ότι, η κινητική ενέρ­

γεια τ. του υλικού σημείου i είναι ίση με

Ti

όπου πκ η μάζα του υλικού σημείου i και 

τητάς του.

Η ποσότητα Τ που δίνεται από τη σχέση

~Ν \ Ν . Ν
Τ = I  Ti\ =  ί  = 2  ί

i=1 \ i=1 * 1 1  χ=1 1 1

IUJ το

( 1)

μέτρο της ταχύ-

( 2 )

ονομάζεται ολική κινητική ενέργεια του συστήματος των υλικών σημείων.

Από την παράγραφο (3.2) γνωρίζουμε ότι, στο τυχόν υλικό σημείο i 

του συστήματος ενεργούν οι εσωτερικές δυνάμεις που τις συμβολίσαμε με 

\ j και οι εξωτερικές δυνάμεις που τις συμβολίσαμε με F. .

Λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό του έργου από τη Μηχανική του υλικούj=1
σημείου μπορούμε να γράψουμε ότι, το έργοη Vi.ι που "παράγει" η δύναμη

F. + J  F . . , όταν το υλικό σημείο i  πηγαίνει από μία κατάσταση (που τηj =1
συμβολίζουμε με 1) σε μία άλλη κατάσταση (που τη συμβολίζουμε με 2) εί­

ναι ίσο με
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To w που δίνεται από τη σχέση
1-*2

Ν »  c2 Ν
W · = V W. = t  (F. + Υ F. . )  -dr. ,

i=i 1 i  1 ,

ονομάζεται "ολικό έργο του συστήματος των υλικών σημείων".

Η διαφορική εξίσωση που διέπει την κίνηση του υλικού σημείου i

m. είναι, ως γνωστό

Ν« ν  . « ν d2^
f .+ y f . . 
1 j=1 1J

" mi dt2

^ N . d(m.?.) . dr.
F.+ t ί. . 
1 j=1 *1J

1 1
dt · »

/-► __1
ri dt (4)

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά με ^  και τα δύο μέλη της (4). Έχου­

με . ,
. · S _  , Γ d(m.r. ) 1 ν
?.·?■·*·( ΐί..)4. = ■ ·?· . (5)ι ι 1J ι L dt J 1

Το δεύτερο μέλος της (5) γράφεται, 

επειδή,

1
-►dU.1 -*■ 1 -* dU.1

a " ! dt •U.+1 7;  m.U. ·2 i i dt
du. *d(m.r.) ·ι -t ι ι _ ι ι

= m.U. · — —  = U. · ττ-----= ~ττ------ *r.ι  ι  dt ι  dt dt ι (7)

Λαμβάνοντας υπόψη την (6), η (5) γράφεται 

ri'Ti * ( T , Fij>-ri = 2  Τ ϊ ----
J ^

(8)
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Αθροίζοντας την (8 ) ως προς ΐ  λαμβάνουμε 

Η . , Η  Κ  ̂ 1 Η
η  <

■ j!I ^ · ν Σ <  I K O ' h  * l i i ' k  (· ι ^ }]i=1 1 1i*1 j*1 1J 1 i=1 2 dt 11

(9)

Ολοκληρώνοντας την (9) ως προς t  , από t= tx μέχρι t= t2 , λαμβάνουμε

!  ί 1 V * idt* 1 !  ( V at = 1 !  f ! fj. (» 3?)at.(10)
i=1 I  1 1  i=1 j=1 l  1J 1 2 i=l j  dt 1 1

Επειδή
. dr.
t  -  —JL 
ri  dt ’ ( 11)

η (10) λαμβάνει τη μορφή

Si - 2.  N N f2s (2 . . N N r  . N r
l  l ί ■ .&  - I  I a o » .* )  .

i-1 \ i-1 j=1 Ji 1J 1 42 i=1 Λ  11
( 1 2 )

Από την (12) λαμβάνουμε 

2

j ,  ■ [ 5
(13)

Λαμβάνοντας υπόψη τους ορισμούς για την ολική κινητική ενέργεια του. 

συστήματος καθώς και το ολικό έργο, η (13) γράφεται

(14)

όπου Τ ·,Τ2 είναι οι ολικές κινητικές ενέργειες του συστήματος στις 

καταστάσεις 1 και 2 αντίστοιχα.
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Από την (14) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, "το ολικά.έονο συστή 

ματος υλικόν σημείων 'που παράγεται'από τις εσωτερικές και εξωτερικές 

δυνάμεις του συστήματος είναι ίσο με την μεταβολή της ολικής κινητικής 

ενέργειας".

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "θεώρημα μεταβολής της κινητι­

κής ενέργειας συστήματος υλικών σημείων". '

3..Τ'·. Εξωτερικές και εσωτερικές συντηρητικές δυνάμεις συστήματος υλικών 

σημείων - Αρχή διατήρησης της ολικής μηχανικής ενέργειας. .·. > ..

Έ σ τ ω  ότι οι εξωτερικές.δυνάμεις του συστήματος των υλικών σημείων 

είναι_συντηρηπκές.1 Συμβολίζουμεμε το δυναμικό ή τη δυναμική ε­

νέργεια, από το οποίο προέρχονται όλες οι εξωτερικές δυνάμεις. Το δυνα­

μικό αυτό πρέπει*να είναι συνάρτηση: των συντεταγμένων των υλικών σημεί­

ων του συστήματος. Δηλαδή ··,

ν(εζ) = ν (ε ξ ) (χ
i * V , ’χ,1 2  2 2

, Χ . Λ Γ .  IT 1 Ζ. V yN■V ( 1 )

όπου x 2 ,y2 , z 2 , . . . x i ,y i , z i , . . . x N,yN,yN) είναι οι συντεταγ­

μένες των υλικών σημείων.

Η εξωτερική δύναμη , ως συντηρητική, θα προκύπτει από τη σχέση

F s -V i ι :(2)

όπου οι δείκτης ΐ στο σημαίνει ότι οι μερικές παράγωγοι λαμβάνο- 

νται ως προς τις συντεταγμένες του υλικού σημείου i .

Εάν συμβολίσουμε με we^ το ολικό έργο των εξωτερικών δυνάμεων ,
1->2

θα ισχύει

κ ·>F.*dr.ι ι (3)

Γνωρίζουμε ότι, το διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου γράφεται
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r. « χ.χ «y.y +ζ.ζ ι 1 0 1 0  ι .ο (4 )

Από την (4) προκύπτει

dr. = dx.x +dy.y +<Ιζ.ζ · ι ί ο  ί ο  ι ο

Η σχέση (2) , ως γνωστό; γράφεται

(5)

Fi * 3χ.
^γ(εξ) + 3γίε?) 

DC **
1 0

+ _ 3V_
y o 3z.

(εξ)
( 6 )

Λαμβάνοντας υπόψη τις (5) και (6), π (3) γίνεται

w(εξ)
1+2 ο 3y. 7 ο 3ζ· 2 )· Ο■ ι  ί ν * ,  -1  j  <3F1=1 J1 1=Τ 1

•(dx.x +dy.y +dz.z ) = -  Y (4p------  dx.+ -f-------- dy.nι  ο ι ' ο  ι o J > 1  3x£ i  3y£ i

3ν(εξ)
+ 3z. dzi J ‘ (7)

Από τη σχέση (1) γνωρίζουμε ότι» ν ί€ξ)»ν<εζ)(χ ,y ,z .. . . χ ^ ^ ζ ^ ) .  

Συνεπώς

dV(εξ) _ 3V(εξ)
dx

3V

ι
(εξ)

- Α 3Vdx + —
ι 3y

3V

ι
(εξ)

(εξ)  .  (εξ)
- * ν ϋ —

. . . .   ̂ 3Vdz  ̂ »νι 3Xjj

(εξ)

3yΝ Ν dZN =

? /3ν(εξ) , 9ν(εξ)
=. ν ^ —  **-·1=1 ι i  3yi dy.+ 9V(εξ)

i '  3z.- dzi ) ‘ (8)

Λαμβάνοντας υπόψη την (8) η (7) δίνει,

2 -  .(εξ) ϋ,τίεξ)
1+2 J j iS ,  3* i  1 ^  1 9z£ 1
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Άρα,

(εξ) β ν (εξ)_ν (εζ)
1  2 .

Η(εξ) = ν (εξ)_ν (εξ)| 
1+2 1 2

(9)

( 10)

όπου ο δείκτης 1 και 2 στη συνάρτηση ν (εξ  ̂ σημαίνει ότι, η y(£?) 

θα υπολογιστεί στην αρχική θέση 1 και στην τελική θέση 2.

. Από την (10) καταλήνουμε στο συμπέρασμά ότι , "το ολικό έργο των

εξωτερικών δυνάμεων, όταν αυτές είναι συντηρητικές, δεν εξαρτάται από„ , . ■ <1/ ·-----  ""
το δρόμο που θα ακολουθήσει το κάθε υλικό σημείο του συστήματος, αλλά 

από την αρχική και τελική θέση των σημείων". . - · · ■ · ■

Έ σ τ ω  ότι οι εσωτερικές δυνάμεις ?(εσ  ̂ (ί(ε σ ·= Υ F..) του· συ-* * ι i  4—̂ i j  / \
στήματος των υλικών σημείων είναι συντηρητικές. Ονομάζουμε ν · ' το 

δυναμικό ή τη δυναμική ενέργεια, από το οποίο προέρχονται όλες οι εσω­

τερικές δυνάμεις. Το δυναμικό πρέπει να είναι συνάρτηση των

σχετικών θέσεων όλων των υλικών σημείων του συστήματος. Δηλαδή,

„(εσ) .Λεσ),  ν
V = V χ  - χ  ,χ  - χ  ,χ  - χ  ,χ  - χ  ,Χ  “ X , χ  ~ χ  , . . . χ . - x . , . .)

2 · 1 9 3 1*3 2* 1 U  l b a* 1 0*

= ν (εσ5(?.-?.) , i>j (i,j=1 ,2 ,3,...,N). (11)

Η εσωτερική δύναμη F^60  ̂ , ως συντηρητική, θα προκύπτει από τη

σχέση

?(£σ) = -ν.ν(εσ) . ( 12) .

Εάν συμβολίσουμε με ν?(εσ) το ολικό έργο των εσωτερικών δυνάμεων,1->-2
θά ισχύει

2 ·ζ Μ .(εα) ^ ^ ^,(εα) ^ ^

•(άχ.χ+dy.y +dz.z ) = ι ο ι ο ί ο

.ο



όπου ο δείκτης 1 και 2 στη συνάρτηση ν^εσ  ̂ σημαίνει άτι η ν^εσ  ̂ θα 

υπολογιστεί στην αρχική θέση 1 και στην τελική 2.

Από την (13) καταλήγουμε επίσης στο συμπέρασμα ότι "το ολικό έργο 

των εσωτερικών δυνάμεων, όταν αυτές είναι συντηρητικές, δεν εζαρτάται 

από το δρόμο που θα ακολουθήσει το κάθε υλικό σημείο του συστήματος, 

αλλά από την αρχική και τελική θέση των σημείων".

. Γνωρίζουμε από την παράγραφο (3.6) ότι, το ολικό έργο του συστήμα­

τος των υλικών σημείων είναι

ή

W = / εξ)+ν,(εσ) .
1+2 1+2 1+2

(14)

(15)

Λαμβάνόντας υπόψη τις (10) και (13), από την (15) προκύπτει

W * (ν*εζ*-ν*εζ))+(ν(εσ)_ν(εσ)) Μ1+2 . 1 2  1 2  '

• Σύμφωνα με το θεώρημα της μετα$ολής τπς κινητικής ενέργειας, που 

αποδείχτηκε στην παράγραφο (3.6), γνωρίζουμε ότι

w
1+2

= τ 2- τ 1 ( 1 7 )

Λαμβάνοντας υπόψη τις (16) και (17) προκύπτει
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(y{e€)^y.(5£))+(V^e0)-V^e<T̂ ) = T .VP- ■ . ■>· . ' .' 1 2 · 1 " ■ 2 2 1

ή ' ‘' ·

y ( }+ν ε̂σ )+T = V̂ e^̂ +V' ê<T̂ +T · (18)1 . 1  1 2 2 ■ 2

Από την (18) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι "σε δύο τυχαίες θέσεις 

συστήματος υλικών σημείων που δέχεται την επίδραση δυνάμεων που προέρ­

χονται από δυναμικό, το άθροισμα της κινητικής και της δυναμικής ενέρ­

γειας παραμένει σταθερό".

Ονομάζουμε "ολική μηχανική ενέργεια" Ε συστήματος υλικών σημείων 

το άθροισμα της κινητικής και της δυναμικής.του ενέργειας. Δηλαδή

Ε = T+V̂ e^+V^ea  ̂ ,

όπου
Ν 1y ι

Λ  2
m.(x?+y?+z?) 1 1 ' l  1

(19)

Λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της ολικής μηχανικής ενέργειας καθώς 

και το προηγούμενο συμπέρασμα, μπορούμε τώρα να επαναδιατυπώσουμε το 

συμπέρασμά μας ως εξής :

"Εάν οι εξωτερικές και εσωτερικές δυνάμεις συστήματος υλικών σημεί 

ων προέρχονται από δυναμικό, η ολική ενέργεια του συστήματος παραμένει 

σταθερή" . _____ _____________
| ^ ^ ε ξ ) +ν( εσ Γ Τ  Ε = σταθ'̂  (20)
'--_--------------- ------- -- -

Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "αρχή ή Θεώρημα διατήρησης της 

ολικής μηχανικής ενέργειας".

Η σχέση (20) είναι μια σταθερά της κίνησης.
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3.8.  Ολική ώθηση εξωτερικής Βυνάμης -  Σχέση ολικής ώθησης εξωτερικής 

Buvaunc και opyftc ιομ  συστήματος

Από τη Μηχανική του υλικού σημείου γνωρίζουμε ότι, ώθηση &  της 

δύναμης &  κατά το χρονικό διάστημα [t ,t ] ονομάζουμε το επικαμπύ- 

λιο ολοκλήρωμα

ft. = f ‘  ?. dt . ( 1 )

Το διάνυσμα ft που δίνεται από τη σχέση,

( 2 )

ονομάζεται “ολική ώθηση εξωτερικής δύναμης", όπου F η συνισταμένη 

των εξωτερικών δυνάμεων του συστήματος.

Από το "θεώρημα κίνησης του κέντρου μάζας", που αποδείχτηκε στην 

παράγραφο (3.4) γνωρίζουμε ότι

+ ,dar
¥ = Μ , (M=mi+m2+...nijj) . (3)

Λαμβάνοντας υπόψη την (3), η (2) δίνει

ft » Γ
' 2  -*

Fdt =
ft d2r
p M dt28 dt = f 2MSldt=Mi 2)-Mi l) ’  (4 )

*1 *1 s

όπου Μυ^1  ̂ και
S

Uv{2)s είναι οι ορμές του συστήματος (σύμφωνα με το

συμπέρασμα της παραγράφου 3.3) τις χρονικές στιγμές tx και t2 αντί- 

στοιχα.

Λαμβάνοντας υπόψη την (4) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, "η ολική
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ώθηση της εξωτερικής δύναμης ισούται με τη μεταβολή της ορμής του συστή­

ματος" .

3.9. θεωρήματα για κίνηση ως προς το κέντρο μάζας

Παρατήρηση : Τα μεγέθη που θα αναφέρονται ως προς το κέντρο μάζας, 

θα εννοείται ότι αναφέρονται σε σύστημα αξόνων που κινείται μαζί με το 

κέντρο μάζας s και έχει συνεχώς τους άξονές του παράλληλους προς εαυ­

τούς.

3.9α.θεώρημα : Εάν ?: είναι το διάνυσμα θέσής υλικού σημείου μάζας π ν ,

ως προς το κέντρο μάζας , θα ισχύει

. Ν.
Τ  β . γ Γ  = 0  ( 1 )

ί=1 1 1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Έστω & η αρχή του συστήματος συντεταγμένων Oxyz, r. 

το διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου μάζας πκ ως προς την αρχή του 

συστήματος συντεταγμένων, r το διάνυσμα θέσης του κέντρου μάζας και
y S
rf το διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου μάζας πν , ως προς το κέντρο 

μάζας.

θα ισχύει, σύμφωνα με το (Σχ.27)
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r . = r ·*τ' .ι s i ( 1 )

Από τη σχέση (3) της παραγράφου (3.1) γνωρίζουμε ότι η θέση του

κέντρου μάζας ορίζεται από το διάνυσμα; rg ,

? s = i ( J 1mA ) ·
( 2 )

όπου
Η

Μ = J m. . 
i=1 1

Λαμβάνοντας υπόψη την (1), η (2) δίνει

Ν . Η
-  έ = i ( . Σ , γ . 1* μ ( s

= Μ ? s ( J 1“ i )+ έ ( *  ? s * 4

Άρα
Ν

(3)

Από την (3) προκύπτει το ζητούμενο συμπέρασμα

) m.r. = 0 . ( 4 )
i=1

3.9β.θεώρημα : Εάν υΓ είναι η ταχύτητα υλικού σημείου μάζας ιη. ως

προς το κέντρο μάζας του συστήματος των υλικών σημείου, θα ισχύει

Νι
i=1

ιο-.υΓ = 0
3L 1

( 1)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Από το συμπέρασμα του προηγούμενου θεωρήματος έχουμε

Ν
I

ϊ=1
m.rf = 0 · ι ι (2)
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Παραγωγίζοντας ως προς t την (2). παίρνουμε -····-■ - ·

Ν άτΓ
J . mi  dt~ = °ι=1 ...... , · . . ' ' ■ · -s —  ■-. ····

ή
Ν
ί πι.υΓ * Ο . (3)

ί=1 1 1

Από την (3) συμπεραίνουμε ότι "π ολική ορμή συστήματος υλικών ση­

μείων, ω ς  προς το κέντρο μάζας, είναι ίση με το μηδέν".

3.10.Στροφορμή συστήματος υλικών σημείων ως προς το κέντρο μάζας -

Στροφορμή της ολικής μάζας.
*

Ονομάζουμε στροφορμή του υλικού σημείου μάζας m. , ως προς το κέ 

ντρο μάζας, την ποσότητα

L.
1,3

m - ir ix u . ' )  1 1 1 ( 1 )

όπου , υΓ είναι το διάνυσμα θέσης και η ταχύτητα.του υλικού ση­

μείου αντίστοιχα, ως προς το κέντρο μάζης.

Το διάνυσμα L , που δίνεται από τη σχέση
S

Ν
I

ι=1
L.i , s

Ν
Υ m. ( r ' . x u f ) ,
i=1 1 1 1

( 2 )

ονομάζεται "στροφορμή του συστήματος των υλικών σημείων ως προς το κέ­

ντρο μάζας".

Ονομάζουμε "στροφορμή της ολικής μάζας" του συστήματος των υλικών 

σημείων, ως προς την αρχή του συστήματος συντεταγμένων, το διάνυσμα -

4* .4 4 . . _.
L * M(r χι> ) , (3)

S 5

όπου M=m +m +.. ,+in,, , r το διάνυσμα θέσης του κέντρου μάζας και υ·
1 2 «  S S

η ταχύτητά του .
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Χρησιμοποιώντας το (Σχ.27),  ισχύει

-W -ν - ~r
Γί " V r8

Παραγωγίζοντας την (1) ;  «ς  προς t  , προκύπτει

· , J'·,1 . · *.
4 .· ·«

. . χ\ = ,r>r
1 1 Β

.J ή' Ί·· ■' •.ΐν * 4 · ,
• * · · ·*.■’ ·’*. '<** •, -*y *♦·.<-■ >.. ·• ι· *"ν· ΛΛ-Λ). =  υί+υ* '·. ·;'·>.* '<· * '· ..• 1 ν' / · ·■ . · • 1 ■··»:■-■. 1Β·

.* \Vi-(

m

(2J

ι ν

4

Υγ-όπου u. v.-^tvoL -η ταχύτητα του υλικού σημείου μάζας : π. , ώς προς την
• S * , ^  ψ. * ·. t J ■ * ' * ■' 1 I f 1 _ * * * *

γ°ΡΧή τοσ-συστήματος συντεταγμένων * υ?' η τσχύτητσ του ίδιου υλικού βη̂ ·

:. hiv.νV"Υ ν  wooxib*^^ ut||ie€iiiv νρνάιώίζεΓαt το: Βιάνυσμα- . . . ·: ^  \.

i= 1  1 1 1

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (1) η η  (3 ) ,  η (4) YP*PCTai ,

• ί  =  !  !  m .  r ; λ ; ■  .

1=1 1 1 V  i= 1  1 1 S
• ; r _ . · · · . .  · '.·*■ -/ ]j _ ■ ,

v /■*> -*/\ v f \  V m (t x u« ) + ( Y m.)(r xv) ) — * I m.(r'xui K  l  m . i r r x ^ K  l  V rs V  ^  * * s
i= 1  · 1=1  i= 1

-  j . W s i x J . v i ” 5 ·* 1! Λ δί Η '<?· 4 · ) ·

Ί"Λ

A■ii

«4

" "r*
.·... i. ·i*
-  /  i \

. ίν : Από το θεώρημα (3.9a) ·  ισχύει
λΜ  ■ ν ' ^ '■· ··■ Υ Υ Υ

J ^ . r f  » 0 .  υ  * (6)

Ν
( I  m.7r)xu = ο 

i= 1  1 1 8

(7)
Συνεπώς

I
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Από το θεώρημα (3.9β) ισχύει

J m.u'. = Ο . (8)
ί=1 11

Συνεπώς

Ν
r x( I  m.u. =0 
s ι ι.ι=1

(9)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (7) και (9), η (5) δίνει 

Ν
L = J m.(rfxur)+M(r χυ ) . (10.)

i l l  s s

Έχοντας υπόψη τους ορισμούς των L και ί* από τις σχέσεις
• S

(2) και (3) αντίστοιχα, η (10) γράφεται

L = L +L* (11)
S

Από την. (11) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, "π στροφαρμή συστήματος 

υλικών σημείων ισούται με το άθροισμα της στροφορμής του συστήματος 

των υλικών σημείων ως προς το κέντρο μάζας και τη στροψορμή της ολικής 

μάζας".

3.11.Ολική εξωτερική ροπή ως προς το κέντρο μάζας - Παράγχγος ως προς 

το χρόνο της στροφορμής συστήματος υλικών σημείων ως προς το κέ­

ντρο μάζας - θεώρημα μεταβολής της στροφορμής Βς προς το κέντρο 

μάζας.

Ονομάζουμε ροπή εξωτερικής δύναμης , ως προς το κέντρο μάζας, το 

διάνυσμα Μ.

Τ -Γ/ 2
Μ. = γ ΓχΡ.

1  , S  1 1
( 1 )

όπου rf το διάνυσμα θέσης του υλικού σημείου ί , ως προς το κέντρο 

μάζας, και ^  η εξωτερική δύναμη που δρα σε αυτό τό υλικό σημείο.
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Το διάνυσμα Μ„8

Μ = Τ Μ.
8 χ=1 χ»·

* I (?Γχ|.) ,
χ=1 1 1

(2)

ονομάζεται "ολική εξωτερική ροπή" ως προς το κέντρο μάζας.

Από τη σχέση (2) της παραγράφου (3.10) γνωρίζουμε ότι, η ατροφορμή 

του συστήματος των υλικών σημείων, ως προς το κέντρο μάζας είναι ίση με

Ν
L = ϊ  m.(rrxui) . 

S i=1 1 1 1
(3)

Συνεπώς, η "παράγωγος ως προς το χρόνο της στροφορμής του συστήμα­

τος των υλικών σημείων, ως προς το κέντρο μάζας" ισούται με

dL . Ν s d
« Γ  -  k  U · (4>

1*1

Έ + +
Η παράγωγος ως προς το χρόνο της ποσότητας I m.rfxu. είναι

ΐ=1 1 1 1

f t  ( I m.?rxS.) = I (m.rrxui )+ £ (πκγ Γχ&) ' (5)
dt i=1 1 1 1 i=1 1 1 1 i=1 1

Η διαφορική εξίσωση που διέπει την κίνηση του υλικού σημείου ΐ

είναι

. Η .  d2r.
F. + I F. . = m. - τ  

χ > 1  ^  1 *
ή

Ν

dt

du.1F.+ Υ F . . * m. ΤΓ X xo x dt

(i^j)

(i&3)

ή

ί,. I f., = . Λ  (i*>.) (6)
1 j=1 1J 1 1

Λαμβάνοντας υπόψη την (6), ο δεύτερος όρος του δευτέρου μέλους της (5)



γράφεται.
, ϊ r  » - SJ.'M

* Νχ Γ
Τ m.rixu. * f  r.xm.u.= £ r.x(F.+ £ F. .) =

i=1 jjJoaxi- jo v&Sbxqj (d.iJcJt) ί'·■·· *·
N N N /T°

= T rfxF.+ y i  r ixF . .1, iO.-4/?Lffi 1 10 ΌΧ 0 ·1-1 1-yTfJ-fl

./·■ όπΑ

(7)

N N
(To

(7)

διπλό άθροισμα l ^ r x F . ^ . ^ n o y^ p i o K ^ a ^  στο $εύτερ<>

, ισούται με μηδέν. Αυτό αποδεικνύεταί με τον ίδιο τρόπο, που έγινε 

η απόδειξη, για το διπλό άθροισμα, που.βρίσκεται-στη σχέση (9) της πα-
fj- : \ · ■ ;'.■■■■■ - —

ράγράφου (3.5.)). 1 - * :--γ ·''

Λαμβάνοντας υπόψη την (7),.η (5) δίνει .. _
pOQTT 'Jli , jnft.CQ PfiXJQ3j(t’i 3  ppXJAO OUfwOjOO.PUO; f^UO; / > i j D/VPX-*

Λαμβάνοντας υπόψή?τόΗ'Σχ?27^έχόΐμε 0 - c>;

>' A () r .  = r f+ r  l  i s

yjSOr.iD ?JT 3i!

~  (9)

Συνεπώς . - ,
p o q n  >..v’ t ffflOO, ;V 'y q 3 :W s  nAJAG O ’ . J TO jy=JO<'JW!-i;!uoO . - ' j  ,-iV j o n  Λ 

-QocpaQTC -·.··' -·· J *: J ·μ:7*·**' ■

ή

• i-30!· >jjy3X OJ
. OJ1V3* ->-· .\>v.! VU.M· 3 UG3 pfttj

- n  > ΰ Κ / U  j C .1 J ; N i . O x > K - r 3 ' q  «j u u  « J v * · ' · *  - J  ^  J  O i

u. - Oi«a>e · lt . (10V1 1 s . V -vu'->.·* C_. r;ĵ .T pwl ,p;iu
Λαμβάνοντας υπόψη την (10) ,  η (8) δίνει

Γ-3 « Γ;' . r ; ·. ‘>u/.o.sr;e

ή
.·> ·ίΤ. „ ΜΟ Ο

- ·Η VH7 **ο3ϊι,> r.j’V3)i 07

...

f e y i“ A XVJi + ( i i ; A )^ s] =

ί  · jj j  ■
* £ I χ&.·?Γ)χυ ♦ 5 rfxF.> i±r  V * -1^  * i ' o i x r ^  ϊ  . ι

^ ί '

- .ι υοπό
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5 ·¥, s -► 5 ·+, +) πι.υΠχυ ♦ ) i\xF. ·•4 1 1 8 4I 1 1 1i®1 i*1

Από τα θεωρήυατα (3.9α,β) ισχύουν οι σχέσεις

5 ^I m.r. * 0 και V m.U. « 0 .
i-1 1 1  i-1 1

Λαμβάνοντας υπόψη τις (12), η (11) δίνει

( 1 1 )

( 12)

Η
3t ■1=1

(13)

Έχοντας υπόφπ τους ορισμούς της ολικής εξωτερικής ροπής, ως προς 

το κέντρο μάζας, και της παραγώγου ως προς το χρόνο της στρσφορμής του 

συστήματος των υλικών σημείων, ως προς το ίδιο σημείο, όπως έχουν δοθεί 

με τις σχέσεις (2) και (4), από την (13) προκύπτει

dL __ s
dt

(14)

Από την (14) συμπεραίνουμε ότι, "η ολική εξωτερική ροπή, ως προς 

το κέντρο μάζας, ισούται με την παράγωγο ως προς το χρόνο της στροφορ- 

μής του συστήματος των υλικών σημείων, ως προς το κέντρο μάζας.

. Το συμπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως "θεώρημα μεταβολής της στροφορ- 

μής, ως προς το κέντρο μάζας".

3.12.Ολική κινητική ενέργεια ως προς το κέντρο μάζας -  Κινητική 

ενέργεια της ολικής μάζας του συστήματος.

Ονομάζουμε κινητική ενέργεια του υλικού σημείου μάζας m., ως προς 

το κέντρο μάζας την ποσότητα

Τ. · » 4· m-tofi2i . s  2 ι  ι' ( 1)

όπου or η ταχύτητα του υλικού σημείου i , ως προς το κέντρο μάζας.
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Η' ποσότητα Τ που δίνεται από τη σχέση
S

Γ ■ s * (2)

ονομάζεται "ολική κινητική ενέργεια ως προς το κέντρο μάζας".

Ονομάζουμε, "κινητική ενέργεια της ολικής μάζας του συστήματος" , 

την ποσότητα

Τ* * (3)

όπου M=m1+mJ+...niN και <usi το μέτρο της ταχύτητας ug του κέντρου

μάζας. . ; .
Από τη σχέση* (2) τής παραγράφου (3.6) γνωρίζουμε ότι, η ολική κινη­

τική ένέργειο του συστήματος των υλικών σημείων είναι ίση με

ή

(4)

Χρησιμοποιώντας το (Σχ*27) ισχύει

r. * r.+ r χ i  s
(5 )

Από την (5) προκύπτει

4 4 / 4
ri  s V rs

υ. » υ.+υ. ι ι s
(6 )

Λαμβάνοντας υπδφη την ($)»  η (4) δ ίνει



Ί*

1 iu

+ j  t A  A 1  . ! · Α · « . = i  A .mP ? * ϊ  V i v i >i=1 i=l l —· i =·

·* i  5 ,·< ?  ν ί > *  ϊ  ( 5 · ι * 4  · <72 s i=1 1 1 2 i«1

Από το θεώρημα (3.98) ισχύει

Ν
Τ ιη.υΓ = Ο .

ώ ’ 1 1

Λαμβάνοντας υπόψη την (8), η (7) δίνει

(8)

Τ = — 2 m .ιυ '?+( 2 D1, )ιυ' 
2 i=1 1 1 i=1 -

τ = | f  d Λ>'ί** | W\ 
i * r

(9)

Έχοντας υπόψη τους ορισμούς της ολικής κινητικής ενέργειας ως προς 

το κέντρο μάζας και της κινητικής ενέργειας της ολικής μάζας του συστή­

ματος, όπως έχουν δοθεί με τις σχέσεις (2) και (3), από την (9) προκύπτει

Τ = Τ +τ
S

( 10)

Από την (10) συμπεραίνουμε ότι, "η ολική κινητική ενέρνέτα'συστήματος 

υλικών σημείων ισούται με το άθροισμα της ολικής κινητικής ενέργειας 

ως προς το κέντρο μάζας και της κινητικής ενέργειας της ολικής μάζας 

του συστήματος".

Η κινητική ενέργεια της ολικής μάζας του συστήματος αντιστοιχεί στην 

κίνηση ενός ιδεατού υλικού σημείου που συμπίπτει με το κινούμενο κέντρο 

μάζας και έχει μάζα ίση με τη συνολική μάζα του συστήματος. Η κινητική' 

αυτή ενέργεια ονομάζεται πολλές (?ορές και "εσωτερική κινητική ενέργεια".

τ



Η ολική κινητική ενέργεια ως προς το .κέντρο μάζας ονομάζεται πολλές 

Φορές και "εξωτερική κινητική ενέργεια".

115 .

3.13. Ισορροπία συστήματος Ολικά» σημείων.
'Ενα σύστημα υλικών σημείων λέμε ότι Βρίσκεται σε ισορροπία, όταν 

η συνισταμένη δύναμη που ασκείται σε κάθε υλικό σημείο του συστήματος 

είναι ίση με μηδέν.

¥

ι

Γ·"

I».·



I-Λ *! \: ',>*■!?<··'
:; ,;· . ·_ ^-Tr _■*V-J,··· _i -i ftftii. i "uSi

&;■; turn. *$£*3.** *
-;t■·.: /* ■1

if:; ti&M: JP#' t

2
···*.■·

•'•ίΐν̂τ·'̂.·

V.-& *-"1;. i!;:% '
l· £ϊ|̂ ί>:ίίϊ ■>*i‘ r *'$&?·

# · .
■rm■; v a? wii-tit.' 77&%4

v. i'*m k
'S' .« .‘ν ' 1 -'■ i' .-  ,

' ■_»,»; r>* '1 ?,' ’λ· / / £ ? . ; · .ι
Λ, -s. -: '?λ?* v -yi* -i V §

• 1 v r . 'V. <*> -H ~r*  ̂* ΐ ! Λ Ji * » * . ’ίΤ λ'. ·. V

<> d&
yfte'ir

? ;* . -V>- *  .

j /λ’·;ϊί> ί·:/·■v-'-w - . .,7-..,.··.-,
' ‘•»'.,;.v^S f̂M·;· 

 ̂SfcS&l· - ' '' i' "’'

. ' ' ? W * f  -:ri; -Ϊ - i P ;

■. ’. *V*l . Λ'.·ί~, ^  ■ '̂ .·>*̂*.1.̂ ’·.Λ;ί.̂ ν ' 1 ,. ί -

If 5f.j-*»he-

Ίτ'-i jf:i .’ ·..·. -«A.· V  ^ .;.^ ·Λ . , , ^ ^ λ . . .  ;> . ί »  -.. ·

*i',£κt$ sivWve &c. dm : V'

>' , i 'y. err ‘ ' '̂·; λ̂
f ' .  . :.;* *m y ' >< ^ u \

Ψ ^ ^ ψ ψ η  ; ..·V'L.V ' ·?'νν χ?.·ί'\'$'%» ■•■■̂ - .£■■ ■
'·/ ' r ." % r■■*’·.'*>': ,· ::£ -·-V .: t':vlih i ,i‘ ·

ΆΆψ&Μ Μ -ί^

Μί;3:-·Μ

IM& - ■;:.:·.
'/;*■; J ;w‘r ' ; "

<|J1 ̂  '*' ^  )■ * p -V  ^ \   ̂ r



ΚΕΦ.4

Δεσμοί -  Αρχή δυνατών έ ρ γ ω ν - Αρχή D'Alembert 

Εξισώσεις Lagrange -  Εξισώσεις Hamilton.
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Γενικά

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο δόθηκαν οι εξισώσεις κίνησης των υλικών 

σημείων συστήματος και βγήκαν ωρισμένα συμπεράσματα, ξεκινώντας από τα 

αξιώματα του Νεύτωνα και το χωρισμό των δυνάμων που ενεργούν σε κάθε υ­

λικό σημείο σε "εσωτερικές" κ α ι ’’εξωτερικές".

Στο Κεφάλαιο αυτό οι δυνάμεις που ενεργούν σε κάθε υλικό σημείο 

θα χωριστούν σε ’Επιβεβλημένες" και "δεσμικές". Με βάση το χωρισμό αυτό 

θα διατυπωθούν θεωρήματα, που θα ισχύουν για την ισορροπία και την κί­

νηση του συστήματος των υλικών σημείων. Τα θεωρήματα αυτά είναι γνωστά 

ως "Αρχή των δυνατών έργων" και "Αρχή D ’Alembert" αντίστοιχα.

Με βάση την αρχή D ’Alembert θα προκύψουν διαφορικές εξισώσεις κίνη­

σης για τα υλικά σημεία του συστήματος, γνωστές ως "εξισώσεις Lagrange". 

Στη συνέχεια, με τη βοήθεια των εξισώσεων Lagrange θα προκύψουν διαφο­

ρικές εξισώσεις κίνησης για τα υλικά σημεία του συστήματος, γνωστές ως 

"εξισώσεις Hamilton".
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4.1 Αεαμοί -  Είδη δεσμών

Συνήθως στην πράξη, Π ισορροπία ή π κίνηση ενός υλικού σημείου ή 

συστήματος υλικών σημείων περιορίζεται. Π.χ. ένα υλικό σημείο περιορί­

ζεται να κινείται ή να ισορροπεί στην επιφάνεια κάποιας σφαίρας ή η α­

πόσταση μεταξύ δύο οποιωνδήποτε υλικών σημείων του συστήματος περιορί­

ζεται να παραμένει σταθερή ή μπορεί να υπάρχουν και περιορισμοί για τις 

ταχύτητες.

Ονομάζουμε "δεσμούς" τους περιορισμούς που επιβάλλονται, κατά την 

ισορροπία ή την κίνηση, στα υλι*κά σημεία του συστήματος. Όταν δεν επι­

βάλλονται δεσμοί τότε λέμε ότι, το σύστημα είναι "ελεύθερο".

Οι "δεσμοί" που επιβάλλονται στα υλικά σημεία είναι διαφόρων μορ­

φών. Εμείς θα χωρίσουμε τους δεσμούς σε δύο κατηγορίες, στους ολόνομους 

και ανολόνομους δεσμούς.

(α) Ολόνομοι δεσμοί

θεωρούμε σύστημα Ν υλικών σημείων. Συμβολίζουμε με ( x ^ y ^ z ^ ,  
(ΐ=ι , 2 , . . . ,Ν), τις Καρτεσιανές συντεταγμένες κάθε υλικού σημείου και υ­
ποθέτουμε ότι, οι δεσμοί μπορούν να εκφραστούν στην παρακάτω μορφή

όπου k ο αριθμός των δεσμών με k<3N .

Οι δεσμοί της μορφής (1) ονομάζονται "ολόνομοι δεσμοί".

Το πλήθος των ανεξάρτητων Καρτεσιανών συντεταγμένων που απαιτείται 

για να προσδιοριστεί η θέση ενός συστήματος υλικών σημείων είναι 3N-k. 
Εάν οι "ολόνομοι δεσμοί" (1) περιέχουν εκπεφρασμένα το χρόνο t , ονο­

μάζονται "ολόνομοι - ρεόνομοι δεσμοί" εάν δεν περιέχουν εκπεφρασμένα το

= οΝ”'Ν’ Ν
(1)
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χρόνο ονομάζονται "ρλόγομοι-σκληρόνομοι δεσμοί" 

Π.χ. ο δεσμός της μορφής

(2)

είναι δεσμός "ολόνομσς-ρεόνομος" ,.ενώ οι δεσμοί της μορφής

» (χ ,y

φ (χ ,y ,ζ
2 1 1

3 1 1

■xH’yN’ZH.̂  = °  

xlf ,yN,2N) = ο
(3)

είναι "ολόνομοι-σκληρόνομοι".

Ιΐιό ειδικά μπορούμε να δώσρυμε το εξής παράδειγμα:

Σύστημα αποτελείται από τέσσερα (4) υλικά σημεία με συντεταγμένες

συντεταγμένες (x 1 ,y 1, 2 1) και (x 2 ,y 2 ,z 2 ) κινούνται, το ένα πάνω στην 

επιφάνεια μιας σφαίρας της οποίας η ακτίνα μεταβάλλεται με το χρόνο και 

το κέντρο της βρίσκεται στην αρχή του συστήματος συντεταγμένων, και το 

άλλο υλικό σημείο κρατείται σε απόσταση σταθερή από το προηγούμενο. Τα 

άλλα δύο υλικά σημεία κινούνται ελεύθερα στο χώρο.

Οι δεσμοί λοιπόν που επιβάλλονται για την κίνηση των υλικών σημεί­

ων είναι

Έχοντας υπόψη τις γενικές σχέσεις (1 ), οι δεσμοί (6 ) και (7) είναι

X2+y2+Z 1 12*ζ2 = R2(t )1 1 C4)

/(χ  -χ )*+(y -y  )*+(z -ζ  )* = α , α=σταθ.2 1 2 1 2  1
Τους δεσμούς (4) και (5) μπορούμε να τους γράψουμε στη μορφή

(5)

x2+y*+z2-R2(t )  = 01 1 1 (6)

(χ -χ )*+(y -y  )a+(z -ζ  )*-α2 = ο
2 1 2 1 2 1

(7)
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"ολόνομοί δεσμοί". 0 μεν δεσμός (6 ) είναι "ολόνομος-ρεόνομος* ο δέ δε­

σμός (7) είναι "ολόνομος-σκληρόνομος".

Το πλήθος των ανεξάρτητων Καρτεσιανών συντεταγμένων που απαιτούνται 

νια να προσδιοριστεί π θέση των τεσσάρων υλικών σημείων του συστήματος 

είναι δέκα (10). Διότι, ο αριθμός των ανεξαρτήτων, συντεταγμένων υπολογί­

ζεται από τη σχέση :

αριθμός ανεξάρτητων συντεταγμένων = 3H-k = 3 .*»—2 = 10

(Ν=αριθμός υλικών σημείων= 4 ), (Ισάριθμός ολόνομων 6εσμών=2).

Εάν τώρα χρησιμοποιήσουμε την εξής αντιστοιχία για τις Καρτεσιανές 

συντεταγμένες των υλικών σημείων του συστήματος

• (x1»y1*z1>x2*y2«z2........W h5 <— *

(χ! »Χ2 ,Χ3 ,Χι ’Χ5 ,Χ6 ”  ' ’ ,Χ3Ν-2 ,Χ3Η-1 ’*3»  ̂ *

οι σχέσεις (1 ) γράφονται

Φ1(Χ1 ,Χ2 ,Χ3 ,Χ5 ,Χ6 ’ · · · ,X’W-  ,Χ’Ν- ’ ’X>M’t ) =0 *

Φ2 Χ̂1 *Χ2 *Χ3 *Χ|* ,Χ5 ’*$ ’ * * * ,Χ' Μ-* *Χ·Ν-· ,X.W»** ̂  »

·$_(χ2 >χ2 »χ3 »Χ5 »Χ6 »* * * »X.W_, »Χ„Μ_, = ® *

‘3Ν-2 ’ 3ν- ι ’~3r

:3»-2,Χ3Ν-1 ,Χ3Ν’ 

:3Η-2 ,Χ31Ϊ-ι ’Χ3Η!

(7α)

(8)

ΦΚ̂ Χΐ ’Χ2’Χ3’Χ<.’Χ5’Χ6’ ’ · ' ’Χ3Ν-2’Χ3Ν-1,Χ?Κ’1;̂  = ° *

Διαφορίζοντας τις σχέσεις (8 ) παίρνουμε

3ψ 3φ 3φ 3φ
■K-i dx + Τ—1 dx +·· ·+ dx + -r-1- dtΊ53Γ ι 3x 2 ox .. 3H 3t-1 2  3«

» 0 ,
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3φ· - 3φ· · 3<φ· 3<ρ.

F V a r V  *··+ 35TrteiN+ θΓ λ  = 0 >1 2

3φν ·3Φ.
τ-5· dx + -Γ-^ dx + . 3χ . ι 3χ 2 

1 2

3φ> 3φ.
·* 5 ~  *.Ν* 5 Τ  113ΓΙ

* ο .

(9)

Εάν θέσουμε

• 9φί'
ο. . = τ-— ι,Ο 3χ.J .

α.
8φ.

Ai,o * at

ot σχέσεις (9) λαμβάνουν τη μορφή

( i= i ,2 , . . .k )
( 0=1»2^· · ·3Ν) )

(10)

α dx +α dx + ...+  α „dx +α dt = Ο ,
l a l  1 1 *2  2 1 , 3 «  3Ν ΐ , ο

<*i,iaxi+ei ,2axa+— + = °  ·

ek,1axi+ak,*te*+— + "  ° '

( 11)

Συμπερασματικά, μπορούμε να πούμε ότι, κάθε σχέση της μορφής (1 1 ), 

της οποίας το πρώτο μέλος είναι τέλειο διαφορικό, είναι ολόνομος-ρεόνο- 

μος δεσμός.

μορφή

Στην ειδική περίπτωση που α. =ο , οι σχέοεις (11) λαμβάνουν τη1 9 0

a dx +α dx +·. .+α dx = 0 , 
1 , 1  1 1 , 2  2 1 , 3 Ν  3Ν

a. dx +α. dx ♦ .+α. aWdxei(r = 0 .1,1  χ 1 ,2  2 1,3Η 3Ν
(12)

ek.iaxi+ek . A +— ,dx „  = 0 ·
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Οι σχέσεις (12) εέναι δεσμού ολόνομοι-σκληρόνομοι.

Συμπερασματικά μπορούμε να πούμε, ότι κάθε σχέση της μορφής (12) 
της οποίας το πρώτο μέλος είναι τέλειο διαφορικό, είναι ολόνομος-σκλη- 

ρόνομος δεσμός.

(0 ) Ανολόνομοί δεσμοί

Ονομάζονται "ανολόνομοι δεσμοί" οι δεσμοί που δεν μπορούν να λάβουν 

τη μορφή (1 ) ή (8 ).

Εάν οι ανολόνομοι δεσμοί περιέχουν εκπεφρασμένα το χρόνο t ονομά­

ζονται ανολόνομοι-ρεόνομοί δεσμοί. Εάν δεν περιέχουν εκπεφρασμένα το 

χρόνο t , ονομάζονται "ανολόνομοι-σκληρόνομοί δεσμοί".

Π.χ. οι δεσμοί που ορίζονται από τις σχέσεις

είναι "ανολόνομοι" δεσμοί.

(Η f1S ο , δεν εμπίπτει στη μορφή (1), διότι είναι ανισότητα.

Η f = ο , δεν εμπίπτει στη μορφή (1), διότι περιέχει τους όρους 

*·2ά ζ Λ 2. » που είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας υλικού σημείου).

Πιο ειδικά μπορούμε να δώσουμε το εξής παράδειγμα : Υλικό σημείο 

με συντεταγμένες (x^y·^^) κινείται στην επιφάνεια ή στο εσωτερικό 

της σφαίρας, που έχει κέντρο το σημείο (α, ,α ,α ) και ακτίνα Β=σταθ. 
Τότε ο δεσμός για την κίνηση του υλικού σημείου είναι

XN’yN,ZN̂ * 

,XN’yN’ZN* =0' ’

(13)

(14)

(χ -a  )2 + ( y - a ) 2 + (z -a  ) 2̂ R2. .·1 1  1 2  1 3 (15)

Η (15) γράφεται,

(χ -a  )2j-(y -a  )2 + (ζ -a  )2-R2< Ο .1 1  1 2  1 3 (16)

Η (15) δεν είναι δεσμός της μορφής (1 ), διότι είναι ανισότητα. Επίσης 

δεν περιέχει εκπεφρασμένα το χρόνο.
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Ά ρ σ  είναι "ανολόνομος-σκλήρόνομος" δεσμός.

Μία ειδική κατηγορία άνολόνομων δεσμών είναι οι δεσμοί της μορφής

f j (V V V V V V * " ,V ^ N ,V t) = 0 » ( j= i ,2 , . . . , s )  07)

όπου Xj ,y,,Zj,...,xK ,yN ,2N οι συνιστώσες των ταχυτήτων των υλικών ση­

μείων του συστήματος και s το πλήθος των δεσμών.

Εάν χρησιμοποιήσουμε την αντιστοιχία (7α), η σχέση (17) γράφεται

(18)

(0=1,2 , . . jS )
Διαψορίζοντας τη σχέση (18) προκύπτει

8f. 3 f. . 3 f. 3 f. 3f.
-r“- dx + tt“- <3£+·-*·ττ“· dx.*— dx + -r— dt = 01 **2 2 3*. “ i  3x|H “ 3BT 3t

Εάν θέσουμε

3f.
α. ; * τ·.̂  ,j , i  3χ£

η σχέση (19) γράφεται

3f .
°0,Ο *■ 3t

(j =1 »2, . . .  ,s)

(i=1 ,2 ,...»3N ) 
( j= 1 ,2 ,. . .» s )

(19)

(20)

o . dx +a. di +...·*·α. „d i „+a. dt = 0 , ( j= 1 ,2 ,„ ,s ) (21)0 ,1  1 0 , 2  2 0»sN 3N j , o

Μετά από αυτά μπορούμε να πούμε ότι, κάθε σχέση της μορφής (21), που 

δεν είναι τέλειο διαφορικό (δεν ολοκληρώνεται) είναι ένας "ανολόνομος 
.δεσμός".

Στην ειδική περίπτωσή, που α. =0 , η σχέση (21) λαμβάνει τη μορ-
. J»0 ’

φή,

a dx *α dx +...+α. ,wdx,w = Ο , ( j= 1 ,2 , . . . , s )  (22)
ό.ι 1 ό,2 2 J*·311 -
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Μετά από αυτά μπορούμε teat εδώ να πούμε ότι, κάθε σχέση της μορ­

φής (2 2 ) που δεν είναι τέλειο διαφορικό (δεν ολοκληρώνεται) είναι ένας 

"ανολόνομος-σκληρόνομος δεσμός".

4.2 Ατομικές δυνάμεις -  Επιβεβλημένες δυνάμεις -  Εξισώσεις κίνησης

του συστήματος υλικών σημείων.

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο είχαμε χωρίσει τις δυνάμεις που ενεργούν 

σε.υλικό σημείο του συστήματος σε δύο κατηγορίες, στις "εσωτερικές δυνά­

μεις" και στις "εξωτερικές δυνάμεις".

Τώρα θα χωρίσουμε τις δυνάμεις σε δύο άλλες κατηγορίες. Τη μία κα­

τηγορία θα την ονομάσουμε "δεσμικές δυνάμεις" ή "αντιδράσεις" και την 

άλλη "επιβεβλημένες δυνάμεις" ή "δεδόμενες δυνάμεις". Οι δεσμικές δυνά­

μεις συμβολίζονται με ενώ οι επιβεβλημένες με F ^ .  θα προσπα­

θήσουμε να εξηγήσουμε, τι αντιπροσωπεύει η κάθε κατηγορία.

Στην προηγούμενη παράγραφο είπαμε ότι, τα υλικά σημεία ενός συστή­

ματος μπορεί να περιορίζονται από δεσμούς. Το γεγονός ότι τα υλικά ση­

μεία περιορίζονται από δεσμούς, σημαίνει ότι μπορούμε να αντικαταστήσου­

με τους δεσμούς με δυνάμεις που ενεργούν στα υλικά σημεία. Οι δυνάμεις 

αυτές ονομάζονται "δεσμικές δυνάμεις" ( F ^ ) .  Οφείλουν λοιπόν οι δεσμι­

κές δυνάμεις αυτές να έχουν σχέση με τους δεσμούς.

Οι υπόλοιπες δυνάμεις που εξασκούνται στα ίδια υλικά σημεία λέγονται 

"επιβεβλημένες δυνάμεις" ( ? ^ ) .  Οι δυνάμεις αυτές μπορούμε να πούμε ότι 

έχουν "φυσική" προέλευση.

Για να γίνουν πιό αντιληπτά τα παραπάνω, θα δώσουμε το εξής παςιά- 

δειγμα.

Υλικό σημείο βρίσκεται κάτω από την επίδραση του πεδίου βαρύτητας 

της Γης και κινείται πάνω σε ένα επίπεδο.

Κίνηση του υλικού σημείου πάνω στο επίπεδο σημαίνει ότι, το υλικός 

σημείο κινείται πάνω σε ένα δεσμό, που δίνεται από την εξίσωση του επι­

πέδου. 0 δεσμός αυτός εξασκεί μια "δεσμική" δύναμη πάνω στο υλική σημείο. 

Αυτή είναι η γνωστή μας αντίδραση, την οποία εξασκεί το επίπεδο στο υλι-
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κό σημείο. Στο υλικό σημείο επί πλέον ενεργεί και το βάρος που οφείλε­

ται στην έλξη της Γης. Η δύναμη αυτή έχει φυσική προέλευση και είναι η 

"επιβεβλημένη δύναμη", που εξασκείται στο υλικό σημείο^ Συνεπώς το σύ­

νολο των δυνάμεων που ασκούνται στο υλικό σημείο είναι η αντίδραση και 

το βάρος.

Γενικό μπορούμε να πούμε ότι, οι διαφορικές εξιώσεις κίνησης συ­

στήματος ΐϊ υλικών σημείων είναι οι 3Ν διαφορικές εξισώσεις

όπου

και

„  d2?i _ $ ( δ ) + ±(ε) 
mi  dt* -  F i  +  F i  ’

(i= 1 ,2 ,3 ,-.,N )

? { ' δ )  = F ^ x + F ^ y  +Fi6)£

ω

II
ω

rι ιχ ο· iy  J ο i z  o
Φ

1 I X

d2?. . .
,.2 =  x. x +y. y +z. z . dtz ιχ ο 13Γ o iz  o

4.3.  Πραγματική μετατόπιση - . Δυνατή μετατόπιση

Για να καταλάβουμε τις έννοιες της "πραγματικής" και της "δυνατής" 

μετατόπισης και επιπλέον να είναι "συμβιβαστές" με τους δεσμούς, ας αρ­

χίσουμε με παραδείγματα.
θεωρούμε σύστημα Ν υλικών σημείων. Συμβολίζουμε με (x^,y^,z^), 

( ϊ= ι , 2 , . .  . ,Ν) τις Καρτεσιανές συντεταγμένες κάθε υλικού σημείου του 

συστήματος.

Υποθέτουμε ότι, το σύστημα υπόκειται στον ολόνομο δεσμό

f (xi ,yi ’ V V y2’ V * . . , 3CN,yi i » V t ) = 0 · (1)

Έ σ τ ω  ότι τα υλικά σημεία μετατοπίζονται κατά a r^ a x jx^ a y .y^ d z .z j 
(i=i ,2 ,.. ,ν ) , σε χρόνο a t #  .

Οι Καρτεσιανές συντεταγμένες των νέων θέσεων των υλικών σημείων θα 

είναι (x.+dx^.y.+dy. ,z .+ dz.) , (ΐ*1 ,2 ,3 , . . .  ,Ν) .
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Στη νέα θέση οι συντεταγμένες των. υλικών, σημείων του συστήματος , 

πρέπει να επαληθεύουν το δεσμό (1). Δηλαδή, θα ισχύει

f ( x  ♦ d x ^ .y ^ d y ^ z ^ + d z ^ , . . .  xN+dxN»yH+dyB»zH+dzR»t+dt) W

To πρώτο μέλος της (2) γράφεται

f(x^+dx^.y^+dy^ , . . .  , t+dt)  a f  (x^ ,y^ , ζ ^ , . . .  »χΗ»3ΓΝ»ζΗ*ΐ )+

dx^* ~ -  dy >  . . .+  dzH+ |£ άΐ+όροι^ίμίβτερός τάξης.

1 1 N (3)

Αφαιρώντας την (1) από την (2 ) και λαμβάνοντας υπόψη την (3), προκύπτει

g -  * ν  I t  dv  ϋ -  « ν  —  dv  I f  <* = 0 · <*>

H (4) μας δίνει τη σχέση, που πρέπει να ισχύει ώστε, οι μετατοπίσεις 

(dx ,dy ,dz ,dx , . . . ,d z K) να είναι συμβιβαστές με τους δεσμούς. , .

θεωρούμε πάλι τα ίδια υλικά σημεία με τις ίδιες συντεταγμένες' και 

να υπόκεινται στον ίδιο δεσμό.

Έστω ότι τα υλικά σημεία μετατοπίζονται σε χρόνο μηδέν. Αυτή φυσι­

κά είναι μια υποθετική, μετατόπιση των υλικών σημείων. Για να την διακρί- - 

νοϋμε από την προηγούμενη τη συμβολίζουμε με . Οι μετατοπίσεις των 

υλικών σημείων θα είναι = fo^Xj+fiy^y, , + δ ζ ^ , (ΐ=ι ,2 ,... ,r ) , σε

χρόνο 6t=o.
Οι συντεταγμένες των νέων θέσεων των υλικών σημείων του συστήματος 

θα είναι (x.+dx£,y\+6y£,z.+6z.) , (ί=ι ,2 ,3 , . . . ,Ν ) .
Στη νέα θέση οι συντεταγμένες των υλικών σημείων του συστήματος πρέ­

πει να· επαληθεύουν το δεσμό (1). Δηλαδή θα.ισχύει

f ( x i+6xi ,yi +5yi ,z i +6zi , . . ,  = 0 .(5 )

Το πρώτο μέλος της (5) γράφεται
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f(x +δχ ,y +i6y ,z +6z: ,..^ ,^ + 6 z w, t ) s f ( x  ,‘y . ^  & . &  ■#)+'i i i i l l  N w. i ; l λ N
, | £ - . { x , | i - {sr, . . . , | £ - S v

3x i 3y i dz Nl l *
(6 )

Αφορώντας την (1) από την (5) και λαμβάνοντας υπόψη την (6 ), προ­

κύπτει ν -

3f_
3χ δχ + 1

8f_
Sy 6y^ 3f_.

dz δζ +· 1 .+ 3f * _
δζΗ . I  -

H (7) μας δίνει τη σχέση που πρέπει να ισχύει ώστε, οι μετατοπίσεις 

(δχ ,δν ........ δζ_) να είναι συμβιβαστές με τους δεσμούς.
1 1 Μ
Με το ίδιο σκεπτικό μπορούμε να πούμε ότι οι σχέσεις (11),(12),(21) 

και (22) της παραγράφου (4.1) είναι σχέσεις, που ισχύουν έτσι ώστε, οι. 

μετατοπίσεις να είναι συμβιβαστές με τους δεσμούς και να γίνονται σέ'χρό­

νο . dtftr.
’Οταν οι μετατοπίσεις γίνονται σε χρόνο 6t=o , οι προηγούμενες σχέ­

σεις λαμβάνουν διάςορες μορφές.

Π.χ. η (11) της παραγράφου (4.1) γίνεται ->

α δχ +α δχ ·*·...+α δχ « Ο
1 ,1  1 1 ,2  2 1 » 3 Ν 3R

α. δχ +α. δχ 1,1 1 1*2 + ...+ « . „_δχ· *2 1,3Ν in (8)

Η (12) θα έχει την ίδια μορφή με την προηγούμενη.

Η (22 ) γίνεται

α δ χ δ χ  + . . δχ = 0  , ( j= l , 2 , . . . ,s) · Ο )
ΟΑ 1 Λ* 2 JAN SH

*

Από τη μελέτη αυτή μπορούμε να δώσουμε τον ορισμό της "δυνατής με­

τατόπισης", την οποία συμβολίζουμε με 6? .

"Δυνατή μετατόπιση ονομάζεται μία απέιροστή μετατόπιση, συμβιβαστή



με τους δεσμούς, που γίνεται σε χρόνο μηδέν Ut*o)

Η μετατόπιση αυτή είναι υποθετική.

"Πραγματική μετατόπιση ονομάζεται μία απειροστή μετατόπιση, συμβι- 

βαστή με τους δεσμούς, που γίνεται σε χρόνο at#o".

4.4 Αναστρέψιμοι και μη αναστρέψιμοι δεομοί.

Τους δεσμούς στους οποίους υπόκειται ένα σύστημα τους είχαμε χωρί­

σει σε "ολόνομους" και "ανολόνομους".

Τώρα θα κάνουμε ένα άλλο χωρισμό, θα τους χωρίσουμε σε "αναστρέψι­

μους δεσμούς" και σε "μη αναστρέψιμους δεσμούς".

Ονομάζουμε αναστρέψιμο δεσμό, το δεσμό για τον οποίο, εάν υπάρχει 

Π δυνατή μετατόπιση 6r. , (i=i, 2 , 3 , . . . ,Ν) . , θα υπάρχει και η αντίθετη 
δυνατή μετατόπιση —6?-̂  .

Π.χ. οι δεσμοί της μορφής (1), (11), (17), (21) και (22) της παρα­

γράφου (4.1) είναι αναστρέψιμοι δεσμοί.

"Ονομάζουμε μη αναστρέψιμο δεσμό, το δεσμό για τον οποίο σε κάθε 

δυνατή μετατόπιση δεν υπάρχει η αντίθετη δυνατή μετατόπιση"

Τούτο συμβαίνει όταν οι εξισώσεις των δεσμών εκφράζονται με ανισό­

τητες. Π.χ. όταν υλικό σημείο κινείται στην επιφάνεια και στο εσωτερικό 

της σφαίρας, όταν υπάρχει δυνατή μετατόπιση προς το εσωτερικό της σφαί­

ρας δεν υπάρχει η αντίθετη προς το εξωτερικό. Και αυτά γιατί είΫαι ασυμ­

βίβαστα με το δεσμό.

Σε όλα τα επόμενα θα εξετάσουμε μόνο αναστρέψιμους δεσμούς.

4.5 Δυνατό έργο - Καθαρά μηχανικό σύστημα.

Ονομάζουμε δυνατό έργο το στοιχειώδες έργο, που "παράγει" η

συνολική δύναμη Ρ\ που ενεργεί στο υλικό σημείο i , κατά τη δυνατή 

μετατόπιση του υλικού σημείου κατά 6r^
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Εάν τη συνολική δύναμη, που ενεργεί στο υλικό σημείο, την εκβρά­

σουμε συναρτήσει των. δεσμικών και επιβεβλημένων δυνάμεων, που ενεργούν 

στο ίδιο υλικό, σημείο, θα ισχύει -

ρ.1

Λαμβάνοντας υπόψη την (2), η (1)· δίνει

(2)

δ»Γ. = F. ·&τ. = (Fi^+?(e )̂*Sr. = Fi^'^Sr.+F^^Sr.· (3)

Η ποσότητα Fj^Or.^ ονομάζεται δυνατό έργο των "θεσμικών

δυνάμεων"

δΐί!^ = ί ^ · 6 τ .  . (4)1 1 1  . · . ■ ·

Η ποσότητα ?jie^*6r. ονομάζεται δυνατό έργο δΐί^,των "επιβεβλη­

μένων δυνάμεων"

δίί(ε) = Ffe)-6?. . (5). 1 . . . 1 ·. 1

Ονομάζούμέ "καθαρά μηχανικό σύστημα", σύστημα υλικών σημείων για’ 

το οποίο το συνολικό δυνατό έργο των "δεσμικών δυνάμεων" για κάθε δυνα­

τή μετατόπιση να ισούτσι με το μηδέν.

Δηλαδή για καθαρά μηχανικό σύστημα Ν υλικών σημείων θα ισχύει

1 1 - 2 2 Ν Ν
ή

! $ ί δ).δ?: = ο (6 )
ί*1 1 1

όπου δι*j , δ τ ^ . ,δϊ·̂  είναι οι αντίστοιχες δυνατές μετατοπίσεις για το 

κάθε υλικό σημείο.
Η σχέση (6) ονομάζεται και αρχή της παθητικότητας των αντιδράσεων.
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Έ ν α  παράδειγμα "καθαρά μηχανικού συστήματος" .είναι ένα υλικό ση­

μείο που κινείται πάνω σε γνωστή επιφάνεια^

Πράγματι, σύμφωνα με άσα αναπτύξαμε στην παράγραφο (2.12), η θεσμι­

κή δύναμη F^  είναι

* λ 7 ί  , f(x,y,z) = 0 . (7)

Η είναι κάθετη στην επιφάνεια. Η δυνατή μετατόπιση 6r εί­

ναι ε<ραπτόμενη στην επιφάνεια. Άρα

F{6 ) -(S ?* 0  . (8)

Συνεπώς υπακούει στη σχέση (6 ), όπως δηλαδή αυτή πρέπει να ισχύει 

για ένα υλικό σημείο. Επίσης μπορεί να αποδειχτεί ότι, σύστημα υλικών 

σημείών, που υπόκειται σε δεσμούς της μορφής (1),(11),(12),(17),(21) 

και (22) της παραγράφου (4.1), είναι "καθαρά μηχανικό σύστημα".

4.6 Αρχή δυνατών έργων

Υποθέτουμε ότι, έχουμε ένα καθαρά μηχανικό σύστημα Ν υλικών σημεί­

ων σε ισορροπία. Επαναλαμβάνουμε ότι, οι δεσμοί στους οποίους υπόκειται 

ένα τέτοιο σύστημα είναι αναστρέψιμοι.Υπάρχει θεώρημα που μας λέγει, πό­

τε αυτό το σύστημα θα βρίσκεται σε ισορροπία.

Το θεώρημα διατυπώνεται ως εξής : . .

"Καθαρά μηχανικό σύστημα βρίάκεται σε ισορροπία, αν και μόνο αν, 

το συνολικό δυνατό έργο των επιβεβλημένων δυνάμεων ισούται με το μηδέν". 

Δηλαδή,

Το θεώρημα αυτό είναι γνωστό σαν "Αρχή των δυνατών έργων".

(1).
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Πράγματι, εάν τέτοιο σύστημα βρίσκεται σε ισορροπ^, σύμφωνα με

τα όσα είπαμε· στην παράγραφο

Λ: F. = 0 ;

(3 .13), θα -ίσχιίει:;. ·̂ " V K “ · ' ■ :

■ ■' '■ -;Γr (2)'

Πολλαπλασιάζουμε την (2) εσωτερικά με δι^ , οπότε έχουμε

+ J+ 'F. *6r. = 0 .1 1

Επειδή

ί. * ,1 1 1 ’

από την (3) προκύπτει
φ

(?{ε^+ί!δ^)·δΓ.' = Ο . ι ι .. ι

Αθροίζοντας την (5) νια όλα τα υλικά σημεία του συστήματος, έχουμε 

Η
... ι• χ=1

(3)

(4)

(5)

\ (F.^-t-F^Mr. = 0 , “ · ι ι· ι (6)

’ Ι ? ! ε1 δ?.+ | Ιίδ)·δ?. = ο 
j.,1·5- 1 -·-« 1 ι

Ν

ί=1

Επευδή πρόκειται για καθαρά μηχανικό σύστημα, θα ισχύει

π
Σ ?!δ).δ?> = ο .

ΐ*1 1 1

Λαμβάνοντας υπόψη την (8), ή (7) δίνει

Ν
\ ?ίε ·̂δΓ. = 0 . 
i=1 1 V

Η (9) είναι η.σχέση (1), που θέλαμε να αποδείξουμε.

(7)

(8)

(9)

, · · . · . ·  . '  ·. / '  * .  · '  ‘  , V « f  ν .. . i*  1 ■ ,.,S  .

f·. a;
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Ισχύει επίσης και το αντίστροφο.

Το πλεονέκτημα της "αρχής των δυνατών έργων" έγκειται στο ότι δεν 

περιέχει τις δεσμικές δυνάμεις, οι οποίες δεν είναι γνωστές εκ των προ- 

τέρων.

Επίσης μία μόνο σχέση, δηλαδή η (1), μας δίνει την ισορροπία του 

μηχανικού συστήματος. '

Σύστημα υλικών σημείων, που υπόκειται σε δεσμούς της μορφής (1), 

(.11),(12),(17),(21) και (2 2 ) της παραγράφου (4 .1 ), είναι όπως είπαμε 

στην παράγραφο (4.5) "καθαρά μηχανικό σύστημα". Συνεπώς, μπορούμε να 

εφαρμόσουμε σ ’αυτό την "Αρχή των δυνατών έργων".

4.7 Αρχή D ’Alembert

θεωρούμε ένα καθαρά μηχανικό σύστημα. Έστω υλικό σημείο μάζας πκ 

του συστήματος. Η διαφορική εξίσωση κίνησης του υλικού σημείου είναι

».#. - # ε)+?<β)1 1  1 1 ( 1)

Η εξίσωση (1) γράφεται

F ^ -m . f .+ F ^  = 0 1 1 1 1 ( 2 )

Τον όρο - π κ μ π ο ρ ο ύ μ ε  να τον ερμηνεύσουμε σαν μία επιβεβλημένη 

δύναμη. Η δύναμη αυτή ονομάζεται "δύναμη D* Alembert" ή "δύναμη αδράνει­

ας" .

Εάν την συμβολίσουμε με F^

FV = -m.r. 1 1 1 (3)

Π (2 ) γράφεται,

■+* -»-(<$) +F.+F. ι ι = 0 .

Από την (4) προκύπτει ότι, η κίνηση του υλικού σημείου έχει αναχθεί
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*ϊ!Γ'

σε ισορροπία τόυ υλικού σημείου, Επόμέγως» μττόρούμε^να εφαρμόσουμε την ;

"αρχή των δυνατών έργων". ; . :--r ' h.' .  ;'h

’Αρα- ·.··-· ··■"■·· ..-λ ·;'·’. ·. : · "V; ■ ■··'· · :·{·'·"̂  ·

I (?!ε)+?*)·δ?. = ο (5)
ΐ=1 1 1 1 '

ή

\ (?ίε -̂πι.?. )·6γ . = 0 . (6)
ί=1 1 11  V

Η σχέση (6 ) είναι γνωστή σαν "Αρχή D* Alembert" και διατυπώνεται 

ως εξής:

"Καθαρά μηχανςκό σύστημα υλικών σημείων κινείται κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε, το συνολικό δυνατό έργο των επιβεβλημένων δυνάμεων και των δυνάμε­

ων αδράνειας να; ισούται με μηδέν.

Τα πλεονεκτήματα της "αρχής D* Alembert" έγκειται στο ότι δεν πε­

ριέχει τις δεσμικές δυνάμεις και διακρίνεται για την μαθηματική της λι­

τότητα, αφού με μια μόνο σχέση εκφράζει την κίνηση.

4.8 Γενικευμένες συντεταγμένες - Γενικευμένες ταχύτητες - Σχέσεις

γενικευμένων συντεταγμένων με Καρτεσιανές συντεταγμένες.

θεωρούμε σύστημα Ν υλικών σημείων των οποίων οι θέσεις αναφέρο- 

νται ως προς Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων. 0 προσδιορισμός της θέσης 

κάθε υλικού σημείου του συστήματος στο χώρο απαιτεί τρεις (3) Καρτεσια­

νές συντεταγμένες. Επομένως, για τα H υλικά σημεία του συστήματος χρειά­

ζονται 3H Καρτεσιανές συντεταγμένες.

Μπορούμε όμως, αντί να χρησιμοποιήσουμε Καρτεσιανές συντεταγμένες
I

1 για να προσιδορίσουμε τις θέσεις των υλικών σημείων του συστήματος να 

χρησιμοποιήσουμε άλλες παραμέτρους.

Οι παράμετροι, που χρησιμοποιούνται νιά τον προσδιορισμό των θέσεων 

των υλικών σημείων του συστήματος ονομάζονται "γενικευμένες συντεταγμέ­

νες" και τις συμβολίζουμε κατά κανόνα με q ,q ,q , . . . , q  .
1 2 3  ι

■,<'Mr-

i . ‘ : ψ
■ /it

■' V*; ** *- - r -V -- ·

>
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O l γενικευμένες συντεταγμένες δεν είναι απαραίτητο να έχουν δια­

στάσεις μήκους. Μπορούν ακόμη να μην έχουν Φυσική ή γεωμετρική σημασία. . 

Η μόνη απαίτηση από αυτές είναι να περιγράφουν πλήρως τη θέση του συστή­

ματος. Για κάθε περίπτωση υπάρχουν πολλά συστήματα γενικευμένων συντε­

ταγμένων, που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν. Πρέπει όμως, χρησιμοποιώ­

ντας την εμπειρία, να αναζητηθεί εκείνο το σύστημα γενικευμένων συντε­

ταγμένων που να οδηγεί σε απλούστερους υπρλογισμούς.

Οι παράγωγοι, ως προς τον χρόνο, των γενικευμένων συντεταγμένων ,

4 ,4 ,4 ,..·,4 ο » ονομάζονται "γενικευμένες ταχύτητες".1 2  3 ' '
Οι Καρτεσιανές συντεταγμένες μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των 

γενικευμένων συντεταγμένων ως εξής:

όπου (χχ,χ2,χ3) είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες για το πρώτο υλικό 

σημείο , (χ ,χ .,χ .)  είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες για το δεύτερο

υλικό οπύείο..,, (χ3Κ_2 ,χ3Ν ι ,x jN) για.το Ν-στό υλικό σημείο.
Οι σχέσεις (1) σε συνεπτυγμένη μορφή γράφονται

χ ~ χ ( >  · · · »ΐο >1*) > *1 1 1 2  Λ
χ = x (q *q , . · « 5*t) ,2 2 1 2  *
Χ3 “  ̂ > · · · ) 9

χ = χ ( q  ,q  , . . . , q 0 , t )  ,*♦ ** 1 2
χ$ = xg(q i ,q2» . . . ,q £ ,t ) , > (3Ν-σχέσευς)

Χ S Χ ίΟ. 9 * · · 9*Ιθ 9̂  ) 96 6 1 2  *

( 1)

9 * · · 93Ν) ( 2)
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ή

χ. = * . ( v t )

Σαν παράδειγμα των όσων αναπτύξαμε, ας αναφέρουμε την κίνηση δύο

υλικών σημείων m και m στο επίπεδο ( π )  , (Σχ.27). Το υλικό σημείο1 2

( ί = 1 , 2 , . . . , 3 Ν )  , ( m » 1 , 2 , . . . , A )  : {3±

m i συγκροτείται από αβαρές νήμα3 του οποίου το μήκος 1 μεταβάλλεται . 

με το χρόνο, σύμφωνα με τη σχέση . Το άλλο άκρο του νήματος, εί­

ναι δεμένο στο σταθερό σημείο ο „ Το υλικό σημείο m2 συγκροτείται α­

πό το αβαρές νήμα I του οποίου το μήκος παραμένει σταθερό. Το,άλλο ά-
2

κρο του νήματος αυτού είναι δεμένο στο υλικό σημείο . Ζητείται να . 

βρεθεί σύστημα γενικευμένων συντεταγμένων και οι σχέσεις τους με τις Καρ­

τεσιανές συντεταγμένες.

θεωρούμε το σημείο ο ως αρχή του Καρτεσιανού συστήματος συντεταγ­

μένων Oxyz . 0 άξονας Οζ είναι κάθετος στο επίπεδο (Π) . Χρησιμοποι­

ούμε για το υλικό σημείο m x τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (χ^,χ^,χ^) 

και για το υλικό σημείο m„ τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (χ ,χ ,χ ). 
Ονομάζουμε qi τη γωνία, που σχηματίζει η ΟΑξ με τον άξονα Οχ 
και τη γωνία, που σχηματίζει η ΑΒΞί -2 με την ΑΓ. Η ΑΓ είναι πα­

ράλληλη προς τον άξονα Οχ . Γνωρίζοντας τις γενικευμένες συντεταγμένες 

q i και , μπορούμε να προσδιορίσουμε τις θέσεις των υλικών σημείων id1  

και η, , όπως θα δούμε αμέσως. .9
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Από το (Σχ.27) προκύπτει

χ =£ cosq 1 1 1 ή χ = 3tcosq 
1 1

χ =1 cosq 2 1 2 ή χ = Jtsinq 2 1

οIImX (4>

χ = χ +AB' 
* 1 ή χ = 3tcosq +Λ cosq 

** 1 2  2
χ 55 χ +AB~'
5 2 ή x = 3tsinq +A sinq 

«* 1 2  2
χ = Ο . 6

Οι (4) είναι οι σχέσεις που συνδέουν τις γενικευμένες συντεταγμένες με 

τις Καρτεσιανές συντεταγμένες.

4,.9α Βαθμός ελευθερίας συστήματος υλικών σημείων που υπδκεινται 

σε ολόνομους δεσμούς.

Από την παράγραφο (4.1α) γνωρίζουμε ότι, το πλήθος ν των ανεξάρ­

τητων Καρτεσιανών συντεταγμένων, που απαιτείται για να προσδιοριστεί η 

θέσή ενός συστήματος υλικών σημείων, που υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς, 

είναι v=3N-k, (ν ο αριθμός των υλικών σημείων του συστήματος και k ο 

αριθμός των ολόνομων δεσμών, στους οποίους υπόκειται το σύστημα).

Το πλήθος ν αντιπροσωπεύει το "βαθμό ελευθερίας" όταν το σύστημα 

υπόκειται σε ν ολόνομους δεσμούς. Αν η θέση του συστήματος προσδιορι­

στεί με γενικευμένες συντεταγμένες, ο αριθμός των ανεξάρτητων γενικευμέ- 

νων συντεταγμένων, που μπορούμε να έχουμε, είναι ίσος με το βαθμό ελευ­

θερίας του συστήματος.

Έστω ότι τις 3Ν Καρτεσιανές συντεταγμένες του συστήματος τις γρά 

φούμε συναρτήσει των γενικευμένων συντεταγμένων q ,q , . . . , q  , που το1 2  ν
πλήθος τους είναι ίσο με το βαθμό ελευθερίας του συστήματος
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χ = x (q ,q ,.« .,<5 ,10  1 1 1 2  . v
χ = χ (q ,q2 2 1 2  v

> (3N σχέσευς- V$3N)
x.1 x. (q1 ' V V ,t)

X3N = X 3N(V q2’ " * ’qv ’t ) ’ .

( 1)

και έτσι ώστε οι k-δεσμικές σχέσεις, που δίνονται από την (8 ) της παρα­

γράφου (4.1α), να επαληθεύονται εκ ταυτότητας τότε οι γενικευμένες συν­

τεταγμένες είναι ανεξάρτητες.

Για να γίνουν πιο κατανοητά τα όσα αναπτύξαμε εδώ, ας επανέλθουμε 

στο παράδειγμα που δώσαμε στην παράγραφο (4.8), για να δούμε, ποιός εί­

ναι ο βαθμός ελευθερίας του συστήματος και αν είναι ανεξάρτητες οι γενι- 

κευμένες συντεταγμένες που εκλέξαμε. .

Το σύστημα αυτό έχει τέσσερες (4) δεσμούς. Δύο (2 ) δεσμούς που αφο­

ρούν τα μήκη λ και &2 και άλλους δύο (2 ) που αφορούν τις συντεταγμέ­

νες χ 3 και χ^ , οι οποίες συνεχώς είναι ίσες με μηδέν.

I -  /χ2+χ2 ή x2+x2-25t2 = Ο , (2)1 1 2  1 2
I = /(χ  -χ )2 + (χ -χ )2 ή (χ -χ ?+(χ -χ )2-£2 = Ο , (3)

2 1 5 2  <f 1 5 2  2

X = Ο, (4)
3

χ = Ο . (5)6
Οι δεσμοί (2),(3),(4) και (5) είναι ολόνομοι, διότι είναι της μορ­

φής (8 ) της παραγράφου (4.1α).

Ο βαθμός ελευθερίας ν του συστήματος είναι

V = 3N-k = 3-2-U = 2  .

Άρα οι γενικευμένες συντεταγμένες του συστήματος είναι δύο (2 ) και οι 

σχέσεις (4) της παραγράφου (4.8), επαληθεύουν τους δεσμούς (2),(3),(4)
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και (5) εκ ταυτότητας. Είναι λοιπόν οι γενικευμένες συντεταγμένες και 

ανεξάρτητες.

4.90 Βαθμός ελευθερίας συστήματος υλικών σημείων που υπόκεινται

σε ανολόνομΟυς δεσμούς.

Στην προηγούμενη παράγραφο είπαμε ότι ο βαθμός ελευθερίας συστήμα­

τος εξαρτάται από τον αριθμό των ολόνομων δεσμών. Εάν οι δεσμοί είναι 

ανολόνομοι τότε διακρίνουμε δύο είδη βαθμών ελευθερίας του συστήματος, 

(α) Βαθμό ελευθερίας του συστήματος για πεπερασμένη κίνηση.

(β) Βαθμό ελευθερίας του συστήματος για απειροστή κίνηση.

Ονομάζουμε "βαθμό ελευθερίας του συστήματος για πεπερασμένη κίνηση" 

το πλήθος των ανεξάρτητων γενικευμένων συντεταγμένων, που απαιτείται για 

να προσδιοριστεί η θέση του συστήματος.

Ονομάζουμε "βαθμό ελευθερίας του συστήματος για απειροστή κίνηση" 

τον αριθμό των ανεξάρτητων τρόπων με τους οποίους μπορεί να μετακινηθεί 

το σύστημα από μια θέση σε μία γειτονική.

Αν π.χ. πρόκειται για τη δυνατή μετατόπιση των γενικευμένων συντε­

ταγμένων που σχετίζονται με το βαθμό ελευθερίας του συστήματος για πε­

περασμένη κίνηση, τότε ο βαθμός ελευθερίας για την απειροστή κίνηση ι- 

σούται με τον βαθμό ελευθερίας του συστήματος για πεπερασμένη κίνηση 

μείον τον αριθμό των ανολόνομων δεσμών.

4.10 Γενικευμένες δυνάμεις

Από τη σχέση (5) της παραγράφου (4.5) γνωρίζουμε ότι, το δυνατό έρ­

γο των "επιβεβλημένων δυνάμεων" που ασκούνται σε κάποιο υλικό σημείο, ι- 

σούται με

(1 )

όπου
|(ε)

1
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Σμνεττώς, το ολικό δυνατό έργο (για όλα τα υλικά σημεία) των επιβε­

βλημένων δυνάμεων είναι

= £ (ρ ίε χ̂ + F ^ y  + F ^ z  ) · (δχ.χ +0y..y +0 2 . 2  ) =
ι  ι ιχ ο iy * ο ιζ ο' ι 0 ι ο ί οI** 1 1 ** ι **

Ν
= X (piG)5x.+Fi£)6y.+F^;6z.) .(ε)

ΐ=ι ιχ ι iy ι ιζ  ι (2)

Χρησιμοποιώντας τις αντιστοιχίες

και

(*! >yx *ζχ >χ2 >y2 >ζ2 ·· · · ’ xM»yN’zu)<~ >(x1 *χ2 >χ3 ’χ, >χ5....... χ3ν) ·

(2α)

, (ε) (έ) (ε) (ε) (ε) (ε) ρ (ε). (ε) ρ (εΚ .
IF1X ’Fiy ’F1Z ’F2X ,F2y ’F2 z ’ ' ” ’FNx ’FNy ’FNz } "

(ρ(ε) (ε) (ε) ρ(ε) (ε) ' ' ( ε ) .(F ,Ρ ,Ε .Ρ ,Τ , .. ·· .F,n (2β).

η σχέση (2 ) γράφεται,

Λαμβάνονχας υπόψη τη σχέση (1) της παραγράφου (4.9) δηλαδή,

x i  = x i ^ 1 »^2 »· · · >4^9^) 9 ( i =1 » 2 , . . .  ,3Ν)

προκύπτει.

3χ. 3χ. 3χ. 3χ?
. -  γ 0q + τ—̂· q̂ + Λ+Γ *ι 3q̂  3q̂  Η2 ν /at

,=0

δχ. = ι

(4)

(5)

ν 3χ.
(6 )
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Αντικαθιστώντας την (6 ) στην (3) προκύπτει ότι, το ολικό δυνατό έργο ■ 

επιβεβλημένων δυνάμεων είναι

3Ν .
. 1 »ι*1

(ε)
*  - Υ  ι ^  £

1 i*1 k*1 qk

ν 3Ρ ι„\ 3*.
1 ( ι  ρί s r ' Sk* 1 1 = 1 1 3qk 1

(7)

Εάν τώρα θέσουμε

(8 )

το ολικό δυνατό έργο των επιβεβλημένων δυνάμεων λαμβάνει τη μορφή

3Ν
ϊ  F·

i=1 1

(ε) δχ.ι I V qkk=1^ κ
(9)

Η ποσότητα ονομάζεται "γενικευμένη δύναμη". Η γενικευμένη δύναμη 

δεν είναι απαραίτητο να έχει διαστάσεις δύναμης.

4.11 Ολική κινητική ενέργεια συστήματος

Από την σχέση (2) της παραγράφου (3.6) γνωρίζουμε ότι, η ολική κι­

νητική ενέργεια Τ , συστήματος είναι ίση με

Τ = |  f  m.,u| (1 )
i=1 1 1

όπου

ιυ?ι = x^+y^+z? .X X X X

Η (1) γράφεται

1 Ν
Τ = Τ’ I  m .(x?+y?+z?) . (2)

i=1 1

Χρησιμοποιώντας τις αντιστοιχίες

^  ,ζ^ ,χ2 ,y2 ,Ζ2, . . .  ,xN,yN,zH)<— 5> (χ  ̂,χ2,χ ,.3 »Χ 3Ν)
(3)

•t



προκύπτει.

( * x »Τχ > *2 » ^ 2 »2 2 ’ · '  · ’ * Ν * ^ Η * * Ν ^  > ( * >  ’ *2* Χ 3 * '  * * , Χ 3Ν

Λαμβάνοντας υπόψη τις (4) η (2) γράφεται

3Ν
Τ = 2 3  " i* i  *ΐ=1

Λαρβάνονχας υπόφη τπ σχέση (1) της παραγράφοσ (4.9α),δηλαδή

. 7  ’ · · · ) 9 ( τ=1*29· · · ,3Ν)

προκύπτει.

3χ. dq 3χ. .dq 3χ. dq,% 3x.* ----- ! _ ! .  + _ ! _ 2  + + _ 1  — —i
i 3q dt 3q dt * * * 3qv dt 3t

3x. 3x. 3x. 3x.• 1 .· 1 ·' . , 1 · , 1 x· = κ q «V q + ...+   ̂ q.i  3q l 3q 2 oq  ̂ V 3t

v 3x. 3x.

** ’  ‘J ,  ^  S 1 ·

Λαμβάνοντας υπόφη την (6 ), π (4α)γίνεται

, I  . 3Κ ν 3χ.
= χ I m.x? = — Τ m. ( Ϋ X— ή .)ί +

2 i=1 1 1 2 i=1 1 k=1 3qk k '
, 3N 3x. 3H 3x. v &x.

Έ σ τ ω  ότι το σύστημα είναι σκληρόνομο. Τότε, στις σχέσεις 

παραγράφου (4.9α> δεν θα περιέχεται εκπεφρασμένα ο χρόνος t . 

θα ισχύε ι

• ( 4 ) '

(4σ)

(5)

(6 )

(7>

(1 ) της 

Δηλαδή,
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(8)

Από την (3) προκύπτει

3χ.
T F  = 0 ’ (i=1 »2 9 · · · *3N) . (9 )

Λαμβάνοντας υπόψη την (9), η (7) δίνει

(10)

Από την (1 0 ) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, η ολική κινητική ενέργεια 

του συστήματος, στην περίπτωση που το σύστημα είναι σκληρόνομο, είναι 

μία ομογενής συνάρτηση δευτέρου βαθμού ως προς τις γενικευμένες ταχύτη­

τες.

4.12 Εξισώσεις Lagrange για την περίπτωση ολόνομων δεσμών όταν οι

γενικευμένες συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες.

Γνωρίζουμε ότι, όταν ένα σύστημα υλικών σημείων υπόκειται σε ολό- 

νομους δεσμούς, πληρούνται όλες οι προϋποθέσεις για να εφαρμόσουμε την 

"Αρχή D ’ Alembert".

Σκοπός της παραγράφου αυτής είναι, ξεκινώντας από την αρχή D* Alem­

bert, να βγάλουμε τις διαφορικές εξισώσεις κίνησης συναρτήσει των ανε­

ξάρτητων γενικευμένων συντεταγμένων.

Από τη σχέση (6 ) της παραγράφου (4.7) γνωρίζουμε ότι, η αρχή D ’ Α- 

lembert είναι

Χρησιμοποιώντας τις αντιστοιχίες (2α) και (23) της παραγράφου (4.10), 

η (1 ) λαμβάνει τη μορφή 1

!  ( F ^ - m A ) ^ .  -  Ο . ( 1 )

( 2 )

I
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θα προσπαθήσουμε τώρα να εκφράσουμε την (2 )- σε γενικευμένες συντε 

ταγμένες. . :

Η (2) γράφεται

3Ν
I  Τ {. ε ) δ χ . - 1  1 1 . L

3Ν

i = 1 1 = 1
m-χ.δχ. = 11  ι 0. (3)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (9) της παραγράφου (4.10), ο πρώτος όρος 

της (3) γράφεται

3Ν ,
I F·

ΐ=1 1
( ε ) δχ.ι · (4)

Πρωτού μετασχηματίσουμε το δεύτερο όρο της (3), θα αποδείξουμε με­

ρικές σχέσεις που θα μας χρησιμεύσουν.

Λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (1) της παραγράφου (4 .9π) δηλαδή

xi  “ xi^qi ,q2 , ” ' ,qv»t  ̂ » (i= 1 ,2,..-.,3Ν)

προκύπτει

V 3χ.
δχ. = £ τ— δη

1 k=1 3qk 1

Από την (5) προκύπτει

ν 3χ. 8 χ.• Γ 1 · 1
■ J ,  *>. ’ »  *  ’

: (5)

(6 )

(7)

Από την (7), αν πάρουμε την μερική παράγωγο ως προς κάποια γενικευμένη 

συντεταγμένη q προκύπτει

' 3χ. ν 32χ · . 3 2χ .

^ k  = m=1 3qk3qn, ^  ^ k 3*

Από την (5) προκύπτει

(8)
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3x.4 /"“ i .  _ *  3*xi  . 3**i

4t * m«1 3qa 3qk  *°+ * t* qk

H (9) γράφεται

3x. . v d2x. 3 2x .

< 3\ ) ‘  m=1 3qk3qm ^  3qk3t .

Συγκρίνοντας τις (8 ) και (1 0 ) συμπεραίνουμε ότι

3χ. 3χ.
(τγ̂ )  = l-erV  ·3<ΰ 3q,% TC

Επίσης, χρησιμοποιώντας την (7) προκύπτει

3χ. 3χ.

3$k "  3qk

(9)

( 10)

( 11)

( 12)

Λαμβάνόντας υπόψη τις (6 ), (11) και (12), ο δεύτερος όρος της (3) 

γράφεται /

3Ν 3Ν V 3χ.
I  π,.χ.δχ. = V m.2 . I -5—=-δη. 

ΐ=1 1 1 1 ΐ=1 1 l k=1 3qk k

V r3N 3x ,-j V 3N r· dx.
= I

k=1 y , - A -  I
k=1

l  k
i=1 L 1

·· Xx . —  
1 3qk·

8x. # 3x. .Ί
+m.x.1 1(?Ϊ7Γ)3qk 1 1 3qk K

V p 3N 3x . . 3N 3x. .Ί
« l

k=1 1  Σ,(· Α  ·
Τ m.x 

i=1 1 1 3qk ■k  =M*
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-3Ν

•. *

3χ. . 3Ν 3*. 
= I ΐ  ( π ^  ^ - )  τ I m χ. g— 
* 'fc=r-i=i - * ·*\  Γ=ι 1 1 3qk 6qk *

• V. - 3 Ν . · 3*. 3Ν. . ■:3x.η ■
, = j j d t  J > i * i  3q^J6qk *. ·. (13)

Από την σχέση (4jj).της παραγράφου (4.1-1) γνωρίζουμε ότι, η ολική κινητι­

κή ενέργεια του συστήματος είναι .

: -3Κ - ·
. Τ = ^ I m.x? . . 

2 i=i 1 1
(1.3α)

Παίρνοντας από την (13α) τις μερικές παραγώγους, ως προς q και q,1C 1C
της ολικής κινητικής ενέργειας του συστήματος, προκύπτει

3Η«3Τ r -  .. · . = ) m.x.3q,_ Λ* ΐ'Ί·

και

3χ.1
3qk " 3qk

(14)

. 3N 3x.3τ V 1f\ ·' . “  ) ID · X · rv · ' ·3q. . l l  3q.k̂ i=1 k̂
" . 'Λ (15)i

Λαμβάνοντας υπόψη τις (14) και (15), η (13) δίνει

3Ν V
■<**«*< ■ Σ Ife <§,

k ^k.·1
= j j d t  (3ή )- 3q ]«qk * (16)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (4) και (16), η Αρχή D ’. Alembert, που εκφράζετάι 
με την εξίσωση (3), γράφεται

^ Γ ά Ί
(17)

Τα 6qk είναι ανεξάρτητες μεταβολές . Για να ισχύει η (17), πρέ­

πει κάθε συντελεστής των 6qk να είναι ίσος με το μηδέν. Επομένως κα­
ταλήγουμε στις εξισώσεις

d_ , 3Τ . 3Τ - 
dt V3qv ,_ 3q. = \ (k=1 , 2 , . . ,ν ) . (18)
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Οι διαφορικές εξισώσεις (18) ονομάζονται "εξισώσεις Lagrange" ή "εξισώ­

σεις Lagrange 2ου είδους". Οι εξισώσεις αυτές ισχύουν, όταν το σύστημα 

υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς και οι γενικευμένες συντεταγμένες q ,.. 

qv είναι ισάριθμες προς το βαθμό ελευθερίας του συστήματος και ανεξάρ­

τητες μεταξύ τους.

Οι "εξισώσεις Lagrange" αποτελούν σύστημα ν διαφορικών εξισώσεων 

β' τάξεως ως προς q , , q , . ,q„ . Η γενική λύση του συστήματος των δια- 

φορικών εξισώσεων παρέχει την κίνηση του συστήματος των υλικών σημείων, 

δηλαδή τα q 1 =q1 ( t ) ,  q2 =q2 ( t ) ,... ) . Κατά την ολοκλήρωση του συ­

στήματος εμφανίζονται 2 ν αυθαίρετες σταθερές , οι οποίες προσδιορίζο­

νται από τις συνθήκες του προβλήματος.

Τα βασικά πλεονεκτήματα των εξισώσεων Lagranqe είναι ότι, στις εξι­

σώσεις αυτές δεν παρουσιάζονται διανυσματικά μεγέθη αλλά μόνο αριθμητικά. 

Είναι επίσης ανεξάρτητες του συστήματος γενικευμένων συντεταγμένων, που 

θα χρησιμοποιηθεί και δεν παρουσιάζονται οι αντιδράσεις των δεσμών.

4.13 Ειδικές περιπτώσεις των εξισώσεων Lagrange.

4.13α,0λες οι επιβεβλημένες δυνάμεις είναι συντηρητικές (Σύστημα 

συντηρητικό).

Έστω ότι οι επιβεβλημένες δυνάμεις προέρχονται από ένα κοινό δυ­

ναμικό ν . Το δυναμικό ν θα είναι συνάρτηση των θέσεων των υλικών ση 

μείων του συστήματος. Δηλαδή

V = V(x ,χ ,χ ,χ , . . . , x , w) . (1)1 2 3 «♦
θα ισχύει, σύμφωνα με τον ορισμό της συντηρητικής δύναμης

(ε)_ 3V_
i  ~ _ 3χ. ’ (Ϊ= 1 , 2 , . . . ,3Ν) ( 2)

Αντικαθιστώντας τις (2) στη σχέση (8 ) της παραγράφου (4.10) προκύ 

πτει ότι, η γενικευμένη δύναμη ^  λαμβάνει τη μορφή
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3Ν , , 3χ. 3Κ 3χ.
ο _ t  F ( e )  _ _ ι  = V / 3 V _ w _ i )  _ _ 2 L

3q. - V  3x. 3qt, 3qu.1=1 k̂ , i=.1 · ^ ^

Αντικαθιστώντας την (3 ) στις "εξισώσεις Lagrange", που δίνονται αίτό τη 
σχέση (18) της παραγράφου (4 . ί2 ),  προκύπτει

ά_ ,3Τ_,_ 3Τ_ _ _ 3V_ 
dt '3qk 3qk 3qk (k=1 , 2 .  ,v) (4 )

H (4 ) γράωεται

d_ f3T ' 3(T-V) = -
dt l3qk ; 3qk (k=1,2 , . . .  ,v) (5 )

Αντικαθιστώντας στην (1 ) τις  σχέσεις (1 ) της παραγράφου (4.9α) παίρνουμε

V = V( q_̂  ,q  ̂, . . .  ,q^ , t ) ( 6 )

Από την (6) προκύπτει ό τ ι, η μερική παράγωγος του δυναμικού ως προς 
κάποια γενικευμένη ταχύτητα θα είναι ίση με μηδέν. Δηλαδή ,

3V_ = Ο

Λαμβάνοντας υπόψη την (7 ) ,  η (5) γράφεται

[Μϊινίΐ _ _ ο (k_., 2 ν)
d t|_3 < L  J  3q^ ’ ( * - 1 ’2 ’ ···>ν )

θέτουμε

(7 )

(8 )

L = T-V . (9)

Λαμβάνοντας υπόψη tnv (9), η (8 ) γράφεται
: λ *

dt (34 )“ 3q = ° 5 (k=1 ,2 ,... ,ν) . ' (1 0 )
k k

Οι διαφορικές εξισώσεις (10) ονομάζονται εξισώσεις Lagrange και ισχύουν 

για την περίπτωση, κατά την οποία οι επιβεβλημένες δυνάμεις είναι όλες 

συντηρητικές και προέρχονται από κοινό δυναμικό.
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Η συνάρτηση Lei '(q x»q2. . . . , q v ,<i1,4i , . . . , 4 v tt )  ονομάζεται "συνάρ­

τηση Lagrange".

Οι "εξισώσεις Lagrange" (10) αποτελούν σύστημα ν  διαφορικών ε ξ ι ­

σώσεων, β'τάξης , ως προς q1*q2.*v»qv ·
Η λύση του διαφορικού συστήματος θα μας δώσει τα ql =q1( t ^  

q ^ (t )  δηλαδή, την κίνηση των υλικών σημείων του συστήματος.

4.13β Μερικές από τ ις  επιβεβλημένες δυνάμεις ε ίνα ι συντηρητικές.

Έστω ό τ ι ο ι επιβεβλημένες δυνάμεις, που ενεργούν στα m από τα 

r  υλικά σημεία του συστήματος, ε ίνα ι συντηρητικές. Το κοινό δυναμικό 

ν '  , από το οποίο προέρχονται ο ι συντηρητικές δυνάμεις, θα ε ίν α ι συνάρ 

τηση των θέσεων των υλικών σημείων του συστήματος. Δηλαδή

ν ' = ν '(χ  ,χ ,χ ,χ , . , . , χ  ) .1 2 3 <* 3m

θα ισ χύ ε ι, σύμιοωνα με τον ορισμό της συντηρητικής δύναμης

(1)

(ε) _ _ Η 1  
£ '  3χ£ (£—1,2, . . . ,3m) . (2)

Αντικαθιστώντας τη (2) στη σχέση (8) της παραγράφου (4.10) ,  προκύπτει 

ό τ ι η γενικευμένη δύναμη 0^ λαμβάνει τη μορνή

3Ν
\  ·  I *·^  ί=1 1

(ε) 3χ. 3m
-  U -i=1

3χ.3V' 311
► ι
i=3m+1

ΤΜ1
3χ̂
35Γ

3Β
- ιi=3m+1 1 (k= l, 2 , 3 , . . ,ν ). 

(3)

Συμβολίζουμε με τ ις  γενικευμένες δυνάμεις, προέρχονται από τ ις  μη 

συντηρητικές δυνάμεις

Ο'
3Ν

• I ·i=3m+1
F(e) 3χ. __ι

3q.
(4 )
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Λαμβάνοντας υπόψη την (4 ) ,  η (3) γράφεται

r +s ; (k=1 ,2 , . , ν)  . (5)

Αντικαθιστώντας την (5) στις  "εξισώσεις Lagrange" , που δίνονται 

από τη σχέση (18) της παραγράφου (4.12) προκύπτει

L· (!£_)_ 3Τ_ = _ 8VL . 
at l 3qk ; 3qk 3qk \ (k=1 , 2 , . . .  ,ν) (6)

Η (6) γράφεται,

a_ f i r ,  a(T-v') _
at l 3qJ" 3q. '  \  ’ (k= 1 , 2 , . . . ,v )  . (7)

Αντικαθιστώντας στην (1 ) τ ις  σχέσεις (1) της παραγράφου (4.9α) 

παίρνουμε ..................

V ' = V ' ( q i ,q 2 , . . . , q v , t )  . ( 8 )

Από την (8) προκύπτει ό τ ι η μερική παράνωγος του δυναμικού ως προς 

κάποια γενικευμένη ταχύτητα θα ε ίνα ι ίση με μηδέν . Δηλαδή

3V' = Ο . (9)

Λαμβάνοντας υπόψη την (9 ) ,  η (7) γράφεται

a_
at

j~9 ( T - V " ) j  _ a(T-v) _
\ (k= 1 ,... ,v) (10)

θέτουμε

1/ = T - V '  . (11)

Λαμβάνοντας υπόψη την (11),  η (10) γράφεται

d_ #31/ν 31/ _  η ,  
dt l 3qk ,_  3qk ~ % 9 (k=1........ v) . (1 2 )
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Οι διαφορικές ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  (12) ονομάζονται εξισώσεις Lagrange, που ισχύ­

ουν για  την περίπτωση, κατά την οποία μερικές από τ ις  επιβεβλημένες δυ­

νάμεις ε ίνα ι συντηρητικές.

Μία σπουδαία εφαρμογή της περίπτωσης αυτής ε ίναι -  όταν εμφανίζονται 

κατά την κίνηση του συστήματος και δυνάμεις τριβής. Οι δυνάμεις τριβής 

δεν ε ίναι  συντηρητικές δυνάμεις.

4.13γ.Οι γενικευμένες δυνάμεις προέρχονται από δυναμικό που ε ίνα ι 

συνάρτηση των γενικευμένων συντεταγμένων, των γενικευμένων 

ταχυτήτων και του χρόνου.

Έστω ό τ ι η γενικευμένη δύναμη , ε ίνα ι της μορφής

(λ =1 ,2 , · . .  >ν) , (1)

όπου η συνάρτηση u=u(qx , . . . ,qv ,q , . . . , q v , t )  ονομάζεται "γενικευμένο 

δυναμικό".

Αντικαθιστώντας την (1) σ τις  "εξισώσεις Lagrange" που δ ίνοντα ι από 

τη σχέση (18) της παραγράφου (4.12) προκύπτει,

d_  ,3Τ_, 3Τ_ d_  / 3U , 3U_ 
dt ^3qk ,_  3qk ‘  dt V34k ; "  3qk *

H (2) γράφεται

( k = i , . . . ,v)  .

d Γ3(T-U)Ί 3(T-U) _
dt L 3qk J “  8<lk (k=1 , . . . , v )  .

θέτουμε

L* = T-U .

(2)

(3)

(4)

Λαμβάνοντας υπόψη την (4 ) ,  η (3) γράφεται

d_ /3L^ , _ 3L1 
dt V3qk ~ 3qk

(k=1, 2 , . . .  ,v) . (5)



»

153

Οι διαφορικές εξισώσεις (5) ονομάζονται "εξισώσεις Lagrange" που ισχύ­

ουν για  τη ν  ειδική περίπτωση, κατά την οποία ο ι γενικευμένες δυνάμεις 

εκφράζονται με το γενικευμένο δυναμικό.

Μια σπουδαία εφαρμογή της περίπτωσης αυτής ε ίνα ι όταν φορτίο κ ι ν ε ί ­

τα ι μέσα σε ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο.

4.14 Πρώτα ολοκληρώματα των εξισώσεων Lagrange -  Γενικευμένη ορμή 

Κυκλικές συντεταγμένες -  Ολοκλήρωμά του Jacobi.

Ονομάζουμε "πρώτο, ολοκλήρωμα των εξισώσεων Lagrange" κάθε σχέση της

Κάθε πρώτο ολοκλήρωμα τως εξισώσεων Lagrange μας βοηθά να λύνουμε πιο 

εύκολα το  σύστημα των διαφορικών εξισώσεων Lagrange αλλά και να βγάζουμε 

αμέσως ωρισμένα συμπεράσματα, που αφορούν την κίνηση.

Ονομάζουμε "γενικευμένη ορμή" το μέγεθος ,

Το μέγεθος ρ ονομάζεται "γενικευμένη ορμή", δ ιό τ ι στην.περίπτωσηχζ.
που ο ι γενικευμένες συντεταγμένες συμπίπτουν με τ ις  καρτεσιανές συντεταγ­

μένες, η γενικευμένη ορμή συμπίπτει με την γνωστή μας γραμμική ορμή.

θεωρούμε ελεύθερο σύστημα Ν υλικών σημείων, στο οποίο ο ι επιβλημέ- 

νες δυνάμεις είναι συντηρητικές. Επειδή το σύστημα είναι  ελεύθερο, ο βαθ­

μός ελευθερίας ν του συστήματος συμπίπτει με τον αριθμό των Καρτεσια­

νών συντεταγμένων του συστήματος (ν=3Ν).
Παίρνουμε τότε τ ις  γενικευμένες συντεταγμένες q1,q2, . . . , q v να 

συμπίπτουν αντίστοιχα με τ ις  Καρτεσιανές συντεταγμένες χ ^ χ ^ . , . , χ  .

Δηλαδή

μορφής

f(qi5q • 5ην ,4α,42»· ··>%>*) = σταθ. (1)

(k=1,2,...v) (2)

9 · * · »v)9 (2α)
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Η ολική κινητική ενέργεια Τ του συστήματος ε ίν α ι, ως γνωστό

Τ = \  Υ m.x* . 2 . υΛ ι ιί=1
Λαμβάνοντας υπόψη τη.ν(2α) και ό τ ι  ν=3Ν 

1 ν
Τ=2 I , (i=1,2,* i=1

n (3 ) γράφεται 

,v )  .

Η συνάρτηση Lagrange ε ίνα ι

(3)

(4 )

L = T-V , (5 )

όπου

V = V ( q ^ , · · . )  . ( 6)

Λαμβάνοντας υπόψη την (4 ) ,  η (5) δίνει

ι* * τ  \  Μ * - ν  .
ΐ=1

Από την (7) προκύπτει

(7)

pk =
3L
34, = mkqk (k=1,2,... ,v)

Λαμβάνοντας υπόψη την (2α),η (8) γράφεται

(8)

pk = \\ » (k=1,2,...,v) . (9)
Από την (9) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,  γ ια  την περίπτωση που εξε­

τάζουμε, π γενικευμένπ ορμή pk συμπίπτει με την γραμμική ορμή.

Ονομάζουμε κάποια γενικευμένη συντεταγμένη π.χ.  την qk "αφανή" 

ή "κυκλική" , όταν δεν περιέχεται στη συνάρτηση Lagrange L .

Μετά τους προηγούμενους ορισμούς θα προσπαθήσουμε να βρούμε "πρώ­

τα ολοκληρώματα των εξισώσεων Lagrange".

Γνωρίσουμε ό τ ι ,  η συνάρτηση Lagrange εξαρτάται από τ ις  νενικευμέ-

ι
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νες συντεταγμένες, .τ ις  γενικευμένες ταχύτητες και το χρόνο ,

- L = L ( q , q , . . * , Q , q , q , . . . , q .  ,"t) (10)1 2  V ι 2 V

και ισχύουν οι ν  διαφορικές εξισώσεις ,

dt 3qk ~ ° * (k=1,2 ,... ,ν) . (-11)

Εάν κάηοτα από τ ις  γενικευμένες συντεταγμένες ε ίνα ι αφανής (π.χ.  η q^ 

δεν υπάρχει στην συνάρτηση Lagrange) , τότε από την (10) προκύπτει

= ° . (12) 

Λαμβάνοντας υπόφή την (12),  η (11) δ ίνε ι

η  <£-> -  ° · " 3>k

Από την (13) παίρνουμε.

| τγ— = σ,ταθ. ( 1 4 )κ
Η (14) ε£ναι ένα"πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Lagrange", Έχοντας υπό­

ψη τον ορισμό της γενικευμένης ορμής, η (14) γράφεται

ρ = σταθ. (15)m
Από την (15) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,  “η γενικευμένη ορμή που

α ντισ το ιχ ε ί σε μια αφανή γενικευμένη συντεταγμένη παραμένει σταθερή κα-«
τά την κίνηση".

Ε ί ν α ι  προφανές ό τ ι θα έχουμε τόσα πρώτα ολοκληρώματα των εξισώσεων 
Lagrange αυτής της μορφής, όσες είνα ι ο ι αφανείς γενικευμένες συντεταγ­

μένες.
θα προσπαθήσουμε τώρα να βγάλουμε ένα άλλο πρώτο ολοκλήρωμα των ε­

ξισώσεων Lagrange.
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Η ολική παράγωγος, ως προς τον χρόνο της (10) ε ίνα ι ίση με

d.L __ t* dL , ·  ̂ dL
dt i  + L aA

dL . . dL * . dL 
dtk=1 3qk k k=1 3qk k 

Λαμβάνοντας υπόφη tnv (11),  n (16) γράφεται

(16)

dL _ i  d ,9L v  i  3L d\
-  L J+ ' λΑ ' l̂r+ L ϋΑ

V . .  V

4t J .  4t Χ ' ν »ίι s’ k 4t
dL

dL _ r id_,dL_ . ,1 3L _ 
dt ~ ^ L d t 'd t .. V J  dt "

d_
dt ΙΙλ  Φ

4·'
3t (17)

H (17) γράφεται

d Γ ν
V ή 3L Ί dL dL

dt L
Lk=1 K 3v> dt dt

ή

d__ r v v · 3L T] dL
dt L %  

-k=1 * 3qk
-  L| = "  dt *

δή

(18)

Εάν η συνάρτηση Lagrange δεν περιέχει εκπεφρασμένα τον χρόνο, δηλα-

(19)L = L(q^ ,q^, . ,4y ,4^ , . ,<1̂ )

προκύπτει

9L
at = ο . (20)

Λαμβάνοντας. υπόψη την (20 ), η (18) δίνει
*·

Vά_
dt ϋ > Μ - ° ·

(21)

Από την (21) παίρνουμε 

ν
γ · ' 3L
i . " *  94k

-  L = σταθ. (22)
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Η (22) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Lagrange, γνωστό 

ως "ολοκλήρωμα του Jacobi" . .■ >

Στην ειδική περίπτωση, που το μηχανικό σύστημα είναι  "συντηρητικό", 

θα αποδείξουμε ό τι το ολοκλήρωμα του Jacobi συμπίπτει με τη διατήρηση -  

της μηχανικής ενέργειας.

Ό τα ν λέμε ότι το μηχανικό σύστημα είνα ι συντηρητικό, σημαίνει ό τ ι 

ο ι επιβεβλημένες δυνάμεις προέρχονται από το κοινό δυναμικό ν , που ε ί ­

ναι συνάρτηση των θέσεων των υλικών σημείων του συστήματος. Δηλαδή

ν = ν (χ  ,χ , . . .  ,χ „ )  . (23)1 2  ' ·'
φ

Όταν λέμε ότι το σύστημα είναι  σκληρόνομο, σημαίνει ό τι ο ι Καρτεσιανές 

συντεταγμένες των υλικών σημείων εκφράζονται συναρτήσει μόνο των νενικευ- 

μένων συντεταγμένων (δεν περιέχουν εκπεφρασμένα το χρόνο). Δηλαδή

χι

Χ3Ν= X3N̂ qi ’ " * ,qv̂  '

Αντικαθιστώντας τ ις  (24) στην (23),  παίρνουμε

(24)

ν V(q 1 -V · (25)

Από τη σχέση (10) της παραγράφου (4.11) γνωρίζουμε ό τ ι ,  η ολική κ ι­

νητική ενέργεια τ  σκλορόνομου συστήματος είνα ι μία ομογενής συνάρτηση 

δευτέρου βαθμού ως προς τ ις  νενικευμένες ταχύτητες.
Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Euler για  τ ις  ομογενείς συναρτήσεις, προ 

κύπτει η παρακάτω σχέση για την ολική κινητική ενέργεια του συστήματος

ν

ί Λ 35I qv I t -  = 2Τ . (26)

Ισ χύει, ως γνωστό
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L = T-V (27)

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (26) και (27) ,  η (22) δ ίν ε ι

2T-(T-V) = σταθ.

ή

Τ + V = σταθ. (28)

Από την (28) προκύπτει τ» διατήρηση τρς μηχανικής ενέργειας.

4.15 Εξισώσεις Lagrange για  την περίπτωση ολόνομων δεσμών, όταν ο ι 

γενικευμένες συντεταγμένες δεν ε ίνα ι ανεξάρτητες.

Στην παράγραφο (4.12) δώσαμε τ ις  εξισώσεις Lagrange, για  την περί­

πτωση,που το σύστημα υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς. 0 αριθμός των γ ε ν ι -  

κευμένων συντεταγμένων,που καθόριζαν τη θέση του συστήματος ήταν ίσος με 

το βαθμό ελευθερίας του συστήματος και πληρούσαν εκ ταυτότητος τους δε­

σμούς. Δηλαδή ο ι γενικευμένες συντεταγμένες ήταν ανεξάρτητες.

Τώρα, θα δώσουμε τ ις  εξισώσεις Lagrange, για  την περίπτωση,που το 

σύστημα υπόκειται πάλι σε ολόνομους δεσμούς, αλλά ο αριθμός των γενικευ - 

μένων συντεταγμένων, που καθορίζουν τη θέση του συστήματος, ε ί ναι  μεγα­

λύτερος από το βαθμό ελευθερίας του συστήματος.
Έστω ό τ ι τ ις  3Ν Καρτεσιανές συντεταγμένες του συστήματος τ ις  γρά 

φούμε συναρτήσει των γενικευμένων συντεταγμένων q1,q2, . . . , q ^ ,  (Α>ν).

χ = χ (q ,q , · · · »qn»t)1 1 1 2  Λ1 1 1 2
χ = x (q ,q , . . . , q « , t )2 2 1 2  *

(1)

Οι k-δεσμικές σχέσεις, που δίνονται από τη σχέση (8) της παραγράφου
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( 4 . ία ) ,  δέν επαληθεύουν εκ ταυτότητάς τους δεσμούς. Ληλαδή ο ι 

μένες συντεταγμένες δεν ε ίνα ι ανεξάρτητες.

' Αντικαθιστώντας τ ις  (1) στις σχέσεις (8) της παραγράφου 

προκύπτει

Φ (q ,q = 0

Φ (q »q »· · · ~ ®2 1 2  !
........................... .............  '· (k-σχέοεί,ς)

Φ-iq ^ι 1 2 Λ
· · · · · · · · · · ·  ·-· · · · # · ·

Από τ ις  σχέσεις (*2) προκύπτει

8φ 8φ 3φ̂
1 6q + 

1
6q +V. ·+ 

2 n z «q

8φ 8φ 3ψ
2 6q + 

1
__ζ_
9 *2

5c[ · «4* 
2

__2.
3qP 6q

3φ. 8φ. 3φ£

<
6q + 
-1 < 6q +·..+

2 m
fiq

6q̂ + 3<pk
8q2

6q^+. ·.+ 3pk
3q£ 6q

ο- :

= ο >(Κ -σχέσεις)

Ακολουθώντας την ίδια πορεία, με εκείνη της παραγράφου 4 

τη σχέση (17),  έχουμε

131=1 ~
(ιη= 1 ,2 9 · · ·

Επειδή εδώ τα 6q ,6q , . . . , 6 q e δεν είνα ι ανεξάρτητα Μεταξύ1 2  X»

νενικευ-..

(4.1α),

(2)

Ο ) ;.· 1 i

(.12 μέχρι

,1) ·  (4)

τους <A-k



ε ίν α ι ανεξάρτητα), θα χρησιμοποιήσουμε τη γνωστή μέθοδο των πολλαπλασι­

αστών του Lagrange, για  να καταλήξουμε σ τις  εξισώσεις κίνησης.

Πολλαπλασιάζουμε κάθε μία από τ ις  σχέσεις (3) με τους αντίστοιχους 

συντελεστές λ ,λ  , . , . , λ . . Οι σχέσεις (3 ) δίνουν1 2  X Κ

3φ 3φ 3ψ
λ ’κ—  6q +λ -r—i- flq «*·...4-λ — 6q

3 φ

ι oq ι ι  3q -2 1 2 i ^  "*1

2 3q

3φ 3φ
2 6q +λ + . #. +X 6 q fll 2 oq 2 2 3q  ̂ *

= 0

= 0

3φ. 3φ. 3φ.
i  8 Γ  6qi+Xi  3 Γ  V * ' * +Xi  3qT N  = 01 2  it

(5)

3φ 3φ
\  3 Γ  W  3 Γ  * V1 2

Προσθέτοντας τ ις  σχέσεις (5 ) σ τις  ( 4 ) ,  έχουμε

(6)

(7)

Τα . λί  εκλέγονται, έτσι ώστε να μηδενίζονται τα 6qffl στους k- 
πρώτους όρους του αθροίσματος (7) .  Δηλαδή θα ισχύει

d _  / 3Τ
at 19V

)- 3Τ

'3qn>
* Q +m

k
I

i=1
λ.ι

3φ.ι
3qm

(ro=1,2, . (λ) (8 )

Απομένουν στο άθροισμα (7) όροι πλήθους ( ί , -k )  . Τα 6qjn που

παρουσιάζονται τώρα ε ίνα ι τα <5qk+1, 6qk+2............. 6q^ . Αυτά



είναι  ανεξάρτητα. Επομένως, πρέπει ο ι συντελεστές των 

, να' ε ίνα ι όλοι ίσοι μέ μηδέν. Αρα

d_-,3T_,_ 5Τ.
dt 86 3α *πι τη

(m=k+1, •. Λ)

• · · >

(9)

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (8) και (9) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,  ' 

πρέπει να ισχύουν ο ι εξισώσεις

£_ (3 Τ , 3Τ_ _
dt v3qJ  3 ^  V

k
X hi-1

3o.
(m=1,2,. . (10)

Οι l  αυτές διαφορικές εξισώσεις είναι  οι  εξισώσεις Lagrange, για την 

περίπτωση, ολόνομων δεσμών, όταν ο ι γενικευμένες συντεταγμένες δεν είναι  

ανεξάρτητες. '

Από τη λύση του συστήματος αυτού θα προκύφουν τα q =q ( t q 0=1 1  X»
) ·
Στην πράξη, για  να υπολογίσουμε τα λ ,λ , . , . , λ  , q ,q , . . . , q 0 λύ- 

νουμε το σύστημα των εξισώσεων (2) και (10).  Το σύστημα αυτό ε ίνα ι ένα 

σύστημα (k+i.) εξισώσεων με k+i. αγνώστους.

Η ποσότητα

Q(δ) .
(m)

3φ.
= Σλ . τ ^ί=1 1 3qm

(m~1,2 , , (11)

που παρουσιάζεται στο β' μέλος της (10),  αποτελεί την "γενικευμένη δεσμι- 
κή δύναμη". Έ τ σ ι ,  όταν προσδιορίζουμε τους συντελεστές λ1,λ2, . . . , λ  
υπολογίζουμε έμμεσα την επίδραση των δυνάμεων των δεσμών.

4.16 Εξισώσεις Lagrange για την περίπτωση ολόνομων δεσμών, όταν ο ι
γενικευμένες συντεταγμένες δεν ε ίνα ι ανεξάρτητες και ο ι επιβεβλημένες 

δυνάμεις είνα ι συντηρητικές (Σύστημα συντηρητικό).

Το αντικείμενο αυτής της παραγράφου είναι μία ειδική περίπτωση της 

προηγούμενης.
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Στην παράγραφο αυτή θεωρούμε άτ ι ,  ο ι επιβεβλημένες δυνάμεις προ­

έρχονται από κοινό δυναμικό ν  . Το δυναμικό θα ε ίνα ι συνάρτηση των θέ­

σεων των υλικών σημείων του συστήματος. Δηλαδή

ν a ν (χ  ,χ . , χ , „ )  . (1)1 2

θα ισ χύ ε ι, σύμφωνα με τον ορισμό της συντηρητικής δύναμης

F ( e ) _  _  3 J L
F i  "  9χ 4

( i = 1 , 2 , . . . , 3 N )  . (2)

Ακολουθώντας την ίδ ια  πορεία που ακολουθήσαμε στην παράγραφο (4.13α) 

ο ι  εξισώσεις (10) της παραγράφου (4.15) θα δώσουν

όπου

*  ' % * '  Κ , "  ι ϊ Λ  3\  ' <" =’ ’ 2 ........11

L = T-V , V = V(q ,Q , . . .  ,τ ) ,1 2  *

L = L(q ,q , . . . , q . , q  ,q , . . . , ^ λ,Ί) .1 2  λ l 2 *

(3)

Οι £ αυτές διαφορικές εξισώσεις είναι  οι  εξισώσεις Lagrange , γ ια  την 

περίπτωση ολόνομών δεσμών όταν ο ι νενικευμένες συντεταγμένες δεν είναι  

ανεξάρτητες και ο ι επιβεβλημένες δυνάμεις είναι  συντηρητικές. Από την 

λύση αυτών των διαφορικών εξισώσεων θα προκόψουν τα q1=q1( t ) ,  q2=q2( t ) ,
• · · ) · ’

Στην πράξη, για  να υπολογίσουμε τα X1,X2, . . . , X k , qi ,q2, . . . ,q£ . 

λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων (3) της πσοαγράφου αυτής και την (2) 
της προηγουμένπς παραγράφου.

Το.σύστημα αυτό είναι  σύστημα (k+£) εξισώσεων με (k+£) αγνώστους.

4.17 Εξισώσεις Lagrange για  την περίπτωση ανολόνομων δεσμών. ,

Μέχρι τώρα δώσαμε τ ις  εξισώσεις Lagrange σε διάφορες περιπτώσεις, όταν 

το σύστημα υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς.
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Εδώ θα δώσουμε τ ις  εξισώσεις Lagrange για την περίπτωση; που το

σύστημα υπόκειται σε ανολόνομους δεσμούς.

Επειδή το σύστημα υπόκειται σε ανολόνομους δεσμούς, θα χρησιμοποι­

ήσουμε τους ορισμούς για  τους βαθμούς ελευθερίας που δώσαμε στην παρά­

γραφο (3.10) .  'Εστω ό τ ι το σύστημα έχει ν  βαθμούς ελευθερίας νια  την 

πεπερασμένη κίνηση. Τότε, τ ις  3Ν Καρτεσιανές συντεταγμένες του συστή­

ματος μπορούμε να τ ις  εκ<ρράσουμε συναρτήσει των γένικευμένων συντεταγ­

μένων, q a ,q2, * · ^ .  ·  ο ι οποίες ε ίνα ι ανεξάρτητες

χι = xi (V V ' - “ V t)
Υ  “« x'2Cqi  ,q2 ; .v: ,qv , t )

0 . . .  · · · · · « · ·

X. = x.-(q, ,q , . . . , q  ,t )1 ± 1 2 V

X3H= JC»N(V V * ,V t )  · '

• 'J

(1 ) ' -

'Εστω όχι το σύστημα υπόκειται σε s (s<v) ανολόνομους δεσμούς 

της μορφής

α άχ +α άχ + 11 1 12 2
α άχ +α άχ ♦ 21 1 22 . 2

+α

♦α

1 3 Ϊ {**3$ 

23ΝάΧ3Ν

-  Ο· 

= 0
(2)

α. Τάχ +α .άχ.· +
S I  1  S2 2

. . ·+α ■ „dx ι
S  3 Η  3 Ν

Γνωρίζουμε ό τ ι ,  μηχανικό σύστημα, που υπόκειται σε δεσμούς της μορ­
φής ( 2 ) ,  συμπεριφέρεται σαν "καθαρά μηχανικό σύστημα". <

Συνεπώς, μπορούμε να εφαρμόσουμε την. "αρχή D* Alembert" , γ ια  να 
καταλήξουμε στις διαφορικές εξισώσεις κίνησης ως προς τ ις  γενικευμένες 

συντετανμένες.
Λαίιβάνοντας υπόψη τ ις  (1) ,  ο ι (2) γράφονται
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A dq +A dq ♦ . „ .+ A  d q + B  dt  »  0 
1 1  1 1 2  2 ιΠ 1

A dq +A dq ♦ . . .♦ A  dq +B d t  *  0 21 1 22 2 2n T) 2
.............................. .............  , (3a)

(β-σχέσευς)
A. dq +A. dq ♦•••♦A. da+B dt -  0 li  i2 2 ΐη i) η

A dq +A dq +...+A dq+B dt s i nx ' s2 ^ 2  sn s 0 ,

όπου ο ι συντελεστές ε ίνα ι συναρτήσεις των γενικευμένων συντεταγμένων

q ,q , . . . , q o KOI TOU XP0VOU t  ·1 2  v
Για  τη δυνατή μετατόπιση, ο ι αντίστοιχες σχέσεις προς τ ις  (3α) ε ί

ναι

A dq +Α dq +...+Α  dq = Ο ί ιι ι 12 2 ΐη η j
A 6q +Α dq +...+Α 6q  ̂ = 0 >21 1 22 2 2Τ) Π r (ε-σχέσει,ς) (4)

•+Asn^n = o

Ακολουθώντας την ίδ ια  πορεία που ακολουθήσαμε μέχρι και τη σχέση 

(17) της παραγράίοου (4.12) ,  θα προκόψει

ν  Γ

j , !v
d_
dt

(3L.)+ w
V  κ■]6qm = ° ’ (m=1, 2 , . . .  , v ) (5)

Επειδή εδώ τα 6q Μ  , . . .  ,6q„ δεν ε ίνα ι ανεξάρτητα μεταξύ τους (v -s1 2  V
ε ί ναι  ανεξάρτητα), θα χρησιμοποιήσουμε τη γνωστή μέθοδο των πολλαπλασι­

αστών του Lagrange, για  να καταλήξουμε σ τ ις  εξισώσεις κίνησης.

Πολλαπλασιάζουμε κάθε μία από τ ις  σχέσεις (4 ) με τους αντίστοιχους 

συντελεστές λ ,λ ,·.. . , λ· .1 2  S
Οι σχέσεις (4) δίνουν

λ A dq +λ A 6q + 1 11 1 ·1 12 2
λ A dq +λ A 6q + 2 21 1 2 22 2

. ..+λ A dq = o. ι in π

. . . + λ  A dq = 0
2 2η «ί

(6)
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λ A 6q +λ A .δα +...+X A dq = 0 .S SI ’ i S S2 -2 S sn *n

Προσθέτοντας τις  σχέσεις (5) και (6 ) ,  παίρνουμε'

π,=1 f v  »  (3 ζ )+ 3ν1δν i i  j i ^  = °
(7 )

Η (7) γράςιεται
ί ν· I

dt ' Sq̂ (8)

Τα λ^. εκλέγονται* έτσι ώστε να μηδενίζονται τα dq  ̂ στους s πρώτους 

όρους του αθροίσματος (8)*.

Δηλαδή θα ισχύει

i_  (»ϊ_)_ = ο + f λ ! ! i
dt V  ^  V S l 1 **.

(m=1,2,.... ,s) (9)

Απομένουν τότε στο άθροισμα (8) όροι πλήθους ( v - s )  , Τα που

παρουσιάζονται τώρα είνα ι τα δς ,6q , . . . ,d q  . Σύμφωνα με τον ο ρ ι - .
S + l  S + 2

σμό του βαθμού ελευθερίας για απειροστή κίνηση αυτά ε ίνα ι ανεξάρτητα.

Επομένως, πρέπει ο ι συντελεστές 6qg+i ,6qg+2, . . . , 6 q v  να είναι  όλοι 
ίσ ο ι με μηδέν. Άρα

d_ /3Τ_. 8Τ_
dt V3qm,_ 8qm (m=s + 1 ,.. . ,v )  . (10)

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (9) και (10) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ό τ ι ,  
πρέπει να  ισχύουν ο ι εξισώσεις

d_ , 3Τ_> 3Τ_
dt ^ q ^ " = Q + V X. A.in . L. l ii=1 lffl (m=1, 2 , . . . ,v )  · (11)

Οι 1 αυτές διαφορικές εξισώσεις είνα ι ο ι εξισώσεις Lagrange , για
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την περίπτωση ανολόνομων δεσμών.

Από τη λύση του συστήματος αυτού θα προκύψουν τα

V qv( t ) *
Στην πράξη, για  να υπολογίσουμε τα X1,X2. . . . ^ g ,q1,q2, . . . , q v , 

λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων (3c) και (11).  Το σύστημα αυτό ε ίνα ι 

ένα σύστημα (s+v) εξισώσεων με (s+v) αγνώστους.

4.18 Εξισώσεις Hamilton
Σ τ ις  προηγούμενες παραγράφους δώσαμε τ ις  εξισώσεις Lagrange, με 

τ ις  οποίες μπορούμε να εργαστούμε για  να μελετήσουμε την κίνηση καθαρά 

μηχανικού συστήματος.

Σκοπός της παραγράφου αυτής είναι  να δώσουμε, με τη βοήθεια των ε­

ξισώσεων Lagrange , άλλες διαφορικές εξισώσεις, με τ ις  οποίες μπορούμε 

να εργαστούμε για  να μελετήσουμε πάλι την κίνηση καθαρά μηχανικού συστή 

ματος. Οι εξισώσεις αυτές είναι  οι  εξισώσεις Hamilton.

Για να βρούμε τ ις  εξισώσεις του Hamilton, πρέπει να γράφουμε τ ις  

υποθέσεις που κάνουμε. Υποθέτουμε ό τ ι :

(α ) Το μηχανικό σύστημα υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς.

(β ) Οι γενικευμένες συντεταγμένες, που καθορίζουν τη θέση του συστήμα­

τος,  ε ίνα ι ίσες με το βαθμό ελευθερίας του συστήματος και ε ίνα ι ανε 

ξάρτητες μεταξύ τους.
(γ )  Το μηχανικό σύστημα είναι  συντηρητικό.

Σύμφωνα με τ ις  υποθέσεις αυτές, ισχύουν ο ι εξισώσεις Lagrange της 

μορφής :

i t  « i t ’ -  f t  ■ 0 · θ ' - 1·2........ν) · " »κ. κ.

όπως προκύπτει από τα αποτελέσματα της παραγράωου (4-13α).

Η συνάρτηση Lagrange , L , εξαρτάται από τ ις  γενικευμένες συντεταγμέ 

νες,  τ ι ς  γενικευμένες ταχύτητες και το χρόνο. Δηλαδή,

L = i»(q ,qg »·»· »q ĵ»q »<ι , · · · .ly  »t·) · (2)
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Εισάγουμε μια νέα συνάρτηση ,Η  , που ονομάζεται συνάρτηση Hamilton, 

με τη σχέση

H s piV p2V , “ +w l ’

Η (3) γράφεται
V

Η = ϊ  Pk\ - L  , 
k=1 Κ k

όπου pk η γενικευμένη ορμή.

Έχουμε ορίσει, ως γενικευμένη ορμή pk , την ποσότητα

Pk = * , ( k = 1 , 2 , . , ν )  . ( 5 )

Επειδή η συνάρτηση Lagrange , L , εζαρτάται από τ ις  γενικευμένες συν­

τεταγμένες, τ ις  γενικευμένες ταχύτητες και το χρόνο, το δεΕιό μέλος της

(5) θα εξακολουθήσει να εξαρτάται από τ ις  ίδ ιες μεταβλητές.

Συνεπώς, οι ν εξισώσεις (5) μπορούν να αποτελούν σύστημα, ως προς

τ ις  γενικευμένες ταχύτητες 41,42.........4ν  ·
Από τη  λύση του συστήματος αυτού θα προκύψει

g  ̂ = ĝ  (g^ »g2»· · · >ρ 2 *ρ 2 * * * * ’ Ρν )

42 = 42(q »<i2, · · · »<ιν »Ρ1»Ρ2» · · · »Pv »t)
....................................................... ... (6)

(3)

(4)

ĝ  ~ g^(g2 »g2, · · · »ĝ »p̂  ,ρ^, · · · »ρ^»t) ·

Αντικαθιστώντας τ ις  (6) στην (3 ) ,  προκύπτει ό τ ι ,  η συνάρτηση Hamil­
ton ,Η  ,εξαρτάται από τ ις  γενικευμένες ορμές, τ ις  γενικευμένες συντεταγ­

μένες και τον χρόνο, δηλαδή

Η = Η(ρ ,ρ  , .  · ,ρ. ,q  ,q  , . . . , g - , , t )  . ( 7 )1 2  ν 1 2 ν

Από την (7 )  προκύπτει
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,1Τ 3Η 3Η . , . 3Η . . 3Η . ,
®  3ΪΓ dV  3 ^  dp2+‘ · *+ 35; dpv W  V

3 q “  dV "  3«l , dV  3 t d t ‘

H (8) γράφεται

v
y /3H . 3H . w  3H . .

Jl v  K  “ * '
Από τη σχέση (4) παίρνουμε

ν
<3Η * I (pkdV ‘\ dpk -̂dL ·k=1

Από τη σχέση (2 ) έχουμε

ν
Σ

k=1 Hk

Επειδή

Λ Τ  —  V  An J .  3 L  A ·  Ν · 3 L

^  L ( 3 i T dqk + 3 T dqk )+ 3 t  d t  *

3L
Pk = 34, 

η σχέση (1 ) δ ί νε ι

^ k
dt

H (13) γράφεται

3L
»<k

= 0

Pv= 3L
k 8qk ‘

Αντικαθιστώντας τ ις  (12) και (14) στην (11) ,  έχουμε

V . τ̂
dL = J 1(pkdqk+pkdqk )+ 3t dt ‘ k=1

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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Λαμβάνοντάς υπόψη' την (15) ,  π (.10) γράφεται

ν ν
( P k d q + q d p ) ·k=1 Κ Κ κ k=11  {pkdV 4kdpk)-, .L ( V V pkd\ )_ f t dt ·

n
V

dH = t (q, dp.-p,dq )- dt .
k=1 · k  ^ k  * ^ k  H k  3 t

Εξισώνοντας τις  (9) και (16),  έχουμε

ΐ  ,8Η . ^ 3Η . , 3Η .. r , .  . . . .  \ 8L ..
J / a ^  dV  dqk)+ aT dt = J . (qkdV pkdqk)-  at dt ·

k = 1

H (17) γράφεται

y

k A )av (l ^  +pk)dqJ +(l f + f t )dt = ° ·

Επειδή τα dp^dqj  ̂ και dt ε ίνα ι ανεξάρτητα, ο ι συντελεστές αυτών 

εξίσωση (18) πρέπει να μηδενίζονται. Δηλαδή, θα ισχύει

και

. _ 3Η

k ’  3pk ]

('
f, =-12- -iPk 3qk

3H _ 3L
at = '  at

(k=1,2, . . . ,v)

όπου

H = Η(Ρχ»Ρ2, ·  · .  »Py»91 , · ·  ·  >9v »t )  ·

Οι εξισώσεις (19) ονομάζονται "κανονικές εξισώσεις Hamilton" 
"εξισώσεις Hamilton".

(16)

. (17)

(18)

στην

(19)

(20)

ή
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Ot q, και τι, ονομάζονται "συζυγείς μεταβλητές". Οι (19) αποτελούν σύστη- 
k -k

μα 2 ν διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως και μπορούμε αμέσως να το βρού­

με, αν γνωρίζουμε τη συνάρτηση Hamilton. Για να προσδιορίσουμε τη συνάρ­

τηση Hamilton, πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε τη συνάρτηση Lagrange και 

μετά να χρησιμοποιήσουμε τ ις  εξισώσεις (5 ) και (4) .

Από τη λύση των 2ν διαφορικών εξισώσεων (19) θα προκύφουν τα 

q1=q1( t ) , - - - »q\ ,=qv ( t )  ,. p1=p1( t ) , . . . , p v =pv ( t )  .

Οι 2ν "κανονικές εξισώσεις Hamilton" πρώτης τάξης αντικατέστησαν 

τ ις  ν εξισώσεις Lagrange δευτέρας τάξης. Οι (19) διατηρούν επίσης όλα 

τα πλεονεκτήματα των εξισώσεων Lagrange.

Η μέθοδος που αναπτύχθηκε από τον Hamilton , για  να βγούν ο ι κανο­

νικές εξισώσεις, οδήγησε σε νέες ιδέες και θεωρήσεις στη Φυσική, που 

συνέβαλαν στην ανάπτυξη νέων κλάδων της, όπως η "Κβαντική Μηχανική" και 

η “Στατιστική Μηχανική".

Με ανάλογες σκέψεις μπορεί να προκύψει η μοροή των εξισώσεων Hamil­

ton , όταν το σύστημα υπόκειται σε ανολόνομους δεσμούς ή για  περιπτώσεις, 

που δεν καλύπτονται από τ ις  υποθέσεις που στηρίχτηκε η θεωρία αυτή.

4.19 Πρώτα ολοκληρώματα των εξισώσεων Hamilton .

Ονομάζουμε "πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Hamilton" κάθε σχέση της 

μορφής

Κάθε πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Hamilton μας βοηθά να λύνουμε 

πιό εύκολα το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων Hamilton, αλλά και να 

βγάζουμε αμέσως ορισμένα συμπεράσματα, που αωορούν την κίνηση.

Γνωρίζουμε ό τ ι ,  η συνάρτηση Hamilton εξαρτάται από τ ις  γενικευμένες 

ορμές, τ ις  γενικευμένες συντεταγμένες και το χρόνο

(1)

Η = Η(ρ ,ρ  1 2> · ·  · »Ρν 5<1α ,q2 ‘ (2)

και ισχύουν ο ι εξισώσεις
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II
■

8Η
"  3«k ;· *

(k- 1  ,2 , . »ν) $... (3 )

’ II 3Η
3>k ’

(k=1 ,2 9 ·. · »ν) · (4 )

Εάν μία από τ ις  "συζυγείς μεταβλητές" δεν εμφανίζεται στη συνάρτηση Ha­

milton η  , τότε η συζυγής της παραμένει σταθερή.
Πράγματι, εάν π.χ.  η δεν υπάρχει στη συνάρτηση Hamilton, τότε

. .3Η 

9qm
= 0 . (5 )

Λαμβάνοντας υπόψη τ η ν ' (5 ) ,  η (3) δ ίνε ι

ρ = 0 . m (6)

Από την (6 ) παίρνουμε

ρ = σταθ . {7 )

Η (7 ) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Hamilton. Εάν τώρα

η ρ  δεν υπάρχει στη συνάρτηση Hamilton, τότεm

3Η = Ο , (8)
m

Λσμβάνονχας υπόφητπν (8 ) ,  η (4) δ ίν ε ι .

*ma ° *

Από την (9 ) παίρνουμε 

* σταθ .

Η (10) εί,να ι ένα πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Hamilton.

(9 )

(10)
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Μετά από αυτά προκύπτει το εξής συμπέρασμα : "Κάθε φορά που δεν 

εμφανίζεται στη συνάρτηση Hamilton κάποια γενικευμένη συντεταγμένη ή 

γενικευμένη ορμή, το πλήθος των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν 

την κίνηση ελαττώνεται κατά δύο. Αυτό ε ίνα ι ένα πολύ σοβαρό βήμα για 

την απλούστευση του προσδιορισμού της κίνησης.
Επομένως , η προσπάθεια για  τη λύση πολύπλοκων προβλημάτων συγκε­

ντρώνεται στην εύρεση κατάλληλων γενικευμένων συντεταγμένων και ορμών, 

έτσι ώστε στη συνάρτηση Hamilton να εμφανίζονται όσο το δυνατό λ ιγ ό τε - 

ρες γενικευμένες συντεταγμένες και γενικευμένες ορμές.

θα προσπαθήσουμε τώρα να πάρουμε ένα ακόμη πρώτο ολοκλήρωμα των ε­

ξισώσεων Hamilton.

Η ολική παράγωγος, ως προς το χρόνο της (2 ) ε ίνα ι

dH
dt

Vuk=1 V
3H (11)

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (3) και (4 ) ,  η (11) γ ίν ε τα ι

dH -  t  Γ9Η ι 3Η u  3Η / 9Η χΊ . 3Η
« ' ώ Β Ι 1' V  ^  J st '

Από την (12) προκύπτει

(12)

dH _ 9Η 
dt “  3t (13)

Εάν η συνάρτηση Hamilton δεν περιέχει εκπεφρασμένα το χρόνο, δηλα­

δή

Η s Η(ρ^ ,ρ ^ ,. ·  . 9 * * * 9 (14)

παίρνουμε

(15)
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Λαμβάνοντας υπόψη την (15),  η (13) γίνετα ι

(16)

Από την (16) προκύπτει

Η = σταθ. (17)

Η (17) ε ί να ι  ένα πρώτο ολοκλήρωμα των εξισώσεων Hamilton γνωστό ως 
"ολοκλήρωμα Jacobi".

Στην ειδική περίπτωση που το μηχανικό σύστημα είναι  "συντηρητικό" 

και "σκληρόνομο", Θα αποδείξουμε ό τι το "ολοκλήρωμα Jacobi" συμπίτει με 

τη διατήρηση της μηχανικής ενέργειας.

.....  Εφ’ όσον το μηχανικό σύστημα είνα ι σκληρόνομο και συντηρητικό, σύμ­

φωνα με τη  σχέση (25) της παραγράφου (4.14) ,  το κοινό δυναμικό ν είναι  

της μορφής

Επειδή το μηχανικό σύστημα είνα ι σκληρόνομο, ούμαωνα με τη σχέση 

(26) της παραγράφου (4.14) η ολική κινητική ενέργεια Τ δίνετα ι από τη 

σχέση

V = V(q q 1 29 ·  ·  * * (18)

(19)

Επειδή

L = T-V (20)

από την (18) έχουμε

3L 3Τ (k=1 ,2 » · ·  ·  »Λ>) .9 (21)
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Γνωρίζουμε ό τ ι

-  3L
*  ·

{1*1 *21 » « « , ν )  »

Λαμβάνοντας υπόψη την (22) ,  η (21) δ ίν ε ι

.  3Τ

Από την (23) ,  η (19) γ ίνε τα ι

ν
Σ Ά " 21 ·k=1

Γνωρίζουμε, από τη σχέση (4) της παραγράφου (4.18) »  ό τ ι

ν
Η * I  Pk4k"L ·

k=1

Λαμβάνοντας υπόψη τ ις  (20) και (24) η (25) δ ίνε ι /
ι

Η = 2T-(T-V) ,
ή

Η = T+V

Εχοντας υπόψη την (17) ,  η (26) παρέχει

Η = T+V = σταθ.

Από την (27). προκάπτει π διατήρηση της μηχανικής ενέργειας,

(23)

\

(24)

(25)

(26) 

(27)

(22)
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Γενικά

Σκοπός του παρόντος Κεφαλαίου ε ίνα ι η διατύπωση της "Γενικευμένης 

Αρχής'του Hamilton".

Στη ν αρχή αυτή μπορεί να στηριχθεί η Μηχανική και θα προκύφουν ως 

ειδ ικές περιπτώσεις ο ι εξισώσεις Lagrange, Hamilton, κ .λ .π.
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Πρωτού διατυπώσουμε τη "Γενικευμένη Αρχή του Hamilton" ε ίνα ι απα­

ραίτητο να δώσουμε μερικούς ορισμούς και να αποδείξουμε ωρισμένες σχέ­

σ ε ις , που ε ίν α ι ο ι πλέον χρήσιμες για το λογισμό, που θα ακολουθήσει.

5.1. δυνατή μεταβολή γενικευμένης συντεταγμένης
Έστω qfc(t )  ε ίνα ι κάποια γενικευμένη συντεταγμένη. Ονομάζουμε 

δυνατή μεταβολή , <5qk , της γενικευμένης συντεταγμένης qk τη διαφορά,

6qk = qk ^ ~ qk*t * (1)

όπου

σ*II-Ρ

y* k(t)+en(t) . (2)

ε είναι  μία απειροστή ποσότητα και n(t) μια συνάρτηση, που ε ίνα ι πα­

ράγων ίσ ιμη.

Η δυνατή μεταβολή γενικευμένης συντεταγμένης ε ίνα ι μία υποθετική 

μεταβολή, που γ ίνε τα ι ακαριαία, 6t=o . (Σχ.  28).

Μ

- 4 —
\

'  ! <«>,<*>
1

t
Σχ. 28

t

5.2.  Δυνατή μεταβολή γενικευμένης ταχύτητας

Έστω qk ( t )  ε ίνα ι κάποια γενικευμένη ταχύτητα. Ονομάζουμε δυνα 

τή μεταβολή, <5q. , της γενικευμένης ταχύτητας q τη διαφορά,Κ Κ

6qk -  <£(*)-qk(t) Π)
όπου

q£(t) = qk(t)+eA(t) . (2)



179

Τα e.n( - t )  έχουν οριστεί προηγουμένως.

5 .3 . ..Δυνατή μεταβολή συνάρτησης - , · , Τ:·Γ' "

Έστω  f=f (q1,q2, * . . , q Jl,41,42, . . - , 4 £, t )  , Ονομάζουμε δυνα-0 μ ετά -> 

βολή , 5 f  , της συνάρτησης f  τη διαφορά , .
· ·· · · =ο

6f = f (q i +6qi ,q2+6q2, . . . , 4 i +64i , . . . , 4 Jl+44£»t+p )

~f ( q̂  >q2 > · · ·  jq^jq^ » ·  ·  ·  j q ^ . t ) · (1)

Εάν αναπτύξουμε κατά Tayior το β ' μέλος της (1) σε πρώτη προσέγγι­

ση η (1) γράφεται,

,  (2)"  ■ Ji‘%  sv  «V ·3f.

5.4. Πόρισμα
Να δειχθεί ό τ ι ,

«4v = ^ r U q v ) ή 64„ = (6qk ) ‘ .*k dt

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Γνωρίζουμε ό τ ι , ; 

Η (1) γράφεται

dq* dq̂ΛΑ d < «  .
6qk ■ dt “  d t  ~ d t  *qk- q k*

Άρα

64k ^  (6qk)· ;. ·

5.5. Πόρισμα
* * . \

Να. δειχθεί ό τ ι , ·

f e < V

(1)
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6(dqk) * d(6q^) ;

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Τούτο προκύπτει σαν συνέπεια του προηγουμένου πορίσματος.

5.6. Πόρισμα
Εάν f  * f (q  ,q , . . . , q . , q  , 4 ........ q . , t )  να δειχθεί ό τ ι  ,1 2  Λ 1 2 Λ

6 (d f) = d (6f) .

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Η απόδειξη προκύπτει ως συνέπεια των προηγούμενων ορισμών 

και πορισμάτων.

5.7. Πόρισμα
Να δειχθεί ό τ ι ,

j^U fOdt ■ i j^ f d t  . ■
t 1 t i

ΑΠΟΔΕΙΞΗ : Εάν φ ε ί ναι  η παράγουσα συνάρτηση της f  , θα 'ισ χύει ως 

γνωστό ό τ ι ,

άΦ « fdt '. ' ■.·’*

Τότε θα έχουμε

5.8. Μορφικής χώρος
Ονομάζουμε μορφικό χώρο τον ν-διάστατο χώρο, που έχει  συντεταγμέ­

νες τ ις  ν  ανεξάρτητες γενικευμένες συντεταγμένες q ,q , . . . , q „  .1 2  ν .
Για να καθορίσουμε λοιπόν τη "θέση" ενός μηχανικού συσήίιΐάτο'ς · · 

στο μορφικό χώρο χρειαζόμαστε να γνωρίζουμε τ ις  ανεξάρτητες γενικευ-



μένες συντεταγμένες.

5.9.  Πραγματική τροχιά στο μορφικό χώρο

Η διαδοχή των θέσεων του μηχανικού συστήματος στο μορφικό χώρο, 

ονομάζεται πραγματική τροχιά στο μορφικό χώρο.

5.10. Γενικευμένη Αρχή του Hanilton

θεωρούμε την κίνηση ενός μηχανικού συστήματος στο μορφικό χώρο.

Το σύστημα υπόκειται σε ολόνομους δεσμούς. Τη χρονική στιγμή t= t2 το 

σύστημα βρίσκεται στη θέση Α και τη χρονική στιγμή t= t2 στη θέση Β. 
Η κίνηση περιγράφεται από την "πραγματική τροχιά C " και διαγράφεται 

στον πεπερασμένο χρόνο ( t 2- t i ) . θεωρούμε επίσης κάποια άλλη "δυνατή 

τροχιά C '  " του ίδιου συστήματος τέτοια ώστε :

(α) Η C' να αρχίζει από το Α και να καταλήγει στο Β .
(β) Η C' να διαγράφεται στον ίδ ιο χρόνο όπως και π c .
(γ) Η c '  είναι συμβιβαστή με τους δεσμούς του συστήματος.

Λόγω της (α) θα ισχύει ό τ ι ,

= Ο

( i  =■ 1,2, . . . ,ν ) . (1)

δ(^ = Ο . '

"Η Γενικευμένη Αρχή του Hamilton" διατυπώνεται ως εξής :
Μεταξύ δύο δεδομένων καταστάσεων, που πληρούν τ ις  παραπανω προϋπο­

θέσεις, μεταξύ όλων των "δυνατών τροχιών" η ^ρραγματική τροχιά" είναι  

εκείνη γ ια  την οποία το ολοκλήρωμα |*2(δτ+ f  ρ ί ε^δχ. )at , ισούται με 

το μηδέν t i. . i=1

Γ*̂2( δτ-*· )at * ·α  . (2 )
. i . ί=ι

{p (e^r επιβεβλημένες δυνάμεις τ  = Κινητική ενέργεια του συστήματος).
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5.11. Ειδική περίπτωση της νενικευυένηο αρχής του Hamilton . 

όταν το σύστημα ε ίνα ι συντηρητικά.

'Εστω ό τ ι  ο ι  επιβεβλημένες δυνάμεις προέρχονται από το κοινό δυ­

ναμικό ,ν  . Το δυναμικό ν  θα ε ίνα ι συνάρτηση των θέσεων των υλικών 

σημείων του συστήματος. Δηλαδή

V = V(x ,χ ,χ ,χ , . . . , χ ΟΗ) .
1 2  3 <* 3»

%-

θα ισ χύ ε ι, σύμφωνα με τον ορισμό της συντηρητικής δύναμης

(1)

J e )  _ _ 3V_
ι  "  3χ. *1

(ί=1,2,...,3Ν) . (2)

3\ ( ε )

μορφή

Λσμβάνοντας υπόψη τ ις  (1 ) και (2 ) η σχέση \ κ  · & .  λαμβάνει τη
ί=1 1 1

φή

3Ν
ι  Fίε )δχ. = -  I % -  δχ. = -6V .. LΛ ι ι ; 9χ. - χ

3Ν
(3)3V

i=1 i=1 ι

Συνεπώς η γενικευμένπ αρχή του Hamilton (5.10*2) λαμβάνει τη μορ-

: (δτ-δν) = ο

rt
! 2 ό(τ-ν) = ο
λt

(τ-ν) = ο

6! Ldt = 0
. . . 

t ,
L = T-V (4 )

ι



183

(Το ολοκλήρωμα j^ L a t  ονομάζεται "συναρτησιακό" ή "συναρτησοειδές").

Η σχέση (7) μπορεί να διατυπωθεί ως εξής :

"Για  συντηρητικό σύστημα μεταξύ δύο δεδομένων καταστάσεων, που πληρούν 

τ ις  γενικές  προϋποθέσεις της Αρχής του Hamilton, μεταξύ όλων των "δυνα­

τών τροχιών" η "πραγματική τροχιά" ε ίνα ι εκείνη για την οποία το ολοκλή-

( Χ Ζ
ρωμα , . J  Ldt ε ίγα ι στςιτικό,

U 1

δ 2Ldt = 0 . (5)

t i
Φ

Η σχέση (5 ) είναι γνωστή σαν "Αρχή του Hamilton". *

5.12. Ο ι εξισώσεις Lagrange ως ειδική περίπτωση της “γενικευμένης 

αρχής του Hamilton" .

Λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (1) της παραγράφου- (4-.9α), -.V

xi  * xi^q1*q2 , " V qv , t ·̂ ’ . (i= 1 ,2 ,...,3N ) , ■·

προκύπτει

3χ- . 3χ. 3χ. 3xj _#=0
& i = 3^· ϊ ζ -  δ% +· * *+ 3 ^  6V  5 Γ  Γ

ή · - .. . . .  - ■ . · · ' · · . . · · ’

ν 3χ.

■ J ,  * 4  *’ >■ ·

Λαμβάνόντας υπόψη την (2) προκύπτει

"  _ ? ϊ  ,(e )
3χ.

I Ρ Ε'δχ. = I I FW  ι  6qk i*1 1 1 ia1 k = l 1 3qk *

¥ f  (e)
J , ( ^

( 1 )

·■ l'

·: ■? 
( 2 )

( 3 }



V

18 U

Εάν θέσουμε

3* (*\ **«
'  ■ ,ϊ/*0 <  ·

τότε η (3 ) λαμβάνει τη μορφή

3Ν , . ν
1  Fi  6xi  "  I  V qki=1 1 1 k*1 *  K

(Ο^βγενυχευρένη δύναμη)

(4)

Η ολική κινητική ενέργεια , Τ , του συστήματος ως γνωστό είναι ί ­

ση με

3Ν

Τ “ ?  J  Λ * 1  * (5 )
ί»1

Λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση (1) η κινητική ενέργεια , τ  , θα γ ίν ε ι 

συνάρτηση των qi ,q2, . . . , q v ,41»42.***»4v .t  ·  Δηλαδή

. . I
Τ  = T ( q i , q 2 , . . . , q v , 4 1 »<J2 »***»4v . t )  .

Από τη σχέση (6 ) προκύπτει

( 6 )

® ■ i /  %  νψ~ | | -  « u  -3qv \  34k

- ι  t<S- - ft Φ )ι ν  « - (7 )
k=1 “'‘k

Γνϋοί&σμε σπό το σχέση (2 ) o l«  m ™ * * »  <5 ·'°>  411 4 νεν«ευι.έ»η

αρχή του Hamilton ε ίνα ι

(*·. 3Ν
(<5Τ+ 1 F ^ 6 x .  ) *  

i -1  1 1

= Ο . ( 8 )
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Αντικαθιστώντας τ ις  (4) και (7) στην (8) λαμβάνουμε

Επειδή για  t= t2 και t= t2 ισχύει. 6qk=o , το δεύτερο μέλος της (9) 

μηδενίζεται. Συνεπώς

f t .  ν
( 10)

Επειδή τα 6q. ε ίνα ι ανεξάρτητες μεταβολές από τη (10) προκύπτει ό τ ι -κ>
πρέπει, να ισχύει, *

Α— (.?■?_,) — jy,.— = q (k=1 2 \))
X κ

Οι (11) ε ίνα ι ο ι γνωστές εξισώσεις του Lagrange.

(ί 1)

5.13. Οι εξισώσεις Hamilton ως ειδική περίπτωση της “Αρχής του Hamilton"

θεωρούμε-ότι το σύστημα ε ίνα ι συντηρητικό. Εισάγουμε τη συνάρτη­

ση Hamilton Η ,

ν at
H(W t }  * J  P k V L » (pk = 3 t"  * k = 1 ,2 , . . . , v ) ( l )

i=1 qk

στην εξίσωση »

e j\a t  = o .
t.

( 2) :

Η εξίσωση (2) εκφράζει ως γνωστό την "Αρχή του Hamilton". Αντικαθιστώ­

ντας την (1> στην (2) λαμβάνουμε
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H)dt e 0 . (3 )

Συνεπώς από την (3) θα έχουμε

ν 3Η
f  ’  V  6pk )dt - (4 )

0 όρος , j “2 p^fiq^dt γράφεται.

V \ dt = f \  at ( V dt = fpk6qJ t 2 - f  2dqk d T  d t ‘
t ,  t 1 * i t j  (5 )

Επειδή γ ια  t = t x και t = t 2 ε ίνα ι 6 q =0 , n (5 ) δ ίν ε ι ,

{  V qkdt = " f 2 6qk to dt

j V qkdt = ■[ V v *  ·

Αντικαθιστώντας την (6) στην (4) λαμβάνουμε

rt0 ν
Γ/ . οιIU„- s .Γ ! i  [(ν  ν  - 0 ·

( 6)

(7 )

Τα 6ρ και 6q. ε ίνα ι ανεξάρτητες μεταβολές. Άρα από την εξίσωση
k k

(7 ) προκύπτουν ο ι σχέσεις,

3Η . _ _ 3Η_
qk -  3pk ’ Pk ” 3qk ’

δηλαδή ο ι  εξισώσεις του Hamilton.

(k=1, 2 , . . . ;ν )  ,
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