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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Το βιβλίο αυτό, προϊόν μακροχρόνιας μελέτης και διδασκαλίας θεμάτων 
κβαντικής στατιστικής, απευθύνεται κυρίως σε προχωρημένους προπτυχιακούς 
και πρωτοετείς μεταπτυχιακούς φοιτητές Φυσικού Τμήματος.

Σκοπός του βιβλίου είναι η μεθοδική εισαγωγή στη θεωρητική φυσική 
συστημάτων με πολλά αλληλεπιδρώντα μικρο-συστατικά. Είναι δύσκολο να  
υπερτονίσει κανείς τη σημασία των συστημάτων αυτών, αφού σχεδόν κάθε 

πραγματικό φυσικό σύστημα (πυρήνας, άτομο, μόριο, κρύσταλλος, πλάσμα κ.λ.π.) 
ανήκει σε αυτή την κατηγορία.

Η παρουσίαση του θέματος ακολουθεί τρία στάδια.
• Στο πρώτο στάδιο συνοψίζονται για λόγους αναφοράς και πληρότητας οι 

δύο ακραίες περιγραφές, μικροσκοπική - μακροσκοπική, κάθε φυσικού  
φαινομένου.

• Στο δεύτερο, θεμελιώνεται η στατιστική μέθοδος και εφαρμόζεται κυρίως σε 
ιδανικά κβαντικά συστήματα πολλών βαθμών ελευθερίας.

• Στο τελευταίο στάδιο αντιμετωπίζεται το δυσκολότατο πρόβλημα γνήσιων 

αλληλεπιδράσεων που οδηγούν σε φαινόμενα μετατροπών φάσεως, όπως ο 

σιδηρομαγνητισμός, η υπερρευστότητα και η υπεραγωγιμότητα.
Η συχνή χρήση επιλύσιμων μη σχετικιστικών μοντέλων αλληλεπίδρασης 

καθώς και η αποφυγή μεθόδων της κβαντικής θεωρίας πεδίου, πέραν του 
φορμαλισμού δεύτερυ; κβάντωσης και στοιχείων συναρτησιακής ολοκλήρωσης, 
εναρμονίζονται με χο'> εισαγωγικό χαρακτήρα του πονήματος.
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Οι ασκήσεις που παρεμβάλλονται στο κείμενο αποτελούν αναπόσπαστο  

τμήμα του και ο αναγνώστης παροτρύνεται φιλικά να προσπαθήσει να  τις λύσει. 
Τα προβλήματα του συμπληρώματος έχουν δοθεί από τον συγγραφέα ως κατ’ 
οίκον εργασίες ή τελικές εξετάσεις σε προπτυχιακούς ή μεταπτυχιακούς φοιτητές 

του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων μεταξύ των ετών 1980 και 1993.
Π ολλές ευχαριστίες ανήκουν στην κ. Λ. Παπαφωτίκα για  την επίπονη  

επεξεργασία  του κειμένου, καθώς και στον κ. Κ. Τσέφο για  τον επιμελή  
σχεδίασμά των σχημάτων.

Πεντηκοστή 1993 Ευάγγελος Κ. Μάνεσης

Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ  Β ' Ε Κ Δ Ο Σ Η Σ

Η παρούσα δεύτερη έκδοση της ‘Ε ισαγω γής στην Κβαντική θεω ρία  
Π ολλώ ν Βαθμών Ελευθερίας" αποτελεί ουσιαστικά μια βελτιωμένη ανατύπωση  

της προηγούμενης έκδοσης. Έ γινε προσπάθεια  να  διορθω θούν ο ι αρχικές 

αβλεψίες, το κείμενο έχει εμπλουτισθεί σε αρκετά σημεία και έχουν προστεθεί 
μερικές ασκήσεις.

Χριστούγεννα 1995 Ε. Κ. Μ.

ϊ
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

Το τυπικό πρόβλημα μιας θεωρίας πολλών βαθμών ελευθερίας είναι:
Κ ά π ο ι ο  φ υ σ ι κ ό  σ ύ σ τ η μ α  Σ/ν α π ο τ ε λ ε ί τ α ι  α π ό  Ν  ( Ν » 1 )  μ ι κ ρ ο σ κ ο π ι κ ά  

υ π ο σ υ σ τ ή μ α τ α  - μ ό ρ ι α , ά τ ο μ α , η μ ι σ ω μ ά τ ι α ,  κ . λ . π . -  π ο υ  α λ λ η λ ε π ι δ ρ ο ν ν  μ ε τ α ξ ύ  

τ ο υ ς .  Α ν  ε ί ν α ι  γ ν ω σ τ ή  α υ τ ή  η  α λ λ η λ ε π ί δ ρ α σ η , να υ π ο λ ο γ ι σ θ ο ύ ν  τ α  μ ε τ ρ ή σ ι μ α  

φ υ σ ι κ ά  μ ε γ έ θ η  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς .

Αυτό είναι το λεγόμενο πρόβλημα των Ν σωμάτων. Για να αντιληφθεί 
κανείς την ευρύτητα των εφαρμογών του προβλήματος αυτού αρκεί να ρίξει μια 
ματιά στο Σχήμα 1 [Swartz (1967)], όπου το μέγεθος μερικών χαρακτηριστικών 
Σν συγκρίνεται με τις διαστάσεις του ανθρωπίνου σώματος και του ορατού 
σύμπαντος.

Μέχρι τα μέσα περίπου του περασμένου αιώνα οι προσπάθειες για την 
κατανόηση της συμπεριφοράς ενός φυσικού συστήματος πολλών βαθμών 
ελευθερίας ακολουθούν δύο ανεξάρτητους δρόμους, τον θεωρητικό και τον 
εμπειρικό. Στην πρώτη περίπτωση επιδιώκεται η μ ι κ ρ ο σ κ ο π ι κ ή  περιγραφή του 
Σν, που σημαίνει πλήρη λύση του μηχανικού προβλήματος των Ν συστατικών 
του. Στη δεύτερη περίπτωση το σύστημα περιγράφεται μ α κ ρ ο σ κ ο π ι κ ά , χωρίς να 
λαμβάνεται υπόψη η μικροσκοπική δομή του. Η πρώτη απόπειρα είναι τόσο 
εξιδανικευμένη και ακριβής που καταντάει στην πράξη ανεδαφική και 
ανεφάρμοστη όταν Ν > 3, όπως θα εξηγήσουμε πιο κάτω. Η δεύτερη μέθοδος 
δεν εφαρμόζεται όταν Ν «  ΙΟ23, και είναι τελείως φαινομενολογική. Δεν 
ικανοποιεί τον σύγχρονο φυσικό, γιατί αγνοεί τις βασικές αλληλεπιδράσεις των 
Ν σωματιδίων, ακόμη και την ίδια την ύπαρξή τους.
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Α πό τα μέσα του 19ου αιώνα εγκαινιάζεται στη φυσική μια μέση λύση στο 

πρόβλημα των Ν σωμάτο>ν. Πρόκειται για τη μέθοδο της στατιστικής μηχανικής 

που γεφυρώνει το χάσμα μικροσκοπικής -  μακροσκοπικής περιγραφής μέσω της 

έννοιας της πιθανότητας. Α ν ο ιστορικός επιμένει να  επιλέξει ως επινοητή 

της μεθόδου αυτής ένα και μ όνον πρόσω πο, τις περισσότερες πιθανότητες 
συγκεντρώνει ο R. Clausius, τον οποίο ο J. Maxwell ονομάζει "κύριο ιδρυτή της 

κινητικής θεω ρίας των αερίων" και ο J. Gibbs, "πατέρα της στατιστικής 

μηχανικής” -  βλέπε Montroll (1963) για περισσότερες λεπτομέρειες.

Σχήμα 1. Το πεδίο εφαρμογών της θεωρίας συστημάτων με πολλούς βαθμούς ελευθερίας!

Ό πω ς είναι γνωστό και σε μικρά παιδιά ακόμη που παίζουν απλά τυχερά 

π αιχνίδ ια , η έννοια  της πιθανότητας συνδέεται συνήθως με την έ λ λ ε ιψ η  
π ληροφ όρησης  για την ακριβή μηχανική κατάσταση ενός συστήματος. Ρίχνει 
κανείς ένα συμμετρικό νόμισμα στον αέρα και προσδιορίζει μόνο την πιθανότητα 

(=1/2) να  εμφανισθεί "κορώνα" ή "γράμματα", γιατί αγνοεί την αρχική  
κατάσταση και τη δυναμική εξέλιξη του νομίσματος στον αέρα, οπότε δεν μπορεί 
να προβλέψ ει με απόλυτη σιγουριά (100%) π ο ιό  από τα δύο ενδεχόμενα θα 

πραγματοποιηθεί.
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Το ίδιο ισχύει και για ένα πολυπλοκότερο φυσικό σύστημα Σν. Θεωρείστε 
π.χ. μια μακροσκοπική ποσότητα υδρογόνου μέσα σε ένα απομονωμένο δοχείο 
όγκου V. Γνωρίζουμε εμπειρικά ότι σε σύντομο χρονικό διάστημα, μεγαλύτερο 
πάντως από τον λεγόμενο χρόνο χαλάρωσης, το ΣΝ θα καταλήξει σε μια μόνιμη

και ευσταθή μακροκατάσταση , που ονομάζεται κατάσταση Θερμοδυναμικής 
ισορροπίας  (ΘΙ) και περιγράφεται από τρεις μακροσκοπικές -  Θερμοδυναμικές 
παραμέτρους: τον όγκο V, την πίεση Ρ και τη θερμοκρασία Τ. Από μοριακής 
πλευράς αυτή η ποσότητα υδρογόνου είναι ένα μηχανικό σύστημα Ν μορίων που 
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους και με τα τοιχώματα του δοχείου. Το πλήθος των 
μικροσκοπικών παραμέτρων που καθορίζουν τη μηχανική κατάσταση αυτού του 
συστήματος είναι της τάξεως του αριθμού Avogadro  Ν0 (~1023). Ένα τέτοιο

όμως μηχανικό πρόβλημα είναι πρακτικά άλυτο, όχι μόνο λόγω των 
ανυπέρβλητων μαθηματικών δυσκολιών (~1023 βαθμοί ελευθερίας), αλλά 
κυρίως επειδή είναι ανθρωπίνως αδύνατο να καθορισθούν οι αρχικές και οριακές 
συνθήκες των εξισώσεων κίνησης της μηχανικής. Είναι επομένως αδύνατο να 
αποκτήσουμε τη μέγιστη πληροφόρηση για το ΣΝ που επιτρέπουν θεωρητικά οι

νόμοι της μηχανικής.
Η θερμοδυναμική εμπειρία από την άλλη πλευρά μας δίνει μόνον την 

τελείως περιορισμένη πληροφόρηση ότι το σύστημα ΣΝ βρίσκεται στη

μακροκατάσταση (V,P,T). Δεν προσδιορίζει ποιά ακριβώς μηχανική κατάσταση 
ακολουθεί το σύστημα καθώς εξελίσσεται με τον χρόνο, αφού σε μια 
συγκεκριμένη μακροκατάσταση (V,P,T) αντιστοιχούν πάρα πολλές μηχανικές 
καταστάσεις -  ενδεχόμενα.

Στατιστική αντιμετώπιση του φυσικού συστήματος ΣΝ σημαίνει ότι σε 
κάθε μικροσκοπικό ενδεχόμενο r αντιστοιχεί ένας αριθμός pr e [0,1], που είναι

η πιθανότητα εμφάνισής του. Στην κατάσταση ΘΙ απομονωμένου συστήματος η 
πιθανότητα ρΓ εξαρτάται μόνον από τις μακροσκοπικές παραμέτρους του

συστήματος [βλέπε §5.Α]. Στο απλό πείραμα με το νόμισμα, σε κάθε ένα από τα 
ενδεχόμενα "κορώνα" ή "γράμματα" αντιστοιχεί η πιθανότητα εμφάνισής του 
(=1/2) που εξαρτάται μόνον από τη συμμετρικότητα του νομίσματος.

Πριν αρχίσει η λεπτομερής έκθεση της στατιστικής μεθόδου στο Κεφ. 4, 
κρίθηκε σκόπιμο να συνοψισθούν οι δύο ακραίες περιγραφές που την 
πλαισιώνουν. Έτσι, στο δεύτερο κεφάλαιο υπενθυμίζονται ορισμένες βασικές 
έννοιες της μηχανικής -  κλασσικής και κβαντικής -  που οριοθετούν τα θεμέλια 
της στατιστικής μηχανικής. Στο τελευταίο κεφάλαιο του πρώτου μέρους
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π α ρ ο υ σ ιά ζο ντα ι τα  κυρτότερα χαρα κτη ρ ισ τικά  της μ ακροσκοπικής εμ π ειρ ία ς, η 

επεξήγηση τω ν  ο π ο ίω ν  ε ίν α ι το  επ ιδ ιω κ ό μ ενο  επ ισ τέγα σ μ α  κά θε κ β α ντικ ο ύ  
μοντέλου πολλώ ν βαθμώ ν ελευθερίας. .
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Μ ΙΚ Ρ Ο Σ Κ Ο Π ΙΚ Η
Π Ε Ρ ΙΓ ΡΑ Φ Η

Με tov όρο "μικροσκοπική περιγραφή" εννοούμε την πλήρη περιγραφή 
του φυσικού συστήματος Σ^ σε κάθε χρονική στιγμή t. Βασική έννοια εδά)
είναι η μ ικ ρ ο κ α τ ά σ τ α σ η , ψ(0. Η μικροκατάσταση περικλείει σε μαθηματική 
μορφή τη μεγίστη πληροφόρηση που επιτρέπουν οι νόμοι της μηχανικής να 
έχουμε για το ΣΝ. Η ψ(0 είναι μια δ υ ν α μ ικ ή  μ ε τ α β λ η τ ή  που επαληθεύει τις 
διαφορικές εξισίδσεις της μηχανικής. Υποθέτουμε ότι το ΣΝ είναι ένα μη 

σχετικιστικό σύστημα που περιγράφεται από μία Χ α μ ιλ τ ό ν ι α  συνάρτηση Η 
(ή τελεστή Η).

Για να λύσουμε το μηχανικό πρόβλημα των Ν σωματιδίων του ΣΝ, 
πρέπει
• Να είναι γνωστή η Χαμιλτόνια.
• Να ξέρουμε τη μικροκατάσταση Aj>(t0) σε κάποια χρονική στιγμή t0.
• Να λύσουμε τις διαφορικές εξιχκόσεις που ικανοποιεί η a|>(t).

Πριν από τις αρχές του αιώνα μας η μόνη μηχανική που ήταν γνιυστή στον 
άνθρωπο ήταν η κ λ α σ σ ικ ή . Από τις αρχές του εικοστού αιώνα έγινε γνωστό ότι η 
σισστή μηχανική είναι η κ β α ν τ ικ ή .  Η δεύτερη καταλήγει στην πρώτη όταν η 
στοιχειώδης δράση του Planck, h, μπορεί να αμεληθεί: κανόνας αντιστοιχίας του 
Bohr.
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Α . Κ Λ Α Σ Σ ΙΚ Η  Μ Η Χ Α Ν ΙΚ Η : Β Α Σ ΙΚ Ε Σ  Π Α Ρ Α Δ Ο Χ Ε Σ

Ως πρότυπο κλασσικό σύστημα θεωρούμε Ν μόρια ενός ρευστού μέσα σε 

δοχείο  όγκου V. Υ ποθέτουμε ότι αυτά τα μόρια είναι υλικά σημεία π ου  
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους κατά ζεύγη, καθώς και με τα τοιχώματα του δοχείου, 
και ότι κ ινούνται σύμφωνα με τους νόμους του Νεύτωνα ή ισοδύναμα του  
Χ άμιλτον.

Η μικροκατάσταση ψκλ(ί) αυτού του κλασσικού συστήματος Σν 

προσδιορίζεται από τις 3Ν στιγμιαίες θέσεις

( 3 ΐ ι %  · · ·»̂ ν)ι = 

και τις 3Ν στιγμιαίες ορμές

· · μ^ ν)ι ξ (2 -2 )

των μορίων που το απαρτίζουν. Επομένως η μέγιστη κλασσική πληροφόρηση 
π ου  μπορούμε να έχουμε για το Σν είναι ένα σύνολο από 6 Ν ανεξάρτητες 
πραγματικές μεταβλητές σε κάθε χρονική στιγμή I.

Η γνώση της Χ αμιλτόνιας H(cfN,jJN,t) του συστήματος και μιας αρχικής 
μικροκατάστασης (q N, ] i N)to επιτρέπει -  θεωρητικά του λά χισ τον  -  τον

προσδιορισμό της χρονικής εξέλιξης της μικροκατάστασης για κάθε t.

ψ Η ΐ )  ξ  (cfN, ]ίΝ)ι (2.3)

Ο προσδιορισμός αυτός επιτυγχάνεται με την επίλυση των εξισώσεων του  

Χ άμιλτον [ βλέπε π.χ. Τριανταφυλλόπουλου (1992), Μπατάκη (1992))

ΘΗ dpi __ 9Η  
dt “  apfj ’ dt a g , ’

(2.4)

όπου για καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων έχουμε

9 έ 9 9 9 Λ _ _ _9_ ί 9 9 9 λ
9?i= (9Pix ’ 9piy * 9 p J  “ Pi ’ 9^jS \ 9Xj 9yj ’ 9z*J= x‘

Όταν η Χαμιλτόνια δεν εξαρτάται άμεσα (εκπεφρασμένα) από τον χρόνο, είναι
μια σταθερά της κίνησης και ισούται με την ολική ενέργεια Ε του Σν
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Η ( Μ Ν ) = Ε (2.5)

Σε αυτή την περίπτωση το σύστημα λέγεται συντηρητικό (ή διατηρητικό).

♦ Παοάδειγιια 1. Τοιχώματα ελαστικά και μόνιμα
Το Σν είναι συντηρητικό όταν τα τοιχώματα του δοχείου που το 

περιβάλλει είναι ελαστικά και μόνιμα. Αν έχουμε Ν = 3, θα ισχύει

Η πρώτη από τις εξ. (2.7) δίνει την ταχύτητα του μορίου, αν ξέρουμε την ορμή και 
τη μάζα του, ενώ η δεύτερη δίνει τη μεταβολή της ορμής του, αν ξέρουμε την 
ολική δύναμη που εξασκούν πάνω του τα υπόλοιπα μόρια, όπως απαιτεί ο 
γνωστός νόμος του Νεύτωνα. ♦

Μια χρήσιμη γεωμετρική έννοια της κλασσικής μηχανικής είναι ο χώ ρος  
των φάσεων, Γ. Ο χώρος των φάσεων του πρότυπου κλασσικού συστήματος Σν 
είναι υποσύνολο του 6Ν-διάστατου καρτεσιανού χώρου Ε 6Ν (3 Γ). Σε κάθε 

μικροκατάσταση (2.3) αντιστοιχεί αμφιμονοσήμαντα ένα ά νυ σ μ α  ΐμt του 

φασικού χώ ρου Γ. Μ πορούμε λ ο ιπ ό ν  να  ταυτίσουμε μια κλασσική  

μικροκατάσταση με ένα 6Ν-διάστατο άνυσμα

Καθώς εξελίσσεται το σύστημα στον χρόνο, η μικροκατάστασή του αλλάζει, και 
το καταστατικό άνυσμα %  διαγράφει μια συνεχή τροχιά  στον Γ. Το πλήθος 

των κλασσικών μικροκαταστάσεων δεν είναι αριθμήσιμο, όπως δεν είναι 
αριθμήσιμα και τα σημεία του καρτεσιανού χώρου R6N.

(2 .6)

όπου Ujj είναι η μοριακή αλληλεπίδραση του ζεύγους (ij).

Οι εξισώσεις Χάμιλτον (2.4), π.χ. για το μόριο i = 1, γίνονται

-  ^ i = M = 2 l
dt m ,’ (2.7)

%  e Γ (2 .8 )
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♦ Παράδειγμα 2. Μόριο σε μονοδιάστατη περιοχή
Θεωρούμε το σύστημα Σ, σε μια διάσταση x e  [0,L]. Υποθέτουμε ότι τα

τοιχώματα του δοχείου, στο x =  0  και χ = L, είναι ελαστικά και μόνιμα, άρα το 
Σ ι είναι συντηρητικό. Το μόριο είναι ένα υλικό σημείο μάζας m που κινείται σε

ένα μονοδιάστατο πηγάδι δυναμικού Ελ(χ) με ορμή ρχ -  Σχ.2 . 1(α). Οι δύο  
δυναμικές μεταβλητές x(t) και ρΧ(ί) καθορίζουν τη μικροκατάσταση ψκλ(0 · 
Ο χώ ρος των φάσεων του συστήματος είναι η περιοχή Γ = {(x, px): χ e  [0,L], ρχ 

€(-°ο,°°)} του δισδιάστατου καρτεσιανού χώρου R2 = l( x ,  ρΧ): χ, ρχ € ( - « ,« ) ) -  

Σχ.2.1(β).
Α ν διαλέξουμε τη σταθερή τιμή της δυναμικής ενέργειας Ελ (χ) στο  

εσωτερικό του δοχείου ίση με μηδέν, η Χαμιλτόνια είναι

Η(χ, ρχ) = Ε = ΕΚ + ΕΛ = ρ’χ/ 2m , χ e  [0,L] (2 9 )

με εξισώσεις κίνησης (2.4)

χ = d x /d t  = px / m , px = dpx/d t = 0  (2 . 10)

i ι

Σ χ ή μ α  2 .1 . (α ) Η δυ να μ ική  ενέργεια  Εδ (χ) το υ  μ ο ρ ίο υ . Ε ίν α ι Ε α (χ S 0 ) = Εδ (χ £  L) = » ,  

γ ια τ ί τα  το ιχώ μ α τα  το υ  δοχείου  θεω ρούντα ι αμετάβλητα σ τον χώ ρο  κ α ι σ το ν  χρόνο  γ ια  κάθε ρχ 

6 (-οο,οο). (β) Ο  χ ώ ρ ο ς  τω ν  φ ά σ εω ν Γ = {(x, ρ χ ): χ c  [0,1.], ρ χ € ( « ν » ) } .  η  φ α σ ική  τρ ο χ ιά  

(A B B Ά  Τ  Τ Α )  α ντ ισ το ιχε ί στην α ρχική  συνθήκη (χ, ρ χ )0 = (IV 2 , ρ0 ) ■ φ 0 ·
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Για να λύσουμε τις διαφορικές εξισώσεις (2.10) πρέπει να ξέρουμε την 
αρχική μικροκατάσταση (x, ρχ)0 = ψ0· Ας υποθέσουμε ότι

ψο = α /2 ,ρ 0), p0 e(0,oo) (2.11)

Το μόριο ξεκινάει από τη μέση του δοχείου με θετική ορμή -- Σχ. 2.1(β). Οι 
εξισώσεις (2.10,11) μαζί με τον κανόνα ελαστικής ανάκλασης στα άκρα x = 0,L 
καθορίζουν το μέλλον (t > 0) και ανακαλούν το παρελθόν (t < 0) του μορίου, 
με απόλυτη ακρίβεια. Το μόριο εκτελεί περιοδική κίνηση με περίοδο Τ = 
2 L /(P o /m )  =  2 υ υ 0 . Η  τροχιά του στο φασικό χώρο Γ φαίνεται στο Σχ. 2.1 (β). Σε 
χρόνο t = 0 βρίσκεται στο Α. Σε t = Τ/4 συγκρούεται στο άκρο x = L και 
ανακλάται στιγμιαία από το σημείο Β στο Β '.  Συνεχίζει με ρΧ = -ρ0 από το χ =
L την ευθύγραμμη ομαλή κίνηση και φθάνει στο άκρο χ = 0 σε χρόνο t =3Τ/4. 
Μετά από ελαστική ανάκλαση στο τοίχωμα x = 0 συνεχίζει με ορμή +ρ0 και
φθάνει στη μέση του δοχείου x = L/2, για να κλείσει ο δρόμος (L/2,L,L/2,0,L/2) 
κατά μήκος του Οχ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Αν λύσουμε τις εξ. (2.10) με αρχική συνθήκη την

ψ-'Γ = (1-/2, -ρ()) <-> σημείο A ' του Σχ. 2.1 (β) (2.12)

0ο. βρούμε ότι το μόριο διαγράφει τη φασική τροχιά (Α' Γ ΓΑΒΒΑ ) και σε χρόνο 1 = 0 

βρίσκεται πάλι στην (L/2, ρ0). Ο δρόμος τώρα του μορίου (L/2,0,L/2,L,H/2) κατά μήκος του Οχ 

είναι ο χρονικά ανάστροφος εκείνου που βρήκαμε με αρχική συνθήκη την (2.11). Και οι δύο 

τροχιές είναι λύσε· c τον ίδιον κλασσικού νόμου. Αυτό σημαίνει παραστατικότερα ότι αν 

μπορούσαμε να κινηματογροφήσουμε το μόριο από I = 0 + Τ καθώς εκτελεί την κίνηση 

(H/2.L,I./2,0,L/2) και μετά προβάλλαμε την ταινία από το τέλος προς την αρχή (ι = -Τ + 0), 0α 

παρατηρούσαμε στην οθόνη το είδωλο του μορίου να διαγράφει μια κίνηση (L/2,0,L/2,L,L/2) 

απόλυτα σύμφωνη με το νόμο του Νεύτωνα. Αυτό συμβαίνει γιατί οι νόμοι της κλασσικής 

μικροσκοπικής περιγραφής είναι αντιστρέψιμοι στον χρόνο. ♦

Καταγράφουμε τώρα τις βασικές παραδοχές της κλασσικής μικροσκοπικής 
περιγραφής για το Χαμιλτόνιο μη σχετικιστικό σύστημα Σν·
• Οι κλασσικοί νόμοι επιτρέπουν την ταυτόχρονη μέτρηση των θέσεα>ν cfj(t) 
και των ορμών pVn όλιυν των μορίων χωρίς καμία διαταραχή στο σύστημα^1 Λ ν 
Μια τέτοια ιδανική μέτρηση λέγεται πλήρης κλασσική μέτρηση. S  'L

ί

V
!\

\\ 
ί'
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• Μ ια πλήρης κλασσική μέτρηση επί του ΣΝ τη χρονική στιγμή t 

προσδιορίζει τη μικροκατάσταση σαν ένα άνυσμα ήη στο φασικό χώρο Γ.
• Η μικροκατάσταση ήη είναι μία δυναμική μεταβλητή. Οι συνιστώσες της 

ικανοποιούν τις διαφορικές εξισιίκτεις του Χάμιλτον (2.4).
• Κάθε μετρήσιμη ιδιότητα F του ΣΝ - π . χ  η στροφορμή -  είναι μυνότιμη  

συνάρτηση της ήη .

• Μια ιδανική κλασσική μέτρηση της ιδιότητας F τη χρονική στιγμή t θα δώσει 
(100% ) το αποτέλεσμα F( ήη ). Η μικροκατάσταση φη δεν θα επηρεασθεί 

από τη μέτρηση.

Η παραδοχή ότι μια πλήρης κλασσική μέτρηση είναι πραγματοποιήσιμη, 
και ικανή να προσδιορίσει χω ρίς την παραμικρή αβεβαιότητα τη μελλοντική  

συμπεριφορά του συστήματος, βασίζεται σε μια ανεδαφική υπεραπλούστευση του 

μηχανισμού της μέτρησης: ο παρατηρητής στην κλασσική μηχανική μπορεί να 

μετράει τα πάντα  χω ρίς να επηρεάζει τίποτα'. Μια τέτοια όμως αντίληψη είναι 
απαράδεκτη για την κβαντική φυσική, γιατί παραβλέπει το εμπειρικό γεγονός ότι 
η δράση κάθε (γνω στού) μετρητικού οργάνου πάνιο στο σύστημα είναι 
κβαντισμένη. Ο φυσικός κόσμος είναι φαίνεται έτσι φτιαγμένος που  δεν  

επιτρέπει την ... πολυτέλεια της ιδανικής κλασσικής μέτρησης. Δεν ανέχεται την 
περιέργεια του κλασσικού παρατηρητή.

Β. ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

Σαν πρότυπο κβαντικό σύστημα πολλώ ν μεταβλητών, ΣΝ, θεωρούμε Ν 

μόρια ενός ρευστού ή στερεού μέσα σε δοχείο όγκου V. Κάθε μόριο έχει μάζα m, 
σ π ιν  s, και μπορεί να βρίσκεται μέσα σε εξωτερικό πεδίο, π .χ. σε μαγνητικό 
πεδίο § .

Η μικροκατάσταση ψ $ ( ΐ )  του ΣΝ παριστάνεται από ένα άνυσμα l%> 

ενός γραμμικού μετρικού χώρου που λέγεται χώρος Hilbert (Η)

ψ*β( 0  = € Η  (2.13)

Η αναπαράσταση του ανύσματος \ψΧ> στη /Χιση σνχτεταγμένων { I (|Ν >| -  βλέπε
εξ.(2.1) -  δίνει την κνματοσιηχιρτηση του ΣΝ (S = 0)



I*. ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 29

% ((ίΝ) = <(}Ν \\\\> (2.14)

Η μιγαδική συνάρτηση (2.14) δίνει την πυκνότητα πλάτους πιθανότητας να 
βρεθούν τα Ν μόρια του ΣΝ στις θέσεις (fN = (Ifι ν )- ενιό η αντίστοιχη
πυκνότητα πιθανότητας είναι

I ψμ TfN) β = \j)*l \\̂ = <\|)t icfN> <(ίΝΐψι>

Κάθε μετρήσιμο φυσικό μέγεθος του συστήματος, π.χ. η ενέργεια, 
παριστάνεται από ένα γραμμικό Ερμιτιανό τελεστή του χιόρου Hilbert, με 
πραγματικές ώιοτψές ΕΠ

ΙΙΙψη> = Εη Ιψη>< η = 1 , 2 . 3 ----- (2.15)

όπου II είναι ο Χαμιλτόνιος τελεστής. Οι ώιοκαταστάσεις l\pn> αποτελούν 
μια οοθοκανονική βάση στον //. που υποθέτουμε εδώ αριθμήσιμη:

= δηηι, Ιψ> = Σ cn Ιψη> , V Ιψ> € Η (2.16)

όπου οη = <ψηΙΐ|» και δηηι είναι το δέλτα roi» Kronccker (=l avn=m,  = 0 α ν  
n*m) .

Η μικροκατάσταση είναι μιά δυναμική μεταβλητή που ικανοποιεί την 
εξίσωση Schrodingcr

Αν ξέρουμε τη μικροκατάσταση Ιψ()> σε χρόνο t=0. η λύση της (2.17) δίνει την 
Ιψι> σε χρόνο t. Πράγματι, για συντηρητικό σύστημα θα έχουμε

Η σταθερά Γι ισουται με 1ι/2π, όπου h είναι η σταθερά του Planck, και i είνατ 
η φανταστική μονάδα με τη γνωστή ιδιότητα i2 = -I. Αν αναπτύξουμε την 
αρχική κατάσταση ΙψΠ> σύμφ;ωνα με την εξ. (2.16), όπου οι l\jin> είναι 
ιδιοκαταστάσεις της Χαμιλτόνιας, βλέπουμε ότι η εξ. (2.18) δίνει

η

(2.17)

\\\\> = exp{-i II t/Γι J Ιψ„> (2.18)



30 2. ΜΙΚΡΟΣΚΟΙΙΙΚΗ ΙΙΙ-.ΡΙίνΑΦΗ

Ιφ(> = cxp(-i 111/  Γι | (Σ  Cn,, Ιφ„>) = Σ  expl -i II t/ ft) Ιφη>
η η

= Σ  Cn,, exp{ -i En t/ l i ) Ιψη>. = <φηΙφ„> (2.19)n s

Α πό την προηγούμενη εξίσωση παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει γενικά το 
όριο  lim \\\\>  όταν ι->« γι«χί η χρονική εξάρτηση είναι κυκλική. Αυτό  
σημαίνει ότι f να απομονω μένο κβαντικό σύστημα ΣΝ Λεν καταλήγει εν γενει σε

μια μόνιμη κατάσταση ισ ορ ροπ ία ; καθώς πράγμα αντίθετο π ρ ο ; την 

καθημερινή εμπειρία. Αυτό το παράδοξο δεν ισχύει για τη στατιστική μηχανική -  
βλέπε Κε<τ. 4.

31. ΑΠΕΑΑ Φ Υ ΣΠ Κ Α  2Υ2ΤΓΙΗΜΑΤΓΑ

ι. ΜΟΡΙΟ ΣΕ ΜΟΝΟΑΙΑΣΤΑΤΙΙ ΠΕΡΙΟΧΙΙ

Θειοοούμε το σύστημα Σ }($=0) σε μ ια  διάσταση xe  [0.LJ -  Σχ.2.!(α). Η 

κλασσική Χ αμιλτόνια  δίνεται στην εξ. (2.9). από τΐ|ν οπ οία  παίρνουμε τον  

αντίστοιχο Ερμιτιανό τελεστή με την αντικατάσταση

Ρχ (<ΐΜ£.τα(Η<οΤ(ΐοη <ιτη βΰοη <ι υντεταγμΐνιιΐν) (2.20)

Η εξίοοχτΐ) ιδιατιμών (2.15) γίνεται στη βάση αυτή

j t _ £ _
2 m Ds2

i(»n<x)=EnVn(x)

• '"'Γ 

(1 2 1 )

όπ ου  i)'n(x) = <\!vn>· Επειδή το δυναμικό απειρίζεται ατα άκρα χ = 0. L πρέπει 
ν α  μηδενίζεται η ιδιυουνάρτηαη Vn(x) στα άκρα, διαφορετικά θα είχαμε 
£)Χ2ηιηΙΧ=0| = Μια τέτοια λίχιη της (2 .2 1) είναι

ifa(x) = c · s in ( ηπχ / L ), n =  1.2.3,... (1 2 2 )

όπου η σταθερά κανονικοποΐηπης c Πρίακεται από τη ουνθήκη
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I.
J Ιψ„(χ)Ι2 dx = I
Ο

(2.23)

ότι είναι c = V2/L. Αντικατάσταση της (2.22) στην ανεξάρτητη χρόνου εξίσωση 
Schrodinger (2.21) δείχνει ότι η ενέργεια του μορίου είναι κβαντισμένη

c  H i  Ξ ΐ ? 
Ε° ~ 2 π) L2 Π η =  1, 2 ,3 , . . . (2.24)

Αν είναι γνωστή η κυματοσυνάρτηση σε χρόνο t = 0, ψ0(χ) = <χΙψ0>, τότε 

βρίσκουμε από τη γενική σχέση (2.19) την κυματοσυνάρτηση τ|η(χ) = <xlipt> σε 

κάθε χρονική στιγμή, γιατί

<χΙψι> = Σ  cn<)exp{-i Ent/ h ) <xh|>n>
n

Σ  cn() exp{ -iEnt/ F>) sin (
n

ηπχ 
L } (2.25)

Ο μιγαδικός αριθμός οΠ() προκύπτει από τον ημιτονικό μετασχηματισμό 

Fourier της ψ()(χ),

\.
Cn0 = <Ί’ηΙψα> = Jdx <τ|>η1χ> <χΙψ0>

Ο

->/Γ>\  Jdx sin ( )  Ψ ο (χ ) (2.26)

Παρατηρούμε και πάλι ότι δεν υπάρχει το lim <χ1τ)>ι> όταν δηλαδή το 

μόριο ποτέ δεν θα η.θάσει σε μια κατάσταση ανεξάρτητη του χρόνου (ισορροπία).

Η. ΜΟΡΙΟ ΣΕ ΚΥΒΙΚΟ ΔΟΧΕΙΟ

Γενικεύουμε το προηγούμενο πρόβλημα σε τρεις διαστάσεις. Η εξίσωση 
ιδιοτιμών (2.15) στη βάση συντεταγμένων { ?  = (χ,ν,ζ)) είναι

/ 3 2 92 „
(s* * Ρ  * ^Jw<r> ■J t

2 m (2.27)
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όπου η = (ηχ, ny, ηζ), με συνοριακές συνθήκες Dirichlct 

Ψη(Ο,ν,ζ) = W(L,y,z) = \)·ϋ*(χ.0.ζ)

= W (x.L.z) = ilWx.y.O) = i|V(x,y.L) = 0 ( 2 .2 7 )

Αντικατάσταση της παραγοντικής μορφής ψ ,γίτ) = ψηχ(Χ)·Ψηγ(ν)·Ψη/(ζ> στη
(2.27) δίνει - (fi72m) 32ψη/  ύη 2 = En, i=x.y.z με i|>ni ΙΚ=«.ι. = 0 . Οι εξισώσεις

αυτές οδηγούν στη γενίκευση των (2.22,24) στις τρεις διαστάσεις

2  .3 /2  η χ π χ  n . a y  . .W ( r )  =  (  s i n  (  — ) s i n f - ^ - 2 ) s i n  ( - ^ — ) ·

Ei? = Irri U  (nx + ny + " / ] = ί 2 σ ^  · ^  = L (Πχ’ n/·’ = ί?/Γι {228)

π ,πζ

όπου ηΧΛ%/= 1.2.3,···

iii. ΣΩ Μ ΑΤΙΔΙΟ ΜΕ ΣΠΙΝ 1/2 ΣΕ Μ ΑΓΝΙΙΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το κβαντικό οΰοτημα Σ } (s= 1/2, Β), δηλαδή ένα 

σιοματίδιο με οπ ιν 1/2 (π.χ. ουδέτερο άτομο αργύρου) μέοα σε ομογενές στατικό 

μαγνητικό πεδίο Β με φορά έστιυ κατά μήκος του άξονα Οζ. Υποθέτουμε ότι 
το άτομο είναι σχεδόν εντοπισμένο στην αρχή των αξόνω ν, κι έτσι αμελούμε την 
κίνησή του στο χώρο Oxyz. Ο χώρος Hilbert του συστήματος Σ) (s=l/2 , Β) έχει

μ όνο  δύο (μ ιγαδικές) διαστάσεις, γιατί το σύστημα αυτό έχει μόνο δύο  
ανεξάρτητες καταστάσεις, π.χ. "σπιν πάνω  κατά μήκος του Οζ" = Ι+ζ> και "σπιν 
κάτω κατά μήκος του Οζ" = Ι-ζ>. με αναπαράσταση στη βάση (sxl

Βλέπε Σ /2 .2 .

Η δυναμική ενέργεια ενός σημειακού μαγνητικού δίπολου με μαγνητική 

ροπή μ μέσα σε εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β είναι Η = - μ · Β . Η 
μαγνητική ροπή μ συνδέεται με την ολική στροφορμή (εδώ σπιν) με τη σχέση μ 
= γ "s, όπου  γ είνα ι ο γυρομαγνητικός λόγος. Επομένω ς ο  τελεστής της 
Χ αμιλτόνιας είναι

ε
' *
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Η = - μ · Β = - γΒ · S = - ν ΒSy (2.29)

όπου S / είναι η προβολή του τελεστή σπιν S κατά μήκος του άξονα  Οζ. Οι 
καταστάσεις Ι± ζ> είναι ιδιοκαταστάσεις του S , με ιόιοτιμές ± ΙΥ2. Αρα το 

πρόβλημα ιδιοτιμών του Η. για ουδέτερο άτομο αργύρου, έχει λύση

Η Ι±ζ> = ± ε Ι±ζ> . ε = μ„ Β (2.30)

όπου μ,* » k)cIIY2mcc « 0 .6 \1 0'8(eV/Gauss) είναι η μαγνητόνη Bohr για το 
ηλεκτρόνιο. Οι τελεστές Η. S7 είναι διαγώνιοι στην βάση (s7) του Σχ.2.2.

Η =
ε 0 

0  - ε ,
Ilf 1

2 1 0  - 1 ,
(2.31)

Σ χή μα  2 . 2 .  Όταν το άτομο άργυρον βρίσκεται «την κατάσταση "σπιν πάνω", στο χο\>ο Oxy/. 

το παριστάνουμε εποπτικά ό.κος στην εικόνα «) και «το όισδιάστατο μιγαόικό χώρο Hilbcri 

όπως οτην εικόνα α ' ). Οι εικόνες β), Π ' ) παριστάνουν την κατάσταση "σπιν κάτω" στους 

χώρους θέσεων και Hilbcri. αντίστοιχα. Οι δύο καταστάσεις \±/> αποτελούν τη βάση (s7} με

ιδιότητες ορΟοκανονικότητας {<+/!+/> = <-/!-/> = J, <+/!-/> = <-/!+/> = 0 ).

Οι τελεστές Sx, S y είναι μη διαγώνιοι στη βάση Ι±ζ> γιατί δεν μετατίθενται 
με τον S7. Έχουμε

Sx
h
2 -χ

rw °  1 ) „ _ fi ,. _ h i 0 ■*
H i  o j ·  l' y = 2 “y Ξ 2f j o (2.32)
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όπου σχ,σγ,σζ είναι οι πίνακες Pauli. Οι Sx, S y έχουν ιδιοτιμές ± fi/2, και 
ιδιοανύσματα

l±x> = ~ Ρ  (·+ζ> ± Ι-ζ>), l±y> = ̂  (Ι+ζ> ± ί ΐ-ζ>)

Η  κατάσταση l%> του συστήματος σε χρόνο t μπορεί να αναλυθεί στη 
βάση I±ζ> του Σχ.2.2: Ι%> = c,(t) l+z> +C2(t) Ι-ζ>, όπου lci(t) Ρ +lc2(t)P = 1. Η  
ΙΨι> είναι μια δυναμική μεταβλητή που ικανοποιεί την εξίσωση 
Schr5dinger(2.17) και έχει λύση

hj*t> = exp(-i Ht/ h) h|>o>

= ci(0) exp (-i Ht/ h) l+z> + C2(0) exp (-i H  t/ fi) l-z>

= c i(0 ) exp(-i ε t/ h) l+z> + C2(0 ) exp (i ε t/ h) l-z> (2 .3 3 )

Αν ξέρουμε την αρχική μικροκατάσταση Ιψ0> = cj(0) l+z> + C2(0) Ι-ζ>, η

(2.33) μας δίνει την τελική κατάσταση Ιψι> σε χρόνο t. Π.χ. αν σε χρόνο t = 0 
το άτομο έχει "σπιν πάνω": Ιψ0> = Ι+ζ>, έχουμε (ci(0) = l, C2(0) = 0) και η
(2.33) δίνει Ιψ(> = exp(-ie t/ h) Ι+ζ>, δηλαδή το άτομο θα μείνει για πάντα με 
"σπιν πάνω" αφού η πιθανότητα l<+zl%>l2 = lexp(-iet/h)|2 είναι μονάδα και 
l<-zh|H>l2 = 0. Αν όμως σε t=0: Κρ0> = Ι+χ> = 2 1/2 (Ι+ζ> + Ι-ζ>), δηλαδή αν το 
σπίν είναι κατά μήκος του άξονα Οχ σε χρόνο t=0, τότε η (2.33) δίνει

hjj[> = 2 1Λ (e-iM Ι+ζ> + ei<ot Ι-ζ>), ω = ε / h (2.34)

Η  πιθανότητα να βρούμε το άτομο σε χρόνο t πάλι στην αρχική μικροκατάσταση 
Ι+χ> θα είναι τότε

1<+χ1ψι>12 = 4·* · I (<+zl + <-ζΙ) · (ε-'ω> Ι+ζ> + eiaH Ι-ζ>) |2 = cos2 oat

Η  πιθανότητα αυτή εξαρτάται κυκλικά από το χρόνο. Δεν υπάρχει το όριο lim 
l<+xhpt>·2 όταν t-»~. Επίσης από τη (2.34) προκύπτει ότι το κβαντικό αυτό 
σύστημα δεν καταλήγει ποτέ σε μιά μόνιμη κατάσταση γιατί εξελίσσεται 
δυναμικά, σύμφωνα με την εξίσωση Schrodinger (και όχι στοχαστικά, σύμφωνα 
με την εξίσωση Master - βλέπε Σχ. 4.2,1).

Αν αναπτύξουμε την h p j>  στη βάση t± x > ,  4-nx V vI!
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J

η εξίσωση Schrbdinger γράφεται

tX2W
(2.35)

γιατί είναι εύκολο να  δείξουμε από τις (2.29,32) ότι ισχύει

<+χΙΗΙ+χ> <+χΙΗΙ-χ> 

<-χΙΗΙ+χ> <-χΙΗΙ-χ>

0  ε

ε 0

Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Η .  Ό π ω ς  φ α ίν ετα ι α π ό  την εξ. (2.30), α ν  μηδενισθεί το  μ α γνητικό  π εδ ίο  

ισ χύει <+ζ(Η Ι+ζ> = <-ζΙΗΙ-ζ> = 0. Σ ’ αυτή  την π ερ ίπ τω σ η  έχουμε δ ιπ λ ό  ε κ φ υ λ ι σ μ ό  της 

στάθμης ε=0 , γ ια τ ί δύο  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  καταστάσεις, η Ι+ζ> κ α ι η Ι-ζ>, έχουν την ί δ ι α  ιδ ιοτιμή

ίν. ΕΛΕΥΘΕΡΟ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΟ

Ζητάμε τις ιδιοσυναρτήσεις και ιδιοτιμές ενέργειας του συστήματος που  
απεικονίζεται στο Σχ 2.3. Η Χαμιλτόνια του ηλεκτρονίου είναι ανεξάρτητη από  
τοσπιν, επομένως η εξίσωση ιδιοτιμών στο "χώρο" (x.y.z.s^ [όπου sz ( = ± l i / 2 ) 

η ιδιοτιμή του τελεστή Sz ] είναι

(ε=0).

Σ χ ή μ α  2 .3 . Ε λεύ θερ ο  η λ εκ τρ ό ν ιο  σε κ υ β ικ ό  

δοχείο  ακμής L. X
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Σ χ ή μ α  2 .4 . Ί ο  φ ά ο μ α  ΐιΗ ιοτιμών ε ν έ ρ γ ε ια ; ί = ι ν  n ^ ' fv  * h^/8m V ^ \  n  = (η^,Π^.,η,) 

n x y  /  = 1,2,3 ...} κα ι ο  α ν τ ά ιτ ο ιχ ο ;  ε κ φ ν λ ιο μ ό ; Υ«* ελενΟερο ηλεκτρόνιο  tic όγκο

V = l A  Η βα ο ικ ή  ατάΟμη 3cv = ε π ι  W 1 εκ φ ν λ ιο μ ό  g(3cv ) = 2 ( t r u v  T ή i ) .  Η π ρ ώ τη  

δ ιεγερμένη  οτάΟμη θεν  = ε Π > = ε 121 = ε2ι j έχει εκ η τλ ιο μ ό  g(6cv ) = 6 . κ λ .π .  KffOc ιΛ ιοτιμή 

ε ίν α ι α νά λ ο γη  το ν  V*2^ ,  γι* α ν τ ό  α ν  δ ιπλαοιαοΟ εΐ η ακμή  το ν  κ ύ β ο ν  (V  -*  8V) το  ητίομα
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(2.36)

Η ιδιοσυνάρτηση Ψη (x,y,z,Sz) =  <x,y,z,sz!4tf> εξαρτάται προφανώ ς από την 

προβολή του σπιν στον άξονα ζ  (Σχ.2.2)

Η συνάρτηση (?) και οι ιδιοτιμές Ejf δίνονται στην εξίσωση (2.28). 

Κάθε ιδιοτιμή ενέργειας είναι διπλά εκφυλισμένη γιατί το ηλεκτρόνιο μπορεί να  
έχει "σπιν πάνω" ή "σπιν κάτω" για κάθε κβαντικό αριθμό η .  Ο εκφυλισμός της 

είναι γενικά gs = 2 -s+l, όπου s είναι το σπιν του ελεύθερου σωματιδίου

μέσα στο δοχείο. Το φάσμα ιδιοτιμών του ηλεκτρονίου καθώς και η εξάρτησή του 
από τον όγκο V = L3 παρουσιάζονται γραφικά στο Σχ. 2.4

2. Μ Ε Τ Ρ Η Σ Η  Φ Υ Σ ΙΚ Ο Ν  Μ Ε ΓΕ Θ Ω Ν

Κάθε μετρήσιμο φυσικό μέγεθος του συστήματος ΣΝ παριστάνεται με ένα 

γραμμικό Ερμιτιανό τελεστή Α με πραγματικές ιδιοτιμές Αη. Η μέτρηση του 
φυσικού μεγέθους Α δίνει σαν αποτέλεσμα μόνο κάποια ιδιοτιμή Αη του  

τελεστή Α και αφήνει το σύστημα αναγκαστικά στην αντίστοιχη ιδιοκατάσταση 
ΙΑη> που ικανοποιεί τη σχέση

Συχνά το φάσμα ιδιοτιμών ΑΠ είναι αριθμήσιμο οπότε ο κβαντικός αριθμός η 
παίρνει διάκριτες τιμές. Το σύνολο (ΙΑη>) είναι ορθοκανονικό,

και πλήρες, δηλαδή οποιοδήποτε άνυσμα Ιψ> e  Η  μπορεί να αναλυθεί <σς εξής :

W  . s z  =  + ft/2 ) = W t f > - ( i ) .  sz = - I / 2 ) = W (?)· Q

A IAn> — Αη IAn> » n ~ 1 ,2 ,3 ,. . . (2.37)

<AnlAm> — Snm (2.38)

Ιψ> = Σ  IAn> <ΑηΙψ> (2.39)
n
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Ο μιγαδικός αριθμός <ΑηΙψ> είναι το πλάτος πιθανότητας να  δώσει η μέτρηση 
του Α επί του ΣΝ (στην κατάσταση Ιψ>) το αποτέλεσμα ΑΠ. Στη στατιστική

φυσική το π ιο  συνηθισμένο φυσικό μέγεθος είναι η ενέργεια, που παριστάνεται 
με τον τελεστή της Χ αμιλτόνιας Η, και αυτό που κυρίως μας ενδιαφέρει είναι η 

εύρεση των ιδιοτιμών και η απαρίθμηση των ιδιοκαταστάσεών της, όπως έγινε 
στα προηγούμενα απλά παραδείγματα.

Ταυτόχρονη μέτρηση δύο ή περισσοτέρων φυσικών μεγεθών Α ,Β .Γ ,... με 

απεριόριστη ακρίβεια, τότε μόνο είναι επιτρεπτή, όταν οι αντίστοιχοι τελεστές 
A, Β, Γ , . . .  μετατίθενται μεταξύ τους :

[A, Β] = Α Β - Β A = 0 (2.40)

για κάθε ζεύγος τελεστών. Η προβολή θέσης x και η αντίστοιχη ορμή Ρχ ενός 
μορίου του Σ^ δεν είναι δυνατό να μετρηθούν ταυτόχρονα με απεριόριστη  

(θεωρητικά) ακρίβεια, γιατί ο ι αντίστοιχοι τελεστές x και px = - i hdx δεν 

μετατίθενται ([χ, Ρ χ ]  = i ft* 0 ) .  Φυσικά μεγέθη που οι τελεστές τους επαληθεύουν 
τις (2.40) λέγονται σνμβιβαστά, και έχουν κοινά  ιδιοανύσματα (IAn,BmJ V ..> ). 

Η ταυτόχρονη μέτρηση του ευρύτερου δυνατού μη τετριμμένου (δηλαδή πλήρους) 
συνόλου συμβιβαστών μεγεθών Α,Β,Γ, ... αφήνει ουσιαστικά το ΣΝ σε μια 

μ ο να δ ικ ή  μικροκατάσταση IAn,Bm»n»->· Μια τέτοια -  κβαντικά ιδανική -  

μέτρηση λέγεται πλήρης κβαντική μέτρηση και οι αντίστοιχοι αριθμοί

(n, m, 1, . . . )  = r

αποτελούν ένα πλήρες σύνολο κβαντικών αριθμών. Στο απλό φυσικό σύστημα (i) 
τηςσελ. 30 έχουμε r η = 1,2,3,... [εξ. (2.22)]. Στο επόμενο παράδειγμα (ii), 
r <-> (nx, ny, π2) [εξ.(2.28)], ενώ στο παράδειγμα (iii) έχουμε r sz = ± HI [Σχ.

2.2]. Στην περίπτωση του ελεύθερου ηλεκτρονίου (ίν) πλήρες σύνολο αποτελούν 
οι κβαντικοί αριθμοί (nx, ny, nz, s*) r. Οι τρεις ακέραιοι nx,y,z καθορίζουν 

την ενέργεια του ηλεκτρονίου, ενώ ο sz δηλώνει τον προσανατολισμό (T,i) του 

σπιν [Σχ. 2.4].
Για τη στατιστική αντιμετώπιση του ΣΝ δεν είναι απαραίτητο να ξέρουμε 

την ακριβή μορφή της μικροκατάστασης IAn,Bm,ri,...>. Αρκεί να γνωρίζουμε 
τους κβαντικούς αριθμούς γ0  και τις αντίστοιχες ιδιοτιμές ενέργειας ΕΓο ενός 

εξιδανικευμένου υποκατάστατου συστήματος Σ<°> [βλέπε εξ. (4.6)]. Στην πράξη 

βέβαια ποτέ σχεδόν δεν μετράμε ένα πλήρες σύνολο συμβιβαστών μεγεθών του  
Σ ν (ιδιαίτερα όταν Ν £  3). Η πλήρης κβαντική μέτρηση α ν  και είναι
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συμβιβαστή με τους νόμους της φυσικής, πράγμα που όπως είδαμε δεν ισχύει για 
την αντίστοιχη κλασσική μέτρηση, αποδεινύεται εργαστηριακά ανεφάρμοστη σε 
συστήματα πολλώ ν μεταβλητών. Επομένως δεν γνω ρίζουμε με ακρίβεια τη 

μικροκατάσταση ενός συστήματος πολλώ ν βαθμών ελευθερίας και γι’ αυτό  
αναγκαζόμαστε να περιγράφουμε τη μακροσκοπική συμπεριφορά του ΣΝ με

στατιστικομηχανικές μεθόδους.

3. Κ Β Α Ν Τ ΙΚ Η  Χ Ρ Ο Ν ΙΚ Η  ES1EAI1H

Η μικροκατάσταση \ty{> είναι μία δυναμική μεταβλητή που ικανοποιεί 
την εξίσωση Schrodinger (2.17). Αν αναπτύξουμε την l\|)t> σε κάποια βάση 

{Ιη>} του χώρου Η

ΙΨι> = Σ  Cn(t) ln> , cn(t) = <nh|>t> 
n

η εξίσωση Schrodinger γίνεται

i &Σ c n(t) ln> = Σ  cnH ln> 
n n

Προβολή της προηγούμενης ανυσματικής εξίσωσης στους ’’άξονες” Ι1>, Ι2 >, Ι3 >,...
δίνει (λόγω  ορθοκανονικότητας) την εξίσωση Schrodinger για τα πλάτη  
πιθανότητας cn (t)
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Ο ι μ ιγ α δ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί H jj =  <ilH lj> ε ίν α ι τα  σ το ιχε ία  π ίνα κ α  το υ  τελεστή Η

στη βάση (Ιη> ). Η εξ. (2.35) π ο υ  συναντήσαμε σ το  π α ρ ά δειγμ α  (iii) ε ίν α ι μ ία  

ειδ ική  μορφή τη ς (2.41).
Η κβαντική  μέση τιμ ή  ενό ς φ υσ ικού μεγέθους Α στημικρακατάστασηΙή*>  

ορ ίζετα ι ω ς  εξής

<Α >ν = <ψιΙΑΙψι> (2-42)

Α ν παραγω γίσουμε τη ν (2.42) ω ς π ρ ο ς το ν  χρόνο , πα ίρνουμε

^  <Α>Ψ =  <ψ,ΙΑ Ιψ ι>  + <Ψ ιΙΑΙψι> + <Ψ ι0ιΑ  h}»,>

Η εξίσω ση Schrodinger Ιψι> =  (i h ) '1 Η Ιψι> έχει συζυγή <Vi* =  - (i B)‘l<iftl Η . 

Α ντικατάσταση τω ν δύο  στην προηγούμενη σχέση δ ίνει

~  <Α>Ψ = (ί ΒΥι <ψ ιΙΑ Η Ιψ ι>- (i Β)Λ <ηΗΐΗΑΙψι> ♦  o f t^ A h h >
'i

= (i Β)*1 <Ψι§ [A, H ] l% > + <3tA>v

Α ρα ισ χύ ει το  Θεώρημα Ehrenfest:

if i =  <ψ1| [A ,H ]m v > + ih  < |^ > v  (2.43)

Α πό  τη ν (2.43) συμπεραίνουμε ό τ ι η μέση τιμ ή  φ υσ ικού μεγέθους Α ε ίν α ι σταθερή 

ό τα ν  ο  τελεστής το υ  μεγέθους α υτού  μ ετατίθετα ι με το ν  τελεστή της Χ α μ ιλ τό η α ς 
κ α ι ισ χύει Θ,Α = 0  (διατηρητικό  σύστημα).

♦ Π αοάδεινιια. Μέση ελεύθερη κίνηση σωματιδίου
Ε φ αρμογή  τη ς εξ. (2.43) σε ελεύθερο σω μ ά τιο  (κ α τ' εξοχή ν διατηρη τικό  

σύστημα) δ ίν ε ι γ ια  το  φ υσ ικό  μέγεθος A  =  P k  .  k = χ , γ , ζ :

ι Λ ^  <Pk>v  = <Ψι> [Pk. Η  = Σ  Pk2/2 m  ] Ιψ ,> = 0  

Α ν Α =χ, α π ό  τη ν εξ. (2.43) π ρ ο κ ύ π τει

, ;
‘Α-·-- τΟ ’'

*
$

3

ί
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i fi ~  <χ>ψ = <%l [X, Ρ χ 2/  2m] \%> = (2m)*1 <% [χ, Ρ χ 2 ] ψ ι>

Όμως,

[X , Ρ χ 2 ] =  X Ρ χ 2 -  Ρ χ 2 χ  =  [X , Ρ χ ]  Ρ χ  +  Ρ χ  [X , Ρ χ ]  

=  i f i p x  +  P x i f i  = 2 i f i p x

Όμοια εργαζόμαστε για A = y και A = z. Βλέπουμε λοιπόν ότι ισχύει

d<r> _  <p> d<p>
dt “  m ’ dt (2.44)

Για μονοδιάστατη κίνηση με δυναμική ενέργεια όπως στο Σχ. 2.1(a) οι 
εξισώσεις (2.44) είναι όμοιες με τις κλασσικές εξισώσεις κίνησης (2.10) για το 
ίδιο πρόβλημα. Στη θέση της μέσης τιμής <χ> είναι η κλασσική μεταβλητή χ, 
ενώ στη θέση της μέσης τιμής <ρχ> βρίσκεται η κλασσική μεταβλητή ρχ. Αν για 
την αρχική κατάσταση Ιψ0> ισχύει <x> 0 = L/2 και <ρχ> 0 = Ρο> από τις (2.44) 
προκύπτει ότι οι μέσες τιμές <x>L και <px>t ακολουθούν την κλασσική φασική 

τροχιά (Α Β Β Α 'Γ 'Γ Α ) του Σχ.2.1 (β). Ε ίναι όμως φύσει αδύνατο να  
προσδιορίσουμε αιτιοκρατικά τις ίδιες τις ιδιοτιμές x και ρχ σε κάθε χρονική 
στιγμή -  βλέπε σχέση αβεβαιότητας (2.47). ♦

& ΑΒΒΕΒΒΑΠΟΤΙΗΠΓΑ BfflElISENIBlEIRG

Δύο φυσικά μεγέθη Α και Β λέγονται ασυμβίβαστα  όταν οι τελεστές τους 
δεν μετατίθενται: [A, Β] *  0. Σε αυτή την περίπτωση είναι αδύνατη η
ταυτόχρονη μέτρησή τους με απόλυτη ακρίβεια. Η αρχή της αβεβαιότητας δίνει 
το ποσοτικό μέτρο αυτής της διαπίστωσης. Αν <Α> είναι η κβαντική μέση τιμή 
του μεγέθους Α στην κατάσταση Ιψ> [βλέπε εξ. (2.42)], τότε οι αντίστοιχες 
αβεβαιότητες (ΔΑ) και (ΔΒ) ορίζονται από τις σχέσεις

(ΔΑ) = (<Α2> - <Α>2)1/2 , (ΔΒ) = (<Β2> - <Β>2)!/2 ’ (2.45)

Η αρχή της αβεβαιότητας βεβαιώνει ότι [ βλέπε π.χ. Ταμβάκη (1990) ]
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(ΔΑ) (ΔΒ) > 1<ψ1 [Α,Β] Ιψ>1 /  2 (2.46)

Α ν A = χ και Β = ρχ , έχουμε [x , ρχ] = i h και | <ψΙ [χ , ρ χ ] Ιψ> I = fi για  

κανονικοποιημένη Ιψ>. Άρα η σχέση (2.46) δίνει

(Δχ) (Δρχ) > f i / 2  (2.47)

που είναι η γνωστότερη ειδική περίπτωση της γενικής σχέσης (2.46).
Η εξ. (2.47) βεβαιώνει ότι είναι αδύνατο να προσδιορίσουμε τη θέση και 

την ορμή ενός σωματιδίου με απόλυτη ακρίβεια Δ χ = Δρχ = 0. Επομένως η

κλασσική έννοια  της τρ οχιά ς  σωματιδίου δεν έχει φυσικό περιεχόμενο στην 

κβαντική περιοχή. Τα μικροσκοπικά σωματίδια δεν κινούνται σαν κλασσικά 

υλικ ά  σημεία. Ε ίνα ι κυματοσω ματιδιακές οντότητες χω ρίς κλασσικά  

υποκατάστατα. Η κίνησή τους στο χώρο των φάσεων (q,p) έχει μιά έμφυτη  

απροσδιοριστία (Δη) · (Δρ) με ελάχιστη τιμή της τάξεως της σταθεράς του Planck. 
Μια ταυτόχρονη ιδανική κλασσική μέτρηση θέσης και ορμής εντοπίζει ένα  

μονοδιάστατα κινούμενο σωματίδιο σε ένα και μόνο σημείο  του χώρου των 

φάσεων, π.χ. στο σημείο Α του Σχ. 2.1(β). Μια ταυτόχρονη κβαντική μέτρηση 

θέσης και ορμής εντοπίζει το σωματίδιο σε μια περιοχή  (κυψελίδα) του χώρου των 

φάσεων, με ελάχιστο "όγκο" = h. Υποδιαίρεση του χώρου των φάσεων σε 

κυψελίδες μικρότερες από h (περίπου) δεν έχει φυσικό νόημα, γιατί οδηγεί σε 
λεπτομερέστερη ταυτόχρονη γνώση της θέσης x και της ορμής ρ χ του σωματιδίου

από ό,τι επιτρέπει η αρχή της αβεβαιότητας (2.47). Βλέπε Σχ. 2.5.

( Δ χ ) πιϊπ * (A p x )m in  β  h

Σ χ ή μ α  2.5. Κ βάντω ση το υ  κλα σ σ ικού  χώ ρ ο υ  τω ν  φ άσεω ν λόγω  της α ρ χή ς τη ς αβεβαιότητας 

του  H eisenberg, σχέση (2.47).
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5. Τ Α Υ Τ Ο Τ ΙΚ Α  ΣΩ Μ Α ΤΙΔΙΑ : Μ Π Ο Ζ Ο Ν ΙΑ  - Φ ΕΡΜ ΙΟ Ν ΙΑ

Στην κλασσική μηχανική Ν ελεύθερα σωματίδια του ί δ ιο υ  τύπου, π.χ. 
ηλεκτρόνια, είναι (θεωρητικά τουλάχιστον) διακρίσιμα, γιατί έχει νόημα και 
είναι διακρίσιμη η τροχιά του ενός από του άλλου. Ας εκτελέσουμε μια πλήρη 
κλασσική μέτρηση σε χρόνο t = 0 στο ΣΝ. Το ηλεκτρόνιο που βρίσκουμε στη θέση

T?ι το λέμε 1°, το ηλεκτρόνιο που βρίσκουμε στην "?2 το λέμε 2 ° , . . . , και αυτό 
στη θέση Ί*ν το λέμε Νοστό. Λύνουμε κατόπιν τις εξισώσεις κίνησης του ΣΝ 

και βρίσκουμε Ν διακρίσιμες τροχιές C?i(t),?2( t ) , . . .? ν(0} που ξεχωρίζουν το 

καθένα ηλεκτρόνιο από τα υπόλοιπα Ν-1 σε κάθε χρονική στιγμή t.
Στην κβαντική μηχανική όμως δεν έχει νόημα η κλασσική έννοια "τροχιά 

σωματιδίου", όπως έχουμε εξηγήσει πιο πάνω. Μπορούμε βέβαια θεωρητικά να  
εντοπίσουμε στον χώρο με απόλυτη ακρίβεια (άρα να αριθμήσουμε) τα 
ηλεκτρόνια σε t= 0 , γιατί οι θέσεις είναι συμβιβαστά μεγέθη,

αλλά η αρχή της αβεβαιότητας (2.47) αποκλείει κάθε πρόβλεψη για τις θέσεις 
■?i(t),. .  .^?N(t), αφού π.χ. Axi(t=0) = 0 σημαίνει Δ ριχ(ι = 0 ) « Fi [Δ χ ι^ Ο )]- 1 = 

°®. Τα ηλεκτρόνια αμέσως μετά τον εντοπισμό τους σαν να αποκτούν  
απροσδιόριστες συνιστώσες ορμής, οπότε αν μετρήσουμε σε χρόνο t > 0  τη θέση 
ενός από αυτά δεν ξέρουμε για ποιό από τα Ν πρόκειται. Συμπεραίνουμε λοιπόν 
ότι

Σ τη ν  κ β α ν τ ικ ή  μ η χ α ν ικ ή  ε ίν α ι  φ ύ σ ε ι  α δ ύ ν α τ ο  ν α  "7
ι

δ ια κ ρ ίν ο υ μ ε  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  μ η  ε ν το π ισ μ έ ν α  σ ω μ α τ ίδ ια

το υ  ίδ ιο υ  τ ύ π ο υ  (= τα υτο τικ ά )  (2.48)
/

Η πρόταση (2.48) έχει μεγάλη σημασία για τη στατιστική μηχανική, γι' 
αυτό αξίζει να μελετηθεί περισσότερο. Ας θεωρήσουμε ένα κβαντικό σύστημα δ ύ ο  
ταυτοτικών σωματιδίων, το Σ2. Αφού τα σωματίδια είναι ταυτοτικά η (2.48)

"λέει" ότι είναι μη διακρίσιμα για τη φυσική. Στο μαθηματικό φορμαλισμό 
βέβαια έχουμε (ευτυχώς!) την ικανότητα να διακρίνουμε τα δύο σιοματίδια, π.χ. 
από τις συντεταγμένες τους στον τρισδιάστατο χο\)ο. Μπορούμε να γράψουμε τη 
μικροκατάσταση του Σ2: Irj ,r2>, όπου η είναι ένα πλήρες σύνολο κβαντικών

αριθμούν για το σιυματίδιο i=l,2 -  βλέπε § 2.Β.2. Για να επαληθεύει όμως η
κανονικοποιημένη κατάσταση \rh r2> την πρόταση (2.48) θα πρέπει να μην
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αλλάξει ουσιαστικά μορφή και μέτρο όταν εναλλάξουμε τα δύο ταυτοτικά  

σωματίδια. Δηλαδή πρέπει να  έχουμε

ΐΓ2,Γ1> =  αΐΓι,Γ2> (2.49)

όπου α είναι μιγαδικός αριθμός. Η κοινή κανονικοποίηση των δύο καταστάσεων 
απαιτεί <Tj,r2lr1,r2> = <r2,r1lr2,r1> = 1, που σημαίνει λόγω της (2.49)

αα* = I (2 3 0 )

Α ν εναλλάξουμε πάλι τα δύο ταυτοτικά σωματίδια στην lr2,rj> ξαναγυρίζουμε 
στην κατάσταση Ιγ!,γ2> με την ίδια "συνταγή" όπω ς στην εξίσωση (2.49). 
Έ χουμε λοιπ όν Ιγι,γ2> = α lr2,rj>. Η (2.49) δίνει !γ2,Γι> = α  Ιγι,γ2> = α 2 Ιγ2,Γ]>. 

Συνεπώ ς ισχύει α2 = 1. Αρα έχουμε λόγω της εξ. (2.50), α  = ±  1 και η εξ.
(2.49) γίνεται

Ιγ2,Γι> = ±  lr,,r2> (2 3 1 )

Κάθε μικροκατάσταση λοιπ όν του Σ2 είναι είτε σ υμμετρική  (δηλαδή αμετάβλητη 

στην εναλλαγή τω ν δύο ταυτοτικών σωματιδίων), είτε αντισνμμετρική  (δηλαδή 

αλλάζει πρόσημο όταν τα δύο σωματίδια εναλλάσσονται). Το προηγούμενο  
συμπέρασμα μπορεί αμέσω ς να γενικευθεί στην περίπτωση συστήματος Ν 

ταυτοτικών σωματιδίων. Τα σωματίδια που  περιγράφονται από  συμμετρικές 

μικροκαταστάσεις ονομάζονται μ π οζόνια  και λέμε ότι ακολουθούν στατιστική 

Bose-Einstein (BE), ενώ τα ταυτοτικά σωματίδια π ου  περιγράφονται από  

αντισυμμετρικές μ ικροκαταστάσεις ονομ ά ζοντα ι φ ε ρ μ ιό ν ια  και λέμε ότι 

ακολουθούν στατιστική Fermi-Dirac (FD).
Το είδος της στατιστικής που ακολουθεί κάθε σωματίδιο εξαρτάται από το 

σ πιν του. Μ πορεί να  δείξει κανείς στα πλαίσια της σχετικιστικής κβαντικής 
θεωρίας πεδίου ότι τα σωματίδια που έχουν ακέραιο σπιν είναι μποζόνια, ενώ  
αυτά που έχουν σπιν ημιπεριττό ακέραιο (1/2, 3/2 κ .λπ .) είναι φερμιόνια.

Μ ια βασική ιδιότητα των φ ερμιονίω ν είνα ι ότι ακολουθούν την 

απαγορευτική αρχή τον Pauli, που απαγορεύει σε δύο ταυτοτικά φερμιόνια να  
έχουν ίδιους κβαντικούς αριθμούς. Πράγματι, α ν  θέσουμε η  = τ2 s  r στην 

αντισυμμετρική από τις μικροκαταστάσεις (2.51), παίρνουμε Ιγ,γ > = - Ιγ,γ > «-» 
lr,r > = 0 .
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♦ Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 . Δ ι α κ ρ ί σ ι μ α  ι δ α ν ι κ ά  μ ό ρ ι α

"Ιδανικά μόρια" σημαίνει ότι η αλληλεπίδραση των μορίων του 
συστήματος ΣΝ είναι αμελητέα. Επομένως η Χαμιλτόνια του συστήματος ΗΣ

χωρίζεται σε Ν όρους, ένας όρος για κάθε διακοίσιμο μόριο
Ν

Ης = Hj + Η2 + ... + Ην => ΗΣ = Σ Hk (2.52)
k=l

Η αντίστοιχη εξίσωση ιδιοτιμών στην αναπαράσταση θέσης είναι

Ης % = Ε γ % (2.53)

Η (ανεξάρτητη χρόνου) διαφορική εξίσωση Schrodinger (2.53) για όλο το 
σύστημα ΣΝ αναλύεται με τη μέθοδο διαχωρισμού των μεταβλητών σε Ν

διαφορικές εξισώσεις, μια για κάθε διακρίσιμο μόριο, λόγω της ιδιότητας (2.52).
Συγκεκριμένα, αφού τα μόρια είναι διακρίσιμα και ιδανικά, μπορούμε να 

ζητήσουμε μία λύση της (2.53) σε παραγοντική μορφή

Ψγ = Ψπ * Ψγ2 · · · Ψγν (2.54)

Αν αντικαταστήσουμε την ολική μικροκατάσταση (2.54) και τον τελεστή (2.52) 
στην (2.53) και λάβουμε υπόψη ότι ο όρος Hk δρα μόνο στον παράγοντα
ψ ^ , k =1,2,... ,Ν, παίρνουμε το επόμενο σύστημα διαφορικών εξισώσεων

Ν
Hk Ψγ̂  = εΓΐί ψ^ , k = 1,2, . . . ,  Ν, Σ εΓ)ί = ΕΓ (2.55)

Από τη (2.54) συμπεραίνουμε ότι η μικροκατάσταση Ιπ> του συστήματος των Ν 
διακρίσιμων ιδανικών μορίων γράφεται

Ιι> = Ιγι, γ2, . . . , r N> (2.56)

όπου rk είναι ένα πλήρες σύνολο κβαντικών αριθμών για το μόριο υπ* αριθμόν 
k. Το παράδειγμα αυτό δίνει τη θεωρητική βάση για τη στατιστική μελέτη 
διαφόρων ιδανικών συστημάτων, όπως ο παραμαγνητικός κρύσταλλος, ο 
ταλαντωτικός κρύσταλλος και το τέλειο κλασσικό αέριο. ♦

♦ [Π α ρ ά δ ε ι γ ι ι α  / 2 γ  Τ α υ τ ο τ ι κ ά  ι δ α ν ι κ ά  μ ό ρ ι α

"Ταυτοτικά μόρια" σημαίνει μη διακρίσιμα εκ φύσεως ή πλεγματικής
θέσεως-βλέπε πρόταση (2.48). Αρα το σύστημα ΣΝ(Υ) είναι ένα κβαντικό (ή
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ημικλασσικό) ρευστό  και μάλιστα τέλειο  λόγω της ιδανικότητας των μορίων. Η 
απαρίθμηση των μικροχαταστάσεων του ΣΝ είναι τώρα διαφορετική από αυτή

του προηγούμενου παραδείγματος. Βάζουμε αρχικά ένα  μόριο μέσα στον όγκο 

V. Λύνουμε τη μονοσωματιδιακή εξίσωση ιδιοτιμών ενέργειας :

Η 1 Ψί<1> = ε[1)( ν )  ψ ^ ), i =1,2,3,... (2.57)

και βρίσκουμε τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις (ψ*(1>) και το φάσμα ιδιοτιμών 
{e^ V ) }  -  όπω ς στα Σχ. 2.3,4 για ένα ηλεκτρόνιο σε κύβο. Ο δείκτης ί στη

(2.57) συμβολίζει ένα πλήρες σύνολο κβαντικών αριθμών για ένα μόριο. Για το 

ηλεκτρόνιο του παραδείγματος (iv), σελ. 35, έχουμε

ί —> (Πχ, fly, ΠΖ, Syr̂ ), ~ 1 »2, · · ·, Syr “  ί   ̂/  2 (2.58)

Προσθέτουμε τώρα ένα-ένα τα υπόλοιπα μόρια στον όγκο V. Αφού το κάθε 

μόριο δεν διακρίνεται από τα άλλα, δεν έχει νόημα να ρωτήσουμε: "το 1°  μόριο
σ επ ο ιά  ψ,Ο) θα βρεθεί, το 2° μόριο σε ποιά ψ /ο  θα βρεθεί......το Ν0010 μόριο
σε ποιά  ψ40 ) θα βρεθεί;" -  όπω ς έγινε στο προηγούμενο παράδειγμα 1 που

γράψαμε τη μικροκατάσταση (2.56). Νόημα έχει τώρα μόνο το ερώτημα : "πόσα 
μόρια (ιη) από τα Ν θα βρεθούν στη μονοσωματιδιακή μικροκατάσταση ψ/Ο i =

1,2,...;". Η απάντηση στο ερώτημα αυτό μας δίνει τη μέγιστη πληροφόρηση που  
επιτρέπουν οι νόμοι της κβαντομηχανικής για ένα ιδανικό σύστημα ταυτοτικών 
μορίω ν. Η πληροφόρηση αυτή κωδικοποιημένη στη μορφή (n 1,n2 ,...,noe) 
προσδιορίζει μονοσήμαντα τη μικροκατάσταση Ιι> του συστήματος ΣΝ

οο
Ir > = I π 1,π2.....ru, >, Σ  ιη = Ν (2.59)

i=l

Ο ακέραιος αριθμός τη £ 0  λέγεται α ρ ι θ μ ό ς  κ α τ ά λ η ψ η ς  της 
μονοσωματιδιακής ιδιοσυνάρτησης ψ / 1*. Αν τα μόρια είναι μποζόνια (ακέραιο 

σπιν), κάθε αριθμός κατάληψης μπορεί να πάρει οποιαδήποτε μη-αρνητική τιμή.
Α ν τα μόρια είναι φερμιόνια (σπιν 1/2, 3 /2 ,...), κάθε αριθμός κατάληψης μπορεί 
να πάρει δύο τιμές: 0 ή 1, γιατί η αρχή του Pauli απαγορεύει σε δύο ταυτοτικά 

φερμιόνια να έχουν ίδιους κβαντικούς αριθμούς i. Ισχύει λοιπόν

( 0 , 1,2 ,3,... για μποζόνια
η* = \ ♦ (2.60)

ί 0,1 για φερμιόνια Χ  ̂ 5 /

rV

/



Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ

3

Μ Α Κ Ρ Ο Σ Κ Ο Π ΙΚ Η
Π Ε Ρ ΙΓ ΡΑ Φ Η

- Ό πω ς αποδεικνύει η καθημερινή εμπειρία, ένα μακροσκοπικό φυσικό 
σύστημα Σν (Ν~1023) μπορεί να περιγράφει με πολύ λίγες (« ΙΟ 23) μακροσκο

πικές παραμέτρους, όπως ο όγκος V, η πίεση Ρ, η θερμοκρασία Τ, η πυκνότητα ρ 
κ.λ,π. Αν Σν είναι π.χ. ο συμπιεσμένος αέρας ενός τροχού αυτοκινήτου, ο μέσος 

οδηγός γνωρίζει ότι η (καλή) κατάσταση των ελαστικών του εξαρτάται από την 
πίεση του αέρα.

Οι έννοιες "μακροσκοπικό" και "μικροσκοπικό" μέγεθος είναι ως ένα  
βαθμό ανθρωπομορφικές. Εξαρτώνται από το μέγεθος και τις ικανότητες του 
ανθρώπου-παρατηρητή (βλέπε Σχ. 1, Κεφ. 1). Οι μακροσκοπικές παράμετροι 
μπορούν κατά κανόνα να γίνουν άμεσα αντιληπτές από τις αισθήσεις του  
ανθρώπου. Μακροσκοπικές μεταβολές του όγκου φαίνονται και με το γυμνό  
μάτι, ενώ η αίσθηση της αφής αντιδρά άμεσα σε μεταβολές της πίεσης ή της 
θερμοκρασίας. Έ να σημαντικό μέγεθος που συνδέει τον μικρόκοσμο με τον  

μακρόκοσμο είναι ο αριθμός Avogadro

Ν0 = 6.0221367(36) x 1023 mol· 1 (3.1)

Ο αριθμός αυτός είναι το πλήθος των ατόμων άνθρακα σε 12 gr καθαρού 
ισοτόπου 126C, δηλαδή σε 1 mol του ισοτόπου αυτού, και είναι ασύλληπτα

τεράστιος. Δώδεκα γραμμάρια καρβουνόσκονη περιέχει περίπου  ένα  
τρισεκατομμύριο τρισεκατομμύρια άτομα! Το όριο της διακριτικής ικανότητας 
ενός κανονικού ανθρώπινου ματιού σε απόσταση 25 cm είναι περίπου μια
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σφαίρα με διάμετρο ένα εκατοστό του εκατοστού (= μύτη μιας καρφίτσας) και 
όγκο 6 V = (π /6 ) (ΙΟ-2 cm )3. Η μέση διάμετρος ενός ατόμου σιδήρου είναι 
περίπου 10-8 cm. Επομένως στη μύτη μιας καρφίτσας "χωράνε” -  10*6χ10 24 =

1018 άτομα, που είναι ένας πάρα πολύ μεγάλος αριθμός. Το συμπέρασμα που  

βγαίνει από αυτή τη στοιχειώδη αριθμητική είναι ότι

Α πό μακροσκοπική σκοπιά το φυσικό σύστημα

Σν , Ν~Νυ, μπορεί να θεωρηθεί σαν συνεχές μέσο. (3.2)

Ως φυσικό διαφορικό στοιχείο όγκου του συνεχούς αυτού μέσου θεωρείται ένα  
στοιχείο όγκου όπω ς το προηγούμενο δ ν ,  που είναι μακροσκοπικά αμελητέο 

αλλά μικροσκοπικά τεράστιο

Η θεμελιακή πρόταση (3.2) οδηγεί σε μια μαθηματικά κλειστή μακροσκοπική 
περιγραφή του Σν μέσω των διαφορικών εξισώσεων της μηχανικής του συνεχούς 

μέσου και της θερμοδυναμικής εμπειρίας. Η μακροσκοπική περιγραφή είναι 
κλειστή, όταν οι αρχικές τιμές των μακροσκοπικών παραμέτρων καθορίζουν 

μ ονοσ ή μ α ντα  τις μ ελλο ντ ικ ές  τιμές του ς μέσω εν ό ς  συστήματος  
φαινομενολογικώ ν  εξισιόσεων που υπακούουν.

Ο ελάχιστος αριθμός παραμέτρων που είναι απαραίτητος για μια κλειστή 
μακροσκοπική περιγραφή του Σν καθορίζει τη μακροκατάσταση Rt του  

σ υστή μ ατος. Στη γενική  περίπτω ση  η μακροκατάσταση Rt και οι 

φαινομενολογικές εξισώσεις που υπακούει εξαρτώνται από τον χρόνο t. Τέτοιο 

π α ρ ά δ ειγμ α  έχουμ ε στο φ α ιν ό μ εν ο  της γ ν ή σ ια ς  δ ιά χ υ σ η ς , όπ ου  η 
μακροκατάσταση Rt καθορίζεται από την πυκνότητα μάζας, 6 M/6 V, της 

διαχεόμενης ο υ σ ία ς :

Rt (γνήσια διάχυση) ρι(?) = δ Μ /δ ν

Η μακροσκοπική παράμετρος ρι (? ) ικανοποιεί τη φαινομενολογική εξίσω ση  

διάχυσης

Vj «  δ ν « ν Ν (3.3)

(3.4)
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όπου D είναι ο συντελεστής διάχυσης και V2 ο τελεστής της Λαπλασιανής V2 = 
3Χ2 + By2 + 3Ζ2. Η μακροσκοπική περιγραφή του φαινομένου της γνήσιας

διάχυσης είναι κλειστή, γιατί η αρχική τιμή της μακροκατάστασης , R0<-> ρ0(τ ), 
καθορίζει μονοσήμαντα κάθε μελλοντική της τιμή, Rt <-» Qt (r ), μέσω της 
διαφορικής εξίσωσης (3.4) και καταλλήλων συνοριακών συνθηκών που 
εξαρτώνται από τη φύση του συστήματος.

Όταν το Σν (Ν -  Ν0) είναι απομονωμένο, γνωρίζουμε εμπειρικά ότι η 
μακροκατάστασή του Rt τείνει βαθμιαία σε μια μόνιμη ευσταθή κατάσταση, την 
κατάσταση ΘΙ

lim Rt = (κατάσταση ΘΙ) (3.5)I—>°ο

Ο κλάδος της φυσικής που περιγράφει μακροσκοπικά καταστάσεις ΘΙ λέγεται 
κ λ α σ σ ικ ή  θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ή . Ο κλάδος της στατιστικής φυσικής που μελετάει τις 
καταστάσεις ΘΙ ενός συστήματος Σν πολλών βαθμών ελευθερίας είναι η 
σ τα τ ισ τ ικ ή  Θ ερ μ ο δυνα μ ικ ή .

Από τα εισαγωγικά σχόλια που προηγήθηκαν συμπεραίνουμε ότι για να 
περιγράφουμε μακροσκοπικά ένα φυσικό σύστημα πρέπει:

• Να βρούμε τις φαινομενολογικές εξισώσεις του συστήματος.

• Να ξέρουμε τη μακροκατάσταση Rto, σε κάποια χρονική στιγμή t0.

• Να λύσουμε τις φαινομενολογικές εξισά)σεις ως προς Rt.

Στις επόμενες ενότητες του κεφαλαίου αυτού θα ασχοληθούμε διεξοδικότερα με 
την εξαρτημένη και την ανεξάρτητη από τον χρόνο μακροσκοπική περιγραφή.

Α. Δ Ι Α Χ Υ Σ Η

Η διάχυση είναι ένα φαινόμενο μεταφοράς μάζας λόγω κινητικότητας των 
μορίων. Όταν ανοίγουμε ένα δοχείο με άρωμα, η μυρωδιά φθάνει σε λίγο χρόνο 
και στα πιο μακρινά σημεία ενός κλειστού δωματίου, λόγω της μεταφορικής και 
χαοτικής κίνησης τιυν μορίων του αριόματος. Αν πέσει μια σταγόνα μελάνης σε
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ένα ποτήρι με νερό, τα μόρια της μελάνης διαχέονται στο νερό και μετά από λίγο  

κ α τα νέμ οντα ι σ χεδόν ομ οιόμ ορφ α . Α ν παραβλέπουμε τη συστηματική  
μεταφορική κίνηση τω ν μορίω ν της μελάνης λόγω  του πεδίου βαρύτητας 

(καθίζηση), η άλλη συνιστώσα, η χαοτική , είναι υπεύθυνη για το φαινόμενο της 

γνήσιας διάχυσης που θα μελετήσουμε τώρα μακροσκοπικά.

1. Φ Α ΙΝ Ο Μ Ε Ν Ο Λ Ο Γ ΙΚ Ε Σ  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Ε ΙΣ

Η διάχυση  ε ίνα ι εκ φύσεω ς ένα  χρ ονο εξα ρ τώ μ ενο  φ α ινόμ ενο . 
Προϋποθέτει την ύπαρξη μιας ανομοιογενούς αρχικής κατανομής των μορίων και 

με την πάροδο του χρόνου τείνει να  ισοκατανείμει τα μόρια αυτά σε όλο τον  
χώρο. Τό φυσικό σύστημα Σν (Ν ~ Ν0) απαρτίζεται από Ν μόρια (π.χ. μελάνης) 

που διαχέονται χαοτικά σε ένα αδρανές υπόστρωμα (π.χ. νερό).
Α πό μακροσκοπικής σκοπιάς το Σν μπορεί να θεωρηθεί σαν συνεχές μέσο 

[πρόταση (3.2)] που περιγράφεται μαθηματικά με δυο συναρτήσεις : το βαθμωτό 

πεδίο πυκνότητας μάζας

Λ /-Ν δΜ
^ Γ -  δ ν = m

δ η * ( Γ )
δν (3.6)

και το ανυσματικό πεδίο ταχύτητας ροής της διαχεόμενης μάζας

υ t ( r ) = f 1 (3.7)

Στην εξίσωση (3.6) το m συμβολίζει τη μάζα ενός  μορίου μελάνης, και το δηι(Γ*) 

συμβολίζει τον αριθμό μορίω ν μελάνης π ου  περιέχει το φυσικό διαφορικό  

στοιχείο όγκου δν στη θέση Ϋ  σε χρόνο t. Η ολική μάζα της μελάνης είναι

Μ = J dV Qt(r) = m · Ν (3.8)
ν

Τα δυο μακροσκοπικά πεδία ρ((Γ*) και ϋ*,(Γ*) δεν είνα ι ανεξάρτητα. 

Συνδέονται μέσω της φαινομενολογικής εξίσωσης συνεχείας

3ρ 
3 t + (ρ υ ) = 0 (3.9)

I
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που εκφράζει τη διατήρηση της διαχεόμενης μάζας στο Σν , και του πειραματικού 

νόμον τον Fick.

ρϋ* = - D V ρ (3.10)

Ο νόμος αυτός ισχύει για μικρές ανομοιογένειες στην πυκνότητα q(y ) μιας 
γνήσια διαχεόμενης ουσίας. Οι εξισώσεις (3.9,10) είναι οι φαινομενολογικές 
εξισώσεις του συστήματος. Αντικατάσταση της (3.10) στην (3.9) δίνει τη γνωστή 
εξίσωση της γνήσιας διάχυσης (3.4).

2 . Μ Ο Ν Ο ΔΙΑ ΣΤΑ ΤΟ  Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α

ι. ΔΙΑΤΥΠΩΣΗ -  ΛΥΣΗ

Μια σταγόνα μελάνης μάζας Μ πέφτει σε χρόνο t = 0 στο κέντρο x = 0 ενός 
μονοδιάστατου "δοχείου" με νερό, μήκους 2L. Ζητείται η πυκνότητα της μελάνης, 
Qi (χ), για κάθε xe [- L, L] και t > 0. Η εξίσωση γνήσιας διάχυσης (3.4) σε μια 

διάσταση γίνεται

90t(x) = d d20i(x)
3t dx2 (3.11)

Ως αρχική κατανομή ρ0 (χ) μπορούμε να  θεωρήσουμε τη συνάρτηση που  

απεικονίζεται στο Σχ. 3.1. Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι τύπου 
Neumann

dQt(x)
dx x = - L :

dQt(X)
dx lx=L  =  0 V t > 0 (3.12)

γιατί τα μόρια της μελάνης δεν μπορούν να περάσουν τα τοιχώματα του 
δοχείου στα σημεία x = ± L, οπότε ισχύει υΧ (± L) = 0, από την οποία προκύπτει 
η εξίσωση (3 . 12) λόγο) της (3.10).

Αφού η γνήσια διάχυση εξελίσσεται ισότροπα στο χώρο, θα έχουμε ρ^χ) = 
Qi (-χ) οπότε η συνάρτηση ρι (χ) μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά συνημίτονου  

κατά Fourier:
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Σ χ ή μ α  3.1 . Η  α ρ χ ικ ή  κ α τα νο μ ή  π υ κ ν ό τη τα ς  τη ς μελάνης σ το  "δοχείο" x €  I- L, L). Σ το  τέλος 

τω ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ώ ν  θ α  π ά ρ ο υ μ ε  το  ό ρ ιο  ε -»  0  γ ια τ ί υ π ο θ έτο υ μ ε  ό τ ι η σ τα γό ν α  π έφ τε ι σ ε  έ ν α  

σημείο  το υ  δο χε ίο υ , σ το  κέντρο  χ=0. Σ το  ό ρ ιο  α υτό  έχουμε lim Cto(x) -  Μ* δ(χ), ό π ο υ  δ (χ ) ε ίνα ι 

η  συνάρτηση  D irac: δ (χ )  =  0  γ ια  χ  *  0 , α λ λ ά  το  ολοκλήρω μά  τη ς σε ό λο  το  χ ώ ρ ο  ε ίνα ι μονάδα.

Q tO O  = Σ 3 t ( k n ) C 0 S k n X  
n=0

Ο ι συντελεστές F ourier § t(kn) δ ίνο ντα ι α π ό  τα  ολοκληρώ ματα 

1 L
Qt(ko) = 2 l  JdxQtCx)

(3.13)

1 L
Qt(kn) J d x o t(x )c o s k n x ,  n>0 (3.14)

Α ντικατάσταση το υ  α να πτύγμ α τος (3.13) σ τις  συνοριακές συνθήκες (3.12) δ ίν ε ι

οο
Σ  Q i(kn)knS in(± knL ) =  0 . V t > 0  (3.15)
n =0

Η  (3.15) ισ χύει μόνο  α ν  το  μέγεθος k„ π α ίρ νε ι διάχριτες τιμές

k „ = Y  , η  =  0 ,1 .2 ,... (3.16)

Α ντικατάσταση της εξ. (3.13) στη  δ ιαφ ορ ική  εξίσωση (3.11) δ ίν ε ι
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Σ  [& +Dk„Ql ]cosk n x = 0, Vxe[-L,L] (3.17)
n=0

H (3.17) ισχύει μόνο αν ο συντελεστής του cos knx μηδενίζεται

+Dk^Qt (kn) = 0, π = 0 ,1 ,2 ,... (3.18)

Βλέπουμε ότι ο μετασχηματισμός Fourier (3.13) μετέτρεψε την αρχική εξίσωση με 
μερικές παραγωγούς (3.11) στις απλές γραμμικές διαφορικές εξισώσεις (3.18), 
που μπορούν να λυθούν αμέσως

Ot(kn) = exp (- Dk2nt ) ρ0 (kn) , n = 0,1,2 ,... (3.19)

Αντικατάσταση των εξ. (3.19) στην (3.13) δίνει τη ζητούμενη πυκνότητα της 
μελάνης, αν είναι γνωστοί οι συντελεστές ρ0(λη). Οι συντελεστές αυτοί
υπολογίζονται από τις εξ. (3.14) και το Σχ. 3.1

9

Q o(k0) = 2L (3.20)

2ε ) cos ^nx

Μ p in  knt \  Μ
L  ̂ ^Πε J ε-»0 L

V n > 0 (3.21)

Επομένως η πυκνότητα (3.13) γίνεται, λόγω των εξ. (3.16,19,20,21):

0ι(χ) =
Μ
L

Σ  exp ( -  D
z n=i V

π2η2 . 
L2 1

'ππ χ>cos L (3.22)
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ϋ . Κ Α Τ Α Λ Η Κ Τ ΙΚ Η  Χ Ρ Ο Ν ΙΚ Η  Ε Ξ Ε Λ ΙΞ Η

Όταν t -» «, η πυκνότητα (3.22) προσεγγίζει τη σταθερή τιμή lim  Qt *  

M /2L· Βλέπουμε ότι μετά από πολύ χρόνο η μελάνη κατανέμεται ομοιόμορφα σε 

όλο το μήκος του "δοχείου". Παρατηρούμε ότι όταν ισχύει

τότε ρι (x) = M /2L. Η σταθερά τ = L2/  Οπ2 ε ίνα ι ο χρόνος χαλάρωσης του 

συστήματος, που καθορίζει πόσο γρήγορα θα καταλήξει το ΣΝ στην κατάσταση ΘΙ.

Ό ταν I__ » «, η σειρά στην εξ. (3.22) μπορεί να προσεγγισθεί με

ολοκλήρωμα βάσει του αθροιστικού τύπου Euler »

Στο ίδ ιο  αποτέλεσμα (3.26) θα καταλήγαμε αν (γ ιο  χρησιμοποιού

σαμε ολοκλήρωμα Fourier αντί της σειράς (3.13). Το επόμενο Σχ. 3.2 δείχνει 

τρία στιγμιότυπα της πυκνότητας ρι(χ) όταν L -*««© σε τρεις διαδοχικούς χρόνους 

t |< t2 <  t3* Από το σχήμα αυτό παρατηρούμε ότι η "μελανή χηλίδα" σιγά-σιγά 
μεγαλώνει. Με βάση την (3.26) μπορούμε να ορίσουμε την ακτίνα, χχ(ι), της 
’μελανής κηλίδας” ως το χαρακτηριστικό μήκος που δ ίνει ρι(χκ ) = ρι(0) * e 1. Από  

την (3.26) συμπεραίνουμε ότι

(3.23)

η=0
Σ  f(n) = |  dn f(n) +  ^ f(0 ) - ^  f '(0 )  + (3.24)

Έχουμε τότε

(3*25)
ο

όπου α = . i2D t/L2 κα ι γ = πχ/1_ E iva t εύκολο να δείξουμε όχι ισχύει

-ο© -οο-οο -οο

(3-26)

Xx(t) = V4Dt (3-27)
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>*
Xο

Σ χή μα  3.2. Η πυκνότητα  τη ς δ ιαχεόμενης μελάνης σε τ ρ ία  σ τ ιγμ ιό τυ π α  ti< t2 < t3 · Η  «οχ ιχή  

κατανομή Qo(x) δ ίνετα ι στο Σ χ . 3.1 με L -»«>.

Αν κινηματογραφήσουμε τη διάχυση της μελάνης στο χρονικό διάστημα [tj, 
t3] του Σχ. 3.2 και μετά προβάλουμε την ταινία από το τέλος προς την 
αρχή (t->-t), θα δούμε στην οθόνη μια σχεδόν ομοιόμορφη κατανομή 
(στιγμιότυπο t3) να γίνεται όλο και πιο ανομοιόμορφη στο κέντρο του δοχείου 
(στιγμιότυπο ti του Σχ. 3.2.)! Μια τέτοια όμως εξέλιξη του φαινομένου ποτέ δε 
συμβαίνει αυθόρμητα στη φύση. Η διάχυση είναι μ η  α ν τ ισ τ ρ ε π τ ό  φαινόμενο. Η 
κατανομή ρ4(τ) δεν ικανοποιεί την ίδια εξίσωση (3.4) που ικανοποιεί η Q t(r).

Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Η . Η λύση της δ ια φ ορ ικής εξίσωσης (3.4) γνήσ ιας διάχυσης στα γόνα ς μελάνης 

στον τρ ισδιάστατο χώ ρο R 3 ε ίνα ι η (προφανής) γενίκευση της μονοδιάστατης λύσης (3.26)

Ot(r) = Μ (4πΟΟ~3/2 exp (3.28)
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Β . Κ Λ Α Σ Σ Ι Κ Η  Θ Ε Ρ Μ Ο Δ Υ Ν Α Μ Ι Κ Η

Η κλασσική θερμοδυναμική είναι μια χρονοανεξάρτητη μακροσκοπική 
θεωρία της θερμότητας. Επιδίωξή της είναι η εμπειρική περιγραφή των 
καταστάσεων ΘΙ και η μελέτη των ενεργειακών μεταβολών που συνοδεύουν τη 
μετάβαση του συστήματος Σν_ν0 από μια κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας

Α σε μια άλλη Β. Πιο κατάλληλη ονομασία θα ήταν "θερμοστατική", αλλά έχει 
επικρατήσει ο αρχικός όρος "θερμοδυναμική", τον οποίο και ακολουθούμε.

Η κλασσική θερμοδυναμική παρέχει το απαραίτητο εμπειρικό κ ρ ιτ ή ρ ιο  της 
κβαντικής θεωρίας πολλών βαθμών ελευθερίας σε καταστάσεις (σχεδόν) 
ανεξάρτητες από τον χρόνο. Τα στατιστικά μεγέθη που αντιστοιχούν στις 
εμπειρικές θερμοδυναμικές μεταβλητές (θερμοκρασία, πίεση, ενέργεια, εντροπία 
κ.λ.π.) θα πρέπει να ικανοποιούν τις φαινομενολογικές σχέσεις της κλασσικής 
θερμοδυναμικής. Απαραίτητη λοιπόν προϋπόθεση για την αξιολόγηση της 
κβαντικής στατιστικής φυσικής σε χρονοανεξάρτητες περιπτώσεις είναι η 
κατανόηση των βασικών εννοιών και νόμων της θερμοδυναμικής.

1. Β Α Σ ΙΚ Ε Σ  Π Α Ρ Α Δ Ο Χ Ε Σ

ι. ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ

Όταν η κατάσταση του περιβάλλοντος Π διατηρείται σταθερή, το 
μακροσκοπικό σύστημα Σ καταλήγει σε μια μόνιμη και ευσταθή κατάσταση Ro.i 
(Σ/Π), μηδενικής ολικής ορμής και στροφορμής, που λέγεται κατάσταση ΘΙ του Σ 
ως προς το Π (Σχ. 3.3). Οι μακροσκοπικές παράμετροι που χαρακτηρίζουν την 
Ro.i (Σ/Π) είναι ανεξάρτητες του χρόνου. Στην κλασσική θερμοδυναμική δεν μας 
ενδιαφέρει πόσο χρόνο θα χρειασθεί το Σ για να καταλήξει στη Ro.i (Σ/Π)· όταν 
όμως καταλήξει τελικά σ' αυτή, δεν μπορεί από μόνο του (αυθόρμητα) να την 
εγκαταλείψει, γιατί η Ro.i είναι ευσταθής κατάσταση.

Ο αριθμός και το είδος των μακροσκοπικών παραμέτρων που  
προσδιορίζουν την κατάσταση ΘΙ εξαρτώνται 

• Από τη φύση του Σ (χημική σύνθεση, αριθμοί γραμμομορίων, κ.λ.π.)

I
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• Από τις ιδιότητες του διαφράγματος που χωρίζει το Σ από το Π (διάφραγμα 
αδιαβατικό, διαθερμικό, πορώδες, κινητό κ.λ.π), και

• Από τα εξωτερικά πεδία που εξασκεί το Π πάνω στο Σ.

Σ χή μ α  3.3. Έ ν α  μα κροσκοπικό  σύστημα Σ σε ΘΙ ω ς π ρ ο ς  το  π ερ ιβά λλο ν  Π. Το σύνθετο 

σύστημα Σ+Π είνα ι απομονω μένο κα ι ισορροπεί θερμοδυναμ ική  ω ς π ρ ο ς  το ν  εαυτό του  (βλέπε 

εξ. (3.5)].

α. Α Π Λ Ο  Ρ Ε Υ Σ Τ Ο

Ας θεωρήσουμε ένα ρευστό μιας συνιστώσας, π.χ. αέριο Η2 ή υγρό Η2Ο 
που περιέχει η γραμμομόρια (οπότε Ν =η· Ν0) σε σταθερό όγκο V. Σ' αυτή την 
περίπτιοση ο όγκος V είναι μια εξωτερική θερμοδυναμική παράμετρος που 
καθορίζεται από τους μηχανικούς δεσμούς του Π πάνω στο Σ.

Για να βρούμε τις μακροσκοπικές παραμέτρους που καθορίζουν την Ro.L 
(Σ/Π) για το σύστημα του παραδείγματος πρέπει να ξέρουμε και τις θερμικές 
ιδιότητες του διαφράγματος που το χωρίζει από το περιβάλλον. Διακρίνουμε 
τρεις περιπτώσεις:

1°) Το α δ ια β α τ ικ ό  δ ιά φ ρ α γ μ α , που δεν επιτρέπει ανταλλαγές ενέργειας σε 
μορφή θερμότητας μεταξύ του Σ και του Π, οδηγεί σε θερμική μόνωση του 
συστήματος από το περιβάλλον. Όταν επιπρόσθετα και τα εξωτερικά πεδία 
παραμένουν σταθερά (όπως στο παράδειγμα), τότε σταματάει και η ανταλλαγή 
ενέργειας σε μορφή έργου μεταξύ του Σ και του Π, οπότε η ενέργεια του 
συστήματος, Ε, παραμένει σταθερή -  βλέπε και § 3.Β.! iii. Όταν η ενέργεια Ε 
παραμένει σταθερή, το Σ λέγεται α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο .  Για ένα απλό απομονωμένο 
σύστημα σαν και αυτό που συζητάμε, οι φυσιολογικές μακροσκοπικές
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παράμετροι που καθορίζουν την κατάσταση ΘΙ είναι η ενέργεια Ε, ο όγκος V
και ο αριθμός μορίων Ν. Αρα

R0>1 {απλό απομονωμένο σύστημα) = (Ε, V, Ν) (3.29)

2°) Το διαθερμικό διάφραγμα, που επιτρέπει ανταλλαγές ενέργειας σε 
μορφή θερμότητας μεταξύ του Σ και του Π, οδηγεί σε θερμική επαφή του 
συστήματος με το περιβάλλον. Το Σ μπορεί τότε να ονομαστεί Θερμικό σύστημα. 
Φυσιολογικές θερμοδυναμικές παράμετροι για ένα απλό θερμικό σύστημα είναι η 
θερμοκρασία Τ, ο όγκος V και ο αριθμός Ν. Αρα

Κθ.ι (απλό θερμικό σύστημά) = (Tt V, Ν) (3.30)

3°) Το πορώδες διάφραγμα , που εκτός από ανταλλαγές θερμότητας 
επιτρέπει και ανταλλαγές σωματιδίων (ύλης) μεταξύ του Σ και του Π, οδηγεί σε 
θερμική και σωματιδιακή επαφή του συστήματος με το περιβάλλον. Το Σ μπορεί 
τότε να ονομασθεί ανοικτό σύστημα γιατί διακυμαίνεται ο αριθμός Ν των 
συστατικών του. Φυσιολογικές θερμοδυναμικές μεταβλητές είναι η θερμοκρασία 
Τ, το χημικό δυναμικό μ και ο όγκος V. Αρα

R0Λ (απλό ανοικτό σύστημα) = (Τ, V, μ) (3.31)

Αξίζει να σημειωθεί ότι μια κατάσταση ΘΙ, π.χ. η Re.t Β στον 
παραμετρικό χώρο (Τ, V, Ν) του Σχ. 3.4, δεν εξαρτάται από το δρόμο CAB που 

ακολούθησε το σύστημα για να φθάσει στο Β ξεκινώντας από μια αυθαίρετη 
αρχική κατάσταση Α. Ανάλογοι παραμετρικοί χώροι αντιστοιχούν στις 
περιπτώσεις των εξ. (3.29,31). Η μεταβολή Xfe δεν είναι αυθόρμητη γιατί η 
κατάσταση Α είναι ευσταθής. Ονομάζεται ημιστατική μεταβολή γιατί κάθε σημείο 
του δρόμου CAB είναι κατάσταση ΘΙ. Μια ημιστατική μεταβολή του Σ είναι μια
εξαναγκασμένη ιδανική μεταβολή που οφείλεται σε πολύ αργές μεταβολές των 
εξωτερικών συνθηκών έτσι ώστε το Σ σε κάθε στιγμή να βρίσκεται περίπου σε 
θερμοδυναμική ισορροπία. Η διαδικασία /Cb είναι αντιστρεπτή *.

* Μ ια  δ ια δ ικ α σ ία  ε ίνα ι α ντ ισ τρ επ τή  ό τα ν  υ π ά ρ χε ι μ ια  (κα ι μόνο) δεύτερη  δ ια δ ικ α σ ία , που  

α ν α ιρ ε ί π λ ή ρ ω ς τα  α π ο τελ έσ μ α τα  της π ρ ώ τη ς . Η η μ ισ τα τική  μεταβολή  στο Σχ. 3.4 ε ίνα ι 

α ντ ισ τρεπτή , γ ια τ ί μ ια  απειροστή  α ντισ τροφ ή  τω ν εξω τερ ικώ ν συνθηκώ ν στην Β εξαναγκάζει το 

Σ να  δ ια γρ ά ψ ει το ν  α ντ ίσ τρο φ ο  δρόμ ο  C BA κα ι α ποκα θ ισ τά  ό χ ι μόνο το  σύστημα αλλά κ α ι  το

π ερ ιβ ά λ λ ο ν  στην α ρ χ ικ ή  το υ  κατάσταση . Ο ι π ρ α γμ α τ ικ ές  μα κρ ο σ κ ο π ικ ές δ ια δ ικ α σ ίες  ε ίνα ι



Β. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗ 59

Σχήμα 3.4. Π αραμετρικός χώ ρ ο ς (Τ, V, Ν) που  α πεικονίζε ι γεω μετρικά τ ις  καταστάσεις ΘΙ 

απλού θερμικού συστήματος (βλέπε εξ. (3.30)].

β. ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Όταν αλλάζει η κατάσταση ΘΙ του συστήματος όπως στο Σχ. 3.4, η 
μεταβολή των μακροσκοπικών παραμέτρων θα είναι ανεξάρτητη από τον δρόμο 
CAb γιατί η ίδια η Ro.t δεν περιέχει καμμιά πληροφορία από το παρελθόν του Σ,
όπως είπαμε και προηγουμένως. Επομένως οι μακροσκοπικές συνιστώσες της
Ro.i είναι κ α τ α σ τ α τ ικ έ ς  μ ε τα β λ η τέ ς . Εξαρτώνται δηλαδή από τη θερμοδυναμική

#
κατάσταση του Σ και όχι από την "ιστορία" του.

Η απειροστή μεταβολή μιας καταστατικής μεταβλητής f(x,y) λέγεται τ έ λ ε ιο  

δ ια φ ο ρ ικ ό

df = u(x,y) dx + υ(χ,γ) dy , 3f
(3.32)

και ισχύει η συνθήκη

3u - 32f 32f 3υ ι
ay lx=ayax 'ax ay  = a x y (3-33)

Οι μεταβλητές x και u=9xf ly λέγονται σ υ ζ υ γ ε ί ς  μεταβλητές ως προς τη 
συνάρτηση f(x,y) και το ίδιο ισχύει για το ζεύγος (y, υ = 3yf ΙΧ).

π ά ν τω ς  μη α ν τ ισ τ ρ επ τ έ ς  λ ό γω  φ α ιν ο μ έν ω ν  τρ ιβ ή ς , α κ τ ιν ο β ο λ ία ς , δ ιά χ υ σ η ς  κ .λ .π . Η 

εξιδανικευμένη έννοια  της αντισ τρεπτής δ ια δ ικ α σ ία ς επ ιτρέπει να  δ ια τυ π ω θ ο ύ ν  ο ι εμπειρ ικές 

σχέσεις της θερμοδυναμικής με τη μορφή εξισώσεων.
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Το ολοκλήρωμα ενός τέλειου διαφορικού κατά μήκος ενός δρόμου CAB (Σχ.
3.4) είναι ανεξάρτητο από τον δρόμο CAB και εξαρτάται μόνον από τα σημεία 
Α και Β :

Β Β

i Ad f= <fA (udx + υϋγ) = fB - fA , V C AB (3.34)

Από την εξ. (3.34) προκύπτει η ισοδυναμία

{ df(x,y) = 0, V C } { df: τέλειο διαφορικό} (3.35)

Μια διαφορική έκφραση ui(x,y)dx + v \ ( x , y ) d y  που δεν ικανοποιεί το 

κριτήριο (3.33) λέγεται μ η  τ έ λ ε ιο  διαφορικό και συμβολίζεται

dfj = m(x,y)dx + υι(χ^)άγ , dyujx ^ θχυ! Iy (3.36)

Το ολοκλήρωμα ενός μη τέλειου διαφορικού εξαρτάται από τον δρόμο CAB, άρα 

εν γένει 4>dfi*o. Ένα δισδιάστατο μη τέλειο διαφορικό d fi μπορεί να γίνει 

τέλειο αν το διαιρέσουμε με μια κατάλληλη συνάρτηση D(x.y). Συμβολικά, ισχύει

( <f>d fi(x,y) *  0 ) =* (3 D(x,y): <£c  = <|>c  df (x,y) = 0 .  V C} (3.37)

♦ Παοάδειγιια. 'Τελειοποίηση" διαφορικού
Η διαφορική έκφραση (x 2y dx + x*1 dy) δεν είναι τέλειο διαφορικό, γιατί 

d y( x ‘2y )  = X'2 * d x ( x l ), δηλαδή το κριτήριο (3.33) δεν ισχύει. Αρα

£ d x + ± d y s df,  (3.38)

Αν διαιρέσουμε το d f ι δια y2 προκύπτει το τέλειο διαφορικό

x2y2 dx + ~ 2  dy = df (3.39)

γιατί ισχύει 0y(x-2y·1) = - (xy )2 = ^ (x  'y 2), όπως απαιτεί η (3.33).
Για να επιβεβαιώσουμε την ιδιότητα (3.34) και την αντίστοιχη για το dfj, 

θα ολοκληρώσουμε τις διαφορικές εκφράσεις από το σημείο Α( 1,1) μέχρι το 
σημείο Β(2,2) του επιπέδου (xy) κατά μήκος δυο δρόμων Q , C2 (Σχ. 3.5).
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Σχήμα  3.5. Δ ρόμοι ολοκλήρω σης C i , C2 γ ια

Δρόμος = ΑΒ (y = x) 

Δρόμος C2 = ΑΓ (y = 1) + ΓΒ (X = 2)

δ ια φ ο ρ ικ ά  άΓχ της (3.38) κ α ι df (3.39).

Έχουμε

1 1

i af,- i / +/ ) af,* i l +J ?  = l ·,2ΙηϊνΑ r ;  ι ι

Βλέπουμε ότι το ολοκλήρωμα $  a f j εξαρτάται από τον δρόμο CAB, δηλαδή 

φ ύ ί!  *  0. Για το τέλειο διαφορικό έχουμε

3
= 4 ’

Β Γ Β \ ο 7

VA Γ J  j ι

Η τελευταία ισότητα επιβεβαιώνει τις εξ. (3.34,37) στην περίπτωση των δρόμων 
Ci. C2. ♦

Οι προηγούμενες σχέσεις (3.32) - (3.35) γενικεύονται εύκολα στην 
περίπτωση που η καταστατική μεταβλητή f εξαρτάται από τρεις ή περισσότερες
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παραμέτρους. Το κριτήριο (3.33) περιλαμβάνει n(n-l)/2 εξισώσεις μερικών 
παραγώγων, όσα είναι τα ζεύγη που σχηματίζονται από η ανεξάρτητες 
παραμέτρους.

Αν τρεις καταστατικές μεταβλητές x,y,z σχετίζονται μέσω κάποιας 
συναρτησιακής σχέσης F(x,y,z,) = 0, ισχύουν οι επόμενες χρήσιμες ταυτότητες

3χ
9y (3.40)

3 χ . 3 y . dz ι

3χ I _ 3 x  ι 3y ι 
d z  8 3y 8 3z 8

(3.41)

(3.42)

όπου g είναι μια συνάρτηση δύο (από τις x,y,z) μεταβλητών.

γ. ΕΚΤΑΤΙΚΟΤΗΤΑ
Σύμφωνα με την παραδοχή ,της εκτατικότητας, "η ενέργεια ενός 

αφόρτιστου μακροσκοπικού’συστήματος Σ σε κατάσταση ΘΙ είναι ίση με το 
άθροισμα των ενεργειών όλων των μακροσκοπικών υποσυστημάτων του".

Κάθε θερμοδυναμική παράμετρος (π.χ. V, Ν) που επαληθεύει όπως η 
ενέργεια την προηγούμενη παραδοχή, λέγεται ε χ τ α τ ι κ ή  μεταβλητή, ενώ όταν 
είναι ανεξάρτητη από το ποσό της ύλης που περιέχει το Σ (όπως οι παράμετροι 
Τ,Ρ,μ), λέγεται ε ν τ α τ ικ ή  μεταβλητή.

Μια χρήσιμη μαθηματική σχέση εδώ δίνει το θεώρημα Euler:
Αν η συνάρτηση f(xi, Χ2,..., Xk) είναι ομογενής η00*015 βαθμού, δηλαδή

ί(λΧι,λΧ2......λΧ|ς) = λ" f(x 1, Χ2.......Xk) (3.43)

τότε ισχύει

ar ar
X j — + X 2 · — +  

3xj 3x2
df r 

. +  x , -  =  n f (3.44)

[A π  6  6  ε ι E n . Π αρα γώ γισ η  τη ς εξ. (3.43) ω ς  π ρ ο ς  λ  δ ίν ι ι
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ar ^ χ1 _ df d \x k η.!
3λχι 3λ + ' " + aXxk 3λ " ηΛ 

Η προηγούμενη ταυτότητα για λ = 1 δίνει την εξ. (3.44)]

Όπως θα διαπιστώσουμε στην §3.Β.2, οι θερμοδυναμικές μεταβλητές 
ικανοποιούν ορισμένες φαινομενολογικές σχέσεις -  κ α τ α σ τ α τ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  

όπως η PV = NkT, εξισώσεις ορισμού όπως η G = Ε- TS + PV και άλλες. Λόγοι 
φυσικής συνέπειας απαιτούν, αν το αριστερό μέρος της εξίσωσης είναι μια 
εκτατική μεταβλητή, το δεξιό μέρος να είναι μια ομογενής συνάρτηση πρώτου 
βαθμού [η = 1 στην (3.43)] ως προς τις εκτατικές μεταβλητές. Για παράδειγμα, η 
συνάρτηση E-TS + PV είναι ομογενής πρώτου βαθμού ως προς τις εκτατικές 
μεταβλητές Ε,ν και S (ε ν τ ρ ο π ία ) αφού ορίζει το εκτατικό μέγεθος G (ε λ ε ύ θ ε ρ η  

ε ν έ ρ γ ε ια  G ibbs). Το θεώρημα Euler εφαρμόζεται τότε [n = 1 στην (3.44)] και 
δίνει πολύ χρήσιμους συναρτησιακούς συσχετισμούς μεταξύ των θερμοδυναμικών 
παραμέτρων.

Π. ΜΗΔΕΝΙΚΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ

Ο νόμος αυτός είναι η εμπειρική διαπίστωση ότι: "υπάρχει μια 
θερμοδυναμική παράμετρος, η θερμοκρασία Τ, που παίρνει την ίδια τιμή όταν 
δύο σώματα Σ], Σ2 βρίσκονται σε αμοιβαία θερμοδυναμική ισορροπία". 
Συμβολικά,

( Σj, Σ2 σε αμοιβαία ΘΙ) => { 3 Τ: Τ ^ )  = Τ(Σ2)} (3.45)

Το αξίωμα αυτό εισάγει τη θερμοκρασία ως μια εντατική παράμετρο που 
ρυθμίζει πότε δυο ή περισσότερα σώματα σε θερμική επαφή θα ισορροπήσουν 
θερμοδυναμικά μεταξύ τους. Στην εμπειρική αρχή (3.45) στηρίζεται η κατασκευή 
των θερμομέτρων και η χρήση των συμβατικών θερμοκρασιακών κλιμάκων. Όμως 
η απόλυτη θερμοκρασία, που είναι το μέτρο της χαοτικής κινητικής ενέργειας 
των μορίων του ΣΝ, εισάγεται στην κλασσική θερμοδυναμική μέσω του Β '
θερμοδυναμικού νόμου -  βλέπε επόμενη §ίν.
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i i i .  Π ΡΩ ΤΟ Σ Ν Ο Μ Ο Σ Τ Η Σ  Θ Ε Ρ Μ Ο Δ Υ Ν Α Μ ΙΚ Η Σ

α. Δ Ι Α Τ Υ Π Ω Σ Η

Ο πρώτος νόμος της θερμοδυναμικής εκφράζει τη διατήρηση της ενέργειας 
σε μεταβολές της κατάστασης ΘΙ. Σύμφωνα με τη θερμοδυναμική ορολογία, 
υπάρχουν δυο τρόποι ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ ενός θερμικού συστήματος 
Σν και του περιβάλλοντος:

• Ανταλλαγή θερμότητας
• Ανταλλαγή έργου.
Στην πρώτη περίπτωση έχουμε ά μ ε σ η  μεταβίβαση ενέργειας στους 

μικροσκοπικούς βαθμούς ελευθερίας χωρίς αλλαγή των εκτατικών μηχανικών 
παραμέτρων (μήκος L, επιφάνεια Α, όγκος V κ.λ.π.) του Σν· Ένα παράδειγμα 
είναι η θέρμανση ρευστού υπό σταθερό όγκο. Στη δεύτερη περίπτωση έχουμε 
έ μ ε σ η  μεταβίβαση ενέργειας στους μικροσκοπικούς βαθμούς ελευθερίας, 
προκαλούμενη από μεταβολή σε κάποια μακροσκοπική μηχανική παράμετρο του 
Σν · Ως παράδειγμα θερμοδυναμικού έργου του Σν πάνω στο περιβάλλον 
θεωρούμε την αδιαβατική εκτόνωση αερίου από όγκο V σε V+dV, οπότε το 
στοιχειώδες έργο είναι PdV, όπου Ρ είναι η πίεση στο εσωτερικό του συστήματος.

Σύμφωνα με τον A ' νόμο της θερμοδυναμικής υπάρχει μια "αποθήκη 
Ενέργειας" στο Σν που ονομάζεται ε σ ω τε ρ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  Ε με τις ιδιότητες: 1°) Η 
Ε είναι καταστατική συνάρτηση των θερμοδυναμικών παραμέτρων του Σν , 
επομένως το διαφορικό της dE είναι τέλειο. 2°) Ισχύει

dE = 3 Q - a \ V  (3.46)

όπου 3Q είναι η στοιχειώδης εισροή θερμότητας από το περιβάλλον στο Σν και 
d W είναι το στοιχειώδες μηχανικό έργο που αποδίδει το σύστημα στο 
περιβάλλον*.

Η οριζόντια γραμμή στα σύμβολα 3 Q, 3 W υποδηλώνει ότι οι αντίστοιχες 
διαφορικές εκφράσεις δεν είναι τέλεια διαφορικά. Δηλαδή δεν υπάρχει καμία 
συνάρτηση καταστάσεως ’’θερμότητα" ή "έργο” που να έχει ορισμένη τιμή σε κάθε 
θερμοδυναμική κατάσταση ισορροπίας.

* Σ ε μ ερ ικ ά  σ υ γγρά μ μ α τα  το  dW  εμ φ α ν ίζετα ι στην εξ. (3.46) με α ν τ ίθ ετο  πρόσ ημ ο , οπ ό τε  

συμβολίζει το  στο ιχειώ δες έργο του  περ ιβάλλοντος π ά νω  στο σύστημα.
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Σε ένα πολύπλοκο σύστημα το στοιχειώδες έργο θα μπορούσε να πάρει τη 
μορφή

3W = Ρ dV - f dL -odA - ηϋθ - E ' dP - B * dM (3,46a)

Στην έκφραση αυτή Ρ είναι η πίεση, V ο όγκος, f είναι η γραμμική τάση, L το 
μήκος, σ ο συντελεστής επιφανειακής τάσης, Α το εμβαδό, η είναι η ροπή

στρέψεως, θ η γωνία στρέψεως, Ε το ηλεκτρικό πεδίο, Ρ η ηλεκτρική πόλωση, 3
—>

είναι το μαγνητικό πεδίο και Μ η μαγνήτιση του Σ^. Μπορούμε να θεωρήσουμε 

τα μεγέθη Ρ, - f, - σ, - η, - Ε, - 3  ως γενικευμένες δυνάμεις και τα διαφορικά dV, 

dL, dA, d0, dP, divl ως στοιχειώδεις γενικευμένες μετατοπίσεις.
Σε περίπτωση ανοικτού συστήματος η εσωτερική ενέργεια μπορεί να 

μεταβληθεί και λόγω εισροής ύλης στο σύστημα, οπότε ο A 7 θερμοδυναμικός 
νόμο.ς γράφεται

dE = aQ - 3 W + Σ  ^  dNj (3.46β)
j

Η άθροιση αναφέρεται στα είδη σωματιδίων που απαρτίζουν το ΣΝκαι μj είναι 
το χημικό δυναμικό για τα σίυματίδια τύπου j. Το χημικό δυναμικό είναι μία 
γενικευμένη δύναμη που τείνει να αυξήσει τον αριθμό των σωματιδίων στο 
σύστημα.

♦ Παράδειγμα. Χημική αντίδραση
Ας υποθέσουμε ότι μελετάμε την αμφίδρομη χημική αντίδραση

Α + Β Ο  C

Τα μόρια τύπου Α και Β τείνουν να αντιδράσουν και να αυξήσουν τον αριθμό 
μορίων τύπου C. Αντίστροφα, η παρουσία των μορίων C προκαλεί αύξηση στον 
αριθμό μορίων Α και Β λόγω των διασπάσεών τους. Στην κατάσταση ισορροπίας 
έχουμε εξισορρόπηση αυτών των αυξητικών τάσεων, δηλαδή των χημικών 
δυναμικών

μΑ + μΒ = μΕ ♦
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β. Α Π Λ Ε Σ  ΕΦ ΑΡΜ Ο ΓΕΣ

Ας μελετήσουμε τώρα μερικές από τις συνέπειες του A ' θερμοδυναμικού 
νόμου.

\ ° )  ΕΕισώσεκ: 50 .  Για ένα απλό θερμικό ρευστό μπορούμε να θεωρήσουμε Ε = 

Ε(Ρ,Υ). Τότε ισχύει

Αν θεωρήσουμε ως ανεξάρτητες μεταβλητές διαδοχικά τα ζεύγη (Ρ,Υ), (Ρ,Τ) και 
(T,V), η εξίσωση (3.46) με 3 W = PdV δίνει αντίστοιχα

Οι εκφράσεις (3.49 -51) ονομάζονται ε ξ ισ ώ σ ε ις  d  Q . Οι μερικές παράγωγοι που 
εμφανίζονται σ’ αυτές είναι συνήθως άγνωστες και απρόσιτες σε απ’ ευθείας 
μέτρηση στο εργαστήριο. Όμως η έννοια της εντροπίας, που εισάγεται στην 
κλασσική θερμοδυναμική μέσω του Β ' θερμοδυναμικού νόμου, επιτρέπει τον 
μετασχηματισμό τους σε πιο εύχρηστη μορφή -  βλέπε § 3.Β.2..

Μπορούμε αμέσως να συμπεράνουμε από τις δυο τελευταίες εξισώσεις 3Q  
ότι

(3.47)

Αφού το dE είναι τέλειο διαφορικό, η εξίσωση (3.33) γράφεται

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3 5 2 )

και
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Cp = a T lP= OT(E + PV)lr 2 f r lH (3>53)

όπου Cv είναι η θερμοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο και Cp η θερμοχωρητι
κότητα υπό σταθερή πίεση, ενώ Η = Ε + PV συμβολίζει εδώ την ε ν θ α λ π ία .

2°) Ιδανικό αέοιο. Από το πείραμα ελεύθερης εκτόνωσης Joule γνωρίζουμε ότι η
εσωτερική ενέργεια ιδανικού αερίου είναι ανεξάρτητη από τον όγκο: Ε = Ε(Τ), 
άρα Cv = dE/ dT. Από τη στοιχειώδη κινητική θεωρία των αερίων έχουμε

E = |nR T  => Cy = |  nR (3.54)

Το μέγεθος n είναι ο αριθμός γραμμομορίων του ιδανικού αερίου και R είναι η 
γνωστή σταθερά αερίων R = Ν0 k, όπου k η σταθερά Boltzmann. Από την 
καταστατική εξίσωση PV = nRT και τις εξ. (3.53,52) βρίσκουμε

Cp =
d_

3Τ
( |n R T  + nR T )= |nR (3.54')

Cp - Cv = nR , Cp / Cv = ^ (3.55)

Η εξ. (3.55) φανερώνει ότι Cp > Cv, δηλαδή μια αέρια ιδανική μάζα 
θερμαίνεται γρηγορότερα υπό σταθερό όγκο παρά υπό σταθερή πίεση. Αυτό 
είναι και διαισθητικά προφανές, γιατί υπό σταθερό όγκο (3W=0) ό λ η  χ\ 

απορροφούμενη θερμότητα συντελεί στην αύξηση της εσωτερικής ενέργειας και 
συνεπώς της θερμοκρασίας του αερίου.

iv. ΔΕΥΤΕΡΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ

α. ΙΣΟ Δ Υ Ν Α Μ Ε Σ Δ ΙΑ Τ Υ Π Ω Σ Ε ΙΣ

Όπως γνωρίζουμε πολύ καλά από την καθημερινή εμπειρία, υπάρχουν 
πιθανές μακροσκοπικές διαδικασίες που ικανοποιούν τον νόμο διατήρησης της 
ενέργειας αλλά παρ’ όλα αυτά δεν συμβαίνουν ποτέ. Για παράδειγμα, κανείς δεν
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έχει δει μια κιμωλία που ηρεμεί πάνω στο τραπέζι αυθόρμητα να αρχίζει να 
κρυώνει και να πηδάει μέχρι την οροφή (!) ακολουθώντας π.χ· μια πιθανή 
διαδικασία μετατροπής μέρους της εσωτερικής ενέργειας σε δυναμική, αν και 
κάτι τέτοιο θα ήταν σε πλήρη συμφωνία με τον A ' θερμοδυναμικό νόμο. Κανείς 
δεν έχει δει μιά αυθόρμητη ροή θερμότητας από ψυχρό σε θερμό σώμα [σε πλήρη 
συμφωνία με την εμπειρία κάθε νοικοκυράς που . . . προτιμάει να ζεστάνει το 
φαγητό στην ηλεκτρική κουζίνα και όχι στο ηλεκτρικό ψυγείο!]

Ο Β' θερμοδυναμικός νόμος ποσοτικοποιεί τέτοιες εμπειρίες και τις 
ενσωματώνει στη θερμοδυναμική με τη μορφή συνήθως των δυο επόμενων 
ισοδύναμων διατυπώσεων.

• Διατύπωση Kelvin. Δεν υπάρχει θερμοδυναμικός μετασχηματισμός που 
έχει σαν μ ο ν α δ ι κ ό  αποτέλεσμα την απορρόφηση ποσού θερμότητας από μια 
δεξαμενή θερμότητας (ρεζερβουάρ) και την πλήρη μετατροπή του σε έργο.

• Διατύπωση Clausius. Δεν υπάρχει θερμοδυναμικός μετασχηματισμός που 
έχει σαν μ ο ν α δ ι κ ό  αποτέλεσμα την απορρόφηση ποσού θερμότητας από μία 
δεξαμενή θερμότητας και την πλήρη απόδοσή του σε άλλη, θερμοκρασίας 
υψηλότερης από την πρώτη.

Και στις δυο διατυπώσεις μεγάλη σημασία έχει η λέξη "μοναδικό". Ας 
δώσουμε ένα παράδειγμα. Στην ισόθερμη αντιστρεπτή εκτόνωση ενός ιδανικού 
αερίου η εσωτερική ενέργεια δεν μεταβάλλεται, αφού εξαρτάται μόνον από τη 
θερμοκρασία. Επομένως ολόκληρη η απορροφούμενη θερμότητα μετατρέπεται σε 
έργο W = J Ρ dV σύμφωνα με τον A ' θερμοδυναμικό νόμο. Αυτή η διαδικασία

δεν παραβιάζει τη διατύπωση Kelvin, γιατί το αέριο στο τέλος του 
μετασχηματισμού καταλαμβάνει μεγαλύτερο όγκο από ό,τι στην αρχή και έτσι η 
μετατροπή της θερμότητας σε έργο δεν είναι το μοναδικό αποτέλεσμα αυτής της 
διαδικασίας.

Η απόδειξη της ισοδυναμίας των δύο διατυπώσεων γίνεται με την εις 
άτοπον απαγωγή σε δύο στάδια.

1°) Αν δεν ισχύει η διατύπωση Kelvin, δεν ισχύει ούτε η Clausius. 
ίΑ π  ό  δ  ε l £ η . Α ν δεν  ισ χύει η K elvin, μ π ορούμ ε να  α φ α ιρέσουμ ε π ο σ ό  θερ μ ό τη τα ς α π ό  

ρεζερβουάρ  θ ερ μ ο κ ρα σ ία ς  T j κα ι να  το  μετατρέπουμε π λή ρω ς σε έργο, χ ω ρ ίς  άλλη συνέπεια .

Μ πορούμ ε στη σ υνέχεια  ν α  μετατρέψ ουμε α υτό  το  έργο εύκολα  (π .χ . δ ια  της τρ ιβής) π ά λ ι σε 

θερμότητα  κ α ι ν α  το  α ποδώ σουμ ε σε ρεζερβουάρ θερμοκρα σ ία ς Τ 2> Τ 1, χ ω ρ ίς  άλλη συνέπεια .

Η σ υ νισ τα μ ένη  τω ν  δύ ο  π ρ ο η γο υ μ ένω ν  υ π ο θ ετ ικ ώ ν  βη μ ά τω ν θ α  ή τα ν  η μετα φ ορά  π ο σ ο ύ
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θερμότητας α π ό  ένα κρύο σε ένα ζεστό ρεζερβουάρ, χ ω ρ ίς  άλλη σ υνέπεια . Θ α είχαμε τότε  

παραβίαση της δ ια τύπω σ ης Clausius.]

2°) Αν δεν ισχύει η διατύπωση Clausius, δεν ισχύει ούτε η Kelvin.
ΓΑ π  ό δ  ε ι £ η . Α ν δεν ισ χύει η δ ια τύ π ω σ η  C lausius, μ πορούμ ε να  α φ α ιρ έσ ο υ μ ε  πο σ ό  

θερμότητας Q 2 α πό  ρεζερβουάρ θερμοκρασίας T j κα ι να  το αποδώ σουμε χω ρ ίς  άλλη συνέπεια  

σε ρεζερβουάρ υψ η λότερη ς θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ 2> Τ 1. Σ α ν  ένα δεύτερο  βήμα μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε μια θ ε ρ μ ι κ ή  μ η χ α ν ή * *  μεταξύ τω ν δυο ρεζερβουάρ γ ια  ένα κύκλο λειτουργίας, 

η ο π ο ία  να  απορροφ ήσει θερμότητα Q 2 από το ρεζερβουάρ Τ2, να  αποδώ σει θερμότητα Q p O  

(Ql<Q2) ®το ρεζερβουάρ T j κ α ι να  εκτελέσει έργο W = Q 2 - Q j> 0  στο  π ερ ιβ ά λ λ ο ν .

Συνισταμένη τω ν δυο προηγούμενω ν υποθετικώ ν βημάτω ν Οα ήταν η απορρόφηση ποσού 

θερμότητας (Q 2 - Q j)> 0  από  το ρεζερβουάρ T j κα ι η πλήρης μετατροπή του σε έργο, χω ρ ίς  άλλη

συνέπεια. Θ α είχαμε τότε παραβίαση της δ ιατύπω σης K elvin].

~ Αν οι δύο διατυπώσεις δεν ήταν ισοδύναμες, η αναίρεση της μιας δεν θα 
οδηγούσε κατ’ ανάγκη σε αναίρεση και της άλλης, οπότε κάποια από τις δυό 
προηγούμενες προτάσεις 1°) ή 2°) θα ήταν ψευδής.

β. ΜΗΧΑΝΗ CARNOT

Μια α ν τ ι σ τ ρ ε π τ ή  θερμική μηχανή ονομάζεται μηχανή Carnot. Ως 
παράδειγμα αναφέρουμε ένα απλό ρευστό που υπόκειται στον αντιστρεπτό 
κυκλικό μετασχηματισμό (12341) του Σχ. 3.6. Στο σχήμα αυτό (12) και (34) είναι 
τμήματα των ισόθερμων Τζ=σταθερή και Τκ=σταθερή (Τζ>Τκ), ενώ (23) και (41)
είναι τμήματα αδιαβατικών μετασχηματισμών του ρευστού. Ποσό θερμότητας 
Qi2 > 0 απορροφάται κατά την ισόθερμη εκτόνωση ( 12), ποσό θερμότητας Q43 =

Θ ερμική μηχανή είνα ι ένα Οερμοδυναμικό σύστημα πο υ  μπορεί να  υ π οσ τεί το ν  ακόλουθο 

(αντιστρεπτό ή μη) κ υ κ λ ι κ ό  μετασχηματισμό :

• Α πορρόφηση ποσού θερμότητας Q 2>0 από ρεζερβουάρ Τ2

• Α πόδοση ποσού θερμότητας Q j> 0  ( 0 ι< 0 2) οε ρεζερβουάρ Τ μ Τ ^ Ί ^ )

• Εκτέλεση έργου W >0 στο περιβάλλον.

Ο  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  α π ο ό ό σ ε ω ς  μ ια ς  θερμ ικής μηχανής ε ίνα ι η = W / Q 2 . Σημειώ στε ό τ ι η 

εσωτερική ενέργεια  της μηχανής δεν μεταβάλλεται κατά τη δ ιά ρκεια  ενός κύκλου λε ιτουργία ς 

της, γ ια τ ί η αρχική κα ι τελική κατάσταση στον κύκλο ταυτίζονται.



70 3. Μ ΑΚΡΟΣΚΟΠΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ

- Q34 > 0 αποβάλλεται στο περιβάλλον κατά την ισόθερμη συμπίεση (34) και έργο 
W=Qi2‘ 043>° εκτελείται από το ρευστό στο περιβάλλον.

Σ χ ή μ α  3.6. Κ ύ κ λ ο ς λ ε ιτο υ ρ γ ία ς  μ ια ς  μηχανής C arno t, (a) αε συμβολική  α να π α ρ ά σ τα σ η  κα ι 

(b) στο  επ ίπεδο  PV.

Υπενθυμίζουμε ότι η κατασκευή οποιοσδήποτε θερμικής μηχανής 
βασίζεται στη συμβατή με τη διατύπωση Kelvin διαπίστωση ότι αν επιτρέψουμε 
τη ροή θερμότητας από υψηλή σε χαμηλή θερμοκρασία, τότε μπορεί ένα μέρος της 
θερμότητας να μετατραπεί σε έργο. Ο Γάλλος μηχανικός Carnot παρατήρησε ότι 
η παραγωγή έργου δεν είναι υποχρεωτική σ’ αυτή την περίπτωση, δηλαδή ότι σε 
μια πραγματική (μη αντιστρεπτή) μηχανή συμβαίνουν αυθόρμητες, 
θερμοκρασιακά ισοπεδωτικές διαρροές θερμότητας χωρίς παραγωγή έργου. 
Πρότεινε λοιπόν την οριακά πραγματοποιήσιμη ομώνυμη μηχανή (π.χ.του Σχ.3.6) 
που αποτελείται μόνον από αντιστρέψιμα βήματα, χωρίς τις άχρηστες διαρροές 
θερμότητας [που μετατρέπουν τις ισότητες της θερμοδυναμικής σε ανισότητες!].

Αν αναστρέψουμε τον πλήρη κύκλο λειτουργίας μιας μηχανής Carnot, αντί 
για θερμική θα έχουμε ψ υ κ τ ικ ή  μηχανή. Στο Σχ. 3.6 θα έχουμε (12341) 
(14321). Αρα

Q43 ' ^43» Ql2 -*  * Ql2« W -* -W

που σημαίνει απορρόφηση ποσού θερμότητας IQ43I από το κρύο ρεζερβουάρ (Τ„) 
και απόδοση IQx2* στο ζεστό ρεζερβουάρ (Τς) με "κόστος" την κατανάλωση έργου 

IWI από το ρευστό (σε μορφή π.χ. ηλεκτρικής ενέργειας).



Β. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΘΚΡΜΟΛΥΝΑΜΙΚΗ 71

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Αν W > 0 στη μηχανή Carnoi του Σχ. 3.6, να δειχΟεί ότι ισχύει 

Q j = Ο43 > 0  , Q 2 ^  Q 12 > 0  , %  e  [0 ,1 )

Η σημασία της μηχανής Carnot γίνεται εμφανής με το ακόλουθο θ ε ώ ρ η μ α  

C a r n o t:

"Δεν υπάρχει θερμική μηχανή X που λειτουργεί μεταξύ δυό 
ρεζερβουάρ Τζ και Τκ, η οποία να έχει συντελεστή αποδόσεως
μεγαλύτερο από μια μηχανή Carnot που λειτουργεί μεταξύ των 
ίδιων ρεζερβουάρ".

Το θεώρημα αυτό βεβαιώνει ότι ισχύει ηΧ < η0  Βλέπε Σχ. 3.7.
ΙΑ π  ό  δ ε ι £  τι. Ας υποθέσουμε ό τ ι η μηχανή X είνα ι αποδοτικότερη  α π ό  τη μηχανή C arnot 

C, δηλαδή ό τ ι ηχ  > η ^. Από τον  ορισμό του συντελεστή αποδόσεω ς προκύπτει: W /Qx  > 

W / Q q  h Q x < Q c . Π αρατηρούμε ό τ ι αποτέλεσμα της δράσης τω ν  δυό μηχανώ ν X κ α ι C είνα ι 

η απορρόφηση θερμότητας (Q c  - W) - (Q x  - W) = Q c  - Q x  > 0 α π ό  to  ρεζερβουάρ Τκ κ α ι η 

απόδοσή του στο υψηλότερης θερμοκρασίας ρεζερβουάρ Τζ, χω ρ ίς  άλλη συνέπεια . Α υτό όμω ς 

παραβιάζει το Β ' Οερμοδυναμικό νόμο (διατύπω ση Clausius). Αρα ισχύει ηΧ < η^].

Σ χή μ α  3 .7. Σ υνδυα σ μ ός μηχανώ ν γ ια  την α π ό δε ιξη  του  θεω ρή μα τος C arno t. Η θερμική 

μηχανή X μπορεί να  π ερ ιέχει μη α ντισ τρεπ τά  σ το ιχεία . Η μηχανή C arnot C λειτουργεί ω ς  

ψυγείο.

X

Α Σ Κ Η Σ Η  2. Να δειχΟεί ό τ ι όλες ο ι μηχανές C arnot έχουν το ν  ί δ ι ο  συντελεστή αποδόσεω ς. 

< Υ π  ό δ  ε ι £ η : Θέστε X = C ' κα ι αντιστρέψ τε τα βέλη στο Σχ.3.7>
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γ . ΑΠΟΛΥΤΗ ΚΛΙΜΑΚΑ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑΣ

Από την προηγούμενη Ασκ. 2 συμπεραίνουμε ότι ο συντελεστής αποδόσεως 
μιας μηχανής Carnot είναι ανεξάρτητος από τη φύση και τις μηχανικές 
παραμέτρους του συστήματος ΣΝ της μηχανής, και επομένως μπορεί να 
εξαρτάται μόνον από τις θερμοκρασίες Τκ, Τζ των δυό ρεζερβουάρ. Απο το Σχ.3.6 

και την προηγούμενη Ασκ. I έχουμε

" c - o r  | - ο ^ ’" (Τ« ·Τ *1

9 η
Ql2

ΚΤχ,Τς). tie 6 10,1) (356)

όπου f (Τκ, Τζ) είναι μια συνάρτηση των θερμοκρασιών Τκ και Τζ.
Για να βρούμε τη μορφή της συνάρτησης ί(Τκ, Τζ) θεωρούμε δυο μηχανές 

Carnot που λειτουργούν μεταξύ τριών ρεζερβουάρ Τζ > Τ ' >Τκ. Βλέπε Σχ.3.8.

Σ χ ή μ α  3 .8 . Δ ύ ο  μ η χ α ν έ ς  C a rn o i π ο υ  

λ ε ιτ ο υ ρ γ ο ύ ν  μ ε τ α ξ ύ  τ ρ ιώ ν  ρ ε ζ ε ρ β ο υ ά ρ  

Τζ>Τ  >Τκ ε ίνα ι ισ οδύνα μ ες με μ ια  μηχανή 

C arno t μεταξύ  τω ν  ρεζερβουάρ Τζ >Τκ .

Από την εξ.(3.56) έχουμε

^ = ί ( τ κ,τ · ) .  ^ = ί σ  . τ ζ), § ^ = ( σ Χ,Τς) (337)

από τις οποίες προκύπτει αμέσως

ί σ κ,Τ · ) · ί ( Τ ' ,Τ ζ) = ί σ κ,Τζ) , VT- (338)

Πρέπει επομένως να ισχύει ί(Τκ,Τζ) = g(Tx)/gOV S1, όπου g(T) είναι κάποια 

αύξουσα συνάρτηση της θερμοκρασίας. Η g=g(O ορίζει μια πιθανή κλίμακα 
θερμοκρασίας. Μια από τις πρώτες θερμοκρασιακές κλίμακες προτάθηκε από
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τον W. Thompson (Λόρδο Kelvin), αντιστοιχεί στην επιλογή g(T)=XecT (c: 
σταθερά) και ονομάζεται κ λ ίμ α κ α  T h o m p so n . Μια πιο πρακτική κλίμακα, η 
κ λ ίμ α κ α  K e lv in , αντιστοιχεί στην επιλογή g(T) = λΤ, οπότε στο Σχ.3.6 θα έχουμε

Q43 Τκ _ t Q43 _ « Ik
Q 12 " Τζ ^  ^  -  1 · q 12 -  1 ' Tt (3.59)

Α Σ Κ Η Σ Η .  Να δειχτεί ότι η κλίμακα Kelvin ταυτίζεται με την απόλυτη κλίμακα θερμοκρασίας 

της καταστατικής εξίσωσης των τελείων αερίων.

[Λ_ή_σ_η. Ας υποθέσουμε ότι το ρευστό του Σχ. 3.6 είναι τέλειο αέριο. Θα βρούμε τον 

συντελεστή αποδόοεως η^ = 1 - Q43/Q12' Ο1 ποσότητες 1Q43 υπολογίζονται ως εξής:

• Ι σ ό θ ε ρ μ η  ε κ τ ό ν ω σ η  (12): Αφού Ε = ΕΠ') =* dE = 0 κ α ι dQ = dW = PdV = ηΙίΤζ dV/ V. 

Αρα

^  Q12 = n R ^ ln (V 2/ V 1) (3.60)

• Α δ ι α β α η κ ή  ε κ τ ό ν ω σ η  (23): Έχουμε d Q = 0 λόγω αδιαβατικότητας και dE =3/ 2 nRdT 

λόγω της (3.54). Αρα ο A ' Οερμοδυναμικός νόμος δίνει (3/ 2) nRdT +PdV = 0. Χρήση της PV 

= nRT στην προηγούμενη διαφορική εξίσωση οδηγεί με ολοκλήρωση από το σημείο 2 στο σημείο 

3 στη σχέση

2/3 2/3
Τκν 3 = Τζν2 (3.61)

• Ι σ ό θ ε ρ μ η  σ υ μ π ί ε σ η  (34). Κατ’ αναλογία με την εξ. (3.60) έχουμε

Q 43 = - Q34 = n R Τκ In (V3/ V4) (3.62)

• Α δ ι α β α η κ ή  σ υ μ π ί ε σ η  (41). Κατ’ αναλογία με την εξ. (3.61) έχουμε

Τκ  V4 2/3 = Τ ζ V ,2/3 (3.63)

Αρα ισχύει

Tx in(V3/V1 )
0 12 ’ Ίζ ln(V2/Vj)

Αν διαιρέσουμε κατά μέλη τις εξ. (3.61,63) προκύπτει (V3/V4) = (V2/V j). Συνεπώς ισχύει η εξ. 

(3.59), όπου Τζ,Τκ είναι οι απόλυτες Οεριιοκρασίες του τελείου αερίου 1.
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δ. ΕΝΤΡΟΠΙΑ

Μπορούμε τώρα να χρησιμοποιήσουμε τον κύκλο Carnot για να ορίσουμε 
μια νέα συνάρτηση καταστάσεως που ονομάζεται εντροπία. Θεωρείστε π.χ. και 
πάλι το Σχ.3.6. Αν λάβουμε υπ' όψη ότι Q43 = - Q34. ύ εξίσωση (3.59) γράφεται

Ql2

Τ ζ
+ = 0 η 2 n + g M = 0

Τ2
(3.64)

Η (3.64) μπορεί να γενικευθεί για μια αυθαίρετη αντιστρεπτή θερμική 
μηχανή, γιατί μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο κύκλος αυτής της μηχανής 
αποτελείται από ένα άθροισμα απείρων απειροστών κύκλων Carnot. Βλέπε π.χ. 
σε πρώτη προσέγγιση το Σχ.3.9. Θα ισχύει λοιπόν για έναν αυθαίρετο 
αντιστρεπτό κύκλο λειτουργίας

Φ =0 (3.65)

Σύμφωνα με την ιδιότητα (3.35), η απειροστή ποσότητα

dSs d Qqvt 
Τ (3.66)

Σ χ ή μ α  3 .9  Ο  κ ύ κ λ ο ς  μ ια ς  α υ θ α ίρ ετη ς  α ν τ ισ τρ επ τή ς  μ η χα νή ς π ρ ο σ ε γ γ ί ζ ε ι  α π ό  π ά ρ α  

π ο λ λ ο ύ ς  μ ικ ρ ο σ κ ο π ικ ο ύ ς  κ ύ κ λο υ ς C arno t, γ ια  κάθε έναν α π ό  το υ ς  ο π ο ίο υ ς  ισχύει η εξ.(3.64). 

Κ α θ ώ ς ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  κύκλω ν C arno t α υξά νε ι (κα ι το  εύρος το υ  κ α θενό ς τείνει στο  μηδέν), η 

π ρ ιο νο ε ιδ ή ς  π ερ ίμ ετρ ό ς  το υ ς  τε ίνε ι να  συμπέσει με το ν  αυθαίρετο  κύκλο, κ α ι το  α ντ ίσ το ιχό  της 

εξ. (3.64) σ υνολ ικό  ά θρο ισ μ α  τείνει π ρ ο ς  το  επ ικα μ πύλ ιο  ολοκλήρω μα (3.65).
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είναι τέλειο διαφορικό της καταστατικής θερμοδυναμικής παραμέτρου S, που 
ονομάζεται εντροπία.

Σύμφωνα με το θεώρημα Carnot μιά θερμική μηχανή που λειτουργεί 
μεταξύ δυό ρεζερβουάρ Τζ,Τκ και περιέχει αυθόρμητες ή μη αντιστρεπτές
διαδικασίες σε κάποια φάση του κύκλου λειτουργίας της, όπως π.χ. στο Σχ. 3.10, 
θα έχει μικρότερο συντελεστή αποδόσεως από μια μηχανή Carnot που λειτουργεί 
μεταξύ Τζ και Τκ.

Θα έχουμε λοιπόν ημη αντ < x\c <-» [1- Q43/ Q i2Vn αντ < [1 - V  Τζ] ή 

ισοδύναμα

Η ανισότητα (3.67) μπορεί να γενικευθεί για μια α υ θ α ί ρ ε τ η  μη 
α ν τ ισ τ ρ ε π τ ή  θερμική μηχανή, με τον ίδιο τρόπο που γενικεύθηκε η (3.64), και να 
δώσει

Υποθέτουμε βέβαια ότι η θερμοκρασία ορίζεται σε ολόκληρο τον κυκλικό 
μετασχηματισμό του ολοκληρο3ματος της ανισότητας (3.68).

Οι δυό σχέσεις (3.65) και (3.68) είναι γνωστές ως Θ εώ ρημα Clausius. Όπως 
συνάγεται από την (3.68), η διαφορική έκφραση (dQ/Τ) για μια μη αντιστρεπτή 
διαδικασία δ ε ν  μπορεί να εξισωθεί με το τέλειο διαφορικό dS (ή οποιοδήποτε 
άλλο df). Όμως, η μεταβολή της εντροπίας AS μπορεί να υπολογιστεί για 
οποιαδήποτε μη αντιστρεπτή διαδικασία [όπισς π.χ. η (321) στο Σχ.3.10], αν 
μπορέσουμε να βρούμε έναν αντιστρεπτό δρόμο [όπως ο (341)] πού να συνδέει

Σχήμα 3.10 Μια θερμική μηχανή που 

περιέχει μη αντιστρεπτές διαδικασίες 

(τμήματα......) στον κύκλο λειτουργίας της.

(3.67)

(3.68)
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την αρχική με την τελική κατάσταση, και μετά υπολογίσουμε το αντίστοιχο 
ολοκλήρωμα

Δ$= |  dS = J SSjfflO.
c m .

Α Σ Κ Η Σ Η .  Γ ια  τη ν  ίδ ια  α ρ χικ ή  κ α ι τελική  κατάσταση θερμοδυναμ ική ς ισ ο ρ ρ ο π ία ς  να  δειχΟεί 

ό τ ι ισχύει

J  >  |  E m  „  s B . S A >  J  ^fflLSVL (3Λ9)

[ Α π ό δ ε ι ξ η . Θ εω οείστε τα  σημεία  1 κα ι 3 του Σχ.3 .10 ω ς  την ιιρ χ ιχή  κ α ι τελική  κατάσταση 

στην (3.69). Η (3.68) δ ίν ε ι

ψ < 0 „  ι ψ  „ Ι Ψ
(143) (123)

Η τελ ευ τα ία  σχέση α π ο δε ικ νύ ε ι την (3.69) στην ειδ ική  περ ίπτω σ η  το υ  Σχ.3.10. Η γενική  ισ χύ ς 

τη ς (3.68) επ ιτρ έπ ε ι π ρ ο φ α ν ώ ς  τη γενίκευση  τη ς α π ό δε ιξη ς γ ια  ο π ο ια δή π ο τε  α ρχική  κ α ι τελική  

κατάσταση  ].

Η εξ. (3.66) και η δεύτερη από τις ανισότητες (3.69) γράφονται συνήθως 

d S έ  ^  (3.70)

Η ισότητα ισχύει όταν d Q = d Qavt, ενώ η ανισότητα όταν d Q = d <3μη ,,ν,. Για 

ένα α π ο μ ο ν ω μ έ ν ο  σύστημα είναι d Q = 0, οπότε η (3.70) δίνει

AS S 0  (3.71)

Η ισότητα ισχύει για μια αντιστρεπτή, ενώ η ανισότητα για μια μη αντιστρεπτή 
διαδικασία. Αφού η κατάσταση ΘΙ εξ ορισμού είναι μια ευσταθής κατάσταση ως 
προς αυθόρμητες μεταβολές, η (3.71) δηλώνει ότι:

"Η κατάσταση ΘΙ απομονωμένου συστήματος 
είναι κατάσταση μ ε γ ίσ τ η ς  ε ν τ ρ ο π ία ? .

Με την τελευταία αυτή επεξήγηση η (3.71) δίνει μιά τρίτη διατύπωση του Β’ 
θερμοδυναμικού νόμου (διατύπωση Planck).

f(12341)
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ν. ΤΡΙΤΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ

Ο Β 7 θερμοδυναμικός νόμος προσδιορίζει, μέσω της (3.66), την εντροπία 
SB μιας κατάστασης Β μόνο κατά προσέγγιση προσθετικής σταθεράς (SA), και 
εφόσον βέβαια υπάρχει αντιστρεπτός δρόμος RAB που να συνδέει μιά κατάσταση 
αναφοράς Α με την Β

Όμως ένας τέτοιος δρόμος RAB μπορεί να μην ορίζεται, όπως π.χ. όταν τα A,Β 
αναφέρονται σε διαφορετικές ουσίες. Αυτή την αδυναμία του Β' 
θερμοδυναμικού νόμου έρχεται να διορθώσει ο Γ7 νόμος στη διατύπωση:

’Ή εντροπία ενός συστήματος στο απόλυτο θερμοκρασιακό μηδέν είναι 
μια παγκόσμια σταθερά, που μπορεί να θεωρηθεί ίση με το μηδέν*'.

Ο κανόνας αυτός μονοσημαντοποιεί την εντροπία οποιουδήποτε συστήματος σε 
οποιαδήποτε μακροκατάσταση (Τ,Χ), αφού απαιτεί

για κάθε τιμή της μεταβλητής X.

Αμεση συνέπεια του νόμου αυτού είναι ο μηδενισμός οποιοσδήποτε 
θερμοχωρητικότητας κατά μήκος αντιστρεπτού δρόμου R = σταθ.

(3.72)
A

S(T,X)-> οΤ~>0
(3.73)

Cr(T) = dT *R (3.74)

στο απόλυτο μηδέν. Πράγματι, από τις (3.72,73) προκύπτει

(3.75)

Για να έχουμε lim S(T,X) = πεπερασμένο (= μηδέν), όταν Τ _> 0, θα πρέπει να 
ισχύει
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διαφορετικά θα απειρίζεται το ολοκλήρωμα στην (3.75) λόγω του παράγοντα Τ 
στον παρονομαστή. Έχει διαπιστωθεί πειραματικά ότι η (3.76) ισχύει για όσες 
ουσίες έχουν μελετηθεί μέχρι σήμερα κοντά στο απόλυτο μηδέν.

2 .  Γ Ε Ν ΙΚ Α  Α Π Ο Τ Ε Λ Ε Σ Μ Α Τ Α

ί. Θ Ε Μ Ε Λ ΙΩ Δ Η Σ  Ε Ξ ΙΣ Ω Σ Η  Τ Η Σ  Θ Ε Ρ Μ Ο Δ Υ Ν Α Μ ΙΚ Η Σ

Αν η ενέργεια Ε και η εντροπία S ενός συστήματος ΣΝ είναι εκτατικές 

μεταβλητές και τα μεγέθη Τ, Ρ, μ είναι εντατικά στο λεγόμενο Θ ε ρ μ ο δ ν ν α μ ιχ ό  

ό ρ ιο

Ν - > ο ο  , (Ν/ V) = σταθερά (3.77)

τότε το ΣΝ λέγεται κ α ν ο ν ι κ ό  σύστημα. Δεν είναι όλα τα θερμοδυναμικά 
συστήματα κανονικά. Π.χ. ένα βαρυτικό ΣΝ είναι μη κανονικό (καθώς και ένα Σ^ 

με συνολικό φορτίο * Ο),»οπότε στην εσωτερική του ενέργεια συνεισφέρουν και 
όροι μη γραμμικοί ως προς Ν. Τα ουδέτερα συστήματα είναι εν γένει κανονικά 
[Lebowitz (1969)].

Για την εντροπία S(E,V,N) ενός απλού κανονικού συστήματος ισχύει το 
θεώρημα Euler {(3.44): f=S, n = l,x 1=Ei x2=V, χ*=Ν)

Οι παράγωγοι στην (3.78) βρίσκονται από τη β α σ ικ ή  δ ι α φ ο ρ ι κ ή  σ χ έ σ η  της 
θερμοδυναμικής [συνδυασμός των σχέσεων (3.70,46ρ)]

(3.78)

TdS S aQ = dE + aw - Σ μ) dNj (3 .7 8 )

Για αντιστρεπτές μεταβολές απλού ανοικτού συστήματος PVT έχουμε

TdS = dE + Ρ dV - μόΝ (3.79)

Από την εξ. (3.79) βλέπουμε ότι οι ζητούμενες παράγωγοι στην εξ. (3.78) είναι
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(3.80)

Οι εξισώσεις (3.80) λέγονται καταστατικές εξισώσεις του ΣΝ. 
Αντικατάσταση των (3.80) στην (3.78) δίνει

Η (3.81) λέγεται Θ εμ ελ ιώ δ η ς  ε ξ ίσ ω σ η  (ή εξίσωση Euler) γιατί περιέχει κάθε 
θερμοδυναμική πληροφορία για ένα απλό ανοικτό σύστημα PVT.

Παρατηρούμε ότι στην προηγούμενη ανάλυση θεωρήσαμε την εντροπία 
εξαρτημένη από την ενέργεια S=S(E,V,N), χρησιμοποιήθηκε δηλαδή η ε ν τ ρ ο π ικ ή  

α ν α π α ρ ά σ τ α σ η . Θα μπορούσαμε ισοδύναμα να αποδείξουμε τη θεμελιώδη 
εξίσωση στην εν ερ γ ε ια κ ή  α ν α π α ρ ά σ τ α σ η , όπου Ε = E(S,V,N).

Αν από το διαφορικό της (3.81) αφαιρέσουμε την (3.79) βρίσκουμε

που λέγεται ε ξ ίσ ω σ η  G ib b s -D u h e im  και συσχετίζει διαφορικά εντατικών 
μεταβλητών.

Π. ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΑ ΔΥΝΑΜΙΚΑ

Για αντιστρεπτές μεταβολές σε ένα απλό θερμικό σύστημα PVT ισχύει 
λόγω της εξ. [(3.79): Ν = σταθερό]

dE = TdS - PdV (3.83)

Αρα σ' αυτή την περίπτωση οι φυσιολογικές μεταβλητές για την ενέργεια είναι τα 
μεγέθη S και V, οπότε

Ε = Ε (S,V) (Ενεργειακή αναπαράσταση) (3 .8 4 )

Αφού το dE είναι τέλειο (ή πλήρες) διαφορικό, ισχύουν οι συνθήκες πληρότητας 
(3.32, 33):

T S = E + P V - μΝ (3.81)

SdT = VdP - Ν άμ (3.82)

(3.85)
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σε πρώτη τάξη, και

3Τ | _ 3Ρ - Θ2Ε
a v  s "  * as ν ~ asav (3.86)

σε δεύτερη τάξη παραγώγων της ενέργειας.
Η "φυσιολογικότητα” των μεταβλητών (S,V) στηρίζεται στον πειραματικό 

διαχωρισμό των δυο τρόπων αντιστρεπτής μεταβολής της ενέργειας αυτού του 
ρευστού:

• Μπορεί το ρευστό να θερμανθεί κατά TdS
• Μπορεί να εκτελέσει έργο PdV

Όμως η μεταβλητή S που ποσοτικοποιεί τη μεταφορά θερμικής ενέργειας στο 
ρευστό, δεν μπορεί να ελεγχθεί στο εργαστήριο. Υπάρχουν θερμόμετρα, 
υπάρχουν μανόμετρα .... αλλά δεν υπάρχουν "εντροπόμετρα”! Είναι επιθυμητή 
λοιπόν μιά θερμοδυναμική περιγραφή του ρευστού με φυσιολογικές μεταβλητές 
τα μεγέθη (T,V) ή (Τ,Ρ).

Η αντικατάσταση μεταβλητών

(S,v)^cr= H  IV,V)
επιτυγχάνεται με τον γνωστό από την κλασσική μηχανική μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό  

L eg en d re , μέσω της βοηθητικής καταστατικής συνάρτησης

F = E - T S  = E(S,V)-S | |  Ιγ (3.87)

που λέγεται ε λ ε ύ θ ε ρ η  ε ν έ ρ γ ε ια  H e lm h o ltz . Διαφόριση της εξ. (3.87) δίνει λόγω 
της εξ. (3.83)

dF = - SdT - PdV (3.88)

Συμπεραίνουμε από την τελευταία σχέση ότι πράγματι ισχύει 

F = F(T, V) (ΑναπαοΛοιαοη Η cl m hoi u)

Οι συνθήκες πληρότητας για το dF δίνουν τώρα

8F
3Τ

- Iav τ = - p

(3 .8 8 )

(3.89)



Β. ΚΛΑΣΣΙΚΗ  ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗ 81

σε πρώτη τάξη, και

3S . _ ΘΡ | a2F
av Τ_ θτ ν“ θτθν

σε δεύτερη.
Η αλλαγή μεταβλητών 

(Τ, V) _»(Τ, Ρ = - ^ Ι τ )

(3.90)

επιτυγχάνεται πάλι με ένα μετασχηματισμό Legendre, που οδηγεί από την F(T,V) 
στη νέα καταστατική συνάρτηση

G = F + PV = F(T,V) - V (3.91)

Η συνάρτηση αυτή λέγεται ελεύθερη ενέργεια Gibbs. Πράγματι, διαφόριση της 
εξ. (3.91) δίνει λόγω της εξ. (3.88)

dG = - SdT + VdP (3.92)

Αρα ισχύει

G = G(T,P) (Α ναπαράσταση Gibbs) (3.93)

Οι αντίστοιχες συνθήκες πληρότητας είναι

dG  I 

ΘΤ **
= -S,

3G I 
ΘΡ τ

= V (3.94)

και

θ£| _ av, a2G
ΘΡ τ “ ΘΤ Ρ ” ΘΤΘΡ

(3.95)

σε πρώτη και δεύτερη τάξη, αντίστοιχα. Πειραματικά, οι ευκολότερα 
ελεγχόμενες παράμετροι είναι τα μεγέθη (Τ,Ρ).

Η φυσική σημασία των συναρτήσεων F(T,V) και G(T,P) γίνεται αντιληπτή 
από τον εξής συλλογισμό. Σε μιά αυθαίρετη ισ ό θ ερ μ η  μεταβολή του συστήματος,
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η σχέση (3.70) δίνει (AQ/T)<AS, αφού Τ=σταθερό. Χ ^ τ ο ν Α Ί φ σ ο σ ο ι  
μορφή AQ = ΔΕ + Δ W οδηγεί στη σχέση

AW < - ΔΕ + Τ AS = -AF , Τ = σταθερό (3.96)

λόγω του ορισμού (3.87). Η ισότητα ισχύει σε αντιστρεπτή μεταβολή. Αρα (-AF) 
είναι το μέγιστο έργο που μπορεί να αποδώσει το σύστημα σε μια ισόθερμη 
μεταβολή- Από τη σχέση (3.96) προκύπτει το θεώρημα:

"Σε ένα μηχανικά απομονωμένο συσπρα (AW=C) 
υπό σταθερή θερμοκρασία Τ, η ελεύθερη ενέργεια 
Helmholtz δεν αύξανα ποτέ"

AF Ιατ=δ*μ > - 0

Σχήμα 3.1L . Μεταβολή της ελοΟιρης 
ενέργειας Helmholtz νχο στνθήχες 
AT=AW=0, ως προς μια εσωτερική
»ηφή|ΐηρ> q.

0 9 7 )

ΠόοκΗΛα. "Σε ε\Ό απτανιχά gaoMOvajû vo σάσπ^ rao σταθερή θΒς|Μ»οααία. η 
κατάσταση θ^μο6ιηαμιχήζ looQQocriag tiUtpowa oia την dEiOem cv^maa 
Helmholtz, F((aj})lAT=AW=0, «ς χρος χάχοιες εαατεοοάς ιαοαμήοσβς (α*Γ-

Για μια μόνο εσωτεριχή παράμετρο α (βλέχε Σχ. 3.11), η κατόσταση ΟΙ 
σνττσαχχεί σ’ εκείνη την τιμή ο^χον ελαχΜτοχοτεί χη ατ*ά<>τηοη F(al. lmfa
δηλα&ή

dF(a) a 3®F(o) | ------
Τ Γ 1· » ' 0  · 1 5 "  ^ > 0  <” ·>

Οι (πηθρας εύρεσης « λ ευστάθειας (338) της κατάστασης ΘΙ αποτελούν 
μία πολύ χρήσιμη μετκφλψχχήδιατύπωση τσ© Β' θερμοδτ^ηιιπού στην
αναπαράσταση Hdmbottz»
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♦ Παράδειγμα. Εξισορρόπηση πιέσεων
Ας θεωρήσουμε ένα μηχανικά απομονωμένο κυλινδρικό δοχείο που 

περιέχει αέριο σε σταθερή θερμοκρασία Τ. Ένα διάφραγμα Δ χωρίζει τον όγκο 
V σε δυό μέρη V h  Υ2 με πιέσεις ? h  Ρ2 αντίστοιχα [Βλέπε Σχ.3.12]. Αν αφήσουμε

Σ χ ή μ α  3.12. ίνξισορρόπηση π ιέσ εω ν  στο 

εσω τερικό σύνθετου  σ υστήματος σταθερού 

συνολικού όγκου V = Vj + V2.

Δ
· · ; · ; . \

.'•'τ ,υΓ, ΐ ι  ■ • τ /  ν*
::.Ρζ ··.··.·'.

το Δ να γλυστρήσει ελεύθερα, σύμφωνα με τη μεταβλητική διατύπωση (3.98) η 
θέση ισορροπίας ελαχιστοποιεί την ελεύθερη ενέργεια του συνολικού αερίου. 
Έχουμε F=F(T,V,V1,V2), όπου Vj+V2 =V =σταθ. και Τ=σταθ. Αρα τον ρόλο 
εσωτερικής παραμέτρου παίζει ένας από τους δύο υπο-όγκους. Έστω α =V1. Από 

την εξ. (3.98) προκύπτει

J L I  . i L -  . i f 2. i  I _ n  

av, τ,ν " av, τ,ν + a v 2 'τ,ν av, ν

γιατί ισχύει F=F,(Vi)+F2(V2) λόγω εκτατικότητας της F. Αντικατάσταση της 
παραγώγου (3 ν2/3 ν ,)  Ιν = - 1 δίνει, λόγω της δεύτερης από τις εξ. (3.89), τη 

συνθήκη ισορροπίας

Ρ, = Ρ2 ♦ (3.99)

Α Σ Κ Η Σ Η .  Να δειχΟεί ό τι η κατάσταση ισ ορροπ ία ς ενός απλού θερμικού συστήματος PVT υπό  

σταθερή θερμοκρασία κα ι πίεση, ελαχιστοποιεί* την ελεύθερη ενέργεια Gibbs (AGl 0)·

<Υ π  ό 6 ε ι Ε η . Να βρεθεί πρώ τα  το  AW στην ισόθερμη σχέση (3.96), ότα ν Ρ= σταΟ>.

Ένα άλλο χρήσιμο θερμοδυναμικό δυναμικό είναι η ενθαλπία (3.53)

Η = Ε + PV = E(S,V) - V —  I (3.100)
ο \  5

* Τ ο σ υ μ π έρ α σ μ α  τη ς άσκησης α υ τή ς α π ο τελ ε ί μ ια  μεταβλητική  δ ια τύ π ω σ η  του  13' 

Οερμοδυναμικού νόμου γ ια  θερμικό σύστημα PVT στην αναπαράσταση Gibbs.
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Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από τις εξ. (3.85). Διαφόριση της (3.100) δίνει

dH = TdS + VdP (3.101)

Λρα έχουμε

Η = H(S,P) (Α να πα ρά στα ση  ενΟ αλπίας) (3.101')

με συνθήκες πληρότητας (3.32,33)

(3.102). τ  = ν
8S f  ’ 3Ρ *

και

3Τ, _3V I 92Η
3ρ  S _ 3 s ” asap

(3.103)

Σε περίπτωση απλού ανοικτού θερμοδυναμικού συστήματος μια χρήσιμη 
βοηθητική καταστατική συνάρτηση είναι το μ ε γ ά λ ο  δ υ ν α μ ικ ό

J = Ε - Τ $ - μ Ν  = - Ρ ν  (3.104)

λόγω της εξ. (3.81). Από τις εξ. (3.87,91, 104) προκύπτει

G(P,T,N) = μ · Ν (3 .104)

ενώ από τις εξ. (3.104,79) παίρνουμε

dJ (Τ,ν,μ) = - SdT - PdV - Νάμ (3.105)

Οι συνθήκες πληρότητας σε πρώτη τάξη για το μεγάλο δυναμικό είναι

S = - —I 
ΘΤ Vn ’

Ρ = Λ \  Ν = - - Ι
ν  θν Τ,μ ’ W 9μ 'τ.ν

3J
(3.106)

Α Σ Κ Η Σ Η  /. Να βρεθούν οι συνθήκες πληρότητας ίου J  o e δεύτερη τάξη.
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ΑΣΚΗΣΗ 2. Να δειχΟεί ότι η κατάσταση ισορροπίας ενός απλού ανοικτού συστήματος Τνμ υπό 

σταθερή θερμοκρασία, σταθερό όγκο και σταθερό χημικό δυναμικό, ελαχιστοποιεί το μεγάλο 

δυναμικό (: AJ ΙΔ ΐ_Αν=Δμ=0 -  0) ·
< Υ π ό δ ε ι £ η .  Χρησιμοποιείστε τη σχέση (3.78' )>.

iii. ΣΧΕΣΕΙΣ MAXWELL

Για ένα θερμικό σύστημα PVT υπό σταθερό Ν, έχουμε δύο σχέσεις 
πληρότητας πρώτης τάξης και μία σχέση πληρότητας δεύτερης τάξης (=σχέση 
Maxwell) για κάθε ένα από τα δυναμικά E,F, G και Η. Για την F(T,V) π.χ. 
έχουμε σε πρώτη τάξη τις εξ. (3.89) και σε δεύτερη τάξη τη σχέση Maxwell (3.90). 

Για ένα μ α γ ν η τ ιχ ό  υ λ ικ ό  ΒΜΤ [βλέπε (3.46α β) : Ν = σταθ.) έχουμε τις
ίδιες σχέσεις πληρότητας όπως στο απλό ρευστό PVT με την αντικατάσταση

V - Μ , Ρ -> Β (3.107)

Σ χή μ α  3 .13 . Το Οερμοδυναμικό τετράγωνο (a) για θερμικό σύστημα PVT και (b ) για 

μαγνητικό υλικό ΒΜΤ.

όπου Μ είναι η μ α γ ν ή τ ι σ η  του υλικού (εκτατικό μέγεθος), ενώ Β είναι το 
εφαρμοζόμενο μαγνητικό πεδίο (εντατικό μέγεθος).

Αυτές οι σχέσεις πληρότητας των καταστατικών διαφορικών dE, dF, dG, 
dH συνοψίζονται σ' ένα εύχρηστο μνημονικό κανόνα που λέγεται θ ε ρ μ ο δ υ ν α μ ικ ό  

τ ε τρ ά γ ω ν ο , όπως δείχνει το Σχ. 3.13. Κάθε δυναμικό περιστοιχίζεται από τις δύο 
φυσιολογικές του παραμέτρους, με τη θερμοκρασία στην πάνω δεξιά γωνία. Η
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1

φορά των διαγώνιων βελών προσδιορίζει τα πρόσημα των μερικών παραγώγιον 
στις αντίστοιχες σχέσεις Maxwell [Callen (1985)].

iv. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΑΠΟΚΡΙΣΗΣ

Συναρτήσεις απόκρισης, όπως π.χ· οι θερμοχωρητικότητες Cv και Cp που 
ορίζονται στις εξ. (3.52, 53), είναι μετρήσιμα θερμοδυναμικά μεγέθη που 
περιγράφουν ποσοτικά τον βαθμό "απόκρισης” του συστήματος σε ελεγχόμενα 
εξωτερικά "ερεθίσματα". Εκτός των θ ε ρ μ ικ ώ ν  αποκριτικών συναρτήσεων Cr= 
(9Q/dT>R (βλέπε (3.74)] που μετρούν θερμικές απορροφήσεις από θερμσκρασιακά 
"ερεθίσματα", πολύ χρήσιμες πληροφορίες συλλέγουμε στο εργαστήριο και από 
μ η χ α ν ικ έ ς  συναρτήσεις απόκρισης, όπως

Αντίστοιχες μηχανικές συναρτήσεις απόκρισης για απλά μαγνητικά υλικά 
ΒΜΤ είναι

(3.108)

(3.109)

(3.110)

<3-111)

ΘΜ, (3.112)

(3.113)

♦
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Παρατηρούμε ότι οι προηγούμενες συναρτήσεις απόκρισης εκφράζονται σαν 
δεύτερες παραγωγοί κάποιου δυναμικού. Έχουμε π.χ. από τις εξ. (3.66,89,94, 
102)

r  , _ Τ Κ |  _ τ 32ρ | 
Cv" dT ν “ Τ 0τ ν  Τ 0Τ2 ν (3.114)

_ 3 2 , „  3S | 02G | 
Cp_ dT 'ρ 1 3Τ ρ ' * 0Τ2 ρ (3.115)

1 0V | 1 02G | 
kT _' v  'dP Τ- ’ V 0ρ2 Τ (3.116)

1 3V , 1 32Η . 
s " ’ V 0 ρ 's 'V  0ρ2 'S (3.117)

1 3V , ι 92G 
αρ_ V 3Τ Ρ " V 0Τ3Ρ (3.118)

Κάθε μιά από τις μαθηματικές αναπαραστάσεις (3.84,88' ,93,101') ενός 
θερμικού συστήματος PVT περιέχει ολόκληρη τη μακροσκοπική πληροφόρηση γι' 
αυτό το Σν, δηλαδή είναι θερμοδυναμικά πλήρης. Μπορούμε λοιπόν να 
περιοριστούμε στην πιο προσιτή πειραματικά αναπαράσταση Gibbs (3.93) χωρίς 
βλάβη της γενικότητας. Παρατηρούμε ότι υπάρχουν μόνο τρεις ανεξάρτητες 
παράγωγοι δεύτερης τάξης της συνάρτησης G(T,P) ως προς Τ,Ρ που 
υπολογίζονται από τις εξ. (3.115,116,118)

02G | _ Cp 
3Τ2 ρ _ ' Τ ’

02G I
0Ρ2 τ

= - Vkx ,
32G
0Τ0Ρ

= Vaf (3.119)

Επομένως για ένα θερμικό σύστημα PVT κάθε πρώτη παράγωγος [εκτός της 
Ip = - S] και άρα κάθε συνάρτηση απόκρισης μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει

του β α σ ικ ο ύ  σ υ ν ό λ ο υ  μεγεθών

{Cp, kT ,α Ρ, Ρ, V, Τ) . (3.120)

Το βασικό σύνολο για μαγγητικά υλικά ΒΜΤ είναι
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{ ^ Β · Χτ »α Β * Μ, Τ} (3.120')

♦ Π αοάδεινιια. Ιακωβιανή ορίξουσα
Έστω ότι θέλουμε να εκφράσουμε τη θερμοχωρητικότητα Cy οτο βασικό 

σύνολο (3.120). Είναι Cy = Τ 9TSIV. Θα μπορούσαμε βέβαια να 
χρησιμοποιήσουμε τις ταυτότητες (3.40 - 42) στα πλαίσια της αναπαράστασης 
Gibbs. Προτιμάμε όμως να εκθέσουμε το μεθοδικότερο τρόπο της Ιακωβιανής 
ορίζουσας [βλέπε π.χ. Landau (1980)]

3(υ,υ)
d ( x , y )

8u | du ι
θχ y 3y x

du,
θχ v 3y x

“  UX ’ V y  -  Uy · υ χ

με προφανείς ιδιότητες

θ(υ,ιι) _ 0(u,u) _ d(u,u) 
3(x,y) ” 3(x,y) 3(y,x)

και

du | _ 9(u,y) 
θχ v “ 9(x,y)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

Παρατηρούμε ακόμη ότι ισχύει

θ ( υ ,υ ) 3 ( t , s ) u t u s lx *y

d ( t , s ) 3 ( x ,y ) Ή  % sx Sy

Ut us > ' 1χ ty ^ Ut tX+UsSx utty+ussy

[ v t  v S j ,  sx  sy , b tly+ V jS y
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3u(t,s) 3u(t,s) 
3χ 3y

3v(t,s) 3v(t,s) 
3x 3y

3(ιι,υ)
9(x,y)

(3.124)

Η ιδιότητα (3.124) απλοποιεί πολύ τον υπολογισμό των Ιακωβιανών και θυμίζει 
σύνθετα κλάσματα!

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα έχουμε να λογαριάσουμε

τ Λ Γ  _ 3(S,V) 3(S,V)/3(T,P)
ν 3Τ ν  3(T,V) “ 3(T,V)/3(T,P)

St  V p - Sp · V T  . S p - V  
VP = s r- i

T

Απο την σχέση Maxwell (3.95) και τις εξ. (3.108,110,115) συμπεραίνουμε

VT2 (Χμ2
c v = τ  ST + Τ =  Cp - TV ♦

ν p Κ'Ρ
(3.125)

ΑΣΚΗΣΗ 1 .  Να εκφρασΟεί το  μέγεθος ks στο βασικό σύνολο (3.120) 

Γ Α π ο τ έ λ ε σ ι ι α .  kT - ks  = T V a P2/CP ].

ΑΣΚΗΣΗ 2. Να αποδειχΟει η σχέση (CB/ CM) = (χχ/ χ$) 

<Υ π 6 δ ε ι £ η. Χρησιμοποιήστε την αντιστοιχία (3.107)>.
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3. Σ Υ Ν Θ Η Κ Ε Σ  Ι Σ Ο Ρ Ρ Ο Π Ι Α Σ  Κ Α Ι  Ε Υ Σ Τ Α Θ Ε Ι Α Σ

I. ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

Έστω ότι το απομονωμένο σύστημα Σ ΐ2 του Σχ.3.14 βρίσκεται σε
κατάσταση ΘΙ. Σύμφωνα με το ΕΓ θερμοδυναμικό νόμο στη διατύπωση Planck
(3.71), θα ισχύει dS12=0 όπου λόγω εκτατικότητας, S12 = S^Ej, V lt Nj) + S2(E2, 
V2, N2). Άρα έχουμε

Σημειώστε ότι χρησιμοποιήθηκαν στην εξ. (3.126) οι δεσμοί dEi+dE2=dEo=0, 
dVj+dV2=0, dNj+dN2=0. Αφού οι μεταβολές dEj, dVi, dNj είναι ανεξάρτητες 

και αυθαίρετες, θα πρέπει να μηδενίζονται οι συντελεστές των διαφορικών στη 
συνθήκη (3.126). Επομένως στη ΘΙ θα ισχύουν οι σχέσεις

3Ej νι,Νι

a V j  a v 2 y 1 ν3 Ν ,  3 Ν 2
(3.126)

ε ΐ , ν ι ,Ν -t j E2,V2 > N2

Σχήμα 3.14. Τα δύο υποσυστήματα του απομονωμένου συστήματος Σ |2 (Ε0, V0, Ν0) έχουν 

μακροσκοπικές παραμέτρους {Ei? V|t N j: i = 1,2, | που ικανοποιούν τους δεσμούς Ej + Ε2 = 

Ε0 = σταθ., V! + V2 = νο = σταθ., Nj + Ν2 = Ν0 = σταθ.
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(3.128)

Κ ι  I _  9 ^ 2  I

3Nj Ει,νι aN2 E2.V2 => μι = μ2 (3.129)

Τα συμπεράσματα (3.127-129) βασίστηκαν στις εξ. (3.80). Ανάλογα εργαζόμαστε 
για μαγνητικό σύστημα.

Π. ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΑΠΑΟΥ ΡΕΥΣΤΟΥ

Στην προηγούμενη παράγραφο χρησιμοποιήθηκε μόνον η συνθήκη 
ακρότατου AS12=0. Τώρα θα μελετήσουμε τις συνθήκες ευστάθειας που 
προκύπτουν από την α ν ισ ό τ η τ α  AS12> 0 [βλέπε (3.71) και Σχ. 3.14: Ε ρ Ε ^ Ε , 
V1=V2=V, Ν j=N2==N]. Η κατάσταση ΘΙ που βρίσκεται το Σ12 δεν είναι στατική, 
αλλά δυναμική. Συνεχώς λαμβάνουν χώρα δ ια κ υ μ ά ν σ ε ις  στα μεγέθη Ε12, V1>2, 
Ν ι 2 υπό σταθερά E0,V0,N0, οι οποίες στιγμιαία απομακρύνουν το Σ12 από την 
κατάσταση μέγιστου της εντροπίας S12*.

α. ΑΞΙΩΜΑ LE CHATELIER
Έστω μια ε ν ε ρ γ ε ια κ ή  δ ια κ ύ μ α ν σ η  Δ Ε , στην κατάσταση ΘΙ κατά την οποία 

ενέργεια ΔΕ>0 φεύγει από το Σ2 και πάει στο Σ! [βλέπε Σχ.3.14: Ε1=Ε2=Ε, 
Ν!=Ν2=Ν]. Η διακύμανση αυτή οδηγεί στιγμιαία το σύνθετο σύστημα 

Σ ΐ2 από την κατάσταση ΘΙ, δηλαδή μέγιστης τιμής εντροπίας 
[S(E,V,N)+S(E,V,N)], σε μια κατάσταση μ η  ισορροπίας όπου η εντροπία του Σ^  
[S(E+AE,V,N)+S(E-AE,V,N)] θα είναι μικρότερη από πριν

* Σαν ένα μ η χ α ν ι κ ό  α ν ά λ ο γ ο  μπορούμε να  θεωρήσουμε ένα ποτήρι σε σχήμα U με μ ια  μπ ίλ ια  

στον πυθμένα του. Το ποτή ρ ι ε ίνα ι σφραγισμένο και περιέχει αέρα. Λ όγω κινήσεω ν Brown τω ν 

μορ ίω ν του  αέρα, η μ π ίλ ια  κ ιν ε ίτα ι σ τιγμ ια ία  πότε δεξιά  πότε αρ ισ τερά , αλλά  κάθε φ ορά  

επανέρχεται στον πυθμένα, δηλαδή στην κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας.

S(E+AE) + S(E - ΔΕ) < 2 S(E) (3.130)
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Η πεπερασμένη συνθήκη ευστάθειας (3.130) μας λέει ότι η εντροπία ως 
συνάρτηση της ενέργειας (Ej) έχει τα κοίλα προς τα κάτω [βλέπε Σχ.3.15]. Η

συνθήκη (3.130) γράφεται ισοδύναμα (αφού ΔΕ>0)

1 r r S(E+AE) - $(Ε) π 
ΔΕ U  ΔΕ J

. Γ S(E)- S(E-._4E) 11 ο ^  * £ |  < 0
L ΔΕ Η  ΑΓ^0+ 3 Ε 2 ν .Ν < υ (3.131)

Σ χ ή μ α  3 .1 5 . Σ υ μ π ερ ιφ ο ο ά  τη ς ε ν τ ο ο π ία ς  α π ο μ ο νω μ έν ο ι' α ιτ ή μ α τ ο ς  Σ ]2  *  Σ ι  +  Σχ· ό ϊβ ν  

δ ια κ υ μ α ίν ετα ι η ενέργεια  Κ | του  υποουα τή μ α τος Σ ι (Σ χ . 3.14).

Η σχέση (3.131) δίνει την "απειροστή" (ή τοπική) συνθήκη ευστάθειας, vicgci 
ισχύει σε μια απειροστή γειτονιά του ακρότατου (μέγιστου) της S(Ej) στη 
θερμοδυναμική ισορροπία (όπου Ε]=Ε). Από την (3.131) προκύπτει λόγω των εξ.

(3.80.52) ·

3Ε 9Ε V'N 3Ε ΚΤ  ν ·Ν

_1_ - _ ι _

Τ2 9Ε *·Ν T^Cy <0 => Cy > 0 (3.132)

Η πεπερασμένη (ή ολική) συνθήκη (3.130) μας λέει ότι η συνάρτηση S(E) 
είναι η περιβάλλουσα εκ των κάτω όλων των εφαπτομένων της και είναι 
αυστηρότερη από την τοπική συνθήκη (3.131). Θα μπορούσε π.χ. να προκόψει 
από κάποιο μαθηματικό μοντέλο (ή από την επέκταση πειραματικών δεδομένων)



Β. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗ 93

η καμπύλη ABCTDEFG του Σχ. 3.16, της οποίας ολόκληρος ο κλάδος 
BCTDEF παραβιάζει το ολικό κριτήριο (3.130), ενώ τα τμήματα BCT και EF δεν 
παραβιάζουν το τοπικό κριτήριο (3.131). Η απλούστερη δ ι ο ρ θ ω τ ι κ ή  

κ α τα σ κ ε υ ή  θα ήταν να δεχτούμε τον ευθύγραμμο κλάδο BHF αντί του ασταθούς 
BCTDEF. Η κατάσταση C μπορεί να αντιστοιχεί σε τοπικό μέγιστο της 
εντροπίας ( μ ε τ α σ τ α θ ή ς  κ α τ ά σ τ α σ η ). Το κριτήριο (3.130) επιλέγει το ολικό 
μέγιστο G.

Σχήμα 3.16. Η συνάρτηση S(E) που Οα μπορούσε να προκύψει από μια περιορισμένης ισχύος 

καταστατική εξίσωση, όπως η εξίσωση Van dcr Waals. Η διορθωτική κατασκευή τύπου Maxwell 

BHF αποκαθιστώ την ολική συνθήκη ευστάθειας (3.130).

Αν επιπλέον της ενεργειακής διακύμανσης ΔΕ>0 συμβεί και μια 
δ ια κ ύ μ α ν σ η  ό γ κ ο ν  AV>0, δηλαδή "μεταφορά" όγκου από το Σ2 στο Σι του 
Σχ.3.14 (: E1=E2=E, Vi=V2=V, Νι=Ν2=Ν), τότε η εντροπία S12 από την τιμή 

ισορροπίας 2S(E,V,N) θα ελαττωθεί στην τιμή

S(E+AE,V+AV, N)+S(E-AE,V-AV,N) < 2S(E, V, Ν) (3.133)

Η σχέση (3.133) συνεπάγεται κατ’ επέκταση του Σχ.3.15 ότι η επιφάνεια S(E,V) 
είναι περιβάλλουσα εκ των κάτω όλων των εφαπτόμενων επιπέδων της. Για να 
πάρουμε το αντίστοιχο τοπικό κριτήριο, θεωρούμε ΔΕ «  1, Δ ν  «  1 (ως προς 
κατάλληλες μονάδες) και αναπτύσσουμε το αριστερό μέλος της ανισότητας
(3.133) κατά Taylor μέχρι όρους δεύτερης τάξης ως προς ΔΥ,,ΔΕ
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92S
9Ε2 ν

(ΔΕ)2 + 2
92S

3E3V
Δ Ε Δ Υ  +

32S ■ 
3V2 Ε

(ΔΥ)2 < 0 (3.134)

Ικανές συνθήκες* για να ισχύει η (3.134), είναι η προηγούμενη ανισότητα (3.131)
κ α ι  η συνθήκη

32S 32S
9Ε2 3E3V

32S 32S
9E3V ΘΥ2

> 0  <-*

. a s , as , 
a(3E V av Ε>

3(Ε, V) -- > ο (3.135)

Η (3.135) λόγω των (3.80) γράφεται

ag -i.P T -1) _ a r r - i .P T -n /a f f .v ) . n
a (E ,v ) a(E, v )/a (T ,v )

Η Ιακωβιανή στον παρονομαστή δίνει τη [θετική λόγω (3.132)) 
θερμοχωρητικότητα Cv. Αρα αρκεί να έχουμε [9(Τ-ΐ, PT^/dCT.V)] > 0, που

οδηγεί μέσω του ορισμού (3.108) στην ανισότητα

kT> 0  (3.136)

Οι συνθήκες (3.132,136), που αποδεικνύουν μέσω της σχέσεως (3.125) την 
ανισότητα

CP> C V > 0  (3.137)

είναι υποπεριπτώσεις του Α ξ ιώ μ α τ ο ς  L e  C h fite lie r :

"Αν ένα σύστημα βρίσκεται σε ευσταθή ισορροπία, τότε οποιαδήποτε 
αυθόρμητη μεταβολή στις παραμέτρους του θα προκαλέσει διαδικασίες που 
τείνουν να αποκαταστήσουν την ισορροπία στο σύστημα".

* Η (3.135) είναι η συνθήκη να έχουμε διαχρινονσα του τριωνύμου ως προς ΔΕ [στη σχέση
(3.134)1 αρνητική V AV, οπότε οι ρίζες του τριωνύμου αυτού Οα είναι φανταστικές, και 
αφού ο συντελεστής του ΔΕ είναι αρνητικός (λόγω της (3.131)1, Οα ισχύει η ανισότητα (3.134).
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Αν, για παράδειγμα, ποσό θερμότητας AQ μεταδοθεί αυθόρμητα σε 
στοιχείο όγκου AV του συστήματος, η θερμοκρασία του στοιχείου AV θα αυθηξεί 
σε σχέση με το άμεσο περιβάλλον του, ώστε η θερμοκρασιακή αυτή διαφορά να 
αποδώσει το AQ και να αναιρεθεί η αρχική διακύμανση. Αυτό είναι το φυσικό 
νόημα της ανισότητας Cv > 0, που είναι μιά συνθήκη Θ ερμ ικής  ε υ σ τά θ ε ια ς . [Αν

είχαμε C y  = <0* Β διακύμανση AQ>0 θα προκαλούσε ελάττωση της

θερμοκρασίας του στοιχείου AV, περισσότερη θερμότητα θα εισέρρεε στο στοιχείο 
AV, και θα είχαμε θερμική αστάθεια].

Α Σ Κ Η Σ Η . Να συζητηθεί η συνθήκη μ η χ α ν ι κ ή ς  ε υ σ τ ά θ ε ι α ς  k j> 0  σ τα  π λ α ίσ ια  του  α ξ ιώ μ α το ς 

Le Chatelier.

β. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ
-rer

Έστω Α η κατάσταση ΘΙ του συστήματος Σ12 [Σχήμα 3.14: Ε0 = Ε12, 
V0=V12, Ν0 = Ν12] στην εντροπική αναπαράσταση S12 = S12(E12, V12, Ν12) = SA, 
και Ε1α= Εα - Ε2Α η ενέργεια του Σ! στην κατάσταση Α. Όπως είπαμε 
προηγουμένως, μια τυχαία διακύμανση Ε1Α -» Ε1Α + ΔΕ στην ενέργεια του 
υποσυστήματος (που διατηρεί την ολική ενέργεια ΕΑ του Σ12) απομακρύνει το 
Σ12 από την κατάσταση ισορροπίας Α και ελαττώνει την εντροπία SA. Έχουμε 
δηλαδή

Sn (Ε12= Εα, Ε, = Ε1Λ +ΔΕ) < S12 (Ε12= Ελ , Ε χ = Ε1Α) = SA (3.138)

Η συνθήκη ολικής ευστάθειας (3.138), που εκφράζει τη μεταβλητική (ως προς Ej)
I. διατύπωση του Β ' θερμοδυναμικού νόμου στην εντροπική αναπαράσταση,
ί παριστάνεται γραφικά στο Σχ. 3.17.

Μπορούμε τώρα να εκφράσουμε το κριτήριο ευστάθειας (3.138) στην 
ενεργειακή αναπαράσταση Ε12 = Ε12 (S12. V12, Ν 12) ως εξής. Από την άσκηση

της σελ. 73 γναιρίζουμε ότι η απόλυτη θερμοκρασία Τ είναι θετική. Επομένως η 
εντροπία είναι αύξουσα συνάρτηση της ολικής ενέργειας υπό σταθερά (V, Ν) -  
βλέπε την πρώτη από τις εξισώσεις (3.80). Αντί λοιπόν να προσδιορίζουμε το 
σημείο Α του Σχ.3.17 κρατώντας σταθερή την ολική ενέργεια Ε12= ΕΑ και 
μεγιστοποιώντας την εντροπία S^iEj), μπορούμε να κρατήσουμε %ν,\,Μ/,.,

1 Ν -Λ ' . J r ':Ss
. ·>' "Λ-! ^  ·; 'r.

ί  %- ■;
y  . y  \

■ %  ; : - ί
5. /νν

I .
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Σ χ ή μ α  3 .17 . Η  κα τά σ τα σ η  Θ Ι Α  το υ  Σ |2  (Σχ.3 .14) ω ς  σημείο  ο λ ικ ο ύ  μ εγ ίσ το υ  τη ς εν τρ ο π ία ς  

S i 2( E i ) γ ια  σταθερή  ολ ική  ενέργεια  Ε 12=Ε Α κ α ι μεταβλητή ενέργεια  Ε ι το υ  υποσ υσ τήματος Σ | .

Σ χ ή μ α  3 .18 . Η κα τά σ τα σ η  θερ μ ο δυ να μ ικ ή ς  ισ ο ρ ρ ο π ία ς  Α  το υ  σ υσ τή μ α τος Σ |2  (Σχ.3 .14) ω ς  

σημείο ο λ ικ ο ύ  ελά χισ του  τη ς σ υνάρτησης ενέργειας Ε 12<Ε1) γ ια  σταθερή εντρ ο π ία  S j2=SA, °λ λ ά  

μεταβλητό το  μέγεθος E j (ή το  V lf ή το  S j).
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σταθερή την ολική εντροπία S12 [βλέπε (3.140)] και να ε λ α χ ισ τ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  την 
ολική ενέργεια Ε12 [βλέπε εξ. (3.139) και Σχ.3.18]. Πράγματι, για κάθε 
διακύμανση ΔΕ^ 0 στην (3.138) υπάρχει τιμή

Ε12 = Εα + ΙΔΕαΙ> Ε α (3.139)

που μετατρέπει την ανισότητα (3.138) σε ισότητα 

S12 (Ε12 = Εα + ΙΔΕαΙ , Ej = Ε1Α + ΔΕ)

= S12(E12=E a , Ε,=Ε1α) = SA (3.140)

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η  1 .  Θ υμ ίζουμε τον  ανάλογο  μεταβλητικό ορ ισμό ενός κ ύ κ λ ο ν  [<-4 

κατάσταση Α], είτε ω ς το  γεω μετρικό επ ίπεδο  σχήμα πο υ  έχει το  μέγιστο εμβαδό [<-> εντροπ ία ] 

γ ια  δοσμένη σταθερή περ ίμετρο  [<-> ενέργεια], είτε ω ς  το επ ίπεδο  γεω μετρικό σχήμα π ο υ  έχει την 

ελάχιστη περίμετρο γ ια  δοσμένο σταθερό εμβαδό!

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η  2 .  Σ το  κρ ιτή ρ ιο  ευσ τά θειας (3.139,140) μ πορούμ ε α ν τ ί τη ς ενδοενεργεια κής 

δ ια κύμ α νσ ης Ε 1Α -»  Ε 1Α + Δ Ε  να  θεωρήσουμε μ ιά  ε ν δ ο ε ν τ ρ ο π ι κ ή  δ ια κύμ α νσ η  S 1A —» S1A 

M S , οπότε α ντ ί της εσωτερικής μεταβλητής Ej στο Σχ.3.18 θα  έχουμε ισοδύναμα  τη μεταβλητή 

S j. Τ ότε το  α ντ ίσ το ιχο  στην (3.133) κρ ιτή ρ ιο  ευστάθειας γ ια  την ενεργειακή ανα πα ράσ τασ η  

γίνετα ι

Ε(S M S , Υ+ΔΥ, Ν) + E(S-AS, V-ΔΥ, Ν) > 2E(S, V, Ν) (3.141)

4. Θ Ε Ρ Μ Ο Δ Υ Ν Α Μ Ι Κ Η  Μ Ε Τ Α Τ Ρ Ο Π Ώ Ν  Φ Α Σ Ε Ω Σ

i. ΤΥΠΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ PVT

Μετατροπές φάσεως όπως : υγρό στερεό αέριο, ή παραμαγνήτης £  
σιδηρομαγνήτης, κανονικός αγωγός £  υπεραγωγός είναι ζώτικής σημασίας για 
τον πολιτισμό και την ίδια τη ζωή πάνω στη γη. Εξ ορισμού, μια μετατροπή
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φάσεως είναι πρώτης τάξης όταν χαρακτηρίζεται από πεπερασμένη ασυνέχεια σε 
μια πρώτη παραγωγό της ελεύθερης ενέργειας Gibbs G(T, Ρ), όπως είναι η 
εντροπία S = - θ·,* G Ip. Σ’ αυτή την περίπτωση η λ α ν θ ά ν ο ν σ α  θ ε ρ μ ό τ η τ α  (AS Tt)

είναι μη μηδενική. Δηλαδή καθώς η ουσία μεταπίπτει από μια φάση υψηλής 
θερμοκρασίας σε μια χαμηλής θερμοκρασίας (π.χ. από υγρό σε στερεό) εκλύεται 
ένα ποσό θερμότητας ASTt * 0 υπό (σχεδόν) σταθερή θερμοκρασία μετατροπής 
Tt. Στο σημείο μετατροπής η δομή του υλικού αλλάζει ριζικά, γιατί τα ατάκτως 

κινούμενα μόρια του ρευστού επικεντρώνονται στις διαταγμένες πλεγματικές 
θέσεις του στερεού.

Στο Σχ. 3.19 παρουσιάζεται το διάγραμμα φάσεων ΤΡ ενός τυπικού απλού 
συστήματος PVT. Οι τρεις καμπύλες συνύπαρξης που περιγράφουν εξάχνωση, 
εξαέρωση ή τήξη διαχωρίζουν το επίπεδο ΤΡ σε περιοχές όπου η ευσταθής 
θερμοδυναμική κατάσταση ισορροπίας είναι μια ομογενής φάση (στερεό, υγρό ή 
αέριο). Όταν το καταστατικό σημείο συναντήσει κάποια από τις καμπύλες αυτές, 
επέρχεται μετατροπή φάσεως πρώτης τάξης. Αν όμως συμβεί να περάσει το 
σύστημα από το λεγόμενο κ ρ ίσ ιμ ο  σ η μ ε ίο  C(Tc, Pc ), τότε η μετατροπή φάσεως 
είναι συνεχής. Σε κάθε γειτονιά T>TC του σημείου C μπορεί το σύστημα να

μετατραπεί από υγρό σε αέριο και αντίστροφα, με συνεχή τρόπο, χωρίς εμφάνιση 
λανθάνουσας θερμότητας ή ασυνέχειας όγκου V= dP GIT. Η καμπύλη τήξεως

πιστεύεται ότι προεκτείνεται μέχρι το άπειρο στο επίπεδο ΡΤ.
Έστω ότι το καταστατικό σημείο κινείται στην καμπύλη εξαερώσεως (3C). 

Καθώς αυξάνει η θερμοκρασία, η πεπερασμένη διαφορά πυκνότητας Δρ=ρι_-ρ<3

Σ χ ή μ α  3 .19 . Τ ο δ ιά γ ρ α μ μ α  φ ά σ εω ν  

Τ Ρ  εν ό ς  τ υ π ικ ο ύ  α π λ ο ύ  σ υ σ τή μ α το ς  

PVT. Σ το  κ ο ιν ό  σημείο  3 σ υ ν υ π ά ρ χο υ ν  

κ α ι ο ι τρ ε ις  φ ά σ εις . C ε ίνα ι ί ο  κ ρ ίσ ιμ ο  

σημείο.

c ) Ρ ε υ ί τ σ
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μεταξύ της υγρής και αέριας φάσης ελαττώνεται συνεχώς μέχρι το μηδέν, όπως 
δείχνει το Σχ.3.20

Σχήμα 3.20. Το διάγραμμα φάσεων του 

Σχ. 3.19 στο επίπεδο Τρ. Το μέγεθος 
l<?I.(T)-oG(T)l λέγεται παράμετρος τάξης 

της μετατροπής φάσεως υγρό ,ι* αέριο.

Στα δύο επόμενα Σχήματα (3.21,22) παρουσιάζονται για το σύστημα του Σχ. 3.19 
το φασικό διάγραμμα στο χώρο Ρρ και η πλήρης επιφάνεια της καταστατικής 
εξίσωσης Ρ(Τ,Ρ,ρ) = 0, αντίστοιχα. Το κατακόρυφο τμήμα ΑΒ της ισόθερμης 
T<(<TC) στα Σχ.(3.21, 22) παριστάνει την περιοχή συνύπαρξης αέριας - υγρής
Φάσης. Κάθε ενδιάμεση κατάσταση X είναι μ ε ί γ μ α  υγρής (Α) και αέριας (Β) 
φάσης.

Σχήμα 3.21. Τ υπικό διάγραμμα 

φάσεων Ρρ απλού ρευστού.

Σχήμα 3.22. Η καταστατική επιφάνεια 

Ι;(Τ,Ρ,ρ) = 0 απλού ρευστού.

Μια πρώτη ματιά στα προηγούμενα φασικά διαγράμματα πιθανώς να
αποκρύψει τη σπουδαιότητα του κρίσιμου σημείου C. Το επόμενο όμως Σχ. 3.23
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αποκαλύπτει πειραματικά ότι συναρτήσεις απόκρισης όπως η Cy ( για ρ=ρς) 
απειρίζονται στη γειτονιά του κρίσιμου σημείου.

Σ χ ή μ α  3 .23 . θ ερ μ ο χ ω ρ η τικ ό τη τα  C y (T )

γ ια  το  α έ ρ ιο  α ρ γ ό ν  κ α τ ά  μ ή κ ο ς τη ς  

κ ρ ίσ ιμ η ς  ισ ό χ ω ρ η ς  γ ρ α μ μ ή ς  ρ = ρ €

[Fisher (1 9 6 4 )).

Οι δυό συνυπάρχουσες ςράοεις κατά μήκος π.χ. της καμπύλης εξαερώσεως 
(3C) του Σχ. 3.19, μπορούν να θεωρηθούν ως δυο συστήματα σε ΘΙ μεταξύ τους, 
όπως τα Σ], Σ2 του Σχ.3.14, οπότε ισχύουν οι συνθήκες ισορροπίας (3.127-129).
Από τις εξ. (3.129,104') προκύπτει

6 l(T,P) = g2(T,P) (3-142)

όπου είναι τα δυναμικά Gibbs ανά σωματίδιο στις φάσεις 1 (π.χ. αέρια 
φάση) και 2 (υγρή φάση). Διαφορίζοντας την εξ. (3.142) χ α τ ά  β ή χ ο ς  της 
καμπύλης εξαερώσεως παίρνουμε

dgj = - Si <ΓΓ + υι dP = dg2 = - s2 dT + υ2 dP (3.143)

Τα μεγέθη s)2 είναι οι εντροπίες ανά σωματίδιο και υ] 2 είναι οι αντίστοιχοι 
όγκοι. Από την εξ. (3.143) συμπεραίνουμε

fdP'l _ i L l i l  = — !l2—  (3.144)
<̂ΓΓ ja w im . υ| - υ2 Τ(υι - υ2)

Το μέγεθος 112 είναι η λανθάνουσα θερμότητα ανά σωματίδιο που απαιτείται να 
απορροφήσει το σύστημα για να μετατραπεί από την υγρή (2) στην αέρια φάση 
(1) υπό σταθερή θερμοκρασία Τ. Η εξ. (3.144) λέγεται εξίσωση C la u siu s-  

C la p eyro n . Μπορούμε προσεγγιστικά να γράψουμε ί  fe
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(ά Ρ \  Ρ[ΐ2
ν<3Τ ̂ ουνύπ kT2

γιατί ισχύει υι »  υ2, και θεωρούμε την αέρια φάση κατά προσέγγιση ιδανική 
(V] ~  kT/P). Αν θεωρήσουμε ακόμη σχεδόν σταθερή τη λανθάνουσα θερμότητα, 
ολοκληρώνουμε την προηγούμενη διαφορική εξίσωση και βρίσκουμε αμέσως

Ρ(Τ) = PoexP { ' i f  ( τ ' To)} (3·145)

Το ζεύγος (Ρ0,Τ0) προσδιορίζει ένα σημείο αναφοράς κατά μήκος της καμπύλης 

εξα ερώσεως.
Πολύ χρήσιμες πληροφορίες για τη συμπεριφορά θερμοδυναμικών 

συστημάτων κοντά σε συνθήκες μετατροπής φάσεως αποκομίζουμε και από τη
μελέτη των κριτηρίων ευστάθειας. Από τις ανισότητες (3.132, 137) συνάγουμε-«·
μέσω των εξ. (3.114,115) τις σχέσεις

d2G ι ι d2F I ι
p “ " 7  -0» 9T2 v = "t ^v (3.146)

Από τη συνθήκη μηχανικής ευστάθειας (3.136) και τις εξ. (3.116,89,108) 
προκύπτει

d2G

9Ρ2
It = - VkT < 0 ,

d2 F,

d V 2 1 '
d(-P)
a v

T= (VkT)-i > 0 (3.147)

Η ύπαρξη μετατροπής φάσεως δεν αναιρεί τις σχέσεις (3.146, 147). Απλά 
δημιουργεί σε πρώτη τάξη ασυνέχεια στις πρώτες παραγώγους V και S της 
συνάρτησης Gibbs. Αν η μετατροπή είναι συνεχής (ανώτερης τάξης), ασυνέχεια 
παρουσιάζεται σε ανώτερες παραγώγους της G, όπως η CP. Βλέπε εξ. (3.146), Σχ.
3.23 και τα επόμενα Σχ.3.24, 25, 26. Συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση Gibbs, 
και κατ' επέκταση κάθε θερμοδυναμικό δυναμικό, δεν είναι αναλυτική 
συνάρτηση σε περιοχή του μακροσκοπικού παραμετρικού χώρου που περιέχει το 
σημείο μετατροπής φάσεως πρώτης ή ανώτερης τάξης [βλέπε π.χ. Οικονόμου 
(1994)].
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Σ χ ή μ α  3 .2 4 . Γ εω μ ετρ ικ ή  κ α τα σ κ ευ ή  (* ) -»  (*>) τ 1 &  ο ^ ά ρ τ η σ η ς  F G PV  α π ό  τη  G. Η  

θ ερμ οκ ρα σ ία  ε ίνα ι εδώ  μεγαλύτερη α π ό  τη ν  κ ρ ίσ ιμη  (βλέπε Σχ.3.19) κ α ι δ εν  υ π ά ρ χε ι μετατροπή  

φ ά σ εω ς. Π α ρ ο υ σ ιά ζο ν τα ι ακόμη  ( c , d ) ο ι π ρ ώ τες π α ρ ά γω γο ι γ ια  Τ  > T c .

Σ χ ή μ α  3.2S. Ο π ω ς  σ το  Σ χ . 3.24, α λ λ ά  η θερμ οκρα σ ία  ε ίνα ι τώ ρ α  T <T C [βλέπε Σχ.3.19] κ α ι 

έχουμε μ ετα τροπή  φ ά σ εω ς π ρ ώ τη ς  τά ξη ς. Σ το  σημείο  μ ετα τροπή ς (T ,Pt ) η π α ρ ά γω γο ς  3 p G lj  

=V ε ίνα ι ασυνεχής, ά ρ α  η  dpVl-p α π ε ιρ ίζετα ι, ο π ό τε  ισ χύει = 0. Α π ό  τη δεύτερη εξ. (3.89) 

π ρ ο κ ύ π τε ι τότε d y F l j  = σταθ. Έ χο υ μ ε  δηλαδή γ ο α μ μ ι χ ή  μεταβολή της F σ το  δ ιάσ τημα  (VL. Vq ).
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Σ χή μα  3.26. Θ ερμοκρασιακή εξάρτηση της συνάρτησης G γ ια  σταθερή πίεση (ή της συνάρτησης 

F γ ια  σταθερό όγκο). Στην αριστερή πλευρά  [(a),(c)] η μετατροπή φάσεω ς ε ίνα ι πρώ της τάξης, 

ενώ  στη δ εξ ιά  πλευρά  [(b),(d)] ε ίνα ι συνεχής (ανώ τερης τάξης). Σ το  κ ά τω  μέρος [(c),(d)] 

απεικον ίζετα ι η εντροπ ία  S = - 3TGlp = - 3χΡΐ ν . Π αρατηρούμε ό τ ι η θερμοχω ρητικότητα  C ~ 

dS/ dT α πειρ ίζετα ι σε κάθε θερμοκρασία μετατροπής T t καθώ ς κα ι στψ  κρ ίσ ιμη τιμή  T c .

Η. Σ Ι Α Η Ρ Ο Μ Α Γ Ν Η Τ Ι Κ Ο  Υ Λ Ι Κ Ο  Β Μ Τ

Ανάλογη συμπεριφορά παρατηρείται σε ένα σ ώ η ρ ο μ α γ ν η η κ ό  υ λ ικ ό , όπως 
ο σίδηρος, με Χαμιλτόνια

Η = Η0 - ΒΜ (3.148)

Β είναι το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο (<-» Ρ) και Μ είναι η μαγνήτιση (<-» - V) 
[Griffiths (1964)]. Τα αντίστοιχα των Σχ. 3.19,20 είναι τάιρα τα διαγράμματα 
φάσεων των Σχ.3.27,28.

Πάνω από το κρίσιμο σημείο C, δηλαδή για Τ >TC, το υλικό βρίσκεται σε
μία και μόνο φάση, την παραμαγνητική [βλέπε Σχ.3.27, 28]. Το σύστημα εδώ 
μπορεί να αλλάξει φάση (π.χ. από σιδηρομαγνήτη I σε σιόηρομαγνήτη Τ) με δύο
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τρόπους. Είτε διαπερνώντας την ευθεία συνύπαρξης (Β=0, T<TC), οπότε η

μετατροπή είναι πρώτης τάξης, είτε παρακάμπτοντας το κρίσιμο σημείο C από τα 
δεξιά (Τ > Tc), οπότε η μετατροπή είναι συνεχής (ανώτερης τάξης). Τόν ρόλο

Σ χ ή μ α  3 .2 7 . Δ ιά γ ρ α μ μ α  φ ά σ εω ν  Τ Β  γ ια

σ ιδη ρ ο μ α γνη τικ ό  υ λ ικ ό  με Χ α μ ιλ τό ν ια  (3.148).

Σ ε  θ ερ μ ο κ ρα σ ίες  T<TC εμ φ α ν ίζετα ι α υθόρμ ητη  
—>

μ α γνήτιση  Μ , με δυ ο  δ υ ν α τό τη τες  π ρ ο σ α να το -
—>

λ ισ μ ο ύ  (= φ ά σ εις) Τ κ α ι I  (ω ς π ρ ο ς  το  Β ). Ο ι

δυ ο  φ ά σ εις  σ υνυ π ά ρ χο υ ν  κ α τά  μήκος της ευθείας 

(B = 0 ,T < T c).

Σ χ ή μ α  3 .28 . Δ ιά γρ α μ μ α  φ ά σ εω ν Τ Μ  γ ια  α π λ ό  

σ ιδηρομαγνήτη . Π αρατηρείστε την ο μ ο ιό τη τα  με 

το  α ν τ ίσ το ιχ ο  δ ιά γρ α μ μ α  Ί*ρ, Σχ.3.20.

Β

61$MpQft
Tc

παραμέτρου τάξης παίζει εδώ η α υ θ ό ρ μ η τ η  μ α γ \ 'ή τ ισ η  Μ, η οποία μηδενίζεται 
στην παραμαγνητική φάση (Τ > Τ^.

Στο Σχ.3.29 παρουσιάζεται το φασικό διάγραμμα ΒΜ ανάλογο του 
Σχ.3.21, ενώ στο Σχ. 3.30 εμφανίζεται η πλήρης επιφάνεια της καταστατικής 
εξίσωσης σιδηρομαγνήτη στο χώρο ΒΜΤ -σύγκρινε με το Σχ.3.22. Το 
κατακόρυφο τμήμα ΑΒ της ισόθερμης καμπύλης T<(<TC) στα Σχ.3.29, 30
παριστάνει περιοχή συνύπαρξης των φάσεων Τ και I .  Κάθε ενδιάμεση 
κατάσταση x είναι γραμμικό μείγμα των καταστάσεων A (Τ ) και Β (X).
Σημειώστε ακόμη ότι η μαγνήτιση δεν είναι αναλυτική συνάρτηση στα σημεία A 
και Β, ότι ολόκληρο το κατακόρυφο τμήμα ΑΒ αντιστοιχεί σε έ ν α  σημείο (TJ της 
ευθείας συνύπαρξης (Β=0, T<TC) του Σχ.3.27, και ότι ισχύει Μ(-Β) = -Μ(Β) όπως 

περιμένουμε και διαισθητικά σε μια αντιστροφή του μαγνητικού πεδίου.
Η αντιστοιχία απλού σιδηρομαγνήτη Χαμιλτόνιας (3.148) με απλό 

σύστημα PVT ολοκληρώνεται με τα δυο επόμενα Σχ.3.31, 32 που επαληθεύουν
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τις επόμενες σχέσεις μαγνητικής ευστάθειας [βλέπε σχέσεις (3.107,146,147) και
Griffiths (1964)].

a2G, 50 , a2F,
5Τ2 Μ - °

52Gi 50 , 32F,
ΘΒ2’Τ 3μΑ 20

(3.149)

(3.150)

Σ χή μ α  3 .29 .Τ υπικό  δ ιά γρ α μ μ α  Σ χ ή μ α  3 .3 0 . Η x u t u o i u u ' /.ή ε π ιφ ά ν ε ια

φάοεων ΒΜ σιδηρομαγνητικού υλικού ΒΜΤ.

Σ χή μ α  3.31. Γεωμετρική κατασκευή τη ς μαγνητικής συνάρτησης Γ=ό+Β Μ  α π ό  τη ν Ο .  γ ια  

σταθερή θερμοκρασία T>TC, οπότε δεν υπάρχει μετατροπή φάσεως [βλέπε Σχ.3.24,27).
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Σ χ ή μ α  3 .32. Σχέση τω ν  μ α γν η τ ικ ώ ν  δ υ ν α μ ικ ώ ν  G (T ,B ) κ α ι F(T,M ) γ ια  T<TC, ο π ό τε  υ π ά ρ χε ι

μετατροπή  φ ά σ εω ς π ρ ώ τη ς τά ξεω ς (βλέπε Σχ.3.25,27].

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση F(T,M) είναι άρτια συνάρτηση του Μ, αφού 
πρέπει η παράγωγος 3MFlT = Β να είναι περιττή συνάρτηση του Μ, γιατί όταν

αντιστρέφεται το μαγνητικό πεδίο Β αντιστρέφεται και η μαγνήτιση Μ. Σ’ αυτή 
την παρατήρηση στηρίζεται η φαινομενολογική Θ εω ρία  L a n d a u  για τη μελέτη 
μετατροπών φάσεως ανώτερης τάξης [βλέπε §9.Δ.2].
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Θ Ε Μ Ε Λ Ι Ω Σ Η  Τ Η Σ  

Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η Σ  Μ Ε Θ Ο Δ Ο Υ

Όπως είπαμε στο πρώτο κεφάλαιο, η στατιστική μηχανική είναι ο λογικός 
σύνδεσμος μεταξύ μικρόκοσμου και μακρόκοσμου. Συνδέει τις μετρήσιμες 
ιδιότητες ενός φυσικού συστήματος ΣΝ με τις μηχανικές ιδιότητες των
στοιχειωδών υποσυστημάτιυν (π.χ. μορίων) του. Με βάση ένα συγκεκριμένο 
μοριακό μοντέλο -  κλασσικό ή κβαντικό -  προσπαθούμε να προβλέπουμε π.χ. τις 
μετρήσιμες ιδιότητες της χάρτινης σελίδας που βρίσκεται μπροστά μας! Ποιά 
μέθοδο θα ακολουθήσουμε;

Η καθαρά μηχανική μέθοδος αποτυγχάνει, γιατί είναι ανθρωπίνως 
αδύνατο να μετρηθούν όλοι οι μικροσκοπικοί βαθμοί ελευθερίας του ΣΝ_Νο και

να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις κίνησης (βλέπε Κεφ. 2). Η μέθοδος της 
κλασσικής θερμοδυναμικής από την άλλη πλευρά είναι εμπειρικά σωστή αλλά δεν 
ικανοποιεί τον σύγχρονο φυσικό, γιατί αγνοεί κάθε μοριακό μοντέλο.

Ένα εμπειρικό γεγονός που μας προσανατολίζει προς τη σωστή μέθοδο, 
είναι το ότι η συμπεριφορά που προσπαθούμε να προβλέψουμε δεν είναι αυστηρά 
επαναλήψιμη. Αν μετρήσουμε Μ φορές κάποια ιδιότητα Α του ΣΝ, κάτω από τις
ίδιες ακριβώς πειραματικές συνθήκες, δεν θα βρούμε την ίδια τιμή α, Μ φορές.
Γενικά υπάρχει μια διακύμανση στις τιμές κάθε μετρήσιμου μεγέθους, όπως 
συμβαίνει στην κίνηση Brown, που ξεπερνάει τα όρια ισχύος της αβεβαιότητας 
Heisenberg και δεν μπορεί να αποδοθεί μόνο στα συστηματικά σφάλματα ή

Α V»\B-V/0
στην ποιότητα της μέτρησης. Η διακύμανση αυτή οφείλεται στην αδυναμία κάθε  ̂ ^
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μέτρησης που καθορίζει μια μακροκατάσταση R να περιορίσει το ΣΝ σε μια και 
μόνη μικροκατάσταση, ψΓ, του συστήματος. Επομένως στην R αντιστοιχεί εν
γένει ένα σύνολο μικροκαταστάσεων

R -> I ΨΓ» ΐ’= 1 , 2 , . . . , Ω ) (4.1)

Κάθε φορά που μετράμε την ιδιότητα Α στη μακροκατάσταση R, το σύστημα 
μπορεί να βρίσκεται σε διαφορετική μικροκατάσταση ψΓ e R τη στιγμή της 
μέτρησης, οπότε το αποτέλεσμα αΓ μπορεί να είναι διαφορετικό κάθε φορά. Μ 

μετρήσεις του φυσικού μεγέθους Α στην ίδια μακροκατάσταση R δίνει μια 
κ α τ α ν ο μ ή  αποτελεσμάτων

Ω
( c tm . m  =  1 , 2 .............Μ )  =  ( o r : n r  φ ο ρ έ ς ,  Σ  n r  =  Μ )  ( 4 . 2 )

r=l

Το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει διακυμάνσεις φυσικών μεγεθών 
της μορφής (4.2) οφειλόμενες στην υποχρεωτική συνθήκη (4.1) είναι η θεωρία 
πιθανοτήτων. Ο λόγος είναι ο εξής : αφού δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε 
πειραματικά την αρχική μικροκατάσταση του ΣΝ (παρά μόνον τη

μακροκατάσταση R), δεν διαθέτουμε τη μικροπληροφορία που είναι απαραίτητη 
για τον προσδιορισμό της σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η ς  ψΓ e  R που ακολουθεί το σύστημα κάθε
χρονική στιγμή. Το πρόβλημα είναι:

Π ώ ς  θ α  π ρ ο β λ έ π ο υ μ ε  τ η ν  ε μ π ε ιρ ικ ή  σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  
τ ο υ  Σν ό τ α ν  η μ ικ ρ ο π λ η ρ ο φ ο ρ ία  ε ίν α ι  α ν ε π α ρ κ ή ς ;

Η απάντηση της στατιστικής μηχανικής βασίζεται στην ιδέα να θεωρήσουμε 
τις μικροκαταστάσεις ψΓ ως δ υ ν α τ ό τ η τ ε ς  ή ενδεχόμενα ύπαρξης του ΣΝ στο 
μικροσκοπικό επίπεδο και σε κάθε ψΓ να αντιστοιχήσουμε έναν αριθμό pr e  

[0,1], δηλαδή την πιθανότητα πραγματοποήσεώς της σε μια μέτρηση

Ψ Γ - > Ρ Γ €  [0 , 1] ,  Σ ρ Γ = 1  ( 4. 3)
Γ

Παρά τις προσπάθειες χιλιάδων φυσικών και μαθηματικών από την εποχή 
του Boltzmann μέχρι σήμερα η κατανομή πιθανοτήτων (4.3) δεν έχει 
προσδιορισθεί ακόμη μέσα στα αυστηρά πλαίσια της μηχανικής. Πάντα μια 
πρόσθετη υ π ό θ ε σ η  σ τ ο χ α σ τ ικ ή ς  φ ύ σ ε ω ς  (όπως η υπόθεση μοριακού χάους της 
κινητικής θεωρίας των αερίων) γίνεται παραδεκτή για να εξηγηθούν οι
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μονόπλευρες χρονικά μακροσκοπικές διαδικασίες (όπως ο Β ' θερμοδυναμικός 
νόμος) με βάση τη μικροσκοπική αντιστρέψιμη δυναμική.

Α. ΕΞΙΣΩΣΗ MASTER

Όπως η κυματομηχανική στηρίζεται ουσιαστικά σε ένα αξίωμα, την 
εξίσωση Schrodinger που δίνει τη δυναμική εξέλιξη ενός πλάτους πιθανότητας, 
έτσι και η στατιστική μηχανική μπορεί να θεμελιωθεί σε ένα ουσιαστικά αξίωμα, 
την εξίσωση Master που δίνει τη στοχαστική εξέλιξη μιας πιθανότητας 
κατάληψης. Τα πλεονεκτήματα αυτού του τρόπου θεμελίοχτης είναι πολλά. Για 
παράδειγμα, το αξίιυμα ύπαρξης της κατάστασης ΘΙ και το αξίωμα της 
ισοπιθανότητας, στα οποία στηρίζεται η συνηθισμένη εναλλακτική διατύπωση της 
στατιστικής μηχανικής [βλέπε π.χ. Mandl (1988)], προκύπτουν ως π ο ρ ίσ μ α τ α  της 
εξίσωσης Master. Επιπρόσθετα, η εξίσωση αυτή παρέχει ένα γενικό πλαίσιο 
ενοποίησης φαινομένων θερμοδυναμικής ισορροπίας με χρονοεξαρτώμενα 
φαινόμενα (όπως η διάχυση) που καταλήγουν σε κατάσταση ΘΙ [βλέπε επόμενη 
fl.ii].

1. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΧΡΟΝΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ

Θεωρείστε το απομονωμένο σύνθετο σύστημα (Σ+Π) του Σχ. 3.3. Η 
Χαμιλτόνια του συστήματος αυτού είναι

όπου δΗ είναι μια ασθενής θερμική αλληλεπίδραση των δύο υποσυστημάτων. 
Ισχύει δηλαδή κατά μέσον όρο

Πράγματι, ο όρος δΗ προέρχεται ουσιαστικά από την αλληλεπίδραση Coulomb 
μεταξύ των συστατικών ("μορίων") του Σ και του Π. Εφόσον τα δύο συστήματα 
θεωρούνται ηλεκτρικά ουδέτερα σώματα, μόνον τα συστατικά του Σ που

(Ης +Ηπ) + δΗ = Η0 + δΗ (4.4)

Ι<δΗ>Ι« Ι<Η0>Ι (4.5)
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γειτονεύουν με το Π συνεισφέρουν στο δΗ. Επομένως το κλάσμα Ι<δΗ>Ι /  Ι<Ηα>1

θα είναι ανάλογο του λόγου επιφάνειας του Σ προς το άθροισμα των όγκων, που 
είναι ανάλογο του

Νν2/3 ι
(Νν+Ν„) 2 Νν1̂  <<1 ' Ν*~ Ν«

Έστω {ψη, η = 1,2, . . , Ω) ένα πλήρες σύνολο (αδιατάρακτων) 
ιδιοσυναρτήσεων του κυρίαρχου Χαμιλτόνιου τελεστή Η0, με εξίσωση ιδιοτιμών

Ψη = ^οηΨη* η = 1 ,2 ,.. .Ω (4.6)

Η ασθενής και πολύπλοκη θερμική αλληλεπίδραση 6Η δρα διαταρακτικά πάνω 
στον κυρίαρχο όρο Η0 με τρόπο στοχαστικό (τυχαίο) και ανεξέλεγκτο. Μια

τέτοια δράση του 6Η προκαλεί:

• Τ υ χ α ι ό τ η τ α  φ ά σ ε ω ν  των ιδιοσυναρτήσεων ψΠ στην εξ. (4.6), δηλαδή

καταστροφή των κβαντικών κροσσών συμβολής των πιθανοτήτων μέσα στα 
χρονικά περιθώρια μιας μέτρησης. Επομένως τα πλάτη πιθανότητας ψ„ = ΙψηΙ *

ei(Tn χαρακτηρίζονται ουσιαστικά μόνον από το σύνολο των π ι θ α ν ο τ ή τ ω ν  

κ α τ ά λ  η φ η ς  {pn = ΙψηΙ2} * και όχι από το ευρύτερο σύνολο {!ψηΙ, φΠ}.

• Μ ε τ α π τ ώ σ ε ι ς  του απομονωμένου συστήματος (Σ+Π) από μια 
αδιατάρακτη μικροκατάσταση ψη (ή ορθότερα από μια μικρή "κυψελίδα" Ιη> 
του χώρου Hilbert) σε μια άλλη ψ  ̂ (ορθότερα σε μια άλλη μικρή "κυψελίδα" 

lk> του χώρου Hilbert), με πιθανότητα ανά μονάδα χρόνου

W^, = γ  δ (Eok - Ε,,η) Kkl6Hln>|2 = Wnk > 0, (4.7)

Σε πρώτη τάξη ως προς τη διαταραχή δΗ οι απόλυτες τιμές l<kl6Hln>l είναι 
σταθερές [βλέπε ένα βιβλίο κβαντικής μηχανικής, π.χ. Ταμβάκη (1990)).

• Σ τ ο χ α σ τ ικ ή  χ ο ο ν ικ ή  ε ξ έ λ ιξ η  τ ω ν  πιθανοτήτων κατάληψης σύμφωνα με 
την εξίσωση Master

= Σ  [W ^ pk(t) - Wjo, pfl(t)), t> 0, n,k = 1,2„...Ω (4Λ)
m k



Α. ΕΞΙΣΩΣΗ MASTER 113

Ο πρώτος όρος στο β' μέλος της (4.8) δρα προσθετικά στο ρυθμό αύξησης της 
pn(t), γιατί το υπερσύστημα (Σ+Π) διαταράσσεται από την ιδιοκατάσταση
lk(*n)> στην I η >, ενώ ο δεύτερος όρος δρα αφαιρετικά, γιατί το (Σ+Π) 
μεταπίπτει από την I η > στην I k(*n) >.

Η εξίσωση Master αποδείχτηκε για πρώτη φορά από τον Pauli το 1928 που 
χρησιμοποίησε χρονοεξαρτώμενη θεωρία διαταραχών πρώτης τάξεως [βλέπε 
Παρτ. Α]. Σύγκριση της εξ. (4.8) με την εξ. (2.41) δείχνει ότι η εξίσωση αυτή έχει 
παρόμοια μορφή με την εξίσωση Schrodinger. Χονδρικά, αντί για τα μιγαδικά 
πλάτη <ηΙψ> έχουμε τις ίδιες τις πιθανότητες 1<η1ψ>12. Η απουσία όμως της 
φανταστικής μονάδας από την εξ. (4.8) αφαιρεί τη χρονική κυκλικότητα της 
εξίσωσης Schrodinger και δημιουργεί το "βέλος του χρόνου". Έτσι η εξίσωση 
Master οδηγεί στη στατιστική ερμηνεία του Β ' θερμοδυναμικού νόμου και στην 
ύπαρξη μιας μοναδικής, ασυμπτωτικά (t->~) στάσιμης κατάστασης ΘΙ 
ανεξάρτητης από την αρχική κατανομή πιθανότητας {pn(t0)L αρκεί ο πίνακας 
μεταπτώσεων (Wnk) να είναι ε ρ γ ο δ ικ ό ζ . Εργοδικότητα (ή συνεκτικότητα στη 

μαθηματική ορολογία) σημαίνει ότι για κάθε ζεύγος καταστάσεων (I n>, I k>) 
υπάρχει μια αλυσίδα μη μηδενικών μεταπτώσεων

k
w kj.
<- J <—· · · β <— α Wun 

+- n (4.9)

που οδηγεί το σύστημα από τη μία στην άλλη.

i. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΔΥΟ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ

Έστω η (ακραία!) περίπτωση Ω = 2 στην εξ. (4.8). Η εξίσωση Master 
δίνει το πρωτοτάξιο γραμμικό διαφορικό σύστημα

{Ρ,(0 = W12 ρ2 - W2, plt P2(t) = W21 p, - w 12 p2,

t >0,  W2I= W, 2) (4.10)

Πρόσθεση των (4.10) δίνει τη συνθήκη διατήρησης της πιθανότητας

Pit + Ρζι = 0 => Ρΐι + Ρ21 = Ρΐο + Ρ2ο = 1

Αφαίρεση των (4.10) δίνει
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(Pit - P2t) = (Plo - Ρ20) · exP (- 2 w 12t) (4.11)

Από την εξ. (4.11) και τη διατήρηση πιθανότητας προκύπτει η λύση

ί Pit = 2 + Ρΐ° 2 Ρ29 exp (- 2W 12t ) ,

P2t = \  - Ela^ 2fl exp (- 2W ,2t ) ) (4.12)

Παρατηρούμε ότι για κάθε αρχική κατανομή {pl 0 , Ρ20) έχουμε

(Pit-Pat) -» ά  ·£ )  (4.13)t-*» 4 Ζ

Δηλαδή για t » ( 1/2W12) = χ  το σύστημα αυτό καταλήγει σε μια κατάσταση ©I 
ανεξάρτητη από την "ιστορία" του. Βλέπε Σχ. 4.1, όπου pl0 = 1, Ρ20 = 0. Ο 
χρόνος τ = ( 1/2W12) είναι ο χρόνος χαλάρωσης του στοχαστικού συστήματος.

Σ χ ή μ α  4.1. Σ το χα σ τικ ή  χρ ο ν ικ ή  εξέλ ιξη  Σ χή μ α  4.2. Κ β α ντική  χ ο ο ν ικ ή  εξέλ ιξη

Για σύγκριση, στο Σχ. 4.2 δίνουμε τη δ υ ν α μ ικ ή  εξέλιξη της πιθανότητας

l<+x Ιψ{>12 = cos2 ωΐ (4.14)

του κβαντικού συστήματος δύο καταστάσεων σπιν (με αρχική συνθήκη Ιψ0> = 
Ι+χ>) που μελετήθηκε στην § 2.Β.1 Hi. Το σύστημα αυτό δεν καταλήγει ποτέ σε 
κατάσταση ισορροπίας, ούτε ξεχνά ποτέ την "ιστορία" του! Βέβαια η περίπτωση 
Ω=2 είναι κλασσικά και κβαντικά επιλύσιμη και δεν χρειάζεται να καταφύγουμε



Α. ΕΞΙΣΩΣΗ MASTER 115

σε (προσεγγιστική) θεωρία διαταραχών με συνακόλουθη την εξίσωση Master. ® α  

εξετάσουμε τώρα ένα πειστικότερο παράδειγμα στοχαστικής εξέλιξης.

ii. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΔΙΑΧΥΣΗΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Θα περιγράφουμε τώρα σ τ α τ ισ τ ικ ό , το πρόβλημα γνήσιας διάχυσης τηζ 
§3.Α.2.

ί-ο

-1 1 >

Σχήμα 4.3. Λιάκριτος μοριακός τυχαίος περίπατος σε μία διάσταση. Η σταθερά χώρου είναι 
Λχ = α και η σταθερά χρόνου είναι Λι = τ. Οι πλεγματικές θέσεις είναι {xn = η α, η = 

ακέραιος} και οι χρονικές στιγμές {lr = r τ , r = 0, 1,2,...}.

Ένα μόριο μελάνης ξεκινάει από το σημείο x = 0 μονοδιάστατου 
πλέγματος σταθεράς α σε χρόνο t = 0. Κάθε At = τ δευτερόλεπτα το μόριο 
μετατοπίζεται λόγω κίνησης Brown κατά μία πλεγματική θέση είτε δεξιά είτε 
αριστερά με ίση πιθανότητα 1/2 [βλέπε Σχ. 4.3]. Επομένως η πιθανότητα 
μετατόπισης ανά μονάδα χρόνου είναι

Wnk = V k +l · Γτ + V k - l ' £  = Wkn (4· 15)

Η εξίσωση Master (4.8) για διάκριτο χρόνο γίνεται

Pn( r+ l^ ' Pn( r) = i - ] T  (δη k+1 + 6nj j . i )  pk(tr) - ^  Σ  (i5n>k+i + δη k. j)  pn(tr)
k k

= 2Ϊ *Λι-1«γ) + Pn+lttr) - Pn^r)' PnM

_ 02 |a~* LPn+iftr) " Pn(tf)] ~ β*1 tPn(^r) ~ Pn-l(^-r)] 
= 2x (4.15')a
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Στο συνεχές όριο [α -»0, τ -* 0 :  α2/ 2τ = D = σταθερό] η προηγούμενη εξίσωση 
Master δίνει

dP*(0 _ -  92Px(t)
3t 3x2

(4.16)

Πολλαπλασιασμός της εξ. (4.16) επί τη μάζα (= Μ), Ν μορίων μελάνης δίνει τη 
μακροσκοπική εξίσωση διάχυσης (3.11) της § 3.Α.2. Η (4.16) με αρχική συνθήκη 
ρΧ(0)= δ(χ) λύνεται με μετασχηματισμό Fourier

ο ο  ο ο

Pk (t) = J dx Px(t) eikx, px(t) = ^  Jdk p* (t) e ^  (4.17)

Αντικατάσταση της δεύτερης από τις προηγούμενες εξισώσεις στην (4.16) δίνει τη 
διαφορική εξίσωση

^ ^ = - D k 2pk(t) (4.18)

Ολοκλήρωση της (4.18) ως προς τον χρόνο δίνει (t) = Pt(0) exp (- Dk2t). 
Αντικατάσταση της αρχικής κατανομής ρΧ(0) = δ(χ) στην πρώτη των εξ. (4.17) 
δίνει Pk(0) = 1· Αρα έχουμε ρ *(0  = exp (- Dk2t), την οποία αν 

αντικαταστήσουμε στη δεύτερη των εξ. (4.17) παίρνουμε

Px(t)= ^  Jdke-DkAe-iioc

ε  ^  Jdk exp [-Dt(k+ix/2Dt)2 - x2/4Dt]
-OO

= ̂  e-x2/4Dt Jdk exp [-Dt(k+ix/2Dt)2]

e-x2/4Dl

V4nDt
(4.19)
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Πολλαπλασιασμός της εξ. (4.19) επί την ολική μάζα Μ δίνει το φαινομενολογικό 
αποτέλεσμα (326).

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Ν α αχοδειχΟ εί ό τ ι η  κ ατανομή  (4.19) δ ιατηρεί τη ν  ο λ ική  π ιθ α νό τη τα  εύρεσης το υ  

μορίου οπουδήποτε στο χώ ρο.

Α Σ Κ Η Σ Η  2  Χ ω ρ ίς  ν α  λυθεί η  δ ια φ ορ ική  εξίσωση (4.16), ν α  δειχΟεί ό τ ι ισχύει d t< x ( l>  =  0  κ α ι 

3 ,  <χ2<1> = 2D .

Αν αθροιστεί η εξ. (4.21) ως προς η, προκύπτει η συνθήκη διατήρησης της 
πιθανότητας

Για να λύσουμε την εξίσωση Master χρησιμοποιούμε μετασχηματισμό 
L a p la c e  (βλέπε Παρτ. Β) στην έκφραση (4.21). Από την έξ. (Β.11) προκύπτει

L  ( Pu(t>] = - Pn«ft + s p„(s)

2. ΓΕΝΙΚΗ ΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΗΙΣΩΣΗΣ MASTER

Η συντομσγραφία

ι>„= z w to (4.20)
« » )  k(*n)

επιτρέπει να γράψουμε την εξίσωση (4.8)

PdW -  Σ  Pjj - hg Pq = X  (W,,̂  - hn )p^ (4.21)

Σ  PnO) = 1 (4.22)
o

-  Σ  - hn ^nk) Pfc(S) = - pn(0) + s Σ  ^ p U s )
t  v

I.
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Έχουμε συνεπώς να λύσουμε το αλγεβρικό σύστημα ως προς s
Ω
Σ  [s6nk-(Wnk-hn 6nk)]pk(s) = pn(0). η = 1,2...... Ω (4.23)
λ=1

Η μέθοδος Cramer δίνει

Pj(s) =
n,(Q-l,s) .
det(sl-M) ,J 1,2,.. .Ω (4.24)

όπου IIj(Q-l,s) είναι ένα πολυώνυμο Ω-1 βαθμού ως προς s, det συμβολίζει 
ορίζουσα, 1 τον μοναδιαίο πίνακα ΩχΩ, και Μ ορίζεται ως εξής

/  -h, W12 W,3 . . .  W1Q \

W2, -h2 W23 ...W jq

M s iW n f c - h , ,^ ) » (425)

\ W Q, WQ2 WQ3 ...-hQ J

Ο πίνακας Μ έχει τις εξής ιδιότητες:

ί. Είναι Ερμιτιανός. Άρα οι ιδιοτιμές του είναι πραγματικές.

ΐΐ. Μία ιδιοτιμή του Μ είναι η λ = 0. 
f Α π 6 6 ε ι £ τι. Από τον ορισμό (4.25) έχουμε

del (Μ-λ!) =

-hr X W|2 ...W lQ 
W2I -h2-λ ...W 2Q

(4.26)

WQ1 WQ2 ..  .-hjj-λ

Προσθέτουμε τις στήλες της ορίζουσας (4.26) στην χρώτη της στήλη (η τιμή της ορίζουσας δεν 
αλλάζει). Αρα ισχύει λόγω του ορισμού (4.20)
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det ( Μ - λΐ) =

-λ w 12. 
-λ -Π2-λ .

, . \ν 1Ω
•W2Q

= -λ

1 w i2 . 
1 -h2-X .

••Win
•W2Q

-λ wQ2 . . .-ha-λ 1 wQ2 . • --hQ-λ

(4.27)

από την οποία προκύπτει ότι η τιμή λ = 0 είναι ιδιοτιμή του Μ ].

ί ΐ ί .  Αν ο πίνακας μεταπτώσεων W  είναι εργοδικός [βλέπε ορισμό ( 4 . 9 ) ] ,  

τότε η ιδιοτιμή λ = 0 είναι α π λ ή  ρ ίζ α  του χαρακτηριστικού πολυωνύμου 
det( Μ-λΙ) = 0.
Γ Α π ό δ ε ι Ε υ . Από την εξ. (4.27) έχουμε

dct (λΐ - Μ) = λ

Ω λ . . .  λ 
1 Ιΐ2+λ . .. -W2q

SXAQ(X) (4.28)

1 -WQ2 ..  .hn +X

όπου οι γραμμές της ορίζουσας λ-1 del (λί - Μ ) προστέθηκαν στην πρώτη γραμμή και 

χρησιμοποιήθηκε ο ορισμός (4.20).
Θέλουμε να αποδείξουμε ότι ισχύει ΑΩ(0) * 0. Ανάπτυξη της ορίζουσας Aq (0) ως 

προς τα στοιχεία της πρώτης γραμμής δίνει

ΑΠ(0) = Ω

h2 "W23 · · · ' W2Q 
-W32 h3 . . .  -W3£J

ξ Ω del Bq . j (4.29)

WQ2 ' WQ3 · · hfi

Από τις εξ. (4.20,29: Ω = 2) έχουμε Α2(0) = 2 W12 * 0, αφού ο W είναι εργοδικός. Για τον 

ίδιο λόγο από τις εξ. (4.20,29 : Ω = 3) έχουμε

Α3(0) = 3
t>2 -W23 

-W32 h3 = 3<w21 W31 + w21 W32+W23 W3j) Φ 0

Γενικά (Ω>1) παρατηρούμε τα εξής
♦ Ο (Ω-1) χ (Ω-1) συμμετρικός πίνακας Bq .j της εξ. (4.29) είναι εργοδικός, αφού τα 

μη διαγώνια στοιχεία του είναι στοιχεία του εξ υποΟέσεως εργοδικού πίνακα - W.
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• Ο πίνακας Bq .j είναι γνήσια διαγώνια επικεντρωμένος (irrcducibly diagonally dominant), 

γιατί ισχύει εξ ορισμού

Ω
foil £ Σ  l-Wijl = hi - Wj, , i = 2, 3 , . . .  Ω (4.30)

JM)

Σημειώστε ότι κάποια από τις σχέσεις (4.30) είναι γνήσια ανισότητα, αλλιώς 0α είχαμε Wjj 

= 0 V i, πράγμα άτοπο λόγω της εργοδικής ιδιότητας του W.
• Τα διαγώνια στοιχεία του Bq .j είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, γιατί ισχύει λόγω

της

Ιη = Wj ι +Wi2+...+WiQ >0, i = 2, 3 , ... Ω

αλλιώς θα είχαμε = Wi2 =...= Wi n= 0 για κάποιο i, πράγμα άτοπο λόγω

εργοδικότητας του W.
Από τις τρεις προηγούμενες ιδιότητας του Bq .j προκύπτει από γνωστό θεώρημα της

γραμμικής άλγεβρας ότι οι ιδιοτιμές του είναι πραγματικοί θετικοί αριθμοί. Βλέπε π.χ. Varga 
(1962), σελ. 23. Αρα ισχύει λόγω της εξ. (4.29): ο < (γινόμενο ιδιοτιμών) = del Bq .j ■ Ω*1 

ΑΩ(0)*0].

ιν. Όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα Μ είναι μη θετικές.
[ Α π ό δ ε ι ξ η . Έστω x* = (xlt χ2. . . ..χΩ)Τ ένα Ω-διάστατο αυθαίρετο διάνυσμα με 

πραγματικές συνιστώσες. Ο άνω - δείκτης Τ σημαίνει ανάστροφος (Transposed). Με βάση τις 

εξ. (4.7,20) εύκολα μπορεί κανείς να αποδείξει (Ασκηση!) ότι ισχύει

Χ*Τ Μ ?  = - Σ  Σ  Wjj (Xj - Xj)2 £ 0 (4.31)
i <j

Επιπλέον, αφού ο Μ είναι πραγματικός και συμμετρικός μπορεί να διαγωνιοποιηθεί με ένα 

ορθογώνιο μετασχηματισμό ομοιότητας. Πράγματι, από τον μετασχηματισμό συντεταγμένων

Ω

\  -  O y  ^ x ^ M x  = y T 0 T M O y T = Σ  λ , γ ^ Ο  , V y* = Οτ  χ*
i=l
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όπου χρησιμοποιήθηκε η διαγωνιότητα του πίνακα Οτ ΜΟ και η σχέση (4.31). Αρα ισχύει 
Aj < 0, i = 1 + Ω].

Επανερχόμαστε τώρα στις εξ. (4.24, 25) και παρατηρούμε ότι οι 
συναρτήσεις pij(s) έχουν πόλους τις ιδιοτιμές του πίνακα Μ. Αφού οι ιδιοτιμές
είναι μη θετικές, ισχύει η διάταξη

0  = s o < \ s l \ <  ls2l <. . .  < ISq.jI (4.32)

Υποθέσαμε στην εξ. (4.32) χωρίς βλάβη του τελικού συμπεράσματος (4.37) ότι οι 
αρνητικές ιδιοτιμές είναι απλές. Άρα η συνάρτηση pj(s) γράφεται

Pj(s)
________ ΠΚΩ-Μ)________
s(s + Isjl) (s + ls2l)... (s + lsiMl)

Αναπτύσσοντας σε μερικά κλάσματα την προηγούμενη έκφραση έχουμε 

Pj(S) = j 0 (s + lskl) ,
(4.33)

όπου {Ajk} είναι πραγματικοί αριθμοί.
Ο αντίστροφος μετασχηματισμός της (4.33) διατυπώνεται στην εξίσωση 

(Β.9). Εφαρμόζουμε το θεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων

Σχήμα 4.4. Κλειστός ημικυκλικός δρόμος 
του μιγαδικού επιπέδου s από τον οποίο 

προκύπτει το μιγαδικό ολοκλήρωμα Bromwich 
(Β.9) στο όριο 1

1 T Ω1
lim  9  e« p,(s) ds = ΣΖπι R—>οο ^=q

R es^ (est Pj(s)} (4.34)

για το κλειστό κυκλικό τόξο του Σχ. 4.4. Το περιφερειακό ολοκλήρωμα
μηδενίζεται στο όριο R-»«> , γιατί η απόλυτη τιμή lesl Pj(s)l μηδενίζεται
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εκθετικά όταν R e(s)-+-«», όπου R e  σημαίνει πραγματικό μέρος. Επομένου 
όπως προκύπτει από τις εξ. (Β.9,4.3433,32) έχουμε

Ω-1
Pj(t) = Aj0+ Σ  Ajkexpi-ls^t), ϊ= Ν θ  (4.35)

k=l ' -

Από τη λύση (4.35) της εξίσωσης Master (4.8) βλέπουμε ότι για χρόνο 

t» I S i l - 1Ht (4J6)

κάθε απομονωμένο εργοδικό σύστημα προσεγγίζει μια μόνιμη κατάσταση που 
χαρακτηρίζεται από τη σταθερή κατανομή πιθανότητας

(Aj0= lira pj(t), j=  HQ) -· * (437)
t

Η κατανομή αυτή χαρακτηρίζει στατιστικομηχανικά την κατάσταση
θερμοδυναμικής ισορροπίας. Το μέγεθος

^  '· - . f · .

τ = ISiH = Max {IsjK  Is^1, . . .  ,ΐ^ιΙ*1) (438)

είναι ο χρόνος χαλάρωσης του συστήματος.
Όπως είδαμε στην απόδειξη της εξ. (4.35) -  ιδιότητα iii -  η εργοδ«χότητα 

του πίνακα μεταπτώσεων W είναι απαραίτητη για την ύπαρξη κατάστασης ΘΙ σε 
απομονωμένο σύστημα ΣΝ, γιατί εξασφαλίζει την απλότητα της ιδιοτιμής ^ = 0  
και επομένως την ύπαρξη του πεπερασμένου σταθερού όρου Ajq στις εκφράσεις
(4.35,37).

ΑΣΚΗΣΗ 1. ° Αν η μηδενική ιδιοαμή του πίνακα Μ είναι αχλή αλλά κόχοια αχό τις αρνητικές 
ιδιοτιμές τον είναι χολλαχλή. να αχοδαχθεί ότι ισχύει και χάλι το θηιελιωδες αχοτέλνομα 
(437).

ΑΣΚΗΣΗ 2 Να δαχθεί ότι, αν η μηδενική ιδιοτιμή τον χίνακα Μ ήταν διχλή. τότε θα άχρμ 
αντί για τη σταθερά των εξ. (4.3537) μια γραμμική συνάρτηση ως χρος τον χρόνο. of. ♦ 
β|, χσυ οδηγεί σε φυσικά απαράδεκτο αχοχέλεομα στο όριο ι

4. ΘΕΜΕΛΚ2ΣΗ Τ Η Σ  Σ ΤΑ ΤΙΣ ΤΙΚ Η Σ  Μ Β0ΟΑΟΥ
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Β. ΙΣΟ Π ΙΘ Α Ν Ο ΤΗ ΤΑ

Έστω {I η>: η = 1 -:-Ω} η ενεργειακή βάση ιδιοκαταστάσεων του κυρίαρχου 
Χαμιλτόνιου τελεστή Η() ενός απομονωμένου εργοδικού συστήματος ΣΝ. Όπως 
δείξαμε στην προηγούμενη § 4 Λ .7 . εξ. (4.37), η πιθανότητα κατάληψης pn(t)
κάθε αδιατάρακτης ιδιοκατάστασης I η> τείνει ασυμπτωτικά με τον χρόνο σε 
μια σταθερή τιμή Αηο.

Θα δείξουμε τοιρα ότι όλες αυτές οι σταθερές είναι ίσες ( θ ε ώ ρ η μ α  

ίο ο π ιθ α νό τη τα ς):

lim pj(t) = lim p2(t) =. . .  = lim pi2(t) = ^  (4.39)
l —»oo t—>oo t—>oo

ΙΑπόδαξη: Παίρνουμε το όριο (4.36) της εξ. Master (4.8). Λόγω του αποτελέσματος (4.37) και 

του ορισμού (4.20) ισχύει

dpn(t) (ΐ Λ V  . . . . .  V1 ... . . Λ
(jl ~ dt ^no = 0 = Zj (Ako - Ano) = L· Α^0 - hnAno , n = 1 + Ω 

k k

To προηγούμενο αλγεβρικό σύστημα ισοδυναμεί λόγω του ορισμού (4.25) με 

Ω
Σ  (- Mnk) Ako-  0 , n = 1 + Ω (4.40)
k=J

Ίο ομογενές αλγεβρικό σύστημα (4.40) με άγνωστες τις σταθερές {Α ^ } έχει μη μηδενική λύση, 

γιατί ισχύει (-1)^  dct(- Μ ) -  del ( Μ ) = (γινόμενο ιδιοτιμών του Μ ) = 0 αφού το λ = 0 

είναι ιδιοτιμή του Μ (βλέπε ιδιότητα Η. §4.Α.2). Αρκεί λοιπόν να λύσουμε το (Ω-1) x (Ω-1) μη 

ομογενές ούοτημα

f h  w2 3 ...-w 2Q^  
-\ν32 h3 ...-W3Q

ί  Α2ο \ (*η  λ
α3ο

—

^31

\ αΩο ) ν ^ Ω Ι J

Πο (4.41)

Ίό σύστημα (4.41) έχει λύση γιατί ορίζουσα των συντελεστών του είναι η del 3Q,y = (Aq(0)/ Ω)

που όπως δείξαμε μετά την εξ. (4.29), είναι διάφορη του μηδενός. Αν γράφουμε τη λύση 
Cramer του συστήματος (4.41) για τις παραμέτρους (Aj0, j =2 + Ω) με τον γνωστό τρόπο του
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πηλίκου δύο οριζουσών, και στην ορίζουσα του παρονομαστή del Bq . j προσθέσουμε όλες τις 

στήλες στη joox^ στήλη (οπότε η ορίζουσα δεν αλλάζει) βρίσκουμε ότι η det Bq . j ισούται με 

την ορίζουσα του αριθμητή διά του αριθμού A j0. Αρα έχουμε Aj0 = Aj0 * Vj =2 + Ω. Η κοινή 

σταθερά Α1ο βρίσκεται αμέσως* από τη συνθήκη κανονικοποίησης (4.22), ότι έχει την τιμή Ω'1!.

Διαπιστώνουμε ότι το λεγόμενο "αξίωμα” της ισοπιθανότητας [βλέπε π.χ. 
Mandl (1988) ή Reif (1965)] είναι ένα πόρισμα της εξίσωσης Master.

ΑΣΚΗΣΗ Να αποδειχθεί ότι μια μόνιμη κατανομή πιθανότητας {pn(t) -  0, η * 1+Ω }
*

απομονωμένου εργοδικού συστήματος που ακολουθεί στοχαστική χρονική εξέλιξη Master, είναι 
κατ’ ανάγκη ομοιόμορφη {pj = p2 = ... = ρΩ = Ω 1 }.

ί
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A. Μ ΙΚ ΡΟ Κ Α Ν Ο Ν ΙΚ Η  ΚΑΤΑΝΟΜ Η

Το πλήθος των μικροκαταστάσεων Ω, που προσδιορίζει τη σταθερά 
ισοπιθανότητας (4.39) για απομονωμένο και εργοδικά στοχαστικό σύστημα ΣΝ 
στη μακροκατάσταση Rq ι? λέγεται σ τ α τ ι σ τ ι κ ό  β ά ρ ο ς  Q(R0>1) της 
μακροκατάστασης. Για απλό ρευστό είναι Ro.L = (Ε,ν,Ν), οπότε γράφουμε

Ω = Ω(Ε,Υ,Ν) (5.1)

Συνήθους το σύστημα θεωρείται απομονωμένο μέσα στα περιθώρια κάποιας 
αβεβαιότητας (πειραματικής ή/και θεωρητικής). δΕ «  Ε, στον προσδιορισμό 
της ενέργειας Ε. Η παρατήρηση αυτή με το αποτέλεσμα (4.39) μας οδηγεί στη 
λεγάμενη μ ικ ρ ο κ α ν ο ν ικ ή  κ α τ α ν ο μ ή  πιθανότητας απομονωμένου συστήματος 
στην κατάσταση ΘΙ. Για απλό ρευστό έχουμε:

Ρη = 5
1

Ω(Ε,Υ,Ν)
0

Eon € (Ε, Ε+δΕ) 

Eon 4 (Ε, Ε+δΕ)
(5.2)

Ανάλογες εκφράσεις ισχύουν για οποιοδήποτε απομονωμένο σύστημα που 
καταλήγει σε ΘΙ. Το σύμβολο η = 1,2,..., Ω είναι ένας συλλογικός δείκτης των 
κβαντικών αριθμών που προσδιορίζουν την ιδιοκατάσταση ψη του κύριου 
Χαμιλτόνιου τελεστή Η() με αντίστοιχη ιδιοτιμή Εοη -  βλέπε εξ. (4.6).
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Όπως είδαμε στην § 4.Α.2 βασική ιδιότητα ενός απομονωμένου 
συστήματος που καταλήγει σε ΘΙ είναι η εργοδικότητα (ή ημι-εργοδικότητα), που 
σημαίνει ότι αν περάσει αρκετός χρόνος X -  πολύ μεγαλύτερος από τον χρόνο 
χαλάρωσης, το σύστημα θα "επισκεφθεί ” όλες (ή σχεδόν όλες) τις προσιτές 
μικροκαταστάσεις του. Βλέπε Σχ. 5.1.

Σχήμα 5.1. Συμβολική καταστατική τροχιά απομονωμένου συστήματος. Κάθε τετράγωνο 

συμβολίζει μια προσιτή μικροκατάσταση.

Επομένως η χρονικ ή  μέση τιμή ενός μεγέθους f(t) εργοδικού απομονωμένου 
συστήματος συμπίπτει με τον στατιστικό μέσο ό ρ ο :

ι rX °f s  lim Ϋ J dl f(t) = Σ  f„ Pn s  < f > (5.3)
X->~ x 0 n=l

όπου fn είναι η τιμή του μεγέθους στη μικροκατάσταση I η > και Ρη είναι η 
μικροκανονική κατανομή (5.2).

1. ΑΝΤΙΠΡΟΣΩΠΕΥΤΙΚΗ ΣΥΛΛΟΓΗ

Είναι μερικές φορές χρήσιμο να χαρακτηρίσουμε ένα απομονωμένο 
σύστημα Σ^ σιη ΘΙ, όπως το Σ(Ε,ν,Ν), από μια αντιπροσωπευτική συλλογή 
(ensembe) αποτελούμενη από Ν  (-><») πανομοιότυπα συστήματα Σν(Βο.ι)* Το

κάθε μέλος της συλλογής μπορεί να βρεθεί σε οποιαδήποτε μικροκατάσταση I η > 
συμβατή με τους δεσμούς που επιβάλλει η μακροκατάσταση Rq.  ̂ Η νοητή αυτή
συλλογή λέγεται μικροκανονική συλλογή , γιατί ισχύει
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(5.4)

όπου vn είναι ο αριθμός στοιχείιυν της συλλογής που βρίσκονται στη 
μικροκατάσταση I η >, και ρη είναι η μικροκανονική κατανομή (5.2). Η χρονική 
μέση τιμή (5.3) για απομονωμένο εργοδικό σύστημα γράφεται τότε και ως εξής:

όπου < f >0 είναι ο μέσος όρος του μεγέθους f στη μικροκανονική 
αντιπροσοιπευτική συλλογή του συστήματος. Προσοχή (!) να μη γίνεται σύγχυση 
μεταξύ του αριθμού Ν  των μελοιν της αντιπροσωπευτικής συλλογής και του 
πλήθους Ν τιυν μικροσυστατικών του ΣΝ.

2. AEHTQ - ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

Σε χρόνο t »  τ ένα απομονωμένο εργοδικό σύστημα οδηγείται 
στοχαστικά μέσω της εξίσοισης Master σε ισοπιθανότητα {pn = Pk = 1/Ω : n,k = 

όπως δείξαμε στην § 4.Β. Αντικατάσταση της ισοπιθανότητας στην εξ.
(4.8) και χρήση της μικροσκοπικής αντιστρεψιμότητας Wnk = Wkn στην εξ. (4.7) 
δίνει στην κατάσταση ΘΙ (t ->«>)

Η εξίσωση (5.6) λέγεται συνθήκη λ ε π τ ο - ι σ ο ρ ρ ο π ί α ς  (detailed balance) 
απομονωμένου συστήματος. Η συνθήκη αυτή είναι ικανή να οδηγήσει, λόγω της 
εξ. (4.8), σε μια μόνιμη κατάσταση {pn(t) = 0 , V n = 1 *Ω}. Δεν είναι όμως εν
γένει και αναγκαία. Υπάρχουν στη φύση μ η  εργοδικά απομονωμένα συστήματα 
που καταλήγουν στοχαστικά σε μόνιμη κατάσταση, χωρίς να ισχύει όμως η (5.6). 
Βλέπε π.χ. Klein (1955).

X
(5.5)

Wkn Pn(°°) -  Wnk Pk(°°), k = 1 + Ω , n = 1 + Ω (5.6)

ΑΣΚΗΣΗ. Να δειχΟεί ότι για εργοδικά απομονωμένα συστήματα η συνθήκη λεπτο- 
ισορροπίας είναι ικανή και αναγκαία για να έχουμε θερμοδυναμική ισορροπία.
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1. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΕΝΤΡΟΠΙΑ

Η εντροπία είναι η κεντρική έννοια της θερμοδυναμικής -  κλασσικής ή 
στατιστικής, και μια από τις σημαντικότερες της κβαντικής θεωρίας πολλών 
βαθμών ελευθερίας. Για μια αυθαίρετη στιγμιαία κατανομή πιθανότητας (Pn(t)I 
ορίζουμε συνήθως ως εντροπία της κατανομής τον στατιστικό μέσο όρο

S((pn )) = -k £ P n  In Pn = -k<  In Ρ> (5.7)
n

όπου k είναι η σταθερά του Boltzmann. Το μέγεθος (5.7) είναι ένα μέτρο της
χαοτικής αταξίας που επικρατεί στο  σύστημα ΣΝ ή, από άλλη σκοπιά, της

1
έλλειψης πληροφορίας γ ια  το σύστημα. Βλέπε π.χ. Wehrl (1978). Για 
απομονωμένο σύστημα που ακολουθεί τη στοχαστική χρονική εξέλιξη Master 
ισχύει, λόγω των εξ. (4.8,22,5.7)

= “ ̂  Σ [Pn 1° Ρη + Pnl = ‘ k ΣΣ Wnk (p* - pn) In pn
αι η η k

Εναλλάσσουμε τους “βωβούς” δείκτες (η, k) και προσθέτουμε, οπότε προκύπτει 

2S =-k Σ Σ [Wnk(Pn- Pk)( In Pk- In pn)]£0
n k

^  ^  ίτομ ^ ® (5·8)

Στην απόδειξη της σχέσεως (5.8) ελήφθη υπόψη η εξ. (4.7) και το γεγονός ότι ο 
λογάριθμος είναι αύξουσα συνάρτηση του ορίσματός του. Η ισότητα στην (5.8) 
ισχύει μόνον όταν pn = ρ̂  για χάβε ζεύγος δεικτών (n, k), δηλαδή όταν ςρθάσει 
το σύστημα στη θερμοδυναμική ισορροπία (4.39).

Στην κατάσταση αυτή η εντροπία (5.7) γίνεται 
Ο 1 ,

S = - k (q ) In (q ) = k In Ω (5.9)

5. ΑΠΟΜΟΝΩΜΕΝΟ ΣΥ ΣΤΗ Μ Α

*

ί
Λ.
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που είναι ο περίφημος τ ύ π ο ς  τ ο υ  B o ltzm a n n  για την εντροπία απομονωμένου 
συστήματος.

Το αποτέλεσμα (5.8) δικαιολογεί τον γενικό ορισμό της στατιστικής 
εντροπίας (5.7) και "ερμηνεύει” τον Β' θερμοδυναμικό νόμο στη διατύπωση 
Planck (3.71).

2. ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

Έστω το απομονωμένο σύστημα Σ0 = Σι + Σ2 του Σχ. 5.2. Διάφραγμα Δ 
διαχωρίζει τα υποσυστήματα Σι, Σ2 και έχει τις εξής ιδιότητες:

• Σε χρόνους t < 0 το Δ δρα θερμο-μηχανομονωτικά, οπότε κάθε υποσύστημα 
βρίσκεται σε ΘΙ με τον εαυτό του, αλλά όχι κατ’ ανάγκη με τοη γείτονά του.

•.Σε χρόνους t > 0 το Δ επιτρέπει ημιστατικές ανταλλαγές ενέργειας, όγκου 
και αριθμού μορίων μεταξύ των Σι και Σ2, και έτσι το υπερσύστημα Σ0 
προσεγγίζει ασυμπτωτικά την κατάσταση ΘΙ σύμφωνα με την εξίσωση 
ισοπιθανότητας (4.39).

Σχήμα 5.2. Στατιστικομηχανική ανάλυση 
της θερμοδυναμικής ισορροπίας σύνθετου 
απομονωμένου συστήματος.

Υποθέτουμε λυμένο το κβαντομηχανικό πρόβλημα 

{H j ψ Γί = ε η : i = l , 2 ,  η = 1 + Ω ι ,  γ2 = 1·+·Ω2 ) ι < ο (5.10)

για κάθε υποσύστημα. Επίσης ισχύουν στο μακροσκοπικό επίπεδο

Ε1 + Ε2 -Ε 0 , V1 + V2 = V0, Νι + Ν2 = Ν0 (5.11)

Λόγω των ιδιοτήτων του Δ για t < 0 (t £ 0) θα έχουμε (σχεδόν) στατιστική
ανεξαρτησία των Σι, Σ2 :
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Pr,r2 (t) * pr,(t) pr2(t) (5.12)

Επομένως η εντροπία (5.7) του Σ0 θα είναι

$o(t) = - k Σ Σ ΡγιΓ2 Ιο Ργιγ2
Γι Γ2

= - k Σ Σ ρ Γ, Pr2 In (prj Ρι̂ )

k Σ (Σ Ργ2)Ργ2 In Prj ■ k Σ (Σ Prj)Pr2 In Pr2
Γ1 Γ2 τ2 Γι

= S,(t) + S2(t) (5.13)

Βλέπουμε ότι η στατιστική εντροπία (5.7) έχει την εκτατική ιδιότητα.
Ορίζουμε τη σ τα τ ισ τ ικ ή  θ ερ μ οκρ α σ ία , τη στατιστική  π ίεσ η  και το 

στατιστικό χημικό δυναμικό κατ’ αναλογίαν προς τις εμπειρικές εξ. (3.80):

ι asj, 
T T i i j W 1=1.2 (5.14)

Εφαρμόζουμε το κριτήριο στατιστικής θερμοδυναμικής ισορροπίας (5.8) στην 
ακρότατη μορφή dS0lo.l = 0, όπου

S„= Si(Ei, Vi, Νι) + S2(E2, v 2. N2)

λόγω των εξ. (5.13,10,1). Ακολουθώντας τη μαθηματική διαδικασία της δ 3. Β.31 
καταλήγουμε στις συνθήκες

Τ ι=Τ2 , Ρ ,=Ρ2 , μι = μ2 (5.15)

Η πρώτη από τις προηγούμενες συνθήκες αποτελεί τη στατιστική 
διατύπωση του μηδενικού νόμου της θερμοδυναμικής.
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Γ. ΕΦ Α ΡΜ Ο ΓΕΣ

1. ΙΔΑΝΙΚΟΣ ΠΑΡΑΜΑΓΝΗΤΙΚΟΣ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΣ

Το κρυσταλλικό υλικό ΣΝ αποτελείται από Ν μαγνητικά δίπολα. Κάθε
δίπολο έχει ροπή μ, σπιν 1/2 (για απλούστευση των υπολογισμών) και 
διακρίνεται από τα υπόλοιπα λόγω διαφορετικών πλεγματικών θέσεων. Το 
δείγμα αυτό βρίσκεται σε εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β και αμελείται η μεταξύ 
τους αλληλεπίδραση (= ιδανικότητα). Η ενέργεια του συστήματος ΣΝ είναι Ε.

Σχήμα 5.3. Οι δυο δυνατότητες 

προσανατολισμού με τις αντίστοιχες ιδιοτιμές 

ενέργειας κάθε διπόλου (μ, s = 1/2) ιδανικού 
παραμαγνήτη. Έχουμε π.χ. μΛβ = μΒ [εξ.

(2.30)).

ΐ
- M j r  ♦)*

2M-B
t - 2 3 - Λ  -pi.

Το μονοσωματιδιακό φάσμα ιδιοτιμών μαγνητικής ενέργειας (-μ* Β) με 
την κατανομή σ' αυτό των Ν δίπολων παρουσιάζεται στο Σχ. 5.3. Η συνολική 
ενέργεια προσδιορίζεται μονοσήμαντα από τον αριθμό κατάληψης η της 
βασικής στάθμης

Ε(η) = π(- μΒ) + (Ν - π)μΒ = (Ν - 2π)μΒ (5.16)

Για σπιν s έχουμε (2s + 1) - 1 = 2s ανεξάρτητους αριθμούς κατάληψης στην 
έκφραση (5.16). Το στατιστικό βάρος Ω(Ε,Β,Ν) που αντιστοιχεί στη 
μακροκατάσταση (Ε,Β,Ν) είναι όσοι οι τρόποι επιλογής των η διακρίσιμων 
πλεγματικών θέσεων που έχουν δίπολο στη βασική στάθμη. Αρα

Ω =
/ Ν \
, η ,

Ν!
η!(Ν-η)!

Γιαγενικό σπιν s έχουμε

(5.17)

Ω5(Ε,Β,Ν) = Σ' Ν!/ Π  Πί! , 
(η,) i

i= -s.-s+l, ...,s (5.18)
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όπου οι αριθμοί κατάληψης οτο άθροισμα Σ  πληρούν τις συνθήκες
{η,}

Ν = Σ  ni, Ε = Σ  £i nit Ej = (- μ · Β )i 
i i

Η στατιστική θερμοδυναμική του απομονωμένου αυτού συστήματος 
απορρέει από την εντροπία Boltzmann (5.9). Χρησιμοποιούμε την προσέγγιση  

Stiriing

In Ν! * Ν In Ν - Ν, Ν »  I (5.19)

για τα παραγοντικά της εξ. (5.17). Υποθέτουμε ότι κατ’ αρχήν ισχύουν επίσης 
n »  1 και (Ν - η)»1, αν και οι τελικές εκφράσεις εφαρμόζονται και πέραν 
της περιοχής Stirling. Έχουμε λοιπόν

S«k[N InN- n In n- (N-n) In (N-n)) (5.20)

Η στατιστική μαγνητική θερμοκρασία προκύπτει από τις εξ. (5.14,16,20)

1  _ dS I Θπν 3S | _ k . n 
Τ “ 9Ε Ν= dE dn Ν~ 2μΒ m W (5.21)

Από την προηγούμενη έκφραση συμπεραίνουμε ότι μακροκαταστάσεις με 
αναστροφή πληθυσμών (η < Ν - η) έχουν αρνητική απόλυτη θερμοκρασία! 
Τέτοιες ενεργειακά μετασταθείζ καταστάσεις έχουν παρατηρηθεί στο εργαστήριο 
[βλέπε π.χ. Purcell( 1951) και Ramsey (1956)]. Αρνητικές μαγνητικές 
θερμοκρασίες εμφανίζονται σε χρονικά διαστήματα τσσ « t «  τσπ, όπου τ0σ 
(τσπ) είναι ο χρόνος χαλάρωσης σπιν-σπιν (σπιν-πλέγμα). Σε χρόνο t £ ταπ η 
περίσσεια ενέργεια λόγω αναστροφής των πληθυσμών διοχετεύεται στους 
βαθμούς ελευθερίας του πλέγματος και η Τ παίρνει θετικές τιμές, γιατί δεν 
υπάρχει πια το άνω φράγμα ΝμΒ στην ενέργεια.

ΑΣΚΗΣΗ. Να υπολογισθεί η στατιστική θερμοχωρητικότητα Cjj s  Τ dp SΙΒ και το χημικό 
δυναμικό (5.14) ιδανικού παραμαγνητικού κρυστάλλου στη μακρσκατόσταση (Ε, Β.Ν).
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2. ΤΕΛΕΙΟ ΚΛΑΣΣΙΚΟ ΑΕΡΙΟ

ί. ΜΟΝΑΔΙΚΟ ΜΟΡΙΟ ΣΕ ΜΑΚΡΟΣΚΟΠΙΚΟ ΚΥΒΟ

Το κβαντομηχανικό πρόβλημα του Σχ. 5.4 με συνοριακές συνθήκες 
Dirichlet (2.27') έχει λυθεί στην § 2. Β.1, εξ. (2.28). Θα αντιμετωπίσουμε τώρα 
το ίδιο πρόβλημα στατιστικομηχανικά. Θεωρούμε το μόριο απομονωμένο με 
ενέργεια στο διάστημα (Ε  ̂Ej + δΕ ,̂ 0 <6Ej «  Ej. Το στατιστικό βάρος στη 
"μακροκατάσταση" (Ej, V, δΕ  ̂ είναι

δΩϋ (Ει,ν,δΕ1) = Σ  1 (Ej < εν η2 < Ει + 6Ej) (5.22)
t

με Sj (Ε,, V, δΕ,) = k In δΩ0.

Σχήμα 5.4. Μακροσκοπικός κύβος ακμής I 

μέσα στον οποίο κινείται μόριο μάζας m.

Ζ

Στην προηγούμενη εξίσωση γίνεται απαρίθμηση εκείνων των μικροκαταστάσεων 
{ I n*> ) του μορίου που έχουν ιδιοτιμή εν η2 στην ενεργειακή ζώνη

Ε1<εν η2<Ε1 +6Ej , εν sh2/8mV2/3 (5.23)

Μια εναλλακτική έκφραση του δεσμευμένου αθροίσματος (5.22) είναι

δΩυ (Ε,,ν,δΕι) = Σ  1 (εν η2 < Ε, + δΕ  ̂- Σ  1 (εν η2 < Ej) 
t  1?

Ο κύβος είναι μακροσκοπικός. Επομένως το ενεργειακό φάσμα ιδιοτιμών είναι 
σχεδόν συνεχές (κατά μήκος οποιουδήποτε πλεγματικού "άξονα" nx>y 2), και κάθε
άθροισμα μπορεί να προσεγγισθεί από αντίστοιχο ολοκλήρωμα : ν

V
/\\

\ i
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δΩ β(E1,V,6E1) = ^ [ J d3pn - ]  d3 P n j( j^ J  <5-23')
(εγη2<Ει+δΕι) (ενη2<Ει)

Ο συντελεστής 1/8 οφείλεται στις συνοριακές συνθήκες Dirichlet που περιορίζουν 
το φάσμα στο πρώτο ογδοημόριο του πλεγματικού χώρου των κβαντικών αριθμών 
(Πχ,Πγ,η^. Επειδή ισχύει δΕ! «  Ε1? η διαφορά των ολοκληρωμάτων στην 
προηγούμενη έκφραση του δΩ0 μπορεί να απλουστευθεί ως εξής:

δΩ“ · τ 1 Ι : 1 i  <5Μ>
1 (Pn^mE!)

Σημειώστε ότι η ανισότητα ^ v n 2<Ej) στην εξ. (5.23 ) ισοδυναμεί με την 
ανισότητα (pn2<2mE!), λόγω του ενεργειακού φάσματος (5.28). Το ολοκλήρωμα 
στην (5.24) είναι ο όγκος τρισδιάστατης σφαίρας ακτίνας (2mE!)1/2. Αρα ισχύει

δΩο = 2 ΊεΓ jp f  (2mEi>3/2 ^ Ei>6Ei (5.25)

Η εξ. (5.25) δίνει τον αριθμό των κβαντικών καταστάσεων του μορίου στην 
ενεργειακή ζώνη (5.23) με συνοριακές συνθήκες Dirichlet.

Μια χρησιμότερη μορφή συνοριακών συνθηκών είναι οι περιοδικές:

(ψ(Ο,γ,ζ) = \|>(L,y,z), ψ(χ,Ο,ζ) = Wx,Ltz), \|>(x,y,0) = \|>(x,y,L)} (5.26)

Λύσεις της εξίσωσης Schrodinger σ’ αυτή την περίπτωση είναι τα επίπεδα κύματα

Ψ„(γ ) = < 7 l k n > = ^ ·  exp (ilcn ·"?) (5.27)

Το φάσμα ιδιοτιμών είναι

E? 2m 2m eLsh V 2 mL2

όπου

kn 2nL  ̂(nx, riy, n̂ ) * 2,...

To αντίστοιχο στατιστικό βάρος είναι (Ασκηση):

(5.28)
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( Ρ ^ πίΕ^
(5.29)

Σύγκριση των εκφράσεων (5.29,24) δίνει το αναμενόμενο αποτέλεσμα ότι το 
στατιστικό βάρος μορίου σε μακροσκοπικό κύβο είναι ανεξάρτητο από τις 
(περιοδικές ή Dirichlet) συνοριακές συνθήκες. Έχουμε δηλαδή

Αν και το απλούστατο φυσικό σύστημα που μελετήθηκε είναι καταχρηστικά 
μακροσκοπικό, το προηγούμενο συμπέρασμα είναι ενδεικτικό της ανεξαρτησίας 
των αδρών χαρακτηριστικών μιας κατάστασης ΘΙ από τις λεπτομέρειες της 
δυναμικής, όπως διαπιστώθηκε άλλωστε και στην εξ. (4.13). Για μια γενικότερη 
θεώρηση του προβλήματος της επίδρασης των συνοριακών συνθηκών στην 
ενεργειακή κατανομή των κβαντικών καταστάσεων βλέπε Pathria (1972).

Π. ΠΛΗΘΟΣ ΔΙΑΚΡΙΣΙΜΩΝ ΜΟΡΙΩΝ

Για Ν διακρίσιμα μόρια θα μπορούσαμε να ακολουθήσουμε τον ίδιο τρόπο 
υπολογισμού όπως στην προηγούμενη περίπτωση του μοναδικού μορίου, οπότε 
στην αντίστοιχη της εξ. (5.24), ή (5.29), θα έπρεπε να βρούμε τον όγκο 3Ν- 
διάστατης σφαίρας στο χώρο των ορμών. [Βλέπε π.χ. Plishke (1989)]. 
Παρουσιάζουμε όμως το γενικότερο τρόπο ενσωμάτωσης δεσμού σε συνάρτηση 
Dirac. Η μέθοδος βασίζεται στην αναπαράσταση (Β.9) της δ(χ)

Από τις εξ. (5.22,23' ,24,29) συμπεραίνουμε μια πολύ χρήσιμη σχέση για το 
μονοσωματιδιακό μακροσκοπικό φάσμα. Ανεξαρτήτως συνοριακών συνθηκών, 
έχουμε την προσέγγιση [βλέπε και Σχ. 2.5]:

δ Ω ^ ,Υ ,δ Ε !) = δΩ ^ ,Υ ,δΕ !) (5.29')

(5.30)

(5.31)
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Ο αριθμός των μικροκαταστάσεων Ν μορίων τέλειου κλασσικού αερίου (ΤΚλΑ) 
στην ενεργειακή ζώνη

Ν - α
Ε < Σ ? - < Ε  + δΕ, δ Ε « Ε

k=l 2m

γίνεται στο μακροσκοπικό όριο (5.31), λόγω των εξ. (2.2,5.30, Β.9),
Ν _ 2

XL
k“  2m

δΩ(Ε,ν,Ν,δΕ) * δΕ ( p  )Ν I  dJN p δ (Ε - Σ  )

= 6E<H5>Ni f f  f  dsexpUtB - J ,  Ε^,]
-joe

= 6 E (p )NL-UlsNl (5.32)

Η βοηθητική συνάρτηση Is είναι '

Is = f  d3p exp(-sp2/ 2m) = ( ^ m )3/2
- oo

Αντικατάστασή της στην εξ. (5.32) δίνει

δΩ(Ε,ν,Ν,δΕ)« δ Ε ( ρ ) Ν (2πηι)3ΝΛ ^  Jds S3N« e*E
-ioo

To μιγαδικό ολοκλήρωμα υπολογίζεται με τη μέθοδο των ολοκληρωτικών 
υπολοίπων (4.34). Βρίσκουμε (Ασκηση)

δΩ (Ε,ν,Ν,δΕ) = δΕ ( p  )Ν (2ππι)3Νβ
" C r  - ΐ)ί

(5.33)

Από την έκφραση (5.33) προκύπτει όλη η θερμοδυναμική του τέλειου 
κλασσικού αερίου μέσω του τύπου Boltzmann (5.9). Στην προσέγγιση (5.19) και 
για I In (6Ε/Ε)Ι«  Ν η εντροπία δεν εξαρτάται πλέον από το δΕ :

k In δΩ = Ν k In [ V ( ^  | ) 3/2] + §Nk =S(EAN) (5.34)
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Η στατιστική θερμοκρασία προκύπτει από την προηγούμενη εξίσωση και την 
πρώτη των εξ. (5.14):

2 Ε
3 (5.35)

Αρα ισχύει για τη στατιστική θερμοχωρητικότητα ΤΚλΑ

(5.36)

σε συμφωνία με το εμπειρικό αποτέλεσμα (3.54). Η στατιστική πίεση προκύπτει 
από τη δεύτερη των εξ. (5.14)

Η εξν (5.36') είναι η γνωστή από την κλασσική θερμοδυναμική καταστατική 
εξίσωση ΤΚλΑ.

3. ΤΕΛΕΙΟ ΗΜΙΚΑΑΣΣΙΚΟ ΑΕΡΙΟ - ΠΑΡΑΔΟΗΟ GIBBS

Η έκφραση (5.34) για την εντροπία ΤΚλΑ δεν έχει την εκτατική ιδιότητα, 
λόγω του παράγοντα V στο όρισμα του λογαρίθμου, και επόμενο είναι να οδηγεί 
σε παράδοξες προβλέψεις. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι το σύστημα Σ0 του Σχ.
5.2 είναι ένα απλό ομογενές ρευστό σε κατάσταση ΘΙ (Tj = Τ2, Ρι = Ρ2, μι = μ2>.
Η εξ. (5.34) προβλέπει ότι, αν απομακρύνουμε το διάφραγμα Δ, θα αυξηθεί η 
εντροπία του Σ(). Αυτό σημαίνει ότι η εντροπία του Σ0 εξαρτάται και από την
"ιστορία” (ύπαρξη ή όχι Δ) του συστήματος. Το παράδοξο αυτό επεσήμανε και 
διόρθωσε εμπειρικά ο Gibbs με την αντικατάσταση V -> e-V/N στην εξ. (5.34). 
Στην προσέγγιση (5.19) η αντικατάσταση αυτή ισοδυναμεί με την

δ£>|·ΚλΑ -> 3 δΩτΚχΑ (5.37)

Ένα αέριο με στατιστικό βάρος δΩχκχΑ στη μακροκατάσταση (Ε,ν,Ν,δΕ) 
λέγεται τέλειο ημικλασικό αέριο (ΤΚλΑ). Η διορθωμένη εντροπία (5.34) γίνεται
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StKxa = Nk In [ e ^ (V /4jtm 
N v 3h2 (5.38)

Η προηγούμενη έκφραση λέγεται εξίσω ση Sackur- Tetrode και επαληθεύεται 
πειραματικά σε υψηλές θερμοκρασίες.

Η παρουσία του παραγοντικού Ν! στην (5.37) εξηγείται μόνο 
κβαντομηχανικά [βλέπε §7.Α.1] και οφείλεται στην ταυτοτικότητα (μη
διακρισιμότητα) των μορίων. Οι Ν! ανακατατάξεις των ορμών {?ι,ΐ)2...,Ϊ)νΙ στο 
ολοκλήρωμα (5.32) αντιστοιχούν στην ίδ ια  φυσική κατάσταση. Αυτός ο 
ανεξήγητος για την κλασσική φυσική κανόνας αρίθμησης μικροκαταστάσεων 
ιδανικού αερίου ονομάζεται στατιστική Maxwell-Boltzmann (MB).

4. ΚΡΥΣΤΑΛΛΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ EINSTEIN

i. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ -  ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

Η Χαμιλτονια στερεού Ν ατόμων ίδιας μάζας m με στιγμιαίες καρτεσιανές 
θέσεις χ \  = (χι, Χ2 ,..., Χ3ν)ιτ , που εκτελούν αλληλοεξαρτώμενες ταλαντώσεις 
γύρω από τις σταθερές πλεγματικές θέσεις ισορροπίας (χ ι, *2, -  Χ3ν)τ δ V*

στιγμιαίες μετατοπίσεις | \ s x V  χ*0 , είναι·

Αναπτύσσουμε τη δυναμική ενέργεια U σε σειρά Taylor γύρω από τις θέσεις 
ισορροπίας χ*0 [ο γραμμικός όρος μηδενίζεται γιατί η συνάρτηση U(x\) έχει 
ελάχιστο στη θέση χ*0], και κρατάμε μόνο τον τετραγωνικό όρο του 
αναπτύγματος (Αρμονική Προσέγγιση)

Η = Ηλπ s ^  pTp + υο + ξ ΤΑ |\  ρ (5.40)

Ο πίνακας A = (ajk) με στοιχεία

* Ο άνω δείκτης Τ έχει εδώ τη σημασία ταυ ανάστροφου πίνακα όπως στη } Λ Λ 2  ίν.
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(5.41)

είναι θετικά ορισμένος γιατί ισχύει ξ Τ Α ξ >0 V ξ , αφού η δυναμική ενέργεια 
έχει ελάχιστο στη θέση ισορροπίας.

Αφού ο Α είναι συμμετρικός, υπάρχει ορθογώνιος πίνακας Β που 
διαγωνιοποιεί τον Α με ένα μετασχηματισμό ομοιότητας: Β-1 ΑΒ = διαγώνιος 
πίνακας 3Ν x 3Ν. Εφόσον ο Α είναι θετικά ορισμένος, και ισχύει Β-1 = ΒΤ
λόγω ορθογωνιότητας, τα διαγώνια στοιχεία του θα είναι θετικοί αριθμοί και τα 
εξισώνουμε με m αη2 / 2 :

Τα {o)j} είναι οι χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ έ ς  σ υ χ ν ό τ η τ ε ς  του κρυστάλλου και 
προσδιορίζονται από τις ιδιοτιμές (5.42) του πίνακα δομής Α που ορίστηκε στην
(5.41).

Ο πίνακας διαγωνιοποίησης Β προσδιορίζει τις λεγόμενες κ α ν ο ν ικ έ ς  

σ υ ν τ ε τα γ μ έ ν ε ς  q\ μέσω του μετασχηματισμού

Αντικατάσταση της εξ. (5.43) στη Χαμιλτόνια (5.40) δίνει, λόγω της εξ. (5.42) 

Ηλιί = Υ o'1' ΒΤ Β cf + U0 + <ΓΤ Β’Γ A Β q*

Βλέπουμε ότι οι πολύπλοκες αλληλοεξαρτώμενες ταλαντώσεις των Ν 
ατόμων αναλύονται στην αρμονική προσέγγιση (5.44) σε 3Ν α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο υ ς  

κ α ν ο ν ικ ο ύ ς  τρ ό π ο υ ς  ταλάντωσης, που εκδηλώνονται κλασσικά ως μικρού πλάτους 
συλλογικές παραμορφώσεις του πλέγματος, δηλαδή σαν ε λ α σ τ ικ ά  κ ύ μ α τα .

ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Για την ακρίβεια, οι βαθμοί ελευθερίας των Ν ατόμων ενός ακίνητου κρυστάλλου 

(και επομένως οι χαρακτηριστικές συχνότητες αη) είναι 3Ν-6. Ο λόγος είναι ότι έχουμε τρεις 

δεσμούς μη μετατόπισης του κρυστάλλου και τρεις δεσμούς μη περιστροφής του κέντρου μάζας 

του. Επειδή όμως συνήθως Ν »  1, ισχύει προσεγγιστικά 3Ν - 6 « 3Ν

(Β-1 AB)jk = (BTAB)jk = 6jk m  coj2 / 2 , j = 1,2,...,3N (5.42)

ξ t = B (ft => ξ tT = q\T BT (5.43)

(5.44)
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♦ Παοάδειγιια 1. Τρισδιάστατη κίνηση τριατομικού κρυστάλλου
Έστω ένας τριατομικός ‘’κρύσταλλος” με διάταξη ισορροπίας όπως στο Σχ.

5.5.

Σχήμα 5.5. Λιάταξη ισορροπίας τριατομι

κού "κρυστάλλου". Κάθε άτομο έχει μάζα m. 

Τα ελατήρια συμβολίζουν τις αλληλεπιδράσεις 

των ατόμων στην αρμονική προσέγγιση.

*II
tn 1 «μ------ ---------------------------------- y

//

Σε κάθε χρονική στιγμή το κέντρο μάζας του συστήματος ηρεμεί στη θέση (0,0,0) 
και η ολική στροφορμή κατά τους άξονες x και z μηδενίζεται. Προφανώς δεν 
έχει νόημα περιστροφή περί τον άξονα y, αφού τα άτομα θεωρούνται σημειακά. 
Έχουμε λοιπόν 3x3 - (3+2) = 4 βαθμούς ελευθερίας. Οι τέσσερις τρόποι
συλλογικής ταλάντωσης παρουσιάζονται στα δύο επόμενα Σχήματα 5.6,7. Βλέπε 
Landau (1960) για τον υπολογισμό των συχνοτήτων.

( ω«)
— y

3 ίω *)• — y

(ω3)

(ω4*ω3) __
1

r

/ y

Σχήμα 5.6. Λιαμήκη ελαστικά "κύμα
τα". Οι κυκλικές συχνότητες είναι ω  ̂ = 

(g/m)1#  και u>2 = (3g/m)1/2, όπου g είναι 

η σταθερά κάθε "ελατηρίου".

Σχήμα 5.7. Εγκάρσια ελαστικά 

"κύματα" κυκλικής συχνότητας 
(2g7m )1/2, όπου g ' είναι η αρμονική 
σταθερά κάμψεως. ♦

♦ Παοάδεινιια 2. Μονοδιάστατος πολυατομικός κρύσταλλος
Θεωρούμε ένα μονοδιάστατο κρύσταλλο Ν ατόμων ίδιας μάζας m με 

περιοδικές συνοριακές συνθήκες (διάταξη δακτυλίου -  Σχ. 5.8).
Η Χαμιλτόνια (5.40) του συστήματος είναι
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Μ Ν
Η = ^ ~  Σ  Ρη2 + ? g Σ  (ξη+1 - in)2. Ι ν+1 = Ι ΐ41" n=j 4 η=1

(5.45)

Σχήμα 5.8. Λιάταξη ηρεμίας Ν-ατομικού 

κρυσταλλικού δακτυλίου αταΟεράς πλέγματος 

α. Κάθε ελατήριο έχει σταθερά g και 

συμβολίζει την αλληλεπίδραση γειτονικών 

ατόμων στην αρμονική προσέγγιση.

Το μέγεθος ξη είναι η στιγμιαία μετατόπιση του ηοστού ατόμου από τη θέση 
ισορροπίας του κατά μήκος του κυκλικού δακτυλίου. Η εξίσωση κίνησης του 
ηοστου ατόμου είναι

θ ι Ν
m ln =  - = τ [ £ β Σ  ( ik +l - i k ) 2]

«In L k=l

'd_
θξη [2 6 (In - in - l )2 + 2 S (in+1 - in )2]

= - g(2|n - in+1 - in-l) (5-46)

Η Χαμιλτόνια (5.45), και κατά συνέπεια η εξίσωση κίνησης (5.46), 
διαγωνιοποιείται με τον μετασχηματισμό Fourier

in  = t o  (ξη), ζη = Σ ά κ  e 'ik« n
k

(5.47)

όπου R e  (ζη) σημαίνει το πραγματικό μέρος του μιγαδικού αριθμού ζη· Λόγω 
των περιοδικών συνοριακών συνθηκών, ξΝ+ι = ii. θα ισχύει

k = η ' = 1,2, ,Ν (5.48)

Αν η μιγαδική μεταβλητή ζη είναι λύση της γραμμικής διαφορικής
εξίσωσης:
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mt n  — * &(2ζη '  ζη+1" ζη -ΐ) (5.49)

τότε το πραγματικό της μέρος ξη θα είναι λύση της γραμμικής διαφορικής 
εξίσωσης (5.46). Αρκεί λοιπόν να λύσουμε την εξ. (5.49). Αντικατάσταση του 
αναπτύγματος (5.47) στην εξ. (5.49) δίνει την ταυτότητα

Σ  e->kan [m(k + 2gqk - gqk e ik“ - gqk eik«] = 0 , V n (5.50)
k

Αρα πρέπει να ισχύει

milk + 2g (1 - cos ka)qk = 0 (5 3 1 )

Η διαφορική εξίσωση (5.51) έχει λύση αρμονικού ταλαντωτή 

qk(t) = Akeiw*1,

όπου

(1-coska) =2 m sin(2 llcal)

(5 3 2 )

Αν όλοι οι συντελεστές Ak εκτός ενός είναι μηδέν, αντικατάσταση της λύσης
(5.52) στο ανάπτυγμα (5.47) δίνει τη μερική λύση

ξη = R e  (Ak exp [-i(kan - ω* t) ])

Η λύση αυτή είναι μια συνημιτονοειδής διαμήκης ταλάντωση (ελαστικό κύμα) 
που διαδίδεται πάνω στον δακτύλιο του Σχήματος 5.8, με συχνότητα a>k και 
κυματαριθμό k.

Βλέπουμε σε αυτό το απλό παράδειγμα πώς με έναν κανονικό 
μετασχηματισμό μπορεί να αναχθεί ένα πολύπλοκο πρόβλημα αλληλεπίδρασης 
Ν σωμάτων σε γραμμικά ανεξάρτητες κινήσεις η μ ικ ν μ ά τ ω ν  [βλέπε π.χ Goldstein 
(1980), Mattuck (1976)], με "ανακανονικοποιημένη" συχνότητα ω*
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Στο όριο συνεχούς μέσου

{α - » 0 , Ν-+οο,  αΝ = L : πεπερασμένο} (5^3)

ο δακτύλιος του Σχ. 5.8 γίνεται μονοδιάστατο ελαστικό μέσο (λάστιχο!) και η διάκριτη εξίσωση 
κίνησης (5.46) δίνει τη γνωστή εξίσωση διάδοσης κύματος:

Αντικατάσταση του οριακού παράγοντα της (5.55) από το δεύτερο μέλος της ισοδυναμίας 
(5.56) δίνει τη διαφορική εξίσωση (534). ♦

Η. ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ -  ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

Από την κλασσική Χαμιλτόνια (5.44) προκύπτει στην κβαντική μηχανική ο 
Χαμιλτόνιος τελεστής

Ο τελεστής αυτός έχει ιδιοτιμές, κατά τα γνωστά από την κβαντομηχανική 
μελέτη αρμονικού ταλαντωτή [Βλέπε π.χ. Βαγιονάκη (1992)],

JL ^Kx,t)
υ2 dt2 dx2 ’ (534)

Πράγματι, η εξ. (5.46) γράφεται ισοδύναμα

= e s i(I  . ξ(χπ+ΐ)-ξ(χπ) ξ(χη)-ξ(χη.ΐ)
dt2 m *α α α

Στο όριο (533) η προηγούμενη διαφορική εξίσωση γίνεται

f i t  ξ(χ,ι) = [ lim ga2/m)l Θ2Χ ξ(χ,τ) (5.55)

Στο ίδιο όριο, και για δεδομένο η ' , το μέγεθος ka = - είναι πολύ μικρός αριθμός,

οπότε ισχύει προσεγγιστικά

(5.56)

Ην = υ0 + Σ  Pj2 + \  mo)j2 qj2) (5.57)

Ε({Πί))= U0 + Σ  (nj + ^lUOj (5 38 )
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όπου nj= 0,1,2,..., είναι ο κβαντικός αριθμός διέγερσης του ταλαντωτή 
ιδιοσυχνότητας ω·}.

Για λόγους συνοχής του κρυστάλλου η ενέργεια της βασικής του στάθμης 
στην εξ. (5.58) πρέπει να είναι αρνητική

3Ν r

E0 = [U0+ Σ  V i <0 (5·59)
j=l L

ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Αντί να λέμε ότι ο κρύσταλλος ισοδυναμεί με 3Ν διακρίαιμους και 

ανεξάρτητους (στην αρμονική προσέγγιση) αρμονικούς ταλαντωτές, που ο καθένας έχει 
συχνότητα αη και αριθμό διέγερσης nj, μπορούμε να θεωρήσουμε τον κρύσταλλο ως ιδανικό 

αέριο ταυτοτικών ημιοωματιδίων (φω\χ')via) που κατανέμονται στο ενεργειακό μονοσωματιδιακό 
φάσμα {Τκοj , j = 1 + 3Ν} με αριθμούς κατάληψης {nj}. Τα ’’σωματίδια" αυτά είναι 

προφανώς μποζόνια αφού επιτρέπονται τιμές nj > 1 (§2.1*3).

i i i .  Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Η  Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η  -  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι Σ Η  E I N S T E I N

Ο Einstein, που εφάρμοσε πρώτος την έννοια της ενεργειακής κβάντωσης 
στη θεωρία των στερεών το 1907, υπέθεσε απλουστευτικά ότι όλες οι 
ιδιοσυχνότητες αη είναι ίσες

ωι = (02 = .....= (03Ν = ω (5.60)

Αντικατάσταση της προηγούμενης υπόθεσης στην ενεργειακή εξ. (5.58) δίνει

3 Ν  S
Ε = 0Λ> + ο &ω) + Σ  nj δω 

1 Μ

που γράφεται ισοδύναμα

^  _ E ^ t 3 N M l s M  ( 5 . 6 1 )
)=ι δω

Ο μη αρνητικός ακέραιος Μ είναι ο συνολικός αριθμός φωνονίων του 
μελετώμενου συστήματος ΣΝ υπό σταθερή ενέργεια Ε. Ως μικροκαταστάσεις του
συστήματος μπορούμε να θεωρήσουμε τις ιδιοκαταστάσεις (I ηι,η2,..·»η3Ν>) τον 
Χαμιλτόνιου τελεστή (5.57) με την απλοποίηση (5.60).
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To στατιστικό βάρος ενός κρυστάλλου Einstein στη μακροκατάσταση 
(Ε,ω,Ν) είναι*

Ω(Ε,ω,Ν) = [# μικροκαταστάσεων που επαληθεύουν την (5.61)] (5.62)

Ο αριθμός (5.62) είναι οι τρόποι με τους οποίους μπορούμε να "μοιράσουμε" Μ 
ταυτοτικά φωνόνια σε 3Ν πλεγματικά διακρίσιμους ταλαντωτές. Το συνδυαστικό 
αυτό πρόβλημα λύνεται στο Σχ. 5.9 όπου οι κύκλοι συμβολίζουν τα φωνόνια. 
Έχουμε

rvc μ\ (3Ν - 1 4- Μ)!Ω(Ε,ω,Ν) -  ^  . ΐ)ΐ Μ! (5.63)

γιατί με τόσους τρόπους μπορούμε να διατάξουμε (3Ν-1) όμοια διαφράγματα 
μαζί με Μ όμοιους κύκλους.

ο ο ο οοοο ο · · · ο ο ο ο

3*

Σχήμα 5.9. Εύρεση του στατιστικού βάρους κρυστάλλου σταθερής ενέργειας.

Η εντροπία είναι S = k In Ω = k[ln (3Ν - 1 + Μ)! - In (3Ν - 1)! - In Μ!]. 
Χρησιμοποιούμε για τα παραγοντικά την προσέγγιση Stirling (5.19), οπότε S » k 
[(3Ν - 1 + Μ) In (3Ν - 1 + Μ) - Μ In Μ - (3Ν - 1) In (3Ν - 1)]. Η θερμοκρασία 
βρίσκεται από την εξ. (5.14)

ι as, as, 3μ , 
Τ = a i 'N = 3μ ν Έ ]*

(5.64)

που ισοδυναμεί, λόγω της εξ. (5.61), με

* Η συχνότητα ω είναι μια φαινομενολογική παράμετρος που προσδιορίζεται από τη σύγκριση 

των θεωρητικών προβλέψεων, όπως η εξ. (5.67), με το πείραμα.
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J L  1 , 3 Ν  - 1  +  Μ .  
ισ  = t o  ,η ( =  >Μ (5.65)

Αντικατάσταση του Μ από την (5.61) στην (5.65) δίνει τη θερμοκρασία Τ = 
Τ(Ε,ω,Ν), την οποία λύνουμε ως προς την ενέργεια και βρίσκουμε (για Ν »  1)

3Νhca . 3Nhco δωΕσ.Ν.ω) = (υο + ™ ) + ™ ,  x s ^

Η θερμοχωρητικότητα κρυστάλλου Einstein είναι (Άσκηση): 

CN= ΙΝ = 3Nk χ2 eX

(5.66)

ΘΤ (ex - 1)2
(5.67)

και προφανώς είναι ανεξάρτητη από την ενέργεια της βασικής στάθμης του 
κρυστάλλου. Στο ίδιο αποτέλεσμα (5.67) κατέληξε και ο Einstein παρ’ όλο που 
αγνόησε την ενέργεια μηδενός Ιΐω/ 2 στο φάσμα ιδιοτιμων του απλού αρμονικού 
ταλαντωτή, αφού το 1907 δεν ήταν γνωστή η εξίσωση Schrtfdinger. *

*

1 .!·

- %:'·

> X i :\

, I

- .

t

~1 -,

:"w:
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Α . - Κ Α Τ Α Ν Ο Μ Η  BOLTZM ANN

1. ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

Θεωρείστε το σύστημα Σ0 = Σ + Σ2 του ΣΧ* *>·1 σε κατ^σταστ) Η 
πιθανότητα να βρεθεί το Σ0 στη μικροκατάσταση lr ε ν̂αι’ λ°γω τΤ̂  ^

Ργγ2 " ΩΓ (6.1)

όπου Ω0 είναι ο αριθμός των μικροκαταστάσεων του Σ0. Η πιθανότητα να 
βρεθεί το Σ στη μικροκατάσταση lr> με ενέργεια εΓ, άσχετα από τη 
μικροκατάσταση Ιγ2> στην οποία μπορεί να βρίσκεται το Σ2, είναι

^2ί^ο_ετ)
ΡΓ = Σ  ΡγΓ2 =

r2=l
Ω2(^ο- ετ) 

Ω0

“ Qo exP t |ς [%(Ε0- ) (6.2)

Εφαρμόσαμε τον τύπο του Boltzmann (5.9) για την εντροπία του περιβάλλοντος 
2̂(Ε2 = Ε0 - ε̂ ), γιατί ισχύει Ε0- = σταθ. για δεδομένη Ιγ> .
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Σχήμα 6.1. Σύνθετο απομονωμένο σύοτημα 
Σ0 = Σ{Ιγ>) + Σ2{*Γ2>} σε κατάσταση ΘΙ. 
Σ2 είναι το θερμικό περιβάλλον του Σ. 

Ισχύουν οι συνθήκες [(5.10 - 12) : Σγ -» Σ, 

ν 1,2 = στα *̂ Nj 2 = σταΟ 1.

Θεωρούμε τώρα το Σ2 ως θερμικό περιβάλλον (: λουτρό θερμότητας ή
ρεζερβουάρ θερμοκρασίας Τ) για το υπό μελέτη θερμικό σύστημα Σ. Η 
θερμοχωρητικότητα του Σ2 είναι τεράστια και έχουμε ΙεΓΙ «  Ε0 για κάθε 
ιδιοτιμή εΓ του Σ που έχει σημαντική πιθανότητα εμφάνισης. Μπορούμε με 
αυτές τις προϋποθέσεις να αναπτύξουμε κατά Taylor την εντροπία

S2(E0-er) = S2(Et)) - εΓ̂ ?Ι0 + J £r2| J ^ o + ·

και να κρατήσουμε μόνο τον γραμμικό όρο, γιατί οι υπόλοιποι είναι ανάλογοι 
μεταβολών της θερμοκρασίας, που θεωρείται σταθερή. Αντικατάσταση του 
αναπτύγματος αυτού στην εξ. (6.2) και χρήση του ορισμού της στατιστικής 
θερμοκρασίας (5.14) δίνει την περίφημη κατανομή Boltzmann για απλό θερμικό 
ρευστό

ΡΓ σ.ν,Ν )
exp K(V)/kT) 

Z(T,V,N) (6.3)

Λόγω της συνθήκης κανονικοποίησης (4.22), πρέπει να έχουμε

Ζσ.ν,Ν) = Σ exp[-β ε^ν )], β= Ι/kT ^  . (6.4)

για τη συνάρτηση επιμερισμού. Η ίδια έκφραση ισχύει για μαγνητικό θερμικό 
σύστημα, μόνο που αλλάζει η μακροκατάσταση και η εξάρτηση από αυτή της 
ιδιοτιμής εΓ Η έκφραση (6.3) λέγεται και κανονική κατανομή. > ' 1
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Για μακροσκοπικό σύστημα, το φάσμα ιδιοτιμών ενέργειας {εΓ, Ω(εΓ) : 
εκφυλισμός της στάθμης ε  ̂είναι σχεδόν συνεχές, και το άθροισμα στον ορισμό
(6.4):

Ζ = Σε-βετ = ΣΩ(εΓ) ε·β£Γ (6.4')
r %

προσεγγίζεται από το ολοκλήρωμα
οο

Ζσ,ν.Ν)= J df-r g ( z T) e-βεΓ (6.5)
Ο

Το μέγεθος £(εΓ) = d Ω(εΓ)/άεΓ είναι η πυκνότητα μικροκαταστάσεων στην 
περιοχή της ιδιοτιμής εΓ. Η στατιστική μέση τιμή (5.3) ενός μεγέθους f του Σ 
(Σχ.6.1) γίνεται στο μακροσκοπικό όριο

- ILf ζ-&τ Γ Γ
f = ^—  = [ J der g(zT) e- βεΓ ]·ι J der f(er) £(εΓ) e- (6.6)

Ο ο

Αν θεωρήσουμε το β ως μιγαδική μεταβλητή, από την έκφραση (6.5) προκύπτει 
ότι η συνάρτηση επιμερισμού είναι ο μετασχηματισμός Laplace (Β.8) της 
πυκνότητας g (εΓ). Μπορούμε λοιπόν να αντιστρέφουμε την εξ. (6.5) και να
βρούμε την g  (ε), αν ξέρουμε τη συνάρτηση επιμερισμού [βλέπε εξ. (Β.9)] 

ι β +1°°
£(ε )= ^ τ  J άβΖ(β)εβε , β >0 (6.7)

β -ί«>

ΑΣΚΗΣΗ. Να δειχΟεί ότι η συνάρτηση επιμερισμού ενός θερμικού συστήματος Σ12 που 
αποτελείται από δύο στατιστικά ανεξάρτητα υποσυστήματα ΣχΧι  (ίδιας θερμοκρασίας) είναι 
Ζη  = 7Λ Ζ2.

Όπως το απομονωμένο, έτσι και το θερμικό σύστημα μπορούμε να το 
χαρακτηρίσουμε από μια αντιπροσωπευτική κ α ν ο ν ικ ή  σ υ λ λ ο γ ή , τα μέλη της 
οποίας κατανέμονται στις μικροκαταστάσεις του θερμικού συστήματος οε 
ποσοστά νΓ/Νπου τείνουν στην κανονική κατανομή (6.3) στο όριο Ν -><*>.
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2. ΕΞΙΣΩΣΗ MASTER ΓΙΑ ΘΕΡΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ .

Έστω ότι το λουτρό Σ2 = Σ2(Τ) στο Σχ. 6.1. βρίσκεται ωζ προς τον εαυτό
τουσε κατάσταση ΘΙ, ενώ το Σ = Σ(ί) εξελίσσεται ακόμη χρονικά π ρ ος  τηθίσε 
θερμική επαφή με το Σ2(Τ). Ζητάμε την εξίσωση Master του θερμικού*
συστήματος Σ(ι).

Η εξ. (5.12) δίνει σ’ αυτή την περίπτωση Ρ ^ θ )» ft(t) ρ ^ -) , απότηγ 
οποία προκύπτει ^  ■

Ρι(0 = Σ  i w o  (6S>
τ2

Το μέγεθος \ ί

ρ^(«)= c * exp (- βΕ^) = ρ^, c = σταθερά (6.9)

είναι η πιθανότητα Boltzmann για το λουτρό. Η εξίσωση Master για το 
απομονωμένο σύστημα Σ0 = Σ(ΐ) + Σ2(Τ) του Σχ. 6.1 είναι

Ργγ2^) = Σ  (Wr^^s2 Pss2 " ^ss2Jrr2 Pn^·
SJ&2

^TTifisi -  (6.10)

Αθροίζουμε τους βαθμούς ελευθερίας του λουτρού στην (6.10) και βρίσκουμε 
λόγω της (6.8) τη ζητούμενη εξίσωση Master για το θερμικό σύστημα

6. ΘΕΡΜ ΙΚΟ ΣΥ ΣΤΗ Μ Α

Ργ(1) — Σ  ( W'js p$ * Pr) 
s

(6.11)

Έχουμε* ; <

W'rs = Σ  Ρ ς ^  = Σ  Ρη v (6.12)
*2J2 *2J2 « »

θα  βρούμε τώρα τον λόγο W „ l στην εξ. (6.11). Η συνθήκη λεκτο- 
ισορροπίας (5.6) για το 2 (̂1 -> ~) δίνει

* Ποοοσχή \α μη γίνεται σύγχυση του W^,. χ χ  στην (5Λ). wu tov Wn  acQegpiMft otonpL
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^IT2 Ŝ2 Ps(°°) Ps2 “  ^SS2JT2 Pr̂ 00) Pf2 (6.13)

που καταλήγει [λόγω των εξ. (6.10,9)] στην εξίσωση

ΡΓ(°°) 
Ρs(°°)

PS2
Pr2

= exp[- β(Ε52 - (6.14)

Διατήρηση της ενέργειας δίνει ε$ + ES2 = ε,- +Ej2 <-> ES2-ET2 = er - e$ , οπότε 

από την εξ. (6.14) προκύπτει το αναμενόμενο [λόγω (6.3)] αποτέλεσμα

ΡΓ(°°) σ~β£Γ
ps(oo) ~ e-P** (6.15)

Αθροίζουμε στη συνθήκη (6.13) τους βαθμούς ελευθερίας του λουτρού και 
παίρνουμε [λόγω του ορισμού (6.12)] τη συνθήκη λεπτο-ισορροπίας για το 
Θερμικό σύστημα Z(t-><>°)

WTS psW  = Wsr pr(oo) (6.16)

Από την εξ. (6.16) βρίσκουμε τον λόγο των πιθανοτήτων μετάπτωσης στη 
θερμική εξίσωση Master (6.11)

Wrs e~P£r 
WST - (6.17)

Β. Σ Τ Α Τ ΙΣ Τ ΙΚ Η  Θ ΕΡΜ Ο Δ Υ Ν Α Μ ΙΚ Η

Από τον γενικό ορισμό της στατιστικής εντροπίας (5.7), έχουμε για το 
θερμικό σύστημα στην κατάσταση ΘΙ, λόγω των εξ. (6.3,6)

S = - k Σ  pr In pr = k Σ  ΡΓ (βεΓ + InZ) = k β Ε + k InZ (6.18)
r r

Σύγκριση με την εμπειρική σχέση (3.87) οδηγεί στον ορισμό της στατιστικής 
ελεύθερης ενέργειας Helmholtz για απλό ρευστό



152 6. ΘΕΡΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗ Μ Α

- kT In Z(T,V,N) = Ε - TS = F(T,V,N) (6.19)

Η σχέση αυτή αποτελεί τον σύνδεσμο στατιστικής - κλασσικής θερμοδυναμικής 
για το θερμικό σύστημα Σ(Τ,ν,Ν). Για απλό μαγνητικό σύστημα Σ(Τ,Β,Ν) 
ορίζουμε

- kT In Ζ (Τ,Β,Ν) s  G(T,B,N) (6.19')

όπου G είναι η στατιστική ελεύθερη ενέργεια Gibbs.
Παρατηρούμε ότι αν ε0 είναι η ενέργεια της βασικής στάθμης του 

συστήματος, δηλαδή ε0 = ΜΐηΓ{εΓ) μεΩ(εο)=1, τότε ισχύει λόγω των εξ. (6.3,4)

Ρ„(Τ) = [1 + Σ  ' e-βάι - εο)]-1 (6.20)
r

Το Σ,.' σημαίνει άθροιση ως προς τις διεγερμένες καταστάσεις του συστήματος. 
Παίρνουμε το όριο Τ->0 στην (6.20) και βρίσκουμε (αφού εΓ>ε0, V γ*0)

lim ρ0(Τ) = 1, Τ_»0 (6.21)

Από την προηγούμενη σχέση προκύπτει η συνεπαγωγή:

( Σ  Pr =D=> (Pra=0) = 0 ,V r * 0 ]
r

οπότε ισχύει

5(Τ) = - λ Σ ρ Γ lnpr -» 0, Τ-»0 (6 2 1 )
t

Το όριο (6.22) δίνει την ερμηνεία του Γ' θερμοδυναμικού νόμου στα πλαίσια της 
κβαντικής στατιστικής μηχανικής.

Σύγκριση του διαφορικού dE της μέσης ενέργειας Ε « ΣΓ % ρΓ με το 
διαφορικό dS της εξ. (6.18) οδηγεί στην αναμενόμενη από τη θερμοδυναμική [εξ.
(3.79): dN = 0] διαφορική σχέση

TdS = d Ε + Ρ dV (6.23)

Το μέγεθος
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P s Z p r  (-
r

(6.24)

είναι η μέση τιμή της στατιστικής πίεσης στο θερμικό ρευστό. Για να 
αποφύγουμε ενδοκαταστατικές μεταπτώσεις [όπως π.χ. η (2,1,1)L -> (1,1,1 )2l οτο

Σχ. 2.4], η εξωτερική διαταραχή μεταβολής του όγκου θεωρείται ότι γίνεται πάρα 
πολύ αργά (: ημιστατικά). Βλέπε π.χ. Wannier (1966) για μια συζήτηση των 
προϋποθέσεων ισχύος της εξ. (6.23), που αποτελεί τη στατιστική διατύπωση του 
Β ' θερμοδυναμικού νόμου για απειροστές ημιστατικές μεταβολές (T,V) (Τ + 
dT, V + dV). Από την κανονική κατανομή (6.3) έχουμε ακόμη

Ε = Σ ε ΓρΓ =
I

ainZ
(6.25)

Από.τις εξ. (6.18,24,25) προκύπτουν οι [αντίστοιχες των εμπειρικών εξ. (3.89)] 
στατιστικές σχέσεις για απλό ρευστό

S (6.26)

Γ. Ε Φ Α Ρ Μ Ο Γ Ε Σ

1. Ι Δ Α Ν Ι Κ Ο Σ  Π Α Ρ Α Μ Α Γ Ν Η Τ Η Σ

Η Χ αμιλτόνια ενός ιδανικού συστήματος Ν διακρίσιμων (λόγω 
πλεγματικών θέσεων) μαγνητικών ροπών, (Xj, j = 1 Ν, σε εξωτερικό μαγνητικό

πεδίο Β είναι
Ν

Ην = - Σ  μ ι ' Β
1=1

(6.27)

Αν Sj είναι ο τελεστής σπιν κάθε ατόμου μαγνητικής ροπής (Ij, έχουμε

μ ] = η-1 χ* Sj (6.28)
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όπου

μ = (παράγοντας Lande) χ (μαγνητόνη Bohr) (6.29)

Ό πως είναι γνωστό από την εισαγωγική κβαντική μηχανική [βλέπε και 
§2.B.l Hi), το πρόβλημα ιόιοτιμών του τελεστή S j · Β έχει λύση

Sj · Β lmj> = mjhBlmj>, mj = -s,-s+ l,.. .s-l ,s  (6.3®

Το μέγεθος nij είναι ο γνωστός μαγνητικός κβαντικός αριθμός του σπιν 
πλεγματικής θέσης j. Οι μικροκαταστάσεις του συστήματος είναι

{ lm,,m2, . . . , mN> , mj = - s , - s+ l , . . . s , j=  1 ,2 , . . . ,Ν  ) (6.31)

Επομένως η συνάρτηση επιμερισμού (6.4) γίνεται, λόγω των εξ. (6.27-31)
s s s Ν

Ζ = Σ  Σ  . . .  Σ  exp (χ Σ  m.) (6.32)
rr»i=-s m 2=-s Tnfs|=-s j= i

όπου

x = μΒ/kT (6.33)

Στην ειδική περίπτωση σπιν -1/2 η εξ. (6.32), όπου π.χ. μΑβ=2μΒ, δ ίνει:

. Ν 1/2
Z(s = r ) = Π  [ Σ  exp (χ m.) ]

^ j=l mj=-l/2

Ν
= Π  [2 cosh (χ/2)) = Ζ ,Ν (s =1/2) = 2NCoshN(x/2)

i=i

Στη γενική περίπτωση έχουμε

Ν S
Ζ = Π [  Σ  exp(xm.)]= Ζ,ν , 

j=1 m j=-s

_ sinh fx(s + 1/211 
1 ~ sinh (x/2)

(6.34)

(6.35)

Έγινε εδώ χρήση του γνωστού τύπου πεπερασμένης γεωμετρικής προόδου,

Σ
m =-s

exm - t x s  e x .  e -xs 

ex- 1
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Η θερμοδυναμική του συστήματος προκύπτει από τις εξ. (6.19 ', 35): 

G(T,BJN) = - NkT In {~  ̂ ( J ^  } (635' }

Η μέση ολική μαγνήτιση κατά μήκος του Β είναι, λόγω των εξ. [(6.32,33)]

St
Μ(Τ,Β,Ν) = <( μ ι + μ2 + · · · +μΝ) ‘ f  >

= kT Ιτ = - S  ·τ = Μ0 Bs(sx) (6.36)
όΒ σΒ

Η παράμετος Μ0 που ορίζεται ως : Μ0 = Μ (Τ = 0, Ν) = Ns/* είναι η μεγίστη 

ολική μαγνήτιση, και

~  Bs(y) ξ ^  coth ( ~ -  y ) - g  c o th (g  y) (6.37)

είναι η συνάρτηση Brillouin. Η Bs(sx) απεικονίζεται στο Σχ. 6.2 για διάφορες 

τιμές σπιν.

Σχήμα 6.2. Γραφική παράσταση της συνάρτησης (6.37) για τρεις τιμές της παραμέτρου s.

Όταν s = 1/2, έχουμε

Β1/2 (χ/2) = 2 coth(x) - coth(x/2) =
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= - ««·«*&> = tanh^ )  (638)

To όριο της γενικής έκφρασης (637)

lim Bj(y) = coth y - 1/y (639)
s—900

λέγεται συνάρτηση Langevin. Η  συνάρτηση αυτή περιγράφει το κλασσικό όριο 

του κβαντικού μοντέλου που μελετάμε, γιατί στο όριο s-*~ υπάρχουν άπειρες 
"δυνατότητες" [= τιμές nij στην εξ. (6.30)] προσανατολισμού κάθε μαγνητικής
ροπής μ) στον χώρο.

2. ΤΕΛΕΙΟ ΚΛΑΣΣΙΚΟ ΑΕΡΙΟ 

ί. Μ Ο Ν Α Δ Ι Κ Ο  Μ Ο Ρ Ι Ο

Θεωρείστε το Σχ. 5.4 με περιοδικές συνοριακές συνθήκες (526). Οι 

καταστάσεις του μορίου χαρακτηρίζονται από τους ακέραιους κβαντικούς 
αριθμούς (nx, ny, και οι ιδιοτιμές ενέργειας από την (538). Άρα η

συνάρτηση επιμερισμού (6.4) γίνεται λόγω μακροσκοπικότητας του όγκου V

z, = £ ni£ ny£ i I e x p ( ^ ^ )

J dnx Jitay Jdnz ε χ ρ ( - β ^ )

= Ρ  ί J <*ρβχρ(-βρ2/2ιη)]3 « ρ(2πηΛΤ)3β, k T x ^  (6.40)

Στο ίδιο αποτέλεσμα θα καταλήγαμε αν χρησιμοποιούσαμε συνοριακές 

συνθήκες Dirichlet, (2.27') με πυκνότητα καταστάσεων (5.25). Α ν  τοσπιν τον

ί
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ατόμου είναι s, η έκφραση (6.40) πολλαπλασιάξεται επί τον εκφυλισμό σπιν 
gs = (2 s+ l) .

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Με α ντιστροφ ή  Laplace της συνάρτησης επ ιμερ ισμού Ζ^(β) να  επαληθευτεί η 

έκφραση (5.25) γ ια  την ενεργειακή πυκνότητα καταστάσεω ν £(Ε).

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Ν α α ποδειχθεί ό τι ισχύει < p 2/2m  > = 3kT/2.

ϊι. ΠΛΗΘΟΣ ΔΙΑΚΡΙΣΙΜΩΝ ΜΟΡΙΩΝ

Η ιδανικότητα του συστήματος και η διακρισιμότητα των συστατικών του 
οδηγούν, όπως στον ιδανικό παραμαγνήτη [βλέπε εξ. (6.35)], στην έκφραση

Zn(T,V) = Z1N(T,V) (6.41)

όπου το Ζλ δίνεται στην εξ. (6.40).

iii. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ MAXWELL -  BOLTZMANN

Έχουμε τώρα την περίπτωση τέλειου ημικλασσικού αερίου. Η εμπειρική 
διόρθωση Gibbs (5.37) οδηγεί, λόγω της εξ. (6.4'), στην έκφραση

ΖΝ = ^  Z jN(T,V) (6.42)

όπου το Zj υπολογίστηκε στην εξ. (6.40).
Η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz είναι, λόγω των εξ. (6.42,5.19)

F(T,V,N) = - kT lnZN = NkT [ In (N/ Zj) -1] (6.43)

Διαπιστώνουμε ότι η F(T,V,N) είναι εκτατικό μέγεθος, όπως περιμένουμε για 
ένα κανονικό θερμοδυναμικό σύστημα. Η εκτατικότητα δεν θα ίσχυε χωρίς την 
εμπειρική διόρθωση Gibbs (5.37). Όπως θα διαπιστώσουμε στην §7.Α.1, ο 
παράγοντας 1/Ν! στην εξ. (6.42) προκύπτει φυσιολογικά από την κβαντική 
στατιστική ιδανικού αερίου στο κλασσικό όριο (στατιστική MB).



, 158 6. ΘΕΡΜΙΚΟ ΣΥ ΣΤΗ Μ Α

Το κριτήριο κλασσικότητας ε ίνα ι:

("κβαντικός χώρος"/ άτομο)« (μέσος διαθέσιμος χώρος/ άτομο) (6.44)

Ο "κβαντικός χώρος" ανά άτομο είναι περίπου ο όγκος εντοπισμού του 
κυματοπακέτου που περιγράφει κβαντομηχανικά κάθε άτομο, δηλαδή περίπου

λ30Β (Τ) = ( ~F== )3 (6.45)
\ < Ρ 2>

όπου λ30Η(Τ) είναι το θερμικό μήκος κύματος de Broglie. Ο μέσος διαθέσιμος 

χώρος ανά άτομο είναι (V/N), και από την προηγούμενη Ασκηση 2 προκύπτει

λ0Β (Τ) = ' 7 = = -  (6.45')
V3mkT

Επομένως το κριτήριο (6.44) ισοδυναμεί με τη συνθήκη

(2πιυΚΤ)3/2
h3 » Ν

V (6.46)

Ό πω ς και διαισθητικά περιμένουμε, η κλασσική περιοχή χαρακτηρίζεται από 
υψηλές θερμοκρασίες ή / και χαμηλές πυκνότητες. Σε κανονικές συνθήκες 
ατμόσφαιρας δωματίου η συνθήκη κλασσικότητας ικανοποιείται για κάθε αέριο. 
Η συνθήκη (6.46) παραβιάζεται για αέριο He π.χ. σε θερμοκρασίες Τ < 10 °Κ, 
ή για τα ηλεκτρόνια στο εσωτερικό μετάλλου για κάθε θερμοκρασία που υπάρχει 
πλέγμα, οπότε η κβαντική στατιστική αναλαμβάνει πρωτεύοντα ρόλο.

Η στατιστική εντροπία του αερίου MB, όπως προκύπτει από την πρώτη των 
εξ. (6.26) και από την εξ. (6.43), είναι η ίδια η έκφραση Sackur-Tetrode (5.38) που 
βρέθηκε στη μικροκανονική κατανομή. Αυτό σημβαίνει κατά κανόνα στη 
στατιστική φυσική μακρυά από κρίσιμες περιοχές: κάθε μακροσκοπικό 
στατιστικό μέγεθος έχει την ίδια μέση τιμή ανεξάρτητα από την κατανομή 
(μικροκανονική, κανονική κ.λ.π.) που το υπολογίζουμε.

Α Σ Κ Η Σ Η .  Θ εω ρείστε γνω σ τή  τη  συνάρτηση  επ ιμερ ισμ ού  σ ερ ίο υ  M B . Ν α υπολογισ θεί το  

α ντ ίσ το ιχο  σ τα τισ τικό  β ά ρο ς Ω ^  κ α ι να  επαληθευτεί η εμπειρ ική  δ ιόρθω σ η  (5.37).
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3. Θ Ε Ρ Μ Ι Κ Ο  Φ Ω Σ

"Θερμικό φως" σημαίνει ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία σε θερμοδυναμική 
ισορροπία μέσα σε μακροσκοπικό υλικό περίβλημα όγκου V και θερμοκρασίας Τ.

i. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΗΛΕΚΤΡΟΑΥΝΑΜΙΚΗ

Η κλασσική θεωρία του ηλεκτρομαγνητισμού βασίζεται στις γραμμικές 
διαφορικές εξισώσεις Maxwell. Παρουσία πυκνότητας φορτίου ρ(χ,ί) και

ρεύματος ~j(x,t) το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο επαληθεύουν (στο σύστημα 
μονάδων Lorentz-Heaviside) τις εξισώσεις

^  ? —> ι —> ι 3Ε
ν · Ε  = ρ ,  V x  Β = c j + c ^  (6·47)

—> —> —> —> ι ΘΒ
V · Β = 0 , V χ Ε = - 1 —  (6.48)

c at

Από τις (6.48) προκύπτει η ύπαρξη του βαθμωτού, φ (χ\θ , και του ανυσματικού, 

A (x\t) δυναμικού μέσω των εξισώσεων ορισμού [βλέπε π.χ. Ταμβάκη (1989), 
Βέργαδου(1992)]

Β ^ χ Α ,  (6.49)
c at

Οι εξισώσεις (6.49) δεν προσδιορίζουν τα δυναμικά μονοσήμαντα. Για 
οποιαδήποτε βαθμωτή συνάρτηση f(x\t) ο μετασχηματισμός

φ φ ' =  φ +  3 tf / c  , Α  A ' =  A  - V  f (6 .5 0 )

αφήνει τα πεδία Β και Ε αναλλοίωτα. Ο μετασχηματισμός (6.50) λέγεται 
μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό ς  β α θ μ ί δ α ς . Οι παρατηρήσιμες προβλέψεις της θεωρίας αυτής 
πρέπει να είναι αναλλοίωτες ως προς τους μετασχηματισμούς (6.50). Το ζεύγος 
εξισώσεων (6.48) επαληθεύεται ταυτοτικά λόγω των ορισμών (6.49), ενώ το πρώτο 
ζεύγος (6.47) γίνεται

□  φ - ο ^ θ ^ ο ^ φ  +V*a )  = ρ,

Β
%.

%
'Ζ
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□  A* + V* (c*1 9t φ +  V̂ · A )  =  C '1_j  (651)

όπου ο τελεστής d’ Alembert □  ορίζεται

□  s  c-2 dx2 - V2 (632)

Στην περίπτωση του θερμικού φωτός δεν είναι απαραίτητο να υπάρχουν 
φορτία και ρεύματα μέσα στον όγκο V. Θεωρούμε λοιπόν ρ = 0t 7  = (5 και
διαλέγουμε τη βαθμίδα Coulomb

^ Α = 0  (653)

Από την πρώτη των εξ. (6.51) προκύπτει τότε ν 2φ = 0, με μοναδική λύση 
μηδενιζόμενη στο άπειρο την φ = 0. Η δεύτερη των εξ. (651) δίνει

[V2 - ^  Α (x ,1) = 3  (654)

και οι εξ. (6.49) γίνονται

3  = ^ χ Α, Ε = - 1 ^  (655)
c dt

Η ενέργεια αυτού του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου είναι

Η = ^  J cftc (Ε2 + Β2) (656)

Θεωρούμε κυβικό περίβλημα ακμής L, όπως στο Σχ. 5,4, και επιβάλλουμε 
για το δυναμικό A (x\t) περιοδικές συνοριακές συνθήκες, όπως στην εξ. (5.26). 
Η μέθοδος διαχωρισμού των μεταβλητών στη διαφορική εξίσωση κύματος (654) 
δίνει τις  μονοχρωματικές λύσεις

A k s ( χ  ,t) =  q ^ tt)  cos k x , q k s ( t )  +  (ck)2 c ^ i t )  =  0  ( 6 5 7 )

με διάκριτες τιμές κυματανυσμάτων

fly, Π/) , Π χ^  = 0 ,±1,±2,. . . (658)

Η βαθμίδα Coulomb (6.53) δίνει τη συνθήκη εγκαοσιύτηταςτον A , νΛ'·1 ο
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gks- k = 0 ,  S = 1,2 (6.59)

Οι τιμές s=l,2 δηλώνουν τις δύο δυνατότητες πόλωσης του εγκάρσιου κύματος 
[βλέπε Σχ. 6.3]. Αντικατάσταση από την (6.57) στις (6.55) δίνει τα αντίστοιχα 
πεδία

Efcs“· ”  ̂ 9ksW cosk*x ,

Β^= -(k x ^ )  q ^ t )  sink ? (6.60)

Σ χή μ α  6.3. Η συνθήκη εγκαρσ ιότητας 

επ ίπεδω ν ηλεκτρομπγνητικών κυμάτω ν στο κενό.

Λ

60)

Η ενέργεια του μονοχρωματικού κύματος είναι, λόγω των εξ. (6.56, 

Hjfj = 2 J 6x J dy J dz (Ε 2̂  + Β2^ )
ο ο ο

= ^ 2  (Q2Ks + ω2κ Q2ks) . o>k = ck (6.61)

Παρατηρούμε ότι η έχει τη μορφή Χαμιλτόνιας απλού αρμονικού ταλαντωτή.
Η γενική λύση της (6.54) είναι επαλληλία των μονοχρωματικών κυμάτων - 

λύσεων (6.57)

A (x,t) = Σ 4 ( Χ . Ι )
Vv Μ

(6.62)
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Οι σταθερές του αναπτύγματος έχουν ενσωματωθεί στις λύσεις qks(t) της 

ομογενούς διαφορικής εξίσωσης (6.57). Αντικατάσταση του αναπτύγματος
(6.62) στις εκφράσεις (6.55, 56) και χρήση της ορθοκανονικότητας των 
συναρτήσεων {cosic-x*, s i n k ' · ? )  δίνει την ολική ενέργεια

Η = \  Σ  (q2ks + ω\  <l2ks) (6.63)
ζ k,s

Η ομοιότητα της (6.63) με τη Χαμιλτόνια (5.44) αρμονικών ταλαντώσεων 
κρυστάλλου είναι εντυπωσιακή.

ιί. ΚΒΑΝΤΩΣΗ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗΣ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ

Η κβάντωση της ενέργειας του ακτινοβόλου ηλεκτρομαγνητικού πεδίου 
(6.55,54) μέσα στο υλικό περίβλημα όγκου V ακολουθεί την ίδια διαδικασία, 
Η[(5.44)] => Ε{Πί) 1(5.58). κβάντωσης της ενέργειας ταλαντώσεων κρυστάλλου:

Η [(6.63)] => E fn^) = Σ  (n ^  + τ ) ho)k (6.64)
k,s L

Ο ακέραιος nks =0,1,2,  . . . είναι ο κβαντικός αριθμός διέγερσης της 

ηλεκτρομαγνητικής ιδιοταλάντωσης κυματικού αριθμού k και εγκάρσιας πόλωσης 
s. Οι μικροκαταστάσεις του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου ακτινοβολίας στον όγκο V

l{nks}> = I nk, , , nk,2 , nk2, , . . .  . . . .  > (6.65)

προσδιορίζονται από τους (αριθμήσιμα) άπειρους κβαντικούς αριθμούς (n^J.

Μια εναλλακτική και πολύ πιο γόνιμη ερμηνεία του ενεργειακού φάσματος
(6.64,65) είναι η σωματιδιακή. Κάθε ακέραιος nks είναι ο αριθμός κατάληψης της 
μονοσωματιόιακής κατάστασης Ik ,s> από φωτόνια ενέργειας ft iok το καθένα

[βλέπε π.χ. Cohen-Tannoudji (1989)]. Τα φωτόνια είναι ταυτοτικά μποζόνια, 
γιατί ο αριθμός nks μπορεί να πάρει τιμές μεγαλύτερες από τη μονάδα.

Βλέπε παράρτημα Γ για μια λεπτομερέστερη έκθεση του φορμαλισμού δεύτερης 
κβάντω σης. Τη σω μ ατιδ ιακή  ερμηνεία ακολουθούμε στην §8.Γ .Ι. 
Επανερχόμαστε τώρα στην ταλαντωτική ερμηνεία του φάσματος.



Γ. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 163

ϋί. ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ - ΤΥΠΟΣ TOY PLANCK

Η σταθερά μηδενικής διέγερσης ha)k/2 στην εξ (6.64) για κάθε ταλαντωτή 
Schrodinger Ik ,s>s συχνότητας o)k = elk I δεν παίζει κανένα ουσιαστικό ρόλο στη

στατιστική θερμοδυναμική του θερμικού φωτός. Την παραλείπουμε λοιπόν για 
απλούστευση των πράξεων και περιοριζόμαστε σ' ένα ταλαντωτή Planck Ik ,s>P
με ιδιοτιμές ενέργειας

eks — f r^ k  n k/> » n ks — 0 , 1 ,2 , . . .  ( 6 .6 6 )

Η συνάρτηση επιμερισμού του ταλαντωτή lk\s>p [που είναι στατιστικά 
ανεξάρτητος από τους άλλους λόγω ιδανικότητας της Χαμιλτόνιας (6.63)] είναι

z ks = Σ  exp (-βε^) 
nks=°

= Σ  exp (-βϋω^η) 
η=0

_____ 1_____
1 - exp (-Pfioofc) (6.67)

Η μέση ενέργεια είναι, λόγω της έκφρασης (6.25)

< e ks>  ~  ~
3β

___ ^ ____
exp (βίκ%) -1 (6.68)

Αυτή η ενέργεια αποθηκεύεται κατά μέσο όρο σε κάθε επιτρεπτό ταλαντωτή 
Ik , s>p που έχει κυματαριθμό ΐίΓ I = (%/c. Επομένως η μέση ενέργεια ανά 
μονάδα όγκου που αποθηκεύεται στη συχνότητα (% = c ΐίΓΐ από όλους τους 
επιτρεπτούς [βλέπε εξ. (6.58,59)] ταλαντωτές lk>,s>p είναι

ρ(ω^,Τ) = *7 Σ
ν s = l ,2

οο οο οο

Σ Σ Σ δ
| χ = - ~ n y = - 0 0 η7=-~

c%,ck
___ ^ ____
exp (βίιω0 -1

'ια μακροσκοπικό V το φάσμα συχνοτήτων είναι σχεδόν συνεχές, οπότε

« “ *·Τ) ·  , , ξ ζ ί ϊ δ 3 6(0,1

= 2 ( δ ) 5 J dkk! c 6<i? " k) e x p ® ^ ) - !  =
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_h____ _______ dQ(ci)t.T)
π ^ 3 exp (βΛο^) -1 = <1ω* (6.69)

Η έκφραση (6.69) είναι ο περίφημος τύπος του Planck. Η μέση ολική ενέργεια 
ανά μονάδα όγκου θερμικού φωτός διατυπώνεται με τον γνωστό νόμο Stefan - 
Boltzmann

|  = J άωρ(ω.Τ) = ^ Τ 4,
ο

π2λ4
°  = 6 0 Λ ν (6.69)

Αν ανοίξουμε μια μικρή οπή στο υλικό περίβλημα μπορούμε να 
μετρήσουμε τη φασματική κατανομή (6.69) της εξερχόμενης ακτινοβολίας, που 
λέγεται α κτινοβολία  μέλανος σώ ματος. Είναι δύσκολο να υπερτονίσει κανείς τον 
κεντρικό ρόλο του πειραματικά επιβεβαιωμένου τύπου του Planck στην ανάπτυξη 
της κβαντικής φυσικής.

4 . Κ Ρ Υ Σ Τ Α Λ Λ Ι Κ Ο  Μ Ο Ν Τ Ε Λ Ο  D E B Y E

Το μοντέλο αυτό βασίζεται στη φωνονική έκφραση (5.58) ιόιοτιμων 
-ενέργειας ταλαντώσεων του κρυστάλλου. Η συνάρτηση επιμερισμού του 
κρυστάλλου Debye είναι

•  3Ν

ZnCT.V) = e-flEo Σ  Σ  ... Σ  expl-β ϋ Σ  Π|ω|]
Π!=0 η2=0 π3ν=0 )=1

3Ν -  3Ν

= ε-0Εο Π  Σ  e-flw¥,J = e & °  Π  (l-efl*"))-» (6.70)
j=l nj=0 j=l

Ec είναι η ενέργεια συνοχής του πλέγματος όπως εκφράζεταιι στην εξίσωση 
(5-59). Η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz προκύπτει από την προηγούμενη έκφραση 
βάσει του ορισμού (6.19)

3Ν

FnOT.V) = - kT In ZfKT.V) = Eo +kT Σ  In (I- <rP*>0
1=1

(671)
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Η μέση ενέργεια είναι

dinZN ι ™ fia)!

και η θερμοχωρητικότητα

Γ· _ ^ Ι ν | . ^  (ha)ĵ cT)2ePho>j
C v  "  3Γ ν j= i (ePhwi - 1)2

(6.72)

(6.73)

Για να υπολογισθούν τα προηγούμενα αθροίσματα, πρέπει τουλάχιστον να 
είναι γνωστές οι ιδιοσυχνότητες {o)j}του στερεού. Ο Einstein υπεραπλούστευσε
το πρόβλημα εξισώνοντας όλες τις συχνότητες! Στην πραγματικότητα το φάσμα 
κατανομής των ιδιοσυχνοτήτων (που θεωρείται σχεδόν συνεχές λόγω 
μακροσκοπικότητας του κρυστάλλου) είναι μία αρκετά -πολύπλοκη συνάρτηση 
£(ω), βλέπε Σχ. 6.4, με συνθήκη κανονικοποίησης

ω ΜΑΧ
|  £(ω) do) = 3Ν (6.74)
Ο

Το μοντέλο Debye αγνοεί τελείως την εσωτερική δομή και τις ιδιομορφίες 
του στερεού. Θεωρεί τον κρύσταλλο σαν ένα ισότροπο συνεχές μέσο, στο οποίο 
διαδίδονται ελαστικά κύματα περιοχής συχνοτήτων ω € [0, ωυ : συχνότητα
Debye], με εξίσωση διάδοσης τη γενίκευση της εξ. (5.54) στις τρεις διαστάσεις : 

[^ 2 - ^ | ^ ] Ι ( Χ , ί ) = ^  (6.75)

Η εξ. (6.75) έχει τη μορφή της εξ. (6.54), χωρίς φυσικά τη συνθήκη εγκαρσιότητας
(6.59), αφού υπάρχουν και διαμήκη ελαστικά (ή σεισμικά!) κύματα στο στερεό 
[βλέπε Σχ.5.6]. Αν θεωρήσουμε κυβικό στερεό ακμής L και επιβάλουμε 

περιοδικές συνοριακές συνθήκες, παίρνουμε λύσεις του τύπου (6.57).

Το ζητούμενο εδώ είναι η μορφή g(io) στο μοντέλο Debye, δηλαδή ο 

αριθμός των ελαστικών κυμάτων Ik, s : s = 1,2,3 με k- fkl = k· | k2 = 0 *  k· ξ^3>

λ ' " η '/ολ.

4 '
/

. . .  ____... · , .

('X
! \

 \\
 c
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που έχουν συχνότητα ω = υΐλ I. Ο αριθμός αυτός είναι, λόγω της (6.58), g(u) <

ω0) = Σ  Σ  δωΛ)ί., και για μακροσκοπικό V η κατανομή dg/dto = g(w) γίνεται 
s η

£(ω < ω0)
3

Σ
$=1

r Vd3k
J  (2π )3 δ(ω - vk) (6.76)

Σ χ ή μ α  6 . 4 .  Τ ο  φ ά σ μ α  

ιδ ιο σ υ χ ν ο τ ή τ ω ν  α λ ο υ μ ιν ίο υ  (π λ ή ρ η ς  

γρ α μ μ ή ) π ο υ  π ρ ο ή λ θ ε  α π ό  π ε ίρ α μ μ  

σ κέδα ση ς α χ τ ίν ω ν  X [W alk er,(1956)]. 

Η δ ια κ ε κ ο μ μ έ ν η  γ ρ α μ μ ή  ε ίν α ι  η 

προσ έγγισ η  D ebye.

I ·'

Το σύμβολο δω υΐ( είναι το δέλτα Kronecker και δ(ω-υk) είναι η συνάρτηση 
Dirac, μια χρήσιμη ιδιότητα της οποίας είναι [ βλέπε και εξ. (6.69) ] :

δ(ω-υλ) = ̂  δ(ω/υ - k)

Αρα η εξ. (6.76) γράφεται

V 4π

(6.77)

έ * ω < α > 0 )  =  3  ^ 5  V  J d k k 2  6 ( ^ - k >

- V 4 π , ω . ,  V , 3 . Πι  
"  3 (2π)3 υ ( υ )2 = 2π2 ( υ»)ω2 (6.78)

Αν η ταχύτητα των εγκάρσιων κυμάτων διαφέρει από των διαμήκων 
η εξ. (6.78) γενικεύεται στη μορφή

r

Λ 1 ,- *
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£(ω < ω 0) = ~ 2  ( ^ 3  + “ 3 ) ω 2 , £(ω>ω0) = 0 (6.79)

Αυτή είναι η προσέγγιση Debye του φάσματος συχνοτήτων στερεού και 
συγκρίνεται με τα πειραματικά δεδομένα στο Σχ. 6.4 . Αντικατάσταση της (6.79) 
στη συνθήκη (6.74) δίνει τη μεγίστη συχνότητα ω0 του φάσματος Debye

ω1) = ( ΐ8π2 ϋ \ 1 / 3 / _ 1 _  _ 2 _ y l /3  

ν  Κ  υι.3 υΤ3'
(6.80)

Η κατανομή (6.79) συναρτήσει της ω0 γράφεται 

9Ν ω2/ ω03 , ω < ωΰ 

0 , ω > coD
£(ω) = (6.81)

Τα αθροίσματα (6.71,72,73) μετατρέπονται σε ολοκληρώματα στο φάσμα 
Debyfe (9.81). Για τη θερμοχωρητικότητα π.χ. έχουμε [βλέπε Σχ. 6.5]

Τ3 Υ Γ, X4ex _ .Θγ
Cv = 9NkV  I  ^ ( Μ ) 2 - 3 N k F D( f ) (6.82)

Cy
3/?

X \Μ < \/.-V..,

■r’> j< \

Σ χή μ α  6.5. Σ ύγκριση  τη ς πρόβλεψ ης (6.82) το υ  μοντέλου  D ebye (συνεχής γραμμή) με 

πειραμ ατικά  δεδοαένα χαλκού (τρ ίγω να) κ α ι αργυλίου (κύκλοι). Η διακεκομμένη γραμμή είνα ι 

η πρόβλεψη (5.67) του μοντέλου Einstein.
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Η παράμετρος 0D = h coD/k είναι η θερμοκρασία Debye και FD(0D/T) είναι η 
συνάρτηση Debye.

Για υψηλές θερμοκρασίες (Τ »  ΘΒ) η συνάρτηση Debye αναπτύσσεται σε 
συναμοσειρά:

FD( τ?) = 1 - 2Q ( ^ ) 2+· · ·

και η (6.82) δίνει το νόμο Duloag - Petit

Cv (T » 6 D) » 3Nk (6.83)

Για χαμηλές θερμοκρασίες (Τ «  θ0) το άνω όριο του ολοκληρώματος
(6.82) τείνει στο άπειρο και το ολοκλήρωμα δίνει τη σταθερά 4π4/15. Αρα 
έχουμε το νόμο Debye - Τ3 [βλέπε Σχ. 6.6]:

Cv σ « θ 0) -  N k - ^ ( ^ ) 3

Σ χ ή μ α  6 .6 . Σ ύ γκ ρ ισ η  το υ  ν ό μ ο υ  (6.84) με 

π ε ιρ α μ α τ ικ ά  δεδο μ ένα  K Q  [K eesom  (1953)].

(6.84)

Παρατηρείστε ότι η φωνονική συνεισφορά (6.84) στη Cv κρυστάλλου είναι 
ανάλογη της φωτονικής θερμοχωρητικότητας: dj{WV) = 16σ Τ3/ c που προκύπτει 
από θερμοκρασιακή παραγώγιση της εξ. (6.69').

S\lR\/q
’i' \

"Γ ■ ,;
✓*
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Α. Σ Τ Α Τ ΙΣ ΤΙΚ Ε Σ  Δ ΙΑ Κ Υ Μ Α Ν Σ Ε ΙΣ  ΚΑΙ Σ Υ Σ Χ Ε Τ ΙΣ Μ Ο Ι

1. Δ Ι Α Κ Υ Μ Α Ν Σ Ε Ι Σ  Ε Ν Ε Ρ Γ Ε Ι Α Σ

Σε ένα σύστημα πολλών βαθμών ελευθερίας συμβαίνουν συνεχώς τυχαίες 
μεταπτώσεις μεταξύ των προσιτών μικροκαταστάσεών του ακόμη και στην 
κατάσταση ΘΙ, αρκεί να διατηρούνται οι κατάλληλοι νόμοι λεπτο-ισορροπίας 
[βλέπε §§ 5.Α.2, 6.Α.2]. Σε ένα θερμικό σύστημα Σ [Σχ. 6.1] οι τυχαίες 
μεταπτώσεις μεταξύ μικροκαταστάσεων (ψΓ) του συστήματος και {ψΓ2} του

λουτρού Σ2 συνοδεύονται συνήθους από τυχαίες ανταλλαγές ενέργειας [υπό 
σταθερή ολική ενέργεια Ε0 του Σ0 = Σ + Σ2]. Έτσι η ενέργεια του συστήματος

διακυμαίνεται και περιγράφεται από μία τυχαία μεταβλητή Ε που παίρνει 
διάφορες τιμές με πιθανότητες {pr = e ^ £r/Z).

Ό πως είδαμε στην εξ.(6.25), η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Ε 
θερμικού συστήματος είναι

Ένα μέτρο του εύρους των ενεργειακών διακυμάνσεων γύρω από τη στατιστική 
μέση τιμή Ε, για δεδομένη θερμοκρασία, είναι η μέση τετραγωνική απόκλιση (= 
δεύτερη κεντρική ροπή):

(6.85)

(ΔΕ)2 = <(Ε - Ε)2> = <Ε2> - <Ε>2 (6.86)

Έχουμε, λόγω των εξ. (6.86,85)

(ΔΕ)2 = Σ ( ε Γ-Ε)2ρΓ
Γ

= Σ  (% - Ε)2 ^  = Σ (εΓ - Ε)2 expi-β εΓ - ΙηΖ)
- L ·  r
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= ’ ^  lv = kT2 Cv (6’87)3β

Παρατηρούμε ότι η σχετική διακύμανση είναι

(ΔΕ)/ Ε = VkT^Cv /  Ε (6.88)

Επομένως, μακρυά από κρίσιμα σημεία απειρισμού της Cv , η σχετική 
διακύμανση είναι ανάλογη του Ν*1/2 (γιατί τα Cv και Ε είναι εκτατικά μεγέθη) 

και μηδενίζεται στο θερμοδυναμικό όριο V->oo, N/V -> σταθερά]. Έτσι 
δικαιολογείται στατιστικομηχανικά η επιτυχία της κλασσικής θερμοδυναμικής 
που ασχολείται πάντα με συγκεκριμένες (και όχι στατιστικές) τιμές των 
μακροπαραμέτρων.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 . Α κολουθώ ντα ς την προηγούμενη  μέθοδο ((6 .86) (6.87)] ν α  δ α χ θ ε ί ό τ ι

< (Ε  - Ε)3> = k2T 3 (2CV + Τ  ^ τ € ν ).

Α Σ Κ Η Σ Η  2. Ν α α π ο δε ιχθε ί η α να δρομ ική  σχέση

<(Ε  - Ε )" +1> = - 3β ·ί(Ε- Ε )">  - η <(Ε- Ε ) " 1»  θβ Ε  , η  2  1 (6.89)

2. Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Η Σ  Α Π Ο Κ Ρ Ι Σ Η Σ

Η μέθοδος παραγώ γισης της συνάρτησης επιμερισμού για  τον 
προσδιορισμό θερμικών μέσων τιμών είναι πολύ χρήσιμη. Έστω μία τυχαία 
μεταβλητή X του θερμικού συστήματος Σ(Τ). Αντί να βρούμε τη μέση θερμική 
τιμή <Χ> κατευθείαν από τον ορισμό (6.6), προσθέτουμε στη Χαμιλτόνια Η0 του

συστήματος ένα γραμμικό όρο ως προς X (αν τέτοιος όρος δεν υπάρχει ήδη 
στην Η0)

ΔΗ = - kT ΧΥ, Υ: παράμετρος (6.90)

Η τροποποιημένη Χαμιλτόνια είναι

ΗΥ = Ησ - kT ΧΥ (6.91)

Προσδιορίζουμε την τροποποιημένη συνάρτηση επιμερισμού

1
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Ζγ = Σ  εχρ(-β (V.Y)) = Σ  exp(-P ^  (V)) e*rY (6.92)
Γ Γ

όπου εΓ (V) είναι οι ιδιοτιμές της Χαμιλτονιανής Η0. Από την εξ. (6.92) 
προκύπτει <Χ> = 3Υ In Ζγ Ιγ=0, παραγώγιση της οποίας ως προς Υ δίνει

χ = 3Υ <Χ> ΙΥ=0 = <Χ2> - <Χ>2 (6.93)

Το μέγεθος χ είναι μια γενικευμένη επιδεκτικότητα (: στατιστική 
συνάρτηση απόκρισης). Η γενική σχέση (6.93) μεταξύ διακυμάνσεων του 
μεγέθους X και της γραμμικής απόκρισης της μέσης τιμής <Χ> στο "ερέθισμα” 
μεταβολής της παραμέτρου Υ, λέγεται Θεώρημα γραμμικής απόκρισης.

3. Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ι Σ  Σ Υ Σ Χ Ε Τ Ι Σ Μ Ο Υ

Μέχρι τώρα έχουν μελετηθεί στατιστικομηχανικά μεγέθη όπως η ολική 
ενέργεια, η εντροπία και η θερμοχωρητικότητα που αναφέρονται σε ολόκληρο το 
σύστημα. Η γνώση όμως που παρέχει η κανονική κατανομή (6.3) για τις 
μικροκαταστάσεις ενός θερμικού συστήματος Σ(Τ) επιτρέπει τον υπολογισμό και 
στατιστικών μεγεθών που αναφέρονται σε μέρος μόνον του συστήματος. Για 
παράδειγμα, αντί να αρκεστούμε στον υπολογισμό της ολικής μαγνήτισης (6.36) 
ενός συστήματος σπιν {sk}, μπορούμε να μελετήσουμε τον τρόπο συσχετισμού

δύο συγκεκριμένων σπιν μέσα στο σύστημα. Τέτοιου είδους προβλήματα 
ξεπερνούν τις δυνατότητες της κλασσικής θερμοδυναμικής, γιατί απαιτούν ένα 
μοντέλο μικροσκοπικής δομής του συστήματος για να απαντηθούν.

Έστω θερμικό σύστημα Σ(Τ), οι μικροκαταστάσεις του οποίου 
προσδιορίζονται από τις τιμές Ν μεταβλητών (Sj, s2, . . . , sN). Χωρίς βλάβη της
γενικότητας θεωρούμε αυτές τις μεταβλητές σαν μεταβλητές σπιν. Προσθέτουμε 
στη Χαμιλτόνια Η0 του συστήματος έναν όρο

Ν
ΔΗ = - kT Σ  Jj Sj

i=l
(6.94)
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αν δεν περιέχεται ήδη στην αρχική Χαμιλτόνια. Από τον υπολογισμό της 
συνάρτησης επιμερισμού

Z{Jj) = Σ  exp ( - βΗ0 + Σ Jj Sj) (6.95)
iSjJ j

προκύπτουν οι μέσες τιμές

1 dZ I 1 32Ζ I
<Si> ζ ajj -  ζ ajjdjj <,ι*=°· “■

Το στατιστικό μέγεθος

1 Θ"Ζ |
<s‘1 ίΓ ■ Sin> ■ Ζ aji r ..ajin

s  G(n)(i,, i2.......in) (6.97)

λέγεται π- σωματιδιαχή συνάρτηση συσχετισμού και είναι συνάρτηση των 
θέσεων των η σπιν. Από την (6.97) προκύπτει ότι η συνάρτηση επιμερισμού Z{Jj)
είναι η γεννήτρια συνάρτηση των G<">.

Όταν απουσιάζουν από τη Χαμιλτόνια όροι αλληλεπίδρασης (ιδ α ν ικ ό  
σύστημα), οι μεταβλητές του συστήματος είναι στατιστικά ανεξάρτητες:

<SjSj> = <Sj> <Sj> , V i, j = 1 + Ν (6.98)

To πρόβλημα των Ν σωμάτων ανάγεται τότε σε πρόβλημα ενός σώματος (βλέπε 
π.χ. (6.41)], και οι συναρτήσεις συσχετισμού G<»> δεν περιέχουν περισσότερη 
πληροφορία για το σύστημα από όση περιέχει η G<». Αυτό όμως δεν ισχύει σε 
αλληλεπιόριύντα συστήματα, όπως θα διαπιστώσουμε λεπτομερώς στην § 9.Β.2 

Ένα χρησιμότερο μέτρο συσχετισμού δύο αλληλεπιδρώντων σπιν Sj 
είναι η λεγόμενη συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού

GcO(j,j) = <SjS|> - <Sj> <Sj> (6.99)

H Gco  μηδενίζεται σε όλες τις περιπτώσεις που δεν υπάρχει αλληλεπίδραση των
σπιν [οπότε ισχύει η (6.98)], ενώ μπορεί να έχουμε GO (i,j) * 0 για ιδανικό 
σύστημα. Για παράδειγμα, στον ιδανικό παραμαγνήτη της §6.Γ.1 έχουμε GO 
(μ 1̂ 2) = <μι> <P2> = s2 t*z Bs2 (s V- ΒΛΤ) * 0 .  Η (6.99) γράφεται και ως εξής:

• I
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Gc<2> (i,j) = < (Sj - <Sj>) (Sj - <Sj>) > (6.100)

Η έκφραση αυτή φανερώνει ότι η Gc<2> δίνει το μέτρο του συσχετισμού των
διακυμάνσεων στις θέσεις i και j. Το μέγεθος αυτό προφανώς μηδενίζεται όταν 
το σπιν s* δεν αλληλεπιδρά με το σπιν Sj. Για τις συνδεμένες συναρτήσεις

συσχετισμού ανώτερης τάξης ισχύει

♦ · ·Λι) = <si s2‘ · ~ a d , ^1
3L, ”aji n (,i)=0

(6.101)
in

από την οποία προκύπτει ότι γεννήτρια συνάρτηση των Gc<n) είναι ο λογάριθμος 
lnZ{Jj). Βλέπε π.χ. Binney (1992) για τη γενική απόδειξη της προηγούμενης 

πρότασης.

Α Σ Κ Η Σ Η . Να δειχΟεί ό τ ι ισχύει

Gc<2>(i.j) = d z j iS )  I  In Z (Jk }] 1( , . )=0 (6.102)

Ε. Σ Τ Α Τ ΙΣ Τ ΙΚ Ο Ι Τ Ε Λ Ε Σ Τ Ε Σ

L  Γ Ε Ν Ι Κ Ε Σ  Σ Χ Ε Σ Ε Ι Σ

Η κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 

{ I r  > · pr = β-βετ/ Ζ , H l r >  = er l r >  } (6.103)

κβαντικού συστήματος Σ σε θερμική επαφή με δεξαμενή θερμότητας Σ2(Τ) είναι 
ένα παράδειγμα στατιστικού μείγματος γνήσιων κβαντικών καταστάσεων

I n> = { I r > : ρΓ = δ„Γ) (6 .103)
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ι. ΚΑΝΟΝΙΚΟΣ ΤΕΛΕΣΤΗΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ

Το στατιστικό μείγμα (6.103) μπορεί ισοδύναμα να περιγραφεί από τον 
θερμικό τελεστή

Ρτ η Σ 1 γ> ργ< γΙ, ρ,. = εΦτ/ Ζ 
r

που ονομάζεται κανονικός τελεστής πυκνότητας.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 1. Η εξ. (6.104) γενικεύεται για κάθε στατιστικό μάγμα 

| l r > :  Ρ|· *δ„Γ . Σ Ρ γ= 1 ·

ή γνήσιο κατάσταση (6.103') και ορίζει τότε τον τελεστή πνχνότητας ρ.

(6.104)

«6.10»*).

ΑΣΚΗΣΗ I. Να δειχΟεί ότι ισχύει

Ρ2 = Ρ (6.105)

για οποιαδήποτε γνήσια κβαντική κατάσταση.
^  *

ΑΣΚΗΣΗ 2. Να αποδειχθεί η σχέση

Tr(p2) S 1 (6.106)

Πότε ισχύει η ισότητα; Υπενθυμίζεται ότι ΤΥ A * Σ,. <r1 Α Ιι> είναι το ίχνος του τελεστή Α.

ΑΣΚΗΣΗ 3. Να δειχθεί ότι ισχύει ΊΥ (ΑΒ) = ΤΥ (ΒΑ).

ΑΣΚΗΣΗ 4. Να δειχθεί ότι το ίχνος ΊΥ Α είναι ανεξάρτητο από την αναπαράσταση ίσο τελεστή. 
(Λ ύ σ τ\. ΤΥ A = ΣΓ <rlAtr> = Σ,. Σ| <rlAQ> <11τ> = Σ| ΣΓ <1 trx r l A Q> = Xj <1ΙΑΙ 1>.

Ίδια απόδειξη ισχύα και για συνεχή βάση (Ι&>), αρκεί να συγκλίνει βέβαια το ολοκλήρωμα 
Tr A = Jda<al A la> ].

•Λ

Λ• ίν
J
is
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Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η  2 .  Η ανα πα ράσ τασ η  το υ  τελεστή p σε μ ιά  βάση το υ  χώ ρ ο υ  H ilbert λέγετα ι 

π ί ν α κ α ς  τ τ υ κ ν ό τ η τ α ς  [βλέπε π .χ . Βαγιονάκη (1992)]. Στη διεθνή β ιβλιογραφ ία  συχνά  ο ίδ ιο ς  ο  p 

ονομάζεται π ίνα κ α ς πυκνότητας.

Σε κάθε κατάσταση, γνήσια (6.103') ή μείγμα (6.104'), η στατιστική μέση 
τιμή ενός μεγέθους Α στο οποίο αντιστοιχεί ο τελεστής Α είναι

<Α> = Σ  ΡΓ < γ ΙΑΙγ>  (6.107)
r

Συνεπώς ισχύει

<Α> = Σ  Σ  Σ  <ί,Γ> P r < nm xm lΑ Ι1> = Σ  <1! Ρ Im xm l Α Ι1>
r i m  l,m

--
= £  <1ΙρΑΙ1> = Tr (pA) (6.108)

1

Όταν κατάσταση του συστήματος είναι η γνήσια κβαντική (103'), η έκφραση
(6.107) δίνει την κβαντική μέση τιμή (2.42) για 11> = Ιψ>.

Α Σ Κ Η Σ Η  5. Να υπολογισθεί η μέση τιμή του  σ π ιν  < Τι σ7 2 > ηλεκτρονίου [όπου 

σ = (ox ,Oy,a7) στη βάση {s7J  - βλέπε εξ. (2.31, 32) ] σε δυό περ ιπ τώ σ εις  π ίνα κ α  π υ κ ν ό τ η τ α ς :

Να διερευνηθεί αν το  ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε γνήσ ια  κατάσταση ή μείγμα. 

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η  3 .  Ο  θερμικός τελεστής (6.104) γράφ ετα ι ισοδύναμα

ΡΤ = 1 Σ  CXP ("β ε τ ) ,r> <rl = Ζ ' 1 exp (-β Η )
r

(6.109)

Αρα ισχύει

iPT . H J = 0 ( 6 .1 0 9 )
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ΑΣΚΗΣΗ 6, Να αποδειχΟεί ότι κάθε τελετής πυκνότητας είναι κανονικοποιημένος:

Τ γ ρ  = 1 (6.110)

Ο μιχροχανονιχός τελεστής πνχνότητας ορίζεται για απομονωμένο 
σύστημα σε κατάσταση ΘΙ με ενέργεια στο διάστημα [Ε, Ε+δΕ] και στατιστικό 
βάρος Ω [ βλέπε εξ. (6.104,104 \  5.2) ] :

Ρε ~
Σγ Ιγ> ^ < γΙ > Ej ε  [Ε, Ε + δΕ] 

0 , ε ^ Ε ,  Ε + δΕ]
(6.111)

To ket Ιγ > είναι ιδιοκατάσταση του κύριου Χαμιλτόνιου τελεστή Η0 με 
ιδιοτιμή ε,..

ΑΣΚΗΣΗ 7. Να υπολογισΟεί το Ιχνος Tr p£.

Η. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΣ ΤΕΛΕΣΤΗΣ BOLTZMANN

α. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ
#

Η συνάρτηση επιμερισμού γράφεται

Ζ = Σ  e-PEr = £< rlePH Ιγ> = Tr e PH = Tr ρ 
r r

(6.112)

Ο τελεστής

ρ = β-ΡΗ (6.113)

είναι ο στατιστικός τελεστής Boltzmann με κύρια ιδιότητα την (6.112). Από τις 
εξ. (6.109,112,108) προκύπτουν οι σχέσεις

*· = τ η '  < Α > = Ίτ % Γ  · [β · Η1 = 0 <6114>

Στην αναπαράσταση ενέργειας έχουμε

ρ „ ι  =  < n l e -0H ll>  =  δ η1 e -0En = >  4 ^  =  6„ i  e # n  ( -  ε „ )
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Συνεπώς ισχύει η τελεστική διαφορική εξίσωση

J j^ =  - Η ρ = - ρ Η, ρ (β ^ 0 )  = 1 (6.115)

Η εξ. (6.115) λέγεται εξίσωση Bloch [Bloch (1932)]. Η συνθήκη ρ(β -»0) 
= 1 εκφράζει την ισοπιθανότητα των μικροκαταστάσεων I r  > σε άπειρη 
θερμοκρασία.

β. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΘΕΣΗΣ

Η εξίσωση Bloch (6.115) στη βάση μονοδιάστατης θέσης

οο

{ lx>: <χΙ χ> = δ(χ- χ) ,  Jdxlx><xl = 1 } (6.116)
— οο

για ελεύθερο θερμικό σωματίδιο γίνεται 

<xl©(β)1χ' >Ξ ^ρ(χ,χ';β)

= -Η χ ρ ( χ , χ ' ; β )  (6.117)

με "αρχική" συνθήκη ρ(χ, χ ' ;  0) = δ(χ - χ ' ) .  Ηχ = - (h2/ 2m) 9Χ2 είναι η 

αναπαράσταση του τελεστή Η στη βάση (6.116).

γ. ΕΛΕΥΘΕΡΟ ΘΕΡΜΙΚΟ ΣΩΜΑΤΙΔΙΟ

Το μαθηματικό πρόβλημα "αρχικών" (β=0) τιμών (6.117) έχει λυθεί στο 
μονοδιάστατο πρόβλημα γνήσιας διάχυσης της §3.Α.2, από το οποίο συνάγουμε

-1/2 2
ρ(χ,χ' ; β) = (4πϋβ) ex p [-(χ-χ )/4ϋβ ], D = h2/2m (6.118)

Σε τρεις διαστάσεις (Σχ.5.4 με L-> °») η εξίσωση Bloch γίνεται 

3βρ(χ,χ ' ; β )  = ϋ  ν2 ρ (χ ,χ ' ; β )  (6.119)

με συνθήκη άπειρης θερμοκρασίας
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ρ(χ,  χ ' ; 0) = δ(χ-χ') (6.120)

Διαχωρισμός των μεταβλητών στις εξ. (6.119, 120) οδηγεί στην προφανή 
γενίκευση της (6.118), δηλαδή στην τρισδιάσταση λύση

ρ(χ, χ ' ;  β) = (4πϋβ)’3/2 exp [-(x - x ' )2/4Ε>β] (6.121)

Ποιά είναι η φυσική σημασία των στοιχείων πίνακα ρ (χ \ χ ';  β) s  <χ Ιρ 
bt'> και της συνθήκης (6.120);

Ας θεωρήσουμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες (5.26) και (αρχικά) 
πεπερασμένο L στο Σχ.5.4, ώστε να ισχύει το διάκριτο φάσμα ορμών (pn = hkn )

της εξ. (5.28). Από τον ορισμό (6.113) έχουμε

<Χ ΙρΙχ '> = Σ«X ίρΠ><ΡπI?'>)e-0Pn2/2m (6.122)
Pn

Το θερμικό σωμάτιο-κυματοπακέτο υπόκειται σε έμφυτες κβαντικές διακυμάνσεις 
(λόγω αβεβαιότητας Heisenberg) και σε θερμικές στατιστικές διακυμάνσεις 
Boltzmann (λόγω του λουτρού θερμοκρασίας Τ). Ο πρώτος παράγοντας, (...), 
στην (6.122) είναι το έμφυτο πλάτος πιθανότητας να μεταβεί το σωμάτιο από 
τη θέση χ*' στη θέση χ με ορμή pn αν δεν υπήρχε λουτρό. Ο εκθετικός

παράγοντας αναλογεί στο Θερμικό στατιστικό βάρος της ενδιάμεσης 
μικροκατάστασης lpn> [γιατί σύμφωνα με την κατανομή Boltzmann όσο πιο 
μεγάλο είναι το μέτρο lpnl τόσο πιο απίθανο είναι να βρεθεί το σωμάτιο με ορμή 

ρ]. Αρα η συνάρτηση ρ(3Γ, χ*' ;  β) δίνει το ολικό πλάτος πιθανότητας για τη 
μετάβαση χ '-^ χ  παρουσία λουτρού θερμοκρασίας Τ, άσχετα από την ορμή 
]Jn με την οποία γίνεται αυτή η μετάβαση.

Σε πολύ υψηλή θερμοκρασία (Τ-><») οι θερμικές διακυμάνσεις ορμής είναι 
τεράστιες και ισοπίθανες. Αρα η αβεβαιότητα (Apj) κάθε συνιστώσας ορμής είναι 
πολύ μεγάλη (-♦«>), οπότε οι σχέσεις αβεβαιότητας Heisenberg (2.47) δίνουν 
σχεδόν μηδέν αβεβαιότητα αντίστοιχης θέσης (AXj -+ 0 , i= 1, 2, 3): το σωματίδιο 

είναι εντοπισμένο στην αρχική θέση χ = χ*' όπως απαιτεί η συνθήκη (6.120). 
Καθώς ελαττώνεται η θερμοκρασία, ο παράγοντας Boltzmann στην (6.122) 
περιορίζει όλο και περισσότερο την αβεβαιότητα ορμών, οπότε η αβεβαιότητα 
θέσης (Axif i=l ,2,  3) όλο και αυξάνει, όπως απαιτεί η "καμπάνα" μοναδιαίου

εμβαδού (6.121) [βλέπε Σχ.3.2 : t -*β].
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Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Με βάση την έκφραση (6.112) ν α  υπολογισΟεί η συνάρτηση επιμερισμού ελεύθερου 

θερμικού σω μ ατιδ ίου  σε μακροσκοπικό δοχείο  όγκου V. Σ υμ φ ω νεί το  αποτέλεσμα με την εξ. 

(6.40);

Α Σ Κ Η Σ Η  2. Να δειχΟεί ό τι πράγματι η εξ. (6.122) δ ίνε ι την (6.121) στο μακροσκοπικό όριο .

2. Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ι Α Κ Ο  Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω Μ Α

Ο τελεστής ρ = e-β*1 μπορεί να θεωρηθεί ως τελεστής χρονικής εξέλιξης 
e - iH i /h =  u t στην εξ.(2.18), αλλά σε φανταστικό χρόνο

•*c r
t = - ί ϋβ (6.123)

Με αυτή την αντικατάσταση η εξίσωση Bloch (6.115) μετασχηματίζεται στη 
γνωστή διαφορική εξίσωση της κβαντικής μηχανικής

3 Ut _ 
3t “ (6.124)

που προκύπτει από τη χρονική παραγωγό της εξ. (2.18). Η τυπική αυτή 
ομοιότητα επιτρέπει την αντιμετώπιση προβλημάτων της στατιστικής 
θερμοδυναμικής με έννοιες και μεθόδους "δανεισμένες" από την κβαντική 
φυσική. Μιά τέτοια έννοια είναι το συναρτησιακό ολοκλήρωμα Feynman.

Ο τελεστής ρ γράφεται

ρ(β) = (e-PH/n )η s  e -eH ε -εΗ ... ε -εΗ (6.125)

όπου ε = β/ η και η θετικός ακέραιος. Στην αναπαράσταση θέσης (6.116) 
έχουμε

ρ(χ, χ ';  β) = <χ I ρ(β)1χ' >

= <xl e eH · l n_i · e-*H ....12 · e eH l j  · e-eH I χ ' >

To σύμβολο lj είναι ο μοναδιαίος τελεστής στη σχέση πληρότητας της εξ. (6.116):
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οο

lj  =  J dXj IXj >  < x j l  , j  =  1 ,2 . . . n - 1
— oo

Επομένως ισχύει η συναρτησιακή ταυτότητα

οο οο οο

0(χ. χ '  ; β )  =  J  d X j J  d x 2 . . .  J  d x n . !  ρ ( χ , χ η _ι; ε )  O iX n -i. *0-2: ε )
-  οο — οο — οο— ΟΟ

. . . Ο ί χ , , χ ' - . ε ) (6.126)

Για ελεύθερο σωμάτιο η (6.126) είναι ένας "περίεργος" τρόπος να εκφράσουμε το 
γνωστό αποτέλεσμα (6.118).

Στο Σχ. 6.7 δίνεται μια γραφική αναπαράσταση της υπό ολοκλήρωση 
συνάρτησης στην ταυτότητα (6.126). Το σωματίδιο ξεκινάει από τη θέση χ ' 
σε "χρόνο" β=0 (δηλαδή σε άπειρη θερμοκρασία) και φθάνει στη θέση x σε 
"χρόνο" β (= Ι/kT) περνώντας διαδοχικά από τις ενδιάμεσες θέσεις Xj, x2..... ,χη_ι

που ορίζουν μιά "τροχιά". Το συνολικό πλάτος πιθανότητας είναι το άθροισμα 
των πλατών πιθανότητας για όλες τις δυνατότητες "τροχιών" που αρχίζουν από 
τ ο χ '  και καταλήγουν στο χ σε "χρόνο" β.

Στο δεσμευμένο όριο

ε - » 0 ,  η -»«>, ε η = β = σταθερό (6.127)

η ταυτότητα (6.126) περιλαμβάνει άπειρο αριθμό ολοκληρώσεων και οδηγεί στο 
συναρτησιακό ολοκλήρωμα

Τα σύμβολα Δ ' , Λ εκφράζουν τα συναρτησιακά όρια [υπό την προϋπόθεση 
(6.127)]:

Δ ' [ χ ( β > ]  =  l i m  d x j d x 2 . . .  d x n . j  =  l i m  4 , ' ,

(6.128)

Δ [ χ ( β ) ]  s  l i m  ρ ( χ , χ η . ι ; ε ) . . . ρ ( Χ ι ^ ( ' ; ε ) (6.129)
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Για ελεύθερο σωμάτιο γνωρίζουμε από την εξ. (6.118) ότι ισχύει

- [ - Λ * - ' *  ] (6-130)

Σ χή μ α  6.7. Γραφική α ναπαράσ τασ η  

ενός "δρόμου διάδοσης" ( χ ' ,0) -> (χ,β) 

θερμικού  σ ω μ α τιδ ίο υ  στη δ ια δ ικ α σ ία  

(6.126).

Ενσωματώνουμε τον παράγοντα (m/2πΛ2ε)Π/2 στο νέο διαφορικό μέτρο Δη

Δη ' = (m/2nh2£) nfi Δα (6.130' )

και παίρνουμε στο όριο (6.127):

Λ> [χ(β)] = lim exp{- [( X~XlH)2 +····+ ( Χ’ )2] }

= exp {- j ^ [ χ ( β ) ] 2 όβ} (6.131)

Αντικατάσταση των (6.129-131) στην έκφραση (6.128) δίνει το συναρτησιακό 
ολοκλήρωμα ελεύθερου θερμικού σωματιδίου

ρ«(χ*χ ;β) = ν ^ β  exP [ - (χ - χ ' )2 Ϊ Ρ β ]

= Π  4 [χ(β)] exp { - |  &  [χ (β)]2 Φ  } (6.132)
ο Lxr

όπου Δ [χ(β)] = lim Δη, . Το μέγεθος (m/ 2ί?) [χ (β)]2 αντιστοιχεί στην 

κινητική ενέργεια της αντίστοιχης κβαντομηχανικής έκφρασης για τον διαδότη 
ελεύθερου σωματιδίου [βλέπε π.χ. Feynman (1965,1972), Sakita (1985)].
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3 . Θ Ε ΡΜ ΙΚ Η  Σ Υ Ν Α ΡΤ Η Σ Η  G REEN " -  *'< . /

' Γ ' ΐ  : : "■ :Λ
ί. ΕΛΕΥΘΕΡΟ ΣΩΜΑΤΙΔΙΟ /  '

Η εξίσωση Bloch (6.117) γράφεται

(3β - D θχ2) ρ0( χ , χ ' ; β) = 0  , D = l?/2m  (6.133)

Η θερμική  συνάρτηση G reen π ο υ  ορ ίζετα ι ω ς

ρ„( χ , β Ι χ ' , β '  =  0) =  ρ0( χ ,  χ ' ; β )  θ ( β - β ' ) ,  (6.134)

σ υμ περ ιλαμ βά νει τη ν  "αρχική” συνθήκη ρ (χ .χ ' ;0) =  δ (χ  - χ  ' ) κ α ι τη  δ ια τα κ τική  

συνθήκη β  >  0. Η συνάρτηση θ (β  - β ' )  έχε ι τη  γνω στή  βηματική μορφή H eaviside 
[ Θ ( χ ) = Ι  γ ια  χ > 0 ,  = 0  γ ια  χ < 0 ]  με την ιδ ιότητα

3 β Θ ( β - β '  ) =  δ ( β - β )  ,(6 .1 3 5 )

Α Σ Κ Η Σ Η .  Να δ&χΟεί ό τ ι ιο χ ν α  ^

0 β - 0  3 2Χ) 0 ο(Χ .β < Χ '. β  ) = δ ( Χ - Χ  ) δ φ - β  ) (6.136)

♦

Η. ΔΕΣΜΙΟ ΣΩΜΑΤΙΔΙΟ

Έ σ τω  σ ω μ α τίδ ιο  κ ινούμ ενο  σε εξω τερικό  δυ να μ ικ ό  φ = ό (χ ) . Η  τελεστική 

εξίσω ση Bloch (6.115) στην αναπαράσταση θέσης (6.116) γίνεται

[3 β  - + 6 ( χ ) ] ρ ψ ( χ . χ ' ; β ) = 0  (6.137)

Η αντίστοιχη θερμική συνάρτηση Green π ο υ  ο ρ ίζ ετα ι:

ρ φ ( χ , β Ι χ ' , β  = 0 )  s  ρψ( χ . χ ' ; β ) θ ( β - β · )  Ι Η  Γ  (6.138)

ο δ η γεί ό π ω ς στην προηγούμ ενη  άσκηση στη  μη ομογενή γραμμική διαφορική 
εξίσω ση

[Θ β -Ο θ 2,  + φ ( χ ) ] ρ ^ ( χ , β ΐ χ ’ . β ' )  =  δ ( χ - χ  ) δ ( β - β ’ )

6 Θ Ε Ρ Μ ΙΚ Ο  Σ Υ Σ Τ Η Μ Α

( 6 .1 3 9 )
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4. Ι Σ Ο Δ Υ Ν Α Μ Η  Ο Λ Ο Κ Λ Η Ρ Ω Τ Ι Κ Η  Ε Η Ι Σ Ω Σ Η

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης (6.139) ανάγεται στο πρόβλημα επίλυσης 
της ολοκληρωτικής εξίσωσης

ρ φ ( χ ,β ΐ χ ' ,β ' )  = ρ0 ( χ ,β Ι χ ' ,β '  ) +

οο ΟΟ

- JdX) {Φι ρ()(X,βΙΧι,βι) φ(Χι) ρφ(Χι,βιΙχ',β ') (6.140)
— οο — οο

Πράγματι, εφαρμογή στην (6.140) του διαφορικού τελεστή (3β - D32x) μας 
βεβαιώνει [λόγοι της (6.136)] ότι κάθε λύση ρφ της ολοκληρωτικής εξ. (6.140) 

επαληθεύει και τη διαφορική εξ. (6.139).

ΐ. ΑΝΑΔΡΟΜΙΚΗ ΣΧΕΣΗ

Με σκοπό να  λύσουμε την (6.140) επαναληπτικά, σχηματίζουμε την 

αναδρομική σχέση
ρ<")φ ( χ , β ΐ χ ' , β ' )  = ρ0 ( χ ,β ΐχ ' β ' )  +

ΟΟ οο

- 1*1 ί φ ι  ρ0( χ,βΙΧι,βι)φ(Χι) ρ("-»φ( χ ι,βι| χ \ β ' )  (6.141)
— οο — οο

όπου ρ(0)ψΞ ρ0 και η = 1 ,2  ,... είναι η διαδοχική τάξη προσέγγισης (στο όριο  
η_»οο) της λύσης.

ii. ΔΙΑΤΑΡΑΚΤΙΚΟ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ

Η λύση της ολοκληρωτικής εξ. (6.140) σε πρώτη τάξη ως προς το δυναμικό 
φ(χ) προκύπτει από την αναδρομική σχέση (6.141) Ιη=1

0(1)φ (Χι ,βΙχ \ β ' )  = ρ0 (Χ,βΙχ',β ') +
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©Ο ΟΟ

- J dxj Jdpi ρ0 (χ ,β ΐχ ι ,β ι )  Φ(Χι) <6 1 4 2 >
-  οο -  ΟΟ

Το Σχ. 6.8 δίνει μια διαγραμματική απεικόνιση του αναπτύγματος (6.142). 

Το σωματίδιο εκτελεί τη θερμική μετάβαση ( χ ' , β ' ) -> (χ. β) σφού "σκεδαστεί” το 
π ολύ  μία φορά σε κάθε σημείο ( χ ^ β ι )  από το δυναμικό φ ι= φ (Χ ]) . Η 

συνάρτηση ρ0( χ, β Ιχ ' , β ')  είναι ο  ελεύθερος  "διαδοτης" σ ’ αυτή τη θερμική 

"κίνηση". Αντικατάσταση της λύσης (6.142) στην αναδρομική σχέση (6.141) Ιη-2  

δίνει τη δεύτερης τάξης λύση της ολοκληρωτικής εξ. (6.140), όπου το σωματίδιο 

"σκεδάζεται" το πολύ δύο φορές κ.ο.κ.

Σ χ ή μ α  6 .8 . Θ ερμ ικά  δ ι α γ ρ ά μ μ α τ α  τ ύ π ο ν  F e y n m a n  σε πρώ τη  ό ια τα ρ α κ τικ ή  τάξη  ω ς  π ρ ο ς  το

εξω τερ ικό  δυνα μ ικό  φ(χ).

Α ν εκφράσουμε κάθε ελεύθερο "διαδότη" των διαδοχικών προσεγγιστικών 
λύσεων {ρ<ι>ψ, ρ^ψ, κ.λ.π.) ως συναρτησιακό ολοκλήρωμα, όπως στην εξ. (6.132), 
παίρνουμε στο όριο η -*»  τη ζητούμενη λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (6.140) 

στη μορφή °(Ασκηση):

ο« ( χ. βΐ χ \  β )

( X β) β
= Π  4 [ χ ( β ) ] β χ ρ { - {  ( Ι β ( § Ι χ ( β ) ] 2  + ψ [χ(β)])} (6.143)

( χ'ΤβΊ β '

Δ ιαπιστώ νουμε ότι η συνάρτηση ρ0(χ. βΙ χ ' ,  β ' = 0). που  δίνει την 

πιθανότητα μετάβασης δέσμιου θερμικού σωματιδίου από τη θέση χ ' στη θέση χ, 
εκφράζεται ισοδύναμα a r c  ω ς λύση της διαφορικής εξίσωσης Green (6.139) είτε  

ω ς λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (6.140) a r c  ως συναρτησιακό ολοκλήρωμα
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Feynman (6.143) [βλέπε Wiegel (1986)]. Η προηγούμενη ανάλυση εύκολα 
γενικεύεται σε περισσότερες από μία διαστάσεις.

Σ Τ .  Μ Ε Τ Α Β Λ Η Τ Ι Κ Η  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι Σ Η

1. Μ Ε Γ Ι Σ Τ Ο Π Ο Ι Η Σ Η  Τ Η Σ  Ε Ν Τ Ρ Ο Π Ι Α Σ

Μεγιστοποίηση της εντροπίας (5.7) με τον περιορισμό διατήρησης της 
πιθανότητας

Ω
Σ  Pr = 1, Bj. g [Ε, Ε+δΕ] (6.144)

γ=1

σημαίνει

6 ( - k L p rlnpr + λ ι Σ ρ Γ) = 0 (6.145)
r r

Η παράμετρος λ ι  είναι ο π ο λ λ α π λ α σ ι α σ τ ή ς  L a g ra n g e  που επιτρέπει την 
ανεξαρτητοποίηση των μεταβολών {δρΓ} από τον δεσμό (6.144) και οδηγεί πολύ 

εύκολα στη μικροκανονική κατανομή (5.2).
Μεγιστοποίηση της εντροπίας, όταν εκτός από διατήρηση της πιθανότητας 

επιβάλουμε και διατήρηση της μέσης ενέργειας :

Σ  εΓρΓ = Ε = σταθερά (6.146)
Γ

σημαίνει (για κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων λχ, λ2) ανεξαρτησία των 
διαφορικών {δρΓ} στη μεταβλητική έκφραση

δ (- k Σ  pr In ρΓ + λ̂  Σ  ρΓ + λ2 Σ  εΓ ρΓ) = 0 (6.147)
r  r  r

και οδηγεί στην κανονική κατανομή (6.3). [Βλέπε και ασκήσεις,στη σελ. 207].
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Ο ι π ο λλα π λα σ ια σ τές  Lagrange π ροσ δ ιορ ίζοντα ι α π ό  τη σύγκριση  
στατιστικών και θερμοδυναμικών μεγεθών [βλέπε π.χ. Schrodinger (1967)].

2 .  Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  B O G O L I U B O V

Το θεώρημα αυτό είναι ανάλογο του παραλλακτικού θεωρήματος Ritz στην 

κβαντομηχανική. Ας θεωρήσουμε ένα θερμικό σύστημα Σ(Τ) με Χαμιλτόνια

Η = Η0 + Hj (6.148)

όπου Η0 αντιστοιχεί σε ένα επ ιλύσ ιμ ο  μοντέλο. Συνήθους ο  όρος Η0 περιγράφει 
κ ά ποιο  ιδανικό σύστημα Σ0 (Τ) και ο  Hj περιέχει την αλληλεπίδραση  

(διαταραχή). Κατά κα νόνα  το  μοντέλο Η είνα ι άλυτο, αφ ού τα επιλύσιμα  

π ρότυπα  αλληλεπιδρώ ντω ν σω ματιδίω ν είνα ι ελάχιστα. Επιδιώ κεται η 

ανάπτυξη μ ιας βελτιστοποιημένης προσεγγιστικής λύσης του προβλήματος
(6.148). Ορίζουμε

ώστε να  έχουμε συνεχή μετάβαση από το επιλύσιμο πρόβλημα Η0 =  Η(0) στο μη 

επιλύσιμο Η0 + Hj = Η(1) για λ € [0,1].

Η συνάρτηση επιμερισμού που αντιστοιχεί στη Χαμιλτόνια Η(λ) είναι

όπου Γ(λ)°= - kT In Ζ(λ) είναι η στατιστική ελεύθερη ενέργεια [Helmholtz (6.19) 

για ρευστά,ή Gibbs (6 .19 ') για  μαγνητικά υλικά] που αντιστοιχεί στην (6.149).

Α Σ Κ Η Σ Η. Αν [ Η0, Η j ] = 0, να αποδειχθοΰν οι εκφράσεις

Η(λ) = Η0 + λ Η ι (6.149)
#

Ζ(λ) = Tre-P»ft> = e-P'W (6. ISO)

(6.151)

(6.152)

Η περίπτωση [ Η0. H J J *  0 ζητείται να αντιμετωπισΟεί στο Πβλ. 11-27.
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Αμεση συνέπεια της ιδιότητας (6.152) είναι 

9λ2F (Τ ,ν,λ) ^ 0 , V λ ε  [0,1 ] (6.153)

Αρα ισχύει (βλέπε Σχ. 6.9):

F(k) < F0 + λ 3 ) / Ι  , λ ε  [0,1] (6.154)

Από τις εξ. (6.154,151) προκύπτει η ανισότητα Bogoliubov

F <  F0 + <Η , > 0 (6.155)

Στο μεταβλητικό θεώρημα (6.155) F είναι η άγνωστη ελεύθερη ενέργεια του  
συστήματος Σ(Τ), F0 είναι η γνωστή (αδιατάρακτη) ελεύθερη ενέργεια του 

συστήματος Σ0(Τ), και

ΤτΗ,ε-βΗ ο
— ~<Η ι> ο -  Tre-PHo

Σ χή μ α  6.9. Γραφική απόδειξη  

της α νισότητας Bogoliubov.

(6.156)

είναι η μέση τιμή του διαταρακτικού όρου Hj ατοσύστημα Σ0(Τ).

Α ν η επιλύσιμη Χ αμιλτόνια  εξαρτάται από μία (ή περισσότερες) 
παράμετρο α: Η0 = Η0(α), τότε η ανισότητα (6.155) γράφεται ισοδύναμα

F [Η] < F0[H0( α)] + < Η - Η0(α) > 0 = Φ (α) (6.157)

Η βέλτιστη προσέγγιση  στην άγνωστη συνάρτηση F [Η] είναι το ελάχιστο άνω  
φράγμα  Φ(άΜΙΝ):

F[H ] -  Φ(άΜΙΝ) = Μίηα {Φ(α)} (6.158)
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♦ Παράδειγμα. Θερμικό σωματίδιο σε τετραδύναμο δυναμικό

Έστω σωματίδιο κ ινούμ ενο  σε θερμικό περιβάλλον (Τ) με δυναμική  

ενέργεια U(x) = νχ4, ν  > 0. Αυτό το κβαντο-στατιστικό πρόβλημα ενός βαθμού 

ελευθερίας δεν είνα ι ακριβώ ς επιλύσιμο. Θα το λύσουμε προσεγγιστικά  
διαλέγοντας εκείνη τη συνάρτηση δυναμικής ενέργειας U0 (χ ; α) = 1 /2  ma2 χ2

που δίνει τη βέλτιστη προσέγγιση (6.158). Από το επιλύσιμο πρόβλημα απλού  
αρμονικού ταλαντωτή (σ. 164) γνωρίζουμε ότι ο όρος F0 στη σχέση (6.155) είναι

ο©
F0 [Η0(α)] = - kT In Σ e-Pha<n+W) = kT In (ev/2 .  t -ιΠ) (6 . 159)

n=o

όπου ν = pFia. Ο διαταρακτικός όρος <H !> 0 είναι, λόγω των εξ. (6.107,3)

< Η - Η0(α) > 0 = < ν χ « -  i  ma2x 2 > 0

οο οο

= [ Σ e-v»]-1 Σ <n I ν  χ4 - ~  ma2 χ2 1 n> 0 e-Y" (6.160)
n=o n=o L

Εκφράζουμε τον τελεστή χ = (2m a/ fi ) 1/2 ( a  + a+ ) συναρτήσει των 

τελεστών δημιουργίας (ά +) και καταστροφής (α) αρμονικού ταλαντωτή [βλέπε 

π.χ. Ταμβάκη(1990)], οπότε βρίσκουμε την κβαντική μέση τιμή στην εξ. (6.160)

< n Ι....Ι η> 0 = y  h2(n(m a )2 ^  ~ γ  h a (n + l/2 ) (6.161)

Οι στατιστικές μέσες τιμές < η > 0 και < η 2 > 0 στην εξ. (6.160) υπολογίζονται ως 

εξής (Ασκηση):

< n 2 >0 =
9 < n >  
d(- γ) + < n > 0 2

e v + l
(e Y -1 )2

Αντικατάσταση των (6 .159+ 162) στην ανισότητα (6.157) δίνει

(6.162)

Φ(α) = kT In (βνβ  - e -γΛ) +
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3vfi2 ( 
+ 4(m a)2 I (6.163)

Η ελαχιστοποίηση {3αΦ (α) = ο, 32αΦ(α) > 0} της προηγούμενης έκφρασης

δίνει με αριθμητική μέθοδο την τιμή a  , την οποία  αντικαθιστούμε στη εξ. 
(6.163) και βρίσκουμε την προσεγγιστική λύση (6.158) του προβλήματος. ♦

Α Σ Κ Η Σ Η .  Ν α λυθεί το  πρόβλημα  του  προηγούμενου  π α ρ α δ ε ίγμ α το ς  στην π ερ ιο χή  π ο λ ύ  

υψηλών θερμοκρασιών.





Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ

7

Κ ΛΑΣΣΙΚ Η  ΣΤΑ ΤΙΣΤΙΚ Η
Μ Η Χ Α Ν ΙΚ Η

Α . Κ Λ Α Σ Σ Ι Κ Ο  Ο Ρ Ι Ο  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Η Σ  Ε Π Ι Μ Ε Ρ Ι Σ Μ Ο Υ

1. Ι Δ Α Ν Ι Κ Ο  Α Ε Ρ Ι Ο

Θεωρούμε Ν ταυτοτικά μόρια τελείου κβαντικού αερίου (ΤΚβΑ) στο κυβικό 
δοχείο του Σχ.5.4 με περιοδικές συνοριακές συνθήκες. Αμελούμε το σπιν για  

απλούστευση του ενδιάμεσου φορμαλισμού χω ρίς βλάβη του τελικού  
συμπεράσματος (7.17).

Στην αναπαράσταση θέσης

( Ι γ , , r 2,...,rN > = l r N >:  |  Ιγ ν χ )3ν γ< γ Ν| = ι ,

<7*Ν | γ*' Ν > = δ (ϊ?Ν - Ϋ Ν ) } (7.1)

οι ιδιοσυναρτήαεις του Χαμιλτόνιου τελεστή του αερίου

Ν
(7.2)

είναι
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ψΡι(Γ ,) ψΡι(Γ2) ...% ,(r N)

Ψρν(γ ι) •••ΨρΛ
ζ=±1

(7.3)

Ο  δείκ τη ς ρ  σ το  α ρ ιστερό  μέλος τη ς προηγούμενης έκφρασης εκπροσω πεί τους 
κβαντικούς α ρ ιθμ ούς (p*i, p V -  Ρ ν)· Ισχύει η κβαντική συνθήκη (5.28) γ ια  κάθε 

μ όρ ιο . Α ρα ο ι επ ιτρ επ τές τ ιμ ές  γ ια  το  μέγεθος Lp*j (j =  1+Ν) ε ίν α ι h (Π)*, njy, 

njz), όπου  njXyz = οποιοσδήποτε ακέραιος.

Ο ι ιδ ιο τιμ ές του τελεστή Η 0 = Κ ε ίνα ι

{ΚΡ = ~ Σ ρ ? : L p )d /h  = ακέρα ιος, a  =  x,y,z , j = l  +  N )  (7.4)zm j=] >

Η ενεργειακή ιδκχτυνάρτηση μορίου  κβαντικής ορμής Pj στη θέση γ * ε ίνα ι 

ψ ρ.(^)Η <^ΙΡί>  = (ν)·ΐΛ e^j-nc , kj =Pj/h (7.5)

ό π ω ς α π α ιτε ί η εξ. (5.27).

Ο  δε ίκ τη ς ζ  σ την έκφραση (7.3) π α ίρ ν ε ι τη ν τιμ ή  +1 ό τα ν  τα  τα υ το τικ ά  

μ όρ ια  ε ίν α ι μ π ο ζό ν ια , ενώ  γ ια  φερμιόνια π α ίρ νε ι την τιμ ή  -1. Τ ο  σύμβολο

(7.6)

δ ίν ε ι γ ια  τα  φ ερ μ ιό ν ια  τη γνω στή  ορίζονσα Slater [βλέπε π .χ . Ταμβάκη (1990)], 

ενώ  γ ια  τα  μ π ο ζό ν ια  τη ν  ονομαζόμενη  παραμένονσα (perm anent). Το σύνολο 
[Ρ ]  τω ν  μεταθέσεω ν Ν δ ια κ ρ ίσ ιμ ω ν  α ντικειμ ένω ν έχει Ν! μέλη. Ο τα ν  μ ία  
μετάθεση Ρ  μ π ο ρ εί να  π ρ α γμ α το π ο ιη θ εί με ά ρ τιο  π λή θος εναλλαγώ ν P ok), 

ε ίν α ι ά ρ τια , δ ια φ ο ρ ετικ ά  ε ίν α ι περ ιττή . Γ ια  ά ρ τια  Ρ  έχουμε εξ’ ορισμού ζΡ = 
1, ν ζ .  Γ ια  π ερ ιττή  Ρ  έχουμε ζΡ =  -1 γ ια  φ ε ρ μ ιό ν ια ,+1 γ ια  μ ποζόνια .
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♦ Παράδειγμα. Τέσσερα ταυτοτικά φερμιόνια

Για Ν = 4 ταυτοτικά φερμιόνια το σύνολο {Ρ} περιέχει 4! = 24 μέλη, ένα 

από τα οποία είναι

( \  2 3 4 > ( \  2 3 4 Λ ί \  2 3 4 λ
Ρ = X X X X = X X X X • X X X X

U 2 4  1 ) U  2 3 1 ) ν3 2 1 4 /

= Ρ(14)·Ρ(13) = άρτια

Αρα ισχύει εδώ Ρ Γ ΐ “ Γ 3’ Ρ Γ 2= Γ 2· Ρ Γ 3 = Γ 4’ Ρ Γ 4= Γ 1 και ζρ = + ! .♦

Α ν κάνουμε τις στήλες γραμμές και τις γραμμές στήλες στην εξ. (7.3), η 
ισότητα δεν αλλάζει. Αρα ισχύει

(7.7)

Η συνάρτηση επιμερισμού ενός ΤΚβΑ είναι, λόγω των εξ.(6.112,7.1,6.122) 

ΖΝ = Tr q = f  cpNr < τ 1ν I ρΙϊΗ> = Σ ρ  ' J d3Nr |Ψρ(τΝ)|2 e -PKp (7.8)

Το Σρ ' αθροίζει ως προς τις φυσικά  διακρίσιμες μικροκαταστάσεις { ρ ^ φ του

συστήματος. Αφού τα μόρια είναι ταυτοτικά, σε κάθε φυσική μικροκατάσταση 
(Pj}<p αντιστοιχούν Ν! μαθηματικά διακρίσιμες διατάξεις των Ν ορμών μέσα 
στην {ρ }}φ. Αρα ισχύει

Σ ?2 · · · Σ ? ν )  (7.9)

χωρίς άλλο περιορισμό στα επιμέρους αθροίσματα του β' μέλους, πέραν της 
κβαντικής συνθήκης (5.28) για κάθε μόριο. Αντικατάσταση του αθροίσματος (7.9) 
στην (7.8) δίνει, λόγω των εξ. (7.3,6)

Ζν =  ^ } d3Nr Σ  ζΡ ζρ ' Π  [ V PJ(P rj) % j ( P '? p ]  =
Ρ ,Ρ J ^
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= eflKp J d 3Nr Σ ζ Ρ  Ρ Π [ ν * ρ  p , ( P 'S f j )  % > *< ? ,)]
Ρ,Ρ )”1

= ζ ^ Σ ρ  d * P  J d 3Nr Σ  ζ<* Π  [ψ*ρ, ( Q Γ)) % ,<?))] (7.10)
νΓ,β' p ,q j=l J

Στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήθηκε για τη μετάθεση Ρ ' η ισοδυναμία των εξ.

(7.7)<-»(7.6). Για κάθε Ρ ' και j η ορμή Ρ ' pj είναι βωβός δείκτης σ τη ν(7.10)

και αθροίζεται στο ίδιο φάσμα ιδιοτιμών (5.28) όπως η p γ Η παρατήρηση αυτή

χρησιμοποιήθηκε στην τρίτη ισότητα της εξ. (7.10), καθώς και η ισοδυναμία του  
διπλού αθροίσματος ως προς ( Ρ, Ρ ')  με το διπλό άθροισμα ω ς προς ( Ρ, Q = 

Ρ 'Ρ ). Το άθροισμα ως προς Ρ  στην τελευταία ισότητα της (7.10) διώχνει ένα  
παράγοντα Ν! στον παρονομαστή, γιατί το β ' μέλος εξαρτάται μόνον από την Q  

και όχι από την Ρ. Μετά την απλοποίηση αυτή αλλάζουμε το "όνομα" Q ->Ρ  

και παίρνουμε λόγω της εξ. (7.4) και της ταυτότητας στην (7.9):

Ζν = ^  Σ  ζΡ Jd3Nr Π  [ Σ ^  <r j I p*j> <pj I Pr j > exp{- pPj/2m )] (7.11)

To άθροισμα ως προς p } στην εξ. (7.11) είναι [λόγω της εξ. (6.122)] το  

στοιχείο πίνακα <r j Ipjl Pr*j > που έχει υπολογισθεί για μακροσκοπικό όγκο V 

(-> οο) στην εξ. (6.121). Επομένως μπορούμε να  γράψουμε

Σ ^ ) < Γ ] Ι Ρ | > < ρ , Ι Ρ τ ί > exp(- βρ*/2ιη) =  < ri Ιρ}1 P r  j >

«  h·3 ex p [-n (r j - P r ( )2 / λ 2] J d fy  exp(- βρ*/2πι) 

s  h '3 f ( r j - P T j )  Jd3P je x p (^ P j/2 m ).

λ = h (2jimkT)1'2 = (V/Z,)W (7.12)
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Στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε το αποτέλεσμα (6.40). Η παράμετρος λ 
είναι ουσιαστικά το θερμικό μήκος κύματος de Broglie (6 .45'). Αντικατάσταση 
της (7.12) στην έκφραση (7.11) δίνει

Ζν = Ν ^ ν jd3Nrd 3Np e -βΚρΣ  ζΡ [f(r , - Pr ,)... f(rN - P r N)] (7.13) 
r p

όπου Γ είναι ο κλασσικός χώρος των φάσεων της εξ. (2.8).
Η εξ. (7.13) ισχύει για ΤΚβΑ ταυτοτικών μποζονίων (ζ=1) ή φερμονίων 

(ζ=-1) στη μακροκατάσταση (Τ, V, Ν) για κάθε θερμοκρασία.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Θ εωρείστε Ν = 2 τα υτοτικά  άτομα. Να επαληθευτεί ό τ ι η εξ. (7.10) οδηγεί στην 

έκφραση (7.11).

Α Σ Κ Η Σ Η  2. Να αποδειχτεί ό τ ι ισχύει

<?Ν ,ρ |7'Ν > =  -L Σ ζ Ρ < >  ,βΔ, ρ7·Ν > (

IP

όπου ο δείκτης Λ δηλώνει μόρια διακρίσ ιμα.

Η συμπεριφ ορά  της συνάρτησης επιμερισμού (7.13) σε υψηλές 
θερμοκρασίες προκύπτει ως εξής. Το άθροισμα ΣΡ περιέχει Ν! όρους. Ο όρος

που αντιστοιχεί στη ταυτοτική μετάθεση Ρ = 1 είναι [f(0) f(0)....f(0)} = fN(0) = 1. 
Ο όρος που αντιστοιχεί σε μια εναλλαγή P(jk) είναι

(f(0 ). . .  f(0) f(r j - r k)f(0 ). . .  f(0)f(r k - r j)f(0). . .  f(0)] = [f (r j - r k))2

= exp[-2n(r>j - r >k)2/X2] « 1 ,  για λ «  I r*j - Tk I (7.14)

Ταξινόμηση των διατάξεων Ρ στο άθροισμα της (7.13) κατά αύξοντα αριθμό 

εναλλαγών οδηγεί στο θερμοκρασιακό ανάπτυγμα

Ζ Ν =  J p R  ί d 3Nr  d^Np e W o  [ 1 + ζ Σ  ffk +  Σ  fjk  fj, ±···] (7 -1 5 )
I' i<k i.k.i

όπου fjk = f(r*j - ? k). Επομένως ο μέσος όρος της μεγάλης ανισότητας (7.14) 

αποδεικνύει και οξύνει το κριτήριο κλασσικότητας (6.44):
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λ = h (2jimkT)-1'2 «  < lr*j - r*kl > (7.16)

Ό ταν ισχύει η σχέση (7.16) τότε η εξ. (7.15) δίνει σε μηδενική κβαντική 

διόρθωση το ζητούμενο κλασσικό όριο ιδανικού αερίου

Ζ %  (ΤΚβΑ) = 1 d3Nr d3Np ε β»ο = ΖΝ (TRXA) (7.17)

Παρατηρούμε ότι τα μποζόνια  έχουν το ίδ ιο  κλασσικό όρ ιο  με τα φερμιόνια. 
Στις υψηλές θερμοκρασίες π ου  απαιτεί το κριτήριο (7.16) είναι διαθέσιμες 

σχεδόν άπειρες μονοσω ματιδιακές καταστάσεις li>, οπότε ο  μέσος όρος  
κατάληψης ή* είναι για κάθε Ιί> πολύ μικρότερος της μονάδας. Η απαγορευτική

αρχή Pauli [εξ. (2.60)] χάνει τότε την ισχύ της και η κβαντική στατιστική  
καταλήγει στη στατιστική MB [σύγκρινε τις εξ. (7.17) (6.42,40)].

Το μόνο "υπόλειμμα" της κβαντικής στατιστικής στο κλασσικό επίπεδο  

είναι ο παράγοντας ταυτοτικότητας Ν! στην εξ. (7.17). Αυτός είναι ο  (προ- 
κβαντικός!) παράγοντας Gibbs που συναντήσαμε στην §5.Γ.3.

2 .  Π Ρ Ω Τ Η  Κ Β Α Ν Τ ΙΚ Η  Δ ΙΟ Ρ Θ Ω Σ Η

Σε πρώτη κβαντική διόρθωση η εξ. (7.15) γράφεται (Ασκηση):

Ζ<»Ν (ΤΚβΑ) = J d3Nr d3Np e-PHo exp (  - β Σ  v Jk )  (7.18)
Γ )<k

Το μέγεθος

ΰ jk = - kT In ( 1 + ζ  f?k) (7.19)

προσδιορίζει το κλασσικό ισοδύναμο της πρώτης κβαντικής διόρθωσης [1+ζ Σ  
f7jk] στην έκφραση (7.15) και ονομάζεται καταχρηστικά στατιστικό δυναμικό  

μεταξύ των μορίων j και k. [Σύγκρινε τις εξ. (7.18,25)].
Γραφική παράσταση των εξ. (7.19, 12) γίνεται στο Σχ.7.1. Για τα 

μποζόνια  έχουμε "στατιστική έλξη", ενώ για τα φερμιόνια "στατιστική άπωση".
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Σ χ ή μ α  7 .1 . Τ ο  "σ τα τ ισ τ ικ ό  δυ ν α μ ικ ό "  

μεταξύ δύο ταυτοτικώ ν μορίω ν εξαρτάται από 

το σ π ιν  κα ι τη θερμοκρασία.

3. Π Ρ Α Γ Μ Α Τ Ι Κ Ο  Α Ε Ρ Ι Ο

Ό ταν υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ των μορίων, η ιδανική Χαμιλτόνια  
Η 0 συμπληρώνεται με τον όρο αλληλεπίδρασης U, και έχουμε για τους 
αντίστοιχους τελεστές: Η = Η0 + U, όπου εν γένει [Η0 , U ] *  0. Επομένως

rC

e-βΗ = e-P(Ho + U) ^ e-PHo e-Pu (7.20)

Μας ενδιαφέρει το κλασσικό όριο (β 0) και γι' αυτό χρησιμοποιούμε το 
ανάπτυγμα

e-P(H0 + U) Ξ e -PHo e*Pu eco ePc i eP2c2 . . .  (7.21)

όπου C0.Cj. C2... είναι προσδιοριστέοι τελεστές.

Αφού η (7.21) είναι τελεστική ταυτότητα, πρέπει να ισχύει για κάθε β(στη  
γειτονιά του μηδενός). Για β = 0 => 1 = e c o => C0 = 0. Π αραγωγίζουμε την

(7.21) ως προς β μία, δύο,... φορές και μετά θέτουμε β = 0, οπότε προκύπτουν οι 
τιμές (Ασκηση):

C0 = Cj = 0, C2 = - i [ H 0,U ] (7.22)

Για το πλήρες ανάπτυγμα βλέπε Wilcox (1967). Το μερικό ανάπτυγμα (7.21) 
δίνει στο κλασσικό όριο πραγματικού κβαντικού αερίου (Π Κ βΑ ):

e-PH s  e-βΗο e-βυ exp { -  [Η 0, U ] } = e -βΗο e -βΗ (7.23)

όπου αμελήθηκαν οι κβαντικές διορθώσεις αλληλεπίδρασης.
Η συνάρτηση επιμερισμού στην προσέγγιση (7.23) γίνεται

,'λ
- 3 ^

>
y .

>
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Ζ =  Tre-PH * Tr(e-PHo * e W )  (7.24)

Οι ιδιοσυναρτήσεις (7.3) του Η0 μπορούν να χρησιμοποιηθούν στον υπολογισμό 

του ίχνους (Tr) γιατί αποτελούν μία ορθοκανονική βάση στον χώρο Hilbert*. 
Υ ποθέτουμε ότι η αλληλεπίδραση U δεν εξαρτάται από τις γενικευμένες ορμές, 
οπότε ακολουθούμε ακριβώς την ίδια διαδικασία [εξ. (7.8) => εξ. (7.17)) όπως στο 

ιδανικό αέριο. Α πλά προσθέτουμε την ιδιοτιμή U ·**· ^ ν) ι6ιοτιμή
Κ ρ του Η 0. Η αντίστοιχη της εξ. (7.17) για το πραγματικό κλασσικό αέριο  

(ΠΚλΑ) γίνεται

Ζ(0)Ν (ΠΚβΑ) = J d 3Nr d 3Np + υ > = ΖΝ (ΠΚλΑ) (7.25)

Β . Γ Ε Ν ΙΚ Α  Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α Τ Α

1. Γ Ε Ν Ι Κ Ε Υ Μ Ε Ν Ο  Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  Ι Σ Ο Κ Α Τ Α Ν Ο Μ Η Σ

Α πό την προηγούμενη παράγραφο [εξ.(7.25)] συμπεραίνουμε ότι για ένα  
κλασσικό σύστημα με f βαθμούς ελευθερίας (qj, q2,...,qf) και Χαμιλτόνια Η =  

H (qi, q2,...,qf, Ρχ,..., pf ) = H(q, ρ), όπου ρ η γενικευμένη ορμή που αντιστοιχεί 

στη συντεταγμένη q, η πυκνότητα πιθανότητας στο χώρο των φάσεων είναι

Qxx(Q.P) =  C e x p [ -0 H (q ,p ) ] ,  Ο  Ζ 1̂  (7.26)

Η κανονικοποίηση της πυκνότητας απαιτεί

1 = C Γ dr exp[- βΗ(η, p ) ] . dr = Π dq> dp. (7.27)
r J=i

Α ν ξ  είναι μία γενικευμένη θέση ή ορμή με την ιδιότητα θξΗ *  0, θα είναι 

dr = άξ d r ' , όπου το στοιχείο d r ' δ εν  περιέχει το άξ. Η συνθήκη (7.27) 
γράφεται

* Αυτό ισχύει για ςρερμιόνια σε κάθε θερμοκρασία, ενώ για μποζόνια μόνον όταν ιη £1, πράγμα

που ισχύει σε υψηλές θερμοκρασίες [Βλέπε π.χ. Negele (1988) ].
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1 - c j d r  J  d |  e-βΗ = β  J  d r Q)A 1 - ^

3Η } ζ
ξ|3<  ̂ ϋ " >κλ’ αν 1«ΙΚ-ΡΗ)Ι =0

ς h
(7.28)

Από .την εξ. (7.28) προκύπτει το γενικενμένο θεώρημα ισοκατανομής

< ξ ^ Γ > . ,λ = ΚΤ (7·29)

που απεδείχθη από rovTolman το 1918 [βλέπε Tolman (1979)].
Η ικανή συνθήκη στη σχέση (7.28) ικανοποιείται κατά κανόνα στην πράξη. 

Αυτό συμβαίνει π.χ. για πραγματικό αέριο όταν τα όρια ξχ 2 καθορίζονται από

τα τοιχώματα του δοχείου, γιατί εκεί η Χαμιλτόνια απειρίξεται, όπως στο Σχ.
2.1 (ά). Αν ξ είναι καρτεσιανή ορμή, τότε ξ ι ,2 ±0° και η κινητική ενέργεια

απειρίξεται, άρα ισχύει πάλι το γενικευμένο θεώρημα ισοκατανομής.

2. Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  Ι Σ Ο Κ Α Τ Α Ν Ο Μ Η Σ  Τ Η Σ  Ε Ν Ε Ρ Γ Ε Ι Α Σ

Α ν η μεταβλητή ξ e  [ξ^  ξ2] εμφανίζεται μόνον τετραγω νικά στη 

Χαμιλτόνια,

Η = Αξ2 + Η ': 3ξΑ = 3ξΗ ' = 0, ξ exp(- βΗ) _> 0 για ξ  -> ξ 12 (7.30)

το θεώρημα (7.29) παίρνει τη γνωστή έκφραση

<A |2>„A = ± k T  (7.31)

Το Θεώρημα ισοκατανομής (7.31) χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από  
τον Boltzmann το 1871. Μιά μεταβλητή ξ (θέση ή ορμή) που εμφανίζεται στη 
Χαμιλτόνια όπως στην εξ. (7.30), προσφέρει kT/2 στη μέση ενέργεια του  
συστήματος και ονομάζεται μερικές φορές (ιδίως στην παλαιότερη βιβλιογραφία) 
θερμοδνναμικός βαθμός ελευθερίας. Η έννοια αυτή δεν ταυτίζεται προφανώς με 
την έννοια ’’μηχανικός βαθμός ελευθερίας”.
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3. Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α  Ι Σ Χ Υ Ρ Ο Τ Η Τ Α Σ

Έ σ τω  θερμικό κλασσικό σύστημα Σ ^ ίΤ ) με Μ γενικευμένες συντεταγμένες 

π ο υ  ικα νοπο ιούν  την ικανή συνθήκη (7.28). Θ α έχουμε, λόγω  τω ν  εξ. (2 .4 ,7 .2 9 ):

Τ ο μέγεθος V λέγετα ι ισχυρότητα (virtal) του  συστήματος.
Γ ια  ένα  α έρ ιο  με Ν μόρια  χω ρ ίς δομή έχουμε Μ = 3Ν, όσες ο ι καρτεσιανές 

συντεταγμένες τω ν  μορίω ν. Τ ο  θεώ ρημα ισχυρότητας (7.32) γ ίνετα ι σε αυτή  την 

περίπτω ση

Γ. Ε Φ Α Ρ Μ Ο Γ Ε Σ

1. Ν Ο Μ Ο Σ  D U L O N G - P E T I T

Ο ι γεν ικ ευμ ένες θέσ εις κ α ι ορμές τη ς Χ α μ ιλ τό ν ια ς  (5 .44) α ρ μ ο νικ ώ ν 

τα λ α ντώ σ εω ν  κ ρυσ τά λλου  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ις  π ρ ο ϋ π ο θ έσ εις  το υ  θεω ρήμ ατος 

ισοκατανομής (7.31). Α ρα ισχύει

< Ηαπ >χλ = u o + 3NkT => Cy =  3Nk (7.34)

(7.32)

Ν
Z < r j Fj > xX =  -3N kT (7-33)

όπου  ε ίν α ι η δύναμη π ο υ  δρ α  π ά νω  στο μόριο  j.

Σ το ν  ίδ ιο  νόμ ο  είχαμε καταλήξει νω ρ ίτερα  [βλέπε εξ. (6.83)] σ το  κλασσικό ό ρ ιο  

Τ  »  θ0  της κβαντικής στατιστικής έκφρασης (6.82) σ το  μοντέλο Debye.
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2. Θ Ε Ρ Μ Ο Χ Ω Ρ Η Τ Ι Κ Ο Τ Η Τ Α  Δ Ι Α Τ Ο Μ Ι Κ Ο Υ  Α Ε Ρ Ι Ο Υ

Θεωρούμε ένα διαχομικό μόριο αποτελούμενο από διαφορετικά άτομα, 
όπως το CO. Α ν η θερμική διέγερση των περιστροφικών και ταλαντωτικών 
βαθμών ελευθερίας δεν είναι υπερβολική (και οπωσδήποτε Τ < 10.000 °Κ, για να  
υπάρχει μοριακός δεσμός) μπορούμε να προσεγγίσουμε τη Χ αμιλτόνια του 
μορίου :

Η = P i
2Μ ( P a l .

2 μι*2 2μι*28ίη2 θ
Ρω2

) + [ ^  + u(r)] (7.35)

με το ανάπτυγμα

Η 88 ^μετ + (^περ) + Ε^ταλί (7.36)

Στην έκφραση (7.35) Ρ είναι η ορμή του κέντρου μάζας (Μ) του μορίου, μ είναι η 
ανηγμένη μάζα των δύο ατόμων που κινείται με σφαιρικές συντεταγμένες (τ,θ,φ) 
ως προς το Μ, και με αντίστοιχες γενικευμένες ορμές (pr, pq, ρφ). Αν αμεληθεί η

επίδραση των φυγοκεντρικών δυνάμεων στην ταλάντωση (κυκλικής συχνότητας 
ω) καθώς και η επίδραση των ταλαντωτικών παραμορφώσεω ν στη ροπή  
αδράνειας I, οι τρεις όροι της έκφρασης (7.36) προκύπτουν από την προσέγγιση:

η  _ ρ ι  . ( ? 1
Η ~ 2Μ  ̂ 21

ρφ2 n r ^  +
21 sin2 θ ’ + 2μ 2 μω2(Γ - r0)2)] (7.37)

Αντικατάσταση της Χαμιλτόνιας (7.37) στις εξ. [(7.25)!Ν=1 , (6.25)] δίνει 
την ειδική θερμοχωρητικότητα cv = (ijEjIv ιδανικού διατομικού αερίου στο 

κλασικό αέριο. Το μέγεθος αυτό παρουσιάζεται ποιοτικά στο Σχ. 7.2.

Σ χ ή μ α  7 .2 . Π ο ιο τ ικ ό  γρά φ η μ α  της 

ε ιδ ικ ή ς  θ ε ρ μ ο χ ω ρ η τ ικ ό τ η τ α ς  υ π ό  

σ τα θερό  όγκο  ιδ α ν ικ ο ύ  δ ια το μ ικ ο ύ  

αερίου.

Στην περιοχή Τ) < Τ < Τ2 η θερμική ενέργεια διεγείρει μόνον τη
μεταφορική κίνηση του μορίου (Ημετ) με τρεις θερμοδυναμικούς βαθμούς
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ελευθερίας. Αρα (εν)μετ *  3k/2. [Αμελείται πιθανή μετατροπή του αερίου σε 

υγρό]. Στην περιοχή Τ2 ^ Τ < Τ 3 διεγείρονται και ο ι δυό περιστροφ ικοί 
θερμοδυναμικοί βαθμοί ελευθερίας, οπότε cv (Τ 2 < Τ < Τ 3) ·  5k/ 2. Στη 
θερμοκρασιακή ζώ νη Τ 3 < Τ < 10.000 °Κ  έχει διεγερθεί και ο  μηχανισμός  

ταλάντωσης με δύο θερμοδυναμικούς βαθμούς ελευθερίας, οπότε ισχύει Cv(T3 S  

Τ < 10.000 °Κ ) *  7k/2. Για μια λεπτομερή μελέτη του θέματος βλέπε Landau 

(1980).

3. Ι Σ Χ Υ Ρ Ο Τ Ε Π Γ Α  Ι Δ Α Ν Ι Κ Ο Υ  Α Ε Ρ Ι Ο Υ

Στο Σχ.7.3 παρουσιάζεται η κινηματική ελαστικής σύγκρουσης ενός μορίου 

με τα τοιχώματα δοχείου μακροσκοπικού όγκου V υπό θερμοκρασία Τ. Στον 

ίδιο όγκο κινούνται κι άλλα Ν-1 μόρια. Θεωρούμε ΤΚλΑ (ή ΤΚλΑ), οπότε η 
μόνη δύναμη Fj στην εξ. (7.33) προέρχεται από την επιφάνεια 5(V) του δοχείου.

Σχήμα 7.3. Κινηματική της ελαστικής 
σκέδασης μορίου από τα τοιχώματα 
περιέχοντος δοχείου.

Κατά μέσον όρο, η δύναμη ανά  μόριο π ου  εξασκεί το στοιχείο επιφάνειας 

d? είναι - Pd5/ Ν, όπου Ρ η μέση πίεση του αερίου. Αρα η ισχυρότητα είναι

τ̂κλΑ = Σ <r j F |>κχ = - Ρ Γ’ ^  (7.38)

Α πό το γνωστό θεώρημα Gauss έχουμε

^  r d ?  = J $  ~τ) dV = 3V (7.39)

νγιατί V · r = 8xx + 9yy + dzz  =  3. Το θεώρημα ισχυρότητας (7.33) δίνει τότε τη 

γνωστή καταστατική εξίσωση
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PV = NkT (7.40)

4. Ε Χ Υ Ρ Ο Τ Η Τ Α  Π Ρ Α Γ Μ Α Τ Ι Κ Ο Υ  Α Ε Ρ Ι Ο Υ

Υποθέτουμε ότι τα Ν μόρια του αερίου αλληλεπιδρούν κατά ζεύγη μέσω 
ενός κεντρικού δυναμικού τύπου Lennard-Jones [βλέπε Σχ.7.4]

u(l ι) & (γ) = 4 ε [ (  p ) 12 - (  ~  ) 6] : ε,σ = θετικές σταθ. (7.41)

Σχήμα 7.4. Μοριακό δυναμικό 
τύπου Lennard-Jones.

Η Χαμιλτόνια είναι 

Ν Pi2
Η ΠΚλΑ =  Σ  7 Γ -  +  Σ  Ujj 

i=l Δΐη i<j
(7.42)

Κάθε μόριο δέχεται δύναμη

? ,  =  .  I  ? ,  I (7.43)
j=l

όπου 1?ίτοιχ είναι η δύναμη λόγω τοιχώματος (βλέπε προηγούμενη παράγραφο) 
και ?jj είναι η δύναμη που εξασκεί στο μόριο i το μόριο j. Συνεπώς η ισχυρότητα

είναι, λόγω των εξ. (7.32,43)
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^ΠΚλΑ = Σ  <Γ i · Fj>xx = ντκλΑ + Σ  <r i ’Fij + Ϋ I · ? Jj>xx (7.44)
i=l i<j

Α πό τους γνωστούς νόμους της μηχανικής του Νεύτωνα έχουμε

= * ?ij = ^  i  ij · Μ  Η (η ) (7.45)

Οι εξ. (7 .4 4 ,4 5 ,3 8 ,3 9 ,3 3 ) δίνουν στο μακροσκοπικό όριο την καταστατική
εξίσωση του πραγματικού αερίου

P V = N k T - f  < Γ| ^ > κλ (7.46)

Σημειώστε ότι ο αριθμός ζευγών μορίων είναι Ν (Ν -1)/2 = Nty2 για Ν » 1 .



Κ Ε Φ Α Λ Α ΙΟ

8

Α Ν Ο ΙΚ Τ Ο
Σ Υ Σ Τ Η Μ Α

Α . Κ Α Τ Α Ν Ο Μ Η  G I B B S

1. Μ Ε Γ Α Λ Η  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Η  Ε Π Ι Μ Ε Ρ Ι Σ Μ Ο Υ

Το μελετώμενο σύστημα Σ {ΙΝ,ι>} διαχωρίζεται από το περιβάλλον Σ2 
{ΙΝ2,γ2>} με ένα θερμικό και πορώδες διάφραγμα που επιτρέπει την ανταλλαγή

Σ χή μ α  8.1. Σ τα τ ισ τ ικ ο μ η χ α ν ικ ή  α νά λυσ η  

α π λ ο ύ  α ν ο ικ τ ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  Σ σε 

θερμοδυναμ ική ισ ο ρρ ο π ία  με το  περ ιβάλλον

ς2·

θερμικής ενέργειας και μορίων [Βλέπε Σχ.8.1]. Το σύνθετο σύστημα Σ+Σ2 = Σ0 
{IN ,γ ; Ν 2,γ2>) είναι απομονω μένο και βρίσκεται σε κατάσταση ΘΙ. Άρα 

ισχύουν οι περιορισμοί [βλέπε εξ. (5.2)]

 ̂ "V %  
'%

4 '
/
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Ενγ + Εν2γ2 = Ε0 , V+V2 = V0 , Ν+Ν2 = No.

Ρ ν ,γ; n 2j 2 =  (Εο· ν 0, Ν0) (8.1)

Το περιβάλλον Σ2 βρίσκεται στη μακροκατάσταση ισορροπίας (Τ, V2 , μ) και δρα 

σαν τεράστιο ρεζερβουάρ (= δεξαμενή) ύλης και θερμικής ενέργειας για το Σ. Το 

σύστημα Σ μακροσκοπικά βρίσκεται στην κατάσταση Θ1 (Τ, V, μ), ενώ  
μικροσκοπικά περιγράφεται για  κάθε Ν από τη Χ αμιλτόνια ΗΝ και ενδέχεται 
να  βρεθεί σε οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση ΙΝ,ι> του κυρίαρχου τελεστή ΗΝ, 
όπου

ΗΝ I Ν, r > = εΝΓΙ Ν , Γ >  (8.2)

Η πιθανότητα pNr να βρεθεί το Σ στην κβαντική κατάσταση IN,r>, άσχετα 

από την επιτρεπτή μικροκατάσταση ΙΝ2, γ2 > στην οποία  μπορεί να βρεθεί το 
Σ2, είναι λόγω των εξ. (8.1),

Ρνγ ~ Σ  Ρν,γ;Ν2χ2 “  
Ν2>Γ2

Ω2(Ε2 = E0-ENr, V2, Ν2 = Νη-Ν) 
£20 (E0,V 0JJ0) (8.3)

Για δεδομένη μικροκατάσταση IN, r> το Σ2 έχει σταθερή ενέργεια Ε0- εΝΓ, 
σταθερό όγκο V2, σταθερό αριθμό μορίων Ν0 - Ν  και στατιστικό βάρος [βλέπε 

εξ. (5 .9)]:

Ω2 ( Ε0- εΝΓ, V2, Ν0- Ν) = exp [ k> Sz (Ε0- εΝΓ, V2, Ν0- Ν)] (8.4)

Ό πω ς για το θερμικό σύστημα της § 6.Α .1, αναπτύσσουμε κατά Taylor την 

εντροπία στην εξ. (8.4), χρησιμοποιώ ντας τη χαρακτηριστική ιδιότητα ενός  

ρεζερβουάρ ύλης και ενέργειας

I εΝΓ I«  Ε0 , Ν «  Ν0 , V I Ν, r > :  Ρνγ Φ 0  (8.5)

Χρήση των στατιστικών ορισμών (5.14), οδηγεί στην κατανομή Gibbs για  

απλό ανοικτό σύστημα (ρευστό)

PNrOT.V, Ρ)
e x p (^ fc Nr(V) - μΝ] 

Ε (T.V, μ)
(8.6)
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To μέγεθος

Ξ  ( T ,V ,  μ )  =  Σ  e W N r -μΝ ) =  £  ζ Ν Z ( T , V , N )  =  T r  e -3 (H -nN ) ( 8 .7 )
Ν,Γ Ν=0

είναι η μ ε γ ά λ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  ε π ιμ ε ρ ισ μ ο ύ . Η παράμετρος ζ = λέγεται απόλυτη 

δραστικότητα ή π τ η τ ικ ό τ η τ α . Ο Ερμιτιανός τελεστής Ν έχει ιδιοτιμές* τους μη 
αρνητικούς ακέραιους αριθμούς Ν. Η έκφραση (8.6) είναι γνωστή και ως 
μ ε γ α λ ο κ α ν ο ν ικ ή  κ α τα ν ο μ ή .

Μ πορούμε να  χαρακτηρίσουμε ένα ανοικτό σύστημα Σ(Τ ,ν,μ) από μιά 
α ντιπροσω πευτική  μ ε γ α λ ο κ α ν ο ν ι κ ή  σ υ λ λ ο γ ή  που αποτελείται από Ν  

πανομοιότυπα  συστήματα. Τα μέλη της συλλογής κατανέμονται στις 
μικροκαταστάσεις του Σ ( Τ , ν , μ )  σε ποσοστά (νΝΓ/Ν ) που  τείνουν στην 

μεγαλοκανονική κατανομή (8.6) όταν Ν  -><*>.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Να αποδειχθεί η κατανομή Gibbs με τη μέθοδο μ ε γ ι σ τ ο π ο ί η σ η ς  τ η ς  ε ν τ ρ ο π ί α ς ,  υ π ο  

σ υ νθ ή κ ες:

Σ  Ρνγ=1’ Σ  εΝΓ Ρνγ ξ Ε = σταθ., Σ  Ν pNr = Ν = σταθ.
Ν ,γ Ν ,γ Ν ,γ

Π ώ ς προσ διορ ίζοντα ι ο ι πολλαπλασιαστές Lagrange ;

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Χ ρη σ ιμ οπο ιώ ντα ς τη μέθοδο της προηγούμενης άσκησης, βρείτε τη "γενικευμένη 

κατανομή Gibbs’* {pj}, όταν ισχύουν ο ι συνθήκες :

Σ  Pj =1 . Σ  x j Pj =  X =  σ τα θ ., Σ  Y j Pj = Υ = σταθ.
J i J

όπου pj ε ίνα ι η π ιθανότη τα  να  βρεθεί το σύστημα στην κατάσταση lj> κ α ι Χ ,Υ  ε ίνα ι τυ χα ίες  

εκτατικές μεταβλητές του  συστήματος.

* Βλέπε Π αρτ. Γ γ ια  την α να πα ράσ τασ η  τω ν τελεστώ ν Η , Ν σ τον χώ ρο  Fock. Μ ια 

σημαντική ιδ ιότη τα  είνα ι: Ι Ή, Ν]  = 0 πο υ  οδηγεί στην τελεστική παραγοντοπο ίησ η

exp {- β(Η - μΝ)} = exp {- β Η } · exp (βμΝ ).
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2 .  STATDSTDIK IH I ® Ε Ρ Μ © Δ Υ Ν Α Μ Π Κ 1 Η Ι

Α ντικατάσταση της κατανομής Gibbs (8.6) στη γενική έκφραση της 

στατιστικής εντροπίας (5.7) δίνει

S = Ι ι β Ε  - Ι ιβμΝ + k i n s  (8.8)

όπου Ε ,  Ν είναι ο ι μέσες τ ιμ έ ς :

Ε =  Σ  μ *  =TrHe-iW-nN>. Ν = Σ Ν  PNr = Tr N e « » - ^  (8.9)
Nj Nl

Σύγκριση της (8.8) με τον κλασσικό θερμοδυναμικό ορισμό (3.104) του  

μεγάλου δυναμικού J, υποβάλλει τον εξής ορισμό για το στατιστικό μ εγάλο  

δυναμικό

J = - kT In Ξ(Τ,Υ,μ) (8.10)

Α Σ Κ Η Σ Η . Να αποδειχθεί ότι οι θεομοδυναμικές σχίσεις (3.106) επαληθεύονται από τα 
μεγαλοκανονικά στατιστικά μεγέθη

S = - ^ , Ρ = - dyJ Ιτ,μ * Ν = - θμί Ιχ̂ ν (8·Π)

3 . Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Ε Σ  Δ Ι Α Κ Υ Μ Α Ν Σ Ε Ι Σ

Ό σον αφορά τις ενεργειακές διακυμάνσεις ανοικτού συστήματος ισχύουν 
προφανώ ς οι ανάλογες των θερμικών σχέσεων (6.85,87, κ.λ.π)

Ε = ^  Ιν.ζ . (ΔΕ)* = - ^  ΙγΛ = kT2Cv .z (8.12)

Το ενδιαφ έρον επικεντρώ νεται τώρα στις διακυμάνσεις  του  α ρ ιθμ ού  Ν των 

συστατικών του συστήματος. Ό πω ς η θερμοκρασία προσδιορίζει μόνο τη μέση
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τιμή της ενέργειας θερμικού συστήματος και όχι τις ιδιοτιμές εΝΓ, έτσι και το 

χημικό δυναμικό ρυθμίζει σε κάθε θερμοκρασία τη μέση τιμή Ν και όχι τις 
ιδιοτιμές Ν.

Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Η .  Το ζεύγος (- β, εΝΓ) έχει μαθηματικά  ισοδύναμη θέση στη μεγάλη συνάρτηση 

επιμερισμού (8.6) με το  ζεύγος ( βμ = In z, Ν).

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Μ ε βάση την προηγούμενη παρατήρηση να  α ποδειχθούν ο ι εκφράσεις

Ν = ain~z k v  - <ΔΝ>2 = Τ ^ Ι τ , ν (8.13)

κ α ι η αναδρομική  σχέση

(ΔΝ )Π+1 = 3 Τ Γ Τ  (ΔΝ)" +  η (ΔΝ ) " '1 ·
ο ι η ζ  31η ζ η > 1 (8.14)

Με την ίδια τεχνική μελετάμε και μ εικτές  διακυμάνσεις [βλέπε π .χ. 
Finkelstein (1969), Ma(1985)] όπως

<ΔΕ · ΔΝ > = <(Ε -Ε ) · (Ν -Ν )> = <Ε ’Ν> - <Ε > <Ν > (8.15)

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Να αποδειχθεί ό τ ι ισχύει

<ΔΕ * ΔΝ>
321η Ξ 

3(βμ) 0(- β) (8.16)

Α Σ Κ Η Σ Η  3 .  Να α ποδειχθεί η ανισότητα

< Δ Ε 2 > < ΔΝ2 > £  < Δ Ε  ' ΔΝ >2 (8.17)

f Λ ύ  σ η . Α πό το ν  γενικό  ορισμό μέσης τιμ ή ς έχουμε (Δ Ε )2 & Σ ^  Δ Ε ^2 p k = Σ ^  Vk2 , ό π ο υ  

k * -* (N ,r )  κ α ι Vk = Δ Ε ^ V p k  · Α ν = ΔΝ^ V  Ρ* » όμ ο ια  ισχύει (Δ Ν )2 = Σ ^  U^2 

κ α ι < Δ Ε  · ΔΝ> = Σ ^  Δ Ε ^  * ΔΝ^ ρ* = Σ ^  V k Uk . Η π ρ ο ς  α πόδειξη  σχέση μετατρέπετα ι 

τότε στη γνω στή δ ιανυσματική  α ν ι σ ό τ η τ α  S c h w a r t z : Σ*. Vk2 * Σ ^  Uk2 £  ( Vk Uk )2 ].
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Β . ΙΔ Α Ν ΙΚ Α  Κ Β Α Ν Τ ΙΚ Α  Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Α

1. Ε Ι Δ Η  Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η Σ

Υποθέτουμε τώρα ότι το  μελετώμενο ιδανικό κβαντικό σύστημα Σ(Τ ,ν,μ) 

αποτελείται α πό  πολλά  ταυτοτικά σωματίδια σε μακροσκοπικό κυβικό δοχείο  
ακμής L, όπω ς στο Σχ.5.4. Τοποθετούμε πρώτα ένα  σωματίδιο στον κύβο. 
Λ ύνουμε την εξίσωση Schrodinger (2.27) υπο περιοδικές συνοριακές συνθήκες
(5.26) και βρίσκουμε τις μονοσωματιδιακές ιδιοσυναρτήσεις (5.27) με προβολή  
σπιν hsz κατά τον άξονα  ί  και ιδιοτιμές ενέργειας (5.28). Τα ιδανικά ταυτοτικά

σωματίδια θα κατανεμηθούν στις μονοσωματιδιακές καταστάσεις

{ l i>= Ik*,sz > , sz = - s ,  - s +  1,..., s = <miv ) (8.18)

με αριθμούς κατάληψης (ιη) -  βλέπε εξ. (2.60).

Η μεγάλη συνάρτηση επιμερισμού (8.7) γίνεται

Ξ (Τ ,ν,μ) = Tr e'WK- nN) (8. ι 9)

όπου Κ είναι ο  τελεστής κινητικής ενέργειας (7.2) του συστήματος. Είναι πολύ  

βολικό να  υπολογίσουμε το ίχνος (Tr) στην αναπαράσταση αριθμών κατάληψης 
στον χώ ρο Fock (βλέπε Παραρτ. Γ), αφού ο ι τελεστές Η0 = Κ και Ν είναι

διαγώ νιοι σε αυτή την αναπαράσταση. Η εξ. (8.19) παίρνει τότε τη γενική μορφή

Ο© οο  οο

ε σ , ν , μ ) =  Σ  . . .  Σ  . . .  Σ  ξίΠί)
η0=ο π ^ ο

οο

‘ exp { -β [ Σ  Π( (ε)-μ)]} (8.20)
ί=0

όπου = (hkj)2/2m είναι η μονοσωματιδιακή ενέργεια στην κατάσταση (8.18). 

Ο ι ιδιοτιμές των τελεστών Κ, Ν είναι

ΟΟ 0Ο

Κ{Πί)= Σ ε ^ ,  N{nj) = Σ  nj 
i=0 i=0

(8.21)
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Με εξαίρεση τη στατιστική Maxwell-Boltzmann, ο παράγοντας ξίη^} δίνει

το πλήθος των μικροκαταστάσεων {Nr} του ιδανικού συστήματος που αντιστοιχεί 
σε μία συγκεκριμένη επιλογή αριθμών κατάληψης {ιη} και εξαρτάται από το

είδος της στατιστικής.

i. ΔΙΑΚΡΙΣΙΜΟΤΗΤΑ ΘΕΣΕΩΣ

Σε αυτή την κατηγορία υπάγονται κβαντικά συστήματα όπως ο ιδανικός 
παραμαγνήτης σε εξω τερικό μαγνητικό πεδίο  Β, που μελετήσαμε ως 
απομονωμένο σύστημα στην §5.Γ. 1 για σπιν s = 1/2,  και ως θερμικό σύστημα 

στην §6.Γ.1 για οποιαδήποτε τιμή σπιν. Κάθε σωματίδιο είναι διακρίσιμο λόγω
πλεγματικής θέσεως και η μονοσωματιδιακή κατάσταση (8.18) προσδιορίζεται 
μόνον από τον μαγνητικό κβαντικό αριθμό σπιν sz.

Ο στατιστικός παράγοντας ξ είναι σε αυτή την περίπτωση

ξΔ( η , ,η .5+1).....ns) = f t j + W -· + *>»
Δ 5 5+1 s n.s! n.s+)! ... ns! (8.22)

όπου nSz είναι  ο αριθμός σω ματιδίω ν στην κατάσταση μαγνητικού  

προσανατολισμού σπιν lsz>. Η εξ. (8.22) δίνει το πλήθος των μικροκαταστάσεων 
sz<2),..., sz<N) > = I Nr > του παραμαγνήτη που έχουν n_s σπιν με 

προσανατολισμό sz = - s, n.s+1 σπιν με προσανατολισμό sz = - s+1,..., ns 
σπιν με προσανατολισμό sz = s. Σύμφωνα με την εξ. (8.21) ισχύει

n-s + n-s+i +····+ ns = Ν (8.23)

Σε αντίθεση με τη συνάρτηση επιμερισμού (6.35), η μεγάλη συνάρτηση 
επιμερισμού (8.20) γι' αυτό το σύστημα υπολογίζεται πολύ δύσκολα λόγω της 
μορφής του αριθμητή στην έκφραση (8.22).

Π. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ MAXWELL -  BOLTZMANN

Εδώ πρόκειται για τη στατιστική τελείου ημικλασσικού αερίου της §5.Γ.3. 

Η στατιστική αυτή ισχύει στο κλασσικό όριο ιδανικού αερίου μποζονίω ν ή
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φερμιονίω ν, όπως απεδείχθη στην §7.Α.1. Από τις εκφράσεις (8.7,20), (7.17) και 

(6 .41,40) προκύπτει

Ι μβ — ( ΓΤ rij! )-> ο  ξΔ/ Ν! (8.24)
i

Ε ίναι σαν να  έχουμε στατιστική διακρισιμότητας (8.22) χω ρίς το πολύπλοκο  
παραγοντικό στον αριθμητή.

iii. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ BO SE -  EINSTEIN

Σε τέλειο κβαντικό αέριο μποζονίω ν κάθε συγκεκριμένη επιλογή αριθμών 
κατάληψης (n0,ni,n2,...) αντιστοιχεί αμφιμονοσήμαντα σε μ ία  μικροκατάσταση 

ln0,n1,...> του αερίου στον χώρο Fock. Αρα ισχύει

ξ ΒΕ ( { η ί ) ) = 1  (8.25)

Κάθε αριθμός κατάληψης μπορεί να  πάρει οποιαδήποτε από τις ακέραιες τ ιμ ές:

Bj ΙΒΕ = 0,1,2,... (8.26)

ϊν. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ FER M I -  DIRAC

Για ιδανικό αέριο φερμιονίων έχουμε, όπως στην εξ. (8.25):

i F D ( ( ni)) = l (8.27)

Ό μω ς κάθε αριθμός κατάληψης δεν μπορεί να  υπερβεί τη μονάδα, λόγω  της 

απαγορευτικής αρχής του Pauli. Αρα για κάθε li> ισχύει

ΐή lFD = 0 ,1  (8.28)

Σε πολύ υψηλές θερμοκρασίες, ώστε να ισχύει κατά μέσον όρο

ίη «  1 (8.29)

για  κάθε Ιΐ> με Pj *  0, ο ι αντίστοιχοι αριθμοί κατάληψης θα είναι η4 = 0  ή 1 

ανεξάρτητα του είδους της στατιστικής. Αρα θα έχουμε τότε

Ι μβ * Ι βι: - I fo = 1 (8.30)
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Συμπεραίνουμε ότι οι δυό γνήσια κβαντικές στατιστικές έχουν κοινό  
κλασσικό όριο  τη στατιστική MB.

2. Α Ε Ρ Ι Ο  M A X W E L L  -  B O L T Z M A N N

Αντικατάσταση της εξ. (8.24) στη γενική έκφραση (8.20) δίνει

• οο
* μβ (Τ ,ν,μ ) = Π [  Σ  (tj)n> ]

i nP 0 "'·

= Π e1· = Π Ξ·ΜΒ), t] = exp[- P(8j - μ)] (8.31)
i i

Στο κλασσικό όριο, που ισχύει φυσιολογικά η στατιστική MB, είναι ξ ΜΒ «  

1, η μικροκατάσταση του αερίου γίνεται τότε I Nr >ΜΒ * lnQ,n1,n2,..>, και η 

κατανομή Gibbs (8.6,7,21)  δίνει, λόγω της εξ. (8.31):

(MB)
pn0.ni> = Π ρ Ρ ί η , ) .,ne pjMB) (nj) ξ (8.32)

To μέγεθος pj(MB)(nj) δίνει την πιθανότητα κατάληψης της κατάστασης li> από  
ιη σωματίδια του αερίου MB, άσχετα από το τι γίνεται στις άλλες καταστάσεις 

{lj *  i>).  Η ιδιότητα (8.32) αποδεικνύει τη στατιστική ανεξαρτησία  τω ν  
μονοσω ματιδιακώ ν καταστάσεων {li>} για ιδανικό αέριο σε υψηλές 
θερμοκρασίες.

ϊ Το μεγάλο δυναμικό είναι, λόγω της εξ. (8.31)

[ Jmb = - kT In Ξμβ = - kT Σ  In ξ [ΜΒ) = - kT Σ  t, (8.33)
r i i

Στο μακροσκοπικό όριο έχουμε σχεδόν συνεχή κατανομή των ιδιοτιμών ορμής
(5.28) των καταστάσεων (8.18) κάθε σωματιδίου. Επομένως το άθροισμα στην
(8.33) μπορεί να προσεγγισθεί από το εξής ολοκλήρωμα

/ °ν
;\

Ν
\ ϊ
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φ ερμ ιονίω ν, ό π ω ς απεδείχθη στην §7.Α.1. Α πό τ ις  εκφράσεις (8.7,20), (7.17) κα ι 

(6.41,40) προκύπτει

ΐ Μ Β  = ( Π η ί! )  ΐ «  1δ /Ν !  (8.24)
i

Ε ίνα ι σαν να  έχουμε στατιστική  δ ια κ ρ ισ ιμ ότη τα ς (8.22) χ ω ρ ίς  το  πολύπ λοκο  

παραγοντικό  στον αριθμητή.

in. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ BOSE -  EINSTEIN

Σε τέλειο κβαντικό  α έριο  μ ποζονίω ν κάθε συγκεκριμένη επιλογή  αριθμών 
κατάληψης (n0,n1,n2,...) α ντισ το ιχε ί αμφ ιμονοσήμαντα σε μία  μ ικροκατάσταση 

ln0,π 1,...> του  αερίου στον χώ ρο  Fock. Αρα ισχύει

ζΐ3Ε ( ( ni )) = 1 (8.25)

Κάθε αριθμός κατάληψης μπορεί να  πά ρει οποιαδήποτε α π ό  τ ις  ακέραιες τ ιμ έ ς :

ηί β̂ε = 0» 1* 2,... (8.26)

ιν. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ FERMI -  DIRAC

Για ιδανικό αέριο  φ ερμ ιονίω ν έχουμε, όπω ς στην εξ. (8 .25):

^FD ( (n i J ) = 1 (8.27)

Ό μ ω ς κάθε α ρ ιθ μ ό ς  κατάληψ ης δεν μ πορεί να  υπερβεί τη  μ ονά δα , λόγω  

απαγορευτικής αρχής του Pauli. Αρα για  κάθε li> ισχύει

ι η Ι ^  = 0 ,1  (8.28)

Σε πολύ  υψηλές θερμοκρασίες, ώστε να ισχύει κατά μέσον όρο 

Π| «  1 (8.29)

γ ια  κάθε li> με ρ, ψ 0, ο ι α ντ ίσ το ιχο ι α ρ ιθμ ο ί κατάληψης θα  ε ίνα ι ιη = 0  ή 1
%

ανεξάρτητα του  είδους της στατιστικής. Α ρα θ α  έχουμε τότε

£μβ = Ι βι. -  Ιιυ  = 1 (8.30) _
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ν

Συμπεραίνουμε ότι οι δυό γνήσια κβαντικές στατιστικές έχουν κ ο ιν ό  

κ λ α σ σ ικ ό  ό ρ ιο  τη στατιστική MB.

2. Α Ε Ρ Ι Ο  M A X W E L L  -  B O L T Z M A N N

Αντικατάσταση της εξ. (8.24) στη γενική έκφραση (8.20) δίνει

• οο
Ξμ β (Τ,ν ,μ ) = Π [ ς  i ( t i ) " i ]

i rij=0 n i !

= Π  eti = Π  H(jMB), tj = exp[- β φ  - μ)] (8.31)
i i

Στο κλασσικό όριο, που ισχύει φυσιολογικά η στατιστική MB, είναι ξΜΒ = 
1, η μικροκατάσταση του αερίου γίνεται τότε I Nr >ΜΒ « ln0,n1,n2,..>, και η 

κατανομή Gibbs (8.6,7,21) δίνει, λόγω της εξ. (8.31):

(MB)
pn0,ni, • Π ρΓ ’ (Πι) .,nc

(MB) , , , n.
Pi (ιη) = tî i

MB) (8.32)

Το μέγεθος Pj(MB)(nj) δίνει την πιθανότητα κατάληψης της κατάστασης li> από 
ιη σωματίδια του αερίου MB, άσχετα από το τι γίνεται στις άλλες καταστάσεις 

{lj * i>). Η ιδιότητα (8.32) αποδεικνύει τη σ τ α τ ι σ τ ι κ ή  α ν ε ξ α ρ τ η σ ία  των 
μονοσωματιδιακών καταστάσεων {li>} για ιδανικό αέριο σε υψηλές 
θερμοκρασίες.

Το μεγάλο δυναμικό είναι, λόγω της εξ. (8.31)

JMB = - kT In Ξμβ = - kT Σ  In η|ΜΒ> = - kT Σ  tj (8.33)
i i

Στο μακροσκοπικό όριο έχουμε σχεδόν συνεχή κατανομή των ιδιοτιμών ορμής
(5.28) των καταστάσεων (8.18) κάθε σωματιδίου. Επομένως το άθροισμα στην
(8.33) μπορεί να προσεγγισθεί από το εξής ολοκλήρωμα

/
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(8.34)

Α ντικατάσταση της (8.34) σ τις  εξ. (8.33,31) δ ίνε ι

JMB = - k T g s § e P * (835)

Η πα ράμ ετρος λ ο ρ ίζετα ι στην εξ. (7.12) χ α ι ε ίνα ι ουσ ιαστικά  το  θερμικό 

μήκος κύμα τος de Broglie (6.45 ■)· Ο  μέσος ολ ικ ό ς α ρ ιθμ ός μ ορ ίω ν  ε ίνα ι, λόγω  

τω ν  εξ. (8.11,35)

Α πα λο ιφ ή  το υ  χημ ικού δυνα μ ικ ο ύ  μεταξύ τω ν  δ ύ ο  τελευτα ίω ν  σχέσεων 

δ ίνε ι π ά λ ι τη  γνω στή καταστατική εξίσωση PV = Ν kT.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Ν α  δ ε ιχθ ε ί ό τ ι  ισ χύει z MB «  1

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Ν α  α π ο δ ε ιχ τε ί α π ό  τη ν  d j .  (8.3S) η  ίχ ιρ ςα σ η  Sackur-Tctrode (5.38).

Α Σ Κ Η Σ Η  X  Ν α  βρεθεί τ ο  χη μ ικ ό  δυ ν α μ ικ ό  Τ Κ λΑ .

3 .  Τ Ε Λ Ε Ι Ο  Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Ο  Α Ε Ρ Ι Ο

Σ το  τέλειο  κ β α ντ ικ ό  α έρ ιο  ισ χύει σε κάθε θερμ οκρα σ ία  η στα τιστική  
α νεξα ρτη σ ία  τω ν  μ ο νο σ ω μ α τιδ ια κ ώ ν  καταστάσεω ν (Ιϊ>), γ ια τ ί:  ξ ΒΒ = ξρο =  1

γ ια  κάθε Τ . Η εξ. (8.20) δ ίνε ι

(8.36)

Η  μέση μεγαλοκανονική  πίεση γ ίνετα ι

(8.37)

^ τ κ μ Α  ( Τ . ν , μ )  =  Π  [  Σ  ( t i ) ” · ]  *  Π
ί 0} i

(8.38)

όπου το q ορίζεται στην εξ. (8.31). Από τις εξ. (8.6,7,21) προκύπτει
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(ΤΚβΑ)
Ρη0αΐι,.. =  Π  p f ΚβΑ) On), PifncpA) (ηj) = tjni /  zpwj)

i
(8.39)

Έχουμε

ξ |ΒΕ) = Σ  ( ti)”i = ^ . h [FD) =  Σ λ «0»* = ι + ti
nj=0 nj=0

(8.40)

Από τις εξ. (8.38,40) προκύπτει το μεγάλο δυναμικό 

Jtkpa σ.ν,μ) = - kT 1η = Σ  J ™ *  = ζ  · kT Σ  In (1 - ζ^) (8.41)
i ί

όπου ζ  = + 1(ΒΕ), = -  1(FD).

ί. ΜΕΣΟΣ ΑΡΙΘΜ ΟΣ ΚΑΤΑΛΗΨΗΣ

Λόγω της στατιστικής ανεξαρτησίας (8.39), έχουμε από την εξ. (8.41)

ι _  _ J j__________ 1
9μ τ,ν 1 - ζ  tj εΡάΗό - ζ (8.42)

Σ χ ή μ α  8.2. Ο μέσος α ρ ιθ μ ό ς  κατάληψ ης 

η* της μονοσω ματιδ ιαχής κατάστασης Ιί> γ ια

ΤΚβΑ φερμιονίω ν στο απόλυτο  μηδέν.

. * ι  (£0

τ= ο

τ -------
l " o = * F « ί

Γιαμποξόνια πρέπει να ισχύει [βλέπε φάσμα (5.28)]

μβΐ-ΓΌ -  ε0 -  0 , V Τ (8.43)
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ώστε να  έχουμε 0  < fi[Bh) < οο για κάθε Τ και κάθε μικροκατάσταση li>.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Γ ια  ΤΚ βΑ  φ ερ μ ιο ν ίω ν  να  α π ο δ ε ιχθ ο ύ ν  τ α  εξής. 1°) Ισχύει μ(Τ = 0) β  μ0 > 0. 

2 ° )  Ισχύει ή 4 = ρ 4(1). 3°) Η κατανομή  (εμΤ) έχει τη μορφή του  Σχ. 8.2 στο ό ρ ιο  Τ  0. 

Ι Ιο ιά  ε ίν α ι η φυσ ική  σημασία  της ε ν έ ρ γ ε ι α ς  F e r m i  ερ = ;

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Να α π ο δε ιχθε ί η έκφραση (8.42) με βάση το ν  ορ ισμ ό  η  {  = T r  n 4 q q /  Τ γ ό π ο υ  

ti| = a +i a j  ε ίνα ι ο α ρ ιθμοτελεσ τή ς κα τά ληψ η ς τη ς κα τά σ τα σ η ς Ιί> κ α ι ρ 0  e  c 'P (| , 4lN> ε ίν α ι ο  

σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  G i b b s  [βλέπε Π α ρ τ . Γ].

< Υ.π-6.6 ΕΑξ.Ώ- T r a+j aj qg = T r a {  ρ 0  a+j = T r ( [  ρ 0 , α +β . ζ + ζ Qg ) >.

ίί. ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚ Η  ΕΞΙΣΩΣΗ

Για ένα κανονικό σύστημα, όπω ς το ΤΚβΑ, το μεγάλο δυναμικό είναι 
ανάλογο του όγκου (έκτατική ιδιότητα). Αρα ισχύει λόγω και της εξ. (8 . 1 1)

J = V -& 7 I = -P V  (8.44)
σ ν  Τ,μ

I

Α πό τις εξ. (8 .10 ,41 , 38 ,7 ) προκύπτει

P V  η ·2
= ΙηΞ = - ζ Σ In (1 -ζΐί) = - ζ Σ In (1 -ζ z  e^ i) , = (8.45)

Ό ταν μΒΕ(Τ) -» 0- , η συνεισφορά της βασικής στάθμης (ϊ=0) στο άθροισμα

(8.45) τείνει στο άπειρο, που σημαίνει ότι αποκτά μακροσκοπική σημασία για το  
αέριο [βλέπε φαινόμενο συμπύκνωσης Bose §8.Γ.2], Προς το παρόν, θεωρούμε 

για τα μποζόνια θερμοκρασίες τέτοιες ώστε

μΒΕ(Τ) *  0  (8.46)

και παίρνουμε το μακροσκοπικό όριο (8.34) στην έκφραση (8.45). Προκύπτει

= ^ g sj~J 4π J dPj ft2 In £1 - ζζβχρ(-βρί2/2π))] =
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ΟΟ

= - U s $  J to  X2 'η 0  - K z r * 2) = gs J  G ® (z )  (8.47)

Η παράμετρος λ ορίζεται στην εξ. (7.12), ενώ η συνάρτηση G ^ ( z ) :

οο

Ga©  (z) = - Γ(^_ t) J dx χ 2“ ·3 In (1 - ζ  ze-*2) , Re (a) > 1 (8.48)

Ολοκλήρωση κατά παράγοντες οδηγεί στην εναλλακτική έκφραση

οο

° » ® (Ζ) β  Γ ( α ) ’ K e « x )> l (8 .48 ')

όπου Τ (α ) είναι η γνωστή συνάρτηση γάμμα [βλέπε π .χ Βέργαδου (1989)). Για 
μικρά ζ, δηλαδή σε υψηλές θερμοκρασίες, το ανάπτυγμα κατά Taylor του 
λογαρίθμου στην (8.48) [ :  In (1 - y) = - Σ ί=1 yty k , lyl < 1), ή του κλάσματος

στην (8 .48') σε γεωμετρική σειρά, οδηγεί στη χρήσιμη έκφραση
©ο , . 1

Ga® (z) =  Σ  = ^ -z k , ζ <  1 , Re (a) > 1 (8.49)

Σχή|*α 8 .3. Η συνάρτηση G ^ j  (ζ) = ζ  dz  G ̂  ( ζ ) : (ο) Γ ια  μ ποζόνια  κ α ι (b) γ ια  φ ερμ ιόν ια .

Αντικατάσταση της εξ. (8 .4 7 ) στην πρώτη των εξ. (8.13) δίνει



1
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(8.50)

Η ζητούμενη καταστατική εξίσωση προκύπτει αν απαλείψουμε το z μεταξύ των 

εξισώ σεω ν (8.47) και (8.50). Στο Σχ.8.3 γίνετα ι γραφική παράσταση της 
συνάρτησης G ^ ( z )  για μποζόνια  και για φερμιόνια.

Α Σ Κ Η Σ Η .  Ν α δε ιχθε ί ό τ ι γ ια  μη σ χετικ ισ τ ικ ό  ΤΚ βΑ  ( σ χ έ σ η  δ ι α σ π ο ο ά ς : ε* = p ^ /  2m ) ισχύει η 

ε ξ ί σ ω σ η  B e r n o u l l i

Ε  =  3 PV  /  2 (8 3 1 )

ενώ  γ ια  υπερσ χετικ ισ τικό  ΤΚ βΑ  ( σχέση δ ια σ π ο ρ ά ς : %  = c Ρ |) ισχύει Ε  = 3PV .

iii . Π Ε ΡΙΟ Χ Η  Υ Ψ Η Λ Ω Ν  Θ ΕΡΜ ΟΚΡΑΣΙΩ Ν

Σε υψηλές θερμοκρασίες η απαλοιφή του z μεταξύ τω ν εξ. (8.47, 50) 

γίνεται ως εξής :
• Α ντιστρέφεται η σειρά (8.50) και εκφράζεται η πτητικότης z σε 

δυναμοσειρά ως προς (λ3/  υ gs), όπου υ = V/ Ν είναι ο μέσος διαθέσιμος όγκος

ανά σωματίδιο.
• Αντικαθίσταται η ζ  = ζ (λ3/ υ gs) στην εξ. (8.47), οπότε προκύπτει η 

καταστατική εξίσωση στη μορφή αναπτύγματος ίσχνρότητας

Οι τρεις πρώτοι συντελεστές ισχυρότητας του ΤΚβΑ είναι [Pathria (1972)] :

Σε θερμοκρασίες τόσο υψηλές ώστε να ισχύει το κλασσικό όριο (λ3 «  υ), μόνο ο  

πρώ τος όρος του αναπτύγματος (8.52) είναι σημαντικός, οπότε προκύπτει και 
πάλι η απλή καταστατική εξίσωση PV= NkT.

Η θερμοχωρητικότητα π ου  αντιστοιχεί στο ανάπτυγμα (8.52) είναι, λόγω  

της εξ. (8.51)

(8.52)

α 1 = ΐ, α2 = - 4-ι 2-ι/2 0.17678, α 3 = - 0.00330 (8.53)
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% (ζ λ3/  υ gs)k-«

= |N k  [1+0.0884 (ζ λ3/  vgs) + 0.0066 (ζ λ3/  ugs)3 + 0 ( ζ  XV Ogs)3] (8.54)

Βλέπουμε ότι στο όριο λ3 «  υ και οι δυό στατιστικές δίνουν το ίδιο κλασσικό 

αποτέλεσμα 3N k /2 .
Η πρώτη κβαντική διόρθωση του κλασσικού αποτελέσματος είναι θετική 

για  μ π οζόνια  (ζ = 1) και αρνητική για  φ ερμ ιόνια  (ζ  = - 1). Αρα η 
θερμοχωρητικότητα CV(BE)(T) πλησιάζει ασυμπτωτικά την τιμή 3Ν k /  2 από  

πάνω, ενώ η CV(FD) (Τ) από κάτω. Επειδή ισχύει Cv(TKpA) (0) = 0  λόγω του Γ ' 
θερμοδυναμικού νόμου, η CV(BE)(T) πρέπει να παρουσιάζει μέγιστο σε μια 
τουλάχιστον ενδιάμεση θερμοκρασία, ενώ η CV(FD) (Τ) θα μπορούσε να  αυξάνει 

μονότονα. Το επόμενο Σχ.8.4 επιβεβαιώνει αυτή την ποιοτική ικασία.

Σ χή μ α  8.4. Γραφική παράσταση  του  μεγέθους Cv / [k (Ν * Ν ) ] :  (a) Γ ια  μ π ο ζό ν ια  κ α ι (b) 

γ ια  φερμιόνια .

iv .  ΤΡΙΤΟΣ ΘΕΡΜ ΟΔΥΝΑΜ ΙΚΟΣ ΝΟΜΟΣ

Από την πρώτη των εξ. (8.11) προκύπτει η εντροπία του ΤΚβΑ [μέσω των
εξ. (8.41,42)] στη μορφή

Cv.
Μ CvlNk

(<*) ( b )
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$ (Τ ,ν ,μ )  =  - k Σ  [ f i j l n r i j  - ζ ( 1 + ζ ή ί ) Ι η ( 1 + ζ ή ( ) ] (8.55)

Καθώς η απόλυτη θερμοκρασία πλησιάζει το μηδέν, τα μποζόνια (υποθέτουμε ότι 
ο  αριθμός τους διατηρείται) πέφτουν όλα στη βασική μονοσωματιδιακή στάθμη 
ενέργειας ε0= 0  και ισοκατανέμονται στις gs καταστάσεις σπιν του φάσματος

(8.18). Αρα το αντίστοιχο όριο της έκφρασης (8.55) για μακροσκοπικό Ν ( » 1 )  

είνα ι

Τα φ ερ μ ιόνια  κα τα νέμ οντα ι ό π ω ς στο Σχ.8.2 ότα ν Τ -» 0 , λόγω  της 

απαγορευτικής αρχής Pauli. Αρα το αντίστοιχο όριο είναι και πάλι*

Συνεπώς ισχύει ο  Γ ' θερμοδυναμικός νόμος για κάθε ΤΚβΑ και θα πρέπει 
να  μηδενίζεται η αντίστοιχη θερμοχωρητικότητα *CR(T) = Τ t^S lR κατά μήκος

οποιοσδήποτε αντιστρεπτού δρόμου R, όπως αποδείχθηκε στην εξ. (3.76).

Α Σ Κ Η Σ Η .  Ν α δε ιχθε ί ό τ ι ισ χύει Ρ  Vs/3 = σταθερό γ ια  α δ ια βα τιχή  μεταβολή ΤΚ βΑ .

<  Υ  a  ά  δ  ε ι £ η . Ν α  δειχΟ ούν π ρ ώ τα  ο ι  σ χέσ εις  Ρ = Τ 5/2 ίρ (μ /Γ ), S = V Τ 3/2 fj(M /T), Ν = 

VT3^  ίΝ(μ/Γ ), ό π ο υ  ίρ^,Ν ίμ /Τ ) ε ίνα ι α υ θα ίρ ετες συναρτήσεις το υ  λόγου  μ/Γ > .

Γ .  Τ Ε Λ Ε Ι Ο  Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Ο  Α Ε Ρ Ι Ο  Μ Π Ο Ζ Ο Ν Ι Ω Ν

1. Φ Ω Τ Ο Ν Ι Α

Ό ταν ο  αριθμός τω ν μποζονίω ν εκ φύσεως μεταβάλλεται, όπω ς συμβαίνει 
στα φ ω νό νια , φ ω τόνια  και σε ά λλες κβαντικές μ π οζονικ ές  διεγέρσεις  

συλλογικώ ν βαθμών ελευθερίας κάποιου αλληλεπιδρώντος συστήματος, τότε το

* Σημειώστε ότι ισχύει lim [δ, In f i j ) = Urn [ (1 - n, )ta (1 -6, )1 = 0 όταν&|_,0ή1.

lim SFD(T ,V ^) = 0 ,  T  -» 0 ( 8 5 6 )
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χημικό δυναμικό μηδενίζεται, γιατί η μεταβολή του αριθμού γίνεται αυθόρμητα 

και δεν ελέγχεται μακροσκοπικά.
Έχουμε λοιπόν για φωτονικό "αέριο” σε θερμοδυναμική ισορροπία με 

υλικό περίβλημα όγκου V και θερμοκρασίας Τ,

μφ = 0 (8.57)

Ό λες οι μποζονικές εκφράσεις της §8.Β.3 που είναι ανεξάρτητες από τη μη 
σχετικιστική σχέση διασποράς ε ρ  Pi2/  2m, ισχύουν για φωτονικό "αέριο" με βφ 
= 2 (: καταστάσεις πόλωσης Ισ = ± 1 > -  βλέπε Σχ. 6.3 με s α) και μφ = 0. Για 

παράδειγμα, ο μέσος αριθμός φωτονίων ορμής fik* και κατάστασης πόλωσης Ισ> 

είναι, λόγω των εξ. (8.42,57)

η*σ = expipfuok -1 ) ’ ha)k = eto - ο = \ , 2  (8-57a>b)

Η (κατ’ εξοχήν!) σχετικιστική σχέση διασποράς (8.57)b δίνει τη θερμ ιδ ική  

(caloric) εξίσωση κατάστασης Ε = 3Ρ V, όπως ζητείται να αποδειχθεί στην 
άσκηση της §8.Β.3 ϋ.

Με το σωματιδιακό αυτό τρόπο μελέτης του θερμικού φωτός (ή 
ακτινοβολίας του μέλανος σώματος) αποδεικνύει κανείς όλα τα αποτελέσματα 
της §6.Γ.3 που βασίστηκαν στην κβάντωση διάκριτων ηλεκτρομαγνητικών 
ταλαντωτών Planck. Για παράδειγμα, ο τύπος του Planck ρ((%, Τ) d(% στην 

εξίσωση (6.69) είναι το γινόμενο της εξ. (8.57)a επί την (8.57)b επί τον αριθμό 
καταστάσεων I ic*, σ > στη ζώνη d(% [: 2(V/ h3) 4π (fia)k/  c)2 (h/ c) da>k ]. i.

i. ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΜΕΤΑΠΤΩΣΕΙΣ EINSTEIN

Ας υποθέσουμε ότι κάθε άτομο του περιβλήματος (V,T) του φωτονικού 
"αερίου" της προηγούμενης παραγράφου έχει ένα ζεύγος ενεργειακών σταθμών 
(lr>, ls>) με ενέργειες (Ε^ Es), όπως στο Σχ.8.5. Φωτόνια συχνότητας

o)k = (Es - E r)/fi (8.58)

απορροφώ νται και εκπέμπονται συνεχώ ς μεταξύ των δύο μονοατομικώ ν  
καταστάσεων lr>, 1 s>. Η συνθήκη θερμικής λεπτο-ισορροπίας (6.16) για τις 
αυθόρμητες μεταπτώσεις
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I s > -> I r > + φωτόνιο κατάστασης I k σ > (8*59)

εν μέσω φωτονικού πληθυσμού ή^σ γίγεται, λόγω των εξ. (6.17,8.58)

1 _  e p(Es -E r) = (8.60)
^ sr^ k o ~ 1 ^^ko)

Σ χ ή μ α  8 .5 . Ε ξ α ν α γ κ α σ μ έν ες  

ε ν δ ο α τ ο μ ικ έ ς  μ ε τ α π τ ώ σ ε ις  

E in s te in  π α ρ ο υ σ ία  μ έσ ο υ  

φ ω το ν ικο ύ  πληθυσμού h ko·

f)kc

pa/veyca.

Αντικατάσταση της εξ. (8.60) στην εξ. (8.57)a δίνει

^ ( f t k o  + I «-"kg) = " to  + i  (8 6 1 )
^ sr ^ k o - l< - n k0) 4 "ko

Α κολουθούμε τώρα τη μέθοδο που χρησιμοποίησε για πρώτη φορά ο 

Einstein το 1916 και υποθέτουμε ότι η εξ. (8.61) ισχύει όχι μόνο για τους μέσους 
όρους {n ko) στην κατάσταση ΘΙ αλλά για οποιαδήποτε τιμή των αριθμών 

κατάληψης {nk 0}, π ου  είνα ι οι δυναμικές μεταβλητές του κβαντισμένου  

ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. Γράφουμε λοιπόν

Wrs(nko "** 1 *”Tik0) = (tiko+ )̂ ^rsOko *“*θ) (8.62a)

για την εκπομπή, και

^ ( ^ σ -  1 <“ nko) = nko w sr(0 <~lko) <8.62b)

για την απορρόφηση φωτονίου. Σε κατάσταση ΘΙ οι εξ. (8.62) δίνουν την 

προηγούμενη σχέση (8.61), γιατί ισχύει για τις αυθόρμητες μεταπτώσεις (8 5 9 ):

Wre( I ko <” 0) = Wsr (0 1 k(J) (8.63)

λόγω μικροσκοπικής αντιστρεψιμότητας [βλέπε εξ. (4 .7 )].
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Από την (8.62a) συμπεραίνουμε ότι η πιθανότητα ανά μονάδα χρόνου να  

δημιουργηθεί ένα φωτόνιο στην κατάσταση IίΓσ> σε χρόνο  t είνα ι τόσο  
μεγαλύτερη, όσο περισσότερα φω τόνια ίδιας κατάστασης π εριέχει το  
ηλεκτρομαγνητικό πεδίο την ίδια χρονική στιγμή. Αυτή η στατιστικής φύσεως 
ενίσχυση της πιθανότητας εκπομπής ενός φωτονίου παρουσία η^0 ταυτοτικών 

φωτονίων λέγεται εξαναγκασμένη εκπομπή *. Ανάλογα ορίζεται από την εξ.
(8.62)b η έννοια της εξαναγκασμένης απορρόφησης.

Η αυστηρή απόδειξη των εξ. (8.62) επιτυγχάνεται στα πλαίσια  της 
κβαντικής θειυρίας του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου [βλέπε π.χ. Sakurai (1967)]. 
Βέβαια, το 1916 που τις “απέδειξε” με τον π ιο πάνω τρόπο ο Einstein ήταν 
άγνωστη όχι μόνον η (δεύτερη) κβάντωση πεδίου, αλλά και η (πρώτη) κβάντωση 
απλού σωματιδίου!

Π. LASER

Στο Σχ.8.6  απεικονίζεται η αρχή λειτουργίας μιας συσκευής Laser. 
Χρησιμοποιώντας π.χ. μιά οπτική “αντλία” μπλέ φωτός, δημιουργείται για  
μακροσκοπικά χρονικά διαστήματα X μιά κατάσταση αναστροφής ατομικών

Λ  eJ'ep/j'ivti 6 taSfjun

ay J \, ω *

/  N r <' ι

*£ 'fa.Va fLLCL6p*VLS 
fitza n ttlte tL S

Σ χή μ α  8.6 Αρχή λε ιτουργία ς μ ία ς συσκευής Laser.

Η έννοια  αυτή χρησ ιμοποιείτα ι σε αντιδ ιαστολή  με την α ν Ο ό ο μ η τ η  δημ ιουργία  ενός φω τονίου  

α π ό  το  ηλεκτρομαγνητικό  κενό ( Ι0> -> Ι1κσ> ) χω ρ ίς  να  π α ρευρ ίσ κοντα ι τη στιγμή  της 

δημιουργίας φ ω τόνια  ίδ ια ς κατάστασης I ΐΓσ>.
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πληθυσμών (Ns > ΝΓ) ανάμεσα σε μια μετασταθή ατομική κατάσταση I s> και 

στη βασική Ιγ>. Α νεστραμμένες κατανομές πληθυσμώ ν π ρ οξενού ν  

χρονοεξαρτώμενα φαινόμενα που καταλήγουν κατά κανόνα σε κατάσταση ΘΙ.
Έ χουμε λοιπόν ένα στοχαστικό σύστημα που βασικά περιγράφεται από μια 

διαφορική εξίσωση τύπου Master (4.8). Ό σον αφορά τον ρυθμό παραγωγής 

φωτονίων από τη συσκευή του Σχ.8 .6 , ισχύει απλουστευτικά

^  = (θετική σταθερά) x  [ Wn  Ν s - WSINr ] (8.64)

Α πό τις εξ. (8.62) και για  μακροσκοπικούς πληθυσμούς φωτονίων προκύπτει 

W'rs =  (ηω + 1) Wrs( 1 * -0 )  .  ηω Wrs( 1 < -0 ) ,

^ γ =  "ω Wsr( 0 < - 1 )  (8.65)

Η διαφορική εξίσωση (8.64) γίνεται, λόγω των εξ. (8.65,63)

ήω(ι) = γ (Ν 5 - Ν Γ)η ωα ), γ > 0  (8 .66)

Ολοκλήρωση της απλής μορφής (8 .66) δίνει τη λύση

ηω(0  = ηω(0) exp [γ (Ns - Nr ) t ] , t e  [0, X) (8.67)

Η έκφραση (8.67) δηλώνει εκθετική αύξηση του αριθμού των παραγομένων 

μονοχρωματικών φω τονίω ν για όσο χρονικό διάστημα διατηρείται (περίπου) 

σταθερή η αναστροφή των πληθυσμών. Έτσι δικαιολογείται η έντονη ενεργειακή 

δράση μιας δέσμης Laser. Για μια εκτενέστερη περιγραφή του φαινομένου βλέπε 

π.χ. Louisell (1973).

2. Μ Π Ο Ζ Ο Ν Ι Α  Δ Ι Α Τ Η Ρ Ο Υ Μ Ε Ν Ο Υ  Α Ρ Ι Θ Μ Ο Υ

Τα μποζόνια  αυτού του τύπου είναι γνήσια σωματίδια (π.χ. άτομα He4) 
θεωρούμενα σε μη σχετικιστικές ενέργειες, ώστε να  αποκλείεται η εξαΰλωση ή η 
υλοποίησή τους από το κενό. Ως συστατικά ανοικτού συστήματος Σ(Τ ,ν,μ) 

μπορεί βέβαια να  αυξομειωθεί ο  αριθμός τους, αλλά δεν καταστρέφονται. Ίσως

ι



Γ. ΤΕΛΕΙΟ ΚΒΑΝΤΙΚΟ ΑΕΡΙΟ ΜΠΟΖΟΝΙΩΝ 225

διαπερνούν κάποιο πορώδες διάφραγμα, όπως στο Σχ. 8.1, αλλά ο ολικός  
αριθμός τους Ν ( » 1) σχεδόν ταυτίζεται με τη μέση τιμή Ν που προκύπτει από  
την κατανομή Gibbs

Ν = Tr Ν σ-β(Η-ι*Ν)/ Ξ(Τ,Υ,μ) *  Ν , Ν »  1 (8 .68)

ί. ΣΥΜ ΠΥΚΝΩ ΣΗ BOSE

Ό πως είπαμε στην §8.Β.3 ϋ , όταν το χημικό δυναμικό μΒΕ(Τ) τείνει στο 
μηδέν, ο όρος In Ξ0 = - In (1 - zBE) στο ανάπτυγμα (8.45) [άρα και ο μέσος όρος 
ή ο στην (8.42)] τείνει στο άπειρο. Κατά συνέπεια το μέγεθος η 0 στο άθροισμα

Ν = Ν = ή0 + Ν ' ,  Ν '  = Σ  fij (8.69)
ί*0

αποκτά μακροσκοπικότητα  συγκρίσιμη με το συμπληρωματικό μέγεθος Ν ' .  Ο 
σημαντικότατος ρόλος του ίι0 στην περιοχή μΒΕ = 0  δεν ταιριάζει βέβαια με το

μηδενικό στατιστικό "βάρος" που του αποδίδει η ολοκληρωτική προσέγγιση (8.34).
Παρατηρούμε ότι ο μέσος αριθμός μποζονίω ν (Ν ' )  σε διεγερμένες 

μονοδωματιδιακές στάθμες είναι φραγμένος . Πράγματι, αφού ισχύει μΒΕ < 0 θα

έχουμε από τις εξ. (8 .69,42):

Ν' = Σ  [ePfti+W - 1]-1 < Σ  [e^i - 1]·1 = ΝΒ(Τ), V Τ  (8.70)
i?K) Μ

Η φραγματική συνάρτηση Νη(Τ) είναι προφανώς αΰξουσα, όπως δείχνει και το 

Σχ.8.7, και υπολογίζεται εύκολα στο μακροσκοπικό όριο (8.34):

οο

Νβ (Τ) = gs p  4π J dp ρ2 [exp(p2/2mkT) - l ] '1 (8.71)
Ο

Αδιαστατοποίηση [μέσω της αντικατάστασης (p2/2mkT) = x] του ολοκληρώματος
(8.71) οδηγεί αμέσως στη μορφή

Νβ(Τ) = gs J  ζ3/2 (8.72)
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Ο αριθμός ζ3/2= 2.612 είναι το  όριο της σειράς Rieman

ζα = Σ  . α > 1  (8.73)k=l *
για α = 3/ 2, ενώ λ είναι το θερμικό μήκος κύματος (7.12).

Σ χ ή μ α  8 .7 . Γ ρ α φ ικ ή  π α ρ ά σ τ α σ η  τ ο υ  

μ έ γ ισ τ ο υ  μ έσ ο υ  α ρ ιθ μ ο ύ  δ ιε γ ε ρ μ έ ν ω ν  

μ π ο ζο ν ίω ν , Ν β ΟΠ·

Καθώς ελαττώνεται η θερμοκρασία από πολύ υψηλές τιμές, φθάνει σε μια 
κρίσιμη  τιμή Tc για την οποία  ισχύει

Nb(Tc) = Ν (8.74)
I

Α πό αυτή τη θερμοκρασία κα ι κάτω α ρχίζουν τα μποζόνια  να  "πέφτουν" 
ομαδικά στη βασική στάθμη I k*= 0 , sz>, αφού ο  όρος Ν '  δεν μπορεί να  

υπερβεί το διαρκώς ελαττούμενο άνω  φράγμα ΝΒ(Τ) -  βλέπε Σχ.8.7. Αυτός είναι

ο  μαθηματικός "μηχανισμός" της ονομαζόμενης συμπύκνωσης B ose  (στον χώρο  
τω ν ορμών). Η φυσική ερμηνεία είναι ότι στο σημείο Tc έχουμε μια μετατροπή

φάσεως ακόμη και για  ιδανικά μποζόνια , λόγω  του ελκτικού "στατιστικού 
δυναμικού” του Σχ. 7.1.

Η κρίσιμη θερμοκρασία υπολογίζεται από τη συνθήκη (8.74:72)

N b(Tc) = 8s ^ 3  ζ 3/2 = Ν (8.75)

από την οποία  προκύπτει λόγω του ορισμού (7.12)

kTc = h* (ζ 3/2 gs υ)-2* /  2π π ι, υ = V / Ν = V / Ν (8.76)

Κάτω από το κρίσιμο σημείο Tc το Ν ' έχει πάρει ουσιαστικά τη φραγματική του
τιμή Νβ(Τ < Tc). Επομένως έχουμε, λόγω της σχέση (8.70)
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μΒΕ (Γ < Τ €) - 0  (8.77)

Η σχέση (8.77) απλοποιεί σημαντικότατα τη στατιστική μελέτη του ιδανικού  
μποζονικού αερίου στην περιοχή T < T C.

Σ χ ή μ α  8 . 8 . ( a )  Τ ο  μέσο π ο σ ο σ τό  

διεγερμένων ιδα ν ικώ ν μποζονίω ν συναρτήσει 

του  λόγου  Τ / T c . (b) Τ ο  συμπλη ρω μα τικό

μέγεθος Ν ' 1 ho(T).

Α Σ Κ Η Σ Η Να αποδειχθούν στο μακροσκοπικό όρ ιο  ο ι σχέσεις

(a) Ν ' a s T c) = Ν σ / Τ ς )3β  , Ν ' σ > Τ ο )  *  Ν (8.78)

0 »  α 0 σ ί Τ 0) = Ν (1  - (T /T c )3 /2 ) . n 0 (T > T C) = 0  (8.79)

Τα αποτελέσματα (8.78,79) παρουσιάζονται, στο Σχ. 8 .8 : καμπύλες (a) και
(b) αντίστοιχα.

Η. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗ

Η ιδιάζουσα συμπερφορά του ή 0(Τ) [βλέπε εξ. (8.79) και Σχ. 8 .8 .b] οδηγεί 
σε θερμοδυναμικές συναρτήσεις μη  αναλυτικές στο κρίσιμο σημείο T=TC. 

Θεωρούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας μποζόνια με σπιν μηδέν.
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α. Π ΙΕΣΗ

Η εξ. (8.45: ζ=1) λόγω των (8 .7 7 ,4 7 : ζ = 1, s=0) γίνεται

Ρ(Τ,Ζ) _  In Ξ ί λ ' 3ζ5β ’ T - Tc 

α  V  1  λ '3GW5/2( ζ ) , T > T c
(8.80)

όπου

ζ5/2 =  GW5/2(D -  1-341

είναι μια σειρά Riemann (8.73). Βλέπουμε ότι η πίεση είναι ανεξάρτητη από τον  
όγκο για  Τ < Tc. Παραγώγιση της (8.80) ω ς π ρος In ζ  υπό σταθερά (T.V) δίνει

[όπως στην (8.50)]

NCLz)
V

.T < T C 

λ-3 0 Μ 3/2 (ζ) ,T > T C
(8.81)

Απαλοιφή της πτητικότητας ζ  μεταξύ τω ν εξ. (8.80,81) οδηγεί στη γραφική 

παράσταση των ισοθέρμων καμπύλών του Σχ. 8.9.

Α Σ Κ Η Σ Η .  Ν α  δ ε ιχθ ε ί με συνδυασ μό  τω ν  εξ. (8.80,76) ό τ ι  η κ ρ ίσ ιμ η  γοα μμ ή  τ ο ν  Σ χ . 8.9 ε ίνα ι 

Pc VS/3 -  h2 ( Ν /ζ 3/2 )5/3 /2 π π »

Σ χ ή μ α  8 .9 . ΙσόΟ εομ ες κ α μ π ύ λ ε ς  κ α ι  

κ ο ίσ ιμ η  (δ ια κ ε κ ο μ μ έ ν η )  γ ο α μ μ ή  Τ Κ βΑ  

μ π ο ζο ν ίω ν  στο  επ ίπ εδο  PV. ν
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β. ΕΝΤΡΟΠΙΑ

Από τις εξ. (8.11,44) προκύπτει

S = aT(PV) Ιμ>ν (8.82)

Κάτω από την κρίσιμη θερμοκρασία έχουμε, λόγω των εξ. (8 .82,80,78)

S =  =7 k Ψ 2- Ν (Τ) 
2 ζ·3/2

(8.83)

Το αποτέλεσμα αυτό οδηγεί στο συμπέρασμα ότι για Τ < Tc συνυπάρχουν

δυο φάσεις στο ιδανικό μποζονικό αέριο : η κανονική  με πυκνότητα N 7  V και η 
συμπυκνωμένη με πυκνότητα n0 / V. Η κανονική συνιστώσα έχει εντροπία (8.83),

ενώ η συμπυκνωμένη έχει εντροπία μηδέν γιατί αποτελείται από μποζόνια που  
βρίσκονται όλα μαζί στη βασική μονοσωματιδιακή κατάσταση μηδενικής ορμής 
(πλήρης τάξη). Τα οριζόντια ευθύγραμμα τμήματα του Σχ. 8.9 είναι καμπύλες 
συνύπαρξης των δύο φάσεων. Καθώς α ρ χ ίζο υ ν  να  μ ετα τρ έπ οντα ι τα  
κανονικά μποζόνια σε "συμπυκνωμένα" υπό θερμοκρασία T=TC, η λανθάνουσα

θερμότητα ανά σωματίδιο είναι, λόγω της έκφρασης (8.83)

TCAS/N (Tc) ^5/2 Τ
ζ 3/2 '°

φ 0 (8.84)

Αρα η συμπύκνωση Bose στο ιδανικό αέριο είναι μια μετατροπή φάσεως πρώτης 
τάξεως [βλέπε § 3.Β.4ί], ενώ σε πραγματικό μποζονικό αέριο η μετατροπή είναι 

συνεχής [βλέπε Κεφ. 10].

γ. ΘΕΡΜ ΟΧΩΡΗ ΤΙΚΟΤΗΤΑ

Από την εξίσωση Bernoulli (8.51) και τις εξ. (8.80,81) βρίσκουμε την 
εσωτερική ενέργεια Ε(Τ, V, Ν ), παραγώγιση της οποίας ως προς Τ υπό σταθερά 
(V, Ν) δίνει τη θερμοχωρητικότητα Cv του Σχ. 8.4(a). Η εξάρτηση των μεγεθών

Ρ και Ε από τη θερμοκρασία παρουσιάζεται στο Σχ. 8.10.
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Σ χ ή μ α  8 .10 . Ε ξάρτηση  τη ς μέσης ενέρ γε ια ς 

κ α ι π ίεσ η ς ιδα ν ικ ο ύ  α ερ ίου  μ π ο ζο ν ίω ν  α π ό  τη 

θερμοκρασία .

Tc τ

Δ .  Τ Ε Λ Ε Ι Ο  Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Ο  Α Ε Ρ Ι Ο  Φ Ε Ρ Μ Ι Ο Ν Ι Ω Ν

1. Π Ι Ε Σ Η  Α Π Ο Λ Υ Τ Ο Υ  Μ Η Δ Ε Ν Ο Σ

Η ολική κινητική ενέργεια ενός φερμιονικού αερίου στο απόλυτο μηδέν δεν 

μηδενίζεται. Αρα το ίδιο ισχύει και για την αντίστοιχη πίεση. Αυτή η μοναδική 

ιδιότητα είναι άμεση συνέπεια της απαγορευτικής αρχής του Pauli.
Ό πω ς διαπιστώσαμε στην § 8.Β.3 i, όταν Τ = 0 τα ιδανικά φερμιόνια

κατανέμονται στο μονοσωματιδιακό φάσμα μέχρι μια μέγιστη ενέργεια, την 
ενέργεια Fermi εΡ = μ*,. Η ενέργεια αυτή προσδιορίζεται από τον μέσο 
μακροσκοπικό αριθμό Ν = Σί ή ί «  Ν στο όριο του Σχ. 8.2. Στην προσέγγιση (8.34) 

έχουμε

όπου ΐγ  = pF2/  2m. Ό μοια βρίσκεται η μέση κινητική ενέργεια του αερίου αυτού 

στο απόλυτο μηδέν:

(8.85)

(8 .86)

Η εξίσωση Bernoulli (8.51) δίνει την πίεση του φερμιονικού αερίου στο ίδιο  

θερμοκρασιακό όριο
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(8.87)

Η έκφραση (8.87) στη σχετικιστική της γενίκευση [βλέπε π.χ. Dennery 
(1972)] βρίσκει πολλές εφαρμογές στην αστροφυσική.

2. Η Λ Ε Κ Τ Ρ Ο Ν Ι Κ Η  Θ Ε Ρ Μ Ο Χ Ω Ρ Η Τ Ι Κ Ο Τ Η Τ Α

Τα ηλεκτρόνια αγωγιμότητας μετάλλου μπορούν σε πρώτη προσέγγιση να  
θεωρηθούν ως ιδανικό αέριο. Για ένα τυπικό μέταλλο, όπως ο χαλκός με 
πυκνότητα περίπου 9gr/ cm3, αν κάθε άτομο συνεισφέρει ένα ηλεκτρόνιο  
αγωγιμότητας, η εξ. (8.85) δίνει μια ισοδύναμη θερμοκρασία Fermi

' Τρ = ερ/ k ~ 80.000 °Κ

Επομένως σε θερμοκρασίες δωματίου (Τ «  TF) η ενεργειακή κατανομή των

ηλεκτρονίων (8.42) έχει ουσιαστικά τη μορφή του Σχ. 8.11. Μ όνον ο ι 
αλληλεπιδράσεις των ηλεκτρονίων στη στενή ενεργειακή ζώνη k T ( «  μ0) γύρω

από την επιφάνεια Fermi παίζουν ρόλο στις ηλεκτρονικές θερμοδυναμικές 
ιδιότητες. Το τεράστιο πλήθος των υπολοίπων ηλεκτρονίων παίζει το ρόλο απλού 
θεατή! Αρα μ πορούν πράγματι να  αμεληθούν κατά μέσον όρο οι 
αλληλεπιδράσεις των ηλεκτρονίων στο εσωτερικό του μετάλλου και να θεωρηθεί 
το "αέριο’1 αυτό ιδανικό για κάθε θερμοκρασία μικρότερη από το σημείο τήξεως 
του κρυστάλλου.

ο ε

ηλεκτρόνιο αγω γιμότητας.

Σχήμα 8.11. Η πιθανότητα κατάληψης Ρ|(1) = (ε) μιας μονοσωματιδιακής ατάΟμης από
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Μ πορούμε να  εκμεταλλευθούμε τη βηματική μορφή της κατανομής του  Σχ. 

8.11 σ το ν  π ρ ο σ εγ γ ισ τ ικ ό  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  θ ερ μ ο δυ να μ ικ ώ ν  ιδ ιο τή τω ν  ό π ω ς  η 

ηλεκτρονική  θερμ οχω ρη τικότη τα . Η μέση ολ ική  ενέργεια  τω ν  ηλεκτρονίω ν  
α γω γιμ ότητας σε θερμοκρασίες Τ  «  T F στην ενεργειακή μορφή της προσέγγισης

(8.34) ε ίνα ι

Ε  =  Σ ε ^  = g j J (Ιε^ (ε )ε ή (ε )  (8.88)
i ο

Η  π υ κ νό τη τα  μ ο νο σ ω μ α τιδ ια κ ώ ν  κα τα στάσ εω ν g(t) ο ρ ίζετα ι σ την  4  (5.25). 

Έ σ τω  Φ(ε) το  ορισμένο ολοκλήρωμα

ε
Φ(ε) =  gs J dx £ χ )  χ  (8.89)

ο

Η  εξ. (8.88) ολοκληρώ νεται κ α τά  παράγοντες*

οο ®·

Ε = f  <1Φ(ε) ή(ε) =  J άε Φ(ε) ( -  dn (ε)/ <Ιε J (8.90)
ο ο

Η π α ρ α γω γ ό ς  - 3 ε π (ε) έχε ι τη  μορφ ή συνάρτησης δέλτα  γύ ρ ω  α π ό  το  

σημείο  ε =  μ0 [βλέπε Σ χ. 8.12], ενώ  η Φ(ε) ε ίν α ι ομαλή  συνάρτηση  ( «  εί β ). 

Ε π ο μ ένω ς μπορούμ ε να  α να π τύξο υ μ ε τη  δεύτερη σε δυνα μ οσειρά  T ay lo r γύρω  

α π ό  τη ν  ενέργεια  F e im i:

|4-2kT

Σχήμα 8.12. Η παράγωγος της κατανομής 
του Σχ. 8.4 έχει τη μορφή συνάρτησης δέλτα 
γύρω από την ενέργεια Fermi ερ = |ΐο*

t

__________ S:

* Ο οννοοιακός όοος Φ(ε)ή(ϊ)1ο“  I«l6ewtt)nm ©λέχ* Σχ. 8.11 xm ιξ. (8Λ9) ].

Λ



Δ. ΤΕΛΕΙΟ ΚΒΑΝΤΙΚΟ ΑΕΡΙΟ ΦΕΡΜΙΟΝΙΩΝ 233

Φ(ε) = Σ  ^ 7  ^ε1" Φ(ε) 1̂  (ε - 1̂)"1 (8.91)

Αδιαστατοποίηση [μέσω χ  = β(ε - μ)] του ολοκληρώματος (8.90: 91) με 

προέκταση του κάτω ορίου του στο μείον άπειρο [που δικαιολογείται λόγω Τ «  
Τρ] οδηγεί στο ανάπτυγμα

Ε = Cj + C2(T/TF)2 + 0 (T /T Fy (8.92)

όπου c lj2  είναι σταθερές.

Παραγώγιση της εξ. (8.92) ως προς Τ δίνει την κανονική ηλεκτρονική 
θερμοχωρητικότητα σε προσέγγιση τάξεως (T /T F)3 :

Q  «  Τ (8-93)

Η αναλογία αυτή έχει επαληθευτεί επανειλημμένα στο εργαστήριο.



I l l





Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

9
Κ Ρ Ι Σ Ι Μ Α

Φ Α Ι Ν Ο Μ Ε Ν Α

Α . Β Α Σ Ι Κ Ε Σ  Ε Ν Ν Ο Ι Ε Σ

1. Π Ο Ι Ο Τ Ι Κ Η  Π Ε Ρ Ι Γ Ρ Α Φ Η !

Κρίσιμα ονομάζονται τα φαινόμενα που συνοδεύουν μια συνεχή (δεύτερης 
ή ανώτερης τάξης) μετατροπή φάσεως. Χαρακτηριστικό παράδειγμα κρίσιμου 
φαινομένου είναι η εμφάνιση αυθόρμητης μαγνήτισης (απουσία εξωτερικού 
μαγνητικού πεδίου) σε σιδηρομαγνητικό υλικό για θερμοκρασίες χαμηλότερες του 
σημείου Curie Tc -  ΙΟ3 [βλέπε Σχ. 3.27*30].

Πηγή της μαγνήτισης είναι το σπιν των ηλεκτρονίων σε ασυμπλήρωτους 

ατομικούς φλοιούς κυρίως d και f, μεταλλικών στοιχείων όπως Fe, Ni και Co. 
Κάθε σπιν έχει μαγνητική ροπή της τάξεως μιας μαγνητόνης Bohr [εξ. (2.30)] 
και αλληλεπιδρά με τους γείτονές του μέσω ηλεκτρικών δυνάμεων ανταλλαγής , 
που είναι αποτέλεσμα της άπωσης Coulomb και της απαγορευτικής αρχής Pauli. 
Ό ταν δυο σπιν είναι ομοπαράλληλα έχουν χαμηλότερη ενέργεια, γιατί λόγω της 
αρχής Pauli η μέση απόστασή τους είνα ι μεγαλύτερη παρά αν ήταν  
αντιπαράλληλα, και έτσι ελαττώνεται η ενέργεια Coulomb. Οι τροχιακές 
στροφορμές δεν συμμετέχουν στο φαινόμενο του σιδηρομαγνητισμού, ούτε και οι 
μαγνητικές αλληλεπιδράσεις των διπόλων που είναι πολύ ασθενέστερες από τις
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ηλεκτρικές δυνάμεις ανταλλαγής και παίζουν ρόλο μόνο στο σχηματισμό των 
περιοχώ ν Weiss [βλέπε π.χ. Kittel (1976)].

Σε χαμηλές θερμοκρασίες (T<TC) ο προη γούμ ενος ενεργειακός (Ε)

μ η χ α ν ισ μ ό ς  ο μ ο π α ρ α λ λ η λ ισ μ ο ύ  τω ν σ π ιν  κ υ ρ ια ρ χ ε ί έ ν α ν τ ι του  

αποπροσανατολιστικού εντροπικού (S) μηχανισμού στην έκφραση της ελεύθερης 

ενέργειας F = Ε - TS, οπότε επικρατεί στη ΘΙ [= ελάχιστο της F : εξ. (3.98, 
6.158)] κάθε περιοχής Weiss κατάσταση τάξης μαχράς εμβέλειας . Ποσοτικό  

μέτρο της κατάστασης αυτής είναι η μακροσκοπικά εμφανιζόμενη αυθόρμητη 

μαγνήτιση Μ («  παράμετρος τάξης). Η μαγνήτιση Μ επιλέγει τυχαία μια

συγκεκριμένη κατεύθυνση (Μ / ΙΜΙ) στον χώρο κι έτσι παραβιάζει την πλήρη 

συμμετρία περιστροφής της Χ αμιλτόνιας*.
Η κατάσταση ΘΙ μιας περιοχής Weiss σε Τ < Tc είναι αναλλοίωτη

μ όνον ως προς στροφές γύρω από τον άξονα  Μ. Το φαινόμενο αυτό λέγεται 
αυθόρμητη παραβίαση της συμμετρίας  και συνοδεύει όλα σχεδόν τα κρίσιμα  

φ αινόμενα [βλέπε π.χ. Le Bellac (1991)]. Ακριβέστερα, η ίδια η συμμετρία της 

Χ α μιλτόνιας δεν αλλάζει ούτε "παραβιάζεται" αλλά παραμένει αφ ανής. Η 
παραβίαση γίνεται από την κα τά στα ση  ΘΙ (<= ελάχιστο του αντίστοιχου

δυναμικού F )  της συμπυκνωμένης φάσης. Έ να απλό μηχανικό ανάλογο είναι 

η τελική κάμψη μιας συμμετρικής κατακόρυφης ράβδου υπό την πίεση διαρκώς 

αυξανόμενης κατακόρυφης δύναμης. Η καμπύλωση της ράβδου γίνεται σε τυχαίο 

επίπεδο και παραβιάζει την αρχική συμμετρία περιστροφής του συστήματος.
Σε υψηλές θερμοκρασίες (Τ > Tc) επικρατεί στην ελεύθερη ενέργεια F = Ε-

TS ο εντροπικός όρος -TS. Η αυθόρμητη μαγνήτιση τυχαιοποιείται και 

μηδενίζεται: το υλικό βρίσκεται στην παραμαγνητική φάση. Στο μικροσκοπικό 

επίπεδο διακρίνουμε [μέσω προσομοιώσεων σε υπολογιστή -  βλέπε π.χ. Wilson 

(1979)] περιοχές "σπιν -πάνω" και περιοχές "σπιν-κάτω", η μέση γραμμική 
διάσταση των οποίω ν προσδιορίζει το λεγόμενο μήκος συσχετισμού  ξ(Τ). Αν για 

παράδειγμα μπορούσαμε να κρατήσουμε σταθερό τον προσανατολισμό ενός

* Η επιλογή κατεύθυνσης Μ/ Μ είναι τυχαία  με την έννοια ότι αν ζεστάνουμε το υλικό πάνω
—>

από την Tc - ώστε να εξαφανιστεί η Μ - και μετά το ξανακρυώσουμε κάτω από την Tc, η νέα 
αυθόρμητη μαγνήτιση παρουσιάζεται σε κατεύθυνση τελείως άσχετη με την πρώτη (γιατί το υλικό 
υπερθερμαινόμενο ξεχνά την "ιστορία” του!).
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συγκεκριμένου σπιν ί, τότε σε απόσταση ξ(Τ) η μεγάλη πλειοψηφία («63%) των 
γειτονικών σπιν j θα είχε τον ίδιο προσανατολισμό όπως το ί.

Όπως είπαμε στην § 6.Δ.3, ο στατιστικός συσχετισμός των δύο σπιν 
εκφράζεται ποσοτικά από τη συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού Gc(2) (r), που 
για μεγάλες αποστάσεις r = \ τ \  - ~τ·} I και IT - Tc! «  Tc είναι ανάλογη του e-r/̂ )

<SjSj > - <Si> <Sj> = Gc<2> (r) ~  e-r̂ r)/ γζ t ζ = σταθερά (9.1)

Καθώς η θερμοκρασία ελαττα'ννεται και πλησιάζει την κρίσιμη τιμή Tc , το μήκος 

συσχετισμού αυξάνει:

ξ(Τ) oc IT - Tcl v , IT - Tcl «  Tc (9.2)

Σε Τ = Tc βρίσκει κανείς στατιστικές διακυμάνσεις και συσχετισμούς σε όλες τις 

κλίμακες μεγεθών, από τη μικροσκοπική ακτίνα Bohr μέχρι το μακροσκοπικό 
μήκος V1/3 ( -> °ο στο θερμοδυναμικό όριο).

Η φυσική περιγραφή του κρίσιμου σημείου θεωρείται α ν α λ λ ο ίω τ η  σ ε  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  κ λ ίμ α κ α ς , πράγμα που σημαίνει ποιοτικά ότι αν κάποιο μέρος 
του συστήματος μεγενθυνόταν έως ότου να φθάσει το μέγεθος του αρχικού 
συστήματος, θα ήταν αδύνατο να βρει κανείς φυσική διαφορά μεταξύ του 
μεγενθυσμένου μέρους και του αρχικού συνόλου [βλέπε π.χ. Σχήμα 9.1!]. Σε 
σύγχρονη γεωμετρική ορολογία λέμε ότι στο κρίσιμο σημείο το υλικό αποκτά 
μ ο ρ φ ο κ λ α σ μ α τ ικ ή  δ ο μ ή  (fractal). Βλέπε π.χ. Mandelbrot (1982), Coniglio 
(1989).

Σε κάθε μετατροπή φάσεως πραγματοποιείται το ακόλουθο "παράδοξο0, 
ενώ αρχίζουμε από μια Χαμιλτόνια που κατά κανόνα περιέχει μόνον 
αλληλεπιδράσεις μικρής εμβέλειας (μεταξύ πλησιέστερων γειτόνων), συναντάμε 
συσχετισμούς μακράς ή και άπειρης εμβέλειας. Αυτοί οι συσχετισμοί αναιρούν 
όλα τα κλασσικά διαταρακτικά αναπτύγματα που εφαρμόζονται μόνο σε 
διακυμάνσεις μικροσκοπικής κλίμακας, ενώ όπως είπαμε, ό λ ε ς  οι κλίμακες 
συμβάλλουν στο κρίσιμο σημείο Τ = Tc.

Υπάρχει όμως και η θετική πλευρά αυτού του φαινομένου. Αφού μια 
μετατροπή φάσεως είναι ένα συνεργατικό φαινόμενο ευρείας κλίμακας, μπορεί 
να ελπίζει κανείς ότι μερικές από τις κρίσιμες ιδιότητες θα εξαρτώνται μόνον 
από πολύ αδρά χαρακτηριστικά του προβλήματος [όπως η διάσταση του χώρου 
(</), η διάσταση της παραμέτρου τάξης ( D ) και οι συμμετρίες των τοπικών
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ζεύξεων] και όχι από τις λεπτομέρειες των αλληλεπιδράσεων. Αυτή η ιδιότητα -  

που ονομάζεται παγκοσμ ιότητα- υλοποιείται κατά κανόνα στο εργαστήριο.

Σ χ ή μ α  9 .1 . Α ν α λ λ ο ιό τη ια  συστήιιατος σε μετασχηματισμούς κ λ ίμ α κ α ς :

Μ ε γ ά λ ο ι  ψ ύ λ λ ο ι  έ χ ο υ ν  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο υ ς  ψ ύ λ λ ο υ ς  

π ά ν ω  σ τ ι ς  π λ ά τ ε ς  τ ο υ ς ,  π ο υ  τ ο υ ς  τ σ ι μ π ο ύ ν .

Κ α ι  ο ι  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο ι  έ χ ο υ ν  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο υ ς  α κ ό μ η  

Κ ι  έ τ σ ι  σ υ ν ε χ ί ζ ε τ α ι  μ έ χ ρ ι  τ ο  ά π ε ι ρ ο  !

< Π ροσαρμογή  α π ό  Huang (1987) >
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2. Κ Ρ Ι Σ Ι Μ Ο Ι !  Ε Κ Θ Ε Τ Ε Σ

Τα κρίσιμα εμπειρικά δεδομένα που χαρακτηρίζουν μια συνεχή μετατροπή 
φάσεως [βλέπε π.χ. Σχ. 3.23,29 και εξ. (9.2)] περιγράφονται φαινομενολογικά  
από την ακόλουθη ασυμπτωτικά εκθετική συμπεριφορά*

Α Σ Κ Η Σ Η .  Να βρεθούν (όπου ορ ίζοντα ι) ο ι  κ ρ ίσ ιμ ο ι εκθέτες λ \  τω ν  συναρτήσεω ν ( f i( t)  = 

A t1/4 +Β11/2 + Π , f2(l) = A t-2' 3 (I + Β)2' 3, r3(t) = A t2 σ 'Λ  , f4(t) = A In III + B, fs (t) =

A - B t1/2, f6(t) = A In lcxp(l/t4) - II ).

Για μαγνητικό υλικό BMT η συνάρτηση Fj(t) παριστάνει συνήθως :

(ί = 1) Ειδική θερμοχωρητικότητα μηδενικού πεδίου, cB(ltl, Β=0).

(ί = 2) Αυθόρμητη ειδική μαγνήτιση, m  ( - 1, Β=0).
(i = 3) Ισόθερμη επιδεκτικότητα μηδενικού πεδίου, χΧ (Itl, Β=0 ).

(ί = 4) Κρίσιμη ειδική μαγνήτιση, lim m  ( - 1, Β) όταν Β _>0 .
Τον ρόλο της μεταβλητής t παίζει το μαγνητικό πεδίο.

(ϊ = 5 ) Κρίσιμη συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού σε μηδενικό πεδίο,
Gc<2>(t=0, Β=0, r). Τον ρόλο της μεταβλητής t παίζει το 

αντίστροφο μήκος r -1.
(ϊ = 6) Μήκος συσχετισμού σε μηδενικό πεδίο, ξ (Itl, Β=0 ).

Για απλό ρευστό η αντίστοιχη συνάρτηση Fj(t) είναι
• Ειδική θερμοχωρητικότητα σε σταθερό κρίσιμο όγκο, cv .

• Διαφορά πυκνοτήτων υγρού - αερίου, ρ[ - ρ 0.
• Ισόθερμη συμπιεστότητα, kT.

* Η σχέση (9.3) δ ίνε ι τον  κυρ ία ρχο  όρο μ ιας ασ υμπτω τικής σ ειράς Fj(i) = Aftl^* (1 + +

Fj(t) ~ ltl*i = ελί10111, t = [(Τ - T J / Tc ] 0 (9.3)

Η παράμετρος

(9.4)

λέγεται κρίσιμος εκθέτης.
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• Διαφορά πυκνοτήτων στην κρίσιμη ισόθερμο (t=0), Ql(c)*Qg(c)* Τον 
ρόλο της μεταβλητής t παίζει η διαφορά πιέσεων P-Pc*

• Κρίσιμη συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού, G^K*)-

• Μήκος συσχετισμού σε κρίσιμο όγκο, ξ (Itl, V=Vc).

Για ιστορικούς λόγους έχει επικρατήσει ένας ανομοιόμορφος συμβολισμός 
των κρίσιμων εκθετών {Aj} με τα γράμματα του ελληνικού αλφαβήτου (α, β, y, <5,

η και ν ) ,  όπου

Αι = - α, λ ι - β ,  Α3 = - y, λ* = 1/ <5, Α5 = d - 2 + η , λό = - ν  (9.5)

Η κρίσιμη συμπεριφορά ενός απλού μαγνητικού συστήματος συνοψίζεται στον  

πίνακα 9.1. Στον πίνακα 9.2 παρουσιάζονται οι αντίστοιχοι κρίσιμοι εκθέτες 

απλού ρευστού

Π ίνακας 9.1. Μ αγνητικό υλικό

Εκθέτης Ορισμός

α cudtl, Β=0) -  ltl-fl

β m(-t, Β=0) -  (-t)0

Υ Xrdtl, Β=0) ~ ltl-v

δ /n(t=0,B) -  Β 1̂ , Β -> 0

11 Gc(2)(t=B=0,r) -

V ξ(Ι«, Β=0) -  ltl-v

Π ίνακας 9.2. Α πλό ρευστό

Ορισμός κοισίμων εκθετών 
cVc ~ ltl'a

(Ql - Qg) -  (-0 0  

kT -  ltl-r

(Ql-Qg) U  -  IP - Pclu· · P->Pc 

Gc(2)(r)ll=0 -  r2 -**

Kill, V=Vc) -  ltl-v

3. Π Α Γ Κ Ο Σ Μ Ι Ο Τ Η Τ Α

Στον πίνακα 9.3 παρουσιάζονται πειραματικά δεδομένα κρίσιμων εκθετών 

διαφόρω ν μαγνητικών και ρευστών συστημάτων. Παρατηρεί κανείς με έκπληξη 
ότι οι κρίσιμοι εκθέτες τελείως διαφορετικών μετατροπών φάσεως, όπως π.χ. η

V
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μετατροπή υγρού-αερίου Xe και ο διαχωρισμός μείγματος οργανικών ουσιών, 
είναι ίσ ο ι μέσα στα όρια των πειραματικών σφαλμάτων.

Το φαινόμενο αυτό κατά το οποίο ανόμοια συστήματα παρουσιάζουν την 
ίδια κρίσιμη συμπεριφορά, δηλαδή ίδιους κρίσιμους εκθέτες, λέγεται 
παγκοσμιότητα (universality). Μπορούμε να ταξινομήσουμε τα συστήματα σε 
κ α τ η γ ο ρ ίε ς  π α γ κ ο σ μ ιό τ η τ α ς  έτσι ώστε δυο συστήματα της ίδιας κατηγορίας 
παγκοσμιότητας να έχουν την ίδια διάσταση του χώρου των θέσεων d  και την 
ίδια διάσταση D  της παραμέτρου τάξης. Πειραματικά δεδομένα όπως αυτά του 
Πίνακα 9.3 ενισχύουν την άποψη ό τ ι: "ό λ α  τα  σ υ σ τ ή μ α τ α  π ο υ  α ν ή κ ο υ ν  σ τ η ν  ίδ ια  

κ α τη γ ο ρ ία  π α γ κ ο σ μ ιό τη τ α ς  έ χ ο υ ν  ίδ ιο υ ς  κ ρ ίσ ιμ ο υ ς  ε κ θ έ τ ε ς ".

Xc ΔυαδικάΡευστά Ορείχαλκος βήτα 4Hc Fe Ni

D 1 1 1 2 3 3
α <0.2 0.113±.005 0.051.06 -0.0141.016 -0.031.12 0.041.12
β 0.35±.015 0.322±.002 0.3051.005 0.341.01 0.371.01 0.3581.003
γ > ·£ 1.239±.002 1.251.02 1.331.03 1.331.015 1.331.02
δ 4.2+j6 4.85±.03 3.951.15 4.31.1 4.291.05
η 0.1+1 0.017±.015 0.081.07 0.0211.05 0.071.04 .0411.01
V « 0.57 0.6251.006 0.651.02 .6721.001 0.691.02 0.641.1

Πίνακας 9.3. Κρίσιμοι εκθέτες διαφόρων συστημάτων. Οι εκθέτες α και β δυαδικών 
ρευστών αναφέρονται σε μεΟανόλη-εξάνη, ενώ οι ys η και ν είναι για μείγμα 
τριμεΟυλοπεντάνης και νιτροεΟάνης [Binncy (1992)]. Η παράμετρος D  είναι η διάσταση της 
αντίστοιχης παραμέτρου τάξης.

Ένας από τους κύριους στόχους της θεωρίας κρίσιμων φαινομένων είναι
η εξήγηση της προηγούμενης πρότασης. Γιατί είναι πράγματι π α ρ ά δ ο ξ ο  το ότι
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διαφορετικές ενδο-ατομικές δυνάμεις (που είναι υπεύθυνες για την ίδια την 

ύπαρξη της μετατροπής φάσεως σε μια ποικ ιλία  κρίσιμω ν θερμοκρασιώ ν) 

οδηγούν στην ίδια κρίσιμη συμπεριφορά.

Β . Μ Ο Ν Τ Ε Λ Ο  I S I N G

1. Γ Ε Ν Ι Κ Η  Π Ε Ρ Ι Γ Ρ Α Φ Η

Με βάση τη γνωστή απλουστευτική στρατηγική που ακολουθούν γενικά οι 
φυσικοί, ενισχυμένη μάλιστα από την αρχή της παγκοσμιότητας, προσπαθεί 
κανείς να  περιγράφει το πολύπλοκο φαινόμενο του σιδηρομαγνητισμού με το 

απλούστερο δυνατό (αναλυτικά ή αριθμητικά επιλύσιμο) μοντέλο που περιέχει τα 

ουσιώδη  χαρακτηριστικά του φαινομένου.
Το ουσιώδες χαρακτηριστικό του σιδηρομαγνητισμού όπως είπαμε στην § 

9 .Α .Ι  είνα ι η αλληλεπίδραση τω ν σ π ιν  π ου  τείνει να  τα ευθυγραμμίσει 

ομοπαράλληλα. Ως 1 ° απλουστευτικό βήμα, αντικαθιστούμε λ ο ιπ ό ν  στις 

πλεγματικές θέσεις τα άτρμα α π ό  "ουδέτερα ηλεκτρόνια". Στη συνέχεια, 
π ε ρ ιο ρ ίζο υ μ ε  τ ις  μικρής εμ β έλεια ς  α λ λ η λ επ ιδ ρ ά σ εις  σ π ιν -σ π ιν  σε 

αλληλεπιδράσεις μ όνο μεταξύ π λη σ ιέσ τερ ω ν γε ιτό νω ν  (2°  βήμα) οπότε ο  

Χ αμιλτόνιος τελεστής του σιδηρομαγνήτη (χωρίς εξωτερικό μαγνητικό πεδίο) 

γράφεται

Η = - J0 Σ  <?j · <?k (9.6)
<jk>

Τ ο σύμβολο <jk> δηλώνει τις πλησιέστερες πλεγματικές θέσεις j, k. To 

μέγεθος J0 > 0 είναι η σταθερά ζεύξης σε μονάδες ενέργειας, και σ j = (OjX, ajy, 
cTjz). Οι τελεστικές συνιστώσες σ π ιν  (a = x,y,z) για  το ηλεκτρόνιο που  
βρίσκεται στην πλεγματική θέση j παριστάνονται στη βάση {SjZ} από τους τρεις

γνωστούς πίνακες Pauli [βλέπε εξ. (2.31,32]:

- i 

0

0

-1 J
(9.7)

Η αλληλεπίδραση (9.6) ορίζει το κβαντικό μοντέλο Heisenberg (1928).

I
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ΑΣΚΗΣΗ. Να λυθεί το μονοδιάστατο κβαντικό πρόβλημα Heisenberg σε υψηλή θερμοκρασία Τ 

με περιοδικές συνοριακές συνθήκες ο ν +1 = ο ι» όπου Ν είναι ο αριθμός των σπιν. Να 

αποδειχθεί ότι σε πρώτη (μη τετριμμένη) αντίστροφη θερμοκρασιακή προσέγγιση η 

θερμοχωρητικότητα είναι Cv = 3NkJ02/(kT)2. [ Αυτή η άσκηση είναι αξιοσημείωτη γιατί 

υπολογίζεται το Cv χωρίς προηγούμενη γνώση των ιδιοτιμών και ιδιοκαταστάσεων του τελεστή 

Η].
< Υ π ό δ ε ι ξ η : ΖΝ = Tr e'PH = Tr (1 - βΗ + β2Η2/2  -...), Tr aja = 0, a = x, y, z >.

Όποιος προσπάθησε να λύσει (ή καλύτερα να γενικεύσει!....) την 
προηγούμενη άσκηση, πρέπει σε κάποιο βαθμό να αντιλήφθηκε την αξεπέραστη 
αδυναμία αναλυτικής αντιμετώπισης του γενικού προβλήματος (9 .6 ). 
Καταφεύγουμε λοιπόν στο 3° απλουστευτικό βήμα αντικατάστασης των μη 
μετατιθέμενων πινάκων ο ·} με μοναδιαία κλασσικά ανύσματα 5*j. Έτσι
φθάνουμε στο κλασσικό μοντέλο Heisenberg με το σκεπτικό ότι στην περιοχή 
ενός κρίσιμου σημείου Tc * 0 οι κβαντικές διακυμάνσεις είναι αμελητέες σε
σύγκριση με τις (τεράστιες) στατιστικές. Δυστυχώς δεν υπάρχουν αναλυτικές 
λύσεις* , ούτε για το κλασσικό μοντέλο Heisenberg παρά μόνο σε διάσταση 
χώρου d  = 1 .

Στο τελευταίο ( 4 ° )  απλουστευτικό βήμα αντικαθιστούμε τα κλασσικά 
—>

ανύσματα S j από αριθμούς Sj που μπορούν να πάρουν μόνο δυο τιμές Sj = + 1  

("πάνω") ή Sj = -1 ("κάτω"), οπότε καταλήγουμε στο περίφημο μοντέλο  Ising 

(1925) με Χαμιλτόνια

H, = - J o Z S j S k , Sj = +1, Sk = +1, j ,k =  1,2, ....,Ν (9.8)
<jk>

Ο βασικός περιορισμός του μοντέλου αυτού σε σύγκριση με τα μοντέλα 
Heisenberg είναι ότι κάθε πλεγματικό σπιν μπορεί να προσανατολίζεται κατά 
μήκος ενός μόνον άξονα. Ο άξονας αυτός (έστω ζ) μπορεί να είναι ένας άξονας 
συμμετρίας του κρυστάλλου, ή η διεύθυνση ενός εξωτερικού μαγνητικού πεδίου. 
Επομένως η διάσταση της παραμέτρου τάξης m = <S} > είναι D  = 1 (βαθμωτό

* Οι τοπικοί συσχετισμοί σπιν, όπως ο εικονιζόμενος στο εξώφυλλο του ανά χείρας βιβλίου 

(βλέπε επεξήγηση στη σελ. 4] απαγορεύουν (μέχρι σήμερα) τον ακριβή υπολογισμό της 

συνάρτησης επιμερισμού του κλασσικού μοντέλου Heisenberg για d>2.
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μέγεθος). Αρα το μοντέλο Ising ανήκει σε κατηγορία παγκοσμιότητας 
διαφορετική από εκείνη του κλασσικού μοντέλου Heisenberg που έχει D = </,
γιατί η ειδική μαγνήτιση m = <S f> είναι ένα ά~ διάστατο άνυσμα στον χώρο 
των θέσεων.

Όπως διαπιστώνεται στο εργαστήριο, το μοντέλο Ising (9.8) είναι ένα 
ποιοτικά σωστό πρότυπο σιδηρομαγνητισμού, σε ποσοτική όμως διαφωνία με το 
πείραμα.

2. Μ Ο Ν Ο Δ Ι Α Σ Τ Α Τ Ο  Μ Ο Ν Τ Ε Λ Ο  I S I N G

ι .  Μ Α Γ Ν Η Τ Ι Κ Η  Α Λ Υ Σ Ι Δ Α

Το μονοδιάστατο μοντέλο Ising είναι ένα από τα ελάχιστα μοντέλα στη 
στατιστική φυσική που είναι ακριβώς επιλύσιμο. Επιπλέον η λύση είναι αρκετά 
απλή, ώστε η θερμοδυναμική του προκύπτει χωρίς μεγάλη δυσκολία. Θεωρούμε 
ένα γραμμικό σιδηρομαγνήτη Ν ατόμων σταθερός πλέγματος α, του οποίου τη 
μικροκατάσταση \SX = 1, S2 = 1, S3 = -1,..., SN = -1 > απεικονίζει το Σχήμα 9.2.

Σχήμα 9.2. Μια από τις 2Ν
>ι - i i i

μικςοκαταστάσεις ανοικτής
1 , . - . J.I 3

\
MS Μ

1
μαγνητικής αλυσίδας Ising. Sl $π-ι

Η γενική Χαμιλτόνια Ising (9.8) γίνεται σε αυτή την περίπτωση
*

Ν-1
Η, = - J 0  Σ  Sk Sk+1 ( 9 . 9 )

k=l

ν
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α. ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΜΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

Η κανονική συνάρτηση επιμερισμού είναι

ν-ι
ζ Ν = Σ Σ ... Σ exp [ β1 0  Σ sk Sk+1] (9.10)

Sj=±l S2=±l SN=±1 k=l

To τελευταίο σπιν Sn εμφανίζεται μόνο στον τελευταίο όρο (βJo Sn-i Sn) του
αθροίσματος στον εκθέτη και επομένως μπορούμε αμέσως να βρούμε το άθροισμα 
ως προς SN:

Σ  εβ ν Ν -ι%  = epjosN-i + e^oSN-i = 2  cosh $J0SN-i) = 2  cosh (βΙ0) 
sN=±i

γιατί το cosh ( )  είναι άρτια  συνάρτηση. Η εξ. (9.10) γίνεται

-«· "  Ν-2
Ζν ~ Σ ... Σ exp[ βίο Σ Sfc 2  cosh(βJo)

Sl =±1 SN_1=±1 k=l

= 2 cosh$J0) · Zn-i (9.11)

H (9.11) είναι μια αναδρομική σχέση που λύνεται αμέσως επαναληπτικά: 

Ζν = ( 2  cosh β1 0 ) 2  · Ζν. 2

= ( 2  cosh β10 ) 3 · ΖΝ . 3 = . . .  = ( 2  cosh β10 ) Ν -2 ■ Ζ2 (9 .1 2 )

Η δισωματιδιακή συνάρτηση επιμερισμού είναι

ζ 2  = Σ Σ exp (β1 0  S iS2) = Σ 2  cosh β1 0  = 4 cosh β1 0
Sj=±l S2=±l Sj=±l

Αντικατάσταση στην εξ. (9.12) δίνει το αποτέλεσμα

Ζν = 2  ( 2  cosh β10 )Ν-ι (9.13)
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β. ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ

Η ελεύθερη ενέργεια Gibbs είναι, λόγω των εξ. (9.13,6.19')

Gn = - kT In Ζν = - kT [In 2 + (Ν -1) In (2 cosh β10)1 (9.14)

Στο θερμοδυναμικό όριο (Ν»1) μόνον ο όρος που είναι ανάλογος του Ν 
παραμένει. Αρα έχουμε

Gn = - Ν kT in(2 cosh β10) (9.15)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Όταν απουσιάζει εξωτερικό μαγνηηκό πεδίο, έχουμε Gn = Fn =- kT 1η Ζν· Οταν
—> Α

όμως υπάρχει μαγνηηκό πεδίο Β = Β0ζ, τότε προσθέτουμε στη Χαμιλτόνια (9.8) τον όρο 

αλληλεπίδρασης του κάθε σπιν με το εξωτερικό πεδίο, και αντί της εξ. (9.8) έχουμε

Ν
H, = -Jo Σ  SjSk - ΒοΣ Sk , sjik= ± l, j,k= l+ N  (9.16)

<ik> k=i

To μέγεθος B0 μετριέται σε μονάδες ενέργειας. Σε αυτή την περίπτωση ισχύει

FN (ΓΜ) * GN α Β )  = - kT In Ζν(Τ,Β) (9.17)

όπου Μ = < Σ \ =1 S* > είναι η μέση (αδιάστατη) μαγνήτιση του συστήματος. Με την

προοπτική εισαγωγής εξωτερικού μαγνητικού πεδίου [βλέπε εξ. (9.27)) προτιμήσαμε τον 
συμβολισμό Gn στην (9.14).

Η θερμοχωρητικότητα Cb μηδενικού μαγνητικού πεδίου συνάγεται από 
τις εξ. (3.115,107) και (9.15):

c  . τ ^ 5 νι N k( P Jo ϋ
Β 3Τ2 ,Β 1 cosh βίο ' (9.18)

Παρατηρούμε ότι το μέγεθος αυτό είναι η ίδια συνεχής συνάρτηση της 
θερμοκρασίας που προκύπτει από την εξ. [(6.35'): s = 1/2, μΒ -»J«J για τον 
ιδανικό παραμαγνήτη. Αυτό είναι ισχυρή ένδειξη ότι δεν υπάρχει πεπερασμένη 
κρίσιμη θερμοκρασία στο μονοδιάστατο μοντέλο Ising.
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γ. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΜΟΥ

Ο υπολογισμός των συναρτήσεων συσχετισμού διευκολύνεται αν, στο 
πνεύμα της συζήτησης στην § 6.Δ.3, τροποποιήσουμε τη Χαμιλτόνια (9.9) ως εξής

Ν-1
Hj Hj' =  - Σ  J0k Sk Sk+1 (9.19)k=i

Στην έκφραση (9.19) αντιστοιχεί η τροποποιημένη συνάρτηση επιμερισμού
Ν-1

Ζν = Σ  exp [β Σ  Jok Sk Sk+1] (9.19a)
lsi) k=l

και η αντίστοιχη δισωματιδιακή συνάρτηση συσχετισμού

< S* $k+i > = In ΖΝ' (9.19b)
o(pJok)

Κάθε δισωματιδιακός συσχετισμός πλησιέστερων γειτόνων στο αρχικό μοντέλο
(9.9) προκύπτει από την εξ. (9.19b), αν μετά την παραγώγιση θέσουμε JCk = Jo
για κάθε k=l,...N .

Η συνάρτηση επιμερισμού (9.19a) υπολογίζεται όπως στη σελ. 247. Είναι 
χρήσιμο να ορίσουμε αδιάστατες ζεύξεις

3J0k = Jk (9.20)

οπότε εύκολα διαπιστώνουμε (Ασκηση!) ότι η αναδρομική σχέση (9.1 1 ) γίνεται

Ζ 'ν = 2  cosh Jn-i * Ζ 'ν-ι (9.21)

με επαναληπτική λύση

Ν-1
Ζν ' = 2 Ν Π  coshJk (9.22)

k=l

Πράγματι, η εξ. (9.22) καταλήγει στην εξ. (9.13) για Jk = β J0  , k = 1 + Ν. Από 
τις εξ. (9.195, 22,20) έχουμε

G°>(k,k+1) 5  <Sk Sk+i> = tanh (β J0) (9.23)
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Η έκφραση (9.23) δίνει το συσχετισμό ζεύγους πλησιέστερων γειτόνων. 
Όταν τα σπιν είναι παρα-γείτονες, πώς συσχετίζονται; Αφού ισχύει Sk 2 = 1  για 
κάθε k έχουμε λόγω των εξ. (9.19a, 22,20)

<$k ^k+2> ”  <(Sk $k+l) (Sk+l^k+Z^ —
1 » Z ‘W 

Z n 3JkdJk+i

= tanh Jk · tanh Jk + 1  . (9.24')

Αποκατάσταση της ισότητας των ζεύξεων στην προηγούμενη σχέση δίνει τον 
ζητούμενο συσχετισμό

G<2 >(k,k+2 ) η <SkSk+2> = tanh2 (β J0) (9.24)

Οι προηγούμενοι συσχετισμοί (9.24' ,24) γενικεύονται αμέσως για 
οποιαδήποτε πλεγματική απόσταση r μεταξύ των δύο σ π ιν:

<s s > - = _ L  ± _ J _  _ i _
z  N 3Jk 3Jk+i 3Jk+r-i

(Z n) “ Π  tanh Jk+j-1 (9.25 ) 
i=i

και
I

G<2>(k,k+r) s  <Sk Sk+r> = tanh^J0  (9.25)

αντίστοιχα. Για πεπερασμένες θερμοκρασίες Τ = l/kp ισχύει tanh βΙ0<1 και 

επομένως η συνάρτηση συσχετισμού (9.25) είναι φθίνουσα συνάρτηση της 
απόστασης των δύο σπιν, όπως δείχνει το Σχ. 9.3.

Σ χήμα  9.3. Εξάρτηση του 

συσχετισμού δύο σπιν Ising από τη 

μεταξύ τους απόσταση κατά μήκος της 

γραμμικής αλυσίδας του Σχ. 9.2.

ι
Λ*
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Αν δεχθούμε εδώ το αποτέλεσμα της εξ. (9.35) ότι η αυθόρμητη τοπική 
μαγνήτιση μηδενίζεται σε κάθε πλεγματική θέση, <$&> = 0 Υια κ(*θε k =1+Ν, 
από την εξ. (9.25) προκύπτει

Gc<2>(k,k+r) = <Sk Sk+r> - <Sk><Sk+r> = <Sksk+r>

= exp [r In tanh βΙ0] = exp[ - r/ ξ(Τ) ]

Αρα το μήκος συσχετισμού σε μονάδες πλεγματικής σταθεράς δίνεται από την 
εξίσωση

ξ(Τ) = I In tanh (Jo/kT) h1 (9.26)

Συμπεραίνουμε ότι το μήκος συσχετισμού απειρίζεται μόνο στο απόλυτο 
μηδέν (=κρίσιμο σημείο).

ΑΣΚΗΣΗ. Έστω ότι μηδενίζουμε τη συγκεκριμένη ζεύξη J0j στην ανομοιογενή Χαμιλτόνια 

(9.19), οπότε η μαγνητική αλυσίδα κόβεται μεταξύ των σπιν j και j+1.

1°) Να δειχΟεί ότι τα δύο κομμάτια της αλυσίδας αποκτούν στατιστική ανεξαρτησία.

2°) Να δειχΟεί ότι αν η τομή γίνει μεταξύ του σπιν Sk και του σπιν Sk+r , η συνάρτηση 

συσχετισμού <Sk Sk+r> μηδενίζεται, ενώ αν η τομή γίνει σε άλλο σημείο της αλυσίδας, η 

συνάρτηση <Sk Sk+r> δεν επηρεάζεται.

ίί. ΜΑΓΝΗΤΙΚΟΣ ΔΑΚΤΥΛΙΟΣ ΣΕ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

α. ΠΙΝΑΚΑΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ

Επιβάλλουμε τώρα στο Σχ. 9.2 περιοδικές συνοριακές συνθήκες, SN +1 = Sh

και τοποθετούμε το σύστημα των Ν σπιν σε εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β = Β0  ζ. 
Έτσι καταλήγουμε στον δακτύλιο του Σχ.9.4.

Θεωρούμε τη Χαμιλτόνια (9.16) και γράφουμε
Μ Ν

-βΗι = J Σ  Sk Sk + 1 + -γ  Σ  (Sk +Sk+i)
k=l L k=i

(9.27)
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Οι παράμετροι J, Β είναι οι αδιάστατες θερμοκρασιακές ζεύξεις

J = β * Β = β Β0 (9.28)

Σχήμα 9.4. Κλειστή μαγνητική αλυσίδα 

Ising σε εξωτερικό μαγνητικό πεδίο I?.

Αρα η συνάρτηση επιμερισμού γίνεται

Ζν (Τ,Β0) = Σ  Σ  . . .  Σ  exp { Σ  [J Sk Sk+J + 1  (Sk + Sk+,))}
Si S2 SN k=l

= Σ  Σ  . . . Σ  n  exp[J Sk Sk+1 + f  (Sk + sk+,)] (9.29)
S, S2 SN k=l

Ορίζουμε τώρα -  λόγω της "υποβλητικής" μορφής της (9.29) -  ένα 2x2 
πίνακα Ρ, που λέγεται πίνακας μεταφοράς, ως εξής:

<SIPIS' > = exp[J S S' + jr (S+S ')]<-» P * * 1  (9.30)
i  ^ e J & *)

Ηεξ. (9.29) δίνει

Ζν = Σ  Σ  . . .  Σ  <S.IPIS2> <S2IPIS3> .. .<SNIPIS!> * Σ  <S,lPN|Si>
S, S2 $N s,

'λι 0Λ Λ ΐ 0> (λ, 0Λ

λ2, ι°  λ*>
• · *

ι°  λ2>
= T rP N = Tr = λ,Ν + λ2Ν (9.31)



Β. ΜΟΝΤΕΛΟ ISING 253

όπου λι>λ2  είναι οι δύο πραγματικές ιδιοτιμές του συμμετρικού πίνακα Ρ. 
Στην προηγούμενη εξίσωση χρησιμοποιήθηκε η ιδιότητα του ίχνους (trace) να 
είναι αμετάβλητο σε μετασχηματισμούς ομοιότητας που διαγωνιοποιούν τον 
πίνακα, όπως έγινε και στην εξ. (5.42). Η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα 
Ρ:

eJ+B-X e J

eJ eJ-B-X

δίνει το τριώνυμο λ2 - 2(eJ cosh Β) λ + (e2J - e-2J) = 0 με ρίζες (ιδιοτιμές του Ρ)

Στην τελευταία προσεγγιστική ισότητα χρησιμοποιήθηκε η μακροσκοπική 
ιδιότητα Ν »  1 . Σημειώστε ότι για μηδενικό μαγνητικό πεδίο, Β0  = 0, η εξ. 
(9.32) δίνει λι = eJ + e J = 2 cosh J και η εξ. (9.33) ταυτίζεται με την έκφραση 

(9.15). Αυτό σημαίνει ότι οι συνοριακές συνθήκες (ανοιχτής αλυσίδας ή 
περιοδικές), δεν  επηρεάζουν τις στατιστικές ιδιότητες στο θερμοδυναμικό όριο, 
όπως είχαμε αποδείξει ότι ισχύει και για το ΤΚλΑ στην §5.Γ.2.

Η μέση τιμή ειδικής μαγνήτισης είναι, λόγω των εξ. (9.14,27,33)

= 0

λι ,2  = eJ cosh Β + V e2J sinh2 Β + e-2J 

Ισχύει λ) > λ2  > 0  για κάθε Τ, J0, Β0  (Άσκηση!)

(9.32)

β .  ΑΥΘΟΡΜΗΤΗ ΜΑΓΝΗΤΙΣΗ

Από την εξ. (9.31) προκύπτει η ελεύθερη ενέργεια Gibbs 

Gn(T,B0) = -kTln (λ,Ν + λ2Ν)

= - kT In [λιΝ (1 + (λ2/ λΧ)Ν)] = -ΝλΤΙηλ! (9.33)

(9.34)

Από την εξίσωση (9.32) προκύπτει
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sinh(3Bn) 
Vsinh^B,,) +

-»0 όταν B0-> 0 , V T > 0 (9.35)

Συμπεραίνουμε όχι <5εν υπάρχει αυθόρμητη μαγνήτιση σε πεπερασμένη 
θερμοκρασία.

ΑΣΚΗΣΗ 1. Να αποδειχθούν οι σχέσεις <Si> = <S2> =...= <SN> = m = Z ^*  Tr (oz PN) και 
<Sj Sk> = ZN ! Tr ( az p H  az pN+i-k ), όπου 0 S k-j S N. Ο πίνακας Pauli az ορίζεται στην

εξ. (2.31).

ΑΣΚΗΣΗ 2. θεα^είστε το σύστημα του Σχ. 9.4 ( με Β = 0 ) σε θερμοκρασία Τ. Ποιά είναι η 
πιθανότητα ρπ δυο γείτονες (π.χ. τα S j , S2) να έχουν ομοπαράλληλα σπιν; 2) Ποιά είναι η 

πιθανότητα ρα οι δυο γείτονες να έχουν αντιπαράλληλα σπιν;

ΑΣΚΗΣΗ 3*. Έστω Ν = άρτιος στην προηγούμενη άσκηση. Να προσδιορισθεί μια νέα 
σταθερά ζεύξης J ' έτσι ώστε η συνάρτηση Z^CT, Β=0, J) να είναι ανάλογη της Z^CT, Β=0, J *). 

< Υ π ό δ ε ι ί τ ι : Tr ΡΝ = Tr (Ρ2)Νβ >.

3. Δ Ι Σ Δ Ι Α Σ Τ Α Τ Ο  Μ Ο Ν Τ Ε Λ Ο  I S I N G  

ί. ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑΚΟ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ

Θεωρούμε ένα δισδιάστατο τετραγωνικό πλέγμα ("σκακιέρα"!) Ν σπιν, 
χωρίς εξωτερικό μαγνητικό πεδίο. Υπάρχουν 4 πλησιέστεροι γείτονες για κάθε 
άτομο και επομένως 4 (Ν/2) = 2Ν σ υ νο λ ικ ο ί δεσμοί, γιατί κάθε δεσμό τον 
μοιράζονται δυο σπιν. Η συνάρτηση επιμερισμού για το δισδιάστατο μοντέλο 
Ising είναι

Ζ (J) = Σ exp [J Σ SjSj] =
(Sj) <i|>

* Η μέθοδος αυτής της άσκησης έχει μεγάλη σημασία στη θεωρία ομάδας σνοοίανονυώποίησης 
I βλέπε π.χ. Huang (1987), Zinn-Justin (1989) ]. Λ"
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Σ  Σ  . . .  Σ  Π  exp{J SjSj}
Sj=+1 S2=±l SN=±1 <lj> J

(9.36)

όπως συνάγεται από τις εξ. (9.8,28). Αφού για κάθε ζεύγος πλεγματικών θέσεων 
(i,j) είναι SjSj = ± 1 , ισχύουν οι ταυτότητες:

+ (SjSj) = exp(J SjSj) (9.37)

exp{JSjSj) = (1 + SjSj υ) cosh J, υ = tanh J (9.38)

Λόγω της ταυτότητας (9.38) η συνάρτηση επιμερισμού (9.36) γίνεται

Ζ (J) = Σ  Π  [ ( 1  + υ S;Sj) cosh J) (9.39)
(Si) <ij>

Σε κάθε ένα από τους 2Ν δεσμούς <ij> του πλέγματος αντιστοιχεί ένας 
παράγοντας [...] ανάλογος του cosh J. Επομένως ισχύει

Z(J) = cosh^Nj Σ  Π  (l + υ SjSj)] 
(Sj) <ϋ> J

(9.40)

Αναπτύσσουμε το γινόμενο στην έκφραση (9.40) με τον γνωστό τρόπο 
πολλαπλασιασμού διωνύμων:

Z(J) = cosh2N J Σ  [1  + υ Σ  SjSj + υ2 Σ  Σ  (SjSj) (SkS,) +...] (9.41)
{Sj} <ij> <ij>*<kl>

Σε κάθε ζεύγος <ij> πλησιέστερων γειτόνων (SjSj) αντιστοιχούμε μια 

πλεγματική γραμμή (δεσμό). Επομένως σε κάθε όρο του Θ ερμ οχρα σια κού  
αναπτύγματος  (9.41) αντιστοιχεί ένα διάγραμμα. Για παράδειγμα, το Σχ. 9.5 
παριστάνει τον όρο

(SjS2) (S3S4 ) (S5 S5 ) (S1S5 ) (S2 S<;) (S3S7 ) (S4 Sg) (SvSg) (SjqSh )

Επειδή κανένα ζεύγος SjSj δεν εμφανίζεται δύο φορές στην εξ. (9.41) [βλέπε π.χ. 
περιορισμό <ij>*<kl>], κανένας δεσμός δεν διαγράφεται δύο'φορές.

Παρατηρούμε τώρα ότι ισχύει ^

/χ·

^ νΛ,ΐΛ%
'•'■.Vr·-

S
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Σ Sj2" =  2 , η = 0 , 1,2 , Σ S,2" +1 =  0,
Sj=±l Sj=±l 1

0

η = 0,1, Vj = Ι+Ν

• · • ·  ·

Φ α d  :
5 6 7 8

Σχήμα 9.5. Διαγραμματική αναπαράσταση * 9 10* "*11 *12 *

ενός όρου του θερμοκρασιακού αναπτύγματος · •
13

•
14

• ·  ·
15 16

(9.41: Ν >  16). • · • ·  ·

Αρα, μόνον οι όροι του αναπτύγματος (9.41) στους οποίους κάθε σπιν Sj
παρουσιάζεται άρτιες φορές (0,2 ή 4), δίνουν μη μηδενικό αποτέλεσμα μετά την 
άθροιση 2{s·}. Το αποτέλεσμα αυτό για κάθε τέτοιο όρο είναι ίσο με

vL Σ 1 = 2Νυ1-
iSi)

(9.42)

όπου L είναι ο αριθμός δεσμών του αντίστοιχου διαγράμματος.

Σχήμα 9.6. Ένα άρτια κλειστό διάγραμμα 

που έχει μη μηδενική συνεισφορά στη 

συνάρτηση επιμερισμού δισδιάστατου 

τετραγωνικού μοντέλου Ising.

Συνεπώς μόνον όροι που αντιστοιχούν σε άρτια κλειστά διαγράμματα, 
όπως αυτό του Σχ. 9.6, συνεισφέρουν κατά υ1- 2Ν στην εξ. (9.41). Ανοιχτά

ί
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διαγράμματα, όπως αυτά του Σχ. 9.5, δεν συνεισφέρουν στη συνάρτηση 
επιμερισμού Z(J) γιατί περιέχουν περιττή δύναμη κάποιου βαθμού ελευθερίας Si

και μηδενίζονται στο τελικό κατασταστικό άθροισμα (9.41). Χρειάζεται όμως 
προσοχή, γιατί όλα τα κλειστά διαγράμματα δεν είναι άρτια κλειστά. 
Πράγματι, το διάγραμμα του Σχ. 9.7 περιέχει π.χ. τον παράγοντα S2 3 και δίνει 
μηδέν όταν ο βαθμός ελευθερίας S2  αθροισθεί ως προς τις δύο δυνατότητες S2  = 
±1.

Αν g(L) είναι ο αριθμός των άρτια κλειστών διαγραμμάτων συνολικού 
πλεγματικού μήκους L το καθένα, τότε σύμφωνα με το επιμέρους αποτέλεσμα
(9.42) το τελικό άθροισμα (9.41) γίνεται

Z(J) =2Ν cosh2Nj Xg(L) v L
L

Σχήμα 9.7. Παράδειγμα κλειστού διαγράμ

ματος με μηδενική συνεισφορά στο 

καταστατικό άθροισμα (9.41).

(9.43)

• · · ·

• 5

I _ _ _ J  4

9 10 11 12
• · · ·

Σημειώστε ότι L = 0,4,6 ,8 ,... (άρτιος αριθμός), συνεπώς ισχύει η συμμετρική 
ιδιότητα

Z(J) = Z(-J)

Π. ΚΡΙΣΙΜΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ

Θεωρείστε ένα άρτια κλειστό διάγραμμα μήκους L, όπως το σύνθετο 
πολύγωνο έντονης γραμμής του Σχ. 9.8. Εισάγουμε νέες δίτιμες μεταβλητές 
σπιν ως εξής: στο κέντρο  κάθε τετραγόινου, που χαρακτηρίζεται από (παλιά) 
μεταβλητή Sj στην κάτω αριστερά γωνία του, τοποθετούμε το νέο σπιν σj. Η 
μεταβλητή ο χ έχει τιμή 0\ = + 1 , αν το τετράγωνο βρίσκεται στο εσωτερικό του
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πολυγώνου, ή σ* = -1, αν το τετράγωνο βρίσκεται απ’έξω*. Κάθε δεσμός ( - -
-) μεταξύ ετερόσημων τιμών σ τέμνει έναν περιμετρικό δεσμό (----- ) του άρτια
κλειστού διαγράμματος, και αντίστροφα.

Τα κέντρα των τετραγώνων του αρχικού πλέγματος σχηματίζουν ένα νέο 
τετραγωνικό πλέγμα που λέγεται δυαδικό πλέγμα [βλέπε π.χ. Baxter (1982)]. 
Εξετάζουμε τώρα την ισοδυναμία του αρχικού πλέγματος ("σκακιέρα") με το 
δυαδικό. Ο αριθμός των αρχικών θέσεων είναι Vn x Vn = Ν, όσα τα σπιν. Ο 
αριθμός θέσεων του δυαδικού πλέγματος είναι όσα τα τετράγωνα της 
"σκακιέρας": (Vn-1)x (Vn-1) = N(1 - Ι/Vn )2 «Ν, για Ν »  1. Επομένως τα 
δύο πλέγματα έχουν ίδιο αριθμό θέσεων (Ν) στο μακροσκοπικό όριο που μας 
αφορά. Μπορούμε λοιπόν ισοδύναμα να μελετήσουμε το ίδιο φυσικό 
πρόβλημα ΣΝ [= δισδιάστατος μαγνήτης Ising] τοποθετώντας τα Ν σπιν στις
δυαδικές πλεγματικές θέσεις.

ο 9I ο1 ο ο ο ? ο

ο-- 1 1 C ο Ο.--
9

··+·· —ο

ο
I
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Σχήμα 9.8. Ένα (σύνθετο) άρτια κλειστό διάγραμμα συνολικού μήκους L μονάδων αρχικού 

πλέγματος (έντονη γραμμή) τέμνει L ετερόσημους δεσμούς (διακεκομμένες γραμμές) του 
δυαδικού πλέγματος.

Η συνάρτηση επιμερισμού στο δυαδικό πλέγμα σε θερμοκρασία Τ ' είναι 

Z (J ')=  Z expfJ ' Σ OjOj = Σ Σ ... Σ Π exp[J' αοι] (9.44)
{θ|) <jj> Oj=±l 02=±1 Oyg=±l

* Εδώ βάζουμε μικρούς κύκλους (ο) αντί αρνητικών προσήμων (-) για καλύτερη εμφάνιση του 
Σχ. 9.8.
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όπου J' = J0/ kT' είναι η νέα αδιάστατη σταθερά ζεύξης. Κάθε ετερόσημος 
δεσμός <ij> στην εξ. (9.44) έχει την ιδιότητα σ ^  = -1 και συνεισφέρει έναν
παράγοντα e-J' στο γινόμενο του β ' μέλους, ενώ κάθε ομόσημος δεσμός <ij> 
έχει την ιδιότητα σ̂ σ̂  = -f-1 και συνεισφέρει έναν παράγοντα e+ r . Αν σε μια 
μικροκατάσταση {aj} υπάρχουν L ετερόσημοι δεσμοί, οι υπόλοιποι (2Ν - L) 
δεσμοί θα είναι προφανώς ομόσημοι. Η συνεισφορά αυτής της [ο^  στο γινόμενο 

του β' μέλους της (9.44) θα είναι

e-J'L eJ (2Ν - L) = e2J'N e*2J'L

Συμπεραίνουμε ότι το καταστατικό άθροισμα (9.44) μπορεί να γραφεί 

Z(J') = e^'N Zn(L) f 2*'1
L

όπου n(L) είναι ο αριθμός των μικροκαταστάσεων {Oj} που έχουν L 

ετερόσημους δεσμούς. Όπως είπαμε, σε κάθε ετερόσημο δυαδικό δεσμό 
αντιστοιχεί ένας περιμετρικός δεσμός άρτια κλειστού διαγράμματος [βλέπε Σχ. 
9.8]. Αρα θα έχουμε

n(L) = g(L)

όπου το g(L) ορίσθηκε στην εξ. (9.43). Συνδυασμός των δύο τελευταίων 
εξισώσεων δίνει

Ζ(Γ) = e^J'N Σ  g(L) t -2>' *- (9.45)
L

ΑΣΚΗΣΗ. Π άρτε μια σκακιέρα (ή ισοδύναμο υποκατάστατο) και σημειώστε πάνω στην 
επιφάνειά της όποια μικροκατάσταση {σβ του δυαδικού πλέγματος θέλετε. Να εντοπιστούν οι

ετερόσημοι δυαδικοί δεσμοί και να ζωγραφιστεί το άρτια κλειστό διάγραμμα που αντιστοιχεί σε 
αυτή τη {σβ. Να βρεθεί η συνεισφορά του άρτια κλειστού διαγράμματος στη Z(J), καθώς και η 

συνεισφορά της μικροκατάστασης {σΑ} στη συνάρτηση επιμερισμού Z(J').

Οι εξ. (9.43,45) εκφράξουν την ίδ ια  συνάρτηση επιμερισμού, αλλά σε 
διαφορετική θερμοκρασία και συναρτησιακή μορφή η καθεμιά. Αυτό συνέβη 
γιατί ακολουθήσαμε διαφορετικό υπολογιστικό τρόπο κάθε φορά. Στην εξ. (9.43) 
χρησιμοποιήθηκε θερμοκρασιακό ανάπτυγμα ως προς υ = tanh(J0/ kT), ενώ στην
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εξ. (9.45) υπολογίσθηκε κατευθείαν η συνεισφορά κάθε μικροκατάστασης με το 
τέχνασμα του δυαδικού πλέγματος.

Θέλουμε τώρα να συνδέσουμε τις τιμές Ζ(J) και Z(J'). Για να 
απαλλαγούμε από τα άγνωστα αθροίσματα στα δεύτερα μέλη των (9.43,45) 
απαιτούμε η θερμοκρασία Τ ' (που μέχρι τώρα ήταν ανεξάρτητη από την Τ) να 
γίνει τέτοια συνάρτηση της Τ, ώστε να ισχύει

e-2J' = υ = tanh J (9.45a)

Από την προηγούμενη συνθήκη προκύπτει

J ' = 2 Λ lln tanh JI (9.45b)

Σημειώστε ότι το όρισμα του λογαρίθμου είναι μικρότερο από τη μονάδα. Η 
έκφραση (9.43), λόγω των εξ. (9.45,45ab), γίνεται*

Z(J) = $inhN(2J) Z(J' = 2*Μ In tanh J I) , V J = J0 / kT (9.46)

Η προηγούμενη σχέση είναι μια ταυτότητα ως προς J. Συνδέει δύο διαφορετικές 
εν γένει τιμές της ίδιας (άγνωστης) συνάρτησης επιμερισμού. Πράγματι, 
σύμφωνα με την εξ. (9.45a) όταν αυξάνει το J, ελαττώνεται το J '.

Η ελεύθερη ενέργεια Gibbs ανά πλεγματική Θέση στο θερμοδυναμικό όριο: 

g(J, Βο=0) = - kT lim [Ν'1 In Ζ* (J, Βο=0)], Ν

επαληθεύει, λόγω της σχέσης (9.46), την ταυτότητα

g(J, Βο=0) = - kT In sinh (2J) + g(J' = 2*ι I In tanh J I, Bo=0) (9.47)

Από την (9.47) προσδιορίζεται η κρίσιμη θερμοκρασία με το εξής σκεπτικό. 
Ξέρουμε ότι σε ένα κρίσιμο σημείο Tc η ελεύθερη ενέργεια g(T,B) δεν είναι 
αναλυτική συνάρτηση (αλλιώς θα υπήρχαν στο Tc οι παράγωγοι κάθε τάξης, 
πράγμα άτοπον εξ ορισμού του μεγέθους Τς). Επομένως δεν είναι αναλυτική η 
g(J, Βο=0) στο Jc. Από την ταυτότητα (9.47) συμπεραίνουμε [επειδή ο όρος
- kT In sinh (2J) είνα ι αναλυτική συνάρτηση του J] ότι η ελεύθερη ενέργεια δεν 
είναι αναλυτική ούτε στο Jc' = (1/2) I In tanh Jc I. Αρα θα πρέπει κανονικά να 
έχουμε δύο κρίσιμα σημεία: to Jc εξ υποθέσεως, και το Jc' λόγω της ταυτότητας

* Υπενθυμίζεται η ταυτότητα 2 sinh J cosh J ε sinh 2J.

t
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(9.47). Αν όμως υποθέσουμε ότι το σύστημα που μελετάμε έχει μόνο ένα  κρίσιμο 
σημείο Jc, τότε θα έχουμε Jc' = Jc , από την οποία προκύπτει λόγω της εξ. (9.45 a)

tanh Jc = exp (- 21^ (9.48)

Θέτουμε x = exp (- 2JC) και η συνθήκη (9.48) γίνεται x2  + 2 x - 1 = 0 με 

αποδεκτή ρίζα (>  0 ) την χ = - 1  + V2  , που ισοδυναμεί με

Jc = 2Λ In ( 1  + V2) (9.49)

Από την εξ. 9.49) και τον ορισμό J = β J0  = J0/kT προκύπτει η κρίσιμη 

θερμοκρασία για το δισδιάστατο τετραγωνικό μοντέλο Ising

Tc = ------ ^ ~ r  (9-5°)
k In (1  + v2)

μέθοδος αυτή προσδιορισμού της κρίσιμης θερμοκρασίας Οφείλεται 
στους Η. Kramers και G. Wannier( 1941). Τρία χρόνια αργότερα, ο L. Onsager 
(1944) παρουσίασε την πλήρη λύση του προβλήματος αθροίζοντας τη σειρά (9.43) 
στο θερμοδυναμικό όριο. Το εκπληκτικό αυτό μαθηματικό επίτευγμα, παρά τις 
μεταγενέστερες απλοποιήσεις του, εξακολουθεί να παρουσιάζει μεγάλες 
υπολογιστικές δυσκολίες [βλέπε π.χ. Stanley (1971), Plischke (1989)].

Γ. Θ Ε Ω Ρ ΙΑ  Μ Ε Σ Ο Υ  Π Ε Δ ΙΟ Υ

1 . Α Υ ΤΟ Σ Υ Ν Ε Π Κ Σ  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι Σ Η

Η θεωρητική αντιμετώπιση συστημάτων που υφίστανται μετατροπή 
φάσεως απαιτεί εν γένει τη χρήση προσεγγιστικών μεθόδων. Μια τέτοια μέθοδος, 
που ήταν το θεμέλιο όλων σχεδόν των θεωριών πολλών σωμάτων πριν από το 
1970, είναι η προσέγγιση αυτοσυνεπούς (ή μοριακού) πεδίου και προτάθηκε για 
πρώτη φορά από τον Weiss το 1907. Για να επεξηγήσουμε τη μέθοδο, την 
εφαρμόζουμε στο μαγνήτη Ising.

Η κεντρική ιδέα είναι να επιλέξουμε ένα συγκεκριμένο σωματίδιο του 
συστήματος (π.χ. το σπιν της πλεγματικής θέσης # 1) και να υποθέσουμε ότι ο
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ρόλος των γειτονικών σωματιδίων είναι να σχηματίζουν ένα μέσο μοριακό 
(μαγνητικό) πεδίο Bmf που δρα στο επιλεγμένο σωματίδιο. Βλέπε Σχ. 9.9.

Παρουσία εξωτερικού μαγνητικού πεδίου Β = Β0 ζ, η Χαμιλτόνια Ising
(9.16) γράφεται

. Ν Ν ν

Η, = ■ j  Σ  Σ) Jjk Sj % " Β0 Σ  Sk (931)

όπου

JJ0 .(ί,λ)=<ίλ>
jk -  ki = \  ο ,(j,k)*<jk> (932)
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Σχήμα 9.9. Προσεγγιστική αναγωγή ενός πολυ-σωματιδιαχοΰ ποοβλήματος σε ποόβλημα ενός
—>σωματιδίου εντός μέσου μοριακού πεδίου Β„̂ .

Προσέγγιση μέσου πεδίου ( mean field) στη Χαμιλτόνια (9.51) σημαίνει
Ν Ν
Σ  Jjfc Sj Sk » Σ  Jjit [<Sp Sfc + Sj <Sk> - <Sj> <Sj>] (9-53)
JĴ  jjc

Κατά συνέπεια, στην ίδια προσέγγιση θα έχουμε

< Σ  Jjk SjSk > ® Σ  Jjk[<Sj><Sk> J , VJjfc

δηλαδή ■ia
lir

rr 
fm

riS
.t,
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< Sj Sk > = <Sj> <Sk> = <Sj Sk >mf => Gc(Sjt Sk) lmf = 0 (9.54)

Άρα τα σπιν θεωρούνται στατιστικά ανεξάρτητα στην προσέγγιση μέσου πεδίου.
Πράγματι, εφαρμόζοντας την προσέγγιση (9.53) στη Χαμιλτόνια (9.51) 

έχουμε

1 ΝHi ~ Hmf = - r Σ  Jjt [<Sj> + Sj <Sk> - <Sj> <Sk>] - B0 Σ Sk
z j.k k=l

Αν δεχτούμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες, όλα τα σπιν αλληλεπιδρούν 
ισοδύναμα στην εξ. (9.51), οπότε ισχύει για την παράμετρο τάξης m  και για 
κάθε j,k :

<Sj> = <Sk> = <Sp> = /n (9.54')

Επομένως η προηγούμενη προσέγγιση γράφεται

^mf = ' ο t Σ  Jj}§: Sjj- -f- Σ  Jjk Sj] + ~ Σ  Jjk - B0 Σ Sj
z j,k j,k L j,k j=l

Τα δύο πρώτα αθροίσματα δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα, λόγω της συμμετρικότητας 
των ζεύξεων (9.52), οπότε ισχύει

Ν Ν Ν ς >2 Ν Ν
= “ Σ Sj Σ Jjk - Β0 Σ Sj + -  Σ  Σ  Jjk (9.55)

j=l k=l j=l 1 j=l k=l

Αν έχουμε q πλησιέστερους γείτονες ανά σπιν, θα ισχύει λόγω του ορισμού (9.52) 

Σ Jjk = q J0  (9.56)
k=l

και η εξ. (9.55) δίνει το ιδανικό άθροισμα

Hnrf = - Σ  (Sj(B0 + q J0 <Sj>) - ψ  <S,>*] = Σ  Hj (9.57)
j=l Δ J=1

Βλέπουμε ότι το πολύπλοκο πρόβλημα Ising οε d-διαστάσεις (που είναι ένα 
γνήσιο πρόβλημα Ν σωμάτων) ανάγεται στην προσέγγιση μέσου πεδίου
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ουσιαστικά στο γνωστό πρόβλημα ιδανικού παραμαγνήτη (§6.Γ. 1) σε μαγνητικό 
πεδίο Bq+ B ^  όπου

Bmf = qJ0 <Si> (9.58)

Ο ιδανικός παραμαγνήτης ανάγεται αμέσως [βλέπε εξ. (6.35)] σε πρόβλημα ενός 
σώματος: κάθε σπιν (Sj) "ζει στο δικό του στατιστικό νησί", προσανατολιζόμενο 
"πάνω" (Sj = +1) ή "κάτω" (Sj = -1) σε ένα ενεργό μαγνητικό πεδίο, που 
αποτελείται από το αρχικό πεδίο Β0 και ένα μέσο μοριακό πεδίο Bmf
οφειλόμενο στους q πλησιέστερους γείτονές του.

To Bmf προσδιορίζεται με αντοσννεπή τρόπο ως εξής. Πηγή του μέσου 
πεδίου είναι η ειδική μαγνήτιση m = <Sj>. Βλέπε εξ. (9.54 ',  58). Το μέγεθος 
<Sj> προσδιορίζεται από το μέσο πεδίο q J0 <S{> μέσω της Χαμιλτόνιας Hj που 
ορίζεται στην εξ. (9.57). Από τον ορισμό μέσης στατιστικής τιμής κατά 
Boltzmann προκύπτει, όπως στην εξ. (9.34: Ν = 1),

_ ep+<lJ<si> - e~D~ QJ<si> _ Tr g l7e~PHi 
= + e*B” qJ<Si> ~ Tre*PHi (9.59)

Ο τελεστής σ1ζ παριστάνεται από τον πίνακα Pauli σ1ζ της εξ. [(9.7): j = 1]. 
Έχουμε λοιπόν αυτοσυνεπή προσδιορισμό της ειδικής μαγνήτισης <Si>, ή 
ισοδύναμα του Β ^ , μέσω της υπερβατικής εξίσωσης

<SX> = tanh[Bo/kT + q J0<S1>/kT] (9.60)

Σημειώστε ότι ο τετραγωνικός όρος « < s x> 2 στην εξ. (9.57) δεν επηρεάζει το 
αποτέλεσμα (9.59), γιατί είναι ανεξάρτητος από τις ιδιοτιμές S{ = ±1 και ως 
κοινός παράγοντας σε αριθμητή και παρονομαστή του κλάσματος (9.59) 
εξαφανίζεται.

Στο Σχ. 9.10 λύνεται γραφικά η εξ. (9.60) στο όριο αυθόρμητης μαγνήτισης 
Β0 0. Σε θερμοκρασίες Τ > Tc, η καμπύλη yi = tanh (q J0x/kT) τέμνει τη 
σταθερή ευθεία yx = x μόνο στο σημείο <Sj> = 0 (παραμαγνητική φάση). Για 
θερμοκρασίες T<TC, εκτός από τη λύση <S2> = 0, υπάρχει και μια δεύτερη λύση σε 
πεπερασμένη τιμή <S]> * 0 αυθόρμητης μαγνήτισης (σιδηρομαγνητική φάση). 
Στην Άσκ. 1 της επόμενης §Γ.2 (σελ. 268) ζητείται να αποδειχθεί ότι η λύση 
<Sj> = 0 αντιστοιχεί σε μέγιστο, ενώ η <Sj> *0 σε ελάχιστο της ελεύθερης 
ενέργειας. Αρα, κατάσταση ΘΙ του μαγνητικού συστήματος ΣνΓ ^Τ ^  είναι η 
σιδηρομαγνητική φάση. Από το Σχ. 9.10 αντιλαμβάνεται κανείς ότι κρίσιμη
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είναι εκείνη η θερμοκρασία στην οποία εξισώνονται οι δύο κλίσεις στην αρχή των 
αξόνων:

dyi(O) = dy2(0)
dx dx Tc = qJ0/k (9.61)

Σχήμα 9.10. Γραφική λύση της υπερβατικής εξ. (9.60) στο όριο Β0 -> 0. Η κρίσιμη 
θερμοκρασία είναι Tc = qJG/k.

Σχήμα 9.11, Μοντέλο Ising στην προσέγγιση 
μέσου πεδίου: μεταβολή της αυθόρμητης 
μαγνήτισης με τη θερμοκρασία Τ (£  Tc ).
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Σημειώνουμε ότι η κρίσιμη θερμοκρασία (9.61) εξαρτάται από τον αριθμό 
των πλησιέστερων γειτόνων ανά σπιν και από τη σταθερά ζεύξης, αλλά όχι από 
τη διάσταση d. Συμπεραίνουμε ότι η θεωρία μέσου πεδίου προβλέπει 
λανθασμένα [βλέπε ακριβές αποτέλεσμα (9.35)] ότι στο μονοδιάστατο μοντέλο 
Ising υπάρχει αυθόρμητη μαγνήτιση σε πεπερασμένη κρίσιμη θερμοκρασία!

Ακολουθώντας την τομή των δύο καμπύλών yj 2(χ) του Σχ. 9.10 στο 
διάστημα Τ e [0, TJ, διαπιστώνουμε ότι η αυθόρμητη ειδική μαγνήτιση <SX>
ελαττώνεται συνεχώς από το 1 μέχρι το 0. Αρα η μετατροπή φάσεως είναι 
συνεχής. Στο Σχ. 9.11 απεικονίζεται η εξάρτηση της <Sj> από τη θερμοκρασία.

ΑΣΚΗΣΗ. Να συγκριθεί αριθμητικά η ακριβής τιμή κρίσιμης θερμοκρασίας (9.50) του 

δισδιάστατου μοντέλου Ising με τον προσεγγιστικό υπολογισμό (9.61). Τί συμπεραίνετε;

2. Μ Ε Τ Α Β Λ Η Τ Ι Κ Η  Μ Ε Θ Ο Δ Ο Σ

ΊΕνας συστηματικότερος και πληρέστερος τρόπος παρουσίασης της θεωρίας 
μέσου πεδίου είναι μέσω της ανισότητας Bogoliubov [ βλέπε σελ. 187]:

F[H] < F0 [Η0(α)] + <Η - Η0(α)>0 = Φ(α) (9.62)

όπου F[H] = - kT In (Tr e-0H) είναι η άγνωστη ελεύθερη ενέργεια του υπό μελέτη 
συστήματος Χαμιλτόνιας Η (π.χ. Η = Η,). Το μέγεθος Η0(α) είναι μια
δοκιμαστική επιλύσιμη Χαμιλτόνια εξαρτώμενη από μια ή περισσότερες 
παραμέτρους α, ενώ F0[H0(cx)] = - kT In (Tr ePHo(«)) είναι η αδιατάρακτη 
ελεύθερη ενέργεια. Ο μέσος όρος <.. .>0 σημαίνει Tr (...) e-PHo(aV Tr e^Ho(a>.

Η ελεύθερη ενέργεια μέσον πεδίου ορίζεται ως το ελάχιστο, ως προς α, 
άνω φράγμα της F[H]

Fmr = Mina (Φ(α)} (9.63)

Όπως εξηγήθηκε στην § 6.ΣΤ.2, η εξ. (9.63) δίνει τη βέλτιστη προσέγγιση της 
άγνωστης συνάρτησης F[Η] στα πλαίσια του επιλύσιμου μοντέλου Η0(α). 
Συνήθως επιλέγεται ως Η0(α) η Χαμιλτόνια ιδανικού συστήματος.
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Στην περίπτωση d-διάστατου μοντέλου Ising χωρίς εξωτερικό μαγνητικό 
πεδίο [βλέπε εξ. (9.8)]:

Η = Η, (Ϊϊ = 0 ) = - J0  Σ Sj Sj (9.64)
<ij>

επιλέγουμε ως Η0 (α) εκείνη τη Χαμιλτόνια που περιγράφει ιδανικό 

παραμαγνήτη σε ένα προσδιοριστέο μαγνητικό πεδίο α 1 :

Η0 (α) = - α Σ Sj , α > 0  (9.65)
i

Κατά τα γνωστά από την § 6.Γ.1 [βλέπε εξ. (6.34: χ  =2a/kT)] η ελεύθερη 
ενέργεια του ιδανικού παραμαγνήτη είναι

F0 = - kT In Ζ[Η0] = G[H0] = - Ν kT In (2 cosh βα) (9.66)

Ισχύει ακόμη

<Sj> 0  = m = tanh β α , i = 1 + N (9.67)

όπως απαιτούν οι εξ. (6.36,38) όταν Ν =1, ί μ = \  και χ  = 2βα.
Χρειαζόμαστε τώρα την ιδανική μέση τιμή της διαταραχής (Η - Η0)

<Η - Ηο > 0  = -J0  Σ <SjSj> 0  + α Σ <Sj> 0  (9.67')
<ij> i

Στον ιδανικό παραμαγνήτη κάθε σπιν είναι στατιστικά ανεξάρτητο από τα 
υπόλοιπα γιατί απουσιάζουν οι αλληλεπιδράσεις μεταξύ των σπιν. Άρα για i φ j 
ισχύει <Si Sp 0  = <Si> 0  <Sj> 0  = /n2, λόγω της εξ. (9.67). Ο συνολικός αριθμός
δεσμών είναι

Σ 1 = qN / 2
<ij>

Επομένως η εξ. (9.67') γίνεται

<Η - Η0 > 0  = - J0  + Ν a m  (9.68)

Αντικατάσταση των εξ. (9.66,6 8 ) στη σχέση (9.62) δίνει, λόγω της εξ. (9.67)
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Φ(α) = - NkT 1η (2 cosh βα) - tanh2 Qa + Να tanh βα (9.69)

Η συνθήκη τοπικού ακρότατου, θαΦ(α) = 0, απαιτεί [Άσκηση ι] :

α = J0q tanh βα, α > 0 (9.70)

Θετική λύση (α = & > 0) της υπερβατικής αυτής εξίσωσης υπάρχει μόνο για Τ < Tc 
= J0q/k [βλέπε Σχ. 9.10: <S)> -> a/J0q]. Η λύση αυτή είναι το μέσο μοριακό 
πεδίο Βπ^ του Σχ. 9.9 [βλέπε επόμενη Ασκ. 1]. Αντικατάσταση της εξ. (9.67) στην 
(9.70) δίνει

a  = J0q m  (9.70')

Απαλοιφή του α μεταξύ των εξ. (9.70,70 ) οδηγεί στην ισοδύναμη συνθήκη 
ακρότατου ως προς m

m = tanh (β J0q m) (9.71)

Αλλαγή μεταβλητής (α -> <Si>0) στη συνάρτηση (9.69), μέσω των δεσμών 
(9.70',67), δίνει την εναλλακτική μορφή της Φ :

Φ(m) = - NkT In (2 cosh 3J0qm) + N J0q m2/ 2 (9.72)

Η συνάρτηση (9.72) έχει εκ κατασκευής ακρότατο στις λύσεις της 
υπερβατικής εξ. (9.71). Η ελεύθερη ενέργεια που ορίστηκε στην εξ. (9.63) 
είναι η ελάχιστη τιμή της (9.72) ως προς την παράμετρο τάξης m = <S,>0. Ο 
προσδιορισμός της αυθόρμητης ειδικής μαγνήτισης m (Τ) = <S}>0lg γίνεται 
γραφικά όπως σταΣχ. 9.10,11 γιατί οι έξ. [(9.71,60) ταυτίζονται στο όριο Βο-*0 
και <Si>->m.

ΑΣΚΗΣΗ I. Να αποδειχθεί όχι για Τ < Tc = J0q/k η λύση m - 0 της έξ. (9.71) μεγιστοποιεί.

ενώ η λύση τη > 0 ελαχιστοποιεί την ελεύθερη ενέργεια (9.72). Να δοθεί μια ποόχειοη γραφιχή 
παράσταση της ειδικής ενέργειας Ν'1 Φ(m ), για Τ > Tc και Τ £TC.

ΑΣΚΗΣΗ 2.· Να λυθεί το κλασσικό μοντέλο Heisenberg

Η  =  - J 0  Σ S r Sj
<ϋ>
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στη θεωρία μέσου πεδίου, με δοκιμαστική Χαμιλτόνια 

-» ί ί  -> - » “>-> -> a
Η0 = - Β * Σ, Sj , Β = Β ζ 0 Β = Βζ , Sia € [-1, +1] , a  =x,y,z

i=l

ΝααποδειχΟεί ακόμη ότι οι εξισώσεις οι αντίστοιχες των (9.70' ,72) είναι

Β = JGq nf , Φ{τώ ) = - kT In Ζ0 + J0q Ν τη1 12 , ma = < Sla >, a = x,y,z

3. Κ Λ Α Σ Σ Ι Κ Α  Ρ Ε Υ Σ Τ Α

Σε ένα κλασικό ρευστό τα μόρια αλληλεπιδρούν μεταξύ τους με δυναμική 
ενέργεια U(fri}). Για Ν ταυτοτικά μόρια η συνάρτηση επιμερισμού (7.25) είναι

-  Ζ Ν ( Τ , ν >  = J d3Nr d3Np exp{- β [ Σ ^  + U({?,})]} (9.73)

Σε αυτή την περίπτωση, προσέγγιση μέσου πεδίου είναι η υπόθεση ότι κάθε 
μόριο κινείται σε ένα μέσο βαθμωτό πεδίο Uiir) που συνοψίζει χονδρικά την 

παρουσία των υπολοίπων μορίων.
Ν

- Umf = Σ Ujtfi) (9.74)
i=l

Λόγω διαχωρισμού ορμών-θέσεων στην εξ. (9.73), η συνάρτηση ΖΝ παίρνει την 

παραγοντοποιημένη μορψή [βλέπε εξ. (6.41,40)]

ΖΝ = (2nmKT)W2’ QN(V) (9.75)

Η διαμορφωηκή  συνάρτηση επιμερισμού ορίζεται ω ς:

q n(V) = I d3Nr exp [- pU f?‘)] (9‘76>

Η προηγούμενη έκφραση, λόγω της προσέγγισης (9.74), παίρνει τη μορφή:

j^N! ( I  d3rexp (-βυα(τ)] }ΝQn(V) = (9.77)
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Μας ενδιαφέρει τώρα ο υπολογισμός της μέσης πίεσης [βλέπε εξ. (6.19) και 
τη δεύτερη από τις εξ. (6.26)]

3 _______ , 3Ρ = ~~ (kT In Ζν) Ιτ = NkT ±  In { J <Pr exp [- β Uj(?) J ΙΊ

(9.78)

Η βέλτιστη μορφή του μέσου πεδίου U1(r) εξαρτάται βέβαια από το αρχικό 
δυναμικό, όπως εκθέσαμε στην προηγούμενη §2 [βλέπε π.χ· Reich! (1980)]. Εδώ 
όμως θα υποθέσουμε απλουστευτικά ότι το μέσο δυναμικό έχει τη μορφή του Σχ.
9.12

U,(r) =
~  , I rl <  γ0

ΰ < 0  , Ι"?Ι >  γ0
(9.79)

Κρατάμε στη χονδροειδή προσέγγιση (9.79) τα τελείως ουσιώ δη  
χαρακτηριστικά των μοριακών αλληλεπιδράσεων του Σχ. 7.4, πού είναι :

HWn

Σχήμα 9.12. Μια απλουστευμένη μορφή 

μέσου μοριακού δυναμικού [βλέπε π.χ Reif 

(1905)]. *

1

r
n  r

* Αποκλεισμός κάθε μορίου από έναν όγκο:

Vex « [αριθμός υπολοίπων (Ν -1 «  Ν) μορίων], Ν » 1  (9.80)

λόγω "σκληρο-πυρηνικής άπωσης" των μορίων.

ϊ k
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• Μαχράς εμβέλειας έλξη, σχεδόν ομοιόμορφα εξασκούμενης σε χάθε μόριο 
από τα υπόλοιπα (Ν-1) μόρια:

Ϊ1 OC
(Ν-1) Ν

V Ν »  1 (9.80')

Η εμφάνιση του V στον παρονομαστή οφείλεται στην εντατιχότητα του u.
Το ολοχλήρωμα I(V) που ορίζεται στην τελευταία ταυτότητα της εξ. (9.78) 

γίνεται, λόγω του δυναμιχού (9.79)

I(V) = Vexe -  + (V - Vcx) exp (-β u)

Αντικατάσταση στην εξ. (9.78) δίνει

Ρ = NkT θν { In (V - Vcx) - β u )ΙΤ (9.81)

Εισάγονται τώρα εκπεφρασμένα οι συντελεστές αναλογίας στις εξ. (9.80,80'):

V = —  Ν ν CX — Μ 1 ’ ^0
U ΞΞ - _α_ Ν 

Ν0  V
(9.82)

όπου Ν0  είναι ο αριθμός Avogadro και α, b θετικές σταθερές. Τότε η (9.81) 
δίνει τη γνωστή εξίσωση Van d tr  Waals (1873)

p _ NkT an2 N_
V - bn “ V2 ’ n ~ N0

(9.83)

Έχουν γίνει πολλές προσπάθειες βελτίωσης αυτής της βασικής 
καταστατικής εξίσωσης με ενθαρρυντικά αποτελέσματα [βλέπε π.χ. Lieb (1966), 
Lebowitz(1980)].

Δ. ΘΕΩΡΙΑ LANDAU

Το 1937 ο Landau (1965) δημοσίευσε μια εξαιρετικά χρήσιμη και γενική 
θεωρία συνεχών μετατροπώ ν φάσεως. Αν και σε ορισμένες ειδικές περιπτώσεις 
έχουν εφαρμοσθεί ακριβέστερες μέθοδοι, η θεωρία Landau παραμένει μέχρι 
σήμερα μια θαυμάσια μέθοδος μελέτης μετατροπών φάσεως για μεγάλη ποικιλία 
συστημάτων. Η θεωρία αυτή είναι φαινομενολογικού, όχι θεμελιακού 
χαρακτήρα. Περιλαμβάνει τα βασικά συμμετρικά χαρακτηριστικά του
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"μηχανισμού" της μετατροπής, αλλά αποφεύγει τη λεπτομερή αντιμετώπιση του 
φαινομένου. Στηρίζεται σε ορισμένες γενικές υποθέσεις που σπάνια μπορούν 
να διευκρινισθούν μικροσκοπικά.

L  Ε Λ Ε Υ Θ Ε Ρ Η  Ε Ν Ε Ρ Γ Ε Ι Α  L A N D A U

Βασική έννοια της θεωρίας είναι η ελεύθερη ενέργεια Landau. Για τον 
ορισμό της δεν είναι απαραίτητη η κβαντική στατιστική. Έστω λοιπόν κλασσικό 
σύστημα Ν διακρίσιμων βαθμών ελευθερίας (Xj, ϊ =1,2,.. Ν) με γενικευμένες 
ορμές {pj, ΐ =1-Ν) και Χαμιλτόνια H((Xj, }). Κατά τα γνωστά από την 
§7.Α.3, σελ. 198, η συνάρτηση επιμερισμού είναι

ΖΝ = h N J dNx dNp e-βΐι = e-P̂ N (9.84)
Γ

όπου Fn είναι η ελεύθερη ενέργεια (6.19) ή (6.19'). Το πολλαπλό ολοκλήρωμα
στην εξ. (9.84) εκτείνεται σε ολόκληρο τον χώρο των φάσεων του συστήματος. Αν 
m = f(xb x2, . ..  ,χΝ, Ρι». . Pjsj) είναι μια ιδιότητα του συστήματος που
προσδιορίζει την παράμετρο τάξης και bm ένα πολύ στενό διάστημα τιμών της 
[Albert (1972)], η σχέση

Z^(m) = h*N bm JdNx dNp b[m - f({X|, P|})] e*̂ H = (9.85)
r

ορίζει την περιορισμένη συνάρτηση επιμερισμού ΖΝ (m) και την αντίστοιχη 
ελεύθερη ενέργεια Landau L^(m). Λόγω της συνάρτησης Dirac δ[...], μόνον οι 
μικροκαταστάσεις {xit Pj} που δίνουν τιμές της συνάρτησης f({Xjt Pi)) στο 
διάστημα (m, m + bm) λαμβάνονται υπόψη στον ορισμό (9.85).

Η ενέργεια Landau είναι μια χρήσιμη έννοια με διαισθητική σημασία 
μεγαλύτερη σε ορισμένες περιπτώσεις από τη συνηθισμένη ελεύθερη ενέργεια 
(Helmholtz ή Gibbs). Εν πάσει περιπτώσει, αν ξέρουμε την LN(m) ως (ομαλή)
συνάρτηση της παραμέτρου m, μπορούμε να υπολογίσουμε μέσω της έκφρασης
(9.85) την περιορισμένη συνάρτηση ΖΝ και κατόπιν την κανονική συνάρτηση
επιμερισμού:

I
ν*
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Ζν = ί  ^  4ε(™) (9-86)

καθώς και τη συνηθισμένη ελεύθερη ενέργεια:

FN = - kT In [ I  ^  ] (9.87)

Σε κανονικά θερμοδυναμικά συστήματα η ελεύθερη ενέργεια Landau είναι 
εκτατικό μέγεθος. Άρα έχουμε

L^m) = NI(m) , Ν » 1  (9.88)

όπου / (m) είναι μια εντατική ποσότητα -  συνάρτηση του m. Η παρουσία του 
τεράστιου (μακροσκοπικού) αριθμού Ν στον εκθέτη της (9.87) επιτρέπει το 
ακόλουθο προσεγγιστικό ανάπτυγμα Taylor γύρω από την τιμή = m :

exp{- * exp{- βΝ [/ (m ) + ά2(m-m  )2] } (9.89)

όπου α2 = 2 1 (θ21 (πήβπΡ) >0*.  Από τις εξ. (9.87,89) προκύπτει

+οο

FN = -kTIn {(δπι)-ι e-PW™) J dx exp [-βΝα^χ*])

= LfUm) + 0 ( ln N ) (9.90)

Εδώ χρησιμοποιήσαμε ουσιαστικά τη λεγάμενη σαγματοεώή μέθοδο προσέγγισης 
(βλέπε π.χ. Dennery (1969)]. Στην εξ. (9.90) ο πρώτος όρος του β' μέλους είναι 
ανάλογος του Ν και άρα συντριπτικά μεγαλύτερος από τον δεύτερο όρο τάξεως 
ΙηΝ.

Η τιμή ιΐι = mmin(T) της παραμέτρου τάξεως που εμφανίζεται στο 
ανάπτυγμα (9.90) ορίζεται από τις συνθήκες ύπαρξης τοπικού ελάχιστου

3 L(T,m ) ι 
dm '™m  = °

P U T Μ , 
dm2 '™σ> > ο (9.91)

* Η ανισότητα αντή αντιστοιχεί στη μεταβλητική διατύπωση τον Β’ θεομοδνναμικού νόμον 
[βλέπε π.χ. τις συνθήκες ισοοοοποίας και ευστάθειας (3.98) ή το Σχ. 3.11: α -» m ].
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εφόσον βέβαια δεν μηδενίζεται η δεύτερη παράγωγος. Οι συνθήκες αυτές 
προσδιορίζουν την κατάσταση ΘΙ, για την οποία και μόνον ισχύει η εκτατική 
ιδιότητα (9.88).

2. Σ Υ Μ Μ Ε Τ Ρ Ι Α  Κ Α Ι  Α Υ Θ Ο Ρ Μ Η Τ Η  Μ Α Γ Ν Η Τ Ι Σ Ε

Βασική υπόθεση της θεωρίας Landau είναι ότι, αν και η συνηθισμένη 
ελεύθερη ενέργεια FN(T) είναι μη αναλυτική στο κρίσιμο σημείο Tc , όμως είναι
δυνατό να βρούμε μια κατάλληλη παράμετρο m, ώστε η ελεύθερη ενέργεια 
Landau L^(T,m) να έχει ομαλή συμπεριφορά στο Tc. Η ιδιομορφία της ΤΝ στο 
κρίσιμο σημείο Tc αποδίδεται σε ιδιομορφία της παραμέτρου τάξεως στην 
κατάσταση ΘΙ, δηλαδή στο μέγεθος* m = mmin(Τ ). Αφού η ενέργεια Landau 
είναι ομαλή συνάρτηση, μπορεί να αναπτυχθεί σε δυναμοσειρά Taylor ως προς 
την παράμετρο m έτσι, ώστε το ανάπτυγμα να "σέβεται" τις συμμετρίες του 
συστήματος στη θερμοδυναμική ισορροπία (9.91).

Θα επεξηγήσουμε τώρα τη γενική μέθοδο με ένα χαρακτηριστικό 
παράδειγμα.

♦ ΠαραόεΐΥΐια. Εμφάνιση αυθόρμητης μαγνήτισης
Μελετάμε στα πλαίσια της θεωρίας Landau την εμφάνιση αυθόρμητης 

μαγνήτισης σε ένα σιδηρομαγνητικό υλικό ΒΜΤ [βλέπε σελ. 103]. Στο όριο Β -» 
0 το δυναμικό fN γίνεται, λόγω των εξ. (6.19 ', 3.148)

Fn(Τ, Β -*0) = Gn(T, Β_>0) = Fn(T, Μβ^ ο) (9.91')

Η συνάρτηση FN(T,M) είναι άρτια ως προς την ολική μαγνήτιση Μ = Νιΐι 
για κάθε τιμή Τ και Β [βλέπε Σχ. 3.31,32 (b)]. Ισχύει δηλαδή

Fn(T, -N/T?) = Fn(T, +Ν/77) , V Τ, Β (9.92)

* Η παράμετρος m = f  ({Χμ Pj)) είναι εξ ορισμού ανεξάρτητη της θερμοκρασίας, ενώ η [εξ. 
(9.85)] εξαρτάται από τη θερμοκρασία Αρα η τιμή m που ελαχιστοποιεί το μέγεθος L^(T, m), 

είναι συνάρτηση του Τ.
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Από την εξ. (9.90) στο όριο Β -> 0 συμπεραίνουμε, λόγω των εξ. (9.9 Γ , 92):

lim Lt/T, m ) = lim L^tJ, - m ) ,  B->0, VT (9.93)

Αρα στο όριο εμφάνισης αυθόρμητης μαγνήτισης η ελεύθερη ενέργεια Landau 
πρέπει να είναι άρτια  συνάρτηση της παραμέτρου τάξεως, οπότε το ανάπτυγμά 
της ως προς m  θα περιέχει μόνον άρτιες δυνάμεις:

Ι νΟ »  = Ζ^Τ,Ο) + α2(Τ) m2 + α4(Τ) τη4 + . . .  (9.94)

Σχήμα 9.13. Ο "μηχανισμός" Landau για την εμφάνιση αυθόρμητης ειδικής μαγνήτισης mfl ) 
σε απλό σίδηρο μαγνητικό υλικό.
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Στο Σχ. 9.13 γίνεται γραφική παράσταση της εξ. (9.94) για α4(Τ) > 0. οπότε όροι
ανώτερης άρτιας δύναμης παραλείπονται. γιατί δεν αλλάζουν την κρίσιμη 
συμπεριφορά του συστήματος [βλέπε π.χ. Yeomans (1992)]. Όταν α2(Τ) > 0, 
έχουμε mmiD(T) = m = 0 και το σύστημα βρίσκεται στην παραμαγνητική φάση. 
Όταν όμως α2(Τ)<0, η παρουσιάζει ελάχιστο σε τιμή m(T)*0 και το
σύστημα βρίσκεται στη σιδηρομαγνητική φάση [βλέπε και Σχ. 3.27].

Η απλούστερη συναρτησιακή μορφή (9.94) με συνακόλουθο τον ευφυέστατο 
"μηχανισμό" Landau του Σχ. 9.13 είναι

όπου a, b είναι θετικές σταθερές και Tc η κρίσιμη θερμοκρασία. Αντικατάσταση 
της έξ. (9.95) στις συνθήκες ισορροπίας (9.91) δίνει

ΑΣΚΗΣΗ 1. Να αποδειχθεί ότι ο κρίσιμος εκθέτης β  [Βλέπε Πίν. 9.1) στο μοντέλο 1 «"<*«.< 

(9.95) είναι 1/2.

ΑΣΚΗΣΗ 2. Να αποδειχθεί ότι η θερμοχωρητικότητα που προκύπτει από την έκφραση (9.95) 

είνα ι:

ΑΣΚΗΣΗ 3. Έστω L(T,Bjn) = a (Τ - Tc) n»2 ♦ b m4 - γ Β m , όπου Β = BS ένα εξωτερικό 

μαγνητικό πεδίο και a, b. γ θετικές σταθερές. Αν χ(Τ) ■ lim [ninin(T.B) -'nminO'X>*)l/B, Β-»0+. 
είναι η επιδεκτικότητα μηδενικού πεδίου, να δαχθεί ότι ισχύει χ(Γ) = IfNa (Tc-T) για Τ < Τ 0  

= γ /2 a (Τ - Tc) v « iT > T c.

LfjCr.m) = aCT-TJ/ri2 +b m* (9.95)

(9.96)

ro . T > Tc

1 a2T/2b , T < T C
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3 . Μ Α Γ Ν Η Τ Η Σ  Ο Μ Ο ΙΟ Μ Ο Ρ Φ Η Σ  Α Λ Λ Η Λ Ε Π Ι Δ Ρ Α Σ Η Σ

Θεωρούμε τώρα ένα μοντέλο [Kac (1968)] που λύνεται ακριβώς με τη 
μέθοδο Landau. Έστω μια Χαμιλτόνια τύπου Ising (χωρίς εξωτερικό μαγνητικό 
πεδίο) όπου κάθε ένα από τα Ν ( »  1) σπιν αλληλεπιδρά εξ ίσον  με όλα τα άλλα 
σπιν του πλέγματος:

η =  - h  Σ SjSj, Sj.j = ± 1 (9.97)

Το μέγεθος I0  είναι μία θετική σταθερά. Το Ν στον παρονομαστή της ζεύξης 
εξασφαλίζει την εκτατικότητα της ενέργειας στο θερμοδυναμικό όριο [Άσκηση!]. 
Η προηγούμενη έκφραση γράφεται ισοδύναμα

Τ Ν Ν Ν I Τ Ν
Η = - r^7[ Σ Σ SjSj - Σ Sj2 ] = f  - ^  (Σ  Si) 2  (9.98)

Ζ1Ν 1=1 j=l 1=1 Ζ ZJN 1=1

Με τη συντομογραφία 

I = I0 /kT = βΙ0

η συνάρτηση επιμερισμού γράφεται

ΖΝ = e- ’/ 2  Σ Σ · · · Σ exp [ ( Σ Sj λ / Τ  )2]
S j= ± l S2=± l SN=+1 i= i >

(9.99)

(9.100)

Χρησιμοποιούμε την εύκολα αποδεικνυόμενη ταυτότητα

+οο
e®2 = (2 π ) · 1/ 2 J dx exp [-x2 / 2  + V2  α χ] (9.101)

η οποία για τελεστικό μέγεθος α είναι γνωστή ως μετασχηματισμός Hubbard 
[Hubbard (1959)]. Εδώ έχουμε

οπότε η έκφραση (9.100) γίνεται
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+ββ γ— ν

ΖΝ = (2π)1β e ,/2 Jdx exp(-x2/2) Σ  exp[xA/^ Σ  SJ (9.102) 
-» (Sj) * N i=l

Ο ι α θ ρ ο ισ ε ις  έχο υ ν  τώ ρ α  α νεξ α ρ τη το π ο ιη θ ε ί, ό π ω ς  σ το ν  ιδ α ν ικ ό  
παραμαγνήτη , κ α ι δ ίνουν  [βλέπε ε | .  (6.32-34)]

ΖΝ = (2π)-ΐβ e -'β j d x  exp (-x2/2) [ 2 cosh (χ ]*  (9.103)
-ο ο

Η  αλλαγή  μεταβλητής χ  =  m V n  μετατρέπει την προηγούμενη έκφραση στη

+οο

Ζν =  (Ν /2π)1β e^/z 2Ν J  dm [ exp (- m2/2) cosh (m V T ) ]N (9.104)

Η ομοιότητα  τω ν μ ορφ ώ ν (9.86,104) υποβάλλει την ιδέα να  ορίσουμε ω ς 

περ ιο ρ ισ μ ένη  συνάρτηση επ ιμερ ισ μού  (κατά  προσέγγιση  π ολλα πλα σ ια σ τική ς 

σταθερός ω ς π ρος m ) :

Ζν =  [exp(- mty2) cosh (m V T )]N = expf-β L^m)] = exp i-β N /  (m)] (9.105) 

Ά ρα η α ντίσ το ιχη  ενέργεια Landau α νά  σ π ιν  είναι*

/ (m) = - kT [Ν * In Z^(m)] = y  m2 - kT In [cosh (m VF)] (9.106)

Σ το Σ χ. 9.14 γ ίν ετα ι γρα φ ική  αναπαράσ ταση  της ειδ ικής ενέργειας Landau 
(9 .106) γ ια  δ ιά φ ο ρ ες  θ ερ μ ο κ ρ α σ ίες  γύ ρ ω  α π ό  τη ν  κ ρ ίσ ιμ η  T c= I0/k. Ο

"μηχανισμός" Landau είνα ι προφ ανής κα ι περιττεύουν άλλα σχόλια.

ΑΣΚΗΣΗ. Να αποδειχΟεί ότι η κρίσιμη θερμοκρασία στο μοντέλο αυτό είναι Tc = lo/k.

Π αρατηρούμε ότι η συνθήκη ακρότατου [(9.91)/ Ν ] : 3m / (m)l^, = 0  δ ίνε ι

* Η πολλαπλασιαστική σταθερά (Ν /2π)^ 2Ν (6m)·1 που παραλείφθηκε στον ορισμό (9.105) 

συνεισφέρει στη μακροσκοπική ειδική ενέργεια (9.106) την προσθετική σταθερά - kT In 2 = lim 
(Ln/N), Ν -> «>. που παραλείπεται, όπως έγινε στην απλσύστευση: εξ. (9.94) =* εξ. (9.95).
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fh (Τ) = VT tanh (m  VT) (9.107)

Σ χή μ α  9.14, Ο  "μηχανισμός" Landau γ ια  το  επιλύσ ιμο μοντέλο (9.97).

Η εξ. (9.107) είναι ίδια ουσιαστικά με την εξ. (9.71) της θεωρίας μέσου πεδίου 
στο μοντέλο Ising. Το ίδιο συμβαίνει και με τις αντίστοιχες εκφράσεις (9.106) 
και (9.72)/ Ν. Αν αυξήσουμε πάρα πολύ τη διάσταση d(->  «>) του μοντέλου Ising
(9.64), κάθε σπιν θα αλληλεπιδρά εξ ίσου με q = 2d(_* ~) πλησιέστερους γείτονες 
και η Χαμιλτόνια (9.64) θα καταλήξει ουσιαστικά στην επιλύσιμη μορφή (9.97), 
τα αποτελέσματα της οποίας (9.106,107) είναι τύπου θεωρίας μέσου πεδίου, εξ.
(9.72,71).

Από την τελευταία παρατήρηση υποψιαζόμαστε ότι σε υψηλές διαστάσεις 
χώρου (d )  η θεωρία μέσου πεδίου δίνει μαθηματικά ακριβή (όχι προσεγγιστικά) 
αποτελέσματα. Πράγματι, για κάθε σύστημα ορίζεται η λεγόμενη (άνω) κρίσιμη  
δ ιά σ τα σ η , πάνω από την οποία η θεωρία μέσου πεδίου [που περιέχει τη 
φαινομενολογική θεωρία Landau: βλέπε Negele (1988)] περιγράφει σωστά την 
κρίσιμη περιοχή. Για το μοντέλο Ising και άλλα ενδιαφέροντα πρότυπα νΛΗΛ/γ 
μετατροπών φάσεως, η κρίσιμη διάσταση είναι d =  4 [βλέπε π.χ. Ma( 1976)]. ^
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Α. ΥΠΕΡΡΕΥΣΤΟΤΗΤΑ

Στην § 8.Γ.2. i μελετήσαμε το εντυπωσιακό φαινόμενο της συμπύκνωσης 
Bose σε τέλειο κβαντικό αέριο, που είναι συνέπεια της κβαντικής στατιστικής BE. 
Σε αυτή την ενότητα μελετάμε ένα π ρ α γ μ α τ ικ ό  κβαντικό ρευστό, όπως το υγρό 
He4, που εμφανίζει μια υπέρρευστη φάση [υγρό He II: βλέπε Σχ. 10.1] σε πολύ 
χαμηλή θερμοκρασία Τ « 2.17 °Κ υπό ατμοσφαιρική πίεση. Η μετατροπή 
φάσεως He I £  He II είναι συνεχής (δεν υπάρχει λανθάνουσα θερμότητα ή
ασυνέχεια ειδικού όγκου) με χαρακτηριστική συμπεριφορά σημείου λ στην ειδική 
θερμοχωρητικότητα [Βλέπε Σχ. 10.2].

Η σχετική ομοιότητα του Σχ. 10.2 με το ιδανικό Σχ. 8.4.(α) συνηγορεί στην 
ύπαρξη συμπύκνωσης τύπου Bose κ α ι  στο πραγματικό κβαντικό αέριο (ΠΚβΑ), 
παρά τη μικρής εμβέλειας απωστική αλληλεπίδραση των ατόμων He4, όπως 
δείχνει π.χ. το Σχ. 7.4.

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ LANDAU

Το χαρακτηριστικό γνώρισμα της υπερρευστότητας είναι η ικανότητα ροής 
της συμπυκνωμένης φάσης, π.χ. του υγρού He II, μέσα από ρωγμές ή τριχοειδή
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Σ χ ή μ α  1 0 .1 . Τ ο  δ ιά γ ρ α μ μ α  

φ ά σ εω ν  Τ Ρ  τ ο υ  σ το ιχ ε ίο υ  H e4 

σ τ η ν  π ε ρ ιο χ ή  ε μ φ ά ν ισ η ς  τ η ς  

υ π έ ρ ρ ε υ σ τ η ς  φ ά σ η ς  H e  II  

(M e n n tn  (1 9 7 6 )] . Η  π ίε σ η  Ρ  

μ ετρ ιέτα ι σε \(Ρ P a.

Σ χ ή μ α  10 .2 . Ε ιδ ικ ή  θ ερ μ ο χ ω 

ρ η τ ικ ό τη τα  H e4 σ τη ν  π ερ ιο χή  

(σ η μ είο  λ ) μ ε τα τρ ο π ή ς  φ ά σ εω ς  

H e  I ^  H e  II (βλέπε L ondon

(1964)].

Σ χ ή μ α  1 0 J .  Τ ο  η μ σ ω μ α τ ιδ ια κ ό  φ ά σ μ α  δ ιεγέρ σ εω ς (π λή ρ η ς κ α μ π ύ λ η ) υ γ ρ ό ν  H e4. ό π ω ς  

π ρ ο κ ύ π τε ι α π ό  π ε ιρ α μ α τ ικ ά  α ποτελέσ μ α τα  ανελα σ τικής σκέδασης νετρ ο ν ίω ν  σ τη ν  π ερ ιο χή  το ν  

σ ημείου  λ  (Cow ley (1971)].
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αγγεία, χ ω ρ ίς  α π ώ λ ε ια  ε ν έ ρ γ ε ια ς .
Μπορούμε να περιγράφουμε τη ροή μέσα από ακίνητο τριχοειδές αγγείο 

μάζας Μ χρησιμοποιώντας ως σύστημα αναφοράς (ΣΠ) το σύστημα ηρεμίας της
συμπυκνωμένης φάσης He II. Αν η ροή συνοδεύεται από απώλεια ενέργειας ε > 0 
και ορμήςp (που διοχετεύεται σε κατάλληλους μικρο-μηχανισμούς διέγερσης του 
υγρού), οι νόμοι διατήρησης ενέργειας και ορμής επιβάλλουν:

^ M V 2 = ^ M V ' 2 + e , Μ V = Μ V ' + ]? (10.1)

V είναι η ταχύτητα του τριχοειδούς αγγείου ως προς το ΣΠ π ρ ι ν  την απώλεια, 
—1

ενώ V ' είναι το ίδιο μέγεθος μ ε τ ά  την απώλεια. Οι εξισώσεις (10.1) γράφονται 
ισοδύναμα

y ( V + V ' ) - ( V - ν ' )  = ε , ^ (V + V ') · j? = ε (10.2)

Από τη δεύτερη των εξ. (10.2) έχουμε 

ε < Max{ i ( V + V ' ) - j J } =  ^ I V+V' M] ?I  (10.3)

Από τη γνωστή τριγωνική ιδιότητα και την πρώτη από τις εξ. (10.1) προκύπτει 

IV + V Ί < IVI + IV Ί < 2 IV I

Αρα ισχύει η ανισότητα

ε < IVI * 11? I <-> IVI > ε / Γβ I 00.4)

Αυτό είναι το κ ιν η μ α τ ικ ό  κ ρ ι τ ή ρ ιο  Landau  για μια ομοιόμορφη ροή - V μ ε  

απώλειες λύγο) τριβής ε > 0 και I I * 0.
Στο Σχ. 10.3 περιγράφεται η ε ν ε ρ γ ό ς  σχέση διασποράς ε = ε(ρ) ε ν ό ς  

βαθμού ελευθερίας του κβαντικού ρευστού He4. Έστω ότι η κλίση της ημιευθείας 
0Β δίνει το μέτρο IVI = ΘΡ (ρ2/2Μ) της ταχύτητας του τριχοειδούς αγγείου ως 
προς το σύστημα αναφορας ΣΝ. Αν η κλίση της 0Β είναι μικρότερη από την κλίση 

της εφαπτομενικής ευθείας 0Α, όπως δείχνει το Σχ. 10.3, τότε το κριτήριο 
Landau (10.4) παραβιάζεται και η ροή γίνεται χωρίς τριβές με τα τοιχώματα του 
αγγείου. Έτσι εκδηλώνεται μακροσκοπικά το φαινόμενο της υπερρευστότητας.

Στο μικροσκοπικό επίπεδο τώρα, όταν η ταχύτητα ροής είναι μικρότερη χλμβ.λ/0 
από την κρίσιμη τιμή: j?
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—¥ Λ
IV lc = ~ « l  cm/ sec

c Ρο
(105)

ο μικρο-μηχανισμός διέγερσης των ημισωματίων που λέγονται π ερ ισ τρ εφ ό νια  

[Feynman (1972)] είναι’’παγωμένος” και η ροή εκτελείται χωρίς απώλειες. Αυτό 
το ’’πάγωμα" των μικροσκοπικών βαθμών ελευθερίας οφείλεται στη μη μηδενική 
τιμή της παραμ έτρου χάσματος Δ στο ημισωματιδιακό φάσμα του Σχ. 10.3. Ο 
περιστρεφονικός κλάδος του φάσματος περιγράφεται στην περιοχή ελάχιστου 
(ρ0, Δ) από την τετραγωνική μορφή

Δ / k » 8.7 °Κ, p0/h « 1.9 A1, m*«0.16mHc

Σημειώστε ότι το ιδανικό αέριο Bose-Eistein δεν έχει την ιδιότητα της 
υπερρευστότητας, γιατί η σχέση διασποράς του είναι η γνωστή παραβολική σχέση 
διασποράς ελεύθερου μη σχετικιστικού σωματιδίου ε(ρ) = ρ2/ 2mHc. Η σχέση
αυτή δίνει μηδενική κρίσιμη ταχύτητα, γιατί η αντίστοιχη εφαπτόμενη 
ημιευθεία ελάχιστης κλίσης (ΟΑ) συμπίπτει με τον οριζόντιο άξονα Op.

2. Κ ΒΑ Ν ΤΙΚ Η  ΘΕΩΡΙΑ BOGOLIUBOV

Το 1947 ο Ν. Bogoliubov ανέπτυξε μια θεωρία αλληλεπιδρώντων 
μποζονίων τύπου He4 στην προσέγγιση μακροσκοπικού συμπυκνώματος βασικής 
στάθμης (Ν0 »  1), όπως υποδεικνύει άλλωστε και το πείραμα [βλέπε σχόλιο 
μετά το Σχ. 10.2]. Στην προσέγγιση αυτή οι δύο τελεστές δημιουργίας («ο*) και 
καταστροφής (α0) μποζονίων στη βασική μονοσωματιδιακή στάθμη ϊ  = 0, οι 
οποίοι εμφανίζονται στο Χαμιλτόνιο τελεστή (Γ.44), έχουν τις ιδιότητες 
[θυμηθείτε τον απλό αρμονικό ταλαντωτή]:

« +0  ΙΝ0· η ι» Π2, . .  > =  V n 0+ 1  ΙΝ0+ Μ ι, η * . .  >  -

( ΐα β )

όπου
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« λ/ ν ^  ΙΝο,η1#η2, . . >  (10.7)

και

«ο ΙΝ0. ηΐ> η2- · · > = INq-Ι,Π], η2, .. >

-  VN^IN 0,n i,n2). . >  ( 10 .8 )

Μπορούμε επομένως να αντικαταστήσουμε τους δύο αυτούς τελεστές με τις 
τεράστιες ιδιοτιμές τους (= ) στον Χαμιλτόνιο τελεστή [βλέπε (Γ.44) με

σ 2 ( ς ) Ξ υς / 2 ]:

pj 2^2 \ _  _
Η = Σ  2 ^ -  a+k a k + ^  Σ  Σ  Σ  vq a+k.q a+k -+q a k- a k (10.9)

k k k q

και vex‘κρατήσουμε μόνον όρους τάξεως Ν02 και Ν0. Ο τελεστής αλληλεπίδρασης 
U2 στο ανάπτυγμα (Γ.35,10.9) θα περιέχει σε αυτή την προσέγγιση μόνον τους 

επόμενους όρους [βλέπε και διαγραμματική αναναπαράσταση (Γ.43') ] :

a) U2( k> = ? / = q> = c?) = ^ υ 0 α+0α+ο«οα ο

Ν02
* 2 V υ° ~

Ο—<--- 1..... 4"'·  Ο
ψο

0—4----»■ ■ Ο
( 10 . 10)

b) U2( k* = q* = 0*) 4- U2( Ϋ ' = q* = (? )

”■ 9 \ /  ( Σ  ®+o®+k'®k, ^o 
^ v k'

L 'a + ka +o«o«k )
k

υ0 Σ '  a+ka k
k

T *~°
t °  -v 
J— *-k

-l· ( 10 . 1 1)
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C) U2(? = <?,?' = (?) + U2( k* = (?,?' = -?)

= 7 7 7 ( Σ  υ |ς<**oa+k « o a k + I ' v . k a +k*a+0a k '« o )^ v lr If'

N,“  E ' v k  a + k a k

«
ro— r

♦+ ΣΊ . +k +  t *
• ο  o » J < K )

( 10 .12)

d) U2( ?  = k>' = ̂ )  + υ 2( ?  = -? ·  = ς )

=  2v  (  Σ ’ u q  a + . q a + q a 0 a 0  +  Σ '  v k  a + 0 a + o « - k « k  )

N,-  2 V  2 ' v k ( a + . k a + k  +  a _ k a k )

«  , Α τ ν - Λk ye «  ο  o k/
(10.13)

Π Α Ρ Α Τ Η Ρ Η Σ Ε Ι Σ

• Ο  τό ν ο ς  σ τα  α θρο ίσ μ α τα  Σ ' σ τ ις  π ερ ιπ τώ σ ε ις  b , c, d) σημαίνει ό τ ι εξα ιρ ε ίτα ι ο  μηδενικός
—4 —>

ό ρ ο ς  k = 0 , γ ια τ ί έχει ληφθεί υ π ό ψ η  σ τη ν  περίπτιοση  a).

•  Χ ρη σ ιμ οπο ιή θηκα ν ο ι μεταθεηχές σχέσεις (Γ.20) γ ια  την αλλα γή  θέσης τ ω ν  τελεστών.

,ι
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• Σε κάθε δ ιάγραμμα ισχύει π ροφ α νώ ς η διατήρηση τη ς ορμής (Γ.42), γ ια τ ί δεχθήκαμε 

U2 ( x , ~ y )  = U2(~x -~ y )  στην εξ. (Γ.35).

• Υ ποθέτουμε ακόμη ισότροπη αλληλεπίδραση τω ν ατόμων: U2( x - y ) = U2< lx  - yl), οπότε  

ο μετασχηματισμός Fourier |(Γ .43) : U2( q ) s  Oq / 2] δ ίν ε ι υ ς  = υ _ ς . Η ιδ ιό τη τα  αυτή  

χρησιμοποιήθηκε στην περίπτω ση c).

• Η ταξινόμηση τω ν  δ ια γρ α μ μ ά τω ν τά ξεω ς Ν0 γ ίν ετα ι με βάση την απλή  το π ο λ ο γ ική  

διάταξη  τω ν δύο τελεστών α +0 κ α ι α 0 που  συμπεριφ έροντα ι σαν κλασσικά  βαθμω τά  μεγέθη 

στο όριο  Ν0 »  1.

Δεχόμαστε τέλος ότι ο συνολικός αριθμός ατόμων σε διεγερμένες στάθμες 
είναι μακροσκοπικός , αλλά πολύ μικρότερος του συμπυκνώματος Ν0.

Υιοθετούμε δηλαδή στη έκφραση (10.9) τις απλουστευτικές σχέσεις*

< I V k « k 4 N - N ()« N 0 (10.14)
k

όπου ο ολικός αριθμός (Ν) των μποζονίων τύπου He4 διατηρείται σταθερός.
Συνέπεια της υπόθεσης (10.14) -  αμφίβολης ομολογουμένως ισχύος για  

πραγματικό υγρό He4 -  είναι να γραφούν οι δύο πρώτοι όροι αλληλεπίδρασης 
[εξ. (10.10 + 11)] στην έκφραση (10.9):

Ν 2 Ν Ν 2 Ν 2
2 ν~ υ<> + ^ ? υο (Ν -Ν 0) s  ^ - υ 0 [1 + λ ] * 2 ν"υ0 (10.15)

γιατί ισχύει ΙλΙ — I Ο [(Ν - Ν0)/ Ν0] I «  1. Η σταθερή τιμή (10.15) μπορεί να  

παραλειφθεί από τον Χ αμιλτόνιο τελεστή (10.9), γιατί απλά μετατοπίζει την 
κλίμακα μέτρησης των ιδιοτιμών της ενέργειας. Έτσι ο τελεστής (10.9) γράφεται

Η  =  Σ  2 n n « +k « k  +  [ σ τ α θ ·] +  [ ε ξ . ( 1 0 .1 2  + 1 3 )  ]
lc

= Σ  ίιωΚ a+k a k + π Σ  ηΐς (ak a .k + a +k a +_k) + σταθ. (10.16) 
k 1 k

*  Η προσ εγγισ τική  α ντικατάσταση  του  τελεστή Σ ' k a +k a k α πό  την ιδ ιοτιμ ή  του  (Ν - Ν0) 

οφείλεται στη {ίακροσκοπικότητα του πλήθους τω ν διεγερμένων ατόμων.
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Στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιούνται οι ορισμοί

(10.17)

Η έκφραση (10.16) διαγωνιοποιείται με τον μετασχηματισμό B ogoliubov: 

Yk =  a k  cosh ‘ a + -k sin  ̂ * Y+k  = a + k cosh * a -k sin  ̂®k (10.18)

ό π ο υ  είνα ι μια προσδιοριστέα  πραγματική και σφαιρικά συμμετρική
—>

συνάρτηση του k ,

Α Σ Κ Η Σ Η .  Να δειχθεί ό τ ι ο  μετασχηματισμός Bogoliubov ε ίνα ι κ α ν ο ν ι κ ό ς , δηλαδή ό τ ι ισχύουν 

γ ια  τ ο υ ς  νέο υ ς  τελεστές κ α τα σ τροφ ή ς (γ^) κ α ι δη μ ιο υ ρ γ ία ς  (γ^+ ) ο ι ίδ ιες  μεταθετικές σχέσεις 

(Γ .20) π ο υ  ισ χύ ο υ ν  γ ια  το υ ς  τελεστές a k κ α ι a k + , α ρκεί να  ισ χύει η ιδ ιό τη τα  (10,19). Κ ατά  

πό σ ο  μεταβάλλει την ορμή  του  συστήματος ο  τελεστής ;

Ζητείται επομένω ς μια συνάρτηση 0k π ο υ  να μετατρέπει, κατά

προσέγγιση σταθεράς, τον μη διαγώνιο (ως προς k) τελεστή (10.16) στη διαγώνια  

μορφή

0k = 0 * (10.19)

Σ h Q j ;  Y+ k Y k . Ω |^ > 0 , Ω ][ — Q j ; ( 10.2 0 )

Έ χουμε, λόγω του μετασχηματισμού (10.18)

Σ ϋΩκ Y+kYk = Σ liQj; t a +k a k cosh2 0 ^
k k

+ a.)c a +_k sinh2 0k - ^ (<*k «-k + a+ k a+ -k ) sinh 2 0 k ] ( 10 .2 1 )

Ο δεύτερος όρος με τιιν αντικατάσταση k -» -  k γράφεται

Σ  hQ.k a k a +k sinh2 0 .k = Σ  fiQk ( a \ a k + l)s in h 2 0 k
k
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όπου χρησιμοποιήθηκαν οι ιδιότητες (10.19,20) και οι μεταθετικές σχέσεις (Γ.20).
Αντικατάσταση του προηγουμένου μερικού αθροίσματος στο ολικό  

άθροισμα ( 10.2 1 ) δίνει

Σ  hQk y \ y ^  = Σ  [h Q k cosh 2 0 k ] a +k a k
k k

+ [- hQk sinh 2 0 k ] (ak a_k + a+k a+.k ) + σταθ. ( 10 .2 2 )

Η αμελητέα σταθερά στην εξ. (10.22) είναι I k' hQk sinh2 0k. Χρησιμοποιήθηκαν 

επίσης οι γνωστές ταυτότητες sinh 2 Θ = 2 cosh θ sinh θ και cosh 2 θ = cosh2 θ + 

sinh2 θ. Ταυτοποίηση των δύο μορφών (10.16) και (10.22) οδηγεί στο ζητούμενο  
προσδιορισμό της συνάρτησης 0k μέσω των εξισώσεων

Qk cosh 2 0 k = ωk , hQk sinh2 0k = - η ^  V k  (19.23)

Αντικατάσταση στην ταυτότητα cosh2 20k - sinh2 20k = 1 δίνει, λόγω των 

ορισμών (10.17):

Ek = hQk = V h2 (% 2 - η^

-  Vek 2 + 2t^r\^ = Vek2 + ^ k (No/V^k (10.24)

Η εξίσωση αυτή είναι η σχέση διασποράς για το ημισωματιδιακό φάσμα του 

ισοδύναμου ιδανικού συστήματος συλλογικών διεγέρσεων που περιγράφονται 
από τον διαγωνιοποιημένο Χαμιλτόνιο τελεστή (10.20).

Για μικρές τιμές I k I ο όρος ε^  ~ I k I4 είναι αμελητέος σε σύγκριση με τον 

όρο 2ε1ς (Ν(/V ) υk -  \k \2 και έτσι παίρνουμε από τη σχέση (10.24),

Ek « (10.25)

Αυτό είναι το αρχικό σχεδόν - γραμμικό τμήμα (φ ω νο ν ιχ ό ς  κλάδος) της 
πειραματικά προσδιορισμένης σχέσης διασποράς του Σχ. 10.3.

Για τιμές I U αρκετά μεγάλες, ώστε να ισχύει ck »  (N0/V) υ^
υπερισχύει ο όρος ek2 στο υπόρριζο της εξ. (10.24) και παίρνουμε το φάσμα
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Ε* *  ε* = 2 Ϊ Γ  ° α 2 6 )

Το φάσμα αυτό είναι σωματιδιακού τύπου.
Η λεπτομερής μορφή της σχέσης διασποράς (10.24) εξαρτάται βεβαίως από  

τον μετασχηματισμό Fourier (Γ.43):

υ* = 2 U 2 (k) = J d3r υ(τ) e x p ( ik  ·“?) (10.27)
ν

του δυναμικού αλληλεπίδρασης τω ν ατόμων. Παρατηρούμε ότι το δυναμικό  
πρέπει να  είναι απ ω ση κό  σε μικρές αποστάσεις για  να έχουμε υ^ 0 >  0 , όπως

απαιτεί ο  φω νονικός κλάδος (10.25).

Α Σ Κ Η Σ Η  1 . Να δειχθεί ό τ ι ένα δυ να μ ικό  τύ π ο υ  υ 2( χ )  = υ0  δ (χ )  δ ε ν  μ π ορεί ν α  εξηγήσει την 

περ ισ τρεφ ονική  δομή του  φ ά σ μ α τος στο Σχ. 10.3.

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Ν α δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι ένα  δ υ ν α μ ικ ό  ν ι ΐ τ )  γκ α ο υ σ ια ν ή ς  μ ο ρ φ ή ς, σ α ν  κ ι α υ τό  π ο υ  

ε ικ ο ν ίζετα ι σ το  Σ χ . 10.4, μ π ο ρ ε ί ν α  εξηγήσει την περ ιστρεφ ονική  δομή  το υ  Σ χ. 10.3.

Σ χ ή μ α  1 0 .4 . Μ ια  ε ν ερ γ ό ς  μ ο ρ φ ή  

ενέρ γε ια ς  α λ λ η λ επ ίδρ α σ η ς μεταξύ  δ υ ο  

α τ ό μ ω ν  τ ύ π ο υ  H e 4 [βλέπε T a y lo r  

1970)1.

Α Σ Κ Η Σ Η  3 .  Ν α επαληθευτεί η σ φ α ιρ ικ ή  σ υμμετρία  (10.19) της συνάρτησης θ*.

Η προη γούμ ενη  ερμηνεία  B ogoliubov του φ άσματος στοιχειω δώ ν  

διεγέρσεων της συμπυκνωμένης φάσης είναι εντυπωσιακή, γιατί αποκαλύπτει ότι 
και ασθενείς ακόμη αλληλεπιδράσεις μικρής εμβέλειας μεταξύ ατόμων μπορούν  

να  δράσουν συλλογικά και να  προκαλέσουν "περίεργα" κβαντικά φαινόμενα,
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όπως η υπερρευστότητα, στο μακροσκοπικό επίπεδο. Για μια γενικότερη  
αντιμετώπιση του ίδιου προβλήματος που περιλαμβάνει όχι μόνο κβαντικές 
(Τ = 0) αλλά και στατιστικές διακυμάνσεις (Τ > 0) βλέπε Fetter (1971) ή Mahan 
(1981).

Β . Υ Π Ε Ρ Α Γ Ω Γ Ι Μ Ο Τ Η Τ Α

1. Π Ο Ι Ο Τ Ι Κ Α  Χ Α Ρ Α Κ Τ Η Ρ Ι Σ Τ Ι Κ Α

Ίσως το πολυπλοκότερο επιλύσιμο κβαντικό πρόβλημα πολλώ ν βαθμών 
ελευθερίας είναι η μετατροπή φάσεως από κανονική σε υπεραγώγιμη κατάσταση, 
που εκδηλιυνεται σε πολλά μέταλλα και άλλα υλικά κάτω από μια κρίσιμη 
θερμοκρασία Tc -  Ι-ί-25 °Κ. Αν και ο μηδενισμός της ηλεκτρικής αντίστασης, R(T 
< Tc) = 0, είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα [βλέπε Σχ. 10.5] στην οποία οφείλει η 

υπεραγ(υγιμότητα το όνομά της, υπάρχουν κι άλλες πειραματικές ιδιομορφίες 
[βλέπε π.χ. Βέργαδου (1991)] που υπαινίσσονται τους κατάλληλους θεωρητικούς 
μηχανισμούς εξήγησης του φαινομένου.

R

ο Τ

Σ χ ή μ α  10 .5 . Η ηλεκτρ ική  α ντ ίσ τα σ η  

ενός τυπ ικού  υπεραγω γού  μηδενίζεται γ ια  

T £ T C.

Σ χή μ α  10.6. Η ειδ ική  θ ερμ οχω 

ρητικότητα cc(T) τυ π ικ ο ύ  υ π ερ α 

γω γού.

Για παράδειγμα, η συνεισφ ορά ce των ηλεκτρονίω ν στην ειδική
θερμοχωρητικότητα του μετάλλου [βλέπε Σχ. 10.6] δεν είναι πλέον ανάλογη της 
θερμοκρασίας Τ «  Tc), όπως ισχύει για το αντίστοιχο μέγεθος cn = ce(T > T c)
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στην κανονική  αγώγιμη κατάσταση [βλέπε εξ. (8 .9 3 )], αλλά  μεταβάλλεται 
περίπου εκθετικά : cs = ce (Τ < Tc) -  e*A* T, όπου Δ -  kTc. Αυτό το πειραματικό

γεγονός υπαινίσσεται την ύπαρξη ενός ενεργειακού χάσμ ατος  Δ στο 

μ ο νο σ ω μ α τιδ ια κ ό  φ άσμα διεγέρσεω ν*. Η ύπαρξη της παραμέτρου Δ  

επ ιβ εβ α ιώ νετα ι και α π ό  το φάσμα απορρόφ η ση ς ηλεκτρομαγνητικής 
ακτινοβολίας. Παρατηρείται δηλαδή ότι σε χαμηλές θερμοκρασίες (Τ < Τς)

απορρόφηση συμβαίνει μ όνον όταν η ενέργεια ft ω των φωτονίω ν είναι 
μεγαλύτερη από 2Δ περίπου. Ο πειραματικά απαραίτητος συντελεστής του Δ  

είναι μια ισχυρή ένδειξη ότι οι μονοσωματιδιακές διεγέρσεις στην υπεραγώγιμη 

φάση γεννιώ νται κατά ζεύγη.

Το φ αινόμενο  της υπεραγωγιμότητας έχει π ολλές ομοιότητες με την 

υπερρευστότητα:
• Απουσία ηλεκτρικής αντίστασης από τη μια πλευρά, απουσία τριβής από την 

άλλη.
• Ασυνέχεια θερμοχωρητικότητας στο ένα φαινόμενο (Σχ. 10.6), συμπεριφορά 

σημείου λ (Σχ. 10.2) στο άλλο.
• Ύ παρξη  παραμέτρου Δ στη σχέση διασποράς της υπέρρευστης φάσης (Σχ. 

10.3), ύπαρξη ενεργειακού χάσματος Δ  στη σχέση διασποράς της υπεραγώγιμης 

φάσης.
• Συμπύκνωση τύπου Bose στην υπερρευστότητα,... μήπως έχουμε άραγε 

ίδιου τύπου συμπύκνωση και στην υπεραγωγιμότητα; Προσοχή όμως! Τα 
ηλεκτρόνια ακολουθούν στατιστική FD και όχι BE όπω ς τα άτομα He4. Πώς

είναι δυνατό να  συμπυκνωθούν στις μονοσωματιδιακές καταστάσεις I k=0 , sz 

= ± h / 2 > ; Τί γίνεται με την απαγορευτική αρχή Pauli; Το κλειδί του "μυστηρίου” 
βρίσκεται στο σχηματισμό δισηλεκτρονικών δέσμιων καταστάσεων που λέγονται 

ζεύγη C ooper ως εξής:

* Υ π ε ν θ υ μ ίζ ε τ α ι  π .χ . ό τ ι  σε χ α μ η λ ές  θ ερ μ ο κ ρ α σ ίε ς  (kT  «  μΒ ) η π α ρ α μ α γ ν η τ ικ ή  

θερ μ ο χω ρ η τικ ό τη τα  π ο υ  α ντ ισ το ιχε ί στο  μονοσω μα τιδ ια κό  φ ά σ μα  του  Σχ. 5.3 ε ίν α ι ανάλογη 

του  εκθετικού  π α ρ ά γο ντα  exp  (- 2μΒ / kT).
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Σ χή μ α  10.7. Ε να  η λεκτρόνιο  α γω γιμ ό τη τα ς  π ρ ο κ α λ ε ί 

μ ια  τοπ ική  παραμόρφω ση του ιοντικού  πλέγματος [Koltun 

(1988)].

Θ  Θ  Θ  Θ  

Θ  Θ  Θ  Θ

Τα ηλεκτρόνια αγωγιμότητας δεν έλκονται βέβαια απευθείας, αφού έχουν 
το ίδιο φορτίο. Τα ιόντα όμως του πλέγματος δημιουργούν ένα θετικό υπόβαθρο 
που εξουδετερώνει κατά μέσον όρο την άπωση Coulomb. Ένα τέτοιο ηλεκτρόνιο, 
καθώς κινείται μέσα στο πλέγμα με ενέργεια κοντά στην ενέργεια Fermi, έλκει 
στιγμιαία τα γειτονικά του ιόντα [βλέπε Σχ. 10.7] και δημιουργεί στο πέρασμά 
του κατά μέσον όρο ένα στιγμιαίο πλεόνασμα θετικού φορτίου που μπορεί να  
προσελκύσει ένα άλλο παρόμοια περιπλανώμενο ηλεκτρόνιο. Η υπόδειξη ενός 
τέτοιου ελκτικού μηχανισμού νπερκάλυψης  (overscreening) οφείλεται στον Η. 
Frohlich (1950). Η λεπτομερής μελέτη σχηματισμού ζεύγους ηλεκτρονίων Bloch

στην κατάσταση (k i, - k i )  πραγματοποιήθηκε από τον L. Cooper (1956) και ένα 
χρόνο αργότερα προτάθηκε η περίφημη θεωρία BCS [Bardeen - Cooper - 
Schriefer (1957)] που θα εξετάσουμε στην επόμενη παράγραφο.

Κάθε ζεύγος Cooper συνηθισμένου υπεραγωγού έχει σπιν 0. Είναι ένα 
μποζόνιο χωρίς εσωτερική δομή. Πρόκειται για μια σ υλλο γικ ή  δέσμια 
κατάσταση δύο ηλεκτρονίω ν (δεν έχει νόημα να ρωτήσουμε "ποιών 

ηλεκτρονίων;", γιατί τα ηλεκτρόνια είναι ταυτοτικά σωματίδια) με μηδενική 
σχετική τροχιακή στροφορμή. Τα ζεύγη Cooper μπορούν επομένως να  
συμπυκνωθούν κατά Bose όπως τα άτομα He4. Θα πρέπει όμως να τονισθεί ότι 
στην υπεραγωγιμότητα δεν υπάρχει ανάλογο της μη συμπυκνωμένης φάσης Hel, 
γιατί τα ζεύγη Cooper είτε δεν υπάρχουν καθόλου είτε βρίσκονται όλα μαζί 

συμπυκνωμένα.
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2 .  Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Η  Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η  Θ Ε Ω Ρ Ι Α  B C S

i .  Σ Χ Ε Σ Η  Δ Ι Α Σ Π Ο Ρ Α Σ

Στη μικροσκοπική θεωρία Bogoliubov μελετήσαμε την τροποποίηση του  

μονοσωματιδιακού φάσματος μποζονίω ν [βλέπε εξ. (10.17 => 24)]:

λόγω  κβαντικώ ν διακυμάνσεω ν π ου  οφ είλοντα ι στην αλληλεπίδραση των  

σ ω μ α τιδ ίω ν. Σ υνα ντή σα μ ε δηλαδή μια  κ β α ν τ ικ ή  θεω ρία π ολλώ ν  

αλληλεπιδρώντων μποζονίω ν. Τώρα θα μελετήσουμε το αντίστοιχο αλλά πολύ  

γενικότερο πρόβλημα αλληλεπίδρασης φερμιονίων σε περιβάλλον θερμοκρασίας 

Τ ^ 0. Έ χουμε λο ιπ όν  να αντιμετωπίσουμε μια κβαντική στατιστική  θεωρία 

πολλώ ν αλληλεπιδρώντων σωματιδίων, όπου εκτός από τις κβαντικές έχουμε και 

θερμικές διακυμάνσεις [βλέπε π.χ. Abrikosov (1963)].
Στο μοντέλο BCS η αλληλεπίδραση των ηλεκτρονίων στο υπεραγώγιμο  

υλικό γίνεται κατά ζεύγη Cooper μέσα σε μια στενή ενεργειακή ζώνη εύρους Ιιωρ 

( «  εΡ) γύρω από την επιφάνεια Fermi. Το μέγεθος <oD είναι η συχνότητα Debye

(6.80). Η ενεογός  αλληλεπίδραση ζεύγος - ζεύγος γράφεται

(10.28)

UBCs = Σ ( a + k t  « + - k i ) ' ’ k i  ( o - u  a i r )
k.l

(10.29)

Οι ζεύξεις υω είναι

r

B y = V|k = V*k|= ^ (10.30)
0  : σε διαφορετική περίπτωση

Η μάζα ηλεκτρονίου είναι m, ο όγκος του συστήματος V και το χημικό δυναμικό 
είνα ι μ = μ(Τ) « εΡ για  τις χαμηλές θερμοκρασίες εμφ άνισης της
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υπεραγωγιμότητας. Οι τελεστές καταστροφής (a ks) και δημιουργίας (a+ks)

ηλεκτρονίων στη μονοσωματιδιακή κατάσταση I k , s = ±fi/2 > επαληθεύουν τις 

ανημεταθεηκές  σχέσεις (Γ.20). Κάθε όρος του τελεστικού αθροίσματος (10.29)

καταστρέφει ένα ζεύγος Cooper (IT, -~U) και δημιουργεί ένα άλλο : (kT, - k i ) .  

Αρα έχουμε διατήρηση του συνολικού αριθμού των ηλεκτρονίω ν. Η 
αλληλεπίδραση (10.29,30) ελαττώνει την εσωτερική ενέργεια του ιδανικού αερίου 
ηλεκτρονίων [γιατί οι σταθερές ζεύξης (10.30) είναι μη θετικές], σε συμφωνία με 
τα πειραματικά αποτελέσματα του Σχ. 10.6 που οδηγούν στην ανισότητα

Tc Tc
J c s(T)dT < J (διακεκομμένη ευθεία) dT (10.31)

ο ο

Σύμφωνα με τη θεωρία BCS, η βασική κατάσταση (Τ = 0) υπεραγωγού 
\% >s δεν  είναι γραμμικός συνδυασμός όλων των καταστάσεων \nh ri2, . . .> του 
αντίστοιχου ΤΚβΑ, όπως στο ανάπτυγμα (Γ.34). Η Ιψ0> 5 είναι μια νέου τύπον

κβαντική κατάσταση που εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός μόνο εκείνων 
των ιδανικών μικροκαταστάσεων In j , n2,. . .> στις οποίες τα ηλεκτρόνια

εμφανίζονται κατά ζεύγη Cooper. Έχουμε λοιπόν το ανάπτυγμα [βλέπε π .χ. 
Mattuck (1976)]

•Ψ Λ  = , Σ  C({nkiT, n.kii)) I . . .  nkiT> n.k[1. .  .>

όπου nkit = n.ki|  για κάθε k v To ανάπτυγμα αυτό γράφεται συντομότερα

!%>s = Σ  C({Nj}) IN,, N2 ......N,t. . , N, = 0, 1 ,2 ,... (10.32)
{Νβ

όπου Nj είναι ο αριθμός ζευγών Cooper στην κατάσταση (kjt, -k^i ). H 

περιορισμένη μορφή l% >s οδηγεί τον γενικό όρο αλληλεπίδρασης U 2 της

έκφρασης [(Γ.44): k -> (k ,s), k '_>(]<',s ')]  στην ενεργό μορφή U BCS. Οι όροι 
του τελεστή U 2 (Γ.44) που παραλείπονται στο ανάπτυγμα (10.29) δίνουν  
μηδενική συνεισφορά στα στοιχεία πίνακα <Nj, Ν2, . . .  I U2 INj, Ν2, . .  .> .

Αν προσθέσουμε στην εξ. (10.29) τον κινητικό όρο της (Γ. 44), προκύπτει ο 
Χαμιλτόνιος τελεστής της θεωρίας BCS
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ίΐ
H B C S =  Σ  " ^ Γ α + ΐ Μ 0 ϊ ϊ  +  Σ  D y  (<X+ k T  a + . k j , )  ( c m  α | Τ  )  ( 1 0 . 3 3 )

k,s t , u  k j

Για ν α  α π λοπ οιή σ ου μ ε του ς υ π ο λο γισ μ ο ύ ς χρη σιμ οποιούμ ε σ τον  όρο  

αλληλεπίδρασης την αυτοσυνεπή προσεγγιστική μέθοδο μέσου πεδίου της §9.Γ. 1. 
Οι B.-C.-S. προσδιόρισαν την Ιψ0> 5 χρησιμοποιώντας μια ισοδύναμη μεταβλητική

μέθοδο. Τρία χρόνια  αργότερα ο  N.Bogoliubov (1960) απέδειξε ότι η λύση αυτή 

τω ν B.-C.-S. είναι η ακριβής  λύση του προβλήματος (10.33) για μακροσκοπικό 
όγκο V (-* «).

Εφαρμόζουμε λοιπόν στην εξ. (10.33) την προσέγγιση μέσου πεδίου (9.53):

ϊϊ 2k2
Ηbcs * a+ks“ks + Σ υ ^ [ < α ^ a+.kj,> ( a _ n )

k,s ί Η Ι  k j

+  ( a \ t  a + - k i )  <  « a  a i t  >

-  <  a + k t  a + - k l  >  <  a _ i i  a )T  >  ]  ( 1 0 . 3 4 )

Ορίζουμε τους μεγαλοκανονικούς θερμικούς μέσους όρους 

< a .n  a it  > = T r(pG α 4 ια ,τ  ) a  X,

=> Χ * ι  s  Χ + ,  =  <  α + ι ΐ  a + _ j |  >  ( 1 0 . 3 5 )

όπου Ρο =  ρ0 + είναι ο  μ εγαλοκανονιχός τελεστής πυκνότητας * ,

e -P(H-μΝ)
Ρο =  T r ε -β(Η-μΝ) ( ,0 ·36)

και Ν είναι ο  αριθμοχελεσχής

Ν = Σ a+fc a& (10.37)
k,s

* Ο  σ τα τ ισ τ ικ ό ς  τελεσ τής Gibbs ε ίν α ι ρ 0  = * Μ .  Ό π ω ς  π ρ ο κ ύ π τε ι α π ό  τη ν  εξ. (8.7), ο

π α ρ ο νο μ α σ τή ς το υ  κ λά σμ ατος (10.36) ε ίνα ι η μεγάλη συνάρτηση επ ιμερ ισμού.
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Η εξ. (10.34) γράφεται

H bcs
_ ν Β Μ  +

“  2m a+ks a ks k,s cl"
+ Σ % [ Χ \( α _ υ .α ιΤ )

kj

+ («+kt « +-k i) x l - x + kx l J 00 .38 )

Η μορφή (10.38) δεν διατηρεί σταθερό τον ολικό αριθμό των ηλεκτρονίων, σε 
αντίθεση με την ακριβή μορφή (10.33). Αυτό όμως δεν δημιουργεί πρόβλημα, 
γιατί χρησιμοποιούμε τη μεγαλοκανονική κατανομή.

Ο τελεστής (Η - μΝ) λέγεται μ εγά λο ς  Χ α μ ιλ τ ό ν ιο ς  τελεστής και 
γράφεται, λόγω των εξ. (10.37, 38)

Η - μΝ — Σ a \ s + Σ X +k Uki tt-ii ®ιτ
k,s kj

+ Σ a+kt «+ k i % X1 - Σ X \X i (10.39)
kj k j

όπου

Ξ 2m ' ί 1 = e k - μ = e-k (10.40)

Διαχωρίζουμε τις συνιστώσες σπιν στον κινητικό όρο

Σ ek a+kj aks = Σ ek α \ Τ akt + Σ ek α \ ι  akj. (10.41)
k,s k k

Με στόχο τη διαγω νιοποίηση του τελεστή (10.39) συμφέρει να  γ ίνε ι η 

αντικατάσταση k - k στο δεύτερο άθροισμα της προηγούμενης σχέσης, οπότε 
λόγω των εξ. (10.40, Γ.20) προκύπτει

Σ εΚ a+kj, a kj. = Σ a +.ki  «- U  = Σ (1  - a .k|  a+.ki ) (10.42)
k k k

Ο μεγάλος Χαμιλτόνιος τελεστής (10.39) γράφεται, λόγω των εξ. (10.41,42)
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Η - μΝ = Σ (ek a+kt akT. - ek a_kJ, α+k|) + Σ X +k αΛχ
k kj

+ Σ  a +kt a+-kJ. % Xl + [ ( Σ  ek - Σ  X+kXi) = σταθ.]
k,l k k»l

= Η ' + σταθ. (10.43)

Η σταθερά στην προηγούμενη έκφραση αφήνει αναλλοίω το τον τελεστή 
πυκνότητας pG, γιατί το σ-β(σταθ·) βγαίνει κοινός παράγοντας σε αριθμητή και

παρονομαστή της (10.36) και εξαφανίζεται. Κρατάμε λο ιπ όν  μόνο τον ενεργό

όρο

Η' = E (£ fca \t« k t * Ek«-tl a+-kl) 
k

+ Σ (Σ Χ +ι Vue)  a .kx a kt
k 1

+ Σ a \ T a +.ki (  Σ υω X ,) (10.44)
k l

όπ ου  εναλλάξαμε τους δείκτες k I στο δεύτερο άθροισμα. Ορίζουμε τη 

συνάρτηση χάσματος

S  Σ %  Χι (10.45)
I

Η συνάρτηση αυτή θα προσδιοριστεί με αυτοσυνεπή τρ όπ ο  στην επόμενη  

παράγραφ ο. Ο ενεργός τελεστής (10.44) μετά τον ορισμό (10.45) γράφεται 

ισοδύναμα

Η' = Σ (eka \T  « k t - «ka -ki a+ -ki + A+k a -kX a kT + Ak a \ T α+̂ χ) *
k
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Σ ( α \ τ
k

«k t ^

νΔ \  - % « +-k i,
= Σ A +k e  k A k (10.46)

k

Οι ορισμοί των πινάκων - τελεστών Ak και A+k, καθώς και του Ερμιτιανού 2 x2 

πίνακα e k, είναι προφανείς στην έκφραση (10.46).

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η .  Μ ια χρήσιμη διαγραμματική  απεικόνιση του  τελεστή Hk ' ε ίνα ι

kf
ik

kf
Ak

-kt -k* ~ k t A ^kT

+Ak kt-*- •  A -* -k t
Ic T -kt’ - k , t t ΨΧ

A k
(10.47)

Ο ι δύο π ρ ώ το ι ό ρ ο ι δ ια τη ρ ο ύν  το ν  αρ ιθμό  τω ν  ηλεκτρονίω ν, ενώ  ο τρ ίτο ς  (τέτα ρτος) το ν  

αυξάνει (μειώνει).

Ο ενεργός μ εγάλος Χ α μ ιλ τό νιο ς  τελεστής (10.46) μ π ορ εί να  
διαγωνιοποιηθεί με ένα μοναδιακό κανονικό μετασχηματισμό [Bogoliubov  
(1958)]. Ο μετασχηματισμός αυτός αποκαλύπτει τις ελεύθερες συλλογικές 
διεγέρσεις [: ημισωματίδια που ονομάζονται μ π ο γκ ο λ ό ν ια  (bogolons)] του 
συστήματος, με τον εξής τρόπο.

Έστω ο μοναδιακός 2x2 πίνακας

Ulr =
'U*k ^  

uk
luk l2 +  tok l2 =  1 (10.48)

όπου uk, υk είναι μιγαδικές συναρτήσεις.

Α Σ Κ Η Σ Η  1 .  Να επαληθευτεί ό τ ι ισχύει Uk -1 = U+k , δηλαδή ό τ ι π ρ ά γμ α τι ο π ίνα κ α ς Uk είνα ι 

μοναδιακός.

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Α ν A k = U k Tk , όπου
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Γ* = ^Jk° j  (1049)

ν α  δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι  ο ι  νέο ι τελεστές κ α τα σ τρ ο φ ή ς (Yk0* Ykl) κ α ι δη μ ιο υ ρ γ ία ς  ( γ \ ο *  Y+k l)  έχρ ν*  τ ις  

ίδ ιε ς  α ντ ιμ ετα θετικ ές σχέσεις (Γ.20) με το υ ς  π α λ ιο ύ ς , δηλαδή ό τ ι

tYka * Y+k ' a ' l +  = ^ k k '^ a a ' «κ ·λΛ ., = 0 ,1 (10 5 0 )

Α Σ Κ Η Σ Η  3 .  Ν α  δε ιχθ ε ί ό τ ι  ο  τελεστής y ko ελα ττώ νει τη ν  ορμή  το υ  συσ τήματος κ α τά  2 k  κ α ι 

τ ο  σ π ιν  κ α τά  h . Τ ι δράσ η  έχουν  ο ι  ά λ λ ο ι τελεστές γ ^ ,  y \ j , γ \ 0 σ το  σ ύ σ τη μ α ;

Α παιτούμ ε ο  π ίνα κ α ς  Uk να  δ ια γω ν ιο π ο ιε ί το ν  Ε ρμ ιτιανό  π ίνα κ α  € k  της 

εξ. (10 .46):

Ό \  €  Uk — E k =
f E k o 0  ϊ

^kl>
( 1 0 5 0 ')

Ο ι  ιδ ιο τ ιμ έ ς  E k o , Ek l  το υ  ε  k β ρ ίσ κ ο ν τ α ι με τ ο ν  γ ν ω σ τό  τ ρ ό π ο  τη ς  

χαρακτηριστικής ορίζουσας ,

ε^-λ Ak 

0 +k -ek-X
= 0 <-» Eko = Ve2k + ΙΑ̂ Ι2 = Ek , Ekj = - (1051)

Η  εξ. (1051) δ ίνε ι τη  σχέση δ ια σ π ο ρ ά ς τω ν  ημισω ματιδίω ν (μπογκολονίων).

Μ ε το ν  μετασχηματισμό (10.48) ο  ενεργός ό ρος Η ' δ ια γω ν ιο π ο ιε ίτα ι ω ς  
π ρ ο ς  το υ ς  τελεστές γ*α, γ +^α (α  =  0,1). Π ρά γμ α τι α π ό  τ ις  εξ. (1 0 .4 6 ,4 9 5 0 ')

προκύπτει

Η' = Z H ( u +kekUk) f k = Σ f +k Ek f  k

. -  Σ Eka γ*)αι Yka — Σ  Ejm nĵ j (1052)
lc,a k a

Οι ιδιοτιμές του αριθμοτελεστή nka είναι nka = 0,1 λόγω των αντιμεταθετικών
σχέσεων (1050). Ο ενεργειακός τελεστής (1052) χαρακτηρίζει ένα ιδ α ν ικ ό
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κβαντικό αέριο φερμιονίων (=μπογκολονίων). Τα ημισωματίδια αυτά είναι 
συλλογικές διεγέρσεις του συστήματος, όπως τα φωνόνια στο στερεό Debye, αλλά 

η σχέση διασποράς τους (10.51) είναι τελείως διαφορετική.

Α Σ Κ Η Σ Η  4 .  Να αποδειχθεί ό τι ισχύει

p G (μπογκολονίω ν) = Π  Pka » Pka Ξ (1 + e"PE k a )-l (1 0 .5 2 ')
k ,a

< Υ π ό δ ε ι ξ η : Να α ποδειχτε ί πρώ τα  ό τ ι ο  μεταθέτης [nk a , nk ' a ' ]_ μηδενίζεται>  .

ii. Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Η  Χ Α Σ Μ Α Τ Ο Σ

Θέλουμε τώρα να υπολογίσουμε με αυτοσυνεπή τρόπο τη συνάρτηση 
χάσματος Ak. Από την εξίσωση ορισμού (10.45) βλέπουμε ότι "πηγή" της Ak είναι

το μέσο πεδίο Χ\ με την έννοια ότι, αν Xj = 0  για κάθεΤ, τότε και Ak = 0  για

κ ά θ ε ϊί. Όμως το μέγεθος Xj ως μέση τιμή εξαρτάται από τη μεγάλη 
Χαμιλτόνια Η ' [βλέπε εξ. (10.35,36,43)] και η Η ' είναι συνάρτηση του Ak 

[βλέπε εξ. (10.46)]. Έτσι συμπληρώνεται ο αυτοσυνεπής υπολογιστικός κύκλος, 
για την πραγματοποίηση του οποίου θα χρειασθούν μερικά ενδιάμεσα αλγεβρικά 
βήματα.

©ο Μ1ΕΣΟΣ ΑΙΡΠΘΜΟΣ ΙΗΙΜΠ^ΜΑΊΓΗΔΙΙ^Ν

Η μέση τιμή του τελεστικού πίνακα AkA \  είναι*, λόγω των εξ. (10.46, 35,

Γ.20)

< A k A+k> = <
(  «k t « +kt «kt a-k i  ̂

« +- k l« +kT a+-kl a -kl

Ί . % Τ  - X k '

,-X+k N.ki> (10.53)

* Η μέση τιμή  π ίνα κ α  ορ ίζετα ι ω ς  ο π ίνα κ α ς τω ν μέσων τιμώ ν.
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όπου

Nfc. a  < a +ks Oks> = Tr (pG o+fo a ks) (10.54)

To μέγεθος είνα ι ο  μέσος αριθμός α λλη λεπ ιδ ρ ώ ντω ν  ηλεκτρονίων στη

μονοσωματιδιακή κατάσταση I k,s>, που είναι βέβαια διαφορετικός από τον  
αριθμό κατάληψης n (0)ks ελεύθερων ηλεκτρονίων της ίδιας κατάστασης, γιατί 
ισχύει fi<°>ks = Tr(p<°>G a+ks a ks) και προφ ανώ ς p<°>G * p G. Γράφουμε

ταυτοτικά

<  A k  Α \ > j ( l  + W) => w  =
rl-2Nkf  

, -2 Χ \

-2Xk ' 

-l+2N.ki/
(10.55)

To αντίστοιχο μέγεθος για τα μπογκολόνια είναι, λόγω της δεύτερης των 

εξ. (10.49):

(<YkoY+ko> <Yko Y+ki>^
< r k r  V  =

V<Ykl Y+ko> <Ykl Y+kl>J

Α πό τις αντιμεταθετικές σχέσεις (10.50) προκύπτει

(10.56)

<Yka Y+ka> — 1 ■ ^ka » ^ka = <Y+ka Yka> (10.57)

όπου το μέγεθος ft ka είνα ι ο  μέσος αριθμός ελεύθερων ιιπογκολονίω ν στην 

κατάσταση l ie ,a  = 0 , 1 >.

Α Σ Κ Η Σ Η  L  Να α π ο δε ιχθε ί ό τ ι τα  μη δ ια γώ ν ια  σ το ιχε ία  του  π ίν α κ α  (10.56) μηδενίζονται. 

Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α , <yk 0  V+ k 1 > = T r  (P g  Yko Y+kl> = T r <Y+k l P g  Yko> = 0.

[ Α π ό δ ε ι ξ η . Έ χ ο ν μ ε  T r  (y + 1c1 p G γ ί ο ) = ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  δ ια γ ώ ν ιω ν  σ τ ο ιχ ε ίω ν  τη ς 

α να π α ρ ά σ τα σ η ς του  τελεστή (γ 4^  P g  γ ^ 0 ) σ τον  χώ ρο  Fock τω ν  ελεύθερω ν η μ ισ ω μ α τιδ ίω ν  = 

ά θ ρ ο ισ μ α  μ η  δ ια γώ ν ιω ν  σ το ιχε ίω ν  τη ς  α να πα ράσ τασ η ς του  Q q  σ τον ίδ ιο  χώ ρ ο  Fock, γ ια τ ί: yk0 

l...,nk o ,nk ι,...>  *  Yjci I...4 iko’nk l · · · ^  Ό μ ω ς  ο τελεστής P g  ε ίνα ι δ ια γώ ν ιο ς  σε αυτό  το ν  χώ ρο  

[βλέπε εξ. (1 0 .3 6 ,4 3 ,5 2 )  κ α ι Α σκ,Ι § Π αρτ.Γ .2 ii]. Α ρα ισχύει T r (v+k j p G γ*0 ) = 0. Ό μ ο ια  

α π ο δε ικ νύ ετα ι ό τ ι < γ^ ! γ ^ 0 > = 0. Γ ιατί ισχύει < a k t  a . k χ  > *  0  στην εξ. (10 .53); ].

Α Σ Κ Η Σ Η  2 .  Ν α α π ο δε ιχθε ί ό τ ι ο  μέσος α ρ ιθ μ ό ς  μπογκολον ίω ν στην κατάσταση  lie , α>  είνα ι
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’n lcot= ^ 0  · t a n h ^ P )  ’ 0  = 0 ,1

κα ι ό τι η μέση τιμή (10.56) γ ίνετα ι

Λ Λ
<Γ* Γ \ >

1- 0*0 0 Ί
Ο l-% lj

(10.58)

(10.59)

β. ΑΥΤΟΣΥΝΕΠΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗ

Τώρα μπορούμε να  συσχετίσουμε τις μέσες τιμές (10.55, 59) με τον  

μοναδιακό μετασχηματισμό (10.49). Έχουμε

< Ak A+k> = Uk < h  Γ \ >  U+k (10.60)

γιατί η μέση τιμή <...> δρα στους τελεστές, όχι στους πίνακες μιγαδικών 
αριθμών. Αντικατάσταση των εξ.(10.55, 59, 58) στην εξ. (10.60) δίνει [βλέπε 

(10.51)]:

Wk = Uk
Tanh (pEk/2) 

0

0  λ

- tanh (βΕ|ε/2)>
U+k (10.61)

Βγάζουμε κοινό παράγοντα την υπερβολική εφαπτομένη και χρησιμοποιούμε τις 
εξ. (10 .50 ', 51), οπότε βρίσκουμε

Wk = E-ijc tanh ( ^ ) e k (10.62)

Ισότητα πινάκω ν σημαίνει ισότητα των αντίστοιχω ν στοιχείω ν τους. 
Εξισώνουμε λοιπόν τα πάνω-δεξιά στοιχεία των πινάκων στη (10.62). Από τους 
ορισμούς (10.46,55) προκύπτει

- 2X k = E-‘k Ak tanh ( ) (10.63)

Π ολλαπλασιάζουμε την εξ. (10.63) επί υ ^ , αθροίζουμε ως προς k και

χρησιμοποιούμε τον ορισμό (10.45) με εναλλαγή των δεικτών k, 1. Έ τσι 
καταλήγουμε στη γενική αυτοσυνεπή εξίσωση για την παράμετρο τάξεως Α\ :
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(10.64)

Α πό τη συγκεκριμένη μορφή ζεύξεων (10.30) της θεωρίας BCS και από τον  

ορισμό (10.45), με ή χωρίς εναλλαγή δεικτών, έχουμε

Ο τόνος στο άθροισμα σημαίνει περιορισμό των κυματανυσμάτων στη στενή 

ενεργειακή ζώνη γύρω από την επιφάνεια Fermi, όπως απαιτεί η εξ. (10.30). Η 

γενική μορφή (10.64) καταλήγει [λόγω των εξ. (10.51,65)] στην περίφημη εξίσωση 

χάσματος

Σημειώστε ότι από τη σχέση διασποράς (10.51) προκύπτει Ek = Ek(A), 

οπότε η εξίσωση χάσματος δίνει τη συνάρτηση Δ  = Δ(Τ).

iii. Κ ΡΙΣΙΜ Α Μ ΕΓΕΘΗ

Για μακροσκοπικό όγκο V το  άθροισμα κυματανυσμάτων Σ * ' στην

εξίσωση χάσματος ( 10 .6 6 ) μετατρέπεται σε ολοκλήρωμα κατά τα γνωστά (βλέπε 
π.χ. εξ. (8 .8 8 ) χωρίς το gs] και παίρνουμε λόγω των εξ. (10.30,40,51):

Δ* = Σ'(- T?) Χι = Σ'(- ^ ) X k = Δ, = Δ
1 ν k ν

(10.65)

_  rig γ  · tanh [ β Ek(A) /  2] 
~  V ~  2 Ek(A)

( 10.6 6)

+hu>D tanh ( ( 6 / 2 ) ^  + Δ 2(Τ)]1/2> (10.67)
J dek <*k> 2 [ε2  ̂+ Δ 2(Τ)]1/Ζ

Επειδή η ενέργεια  Debye είνα ι π ο λ ύ  μικρότερη α π ό  την ενέργεια Fermi, 
υπολογίζουμε την πυκνότητα καταστάσεων ανά μονάδα όγκου, Q(k) = g(ek)/V,
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πάνω  στην επιφάνεια Fermi ( I kl = kF) , όπου το £(Ε) ορίζεται στην εξ. (5.25). 

Αρα έχουμε την προσεγγιστική μορφή της εξίσωσης χάσματος

όπου ρρ = m kF / 2π2ϋ 2. Ο παράγοντας 2 στον παρονομαστή της (10.67) 
εξαφανίστηκε, γιατί η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι άρτια ως προς ε .̂ Η εξ.

( 10.68) δίνει την κρίσιμη θερμοκρασία με το ακόλουθο σκεπτικό.
Το Σχ. 10.8 δείχνει τη σχέση διασποράς των μπογκολονίων εξ. (10.51, 40, 

65): Ek = [ (e k " μ)2 + Δ2Χ] 1/2 και των ελεύθερων ηλεκτρονίων : E(°)k = l€ k - μΙ.

Το φαινόμενο της υπεραγωγιμότητας οφείλει την ύπαρξή του στο ελάχιστο  
πεπερασμένο ποσό ενέργειας ΔΧ που απαιτείται για να διεγερθεί αγώγιμα το

σύστημα των αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων, δηλαδή να γεννηθεί έστω και ένας 

συλλογικός βαθμός ελευθερίας που ονομάζεται μπογκολόνιο. Ό ταν μηδενισθεί 
το ελάχιστο ενεργειακό χάσμα ΔΧ, τότε εξαφανίζεται η υπερ-αγωγιμότητα και ο

αγωγός επανέρχεται στην κανονική αγώγιμη κατάσταση. Αρα η κρίσιμη  
θερμοκρασία προσδιορίζεται από τη συνθήκη

( 10 .68)
ο

Δ σ ^ ο (10.69)

μ

Σ χ ή μ α  10.8. Το φ ά σ μ α  δ ιεγέρ σ εω ς κ α ν ο ν ικ ή ς  (κεκλιμένη  δ ια κ εκο μ μ ένη  γρα μ μ ή ) κ α ι 

υπερα γώ γιμη ς φάσης (πλήρης γραμμή) σε θερμοκρασία  Τ  < T c. Η π α ρά μ ετρος τά ξεω ς ΔΧ 

μηδενίζεται στο κρ ίσ ιμο  σημείο Tc [ βλέπε εξ. (10.69) ].
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Αντικατάσταση της συνθήκης (10.69) στην εξίσωση χάσματος (10.68) δίνει

tanh$cek/2) >
1 =  q f v 0  j  d e k - - - - - ^ J t —  =  q f h 0  J d x tanhx (10.70)

όπου Λ,, s  ϋω β/ 2kTc. Ολοκληρώνουμε κατά παράγοντες τη (10.70) και έχουμε

Qf
k  = ,n x ' tanh x ' 0A c - J d x ^ f e (10.71)

Σε όλες τις  σπουδαιότερες περιπτώ σεις κανονικώ ν υπεραγωγών ισχύει 
πειραματικά \  »  1. Αρα η εξ. (10.71) δίνει προσεγγιστικά

1

Of ^o
8 I n A c  -  J

ο
d x ln x

cosh2x (10.72)

To ολοκλήρωμα στην εξ. (10.72) ισούται με - In (4erft), όπου γ είναι η σταθερά 

του Euler: ev =1.781 [βλέπε π .χ. Gradshteyn (1965), τύπος 4.371(3)]. Αρα η εξ.
(10.72) ισοδυναμεί με*

k T c ■= ~ ~  δ ω , , β χ ρ ί ^ ^ )  = 1 .1 3  H o ^ e x p i ^ )  ( ΐσ 7 3 )

Α ν γνω ρίζουμε τη ζεύξη υ0 , τη συχνότητα Debye και την ενέργεια Fermi,

υπολογίζουμε από  την προηγούμενη εξίσωση την κρίσιμη θερμοκρασία. Στην 
πράξη προσδιορίζεται πειραματικά το Tc, οπότε η εξ, (10.73) δίνει τη ζεύξη

ηλεκτρονίου - φ ω νονίου που  είνα ι υπεύθυνη για τον σχηματισμό των ζευγών 

Cooper.
Α ν δεν χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση Λ ς » ! ,  το ολοκλήρωμα στην 

εξ. (10.70) εκφράζεται ως δυναμοσειρά:

t a n h x Σ
k=l

22*(22* - 1) B?k 
( 2 k - l ) ( 2 k ) l Λ , . » - 1

* Παρατηθούμε ότι Urn Tc = 0 όταν υ0 -> 0. όκως το περιμέναμε, αφού στο ελεύθερο αέριο 
ηλεχτρονίων (υο = 0) δεν εμφανίζονται φαινόμενα υπεραγωγιμότητας.
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Βη είναι οι αριθμοί Bernoulli που ορίζονται από τη γεννήτρια συνάρτηση [βλέπε 

Gradshteyn (1965), τύπος 2.479(7)]

Από την εξ. (10.68) μπορούμε να υπολογίσουμε την τιμή της συνάρτησης 
χάσματος στο απόλυτο μηδέν, Δ0 = Δ(0), ως εξής : επειδή lim tanh x = 1 όταν

χ —> °0, η εξ. ( 10 .68) δίνει για β->οο(Τ_>0 ) :

Για ασθενή ζεύξη υ0 έχουμε ρΡ υ0 «  1, οπότε ο λογάριθμος στην εξ. (10.74) 

είναι πολύ μεγαλύτερος από τη μονάδα. Επειδή η συνάρτηση In x είναι 
αύξουσα, το ίδιο το όρισμα του λογαρίθμου θα είναι πολύ μεγαλύτερο από τη 
μονάδα. Επομένως στο όριο πολύ μικρής ζεύξης θα ισχύει

( Γιω0 / Δ 0 ) »  1 => V(fiWo/ Δ0)2+ 1 = (ίιω ο/Δο)

και η (10.74) δίνει

Δ0 = 2Γιω0  ex p (~ -^ —) , υ0 ς Ρ « 1  (10.75)
Of

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η . Π οτέ δεν  θα  μπορούσαμε να  προσεγγίσουμε τη βασική υπεραγώ γιμη  κατάσταση 

Ιψ>5 κ α ι να  υπολογίσουμε την παράμετρο  Δ0 χρησ ιμοπο ιώ ντα ς θεω ρία  δ ια τα ρ α χώ ν  ω ς π ρ ο ς  

τη ζεύξη υ 0 , γ ια τ ί το  Δ 0 στην έκφραση (10.75) έχει ουσιώ δη α νω μ α λ ία  στο ιδα νικό  σημείο

υ 0  =  0.

1ϊω0

ο

(10.74)

Η κρίσιμη θερμοκρασία (10.73) και η συνάρτηση χάσματος στο απόλυτο  
μηδέν (10.75) εξαρτώνται δραστικά από τις ειδικές για κάθε υπεραγωγό  
σταθερές υ0 και o>D. Ό σον αφορά τη σταθερά ω0 , που εισέρχεται στην εξ.
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(10.30) φαινομενολογικά για να  περιορίσει την ενεργειακή περιοχή σχηματισμού 
ζευγών Cooper, θα μπορούσε να πολλαπλασιασθεί επί έναν παράγοντα τάξεως 

μονάδας χωρίς να  αλλάξει ο ρόλος της στη θεωρία BCS. Αν όμως διαιρέσουμε 
την εξίσωση (10.75) με την (10.73) βρίσκουμε

Ο λόγος (10.76) είνα ι μια π α γ κ ό σ μ ια  σ τα θ ερ ά  ανεξάρτητη α πό  τον  

συγκεκριμένο υπεραγω γό κατηγορίας ασθενούς ζεύξης. Στο εργαστήριο  
προκύπτουν για τους υπεραγω γούς Cd, Al, Sn, Pb οι τιμές (A0/kTc) = 1.6,

( 1 .3+2.1), 1.6 και 2.2  αντίστοιχα, που βρίσκονται σε καλή συμφωνία με τη 
θεωρητικά προβλεπόμενη τιμή π e*Y.

Η θεωρία BCS εξηγεί ακόμη και το λεγόμενο ισ ο το π ικ ό  αποτέλεσμ α , 
σύμφωνα με το οποίο  η κρίσιμη θερμοκρασία υπεραγωγιμότητας για διάφορα  

ισότοπα του ίδιου στοιχείου μεταβάλλεται με τη μάζα Μ κάθε ιόντος του  
πλέγματος σαν Tc «  Μ*1/2. Α πό την εξ. (10.73) βλέπουμε ότι Tc «  u>D. Αρα

ισχύει πράγματι Tc «  Μ 1/2, αφού 0)d °c1/V m  ̂ όπως στον αρμονικό ταλαντωτή.

= πε·Υ = 1.76 , υ0 ρρ «  1 (10.76)

Σ χ ή μ α  1 0 .9 .  Μ ε τ α β ο λ ή  τ η ς  

π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  τ ά ξ ε ω ς  Δ·]' με τη  

θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  Τ (£  T c) : σ ύ γκ ρ ισ η  

π ε ιρ α μ α τ ικ ώ ν  δεδο μ ένω ν  κ α σ σ ίτερ ο υ  

[βλέπε M orse (1957)] με τη ν  πρόβλεψ η 

τη ς θ εω ρ ία ς  BCS.

o L —j__ι__ ι— ι— ι__ ι__ι__ι__L0  0.2 0.4 0 .6  α%  t o
T/Tc

Η εξίσωση (10.68) μπορεί να λυθεί με αριθμητικές μεθόδους και να  δώσει 

την εξάρτηση της συνάρτησης χάσματος Δ  = Δ(Τ) α πό  τη θερμοκρασία. Το
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Σχ.10.9 συγκρίνει τον παγκόσμιο λό γο  A T/kTc με το πείραμα. Κοντά στην

κρίσιμη περιοχή του Σχ. 10.9 η συνάρτηση Δ(Τ) έχει τη μορφή [βλέπε π.χ. Πβλ. 
ΠΙ-5]

ΔΓΠ
^0

= 1.74 ( 1 -
χ . ΐ / 2
Τ 'Ac

(10.77)

Αρα ο κρίσιμος εκθέτης β  της παραμέτρου τάξεως Δ(Τ) έχει την τιμή 1/2, που 
είναι τυπικό αποτέλεσμα μιας θεωρίας μέσου πεδίου.

Η  θεωρία BCS βασίζεται στην ενεργό Χαμιλτόνια (10.33) που δεν 

προκύπτει από βασικότερες αρχές της κβαντικής φυσικής, αλλά όπως είδαμε οι 

προβλέψεις της βρίσκονται σε αξιόπιστη συμφωνία με τα πειραματικά δεδομένα 
συνηθισμένων υπεραγωγών. Μέσα στην προηγούμενη όμως δεκαετία 

ανακαλύφθηκαν υπεραγω γοί βαρέω ν φερμιονίω ν, και ακόμη πιο πρόσφατα 
υπεραγω γοί υψηλής Θερμοκρασίας (Tc < 50% θερμοκρασίας δωματίου!) με
ασυνήθιστες ιδιότητες στην υπεραγώγιμη αλλά και στην κανονική φάση. Γι 

αυτούς τους νέου τύπου υπεραγωγούς παραμένει ανοικτό μέχρι σήμερα ακόμη 

και το πρόβλημα προσδιορισμού του βασικού ελκτικού μηχανισμού μεταξύ των 
ηλεκτρονίων [Βλέπε π.χ. Leggert (1989), Davidov (1990), Anderson (1995)].
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α Τ Α

Α . Δ Ι Α Τ Α Ρ Α Κ Τ Ι Κ Η  Α Π Ο Δ Ε Ι Ξ Η  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Η Σ  M A S T E R

Έστω Η  = Η 0 + δΗ η Χαμιλτόνια απομονωμένου συστήματος, όπου Ι<δΗ>Ι 

«  Ι<Η0>Ι. Αν Η 0Ι n> = Eon I η >, η = 1,2,... Ω  είναι η εξίσωση ιδιοτιμών του 

αδιατάραχτου τελεστή Η 0, η εξ. (2.18) δίνει

ΙΨι+Δΐ> = e iHAl l%> (Α.1)

σε σύστημα μονάδων που ισχύει h = 1 (μονάδα στροφορμής).

Η  πιθανότητα κατάληψης της I η > σε χρόνο t + At είναι, λόγω της εξ. (2.39)

pn(t+At) = Ι<η1ψι+Δι>12 = <nptl β*ΗΔί | n> <nl e iHAl h|>t>

= <ψ( I Σ  Ikxkl eiHAl I n> <nl e-iHAl Σ ll> <11 Ψι> (A.2)
k l

Υποθέτουμε [§4.A.l] τυχαιότητα δράσεως της διαταραχής δΗ, από την 

οποία προκύπτει τυχαιότητα φάσεων των πλατών πιθανότητας για κάθε χρονική 
στιγμή. Κατά συνέπειαν οι μη διαγώνιοι όροι k * 1 στην (Α.2) αλλάζουν
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πρόση μο  π ο λ ύ  γρήγορα κ α ι τυ χα ία , με αποτέλεσμα να  αλλη λοα να ιρούντα ι στη 
δ ιά ρκεια  μ ια ς μέτρησης*. Α ρα μπορούμε να  γράψουμε προσεγγιστικά

pn(t+At) = Σ  <Ψ( lk> <kl e iHAt I n> <n I e-i,,Λ, lk> <khp.> =
k

= Σ  l<n I lk>P p ^ t )  (A.3)
k

Η  έκφραση αυτή γράφ ετα ι ισοδύναμα

pn(t+At) =  l<n I e iHAt I n>P pn(t) + Σ  k n l e ^ l l o P  pfcd) (A.4)
k(*n)

Λ όγω  διατήρησης της π ιθανότη τα ς έχουμε

l<n I e  iHAt I n>P = 1 - Σ  k k  I e  iHAt I n>l2 (A 3 )
k (« )

Α ρα η εξ. (A.4) γρά φ ετα ι

pn(t+At) - pn(t) =  Σ  [-l< k le  iHAtln>l2 Ph(t) + l< n le 1HAtlk>l2 Pk(t)] (A.6)
k (« )

Σε πρώ τη  δ ιαταρακτική  τάξη ω ς προς δΗ  γ ια  τα  μ ιγαδικά  πλάτη, έχουμε 

k n l e-HH0+0H)Ai \k>p = At ( y ) l<nl6Hlk>P δ ί Ε ^  - Eok) (A.7)

με αποκατάσταση  στο  β ' μέλος τη ς σταθερός του  Planck. Το αποτέλεσμα αυτό  
ε ίνα ι ο  χρυσός κανόνας Ferm i τη ς χρονοεξαρτώ μενης κβαντικής θεω ρίας 

δ ια τα ρ α χώ ν  [βλέπε π .χ . Sakurai (1985)» Τ ραχανά  (1988)]. Α ντικατάσταση της 

(Α.7) στην (Α.6) δ ίνε ι στο όρ ιο  At -> 0 την εξίσωση M aster (4.7,8).

Ε ίνα ι δυ να τό  να  α π ο δε ιχθ ε ί η εξίσωση M aster α π ό  την ασθενέστερη 

υπόθεση της τυχα ιότητας φάσεω ν ό χ ι γ ια  κάθε χρονική στιγμή, ό π ω ς  δεχθήκαμε 
στην απλοπο ίηση  (Α.2)-»(Α.3), αλλά  σε μ ια  μόνο (αρχική) τιμή  t =  ^  [βλέπε

* Έχουμε εξαφάνιση των κροσσών συμβολής των πιθανοτήτων, όπως στο γνωστό πείραμά δύο 
οπών του Feynman ((1965): §1-6, Σχ.1-4] όταν προσθέτουμε μια ασύγχρονη πηγή φωτός 

(«-»6Η) πίσω από τις οπές για να διακρίνουμε από πού θα περάσει το ηλεκτρόνιο.
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Van Hove (1955) και (1957)]. Η  απόδειξη που αναπτύχθηκε πιο πάνω οφείλεται 

στον Pauli [βλέπε Pauli (1965)].

Β . Μ Ε Τ Α Σ Χ Η Μ Α Τ Ι Σ Μ Ο Σ  L A P L A C E

Θεωρούμε μια συνάρτηση g(t) IR διαφορίσιμη στον πραγματικό άξονα 

R, εκτός (ίσως) από μερικά σημεία όπου η g(t) και η παράγωγος της g '(t) 

επιτρέπεται να έχουν πεπερασμένη ασυνέχεια. Υποθέτουμε ακόμη ότι υπάρχει 

το ολοκλήρωμα

+οο

| dt e-ct g(t) , ce (α, β) (Β.1)

Με αυτές τις προϋποθέσεις ορίζεται ο αμφίδρομος μετασχηματισμός Laplace

+οο

L<±)[g(t)] = g(s) = J  dt e-st g(t). s e C, Re(s) = c e (α, β) (B.2)

Για να αντιστρέφουμε τον (Β.2) χρησιμοποιούμε τον μετασχηματισμό 

Fourier στη μορφή

+ο©
F[f(t)] = 7(υ ) = J  dt f(t) ε->υί (Β.3)

-οο

που γνωρίζουμε ότι έχει αντίστροφο

■Η»

f(t) = ^  f dυ7(υ)eίυt (Β.4)

Αντικατάσταση του (Β.3) στον (Β.4) δίνει τον ολοκληρωτικό τύπο Fourier

+οο +©ο
f(t) = 2π J  όυ ε ίυ* J  d<o ε  ίυω ί(ω)

-οο -οο
(Β.5)

Ορίζουμε f(t) = e d g(t) στον (Β.5) και παίρνουμε, λόγω του (Β.2)
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+οο +οο
e -ct g(t) =  J  due™  J  da> g(a>) e·**»*»

-oo -oo

+oo

=  £  j  doe™  g(c+h>) (B.6)
-OO

Ε ισαγω γή τη ς μ ιγαδικής μεταβλητής c+ίυ = s δ ίνει

+ioo

g(t) =  J d(i\j) K c +ΐυ)
-i°o

c+i«>
= r ^ r  j  ds e51 g (s), Re(s) =  c e  (a , β) (B.7)

" ll c - i«

Ο (B.7) είνα ι αντίστροφ ος του  (B.2).
Α ν g(t <  0) =  0 , ο ι  α μ φ ίδρο μ ες σχέσεις (Β .2,7) οδηγούν στον  κανονικό  

μετασχηματισμό Laplace

+οο

L(g(t)] = f  (s) =  J dt e-« g(t) (B.8)
0

κ α ι στον αντίστροφό του

C+ίοο

L ’f K s ) ]  =  g(t) = 2^7 J ds e«  g (s) (B.9)
11 c-i«>

Ο  π ρ α γμ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  c σ το  προηγούμενο ολοκλήρω μα επ ιλέγετα ι έτσι ώστε 
να  ισχύει

Re [κάθε ιδ ιομ ορφ ίας της g(s)] <  c e  (α ,β )  (Β.10)

Η έκφραση (Β.9) λέγετα ι ολοκλήρωμα Bromwich κ α ι υπολογίζετα ι στην πράξη  

μέσω του  γνω στού θεωρήματος ολοκληρωτικών υπολοίπων [βλέπε π .χ . Βέργαδου 
(1989)].

Η πα ράγω γος της g(t) μετασχηματίζεται ω ς ε ξ ή ς :
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L [g '( t) ]  =  J  dt e-st g '( t )  =  g ( t)e -« l0~ + s J  dt e st g(t)
0 o

Άρα λόγω τω ν (B .l, 8) ισχύει

I [ g '( t ) ]  = -g(0) + sL [g(t)] (B .l l)

Ό μ ο ια  υ π ο λο γ ίζο ντα ι ο ι μετασχηματισμοί πα ρ α γώ γω ν  ανώ τερη ς τά ξη ς L 
[g(n)(t)], η = 2,3,— Συνεπώ ς ένα σύστημα δ ιαφ ορικώ ν εξισώσεων με σταθερούς 
συντελεστές μετατρέπετα ι σε αλγεβρικό σύστημα μέσω του  μετασχηματισμού 
Laplace (Β.8).

Μ ια άλλη πολύ χρήσιμη ιδιότητα του μετασχηματισμού Laplace εκφράζει 

το θεώρημα σννέλιξης (convolution):

t

L [ J  dtj g j(t - t j)  g2(t!)] = L [g l(t)] L [g2(t>] (B.12)
0

κα ι γενικότερα

t  l l ln-2

L [ |  d t j  dt2 -  |  dtn.! g i( t - 1,) g2( tl - 12) - g n.i( tn.2 - tn) gn(tn)]
0 0 o I

= L[g!(t)] H g2(t)] -  L[gn(t)] (B.13)

Η  απόδειξη τω ν (B .12,13) βασίζεται στο αντίστοιχο  θεώρημα συνέλιξης για  
τον  μετασχηματισμό Fourier [βλέπε π .χ . M orse (1953)]:

+οο

F[ j  dxj f j ( x - x i )  f2(Xl)] = F[fi(x)] F [f2(x)] (B.14)
-oo

κ α ι την παρατήρηση [βλέπε (Β.8)]

Sl(t - 1! < 0) = Ο, g2(tj < 0) = ο

Α ρα ισχύει

+~ t
J  d ti g i ( t - t j ) g 2(tj) = J  dtj g j(t - t j)  g2( t2)

-OO 0

κα ι το  θεώρημα (B.14) οδηγεί στο (B.12).
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Τ ο θεώρημα (Β.12) είνα ι πολύ  χρήσιμο στη λύση ορισμένων ολοκληρωτικών 

εξισώ σεω ν τ ις  ο π ο ίες  μετατρέπει σε αλγεβρικές ω ς π ρ ο ς  τη συζυγή μεταβλητή s 

της εξ. (Β .8). Γ ενικεύετα ι μ άλ ισ τα  γ ια  συναρτήσ εις  - τελεστές g(t) με μη  
μηδενικούς τους μεταθέτες [g(tp , g(tk)] όταν  tj *  t k.

Γ. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ FOCK - ΔΕΥΤΕΡΗ ΚΒΑΝΤΩΣΗ

1. ΣΩΜΑΤΙΔΙΟ ΣΕ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΔΥΝΑΜΙΚΟ

Έ σ τω  β α θ μ ω τό  σ ω μ α τ ίδ ιο  μ ά ζα ς  m σε εξω τερ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  U |( x )  

κ ινούμενο σε δοχείο  όγκου V με πλήρες σύνολο (= βάση) μικροκαταστάσεων

{ ΐ ΐ > :  Σ I k >  <k I =  1 } (Γ.1)
k

Γ ια  π α ρ ά δ ειγμ α , l k >  μ πορεί ε ίνα ι ιδιοκατάσταση ορμής h i  με κυματοσυνά- 

ρτηση

< χ  llc>  =  - =  exp( i k · x  ) (Γ.2)
VV

Ο  μονοσω ματιδ ιακός τελεστής U j(x) π ο υ  α ντισ το ιχε ί στη συνάρτηση U ((x) 

γρ ά φ ετα ι

U ,(x )  = (Σ l t>  < t  I ) U i ( Z l k x k l )  = Σ <~ίΐυ|l k >  .1x5. (Γ.3)
I k l.k

Π αρατηρούμε ό τ ι ο  πρ ο β ο λ ικ ό ς τελεστής l1 >  < 5 . δ ίν ε ι  μηδέν ό τα ν  δ ρ α  στην 

κατάσταση Ιΐί> , εκτός α ν  n = k . οπότε  δ ίν ε ι την  κ α τά σ τα σ η . Ι>. Υ ποθέτουμε 

βέβαια ο ρ θ σ γω ν ιό τη τα :

< k ln >  =  613, .  V  k , η (Γ.4)

ί
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Μπορούμε να ερμηνεύσουμε τον "προβολέα" I 1> <kl σαν τελεστή που 

απομακρύνει το σωματίδιο από την κατάσταση I k> και το παρουσιάζει στην ίΐ>. 
Σε πιό εντυπωσιακή διατύπωση : ο τελεστής ίΐ> <kl καταστρέφει ένα σωματίδιο 

στην κατάσταση lk> και δημιουργεί ένα ακριβώς όμοιο (ταυτοτικό) στην 

κατάσταση Γΐ>.
Ο  γνωστός χώρος Hilbert του σωματιδίου παριστάνεται συμβολικά στο 

Σχ.π.ι

Σχήμα Π.1. Συμβολική απεικόνιση ενός 
απειροδιάστατου μονοσωματιδιακού χώρου 
Hilbert.

Στο σχήμα αυτό Ι100...> συμβολίζει την κατάσταση Ik j>, Ι0100...> την lk̂ >, 

Ι00100...> την lk3>, κ.λ.π. μέχρι να εξαντληθούν οι ιδιοκαταστάσεις {lk>}.

Μπορούμε να προσαρτήσουμε στο Σχ. Π.1 τη λεγόμενη κατάσταση κενού 

Ι0> (= "άδειο δοχείο"), εξ ορισμού ορθογώνια σε κάθε μια από τις προηγούμενες 

μονοσωματιδιακές καταστάσεις:

< k  10> = 0, < 0 10 >  = 1, V k  (Γ.5)

Έτσι προκύπτει ο χώρος Fock για ένα σωματίδιο

{ Ι0>, Ι100...>, Ι010...>, 1001...> ,... } (Γ.6)

Ο  προηγούμενος προβολικός τελεστής γράφεται τότε και ως εξής :

itxkl = n x O I O x k l  = b+] bk (Γ.7)

όπου b k = I0> <kl λέγεται τελεστής καταστροφής στην κατάσταση I k>, γιατί 

εξαφανίζει ένα σωματίδιο κατάστασης I k>, και b+\ = ΐ"ί> <0 I λέγεται τελεστής
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δημιουργίας  στην κατάσταση i t >  , γ ια τ ί δη μ ιουργε ί εκ  το υ  μηδενός ("άδειο  

δοχείο") σω ματίδιο  στην κατάσταση Γί>.

Μ ετά  το ν  ο ρ ισ μ ό  (Γ .7) η έκφραση (Γ .3) δ ίν ε ι  το ν  τελεστή δυνα μ ική ς 

ενέργειας στη μορφή

U ,(x )  =  Σ  < 1 1 U i(x ) I k >  b+i bk (Γ.8)

Μ ε ό μ ο ιο  τρ ό π ο  α ποδεικνύετα ι ό τ ι ο  τελεστής κ ινητικής ενέργειας Κ  =  p 2/  2m  
εκφράζεται ω ς

Κ = Σ  < t  I p 2 l k > b+, b k
U

(Γ.9)

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς  πληρότητα  στη βάση τω ν  θέσεων [(6.116): γενίκευση σ το  R*) 

γράφ ουμε τη (Γ.8)

U j(x ) =  J  (Ρχ J  d3y ( Σ  b +j < 1  ly > )  c jh U jG fy jfe  ( Σ  b ^ )  (Γ.10)

Ο ρίζουμε τώ ρα  τον πεδιακό τελεστή

ψ(3?) = Σ < " χ  llc> bk (Γ.11)
k

π ο υ  καταστρέφ ει το  σ ω μ α τίδ ιο  στη θέση!? άσχετα α π ό  την κατάσταση I k >  στην 
ο π ο ία  μ πορεί να  βρίσκεται. Ο  Ερμιτιανός συζυγής του  τελεστή (Γ.11) ε ίνα ι

ψ +(χ )  =  Σ  <k I χ >  b+k (Γ .11 ' )
k

οπότε η  εξ. (Γ.10) γρά φ ετα ι εναλλακτικά  *

U)(x) = / d3x J d3y ψ+(?) <?IUi(?)l)?> ψ(χ) (Γ.12)
v v

* Προσοχή! Να γί'τιαι. διάκριση τον τελεστή ν(χ) από τηνκυματοσυνήριησην(Χ) = <xKp>.
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Στη συγκεκριμένη βάση ιδιοσυναρχήσεω ν της ορμής (Γ.2), το  σ το ιχε ίο  

π ίνακα  της τελεστικής εξ. (Γ. 12) γίνετα ι

< tlU i(x)l k >  = I  d3x j  d3y < 1 ljr> < ^ IU i(x )lx > < x llc >

= ^  J  d3x J  d3y ex p (-it · y) U ](x) δ(χ- y) exp(i k · x )

=  ^  J  d3x U j(x) exp[i (λ -1 )·  x] = ^ 0 , ( k  - 1 )  (Γ.13)

To μέγεθος 0  j( q  = k -~ί) είνα ι ο μετασχηματισμός Fourier

U ^ q )  = I  d3x U ! ( x ) e x p ( iq - x )  (Γ.14)

Επομένως στη βάση (Γ.2) ο τελεστής δυναμικής ενέργειας γράφεται

U i(x ) = ^ Z 0 , ( ^ - 1 ) b +, b k = ^ E 0 i ( q ) b + M bk 
l,k ν Μ

(Γ.15)

ό π ο υ  q  $  k -  I. Στη  δ ιαγρα μ μ α τική  αναπαράσταση  (Γ.15) το ηλεκτρόνιο

σκεδάζεται α π ό  την αρχική  κατάσταση I k > στην τελική I k - q >  λόγω  του  

εξω τερικού δυναμ ικού  π ο υ  δέχετα ι την περ ίσσεια  ορμή f iq .  Ο  τελεστής b k

καταστρέφει την αρχική κατάσταση I k> , ενώ ο b +k_(, δημιουργεί την τελική I k - 

q>.

Ο  Χ αμιλτόνιος τελεστής Η είνα ι το  άθροισμα τω ν εξ. (Γ .9 ,15): 

η  = K + U , = X ^ b \ b k + ^ E a q b*M bk
k k,t]

(Γ.16)
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ΑΣΚΗΣΗ. Ναδειχθεί 6η υσχύα η εναλλακτική διατύπωση γιΛ τσν τελεστή Η

Η = J d Jx V+(x )Κχ ιρ(χ) + J d 3x v +(x)Ui(x)*>(x)
ν

όχου Κχ = - (h^/2m) V2X

V

Ο  τελεστής

Ν = J d3x ψ+(χ) ψ(χ) (Γ-17)
ν

λέγεται αοιθμοτελεστής κ α ι εκφράζετα ι μέσω το υ  πεδιακού τελεστή (Γ. 11) ω ς

Ο  φ ο ρ μ α λ ισ μ ό ς  π ο υ  α ν α π τύ ξ α μ ε  μ έχ ρ ι τώ ρ α  ε ίν α ι  εχ  κατασκευής 

μ ο νο σ ω μ α τιδ ια χό ς . Α ν έχουμε π .χ . ένα  σ ω μ α τίδ ιο  στην  κατάσταση  I k >  δεν

2. TAY7QTIKA ΣΩΜΑΤΙΔΙΑ

Ο ι π ρ ο η γο ύμ ενες  ένν ο ιε ς  α π ο κ το ύ ν  τη  μέγιστη  χρη σ ιμ ότητά  το υ ς  σε 
α ν ο ιχ τά  συστήματα  αλλη λεπ ιδρώ ντω ν τα υτσ τικώ ν σ ω μ α τιδ ίω ν , ό π ο υ  η  μεγάλη 
συνάρτηση επιμερισμον γ ια  α π λ ό  κβαντικό ρευστό ε ίνα ι (βλέπε § &Α.1]

Σ ε ένα  π ρ α γ μ α τ ικ ό  κ β α ντ ικ ό  ρευσ τό  υ π ά ρ χε ι μη αμελητέα  α λληλεπ ίδρασ η  

(σκέδαση) τ ω ν  σ ω μ α τ ιδ ίω ν  μ ετα ξύ  το υ ς  κ α ι ο ι  α ρ ιθ μ ο ί κ α τά λη ψ η ς τω ν  

μ ο νο σ ω μ α τ ιδ ια κ ώ ν  κα τα σ τά σ εω ν  γ ίν ο ν τα ι δ υ να μ ικ ές  (: χρσ νοεξαρτώ μ ενες) 

μ ετα β λ η τές . Ε π ιπ ρ ό σ θ ετ α , η κ β α ντ ικ ή  σ τα τ ισ τ ικ ή  (B E  ή FD ) π α ίξ ε ι  

σ η μ α ντικότα το  ρ ό λο  ιδ ια ίτερ α  σ τ ις  χαμηλές θερμοκρασίες κ α ι ενσω ματώ νεται

(Γ-18)

μπορούμε ν α  δημιουργήσουμε ένα  δεύτερο, γ ια τ ί ισχύει γ ια  κάθε ί ΐ>

b +[ I k >  =  Γί> < 0 1 k >  =  0

Ξ ίΤ ,ν ,μ ) = T r exp Ι-β(Η - μΝ)] σ ι » )
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όπως θα δούμε αμέσως στις μεταθετικές (ή αντιμεταθετικές) ιδιότητες των 
τελεστών καταστροφής και δημιουργίας.

i. Τ Ε Λ Ε Σ Τ Ε Σ  Δ Η Μ Ι Ο Υ Ρ Γ Ι Α Σ  ΚΑΙ Κ Α Τ Α Σ Τ Ρ Ο Φ Η Σ

Οι τελεστές αυτοί {a+k ,a!} ορίζονται από τις σχέσεις

[«lc. «+ι]± = , [ak , OJ+ = [ α \ ,  a+J* = 0 (Γ.20)

όπου

[a, b]+ = a b + b a (Γ.21)

είναι ο αντιμεταθέτης (στατιστική FD) και

[a, b]_ = [a, b] = a b - b a (Γ.22)

είναι ο μεταθέτης (στατιστική BE). Οι δείκτες k,l αναφέρονται στους κβαντικούς 

αριθμούς ενός σωματιδίου, δηλαδή ο καθένας περιγράφει το μονοσωματιδιακό 

φάσμα καταστάσεων του Σχ. 2.4.

Έστω

N k = a+k ak (Γ.23)

ο αριθμοτελεστής που αφορά την κατάσταση lk>. Έχουμε, λόγω των σχέσεων 

(Γ.20):

[Nk, a j . = [a+k ak, arf- = a+k [ak, a j . + [a+k , a j. ak = - ak δω

και

[Nk, aj. = [a+k ak, aj. = a +k [ak, aj+ - [a+k , aj+ ak = - ak δω  

Αρα, και για τα δύο είδη στατιστικής θα έχουμε

[Nk,a,]_ = -ak 8ki (Γ.24)

0  Ερμιτιανός συζυγής της (Γ.24) δίνει

[Nk. ct+i]. = a+k δισ (Γ.25)
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Εισάγεται τώ ρ α  η κατάσταση κενού Ι0> έτσι ώστε ν α  ισχύει 

a kIO> = 0  (Γ-26)

γ ια  όλες τ ις  επιτρεπτές τιμές k . Α π ό  το ν  ορισμό (Γ.26) προκύπτει

NkIO> = 0, V k (Γ.27)

Σ υνεπώ ς η κατάσταση κενού ε ίνα ι ιδιοκατάσταση όλω ν τω ν  αριθμοτελεστών Nk. 

Έ σ τω  I nk> οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση του Nk. Ε ξ  ορισμού ισ χύ ε ι:

Nk I nk> =  nk I nk>  (Γ.28)

ό π ο υ  nk ε ίνα ι η ιδ ιο τ ιμ ή  π ο υ  α ντ ισ το ιχε ί στην ιδιοκατάσταση I d^ .  Α π ό  τη

(Γ.25) προ κ ύ π τε ι γ ια  l =  k

[Nk, a +k]_ I n k> = a+k I nk>

η  οπο ία , λόγω  της εξίσωσης ιδ ιοτιμ ώ ν (Γ.28), οδηγεί στην

Nk (®+k 1 nt> ) =  (nk + 1) ( a +k I nk>) (Γ.29)

Μ ε όμ ο ιο  τρ ό π ο  προκύπτει α π ό  τη (Γ.24) γ ια  I =  k

Nk ( a k I nk>) = (nk - 1 )  (a k I n k>) (Γ.30)

Α π ό  τ ις  εξ. (Γ.29,30) συμπεραίνουμε ό τ ι ο ι καταστάσεις a +k I η*> κ α ι a k I 

nk> ε ίνα ι ιδ ιοκαταστάσεις του  αριθμοτελεστή Nk με ιδ ιοτιμ ές (Π |.+ 1 )κ α ι(η ^ 1 ),

α ντίσ το ιχα . Γι' α υ τό  μπορούμε ν α  αρχίσουμε α π ό  την κατάσταση κενού 10>και 
με δ ια δ ο χ ικ ή  εφ αρμογή  το υ  τελεστή δη μ ιο υ ργ ία ς a * k να  κατασκευάσουμε 

ανώ τερης ιδ ιοτιμ ής ιδιοκαταστάσεις του  Nk, μέχρι να  φθάσουμε (α ν  φθάσουμε)

σε κατάσταση μηδενικού μέτρου. Σ την περ ίπτω ση στατιστικής BE κά τι τέτο ιο  
δεν  σ υμ βα ίνει π ο τέ , όσες φ ορές κ ι  α ν  εφαρμόσουμε το ν  a +k. [Υ πενθυμ ίζετα ι

εδώ  η ανάλογη  α ντιμ ετώ π ισ η  το υ  α π λο ύ  αρμονικού  ταλαντω τή  σ τη ν  κβαντική  

μηχανική].
Α ντίθετα , στη  στατιστική  FD λό γω  τω ν  σ ντμ ^ το θ ετυ ιώ ν  σχέσεω ν (Γ.20)

ισχύει

aV*+k + a+ke+k = 0 *+ a+k α \  -  0 (Γ.31)

I
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Άρα η μόνη μη μηδενική ιδιοκατάσταση [εκτός της Ι0> : nk = 0] που προκύπτει 

από το κενό Ι0> με εφαρμογή του φερμιονικού τελεστή α \  είναι η α \  !0> με 
ιδιοτιμή nk ~ 1. Έτσι καταλήγουμε για τα φερμιόνια στην απαγορευτική αρχή

Pauli, όπως διατυπώνεται στο δεύτερο σκέλος της εξ. (2.60). Στη στατιστική B E  
δεν ισχύει ο περιορισμός (Γ.31) οπότε υπάρχουν άπειρες ιδιοτιμές nk = 0,1,2,...

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Και για τις δύο περιπτώσεις στατιστικής οι εξ. (Γ.24,25) δίνουν

[Nk, αβ_ = [N ^a+ tf. = 0 , l * k  (Γ.32)

Επομένως οι καταστάσεις aj I nk> και α+\ I nk> με k *  1 είναι ιδιοκαταστάσεις του 

αριθμοτελεστή Nk και έχουν την ίδια ιδιοτιμή nk.

Αν αμεληθεί το σπιν και επιλεγεί η βάση (Γ.1) με τον προσδιορισμό (Γ.2), 

κάθε ιδιοκατάσταση ιδανικού κβαντικού αερίου μπορεί να γραφεί

I nlt n2, ...> = ( α \ χγη (α\2)*2 .. .Ι0> (Γ.33)

όπου ιη είναι ο αριθμός κατάληψης της μονοσωματιδιακής κατάστασης ορμής 

Fi kj, V  i. Οι καταστάσεις (Γ.33) αποτελούν μια (μη κανονικοποιημένη) βάση 

στον χώρο Fock, που απεικονίζεται συμβολικά στο Σχ. Π.2

***/
/

Ιοοο... >

, 100100...>
Λ

k |01100..·>

|0100..·> §
ι

|10100...>

^/ΐιιοο...>

Σχήμα Π.2. Συμβολική αναπαράσταση της βάσης (Γ.33) στον χώρο Fock. Ο χώρος αυτός 

γενικεύει (για μεταβλητό Ν) τον χώρο Hilbert ενός συστήματος Σ^ (Ν = σταθ.) και έτσι

περιγράφει διαδικασίες καταστροφής και δημιουργίας σωματιδίων.

Οποιαδήποτε κατάσταση Ιψ> ακόμη και ενός μη ιδανικού ρευστού 

μπορεί να αναπτυχθεί στη βάση αριθμών κατάληψης (Γ.33):
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Ιψ> = Σ ι  η1β η2,.. > <Πχ, η2,. . .Ιψ> (Γ34)
η ^ 2·—

Ο συντελεστής «π j, . .Ιψ> είναι το μιγαδικό πλάτος π ιθανότη τα ς ν α  βρεθεί η 

συγκεκριμένη κατανομή (ni,n2 ,~.) στην κατάσταση (ψ>.

ii. ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΣΩΜΑΤΙΔΙΩΝ

Σε ένα πραγματικό κβαντικό ρευστό οι αλληλεπιδράσεις των συστατικών 
του δεν είναι αμελητέες. Γενικεύοντας τις μονοσωματιδιακές εκφράσεις (Γ. 
16,18) γράφουμε για τους αντίστοιχους τελεστές, στην αναπαράσταση (Γ2) *,

Η = Κ + U2 = Σ  + Σ  <dHU2lkk'> «k'«k (Γ-35)
k k*\l y

Ν = L a \ a k  (Γ.36)
k

και δεχόμαστε την ισχύ των εξ. (Γ.20). Το μέγεθος € k = fi2k2/ 2m είναι η 
ιδιοτιμή της κινητικής ενέργειας στην κατάσταση lk>, ενώ U2 = U2(x - y) είναι 
ένας τελεστής δυναμικής ενέργειας αλληλεπίδρασης υπεύθυνος για ίο  
δισωματιδιακό τύπο σκέδασης k + k ' -> 1 + Γ μεταξύ των σωματιδίων του 
κβαντικού ρευστού. Βεβαίως μπορούμε να προσθέσουμε στη (Γ.35) και έναν όρο 
εξωτερικού δυναμικού όπως ο [(Γ.8): b α], αρκεί οι τελεστές να επαληθεύουν 
τις σχέσεις (Γ.20).

ΑΣΚΗΣΗ 1, Να αποδειχθεί ότι και για τις δύο στατιστικές (BE/FD) ιδανικού ιφανακού 
συστήματος ισχύουν : 1°) [Η ,NJ. = 0, 2°) [nk , nj). = 0 γ ια k * U όπου · ί  = α**α|.

Γενικεύουμε τώρα τις εξ. (Γ.1 l t 1Γ ) και εισάγουμε τον γνήσιο πεδιακό 
τελεστή ψΟΟ και τον Ερμιτιανό συζυγή του:

* Για αποσυμφόρηση τον συμβολισμού παραλείπονται τα βέλη των χυματανυσμάτων.
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Ψ(Χ) = Σ <x I k> ak, ψ+(χ) = Σ<κΐχ>α\  (Γ.37)
k ί

μαζί με τις συνθήκες (Γ.20). Ο  ολικός αριθμοτελεστής (Γ.36) εκφράζεται τότε και 

από την αντίστοιχη της (Γ.17) εναλλακτική μορφή

Ν  = J  d3x ψ +(χ) ψ(χ) (Γ.38)
ν

[Η απόδειξη είναι ουσιαστικά η αντίστροφη της : εξ. (Γ.17) => εξ. (Γ.18)]. Από 
την αντίστοιχη της άσκησης στην §Παρτ. Γ.1 συνάγουμε την ισοδύναμη έκφραση 

για τον κινητικό όρο στη (Γ.35):

Κ  = f d3x ψ +(χ) Κ χ ιΚχ) (Γ.39)
V

ΑΣΚΗΣΗ 2. Να δειχθεί ότι ισχύει

U2(x -"y) = J  d3x ί d3y ψ+(χ) v+(y) U2(x -"y) Ψ(Υ) Ψ(χ) (Γ.40)
V V

ΑΣΚΗΣΗ 3. Να αποδειχθούν οι (αντι)μεταθετιχές σχέσεις

[ψ+0Ο,Ψ+(Υ))± = 6(x-"y), [\pOc ),V(y)]± = (<p+(x),\)>+(y)]± = ο (Γ.41)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Ο Χαμιλτόνιος τελεστής γράφεται σε δύο ισοδύναμες μορφές:
• Εξ. (Γ.35), συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής ταυτοτικών 

σωματιδίων.

• Εξ. (Γ.39,40), συναρτήσει του κβαντισμένου [: (Γ.41)] πεδιακού τελεστή, οι κβαντικές 
διεγέρσεις του οποίου δρουν ως σωματίδια. Η ίδια ισοδυναμία ισχύει και για τον 
αριθμοτελεστή Ν [: εξ. (Γ.36,38)]. Για μια λεπτομερή απόδειξη αυτής της ισοδυναμίας βλέπε 
Huang (1987): Παρτ. Α.

Το στοιχείο του πίνακα αλληλεπίδρασης στην έκφραση (Γ.35) υπολογίζεται 
στην αναπαράσταση (Γ.2) ως εξής:

<H'IU2(x-y) lkk'> = J d3x' d3y' d3x "  d3y ' ' < i r i 2 " y " >  ·
V

•«5c" y "IU2$-y)lx' y'xx'y'lkk'> =
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=  ί  <Ρ*' <Py' < i r i j ? ' ) h >  U 2 (x '-y ')< 5 ?  i r ' t k  >

=  ^ 2  ί  <Px«Py β χ ρ [ ΐ < χ · ί + 7 - ϊ '

Ε ισάγουμε στην προηγούμενη έκφραση σχετικές, r  =  χ  - y ,  κ α ι  ακώ λυτες 

συντεταγμένες κέντρου μάζας, R =  (χ  +  y  V 2 , οπότε έχουμε

-d l iu 2ik k  >  -  ψ  J  A  e x p ( i |  - Τ μ ι  O t f y

\kl

J <PR e x p ( i i ? - [ < £ i ) + 0 c * - T ) ] }

=  V2 J  <Pr exp  [ f ?  [ ( k -1)] U2(r )  V  δ ί + ϊ ' - Ι - Τ )

-  i  ΰ 2<ς> δ β + ϊ - Τ ) (Γ.42)
Σ το ν  π ροη γούμ ενο  υπο λο γ ισ μ ό  χρησιμοποιήθηκε η  ιδ ιό τη τα  <βχ <Py =  iPR <Pr 
[γ ια τ ί η Ιακω βιανή  το ν  μετασχηματισμού ισούναι με τη  μονάδα], κ α ι  ο  ορισμός 

<1 s k ' - T  U 2(q) ε ίν α ι ο  μετασχηματισμός Fourier

U2(q) = J <Pr U2(r) expfiq r) 

στη σω ματιδιακή  σκέδαση

(Γ-43)

. yV '·-, · ■·

(ΓΑ3)

Η  συνάρτηση Dirac δ ( λ  + k ' - 1  -~Τ') εκφράζει τη  δ ια τήρηση ι ης ορμήςστη  
δ ια δ ικ α σ ία  (Γ .4 3 '). Α ντικατάσταση το υ  στο ιχείου  π ίνα κ α  αλληλεπίδρασης, έξ. 
(Γ.42), στην έκφραση (T.3S) δ ίν ε ι το ν  Χ αμ ιλτόνιο  τελεστή

·/:· ..
!ν :ν

&'·#*·
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Η V R2k2 +
= t 2 S T  ° +* α * + ν  Σ  u 2 (q) a\,q a \ · ^  ak- ak 

vk,k',q
(Γ.44)

Οφείλουμε τέλος μια επεξήγηση του όρου "δεύτερη κβάντωση" [βλέπε π.χ. 
Τραχανά (1991)].

• Η  "πρώτη κβάντωση" αναφέρεται στη μετάβαση:

κλασσική μηχανική υλικού σημείου => κβαντική μηχανική σωματιδίου

Οι μεταθετές συνιστώσες (Xj, pk) του κλασσικού υλικού σημείου αντικαθίστανται 

στη διαδικασία αυτή από τους μη μεταθετούς τελεστές (xj, pk) που επαληθεύουν 

τις γνωστές σχέσεις [Xj, pk] = i h 6jk. Ο  χώρος των φάσεων Γ = {(Xj, pk)} 
παραχωρεί τότε τη θέση του στον χώρο Hilbert Η -  {ψ(χρ}.

• Η  "δεύτερη κβάντωση" αναφέρεται στη μετάβαση:

κβαντική μηχανική σωματιδίου => κβαντική θεωρία πεδίου

Η  μιγαδική κυματοσυνάρτηση ψ(χρ αντικαθίσταται στη διαδικασία αυτή από 

τον πεδιακό τελεστή ψ(χρ που επαληθεύει τις (αντι)μεταθετικές σχέσεις (Γ.41) 

και περιγράφει ισοδύναμα μια γνήσια κβαντική θεωρία πολλών βαθμών 

ελευθερίας. Ο  χώρος Hilbert [Σχ. Π. 1] παραχωρεί τότε τη θέση του στον χώρο 
Fock [Σχ. Π  .2].



Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α Τ Α

1-1. Σε μια διαδικασία γνήσιας μονοδιάστατης διάχυσης να δειχθεί ότι 

ισχύει <x2(t)> = 2Dt, όπου D  είναι ο συντελεστής διάχυσης. Μπορεί να γίνει ο 
λογαριασμός κατ’ ευθείαν από τη διαφορική εξίσωση χωρίς να χρησιμοποιηθεί η 

λύση της;

1-2. Δίνονται οι αντιστρεπτές μηχανές ΑΟΒΓΑ, ΑΕΒΓΑ, Α Τ Β Γ Α  του 

επομένου σχήματος

r 1
ζ τ 9 “

ο
S2S0

\

Να βρεθεί ο συντελεστής αποδόσεως για κάθε μηχανή.

IΟ δρόμος ΑΕΒΓΑ είναι περίμετρος τεταρτημόριου έλλειψης με ημιάξονες (ΓΒ) και (ΓΑ) ].

\.
\\

(
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1-3. Με την έκρηξη του Βεζούβιου (το 79 μ.Χ.), ένας πυρακτωμένος 
ογκόλιθος Σ θερμοκρασίας Τ0 εκτοξεύτηκε από τα έγκατα της γης στο
περιβάλλον. Υποθέστε ότι από τότε μέχρι σήμερα: η θερμοκρασία περιβάλλοντος 
Τπ και ο όγκος V του Σ δεν άλλαξαν, η θερμοχωρητικότητα Cv = σταθερή, και
ότι το σύνθετο σύστημα (ογκόλιθος+περιβάλλον) παρέμεινε απομονωμένο. Μετά 
απ' αυτές τις υποθέσεις ζητούνται τα εξής:

1°) Να υπολογισθεί η μεταβολή εντροπίας, AS0l (Τ0,Τπ,Ον ), του
συστήματος (ογκόλιθος + περιβάλλον) από τη στιγμή της έκρηξης μέχρι σήμερα 

2°) Να αποδειχθεί ότι η μεταβολή AS0l που βρήκατε πιο πάνω ικανοποιεί
τον Β' θερμοδυναμικό νόμο.
< Υ π ε ν θ ν ι ι ί ί ε τ α ι  : x - 1 > In x όταν χ > 1 >.

1-4. Η μακροκατάσταση ενός πραγματικού αερίου μεταβάλλεται μι? 
αντιστρεπτά από το σημείο (3Ρ0,Τ0) στο (Ρ0,2Τ0) του επιπέδου (Ρ,Τ). Αν η
καταστατική εξίσωση είναι Ρ [V + (a / Τ)] = R Τ, όπου a, R > 0, να βρεθούν οι 
μεταβολές εντροπίας, ενθαλπίας και εσωτερικής ενέργειας, 
ί Να θεωρηθεί σταθερή η θερμοχωρητικότητα Cp ].

1-5. Ένα παραμαγνητικό υλικό έχει καταστατική εξίσωση Μ = C * (Β/Γ), 
όπου Μ είναι η μαγνήτιση, Β το μαγνητικό πεδίο, C μια σταθερά καί Τ η 
απόλυτη θερμοκρασία. Το υλικό μαγνητίζεται αδιαβατικά και αντιστρεπτά.

1°) Βρείτε μια σχέση μεταξύ Μ και Β και μεταξύ Μ και Τ γι' αυτή τη 
διαδικασία.

2°) Με βάση το 1°) να επαληθεύσετε τον τύπο για την απόδοση μιας 
μηχανής Carnot που χρησιμοποιεί το παραμαγνητικό αυτό υλικό μεταξύ των 
ρεζερβουάρ θερμοκρασίας Τ {και Τ2.

1-6. Να αποδειχθεί ότι στο απόλυτο μηδέν ο συντελεστής αΡ θερμικής 
διαστολής μηδενίζεται.

1-7. 1°) Να αποδειχθεί ότι για ένα θερμικό ρευστό PVT, γνώση της
εσωτερικής ενέργειας Ε ως συνάρτηση των φυσιολογικών της μεταβλητών S.V
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οδηγεί σε πλήρη γνώση κάθε θερμοδυναμικής ιδιότητας του ρευστού. Δείξτε π.χ. 

πώς μπορεί κανείς να βρει την καταστατική εξίσωση F(P,V,Τ) = 0.

2°) Για το ίδιο ρευστό να δειχθεί ότι γνώση της Ε = E(T,V) δεν προσδιορίζει 

μονοσήμαντα όλες τις θερμοδυναμικές ιδιότητες του ρευστού (δεν προσδιορίζεται 

π.χ. η πίεση).

1-8. Η  θεμελιώδης εξίσωση ενός θερμοδυναμικού συστήματος είναι Ε = c 

N(N/V)a exp (a S/ N  k), όπου c, a είναι σταθερές και k είναι η σταθερά 

Boltzmann.

1°) Να δειχθεί ότι ισχύει PV = NkT για κάθε τιμή των c και a .
2°) Να βρεθούν οι θερμοχωρητικότητες C P και C v.

1-9. Να αποδειχθεί ότι για μαγνητικό υλικό Β Μ Τ  ισχύει 

Χτ ■ Xs = Τ  αΒ2/ C B .
< Υ π ό δ ε ι ξ η. Η αντίστοιχη σχέση (V - Μ, Ρ Β) για απλό ρευστό PVT είναι kx - k$ 
= Τ V αΡ2/ CP >.

1-10. Αν Η  είναι η ενθαλπία, να υπολογισθεί η παράγωγος (3H/3V)IX

με τη μέθοδο της Ιακωβιανής ορίζουσας.
ΓΑ π ο τ έ λ ε σ ι ι α : (TaP - l ) k x ].

1-11. Να δειχθεί ότι ισχύει kT > ks > 0. 

< Υ π ό δειξη . Αποδείξτε πρώτα: CP / Cv = kx/ ks >.

I-12. Μ ε  βάση το ενεργειακό κριτήριο ευστάθειας 

E(S + AS,V + AV) + E(S - AS, V- AV) > 2 E(S,V,N) 
να αποδειχθούν οι ανισότητες C v > 0  και ks>0.

1-13. Ν α  εκφρασθούν οι σταθερές a, b της εξίσωσης Van der Vaals (Ρ + 
a/V2) * (V- b) = RT συναρτήσει των κρίσιμων δεδομένων T c, V c, Pc, όπου c είναι 
το κρίσιμο σημείο [ που ορίζεται εδώ: 0Ρ/3ν)ΙΧς = 0 2P/3V2)lXc = 0].
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1-14. Ν α υπολογισ θεί ο  λόγος (PV/RT)C στο  κ ρ ίσ ιμ ο  σημείο α ερ ίο υ  π ο υ

επαληθεύει την καταστατική εξίσωση D ie ta id  P(V- b) =  RT exp(-a/RTV) 
f Α η ο χ έ λ ι α α α ·. (PV/RT)C = 0.27 ].

I I - l .  Ο  π ίνα κ α ς μεταπτώ σεω ν ενός συστήματος ε ίνα ι

(Wjj)

0  1/2 1/2 λ

1/2 0  1/2

ι, 1/2 1/2 0  j

1 °) Ν α λυθεί η εξίσω ση M aster κ α ι να  υπ ο λο γ ισ θο ύ ν  ο ι  π ιθ α νό τη τες  
Ρ ΐ2 ,3 (0  συναρτήσει τω ν  σταθερών p j^ (0 ). Ισχύει το  θεώρημα ισοπιθανότητας;

2°) Ν α υπολογισθεί η εντρ ο π ία  S(t) =  - k Z j P j In Pr κ α ι να  αποόειχθεί 

ό τ ι  ικ α νο π ο ιε ί το ν  Β ' θερμοδυναμ ικό  νό μ ο  στη δ ιατύπω ση  Planck. Ισχύει ο  
τύ π ο ς  Boltzmann γ ια  την εντροπία;

ΙΙ-2. Έ ν α  γυ μ να σ μ ένο  π ο ν τ ίκ ι  ζ ε ι  σ το  

δ ιαμ έρ ισ μ α  του  δ ιπ λα νο ύ  σχήματος. Κ άθε λεπτό  

χ τυ π ά ε ι ένα  κ α μ π α ν ά κ ι. Μ ό λ ις  το  π ο ν τ ίκ ι  

α κούσ ει το  κ α μ π α νά κ ι, α λλά ζει δω μ άτιο . Ό τ α ν  

α λλά ζει δω μ ά τιο  π ερνά ει με ίση πιθανότητα α π ό  

οποιαδήποτε πόρτα  του  δω ματίου  π ου  βρ ίσκετα ι 

Π ερ ίπ ο υ  τ ι  κλάσμα  τη ς (τα λα ίπω ρης!) ζω ής 

του  βρίσκεται σε κάθε δωμάτιο;
<  Υ π  Λ 6 1 1 £ η. θεωρείστε μια εξίσωση τύπου Master της οποίας ο 3x3 πίνακας μεταβάσεων 
(Wit_j) μπορεί να μην είναι συμμετρικός. Υποθέστε: ζωή ποντικού »  1 λεπτόΙ >.

Ι Ι-3 . Έ σ τω  (ft,(t). η =  1,2,.. .Ω) η κατανομή π ιθανότητας σε χρόνο  t  της 

τυ χ α ία ς  καταστατικής μεταβλητής η ενός απομονω μένου συστήματος, ό π ω ς 

στο  σχήμα.
1°) Ν α αποδειχθούν ο ι  εκφράσεις

i
t
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^  -  Σ  *  · n,Wto ρη(„, - Σ  Of -  Ρη®
Ot )LJl=\ kjQ=l

όπου (Wkn) είναι ο σταθερός πίνακας 

μεταπτώσεων. f

2°) Ν α  εφαρμοσθούν οι ^  ι I I I ... I ι _____,
προηγούμενοι τύποι σε διαδικασία ι 2 3 ... η

γνήσιας μονοδιάστατης στατιστικής

διάχυσης.

0-4. Για έναν κλασσικό αρμονικό ταλαντωτή μάζας m  και σταθεράς 

ελατηρίου k, γνωρίζουμε ότι έχει ενέργεια Ε, αλλά αγνοούμε τελείως τον αρχικό 

χρόνοεκκίνησης. Να βρεθεί η πυκνότητα πιθανότητας p(x), όπου p(x)dx είναι 

η πιθανότητα να βρεθεί η μάζα m  σε διάστημα dx στη θέση χ.

ΙΙ-5. Ένα ιδανικό στερεό έχει Ν  άτομα. Κάθε άτομο έχει σπιν 1/2. Αν η 
θερμοχωρητικότητα προσανατολισμού των ατόμων (για Tj = σταθερά) έχει τη 
μορφή C(T) = c1[(2T/T1) - 1] όταν Ί γ! 2 < Τ < T h και C(T) = 0 διαφορετικά, να 
προσδιορισθεί η σταθερά q  ως συνάρτηση (μόνο) του Ν.

< Υπόδειξη. Χρησιμοποιείστε την έννοια της εντροπίας >.

0-6. Το μονοσωματιδιακό ενεργειακό φάσμα υπερσχετικιστικού ιδανικού 
αερίου σε μακροσκοπικό κύβο ακμής L με συνοριακές συνθήκες Dirichlet, είναι

ε(Πχ>Βγ>Πζ) = c I pn I, pn = h kj| = (h/2L) (nx, ny, π̂ ) για nx,y,z = 1,2,3,...

όπου c είναι η ταχύτητα του φωτός στο κενό. Ν α  βρεθεί ο λόγος 
θερμοχωρητικοτήτων C P/CV στη μικροκανονική κατανομή.

I AJULlJiLLOJUL·- 4/3].

0-7. Έστω Ν  »  1 διακρίσιμοι αρμονικοί ταλαντωτές Planck κυκλικής 

συχνότητας ω  και ολικής ενέργειας Ε »  h ω  σε θερμοδυναμική ισορροπία. Το 

ενεργειακό φάσμα καθενός ταλαντωτή είναι (ε(ω) = η ϋω, η = 0,1,2,. . .}. Να 

βρεθεί η θερμοκρασία του συστήματος Τ=Τ(Ε/Ν,ω). Πώς θα άλλαζε το αποτέλεσμα 
αν απαγορευόταν η τιμή η = Ο ;
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< Υ π ό δ ε ι ξ η . Μ ταυτοτικές μπίλιες μπορούν να μοιρασθούν σε Ν διακρίσιμα κουτιά 

με [(Μ + Ν -1)! /Μ! (Ν -1)! ] τρόπους, αν επιτρέπεται η = 0, ή με [(Μ -1)!/(Μ - Ν)Ι * 

(Ν - 1)!] τρόπους, αν απαγορεύεται η τιμή η = 0. Μπορείτε να αποδείξετε τις δύο 

προηγούμενες συνδυαστικές εκφράσεις; >.

Π -8 . Ν α ν εξ ά ρ τη το ι π υ ρ ή ν ες , π λ εγ μ α τ ικ ά  δ ια τα γ μ έν ο ι, ισ ο ρ ρο π ο ύν  

θερμοδυναμ ικά  (μεταξύ  το υ ς  κ α ι με το  πλέγμα) μέσα σε εξω τερικό μαγνητικό

πεδ ίο  Β υ π ό  σταθερή ενέργεια Ε < 0. Ξαφνικά, αντιστρέφεται το  πεδ ίο  (Β - Β) 
σε χρόνο  t = 0. Να βρεθεί η θερμοκρασία Τ(Ε,Ν,Β,μ) τω ν Ν πυρήνω ν όταν:

1°) t < 0

2°) ^σσ ^  t  «  τσπ 
3°) τσπ «  t «  τ ^

Τ α μεγέθη τσσ, τσπ ε ίνα ι ο ι  χ ρ ό ν ο ι χαλάρω σης σ π ιν -σ π ιν  κ α ι σπ ιν-πλέγμα  

α ντίσ το ιχα . Κ άθε π υρήνα ς έχει σ π ιν  1/2, μαγνητική ροπή  μ κ α ι ενέργεια 

- μ  · Β .

Π -9 . Υ π ο θ έσ τε  ό τ ι τ ο  θ ερμ ικό  π ερ ιβ ά λ λ ο ν  Π θερ μ ο κ ρ α σ ία ς Τ  ενός

συστήματος Σ ε ίνα ι τέλειο  κλασσ ικό  αέριο . Εξηγείστε γ ια τ ί στη δ ιαδ ικα σ ία  
α π ό δειξη ς του  τύ π ο υ  το υ  B oltzm ann pr = e*PEr/ Ζ  γ ια  το  Σ αναπτύξαμε 

κα τά  T aylor το ν  λογάρ ιθμο  In Ω Π (Ε 0 - Ej.) κ α ι όχι το  ίδ ιο  το  στατιστικό  βάρος 

(Ε 0 " Ej·).

Π - 10. Ν α υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί η π υ κ νό τη τα  κα τα σ τά σ εω ν  £(E ,V ,N ) τέλειου  

κλασσικού αερίου με αντιστροφή του μετασχηματισμού L aplace:
οο

Ζ  = J dE£(E) ε-βΕ
Ο

ό π ο υ  Ζ  ε ίνα ι η συνάρτηση επ ιμερ ισ μού  κα ι β = 1/ kT. Να συγκρ ιθεί το 

αποτέλεσμα με τη γνωστή έκφραση γ ια  το  στατιστικό βάρος Ω (Ε ,ν,Ν ) αυτού του 

συστήματος.
< Υ π ό δ ε ι ξ η . Χρησιμοποιείστε το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων >.
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Π - 11. Ένα σύστημα Σ ι βρίσκεται σε θερμική επαφή με λουτρό θερμότητας 

Σ2 σταθερής θερμοκρασίας Τ και πίεσης Ρ. To Zj εκτός από ενέργεια ανταλλάσσει 

και όγκο V  με το λουτρό , μέσω ενός διαφράγματος Δ  (βλέπε σχήμα). Δηλαδή 

το Δ  είναι διαθερμικό και μπορεί να κινείται δεξιά - αριστερά (χωρίς τριβή) 
υπό σταθερά Τ, Ρ, αλλά δεν επιτρέπει ανταλλαγή σωματιδίων. Το σύνθετο 
σύστημα (Zj + Ί^) είναι κλειστό, έχει 
ενέργεια Ε0 και όγκο V 0.

Ποιά είναι η πιθανότητα p(V,r) 
να βρεθεί το Σ γ στη μικροκατάσταση r 

με ενέργεια E,.(V) και όγκο V;

\\\\\

✓
✓

✓✓ *1

Τ > Ρ

C* (Ά ο υ ζ ρ ο )

*
*

V.
Δ

Π-12. Έ ν α  μικροσκοπικό σωμάτιο σκόνης (Σ) μάζας m, ισορροπεί 

θερμοδυναμικά μέσα στην ατμόσφαιρα (θερμοκρασίας Τ) υπό την επίδραση του 

πεδίου βαρύτητας της γης (σταθερής έντασης g). Το σκουπιδάκι αυτό 

μετατοπίζεται τυχαία και μόνον κατακόρυφα (καθίζηση), με τον ακόλουθο 

τρόπο: Κάθε δευτερόλεπτο εκτελεί ένα βήμα μήκους ενός χιλιοστού, είτε προς τα 
πάνω (με πιθανότητα ρπ και αύξηση της ενεργείας του κατά ε0 = mg μονάδες), 

είτε προς τα κάτω ( με πιθανότητα ρκ και ελάττωση της ενέργειας του κατά ε0). 
Τη χρονική στιγμή t = 0 το Σ απέχει η0 χιλιοστά από το έδαφος.

1°) Μετά από Ν  (> η0) δευτερόλεπτα πόσα χιλιοστά κατά μέσον όρο, 

χΝ(Τ) > 0, θα απέχει το Σ από το έδαφος; Για ποιά θερμοκρασία Τ0 ισχύει 

Χν(Το) = 0 ;
2°) Να βρεθεί η πιθανότητα ρΝ(Τ) να φθάσει το Σ στο έδαφος σε Ν  = η0 +1 

δευτερόλεπτα ακριβώς.
< Υ π ό δ ε ι ξ η. Αν Dy (ι^) είναι τα βήματα προς τα κάτω (πάνω), τότε η* + =  Ν >.

Π - 13. Η  μια άκρη μιας λαστιχένιας ταινίας είναι στερεωμένη σε οριζόντιο

υποστήριγμα, ενώ η άλλη συγκρατεί ένα βάρος Β. Υποθέτουμε ότι το 
λάστιχο είναι απλώς μια μοριακή αλυσίδα, που έχει Ν  μόρια-κρίκους (μήκους 10

το καθένα), και ότι μπορεί να αναδιπλ<άνεται ελεύθερα με διάφορους τρόπους, 
ένας από τους οποίους (π.χ. για Ν=11) δείχνεται στο σχήμα. Αυτό σημαίνει ότι το 

κάθε μόριο μπορεί να προσανατολισθεί είτε παράλληλα είτε αντιπαράλληλα
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π ρ ο ς  το ν  κ α τα κ ό ρ υ φ ο  ά ξο να  Ο Ζ , α νεξάρτητα  α π ό  τα  υ π ό λ ο ιπ α  μόρια . Το 
σύστημα ισορροπεί θερμοόυναμικά σε περιβάλλον θερμοκρασίας Τ.

1°) Να βρεθεί το μέσο μήκος L(T,B) του λάστιχου.
Σ υμφ ω νεί το  αποτέλεσμά σας με τον  Γ ' θερμοδυναμικό 

νόμο;
2°) Ν α βρεθεί η π ιθανότη τα  p(T,B,L0) να  έχει το  

λά σ τιχο  σε θερμοκρασία  Τ  μήκος ακριβώ ς L0 = n 0!0, 
όπου  η0 ε ίνα ι ακέραιος: ο < π 0 < Ν .

3°) Ν α δειχθεί ό τ ι η τιμή του L0 π ου  μεγιστοποιεί 

την  π ιθ α ν ό τη τα  p  (γ ια  σταθερά Τ ,Β) ε ίνα ι η L(T,B).

Να αμεληθεί η κ ινη τική  ενέργεια  κ α ι το  βάρος κάθε 

μορίου.

Π-14. Η  σ υ μ π ερ ιφ ο ρ ά  δύ ο  ό ια κ ρ ίσ ιμ ω ν  ισοβαρώ ν

α τό μ ω ν  μ ά ζα ς  m σε π ε δ ίο  β α ρ ύ τη τα ς  g μ π ο ρ ε ί να  
π ερ ιγρ ά φ ε ι χο νδρ ικ ά  α π ό  το  ενεργειακό φάσμα Επγ2= (Π +

Γ2>·Α - Κ 6 γιΓ2, ό π ο υ  η  ι  = ±1 ε ίνα ι ο ι κβα ντικο ί α ρ ιθμ ο ί

θέσης τω ν  α τόμω ν (βλέπε σχήμα). Α ισούται με mg, Κ > 0 
ε ίν α ι η ενέργε ια  σ χημ α τισ μ ού  μ ο ρ ίο υ  κ α ι 0 r jr2 ε ίνα ι το  γνω σ τό  δέλτα  του  

K ronecker. Α ν το  π ρ ώ το  άτομο  βρίσκετα ι στο κάτω  δ ιαμ έρ ισ μα  έχει γ § =  -1, 

ενώ α ν  βρίσκετα ι στο π ά νω  έχει τ\ = +1. Α νάλογα ισχύουν γ ια  το  δεύτερο άτομο.

Το σύστημα ισορροπεί θερμοόυναμικά υπό  θερμοκρασία Τ. Ζητούνται j
1°) Ν α σχολιασθεί π ο ιο τ ικ ά  η στατιστική  κατανομή τω ν  δύο  ατόμω ν στα ;

δύο  δ ιαμερ ίσματα  γ ια  θερμοκρασία Τ  e  (0 ,« ) . Υ ποθέστε εδώ  Κ » Α .

2°) Να βρεθεί η μέση ενέργεια Ε τω ν δύο ατόμων.
\

11-15. Έ ν α  σύστημα αποτελείτα ι α π ό  δύο δ ιακρ ίσ ιμα  σω ματίδια . Το κάθε 

σ ω μ α τίδ ιο  μ πορεί να  βρεθεί σε οποιοόήποτε α π ό  η κουτιά . Η Χ α μ ιλτόν ια  του 
συστήματος ε ίνα ι Η Ο * ^ )  = - Κ δ η ^ ,  όπου  Κ > 0 ,  ΐ \  2~ 1»2 ,...,η, κ α ι όη ι*

ε ίνα ι το  γνω στό  δέλτα του  K ronecker. Το σύστημα ισορροπεί θερμοόυναμικά σε 

θερμοκρασία Τ.
1°) Να υπολογισθεί η π ιθανότητα  εύρεσης τω ν δύο σιοματίων σε ίόιο κουτί.

[ Α π ά ν τ η σ η  : [ I + (η - 1)c ^J*1 ].

• * , ν
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2°) Το σύστημα απομονουνεται θερμικά και ο αριθμός των κουτιών 

αυξάνεται από η = 2 σε η = 6 χωρίς κατανάλωση έργου. Ν α  βρεθεί η νέα 

θερμοκρασία του συστήματος.

Π - 16. Γνωρίζουμε από την κβαντομηχανική ότι το ενεργειακό φάσμα 
ιδιοτιμών ενός στερεού περιστροφέα είναι {ζ} = j(j+l)Fi2/2I}, όπου j = 0,1,2,3,... 
με εκφυλισμό gj = 2j+l. I είναι η ροπή αδράνειας του περιστροφέα.

1°) Να δοθεί η γενική έκφραση της συνάρτησης επιμερισμού Ζ(Τ) και να 

δειχθεί ότι σε υψηλές θερμοκρασίες μπορεί να προσεγγισθεί από ένα 

ολοκλήρωμα.

2°) Να υπολογισθεί η μέση ενέργεια Ε σε υψηλές θερμοκρασίες.

3°) Ν α  βρεθεί η Ζ(Τ) και η Ε (Τ) σε προσέγγιση πολύ χαμηλών 
θερμοκρασιών.

Π-17. Ένας παραμαγνητικός κρύσταλλος που έχει Ν  μόρια βρίσκεται σε

εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β j και σε περιβάλλον θερμοκρασίας Τ. Κάθε μόριο

έχει σπιν 1 και μαγνητική ροπή μ. Αν αυξήσουμε αντιστρεπτά το μέτρο του 
μαγνητικού πεδίου από Β { σε Β2 ( > Β { ) διατηριόντας σταθερή τη θερμοκρασία

Τ, να βρεθούν:
1°) Η  μεταβολή Δ Ε 12 ξ  Ε(Β2) - B(Bj) στη μέση τιμή της εσωτερικής 

ενέργειας του κρυστάλλου. Το Δ Ε 12 περιμένετε να είναι θετικό ή αρνητικό;

2°) Το ποσό θερμότητας Q i2 που θα απορροφήσει ο κρύσταλλος από το 
περιβάλλον. To Q 12 νομίζετε ότι θα είναι θετικό ή αρνητικό;

3°) Το μαγνητικό έργο W 12 που θα αποδώσει ο κρύσταλλος στο περιβάλλον. 

To W 12 είναι θετικό ή αρνητικό;

Π-18. Ένας μονατομικός κρύσταλλος έχει Ν  άτομα και 3Ν
χαρακτηριστικές συχνότητες o)p ί=1,2..3Ν. Σε κάθε στενότητα ο η αντιστοιχεί

μια ανεξάρτητη ιδιοταλάντιυση του κρυστάλλου, με ενέργεια ̂  = fi03i(ni+l/2), ιη = 

0,1,2,... Η  θερμοκρασία του κρυστάλλου είναι Τ.

V>\H \{rJr,,

■;Λ.

...Λ.
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1°) Έ χ ε ι νόημα η έννο ια  "θερμοχω ρητικότητα ιδ ιοταλάντω σης" Ci(cO|,T); 

Α ν  έχει νόη μ α  το  Ο ^αη,Τ), υ π ο λ ο γ ίσ τε  το  γ ια  κάθε (οη/Γ). Σ υ μ φ ω νε ί το

αποτέλεσμά σας με τον  κλασσικό νόμο τω ν Dulong-Petit;
2°) Σε π ο λ ύ  χαμηλές θερμοκρασίες (kT «F uo j, γ ια  κάθε ω β  να  α ποδειχθεί 

ό τ ι η ολική θερμοχωρητικότητα του κρυστάλου C0>k(T) είνα ι ανάλογη του Τ6, όπου 

δ=1,2,3,... ε ίνα ι ο αρ ιθμός διαστάσεω ν του κρυστάλλου. Υ ποθέστε ότι ο όγκος του 

κρυστάλλου είνα ι σταθερός.

Π -1 9 . Έ ν α  σύστημα  θ ερ μ ο κ ρ α σ ία ς  Τ  έχει ενεργε ια κ ό  φ άσ μα  U j= 0  

εκφυλισμού 1, ε2 = 2γ > 0 εκφυλισμού 2, εβ = 4γ εκφυλισμού 1). Ζητούνται,

1°) Ν α δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι το  σύστημα α π ο τελ ε ίτα ι α π ό  δύ ο  α νεξά ρτη τα  κ α ι

δ ιακρ ίσ ιμα  υποσυστήματα ίδ ιας δομής. __________

2°) Η σχετική  ενεργειακή διακύμανση V <(Ε - Ε)2> /  Ε. Μ πορεί η κλασσική 

θερμοδυναμική να  περ ιγρά φ ει το  σύστημα;

3°) Η θερμοχω ρητικότητα C ( x ^ / k T ) .

4 ° )  Ν α δ ο θ ε ί μ ια  π ρ ό χ ε ιρ η  γ ρ α φ ικ ή  π α ρ ά σ τα σ η  τη ς C (x) κ α ι να  
δ ικα ιολογηθεί η μορφή της με φυσική σκέψη.

Π -2 0 . Έ ν α  κ υ β ικ ό  κ ο υ τ ί  α κ μ ή ς  L π ε ρ ιέ χ ε ι  τ έ λ ε ιο  α έ ρ ιο  στη 

μακροκατάσταση (Τ ,ν,Ν ). Τ α  μόρια  ε ίνα ι ταυτοτικά  υλικά  σημεία μάζας m το 

καθένα. Ζητούνται:
1°) Ν α υπο λο γ ισ θε ί η δ ια σ π ο ρ ά  στην π ίεση  του  αερίου: (ΔΡ)2 = <Ρ2> - 

<Ρ>2, ω ς  συνάρτηση του όγκου V κα ι της δ ιασποράς ενέργειας (ΔΕ)2.

2°) Γ ια το  αέριο  αυτό να  αποδειχθεί η σχέση

(ΔΡ)2 = (2kT2/  3V) 3^Ρΐν

3°) Να α ποδειχθεί ό τι η σχετική διακύμανση στην πίεση του  αερίου 
γ ρ £  (Δ Ρ )/Ρ  ε ίνα ι πάντοτε ( ; )  αμελητέα γ ια  μακροσκοπικό Ν.

4°) Να υπολογισθεί το  κλασσικό όριο του λόγου γ Ρ .

ΙΧ-21. Θ εω ρείστε το  μοντέλο του  προβλήματος II* 14. Τ ροποπο ιείστε τη 
Χ α μ ιλ τό ν ια  ω ς εξής: Η η  Α (η  + γ2) - Κ δΓΐΓ2 -> Η ' e  A j η  + Α2 r2 - Κ δΓΐΓ2. Να 

αποδειχθούν ο ι σχέσεις
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1°) Ζ ' (β,Αι,Α2) = 2 {epK cosh [β(Αι + Α 2)] + cosh [β(Αχ - Α 2)]}

l , d\nZ' _ ePK sinh (26A1
2°) <rj> = <r2> — - β ̂ 3Α] 'α 2 *Aj=a 2=a  ' ePK cosh (2βΑ) +1

1 ι 92Ζ' _ ePK cosh (2ΒΑ) -1
30) <Γ!Γ2> = β2 ζ · aAlaAz 'αι=α 2=α  - ePK cosh (2βΑ) +1

4°) Να υπολογισθεί η συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού 
G C<2>(1,2) = <rir2> - <Tj> <γ2> 

και να δοθεί μια πρόχειρη γραφική παράσταση ως προς Τ.

11-22. Ένα σιδηρομαγνητικό κρυσταλλικό υλικό βρίσκεται σε μη ομογενές 
μαγνητικό πεδίο (Bj) όπου ϊ=1,2,...Ν είναι η πλεγματική θέση. Επομένως η

Χαμιλτόνια είναι
Ν

Η  = Η 0 - μ Σ  Bjc St
k=l

όπου sk είναι το σπιν στη θέση k, μ είναι η γνωστή γυρομαγνητική σταθερά και 

Η 0 είναι η Χαμιλτόνια σε μηδενικό πεδίο. Να αποδειχθούν οι σχέσεις

1°) ° 0 * '·»  ■ <S,S|> ”  <βμ? Ζ dBjjB!
1 32lnZ20) Gc (i,j) = <SjSj> - <Sj> <Sj> -  (βμ)2 aBi3Bi 

3°) ^  = βμ2 ZGcC)(i,j)
dBj j

όπου Μ  = μ Σ <Sj> είναι η ολική μαγνητική ροπή του κρυστάλλου και Ζ  είναι η 
i

συνάρτηση επιμερισμού.

4 0) χ Ξ 3βΜ  = βμ2 Σ Σ G c<2>(i,j)
i j

όπου το μέγεθος χ είναι η μαγνητική επιδεκτικότητα σε ομογενές πεδίο Β. Η  
χ είναι θετική ή αρνητική, (ή πότε θετική και πότε αρνητική);
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Ι Ι -2 3 . Σ ω ματίδ ιο  κ ινε ίτα ι σε μακροσκοπική μονοδιάστατη περιοχή  μήκους 
L σε θερμοκρασία Τ.

1°) Να δειχθεί ό τ ι ισχύει ρ ^ κ ,χ ' ;  β) = Σ η εχρ ί-β ε^  ψ η(χ) ψη*(χ), όπου  ψ„(χ) 

=  < x l n >  ε ίνα ιιδ ιοσ υνά ρτη σ η  ενέργειας ε„: ( H l n >  = Enln > , < η Ι Ι >  = δώ ).

2°) Με βάση το  1°) να  δειχθεί ό τ ι ρ , ( χ ,χ ';β )  = -  2-~mkT e x p [ - ].

<  Υ Κ.ό&ίχΜ-ΰ· Χρησιμοποιείστε περιοδικές συνοριακές συνθήκες και συνεχές φάσμα >.

11-24. Ν δ ια κ ρ ίσ ιμ α  σ ω μ α τίδ ια  κ ινο ύ ντα ι με αμελητέα αλληλεπίδραση σε 
δοχείο  όγκου V (-> « ) υ π ό  θερμοκρασία Τ.

1°) Ν α δειχθεί ό τ ι ισχύει

θ(? 1^2ι···ν?Ν’"^ 1 ? 2  >···ϊ?Ν ’ '* β)

= (
2ππιλΤ  \3Ν/2

h2
)3r*fC r

exp [ -

2°) Μ ε βάση το  1°) να  δειχθεί ό τ ι e ^ F =  VN (2nm kT/ h2)3N/2, ό π ο υ  F είνα ι 
η ελεύθερη ενέργεια τω ν  Ν δ ιακρ ία ιμω ν σω ματιδίω ν.

11-25. Έ ν α  κ β α ντικό  σύστημα με Χ α μ ιλτόν ιο  τελεστή Η  = Η 0 + Η ι ,  
ό π ο υ  [Η 0, Η ]] *  0, βρ ίσκετα ι σε θερμοκρασία  Τ. Στη λεγόμενη θερμοχρασιαχή 

εικόνα αλληλεπίδρασης ορίζουμε τους τελεστές

5 (β) =  exp (βΗ 0) ρ (β ) , Η ,(β) = exp (βΗ 0) Η , exp (- βΗ 0)

ό π ο υ  ρ(β) =  exp(- βΗ ) = Σ  είνα ι ο  γνω στός στατιστικός τελεστής (6.113).
η=0 "·

1°) Ν α δειχθεί ό τ ι ισχύει

3β0(β) =  - Η ,(β) 5 (β ) *  - 5 (β ) Η ,(β)

2 °) Ν α δε ιχθε ί ό τ ι η προηγούμενη  τελεστική δ ιαφ ορ ική  εξίσωση με την 

"αρχική" συνθήκη g (0 ) =  1 ιαοδυναμεί με την τελεστική ολοκληρωτική εξίσωση
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<  Υ π ό δ ε ι ξ η . Για το συνηθισμένο στατιστικό τελεστή ρ(β)=σχρ{-βΗ) ( Θ ε ρ μ ο χ ρ α σ ι α χ ή  ε ι κ ό ν α

S c h r d d i n g e r ) ισχύει η δ ιαφορική  εξίσωση Bloch (6.115). Η παραγώ γιση  γ ινομ ένου  τελεστώ ν 

ακολουθεί τον  κανόνα  θλ [Α(λ) Β(λ)] = (9λ A) Β + Α(θλ Β) > .

11-26. Θεωρείστε ότι ισχύουν η εκφώνηση και τα ζητούμενα του  

προβλήματος ΙΙ-25. Ζητούνται:
1°) Να λυθεί η τελεστική ολοκληρωτική εξίσιοση

*<β) = 1 - / dt Η^τ) ξ  (τ)
Ο

με τον γνω στό επαναληπτικό τρόπο και έτσι να  δειχθεί ότι ισχύει το 

διαταρακτικό τελεστικό ανάπτυγμα

οο β τ 1 τη-1

0(β) = Σ  (- l)n Jdti Jdi2... Jdtn Ηι(τ ι) Η[(τ2) ...Η,(τη)
n=0 ο ο  o

Προσέξτε ότι ισχύει η "χρονολογική" διάταξη β £  ^  > τ2 τη £  0.

<  Υ π ό δ ε ι ξ η . Χ ρησιμοποιείστε την α ν α δ ρ ο μ ι κ ή  σχέση

0 (η)(β) = 1 - / d t  Η |(τ) Q in-D ft) γ ια  n  = 1 .2 , 3,...
Ο

όπου  σε μηδενική τάξη ισχύει ρ (° )  = 1 κ α ι π ρ ο φ α ν ώ ς : ρ (β ) = lim  ρ ώ )(β) ό τα ν  π —>°°, α ν  

συγκλίνω  η σειρά > .

2°) Να δειχθεί ότι [HjCcp, Η^τ^)] *  Ο για j *  k.

3°) Να δειχθεί (επαγωγικά) ότι ισχύει

ρ(β) = Σ  ^  JdTi Jdt2... Jdtn T {Η,(τ]) Η ^ )  ...Η,(τη)}
η=0 Π· ο ο ο

= T e x p [ -  jch: Η,(τ) ]
Ο

όπου Τ είναι ένας “χρονολογικός" τελεστής που διατάσσει τα γινόμενα  
{Η^τ^.,.Η ^τπ)) κατά φθίνουσα "χρονολογική" πρόοδο από αριστερά προς τα 
δεξιά. Για παράδειγμα έχουμε Τ {Η^τχ) Η ιΟ ϋ» = Η ^ τ^  ΗχΟ^) Θ (τι-τ2> +
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Η ,(τ2) Η , ^ )  Θ(Χ2-Χι), όπου Θ(χ) είναι η γνωστή βηματική συνάρτηση: Θ(χ) = 0  

όταν χ < 0 ,  =1 όταν χ > 0 .

11-27. Θεωρείστε ότι ισχύουν ο ι εκφωνήσεις και τα ζητούμενα τω ν  

προβλημάτων Π-25,26. Α ν F(M  = - kT ln{Tr exp [-βΗ(λ)]} είναι η στατιστική 
ελεύθερη ενέργεια (6.19 ή 6 .1 9 ')  όταν Η(λ) = Η0 + λΗ ι με [Η0,Η |] # Ο ν να

δειχθούν ο ι σχέσεις
dF(K) Tr (Ητ exp [-βΗ(λ)])

10) ax ~  Tr exp [- βΗ(λ)] <Ηι>λ

2°) d \F ( k )  =  - β < ( Η , - < Η ,> λ)2 < 0
3°) F ( l )  < F (0) + <Η ι>0 : Α νισότηταBogoliubov.

11-28. Έ στω σωματίδιο μάζας m κινούμενο μονοδιάστατα σε δυναμικό  

V(x) = ax4, a > 0, υπό (υψηλή) θερμοκρασία Τ. Ζητούνται,
1°) Η ελεύθερη ενέργεια F(T) στην κλασσική προσέγγιση.
2 ° )  Η βέλτιστη προσέγγιση της F (Τ) στο κλασσικό όρ ιο  με βάση το  

μεταβλητικό θεώρημα (ανισότητα) Bogoliubov. Ως επιλύσιμο δυναμικό να  

θεωρηθεί το

ΓΟ, lx l< L /2  
V0(x; L) = {

U ,  lx lS L /2

όπ ου  L είναι η μεταβλητική παράμετρος. Στο τέλος του υπολογισμού να  γίνει 

επαλήθευση της ανισότητας Bogoliubov.
3°) Το ίδιο όπω ς στο 2°), αλλά για  επιλύσιμο δυναμικό V0(x; ω) = (l/2)m

oAc2 με παράμετρο μεταβολής την κυκλική συχνότητα ω > 0.
4 ° )  Να δειχθεί ότι για  το  δυναμικό στο 1°) η βέλτιστη προσέγγιση  

τετραγω νικού δυναμικού (3°) είνα ι καλύτερη από τη βέλτιστη προσέγγιση  
άπειρου πηγαδιού (2°) με την έννοια  ότι η στατιστική ελεύθερη ενέργεια είναι 
μικρότερη στην πρώτη περίπτωση παρά στη δεύτερη.

ΙΙ-29. Η Χαμιλτόνια ενός Ν-ατομικού κρυσταλλικού δακτυλίου
μακροσκοπικών διαστάσεων είναι
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Η =  \  Σ  Ρη2 + U(£i£ 2 ,...£ n)> U ( | 1, |2 . - . . . I n ) ξ 9 01 0)2 ^  ^ η + 1  “ ^η )2
ζ η=1 1 η=1

όπου ξη είναι η μετατόπιση του ηοστ°ύ ατόμου από τη θέση ισορροπίας του και 
pn είναι η ορμή του. Θεωρούμε κατά προσέγγιση ξη, pn e (-«*,+«). Ο κρύσταλλος 

έχει θερμοκρασία Τ αρκετά υψηλή ώστε να ισχύει η κλασσική στατιστική 
μηχανική [ πάντως Τ < σημείο τήξεως! ].

1°) Α ν προσεγγίσουμε την "πολύπλοκη” αλληλεπίδραση U με ένα (μέσο) 
εξωτερικό αρμονικό δυναμικό

ϋ 0 = ± π ιω 02 Σ  in2
L n=l

να βρεθεί εκείνη η συχνότητα ω0 που δίνει την καλύτερη προσέγγιση στην

ελεύθερη ενέργεια του αρχικού προβλήματος.
2°) Να αποδειχθεί ότι η βέλτιστη τιμή co0 είναι η τετραγωνική ρίζα μέσου 

τετραγώνου των Ν ιδιοτιμών cok του "πολύπλοκου” προβλήματος.

<  Υ  π  ε ν θ ν  ι ι ί £ ο  ν τ  α ι : Α νισότητα Bogoliubov, θεώρημα ισοκατανομής τη ς ενέργειας > .

11-30. Θεωρείστε ένα διατομικό μόριο όπω ς το CO. Α ν η θερμική 

διέγερση των περιστροφ ικοί και ταλαντοπικών βαθμών ελευθερίας δεν είναι 
υπερβολική, μπορούμε να προσεγγίσουμε τη Χ αμιλτόνια του μορίου με την 
έκφραση Η = Ημετ + Ηπε(? + Ητ(χ̂  αμελο>ντας την επίδραση φυγοκεντρικών

δυνάμεω ν στην ταλάντω ση καθώς και την επίδραση ταλαντω τικώ ν  
παραμορφώσεοον στη ροπή αδρανείας I. Η ενέργεια περιστροφής είναι Ηπερ=

ft2 J0+1)/ 21, όπου j: ο κβαντικός αριθμός περιστροφής. Ο εκφυλισμός για  
δοσμένο j είναι (2j+l). Η ενέργεια Ηταλ έχει τη γνοκιτή μορφή αρμονικού  
ταλαντωτή με συχνότητα ω(), ενώ η Ημετ μπορεί να αντιμετωπισθεί κλασσικά. 

1°) Να δοθεί μια έκφραση υπολογισμού της θερμοχο)ρητικότητας Cv .
2°) Να συζητηθεί η Cv στις τρεις θερμοκρασιακές ζο')νες

* Τ «  h2/2Ik = Qmv «  lu o j  k = Ηταλ

* ®περ ^  Τ <<: τ̂αλ
* ^περ <<: τ̂αλ <'< ^

<  Υ π ό δ ε ι ξ η . Α θροιστικός τό π ο ς Euler:
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Λ
Σ  f(n) = J dx f(x) + rf(0) - ~ f ' ( 0 )  +
n=0 o

Π-31. Έ να  κυλινδρικό δοχείο (ύψος Υ , βάση Α) 

περιέχει τέλειο ημικλασσικό αέριο σε θερμοκρασία Τ. 

Το σύστημα βρίσκεται σε ομογενές πεδίο βαρύτητας g = 

- 2 g. Το αέριο έχει Ν μόρια. Κάθε μόριο έχει μάζα m. 
Ζητούνται:

1°) Η πίεση στην παράπλευρη  επιφάνεια  
Ρπ η - 3VF ΙΤ υ

X
2°) Η πίερη στο πάνω  καπάκι ΡΑΝΩ = - 3VF ΙΧΛ

3°) Η πίεση στο κάτω  καπάκι και να αποδειχθεί 

ο  γνω σ τός βαρομετρικός τύ πος Ρ(Υ ) = Ρ(0) e-PmsY. Ε ξαρτώ νται τα  

αποτελέσματα από τη διακρισιμότητα των μορίων;

ΙΙ-3 2 . Έ να κλειστό δοχείο σε σχήμα ορθού κυλίνδρου —  ακτίνας βάσεως R 

και ύψ ους Υ  —  περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από τον  

άξονα Ο ζ του σχήματος της Ασκ. ΙΙ-31. Το δοχείο περιέχει τέλειο κλασσικό αέριο 

στη μακροκατάσταση (T,R,Y,N,io). Το αέριο ισορροπεί θερμοδυναμικά ως προς  

ένα  σύστημα α ξό νω ν στερεωμένο στα τοιχώματα του δοχείου. Λόγω της 

περιστροφής του αερίου κάθε μόριο (μάζας m) αποκτά στο στερεωμένο σύστημα, 

εκτός από τη γνωστή κινητική ενέργεια, και μια φνγόκεντρη  δυναμική ενέργεια 
Εφ(Γ), με συνοριακή συνθήκη Εφ(0) = 0. Αμελείστε φαινόμενα βαρύτητας.

1°) Να βρεθεί η συνάρτηση επιμερισμού Zi(T,R,Y,(o) για^νετ μόριο.

2°) Να βρεθεί η πίεση στο καπάκι (κ) του δοχείου,

και να  αποδειχθεί ότι ισχύει Ρκ V = NkT. Εξαρτάται η Ρκ από το ω; 

3°) Να βρεθεί η πίεση στην παράπλευρη επιφάνεια (π) του δοχείου

Ρχ s  - (3Ρολ/9 ν )τ,κ,ω

ρπ ξ -OFox/av^v^

4°) Να αποδειχθεί η σχέση Ρκ < Ρπ και να εξηγηθεί από φυσικής πλευράς.
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<  Υ  π  e v  Θ ν  u i t o  ν  τ  α  ι  : 1°) - 3E<p(r)/0r = πιω2Γ, όπ ο υ  r  ε ίνα ι η απόσταση  το υ  μορίου  

α π ό  τον  ά ξονα  περ ιστροφ ής κα ι 2°) In χ  £  χ _ ι, χ  In χ  £  χ  - 1  γ ια  χ  > 0 > .

11-33. Έ να μόριο υδροχλωρίου

όπου (α,θ,φ) είναι οι σφαιρικές συντεταγμένες του α . Οι στροφορμές που  

αντιστοιχούν στις γιυνίες (θ,φ) είναι (p0, ρφ). Ρ είναι η ορμή της ολικής μάζας 
M = mH + mcl του μορίου και μΞίΠϋ mc,/(m II + m a ) είναι η ανηγμένη μάζα.

1°) Ποιοι είναι οι μηχανικοί βαθμοί ελευθερίας του μορίου;
2°) Ποιοι είναι οι θερμοόυναμικοί βαθμοί ελευθερίας του μορίου;
3°) Μπορούμε να εφαρμόσουμε το γενικευμένο θειάρημα ισοκατανομής 

για τη γωνία θ;
4°) Να υπολογισθεί η μέση κινητική ένεργεια του μορίου σε θερμοκρασία Τ.
5°) Να υπολογισθεί η μέση δυναμική ένεργεια του μορίου σε θερμοκρασία 

Τ.

0 -3 4 . Τέλειο ημικλασσικό αέριο αποτελείται από Ν μόρια σε θερμοκρασία 

Τ, όγκο V και βρίσκεται σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο Ε = Ε ί .  Κάθε μόριο έχει 

ηλεκτρική ροπή D και Χαμιλτόνια

(HC1) κινείται σε ομογενές πεδίο 

Ε =2 Ε. Το διατομικό αυτό μόριο 

έχει μόνιμη ηλεκτρική ροπή p ε = 

(foa, όπου q0 είναι το φορτίο του 

πρωτονίου, και a  ="ifH -~τα  είναι η 

ανυσματική απόσταση των δύο 

ατόμων με I a  I = σταθ. Βλέπε 
σχήμα. Σύμφωνα με την κλασσική 

φυσική η ολική ενέργεια του  
μορίου είναι

X

) - q0 a Ε cos θ



ό π ο υ  m  ε ίνα ι η μάζα  του  μορίου. I ε ίνα ι η (σταθερή) 

ρ ο π ή  α δρ ά νεια ς ω ς π ρ ο ς  το  κέντρο μάζας του (ορμής

Ρ ) κ α ι pe (ρφ) ε ίνα ι η γενικευμένη ορμή π ο υ  αντισ το ιχεί 

στη γενικευμένη θέση θ  (φ).

1°) Ν α δειχθεί ό τ ι η συνάρτηση επιμερισμού κάθε 

μ ορ ίου  γρά φ ετα ι
Ζ | =  Tyjx (T,V) [2I(kT)2/  (fi2ED)] s in h (E D /k T )

ό π ο υ  ε ίν α ι η συνάρτηση επ ιμερ ισ μού  γ ια  το υ ς μ ετα φ ορ ικούς βαθμούς

ελευθερίας.

2°) Ν α α π ο δειχθε ί ό τ ι η μέση πόλωση ανά  μονάδα  όγκου κ α τά  μήκος του 

πεδ ίο υ  ΐ ι  ε ίνα ι

P s V < D c o s 6 >  = ^  [ D c o t h ( ^ )  - γ ]

3°) Ν α α ν α π τυ χ θ ε ί η υπερβολική  σ ννεφ απτομ ένη  γ ια  ED  «  kT  κ α ι να  
α π ο δε ιχθ ε ί ό τ ι η δ ιηλεκτρική  σταθερά του  αερίου  (που  ο ρ ίζ ε τ α ι: ε Ε =  Ε  +4π ρ) 

ε ίν α ι

ε ~  1 3 V kT

Ισχύει το  γενικευμένο θεώρημα ισοκατανομής γ ια  τη μεταβλητή θ ;
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Π-35. Ν τα υ το τ ικ ά  σ ω μ α τ ίδ ια  έχο υ ν  

α μ ελ η τέα  α λ λ η λ επ ίδ ρ α σ η  μ ετα ξ ύ  το υ ς  κ α ι 

κ ιν ο ύ ν τ α ι  θ ε ρ μ ικ ά  μέσα  σε ό γ κ ο  V υ π ό  

θερμ οκρα σ ία  Τ. Κ άθε σ ω μ ά τιο  ε ίνα ι σύνθετο. 

Α π ο τε λ ε ίτα ι α π ό  ένα  α δ ια π έρ α σ το  ομ ογενές 
σ φ α ιρ ικ ό  περ ίβλημ α  (κέντρου  Κ, α κ τ ίνα ς  2τ0

κ α ι μάζα ς m ) π ο υ  παγιδεύει στο  εσω τερικό του 

ένα  α σ υ μ π ίεσ το  ο μ ο γενή  σ φ α ιρ ικ ό  π υ ρ ή να  
(κέντρου Κ ' , α κ τ ίνα ς  γ0 κ α ι μάζα ς m ' ).  Βλέπε

π ά ν ω  σχήμα. Έ τσ ι κάθε σω μ άτιο  έχει κ ινητική  
ενέρ γε ια  ΕχΟ) = ( p ,2/2m ) + ( p j ' ) 2/2m* κ α ι

δυνα μ ική  ενέργεια

Μ Π * 1

φ
r
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{ -u0 = σταθερά < 0 ,  r < r n

+ οο , r > r 0

όπου γ = Ι'γ ι - ? 1Ί. Βλέπε κάτω σχήμα. Η μακροκατάσταση ( Τ , ν , Ν )

ικανοποιεί τη σχέση kTCV/N)2/3 »  2πΙι2/(πι+πι'). Ζητούνται:
1°) Η μεταφορική συνάρτηση επιμερισμού Ζ ^ ιετ για ένα σωματίδιο.
2°) Η εσωτερική συνάρτηση επιμερισμού για ένα σωματίδιο.
3°) Η ολική συνάρτηση επιμερισμού ΖΝ για όλα τα σωματίδια.
4°) Η μέση ολική ενέργεια ^  . Ισχύει η εκτατικότητα;
5°) Η εντροπία SN . Ισχύει η εκτατικότητα;

6°) Α ν τα Ν σωματίδια ήταν διακρίσιμα, π ο ιό  από τα προηγούμενα  
αποτελέσματα θα άλλαζε και πως;

Π -36. Θεωρείστε ότι κάθε μόριο (i)

πραγματικού κλασσικού αερίου είναι μια 
μικροσκοπική μπίλια ρουλεμάν ακτίνας r0,

με μια επιφανειακή στρώση κόλας (ελκτική 
ζώνη) μέχρι rM που του επιτρέπει να έλκει

ένα γειτονικό μόριο 0) μέχρι την απόσταση 
κέντρων = 2r0, οπότε u(2r0) = «». Βλέπε

σχήμα. Με βάση το θεώρημα ισχυρότητας να αποόειχθεί ότι οι σταθερές της 
εξίσωσης Van der Waals (Ρ + αΝ2/ V2) (V - Nb) = NkT δίνονται από τις 

σχέσεις
©ο

α = - 2π J dr γ2 u(r) > 0 , b = 4 ( ~ ·  r03)
2γο

<  Υ π ο δ ε ί ξ ε ι  c. 1° )  Ε ργαστείτε σε πρώ τη  μη-ιόανική  π ροσ έγγισ η  κ α ι θεω ρείστε μόνο 

συγκρούσεις ζευγώ ν μορίω ν (όχι "καραμπόλες”!)

2 ° )  Ισχύει

J  d3r, |  e-Pu(r ij) = J  d3Rjj J  d}r„  e ^ u = V J  cPr | ( d iu -I ) + 1) ■ V [I + V]

όπου Ru είνα ι το άνυσμα κέντρου μάζας κα ι λ(Γ) β  e “Pu - I. Σημειώστε ό τ ι γ ια  το  ολοκλήρω μα

I β  J  d3r λ(τ) ισχύει 1 1 1«  V, γ ια τί r M «  (V/ Ν ),/3 . -Λ'

%
y,y

Yy
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3 °) Χ ρησ ιμ οπο ιείσ τε J d3r  e*Pu (r θΓιι) = - 4 π Ή  J r 3 dX(r).
o

4 ° )  Υ ποθέσ τε r 3 λ(Γ) ->  0  ό τα ν  r-»«> κ α ι I u(r > 2r0 ) I «  kT  > .

11-37. Τέλειο ημικλασσικό αέριο N διατομικών μορίων βρίσκεται σε δοχείο 
όγκου V σε θερμοκρασία Τ. Η Χαμιλτόνια κάθε μορίου (μάζας m) είναι

Η ι ί ρ ^ ^ ΐ Λ )  = (2 m )1 ( p 12 + p 22) + 2 Λ ^ Ι γ γ ? 2 Ρ

όπου]?!, ε ν̂αι 01 ορμές και συντεταγμένες των δύο ατόμων του μορίου,
ενώ k£ είναι μια θετική σταθερά. Να βρεθούν,

1°) Η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz του αερίου.
2°) Η μέση τετραγωνική μοριακή διάμετρος < ίτ \ - Ίγ2 I2 > κάθε μορίου.

Π-38. Θεωρείστε δύο ομόκεντρα μακροσκοπικά σφαιρικά δοχεία ακτινών 
Rj και R2. Ο χώρος 0 < r < Rj του εσωτερικού δοχείου περιέχει ένα κλασσικό 
αέριο A! υπό  θερμοκρασία Τ. Το αέριο A j αποτελείται από Ν διατομικά μόρια 
αμελητέας αλληλεπίδρασης. Κάθε μόριο του Αχ έχει μάζα m και Χαμιλτόνια

HiO? ι. Ϊ?2 .*γι."γ2) = (2m)1 (ρ,2 + Ρ22) + ειΓΐ22

όπου r12 = l‘r r 'r2 1 και ει ε ν̂αι Ρια θετική σταθερά. Ο χώρος Rj £ r £ R2 του 
εξωτερικού δοχείου περιέχει ένα κλασσικό αέριο Α2 υπό θερμοκρασία Τ. Το 
αέριο Α2 αποτελείται από Ν διατομικά μόρια αμελητέας αλληλεπίδρασης. Κάθε 
μόριο του Α2 έχει Χαμιλτόνια

U2( p h P2^b~*2) = (2m) 1 (pj2 + p22) + ε2Γ12 
όπου ε2 είναι μια θετική σταθερά. Οι σφαιρικές επιφάνειες είναι σταθερές και
διαθερμικές. Ζητούνται,

1°) Ο λόγος τω ν πιέσεω ν Ρ (Α 1)/Ρ (Α 2).
2°) Ο λόγος τω ν  θερμοχωρητικοτήτων C v iA ^ /C v iA ^ .

3°) Αν διπλασιασθεί η θερμοκρασία Τ, πόσο θα μεταβληθεί η εντροπία του 
σύνθετου συστήματος (Α!+Α2);
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Μ-39. Έ να απομονωμένο μη  ιδανικό κβαντικό σύστημα Σ0 περιέχει

τεράστιο (~°°) πλήθος ταυτοτικών μορίων. Κ ά θ ε  μόριο έ χ ε ι  σπιν σ, μάζα m και 
αμελητέα εσωτερική δομή. Το Σ0

βρίσκεται στη μακροκατάσταση (Τ, Ρ , 
μ), όπου Τ είναι η θερμοκρασία, Ρ η 
μέση πίεση και μ το χημικό δυναμικό.
Στην άσκηση αυτή θα μελετήσουμε ένα 
ανοικτό σύστημα Σ, που είναι ένα  
μακροσκοπικό κομμάτι του Σ0, με

όγκο V. Βλέπε σχήμα. Συγκεκριμένα 
ζητούνται,

1°) Να υπολογισθεί η πιθανότητα p0(T, Ρ, V) να μην υπάρχει κ α νένα  

μόριο μέσα στο Σ.

2 ° ) Να δοθεί μια πρόχειρη γραφική παράσταση της προηγούμενης 
πιθανότητας p0(V) για σταθερά Τ και Ρ. Είναι λογικό το αποτέλεσμά σας 

για V = 0 ;
3°) Να αποδειχθεί ότι η πιθανότητα ρ { να περιέχει το Σ ένα μόνο μόριο, 

είναι ρ j(T, Ρ, μ, V) = (2σ+1) V h-3 (2nmWT)^ exp [β(μ - Ρ V)].
4°) Θα άλλαζε η έκφραση αυτή αν το Σ0 ήταν :

• Ιδανικό κβαντικό σύστημα;
• Τέλειο ημικλασικό αέριο;

5 °) Εξαρτάται η έκφραση στο 3°) από τη μακροσκοπ ικότητα του  
υποσυστήματος Σ;
[ Υ ,π  6  Φ £ <7 η : Η βασική ενεργειακή στάθμη του Σ έχει τιμή μηδέν κα ι εκφυλισμό μονάδα].

0 -4 0 . Έ να γραμμομόριο κρυσταλλικού παραμαγνητικού υλικού, του

οποίου τα μόρια έχουν σπιν 1/2, μαγνητική ροπή μ και μάζα m το καθένα, 
διατηρείται σε (χαμηλή) θερμοκρασία Τ { μέσα σε δοχείο που έχει όγκο V. Μέσα

σε όλο τον όγκο του δοχείου υπάρχει ομογενές μαγνητικύ πεδίο Et (βλέπε πρώτο 
σχήμα).

1°) Να βρεθεί η ελεύθερη ενέργεια, F(Tj, Β) του υλικού στη μικροκανονική, 

κανονική, και μεγαλοκανονική κατανομή. Εξαρτάται η F από τη μάζα m και τον 
όγκοΥ;
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2 °) Α υξάνουμε τώρα πολύ τη θερμοκρασία σε Ί 2 ( » Τ | )  βαθμούς Kelvin,

ώστε ο κρύσταλλος να  έχει γίνει π ια  αέριο. Βλέπε δεύτερο σχήμα. Να βρεθεί η 
νέα τιμή F (J i,  Β), της ελεύθερης ενέργειας του υλικού. Εξαρτάται τώρα η F από

τα π ικ α ιν ;
[Ν α θεω ρηθούν αμελητέες ο ι  α λληλεπ ιδρά σ εις τω ν  μ ορ ίω ν].

ΙΙ-4 1 . Έ να  μακροσκοπικό σύστημα Σ πρακτικά απείρω ν διαστάσεων 
(V_>oo) αποτελείται α πό  Ν (κατά μέσο όρο), ανεξάρτητους, διακρίσιμους,

μονοδιάστατους αρμονικούς ταλαντωτές. Το Σ βρίσκεται στη μακροκατάσταση 

(Τ,Ν). Κάθε ταλαντωτής του Σ έχει μάζα m και κυκλική συχνότητα ω.
1°) Να υπολογισθεί το χημικό δυναμικό μς(Τ, Ν ) του Σ, στη κβαντική 

στατιστική μηχανική. Πού τείνει το μς όταν Τ _> 0  και για ποιό  φυσικό λόγο;
2°) Να υπολογισθεί το χημικό δυναμικό μ^ΟΓ, Ν) του συστήματος στην 

κλασσική στατιστική μηχανική.
3°) Να αποδειχθούν και να  δικαιολογηθούν οι σχέσεις μ*χ « -  kT και

μς -> m a όταν «  kT*

ΙΙ-4 2 . Έ να ρευστό βρίσκεται στη μακροκατάσταση (Τ,ν,μ).

1°) Να αποδειχθεί η στατιστική ταυτότητα

όπου ρ = Ν /  V είναι η μέση τιμή της πυκνότητας, Ρ η μέση τιμή της πίεσης, Ν 

ο μέσος αριθμός μορίων του ρευστού και (ΔΝ) = (<Ν2> - <Ν>2) 1/2 .
2°) Να σχολιασθεί το μέγεθος της σχετικής διακύμανσης (ΔΝ) /  Ν στο 

θερμοδυναμικό όριο.

Τ
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3°) Να δοθεί (αιτιολογημένα) ένα παράδειγμα μοντέλου μέσου πεδίου που  
παραβιάζει την προηγούμενη ταυτότητα.

0 -4 3 . Να δειχθεί ότι αν κάποιο σύστημα ταυτοτικών σωματιδίων 
περιέχει και συμμετρικές [Ψπ/+)] και αντισυμμετρικές [%(-)] ιδιοσυναρτήσεις του 
Χαμιλτόνιου τελεστή ΗΝ, τότε μηδενίζεται κάθε στοιχείο πίνακα (Ψπι(+λ ΑΝ 
% /’>) = (), για κάθε τελεστή ΑΝ του συστήματος.

0 -4 4 . Ιδανικό σύστημα Σ2 αποτελείται από δύο μόρια. Κάθε μόριο έχει 
τρεις μικροκαταστάσεις {Ιφα> ενέργειας Ο, Ιφ2> ενέργειας ε, Ιφ3> ενέργειας 2ε>0}. 

Να βρεθούν,
1°) Οι προσιτές μικροκαταστάσεις του Σ2 (ΙψΓ>) ̂ ε »  όταν Ε(Σ2)=Ε=2 ε.
2°) Το ίδιο όπως πριν, όταν η θερμοκρασία του Σ2 είναι σταθερή.
3°) Η πιθανότητα να βρεθεί το Σ2 στη μακροκατάσταση (Τ,Ε=2ε) σε κάθε

μια από τις τρεις περιπτώσεις: μόρια διακρίσιμα (Δ), μποζόνια (BE), φερμιόνια 
(FD).

4°) Να δειχθεί ότι για τη συνάρτηση επιμερισμού ισχύουν ο ι ανισότητες 
^ fdOT) < ΖΜΒ(Τ) < ΖΒΕ(Τ) < ΖΔ(Τ) για κάθε Τ.

5°) Να αποδειχθεί ό τ ι : GA(T) < GBE(T) < GFD(T), V Τ, όπου G είναι η 

συνάρτηση Gibbs.

0 -4 5 . Έ να ιδανικό αέριο φερμιονίων βρίσκεται στη μακροκατάσταση 
(Τ, V, μ). Υποθέστε ότι έχουμε λύσει την εξίσωση Schrodinger Η ̂  = ^(V)^j, 
και έχουμε βρεί τις ιδιοσυναρτήσεις ψ* και τις ιδιοτιμές Ο = ε0 < ϊγ < ε2 < ... < ε* 

< ..., για ένα  φερμιόνιο μέσα στον χώρο όγκου V.
1°) Να αποδειχθεί ότι ισχύει και έχει φυσικό νόημα το ανάπτυγμα  

εντροπίας

S0XFD(T, V, μ) = Σ  SjFD(T, V, μ)
i

όπου ο εντροπικός όρος SjFD αναφέρεται στην ιδιοσυνάρτηση ψ).
2°) Να βρεθεί το όριο απολύτου μηδενός lim S0^ D(T, V, μ) όταν Τ-»0.
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3°) Να βρεθεί το κλασσικό όριο S^fT, V, μ). Γιατί η εντροπία S0x*HT, 
V, μ) δεν μηδενίζεται όταν Τ -»0;

Ιϊ-46. Τέλειο κβαντικό αέριο περιέχει Ν ( »  1) μόρια σε θερμοκρασία Τ 
και όγκο V.

1°) Να δειχθεί για την εντροπία ότι S = - k % [fij In fij ± (1 + fy) In (1 + fij)]. 
To πάνω πρόσημο ισχύει για φερμιόνια και το κάτω για μποζόνια, ενώ ή 4 είναι 
ο μέσος αριθμός κατάληψης της κατάστασης Ιι>.

2°) Να επαληθευτεί ο Γ' θερμοδυναμικός νόμος στην προηγούμενη έκφραση 
εντροπίας S.

ΙΙ-47. Κυλινδρικό δοχείο εμβαδού βάσης Α και όγκου V περιέχει Ν
ιδανικά μποζόνια μάζας m κ α ισ π ιν  0 το καθένα.

1°) Να βρεθεί η θερμοκρασία συμπύκνωσης Tc(N,V,m).
2°) Αν για λόγους προσρόφησης τα μποζόνια αναγκάζονται να κινούνται 

μόνο πάνω στην επίπεδη βάση του κυλίνδρου, να δειχθεί ότι Tc = 0.

ΙΙ-48. Πάνω σε μια τετράγωνη επιφάνεια πλευράς L έχουν προσροφηθεί 
άτομα He4. Κάθε άτομο έχει μάζα m, σπιν 0 και ιδιοτιμές ενέργειας

{eL(nx2 + ny2) - ε ', eL = . "x = 1-2,3.....ny =>.2,3,.·.) (Φ)

όπου ε ' (>2ε^ είναι η σταθερή ενέργεια προσρόφησης πάνω στην επιφάνεια. Τα 
σωματίδια αυτά μπορούν να θεωρηθούν ως δισδιάστατο ιδανικό κβαντικό αέριο 
στη μακροκατάσταση (Τ,ΙΑμ). Ζητούνται,

1°) Ο μέσος αριθμός ατόμω ν ή0(Τ ,ί2,μ) στη βασική στάθμη ε0 του 
φάσματος (φ).

2°) Η επιτρεπτή περιοχή τιμών του χημικού δυναμικού μ.
3°) Να αποδειχθεί η σχέση Ν = (L2/ h2) (2nmkTc) G!<■*■>(2̂ ), όπου Tc είναι η 

κρίσιμη θερμοκρασία συμπύκνωσης, z,. = exp$c ε0), βς = l/kTc και η 
ορίζεται στις εξ. (8.48-49). Η Tc είναι μεγαλύτερη ή ίση με το μηδέν;

4°) Να δοθεί μια πρόχειρη γραφική παράσταση του χημικού δυναμικού 
μ(Τ) ως συνάρτηση της θερμοκρασίας Τ e [0,~).
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11-49. Έ νας ν-διάστατος μακροσκοπικός κύβος ακμής L περιέχει Ν ( » 1 )  

μη σχετικιστικά μποζόνια αμελητέας αλληλεπίδρασης υπό θερμοκρασία Τ. Κάθε 
μποζόνιο έχει σπιν s και μάζα m. Ζητούνται,

1°) Να υπολογισθεί η κρίσιμη θερμοκρασία Tc του συστήματος και να

διερευνηθεί το αποτέλεσμα ως προς την παράμετρο ν.
2°) Α ν Ν 7 είναι ο μέσος ολικός αριθμός κατάληψης των διεγερμένων 

μονοσωματιδιακών καταστάσεων του αερίου, να  δοθεί μια πρόχειρη γραφική 
παράσταση της οικογένειας συναρτήσεων

{(N 7 N ) = fv(T)IT€(0,oo) για ν =  1 ,2 ,3  και ν - * ~ }

Να θεωρηθεί γνωστή η συνάρτηση Riemann ζ(α) = Σ °\=ι (k)"0*, α > 1

2πν#
<  Υ π ό δ ε ι ξ η .  Ο όγκος ν-δ ιάστατης σ φ α ίρα ς α κ τίνα ς α  είνα ι ν ρ^ν/^  otv > .

0 -5 0 . Θεωρείστε ένα τέλειο  αέριο στη μακροκατάσταση (Τ ,ν,Ν  ). Να 

αποδειχθεί ότι η πίεση που εξασκεί το αέριο στα τοιχώματα του περιβάλλοντος 
δοχείου όγκου V ικανοποιεί τις συνθήκες,

1°) Ρκχ = N kT /V , αν το αέριο "συμπεριφέρεται" κλασσικά.
2°) ΡΒΕ < Ν kT/ V, αν το αέριο ακολουθεί στατιστική Bose-Einstein.

Πώς δικαιολογείται αυτή η ανισότητα από φυσική άποψη;
[ Υ π ε ν θ υ μ ί ζ ε τ α ι : x In χ  > χ  - 1 γ ια  χ  > Ο, *  1 ] .

0 -5 1 . Μ ια ποσότητα του αδρανούς αερίου H e4 βρίσκεται στη 

μακροκατάσταση (Ν , ζ), όπου ζ  = είναι η πτητικότητα του αερίου. Κάθε 
άτομο έχει μάζα m και κινείται πάνω σε μια επίπεδη επιφάνεια εμβαδού Α.

Να βρεθεί η εντροπία του αερίου S(N, z). Επαληθεύει το αποτέλεσμα τον 
Γ' θερμοδυναμικό νόμο;

0 -5 2 . Έ να δοχείο όγκου 2V χωρίζεται σε δύο ίσα μέρη από ένα ακίνητο 

διάφραγμα δ. Στο αριστερό μέρος του δοχείου έχουμε θερμική ακτινοβολία στη 
μακροκατάσταση (Τ,Υ), ενώ στο δεξιό μέρος υπάρχει τέλειο κβαντικό αέριο
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(ΤΚβΑ) στη μακροκατάσταση (Τ ,ν ,Ν ). 
Κάθε μόριο του ΤΚβΑ έχει σπ ιν s = 0, 
μάζα m και θερμικό μήκος κύματος de

S

Broglie λ(Τ) = h /  V 2amkT. Η θερμό- 

κρασία Τ είνα ι τόσο χαμηλή —  όχι  

όμως μηδέν—  ώστε ισχύει η σχέση

λ(Τ) »  (V /N )i/3 .

1°) Να βρεθεί η πίεση του φωτός Ρφ(Τ) στο διάφραγμα δ.

2°) Να αποδειχθεί ότι το χημικό δυναμικό του ΤΚβΑ είναι πρακτικά μηδέν.
3°) Να αποδειχθεί ότι ο λόγος των πιέσεων (paQ/  ρδεξ) που δέχεται το δ 

είναι της τάξεως (λς /  λ )3, όπου λς = h/ me είναι το μήκος κύματος Compton 

για ένα μόριο μάζας m.

0 - 5 3 .  Να βρεθεί η εξίσωση κατάστασης Ρ = Ρ(Τ = Ο,ν,Ν) ενός τέλειου

αερίου Ν φερμιονίω ν εντός όγκου V στο απόλυτο μηδέν. Κάθε φερμιόνιο έχει 
σπιν 1/2 και μάζα ηρεμίας (m0) ίση με μηδέν.

0 - 5 4 .  Μια καρφίτσα έχει μήκος L = 3cm και αμελητέο πάχος. Ο μέσος 

αριθμός των ελεύθερων ηλεκτρονίων στο εσωτερικό της καρφίτσας είναι Ν και η 

μάζα του καθενός είναι m.
1°) Να βρεθεί η ενέργεια Fermi EF(N, L) του ηλεκτρονικού αυτού "αερίου", 

καθώς και ο εκφυλισμός της, g(EF).

2°) Να υπολογισθεί η ελάχιστη μέση "πίεση” Ρ ^ ί Ν  .L) του αερίου αυτού 

στο κεφάλι της καρφίτσας στην κατάσταση ΘΙ. Είναι μεγαλύτερη, μικρότερη, ή 

ίση με μηδέν η πίεση που βρήκατε, και για ποιό  φυσικό λόγο;
< ¥-111 νΟ·3?ίΐ ί ζ Ε.Ι_<ϋ: EoX = P L /2 > .

II- 55 Έ να  δοχείο χωρίζεται σε δύο μέρη από ένα διαθερμικό και ακίνητο 

διάφραγμα Δ που  έχει εμβαδό Α. Στο αριστερό μέρος υπάρχει αέριο ισότοπο  
H e3 στη μακροκατάσταση (Τ ^ ,Χ ^ ,Ν !), ενώ στο δεξιό μέρος υπάρχει αέριο  

ισότοπο He4 στη μακροκατάσταση (Τ = 0,V2,N2). Η μάζα και το σπίν ενός 

ατόμου He3 και ενός ατόμου He4 να  θεωρηθούν γνωστά μεγέθη.
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1°) Να βρεθεί η μέση προβολή της δύναμης

< ? Δ · ft > πάνω στο διάφραγμα Δ, όπου Α είναι

μοναδιαίο διάνυσμα τοπικά κάθετο στην επιφάνεια  
του Δ. Πόση είναι η ολική εντροπία, SaQ + S§£̂ , του

συστήματος;
2°) Αν ανοίξουμε μια μικρή οπή στο διάφραγμα 

Δ και περιμένουμε (πρακτικά) άπειρο χρόνο, να  
βρεθεί ο αριθμός μορίων He3 που θα περάσουν στο 
δεξιό μέρος του δοχείου, και ο αριθμός μορίων He4 που θα περάσουν στο 
αριστερό μέρος του δοχείου. Τί τιμή θα έχει τώρα η ολική εντροπία SaQ + Sδεξ ;

11-56. Ν ( » 1 )  μόρια τέλειου κβαντικού αερίου βρίσκονται στη 

μακροκατάσταση (Τ ,ν,Ν). Κάθε μόριο έχει σπιν s, μάζα ηρεμίας μηδέν και 
επομένως έχει ενέργεια ε = c ρ, όπου ρ είναι το μέτρο της ορμής του και c 

είναι η ταχύτητα του φωτός στο κενό.
1°) Να δοθεί μια πρόχειρη (αλλά δικαιολογημένη) γραφική παράσταση του 

χημικού δυναμικού μ = μ$(Τ), Τ e [0,<*>) σε δύο  περιπτώσεις: s = n, s = (2η+1)/ 2

όπου η = ακέραιος > 0.
2°) Να βρεθεί ο αριθμός μικροκαταστάσεων (^ ύε) ενός μορίου στο 

ενεργειακό διάστημα [ε, ε + άζ\.
3°) Αν T0(V,N,S) είναι η μέγιστη θερμοκρασία που μηδενίζει το χημικό 

δυναμικό, δηλαδή μδ(Τ0,ν ,Ν ) ~ 0, να  αποδειχθεί ότι ισχύει T0(V,N,1) «  
T0(V,N,3/2).

4°) Ποιά είναι η φυσική σημασία της θερμοκρασίας T0(V ,N ,s= l);

[ Χρήσιμη ταυτότητα: » - γ τ  " “5 Γ 7  ]·
ex + l  ex- l  e2x- l

110-1. Έ νας σιδηρομαγνητικός κρύσταλλος έχει Ν (σπιν -1/2) άτομα και

βρίσκεται σε μαγνητικό πεδίο Β. Οι αλληλεπιδράσεις των σπιν μεταξύ τους είναι 
τόσο ισχυρές, ώστε οι μόνοι σημαντικοί όροι στη συνάρτηση επιμερισμού είναι 
εκείνοι που αντιστοιχούν σε όλα  τα σπιν να "βλέπουν" στην ίδια κατεύθυνση.

1°) Να υπολογισθεί η συνάρτηση επιμερισμού του συστήματος.
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2°) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει μετατροπή φάσεως πρώτης τάξης για Β=0 
στο θερμοδυναμικό όριο  [Ν-»«>, ολική μαγνήτιση - * » ,  ειδική μαγνήτιση

πεπερασμένο αριθμό].

ΙΠ -2 . Να λυθεί σε πολύ υψηλές θερμοκρασίες το μονοδιάστατο κβαντικό 

πρόβλημα Heisenberg με εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β = Β02 και Χ αμιλτόνιο  

τελεστή (σε κατάλληλες μονάδες)

ν  , Ν
Ην = - Ι 0 Σ  σ0)-5?0+ΐ ) .  Β · Σ  σΟ) 

j=l j=l

όπ ουσθ)=  <?θ) στη βάση {s2W}, και <? )̂= (σχθ>, o y<i>, σ2θ>) είναι ο ι πίνακες Pauli 

για  το σ π ιν  πλεγματικής θέσης j. Συγκεκριμένα, να  υπολογισθεί σε πρώτη (μη 

τετριμμένη) αντίστροφη θερμοκρασιακή προσέγγιση,
1°) Η ειδική θερμοχωρητικότητα

cv = I
ν  d r 'Ν

2°) Η επιδεκτικότητα

ι  aMj,
χ  ν  0ΒΟ Ν

Ισχύει ο νόμος Curie (χ «. Τ*1);
<  Υ π ό δ ε ι ξ η . Να χρη σ ιμ οπο ιη θούν  π ερ ιο δ ικ ές  σ υνορ ια κές συνθήκες > .

ΙΠ -3. Έ να σύστημα Ising αποτελείται από τρία σωματίδια τοποθετημένα 

στις κορυφές ενός ισόπλευρου τριγώνου. Ζητούνται,
1°) Οι ενεργειακές στάθμες του συστήματος.
2°) Η μέση ενέργεια του συστήματος σε περιβάλλον θερμοκρασίας Τ.

ΙΙΙ-4 . Έ να  κρυσταλλικό σιδηρομαγνητικό υλικό αποτελείται α πό  Ν

διακρίσιμα σ π ιν  τύπου Ising και βρίσκεται μέσα σε ομογενές εξωτερικό  
μαγνητικό πεδίο. Κάθε ζεύγος σ π ιν  (Sj.Sj) όπου i=l,2,...JN-l και i<j=2,3,...,N
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συνεισφέρει στη Χ αμιλτόνια έναν όρο της μορφής (σταθερά ζεύξης) χ  s* Sj.

Θεωρείστε τη σταθερά ζεύξης σπιν-σπιν ομοιόμορφη  και ανεξάρτητη από την 
πλεγματική απόσταση Ιη-ηΙ. Ζητούνται,

1°) Να γραφεί (αιτιολογημένα) η Χαμιλτόνια του συστήματος.
2°) Να βρεθεί η ελεύθερη ενέργεια Landau ανά σπιν στο θερμοδυναμικό

όριο.
3 °) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει (και να  υπολογισθεί) μια κρίσιμη 

θερμοκρασία Tc, κάτω από την οποία  εμφανίζεται σε αυτό το σύστημα

αυθόρμητη μαγνήτιση.
4°) Να υπολογισθεί ο κρίσιμος εκθέτης β  για τη μαγνήτιση.

[Χ ρήσιμο ανάπτυγμα  : In ( ) = 2χ + \  χ 3 + 0 ( χ 5), ΙχΙ <1 ].1 "X 3

IHI-5. Ένα κλειστό κύκλωμα έχει μήκος L, θερμοκρασία Τ και αποτελείται 

από ένα μεταλλικό σύρμα αμελητέας εγκάρσιας διατομής που  γίνετα ι 
υπεραγωγός σε χαμηλές θερμοκρασίες.

Υποθέστε ότι για κάποιο δυναμικό λόγο, μόνο οι δύο μικρότερες ιδιοτιμές 
ενέργειας (από ολόκληρο το μονοηλεκτρονικό φάσμα) είναι προσιτές σε κάθε 
ηλεκτρόνιο. Θεωρείστε ακόμη ότι η συχνότητα Debye είναι ω0 = h/ mL2 και οι

ζεύξεις Cooper:

ί- ^  < 0 , όταν I fi2k2/2m - εΡΙ < &ω0 και I b2l2/2m - εΡΙ < hcoD
%  = ulk = j

1 0 ,  σε διαφορετική περίπτωση

όπου εΡ είναι η ενέργεια Fermi, m = me και h είναι η σταθερά του Planck. 

Ζητούνται,
1°) Η ενέργεια Fermi γι’ αυτό το πρόβλημα.
2°) Πόσους (μη μηδενικούς) όρους περιέχει η αλληλεπίδραση

UBcs Ξ Σ  ( α \ τ  a + -k i)  Okl (« -U  a l t )  ’> 
k,l

3°) Η εξίσωση χάσματος.
4°) Η κρίσιμη θερμοκρασία, Tc, εμφάνισης της υπεραγωγιμότητας.
5°) Η παγκόσμια σταθερά Ao/kTc .

6°) Ο κρίσιμος εκθέτης της παραμέτρου τάξεως Δ = Δ(Τ).
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Μπογκολόνια, 299 

σχέση διασποράς 

Μποζόνια, 43- 46, 144,192,196 

διατηρούμενου αριθμού 224- 230 

τέλειο κβαντικό αέριο, 220- 230

Ν

Νεύτωνας, 24,25

Neumann (συνοριακές συνθήκες), 51 

Νόμος:

δεύτερος θερμοδυναμικός, 67-76,153 

Debye Τ3, 168 

Dulong- Petit, 168,200 

μηδενικός θερμοδυναμικός, 63.130 

πρώτος θερμοδυναμικός, 64- 67,95,152 

Stefan-Boltzmann, 164 

τρίτος θερμοδυναμικός, 77-78,219- 220 

Fick. 51

Ο
Όγκος, 21

σφαίρας στο χώρο των ορμών, 134 

Ολοκλήρωμα:

Bromwich, 121 

επικαμπύλιο, 74 

μιγαδικό, 121, 136 

συναρτησιακό, 179-181 

Ολοκληρωτική εξίσωση, 183
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Ολοκληρωτικός τύπος Fourier, 315 

Ορθογωνιότητα ιδιοκαταστάσεων, 318 

Ορίζουσα, 118,123 

Ιακωβιανή, 88, 94, 328 

Slater, 192 

χαρακτηριστική, 300 

Όριο:

θερμοδυναμικό, 78 

μακροσκοπικό, 135 

συνεχούς μέσου, 143

Π ( Ρ )
Παγκόσμιος λόγος, 309 

Παγκοσμιότητα, 240,242- 244 

κατηγορίες, 243 

Παράγοντας, Lande, 154 

Παράδοξο Gibbs, 137-138 

Παραμαγνητικός κρύσταλλος, 131-132 

Παραμένουσα, 192

Παράμετρος τάξεως, 99, 104,245, 305, 

308

χάσματος, 284

Πείραμα Feynman δύο οπών, 314 

Περιβάλλον:

ανοικτού συστήματος, 205 

θερμικού συστήματος, 147 

Περιοδικές συνοριακές συνθήκες, 134, 

140, 156, 160, 191 

Περιοδική κίνηση, 27 

Περιοχή Weiss, 238 

Περιστρεφόνια, 284 

Πίεση, 21, 83, 91 

απολύτου μηδενός, 230- 231 

κλασσικού ρευστού, 270 

στατιστική, 130, 153,202,208,214,228

Πιθανότητα, 20,21, 110 

ανά μονάδα χρόνου, 112 

διατήρηση, 113,117 

έμφυτο πλάτος, 178 

κατάληψης, 112,213, 231, 313 

κατανομής Boltzmann, 147-151 

κατανομής Gibbs, 205- 209 

κροσσοί συμβολής, 112,314 

μετάβασης, 184

μικροκανονικής κατανομής, 125-127 

ολικό πλάτος, 178 

πλάτος, 29, 38, 39,112 

πυκνότητα, 29

Πίνακας:

αλληλεπίδρασης, 327 

ανάστροφος, 120,138 

γνήσια διαγώνια επικεντρωμένος, 120 

διαγώνιος, 120, 139 

δομής, 139

εργοδικός, 113, 119,122 

Ερμιτιανός, 118 

θετικά ορισμένος, 139 

μεταπτώσεων, 119, 122 

μεταφοράς, 251- 252 

μοναδιαίος, 118 

μοναδιακός, 299 

ορθογώνιος, 139 

Pauli, 33, 175, 244 

πυκνότητας, 175 

συμμετρικός, 119

ΠΚλΑ: Πραγματικό Κλασσικό Αέριο

Πληρότητα:

μικροκαταστάσεων, 318 

συνθήκες, 59, 79, 80, 84

Πληροφορία, 20,21,23



ΑΛΦΑΒΗΤΙΚΟ ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ378

και εντροπία, 128 

μέγιστη κβαντική, 46 

μέγιστη κλασσική, 24 

Πολλαπλασιαστής Lagrange, 185,207 

Πολυώνυμο χαρακτηριστικό, 119 

Πόλωση:

εγκάρσιου κύματος, 161 
ηλεκτρική, 65 

φωτονίου. 221 

Πραγματικό: 

αέριο, 197 

υγρό He*, 287

Πραγματικό κβαντικό ρευστό, 281 

Πραγματικό κλασσικό αέριο: 

ισχυρότητα, 203 

καταστατική εξίσωση, 201 

συνάρτηση επιμερισμού, 198 
Πρόβλημα:

ιδιοτιμών, 29,33,129, 154 

μονοδιάστατο, 26, 30,41,51,115 
Ν σωμάτων, 19, 142,262 

συνδυαστικό, 131,145 

Προσέγγιση:

αντίστροφη θερμοκρασιακή, 245 

αρμονική. 138-143 

αυτοσυνεπής. 261-266 
βέλτιστη, 187 

Debye, 167 

μακροσκοπική. 135 

μεταβλητική. 185-189 

Stirling, 132 

Προσομοίωση, 238

Πρότυπο σύστημα: *

κβαντικό. 28 
κλασσικό! 23

Πτητικότητα, 207.218,228 

Πυκνότητα:

καταστάσεων, 134,232,301 

κλασσικής πιθανότητας, 198 

μάζας. 48.50,52.55 

ρεύματος, 159 

φορτίου, 159

Pauli:

απαγορευτική αρχή. 44,46.196,212,

230,237,325 
εξίσωση Master, 113 

πίνακες, 33,244 

Planck:
διατύπωση Β'θερμοδυναμικσύ νόμου, 76, 

129
σταθερά, 23.314 

ταλαντωτής, 163,221 

τύπος rov. 164,221

Ρ ( R )
Ρεζερβουάρ (δεξαμενή): 

θερμότητας. 68.148 
ύλης και θερμότητας. 206 

Ρευστό:
απλό. 57- 59.73. 125.241 

κλασσικό, 269- 271 
Ροπή αδράνειας μορίου, 201

Rieman (σειρά). 226.228 ^

Σ ( S )
Σημείο λ, 281.282

Σειρά: *

Fourier, 51
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Riemann, 226,228

Σίδηρο μαγνητικό υλικό ΒΜΤ, 103-106,241 

Σπιν, 28, 32, 114, 131, 154 

δυαδικού πλέγματος, 258 

μήκος συσχετισμού, 239 

σιδηρομαγνητισμός, 238 

και στατιστική, 44 

τελεστής, 153 

Σταγόνα μελάνης, 49,51 

Σταθερά: 

αερίων, 67 

Boltzmann, 67,128 

ζεύξεως, 244 

ισοπιθανότητας, 125 

κάνονικοποίησης, 30 

παγκόσμια, 308 

πλέγματος, 141 

Planck, 23,42 

Στατιστικές διακυμάνσεις: 

ανοικτού συστήματος, 208- 209 

θερμικού συστήματος, 169-173 

Στατιστική:

ανεξαρτησία, 129, 149,213 

άπωση- έλξη, 196 

BE, 44, 212

ελεύθερη ενέργεια Gibbs, 152

ελεύθερη ενέργεια Helmholtz, 151

εντροπία, 128-129

θερμοδυναμική, 49,128-130

θερμοκρασία, 130

MB, 138, 157-158. 196,211-212

μέση τιμή, 126, 149, 175,207

πίεση, 130

και σπιν, 44

FD, 44, 212

Στατιστική θερμοδυναμική, 49 

ανοικτού συστήματος, 208 

απομονωμένου συστήματος, 128-130 

θερμικού συστήματος 151-153 

τελείου κβαντικού αερίου, 227- 

230,230- 233 

Στατιστική μέθοδος: 

ανάλυσης ανοικτού συστήματος, 205 

ανάλυσης θερμικού συστήματος, 148 

θεμελίωση, 109-124 

Στατιστικό βάρος: 

θερμικό, 178

ιδανικού κρυστάλλου, 131 

κρυστάλλου Einstein, 145 

μακροκατάστασης, 125 

μοναδικού αερίου, 132-135 

περιβάλλοντος, 147,206 

τελείου ημικλασσικού αερίου, 137 

τελείου κλασσικού αερίου, 133 

Στατιστικό:

δυναμικό, 196,213,226 

μείγμα καταστάσεων, 173 

χημικό δυναμικό, 130 

Στατιστικός: 

παράγοντας, 211,212 

τελεστής Boltzmann, 176-179 

τελεστής Gibbs, 216,296 

Στοχαστική: 

υπόθεση, 110

χρονική εξέλιξη, 111-117,128 

Στροφορμή, 28,140,237 

Συζυγής: 

εξίσωση, 40 

μεταβλητή, 59 1 

Συλλογή:
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αντιπροσωπευτική, 126 

κανονική, 149 

μεγαλοκανονική, 207 

μικροκανονική, 126 

Συλλογική ταλάντωση, 140 

Συμβιβαστά φυσικά μεγέθη, 38,43 

Συμβολή πιθανοτήτων, 112 

Συμμετρία:

και αυθόρμητη μαγνήτιση, 274- 276 

αφανής, 238 

περιστροφική, 238 

Συμμετρική μικροκατάσταση, 44 

Συμπιεστότητα: 

αδιαβατική, 86 . 

ισόθερμη, 86,241 

Συμπύκνωση, Bose, 225-227 

Συνάρτηση: 
μη αναλυτική, 227 

απόκρισης, 86-89 

Brillouin, 155 

γάμμα, 217

γεννήτρια αριθμών Bernoulli, 307 

γεννήτρια συσχετισμών, 172 

Green, 182 

Dirac, 52, 135, 328 
Heaviside, 182 

Langevin, 156 

μιγαδική, 299 

ομαλή, 232 

συσχετισμού, 172 

χάσματος, 298, 301-304 

Συνάρτηση επιμερισμού, 147-149,176 

δια μορφωτική, 269 

δυαδικού πλέγματος Ising, 258 

ελεύθερου μορίου, 156

ιδανικού παραμαγνήτη, 154 

κλασσικό όριο, 191-198 

κλασσικού ρευστού, 269-271 

κρυστάλλου Debye, 164-168 

μεγάλη. 205- 207, 322 
μοντέλου Ising. 247,252,254 

ομοιόμορφου μαγνήτη, 277 
περιορισμένη, 272 

πραγματικού αερίου, 198 

ταλαντωτή Planck, 163 

τελείου ημικλασσικού αερίου. 157,196 

τελείου κλασσικού αερίου, 157 

τροποποιημένη, 170,249 

Συναρτησιακό ολοκλήρωμα, 179-181 

δέσμιο θερμικό σωματίδιο, 184 

ελεύθερο θερμικό σωματίδιο, 181 

Συνδεμένη συνάρτηση συσχετισμού, 172, 

173

σπιν, 239

Συνεχές μέσο, 48,50,165 

Συνθήκη:
διατήρησης πιθανότητας, 117 

εγκαρσιότητας, 160 

κανονικοποίησης ιδιοσυχνοτήτων, 165 
Σύνολο ιδιοσυναρτήσεων: 

ορθοκανονικό, 37 
πλήρες, 37,112 

Συνοριακές συνθήκες: 

ανεξαρτησία από, 135,253 

Dirichlet. 32, 133 

Neumann, 51

περιοδικές, 134,140,156, 160.191 
Συντελεστής:

αποδόσεως θερμικής μηχανής, 69,71 

διάχυσης, 49,116

ί*
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θερμικής διαστολής, 86 

θερμικής μεταβολής μαγνήτισης, 86 

Fourier, 52

Συντηρητικό σύστημα, 25,26,29 

Συνύπαρξη φάσεων, 98,104 

Σύστημα:

ανοικτό, 58, 84,205-233 

απομονωμένο, 57, 111, 122, 125-146, 147 

βαρυτικό, 78

δύο καταστάσεων, 113-115 

εργοδικό, 122 

ηρεμίας, 283 

θερμικό, 58, 147-189 

κανονικό, 78

μονάδων Lorentz-Heaviside, 159 

στοχαστικό, 224 

σύνθετο, 148,206 

τυπικό ΒΜΤ, 103-106 

τυπικό PVT, 97-103 

Συσχετισμοί στατιστικοί 

θερμικού συστήματος, 169-173 

μακράς εμβέλειας, 239 

Συχνότητα:

ανακανονικοποιημένη, 142 

Debye, 165,294 

Einstein, 144, 145 

κυκλική, 140,142 

χαρακτηριστική, 139 

Σχέσεις:

αντιμεταθετικές, 295 

Maxwell, 85- 86, 89 

μεταθετικές, 286 

Σχέση διασποράς: 

ημισωματιδίων He II, 289 

θεωρία BCS, 294-301

μη σχετικιστική, 218 

σωματιδιακού τύπου, 290 

υπερσχετικιστική, 218 

φωνονικός κλάδος, 289 

Σχετική διακύμανση ενέργειας, 170

Sackur-Tetrode (εξίσωση), 138,158,214 

Schrodinger: 

εξίσωση, 29, 35,39,210 

ταλαντωτής, 163 

Slater (ορίζουσα), 192 

Stefan-Boltzmann (νόμος), 164 

Stirling (προσέγγιση), 132 

Schwartz (ανισότητα), 209

Τ

Ταλαντώσεις αλληλοεξαρτώμενες, 138 

Ταλαντωτής:

Planck, 163,221 

Schrodinger, 163 

Τάξη:

μακράς εμβέλειας, 238 

παράμετρος, 99, 104, 245, 305, 308 

Ταυτοτικά σωματίδια, 43- 46,191,210,

322- 329 

Ταχύτητα:

ηχητικού κύματος, 143 

μορίου, 25 

ροής, 50

Τέλειο διαφορικό, 59 

συνθήκες πληρότητας, 59, 79, 80, 84 

Τέλειο ημικλασσικό αέριο, 137-138,157-158 

ως ανοικτό σύστημα, 211,213-214 

ισχυρότητα, 202-203 

καταστατική εξίσωση, 203
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Τέλειο κβαντικό αέριο, 191,214- 220 

καταστατική εξίσωση, 216- 218 

μέσος αριθμός κατάληψης, 215- 216 
μποζονίων. 220- 230,284 

τρίτος θερμοδυναμικός νόμος, 219- 220 

σε υψηλές θερμοκρασίες, 218- 219 

φερμιονίων, 230- 233 

Τέλειο κλασσικό αέριο: 
απομονωμένο. 133-137 

ισχυρότητα, 202- 203 

θερμικό. 156-158 
καταστατική εξίσωση, 203 

Τελεστής: 

αδιατάραχτος, 313 

αλληλεπίδρασης, 285 

αναπαράσταση, 174 

γραμμικός, 29,37 

διαγώνιος, 33

δημιουργίας- καταστροφής. 188.284.

294,

319,323-326 

Ερμιτιανός, 29,37,207 
Ερμιτιανός συζυγής, 320.326 

ίχνος, 174
κινητικής ενέργειας, 191,210 

μοναδιαίος. 179 
μονοσωματιδιακός. 318 

πεδιακός. 320.326 

προβολικός. 318 

πυκνότητας.174,296,298 

σ π ιν .3 3 .153
στατιστικός. 173-185,216,296 

Χαμιλτόνιος. 29,33 

χρονικής εξέλιξης. 179

ΤΚβΑ: Τέλειο Κβαντικό Αέριο 

ΤΚλΑ: Τέλειο Κλασσικό Αέριο 

ΤΚλΑ .Τέλειο ημιχλασσιχό αέριο 

Τοίχωμα δοχείου. 25.26.202 

Τριβή χωρίς απώλειες. 283 
Τροχιά:

καταστατική. 126 

σωματιδίου. 42.43 

φασικού χώρου. 25 

Τύπος του Planet. 164.221 

Τυχαία μεταβλητή. 169 

Τυχαίος περίπατος. 115 
Τυχαιότητα φάσεων. 112,313 

Taylor
ανάπτυγμα. 93,138.148.206.217.232. 

273
HiompsaQ (κλίμακα θερμοκρασίας). 73 

Υ ( V )
Υπεραγωγιμότητα, 291-309 

σύγκριση με υπερρευστότητα. 292 

Υπεραγωγοί: 
βαρέων ήλΕχτρονίων. 309 

κανονικοί, 291- 309 
υψηλής θερμοκρασίας. 309 

Υπερκάλυψη. 293 
Υπερρευστότητα. 281- 291

Van der Weals (καταστατική εξίσωση). 93

Φ (F )
Φαινομενολογικές εξισώσεις. 48.50- 51 

Φαινομενολογική παράμετρος, 145 

Φανταστική μονάδα. 29.113 
Φανταστικός χρόνος. 179
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Φάση: 

αέρια, 99 

He I, II, 281 

κανονική 229,291, 305 

παραμαγνητική, 103, 238,264 

σιδηρομαγνητική, 103,237,264 

συμπυκνωμένη, 229 

υγρή, 99

υπεραγώγιμη, 291, 305 

υπέρρευστη, 281 

Φασικό διάγραμμα, 99, 104 

Φάσμα ιδιοτιμών ενέργειας, 36,134 

Φερμιόνια, 43- 46,192, 196 

Φορμαλισμός δεύτερης κβάντωσης, 318-329 

Φυσικό διαφορικό, 48 

Φυσιολογικές παράμετροι, 57,79,80,85 

Φωνόνια, 144 

Φωτόνια, 162,220-224 

χημικό δυναμικό, 221 

Φως θερμικό, 159-164

FD: Fermi-Dirac 

Fermi

ενέργεια, 216,230,293 

επιφάνεια, 231,294 

θερμοκρασία, 231 

χρυσός κανόνας, 314 

Fermi-Dirac (βλέπε Στατιστική FD) 

Feynman:

διαγράμματα θερμικά, 184 

πείραμα δύο οπών, 314 

συναρτησιακό ολοκλήρωμα, 179-181,184 

Fick (νόμος), 51 

Fourier:

μετασχηματισμός, 31,116,141

σειρά, 51 

συντελεστής, 52

X
Χάμιλτον (εξισώσεις), 24,25 

Χαμιλτόνια, 23, 24, 45,103, 138, 140 

διατομικού μορίου, 201 

δοκιμαστική, 266,269 

ιδανικού συστήματος, 153 

μοντέλου, Ising, 245,246, 251 

ομοιόμορφου μαγνήτη, 277 

πραγματικού κλασσικού αερίου, 197 

Χαμιλτόνιος τελεστής, 29,33,143 

BCS, 296 

ενεργός, 298

εναλλακτική πεδιακή μορφή, 327 

κυρίαρχος, 112,123 

μεγάλος, 297 

σιδηρομαγνήτη, 244 

υγρού He4, 285 

Χαοτική: 

αταξία, 128 

κίνηση μορίων, 49 

Χαρακτηριστική: 

εξίσωση, 253 

συχνότητα, 139 

Χαρακτηριστικό: 

μήκος, 54 

πολυώνυμο, 119 

Χημική αντίδραση, 65 

Χημικό δυναμικό, 209 

κλασσική θερμοδυναμική, 58,65, 84, 91 

στατιστικό, 130,132,214 

συμπύκνωση Bose, 225- 227 

φωτονίων, 221
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Χρονική εξέλιξη: 

ανάστροφη, 27,55 

δυναμική, 114 
καταληκτική, 54- 55 

κβαντική, 34,39-41, 114 

περιοδική, 27,30 

στοχαστική, 111-117,128 

Χρόνος χαλάρωσης, 21,54,114,122,132 
Χρυσός κανόνας Feimi, 314 

Χώρος:

διαθέσιμος ανά άτομο, 158 

Hilbert, 28, 33,39, 175, 319 

Καρτεσιανός, 25,33 

κβαντικών αριθμών, 134 

ορμών, 134,135,226 

παραμετρικός, 59 

φάσεων, 25.26,42. 195 

Fock, 207,210,302,319

Ψ
Ψυκτική μηχανή, 70 

W

Weiss (περιοχή), 238
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