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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

'Ο π ο σ δ η π ο τε  ε ί ν α υ  λ ύ γο  δύσ κ ολο  ν ά  μ πόρεσ η  κ ά π ο υ ο ς  να  χ ρ ο ν ο λ ό γ η σ η  τ η ν  

αρχή  τ ή ς  έ ξ ε λ ύ ξ ε ω ς  τ ο υ  ’Α π ευ ρ ο σ τυ κ ο ϋ  Λ ογυσ μ οϋ . "Αν δμως λάβη ύ π 'ο ψ η  τ ο υ  

δ τ υ  οο ε ν ν ο υ ε ς  τ ή ς  παραγω γού  (δ υ α φ ο ρ υ κ ο ϋ )  καύ τοΟ ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α το ς  α π ο τ ε λ ο ύ ν  

τ ό ν  πυρήνα  τ ή ς  Μαθηματυκής* ’Α ναλύσ εω ς κ α ύ  ά ν α μ φ υ σ β ή τη τα  ε ν α  ά π α ρ α ύ τ η τ ο  μ έ ­

σο σ τα  χ έ ρ υ α  των 'Ε φ η ρ μ ο σ μ εν ω ν ,  τ ό τ ε  χ ο ν τ ρ υ κ ά  ά ρ χ ύ ζ ε υ  κ α ύ  χ ρ ο ν ο μ ε τ ρ ε ί  α π ό  

τ ό ν  17 °  α ύώ να . Τ οΰτο  σ υ μ β α ύ ν ε υ ,  γ υ α τ ύ  τ η ν  έπ ο χ η  α ύ τ η  ού L e i b n i z  καύ 

Newton ε ισ ά γ ο υ ν  σ τα  Μ αθηματυκά τ ύ ς  παραπάνω ε ν ν ο υ ε ς  μ έ  τη  β ο ή θ ευ α  τω ν  " ά -  

πευροσ τώ ν μ ε γ ε θ ώ ν ” . Πλήν δ μ ω ς ,  δ ε ν  μ π ο ρ ο ϋ μ ε  νά  ποΟμε δ τ υ  ή θεμ ελύω σ η  α ύ τη  

ε γ υ ν ε  μ έ  τόσ ο  α ύ σ τή ρ ό  μ α θ η μ α τυ κ ό  τ ρ ό π ο ,  δσο ά π α υ τ ο ϋ ν  ου Μ αθηματυκές  Θ εω ού- 

ε ς  πού δό θ η κ α ν  α π ’ τ ο ύ ς  ’Α ρ χ υ μ ή δ η ,  Ε ύ κ λ ε ύ δ η ,  Π υ θ α γό ρ α ,  Δ υόφ αντο  ν « ύ  τ ο ύ ς  

ά λ λ ο υ ς .  Β έί.αυα, ή έφ α ρ μ ογή  σ τ η  Γ ε ω μ ε τρ ύ α  καύ Φυσυκή ά π έρ ρ υ ψ ε  κ α τά  κ ά π ο υ ο ν  

τρ ό π ο  τ ύ ς  κ α τ η γ ο ρ ύ ε ς  α υ τ έ ς ,  α λ λ ά  καύ  πάλυ ή κ ρ υ τυ κ η  των Θεωρητυκών ?ίταν 

α υ σ τ η ρ ή .  Λύγο α ρ γ ό τ ε ρ α  ό E u l e r  π ρ ο σ π ά θ η σ ε  ν ά  δυατυπώ ση μ έ  α υ σ τ η ρ ό τ ε ρ ο  τ ρ ό ­

πο τ ύ ς  ε ν ν ο υ ε ς  των L e i b n i z  καύ  N ew ton δ ύ ν ο ν τ α ς  σ τ ό ν  κλάδο α υ τ ό  τω ν Μαθη- 

ματυκώ ν τ ό ν  γ ε ν υ κ ώ τ ε ρ ο  τ ύ τ λ ο  " ’Α νάλυση” . Σ χ ε δ ό ν  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α ,  τ ό  ύ'δυο θέμα  

α π α σ χ ο λ ε ί  καύ τ ο ύ ς  L a g r a n g e ,  F o u r i e r ,  G a u ss  καύ  π ο λ λ έ ς  ά λ λ ε ς  μαθημυ-τυκές 

δ υ ά ν ο υ ε ς  τ ή ς  ε π ο χ ή ς .  Καύ πάλυ  δμως ή θ εω ρ η τυκ η  κ ρ υ τυ κ η  κ ρ ύ ν ευ  δ τυ  ου βασυ- 

κ ε ς  ε ν ν ο υ ε ς  δ ε ν  εύ ν α υ  α ύ σ τ η ρ ά  δ υ α τ υ π ω μ έ ν ε ς . *0 Γ ά λλος  μ α θ η μ α τυ κ ό ς  C auchy  

κατά  τ ύ ς  ά ρ χ ε ς  τ ο ϋ  1 8 ° υ αύώνα καύ λ ύ γ ο  α ρ γ ό τ ε ρ α  ου W e i e r s t r a s s ,  P e a n o ,  

C a n t o r ,  D e d e k in d  καύ ά λ λ ο υ  π έ τ υ χ α ν  νά  θ εμ ελ υ ώ σ ο υ ν  τ ή  θεω ρύα  των π ρ α γ μ α τ υ -  

κών άρυθμών καύ νά  δ υ α τυπώ σ ουν  έπ ύ  τ έ λ ο υ ς  α ύ σ τη ρ ά  τ ύ ς  ε ν ν ο υ ε ς  τ ή ς  σ υ γ κ λ ύ -  

σεως καύ σ υ ν έ χ ε υ α ς  σ υ ν α ρ τη σ ε ω ς  καύ  μ έ  τη β ο ή θ ευ α  α ύτω ν  καύ τ ύ ς  ά λ λ ε ς  β α σ υ -  

κ έ ς  ε ν ν ο υ ε ς  τ ή ς  ’Α να λύσ εω ς.  *Ετσυ ό κ λ ά δ ο ς  α υ τ ό ς  των Μ αθημ ατυκώ ν,μπορευ  νά  

πή κ α ν ε ύ ς ,  δ τ υ  κ α τά  τ ά  τ έ λ η  τ ο ϋ  1 9 ° υ αύώνα ε λ α β ε  ύσάξυα  θ έσ η  κ ο ν τ ά  σ τ ύ ς  

μ α θ η μ α τυ κ ές  θ ε ω ρ ύ ες  τ ή ς  ά ρ χ α ύ α ς  'Ε λ λ η ν υ κ ή ς  π ε ρ υ ό δ ο υ .

Μέ τ η ν  εύσαγω γη  τ ή ς  έ ν ν ο υ α ς  τ ο ϋ  σ υ ν ό λ ο υ  σ τ ά  Μαθηματυκά α π ό  τ ό ν  C a n t o r ,  

; τ ό  τ ύ λ ο ς  π ερ ύ π ο υ  τ ο ϋ  π ρ ο η γ ο υ μ έ ν ο υ  αύώ να  καύ  μ έ  τ η ν  έ π έκ τ α σ η  το ϋ  π εδ ύ ο υ  λ ο -



γ ι κ έ δ  τοΟ 'Α ρ ι σ τ ο τ έ λ ο υ ς  ά π ' τ ο ύ ς  H i l b e r t ,  F r e g e  κ α ί  δ λ λ ο υ ς ,  ά ν α κ α λ ύ φ τη κ α ν  

τ ά  μ έσ α  γ ι ά  μ ι ά  α ύ σ τ η ρ ά  δ ια τ ύ π ω σ η  των κ υ ρ ιω τ έ ρ ω ν  Μ αθηματικώ ν έ ν ν ο ι ώ ν .  *0-  

πως ε ί ν α ι  φ υ σ ι κ ά ,  το Ο το  έ π έ δ ρ α σ ε  κ α ί  σ τ ά ν  'Α νά λ υ σ η  κ α ί  β ο ή θ η σ ε ,  ώ σ τε  τ ά  

ο ικ ο δ ό μ η μ ά  τ η ς  ν ά  α ύ τ ο θ ε μ ε λ ι ω θ έ  κ α ί  ν ά  ά π α λ λ α γ έ  ά π ά  έ ξ ω μ α θ η μ α τ ικ έ ς  έ ν ν ο ι ε ς .

Σ κ ο π ό ς  τοΟ β ι β λ ί ο υ  τ ο ύ τ ο υ  ε ί ν α ι  ν ά  φ έρ η  τ ό ν  ΑετΤ  ̂ φ ο ι τ η τ ή  σ έ  μ ι ά  σ τ ε ν ή  

έπα φ ή  μ έ  τ ο ν  1 Α π ε ι ρ ο σ τ ι κ ό  Λ ο γ ισ μ ό ,  δπ ω ς  α υ τ ό ς  έ χ ε ι  έ ξ ε λ ι χ θ ε ι  μ έ χ ρ ι  σ ή μ ε ρ α ,  

πάνω  σ ε  θ έ μ α τ α  πού  ά φ ο ρ ο ϋ ν  τ ή ν  π ρ α γ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ ι δ ς  π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς  μ ε τ α ­

β λ η τ ή ς .  " Ε χ ε ι  γ ί ν ε ι  π ρ ο σ π ά θ ε ι α ,  ώ σ τε  δ λ ε ς  ο ι  έ ν ν ο ι ε ς  ν ά  ε ί ν α ι  α ύ σ τ η ρ ά  δ ια ­

τ υ π ω μ έ ν ε ς  κ α ί  ν ά  μή δ η μ ι ο υ ρ γ ο ύ ν τ α ι  κ ε ν ά  σ τ ό ν  α ν α γ ν ώ σ τ η .

Θεωρώ κ α θ ή κ ο ν  μου ν ά  ε υ χ α ρ ισ τ ή σ ω  τ ό ν  βοη θά  μου  κ .  Γ ε ώ ρ γ ιο  ΚαρακώΟτα 

μ έ  τη  σ υ ν ε ρ γ α σ ί α  κ α ί  έ π ι μ έ λ ε ι α  τ ο ύ  ο π ο ί ο υ  κ α τ έ σ τ η  δ υ ν α τ ά  ή έκ δ ο σ η  α ύ τ ή  τ δ ν  

σ η μ ε ιώ σ ε ω ν  τω ν μ α θη μ ά τω ν  μ ο υ .

’Ε π ίσ η ς  ε ύ χ α ρ ι σ τ ώ  θ ε ρ μ ά  τ ά ν  σ υ ν ά δ ε λ φ έ  μου κ .  ' Ι ω ά ν ν η  Σφήκα γ ι ά  τ ί ς  

ε π ο ι κ ο δ ο μ η τ ι κ έ ς  π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς  τ ο υ  πού  σ υ ν έ β α λ α ν  σ τ η  σ η μ ε ρ ιν ή  β ε λ τ ιω μ έ ν η  

π α ρ ο υ σ ία σ η  τω ν  σ η μ ε ιώ σ ε ω ν  α ύ τ ω ν .

Τ έ λ ο ς ,  ε υ χ α ρ ι σ τ ώ  κ α ί  τ η ν  Π α ρ α σ κ ε υ ά σ τ ρ ια  τ ο ύ  Μ α θη μ α τ ικ ο ύ  'Ε ρ γ α σ τ η ρ ίο υ  

δ .  'Α γ ν ή  Π απαβρανούσ η  γ ι ά  τ η ν  π ρ ο σ ε κ τ ι κ ή  δ α κ τ υ λ ο γ ρ ά φ ισ η  τοΟ κ ε ι μ έ ν ο υ .
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τ ύ ς  παρακάτω  ε ν ν ο ι , ε ς  μ έ  τ ο ύ ς  ά ν τ ύ σ τ ο ο χ ο υ ς  σ υ μ β ο λο σ μ ο ύ ς  :

Έ. τά  σ ύ ν ο λ ο  τω ν π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  ά ρ υ θ μ ώ ν -  ή π ρ α γ μ α τ ικ ή  ε ύ θ ε ο α

Κ τ ά  σ ύ ν ο λ ο  τω ν φ υ σ ικ ώ ν  ά ρ ο θ μ ώ ν .

Ζ  ■ τ ά  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  ά κ ερ α ύ ω ν  ά ρ υ θ μ ώ ν .

<5 το  σ ύ ν ο λ ο  των ρητώ ν  ά ρ ο θ μ ώ ν .

; 0  ... τά  κ ε ν ά  σ ύ ν ο λ ο .

. [ α ] . τ ά  ά κ έρ α ι,ο  μ έ ρ ο ς  τ ο ύ  π ρ α γ μ α τ υ κ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  α .

χ6Α χ  ε ί ν α ι  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο ϋ  Α.

Χ0Α χ  6 έ ν  ε ί ν α ι  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο ϋ  Α.

i d  j  · · ·  jdl}

{ χ 6 Α : . . . }

τ ά  σ ύ ν ο λ ο  μ έ  σ τ ο ι χ ε ί α  α , . , . , ω .

τ ά  σ ύ ν ο λ ο  δλω ν τώ ν σ τ ο ιχ ε ύ ω ν  χ  τ ο ϋ  Α πού ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α  

ώ σ τ ε . . .

A U B { χ :  χ6Α η χ€ Β } .

Α Π Β { χ :  χ6Α καύ χβ Β } .

A -  Β { χ :  χβΑ καύ  χ(5Β}.

A C B , B D A Α ύ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο ύ  Β ,  Β ύ π ερ σ ύ ν ο λ ο  τ ο ύ  Α : 

κ ά θ ε  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο ϋ  Α ε ί ν α ι ,  καύ σ τ ο ι χ ε ϋ ο  τ ο ύ  Β.

( α , 6 ) δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  ζ ε ύ γ ο ς  μ έ  πρώτο σ τ ο ι χ ε ί ο  τά  α καύ δ ε ύ ­

ρο τά  β .

Λ χ Β { ( x 9y ) :  xGA καύ y8B }.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΑΥΤΩΝ

Στά δυό  πρώτα κ εφ ά λ α εα  π α ρ α θ έ τ ο ν τ α ε  σ τ ο ε χ ε ί α  ο ρ ο λ ο γ ί α ς  πού  ά φ ο ρ ο ΰ ν  

τ ε ς  ( π ρ α γ μ α τ ε κ ε ς ) σ υ ν α ρ τ η σ ε ε ς ,  μ ε ρ ε κ ε ς  $ α σ ε κ ε ς  ε δ ε ό τ η τ ε ς  α ύ τ ώ ν ,  καθώς 

καε τ ε ς  σ υ ν η θ ε σ τ ε ρ ε ς  σ τ ο ε χ ε ε ώ δ ε ε ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ε ς .  Σ τύ ν  π ρ α γ μ α τ ε κ ό τ η τ α  γ ε -  

ν ε τ α ε  μ ε ά  σ ύ ν το μ η  έπανάληψ η  οέ  ό , τ ε  σ χ ε τ ε χ ό  θ ε ω ρ ε ε τ α ε  ό τ ε  ε χ ε ε  δ ε δ α χ τ ή  

στο  Γυμνάσεο καε  πού θα  χ ρ ε ε α σ τ ή  σ τα  έ π ό μ ε ν α  κ εφ ά λ α ε α .

1 . 1  ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ

Θεωρούμε εν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  Α τοΌ σ υ ν ό λ ο υ  H  τω ν π ρ α γ μ α τ εκ ώ ν  ά ρ ε θ μ ώ ν .

’ Εάν κάθε σ τ ο ε χ ε ε ο  χ  τ ο ΰ  σ υ ν ό λ ο υ  Α ά ν τ ε σ τ ο ε χ ε ζ ε τ α ε  κ α τά  κ ά π ο ι ο . τ ρ ό π ο  

σε ενα  καε μ όνο  σ τ ο ε χ ε ε ο  y  τ ο ύ  σ υ ν ό λ ο υ  Β , τ ό τ ε  ό ρ ε ζ ε τ α ε  μ ε ά  " (π ρ α γμ α ­
τ ικ ή )  σ υ ν ά ρ τη σ η "  ( η " Α π ε ικ ό ν ισ η " ,  η " μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς " )  f  
" το υ  Α σ τό  3R " . Δηλαδη σ υ ν ά ρ τη σ η  ε δ ν α ε  "μ εά  δ ια δ ικ α σ ία "  υ ε  τ η ν  ό ­

π ο ια  τό  σ τ ο ε χ ε ε ο  χ  ά ν τ ε σ τ ο ε χ ε ζ ε τ α ε  σ ε  ε ν α  καε  μόνο  σ τ ο ε χ ε ε ο  y .  Τό σ ύ ν ­

ολο Α ε ί ν α ι  τ ό τ ε  " τ ό  π ε δ ί ο  όρεσμοΟ " τ η ς  σ υ ν α ρ τά σ εω ς  f  καε θά  γ ρ ά -
« ·'·

φ ε τ α ε  Α =  ^ ( f ) ,  τ ό  σ τ ο ε χ ε ε ο  χ  ε ί ν α ι  ή " μ ε τ α β λ η τ ή "  (η τ ό  " π ρ ό τ υ π ο " ) ,  

τό  σ τ ο ε χ ε ε ο  y  πού θ ά  π α ρ ε σ τ ά ν ε τ α ε  μό f ' x )  ε ί ν α ι  η " τ ε μ ή  τ ή ς  σ υ ν -  
α ρ τ ή σ ε ω ς  f  σ τ ό  χ " ,  τό  σ ύ νο λ ο  3 9 ( f )  όλων των τ ιμ ώ ν  τ η ς  f  ε ί ν α ι  " τ ό  

π ε δ ί ο  τ ι μ ώ ν "  τ ή ς  σ υ ν α ρ τη σ ε ω ς  f  κ α ε  ή f  λ έ μ ε  δ τ ε  ε ί ν α ι  " ο ρ ι σ μ έ ν η  

σ τ ό  Α " .  'Η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  μ έ  ^ J ( f ) = A  θά  σ υ μ β ο λ ί ζ ε τ α ι  ακόμη καε μ έ  τ ο ύ ς  

τ ρ ό π ο υ ς

Υ = f  ( χ )  , χ6Α , f  ; A Β  , f  j Α κ . λ . π .

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ : ΑΙΤΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ



1 . 1

Π α ρά δειγμα  1 . 1 . 1
*Α ν τ ι σ τ ο ι χ ύ ζ ο ν τ α ς  κ ά θ ε  π ρ α γ μ α τ ικ ά  ά ρ ι θ μ ά  x  τ ε τ ρ ά γ ω ν ά  το υ  

y = x ^ ,  ο ρ ί ζ ε τ α ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) = x ^  μ έ  J$(f) =R xat JP (f) =

= {x  6 E  : x  : ; 0 > .

Συχνοί θά  ά ν α φ έ ρ ω ν τ α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ο ρ ι σ μ έ ν ε ς  «άνω σ έ  σ ύ ν ο λ α  π ρ α γ μ α -  

τυ χ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  που ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  "  δ ι α σ τ ή μ α τ α  "  . 'Α ν  α , β  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ  

α ρ ι θ μ ο ύ  μ έ  α < β ,  τ ά τ ε  ό ρ ύ ζ ο μ ε  τ ά  παρακάτω  δ ια σ τ ή μ α τ α :

(α  , β )  = { χ  6 Ε :  a  < χ  < β ) ,  α ν ο ι κ τ ά  μ έ  άκ ρ α  α , β

Γα , β )  = {x61R : α ^ χ  < β ) ,  κ λ ε ι σ τ ά  α ρ ι σ τ ε ρ ά ,  α ν ο ι κ τ ά  δ ε ξ ι ά  μ ε ά κ ρ α  α , β

(α  , β ]  = { χ  8!R : α < χ  ^  β ) ,  α ν ο ι κ τ ά  α ρ ι σ τ ε ρ ά ,  κ λ ε ι σ τ ά  δ ε ξ ι ά  μ έ  ακρα α , β

[ α  , β ]  = { χ  G E : α <j k  <_ β } ,  κ λ ε ι σ τ ά  μ ε  α κ ρ α  α , β

(α,+οο) = { χ Θ Ε :  α < χ  } ,  α π έ ρ α ν τ ο  δ ε ξ ι ά ,  α ν ο ι κ τ ά  α ρ ι σ τ ε ρ ά  μ ε  άκρο  α

( -ο ο ,β )  = {x83R: χ < β  } ,  α π έ ρ α ν τ ο  α ρ ι σ τ ε ρ ά , α ν ο ι κ τ ά  δ ε ξ ι ά  μ έ  άκρο  β

[α,+οο) = ( χ  0]R: α } ,  α π έ ρ α ν τ ο  δ ε ξ ι ά ,  κ λ ε ι σ τ ά  α ρ ι σ τ ε ρ ά  μ έ  ά κρο  α

= ( χ  6 R :  χ ^ 3  Κ  α π έ ρ α ν τ ο  α ρ ι σ τ ε ρ ά , κ λ ε ι σ τ ά  δ ε ξ ι ά  μ έ  άκρο  β

’ Ε π ί σ η ς  σ ά ν  δ ιά σ τ η μ α  (-οο^ + οο) α π έ ρ α ν τ ο  δ ε ξ ι ά  κ α ι  α ρ ι σ τ ε ρ ά  γ ρ ά φ ε τ α ι  κ α ι  

ό λ ά χ λ η ρ η  ή π ρ α γ μ α τ ικ ά  ε ύ θ ε ΐ α ,  ή τ ο ι  Β  = ( - « , +<*>).

Γ ε ω μ ε τ ρ ικ ά ,  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  μ έ  ΠΤ 0  γ ρ ά φ η μ ά 0 τ η ς ,  δη ­

λ α δ ή  τά  σ ύ ν ο λ ο

{ ( x , y )  : y = f ( x )  ,  x e J S ( f ) } .

" Ε τ σ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ο ϋ  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  

1 . 1 . 1 ,  γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ά ,  τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  μ έ  τά  

γ ρ ά φ η μ ά  τ η ς  πού  ε ί ν α ι  ή πα ρ α β ολή  

τοΟ σ χ ή μ α τ ο ς  1 .

Ε ί ν α ι  α ξ ι ο σ η μ ε ί ω τ ο  τά  γ ε γ ο ν ά ς  δ τ ι  τ ά  j  

γ ρ ά φ η μ α  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  χ α ρ α κ τ ή ρ ι ζ ε -  —  

τ α ι  ά πά  τ η ν  ί δ ι ά τ η τ α  δ τ ι  κ ά θ ε  ε υ θ ε ί α  

γ ρ α μ μ ή  π α ρ ά λλη λη  π ρ ά ς  τ ά ν  y - ά ξ ο ν α

τ έ μ ν ε ι  α ύ τ ά  σ έ  ε ν α  τ ά  πολύ  σ η μ ε ί ο .  ΣΧΗΜΑ 1

f  (χ)  = χ
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1 . 2  ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

"Εστω X ε ν α  υ π ο σ ύ νο λ ο  τ ο υ  π ε δ ύ ο υ  όρ οσ μ ου  τ η ς  σ υ ν α ρ τη σ ε ω ς  f*  ή 

συνά ρτη σ η  f  ο ν ο μ ά ζ ε τα ι ,  "γν η σ ύ ω ς α ϋ ξ ο υ σ α  t n C  τοΟ X" α ν  f ( x ) < f ( x ' )  

γ ο ά  κάθε  χ ,  χ '  τ ο ϋ  X μ έ  χ < χ ' .  'Ε ά ν  το  πρώτο σύμβολο  " < "  ά ν τ ο κ α τ α σ τ α -  

θη με τά  114 "  » τ ό τ ε  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι ,  "α ϋ ξο υ σ α  έπύ  TOO X ". 
'Α ν ά λ ο γ α ,  α ν  ή σ υνθ η κη  χ < χ '  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι ,  τ η ν  f ( x )  > f ( x ' )  ( ά ν τ ύ σ τ ο ο χ α  

f ( x ) ^ f ( x * ) )  γ ^ ά  κ ά θ ε  χ , χ *  τ ο ϋ  σ υ ν ό λ ο υ  X, τ ό τ ε  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι ,  

"γνη σ ύω ς φ θύ νου σ α  έπύ  τ ο ϋ  X" ( ά ν τ ύ σ τ ο ο χ α  "φ θ ύ ν ο υ σ α  έπύ  τ ο υ  X " ) . 
*0 προσ δοοροσ μ ός " t n i  τ ο ϋ  X" π α ρ α λ ε ύ π ε τ α ο  αν  X = < X (f) ,  Γνησύως α ύ ξ ο υ σ ε ς  

Mat γνη σ ύω ς φ θ ύ ν ο υ σ ες  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  "γνη σ ύ ω ς μ ο ν ό τ ο ν ε ς "  
ενώ α ύ ξ ο υ σ ε ς  καύ φ θ ο ν ο ύ σ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  άπλα  " μ ο ν ό τ ο ν ε ς " .

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  1 .2 .1
« 2‘ Η σ υ ν ά ρ τ η σ η '  f ( x )  = χ  , χ 6 Ε  ε ί ν α ι  γ ν η σ ύ ω ς  α ύ ξ ο υ σ α  στο  σ ύνολο  

[θ ,+ °° )  χαύ γνη σ ύω ς φ θ ονούσ α  σ το  ( - ° ° ,0 ]  ( β λ .  ΣΧ. 1 ) .

1 . 3  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Μοά σ υ νά ρ τη σ η  y  = f ( x )  γ ο ά  τ η ν  ό π ο ι α  ι σ χ ύ ε ι

( 1 . 3 . 1 )  x ^ x / = = > f ( x ) ^ f ( x ' )

ο ν ο μ ά ζ ετα ι ,  " ά μ φ ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η " .  Δηλαδό μοά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  ά μ φ ο μ ο -  

νο σ η μ α ντη  α ν  γ ο ά  κ ά θ ε  yG  ] R ( f ) η έξοσωση

( 1 . 3 . 2 )  y  = f ( x )

ε χ ε ο  μόνο  μοά  λύση xG «X(f) . Μ πορούμε, λ ο ο π ό ν ,  σ έ  μοά  ά μ φ ο μ ο νο σ η μ α ν­

τη  σ υ νά ρ τη σ η  f  νά  θ εω ρ η σ ω μ ε ,  α ν τ ί σ τ ρ ο φ α ,  ό τ ο  οέ  κάθε  σ τ ο ι χ ε ί ο  y  ά ν τ ο -  

σ τ ο ι χ ι ζ ε τ α ι  ή μ ο ν α δ ικ ή  λύση  χ  τ η ς  έ ξ ισ ω σ ε ω ς  ( 1 . 3 . 2 ) ,  ο π ό τ ε  ό ρ ύ ζ ε τ α ο  

μοά σ υ νά ρ τη σ η  g μ ε  τύπο

χ = g(y)  .

* Η σ υνά ρ τη σ η  g λ έ γ ε τ α ο  " t  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ η "  τ η ς  σ υ ν α ρ τη σ ε ω ς  f  καύ  π α ρ ι -  

σ τ ά ν ε τ α ο  μ ε  f  Σ 'α ύ τ ύ  τ ύ ν  περοπτω σ η  καύ η f  ε ί ν α ι  η α ν τ ύ σ τ ρ ο φ η  τ η ς  

g κο επ ο μ έν ω ς  γ ο ά  κάθε  χΒ  « 8 ( f )  καο' yG 1R( f ) οσ χύ ο υ ν  οο ό σ ό τ η τ ε ς

*
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f < f _ 1 < y ) )  = y  κ α ί  f _ 1 ( f ( x ) )  = x

καΰ  α κ όμη

Λ ( ί - 1 ) = > ? ( ί )  χ α ύ  J P i f ' 1 ) = J 8 ( f )

Ε ίν α ι ,  φ α ν ε ρ ό  ο τ ι  κ ά θ ε  γ ν η σ ίω ς  μ ο ν ό τ ο ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ίκ α ν ο π ο ι ,ε ε  τή ν  

σ υ ν θ ή κ η  ( 1 . 3 . 1 )  καό  τοΟ το  δ ι ό τ ι ,  α ν  y 6  2 9 ( f )  καν ,  χ ^  ε ί ν α ι ,  τ έ ­

τ ο ι α  ώ σ τε  ^ Χ 2  (£ σ τω  χ ι < χ 2 ^» τ ό τ ε  f i x ^ ^ f i X j )  ( α ν  f  ε ί ν α ι ,  γ ν η -

σέω ς α ΰ ξ ο υ σ α )  fi f ( x ^ ) > f ( x 2 ) ( α ν  f  ε ί ν α ι ,  γ ν η σ ίω ς  φ θ έ ν ο υ σ α ) ,  δη λα δή  π ά ν ­

τ ο τ ε  f ( x ^ )  ^ f ( x 2 ) .  "Αρα κ ά θ ε  γ ν η σ ίω ς  μ ο ν ό τ ο ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι ,  ά μ φ ι -  

μ ο ν ο σ η μ α ν τ η  κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς  υ π ά ρ χ ε ι ,  ή α ν τ ί σ τ ρ ο φ ή  τ η ς  f  A
ϊ

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 . 3 . 1
2

’ Ε π ευδη  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) = x  , x e [ 0 , t ° ° )  ε ϊ ν α υ  γ ν η σ ό ω ς  μ ο ν ό τ ο ν η  

(γ ν η σ ό ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α )  ε χ ε υ  ά ν τ ΰ σ τ ρ ο φ η  που 

π α ρ υ σ τ ά ν ε τ α υ  μ ε  g ( x )  = / χ " ,  χ 6 [ 0 , + ° ° )

( 3 λ .  ΣΧ. 2 ) .

Γ ε ω μ ε τ ρ ικ ά ,  μυά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ποΰ 

ε χ ε υ  ά ν τ ΰ σ τ ρ ο φ η  χ α ρ α κ τ η ρ ΰ ζ ε τ α υ  ά π ' τ ό  

γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ο  τ ό  γ ρ ά φ η μ ά  τ η ς  τ ε μ ν ε τ α υ  

σ έ  ε ν α  τ ό  π ο λΰ  σ η μ ευ ο  τοΟ έ π υ π ό δ ο υ ,  

ά π ό  κ ά θ ε  ε ύ θ ε ϋ α  γ ρ α μ μ ή  πα ρ ά λλη λη  

π ρ ό ς  τ ο ν  χ - ά ξ ο ν α .  Π ρ ό π ε υ ,  έ π ΰ σ η ς , ν ά  

σημευω θη  ό τ υ  τό  γρά φ η μα  τ η ς  f  * ε ί ­

ναι, μ υά  καμπύλη  σ υ μ μ ε τ ρ υ κ η  π ρ ό ς  τ ΰ ν  κ α μπύλη  ποΰ π α ρ ο σ τά ν ε υ  τό  γράφημα 

τ η ς  f  μ έ  α ξ ο ν α  σ υ μ μ ε τ ρ ΰ α ς  τ η ν  πρώτη δ υ χ ο τ ό μ ο  τω ν α ξό νω ν  ( $ λ .  ΣΧ. 2 ) .

1 . 4  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

Οί πυό α π λ έ ς  π ρ α γ μ α τ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ό σ ε υ ς  ε ί ν α ι ,  έ κ ε ο ν ε ς  μό  π ε δ ί ο  ό ρ υ -  

σμοΟ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  φυσυκαίν ά ρ υθμ ώ ν  κ α ί  ποΰ  ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι ,  " α κ ο λ ο υ θ ί ­

ε ς "  . Mux α κ ο λ ο υ θ ί α  y = a ( v ) ,  ν  GH θ ά  π α ρ υ σ τ ά ν ε τ α υ  ά π λ α  α ^ ,  ν  η

(α  ) 0 -.Τ* Π ά ν α λ υ τ υ κ ά  ν  ν  β ΐ ί

α^ , α^ 9 9 · ■ ·
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δ πως π . χ .  ή ά κ ο λ ο υ θ ύ α  τ ο υ  F i b o n a c c i

1 ,  1 ,  2 , 3 ,  5 , 8 , 1 3 ,  2 1 , . . .

πού π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ά π ’ τ ό ν  γ ε ν υ κ ο  άνα γω γυκ ο  τύ π ο  α ν +2 = α ν + 1 + α  * ν  ^  4 ε 

α ^ = α ^ = 1 .  ’Εδώ ή εύ κ ά ν α  τ ο ύ  σ τ ο υ χ ε ύ ο υ  ν  ό ν ο μ ά ζ ε τ α υ  " ν - ο σ τ ό ς  δ ρ ο ς "  

τ έ ς  ά κ ο λ ο υ θ ύ α ς  καύ ή μ ε τ α β λ η τ ή  ν  " δ ε ύ κ τ η ς " .
Μπορούμε νά δούμ ε  δ τ υ  ένώ μυά ά κ ο λ ο υ θ ύ α  , ν  6H  έ χ ε υ  ά π ε υ ρ ο υ ς  

ο ρ ο ύ ς  ε ί ν α υ  δ υ ν α τό  το σ ύ ν ο λ ο  τω ν ορών τ η ς  (δ η λ α δ η  το# π εδ ύ ο  τυμώ ν τ η ς ) ,  

πού συχνοί θά  παρυστάνω με μ ε  { α ^ :  v G W } ,  ν ά  ε ί ν α υ  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ,  δ π ω ς ,  

γ υ ά  π α ρ ά δ ε υ γ μ α ,  σ υ μ β α ύ ν ευ  δ τ α ν  α ^  = ( - 1 ) ν  ,  ν  8 U  .

’ Ε πευδη  καύ ή ά κ ο λ ο υ θ ύ α  ε ί ν α ι ,  μυά  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  σύμφωνα μ έ  τ η ν  π α ρ ά ­

γραφο 1 . 2 ,  ή μ ο ν ο το ν ύ α  ε ί ν α υ  ηδη  γ ν ω σ τ έ .  ΜΕτσυ έ χ ο μ ε  τ η ν  ά κ ο λ ο υ θ ύ α

α , ν  6U
ν

" γ ν η σ ί ω ς  α ύ ξ ο υ σ α "  ά ν  α ν  < α ν + ^ YLC* κ ά θε  v 8 U ,

" α ϋ ξ ο υ σ α 1' ά ν  α γ υ ά  κ ά θε  ν  8 U ,

" γ ν η σ ύ ω ς  φ θ υ ν ο υ σ α "  ά ν  α ν > α ν + ^ κ ά θ ε  v 6 U ,

" φ θ ύ ν ο υ σ α "  ά ν  α ν = α ν + ι  κ ά θ ε  ν  8 1 ϊ ,

’ Ακόμη, π ρ έπ ε ι ,  ν ’ά ν α φ ε ρ θ έ ,  δ τ υ ,  μυά ά κ ο λ ο υ θ ύ α  α ,  ν  8 H  ε ί ν α υ

" ( ά ν ω ,  f\) δ ε ξ ι ά  φ ρ α γ μ έ ν η "  ά ν  ύπά ρχη  Μ GK μ έ  α ^ ^ Μ  γ υ ά  κ ά θ ε  ν  6U ,

" [ κ ά τ ω ,  ή )  Α ρ ι σ τ ε ρ ά  φ ρ α γ μ έ ν η "  ά ν  ύ π ά ρ χ η  m 8 R  μ έ  τ η ^ α  γ υ ά
κ ά θ ε ν  ν  8 1 ί ,

" φ ρ α γ μ έ ν η "  ά ν  ε ί ν α υ  δ ε ξ υ ά  καύ ά ρ υ σ τ ε ρ ά  φ ρ α γ μ έ ν η ,  η το υ  ά ν  

ύ π ά ρ χη  θ 8 Ε  μ έ  | α ^ |  ^ θ  γ υ ά  κ ά θ ε  ν  6 ϊ ί .

'Ο ά ρ υ θ μ ο ς  Μ ό ν ο μ ά ζ ε τ α υ  " ( ά ν ω ,  f[) δ ε ξ ι ό  φ ρ ά γ μ α " ,  δ τη " ( κ ά τ ω ,  fi)  

Α ρ ι σ τ ε ρ ό  φ ρ ά γ μ α "  καύ ό θ ,  γ ε ν υ κ ά  " φ ρ ά γ μ α "  τ η ς  ά κ ο λ ο υ θ ύ α ς .

1 . 5  ΥΠΑΚΟΛΟΥΘΙΑ

θ εω ρ ούμ ε  μυρί γ ν η σ ύ ω ς  α υ ξο υ σ α  ά κ ο λ ο υ θ ύ α  ( k ^ ) ^  φυσυκών άρυθμώ ν

( δ ε υ χ τ ώ ν )  τ ό τ ε  γ υ ά  κάθε  ά κ ο λ ο υ θ ύ α  (α  ) 0 _Τ ή ά κ ο λ ο υ θ ύ α  (a , ) c _r ,1 ν  ν  8 Ε  κ ν  ν c Jn

πού π ρ ο κ ύ π τευ  ά π ’ τ η ν  (α  ) ™  π α ύ ρ ν ο ν τ α ς  μόνο έ κ ε ύ ν ο υ ς  τ ο ύ ς  ο ρ ο ύ ς  πού
ν ν  61ί

ά ν τ υ σ τ ο υ χ ο ύ ν  σ τ ο ύ ς  δ ε ί κ τ ε ς  k  ,  ό ν ο μ ά ζ ε τ α υ  " ύ τ ι α κ ο λ ο υ θ ί α "  τ έ ς  (α  )
« 2 ν

" Ε τσ υ ,  μ έ  k = 2 ν - 1 ,  ν  8H  π ρ ο κ ύ π τ ε υ  ή ά = 2 ^ Γ χ  ν Κν ,ν  χ

ν ν en
r  , ν  € U  σ ά ν  ύπακο

I
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λ ο υ θ ύ α  tf\s α
ν

( - 1 )
ν+1

+ 1 , ν ew.

1.6  ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

’Απ<5 τ ι ε  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  σ η μ α ν τ ικ ά  ρ ο λο  π α ί ζ ο υ ν  ο ι  μ η δ ε ν ι κ έ ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6.1. Mud ά κ ο λ ο υ θ ία  α , ν ew ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " μ η δ ε ν ι -ν
κ ή "  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0  ύ π ά ρ χη  δ ε ί κ τ η ς  n e w  τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τε  γ ι ά  
κ ά θ ε  ν 6W ή σ χ έ σ η  ν > η  ν ά  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τ ή ν  |α ν | < ε ,  ή σ υ ν τ ο ­
μ ό τ ε ρ α  ά ν

(V ε > 0 ) (3 n 6W)(V ν β ΐϊ)  ν >η ->  |α | < ε.V \
Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  μ η δ ε ν ι κ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε  τ ο ύ ς  σ υ μ β ο λ ισ μ ο ύ ς

l i m a  = 0 ,  η α ** 0 .  η ά π λ ο ύ σ τ ε ρ α  l i m a  = 0 ,  η α ->-0 ν ν * ν ν ν υ
κ α ι  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  λ έ μ ε  δ τ ι  η α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  ν  6 U  '’τ ε ί ν ε ι  τιρός τ ό  μη­
δ έ ν "  η " έ χ ε ι  ό ρ ιο  τ ό  μ η δ έ ν " ·

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .6 .1
*Η α κ ο λ ο υ θ ί α  a  = — , υ GH ε ί ν α ι  μ η δ ε ν ι κ ή ,  άφοΰ  α ν  δοθίι όπ ο ιο ό η -  ν ν 2

π ο τ έ  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  δ ε ί κ τ η ς  η κ α ί  μ ά λ ισ τ α  ό η = [ —] , τ έ τ ο ι ο ς  ώ στε

|α ^ |  < e  γ ι α  κ ά θ ε  ν > η .  ,

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .6 .2 . Mud ά κ ο λ ο υ θ ία  α , ν 6 ΐ  σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  τ ό νν
ά ρ ιθ μ ό  &  6]R δ τ α ν  f) α κ ο λ ο υ θ ία  α ■-£, ν 6W ε ί ν α ι  μ η δ έ ν ικ ή ,  ή 
ίσ ο δ ύ ν α μ α , ά ν

( 1 . 6 . 1 )  (V ε > 0 ) ( 3  n  6W )(V  ν 6W ) ν > η => |α  -  ΐ \  < ε .

'Η  ι δ ι ό τ η τ α  αύτη' π α ρ ι σ τ ά ν ε τ α ι  τ ό τ ε  μ έ

l i m a  = I .  η α -► ϋ .  η ά π λ ο ύ σ τ ε ρ α  l i m a  = ί  n α ·*·Ζ 
ν ν  ν  ν  ν  ν

καύ λέμε δ τ ι  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  ay , ν 6W " σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  τό  I ”  ri " τ ε ί ­
ν ε  u π ρ ό ς  τ ό  V ' ,  η " έ χ ε ι  ό ρ ιο  τό  V ' .

Π α ρα τη ρ ο ύμ ε  o t u ή σ χ έ σ η  ( 1 . 6 . 1 )  ε ί ν α ι  ισ ο δ ύ ν α μ η  μ έ  τη ν

( 1 . 6 . 2 )  £ - ε < α ν < £  + ε ,  ν > η ,

ό π ο 'τ ε ,  α ν  όρύσω με σ α ν  π ε ρ ι ο χ ά  έ ν ά ς  π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ  α ρ ιθ μ ο ύ  ί  κ ά θε  υ π ο σ ύ ν ­

ολο U τ ί ΐε  π ρ α γ μ α τ ικ ή ς  ε υ θ ε ί α ς  γ ι ά  τό  όποΖο υ π ά ρ χ ε ι  α ν ο ι κ τ ά  δ ιά σ τ η μ α  Δ



1.6-1.7 9

r\

£

τ έ τ ο ι ο  ώστε £8A C U  , μ π ο ρ ο ύ μ ε  τ η ν  ί δ ι ο ' τ η τ α  ( 1 , 6 . 2 )  να έκφράσωμε με 

λ ό γ ια  ώς έ ξ η ς :

11 Σέ κ ά θ ε  π ε ρ ιο χ ή  τοΟ δ ρ ίο υ  μ ια ς  σ υ γ κ λ ιν ο ύ σ η ς  Α κολου­
θ ί α ς  Α νήκουν τ ε λ ικ ώ ς  δ λ ο ι  ο ί  δ ρ ο ι  α ύ τ ή ς ,  ή τ ο ι  δ λ ο ι  ο ί  ο ­
ρ ο ί  τ η ς  έ κ τ ό ς  από έ ν α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  π λ ή θ ο ς  α ύ τ ώ ν " .

"Ε τσ ι  ε ί ν α ι  φανερό  δ τ ι  αν  μ ια  ο υ γ κ λ ίν ο υ σ α  α κ ο λ ο υ θ ία  έ χ η  δ ρ ιο  το' 

δ τ ε  κα ι κάθε ύ π α κ ο λ ο υ θ ία  ιη ς  έχε». ..το

’Ε π ίσ η ς  θα π ρ έ π ε ι  να  σ η μ ε ιω θ ή  δ τ ι

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .6 .3 . Μ ιά α κ ο λ ο υ θ ία  α , ν βΚ σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  τ ό ν  Iν
ί )  α πό  δ ε ξ ι ά ,  α ν  l i m a  =  9. κ α ί  ( 3 vQ 8]N)(V ν 0Β ) ν>Λ>0 =̂> £<_αν
i i )  ά πό  α ρ ισ τ ε ρ ά ,  ά ν  l i m  = £ κ α ί  ( 3  vQ 610 (V vew) => α^< £
i i i )  ά πό  τ ί ς  δ υ ό  π λ ε υ ρ έ ς ,  ά ν  lim  = I  κ α ί  IV η 6 ϊ ϊ ) (  3 ν ι9 ν 2 > η)

μέ a ± 1 < a  .
ν1~ “  ν2

Γ ιά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  ~  , ν  61ί σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σ το  0 άπο δ ε ξ ι ά , ή  

ν  6U  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  στο' 

στο  0 άπο τ ι ς  δυο π λ ε υ ρ έ ς

1 " (_^)V
— , ν  6U  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  στο' 0 άπο α ρ ι σ τ ε ρ ά  κ α ί  ή — - — , ν € ! $  σ υ γ κ λ ί ν ε ι

1.7 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ

’Α κ ο λ ο υ θ ε ί  μ ι ά  σ ε ι ρ ά  π ρ ο τά σ εω ν  πού  χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ο υ ν  τ ί ς  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ ε ς  

ά κ ο λ ο υ θ ί ε ς  κ α ί  πού  $ ο η θ ο ϋ ν  σ τ η ν  εύ ρ ε σ η  τω ν  ο ρ ίω ν  τ ο υ ς .

ΙΙΡΟΤΑΣΗ 1 .7 .1 . Κάθε σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α  Α κ ο λ ο υ θ ία  έ χ ε ι  μ ό ν ο  έ ν α  
δ ρ ιο .

'  Α ττό δ ε  l £ η . ”Αν l i m  α = l .ν  1
κ α ί l i m  α = 

ν
: %2 με

9 θε*τ ο

με e = U t  -  &2 j  ' τ ό τ ε  δμως υ π ά ρ χ ο υ ν ν ε υ  κ α ί n 2 e u τ έ τ ο ι α  ώστε

ι « ν : ν * ?
γ  ι ά κ ά θ ε ν  > n ^ ' t

Ισ ν  ~ *2^ < 2
γ  ι ά κ ά θ ε ν  > n 2 · /

"Αρα, γ ι α  κάθε  ν  > m a x i n ^ i ^ }  ο ί  δυο' ά ν ι σ ά τ η τ ε ς  ι σ χ ύ ο υ ν  μ α ζ ί  κ α ί  έ τ σ ι

γ Μ0 < I Λ'1~Λ21 ί \  ν Λΐ' + <f +f  = ε = *Λ*“4'
*  ηλαδή

.. .Λ

' 
ί -
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Ι*Γ*2ΐ < I V * 2 ! 1
πού  ε ί ν α ι  α τ ο π ο ’ έ π ο μ έ ν ω ς  = % KCL{* έ τ σ ι  τά  o p t o  ε ί ν α ι  μ ο ν α δ ι κ ό .  A

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .7 .2 . Κάθε σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α  Α κ ο λ ο υ θ ία  αν ,  ν  €JI ε ί ν α ι  

Φ ρ α γμ ένη  κ α ί  μ ά λ ισ τ α  ά ν  |α  | 4 θ Υ κ Ι  κ ά θ ε  ν € Ν ,  τ ό τ ε  κ α ί  | ί , |  <=θ ,  

δ π ο υ  1  = l i m  a ν
' Α π ό δ ε ι ξ η .  'Α π ' τ ό ν  ο ρ ισ μ ό  1 . 6 . 2  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ ι ' ^ η β ΐ ί  τ έ τ ο ι ο  ώστε

| α ν  - Ζ \  < 1 γ ι ά κ ά θ ε  ν > η .  ”Αρα

|α  | = j ( a  -Α) + £ |  < Ια - £ |  + U 1 < 1 + 11 1 όταν ν  > Π
ν 1 ν **=1 ν

κ α ί  ά ν  πάρωμε σάν  θ  τ ό ν  m a x { |a ^ |  , |α Ι . . . . Ι !α η Ι » 1 + 1*1>,  ^ τό τε

( 1 . 7 . 1 ) Ια ! < θ γιά
V ”

κάθε ν  6 U  .

Τώρα ά ν  ΐ σ χ υ ε U I  > θ ,  γ ι ά  το  ε = [ 1 1 -•θ  > 0 θά  υ π ή ρ χ ε n  e w

ώ σ τε  Ια - ϋ \  < ε
1 ν 1

γ ι ά  κ ά θ ε  ν > η .  'Α λλά τ ό τ ε

l « J  = I* + (<*ν-*) |  >,1*1 -  Ι ν £Ι > ι*ι ■ ε =θ

γ ι α  κ ά θ ε  ν > η ,  πού ε ί ν α ι  ά τ ο π ο ,  ά π ’ τ η ν  α ν ι σ ό τ η τ α  ( 1 . 7 . 1 ) .  A

’ Α κ ο λ ο υ θ ε ί  μ ι α  σ ε ι ρ ά  π ρ ο τά σ ε ω ν  γ ι ά  τ ι ς  α π ο δ ε ί ξ ε ι ς  τω ν ο π ο ίω ν  ό}
α ν α γ ν ώ σ τ η ς  μ π ο ρ ε ί  νά  ά ν α τ ρ ε ξ η  σ τ ά  β ι β λ ί α :  Η. ΝΤΖΙΩΡΑ: Μ αθηματικά  

Β 'Λ υ κ ε ί ο υ  κ α ί  Β. ΣΤΑΪΚΟΥ: Μ α θη μ α τ ικά  Γ '  Λ υ κ ε ίο υ .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 . 7 . 3 .  " Α ν  α ^  ,  ν  6 U  είναι μηδενική ακολουθία,τό­

τε καί κάθε Ακολουθία β , ν  6 Ν  μέ | β  I < κ | α  I γιά κάθε ν  6 »  

καί κάποιο Κ > 0 ,  είναι μηδενική .

’ Ε π ε ι δ ή ,  β ά σ ε ι  τ ο ϋ  ό ρ ισ μ ο Ο  τ ή ς  μ η δ ε ν ι κ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς ,  μ ι ά  α κ ο λ ο υ ­

θ ί α  α ^  , ν  6U  ε ί ν α ι  μ η δ ε ν ι κ ή ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ όνο  τ ό τ ε ,  α ν  η α κ ο λ ο υ θ ία  Ι α ^ Ι ,  

v e i l  ε ί ν α ι  μ η δ ε ν ι κ ή ,  ά π ό  τ ή ν  π ρ ό τα σ η  1 . 7 . 3  π α ίρ ν ο μ ε  τ ή ν  παρακάτω  πρ ότα σ η

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.7.4. "Αν ή Ακολουθία a , ν 6ΐί είναι μηδενική καί
ν

ή β^ , ν eu φραγμένη, τότε καί ή Ακολουθία α^β^ , ν 6ϊί είναι 
επίσης μηδενική.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.7.5. "Αν α , ν en, γ , ν elf είναι Ακολουθίες τέ-
ν ν

τοιες ώστε l i m  a  = l  = l i m  γ  , τότε καί γιά κάθε Ακολουθία β ,
ν ν ν

ν  6U  μ έ  α < β  <.γ γιά κάθε ν θ Κ ,  ισχύει l i m  β =Ζ . ν = ν *= ν ν
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ΠΡΟΤΑΣΗ 1 . 7 . 6 .  " Α ν  α * 0 Υ ΐ ά  κάθε ν  6® καί l i m  α = % ,

1 1 ν τότε ισχύει l i r a  —  = — .
ν

Μιά μη φ ρ α γ μ έ ν η  ά χ ο λ ο υ θ ε α  , ν  £ϊ\  δ ε ν  μ π ο ρ ε ί  να  ο υ γ κ λ ε ν η  προς 

π ρ α γ μ α τ ε χ ό  ά ρ ε θ μ ό ,  γ ε α τ ί  αν τ ο ύ τ ο  σ υ ν έ β α ε ν ε ,  σύμφωνα με  τ η ν  πρόταση  

1 . 7 . 2 ,  α ύτη  θά ?ιταν φ ρ α γ μ έ ν η .  Στην  π ε ρ ί π τ ω σ η  που μεά  μη φραγμε 'νη ά χ ο ­

λο υ θεα  ε ί ν α ε  χ α ε  α ΰξουσα  λε'με δ τ ε  ε χ ε ε  δ ρ ε ο  το  + «  (η δ τ ε  ά π ε ε ρ ε ' ζ ε τ α ε  

θ ε τ ε χ ά ) ,  ενώ άν ε ί ν α ε  φ θ ι ν ο υ σ α ,  το -  00 (η  δ τ ε  ά π ε ε ρ ε ' ζ ε τ α ε  ά ρ ν η τ ε χ ά ) .

Τά σύμβολα + 00 χαε  -  00 , τά  όπ ο εα  ό ν ο μ ά ζ ο ν τ α ε  χαε' "κατ'έκδοχήν ση­

μεία" , ε ί ν α ε  δεάφορα  από  χ ά θ ε  πρ α γματεχο '  ά ρ ε θ μ ό .  Γ ε ' α ύ τ ό  τ ο υ ς  π ρ α γ μ α -  

τ ε χ ο ύ ς  ά ρ ε θ μ ο υ ς  ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  σ υ χ ν ά  κ α ί  "πεπερασμένους11 ά ρ ε θ μ ο υ ς .  Σ χ ε τ ε -  

χά μέ  τι ί δ ε ά τ α ξ η  δεχο 'μ α σ τε  δ τ ε

- ΟΟ < + 00

11

χαε

(V χ  € Κ )  -  οο < χ  κ α ί  χ  < 00 .

Τ έ λ ο ς ,  κάτω από  τ έ ς  παραπάνω π α ρ α δ ο χ έ ς  , τ ά  σ ύ ν ο λ ο  R * -IRUi-<»,+«>} 

ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν η  ε ύ θ ε ε α  τω ν π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  ά ρ ε θ μ ω ν .

ΟΡΙΙΜΰΣ 1 . 7 . 1 .  M id α κ ο λ ο υ θ ία  α ,  ν  e u  έ χ ε ι  δ ρ ιο  τ ό  +°° ( - 00) ,ν  .
άν γ ι ά  κ ά π ο ιο  ν  βΝ έ χ ε ι  έ ν ν ο ια  ή Α κ ο λ ο υ θ ία  — , ν 6Ν κ α ί

®ν+ν
σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  τ ό  Ο ά πό  δ ε ξ ι ά  ίά ρ ι σ τ ε ρ ά ) ,  η ίσ ο δ ύ ν α μ α , ά ν

(V ε > 0 ) ( 3  I )  eioiv ν ew) ν > n “> α >·- (α  < ---)
ν  ε  ν  ε

' Α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  πού σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  π ρ ο ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ά  α ρ ι θ μ ό  

η πρ ος  ενα  άπο  τ ά  κ α τ ' έ χ δ ο χ η ν  σ η μ ε ί α  λ έ μ ε  δ τ ι  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  σ τ ό  R *  η δ τ ε  ε ε ν α ε  

σ υ γ χ λ ί ν ο Ό ε τ  σ το  TR*.

Η παρακάτω  πρ όταση  πού δ ί ν ε τ α ε  χ ω ρ ί ς  α π ό δ ε ι ξ η  π ε ρ ι έ χ ε ι  τ η ν  α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  

τ '*.j ο ρ ί ω ν .

ΙΐΡΟΤΑΣΗ 1 .7 .7 . "Αν α , ν  e » ,  , ν θ Κ  ε ί ν α ι  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ ε ς  σ τδ

F -  ά κ ο λ ο υ θ ίε ς ,  τ ό τ ε  ισ χ ύ ο υ ν  τ ά  Α κόλουθα :
1 )  l i m  ί α  + β ) = l i m  α +1χιπ ?.V V V V
2 ) l i m  ( α ^  -  β^ ) = ϊ  im -  l i m  β^

3 )  l i m  ( α ^  · β ^ )  = l i m  α ^  * l i m  β^

4 )  l i m  (α  : β ) = l i m  α : l i m  βν ν ν ν
k k

5 )  l i m  α = ( l i m  α ) ,  k  6 2
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μ έ τ ή ν  π ρ ο ϋ π ό θ εσ η  δ τ ι  ο ΐ  πα ραπάνω  π ρ ά ξ ε ι ς  έ χ ο υ ν  έ ν ν ο ια  .
Γ ι ά  τ ί ς  έ π ι τ ρ ε π τ έ ς ,  η μ ά ,  π ρ ά ξ ε ι ς  στά  δ ρ ι α  ο α ν α γ ν ώ σ τ η ς  μ π ο ρ ε ί  νά

σ υ μ β ο υ λ ε υ τ ή  τ ά  β ι β λ ί ο  Β. ΣΤΑΪΚΟΥ: Μ α θη μ α τ ικά  Γ '  Λ υ κ ε ί ο υ .

1 . 8  ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ

Σ χ ε δ ό ν  π ά ν τ ο τ ε  μ α ς  έ ν δ ι α φ έ ρ ε ι  α ν  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  σ υ γ κ λ ί ν η  η δ χ ι . Γ ι ά  

τ ο ν  λά γ ο  α υ τ ά  ά κ ο λ ο υ θ ο Ο ν  μ ε ρ ι κ ά  β α σ ι κ ά  κ ρ ι τ ά ρ ι α  ποι5 μ ά ς  έ ξ υ π η ρ ε τ ο Ο ν  

σ τ ά  π α ρ α κ ά τω .

Α. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΕ ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΗΝ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ

"Αν Α ε ί ν α ι  έ ν α  μη κ ε ν ά  σ ύ ν ο λ ο  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν ,  τ ά τ ε  Υ π ά ρ χ ο υ ν  

σ τ ο ι χ ε ί α  α , β  τ ο ϋ  σ υ ν ά λ ο υ  Ε  = E U { - < » ,  +«>} τ έ τ ο ι α  ώστε

Ύυοί κ ά θε  χ6Α .

Το σ τ ο ι χ ε ί ο  α ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "κ ά τω  φ ρά γμ α " τ ο ϋ  σ υ ν ά λ ο υ  Α κ α ί  τ ά  β 

"άνω  φ ρ ά γμ α " α ύτοΟ .  "Αν τά  α ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ς  ά ρ ι θ μ ά ς ,  λ έμ ε  δ τ ι ,  

τ ά  σ ύ ν ο λ ο  Α ε ί ν α ι  "κ ά τω  φ ρ α γ μ έ ν ο "  κ α ί  π α ρ ά μ ο ι α , ά ν  β ε ί ν α ι  π ε π ε ­

ρ α σ μ έ ν ο ς  α ρ ι θ μ ό ς , δ τ ι  το  Α ε ί ν α ι  "άνω  φ ρ α γ μ έ ν ο " . Το σ ύ ν ο λ ο  Α ε ί ­

ν α ι  " φ ρ α γ μ έ ν ο "  α ν  τοΟτο  ε ί ν α ι  κάτω κ α ί  άνω φ ρ α γ μ έ ν ο .  ”Αν α ε ί ν α ι  

ε ν α  κάτω  φρά γμα  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  α <.α γ ι ά  κ ά θ ε  κάτω  φράγμα  α ,  τ ο ϋ τ ο  ο ν ο ­

μ ά ζ ε τ α ι  " in f iiu u m "  τ ο ϋ  σ υ ν ά λ ο υ  Α κ α ί  θ ά  σ υ μ β ο λ ί ζ ε τ α ι  μ έ  i n f  Α . Ε ί ­

ν α ι  φ α ν ε ρ ά  δ τ ι  τ ο ϋ τ ο  ε ί ν α ι  μ ο ν α δ ικ ό  κ α ί  δ τ ι  α ν  ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ς  

α ρ ι θ μ ό ς  τ ό τ ε  το  σ ύ ν ο λ ο  Α ε ί ν α ι  κάτω  φ ρ α γ μ έ ν ο .  Α π ’ τ ά ν  ό ρ ι σ μ ά  τ ο ϋ  i n f  Α,  

ά ν  τ ά  Α ε ί ν α ι  κάτω  φ ρ α γ μ έ ν ο ,  έ χ ο μ ε  δ τ ι

(V ε > 0 ) (3 x G A )  i n f  A ^ χ  < i n f  A + ε  .

’Α ν ά λ ο γ α ,  α ν  β ε ί ν α ι  ε ν α  άνω φράγμα  τ ο ϋ  σ υ ν ά λ ο υ  Α τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  β ^ β  

γ ι ά  κ ά θ ε  ά λλο  άνω φρά γμα  β ,  τ ο ϋ τ ο  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "suprem um " τ ο ϋ  σ υ ν ά λ ο υ  

Α κ α ί  θ ά  σ υ μ β ο λ ί ζ ε τ α ι  μ έ  s u p  Α . Ε ί ν α ι  φ α ν ε ρ ά  δ τ ι  τ ο ϋ τ ο  ε ί ν α ι  μ ο ν α δ ικ ό  
κ α ί  δ τ ι  ά ν  ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ς  ά ρ ι θ μ ά ς  τ ά τ ε  τά  σύνολο  Α ε ί ν α ι  άνω φρα­

γ μ έ ν ο . ’Α π ’ τ ά ν  ό ρ ι σ μ ά  τ ο ϋ  s u p  Α, άν  τ ά  Α ε ί ν α ι  άνω φ ρ α γ μ έ ν ο ,  έ χ ο μ ε  δ τ ι

(V ε > 0 ) ( 3  xGA) s u p  A -  ε  < x 4 SUP A .

Τ έ λ ο ς  π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  δ τ ι  ά ν  i n f  Α κ α ί  s u p  Α ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ι  α ρ ι ­

θ μ ο ί , τ ά τ ε  τ ά  σ ύν ο λ ο  Α ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν ο .
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"Αν ίσ χ υ η  i n f  AGA κ α ί  s u p  AGA , το 'τ ε  α υ τ ά  λ έ γ ο ν τ α ι ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  

" έ λ ά χ ισ τ ο  (m inim um )" κ α ί  " μ έ γ ισ τ ο  (m aximum )" τοΟ Α κ α ί  σ υμ ­

β ο λ ί ζ ο ν τ α ι  μ έ  m in  Α χ α ί  max A , α ν τ ί σ τ ο ι χ α .  " Ε τ σ ι  γ ι α  τ ά  δ ι α σ τ ή μ α τ α  

[ 0 , 1 ]  κ α ί  ( 0 , 1 )  έ χ ο μ ε  i n f  [ 0 , 1 ]  = 0 = m i n [ 0 , 1 ]  , s u p [ 0 , l ]  = 1 = m a x [ 0 , ΐ ]  

χ α ί  i n f ( 0 , l ) = 0 ,  s u p ( 0 , l )  = 1 ,  ένώ έ λ ά χ ι σ τ ο  κ α ί  μ έ γ ι σ τ ο  τοΟ συνο 'λου 

( 0 , 1 )  δ ε ν  ο ρ ί ζ ο ν τ α ι .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 8 . 1  ( Κ ρ ι τ ή ρ ι ο  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  με  τ ή ν  μ ο ν ο τ ο ν ί α ) .  Οί. ά κ ό -

λ ο υ θ ε ς  π ρ ο τ ά σ ε ις  ε ί ν α ι  ισ ο δ ύ ν α μ ε ς :
1) Κάθε μ ο ν ό το ν η  κ α ί  φ ρ α γμ ένη  Α κ ο λ ο υ θ ία  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  Α ρ ι­

θμών σ υ γ κ λ ί ν ε ι .
2) Κάθε κάτω  φ ρ α γ μ έν ο  σ ύ ν ο λ ο  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  έ χ ε ι  

(π ε π ερ α σ μ έν ο ) in f im u m .
3) Κάθε άνω φ ρ α γ μ έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  ά ρ ιθ μ ώ ν  έ χ ε ι  

(π επ ερ α σ μ έν ο ) suprem um .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  1 )  => 2 ) .  "Αν Α ε ί ν α ι  έ ν α  κάτω φ ρ α γ μ έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  θ ’ά -  

π ο δ ε ί ζ ω μ ε  δ τ ι  έ χ ε ι  i n f i m u m .  "Εστω α^  ένα  κάτω φράγμα  τ ο ϋ  Α χ α ί  γ ^  κ ά -

ν γ 0
π ο ι ο  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο ϋ  Α. ’ Ο νομάζομε  [ α ^ , γ ^ ]  τά  δ ι ά σ τ η μ α  [ — ^— , γ ^ ]  ^ τ °

« η+γ,
ία. , — —] α ν ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  το  σημεϋο  ^ ε ί ν α ι  η δ έ ν  ε ί ν α ι  κάτω

“ ι +γιφράγμα τ ο υ  Α. ’Ε π έσ η ς  ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  τά  δυά σ τημ α  [ — ^—=■ 9 τ °
α1+Ύ

, ά ν τ ΰ σ τ ο υ χ α *  το  σημευο  — —
αι+γ ι   ̂ - 1 . 1

[ α ^  , — ——  ̂ α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  το  σ η μ ε ί ο  — - —  ε ί ν α ι ,  η δ ε ν  ε ί ν α υ  κάτω

φράγμα τ ο υ  Α. "Ετσυ προχω ρώ ντας  δ η μ υ ο υ ρ γ ο ϋ ν τ α υ  ο ί  ά κ ο λ ο υ θ έ ε ς  α^*  ν β ΐ ϊ ,  

γ ^ ,  ν  GUN τ έ τ ο υ ε ς  ώ σ τε  η α ^ 9 ν  GU ν ά  ε ί ν α υ  α ΰξο υ σ α  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν η  (ά φ ου  

(V ν 6 1 0  α ^ ^ γ ^ )  α ρ α ,  άπά τ η ν  1 ) ,  σ υ γ κ λ έ ν ο υ σ α  κ α ί  ή γ ^ ,  ν  63Ν ν ά  ε ί ν α ε  

φ θ ίν ο υ σ α  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν η  (ά φοϋ  (V ν  611) α ^ ^ γ ^ )  αρα κ α ί  σ υ γ κ λ ί ν ο υ σ α .  "Αν
Λ

α = Ιΐτη , τ ό τ ε  αφοΟ

Ύ “ α = 4  (γ - -  α ) = . . . = —  (γΛ -  ο ) ** 0 *ν ν  2 Τν - 1  ν - 1  , .ν *0 Ο ν

έ χ ο μ ε  κ α ί  l i m  γ  = l i m a  = α .  Έ π ε υ δ η  δ λ ο ε  ού δ ρ ου  τ ί ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ,ν
ν 6 »  ε ί ν α ο  κάτω φ ράγματα*  έ π ε τ α ο ,  δ τ υ ,  γ υ ά  κάθε  γ € Α ,  εσ χ ά ε ο

α < γ ν = γ ε ά  κάθε ν ew9
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δ π ά τ ε  κ α ί  l i m a n s  α ^ γ ,  δ η λ α δ ή  τ ά  a  ε ί ν α υ  κάτω φράγμα  τοΟ σ υ ν ά λ ο υ  Α. 

”Αν τώρα  α ε ί ν α υ  έ ν α  ό π ο υ ο δ ή π ο τ ε  κάτω φρ ά γμα  τοΟ Α,  υ σ χ ύ ε υ

α * Ύ ν  κ ά θ ε  ν  β ΐ ϊ

άρα  κ α ί  a  < l i t n  γ  = a .  "Ετσυ  a  = i n f  A .«  'v
2 )  ==> 3 )  wAv A ε ί ν α ι ,  άνω φ ρ α γ μ έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο ,  ύ π ά ρ χ ε υ  MGR μ έ  χ;<Μ 

γ υ ά  κ ά θ ε  χ6Α* τ ό τ ε  - Μ ^ - χ  γ υ ά  κ ά θ ε  κΘΑ, ή - M ^ y  γ υ ά  κ ά θ ε  y€B = { y : - y € A } . 

Τ ο ύ τ ο  σ η μ α ί ν ε ι ,  δ τ υ  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  Β ε ί ν α ι ,  κάτω  φ ρ α γ μ έ ν ο  κ α ί ,  όπως πρ οκ ύπτε ι ,  

ά π ' τ ή ν  2 ) ,  έ χ ε ι ,  i n f i m u m  β .  Τ ό τ ε  το  - β  = β ε ί ν α υ  τ ο  sup rem um  τοΟ Α, γ υ α τ ί  

α ν  υ π ή ρ χ ε  χ6Α μ ε  χ > β ,  θ ά  ε ί χ α μ ε  - β > - χ  ή 8 > - x - y 6 B  πού  ε ί ν α υ  α τ ο π ο .  

’ Ακόμη ά ν  υ π ή ρ χ ε  β^  < β μ έ  χ ^ β ^  YU* κ ά θ ε  xGA, τ ά τ ε  β < - β ^  < . - χ β Β ,  Ά ο ύ  

ε ί ν α υ ,  π ά λ ε ,  α τ ο π ο .  ”Αρα 0 = s u p  Α .

Τώρα ά π ο  τ η  μ ε τ α β α τ υ κ η  υ δ υ ο τ η τ α  τ ή ε  σ υ ν ε π α γ ω γ ή ς  ά ρ κ ε υ  ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ή  

δ τ υ  3 )  =>  1 ) .

3 )  —> 1 )  "As ε ί ν α ι ,  α ^ ,  ν  Θ1Ν μ υ ά  μ ο ν ύ τ ο ν η  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν η  α κ ο λ ο υ θ ί α  

π ρ α γ μ α τ υ κ ώ ν  ά ρ υ θ μ ώ ν .  Έ π ε υ δ η  δ τ α ν  ή α ^ ,  νΘ]Ν ε ί ν α ι ,  α ύ ξ ο υ σ α ,  τ ό τ ε  ή - α ^ ,  

ν  6 »  ε ί ν α υ  φ θ ί ν ο υ σ α ,  χ ω ρ ί ς  βλά βη  τ η ς  γ ε ν υ κ ά τ η τ α ς ,  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  παρακάτω  δτι ,  

η α ^ ,  ν  G3N ε ί ν α ι ,  α ύ ξ ο υ σ α .  ”Αρα το' σ ύ ν ο λ ο  Α = { α ^ :  ν  GlO ε ί ν α υ  άνω φ ρ α γ μ έ ­

νο  κυ έ τ σ υ ,  ά π ’ τ ή ν  3 ) ,  έ χ ε υ  supremum β .  ”Αν δοθ ή  ε ν α  ό π ο υ ο δ ή π ο τ ε  ε > 0 ,  

ύ π ά ρ χ ε υ  έ ν α  σ τ ο υ χ ε υ ο  α ^ θ Α μ έ  β - ε  < α ^  <.β < β + ε .  ’Αλλά τ ά τ ε  α ^ ^ α ^  γ υ ά  κά­

θ ε  ν > . η - έ τ σ υ  ά ν  ν > η ,  υ σ χ ύ ε υ  β - ε  < α <_ < β < β + ε ,  η β - ε  < α^ < β+ε δηλαδή

(V ε > 0 ) ( 3  η 03Ν)(V ν  e w )  ν  > η - > ' | α  - β |  < ε ,

πού σ η μ α ί ν ε υ  δ τ υ  l i m  α ^  = β .  Α

’ Η μυά ά π ’ τ ί ς  παραπάνω τ ρ ε υ ς  ΰ σ ο δ ύ ν α μ ε ς  π ρ ο τ ά σ ε υ ς  α π ο τ ε λ ε ί  α ξ ίω μ α  

σ τ ή  θ ε μ ε λ ί ω σ η  των π ρ α γ μ α τ υ κ ώ ν  ά ρ υ θ μ ώ ν .  ’ Ι δ υ α υ τ ε ρ α  η πρώτη χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ε ί -  

τα υ  σ ά ν  τ έ τ ο υ ο  α ξ ίω μ α  σ έ  μ α θ ή μ α τα  οπού  το  έ π ί π ε δ ο  δ ε ν  έ π υ τ ρ έ π ε υ  τ ή ν  έ π -  

ε κ τ α σ η  σ έ  έ ν ν ο υ ε ς ,  δπω ς  των i n f i m u m  κ α ί  sup rem um .

Π αρατήρηση 1 .8 .1
”Αν ή α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  ν  6 R  ε ί ν α υ  φ ρ α γ μ έ ν η  κ α ί  α ύ ξ ο υ σ α ,  τ ό τ ε  άπο τ ή ν  

παραπάνω ά π ο δ ε υ ξ η  π ρ ο κ ύ π τ ε υ  δ τ υ

lim  a  = s u p  a  = s u p { a  : ν  G U } , 
ν  ν  ν
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ένω αν  ε ί ν α ε  φ ρ α γ μ έ ν η  κ α ε  φ θ ε ν ο υ σ α ,  τ ό τ ε

l i m a  = i n f  a  = i n f  {a  : vGlO.  v v v

Θά χρησεμοποετίσωμε  τό  παραπάνω κ ρ ε τ η ρ ε ο  γ ε ά  τ ο ν  όρεσμο  τ ο ϋ  π ρ α γ μ α -
_ &

τ ε κ ο ϋ  ά ρ εθ μ ο ϋ  e ,  ό ό π ο ε ο ς  ε χ ε ε  ε δ ε α ε τ ε ρ η  σ η μ α σ εα .

Θεωρούμε τ η ν  ά κ ο λ ο υ θ ε α  a  = ( 1 + ^ ) ν , ν  6U  καε θ ’ά π ο δ ε ε ξ ω μ ε  δ τ ε  

ε ί ν α ε  γ ν η σ ε ω ς  αυξουσα* π ρ α γ μ α τ ε κ ά ,  χ ρ η σ ε μ ο π ο ε ώ ν τ α ς  ττί γ ν ω σ τ ή  ά ν ε σ ο ' τ η -  

τα  τ ο ϋ  B e r n o u l l i  ( £ λ .  άσκηση 1 2 ) ,  ε χ ο μ ε  δ τ ε

,- 1 vV+1a  (1+ ——)ν + 1 _ ν+1
α " / , , 1Λνν (1+ —) ν

1+ ν+1

1 +  -  ν

ν+1

( ΐ + τ ) = (1- (ν+1) 2)Vtl(1+ τ '  >

> ( 1 - ( ν + 1 ) ---- ί - Τ ) · ( 1 + ^ ) = 1
(ν + 1 )

δηλαδη  a  , -  > α  γ ε ά  κάθε  ν  61ί . 
ν+1 ν

’Ε π ε σ η ς ,  θ εω ρ ούμε  ττίν ά κ ο λ ο υ θ ε α  8 = ( 1 + —·)ν + ^ κα ε  π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  

δ τ ε  ε ζ ν α ε  γ ν η σ ε ω ς  φ θ ε ν ο υ σ α ,  δ ε ο τ ε

6 (1+ ί ) ν+1V V
6v+i ( i + ^ ) v+2

ν+1

1+ 2 0 ν  +2ν J
v + i  > ( 1  + ( ν + 1 ) · -

ν +2ν
) . ^ ί |  >ν+2

> ( 1+
ν+1

ν 2+2ν+1
)· ν+1

ν+2 = 1

δηλαδή  β > β  ■ γ ιΑ  κ ά θ ε  ν  €11. Ά λ λ α  άπο τά  παραπάνω έ χ ο μ ε  
ν  ν+1

2 = α < α  < β  < β,  = 4  γ υ ά  κ ά θ ε  ν  €]Ν 
1 =  ν  ν =  1

κ ι  έπο μ εν ω ε  ή ά κ ο λ ο υ θ ε α  α ^ ,  υ 6 1  εΖναι, α υ ξ ο υ σ α  καε  φ ρ α γ μ έ ν η .  Ά ρ α ,  

ά π ’τά  θεώρημα 1 . 8 . 1 ,  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  i tpds  έ ν α  πραγματυκο '  ά ρ υθμ ό  π ο ί  σ υ μ β ο ­

λ ί ζ ε τ α ι .  μ έ  e .  Α κ ό μ η ,  l i m  β^ = l i m  α ^  · (1+  —) = e .  1 = e  κ α ί  έ τ σ ι , ,  ά π ’ τ η ν  

παραπάνω π αρ ατήρ ηση  1 . 8 . 1 ,  έ χ ο μ ε

2 = a  < a  < l i m  a  = e  = l i m  β < β < β = ^  . Α1 =  ν V V V 1
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Μπορεί ν ’άποδεεχτή δτε 6 άρεθμάς e ε£ναε άρρητος (βλ. άσκηση ij) 
καί δτε μεά προσεγγεστεκή τεμή του είναε ή 2,718281.

Β . ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΕΩΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

Είνοε εύκολο νά δούμε δτε ή ακολουθία av = ( - l ) V+ ~· , ν 6Β δίν
συγκλίνει.. "Ομως, παρατηρούμε δτε, σέ κάθε περεοχή των άρεθμων -1 καί
1 υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ε ρ ο ε  δ ρ ο ε  τ η ς  κ α ί  δ τ ε  ά κάμη  οι, ύ π α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  τ η ς

= “ 1+ « — -  5 V e u  κ α ί  = 1+ ^  ,  ν  8 H  έ χ ο υ ν  ά ν τ ύ σ τ ο υ χ α  δρυα  τ ο ύ ς
%  ν ν

ά ρ υ θ ρ ο ύ ς  -J.  χ α ύ  1. Δηλαδή  σ τ ύ ς  π ε ρ υ ο χ έ ς  των άρυθμών  α υ τ ώ ν  σ υ σ σ ω ρ ε ύ ο ν τ α ι  

α κ ε υ ρ ο υ  δ ρ ο υ  τ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ^ ,  ν  €W.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 8 , 1 .  Τ ό  σ η μ ε ί ο  ί, ό ν ο μ ά ζ ε τ α α  " σ η μ ε ί ο  σ υ σ σ ω ρ ε ύ σ ε ω ς "  )•ι
μ ε ά ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  a  ,  v G N ,  ά ν  ύ π ά ρ χ η  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  α ,  ν  GW τ ή ς

V
a  ,  ν Ρ Η  τ έ τ ο  ε α  ώ σ τ ε  l i r a  a, = £ .V ΚV

Σ χ ε τ ε κ ά  μ ε  τ ή ν  ύ π α ρ ξ η  σ η μ ε ί ω ν  συσ σ ω ρ εύσ εω ς  μ ε α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς ,  α π ο ­

δ ε ί χ ν ο μ ε  πα ρ α κ ά τω  ε ν α  β α σ ε κ ό  θ ε ώ ρ η μ α .  Γ ε ά  μ ε ά  ά λ λ η  πεο  α υ σ τ η ρ ή  α π ο δ ε ε -  

ξη  ( δ π ο υ  χ ρ η σ ε μ ο π ο ε ε ί τ α ε  τ ά  ’ Α ξ ίωμα  τ ή ς  έ π ε λ ο γ ή ς ) ,  δ α ν α γ ν ώ σ τ η ς  μ π ο ρ ε ί  

ν ά  ά ν α τ ρ έ ξ η  σ τ ά  β ε β λ ε ο  Β.  ΣΤΑΪΚΟΥ: Μαθήματα Μ αθηματεκής  ’ Α ν α λύ σ εω ς ,  Μέ- |

ρ ο ς  I I .  j

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 8 . 2 .  ( B o l z a n o  -  W e i e r s t r a s s ) . Κ ά θ ε  φ ρ α γ μ έ ν η  ά κ ο λ ο υ -  |

θ ί α  π ρ α γ μ α τ ε κ ώ ν  ά ρ ε θ μ ω ν  £ χ ε ε  τ ο υ λ ά χ ε σ τ ο ν  £ ν α  σ η μ ε ί ο  σ υ σ σ ω -  

ρ ε ύ σ ε ω ς .

Ά π ό δ ε ε ξ η .  Θά ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  δ τ ε  ά ν  α ^ ,  ν  6 Ι ί  ε ί ν α ε  μ ε ά  φ ρ α γ μ έ ν η  α κ ο ­

λ ο υ θ ί α  τ ά τ ε  ύ π ά ρ χ ε ε  μ ε ά  σ υ γ κ λ ί ν ο υ σ α  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς .

’ Αφού ή α ^ ,  ν  GW ε ί ν α ε  φ ρ α γ μ ε 'ν η ,  υ π ά ρ χ ο υ ν  π ρ α γ μ α τ ε κ ο ί  ά ρ ε θ μ ο ί  j

m ,  Μ τ ε ' τ ο ε ο ε  ώ σ τ ε  τη < α <Μ γ ε ά  κ ά θ ε  ν  GW. Χ ω ρ ίζ ο μ ε  το' δ ε ά σ τ η μ α
=  ν  =  ]

[m,M ] σ τ ά  δυο κ α ί  το 'τ ε  στο' ε ν α  τ ο υ λ ά χ ε σ τ ο ν  ά π ’α ύ τ ά  υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ε ρ ο ε  j

δ ρ ο ε  τ η ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α , ν  GW. ’Ο νομά ζομ ε  αύτο '  [m j Mj ] ,  δ π ο υ  προφανώς 

Μ -m κ α ί  τ ο  χ ω ρ ί ζ ο μ ε  σ τ ά  δ ύ ο ,  ε τ σ ε  ώ σ τε  πάλε  στο' ε ν α  τ ο υ λ ά χ ε ­

σ τ ο ν  ά π ’α ύ τ ά  υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ε ρ ο ε  δ ρ ο ε  τ ή ς  α ^ ,  ν  6W. Το' ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  C m ^ jM ^ »

δ π ο υ ,  π ά λ ε ,  Μ -m = — !■ κ ε  ε τ σ ε  π ρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο μ ε  δύο  ά κ ο λ ο υ -  
2 2 21

V
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M-m
θι1ες m , v 6 H ,  M , v GIN π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  μέ  M^-m^ = — — γ ε ά  κ ά θε

ν €1Ν καιΐ τ έ τ ο ι ε ς  ώστε η m ν ά  ε ί ν α ι  α ΰ ξ ο υ ο α  καε φ ρ α γ μ έ ν η  (άφ ου  m <Μ
ν ν

γ ε ά  κάθε  ν  61 ί )  αρα  καε σ υ γ χ λ έ ν ο υ σ α  (θ εώ ρημα  1 . 8 . 1 )  Mail η Μ^, ν  

φθιΐνουσα καε  φ ρ α γ μ έ ν η  (άφοΟ τγ < γ ε ά  κάθε  ν  61 ί)  αρα Mat σ υ γ χ λ έ ν ο υ σ α

wAv ft = l i m  τη , τ ό τ ε  έ χ ο μ ε  l im(M  -m ) = 0 καιΐ  έ τ σ ε

(1.8 .1 )

ν ν
l i m  Μ = l i m [ ( M  -m ) +m ]  = l i m  m = i  

v v v v

Τώρα ά π * τ ό  δ ι ά σ τ η μ α  [ id ,Μ ]  π α ί ρ ν ο μ ε  έ ν α ν  δρο  α τ η ς  a  , ν
1  1  V

m

HaC άφοΟ το  δ ι ά σ τ η μ α  Lro2 ,M2 ]  ε χ ε υ  α π ε ί ρ ο υ ς  ο ρ ο ύ ς  τ η ς ,  μποροΟμε  ν ά  β ρ ο ύ ­

με  δ ε ό κ τ η  k„ με  k > k  καο m < α ,  <.Μ . "Ετσι.  πρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  χ α τ α σ κ ε υ ά -
2 2 1 2 2

ζ ε τ α ε  μ εά  α κ ο λ ο υ θ ί α  α^ , ν  6 U  ποό  ε ί ν α ι  ύ π α κ ο λ ο υ θ έ α  α?ίς α ^ ,  ν  GB
ν

( δ η λ α δή  (V ν  β ΐ ί )  k  < k  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  m < α <Μ γ ε ά  κά θε  v G l $ . wA-
ν ν+1  9 ' » =  ν  β  "ν =  k

ρ α ,  ά π ’ τή  σ χέσ η  ( 1 . 8 . 1 )  κ α ί  τ ή ν  πρ ό τα σ η  1 . 7 . 5 ,  έ χ ο μ ε  Ι ί ι η α ^  = ft κ α ί
ν

έ τ σ ε  τ ό  σ η μ εεο  ft ε ί ν α ε  σ η μ ε ε ο  συσσ ω ρεόσεω ς  τ η ς  ά κ ο λ ο υ θ ε α ς  α ^ ,  ν  G E .  A

Γ. ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ TOY CAUCHY

wEva ά π ’ τά  β α σ εχ ώ τερ α  κ ρ ι τ ή ρ ι α  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  ά κ ο λ ο υ θ ε ώ ν  ε ί ν α ε  α υ τ ό  

ποό α κ ο λ ο υ θ ε ί .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 8 . 3 .  ‘ Ικ α νή  καε Α να γκ α ία  συνθήκη γεά  νά  σ υ γ κ λ ί -

νη ή α κ ο λο υ θ ία  a  ,  ν  € Ε  πρός ένα  πεπερασμένο ά ρεθμό, ε ίν α εν
(V ε  > 0 ) ( 3  n  6 ! i ) ( V  ν,μ  τοΟ Ν )  ν  > η  καε  μ > η =>  J a  - a  I < ε

' ν  μ 1

Π ρ ι ν  ά π ο δ ε ε χ τ η  τ ό  θεώρημα  α υ τ ό ,  a s  σπμεεω θ η  δ τ ε  μ ε α  ά χ ο λ ο υ θ ε α  α ^ ,  

ν £ Ι $  γ ε ά  τ η ν  ο π ο ί α  ι σ χ ύ ε ι  ή παραπάνω σ υ ν θ ή κ η ,  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  Μβ α σ ικ ή ” 

ά χ ο λ ο υ θ ε α ,  η ά χ ο λ ο υ θ ε α  "το υ  C a u c h y " .  Τό κ ρ ι τ ή ρ ι ο ,  λ ο ε π ό ν ,  τοΟ 

Cauchy  δ ι α τ υ π ώ ν ε τ α ι  κ α ε  έ τ σ ε :  Μεά Α κ ο λο υ θ ία  πραγματικώ ν Αριθμώ ν 

ε ίν α ε  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α , τ ό τ ε  κ α ί μόνο τ ό τ ε ,  α ν ε ίν α ι  β α σ ικ ή .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Τ ό  α ν α γ κ α ί ο .  ”Αν ft ε ί ν α ι  τ ό  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  ό ­

ρ ι ο  τ ή ς  ά κ ο λ ο υ θ ε α ς  α ^ ,  ν  6 Ε ,  τ ό τ ε  π ρ έ π ε ι

(V ε > 0 ) U  n e u ) ( V  ν  e u )  ν  > η => | ο  , - £ |  < §ν 2
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Μ πορ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ ή  δ τ ι  ό ά ρ ι θ μ ά ς  e  ε ί ν α ι  ά ρ ρ η τ ο ς  ( β λ .  άσκηση δ )  

κ α ί  ο τ  ι  μ ι ά  π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ή  τ ι μ ή  τ ο υ  ε ί ν α ι  ή 2 , 7 1 8 2 8 1 .

Β. ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΕΩΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

Ε ί ν α ι  ε ύ κ ο λ ο  ν α  δ ο ϋ μ ε  δ τ ι  η α κ ο λ ο υ θ ί α  a  s ( - 1 )  + — , ν  € ΐ ί  δ έ ν

σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  "Ομως,  π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  δ τ ι ,  σ έ  κοίθε π ε ρ ι ο χ ή  τών α ρ ιθ μ ώ ν  - 1  κ α ί

1 ύ π α ρ χ ο υ ν  ά π ε ι ρ ο ι  δ ρ ο ι  τ η ς  κ α ί  ο τ ι  ά κ άμη  ο ί  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  τ η ς

a. = - 1 +  7γ- ^ γ 5 ν  G1N κ α ί  α Λ = I f  —  , ν  β »  έ χ ο υ ν  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ό ρ ι α  τ ο ύ ς  
κ 2 ν - 1  λ 2ν 9V V

α ρ ι θ μ ο ύ ς  - 1  κ α ί  1 .  Δηλαδή σ τ ί ς  π ε ρ ι ο χ έ ς  των α ρ ι θ μ ώ ν  α ύτώ ν  συσσωρεύοντα ι ,
I

ά π ε ι ρ ο ι  δ ρ ο ι  τ η ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ^ ,  ν  e u .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .8 .1 . Τό σ η μ ε ίο  I  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " σ η μ ε ίο  σ υσ σω ρεύσ εω ς"
μ ϋ α ς  α κ ο λ ο υ θ ία ς  a  , ν  €!Ν, ά ν  ύ π ά ρ χη  ύ π α κ ο λ ο υ θ ία  a  ,  ν  6 Ν  τ η ς

^ ν
a  , v.GW τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  l i m a .  ζ Ζ ·

V 9 κ V
Σ χ ε τ ι κ ά  μ έ  τ η ν  ύ π α ρ ξη  σ η μ ε ί ω ν  σ υσσ ω ρεύσεω ς  μ ι α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς ,  α π ο ­

δ ε ί χ ν ο μ ε  παραπατώ  έ ν α  β α σ ι κ ό  θ ε ώ ρ η μ α .  Γ ι α  μ ι α  ά λ λ η  π ι ά  α ύ σ τ η ρ η  α π ό δ ε ι ­

ξη ( δ π ο υ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι  τ ο  ’Α ξ ίωμα  τ η ς  ε π ι λ ο γ ή ς ) ,  ό α ν α γ ν ώ σ τ η ς  μ π ο ρ ε ί  

νά  ά ν α τ ρ έ ξ η  σ το  β ι β λ ί ο  Β. ΣΤΑΪΚΟΥ: Μαθήματα Μ α θ η μ α τ ικ ή ς  Ά ν α λ ύ σ ε ω ς ,  Μέ­

ρ ο ς  I I .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .8 .2 . ( B o l z a n o  -  W e i e r s t r a s s ) . Κάθε φ ρ α γμ ένη  Α κολου­
θ ί α  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  έ χ ε ι  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  έ ν α  σ η μ ε ίο  συσσω­

ρ ε ύ σ ε ω ς .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Θά ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  δ τ ι  α ν  α ^ ,  ν  β Κ  ε ί ν α ι  μ ι ά  φ ρ α γμένη  α κ ο ­

λ ο υ θ ί α  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  μ ι ά  σ υ γ κ λ ί ν ο υ σ α  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς .

’ Αφού η α ^ ,  ν  ΘΕ ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η ,  ύ π ά ρ χ ο υ ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ί  α ρ ι θ μ ο ί  

m, Μ τ έ τ ο ι ο ι  ώ σ τ ε  τ η ^ α  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 Ε .  Χ ω ρ ίζομ ε  το  δ ι ά σ τ η μ α

[m,M] σ τ ά  δυο κ α ί  τ ά τ ε  σ το  έ ν α  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  ά π ’α ύ τ ά  ύ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ι ρ ο ι  

δ ρ ο ι  τ η ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ^ ,  ν  Θ Ε .  ’Ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  α υ τ ά  [m^,M ] ,  δ π ο υ  προφανώς  

M - m  κ α ί  το  χ ω ρ ί ζ ο μ ε  σ τ ά  δ ύ ο ,  έ τ σ ι  ώστε π ά λ ι  σ το  έ ν α  τ ο υ λ ά χ ι ­

σ τ ο ν  ά π ' α ύ τ ά  ύ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ι ρ ο ι  δ ρ ο ι  τ ή ς  α^%9 ν 6 Ε .  Το ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  [m ,M g] ,
M-m

δ π ο υ ,  π ά λ ι ,  M -m =— ττ  κ ι  έ τ σ ι  π ρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο μ ε  δύο ά κ ο λ ο υ -
2 2 2

&

X
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θ έ ε ς  m^,  v G U ,  Μ^, ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  μ έ  M^-m^ = — Ύ^α κάθε

ν  G1J κ α ί  τ έ τ ο ι ε ς  ώστε  ή πι να  ε ί ν α ι  α ΰ ξ ο υ σ α  κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν η  (άφοΟ m <Μν ν
*νεά κά θε  v G U )  αρα κ α ι  σ υ γ κ λ ι ν ο υ σ α  (θ εώ ρ η μα  1 . 8 . 1 )  κ α ί  η Μ^, ν  GH

φθονούσα κ α ί  φ ρ α γ μ έ ν η  (άφοΟ ττ < γ ι ά  κά θε  ν  Θ3Ν) αρα κ α ι  σ υ γ κ λ έ ν ο υ σ α .

*Αυ ί  = l i m  τη ,  τ ό τ ε  έ χ ο μ ε  l im (M  -τη ) = 0 κ α ί  έ τ σ ι  ν ’ Λ ν ν
( 1 . 8 . 1 ) l i m  Μ = 1χτη[ (Μ -τη ) + τη ]  = l i m  m ~ Ζ ν ν ν ν

Τώρα ά π ' τ ο  δ ι ά σ τ η μ α  [τη ,Μ ]  π α ί ρ ν ο μ ε  έ ν α ν  δρο  α τ η ς  a  ,  ν  G1J,1 1 ν
κ α ί  άφοΰ το  δ ι ά σ τ η μ α  [τη^,Μ^] έ χ ε ι  ά π ε ι ρ ο υ ς  ο ρ ο ύ ς  τ η ς ,  μποροΟμε ν ά  Βρού­

με  δ ε ί κ τ η  k -  μ έ  k  > k  κ α ί  m < α .  <.Μ . " Ε τ σ ι  πρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  κ α τ α σ κ ε υ ά - ̂ < 1  2 2
ζ ε τ α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  a  , ν  GU που ε ί ν α ι  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  τ η ς  a  , ν  GWΚ νV
( δ η λ α δή  (V ν  G i t )  k  < k  „ ) ,  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  m < α Ί <Μ γ ι ά  κ ά θ ε  ν  G3N. "Α­

ν  ν+1 ν  =  k  — νν
ρ α 5 ά π ' τ ή  σ χ έ σ η  ( 1 . 8 . 1 )  κ α ί  τ η ν  πρ άταση  1 . 7 . 5 ,  έ χ ο μ ε  l i m a ^  = £ κ α ί

ν
έ τ σ ι  το  σ η μ εεο  Ζ ε ί ν α ι  σ η μ ε ί ο  σ υ σ σ ω ρ ε ίσ ε ω ς  τ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ^ ,  ν  ΘΚ. A 

Γ.  ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ TOY CAUCHY

"Ενα ά π ’ τά  β α σεκώ τερα  κ ρ ε τ ή ρ ε α  σ υ γ κ λ ε σ ε ω ς  α κ ο λ ο υ θ ι ώ ν  ε ί ν α ι  α ύ τ ά  

που α κ ο λ ο υ θ ε ί .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 8 . 3 .  * Ικ α ν ή  κ α ί  ά ν α γ κ α ία  σ υ νθή κ η  γ ι ά  ν ά  σ υ γ κ λ ί -  
νη  ή α κ ο λ ο υ θ ία  α ^ ,  ν 6 Ι  π ρ ό ς  έ ν α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό ,  ε ί ν α ι

(V ε  > 0 ) ( 3  n  610 (V ν , μ  τ ο υ  Ν) ν  > η  κ α ί  μ > η =>  | α  - a  I < ε
' ν  μ 1

Π ρ ιν  ά π ο δ ε ε χ τ ή  τ ά  θεώρημα α ύ τ ο ,  α ς  σ ημεεω θή  δ τ ε  μ ε ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  

ν  GU γ ι ά  τ η ν  ο π ο ί α  ι σ χ ί ε ε  ή παραπάνω σ υ ν θ ή κ η ,  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "βασική" 
α κ ο λ ο υ θ ί α ,  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  "τοΟ C a u c h y " . Το κ ρ ι τ ή ρ ι ο ,  λ ο ι π ο ν ,  τ ο υ  

Cauchy  δ ι α τ υ π ώ ν ε τ α ι  κ α ί  έ τ σ ι :  Μ ι ά  Ακολουθία πραγματικών Αριθμών 
ε ί ν α ι  συγκλ ίνουσ α ,  τ ό τ ε  κ α ί  μόνο τ ό τ ε ,  άν ε ί ν α ι  βασική .

'Α π ό δ ε ιξ η .  Τ ο  α ν α γ κ α ί ο .  "Αν Ζ ε ί ν α ι  το  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  δ -  

ρ ι ο  τ ή ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  α ^ ,  ν  6 U ,  τ ά τ ε  π ρ έ π ε ι

(V ε  > 0 ) ( £  n  e K ) ( V  ν  Θ » )  ν  > η  - >  Ια -ί-Ι < · |
* ν  1 2
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"Αρα γμ<£ δείκτες μ >η καί ν> η  εχομε

Ιαμ - ΑΙ < |  |αν - £ | < |

κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς  | « μ “ οιν ΐ £ ΐ α μ “ ^ Ι + Ια ν " ^ Ι < ^· + | ' : : ε · Δηλαδή

(V ε > 0 )  ( 3  η S E )  (V μ , ν  τοΟ U )  μ > η  κ α ί  ν  > η  = >  Ια - α  | < ε .
1 μ ν 1

Τ <5 ι κ α ν ό .  ' Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  δ τ ο  ή παραπάνω σ υν θ ή κ η  8 α σ μ κ ο τ η τ α ς  

ι σ χ ύ ε ι , ,  γ υ ά  τ ί  ε = 1 > 0  υ π ά ρ χ ε ι ,  η  6 U  τ έ τ ο ι , ο ς  ώ σ τε  | a v “ a n + i | <1 δ τ α ν

ν > η .  "Αρα, το'τε, Ι%1 < 1% “ αη+ιΙ +Ι«η+1Ι <1+Ι“η+11 *<*ί ετσυ|αυ|<θ=
= m a x { j a J ,  Ι α Λ| » · . · | α  L 1+!α „ | \ γ υ ά κ ά θ ε  ν 6 Β .  * Η α κ ο λ ο υ θ ί α ΐ  α  

1 1 2 1 η+11 1 η + 1 1 J ν
ν  6 »  ε £ ν α υ ,  έ π ο μ έ ν ω ς ,  φ ρ α γ μ έ ν η  κ α C ά π ’ τ ο  θ εώ ρ η μα  B o l z a n o - W e i e r s t r a s s

1 . 8 . 2 ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ υ  έ χ ε ι ,  μυά  ύ π α κ ο λ ο υ θ υ α  α ^  , ν  6 H  πού  σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,
ν

π ρ ο ς  έ ν α  JL6IR. ΘεωροΟμε έν α  ε > 0 ,  όπο 'τε  υ π ά ρ χ ε ι ,  η  G3N τ έ τ ο ι ο ς  ώστε

lak ”^Ι <1> Ϋ0® κ<*®£ ν > η *ν
*Ακόμη άφοΟ η α ^ ,  v f i H  ε ί ν α ι ,  (3ασυκη, ύ π ά ρ χ ε υ  n GU τ έ τ ο ο ο ς  ώστε

γ υ ά  κ ά θ ε  μ > η  κ α ί  ν > η  /
t

’ Ε π ευ ό η  ε ί ν α ι ,  φ υ σ ο κ ό ς  ά ρ ι , θ μ ό ς ,  ί σ χ ύ ε ι ,  k ^ ^ l ,  έ τσ ι ,  k ^ >2  κ α ί

έ π α γ ω γ υ κ ά  k ^ ^ v  γ ι ,ά  κ ά θ ε  ν  Θ Ε .  ”Αρα γ ι ,ά  ν > η  ί σ χ ύ ε υ  κ α ί  k > η  

κ α ί  έ τ σ υ

I I ν  ε  Ο  ν  Λ  ,  ν  A

α ~<*ι < — ό τ α ν  μ > η  και,  ν  > η
μ k 1 2ν

"Αν,  ε π ο μ έ ν ω ς ,  v0 > m a x { n , n } ,  θά  έχ ω με

| α  - ϋ \  < Ια - α , ,  | + | a t  - I  \ < Ί  + | ·  = ε  γ υ ά  κ ά θ ε  μ > η
V ' = 1 μ k v ΚνΛ 2 20 0

Ε τ σ ι , , λ ο ι , π ο ν ,

(V ε  > 0 ) ( 3  n 6 U ) ( V  μ βΜ ) μ > η  =>  |α  -Α| < ε

δ η λ α δ ή  l i m a  4
ν

Π αρατήρηση 1 . 8 . 2

*Η σ υ ν θ ή κ η  β α σ ε κ ό τ η τ α ς ,  πού  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι ,  σ τ ό  θεώ ρημα 1 . 8 . 3 ,  ε ί ν α ι ,  

ί σ ο δ ύ ν α μ η  κ α ί  μ έ  α ύ τ έ ς  πού  α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν :

(V ε  > 0 ) ( 3  η Θ3Ν)(ν ν  6 1 0  ν  > η  | α ^  - α  | < ε1.
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2 .  (Η θ > 0 ) ( ν  ε > 0 ) ( ϊ  η GM)(V μ , ν  τ ο υ  1 ϊ)μ  > η , ν  > η =>  Ια - α  | < θ ε
1 μ ν '

3 .  ( 3  θ  > 0 ) ( V  ε > 0 ) ( 2  η e U ) ( V  ν  GW) υ > η  =>  Ια - α  ί < θ( .
1 ν η 1

1 . 9  ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Στην  παράγραφο 1 . 6  έ χ ε ι  δοθ ή  ή έ ν ν ο ι α  τ η ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  γ ι ά  μ ι α  α ­

πλή κ α τ η γ ο ρ ί α  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ,  δ η λ α δ ή  γ ι ά  τ ι ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς .  Ε ί ν α ι ,  ε π ο μ έ ν ω ς ,  

φ υ σ ι κ ό  ν ά  γ υ ν ή  π ρ ο σ π ά θ ε ι α  γ ι ά  τ η ν  ε π έ κ τ α σ η  τ η ς  έ ν ν ο ι α ς  α ύ τ ή ς  γ ε ν ι κ ά  σ ’ 

δ λ ε ς  τ ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .  Γ ι ά  τ ο ν  σκοπό  αύτ<5 θ ά  χ ρ ή σ ι μ ο κ ο ι η θ ή  ή σ ύ γ κ λ ι σ η  

α κ ο λ ο υ θ ι ώ ν  π ρ ο ς  ε ν α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η κ α τ ’ ε κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ί ο .  Ας ξ ε κ ι ν ή σ ω μ ε  

δμως πρώτα μ ε  τ ή ν  έ ν ν ο ι α  τ ο ϋ  σ η μ ε ί ο υ  συσ σ ω ρ εύσ εω ς  έ ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .9 .1 . “Ενα σ η μ ε ίο  ξ ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " σ η μ ε ίο  σ υ σ σ ω ρ εύ - 
σ εω ς" έ ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  A Q R , α ν  ύπ ά ρ χη  α κ ο λ ο υ θ ία  α^, ν 6JN μ έ  ό ­
ρ ο υ ς  σ τό  σ ύ νο λ ο  A -  { ξ } τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  1 ι π ι α ^  = ξ .  Τό ξ ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  
"άτχό α ρ ισ τ ε ρ ά  σ η μ ε ίο  σ υσ σ ω ρεύσ εω ς" τ ο υ  Α ά ν  τ ο ύ τ ο  ε ί ν α ι  σ η ­
μ ε ί ο  συσσω ρεύσεω ς τοΟ Α Π ( - ® , ξ ]  κ α ί  "Από δ ε ^ ι ά  σ η μ ε ίο  σ υσ ­
σ ω ρ εύ σ εω ς11 τ ο υ  Α ά ν  τ ο ύ τ ο  ε ί ν α ι  σ η μ ε ίο  σ υσ σ ω ρεύσ εω ς τοΟ 
Α Π [ ξ , + ° ° ) . “Ενα σ η μ ε ίο  ξ £ Α  π ο ύ  δ ε ν  ε ί ν α ι  σ η μ ε ίο  συσ σ ω ρεύσ εω ς 
τ ο υ  Α λ έ γ ε τ α ι  "’μ εμ ο νω μ ένο  σ η μ ε ίο 1' τ ο υ  Α.

“Ε τ σ ι  κ ά θ ε  σ η μ ε ί ο  των δ ι α σ τ η μ ά τ ω ν  ( α , β ) ,  [ α , β ) ,  ( α , β ]  κ α ί  [ α , β ] ,  

οπού α , β  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ί  α ρ ι θ μ ο ί ,  ε ί ν α ι  σ η μ ε ί ο  συσσ ω ρεύσεω ς  α ύ τ ώ ν ,  

ακόμη κ α ί  τ ά  σ η μ ε ί α  α κ α ί  β ( δ ι ό τ ι  τ ά  σ η μ ε ί α  α κ α ί  β ε ί ν α ι  τ ά  α ν τ ί σ τ ο ι ­

χα δ ρ ι α  των α κ ο λ ο υ θ ι ώ ν

α =<χ +-SI2. ,  ν β ΐ ί  κ α ί  β = β - —  , υ β ί ΐ ) .  
ν  ν + 3  ν  ν  + 1

’Ε π ί σ η ς  σ η μ ε ί α  συσσωρεύσεως των ( - ° % β ) ,  ( - ° ° , β ] ,  (α ,+ °° )  κ α ί  [α ,+ ° ° )  ε ί ν α ι  

τά  άκρα  τ ο υ ς  μ α ζ ί  μ έ  δ λ α  τά  σ η μ ε ί α  τ ο υ ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .9 .2 . Θ εωρούμε μ ιά  σ υ νά ρ τη σ η  f  κ α ί  έ ν α  σ η μ ε ίο  
συσσω ρεύσεω ς ε  τ ο ϋ  σ υ ν ό λ ο υ  λ ( ί ) .  Θά λ έ μ ε  ό τ ι  "ή  σ υ νά ρ τη σ η  f  
σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  έ ν α  σ η μ ε ίο  Ζ  (τιετιερασμένο  ή ±°°) σ τ ό  σ η μ ε ίο  
ε " ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  ά κ ο λ ο υ θ ια  α^, ν 611 μ έ  ό ρ ο υ ς  σ τό  σ ύ ν ο λ ο  Λ ( ί) -{ ξ }  
κ α ί  iin. α = Γ, ίσ χ ύ η  J im f(a  ) =£. 'V V

α υ τ ή  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  θ ά  γράφωμε l i r a  f  =£
ξ
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χαύ το σημείο % θά ονομάζεται "τό δ ρ ιο  xf|c συναρτήσεως f  ο τό 
σημεΓο ξ". Άχομη θά γράφωμε

l i m  f  ( χ )  = Α

xat θ ά  δ ι α β ά ζ ω μ ε  "τό σ η μ είο  Α ε ί ν α ι  τό δ ρ ιο  xfic συναρτήσεως 
f  δταν χ  τ ε ίν η  πρός τό ξ " ,  ή "τό δ ρ ιο  τής συναρτήσεως f  

στό ση μ είο  ξ ε ίν α ι  τό σημεϋο Α".

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 . 9 . 1
ΘεωροΟμε χά συνάρτηση f (x)  =-ĵ j- , χ 6 Β , χ ί Ο .  ’Επειδή τή σημείο

0 είναι σημείο συσσωρεύσεων τού {χ  χ f  0} μπορούμε νά έξετάσωμε
τή σύγκλιση τής συναρτήσεων f  στά σημείο αύτο.

"Ας ε ί ν α ι  a  , ν  6W μ ι ά  μ η δ ε ν ι κ ή  α κ ο λ ο υ θ ί α  τ έ τ ο ι α  ώστε  a  ^0 ν ν
γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6Μ .  Τ ό τ ε  κ α ί  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  | α  | ,  ν  63Ν, που  ε χ ε ι  ο ρ ο ύ ς  θ ε τ ι ­

κ ο ύ ς ,  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ο ς  το  0 κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς ,  ά π ’ τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό  1 . 7 . 1 ,  η α κ ο λ ο υ ­

θ ί α  Τ ~ Τ  s ν  ^  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  τ ό  +00, δ η λ α δ ή

1«αν
limf(a ) =limν ια + ° °  9

ήτοι lim f = -Η».η

P ud  κ ά θ ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  κ α ί  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  A to O  π ε δ ί ο υ  ο ρ ι σ μ ο ύ  τ η ς  *iS(f) 

ο ρ ί ζ ο μ ε  τ ο ν  " π ε ρ ιο ρ ισ μ ό  x f j £  σ υ ν α ρ τή σ εω ς  f  σ τό  Α " ,  υά  ε ί ν α ι  

μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  g  πού  δ ί ν ε τ α ι  ά π ’ τ ό ν  τ ύ π ο

g ( x ) = f ( x ) ,  χΘΑ

κ α ί  σ υ ν ή θ ω ς  σ υ μ β ο λ ί ζ ε τ α ι  μό f |Α .  * Ε τ σ ι ,  ό π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε -  

ω ς  τοΟ π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  1 . 9 . 1  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  ( 0 ,+ ° ° )  ε ί ν α ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  g  μ€

g ( x )  = -  , χ 6 ( 0 , + ° ° ) .X

Θεωρούμε τώρα ε ν α  σ η μ ε ί ο  σ υσ σ ω ρεύσεω ν  ζ  τ ο ύ  π ε δ ί ο υ  ο ρ ι σ μ ο ύ  .8 (f)  

μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  f .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .9 .3 . Θά λ έ μ ε  δ τ ι  "ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  
έ ν α  σ η μ ε ίο  Α (π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η ±°°) σ τ ό  σ η μ εϋ ο  ξ ά πό  δ ε ξ ι ά " ,ά ν  
δ  π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  τ η ς  f  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  ( ξ ,+ ° ° )  Ο < 8 ( f ) σ υ γ κ λ ίν η  π ρ ό ς
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τό  £ σ τό  σ η μ εϋ ο  ξ .
Στην  π ε ρ ί π τ ω σ η  α ύ τ η  γ ρ ά φ ο μ ε

l i m  f ( χ )  = ί  
χ-»·ξ+0

η ,  σ υ ν τ ο μ ώ τ ερ α

l i m  f  = SL , 
ξ+0

θά ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  το' SL " τ ό  δ ε ξ ι ά  δ ρ ι ο  τ ή ς  σ υ ν α ρ τή σ εω ς  f  σ τ ό  σ η μ εϋ ο  ξ "  

κ α ί  θά τά  π α ρ ισ τ ά ν ω μ ε  μ έ  ί ( ξ + 0 ) ,  ή τ ο ι

SL = ί ( ξ + 0 ) .

’Α ν ά λ ο γ α ,  δ ί ν ε τ α ι  κ α ί  ό ο ρ ι σ μ ό ς  τοΟ α ρ ι σ τ ε ρ ά  ο ρ ί ο υ ’ ή τ ο ι

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 9 . 4 . Θά λ έ μ ε  ό τ ι  "ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  
ε ν α  σ η μ ε ίο  SL (π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  ή ±») σ τ ό  σ η μ εϋ ο  ξ ά πό  ά ρ ισ τ ε ρ ά " ,
&ν δ π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  τ η ς  f  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  (-°°,ξ) Π <is(f) σ υ γ κ λ ιν η  
π ρ ό ς  τό  £ σ τ ό  σ η μ ε ίο  ξ .

Κι έδώ θά γράφωμε

lim  f (χ) = £ 
χ^ξ-0

η ,  σ υ ν τ ο μ ώ τ ε ρ α ,

l i m  f  = £  , 
ζ - 0

θά  όνομάζω με  τ ο  £ " τ ό  α ρ ισ τ ε ρ ά  ό ρ ιο  τ ή ς  σ υ ν α ρ τή σ εω ς  f  σ τ ό  σ η ­
μ ε ίο  ξ "  κ α ι  θ ά  το  π α ρ ισ τ ά ν ω μ ε  μ έ  f ( ξ —0 ) ,  ή τ ο ι

£  = f ( ξ - 0 ) .

"Ας σημε ιω θώ  δ τ ι  ά υ  τ ά  σ η μ ε ί ο  ξ ε ί ν α ι  ε ν α  ά π ’ τ ά  κ α τ ’ έ κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ί α

τ ό τ ε  ε χ ο μ ε :  *

l i m f =  f(+«> - 0 )  κ α ί  l i m  f  = f ( -< »  + 0 ) .
+00 —00

Π αρατήρηση 1 .9 .1
’Α π’ τ ο ύ ς  παραπάνω ο ρ ι σ μ ο ύ ς  1 . 9 . 3 ,  1.9.*+ π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  τά  

α κ ό λ ο υ θ α ;

α )  Μιά σ υ ν ά ρ τη σ η  f  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  δυα  σ η μ ε ί ο  £ ( π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η 

±°°) σ τά  σ η μ ε ί ο  ξ από  δ ε ξ ι ά ,  α ν  γ ι ά  κά θε  α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  ν  β ΐ ί  μ έ  ο ρ ο ύ ς
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α τ ό  Λ ( ί )  Mat τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  α > ξ  γ ι  ά  κ ά θ ε  ν  β V κ α ί  l i m a  = ζ .
ν  ν  *

ί σ χ ύ η  l i m f ( a  ) = 1 .ν
Β) Μιά σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ο ς  ε ν α  σ η μ ε ί ο  ί  ( π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η 

±°°) σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ξ α π ό  α ρ ι σ τ ε ρ ά ,  α ν  γ ι ά  κ ά θ ε  α κ ο λ ο υ θ ί α  a y , ν  e u  μέ  

ο ρ ο ύ ς  σ τ ό  J S ( f )  Mat τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  a y < ξ γ ι ά  κ ά θ ε  ν  GU κ α ί  l i m a n s  ξ ,  

ί σ χ ύ η  l i m f ( a y ) = £ .

Ε ί ν α ι  πολύ  ε ύ κ ο λ ο  ν ά  δοΟμε τώρα ό τ ι  α ν  τά  δ ε ξ ι ά  κ α ί  α ρ ι σ τ ε ρ ά  δ -  

p t a  σ το  σ η μ ε ί ο  ξ μ ι α ς  συ να ρ ττ ίσ εω ς  £ υ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ί  τ α υ τ ί ζ ω ν τ α ι ,  τ ό τ ε  κ α ί  

τ ο  o p t o  α ύ τ η ς  σ τ ο  ξ υ π ά ρ χ ε ι  H a t  μ ά λ ι σ τ α  ι σ χ ύ ε ι  |

l i m f  = ί ( ξ - Ο )  = ί ( ξ + 0 ) .
ξ

Φ υ σ ι κ ά ,  δ ε ν  π ρ έ π ε ι  ν ά  π ι σ τ ε ύ ω μ ε  δ τ υ  π ά ν τ ο τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  τ ό  l i m f  σ έ  

κ ά θ ε  σ η μ ε ί ο  συσ σ ω ρ εύσ εω ς  ξ τοΟ λ ( £ ) .  Ε ί ν α ι  δ υ ν α τ ό  νά  μόν  υ π ά ρ χ ο υ ν  

ο ΰ τ ε  n a t  τ ά  " π λ ε υ ρ ι κ ά "  δ ρ ι α ,  δ η λ α δ ή  τ ά  δ ε ξ ι ά  κ α ι  α ρ ι σ τ ε ρ ά ,  σ τ ό  ση­

μ ε ί ο  ξ .  Τό γ ε γ ο ν ό ς  α υ τ ό  έ π ι β ε β α ι ώ ν ε τ α ι  μ έ  τ ό  παρο-κάτω π α ρ ά δ ε ι γ μ α :

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 . 9 . 2
'Η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  D ( x )  τ ο ΰ  D i r i c h l e t  ε ί ν α ι  έ κ ε ί ν η  πού  ο ρ ί ζ ε τ α ι  έ τ σ ι :

1 ,  ά ν  χ  ε ί ν α ι  ρ η τ ό ς
D ( x )  = <

/ Ο  , α ν  χ  ε ί ν α ι  ά ρ ρ η τ ο ς .

Θ’ ά π ο δ ε ι ζ ω μ ε  δ τ ι  σ έ  ό π ο ι ο δ η π ο τ ε  σ η μ ε ί ο  ξ  83R δ ε ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  τ ά  δ ρ ι α

l i m  D κ α ι  l i m  D . 
ξ - 0  ξ+0

Π ραγματίΜ ά: 1 )  ξ ε ί ν α ι  ρ η τ ό ς *  α ν  a y ,  ν  Θ3Μ ε ί ν α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ ­

θ ί α  ρ η τώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  a y < ξ γ ι ά  κ ά θ ε  ν  €1 ί  κ α ι  l i m  a y = ξ ,  

τ ό τ ε  έ χ ο μ ε

l i m  D (a  ) = l i m  1 = 1 ,  ν
ένώ ά ν  ν  Θ »  ε ί ν α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  α ρ ρ ήτω ν  μ έ  $ν  < ζ  γ ι ά  κά θε  ν  6 ϊ ϊ

κ α ί  l i m  By = ξ ( θ ε ω ρ ε ί τ α ι  γ ν ω σ τ ό  ό τ ι  κ ά θ ε  ρ η τ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς  ε ί ν α ι  ό ρ ι ο  α ­

κ ο λ ο υ θ ί α ς  ά ρ ρ η τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν ) ,  τ ό τ ε  έ χ ο μ ε

l i m  D(B ) = l i m  0 = 0 ϊ  1 ν
κ α ί  ε π ο μ έ ν ω ς  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  τό  l i m  D . Ϊ Ιαρόμοια  μ π ο ρ ε ί  ν ’ ά π ο δ ε ι χ τ η  δ τ ι

ξ - 0
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δ έ ν  υ π ά ρ χ ε ι  κ α ι  τ ό  l i m  D.
»# £+0 „

2 )  ξ ε ί ν α ι  ά ρ ρ η τ ο ς ’ ά ν  α ^ ,  ν  β ι ί  r i v a l  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  ρητών  

α ρ ιθ μ ώ ν  μέ  < ξ γ ι α  κ ά θ ε  ν  GN κ α ί  l i m  α ^  = ξ ( α κ ό μ η ,  θ ε ω ρ ε ί τ α ι  

γνω σ τά  δ τ ι  κάθε  ά ρ ρ η τ ο ς  α ρ ι θ μ ό ς  ε ί ν α ι  ό ρ ι ο  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  ρ ητώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  -  

β λ έπ ε  γ ι ά  έ ν α  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  σ τ η ν  άσκηση 6 ) ,  τ ό τ ε  έ χ ο μ ε

l i m  D(a  ) -  l i m  1 = 1  , ν
ενώ άν βν , ν  0 Ε  ε ί ν α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  ά ρ ρ η τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν  μ ε  6y < ξ γ ι ά  

κάθε ν  6U  κ α ί  l i m  β^ = ξ ,  ε χ ο μ ε

l i m  ϋ ( β  ) = l i m  0 = 0 * 1  ν
κ α ί  έ τ σ ι ,  π ά λ ι ,  το  l i m  D δ έ ν  υ π ά ρ χ ε ι .  ’Α νάλογα  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ ή  δ τ ι

,ε-ο
κ α ί  το  l i m  D δ έ ν  υ π ά ρ χ ε ι .  A 

ξ+0

Σ η μ είω σ η .
' 0  ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 9 . 1  άφορδ  κ α ί  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού τ ό  σ η μ ε ί ο  ξ ε ί ν α ι  

κ α τ ’ έ κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ί ο .  Ε ί δ ι κ ώ τ ε ρ α ,  τ ό τ ε ,  ο ο ρ ι σ μ ό ς  1 . 9 . 2  μ π ο ρ ε ί  ν ά  δ ι α -  

τυπωθη κ α ί  έ τ σ ι :

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .9 .5 . Θ εωρούμε μ ιά  σ υ νά ρ τη σ η  f  τ ΐ ις  ό π ο ία ς  τό  
π ε δ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  & ( f )  έ χ ε ι  σ η μ ε ίο  σ υσ σω ρεύσ εω ς τό  +<» (ή - 00) .
Θά λ έμ ε  ό τ ι  "ή σ υ νά ρ τη σ η  f  σ υ γ κ λ ίν ε ι  π ρ ό ς  δ ν α  σ η μ ε ίο  &  — 
π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  f ]  ±°° — σ τό  σ η μ ε ίο  +<» (fi - 00) " ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  ά κ ο -  
λ ο υ θ ία  α , ν  £ Έ  μ έ  ό ρ ο υ ς  σ τό  σ ύ ν ο λ ο  X ( f )  κ α ί  l im a  = +°° (ή - 00) * 
ίσ χύ η  l im f (a ^ )  = £.

" Ε τ σ ι ,  γ ι ά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  έ χ ο μ ε  δ τ ι

l i m  — = 0 = l i m  “  , l i m  (1  — ) = 1 = 1 im ( I - —) .
χ -V-f-OO χ -*— 00 χ- -̂ -̂00 χ -V-OO

ενώ ,  α ς  σ η μ ε ιω θ η  έδώ ο τ ι  ( β λ .  έ π ό μ ε ν ο  κ ε φ ά λ α ι ο  2 )  ο ΐ  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  δ έ ν  έ χ ο υ ν  δ ρ ι α  σ τ ά  σ η μ ε ί α  +00 , - 00 .

Τ έ λ ο ς ,  άν μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  σ υ γ κ λ ί ν η  στό  σ η μ ε ί ο  ξ π ρ ό ς  ε ν α  ά π ’ τά  κ α τ '  

ε κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ί α ,  θά λ έ μ ε ,  όπως κ α ί  σ τ ι ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς ,  ο τ ι  ε χ ο μ ε  κατ  ε κ δ ο ­

χ ή ν  σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ή ς  f  σ τ ό  ξ .  'Α νά λογα  έ χ ο μ ε  κ α ί  τ ή ν  κ α τ ’ έ κ δ ο χ ή ν  σ ύ γ κ λ ι σ η
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σ τ ά  σ η μ ε ί α  ζ - 0  κ α ί  ξ + 0 .

'Η παρακάτω  πρ ότα σ η  μ π ο ρ ε ί  νά  θεω ρηθη  ώς ε ν α  κ ρ ι τ ή ρ ι ο  μή σ υ γ κ λ ί -  

σ εω ς  μ ι δ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .9 .1 .  "Αν ξ ε ί ν α ι  σ η μ εϋ ο  συσ σω ρεύσ εω ς τοΟ π ε δ ίο υ  
ό ρ ισ μ ο Ο  μ ι& ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  γ ι ά  τ ή ν  ό π ο ι ο ,  τ ό  lim f  δ έ ν  Οπάρ- 
χ ε ι ,  τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ε ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ία  α^, ν β ϊί μ έ  ό ρ ο υ ς  σ τ ό  Λ ( ί ) -  

-{ξ} κ α ί  l im a v = ξ ,  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  ή ά κ ο λ ο υ θ ία  f  (α ^ ), ν βΚ δ έ ν  

σ υ γ κ λ ί ν ε ι .

Α π ό δ ε ι ξ η .  ' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  τ ό  σ υ μ π έρ α σ μ α  τ ή ς  π ρ ο τά σ ε ω ς  &έν ι σ χ ύ ε ι ,  

δ η λ α δ ή  δ τ ι  γ ι ά  κ ά θ ε  τ έ τ ο ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  ν  6W η ά κ ο λ ο υ θ ί α  f ( α ^ ) ,  ν  GU 

σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  ’ Ε π ε ι δ ή  τ ό  l i m  f  δ έ ν  υ π ά ρ χ ε ι ,  μ π ο ρ ο ϋ μ ε  υά βρούμε  δ υό  α κ ο λ ο υ ­

θ ί ε ς  β 9 ν  6W κ α ί  γ  ,  ν  β]Ν μ έ  δ ρ ο υ ς  σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  λ ( ί ) - { ξ }  κ α ί  ν ν

α λ λ ά  τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τε

l i m  β = ξ = l i m  γV |i:MjV

l i m  f  ( β ^ ) i- l i m  f  ( γ ^  ) .

Τ ό τ ε  δμως π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ι  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  /

^ Ι  * γ 1 » β2 ’ Υ2 ’ "  * , β ν  * Yv ’ “ ' *

πού  π α ρ ι σ τ ά ν ε τ α ι  μέ  δ ^ ,  μ 61ί  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  ( β λ .  άσκηση 1 . 1 5 .4 · )

l i m  δ = ξ  κ α ί  6 t  ζ γ ο ά  κά θε  μ 61ί  * μ μ

ένίΰ ή ί ( δ  ) ,  μ 8 Ε  δ έ ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι , ,  αφού οί. ύ π α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  τ η ς  f ( 6 . v  1 ) = 
μ 2Κ-1

= k GU κ α ί  k  GIN σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν  ο έ  δ υ α φ ο ρ ε τ υ κ ά  ο -

p u a .  ΤοΟτο ε ρ χ ε τ α υ  οέ  α ν τ ί θ ε σ η  μ έ  τ η ν  υ π ό θ ε σ η  πού  κ ά ν α μ ε  κ α ί  έ τ σ υ  το  

σ υ μ π έρ α σ μ α  τ η ς  π ρ ο τ ά σ ε ω ς  α λ η θ ε ύ ε ι , .  A

1 . 1 0  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ

Οί πα ρ ακάτω  ί δ ε ά τ η τ ε ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ε ί ν α ι ,  άμεση  σ υ ν έ π ε υ α  

έ κ ε ί ν ω ν  τ η ς  π α ρ α γρά φ ου  1 . 7  πού  α φ ο ρ ο ύ ν  τ ί ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .1 0 .1 . * Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  τ ή ν  ύπα ρξη  τω ν ό ρ ίω ν  l im f



1.10 25

; κ α ί  lim g έ χ ο μ ε  τ ά  ά κ ό λ ο υ θ α :

1) l i m C f ( x ) + g ( x ) ]  := l i m f i x ) + l i m g ( x )
χ+ς χ->ζ

2) l i m C f ( x ) - g i x ) ]  :- l i m f i x ) “ l i m g i x )
χ+ξ χ-*ξ χ+ξ

3) l i m [ f i x ) . g ( x ) ]  := l i m f i x ) . l i m g i x )
χ ^ ς Κ>ξ

4) l i m [ f i x ) : g ( x ) 3  := l i m f i x ) : l i m g i x )
χ+ζ

μέ τή ν  π ρ ο ϋ π ό θεσ η  ό τ ι  ο ί  παραπάνω  π ρ ά ξ ε ι ς  ε ί ν α ι  έ π ι τ ρ ε π τ έ ς .  

'Α π ό δ ε ιξ η .  Ή  πρόταση  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ ή  με  βάση τ η ν  πρ ό τα σ η  

1 . 7 . 7 .  k
“Ενα άμεσο έ π α κ ό λ ο υ θ ο  τ ο ύ  ό ρ ι σ μ ο ϋ  1 . 7 . 1  ί β λ .  κ α ι  άσκηση 2 . ϊ )  ε ί ν α ι  

κ α ι  το' έπ ό μ ενο  συμ πέρ α σ μ α :
Φ

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .1 0 .2 . "Λν ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  f , g  έ χ ο υ ν  κ ο ιν ό  π ε δ ί ο  
ό ρ ισ μ ο ΰ  κ α ί  γ ι ά  κ ά θ ε  x σ 'α ύ τ ό  ίσ χ ό η  f ( x ) £ g ( x ) ,  τ ό τ ε

1)  l i m  f  = + »  => l i m  g = +°=> , 2) l i m  g = -<»=> l i m  f  = - 00 . 
ξ ξ ξ ξ

’ Ακόμη μέ  τη  β ο ή θ ε ι α  τ ή ς  π ρ ο τά σ ε ω ς  1 . 7 . 5  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ’ά π ο δ ε ί ζ ω μ ε  κ α ί

ό τ ι :

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .1 0 .3 . * II ά ν ισ ό τ η τ α  f  (x) ^ h ix )  ;< g ix )f γ ι ά  κ ά θ ε  χ ,
μέ τή ν  Ι δ ιό τ η τ α  l i m  f  = l i m  g δ ίν ο υ ν  τ ή ν  l i m  h  = l i m  f  = l i m  g .

ξ ζ ξ ξ ς
“Ας σ η μ ε ιω θ ή  ό τ ι  ο ί  παραπάνω π ρ ο τ ά σ ε ι ς  α λ η θ ε ύ ο υ ν  κ α ί  γ ι ά  τ ά  μ ο ν ό ­

πλευρα  ό ρ ι α  σ τό  σ η μ ε ί ο  ξ .

“Ομως τ ί  σ υ μ β α ί ν ε ι  μ έ  τη  σ ύ ν θ εσ η  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ;  Σε τ ο ύ τ ο  ά π α ν τ α  ή 

επ ό μ εν η  π ρ ό τα σ η ,  πού  ι σ χ ύ ε ι  ε π ί σ η ς  κ α ί  γ ι α  τα  π λ ε υ ρ ι κ ά  ό ρ ι α .

ΙϊΡΟΤΑΣΗ 1 .1 0 .4 . Θ εωρούμε τ ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  f  κ α ί  g μ έ
> ?(f)C .X (g ). "Αν ξ  κ α ί  η ε ί ν α ι  σ η μ ε ία  σ υσ σω ρεύσ εω ς τώ ν συνόλω ν
*8(f) κ α ί  S ( g )  ά ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  x 6  »S(f)

χ ί ρ  => f (x )  ^η μ έ  1 ΐτη ί= η  κ α ί  l i r c g = fc , γ ι ά  κ ά π ο ιο  Ζ  6R*, τ ό τ ε
ξ Π

ίσ χ ύ ε ι  l i m g « f = J t .

Α π ό δ ε ιξ η . Αν x ^ ,  ν  61ί ε ί ν α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  μ έ  ό ρ ο υ ς  ά π ’τ ό  

σύνολο  Λ ( ί ) - { ξ }  τ έ τ ο ι α  ώστε  l i m  χ ^  = ξ ,  τ ό τ ε  κ α ί  l i m  f  ( χ ^ )  = η . Θ έ ­

τ ο ν τ α ς  y v = f ( x v ) ,  ν  OH έ'χομε γ ^ η ,  ν  6 U  κ α ί  l i m  y = η . "Αρα l i m
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g ( y y ) = l i m  g  Cf ( x y ) ]  = Α κ α C έτσι ,  ά π ’ τ ό ν  ο ρ ισ μ ό  1 . 9 . 2  l i m  g ·  f = l . A

’ Ι δ ι α ί τ ε ρ α  έχ ο μ ε  τ ό ν  ακόλουθη  πρόταση πού τόυ  υ π ο λογ ισ μ ό  τοΟ ο­

ρ ί ο υ  στοί κ α τ ’ έκ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ία  μεταφέρε ι ,  σ τό ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  αύτοΟ σ ' έ ν α  πε 

περασμένο  σ η μ ε ί ο .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 .1 0 .5 . Θ εω ρούμε 6 υ ό  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  F κ α ί  G τ έ τ ο ι ε ς
ώ σ τε

ήτ 'V *' 
*

G ( x )  = ? ( - )  χ
α) "Α ν τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  ένα  ά π 'τ ά  δ ρ ια

l i m  F κ α ί l i m  G 
+°° 0+0

ύπάρχη, τ ό τ ε  ύπ ά ρ χει κ α ί τό  ά λλο  κ α ί ίσ χ ύ ε ι

l i m  F = l i m  G . ~
+οο 0+0

β) "Α ν τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  ένα  ά π 'τ ά  δ ρ ια

l i m  F κ α ί  l i m  G .
-°° 0-0 , /.

ύπάρχη, τ ό τ ε  ύπ ά ρ χει κ α ί τό  ά λλο  κ α ί ίσ χ ύ ε ι

l i m  F = l i m  G .
1 .-οο ο-Ο

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Θ’ά π ο δ ε ι χ τ ί ϊ  μ ό ν ο ν  ή α )  δ ι ο ' τ ι  η β )  α π ο δ ε ί χ ν ε τ α ι  ά ν ά -
1λ ο γ ά ,  θ έ τ ο ν τ α ς  f ( x )  = — ,  έ χ ο μ εχ

G = F ο f  χ α ί  F = G ο f .

’ Απ’ τ η ν  π ρ ό τ α σ η  1 . 1 0 . 4 ,  έ π ε ι δ ή  l i m  f  = +°° κ α ί  l i m  f  = 0 + 0 ,  έ χ ο μ ε  ό τ ι
» « ,  , 1 · π , 0 + 0α ν  υ π α ρ χ η  το  l i m  F ,  τ ό τ ε ,

+οο
l i m  G = l i m  F ο f  = l i m  F ,
0+0 0+0 +00

έ ν ω ,  α ν  ύ π ά ρ χ η  τ ό  l i m  G , τ ό τ ε  *
0+0

l i m  F = l i m  G o f  = l i m  G . A ■-
j  . ' +oo +oo 0+0

• ; ■· '· .Ϊ . : ·;»·,

·*** ·.

t :
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1 . 1 1 .  ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Σ τ η ν  παράγραφο α υ τ ή  θά δ ο θ ο ύ ν  σ υ ν θ ή κ ε ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή ­

σ εω ς .  Βασ ικά  α υ τ έ ς  ε ί ν α ι  α ν ά λ ο γ ε ς  μ ’ έ κ ε ί ν ε ς  τ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  που  ά φ ορ ο υ ν  

τ έ ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς .  Πρώτα θά δ ο ύ μ ε  o t l  π  μ ο ν ο τ ο ν ί α  κ α ι  τ ο  φ ρ α γ μ έ ν ο  μ ι α ς  

σ υνα ρ τή σ ε ω ς  μ π ο ρ ο ύ ν  νά  χ α ρ α κ τ η ρ ί σ ο υ ν  τ η ν  ύ π α ρ ξη  τ ο υ  ο ρ ί ο υ  α ύ τ ή ς  σε  

έ να  σ η μ ε ί ο .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .1 1 .1 . "Αν ξ ε ί ν α ι  σ η μ ε ίο  συσ σ ω ρεύσ εω ς τ ο υ  π ε ­
δ ίο υ  ό ρ ισ μ ο ϋ  Λ (ί)  μ ια ς  μ ο ν ό τ ο ν η ς  σ υ ν α ρ τή σ εω ς  f  π ο ύ  ε ί ν α ι  
κ α ί  φ ρα γμ ένη  (δηλαδή  υ π ά ρ χ ε ι  Μ > 0 μ έ  | f (χ ) ( <̂Μ γ ι ά  κ ά θε  
χ 6  & ( ί ) ) ,  τ ό τ ε  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  έ ν α  α πό  τ ά  δ ρ ια  ί ( ξ - θ ) ,  ί(ξ+ 0 ) 
υ π ά ρ χ ε ι κ α ί μ ά λ ισ τ α  οπω σ δή ποτε  τ ό  ί(ξ -Ο ) ά ν  τ ό  ξ ε ί ν α ι  α ­
πό  α ρ ισ τ ε ρ ά  σ η μ ε ίο  συσσω ρεύσεω ς τ ο υ  «4(f) κ α ί  τ ό  ί(ξ+ 0 ) ά ν  
τό  ξ ε ί ν α ι  από δ ε ξ ι ά  σ η μ ε ίο  συσ σ ω ρεύσ εω ς τ ο υ  . 4 ( f ) .

'Α π ό δ ε ιξ η .  "Αν f  ε ί ν α ι  φ θ έ ν ο υ σ α ,  τ ό τ ε  η - f  ε ί ν α ι  α υ ξ ο υ σ α  κ α ί  

άν  ξ ε ί ν α ι  κ α τ ’ ε κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ί ο ,  τ ό τ ε ,  με  τ ή  Β ο ή θ ε ι α  τ ή ς  π ρ ο τ ά σ ε ω ς  1 .  

1 0 . 5 ,  ή σ ύ γ κ λ ι σ η  σ ’α ύ τ ό  μ ε τ α φ έ ρ ε τ α ι  σ τ η  σ ύ γ κ λ ι σ η  σ τ ο  0+0 ή 0 - 0 . " Ε τ σ ι  

χ ω ρ ί ς  Βλάβη τ ή ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  έ ξ ε τ ά ζ ο μ ε  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού ή f  ε ί ν α ι  α ΰ -  

ξουσα κ α ί  τ ό  ξ ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο .  ’Ε π ί  π λ έ ο ν  π ε ρ ι ο ρ ι ζ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  π ε ­

ρ ίπ τ ω σ η  πού  τ ό  ξ ε ί ν α ι  α πό  α ρ ι σ τ ε ρ ά  σ η μ ε ί ο  συσσωρεύσεως  τ ο υ  Λ ( ί ) ,  

δ ι ό τ ι  ή άλλη  π ε ρ ί π τ ω σ η  ε ί ν α ι  α ν ά λ ο γ η .

Θ έτο μ ε  £ =  s u p  f ( x ) .  Θά δ ε έ ξ ω μ ε  δ τ ι  l i m  f = H . Π ρ α γ μ α τ ι -
χ 6 ( - · , ξ ) η Λ  f )  ξ-ο

κ ά ,  έστω χ ^ ,  ν  β]Ν μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  μ έ  χ ν ^ ( - ° ° » ξ )  A ^ ( f )  γ ι ά  κ ά θ ε  ν € 1 ϊ  

κ α ί  χ ^ - * ξ  κ α ί  έστω ε > 0 .  *Από τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό  τ ο υ  supremum έ ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  

π ρ ο κ ύ π τ ε ι  τ ό τ ε  δ τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  x Q 6 ( - ^ , ξ )  Π ^ ( f ) μέ

£ - ε  < f  ( χ ^ )  £  &·

’Επειδή '  ξ ύ π ά ρ χ ε ι  δ ε ί κ τ η ς  ν^  μ έ  χ ^ < χ ^ < ξ ,  γ ι ά  κ ά θε  ν ^ ν ^ .  ' Ε ­

π ο μ έ ν ω ς ,  έ π ε ι δ ή  f  ε ί ν α ι  α υ ξ ο υ σ α ,  έ χ ο μ ε  f ( χ ^ )  , γ ι ά  κ ά θ ε  ν ^ ν ^ .

"Αρα

ϋ - ε  < f ( χ ν > < Ύΐα κά θε  v = v q
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δ η λ α δ ή  Ο < n - f ( x v ) < e ,  n

| J l - f ( x  ) |  < e ,  γ ο ά  κ ά θ ε  v > ν Λ 
V Λ* Ο

καό έ π ο μ έ ν ω ς  l i m  f ( x y ) -  % . A

Π αρατήρηση  1 . 1 1 . 1 .  ’Ait6  τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τοΟ π ρ ο η γ ο υ μ έ ν ο υ  θεω ρήμα­

τ ο ς  έ χ ο μ ε  δ τ ο  α ν  f  ε ί ν α ο  φ ρ α γ μ έ ν η ,  τ ό τ ε

a )  l i m  f  = s u p  f ( x )
ξ -O x6  Js ( f ) Π ( - » , ξ )

α ν  f  ε ί ν α ο  α ΰ ξ ο υ σ α  κ αό  ξ ε ί ν α ο  ά π ό  ά ρ ο σ τ ε ρ ά  σ η μ εο ο  συσσ ω ρευσεω ς  τοΟ

λ ( ί ) .  Παρόμοοα  μ π ο ρ ε ΰ  να  δ ε ο χ τ η  δ τ ο

8 )  l i m  f  = i n f  f ( x )
ξ - 0   ̂ χθ Λ ( ί )  Π ( - » , ξ ) > t  ̂ '

α ν  f  ε ί ν α ο  φ θ ον ο ύ σ α  κα ό  ξ ε ϊ ν α ο  ά πό  ά ρ ο σ τ ε ρ ά  σ η μ ε ί ο  συσσωρευσεω ς τοΟ

4 ( f ) ,

γ )  l i m  f  = i n f  f ( x )
ξ +0 x e  Λ ( ί )  η ( ξ , + » )

α ν  f  ε έ ν α ο  α ΰ ξ ο υ σ α  κα ό  ξ ε ί ν α ο  ά π ό  δ ε ξ ο ά  σ η μ ε ί ο  συσσ ωρευσεως  τοΟ Λ ( ί ) ,  

δ )  l i m  f  = s u p  f ( x )
ξ+0 χ 6  Λ ( ί )  Π ( ξ , + » )

α ν  f  ε ^ ν α ο  φ θ ονούσ α  καό  ξ ε ί ν α ο  ά π ό  δ ε ξ ο ά  σ η μ εοο  συσσωρευσεω ς τ ο Ο Λ ( ί ) .  

Γοά τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  ποό  τ ό  ξ ε ί ν α ο  έ ν α  κ α τ ’ ε κ δ ο χ ή ν  σημεοο  μ π ο ρ ε ό  νά
ί
ι

δοθη  καό ά λ λ η  μοά α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  Θ εω ρήματος 1 . 1 1 . 1  ά ν ά λ ο γ η  π ρ ό ς  τ ή υ  παρα­

πάνω .  Τ ο ϋ τ ο  ά φ η ν ε τ α ο  γ ο ά  άσκηση τοΟ ά ν α γ ν ώ σ τ η .

Καό τώρα ά κ ο λ ο υ θ ε ό  έν α  θεώ ρημα  που α π ο τ ε λ ε ί  τ ο ν  κα τά  Cauchy  ό ρ ο -  

σμά τ η ς  σ υ γ κ λ ό σ ε ω ς  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  σ έ  έ ν α  σ η μ ε ο ο .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 2 .  ‘ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  τ ά  σ η μ ε ί α  ί  κ α ί  ξ ε ϋ ν α ο  

π ε π ε ρ α σ μ έ ν α .  Τ ό τ ε  μ ο ά  ά ν α γ κ α ό α  κ α ί  ί κ α ν ή  σ υ ν θ ή κ η  γ ο ά  ν ά  

ό σ χ ύ η  l i m f  = £ ,  ε ϋ ν α ο  δ τ ο  γ ο ά  κ ά θ ε  ε > 0  ύ π ά ρ χ ε ο  δ > 0  τ έ τ ο ο ο  

ώ σ τ ε  γ ο α  κ ά θ ε  x 6 ^ S ( f )  ή  ά ν ο σ ό τ η ς

0 < | Χ-ξ | - δ

ν ά  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ο  τ ή ν

[f  ( χ ) -  &| < ε .

Ά π ό δ ε ο Ε η  · τ ό  α ν α γ κ α ί ο .  "Αν l i m  f  = SL καό τ ό  σ υ μ π έ -  

p a o y a  τ ο ϋ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  δ έ ν  ύ σ χ υ η ,  τ ό τ ε
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( i  e > 0 ) ( V  δ > 0 ) ( a  xe JU(f)) Ο < |χ - ζ |  < 6 mC  | f ( x ) - i |> e .

’ Ι δ ι α ί τ ε ρ α  γ ι ά  6 =■— , δ π ο υ  v 61 ί ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  x ^ ,  v BIT 

τ έ τ ο ι α  ώ στε  γ ι ά  κάθε  v 6 H  να  ί σ χ ύ η  0 <  | x  - ξ |  κ α ί

( 1 . 1 1 . 1 )  | f ( x  ) - A |  > ε #

"Ομως ή α ν ι σ ό τ η τ α  0 <  lx  - ζ |  < — δ ί ν ε ι  l i m  x -  ξ κ α l  a p a  l i m f ( x  ) =
1 v 1 v v v

=£* n πού  δ ε ν  σ υ μ φ ω ν ε ί  μέ  τη  σ χ έ σ η  ( 1 . 1 1 . 1 ) .

T o  ι κ α ν ό .  Θεωρούμε μι-d α κ ο λ ο υ θ ί α  a  , ν  BIN τ έ τ ο ι α  ώστε  

l i m  = ξ κ α ί  α ^ Β ^ ( ί ) - { ξ }  γ ι ά  κ ά θε  ν  β!Ν, έ ν α  ό π ο ι ο δ η π ο τ ε  ε > 0  

κ α ί  έ ν α  δ > 0  πού δ ί ν ε ι  ή υ π ό θ ε σ η .  Τ ό τ ε  γ ι ά  τ ό  δ α ύ τ ό ,  υ π ά ρ χ ε ι  ν  Θ ϋ  τ έ ­

τ ο ι ο  ώστε

| α  - ξ |  < 6 ,  γ ι ά  κάθε ν > η  ,

άρα κ α ί

| f ( a ^ ) - J l |  < ε ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  > η  ,

δηλαδή  l i m  f  ( α ^ )  = £ , πού  α π ο δ ε ί χ ν ε ι  ό τ ι  l i m f  = ί*. A 

Παρατήρηση 1. 11. 2
*Η συνθήκη  πού  ά ν α φ έ ρ ε τ α ι  dro  παραπάνω θεώρημα θ ε ω ρ ε ί τ α ι  α πό  π ο λ ­

λούς  ώς ο ρ ι σ μ ό ς  τ η ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  κ α ί  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  ε - τ ΐκ ό ς  

ορ ισ μ ό ς  τ η ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς ,  ενώ ό 1 . 9 . 2  3 πού  δώσαμε ε μ ε ί ς ,  ά κο λου θ ια κ ός 

ο ρ ισ μ ό ς . Στην  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού θ ά  ξ ε κ ι ν ο ύ σ α μ ε  μ έ  τ ό ν  ε - τ ι κ ό  ο ρ ι σ μ ό  θά  

έ π ρ ε π ε  π ά λ ι  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ ή  ή ι σ ο δ υ ν α μ ί α  τω ν  δυο  ο ρ ισ μ ώ ν  μ έ  θεώ ρ η μα  πού ο ­

ν ο μ ά ζ ε τ α ι  τ ό τ ε  θεώρημα μεταφοράς. Τοϋτο ,  γ ι α τ ί  μ έ  τ ό ν  ά κ ο λ ο υ θ ι α κ ό  

ο ρ ι σ μ ό ,  όπως ά λλω ς  τ ε  ε ί δ α μ ε ,  ο ι  π ι ό  π ο λ λ έ ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  α κ ο λ ο υ θ ι ώ ν  πού  

αφορ ούν  τ η  σ ύ γ κ λ ι σ η  μ ε τ α φ έ ρ ο ν τ α ι  σ έ  α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν .

Τό έ π ό μ ε ν ο  θεώρημα α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  α τ ό  θεώ ρ η μα  τοΟ C a u c h y  1 . 8 . 3  πού 

αφορά τ ί ς  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 3 .  (τοΟ C a u c h y ) .  Μιά ά να γκ α ία  κ α ί ικ α νή  συνθή­
κη γ ιά  τή ν  Οπαρξη πεπερασμένου ο ρ ίο υ  μ ιά ς  συναρτήσεως f  σέ 

ένα πεπερασμένο σ η μ ε ίο  συσσωρεύσεως ζ τοΟ λ ( ί )  ε ί ν α ι  ό τ ι ,  

γ ι ά  κάθε ε> ο  Οπάρχει ό> 0  τ έ τ ο ιο  ώστε γ ιά  κάθε X j, χ2 σ τό  

Λ ( ί )  νά  ίσχύη
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I f  ( )  - f  (x2) | < e δταν

( 1 . H. 2 )  ο < | χ 1- ς ) < δ  καύ ο < | χ 2- ς | < δ .

'Α π όδ ειξη . T <5 ά υ α γ κ α ϋ ο .  * Υποθέτοντας δτι li.tr f  = Ζ ,ξ
Ύυά κ ά θε  ε > 0 υ π ά ρ χ ε ι  δ > 0 y €  | f ( x )  -  Ζ\  <-|· ό τ α ν  0 < | χ - ξ |  < δ .  "Αρα,  

α ν  οΰ  σ υ ν θ ή κ ε ς  ( 1 . 1 1 . 2 )  α λ η θ ε ύ ο υ ν ,  τ ά τ ε

| f (χχ) - £| < |  καύ | f (x2) - £| < |

α π ό  ό π ο υ ,  μ έ  π ρ ό σ θ εσ η  κ ατά  μ έ λ η ,  π α ί ρ ν ο μ ε  ο τ υ

Τ ό ί  χ α ν ό .  ”Αν υ π ο τ ε θ ώ  ο τ ο  τ ό  l i m  f

τ η ν  π ρ ό τα σ η  1 . 9 . 1 ,  ύ π ά ρ χ ε υ  μυά α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,

“ { ζ } ,  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  l i m a  = ξ κ α ί  τ όν

-  f  ( χ 2 >| < ε .  

δ έ ν  ύ π ά ρ χ ε υ ,  τ ό τ ε  α π ’ 

ν  8W yd  ο ρ ο ύ ς  σ τ ό  - 5 ( f  )
ΐ  :Λ

(1 .1 1 .3 )

’Ε π ε ι δ ή  l i m  a  - ξ ν

l i m f ( a ^ )  δ έ ν  ύ π ά ρ χ ε υ .

γ ι ά  κ ά θε  δ > 0  ύ π ά ρ χ ε υ  n 6 Β ,  τ έ τ ο ι ο  ώστε

0 < |α  - ξ  I < δ γ ι ά  κ ά θ ε  ν  > η ,

ο π ο τ ε  γ ι α  μ > η  χαυ ν  > η  ή ( 1 . 1 1 . 2 )  ι σ χ ύ ε ι  γ υ ά  χ .  = α  χ α ί  χ  = α  . ’Αλλά
1 y 2 ν

| f ( a v ) - f ( a y ) |  < ε  γ υ ά  κ ά θ ε  ν> n x a u  y> η . |
I

ποό  δ η λ ώ ν ε ι  ό τ υ  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  f  ( α ^ ) ,  ν  6 H  ε ί ν α ι  3 α σ υ χ η .  "Αρα ε ί ν α ι  χαυ 

σ υ γ χ λ ί ν ο υ σ α ,  πρ ά γμ α  που ε ρ χ ε τ α ι  σ έ  α ν τ ί θ ε σ η  μέ  τ η ν  ( 1 . 1 1 . 3 ) .  A

Π αρατήρηση  1 .1 1 .3
Γυά ζ  = +00 υ σ χ ό ο υ ν  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  τ ά  παρακάτω  θ εω ρ ή μ α τ α  ποό μ π ο ρ ο ύ ν  

ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ο υ ν  α ν ά λ ο γ α  π ρ ό ς  τ ά  1 . 1 1 . 2  χ α ί  1 . 1 1 . 3 .  ’Ε π ί σ η ς ,  α υ τ ά  μ π ο ρ ο ύ ν  

νά  π ρ οκ όψ ουν  ά π ό  τ ά  1 . 1 1 . 2  κ α ί  1 . 1 1 . 3  σ έ  σ υ ν δ υ α σ μ ό  μ έ  τ η ν  πρ όταση  1 . 1 0 . 5  

χαυ  τ ο ϋ τ ο  α φ ή ν ε τ α ι  σάν  άσκηση γ υ ά  τ ό ν  α ν α γ ν ώ σ τ η .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .1 1 .2 '.  M id α ν α γ κ α ία  κ α ί  ικ α ν ή  σ υ νθή κ η  γ ι ά  ν ά
ίσ χ ύ η  ή lim  f  = JL , δ π ο υ  % π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο , ε ί ν α ι  δ τ ι

+°°
(V ε > 0 ) ( 3  r > 0 ) ( V  x e  A ( f ) x > r  **> | f ( x )  -  St| < ε .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .1 1 .3 '.  Μ ιά Α ν α γ κ α ία  κ α ί  ικ α ν ή  σ υ νθή κ η  γ ι ά  τ ή ν
ύπα ρ ξη  το υ  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  δ ρ ίο υ  lim  f  ε ί ν α ι  δ τ ι

+00

(V ε > 0 ) ( 3  r  > 0 ) (V Χ , , χ .  το υ  J 8 ( f ) )
J. L

x 1 > r  καύ x 2 >r  ^  I < ε · "£
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’Α ν ά λο γ α ,  γ ι ά  ξ = - 00, έ χ ο μ ε :

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 2 " .  Μ ιΑ Α να γκ α ία  κ α ί Ικα νή  συνθήκη γ ιΑ  νΑ  

ίσχύη  ή lim f  - i ,  δπου I  πεπερα σμένο, ε ί ν α ι  δ τ ι
-0 9

( V t > 0 ) ( 3 r > 0 ) ( V x e , £ ( f ) )  x < - r = >  j f  ( χ )  -  ί , |  < ε .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 3 " .  Μι Α Α να γκ α ία  κ α ί ικα νή  συνθήκη γ  ιΑ  τή ν

ύπαρξη τοΟ πεπερασμένου δ ρ ίο υ  lim f  ε ί ν α ι  ό τ ι
*· — 00

(V ε > Ο) ( 3  X1 > ο ) (V χ  , χ 2 τ ο υ  « δ ( ί ) )

Χχ < - γ  * α ί  χ 2 < - γ  =>  | f  ( χ ^ )  -  f  ( χ  ) | < ε .

Παρατήρηση 1 . 11 . 4

Τά παραπάνω θ εω ρ ή μ α τ α  ι σ χ ύ ο υ ν  γ ι ά  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού  τ ό  ί  ε ί ν α ι  

πεπερ α σ μ ε 'ν ο .  "Αν Λ = ±°° ,  έ χ ο μ ε
Φ

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 2 ' " .  Μια Α να γκ α ία  κ α ί ίκ α νή  συνθήκη y l A νΑ

ίσχύη ή lim f  = +°°, δπου ξ πεπερα σμένο, ε ί ν α ι  δ τ ι
ζ

(V C > 0 ( 3  δ > G)(V χ β  Λ ( ί ) )  ο < ! χ - ξ  | < δ =>  f  ( χ )  .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 1 . 3 " ' .  ΜιΑ Α να γκ α ία  κ α ί ίκ α νή  συνθήκη γ ιά  νά

ίσχύη ή lim f  = +°°, ε ίν α ι  δ τ ι
+°°

(V ε > 0 ) ( 3  r  > 0 ) ( V  χ 6  . 5 ( f ) )  χ  > r  =>  f ( x )  > -  .
ε

’Ανάλογα  θεω ρ ή μα τα  υ σ χ ύουν  χ α £ γ υ ά  τ ή ν  ύ π α ρ ξη  των

l i m  f  = +«> ,  l i m  f  = -°0 ,  l i m  f  = - °0 , l i m  f  =
— 00 - O C  + 0 0  ^

δ π ο υ  ξ π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο .

1 . 1 2  ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Μυά γρ α μ μ ή  σ τ ο  έ π υ π ε δ ο  θ ε ω ρ ε Ε τ α υ  σ υ νεχή ς  δ τ α ν  δ ε ν  ε χ η  καμμυά 

δ υ α κ ο π ή , δ η λ α δ ή  δ τ α ν  μπορή  ν ά  γραφή  μέ  μονσκοντυλίά. ’Α ν α ζ η τ ώ ν τ α ς  σ έ  βά­

θ ο ς  τ ή ν  εμ π ε υ ρ υ π ή  α υ τ ή  υ δ υ ά τ η τ α  σ τ ά  γ ρ α φ ή μ α τ α  των σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ο δ η γ ο ύ ­

μ α σ τ ε  στ<5 ν ά  όρυσωμε τ ή  σ υ ν έ χ ε υ α  των υδυων των  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν .  Δ υνο ν τα υ  

δυά ό ρ υ σ μ ο υ ,  π ο ύ ,  δπως  π ρ ο κ ύ π τε ι ,  ά π ’τ ο  θεώ ρημα  1 . 1 1 . 2 ,  ε ί ν α υ  ι σ ο ­

δ ύ ν α μ ο υ .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 1 2 . 1  (τοΟ H e i n e ) .  Μιά συνάρτηση f  ε ϋ να ι "σ υ νεχή ς  
σ ' έ ν α σημεΓο x QG A ( f ) u άν τό  xQ ε ίν α ι  μεμονω μένο σ η μ ε ίο  το υ
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J ) ( f )  i im = f ( x 0 ) σ τ ή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  π ο ύ  τ ό  χ 0 ε ί ν α ι  σ η μ ε ίο  σ υ σ -
χο ,

σ ω ρ εύ σ εω ς τ ο ϋ  J D ( f ) .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 2 .1
Ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) = | χ | ,  χ  6 F  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ έ ς  σ έ  Μάθε σ η μ ε ί ο  τ ο υ  

π ε δ ί ο υ  ό ρ ι σ μ ο ϋ  τ η ς .  Τ οΰτο  π ρ ο χ ΰ π τ ε ι  ά η ' τ ό  γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ι  α ν  μ ι ά  αΜολουθία  

α ^ ,  ν  e n  σ υ γ κ λ ί ν η  π ρ ο ς  τ<5 ί . ,  τ ά τ ε  ά π ’ ττίυ

| Κ Ι  '  1*1 | < |«ν -  ,  γ ι ά  Μάθε v ew ,

έ π ε τ α ε  ό τ ι  η α κ ο λ ο υ θ ί α  | α ^ | ,  ν  6 U  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  τό  | λ | .

Π α ρ ά δ εεγμ α  1 .1 2 .2
1Η σ υ ν ά ρ τ η σ η f »χ  , αν χ  > 0

f ( x )  = * 0 ,  ά ν χ  = 0
_ tf2 - χ  , αν χ  < 0

ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σε  κ ά θ ε  χ  ^ 0 ,  ένΩ δ έ ν  ε ί ν α ι  στ<5 0 ,  δ ι ό τ ι

Ιίτη f  = 2 ^ 0 =  l i m  f  ,
0-0 0+0

ί  ■ Λ

δ η λ α δ ή  τ ο  l i m  f  δέν  ύ π ά ρ χ ε ε .
0 /

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 .12 .2  (του C a u c h y ) .  Μ ιά σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  ^ σ υ ν ε χ ή ς
σ 'ε ν α  σ η μ ε ίο  x Q τοΟ π ε δ ίο υ  δρεσμοΟ  τ η ς "  &ν γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0  ύ π -
ά ρ χη  6 > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε 'x e J S ( f )  ί σ χ ύ ε ι

I f  ( χ )  — f  ( χ ο > I < e δ τ α ν  | χ - χ  | < δ .

’ Ε κ φ ρ ά ζ ο ν τ α ς  μέ  λ ό γ ι α  τ ο ν  δ ε ύ τ ε ρ ο  ο ρ ι σ μ ό  μ π ο ρ ο ϋ μ ε  νά  ποΟμε δ τ ε  μ ι ά  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  ά ν  γ ε ά  κ α τ ά λ λ η λ α  μ ι κ ρ έ ς  α υ ξ ο μ ε ι ώ σ ε ι ς  τ ή ς  μ ε ­

τ α β λ η τ ή ς  έ χ ο μ ε  α ρ κ ε τ ά  μ ι κ ρ έ ς  α ύ ξ ο μ ε ε ω σ ε ε ς  των τεμώ ν  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  δ η ­

λαδή  π ρ έ π ε ι  ή σ υ ν θ ή κ η  | h |  < δ  υά σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  τ η ν  j f  ( x Q+ h)  - f  ( χ ^ )  | < ε  ο ­

πού  ε ό σ ο σ δ ή π ο τ ε  μ ι κ ρ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς  καύ  δ κ α τ ά λ λ η λ α  έ κ λ ε γ μ έ ν ο ς .

Φ α έ ν ε τ α ε  ε ύ κ ο λ α  α π ’ τ ο ύ ς  παραπάνω ο ρ ι σ μ ο ύ ς  δ τ ε  η ι δ ι ό τ η τ α  τ ή ς  σ υ ν έ ­

χ ε ι α ς  μ ι δ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  σ έ  έν α  σ η μ ε ί ο  χ^ ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ή ,  δη λ α δ ή  έ ξ α ρ τ δ -  

τ α ε  ά π ’ τ ή ν  σ υ μ π ε ρ ι φ ο ρ ά  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  σ έ  σ η μ ε ί α  τ ο υ  π ε δ ί ο υ  ο ρ ι σ μ ο ύ  τ η ς  

πού  α ν ή κ ο υ ν  σ έ  α ρ κ ε τ ά  μ ι κ ρ έ ς  π ε ρ ι ο χ έ ς  τ ο ϋ  σ η μ ε ί ο υ  χ ^ -  Γεά νά  δ ο ύ μ ε ,  λ ο ι ­

π ό ν ,  α ν  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ έ  έ ν α  σ η μ ε ί ο  χ ^ ,  π ρ έ π ε ι  νά  γ ν ω ­

ρ ί ζ α μ ε  α ύ τ ή  κ α ι  στα  γ ε ι τ ο ν ι κ ά  σ η μ ε ί α  τ ο ϋ  χ  .
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"Αν μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σε  κ ά θε  σ η μ ε ί ο  τ ο ϋ  π ε δ ί ο υ  ο ρ ι ­

σμού τ η ς  τ ό τ ε  α ύ τ ή  λ έ μ ε  δ τ ι  ε ί ν α ι  " σ υ ν ε χ ή ς ” .
' Α π ’ τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό  1 . 1 2 . 1  κ α ι  τ η ν  πρ ότα σ η  1 . 1 0 . 1  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  αμέσω ς  δ τ ι  

ο ί  α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς  π ρ ά ξ ε ι ς  σ υ ν εχ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  δ ί ν ο υ ν  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  

ενώ ά π ’ τ ή ν  πρόταση  1 . 1 0 . 4 ,  δ τ ι  κ α ί  ή σ ύ ν θ ε σ η  σ υ ν ε χ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  δ ί ν ε ι  

σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η -  Τό δ ε ύ τ ε ρ ο  α ύ τ ό  σ υ μ π έ ρ α σ μ α ,  α κ ρ ι β έ σ τ ε ρ α ,  λ έ ε ι  δ τ ι  α ν  ή 
f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ νά ρ τη σ η  σ τ ό  x Q κ α ί  ή g  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  yQ= f (x 0 ), 

τ ό τ ε  κ α ί  ή g o f  ( δ η λ α δ ή  η σ υ ν ά ρ τη σ η  g [ f ( x ) ] ,  x 6 < X ( f ) )  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  
ο τ ό  σ η μ ε ίο  xQ . "Ετσ ι , ,  έ π ε υ δ ή  οί, σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  — , χ  6 H  , 3 χ + 1 ,  χ  6 R

« a t  χ  ,  χ 6 Ε  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς ,  έ π ε τ α ι  π . χ .  ό τ ι  « a t  οί. σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  — +

+ 3 ( χ 2 ) + 1 ,  x 6 R ,  3 ( ^ ) 2 + 1 ,  x e m  ε ί ν α ι  έ π ί σ η ς  σ υ ν ε χ ε ί ς .

’Ανάλογα  μέ^ τά  παραπάνω μ π ο ρ ο ί μ ε  νά  ό ρ ί σ ω μ ε  « a t  τ η ν  π λ ε υ ρ ι κ ή  σ υ ν έ -  

x e t a  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ς  σε  έ ν α  σ η μ ε ί ο  τ ο υ  π ε δ ί ο υ  ο ρ ι σ μ ο ί  τ η ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 1 2 . 3 .  Μ ιά σ υ νά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  " δ ε ξ ιά  σ υ ν ε χ ή ς  σ ' έ -  
να  σ η μ ε ίο  xQ τοΟ π ε δ ίο υ  όρ ισ μ οΟ  τ η ς "  ά ν  δ  π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  τ ή ς  
f  σ τ ό  σ ύ νο λο  ) Π [ χ 0 ,+°°) ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τό  xQ .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 1 2 . 4 .  Μ ιά σ υ νά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  " α ρ ισ τ ε ρ ά  σ υ ν ε χ ή ς  
σ 'ε ν α  σ η μ ε ίο  xQ τοΟ π ε δ ίο υ  ό ρ ισ μ ο ϋ  τ η ς "  ά ν  ό π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  
τή ς  f  σ τό  σ ύ νο λ ο  * δ ( ί ) Π ( - οο, χ ()]  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  xQ .

" Ε τ σ ι ,  σ τη  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού  τά  π λ ε υ ρ ι κ ά  ό ρ ι α  f Cx ^ + 0 )  « a t  f i x ^ - O )  

υ π ά ρ χ ο υ ν ,  τ ό τ ε  ή δ ε ξ ι ά  « a t  ή ά p t σ τ ε p ά  σ υ ν έ χ ε ι α  σ τό  x Q χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ο ν τ α ι  

α ν τ ί σ τ ο ι χ α  άπό τ ί ς  σ υ ν θ ή κ ε ς

l i m  f  = f ( x  ) «αύ  l i m  f  = f ( x  ) .

V °  ( V °
Στό παραπάνω π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 . 1 2 . 2  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  δ ε ξ ι ά  σ υ ν ε χ ή ς

στό  σ η μ ε ί ο  0 άφοΌ l i m  f  = 0 = f ( 0 ) ,  ένώ δ έ ν  ε ί ν α ι  α ρ ι σ τ ε ρ ά  σ υ ν ε χ ή ς  ά -
0+0

φοΰ l i m  f  = 2 ^ 0 = f ( 0 ) .
0 - 0
"Ας σ η μ ε ιω θ ή  εδώ δ τ ι  ά ν  μ ιά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ε ί ν α ι  δ ε ξ ι ά  κ α ί  ά -  

ρ ισ τ ε ρ ά  σ υ ν ε χ ή ς  σ 'δ ν α  σ η μ ε ίο ,  τ ό τ ε  ε ί ν α ι  κ α ί  σ υ ν ε χ ή ς  σ 'α ό τ ό .
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1 . 1 3  ΓΕΝΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = — , x 6 ( C , l ]  κ α ι  έ ν α  χ  6 ( 0 , ΐ ] ,  Παρα-

τ η ρ ο ϋ μ ε  δ τ ι  γ ι α  κ ά θ ε  ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι  δ =
ΓΧΌ2

1+εχ„ ,  δη λ α δ ή  έ ν α  δ πού  ε κ τ ό ς

άπο' το' ε έ ξ α ρ τ ά τ α ι  κ α ί  ά π ό  τ ό  σ η μ ε ί ο  χ ^ ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κάθε  χ 6 ( 0 , ΐ ]  

μ έ  | χ - χ 0 | < δ νά  ΐ σ χ ύ η  | f ( x ) - f ( x Q) |  < ε .  ΤοΟτο σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι  ή f  ε ί ­

ναι .  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  χ ^ .
2

’ Ε πυσ η ς  θεωροΟμε ττί σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = x  , χ θ Ε Ο , - ι ^ ) .  Πάλε γ υ ά  οποιοσ­

δ ή π ο τ ε  x ^ e C O j t 00) παε ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι ,  + ε ,  δ η λ α δ ή  εν α  δ που

έ ξ α ρ τ α τ α υ  ε π ί σ η ς  ά π ’ τ ο  ε χαυ  τ ά  χ ^ ,  τ έ τ ο υ ο  ώστε  γ υ ά  κ ά θ ε  χ6[θ,*$°°) με 

| χ - χ  | < δ υά ύσχ\3η | f ( x ) - f ( x Q) |  < ε .  "Ετσυ καε ή f  ε ί υ α υ  σ υ ν ε χ έ ς  σ το  

σ η μ ε ί ο  χ ^ .

Καυ σ τ ι ί ς  δ υο  παραπάνω π ε ρ μ π τ ώ σ ε ε ς  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ υ  ό ά ρ ε θ μ ά ς  δ ε ­

ξ α ρ χ ά τ α ν  π ά ν τ ο τ ε  ά π ’ τ ο  σ η μ εν ο  χ ^ ,  δ π ο υ  ε ξ ε τ ά ζ ο μ ε  ττί σ υ υ έ χ ε ν α  τ?>$ ί . ”Ας

δ ο ύ μ ε  δμως ττΐ σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = ^ » χ 6 [ θ 9+ « 0 .  Γυά κ ά θ ε  ε > 0 ,  ύ π ά ρ χ ε υο
δ = 5ε τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  κ α ί  χ  μ έ  | x - x Q j < δ  νά  ί σ χ ύ η  | f ( x ) -  

-  f  ( χ ^ ) I < ε .  To δ τ ο ϋ τ ο  έ ξ α ρ τ ά τ α ι  μ όνο  άπο το' ε ,  δ η λ α δ ή  ε ί ν α ι .  ό(μ ο ι ό -  

μορφα ε κ λ ε γ μ έ ν ο  γ ι ά  κ ά θ ε  χ ^ 6 [ θ , + ° ° ) .  Μιά σ υ ν έ χ ε ι α  τ ο ϋ  ε ί δ ο υ ς  α ύ τ ο ϋ  ο ­

ν ο μ ά ζ ε τ α ι .  δ μ ο ιό μ ο ρ φ η  σ υ ν έ χ ε ια .

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 . 1 3 . 1 .  M u d  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι ,  " δ μ ο ι ο μ ό ρ φ ω ς  σ υ ν ε ­

χ ή ς "  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0  ύ π α ρ χ ε ι  δ > 0  π ο ύ  έ ξ α ρ τ ά τ α ι  μ ό ν ο  ά π ό  

τ ό  ε ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  ν ά  ί σ χ ύ η

| f ( x 1 ) -  f ( x 2 ) | < ε

γ ι ά κ ά θ ε  χ 1 , χ 2 τ ο ύ  J 8 ( f )  μ έ  | χ 1 - χ 2 | < δ .

'Ε π ο μ έ ν ω ς  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ( χ )  = £■ , χ 6 [ θ ,+ ° ° )  ε ί ν α ι ,  δπως  δ ε ί χ τ η κ ε  π α -*■>
ρ α π ά ν ω ,  δ μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς ,  ένώ ο ΐ  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  των δυο  πρώτων π α ρ α δ ε ι γ ­

μ ά τω ν  δ έ ν  ε ί ν α ι .  Πρός δ ι κ α ι ο λ ο ' γ η σ η  τ ο ύ τ ο υ ,  ά ς  π ε ρ ι ο ρ ι σ τ ο ύ μ ε  σ τ ό  δ ε ύ τ ε -  

ρο π α ρ ά δ ε ι γ μ α  κ α ί  ά ς  ύ π ο θ έσ ω μ ε  δ τ ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x )  = χ  , χ 6 [ θ ,+ ° ° )  ε ί ­

ν α ι  δ μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς .  Τ ό τ ε

(V ε > 0 ) ( 3  δ > 0 ) ( V  x , y  τ ο ϋ  [ ο . , +“ >).) | χ  -  y  | < δ  =>  | f ( x ) - f ( y ) |  < ε .

Γ ι ά  ό π ο ι ο δ η π ο τ ε  χ  τ ο ϋ  [ θ , + ° ° ) ,  π α ί ρ ν ο μ ε  σάν  y  τ ό  χ + · |  , ο π ό τ ε  ε π ε ι δ ή  

| y  -  χ |  = | ·  < δ ,  π ρ έ π ε ι  κ α ί  | f  ( χ )  -  f  ( y )  | < ε .  Τ ό τ ε  δμως έ χ ο μ ε
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e > |χ2 -  ( χ + · | ) 2 | = χ δ +-^j- η χ < 6 γ ι ά  κ ά θ ε  χ6[θ,+°»),

που ε ί ν α ι  α τ ο π ο .  " Ε τ σ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = χ  , χ β [ θ ,+ ° ° )  δ έ ν  ε ί ν α ι  ό μ ο ι ο -

μόρφως σ υ ν ε χ ή ς .  "Αν δμως πάρωμε τ ο ν  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό  τ η ς  f  σ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α
2

[ο, α ] ,  δ π ο υ  α > 0 ,  δηλαδή  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  χ  , χ θ [ θ ,  α ]  τ ό τ ε  α ύ τ ή  ε ί ν α ι  

όμ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς ,  Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  γ ι ά  ό π ο ι ο δ ή π ο τ ε  ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι  το  δ =*^·

γ ι ά  ν ά  π λ η ρ ο ί  τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό  1 . 1 3 , 1 .  ’Ε π ο μ ένω ς  ή κ λ ε ι σ τ ό τ η τ α  τοΟ δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  

ο ρ ι σ μ ο ύ  μ ν α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  π α ί ζ ε ι  σ η μ α ν τ ι κ ώ τ α τ ο  ρόλο  σ τ η ν  ο μ ο ιό μ ο ρ φ η  σ υ ν ­

έ χ ε ι α .  Γ ε ν ι κ ώ τ ε ρ α ,  ι σ χ ύ ε ι  τ ό  παρακάτω  θεώ ρημα  πού ε ί ν α ι  έ ν α  κ ρ ι τ ή ρ ι ο  

γ ι ά  τ η ν  ο μ ο ιό μ ο ρ φ η  σ υ ν έ χ ε ι α  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .1 3 .1 . "Αν μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ 'δ ν α  
κ λ ε ισ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  τ ή ς  π ρ α γ μ α τ ικ ή ς  ε ύ θ ε ί α ς ,  τ ό τ ε  ε ί ν α ι  κ α ί  

ό μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς σ υ ν ε χ ή ς  σ 'α υ τ ό .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  δ ι ά ­

στημα  [ α , β ] ,  α λλά  δ χ ι  ό μ ο ιο μ ο ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς .  Τ ό τ ε  ε χ ο μ ε  δ τ ι

( 3  ε > 0 ) ( V  δ > 0 ) (  3  x , y  σ τ ό  [ α , β ] )  | χ  -  y  | < 6  κ α ί  | f ( x )  - f ( y ) |  > ,e .

Ί δ ι α έ τ ε ρ α ,  γ ι ά  δ = ·^ κ α ί  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 Ι ί ,  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α κ ο λ ο υ θ ί ε ς  χ ^ , ν β ΐ ΐ  

κ α ί  y  , ν  6]Ν τ έ τ ο ι ε ς  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θε  ν  6 U  νά  ι σ χ ύ ο υ ν  ο ι  α ν ι σ ό τ η τ ε ς

( 1 . 1 3 . 1 )  Ι χ ν  * y v l < V  κ α ί  l f ( x v } " f ( ^ ν ) Ι - ε#

' Η α κ ο λ ο υ θ ί α  χ ^ ,  ν  €11 ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η  κ α ί ,  ά π ’ τ ό  θεώρημα B o l z a n o  -

-  W e i e r s t r a s s  1 . 8 . 2 ,  ε χ ε ι  μ ι ά  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  χ ^  ,  ν  6 U  μ έ  l i m  χ ^  = Α € [ α , β ] .
ν ν

’Αλλά η f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  ί  κ α ί  αρα  l i m  f ( χ ^  ) = f ( £ ) .  ’Από τ η ν
ν

( 1 . 1 3 . 1 ) ,  δ μ ω ς ,  ε χ ο μ ε  δ τ ι  l i m  xk  = l i m y k  = &, έ ν ώ ,  έ π ί σ η ς  άπο τ ή  σ υ ν -
ν ν

έχ ε ια  τής f ,  lim  f  (y, ) = f ( A ) .  Επομένω ς lim C f(x, ) - f ( y k ) 3 = 0 ,  πού
Kv v v

ά ν τ ί κ ε ι τ α ι  π ρ ο ς  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ί α  α ν ι σ ό τ η τ α  τω ν  1 . 1 3 . 1 .  Α

Ά ν  Α ε ί ν α ι  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τοΟ π ε δ ί ο υ  όρ ισ μ οΟ  * 8 ( f )  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  

κ α ί  f |Α ε ί ν α ι  ό π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  τ ή ς  f  σ τ ο  Α, τ ό τ ε  ο ρ ί ζ ο μ ε

s u p  f  = s u p  2f?(f I Α) κ α ί  i n f  f  = i n f i R ( f | A )
A e A

Ά ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  τ ά  max 2P(f  |A)  κ α ί  min  ? ? ( f ) A )  ο ρ ί ζ ο μ ε  Πτό  μ έ γ ι ~  

σ τ ο  (maximum) τ ή ς  f  έ π ί  τοΟ Α"  κ α ί  " τ ό  έ λ ά χ ισ τ ο  ( m i n i m u m ) τ ή ς
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f  t n t  τοΟ A " vdt ε ί ν α ι

max f  =m ax  2 9 ( f | A )  κ α ί  m i n i  = m in  3*?(f |A) .
A A

Συχνοί χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι  κ α ί  o i  ά ν α λ υ τ ι κ ώ τ ε ρ ο ι  σ υ μ β ο λ ι σ μ ο ί  max f  ( χ )  καν
χ6Α

m i n  f ( χ )  α ν τ ί σ τ ο ι χ α .  Ε ί ν α ι ,  β έ β α ι α ,  φ α ν ε ρ ό  ό τ ι  α ν  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f | A  
χθΑ
έ χ η  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  έ λ ά χ ι σ τ ο ,  τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ο υ ν  x Q κ α ί  y Q σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  Α,  τ έ τ ο ι α

ώ σ τ ε  max f  = f ( χ  ) κ α ί  m i n f  = f ( y  ) .  ’Ε π ί σ η ς ,  ι σ χ ύ ε ι  δ τ ι
Α υ A 0

(V χ8Α) m i n  f  < f ( x )  < m a x f ( x ) .  \
A A

”Av A = o2S(f) , τ ό τ ε  γ ρ ά φ ο μ ε  ά π λ ο ύ σ τ ε ρ α  max f  κ α ί  m i n f  ά ν τ ε  των

max f  κ α ί  m i n f ,  ο π ό τ ε  έ χ ο μ ε  
J8 ( f )  J 8 ( f )

max f  =m ax  2 ? ( f )  κ α ί  m i n f  = m i n  2 9 ( f ) .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 3 . 2 .  Μιά συνάρτηση σ υ νεχή ς  σέ κ λ ε ισ τ ό  δ ιά στημ α  
έ χ ε ι  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  έ λ ά χ ισ τ ο  σ 'α ύ τ ό .

' Α π ό δ ε ι ξ η ,  θ ’ά π ο δ ε ι χ τ ή  πρώτα  δ τ ι  μ ι ά  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  [ α , β ]  σ υ ν ­

ά ρ τ η σ η  g  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η .

Πρός τ ο ϋ τ ο  υ π ο θ έ τ ο μ ε  τ ό  α ν τ ί θ ε τ ο ,  δ η λ α δ ή  δ τ ι

(V Μ > 0 )  ( 3 x 8  [ α , β ] )  | g ( x )  | > Μ.

Θ έ τ ο ν τ α ς  Μ = ν ,  δ π ο υ  ν 6 Μ ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  χ ^ ,  ν  83Ν 

τ έ τ ο ι α  ώ στε  χ ^ β Ε α , β ]  κ α ί

( 1 . 1 3 . 2 )  | g ( x v ) | > v

γ ι ά  κ ά θ ε  v 6 H .  ’Ε π ε ι δ ή  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  χ ^ ,  ν  8 U  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η  ε φ α ρ μ ό ζ ο ­

ν τ α ς  τ ό  Θεώρημα 1 . 8 . 2  τ ο ΰ  B o l z a n o - W e i e r s t r a s  μ π ο ρ ο ύ μ ε  νά  ΰποθέσω με  

δ τ ι  l i m x  = ξ , γ ι ά  κ ά π ο ι ο  ξ 8 [ α , β ] .  ’Από τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  τ ή ς  g  έ χ ο μ ε  τ ό ­

τ ε  δ τ ι  l i m  g ( χ ^ )  = g ( ξ ) .  ’Αλλά ή ( 1 . 1 3 . 2 )  δ ί ν ε ι  l i m j g  ( χ ν ) |= « “, δ η λ α δ ή  

| g ( £ ) |  =+οο, π ού  ε ί ν α ι  α τ ο π ο ,  ’Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ό  σ ύ ν ο λ ο  2 9 ( g )  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν ο .
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Τώρα θ ' α π ο δ ε ί ξ ο υ μ ε  δ τ ι  α ν  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  [ α , β ]  τ δ τ ε  τ ά  

s u p  f  = Μ κ α ί  i n f  f  = πι, που ε ί ν α ι  ( π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ )  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ί  α ρ ι θ μ ο ί ,  

ε ί ν α ι  ά ν τ ι σ τ ο ι χ α  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  ε λ ά χ ι σ τ ο  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f .

"Αν δ ε ν  ύπάρχη  x Q6 [ a , 6 ]  μ έ  f  ( x Q) = Μ = s u p  f  9 π ρ έ π ε ι  f ( x ) < M ,  γ ι ά  

κάθε χ 6 [ α 9β ] - άρα η σ υ ν ά ρ τη σ η

« (χ> = i n f e r  · ’!6[“ >e]
ε ί ν α ι ,  δπως μ ό λ ι ς  δ ε ί ξ α μ ε ,  φ ρ α γ μ έ ν η .  " Ε τ σ ι  υπάρχε ι ,  Κ > 0 μέ  j g ( x ) |  < Κ,  

η M - f ( x )  , δηλαδη

f  ( χ ) < Μ ~ ^ < Μ 9

πράγμα πού σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι  ο α ρ ι θ μ ό ς  Μ "  ε ί ν α ι  άνω φράγμα  τοΟ σ υ ν δ λ ο υ  

29 ( f )  κ α ι  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο ς  ά π ’ τ ό ν  Μ = s u p  2 9 ( f ) .  ΤοΌτο δ έ ν  μ π ο ρ ε ί  

νά  άλη θευη  καέ  άρα  ύ π ά ρ χ ε ι  χ ^ θ [ α 9β ]  μ έ  f ( x ^ ) = M 9 ή τ ο ι  Μ = max f  .

’ Ανάλογα α π ο δ ε ί χ ν ο μ ε  δ τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  γ ^ θ Γ α , β ]  μ έ  f i y ^ )  = i n f  f , η τ ο υ  

i n f  f  = m i n i ,  i

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 3 . 3  ( B o l z a n o ) .  "Αν η σ υ νά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  
σ τό  δ ιά σ τ η μ α  [ α , β ]  κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  ί ( α ) £ ί ( β ) ,  τ ό τ ε  γ ι ά  κ ά ­
θ ε  y  μ ε τ α ξ ύ  τω ν τ ιμ ώ ν  f ( a )  κ α ί  ί ( β )  (δη λα δή  f ( a ) < y < f ( & ) 9 ή 
f ( 8 ) < y < f ( a ) )  ύ π ά ρ χ ε ι  χ β ( α , β )  μ έ  y = f ( x ) .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  f ( a ) < f ( $ )  (ή  ά λλη  π ε ρ ί π τ ω σ η  ε ί ν α ι  

π α ρ ό μ ο ι α )  κ α ί  θ εω ρ ο ύ μ ε  έ ν α  y 6 ( f ( a ) ,  f ( f O ) .  *Αν δ έ ν  ύ π ά ρ χ η  χ θ ( α 9β)  

τ έ τ ο ι ο  ώστε  y = f ( x ) 9 τ ό τ ε  ή σ υ ν ά ρ τη σ η

h ( x )  = | y _ f ( x ) |“ 9 χ β Γ α , β ]

ώς σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  σ τ ο  κ λ ε ι σ τ ά  δ ι ά σ τ η μ α  [ α 9β ] 9 ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ­

νη ( β λ .  θεώρημα 1 . 1 3 . 2 )  κ α ί  ά ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  Μ > 0 μ έ  0 < h ( x ) < M  η

( 1 . 1 3 . 3 )  | y - f ( x ) |  >·^ γ ι ά  κάθε  χ β [ α 9β ] .

* Ακόμη η σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  ό μ ο ιο μ ά ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  δ ι ά σ τ η μ α  [ α , β ΐ  

κ α ί  ε π ο μ έ ν ω ς ,  γ ι ά  ε = —> 0 9 έ χ ο μ ε  δ τ ι

(/, δ > Ό (ν  χ1 '> * 2 τοΓ) ΙΧ1 ’ χ /ί < 6 *"> !f  ' < S’ '
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-Αν μέ  τά  σ η μ ε ί α  α = α „ , α .............. a  - B  χωρεσωμε re? δ ι ά σ τ η μ α  [ α , β ΐ

σ έ  τό σ α  δ ι α σ τ ή μ α τ α  ώ σ τ ε  τ ό  μ ή κ ο ς  κ α θ ε ν ό ς  ν ά  ε ί ν α ι  μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο  άπ τ<5 6 ,  

τότε υπάρχει μ 6 { 1 , 2 , , . .  ,ν} τέτοιο ώστε y νά βρίσκεται στό κλειστό διά­

σ τ η μ α  με  ά κ ρ α  f ( a ^ _ ^ ) ,  f ( a ^ ) ,  Δ ηλαδή

Q< Ιγ-£(.αμ)| < j£(«1J_1>-f(.e|1) | .

ε ν ώ ,  ά π ’ τ ή ν  έ κ λ ο γ ή  τοΟ δ π ρ έ π ε ι  j f ( a  ) - f ( a  , ) |  < ε  = ~1 U U~1 Μμ μ
i y - f (<.u )l < i

Αρα

itou έ ρ χ ε τ α ι  σ έ  α ν τ ί θ ε σ η  μ έ  τ ή ν  α μ ε σ ό τ η τ α  ( 1 . 1 3 . 3 ) .  A

Π αρατήρηση 1 .1 3 .1  ^

”Αυ σ υνδ υ ά σ ω μ ε  τ ά  δ υ ό  παραπάνω θ εω ρ ή μ α τ α  1 . 1 3 . 2  κ α ί  1 . 1 3 . 3  μ π ο ρ ο ϋ -  

με  νά  ποϋμε- ό τ ι  τ ό  π ε δ ί ο  τ ε μ ώ ν  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  πού  ε ί ν α ι  ο ρ ι σ μ έ ν η  

κ α ε  σ υ ν ε χ ή ς  σ ε  κ λ ε ι σ τ ό  δ ε ά σ τ η μ α  τ η ς  π ρ α γ μ α τ ε κ ή ς  ε υ θ ε ί α ς  ε ί ν α ι  τ ό  κ λ ε ε -  

σ τ ό  δ ε ά σ τ η μ α  [ m i n  f  ,  max f  3 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1 . 1 3 . 1 .  "Αν γ ι ά  μ ε ά  σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  

ύ π ά ρ χ η  ζ β [ α , β ]  τ έ τ ο ε ο  ώ σ τε  f ( ζ ) ?ίn γ ε ά  κ ά π ο ιο  η € Κ ,  τ ό τ ε  
ύ π ά ρ χ ε ι  π ε ρ ιο χ ή  υ τοΟ ξ τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  f ( x ) ^ n  γ ι ά  κ ά θ ε  1 

X0U Π ,JS(f ) ·

’ Α π ό δ ε ι ξ η .  "Αν ε σ χ υ ε  τό  α ν τ ί θ ε τ ο ,  γ ε ά  κ ά θ ε  \  GU θά υ π ή ρ χ ε  χ ^  μέ

£ - - < χ  <  ζ + i  , χ  e  5 ( f )  κ α ε  f ( x  )=n γ ε ά  κ ά θ ε  ν  6Μ . Αλλά τ ό τ ε  l im X  
ν  ν  ν  ν  ν  1

κ α ε  f  ( ζ ) = f  ( l im:<v ) = l i m  f  ( x y )=n  ε ί ν α ι  α τ ο π ο .  A

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 . 1 3 . μ .  Κάθε ά μ φ ιμ ο ν ο σ ή μ α ν τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  σ υ ν ε χ ή ς  
σ τ ό  κ λ ε ισ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  [α ,β ]  ε ί ν α ι  γ ν η σ ίω ς  μ ο ν ό τ ο ν η .

’ Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Αφοϋ α ^ β  έ χ ο μ ε  καε ί ( α ) ^ ί ( β ) .  ’ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ε  

f ( a ) < f ( B )  κ α ι  θ ά  δ ε ί ξ ω μ ε  ο τ ε  η f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  σ τ ό  [ α , β 3 .

Πρώτα θ ’ά π ο δ εε 'ζ ω μ ε  δ τ ε  γ ε ά  ό π ο ε ο δ η π ο τ ε  ι ι 6 [ α , β )  μ έ  f ( u )  < ί ( β )  έ σ χ ό ε ε

( 1 . 1 3 . 4 )  f ( u )  < f ( χ ) < f ( β )  γ ε ά  κ ά θ ε  χ θ ( υ , β ) .

=ξ ■;

Π ρ α γ μ α τ ικ ά *  α ν  ύπά ρ χη  έ ν α  ξ 6 ( υ , β )  μ έ  f ( ξ ) < f ( u )  < f ( β )  ά π ’ τ ό  θ ε ώ ­

ρημα τοΟ B o l z a n o  1 . 1 3 . 3 ,  ύ π ά ρ χ ε ε  χ ^ ξ , β )  μ ε  f ( u ) = f ( x Q) ένώ υ < ξ < χ 0 , 

π ο ύ  ε ί ν α ι  α δ ύ ν α τ ο  άφοΰ  η f  ε ί ν α ι  ά μ φ ε μ ο ν ο σ η μ α ν τ η .  ’Α δύνατο  ε ί ν α ι  έ π ί -  

σ η ς  καε  ν ά  ε σ χ ύ η  f ( u ) < f ( β )  < f ( ξ )  γ ε ά  κ ά π ο ι ο  ξ β ( υ , β ) .  "Αρα η ( 1 . 1 3 . 4 )  

α λ η θ ε ύ ε ι .



1.13-1.14 39

θεωροΟμε ό π ο ο α δ ό π ο τ ε  x ^ ,X g  σΤ^ ρ έ  χ ι < χ 2" Εφα ρμόζομε  τη\>

( 1 . 1 3 . 4 )  πρώτα γ ο ά  u = a ,  ο π ό τ ε  ε χ ο μ ε  f ( x 1 ) < f ( g )  καό έ π ε ο τ α  γ υ ά  u r x ^ ,  

ο π ό τ ε  π α όρ νομε  f ( χ ^ ) < f ( χ 2 ) , δηλα δό

f ( x 1 ) < f ( x 2 > δ τ α ν  χ 2  < Χ2 

καύ η f  ε ί ν α ι ,  γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α .
* «,

Τ έ λ ο ς ,  α ν  f ( a ) > f ( 8 ) ,  τ ό τ ε  έφ α ρ μ ά ζ ο μ ε  τά  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  γ ι ά  τ η ν  - f  

χαέ  έ τ σ ι  π α ί ρ ν ο μ ε  δ τ ι  n f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α ,  A

1.14 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

Στην παράγραφο 1 . 3  ε ί δ α μ ε  δ τ ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  γ ι ά  νά  ε χ η  ά ν τ ι σ τ ρ ο -  

φη π ρ έ π ε ι  νά  ε ί ν α ι  ά μ φ ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η .

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 .1 4 .1 . "Αν μ ι ά  ά μ φ ιμ ο ν ο σ ή μ α ν τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  
f ( χ ) ,  χβ [α ,β ] ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  τ ό τ ε  ή Α ν τ ίσ τ ρ ο φ ή  τ η ς  f  1 ε ί ν α ι  
έ π ίσ η ς  σ υ ν ε χ ή ς .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Θεωρούμε ό π ο ι α δ ή π ο τ ε  y G ? ? ( f )  κ α ι  α κ ο λ ο υ θ ί α  υ ^ , ν β ΐ ί

μέ ο ρ ο ύ ς  στο  σύνολο  ί ? ( f )  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  Ιΐτη υ = y .  ΤΙρέπε ι  νά  δ ε ί ξ ω μ ε  δ τ ιν
( 1 , 1 4 . 1 )  l i m  f  1 ( υ ^ ) = ί  1 ( y ) .

Θ έ τ ο ν τ α ς  u = f  * ( υ  ) γ ι ά  κ ά θ ε  ν β Ε ,  ε χ ο μ ε  υ = f ( u  ) ,  ν  61 ί .  *Η ν ν ν ν
α κ ο λ ο υ θ ί α  u ^ ,  ν  β Κ  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η  (άφοΟ u  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  β Ε )  κ α ί

α ρ α ,  ά π ' τ ό  θεώρημα B o l z a n o  -  W e i e r s t r a s s  1 . 8 . 2 ,  έ χ ε ι  μ ι ά  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α

u , ν  ΘΕ που σ υ γ κ λ ί ν ε ι  σέ  κ ά π ο ι ο  χ β [ α , β 3 .  Άπ<5 τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  τ η ς  f  κν
στο' χ ,  έ χ ο μ ε

y = l i m u  ■ = l i m f ( u  ) = f ( x ) .κ κV V
’Αλλά ι σ χ ύ ε ι  κ α ί

( 1 . 1 4 . 2 )  

γ ι α τ ί  ά λ λ ι& ς  

τ έ τ ο ι α  ώστε

l i m  u  = χν
ή α κ ο λ ο υ θ ί α

l i m  u  = χ  f  χ .  
Λ V

u ^ ,  ν  ΘΕ θά ε ί χ ε  μ ι ά  ύ π α κ ο λ ο υ θ ί α  u  

Τ ό τ ε ,  δ μ ω ς ,  θά  ε ί χ α μ ε

λ »ν
ν β»



1 . 14- 1 .1 540

ήχου

y = l i r o ^  = l i m  f  ( υ λ ) = f ( $ ) ,  
v v

f i x )  -  f i x )

πού  ε ί ν α ι .  α δ ύ ν α τ ο ,  άφοΟ x ^ x  καύ  ή f  ε ί ν α ι ,  ά μ φ υμονοσ τ ίμ α ντη .  "Αρα η 

( 1 . 1 4 . 2 ) ,  ήτοι .  ή ( 1 . 1 4 . 1 )  α λ η θ ε ύ ε ι , .  A

1 . 1 5  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. "Αν γ μ ά  κ ά θ ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  καύ  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  X τ ο ύ  Κ  πα ρ αστύσ ω με  μ έ  

f  (X) τ ύ  σ ύ ν ο λ ο  {y  : [ 3  χ 6 Χ Π J!S(f ) ] y  = f  ( χ ) }  καύ  θεω ρύσωμε δυ ύ  υ π ο σ ύ ν ­

ολα  Α,Β τοΟ ]R, ν ’ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ  

α )  f  (A U B )  = f ( A )  U f  ( Β ) ,  

β )  f ( A r i B ) C f ( A )  n f ( B ) ,

γ )  ά ν  f  ε ί ν α ι ,  ά μ φ ι ,μ ο ν ο σ ύ μ α ν τ η ,  το ' τ ε  σ τ ύ ν  ( β )  ί ,σχύει ,  η ό σ ύ τ η τ α .

2., "Εστωσαν  οϋ ά κ ο λ ο υ θ ύ ε ς  α ^ ,  ν  ΘΜ καύ β ^ ,  ν  6 W μ έ

α < β γ υ ά  κ ά θ ε  ν  6 W. ν =  ν
ί )  Ν ’ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ

1 ) l i m  α = + < » = >  l i m  3  = +00ν ν
2 )  l i m  β = -οο = >  i i m α =ν ν

i i )  "Αν οί, παραπάνω ά κ ο λ ο υ θ ύ ε ς  σ υ γ κ λ ύ ν ο υ ν  π ρ ά ς  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η κ α τ ’

έ κ δ ο χ ύ ν  σ η μ ε ί ο ,  ν ’ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ

l i m  α  < l i m  β ν — ν
3.  Νά μ ε λ ε τ η θ η  ώε  π ρ ύ ς  τ η  σ ύ γ κ λ υ σ η  ή ά κ ο λ ο υ θ ύ α  πραγματ ι ,κω ν  ά ρ υ -

θμω ν α  ,  ν  GW, δ π ο υ
ν  β + γ α

α 1  "  ^  * α ν + 1  ~ γ  + βα 
1 1

καύ β , γ  π ρ α γ μ α τ υ κ ο ύ .

, v e n

4. Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ί ί  δ τ υ  α ν  οΐ, ά κ ο λ ο υ θ ύ ε ς  α ^ ,  ν  S K  καύ β ^ ,  ν  6 U  έ χ ο υ ν  

τ ά  υδι,ο δ ρ ι , ο ,  τ ό τ ε  καύ  ή ά κ ο λ ο υ θ ύ α  α ι » & ι > α 2 *^2 *’ . . ε χ ε u έ π ύ σ η ς  τά  

ί δ ι , ο  δ ρ ι ,ο .
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5:. ϋ ’ά-πρδείίΧ'ΐπ ότλι r,r-c·; . - ρ λ γ ’ ϊ  < ' J r · f?" , ο "  ί  : ο ; j

α ) Ι5.π?(1 + 3 J + J T  + - - · +  =<? ■ ’ t:-y r ~

β) ( » v e * )  o < e -(i + jj +...+ ^-) < ^
. „ υ · : · · ' : 3  > ' 3 : ^ ; * '  *!*\ 3  · ν / . Γ > Γ  O '

γ )  ό ά ρ ο θ μ ό ς  e  ε ί ν α ι ,  ά ρ ρ η τ ο ς .

/; ; 

.· '* '·

•Λ. γ

6·  Ν’ά π ο δ ε ε χ τ ή  δ τ υ  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  α ^ ,  ν 6 Κ ,  οπού

“ ? > 2 χαό  α ν + 1 = |  ( α ν + ^ ) * V 61ί
: -

σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  καό ν α  β ρ εθ ή  τ ό  ο ρ ε ό  τ η ς
γ * ?" r j  ( C-

κ ά θε  ά κ ο λ ο υ θ ό α a  , v €]N ό ρ ο ζ ο μ ε τ ό ς  c
V f o

β = i n f { a  : v GIN} , μ e u
y y+v

* Ύ = y
s u p t a  . : r  y+v

v €3N} , μ e u

Ν’α π ο δ ε ε χ τ ή  ό τ ε

α )  η α κ ο λ ο υ θ ί α  β , μ 6 U  ε ί ν α ι ,  α ΰξο υ σ α  κ α ί  ή γ  , μ 6]Ν φ θ ο ν ο ύ σ α ,y 'V
6)  τό  δ ρ εα  των ά κ ο λ ο υ θ ε ω ν  β , y 6]Ν Hat  γ  , U €!Ν που π α ρ ε σ τ α ν ο ν -y y

T a t y £ ‘Ml i m  i n f  a  " ( l i m e s  i n f e r i o r  τ η ς  a ^ s v 6 U )  Mat ° l i m  s u p  a ^ M 

( l i m e s  s u p e r i o r  τ η ς  a ^ 9 v 6 B ) ,  ε ΐ ν α ε  σ η ρ έ ΐ α  συσσωρευσεω ς τ η ς  α κ ο λ ο υ ­

θ ί α ς  Γα , ν δ ΐ  κ α ί  ρ ό λ ε σ τ α  το  l i m i n f  a  e i v a t  το  ρ ε κ ρ ό τ ε ρ ο ,  ένω τ ό  
v v

l i m  Sup α τό  υ ε γ α λ ό τ ε ρ ο ,

γ )  α ν  a ^  , v β!Ν e i v a t  ρ ε ό  ύ π α κ ο λ ο υ θ ε α  τ ή ς  ά κ ο λ ο υ θ ε ά ς  " α ^ , - ’ νβϋΜ, 

τ ό τ ε  ί σ χ ύ έ ε  ν  ■ - ~ .:' V ' h’s
. U i · *l i m  i n f  a  < l i m  m f  a  , < l i m  s u p  a . < l i m  sup"a  ,ν=* k “* K "  vv v

δ )  εκ α νή  Μαό ά ν α γ κ α ό α  σ υνθ ή κη  γ ε ο Γ ν α  e i v a t  η ά κ ο λ ο υ θ εα

φ ρ α γρ ενη  e i v a t  τό  l i m  i n f  a  Mat l i m us u p  a  ν ό  e i v a t  π ε κ ε ρ α σ ρ έ ν α  s
v , v

ε )  ι κ α ν ή  κ α ι  ά ν α γ κ α ό α  σ υνθ ή κη  γ ε ό  να  σ υ γ κ λ ό ν η  ή α 9 ν  ΘΙί e t v a t

lirii  i n f  a  -  l i m  s u p  a  
v v

8 .  ^ ’ά π ο δ ε ε χ τ ή  ό τ ε  ό ό ρ ε σ ρ ό ς  σ υ γ κ λ ε σ ε ω ς  ν έ α ς  ά κ ο λ ο υ θ ε α ς  (Ρ.· V ̂  , 1 ijV f j., „■ ι f . . ρ Τ j ■*J
πρ ος  e v a  ά ρ ε θ ρ ό  i  e i v a t  ε σ ο δ ό ν α ρ ο ς  yd  τή  σ υνθήκη   ̂ , oc

eiN

A
Λ./·' w* Ο ν. /

( ΐ θ > 0  )ίν ε > 0){'-Τ neiNKV v e w ) .  υ > η  - >  }ά -  ϊ  |ν< θ  · ε .  *
*ΟΤ Κ ^ }ι X j  ν  i J . .>..»·Ίλ « ι,'Κ , ■ >ν I' V o  : ’ ΤΓ*Τ ;

9 .  Ν’ άηοδε^εχτοΰν  ο ε  π ρ ο τ ά σ ε ε ς  1 . 7 . 3 ,  1 . 7 , 4 ,  1 . 7 . 5  καε  1 · 7 . 6 .
- O J O T Ο ? . fU i.-H J H V , « a  ♦ t  Ή χ τ ' μ ,  .. . .  - ·. r t^c ;  J'j  *; y u o o u ; ^ ,T - J J

I:
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1 0 .  Χρησυμοπουώντας μ ό νo τή  συνθήκη βα σ υ κ ό τη τα ς  ν ’ά π ο δ η ,χ τΑ  δ τ υ  

κάθε βασυκή άκολουθυα

a )  ε ί ν α υ  φ ρ α γμ έ νη ,

β )  ε χ ε υ  τό πολύ ενα  σημευο συσσω ρεύσεω ς, 

γ )  ε ί ν α ι ,  σ υγκλυνουσ α .

1 1 .  Θεωρούμε τ ά  πλευστοί  δ υ α σ τ ή μ α τ α  [ α ^ , β ^ ] ,  ν  GN τ έ τ ο υ α  ώστε

[ α  , β  ] Ζ } [ α  - , β  - ]  γ υ ά  κοίθε ν  6 Ι ϊ .  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ϋ  δ τ υν ’ ν  — ν + 1  ν+1  1 Λ
α )  υ π ά ρ χ ε ι ,  τ ο υ λ ά χ υ σ τ ο ν  ε ν α  ξ τ έ τ ο υ ο  ώ σ τ ε  ξ 6 [ α ^ , β ^ ]  γ υ ά  κά θε  v ^ U .

β )  ά ν  έ π υ  π λ έ ο ν  ή ά κ ο λ ο υ θ υ α  ( β  - a  ) ,  ν  GW ε ί ν α υ  μ η δ ε ν υ κ ή .  τ ό ί εν ν 5
ύ π ά ρ χ ε υ  ά κ ρ υ β ω ς  ε ν α  τ έ τ ο υ ο  ξ .

1 2 .  Ν’ά π ο ό ε υ χ τ η  δ τ υ  γ υ ά  κά θε  a j i - l  καυ ν  Θ ϊ ϊ  ύ σ χ ύ ε υ

( 1  + α ) ν  ^  1 + να

( α ν υ σ ό τ η τ α  τ ο υ  B e r n o u l l i ?  δ π ο υ  η ί ,σ ό τ η τ α  υ σ χ ύ ε υ  μ ό ν ο  γ υ ά  ν = 1  η α = 0 .

1 3 .  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ο ϋ ν  ου  π ρ ο τ ά σ ε υ ς  1 - 1 0 . 1 ,  1 . 1 0 #2 καυ 1 . 1 0 . 3 .

1 4 .  "Εστω Α ε ν α  μη κ ε ν ό  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο υ  3R. "Ενα  σ η μ ευο  χ6Α ο ν ο μ ά ζ ε -  

τ α υ  " μ ε μ ο ν ω μ έ ν ο  σ η μ ε υ ο  τ ο Ο  Α" ,  α ν  ύ π ά ρ χ η  π ε ρ υ ο χ η  U τοΟ χ  τ έ τ ο υ α  

ώ σ τ ε  U f l A = { x } .  "Ενα  σ η μ ε υ ο  y  ( π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  η κ α τ ’ έ κ δ ο χ η ν )  ό ν ο μ ά ζ ε τ α υ  

" σ η μ ε υ ο  έ π α κ ρ η ς "  τ ο ϋ  Α,  α ν  γ υ ά  κ ά θ ε  π ε ρ υ ο χ η  V τ ο υ  y ,  υσχυη V f l A ^ 0 .

Ν ' ά π ο δ ε υ χ τ η  ό τ υ  ε ν α  σ η μ ε υ ο  ξ  ε ν ό ς  σ υ ν ό λ ο υ  ε ί ν α υ  σ η μ ευ ο  έπ α φ η ς  τοΟ 

Α,  τ ό τ ε  κα υ  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  α ν  τ ο ϋ τ ο  ε ί ν α υ  σ η μ ε ϋ ο  συσ σ ω ρ εύσ εω ς  τ ο υ  Α,  η μ ε ­

μ ο ν ω μ έ ν ο  σ η μ ε υ ο  τ ο ϋ  Α.

1 5 .  "Εστω f  μ υά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ό ρ υ σ μ έ ν η  σ ’ε ν α  σ ύ ν ο λ ο  A C3R. 

α )  Νά ε ξ ε τ α σ τ ή  ά ν  σ έ  κ ά θ ε  μ ε μ ο ν ω μ έ ν ο  σ η μ ευο  τ ο ϋ  Α
i )  υ π ά ρ χ ο υ ν  τ ά  π λ ε υ ρ υ κ ά  δ ρ υ α  τ η ς  f ,

i i ) ή f  ε υ ν α υ  δ ε ξ υ ά  καυ ά ρ υ σ τ ε ρ ά  σ υ ν ε χ ή ς ,

i i i )  η f  ε ί ν α υ  σ υ ν ε χ ή ς .

β )  Ν’ ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ ,  α ν  χ ^  ε ί ν α υ  σ η μ ευο  σ υσ σ ω ρεύσεω ς  των συνόλω ν  

Α Π ( - ° ° ,  x Q) καυ Α Γ Κ χ ^ ,  +°°) ,  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ϊ ν α υ  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  χ ^ ,  τ ό τ ε  

καυ  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  ε ί ν α υ  δ ε ξ υ ά  καυ ά ρ υ σ τ ε ρ ά  σ υ ν ε χ ή ς  σ ’α ύ τ ό .

1 6 .  Θεωρούμε μυά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  καυ μ υ ά  ό π ο υ α -
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δ ή π ο τ ε  "δεαμέρίση" τ ο υ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β ] ,  δη λα δη  ένα  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  

σύνολο  { α ^ , α ^ , α ^ ί . . .  jOt^} σ τ ο ε χ ε ε ω ν  μ έ  α = a Q < α ^ < . . ,<α^  = β.  ' Ο ρ έ -  

ζ ο μ ε  τ ο  αθ ροεσ μα

σ = j f ( c t  ) — fCot ) | + I f (α ) -  f ( a  ) | + . . .  + | f ( c t  ) - f ( a  , ) ! ·
1 0 2 1 v v - 1

*Αν το  σ ύνολο  των ά ρ εθμώ ν  σ ,  πού π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  μ έ  τ ο ν  παραπάνω τρ ό π ο  γ ε ά

δ λ ε ς  τ ύ ς  δ ε α μ ε ρ ε σ ε ε ς  τοΟ δ ε α σ τ η μ α τ ο ς  [ α , β ] ,  ε ί ν α ε  φ ρ α γ μ έ ν ο ,  τ ό τ ε  λ έ μ ε

δ τ ε  ή σ υνά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ε  "φ ρ α γ μ έ ν η ς  μ ε τ α β ο λ έ ς " .
Ν 'ά π ο δ ε ε χ τ η  δ τ ε

α )  το  α θ ρο ε σ μ α  δύο σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  φ ρ α γ μ έ ν η ς  μ ε τ α β ο λ ή ς  ε £ ν α ε  σ υ ν ά ρ τ η ­

ση φ ρ α γ μ έ ν η ς  μ ε τ α β ο λ ή ς .

β )  κάθε  μ ο ν ό τ ο ν η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ε £ ν α ε  φ ρ α γ μ έ ν η ς  μ ε τ α β ο λ ή ς .

1 7 .  Ν 'ά π ο δ ε ε χ τ η  δ τ ε  κάθε  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  πού ε κ α ν ο π ο ε ε ε  τ ή  σ χ έ σ η  

f ( x + y )  = f ( χ )  + f ( y )  γ ε ά  κάθε  x , y  τ ο υ  JS( f )  

έ'χεε  τή  μορφή f ( x )  = α χ ,  δ π ο υ  a  6 R .

1 8 .  Θεωρούμε δυό  σ υ ν α ρ τ η σ ε ε ς  f  καε g  ό ρ ε σ μ έ ν ε ς  σ τ ό  δ ε ά σ τ η μ α  [ α , β ] .  

Ν’ά π ο δ ε ε χ τ η  δ τ ε  αν α υ τ έ ς  ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ε έ ς ,  τ ό τ ε  καε ο έ  σ υ ν α ρ τ η σ ε ε ς  πού 

ό ρ ε ζ ο ν τ α ε  ά π ’ τ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς

h 5" ( x )  = m a x { f  ( χ ) ,  g ( x ) } ,  χ € [ α , β ]  

h ft( x )  = m i n { f  ( χ ) ,  g ( x ) } ,  χ β [ α , β ]

ε ε ν α ε  σ υ ν ε χ ε ε ς .

1 9 .  Θά λ έ μ ε  δ τ ε  μ ε ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε κ α ν ο π ο ε ε ε  ττί " σ υ ν θ ή κ η  

L i p s c h i t z "  α ν  ύ πά ρ χη  L > 0 ,  τ έ τ ο ε ο  ώστε

| f ( x )  - f ( y ) [  l | x - y |  γ ε ά  κ ά θ ε  x , y  τοΟ J 5 ( f ) .

Ν 'ά π ο δ ε ε χ τ η  δ τ ε  α ν  μ εά  σ υ ν ά ρ τη σ η  ε κ α ν ο π ο ε η  τ η  σ υνθ ή κη  L i p s c h i t z ,  

ε ί ν α ε  όμοεομόρφως σ υ ν ε χ ή ς .  Νά δοθή  έ ν α  π α ρ ά δ ε ε γ μ α  δ π ο υ  τ ό  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ ο  

τ ο υ  γ ε γ ο ν ό τ ο ς  αυτοΟ δ έ ν  ε σ χ ύ ε ε .

2 0 .  Ν’ά π ο δ ε ε χ τ ή  δ τ ε  ή σ ύ ν θ ε σ η  όμοεομόρφω ς  σ υ ν ε χ ώ ν  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  6 ύ -  

ν ε ε  όμοεομόρφως σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η .

2 1 .  ΘεωροΟμε μεά  σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  τ έ τ ο ε α  ώστε
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f  ( α )  < Ο κ α ί  f ( 0 )  > 0 .

α )  'Ο ρ ίσ α τ ε  δυαστιίματα  [ α ^ , β ^ ] ,  ν β ϋ ,  όπου  a Q * α  κ α ί  β ^ β ,  τ έ τ ο υ α  

ώ στε l im (& v -  α ^ )  = 0 κ α ί  γυ ά  κάθε ν  6Β

f ( a v ) < 0  , f ( 0 y ) > 0  

κ α ί

a  < α _  < β ,  < β ν *= υ+1 =  ν+1*= ν
β)  Ν’άπ ο δ ευ χ τ ί ί  ότι. ύπά ρχευ  τό  m a x { x 6 [ a ,0 ] :  f ( x ) < [0 } .  

γ )  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ή  οτο  η έξ ίσω σ η

f ( x ) = 0
α*.
-·£ν

ε χ ε υ  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  μυά ρ ί ζ α .  ;

δ )  Μό τη  βοόθευα  τ?>ς γ )  νά  δοθ?ϊ μυά άλλη  α π ό δ ε ιξ η  τοΟ θεω ρήμ ατος  

τοΟ B o lz a n o  1 . 1 3 . 3 .

2 2 .  "Αν f  ε ί ν α ι  μ ιά  σ υ ν ε χ έ ς  συνάρτηση ν 'α π ο δ ε ι χ τ ώ  δ τ ι  

α )  Γ ιά  κάθε κ λ ε ισ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  [ α , β ]  C J 5 ( f ) τό  ί ( [ α , β ] )  ε ί ν α ι  ε π ί ­

σης π λ ευ σ τό  δ ιά σ τ η μ α .

β )  "Αν [ y , 6 ] C j ? ( f )  τ ί  σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε  γ ι ά  τ ό  f  * ( [ γ , δ ] ) .

γ )  Νά έξετα σ το Ο ν  ο ΐ  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ι ς  α )  κ α ί  β )  γ ι ά  α ν ο ικ τ ά  δ ια σ τ ή μ α τ α .

Μ,

4·>s
Γ

τ.:

«* .·

. ;>'*:

·ί·:
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λ ·- ·, <>??
Γεά ττΐ μ ε λ έ τ η  των π ε ό  βασεχω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  τ ή ς  ’Αναλόσεως ε ύ ν α ε  

σκόπεμο νά  προηγηθή  μ εά  σ ύ ν τ ο μ η  ανασκ όπη σ η  των δ υ ν ά μ ε ω ν  κ α έ  ρ ε ζ ω ν .

. .3-, t  : 1
2 . 1 .  ΔΥΝΑΜΕΙΣ-ΡΙΖΕΣ -ίν·

■ ;· > τ.;: f r £; , ]·
Θεωροϋμε ό π ο ε ο δ ό π ο τ ε  α 6 Ρ  κ α έ  ό ρ έ ζ ο μ ε  τ ά  πα ρ α κ ά τω :  f

0 · ,■ , Γ-μ , ' ' ο ι
1)  α = 1 .

2 )  a * V = a V ^ . α 9 γ ε ά  κά θε  ν  611.

3 )  α V , γ ε ά  κ ά θε  ν  611, α ^ 0 .

4 )  "Ας ε ί ν α ε  α 9β ό π ο ε ο ε δ ι ί π ο τ ε  π ρ α γ μ α τ ε κ ο έ  ά ρ ε θ μ ο έ  κ α έ  ν  631. "Αν

a Bj > 0  κ α έ  βν = α 9 - γ

τ ό τ ε  καέ  μόνο  τ ό τ ε  τ ό  β ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  Μν —ο σ τ ή  ρ ί ζ α ” τοΟ α .  Ε ί ν α ε  φ α ν ε ­

ρό ό τ ε  α ν  ύπάρχη  ν - ο σ τ η  ρ έ ζ α  τοΟ α ,  τ ό τ ε  α ύ τ η  ε ί ν α ε  μ ο ν α δ ε κ η  κ α έ  σ υ μ β ο -

λ έ ζ ε τ α ε  μέ α ν  η u

'Ε π έ σ η ς  παρατηροΟμε  δ τ ε  ..-id

ν/ 0 = 0  κ α ί  7 ϊ  = 1 .

"Αν ν  ε ί ν α ε  ά ρ τ ε ο ς  κ α έ  α < 0 9 φ α έ ν ε τ α ε  αμέσ ως  δ τ ε  δ έ ν  ύ π ά ρ χ ε ε  ή
„ , , jx>$

ν - ο σ τ ό  ρ έ ζ α  τοΟ α 9 ένω σ έ  ό λ ε ς  τ ε ς  ά λ λ ε ς  π ε ρ ε π τ ω σ ε ε ς  9 ε ξ α σ φ α λ ε ζ ε τ α ε

η ύπαρξη  ττ^ς ν - ο σ τ η ς  ρ έ ζ η ς  απ τ η ν  παρακατω  πρ ό τα σ η : 5, ti

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ: ΑΤΙΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Ϊ*"'Λ*'*
1

V. $·
:· 4>

'Λι
\\\~

ι
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2 . 1 . 1 .  " Α ν  δ έ ν  ί σ χ ύ ο υ ν  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  α < ο  κ α I ν ά ρ ­

τ ι ο  ς ,  τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ε ι  μ ί α  ν - ο σ τ ή  ρ ί ζ α  τ ο Ο  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ  ά ρ ι θ μ ο Ο  α .

Ά π , ό δ ε ο ξ η . i )  α_>0  κ α ί  ν  6 H .  ’Ε π ε ι δ ή  ή ν - ο σ τ ή  ρ ί ζ α  τ ο ϋ  0 υ π ά ρ χ ε ι ,  

υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  α > 0 .  ’ Ο ρ ί ζ ο μ ε  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η

f ( z )  = ζ ν  , ζ  β Ρ .

κ α ί  πα ρατηροΟ με  δ τ ι  α υ τ ή  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  δ ι ά σ τ η μ α  [ 0 ,  α + ΐ ]  κ α ί  τ έ τ ο ι α  

ώ σ τ ε  f ( 0 ) = 0 < a  κ α ί  f ( α + 1 )  = ( α + 1 ) ν ^ 1  + να  > α .  "Αρα,  ά π ’ τ ά  θεώ ρημα τοΟ 

B o l z a n o  1 . 1 3 . 3 ,  υ π ά ρ χ ε ι  β β ( 0 , α + 1 )  μ έ  ί ( β ) = α ,  δ η λ α δ ή  βυ = α ,  ή τ ο ι  ύ π ά ρ -  

χ ε ι  ή '*^α.

i i )  α  6]R κ α ί  ν  π ε ρ ι τ τ ό ς .  "Αν μ έ ν  α ^ .Ο  τ ό τ ε  σύμφωνα μ έ  τ ι ίν  ί ) ,  υ ­

π ά ρ χ ε ι  η V/ a .  ”Ας ε ί ν α ι  α < 0 ,  ' Ο ρ ί ζ ο μ ε  π ά λ ι  τ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η

f  ( z )  = ζ ν  ,  ζ  6 R .

'Η f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή δ  σ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α  [ 0 ,  1 - α ]  κ α ί  ακόμη  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  f ( 0 )  =

= 0 < - α  κ α ί  f  ( 1 - α )  = ( 1 - α ) ν  .> 1 -  ν α  > - α .  *Αρα, ά π ’ τ ό  θεώ ρημα τοΟ B o l z a n o  

1 . 1 3 . 3 ,  υ π ά ρ χ ε ι  - β 6 ( 0 ,  1 - α )  μ έ  f ( - ( 5 ) = - a ,  δη λ α δ ή  ( - β ) ν = - α ,  ή βν  = α ,  ά -  

φοΰ  ν  π ε ρ ι τ τ ό ς .  " Ε τ σ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  ή v - ο σ τ ή  ρ ί ζ α  τοΟ α κ α ί  ή πρ ότα σ η  ά π ο δ ε ί -  

χ τ η κ ε .  Α

5 .  ”Αν ρ ε ί ν α ι  ρ η τ ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς ,  τ ό τ ε  μ π ο ρ ε ί  ν ά  β ρ ε θ ή  μ ό ­

νο  έ ν α  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  ζ ε ύ γ ο ς  ( μ , ν ) ,  δ π ο υ  μ 6 2  κ α ί  ν 6 ®  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  τ έ τ ο ι ο  

ώ σ τ ε  ρ = |~ κ α ί  ό ν  νά  μή  δ ι α ι ρ ή  τ ό ν  μ ,  δ η λ α δ ή  τ ό  κλάσμα — ν ά  ε ί ν α ι  ά ν ά -

γ ω γ ο . Σ τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  α ύ τ ή ,  γ ι ά  ό π ο ι ο δ ή π ο τ ε  a  61R, ο ρ ί ζ ο μ ε
£  1

ap =av = (c,U) W= V/ ?

Ό  α ρ ι θ μ ό ς  α ρ ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "δ ύ ν α μ η "  μ έ  "βάση  τ ό  α "  κ α ί  " έ κ θ έ τ η  
τ ό  ρ " .

ΕΖναι  ε ύ κ ο λ ο  \>ά δ ο ύ μ ε  δ τ υ  γ υ ά  κ ά θε  pGQ μέ  ρ ? 0  Ισχύει ,

0Ρ = 0  κ α ί  1Ρ = 1 .

κ α έ  άκάμη  δ τ ι ,  ύ σ χ ύ ο υ ν  οί, παρακάτω  ύ δ υ ό τ η τ ε ς :

Ρ2 .  < V B2 ° 1  »2 V P2
a )  a  . α -  α , β ) a  : α = α ,
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A ** i
γ )  ( α β ) Ρ = α Ρ . βΡ , 0  (α : β ) Ρ = ο Ρ : βΡ ,

• :> 

47

r . ν '  · ·Ύ
. , Ρ1 ,Ρ5 .. Ρ1 ·ρ2ε) (α ) -α

V'.

f ",’r < ·’■ .» ·<** . : - Ο '■ Ύ ?-
δ π ο υ ,  β έ β α ι ά ,  οί, παραπάνω δ υ ν ά μ ε ι ς  έ χ ο υ ν  έ ν ν ο ι α ?  ’Επίσης  έ χ ο μ ε  κ α ί  ο τ ι  ·* 

σ τ )  (α > 1 καυ ρ > 0 )  η (0  < α  < 1 καό ρ < 0 )  =>  α Ρ > 1 ,  -

ζ )  (α > 1 καό ρ < 0 )  η ( 0 < α < 1  καό ρ > 0 )  => α Ρ < 1 ,

από τ ό ς  ό π ο ΰ ε ς  προκύπτει,

ρ, Ρ0
η )  (α > 1 καυ ρ ^ ρ ^  Π ( 0 < α < 1  χαό ρ 1 < ρ 2 > =>  α > α  ,

HP0TAEH 2 .1 .2 . Γ ιά  κ ά θ ε  φ υ σ ι κ ό  Α ρ ιθ μ ό  k £ σ χ ύ ο υ ν : 
1 1

i )  βΚ > 1 + £  ,

1 _1
i i )  e k > k ( e k - 1 )  > 1  ,

i · )  e k > l - i  
_ 1

i i ' )  1 ^ - k C e  ^ - l ) > . e  

1

Λ

# ΑτιόδειΕη. i  ) :  ek = L l im ( l  t -^ r )Vk] k = l im ( l  + -^- )V >.lim(l  + v )  =vk m  vk ~  m vk

= l i t n ( l  + “ ) = 1 + — - v x k
1

“ k 1

v

i ' ) :  e 1 m V= l i T n [ l / ( l + ^ - ) ] v = l i t n ( l - - r 4 r r ) V >
^  l i m ( l + - ^ - ) Vk v vk

vk vk+1 -

> l i m ( l  — ϊ~ 7 ^  = 1 "r* ~  v vk+1 k

i i ) :  ’Απο τήν  i )  ε χ ο μ ε  l < k ( e  - 1 ) ,  ένω άπο τ η ν  i ' )

1 1 X?;.:

e  -  1 )  = 1 -  e  ^ < 1  -  ( 1  -  —·) = —■ ΐ ίτο ι  k ( e ^  -  1 )  ^καί μ έ  συνδυασμό ̂  ̂ K K r .  - -. “ -

των δύο 1 < k ( e ^  -  1 )  < . 'MQi ■}£τς?:;ϊ ; >,

i k k ki i ' ) :  Π ολλ α π λα σ ιά ζοντα ς  τη i i )  ε π ί  e  9 β ρ ίσκομε  e  ^ k ( l - e  ) < _ 1 9
*· t - j. . *r s

mix'
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δ η λ α δ ή  e  k < - k ( e  k  -  1)  < 1.  A

ΠΡΟΤΑΣΗ 2 .1 .3 .  "Α ν α > 0 ,  τ ό τ ε  l i m a V = 1 .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Ε π ε ι δ ή  γ ι ά  a  < 1 ,  ι σ χ ύ ε ι  — > 1 ,  ά ρ κ ε ΐ  ν ' ά π ο δ ε ι χ τ ή  ή

π ρ ό τ α σ η  μόνο  γ ι ά  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  a  > 1 .  "Ετσι,  ά π ’ τ ή ν  ι δ ι ό τ η τ α  σ τ )  ε χ ο μ ε  
1 1

κ α ί  a V > 1 γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 Κ .  Θ έ τ ο μ ε  δ = α ν - 1 ,  ο π ό τ ε

6 > 0  κ α έ  α ν  = 1 + δ  ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  611ν ν *
Α π ’ τ ή ν  α ν ι σ ό τ η τ α  τοΟ B e r n o u l l i ,  ε χ ο μ ε

α = ( 1 + δ  )ν > 1 + ν . δ  , γ ι ά  κ ά θ ε  ν  GW,

"Αρα,  έ π ε ι δ ή

0 < δ < — -  ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 ϊ ί  
=  ν — ν *

α - 1lim = 0
1 1

π ρ ο κ ύ π τ ε ι  l i m  δ^  =0,  ή l i m ( a v -  1) = 0 , δ η λ α δ ή  lim  0 ^ = 1 .  A

, /
ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1.<4. "Αν α > 0  κ α ί  ρ ,  ν  e n  ε ί ν α ι  μ ιά  μ η δ ε ν ικ ή  ά -

V ρ νκ ο λ ο υ θ ύ α  ρη τώ ν  ά ρ ιθ μ ώ ν ,  τ ό τ ε  l im a  =1 .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Χ ω ρίς  ΒλάΒη ;τής γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  π ε ρ ι ο ρ ι ζ ό μ α σ τ ε  κ α έ  π ά λ ι  

σ τ ή ν  π ερ ι 'π τω σ η  α > 1 .  ’Ε π ε ι δ ή  l i m  py = 0 ,  ε χ ο μ ε  ό τ ι

(V keu)(3 nen)(v veB) ν > n  => I ρ I < i ,  δ η λ α δ ή
V  K

1 ,  , 1
k ^ v ' k

"Αρα,  άπο  τ η ν  η ) ,  ε χ ο μ ε  Mat

V k
α - 1 < α  - 1 < α  - 1  γ ι ά  κ ά θ ε  v > n .

’Από τ ή ν  πρ ό τα σ η  2 . 1 . 3 ,  ό μ ω ς ,  ε χ ο μ ε

1 _ 1
l i m ( a k -  1 )  = 0 x a t  l i m  ( a  k  -  1 )  = ----- - 1  = 1 -  1 = O’

l i m  a k
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έ τ σ ι  γ ι ά  ό π ο ι ο δ η π ο τ ε  ε > 0

( ϊ  GJN)(V k € 1 0  k > n  => Ια ^ ΐ |  < ε ,  δηλαδή

Hat
ε < a  -  1 < ε

( 3  G l i ) ( V  k 61 ί)  k  > ==> | α  -  ΐ |  < ε ,  δηλαδη

-  ε  < α  -  1 < ε .

Αρα,  γ ι ά  n = m a x { n , n ^ , n 2 )  κ α ί  γ ι ά  κ ά θ ε  ν > ί ί  έ χ ο μ ε

-  ε < α ^ -  1 < α ν - 1 < α ^ - ι < ε ,  γ ιά  σταθερό k > η
Hat έπ ομ ένω ς

a  ν - ΐ |  < ε ,
κ» Ί · Vή τ ο ι  l i m a  - 1 .  A

ΠΡΟΤΑΣΗ 2 . 1 . 5 .  " Α ν  α > 0 ,  τ ό τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  Α κ ο λ ο υ θ ί α  ρ η τ ώ ν

α ρ ι θ μ ώ ν  s ^ 9 v G I  τ ι ο ύ  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  σ η μ ε ί ο  κ α ί
s

ή α κ ο λ ο υ θ ί α  a  ν  Gli σ υ γ κ λ ί ν ε ι  έ π ί σ η ς  π ρ ό ς  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  

σ η μ ε ί ο .  ' Α κ ό μ η  ά ν  r  ,  ν  ei$ ε ί ν α ι  ό π ο ι α δ ή π ο τ ε  ά λ λ η  α κ ο λ ο υ ­

θ ί α  ρ η τ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  μ έ  l i m r  = l i m  s  , τ ό τ ε  ί σ χ ύ ε ι  κ α ίν ν
r  s- . ν  - . νl i m  a  = l i m  a

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  π ά λ ι  o x t  a  > 1 .  ’Ε π ε ι δ ή  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  

υ 6 U  σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  ε ί ν α ι  φ ρ α γ μ έ ν η  κ α ί  α ς  ε ί ν α ι  pGQ τ έ τ ο ι ο ς  ώ σ τε  [ s ^ j  

γ ι ά  κάθε  ν  63Ν. ’ Αλλά

s  s  s  s  - sV ιa  -  a  I = a  aW V ,  - ν , Μ - μ  ' v _ 1 | - < a P l a V S v( 2 . 1 . 1 )  | <* ' - a  | = a  '  | a  ^ * -  1 |  < c T | a  "  '  -  1 ,

γ ι ά  κ ά θε  μ , ν  τοΟ !K. *Η α κ ο λ ο υ θ ί α  , ν  61Ν ε ί ν α ι  β α σ ικ ή  κ α ί  επ ο μ έν ω ςν
(V k 63Ν)(3 n  6 E ) ( V  μ *ν  τ ο υ  U )  μ > η  κ α ί  v > n te> | s - s | < r · »  δηλαδή

1 μ ν 1 k
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καύ ά π ’ τ»ΐν ύ δ υ έ τ η τ α  η ) ,

( 2 . 1 . 2 )

1 _ . 1  
- r  < s  -S  < r- k μ ν  k

_1 _ 1
k . . Su Sv . . k α - 1 < α  -  1 < a  -  1.

k k
Έ π ε ε δ ή ,  ά π ’ τ ή ν  πρ ό τα σ η  2 . 1 . 3 ,  ε σ χ ύ ε ε  l i m ( a  -  1 )  = 0 = l i m ( a K -  1 ) ,  

γ ε ά  ό π ο ε ο δ η π ο τ ε  e > 0 ,  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  έ κ λ έ ξ ω μ ε  ε ν α  k  6 U ,  τ έ τ ο ε ο  ώ σ τ ε

!α^ -  ΐ |  < ε  κ α έ  Ια ^  -  ΐ |  < ε  .

t
"Α ρ α ,  γ ε ά  κ ά θ ε  μ > η  κ α έ  ν > η  ά π ό  τ ή ν  ( 2 . 1 . 2 )  λ α μβ ά νομ ε

S  “ S  s  - s
-  ε  < α  ^  V -  1 < ε ,  δ η λ α δ ή  | α  μ V -  1 1 < ε  .

" Ε τ σ ι , ,  ά π ’ τ ή ν  ( 2 . 1 . 1 )  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ ε

s  s
(V ε  > 0 ) ( 3  n  G]M)(V μ , ν  τοΟ Έ )  μ > n  Mat ν  > η  ="> | α μ - α ν | < α Ρ . ε

ε
πού  σ η μ α έ ν ε ε  ο τ ε  ή ά κ ο λ ο υ θ έ α  α ν , ν  6]Ν ε ί ν α ε  β α σ ε κ ή .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  συγκλέ* 

ν ε ε  π ρ ο ς  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  σ η μ ε ϋ ο .  '

Τ έ λ ο ς  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ε  ή ά κ ο λ ο υ θ έ α  ν  6 Ε  ε ί ν α ε  μ η δ ε ν ε κ ή  κ α έ

γ >  “S
ά π ’ τ -rfv πρ ό τα σ η  2 . 1 . 4 ,  π ρ ο κ ύ π τε ι ,  δ τ υ  l i m a  = 1 .  'Ε π ο μ έ ν ω ς

j

l i m | a  V -  a  V | = l i m  a  V . | α  V ν  -  l j  . 0 = 0  

r  s
η τ ο ε  l i m  a  = l i m  a  . Α

g
’Α π ’ τ ή ν  παρακάνω π ρ ό τα σ η  2 . 1 . 5  ή δύνα μη  α Ρ μ έ  βάση α κ α έ  έ κ θ έ τ η  

ό π ο ε ο ν δ η π ο τ ε  π ρ α γ μ α τ ε κ ο  ά ρ ε θ μ ό  β ,  ό ρ έ ζ ε τ α ε  μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ά π ’τ ό ν  τόπο

β _ Ί . s v

ό π ο υ  s  ,  ν  ΒΈ ε ί ν α ε  ό π ο ε α δ ή π ο τ ε  ά κ ο λ ο υ θ έ α  ρ ητώ ν  ά ρ εθ μ ώ ν  μ έ  ό ρ ε ο  τ ο  β .

2 . 2  ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Γεά θ ε τ ε κ ό  α ,  ό τ ύ π ο ς
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χ
y  = α

ό ρ ο ζ ε ο  μοά σ υ ν ά ρ τη σ η  μ έ  π εδ ο ο  όρ οσ μ ου  ο λ ό κ λ η ρ η  τ η ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ή  ε ύ θ ε ο α ,

παορνεο  τ ο μ έ ς  σ τ ο  δοά σ τη μ α  ( 0 ,  + 00) ,  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ο  έ κ θ ε τ ο κ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ
... ^...

βάση το  α καέ π α ρ ο σ τ ά ν ε τ α ο  μ έ  e x p ^  ,  η τ ο ο  έ χ ο μ ε  J
• ' ', " * .j -

e x p a x = a  .

’ Ι δ ο α ό τ ε ρ α  αν  a = e ,  τ ό τ ε  γ ρ ά φ ο μ ε  ά π λ ο ό σ τ ε ρ α  e x p  ά ν τ ο  e x p  , η τοο

e x p  χ  = e  .

Οο έ κ θ ε τ ο κ έ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ο ς  ε ϊ ν α ο  σ υ ν ε χ ε ο ς  σ τ ό  π ε δ ο ο  ορ οσ μ ου  τ ο υ ς  ]R 

( β λ . άσκηση 2.9.3)“ έ π ο μ έ ν ω ς  οό ο δ ο ό τ η τ ε ς  α )  έω ς  κ α ό η )  ττ ϊς πα ρ α γρά φ ου  2 . 1  

όσχόουν  γ ο ά  ό λ ο υ ς  τ ο υ ς  π ρ α γ μ α τ ο κ ο υ ς  ά ρ ο θ μ ο ΰ ς  καο ό χ ο  μόνο  γ ο ά  ρ η τ ο ό ς .  

"Ετσο ά π ’τ η ν  ό δ ο ό τ η τ α  η )  π ρ ο κ ύ π τ ε ο  ο τ ο  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  α ,  χ  GH ε ί ν α ο  γ ν η -  

σοως αύξουσ α  γ ο ά  α > 1  καο γ ν η σ ο ω ς  φ θ ονούσ α  γ ο ά  0 < α < 1 .  Επομ ένω ς  γ ο α  

a  f  1 ή έ κ θ ε τ ο κ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  ε ϊ ν α ο  ά μ φ ο μ ο ν ο σ η μ α ν τ η .

Τό γ ρ ά φ η μ α ,  η μ έ  ά λλα  λ ό γ ο α  η γραφοκτί π α ρ ά σ τ α σ η ,  μ ο δ ς  ε κ θ ε τ ο κ η ς  

συνα ρ τη σ εω ς  δ ο ν ε τ α ο  σ τ ό  Σ χ .  1 .

0< π < 1
ΣΧΗΜΑ 1

Έ π ε υ δ η  l i m a V =+°°, l i m a  ν  = 0 α ν  a  > 1 καο l i m a  = 0 ,  l i m a  -  + 

ά ν  0 < a  < 1 ,  έ χ ο μ ε

i )  α > 1 :  l i m  e x p  =+°° 9 e x P„ = ® 5+οο a ~ u
i i )  Ο < a  < 1 :  l i m  e x p „  = Ο , l i m  e x p  = + «  ,+oo a  w κλ

i n f  όιοο ιο ο ιό ιτεο  i v A » c  J t t  τ 6  ,ε δ ίο  tu uffiv οοοοφτη'οεωε « Φ α itvoo  

ολόκληρο  τό StdoTTiva (Ο, +00)·
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’Ιδιαίτερα γιά τήν έκθετική συνάρτηση e , κ €F ισχύει ή έπόμενη 
πρόταση:

h _ ι
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 . 2 . 1 .  ' Ι σ χ ύ ε ι  l i t n  = 1 .

h+Ο η
'Α π όδ ειξη . Χωρίς βλάβη τής γενικότητας περιοριζόμαστε σέ σημεία 

h i  0 τοΟ διαστήματος (-1 ,1 ) .
Θέτομε Ι<C 1ι) = 9 οπότε k(h) < k(h) + 1, δηλαδή

k(h)τ τ τ < |1 , |- η β

* Απ’την εδυοτητα η), αρα, έχομε χαυ
1

e k ( h )  + l _ 1 < e M  _ ! < e

καί επομένως
- 1

k(h)(e k(h) +1 - i )  < e . ~ 1 < (k(h) + l ) ( e k(h) - 1) ,
-  1*1 =

ο π ό τ ε ,  ά π ’ ττίν π ρ ό τ α σ η  2 . 1 . 2  i i ) »  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,

(0 0 ,ν k(h) , e |h|  - i . k ( h ) - n  c m n
k ( h )  + 1 =  I h | =  k ( h )

”Α ρα,  έ π ε ι δ ή  γ ι ά  h > 0  έ χ ο μ ε  l i m  k ( h )  = +°° ,  έ π ε τ α ι  ό τ ι
h-K>+0

1
k(h) k(h) +1 _k(h)

u Γ λ H h T + 1 " 1 ■ ^ mrt 'k(h) · eh-K)+0 h-K>+0
οπότε έχοντας ύπ* 
με νά βροΟμε

όψη καί τήν πρόταση 1.10.3 άπό τή σχέση (2 .2 .1 ) μποροί

h 1. . e -1 _ - lim —r— = 1
h-K)+0 h

Επίσης, έπειδή γιά h < 0 , ή (2 .2 .1 ) γίνεται

h k(h) , e h - l  . h k(h) +1 . k(h)
e * k(hT4-T-"~h“ - e k(h)

χαύ έπευδτί lim k(h) = +00 » εχομε 
h-K)-0
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h k (h ) . h k(h) +1 k(h)
l i m  e  * w t » Y T ~i = 1 = l l m  e  ‘ ------ e

h->0-0 k ( h ) t l  tv*0-0 k(1>)
Αρα,  α π ’τ η ν  πρόταση  1 . 1 0 . 3 ,  β ρ ί σ κ ο μ ε

;Λ (*-: . - y-r ,

( «Επομένως

h ! τ · e -  1 l i m  — :----- = 1*
h-K>-0

h  11 · e - 1 _ 1 l i m  — : = 1
h-K)

2 . 3  ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

l:

"Οπως ε ί δ α μ ε  παραπάνω γ ε ά  τ η ν  έ κ θ ε τ ε κ ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  e x p ^  » δ π ο υ  α > 0 ,  

κ α ί  α ^ 1 9 έ χ ο μ ε  5J(expa )= E  κ α ί  J? (exp^) = ( 0 9+°°) . ’ Ε π ί σ η ς  α ύ τ η  ε ΐ ν α ε  

άμφεμ ονοσ η μα ντη  κ α ί  ε π ο μ έ ν ω ς  ύ π ά ρ χ ε ε  ή α ν τ ί σ τ ρ ο φ ό  τ η ς  exp ^ που π α ρ ε -  

σ τ ά ν ε τ α ε  μέ  l o g ^  κ α ί  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  "λ ο γ α ρ ε θ μ ε κ ή  σ υ νά ρ τη σ η  μ έ  βάση 
τό  α Π . Κατά σ υ ν έ π ε ε α  ή λ ο γ α ρ ε θ μ ε κ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  l o g ^  έ χ ε ε  J S C log^)  =

= ( 0 9+°°), $ ? ( l o g ^ )  = Ε ,  ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς  κ α ί  γ ν η σ ί ω ς  μ ο ν ό τ ο ν η  ( γ ν η σ ί ω ς  α ΰ -  

ξουσα άν  a  > 1 κ α ί  γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α  αν  0 < α < 1 ) .

ΐ ε δ ι κ ό τ ε ρ α ,  ά ν  a  = e 9 τ ό τ ε ,  ά ν τ ε  l o g ^  * γ ρ ά φ ο μ ε  ά π λ ο ύ σ τ ε ρ α  l o g  η 

κ α ί  I n .  Ή  τ ε μ ό  l o g  χ  , η α λ λ ιώ ς  I n  χ ,  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  ό ν ε κ έ ρ ε ε ο ς  λ ο γ -  

ά ρ ε θ μ ο ς  τοΟ χ .

’Ε π ε ε δ η ,  ε σ χ ύ ε ε  α °  = 1 κ α ί  α = α  ε π ε τ α ε  δ τ ε  γ ε ά  κά θε  α > 0

l o g  1 = 0 κ α ί  l o g  a  = 1.  ■ * ;
®α α

’Εξ ά λλου  ά π ’ τ ί ς  ε δ ε ο τ η τ ε ς  των έ κ θ ε τ ε κ ώ ν  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  

οε  παρακάτω ά ν τ ε σ τ ο ε χ ε ς  των λ ο γ α ρ ε θ μ ε κ β ν :  : . c

. : : Γ; '.· · -

* ►' ’ · · ' '  :· ί  Μ  ’

: j Λ: » 3 Yfc

a) l o g  (χ a y ) = l o g  x 
a + i° g ay »

β) l o g  ( x  c a : y )  = l o g a χ -  iogay !

Ύ) l o g  (x5' ) = y . l o g  *-a J e a χ ,
δ) l o g  x = t a : ( l o g g X )  : ( i o g ga ) ,

e)
V "

exp ( l o g  χ) = x  . *a  a 9 l°g a (exP|



54 2.3-2.4

δπου ο > 0 καό β > 0.
’Ακόμη ε£ναί προφανείς καί ου εξής ιδιότητες: 

στ) (α > 1 χαί χ > 1 ) η (0 < α < 1 καί 0 < χ < 1) =» loga* > ° » 
ζ) (0 < a  < 1 καί' χ  > 1) η ( a  > 1 «at 0 < χ < 1) ~> logax < 0 ·
Το' γράφημα Trig λογαριθμικές συναρτόσεως log^x, χβίΟ,-Η») δίνεται 

στό παρακα'τω Σχ .  2.

ΣΧΗΜΑ 2

’ Από τ ό  μ ο ν ο τ ο ν ί α  της λ ο γ α ρ ι θ μ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ έ σ ε ω ς  κ α ί  ε π ε ί δ η  J J ( l o g ^ )

= (0,+«ο)  κ α ί  )R ( l o g  ) =]R, π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  τ ά  έ ξ η ς :ot
η )  a  > 1 : l i m  l o g  χ  = - 00 καύ  l i m  l o g  χ  = +*> *

χ* 0 + 0  α χ-Ν-°°
θ )  0 < α  < 1 :  l i m  l o g  χ  = +°° καύ l i m  l o g ^ x  = "°0 ·

χ+ 0+0  α χ++°°

2 . Η ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

0 ί  τ ρ υ γ ω ν ο μ ε τ ρ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ύ σ ε υ ς  έ χ ο υ ν  όρυσθη  στη  σ τ ο υ χ ε υ ώ δ η  τ ρ υ γ ω -  

ν ο μ ε τ ρ ύ α .  ’Εδω θ ά  δ υ α τη ρ η σ ω μ ε  τ ο υ ς  υ δ υ ο υ ς  ό ρ υ σ μ ο ύ ς  πού  δ ύ ν ο ν τ α υ  μ έ  τη  

β ο ύ θ ε υ α  τοΟ τρ υ γ ω ν ο μ ε τ ρ υ κ ο Ο  κ ύ κ λο υ  κ α u θ ’α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μονο  μέ  μ ε ρ ι κ έ ς  

β α σ υ κ έ ς  ύ δ υ ο τ η τ ε ς .

Ου κ ύ ρ υ ε ς  τ ρ υ γ ω ν ο μ ε τ ρ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  ε ϊ ν α υ  ού σ υνα ρ ττ ίσ ε υ ς  ή μ έ τ ο ν ο



[i
[
l·sf
[

Q

s i n  καιΐ σ υ ν η μ ί τ ο ν ο  c o s ,  α π ό  τ ι ς  ό π ο ι ε ς  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  εφαπτο-
ιί f / » I V*
I μένη  t g  μaC σ υ ν ε φ α π τ ο μ έ ν η  c t g ,  που' ο ρ ίζ ο ν τ α ι  ως ε ξ π ς :  .· .

. s i n  , -  c o s
* 8 = ^  Μα1' C t g " s i n

Στό  ΣΧ. 3 α π ε ι κ ο ν ί ζ ε τ α ι  ό τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ό ς  κ ύ κ λ ο ς  κ α ι  ου τ ι μ έ ς  των 

παραπάνω τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ,  "Ας θ ε ω ρ η θ η  γ ν ω σ τ ά  ο τ ι  ο π ρ α γ μ α ­

τ ι κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς  ω ,  που α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  σ τη  γ ω ν ί α  ΑΟΒ, μ έ τ ρ α  το  μ ή κ ο ς  τοΟ α ν τ ί ­

σ τ ο ι χ ο υ  τ ό ξ ο υ  ΑΒ σε ά χ τ ί ν ι α .

ΣΧΗΜΑ 3

A. Οί σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  η μ ίτ ο ν ο  κ α ί  σ υ ν η μ ίτ ο ν ο

Ου σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  η μ ί τ ο ν ο  κ α ί  σ υ ν η μ ί τ ο ν ο  ο ρ ί ζ ο ν τ α ι  πάνω σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  

3R των π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  κ α ί  π α ί ρ ν ο υ ν  τ ι μ έ ς  σ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α  [ - 1 , 1 3 .  Ε ί ­

ν α ι  ε π ί σ η ς  π ρ ο φ α ν έ ς  ό τ ι  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  α ύ τ έ ς  ε ί ν α ι  " π ε ρ ι ο δ ι κ έ ς "  μ έ  

" π ε ρ ίο δ ο "  2 π ,  δη λ α δ ή  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ε ς  ώ στε

s i n ( x  + 2π) = s i n  χ  κ α ί  c o s ( x  + 2 π )  = c o s  χ  γ ι α  κ ά θ ε  χ 6 ] Ρ .

" Ε τ σ ι ,  γ ι ά  τή  μ ε λ έ τ η  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  s i n  κ α ί  c o s  μποροΟμε ν ά  π ε ρ ι ο ρ ι ­

σ τ ο ύ μ ε  σ έ  δ ι α σ τ ή μ α τ α  μ έ  μ ή κ ο ς  2π, δπως τ ά  [ θ , 2 π ] ,  [ - π , π ] ,  κ . λ . π

Ε ί ν α ι  γ ν ω σ τ ό  δ τ ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  s i n  ε ί ν α ι  σ τ α  δ ι α σ τ ή μ α τ α

[ - ^  + 2 ^ ,  -^ + 2 k K ] ,  k 6 ^  γ ν η σ ί ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  >.

κ α ί  στά

— + 2Κπ], k ΒΈμ γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α
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ενώ ή συνάρτηση cos είναο στά δοαστήματα

[~n+2kπ, 2kn], k βΖ γυησόως αΰζουσα
Mat σ τ ά

[2kn, 2kn+n], k 62Ζ γυησόως φθονούσα .
Μεροχές άζοοσημεόωτες τομές τδν συναρτήσεων τούτων είναο

sin 0 =0, s in -^ = l ,  s in *  =0, sin ~ ·  = -1
χαό

cos 0 = 1 ,  cos | = 0 ,  cos π = -1 , cos =0
καό γενοχά

sin  ku =0, sin(ku + ~ )  = (-1)^
Mao

k  itc o s k u = ( - l )  9 cos(k n + ^ )= 09
γυά κάθε ακέραιο άρυθμο k.

’Επιίστίζ μερυκές βασοκές ίδυότητες των τρι,γωνομετρι,κωυ συναρτήσεων
s i n  καέ c o s  είναι, καέ οί. ακόλουθες:

a ) s i n 2 2 
X  +COS x  == 1 ,

5 ) c o s ( x + y ) = c o s x  · c o s  y  -  s i n  x  · s i n  y  9

γ ) s i n ( x + y ) = s i n x · c o s  y  + s i n  y  · c o s  x  9

δ ) c o s ( - x )  = c o s  >: >

ε ) s i n ( - x )  = - s i n x  * i

σ τ ) c o s
t

2x = 2 c o s ' 2x  - 2 . 2  2 1 = c o s  x  -  s i n  x  = 1 -  2 s i n  x 9

ζ ) s i n 2x = 2 s i n x  * c o s  x  9

η ) c o s x · c o s  y  =: i [ c o s ( x + y )  + c o s ( x - y ) ] 9

θ )

ο)

c o s

s i n

x  + c o s  y  = 

x  · c o s  y  =

2 c o s  . c o s  2SlZ 9

1 ^ ^ 
■ ^C s in (x + y)  + s i n ( x - y ) ] }

οα) s i n x  · s i n  y  = ^ . [ c o s ( x - y )  -  c o s ( x + y ) ] ,

0 $ ) s i n x  + s i n  y  =: - 2 s i „ i i i . COs ^  ,

ογ> | s i n  x  | j x |  .
ί

Τ έ λ ο ς  πα ρατηροΟ με  ο τ υ  απ  τ υ ς  β )  9 γ )  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  κ α έ  o t  παρακάτω 

υ δ ι , ο τ η τ ε ς  πού σ υ ν δ έ ο υ ν  τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ύ σ ε ι , ς  s i n  καέ  c o s :

s i n ( | - x )  = c o s  χ  , c o s ( | - x )  r g i n  χ  .
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Π αρατήρηση
Μέ αφορμή τ ί ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  δ )  κ α ί  ε ) ,  θά  λ έ μ ε  ό τ ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ­

ν α ι  " ά ρ τ ι α "  α ν  f ( - x )  = f ( x )  γ ι ά  κάθε  xG 36( f )  κ α ί  " π ε ρ ι τ τ ή "  α ν  f ( - x )  

= - f ( x )  γ ι ά  κ ά θε  xG 2S(f )  .

Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς  μ ε ρ ι κ έ ς  ά π ' τ ί ς  παραπάνω ι δ ι ό τ η τ ε ς  θ ’ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  

δ τ υ  ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  s i n  κ α ί  c o s  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς ,  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  ο μ ο ι ο μ ό ρ ­

φων, σ τ ό  σ ύ ν ο λ ο  H .  Π ρ α γ μ α τ ι κ ά  γ ι ά  ό π ο ι ο δ ή π ο τ ε  ε > 0 ,  θ έ τ ο μ ε  δ = ε ,  

ο π ό τ ε  γ ι ά  κάθε  x , y  τ ο υ  Έ. τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  | x - y |  < δ ,  έ χ ο μ ε

| s i n  χ  -  s i n  y  | = j s i n  x  + s i n ( - y )  | = 2 | s i n  — Ί̂  ‘ l c o s  £ 2  —  ■ 1 =

= | x - y |  < δ  = ε  .

'Ε π ο μ έν ω ς  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  s i n  ε ί ν α ι  ό μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ή ς ,  αρα  κ α ι  σ υ ν ε χ ή ς .

’Ανάλογα  σ υ ν ά γ ε τ α ι  κ α ί  η ο μ ο ι ό μ ο ρ φ η  σ υ ν έ χ ε ι α  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  c o s .  

’ Αλλά α ύ τ ή  μ π ο ρ ε ί  νά  προκύψη κ α ί  α π ό  τ ή ν  άσκηση  20  τοΟ κ ε φ α λ α ί ο υ  I ,  

δ ι ο ' τ ι  c o s  χ  = s i n ( | - - x )  κ α ί  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  s i n  κ α ί  — - x ,  x  6 1  ε ί ν α ι  

ό μ ο ιο μ ο ρ φ ω ς  σ υ ν ε χ ε ί ς .

Μιά α ξ ι ο σ η μ ε ί ω τ η  ι δ ι ό τ η τ α  χ ρ ή σ ι μ η  σ τ ο  δ ι α φ ο ρ ι κ ό  λ ο γ ι σ μ ό  ε ί ν α ι  κ α ί  

η έ ξ η ς :

ΠΡΟΤΑΣΗ 2 .4 .1 . ' Ι σ χ ύ ε ι  l i m  - 1-  - =1.Xχ-̂ 0
' Α π ό δ ε ι ξ η .  Στο  σ χή μ α  3 ,  σ υ γ κ ρ ί ν ο ν τ α ς  τ ά  έ μ β α δ ά  τω ν  τ ρ ι γ ώ ν ω ν  

ΟΑΒ κ α ί  ΟΑΓ μ έ  το  έ μ β α δ ό  τοΟ κ υ κ λ ι κ ο ί )  τ ο μ έ α  ΟΑΒ, β ρ ί σ κ ο μ ε  s i n u ) < a ) < t g a ) ,  

δπου  ω β ( 0 9̂ · ) ’ έ π ο μ έ ν ω ς

s i n  ω ^ s i n  ω 1 
ω ω * c o s  ω *

δηλαδή

c o s  ω < s i n  ω 
ω < 1.

’Αλλά l i m  c o s  ω = c o s  0 = 1 ,  άφοΟ η σ υ ν ά ρ τ η σ η  c o s  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  
ω-Κ)+0

στο  σ η μ ε ί ο  0 ,  κ α ί  αρα  l i m  —i n  ^  = j ,
orK>+0 ω

·ρ. * „  s i n ( ~ a > ) _ s m t i )  η , Ί . s a n  ω „ , ,Τώρα,  απ  τ η ν ----------------------------ε χ ο μ ε  κ α ι  l i m  --------------- = 1 κ α ι  ε π ο -- ω  ω ’ Λ ωατΚ)·~0
μενως

l i m
ω~*0

s i n  ω = 1. Aω
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Tdt γ ρ α φ ή μ α τ α  των τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  s i n  « a t  c o s  ε ί ν α ι :

Π α ρ α τ η ρ ώ ν τ α ς  δ τ ι

lim  s in  νπ = 0
κ α ί

ΣΧΗΜΑ 4

,  l i m  s i n  ( — + 2 ν π ) = 1

*

l i m  c o s  2νπ  = 1  ,  l i m  c o s  ( j  + ν π ) = 0

π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  o i l  τά  δ ρ ι α  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  s i n  κ α ί  c o s  σ τ α  κ α τ ’ έ κ δ ο χ ή ν  ση 

μ ε ι α  δ € ν  υ π ά ρ χ ο υ ν .

Β. Οι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  έ φ α π το μ έ ν η  κ α ί  σ υ νεφ α τττομ ένη
ι

Οί σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  έ φ α π τ ο μ έ ν η  χαύ  σ υ ν ε φ α π τ ο μ έ ν η  ό ρ ύ ζ ο ν τ α ι ,  π ά ν ω ,σ τ ά  

σ ύ ν ο λ ο  ]R των π ρ α γ μ α τ υ χ ω ν  άρυθμών έ χ τ ο ς  ά π ’ τ ά  σ η μεϋα  πού  μ η δ ε ν ί ζ ο υ ν  

τό  σ υ ν η μ ύ τ ο ν ο  χαύ  ή μ ύ τ ο ν ο  ά ν τ ύ σ τ ο ι , χ α ,  ήτοι ,

• 8 ( t g )  = Β - { χ :  (3 k 6 Ζ )  x = - |  + k n )

χαύ

. X ( c t g )  = Β - { χ :  (3  k 675) x  = k i t ) .

Φυσι ,χά οί. σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  t g  χα ύ  c t g  π α ύ ρ ν ο υ ν  τ υ μ έ ς  στό σ ύ ν ο λ ο  Β  των 

π ρ α γ μ α τ ι , χ ω ν  ά ρ υ θ μ ω ν .

Μυά σ υ ν ε 'π ευ α  τ η ς  σ υ ν έ χ ε υ α ς  χα ύ  π ε ρ ι , ο δ ι , χ ά τ η τ α ς  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  

s i n  χ α ύ  c o s  ε ί ν α ι ,  ή σ υ ν έ χ ε υ α  χα ύ  ή π ε ρ ι , ο δ υ χ ό τ η τ α  τω ν  t g  χα ύ  c t g .  Προ­

σ ο χ ή  δ μ ω ς ,  σ τ η ν  περ ύπτω σ η  α ύ τ η  ή π ε ρ ύ ο δ ο ς  ε ί ν α ι ,  ί σ η  μ έ  π ,  δ υ ά τ υ

s i n ( x t n )  - s i n  χ  s i n  χ  , , .  eiD
ΐ ε ( χ + π )  = - f  = ------------= -----------= t g x  γ υ α  χ α θ ε  χ  6 Ε
T - g l X T i i  /  c o s ( x+ l t) - c o s  X  C O S  X  s  1

χα υ
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/ v c o s  (x+it) - C O S  X . / / —c t g ( x + u )  = —:— 7-------r =-----Γ-—  -  c t g  x  γ υ α  χ α θ ε  x 61R.& s i n ( x + i t )  - s i n  x

'Ε π ο μ έ ν ω ς  ml εδώ μ π ο ρ ο ύ μ ε  νά  μ ε λ ε τ ή σ ω μ ε  τ ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  tg καο 

c t g  άφοΟ π ε ρ μ ο ρ υ σ τ ο υ μ ε  σ ε  δ υ α σ τ ή μ α τ α  μ ή κ ο υ ς  π .  "Ετσι,  ε ί ν α ο  ε ύ κ ο λ ο  vet 

δοΟμε o x t  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  t g  ε ΐ ν α υ  γ ν η σ υ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  σ ε  δ υ α σ τ ή μ α τ α  τ ή ς  μ ορφ ή ς  

( ΐ +kTt, ^+1<π) w C  ή c t g  γ ν η σ υ ω ς  φ θ έ ν ο υ σ α  σ έ  δ ι α σ τ ή μ α τ α  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς  ( k u ,  

Ι ϊράγματμ ,  α ν  χ ^ ,  χ 0 εΖνακ, τ έ τ ο υ α  ώ στε

- 1 < V V 5

τ<5τε έ π ε υ δ ή  0 < χ ^ - χ ^ < π ,  έ χ ο μ ε

^  X 1  Χ 2  c o s  χ  c o s  χ  Τ 1 2

s i n  χ ^  s i n  χ ^  s i n  χ ^  · c o s  -  s i n  χ ^

c o s  χ ^  · c o s  χ ^

c o s  X.

s i n ( x  -  χ  )
< ---------- ζ—=--------- = - s i n ( x 0 -  x -  ) < 0 »

c o s  χ .  · c o s  χ Λ 1 · 1  2 t

'sin(x0 - χ )
£ . -L

ό π ο τ ε

t g  * 1  < t g  x 2  .

'Α ν ά λ ο γ α ,  τ ώ ρ α ,  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε μ χ τ ϊ ί  χ α ί  ή μ ο ν ο τ ο ν ί α  τΏε c t g  

Τ έ λ ο ς  παρατηροΟ με  δ τ ε

t g ( | - x )  = c t g  χ  κ α ί  c tg ( - | ·  -  χ )  = t g  χ

κ α ί  ακόμη δ τ ν

α )  1  + t g  χ  = 2 *COS X
2 1

g)  1  + c t g  χ  = ------2 ~ >
s i n  x

V)

«  *«<»»>

z )  t g x  t t g y  = J r x ^ I s y  '

« >  · ■ £ £ & · ■
ζ )  t g  2 x =

2  t g  x 

1  + t g 2x
9

IO
I*
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η)
θ )

υ)

υα )

υβ)

c t e  2 χ
g  2 c t g  χ  ’

t g ( - x )  = - t g  χ  ,

c t g ( - x )  = - c t g  x ,

t g x  =s t h r  ·
χ  I 5 . 1 t g  χ 2 i 2 ·̂

Τα γ ρ α φ ή μ α τ α  των τ ρ υ γ ω ν ο μ ε τ ρ υ κ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  t g  καυ c t g  δ υ ν ο ν τ α υ  

στο' ΣΧ. 5 .

Στο σ η μ εΰο  τ ο ϋ τ ο  ε ί ν α ι ,  εύ κ ο λ ο  να  δ ο ΰ μ ε  δ τ υ

l i m  t g  = +“  , l i m  t g  = -οο s l i m  c t g  = +o° ,  l i m  c t g  = -«> .
| + 0  0+0 π - ο

Π ρ ά γ μ α τ υ ,  α ύ τ έ ς  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ά π ’τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ υ  ol σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  t g  καυ c t g

ε ί ν α υ  γ ν η σ υ ω ς  μ ο ν ό τ ο ν ε ς  καυ ακόμη  ο τ υ

. , π  1* 11 s i n ( -  — ) c o s -
τ . ^ , π ί ν - .  2 ν  , . ν  </νΝ
l i m  t g  (— — ) = l i m  --------------=— = l i m  ------- r-  = + 00 »& 2 ν  , π  l x . 1

c o s v r * — ) s i n  —2 ν  v

l i m  t g  ( - | + ^ )  = l i m [ - t g ( l - i ) ]  = - l i m  t g  ( · |  - ^ )  = -  °° , 

l i m  c t g  φ  = l i m  t g  ( | ·  -  -^) = + °° >

καυ

• * . 1 1 1
l i m  c t g  (π  — ) = l i m  c t g  ( - - 0  = - l i m  c t g  -  = - < » .CT v v v
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Ε ΐ ν α ε  τώρα φ α ν ερ ό  δ τ ε

2 ? ( t g )  =H καυ J ? ( c t g )  =]R.

2 . 5  ΚΥΚΛ0ΜΕTPIKE Σ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

"Οπως ε ε δ α μ ε  παραπάνω ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  η μ ε τ ο ν ο  ε ζ ν α ε  γ ν η σ ε ω ς  α ύ ξ ο υ σ α

στο  δ ε ά σ τ η μ α  Mat σ υ ν ε χ ή ς  σ ’α ύ τ ά .  wApa ύ π ά p χ ε t  ή ά ν τ ε σ τ ρ ο φ η  τ η ς

b i n j [ - “ 9 ~ ]  Mat ε ί ν α ε  έ π ε σ η ς  σ υ ν ε χ ή ς  Mat γ ν η σ ε ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α .  Την π α ρ ε σ τ ά -  2 2  ̂ ^
ν ο μ έ  με' Ar s i n  ,  ά ν τ ε  τοΟ σ υ ν η θ ε σ μ έ ν ο υ  σ υ μ β ο λ ε σ μ ο ϋ  s i n  , ε ί ν α ε  ό ρ ε σ μ έ -  

νη στο" δ t ά σ τ η μ a  [ - 1 , 1 ]  Ma t π α ε ρ ν ε ε  τ ε μ έ ς  σ τ ο  δ ε ά σ τ η μ α  Γ ε ν ε κ ώ -

τ ε ρ α ,  αν  χ , y  ε £ ν α ε  τ έ τ ο ε α  ώ σ τε  s i n  y = χ ,  τ ά τ ε  γ ρ ά φ ο μ ε

( 2 . 5 . 1 )  y  = a r  s i n x .
φ

Ε^ναε φ α νερ ό  δ τ ε  ό τ ύ π ο ς  ( 2 . 5 . 1 )  δ ά ν  ό ρ ε ζ ε ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  δ ε ά τ ε  γ ε ά  σ τ α ­

θ ε ρ ό  χ  ύ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε t p a  τ έ τ ο ε α  y .  "Αν δμως  ά π α ε τ ή σ ω μ ε  τ ά  y ν ά  ε κ α ν ο π ο ε ή  

έ π έ  π λ έ ο ν  καε  τη  συνθ ή κη

+ kπ < y  + kK ,  ( k  = σ τ α θ ε ρ ά ) ,

τ ό τ ε  ό τ ύ π ο ς  ( 2 . 5 . 1 )  ό ρ ε ζ ε ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  ή ό π ο ε α  π α ρ ε σ τ ά ν ε τ α ε  μ έ

a r .  s i n  . k

Λέμε δ τ ε  ό παραπάνω τ ύ π ο ς  ( 2 . 5 . 1 )  ό ρ ε ζ ε ε  τ ή ν  " π λ ε ε ό τ ε μ η  σ υ ν ά ρ τη σ η "
a r  s i n  κ α C δ τ ε  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  a r  s i n  ε ί ν α ε  ό k - κ λ ά δ ο ς  α ύ τ ή ς .  Προφανώς όκ
0 - κ λ ά δ ο ς  τ ή ς  π λ ε ε ο τ ε μ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  a r  s i n  , πού  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ε  καε  " β α σ ι ­
κ ό ς "  κ λ ά δ ο ς ,  ε ί ν α ε  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  Ar s i n  . Μέσα σ τ ά  π λ α ε σ ε α  τοΟ σ υ γ γ ρ ά μ μ α ­

τ ο ς  τ ο ύ τ ο υ  ε ί ν α ε  α ρ κ ε τ ό  ν ά  π ε ρ ε ο ρ ε σ τ ο Ο μ ε  μ ονο  σ τ ά  3 ασεκά  κλάδο  τ η ς .

Ά π ο  τά  θ εω ρήματα  1 . 1 4 . 1  κ α ε  1 . 1 3 . 4 ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ε  δ τ ε  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  

Ar s i n  ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς  καε  γ ν η σ ε ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  δ ε ά τ ε  καε  ή s i n  | [-■£· , ·—] 

ν α ε  τ έ τ ο ε α .
’Α ν ά λο γ α ,  τ ώ ρ α ,  μ π ο ρ ε ε  νά  ό ρ ε σ τ ή  κ α ε  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  Ar c o s  σάν  ή ά ν τ ύ -  

στροφη τ ή ς  c o s | [ 0 , k]  γ ε ά  τ ή ν  όπο ύ α

^ ( A r  c o s  ) = C-1 , 1 ]  κ α ε  1R (Ar c o s  ) = [ θ  , π ] .

’Επεσ ης α ύ τ ή  e f v a t  σ υ ν ε χ ή ς  καε  γ ν η σ ε ω ς  φ θ ε ν ο υ σ α  στο  δ ε ά σ τ η μ α  [ - 1  , ΐ ] .
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Οΰ συναρτήσεες Ar tg καέ Ar ctg όρε'ζονταε νά είναε οί. άντεστρο 
φες των t g | ( - | , | )  καε ctgj (0 , π), άντήστοεχα. 'Ετσε εχομε

Λ(Αγ tg  ) = Ε , Ρ (  A r t g ) s ( - j , j )

χαε
λ(Ατ ctg ) =]R , JP(Ar ctg ) = (0 , π)

χοε έπή πλέον δτε αύτές είναε συνεχεεζ χαε γνησήωδ μονάτονες, ή Ar tg  
γνησήως αΰξουσα καέ ή Ar ctg γνησήως φθενουσα.

Στ<5 ΣΧ. 6 παρεστάνονταε τά γραφήματα των παραπάνω χυχλομετρεκδν 
συναρτήσεων. \
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2 . 6  ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
X -X χ  - χ0 ^ . 0  0  g

'Η π α ρ ο υ σ ί α ,  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς ,  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ----- - ------  , ------------  » x 6 i R

σ έ  δ ι ά φ ο ρ ε ς  μ α θ η μ α τ ι κ έ ς  π α ρ α σ τ ά σ ε ι ς  κ α ί  η α ν α λ ο γ ί α  των ι δ ι ο τ ή τ ω ν  τ ο υ ς  

μ έ  έ κ ε ί ν ε ς  των  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  s i n  κ α ί  c o s  μ α ς  ο δ η γ ε ί  σ τ ό  

ν ά  τ ί ς  σ υ μ β ο λ ίσ ω μ ε  μ έ
χ -χ  . , e  -  e  s m h  χ  = ------------- c o s h  χ  =

X “X
e  + e 

2

κ α ί  ν ’ά σ χ ο λ η θ ο ϋ μ ε  ι δ ι α ί τ ε ρ α  μ έ  τ η  θ ε ω ρ ί α  τ ο υ ς .

’Έ χ ο υ ν  π ε δ ί ο  ο ρ ι σ μ ο ύ  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  3R κ α ί  ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  " υ π ε ρ β ο λ ικ έ ς  
σ υ να ρ τή σ ε ις"  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  η s i n h  "ύ π ερ β ο λ ικ ό  ή μ ίχο νο "  κ α ί  ή 

c o s h  "ύπ ερ β ο λ ικ ό  σ υ ν η μ ίτο ν ο " . 'Η ο ν ο μ α σ ί α  τ ο υ ς  α ύ τ ή  ο φ ε ί λ ε τ α ι ,  σ το  

παρακάτω γ ε γ ο ν ό ς :

Ε ί ν α ι  ε ύ κ ο λ ο  ν α  δοΟμε ό τ ι ,  γ ι α  κ ά θ ε  xG IR ,  ι σ χ ύ ε ι

2 2
( 2 . 6 . 1 )  c o s h  x - s i n h  χ  = 1.

ή ο π ο ί α  γ ι α  X = c o s h x  + s i n h x  κ α ί  Υ = c o s h  χ  -  s i n h  χ  γ ρ ά φ ε τ α ι

X Υ = 1

κ α ί ,  δπως  ξ έ ρ ο μ ε  ά π ’ τ ή ν  σ τ ο ι χ ε ι ώ δ η  ’Α ν α λ υ τ ι κ ή  Γ ε ω μ ε τ ρ ί α ,  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  σ τ ό  

ε π ί π ε δ ο  μ ι α  υ π ε ρ β ο λ ή .

Τά π ε δ ί α  τ ι μ ώ ν  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  τ ο ύ τ ω ν  ε ί ν α ι

3? ( s i n h )  =3R κ α ί  3 ? ( c o s h )  = [ ΐ ,  +°°).

*Η σ χ έ σ η  ( 2 . 6 . 1 )  ε ί ν α ι  α ν ά λ ο γ η  π ρ ό ς  τ ή ν  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ή  σ χ έ σ η  

c o s  χ + s i n  χ  = 1 .  ’Α κόμη ,  μ π ο ρ ο ύ μ ε  νά  δ ι α π ι σ τ ώ σ ω μ ε  τ ή ν  α λ ή θ ε ι α  κ α ί  τ ή ν  

α ν α λ ο γ ί α  π ρ ό ς  τ ί ς  α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  τών  παρακάτω  ι δ ι ο τ ή τ ω ν :

α )  c o s h ( x + y )  = c o s h  χ  , c o s h  y + s i n h  κ .  s i n h  y  , 

β)  s i n h ( x + y )  = s i n h  χ  . c o s h  y  + c o s h  x  . s i n h  y  ,  

γ  ) c o s h  ( - x  ) = c o s h  x  ,

δ )  s i n h ( - x )  = - s i n h  x  ,
2 2 2 2 ε )  c o s h  2 x  = 2 c o s h  x  -  1 = c o s h  x  + s i n h  χ  = 1 + 2 s i n h  x ,

σ τ )  s i n h  2x  = 2 s i n h  x .  c o s h  x ,



2 .66*t

ζ )  cosh x . cosh y = -|icosh(x+y) + cosh(x-y)], 
η) cosh x + cosh y = 2 cosh^^· . cosh —̂2- , 
θ )  s in h x . coshy =-ksinh(x+y) + sin h (x-y)], 
c) sinh x . sinh y = i[cosh(x+y) -co sh (x -y )], 

to ) sinhx +sinhy = 2 sin h .cosh ~^· ,
ε β )  | sinh x | , > | x | ,  

by) cosh x > x.
Έ ξ  ά λ λ ο υ ,  ε ύ κ ο λ α  μ π ο ρ ε ε  ν ' ά π ο δ ε ε χ τ ή  δ τ ε  oi. σ υ ν α ρ τ ή σ ε ε ς  s i n h ,  

c o s h | [ 0 , + ° ° )  καε  c o s h J  ( - ° ° , 0 j  ε ίνα ι,  γνησε 'ως μ ο ν ο ' τ ο ν ε ς .  Προ ίγματε ,  ά π ’ τ ή  μο-

VOTOVta x n s  βΧρ ICpOMUltTGL OTO

αν  x 1 < x 2  > T<*Te s i n h  χ χ < s i n h  x2 >

δ η λ α δ ή  ή s i n h  ε ΰ ν α ε  γ υ η σ ή ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α .  ' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  έ π ε - δ η  s i n h  0 = 0 ,  ο π ό ­

τ ε  s i n h x  < 0 ,  ά ν  χ < 0  καε  s i n h x  > 0 ,  α ν  χ > 0 ,  ε π ε τ α ε  δ τ ε

Χ1+Χ2 . ΧΓ Χ2
όίν ° ^ χ 1 < χ 2 > τ °, τ ε  c o s h  χ 2  “ c o s h  χ 2 = 2 s i n h — - — - s i n h — j — < 0  

δ η λ α δ ή  ή c o s h | [ 0 , + ° ° )  ε ί ν α ε  γνησε 'ως α ΰ ξ ο υ σ α  καε

Χ1+Χ2 . ΧΓ Χ2
α ν  χ ^ χ ^ Ο ,  τ ή τ ε  c o s h  -  c o s h  = 2 s i n h — - — · s i n h — - — > 0

δ η λ α δ ή  ή c o s h | ( - ° ° , 0 ]  ε ί ν α ε  γ ν η σ έ ω ς  φ θ ο ν ο ύ σ α .

'Η  σ υ ν έ χ ε ε α ,  β έ β α ε α ,  τ ο υ  ύ π ε ρ β ο λ εκ ο Ο  η μ ι τ ό ν ο υ  καε  ύπερβ ολεκ οΟ  

σ υ ν η υ ε τ ό ν ο υ  ε ί ν α ε  ά μ εσ η  σ υ ν ε π ε ε α  τ ή ς  σ υ ν έ χ ε ε α ς  τ ή ε  έ κ θ ε τ ε κ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή -  

σ ε ω ς  e x p .

Τώρα,  δπως  σ τ ή ν  τ ρ ε γ ω ν ο μ ε τ ρ έ α ,  ε τ σ ε  κ ε  έδώ μποροΟμε νά όρέσωμε τ η ν  

" ύ π ε ρ β ο λ ε κ ή  έ φ α π τ ο μ έ ν η " ginh

κ α ε  τ ή ν  "ύ κ ε ρ β ο λ ε κ η  σ υ ν ε φ α π τ ο μ έ ν η "
, c o s h

o t e h = n s ;

Mau vd  $ρ ο ϋ μ ε  π ο λ λ έ ς  ύ δ υ ο τ η τ ε ς  α ύ τ ω ν ,  α ν α λ ο γ ε ί  υ ε κ ε υ ν ε ς  των τ ρ ι γ ω ν ο ­

μ ε τ ρ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  t g  καο c t g .  " Ε τ σ ε ,  γ ο α  π α ρ ά δ ε ε γ μ α ,  ε χ ο μ ε
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l - t g h 2x = ----- K r -  ,  t g h  2 x  = — 2 t S h *
1 + t g h  xc o s h 2x

l - c t g h 2x = — , c t g h  2x  = l l c t g h 2 x .
s *n k x  * 2 c t g h  x

Ε ζ ’α λ λ ο υ ,  α π ’ τ ο ν  όρ υσ μ ό  τών σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  τ ο ύ τ ω ν  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ot l  

J6 ( t g h )  = 1R ,  J ? ( t g h )  = ( - l , l )  ί

καυ

^ ( c t g h )  = ]R-{0} ,  # ( c t g h )  = (1»+°°) ·

Η σ υ ν ύ χ ε ε α  των t g h  Mat c t g h  π ρ ο χ ύ π τ ε υ  ά π ’ τι ί  σ υ ν έ χ ε υ α  τω ν  σ υ ν ­

α ρ τή σ εω ν  s i n h  xat c o s h  , ένω α π ’ τ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς

sinh(x1~x2) Γ . - r-
.  X1 X2 ~ c o s h  . c o s h

s i n h ( x 2 _ x ^ )
c t g n  X j  -  c t g h  X ,  = s l n ), , . - ' ^ Ι η Τ,ΐ ς

π ρ ο κ ΰ π τ ε υ  o t l  ή t g h  c i v a t  γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  καιί  n c t g h  Ύνησυως 

φ θ ονούσ α .

Ou γ ρ ά φ υ κ έ ς  π α ρ α σ τ ά σ ε ι ς  τω ν  ύ π ε ρ β ο λ υ κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  δ ί ν ο ν τ α υ  σ τ ά  

παρακάτω ΣΧ. 7 καυ 8 ,

χ

- o r  . . - T v *

ΣΧΗΜΑ 7

Λ ' ϊ +' ϊ -

ο Α :> <<ν

: ί ,Γ. ζ )

*
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* ‘

ΣΧΗΜΑ 8

Ε ζ ν α ν  στίδπυμο να  σ η μ ευ ω θ ο ϋ ν mC τά  έξή $ o p u a :

l i m  s i n h  = +00 9 l i m 3 in h  = - 00 9

+00 «00

l i m  c o s h  = +00 9 l i m c o s h  -  +°° 9

+ 00 «00

l i m  t g h  = 1 9 l i m t g h  = -  L 9

' t {:.■■■. ; +°°
l i m  c t g h  = 1

«00

9 l i m c t g h  = - 1 9

+oo -00
... l i m  c t g h  = +00 9 i i m c t g h  = -«> m

0+0 0 - 0

2 . 7  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

1 )  Σ τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  παράγραφ ο  ε ί δ α μ ε  δ τ υ  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  s i n h  ε ί ν α ι ,  

σ υ ν ε χ ή ς  καε γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  σ ’ό λ ο κ λ η ρ ο  τ ό  σ ύν ο λ ο  1R. Επομ ένω ς  ε ίνα ι»  

ά μ φ υ μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η  κ α ί  έτσ ι ,  υπάρχει» ή α ν τ ί σ τ ρ ο φ ή  τ η ς  τ ή ν  όπο ι -α ,  γι»ά χάρη  

α ν α λ ο γ ί α ς  π ρ ά ς  τ ί ς  κ υ κ λ ο μ ε τ ρ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε μ ς ,  παρι»στάνομε μέ

i

Ί

1j

ί

Ar s i n h

— l
ά ν τ ύ  τ ο υ  s i n h  . ”Ετσυ  ε χ ο μ ε

οΪ ( Α γ  s i n h )  = Μ 9 $ ( Α ν  s i n h )  = 1R 

ένω ε £ ν α υ  ε ύ κ ο λ ο  να  δ ο ύ μ ε  δ τ υ

( 2 . 7 . 1 ) Ar s i n h  χ χ en.
i
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ϋ ρ ά γ μ α τ υ ,  ά π ’ τι ίν  χ  = s i n h  y  = - i ( e y  -  e  y ) ,  β ρ ί σ κ ο μ ε  e y = x  + m +1 

άπο δ π ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι ,  ή ( 2 . 7 . 1 ) ,

Τώρα τ ά  ο τ l n Ar s i n h  ε ί ν α υ  σ υ ν ε χ έ ς  καύ γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  σ υ μ π ερ α  

ν ε τ α υ  ά π ’τ η ν  ( 2 . 7 . 1 ) .

'Α ν ά λ ο γ α ,  ό ρ ύ ζ ο ν τ α ε  κ α ύ  ου  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ ε ς  τω ν  ά λ λ ω ν  υ π ε ρ β ο λ ι κ ώ ν  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ω ν .  *Ε τ σ υ ,  ε χ ο μ ε :

2 )  'Η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  c o s h  δ έ ν  ε ί υ α υ  ά μ φ υ μ ο ν ο σ η μ α ν τ η  καύ  έ π ο μ έ ν ω ς  δ ε ν  

ε χ ε υ  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ η .  Ά ν τ ύ θ ε τ α  οί. π ε ρ ε ο ρ ε σ μ ο ύ  τ η ς  c o s h | [ 0 , + ° ° )  καύ 

c o s h  ( ( - ° ° , θ ]  έ χ ο υ ν  ά ν τ ύ σ τ ο ε χ α  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ ε ς  τ ύ ς

Ar c o s h  καύ  Ar  c o s h

πού ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ε ε ς  καύ  ή μ ε ν  πρώτη γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α ,  ή δ έ  δ ε ύ τ ε ρ η  γ ν η ­

σύως φ θ ύ ν ο υ σ α /

Ε ί ν α ε  φ α ν ε ρ ά  δ τ ε

JK(Ar+c o s h )  = [ ΐ , + ° ° )  , J ? ( A r +c o s h )  = [ θ ,+ ° ° )

καύ

' Ε π ύ σ η ς ,

J5(Ar c o s h )  = [ l , + ° ° )  ,  $ ? ( A r _ c o s h )  = ( - ° ° , θ 3 .

δπως  π ρ ο κ ύ π τ ε ε  ή ( 2 . 7 . 1 ) ,  ε τ σ ε  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  καύ  ο ε

3 )

σ υνάρτηση

A r +c o s h  χ  = l o g ( x  + ν/χ - 1 )  , χ 6 [ ΐ , + ° ° ) ,

A r _ c o s h  χ  = l o g ( x  -  ✓ χ2 - ! )  ,  χ 6 [ ΐ , + ° ° ) .

Ή  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ η  τ η ς  t g h  ε ΐ ν α ε  μύα  σ υ ν ε χ ύ ς  καύ  γ ν η σ ύ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  

, σ υ μ β ο λ ε ζ ε τ α ε  μέ
Ar t g h

καύ ε ί ν α ι ,  τ έ τ ο ε α  ώ σ τ ε

Χ ( Α ν  t g h )  = ( - 1 * 1 )  a 1R (A r  t g h )  = R

1 , 1+x ,w « ^
Ar t g h x  - 7; l o g  y r ^  > x f e ( - i , i ) .

Η)  Ή  ά ν τ ύ σ τ ρ ο φ η  τ?ίς c t g h  σ υ μ β ο λ ύ ζ ε τ α ε  μ έ

Ar c t g h  9

ε ΐ ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς  καύ γ ν η σ ύ ω ς  φ θ ύνουσ α  καύ τ έ τ ο ε α  ώ στε

·8(Αγ  c t g h )  = ( - « > , - ! )  U ( l 3 +°°) καύ  f t  (A r  c t g h )  = ]R -{0} .

Γ»
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Έ π ύ σ η ς

A r c t g h x s  ~  l o g  ,  χ β ( - “ , - 1 )  (J ( 1 ,+ ° ° ) .
L X"1

O t  γ ρ α φ υ χ έ ς  π α ρ α σ τ ά σ ε υ ς  τω ν  α ν τ ι σ τ ρ ό φ ω ν  ΰπερ β ολυκώ υ  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  

δ ό ν ο ν τ α ι ,  σ τ ό  ΣΧ. 9.

ΣΧΗΜΑ 9

2 . 8  ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Σ τ υ ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ε ς  π α ρ α γ ρ ά φ ο υ ς  ό ρ υ σ τ η κ α ν  καυ κ α τά  χάπουο  τρόπο  μ ε ­

λ ε τ ή θ η κ α ν  οΰ έ χ θ ε τ μ χ έ ς ,  λ ο γ α ρ ο θ μ υ κ έ ς ,  τ ρ υ γ ω ν ο μ ε τ ρ υ κ έ ς ,  κ υ κ λ ο μ ε τ ρ υ κ έ ς ,  

ύ π ε ρ β ο λ υ κ έ ς  καυ α ν τ ί σ τ ρ ο φ ε ς  υ π ε ρ β ο λ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς .  Α υ τ έ ς  μ α ζύ  με  τ υ ς  

σ τ α θ ε ρ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς ,  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  y = x ,  χ 6 Κ  καθώς καυ μ ε  έ κ ε ΰ ν ε ς ,  πού



2.8 69

μ π ο ρ ο ύ ν  ν ά  προκύψουν  ά πο  ό λ ε ς  τ ί ς  παραπανω μ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  π λ ή θ ο υ ς  

π ρ ο σ θ έ σ ε ι ς ,  α φ α ι ρ έ σ ε ι ς ,  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ο ύ ς ,  δ ι α ι ρ έ σ ε ι ς  Mat σ υ ν θ έ σ ε ι ς ,  

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  " σ τ ο ι χ ε ι ώ δ ε ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις " ·  " Ε τ σ ι  κ α ί  ο ί  π ο λ υ ω ν υ μ ι -

κ ές  ( π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς )  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  δ η λ α δ ή  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  μ έ  τύ π ο

Ρ ( χ )  = α  x V + α  , x V ^+ .  . . + α , χ  + α _ ,  χ  GIR ν ν - 1  1 Ο5

δπ ο υ  ν  β »  κ α ί  ί α ^ ,  α ^ ,  . . .  ,  α ^ }  C 1  κ α ί  ο ί  ρ η τ έ ς  ( π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς )  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ι ς ,  δη λα δη  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  πού  έ χ ο υ ν  τ η  μορφή  π η λ ί κ ο υ  δυο  π ο λ υ ω ν υ μ ι -  

κών π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ,  ε ί ν α ι  σ τ ο ι χ ε ι ώ δ ε ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 2 . 8 . 1 .  *Αν P Q, Ρ , . , Ρ  ε ί ν α ι  ό π ο ιε σ δ ή η ο τ ε  π ο λ υ ω - 
ν υ μ ικ έ ς  ( π ρ α γ μ α τ ικ έ ς )  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  τ ό τ ε  κ ά θ ε  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ π ο ύ  
έκ  τ α υ τ ό τ η τ ο ς  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ ή ν

φ

Ρν ( χ ) [ φ ( χ ) ] ν  + ? ν _ 1 [ φ ( χ ) ] ν  1 + . . , + Ρ ^ ( χ ) φ ( χ )  + PQ( x )  = 0 ,

ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  'Α λ γ ε β ρ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η " .
' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  οι', σ υ ν α ρ τ η σ ε ι , ς  

φ ( χ )  = c  , δπ ο υ  c  σ τ α θ ε ρ ό ς  ά ρ ι , θ μ ό ς ,  

φ ( χ )  = χ  ,  χ  , 

φ ( χ )  = 3 χ 2 + 2χ+1  ,  χ 8 Ε ,  

φ ( χ )  = ( χ - 1 )  : *Vx ,  χ  G]R-{0}.

ε ί ν α ι ,  α λ γ ε β ρ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς ,  δ ι ά τ ι  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  λάβωμε α ν τ ί σ τ ο ι χ α

Ρ ^ ( χ )  = c  ,  P ^ x )  = 1

Ρ ( χ )  = χ  , Ρ ( χ )  = 1 
υ λ ι

Ρο ( χ ) = - 3 χ  -  2 χ - 1  ,  Ρ χ ( χ )  = 1

κ α ί

p Q( x )  = - ( χ - 1 ) Η ,  ρ^^ ίχ )  = Ρ 2 ( χ )  = Ρ 3 ( χ )  = 0  ,  Ρ4 (χ)=χ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2 . 8 . 2 .  Κάθε σ τ ο ιχ ε ιώ δ η ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  π ο ύ  δ έ ν  ε ί ν α ι  
α λ γ ε β ρ ικ ή  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " υ π ε ρ β α τ ικ ή " .

,C
Σ τ η ν  ’ Ανάλυση ά π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι  δ τ ι  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  e x Pa > l o g  9 t g ,

Ar s i n  κ . λ . π .  ε ί ν α ι  υ π ε ρ β α τ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .
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2 . 9  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. *Αυ Ρ , Q elvotu δ ν ό  πολυωυυμι,χές συναρτήσεις ν ά  ά*οδει.χτή δτε
χ ό

, ■ Ρlxm ^
+ 00 ^

π ά ν τ ο τ ε  ύ π ά ρ χ ε υ .  Νά έ ξ ε τ α σ τ Π  π ά τ ε  τ ο ϋ τ ο  ε ί ν α ι ,  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  κ α C π ά τ ε  κ α τ '  

έ κ δ ο χ ή ν .

2 .  Νά β ρ ε θ ο ύ ν  τ ά  π ε δ ύ α  ό ρ υ σ μ ο ϋ  καά τυμων των  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν

2 2 - ,  ν χ  - χ + 1  /  \ χ  +1f  ( χ )  = - ^ --------  ,  g ( x )  = — -------
χ  +χ+1

2
/ \ χ  +2χ+α, h ( x )  = ----------  , α ΘΚ

χ -2χ+1 χ +4χ+α

3 ·  Να α π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ  o t  έ κ θ ε τ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ά σ ε υ ς  ε ί ν α υ  σ υ ν ε χ ε υ δ  σ τ ά  

π ε δ υ ο  όρ υ σ μ ο ϋ  τ ο υ ς .

4 .  Ν ' ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ  ή έξυσωση

χ  2Χ = 1

ε χ ε υ  ά κ ρ υ β ω ς  μ υά  ρ έ ζ α  σ τ ο  δ υ ά σ τ η μ α  (“  , 1 )  ηα£ ή

S

1χ  -  3 χ  = 1 

τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο  μ υ α  σ τ ο  δ υ ά σ τ η μ α  ( 1 92 ) .

5 .  Ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ο Ο ν  ου υ δ υ ά τ η τ ε ς  α )  μ έ χ ρ υ  η )  τΑς π α ρ α γρά φ ου  2 . 1  

α )  μ έ χ ρ υ  ζ )  τ η ς  πα ρ α γ ρ ά φ ο υ  2 . 2 .

6 .  Ν ' ά π ο δ ε υ χ τ η

α ) l i m
χ->0

l o g  ( 1 + χ )\Λ ^
X

0) l i m
χ-Μ)

a x - i  . 
χ  = l o g a

ύ ) l i m
χ->0

( 1 + χ ) Ρ- 1 _
X ” ^

7 . Ν ’ά ποδ ευ χ τ ? )

α &

8 .  Ν 'ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ

e X > 1+χ  , *: χ j -

. * fi Λ
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κ y)'*
ο ·*’

α )  γ υ ά  κ ά θ ε  pGQ π σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = x  ε υ ν α υ  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  σ ΰ ν ο λ ο  

ο πού  α υ τ ή  ό ρ υ ζ ε τ α υ ,
α ύ

β )  γ υ ά  κ ά θε  a  G3R η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  = x  » χ 6 ( 0 , + ° ° )  ε υ ν α υ  σ υ ν ε χ ή ς ,  

γ )  γ υ ά  κάθε  χ  G E ,  ΰ σ χ ή ευ

l i m  ( l  + » ) V = e X. 
ν ν

{ 'Υ π ο δ ε υ ξ η :  Θ έτομε  k ( v )  =[■—] ,  ό π ο τ ε  η γ )  π ρ ο κ υ π τ ε υ  ά π ’ τ ή  β )  καύ  τοχ
# ν ( Λ 1 % k  Cm ̂ υ , Λ X\V ( Λ 1 ^ ( k ( ν ) + 1 ) χ ^γ ε γ ο ν ο ς  ot l  ( ΐ  < ( 1  + _ )  < ( ι  + _ j  }.

9 .  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ο Ο ν  ου  υ δ υ ο τ η τ ε ς  α )  μ έ χ ρ υ  κ α έ  υ γ )  τ ή ς  π α ρ α γ ρ ά φ ο υ  2 . 6

ι σ .  Νά β ρ ε θ ο ύ ν  τ ά  πα ρ ακάτω  δ ρ υ α :
- 1

2 2 
a )  l i m  ( ν  + ν + 1 ) ν  ,  β )  l i m  α ν  : ( ν + α )  ,  a  GR ,

V*00 \)-χ»

γ )  l i m  v l o g ( l  , δ )  l i m  [ l o g v  + l o g ( l o g  .
υ-χ» ν v

1 1 .  Νά β ρ ε θ ο ϋ ν  τ ά  παρακάτω δ ρ υ α :

α ) l i m  ( χ ^ - 3 χ + 2 )  : ( χ ^ - 4 )  , 6 ) l i m  [ ( 1 - χ )  1 - 3 ( l - x 3 ) 1 ]
χ->2 **1

γ ) l i m  ( / χ + α  -  / χ )  , δ )
- . s i n  3 χ  
i i m

Χ*Η·«> χ^Ο

ε )
, . Ι - c o s  χ  
l i m  2 , σ τ )

. s i n  x  
l i m -------- »V

χ-*·0 χ Χ~*»

ο l i m  ( 1  + - ^ · ) Χ »
χ ->+00 χ

η )
- .  x + s i n  χ  l i m  — ----------X+COS χχ-Μ-οο

♦

1 2 .  Νά β ρ ε θ ο ϋ ν  τά  δ ρ υ α :

α ) l i m  s i n ( ~  π V v )  9 β )  
y * »

l i m
χ·*1

( s i n  ~  π [ x ] ) , γ ) l i m  [ s i n  ■=· π χ ]  
χ-KL

1 3 .  Νά μ ε λ ε τ η θ ώ  ή σ υ ν έ χ ε ε α  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν : 

2 . 1

ix sm  — , χ ψ 0 
Χ

0 ,  χ  = 0
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6 )  f ( x ) = <

sin  — , * > 0x
Μ v*f·

λ  χ < 0 " ' "  r . v  ' ,·.

V) f (x) = 3X tg  (sitl αχ) , οπού α βκ  .

14. Ν’άποδειχτίϊ ότι κάθε συνάρτηση γράφεται, σάν άθροισμα υιδς 
άρτιας καί μνας περιττές συναρτάσεως»

15. Νά βρεθοΟν οί αντίστροφες των παρακάτω συναρτήσεων, ή αν τοΟτο 
δέν είναι δυνατά, οί αντίστροφες κατάλληλων περιορισμών τους:

* ... ' ι

a)  1 : ( χ - 1 ) ,  χ β * - { ΐ } ,  g) (χ  +1) , x 6R, γ )  2sin 3χ , x 6R,
X - χ  χ

δ )  Α° ~ ·1- —  + 1 ,  χ  6]R, e ) e t g 2 ,  x * k u ,  σ τ )  l o g c o s h x ,
ι ο χ  + ι ο _ χ

■ ■ : . ■ ' .· :i: - ·: -  , ■ ■ · ·· >. ί·
·-. ·. ·■ ·*■ ν' ··

η·ίΛ

· -  V- #  Μ  Χΐ ί ·- ·' <ί;.

λ ^>.3 ■( Χ * !. i;

ν’:·/- - M i i f
■>+- X '

• ; .ΐΗ'· m l

. (γ ·;1

■■. ' t-V-: ** -  , ί ΐ
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ ΣΥΝΑΡΤΗΕΕΩΣ

3 . 1  ΟΡΙΣΜΟΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

θεωρούμε μ ι ά  π ρ α γ μ α τ ικ ή  συνάρτηση f ( x ) 9 χ€Δ δπου Δ ε ί ν α ι  ένα  δ ι ά -  

στημα τ η ς  π ρ α γ μ α τ ικ ή ς  ε υ θ ε ί α ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 3Γΐ* 1 · *Η συνάρτηση f λέμε δτι "παραγωγίζεται (ή 
έχει τιαράγωγο, ή είναι παραγωγίσιμη) σέ ένα σημείο αβΔ, άν 

τό όριο
, . f ( α +h) - f  ( a )Ιιτη -------- -----------
h+o h

ύπάρχη h o C eCvat πεπερασμένος αριθμός. To opto τοϋτο λέγεται 
"ή παράγωγος τής συναρτήσεως f στό α" καί παρατηρώντας δτι έξαρ· 
ταται μόνο άπό τό σημείο α, παριστάνεται μέ τα σόμβολα:

*■(«,· D f(“ >·
”Αν συμβολ ισωμε μέ g ( h )  το  πηλ ίκο  δ ιαφορών

f(a-f-h) -f(a) 
h

παρατηρούμε δ τ ι  η παραγωγός f r ( a )  τ?ίς συναρτήσεως  f  στο  σ η μ ε ίο  α δ έ ν  

ε ί ν α ι  τ ί π ο τ ε  άλλο παρά ή κ ο ιν ι ί  τ ι μ ή  των δ ε ξ ι ά  κ α ί  α ρ ι σ τ ε ρ ά  ο ρ ίω ν  τ ί ς .  

g στο σ ημ ε ίο  0 ,  έ φ ’δσον κ α ί  τά  δύο π λ ε υ ρ ι κ ά  α υ τ ά  δ ρ ι α  ύ π ά ρ χ ο υ ν .  ,

Παράδειγμα 3.1.1

* Η συνάρτηση

Β. ΣΤΑΙΚΟΥ : ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

V ' '' '!'-
\

•y. ·
; Α .  

li Ν
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f(x)  = <
-x , X < Ο 

χ - [χ ] ,  Ο < χ < 2
πού παρι ,στάνεται ,  γ εω μ ετρ υκά  α τ ό  

EX. 1 ,  ε ί ν α ι ,  παραγωγόσι,μη αέ κά­

θ ε  σημεϋο α τοΰ  δ ι ,αστάματος  (-«>,2) 

μό α i  0 , 1 .

Π ρ α γ μ α τ ικ ά '  αν  

1 )  α < 0 ,  τ ό τ ε  δυά h < 0 έχ ο μ ε

f ( α +h) -  f ( a )
ΣΧΗΜΑ 1

= -1
καυ δυά 0 < h < -α

f ( a + h )  -  f ( a ) -1 .

'Ε π ο μ έν ω ς  καυ f , ( a ) = - l .  V '  ΐ  /

2 )  a = 0 9 r o t e ,  δυά h < 0,  έχ ο μ ε  ·* ***$*] *·.# ■

f(h) -f(0)

έ ν ώ 9 δυά 0 < h < 1

- -1 ,

f ( h )  -  f ( 0 )  = y  
h

ετσ υ  ή παράγωγος  στο σημευο 0 δ έ ν  ύ π ά ρ χ ευ ,

3 )  α β ( Ο , Ι )  U ( l , 2 ) ,  τ ό τ ε  άν  με'ν max{-a, - 11 - α | > < h < 0 , έχομ ε  Ea+h] = [ α ]

οπότε
f  ( a + h )  -  f  ( a ) = 1»

αν  δ έ  0 < h <min{  11 - α |  , 2 - a } ,  έχ ο μ ε  πάλυ [ a + h ] = [ a ]  ο π ό τε

f  ( a + h )  -  f  ( a )  _ ^
h

καυ a p a  f 1 ( a )  = 1.

4 )  a  = l 9 τ ό τ ε  δυά - l < h < 0 9 έχομ ε

f(1+h ) - f ( l )  .  , . 1 
h " h

δηλαδή

J
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l i m
h-K)-0

f ( H - h )  - f ( l )  
h

l i m  (1  + 
h + 0 -0

.00 9

που σημαίνε ι ,  δ τυ  π παραγωγός τ η ς  f  στο  σ η μ ε ίο  1 δ ε ν  υπάρχει ,* 

ΙΙαρατηροΟμε εδώ δ τ υ  γε ά  0 < h < l *  εχομ ε

κ α ί  επομένως

f  (1 + h )  -  f  ( 1 )  _ h _ 
h h

, .  f(1+h) - f (1)
l i m  ---------- ^ ----------

h-H)+0
1.  A

*H πρόταση που ακολουθεί:  δ έ ν ε ι  μ ι ά  συνθήκη μ έ  βάση τ η ν  ό π ο ια  ε ί σ ά -  

γ ε τ α ι  η έ ν ν ο ι α  τ η ς  παραγωγού σε χώρους δπου  δ ε ν  μποροΟμε νά  λάβωμε 

π η λ ί κ ο ,  δπως ε ί ν α ι  τ ό  σύνολο των δ ια νυ σ μ ά τω ν  τ ο υ  έ π ι π έ δ ο υ .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 . 1 . 1 .  Μιά συνάρτηση f  παραγωγίζεται σέ ένα ση­

μείο α6Δ , τότε καί μόνο τότε &ν ύπάρχουν ένας αριθμός A 

καί μιά πραγματική συνάρτηση ψ συνεχής στό Ο μέ ψ(0)=0 καί

( 3 . 1 . 1 )  f  ( α+h) = f  ( a )  + A h + h<l>(b)

γιά κάθε h μέ a+h6A. ’Επί πλέον δ άριθμός αύτός Α είναι ή 

παράγωγος τής συναρτήσεως f  στό α .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  'Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  ό τ ι  ή f  έ χ ε ι  παραγωγό f ’ ( a )  στό  α ,  θ έ ­

τομε A = f ’ ( a )  κ α ί
f J a j - h ) ^ - f ( a ) . A # h j £ 0

ψ(1ι) = «
Ο , h = ΟΝ

ό ποτε  η συνθήκη ( 3 * 1 . 1 )  τ ή ς  προτάσεως ί κ α ν ο π ο ο ε ί τ α υ .

’Α ν τ ίσ τ ρ ο φ α ,  αν  ίσ χ ύ η  Π συνθήκη ( 3 . 1 . 1 ) ,  τ ό τ ε  δυοί h ^ O ,  εχομε

= ψ(1ι)
η

καύ έ π ε ι δ η  1 ί ω ψ = 0 ,  Α = i i m ~ f ( a )  δηλαδη’ A = f ’ ( a ) .  A
0 h~0 h

Παρατήρηση 3.1.1.

Η σχέση ( 3 . 1 . 1 )  μπορεί» να  γραφή ίσοόυναμα  κ α ί  ώς 

( 3 · 1 · ! ) 1 f ( a + h )  = f ( a ) + A h + |h | < K h )

γυα  κάθε h μ ε  a+h 6 Δ .  Η ( 3 . 1 . 1 ) *  χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ε ί τ α υ  σ τον  όρυσμο τ ή ς  κα-
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ραγώγου  σ υναρτήσεω ς  σ έ  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ω ν  χώρων πού ε ί ν α ι  π ιύ  

γ ε ν ι κ ο ί  άπό τ ό ν  R  κ α ί  σ τ ο υ ς  ο π ο ί ο υ ς  ε ί ν α ι  «ορισμένη μ ι ά  έ ν ν ο ι α  ά ν ά λ ο -  

γη  μ έ  τ ή ν  απόλυτη  τ ι μ ή  πού ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  στάθμη ( n o r m ) .

’And τή  συνθήκη ( 3 . 1 . 1 )  παρατηρούμε δ τ ι  l i m  f (α +h) = f (α )  κ α ί
. , . , . h+0επομένω ς  ι σ χ ύ ε ι  η πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1.2. "Α ν  μ ιά  συνάρτηση f  £χη παράγωγο σ τό  ση­

μ ε ίο  α6Δ τ ό τ ε  α6τή ε ί ν α ι  σ υ νεχή ς  σ τό  α .

Τό α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  τ ή ς  παραπάνω προτάσεως 3 . 1 . 2  δ έ ν  ι σ χ ύ ε ι  γ ε ν ι κ ά .  Δη­

λαδή υπάρ χ ο υ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ο ΐ  ό π ο ι ε ς  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  σέ  ένα  σ η μ ε ίο  α ,  α λ ­

λά δ έ ν  ε ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ ε ς  σ ’α υ τ ό .  " Ε τ σ ι ,  γ ι ά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  ή συνάρτηση 

τοΟ π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  3 . 1 . 1  ε ί ν α ι  μ έ ν  σ υ ν ε χ ή ς  σ τό  0 ,  δ έ ν  ε ί ν α ι  όμως παρα- 

γ ω γ ί σ ι μ η .  ’Ε ζ ’άλ λ ο υ ,μ π ο ρ ο ύ μ ε  γ ε ν ι κ ώ τ ε ρ α  νά  μ ιλ ά μ ε  γ ι ά  π λ ε υ ρ ι κ έ ς  παρα­

γω γούς  μ ι α ς  σ υ ν ε χ ο ύ ς  συναρτήσεως f  σ τό  σ η μ ε ίο  α ,  δηλαδή γ ι ά  δ ε ξ ι ά  κ α ί  

α ρ ι σ τ ε ρ ά  παραγωγό πού π α ρ ι σ τ ά ν ο ν τ α ι  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  μέ f | ( a )  κ α ί  f ' ( a )  ή

D f ( a )  κ α ί  D f ( a )  κ α ί  ο ρ ί ζ ο ν τ α ι  νά  ε ί ν α ι  +

f | ( a ) l i m
h+0+0

f  ( a + h )  -  f ( a )  
h κ α ί  f ' ( a ) l i m

h->0-0

f ( a + h )  -  f ( a )  
h

”Ας σ ημε ιω θή  δ τ ι  υπάρ χουν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  πού ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  κ α ί  δ έν  

έ χ ο υ ν  κ α μ ιά  π λ ε υ ρ ικ ή  παράγωγο.  Μιά τ έ τ ο ι α  δ ί ν ε τ α ι  σ τό  παρακάτω παρά­

δ ε ι γ μ α :

Παράδειγμα  3 .1 .2

Στό ΣΧ. 2 π α ρ ι σ τ ά ν ε τ α ι  η συνάρτηση

ΣΧΗΜΑ 2
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f ( x )

Γ . lx s m  -  x
<

x  /  Ο

Ο , χ  = Ο

ή ό π ο ια  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  στο  Ο, άλλα δ έ υ  έ χ ε ι  π λ ε υ ρ ι κ έ ς  παραγωγούς

Πραγματεκα παρατηρούμε οοχε  f  ( h )  " f  ( 0 )  -  s £n  1  ̂ ο π ό τ ε  σ υ νδ υ ά ­

ζ ο ν τ α ς  τη ν  πρόταση 1 . 1 0 . 5  με  τό  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  

χ ε ε  στά κ α τ ’ έκδοχην  σ η μ ε ί α ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ ι  ο ι  

f  στο σημεεο 0 δ ε ν  υ π ά ρ χουν ,  k

τό  όρεο  τ η ς  s i n  δ ε ν  ύπάρ 

π λ ε υ ρ ι κ ό ς  παράγωγοε  τ ή ς

ΟΡΙΣΜΟΣ 3 . 1 . 2 .  Μεά συνάρτηση f  ε ί ν α ι  "π α ρ α γω γίσ ιμ η "  t n l  

ένός δ ια σ τή μ α τος  Δ αν αύτή ε ί ν α ι  π α ρ α γω γ ίσ ιμ η , σέ κάθε ση­

μ ε ίο  το υ .  *Η συνάρτηση f ' ( x ) 9 χβΔ πού συχνά  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι  

κ α ί [ f ( x } ] ’ , χ6Δ δ ν ο μ ά ζε τα ι  "παράγωγος" τή ς  f  έ π ί  τοΟ Δ.

Φυσικά ,  στην  περ ίπτω ση  πού Δ = [ α , β ] ,  στο σημεεο α θ ε ω ρ ε ί τ α ι  η 

δ ε ξ ι ά  κ α ί  στό  σημεεο β η ά ρ ε σ τ ε ρ ά  παράγωγος .

3 . 2  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

'Η έ ν ν ο ι α  τ ή ς  παραγωγού ,  γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ά ,  μ π ο ρ ε ί  να  ερ μ η ν ε υ τ ή  ως έ ξ η ς :  

"Εστω G ή καμπόλη που π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  τ ό  γράφημα μ ι α ς  σ υ ν ε χ ο ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή -  

σεως f  που ε ί ν α ι  παραγωγόσιμη σ ’ ένα  σ η μ ε ίο  α ,  καθώς κ α ί  τά  σημεΰα 

( a , f ( a ) )  κ α ι  ( a + h ,  f ( a + h ) )  α ύ τ ή ς ,  όπου  h3*0 μό a + h € « 8 ( f )  ( β λ .  ΣΧ. 3 ) .

Ή ε ύ θ ε ε α  γραμμή πο  ̂ oqC- 
ζ ε τ α ε  άπό τά  σ η μ ε ία  α υ τ ά  σχη­

μ α τ ί ζ ε ι  μεά γ ω ν ί α  χΒ^Α με τή 

θ ε τ ι κ ή  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  το υ  χ ~ ά ξ ο ν α ,  

με μέτρο  ω^ (σ ε  ά κ τ ί ν ε α ) ,  τ ή ς  

ο π ο ία ς  η ( τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ή )  έφα 

πτομενη  ε ί ν α ι

_ f ( a + h )  -  f ( a )  t g w -------------- -----------  .

ΣΧΗΜΑ 3
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#H ο ρ ια κ ή  θέση τ ή ς  ε υ θ ε ί α ς  γραμμής  ί  δ τ α ν  h - * 0 , ε ί ν α ι  π έφαπτομε'υη ε υ ­

θ ε ί α  γραμμή & τή ς  καμπύλης G στό  σ η μ ε ίο  ( α , ί ( α ) ) .  Σ ’αύ τή  τήν  ορ ια κ ή  θ έ ­

ση ή γ ω ν ί α  χΒ^Α γ ί ν ε τ α ι  χΒΑ ( γ ω ν ί α  πού σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι  α π ’ τή ν  ί  κ α ί  τή  θ ε ­

τ ι κ ή  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  τοΟ χ - α ξ ο ν α )  μέ μ έτρ ο  ω κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώστε

δηλαδή

tgu) = l i m  tgu> , 
h+0

tga> = f f ( a ) .

'Ε πομ ένω ς  η παραγωγός  f ’ ( a )  σε  ένα  σ η μ ε ίο  α μ ι α ς  συναρτήσεω ς f ,  

τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  μ έ  τή ν  κλ ίσ η  τ ή ς  έφ α π το μ έν η ς  ε ύ θ ε ί α ς  στο σ η μ ε ίο  ( a , f ( a ) )  

τ ο ϋ  γρ α φ ή μ α τό ς  τ η ς  G, δηλαδή μέ  τήν  ( τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ή )  έφαπτομένη  top. 

μ έ τ ρ ο υ  τ ή ς  γ ω ν ί α ς  πού σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι  από τ ή  θ ε τ ι κ ή  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  το ϋ  χ - α ξ ο ­

ν α  κ α ί  τή ν  έφ α πτομ ένη  ε υ θ ε ί α  γραμμή τοΟ γραφήματος  τ ή ς  συναρτήσεως στο 

σ η μ ε ίο  ( a , f ( a ) ) .

Γεωμετρ ικο ί ,  μποροϋμε  να έρμηνεύσωμε κ α ί  τή ν  μή ύπαρξη τ ή ς  παραγω­

γ ο ύ .  " Ε τσ ι  ή παραγωγός  μ ι δ ς  σ υ ν ε χ ο ϋ ς  συναρτήσεω ς  f  σέ  ενα  σ η μ ε ίο  α δ ε ν  

υ π ά ρ χ ε ι ,  δ τ α ν

1)  δ ε ν  ύπάρχη έφ α πτομ ένη  ε ύ θ ε ί α  γραμμή τ ή ς  καμπύλης (πού  παρ­

ι σ τ ά ν ε ι  τά  γράφημα τ ή ς  σ υ να ρ τή σ εω ς)  στο σ η μ ε ίο  ( a , f ( a ) ) . * H  συνάρτηση 

τοϋ  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  3 . 1 . 1  έ χ ε ι  τ έ τ ο ι ο  γράφημα πού στο σ η μ ε ίο  ( 0 , 0 )  δ έν  

υ π ά ρ χ ε ι  εφ α π το μ ένη  ε ύ θ ε ί α  γραμμή .  ’Ε π ίσ η ς  κ α ί  σ ’ ε κ ε ί ν η  τοϋ  π α ρ α δ ε ί γ μ α ­

τ ο ς  3 . 1 . 2  βλέπομε  δ τ ι  στο  σ η μ ε ίο  ( 0 , 0 )  τ ο ϋ  γραφήματος  τ η ς  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  

έφ α πτομ ένη  ε ύ θ ε ί α  γρ αμ μ ή .  Καί  π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  ε ί δ α μ ε  δ τ ι ,  ο ί  παραγωγοί 

των συναρτήσεων τούτω ν  στο  σ η μ ε ίο  0 δ έ ν  υ π άρ χουν .

2 )  ύπάρχη  μ έ ν  ή έ φ α π τ ο μ έ ν η ,  αλλά ε ί ν α ι  κ άθ ετη  προς τ ο ν  χ - α ξ ο ν α ,  

ο π ό τ ε  ή ( τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ή )  έφ α πτομ ένη  τοϋ  μ έ τ ρ ο υ  τ ή ς  γ ω ν ί α ς  πού σ χ η μ α τ ί ­

ζ ε ι  α υ τ ή  μέ  τ ή  θ ε τ ι κ ή  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  τοϋ  χ - α ξ ο ν α  ε ί ν α ι  +°°. η "°0 · Τ ο ϋ τ ο , γ ι ά  

π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  σ υ μ β α ί ν ε ι  μέ  τη συνάρτηση
y

/ χ  ,  χ  >_0

f ( x )  = ·

-ν^χ\ χ  < 09
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πού στο σημ ε ίο  ( 0 , 0 )  τά  γράφημά τηδ  ΣΧ. *0 ε χ ε υ  τη μοναδυκή εφ α­

πτομένη εύθε£α  γραμμή κάθετη  προς  τ<̂ ν χ “ « ξ ο ν α .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  3 . 2 . 1 .

Μέ αφορμή τά  παραπάνω, μπορούμε νά δ ε χ τ ο ύ μ ε  τη ν  ύπαρξη  καύ τ η ς  

" κ α τ '  έ κ δ ο χ ή ν "  παραγωγού ,  δηλαδτί καύ δ τ α ν  α υ τ ή  παύρνευ  τ υ μ έ ς  +°% 

- 00, άλλά π ά ν τ ο τ ε  \ιέ έπυφύλαξη .  Καύ το ύ τ ο  γ υ α τ ύ  μπορεύ  νά σ υ μ β α ίν ο υ ν  

τά  ακόλουθα:

1 )  *Η συνάρτηση νά  ε ί ν α υ  κ α τ ’ έ κ δ ο χ ή ν  παραγωγύσυμη, άλλά  δ ε ν  ε ΐ  

να ε  σ υ ν ε χ ή ς .  Τούτο φ αύνεταυ  στη  συνάρτηση  ( β λ .  ΣΧ. 5 )

i

. ·' Η

f ( x )

1+ ι^ χ"  ,  χ  >  0

4 0 , X = 0
- 1 - ν 5 Γ  ,  χ  <  0

ΣΧΗΜΑ 5

3*
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δπου f | ( 0 )  = + « r f ^ ( o ) ,  άλλά f ( O t O )  = 1 ,  f ( 0 )  = 0  x a i  f ( 0 - 0 )  = - l ,  δη ­

λαδή ή πρόταση 3 . 1 . 2  δ έ ν  έ σ χ ύ ε υ .

2 )  "Οπως δ ε ί χ ν ε τ α ι ,  ( β λ .  ΣΧ. 6 )  σ τ ύ  συνάρτηση

f ( χ )  = / R  , χ  eTR

στο  σ η μ ε ίο  ( 0 , 0 ) ,  ή εφ α πτομένη  ε υ θ ε ί α  ε ί ν α ι ,  κ άθ ετη  πράς τά ν  χ - α ζ ο ν α ,

η συνάρτηση f  ε ί να ι .  σ υ ν ε χ ή ς  στο  0 ,  άλλά δ έ ν  ε ί ν α ι ,  παραγωγίσυμη σ ’α ύ τ ο ,  

άφοΟ f f ( 0 )  = “ <» κ α ί  f | ( 0 )  = +°°. Σ ’αύτη  την  περ ίπτω ση  η συνάρτηση παρου- 

σ υ ά ζευ  μυά " α ί χ μ ή "  στά  σ η μ ε ίο  0.

' Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς ,  τώ ρα ,  δ τυ  ύπάρχευ  ή (π ε π ε ρ α σ μ έ ν η )  παραγωγός μοας 

συναρτησεω ς  f  σ ’ ένα  σ η μ ε ίο  α ,  θά βρούμε τη συνάρτηση πού το γράφημά 

τ η ς  παρυσ τάνευ  την  έφ α πτομ ένη  ε ύ θ ε ί α  γραμμύ στά  σ η μ ε ίο  ( a , f ( a ) ) ,  δηλα­

δή τ ύ ν  εξ ίσωση πού περυγράφευ  τύ ν  έφαπτομένη  ε ύ θ ε ί α  γραμμή στο σημε ίο  

( α , £ ( α ) )  πάνω στο έ π ί π ε δ ο .

ΘεωροΟμε το  σ η μ ε ίο  ( x , y )  πάνω στην  ε ύ θ ε ί α  αύττί γραμμή Ζ9 δποτε  

θά πρέπε ι ,

2 ^ 1  -= t g u  = f . ( „ )
χ - α

δηλαδύ

y = f  ( a )  + f  T ( a ) ( x - a ) .

"Εστω η ή ε ύ θ ε ί α  γραμμή πού ε ί ν α ο  κάθετη  (ΣΧ. 3 )  προς  τη ν  ε υ θ ε ί α  

Ζ στο  σ η μ ε ίο  ( a , f ( a ) ) .  Θά βρούμε χ α ί  α ύ τ η ς  τύ ν  έξ ίσ ω σ η .  Πραγματυχά ,  αν 

ψ ε ί ν α ι ,  το μ έτ ρ ο  τ η ς  γ ω ν ί α ς  πού σ χ η μ α τ ί ζ ε ι ,  ή η μέ την  αρνητυχη  δ ι ε ύ θ υ ν ­

ση τοΟ χ - ά ξ ο ν α ,  τ ό τ ε  Ψ + ω =  — . "Αν, λ ο υ π ο ν ,  ( x , y )  ε ί ν α υ  όπο ι ,οδηποτε  ση-
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μ ε ι ο  πάνω στήν  η ,  τ ό τ ε  θά π ρ έ π ε ι  να ισ χυ η

y -  f  (α )  _
χ - α

t g  Ψ

άν f 1 ( α )  t  0 ,  ένώ

- c t g  ω = -

χ  = α

tgu> f ' ( α )

αν f 1 (α )  = 0 .  ‘Επομένως ή έξύσωση τ ή ς  κ α θ έτο υ  η στο  σ η μ ε ίο  ( α , ί ( α ) )  

ε ί ν α ι

y = f  (α )  , 5ν f ' (α)  ̂0J f 1(α;
καο

α αν f f ( α )  = 0.

Μέ αφορμή τη ν  παραπάνω γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  θεώρηση τ ή ς  έ ν ν ο ι α ς  τ ή ς  παραγω­

γού  θά π ρ έ π ε ι  νά  άναφερθή  ό τ ι  μέχρι ,  τ ο ν  170ν α ιώ ν α  υπήρ χε  τ<5 πρόβλημα 

τή ς  γ ε νο κ εύ σ εω ς  τ ή ς  ε ν ν ο υ α ς  τ ή ς  ε ύ θ ε ύ α ς  γραμμής  πού ε ί ν α ι  εφα πτομ ένη  

σ ’ ένα σ ημε ίο  μ ι α ς  καμπύλης .  *0 L e i b n i z  ε ί σ ά γ ο ν τ α ς  τ η ν  έ ν ν ο υ α  τ ή ς  παρα­

γωγού έλυσε το πρόβλημα αύτό  α ν α κ α λ ύ π τ ο ν τ α ς  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  καύ π ο λ λ έ ς  ά λ ­

λ ε ς  έφαρμογές  τ ή ς  παραγωγού.  Την οδοα εποχή  τ ο ν  Newton απασχολούσ ε  ή 

έκφραση τ ή ς  έ ν νο ο α ς  τ ή ς  στογμ οαύα ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  καύ επ ο τ α χ ύ νσ εω ς  κάποοου 

κ ι ν η τ ο ύ .  Μάλυστα δ έ ,  ό Newton,  ό ρ ύ ζ ο ν τ α ς  την  παραγωγό ά ρ χυσε  νά  χρ η σ ο -  

μοπουή την  έννουα  τή ς  τ α χ ύ τ η τ α ς ,  κάποοου σημεύου πού κ ι ν ε ί τ α ι  σ έ  ε ύ -  

θεοα γρ αμμή ,  σάν τήν  παράγωγο τού  δ υ α σ τ ή μ α τ ο ς  πού δ υ α τ ρ έ χ ε ο  τό  σ η μ ε ί ο ,  

δπου ή απόσταση αύτή  έκφ ρ ά ζετα ο  σάν συνάρτηση τ ο ύ  χ ρ ό ν ο υ .  Γοά παράδεογ  

μ α ,  αν  s = f ( t )  ε ί ν α ι  ή συνάρτηση ά π ο σ τά σ ε ω ς ,  τ ό τ ε  η τ α χ ύ τ η τ α  υ ,  πού ε ί  

ναυ καύ α υ τ ή  μυά συνάρτηση τ ο ύ  χρ ό νο υ  t ,  δ ύ ν ε τ α υ  ά π ’τ ό ν  τύπο υ = ^  ·

Πέρα ά π ’τή ν  τ α χ ύ τ η τ α  καύ ή έπ υ τά χυ νσ η  γ  δ ύ ν ε τ α υ  ά π ’τ ό ν  τύπο  γ  = ^  ·

" Ε τ σ ι ,  λ ο ι π ό ν ,  φαύνετα υ  δ τ υ  ή έννο υ α  τ ή ς  παραγωγού γ ε ν ν ή θ η κ ε  ά π ’τήν  

ανάγκη έπυλύσεως προβλημάτων αμέσου  εφ α ρμ ογής .  ’Α ρ γότερα ,  β έ β α ι α ,  α ν α ­

πτύχτη κε  μυά ολόκληρη θεωρύα γοά  τήν  έν νο υ α  α ύ τ ή ,  ό δ ια φ ο ρ ικ ό ς  λ ο ­

γ ισ μ ό ς  καύ ά π ο δ ε ύ χ τ η κ ε  δ τ υ  ε ί ν α ι  τό  π ρ ω τα ρ χ ικ ό  μέσο γ υ ά  τ ή ν  έπύλυση 

ιών προβλημάτων πού πρ οκύπτουν  γ ε ν ι κ ά  ά π ’ τήν  εφαρμογή.

3 . 3  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Ε ί ν α ι  α ν α γ κ α ί ο  νά έ ξ ε τ α σ ί ή  ή π α ρ α γ ω γ ισ ι μ ό τ η τ α  τών σ τ ο ι χ ε ι ω δ ώ ν  συν



82 3 . 3

αρτιώσεων χ α ί  vci βρ εθ ο ϋ ν  τρόποι .  ΰπολογυσμοϋ  των παραγωγών.  Γ ια  τό  σκοπό 

α ύ τ ό  π ρ έ π ε ι  να δώσωμε τ ι ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  των παραγωγών πού ά ν α φ έ ρ ο ν τ α ι  σέ  

πεπ ερ α σ μ ένο υ  πλήθους  α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς  π ρ ά ξ ε ι ς  χ α ί  σ υ ν θ έ σ ε ι ς  συναρτήσεων .

ΠΡΟΤΑΕΗ 3.3.1. "Α ν λ ε ί ν α ι  π ρ α γμ α τ ικ ό ς  ά ρ ιθμός κ α ί f , g  

6υό σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  π α ρ α γω γίσ ιμ ε ς  σέ ένα  σημεϋο ae & ( f ) Π ·δ(g ) , τό · 

τ ε  κ α ί ο ί  σ υ να ρ τή σ ε ις  X f ,  f+ g  κ α ί fg  ε ί ν α ι  π α ρα γω γίσ ιμες

σ τό  α κ α ί μ ά λ ισ τα
i )  ( X f ) ' ( a )  = X f ' ( a )

i i )  ( f + g ) ' ( a )  = f ' ( a ) + g ' ( a )

i i i )  ( f * g ) ' (a) = f ' ( a ) - g ( a )  + f (a) -g ' ( a ) .  ^

Έ π ί  πλέον  άν g(a)*o,  τ ό τ ε  κ α ί  ot  σ υ να ρ τή σ ε ις  -  , -  ε ί ­

ν α ι  π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ ε ς  στό α κ α ί  μ ά λ ισ τα

i v )  (—) ' ( α )  = - g ' ( a ) / g 2(a)
§

ν ) ( - ) ' ( α )  = [ £ ( a ) - g ( a )  - f ( a ) * g ’ ( a ) ] / g 2 ( a ) .

"Α ν  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f  κ α ί  g  ε ί ν α ι  π α ρ α γω γίσ ιμ ες  τ ό τ ε  o l  

παραπάνω σ χ έ σ ε ι ς  γρ ά φ ο ντα ι

i )  '  ( X f ) '  = X f '

i i )  '  ( f  + g ) »  = f · + g '

i i i )  ' ( f g ) ’ s f ' - g + f - g ·

κ α ί ά ν ή συνάρτηση g δ έ ν  £χη κ α μ ιά  ρ ί ζ α ,  τ ό τ ε  

ι ν )  ( - )  -  "g / g
Ο

ν ) '  (—) ’ = [ f ' - g - f  * g ' ]  /  g 2 ·
E

Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Από τήν πρόταση 3.1.1 εχομε

f ( a + h )  = f ( a )  + f  ' ( a ) - h  + h  <|>f (h)  

naC
g ( a +h )  = g ( a ) + g ' ( a ) - h + h  <|)g (h)

όπου  l i m  ψ _ = 0 = l i m  ψ . Επομένως ι σ χ υ ε υ  ο τ ι  
0 f  0 g

i )
X f ( a + h ) = X £(a )  +Af'(cOh+h*X»|>f ( h )

δπου l i m  λψ£ = λ - l i in  ψ = 0 ,  ό π δ τε  
λ γ n t
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( A f ) τ (α )  = A f 1( α ) *

i i )
( f + g ) ( a + h )  = f  ( a + h )  + g ( a + h )  = [ f  ( a ) + f  * ( a ) h  + h * * f ( h ) ]  +  [ g ( a )  +

δπου

+ g » ( a ) h  +1ι·ψ ( h ) ]  = ( f + g ) ( a )  + ( f ' ( a )  + g ' ( a ) ) h  + h(<|> ( h )  +Ψ ( h ) ) ,o * β
l i ra  (ψ ( h )  +ψ ( h ) ) = 0 ,  ο π ό τε  
h-K) 6

( f + g ) ' ( a )  = f ' ( a )  + g ' ( a ) .

i i i )
( f * g ) ( a + h )  = f ( a + h ) * g ( a t h )  =

= [ f ( a )  + f  ’ ( o ) h  + h ^ f ( h ) ]  . [ g ( a )  + g ' < a > h + h - + g ( h ) ]  =

= ( f - g ) ( a )  + [ f ' ( a ) * g ( a )  + f ( a ) - g ’ ( a ) l h  + h [ f ( a ) - i |>  ( h ) +
β

+ h f ' ( a ) * g ' ( a ) + h f ’ ( α )  ·ψ (h )+g(a ) -< | , f  ( h ) +
δ ^

+ hg'(a)*<|>f  (h)+h<l»f ( h )  * ‘I 'g ih )}  ,
δπου

l im  [ f  ( a )  ·ψ ( h ) + h f 1 ( a )  * g 1 ( a ) + h f 1 ( a ) ^ g ( h ) + g ( a )  ^ ^ ( h ) +

+ h g ' ( a ) ( h )  + h<|>£(h)-<|»g ( h ) ]  = 0

οπότε

( f - g ) ' ( a )  = f ' ( o ) - g ( a )  + f  ( a ) - g '  ( a ) .

i v )  ’Ε π ε ιδ ή  g ( a ) ^ 0  a n  τ η ν  Πρόταση ( 1 . 1 3 . 1 )  υ π ά ρ χ ε ι  π ε ρ ι ο χ ή  ff τοϋ  

α με g ( a + h ) ^ 0  γ oci κάθε h μέ a + h 6 U .  Π ε ρ ι ο ρ ι ζ ό μ α σ τ ε  σ τη ν  π ε ρ ι ο χ ή  U και'

ε χ ο μ ε :
(1Ν., * , . 1 Γ 1 1- )  ( a )  = l i m  — · 7  ~Λ Λ  Τ~
g h->0 h Le(a+h) 8 (a

1______ _ g ( a + h ) - g ( a )  _
g ( a ) . g ( a + h )  ’ h= - l i m

g2(a)
• g ' ( a ) .

v )  ’Απ’ τό ν  i i i )  Mat i v )  ε χ ο μ ε

*  8  g M  g 2 ( a ) g^ia)

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3.2 (Παραγωγός σ ύ ν θ ε τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς ) .  "Α ν  ή συνά ρτη ­

ση f  ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  σ ’ ένα  σ η μ ε ίο  α κ α ί fi g παραγωγ ίσ ιμ η  

σ τό  f (α )  τ ό τ ε  κ α ί  fi g o f  ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  σ τό  σ η μ ε ίο  α 

κ α ί μ ά λ ισ τα

( g o f ) ' ( a )  = g ' [ f  ( a ) 3 - f ' ( a ) .
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Α ν έ π ί  π λ έ ο ν  o t  σ υ να ρ τή σ ε ις  f  κ α ί g ε ί ν α ι  π α ρ α γω γ ίσ ι-  

μ ε ς ,  τ ό τ ε  το Ο το  ίσ χ ύ ε ι  γ ι ά  κάθε « e ^ i g o f ) ,ό π ό τ ε  έχομε

( g o f  ) '  = ( g * o  f ) - f »  .

Απόδειξη. Α π’ τήν  πρόταση 3 . 3 . 1  δ ι ά  τ υ χ ό ν  h μέ α +hS , 8 ( f ) έχομε 

f  ( a + h )  = f ( a ) + h f ' ( a ) + t u | , f ( h )

δπου l i m * f = 0 .  Θέτομε $ = f ( a )  κ α ί  k = f ( a + h )  - f ( a ) ‘ έ π ο μ έ ν ω ς  κ α ί

g ( S + k )  = g (B )  + k g ' ( 3 )  +kψ (k )
β

οπού  1 ^ ψ ε = 0 ,  δ ι ό τ ι  ή g  ε ί ν α ι  παραγωγέσ ιμη  σ τό  3 .  "Αρα 

( g o f ) ( a +h )  = g C f ( a + h ) ]  = g ( 3 + k )  = g ( 3 )  + k . g ' ( 8 )  + k ^  ( k ) = g ( f ( a ) )  +
s

+ [ h . f  ’ ( a ) + h . * f ( h ) ] - g * ( f ( a ) ) + C h - f  ’ ( a ) + h ^ f  ( h ) ] ·ψ ( f  ( a + h ) - f  ( a ) ) =
§

= (g  o f  ) ( a ) + h * g ' ( f  ( a ) ) ’f  ' ( a ) + h U f  ( h ) - g » ( f ( a ) ) + ( f  ' ( a ) + * f ( h ) ) ·

• ψ ( f ( a + h ) - f ( a ) ) ]
.  8οπού

l i m U f O O ' g ' i f i c O H C f ' U ^ ^ h ) ) ^  ( f ( a + h ) - f i a ) ) ]  s  0o

ο π ό τε

( g o f ) ' ( a )  = g 1 ( f  ( a ) ) * f 1 ( a ) .  ▲

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 , 3 . 3  (Παραγωγός α ν τ ι σ τ ρ ο φ ή ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς ) .  "Αν μιά συν­

άρτηση f  είναι παραγωγίσιμη σέ £να σημείο αβ J$(f) μέ f!(a)^0 

καί CmApxet ή Αντίστροφή της f , τότε καί ή f είναι παραγω- 

Υίσιμη στό σημείο 3 = f(a) καί μάλιστα

( f _ 1 ) ' ( 3 )  = 1 / f ’ ( a )  = 1 / f ' ( f _ 1 ( 3 ) ) .

Έ π ί  πλέον, άν ή f είναι παραγωγίσιμη καί f*(χ) ̂  0 Vx6<2>(f),
_ i

τότε καί ή Αντίστροφή της f είναι παραγωγίσιμη καί μάλιστα

έχομε , _·,
(f ) = 1 / f ’o f  .

’Απόδειξη. "Αν k ^ O  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ο  ώστε 8+k6 Λ ( ί _ 1 ) , τ ό τ ε  θ έ ­

τ ο ν τ α ς  h = h ( k ) = f  1 ( 3 + k ) - f  "*" ( β ) , εχ ο μ ε  h ^ O  κ α ί  k = f  ( a + h )  -  f  ( a )  ‘

84
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( λ ί ) ' ( α )  = X f ' ( a )
ι ι )

+ g ' ( a ) h  + h - * g ( h ) ]  = ( f + g ) ( a )  + ( f ( a )  + g · (a ) )h + h(<Pf  (h)  +ψ ( h ) ) ,
β

δπου l im (ψ ( h ) +ψ ( h ) )  = 0 ,  όποτε  
h-*0 * g

( f + g ) ' ( a )  = f * ( a ) + g ’ ( a ) .

i i i )

( f - g ) ( a + h )  = f ( a + h ) * g ( a + h )  =

= Cf ( a )  + f  ' ( a ) h  + h*<J,f ( h ) ]  · [ g ( a )  + S* h + h *<*'g =

= ( f - g ) ( a )  + [ f ' ( a ) - g ( a )  + f ( a ) - g * ( a ) ] h  + ϋ [ ί ( α ) · ψ  (h ) +
s

+ h f ' ( a )  - g ’ ( a ) + h f ' ( a )  ·ψ ( h ) + g ( a ) ^ f  (h )  +
s  ^

( f + g ) ( a t h )  = f ( a + h )  + g ( a + h )  = [ f ( a ) + f »( a ) h + h -ψ ( h ) ]  + [ g ( a )  +

οποο
+ h g ' (α)·ψ.ρ (Η)+11Ψ.ρ(h)  ‘ »

l im [ f  ( a ) *4>g(h)+hf ' ( a )  *g'  ( a ) + h f ' ( α ) ·ψ  ( h ) + g ( a ) ·ψ^.(1ι)+

h"^° + h g ' ( a ) . + p ( h )  + H f (h)-<P ( h ) ]  = 0
όποτε

( f - g ) ' ( a )  - f ' (a)-g(a)  +f ( a ) *g' (a).

i v )  Επεεδη g ( a ) ^ 0  απ τόν  Πρόταση ( 1 . 1 3 . 1 )  υπάρχει .  περυοχη Π τοϋ 

α με g (a+h)^0  γεα' κάθε h μέ a + h 6 U .  Περεορυζο'μαστε στην περυοχη'  U χαυ 
εχομε:

( - )  ' ( a )  = l i m  i  · -.y-.   1 = - i i m
8 h-K) h LZ(a+h)  S ( a ) J Ϊ Γ

1

1_______ g ( a + h ) - g ( a )  _
g ( a ) - g ( a + h )  ‘ h

g2(a)
g ’ ( a ) .

v )  ’Απ ' την  i i i )  Mat i v )  εχορε

( - ) ’ ( a )  = ( f . - ) ’ ( a )  = f  * ( a ) · — -  f  ( q ) ‘&lS.aX f ' ( a ) ' g ( a )  -  f j ° t . ) . ' g 1 ( a )  
g g g ( a )  v '  2 ,  . 2.  .g ( a )  g ( a )

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 . 3 . 2  (Παραγωγός συνθέτης  συναρτησεως) . "Α ν  ή σ υνά ρτη ­

ση f  ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  σ 'δ ν α  σ η μ ε ίο  α κ α ί fi g πα ρα γω γίσ ιμη  

σ τό  f (α)  τ ό τ ε  κ α ί  fi g o f  ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  σ τό  σ η μ ε ίο  α 
κ α ί μ ά λ ισ τα

( g o f ) ' ( a )  = g ' [ f ( a ) ] . f  ' ( a ) .
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"Α ν  έ π ί  π λ έ ο ν  o t  σ υ να ρ τή σ ε ις  f  κ α ί g ε ί ν α ι  π α ρ α γω γίσ ι-  

μ ε ς ,  τ ό τ ε  το Ο το  ίσ χ ύ ε ι  γ ι ά  κάθε αβ Js(g o f ) ,δ π ό τ ε  δχομε

( g o f ) '  = ( g O  f ) . f ·  .

Α π ό δ ε ι ξ η .  Ά π ’ τόν πρόταση 3.3.1 6u£ τυχόν h μέ a+he A ( f )  έχομε 

f  (a+h) = f  (a ) + h f ' ( a )  + h<J,f (h)

οπού 1 ^ ψ ^ - 0 .  Θέτομε 6 = f ( a )  κ α ί  k = f  (a+h) -  f  (a)* επομένως καί

g(S+k) = g(B) + k g ' (β) + k<|> (k)
g

δπου  l i m  -  0 ,  Sudxu n g  ε ϊ ν α υ  παραγωγεσερη στο 0.  *Αρα

(g ο f  )(a+h) = g [f  (a+h)] = g(S+k) = g(g) + k .g f (β) + 3<.ψ ( k ) = g ( f ( a ) )  +
g

+ [ h . f , (a )+ h ^ f (h ) ] -g » ( f (a ) )+ C h * f » (a )+ h ^  (h)]-<|, ( f ( a + h ) - f ( a ) ) =
g

= (g ® f  ) (01 )+h * g * ( f ( a ) ) " f *  (a )+h[<J»f  (h ) · g  * ( f (a ) )+ ( f*  (a )+<|>f  (h ) ) ·

• ψ ( f ( a + h ) - f ( a ) ) ]
W Sοπού

1i mU f (h ) -g ' ( f (a ) ) + ( f ' ( a )+ ( l , f ( h ) ) ^  ( f (a + h ) - f ia ) ) ]  ϊ  0
g

ο π ό τε

( g o f ) ’ (a) = g ’ ( f  ( a ) ) * f' ( a ) . A

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3.3 (Παρόγωγος α ν τ ί σ τ ρ ο φ η ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ) . "Α ν μ ιά  σ υ ν ­

άρτηση f  ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  σέ δνα σ η μ ε ίο  αβ A ( f ) μέ f ’ (a ) ^ 0  

κ α ί υπά ρ χει ή ά ντ ίσ τρ ο φ ή  τη ς  f  , τ ό τ ε  κ α ί ή f  ε ί ν α ι  παραγω- 

γ ί σ ι μ η  σ τό  σ η μ ε ίο  β = f (α) κ α ί μ ά λ ισ τ α

( f ~ V ( B )  = 1 / f ' (a ) = 1 / f » ( f _1( 3 ) ) -

Έ π ί  π λ έ ο ν ,  άν ή f  ε ί ν α ι  π α ρα γω γίσ ιμη  κ α ί f* (x )? f 0 V x e J i ( f ) ,

τ ό τ ε  κ α ί  ή ά ντ ίσ τρ ο φ ή  τη ς  f  ^ ε ί ν α ι  πα ρα γω γίσ ιμη  κ α ί μ ά λ ισ τα

έχομε , , _ι
( f  ) -- l / f ' o f  1 .

Α π ό δ ε ι ξ η .  ”Αυ k + 0 ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ο  ώστε β+ke A ( f  ) , τ ό τ ε  θ έ ­

τοντας h = h ( k ) = f  ^ ( $ + k ) - f  ^ (β) ,  εχ ο μ ε  h ^ O  wtC V = f(a+h) - f ( a ) ’

3. 3

i
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επομένως
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( vr
f _ 1 ( g + k ) - f _ 1 (B) f ( α +h)  -  f ( a )

f  ( a + h )  -  f  ( a )
-  i ./Fia-t-hJ 
~ l /  h

ο π ό τ ε ,  άφοΟ l i ra  h ( k )  = 0 ,  εχομε  
k-K)

1.» f  1 (g+ k)  - f  1 ( 3 )(f~-L) ' ( g )  =lira " vp/ = lira [ l / (a+h^ ~f ( — ]  = l / f ' ( a )  =
k-K) h-K) -1

= l / f ’ ( f  ( 0 ) ) ·  *

3 Λ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

’Εφαρμόζοντας τ ο ν  όρυσμό τ ή ς  παραγωγού καύ τ υ ς  ύ δ υ ο τ η τ ε ς  τ ή ς  εν  

νουας  αύτής  θα έπυχευρήσωμε νά  βροΟμε τ έ ς  παραγωγούς σ υ ν α ρ τή σ ε υ ς  των 

στουχευωδων συναρτήσεων .

Πρώτα ά π ’ ολα παρατηροϋμε  δ τ υ  γι,ά κάθε σ τα θ ερ ά  c 6 R  η παράγωγος  

της  σταθ ερ ής  συναρτησεως f ( x ) = c 9 x 6 Ε  ε ί ν α υ  0 9 άφοΟ,

f'<*> = lim f ( ! t th > - f ( x )  = 11» ψ  = 0 V
h-K) ” h-K)

ή τ ο ι

( c ) '  = 0

I .  Παράγωγοι των έ κ θ ε τ ικ ώ ν  κ α ί  λ ο γ α ρ ιθ μ ικ ώ ν  συναρτήσεων

a )  e x p ' χ  = e x p  x  .

’Από τή ν  πρόταση 2 . 2 . 1  ε χ ο μ ε
Γ- ί Α, ) ·.■ A

ή τ ο ι

x+h χ  h , · r  .,  χ , ι  , .  e  - e  χ , . θ - 1 ' χ · _ χ( e  ) = l i m  ------ --------= e  > l im  —r — = e  ■ 1 = e  ,
h-K) h-K) t..r  * fy

V  f i  -  * *

/ X\ ! X( e  ) = e .

Με' τη β ο ή θ ε ια  τίϊε προτάσεως 3 . 3 . 3  εχ ο μ ε  έπομόνωε

tyjj.; - ~  ̂[■·.} 1  ̂Λ

: »

α ) l o g ’x = -  ·

[ e x p f ( x ) ] 1 = f ' ( x )  e x p f ( x )  .
,ΎβδοΙ! . Π

y _Θ έτοντας  l o g  x = y  εχομ ε  ey = x ,  όπάτε  ά π ’ τήν  πρόταση 3 , 3 . 3  χ α έ
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τιίν α) εχομε
(log χ ) 1 -  — i—  s -i. s i 

( e y ) f e y x
n r o t

logfx = i  ,

'Επομένως Mat

0)

Θέτοντας

εχομε

[log f i x ) ] '  = f ' ( x )  / f ( x ) .

[ c f ( x ) ] g ( x ) ]  ' = C f ( x ) 3 g ( X ) * [ g , ( x ) - l o g  f ( x )  + g ( x )

t ;
. h ( x )  = [ f ( x ) ] S ( x >

l o g  h ( x )  = g ( x ) · l o g  f ( x ) ,  

οπότε  ά π ’ττίν a ) f  προκύπτε ι

= ^(χ )3 = S’ (χ) elog f  (x) + g(x)·[log f  (x)3f ,

δηλαδη

h! (x)
h 0 0 "  = g ’ ( x ) *l o g  f  M  + g ( x )  ·

Mat a p a

h'(x) = h(x)|g'(x)-log f(x) + g ( x )  - ^ y ·  .

Y )  ( a X) ’ = aX- l o g  a .

”Av f ( x )  = a  Mali g ( x )  = x  # τ ό τ ε  ή g )  δ^ν εε

(a )' = ax(l»log a +x · ̂ ) = ax*iog a .

Ύ) (x V -  ax  , a  e n

Av f ( x )  = x  καέ g ( x )  = a  9 τό τ ε  πάλ ι ή β)  δ έ ν ε ι

( ;  xa / n i 1 \ a  1 a - 1vx J x v °* l og  x + a · — ) = x ·α · — = ax

II. Παράγωγοι των τριγωνομετρικών καί κυκλομετρικών 
συναρτήσεων

a )  s i n ’x = c o s  χ  ,

4

---
---

---
---

---
--

-- 
- 

*
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Π ρ αγμ ατ ικό ,  ά π ’ την  πρόταση 2 . 4 , 1

. . , . s i n ( x + h ) - s i n  χ
s i n ’ x = l i m  ---------- r ------------

, f\ πh+0

2
= l i m  — 

h+0

εχομε
, Λ  . hc o s  (x+—j - s m  

h

·) ~

= l i m  c o s  (x+—)* l i m  
h^O 1 h-K)

= COS X

κα ι  α π ’την  πρόταση 3 . 3 . 2 ,  ε χ ο μ ε  γ ε ν ι κ ά
ν ·»**·*ί·

[ s i n f ( x ) ] 1 = f  ' ( x ) - c o s  f ( x )  . 

α)  ' At  s i n ' x  = -t  .

θ έ τ ο ν τ α ς  A r s i n x = y ,  ά π ' τ η ν  πρόταση 3 . 3 . 3  καέ  τη ν  α ) ,  έ χομ ε

y . . \ f 1 1 1 _ 1(Ar s i n x ) 1 = —:—f

κ α ι  γ ε ν ι κ ά

sin  y c o s y

Γ .  . C  f ' ( χ )LAr s m f ( x ) J  -
/ l - f 2 ( x )

3) c o s ' x  = - s i n  χ . 

τ ’Από τιίν α )  έ χομ ε

c o s ’x  = [ s i n  (·|· -  χ ) ]  ’ = (— -  χ )  ' - c o s  (-■ -  χ )  = - 1 - s i n  χ  = - s i n  χ

κ α ι  γ ε ν ι κ ά

[ c o s f ( x ) 3 '  = - f 1 ( x ) - s i n  f ( χ )  . 

13 ) '  Ar c o s ’ x  = -

θ έ τ ο ν τ α ς  A r c o s x = y ,  ε χομ ε  x = c o s y ,  ο π ό τ ε

1 1 _ 1Ar c o s !x =
c o s ’y  - s i n y  _ / l - c o s 2y / [ ^ 2

κ α ι  γ ε ν ι κ ά

[A r-co s  f  ( x ) l '  = -  £ - 4 = = =  ·
/ l - f 2 ( x )

Y) t g ' x 1 , „ 2 = 1+ tg  x9c o s ^ x

fy*·':; -V-

'A n’ την  ί δ υ ο τ η τ α  3 . 3 . 1  v )  εχομε
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2 ο, ν = / Sin χ . ι  ̂s i n fx*cosx - s in  χ , cos*χ _cos χ * sin χ _ 1
'cos χ 2 “ "ο ο~cos χ cos^xC O S  X

χάυ γενικά

C t g f ( x ) ] ? = —~ j & -  = f  *( x ) t l + t g 2f ( x )3 .
c o s  f ( x )

X # 1 :?& ■·' · · ‘ ·
Y) Ar t g ’ x = - i -  .

1+x^ * ?
θ έ τ ο ν τ α ς  A r t g x = y ,  έ χ ο μ ε  x = t g y ,  ο π ό τ ε

At  t g 1 x  = — =

καυ γ ε ν υ χ α
t g ’y  l + t g 2y  1+x2

C A r t g f ( x ) ] '  = -
1+ f  (x )

6 )  c t g ' x  = ----- = - ( l + c t g 2x )
s i n  x

Πραγματυχά

, . , χ /C os  x j  s i n  x · c o s  Tx  -  s i n f x* c o s  x  - ( s i n  x + c o s  x ( c t g ' x )  -  ~ ) = ---------------
s m  x . 2s m  x . 2s m  x . 2s m  x

καυ γ ε ν ο κ α

[ c t g  f  ( x )  ]  ' f ( x )

s i n 2f ( x )

( ··.-

6 )  ' Ar c t g ' x = —
l +χ2 '

θ έ τ ο ν τ α ς  A r c t g x = y ,  έ χ ο μ ε  x = c t g y ,  ο π ότε

1 1At  c t g ' x =
c t g  y ~ ( l + c t g 2y )  l + x ‘

xau γ ε ν υ χ α

c t g f ( x ) ] ' =  - f  * ( x )  

l + f 2 (x )

U · .··«* ;*ύ&:
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I I I .  Παράγωγοt των ύτιερβολικων συναρτήσεων κ α ί των 

ά ντιστρόφ ω ν αύτων

Γ ν ω ρ ίζ ο ν τα ς  την  παραγωγό ττ^ς έ κ θ ε τ υ κ η ς  συναρτησεως e x p ,  εοκολα 

μπορούμε νά δούμε ότυ

α )  s i n h ' x  = c o s h  χ  , ό π δ τ ε  [ s i n h  f  ( χ )  ]  f = f ' ( x )  ' c o s h  f  ( x )  ·

1 , f ’ ( x )
a ) '  Ar s i n h ' x  r  ■■ ■ - ■ , ό π δ τ ε  [ A r s i n h f ( x ) ]  = : r r

Λ Ϊ 7  Λ Τ Ρ ΰ )
β) c o s h ' x  = s i n h  χ  , ο π ό τ ε  [ c o s h f ( x ) ]  = f ' ( x ) - s i n h  f  ( x )  ·

β ) '  Ar c o s h ' x  = - ■ -■ =  . ο π ό τ ε  [A r  c o s h f ( x ) ]  = f  9
+ * J F w -1

1 | f  f ( x )
Ar c o s h ' x  = - _ ο π ό τ ε  [A r  c o s h f ( x ) ]  = — . — ·

-  / f 2 ( x ) ^ l
1 2 |γ )  t g h ' x * = ------- —  = 1 - t g h  χ  , ο πότε

c o s h ^ x

[ t g h f ( x ) 3 '  = = f ' ( x )  ( i - t g h 2f ( x ) )
c o s h  f ( x )

γ ) ' Ar t g h ' χ = 1 « *=-----χ  , οποτε [A r  t g h f  ( x ) ] '  = f ' ( x )  1
2 * !1-x^ ι - f  (x)

δ ) c t g h ' χ = - 1 . , -------9 οποτε [c tgh  f i x )  3 ' =- f \ ( x )
o ·

s inh x s inh f ( x )
δ ) ' Ar c t g h ' x 1 . ,= -------τ? , οποτε [A r  c t g f  (x )3 '  = f 1 (x )

l - x 2 i - f ^ ( x )

Παρατήρηση 3 · 4 . 1 .

Ou τύπου  πού δόθηκαν  παραπάνω γυά  τ ύ ς  παραγωγούς των στουχευωδών 

συναρτήσεων καθορυζουν  καυ τά  πεδύα όρυσμού των ά ν τυ σ το ύ χ ω ν  παραγωγών 

συναρτήσεων.  ’Επυσημαυνομε,  δ η λα δή ,  οτυ  στά  σημεύα δπου ου τύπου  α ύτού  

δ έ ν  έχουν  έ ν ν ο υ α ,  ου παραγωγού των συναρτήσεων δ έ ν  υ π ά ρ χ ο υ ν .

Παραθέτομε ε ν α ν  πύνακα μέ  τ ύ ς  παραγωγούς των στουχευωδών σ υ να ρ τή ­

σεων πού βρέθηκαν παραπάνω:
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τ ό τ ε

οπού

τ ό τ ε

3 . U

ΠΙΝΑΚΑΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ ΤΩΝ ΚΥΡΙΩΤΕΡΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

f ( x ) f ' ( x ) f  ( x ) f ' ( x )

Xe Xe l o g  x 1 / x

χ x ■, a a - 1a a  · l o g  a X ax

s i n  x c o s  X Ar s i n  x l / / l - x 2

c o s  X - s i n  x Ar c o s  x - 1 / Λ - Χ 2

t g  X
2 2 1 + tg  x = 1 / c o s  x Ar t g  x 1 / ( 1+x?)

C tg  X 2 2 - ( 1 + c t g  x )  = - l / s i n  x Ar c t g x - 1 / (1+x2 )

s i n h  x c o s h  x A r s i n h x 1 / Λ + χ 2

Ar c o s h  x4- l / / x 2 - l
c o s h  x s i n h  x

Ar c o s h  x

t g h  x 2 2 1 - t g h  x = 1 / c o s h  x Ar t g h  x 1/C1-X2 )

c t g b  x
2 2 1 - c t g h  x  = - l / s i n h  x Ar c t g h  x I / ( l - X 2 )

Π α ρα δείγματα  3 . 4 . 1

1. ”Αυ
f (χ ) = /χ~,

.8(f) = C0.+-)
2 .  "Αν

f ' <>0 = Ϊ Λ  ’
χ α υ  « δ ( ί ' )  =  ( 0 , + ° ° ) .

ν 2 ν
γ ( χ )  = α ^ + α ^ χ + α ^ χ  t . . . +α^χ

f ’ ( x )  = α „ + 2 α „ χ + . . ·+να χ  1 2  ν
ν - 1

5

όπου . 8 ( f )  = Ε  = o 8 ( f ' ) .
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3 .  "Αν

f ( x )  = e t g X l o g  ( x + s i n x + 1 )  ,

τ ό τ ε

* ·< ’ > = e t g X - V  .
C O S  X

όπου J 5 ( f )  = [ 0 , + « ) - i x  + kn  : k - . e z }  = J 8 ( f ' ) -Z *
wAv

f  ( x )  = A r s i n ( t g h x )  + Ar s i n h  ( t g  x )  , <

τ ό τ ε  : ; ' ■ *· -··

f ' ( x )  = -----γ—  + — —  ,c o s h  x c o s  x

οπού *8( f )  = ]R ~ ( τγ + Κπ : k β ^ }  = « 8 ( f 1) .  w
φ ζ

3 . 5  ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΟΠΟΙΑΣΔΗΠΟΤΕ ΤΑΞΕΩΣ

'Η παραγωγός ττηs παραγωγού συυαρτησεως μυας  συναρ τά σεω ς  f  ο νο μ ά ­

ζεται .  " ή  δ ε ύ τ ε ρ η  π α ρ ά γ ω γ ο ς "  τ ή ς  f .  Παρόμουα,  "f i  τ ρ ί τ η  π α ρ ά γ ω -  

Υ ο ς "  ε ί ν α ι .  η παραγωγός τ η ς  δεν ίτερης παραγωγού.  Γ ε υε χ ά  " ή  ν - ο σ τ ή  

π α ρ ά γ ω γ ο ς "  μυας συυαρτησεως f  ε ί ν α ι .  ή παράγωγος τ η ς  ( υ - Ι ) - ο σ τ η ς  πα­

ραγωγού τ η ς .  θά  δηλωυωμε ά υ τ υ σ τ ο υ χ α  τ ό ς  παραγωγούς π ρ ώ τη ς ,  δ ε ύ τ ε ρ η ς , . .  

. . . ,  ν -ο σ τ ή 5  τά ξεω ς  μ υ δ ς  συυαρτησεω ς f  μέ  τά  σόμβολα ,- .

. (1)  Λ 2 ) Λ ν )I  9τ  5 · · · 5 1

d f  d ^ f  

dx  ‘ dx 2 ’

Λ
d x V

Γοct χάρη π λη ρ ότη τα ς  τοΟ συμβολι-σμοϋ γράφομε  *αC

*Ετσε απ’τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  εχομ ε

f ( 0 ) • t '<*■ ; I- · r
α ν τ ί  τ η ς  f  . ■ .

<

d vf  _ d ( dV lf. ) ,  v e i T .  y
d x ” d * ' d x v - 1 '  ;

· ; j p  i b '
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Συχνά γ υ ά  ν  = 1 , 2 , 3 , 4  σ υ ν η θ ί ζ ο ν τ α ι ,  οί. συμ&ολμσμοί

α ν τ ί  τβ ν

f '  , f "  , f " '  , f " "

, ( 1 )  P(2 )  . ( 3 )  _(i*)i , r 9 i 3 i

Huf συνάρτηση τ?5ς ό π ο ι α ς  ύπάρχευ  ή ν -οσττ ί  παραγωγός ,  θά λέμε  δ τυ  

ε£ναυ  11 ν φορές τιαραγωγ υσυμπ" , ένω θά λ έμ ε  δ τ υ  ε ί ν α ι .  Μάτιε£ρως 

τταραγωγ υ σ υ μ η  " αν  ε£ναυ ν  φ ο ρ ές  παραγωγύσυμη γ υ ά  κάθε  ν GjN . t   ̂

Στά π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α  πού ακολουθούν  άνα φ έρ ο ν τα υ  μ ε ρ υ κ έ ς  άπεύρως παρα 

γ ω γύ σ υ μ ες  σ υ ν α ρ τ ύ σ ε υ ς .

Π α ρα δείγματα  3 . 5 . 1

1.
—  χ α = α ( α - 1 ) . . .  ( α - ν + 1 ) χ α“ ν , όπου a  6 R  . 
, ν dx

2 .  'Ή έ κ θ ε τ υ κ ύ  συνάρτηση exp  έ χ ε υ  τύ ν  υδυοτητα  δ τυ  κάθε παράγωγύς 

τ η ς  τ α υ τ ύ ζ ε τ α υ  μ ’αύττΓ δηλαδτί
. ν  χ  „χ .■· -? ί , ν  χ  d e = e
dx

3 .  Γυά τη  συνάρτηση s i n  έχομ ε

?

καυ γ ε ν υ κ α

s i n ’x = c o s  χ  = s i n  ( χ  + — ) , 

s i n 1 ' χ  = s i n  ( χ  + 2 * y )  ,

s i n ^ V^x = s i n  ( χ  + ν · * )  , ν = 0 , 1 , 2 , . . . .

* Ανάλογα ,  γ υ ά  τ ύ  συνάρτηση c o s  έχομ ε

c o s ^ V^x = c o s  ( χ + ν * * )  , ν  = 0 , 1 , 2 , . . .  .

4·. Στύ δ ε ύ τ ε ρ ο  άπο τ ά  παραδεύγματα  3 . 4 . 1  ευδαμε  δ τυ  αν

νf ( x )  = α ^ + α ^ χ + . . .+ α ^ χ
τ ό τ ε

f f ( χ )  = α , + 2 α Λχ + . . . +να χ  1 2  ν
ν - 1
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Π α ίρ ν ο ν τα ς  άπο'μη τυ'ς παραγωγούς f " , f ' " .  ; \  . J , f ( v )  καυ' θ έ τ ο ν τ α ς  '< 
χ  = 0 ,  βρύσκομε δ τ υ  Ί  *

α = f  ( 0 )  , α .  = f Τ (0 )  , α .  = J j -  f »· CQ)>,‘:* . ,  α =■—  f ( v ) ( 0 ) .

'Επομένως ή πολυωνυμυκή συνάρτηση f  γράφετα ι ,  μέ  τη  μορφή

, χ
f  ( χ ) = f ( 0 )  + V r ‘ f f- ( 0 ) .+ '^ r  f 1 Κ θ < )+ . . . +

X V , ( v ) ( 0 ) 91! * AW/·' 2!
ή όπούα θά γ ε ν υ κ ε υ τ ή  παρακάτω (παρατήρηση 3 . 9 , 2 )  γ υ ά  τυχουσα  ν φ ορές  

παραγωγύσυμη σ υνάρτηση .  >
νί.

Ού τύπου  παραγωγύσεως τοϋ  α θ ρ ο ί σ μ α τ ο ς  καύ γ υ ν ο μ έ ν ο υ  ν - φ ο ρ έ ς  παρ α-

γωγυσύμων συναρτήσεων μπορούν να  έπεκταθοΟ ν καύ γ υ ά  τ ή  ν - ο σ τ ή  παράγωγο
■ */ - * * * 

*Ετσυ γ υ ά  τ ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f  καύ g  έχ ο μ ε

καυ γ ε νυ κ α  

’Επύσης

καύ γ ε ν υ κ ά  ΰσχύευ ή έ ξ ύ ς  πρόταση:

( f + g ) 11 = f ’+g*

( f + g ) M1 = f + g "

( f +g ) <v> -  f ( v ) .  ( v )= f  +g

( f g ) ’ = f 1 . g  + f  . g ’

( f g ) "  = f " . g + 2 f « .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 . 5 . 1  (Τ ύπος  τού  L e i b n i z ) .  Γυά κάθε ν 8U  Ισχύευ

< f g > ( v )  = Σ Ο  ■ e W  ,
μ=0

„ , ν λ V!
ο π ο ύ  ( ) = —Γ7----- γ γ  ·μ μ ! ( ν - μ ) Ι

•CJU

# Α π ό δ ε υ ξ ^ η . *Η πρόταση θ ’ά π ο δ ε υ χ τ ή  έπαγω γυκά .  Γυά ν = 1  ε ί ν α υ  προ­

φανής .  *Ας ύποτεθη  δ τυ  ύσχύευ  γυά  v = k ,  δηλαδή δτυ

( f g ) (l<) = ι
μ=0 Ρ

καυ θ ’ά π ο δ ευ χ τη  δ τ υ  ΰσχύευ  παιί γ υ ά  v = k + l .  Πραγματυκά,  ε χομ ε

k
(
μ( f  g)

( k + l )
[(f g)(k)] ’ - [ l  g

·μ=0

t k k
= · τ  Φ '

f ( k - y )  (μ )  
r  g

J  μ=0  V L J
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t

2. θά βρεθη η 100 -οσ τη  παραγωγός τΐ ίς συναρτήσεω ς

χ  c c s h  χ  , χ  ΘΚ .

Ι ϊράγματε ,  εχομε
(1 0 0 )  ^  , 1 0 0 .  ( 1 0 0 - k ) ,  , . ( k )

( x c o s h x )  = Σ  ( . ) χ  ( c o s h x )
-  " k=0 k

,100 .  ( 1 )  , , . ( 9 9 )  , 1 0 0 /  ( 0 )  , h  ̂( 1 0 0 )
( g 9 ) x  ( c c s h x )  + ^ 0 0 ) Χ  ( c o s h x i 100 s i n h  χ  + χ  c c s h x

πα-‘Οσον αφορά την  δ ε ύ τ ε ρ η  παραγωγό Τής α ν τ ε σ τ ρ ο φ η ς  μ ε ά ς  2 - φ ο ρ έ ς  

ραγωγυσύμου σ υ να ρ τή σ εω ς9 ύσχΰεο η ε ξ ή ς  πρόταση:

Ιί ΡΟΤΑΣ Η 3 . 5 . 2 .  "Α ν ή συνάρτηση f  ε ί ν α ι .  2-φ ορές π α ρ α γω γ ί-  

σ ιμ η ,  f ’ ( x ) * 0  γ ι ά  κάθε χ β  J6(f)  κ α ί ύπάρχη ή ά ντ ίσ τρ ο ψ ή  τη ς  

f " 1 , τ ό τ ε  κ α ί ή f " 1 ε ί ν α ι  2-φορές π α ρα γω γίσ ιμη  κ α ί μ ά λ ισ τ α

( Γ 1) · . — *" ° ' ' 1
( f ’ o ί ' 1 )3

’ Α π ό δ ε ι ξ η .  'Όπως γ ν ω ρ ίζ ο μ ε

( f ' 1 ) ’ =
f o f -1

Επομένως εχομε 

( f V  = [ ( f - 1 ) · ] '  =  ί — Ι - τ Ι ’ =  - < r ° f ^  =
‘ f  * o f  ^  ( f ’ o f  λ Γ

α » ο  _ _
( f » o  ? - 3 ) ----- 1—

f 1 o f f " o  f -1
— ί 2( f  ' o f  LY

- 1.2i f « n f  ) r -Pt o
. A

' Εφαρμογή.
Θά ύπολογ ίσωμε  τη ν  δ ε ύ τ ε ρ η  παραγωγό t h s  συναρτήσεως Ar s i n  . 

Ι ϊράγματυ,  θ έ τ ο ν τ α ς

y = Ar s i n x

εχομε χ  = s i n  y  , ο π ό τε

( s i n "  ο Ar s i n  ) ( χ )
* 3
[ ( ^ i n 1 ο Ar s i n ) ( χ ) ]

P T ' χ
ί - s i n o  Ar s i n  ) ( x )  _ _____

------—  3 “ 2 3 / 2
[ ( c o s  o Ar s i n )  ( x ) ]  ( 1 - x  )

(Ar s i n  x ) M = -
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Στυς  εφ α ρμ ογές  τ ή ς  φ υ σ ικ ή ς  ή δ ε ύ τ ε ρ η  παραγωγός έχει ,  μεγάλη  σημασία .  

Γ ιά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  η έ η ι τ ά χ υ ν σ η  κ ά π ο ιο υ  κ ι ν η τ ο ϋ  ε ί ν α ι ,  ή πρώτη παραγωγός 

τ ή ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  ώς πρός τ ο ν  χ ρ όνο  κ α ι  έπομένως η δ ε ύ τ ε ρ η  παραγωγός τοΟ

d^s
δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  s ώς προς  τ ο ν  χρόνο  t ,  δηλαδή γ = — τ  * Αρα η δύναμη ηοιί

2 dtdzs
έ ν ε ρ γ ε ϋ  πάνω στο  κ ι ν η τ ό ,  ε ί ν α ι ,  ιση  πρός τη — r  » οπού τη β η λ ο ι  τή  μδζα

τοΟ κ ι ν η τ ο ϋ .
dt

3 . 6  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

Μια άλλη έ ν ν ο ι α  έξ "σου σ η μ α ν τ ικ ό  μέ  την  έ ν ν ο ι α  τ ή ς  παραγωγού ε ί ­

ν α ι  κ α ι  τοΟ δ ι α φ ο ρ ι κ ο ύ .  θα δοθή έ ν α ς  αύστηρός  ο ρ ισ μ ό ς  τοΟ δ ι α φ ο ρ ικ ο ϋ  

μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  δ ι ό τ ι  τοΟτο π α ί ζ ε ι  σπουδα ίο  ρόλο σ 'ο λ ό κ λ η ρ ο  το δ ι α ­

φ ο ρ ικ ό  κ α ί  ολ ο κ λη ρ ω τ ικ ό  λ ο γ ισ μ ό .

"Οπως ε ί δ α μ ε  στήν  παράγραφο 3 . 1  μ ι ά  συνάρτηση f  ε ί ν α ι ,  π α ρ α γ ω γ ι σ ι -  

μη σ ’ ένα σ η μ ε ίο  χ ,  τ ό τ ε  κ α ί  μόνον  τ ό τ ε  αν  ίσ χύ η  ή συνθήκη

( 3 . 6 . 1 )  f ( x + h )  = f ( χ )  + A (x )h  + h  ψ ( h )

όπου ψ ε ί ν α ι ,  μ ι ά  συνάρτηση τ έ τ ο ι α  ώστε l i m  ψ ( h ) =  0. Τότε ή Α (χ )  
χ  h-K) Χ

ε ί ν α υ  ή παραγωγός τ ^ ς  f  στο  σ η μ ε ίο  χ .  'Ο τ ό π ο ς  ( 3 . 6 . 1 )  ί σ χ υ ε υ  γυά  κάθε

h δπου  βέβαι,α x+h 6 «5 ( f )  .

Γράφοντας  [ A f ( x ) ] ( h )  = f ( x + h ) - f ( x )  έχομ ε

( 3 . 6 . 2 )  [Δ f  (χ)] ( h )  = f ' ( x ) h  + h<|» ( h )  ,

δ η λ α δ η ,  γ υ ά  σ τα θ ερ ό  χ ,  ή A f ( x )  ε ϊ ν α υ  μοά συνάρτηση τ η ς  όποέας  ή τυμη 

σ ε  κάθε h  δ ό ν ε τ α υ  ά π ’ τόν  ( 3 . 6 . 2 )  καέ  μάλυστα μέ  τυμη 0 ο τ ό  σημεΰο h = 0.

"Αν τώρα τη ν  ποσότητα  f ' ( x ) h  παραστησωμε μέ [ d f ( x ) ] ( h )  δηλαδη

( 3 . 6 . 3 )  [ d  f ( x ) ] ( h )  = f ' ( χ ) h

γμά  σ τα θ ερ ό  χ  καέ κάθε h μ έ  x+h 6 US(f ) ,  τ ό τ ε  προκύπτε ι .  δ τυ

( 3 . 6 . 4 )  [Δ f  ( χ ) ]  ( h )  = [d  f  ( χ ) ]  ( h )  + h  ψ ( h )  .

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.6.1.  *H συνάρτηση d f ( χ )  πού σέ κάθε h ,  μέ χ + h e  ,S ( f ) ,
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π α ί ρ ν ε ι  τ ή ν  τ ι μ ή  f f ( x ) h ,  ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " τ ό  δ ι α φ ο ρ ι κ ό "  τ ή ς  σ υ ν -  

α ρ τ ή σ ε ω ς  f  ο τ ό  σ η μ ε ί ο  χ .

’Ε π ε ιδ ή  π ρ έ π ε ι  νά ά ποσ αφ ην ιστή  ή ε ύ ν ο ι α  τ ο υ  ό ι α φ ο ρ ι κ ο ϋ ,  έπα ναλαμ -  

ράνομε ό τ ι  το  δ ια φ ο ρ ικ έ  μ ι α ς  π ρ α γ μ α τ ικ ή ς  συναρτήσεως f  σέ ενα  σ η μ ε ίο  

χ  ε ί ν α ι  μ ι α  συνάρτηση d f ( x )  ποό ε ξ α ρ τ ο π α ι  αμεσα από το  σ η μ ε ίο  χ  κ α ί  

τ ή ς  ο π ο ί α ς  ή τ ι μ ή  σέ κάθε h 9 μέ  x+h β J S ( f ) 9 δ ί ν ε τ α ι  ά π ’ τό ν  τόπο 3 . 6 . 3 .  

ι ϊ ν α ι 9 β έ β α ι α ,  φανερό δ τ ι  τό δ ι α φ ο ρ ι κ ά  μ ι α ς  συναρτήσεως σέ  ενα  σ η μ ε ίο  

υ π ά ρ χ ε ι  μόνο δ ί α ν  κ α ί  ή παραγωγός α ύ τ ή ς  στο  ί δ ι ο  σ η μ ε ίο  ύπάρχη .

Στο' ΓΧ. 7 δ ί ν ε τ α ι  μ ι ά  γ ε ω μ ε τ ρ ικ ή  έ ρ μ η ν ε ί α  τ ή ς  έ ν ν ο ι α ς  τοΟ δ ι α φ ο ­

ρ ι κ ο ύ :

Θεωροϋμε το γράφημα μ ι α ς  συναρτήσεως f  κ α ί  το  σ η μ ε ίο  M = ( x ^ 9f ( x ^ ) )  

(\ ’ τ ο0 .  Φέρομε την  εφαπτομένη  ε υ ­

θ ε ί α  γραμμή £ τ ή ς  καμπύλης που 

παρ ιστα  το γοάφημα στο  σ η μ ε ίο  Μ 

κ α ί  ουζάνομε  κατά 1ι τήν  τ ι μ ή
* *-ί ο τ ε  η τ ι μ ή  τ η ς  συναρτήσεως α υ ­

ξ ά ν ε ι  κατά τό  μήκος

ΑΚ = f  (x^+ h)  -  f  ( x n ) = [Δ f  (x  ) ]  ( h ) .« υ u

’ Ακόμη ο ’αυτή  τή ν  αύξηση h τοΰ  χ ^  

α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  τό  μήκος  ΛΝ δπου Ν β ρ ί ­

σ κετα ι  στην  " Ε τ σ ι  ε χ ο μ ε

ΛΝ -  tpco.MA -  f 1 (xQ) .h  = [ d f ( x c ) 3 (h )  .
t1 .. ..

Δηλαδή σέ ό π ο ια δ ή π ο τ ε  μ εταβολή  h το υ  τό  σ η μ ε ίο

U 0+ h , f ( x 0 )+Cdf(x0)3 (h ))

β ρ ίσ κ ε τ α ι  πάνω σ την  ε ύ θ ε ί α  λ κ α ί  έπομένως  τό  δ ια φ ο ρ ικ ό  d f ( x ^ )  τής f  

στο ^ η μ ε ίσ  χ^  ε ί ν α ι  η συνάρτηση τ ή ς  ο π ο ί α ς  το γράφημά ε ί ν α ι  η εφ α π το ­

μένη (ττγ τ η μ ε ί ο  ( x p , f i x p ) )  του  γραφήματος  τ ή ς  συναρτήσεω ς f .  "Οταν 

h ->0 τ ό τ ε  τό  Κ τ ε ί ν ε ι  προς τό  Μ κ ά ί  ε π ί σ η ς  κ α ι  ΛΚ->·0. Αρα κ α ι  ΛΝ^Ο. 

’ Ε ξ ’οίλλου άτι’ τη σχέση  ( 3 . 6 . 4 )  ε χομ ε  ΝΚ = h ψχ  ( h )
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ενώ άφοΟ l i m  ψ ( h )  = 0 ,  μποροΟμε νά ποΟμε δ τ ε  ή ποσότητα btL· (h )  
h-*>0 0 0

τ ε ε ν ε ε  πολύ πεό γρ ή γο ρ α  στό  0 ά π ’ τόν  [ d  f  ( χ ^ ) 3  b ) .  Το γ ε γ ο ν ό ς  αύτό

έκφ ράζομε  λ έ γ ο ν τ α ς  δ τ ε  τ ό  μ έ γ ε θ ο ς  δ ψ  (h)  ε ί ν α ε  " ά π ε ε ρ ο σ τ ό "  άνώ-

Χ°τ ε ρ η ς  τά ξ εω ς  ώς πρός τό  [d  f ( x Q) ]  ( h ) .  Ε π ο μ έ ν ω ς  π δεαφορά [ A f ( x 0 ) ] ( h )  

-  [ ά ί ( χ ^ ) ] ( Η )  ε ί ν α ε  ά π ε ε ρ ο σ τ ό  α νώ τερ η ς  τα ξεω ς  ώς πρός τ ό  C d f i x ^ i l i h )  

από δπου  σ υμ π ερ α ενο μ ε  δ τ ε

( 3 . 6 . 5 )  [Δ f ( x Q) ]  ( h )  ■* [ d f ( x Q) ] ( h )  δ τα υ  h +  0 .

'Η σχέση  ( 3 . 6 . 5 )  λ έ ε ε  δ τ ε  μποροΟμε νοί ά ν τεχατασ τόσ ω μ ε  τό ν  καμπόλη του  

γ ρ α φ ή μ α το ς  σέ  μεά ά π ε ε ρ ο σ τ η  ( δ η λ .  κατάλληλα μ εκ ρ ό )  περ εο χό  τοΟ χ β μέ 

ένα  τμίίμα τ η ς  εφ α π το μ έν η ς  στό  σημεεο  x Q ε ύ θ ε έ α ς  γ ρ α μ μ έ ς .

"Ας λάβωμε την  τ α υ τ ο τ ε κ η  σ υ νά ρ τη σ η ,  δηλαδη τη ν  f ( x ) = x .  Τό δ ε α -  

φορ εχό  τ η ς  στό  σημεεο  χ  ε ε ν α ε  ή συνάρτηση μέ τόπο

( d x ) ( h )  = [ d f ( x ) ] ( h )  = f ' ( χ )  h = l . h  = h

δηλαδη

( 3 . 6 . 6 )  (d x ) ( h )  = h ,  γ ε ά  κάθε h .

Τοϋτο  σ ημ αόνεε  δ τ ε  τ ό  δ εα φ ο ρ εχ ό  τ η ς  τ α υ τ ο τ ε κ ί ί ς  συναρτησεω ς ε ί ν α ε  πάλε 

ή τ α υ τ ο τ ε κ ό  σ υνάρτηση .  Θ έ τ ο ν τ α ς  h = ( d x ) ( h )  στη σχέση ( 3 . 6 . 3 )  βρεσκομε

( 3 . 6 . 7 )  [ d  f  ( χ )  ] ( h )  = f ' ( x ) ( d  x ) ( h )  

γ ε ά  κάθε  h μέ x+h 6 <JS(f). 'Ε πομ ένω ς  έχομ ε

( 3 . 6 . 8 )  d f  ( χ )  = f ’ ( x ) d x  .

*0 τ ό π ο ς  ( 3 . 6 . 8 )  δ ε ν ε ε  τ ό  δεαφορεκό  μ ε δ ς  συναρτησεως στό  σημεεο 

χ .  "Ετσε  φ α ε ν ε τ α ε  δ τ ε  τό  δ εαφορεκό  ό π ο εα σδηποτε  συναρτησεως f  σέ  ένα  

σημεΕο ε ί ν α ε  έσο πρός  τό  γ ε ν ό μ ε ν ο  τ?ίς παραγωγού f ’ ( x )  στό  σημεεο αυ­

τό  έπε  τό  δεαφορεκό  τ η ς  τα υτοτεκ? ίς  συναρ τησ εω ς .  Τ ο ν ε ζ ε τ α ε  ε δ εα ετε ρ α  

δ τ ε  η σχέση  ( 3 . 6 . 8 )  ε ί ν α ε  έσ ό τη τα  συναρτήσεων καε δ χ ε  τεμών συναρτή­

σεων (δηλαδη  πραγματεχων  ά ρ ε θ μ ω ν ) .  Το νά  εργαζωμαστε  να βρούμε τ ό  δ εα ­

φορεκό μ ε δ ς  συναρτησεως έ κ φ ρ ά ζ ε τ α ε  με το ο τ ε  "δεαφορεζομιε" τη σ ι ν -  

ά ρ τη σ η ,  η κάνομε "δεαφόρεση" τ η ς  συναρτη 'σεως. Μεά συνάρτηση γ ε ά  την
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ο π ο ί α  ο ρ ί ζ ε τ α ι  τό  δ ι α φ ο ρ ι κ ό  τ η ς  σ ενα  σ η μ ε ίο  χ  λέμε  δ τ ι  ε ί ν α ι  " δ ι α -" 

φ ο ρ ί σ ι μ η  α τ ό  χ "  κ α ί  ε ί ν α ι  ισ οδύναμ ο  μό τό  νά χ ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ υ  

ό . c χ- ‘Ant'ur, λέμε  o i l  μ ι α  ο υ νά ρ ιη ο η  ε ί ν α ι  ̂ " δ ν ο κ ρ ο ρ ί σ ι μ η 11 

δ ιαφ-ορ ίσ ιμη  σ έ  κάθε σ η μ ε ίο  του  π ε δ ί ο υ  ο ρ ισ μ ο ύ  τ η ς .

317 ΕΛΓ1KOI ΚΑΝΟΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΣΕΩΣ ‘ ' ■ ■τ

‘Ε π ε ι δ ή ,  από ι ό ν  τύπο ( 3 . 6 . 8 )  τό  δ ι α φ ο ρ ι κ ό  ε ί ν α ι  γ ι ν ό μ ε ν ο  τ η ς  πα­

ραγωγού ε π ί  d x ,  από τ ο ύ ς  νόμους  παραγωγ ίσεω ς  π α ί ρ ν ο μ ε  αμέσως τ ο ύ ς  α ν τ ί ­

σ τ ο ι χ ο υ ς  γ ι α  τη δ ι α φ ό ρ ι σ η .  “Ε τ σ ι  γ ι ά  δυο δ ι α ψ ο ρ ί σ ι μ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ^ Μ<*ί 

g ε χ ο μ ε :
·■**·

J?i ru,arqVi
1 )  d ( f + g )  = d f  + d  g ; 2 )  d ( f - g )  = d f  -  d g  ,

■T.f

1 )  r  g Q ί  -  f  d  g ,  .3) .  ,4 - d ( f  ,g) .= f  d g + g d f  , ^ . ) , rr ■ d ( ~ )  2
g

5)  : d ( c f ) = c d f  S ' -^ δπου  c e Z v a t  σ τ α θ ε ρ ο ί  άρ ο θ μ ό ς  · r t

:·· " r *- '■ ' . ' ^ , . *·/ .
3 , 8  ανώτερα  δ ι α φ ο ρ ι κ ά  --·■ . λ ?

;■»■■■■ ·· >·· C . v j ■ *
Παράλληλα προς το ν  ο ρ ισ μ ό  τ ή ς  ν - ο σ τ ή ς  παραγωγού,  γ ι ά  κάθε ν = 1 , 2 , . .  

μ ι α ς  σ υ να ρ ττ κ $ ω ς ,  δ ί ν ο μ ε  κ α ί  τ ό ν  ο ρ ισ μ ό  τοϋ  ν - ο σ τ ο ϋ  δ ι α φ ο ρ ι κ ο ύ  α υ τ ή ς '  

σ ε 1ενα  σ η μ ε ί ο . f -
"Οπως φ α ί ν ε τ α ι  ά π ’ τη σχέση ( 3 . 6 . 8 ) ,  το δ ι α φ ο ρ ι κ ό  d f ( x )  μ ι α ς  σ υ ν -  

α ρ τη σ εω ς ,  που σ τό  σ η μ ε ίο  h ,  μέ  x+h 6 J6( f )9 π α ί ρ ν ε ι  τό ν  τ ι μ ή  f ’ ( x ) h ,  ίΠ 

ε ί ν α ι  μ ι α  συνάρτηση κ α ί  του  χ .  Γ ιά  τυ χ ό ν  αλλά σ ταθ ερ ό  ί ι ,  ο ρ ί ζ ε τ α ι  η 

πρ α γμ α τ ικ ή  συνάρτηση Ed $ ( ) ]  ( h )  n α ν α λ υ τ ι κ ό τ ε ρ α  }·. } ,

d f ( x ) ( h )  , x 6 { z :  zB*2S(f) wai z+h € &( f ) }  .

‘ Υποθέτομε ό τ ι  τό  δ ι α φ ο ρ ι κ ό  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  α ύ τ ή ς  σ έ  ε ν α ^ σ η μ ε ίο  ^  
ά ιπά ρχρ ι  κ α ί  επ ο μ έ ν ω ς ,  σύμφωνα μέ  τόν  τύπο  ( 3 . 6 . 8 )  θα  δ ί ν ε τ α ι ,  απ τή 

σχέση
3

i  *'[d f i x ) ' ]  ( h )
* d Ed f ( x ) 3  ( n) G Y •h<ii h?

. -S (lot V,3M>T
Apple : T'ψφί< .̂. ·  ,.£ν;γ ^i;·* -λ*
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Cdf(x)] (h) d
d x

ο π ό τ ε ,  ά π ’ τ ό ν  ( 3 . 6 . 6 ) ,  π α ίρ ν ο μ ε

d|[d f (x ) ]  (h)

( f ' (x ) .h )d x  s f"(x) .h .dx  

f"(x).(d x)(h ) .d  x

η ,  έ π ε ο δ η  τ ό  h ε ί ν α ι ,  τ υ χ ό ν  τοΟτο όσχόει ,  γ ι ,ά κάθε h ,  μέ  x+h β Λ ( ί ) ,  

οπ<5τε μποροΟμε νά γράφωμε

dCdf(x)] = f"(x).d χ .d χ = f"(x)(d χ )2 .

'Ο ρ ί ζ ο μ ε  τιάρα σάν δ ε ύ τ ε ρ ο  δυαφορυκό d f ( x )  τ η ς  f  στό  σημεΰο χ  τ!ίν συν­

άρτη ση  d [ d f ( x ) ]  καν επομ ένω ς  έχομ ε

d 2f ( x )  = f " ( x )  d χ 2 , οπού  d χ 2 = (d χ ) 2

’Ανάλογα τώρα μπορούμε νά όρέσωμε καν τό  δναφορνκό (άνω τέρα ς  τ ά -  

ζ ε ω ς )  τ η ς  συναρτησεως f  σ τό  χ ,  μέ  τ ό ν  έπαγωγνκό τόπο

d k+1f ( x )  = d [ d kf ( x ) ]  , k e n  , 

ο π ό τ ε  ακολουθώ ντας  τ η ν  ί δ υ α  π ο ρ ε ί α  έπαγωγυκά π α ίρ ν ο μ ε

( 3 . 8 . 1 )  d Vf ( x )  = f ( v ) ( x )  d xV

γ ε ά  τ ό  ν - ο σ τ ό  δυαφορυκό (η όυαφορυκό ν - ο σ τ η ς  τ ά ξ ε ω ς )  κ α ί  γι ,ά κάθε ν  6Ν  . 

Τ έ λ ο ς ,  ανάλογα  μέ  τ ό ν  μ η δ ε ν ε κ η  παράγωγο ,  τ ό  μ η δ ε ν ε κ ό  δεαφορυκό ο ρ ί ζ ε ­

ται. νά  ε ί ν α υ  *

*Από τό  σχέση  ( 3 . 8 . 1 )  δ υ κ α υ ο λ ο γ ε ί τ α υ  ό συμβολ ισ μ ός

dvf (χ) 
d χν

τ η ς  ν - ο σ τ η ς  παραγωγού

f ( v ) ( x )  ·

Μέ τη βοηθευα τ ό ς  σ χέσεω ς  ( 3 . 8 . 1 )  μπορούμε νά  προσαρμόσωμε τόν  

τύπο  τοΟ L e i b n i z  (β λ .  πρόταση 3 . 5 . 1 )  κ α ί  στά  δυαφορυκά:

Π ρ α γ μ α τ ικ ά ,  γυά  δυό συναρ τόσ ε ι , ς  f  κ α ί  g των οπο ίω ν  τά  δυαφορυκά ν - ο σ τ η ς  

τά ζεω ς  υ π ά ρ χ ο υ ν , έ χ ο μ ε
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ν , .
d (1 g )  = Σ ( ν ) d f  ·α £ · 

k=0 k

3 . 9  ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΟΥ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ

Μέ τη β ο ή θ ε ια  των παραγωγών μ ι α ς  συναρτήσεως  ε ί μ α σ τ ε  έ ν  γ έ ν ε ι  σέ  

θέση  νά γνω ρ ίζω μ ε  πο λ λέ ς  " π ο ι ο τ ι κ έ ς ” ι δ ι ό τ η τ ε ς  που π ε ρ ι γ ρ ά φ ο υ ν  τη  

συμπερ ιφορά  τ η ς  σ υ να ρ τή ο ε ω ς .  Τά θεωρήματα  πού α κ ο λουθούν  ε ί ν α ι  μ ε ρ ι κ ά  

βασ ικά  μέσα γ ι ά  νά πετύχο ι-με σ ’α ύ τ ο  το  σ κοπο .

'Α ρ χ ί ζ ο μ ε  μ έ  ένα  θεώρημα πού φ έ ρ ε ι  το  δνομα το\) F e r m a t .  "Ας ση-  

με ιωθή  δ τ ι  ό F e rm a t  (1601-1663) έ ζη σ ε  π ρ ι ν  δοθη  ή έ ν ν ο ι α  τ η ς  παραγωγού 

κ α ί  το θεώρημα τούτο  το δ ια τύπ ω σ ε  κ α ί  το  ά π έ δ ε ι ί ε  γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ά .

ΘΕΩΡΗΜΑ* 3.9.1 (τοϋ Fermat). ‘ Υποθέτομε ό τ ι  μ ιά  συνάρτηση 

f  ο ρ ισ μ έ νη  σέ ένα  δ ιά σ τη μα  Α τη ς  π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  ε ύ θ ε ία ς  π α ίρ ­

ν ε ι  μ έ γ ισ τ ο  ή έ λ ά χ ισ τ ο  σ τό  σ η μ ε ίο  ζ το υ  Λ , διάφορο των ά­

κρων του  δ ια σ τή μ α το ς  Δ ·  Τ ό τ ε ,  ά ν όπάρχη ή (πεπερασμένη) 

παράγωγος f  ' ( ζ ) , ά να γκ α σ τ ικ ά  θά π ρ έ π ε ι f 1 ( ξ ) = 0  .
*>

'Α π ό δ ε ιξ η .  ”Αν f ( E ) = m a x f  , θα π ρ έ π ε ι  νά  ίσ χ υ η

( 3 . 9 . 1 )  f ( x )  ^ ί ( ξ ) »  γ ι ά  κάθε χ6Δ .

Ά π ό  τη ν  ύπαρξη τ η ζ , ί ’ ( ξ )  σ υ μ π ε ρ α ίν ο μ ε  δ τ ι

( 3 . 9 . 2 )  ’ ί Μ ξ )  = ί ' ( ξ )  = ί ; ( ξ )  .

’Αλλά άπο' τη ν  ( 3 . 9 . 1 )

0 , γ ι ά  κάθε h < 0 μέ  ξ+1ι6Δ
h “

κ α ί  *

f  ( ξ + h ) -  fj_§2 <_ ο , γ ι ά  κάθε h >C μέ  ξ +heA
h “

ό ποτε

ί'_(ζ)  ,» 0 κ α ί  f ^ U )  τ< ο

κ α ί  έπομενωε ά π ’τη'ν ( 3 . 9 . 2 )  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ί ’ ( ξ ) = 0 .  ’Ανάλογα γ ί ν ε τ α ι  ή 

α π ό δ ε ι ξ η  κ α ί  αν f ( £ )  = m i n  f  , A
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"Ενα μεγάλο  πλήθος  θεωρημάτων κ α ί  τύπων τοΟ δ ια φ ο ρ ικ ο ϋ  λ ο γ ι σ μ ο ί  

κ α ί  των εφαρμογών τ ο υ  β α σ ί ζ ε τ α ι  στό  ακόλουθο απλό αλλά σ η μ α ν τ ικ ό  θεώ­

ρημα τοΟ R o l l e ,

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 . 9 . 2  ( τ ο υ  R o l l e ) ·  Υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι  μ ιά  σ υνεχής συν 

άρτηση f  ό ρ ισ μ έ ν η  σ τό  κ λ ε ι σ τ ό  δ ιά σ τη μ α  [ α , β ]  ε ί ν α ι  παραγω- 

γ ί σ ι μ η  σ τό  ( α , β )  κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώστε f ( a )  = ί ( β ) .  Τ ό τ ε  ύπάρχει 

ξ θ ( α , β )  μέ f 1 ( ξ )  = 0

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ΜΑν η συνάρτηση  f  ε ί ν α ι  σ τ α θ ε ρ ά ,  τ ό τ ε  τ ό  συμπέρασμα 

ε ί ν α ι  φ α ν ερ ό .

'Υ π ο θ έτ ο μ ε  ό τ ι  ή f  δ έ ν  ε ί ν α ι  σ τ α θ ε ρ ά ,  ο π ό τ ε ,  σύμφωνα μέ τ ό  θεώρη­

μα 1 . 1 3 . 2 ,  π α ί ρ ν ε ι  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  έ λ ά χ ι σ τ ο ,  τα  ό π ο ια  ε ί ν α ι  δ ιά φ ορ α  μ ε τ α ­

ξύ τ ο υ ς . ' Ε π ο μ έ ν ω ς , έ π ε ι δ ή  f ( a ) = f ( B ) ,  η συνάρτηση f  π α ί ρ ν ε ι  ενα τ ο υ λ ά ­

χ ι σ τ ο ν  από τά  max f  κ α ι  min f  σέ  ενα  σ η μ ε ίο  ξ δ ιάφορο  των α , β , δ η λ α δ ή  

ξ 6 ( α , β ) .  Γ ι ’α ύ τ ό  τ ό  σ η μ ε ίο  ξ ,  σύμφωνα μ έ  τ ό  θεώρημα 3 . 9 . 1 ,  έχομ ε  ό τ ι

f ’ (ς) = ο. a

"Ας δοθή μ ι ά  γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  ε ρ μ η ν ε ί α  του  θεω ρήματος  τοΟ R o l l e r

Θεωρούμε τό  γράφημα μ ι α ς  

συναρτήσεω ς  f  πού π λ η ρ ο ί  τ ί ς  

υ π ο θ έ σ ε ι ς  τοΟ θ ε ω ρήμ α τος  τοΟ 

R o l l e  κ α ί  πού π α ρ ι σ τ ά υ ε τ α ι  α π ’ 

τη ν  καμπύλη γραμμή το υ  ΣΧ. 8 

πού π ε ρ ι έ χ ε τ α ι  μ ε τ α ξ ύ  των ση­

μ ε ί ω ν  Α κ α ί  Β. Τό συμπέρασμα 

τοΟ θεω ρήματος  ε ί ν α ι  ό τ ι  υπάρ­

χ ε ι  ξ 8 (α , |3 )  τ έ τ ο ι ο  ώστε ή εφα­

π το μ έ νη  ε ύ θ ε ί α  γραμμή στό  σημ ε ίο  

τ ο ν  χ - α ξ ο ν α .

"Ενα πόρ ισ μα  το'0 θεω ρήματος

Κ = ( ξ , ί ( ξ ) )  νά ε ί ν α ι  παράλληλη πρό< 

τοΟ R o l l e  ε ί ν α ι  τό  έ ξ η ς :

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.9.1 Μεταξύ δυό ρ ιζώ ν  μ ιά ς  πα ρα γω γίσ ιμης συναρτή 

σεως ύπά ρχει μ ιά  το υ λ ά χ ισ το ν  ρ ί ζ α  τή ς  παραγώγου τ η ς .
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*Επύσης ενα  πολύ σπουδαυο επακόλουθο  το ϋ  θεω οηματος του  R o l l e
Τ * /

ε ί ν α ι  και τό παρακάτω θεώρημα τ ή ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  που ε ί ν α ι  γ ί ι ο μ !: 

γνωστό κ α ί  αάν θεώρημα τ ω ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ω ν  α θ λ ή σ ε ω ν  κα ι ο φ ι ί λ ε τ α  

σ το ν  L a g ra n g e .  ’

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 . 9 , 3  ( τ η ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  τοΟ δ ι α φ ο ρ ι κ ο ί )  λ ο γ ι σ μ ο ύ ) .  "Αν 

f  ε ί ν α ι  μ ι ά  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  σ τ ό  κ λ ε ι σ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  [α , ι ’.1 
μ έ  (π ε π ε ρ α σ μ έ ν η )  π α ρ ά γω γο  σ έ  κ ά θ ε  χ 6 ( α , β ) ,  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  

ξ € ( α , £ )  τ έ τ ο ι ο ,  ώ στε

(3 .9 .3 )  f ( B ) - ί ( α )  = (β -α ) ί  » (ξ),

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Ε ί ν α ι  φανερό  ό τ ι  η συνάρτηση

F i x )  = f  ( χ )  -  f  (a)  -  — Ο-g— ί - ^ i l  ( χ - α )  ,  χ< =[α ,β ]  
m  ρ-α

ε ί ν α μ  σ υ ν ε χ ή ε , π α ρ α γ ω γ ύ ο ε μ η  έπυ  τ ο υ  ( α , β )  μ έ  παραγωγό

Γ ' ( χ )  = f  ' ( χ )  , χ6 (α ,β )

και  τ έ τ ο υ α  ώοτε  F ( a )  = 0 = F ( 6 ) .  "Αρα γ ε ά  τ ύ  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F π λ η ρ ο υ ν τ α μ  ο ι  

ύ π ο θ έ σ ε υ ς  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  τ ο υ  R o l l e  χαύ  ε τ σ υ  ύ π ά ρ χ ε υ  ξ € ( α , β )  μ έ  

F f ( ξ )  = 0 ,  η τ ο ο

ί ' ( ξ )  :

που ε ί ν α υ  ή σχέση  ( 3 . 9 . 3 ) .  A 

Γ εω μετρυκα , τό  θεώρημα 

το ύ το  ερμ η νεύετα ι,  ώς έξ? ΐς : "Αν 

f  ; Τ’ναι. μυά συνάρτηση που υκα- 

νοπ ο εευ  τ ύ ς  ύ π ο θ έσ ευ ς  το ϋ  θεω ­

ρήματος  τη ς  μέσης τ ι .μ η ς ,  τ ό τ ε  

ύ π α ρ χ ε u σ η μ ε ίο  ε β (α * β )  τέ το υ ο  

ώστε n εφ απτομένη  στό  σημευο 

Κ = ( ξ , ί ( ξ ) )  τοϋ  γραφ ήμ α τος  

τ η ς  νά  εΓ,ναυ παράλληλη πρός 

τη ν  ε υ θ ε ία  γραμμή πού ο ρ ύ ξ ο υ ν  τά

f ( β )  - f ( a )  
β -α

Α χαύ Β α ύ τ ο ϋ .
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Τό θεώρημα  τΠε μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  ε χ ε ι  γ ε ν ι κ ε υ τ ή  ά π ' τ ό ν  Cauchy  κ α ί  δό 

θ η κ ε  μ έ  τ η ν  παρακάτω  μ ο ρ φ ή .

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 . 9 . 4  ( Γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  θεώρημα  τ ή ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  τοΟ δ ι α φ ο ρ ι ­

κού  λ ο γ ι σ μ ο ύ ) .  ‘ Υπ οθ έτομ ε ό τ ι  οί. σ υ να ρ τή σ ε ις  f  κ α ί g ε ίν α ι  

σ υ ν ε χ ε ίς  σ τό  δ ιά σ τη μ α  [ α , β ]  κ α ί π α ρ ά γω νίσ ιμ ες  τοΟ ( α , β ) ,  

ένώ g , ( x ) ? £0 γ ιά  κάθε χ β ( α , β ) .  Τ ό τε  ύπά ρχει ξ 6 ( α , β )  τ έ τ ο ιο  

ώστε

( 3 . 9 . 4 ) f ( e )  - f ( a )  _ f ’ ( ζ )
g ( β ) - g ( a )  " g '  ( ξ )

Α π ό δ ε ι ξ η .  Προφανώς g (a )  t  g (3 ) ,  δ ι ό τ ι  α λλ ιώ ς , ά π ’ τ ό  θεώρη 

μα τοΟ R o l l e ,  θ ά  υ π ή ρ χ ε  ξ 6 ( α , β )  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  g * ( ξ ) = 0 πού  ε ί ν α ι  

α τ ο π ο .

" Ε τ σ ι ,  ό ρ ύ ζ ε τ α ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η

F ( x )  = f ( x )  - f ( α )  -  ( g ( x ) - g ( a ) )  > χ θ ί α , β ]

π ο ύ  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  ε π ί  τοΟ ( α , β )  μ έ  παράγωγο

Γ ’ ( χ )  =  · 8 ' Μ  .  χ 6 ( α , β )

κ α ί  α κ όμη  F ( a ) = 0 = F ( B ) .  “Αρα,  ά π ’ τ ό  θεώ ρημα τ ο ϋ  R o l l e ,  υ π ά ρ χ ε ι  

ζ β ( α , β )  μ έ  F * ( ξ ) = 0 , πού  δ ί ν ε ι  τή  σ χ έ σ η  ( 3 . 9 . 4 ) .  A

Παρατήρηση 3.9.1

”Αν σ τ ό  παραπάνω θεώρημα θέσωμε  g ( x ) = x ,  χ θ [ α , β ] ,  π α ί ρ ν ο μ ε  τό  

θεώρημα τ ή ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  3 . 9 . 3 .

“Ενα ά λ λ ο  ε ν δ ι α φ έ ρ ο ν  θ ε ώ ρ η μ α ,  α ν ά λ ο γ ο  π ρ ό ς  τ ό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  θ εώ ρ η ­

μα τ ή ς  μ έ σ η ς ,  ε ί ν α ι  κ α ί  τ ό  έ ξ η ς :

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 .9 .5 .  "Αν f  κ α ί  g ε ί ν α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ τ ό
δ ι ά σ τ η μ α  [ α , β ]  κ α ί  π α ρ α γ ω γ ίσ ι μ ε ς  έ π ί  τοΟ ( α , β )  κ α ί  έ π ί  π λ έ ο ν
g ' ( x ) * 0  γ  ι ά  κ ά θ ε  χ β ( α , β )  ,  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  ξ θ ( α , β )  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε

f ( ζ )  - f ( a )  ί ' ( ξ )
g(3) -g (C )  " 8 ·(ξ )  *
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,... j-,όΐ
' Α π ό δ ε ι ξ η .  Ε ί ν α ι  φ α ν ε ρ ή ,  ο τ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η

Γ ( χ )  = i l a ) g ( x )  r  f ( x ) g ( 8 )  -  f  i x ) g ( x )  ? > - £ [ α ,β ]

ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  π α ρ α γ ω γ ι ο ι μ η  inC  τ ο ύ  ( α , β ) ,  με' παραγω γό

F ' ( x )  = f ( a ) f ? ' ( x )  + f  ' ( x ) g ( B )  - f  ' ( x ) g ( x '  ~ f  ( x > e ' ( x )

κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώστε  1

Γ(α)  r  f ( a ) g ( e )  = F ( f )̂ ·

" A p a ,  ά π ’ τ ό  θ εώ ρημα  τοΟ R o l l e ,  υπάρ χε ι -  ξ € ( α , β ) 9 τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  

F T ( ξ ) = 0 ,  δηλαδη'

f ( a ) g ' ( 5 )  + f  * ( O g ( B ) - f  * ( ζ  ) g ( C ) - f ( ? ) g ’ ( 5 )  = 0

* f U )  - f ( a )  _ f ' ( ξ )  *
g ( 6 )  - ρ ( ξ )  g' ( C)

Μιά γ ε υ έ κ ε υ σ η  τοΟ θ ι ω ρ ή μ α τ ο ς  3 . 9 . 3  τ η ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς ,  που  ε ί ν α ι  γυω- 
ο τ η  σαν τ ύ π ο ς  τ ο ϋ  T a y l o r ,  μπορε ί ,  ν ά  β ρ ε θ η  με τ ή  β ο ή θ ε ι α  τοΟ θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς

ioC Roll".

ΘΕΏΡΗΜΑ 3 . 9 . 6  (Τ ύ π ο ς  τ ο υ  T a y l o r ) .  ‘ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ΐ  ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  
f  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε ,  ή ( v - D -ο σ τ ή  π α ρ ά γ ω γ ό ς  τ η ς  ε ί ν α ι  ο ρ ισ μ έ ν η

a

κ α ί  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  κ λ ε ι σ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  Δρ μ έ  ά κ ρ α  α,β  κ α ί  ή υ -ο σ τ ή
^  ο

π α ρ ά γω γ ό ς  υ π ά ρ χ ε ι  σ τ ό  α ν ο ι κ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  Δρ μ έ  ά κ ρ α  α , β .  Ά ν
—βψ ε ί ν α ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ισ μ έ ν η  κ α ί  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  Δ κ α ί  π α ρ α γ ω -

β R αγ ί σ ι μ η  έ π ί  τοΟ Δ μ έ  ψ ' ( χ ) ^ ο  γ ι ά  κ ά θ ε  χθΔ , τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ε ι
β <* . ® u 

σημεΓ ο Γ6Δ , π ο ύ  έ ξ α ρ τ ά τ α ι  ά πό  τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ , τ έ τ ο ι ο  ώ σ τεa
ν ά  ίσ χ ύ η

_ r-/ \ . (β-α) \ . . (β-α) , τ ( υ - ΐ ) , ^  . „f ( 3 )  -  Γ(α)  + — π  τ (<*)+. .■ + ■—7 ττη— f  ( α ) + Ρ1! (υ-1)ί υ
ο π ο ύ

( 3 . 9 . 5 ' - Ψ(Ρ> - Φ( υ)  . ( g- ξ ) ν-1
Ψ * ( ζ ) ( ν - 1 ) 1 i M U)  ,

τ ό  ό π ο ι ο  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " ύ π ό λ ο ιπ ο  τοΟ S c h l o m i l c h " .
βΛν τ ε θ ή  ψ ( χ ) = χ  , >’?λ" κ α ί  Φ ( χ ) = ( β - χ ) ν , χ6ί® , τ ό τ ε

\
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π α ί ρ ν ο μ ε  ά ν τ ί σ τ ο ο χ α

κ α ί
R = (β"“ )( -̂ ------ ί ( ν ) (ξ)V (ν-λ): ( υ π ό λ ο ι π ο  κ α τ ά  C auchy)

V ^ T L f < ’ >«> (ύ π ό λ ο ιπ ο  κ α τ ά  L a g r a n g e ) ·

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Ε κ ε ίν ο  πού π ρ έ π ε ι  νά  κάνω μ ε , ε ί ν α ι  νά  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ω -

με τό  υ π ό λ ο ιπ ο

\  = f  ( β )  -  | f  ( α )  + ^ y -  f ' ( α ) + . . . +  ( ( ~ ° γ ) Γ  f (V _ 1 )( a ) |

κ α ί  μ ά λ ισ τ α  ν ’ά π ο δ ε ίξ ω μ ε  δ τ ι  δ ί ν ε τ α ι  ά π ’τιί σ χέση  ( 3 . 9 . 5 )

Π ρ α γμ α τ ικ ά ' ο ρ ί ζ ο μ ε  τύ  συνάρτηση

Γ (χ) = f ( x )  t - f e l  + <■<<;> -♦<»> r , χ β ϊ βl !  ( v - 1 ) ! ψ ( $ ) - ψ ( α )  ν ’ a
ο π ό τ ε  παρατηρούμε ό τ ι  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  π α ρ α γω γ ίσ ιμ η  έ π ί  τοΟ μ έ  παρά-α
γωγο

F » ( x )  = -■?— y r r  f ( v ) (x )  -  R » χ 6 δ 8( ν - 1 ) ! ψ ( 0 )  -  ψ (α )  v 9 a

κ α ί  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α  ώστε

ν - 1
F ( a )  = f ( a )  + - ~ ^ ·  f ' ( a ) + . . . +  ( β ~α ) f ( v _ 1 ) ( a )  = Γ (β )1! * ........  (ν-ΪΤΤ

'Ε π ο μ έν ω ς ,  πληροΟ ντα ι ο ϊ  υ π ο θ έ σ ε ι ς  τοΌ θεω ρήμ α τος  τοΟ R o l l e ,  ο π ό -
ο

τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  σ η μ ε ίο  ξ6 Δρ , τ έ τ ο ι ο  ώστε F * (ξ ) = 0  κ α ί  αραa

δηλαδη

( β - ξ ) ^ 1 ^ ( ν ) , ^  φ ' ( ξ )
( ν - 1 )! ψ ( β ) - φ ( ο ) * ν

R = 0

„  _ Ψ ($) - ψ ( α )  ( β - ξ ) ν_1 r ( v ) . _ v  .
Rv "  " ψ ’ ( ξ )  ( ν - 1 ) ί f  ( ξ ) * Α

Π αρατήρηση  3 . 9 . 2

Θεωρούμε τ υ χ ό ν τ α  σ η μ ε ία  χ , α  τοΟ π ε δ ίο υ  ο ρ ισ μ ο ύ  τ η ς  συναρτησεως f  

τ έ τ ο ι α  ώ στε στο  δ ιά σ τη μ α  ΔΧ νά  πληροΟ ντα ι ο ί  υ π ο θ έ σ ε ις  τοΟ θεωρήμα­

τ ο ς  3 . 9 . 6 .  Τότε έχομ ε



3.9
« .ε

107
801

( 3 . 9 . 6 )  f ( x )  = f ( a > + £ 2 ?  f ( « )  t i i j p - !  ( " f a ) « . . . « j f g ' | 1 i ' V' U t <l i U Rv

. E\(§μ·λώτt'poj, ofy pet, *υιΜ :)0 φ ϋ ό * έ .>*&.'μv o ji£  ·■£&£>τύπο

x2, _  Λ, , . ,χ Γ 1.  * (v ^nH ' i(:>x)jBrf<'b^of ^r.fi<Ci0D(.‘fc '|^(f '.’i 0 3 > . 2 U ) i O | | 5 ^ | r f 2 o ^ 3 y ( 0 4  iKfesd bT

S, -ν'! ■
που ονομάζεται- . ko) .̂

Με' το ν  tuttc αΰ τό  μπορούμε νά προοε·)γι'εωμε τη ν  τυμη'.ίμοδδ συμαμτπ-
■7 CO f

σεως μύ το μ έ ς  έ ν ο ς  π ο λ υ ω ν ^ ο ί ί .  Η ά - π άρά^Ε ΐγμα»  η συνάρτηση  s i n  μπορεΠ 

νά π ρ ο σ εγγεσ τη  μ έ  ένα πολυώνυμο π 1 χ · 9? -^βαθμοΟ . Π ρ α γ μ α τ ικ ά ,  έπ ευ δη  

s i n ^ j f 4ε*- | · . ), *£*«*©* ρ  Mjo u o jo q 6 i> o q j3 J T i> "  j r r - S b v o v ^

„ ,Λ * ( 5 ) λ 3 υ α Λ Ϊ 9 θ ϊ . ξ . .Ο  ν ' : τ ' * ί  j:. γ3*-*· π:s m ' O  = s m  0 = s i n  0 -  1 ,

- s i n JI(^}^-=· τείιύ*η0 = έ £ ϊ > ^ ^ 0  - 0 , (2  £*€>
Λ * " * (7  ̂ ’ 1

- ν . s inV  ΐ ( 0 )  =. s i n v β0 ? -1 * * - * * 1\  ■«ν ^ Η  3 i |  *>U~300^;.'v'Ui' 315 JOT 300UT Χΐϊ /̂Λ i  αΟΓTOrvaC ΓΤ JTO 3 i’3* *iiOK

3tiuoioro^i5l?&GfeDanAd.Vi? ^ρύο»ομε*’$3τώκj v s y  **ι> 6 τ  OCX

, η - χ) b j r  jok ν3ΐ/χο& (3 7 £ * £ $  ? o l b r  o .-το o a 3 ^ r ^
. _ x  X_ >L. x  Kn·

€0·3 a . · 3 ΐ ίθ Λ β  e 0 !33$φΑί9Φ "oioJ r o ^ c ^ v o T ^ e o K ? 1
10 r  ^  ,

cncu  ζ BpLChc.Tau μ ε τ χ ξ ο  t^ v 0 καο χ ,  Η ποσ ότητα  γ ^ γ  s m  ζ  ε ί ν α ι ,  

t o  σφάλμα πού έχοΤιε^ aVrft '^ ia 'e ^ Y V o r in ro ^  s i n  χ  αίι^Γ το

J 'jr3 "  . nilUBJ-O&W br&H &QJ3C $ g 3 J^3Q £?;T gS > lf ib  Y p JTO 3U3A 3Γ*ΓιΓ -;;
x of +-F7 7 » ^ qT ·. * **· &· '*  9· inon iO Q i Π 3ΚΓ rx'.j3.50**:-

Τάτε ο τύ π ο ι  ( 3 . 9 . 6 )  υ ς χ ΰ ε ο ;:νι,($ κάθξ ν ^ Ί Ν ,  οπού ,θεο 'ροξμε δτο  R = 0 .
ciOJic'" οκ>.ϊ w «  oxrj^>.Aorru j  ο χ  s o q ,n  o x j o t o j Xvx> o x  £ - κ  ν3 5 ϊ . - χ

ό τα ν  a  = >*. Οπως, εεδα μ ε  ott? θεώρημα ( 3 · 9 . 6 )  το  ύπάλ&οπο R έξα ρτ& τα ι3Τ7αω o j or 3T  j cv.· ι  γ ί ? ; α χ /
άπύ τά ν  άροθμο ξ ,  ό όποϋος πάλυ έξα ρ τα τα ο  άπο τά  δοάστημα Δκ . wApa

> Γ ~ G - ^
καύ τ ύ  ύπολουπο ε ξ α ρ τ δ τ α ε  JctH(} Τ $ 'δ εά σ τη μ α  α ύ τ ο 5 δηλαδή άπό το  χ

Sg&gj f < i ) e < S ία&χντπχ>ν£>*v 33Qomj ϊ  ποίτχο&ναο ft 3τότ
'Υ π ο θ π ο μ ε  οτο γ ε α  τ ύ  παραπάνω χ  το  ύπολονπο R eJvgpqiQCEfoq ρ5στε

. --** i r ) * 1 ---ί^ ^ ν tf j lim*iL~ - (χλ %... » ν - t V ··'.··.»..*

*Επομύνωζ

VA*· . '·>/ν ώττ^. jjf>* δ 5<9tci{ffToo4d· 3όνάν·Λτέ ftijjo i rwycojoJX, ^.νι



108
3 .9

δ η λ α δ ή

( 3 . 9 . 7 )  f ( x )  = l i m  ( f ( r  ) + f (v~1)(a)) .
v **-· ( v - 1 ) !

To δ ε ύ τ ε ρ ο  μ έ λ ο ς  τ η ς  σ χ έ σ ε ω ς  ( 3 . 9 . 7 )  σ υν ή θ ω ς  π α ρ υ σ τ ά ν ε τ α ι  κ α ι  μέ

f(a) + £ £  f'(α) f"(a)+..

Π για συντομία

(χ-α) Λ ν )

ν=0 ν ϊ f '  ' ( a )

κ α ι  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι ,  " ά π ε ι ρ ο ά θ ρ ο ι σ μ α "  η " σ ε ι ρ ά  κ α τ ά  T a y l o r "  με κε'ν-  

τ ρ ο  τ ο  α .  "Ετσι,  ά π ’ ττίυ ( 3 . 9 , 7 )  ε χ ο μ ε
2

( 3 . 9 . 8 )  f ( x )  = f ( a )  + ~ ^  f ' ( a )  + - ^ ~  + . . .χ ι 2!
χ α ι  λ έ μ ε  δ τ ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  α ν α π τ ύ σ σ ε τ α ι  σ έ  μ υά  "δυναμοσείρά μέ κέν­

τρο τό α" η, γ ε ν ι χ ώ τ ε ρ α ,  σ έ  μ ι ά  "σειρά Taylor μέ κέντρο τό ο".

Ε ί ν α ι  φ α ν ερ ό  δ τ ι  ό τυ 'πος ( 3 . 9 . 8 )  ι σ χ ύ ε ι  χ α ι '  γ ι ά  α  = χ .

' Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  δ τ ι  τ ό  α μ π ο ρ ε ϋ  νά  πάρη τ η ν  τ ι μ ή  0 ,  θ έ τ ο μ ε  α = 0 ,  

ο π ό τ ε  έ χ ο μ ε
2

f ( x )  = f ( 0 )  + j y  f 1 ( 0 )  + | j -  f " ( 0 )  + . . .

οπότε λέμε ότι ή f αναπτύσσεται, σέ σειρά, κατά Mac-Laurin."Ετσι 
άποδεόχτηκε ή πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.9.1. ‘Υποθέτομε δτι ή συνάρτηση f είναι άπείρως 
παραγωγίσιμη έπί ένός διαστήματος Δ καί έστω αβΔ."Αν γιά

κάθε χ6Δ τό αντίστοιχο πρός τό Δ ύπόλοιπο R τοΟ τύπου
α ν

του Taylor είναι τέτοιο ώστε

l i m  R = 0 , ν *
τότε ή συνάρτηση f μπορεί ν'άναπτυχθή σέ μιά δυναμοσειρά 
τής μορφής

( - Ί2
fix) = f ( e ) t ~ f ( a ) + — ~ ί " ( β )  + ...

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.9.1. ‘Υποθέτομε δτι ή συνάρτηση f είναι άπεί- 
ρως παραγωγίσιμη επί ένός διαστήματος Δ καί έστω α6Δ. "Αν
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ι 7,_x \  ?

■' , y 3-r)' * ■
γ ι ά  κ ά θ ε  χβΔ ο ι  π α ρ ά γ ω γ ο ι  f \ v '  ε ί ν α ι  όμ ο ι.ομ όρφ ω ς φ ρ α γ μ έ ν ε ς

Λ  i. . : ·*■'

έτ ιί  τ ο υ  Δχ , δη λα δή  ά ν  ύ π ά ρ χη  Μ >  ο τ έ τ ο ι ο  ώ στε
α

(Vv e IN) (v y e δχ ) | f ( v ) ( y ) |  , < h ,

τ ό τ ε  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  α ν α π τ ύ σ σ ε τ α ι  σε  σ ε ι ρ ά  T a y l o r  μ έ  κ έ ν τ ρ ο ν

τ ο  α . ν·

Α π ό δ ε ι ξ η .  Π α ί ρ ν ο ν τ α ς  τ ο  κ α τ ά  L a g r a n g e  υ π ό λ ο ι π ο  Rv , ε χ ο μ ε

0 < IR | < -L z g J — Μ 0** 1 ν 1 ® ν!

ο π ό τ ε  κ α ι

;· l i m  R = 0 * V

v

" Ε τ σ ι ,  έ φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ η ν  πρ ό τα σ η  3 . 9 . 1 ,  π α ί ρ ν ο μ ε  τ ά  σ υ μ π έ ρ α σ μ α .  A

Στό  σ η μ ε ί ο  τ ο ύ τ ο  μποροΟμε ν ά  π α ρ α τ η ρ ό ο ω μ ε - ό τ ι  τ ο  π ό ρ ι σ μ α  3 . 9 . 1  

ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι  γ ι ά  τ ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  e x p ,  s i n ,  c o s ,  δ ι ό τ ι  ο ι  π α ρ ά γ ω γ ο ι  κ ά ­

θε  τ ά ξ ε ω ς  α υ τώ ν  ε ί ν α ι  ό μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  φ ρ α γ μ έ ν ε ς  σε' κ ά θ ε  δ ι ά σ τ η μ α  τ η ς  μ ο ρ -

φης Δ , άφοϋ γ ι ά  κ ά θ ε  yGA ε χ ο μ εu υ υ
(k) '

1 )  e x p  y = e x p y  < m a x { l ,  e x p  x }  ,*Yy ££

2 )  | s i n ^ k \ y ) |  = | s i n ( y  + k —)| < 1 M t l ~ )  * x ^ { / Af

3 )  | c o s ^ k \ y ) |  = | c o s ( y  + k “ )| < 1  . y

’ Α ν τ ί θ ε τ α  γ ι ά  τ ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  l o g ( l + x )  ,  χ 6 ( - 1 , ΐ ]  κ α ί  ( 1 + χ )
α

x G ( - l , l )  δ ε ν  ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι  τ ό  π ό ρ ι σ μ α  3 . 9 , 1 .  Γ ι  α υ τ ό ς  όμως ε χ ο μ ε
, . . C ^
α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ό τ ι :

u )  ΜΑν R^ ε ί ν α ι  τ ό  υ π ό λ ο ι π ο  τ ο υ  τ ό π ο υ  τ ο υ  T a y l o r ,  τ ό τ ε  α υ τ ό  ε χ ε ι

κ α τά  L a g r a n g e  τ η ν  μορφή

R = ( - 1 )ν
.  ν  f . ν . ,  Λ xV-1ν - 1  χ  ( ν - χ ) !  ( —1 )

ενώ κ α τά  C a u c h y  τ η ν
(1+ζ)

ν
1___( -* - )
ν \ ι +ε;

ρ _ /  (* -η )ν 1 ( ν -1 )Λ ■_ (η -χ )ν 3
V (V_1)! (1+η)ν (l+n)V

όπου  ξ , η  ε ί ν α ι  σ η μ ε ί ο  μ ε τ α ξ ύ  0 * κ α ί  χ .  "Οταν  0 <: κ  <_1, τ ό τ ε  α πό  τ ό ν  κ α τ ά  

L a g r a n g e  μορφή τ ο υ  υ π ο λ ο ί π ο υ  ε χ ο μ ε
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"Οταν  - 1  < χ  < Ο, τ ό τ ε  

τοΟ υ π ο λ ο ί π ο υ  ε χ ο μ ε

κ α ί  l i m  R :  0 .  υ
κ α ί  άπ<5 τ ή υ  κ α τά  C a uchy  μορφή

|RV
, \V-1
( η - χ )

(1+η)ν
ΧΜ

1+χ  '

’Αλλά σ τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  α υ τ ή  ί -σχόευ κ α ί

ο <m *<
“■ 1+η ~  1+η

-χ

καο έπ ο μ έ ν ω δ

nat l i m  Rv  = 0 .

¥ V

5 )  "Αν e i v a t  t d  κ α τα  C a u c h y  ύ π ό λ ο ε π ο  τοΟ τ ΰ π ο υ  τ ο υ  T a y l o r

τ ό τ ε

Rv ~ Χ~'Γν~Λτ Τ '~  « < « - ! > ·  • • ( « - ' > + 1 ) ( 1 + ξ ) α " υ - 

’Ε π ε υ δ ή  ξ β ρ ί σ κ ε τ α ι ,  μ ε τ α ξ ό  0 κ α ί  χ ,  ύ π ά ρ χ ε ε  3 6 ( 0 , 1 )  μ έ  ξ = 3 χ ,  ο π ό τ ε  

ε χ ο μ ε

R χ ν  /  1 - 3  \ ν  1 α ( α - 1 ) . . . ( α - ν + 1 )  
υ  "  1 + 3 χ  \ l + 3 x j  ( v - l ) !

/  1 - 3  \

( 1 + 3 χ ) α .

’Αλλά γ ο ά  χ 6 ( - 1 , 1 )  ε χ ο μ ε  0 < ^ 1+3χ  j ^ l  κ α ί  έπομε'υωε

|R I K <.- ■■?  , | α  j1 v  — 1+ 3x —l - | x |  1 v 1

» x Va ( a - l ) . . . ( a - v + 1 )  ,  „  , Λ xa n
ο π ο ύ  = ------------ ( ν - Τ )Ί ------------  MaL K = m a x { l , ( l + x )  } .  Τώρα π α ρ α τ η ρ ο ύ ­

μ ε  δ τ ε

a v+1
a = x a - v

+ x  < 1

naC έπ ο μ έ ν ω δ  α ν  ω ε ί ν α ι  τ έ τ ο υ ο ς  ώστε | χ |  < ω < 1  τ ό τ ε  ύ π ά ρ χ ε ο  η 611 μέ

a
(V ν  6]Ν)ν > η  =5 

”Ε τ σ ε  γυοί κείθε ν > η  ε χ ο μ ε

ν+1
a < ω.

9
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tl
•I

1

δ η λα δη  a  ->-0. wApa l i m R  = 0 .  
v  v

"Υ σ τερα  άπά  τ ά  παραπάνω μ π ο ρ ο ύ μ ε ,  σύμφωνα  με  τ η ν  π ρ ό τα σ η  3 . 9 . 1 ,  

ν ά  γράψωμε  κ α ε  τ ά  κ α τ ά  M a c - L a u r i n  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  α υ τ ώ ν .

ι. *. .»\:Γ

I

Σ υ ν ο ψ ί ζ ο ν τ α ς ,  ε χ ο μ ε  ά ν τ ε σ τ ο ε χ α  τ ά  παρ α κ ά τω  κ α τ ά  M a c - L a u r i n  α ν α π τ ύ γ μ α τ α :

1)
X

00 yjX
e = 1 + χ +Ι γ +Ι γ +· "  = Σλ 7Γ » x63R

ν=0

ο π ό τ ε  δ υ ά  χ  = 1 ,  ε χ ο μ ε  τ ο ν  ά ρ υ θ μ ό  e  σ ε  μορφή ά π ε υ ρ ο α θ ρ ο ό σ μ α τ ο ς :

2 )

3)

4)

5)

1 1
e  = 1 + 1 + J f  + 3 Τ  + * ' "

s i n x  = x
3 5 

- x  + x 1 • • 11

n 
M

 8
 

o

, , vV  2 v + l  
( - 1 )  x x  eiR3 !  5 ! ( 2 v + l ) ! »

c o s  x  = 1
2 4 

x  X
~ 2! % !

1
• • • II

H 
M

 8
o

t Λ 2 V( Ί )  x  
( 2 v ) !

x e i

l o g ( l + x )  = x
2 3 

2 3

1 • • • II
- 

-

ii 
M

 8
o

( - xV v+1(-1) X
v + 1 .  * x e ( - i , i ]

( 1 + χ ) ° =  1  +  γ  X +  ” , -1 -  χ 2 +
_ 1 +  j -  α ( α - 1 ) . . . ( α - ν + 1 )  χ ν

ν=1 ν !

\I
I

It

I
iI

✓

x e ( - i , i )

3 . 1 0  ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΣ ΜΟΡΦΕΣ

Π ολλές  φ ο ρ έ ς  κ α τ ά  τ η ν  ά ν α ζ η τ η σ η  τοΟ ό ρ ε ο υ  μ ε α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  σ έ  έ ν α  

σ η μ ε ε ο  συσσ ωρεύσεως  τ ο ύ  π ε δ έ ο υ  ό ρ ε σ μ ο ϋ  τ η ς ,  ε ϊ ν α ε  δ υ ν α τ ό  ν ά  π α ρ ο υ σ ε α -  

σ τ ο ΰ ν  σ τ α  δ ρ ε α  π ρ ά ξ ε ε ς  μη έ π ε τ ρ ε π τ έ ς ,  σάν  τ ε ς

0 00 
θ’ 9 » } 00—00 , ο . « .1

πού  σ υ ν η θ ε ζ ε τ α ε  ν ά  λ έ γ ω ν τ α ε  " Α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς "  σ έ  σ χ έ σ η  μ έ  

τ ά  δ ρ ε α .

Χ ρη σ ε μ ο π ο εώ ν τα ς  δμως τ ά  δσα  ε ε δ α μ ε  γ ε ά  τ ε ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ ς ,  μ π ο ρ ο ύ μ ε  

π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  ν ά  έ ξ α λ εέψ ω μ ε  τ η ν  α ρ χ ι κ ά  π α ρ ο υ σ ε α ζ ο μ ε ν η  ά π ρ ο σ δ ε ο ρ ε σ τ έ α .

'Η μ έ θ ο δ ο ς  πού χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι  γ ε ' α ύ τ ο  τ ά  σ χο π ο  ε ϊ ν α ε  γ ν ω σ τ ά  σ άν  " κ α ­

ί}·
1 .

|:
ί»
Γ

f



112 3 . 1 0

ν ό ν α ς  τοΟ l ’ H o s p i t a l "  Mat π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι  παρακάτω  ά πό  τ ά  θ εω ρήματα  

3 . 1 0 . 1  Mat 3 . 1 0 . 2 .  Σ τ η ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α  ό κανο 'νας α ύ τ ό ς  α ρ χ ι κ ά  δ ι α τ υ ­

πώ θηκε  ύπο  τ η ν  μορφή τοΟ π ο ρ ί σ μ α τ ο ς  3 . 1 0 . 1 .

I .  'Α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή τοΟ τ ύ π ο υ  —

’Ο ρ ι α κ έ ς  τ ι μ έ ς  τ ή ς  μορφ ής

l i m  — , δ π ο υ  l i m  f  = 0 = l i m g
ζ g C

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  τ ο υ  τ ύ π ο υ  ^  και '  υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν ­

τ α ι  με  τ ή  β ο ή θ ε ι α  τ ο ΰ  ε ξ ή ς  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς :

>°ΕΩΡΗΜΑ 3 . 1 0 . 1  ‘ Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ό τ ι  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f  x a C  g  έ χ ο υ ν  

κ ο ι ν ό  π ε δ ί ο  ο ρ ι σ μ ο ύ  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς  ( α , ξ )  ή  ( ξ , β )  ή  ( α , ζ )  

( ξ , β ) ,  ε ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ ε ς  κ α ί  ή  g* δ έ ν  έ χ ε ι  ρ ί ζ ε ς .  " Α ν  l i m f  = 0 =
ΐ ΐ  £ ^

= l i m g  κ ο : ί  τ ό  l i m —, ύ π ά ρ χ η ,  τ ό τ ε  Ο π ά ρ χ ε ι  κ α ί  τ ό  l i t n  — κ α ί  μ ά λ ι σ τ α
ξ ξ ε  ξ ε

ί σ χ ύ ε ι
Τ  flim —
ξ ε

. .  f ’l i m —r
ζ ε*

' Α π ό δ ε ι ξ η .  0ά έ ξ ε τ ά σ ω μ ε  μο'νο τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  δπου  τ ο  π ε δ ί ο  ο ρ ι σ ­

μ ού  των σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  f  κ α ί  g  ε ί ν α ι  τ ή ς  μορφής ( α , ξ ) .  'Η π ε ρ ί π τ ω σ η  ποό 

αύτο ' ε ί ν α ι  τ ή ς  μορφ ής  ( ξ , β )  ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι  α ν ά λ ο γ α ,  ένω ή τ ρ ί τ η  π ε ρ ί π τ ω σ η  

π ρ ο κ ύ π τ ε ι  άπά  τ ι ς  δυό  ά λ λ ε ς .  ’Ε π ί σ η ς  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  δ τ ι  ξ < ° ° ,  δ ι ό τ ι  γ ι α  ξ=+°° 

τ ά  σ υ μ π έρ α σ μ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  μ έ  τ ή  β ο ή θ ε ι α  τ ο ΰ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ο ύ  χ  = — .

’Ε π ε ι δ ή  g ’ 0 , ή g  δ έ ν  μ π ο ρ ε ί  ν ά  έ χ η  π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ ε ς  άπο' μ ί α  ρ ί ζ ε ς  

σ έ  μ ι ά  α ρ ι σ τ ε ρ ά  π ε ρ ι ο χ ή  τ ο ΰ  ξ ,  Θεωροΰμε  λ ο ι π ή ν  έ ν α  γ β ( α , ξ )  μ έ  g ( ζ )^0  

γ ι ά  κ ά θ ε  ζ Β ί γ , ζ )  κ α ί  ο ρ ί ζ ο μ ε  τ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η

Φ ( χ )  = <
f ( x )  ~ g i y l  δ ί χ )  * χ β ^ » ξ )

Π α ρ α τη ρ οϋμ ε  δ τ υ  ή Φ ε ί ν α υ  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  π λ ε υ σ τ ό  δυά σ τ η μ α  wotu

παραγωγυσυμη  σ τ ο  ά ν ο υ π τ ό  δ υ ά σ τ η μ α  ( y 9C ) .  ’Επύ π λ έ ο ν  ύ σ χυευ

Φ (y ) = ο = Φ(ξ)

π α £ ε π ο μ έ ν ω ς ,  σόμφωνα με  τ ό  θεώ ρημα  3 . 9 . 2  τ ο υ  R o l l e ,  ύ π ά ρ χ ε υ  z = z ( y ) e ( y 95)
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τ έ τ ο ι ο  ώστε  Φ ' ( ζ )  = 0 .  "Αρα,  έ χ ο μ ε  

( 3 . 1 0 . 1 )
f ( y )  _ f ' ( z )  
g ( y )  ” g ' ( z )

’Ε π ε ιδ ή '  γ < ζ < ξ ,  ε χ ο μ ε  l i r a  ζ ( γ )  = ξ ,  ό π ο τ ε  π α ί ρ ν ο ν τ α ς  τ ά  δ ρ ι α
y+C

σ τ ά  δ υ ό  μέλη  τ η ς  ( 3 . 1 0 . 1 )  έ χ ο μ ε

i im « 4  = ϋ „  £ '<?.% »  = n - ν  · * 
y+s s<y> y»{ 8 '< 2 (y »  5 s

Παρατήρηση 3 . 1 0 . 1
Στο παραπάνω θ εώ ρ η μα  ε ί ν α ι ,  φ α ν ε ρ ό  δ τ ι  τ ά  σ η μ ε ι ω μ έ ν α  δ ρ ι α  μ π ο ρ ε ί  

ν ά  ε ί ν α ι ,  π λ ε υ ρ ι κ ά .  Το ί δ ι ο  ι σ χ ύ ε ι  κ α ι  σε  δ λ α  δσα  ά χ ο λ ο υ θ ο Ο ν  σ έ  σ χ έ σ η  μ έ  

τ ί ς  ά π ρ ο σ δ ι ά ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς .

"Ενα άλλο  σ υμ πέρ α σ μ α  σ χ ε τ ι κ ά  μ έ  τ ο  θ εώ ρημα  3 . 1 0 . 1  ε ί ν α ι ,  κ α ί  η πα ρ α ­

κάτω πρόταση  η ο π ο ί α  έ χ ε ι  σ ά ν  μ ο ν α δ ι κ ά  π λ ε ο ν έ κ τ η μ α  σ έ  σ χ έ σ η  μ έ  τ ά  θ ε ώ ρ η -
f  ι

μα α ύ τ ό  δ τ ι  μ π ο ρ ε ί  ν ά  έφαρμοστ ΐ ί  κ α ί  δ τ α ν  τ ά  l i m  —ρ δ έ ν  υ π ά ρ χ ε ι .  ' Η ά π ά -
ζ S

δ ε ι ξ ή  τ η ς  β α σ ί ζ ε τ α ι ,  α π ' ε υ θ ε ί α ς  σ τ ά ν  ό ρ ι σ μ ά  τ η ς  πα ρ α γώ γο υ  χ α ί  α φ ή ν ε τ α ι  σ άν  

άσκηση σ τ ά ν  α ν α γ ν ώ σ τ η .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 .1 0 .1 .  ΘεωροΟμε τ ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f  κ α ί  g μέ κ ο ι ν ό  
π ε δ ί ο  ο ρ ισ μ ο ύ  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς  (α ,ξ ]  ή [ ξ ,β )  ή (α ,β )  μέ 
ξ6(α ,β) ο ι  ό π ο ι ε ς  π α ρ α γ ω γ ί ζ ο ν τ α ι  σ τ ό  ξ ,  "Αν ί ( ξ )  = 0 = g (ξ) κ α ί  

g f (ξ) ί  0 , τ ό τ ε

ξ g g ' u )

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 . 1 0 . 1
< 2 4*

Ον σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f ( x )  = 1 - 2  c o s  χ  + c o s  χ  ,  g ( x )  = χ  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ε ς

ώ σ τ ε  l i m  f  = 0 = l i m  g  χ α ί  ε π ο μ έ ν ω ς  l i m — ε ί ν α ι  μ ι ά  α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή 
0 0 0 g

τ ο ΰ  τ ό π ο υ  — . ’Αλλά ι σ χ ύ ε ι  κ α ι
3

l i r a  f ' = l i m  ( 2  s i n  χ  -  2 s i n  χ  c o s  χ )  = 0 = l i m  4 χ  = l i m  g* ,
x-K) χ-Κ)

l i m  f "  = l i m  (2  c o s  x  -  2 c o s  2 x )  = 0 = l i m  12 x  = l i m  g"
X-K) x+0

l i m  f "  = l i m  ( - 2  s i n  x  + 4 s i n  2 x )  = 0 = l i m  24  x  = l i m  g '"  
0 x-K) · x-K)

9
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3 . 1 0

l i m  f ,M,= l i m  ( - 2  c o s  x  + 8 c o s  2 x )  s  6 
0 x+0

l i m g ,H,s  2 4 .  
0

’Ε π ε ι δ ή

ε χ ο μ ε

l i m
0

_6_
24

1.
4 ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ ό  θεώ ρημα  3 . 1 0 . 1  δ ι α δ ο χ ι κ ά ,

f  f? ft! fill flfll l
l i m — = l i m —ϊ- s l i m —f r = l i m - » T  = l i m ~ r n r = — .

o s  0 8 0 8 0 8'" 0 e ·*

I I .  Α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή τοΟ τ ύ π ο υ  ~

’ Ο ρ ι α κ έ ς  τ ι μ έ ς  t f j s  μ ο ρ φ ή ς  ^

l i m — , δ π ο υ  l i m f =  + » = l i m g  
ξ 8  ξ  5 ΟΟ

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  Α π ρ ο σ δ ιό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  τοΟ τ ύ π ο υ  — κ α ί  ύ π ο λ ο γ ί ζ ο ν -

τ α ι  μ έ  τ ο ν  παρακάτω  τ ρ ό π ο :

Θ έ τ ο ν τ α ς  F = -̂ · κ α ι  G = — πα ρ ατηροΟ με  δ τ ι
f  g

— = , δπου  l i m  G = 0 = l i m  F

. 5 ο ?ο π ό τ ε  ε χ ο μ ε  α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή τοΟ τ ό π ο υ  — .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 . 1 0 . 2

ΘεωροΟμε τ ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  t g  κ α ί  c t g ( - 2  χ )  ,  χ β Κ  κ α ί  α ν α ζ η τ ο ύ μ ε  τ ό

l i m — \ » δπου lim  tg  χ  = +°»= lim  c t g ( - 2 x )  .
· _ 0 c tg ( -2  κ) . _ 0 * 4 - »l l m . 0 c t g l - 2 x )  '
2 2

’Ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  μ έ θ ο δ ο  ε χ ο μ ε

t g xl i m  = lim 18.( ~2 χ) = lim *"tg( 2 ’
π n L c t g  χ ]* “ **2“0

.XIII — ' V  .  ■'< — XXIII ----- ---------
J L - o  c t g ( - 2 x )  c t g x

- 2 [ l t t g 2 ( - 2 x ) ]  - 2 ( 1 + 0 )

V “ - 0  - < l . c t g 2 x )  '  -< 1+01
2.

Π ο λλ ές  φ ο ρ έ ς  όμως ή παραπάνω μ έ θ ο δ ο ς  δ έ ν  ε ξ υ π η ρ ε τ ε ί  σ τ ο ν  ύ π ο λ ο -  

γ υ σ μ ό  τ ο υ  ο ρ ί ο υ  τ η ς  μ ορφ ή ς  α υ τ ή ς .  Τ ο ύ τ ο  φ α ί ν ε τ α ι  σ τ ό  έ ξ η ς  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ;

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 . 1 0 . 3

’Α ναζητοΟμε  τ ό

; $

1
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l i m
κ*+«>

l o g  x
x

όπου  l i m  l o g x  = +°° 
χ*·+“

l i m  x 
x->+°°

"Ομως

= l i m  
x->+°°

1/x
1 / l o g x

l i m
x-H®

( 1 / x ) ’ _ 
( 1 / l o g  x)

l i m
X-+-+00

. 2 
l o g  X

ο π ό τ ε  ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  v φ ο ρ έ ς  τ ό ν  παραπάνω κ α ν ό ν α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  ότ ι .

όπου  πάλι.

l i m
χ-Η·»

l o g x  _ 
χ l i m

X-H-°°

ι ν+1l o g  χ  
ν !  χ 9

l i m  l o g V+^ x  = +00 = l i m  ( ν !  χ )  . 
χ-Η00 χ-*-Η»

’Ε πομ ένω ς  δε'ν μ π ο ρ ο ϋ μ ε  νά  έ ξ α λ εύ ψ ω μ ε  τ η ν  ά π ρ ο σ δ ε ο ρ ε σ τ ί α  μ έ  α υ τ ό  

τ ό ν  τ ρ ό π ο .  Τ ο Ο το ,  ο δ η γ ε ί  σε' μ ε ά  με 'θοδο ό μ ο ε α  μ έ  έ κ ε ί ν η  ποό  π ε ρ ε γ ρ ά φ ε ε  

τ ό  θεώρημα 3 . 1 0 . 1  κ α ί  ή ό π ο έ α  έ χ ε ε  ως έ ξ η ς :

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 . 1 0 . 2 .  ‘ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι ,  ο ΐ  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι . ς  f  κ α ί  g  έ ­

χ ο υ ν  κ ο ε ν ό  π ε δ ί ο  ό ρ ε σ μ ο Ο  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς  ( α , ξ )  ή  ( ξ , β )

ή  ( α , ζ ) υ ( ξ , β ) /  ε Γ ν α ε  π α ρ α γ ω γ ί σ ε μ ε ς  κ α ί  ή  g '  δ έ ν  έ χ ε ε  ρ ί ζ ε ς .
f*  * f

" Α ν  l i m f  = -η» = l i m  g  ,  κ α ί  τ ό  l i m —γ- ύ π ά ρ χ η ,  τ ό τ ε  κ α ί  τ ό  l i m — 
ξ ζ  ξ 8 '  ξ g

ύ π ά ρ χ ε ε  κ α ί  μ ά λ ε σ τ α  ί σ χ ύ ε ε
f  . f 1l i m — = l i m —r- .

ξ g  ξ g ’

Ά π ό δ ε ε ξ η .  "Οπως καε' σ τ ό  θ εώ ρ η μα  3 . 1 0 . 1  ε ξ ε τ ά ζ ο μ ε  μ ό ν ο  τη'ν π ε ρ ί ­

πτωση όπου  τ ό  π ε δ ί ο  ό ρ εσ μ ο ϋ  ε ί ν α ε  τ ό  ( α , ξ ) .  Θ έτομ ε

f 1
l i m  - - r  = Λ

. . .  . ξ g
καυ υ π ο θ έ τ ο μ ε  πρώτα  δ τ υ  % € R  .

' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  γ υ ά  ε > 0 ,  ύ π ά ρ χ ε υ  η θ ( α , ξ )  

ν ά  ΰσχύη
f ’ ( x )
g ’ ( x )

καο

τ έ τ ο υ ο  ώ σ τε  γ υ ά  κ ά θ ε  χ β ( η , ξ )

g ( x ) > 0 .

Γυά ό π ο υ ο δ η π ο τ ε  χ 6 ( η , ξ ) ,  ε χ ο μ ε
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f(x) , _ f(n) - k i n ) . Γι_£ΐϋΐ1 . ff(x)-f<n> 
g(x ) ' 1  ~  g(x) Γ  g<x>J [ΙοΟ ^ΙΓ ηΤ

‘ Αλλά γ υ ά  σ τ α θ ε ρ ό  π ε χ ο μ ε

, . f (η) - I g(n) _ ,ΙΙΙΓι / \ — J
χ-*-ξ g ( x )

wat

s l ‘ - S l · ·
ο π ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι ,  ζ β ( η , ξ )  τ έ τ ο ι , ο  ώ σ τε  γ ι ,ά  κ ά θ ε  χ 6 ( ς , ξ )  ν<

< 2ί(η) - Ζ g(n) ^ ε 1 -6^η)
g(x)  ̂2 g(x)

καυ  ά π ’ τ ό  γ ε ν υ κ ε υ μ έ ν ο  θ εώ ρ η μα  τ ή ς  μ έ σ η ς  τ ι , μ ϊ ί ς ,  6 t d  τ υ χ ό ν

χ β ( ζ , ξ ) ,  ύ π ά ρ χ ε υ  ζ 6 ( η , χ )  τ έ τ ο ι , ο  ώστε

f(x) - f(n) _ f 1(ζ) 
g(x) - g(n) ” g'(z)

"Apa

( 3 . 1 0 . 2 ) f ( x )  „ _ f (n )
g (x ) g(x) L g(x)J Lg'(z)

”A p a ,  ά π ’ τ η ν  ( 3 . 1 0 . 2 ) ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι .  δ τ υ ,  γ υ ά  κ ά θ ε  χ θ ( ζ

f  (χ )
g(x)

- ζ < £ + 2 £ = £ +£ = e= 2 4 2 2 ε

καυ  έτσ ι ,  έπει ,δη '  τ ό  ε  ε ί ν α ι ,  τ υ χ ό ν ,  έ χ ο μ ε

i i «  4 4  = ι  .

' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  τώ ρα  ότι ,  Α = + 0>, δ η λ α δ η

l i m —Γ = + »  .
ζ ε

" Ε τ σ ι . ,  χ ω ρ υ ς  &λά£η τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς ,  δ ε χ ό μ α σ τ ε  ότι ,  ί σ χ ό ε ι ,
f  t ( ν )
g , ( ~x ) » 0 xcίθε χ β ( α , ξ )

που  δ έ ν ε ι ,  δ τ υ ,  έ κ τ ό ς  ά π ό  τ η ν  g * ,  κ α έ  ή f 1 δ έ ν  έ χ ε ι ,  ρ έ ζ ε ς

lim'p-j- = 0 ,  ά π ό  δ ε ξ ι ,ά

ί ΰσχυη
t '

α λ λ ά  υ τ α θ ε ρ ό

1

> ζ ) ,  ι σ χ ύ ε ι .

. ’ Επε ιδή '
* <·: ·»./··* h
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α ν α γ ό μ α σ τ ε  στη'ν π ερ οπτω σ η  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  ό ρ έ ο υ  π ού  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε .  *Ετσυ 

π α έ ρ ν ο μ ε

l i m  — = l / l i m - §  = l / l i m —T· = +00 - A
e g c f  ξ f

Παράδειγμα 3 . 1 0 . 4

Τώρα μ π ο ρ ο ϋ μ ε  ε ύ κ ο λ α  ν ά  ύ π ο λ ο γ υ σ ω μ ε  τ έ  δ ρ υ ο  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  τ ο ΰ  

π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  3 . 1 0 . 3 ,  δ υ ο τ υ

lim ' =: l i„  i  :  0■X XT X
X++CO χ-»~Η» χ-»~Η»

I I I .  Ά π ρ ο σ δ ι,όρ ι,σ τη  μορφή τοΟ  τύπου

'Ο ρ υ α χ έ ς  τ ο μ έ ς  x n s  μ ορφ ής

-  I i m  ( f - g )  ,  δ π ο υ  l i m f  = + » = l i m g  
C ξ ξ

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι ,  άπροσδι.όρι.στες μορφές το υ  τύπ ου  » - * .  Τ έ τ ο ε ε ς  ό ρ υ α -  

χ έ ς  τ ε μ ε ς  υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι ,  ώς έ ξ η ς :  !

ΠαρατηροΟμε δ τ υ
1 1

οπού  τώρα
g f

I i m  ( - - ^ )  = 0 = l i m ~
ε  g f  c g f

καυ έ π ο μ έ ν ω ς  χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ο ϋ μ ε  τ<5 θ εώ ρ η μα  3 . 1 0 . 1 .

Παράδε ι  γμα 3 . 1 0 . 5

*ΑναζητοΌμε το

οπού

l i m  ( c t g x ----- ) ,
χ-Κ)+0 Χ

l i m  c t g  χ  = +» = l i m  — . 
χ-*Ό+0 χ-Κ)+0χ

"Ομως,  ε χ ο μ ε

1 x*”"ts χ
l i m  ( c t g x -  —) = l i m  ( ά π ρ ο σ δ υ έ ρ υ σ τ η  μορφή τοΟ τ ύ π ο υ

χ-*ο+ο χ-κ)+ο s

ο
 Ιο
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, .  ( x - t g x ) ' _  . . - 2  s m  χ
( x t g x ) '  Λ s i n  2x  + 2x

x-K)+0 B x^0+0

. 2

, 2
(α π ρ ο σ δ ιό ρ ισ τ η  μορφή τοΟ τόπου

, . [ - 2  s i n  x 3  '  _ , .  - 2  s i n  2x _ n
JH‘m [ s i n  2x  + 2 x 3  1 2 c o s  2 x  + 2

x+0+0 L JtK)+0

IV . Α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή τοΟ τ ύ π ο υ  0.®

' Ο ρ ι α κ έ ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  μ ο ρ φ έ ς

l i m  f  g  ,  δ π ο υ  l i m  f  = 0 κ α έ  l i m  g  = °® 
ξ ξ ξ

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  Α π ρ ο σ δ ιό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  τοΟ τ ύ π ο υ  θ.«*. Τ έ τ ο ι ε ς  α π ρ ο σ ­

δ ι ό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  ύ π ο λ ο γ ι ζ ο ν τ α ι  ώς έ ξ η ς :

ΠαρατηροΟμε δ τ ι

f  g  = -r-τ-  j δ π ο υ  l i m  f  = G = l i m  ( 1 / g )
- , i / S  ξ

t  .

κ α ι

f g  =- _g_1 / f

ξ - 0

,  δ π ο υ  l i m g  = -Η» = l i m  ( 1 / f )
ξ - 0  ξ - 0

ε π ο μ έ ν ω ς  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε  τ ά  θ ε ω ρ ή μ α τ α  3 . 1 0 . 1  κ α ι  3 . 1 0 . 2 .

Παράδειγμα 3.10.6

’ ΑναζητοΟμε τ ό

lim (|--x)tgx 
x -^ -0  2

δ π ο υ  l i m  · ~ · - χ = 0  καυ  l i m  t g x = + ° ° .  ”Αρα ε χ ο μ ε
x ^ f - 0 2 x-+tr - 0

π
π 2 ~ κ  , ‘ θ

l i m  ( χ  * x ) t g  χ  = l i m  — ------  ( ά π ρ ο σ δ υ ό ρ υ σ τ η  μορφή τοΟ τ ι ίπου  ^τ) =
χ - » |- 0  1 χ->|- -ocxgx υ

(f-x)’
= l i m  η—τ -----Γ-; = l i m„ j t  n ( c t g x ) '  „ π

-1
x-2-O

-1
ιι „ , . 2 1+0χ  j  -  0 1 + c t g  χ

= - 1 .

V .  Α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  τ ώ ν  τ ύ π ω ν  0 °  ,  , ι

' Ο ρ ι α κ έ ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  μορφής

;

ο
|ο
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l i m f S , όπου l i m  f  = 0 = l i m  g
ξ ξ e

l i m  , όπου l i m  f  = 00 ,  l i m  g  = 0
ξ ξ ξ

και

l i m  , όπου
^ w· ‘ ' r

l i m  f  = 1 ,  l i m  g  s  ®
ξ ξ ζ

ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι , ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  α π ρ ο σ δ ιό ρ ισ τη  μορφή το ύ  τύπ ου  0 ,  άπροσ

δ ιό ρ ισ τ η  μορφή το υ  τύπου « °  καό  ά π p o σ δ tό p ισ τη  μορφή το ύ  τύπ ου  

1 . ' Υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι  δ έ  με τ ο ν  α κ ό λ ο υ θ ο  τ ρ ό π ο :

ΠαρατηροΟμε ό τ ι

f8 = e-g  < -lo g f )  ^  f g = e g l o g f

καυ έ π ο μ έ ν ω ς 9 ε π ε ι δ ή  ή ε κ θ ε τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  e x p  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  α ν α γ ό μ α σ τ ε  

σ τ η ν  α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή Ο.00 ποό  έ μ φ α ν ί ζ ε τ α ι  σ τ ο ν  ε κ θ έ τ η .

Παράδειγμα 3 . 10 .7

’ ΑναζητοΟμε  τ ό

Ι ι ι η  χ  
χ-Κ)+0

... Vοπού  l i m  χ = 0 .  “Ομως,  έ χ ο μ ε
χ-Κ)+0 Λ

l i m  χ  l o g  χ  = - l i m  χ  ( α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή  τοΟ τ ό π ο υ  * )  =
_ _ 1 / Χ  οο

χ-*0+0 χ-Κ)+0

ο π ό τ ε

= " 1 ί π ΐ  ( (1/χ')Χ|)'  = _ l i m  χ  = 0 » χ-Κ>+0 κ '  '  χ+0+0

l i m  χ  l o g  χ
, . χ  , . χ  lo g  χ χ+0+0 lim  χ = lim  e = e = e° = !

χ-Κ)+0 >c*0+0

Π αράδειγμα  3 . 1 0 . 8

’ ΑναζητοΟμε τ ό

l i m  χ
χ - ^ -f-co

όπου  l i m  χ  = +°° κ α ί  l i m  ~  = 0 .  "Ομως» έ χ ο μ ε0 nf.
Χ*+»
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3 . 10- 3 .11

I

L  l o g  x  l i m

l i m  x  = l i m  e  -  e
X++co χ -» -+ »

ο π ο ύ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή θ η κ ε  τ ό  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 . 1 0 . 4 .

Π α ρά δειγμα  3 . 1 0 . 9

'Α ν α ζ η τ ο ϋ μ ε  τ ό  δ ρ ι ο  ^
-4 .

l i m  ( c o s  x )  
χ-ΚΙ+Ο

· ° . ι .

δ π ο υ  l i m  c o s  χ= 1 κ α ι  l i m  — = + » .  "Ομως 
χ·*Ό+0 χ*Ό+0Χ

1
l i m  ( c o s  χ ) Χ = l i m  e  

χ-ΚΗΟ χ-Κ)+0

l o g  c o s  x
l o g  c o s  x  l i m  x

x  x-KJ+0
= e = e  = 1 ,

δ ιό τ ι

l i m  ? o s  ,x  ( α π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ τ η  μορφή τοΟ τ ό π ο υ
χ-Η)+0 χ

= l l a  Ω & 9 μ * ϊ  .  l i m ( - t g x ) = 0 .
Χ - Κ Ι + Ο  χ  Χ·*0+0

3 . 1 1  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 .  Να β ρ εθοΟ ν  ο ί  f | ( 0 )  κ α ί  f ^ ( 0 )  δ τ α ν

α )  f ( x )  = / χ 3 )  f  ( χ )  = / [ χ |

γ )  f  ( χ )  = <

' X
ι χ - ι  ·1+e

χ *  0

0 , X — 0

-χδ )  f ( x )  = e  s i n  3 χ  .

2 .  Σε  π ο ι ο  σ η μ ε ί ο  ή ε φ α π τ ο μ έ ν η  ε ύ θ ε ϊ α  γρ αμμή  τ η ς  χ α μ π ό λ η ς  που  πο
2

ρ ι σ τ ά ν ε ι  τ ό  γ ρ ά φ η μ α  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f ( x ) = χ

α )  σ χ η μ α τ ί ζ ε ι  γ ω ν ί α  — μ ε  ττί θ ε τ ι κ ή  φορά τοΟ χ - α ξ ο ν α .

β )  ε ί ν α ι  π α ρ ά λληλη  π ρ ό ς  τ η ν  ε ύ θ ε ζ α  ποό  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  ή f ( x ) = 4 x - 5 .

γ )  ε ί ν α ι  κ ά θ ε τ ο ς  π ρ ό ς  τ η ν  ε υ θ ε ί α  ποό  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  ή f ( x ) = 3 χ + 1 .

■(
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3 .  Νά γραφή η έξέσωση της  εφαπτομένης καθώς καέ τής  κάθετης  εύ·“
3

θεέας  γραμμής τη ς  καμπύλης τοΟ γραφήματος τη ς  f ( x ) = χ  στό  σημεϋο

(2,8).

4 . 'Η έξέσωση κυνησεως κάποιου κυνητοΟ είναι,

s(t) = 2t3-12t2+18t-3.

Νά 8ρεθη ή έπυτάχυνση πονί εχευ τη στυγμη που ή ταχύτητά του είναι, ίση 

πρ<5ς μηδέν.

5 . Ν ’άποδευχτή δτυ αν μυά συνάρτηση f  είναι, παραγωγέσυμη σέ ενα  

σημεϋο χ ,  τότε
. . . .  . .  f(x+ h ) -  f (x -h )
f ’ (x) = lim —

h-*0
2h

6 .  Ν’άποδευχτη δτυ γυά τη συνάρτηση

f (χ) = - ^ 4  » xe]R
1+χ

το opto  τη ς  άσκη'σεως 5 ύπάρχεε  α τ ό  σημεϋο χ  = 0 καέ eZva t  πεπερασμένο ,  

ένω ά ντϋθετα  ή f f (0 )  δ εν  ύπάρχευ .

7* Νά βρεθη ή παραγωγός της συναρτησεως f  xat τά πεδέα όρυσμοΟ 

των f  Mat f f , δταν:
a ) f ( χ ) = ( 1 + / χ ) ( 1 + / 2 χ ) ( 1 + ^ 3 χ ) ,  8) f ( x )  = 3ν ^ ? + 3/ χ

γ ) f ( x )  = S i  ·
δ) f ( x )  = ---y w ' '

2 / x  +2 ,1 3

ε ) f ( x )  = , σ τ )  f ( x )  = ( 2 χ - 1 )  3 + 5 ( χ 2- / χ ) ^

8 . Νά βρεθη ή παραγωγός τη ς  συναρτησεως f  waC τά  πεδέα  όptσμoD

των f  Mat f 1 δταν : Ο
a ) ν α βχ f ( x ) = χ  e , β> f ( x )  = 2 Χ + 3 Χ

γ ) f ( x )  = χ  e Χ , δ) f ( x )  = x e X

ε)

X
ν 2 ~ 2f ( χ ) = χ  e  , σ τ ) f  ( χ )  = χ / ΐ + β  .
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9 .  Να β ρ ε θ η  ή π β ρ ά γω γοδ  τ ί ίδ  σ υ ν α ρ τ ι ΐσ εω ς  f  xotu τ α  κ ε δ ε α  ορεομοΟ

τω ν  f  x a t  f ’ δ τ α ν :  ..

a )
χ

f i x )  = ΐο /x -  20 log il+ x  ) , e) f ( x )  = eA og(ax +βχ+γ)

ύ ) f i x )  = (1 + log log χ ) Χ » 6) el χ _ x-1 
f(x>  -  log2x

ε ) f ( x )  = l o g  2 -  x2x 9 °x
σ τ ) f i x ) = x2log3x .

1 0 . Νά βρεθη η π α ρ α γ ω γ ό ς  τ η ς  σ υναρττ ίσ εω ς  f  καυ  τ α π ε δ υ α  όρυσμοΟ

των f  καιί f f δ τ α ν :
%

a ) -ζ Ν s i n  χ  χ
f  ( Χ) = ---------  + — ----  9χ  s m  χ

β )
. 2 , 1 - / χ .  

f i x )  = c o s  ί ^ )

Ύ) f i x )  = I -tg χ  1 , δ ) f i x )  = t g | x | 3

ε ) f ( X )  = l + t g x

f  ( x )  = COS “  9

σ τ ) f i x )  = c t g  3/ l + x 2

ζ ) η ) f ( x )  = s i n / l + χ 2 + c o s  / ΐ -  x^

θ ) f ( x )  = / l + t g ( x  + —) ,
X

ο f i x )  = s i n i c o s  x )

υα)

1 1 .

f ( x )  = t g ( s i n  x )  , 

Ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ο Ο ν  ou τ ύ π ο υ :

ε β ) f i x )  = s i n i t g  x )  .

a )
f . ν  λ , . v -  ( s m  x  c o s  ν χ  ) 1 = v s i n ^ x c o s { v + l ) x

β )  ( s i n v x  s i n  ν χ )  '  = ν  s i n V ^ x s i n ( v + l ) x  

Ύ> ( c o s Vx  s i n v x ) 1 = ν  c o s V ^ * x c o s ( v + l ) x  

6 )  ( c o s Vx  c o s v x ) 1 = - ν  c o s V ^ x s i n ( v + l ) x  .

1 2 ·  Net β ρ ε θ η  ή π α ρ α γ ω γ ό ς  τ η ς  συναρττ ίσεω ς  f  καυ  τ<χ π ε δ υ α  όρυσμοΟ 

των f  κ α ί  f 1 δ τ α ν :

α )

ύ )

ε )

f  ( χ )  = xAr s i n  χ  

f ( x )  = Ar t g  

f  ( χ )  = Ar c o s

( . ϊ
s i n  a  s i n x  

1 - c o s  a  c o s  xv *
β+α c o s  x 
α+β c o s  x

a \ £ /  \ 1 i . x  c o s  x
6) - i-tAr5ipil

δ )  f  ( x )  = Ar c t g  ( χ - / ΐ + χ 2 ) 

σ τ )  f ( x )  =s ( A r  s i n  x  + Ar c o s  x ) V .

e ί
1 3 .  Νά β ρ ε θ η  ή π α ρ α γ ω γ ό ς  τ η ς  σ υναρττ ίσ εω ς  f  καιί  τ ά  π ε δ υ α  όρυσμοϋ
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-· I ■
των f  καϋ f 1 δ τ α ν :

a )  f ( x )  = Ar s i n  ( t g  x )  + Ar s i n  ( t g h  x )

β )  f ( x )  = s i n h  Ar c o s  χ Χ , Ύ) f  ( x )  = c o s h  Ar  s i n  x X

δ )  f ( x )  = X s i n h  X + C? S -  9 ε )  f ( x )  l o g  s i n h  ( s i n  x  + 1)
x  c o s h  x  -  s x n  x

σ τ )  f ( x )  = Ar t g h  ι/χ* , ζ )  f  ( x )  = x  Ar s i n h  x  + c o s h  x  .

1 4 .  Νά β ρ ε θ η  η π α ρ α γ ω γ ό ς  τ η ς  σ υ να ρ τη 'σ εω ς  f  καύ  τ α  π ε δ ύ α  όρ ι ,σμοΰ  

των f  καύ f  δ τ α ν :

a )  f  (χ )  = Ar t g h  ^  , B) f  (χ )  = χ  Ar s i n h ( - j ^ )

γ )  f (χ )  = c o s  Ar s i n h A - x ^ ,  δ )  f (χ )  = s i n  Ar c o s h  x X .

1 5 .  Νά β ρ ε θ η  ή π α ρ α γ ω γ ό ς  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν :

χ  χ
a )  f ( χ )  = x x e  ,  β )  f (χ )  = χΧ ,  γ )  f ( x )  = ( l  + —) Χ .Λ

1 6 .  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  y ( t )  = A s i n  ( ω ΐ + ω ^ )  + Β c o s  ( ω ΐ + ω ^ )  

( Α ,Β , ω ,ω ^  ε ί ν α ι ,  σ τ α θ ε ρ ο ύ  ά ρ υ θ μ ο υ ) »  έ π α λ η θ ε ύ ε ι ,  τ η ν  έξύσωση ( έ ξ ύ σ ω σ η  κ ύ ­

μ α τ ο ς )  :

d 2y  2 — *· + ω y  = 0 .
d t

1 7 . Νά β ρ ε θ η  ή ν - ο σ τ η π α ρ ά γ ω γ ο ς τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  ό τ α ν  
1

a ) f ( x ) = x “ e X β ) f ( x )  = x V *Le X

Ύ) f ( x ) = x  1e X , δ ) f ( x )  = x2 t g ( a x + g )

e ) f ( x )  = e a x s i n a  x  , σ τ ) f ( x )  = ( x - l ) V 1l o g  x
2 φ

ζ )  f ( x )  = ( 1+χ ) φ ' ( χ ) + 2 χ  φ ( χ )  9 δ π ο υ  φ ε ί ν α ι ,  ν+1  φορε'ς π α ρ α γ ω γ ύ σ υ μ η .

1 8 .  Ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ί ϊ  στο

a )  1 -  — ̂  l o g  χ  <_ χ - 1  , γ ι ,ά  κ ά θ ε  χ > 0

β )  ~ ~ 2 " > γ ι ,ά  κ ά θ ε  χ ,  y  \χέ 0<:x<my < j
c o s  y  . c o s  χ

γ )  v xv  ^ ( x - y ) < x V- y V < v y V ^ ( x - y )  9 γ ι ,ά  κ ά θ ε  x , y  y s  0 < x < y
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19. “Εστω pus συνοίρτηση f | £ a , # ] ,  ycdi τ^ν  όποεα υπάρχει, π ί ' ) [ α , β ] .  

“Αν f ' ( a )  t f *(β ) καυ η ε ίνα ι .  τυχών πραγρατυχάς άρι-θράς μεταξύ των f * ( a )  

χαύ ί ' ( β ) ,  νά άποδεεχτ ϊί  δ τε

ί )  υπάρχει- h Q >0  τύτοι,ο ώστε ή συνάρτηση πού όρ εζε τα ε  β π ' τ ά ν  τύ 

πο
f ( x+h_> - f i x )

F ( x )  = -----------r ------------- ο π ο ύ  χ β [ α , β - Ι ι Λ]
h0 ®

ε ίνα ι ,  τ έ το υ α  ώστε τό η νά ε ίνα ι ,  ρεταξύ  των F ( a )  χαύ F ( e - h ^ ) .  

i i )  (Darboux)  υπάρχουν χαυ ξ τέτο ι,α  ώστε

η = F(Cq ) = ί * ( ξ ) .  '

2 0 .  “Αν γυά τ ύ ς  παραγωγυσυρες σ υ να ρ τή σ ε ι ς  f  χαύ φ στά  [ α , β ]  όσχύη 

δτυ  ί ( α ) :>;φ(α)  χαύ f , (x ) > < p , ( x )  στο ( α , β ) ,  τ ό τ ε  ίσχύευ  χαύ f ( x )  > φ(χ)  

στο ( α , β ) .

4 3 221 .  Ν'άναπτυχτί)  τά  πολυώνυμο f ( χ )  = χ  - 5 χ  +χ  -3x+*f κατά τάς

δ υ ν ά μ ε υ ς  τ ο υ  χ - 2 .

22.  Νά γραφή ό τι ίπος τοΟ T a y l o r  γι,ά τά  συνάρτηση

f ( x ) = - ,  χ * 0X
στά σημεΕο χ^  = 1 ,  μέ  ύπάλουπο ποά νά έκφράζεταο κατά Lagrange .

2 3 .  Νά αναπτυχτούν  κατά Mac-Laurin  o t  συναρτησεες :

f ( x )  = xeX , g ( x )  = V l + x 5 h (x )= * j -^ -  *

2 4 .  Ν 'άναπτυχτοΟν κατά Mac-Laurin  o t  συναρτάσευς:

A r t g ,  s i n h ,  c o sh .

2 5 .  "Εστω τρυγωνο ΑΒΓ με α , $ , γ  τά μάκη των πλευρών του καά Α,Β,Γ 

άντυστοεχα  τά  μέτρα  των γωνυων του (β λ .  ΣΧ. 1 0 ) .  *Αν α , β  ε ίνα ι ,  σταθε­

ρά ν 'ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τυ :

1 d , 2 dAi ) d r  γ  d r ίγ dr ) = α s i n  Β

. . .  d A _ d 2y ,dA.2
i i )  γ ^ τ ------2 Ύ <ΪΓ* =_<xc0sB

dr

f
ΣΧΗΜΑ 10
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2 6 .  "Αν f ( x ) ,  χ β [ θ ,  l ]  καC ή παραγωγός της  e l v a t  σ υ νεχ ές  καν έ π ί  

πλέον ΰσχύη f  (0 )=0 καό f  * (χ)>μ>0 γυά κάθε χ 6  [ ο ,  ΐ ]  , τ ό τ ε  ύπάρχευ  ενα 

ύποδι,άστημα τοΟ δυαστηματος [θ ,  ΐ ] μ έ  μόκος too  μέ ^ » τε τουο  ώστε νά 

ΰσχόη f ( χ )  > ^ .

27. "Αν f ( x )  = χ  καό g ( x )  = χ  γυά κάθε χ  6]R, νά άποδευχτό  δτυ 

δεν  ύπάρχευ χ β ( - 1 , 1 )  τέτουο  ώστε

f ( l )  - f ( - l )  _ f ' ( x )  
g ( l )  -  g ( - l )  ” g ' ( x )

28.  Νά άποδευχτη δτυ αν γυά μυά συνάρτηση f ( x ) ,  x 6 R  ί.σχόη

j f  (x )  -  f  ( y ) | <_ (x  -  y ) 2 γ ι ά  κάθε χ  καυ y 

τό τε  αυτό ε ϊνα υ  σταθερά συνάρτηση.

29 .  "Αν f ( x ) ,  χ > 0  ε ί ν α υ  μυά παραγωγυσυμη συνάρτηση μέ

l i m f ' ( x )  =0  , καυ τεθό  g ( x )  = f (χ+1)  - f ( χ ) ,  νά άποδευχτη δτυ  υσχόευ χ-*»
l im  g ( x )  = 0.
χ-*χ>

30. ‘Υποθέτομε δτυ f  καυ g ε ί ν α υ  δυό συναρτόσευς  σ υ ν ε χ ε ί ς  

στό δυάστημα [α ,  β] καυ παραγωγυσυμες στό  ( α ,  β ) .  "Αν ακόμη ύποτεθϊί  

δτυ g ' ( x )  Φ 0 γυά κάθε χ  6 ( α ,  β ) ,  τ ό τ ε  νά  άποδευχτό  δτυ  ύπάρχευ το υ λ ά -  

χυστο ενα ξ 6 (α ,  β) τέτουο  ώστε

f (β )  -  f (α )  g ( β ) -  g ( a )  

ί ’ ( ξ )  g ’ U )
= 0 .

31

α)

ύ )

Νά βρεθούν τά παρακάτω δρυα:

αχ
Τ · el im  — 
x-*0 e

- c o s  a x
βχ a - c o s  β X

β) l im
x-K)

t g  x x e -  e
t g  X - x

l im
x-K)+0

log x 
l o g  s i n  x

l im  χ2 
x-*0

δ) l im
Χ-Η-»

l o g  l o g  x 
l o g  x

ε) 9 στ) l im  t g  x l o g  x
x-K)+0
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»svj CeX+ x ) *

*>v X+0

fi .>&$#-' ··) ,: a wfffi

. ·χ-*·α
j ! '".;ΐ;··

θ )  l i m  
x+O L

l o g ( 1 + x )
1+x

;s

.ϊΤο· r*x
ι ό ) l i m  ( t g x )

V3i. JC+JL
2

x

2 x  -  it

ΙΎ) l i m  ( c t g x )

o )  l im  Ce - c t g x )  
x+0

ufS) l i m /  ( l o g  x ) *  
x+0+0

A
t*6) l i m  ( l o g x ) x  .

-.· - X+0 ·ι·: · v x** i-j
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ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

Σ τ ι ε  έ φ α ρ μ ο γ έ ε  τ ί ε  π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ ε ε  φ ο ρ έ ε  τ ό  γρ ά φ η μά  μ ο α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ε  

υ π ο δ η λ ώ ν ε ι  π λ η ρ έ σ τ ε ρ α  κ α ι  φ α ν ε ρ ώ ν ε ι  κ α λ ύ τ ε ρ α  τ ι ε  ι δ ι ό τ η τ ε ε »  τη  σ υ μ π ε ρ ι ­

φορά κ α ί  τ ή  μ ε τ α β ο λ ή  α ύ τ η ε  τ?ίε ί δ ι α ε  τΥίε σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ε . Μέ τ ή  μ ε λ έ τ η  

τ η ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  , που  θά  γ έ ν η  μ έ  τ ή  χ ρ ή σ η  των π α ρ α γ ω γ ώ ν ,  ά π ο κ ο μ ι ζ ο ν -  

τα υ  γ ι ά  τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  δσο τά  δ υ ν α τ ό ν  π ε ρ υ σ σ ό τ ε ρ ε ε  π λ η ρ ο φ ο ρ ί ε ε »  κου  χ ρ η -  

σ ι μ ο π ο ι ο ϋ ν τ α ι  γ ι ά  υ π ο β ο η θ η τ ι κ ά  σ τ ο ι χ ε ί α  σ τ ή  σ χ ε δ ί α σ η  τ ο ϋ  γ ρ α φ ή μ α τ ό ε  τ η $ ·

4 . 1  ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

* Η έ ν ν ο ι α  τ ή ε  μ ο ν ο τ ο ν έ α ε  που  δ ό θ η κ ε  σ τ ό  Κ εφ ά λ α ιο  1 ,  γ υ ά  π α ρ α γ ω γ ό -  

σ ι μ ε ε  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ε 9 μ π ο ρ ε ί  ν ά  έ λ ε γ χ θ ή  ά π ό  τ ό  πρόσημο  τ η ε  π α ρ α γ ω γ ο ύ .  Σ υ γ -  

χ ε κ ρ υ μ έ ν α  έ χ ο μ ε  τ ό  έ ξ ή ε  κ ρ ι τ ή ρ ι ο  μ ο ν ο τ ο ν έ α ε .

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 . 1 . 1 .  " Α ν  f  ε ί ν α ι  μ ι ά  π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  Δ 

έ ν α  δ ι ά σ τ η μ α  ύ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ ο Ο  . X ( f )  κ α ί  ή  f '  δ έ ν  ά λ λ ά ζ η  π ρ ό σ η ­

μ ο  σ τ ό  Δ ,  τ ό τ ε  ή  f  ε ί ν α ι  μ ο ν ό τ ο ν η  έ π ί  τ ο Ο  Δ .  Μ ά λ ι σ τ α  δ έ

α )  ά ν  f ' ( χ )  > 0  , γ ι ά  κ ά θ ε  χ β Δ ,  τ ό τ ε  ή  f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  α Ο -  

ξ ο υ σ α  έ π ί  τ ο Ο  Δ ,

β )  ά ν  ί ' ( χ ) ^ 0  ,  γ ι ά  κ ά θ ε  χ 6 Δ ,  τ ό τ ε  ή  f  ε ί ν α ι  α Ο ξ ο υ σ α  έ π ί  

τ ο Ο  Δ ,

γ )  ά ν  ί ’ ( χ ) < 0 , γ ι ά  κ ά θ ε  χ 6 Δ ,  τ ό τ ε  f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί -  

ν ο υ σ α  έ π ί  τ ο Ο  Δ ,

Β. ΣΤΑΙΚΟΥ: ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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δ) ά ν f ( x ) £ 0 ,  γ ι ά  κάθε χβΔ, τ ό τ ε  ή f  ε ϋ να ι φ θίνουσα έπ£ 

τοΟ Δ.

Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Απ’τά θεώρημα τής μέσης τ ιμ ή ς ,  προκύπτει δ τ ι  γ ιά  

κάθε το° Δ χ1 < χ 2* Υπάρχει ξ β ί χ ^ χ ^ ζ Ι Δ ,  τέτο ιο  ώστε

f ( x 1) - f ( x 2 > = (x1~x2 ) f  *(ξ).

" Ε τ σ ι ,  α ν  f ' ( χ )  > 0 γ ι ά  κ ά θε  χ β Δ ,  τ ά τ ε  κ α ι  f ' ( ζ ) > 0 ,  δηλαδή  

( X l ~ x 2 ) f ’ ( ξ )  < 0 .  "Αρα f ( X l ) < f ( x 2 ) ,  πού  α π ο δ ε ί χ ν ε ι  τ ή ν  α ) .  Παρόμοια  

π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  κ α ί  ο ΐ  β ) ,  γ )  κ α ι  δ ) .  A Ι-
Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 . 1 . 1
'Η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) ,  χ € 1 - { π + ΐ }  πού  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ά π ’ τ ό ν  τύπο

f  ( χ )  = <

, λ » /2 (χ+π)+1
<Χ+,) Λ (χ+ .)-1
s m  χ  , 

χ-π

»α ν

αν

, α ν  χ ^ - π  

- π  < χ  <_τι 

χ  > π ,  χ  f  π+1
χ - π - 1  9

ε ΐ ν ά υ  σ υ ν ε χ ή ς  χ α C ε χ ε υ  γρά φ η μα  ποΰ π α ρ υ σ τ ά ν ε τ α υ  αχό  παρακάτω  ΣΧ. 1

ΣΧΗΜΑ 1 jfc/-·, ,
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ΠαρατηροΟμε ο τ υ ;
/ 2 .ί )  γ υ ά  κάθε  χ 6 ( - » , - π - 1 +— j 9 έ χ ο μ ε

f  1 ( χ )  = 1
( / 2 ( χ + π ) - 1 )

> 0

<2
κ α ί  άρα  ή f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  έ π ί  τ ο υ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  ( - ° ° 9- π - 1 + — ] .

/2 ic w ^
ii) γιά κάθε χβ[-π-1+—  9 -— ), έχομε

1 -

f ! ( x )  =
( ι ^ 2 ( χ + π ) - 1 )

Ηα ν χ 6 [ - π - 1 + - ~  9 - π ]

c o s  χ  9 α ν  χ β ( - π 9 - —)

άρα  κ α ί f 1 ( χ )  < 0

/2y ^ It
όπο 'τε ή f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α  έ π ί  τοΟ δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ - π - 1 + —  9 - —) 

κ α ί  άρα κ α ί  ε π ί  τ ο υ  κ λ ε ι σ τ ο Ό  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ - π - 1 + —  9“ ·τ-] άφοΟ ε ί ν α ι  σ υ ν -

εχης
i i i )  γ ι ά  κ ά θ ε  χ € ( - · ~  , —) 9 έ χ ο μ ε

f  Γ( χ )  = c o s  χ  > 0

π π
ό π ο τ ε  ή f  ε ί ν α ι ,  γ ν η σ ί ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  έ π ί  τοΟ δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  ( - — 9—) κ α ί  α ρ α

κ α ί  έ π ί  τοΟ κ λ ε ι σ τ ο ί )  δ υ α σ τ η μ α τ ο ς  Ε "  9·~] άφο\3 ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς

i v )  γ υ ά  κ ά θ ε  χ β ( — , +«>) -  ί π + 1 }  9 ε χ ο μ ε

c o s  χ  ,

f 1 ( χ )  =

ά ν  χ β ( ~  s π ]

9 ά ν  χ 6 ( π 9+°°) -  { π + ΐ }

δ π ο τ ε  f  ' ( χ )  < 0

( χ - π - 1 )

κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς  ή f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α  χ ω ρ υ σ τ ά  έ π ί  τω ν  δ υ α σ τ η μ ά τ ω ν  

t |  , ϊ + 1 )  κ α ί  ( π + 1 9+°°).  A

"Ενα άμεσο  έ π α κ ά λ ο υ θ ο  τοΟ θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  4 . 1 . 1  ε ί ν α ι  κ α ί  τ ά  έξ? ίς  π ά -

ρ υσμα :

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.1.1 "Αν ή π α ρ ά γ ω γ ο ς  f 1 μ ι& ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  ε ί ν α ι  
σ υ ν ε χ ή ς  κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  ί ' ( ξ ) ^ 0  γ ι ά  κ ά π ο ιο  ξ € < Χ ( ί ) ,  τ ό τ ε  ύ π -  
ά ρ χ ε ι  δ > 0 ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  δ  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  g τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  
έ π ί  τοΟ · 8 ( ί ) η ( ξ - δ  9 ξ + δ ) ,  ή τ ο ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η
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g = f  | J S ( f  ) Π ( ζ - δ  . ξ + δ )  

ν ά  ε ί ν α ι  ά μ φ ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η .

'  Α π ό δ ε  ι  ξ η . ’Απ’τή σ υ ν έ χ ε ι α  τής f* κβ ι  τή'* πρόταση 1 .1 3 .1  apoxu- 

π τ ε ι  δ τ ι  υπ ά ρ χε ι  δ > 0 ,  τ έ τ ο ι ο  ώστε f ' ( x ) / 0 ,  γ ι ά  χαθε χ6 «8(f ) Γ)(ξ~δ,  

ξ+ δ ) .  "Αρα ή f  | ^ ( f )  Π ( ζ - δ  , ξ + δ ) ,  δηλαδή ή

g  = f  | ^ ( f )  f i U - δ  , ξ + δ )

ε ί ν α ι ,  γ ν η σ ι ω ς  μ ο ν ό τ ο ν η  χ α ι  αρα  ε ί ν α ι  ά μ φ ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ η .
ι “ 1 ,
"Ας σ η μ ε ι ω θ ή  ο τ ι ,  έ τ σ ι  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ή g  , ή άπονα  ε ί ν α ι  ε π ί σ η ς  παραγω- 

γ ί σ ι μ η  με  παράγωγο   ̂ σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ί ( ξ ) ·  Α Ί

4 . 2  ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

"Εστω f  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  σ έ  μ ι ά  π ε ρ ι ο χ ή  έ ν ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί )  

ά ρ ι θ μ ο ΰ  α .

ΟΡΙΣΜΟΣ 4 .2 .1 .  Θά λ έ μ ε  δ τ ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  έ χ ε ι
i )  έ ν α  " γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο "  σ τ ό  α ,  ά ν  ύ πά ρ χη  δ > 0 ,  

τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε

f ( a + h ) < f ( a ) ,  γ ι ά  κ ά θ ε  h μ έ 0< | h j <δ

i i )  έ ν α  " τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο "  σ τ ό  α ,  ά ν  ύπάρχη  δ > 0 ,  τ έ τ ο ι ο
ώ σ τε

f  ( a + h )  (α ) ,  γ ι ά  κ ά θ ε  h μ έ |h | <δ.
i i i )  έ ν α  " γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ ό  έ λ ά χ ι σ τ ο "  σ τ ό  α ,  ά ν  ή - f  έχη  

έ ν α  γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο  σ τ ό  α .
i v )  έ ν α  " τ ο π ι κ ό  έ λ ά χ ι σ τ ο "  σ τ ό  α ,  ά ν  ή - f  έχη  έ ν α  τ ο π ι ­

κ ό  μ έ γ ι σ τ ο  σ τ ό  α .

Στό  ΣΧ. 2 φ α ί ν ε τ α ι  ή μορφή τοΟ γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f

y

a
τ ο π ι κ ό  έ λ ά χ ι σ τ ο

ΣΧΗΜΑ 2
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σ έ  μ ι ά  π ε ρ ί ο χ ή  ενό ς  σ η μ ε ί ο υ  α β Λ ί ί ) ,  δ π ο υ  α ύ τ ή  έ χ ε ι  " γ ν ή σ ι α  τ ο π ι ­

κ ά  ά κ ρ ό τ α τ α ” δ η λ α δ ή  γ ν ή σ ι ο  τ ο π ι κ έ  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  ε λ ά χ ι σ τ ο .

' Ε κ ε ί ν ο  που  μ α ς  α π α σ χ ο λ ε ί  ε ί ν α ι  ν α  β ρ ο ύ μ ε  σ υ ν θ ή κ ε ς  γ ι α  τ η ν  ύ π α ρ ­

ξη των " τ ο π ι κ ώ ν  α κ ρ ο τ ή τ ω ν "  ( δ η λ α δ ή ,  τ ο π ι κ ώ ν  μ ε γ ί σ τ ω ν  κ α ί  ε λ ά χ ι σ τ ω ν )  

μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  σ υ ν θ ή κ ε ς  γ ι α  τ ή  δ ι ά κ ρ ι σ η  τ ο υ ς  σ ε  τ ο π ι κ ά  μ έ γ ι σ τ α  κ α ί  

έ λ ά χ ι σ τ α ,  καθώς κ α ί  ι δ ι ό τ η τ ε ς  π ού  υ π ο β ο η θ ο ύ ν  σ τ ή ν  ε ύ ρ ε σ η  τ ο υ ς .

Ξ α ν α γ ρ ά φ ο ν τ α ς  τη  σ υ ν θ ή κ η  τ ο υ  τ ο π ι κ ο ύ  μ ε γ ί σ τ ο υ  μ ι δ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  

ο έ  έ ν α  σ η μ ε ί ο  a 8 J K ( f ) ,  π ρ έ π ε ι  ν ά  ι σ χ ν ή

f ( x ) ^ f ( a ) ,  γ ι ά  κ ά θ ε  χ θ  «X ( f  ) Π  ( α - δ  , α + δ ) ,

δ που  δ ε ί ν α ι  κ α τ ά λ λ η λ ο ς  π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς  ά ρ ι θ μ έ ς .  " Ε τ σ ι ,  α ν  σ τ έ  σ η μ ε ί ο  α ή 

σ υ ν ά ρ τη σ η  f  π α ρ ο υ σ ι ά ζ η  τ ο π ι κ έ  μ έ γ ι σ τ ο ,  τ έ τ ε  α ύ τ ή  π α ί ρ ν ε ι  τ ι μ ή ,  μ ε γ α λ ύ ­

τ ε ρ η  ή ίσ η  ά π έ  δ λ ε ς  τ ί ς  ά λ λ ε ς  τ ι μ έ ς  πού π α ί ρ ν ε ι  σ τ ά  γ ε ι τ ο ν ι κ ά  σ η μ ε ί α  

τ ο ύ  α .  ' Ε π ί σ η ς ,  άν  σ τ έ  α ή f  π α ρ ο υ σ ι ά ζ η  τ ο π ι κ έ  έ λ ά χ ι σ τ ο ,  τ ό τ ε  π α ί ρ ν ε ι  

τ ι μ ή  μ ι κ ρ έ τ ε ρ η  ή ίσ η  σ υ γ κ ρ ι τ ι κ ά  μ έ  δ λ ε ς  τ ί ς  ά λ λ ε ς  τ ι μ έ ς  π ού  π α ί ρ ν ε ι  

στά  γ ε ι τ ο ν ι κ ά  σ η μ ε ί α  τ ο υ  α .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  έ φ α ρ μ έ ς ο ν τ α ς  τ έ  θ εώ ρ η μ α  3 . 9 . 1  

τ ο ύ  F e r m a t  γ ι ά  τ ο ν  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ έ  τ ή ς  f  σ έ  μ ι α  κ α τ ά λ λ η λ η  π ε ρ ι ο χ ή  έ ν έ ς  σ η ­

μ ε ί ο υ  α ,  δ π ο υ  η f  π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι  τ ο π ι κ έ  ά κ ρ έ τ α τ ο  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  πάρωμε τ έ  

παρακάτω θ εώ ρ η μ α :

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 .2 .1 .  'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  π α ρ α -  
γ ω γ ί σ ι μ η  σ έ  μ ι ά  π ε ρ ι ο χ ή  έ ν ό ς  σ η μ ε ί ο υ  α β λ ( ί ) .  "Αν α ύ τ ή  έ χ η  
τ ο π ι κ ό  ά κ ρ ό τ α τ ο  ( μ έ γ ι σ τ ο  ή έ λ ά χ ι σ τ ο )  σ τ ό  α ,  τ ό τ ε  π ρ έ π ε ι  
f ' ( α)  =0.

' Ε π ί σ η ς  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  τ έ  πρ όσ η μο  τ η ς  π α ρ α γ ω γ ό ν  χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε ι  τ έ  ε ί ­

δ ο ς  τ ο ύ  ά κ ρ ο τ ά τ ο υ  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς .  Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α  ά π ’τ έ  Θεώρημα 4 . 1 . 1  

π ρ ο κ ύ π τ ε ι  δ τ ι :

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2 .2* ‘ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  
σ ' έ ν α  σ η μ ε ίο  α κ α ι  ύ π ά ρ χ ε ι  δ > 0  ώ σ τε  ή f  ν ά  ε ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ίσ ι  
μη έ π ί  τ ο ϋ  σ υ ν ό λ ο υ  ( α - δ , α ) υ  (α ,α - ι -δ ) .

i )  "Αν f f ( χ )  < ο γ ι ά  κ ά θ ε  χ 6 ( α - δ , α )  κ α ί  f f ( x ) > 0  γ ι ά  κ ά θ ε  
χ 6 ( α , α + δ ) ,  τ ό τ ε  ή f  σ τ ό  α π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι  ( γ ν ή σ ιο )  τ ο π ι κ ό  έ λ ά χ ι ­
σ τ ο ,



i i )  "Αν f  ’ (x) > Ο γ ι ά  κ ά θ ε  χ θ ( α - δ , α )  κ α ί ί » ( χ ) < ο  γ ι ά  κ ά θε  

χ 6 ( α , α + δ ) ,  τ ό τ ε  ή f  σ τ ό  α π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι  ( γ ν ή α ιο )  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο .

Π αρατήρηση  4 . 2 . 1 .
"Αν αχό  Θεώρημα Η . 2 . 2  ύ π ά ρ χ η  η π α ρ α γ ω γ ό ς  f 1 Γη ς f  Μαι; στ($ α# x<j Te πρ έ π ε  

f f ( a )  = 0 ,  δ η λ α δ ή  ή έ φ α π τ ο μ έ ν η  ε ύ θ ε ι α  γ ρ α μ μ ή  σ τ ο  σ η μ ε ί ο  ( a , f ( a ) )  τ η ς  κ α μ-  

πι5λης ε ί ν α ι  πα ρ ά λ λ η λ η  πρ ος  τ ύ ν  χ - α ξ ο ν α  ( β λ .  ΣΧ. 2 ) .  "Αν ι σ χ ύ ο υ ν  ο ί  ύ π ο -  

θ έ σ ε ι ς  τοΟ Θ εω ρ ή μα τος  Η . 2 . 2  κ α ι  α κόμη  ο ί  π λ ε υ ρ ι κ έ ς  π α ρ α γ ω γ ο ί  τ η ς  f  στο  

α δ ε ν  ε ί ν α ι  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  τ ά τ ε  η f  σ το  α π α ρ ο υ σ ι ά ς ε ι " α ί χ μ ή " ( β λ . ΣΧ. 6 

τ ο υ  Κεφ.  3 ) .

Σ τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  πού  υ π ά ρ χ ε ι  n f "  σ τ ά  α τ ώ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  ι σ χ ύ ε ι  

τ ό  πα ρ α κ ά τω  θ ε ώ ρ η μ α :

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 .2 .3 .  "Αν ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  έχη  π ε δ ί ο  δρ ισ μ ο Ο  έ ν α  
ά ν ο ι κ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  Δ , ή f ,f ύ πά ρ χη  κ α ι  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  Δ κ α ί  
γ ι ά  κ ά π ο ιο  σ η μ ε ίο  αβΔ ίσ χ ύ η  f ' ( a ) = 0 ,  f 1T( a ) j * 0  τ ό τ ε

i )  ά ν  ί " ( α ) > 0 , ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  έ χ ε ι  ( γ ν ή σ ιο )  τ ο π ι κ ό  έ λ ά -  
χ ι σ τ ο  σ τ ό  α ,

i i )  ά ν  ί " ( α ) < 0 , ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  έ χ ε ι  ( γ ν ή σ ιο )  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι ­
σ τ ο  σ τ ό  α ·

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ”Αν f ,f( a ) > 0 *  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  δ > 0  ώστε  f " ( y ) > 0  γ ι ά  

κ ά θ ε  y 6 ( a - 6  , α + δ ) .  " Ε τ σ ι  f f ε ί ν α ι  α ύ ξ ο υ σ α  έ π έ  τ ο ϋ  ( α - δ  , α + δ )  κ α ί  έ π ε ι -  

δή  f ? ( α )  = 0  ε π ε τ α ι  δ τ ι  f ' ( y )  < 0 γ ι ά  y G ( a - 6 , a )  κ α ί  f 1 ( y )  > 0 γ ι ά  y G ( a ,  

α + δ ) .  Τώρα5 έ φ α ρ μ ο ζ ο ν τ α ς  τ ύ  Θεώρημα 4 . 2 . 2  έ χ ο μ ε  τ ο  συμπέρασμα  ι ) . ’Ανά- 

λ ο γ α  έ ρ γ α ζ ο μ α σ τ ε  κ α ί  γ ι ά  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  i i ) ·  Α

Το παραπάνω θεώρημα μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ η  κ α ί  μ έ  βάση τ ο ν  τ ύ π ο  τ ο ϋ  

T a y l o r .  "Ομως ή μ έ θ ο δ ο ς  α ύ τ ή  μ π ο ρ ε ί  νά  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η θ ώ  ώ σ τε  ν ά  έ ξ α χ θ ή  

έ ν α  γ ε ν ι κ ώ τ ε ρ ο  συμπέρασμα  πού έ χ ε ι  ώς έ ξ η ς :

ΘΕΩΡΗΜΑ <+.2.4. "Αν ή σ υ ν ά ρ τη σ η  f  έ χ η  π ε δ ί ο  δρ ισ μ ο Ο  έ ν α  
ά ν ο ι κ τ ό  δ ιά σ τ η μ α  δ , ή δτιου ν ά ρ τ ι ο ς ,  ύ πά ρ χη  κ α ί  ε ί ν α ι
σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  Δ κ α ί  γ ι ά  κ ά π ο ιο  σ η μ ε ίο  α6Δ ίσ χ ύ η
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f ' ( a )  = f " ( a )  = . . . = f (V 1 ) ( α ) = 0 ,  f VV, ( a ) ^ 0}(v)

τό τε
i)  άν f  υ )(α) > Ο, ή συνάρτηση f  έ χ ε ι  (γνή σ ιο ) το π ικ ό  έ -  

λ ά χ ισ το  στό a ,
i i )  άν f (v )(a) < 0, ή συνάρτηση f  έ χ ε ι  (γν ή σ ιο ) το π ικ ό  μ έ -  

γ ισ τ ο  στό  α.

Ά π ό δ ε ι ξ η .  Μέ τ ο ν  τύ π ο  τον) T a v l o r

f(x) = f (α) + ^ γ - f '(α)+...+ — ^(α) + -  ί ίν\ξ)

δπου ξ εζναυ μεταξύ τών x καο α, παόρνομε

( 4 . 2 . 1 ) f ( x )  - f ( a )  = — γ }-  ί ( ν ) ( ξ ) .V ι

’ Ε π εε δ η  f ^ V\ a ) ^ 0 5 α ς  ε ϊ ν α υ  f ^ V\ a ) > 0 ’ ά π ό  τ ό  σ υ ν έ χ ε υ α  τ η ς  

καε τ η ν  Πρόταση 1 . 1 3 . 1  ύ π ά ρ χ ε υ  δ > 0 ,  τ έ τ ο υ ο  ώ σ τ ε  f ^ v \ y ) > 0  γ ε ά  κ ά θ ε  

y 6 ( a - 6  9 α + δ ) .  *'Ετσε αν  σ τ ο ν  τ ύ π ο  το' χ  ε Σ ν α υ  τ ε ' τ ο ε ο  ώ σ τ ε  χ € ( α - δ  , α + δ ) ,  

τ ό τ ε  έ χ ο μ ΐ  καό ξ θ ( α - δ  , α + δ ) ,  ό π ό τ ε  ί ^ ν \ ξ )  > 0  κ α ε  έ π ε ε δ η  ν  ά ρ τ ε ο ς

άπό  τ η ν  ( 4 . 2 . 1 )  f  ( χ ) > f  (ot) γ ε ά  κ ά θ ε  χ 6 ( α - δ  , α + δ ) - { α }  

πού ά π ο δ ε ε χ ν ε ε  τ η ν  i ) .

Ή  i i )  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ε χ τ ? ί  π α ρ ό μ ο ε α ,  η κ α ε  ακόμη  ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ η ν  

i )  γ ε ά  τ η ν  - f .  A

/ Α ς  έφαρμόσωμε τ ά  παραπάνω γ ε ά  ν ά  β ρ ο ύ μ ε  τ ά  τ ο π ε κ ά  ά κ ρ ό τ α τ α  τϊ^ς 

σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  τ ο υ  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  4 . 1 . 1 .
/2 (χ+ π )+ 1. . . .  „ .....................^2ΐχ+π;+ι

Π ραγματεκ α  γ ε α  χ < . - π ,  ε χ ο μ ε  f ( x )  = ( χ + π )  / 2 ( χ +π~Ρ Τ

/ χ _ 2 ( χ + π ) 2 -  2 / 2 ( χ + π )  -  1Γ \Χ) -------------- ό "

Ε τ σ ε

) π ό τ ε  ή σ χ έσ η

( / 2 ( χ + π )  -  1 )

f 1 ( χ )  = 0 5 χ  < - π
/λ .

Ι κ α υ ο π ο ε ε ε τ α ε  δ ε ά  χ = - π - 1 + - ^ -  καε  έ π ο μ έ ν ω ς  τ ό  £ ( - π - 1 + — ) ε ε ν α ε  τ ο π ε κ ο  

ί κ ρ ό τ α τ ο .  ’Επεσ ης
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f " ( x )  =

/2.

4/?
( / ? < χ + π  ) -  1 )

χ <

« a t  ε π ο μ έ ν ω ς  ί " ( - π - 1 + ~ )  = - 2  < 0 .  "Αρα ή f  σ τ ό  σ η μ εεο  έχε ι ,  τ ο -

π ε χ ό  μ έ γ ε σ τ ο  « a t  ε ί ν α ε  i d  f  ( - π - ι + ^ )  = _ 2 .

Γεά  χ β ( - π , π ) ,  έ χ ο μ ε  f ( x )  = s i n x .  "Ετσ ε

f ' ( χ )  = c o s  χ ,  χ 6 ( - π , π )

ο π ό τ ε  ή f ' ( x )  = 0  ε χ ε ε  ρ ε ζ ε ς  χ  = -■£■ «αε  χ  «αε  έ π ο μ έ ν ω ς  τά  σ η -
U TC X λ a £.

y s t a  f ( _ —) 5 ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ά  ά κ ρ ό τ α τ α  τ η ς  f ,  Β ρ ί σ κ ο ν τ α ς  τ ή ν  f ,!,  ε χ ο μ ε

= - s i n ( -  —) = s i n  ■ ~ = 1 > 0 κ α ι  άρα  f ( - ~ )  = s i n ( - ~ )  = - 1  ε ί ν α ι  τ ο π ι ­

κό ε λ ά χ ι σ τ ο  τ ή ς  f ,  ενώ  f » ( | · )  = - s i n ( | )  : - ΐ < 0  κ α ι  άρα  f ( | )  = s i n ( | )  = 1 

ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ό  μ έ γ ι σ τ ο  τ ή ς  f .

Τ έ λ ο ς  γ ι ά  χ6 (π ,+ « > )  -  { π + ΐ } ,  έ χ ο μ ε  f ( x )  = — Γ-*-. . ’Έ τ σ ι
χ — ΐϊ"1

------------- 7y , δη λα δή  f ' ( x ) < 0  γ ι ά  κ ά θ ε  χ β ( π ,+ ° ° )  -  { π + l } .
(χ -π -1 )

Ε π ο μ έ ν ω ς  ή f ’ ( x )  = 0  δ έ ν  έ χ ε ι  π ρ α γ μ α τ ι κ ή  ρ ί ζ α  κ α ί  αρα n f  δ ε ν  έ χ ε ι  

τ ο π ι κ ά  ά κ ρ ό τ α τ α  σ τ ο  σ ύ ν ο λ ο  το Ο τ ο .

" Ε τ σ ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  τ ο ϋ  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  4 . 1 .  έ χ ε ι  τ ά  σ η μ ε ί α  

ί ( - π - 1 + ^ )  = -  2 κ α ι  f O j )  = 1  τ ο π υ κ ά  μ έ γ υ σ τ α  κ α ί  τ ο  f ( - - · )  = - 1

τ ο π ι κ ό  έ λ ά χ ι σ τ ο .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 . 2 . 2
Μεταξύ δλων  των ο ρ θ ο γ ω ν ί ω ν  πα ρ α λλ η λ ο γ ρ ά μ μ ω ν  μ έ  σ τ α θ ε ρ ή  π ε ρ ί μ ε τ ρ ο  

νά  β ρ ε θ ή  έ κ ε ι ν ο  ποΰ έ χ ε ι  μ έ γ ι σ τ ο  έ μ β α δ ό .

"Αν α ε ί ν α ι  ή ή μ ι π ε ρ ι μ ε τ ρ ο ς  ε ν ό ς  π α ρ α λ λ η λ ο γ ρ ά μ μ ο υ ,  κ α ι  α ν  s  ε ί ­

ν α ι  η μ ι ά  π λ ε υ ρ ά  τ ό τ ε  a - s  θά  ε ί ν α ι  ή ά λ λ η .  " Ε τ σ ι  τ ό  έμ β α δό  τ ο υ  ε ί ν α ι  

E = s ( a - s )  ποΰ θ ε ω ρ ε ί τ α ι  ώς μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ο ϋ  s ,  ή τ ο ι

Ε = E ( s )  = s ( a - s ) ,  s 6 ( 0 , a ) .

Β ρ ί σ κ ο ν τ α ς  τ ή ν  πρώτη παράγωγο  E * ( s ) τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  Ε ως πρός
)/

s » ε χ ο μ ε
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E '  ( s )  = α - 2  s

ο π ό τ ε  E ' ( s ) - 0  μ όνο  δ ι ά  s  = | | ·  . ’Εξ ά λ λ ο υ  E " ( S ) = - 2 < 0  κ α ι  έ π ο μ έ -  

ν ω ς  τ ό  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  π λ ε υ ρ ά ς  ^  ε ί ν α ι  τ ό  ζ η τ ο ύ μ ε ν ο  ο ρ θ ο γ ώ ν ι ο  μ έ  τ ό  μ έ γ ι σ τ ο  

έ μ β α δ ό .  λ

4 . 3  ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΙ ΚΟΙΛΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Θεωρούμε μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ο ρ ι σ μ έ ν η  κ α ί  π α ρ α γ ω γ ό σ ιμ η  σ ε  έ ν α  δ ι ά σ τ η ­

μα ( α , β )  κ α ί  έστω  x Q e ( a , 3 ) .

ΟΡΙΣΜΟΣ 4 .3.1 . Λέμε ό τ ι  ή συνάρτηση f  ε ί ν α ι  

α) "κυρτή  σ τό  χ 0 " άν γ ιά  κάθε χ 6 ( α , β )  ίσ χύ η

f  ( x )  —f  ( Xq ) — f  * ( Xq ) ( x —x q ) >,0.

(3) "κ ο ίλ η  σ τό  χ 0 " ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  χ € ( α , β )  ίσ χύ η

Υ)

ίσχύη

δ)
ίσχύη

f ( x ) - f ( x 0) - f ’ (x0) (x -x 0) ^ 0 ,

"Υ νησ ίω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ό  χ 0 " ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  χ 6 ( α , β )  μ έ  x^xQ
4

f ( x ) - f ( x Q) - f ' ( X q H x-X q ) > 0 ,

" γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η  σ τ ό  xQ" ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  χ β ( α , 3 )  μ έ  χ^χ .

f(x)-f(x ) - f f (XqKx-Xq) <0

’Ε ξ η γ ώ ν τ α ς  γ ε ω μ ε τ ρ υ κ ά  τ ό ν  ό ρ υσ μ ό  α υ τ ό  μ π ο ρ ο ϋ μ ε  ν α  ποΟμε ό τ υ  αν  

δοθη  μυεί σ υ ν ά ρ τη σ η  f  π α ρ α γ ω γ ίσ υ μ η  σ τ ό  ( α , β )  τ ό τ ε  γ ρ ά φ ο ν τ α ς  τ η ν  ε ύ θ ε ί α  

γρ α μμ ό  ποό έ φ ά π τ ε τ α υ  τ η ς  χ α μ π ό λ η ς  σ τ ό  σ η μ ε ί ο  ( χ ^ 9ί ( χ ^ ) ) 5 ή κ αμπύλη  3 ρ ί -  

σ κ ε τ α υ  πάνω ά π ’α ύ τ ό  α ν  ή f  ε ί ν α υ  γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ό  χ ^  κ α ί  κάτω α ν  ε ό -  

v a t  γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η  σ τ ό  χ ^ .  Γ υ ’α ύ τ ό  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  α ν τ ί  γ υ ά  τ ο ό ς  ό ρ ο υ ς  

" κ υ ρ τ ό "  κ α ί  " κ ο ί λ η "  χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ο ΰ ν τ α υ  ά ν τ ί σ τ ο υ χ α  ο ί  όρ ου  " ύ π ε ρ γ ρ α μ μ υ κ η "  

κ α ί  " ύ π ο γ ρ α μ μ υ κ ό " .



ΟΡΙΣΜΟΣ 4 . 3 . 2 .  Μιά σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) ,  χ β ( α , β )  λ έ γ ε τ α ι  " κ υ ρ τ ό " ,  

" κ ο ί λ η " ,  " γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ό Μ> " γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η "  α ν ,  Α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  ε ί ν α ι  τ έ ­

τ ο ι α  σε  κ ά θε  σ η μ ε ί ο  τοΟ π ε δ ί ο υ  ο ρ ι σ μ ο ύ  τ η ς .

' Α π ’ τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό  4 . 3 . 1  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ο τ ι

f  ε ί ν α ι  κ υ ρ τ ό  σ τ ό  χ ^  <=> - f  ε ί ν α ι  κ ο ί λ η  σ τ ό  χ^

f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ό  x Q <=> - f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η  σ τ ό  x Q.

'Ο π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο ς  ο ρ ι σ μ ό ς  4 . 3 . 1  δ ί ν ε τ α ι  μ ε  τ η  β ο ή θ ε ι α  τ ή ς  παραγω­

γ ο ύ  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς .  Π ο λλ ές  φ ο ρ έ ς  όμως μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  ά π ο φ α ν θ ο ΰ μ ε  α ν  μ ι ά  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  ε ί ν α ι  κ υ ρ τ ό  η κ ο ί λ η  χ ω ρ ί ς  ν ά  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι η σ ω μ ε  τ η ν  παράγωγό 

τ η ς .  ΤοΟτο φ α ί ν ε τ α ι  σ τ ό  α κ ό λ ο υ θ ο  θ εώ ρ η μα :

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 . 3 . 1 .  " Ε σ τ ω  f  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ο ρ ι σ μ έ ν η  κ α ί  π α ρ α -  

γ ω γ ί σ ι μ η  σ ' έ ν α  δ ι ά σ τ η μ α  ( α , β ) .  Τ ό τ ε  ή  f  ε ί ν α ι

( i )  κ υ ρ τ ή ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  x l S x 2 σ τ ^  

( α , β )  κ α ί  λ 6  ( 0 , 1 )  ί σ χ ύ η

( 4 . 3 . 1 )  ΐ ( λ χ 1 + ( 1 - λ ) χ 2 ) <=λ ΐ ( χ 1 ) + ( ΐ - λ ) ί ( χ 2 ) .

( i i )  κ ο ί λ η ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  χ 1 >χ2 ° τ ό  

( α , β )  κ α ί  λ θ ( ο , ΐ )  ί σ χ ύ η

ί ί λ χ ^ Ι - λ ί χ ^  > . λ ί ( χ ^ ) + ( 1 - λ ) ί ( χ 2 ) .

( i i i )  γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ή ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  

χ1,χ 2 σ τ°  μέ χ ι ^ χ2 ^σχύη
( 4 . 3 . 2 )  ί ( λ Χ ι + ( 1 - λ ) χ 2 ) < λ ί ( χ 1 ) + ( 1 - λ ) ί ( χ 2 ) .

( i v )  γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  γ ι ά  κ ά θ ε  

x l S x 2 σ τ ό  ( α , β )  μ έ  χ χ t  χ 2 ί σ χ ύ η

ί ( λ χ 1+ ( 1 - λ ) χ 2 ) > l f ( x 1 ) + ( i - A ) f ( x 2 ) .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Θ’ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  μο'νο τ ι ς  ( i ) ,  ( i i i )  δ ι ό τ ι  ο ΐ  ( i i ) , ( i v )

α π ο δ ε ί χ ν ο ν τ α ι  α ν ά λ ο γ α .
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’Απόδειξη τ η £  ( ί )  . 'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  ι σ χ ύ ε ι  ή ( 4 . 3 . 1 )  κ α ι  θ ε ω -  

ροΟμε δυο σ η μ ε ί α  χ  κ α ί  x Q στο’ ( α , β )  κ α ι  λ 6 ( 0 , 1 ) .  Θ έ τ ο μ ε

( 4 . 3 . 3 )  χ  = λ χ 0 + ( 1 - λ ) χ  

ο π ό τ ε  ά π ’τ η ν  ( 4 . 3 . 1 )  ε χ ο μ ε

( 4 . 3 . 4 )  f ( x ) - f ( x Q) = f ( l x Q+ ( l - X ) x ) - f ( x Q) < . ( 1 - X ) ( f ( x ) - f ( x Q) ) .

Ά π ’τ ή ν  π α ρ α γ ω γ ι σ ι μ ό τ η τ α  τ η ς  f  σ τ ό  x Q ,  ε χ ο μ ε

( 4 . 3 . 5 )  f ( x ) - f ( x Q) = f ’ ( χ 0 ) ( χ - χ 0 ) + ( χ - χ 0 ) ψ ( χ - χ 0 )

δ που  ψ ε ί ν α ι  σ υ ν ά ρ τ η σ η  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  0 μ έ  l i m  φ = 0 .  Τ ό τ ε  ά π ’ ττίν ( 4 . 3 . 3 )
0

ή ( 4 . 3 . 5 )  δ ί ν ε ι  ^

f ( x ) - f ( x Q) = ( l - X ) f ' ( χ 0 ) ( χ - χ 0 ) + ( 1 - λ ) ( χ - χ 0 ) ψ ( ( 1 - λ ) ( χ - χ 0 ) )  

ο π ό τ ε ,  ά π ’ τ η ν  ( 4 . 3 . 4 ) ,  β ρ ί σ κ ο μ ε

( 4 . 3 . 6 )  f ( x ) - f ( x Q) - f ' ( x 0 ) ( x - x Q) > . ( χ - χ ^ ) ψ ( ( 1 - λ ) ( χ - χ ^ ) ) .

Στην  ( 4 . 3 . 6 )  τ ό  πρώτο μ έ λ ο ς  δ έ ν  έ ξ α ρ τ α τ α ι  ά π ’ τ ό  λ .  “Αρα άφοϋ  

l i m  ( 1 —λ ) = 0 κ α ί  l i m  ψ = 0 ,  ε χ ο μ ε

( 4 . 3 . 7 )  f ( x ) - f ( x 0 ) - f ’ ( x 0 ) ( x - x 0 ) > 0

κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς  η f  ε ί ν α ι  κ υ ρ τ ή .

’Α ν τ ί σ τ ρ ο φ α .  Θεωρούμε ό π ο ι α δ η π ο τ ε  σ η μ ε ί α  χ ^ ,  χ ^  τ ο ϋ  ( α , β ) .  "Αν 

χ 1 ?£χ2 τ ° τ ε  "Ροφανω ς  ή ( 4 . 3 . 1 )  ί σ χ ό ε ι  γ ι ά  κ ά θ ε  λ 6 ( 0 , 1 ) .  "Εστω δ τ ι

χ 1 < χ 2* Τ ^τε γι,{* Μ<*θε *ο6 ( Χ 1’ Χ2) ^σχ^ ε1.

κ α ί

ο π ό τ ε

κ α ί

f ( x 1 ) - f ( x Q) >=f , ( x ()) ( x 1- x 0 ) 

f ( x 2 ) - f ( x Q) >i f , ( x 0 ) ( x 2 - x 0 ) 

f ( x n ) - f ( x 1 )
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'Ε π ο μ έ ν ω ς

f ’ ( x 0 ><
f ( x 2 ) - f ( x Q)

V x0

f (x 2)- f (x 0) f(x Q)-f (x 1)

V ^ o  “  ν ζ
xl" x0άπ’δπου γιά A =—-—  παίρνομε x =λχ1+(1-λ)χ0 καί ακόμηu J. 4.

f(Ax1+(l-X)x2> <jAf(x1)+(l-X )f(x2),

δηλαδό την (4 .3 .1 ).

’ Α π ό δ ε ι ξ η  τ ί ί ς  ( i i i )  .  'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι  f| f  ι κ α ν ο π ο ι ε ί  τ η ν  ( 4 . 3 . 2 ) .  

Τ ό τ ε  έ χ ο ν τ α ς  ύ π ’ δψη τ η ν  ( i )  ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ έ  νοί ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  δ τ ι  η ι σ ό τ η τ α  

σ τ η ν  ( 4 . 3 . 7 )  ι σ χ ύ ε ι  μ όνο  δ τ α ν  χ  = χ ^ .  Πρός τ ο ΰ τ ο  ύ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  

γ 6 ( α , β )  μ έ  y  f  χ ^  κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώστε

f ( y ) - f ( x Q) = f , ( x 0 ) ( y ^ x D.) .

Τ ό τ ε  δμως γ ι ά  κ ά θ ε  χ  μ ε τ α ξ ό  των χ ^  κ α ί  y  ε χ ο μ ε

χ  = AxQ+ ( l - A ) y , γ ι ά  κ ά π ο ι ο  λ 6 ( 0 , 1 )

κ α ί  ε π ο μ έ ν ω ς  έ χ ο ν τ α ς  ύ π ’ δψη τ ί ς  ( 4 . 3 . 2 )  κ α ί  ( 4 . 3 . 7 )  π α ί ρ ν ο μ ε

f ' ( χ 0 ) ( χ - χ 0 ) ^ f i x j - f i x g )  = f ( A x 0+ ( l - A ) y ) - f ( x Q) <

< A f ( x 0 ) + ( l - A ) f ( y ) - f ( x 0 ) = ( l - A ) ( f ( y ) - f ( x 0 ) )  =

= ( l - A ) f ' ( x 0 ) ( y - x 0 ) = f ’ ( x0 ) ( ( l - A ) y - ( l - A ) x 0 ))  =

= f ' ( x 0 ) ( x - x 0 )

δηλαδτί

f ' ( x 0 ) ( x - x 0 ) < f ’ ( x 0 ) ( x - x 0 )

πρ ά γμ α  α τ ο π ο .  ”Αρα σ τ η ν  ( 4 . 3 . 7 )  ι σ χ ύ ε ι  η Α ν ι σ ό τ η τ α .

’Α ν τ ί σ τ ρ ο φ α .  Τό α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α κ ρ ι β ώ ς  δπως κ α ί  ε κ ε ί ν ο  τ ί ί ς  

( ΐ )  α ν τ ι κ α θ ι σ τ ώ ν τ α ς  τ ί ς  α ν ι σ ό τ η τ ε ς  "  κ α ί  μ έ  τ ί ς  " > "  κ α ί  "  < "

α ν τ ί σ τ ο ι χ α .  A
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f ( y ) - f ( x ) - f ' ( x ) ( y - x )  >0,

γυά κάθε y ^x, δηλαδή ή f  είναυ γνησίως κυρτή συνάρτηση. A

j
"Αν Δ ε ί ν α ι ,  έ ν α  δ υ ά σ τ η μ α ,  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τοΟ π ε δ ί ο υ  όρυσμοΟ μ υ δ ς  συ^ 

α ρ τ ή σ ε ω ς  f ,  θ ά  λ έ μ ε :  \

f  ε ί ν α ι ,  κ υ ρ τ ή  στο’ Δ <l==s> f  | Δ ε ί ν α ι ,  κ υ ρ τ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  j

f  ε ί ν α υ  κουλή  σ τ ά  Δ <■=*> f  | Δ ε ί ν α υ  κουλή  συνά ρ τη σ η

f  ε ί ν α υ  γ ν η σ υ ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ά  Δ <=ΐ> f  {Δ ε ί ν α υ  γ ν η σ υω ς  κ υ ρ τ ή  συνάρτηο

f  ε ί ν α υ  γ ν η σ υ ω ς  κουλή  σ τ ο  Δ <=*■ f [ Δ ε ί ν α υ  γ ν η σ υω ς  κουλή σ υ νά ρ τη ο

"Αν ό π ε ρ υ ο ρ υ σ μ ά ς  μ υ δ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  σ έ  έ ν α  δ υάστημα  Δ τ ο ΰ  π ε δ ί ο  

όρυσμοΟ τ η ς  ε ί ν α υ  κ υ ρ τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  θ ά  λ έ μ ε  δ τ υ  ή f  ε ί ν α υ  κ υ ρ τ ή  σ τ ά  Δ . 1 

ράμουα  σ υ μ φ ω ν ία  ΰ σ χ ύ ε υ  γ υ ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  κ ο ί λ η ,  γ ν η σ υ ω ς  κ υ ρ τ ή ,  γ ν η σ ί ω ς  κο

Παράδειγμα 4 . 3 . 1 .
Θεωρούμε τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τοΟ π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  4 . 1 . 1 .  Αύτή ε ί ν α υ  παραγι^ 

γυ'συμη στο' π ε δ υ ο  όρυσμοΟ τ η ς  κ α ί  μ ά λ υ σ τ α  ή δ ε ύ τ ε ρ η  πα ρ ά γω γος  ε ί ν α υ  σ4 

ε χ ή ς  σ τ ο  σ ύ ν ο λ ο  ]R -  { - π , π , π + l } .  Π ρ ά γ μ α τ υ ,  έ χ ο μ ε :  j

4/2
[ / 2 ( χ + π ) - ΐ ] ^

, χ ^ -π

f"(x) = < s i n  χ  

2

( χ - π - 1 )

, - π  < χ  < π

, π < χ  , χ^π+1.

Έ π ε υ δ ή  f " ( x ) > 0 ,  γ υ ά  κ ά θε  χ β ( - π , 0 ) U  ( π + 1 ,  +00) καυ' f " ( x ) < 0 ,  

γ υ ά  κ ά θ ε  χ 6 ( - ° ° ,  - π ) υ  ( 0 ,  π + 1 ) ,  έ π ε τ α υ  δ τ υ  ή καμπύλη πού π α ρ υ σ τά ν ε υ  

τ ό  γρά φ η μα  τ η ς  f  ε ί ν α υ  σ τ ά  δ υ α σ τ ή μ α τ α  ( - π , Ο ) ,  ( π + 1 ,  +00) γ ν η σ υ ω ς  κυρτή,  

καυ σ τ ά  δ υ α σ τ ή μ α τ α  (-<*», - π ) ,  ( 0 ,  π + 1 )  γ ν η σ ύ ω ς  κ ο ί λ η .  |

Δ ί ν ο μ ε  τώρα τ ό ν  παρακάτω  όρ υ σ μ ά :
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4 . 3 . 2 .  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  σ υ ν ε χ ή  σ ' έ ν α  ά ν ο ι κ τ ό  
δ ι ά σ τ η μ α  κ α ί  τ υ χ ό ν  σ η μ ε ί ο  χ^το Ο  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  τ ο ύ τ ο υ ,  σ τ ό  ό π ο ί ο  
ή f  παραγωγ ί ζ ε τ α ι . Τό σ η μ ε ί ο  χ 0ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " σ η μ ε ί ο  κ α μ π ή ς "  , ά ν  
γ ι ,ά  κ ά π ο ι ο  δ > Οή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ό  ( x 0 - 6 , x Q) 
κ α ί  γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η  σ τ ό  ( x Q , x Q+6 ), ή γ ν η σ ί ω ς  κ ο ί λ η  σ τ ό  ( x Q- 6 , x 0 ) 

κ α ί  γ ν η σ ί ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ό  ( χ 0 , χ ^ + δ ) .

‘Έ ν α  σ η μ α ν τ ι κ ό  κ ρ ι τ ή ρ ι ο  γ ι α '  τ ή ν  ύ π α ρ ξ η  κ α ί  ε ύ ρ ε σ η  των  σ η μ ε ί ω ν  κ αμ­

π ή ς  μ ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  α π ο τ ε λ ε ί  τ ό  παρακατω  θ εώ ρ η μ α :

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 . 3 . 3  Ά ν  ή  f  δ χ η  π ε δ ί ο  δ ρ ι σ μ ο ϋ  έ ν α  Α ν ο ι κ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α  
Δ ,ή  f ( v + 1 ) δ π ο υ  ν ( ν  > 2 )  ά ρ τ ι ο ς  ύ π ά ρ χη  κ α ί  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  Δ 

κ α ί  γ ι ά  κ ά π ο ι ο  σ η μ ε ί ο  x QeA ί σ χ ύ η

f ’, ( x 0 ) = f m( x 0 ) = . · ·  =f  ( v ) ( x 0 ) = 0 ,  , f (v  + 1 ) ( x 0 )^ 0

τ ό τ ε  τ ό  xQ ε ί ν α ι  σ η μ ε ί ο  κ α μ π ή ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f .

' Α π ό δ ε ι ξ η .

Ά ν  έφαρμόσωμε τ ό ν  τ ό π ο  τον) T a y l o r

(X-Xn) ( χ -Χ 0 ) ν ( ν )
( x ) = f ( x Q) + — ^ —  f ' ( x 0 ) + . . . + — +

(x-x0 )v + 1

(V+l) ί (ν+1)( θ

δ π ο υ  ξ ε ί ν α ι ,  μ ε τ α ξ ύ  των  χ  καύ χ ^ 9 ε χ ο μ ε
ν+1

( x - x Q) „ ( ν + ΐ ) _  
f ( x ) - f ( x 0 ) -  ( x - x 0 ) f ' ( x 0 ) -  ( ν + 1 ) 1  f  { ζ ) ·

’Ε π ε ι δ ή  f i v + 1 ) ( x 0 ) ^ 0  κ α ί  n ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς ,  υ π ά ρ χ ε ι  δ > 0

τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  f ^ V+^ ( y )  ^ 0  γ ι ά  κ ά θ ε  γ β ( χ „ " δ ,  Χ ρ + δ ) .  Αρα ,  αν  χ 6 ( χ  - δ ,
u (v + i ) ,  , ,

Χρ+δ)  τ ό τ ε  κ α ί  ζ β ( χ  - δ ,  χ  + 6 ) ·  " Ε τ σ υ ,  ctv f  ( χ ^ ) < 0 ,  τ ό τ ε  κ α C
I VI4-1  ̂ ^  ^  _ 0 *

r  ι ξ ) < 0 ,  ό π δ τ ε  έ π ε υ δ η  ν + 1  ε ί ν α υ  π ε ρ υ τ τ ο ς  ε χ ο μ ε

f  ( χ )  -  f  ( x Q) -  ( x - x 0 ) f 1 ( x Q) > 0 5 α ν  Xq )

καμ
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f ( x )  - f ( x Q ) -  ( x - X Q ) f ' ( X q )  <  Ο ,  ά υ  χ β ( χ { ) ,  χ ο + 6 )

δηλαδτ ί ,  π f  ε ί ν α ι ,  γ υ η σ ύ ω ζ  κ υ ρ τ ή  σ τ ο  ( χ ^ - δ ,  x Q ) *aC γ ν η σ ν ω ς  κουλή o r d  

( χ  χ ^ + δ )  ne t '  έ π ο ρ έ ν ω δ  t d  xQ ε ί ν α ι ,  σημευο  καμκής  τ ή ς  f .  'Ε β ό σ η ς ,  α ν

f ( v + l ) (  j > 0 ^ T ( j T £  Μ α ( ^ f  ( v + 1  ^ ( ς )  y Q  ̂ £ Λ<$χ ε  έ π ε υ δ ή  v + l  ε ί υ α υ  κ ε ρ υ τ τ δ ς

ε χ ο μ ε

f ( x ) - f  ( x Q) -  ( x - x Q) f  ' ( x 0 > < 0 ,  a v  x e ( x Q- 6 ,  x Q)

xau
f ( x ) - f ( x Q )  -  ( x - x Q ) f  ’ ( x Q )  > 0  ,  a v

δ η λ α δ η ,  ή f  ε ί ν α ε  γ ν η σ ε ω ς  κ ο ε λ η  στο  

( x  , x 0 + 6 )  καύ έ π ο μ έ ν ω ς  τ ά  σ η μ ε ε ο  x Q 

Ε Ϊ ν α ε  φ α ν ε ρ ό  δ τ ε  α ν  χ ^  ε £ ν α ε  

σ η μ ε ί ο  κ α μπής  μ ε α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  τ ό ­

τ ε  ή καμπύλη  τ ο ϋ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  δ ε α π ε ρ -  

ν δ τ α ε  ά π ’ τ ή ν  ε ύ θ ε ε α  γ ρ α μ μ ή  που έ φ ά -  

π τ ε τ α ε  τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  σ τ ο  σ η μ ε ε ο  x Q 

( β λ .  ΣΧ. Η ) .

x6(V  V 6^
( x q - 6 ,  x q )  κ α ε  γ ν η σ ε ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ά  

ε ί ν α ε  σ η μ ε ε ο  κ α μ π ή ς  τ ή ς  f .  1

ΣΧΗΜ̂ 4

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 . 3 . 2 .
"Ας προσπαθήσωμε να  βροΟμε τ ά  σ η μ ε ε α  κ α μ π ή ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  τοΟ 

π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  Η . 1 . 1 .

Σύμφωνα μ ε  τά  π α ρ α π ά ν ω ,  π ρ έ π ε ε  νά  βροΟμε έ κ ε ε υ α  τα  σ η μ εεα  τοΟ 

«2S(f) σ τ ά  ό π ο ε α  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ε  π α ρ α γ ω γ εσ εμ η  καύ άπά γ ν η σ ε ω ς  κ ο έ -  

λη γ έ ν ε τ α ε  γ ν η σ ε ω ς  κ υ ρ τ ή ,  ή ά ν τ ε σ τ ρ ο φ α ,  " Ε τ σ ε ,  ά π ’ τ ά  π α ρ ά δ ε ε γ μ α  4 . 3 . 1  

π ρ ο κ ύ π τ ε ε  δ τ ε  τ ά  σ η μ ε ε α  κ α μπής  τ ή ς  f  ε ί ν α ε  τ ά  σ η μ ε ε α  - π  καε  0.

Σ η μ ε ίω σ η .
Μ ερ εκ ές  φ ο ρ έ ς  ε ί ν α ε  δ υ ν α τ ά  νά  ύ πά ρ χη  xQe*8(f)- « ϊ ί ί 1) ,  ό π ά τ ε  δ έ ν  

μ π ο ρ ο ύ μ ε  ε ύ κ ο λ α  ν ’ά π ο φ α ν θ ο ϋ μ ε  γ ε ά  το  ε ζ δ ο ς  τ ο υ .  "Ομως,  αν ύπάρχη  δ > 0  

τ έ τ ο ε ο  ώ σ τ ε  n f νά  ε ί ν α ι  πα ρ α γω γύσ εμ η  έ π ε  των δ εα σ τ η μ ά τ ω ν  ( χ ^ - δ ,  χ ^ ) ,  

( χ 0 , χ 0+ δ >> *<*ε
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lim  f ' =±“  
x0

τ ό τ ε  το  σημεϋο  x Q ε ΐ υ α υ  σ η μ ε ί ο  κ α μ π ή ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ η 'σ ε ω ς ,  έφ οσου  ή f  

ε ί υ α υ  γ ν η σ ΰ ω ς  κ υ ρ τ ή  σ τ ο  ( χ 0 - δ , χ 0 ) καυ γνησυ'ως κουλή  σ τ ο  ( χ 0 , χ 0 + δ ) ,  

η γ ν η σ υ ω ς  κουλή  σ τ ό  ( χ 0 - δ , χ 0 ) καυ' γυησυ'ως κυρτή'  σ τ δ  ( x Q , x 0 + 6 ) .

Παράδειγμα 4 . 3 . 3 .  

'Η σ υ ν ά ρ τη σ η

f ( x )

α ν  χ >  0 

α ν  χ  < 0

τ ή ς  ό π ο ι α ς  τ ο  γ ρ ά φ η ρ α  π α ρ ι σ τ ά ν ε τ α ι  σ τ ά  ΣΧ. 4 

στο  δ ι ά σ τ η ρ α  ( - “ ,Ο) καύ κ ο ί λ η  σ τ ά  ( 0 ,  +00), ενώ 

ρ ε ί ο  0 ε ί ν α ι  σ ή ρ ε ί ο  κ α ρ π η ς  τ η ς  f .

τ ο ϋ  Κεφ.  3 ε ί ν α ι  κ υ ρ τ ά

l i m f T = +°°. *Αρα τ ο  σ η -  
0

4 . 4  ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

Στη ρ ε λ ε τ η  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  ό ρ ι σ ρ έ ν ε ς  ε υ θ ε ί ε ς  γ ρ α ρ ρ έ ς  π ου  ό ν ο ρ ά ζ ο ν -  

ταυ  "Ασύμπτω τες" , β ο η θ ο ύ ν  πολύ  σ τ η ν  κ α τ α ν ό η σ η  τ η ς  σ υ ρ π ε ρ ι φ ο ρ α ς ’ τ η ς  

κ α ρ π ύ λη ς  πού  π α ρ υ σ τ ά ν ε υ  τ ο  γ ρ ά φ η ρ α  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς ,  καθώ ς  κ α ί  σ τ ά ν  σ χ ε ­

δ ί α σ η  α ύ τ ά ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 4 . 4 . 1 ·  ‘ Η συνάρτηση φ ( χ ) = α χ + β ,  x 6 ! R ,  πού γ ε ω μ ε τ ρ ι­

κά π α ρ ισ τά ν ε ι μ ιά  ε υ θ ε ία , ό ν ο μ ά ζε τα ι "Ασύμπτω τη" τη ς  σ υ ν -

α ρ τ ή σ ε ω ς  f ,  d v  ί σ χ ύ η

-». f  ( x )  α  = l i m  ------ - κ α ί β = l i m ( f ( x ) - a x )
Χ“Η^° Χ χ-Η-οο

fi

_ , · f ( χ )  α = l i m  -------- κ α ί β = l i m ( f ( χ ) - α χ )
Χ-+-00 Χ χ^-00

*0 παραπάνω ό ρ ι σ ρ ο ς  4 . 4 . 1 , γ ε ω ρ ε τ ρ ι κ ά ,  σ η ρ α ί ν ε ι  δ τ ι  η καρπύλη  τ η ς

σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f ( x ) 9 χ 6 * 8 ( ί )  π λ η σ ι ά ζ ε ι  " ά σ υ μ π τ ω τ ί κ ά "  τ η ν  ε υ θ ε ί α  πού 

π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  ή φ ( χ ) = α χ + β ,  χ 6 1  δ τ α ν  χ-*-+°° (η  δ τ α ν  χ -» - -00) .

"Αν ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι  π α ρ α γ ω γ ί σ ι ρ η ,  τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι  τ ο  ά κ ο λ ο υ θ ο  θ ε ώ -
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1ΗΗ

ρήμα

HA

ΘΕΩΡΗΜΑ η α  Λ .  Ά ν  ή παράγωγος f ? xfic συναρτύσεως f  ύπά^ 

σ 'δ ν α  δ ιά σ τη μ α  τή ς  μορφές Ca,+«) κ α ί ε ίν α ι  τ έ τ ο ια  ώστε τό  
ρ ιο  l i m f ’ (ή τό  l i m f 1 ) νά  ε ί ν α ι  πεπρα σμένο, τ ό τ ε  ή συνάρτη<

+ 0 0

φ(χ) -  ax+3 , χ β Κ

δ π ο υ

a  = l i m  f 1 ( A a  = l i m  f 1)

κ α ί
+00 *00

β = l i m  ( f ( x ) - a x ) ( f l B = l i m  ( f  (χ)-α}ί))
χ-^+οο

ε ίν α ι  ασύμπτωτη τί|ς συναρτήσεω ς f .

' Α π ό δ ε ι ξ η ,  θ ’ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  μ όνο  τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  δ π ο υ  τ ό  l i m f  ε ϊ ν ί  

π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ,  δ ι ό τ ι  ή ά λ λ η  π ε ρ ί π τ ω σ η  ε ί ν α ι  α ν ά λ ο γ η .
*»

Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  l i m  f 1 = α  κ α ί  έστω  ε > 0 .  'Ε π ο μ έ ν ω ς
+00

Ε π ί σ η ς

( 3  ν  > a ) ( V  χ  6 o 5 ( f 1) )  x > r = >  | f f ( χ ) - α |  <■§ .

( 3 x f l > r ) ( V x e  i ( f ' ) )  x > x Q =» I < |  .

»__#Τώρα π α ρ α τ η ρ ο ΰ μ ε  ο τ ι  γ ι α  κ ά θ ε  χ  > ι σ χ ύ ε ι

f C x )  α _ f ( x ) - f ( r )  t f ( r )  α = 
χ  ~ χ  χ

x - r  f ( x ) - f ( r )  , f ( r )  (x -r )+ r=--------------------+------------------ — ax x - r  χ x

_ x - r  f f ( x ) - f ( r )  1  ̂ f ( r )
x L x“r  J x

- r a

= ( 1 - ? )  [ ί ' ( ζ ) - « ] +ί ί φ »

δ π ο υ  z 6 ( r , x ) ·
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'Κποιιέυως παίρνομε δτυ

f ix ) α f ( r ) - a r

■νι,ά ι»*ίθε χ > χ 0, δηλαδή

^ ο  e ε
-  2 3 + 3 = ε

lim ΐί£ΐ = α
. ο.

χ-»-+οο

ΤοΟιο α π ο δ ε ί χ ν ε ι  το θ ε ώ ρ η μ ι .  A

υίΛϊ5:Μ0Σ-4.*ί.2. "Αν ϊ ηάρχη χ e  JR, τ έ τ ο ι ο  ώστε

l i .  f  =±οο 9 ή lim  f  = ±οσ 9

*0' ’ V 0
τ ό τ ε  Λέμε δ τ ι  ή εύθεϋ* x ~ x q  ε ί ν α ι  (κατακόρυφη) άσΟμπτωτη 
είίς συναρτήσείος f . .

Παράδειγμα  4 . 4 . 1 .  ? :

”Ας προοπαΟήαωμί υά Ρ οϋμε τ ί ς  α σ ύ μ π τω τ ες  ε υ θ ε ί ε ς  γ ρ α μ μ έ ς  τής  

καμπύλης ηου lapurrEi  τή  οι ά ρ τηοη  f  τοΟ π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  *4 .1 .1 .

Πράγματι, κά ,  αυ ή Ί ~  Χ+Ρ ε ί ν α ι  άαι ίμπτωτη τ η ς  f ,  τ ό τ ε  πρ επ ί  ι.

ΗΓιί

’Αλλά

a l im f 1 , η a = l im f 1
—οo +co

Ρ - J im ( f (x ) -a >  >, n P = l im ( f  (x ) -a x )  αντίστοιχα.  
χ-*-οο χ-*-****

y w » ’
lim f 1 = lim (1-----1-- 1----- 5·) = 1 *<*ί αρα a = l. Επίσης

χ->-00 Γ ^ ( X  +  U ) -  1 ]  ^4 v

lim ( f  (x) -  l*x
X-V-00

Mai' a p a  η e niVf ι α  y  = x+i t+/

l i m  (x+i t)  
X̂ -ooL

/2(x-hO + 1
7?7χ+π) - Ϊ

efrj'ai ασύμπτωτη rfv; f-  Έε .?Uoo

-·« l

Μ

S>Ur H4V £



146 4 . 4 - 4 . 5

l i m f ,=: l i m ------------- ~ = 0 ,  δ η λ α δ ή  α = 0  χ α ε  έπε 'σης
+°° x^+°° ( κ - π - 1 )

l i m  ( f ( x )  -  α χ )  = l i m  — -  = 1 .x - n - lχ-»·+οο x-̂ +oo

"Αρα ή y = a x  + 6 = 0x  + 1 = 1  ε ί ν α ε  ( ό ρ ε ζ ό ν τ ε α )  α σ ύμ π τω τ η  τ ή ς  f .

Τ έ λ ο ς  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ο τ ε  γ ε ά  τ ό  σ η μ ε ε ο  π + 1  δ π ο υ  ή f  δ έ ν  ό ρ έ ζ ε τ α ε ,  

ε σ χ ύ ε ε

l i m  f  = l i m  -Χ—π· = -οο χ α ύ  l i m f  = l i m  χ J n -  +°°
π + 1 - 0  x-Mt+1-0 x  π π+1+O π+1+O \

x a ε a p a  η x  = π+1 ε ί ν α ε  μ ε ά  ( κ α τ α κ ό ρ υ φ η )  α σ ύ μ π τω τ η  τ ή ς  f ·

4 . 5  ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ

Στήν  παράγραφο α ύ τ ή  γ έ ν ε τ α ε  εφ α ρ μ ο γ ή  δλω ν  των παραπάνω ε δ ε ο τ ή τ ω ν  

καε  δ ε ' ν ε τ α ε  6 τ ρ ό π ο ς  μ ε λ έ τ η ς  των σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν .  " Ε τ σ ε 9 γ ε ά  τ η ν  μ ε λ έ τ η  

μ ε δ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  τ ή ς  ό π ο έ α ς  δ έ ν ε τ α ε  ό τ ύ π ο ς  α ν α ζ η τ ο ύ μ ε  η ε ξ ε τ ά ζ ο μ ε  τ ά  

π α ρ α κ ά τω :

α )  Τό π ε δ ε ο  όρεσμοΟ τ η ς .

β )  Τη σ υ ν έ χ ε ε α  τ η ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  β ρ ί σ κ ο ν τ α ς  σ υ γ χ ρ ά ν ω ς  τ ά  σ η μ εεα  δ ­

που α ύ τ η  δ έ ν  ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς ,  

γ )  Την π ε ρ ε ο δ ε κ ό τ η τ α .

δ )  Τη σ υ μ μ ε τ ρ ί α  τ η ς 9 δ η λ α δ ή  α ν  ε ί ν α ε  α ρ τ ε α ,  η π ε ρ ε τ τ η .  

ε )  Την π α ρ α γ ω γ ε σ ε μ ο τ η τ α  πρ ώ τη ς  χ α έ  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ ε ω ς ,  χαθώς κ α ί  τά  

π ε δ έ α  ό ρ ε σ μ ο ΰ  των ά ν τ ε σ τ ο έ χ ω ν  παραγωγών σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν ,  

σ τ )  Τ έ ς  α σ ύ μ π τ ω τ ε ς  ε ύ θ ε ε ε ς  γ ρ α μ μ έ ς ,  

ζ )  Τη μ ο ν ο τ ο ν έ α .  

η )  Τά τ ο π ε κ ά  ά κ ρ ο τ α τ α .  

θ )  Τό κ υ ρ τ ό  η κ ο ελ ο  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς .  

ε )  Τά σ η μ ε ε α  κ α μ π ή ς .

Στή σ υ ν έ χ ε ε α  χ α τ α σ τ ρ ώ ν ο μ ε  έ ν α  π ε ν α κ α  μ ε τ α β ο λ ή ς  καε α ν α γ ρ α φ ή ν  των παρα­

πάνω σ τ ο ε χ ε ε ω ν  χ α ε  χ α ρ ά σ σ ο μ ε  τ ή ν  καμπύλη  πού  π α ρ ε σ τ ά ν ε ε  τ ό  γράφημα τ ή ς
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πϊγ,ιαρτήσεως.  Είναι.  έ ν δ ε χ ά μ ε ν ο ,  σ τ ή ν  κατασκευή  τ ή ς  καμπύλης ν ’α ν α ζ η η -  

θοη\» ·ιαέ μ ε ρ ε κ έ ς  τ ε μ έ ς  τή ς  σ υ ν α ρ τή σ εω ;  *γεά τήν ά κ ρ ε β έ σ τ ε ρ η  σχεδέαστ;  τη ς  

ϊ,τό πα ρ ά δ ε ιγμ α  4 * 1 , 1  δόθ ηκε  μεά  συνάρτηση ή ό ποέα  μ ε λ ε τ ή θ η κ ε  ο τ α -  

δεακά καε ή όποέα  κατά  τμήματα  π α ρ ο υ σ ε ά ζ ε ε  δ λ ε ς  τ έ ς  παραπάνω ε δ ε ο τ η τ ε ς .  

Τώρα α κ ο λ ο υ θ ε ί  ενα  άλλο παράδεεγμα  στο  όποεο  γ ε ν ε τ α ε  σ υ γ κ ε ν τ ρ ω τ ε κ α  καε 

πληρέστερα  ή μ ε λ έ τ η  μ ε α ς  σ υνα ρ τή σ ε ω ς .

Παράδεεγμα 4 . 5 . 1
θεωρούμε τ ο ν  τύπο

(k  > 0 )

καέ θ ί  μελετήσωμε τ ή ν  συνάρτηση πού ό ρ έ ζ ε ε .

u )  Ε ίν α ε  φανερά δ τ ε  γ ε ά  κάθε  χ  SIR ο τ ύ π ο ς  α ύ τ ά ς  έ χ ε ε  ε ν ^ ο ε α  καέ 

επομένως ό ρ έ ζ ε ε  μεά συνάρτηση f  μέ  π εδέο  όρεσμοΟ τό  ]R,δηλαδή

f  ( χ )  = , χ  6]R.

,1 ) *Η συνάρτηση f  ε ί ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς 9 δ ε ά τ ε  f  =g© h ,  δ που  g ( x )  -  ν^Γ,
2 3χ  βΚ καέ h ( x )  = 2 k x  - χ  * x  61R καέ  α ε  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ε ς  g  καέ  h  ε ί ν α ε ,  

ώς γ ν ω σ τ ό ν ,  σ υ ν εχ εε ς*

() Λέν ε ί ν α ε  π ε ρ ε ο δ ε κ ή ,
3 /  2 3

>) ούτε  συμ μετρ ι , χή ,  άφοΰ f ( - x )  = / 2 k x  + χ  ^ - f ( x )  χαυ f ( - x ) ^ i ( x )  

: )  Ή  πρώτη παραγωγός  τ ή ς  f  ε ί ν α ι ,  ή συνάρτηση

Uk -  3χ
f ' ( x ) =

3 ^ x ( 2 k - x ) 2

τ ή ς  ό ·οι 'ας π ε δ ί ο  όρεσμοΰ  ε ί ν α ι ,  δλο τ ά  Κ  έ χ τ ό ς  ά π ’τ ά  σ η μ ε ία  0 χ α ί  2k .  

Η δε ι ίτ ερη  παράγωγος τ ή ς  f  ε ί ν α ι ,

f " ( x ) = -
8k'

9x4 / 3 ( 2 k - x ) 5 /3

τ ή ς  δ ; θ έ α ς  πεδέο  όρεσμοΟ ε ί ν α ε  έπ έσ η ς  τ ύ  σύνολο  R  -  { θ 9 2k}* 

σ τ )  Παρατηρούμε δ τ ε

_ . * f ( x )  . . .  3 / 2 ί Γ ~ _  1α = lim ------  = lim / ----- 1 = -1χ  χχ->±°° X“̂ i°°
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χαο
6 = lim ( f i x )  + x) r lim £ 3/2kx^-x^ +x] =

X-»±0° x-»+oo

s  l i m
X-*±«>

2 3 32kx -x +x 2k

« * 2k'Επομένως ή y = - x + ~ -  είναμ άσιίμπτωτη τΠς f  χαέ μάλμστα ή μοναδμχτί. j
ζ )  ’ Επεμδτί γ μ ά  x 6 ( - < » , 0 ) U  (-^·  , + 00) ,  έ χ ο μ ε  f ' ( x ) < 0  πα έ  γ μ ά

x € ( 0 ,  — ) έ χ ο μ ε  f ' ( x ) > 0  έ π ε τ α μ  δ τ μ

Π f  ε ί ν α μ  γ ν η σ έ ω ς  φ θ έ ν ο υ σ α  έ π έ  τοΟ
tyk

Π f  ε ί υ α μ  γ ν η σ έ ω ς  α ΰ ξ ο υ σ α  έ π έ  τοΟ ( 0 ,  -%·)»
t î k J

ή f  ε ί ν α μ  γ ν η σ έ ω ς  φ θ έ ν ο υ σ α  έ π έ  τοΟ (—  ,-Η»)· 

η )  ’Επεμδ ι ί  γ μ ά  κ ά θ ε  χ  < 2k  χαμ χ ? 0  ί ,σχέεμ

f ( x )  > 0  = f ( 0 ) ,

έ π ε τ α μ  δ τ μ  τ ά  σ η μ ε ί ο  f ( 0 )  = 0  ε ί ν α μ  τ ο π μ κ ά  έλ ά χ μ σ τ ο  τ η ς  f .

*Επόσης ή f 1 μ η δ ε ν ί ζ ε τ α ι ,  μ(ίνο γ ο α  χ  = —  , ό π έ τ ε  τό  σ η μ ε ί ο  j

η ψ  = f  3λ  ]

ε ί ν α ο  τ ο π ο χ ο  μ έ γ ο σ τ ο ,  άφοΟ άροστερο ί  τοΟ η f  ε ϊ ν α ο  α ΰ ξ ο υ σ α  κ α ί  δ ε *

ξοά  φ θ ο ν ο ύ σ α ·  \

θ )  Θα έ ξ ε τ ά σ ω μ ε  τ ο  κ υ ρ τ ό ν  η χ ο ί λ ο ν  ττιε σ υνα ρ τ ι ίσ εω ς  f .

Π ρ ά γ μ α τ ο ,  γοοί x 0 ( - ° ° 9O ) | J ( O , 2 k )  έ χ ο μ ε  f " ( x ) < 0 ,  ένω  γο<ί x 6 ( 2 k , + « ) ,  

f " ( x )  > 0 .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  στά  δ ο α σ τ η μ α τ α  ( - « , 0 )  χ α έ  ( 0 , 2 k )  ή f  ε ΐ ν α ο  γ ν η σ οω ς  

χοο λ η  κ α ί  στο' ( 2 k , + ot>) γ ν η σ ο ω ς  κ υ ρ τ ή ·

ο )  ’ Ε π ί σ η ς  γο<£ χό  σ η μ ε ί ο  2 k ,  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ο

l i m  f 1 = -°®
2k
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ο π ό τε  το  σημεεο το ϋ τ ο  ε ΐ ν α ε  σ η μ ε ίο  καμπής τ ή ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ς ,  6 lotl  α ρ ι ­

στερά  τοΓϊ 2k ή f  ε ΐ ν α ε  γνησόως κοελη  notJ δ ε ξ ε ά  γνησεω ς  κ υρτή .

εα)  *0 τ ε ν α κ α ς  ηοιί π α ρ έ χ ε ι  δλα τα σ ιο εχ εΠ α  ιιοιί βρήκαμε κ α ί  ποιί 

δ ε ί χ ν ε ι ,  τη μεταβολή  τ ή ς  σ υναρτήσεω ς  ε ί ν α ι  ό παρακάτω δπου  τά  σόμβολο ι·
β H *'

\  δ η λ ώ ν ε ι  ο τ ι  ή συνάρτηση ε ί ν α ι  κοόλη κ α ί  φ θ ο νούσ α ,  το  f  κ ο ίλ η  α ΰ ξ ο υ -  

w-i  το \* κυρτή φθευουσα κ α ί  Τ . Ε . ,  Τ.Μ. * Σ.Κ.  ε ί ν α ι  τ ο π ι κ ά  ε λ ά χ ι σ τ ο ,  “ 

τ ο π ι κ ά  μ έ γ ι σ τ ο  κ α ί  σ η μ ε ίο  καμπής α ν τ ί σ τ ο ι χ α .  ^ ν .  -  (<::
3 /  2 3

Π ίνακας  σ τ ο ι χ ε ί ω ν  κ α ί  μ ε τ α β ο λ έ ς  τ η ς  /2kx ~χ , χ e *

'.Υ'Ο̂ κ ·>ών·.1 
·ν·ΐ>ΐ' 1<· ν 3&JT

-3



150 4 . 6

ι*.6 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 .  Νά ε ξ ε τ α σ τ ή  ή μ ο ν ο τ ο ν υ α  χα£  vci β ρ ε θ ο ύ ν  τ<£ τ ο π ι κ ά  άκρο'τατα τ ή ς  

σ υ ν α ρ τ π ο ε ω ε  ^  ό τ α ν :

α )  f  ( x )  = c o s  χ  + s i n  χ  , χ β ( - ~  , | )  ,
β )  f i x )  = χ  + l o g  χ  , χ 6 ( 0 ,  +°°) ,

γ )  f i x )  = x / 1 - x  χ β ( - ° ° ,  1 ]  ,

6 ) f i x )  = x l o g x  ,  χ 6 ί 0 ,  +00) ,

e )  f i x )  = α 2 χ _ 1 + β 2 ί α - χ ) " 1 , χ 6 Κ - { θ , « )  ,

σ τ ) f i x )  = Ar s i n  ( c o s  χ )  , χ  ΘΚ , γ  . *,

ζ )  f  ( χ )  = s i n  2 χ  - χ  , x e (“ f  « § )  » 

η )  f i x )  = ( x - D i x + l ) " 1 , Χ 0 [ Ο , 4 ] .

2 .  Ν ' ά π ο δ ε ι χ τ ή  δ τ ι

** Χ2 >^2
t g  χ .  χ ,

αν 0 < Χ ! < Χ 2 < 2

3 .  Ν’ά π ο δ ε υ χ χ ο ϋ ν  ο ί  ά ν υ σ ύ τ η τ ε ς

α )  2 ^ χ > 3 - — , χ > 1  ,  β )  1  + χ  l o g  ( χ  + Λ + χ 2 ) > /ΐ+ χ
χ  ^

γ )  s i n x +  t g  χ  > 2 χ  * 0 < χ < — .

4 .  Ν’ά π ο δ ε υ χ τ ο Ο ν  ού  ά ν υ σ ο τ η τ ε ς

α )  - " j-<. χ α  + ( 1 - χ ) α  1  , γ υ ά  κάθε  χ 6 [ θ , ΐ ]  καυ α > 1

2
β )  ( x + y ) a < x a + y a  , γ υ ά  κάθε  x 9y  τ ο ϋ  ( 0 ,+°°) καυ α 6 ( 0 , 1 ) .

5 .  Ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ο ϋ ν  ου ά ν υ σ ά τ η τ ε ς

a )  ( * a  + y a ) 9 γ υ ά  κά θε  x , y  τοΟ ( 0 ,+°°) καύ α > 1

β )  χ * . Υ* < £  + Ζ  9 γ υ ά  κάθε  x 9y  τοΟ ( 0 9+°°) καύ p , q > 0  

1 1τ έ τ ο υ α  ώστε  — + -  = 1 .
Ρ 4

6 . Ν 'ά π ο δ ε υ χ τ η  δ τ υ  ή σ ύν θ εσ η  δι3ο κυρτών σ υναρτήσεω ν  ε£να υ  κυρττί 

χαύ  δύο κ ο ί λ ω ν  ε 2 υ α υ  έπ υ σ η ς  κ ο υ λ ή .  Μπορούμε ν ά  άποφανθοΟμε γ υ ά  τη σ ύ ν -
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θέση μυας κυρτής καιί μυας κοελπε η άντιίστροφα;

7 . Νά μελετηθούν ο ί παραστάσεις

Η. 6 151

α) 1 +2L·
χ + 2 * e)

1 1
2 2 5 

χ' (χ-1)

γ) _fL - & β > ά> ο
χ-1 X δ) ί * Φ ϊ + £ ϊ ·

ε)
39χ+χ
3 9

χ-χ
στ) Χ4- 1

X *

5 1

ζ)
2 2χ - χ  9 χ > 0 9 η) log » Ι*Ί< 3·

'θ>
2

■y-log χ , χ > 0 9 ο
2COS X ,

όα)

*

φ  _
χ - sin χ 9 υβ)

. 2s m  χ
2+sin χ

■ #

4 .»:· 1. · . ; .i

X * »* ' j
* .  ,  ■ ^

·■ -·. i ■r

>-* ■ S£v *ί ^Γ' ’■ £$~ ■; , ν: £ ■:,
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ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

5 . 1  ΟΡΙΣΜΟΣ ΑΟΡΙΣΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

Στο Κεφάλαιο 3 λύθηκε  ενα  πρόβλημα τοΟ ό π ο ι ο υ  ή δ ιατύπωση ε ί ν α ι  ή 

έ ξ ή ς :  νά  βρεθή  ή παράγωγος συνάρτηση p e a s  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ς ,  αν  αύτη  ύπάρχη .  

"Ας ση μ ε ιω θή  εδώ ,  δ τ ι  ή συνάρτηση  F ,  τ ή ς  ο π ο ί α ς  παράγωγος ε ί ν α ι  ή f  = F*,  

ο ν ο μ ά ζ ετα ι ,  " Α ρ χ ι κ ή ” Π " τ ί α ρ ά Υ ο υ σ α "  συνάρτηση τ ή ς  f .  Γ ι ά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  

ή συνάρτηση  s i n  ε ί ν α ι  μ ι ά  α ρ χ ι κ ή  συνάρτηση  τ ή ς  συναρτήσεως c o s ,  δ ι ά τ ι  

s i n 1 = c o s .  Τώρα,  τύ  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  του  παραπάνω προβλήματος ε ί ν α ι :  νά β ρ ε -  

θ ή  ή α ρ χ ι κ ή  συνάρτηση  μ ι δ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  αν α ύτή  ύπάρχη .  1Η μ έθ ο δ ο ς  έ π ι -  

λύσεως  τ ο υ  πρ οβλήματος  τ ο ύ τ ο υ  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "δλοκλήρωση" κ α ί  γ ε ν ι κ ά , ά π ύ  

ύ π ο λ ο γ ι σ τ ι κ ή ς  άποψ εω ς ,  ε ί ν α ι  δυσκολώτερη  ά π ' τ ή ν  παραγώγιση .

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ί ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ή ς  παραγωγού κ α ί  το γ ε γ ο ν ο ς  δ τ ι  ή 

παράγωγος  ο π ο ι ο σ δ ή π ο τ ε  σ τ α θ ε ρ δ ς  σ υνα ρτήσεω ς  ε ί ν α ι  ή συνάρτηση 0 ,  προ­

κ ύ π τ ε ι  ή ακόλουθη  πρ όταση :

ΠΡΟΤΑΣΗ 5 . 1 . 1 .  "Αν F ε ί ν α ι  μ ι ά  Α ρχ ική  συνάρτηση μ ι ά ς  σ υ ν -  
α ρ τή σ εω ς  κ α ί  έχη  π ε δ ί ο  όρισμοΟ έ να  δ ι ά σ τ η μ α , τ ό τ ε  ο ι  Α ρ χ ι ­

κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  α ύ τ ή ς  ε ί ν α ι  ο ι

F + c ,  c  G3R.

Μέ άλλα  λ ό γ ι α  ή έκφραση F + c ,  όπου  c em , ε ί ν α ι  ή γ ε ν ι κ ή  
μορφή τ ή ς  ά ρ χ ι κ ή ς  συναρτήσεω ς  τ ή ς  συναρτήσεως f .

Ή  γ ε ν ι κ ή  μορφή τ η ς  α ρ χ ι κ ή ς  συναρτη 'σεως τ η ς  f  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  με' το'

Β. ΣΤΑΙΚΟΥ: ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ



5 . 1 153
J

σύμβολο

I  f ( x ) d  x

Mat ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " τ ό  α ό ρ ι σ τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α "  τ η ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f .  Δ η λ α δ η ,

τ ό τ ε  γρ ά φ ο μ ε

F T = f

f ( χ )  d x  = F ( x )  + c

γ ι α  ό π ο ι α δ ή π ο τ ε  σ τ α θ ε ρ ά  c .  ' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  ε χ ο μ ε

f ( x )  d  χ  = f ( x )d
d  x

κ α ι

i d  F ( x )  
d  x

d  x  = F ( x ) + c .

Β α σ ι κ ά ,  σ τ ο  κ ε φ ά λ α ι ο  α υ τ ό  θ ά  δ ο θ ο ύ ν  δ ι ά φ ο ρ ο ι  τ ρ ό π ο ι  ό λ ο χ λ η ρ ώ σ ε ω ς ,  

δηλαδή  μ έ θ ο δ ο ι  υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ  τ ο υ  α ο ρ ί σ τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  σ τ ο ι χ ε ι ω δ ώ ν  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ω ν .  "Αν κ α ί  γ ι ά  τ ό  σ κ οπό  α ύ τ ό  δ ε ν  μ δ ς  έ ν δ ι α φ έ ρ ε ι  ν ά  γ ν ω ρ ό ζ ω μ ε  έκ  

των π ρ ο τ έ ρ ω ν  τ η ν  ύ π α ρ ξ η  τ ο υ  α ο ρ ί σ τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς ,  π λ η ρ ο φ ο ρ ο ύ μ ε  μόνο  

ό τ ι ,  όπως θά  δ ο ύ μ ε  σ τ ό  έ π ό μ ε ν ο  κ ε φ ά λ α ι ο ,  τ ό  Α ό ρ ι σ τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κ ά ­

θ ε  σ υ ν ε χ ο ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  ύ π ά ρ χ ε ι .

Π ρ ί ν  α π ’ ό λ α , π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι  μ έ  βάση κ α ί  μ ό ν ο  τ ο ν  ο ρ ι σ μ ό  τ ο ύ  α ο ρ ί ­

σ τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς ,  ά π * τ ό ν  π ί ν α κ α  των  παραγώγων  των  σ τ ο ι χ ε ι ω δ ώ ν  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ω ν ,  ε ύ κ ο λ α  π α ί ρ ν ο μ ε  τ ό ν  παρακάτω  π ί ν α κ α  α ο ρ ί σ τ ω ν  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν .

ΠΙΝΑΚΑΣ ΤΩΝ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ ΤΩΝ ΚΥΡΙΩΤΕΡΩΝ



J H J

f i x ) J f ( x ) d  x f i x ) | f ( x ) d  x

l / c o s 2x t g x +  c l / ( l + x 2 ) At  t g  x  + c

- , . 2 1 / s i n  x

c o s h  x

- c t g  X + c  

s i n h  x  + c 1 /Λ + Χ 2 Ar s i n h  x  + c

s i n h  x c o s h  x + c 1 / ^ T l Ar+c o s h  x  + c

2
1 / c o s h  x t g h  x  + c l / ( l - x 2 ) At  t g h  x  + c

1 / s i n h ^ x - c t g h  x  + c

ΘΕΩΡΗΜΑ 5 . 1 . 1 .  " Av γ L<̂  τ ι  ̂ σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  ύ π ά ρ χ η  

τ ό  ά ό ρ ι σ τ ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α ,  τ ό τ ε ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ξ β ( α , β )  κ α ί  η β Κ  ύ π -  

ά ρ χ ε ι  ά κ ρ ι β ώ ς  μ ί α  ά ρ χ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F τ η ς  f  τ έ τ ο ι α  ώ σ τ ε  

F U )  = η .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  "Αν G ε ί ν α ι  μ ι ά  Α ρχ ική  συνάρτηση τ η ς  f ,  θ έ τ ο ν τ α ς  

c  = n - G ( C ) ,  π ρ έ π ε ι  καέ ή F = G+c νά ε ί ν α ι  Α ρ χ ικ ή ,  σύμφωνα μέ  τ η ν  πρόταση 

5 . 1 . 1 .  Μάλιστα δέ  F ( ξ )  = GUJH-c = G U )  + n - G U )  = η .  "Αν ύπαρχε  χαι '  άλλη 

α ρ χ ι κ ή  συνάρτηση Η τ?ίς f  μέ Η (ξ )  = η ,  θά επ ρ επ ε  F = H+c δπου c  G 1 ,  οπότε  

c  = F ( ξ ) -  Η (ξ )  = η-η  = 0 κ α ί  αρα F = Η. A

Γ ε ω μ ε τ ρ ικ ά ,  τό  θεώρημα το ϋ τ ο  λ έ ε ι  δ τ ι  άπό κάθε σ η μ ε ίο  τού  έ π ι π έ -  

δου  δ ι έ ρ χ ε τ α ι  Ακριβώς μ ί α  " ό λ ο κ λ η ρ ω τ ι κ ή  κ α μ π ύ λ η  τ η ς  f "  (δηλαδη  

καμπύλη πού π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  τό  γράφημα μ ι α ς  Α ρ χ ικ ή ς  συναρτήσεως τ η ς  f ) .  

Ε π ο μ έ ν ω ς  δ λ ε ς  ο ί  ο λ ο κ λ η ρ ω τ ικ έ ς  καμπϋλες  τ ύ ς  συναρτήσεως £ ε ί ν α ι  ξ έ ν ε ς  

μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .

5 . 2  ΓΕΝΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΕΩΣ

’Εδώ θά δοθούν  μ ε ρ ι κ έ ς  β α σ ι κ έ ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  όλοκληρώσεως,  χ ρ ή σ ι μ ε ς  

γ ι ά  τ ό ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τών Αορίστων ολοκληρωμάτων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5 . 2 . 1 .  i ) ' A v  a6]R κ α ί  τ ά  ά ό ρ ι σ τ α  δ λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  

τ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  f  κ α ί  g ύ π ά ρ χ ο υ ν ,  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ί  τ ά  ά ό -
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PL σ τ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  τω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  f + g  κ α ί  a f  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α

j [ f ( x )  + g (x ) ]dx  = f ( x ) d x  + I  g (x )d x

κ α ί

i i )

1 1 1 )

a f ( x )  = a f (x )dx

f  (x) g T (x)dx = f  (x )g (x )  -  f 1 (x)  g(x)dx .-I
|  g ( f ( x )) f ' (x)dx = g (y )d y

f i x )

δτιου σ τ ό  δ ε ξ ι ό  μ έ λ ο ς  τ ο ϋ  τ ύ π ο υ  έ ν ν ο ο Ο μ ε  ό τ ι  μ ε τ ά  τ ό ν  ύ π ο -  
λ ο γ ι σ μ ό  τ ο ϋ  J g (y )dy  π ρ έ π ε ι  ν ' ά ν τ ι κ α τ α σ τ ή σ ω μ ε  τ ό  y μ έ  τ ό  

f ( x ) .

' Α π ό δ ε ι ξ η ,  χ) Ά π ’τόν ορισμέ τοΟ αορίστου ολοκληρώματος εχομε 

[ f ( x )  + g(x)]dxj  ' = f ( x ) + g ( x ) =  f ( x ) d x j  + [ |  g ( x ) d x j

κ α ι

a f (x )d x  

i i )  ’Ε π ί σ η ς  ε χ ο μ ε

= a f ( x )  = a |  f ( x ) d x j

f  (x) g' (x)dx = f ( x ) g ’ (x) = [ f ( x ) g ?( x ) + f ' ( x )g (x ) ]  -
[1

f  ’ (x)g(x)  = [ f ( x ) g ( x ) 3 '  -  f ' ( x )  g(x)dx

[ f ( x ) g ( x ) ] ' [I f ' ( x ) g ( x ) d x j  = [ f ( x ) g ( x ) - f ' (x)  g(x)dx]

χ τ η  ο τ ι

i i i )  θ έ τ ο ν τ α ς  F(y) = J g ( y ) dy  ( ο π ό τ ε  F’ ( y ) = f ( y ) )  ά ρ χ ε ι  ν ’ά π ο δ ε ι

F ( f ( χ ) ) = I  g ( f ( x ) ) f ' ( x ) d x .

*Ρί\λά9 τοΟ το  α λ η θ ε ύ ε ι  δ υ ό τ υ

[ F ( f ( x ) ) 3 f = F ' ( f ( x ) ) f * ( x )  = g ( f ( x ) > - f '< x > .  A
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Παραδείγματα 5 . 2 . 1

Στά παρακάτω τρία παραδείγματα έφαρμάζονταυ Αντίστοιχα οί ίδυύτη- 
τεε (ί)» ( ϋ )  καί ( i i i ) .

(ί)  Τά Αύρυστο όλοκλήρωμα ένύε πολυωνύμου είναι,

2 χν+1
( α 0 + α 1χ +  . . .  + a vx V) d x  = c + a Qx + α ^  + · .  . + α ν - ~ -  ’

( i i )  "Ας ύπολογίσωμε τύ ολοκλήρωμα |  logx dx* εχο)ΐε 

jlogxdx = jlogx-x '-d x  = χ log χ - J χ log’x dx =

= x  l o g  x - j x ^ d x  = x  l o g  x  -  |  d x  = x  l o g  x  -  x  + c  . f

( i i i )  "Ας ύ π 5 λ ογ ίσ ω με  τ ύ  ολοκλήρωμα l^l-x^dx. θ έ τ ο ν τ α ς  x = s i n  t ,

t e ( _ 2’ 2) εχ°μ

A - x 2dx  = |
^ d  s i n  t  _ 

c o s  t  —d t — c o s  t  d t ( l + c o s 2 t ) ] d t  =

= i  d t  + |  c o s  2 t  d t  = i  t  + j  |  c o s  2 t  d t  .

T\A τ έ ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τοΟ τ ε λ ε υ τ α ί ο υ  ολοκληρώματος θ έ τ ο μ ε  2 t = y ,  ο π ό τε  

έ χ ο μ ε

COS 2 t  d t  = —
1 1c o s  y  dy  = - j ^ s i p  y +  c 2 = s i n  2 t +  c 2 = s i n  t - c o s  t  + c 2 

1 '
' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  6 u f  c  = c ^  + -£ c 2 β ρ ίσ κ ο μ ε

' l - x 2dx  = J  t  + c !  + Ί  s i n  t - c o s  t +  c 2

1 1 /  2 = — Ar s i n  x  + ^  x / l - x  + c .

Σημείωση

Σ τ ύ ν  ύπολογυσμά  έ ν ύ ς  ολοκληρώματος ή σ τ α θερ ά  πού έ ι ιφ α ν ίζε -  λ  στη

(
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γ ε ν υ κ η  μορφή τ ο υ  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  θά  π α ρ α λ ε ί π ε τ α ι ,  κ α ί  τ ο ύ τ ο  γ υ α τ ί ,  κ α τ ά  χ α -  

ν ό ν α , τ ό  πρ ο ς  ύ π ο λ ο γ υ σ μ ό  ολοκλήρω μα  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι ,  σ άν  α θ ρ ο υ σ μ α  δόο  η π ε ρ ι σ ­

σ ο τ έρ ω ν  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν ,  ο π ό τ ε  η έμφάνοση  πολλώ ν  σ τ α θ ε ρ ώ ν  δ έ ν  έ π υ δ ρ δ  κ α θ ­

όλου  σ τ ό  τ ε λ υ χ ό  α π ο τ έ λ ε σ μ α ,  δ π ο υ  μ π ο ρ ε ί  ( χ ω ρ ί ς  ν ά  ε ί ν α ι ,  α π α ρ α ί τ η τ ο )  έκ 

τω ν  υ σ τ έ ρ ω ν  ν ά  π ρ ο σ τ ε θ η  η σ τ α θ ε ρ ά .

’Ε π ί σ η ς ,  ό υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  έ ν ό ς  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  μ π ο ρ ε ί  ν ά  γ ί ν ε τ α ι ,  κ α ί  

μέ  π ο λ λ ο ύ ς  τ ρ ό π ο υ ς . Γ υ ά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  τ ό  τ ε λ ε υ τ α ί ο  ά π ό  τ ά  παρα πά νω  ο λ ο κ λ η ­

ρώματα μ π ο ρ ε ί  ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ή  κ α ί  ώς έ ξ η ς :

ί - x ^ d x  = j  χ Τ / l - x ^ d x  = χ  / 1 - χ ^  -  |  χ  ( Α - χ ^ ) Td x  =

/  2= x / 1 - x  - -χ  , X—= = r  d x
Λ ^ ?

/ 2= x / 1 - x  -

1 - χ 2 - 1

ο π ό τ ε

7 Ζ Γ

χ / ΐ - χ 2 -

; Λ - χ 2 -
/  ι  -1 - χ

/l-yp-
d x  + ι d x

x  d x  + A r  s i n  χ  + c

f λ  1 A  1 A .v 1 - x  d x  -  ”  x / l - x  + y  A r  s i n  x  +

δ π ο υ  τ έ θ η κ ε  c = ^ c  .

5 . 3  ΑΝΑΓΩΓΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ

Π ο λλ ές  φ ο ρ έ ς  ό ύ π ο λ ο γ υ σ μ ό ς  ολο κ λη ρ ω μ ά τω ν  γ ί ν ε τ α ι ,  μ έ  τ ή  β ο η θ ε υ α  

ά να γ ω γ υ χ ώ ν  τ ό π ω ν .  Παρακάτω θ ά  δ ο θ ο ύ ν  μ ε ρ ι , χ ο ί  ά π ’τ ο ό ς  π υό  ά ξ ο ό λ ο γ ο υ ς  

τ ό π ο υ ς  μ έ  τ ο ό ς  ο π ο ί ο υ ς  α ν α γ ό μ α σ τ ε  σ έ  ά π λ ο ό σ τ ε ρ ε ς  π ε ρ υ π τ ώ σ ε υ ς  ο λ ο κ λ η ­

ρωμάτων ποό  υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι ,  ε ύ κ ο λ α .

ΤΥΠΟΣ 5 .3 .1 .  "Αν

-  ί  d x  

'  (1+χ2 )1
, y e n

τ ό τ ε

Ι 1 = At  t g x  + c
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«4 κτ·
i -;t
κ *> ' ..· 

. < ο ■: ; ‘

κ α ί

( 5 . 3 . 1 ) I = ν
2 ( v - 1 ) ( l « 2 ) ' " 1 2 ( - 1 )  V l  ·

V > 2

*0 ύπολογεσμάς τοϋ 1^ προχυπτεε ε ύ κ ο λ α  άπ’τόν πίναχα τίόν δλοχληρω- 
μάτων πού δέσομε παραπάνω. 'Εξ άλλου παρατηρούμε δτε

I = ν
1 + χ 2 - χ 2

( l+x2 )V
d x  —

d x

(l+x2)V_1
x2dx _ ί x xdx _

( i + x 2 ) v  “  ' " 1 ' J  α + χ 2 ) ν  '

= Iν-1 2
d ( l + x

= Iν-1  2

1> = Ι , - i f . d f
Ci+x‘ )v V- 1 2 > l

α + χ 2 Γ ν * 1 d t x 2 ) - v t l

,„ 2 x- v t l  '  (1+x )
-v+1

- v + l -v+1 d x

= I
V- 1 2 ( l - v ) ( l + x 2 )V~1 2(1- ' ,)

d x
A, 2 v V - l( 1 + x  )

= I
V_1 + 2 ( v - 1 ) ( 1 + x2 ) v - 1  + * v - l  ·

'Etol

I =
V

_________x ________  2 v - 3

2 ( v- 1 ) ( 1 + x 2 ) V -1  2 ( v _ 1 )
X , , v >,2v - l

. ‘ ΤΥΠΟΣ 5 .3 .2 .  "Αν \ t s

?! Η:ϊ?:< :

τ ό τ ε

wad

( 5 . 3 . 2 )

! = [ s is i n  x d x  s μ6Κ·

1 .S * = - c o s  x  + c  , S0 = -  — s i n  2x  + x+c

S = s  , υ >3ν v v v-2 =

*H πρώτη ε ίν α ι  φανερή έν© ή δεύτερη αποδείχνεται  ώζ έξίίδί



1 5 9

S =ν
• v , s m  x  d x  = * v - 1  . ,s i n  x  s i n  x  d x  =

. v - 1  ,s m  x  d c o s  x  =

. v - 1  f 2 , . . .  v - 2  ,= -  s m  x  c o s  x + c o s  x  ( v - l ) s m  x  d x  -

= -  s i n V ^x c o s  x  + ( v - 1 )

. v - 1  , /  - v= -  s m  x  c o s  x  + ( v - 1 ;

, Λ . 2 . . v - 2  ,
( 1 - s m  x )  s m  x  d x  =

• v - 2  , ( Λ \s m  x  d x  -  ( v - 1 ; • v ,s m  x  d x

Ετσι,

= -  s i n V ^ x  c o s  x  + ( v - 1 )  "  ( v - l ) S ^  .

• V -1 , 1Λ _ s m  x  c o s  x  . v - 1  n AS — — "— 1 T 1 b Λ · Av v v v - 2

ΤΥΠΟΣ 5.3L.3.  " A v

C = 
μ

c o s ^ x  d x  s μ β ΐ ϊ

τ ό τ ε

κ α ί

( 5 . 3 . 3 )

1 1
= s i n  x  + c  ,  C2 = — s i n  2 x  + — x  + c

G = c o s ^ x s in jc  vz l Q v > 3
v v v  v - 2  =

Πάλυ ή πρώτη ε £ ν α υ  φ α ν ε ρ ή ,  ένα) ή δ ε ύ τ ε ρ η  β ρ ύ σ κ ε τ α ο  α ν ά λ ο γ α  μ έ  τ<5ν 

Τύπο 5 . 3 . 2 ,  η μ έ  τ ύ  βο ι ίθε ι ,α  τοΟ Τ ύ π ο υ  5 . 3 . 2  καύ τ ο υ  δ , τ ι ,

C = ν
ν .

c o s  χ  d x  =
. ν  , π ν j  

s m  ( - j -  x ; d x s i n Vy  d yr] = - [ Sπ v
J y = 2 _x y =

ΤΥΠΟΣ 5 . 3 . 4 .  " A v

T = 
μ

t g ^ x d x  , μ e u

τ ό τ ε

^  = -  l o g j  c o s  x |  + c  ,  T2 = t g  x  -  x+  c O:
n a C

^
 |CM



1 6 0 5 . 3

( 5 . 3 . 4 )

Πρώτο πα ρ α τη ρ ο Ο μ ε  δ τ ο

* ν-1
Τ = 1&___21.τ

ν ν -1  ν-2 * ν > 3

τ  -  s i n  χ  , _ f d c o s x _  Γ ί  d t ]  _ r .  » · -»
1 ” c o s  χ  "  c o s  χ  ~ [J t  J t = c o s x “ ^ ^ t - c o s  χ

= -  l o g  j c o s  x |  + c  .

+ c

καί.

VO'

2 2 2 i
t g  x d x  = ( 1 + t g  x - l ) d x  = ( 1 + t g  x ) d x -  d x  = | g x - Nx  + c

Ε π ύ σ η ς  γ υ ά  v > . 3  ε χ ο μ ε

T2 =

Τ = ν
. ν  Γ v - 2  . 2t g  χ  d x  = t g  x  t g  x  d x  = t g V ^ x  ( l + t g ^ x - l ) d x

= |  t g V ^ x  ( l + t g ^ x ) d x  -  [ t g V ^ x d x  =

N v
-2 x d t g x -  Tv _ 2 = j tV Ή  t.t g  x  v - 2

v - 1
-  T

t = t g x  v - 2
O H

. v - 1
=  lE_ _ _ 2 L _ T  . a

v - 1  v - 2 k

’Εξ  ά λ λ ο υ  ε ύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  κ α ύ  οΰ π α ρ α κ ά τω  Α ν α γ ω γ ι κ ο ύ  τ ύ π ο υ  

,ΤΥΠΟΣ 5 . 3 . 5 .  " Α ν
( , ' Λ I η ν

, μ 6WS =
μ • μs i n  χ

τ ό τ ε
1 Π Γl+cos χ Ί 

1 -  2 °® [_l-cos χ J + c

-  c t g  χ  + c

κ α ί
f Γ> -ί- ^

3 τ6τ

■ Ϊ£>>:

4
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( 5 . 3 . 5 ) ς  -  1 c o s  χ  ν - 2  g
ν  "  v - 1  . v - 1  v - 1  v - 2s i n  x

9  --v > 3 .

Π ρ α γ μ α τ υ κ ά ,  ο ί  δυο  π ρ ώ τ ε ς  ε ί ν α ι ,  φ α ν ε ρ έ ς ,  ένώ ό έ π α γ ω γ υ κ ό ς  τ ύ π ο ς  

υ σ χ ύ ε υ ,  δ ι , οτυ

; = ί - ί ΐ —  =v I . νJ s i n  x  J

d x
. v - 2  . 2s m  x  s m  x

= _ [ _ i£ tf
J  « , ,·  v -

C t g x  
2

s x n  x

- c tg x ,
. v - 2s m  x  '

c t g  x  d . v - 2s m  x

c o s  x  f
. v - 1  + Jp i n  v  /

, o\ * v~3c o s  x  - ( v - 2 ) s m  x  c o s  x
s m  xs m  x

c o s  x
. v - 1  s m  x

. 2 v - 4  
s m  x

d x  =

- ( v - 2 )
2

c o s  x
. Vs m  x

d x  =

c o s  x
. v - 1  s m  x

-  ( v - 2 )
1 · 2 1 - s m  x

. v s m  x
d x  =

- c o s  x
. v - 1  s m  x

- ( v - 2 ) ί ϊ _ + (ν. 2) f _ * L
. v  I . v -i r \ v  /  c ms m  x

2
s m  x

COS*  -  ( v - 2 )  S + ( v - 2 )  S 0 . v - 1  v v - 2s m  x

κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς

£ _ - c o s  χ  , v - 2  p
b  ·“ "V~ T Λ Dv ( v - l ) s i n  x

. v - 1  ' v - 1  “ v - 2  * v =  3 · *

ΤΥ1Ι0Σ 5 .3 .6 .  "Av

. _ f dx
μ "  J μ *'  c o s  x

μ e u

τ ό τ ε

^ 1 , Γ l + s i n  χ  "1
C1 2 106 [ ϊ ^ Π ί ] + c

C2 = t g x  + c

I
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χ χ
E„ = x e  -  e  + c  1

Ev = x V  -  ν Ε ν _ χ  ,  v > 2  ,

οπότε και

( 5 . 3 . 8 )  = μ ί  e ‘

Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  έ χ ο μ ε

+ C

Ει  =
X,x e  α χ  =

- ί
. X X I X, X X ,χ  d x  = x e  -  I e  α χ  = x e  -  e  + c

κ α ι

E = v
V X ,x  e  d x  =

v ,  x  v x  x  d e  = x  e  - x ,  v  v x  e  d x  = x  e  -  v
v - 1  x ,  v  x  „  x  e  d x  = x  e  -  ν  Ev - 1

δηλαδή

E = x V - v E  , ,  v > : 2v  v - 1  —

' 0  τ ΰ π ο ς  ( 5 . 3 . 8 )  προφανώς  ι σ χ ύ ε ι  γ ι ά  μ = 1 .  "Ετσι,  υ π ο θ έ τ ο μ ε  o r e  μ ^ 2 ,

όπο 'τε  π ο λ λ α π λ α σ ι ά ζ ο ν τ α ς  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ί α  σ χ έ σ η  έ π έ  - 4  ( - 1 ) ^  π α ί ρ ν ο μ εν ·
Ε ν  Ε

, . xVi-v ν  _ , ,  nU - v χ χ . , ,  λμ - ν + 1  ν - 1
(-D  7 Γ =( _1)  6 ^ γ +( _1) π = ϊ τ γ

Τ έ λ ο ς ,  θ έ τ ο ν τ α ς  ν  = 2 , . . . 5μ κ α ί  α θ ρ ο ί ζ ο ν τ α ς  κ α τ ά  μ έ λ η  κ α τ α λ η γ ο μ ε  σ τ ά ν  

τύ π ο  5 . 3 . 8 .  A

ΤΥΠΟΣ 5 . 3 . 9 .  Ά ν

μ J
x ^ s i n  χ  d x  κ α ί Β =y

x Mc o s  χ  d x  , μ 8 U

τότε
Α^ = -  χ  c o s  χ  + s i n  χ  + c  ,  = χ  s i n  χ  + c o s  χ  + c

κ α ί  δ ι ά  ν  > 2

A = -  χ  c o s  χ  + ν  Β „ * 
ν  ν - 1  9

ο ν . .Β = χ  &ιη  χ  -  ν  A - . ν  ν - 1
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"Ετσι παίρνομε

MOU,
( 5 . 3 . 9 )

( 5 . 3 . 1 0 )

Α 2  = ~ χ  c o s  X + 2 χ  s i n  χ  + 2 c o s  χ  + c  
2

= χ  s i n  χ  + 2 c o s  χ  -  2 s i n  χ  + c  

A = - x Vc o s x  + v x v_1  s i n  x  - v ( v - l ) A
v - 2

B = x Vs i n  x  + v x V - 1 c o s x  - v ( v - l ) B
v - 2

Π ρ α γ μ α τ υ κ ά ,  τ α  A ^ ,  ύ π ο λ ο γ ύ ζ ο ν τ α υ  ε ύ κ ο λ α  ένω o t  τ υ π ο υ  ^ 5 . 3 . 9 )  

καυ  ( 5 . 3 . 1 0 )  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ώς έ ξ η ς :

A = ν
ν  · j  χ  s i n  χ  d x  = - ν , νχ  d  c o s  χ  = -  x  c o s  x  + c o s  x  d x  =

i - -

καυ

-  x  c o s  x  + v v - 1  , v
x  c o s  x  d x  = -  x  c o s  χ  + ν  B

v - 1

B = 
v

v  . 1 v ,  . v  .x  c o s  x  d x  = x  d s m  χ  = x  s m  x  -

v  .x  s m  x  -  v

, vs i n  x  d x  =

v - 1  j  v  . Ax  s m . x d x  = x  s i n ^ x - v A  ^

Σ η μ ε έ ω σ η .

E ^ v a t  ε ύ κ ο λ ο  ν ά  δ ο ύ μ ε  δ τ υ  ytdt  v>_2  έ σ χ ύ ο υ ν  o t  TUKot

( 5 . 3 . 1 1 )  

καύ

( 5 . 3 . 1 2 )  

ένω

( 5 . 3 . 1 3 )

f  X  x  Λ ( xe   ̂ _ - e  . 1 e
—  d x  = --------------- r  + — r  ------- r  d x

v r λ \ v - 1  v - 1  J v - 1x  ( v - l ) x  J x

sm  x  , - s i n  χ  , 1---------  d x  = ---------------- r  + ---- rV- 1 V- 1:» V X I ( v - l ) x

c o s  X j  c o s  X--------- d x  = -------- v - 1  v - 1

c o s  x 
v - 1

s m  x  
v - 1

d x

dx

- V  V* ·

- $ *:-

:·<?

jjii.x v ( v - l ) x

" Ε τσ ι . ,  γ ι ,ά  τ<5ν υ π ο λ ο γ ι σ μ ό  α ύ τω ν  τω ν  ολοκ ληρω μάτω ν  ά π α υ τ ε ϋ τ α ε  τ ε λ υ -  

χ ά  6 ύ π ο λ ο γ υ σ μ ά ς  των

Au · '
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—  d x  ,  x  *

x
s m  x

d x
f c o s  x

• J * d x

τ α  οποΰα  όπως α ν α φ ε ρ ε τ α υ  σ τ η  β υ β λ υ ο γ ρ α φ υ α  6 ε ν  ο ρ υ ζ ο υ ν  σ τ ο ε χ ε υ ώ δ ε ε ς  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ι ς  ηαC δ ε ν  ύ π ο λ ο γ υ ζ ο ν τ α υ  μ έ  α π λ ό  τ ρ ό π ο ,  παρ ά  μ ε  τ ή  β ο ή θ ε ε α  σ ε υ ρ ω ν .

5 Λ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

"Αν Ρ ,  Q ε ί ν α υ  δυο  π ο λ υ ω ν υ μ υ χ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  θ ά  πρ οσ πα θ ήσ ω με  νά  

ύ πολογεσ ω μ ε  το  ά ό ρ ε σ τ ο  ολοκ λή ρ ω μ α  τ η ς  ρ η τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς

R - Ρ 
R " Q

ΠΕΡΙΠΤΩΕΗ 5 . 4 . 1 .  Ρ = 1 ,  Q ( x )  = ( α χ  + g)k , α ί Ο ,  k £Ν . Έ χ ο μ ε  δ η λ α δ ή  
ν ά  ύτ ιολογ ίσω μ ε  τ ό  δλ ο κ λ ή ρ ω μ α

d x

( α χ +g) k *

’Αλλά

I - ·?*- = i  Γ ί £ .1
> (»*+e)k « u  t k -i t =

■k l o g I t  I ] ,  . 0 + c * δ ν  k  = la  1 t= a x + B
=

ax+B
a ( l - k )  ’ L k - l ]

+ c ,  δ ν  k  f  1 ,

ο π ό τ ε  π α ί ρ ν ο μ ε  τ ο ν  τ ό π ο

( 5 . 4 . 1 )
d x

(otx+3)
= <

A

ά  l o g  I α χ + β  I + c  ,  δ ν  k = 1

1
a ( l - k ) (ax+B) k-1 + c  ,  a v  k  f  1 .

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 . 4 . 2 .  P = l ,  Q ( x )  = ( a x 2 + Bx + γ ) λ ,  ό π ο υ  Β2 - 4 α γ  < 0 ,  a  i  0 

κα C λ GW.
Έ χ ο μ ε ,  δ η λ α δ ή ,  v d  ύ π ο λ ο γ ί σ ω μ ε  τ ό  δλ ο κ λ ή ρ ω μ α

\ — Γ ^ ~J ( a x  + Βχ + ϊ ) λ *
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’ Αλλά

2 2 2 
α χ  + β χ  + γ  = a ( y  + δ )

β Γ  2δ π ο υ  y  = χ + —  κ α ί  δ = / 4 α γ  -  β /  2 α .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  έ χ ο μ ε

I; dx
2 ο νλα χ  + β χ + γ )

= 1 Γ  r dy ...]
“ ΐ-J (y2+62)X-* y = x +

2 a

ο π ό τ ε  ά ρ κ ε ΰ  ν ά  ύ π ο λ ο γ υ σ τ η  τ<5 ολοκ λήρω μα

, τ τ ϊγ χ · ·  5 j £0s  xeK( y  +6 )

2 2 2 ^ 
θ έ τ ο ν τ α ς  y  = 6 t g t  ,  έ χ ο μ ε  y  +δ = δ  ( 1 + t g  t )  =

, δ d t
d y  = ------2 ~ · Ετσυ

c o s  t

2
c o s  t

d y
, 2 2 , λ  "  Λ2 λ - 1
( y  +δ ) δ

Mat

2 ( λ - 1 )  , Ίc o s  t  d t
-* t  = Ar tg-=jr

δ π ο υ  τ<5 τ ε λ ε υ τ α ί ο  ολοκλήρω μα  ύ π ο λ ο γ έ ζ ε τ α υ  μ έ  βάση τ ό ν  Τύπο 5 . 3 . 3  

Γυά π α ρ ά δ ε υ γ μ α ,  α ς  ύ π ο λ ο γ υ σ τ η  τ ό  ολοκ λήρ ω μα

dx

α χ  + β χ + γ
, β - 4 α γ  < 0 , a  f  0

Ά ν  δ = A a y  -  β 2 /  2 α ,  έ χ ο μ ε

d x

α χ  + β χ + γ

dy

δ η λ α δ ή

( 5 . 4 . 2 )

2 .2y  +δ

d x

= x t _L = « « [ Idt]t = A rt„ i (!!+J .
χ  + 2 α  t  - A r T g 6 vx + 2a

+ c

2 . ^  2αχ+β
ΑΓ t g  - 7= =έζ=  + c  .

α χ  +β χ+ γ  ν 4 α γ - βλ Λ α ν - β 2 Ά α γ - β

’Ε π ί σ η ς  θά  ύπολο γ υ σ ω μ ε  τ έ  ολοκλήρω μα

;-4.
dx

*ίΒ A

( α χ ^ + β χ + γ )
2  » β - 4 α γ  < 0 ,  α * 0 .  ,, ^ ^ α χ 3

Θ έ τ ο ν τ α ς  δ = Λ α γ  -  β2 /  2α έ χ ο μ ε
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dx
2 2 3

( α χ  + β χ + γ )  αδ LJ

2 1
c o s t  d t

-■ t  = A r t g | ( x + £ )
+ c

2a

2 /2 a
, ,  0 2 v 3 /2
( 4 α γ - β  ) A r t g 2αχ+ β

Λ α γ - β 2

+ c

δηλαδή

( 5 . 4 . 3 ) dx /§<*·
(αχ2+βχ+γ)2 (4αγ-β2)3/2

. 2αχ+ β  1 . λ * , 2αχ+βA r t g  ■ >■-----  ·μι· + — s i n  2A r t g  ■, ...... —  +c-------- i '  + - s i n  2 A r t g - p — =
/ 4 α γ - β  κ 4 α γ - β _'4α γ~β~  “ / 4 α γ - β

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 . 4 . 3 .  P ( x ) = A x + B ,  Q (x )  = ( α χ ^ + β χ + γ ) ^  δ π ο υ  A ^ 0 9 a j * 0 9 
ο

β - 4 α γ  < 0 w at k 0 U .

"Ε χο μ ε , δηλαδή νά  ύ π ο λογίσ ω μ ε τ ό  δλοκλήρω μα

Αχ + Β

( α χ 2 + β χ + γ ) 1<
d x  .

Αλλα ισ χ ύ ε ι ,  ο τ ι

Αχ

( α χ  + β χ + γ )

+ Β , ί  2α -------- j-  d x  = ------
$χ+γ) J (

^ - ( 2 α χ + $ )  + Β -  τρ- 
2α

2 kα χ  + β χ + γ )
d x  =

2
Α ί  d ( a x  + β χ + γ )  . Αβ λ ί
2α I + ( Β ' 2 ί ) J

'  ( α χ  + β χ + γ )  '

d x

( α χ 2 + β χ + γ ) ^

καύ αρα

( 5 . 4 . 4 ) 2 . „ .k d (B 2a'( α χ  + β χ + γ )

dx

l o g  | α χ 2 + β χ + γ |+ ο ,

( α χ 2 + β χ + γ ) 5''
+ < α ν  k = 1

-A
2 k - 1

2 a ( k - l ) ( a x  + β χ + γ )
-+  c f

fiv k * l

δπου  τ<5 δ ε ύ τ ε ρ ο  ολοκλήρω μα  ύ π ο λ ο γ ί ς ε τ α ι  μ έ  βάση τ η ν  Π ερ ίπ τ ω σ η  5 . 4 . 2 .

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 . 4 . 4 .  ( Γ ε ν ι κ ή  π ε ρ ί π τ ω σ η ) .  *0 υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ ­

μ α τ ο ς
Ρ(χ)
Q(x) d x
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δ π ο υ  Ρ, Q ε ί ν α ι  δυ<5 π ο λ υ ω ν υ μ ιχ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  α ν ά γ ε τ α ι  σ τ ά ν  ύ π ο λ ο γ ι -  

σμ<5 ο λ ο κ λη ρ ω μ ά τω ν  τω ν Π ερ ιπ τ ώ σ εω ν  5 .4 .1  κ α έ  5 .4 .3 . Πράς τ ο ϋ τ ο  θά  χ ρ η -  

σ ι μ ο π ο ι η θ ή  τά  πα ρ α κ ά τω  θεώ ρημα  τ ο ϋ  ό π ο ι ο υ  ή ά π ά δ ε ι ξ η  σ υνή θ ω ς ε ύ ρ ί σ κ ε -  

τα μ  σ τ ά  β ι β λ ι 'α  ά λ γ έ β ρ α ς  (βλ . κ α ί  ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Α ' ,  Δ. ΚΑΠΠΟΥ 

θ ε ώ ρ .  7 .4 .1 ) .  Πρώτα δμως α ς  σημεμω θή δ τμ  " β α θ μ ό ς"  μ ι δ ς  π ο λ υ ω ν υ μ ιχ ή ς  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  μ έ  τύ π ο

y  = α Λ + α , χ  + . . . + α χ ν , δ π ο υ  a  ^ 0  J 0 1 ν ’ ν
ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  δ φ υ σ ι χ ά ς  ά ρ μ θ μ ό ς  ν .

ΘΕΩΡΗΜΑ. Ά ν  Ρ , Q ε ί ν α ι  6υό  π ο λ υ ω ν υ μ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τ έ  
τ ο ι ε ς  ώ σ τε  6 β α θ μ ό ς  τ ή ς  Ρ ν ά  ε ί ν α ι  μ ικ ρ ό τ ε ρ ο ς  ά π 'τ ό  βαθμό 
τ ή ς  Q, τ ό τ ε  τ ό  κ λ ά σ μ α  μ π ο ρ ε ί  ν ά  γραφ ή  σ ά ν  δ ν α  ά θ ρ ο ισ μ α  
κ λ α σ μ ά τω ν  π ο ύ  κ α θ έ ν α  έ χ ε ι  τή  μορφή

ή τή  μορφ ή
(χ-α)

------^ Χ - Β - ν  μ έ  β 2 - 4 α γ  < 0
( α χ  + β χ + γ )

ό π ο υ  Α , Β ,α ,β , γ  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί  ά ρ ι θ μ ο ί ,  k κ α ί  λ φ υ σ ικ ο ί  
ά ρ ιθ μ ο ί  κ α ί  ο ί  π α ρ ο ν ο μ α σ τ έ ς  τω ν  κ λα σ μ ά τω ν  α ό τώ ν  ν ά  ε ί ν α ι  
π α ρ ά γ ο ν τ ε ς  τ ο υ  Q, δ η λ α δ ή  ο ί  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  μ έ  τ ύ π ο υ ς

y  =
_ Q(x)

(χ-α)
κ α ί  y  = Q(x)

, 2 _ .λ(αχ +βχ+ν)

ν ά  ε ί ν α ι  έ π ίσ η ς  π ο λ υ ω ν υ μ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .
χ— 2

" Ε τ σ ι  δ τ α ν  δ ο θ ή  ε ν α  κλά σ μα  π . χ .  τά  ^--------  ,  π ρ ο σ π α θ ο ϋ μ ε  μ έ  τή
χ  - χ  - χ + 1

" μ έ θ ο δ ο  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ο ύ  τώ ν  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν "  ν ά  τ ά  άνα λυσ ω μ ε σ ε  ά θ ρ ο ι ­

σμα  κ λ α σ μ ά τω ν  μ έ  π α ρ ο ν ο μ α σ τ έ ς ,  π α ρ ά γ ο ν τ ε ς  τ ο ϋ  π α ρ α ν ο μ α σ τ ο ΰ .  ’Ε δώ , δ η λα ­

δ ή ,  ά ρ κ έ ι  ν ά  π ρ ο σ δ ιο ρ έ σ ω μ ε  τ ο ά ς  α ρ ι θ μ ο ύ ς  Α ,Β ,Γ ,Δ  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  χ  νά  ίσ χ υ η

χ - 2  A Β Γχ+Δ
ο ο ν—ι + 2 + 2

'  ( χ - ΐ Γ ( χ ^ + χ + 1 )  Χ ( χ - 1 )  χ  +χ+1

Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  μ έ  τ ή ν  " ά π α λ ε ιφ ή "  τώ ν  πα ρ ο νο μ α σ τώ ν  ε χ ο μ ε



5 .4 - 5 .5 169

x - 2  = (Α + Γ )χ 3 + ( Β - 2 Γ + Δ ) χ 2 + ( Β + Γ -2 Δ )χ  + (-Α+Β+Δ)

ο π ό τ ε  π ρ έ π ε υ  να  εχω με

Α+Γ = 0 ,  Β-2Γ+Δ = 0

Β+Γ-2Δ = 1 9 -Α+Β+Δ = - 2 .

" Ε τ σ ε ,  β ρ εσ κ ο μ ε  Α = -§  , Β = · ^
Ο ο ,  Γ II > = - 1 ,  δη λ α δ η

χ - 2  2 1 1 1 1 2χ+ 3
4 3 , 3  χ - 1  χ  - χ  - χ + 1 3

( χ - 1 ) 2
3 2 

χ  + χ+ 1

Τώρα μ π ο ρ ο ύ μ ε  νά  ύ π ο λ ο γ ύ σ ω μ ε  ε ύ κ ο λ α  καυ  τ ό  ολοκ λή ρ ω μ α

χ - 2
4 3 _χ  - χ  - χ + 1

d x

Π αρατηρούμε»  λ ο ι π ό ν , δ τ ι

καυ

d x  f d ( x - l )  n i Λ \= J —  = 1°βΙχ- 1Ι ·
ί - J *  = f « 2 l i |  f = - - L ·
1 (x-1)2 > (x -1)2 > * - 1

2x+3 
2

x  + x + l
d x  = 2 x + l

2
x  + x + l

d x  + 2 d x
2

x  + x + l

d ( x  + x + l )  
2

x  + x + l
+ 2 d x

'  x  + x + l

= l o g ( x 2+ x + l )  + 2  -^= A r t g - J r  ( χ + · | · )  ,

δ π ο υ  εφ α ρ μ όσ α μ ε  τ η ν  Π ερόπτω ση 5 . 4 . 2  

" Ε τ σ ε ,  ε χ ο μ ε  

χ - 2
4 3

χ  - χ  - χ + 1
d x = f  l o g | x - l |  + 3 ( ~ Ϊ Τ - |  l o g ( x 2+ x + l )  A r t g - | < x + | ) + c

5 . 5  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕΡΙΚΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

ΠαντοΟ παρακάτω  θ ά  π α ρ εσ τά ν ω μ ε  μ έ  R t u ^ u , , , . . .  , u  ]  κ ά θ ε  ρ η τ ι ί  ε κ -
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φράση τΒ ν  u ^ »u 2 »· · · »u v > ^Πλαδιΐ κ ά θ ε  έκφ ραση  που  π ρ ο κ ύ π τε ι ,  μ έ  έφ α ρ μ ογύ  

τ δ ν  τ ε σ σ ά ρ ω ν  ά ρ υ θ μ η τυ κ Ώ ν  π ρ ά ξ ε ω ν  πάνω σ τ ά  u i » u 2 » " * » u v *

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 .5 .1 . ‘ Ο λοκλήρωση σ υ ν α ρ τή σ εω ν  μ έ  τύ π ο

y δτιου m Θ1Ι .

Σ τ ή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α ύ τ η  θ έ τ ο μ ε

ό π ύ τ ε  π ρ ο κ ύ π τ ε ι .

τα A
=ν ·

α χ+ β
γ χ + δ

6 t m- 3
χ = — “ρ α - γ ΐ

"Ετσ ι,  ά ν α γ ύ μ α σ τ ε  σ τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  τύ π ο

m

‘- α - γ ΐ  J

πού  ε ί ν α ι ,  μ ί α  ρ η τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ο ύ  t  κ α ί  η ολοκλήρω σ ή τ η ς  γ ί ν ε τ α ι ,  σύμφω­

ν α  μ έ  τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  πα ρ ά γρα φ ο  5 .4·.

Γυά π α ρ ά δ ε υ γ μ α ,  α ς  ΰ π ο λ ο γ υ σ τ ί ΐ  τ ύ  ολοκλήρω μα j

_ _ _ d x =

V ( x - l ) ( x + l )

"Ε χ ο μ ε

d x

7  *

'  3ν 4 χ - 1 ) ( χ + 1 ) 2

3 /  χ + 1  d x  
χ - 1  χ+ 1

ό π ύ τ ε ,  θ έ τ ο ν τ α ς

+ _ 3 /  χ+11 -V ·
ο 2

„ _ τ  +1 , , _ 61: ^εχομ ε χ  = ^.... . και, dx  -------- ------ — α τ
t 3- i ( t 3- l ) 2

κ α ί  έ τσ ι .

ί i r - - x  5 = Γί dt] 3/ΤΕ+Ι = Γί (F T + ^ “ )dtl 3 /χ+1
J 3/ ( χ - ΐ ) ( χ + ΐ ) 3  U  t 3 - i  LI t _ 1  t 2 + t + i

_ f l , t 2+t+i= h ·  l o g ---------- j
L2 ( t - i ) 2

+ A 5  Ar tg 2 t + l |
J t= 3/Ή±ϊ

V χ -1

+ C =
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1 .
2 l0e

cfcTi - f e ) 3
+ i ^ A r  t g 2 'V x+ l + ^ / x - l

+ c

ΙΓΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 .5 .2 . ‘ Ο λοκλήρωση σ υ ν α ρ τή σ εω ν  μ έ  τύ π ο

r . i piax+ g
p9

fax+f$] ax+ g Pk
X, yx+6J * (γ χ + δ  J ...... [γχ+ δ ]

ό π ο υ  p1 ,p 2 , . . . , p k ε ί ν α ι  ρ η τ ο ί  Α ρ ιθ μ ο ί .

Γράφομε τ ο ύ ς  ρ η τ ο ύ ς  ρ , ρ « , · · . ,Ρ .  μ ε  π α ρ ο ν ο μ α σ τ έ ς  φ υ σ ι κ ο ύ ς  α ρ ι θ μ ο ύ ς1 2  Κ
καυ θ εω ρ ο ύ μ ε  το  έ λ ά χ ι σ τ ο  κ ο ι ν ό  π ο λ λ α π λ ά σ ιο  τη τω ν  π α ρ ο ν ο μ α σ τ ή ν  α υ τ ώ ν .  Θέ 

τό μ ε

. ία χ + β ΐ  t , 
11 = * οπο

6 tm-gο π ο τ ε  χ  = ----------. ΙΏ
α - γ τ

'Ε τ σ ι  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  μ έ  τ ύ π ο

y = R
6 t m - e  + m p i  ™Ρ 2  ™Pk

' 9 Τ  9 * ^  9 * ·  * 9

_ a - y t "
m

δπου  o t  ε κ θ έ τ ε ς  m p^ , m p ^ » · · · »  mp^ ε ί ν α ι  προφ ανώ ς Α κ έ ρ α ι ο ι  Α ρ ι θ μ ο ί  

Mat επ ο μ έν ω ς  Α ν α γό μ α σ τε  σ έ  ολοκλήρω σ ή  ρ η τ ή ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς .

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 .5 .3 ,  ‘ Ολοκλήραχτη σ υ ν α ρ τή σ εω ν  μ έ  τ ύ π ο
IQ/ Λ Π \Ρy  = χ  ( α + $ χ  )

δ π ο υ  α ,β  ε ί ν α ι  σ τ α θ ε ρ ο ί  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί  Α ρ ιθ μ ο ί  κ α ί  ο ί  έ κ θ έ τ ε ς  
m ,n ,p  ε ί ν α ι  ρ η τ ο ί .

Γ ιά  τ η ν  ολοκλήρω ση μ ι& ς  τ έ τ ο ι α ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς ,  α ν  ρ  ε ί ν α ι  α κ έ ρ α ι ο ς  

εφ α ρ μ ό ζο μ ε  τ η ν  Π ερ ίπ τω σ η  5 . 5 . 2 .  wAv ρ  δ έ ν  ε ί ν α ι  Α κ έ ρ α ιο ς  θ έ τ ο μ ε

η2 = X
κ α ί  ε ξ ε τ ά ζ ο μ ε  τ ί ς  ε ξ ή ς  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς :

1 )  *Αν ——- ε ί ν α ι  Α κ έ ρ α ι ο ς ,  τ ό τ ε  έ χ ο μ ε

ί xm (a+(5xn ) P d x  = ^  Γ ί ( a t g z  )p  z ^ d z j  
J LJ  J  2  =  χ »

9 ο π ο ύ
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ο π ό τ ε  έ φ α ρ μ ό ζ ο μ ε  τ ή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  5 . 5 . 1 .  

2

έ π ε υ δ ι ί

2 )  "Αν δ έ ν  ε ί ν α ι ,  ά χ έ ρ α ι ,ο ς  χ α ί  ε ί ν α ι ,  ά χ έ ρ α ι ,ο ς ,  τ ό τ ε

xm( a + 3 x n ) ^ d x = l[| t a!+e2.jPzp-Kld3.
>] n ·  8
J Z = X

.  m+1 ,
ο π ο ύ  q  = — — 1 n

μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν ά  έφ α ρμ όσ ω μ ε πό λο  τ ή ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  5 . 5 . 1 .

’Εξ ά λ λ ο υ  α ξ ί ζ ε ι ,  έδω  ν ά  π α ρ α τη ρ η σ ω μ ε ό τ ι .  τ ό  ολοκλήρω μα μ ι ,δ ς  τ έ -  

τ ο ι ,α ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς ,  όπως 6 T c h e b y c h e v  έ χ ε ι ,  ά π ο δ ε ί ξ ε υ ,  μ π ο ρ ε ί  νά  ύ π ο λ ο -  

γ ι ,σ τ ή  μ ε  σ υ ν η θ ι ,σ μ έ ν ε ς  μ ε θ ό δ ο υ ς  ( δ η λ α δ ή  α υ τ έ ς  που τ ε λ υ χ ά  όδηγοΟ ν σ έ  π ε ­

π ε ρ α σ μ έ ν ο  τ ό  π λ ή θ ο ς  ο λ ο κ λη ρ ώ μ α τα  τ ά  ο π ο ί α  δ ί ν ο ν τ α ι ,  ά π ’ τ ό ν  π ί ν α κ α  τών 

ά ο ρ ίσ τ ω ν  ο λ ο κ λη ρ ω μ ά τω ν  τω ν κ υρ ι,ω τέρ ω ν  σ τουχε ι ,ω δΟ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν )  μ όνο  

σ έ  μμά από  τ ί ς  παραπάνω  π ε ρ υ π τ ώ σ ε υ ς ,  δ η λ α δ ή  ποό  έ ν α ς  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  ά π ’ 

τ ο ό ς  ά ρ υ θ μ ο ύ ς
m+1 m+1 ,

Ρ» — , -------+ ρη * η *
ε ί ν α ι ,  ά κ έ ρ α υ ο ς .

"Ας δοΟ με μ ε ρ ι ,χ ά  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α :

Ο  Τ ί  3/ ΐ+  1V x  ,

Τ ο ΰ τ ο  μ π ο ρ ε ί  ν ά  γ ρ α φ ή  κ α ί  ως

■ί

1 1 1  
χ  2 ( l + x ^ ) 3d x  ,

έ π ό χ ε  έ ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ς ,  σύμφωνα μ έ  τ ά  π α ρ α π ά ν ω ,α ν  κ ά π ο ι ,ο ς  ά π ’ τ ο ό ς  ά ρ ι ,θ μ ο ό ς

Ρ = Τ
1 m+1 " 2 + 1 _ m+1 7
3 9 η = 2, + Ρ = Τ

ε ί ν α ι ,  ά χ έ ρ α ι ,ο ς  β λ έ π ο μ ε  ό τ ι ,  β ρ ι ,σ χ ό μ α σ τε  σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  1 ) ·  Ε τσ ι- ,  θ έ τ ο ν τ α ς

*

_ Η » 4z  = χ  ε χ ο μ ε  χ  = ζ  ,

ο π ό τ ε

I = Η ί
1 -,

z ( l + z ) 3d z 1 .
Ζ = X

'Αν τ ε θ ή

i
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3 3
( 1 + z )  = t ,  τ ό τ ε  z  = t  - 1

i ? · '

holC έπ ο μ έν ω ς

1 = 4 ( t 3 - l ) t  3 t 2 d t 1 1  =
t  = ( 1 + x V

t 4 ( 4 t 3 - 7 ) 1 1 + c

t  = ( 1 + x 4 ) 3

i i )

1 4  1
-  |  ( l + x V ( - 3 t x 4 ) + C

= |  / x  Α + χ 3 d x .

Εδώ ε χ ο μ ε  p = - y - s ^ n ^  = -2 και'  ~ ~  + P = 1 s ο π ό τ ε  ε ε μ ο σ τ ε  σττίν

π ερ έπ τω σ η  2 ) .  "Ε του  θ έ τ ο ν τ α ς
1

3 * _ 3ζ  = χ  ε χ ο μ ε  χ  = ζ

χαυ

■Μ, 1 + ζ  χ2 , (— ) Αζ

Θ έτομ ε

( i i £ ) 2 = t , ο π ό τ ε  ζ  = —̂
t  - 1

χ α έ  έπ ο μ έν ω ς

- ι
”

L ·  ι  Ί 1 Γ+ 1 -
r π

d t

-
t n  2  

t  - 1 1 "  3 Q T t 2- i  ^ t 2- l

_ —
1+ x3 2

t  = ( - i ~ ) _ -
1+ χ

3

3 2

1  + c  =

1 + χ 3 2 

X

1 ( χ 3 + χ6 ) 2 - · | ·  l o g |  1 + 2 χ 0- 2 ( χ ° + χ ° ) ^ l + c .
3 6x2
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5.5.U. * Ολοκλήρωση συναρτήσεων μέ τόπο

y = R[x, /ϊχ+βχ+γ] , α t  0

’Εδδ έφ αρμ άζομ ε μμά μ έ θ ο δ ο , γνω στή  σάν "μέθοδος τοΟ E uler" 
κ α ί  πού έ χ ε ι .  ώς έ ξ η ς :

1 )  α  > 0 .  Θ έτομε

/άχ2+βχ+γ = t  -  /ο χ (η /*χ^+βχ+γ = t  + /α χ)
ό π ύ τε

χ = - £ x -  ί* * = j c i l ]
2 ΐ/α + β

κ α ί  έτσ ι, π ρ ο κ ύ π τε ι. ή συνάρτηση  μ έ  τύπο

y  = R

(η y = R

r 2 2
. t  -  λ

2 ΐ / α + β 2 ΐ/α + β _  

2
* 2 -  , ΐ  + Λ - Ε £

2 ΐν /α -β 2 ΐ / α - β

δηλαδη  ρ η τή  σ υνάρτησ η  το ϋ  t .

2 )  α < 0 .  ’Ε πευδή  π ρ ο ϋ π ο τ ίθ ε τ α ι. δ τυ  ό τύ π ο ς

/  2
y  = / α χ  + β χ+ γ

2
ο ρ ί ζ ε ι .  π ρ α γ μ α τ υ κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  τ<5 τρ υ ώ νυ μ ο  α χ  + β χ+ γ  έ χ ε ι .  δυά  π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  

ρ ί ζ ε ς  Ρχ^ Ρ 2 · "Ετσ ι,  έ χ ο μ ε
/  2-------  /R -X

/ α χ  + β χ+ γ  = -v ^ a ( x - p 1 ) y  ~ r ~

ό π ό τε  π ρ ο κ ύ π τε ι, ή συνάρτηση  μ έ τύπο

y = R χ , ΐ / ά  ( χ - ρ ^
Χ-ρ

η ο π ο ί α  μ π ο ρ ε ί  ν α  ολοκληρω θώ  μ έ  βάση τ ή ν  Π ερ ίπ τω σ η  5 . 5 . 1

ΙΙα ρα τή ρη σ η  5 . 5 . 1 .  "Αν σ τ ή ν  τ ε λ ε υ τ α ί α  π ε ρ ί π τ ω σ η ,  δπ ο υ  α < 0 ,  ε ί -
/

να ι,  κ α ί  γ > 0 ,  τ ό τ ε  θ έ τ ο ν τ α ς
1χ = —
Ζ

π ρ ο κ ύ π τε ι, η συνάρτηση  μ έ τύπο
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y = *[ϊ · ϊ

καν clou α ν α γ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  1 ) .

ν4ζ2+βζ+α

Γεά π α ρ ά δ ε υ γ μ α ,  α ς  ύ π ο λ ο γ έ σ ω μ ε  τ ά  ο λ ο κ λη ρ ώ μ α τα

V
dx Τ = d x Τ = d x

- Α ^ + α ^ Χ2 J ^ 2 _ α 2 3 J / α ^ - χ ^

Γυά τό  θ έ τ ο ν τ α ς

ΡΤ~2 ./ χ  +α = t  -  χ

β ρ ίσ κ ο μ ε

ο π ό τ ε

I.  = d t

- 1 t  η .  2L J  t  = x + / x  +α

χ =
.2 2 
t  - α

2 t

Γλ—Ί
= l o g  ( χ + / χ  +α ) + c .

Γυά τ ό  1 2 9 θ έ τ ο ν τ α ς

Π2 ? ./ χ  - α = t  -

β ρ ίσ κ ο μ ε

ο π ό τ ε

.2 2 t  +α
2 t

J2 =
d t
t Πλ 2

t  = χ + κ χ  - α

/Σ  2
l o g | x + / x  - α  | +

Γυά τ ό  1^9 π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τυ

Πλ 2 f \ Γ άΛ χνα - χ  = (α-χΚ / -----λ ' ν  α -χ
ο π ό τ ε  θ έ τ ο ν τ α ς

= V f -

α + χ  
χ

ε χ ο μ ε

χ = q ( t - l )

t 2+i
Αρα

*3 = 2
d t
2 = 2 A r  t g  t

:  t  + ι t  -  /  α +x -

+ C

α - χ t V 5ν α -
αΤ χ 

χ
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= 2 A r tg  y /  + c  . v α -χ

’Εξ άλλου τ<5 ολοκλήρωμα Ig μπορεΕ ν<£ ύχολογμστ?! χαέ μέ $<ίση τιίν 
Παρατήρηση 5 .5 .1 . Πραγματυκά, αν

εχομε

Τ ώ ρ α , θ έ τ ο ν τ α ς

εχομε

Ετσι, * ■ *·'·■

χ α έ  έ π ο μ έ ν ω ς

Χ3 = - 2

X =

*3 =
Γ dz 
* ζ /* 2ζ2-1 1ζ  = — X

/2  2 ✓ α ζ -1 = t  -  αζ

t  = α ζ Α Γ Τ Ύ ~+ να ζ -1 .

_ t  +1  ι. 
Ζ "  2 α ΐ

d t
2 „ 

t  +1
= -2  Artg

Γ 2 2  
α + να  - x + c

α+
7 2 2

VOL -X

ο π ο ύ  η τ ε λ ε υ τ α ί α  σ υ ν ά ρ τη σ η  δ υ α φ έ ρ ε υ  άπά  έ κ ε υ ν η  πού  β ρ έ θ η κ ε  μ ε  τ η ν
, π

τ η  μ έ θ ο δ ο  κ α τά  σ τ α θ ε ρ ά  c  καύ μ ά λ ι σ τ α  ε ύ κ ο λ α  δ ι α π ι σ τ ώ ν ε τ α ι  ο τ ι  c  = 2  ·

5 . 6  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΡΗΤΩΝ ΕΚΦΡΑΣΕΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Θ εω ρούμε μ ι ά  ρ η τ ή  έκφ ραση  R τ δ ν  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ ώ ν  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  s i n  

κ α έ  c o s .

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 5 .6 .1 .  * Ο λοκλήρωση σ υ ν α ρ τή σ εω ν  μ έ  τ ύ π ο

y  -  R [ s i n  x  ,  c o s  χ  ]

Σ τ η ν  π ερ ύπτω σ η  α ύ τ ή  μ π ο ρ ο ύ μ ε  νά  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ μ ε  π ά ν τ ο τ ε  τ η ν  ά ν τ ι -

κ α τ α σ τ α σ η

t  = t g

-1 . 2 tj s i n  x  = ------:
. 1+f

f >δυέτι,, τότε εχομε
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COS X 1-t
1 + t '

κ α ι

d x  = ------ r- d t  .
1+t

*Apa, α ρ κ ε ί  vet υ π ο λ ο γ ισ τ ή  τ<5 α ό ρ ι σ τ ο  ολοκλή ρω μ α  τ η ς  ρ η τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς

2
με τύ π ο

y = R 21 1- t
2 5 2 

1 + t  1 + t 1 + t '

Γ ιά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  δ ς  ύ π ο λ ο γ ίσ ω μ ε  τ ά  ο λ ο κ λη ρ ώ μ α τα

d x
s m  χ I .  = d x

c o s  x

Μέ τ ό ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  t = t g ^ ,  έ χ ο μ ε

Ι ι  =
1+t
2 t  2L 1+t H

t= tg -

d t

t=tg^·
| l o g | t | J  + c  = l o g | t g | - x |  + c

. . .  x  
t - t g ^

κ α ί  επ ο μ έν ω ς  κ α ί

d x i  d x  f d ( x 'l' 2 > ,  i .  1 ,  . « . I
= — ;— r  = — — ; r  = 1» i l t * 2 (it + 2) l'  s i r k t t - x ) '  s i n ( x + —)

COS X
+ c .

Σέ μ ε ρ ι κ έ ς  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς  ε ί ν α ι  π ρ ο τ ι μ ώ τ ε ρ ο  α ν τ ί  τ ϊ \ ς  ά ν τ ι κ α τ α σ τ ά σ ε -  

ως t  = t g ^ - x  νά  γ έ ν ω ν τ α ι  ά λ λ ε ς  α ν τ ι κ α τ α σ τ ά σ ε ι ς .

Ε ί δ ι κ ώ τ ε ρ α :

α )  "Αν ή έκφραση  R [ s i n x ,  c o s  χ ]  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α ,  ώ σ τε

R [ ~ s i n x ,  c o s  χ ]  = - R [ s i n x ,  c o s  χ ]  

τ ό τ ε  θ έ τ ο μ ε  t  = c o s  χ  .

3 )  "Αν ή έκφραση  R [ s i n x 9 c o s  χ ]  ε ί ν α ι ,  τ έ τ ο ι α ,  ώ σ τε

R [ s i n x 9 - c o s  χ ]  = - R [ s i n x 9 c o s  χ ]  

τ ό τ ε  θ έ τ ο μ ε  t  = s i n  χ  .

γ )  "Αν ή έκφ ραση  R O sin  χ ,  c o s  χ ]  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι α ,  ώ σ τε

***|
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R [ - s i n  x  , - c o s  x ]  = R [ s i n  x  ,  c o s  x ]

τ ό τ ε  θ έ τ ο μ ε  t  = t g  x  .

Κ α ί σ τ ί ς  τ ρ ε ί ς  παραπάνω  π ε ρ υ π τ ώ σ ε υ ς  Α ν α γό μ α σ τ ε  σ τ ό ν  όλοχληρω ση 

μ ε δ ς  ρ η τ η ς  σ υ ν α ρ τ ό σ ε ω ς .

Γυά π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  α ς  ύ π ο λ ο γ ίσ ω μ ε  τ ά  ό λ ο χ λ η ρ ά μ α τ α

I = α
. 3 2 .

s i n  χ  c o s  χ  α χ -γ ί . 2 .I  = s i n  χ  c o s  χ  d x  ,
& J

I = 
ϊ

2c o s  χ  

l + s i n 2x
d x  .

Γνά τ ό  Ι α ε φ α ρ μ ό ζ ο μ ε  τ ό ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α ) ,  ό π ό τ ε  θ έ τ ο ν τ α ς

έ χ ο μ ε

I = -α
. 2 2s i n  χ  c o s  x d c o s  χ =  -

t  = COS X

2 2( 1 - c o s  x ) c o s  x d c o s  x  = - ( l - t 2 ) t 2d tL c o s  X

f - f t 2 d t  + t ^ d t =
L J J t=C O S  X 3 5

3 5c o s  X . c o s  X + c  --------- r ----+ ----------+ C .

Γ εά  τ ό  I a ε φ α ρ μ ό ζ ο μ ε  τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  8 ) ,  ό π ό τ ε  θ έ τ ο ν τ α ςΡ
t  = s i n  χ

ε χ ο μ ε

= s i n 2x  d  s i n  χ  = t 2d t ]  = Γ% - l
U J  t = s i n  x  L J t = s i n x

. 3
, _ _ s i n  x  .+ c = — -— + c .

Γ υ ά  τ ό  I  ,  σύμφωνα μ έ  τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  γ ) ,  θ έ τ ο μ ε

ό π ό τ ε  έ χ ο μ ε

I = 
Ύ

t  = t g x

d t

( l + 2 t 2 ) ( l + t 2 )

d t

t = t g  x  

d t

1 + 2 t -lt=tg x  L 1+t' J t * t g x

L f i  A r t g  f i t  - A r t g t ] t = t  + c  =
; tjr

= J2 Ar t g  / 2 t g x - x  + c . ' V
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5 . 7  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 .  Νά ύ π ο λ ο γ υ σ τ η  το  ά ο ρ υ σ τ ο  ολοκλήρω μα τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  δ τ α ν :  

α )  f ( x )  = ^ 8 - 3 χ ) 3 , β )  f ( x )  = 2 χ / χ  +1

γ )  f ( x )
X

„2

δ )  f ( x )  =
(A r  s i n  χ ) 3 / 1 - χ 2

ε )  f ( χ )  = e  χ  , 

ζ )  f ( x )  = 1
( χ  + / χ 2 - 1 ) 2

.  - ,  ν s i n  χ
σ τ )  f ( χ )  = e  c o s  χ

η )  f ( x )  =
ϊ \ - 2 5 χ '

2 .  Νά ύ π ο λ ο γ ε σ τ η  χ<5 ά δ ρ ε σ τ ο  ολοκ λή ρ ω μ α  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  δ τ α ν :

α )  f  ( χ )  =.

γ )  f ( χ )  =

c o s  χ
lj—.----  '✓ s in  χ

A r s i n  x

ε )  f ( x )  = (A r  s i n x ) 2 , 

ζ )  f  ( x )  = s i n a  x  s i n g  x  , 

θ )  f ( x )  = c o s a  x  c o s g  x  ,

g )  f ( x )  = x  s i n  2x  

6 )  f ( x )  = A r t g  Sx.

σ τ )  f ( x ) = x 2e Xs i n  x

n )  f ( x )  = s i n a  x  c o s g  x  

u )  ^ ^ x ^ " a s i n x +  g e o s  x

3 .  Nd ΰ π ο λ ο γ ε σ τ η  τ δ  ά δ ρ ε σ τ ο  ολοκ λή ρ ω μ α  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  δ τ α ν

a )  f i x ) =
&Α

β ) f ( x ) = e 2x  + 1 ° δ χ

γ ) f ( x ) - i l £ £ Xy) * W - 1+tgx , δ )  f ( x )  =
✓ l+ c o s  χ  

s i n  χ

ε )  f ( x ) = σ τ
(ax+ g)v^T

ζ )  f i x )  = l o g i x + A + x 2 ) ,

\  Γ ί χ Λ - l o g ( x + D  - l o g x
'  "  x { x + l )

θ )  f { x )  = x a i o g  x  ,

n) lM = los<t°sx>

ε )  f i x )  = x a { l o g x ) v

t a )  f ( x )  = c o s  x  c o s  2 x  c o s  3 x  ,  u g )  f i x )  =
A r s i n  x
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4 · Μέ τή χρήση καό μόνο μεθόδων όλοκληρώσεως ν ’άποδευχτοΟν οί 
παρακάτω άναγωγυκού τόπου:

’
ο )  Ι ν  = , x ( l o g χ ) ν - ν  ,  δ π ο υ  I y = ( l o g x ^ d x

ex . 1
β )  X

* ( ν - Ι , χ - 1 ■ - 1 * - 1 ·  °*°U V
ν - 1

e xd x

γ )  ν  I  = ( v - l ) I  „ + c o s h  x  s i n h  x  ,  δπ ο υ  I  =v v - 2  * μ

δ )  v = -  ( v - l ) I v _ 2  + s i n h V ^ x  c o s h  x  ,  δ π ο υ  1^ =

c o s h μx  d x  

s i n h ^ x  d x

'

ε )  ( v p + l ) I ^  = χ ( α + β χ Ρ ) ν  + a v p l y  ^  ,  δ π ο υ  1^ = ( a + 8 x p ) p dx

5 .  Νά ύ π ο λ ο γ υ σ τ η  τ ό  ά ό ρ υ σ τ ο  ολοκλήρω μα  τ ή ε  σ υ υ α ρ τή σ εω ε  f  δ τ α ν :

8 )  f ( x )  =a )  f ( x )  = 

γ )  f ( x )  = 

ε )  f ( x )  =

2
χ  - χ + μ

. , 2 Μ· 9 
1 + χ  + χ

χ 2-3χ +2
2

χ ( χ  + 2 χ + 1 )  

1
4 9

1+χ

ζ )  f ( x )  = — j:----- J  >
' (x -1)

6 .  Νά ύ π ο λ ο γ υ σ τ ή  τό  ά ό ρ υ σ τ ο

a )  f ( x )  = --------- ^ 5 -------  »
/χ+1+ /χ+1

γ> f(x) = 3/ Μ  *

δ )  f ( x )  =

σ τ )  f ( x ) =

η )  f ( x )  -

( χ  - ΐ ) ( χ + 2 )  

χ 3+1
3 2 

χ  - χ

2 χ

( 1 + χ ) ( 1 + χ 2 ) 2 

(χ  -1 )
( 1 + χ ) ( 1 + χ 2 ) 3

ολοκλή ρω μ α  τ η ε  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ε  f  δ τ α ν :

/Ξ=νζΓ
-1β )  f ( χ )

δ )  f ( χ )  = / χ  (1 +  3̂ ΐ ) 4

ε )  f ( x ) =
’

σ τ )  f ( x ) = 3/ * ΰ - ■χ)

χ χ _ X + /1 + Χ  ζ) f (x)  = 3;___~ η )  f ( x )  =
χ ( 1 +  ^ ί 3
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7 -  Νά ύ π ο λ ο γ ε σ τ η  το  α ό ρ ι σ τ ο  ολοκλή ρω μ α  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  f  δ τ α ν :  

α )  f ( x )  = Α 2 - 2 χ - 1  ,

γ )  f ( x ) =

β) f (χ) =

δ )  f ( x )  =

χ / - χ ^ + χ + 2  

3
χ  - χ + 1

χΖ?+χ+ΐ Α^+2χ+2

8 .  Με τη  χρ η σ η  καό μ ό ν ο  μ ε θ ό δ ω ν  όλο κ λη ρ ώ σ εω ς  ν 'ά π ο δ ε υ χ τ ο ΰ ν  ού  

σ χ έ σ ε ι ς :

α )
α χ  „ . α χ  β ε ί η β  χ  + α ο ο ε β  χ  Je  ο ο εβ  χ  α χ  = e  ----------=— r -------------- + c

α  +β

β)
α χ  . ■ ‘ a x  a s i n g  χ  -  $cos{J x  L

e  s i n g  x d x  = e  ----------r — r -------------  + c
- : . ' α*>β ,17

. . \ V r o  ... '  - ‘ * ' f.; /  ..... /. t  · · · ■ ^  ·< si' 7 - . a

;■  ■ 7 , · /
4» :: : υ ’. ι Γ . * c - / · '  ΐ/ ϊ* ;

\  ■. j  - ' \ λ >,v v  5J r t l - h c t T .

: · \·' - " :. · j  /■■ ·.  · ^ /·./* r  · ", ·. · f
v: i 7 7 i  - . ·- '■ , f>

. . S·· · »*Λ_ . - 1
; 7  7 ϊ *  Γ ' . ·  -

1 ':  - j  ; * .  Λ, f J

.«•.'iti 1 - '  * Λ ' v d & i * 1 -- - f O - i i  M ' · - « *  ·· ? ' **; j .  ■' ζ>/ "5 ,p ' V f  ; 5> i?  / x i ;

: ■ ' > 7 7 *  ‘i  ϊ  7 7 / V  % ·ν \

/* «ς.**  /  :· · ; / · v t : ΐ  * r  } :;·. *

ΐ  1; ■ t ; --· ·■·" *' ■ {  '  *ί ·, v  .. .
■ v  ■ '7 V* r r ; 3 ' 6 T 7 i ' 3 ^ i,r

. ; : Ϊ  /  (
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i-.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  6

ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

Τ ύ δ ρ υ σ μ έ ν ο  ολο κ λή ρ ω μ α  θ ά  δ ο θ ή  έ δ δ  σ έ  iiudE σ χ ε τ υ κ ά  γ ε ν υ κ η  μορφή 

δπω ς δ ύ θ η κ ε  ά π ’ τ ύ ν  R ie m a n n .  Ή ε ν ν ο υ α  τ ο ϋ  κ α τ ά  R iem ann  ολ ο κ λη ρ ώ μ α το ς  

β ρ ίσ κ ε ι ,  π ο λ λ έ ς  έ φ α ρ μ ο γ έ ς  κ α ύ ,  δπω ς θ ά  δ ο ύ μ ε ,  δ ύ π ο λ ο γ υ σ μ ύ ς  τ ο υ  σ τ η ν  

π ρ ά ξη  ά ν ά γ ε τ α υ  σ τ ύ ν  ύ π ο λ ο γ υ σ μ ύ  α ο ρ ίσ τ ω ν  δ λ ο κ λ η ρ ω μ ά τω ν .

6 . 1  ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΚΑΤΑ RIEMANN ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

Θ εω ρούμε ε ν α  κ λ ε υ σ τ ύ  δ ι ,ά σ τη μ α  [ α , β ]  τ ή ς  π ρ α γ μ α τ ι ,κ ή ς  ε ύ θ ε ύ α ς .  Ο­

τ α ν  θ ά  λ έ μ ε  δ τ ο  δ ε ί ν α ι ,  μι,ά " δ ι α μ έ ρ ι σ η "  τ ο ϋ  δ ο α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β 3 ,  θά  

έ ν ν ο ο ΰ μ ε  ε ν α  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς

δ = {x q ,  χ ^ . , . , χ^ } ,  δ π ο υ  α = x 0 < X j< ·  · · <\  = ®

κ α ύ  θ ά  δ ν ο μ ά ζω μ ε  " λ ε π τ ό τ η τ α "  τ ή ς  δ υ α μ ερ ύ σ εω ς  δ τ ύ ν  ( θ ε τ υ κ ύ )  ά ρ ο θ μ ύ

λ ( δ )  = m a x { ( x ^ - x ^ _ 1 > : i  = l , 2 , . . . , k }  ·

’Ε π ύ σ η ς  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  μ ι,ά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) »  χ β [ α , β ]  καύ γ υ α  

i  = l , 2 , . . . , k  δ ρ ύ ζ ο μ ε  τ ο ύ ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ς  ά ρ υ θ μ ο ύ ς

m . ( f )  = i n f { f ( x ) :  χ β [ χ .  , ,  x . ] }1 1**X 1
καύ

M ^ ( f )  = s u p { f ( x ) :  x 6 [ x . _ ^ ,  x ^ 3 ) ·

Τ έ λ ο ς ,  θ έ τ ο μ ε
k

Ε - ( δ )  = Σ M . ( f ) ( x . - x .  , )  
r  i = l  1 1

B . ΣΤΑΪΚΟΥ: ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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MOIL

;t ■>, J ;i ci p u  r r, ρ ο v  μ ε

Ef (6) = Σ mi (£)(x^-x^_1) 
i= l

άμεσων δτυ υσχυουν:
E f (6 )<  Ef (δ)

(6.1.1) E(_f ) (6) = -Ef (6> . Ee f (6) = - E f ( 6 ) .
λ

ΠΡΟΤΑΣΗ 6 .1 .1 .  "Αν δ ,  δ ε ί ν α ι  δ ι α μ ε ρ ί σ ε ι ς  τοΟ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  
[α ,β ]  μ έ  6 C 6  , τ ό τ ε  έ χ ο μ ε

Ef (6) 4  E f (6) < Ε (δ )<  Ε (δ ).

‘Α πόδε ιξη ,  θεωρούμε τη διαμέριση ’ »

δ* = {χο ,Χ1’ ’ ' * ,Xk^
Motu θέτομε δ* = {y} οπού y ^ x ^ 9 i  = 09l 9. . . 9k. 'Επομένως υπάρχει,
μ€{1929. . . 9k} μέ yG[x^_^9x^]. "Ετσι, έχομε

V f ) ( V V i } = V f ) (y ~ V i ) + V f ) ( V y) =
4  (i* f{ f(x ):  χ6[χμ_1»γ]})(γ-χ + ( in f { f (x ) : xe[y,xy]})(x^-y)

καί επομένως

E J 6 .)  = Σ ro .(f)(x .-x . .)+ m  ( f ) (x  -x  . )  <- f  »* ^  x x x-1 μ μ μ-1 =

4  Σ m .( f ) ( χ . - χ .  ) + ( i n f { f ( x ) : χβ[ χ  ,y ]} ) (y -x  . ) +
χ^μ

+ (in f{f(x ):  xSCyjX^DKx^-y) = E f (6*)
δηλαδή

(6.1.2) E-f (6A) < E f (6*) .
Λ

Τώρα, αν δ, δ είναι διαμερίσεις τοΟ [α ,$] τέτοιες ώστε 6C6 καί 
δ -δ  = iy 1,y2»··· δρίζομε τίς διαμερίσεις

δ^ = 6 U { y ^ } ,  62 = δ ^ υ  ( y 2 ) > ■ · · = δ ^ _ ^ LJ (y ^ )  ~ δ

οπότε εφαρμόζοντας διαδοχικά την ανισότητα (6 .1 .2 ) έχομε

Ε f  (δ) < Ε f  (δχ) < Ε£(δ2) < . . .  < Ε f  (δχ ) = Ε f (S)
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δηλαδή
Ε f (6) 4 Ε f (6)

’Επίσης, άπ’τήν (6. 1 . 1 ) εχομε

Ef C6) = E_(_f ) ( 6) = -E (_f ) (S) < -E(_f ) (6) = Ef ( 6)

δηλαδη
Ef (6) < Ef (6)

καί ή πρόταση άποδείχτηκε. A

ΠΡΟΤΑΣΗ 6 .1 .2 .  Γ ιά  ό π ο ιε σ δ ή π ο τ ε  δ ι α μ ε ρ ί σ ε ι ς  δ1# δ2 τοΟ 
δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [α ,β ]  ί σ χ ύ ε ι  δ τ ι

E f <ei> i  V V '
Ά τιόδειΕ η . θεωροΟμε τίς δυαμερίσευς

χαί

καί ορίζομε

δηλαδη

~ * 

δ2 = {y0»yl ........ yX}
6 = 6^U62* *Αρα, άπ’την Πρόταση 6 .1 .1  παίρνομε

Ε .(δ ,)  4  Ε (δ) < Ε (δ) < Ε£(δ2) ι χ  r  (

E f (61) < Ef (62) .  A

ΠΡΟΤΑΣΗ 6 .1 .3 .  "Αν δ^ , ν ΘΒ ε ί ν α ι  μ ι ά  ά κ ο λ ο υ θ ία  δ ια μ ε ρ ίσ ε ω ν  
τοΟ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [α ,β ]  μ έ  lim X (6v ) = 0 κ α ί  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  τ ά

lim  Ε ( δ ) κ α ί  lim E ,.(6  )— f  ν f  ν
ν ά  υ π ά ρ χ ο υ ν ,  τ ό τ ε  γ ι ά  ό π ο ια δ ή π ο τ ε  δ ια μ έ ρ ισ η  δ τ ο υ  [α ,β ]  τ ά

Ιίτη Ε ^ ίδ  U δ) κ α ί  lim E ,.(6  U 6)— f  ν f  ν
έ π ίσ η ς  ύ π ά ρ χ ο υ ν  κ α ί  μ ά λ ισ τ α

Ι ί ιη Ε ^ δ ^ )  = l im E ^ (6 U 6 v ) κ α ί  l im E ^ (6 y ) = lim  Ef  ( δ ^ υ  δ ) .

'Α π ό δ ε ιξ η .  "Αν ζ6 [α ,β ]  καί δ* = (Χ φ ,χ^ ,. . .  ,χ }<} είναο μυά
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δ ε α μ έ ρ ε σ η  τ ο ϋ  [ α , β ] ,  τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι .  μ 6 { 1 , 2 , . . . , k }  τ έ τ ο ε ο  ώ σ τ ε  ζ β [ χ  

’Αλλά τ ό τ ε  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  δ τ ε

E f (6 U i z } )  = Ε f (6*) -  m^(f ) (x y -  χμ -1 > +

+ in f{f(x ): χβ[χ , ,ζ ] } ( ζ - χ  ) + in f{ f (x ) : χβ [ζ ,χ  ]}(*  _ζ) «|ĵ x μ X y r

< E f  (δ*) - my(f)(Xy“Xp_1) +

+ f(z )(z -x  , ) + f(z).(x  -ζ )  =
Μ · μ

= Ε _ (δ*) + C f(z)-m  ( f ) ] (x  -χ  , )  <,
* μ μ μ *

< E f ( 6 * )  + 2 ( Μ - η ) λ ( 6 * )  ,

δπ ο υ  m , Μ ε ί ν α υ  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  ανω κ α ί  κ ά τ ω ,  ά ν τ υ σ τ ο υ χ α ,  φ ρ ά γ μ α τ α  τ η £  f*· 

‘Ε π ε ι δ ή ,  τ ώ ρ α ,  l i m  λ ( δ ^ )  = 0 ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  η  0 H  τ έ τ ο ι ο

ώ στε
ε

γ ι ά  κ ά θ ε  ν > η  ν ά  ίσ χ υ η  λ ( δ  ) < τττΓμ— r  .ν
’Αλλά τ ό τ ε

| E f  ( δ ν υ { ζ } >  - E f  ( δ ν ) |  < 2 (Μ - ιη )λ (δ ν ) < 2 (M -m )- 2(H “j g y  = ε

πού σ η μ α ε ν ε ε  δ τ ε  l i m  Ε f  ( 6 , J j { z } ) = l i r a E  f ( 6 v >· " Ε τ σ ε ,  α ν  δ = { ζ 0 , ζ 1 » . · .

. . . , ζ ^ }  ε ί ν α ε  μι,ά δ ε α μ έ ρ ε σ η  τ ο ύ  [ α , β ] ,  ε χ ο μ ε

Ι ΐ π ι Ε ^ ί δ ^ )  = l i m  Ε ^ ( δ ^ υ ί ζ ^ } )  = l i m  Ε ^ ί δ ^ υ ί ζ ^ , ζ ^  ) = . . .  = l i m  E f  ( δ ^ ^ δ )  . 

’Ε π εσ η ς

l i m E f ( 6 v L / 6 )  = l i m C - E ^ ) ( 6 v U 6 ) ]  = - l i m E ( _ f )  =

= - l i m E ( _f ) ( 6 v ) = l i m [ - E ( _ f ) ( 6 v ) ]  = l i m E f ( 6 v ) .  A

Γ εά  τ υ χ ό ϋ σ α  δ ε α μ έ ρ ε σ η  δ = { x 0 , x ^ > . . . , χ ^ ί  χ ά θ ε  σ ύ ν ο λ ο

ζ —

τ έ τ ο ε ο  ώ σ τε  γ ε ά  κ ά θ ε  i  = 1 , 2 , . . .  , k  ν ά  εσ χύη

Χί - 1 = ξ ί = χ ΐ  ·

λ έ μ ε  δ τ ι  α π ο τ ε λ ε ί  μ ι ά  11 έ τ ι ι λ ο γ ή Η ε ν δ ι α μ έ σ ω ν  σ η μ ε ίω ν  α ύ τ η ς .  Θ έτο μ ε
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Ε (δ ,ζ )  — Σ f U .X x .  - χ .  , )
Γ ί=1 1 1 1_1

χαί  όνομάζομε αυτά "έ ν δ ιάμεσο Αθροισμα" η "Αθροισμα κατΑ Riemann" 
τού αντιστοιχεί στη διαμέριση δ χαί στύν έτιλογύ ξ των ένδιαμέσων σημείων 
τ η ς .

Είναι εύκολο νά δοΟμε δτι γιά κάθε διαμέριση δ χαί έτιλογύ ξ ένδια- 
μέσων σημείων της ισχύει

E f  (δ) < Ef ( 6,C) < Ef ( 6) .

’Ακύμη παρατηρούμε ότι

Ef  (δ) = χηί{Ε^(δ,ξ) : ξ είναι έτιλογύ ένδιαμέσων σημείων τής δ}

χαι
Ε^(δ) = sup{E .̂(6 ,ξ )  : ξ είναι έτιλογύ ένδιαμέσων σημείων τήδ δ)·

k
Πραγματιχα εχομε

Ε (δ) = Σ m .(f)(x . - χ .  - )  = Σ in f{f(C .) : ξ .β [χ . ,χ . ] } · ( χ . -  χί-1^Γ 1 1 1—X Χ“1 ^ ι - ΐ  1 Α
k

= inf{ Σ f ( ξ . ) ( χ . - χ . ,  ): (V i  = l , 2 , . . .  ,k) χ . . ^ξ· =1 1 X X 1*̂ Χ 1 ^

= ΐηί{Ε^(δ,ξ): ξ είναι έτιλογύ ένδιαμέσων σημείων τήδ δ}· 
καί ανάλογα

— k k \  -
Ε ,ρ (δ)  = Σ M . ( f ) ( x . - x .  . )  = Σ s u p { f ( C . ) : ξ .β[χ . χ · m ι  ι  χ—X * „ X 1 χ—1 1 *

i = l

= sup{ Σ ί ( ξ . ) ( χ . - χ .  . ) :  (V i  = l , 2 , . . . ,k) χ. - < . ξ . < . χ ,·^ = • Μ 1 1  1-1 1-1 1 «*■1=1

= 3μρ{Ε^.(δ,ξ): ξ είναι έτιλογύ ένδιαμέσων σημείων τήδ δ}· 
Έτίσης ταριστάνομε μέ

Ε^ = sup{E^(6): δ είναι διαμέριση τού [α ,β]}
και

Ε^ = inf{E^(6): δ είναι διαμέριση τοΟ [α ,0]}·

καί δίνομε τύ παρακάτω θεώρημα:
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ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .1 .1 . "Αν ί ( χ ) ,χ θ [ α ,β ]  ε ί ν α ι  μ ιά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τ η ­
ση κ α ί  Α έ ν α ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  Α ρ ιθ μ ό ς ,  τ ό τ ε  ο ί  Α κ ό λ ο υ θ ε ς  π ρ ο τ ά ­
σ ε ι ς  ε ί ν α ι  ισ ο δ ύ ν α μ ε ς :

i )  ‘ Ι σ χ ύ ε ι  E f = A = Ef .
ί ΐ )  Γ ιά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α -  

μ έ ρ ισ η  δ τ ο υ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [α ,β ]  ν ά  ίσ χ ύ η

λ ( δ )  < η =̂> | E f ( 6 ) - A | < e  κ α ί  [Ε f ( 6 ) - A |  < ε .

i i i )  Γ ιά  κ ά θ ε  ε  > ο, υ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α -  
μ έ ρ ισ η  6 τ ο υ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [α ,β ]  κ α ί  κ ά θ ε  έ π ιλ ο γ ή  ξ έ ν δ ι α μ έ -  
σων σ η μ ε ίω ν  τ η ς  ν ά  ίσ χ ύ η

λ ( δ )  < η  ^  |E f ( 6  , ξ )  -  Α| < ε .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  i )  ^  i i ) .  Δηλαδη § ά  δ ε ι ίξ ω μ ε  δ τ ι
φ

i i )  ^ γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  

δ το ΰ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β ]  ν ά  ίσ χ ύ η

λ ( δ ) < η = ! >  | Ε f ( 5 ) - Α|  < ε

κ α ί

i i > 2 γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η '  

δ τ ο ΰ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β ]  ν ά  ίσ χ ύ η

λ ( δ )  < η  => |E f ( 6 )  -  Α| < ε .

'Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  δ τ ι  ή i i )  δ έ ν  ι σ χ ύ ε ι ,  ύ π ά ρ χ ε ι  ε > 0  κ α ί  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  

δ ια μ ε ρ ί σ ε ω ν  δ ^ ,  ν 6 Κ ,  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  1 ί ι η λ ( δ ν ) = 0 κ α ί  γ υ ά  κ ά θ ε  ν  6 ϊ ί

|Ε f ( 6 v ) - E  f | ^ ε ,  ή ισ ο δ ύ ν α μ α  Ε f  -  Ε f ( 6  )
ο π ό τ ε  κ α ί

"Αρα υ π ά ρ χ ε ι  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ  τ ο ΰ  [ α , β ]  μ έ  Ε f ( 6 )  > Ε ^ ( δ ^ )  + 1· ,  ο π ό τ ε  

ε π ε ι δ ή  ά π ' τ ή ν  Π ρόταση 6 . 1 . 1 ,  ι σ χ ύ ε ι  1Ξ ^ ( δ )  <.Ιϊ ^ ( 6 U 6 ^ ) ,  ε χ ο μ ε

E f ( 6 U 6 v ) - E f (6v ) > E f  ( 6 ) - E f  ( δν ) > |  .

l i m E f ( 6 U 6 v ) - l i m E f ( 6 v ) ^ 1 *

Αρα
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π ρ ά γ μ α  π ο ύ ,  ά π ’ τ ή ν  Π ρόταση  6 . 1 . 3 ,  ε δ ν α ε  δ τ ο π ο .

Π αράμοεα  κ α τ α λ ή γ ο μ ε  σ έ  ά τ ο π ο  κ α έ  ά ν  δ εχ θ ο Ο μ ε  ό τ ι .  ή i i > 2 δ έ ν  ε σ χ ά ε ε .

i i )  *”> i i i ) .  Γ εά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  ύ π ά ρ χ ε ε  η > 0 ,  τ έ τ ο ε ο  ώ σ τε  γ ε ά  κ ά θε  

δ ε α μ έ ρ ε σ η  δ τοΟ [ α , β ] ,  μ ε  λ ( δ ) < π ,  ν ά  εσ χ ά η

ό π ά τ ε  κ α έ  

( 6 . 1 . 3 )

|E f ( 6) -A | < 8  κ α ί  [Ε .̂(δ) — A[ < ε 

Α-ε < E . f  ( δ )  < Α+ε κ α έ  Α -ε< Ε ^ ( δ ) < Α+ε

A-e < 1Β ^  (δ) ^Ε^(δ) < Α+ε. $

Τ ώ ρ α , γ ε ά  ό π ο ε α δ ή π ο τ ε  έ π ε λ ο γ ή  ξ έ ν δ ε α μ έ σ ω ν  σ η μ ε ίω ν  κ ά θ ε  δ ε α μ ε ρ  

σ εω ς  δ ,  ε χ ο μ ε

Ef  ( δ )  < Ε £ ( δ , ξ )  < E f ( 6 ) ,

ό π ά τ ε ,  έ π ε ε δ ή  λ ( δ ) < η ,  ά π ’ τ ή ν  ( 6 . 1 . 3 ) ,  π α έ ρ ν ο μ ε  δ τ ε

Α -ε  < Ε ^ ( δ , ξ )  < Α+ε

δ η λ α δ ή  δ τ ε

IEf ( δ , ξ )  -  Α|  < ε .

i i i )  => i ) .  "Εστω δ τ ε  A < E f; . ’Ε κ λ έ γ ο μ ε  ά ρ ε θ μ ο ά ς  Μ, Ν μ έ  

Α < Μ < Ν < Ε ^ .  Γ εά  κ ά θ ε  ά κ ο λ ο υ θ έ α  δ ε α μ ε ρ έ σ ε ω ν  δ ^ ,  ν  0 U  μ έ  1 ίπ » λ ( δ ν ) = 0 

κ α έ  τυχοΟ σ α  ά κ ο λ ο υ θ έ α  ά ν τ ε σ τ ο έ χ ω ν  έ π ε λ ο γ ω ν  ξ ^ ,  ν β ΐ ί  ύ π ά ρ χ ε ε  η  β ΐ ί  κ α έ  

δ ε α μ έ ρ ε σ η  δ τοΟ [ α , β ]  τ έ τ ο ε α  ώ στε

Ε ( δ  , ξ  ) < Μ < Ν < Ε  ( δ )  γ ε ά  κ ά θ ε  ν  > η .
f  ν  ν  — f

’Α λλά τ ά τ ε  ε σ χ ά ε ε  κ α έ

E f  ( 6 v ) 4 E f ( 6 v ,C v ) < M < N < E f  ( 6 ) i E f  ( 6 U 6 v ) γ ε ά  κά θε  v > n

ό π ά τ ε

Ε ^  ( δ  υ δ ^ )  -  12 ^  ( δ ^ )  > Ν-Μ γ ε ά  κ ά θ ε  ν > η .

" Ε τ σ ε ,  έ π ε ε δ ή  l i m  λ ( δ ^ )  = 0 ,  ά π ’ τ ή ν  Πράταση 6 . 1 . 3 ,  π α έ ρ ν ο μ ε  δ τ ε  

0 = l i r a  Ε _ (δ  \J6  ) - l i m E £ ( 6  ) > Ν-Μ > 0— r  ν  —Γ ν  “
π ο υ  ε ί ν α ι  α τ ο π ο .

Γη
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"Εστω Ε ^  < A ‘ τ ό τ ε  ε κ λ έ γ ο μ ε  έ ν α ν  α ρ ι θ μ ό  Κ μ έ  Ε ^ < Κ < Α ,  ο π ό τ ε  

γ ι ά  κ ά θ ε  α κ ο λ ο υ θ ία  δ ^ ,  ν  G E  μ έ  1 ί ι η λ ( δ ν ) = 0 κ α ί  κ ά θ ε  α κ ο λ ο υ θ ί α  α ν τ ι ­

σ τ ο ίχ ω ν  έ π ιλ ο γ ώ ν  ξ ^ ,  ν β Ε ,  ι σ χ ύ ε ι

Ε < Κ < Ε  ( δ  , ξ  ) τ ε λ ι κ ώ ς  γ ι ά  δ λ α  τ ά  ν Θ Κ .— f  f  ν  ν  1

"Αρα γ ι ά  κ ά π ο ιο  μ β Μ ,  έ χ ο μ ε

ο π ό τ ε  Mat
£ f <K< W V -

E f  < Κ  < i n  ί { Ε £ ( δ μ , ξ μ ) : ε ί ν α υ  έ π υ λ ο γ η  π ού  ά ν τ υ σ τ ο υ χ ε υ  σ τ ι ί  δ^ }

η το υ

που ε ί υ α υ  α τ ο π ο .

Ε < Κ < Ε  . ( δ  ) — f  = —f  μ

*Ετσυ ά π ο δ ε υ ξ α μ ε  ό τ υ
φ

Ε ^  = Α ,  έ ν δ  α ν ά λ ο γ α  β ρ ό σ κ ο μ ε  κ α t  δ τ υ  Ε ^ = Α

Δ ίν ο μ ε  τώ ρα τ ό ν  παρακάτω  ο ρ ισ μ ό :

ΟΡΙΣΜΟΣ 6 . 1 . 1 .  Μι ά φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  θ ά  
λ έ μ ε  ό τ ι  ε Ε ν α ι " κ α τ ά  R iem ann  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η " , ή ά π λ ά  " ο λ ο ­
κ λ η ρ ώ σ ιμ η " , ά ν  π λ η ρ ο ί  τή  μ ί α  ά π ' τ ί ς  ίσ ο δ ύ ν α μ ε ς  π ρ ο τ ά σ ε ι ς  
τοΟ παραπάνω  θ ε ω ρ ή μ α το ς  6 . 1 . 1  (ο π ό τ ε  π λ η ρ ο ί  κ α ί  τ ί ς  ά λ λ ε ς ) .  
‘ Ο ά ρ ιθ μ ό ς  Α θ ά  ό ν ο μ ά ς ε τ α ι  τ ό  " κ α τ ά  R iem an n  δλοκλήρω μα ',' 
τ ή ς  f  κ α ί  θ ά  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι  μ έ

A = ί βf ( x ) d x .

α

Τά α  κ α ί  β ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  κ ά τ ω  κ α ί  ά ν ω  ά κ ρ ο  δ λ ο κ λ η ρ ω σ ε ω ς .

*Η μ ε τ α β λ η τ ή  x  π ού  υ π ε ι σ έ ρ χ ε τ α ι  σ τ ό ν  παραπάνω  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  δ έ ν  π α ί ­

ζ ε ι  κ α ν έ ν α  ο ύ σ ιώ δ η  ρ ό λ ο .  " Ε τ σ ι ,  ισ ο δ ύ ν α μ α  γ ρ ά φ ο μ ε  κ α ί

Γ3 (3
f ( t ) d t  η f ( z ) d z .

α α

’Α π’ τ ό ν  ο ρ ισ μ ό  6 . 1 . 1  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  αμέσω ς δ τ ι ,  α ν  δ ^ ,  ν  ΘΕ ε ί ν α ι  μ ι ά  

α κ ο λ ο υ θ ία  δ ι α μ ε ρ ί σ ε ω ν  τοΟ δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β 3  μ έ  1 ί ι η λ ( δ ν ) = 0 ,  τ ό τ ε  

ι σ χ ύ ε ι

Ε = l i m  Ε ί δ  ) =
- f  ν  - f  ν  -

α

ί  f ( x ) d x  = l i m  Ε_  ( δ  ) = Ε _  
I ν  f  ν  f
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‘Επειδή η f  θεωρείται, φραγμένη, τά Ε ^  κα ί Ε^ είναι, πεπερασμένοι 

α ρ ιθ μ ο ί, δνομάςονται ά ντ ίσ το ιχα  " τ ό  Ανω κ α ί  τ ό  κά τω  κ α τά  D arb o u x  
ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α "  τής f  καί παριστάνονται συνήθως μέ

ίβ 7*I f ( x ) d x  κ α ί  I f ( x ) d x .

- a  a

"Ετσι,, ά π ’τόν ορισμό 6 .1 .1  προκύπτει, η έξης πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6 .1 .4 .  Μ ιά σ υ ν ά ρ τη σ η  f  e l  v a t  κ α τ ά  R iem ann  δ λ ο κ λ η -  
ρ ώ σ ιμ η  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε  Αν τ ά  άνω  καύ κά τω  κ α τ ά  D arb o u x  
ό λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  α ύ τ η ς  τ α υ τ ί ζ ω ν τ α ι .

‘Ε πίσης, αν Δ ε ίν α ι  ένα κλειστό διάστημα τοΰ πεδίου όρισμοΰ μ ιδς 
συναρτησεως f , τότε η f  λέμε δ τ ι  είναι, " (κ α τ ά  R iem ann) ό λ ο κ λ η ρ ώ - 
σ ίμ η  έ π ί  τ ο υ  Δ ", αν 6  περιορισμός f [Δ αύτης είναι, κατό Riemann ολο­
κληρώσιμη συνάρτηση.

Π αρα τή ρη ση  6 . 1 . 1 .
Είναι, εύκολο νά δοΰμε δτι, κάθε σταθερά συνάρτηση έπ ί τοΰ [α ,β3 

ε ίν α ι  ολοκληρώσιμη καί μάλιστα αν f ( x ) = c ,  χβ[α,β3 τότε

I f ( x ) d x  = ο ( β - α ) .  

a

' Πραγματικά, γ ιά  κάθε διαμέριση δ τοΰ Ε α ,β 3  καί κάθε έπιλογή ζ 
ενδιαμέσων σημείων τη ς , έχομε

Ef (6 ,C ) = c (fJ -a ).

6 .2  ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΥΠΑΡΞΗ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

'Η ύπαρξη του κατά Riemann ορισμένου ολοκληρώματος έξασφαλίζεται 
βασικά άπό τη σ υ ν θ ή κ η  τ ο υ  R ie m a n n ,που δ ίν ε τ α ι στό παρακάτω θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .2 .1 .  (Συνθηκη τοΰ Riemann). Μ ιά φ ρ α γ μ έν η  σ υ νά ρ τη σ η  
f i x ) ,  χ6 [α ,β3  ε ί ν α ι  κ α τ ά  R iem an n  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η , τ ό τ ε  κ α ί  μ ό νο  
τ ό τ ε ,  Αν γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0  ύ π ά ρ χη  η > 0  τ έ τ ο ι ο ,  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  
δ ια μ έ ρ ισ η  δ τοΟ  δ ια σ τ ή μ α τ ο ς  [ α ,β ] ,  ν ά  ίσ χ ύ η
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AC6)  < Π =* Ef ( δ )  - Ε  ( δ )  < ε .( 6 . 2 . 1)

' Α π ό δ ε ι ξ η .  'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι ,  η f  ε ί ν α ι ,  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  κ α ί  θ έ τ ο μ ε  
β
f(x )d x . Ά ρα, από την πρόταση ϋ )  τοϋ θεωρήματος 6 .1 .1 . ,  γι,ά κά-

α
θ ε  ε > 0 ,  υ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τ ο ϋ  [ α , β ] ,  ν α

ίσ χ ύ η

λ ( δ) < η =* |Ef ( δ ) — Α| < ·| χαό | E f ( 6 ) - A | < - |

λ ( δ )  < η => Ef ( 6 ) - A  < — χ α έ  A - E f ( 6 ) < | .

Άρα μέ πρόσθεση κατά μέλη παίρνομε την ( 6 . 2 . 1 ) .
'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  τώ ρα ό τ ι  έ σ χ υ ε ε  ή ( 6 . 2 . 1 )  χ α έ  θ ε ω ρ ο ϋ μ ε  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  

δ υ α μ ε ρ ίσ ε ω ν  δ ^ ,  ν  6 Κ  τ ο ϋ  [ α , β ]  τ έ τ ο ε α  ώ σ τε  1 ί π ι λ ( δ ν ) = 0  . Τ ό τ ε  α π ’ 

τη  σ υ ν θ η χ η  ( 6 . 2 . 1 )  π ρ ο κ ό π τ ε ι  δ τ ι  χ α έ

l i m [ E f ( 6 v ) - E f ( 6 v ) ]  = 0
’Αλλά

0  4 Ef - E f 4 Ef ( 6 v ) - E f ( 6 v ) ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 1 ί

ο π ό τ ε  κ α ί

0 < _ Ε - Ε -  < l i m t E _ ( 6  ) - Ε . ( δ  ) ]  = 0 .
—  Γ  — Γ  Γ  V  — Γ  ν

"Αρα Ε ^  = Ε^. κ α ί  σύμφωνα μ έ  τ η ν  Π ρόταση 6 . 1 . Μ- ή f  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η .  Α

ΠΟΡΙΣΜΑ 6 . 2 . 1 .  Κ ά θ ε  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  ε ί ν α ι  

κ α τ ά  R i e m a n n  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ η .

* Α π ό δ ε ι ξ η .  ΘεωροΟμε έ ν α  ε > 0 .  ’Ε π ε ι δ ή  ή f  έ χ ε ι  π ε δ ί ο  ο ρ ισ μ ο ύ  

κ λ ε ι σ τ ό  δ ι ά σ τ η μ α ,  σύμφωνα μ ε  τ ό  Θεώρημα 1 . 1 3 . 1  ε ί ν α ι  κ α ι  ό μ ο ιο μ ό ρ φ ω ς  

σ υ ν ε χ ή ς .  *Αρα υ π ά ρ χ ε ι  η > 0 ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  χ ,  y  σ τ ο  [ α , β ]  νά  

ίσ χ ύ η

( 6 . 2 . 2 )  | x - y |  < η | f ( x )  - f ( y ) |  < ·

ΘεωροΟμε τώ ρα  μ ι ά  δ ι α μ έ ρ ι σ η

δ “  {X0 j X^ 9 * * ·

τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  λ ( δ ) < η .  ’Ε π ε ιδ τ ί  ή f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ά  δ ια σ τ ή μ α τ α



192 6 . 2

[ χ  , χ  ] ,  μ  = 1,2,. . . , k , έ π ε τ α ε »  σ ύ μ φ ω ν α  μ έ  τ ύ  θ ε ώ ρ η μ α  1.13.2, o t c  « α ύ ρ ν ε ε  y j* y
μέγιστο καC έλάχυστο σ’αύτά. "Ετσυ γι,ά κάθε i = 1,2,... άπ’τόν (6-2.2) 
παίρνομε

0 < M^f) ^

Αρα

Ε . ( δ ) - E J 6 ) =  Σ Μ. (f )(3Cj"x i ι ) - · Σ  m. (f )(x.rx4 . )Γ — 1 1 1 1“1 1 1 1-1

= Σ (M.(f)-m.(f ))(x.-x._ ) < ‘ 
 ̂ ^ 1*̂ 1

VJA - *

£·ί -1*r

ητοε

* ^  Λ  <xi'x i-l) " Ρ α  <β"“ ' = ε ’ .1=1 λ

Ε^(δ) - Ε ̂  (δ) < ε, δταν λ(δ)<η.
J I A J *  ■ ·· _ |f.'·

”Ετσε, σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 6.2.1, ή f είναι, όλοΜληρώσεμη. A

ΠΟΡΙΣΜΑ 6.2.2. "Αν μεά. φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f(x), χ6[α,β] έ χ η  μ ό ν ο  

ένα σ η μ ε ί ο  ά σ υ ν ε χ ε ί α ς ,  τ ό τ ε  α ύ τ ή  ε ί ν α ι  κ α τ ά  R i e m a n n  ό λ ο κ λ η ρ ώ -  

σ ε μ η .  .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ”Αν ζ είναι, τύ σημεεο άσυνεχεεας της f, όεακρενομε τες

έξης περεπτώσεες:
* · .

α) α < ζ < β. .

Θ εω ροϋμε τ υ χ ό ν  ε > 0 *  έ π ε ι δ η  ή f  ε ί ν α ι ,  φ ρ α γ μ έ ν η ,  υ π ά ρ χ ο υ ν  π ρ α γ μ α τ ι ­

κού  ά ρ ε θ μ ο ο  m, Μ μ ε  m ^ f i x J ^ M  γ υ ά  κ ά θ ε  χ β [ α , β ] .  Θ έτο μ ε

ε = m in i- , ζ - α ,  &-ζ]
β -α + 4(Μ -π ι)  '  ' ' . , υη

’Ε πε ι ,δη  ό π ε ρ υ ο ρ ο σ μ ό ς  f  | [ α , ζ - ε ] υ [ ζ + ε , β ]  ε ί ν α ι ,  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ νά ρ τη σ η  

υ π ά ρ χ ε ι ,  η > 0  τ έ τ ο υ ο  ώ σ τ ε ,  γ υ ά  κ ά θ ε  x , y  σ τ ά  [ α , ζ - ε ] υ  [ ζ + ε  , β ]  νά  ίσ χ ή η

[ x - y ^ n ^  | f ( x )  -  f ( y ) | < έ .

Θ εω ρ ο ϋ μ ε ,  τ ώ ρ α ,  τ υ χ ο υ σ α  δ υ α μ έρ ο σ η  δ = { χ ^ , χ ^ , . . . , χ ^ }  τ ο ϋ  [ α , β ]  μέ 

λ ε π τ ό τ η τ α  λ ( δ )  < η = π α η ί η , ε } . ”Αρα υ π ά ρ χ ο υ ν  λ , μ  στφ  μέ

*?·'
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< ζ - e  καύ χ μ _ ι = ζ + ^  =  Χμ ·  ®λ λ ο υ  ισ χ ύ ε ι ,  δ τ υ

M ^ ( f ) -  nu ( f  ) < ε ,  γ ι ,ά  κ ά θ ε  i  μ έ  ΐ < λ  η i  > μ

καυ

M ^ ( f )  - n u ( f ) <.M-m, γ ι ,ά  κ ά θ ε  i  μ έ  X < _ i < ^ .

" Ε τσ ι , ,  δ ν  λ ( δ ) < η ,  ε χ ο μ ε  „

_  k
Ε ( δ ) - Ε ^ ( δ ) =  Σ ( M . ( f ) - m . ( f ) ) ( χ  - χ  ) =X “  X" · 4  1  ̂ 1 1 X1=1

μ
= Σ ( M . ( f ) - m  ( f ) ) ( x . - x .  ) +  Σ ( M . ( f ) - m . ( f ) ) ( x . - x . J <

Κ λ  f| ΐ > μ  1 1 1 1 - 1  ί = λ  1 1 1 , 1 “ 1

< ε [ ( χ .  - - α )  + ( β - χ  ) ]  + (M -m )(x  - χ .  - )  < λ - 1  μ μ λ - 1
φ

< ε ( β - α )  + (M -m )(2  ε  + 2 η )  <

< ε ( β - α )  + 4(Μ -τη)ε = έ [ ( β - α )  + 4 (M -m )]  < ε ,

ο π ό τ ε ,  σύμφωνα μ έ  τ ό  Θεώρημα 6 . 2 . 1  ή f  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η ,  

β )  ζ  = α ,  η ζ  = β .

Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α ύ τ η  ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  όπω ς κ α ί  πα ρα πά νω  ο ρ ί ζ ο ν τ α ς

'  = “ inf Μ Ϊ § Ο ί ΐ 7  ’ β·“ )
κ α ί  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ς  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  τ η ν  ο μ ο ιό μ ο ρ φ η  σ υ ν έ χ ε ι α  τω ν  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ώ ν  

ί | [ ζ + ε , β ]  ,  f | [ a , z - e 3 *  A

Π αρατήρηση 6 . 2 . 1
Στό παραπάνω π ό ρ ισ μ α  υ π ο θ έ σ α μ ε  ό τ ι  ή f  ε χ ε ι  μ ό νο  έ ν α  σ η μ ε ί ο  ά σ υ ν -  

ε χ ε ί α ς .  Σ τό  Π ό ρ ισ μ α  6 . 3 . 1  θ ά  δ ε έ ξ ω μ ε  ό τ ι  κ α ί  δ τ α ν  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  έ χ η  

π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ α  ά πό  ε ν α  σ η μ ε ία  α σ υ ν έ χ ε ι α ς  α λ λ ά  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  π λ ή θ ο ς  τ ό τ ε  ε ί ν α ι ,  

ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η .  *Αλλά τ ο ύ τ ο  ι σ χ ύ ε ι  κ α ί  σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ά ρ ιθ μ η σ έ μ ο υ  π λ ή θ ο υ ς  

σ η μ ε ίω ν  ά σ υ ν ε χ ε ί α ς  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  όπω ς μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ η  γ ε ν ι κ ώ τ ε ρ α  ( β λ .  

TOM APOSTOL, M a t h e m a t i c a l  A n a l y s i s ,  A m o d e rn  a p p r o a c h  t o  a d v a n c e d  

c a l c u l u s ,  A d d i s o n - W e s le y  P u b l i s h i n g  Com pany) ι σ χ ύ ε ι  κ α ί  σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  

άλλων σ υνόλω ν  τ ά  ο π ο ί α  χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ο ν τ α ι ,  σ ά ν  σ ύ ν ο λ α  " μ η δ ε ν ικ ο ύ  μ έ τ ρ ο υ "
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t e \ <\θ 6.2

όπως συμβαίνει νά είναι, hoc τά παραπάνω.,
Τ* ι  - y ^cf f ‘ x

Td παρακάτω  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  α π ο τ ε λ ε ί  μ ιά  α κ ρ α ία  π ερ ίπ τω σ η  α σ υ νεχο ύ ς

κ α ί  φ ρ α γμ ένη ς  ο υ να ρτη σ εω ς τ ή ς  ο π ο ία ς  τά  κα τά  R iem an n ;ολοκλήρωμα δ έ ν

jt'K

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  6 . 2 . 1  >

θεω ρούμ ε τή  σ υνάρτησ η  D το ύ  D i r i c h l e t  ( β λ .  Π αράδειγμ α  1 .9 ."2 )

I  , α ν  χ  ε ί ν α ι  ρ η τό ς

υ π ά ρ χ ε ι

D (x )
< 0 , ά

,  χ β Γ ο , ι ]  
α ν  χ  ε ί ν α ι  ά ρ ρ η το ς  V

Αύτη ε ί ν α ι  φ ρ α γμ έν η , δ ι ό τ ι  γ ι ά  κάθε χ β ί Ο , ΐ ]  κ α ί  παντού

α σ υ ν ε χ ή ς .  Td κα τά  R iem ann ολοκλήρωμα τ η ς  D σ τά  [ 0 , 1 ]  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι δ ι ά τ ι ,  

δπω ς εΰ κ ο λα  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ τ η ,  γ ι ά  κάθε δ ια μ έ ρ ισ η  δ το ΰ  L0 , 1 J ισ χ ύ ε ι

£ 0 ( δ ) = 0  κ α ί  Ε ρ ( δ ) = 1 .  = ·

ΠΟΡΙΣΜΑ 6 . 2 . 3 .  "Α ν  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  ε ί ν α ι  μ ι ά  μ ο ν ό τ ο ν η  σ υ ν ­

ά ρ τ η σ η ,  τ ό τ ε  α ύ τ ή  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ η .

Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Ε π ε ι δ ή  civ f ( a ) = f ( 3 ) ,  τ ό τ ε  f ( x )  = f ( a )  , γ ι ά . κ ά e ^  

χ 6 [ α , β ]  κ α ί  ή f  ώς σ τ α θ ε ρ ά  ε ί μ α ι ,  δπω ς  σ τ η ν  Παρατήρησή 6 . 1 β1 > ε ί δ α μ ε ,
>.ι < » ’

ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η ,  υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ υ  f ( a ) < f ( 3 ) *  δη λ α δ ή  δ τ υ  f  ε ϊ υ α ο  α ΰ ξ ο υ σ α .
·' - \ι

Γυά τ υ χ ό ν  ε  > 0 π α ί ρ ν ο μ ε

ε______
η = f ( 6 )  - f ( a )  J . · · , ,  u J t

ο π ό τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τοΟ [ α , β ] 5 ο πού  „ λ J

Ό ,Χ1

,· 'y  ,; JO>·

. Μ1

ΓΤΓ ; ■' 'QJS

δ — {χΛ,χ .] , · · , ·  ^
μ έ  λ ( δ ) < η ,  ε χ ο μ ε

M . ( f )  = f ( χ . ) κ α ί  m . ( f )  = f ( x . _ 1 ) .ϊ  ι  ι  χ χ
'Ε π ο μ έ ν ω ς

or
tyr

■'Ck

ΤΛ

. 3χΐ
boo >

-■

)]Ε ( δ ) - Γ , ( δ )  < λ ( δ )  7 [ f ( x . )  - f ( x i _ 1
t  1 x = l

* λ<»> [ f<e>- « « > ] ύ , . , w . »
j K  .»*
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ο π ό τ ε ,  ά π ’ τό  θεώρημα 6 . 2 . 1 ,  ε π ε τ α ε  τ ό  σ υ μ π έρ α σ μ α . A

Ιίαράδε ε γμα 6 . 2 . 2 .

*Εστω η συνάρτηση f ( x )  = χ ^ ,  χ 6  [ α , β ] ,  α > 0 .  Αύτη ε ϊ ν α ε  σ υ ν ε χ ή ς  στο  

[ α , β ]  καε επομ ένω ς όλοκληρώ σεμη. θά ύ π ολογέσ ω μ ε τ ο  ολοκλήρωμα

ίβ 2,χ  d x .
,

a
Προς το ύ τ ο  θά χρη σεμοποεή σω με τ ό  γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ε

β ο
I
a

χ  dx =  l i m  Ε - ( δ  )

δπου 6 ν ,  ν  β ΐ ί  ε ί ν α ε  μ εά  α κ ο λ ο υ θ ία  δ ε α μ ε ρ έ σ ε ω ν  τοΟ [ α , β ]  τ έ τ ο ε α  ώ στε  

ή α κ ο λ ο υ θ ία  λ ( δ ^ ) ,  ν  8H  νά  ε ί ν α ε  μ η δ ε ν ε κ ή .  * Ε τσ ε ,  π α έ ρ ν ο ν τ α ς  σ ά ν  δεα· 

μέρεση  δ^ την

Λ . . .  β-<* „ . 2 ( β - α )ο - l a ,  a  + ------ ,  a  + -------------ν ν ν
. ( ν - 1 ) ( β - α )  Λ,--------;-------,β}» ν βΚ

παρατηρούμε ο τ ε

l i m  λ (δ  ) = l i m  —  = 0V V

. fJ-a ' 2’Αλλά έδω ε χ ο μ ε  n u ( f ) = ( α + i·^ —) ( i=  0 ,1 , . . .  ,ν-1)
οπ ό τε

Ε _(δ ) = V  ( a + M e ^ f c a . U r a )  ν - 1 (c. 2 t2 c ,(6 . a ) l< t i ! ( B-»)2 );;
- f '  V k=0 k=0

= < ¥ > [  

a )  | a

ν α 2 + 2 α ( β - ο )  ν4 ^ ~ υ  + ( β ~
2v

a ) 2 ( v - l ) v ( 2 v - l ) 1 _
2 6 J -

όπ ό τε

= (β  

β

2 t a(e-«) vzl t  ( Β ^ ) _  (V-IKST »
V 6 2

|  X2d x  = l i m  E j .  ( δ . . )  = ( $ - a )  a  +αβ+β " β- f  ' v
2 i !  « !

3 3
a

Παρατήρηση 6 . 2 . 2 .
Στό ε δ εο  συμπέρασμα κ α τ α λ ή γ ο μ ε ,  δπως άλλω στε καέ ά ν α μ έ ν ε τ α ε ,  άν
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χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ό σ ω μ ε  τ ό  σ χ έ σ η

ί β 2j  χ  d x  = l i r o  Ε ^ ( 6 ν > 

α

> ι ΐ '  α ή ν  ί δ ι α  α κ ο λ ο υ θ ί α  δ ι α μ ε ρ έ σ ε ω ν .

6 . 3  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

’ Εδω θ ά  δ ο θ ο ύ ν  μ ε ρ ι κ έ ς  χ ρ ή σ ι μ ε ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ο ΰ  κ α τ ά  R iem ann  ο ρ ι σ μ έ ­

ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς .  Κ α ί πρώ τα  δ έ ν ο μ ε  τ ό  α κ ό λ ο υ θ ο  θ εώ ρ η μ α :

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 3 . 1 .  Ά ν  f  ε ί ν α ι  μ ι ά  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  t n l  

τ ο ΰ  [α ,β ]  n a t  [α 1 ,β 1] ε ίν α ι .  £ ν α  ύ π ο δ ιά σ τ η μ α  τ ο ΰ ί α , β ] ,  τ ό τ ε  ή 
f  ε ί ν α ι  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  n a t  έπ ύ  τ ο ΰ  [α^^,β^^].

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Χ ω ρ ίς  βλάβη  τ ί ϊ ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς  υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι  ι σ χ ύ ε ι  τ ο υ ­

λ ά χ ι σ τ ο ν  έ ν α  ά π ’ τ ά  α χ  f  α  κ α ί  βχ ? ί β .

’Ε π ε ι δ ό  ή f  ε ί ν α ι  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  έ π ί  τ ο ύ  [ α , β ] ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι  

η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τ ο ΰ  [ α , β ]  μ έ  λ ( δ ) < η  ν ά  ίσ χ ύ η

Ef ( 6 ) - E f (6) <«·

Θ εω ρούμε  μ ι ά  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τ ο ΰ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α ^ ,β .^ ]  μ έ  λ ( δ ) < η κ α ί  

τ υ χ ο ΰ σ α  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ = ( χ ^ , χ χ , . . . , χ ^ }  τ ο ΰ  [ α , β ]  μ έ  λ (  S ) < η κ α ί  δ = δ Π [ α ^ , β ^ ] =  

= { χ ^ , χ μ + 1 , . . . , χ χ }* τ ό τ ε  έ χ ο μ ε  

λ
Ζ Λ δ ) - ϊ : ( δ )  = Σ ( M . ( f ) - m . ( f ) ) ( x . - x .  ) <

r  " r  χ= μ+ 1  1 1 1 1~ί
λ

< Σ ( M . ( f ) - m . ( f ) ) ( x . - x .  . ) +  Σ (Μ ( f ) - m . ( f ) ) ( x . - x .  J =  
ί< μ  η ί > λ  1 1 1 ΐ= μ + 1

= Σ ( M . ( f ) - m . ( f ) ) ( x . - x .  , ) = Ef ( 6 ) - E  f ( δ ) < ε

δη λ α δ η

λ ( δ )  < η  -*> Ef ( 6 )  - E f  ( δ )  < ε

π ρ α γ μ α  π ο ύ  σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι  ή f  ε ί ν α ι  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  κ α ί  έ π ί  τ ο ΰ  [ α χ , β χ ] .  Α

I 9 e

<
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ΠΡΟΤΑΣΗ 6 .3 .1 . "Αν f (x ) ,  χ6[α,β] ε ί ν α ι  δλοκληρώσιμη σ υ ν­
άρτηση καί γθ(α,β), τό τε  καί ο ί  π ε ρ ιο ρ ισ μ ο ί της f|C a,y] καί 
ί |[ γ ,β ]  ε ίν α ι  ολοκληρώσιμες συνα ρ τή σ εις  καί μά λιστα

β rY r
(6 .3 .1)

A
f(x )d x = f(x)dx +

4
f(x)dx.

a α γ

'Α πόδειξη . Τό δτι οί περιορισμοί τηε ί |[α ,γ ]  καί ί |[ γ ,β ]  είναι 
ολοκληρώσιμες συναρτήσεις προκύπτει άπ’τό θεώρημα 6 .3 .1 .

Τώρα αν δ^,δ2 ε '̂ναι’ διαμερίσεις των διαστημάτων [α ,γ] καί [γ,β] 
αντίστοιχα, τότε ή ένωσή τους δ^υ 62 είναι διαμέριση τοΰ [α ,β ] . ’Αλλά 
τότε έχομε

J

— f  (δΐ>+— f  (δ2> = — f  ί δι^  δ2> = SUP^—f  : δ είναι διαμέριση τοΰ [α,β]} =
β

= f ( x ) d x

naC επ ο μ έν ω ς
4

a

fY r3
f  ( x ) d x  +

) A

f ( x ) d x  = sup{E f ( δ 1 ) : δ ^  ε ί ν α ι  δ

a  γ

+ s u p { E f ( δ 2 ) : δ 2 ε ί ν α ι  δ

ητου
rY

f ( x ) d x  +
,

f ( x ) d x 4
•

a

f  (x)dx

Απ’τήν άλλη πλευρά
r3

f(x)dx = inf{Ef (6): δ είναι διαμέριση τοΰ [α ,β]} (δ^υ δ2)= Ef  (δ^ + Ε ^ δ^

καί έπομένως

a

: είναι διαμέριση τοΰ [α ,γ ]} +

ίΎ ίβ+ inf(E^.(62) : δ2 είναι διαμέριση τοΰ [ γ ,β ] } = f(x)dx+  j f(x)dx.
a

***>
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Έτσι προκύπτει, ή ( 6 . 3 . 1 ) .  A

nr-OTALH 6 . 3 . 2 .  "Αν γ ι ά  μ ι ά
Ύ

τά όλοκληρώματα f (x )d x  καί,

Λ
ά ρ χο υ ν , τ ό τε  καί τό f (x )d x

α

(φ ρα γμ ένη ) συνάρτηση f ( x ) ,  χβ[α,β3
, (i

f (x )d x  , υ ιά  κάποιο γθ(α,&),  ύπ-
/
γ

ύπά ρχει καί μάλιστα  Ισ χύ ει

γ
f ( x ) d x 4 ί βf (x )d x

6
r (x )d x .

α γ  a

'Α π ό δ ε ιξ η .  "Εστω Μ κ α ί  m άνω  κ α ί  κ ά τω ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α ,  φ ρ ά γμ α τα  τΠε 
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f .  ’Ε π ε ι δ ή  ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ΐ | [ α , γ ]  κ α ί  f  j Πύ » ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ­

ρ ώ σ ι μ ε ς ,  γ ι ά  κ ά θ ε  ε > 0 ,  ύ π ά ρ χ ε ι  η > 0  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  6^ 

τ ε ΰ  [ α , γ ]  κ α ί  δ 2 τοΟ [ γ , $ ]  μ έ  λ ( δ 1 ) < η κ α ί  λ ( δ 2 ) 4 η να ίσ χ υ 'ο υ ν  α ν τ ί σ τ ο ι χ α

Ef ( 6 1 ) - E f  ( δ 3 ) <  κ α ί  Ef ( 6 2 ) “  Ε f  ( δ ? ) < |  .

’Α λλά τ ό τ ε  γ ι ά  μ ι ά  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ = { χ  , χ  , . . . , χ ,  } τ ο ί  [ α , £ ]  μ έU 1 Κ
λ ( δ )  < π ι ί η ί η ,  } θ έ τ ο μ ε  δ 1 = [ α , γ ]  Λ  ( δ  υ { γ } ) κ α ί  δ 2 = [ γ , β ]  Λ ( δ υ ί γ ) ) .

Ε ί ν α ι  φ α ν ε ρ ά  ο τ ι  ύ π ά ρ χ ε ι  μ 6 { ΐ , 2 ........... k }  μ έ  γ 6 [ χ  ^ , χ ^ ]  κ α ί  α κ όμ α  δ τ ι

λ ( δ 1 ) < η  κ α ί  λ ( δ 2 > < η .  "Αρα

Ε _ ( ί’ ) - Ι  · ,  ( έ ) = Σ (Μ. ( f  ) -m .  i f ) ) ( ” .· χ .  „ )  + (ί·ί ‘ f ) - i r  ( f  ) ) (> :  - χ  )
f  _ f  5 "μ  η 1>μ 1 1 ι  ι - ι  ν U Μ U-1

< (l-’V V -  f  (δ 1 ) ]  + [Ef ( 6 2 )-E f  + O H d'»aC6)<

< τ  + + (M-m) T-7-w - -ο ύ o (M -n i = ε

ιώ ρ α ,  τ έ  ύ π ό λ ο ιπ ο  τμ ή μ α  τ η ς  ά π ο δ ε ί ξ ε ω ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ά π ’ τ η ν  Πρόταση 

b . 3 , i . Α

Π011ΣΜΛ 6 . 3 . 1 .  "Αν μ ι ά  φ ρ α γ μ έ ν η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f i x ) ,  χ β [ ά , $ ]  δχη  
π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο υ  π λ ή θ ο υ ς  σ η μ ε ία  ά σ υ ν ε χ ε ί α ς ,  τ ό τ ε  α ύ τή  ε ί ν α ι  κ α τά

. Λ».
* 0*
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Riemann ολοκ λη ρ ώ σ ιμ η .

'Απόδειξη. ' Υ π ο θ έ τ ο ν τ α ς  δ τ ι  ζ ^ , ζ ^ , . , . , ζ  ε ί ν α ι  τά  σ η μ ε ί α  α σ υ ν έ ­

χ ε ι α ς  τΥίς f  θ εω ροΟμε σ η μ ε ί α  y ^ e ( z ^ , , z ^ _ 1 ) , i  = 1 , 2 , . . .  , μ - 1 .  Τ ό τ ε  κ α θ έ ν α ς

α π ’τ ο υ ς  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ο ύ ς  f | [ a , y 1 ] ,  f | [ y 1 , y 2 ] ........... f | [ y ^ _ l S 33 ε χ ε ι ,  μ ό ν ο  ε ν α

σ η μ ε ί ο  α σ υ ν έ χ ε ι α ς ,  ο π ό τ ε  σόμφωνα μ έ  τ ό  Π ό ρ ισ μ α  6 . 2 . 2  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι ­

μ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .  ’Αλλά έ φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  δ ι α δ ο χ ι κ ό  τ η ν  Πρόταση 6 . 3 . 1  π α ί ρ -  

ν ομ ε

Λ  Γ
I f ( x ) d x + . . +  |β β

f ( x ) d x + I f ( x ) d x + . . . +  I f ( x ) d x = J f ( x ) d x

° yl  V l
δηλαδη  δ τ ι  κ α ί  ή f  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η .  A

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .3 .2 .  “Αν c ,  d ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί  ά ρ ιθ μ ο ί  κ α ί f , g  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  δ λο κ λ η ρ ώ σ ιμ ες  ε π ί  τ ο υ  [ α , β ]  /  τ ό τ ε  κ α ί ή σ υ νά ρ τ η ­
ση c f  + dg ε ί ν α ι  όλοκληρώ σιμη  έ π ί  τ ο ϋ  [ α , β ]  κ α ί μ ά λ ισ τ α

β
[ c f  ( χ )  + d g ( x ) ] d x  = c

β
f ( x ) d x  + d

β
g ( x ) d x

a a a

Ε ίδ ικ ά , δχομ ε
,β

I f ( x ) d x  = λ

κ α ί

f  ( x ) d x ,  δ π ο υ  λ 63R

β
|  [ f ( χ )  + g ( x ) ] d x  = |  f ( x ) d x  + j g ( x ) d x ,

a

·>>
a

,·β
'  [ f  x )  -  g ( x ) ] d x  f ( x ) d x - ;  g ( x ) d x

a

'Α π ό δ ε ιξ η . Π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α μ έσ ω ς  ά π ’ τ ό  γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ι

Ε = c E , ( 6 , C  +dE ( δ , ξ )
c f + d g  ι  g

γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ κ α ί  ε π ι λ ο γ ή  έ ν δ ι α μ έ σ ω ν  σ η μ ε ί ω ν  τ η ς .  Λ

/

'1



200 6 .3

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .3 .3 .  "Αν f ( x ) ,  χβ[α,Β] ε ί ν α ι  μ ιά  όλοκληρώ σιμη  
σ υνά ρ τη σ η  μ έ  f ( x ) > 0  γ ι ά  κάθε χθ [α ,β ] , τ ό τ ε  κ α ί

,3
f ( x ) d x > 0.

Αν έ π ί  π λ έ ο ν  ϋπάρχη σ η μ ε ίο  σ υ ν ε χ ε ί α ς  ξ τ ή ς  f  μ έ  f ( C ) > 0
τ ό τ ε

f(x )d x  > 0.

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Ε π ε ιδ ή  f  ( χ ) -l 0 yudi κάθε χ β [ α , 0 ] ,  θ<£ έχωμε κ α ί  Ε ^ (6 )> ,0  

ycdt κάθε δ ια μ έ ρ ισ η  δ τοΟ [ α , β ] .  "Αρα κ α ί
,3·'< ■ X

£ (x )d x  = E f L ·  ° .

\

Τ ώ ρ α , α ν  ύ π ά ρ χ η  ξ 6 [ α 5β ]  μ ε  f  ( ξ ) > 0 κ α ί  n f  ε ί ν α ι ,  σ υ ν ε χ ή ς  στ<5 ξ , τ ό τ ε ,  

ά π Βτ*ίγ Π ράταση  1 . 1 3 . 1  π ρ σ κ ύ κ τ ε ι  δ τ υ  υπάρχε ι»  r  > (■ κ α ί  δ ι ά σ τ η μ α  C [ α , β ]

τ ί τ ο υ ο  a J T f  f ( x ) > ^ r  y v a  κ ά θ ε  x 6 L a ^ 9( J ^ ] .  "Αρα γ ι α  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τον»

Γ 1 « Γ 1
ε χ ; , Με | f  ( x ) d x  ^ E f, { δ )  > r(B )

a l >

ί

Mat ετίΓμενωί:

3.
f ( x ) d x  = f ( x ) d x  + f  (x)dx + f ( x ) d x * > ♦ [ 1r d x  + 0 = Γ ( β - α . )  > 0 .  iX x . Λ­

α a.

"Eva άλλο συμπέρασμα πού προκύπτε ι αμεσα ά π ’τύ  θεώρημα αΰτ<5 ε ίυ α ε  

τό έξηι,:

Ι. ΟΤΑΣΗ 6 . S . S .  "Αν f , g  ε ί ν α ι  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ ες  έ π ί  το υ  [α ,$ ]  
σ υ να ρ τ ή σ ε ι ς  μ έ  f ( x )  <g(x)  γ ι ά  κ ά δ ε , τ ό τ ε

I
a

3
f ( x ) d x <

•3
gvx.'cx

“Αν έ π ί  π λ έ ο ν  ύπάρχη  σ η μ ε ίο  σ υ ν ε χ ε ί α ς  ζ τών f  κ α ί- g μ έ  

ί ( ξ )  < g(C)9 τ ό τ ε
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Γ& ,β
f  ( x )d x  < g (x )d x  . 

a a

' Α π ό δ ε ι ξ η ,  Π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α μέσω ς  έ φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ ό  θ εώ ρ η μ α  6 . 3 . 3  γ ι α  

τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  g ( x ) - f ( x ) ,  κ β Γ α , β ] .  A

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 3 . 4 .  " Α ν  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  ε ί ν α ι  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ η  σ υ ν ­

ά ρ τ η σ η ,  τ ό τ ε  κ α ί  f|  | f ( x ) | s χ £ [ α , β ]  ε ί ν α ι  δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ η ,  ’ Ε π ί  

π λ έ ο ν  ί σ χ ύ ε ι  δ τ ι

3 f

f ( x ) d x
)

£.

a a

f ( χ )  I d x .

' Α π ό δ ε ι ξ η ,  θ ’ά π ο δ ε ι χ τ η  πρώτα  δ τ ι  κ α ί  ή | f ( x ) | ,  χ β [ α , β ]  ε ί ν α ι  

δ λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ ρ .  . Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  α ν  δ = { χ ^ , χ ^ , . . . , χ ^ }  ε ί ν α ι  μ ι ά  δ ι α μ έ ρ ι σ η  

τ ο ϋ  [ α , β ]  κ α ί  y  ε ί ν α ι  δυό  τ υ χ ό ν τ α  σ η μ ε ί α  τ ο ϋ  [ χ ^ ^ , χ ^ ] ,  τ ό τ ε  ι σ χ ύ ε ι

| f ( y 1 ) | - | f ( y 2 ) |  <! | f ( y 1 ) - f ( y 2 ) |  ^ ( f ) - r a i ( f ) .

*Apa π α ί ρ ν ο μ ε

M.(|f I )-m.(|f I ) < Mi ( f )

κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς

E | f j ( 6 ) - E | f | ( δ )  < E f ( 6 ) - E f  ( δ )

οπότε ά π ’τιί συνθήκη δλοκληρώσεως του Riemann προκύπτει ή όλοκληρωσιμό- 

τητα καί ττΐς |f|.

Τώρα, έπειδύ γ ιά  κάθε χβ[α,β3 ισ χ ύ ε ι

f ( x )  i  | f (x )|  καί - f ( x )  < J f ( x ) | »

ά π *π ίν  ΙΙρόταση 6 . 3 . 3  π α ίρ ν ο μ ε

/■β /β r& (β
I f ( x ) d x < =j | f (x )| d x  κα ί - I  f ( x ) d x 4 j  | f (x )| d x

α a  a  a

ή τ ο ι

S  |
f ( x ) d x |  4 j  | f ( x ) j d x .  A 

aa
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ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 3 . 5 .  *Av f ( x ) ,  χθ[α ,β ] ε ί ν α ι  δλοκληρώ σ ιμη  κ α ύ  

τ έ τ ο ια  ώ στε

m ^ f C x )  <_M, γ ιά κ ά θ ε  χβία,β],

τ ό τ ε
β

- α ) ^  f(x)dx ̂ Μίβ-α). 

a

‘i f · . :

m(6

η
' Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Α π ’τιίν

χα ίτη ν Πρόταση 6 .3 .3  παίρνομε

β

m  <_f (χ) <_Μ

ί
a

m d x  <
β

‘ ί
β

a

f ( x ) d x < J  M dx 

a

i/CSx'X

*
'  '  .* i-

. : ’ sM

ο π ό τ ε ,  ά π ’ τ ή ν  Π αρα τή ρ ησ η  6 . 1 . 1 ,  ε χ ο μ ε
j  ̂  Ον

ι η ( β - α )  <_
β

f  ( x ) d x  < .Μ ( β - α ) .  A

a ·· it·

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .3 .6 . (Τ?ίς μέσης τιμής τοΟ όλοχληρωτιχοϋ λογισμού). "Α ν 

f ( x ) ,  χθ [α ,β ] ε ί ν α ι  μ ιά  δλοκλη ρ ώ σ ιμ η  συνάρτηση μέ --ΰ*

χθ[α,β]

τ ό τ ε 'ύ π ά ρ χ ε ι  netm,M] τ έ τ ο ιο  ώ στε

β

vh -ZJ'bsi
"■' ? ί4'· *

f ( x ) d x  = η ( β - α )

a

Έ π ύ  π λ έ ο ν  &ν ή συνά ρτηση f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς , τ ό τ ε  ύ π ά ρ χε ι 

ξβΓαίβ] τ έ τ ο ι ο  ώ στε
,β

f ( x ) d x  = ΐ ( ξ ) ( β - α ) .
ν>

a

Α π ό δ ε ιξ η .  ’A u ’ xd  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  θ εώ ρ η μ α  6 . 3 . 5  έ χ ο μ ε  δ τ ε

•β
m
&

f(x)dx<_M

a ■% νΛ·4 ; tv 
\  Ρ  ‘ ' i H  ;

' '·* · 
S

Λ '. . ,
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οπότε θέτοντας

εχομε

η 1
β-α

Λ
f (x )d x  

α

ί 3f (x )d x  = η (β -α ) .
α

wAv έπέ πλέον ή f  e iv a c  συνεχής, παίρνοντας m = m i n f  κ α έ  M = m a x f ,  

άπ’τό Θεώρημα 1 . 1 3 . 3 ,  προκύπτει, δ τ υ  ύπ<£ρχεε ξ β [ α , β ]  μ έ

"Ετσι, εχομε
£(ξ> = η.

Λ
f (x )d x  = η(β-α) = f ( £ ) ( 3 - a ) .  A

.
ο

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .3 .7 .  (Γενικευμένο Θεώρημα της μέσης τιμής τοϋ ολοκληρω­
τικού λογισμοΰ). Θ εω ρούμε δ ύ ο  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  f ( x ) ,  g ( x ) ,  χβΙΙα,β] τ έ ­
τ ο ι ε ς  ώ στε g κ α ί  f g  ν ά  ε ί ν α ι  ό λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ ε ς .  "Αν ή g ε ί ν α ι  

σ τ α θ ε ρ ο ύ  π ρ ο σ ή μ ο υ  (δη λαδή  ¥ χ 6 [ α ,β ]  g (x )  ^ 0  ή ¥ χ β [ α ,β ]  g ( x > 4 ° )  

κ α ί  ή f  τ έ τ ο ι α  ώ στε

m 4 f ( x ) ± M Ηάθε χβ[α,β]

τ ό τ ε  ύπ ά ρ χει ηθβη,Μ] τ έ τ ο ιο  ώ στε

ίβf  (x )g (x )d x  = η g (x )d x .
a a

Έ τ ι ί  π λέ ο ν  &ν ή συνάρτηση f  ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς , τ ό τ ε  ύ π ά ρ χε ι 

ξ6[α,β] τ έ τ ο ιο  ώστε
/■β |·β
I f ( x ) g ( x ) d x = ί ( ξ )  I g (x )d x .
a a

'Α π ό δ ε ιξ η . Χωρίς βλάβη ττίς γενικότητας, μποροΟμε νά ύποθέσωμε 

δ τι g (x )^0  γιά  κάθε χ6 [α ,β ]. "Ε τσ ι, έχομε

n g ( x )
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καύ ά * ' τήν Πρόταση 6 .3 .3 .
,β

t r ■·1

(6 .3 .1 )

Τώρα, Αν

π
,β

g (x )d x <
(β

f(x )g (x )d x  ! gi>t)dx
α α

,β
- ί

g(x)dx = 0 ,

& ί» α

Au'tttv παραπάνω άνοσότητα προκύπτει, καί οτυ
,β

f(x )g (x )d x  = Ο,

V }'·> .1 ρ ' ii't&t’*
* ’ .,α ji

α
δπύτε τό συμπέρασμα ίσχύευ. "Αν

τότε άπ’τιίν (6 .3 .1 )  όχομε

|  g(x)dx > Ο 
α

β
f(x )g (x )d x

■*,< -ο r*
' Μ

• *5 *Η , £
m < α

οπότε, θέτοντας

... .λ. · ;·τΓ./-.-Τ0* | * -«λ?..' ·ι ί Τ ν ,4 **

(β
g(x)dx

*'·  ̂ γ· ;·>.■·, (*)*>*·α ,.*i ·3γκ

,β ‘•y-Ar ί» ν « ί^  «

VS3R,

Φ  %

.3ih( x
f(x )g (x )d x  $■

η - α
3
s( x) d? v P ;*A#

a CtXi^ OK'5$J f ? .* ■'* *
π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  τ ό  σ υ μ π έρ α σ μ α  τ ο ύ  Θ εω ρ ή μ α τ ο ς .

"Αν έ π ί  π λ έ ο ν  η f  ε ί ν α ι .  σ υ ν ε χ ή ς ,  π α ί ρ ν ο ν τ α ς  m = m i n f  κ α ί  M = m a x f

ά π ’ τ ό  Θεώρημα 1 . 1 3 . 3 ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  ότ ι .  ύ π ά ρ χ ε υ  ξ θ [ α , β ]  μ έ  ί ( ξ ) = π .

Έ τ σ ι ,  . έ χομε  ■- - ·. „ .>z&btrA*’ ■
(β ■ ίρ .
I f(x )g (x )d x  = f(C ) gCxMx1. ' ί  ~*τ· :··! ir \ y r
α Μ α
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(»
Μ έ χ ρ ι  τώρα γ υ ά  τ ο  ο λ οκ λή ρ ω μ α  f  ( x ) d x ,  υ π ο θ έ τ α μ ε  ο τ ι  α  < β καυ

α
[ a , 8 ] C , ] ( ( f )  . *Εδ© ο ρ ί ζ ο μ ε  κ α ί  τ<5 ο λ οκ λή ρ ω μ α

ref  ( x ) d x ,  ο π ο ύ  a  > $

a

μ ε  τ ό ν  τύ π ο
β

- ίf ( x ) d x  = -  I f ( x ) d x  

a  β

δ π ο υ  β έ β α ι α  ύ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ υ  [ 8 , a ] C  J 8 ( f ) .

Τ έ λ ο ς ,  γ υ ά  νά  καλύψωμε ό λ ε ς  τ υ ς  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς ,  ό ρ ί ζ ο μ ε  κ α ί

a  -
f ( x ) d x  = 0

γ υ ά  ό π ο υ ο δ ή π ο τ ε  α θ  Λ ( ί )

Τώρα,  σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς  τ ά  παραπάνω μ έ  τ η ν  ( 6 . 3 . 1 ) ,

β
f ( x ) d x  =

fY s
f ( x ) d x  + f ( x ) d x

παίρνομε δτυ

a  a  γ

γ υ ά  ό π ο υ ο υ σ δ ή π ο τ ε  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ς  α ρ ι θ μ ο ύ ς  α , β , γ ,  ά ρ κ ε υ  καυ τ ά  τ ρ ί α  ο λ ο ­

κληρώματα  ν ά  έ χ ο υ ν  έ ν ν ο ι α .

*Επι π λ έ ο ν  κ α ί  α τ ά  παρ α πά νω  θ ε ω ρ ή μ α τ α  6 . 3 . 2 ,  6 . 3 . 6  καυ  6 . 3 . 7 ,  μ π ο ­

ρ ο ύ μ ε  ν ά  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  κ α ί  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  δ π ο υ  τ ο  κάτω  ά κ ρ ο  ό λ ο κ λη ρ ώ σ εω ς  ε ί -  

ναυ μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο  ά π ' τ ό  α ν ω .

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 .3 .8 . "Α ν η συνάρτηση f ( t ) ,  ΐ0 [α ,β ] ε ί ν α ι  δ λοκλη  

ρώ σιμη, τ ό τ ε  ή συνάρτηση
λ

ε ίν α ι  σ υνεχή ς

F ( x )  =
4

a

f ( t ) d t ,  χ θ [ α , β ]

' Α π ό δ ε ι ξ η .  *Η ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( t ) ,  ΐ 6 [ α , β ]  ε ί ν α υ  β έ β α ι α  

φ ρ α γμένη  κ α ί  α ς  ε ί ν α ι  Μ κ α ί  m α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ανω κ α ί  κάτω  φ ρ ά γ μ α τ α  α ύ τ ή ς .

Γυά τυχόν χβ [α ,β 3 , θεωρούμε ενα h μέ χ + 1 ιβ [α ,β 3 9 οπότε έχομε
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,x+h .x ,x+h ,α
F(x+h) -  F(x) = I f ( t ) d t - j  f ( t ) d t= l  f ( t ) d t + I f ( t )d t  =

i a
.a ,x+h

f  ( t ) d t  + =1
x+h

f ( t )d t  = | f ( t )d t  . 
x  a  x

* Α λλά  ά π ’ τ ά  θ εώ ρημα  6 . 3 . 6  τ η ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  τοΟ ό λ ο χ λ η ρ ω τ ι χ ο ϋ  λ ο γ ι σ μ ο ύ

υ π ά ρ χ ε ι ,  η μ έ  π ι ^ η ^ Μ  τ έ τ ο ι ο  ώ στε
, χ +h

f ( t ) d t  = η ί χ + h - x )  = η h
* -AX V

x a C έ π ο μ έ ν ω ς

| F ( x + h ) - F ( x ) |  < m a x { |m |  , | M | }  | h |

ά π ’ δπ ο υ  π α ί ρ ν ο μ ε

l i r a  | F ( x + h )  - F ( x ) |  = 0  
h-H)

κ α ι  τ ά  θ εώ ρημα  ά π ο δ ε ι χ τ η κ ε .  A

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 3 . 9 .  ( Δ ε ά τ ε ρ ο  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  Θεώρημα τ ή ς  μ έ σ η ς  τ ι μ ή ς  τοΰ  

ό λ ο κ λ η ρ ω τ ι κ ο ΰ  λ ο γ ι σ μ ο ΰ ) .  ‘ Υπ οθέτομε δ τ ι  g (x ) ,  χ θ [ α , β ] ,  f ( x ) ,  χ 6 [ α , β ]  

ε ί ν α ι  σ υ νε χε ϋ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις , ή g ε ί ν α ι  σταθεροΟ προσήμου . "Αν 

Α ,Β  ε ί ν α ι  δυό π ρ α γ μ α τ ικ ο ί ά ρ ιθ μ ο ί μέ

A ^ f ( x )  i B  y  χ 6 [ α , β ]  

τ ό τ ε  υ π ά ρ χε ι ξ Θ [ α , β ]  μέ

β (Κ
f  ( x ) g ( x ) d x  = A j  g ( x ) d x  + B

e
g ( x ) d x .

a a  ξ

'Α π ό δ ε ιξ η . "Αν A = B,  τ ά τ ε  ή f  ε ί ν α ι  σ τ α θ ε ρ ά ,  σ π ά τ ε  τά  σ υ μ π έ ­

ρασμα ί σ χ ά ε ι .  'Υ π οθε 'τ ομε  δ τ ι  Α < Β  κ α ί  θ έ τ ο μ ε

φ(χ) = » σ π ά τ ε  γ ι ά  κάθε χ 6 [ α , β ] .

Τ ά τ ε  ε ΰ χ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  πώς ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ ά  ν ά  δ ε έ ξ ω μ ε  δ τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  ξ 6 [ α , β ]  μ έ

( 6 . 3 . 2 )  |  < |> (x)g(x)dx = J  g ( x ) d x .

a a
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#  f

Ut V ά π ο δ ε υ ξ ω μ ε  α ύ τ ώ ,  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ υ ,  ά π ’ τ ό  π α ρ α π ά ν ω  θ ε ώ ρ η μ α  0 · 3 ·  »  | .

■, ■: ο ν α ρ τ η σ η
F ( z )

; r P
g ( x ) d x  -  I < | i ( x ) g ( x ) d x ,  ζ € [ α , β ]

α α
νύ σ υ ν ε χ ή ς  κ α ή  δπως π ρ ο κ ΰ π τ ε υ ,  ά π ’τώ Θ ε ώ ρ η μ α  τ η ς  μ έ σ η ς  τ υ μ ή δ  6 . 3 . 7 ,

πώρχουν ξ 2 στώ [ α , β ]  τ έ τ ο υ α  ώ σ τε

F ( a )  = -
,β

ψ(x)g(x)dx = -  Ψ(ξ1 ) g ( x ) d x

να α α

F ( P )  =
, Ρ

[ l ^ ( x ) ] g ( x ) d x  =  [ ΐ - ψ ( ξ 2 ) ] g ( x ) d x .
α α

·. '-J Τ f

" ώ ρ α ,α ν  ψ ( ξ 1 ) = θ  η ψ ( ξ 2 ) = 1 ,  η ( 6 . 3 . 2 )  ΰ σ χ ύ ε υ  α ν  πώρωμε ά ν τ έ σ τ ο υ χ α  

ί ξ = β . ' ΜΕ τ σ υ ,  ύ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ υ  ψ ( ξ ^ )  t  0 κ α ί  ψ ( ξ 2 ) ? ί 1 ,  ό π ώ τ ε  ΰ σ χ ή ε υ  

0 < F ( 3 )  η F ( a ) ^ 0 ^ . F ( 6 ) .  "Αρα ά π ’ τ ή  σ υ ν έ χ ε υ α  τ ή ς  F χ α ί  τ ύ  Θεώρημα 

’■ τοΰ  B o l z a n o  προκΟ πτευ  δ τ υ  ύ πώ ρ χευ  ξ 6 [ α , β ]  μ ε  Γ ( ξ )  = 0 ,  δ η λ α δ ή

τιάλυ ή (6 .3 .2 ) .  Α

ΔΩΡΗΜΑ 6.3.10. ('Ολοκλήρωση με άντυκατώσταση). "Εστω  f ( x ) ,  χβ[α ,β] 

μυά δλοκληρώσυμη σ υνά ρ τη σ η . ‘ Υπ ο θ έτομ ε δ τυ  φ (τ ) ,  ΐΘ [σ ,τ ]  

μυά σ υνεχή ς κ α ί γν η σ ίω ς  αδξουσα (ή γ ν η σ ίω ς  φ θ ίνο υ σ α ) 

ίΓ τηση τέ το υ α  ώστε α = φ (σ ), Ρ = φ (τ) (ή α  = φ (τ ) ,  Ρ = φ(σ) ά ν τ ί -  

’ α) καυ νά  ύπάρχη μυά συνάρτηση ψ (τ ), τ β [σ ,τ ]  τ έ τ ο υ α  ώ στε

φ (ΐ)= α  + | <|>(s)ds Υυά κάθε ΐ 6 [ σ ,τ ] ,  

σ

ύπάρχευ τό  δλοκλήρωμα | f[cp(t)]<|»(t)dt κ α ί μά λυστα  ίσ χύ ευ

σ

| f (x )d x  = | f[<p(t)]<|/(t)dt.

■ . Λ r

j

• 4 
i

sj
Λ π ό ό ε υ ξ η .  "Αν δ = . . . , t ^> εδναυ μυώ δυαμέρυση τοΰ [ σ , τ ]

,Cit η -- { ξ 1 , ξ 2 , . . . , ξ ίς> μυώ έπυλογή ένδυαμέσων σημεέων τ η ς ,  ή <p(6) = {<p(t ) |

- ' j V i t ^ ) }  εδναυ μυώ δυαμέρυση τοΰ [ α , β ]  καυ η φ ( ξ ) = {φ(ξ ) t φ ( ς  '
. . . . « i f  Μ Λ —^ __ /e% 1 ’■ ' : ®; ξ^)} μυώ έπυλογή τή ς  φ ( δ ) . .
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Εστω τώρα δ τυχ οΟ σ α  δ ι α μ έ ρ ι σ η  τοΟ [ σ , τ ]  κ α ί  ξ έκ υλογ ι ί  έ νδυα μ έσ ω ν
8.Eod)pjM w ^^9dv3a0iS^if^^».JT5 3uOoqpTJoqoJi ,δτΰ» atiioSjsdosc''/ : ■>’

Ef  ( φ ( δ ) ^  ^  t i ) " <>’( t i - l ) ) ·

k  » k »

, ν . ε . 3  2pl l ^l ^ nFf ei  W r 1 7 -
3 rou) OJOT3T [ a « » l  bro *j£ /J'

-Ψ (ξί ) ( ΐ . - ΐ . ^  )] . a
xb(x)g Γ ( 2)ψ - = xt(x)g(x)4> - =(»)!

'Α λ λ ά  γ υ ά  κ ά θ ε  I = l , 2 9 . . . , k  έ χ ο μ ε  Βϊ) *“
t i  F

 ̂ ί
a i - 1

/U .ί-jQ̂'
i n f 4 ( s )ο χ 8 $ £ ε 4 ΐ ν $ 0 3 ( ^ Ν μ α 3 3 6 ^ υ 8 υ τ η £ 2 μ § σ ι ^  f  υ μ ^ Γ  ^ J ^ i ^ e C  ft.= , ' ___

Q f & o j  3 t%¥® *1 $ φ ^ ) ψ τ ε ι ® υ δ  $ ά τέ )Ψ  J tS 3ΜθΤ3βοπύ t J ^ s e [ t « 1 ^  -j 

u y n Q k s ^ o U W ^ z f l / i o j a x V / q o  n r ' ™  cqA" . ( 9 ) 1 ^ 0  < ( o ) l  r> « s V ^ O 1 

'ρδοΛρδ , 0  = ( 3 ) 1  s q  οπ£:;1οΗ - 'or

Ap<X A .C .c .cv  p j/b;:

[ δ c c]3x J& W  δ<&3“*$ί £ V( prFy^fecifr^J6! ^  ).
[ τ * ο ] 3 ί  , ( Ί) φ j  τ δ  3 λ ί θ Τ 3 θ ο . π ϊ '  „ ffOfiTQjbvuO p j j jO fbqfTA xcA o x. j u  -.

( c o a o V ^ f J  ® e ^ a r r T ^ ^ c ^ E 2 ^ P v k C ^ f i ) l i n ^ H l' 'V ^  &Ιθέ

5 * Tfr)<P = 10 ft) ( τ ) « ρ = 6  , (o)q> = *> 3 TOO) XJJOT^T ΠΌΡΤ

3|i^»to)q*te)5 .E?Jg J ) { M t>  I (Ψλ 6)1-ε α 6)).
1=1 3*\ Ψ Ψ

Άλλο! ή f  e t ( , « k i > t o » ^ ^ A J ? , i s W S ) i t, ! s t] ,,» a i 3 i5<.y£v»s γ , , ί  w i s e

ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι  > 0 τ έ τ ο υ ο  ώ σ τε  γ υ ά  } ^ θ ε  δ υ α μ ερ υ σ η  δ τοΟ [ α 9β ]  μ έ  λ ( δ ) < η

έ ^ ώ ^ μ ΐ ^ ) < 1 ΰ ί φ ^ Α ?  ξ [ α ύ τ ^ ^ ^ σ χ υ ι ?  0 Τ  J 3 x ° b:1 1

( 6 . 3 . 3 ) f ( x ) d x  - Ε ^ ί δ , ξ )
.1Μ ί)ψ [( ί)φ ] ϊ = x b < x ) *

< ~ \  4> Γ

»
* Η Φ. είναι, σ υ ν ε χ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  σ τ ο ° [ σ 9τ ]  κ α ί  αρα  όμουομ^ρφως,  συνεχη'ς 

ο ϊ ά ' ϊ ώ , ν ΐ ϊ  t o r t f a M f  m PM \  >{α }ί ϋ 6 ί ά ^ & τ ε  γ ε ά  κάθε  δ ε α μ ' έ ρ ^ η  δ τοΟ3·----  *'y,r *-t · · ' * £ £.Β4^]=Χώ)Μ^) *2Η ϊ£ ^ b ^ p g ^ o s y o j o v a  bY°AdJT3 w j m  

0(/^)<ίΡ/^Γ3>φί = (3)Φ Π ‘j » k [9 « » ^ 0 ο τ  pOjqbawjfi bji4 jdv33
‘ ‘ λ ( φ ( δ ) )  < ( θ ) φ  2 ΠΤ ftro*JJ?3 b j q  {(
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Τ έ λ ο ς ,  ή ψ ε ί ν α ι ,  όλοκληρώσ υμη  έ π ύ  τ ο υ  [ σ , τ ]  καύ  α ρ α  υ π ά ρ χ ε ι ,  η > 0  

τ έ τ ο υ ο  ώ σ τε  γ ι ,ά  κ ά θ ε  δυαμέρ ι ,ση  δ τοΟ [ σ , τ ]  μ ε  λ ( δ )  < η  vdt όσχύη
Ο

(6.3.5) Ε ( δ ) - Ε  ( δ Χ ^ ·

Θ έ τ ο ν τ α ς  η ^ m i n i n ^ n ^ n ^ }  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  y t d  δ υ α μ έ ρ ο σ η  δ τοΟ [ σ , τ ]  με' 

λ ( 6 ) < η  κ α ί  τ υ ν ο υ σ α  έπυλογτ ί  ξ έν δ υ α ι ι έσ ω ν  σηιχειίων τ η ς ·

’'Αρα άπο  τ £ ς  ( 6 . 3 . 5 )  καιί ( 6 . 3 . 4 )  π α υ ρ ν ο μ ε

/Ρ

£ ( χ ) ά χ - Ε ( £ ο φ ) ψ ( δ , ξ )

α

f ( x ) d x  -  Ef ( φ ( δ ) , φ ( ζ ) ) t

δηλαδτί

Έ τ σ υ

+ |Ef ( , ( 6 ) . , ( 5 ) ) - E ( f> 0 , ( 6 . i ) |  < | +Η(Εφ(δ)-Εφ( 6 ) < | +Μ^=«

λ

IJ  ί ( χ ) ά χ - Ε ( ί ο φ ) ψ ( 6 ί ξ ) Ι < Ε
α

|  f ( x ) d x  = j f [ < p ( t ) ] < l > ( t ) d t .  Α 

α  σ

6 . 4  ΣΧΕΣΗ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΚΑΙ ΑΟΡΙΣΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

"Οπως θά  δ ο ύ μ ε  σ τ η ν  π α ρ ά γρα φ ο  α υ τ ή ,  τ ά  γ ε γ ο ν ά ς  δ τ υ  ό σ υμ β ο λ ι ,σ μ ά ς  

το\3 ό ρ υ σ μ έ ν ο υ  ο λο κ λη ρ ώ μ α το ς  π ε ρ υ έ χ ε υ  τ ά  σ ύ μ β ο λ ο  τ ο ύ  ά ο ρ ύ σ τ ο υ  ολοκ λη ρ ώ ­

μ α τ ο ς  δ ε ν  ε ί ν α ι ,  τ υ χ α ί ο .

’Απ’ τά  Θεώρημα 6 . 3 . 1  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  δ τ υ  ά ν  μυά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α ι ,  ο λ ο ­

κληρώ σ ιμ η  έ π ύ  τ ο ϋ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , β ] ,  τ ά τ ε  α ύ τ ή  ε ί ν α ι ,  όλοκ ληρ ώ σ υμη  καύ 

έπ ύ  κ ά θ ε  δ ι , α σ τ ή μ α τ ο ς  [ α , χ ]  μ έ  χ β [ α , β ] .  "Ετσι ,  ά π ’ τ ά ν  τ ύ π ο

F ( x )
, χ

f ( t ) d t

ό ρ ύ ζ ε τ α υ  μι,ά σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  μ ε τ α β λ η τ ή  τ ά  ανω άκρο  όλοκ λη ρ ώ σ εω ς

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 4 . 1  "Α ν ή  συνάρτηση f ( t ) ,  ΐ β [ α , β ]  ε ίν α ι, σ υ νεχή ς  

(άρα xaC δ λο κ λη ρ ώ σ ιμ η ), τότε* ή συνάρτηση
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fx
F ( x )  = f ( t ) d t ,  χ β [ α , β ]

α

ε Ε ν α υ  π α ρ α γ ω γ ί σ υ μ η  κ α ί  μ ά λ υ σ τ α

F '  = f .

Ά τ ΐ ό ό ε ΐ , ε Π ·  "Εστω τυ χ δ ν  χ β [ α ,β 3 .  ’Απ’ τδ θεώρημα 6 ·3 ·6  τί|£ μέσπε 

τυμής χοϋ ολοκληρωτικοί) λογυσμοΟ, σ έ  κάθε h μέ χ + 1 ιβ [ α ,β ]  άντυστουχυ- 

ζομε ενα ξ = ξ(1ι) πού ε ίνα ι ,  μεταξύ  τΟν χ  κ α ί  x+h  Μα1, τέτουο ώστε
,x+h
I f ( t ) d t = f U ) h  

χ
ο π ό τ ε  γυά  h  f  0

F(x-t-h) -  F ( x )  _ f  ̂

Apa

F ( x + h )  -  F ( x ) - f ix ) = | f ( x ) - f ( C ) | .

’Αλλά l i m  C ( h )  = χ»  δ π ύ τ ε  ά π ’ τ ή  σ υ ν έ χ ε υ α  τ ή ς  f  σ τ ^  χ  π ρ ο κ ύ π τε ι  
h-K)

l i m  | f ( x ) - f ( C ( h ) ) |  = | f ( x ) - f ( x ) |  = 0  
h->0

ό π ά τ ε  κ α ί

l i m
h-K)

r t e + h ) - r ( x ) _ f ( x )
h

= 0

δ η λ α δ ή

F 1 ( x )  = l i m  F ( x + h j  ~.J 1 }i l  = f ( χ ) .  A 
h-K) h

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  6 . 4 . 1

Me τ ά  Θεώρημα 6 . 4 . 2  ά π ο δ ε ύ χ τ η κ ε  τ ε λ υ κ ά  δ τ υ  κάθε σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση  

f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  ε χ ε υ  ά ρ χ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς ,  Π μ έ  α λ λ α  λ ά γ υ α ,  δ τ υ  τ<5 ά δρ υ σ το  

ολοκλήρωμα τ ή ς  σ υ ν ε χ ο ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f  π ά ν τ ο τ ε  ύ π ά ρ χ ε υ .

ΠΟΡΙΣΜΑ 6 . 4 . 1  ‘ Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ υ  f  ε ϋ ν α υ  μ υ ά  σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

σ τ ό  [ α , β ]  κ α ί  φ ( ΐ ) ,  t £  Je- , τ ]  σ υ ν ε χ ή ς  κ α ί τ γ ν η σ ί ω ς  α δ £ ο υ σ α  (ή  γ ν η  

σ ί ω ς  φ θ ί ν ο υ σ α )  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  α = φ ( σ ) ,  β = φ ( τ )  ( ή  α = φ ( τ ) ,  0 = < ρ ( σ ) )  

" Α ν  ή  φ ε ϋ ν α υ  π α ρ α γ ω γ ί σ υ μ η  τ ό τ έ  έ χ ο μ ε

|  f ( x ) d x  = j f [ 9 ( t ) ] < p ' ( t ) d t .  

a  a
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Td θεώρημα ποϋ α κ ο λ ο υ θ ε ί  θ ε ω ρ ε ί τ α ι  σ ά ν  τ ο  β α σ ι χ ώ τ ε ρ ο  θ ε ώ ρ η μ α  τοΟ 

ο λ ο κ λ η ρ ω τ ι κ ο ύ  λ ο γ ι σ μ ο ϋ .

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 . 4 . 2 .  "Α ν  f ( t ) ,  ΐ β [ α , β ]  ε ί ν α ι  μ ιά  σ υ νε χ ή ς  σ υ νά ρ τη ­

ση κ α ί G τυχοϋσα  Α ρ χ ικ ή  τη ς  σ υ νά ρ τη σ η , τ ό τ ε

ί βf ( t ) d t  = G ( $ )  -  G ( a ) .  

α

’ Α π ό δ ε ι ξ η .  Ά π ’ τ ό  Θεώρημα 6 . 4 . 1  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ ι  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η

F ( x ) = |  f ( t ) d t ,  χ β [ α , β ]

α

π λ η ρ ο ί  τ ύ ν  F* = f .  ”Αρα ή F ε ί ν α ι  μ ι ά  α ρ χ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  f ,  δ π ύ τ ε  σ ύ μ ­

φωνα μ έ  τ η ν  Πρύταση 5 . 1 . 1 ,  ή δ π ο ι α δ ή π ο τ ε  α ρ χ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  G τ ή ς  f  θά  

γ ρ ά φ ε τ α ι  μ έ  τη μορφή

G ( x )  = F ( x )  + c  ,

δπου  c  σ τ α θ ε ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς .  Θ έ τ ο ν τ α ς  χ  = α ,  β ρ ί σ κ ο μ ε

δ π ό τ ε

G ( a )  = F ( a )  + c  = 0 + c  = c  

F ( x )  = G ( x )  -  G ( a ) .

Θ έ τ ο ν τ α ς  χ  = β ,  π α ί ρ ν ο μ ε  τ ε λ ι κ ά

δηλαδή

|  f ( t ) d t  = F ( 6 ) = G ( $ )  -  G ( a ) ,  

a

,β
f ( t ) d t  = G(3) -  G (a ). A

*
a

Παρατήρηση 6 .4 .2
Ά π ' τ ό  Θεώρημα 6 . 4 . 2  φ α ί ν ε τ α ι  π ι ά  κ α θ α ρ ά  η σ χ έ σ η  τοΟ δ ρ ι σ μ έ ν ο υ  

μ έ  τ ό  ά ό ρ ι σ τ ο  δ λ ο κ λ ή ρ ω μ α .  Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α  ή ε ύ ρ ε σ η  τοΟ δ ρ ι σ μ έ ν ο υ  ο λ ο ­

κληρώ ματος  σ υ ν ε χ ο ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  α ν ά γ ε τ α ι  σ τ ό ν  υ π ο λ ο γ ι σ μ ό  τ ο ύ  α ο ρ ί σ τ ο υ  

ο λ ο κ λη ρ ώ μ α το ς  α ύ τ ή ς ,  δ π ό τ ε  κ α ί  γ ρ ά φ ο μ ε



U  4
j f ( x ) d x  = F ( x ) | ®  = F ( $ ) - F ( a ) ,  δ π ο υ  F ( x ) = Jf( x ) d x

ΠΟΡΙΣΜΑ 6 .^ .2 . "Α ν  f , g ε ί ν α ι  6υό π α ρ α γω γίσ ιμ ες  συναρτή­

σ ε ις  fenC τοΟ [ a , 6] , τ ό τ ε  Ισ χ ύ ε ι

λ
f ( x ) g ' ( x ) d x  = f ( 6 ) g ( $ )  - f ( a ) g ( a )  - f * ( x ) g ( x ) d x

ε χ ο μ ε

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ώ ν τ α ε  t r fv  ι δ ι ό τ η τ α  π α ρ α γ ω γ ίσ ε ω ς  γ ι ν ο μ έ ν ο υ

ί β ( βJ f ( x ) g ' ( x ) d x  = J ( [ f ( x ) g ( x ) ] ' - f ' f ( x ) g ( x ) ) d x  = η

a

(* iB= 1 [ f ( x ) g ( x ) ] ' d x  -  1 f ' ( x ) g ( x ) d x  =

.6
= f ( x ) g ( x ) | f - {  f ' ( x ) g ( x ) d x  = 

a

,6
= f ( 3 ) g ( 3 )  - f  ( a ) g ( a ) f ’ i x J g C x J d x .  A

a

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  6 . 4 . 3 .  "Υστερα  ά π ’ τ ά  παραπάνω κ α ί  ι δ ι α ί τ ε ρ α  άπό  τό  

θεώ ρημα 6 . 4 . 2  φ α ί ν ε τ α ι  π ι α  καθαρά  ο τ ι  ό λ ε ς  ο ί  ι δ ι ό τ η τ ε ς  των α ο ρ ί σ τ ω ν  ο λ ο ­

κληρωμάτω ν έ φ α ρ μ ο ζ ο ν τ α ι  πα ρ ά λληλα  κ α ί  στη 'ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  των  ο ρ ι σ μ έ ν ω ν  ολοκλη­

ρωμάτων .

Π α ρά δειγμα  6 .4 .1

Τώρα ε ί ν α ι  ε ύ κ ο λ ο  ν ά  υ π ο λ ο γ ι σ τ ή  τ ό  όλοχλη'ρωμα τοΟ π α ρ α δ ε ί γ μ α τ ο ς  

6 . 2 . 2 .  Π ρ α γ μ α τ ι κ ά ,  έ χ ο μ ε

ο π ό τ ε
ί 2 χ ' 

x d x  = ~

3 . 3  3

·’ ■ · - · ν

' \-Q
3
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Π α ρ ά δ ε ι - γ μ α  6 . 4 . 2 .  (Τνίπος τ ο ΰ  W a l l i s ) .  

*0 τ ύ π ο ς  τ ο ΰ  W a l l i s

____ _ ί  2 . 4 . 6 .  ♦.  ( 2 ν )  1
π _ 1 ν  ( ΐ . 3 . 5 . . .  ( 2 ν - 1 )  J 2ν+1

δ ί ν ε ι ,  τ ά ν  ά ρυθμο  π σ ά ν  o p t o  μ υ α ς  α κ ο λ ο υ θ ί α ς  κ α ί  μ π ο ρ ε ί  ν ά  π ρ ο κ ί ψ η  μ ε τ ά  

τ ό ν  υ π ο λ ο γ ι σ μ ό  τοΟ ό ρ υ σ μ έ ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς

I = ν s i n Vx  d x  9 vGIN.

Γυά τ ό ν  ύ π ολογ ι ,σ μό  τοΟ Ι ^ 5 ά π ’ τ ό ν  τ ό π ο  5 . 3 . 2  ε χ ο μ ε  δ τ υ  

ν  ν  ν  ν - 2  —
οπού

V s x n  χ  d x  .

Αρα ί σ χ ό ε υ

I = -  ν
. ν-1s i n  χ  c o s  χ  

ν + ^ ν 2
ήτοι ,

I =—  ι  9 .ν  ν  ν - 2

'Ετσ ι , ,  α ν  ν  = 2 μ ,  ε χ ο μ ε

2 μ - 1  _ _ 2 μ - 1  2 μ - 3  5 . 3 . 1  1 . 3 . 5 . . . ( 2 μ - 1 )  π
1 2 μ = 2μ 2 μ - 2  “ 2μ 2 μ - 4 * * *  *+.2 "  2 . Η . 6 . . . ( 2 μ )  2

0
έ ν ω ,  α ν  ν  = 2 μ + 1 ,  έ χ ο μ ε

π

-  2 Λ . 6 . . , ( 2μ ) 
2μ+1 -  1 . 3 . 5 . . . ( 2 μ + 1 )

s i n  χ  d x 2.Μ-.6.. .  (2μ)
1 . 3 . 5 . . . ( 2 μ + 1 )  '

'Ε π ο μ έ ν ω ς

( 6 Λ . 1 ) ί · νI s i n χ  d x  = «

1 . 3 . 5 . . . ( ν - D  £
2.4.6...V 2 *

2 . 4 . 6 . . . ν - 1  
1.3«5· · · ̂

α ν  ν  ε ί ν α ι .  α ρ τ ι , ο ς ,

α ν  ν  ε ί ν α ι ,  π ε ρ ι τ τ ό ς
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2 1 4 6 . 4

Τώρα γυ<£ ν ’άποδεόξωμε τόν τόπο τοΟ Wallis παρατηροΟμε δτο γι,ά

κάθε χ μέ 0<χ<·|· ύσχόει,

. 2ν+1 _ . 2ν _ . 2ν-1 
sin χ < sin χ  < sin χ .

"Ετσι ,  ά π ’ τ ό  Πόρυσμα 6 . 3 . 2  ε χ ο μ ε
π π π

• 2ν+1 . „s m  χ  α χ  < . 2 ν  , _s m  χ  α χ  < . 2 ν - 1  .s m  χ  α χ

ο π ό τ ε  ά π ’ τ ό ν  τόπο  ( 6 . 4 . 1 )  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  ότι ,

2 . 4 . 6 .  . . (2ν)  1 . 3 . 5 .  . .  ( 2 ν - 1 )  π 2 . 4 . 6 . . .  ( 2 ν - 2 )
1 . 3 . 5 .  . . ( 2 ν + 1 )  2 . 4 . 6 . .  .(2ν) 2 1 . 3 . 5 . . .  ( 2 ν - 1 )

2 . 4 . 6 . .  .(2ν) 2 1
»

1 . 3 . 5 . . . ( 2 ν - 1 ) 2ν+1 ' 2 ' [ ι

Τώρα θ έ τ ο ν τ α ς

A = ν
ε χ ο μ ε

μ ε

ο π ό τ ε

2 . 4 . 6 . .  .(2ν)1 2
1 . 3 . 5 . .  ^2v-l)J

1 π  ̂ . 1< — < A -r— 1
ν  2ν+1 2 ν  2ν

1Λ 1 Λ 1 -  Δ
“ ν  2 ν  “ ν  2ν+1

— ΛV

l i m  [Α  τγ” ··Α ν ν  2ν  ν
1

2ν+1

,

' Ε π ο μ έ ν ω ς ,  έπευδτ ΐ  η Α ^ , ν β ϊ ί  ε Ε ν α υ χ α υ  α ύ ξ ο υ σ α , έ χ ο μ ε

1Jm A V  2ν+Γ= 1i m Αν 2ν ~2  ’

δ η λ α δ ή

·ϊ·= l i m  
2 ν

2 . 4 . 6 . .  .(2ν)
τ 2

1 . 3 . 5 . . . ( 2 ν - 1 )
1

2ν+1 9

>  -  ' X, '
ο π ό τ ε  π α ί ρ ν ο μ ε  τ ό ν  τόπο  τοΟ W a l l i s
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π = l i m  
ν

2 , 4 . 6 . . *  2ν  
1 . 3 . 5 . . . ( 2 υ - 1 )

2
2ν+1  '

Σ τό  Κεφάλαυο 3 ( θ ε ώ ρ η μ α  3 . 9 . 6 )  δ ό θ η κ ε  ό τ ύ π ο ς  τ ο υ  T a y l o r  μ έ  ύ π ό -  

λ ο ι π ο  που  έ ξ α ρ τ δ τ α ι  ά π ’ τ ή ν  τ ι μ ή  xfis ν - ο σ τ ή ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η -  

σεως σ ’ ε ν α  σ η μ ε ί ο .  ’Ε π ε ι δ ή  ό κ α θ ο ρ ι σ μ ό ς  τ ο ΰ  σ η μ ε ί ο υ  α ύ τ ο ΰ ,  α ρ α  κ α ί  ό 

α κ ρ ι β ή ς  υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ο υ  ε ί ν α ι  π ρ α κ τ ι κ ά  α δ ύ ν α τ ο  ν ά  γ ί ν η ,  γ ι ’α ύ τ ό  

δ ί ν ο μ ε  εδώ μ ι ά  άλλη  έκφρ α σ η  τ ο ϋ  R^ μ έ  τ η  β ο ή θ ε ι α  ο ρ ι σ μ έ ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ ­

μ α τ ο ς .  Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α  ι σ χ ύ ε ι  τ ύ  παρακάτω  θ ε ώ ρ η μ α .

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.4.3. 'Υ π ο θ έ το μ ε  ό τ ι  ή ν -ο σ τ ή  παράγωγος μ ια ς  

συναρτήσεως f  ε ί ν α ι  σ υ νε χ ή ς  σ τό  δ ιά σ τη μ α  [α ,β ] .  Τ ό τ ε  γ ι ά  

κάθε χ κ α ί x Q το υ  [α ,β ] ίσ χ ύ ε ι

(χ  χ
f (x )  = f ( x 0) + (x -x 0) f ' (χ 0)+ . . •+-  ( v_0£)· ,· -  f (V _1 )(x 0) + Rv 

δ  π ο υ  τ ό  ύ π ό λ ο ιπ ο  Rv 6 ( ν ε τ ο α  ά π ' τ ό ν  τ ύ π ο

R T ^ r f -

Ά π δ ό ε ι ^ η .  ' Α π ’τ ό  Θεώρημα 6 . Η . 2 ε χ ο μ ε  δ τ υ

ίΧ
f ’ ( t ) d t  = f ( t ) | *  = f ( x )  - f ( x  ) 

J ΧΛ ϋ

κ α ί  αρα
/X

f ( x )  = f ( x Q) + ( x - t ) 1_1f ' ( t ) d t  .

Ά λ λ ό

ί Χ■Ρ»f ' ( t )d t  =
/X

f ' ( t ) d ( - ( x - t ) ) = - f ' ( t ) ( x - t ) | x +
χο >

( x - t ) f " ( t ) d t

= f  ’ (χ 0 ) ( x - x 0 ) + | ( x - t ) f " ( t ) d t

’Εταο



2 1 6 6 .4 -6 .5

. A

f ( x ) = f ( x 0 ) + f »(x0 )(x -x 0 ) + J ( x - t ) 2-1f" (t)d t

xo
ό π ύ τ ε  έ π α ν α λ α μ β ά ν ο ν τ α ς  τ ύ ν  ί δ υ α  μ έ θ ο δ ο  v φ ο ρ έ ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  ή έκφραση 

πού δ έ ν ε ι ,  τ ύ  θ ε ώ ρ η μ α .  A

6 . 5  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

Σ τ η ν  πα ρ ά γρ α φ ο  α ύ τ η  θ ά  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ έ  τ ύ ν  έφ α ρ μ ογύ  τ ο ΰ  όρ ι ,σμένου  

ό λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  σ τ ά ν  ύ π ο λ ο γ ι ,σ μ ύ  έμ β α δ ώ ν  καέ  δ γ κ ω ν .

Λ. ΕΜΒΑΔΟ ΕΠΙΠΕΔΟΥ ΧΩΡΟΥ

Θεωρούμε  τ ά  γ ρ ά φ η μ α  μ ι , δ ς  σ υ ν ε χ ο ύ ς  συναρττ ίσεως  f ( x ) ,  χ θ [ α , β ]  σ τ ύ  

έ π έ π ε δ ο  ( β λ .  Σ χ .  1 ) .  ’Α ν α ζ η τ ο ύ μ ε  

τ ύ  έ μ β α δ ύ  τ ο ΰ  χ ω ρ έ ο υ  ΑΒΓΔ πού  π ε -  

ρ υ κ λ ε έ ν ε τ α υ  μ ε τ α ξ ύ  τ ο ΰ  γ ρ α φ ή μ α τ ο ς  

τ η ς  f ,  τω ν  κ α θ έ τ ω ν  σ τ ά  σ η μ ε ί α  

( α , Ο ) ,  ( β , Ο )  κ α έ  τ ο ύ  X -  α ξ ο ν α .

' Υ π ο θ έ τ ο μ ε  πρώτα  δ τ υ  f ( x ) ^ 0  

γ ι ,ά  κ ά θ ε  χ 6 [ α , β ] .

Θεωρούμε τ υ χ ο ύ σ α  δυαμέρ ι ,ση

δ = { χ  , χ  , . . . , χ  } τ ο ύ  δ υ α σ τ η μ α τ ο ςU 1 κ
[ α 5β ] ,  01 τ ο μ έ ς  τω ν  κ α θ έ τ ω ν  πρύς  

τ ύ ν  X -  α ξ ο ν α  σ τ ά  σ η μ ε ί α  τ η ς  δ υ α -  

μ ε ρ έ σ ε ω ς  μ έ  τ<5 γ ρ ά φ η μ α  ττ)ς σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  ο ρ ί ζ ο υ ν  τ έ ς  χ ο ρ δ έ ς  ΔΧ^,Χ^ X2 » · · ·  

. . . , Χ .  - Χ . , . · . , Χ ν  ΛΤ τι\ς  κ α μ π ύ λ η ς .  *Αν Ε . ( δ )  ε ί ν α υ  τ ύ  έμβαδύ  τοΟ τ ρ α -  

π ε ζ έ ο υ  μ έ  βάση X ^ j X ^ ,  τ ύ τ ε

f ( x . )  + f ( x .  . .)
Ε ± ( δ )  = ------------g

κ α έ  S p a  τ ύ  σ υ ν ο λ υ κ ύ  έ μ β α δ ύ  Ε ( δ )  τών σ χ η μ α τ ι , ζ ο μ έ ν ω ν  τ ρ α π ε ζ έ ω ν  ε ί ν α ι .

k
Ε ( δ )  = Σ 

ί=1

f  (χ^^) +
,;οτ;

2
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’Αλλά γ μ ά  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  κ α ί  τ η  δ μ α μ έ ρ μ σ η  δ ε χ ο υ μ ε

Ε Λ δ )  = Σ m . ( f ) ( x . - x .  )
r  i = 1  1 1 1 _ -L

HCtL

οπού

καμ

Ε Λ δ )  = Σ M . ( f ) ( χ . - χ .  ,  ) 
Γ ί=1 1 1 1 1

n u ( f ) = i n f { f ( x )  : χ β Ε χ ^ ^ ,  χ ^ ] }

* L ( f ) = s u p t f ( x ) : x e C x i ^ ,  χ ^ ] }  

γ υ α  κ ά θ ε  i  = l , 2 , . . . , k .  ’Ε π ί  π λ έ ο ν  ε ί ν α μ  ε ύ κ ο λ ο  ν ά  δ ο ύ μ ε  δ τ μ  

( 6 . 5 . 1 )  E f ( 6 )  < E ( S )  i E f ( 6 ) .

Παρατηρούμε  τώρα δ τ μ  τ<$ έμ β α δ ο  Ε π ου  ζ η τ ο ύ μ ε  ε ΐ ν α μ  ( δ π ω ς  ο ρ ί σ τ η ­

κε  ά π ’ τ ύ ν  ’Αρχμμηδη)  τ<5 δρμο

E = l i m E ( 6 v )

δπου  δ ^ ,  ν  6 Κ  ε ί ν α μ  μ μ ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  δ μ α μ ε ρ ύ σ ε ω ν  τ ο ύ  [ α , β ]  μ ε  λ ( δ ν >->-0. 

'Ε π ο μ έ ν ω ς  η ( 6 . 5 . 1 )  δ ί ν ε μ  δ τ μ

E f = H m E f ( 6 v ) < sE < il i m E f ( 6 v ) = E f .

’Αλλά η f  ε ΐ ν α μ  όλοκλη ρώσμμη κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς ,  ά π ’ τ ύ ν  'Ο ρ μ σ μ ύ  6 . 1 . 1  ε χ ο μ ε

= Ε = Εf
ητομ

( 6 . 5 . 2 ) Ε |  f ( x ) d x .

α

*0 τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 2 )  δ ί ν ε μ  τ ύ  έμ β α δ ύ  τ ο ύ  χ ω ρ ί ο υ ,  δ τ α ν  f  ( χ )  ^>0 Υ χ β μ α , β ] .

Στη γ ε ν μ κ η  π ε ρ ί π τ ω σ η ,  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  δ υ α σ π α τ α μ  σ έ  δυ<5 μ ύ  ά ρ ν η τ μ κ έ ς  

σ υ ν α ρ τ η σ ε μ ς  f + κ α ί  f  μ ε  f + ( x )  = m a x { 0 , f ( x ) }  κ α ί  f - ( x ) = m a x { 0 ,  - f ( x ) }

( β λ .  Σ χ .  2 ) .  Π αρα τη ρ ούμ ε  δ έ  δ τμ  

f  = f + - f  κ α ί  ά κ ύ μ η  δ τ μ  | f |  = f + + f  .

’Εξ ά λ λ ο υ  τ ύ  έμ β α δ ύ  πού  π ε ρ μ κ λ ε ί -  

ε τα μ  ά π ’ τ ί ς  ε ύ θ ε μ ε ς  χ  = α ,  χ  = β ,
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ά π ' τ ή ν  κ α μπύλη  τ ή ς  f  κ αύ  τ ύ ν  X- 

- α ξ ο ν α ,  ε ί ν α ι ,  έ κ ε ΰ ν ο  πού π ε ρ ι , κ λ ε ύ -  

ετα ι ,  ά π ’ τ ύ ς  παραπάνω  ε ύ θ ε ΰ ε ς  ά π '  

τ η ν  κ α μ π ύ λ η  τ ή ς  f + καύ  τ ύ ν  X -  ά ξ ο ­

ν α ,  μ α ζ ύ  μ ’ έ κ ε ΰ ν ο  πού  π ε ρ υ κ λ ε ύ ε τ α ι ,  

αάλι ά π ’ τ ύ ς  ί δ ι , ε ς  ε ύ θ ε ΰ ε ς ,  ά π ’ τ ή ν  

κ α μπύλη  τ ή ς  - f  κ αύ  τ ύ ν  X -  α ξ ο ν α ,  

δ π ο υ  τ ύ  τ ε λ ε υ τ α ί ο  τ ο ύ τ ο  ε ί ν α ι ,  ίσ ο  

μ ’ έ κ ε ΰ ν ο  π ο ύ  π ε ρ ι ,κ λ ε ύ ε τ α ι ,  ά π ’ τ ύ ς  

χ  = α ,  χ  = β ,  ά π ’ τ ή ν  καμπύλη  τ ή ς  f  

κα ύ  τ ύ ν  X - α ξ ο ν α .  ’Ε πομ έν ω ς  τ ύ  

έ μ β α δ ύ  πού  ζ η τ ο ύ μ ε  ε ί ν α ι ,

y  t

ΣΧΗΜΑ 2

Α
Ε = f + ( x ) d x  + 

α

β r3

* [f

A
f  ( x ) d x  = I [ f ' ( x ) + f  ( x ) ] d x  = 

a

f ( x ) | d x

a

δ η λ α δ ή
A

E = j f ( x ) | d x .

a

Γι,ά π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  α ς  ύ π ο λ ο γ υ σ τ ή  τ ύ  έμ β α δ ύ  τ ο ύ  χωρύου  τ ο ύ  Σ χ .  3 

"Ετσι,  έ’χ ο υ μ ε

·2π Λ  r2%Γ
Ε = j  | s i n  χ |  d x  = 

0
, π  ,2 π

s i n  χ  d x  + ( - s i n  x ) d x  =

s i n x d x - |  s i n  x  d x  = - c o s  x |  q t c o e x l ^  = 

i π

c o s  π + c o s  0 + c o s  2π -  c o s  π = 1 + 1 + 1 + 1 = 4 .  

Σ τ ή ν  π ερ ύπτω σ η  πού  θ έ λ ο μ ε  ν ά  β ρ ο ύ μ ε
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’Αλλά γ υ ά  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  χ α C τ η  δ υ α μ έ ρ υ σ η  δ ε χ ο υ μ ε

E f ( 6 )  = Σ m. ( f ) ( x . - x .  )
r  i = i  1 1 1_Α

καύ

δπου

καύ

γ υ ά  κ ά θ ε  ϊ  = 1 , 2 ,

_  k
Ε ^ ( δ ) =  Σ Μ .( f )  ( χ . - χ .  , )  

f  i = 1  ι  ι  i - l

πκ ( f  ) = i n f { f ( x )  : χ Θ ϋ χ ^ ,  x .^ ]}

M ^ ( f ) = s u p { f ( x )  : x 6 [ x i _1 , x ^ }

, k .  ’Επύ  π λ έ ο ν  ε ϊ ν α υ  ε δ κ ο λ ο  ν ά  δ ο ϋ μ ε VOTC

( δ . 5 . 1 )  E f ( 6 )  < E ( S )  < E f ( 6 ) .

Παρατηρούμε  τώρα δ τ υ  τό  έ μ β α δ δ  Ε πο\5 ζ η τ ο ύ μ ε  ε ϊ ν α υ  ( δ π ω ς  ο ρ υ σ τ η -  

κε ά π ’ τ ό ν  ’Α ρ χ υμη δη )  τ ό  δρυο

Ε = l i m E  ( δ ν )

δπου  δ ^ ,  v 6 U  ε ί ν α υ  μυά  ά κ ο λ ο υ θ ύ α  δ υ α μ ε ρ ύ σ ε ω ν  τ ο ΰ  [ α , β ]  μ έ  λ ( δ ν )->·0.  

'Ε π ο μ έ ν ω ς  ή ( 6 . 5 . 1 )  δ ύ ν ε υ  δ τ υ

E t = l i m  Ε j . ( 6  ) <_Ε <_l im Ε̂ _ ( δ  ) = Ε_  .— f  —f  ν  =  =  f  ν  f

’Αλλά ή f  ε ί ν α υ  όλοκλη ρώσυμη  καύ έ π ο μ έ ν ω ς ,  ά π ’ τ ό ν  'Ο ρ υ σ μ ό  6 . 1 . 1  ε χ ο μ ε

η το υ

( 6 . 5 . 2 )

Ε f  = Ε = Ε 

Ε = | f ( x ) d x

α

*0 τ ό π ο ς  ( 6 . 5 . 2 )  δ ύ ν ε υ  τ ό  έμ β α δ ό  τοΟ χ ω ρ ύ ο υ ,  δ τ α ν  f ( x ) ^ 0  ν χ β [ α , β ] .  

Στη γ ε ν υ κ η  π ε ρ ί π τ ω σ η ,  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  δ υ α σ π δ τ α υ  σε  δ υ ό  μ ό  ά ρ ν η τ υ κ έ ς  

σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  f + κ α έ  £  μ έ  f + ( x )  = m a x { 0 , f ( x ) }  καύ f  ( x ) = m a x { 0 ,  - f ( x ) }

( β λ .  Σ χ .  2 ) .  Π α ρα τηρούμε  δ έ  δ τ υ  

f  = f + - f _ καύ α κ όμη  δ τ υ  | f |  = f ++ f ~ .  

Έ ξ  ά λ λ ο υ  τ ό  έμ β α δ ό  ποό π ε ρ υ κ λ ε ύ -  

ε τ α υ  ά π ’ τ ύ ς  ε υ θ ε ί ε ς  χ  = α ,  χ  = β ,
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ά π ’ τ ή ν  κ α μ π ύ λ η  τ η ς  f  καύ  τ ύ ν  X- 

- ά ξ ο ν α ,  ε ϊ ν α υ  έ κ ε Ε ν ο  που π ε ρ υ κ λ ε ύ -  

ε τ α υ  ά π ’ τ ύ ς  παραπάνω ε ΰ θ ε ϋ ε ς  ά π ’ 

τ η ν  κ α μπύλη  τ ή ς  f + καύ  τ ύ ν  X -  ά ξ ο ­

ν α ,  μαζί? μ ’ έ κ ε ΰ ν ο  πού  π ε ρ υ κ λ ε ύ ε τ α υ  

πάλι  ά π ’ τ ύ ς  έ δ υ ε ς  ε ύ θ ε ΰ ε ς ,  ά π ’ τ ή ν  

κ α μπύλη  τ ή ς  - f  κ αύ  τ ύ ν  X - ά ξ ο ν α ,  

δ π ο υ  τ ύ  τ ε λ ε υ τ α ί ο  τ ο ΰ τ ο  ε ί ν α υ  Coo 
μ ’ έ κ ε ϋ ν ο  π ο ύ  π ε ρ υ κ λ ε ύ ε τ α υ  ά π ’ τ ύ ς  

χ  = α ,  χ  = β ,  α π ’ τ η ν  καμπύλη  τ ή ς  f  

κ αύ  τ ύ ν  X - ά ξ ο ν α .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ύ  

έ μ β α δ ύ  πού  ζ η τ ο ύ μ ε  ε έ ν α υ

y  Τ t '

ΣΧΗΜΑ 2

1--- *■
β *

Ε =
β

f + ( x ) d x  +
β

f  ( x ) d x

α α

Γ3 _ (Β
I [ f + ( x ) + f  ( x ) ] d x  = I j f ( x ) | d x

α α

δ η λ α δ ή

α

Γυύ π α ρ ά δ ε υ γ μ α ,  ά ς  ύ π ο λ ο γ υ σ τ ή  τ ύ  έ μ β α δ ύ  τ ο ύ  χω ρύου  τ ο ύ  Σ χ .  3 .  

"Ετσ υ  έ χ ο υ μ ε

2π π
Ε = J I s i n  χ |  d x  =

0 0 
,τι / 2 π

s i n  x d x  +
2π

s i n  χ  d x  - s i n  χ  d x  = - c o s

( - s i n  x ) d x  =

I π |2πx | 0 + c o s  x j  ^

y*

f = s i n

= -  c o s  π + c o s  0 + c o s  2π -  c o s  π = l + l + l + l  -  4 .  

Σ τ ή ν  π ερ ύ π τω σ η  πού  θ έ λ ο μ ε  νά  β ρ ο ύ μ ε
ΣΧΗΜΑ 3
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το έ μ 3 α δ ύ  « ά π ο ν ο υ  χωρύου  πού π ε ρ υ έ χ ε τ α υ  μ ε τ α ξ ύ  δυο' κ α μ π ύ λ ω ν ,  έ ρ γ α ζ ύ μ α σ τ ε  

ώς έ ξ η ς :  θ εω ρ ο ύ μ ε  δ υ ύ  σ υ ν ε χ ε ϋ ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  f ( x ) ,  χ β [ α , β ]  καύ  g ( x ) ,  χ 6 [ ' α , 0 ] .  

’Α ν α ζ η τ ο ύ μ ε  το' έ μ 3 α δ ύ  π ού  π ερ ι , ε ' χ ε τ α υ  μ ε τ α ξ ύ  των εύθε ι ,Ώ ν  χ  = α ,  χ  = 0 καύ  

των  κ α μ π ύ λ ή ν  πού  π α ρ ι ,σ τ ό ν ο υ ν  τ ά  γ ρ α φ ή μ α τ α  των σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  τ ο ύ τ ω ν .

Ε ίνα ι ,  φ α ν ερ ό  ότι ,  το  έμ3<χδό τ ο ύ τ ο  ό σ ο ύ τ α ε  μ έ  τη  δ υ α φ ο ρ ά  Ε τ ο ύ  έ μ 3 α δ ο ύ  

Ε1 πού π ε ρ ι , έ χ ε τ α υ  μ ε τ α ξ ύ  τω ν  χ  = α ,  χ  = 3 ,  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  

m a x { f ( x ) ,  g ( x ) } ,  χ β [ α , 3 ]  καύ  τ ο ύ  X -  α ξ ο ν α  καύ  τ ο ύ  Ε ^  πού  π ε ρ ε ε χ ε τ α υ  μ ε ­

τ α ξ ύ  των χ  = α ,  χ  = 3 τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  τ η ς  σ υν α ρ ττ ίσ ε ω ς  m i n { f ( x ) ,  g ( x ) } »  χ β [ α , 0 ]  

καύ τ ο ύ  X - α ξ ο ν α  ( 3 λ .  Σ χ .  4 ) .  Δηλαδή

Ε = Ε1 -Ε 2·

ΣΧΗΜΑ ^
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r

* Αλλά

καύ ε π ο μ έ ν ω ς

m a x { f ( x ) , g ( x ) }  _ m i n { f ( x ) > g ( x ) }  .  | f ( x )  _ g ( x ) |

β
E - El  E2 ~ J  m a x{ f ( x ) , g ( x ) } d x  -  f m i n { f ( x ) , g ( x ) } d x  =

α l

- f 6
-  j  Em ax{f  ( x ) , g ( x ) >  - m i n i f  ( x ) , g ( x ) } ] d x  = 

a

= J I f  ( x )  -  g ( x )  | d x  ^
a

δη λα δη

r*
E = J | f ( x )  -  g ( x ) | d x

a

Π α ρ ά δ ειγμ α  6 . 5 . 1

θ α  βροΟμε τ ύ  ε μ β α δ ύ  τοΟ χωρύου  πού  δ ε ύ χ ν ε τ α ο  α τό  ΣΧ. 5 οπού 
f ( x )  = 2ν/χ  καύ  g ( x )  . Τ<5 σ η μ ε ύ ο  α ,  

οπού  α ύ τ έ ς  τ ε 'μ ν ο ν τ α υ ,  ε ϊ ν α υ  έ κ ε Σ ν ο  ποά 

π λ η ρ ο ί  ττ^ν ί ,σ ύτητα

Άρα

f  ( a )  = g ( o t )

2

ό π ύ τ ε  α = 0  καύ ο ι - 2 ^ / 2 .  "Ετσι,  τ ά  ζ η τ ο ύ ­

μ ε ν ο  έ μ β α δ ύ  ε ί ν α ι .

2 3/2 2 3/Γ
[ f ( x ) - g ( x ) 3 d x  = |  [2ν /χ -

0 0

X η , 4 - 2*o“J d x  =χ* χ
3 2 3̂  3X

Λ 6
2 7 2

ο
_ 15 8 8
~ 3 ~ 3 " 3  ■

Β.  ΜΗΚΟΣ ΕΠΙΠΕΔΟΥ ΚΑΜΠΥΛΗΣ

ΘεωροΏμε μ υ ά  καμπύλη  σ τ ύ  έ π ύ π ε δ ο  ή όπ ο ύ α  κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι ,  π α ρ α μ ε τ ρ υ κ ά
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ά πό  δυο σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  τ ή ς  μ ο ρ φ ή ς

χ  = φ ( ΐ )  ,  ΐ β [ α , β ]  

y  = ψ ( ΐ )  ,  ΐ β Ε α , β ]

δπου  φ κ α ί  ψ ε ί ν α ι ,  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  μ ε  σ υ ν ε χ ε ί ς  π ρ ώ τ ε ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ ς .  θ έ λ ο μ ε  

ν ά  ύ π ο λ ο γ ί σ ω μ ε  τό  μ ή κ ο ς  L α υ τ ή ς .

θά  πα ρ υ σ τά νω μ ε  μ έ  Μ τ ) ,  τ β Π α , β ϋ  

τ ό  μ ήκ ο ς  ε κ ε ί ν ο υ  τ ο ΰ  τ μ ή μ α τ ο ς  τ ή ς  κα ­

μ π ό λη ς  ΑΒ ποό ο ρ ί ζ ε τ α ι ,  π α ρ α μ ε τ ρ υ κ ά  α π ’ 

τ ί ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς  < p ( t ) ,  ψ ( Ό  γ υ ά  

ΐ δ [ α , τ ]  κ α ί  έσ τω  Ρ ( τ )  τ ό  σ η μ ε ί ο  

( φ ( τ ) , ψ ( τ ) )  ( β λ έ π ε  Σ χ .  6 ) .

θ εω ρ ο ύ μ ε  έ ν α  ό π ο υ ο δ ή π ο τ ε  σ η μ ε ί ο  

τ 6 [ α , β ]  κ α ί  έσ τ ω  h  τ έ τ ο υ ο  ώ σ τε  

τ + ή θ [ α , β ] .  wAv | Ρ ( τ ) Ρ ( τ + 1 ι ) |  π α ρ υ σ τ ά -  

ν ε υ  τ ό  μ ή κ ο ς  τ ή ς  χ ο ρ δ ή ς  μ έ  ά κ ρ α  τ ά  σ η μ ε ί α  Ρ ( τ ) ,  Ρ ( τ + ή )  π α ρ α τ η ρ ο Ο μ ε  δ τ υ

( 6 . 5 . 3 )  | L ( T + h ) - L ( T ) |  > | ρ ( τ ) Ρ ( τ + ή ) | .

' Ε κ φ ρ ά ζ ο ν τ α ς  τ ό  μ ή κ ο ς  | ρ ( τ ) Ρ ( τ + ή ) |  μ έ  τ ό ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ω ν  σ η μ ε ί ω ν  

Ρ ( τ )  κ α ί  Ρ ί τ + h )  ά π ’τ η ν  ( 6 . 5 . 3 )  β ρ ί σ κ ο μ ε

| ΐ ι ( τ + ή ) - Ι , ( τ )  | >=( [ φ ( τ + ή ) - φ ( τ ) ] 2 + [ ψ ( τ + ή ) - ψ ( τ ) ] 2 >

κ α ί  έπ ο μ έ ν ω ς

( 6 . 5 . ι + )

L ( T + h ) - L ( T )  j > ^ | φ ( τ + ή ) - φ ( τ ) ' | 2 + | φ ( τ + Ι ι ) - ψ ( τ ) | 2 ^ 1 / 2  ^

"Εστω τώρα ν  6 Β  κ α ί  δ = { t  , t . , . . . , t  .
—τ +h , „ Ό , _ ν ~ Α

κ λ ε υ σ τ ο ϋ  δ υ α σ τ ό μ α τ ο ς  με α κ ρ α  τ<£ σ η μ ε ί α  τ ,

, ΐ ^ }  μυα  δ υ α μ έ ρ η σ η  τ ο ϋ  

τ + h .  Τ ό τ ε  ε χ ο μ ε

( 6 . 5 . 5 )  Σ | p ( t .  . ) P ( t . )  
i = l  Χ~

Σ ( [ φ ( ΐ .  . .) - φ ( ΐ . ) ] 2+ [ ψ ( Τ . _  ) - ψ ( ΐ . ) ] 2 ) 1 / 2  J. ι  ι  J· ι
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’Α π ’ τ ά  θ εώρημα 3 . 9 . 3  τ ή ς  μ έ σ η ς  τ υ μ ή ς  το.Ο δυαφορυκοΟ λογυσμοΟ τ ά  

δ ε ξ υ ά  μ έ λ ο ς  τ ή ε  ( 6 . 5 . 5 )  γ ρ ά φ ε τ α υ  ώε

(6.5.6) Σ (Cq>'U.)32 + [ψ'(η·)]2)1/2( ΐ . - ΐ .  .)
i = l  1 1 1  1 - 1

δ π ο υ  ξ . ,  η .  α ν ή κ ο υ ν  σ τ ά  [ t £ _ ^ , t . ] ,  i  = l , 2 , . . . v .

’Ε π ε υ δ ή  ( φ ' )  κ α ί  ( Ψ 1) 2 ε ϊ ν α υ  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς  υ π ά ρ χ ο υ ν  ση­

μ ε ί α  ξ  κ α ί  η σ τ ά  Δ ^ +^ δ π ο υ  α υ τ έ ς  π α ί ρ ν ο υ ν  ά ν τ ί σ τ ο υ χ α  τ ή  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η  τ υ -  

μή σ ’α ύ τ ά  τ ά  δ υ ά σ τ η μ α .  Τ ά τ ε  ά π ’ τ ί ς  ( 6 . 5 . 5 ) ,  ( 6 . 5 . 6 )  έ χ ο μ ε

( 6 . 5 . 7 )  Σ | p ( t .  . ) P ( t , ) |  < ( [ φ , ( ξ ) ] 2 + [ ψ ' ( η ) ] 2 ) 1 / 2  Σ ( t . - t .  . )
ί=1 1 1=1 1 1-1

= ( [ φ , ( ξ ) ] 2+ [ ψ , ( η ) ] 2 ) 1 / 2 | ή | .

’Αλλά τ ά  μ ή κ ο ς  | L ( τ + h ) —L ( τ ) | τοΟ τ ά ξ ο υ  Ρ ( τ ) Ρ ( τ + ή )  δπως ο ρ ί σ θ η κ ε  ά π ’ 

τ ο ν  Ά ρ χ υ μ ή δ η  δ ί ν ε τ α υ  άπά  τ ά ν  τ ύ π ο

|L(T+h)-L(T) 

χ α ί  ά ρ α  ά π ’τ ή ν  ( 6 . 5 . 7 )  έ χ ο μ ε

l i m  Σ | P ( t .  ) P ( t . ) |
λ(δν)·>0 1=1 i l l

( 6 . 5 . 8 ) L ( T + h ) - L ( x )
h <([φ ' (ξ)]2+[ψ’(η)]2)1/2.

’Ε π ε υ δ ή  ξ» η α ν ή κ ο υ ν  σ τ ά  ϊ 1 **1 σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς  τ ή ν  ( 6 . 5 . 4 )  μ έ  τ ή ν  ( 6 . 5 . 8 )Τ
κ α ί  π α ί ρ ν ο ν τ α ς  τ ά  δ ρ υ α  δ τ α ν  h  +  Ο π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  δ τ υ  

( 6 . 5 . 9 )  L ' ( x )  = ( [ φ , ( τ ) ] 2+ [ ψ , ( τ ) ] 2 ) 1 / 2 .

Τώρα,  φ ’ , ψ ’ ε ζ ν α υ  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς  καυ άρα  όλο κ λη ρ ώ σ υμ ες .  

’ Ε π ο μ έ ν ω ς  ή ( 6 . 5 . 9 )  π ο ύ  ύ σ χ ύ ε υ  γ υ ά  κ ά θ ε  τ 6 [ ο , β ]  δ υ ν ε υ

( 6 . 5 . 1 0 )  L = L ( 8 )  = | β ( [ φ , ( ΐ ) 3 2+ [ φ , ( ΐ > 3 2 ) 1 / 2 ά ί

a

δtdxu L (a )= Ο.
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'Ο τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 1 0 )  δ ύ ν ε υ  τ ό  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  πού  π α ρ υ σ τ ά υ ε τ α υ  α π ’ 

τ ύ ς  δυο' π α ρ α μ ε τ ρ υ κ έ ς  έ ξ ι ,σ ώ σ ε υ ς  πού  δο 'θηκαν  ά ρ χ υ κ ά .

”Αν φ ε ί ν α ι ,  ή τ α υ τ ο τ υ κ τ ί  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  δ η λ α δ η  x  = c p ( t ) = t ,  ΐ β [ α , β ]  

τ ό τ ε  ε χ ο μ ε  καύ y  = f ( t )  = f ( x ) ,  χ β [ α , β ] ,  ο π ό τ ε  ό τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 1 0 )  π α ύ ρ ν ε υ  

τη' μορφή

( 6 . 5 . 1 1 )  L =
,β

( l + [ f ’ ( x ) ] 2 ) 2 d x  .

a

Παράδειγμα  6 . 5 . 2

Θά β ρ ο ύ μ ε  τ ό  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  

= c o s h  χ ,  χ β [ θ , ΐ ] . ( β λ .  ΕΧ. 7 ) .  Πρός 

τ ο ύ τ ο ,  ά π ’ τ ό ν  τ ύ π ο  ( 6 . 5 . 1 1 )  ε χ ο μ ε

A  —
L = l  ( 1 + [ c o s h ' x ] 2 ) 2 d x  =

0

I  ( l + s i n h 2x ) 2 d x  =

0
,1

c o s h  x  d x  = s i n h  x
,

0

1
0 s i n h  1 _1_

2e

π ού  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι ,  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ( χ )  =

ΣΧΗΜΑ 7

( e 2 - l ) .

Παράδειγμα 6 . 5 . 3

Θα ύ π ο λ ο γ ί σ ω μ ε  το  μ ή κ ο ς  τ η ς  χα μ π ι ίλπδ  ο ρ ί ζ ε τ α ι  απ τ ι ς  σ υ ν

η
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Γ.  ΟΓΚΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ ΑΠΟ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ

θ ε ω ρ ο ύ μ ε  μ ι ά  μή α ρ ν η τ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x ) ,  χ 6 [ α , β ]  κ α ί  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ο τ ι  

ή καμπύλη  που  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  τ ά  γ ρ ά φ η μ ά  τ η ς  π ε ρ ι σ τ ρ έ φ ε τ α ι  π ε ρ ί  τ ά ν  X - ά ξ ο ­

ν α .  " Ε τ σ ι  σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι  έ ν α  σ τ ε ρ ε ά  σά ν  έ χ ε ϊ ν ο  τοΟ ΣΧ. 9 ,  τ ά  ό π ο ι ο  δ η -  

μ ι ο υ ρ γ ε Σ τ α ι  ά π ’ τ ά  χ ω ρ ί ο  τ ο ύ  Σ Χ . 10 .  ’Ακόμα υ π ο θ έ τ ο μ ε  ό τ ι  ή f  ε ί ν α ι  σ υ ν ­

ε χ ή ς  σ τ ά  [ α , β ] .

Θεωρούμε μ ι ά  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ = { χ ^ , χ ^ , . . . , 

k  τ ά  π λ ή θ ο ς  κ υ λ ί ν δ ρ ο υ ς  όπου  ό κ ύ λ ι ν δ ρ ο ς  με δ ε ί χ τ η  i  ε χ ε ι  βάση μ έ  α κ τ ί ν α

χ, } τ ο ύ  [ α , β ] .  Αυτή ο ρ ί ζ ε ι

ΣΧΗΜΑ 10

f ( x .  ) κ α ί  υψοε  χ ^ - χ ^ .  ”ΑΡα °  ό γ κ ο ς  τ ο ύ  κ υ λ ί ν δ ρ ο υ  α υ τ ο ύ  ε ί ν α ι

2Vi  = %f (xi _1)(xi ~xi _1)

ό π ά τ ε  ό ό γ κ ο ς  ν ( δ )  όλων των κ υ λ ί ν δ ρ ω ν  ε ί ν α ι
k k

V ( 6 )  = Σ V. = π  Σ f 2 ( x .  ) ( χ . - χ .  ) .
i = l  1 1=1

'Ο ό γ κ ο ς  V σ τ ε ρ ε ο ύ  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ν ά  ε ί ν α ι  τ ά  ό ρ ι ο

( 6 .5 . 1 2 )  V = l i m V ( 6 v )

όπου  δ ,  ν  Θ]Ν ε ί ν α ι  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  δ ι α μ ε ρ ί σ ε ω ν  τ ο ύ  [ α , β ]  μ έ  λ ( δ ν ) - * 0 .  

’ Α λλά ,  ά π ’ τ ή ν  ΰ π ά θ ε σ η  η σ υ ν ά ρ τη σ η  μ έ  τύ π ο

Η ( χ )  = π f 2 ( χ )

ε ί ν α ι  σ υ ν ε χ ή ς  κ α ί  έ π ο μ έ ν ω ς  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ι μ η .  'Ε π ο μ έ ν ω ς ,  γ ι ά  κ ά θε  ε > 0  υ π ­

ά ρ χ ε ι  η > 0 ,  τ έ τ ο ι ο  ώ σ τ ε  γ ι ά  κ ά θ ε  δ ι α μ έ ρ ι σ η  δ τ ο ύ  [ α , β ]  μ έ  λ ( δ ) < η  κ α ί
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έ π ε λ ο γ ή  ξ α υ τ ή ς  vet ε σ χ ύ η

α

*Αρα γ υ ά  τ η ν  έ π υ λ ο γ η ξ = ί χ 0 »Χχ » · · · ’ Χ^— ε χ ο μ ε
Α

| ν ( δ )  - H ( x ) d x  < ε  ,  δ τ α ν  λ ( δ ) <

α
Ετσι,  ά π ’ τ η ν  (6 .5 .1 2 )

ί β ο
( 6 . 5 . 1 3 ) V=n r ( x ) d x  .

✓
α

' 0  τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 1 3 )  δ ύ ν ε ε  τ ύ ν  δ γ κ ο  τοΟ σ τ ε ρ ε ο Ο  πού  π α ρ ά γ ε τ α ε  α π ’ 

τ ή ν  π ε ρ ε σ τ ρ ο ψ ή  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  τ ή ς  yti ά ρ ν η τ ε κ ή ς  καε' σ υ ν ε χ ο ύ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς  f ( x )

x0[c t ,3 ]  γύρω ά π ' τ ο ν  Χ - α ξ ο ν α .  Τ έ λ ο ς  σ τ ή  γ ε ν ε κ ή  π ε ρ έ π τ ω σ η  πού η f  δ έ ν  ε ΐ ν α ε  

κ α τ '  α νά γκ η  μη ά ρ ν η τ ε κ ή  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ε  ο ε  κ α μ π ύ λ ε ς  χ α έ  των δ ύ ο  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  

f  καε' I f  1 δ τ α ν  π ε ρ ε σ τ ρ α φ ο ϋ ν  γύρ ω  ά π ' τ ύ ν  Χ~αξονα  σ χ η μ α τ ί ζ ο υ ν  τ ο  ε δ ε ο  σ τ ε ρ ε ά .  

'Ε π ο μ έν ω ς  ό τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 1 3 )  ε σ χ ύ ε ε  κ α ύ  σ τη  γ ε ν ε κ ή  π ε ρ έ π τ ω σ η .

ΙΙαράδεεγμα 6 . 5 . 4

*Η σ φ α ερα  μ έ  κ έ ν τ ρ ο  τ<5 0 κ α ε  ά κ τ ύ ν α  α > 0  π α ρ ά γ ε τ α ε  ά π ’ τ ή ν  π ε ρ ε σ τ ρ ο -  

φή τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  πού π α ρ ε σ τ ά ν ε ε  τ ό  γ ρ ά φ η μ α  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς

f  ( χ )  = m 2 - x 2 ,  χ β [ - α , α 1 .

* Ε πομ ένω ς  ό δ γ κ ο ς  τ ή ς  σ φ α ύ ρ α ς  α υ ­

τ ή ς ,  σύμφωνα μ έ  τ ύ ν  τ ύ π ο  ( 6 . 5 . 1 3 )  ε ί ν α ε  

α ,α„ { / 2 2XJ 2 V = π I ( α  - χ  ) d x  = πα

-α

(*  2 
d x  -  π J χ  d x  =

- α α

2 | α  χ 3 | α 2 ,  ν , α 3 α 3 ν 4 ί = πα χ  _ α - π Τ | _ α  = πα ( α+α )  - π (χ  + Τ ·) = y  πα

Δ.  ΕΜΒΑΔΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ ΑΠΟ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ

θ ε ω ρ ο ύ μ ε  μ ε ά  μή  ά ρ ν η τ ε κ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f ( x )  , χ  6 [ α ,β ]  μ έ  σ υ ν ε χ ή  π α ρ α ­

γω γό  χ α ύ  ύ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ε  η κ α μ π ύ λ η  πού  π α ρ ε σ τ ά ν ε ε  τ ύ  γ ρ ά φ η μ ά  τ η ς  π ε ρ ε -  

σ τ ρ έ φ ε τ α ε  γύρω α π ' τ ύ ν  X -  ά ξ ο ν α .  "Ετσε  σ χ η μ α τ ε ζ ε τ α ε  τ ύ  σ τ ε ρ ε ύ  τοΟ ΣΧ. 

9 , τ ο υ  ό π ούου  η έ π ε φ ά ν ε ε α  π α ρ ά γ ε τ α ε  ά π ' τ ή ν  π ε ρ ε σ τ ρ ο φ ή  τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς
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τ ο ϋ  Σ Χ . 10.

θ ε ω ρ ο ϋ μ ε  p u d  δ υ α μ όρυσ η  6 = { x Q, x ^  

α ύ τ ή  ό ρ ί ζ ε υ  k τ ό  π λ ή θ ο ς  κ ό λ ο υ ρ ο υ ς  κ ώ ν ο υ ς  όπ ο υ  6 κ ό λ ο υ ρ ο ς  κώνος  μ έ  δ ε ί ­

κτη  i  έ χ ε υ  β ά σ ε υ ς  μ ό  ά κ τ Σ ν ε ς  f ( x ^ _ ^ )  κ α ί  f ( x ^ )  κ α ί  γ ε ν ό τ ε υ ρ α  τ ή ς  παρά­

π λ ε υ ρ η ς  έ π υ φ ά ν ε υ α ς  τ ό  ε ύ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  πού  έ χ ε υ  άκρα  ( χ . ^ ,  f ( x j_ ]_ ) )  

κ α ί  ( χ ^ ,  f ( x ^ ) ) .  Td μ ή κ ο ς  τ ή ς  γ ε ν ε τ ε υ ρ α ς  α ύ τ ή ς  ε ί ν α υ

, χ ,  } τ ο υ  [ α , β ] .  Η δυαμέρυσ η

/ ( χ ί - χ . _ 1 )2  + ( f ( x . ) - f ( x i _ 1 ) ) 2 = Α  + C f ' ( q ) ] 2 ( X i - V i )

δπ ο υ  i i 6 [ x i _ 1 , x i ]  γ υ ά  κ ά θ ε  i  = l , 2 , . . . , k .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ό  έ μ β α δ ό  τ ή ς  

π α ρ ά π λ ε υ ρ η ς  έ π υ φ ά ν ε υ α ς  τ ο ϋ  κ ό λ ο υ ρ ο υ  κώνου  α ύ τ ο ϋ  ε ί ν α υ

= π ( ί ( χ ^ )  + f ( χ ^ _ ^ ) ) A  + i f ' U ^ l 2 (x ^ ~ X £ _ ^ )

ο π ό τ ε  τ ό  ό λ υ κ ό  έ μ β α δ ό  Β ( δ )  (πονί έ ξ α ρ τ δ τ α υ  ά π ’ τ ή  δ ύ α μ ε  ρύση δ )  δλων α ύ -  

των τω ν  κ ο λ ο ύ ρ ω ν  κώνων ε ί ν α υ

k k  /  1 To
( 6 . 5 . 1 4 )  Β (δ  ) = Σ Β.  = π Σ ( f ( χ . ) + f ( χ .  ) )  / I + [ f ' ( ξ . ) ]  ( χ . - χ . , ) .

i = l  1 1=1 1 1

Τό έ μ β α δ ό  Β ,  τ ώ ρ α ,  τ ή ς  έ π υ φ ά ν ε υ α ς  πού  ζ η τ ο ύ μ ε  ο ρ ί ζ ε τ α ι ,  νά  ε ί ν α ι ,  

τ ό  δρ υο

( 6 . 5 . 1 5 )  B = l i m B ( 6 v )

δ που  δ ^ ,  v  6 H  ε ί ν α ι ,  μ υ ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  δ ύ α μ ε ρ ύ σ ε ω ν  τ ο ϋ  [ α , β ]  μ ε  λ ( δ ^ )  0 .

’Α π ’ τ η ν  ύ π ό θ ε σ η  δ τ υ  η f  έ χ ε ι ,  σ υ ν ε χ ή  π α ρ ά γ ω γ ο ,  ή σ υ ν ά ρ τη σ η  με  τύ π ο

Α ( χ )  = 2π f ( x )
2

ε ί ν α ι ,  σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ο  [ α , β ]  κ α ί  αρα  όλ ο κ λη ρ ώ σ υμ η .  "Εστω

Μ = max { Λ  + [ f ' ( x ) ] 2 : χ 6 [ α , β ] }  .

Θεωροϋμε  έ ν α  ε > 0 .  ’Ε π ε υ δ ή  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε ί ν α υ  κ α ί  όμουομόρφως 

σ υ ν ε χ ή ς  σ τ ό  [ α , β ] ,  υ π ά ρ χ ε ι ,  η > 0  τ ό τ ο υ ο  ώ σ τ ε  γ υ ά  κ ά θ ε  x , y  τ ο ϋ  [ α , β ]  νά  

ύσχύη

( 6 . 5 . 1 6 )  | x - y | < n 1 =i> | f  ( χ )  -  f  ( y )  | < ε .

’Εξ  ά λ λ ο υ ,  ε π ε υ δ ή  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  Α ( χ ) ,  χ θ [ α , β ]  ε ί ν α υ  όλοκληρώσυμ η ,  

ά π ’ τ ό ν  'Ο ρυσμό  6 . 1 . 1 ,  π ρ ο κ ύ π τ ε υ  δ τ υ  ύ π ά ρ χ ε υ  η ^ > 0  τ έ τ ο υ ο  ώ σ τ ε  γ υ ά  κά­

θ ε  δ υ α μ έ ρ υ σ η  δ = { x Q, χ ^  . . .  , χ ^ }  τ ο ϋ  [ α , β ]  νά  ύσχύη
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(6
k (*

. 5 . 1 7 )  λ ( δ ) < η 2 =*  \ Σ  Α ( ξ ί ) ( X j . - x ^ )  -  J A ( x ) d x |  <

y u*  κ ά θ ε  έ π ν λ ο γ η  ξ τ η ς  δ .

Τώρα θ έ τ ο μ ε

η s min{n1, π2 >

καέ  θ ε ω ρ ο ΰ μ ε  μυώ δ ο α μ έ ρ υ σ η  δ τ ο ΰ  [ α , $ ]  μ έ  λ ( δ )  < η .  

Θ έ τ ο ν τ α ς  ^  σ τ η ν  ( 6 . 5 . 1 7 )  ε χ ο μ ε

'Ε π ο μ έν ω ς

k r®
Σ Α ( ξ . ) ( χ . - χ .  - ) -  A ( x ) d x | < e .

i = l  1 Χ 1_Χ Jα

.β k Λ
| Β ( δ )  -  J A ( x ) d x |  < | Β ( δ )  -  Σ Α ( ξ ± ) ( χ ^ χ ^ ) !  +

α

+ 1 Σ Α ( ξ . )  (χ.-χ.* , ) - (  A ( x ) d x |  = |π Σ ( f ( x . ) + f ( x .  ) ) X + C f ' ^X i X i-1^ 
i= l  1 ι  ι -J- J i=1 1 1”J·

a
^ ________ _ λ

- 2π Σ ί ( ξ . )  / ΐ + [ ί ' ( ξ . ) ] 2 ( χ . - χ .  . ) | + ε  < t  Σ ( | f  ( χ .  ) -  f i ^ )  I + 
i= l  1 i = l

+ 1 f ( χ . . ) - f ( L ) | ) A + l f ' ( ξ  ) ] 2 ( x . - x .  . ) + ε  < π Σ ( ε + ε ) Μ ( χ ί -Χ 1 _1i*"X ι» ^ χ χ χ i —1
) + e  =

= ε ( 2 π  Μ ( β - α )  + 1 )

δ υ ό τ ο  | χ ^ - ξ ^ | < η  καιί καυ ι ίσχυεο  η ( 6 . 5 . 1 $ ) .  Ετσυ

ά π ο δ ε ύ χ τ η κ ε  ό τ υ

λ ( δ ) <  η => | Β ( δ )  -  

καιί ά π ’ τ η ν  ( 6 . 5 . 1 5 )

A ( x ) d x |  < ε ( 2 π  Μ ( β - α )  + 1 )

α

β ,6
B = l i m B ( 6 . _ )  = | A ( x ) d x = 2π

α

|  f ( x ) / l + C f ' ( x ) ] 2 d x

δηλαδη

( 6 . 5 . 1 8 ) Β = 2π f ( x ) / T +  [ f  ’ ( x ) l 2d x .

a
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*0 τ ύ π ο ς  ( 6 . 5 . 1 8 )  δ ί ν ε ι .  τ ά  έμ β α δ ά  τ ή ς  π α ρ ά π λ ε υ ρ η ς  έ π ε φ ά ν ε υ α ς  τ ο ά  σ τερεοΟ  

δ τ α ν  f ( x )  >^0 ν χ 6 [ α , β ] .  Στήν π ε ρ ί π τ ω σ η  ποά ή f  ε ί ν α ι .  μή θ ε τ ε κ ή  παρατηροΟ-

σ τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  ποά  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  ε χ ε ε  σ τ α θ ε ρ ά  πρ ό σ η μ ό .  ’Ε π ί σ η ς  δ τ α ν  ή f

γ ε ε  ά π ά  τ ά  π λ α ί σ ε α  τοΟ π α ρ ό ν τ ο ς  β ε β λ ε ο υ .

Π α ρά δειγμα  6 . 5 . 5 .
Θά ύ π ο λ ο γ ί σ ω μ ε  τ ά  έμ β α δ ά  τ ή ς  έ π ε φ ά ν ε ε α ς  τ η ς  σ φ α ί ρ α ς  μ έ  α κ τ ί ν α

α > 0 .

'Η  σ φ α ί ρ α  α υ τ ή  θ ε ω ρ ε ε τ α ε  δ τ ε  π α ρ ά γ ε τ α ε  ά π ’ τ ή ν  π ε ρ ε σ τ ρ ο φ ή  τ ή ς  καμ 

πάλης  ποά π α ρ ε σ τ ά ν ε ε  τ ά  γ ρ ά φ η μ α  ( β λ .  ΣΧ. 1 0 )  τ ή ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ς

α

*0 τ ά π ο ς  α ύ τ ά ς  κ α ί  ό παραπάνω τ ά π ο ς  ( 6 . 5 . 1 8 )  έ ν ο π ο ε ο Ο ν τ α ε  σ τ ά ν

( 6 . 5 . 1 9 )

α

'Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ά  έμ β α δ ά  Β τ ή ς  έ π ε φ ά ν ε ε α ς  τ ή ς  σ φ α ί ρ α ς  ε ί ν α ι .

Γα  / ------------------ ό  α Π Γ ~ 2  α
Β = 2π f ( x ) / l  + [ f '  ( x ) ]  d x  = 2π / a  - x  —y ι ■ ;  d x  =

2

- a

- a
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6 . 6  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 .  Νά ύ π ο λ ο γ υ σ τ ο ΰ ν  τ ά  πα ρ α κ ά τω  ό ρ ο σ μ έ ν α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα :

α )

δ )

ζ )

υ )

/ χ +9 d x β )

d x  ε )

- lo g  2
d x

1 + c o s h  x

2  d x
1 + s i n  x  + c o s  x

π_
Γ3 d x

1 + s i n  x

n)

u a )

υ δ )

4 - x  d x

- 1

π

jv d x
3 c o s  x

[ d x  

i  / x + 1 + / x + 2

/ x + 1  d x  

l + / x + 2

d x

Ύ)

σ τ )

ο β )

f* d x

: / 2 5 - x 2

f
J 1 - s i  
0

J‘

d x
s i n h  x

θ )  I x 8 ( l - x 3 ) 5 / 4 d x

d x
2 - s m  x

υ ε )
lQ g 2  ■s i n h  2 x  d x

l + c o s x + c o s 2 x  — # J 1 + c o s h  x
0

2 .  Νά ύπο λ ο γ ι,σ το Ο ν  τ ά  παρακάτω  ό ρ υ σ μ ε ν α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  
π

δ ) A r c o s  χ  d x

f1  ο , / ϊ
6 ) 3 ν 2χ  c o s h x  d x Ύ) -

.

()
.

(
t
)
π

r1 rJ
ε ) ( χ  + 2 ) e  Xd x σ τ ) *

0 . 0

, 1  o Λ
η )

8  - x ^  x  e  d x θ )
1X

,

()
.

L

3 . 2

x n l o g  x  d x

3 .  Νά ύ π ο λ ο γ υ σ το Ο ν  τά  πα ρα κ ά τω  δ ρ υ σ μ έ ν α  δ λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα :

a)
<

r1 5,. 2.2/3, 
x  ( 1 - x  ) d x 3)

4

f1 d x  

) 1 + x 4

*

γ )() ( 0
δ) Γ x3(x2-l)2/3dx ε) ■sCOX1a)CM

H * στ) i

d x

χ  + 2 χ + 2

σ τ )  J l o g ( x - l ) d x
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6 .6

f^· ___  /—  f*
ζ)· I *̂ 2-x dx η) I log xdx θ)

|  t )  [6 lo g ( lo g x ) d x  La)
:c·*' J x l o g x

V x . e dx

i  I
r 2  r 2

x  Ar t g x d x  t 3 ) 1+x
>. 1

dx

υγ)
re dx υδ)

•4
Arcoshxdx υε)< 2x[l+log χ] J1 J1

1

2
4 &e dx

4. "Εστω f Q(x ), x>0 μυά συνεχη'ς συνάρτηση μέ f Q(x )> 0  Vx>0 . 
Ορίζομε

f v( x ) = f ^ i t j d t  ,  υ  = 1 , 2 , . . .  i  χ ^ Ο .

Ν’άποδευχτη δτυ

καύ άκύμη

f v(x) f v+l(x) ,
— ν— >—ν+ϊ—  V ν€3Μ καυ χ> 0

χν χν

(x -t)V ^ ( t j d tf v ( x )  = Τ ^ Τ 5 Τ  j

γυά ν ^ Ι  καύ χ^Ο.

5. "Αν f  καύ g εϊναυ συνεχείς συναρτήσεις στύ [α,β] ν ’άποδευχτίί 
δτυ ύσχύευ ή άνυσύτητα τΏν Cauchy-Schwartz

3 i  ,3 i  - :
(x)dx|2^| g2(x)dx|2 .ί β ι (

f(x)g(x)dx
) 4o α a

6. Νά βρεθη το έμβαδύ τοΟ χωρύου πού περυεχεταυ μεταξύ τ<3ν καμπύλων

α) y = log χ , x = e , x = e-1

3) 2
y = χ  , 1 2  o

y  =  2 x  > y = 2x

γ)
g

y = 2χ-χ II X

δ) y = Ar sin  χ , y = Ar cos x ,

ε) y =.i°g-*y 4x , y = x lo g x  . Χ·:+*■

,4
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t  e [ θ , 2 π ]

7 .  Νά β ρ εθ η  το  έμ β α δ ύ  τ ο υ  χ ω ρ ύ ο υ  πού  π ε ρ υ έ χ ε τ α υ  μ ε τ α ξ ύ  τ η ς  κ α μ π ύ -  

λ η ς  y  = e  ( x  + 3 x + l )  + e  9 τοΟ X -  ά ξ ο ν α  χ α ύ  τω ν εύ θ ευ α ίν  π ο ύ  ε ϊ ν α υ  π α ρ ά λ ­

λ η λ ε ς  π ρ ο ς  τ ο ν  Υ - ά ξ ο ν α  χα υ  δ υ ε ρ χ ο ν τ α υ  ά π ’ τ ά  τ ο π υ κ ά  ά χ ρ ύ τ α τ α  τ η ς  σ υ ν -  

α ρ τ η σ ε ω ς .

8 . Νά β ρ εθ η  τ ύ  έ μ β α δ ύ  τοΟ χ α ρ δ υ ο ε υ δ ο Ο ς

χ  = α ( 2  c o s  t  -  c o s  2 t )  

y  = α ( 2  s i n  t  -  s i n  2 t )

9 .  Νά βρ εθη  τ ύ  μ ή κ ο ς  τ η ς  χ α μ π ύ λ η ς  πού  δ υ ν ε τ α υ  ά πύ  τ ύ ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο ­

υ ς  ε ξ ο σ ώ σ ε ο ς :

α )  χ  = 2  c o s  t  -  c o s  2 t  9 y  = 2  s i n  ΐ  -  s i n  2 t  9 ΐ  β  [ 0  , 2 π ]

β ) χ  = t  -  s i n  t  9 y  = 1  -  c o s  t  ( 0 < t < / 2 )

1 2γ  ) x  = c o s  t  9 y  = — s i n  t  .

1 0 . Νά βρεθτϊ το  έ μ β α δ ύ  τ η ς  έ π ο φ ά ν ε ο α ς  χ α ύ  ό δ γ χ ο ς  τ ο υ  σ τ ε ρ ε ο ύ  πού  

Α ροχύπτευ  μ έ  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή  γ ύ ρ ω  ά π ' τ ύ ν  X -  ά ξ ο ν α  των κ α μ π ύ λ ω ν :

1 3
α )  y  = g χ  , χ θ [ θ , 2 ]

β )  y  = 3Sx  ,  χ β [ 0 , 2 ]

υ ) y  = e  Χ ,  χ 6 [ 0 , ΐ ] .

δ )  y  = s i n x ,  χ 6 [ θ , κ ] .

1 1 .  Νά υ π ο λ ο γ ισ τ ή  το  l i m  — Σ s i n  .
ν  ΐ - 1  νν-χ» Κ= 1

1 2 .  Νά ά π ο δ ε ο χ τ η  δ τ ο :

S i  + S2 + · · .  + / ν  2α ;  ■ ■■ — - γ

\ > S v

3 )
v p + 1  k = l

V
l i m  Σ *

Σ k p 1
Ρ+1 *

Ο Ο U
ν-*» k = l  ν  +κ

γ)
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ -  ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LAPLACE

Ου π ρ α γ μ α τ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς  τω ν όπουω ν  τ ά  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  ε ί δ α μ ε  μ έ χ ρ ι ,  

τώρα ε ί ν α ι ,  φ ρ α γ μ έ ν ε ς  καύ  έ χ ο υ ν  π ε δ υ ο  ό ρ υ σ μ ο ϋ  ε ν α  π λ ε υ σ τ έ  δ υ ά σ τ η μ α ,  δηλα­

δή ε ν α  φ ρ α γ μ έ ν ο  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  τ η ς  π ρ α γ μ α τ υ κ ή ς  ε ύ θ ε ύ α ς .  Ε ίν α ι ,  ε π ο μ έ ν ω ς  φ υσ υκ ά
Φ

ν ά  έ π ε κ τ ε ύ ν ω μ ε  τ ο ν  όρ υσ μ ό  τ ο ΰ  ό ρ υ σ μ έ ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  καυ  γ υ ά  μη φ ρ α γ μ έ ­

ν ε ς  π ρ α γ μ α τ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς  καθώ ς έ π υ σ η ς  καυ  γ υ ά  σ υ ν α ρ τ ή σ ε υ ς  π ου  ό ρ υ ζ ο ν -  

τα υ  σ έ  μη φ ρ α γ μ έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ α  τ ο ΰ  σ υ ν ο λ ο υ  H .

7 .1  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΟΡΙΣΜΕΝΩΝ ΕΠΙ ΑΠΕΡΑΝΤΩΝ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΩΝ

Θεωρούμε μυώ π ρ α γ μ α τ ικ ή '  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  τ έ τ ο υ α  ώ σ τε  γ υ ά  κ ά πουο  Τ 6 !Ε νά  

υσχύη [Τ,+«) Q  .8 ( f )  n ( - ° ° j T ] £ . 8 ( f ) καυ  γ υ ά  κ ά θ ε  x  οι- π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ο ύ  f | [ T , x ]  

η f | [ x , T ]  νά  ε ί ν α ι ,  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ ε ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 7 .1 .1 . 'Ο νομ ά ζομ ε  " γ ε ν υ κ ε υ μ έ ν ο  ολοκλήρω μα τ ή ς  σ υ ν -  
αρτήσεω ς f  άπό Τ ώς + »" , κ α ί π α ρ υ σ τά νο μ ε  τ ο ύ τ ο  μέ

/■ +00
f ( x ) d x Λ

.

Τ
τό  δρυο

l i r a  F 1 ( x )  ,
Χ-++00

δπου F ε ί ν α ι  ή σ υνάρτη ση  π ού  δ ρ ίζ ε τ α υ  ά π 'τ ό ν  τύπ ο  

Β. ΣΤΑΪΚΟΥ: ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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Τ1 Μ  *
£ ( t ) d t ,  χ ΘΕΤ,-η» ) ,

Δηλαδή

+“>
f  ( x ) d x  = l i m  

χ - > + “
£ ( t )d t .

Σ 'α ύ τή  τ ή ν  π ερ ίπ τω σ η  λ έ μ ε  δ τ ι  τ ό  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ο  δλοκλήρωμα  
|  f (x )d x  " σ υ γ κ λ ίν ε ι" .
Τ

'Ε π ίσ η ς , ό νο μ ά ζο μ ε  " γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ο  δλοκλήρω μα τή ς  σ υ να ρ τή -  
σεω ς f  άπό - *  ώς Τ", κ α ί π α ρ ισ τ ά ν ο μ ε  τ ο ύ τ ο  μέ

j f (x )d x ,
—  00

τ ό  δ ρ ιο
l i m  F 2 ( x )

X_>_00

δπ ου  Ρ2 ε ί ν α ι  ή συνάρτη ση  πού ο ρ ί ζ ε τ α ι  ά π 'τ ό ν  τύπο
,Τ

F 2 ( x ) = f ( t ) d t ,  χ6 (-» ,Τ ].

Δηλαδή
ΟΊ

f  ( x ) d x  = l i m  
χ-*~°°

f ( t ) d t

Π ά λ ι, σ 'α ύ τ ή  τή ν  περ ίπ τω σ η  λ έ μ ε  δ τ ι  τό  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ο  ό λ ο -
,Τ

κλήρωμα f(x )d x  " σ υ γ κ λ ίν ε ι" .
—00

ί +“  ί”Αν τ ό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ολοκλήρω μα  f ( x ) d x  η f ( x ) d x  ο ρ ί ζ ε τ α ι  ώς

ε ν α  ά π ’ τ ά  κ α τ ’ ε κ δ ο χ ή ν  σ η μ ε ία  τ ό τ ε  λ έ μ ε  δ τ ι  αύτο ' υ π ά ρ χ ε ι  " κ α τ ' έ κ δ ο χ ή ν 1
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* α ί  μ ά λ ισ τ α  δ τ ι  " ά τ ι ε ι ρ ί ζ ε τ α ι  θ ε τ ι κ ά "  α ν  ε ί ν α ι  * »  κ α ί  " ά π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι

ό - ρ ν η τ ι κ ά "  α ν  ε ί ν α ι

Παρατήρηση 7 . 1 . 1
’Από τ ό ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο ϋ  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  κ α ί  ο ι  

έ ξ η ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς

κ α ι

I f  ( x ) d x  =
J
Τ

τ/■ *· X | ' + 00
f ( x ) d x + j  f ( x ) d x ,  γ ιο ι  κ ά θ ε  Τ ^ β [ Τ ,+ » )

Τ 1

ίτ ίτ1f ( x ) d x  = J f  ( x ) d x  +
,Τ

f ( x ) d x ,  γ ι ά  κ ά θ ε  Τ Θ ( - « , Τ ] ,

Σημείωση

Τό ολοκλήρω μα
+ 0 0

| f  (x ) |d χ  η | f ( x ) | d x  γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ά  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  ά κ ρ ι -  -

$ως τ ό  έμ β α δό  τοΟ " μ η  φ ρ α γ μ έ ν ο υ  χ ω ρ ίο υ "  π ο ύ  π ε ρ ι κ λ ε ί ε τ α ι  ά π ’ τ ό ν  Χ - α ξ ο ν α ,  

τ ή ν  καμπύλη  πού  π α ρ ι σ τ ά ν ε ι  τ ό  γ ρ ά φ η μ α  τ ή ς  f  κ α ί  τ ή ν  ε ύ θ ε ι α  χ  = Τ .

ΙΙαραδε ίγματα 7.1.

1 )  Γ ιά  τ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( x )  = —  ,  x 6 [T ,+ ° ° ) j  δ π ο υ  Τ > Ο, ε χ ο μ ε
(X

f ( t ) d t  =

κ α ί  επ ο μ έν ω ς

4 dt = <
t

X t t «,
r l o g  5 α ν  α  = 1

1
1 - a a - 1  a - 1

x  T
a v  a / 1

f+οβ f +oo9 a v  a ^ l
d t r  - a

t a  1 1

( a - l ) T
a - 1

- , a v  a  > 1 .

2 )  f u x  τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  s i n  π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  ο τ υ  γ υ ά  χ α θ ε  Τ 63R υσχ\5ευ
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χ
s i n  t  d t  = c o s  T -  c o s  x

Mat' επειδή τό opto γιά x-H·® στό δεύτερο μέλος δέν ύπάρχει, επεται ότι 
Mat τό γενικευμένο ολοκλήρωμα τής sin  από Τ ώς +® δέν ύπαρχεt .

Παρόμοια, Mat τοΕ γενικευμένα ολοκληρώματα 

,Τ

+ββ
cos χ dx, s i n  x d x

« a t cos xdx δεν υπάρχουν.

Σχετικά μέ τήν ύπαρξη τοΟ γενικευμένου ολοκληρώματος δένομε τήν πα­
ρακάτω πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 7 .1 .1 . "Αν ή συνάρτηση f  διατηρή πρόσημο έπ ί τοΟ

διαστήματος [Τ,+®) ή (-°°ST], τότε τό γενικευμένο δλοκλήρωμα

,Τ

+00

f(x)dx

f(x)dx , Α ν τ ίσ τ ο ιχ α , ύπάρχει στό H*. 'Α κριβέστερα ίσχύουν

i )  αν τό ολοκλήρωμα
+ 0 0

f(x)dx δ έν  ε ίν α ι  πραγματικός Αριθ­

μ ό ς , τότε  τοΟτο ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ετ ικ ά  άν f  (χ) :> ο γ ιά  κάθε χ6[Τ,+®) 
και Αρνητικά άν f (χ) ,<Ο γ ιά  κάθε χ6[Τ,+°°).

,Τ
i i )  άν τό δλοκλήρωμα f(x)dx δ έν  ε ίν α ι  πραγματικός Αριθ­

μ ό ς , τότε τοΰτο ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ετ ικ ά  άν f ix j^ o  γ ιά  κάθεχ€(-®,Τ] 
καί άρνητικά άν f(x)< .0  γ ιά  κάθε χ6(-*>,Τ].

'Α πόδειξη . ’Επειδή
,-χ

f ( t ) d t  = f ( - t ) d t  ε χ ο μ ε  δ τ ι

-Τχ

/ - Τ  , + ο ο

f(x)dx = f(-x)dx  
- Τ
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κ α ί  έπ ο μ έν ω ς  ά ρ χ ε ι  ν 'ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  μ ό ν ο  τ ό ν  i ) 9 Π ρός τ ο ϋ τ ο  θ έ τ ο μ ε

F ( x )  = f ( t ) d t  , x e [ T , H .

Τώρα π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  δ τ ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  F ( x ) ,  χ θ [ Τ ,+ ° ° )  ε ί ν α ι  α ΰ ξ ο υ σ α  η φ θ ο ­

νούσα  κ α θόσ ον  ή f  ε ί ν α ι  μη ά ρ ν η τ ι χ η  η μό  θ ε τ ι κ ό  α ν τ ί σ τ ο ι χ α .  *Αρα τ<5

■ί
+ 0 0

l i m  F ( x )  = I f ( x ) d x
χ - Η - ο ο

T

υ π ά ρ χ ε ι  σ τ ο  ]RK κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  α ν  τ ο ύ τ ο  δ ε ν  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς  θα 

ε ί ν α ι  +°°, α ν  ή f  ε ί ν α ι  μη α ρ ν η τ ι κ ό  κ α ι  α ν  ή f  ε ί ν α ι ,  μη θ ε τ ι κ ή .  A

'Α κ ο λ ο υ θ ε ί  ε ν α  θεώ ρημα  πού  σ υ χ ν ά  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι  ώς κ ρ ι τ ή ρ ι ο  γ ι ά  

τ η  σ ύ γ κ λ ισ η  έ ν ό ς  γ ε ν ι χ ε υ μ έ ν ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  α ρ ι θ μ ό .

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 /1 .1 . "Αν [Τ,+«>) c  2 ( f ) ,  τ ό τ ε  ή σ υνθήκη

( 2
(V ε > 0 ) ( 3 τ > 0 ) ( ν  χ ^ 9χ 2  σ τ ό  [ Τ 9 + » ) ) χ 1 >γ  κ α ί  x 2 > r = >  Μ f ( t ) d t | < ε

ε ί ν α ι  Ικανή κ α ί Α να γκ α ία  γ ι ά  ν ά  σ υ γ κ λ ίν η  τό
+οο

f (x )d x  ττρός

π ρ α γμ α τικ ό  ά ρ ιθ μ ό , ένώ  &ν ( - ° ° ,Τ ]  £  <A(f) , τ ό τ ε  η συνθήκη

(V ε > 0 ) (  3 r > 0 ) ( V  χ  , χ  στ(* ( - “ » T ] ) x 1< - r  κ α ύ  x 2 < - r f ( t ) d t I < e

f (x )d x  π ρ ό ς
J
—  00

ε ί ν α ι  ικ α νή  κ α ί Α ν α γ κ α ία  γ ι ά  ν ά  σ υ γ κ λ ίν η  τό  

π ρ α γμ α τικ ό  Α ρ ιθ μ ό .

'Α π ό δ ε ιξ η . *Οπως ε ί δ α μ ε  κ α ί  σ τ η ν  α π ό δ ε ι ξ η  τ η ς  Π ρ ο τά σ εω ς  7 .1 .1 »  
ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ ό  ν ’ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  μ ό νο  τ η ν  πρώ τη  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο ύ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς .

'Από τ ό ν  δ ρ ισ μ ό  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ ι  τ ό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  όλοκλόρω μ α
+οο

f t x ) d x

σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ι θ μ ό ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ά ν  ή σ υ ν ά ρ τ η σ η
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F μέ F(x) = |  f ( t ) d t  συγκλίνη γι<ί x-H·® upds πραγματικό άριθμό, π ο ύ ,

T
σύμφωνα μ έ  τ ό  Θεώρημα 1 . 1 1 . * * ' ,  σ η μ α ίν ε ι ,  ότι .

(V ε > 0 ) ( 3 r > 0 ) ( V  xlS x2 στό [ Τ ,+ « ) ) χ1>γ  καί x2>r-^ |F(x2>-F(x1)|<e. 

’Ε π ε ι δ ή  δμωε

Ρ(χ2) -F (x ίΧ;Η f ( t ) d t

ή παραπάνω  σ υ ν θ ή κ η  γ ρ ά φ ε τ α ι

rX 2
(V ε > 0 ) (  3 r > 0 ) ( V  χ ^ , χ ^  στ<5 [ Τ , + « ) ) χ 1 > γ  κ α ί  x 2 > r - ^  | f ( t ) d t | < e .

Π α ρ α τ ή ρ η σ η  7 . 1 . 2 .  ’Ε π ε ι δ ή  γ ι ά  κ ά θ ε  χ ι 5χ 2  ε χ ο μ ε

Λ
f  ( x ) d x  

J

<_ J ^ | f ( x ) | d x

.ο ο
π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ο τ ι  α ν

Γ
f ( x ) | d x < ° °  τ ό τ ε  κ α ί  το  ολοκλήρωμα f ( x ) d x

σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ρ ιθ μ ό .

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 .1 .2 . "Εστω δ τ ι f  καί g ε ίν α ι  συναρτήσεις μέ πε­
δ ίο  όρισμοϋ ένα  διάστημα τής μορφής [Τ,+«°) ή (-®,τ] τ έ τ ο ιε ς  
ώστε

ο ,< F(x) i g U )  γ ιά  κάθε χ .

Τότε έ χ ο μ ε :

i )  "Αν τό γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ο  δλοκλήρωμα

+00

+ 0 0

g(x)dx σ υ γ κ λ ίν ε ι , τότε

σ υ γ κ λ ίν ε ικ α ί τό  |  f(x)dx καί μάλιστα  ίσ χ ύ ε ι
τ

+ 0 0 +00

f  (x)dx< g(x)dx.

+ ο ο

Ε ιδ ικ ά , άν τό g(x)dx συγκλίνη  πρός πεπερασμένο ά ρ ιθ μ ό ,
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<■+«·
τ ό τ ε  κ α ί τό  ] f(x )d x  σ υ γ κ λ ίν ε ι , π ρ ό ς  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  Α ριθμ ό.

i i )  "Αν τό γ εν ικ ευ μ έν ο  δλοκλήρωμα |  g(x)dx σ υ γ κ λ ίν ε ι ,τ ό
|J> — οο

τε σ υ γκ λ ίνει κ α ίχό  |  f(x)dx καί μά λιστα  ίσ χ ύ ε ι

|  f ix M x ^ j g(x)dx.

,Τ
Ε ιδ ικ ά , άν τό g(x)dx συγκ λίνη  πρός πεπερασμένο Αριθμό,

τότε καί τό f(x )d x  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  π ε π ερ α σ μ έ ν ο  Α ρ ιθ μ ό .

'Α πόδειξη . Πάλι, όπως είδαμε στην άπόδειξη τής Προτάσεως 7 .1 .1 , 
άρκεϊ ν ’άποδείξωμε μόνο τόν περίπτωση ΐ ) .

Πρός τοΟτο, παρατηροΟμε δτι επειδή g(x) ^0 γιά κάθε χβΕΤ,+®), θά 
ίσχύη καί 6

,χ /■+00

g ( t )d t 4 g (t)d t.
Τ

'Επομένως γιά κάθε χβ[Τ,<») έχομε
,Χ ,+«>

f ( t ) d t 4 |  g ( t ) d t 4 |  g (t)d t  
Τ Τ

F(x) =

δη λα δή

F(x) <
+»

g (t)d t, γιά κάθε χβΕΤ,+ο»).

’Αλλά ή F είναι αΰξουσα, άφοΟ f (χ) >̂ 0 καί έτσι υπάρχει τό 
γιά τό όποιο θά ίσχόη καί

Ιίτι F(x) 
χ-++“
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Λ+°°
lim F(x) <J g (t)d t  

TΧ-Η·®

ήτοι.
+®

f ( x ) d x 4J g(x)dx. A
T

7 . 2  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΥ ΔΕΝ ΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΣΕ ΕΝΑ ΣΗΜΕΙΟ

θεω ροΟ με μ υά  π ρ α γ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f  ό ρ ισ μ έ ν η  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν  σ ’ ε ν α  δ ι ά ­

σ τη μ α  τ ή ε  μ ο ρ φ έ ς  [ α , β )  η ( α , β ]  τ έ τ ο ι α  ώ σ τε  ο ί  π ε ρ ιο ρ ισ μ ο ί '  f | [ a , x ]  γ ι ά  κά ­

θ ε  χ 6 [ α , β ) ,  ή f  | [ χ , Β ]  γ ι ά  κ ά θ ε  χ θ ( α , β ] ,  ά ν τ έ σ τ ο ι χ α ^  ν ά  ε ί ν α ι  ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ιμ ες  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς .

ΟΡΙΣΜΟΣ 7 . 2 . 1 .  ' Ο ν ο μ ά ζ ο μ ε  " γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ή ς  f ( x ) ,  

χ 6 [ α , β )  ά π ό  α ώ ς  β "  ,  κ α ί  π α ρ ι σ τ ά ν ο μ ε  τ ο ύ τ ο  μ έ
,3

f ( x ) d x

a
τ ό  δ ρ ι ο

l i m  F ( χ )  
χ->β- 0

δ π ο υ  F ε ί ν α ι  ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο ύ  δ ρ ί ζ ε τ α ι  ά π ' τ ό ν  τ ύ π ο

, χ
F ^ x )  = f ( t ) d t ,  χ β [ α , β )

a
Δηλαδή

Γ  ί χf ( x ) d x  = l i m  I f ( t ) d t .
) X - H 3 - 0  >a a

Σ ' α ύ τ ή  τ ή ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  λ έ μ ε  δ τ ι  τ ό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α
f 3
j  f ( x ) d x  " σ υ γ κ λ ί ν ε ι "  .

(X η
' Ε π ί σ η ς ,  ό ν ο μ ά ζ ο μ ε  " γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ό λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ή ς  f ( x ) ,  χ € ( α , β ]
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άπό ο ώς 3" , κ α ί π α ρ ισ τ ά ν ο μ ε  τ ο ύ τ ο  μ έ
,3

f ( x ) d x

α
τό  o p to

lim  F2( x) 
χ->α+0

οπού F r ε ί ν α ι  ή συνάρτηση πού  δ ρ ί ζ ε τ α ι  ά π 'τ ό ν  τύ π ο
/

,3
F2(x ) = f ( t ) d t ,  χ 6 (α ,β ] .

Δηλαδή
,3  3

f ( x ) d x = lim  I f ( t ) d t .  
χ-»α+0

Π ά λ ι, σ 'α ύ τ ή  τ ή ν  π ερ ίπ τω σ η  λ έ μ ε  ό τ ι  τό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ό λ ο -
3

πλήρωμα f(x )d x  " σ υ γ κ λ ίν ε ι" .
α

Συνδυάζοντας τ ίς  δυ<5 παραπάνω περιπτώσεις δίνομε χαί τ<5ν εξής ο­
ρισμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ 7 .2 .2 . " Γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ο  ολοκλήρω μα τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς h (x ),
Λ

χ6(α,β)" γ ι ά  τή ν ο π ο ία  τ ά  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν α  όλοκληρώ ματα

,3

h(x)dx κ α ί
α

h ( x ) d x  σ υ γ κ λ ίν ο υ ν  γ ιά  κά θε γ 6 ( α , β ) ,  θά  όνομ ά ζω μ ε τό  ά θ ρ ο ισ μ α

γ
των δύο τούτω ν δλοκληρω μάτω ν. Δηλαδή

/3 ,γ ,3
h(x)dx =

α α

h(x)dx+ J h(x)dx.

γ

Παραδε ίγ μ α τ α  7 . 2 . 1 .

1 )  Γ ιά  τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  — — 9 χ β [ θ , 1 )  Ι χ ο μ ε
J.™X
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J
m

d t  1
P t  ~ l  g ι -χ

MOL· ε π ο μ έ ν ω ς
,1

r 7 s  u ”  1 0 * ΐ ^  = +” ·> 1 _ t  x + 1 - 0  1  x

2 ) Tod Vif σ υ ν ά ρ τ η σ η  , χ θ ( 0 , ΐ ]  ε χ ο μ ε
/ x

~  = 2 - 2 *̂ x 
/ t

1
; 9

* , 1 r _ : v

καέ έπομένως
Λ

Q  =  lira (2-2^χ) =2-
χ -HJ+O

*s  ̂ ο :
3 )  θεωροΟ με ττί σ υ ν ά ρ τη σ η

■ ;>  wb?

-Η»
1 + χ

1 +χ 2

1+χ
_ 2  
1 + χ

0

^ (-ο ο ^ + ο ο )  χ α έ  πορατηροΟ με ο τυ

d x =1
1 + χ

.+09

1 + χ
2

d x  +
1 + χ

1 + χ 2

d x

Αλλά

f { \  V  ο>>·.
.V: ;■

1 + χ  γυ<£ κ ά θ ε  χ β [ ΐ , + β0)
1 + χ

2  = χ

καύ έ π ο μ έ ν ω ς 9 σχίμφωνα μ έ  τ δ  Θεώρημα 7 . 1 . 2 ,  ε χ ο μ ε

,: mhv>J5 - 6  ̂ r+°° l+ x

1 + χ 2

,+οο
d x  >

l + x

ι « 2

d x  > Π d x  = +®

ο*-·

Ρ;

δη λ α δ ή  το
• +00

1+Χ

1 + χ 2

d x  δ ε ν  σ υ γ κ λ έ ν ε ο  π ρ ο ς  π ρ α γ μ α τ ε κ ά  ά ρ ^ θ μ ά .  Το υ δ εο

, 0

σ υ μ β α ίν ε ι*  η&£ μ έ  τ<5 -----^  d x  πο\5 σ η μ α υ ν ευ  o t u  τ δ
1 +χ

/+<*

— 09

σ υ γ κ λ υ ν ε υ  προ'ς π ρ α γ μ α τ ικ ό '  ά ρ ο θ μ ό .  Π αρατηροΟ με, δ μ ω ς ,  δ τυ

— ·— λ d x  δ ε ν
1 +χ^

hst'l ■·. ;
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<•0 ,x  „ fx  „ ,χ
J £ L  dt = ( dt * ( dt = f dt * f
i t 2  i  i « 2  ) i « 2  J i + t 2  J

1+t
i + t 2

dt -

■f 24* =2 Artgx 
1 + t

καί επομένως

lira f
X-H« J 1+t -x

1+t _ _ jt _
2  ^  — 2  2  “

Τήν τι#μά αύτη την ονομάζομε "πρωτεύουσα τι,μή κατά Cauchy" τοΟ όλο-
+®

πλη ρώ μα τος
1 + χ

1+χ2
dx*

Γενυκά, αν h είναυ μυά πραγματυκη συνάρτηση όρυσμένη στο σύνολο H,
φ

ονομάζομε "πρωτεύουσα τιμή  κατά Cauchy (Cauchy P r in c ip a l  V alue)
r+°°

του h(x)dx" n a C  την παρι,στάνομε μέ

C .P .V .
+ 00

h(x)dx

τ ό  opto
, x

lim
x-Η-»»

h(t)d t
x

αν τοΟτο ύπάρχη. Δηλαδη

C .P .V
+ 0 0 /X

h(x)dx = lim
χ - Η - ο ο

h ( t ) d t .

'Ε τ σ ι , ,  γ ο ά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  ε χ ο μ ε  

C
y+CO ,X

.P.V. j xdx= lim I t  dt = lim 0 = 0 ,
> X-H-oo )

ένω  τ<5
. -x Χ^+<»

+αο
x dx
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δ ύ ν  υ π ά ρ χ ε ι . ,  π ο ύ  σ η μ α ίν ε ι ,  δ τ ι  ε ί ν α ι ,  δ υ ν α τ ό ν  γ ι ά  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τη σ η  h ή πρω -
( * ·

τ ε ύ ο υ σ α  τ ι μ ή  κ α τ ά  C a u c h y  ν ά  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  Α ρ ι θ μ ό ς ,  ένώ  τ ό  h ( x ) d x

νά  μ η ν  ύ π ά ρ χ η  σ τ ό  ]R*. - ·

IIFOTAEH 7.2.1. "Αν h(x), χΘΚ ε ίν α ι μ ιά  πραγματική συνάρτηση
κ α ί  A 61R, τ ό τ ε  ί σ χ ύ ε ι

'■f00 /+00

h ( x ) d x = A  => C .P .V .  h ( x ) d x  = A.
J *
—00 —00

’Α π ό δ ε ι ξ η .  ’Εξ ο ρ ισ μ ο ύ  t Rs ύ π ά ρ ξ ε ω ς  τοΟ ολο κ λη ρ ώ μ α το ς
4-αΜ' y*

h ( x ) d x  π ρ ο -

, 0

κ ύ π τ ε ι  δ τ ι  κ α ί  τ ά  ολο κ λη ρ ώ μ α τα h ( x ) d x  κ α ί
+00

h ( x ) d x  υ π ά ρ χ ο υ ν .  'Α λλά

τ ό τ ε  ε χ ο μ ε
\tU ■ .

A = j
/·+<*>

h ( x ) d x  +

- 0 0  Ο

.  , 0

h ( x ) d x  = l i m  
x-H·»

0

im  I
^ko /

-X

h ( t ) d t  + l i m  | h ( t ) d t  =
χ-Ηκ»

= l i m  
Χ-Η-»

h ( t ) d t  + h ( t ) d t

- x

= l i m  f
X-H-o® *

0

h ( t ) d t  =

- x

= C .P .V .
+ 0 0

h ( t ) d t .  A

"E v a  θεώ ρημα  α ν ά λ ο γ ο  π ρ ό ς  τ ό  Θεώρημα 7 . 1 . 1  ε ί ν α ι  κ α ι  τό  έ ξ η ς :  

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 . 2 . 1 .  " Α ν  [ α , β ) £ « 2 ( ί ) ,  τ ό τ ε  ή  σ υ ν θ ή κ η

(χ2
(V ε > 0 ) (  3 δ>0)(ν x lSx2 σ τ ά  [ α , β ) ) | χ 1 - β | < δ  κ α ί  | χ 2 " β |< δ  => | |  f ( t ) d t | <

Χ 1

είναι Ικανή καί Αναγκαία γιά νά συγκλίνη τό f(x.)dx προς
a

πραγματικό Αριθμό, ένώ Αν (α,β]£Λ(£), τότε η συνθήκη
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(V
fX2

e> 0)(3 6>0)(V x ,x2 στό (a .g j ) |x 1-aj<6 καί |χ2-α|<δ ]l f ( t )d t | <e

r p
ε ίν α ι  Ικανή καί άναγκαία γ ιά  νά  συΥκλύνη τό  f ( x ) d x  πρός  

πραγματικό ά ρ ιθμ ό .
,β

'Α π ό δ ε ιξ η . Τό γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  ολοκ λή ρ ω μ α f ( x ) d x  τ η ς  σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς

a
f ( x ) ,  χ β [ α , 3 ) σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ρ ι θ μ ό ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο ν  τ ό τ ε ,  α ν

ή σ υ νά ρ τη σ η  F μ έ  F ( x )  = f ( t ) d t ,  χ β [ α , 3 ) σ υ γ κ λ ί ν η  γ ι ά  χ  +  3 - 0  π ρ ό ς  π ρ α γ -

α

μ α τ ι κ ό  ά ρ ι θ μ ό .  ΤοΟτο σύμφωνα μ έ  τ ό  Θεώρημα 1 . 1 1 . 4 ,  σ η μ α ί ν ε ι  δ τ ι  

(V ε>0)(3δ>0)(ν στ° ta ,β ) ) |χ  — β|<δ καί |χ 2-β |<δ=^ |F(x2)-F(x1>|<e

Άλλα

F(x2 ) -F (x
Η

f ( t )d t

καί επομένως η παραπάνω συνθήκη γράφεται
χ.

(V ε>0)( 3 δ>0)(¥ χι 9χ2 στ(* [α ,β ) ) |χ 1- β |<δ καί Jχ2—β |<δ => | f ( t )d t |< s .

Χ1
' Η άλλη περίπτωση, τώρα, προκόπτει έντελως άνάλογα. A

’Εξ άλλου, σχετικά μέ την αριθμητική των ολοκληρωμάτων τής μορφής 
αυτής, ΐσχόει τό παρακάτω θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 .2 .2 . Θεωρούμε δυό σ υνα ρ τή σ εις  f  καί g ό ρ ισ μ έν ες
τουλάχιστον σ 'δ ν α  διάστημα τη ς μορφής [ α , 3 ) ,  όπου 3 μπ ορεί
νά  ε ίν α ι  καί τό +<», ή ( α , 3 ] ,  όπου α μ π ορεί νά  ε ί ν α ι  καί τό

r3 ,β
"Αν τά δλοκληρώματα f  (x)dx καί |  g(x)dx σ υ γκ λ ίνο υ ν  στό

a a
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K * ,  τό τε  γ ιά  κάθε c ,d  στό  Μ  τ ό  ό λ ο  πλήρωμα Ccf(x) + dg(x)3dx 

έπ ίσ η ς  σ υ γ κ λ ίν ε ι  καί μάλιστα  ίσ χ ύ ε ι

* β β

α

|  [ c f ( x ) + d g ( x ) ] d x  = f ( x ) d x + d g ( x ) d x
α

μέ την προϋπόθεση ό τ ι ο ΐ  π ρ ά ξεις  πού σημειώ νονται ε ίν α ι  έ π ι -  
τ ρ ε π τ έ ς . Ε ίδ ικ ά , γ ιά  c = d  = l  βχομε

βj C f ( x )  + g ( x ) ] d x  

α

β Λ
f ( x ) d x + g ( x ) d x : V - >'

α α

καί γ ιά  c  = λ ,  d  = 0

3 ' ί ί Γ  r 3
I λ ί (x)dx = λ I f  (x)dx.
α α

'Α π όδειξη . 'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  πρώτα δ τ ι  [ α , β ) £  <2Kf)Π Λ  ( g ) .  Το'τε γ ια '  τ υ ­

χ ό ν  χ 6 [ α , β )  ε χ ο μ ε

ΓΧ ,χ ( χ
[ c f ( t )  + d g ( t ) ] d t  = c  J f ( t ) d t  + d  ( g ( t ) d t

a  α  a

ο π ό τ ε  π α ί ρ ν ο ν τ α ς  τ ό  δ ρ ι ο  γ ι ,ά  χ  -ν β- 0  ε χ ο μ ε

re r e i e[ c f  ( t ) + d g ( t ) ] d t  = c  f ( t ) d t + d j  g ( t ) d t .

a  a  a

’Ανοίλογα π ρ ο κ ό π τ ε ι  κ α ί  ή άλλη  π ε ρ ίπ τ ω σ η .  Α

"Υ σ τερ α  ά π ό  τ ά  πα ρα πά νω  φ α ί ν ε τ α ι  ό τ ι  δ λ ε ς  ο ί  ΐ δ ι ό τ η τ ε δ  των άπλων

ολοκ λη ρ ω μ ά τω ν  μ ε τ α φ έ ρ ο ν τ α ι  κ α ί  έ δ δ  έ φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  μ όνο  τ ί δ  ί δ ,' οτ,Γ)τ ε δ  των

ο ρ ίω ν  τω ν συναρτήσεων. Π .χ .  εύ κ ο λ α  μποροΟ με νά  δοΟμε δ τ ι

,β  ,β
f ( x ) g ' ( x ) d x =  l i m  f  ( x ) g ( x )  -  f ( a ) g ( a )  -  f * ( x ) g i x ^dx  r *

'  Χ-+Β-0 J

ά ν  [ α , β )  C  ,2 ( f  ) f l  <2S (g )  κ α ί
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,β  ( 8
I fC x)g’ (x)<ix =f(g)gCg) -  lim f  Cx)g(x) -  f ’ (x)gOOdx 
‘ x-*a+0 J

a v  ( a , & ] c :  <3 ( f ) Π  3 ( g ) ,  μ έ  τ η ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η ,  π ό λ ε ,  δ τ ε  ο ε  π ρ ά ξ ε ε ς  ποό  σ η -  

μ ε ε ώ ν ο ν τ α ε  ε ϊ υ α ε  έ π ε τ ρ ε π τ ό ε -

Παραδε εγματα 7.2.2

1 )
4 -0 0

d x 1 . 3 . . .  ( 2 ν - 3 )  Jt
2 . ν ~ 2 Α . . .  ( 2 ν - 2 ) 2ό <1Μ 1 1

Πραγματυκοί * θ έ τ ο ν τ α ς  χ  = t g  t  π α ρ α τπ ρ ο Ο μ ε  δ τ ο  0 = t g 0  κ α έ  

-Η» = Ιιτη  t g * t .  'Ε π ο μ έ ν ω ς  θ(£ εχω μ ε

*►£-ο
+ 0 0

d x  (

α « 2 >ν Ί

π

, 2 ν - 2 _  1 . 3 . . . ( 2 ν - 3 )  π
= | 0 0 S  t d t * 2 . t . . . ( 2 v - '2 ) ' 2

οπού  εφ α ρμ όσ α μ ε  τ ό ν  τό π ο  5 . 3 . 3  

+» 2

2 ) j e  d Τ (όλοκλήρωμα τοΟ Poisson)

Πρδτα παρατηροΟ με δ τ ε  γε<£ χ  = ζ / ΰ ,  δ π ο υ  ν  € 1 ί ,  π ρ ο χ ό π τ ε ε  

( 7 . 2 . 1 ) ί
τ ~  Δ (Τ*9 Δ

e " x d x  = ^ j  e~VZ d z .  

Ο Ο

’Εξ ά λ λ ο υ  γ ε ά  χ ά θ ε  χ  ε σ χ ό ε ε

ι 2  - χ  1  
1 - χ  < e  <

1 + χ 2

* t  *itod π ρ ο κ ύ π τε ι ,  ά π ’ ττί γ ν ω σ τ ή  ά ν υ σ ό τ η τ α  e s l + t  θ έ τ ο ν τ α ς  δ ο α δ ο χ υ κ ά  ΐ  = - χ '
2

κ α έ  t = x  . "Ετσι, έ χ ο μ ε

2
( l ~ x  ) V «<e VX <,-------- τγττ γι,οί κ ά θ ε  χ β [ θ , ΐ 1 9

ί 1 + χ 2 ) υ
■ ,Γ  .
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άπ<5 δ π ο υ  π α ί ρ ν ο μ ε  8 τμ

(7 .2 .2 )
( „ ία  2, .  2 . ν ,  - ν χ  ,

( 1 - χ  ) d x <  e d x  4

C+® 2
- υ χ +®

d x  <
d x

0  0  0  0  

’Αλλά γ μ ά  χ  = s i n  t  τ ό  πρΏτο ολοκλήρω μα δ ί ν ε ι

, 1  rf
M-V2^ „ = f  cos2v+1xdx=_il!L^li2v)

3 . 5 . . · ( 2 ν + 1 )

( 1 « 2 ) ν

δ π ο υ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή θ η κ ε  ό τ έ π ο ς  5 . 3 . 3 .  "Ετσι, σ έ  σ υ ν δ υ α σ μ έ  μ έ  τό  π ρ ο η γο ύ μ εν ο  

π α ρ ά δ ε ι ,γ μ α  ή ( 7 . 2 . 2 )  γ ί ν ε τ α ι .

Λ7 2 Λ .  . . ( 2 ν )
3 . 5 . . . ( 2 ν + 1 ) =  

Θ έ τ ο ν τ α ς ,  ό μ ω ς ,

00 2
- χ  , 1 . 3 . . . ( 2 ν - 3 )  π Γ

e  d x  =  2~. 4 . .  .T 2 V- 2 I  2  **'

1  2 Λ . . . ( 2 ν )
γ ν+ 1  "  2 / ν  1 . 3 . . . ( 2 ν - 1 )

ή πα ρα πά νω  δι,πλτί ά ν ι ,σ ά τ η τ α  γ ρ ά φ ε τα ι ,

2 ν
ν + 1  2 ν + 1  =

ί + α> 2  1  ο- χ  , „ 1  2 ν  π
e dx <.---- 7ΓΓΤ Τ-Υ ν+1 2V-1 4

’Α λ λ ά ,  σ έμ φ ω να  μ έ  τ έ ν  τ ί π ο  τοΟ W a l l i s  ε χ ο μ ε

Ι ΐ ι η γ

και.

κ ά ί  ε π ο μ έ ν ω ς

2 ν  _ / π  _ / π  
ν + l '  2 ν + 1  " 2  “ 2

1  2 ν  π 1  , π _ / π
l i m  --------·~— r  — = —  1  —

ν + 1
2 ν - 1  ^ / ϋ  Η 2

+» 2  /— - χ  . νπ e  d x  = υ

. V

Γ·'ΚΟ' 7.
ϊ*\
"χ;-' '

r+°°
3) Ή  Γάμμα συνάρτηση Γ(χ) =

Χ- 1  - t  , . ^ Λt  e  d t , χ  > 0 .
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θοί μ ε λ ετή σ ω μ ε  τ ό  ολοκλή ρω μ α  τ ο ϋ τ ο  έ ξ ε τ ό ζ ο ν τ α ς  ξ ε χ ω ρ υ σ τ ό  τά  ο λ ο κ λ η ­

ρώματα
/ I  /+α>
I .Χ-1 - t ,. , I .Χ-1 - t  _t  e  d t  καυ  I t  e  d t

Το δ ε ΰ τ ε ρ ο  ολοκλήρω μα  ε δ ν α υ  γ ε ν υ κ ε υ μ έ ν ο  ο τ ό  +<» κ α ί  θ<ί ά π ο δ ε ό ξ ω μ ε  δ τ υ  

σ υ γ κ λ ίν ε ι ,  π ρ ο ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ι θ μ ό .  Π ρ α γ μ α τ ικ ά *  πρώ τα  π α ρ α τη ρ ο Ο μ ε  ό τ ι

χ - 1  - t  ΐ Χ + 1  1

'  e =— Γ~2e  t
καό  α κ όμ α  ό τ υ

χ + 1
l i m  —  

ΐ Ή ®  e
= 0.

Ά ρ α  ύ π ό ρ χ ε υ  t Q-> 1  μ έ

χ + 1
—  <^1 ,  y u i  κ ά θ ε  t

ο π ό τ ε  καό

’Αλλά

t x  1e  t  < ~ ^  ,  γ ε ά  κ ά θ ε  t  > t  
t

f+a> 1 ^. x - 1  - t

J *
e  d t  <.

+ 0 0

1  H + -  1  

? d t - ^

r+00

κ α ί  έπ ο μ έν ω ς  τό
3ζ— λ — t  ιt  e  d t  ύ π ό ρ χ ε ε  κ α ό  ε ^ ν α ο  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  ά ρ υ θ μ ό ς .Τ ο ΰ -

,+ΟΟ
χ — 1  “ ΐ

το  δμως σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  δ τ ι  κ α ί  τ ό  ΐ  e  d t  υ π ά ρ χ ε ι  κ α ί  ε ί ν α ι  π ρ α γ μ α τ ι ­

κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς ,  άφοΌ ύ σ χν ίε ι

/+  00
. x - 1  - t , _ t  e  d t  -

r o , . 
t  e  d t  +

•
t

'+00
. χ - 1  - t j .
t  e  d t  . £. V"- v '

• V
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Λ
Τό πρώ το  όλοχλ ιΐρω μα  I t  e  d t  ε ί ν α ι ,  γ ι ά  χ : > 1  έ ν α  σ υ ν η θ ισ μ έ ν ο  χ α -

• 0

τά  R ie m a n n  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α ,  ένω  γ ce£ χ < 1  ε ί ν α ι  γ ε ν ι χ ε υ μ έ ν ο  χ α ί  μ ά λ ισ τ α  σ υ γ κ λ ί ­

ν ε ι  π ρ ό ε  π ρ α γ μ α τ ικ ά  α ρ ι θ μ ό .

Π ρ α γ μ α τ ικ ά *  π α ρ α τη ρ οΟ μ ε  δ τ ι

0 < t x  t < t x  \  γ ι ά  κ ά θ ε  t e ( 0 , l ] .

Αλλά

Γ * - 1*  ■ ;

κ α ί  αρα  κ α ί  τ ό
χ - 1  - t

t  e  d t  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ι θ μ ό .  " Ε τ σ ι  γ ι ά

κ ά θ ε  χ  > Ο τ ό  ολοκλή ρω μ α  

(+00
, +χ - ι  - t . _t  e  d t  = 

Ο

, 1

.
Ο

ί
+οο

. χ - 1  - t _ .  t  e  d t

σ υ γ κ λ ί ν ε ι  π ρ ό ε  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  κ α ί  ο ρ ί ζ ε ι  μ ι ά  π ρ α γ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  τοΟ 

χ  τ ά ν  ο π ο ί α  π α ρ ισ τ ά ν ο μ ε  μό  Γ κ α ί  τ ά ν  δ ν ο μ ά ζ ο μ ε  Γ ά μ μ α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ,  ή τ ο ι

Γ ( χ )  =
+00

t X t d t ,  χ  > Ο.

Θ ’ά π ο δ ε ί ξ ω μ ε  τώρα δ τ ι  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  6 U  ί σ χ ό ε ι  

( 7 . 2 . 3 )  Γ ( ν ) = ( ν —1 ) ϊ

Πρόε τ ο ΰ τ ο  π α ρ α τη ρ οΟ μ ε δ τ ι  γ ι ά  χ  > 1  ι σ χ ύ ε ι

) = - |  t X" 1 ( e ~ t ) ’d t  = + ( x - 1 ) t x " 2 e _ t d t  = ( χ -Γ ( χ 1 ) Γ ( χ - 1 )

ά π ’ δπ ο υ  μ ε  δ ι α δ ο χ ι κ ό  εφ α ρ μ ο γή  π α ί ρ ν ο μ ε

Γ ( ν )  = ( ν - 1 ) ! Γ ( 1 )
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το  ό π ο ι ο  καυ δ υ ν ε υ  τ ι ίν  ( 7 . 2 , 3 ) ,  άφοΟ

Γ ( 1 )  = e  * d t  - 1 .

*Ακύμα π α ρ α τη ρ ο ϋ μ ε  δ τ ε  η τ υ μ ύ  τ ο ύ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  τ ο υ  P o i s s o n  ε ΐ ν α υ  το
1_ *  2

μέσο  τ η ς  τυ μ ϊϊς  τ η ς  Γάμμα σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς  γ ο ά  χ=*£· > έ π ε υ δ ή  γ υ ά  ΐ = ζ  ε χ ο μ ε

Γ φ  =
+ 0 0  - t  

e
/ t

d t  = 2

r + o o

! z  d z  = 2 -  /it.2

Τέλος9 μ υά  ά λ λ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  πονί ό ρ έ ζ ε τ α υ  έ π υ σ η ς  μ έ  ( γ ε ν υ χ ε υ μ έ ν ο )  ο λ ο ­

κλήρωμα ε ϊ ν α ο  ή Βήτα σ υ ν ά ρ τ η σ η  ή ό π ο υ α  χ α C ε χ ε υ  σ τ ε ν ή  σ χ έ σ η  μ έ  τ η  Γάμμα 

σ υ ν ά ρ τ η σ η .
,1

ι+) ‘ Η Βήτα συνάρτη ση  B ( x ,y ) = t x _ 1 ( l - t ) y " 1 d t s χ  > Ο, y  > 0 .

Τ<5 ολοκλήρω μα  τ ο ύ τ ο  ε ί ν α ι ,  γ ε ν ε κ ε υ μ έ ν ο  γ ι ,ά  χ < 1  η y < l  α λ λ α  π ά ν τ α  

σ υ γ κ λ ίν ε ι ,  π ρ ο ς  π ρ α γ μ α τ ι ,κ ύ  ά ρ ι ,θ μ ο ,  άφοΟ υ σ χ ύ ε υ

1

0 < I t X 1( l - t ) y ^dt = t x ~ 1 ( l - t ) y ~ 1d t  + t x “ 1 ( l - t ) y " 1d t  =

0 1/2 
1  

2
= J V 1  d t  t  j 1  ^  ( l - t j ^ ^ d t  <

1/2

|  t X_1 - 2 . d t  + j 2 · ( i _ t ) y _ 1 d t  =

1/2

2

x 2
X

2

Β έβ α υ α ,  ή σ υ ν ά ρ τ η β η α ύ τ η  ε ί ν α ι ,  σ υ ν ά ρ τ η σ η  δύο  μ ε τ α β λ η τ ώ ν  κ α ί  ή μ ε λ έ ­

τη  τ η ς  ξ ε φ ε ύ γ ε ι ,  άπ<ί τ ά  π λ α έ σ υ α  τ ο ϋ  β ι ,β λ έο υ  τ ο ύ τ ο υ .  Π λ η ρ ο φ ο ρ ια κ ά  ά ν α φ έ ρ ο -  

μ ε  μ ύνο  δ τ υ  α ύ τ η  σ υ ν δ έ ε τ α ι ,  μ έ  τ ή  Γάμμα σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ έ  τ ά ν  τύ π ο

« * * > - τ- &
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ό ό π ο ι ο ς  δ ό ν  μ π ο ρ ε ί  ν ’ά π ο δ ε ι χ θ ή  μ έ  τ ι ς  μ έ χ ρ ι  τώρα γ ν ώ σ ε ι ς  ά λλά  μ έ  τή χρή- 
ση διάπλων ό λ ο κ λη ρ ω μ ά τω ν .

7 . 3  ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ TOY LAPLACE

“Αν f  ε ί ν α ι  μ ι ά  π ρ α γ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό ρ ισ μ έ ν η  στ<5 δ ιά σ τ η μ α  [0

τ ό τ ε  μ έ  τ ό ν  τό π ο

F ( s )
Γ+"

e " S t f ( t ) d t

0

ο ρ ί ζ ε τ α ι  μ ι ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F μ έ  π ε δ ί ο  όρ ισμοΟ  τ<5 σ ύ ν ο λ ο  δλων των s  γ ι ά  τά ό ­

π ο ι α  τ ό  γ ε ν ι κ ε υ μ έ ν ο  τ ο ύ τ ο  ολοκλήρω μα  σ υ γ κ λ ίν ε ι ,  πρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  ά ρ ιθ μ ό .

ΟΡΙΣΜΟΣ 7 .3 .1 .  'Ο νομ ά ζομ ε "μ ετα σ χη μ α τισ μ ό  ή τ ελ ε σ τ ή  κατά  
L a p la c e ” μ ιά  ά π ε ικ ό ν ισ η  Ζ  ή ό π ο ια  σ τη ν  συνάρτηση f  Α ν τ ισ τ ο ι­
χ ε ί  τ ή ν  F π ού  β ρ ίσ κ ε τ α ι  μ έ τ ό ν  παραπάνω τ ύ π ο . Τ ότε έχομε

•+00

F = - S { f } ,  ή ά ν α λ υ τ ικ ά  F (s) = &  { f  } ( s )  = e  s t f ( t ) d t

κ α ί π ο λ λ έ ς  φ ο ρ ές  α ν τ ί  τού  JC{f> γράφομε κ α ί

£ { f ( t ) ,  t e [ o , + - ) }

ή ά π λ ο ύ σ τ ερ α

Φ υ σ ικ ά ,  ά πό  τ ό ν  ο ρ ι σ μ ό ,  ε π ε τ α ι  δ τ ι  ό λ ε ς  ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  δ έ ν  μποροΟν 

νά μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ θ ο Ο ν  κ α τά  L a p l a c e ,  άφοΰ ε ί ν α ι  δ υ ν α τ ό ν  τ ό  παρακάνω ο λ ο κ λή ­

ρωμα νά μ ην  σ υ γ κ λ ό ν η  π ρ ό ς  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ι θ μ ό .  Πάντως δ λ ε ς  ο ΐ  φ ρ α γ μ έ ν ε ς  σ υ ν ­

α ρ τ ή σ ε ι ς  μποροΟ ν νά  μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ θ ο ϋ ν  κ α τά  L a p l a c e ,  δπως φ α ί ν ε τ α ι  σ τ η ν  πα­

ρακάτω  π ρ ό τ α σ η :

ΠΡΟΤΑΣΗ 7 .3 .1 .  Κάθε φ ραγμένη  συνάρτηση μ π ο ρ ε ί νά  μετασχημα­
τ  ισ θή  κ α τά  L a p la c e  σ έ  μ ιά  συνάρτηση πού ο ρ ί ζ ε τ α ι  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  
σ τό  (0,+® ).

Ά π ό δ ε ι ζ η .  “Αν f ( t ) ,  ΐ 6 [ θ ,+ ° ° )  ε ί ν α ι  μ ι ά  φ ρ α γ μ έν η  σ υ νά ρ τη σ η  μ έ  φράγ· 

μα Μ > 0 ,  τ ό τ ε  ε χ ο μ ε

£ { f } ( s ) |  = |
+°°

e  S t f ( t ) d t |  i
+00

- S t f ( t ) !d t£ ,M | e  S*dt
+ 0 0

0 0 0
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r+°°
δ π ο υ  τ<5 “ s t <lt σ υ γ κ λ ύ ν ε υ  π ρ ο ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  ά ρ υ θ μ ό  γ υ ά  s e ( 0 ,+ °° ) .  A

Παραδε CΥματα 7,3,1

le t
1 ) Tud τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  e  ,  ΐ Θ ΐ θ 3*«>) γ υ ά  s > k  ε χ ο μ ε

•2 { e k t } ( s )  =
- s t  k t  * 1

e  e  d t  = s - k

2 )  Θ έ τ ο ν τ α ς

I  =
+0 0

e  s t c o s  k t  d t 9 J  =
+ 0 0

e  s t s i h  k t  d t

ε χ ο μ ε
r + o o

k l - s J  = e  S t [ k  c o s  k t  -  s  s i n k t ] d t  =

= [ e  S t s i n  k t ] *  = Ο, α ν  s  > 0

καυ Λ

s l t k J  =
+ 0 0

e  s t [ s  c o s k t  + k  s i n k t ] d t  = η  : t

'Ε π ο μ έν ω ς

από  δπου  π ρ ο κ ό π τ ε ο  δ τ υ

_  — ο +  _  + 0 0  Μ
= - [ e  c o s  k t  ]  ^ = 1 ,  α ν  s  > 0  .

k l - s J  = 0 hclC s i  + k J  = 1

I  = 2 . 2 
s  +k

καό J  =
2  t 2s  +k

δηλαδη

Λ  ( c o s  k t } ( s )  = —̂ — ~ xaC X  { s i n  k t  > ( s )  = - ^ — ^ » s > 0 . 
s  +k s  +k

3 )  Tod τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  t V, t e t 0 9+ » )  δ π ο υ  v 6 U  π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  δ τ υ

+0 0
^  fj_ v , ,  v l - s t ^ v , ^  v  £ { t  } ( s )  = e  t  d t  = —

+ 0 0
- s t  v - 1

e  t  d t  = . . .

v v - 1  1_  —  ■■M·!.. * ■ · M M

s  s  s

+oo
- S t  , . e  d t  =

0
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ν» 1  _ ν !
v s ” ν + 1  *

s  s
s  > 0 .

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 .3 .1 .  "Av o t  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  f 1 κ α i μποροΟν ν ά  μ ε -
τα σ χη μ α τισ θοΟ ν κα τά  L a p la c e ,  τ ό τ ε  γ ι ά  δ π ο ιο υ σ δ ή π ο τ ε  πραγμα­
τ ικ ο ύ ς  ά ρ ιθ μ ο ύ ς  γ ,δ  καύ ή συνάρτηση γ ^ + δ ί ^  υ,π°Ρ ε *' ν ά  νιετα -  
σ χη μ α τισ θ ή  κα τά  L a p la c e .  Μ άλιστα δ έ  ίσ χ ύ ε ι

Ζ  {γ  f 1  + 6 f 2 > = γ  JC { f  1 >+δ X { f 2 >.

'Α π ό δ ε ιξ η . Ή  ισ ό τ η τ α  πού  θ έ λ ο μ ε  ν ’ά π ο δ ε ίξ ω μ ε  γ ρ ά φ ε τ α ι

r +00 ^+00

I e  ε ΐ [ γ  ( t ) + 6  f 2  ( t ) ] d t  = γ  I e  ^ f ^ t j d t + e  j e  S t f 2 ( t ) d t

00  0  

η ο π ο ί α ,  όπως γ ν ω ρ ί ζ ο μ ε , α λ η θ ε ύ ε ι .  A

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 . 3 . 2 .  "Αν F = X { f }  τ ό τ ε  γ ι ά  κάθε π ρ α γμ α τ ικ ό  ά ρ ιθ μ ό
λ ίσ χ ύ ε ι

Z { e  Xtf ( t ) } ( s )  = F ( s + A ) .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  ΤοΟτο ε ί ν α ι  φ α νερ ό *  άφοΟ

F (s+ X )  =
+ 0 0

e - ( s + x ) t f ( t ) d t  =
,+οο

e " s t [ e “ X tf ( t ) ] d t .  A

Μιά σ π ο υ δ α ία  κ α τ η γ ο ρ ί α  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  ά π ο τελο Ο ν  ο ι  π ε ρ ι ο δ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή ­

σ ε ι ς .

Ξ α ν α θ υ μ ί ζ ο υ μ ε  τ ή ν  έ ν ν ο ι α  α ύ τ ή  λ έ γ ο ν τ α ς  δ τ ι  μ ια  σ υ νά ρ τη σ η  f  ε ί ν α ι  

" π ε ρ ι ο δ ι κ ή ” μ έ  " π ε ρ ί ο δ ο "  ω , α ν  ίσ χ ό η

f( t+ u > )  = f ( t )  γ ι ά  κ ά θ ε  t .

Μιά τ έ τ ο ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η  κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι  α π ό  τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  ποό π α ί ρ ν ε ι  σ ' ε ν α  δ ι ά ­

σ τ η μ α  μ έ  μ ή κ ο ς  ω.

ΘεωροΟμε τώρα μ ι ά  π ε ρ ι ο δ ι κ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  f ( t ) *  ΐβΕθ*+°°) με π ε ρ ί ο δ ο  ω. 

Π α ρα τη ρ ο ϋμ ε  δ τ ι  γ ι ά  μ ι ά  τ έ τ ο ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η  ι σ χ ύ ε ι
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Z  { f ( t ) } ( s )  =
+co

e  S t f C t ) d t  ^

( vi 2u> ,Cv+1)oj
=  j  e _ S t f  ( t ) d t  +  I  e ~ S t f  ( t ) d t  + . . . +  J 

Ο ω νω

e  s t f  ( t ) d t  + . .  ·  =

■Γ· Γe ” S t f ( t ) d t + e ~ St0 1 “ s t . . . . . . . -  ■ · ~ v se  f  ( t  ) d t  + ·  · .  +  e
ω

e  s t f ( t ) d t + . · ·
. 0

ω

0

, ω

e ~ s t f ( t ) d t  ( l + e ' s “ + e ‘ 2 s “  + . . . )  =

e  S t f ( t ) d t  - - - - - - -  »
1 - e SO)

•su>i  o w  .  .  nαφού e  < 1  αρα
,ω

X { f ( t ) } ( s )  =
1 - e -su i

e  s t f ( t ) d t

κ α ί  έ τ σ ι  β λ έ π ο μ ε  ο τ ι  κ α ί  η σ υ ν ά ρ τη σ η  ,2 { f }  κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι  ά π ’ τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ ϋ ς  f  

σ τ ύ  δ ιά σ τ η μ α  [ Ο ,ω ] .

Δ ένομ ε  τώρα τ έ ν  έ ξ η ς  ο ρ ι σ μ ό :

ΟΡΙΣΜΟΣ 7 . 3 . 2 .  Mud συνάρτη ση  f ( t ) ,  te[o,+<*>) ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  "σ υν­
άρτηση έ κ θ ε τ ικ η ς  τάξεω ς" ά ν υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τα θ ερ ο ύ  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί  ά -  

ρ ιθ μ ο ί  Μ κ α ί α τ έ τ ο ι ο ι ,  ώ στε ν ά  ίσ χ ύ η

I f i t J l ^ M e " 1 γ ι ά  κά θε t > 0 .

*0 ά ρ ιθ μ ό ς  α ό ν ο μ ά ζ ε τ α ι  κ α ί "τάξη" τ η ς  f .

Γ ιά  μ ι ά  τ έ τ ο ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η  ι σ χ ύ ε ι  τ ό  πα ρα κ ά τω  θ εώ ρ η μ α :

ΘΕΟΡΗΜΑ 7 . 3 . 3 .  "Αν f ( t ) ,  te [O s+«) ε Γ ν α ι μ ία  ν -φ ο ρ έ ς  π α ρ α γ ω γ ί-  
σ ιμ η  πρ α γμ α τικ ή  σ υνάρτη ση  έ κ θ ε τ ικ η ς  τ ά ξεω ς  μ έ  τά ξη  α τ έ τ ο ι α .
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ώστε ot παράγωνου αύτίίς vd μποροΟν vd μετασχηματι,σθοΟν κατά 

Laplace, τότε γ id κάθε μ = ΐ,2,...,ν Ισχύει.
r- j

( 7 . 3 . 1 . )  t  { f ( u ) ( t ) } ( s )  = s y X { f ( t ) } ( s )  -  Σ s ’J' i “ ;Lf ( i ) ( 0 ) f
i = 0I· :

" · -  ' 8  > « ·

Α πόδειξη . Θ’άποδεέξωμε τόν τύπο έπαγωγεκά. Πρός τοΟτο γυά μ = 1 αυ­
τός γράφεται.

Λ ■ > ■ -JC i f  * ( t ) > ( s )  = s ^ { f ( t ) } ( s ) - f ( 0 ) .

Π ρ α γ μ α τ υ κ ά ,  ε χ ο μ ε
■ >i

j C ( f ' ( t ) } ( s )  = e S t f ’ ( t ) d t = e  s t f  ( t ) | q°° + s  j e  S t f ( t ) d t  =

= - f ( 0 ) + s  J C ( f ( t ) } ( s ) -

δ υ ό τ ο ,  άφοΟ ή f  ε ί ν α ι ,  σ υ ν ά ρ τ η σ η  έ κ θ ε τ υ κ η ς  τ ά ξ ε ω ς ,  πληροΰ  τ η ν  ά ν υ σ ό τ η τ α  

| e  S t f ( t ) |  4 e  ^  γ ι ,ά  κ ά θ ε  t  > 0  κ α έ  s  > α

κ α ύ  έ τ σ ι ,  . . .  ,

e  S^ f ( t ) ->-0 ό τ α ν  t  ->-+«>,
■ w o ” jfjr-3 .)  :■·■■■■ ■ ''  ·'' ·

ό π ο υ  Μ·, ε ί ν α ι ,  ό ά ρ υ θ μ ά ς .  πο ύ  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ,  ά π ’ τ ο ν  'Ορι,σμά 7 . 3 . 2 .  =

'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  τώρα ό τ ε  ό τ ό π ο ς  ( 7 . 3 . 1 )  ισ χ ύ ε ι .  γ υ ά  k  (k  = 1 » 2 , . . .  , ν - 1 )  δη­

λαδή  ότι,

£ { f k ( t ) } ( s )  = s k X
k - 1

i f ( t ) } ( 3 ) -  Σ
i=0

s k  1 _ 1 f ^ 1 ^ ( 0 )
X)y,·· 3 6 λί!:'·αό^

καύ θ ’ά π ο δ ε έ ξ ω μ ε  ότι,  ί,σ χύεε καύ γ ι ,ά  k + Ι .  , , , ,

Π ρ α γ μ α τ ικ ά ,  ε χ ο μ ε
- y  . φ  ’■ · ■ · ■ · ,  ' ' ■ « “ .■ * ·*■* ” ■ ■ ··' >'

/ i / (k+1)( t ) } ( s )  = j? i( f . f . i . ic t ) ) ' - } (8 ) ’=e  Z { f ( k ) ( t ) } ( s ) r f ^ O . l  =^qtr r*4~‘0
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= s £ s k X { f ( t ) } ( s )  -  Σ s k - i - i f ( : 0 ( .. ( k )  -
i = 0  v '  '
k - 1

= s k t l ^ { f ( t ) } ( s ) - [  Σ s k _ i f a ) ( 0 ) + f Ck) ( 0 ) 3  =
i = 0

= s k + 1 ^ { f ( t ) } ( s )  -  Σ s ( k + 1 ) " i " 1 f ( i ) ( 0 ) .  A
i = 0

Μέχρι, τώρα ε ί δ α μ ε  μ έ  π ο ι ,ό ν  τ ρ ό π ο  ά π ό  μ ι,ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  f  π η γ α ί ν ο μ ε  σ έ  μυώ 

άλλη  F τ έ τ ο ι ,α  ώ σ τε

F = X { f } .

" I o n s  σ η μ α σ ία ς  ε ί ν α ι ,  κ α ί  6 τ ρ ό π ο ς  μ έ  βάση τ ό ν  όποϋο  ά π ό  μυε£ σ υ ν ά ρ τ η ­

ση F β ρ ίσ κ ο μ ε  μι,ά f  γ ι ,ά  τ η ν  ο π ο ί α

X { f } =  F .

’Α ναφ έρομε  μ όνο  χ ω ρ ί ς  ά π ό δ ε ι ,ξ η  δ τ μ  <*ν f , g  ε ί ν α ι ,  σ μ ν ε χ ε ΐ ς  σ υ ν α ρ τ ή ­

σ ε ι ς  μ έ  X C f l  = XCg)  τ ό τ ε  f  = g  (θ ε ώ ρ η μ α  τ ρ $  L e r c h ) ,  Έ τ σ ι ,  δ ν  f  ε ί ν α ι ,  

σ υ υ ε χ ό ς  κ α ί  F = X ( f ) τ ό τ ε  γ ρ ά φ ο μ ε

f  = ^ { F }» *η καο

f ( t )  = X _ 1 { F } ( t ) .

κ α ί  λ έ μ ε  ότ ι ,  X  ^  ε ί ν α ι ,  ό " Α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ς  τ ε λ ε σ τ ή ε  τ ο Ο  L a p l a c e " .  Βασυ- 

κά γυ<£ ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ η ν  f  δ τ α ν  δοθ?1 ή F σ τ η ρ υ ζ δ μ α σ τ ε  οχ6  σ υ μ π έρ α σ μ α  π ο ύ  ξ έ ρ ο ­

μ ε  γ υ ά  τ έ ν  τ ε λ ε σ τ ή  X  · * Ε τ σ υ ,  υ σ χ ύ ε υ  δ τ υ

Χ ^ ί γ  F 1 + 6 F 2 > Γ γ Χ - ^ }  t a X ' 1 ^ } ,

αφού

Χ { γ Χ  1 {F1 > + 6 X _ 1 {F2 >} = Y X { X “ 1 {F 1 >> + 6 X { X ' 1 t F 2 »  = Y F 1 +  6 F2 .

Π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α  7 . 3 . 2

1 ) X  ■*■{------ -— s - } ( t ) = l - e  t - t e  t .
s ( s + i r

I



Πραγματικό* πρΟτα παρατηροΟμε δτυ

καυ ε π ε υ τ α

καυ

1  _ 1 ___1  1

, " s  ~ s + l  " ,  .. χ 2s ( s + l )  ( s + 1 )

Z _ 1 { ± } ( t )  = e 0 t  = l

/ ' 1 {Ϊ Γ Ϊ > ( ι ) = ; ί Γ ΐ { Ρ Τ Τ ϊ Τ Η » ) = β - ,:>

σιίμφωνα y e  τ ό  παροίδευγμα  7 . 3 . 2 ,  1 ) .

. ’Ε π ύ σ η ς ,  ά π ’ τ ό  π α ρ ά δ ε υ γ μ α  7 . 3 . 1 ,  3 )  ε χ ο μ ε

/ i t } ( s ) = 4  = F ( s )

χ α £ α π  το  θεώ ρ η μα  7 . 3 . 2

.. \~
——r- = F ( s + 1 ) = X  {e  ^ H s )  .

( s + 1 )
’Έ τ σ ε

Z - 1 {----- = t  e _ t
( s + 1 ;

χ α ύ  έ π ο μ έ ν ω ε

·:? \  -7fc> s ( s + l )
H t )  =  £  χ { - -

s  S + 1  ( s + 1 ) 2

H t )

0  3.· ·;·.·>' —ifv 1' - - , f0 v -

=  Z - 1 { - } ( t ) - Z  χ ί τ 7 Τ > ( ΐ )s  s + 1
" * 1  r  1

2 j  + X  - 1 { _ φ ! ± 2 | ^ } ( , )  = o o s  t -  4  s i n < / 2  t >
(s +l)(s +2)

Π ραγματυκό*  πρώ τα π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ο τυ
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'Α λλα  ά π ’ τό  π α ρ ά δ ευ γ μ α  7 . 3 « 1 , 2 ) ε χ ο μ ε

S = * T { c o s t } ( s )  και.' αρα  X  ^ί~ΤΓ— H t ) = c o s t *
s 2 + l s 2+ l

ένώ
s  + 2  s+(*^2 )

καυ αρα

'Ετσυ

Z " 1 { - r :- H t ) = 4 s i n ^ t ·
s  + 2

-V s2 -+2^— K t )  = χ ~ λ { - } — =
( s  + l ) ( s  +2 ) s  + 1  s  + 2

s  + 1  s  + 2

/ 2  r-  c o s  t -----— s i n / 2  t

7 . 4  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 .  Not έ ξ ε τ α σ τ η  πουά  ά π 'τ ά ί  α κ ό λ ο υ θ α  γ ε ν υ κ ε υ μ έ ν α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  σ υ γ κ λ ί ­

ν ο υ ν  στ<5 σνίνολο ]R τω ν π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  ά ρ υ θ μ ώ ν :

,1
α ) 2 / 3

χ

γ ) &

Γα + 1

d x β )
4

1 / 3  dK
- Cx- « ) 1 / 3α - ι

1
A  .

Η
' V

X J—  d x δ ) s x n  χ  , 
Q /o d x

ε )

1

f  * 2
I 1 + t d t

ί
+οο

χ  c o s  χ  d x

1

σ τ )

η)

+0 0

( 1 « 3)1/2
d x

1 + χ
d x  .



2. Ν’άποδει,χτΤΙ δτι,

f * »  « τχ~οο -  ( ?)(■■*-%-■}* X  »qn jjck ( i  
α )  - - - - - - ~  d x  = - i  +  S a  β )

31/οχϋ ίϊ - w r - > ?η"*έ JUa«

>*»

(1+χ)

3 . Ν’ άποδεϋχτϊί otu t <5

Vx
1 ** _

( 1 + x)

/•fo» ( e ) i  i N n i s )

; r + 11
2̂ 2 if ·

r< i
;■ 2

4 ? ^
S- a

V sΓ-'.Χ; *11;-

4 .  Ndt έ ξ ε τ α σ τ η  y t d  π ο ; υ # ά η ^ τ ^ ^ ό λ Ο ΰ θ ο ^ ^ δ χ λ ^ ρ ώ μ α τ α  η β α σ ικ ή  τ ι ρ ή

χ α τ α  C au ch y  υ π ά ρ χ ε ι  σ τ ύ  ]R: 

α )

Ύ)

,+co
s i n  t  d t β )

4

~»00 = (} ){ · i  ε
c c

S £+ 55
(+“  -

- Λ - d t ■ .- δ )
'  O i t t f -—oo Λ d*

.1 * Ύ ~ J ~}X \

S+

+« X

3 ) ί  | s i n  t  | ^ t  ε

^ - χ = * ' . . .  

ί  —J 1 JL·'

( 2 ** ) +® J1

ν«- s  , i t  ε

5 .  Νοί β ρεθοΟ ν οί, έ ξ η ς  τ κ ν έ ς  xfis Γ σ υ ν α ρ τ η σ ε ω ς :
* It 2 W e  - j zoo - η

Γ , „ ,  3 Γ ( 3 )
a )  β )2 Γ ( 3 )

ΓΦ

^Λκγ:,/υ wT^ii.qaAKoXo w !$j|*/3xjv:3Y r#t/o/CK£) ζ τ ^ χ  l >j o ?  ^  **-

g . :ν δ ι;Φ ^ &  r ^ > r fe> - b  #τ ο/->νι/Ό  ο τ ο  ννοί
γ )  r e )

L+o·. 
i  '

i  ( a
6 . Ndt έ π α λ η θ ε υ τ η  ό παραχο ίτώ -ιούναχας

Γ ( | )
d .

,χ* f. \
~ ΐ ' :~<η~ι:ϊ 

-------- ιατω

Xb C\ C \ ( #
X

I i f }
( Τ

Τ 301 ^.< τ

■»+
t x b — j ί. r o  

Γχ+£) ]
Λ\ f Ο^ \  χ /  C.

,  s  > Ο

—  * S > 0
s

t  ( v e u )
x b

°°·>
J5 _ . J
x + I  A

(ft S
v + 1

,  s  > 0

o

L_
C <»+ ,

JD ; (
t + I  !

d
oa*f- *

v V

x b  x ε oo x | («5
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at
c — 3 s > a s -a

r+ fl> P r+ -----» s >a
( s - α Γ

t Veat ( v e n ) ------ -— -  . s >a, xV+1(s -a )

cos wt 2 2 ·  S > °s +0)

s in  ωΐ

*
ω ·Λ

2 2 · S > 0s +ω

a t  * e cos u)t
s -a

2 2 » s > a  ( s - a )  +ω

at  , . e s m  ωΐ
ω

2 2 · S > “ ( s - a )  +ω

t v
v!

—~  , S > 0v+1 *s

(nt)  2

1
~ 2s , s  > 0

cos h at 2 2 · 8 >es -a

s in  h at
a

2 2 9 S >a s  -a

—  s in  at  «2a . 2 % . 2  · s > °  (s +a )

ι
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sin at -at cos at 

2a3
, 2  2.2 *
(s +a )

s > 0

—  sinh at 
2a

-A) , 2 2 . 2
(s -a )

, s > a

at coshat - sinh at 
2a3

, 2  2.2 »
(s -a )

s > a

4· --
7. Νά μετασχηματυσθοϋν κατά Laplace ol παρακάτω συναρτήσεις:

a ) e ^ c o s h  k t  < >; β) e * * s in h  k t

y )
.v -A t  t  e 6 ) (1  + 3 t  + t 2 ) e t

ε ) 3 t 2 - 2 t + l - σ τ ) ( t + l ) s i n  2 t  - c o s ( t - l )

ζ)
2 te . -  3 s i n t  + 1 . V η) t  s i n  3 ( t + 2 ) .

- j '

8. Νά βρεθοΟν οι, συναρτήσε ις Γ 1 {F} δπου F ε ίνα ι ,  οΰ συναρτήσεις  πον5

όρυζονταυ ά π ’τοΰς  έξης  τΰπους :

2 s + l
α ) s β)( s - l ) ( s - 2 ) ( s - 2 ) s 3 { ·

γ )
2 s 2 δ ) 1

( s - 1 ) ( s + 2 ) ( s 2+ l ) ( s - l ) ( s + 2 ) ( s - 3 )

2
ε )

s - 2 στ) s
s ( s + l ) ( s + 5 )  · . ■ ;

i'y
s ( s + l ) ( s - 2 ) 2 ··* iJ

t
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Στά κεφάλαυο τοΠιο θ ’άναπτυχτώ ή βασυκή θεωρέα των σευρων πραγματυ- 

κων άρυθμών ποή φυσυολογυκά θά μποροϋσε νά τοποθετηθώ αμέσως μετά άπο τή 

θεωρέα των ακολουθιών. Τοϋτο όμως δεν είναι, απαραίτητο νά γένη σέ ενα 

βυβλίο σάν αύτο έδω, ποή σκοπο εχευ νά εύσαγάγη τον σπουδαστή δσο το δυ­
νατό γρηγορώτερα στην ανάπτυξη τώς βασυκώς θεωρέας του 5Απευροστυκο^ Λο- 

γυσμοϋ9 δηλαδή στο'ν Δυαφορυκο καέ 'Ολοκληρωτυκά Λογυσμό.

8 .1  ΕΝΝΟΙΑ ΚΑΙ ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΣΕΙΡΑΣ /.·«

ΘεωροΟμε μυά άκολουθέα α^9 νΘΝ πραγματικών άρυθμών καέ τήν άπο αυ­
τή παραγομενη έπέσης ακολουθία σ^9 vGH, δπου

σ1 = α ι» °2  = α 1+α2 » · · ' » σν = α 1+α2+β**+αν 9’ *β

βΗ ακολουθία α , ν 6 Β  ονομάζεται, "Α κ ο λ ο υ θ ία  τω ν μ ε ρ ικ ώ ν ά θ ρ ο ισ μ ά - 

των τη ς  α^9 ν β ΐ ί 11. Μάλυστα δέ γράφομε

ν
σ = Σ α, 
ν k=l k

γυά  τ ο ν  ν - ο σ τ ά  δρο τ η ς  σ ^ 9 ν  Θ ΐί. ’Ε π ί  π λ έ ο ν 9 α ν  σ υ μ β α ένη  l i m  σ^ = & 9 δ π ου  

% 6 R * ,  τ ό τ ε  γράφομε

00 οο

Σ α = £ η £ = Σ α  *
• ’ >, ν= 1  ν  ν - 1  ν  J ’"?

t< i i
Β. ΣΤΑΙΚΟΥ : ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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M a t  ά ν α λ υ τ ι π ώ τ ε ρ α

a ,  + a „ + . . .  =  £  n  £ = a , + a _ + . f .Ι έ  <12
Mat λέμε ό τ ι  ή σ ε ιρ ά  " σ υ γ κ λ ίν ε ι  σ τό  R*", η " ε ί ν α ι  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α  
σ τ ό  R * " .

To συμβολικό τοΰτο  άθροισμα ονο μ ά ζετα ι  " σ ειρ ά  των πραγματικώ ν  
ά ριθμώ ν α ^ ,  ν β ΐ ί " .  Οί όρο ι  τί ϊς ακολουθίας  ονομάζονται  Mat "δροι"  της 

σ ε ι ρ ά ς ,  ένώ ή παραπάνω ακολουθία  σ ^ ,  ν 6Ν  ο νομά ζετα ι  κα ί  "ά κολουθία  
των μ ερ ικ ώ ν άθροισμάτω ν" αύτίϊ ς .  *0 δρος α ονομάζετα ι  " ν-ο σ τ ό ς

 ̂ CO
δ ρ ο ς " ,  ένώ το' σ " ν - ο σ τό  μ ε ρ ικ ό  ά θ ρ ο ισ μ α " . Τέλος άν Σ a = £,  

ν ν=1 ν
τά £ ο νο μ ά ζε τα ι  " ά θ ρ ο ι σ μ α  η δ ρ ί ο "  της  σ ε ι ρ ά ς .  Στήν περίπτωση αύτό

00
θά λέμε δ τ ι  η σ ε ιρ ά  ΐ  a

ν=1 V
" σ υ γ κ λ ίν ε ι"  η " ε ί ν α ι  σ υ γ κ λ ίνο υ σ α " , αν £ e]R.

" ά π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι  θ ε τ ι κ ά " ,  άν £=t ®,
" ά π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι  ά ρ ν η τ ικ ά " ,  άν £ = - « .

Στί< C υο τ ε λ ε υ τ α ί ε ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ι ς  λε'με ακόμη δ τ ι  η σ ε ιρ ά  " σ υ γ κ λ ίν ε ι  κα τ '  
έ κ δ ο χ ή ν ".

Τώρα, γ ι ά  εναν όπο ιονδόποτε  ακέρα ιο  αριθμό λ ,  θεωροΟμε το σύνολο

Ν = { λ ,  λ + 1 , . λ + 2 , . . .  } = { ν + λ -1 : ν*?»}
Λ

Μαί μ ι ά  άπείΜόνιση a  : Ν. -»·Κ. Ή  απεικόνιση αύτη παριστάνεται μ έλ

a  , νΘΝ.ν 3 λ

χ α ί  ονομάζεται,  " ά κ ολου θ ία  μέ σ ύ ν ο λ ο  δ ε ικ τ ώ ν  τό  H η , θέτοντας

£ =α ν β ΐ  πα ίρνομε τύν  άκολουθίαν \+λ-1

3̂  9 ^2* * * *5 9 * * *
δηλαδη τόν

“ λ ’ αλ+1»*· · , α λ + ν - ΐ · * '

Πολλές φορές χρησιμοπουοΟμε τό  σύμβολο Σ α πού επ ίσης  ονομάζεται.
ν=λ

" σ ε ι ρ ά "  κα ί  πού ορ ίζετα ι ,  άπο τον τύπο

.5
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00 00 

Σ α = Σ α - α,+α.
ν=λ “ ν+λ-1 λ λ+1ν=1

‘Εξ άλλου, ου μ ^ λ> τ°τε γράφομε 
οο μ οο
Σ α  = Σ α  + Σ α = (α ,+ .,.+ α  ) + Co . + _ ν ν _ υ λ μ μ+1=λ υ=λ ν=μ+1υ=λ υ=λ ν=μ+1 

koJ έτσι γιά λ = Ο = μ έχομε

Σ α = αΛ + Σ α 
ν=0 ν ° ν=1 ν

Παραδε ίγματα 8 .1 .1
οο

1) Ή  σ ειρ ά  Σ υ ά π ε ιρ ύ ζετ α ι θ ε τ ικ ά , άφοΟ ή άχολουθάα 
ν=1

σ' = 1, σ = 1+2 = 3,.. . , σ =1+2+...+ν = υ(ν+1)
9 * · ·

εχει οριο το +°°. οο 1
2) Ή αρμονική σ ε ιρ ά  Σ — ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά . Πραγματικά,

υ=1 ν
αρκεί ν ’άποδειχτή δτι η ακολουθία

ο = 1 + —■ + , ν 03Νν 2 ν
άπειρίζεται θετικά. Είναι εύκολο νά δοΟμε δτι αυτή είναι γνησίως αΰξου 
σα καί, αν ύποτεθή δτι είναι φραγμένη, θά συγκλίνη πράε κάποιο πραγμα­
τικά άριθμδ £. Τότε δμως καί ένω από την άλλη πλευρά

1 1 1  1 . 1  I  ""Ο · "F* · ■ Φ τ — ̂   ̂ ί*· » · ̂  Λ — λ  92ν ν ν+1 2ν=2ν 2ν 2
δηλαδή

Ί
σ_ -σ >— γιά κάθε ν GW.2υ υ= 2  1

'Ετσι μεταβαιίνουτας στά όρια έχομε

iim  σ. - lim  σχι = lim (o. -σ ) > |  ,

οποτε
.,Ρ Ο = Λ-ft >4 »
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πον5 είναι, ατοπο, "Αρα ίι σ , ν ew δέν είναι- φραγμένη χαέ έπει,δό είναι,
ν βο ι

χαιί γνησέως αΰξουσα, θά άπει,ρόζεται. θετι,χά, Δηλαδή Ε — = +».ν=1 να> V
3) 4Η γεωμετρική σ ειρά  Σ ω ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι θ ετ ικ ά  γ ιά  ω ^Ι,

ν=0
* ν 1ένώ γ ιά  IωI < 1 σ υ γ κ λ ίν ε ι  καί μάλιστα  ίσ χ ύ ε ι Σ ω =  γ ζ ~  «Πραγμα-ν—Ο J.“U

τι,χά, γράφοντας
“ ν " ν-1Ε ω = Ε ω

ν=0 ν =1

\

00 ν - ι
π α ίρ ν ο μ ε  τ η ν  α κ ο λ ο υ θ ία  των μ ερ ικ ώ ν  αθροισ μάτω ν τ ή ς  Σ ω ^και παρα-

_ «, ν= 1
τ η ρ ο ύ μ ε  ο τ ι :

*Αν ω .> 1 9 τ ά τ ε

2 ν - 1
σ = 1+ω+ω + . . . + ω  > .1 + 1 + 1 + . .  .+ 1  = ν

ν  —

00 ν
γ ι ά  κάθε ν  β Έ  κ α ί  άρα l i m a  = + « ,  ή τ ο ι  Σ ω =+® .

^ ν—ο
ΜΑν |ω | < 1 9 τ ά τ ε

2 ν - 1 _ 1-ω ν
σ = 1+ω+ω + · .  · +ω -  ~ν  ι - ω

γ ι ά  κάθε ν  κ α ί  ε π ε ι δ ή  1ιιηω ν  = 0 , θ ά  εχωμε κ α ί  l i m  ή τ ο ι
?  ν  _ 1 Σ ω -

ν= 0 1-ω  —
w ν

ν "Αν ω < . - 1 ,  τ ό τ ε  τό  αθροι,σμα τίΐς σει,ρας  Ε ω δ έ ν  υπάρχει,.  ΙΓραγμα- 
' ν=0

τι,χά  άν  ω = - 1 ,  τοΟτο φ α ένετα υ  αμέσως γ υ α τ έ  η ά χολου θ υ α  σ ^ , ν  βϊΓ τ δ ν  μ ε -

ρυχίδν αθροισ μ ά τω ν δ έ ν  σ υ γ χ λ ύ ν ε υ  ο ΰ τ ε  π ρ ός  πρα γμ ατυχό  άρι,θμό ο ΰ τ ε  χα έ  χ α τ ’

έ χ δ ο χ ή ν ,  άφοΟ γυά  χά θ ε  ν  έ χ ο μ ε

σ .  = 1 - 1 + . . . + 1 - 1  = Ο
2ν

χαυ

α2\)-\ ~ 1"1+· ■ ·+1-1+1 = 1·
-  ί  V j X>-

wAv ω < - 1 ,  παρατηρούμε δ τ ι  ή α κ ο λ ο υ θ ία  των μερικώ ν αθροισμάτω ν

.  . ν β »
ν  1-ω 1-ω
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ε ίνα ι  τ*. rota ωστι
2v1- ω 1-(+») -«>jjfefc l imo.  = Ι ιτη— ^ —  = —;---- .2v 1-ω  1-ω  1-ω

«at

x -

_ 1 · 1+ U l2v~1 _ !+(+«») _ +°° _
Γ2υ-1 im 1-ω 1-ω ” 1-ω

οπότε'ή σ^, ν 6U δέν συγκλίνει οΰτε άπειρίζεται θετικά η αρνητικά. 
Σ’αύτή την τελευταία περίπτωση, δηλαδή όταν ω ^ -1 , λέμε δτι η σειρά 

Σ ων " α π ο κ λ ί ν ε ι "  ( η " κ υ μ α ί ν ε τ α ι " ) .
V = 0 09 ^ ^

Γενικά, σειρές (σάν την παραπάνω σειρά Σ ων , μέ ω ^-1) πού οι
ν=0

ακολουθίες των μερικών αθροισμάτων των δεν συγκλίνουν οΰτε προς πραγ­
ματικό αριθμό οΰτε και κατ’έκδοχήν ονομάζονται "ά π ο κ λ ίν ο υ σ ες"  (η 
" κ υ μ α ι ν ό μ ε ν ε ς " ) .

8.2 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΩΝ ΣΕΙΡΩΝ

Θά δούμε τώρα μερικές βασικές ιδιότητες των συγκλινουσών ατό Έ τ  

σειρών.
00

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .2 .1 . “Αν ή σ ε ιρ ά  Σ α  ̂ ε ί ν α ι  σ υ γκ λ ίνου σ α , τότε  
ίσ χ ύ ε ι ν-1

lim a = Ο. ν
Α π ό δ ε ιξ η . Τούτο προκύπτει αμέσως από τό γεγονός δτι αν =σν“σν_ι*

ν 63Ν. A

Παρατήρηση 8.2.1.
Τό αντίστροφο τού παραπάνω θεωρήματος δέν ισχύει, δπως φαίνεται από 

τό παράδειγμα 8 .1 .1 , 2 ). 'Εξ άλλου τό θεώρημα τούτο χρησιμοποιείται συχ­
νά καί ώς κριτήριο διά νά διαπιστωθώ δτι μιά σειρά δέν συγκλίνει. “Ετσι 
π.χ. η σειρά Σ —— δέν συγκλίνει, αφού η ακολουθία —  , ν31ί δέν 
είναι μηδενική.

Τό θεώρημα πού άκολουθεύ χρησιμοποιείται πολλές φορές γιά νά ύπολο-
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γιστίί τό άθροισμά μ ιδς σειρδς. 

τ ό τ ε

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 ,2 ,2 ,/Αν α ·,-ν  ew  ε ίν α ι μ ιά  Ακολουθία καί £β»*,

l im a  -  £ °=> Σ (a  -a  - r j  v + v v r l  i

Α π ό δ ε ι ξ η .  Παρατηρούμε δτι ή ακολουθώ* των μερικών άθροισμάτων

ang σειράς Ζ (α “αν+^̂  ε ίν α ι π ..
ν=1 υ

) ,Χ·ΐ«1 101
σν = (αι-α2) + (α2-α3)+ .. ·+( V “v+!) = αΓ αν+1 » V e3N‘ *

*Αρα, όίν lim  α^ = £ , τότε

ζ (α -α  ) = lim  σ = l i m i a ^ - a ^ )  = a.j-lim  αν+1 = α ^ Α . Α
ν=1 ν ν+1

Π α ρά δειγμα  8 . 2 . 1 .
“ 1

Θά ύπολογίσωμε το άθροισμά τΥ)ε σειράς Z  

ρηιηροΟμε δ τ ι γ ιά  κάθε v 6Κ ΐσ χ έε ι
h'· ■ ■ 1 1  1

Πράς τοΟτο πα-

■·, ;Γ· > * νίφΜ'· ;%·’·'Υ',Τ ύ
ν(ν+ 1) ν ν+1

καί έτσ ι θέτοντας , .
■ : χκ>. Μ,·.ν „· ,-*κ γ υ θ  .uν>-·' .■:> Η νΑ* · / .

'a - — , ν β3Ν ,V V

VitiQ-

J 3θχΤ> ;

άπ<5 το παραπάνω θεώρημα παίρνομε .0 /u l

ν

ο ο  <| ο ο  <1 *1 ΟΟ ' ν. , ϊ  J  " : £ r >  v t f .

Σ —,— —γ = Ζ (— — — ) = Σ (α -α  ' ) = a - lim  α = Γ-lim  — - 1 .. υ(ν+1) , ν ν+1^ . υ ν+1 1 ν ν ,=1 ν= ΐ V—1 Λ 1/

? ‘ν Γ ' ·ΘΕΩΡΗΜΑ 8.2.3.  "Αν ζ ,  η ε ί ν α ι  π ρ α γμα τικού  ά ρ ίθ μ ό ι Λύ,ι ' Γ ' α  ,

Σ  σ ε ιρ έ ς  π ρ α γμα τικώ ν ά ριθμώ ν μέ
v=r̂ vut* ϊ.ϊ;' ’ *ί ■ : ;ι .

ίθ?3ν * j Ahy-Jv

ν*η*·? ‘-or . ν ν=1 ν

τ ό τ ε ,* Αί, · · ;

00 ΟΟ
Σ α = £ καί Σ β = £ _ ,  ;'·I V X _  λ V ί. - ·

ν 'ιΖ^
, jiiJt ϊ;ν

·. #*$·.;·<·■ X) *?*: *■ χ , ;·

Ολοπυ «ν cjy 2 3 qct? o f  j2Cve^OHi νο* οιί*»Α«3β· hT
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κ α ί ε ι δ ι κ ά
00
Σ ξα = - ν ξ*1ν=1

OC* 00
Σ (α^+3ν ) = ^2+^2 κ α  ̂

υ=1 I / V ev) = V t 2> ν=1

μέ την προϋπόθεση ό τ ι  οί. π ρ ά ξ ε ις  πού ση μειώ νονται στά ό ρ ια  
ε ίν α ι  ε π ιτ ρ ε π τ έ ς .

Α π ό δ ε ιξ η . ΠαρατηροΌμε δτι αν σ , ν ΘΕ, τ , ν βΕ είναι οί άκο-ν β ν 5 m
λουθίες των μερικών αθροισμάτων των σειρών Σ' α , Σ β αντίστοιχα

ν=1 V ν=1 οο
καί ν  B IN είναι π ακολουθία τών μερικών αθροισμάτων τής Σ  (ξα^+ηβ^) 
τότε, δπως ξέρομε, ισχύει V *

ν ν ν
s = Σ (ξα +ηβ )= ξ  Σ α +η Σ 3, = ξσ +ητ , 
v k=l k k k=l k k=l k v v

δηλαδή γιά κάθε ν 6Ε

"Ετσι έχομε 
00

Σ (ξα +ηβ ) = lim s - ν ν ν

« Λ *

«ντ
Ιίτηίξσ +ητ ) = ξ lim σ +η lim τ = ξλ-+η£0 . ν ν ν ν 1 ^

Ε ι δ ι κ ά ,  τώ ρα, άν  η = Ο ε χ ο μ ε  .·=.**: '

Σ ξ α = ξ Σ α = ξ £ ,  3 "*
ν= 1  ν = 1  ν  χ

ενώ αν ξ = η=1 π ξ = 1 ,  η = - 1 ,  τ ό τ ε  α ν τ ί σ τ ο ι χ α  ε χ ο μ ε  
00 00

Σ (α  +3 ) = £ ; + £ .  wctL Ε (α  - 3  ) = A
ν=1  V ν  1 2  ν= 1  V V 1 2

Παρατήρηση 8 .2 .2 .
*0 τ ύ π ο ς  πού δ ί ν ε τ α ι  στο  παραπάνω θεώρημα μπορεΕ ν ά  γραφή *<*ί Με

τη μορφή * *
00 00 00 ,
Σ (ξα +η3 ) = ξ Σ ο +η Σ 3 · 

ν=1 ν=1 V ν=1 V
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Αύτύ χ Α  μορφίΐ θά τύ χρησυμοπουοϋμε πολλές φορέδ, άλλά θά προσέχωμε δτυ 
ου σειρές πού εμφανίζονται δεξιά δέν είναι άποκλύνουσες χαύ δτυ θ«ί όδη- 
γούμαστε σέ έπυτρεπτές πράξεις. ’Ανάλογα μποροΟμε νά έφαρμύσωμε καί γε- 
νιχώτερους τύπους, δπως π,χ. τύν

Σ (ξα +ηβ +ζγ )= ξ  Σ αν + η Σ β / ζ  Σ y ^  . 

ν=1 ν=1 υ=1 ν=1

’Επύσης ενα θεώρημα πού χρησιμοποιείται χαύ ώς κριτήριο γιά τύν 
κατ’εκδοχή σύγχλυση των σειρών είναυ τό έξϊΐς:

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .2 .4 . "Αν Σ α καί Σ β ε ίνα υ  δυό σ ε ι ρ έ ς  πραγμα­
τικών άριθμών μέ ν=1 ν=1

α <.8 γ ιά  κάθε ν eu  ν — ν
καί

00 00
1) η Σ α ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά , τότε καί ή Σ β ά π ε ιρ ίζ εν νν=1 ν=1

τα ι θ ε τ ικ ά ,
00 *  002) ή Σ β  ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  άρνη τικ ά , τότε καί ή Σ α ά π ε ιρ ί

ν=ΐ ν ν=ΐ ν
ζ ε τ α ι ά ρνη τικ ά .

Ά π ό δ είΕ η . "Αν σ , ν en  καί τ , ν βΐί είναυ ου άχολουθύες των μερυ-V Vοο οο
κων αθροισμάτων των σευρδν Σ α καύ Σ β άντιίστουχα, τότε γ ι ά  κά-
<ι Λ-πιτ * ν=1 V ν=1 Vθε ν 6JN εχομε

σ < τ . ν ~  ν
Ετσι.

1)  αν  ή Σ α ά π ε υ ρ υ ζ ε τ α υ  θ ε τ υ κ ά ,  δηλαδή l i m a  = + » ,  τ ό τ ε  και'
V — 1 οο

Ιίτη τ = + 03,  π ο ύ  σημαιίνευ δτο  Σ β = +«>.
ν  . ν= 1  V00
2 )  αν  ή Σ β ά π ε υ ρ δ ζ ε τ α υ  άρνητυκά* δηλαδη l i m  τ = - ° ° 9 τ ό τ ε  καυ

ν=1 V οο
l i m a  = - ° ° 5 πο\5 σημαιίνευ δτυ  Σ α * * - « .  Α ν . κ  - 1  νν=1

vv̂As
l·». ν.

 ·<
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Παραδείγνιατα 8 . 2 . 2 .

00 - . 3
1) Ή  σ ε ι ρ ά  Σ 2 ~·η· —  ά π ε ιρ ύ ζ ε τ α ι θ ε τ ικ ά .  Πραγματι- 

ν=1 V
«οι, έ π t: ο δ η γ ι α  Μάθε ν 61Ν ισ χύει

1 2+sin ν 
ν = ν

και ή αρμονική σεερά Σ — άπεερεζεταε θετικά, άπο τό παραπάνω θεώρη-
3. .. , ·» .«  # « 2+sin ν Λ ,μα, προκύπτει οτε και η σειρά Σ -----------  άπεερεζεταε θετικά.

οο V = 1 V
2) ‘ Η σ ε ιρ ά  Σ δπου ρ < 1 ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά . Πραγ-

ν=1 ν

ματεκά, επειδή γιά κάθε ν 61  ισχύει

ν “ ν1*
φ

οο χ ν
και ή άρμονεκη σεερά Σ — άπεερεζεταε θετικά, προκύπτει δτε καιί ή
™ 1 ν= 1 ν
Σ —ρ άπεερεζεταε θετικά. 

ν=1 ^
3) %Η σ ειρ ά  Σ 7—^ -7= ά π ε ιρ ΐζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά . Πραγματικά, έ-

πειδη γεά κάθε ν 0U ισχύει
ν !  > 1  1

(ν+1 ),/ν ν+1 ι/ν3“2 ^1/2
00 1 -, - 00 - - ' 

καί ή σειρά Σ -  -τ±^· = ·±· Σ " w j = 2’̂ +"̂  =+“ ’ πΡ°Κ'3πτευ °τυ H0L'" η σει-“ 
ν=11 ν1' ν=1 ν '

ρά, πού δύθηκε, άπειρίζεται έπίσηδ θετικά.

8.3 ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ ΣΕΙΡΩΝ

’ΑκολουθοΟν τά βασικώτερα κριτήρια γιά ττί σύγκλιση των σειρών πού 
άφοροΰν πρώτα τις σειρές με μή αρνητικούς ορούς.

Α. ΣΕΙΡΕΣ ΜΕ ΜΗ ΑΡΝΗΤΙΚΟΥΣ ΟΡΟΥΣ
00 „

Θεωρούμε μιά σεερά Σ α τέτοια ώστε
ν=1

α >0 γιά κάθε ν 6H. ν =  1
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Mux τ έ τ ο ι α  σειρά όνομάζεται "σειρά  μή Αρνητικών δρων". Είναι, εύκο­
λο νά δοΰμε δτι μιά σειρά μή αρνητικών δρων έχει, τιίν ακολουθία ιών μερι­
κών αθροισμάτων της αΰζουσα καί αρα αΰττί συγκλίνει στά Κ*.

00 «
ΘΕΩΡΗΜΑ 8. 3 , 1 . ‘Υποθέτουμε δ τ ι  Σ α καί Σ 8 ε ίν α ι  σ ε ιρ έ ς

ν=1 ν  ν=1 ν
μή Αρνητικών δρων τ έ τ ο ιε ς  ώ στε, γ ιά  κάποια σταθερά Κ, νά  ίσχύη

α <Κ8 , τελικ ώ ς γ ιά  κάθε ν ΘΕ .ν = V
00 00 

"Αν ή Σ β ε ίν α ι  συγκ λίνουσα , τότε καί ή Σ α ε ίν α ι  έπ ίσης  
ν=1 ν=1

συγκ λίνουσα . ^

Ά π ό δ ειΕ η . "Αν σ , ν ΘΕ καί τ , ν 6Ε είναι οί άκολουθίες των μερι-ν ν
00 οο

κ&ν αθροισμάτων των σειρών Σ α χαό Σ β αντίστοιχα, τότε προφανώς
ν=1 V ν=1 V

υπάρχει kQ 6Ε τέτοιο ώστε νά ΐσχέη

σ < σ, +Κ Σ β < σ, +Κ Σ 8 γιά κάθε ν > k 
ν “  k 0  v = k  +1 ν ko ν=1 ν Ο"

"Ετσ ι  αν Σ β < +οο, τ ό τ ε  ή σ , ν  €ΧΪ ε ί ν α ι  φραγμένη waό έπευδη ε ί ν α ι  καί  
V—X οο

αΰξουσα έ π ε τ α ι  ό τ ι  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  ΜΑρα κ α ί  ή Σ α επ ίσ η ς  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  Α
ν=1 ν

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  8 . 3 . 1
οο 1

* Η σ ε ι ρ ά  Σ — , δ π ο υ  ρ > 1  σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  Πραγματικά* θά βροΟμε 
ν=1 νΡ

πρώτα μ ι ά  ύπακολουθία  tUs ακολουθ ίας  των μερικών αθροισμάτων ή όποια  νά 

ε ί ν α ι  φραγμένη.

Πρός τοΌτο θέτομε = 2ν-1 , ν 6Ε καί παρατηροΟμε δ τ ι 

\  = σι = 1

σ =σ = 1 +  —  + —  < 1 + -^ ·+  —  = 1 + - —  
k2 3 2Ρ 3Ρ 2Ρ 2Ρ 2Ρ 1

σ. = σ _ = σ .+  —  + —  + —  + - ί - < 1 + —Κ -  + —~ j  = l + ~ ^  k3 7 3 4Ρ 5Ρ 6Ρ 7Ρ 2p-1 ι̂ ’1 2Ρ_̂ (2Ρ_1)2
και έτσι επαγωγικά
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1 -

<1 +
μ 2P~! (2P V

+ .  * * + ( jP - l)» -1
U P' V

1 - ,P~1 1 - - ; 1
p -1

δηλαδή

γυά κάθε v 0H.
v 1 - ,p-l

wApa ή παραπάνω ύπακολουθία 9 *ν 61ί είναι, φραγμένη. ' Ε π ε ι δ ή ,  δμως,
ν ' τ .

πρόκειται γιά σειρά θετικών όρων, έχομε

Σ —  = £, δπου £ 0JR* 
ν=1 νΡ

πού σημαίνει ότι ή σ 9 ν 83Ν καί ή παραπάνω ύπακολουθία της σ 9 ν 6Ι
ν ν

συγκλύνουν προς το £. ’Αλλά ή σ 9 v G l είναι, φραγμένη καί έτσι έχουμεΚν
οο 1

δτυ £ 6Β, Δηλαδή ή σειρά Σ ~  9 δπου ρ > 1, συγκλίνει.
ν=1 νΡ

Στο σημείο τούτο έπανερχόμαστε στήν έννοια τού lim sup καί lim inf 
μοας ακολουθίας (βλ. άσκηση 1 .15 .7 ). wAv Υ είναι το σύνολο των σημείων,,* 
συσσωρεύσεως μιδς ακολουθίας χ^9 ν Θ1Γ τότε

Χ>Η

και
lim sup x  ̂= sup Υ

lim in f χ = in f Υ ν
Σημειώνομε άκόμη ότι καί τά lim sup χ 9 lim in f χ^ είναι σημεία συσσωρεύ­
σεως της ακολουθίας χ^9 έν& ισχύει lim χ^ = £9 % 81R τότε και μονον τότε.
αν

lim inf χ = £ = lim sup χ .ν ν

ΠΡΟΤΑΣΗ 8 .3 .1 . ‘Υποθέτομε ότι, ο ί  σ ε ιρ έ ς  Σ α καί Σ β ;
ν=1 ν=1

a > Ο καί 6 > 0  γ ιά  κάθε ν  e u  ε ίν α ι  τ έ τ ο ιε ς  ώστεν = ν
a

* lim s u p < +0°-
3ν

φ

*
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Τ ότε ά ν  ή σ ε ι ρ ά  Σ 6 ε ί ν α ι  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α ,  τό  ί δ ι ο  ί σ χ ό ε ι  καί
m ν=1 
00

γ ι ά  τή σ ε ι ρ ά  Σ α .
ν=1

'Α π όδειξη , θ ’άποδείξωμε πρώτο ότι υπάρχει Κ>0 τέτοιο ώστε
α

(8 .3 .1 ) -r̂ -<K τελικως γιά κάθε ν 6W.

Πραγματικά, αλλιώς θά έπρεπε γιά κάθε k 6U νά ΰπάρχη νλ ΘΜ μέ - — >λ
’Αλλά τότε

α ΐ
ν «ν

lim -τ— · > . 1 ί ι η  λ = +», δηλαδή lim sup —  = +®
V  **

ποΰ είναι άτοπο. ”Αρα η (8 .3 .1 ) αληθεύει 
“Ωστε υπάρχει 6U τέτοιο ώστε

α <Κ8 γιά κάθε v>k_. ν = ν ' = 0
’’Ετσι έψαρμόζοντας τό προηγούμενο θεώρημα συμπεραένομε δτι καί ή Σ α

ν=1 ν
είναι έπίσης συγκλίνουσα. Α

’Ισοδύναμη διατύπωση της προτάσεως αυτής είναι καί τό έξης πόρισμα

ΠΟΡΙΣΜΑ 8.3.1.  ‘ Υπ οθ έτομ ε ό τ ι  ο ι  σ ε ιρ έ ς  Σ α κ α ί Σ 8 μέ
ν=1 ν=1

α >0 κ α ί 8 >0 γ ιά  κάθε ν e n , ε ίνα ι τέτο ιες  ώστε ν ν —
βνlim sup—  <+».* αν

00

Τ ό τ ε ,  άν ή σ ε ιρ ά  Σ 8 ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά ,  τό  ίδ ι ο  ίσ χ ύ ε ι
ν=1 ν

κ α ί γ ιά  τή  σ ε ιρ ά
00Σ α * 

ν=1 V
w

'Α πόδειξη . *Αν ή σειρά Σ α όόν άπειρίζεται θετικά, τότε ώς
ν=1 V

σειρά θετικών ορών θά είναι συγκλίνουσα. ’Αλλά τότε, εφαρμόζοντας την
OC

Πρόταση 8 .3 .1  θά εχωμε καί την Σ β συγκλίνουσα, πού είναι άτοπο. Α
ν=1 ν
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ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .3 .2 . (Κριτήριο πηλίκων τοϋ d*Aleinbert). * Υποθέτομε
ο»

ο τ ι γ ιά  τή σ ειρ ά  Σ <*ν ισ χ ύ ε ι  αν > 0 ΥΐΆ κάθε ν θΒ. "Αν

α ^
( i)  lim sup------< 1, τότε ή σ ε ιρ ά  Σ α σ υ γ κ λ ίν ε ι ,

ν ν=1
U

( ϋ ) ν+1
α —ν

> 1  τελικώ ς γ ιά  όλα τά ν 6]Ν, τό τε  ή Σ α ά π ε ι -
ν=1

ρ £ ζε τα ι θ ετ ικ ά .

'Α π ό δ ε ιξ η , ( i)  Θεωροϋμε έναν (θετικό) αριθμό ω μέ

αν +1lim sup —- — < ω < 1 , 
ν

οπότε, τότε, ύπάρχει δείκτης > 1  τέτοιος ώστε

ν+1 <ω, για κάθε v^ k n.

Αρα εχομε
V l < “ \

V 2 < “ \ +1

και επομένως 

"Ετσι

α. β < ω α, . ,k0+y kQ+y-l
μ

*ο+μ < ko

00 k0  ̂ °° k0 - l °° ^(Γ1 00 u
Σ α = Σ α + Σ α = Σ α + Σ α, _ = Σ α + α, Σ ωμ < +~, 

ν=1 μ ν=1 ν »=k0 V V=1 V μ=0 V "  V=1 V k0 μ=0

τό όποιο σημαίνει ότι ή σειρά Σ α συγκλίνει.
ν=1 V

( i i )  Είναι φανερό ότι ή ακολουθία α^9 ν Β Έ  είναι τελικώς αΰξουσα
καί έπομόνως, ώς ακολουθία μή αρνητικών όρων, δεν είναι μηδενική. ΤοΌτο

00

συρφωνα ye τ ό  Θeώpηya 8 .2 .1  λέγει δτι η Σ α̂  δέν είναι συγκλίνουσα
ν=1

καί έπορένως ώς σειρά ριί αρνητικών ορών άπειρίζεται θετικά. Α
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Π α ρά δειγμα  8 . 3 . 2

'Η σειρά Σ ν όπως είδαμε άπειρίζεται θετικά. ’Εξ άλλου έχομε
ν=1

αν+1 ν+1
α > 1

γιά κάθε ν καί έτσι έπαληθεύεται τά θεώρημα.

Παρατήρηση 8 . 3 . 1
Στόν περίπτωση δπου

α α. .  . r ν+1 - . .  ν+1lim  m f -------< 1 < lim  su p ........α β  e  r  α ν ν
ν

δέν μποροΌμε νά ποΌμε αν η Σ α συγκλόνη, ή δέν συγκλόνη. Πραγματικά*
, , , ν=1 Vγ ια  τ ι ς  σ ε ιρ ές

00 1 00 1 
Σ - γ^ τ—  χαί Σ -  

v = l v ( v t l )  ν= 1υ

είΐδαμε παραπάνω (παράδειγμα 8 .1 .1 .  2) καέ παράδειγμα 8 .2 .1 )  δτε ή πρώ­
τη συγχλυνεμ παC ή δεύτερη άπευρύζεταε θετεκά. “Ομως, εχομε άντεστοεχα

ν+1 _ (ν+1)(ν+2) _ ν , αν+1 _ ν+1 _ ν 
α 1 ~ ν+2 καυ α 1 ν+1

ν ν ν

αν+1καl επομένως καέ γεά rCς δυο εχομε lim  —— = 15 δηλαδτί

α α -. .  . r. ν+1 - . .  ν+1lim  i n f -------= 1 = lim  sup-------α *  aν ν

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .3 .3 .  (Κρυτηρυο ρυζων τοΌ Cauchy). 'Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  γ υ ά  
00

τή  σ ε ιρ ά  Σ α ισ χ ύ ε ι  α ^ 0  γ ιά  κάθε ν e u . Τ ό τε  άν 
ν=1

( i )  lim su p  ν*/οΓ>< 1 ,ή  σ ε ιρ ά  σ υ γ κ λ ίν ε ι

( i i )  lim su p  Va > l ,  ή σ ε ι ρ ά  ά π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι  θ ε τ ι κ ά .

Α π ό δ ε ι ξ η ,  ( ί )  ΘεωροΟμε έναν (θετικ ό ) αριθμό ω μέ
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όπο'τε, τ ό τ ε ,  υπάρχει- δ ε ί κ τ η ε  k^ > 1 τ ε τ ο υ ο ς  ώστε

ν̂ α” <ω γυ ά  κάθε v > k ^ .  ν 1 = 0
'Αρα έχομε

κ α ί έτσι.

k 0 - l

k0 μα. t < ω · ω
ν μ

kn_lοο 'Ό -  -'ο 00 ιι
Σ α = Σ α  + Σ α = Σ α + ω · Σ ω < +®

ν=1 ν  ν= 1  V V ν = 1  V μ=0

πού σ η μ α ίν ε ι  δ τ ι  ή Σ α σ υ γ κ λ ύ ν ε ι .
ν=1

( i i )  Στύν περύπτωση δπου l i m  su p  Vt/qT  > 1 ,  δπως ε ί ν α ι  γνω στά  ( β λ .(. ■ ν
άσκηση 1 * 1 5 .7 )  ι σ χ ύ ε ι

V Η % ^να > 1 ,  η ισ ο δ ύ ν α μ α  α > 1

γ ι ά  ά π ε ιρ ο  πλήθος δ ε ικ τ ώ ν  ν  β]Ν. "Ετσι η α ,  ν  β ΐ ϊ  δ ε ν  ε ί ν α ι  μ η δ ε ν ικ ά
^ 00

κ α ι ,  σύμφωνα μέ χό  Θεώρημα 8 . 2 . 1 ,  ή σ ε ι ρ ά  Σ α ά π ε ι ρ ύ ζ ε τ α ι  θ ε τ ι κ ά .  Α
ν=1 ν

Πα ρά δειγμα  8 . 3 . 3

*Η σ ε ιρ ά

σ .« λ +λ  + ± +± + + 1 1
2 + 3 + 2 + 2 + ***+ ν + ν  ' **  2 3 2 3

συγκλίνει-, γυατί έφαρμόζοντας τ<5 κρι,τήρι,ο ρυζώυ τοΟ Cauchy βλέπομε δτι,

lim sup' ĉT = lim V̂  - -̂ = —  < 1 .
2V

Παρατήρηση 8 . 3 . 2

Στην περίπτω ση δπου

lim sup'v'cT = 1

δ ε ν  μπορούμε νά  ποΟμε α ν  η σει,ρά  σ υ γ κ λ ίν η  η δ έ ν  σ υ γ κ λ ί ν ε ι - .  Π ρ α γμ α τ ικ ά ,  

γυά τ ί ε  σ ε υ ρ έ ς
ορ  1  οο  -I
Σ —7 ---,·Τ  κ α ί  Σ -  

ν=1 ν=1 ν
ισχύει

lim sup%“ = lim V/ c T  = lim = 1 ,a
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ένω, ξέρομε δτυ, ή πρώτη άπά αύτές συγχλένεμ χαC ή δεύτερη άπευρέςεταυ 
θετεχά.

Παρατήρηση 8 . 3 . 3

Είναι, δυνατό πολλές φορές τά δυά παραπάνω χρυτιίρυα ν<£ μή μπορούν 
νά εφαρμοστούν στήν ίδι,α σευρά. "Ετa t  χρησιμοποιώντας ττίν α ν ι σ ό τ η τ α  

(άφύνιταυ ώς άσκηση)
α .

lira sup ν α  ^.lim sup------  ,
ν

μτ.ορουμε νά ποΌμε δτι το κριτήριο ρόζων e£vat πιο καλά γιά^νά διαπιστώ*
σωμε δτι μιά σειρά συγκλίνει, ένω τά κριτήριο πηλίκων γιά νά διαπιστώ-
σωμε δχι μιά σειρά άπειρίζεται θετικά. Τοϋτο π.χ. φαίνεται στά παραδεί-

00

γματα 8.3.2 χαέ 8 .3 .3 . Πραγματυχά, γυά ττί σει,ρά Σ ν έχομε
ν=1

lim supVa" = lim Vv" = 1

και
αν+1 _ ν+1 > 1  γυά κάθε ν 6U,

δηλαδή μέ τ<5 χρυτιίρι,ο ρυζων δεν μπορούμε νά δούμε αν ή σει,ρά συγχλυνη 
η άπευρέζεταυ θετυχά. ’Επέσης γυά τή σει,ρά

εοδαμε δτυ

· | + · | + -^· +"4- + . . .  + —  + —  +
2 3 22 32 2V 3V

,* ■ V/-" _ Ί - 2ν-ΐ/Τ ~  1lim sup /α  = lim / —  - < 1

ένω
α - -V™1 - q ν

lim sup—̂— = lim —j—r lim (^) = +<» ,

.j

δηλαδή με τά κριτήριο πηλίκων δεν μπορούμε νά όοΓ'με αν η σειρά αυτή 
συγκλίνη ή άπ ε ιρ ίζετα ι θετικά.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.3 .^ . (Κρυτήρι,ο ολοκληρώματος τού Cauchy). "Αν Ytd τή

\ί? :«·..ϊ.»ϊ
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σ ε ι ρ ά  Σ  α  μέ μή Α ρνητικούς όρους ύπάρχη μ ία  φ θίνουσα  σ υ ν -
ν=1 υ

εχής συνάρτηση f  πάνω σ 'έ ν α  διάστημα της μορφές Cc,+«) τ έ τ ο ια  
ώστε νά  ίσχύη

f (ν) = τελικ ώ ς γ ιά  όλα τά  ν eu ,

τότε ο ι  παρακάτω π ρ ο τά σ εις  ε ί ν α ι  ισοδύνα μ ες:οο
( ί )  ή σ ε ιρ ά  Σ α ε ί ν α ι ,  σ υ γκ λίνου σ α ,

ν=1 V /·+»
( i i )  τό  γ εν ικ ευ μ έν ο  δλοκληρωμα f(x)dx σ υ γ κ λ ίν ε ι .

C

'Α πόδειξη . ΘεωροΌμε ενα δείκτη Vq l̂c τόν ακολουθία 3V -  «ν +ν> 

υ 611 που προφανώς είναι, φθίνουαα καί ακόμη γυά κάθε ν Θ1Ν υσχόευ

3 = α > ν ν0+ν -

VQ+V+1

ν0+ν
f(x)dx>.a Λ -  β . =  Vq+v+Ι ν+1

"Ετσι, αν σ είναι τό μερικό άθροισμά τϊίε σειρδς Σ β , εχομε 
υ ν=1

σ = β.+β,,+ . . .+ β >. ν 1  2 ν —
V 2

f(x)dx +
V 3

f  (x)dx + . . .+
vQ+v+l

V 1 vo+2 v0+v
f(x)dx

δηλαδή
> e2+e3 t . . . + ev n  = ov+r ei ’

σ >.v —
v v+1

f(x)dx »

V 1
CO

άπό όπου προκύπτει, ότυ η σευρά Σ 0 = Σ α συγκλίνει,, τότε καί
χ ν=1 V ν=νη+1 ν/+00 0

μόνο τότε, αν τό f(x)dx αυγκλίνη- Αυτό, 3έ3αυα, αποδείχνει, καί τή^

ίσοδυναμία τδν προτάσεων ( i )  καί ( i i ) -  Α
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νω,

Παράδειγμα 8 .3 .3
*Η Αρμονική σ ε ιρ ά  Σ —  , ρ>.0, πού εχομε μελετήσει παραιιά-

ν=1 νΡ “
ε ίν α ι  συγκλίνουσα  γ ιά  ρ > 1  καί ά η ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ετ ικ ά  γ ιά

“  1

ρ 1 . 1 .

ΤοΟτο προκύπτει, άπό τό παραπανω κριτήριο καό τό γεγονός ότι

|+®

1

(  1
£ΓΪ > αν ρ > 1

<

, +» , αν p £ l .
+

Β. ΕΝΑΛΛΑΣΣΟΜΕΝΕΣ ΣΕΙΡΕΣ
ΘεωροΟμε τή σειρά 

00 ν+1Σ (-1) a = α-α,,+α . δπου a >0 γιά κάθε ν Θ3Ν, ν 1 2 3 ν *=ν=1
την όποι'α ονομάζομε "έναλλασσόμενη σειρά" ή "σειρά μέ δρους 
έναλλασσομένου προσήμου". Π.χ. ή σειρά

■I
00
Σ

ν=1
( - ι ) ν+1 _ Ί 1 . 1

ν " 2 3 + . • ·

είναι μιά έναλλασσάμενη σειρά.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .3 .5 . "Αν α^, ν Θΐί ε ίν α ι  μ ιά  φθίνουσα μηδενική  
Ακολουθία μή Αρνητικών πραγματικών Αριθμών, τότε ή σειρ ά

Σ
ν=Ι

( - 1 )
ν+1aν

σ υ γ κ λ ί ν ε ι .  t

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Πρδτα παρατηροΌμε δτι η ύπακολουθία α 2 ν - ΐ *  ν 6U 
των περιττών δεικτδν τής ακολουθίας των μερικδν αθροισμάτων σ^, ν β]Ν 
τής σειράς είναι συγκλι'νουσα. Πραγματικά, εχομε

σ2(ν+1 ) - 1 _σ2ν - 1 = α2ν+1 _α2ν - ° *
δηλαδή

σ2(ν+1)-1"σ2ν-1 γ ια  πόθε ν 61Ν
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καί αρα ή σ^ν ν 6H είναι, φθονούσα* 'Επίσης χσχύεχ δτχ

σ2υ-1 = ‘V V  + < ν % )+· ' •t (a 2v-3'°2v-21 * °2ν-1

καί έτσι είναι, καί φραγμένη. *Αρα η ν συγκλίνει πρός κάποιο
πραγματικό αριθμό £.

’Επειδή

α. = σ0 -+α„ για κάθε ν 6H, 2ν 2ν- 1  2ν 5
παίρνομε οτι

lim σ0 = 1χιη(σ. -+α. ) = lim σ0 η + lim α_ = Jt+0 = I  2ν 2ν - 1  2ν 2ν - 1  2ν

καί αρα καί

που σημαίνει δτχ

lim a = H, ν ’

Σ ( - l ) V+1a = Ζ .  Α  
ν=1 ν

Παραδε ί γματα 8 .3 .4

1 ) ‘Η σ ειρ ά  Σ
ν=ΐ

( - 1 ) ν+1
σ υ γ κ λ ύ ν ε ι . Πραγματικά, αυτή είναι

έναλλασσομένη καί ή ακολουθία — , ν 61  φθίνουσα χαί μηδενχκη.

2) *Η σεχρά Σ
ν=1

( - 1 ) ν+1
σ υ γ κ λ ίν ε ι  γ ιά  κάθε ρ > 0 . Πραγμα-

ν
τχκά, ή ακολουθία —  , ν 611 είναχ φθίνουσα χαί μηδενικό καί έτσι,

νΡ
έπεχδό πρόκειται γιά έναλλασσομένη σεχρά, σύμφωνα μέ το παραπάνω θεώ­
ρημα, αύτιί συγκλίνει.

Γ. ΑΙΙΟΛΥΤΗ ΚΑΙ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ

Μχά σεχρά Σ α θά λέμε δτχ " σ υ γκ λίνει άπόλυτα", αν ή σεχρά 
ν=1 ν

00

Σ Ια
- 1 V 1 νν=1 Υ

είναχ συγκλίνουσα. ”Αν ή σεχρά Σ α είναχ συγκλίνουσα άλλά δχχ καί
ν=1 ν
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απόλυτα συγχλύυουσα, τότε αύτό ονομάζεται, "συγκλίνουσα ύπό συν­
θήκη Μ.

Στην περίπτωση σευρών μό αρνητικών όρων ου εννουες πσυγκλίνου— 
σα" καύ "Απόλυτα συγκλίνουσα" σειρά είναυ, προφανώς, ταυτόσημες. 
Γυά οευρές όμως μέ θετικούς καύ αρνητικούς όρους υπάρχουν ου παραχά- 
τω τρεΰς δυνατότητες: τής Απολύτου συγκλίσεω ς, τής Οκό συνθή­
κη συγκλίσεω ς καί τής μή συγκλίσεω ς.

09
ΠΡΟΤΑΣΗ 8 .3 .2 . "Αν ή σευρά Σ α ε ί ν α ι  άπόλυτα σ υ γκ λ ί-

ν=1
νουσα τότε αύτή ε ί ν α ι  καί συγκλίνουσα . Τ *

'Α π όδ ειξη . Θέτοντας

σ = Σ α. καύ τ = Σ |α 
υ k=l k k=l k

εχομε

Ισν Λ 1 = Ι * ak l =  * Κ Ι  = V V  1 ν τμ··ν μ k=μ+l k=y+l μ μ

’Αλλά ή ακολουθία τ , ν 6U είναυ συγκλίνουσα καί αρα βασική. ”Ετσυ καί 
ή ο , ν 61Ν είναυ βασική χαυ άρα συγκλίνουσα, πραγμα πού σημαύνευ ότυ ηV

οο
Σ α είναυ συγκλύνουσα. A 

ν=1 V
ΠΡΟΤΑΣΗ 8 .3 .3 . "Αν α^, ν 61ί καί β^, ν eu  ε ίν α ι  Α κολουθίες 

πραγματικών Αριθμών, τότε γ ιά  κάθε ν 63ί ίσ χ ύ ε ι (ό τύπος 
τοΟ A b e l) :

Σ ak £k =av Σ 8R - Σ (α,<+Γ “Κ> Σ ■
Κ—1 Κ—1 Κ—1 1 —Χ

'Α πόδειξη . Θέτοντας
μ μ- 1  k

s , = α Σ 3k- Σ (α. .-α .)  Σ 
μ v k = l  k k=l k 1 k i - 1

γυά μ > 2 , εχομε
V-l

s = a 3 + α Σ β 
μ μ μ V» k=1 k

μ- 1  μ-2 " k
(a -a ) Σ β. + Σ (a. .-a, ) Σ β. 

I μ μ_1 i=l 1 k=l k ] !=1 1
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δηλαδή

‘Επομένως

μ- 1  μ-2  k
= α β + α , Σ β. - Σ (α. -α, ) Σ β . =  α β + βμ μ μ- 1  χ  k=1 k+1 k ί=χ ι  μ μ μ- 1

α β — s —s μ μ μ μ- 1

δηλαδή

Σ α $ = s = s - (α.β. + α  β ) , „ μ μ ν 2 ν 1 1  2 2
μ-ο

ν ν ν- 1
Σ α. β, = s =α Σ β, - Σ (α .,-α ,) Σ β. . Α , , k k ν ν . k . _ Λ k +1 k . . ι k=l k=l k=l

k
Σ

i= l

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .3 .6 . (Κριτήριο τού D irich let). "Αν α^, ν Θ1Γ ε ίν α ι  μ ια  
φθίνουσα μηδενική άκολουθία  καί β^, ν en  μ ιά  ά κολουθία  γ ιά
την οποία  ύπάρχει σταθερά Κ τ έ τ ο ια  ώστε νά  ίσχύη

ν
| Σ β |^ Κ  γ ιά  κάθε v e u ,  
k=l k

τότε ή σ ειρ ά  Σ α β ε ί ν α ι  συγκ λίνουσα .
ν=1 ν ν

'Α πόδειξη . Σύμφωνα μέ τόν τύπο τοϋ Abel, γιά την ακολουθία σ ,
00

ν 63Ν των μερυκών αθροισμάτων της σευράς Σ α β 9 έχομε
ν=1 ν ν

ν- 1
° v =^ 1 “k ek = °ν * "k" ^ ‘“k + r V . ^ 6^  V V l ’ V > 1

δπου τέθηκε

* Αλλά

δηλαδή

ν ν k
s = α Σ β, καέ τ = Σ (a. -α ,)  Σ β.
V V k=l k V k=l k+1 k i= l 1

= i% Λ  eki = %i  ek i i K\ · *  °>k=l k=l

lim s = 0 v Ύ'- Ak
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καC άχάμη

1 1 ‘“k . i A 5 ei  i = k' 1 ( V \ +i> I h  I i

" i 1K(V “k u )= K oi ·

td οποίο, σύμφωνα μ€ τήν Πρόταση 8 .3 .2 , συνεπάγεται, ότε καί η ακολου­
θία τ , ν 61Ν είναι, συγκλίνουσα. wApa καί ή σ , v e il είναι, συγκλίνουσα, 

V  αο V
δηλαδή ή σειρά Σ a $ . A, ν νν - 1  λ

Σημε ίωση

Μέ pud άπλιΐ έφαρμογή τοΟ θεωρήματος τουτου μποροΌμε νά πάρωμε τώ­
ρα Mat μιάν άλλη απόδειξη τοΰ θεωρήματος 8 .3 .5 . Πραγματικά, άρχεί νά 
δοϋμε δτι μιά έναλλασσόμενη σειρά

I  ( - 1 ) ν+1α 
ν=1

γράφεται καό μέ τή μορφή

Σ αν$ν , δπου 8ν = (-1 )υ+1. 
ν=1 &

Π α ρα δείγμ α τα  8 . 3 . 5

00 ( - ΐ ) ν1) *Η σ ε ιρ ά  Σ - — — σ υ γ κ λ ίν ε ι  ύ η ό  συνθήκη. Πραγματικά*
ν=1 V

» t ι (* ι )ν 1αυτή είναι. εναλλασσόμενη καί έπί πλέον ή ακολουθία |—-— | = — , ν ΘΒ 
είναι, φθίνουσα καί μηδενική- ”Αρα η σει,ρά συγκλίνει,. ’Απόλυτα δμως ή 
σει.ρά δεν συγκλίνει, όπως είδαμε στο παράδευγμα 8. 1 . 1 . 2).

00 /  Λ

2) * Η σ ε ιρ ά  Σ -— ^£^ί. σ υ γ κ λ ίν ε ι  ύτιό συνθήκη. Πραγμα-
ν=1

tukcT αύτη είναο έναλλασσόμενη καί γο<£ την ακολουθία τών όρων ιης έσχόε
1

l im  | | = l ira  ”  l o g  ν = l i m  l o g  vV = l im  lo g  = l o g  l im  Vv" = l o g  1 = 0 .

καί έπί πλέον

»’r*·
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(Tό τελευταίο τοϋτο προκύπτει, από το γεγονός δτι ισχύει

log χ
χ

-  ̂ 1 ο £ Λ  <ο για κάθε x > e )  
2 χ

"Αρα π σειρά αυτό είναι συγκλίνουσα. Απόλυτα συγκλίνουσα όμως δεν 
είναι αφού

;  | 1 ι ΐ ) ! ΐ 2 ^ | =  σ ^ = - κ» ,
ν=1 V ν - 1  ν

διότι ου υποθέσεις τού Πορίσματος 8 .3 .1  έπαληθεύονται αφοΟ

ϊ  i = + -
ν=1 ν

και

*1̂

li"1 suPT^TT = lim Τ^ΓΤ7 = ° <+» ·log ν
ν

log ν

4 '

3) * Η σ ειρ ά  Σ sin  ων ε ί ν α ι  άπόλυτα σ υ γκ λ ίνο υ σ α . Πραγμα-
ν=1 ν

/ * Α * Λ # ν * « * ν  s in ων > .τικα για την ακολουθία των ορών της α =--- —̂  ισχύει
ν

ϊ |sinu)v| 1
V  =- - - - - 2 ~ν ν

και το συμπέρασμα προκύπτει αμέσως από το Θεώρημα 8 .3 .1  και το γεγονός 
00 1ότι ή σειρά Σ ~ η τ συγκλίνει. 

ν=1 ν

4) *Η σ ε ιρ ά  Σ
ν=1

cos ων ω„ — 0Ζ , σ υ γ κ λ ίν ε ι  υπό συνθήκη. Γιάπ
νά δούμε τό γεγονός τούτο θά έφαρμόσωμε τό κριτήριο τού D irichlet παιρ 
νοντας

α ■ = — καί 8 = cos(ov. ν ν ν
ΙΙροφανΏς ή ν βΐί είναι φθίνουσα καί μηδενικό ακολουθία. Γιά νά άπο-
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δείξωμε δτυ τά μ ε ρ ι κ ά  αθροίσματα Σ cosuk, ν 6H είναι, φραγμένα,
V k = lπαρατηροΟμε ότι.

V V
sin  — Σ cos wk = Σ sin — cos mk =

k=l k=l % ’

= Σ ■- [sin  ω (k +■“) - sinu>(k- ■;■*)] z 
k=l * *

1 Γ i / . 1 \ · U)̂= 2 Lsm ω (v +*̂ ) -  sin - ]

Επομένως» άφοϋ ^ ί  Z, τότε s in ^ ^ O , οπότε έχομεω
Λ ....Λ

jsin ω (ν +-i)-sinν
I Σ cos oik I = 
k=l 2 |sin  | 2 1 sin  | |  | sin | |

"Αρα ή σει,ρά Σ co^-— είναι, συγκλίνουσα
v=l

'H σει,ρά αύττί δμωε δέν συγκλίνει, απόλυτα. Πραγματικά, εχομε

, ι  2 , 1 +cos 2ukcos a>k > cos u>k =------ -̂-----

καί έπομένως

 ̂ |cos oikΙ> 1  ̂ ' 1+cos 2u>k . 1  ^ A +i
κΞι k =  2 k=l k  2  k=l k 2 k=l

’Αλλά ή σει,ρά Σ — άπεορίζεταε θετεκά ω ς  έπίσης καί ή Σ cos 2ων
υ=1 υ=1

δταν -  6 Ζ, ένω δι,ά —0 2 , δπως δείξαμε παραπάνω συγκλίνει,. "Ετσι,π
πάντοτε ι,σχυεε

cos ων 1 _
ν=1 ν = +«,

8.H ΥΠΟΣΕΙΡΕΣ ΚΑΙ ΑΝΑΔΙΑΤΑΞΕΙΣ ΣΕΙΡΩΝ

”Αν δοθϋ μι,ά ακολουθία α^,νβΐΐ ορίζομε τίς ακολουθίες α*, ν 6Ε
καί «ν » ν 6 1  ώς έξίίς:
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+α -   ̂ν

f a  - αν a >_0 ν 5 ν =

καν

a = < ν

Ο s av a < Ο 
9 ν

-α - αν a <0 ν ν —

I Ο , αν α > Ο .

Εύκολα φαννεταν δτν νσχυουν τα έξης:

α + —= a - αν ν ν
α | + —= a + αν 1 ν ν

+αν 2 1 ν
_

= -̂  ( | ααν 2 1 ν
* Αναφέρομε τώρα τνς παρακάτω προτάσεις των άπονων δμωε ον άποδεν 

ξενς9 ποϋ στηρίζονταν στνς παραπάνω σχεσενς, είναν προφανείς καν γν* 
αύτο παραλενπονταν.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8 .4 .1 . Ή  σενρά Σ α σ υγκ λίνει, Απόλυτα, τό τε  καί
ν=1 ν00 . ΟΟ _

μόνο τ ό τ ε , &ν ο ί  σ ε ιρ έ ς  Σ α καί Σ α σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν .
ν=ΐ ν ν=1 ν

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.*+.2. "Αν ή μ ία  άπό τ ί ς  σ ε ιρ έ ς  Σ α+ καί Σ α
ν=1 ν=1

εΕναι συγκλίνουσα καί ή Αλλη ά π ε ιρ ίζ ε τ α ι  θ ε τ ικ ά , τό τε  η σ ε ι -
CO

ρά Σ α σ υ γ κ λ ίν ε ι κ α τ ' έκ δ οχή ν . 
ν=1 00
ΠΡΟΤΑΣΗ 8 .4 .3 . "Αν ή σ ε ιρ ά  Σ α σ υ γ κ λ ίν ε ι  ύπό σ υ νθ ή κ η ,τό -

00 φ 00 _ V—1
τε ο ί σ ε ιρ έ ς  Σ α καί Σ α ά τ ιε ιρ ίζο ν τα ι θ ε τ ικ ά .  

ν=1 ν=1 ν
ΘεωροΌμε, τώρα, μιά ακολουθία α^, ν β]Ν και! μιά άμφιμονοσημαντη

ακολουθία φυσικών αριθμών μ^, ν€Κ . Τ<5τε η σειρά Σ α ονομάζεται
οο ν=1 μν

“ύποσείρά" τϊίς Σ α . "Αν συμβαίνη *
ν=1

{μ^: ν 6U} = U,
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τ ό τ ε  π α , ν β!Ν δνομάζεταε " Αντίγραφο" rfis ο , νθΚ ,ένδ η σ ε ι ρ ά  
Μ ’ ν0) V β*

Σ α  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  " Α ν α δ ι ά τ α ξ η "  Tfjs οεερας Τ. a  . 

ν=1 μν ν=1
'Η άναδεάταξπ των όρων μεας οειρδς πολλές φορές εχεδρδ χάνω οτό

αθροεσμά της· ΤοΟτο γεά χ&ράδεεγμα φαενεταε μέ τό σεερά

00
Σ

ν=1
(-1 )V+1 .  χ . 1 , 1 _— - X +7Γ ···V 2 3

”Αν α ε ϊ ν α ε  τό  αθροεσμα  τ?ίε σ ε ε ρ ά ς  α ύ τ ό ς ,  τ ό τ ε  καό γ ε ά  τ ό ν  άκολουθεα

σ , ν  βΚ  των μ ε ρ ε κ ΰ ν  άθροεσμάτω ν τη ς  έ σ χ ύ ε ε  I  Λ
ν

l im  = α καό δρα l i m  σ^  = α .

"Ομως ή άκολουθε'α σ 2 , ν  61ϊ ε ϊ ν α ε  α ΰξουσ α  άκολουθε'α θετεκω ν όρω ν, τό  

ό χ ο ε ο  σ η μ α ό νεε  δ τ ε  α > 0  (μ ά λ ε σ τ α  δέ  a  = l o g 2 )  . ’Αλλά

1 _ 1 + 1 _ 1 +i _ i +A _ i +A _ _ L + =α
1 2 3 4 5 6 + 7 8 + 9 10 + “ *

0+- |  + 0 - i  + 0 + |  + 0 - |  + 0 + 1j  + . . .  = \ α
S '

1 1 1  1 1 1
1 + 0 + | - f +i + 0 + T ' 4 +i +0+ * * * “ 2 a

ή τ ο ι

„ 1 1 1 1. 1 1 
1 + 3 “ 2 + 5 + 7 “ 4 + 9 + ‘

a  .

'Αλλά ή τ ε λ ε υ τ α ί α  σ ε ιρ ά  ε ί ν α ι 9 δπωε μ π ο ρ ε ί  νά  δ ιαπιστω θώ  εύ κ ο λ α ,  μ ιά

00 (-1 )ν+1
α ν α δ ιά τ α ξ η  xf\g Σ --------------  .

ν=1

Π ριν ά να φ έρομ ε  ε ν α  β α σ ικ ό  θεο'ρημα γ ι ά  τ ι ς  α ν α δ ι α τ ά ξ ε ι ς  των σειρώ ν  

θά δώσωμε ε ν α  σ η μ α ν τ ικ ό  λήμμα.
00

ΛΗΜΜΑ 8.4.1.  "Αν ή σ ε ιρ ά  Σ α^ σ υ γ κ λ ίν η  ύτιό σ υνθήκη , τ ό -
ν= 1  Λ

τ ε  ύπ ά ρ χει μή σ υ γκ λ ίν ο υ σ α  Α να δ ιά τα ξη  α ύ τή ς .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  Σόμφωνα μέ τή ν  Πρόταση 8 . 4 . 3  καό ο ι  δυο ο ί  οε ιρε 'ς

'***···
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Σ α καέ Σ α άπεερέζονταε θετεκά. Κατασκευάζομε τώρα μεά μη συγ-
V = 1 V V = 1 V οο
κλένουσα άναδεάταξη της σεερας Σ α ώς έξης:

ν=1 ν
Παέρνομε τά αθροεσμα των πρώτων μή άρνητεκών δρων μέχρες δτου τοΌ- 

το γένη μεγαλύτερο του 1 καέ έπεετα προσθέτομε σ’αύτύ τον πρώτο άρνητε­
κο' δρο. ’'Επεετα προσθέτομε τους πρώτους άπ’τούς ύπύλοεπους μή αρνητι­
κούς ορούς μέχρες δτου τδ άθροισμα πού προκύπτεε γένη μεγαλύτερο τού 2 
καέ επεετα προσθέτομε σ’αύτο τον δεύτερο άρνητεκο δρο. *Η δεαδεκασεα
αυτή μπορεε νά συνεχεστή γεατέ η σεερά Σ α άπεερεζεταε θετεκά. Ετσι,

ν=1 ν
αν στο σχηματεςομενο αθροεσμα εχη περεληφθή ό (ν-Ι)-στός άρνητεκος ορος, 
τότε προσθέτομε τούς πρώτους άπ’τούς υπολοίπους μή άρνητεκούς ορούς'μέ­
χρες δτου το αθροεσμα πού προκύπτεε γένη μεγαλύτερο του ν καέ επεετα
προσθέτομε σ’αύτο τον ν-στο άρνητεκο δρο. “Ετσι έπαγωγεκά κατασκευαστή"

00
κε μεά άναδεάταξη της σεερας Σ α η όποέα, προφανώς9 δέν συγκλένεε. Α

ν=1
ΘΕΩΡΗΜΑ 8.Μ-. 1. Γεά δποεαδήποτε σεερά  οε παρακάτω π ρ ο τά σ εις  

e tv a i  ίσοδύναμες:
00

( i )  ή σ ειρ ά  Σ α σ υ γ κ λ ίν ε ι  άπόλυτα,
V = 1 V οο( i i )  κάθε ύποσειρά  της Σ α ε ί ν α ι  συγκλενουσα ,

ν=1 ^

( i i i )  κάθε άναδεάταξη της Σ α ε ί ν α ι  συγκλενουσα .
ν=1

00 00 
'Α πόδειξη . ’'Εστω Σ α μεά δποεαδήποτε ύποσεερά της Σ α . Τύ-Εστω Σ α 

λ ν=1 μ ν=1
τε γεά κάθε ν 6Β εσχύεε

ν ,
Σ Ια

τη.
. „ , 4  Σ Κ Ι  4  Σ Κ

k=l yk k=l k=l
οπού

mv =max{y1, μ2, . . . ,  yv>.

’Άρα ή ( i)  συνεπάγεται τη ( i i ) .  To δτι ή ( i i )  συνεπάγεται ττίν ( i i i )  ε ί ­
ναι φανερό', άφοΟ άπο' τον όρισμο μια αναδιάταξη είναι καί ΰποσειρά. Άπο 
μένει, λοιπάν, νά άποδειχτη δτι ή ( i i i )  συνεπάγεται τάν (χ ) . ’Αλλά ή
( i i i )  δηλώνει δτι καί ή Σ α είναι συγκλίνουσα ένώ τά Λϊίμμα 8 .4 .1

ν=1 ν
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otc α υ τ ή  δ έ ν  μ π ο ρ ε ί  ν<£ σ υ γ χ λ έ υ η .  ύηό σ υ ν θ ή κ η  κ α έ  £ τ σ ι  τ<5 θ ε ώ ρ η μ α  άπσ- 
δ ε ί χ τ η κ ε .  A

00
ΠΡΟΤΑΣΗ 8.4.4.  "Α ν  Σ α ε ίν α ι  μ ιά  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α  σ ε ιρ ά  μή

ν = ΐ
ά ρ νη τ ικ ώ ν  όρω ν, τ ό τ ε  κάθε ά να δ ιά τα ξη  αύτΑς Σ α. ε ί ν α ι  έ -  

τιίσ η ς  σ υ γ κ λ ίν ο υ σ α  κ α ί μ ά λ ισ τα  ίσ χ ό ε ι
ν = 1  υ υ

00 00 
Σ α = Σ α

ν = ΐ  μ ν  ν = 1  V

'Α πόδειξη  · Θέτομε
ν ν

σ = Σ α, χαί τ = Σ α ··■»$·
ν  k = l  k V  k = l  * V

χαι

Τότε* προφανώς* ισχύει

καί έπομένως

mv =max{p1, μ2 , . . . ,  μν ϊ

τ < σ < Σ α ν = m =  ν ν ν=1

00 οο
Σ α = lim τ <_ Σ α « μ ν =  - νν=1 ν ν=1

Τούτο σημαίνει οτι ή αναδιάταξη συγκλίνει χαί τό άθροισμά της είναι μι­
κρότερο η ίσο τοΟ αθροίσματος τ?ίς άρχιχύς σειρδς. Αλλά και η σειρά

Σ α είναι μιά αναδιάταξη τϊίς Σ α καί έτσι θα ισχυη καί 
ν=1 ν ν=1 νν

00 00
Σ α < Σ α ν=* . μυ=1 ν=1 ν

και' επομένως
00 00 
Σ α =- Σ α . Α

ν=1 μν  ̂ν=1

Θεωρούμε τώρα δυο σειρές Σ α καί Σ β  · Ονομάζομε κατα
V = 1  V = 1  οο

Cauchy γ ι ν ό μ ε ν ο "  των σειρών τούτων τύ σειρά Σ μέ ν-στο ορο
ν=1
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ν- 1
γ = α.β +α„β .+ . , . t a  3, :  Σ α, ,β , . ν 1  ν 2 ν - 1  ν 1 , k+1 v-kk=0 t

Γιά τό κατά Cauchy γινόμενο των σειρών ίσχυει το παρακάτω θεώρημα:
00

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 .4 .2 . (των Cauchy -  Mertens). "Αν ο ι  σ ε ιρ έ ς  Σ α καί
® ν=ι υ 
Σ β ε ίν α ι  σ υγκ λίνουσ ες καί Ακόμη ή μ ία  άπό α υ τές  ε ίν α ι

ν=1 V
καί Απόλυτα συγκλίνουσα , τό τε  τό κατά Cauchy γ ιν ό μ ε ν ο  αότών
00
Σ γ σ υ γ κ λ ίν ε ι καί μά λιστα  ίσ χ ύ ε ι

ν=1 _  ̂ mCO 00 οο
Σ γ = ( Σ  α ) ( Σ  β ) .- ν - ν „ νν=1 ν=1 ν=1

Α π ό δ ε ιξ η . Χωρίς βλάβη τ Τ \ ζ  γενικότητας, υποθέτομε δτι ή 2 .α
είναι απόλυτα συγκλίνουσα. "Επειτα θέτομε ν =1

Σ a = , Σ β = JL·
ν=1 ν 1  * - Vν=1 2

ν ν Vσ = Σ α. , τ = Σ β , s = Σ γ, - δ = τ -
V k=l k ν k=l k V k=l k 9 ν ν 2

και έτσι εχομε

sv = “ΐ β1 + (αΐ β2+α2β1 )+* · ·+(αΐ βν+α2βν - 1 +· · ·+αν β1 )

= α,τ +α.τ ,+ ...+ α  ,τ .  t a  τ„1  ν 2 ν- 1  ν - 1  2 ν 1

al ( W  +α2( £2+δν - 1 )+· · · +αν - 1 ( ν δ2 ) +<Χν ( ν δ1 )

= σ Λ„+α,δ + α„δ „+...+α δ ,,  ν 2 1 ν 2 ν - 1  ν 1 *
δηλαδή 

δπου θέσαμε
s : ο L + n  ,ν ν 2 'ν’

η =α,δ + α0δ , + . . . +a δ„ ν 1 ν 2 ν - 1  ν 1

ΘεωροΟμε τώρα εναν θετικά αριθμό ε, οπότε, έπειδη lim δ  ̂= Ο, 
υπάρχει δείκτης ν0 = ν0(ε) τέτοιος ώστε γιά κάθε ν > vQ νά ΐσχόη

|δ | < ε. ι ν 1
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'Επομένως γυ<£ κδθε ν >ν  ̂ όσχέευ

8.4

e;;; ι.'λ ' 1η ( — 1 (α δ„+.,,+α δ )+ α  , ,6 ,,+ ,..+ α ,δ  ί1 V  1 ν 1 v-v0 vQ ν - ( vQ+l) Vq+1 1 ν 1
ά &Λ ■, " ν ? 4. < Ια δ„ + . . .  +α δ«SS ν 1 .Γ- ν' νο νο

fcr-lib - 6vS4l?v £ Ια δ„ + . ,-.+α , δ1 ν 1 ν ο νο

< |α δ„+. . .  +α δ
ae 1 ν 1 < 1 < ο C ο

fi J . t S A

·—r:A'
w

δπου 8. είναι. τ<5 αθρουσμα της σευρδς Σ |α | .
ν=1

ΐ  . .  · ·■· j  ; ί  ό  ΐ:- iV

Άλλα ή ακολουθέα α , ν Θϊϊ είναι. μηδενυχιί καέ επομένωςν

: l i ® | % V ' ” +V v  δν I =°·ν ν χ 0 0

.. %) *

”Αρα όσχύευ

l i m  sup  I η .j ^ ε ϋ

καύ τοϋτο γυά κάθε ε > 0, πού σημαύνευ δτε
^ φ  ' .··?#*!

lim sup I η 1 = 0, δηλαδτί limln I =0 και! limp = 0 . 
e  1 V V ν

"Εχομε,λοιπον,
00
Σ γ = lim s = (lim a ) £_ + lim η,. = (lim a ) (lim τ )- ν=ι  ν v v 2 - ν ν v

00 ■» ·
= ( ί  « ) (  Σ 6 ). » ·

v=J v=] '

Παρατήρηση 8 . 4 . 1

Td ward Cauchy γι,νύμενο 6uo σεορων ε£ναε δυνατά νά συγκλύνηt a d ,** 
συνθήκη, δπως π. χ .  συμβαάνευ μέ τιίς σευράζ

;  » <  J  i - i i ! .  , ft
ν=1 ν' ν=1

00

Πραγματικά* τά κατά Cauchy γονάμενο Σ γ των σευρων τούτων, σύμ-
ν=1

ψωνα με το παραπάνω θεώρημα, αποτελεί συγκλ*>νουσα σευρά. ’Er.t ι*λεον

ν-'·
r...

ί,as.
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εχομε

Υ
( -D 1 ( - ι) ν ( -1)2 . c - i)v_1 t C-D -—  . C-112 0? ι)ν . ( -D 1

=----5-------- Γ _  + “ Γ2 +· "  ι \2 2 + 2 1
V I 2 ( ν - 1 )

= ( - ΐ ) ν+1Γ ^ + · ^ — + .. .+ — Η - + 4 1
( ν - 1 )  2 ν  J! * * ? £ 1)

Hat έπομόνω ς

που προφανώς δ ε ν ε ε

ΤνΙ -V  *

Σ γ I = +»,
ν=1

ν

»  /
δηλαδή  δ τ ι  η σ ε ι ρ ά  Σ γ  σ υ γ κ λ ί ν ε ι  ΰ πό  σ υ ν θ η κ η .

ν = 1  V
00 00

ΠΟΡΙΣΜΑ 8..4.1. "Α ν κ α ί ο ί  δυό σ ε ιρ έ ς  Σ α κ α ι Σ β σ υ γ -
ν = 1  ν  ν = 1  ν

κ λ ίν ο υ ν  ά π ό λυ τα , τ ό τ ε  κ α ί τό κα τά  C auchy γ ιν ό μ ε ν ο  αυτώ ν 
00

Σ γ σ υ γ κ λ ίν ε ι  ά π όλυ τα .
ν = 1  υ

'Α π ό δ ε ι ξ η .  Οί σ ε ι ρ έ ς  Σ | α  | κ α ί  Σ | β  | ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  τ ί ς  ύ π ο θ έ -
ν = 1  ν  ν = 1   ̂  ̂ „

σ ε ε ς  τον) παραπάνω θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  κ α ε  έ π ο μ ό ν ω ς  τ ό  κ α τ ά  C a u c h y  γ ε ν ο μ ε ν ο  Σ δ
ν = 1

αυτώ ν  σ υ γ κ λ ό ν ε ε .  ΠαρατηροΟμε  α κ ό μ η  δ τ ε  γ ε ά  κ ά θ ε  ν  ΘΚ ε σ χ ό ε ε

ν - 1  ν - 1
Ι γ  I = I Σ α, , β . I < Σ I α, _  I I β . 1 = 6  
1 1 ν 1 ' ,  k + 1  v - k '  =  ,  1 k + l M v - k '  ν  

k = l  k = l
00

καί αρα ή σειρά Σ | γ  | συγκλίνει. ’Εξ ά λ λ ο υ  είναι φανερό δ τ ι  ισχύει Ηαί
ν = 1

Σ | γ  | <. Σ δ = (  Σ |α  | ) (  Σ |β  | ) .  Α 
ν= 1  ν = 1  ν = 1  ν= 1

Στό παραπάνω π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ η ς  παρατηρησεω ς 8 . 4 . 1  παρατηρούμε δ τ ι  η
00 / η \V #

σ ε ε ρ ά  Σ ----------  δ έ ν  σ υ γ κ λ ε ν ε ε  ά π ό λ υ τ α .  Σ ’α ύ τ ό ,  ά κ ρ ε β ώ ς ,  τ ό  γ ε γ ο ν ό ς
ν= 1  ν

ό φ ε ό λ ε τ α ε  καό τ ό  δ τ ε  τ ό  γ ε ν ο μ ε ν ο  σ υ γ κ λ ε ν ε ε  υπό σ υ νθ η κ η .
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8 . 5  ΔΕΚΑΔΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

Οί σ υ γ κ λ ί ν ο υ σ ε ς  σ ε ιρ έ ς  μ π ο ρ ο ΰ ν  vc£ θεω ρηθοΌν χ α ί  ως δ ι α φ ο ρ ε τ ι χ ο C 

τ ρ ά π ο ι  σ υ μ β ο λ ισ μ ο ί )  των ο ρ ί ω ν  τ ο υ ς ,  δ η λ α δ ή  τω ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  ά ρ ι θ μ ώ ν .  "Ενας 

τ έ τ ο ι ο ς  τ ρ ά π ο ς  σ υ μ β ο λ ισ μ ο ί )  των  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  ά ρ ι θ μ ώ ν  ε ί ν α ι  κ α ί  έ κ ε ϋ ν ο ς  

π ο υ ,  δπως  θά  δ ο ΰ μ ε  π α ρ α κ ά τ ω ,  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  άπά  τ ά  "δεκαδικά. Αναπτύγμα­

τα  " ,  πο ύ  ε ί ν α ι  μ ι ά  ε ι δ ι κ ή  μορφή σ ε ι ρ ώ ν .

Θεωρούμε  μ ι ά  α κ ο λ ο υ θ ί α  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν  τ ή ς  μορφής

α = ------
ν ιον

,  ν  63Ν,

δπου  ψ 9 ν  &Ή ε ί ν α υ  α κ έ ρ α ι ο ι  α ρ ιθ μ ο ύ »  μέ

0 ^ £ 9  γ ι ά  κάθε ν  βΙΓ

“  ψνκαύ ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  " ψ η φ ί α "  - Μιά σ ε ιρ ά  τ?)ς μορφής Σ ------ ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι
ν=1 10ν

"δ ε κ α δ ικ ό  Α νά π τυ γμα " κ α ί  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι  μά

0>^3.^2 ’ " ’  ̂ ® *̂ *1̂ 2 * * *Φμ*" *
. . . ·  ■ ί

’ Ι σ χ ύ ε ι  τ ά  παρακάτω  θεώ ρ η μα :

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 . 5 . 1 .  Κάθε δ εκ α δ ικ ό  Ανάπτυγμα σ υ γ κ λ ίν ε ι  πρός ένα ν 

π ρ α γμ α τικ ό  Α ρ ιθ μ ό  τοΟ δ ια σ τή μ α το ς  [0 ,1 ]. v-tiV

Α π ό δ ε ι ξ η .  Το δ ε κ α δ ικ ά  α νά π τυγμ α

» Ψ„

ν = 1  1 0
ν

ε ί ν α ι  μ ι ά  σ ε ι ρ ά ,  τ ή ς  ο π ο ί α ς  η α κ ο λ ο υ θ ί α  των  μ ε ρ ι κ ώ ν  α θ ρ ο ι σ μ ά τ ω ν  σ ^ ,  

ν  6 Ε  ε ί ν α ι

Ψ 1  ψ 2  ψν
σν =Ι 0 +~ 2 +··· + “ Τ  ’ ν6]Ν ’ ν 10 10

Πρδίτα π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ο τ ι  γ ι ά  κ ά θ ε  ν  € 1Ν ι σ χ ύ ε ι

Φ.
- σ v t l

v t l  ν  1 0 v t l -> 0 ,

i Λ ν ί ά·̂ 0

λ \\ 'ιΒ  \ ! , -

} Λ -

%Γ.. *JT'-



8 .5 295

δη λαδή

σ < σ  „ γ υ α  κ ά θ ε  ν  63Ν» 
ν =  ν + 1  1 9

που σ η μ α υυευ  δ τ υ  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  σ^» ν  β]Ν ε ί ν α υ  α ΰ ξ ο υ σ α .

’Ακόμη ύ σ χ ό ε υ  δ τ υ

δηλαδή

. V  Ψ2 Φν  9 9__ __9_

σν - 1 0 + ι 02 +··· + ιο ν = 10 ΙΟ2 " *  10V

1 -
10

ί - Ί δ
ι ~ < ι ,

10

σ < 1  γυ<£ κ ά θ ε  ν  61 ϊ  ν
Τοΰτο  σ η μ α ό ν ευ  ότι ,  ή σ ,  ν  0JN, ποι ί  ε ί ν α ι ,  α υ ξ ο υ σ α  ε ί ν α ι ,  κ α ό  φ ρ α γ μ έ ν η .

ΜΑρα σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  π ρ ό ς  Ι ν α υ  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  ά ρ ι ,θμ ό  u .  ’Αλλά ύ σ χ ό ε υ

κ α ί  αρα

'Ε π ο μ έ ν ω ς  έ χ ο μ ε

0  < σ < 1  γυ<£ κ ά θ ε  ν  6 W =  ν 1

0 < l i m  σ < 1 ,  δηλαδή 0< .u<L l·  =  ν — 5 — —

= u  ό π ο υ  υ β [ θ , ΐ ] .  A
ν = 1  1 0

« Ψ
Τώρα» α ν  η σ ε ο ρ ό  Σ ——  σ υ γ κ λ ί ν η  π ρ ό ς  τ ό  u 0 [ O » l ] s τ ό τ ε  λ έ μ ε  ο τ υ

V = 1 10V 00 Ψν
τό  u έ χ ε ι  δ εκ α δ ικ ό  Α νά πτυγμα  τή  σει,ρά  Σ — -  «αυ θ<χ γράφωμε

ν = 1  1 0

u = 0»Ψ1Ψ2· ·  ·

00 ψ
"Ετσι,  κ ά θ ε  σ ε t p i  xfls  μ ο ρ φ έ ς  Σ —  ε ί ν α υ  τ ό  δ ε κ α δ ι κ ό  α ν ά π τ υ γ μ α  κ ά π ο υ ο υ

ν = 1  1 0 ν
άρυθμοΟ u  τοΟ δ ι ,α σ ττ ίμ α τος  [ 0 , 1 ] .
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Π α ρα δείγμα τα  8 . 5 . 1
00 Q

1 )  Ό  ά ρ ε θ μ ό ς  0  έ χ ε ε  δ ε κ α δ ι κ ό  α ν ά π τ υ γ μ α  τ ό  σεερά Σ — -  χ α C
*  ν = 1  1 0
ε τ σ ε  ε χ ο μ ε

0 = 0 ,0 0 ...

2 ) Ό  ά ρ ε θ μ ό ς  1 έ χ ε ε  δ ε χ α δ ε χ ό  α ν ά π τ υ γ μ α  τ ό  σ ε ε ρ ά  Σ — -  χαε
„  „  ν = 1  1 0 ν
ε τ σ ε  ε χ ο μ ε

1 = 0 , 9 9 . . .

3 ) 'Ο ά ρ ε θ μ ό ς  -? έ χ ε ε  δ ε χ α δ ε χ ά  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  τ ύ ς  σ ε ε ρ έ ς  -γτ  + $■ — -

„ -  ο ,  ν=2 10
χ α ε  ·γ τ·+ Σ — -  χα ύ  ε τ σ ε  ε χ ο μ ε  

1U ν = 2  1 0
1 1 — = 0 , 5 0 0 . . .  χα ύ  — = 0 , 4 9 9 . . .

4 )  *0 ά ρ ο θ μ ά ς  I t  ε χ ε υ  δ ε κ α δ ι κ ό  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  τ ύ ς  σ ε ι ,ρ ά ς  Τ η + " ^ 9Γ +i>u ί0*
00 Ο 6  1 00 9

+ Σ ------  χ α ύ  —  + — -χ* Σ — -  χα ύ  ε τ σ υ  ε χ ο μ ε
ν = 3  1 0 V 1 0  1 0  ν = 1  1 0

| i  = 0 , 6 2 0 0 . . .  χαε' | i =  0 , 6 1 9 9 . . .  50 50

’Από τ ά  πα ραπάνω π α ρ α δ ε ε γ μ α τ α  β λ έ π ο μ ε  ό τ ε  ύ π ά ρ χ ο υ ν  ά ρ ε θ μ ο ύ  μ έ  δυό  

δ ε χ α δ ε χ ά  α ν α π τ ύ γ μ α τ α .  ’Ε πε  π λ έ ο ν  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ε  τ ό  έ ν α  ά πό  τ ά  δ υ ό  δ ε -  

χ α δ ε χ ά  α υ τ ά  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  ά π ό  χ ά π ο υ  χ α ε  π έ ρ α  σ υ ν ε χ ύ ζ ε τ α ε  μόνο  μ έ  τ ό  ψη- 

φ εο  9 .

Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  ε ν α  δ ε χ α δ ε χ ό  α ν ά π τ υ γ μ α  ά πό  κάπου χ α ε  π έ ρ α ^ σ υ ν ε χ ύ ζ ε τ α ε  

μ έ  τ ό  ψηφε'ο 0 , δπως  τ ό

Ο,ψ ψ . . . ψ  0 0 0 . . .

Τ ό τ ε  τ ά  μ η δ ε ν ε κ ά  ψηφύα πο ύ  ά κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  τ ό  ψ π α ρ α λ ε ε π ο ν τ α ε  χαύ  γρ ά φ ομε
A

ά π λ ο ύ σ τ ε ρ α

Λ ,
Σ τ ύ ν  π ε ρ ύ π τω σ η  α ύ τ ά  τ ά  παραπάνω α ν ά π τ υ γ μ α  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι ,  χα ύ  με  ε ν α  απλά  

γ ε ν υ χ ε υ μ ε ν ο  ά θ ρ ο ι σ μ α ,  δ η λ α δ ά  ε χ ο μ ε



2978 . 5

" • ♦ ι ν · Λ =Β ^ · · · * \ '  * Λ·10 10 ν=1 10
Γ ιά  π α ρ ά δ ε ι γ μ α

ά ν τ ε  τ ο ϋ  0 , 5 1 0 2 0 0 . . .  γ ρ ά φ ο μ ε  0 , 5 1 0 2  

κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  ε χ ο μ ε

10 10^ ίο 3 ίο4

Έπέσηε, δε θεωρησωμε ενα π ερ ιο δ ικ ό  δεκαδικό άνάπτυγμα , δηλαδή 
ενα δεκαδικά άνάπτυγμα τίίε μορφηε

Γ, "•♦Λ · · ·ν Λ  · · -χ,χΛ · · · V i' · ·
δ που  τ ά  μ ψ η φ ία  πού  ά κ ο λουθοΟ ν  τ ά  ψ έ π α ν α λ α μ β ά ν ο ν τ α ι  μ ε  τ ή ν  ί δ ι α  δ ι α -κ
δ ο χ η .  ’Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  α υ τ ά  ε ί ν α ι  τ ά  δ ε κ α δ ι κ ά  ά ν ά π τ υ γ μ α  κ ά π ο ι ο υ  ά ρ ι θ μ ο ϋ  

υ β [ θ , ΐ ] ,  δηλαδά

u  = 0 ^ 2 . . . + k x χ  . . . χ  . .

Θ έ τ ο ν τ α ε

ί χι  χ2 Μ  ί Χ1 1
Χ = 0>ΧΑ. . . χ Λ . . .  =Ι ϊ 0 +^ 2 +" ·  + ̂ Γ J + Q rfT + ” ‘J

ε χ ο μ ε

10ν υ = ( 1 0 μ 1 Χ1  + 1 0 μ 2 χ 2 + . . . , + ) - + ( ■ “ + ■ . . . + - ^ + » i . )

= Χ + υ

δ π ο υ  X = 1 0 μ + ΙΟ 1̂ χ ^ + . - . +  χ ^ .  "Αρα
■3i

υ =
10μ-1

k “ l  k **2
Π α ρ ά μ ο ι α ,  θ έ τ ο ν τ α ε  Υ =  10 Ψ1  + 10  ψ2  + . . . +  ψ]<. ,  ε χ ο μ ε
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moil αρ α

i o ku  = Uok’ \  + i o k ‘ ^ 2 + . . .  + ψκ >

= Y + υ = Y + — —
10μ-1

u -  Y , x 
10k 10Κ(10μ-1 )

’ Α π ο δ ε ί ξ α μ ε »  λ ο ι π ό ν »  ό τ ι  ό ά ρ ι θ μ ό ς  u  ε ί ν α ι  ρ η τ ό ς  ά ρ ι θ μ ό ς  άφοΟ ο ί  « ρ υ ­

θ μ ο ί  X κ α ί  Υ ε ί ν α ι  ά κ ε ρ α ι ο ι  κ α ί  έ τ σ ι  έ χ ο μ ε  τ ή ν  έ ξ ή ς  π ρ ό τ α σ η :  γ

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.5.1.  Κάθε π ε ρ ιο δ ικ ό  δ εκ α δ ικ ό  άνάπτυγμα π α ρ ισ τά νε ι 

ένα ν ρ η τό  ά ρ ιθ μ ό  τοΟ  δ ια σ τή μ α το ς  [ 0 » ΐ ] .

Παραπάνω α π ο δ ε ί ξ α μ ε  ό τ ι  κ ά θ ε  δ ε κ α δ ι κ ό  ά ν ά π τ υ γ μ α  έ χ ε ι  δ ρ ι ο  έ ν α ν  ά ­

ρ ι θ μ ό  τ ο ϋ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ 0 » 1 ] .  Τώρα θ ά  δ ο ϋ μ ε  τ ό  ά ν τ ι σ τ ρ ο φ ο ,  δ η λα δή  δ τ ι  

κ ά θ ε  ά ρ ι θ μ ό ς  τ ο ΰ  [ 0 9 ΐ ]  έ χ ε ι  τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο  έ ν α  δ ε κ α δ ι κ ό  ά ν ά π τ υ γ μ α .  Σ υ γ κ ε ­

κ ρ ι μ έ ν α  ι σ χ ύ ε ι  τ ό  π α ρ α κ ά τω  θ εώ ρ η μ α :

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.5.2.  Κάθε π ρ α γμ α τικ ό ς  ά ρ ιθ μ ό ς το υ  δ ια σ τή μ α τος  

[0»1]  έ χ ε ι  ένα  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο  δ ε κ α δ ικ ό  ά νά πτυγμα .

'Α π ό δ ε ιξ η . ΘεωροΟμε έ ν α ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ό  ά ρ ι θ μ ό  u 6 [ 0 » l ]  κ α έ  ε ξ ε τ ά ζ ο ­

μ ε  τ έ ς  π α ρ α κ ά τω  δ υ ό  π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς :
)c w .

( i )  ' 0  ά ρ ι θ μ ό ς  u  μ π ο ρ ε ί  ν ά  γρ α φ ή  μ έ  τ ή  μορφή — -  , οπ ο ύ  k ε ί ν α ι  10
10μ

ά κ έ ρ α ι ο ς  κ α έ  μ G1J.

’Ε π ε ι δ ή  σ τ ό  δ ε κ α δ ι κ ό  σ ό σ τ η μ α  ά ρ ι θ μ ή σ ε ω ς  6  k έ κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  ώς τ ό  ά θ ρ ο ι ­

σμα

10 + 1 0 μ " 2 ψ2  + . .  · + Ψμ » οπ ο ύ  Ψι 9ψ2 9 . . . 9φ^ ε ί ν α ι  ψηφέα

ε χ ο μ ε

u =
10μ 1 ψ 1  + 1 0 μ 2 Ψ2 + . . . +  Φμ Ψχ Ψ2  _Φμ

. — I. — I I   "  ■  1 ■ " — ' " t  ·  » « ^
10 10 ίο 2

' J'
10'

δ η λ α δ ή
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» = ϊ 5 +Λ +··· + · μ ■*-— STT·*·--- = 0 ·*1φ2 · · ' ν 0···10 10μ 10μ μ
k ν

( ϋ )  * 0  ά ρ υ θ μ ό ς  u  δ ε ν  μ π ο ρ ε υ  ν α  γραφϊ)  μ έ  τ η  μορφή  — — , δ π ο υ  k ,μ
10μ

ε ί ν α ι ,  φυσ υκ οέ  ά ρ υ θ μ ο έ .

Τ ό τ ε  ό ά ρ υ θ μ ό ς  u  ά ν η κ ε υ  σ έ  έ ν α  ά πό  τ α  δ έ κ α  δ υ α σ τ ό μ α τ α

C0 — ) (—  — ) (—  ι )Ιϋ» 10; 9 4 θ  ’Ί 0 ; 9 ;

, δ π ο υ  ε ί ν α ι ,  φ α ν ε ρ ό

10

γΦχ Ψ1+1
που χ ω ρ ί ζ ε τ α ι ,  τ ό  ( 0 , 1 ) .  " Υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ υ  ι ι θ | j q  ,  ^  

δ τ υ ,  τό  ε ί ν α υ  ψ η φ ί ο .  ”Αρα

0  < υ - 0 , ψ 1  < - £ -  .

’Α ν ά λο γ ά ,  έ χ ο μ ε  δ τ υ  τ ό  u  ά ν η κ ε υ  σ έ  έ ν α  ά π ό  τ ό  δ έ κ α  δ υ α σ τ ό μ α τ α

Ψ- ο Ψ-,+1'

' Υ π ο θ έ τ ο μ ε ,  λ ο υ π ό ν ,  δ τ υ  ά ν ή π ε υ  σ τ ό

f Φ1 *1  1 1 ί * 1  1  * 1 . 2  1 f
ί 10 * 10 1 0 2j 9 ί10 ί ο 2 ’ 10 1 0 2 J ...........

i l l  _ 9 _  V I )
. 10 + ι η2 * 10 J

Ψ1 ψ_ ψ. Ψ9+1 ->

δπου  β έβαυα  κ α έ  τ ο  εΖ να υ  ψ ηφύο .  ”Ετσυ  π α έ ρ ν ο μ ε

0  < ι ι - 0 ,ψ ψ <— κ  ·
^ 1 0

Εροχωρώντας μ ’α ΰ τ ό  τ ό ν  τ ρ ό π ο  βρέσΜομε μ υά  ά κ ο λ ο υ θ ύ α  ψ η φ ίω ν  ψ ^ ,  w e ®

τ ε τ ο υ α  ώστε

δηλαδη

0  < υ - 0 ,ψ ψ . .  .ψ < — -  ,
χ ν 10

ν ΨΚ ι
0 < u -  Σ — τ- < — — γ υ ά κώθε  ν  e l  

k = l  10 10

Τώρα,  α ν  σ ^ ,  ν  ε ί ν α υ  η α κ ο λ ο υ θ ί α  τω ν  μ ε ρ υ κ ώ ν  ά θ ρ ο ο σ μ ά τ ω ν  τ ή ε  σ ε υ ρ δ ς
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Φ.

ν=1 10ν *
ε χ ο μ ε

0  < u - σ  < ------  ,  ν  6 U
10

καυ apex, άφοΟ l i m ------= 0 ,
10

l i m i u - σ ^ )  = 0 ,  η τ ο υ  u r l i m o ^ ,

TlovJ σπμα^νευ δτc

u  = Σ
v = l  1 0

~ = ο,ψ1Φ2··

Παρατήρηση 8 . 5 . 1

* 0  τρ ό π ο ς  πού α κ ο λ ο υ θ ή σ α μ ε  σ τ η ν  παραπάνω α π ό δ ε ι ξ η ,  γ ε ά  τ ο ν  κα θ ­

ο ρ ι σ μ ό  των  ψηφ ίων  τ ο ύ  δ ε κ α δ ι κ ο ύ  α ν α π τ ύ γ μ α τ ο ς  ε ν ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ  α ρ ι θ μ ο ύ  

τ ο ύ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  [ 0 , 1 ] ο υ σ ι α σ τ ι κ ά  σ υ μ π ί π τ ε ι  μ έ  τ ό ν  τ ρ ό π ο  πού β ρ ί σ κ ο ν τ α ι  

τ ά  ψηφύα τ ο ύ  α ν α π τ ύ γ μ α τ ο ς  αύτοΟ μ έ  τ ή  β ο ή θ ε ι α  τοΟ γ ν ω σ τ ο ύ  κ α νόνα  δ ε α ε -  

ρ έ σ ε ω ς .  * Α κ ο λ ο υ θ ώ ν τ α ς  α υ τ ό ν  τ ο ν  π ρ α κ τ ι κ ό  κ α ν ό ν α  γ ε ά  τ η ν  εύ ρ εσ η  τ ο ύ  δ ε ­

κ α δ ι κ ο ύ  α ν α π τ ύ γ μ α τ ο ς  έ ν ό ς  ρ η τ ο ύ  α ρ ι θ μ ο ύ  — ( έ κ τ ε λ ώ ν τ α ς  τ ή  δ ι α ί ρ ε σ η  k 

δ ι ά  μ )  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ε  τ ά  ύ π ό λ ο ε π α  πού  π α ρ ο υ σ ι ά ζ ο ν τ α ι  ε ί ν α ι  τ ό  πολύ  μ 

τ ό  π λ ή θ ο ς  ( δ η λ α δ ή  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α ) .  " Ε τ σ ι ,  έ π ε ι δ ή  κ α ί  τ ά  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά  ψηφύα 

π ο ύ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ε ί ν α ι ,  κ α ί  α ύ τ ά  π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  τ ό  π λ ή θ ο ς ,  ε ί ν α ι ,  φ α ν ερ ό  ό τ ι  

θ ά  προκύψη έ ν α  ψ η φ ίο  πού  θά  ε ί ν α ι  ί δ ι ο  μ έ  κ ά π ο ι ο  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ό  τ ο υ  κ α ί  

θ ά  έ χ η  μ ’ έ κ ε ύ ν ο  τ ό  ί δ ι ο  α ν τ ί σ τ ο ι χ ο  υ π ό λ ο ι π ο .  Τ ό τ ε  κ α ί  δ λα  τ ά  ψ η φ ία  πού 

π ρ ο έ κ υ ψ α ν  ε ν δ ι ά μ ε σ α  κ α τ ά  τ ή ν  έ κ τ έ λ ε σ η  τ ή ς  π ρ ά ξ ε ω ς  θά  έπ α ν α λ η φ θ ο ύ ν  πάλε 

μ έ  τ ή ν  ί δ ι α  δ ι α δ ο χ ή  κ . ο . κ .  θά  έ μ φ α ν ί ζ ε τ α ε  σ υ ν έ χ ε ε α  ή ί δ ι α  ομάδα δ ι α δ ο ­

χ ι κ ώ ν  ψ η φ ί ω ν .  *Αρα έ ν α ς  ρ η τ ό ς  ά ρ ε θ μ ό ς  τ ο ύ  δ ε α σ τ ή μ α τ ο ς  [ 0 , 1 ]  θά έχη.  

ε ν α  π ε ρ ε ο δ ε κ ό  δ ε κ α δ ε κ ό  α ν ά π τ υ γ μ α .

" Ω σ τ ε ,  σ έ  σ υ ν δ υ α σ μ ό  μ έ  τ ό  γ ε γ ο ν ό ς  δ τ ε  τ ά  π ε ρ ε ο δ ε κ ά  δ ε κ α δ ι κ ά  α ν α ­

π τ ύ γ μ α τ α  ε ί ν α ε  δ ε κ α δ ε κ ά  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  ρ η τ ώ ν ,  β λ έ π ο μ ε  δ τ ε  άπό τούς ά -  
ρεθμούς τοΟ δ ια σ τή μ α το ς  [ ο , ΐ ] ,  μόνο o t  ρ η τ ο ί έχουν π ε ρ ιο ­

δ ικ ά  δ εκ α δ ικ ά  ά να π τύγμ α τα .
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Στα π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α  8 . 5 . 1  3 )  κ α ί  4 )  ε ί δ α μ ε  ό τ ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  

ά ρ ι θ μ ο ι  πού  έ χ ο υ ν  δυ ό  δ ε κ α δ ι κ ά  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  π α ρ α τ η ρ ή σ α μ ε  ό τ ι  

το  έ ν α  ά πό  α ύ τ ά  ά πό  κ ά π ο υ  κ α ι  π έ ρ α  σ υ ν ε χ ί ζ ε τ α ι ,  μ ό ν ο  μ έ  τ ο  ψ η φ ί ο  9 .  "Αν 

έ ξ α ι ρ έ σ ω μ ε  τ α  α ν α π τ ύ γ μ α τ α  α ύ τ ο ύ  τ ο ύ  ε ί δ ο υ ς »  τ ό  π α ρ α κ ά τω  θ εώ ρ η μ α  μ α ς  λ έ ­

γε ι ,  ό τ ι  τ ο  ά λ λ ο  α ν ά π τ υ γ μ α  ε ί ν α ι  μ ο ν α δ ι κ ό .

ΘΕΩΡΗΜΑ 8 . 5 . 3 .  Κ ά θ ε  π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  α ρ ι θ μ ό ς  τ ο υ  δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς  ' 

[ 0 , 1 ]  έ χ ε ι  ά κ ρ ι β ώ ς  έ ν α  δ ε κ α δ ι κ ό  α ν ά π τ υ γ μ α  τ ο ϋ  δ π ο ί ο υ  τ ά  ψ η ­

φ ί α  δ ε ν  ε £ ν α ι  ά π ό  κ ά π ο υ  κ α ί  π έ ρ α  δ λ α  9 .

' Α π ό δ ε ι ξ η .  "Ας ύπ ο θ έσ ω μ ε  δ τ ι  ό α ρ ι θ μ ό ς  u € [ 0 , l ]  έ χ ε ι  δ ε κ α δ ι κ ά  

α ν α π τ ύ γ μ α τ α  Ο ,ψ ^ ψ ^ · · *  κ α ί  Ο , χ ^ χ ^ . · .  τ ά  ό π ο ι α  ε ί ν α ι  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά  κ α ί  , 

τ ά  ψηφία  κ α ν ε ν ό ς  άπό  α ύ τ ά  δ έ ν  ε ί ν α ι  ά π ό  κ ά π ο υ  κ α ί  π έ ρ α  9 .  ’ Αφού τ ά  π α ­

ραπάνω δ ε κ α δ ι κ ά  ά ν α π τ ύ γ μ α τ α  έ χ ο υ ν  ύ π ο τ ε θ η  δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά ,  υ π ά ρ χ ε ι  φ υ σ ι κ ό ς  

ά ρ ι θ μ ό ς  k τ έ τ ο ι ο ς * ώ σ τ ε  ν ά  ί σ χ ύ η

■or

* k + l ^ x k + l  κ α ί  ψν  = Χν  γυ<ί Μ<ίθε v  = 1 9 2 » - - - » k - 

Χωρίς  βλάβη τ η ς  γ ε ν ι κ ό τ η τ α ς ,  υ π ο θ έ τ ο μ ε  δ τ ι  Φ]€+ι > Χ]€+ι β *ΑΡα  ^ k + l ^ Xk + l + 1

κ α ί  έ τ σ ι

Ο , Ψ ^ Ο Ο .  · · >_0 ,χ^^^ΟΟ* * **^9^-00..,

= 0,χ_  . 0 0 . .  . + 0 , 0 9 9 . .  .
k + 1

0 ,Xk + l " '  > 0 ,Xk + l Xk + 2 · ·  ' »

αφού τ ά  ψ η φ ία  χ ^ +χ)9  ν  6 Κ  δ έ ν  ε ί ν α ι  δ λ α  9 .  ’Αλλά τ ό τ ε

° ’ ^ k + l  ^ k + 2  · i ° . W 0 0 · '  ' > ° ,Xk + l Xk + 2

κ α ί  α ρ α ,  ε π ε ι δ ή  Ψν  = χ ν  γ ι ά  κ ά θ ε  v = l , 2 , . . . , k ,  έ χ ο μ ε

0 »ψ1φ2 · · , 1Ά + 1 · · · > ° ’ Χ1 Χ2 '  · "Xk Xk + l*  * · » 

δηλαδή  u > u ,  πού  ε ί ν α ι  ά τ ο π ο .  A

Τό μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ο ρ ι σ μ έ ν ο  μ έ  τ ό  παρα πά νω  θ εώ ρ η μ α  δ ε κ α δ ι κ ό  ά ν ά π τ υ γ μ α
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ε ν ό ς  π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ  ά ρ ι θ μ ο ύ  υ β [ θ , ΐ ]  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  δ εκα δ ική  παράσταση τοΟ 

u ,  γ ι ά  δ ι ά κ ρ ι σ η  ά πό  κ ά π ο ι ο  # λ λ ο  α ν ά π τ υ γ μ α  πού μ π ο ρ ε ί  ν ά  ε χ η  ό υ .  Τιΐυ 

έ ν ν ο ι α  τ ή ς  δ ε κ α δ ι κ ά ς  π α ρ α σ τά σ εω ς  θά  τ ή ν  έ π ε κ τ ε ί ν ω μ ε  τώρα γ ι ά  ό π ο ι ο δ ή -  

π ο τ ε  π ρ α γ μ α τ ι κ ά  ά ρ ι θ μ ά .

"Οπως γ ν ω ρ ί ζ ο μ ε  γ ι ά  ό π ο ι ο δ ή π ο τ ε  x Θ1* ο ρ ί ζ ε τ α ι  τ ά  "ά κέρ α ιο  μ έ ­

ρ ο ς" τ ο υ  [ χ ]  κ α ί  ε ί ν α ι  ό μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο ς  α κ έ ρ α ι ο ς  άπά  τ ο ύ ς  α κ έ ρ α ι ο υ ς  πού 

ε ί ν α ι  μ ι κ ρ ά τ ε ρ ο ι  η ί σ ο ι  τ ο ύ  χ .  ' 0  μ ο ν α δ ι κ ό ς  α ύ τ ά ς  α κ έ ρ α ι ο ς  Ψ0  = [ χ ]  ε ί ­

ν α ι  τ έ τ ο ι ο ς  ώστε

Ψ0 4 χ  < Ψ0 +1· - A

Θ έ τ ο μ ε  τώ ρα  u  = χ - ψ ^  καύ  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  δ τ ι  υ β [ θ , ΐ ] .  ’Απά τ ά  π ρ ο η γ ο ύ 4- 

μ ε ν ο  θ ε ώ ρ η μ α ,  ό μ ω ς ,  έ χ ο μ ε  τ ή  δ ε κ α δ ι κ ή  π α ρ ά σ τα σ η  τ ο ύ  u :

κ α ί  άρα

'Η σ ε ι ρ ά

u = 0,4̂ 4* . . .

χ = Ψ0+υ =ψ0+0,ψ1ψ2. .

’^1^2 . = ψ0  + Σ v = Σ
Ψ.

ν = 1  1 0  υ = 0  1 0
ν

που  γ ι α  σ υ ν τ ο μ ί α  γ ρ ά φ ε τ α ι  κ α ι  ως

Ψθ» Ψ̂ Ψ2 *’ ' 5
ε ί ν α ι ,  βέΒ αια , μ ο ν α δ ι κ ή  κ α ί  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  δεκα δ ική  παράσταση τοΟ χ ,  

τ α ν  ό α κ έ ρ α ι ο ς  έ κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  σ τ ά  δ ε κ α δ ι κ ά  σ ύσ τη μα  ά ρ ι θ μ ή σ ε ω ς .  "Ωστε γ ιά  

κάθε χ  6 ]R έχομε κατά  ένα  κ α ί μ ο να δ ικ ό  τρόπο τή  (δ εκ α δ ικ ή ) κ α ­

τάσταση
* = Ψ0> Ψ1Ψ2· . ·

όπου ψ0  ε ί ν α ι  τό  ά κ έρ α ιο  μέρος το υ  x κ α ί τά  ψηφία ψ ^ ,  υ 

δ έν ε ί ν α ι  άπό κάπου κ α ί πέρα όλα  9.

’Ά ν  σ τ ή ν  πα ραπάνω δ ε κ α δ ι κ ή  παράστασ η  γ ι ά  κ ά π ο ι ο  φ υ σ ι κ ό  α ρ ι θ μ ό  λ 

ι σ χ ύ ε ι  = 0  γ ι ά  κ ά θε  ν  = λ+ 1 , λ+ 2 , . . . ,  τ ό τ ε  τ ή  δ ε κ α δ ι κ ή  α υ τ ή  π α ρ ά σ τα ­

ση τ ή  γ ρ ά φ ο μ ε  κ α ί

χ = ψ0 ’ ψ1ψ2 " ,ψλ '

ο«
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NJ
FI

f|

"Ετσι.  π . χ .  ε χ ο μ ε  τ ύ ς  παρακάτω  δ ε κ α δ υ κ έ ς  π α ρ α σ τ ά σ ε υ ς :

|  = 1 , 6 6 6 . . . ,  ^ =  9 , 3 7 5  ,  ■— = ( - 7 ) ,  1 4 2 8 5 2 1 4 . . . ,  ^  = ( - 1 )  , 8 3 3 3 . . .

’Ά ν  6 π ρ α γ μ α τ ι κ ό ς  ά ρ υ θ μ ό ς  χ  ε ΰ ν α υ  ά ρ ν η τ υ κ ό ς ,  τ ό τ ε  τ ό  ά κ έ ρ α υ ο  μ έ ­

ρ ο ς  τ ο υ  ε ί ν α υ  έ π ύ σ η ς  ά ρ ν η τ υ κ ό ς  ά ρ υ θ μ ό ς ,  όπως π . χ .  φ α ύ ν ε τ α υ  σ τ ά  δυο  τ ε ­

λ ε υ τ α ί α  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α . ”Ετσυ  σ τ η  δ ε κ α δ υ κ η  πα ρ ά σ τα σ η  ( - 7 ) , 1 4 2 8 5 7 1 4 · . . .  

οΰ π α ρ ε ν θ έ σ ε υ ς  που  μ π α ό ν ο υ υ  σ τ ό  ά κ έ ρ α υ ο  μ έ ρ ο ς  ε ΰ ν α υ  ά π α ρ α ύ τ η τ ε ς  γ υ α τ ύ  

ό σ υ μ β ο λυ σ μ ό ς  - 7 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . .  χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ε ϋ τ α υ  γ υ ά  τ ό ν  ά ν τ ύ θ ε τ ο  άρυθμτό 

που ε χ ε υ  δ ε κ α δ υ κ η  παράσ τα σ η  τ η ν  7 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . .  Οΰ δ υ ό  α ύ τ ο ύ  σ υ μ β ο λ υ σ μ ο ύ ,  

λ ο υ π ό ν ,  π α ρ υ σ τ ά ν ο υ ν  δ υ α φ ο ρ ε τ υ κ ο υ ς  ά ρ υ θ μ ο υ ς ,  έ π ε υ δ η  ■«·

( - 7 ) ,  1 4 2 8 5 7 1 4 . .  . = - 7  + 0 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . . ,
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ένώ

- 7 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . . = - 7  -  0 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . .  .

’Ακόμη π α ρ α τ η ρ ο ϋ μ ε  ό τ υ  ή δ ε κ α δ υ κ η  πα ρ ά σ τα σ η  τοΌ τ ε λ ε υ τ α ό ο υ  άρυθμοΟ  ε ΰ ν α υ  

ή ( - 8 ) ,  8 5 7 1 4 2 8 5 . . . ,  δ η λα δη

- 7 , 1 4 2 8 5 7 1 4  = ( - 8 ) , 8 5 7 1 4 2 8 5 . . .

’Επύσης  γ υ ά  τ η  δ ε κ α δ υ κ ό  πα ρ ά σ τα σ η

( - 7 ) , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . .  γ ρ ά φ ο μ ε  καύ 7 , 1 4 2 8 5 7 1 4 . . .

καύ παρόμουα  γ υ ά  τ ό ν

( - 1 ) , 8 3 3 3 . . .  γ ρ ά φ ο μ ε  καύ  1 , 8 3 3 3 . . .

Οΰ τ ε λ ε υ τ α ί ο υ  σ υ μ β ο λ υ σ μ ο ύ ,  όπως γ ν ω ρ ύ ζ ο μ ε ,  χ ρ η σ υ μ ο π ο υ ο Ο ν τ α υ  σ τ ο ύ ς  λ ο γ α -  

ρ υ θ μ υ κ ο ό ς  π ύ ν α κ ε ς .

8 . 6  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1 . Νά β ρ ε θ ο ϋ ν  τ ά  ά θ ρ ο ύ σ μ α τ α  τω ν  παρ α κ ά τω  σ ε υ ρ ω ν :

α)
ν = 0

(Α±)ν'■127 β )
°® 1 1 1 
Σ (— + —  + — ) γ )V V V 1ν = 0  6  3 2 ν=0

; α  > 0  > β > 0 .
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2 .  Νά α π ο δ ε ιχ τ ώ  ότι,

°® 2 ν  2  it
ο.) Σ s i n  α = Ι + t g  α ,  όπου  0 ^ ο < ^ ·

υ=0
8) Σ

ν=1

2V-1 3
2

3 .

ο)

δ )

4 .

α )

Νά β ρ ε θ ο ύ ν  τ ά  α θ ρ ο ί σ μ α τ α  των  παρακάτω  σε ι ,ρ ων :
00
Σ

ν = 2

1
β ) Γ \ γ)

00
Γ 1

( ν - 1 ) ( ν + 1 ) ,  ( 3 ν - 2 ) ( 3 ν + 1 )  
ν = 1 ν = 1

ν ( ν + 1 ) ( ν + 4 )

00
Σ

ν = 1

2 ν + 1 ε )
2  1 +2 + . . . +ν σ τ )

00
V 1

, 2  „ 2  2  
1  + 2  + . . . +ν

^ 3 2  3 
ν = 1  1  + 2  + · · ·+ν ν = 1

( 2 ν - 1 ) ( 2 ν + ΐ ί

Τ
Νά έ ξ ε τ α σ τ ή  α ν  ού παραπάνω σ ε υ ρ ί ς  σ υ γ κ λ ίν ο υ ν :

Σ ( l + i ) V β )  Σ ( 1 - - ^ )  Ύ) Σ
ν = 1  V ν = 1  2 ν=1

/ν  Λ>+1 
2 ν + 1

5 ·  Νά έξεταστΤ} α ν  ου παρακάτω σ ε υ ρ έ ς  σ υ γ κ λ ίν ο υ ν :

α)
ν= 1  ν

β ) Σ
ν=1

6 .  'Αν α , ν  6 U  ε ίν α ι ,  φ θονούσα α κ ο λ ο υ θ ία  μ»1 αρνητοκω ν ορών καυ η
00 ν  7σ εορ ά  Σ α σ υ γ κ λ ί ν η ,  ν ’άποδει,χτΡί ό τ ο  ή α κ ο λ ο υ θ ία  να  ,  ν  β ΐ ί  ε ίν α ι ,  μη-  

ν= 1  ν  υ
δενι,κιί (θεώ ρημα τοΟ P r i n g s h e i m ) .

7 .  Νά ύ π ο λ ο γο σ τη  τ ό  άθροι,σμα ττίε σει,ρδε

ι + τ β ( β + 1 ) , (β+ν-1) 
(α+1)(α+2)...(α+ν)

α > β > 0 .

8 .  Π οοές από τ ί ς  παρακάτω σ ε υ ρ έ ε  σ υ γ κ λ ίν ο υ ν  κ α ί  ποι,έε  ό χ ο ;

α )
οο

β)
00 2

ν  +3ν+2
Σ

ν = 1 ν + Λ Γ
Σ

ν = 1
5

ν

γ)
οο
Σ

2
V +3ν+2 

3 δ )
00
Σ

ΑΓ
2

ν = 1 V ν = 1 V +ν “

9 .  ”Αν α ^ ,  ν  GU ε ίν α ι ,  μοά α κ ο λ ο υ θ ία  θετοκώ ν άροθμών κ α ί  η σει,ρά
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CD 00 2  00

Σ c*v σ υ γ κ λ ό ν η ,  τ ό τ ε  κ α ό  ο ε  σ ε ε ρ έ ς  Σ 1  α ν  Σ αν “ ν + ι  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν ,
«ο οο 2  “  ν - 1  2  2

"Αν ε ί ν α ι ,  Σ α  = α  ,  Σ α  = Α κ α ε  Σ α  α  t = β , τ ό τ ε  α > Α κ α έ  α  > 2 β .  
ν  , ν  ν  ν + 1ν = 1  ν = 1  ν = 1

1 0 .  Μεά ά κ ο λ ο υ θ ε α  π ρ α γ μ α τ ε κ ώ ν  ά ρ ε θ μ ώ ν  α ν , ν  β ΐ ί  λ έ μ ε  ό τ ε  ε ί ν α ε  "σ η ­

μ ε ίο  το ϋ  χώρου το υ  H i l b e r t " ,  α ν  Σ α 2 < + » .  "Αν α  ,  ν  6 H  κ α ε  β ,
ν = 1

ν 6 Ε  είνο·.ε σ η μ ε ε α  τ ο ϋ  χώρου  τ ο ϋ  H i l b e r t ,  ν ’ά π ο δ ε ε χ τ η  ό τ ε
00

( i )  ή σ ε υ ρ α  Σ α  6  σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  κ α ί  μ ά λ ι σ τ α  α π ό λ υ τ α ,
ν = 1

ν ν
( i i )  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  λα +μ 3 ν , ν  61Ν ό π ο υ  λ ,  μ ε ί ν α ι ,  σ η μ ε ί ο  τ ο ϋ  χώ ρου

οο ν 0 ^
τ ο υ  H i l b e r t  κ α ί  ή Σ ( α  - 3  )* σ υ γ κ λ ί ν ε ι , ,- ν ν 1ν=1

( i i i )  υ σ χ ΰ ε υ  ή ά ν ο σ ό τ η τ α  τω ν  C a u c h y - S c h w a r z

/ *  2* / *  2~
< /  Σ α /  Σ 3 .

00
Σ α 3- V V ' — - V ' Vν = 1  ν = 1  ν = 1

1 1 .  "Αν ή σ ε υ ρ ά  Σ α σ υ γ κ λ ί ν ε ι ,  κ α ί  α  .>0  γ υ ά  κ ά θ ε  ν  β ΐ ϊ ,  ν ά  ά π ο -  
ν = 1  /—  ν

δ ε υ χ τ η  δ τ υ  κ α ί  ή σει ,ρά  Σ ------  σ υ γ κ λ ί ν ε ι , .
ν = 1

1 2 .  "Αν α ^ ,  ν Θ Ι  ε ί ν α ι ,  μι,ά α κ ο λ ο υ θ ί α  μη  ά ρ ν η τ ο κ ώ ν  ό ρ ω ν ,  μ ε  α ^ > 0 ,  

ν ’ά π ο δ ε υ χ τ ο υ ν  τ ά  πα ρ α κ ά τω :
α

( i )  ή σει ,ρά  Σ — —  ,  δ π ο υ  c > 0 ,  σ υ γ κ λ ί ν ε ι , ,  τ ό τ ε  κ α ί  μ ό ν ο  τ ό τ ε ,  ^- c + a
οο ν  = 1  ν

α ν  ή σει ,ρά  Σ α σ υ γ κ λ ί ν η ,

» = 1 , V 00
( i i )  α ν  ή σει ,ρά  Σ α ά π ε υ ρ ί ζ ε τ α υ  θ ε τ ο κ ά  κ α ί  ή α κ ο λ ο υ θ ί α  α  ,  ν  £Ή  

ν = 1 α
ε ί ν α ι ,  μ ο ν ό τ ο ν η ,  τ ό τ ε  χαυ  η σε ι ,ρά  Σ ----------  , c > 0  α π ε υ ρ ε ζ ε τ α ο  θ ε τ υ κ α .

„ c + v a  9 rν = 1  ν00
( i i i )  ά ν  ή σ ε υ ρ ά  Σ α ά π ε υ ρ ί ζ ε τ α υ  θ ε τ υ κ ά ,  τ ό τ ε  ή σ ε υ ρ ά  

ν = 1  V
-  α ν »  α ν
Σ — : :------:—  ά π ε ε ρ ό ζ ε τ α ε  θ ε τ ε κ ό ,  ενώ  ή σ ε ε ρ ό  Σ  ------------------- —  . α . + α 0 + . . . + α  ν = 1  1 2  ν

σ υ γ κ λ ε ν ε ε .

ν = 1  ( α 1 +“ 2 + · · · +αν )

( ϊ ν )  α ν  ή σ ε ε ρ ά  Σ α σ υ γ κ λ ε ν η  καε  έ σ χ ό η  α > 0  γ ε ά  α π ε ε ρ ο  π λ ή θ ο ς  
ν = 1  V
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δ ε ι κ τ δ ν  ν  6 W, τ ύ τ ε  ή σ ε ι ρ ά  Σ — ■-· ' ■ ι. -----. ο +α .. .+* · * ν = 1  ν  ν + 1_ α

ά π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι  θ ε τ ι κ ά ,  έ ν β

ή σ ε ι ρ ά  Σ / α  +ο . + , .  
ν = 1  ν  ν + 1

σ υ γ κ λ ί ν ε ι

1 3 .  Νά έ ξ ε τ α σ τ ΐ ί  π ο ι ί ε  άπά  τ ί ε  παρακάτω  σ ε ι ρ έ ζ  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν :

«  - 2 
α )  Σ ν

ν=1  3

Οβ 2VV *
ϊ> Σ,ν = 1  ν

ε )  Σ v t g
ν = 1

.ν+ 1

η )  Σ ί ϊ ϋ »  
ν = 1  2 ν ν

0 )
2  ν ! ■V··.

; l; ; · *·· · . , - ν = 1  v V ; ·  ■ < ί_ . ■

*.**Τ : * Γ . ?r ’
δ )

»  V

ν = 1  ( ν + 1 ) !  . /  ■'

:>:&%.· p ' : ■ *' '
V  · \. ι ·. -ο1 *

: . ^  ; J ‘ : :

σ τ ) Σ v 2 s i n  
ν = 1  2 ν

. ft* r i

ς )
οο 200 — \Ι
Σ ve  

ν = 1
,  ι» «  v>. : v- t ■*· .**■· ■ ? ς - v .· ,V >< * f t *

1 4 .  Νά έ ξ ε τ α σ τ ί ί  ά ν  ο ί  παρ α κ ά τω  σ ε ι ρ έ ε  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν

2ν ν ι ν \ν
α) Σ, W. ν = 1

γ) Σ

j  ·. i V

IS  , ν = 1  l o g  ( ν + 1 )

ε )  Σ ( VA T - 1 ) V 
ν = 1

00 1 fc\i
β )  Σ (A r  t g —) 

ν = 1

, ν+1 + ν'
00 '  ν '

δ )  Σ -------— -
υ V=1 3

3 V-iV
® ν ° [ / 2 + ( - 1 ) ]

ζ )  Σ ----------ν-----------ν-1 3 -,

1 5 .  Νά έ ξ ε τ α σ τ ί ί  α ν  ο έ  παρακάτω  σ ε ι ρ έ ς  σ υ γ κ λ ί ν ο υ ν :

♦ Λ ί - >

α) Σ / ν
ν = 1

3)
ν=1

1 , ( - 1 ) 
-V 2
2  ν

·<;. :ιι

(·ϊί - >

. . * ,

t->Tr

» .-ΐ W Α. λ 'f V
& (ν.:

>ν ■>
'is-
->*ν

4 's
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Ύ) f  (-1) V 
ν = 1  v 3 + ( - l ) V

δ ) “ (-<*)
I ,  νβ + γ  ’ v = l

β > 0  

γ  > 0

or

) Σ ία  + ( ~α )  }  ,  ο < 0 4  
ν = 1  <· V }

1 σ τ )  Σ 
ν = 1

1 + C-a) ν ·\

16 .  Νά άποδεεχτ?ί  δ τ ε  αν η σ εε ρ ά  Σ α ε £ ν α ε  α π όλυτα  σ υ γ κ λ ό ν ο υ σ α .
ν = 1W  1| -

τ ό τ ε  ή σεερά  Σ α μ , δπου μ 0 U ,  ε ί ν α ε  έ π ε σ η ς  α π όλυτα  σ υ γ κ λ εν ο υ σ α .
ν = 1

17 .  Net ε ξ ε τ α σ τ ή  αν οε παρακάτω σ ε ε ρ έ ζ  σ υ γ κ λ ε ν ο υ ν  υπό σ υ νθ η κη :  r .

2
α )  Σ ( - l ) V ( l - c o s i )  

ν = 1  ν
β)  Σ ( - 1 )  

ν = 1

V V
1 +ν*

γ )  σ
(-D

ν = ι  / 7 + ( - ι )
δ) I C-Dv t l \  

ν = 1  2

ε )  Σ ( - 1 )  s l n v  
ν = 1

χ V ν+1σ τ )  Σ ------- ;
ν = 1  ( - ν )

ζ) Σ COS V

ν = 1  1 +ν

1 8 .  Νά άποδεεχττ ί  δ τ ε :  

( χ )  αν  l i m  i n f

η )  Σ 
ν = 1

t e n

( - 1 )

> 1 ,  τ ό τ ε  ή σ ε ε ρ ά  Σ α  σ υ γ κ λ ό ν ε ε  
ν = 1  ν

( i i )  αν  l i m  su p  ν  [g- ^—  l ]  < 1 . όπου  βν  > Ο γ υ ά  κάθε  ν  eW ,  τ ά τ ε  
m μ̂ν+1 *
Σ β = + » ·  (κ ρ υ τη ρ εο  Raabe  -  Duhamel)  

v=l V
1 9 .  Νά άποδεεχτ?)  δ τ ε  οε  παρακάτω σ ε ε ρ ε ε  σ υ γ κ λ ε ν ο υ ν ;

_  · *>\ ?  s i n ν
° υ=1 1οδ(ν+1)

Β) Σ .
ν = 1  V
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20. Νά δρεθοΰν τά δεκαδικά Αναπτύγματα καί οL δεκαδικές παραστά­

σεις τδν άριθμδν.

12 ^  4 5  ^2 β  83
7 » 7 * 61  * 9 ’ 90 *

ΐ
21. Ποιούς (ρητούς) αριθμούς ορίζουν τά παρακάτω δεκαδικά ανα­

πτύγματα :

0 , 5 1 2 5 1 2 5 . . .  0 , 7 8 1 2 7 9 9 9 . . .

0 , 7 8 1 2 , 6 1 2 . . .  0 , H 5 2 m 5? .l .  · .

22. Ποιούς (ρητούς) αριθμούς ορίζουν οί παρακάτω δεκαδικές παρα­

στάσεις:

( - 4 ) , 2 8 2 1 § 7 8 2 1 . . .  7 , £ 5 1 1 ^ 5 1 1 . . .

1 2 , 3 2 8 ^ 9 5 . . .  ( - 3 ) ,  1 2 3^72,3 1 4 . . .

f ϊ

. t :■ )




