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ΠΡΟΛΟΓΟΣ MS ΕΚΔΟΣΗΣ

Το βιβλίο αυτό γράφτηκε για να καλύψει τις διδακτικές ανάγκες του μαθήματος 
’Εισαγωγή στην Τοπολογία” του 3ου Εξαμήνου του Προτυχιακού Προγράμματος Σπουδών 
του Τμήματος Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων.

Η Τοπολογία μπορεί να θεωρηθεί κλάδος της Μαθηματικής Ανάλυσης. Εκτός από 
το τεράστιο ενδιαφέρον που παρουσιάζει ως αυτοδύναμος μαθηματικός κλάδος και παρά 
το σχετικά νεαρό της ηλικίας της, η Τοπολογία έχει καταξιωθεί ως ένα ισχυρό εργαλείο 
έρευνας και έκφρασης σ ’ όλους σχεδόν τους κλάδους της Μαθηματικής Επιστήμης. 
Σημαντική είναι η συνεισφορά της Τοπολογίας σ ’ όλα τα επιμέρους αντικείμενα της 
Μαθηματικής Ανάλυσης (Πραγματική Ανάλυση, Μιγαδική Ανάλυση, Συναρτησιακή 
Ανάλυση, Αρμονική Ανάλυση κ.τ.λ.). Επιπλέον, η Τοπολογία χρησιμοποιείται στη 
Γεωμετρία, στην Αλγεβρα αλλά και σε περισσότερο εφαρμοσμένους κλάδους των 
Μαθηματικών, όπως οι Διαφορικές Εξισώσεις, η Μηχανική κ.τλ. Δεν είναι υπερβολή να 
πεί κανείς ότι έμμεσα ή άμεσα η Τοπολογία χρησιμοποιείται σ ’ όλες τις περιοχές της 
Μαθηματικής Επιστήμης.

Οι εισαγωγικές γνώσεις της Τοπολογίας που προσφέρονται σ ’ ένα προπτυχιακό 
πρόγραμμα σπουδών ενός Τμήματος Μαθηματικών, καλύπτουν συνήθως δύο ενότητες. Τη 
θεωρία των Μετρικών Χώρων και μια εισαγωγή στη Γενική Τοπολογία.

Ένας τρόπος διδασκαλίας των ενοτήτων αυτών είναι να δοθεί αρχικά η θεωρία των 
Μετρικών Χώρων και στη συνέχεια, ως γενίκευση, η εισαγωγή στη Γενική Τοπολογία. Ο 
άλλος τρόπος είναι να ξεκινήσει κανείς με τη Γενική Τοπολογία και να δώσει, ως 
εφαρμογή της, στη συνέχεια τη θεωρία των Μετρικών Χώρων.

Στο βιβλίο αυτό επιλέχτηκε ο πρώτος δρόμος. Ο λόγος είναι ότι, στο 2° έτος 
σπουδών' που διδάσκεται το μάθημα, ο φοιτητής δεν έχει ακόμη τις γνώσεις και την 
ωριμότητα να δεχτεί και να αφομοιώσει τις γενικές και αφηρημένες έννοιες της Γενικής 
Τοπολογίας. Αντίθετα, μια διεξοδική μελέτη των Μετρικών Χώρων, εκτός του ότι 
προετοιμάζει τον φοιτητή να δεχτεί ομαλά τις αφηρημένες δομές της Γενικής Τοπολογίας, 
τον βοηθάει να κατανοήσει καλύτερα τη δομή του ευκλείδειου χώρου Rn, που μελετά 
ταυτόχρονα στο Λογισμό των Συναρτήσεων Πολλών Μεταβλητών.

Το βιβλίο διαρθρώνεται σε ενότητες δύο ειδών σε κάθε κεφάλαιο. Συγκεκριμένα, 
μετά από κάθε ενότητα, όπου δίνονται οι ορισμοί και τα βασικά θεωρητικά συμπεράσματα 
για κάποια έννοια, ακολουθεί μια λιγότερο θεωρητική ενότητα με τίτλο Παραδείγματα- 
Εφαρμογές- Σχόλια. Ο αναγνώστης πρέπει να μελετήσει με την' ίδια προσοχή και τις δυο 
ενότητες. Αυτό, γιατί σε κάθε ενότητα με τον τίτλο Παραδείγματα- Εφαρμογές- Σχόλια, 
δίνονται χρήσιμα παραδείγματα που εμπεδώνουν τη θεωρητική γνώση, αλλά και θεωρητικά 
συμπεράσματα που αφορούν ειδικές ή δευτερεύουσες περιπτώσεις, χρησιμότατες όμως για 
την' κατανόηση του εκάστοτε αντικειμένου και την παραπέρα μελέτη.



Ως κατακλείδα πρέπει να τονιστεί ότι προϋπόθεση για την άκοπη μελέτη και 
κατανόηση του περιεχομένου του βιβλίου αυτού, είναι η καλή γνώση του περιεχομένου του 
μαθήματος "Εισαγωγή στη Μαθηματική Ανάλυση" του 2ου εξαμήνου σπουδών του 
Τμήματός μας.

Θεωρώ υποχρέωσή μου να ευχαριστήσω τον συνάδελφο κ. Χρυσόστομο Πέταλά για 
το χρόνο που διέθεσε να δει τα χειρόγραφα και τις χρησιμότατες υποδείξεις του καθώς 
επίσης και τη δακτυλογράφο του Τομέα Μαθηματικής Ανάλυσης κ. Αγνή Παπαβρανούση 
για την προσεκτική δακτυλογράφηση του κειμένου.

Ιωάννινα, Νοέμβριος 1988 Παναγιώτης Χρ. Τσαμάτος

προλογος 2ης έκδοσης

Η 2η έκδοση του παρόντος βιβλίου προέκυψε από την ανάγκη να περιλάβω σ’ αυτό, 
όσα η εμπειρία από τη χρήση του επί οχτώ συνεχή έτη ως διδακτικού στο μάθημα 
Εισαγωγή στην Τοπολογία, μου υπαγόρευσε ως χρήσιμα και απαραίτητα.

Η δομή του βιβλίου δεν άλλαξε σε σχέση με την πρώτη έκδοση. Έγιναν όμως 
σημαντικές προσθήκες, τόσο σε θεωρητικά λήμματα όσο και σε παραδείγματα και 
εφαρμογές, απαραίτητα για την κατανόηση ενός μαθήματος κατ’ εξοχήν θεωρητικού όπως 
η Εισαγωγή στην Τοπολογία. Επίσης, εμπλουτίστηκε η συλλογή των ασκήσεων που 
προτείνονται για λύση, ώστε να υπάρχει όσο το δυνατόν μεγαλύτερο πεδίο επιλογής για 
τον φοιτητή που θέλει να εμβαθύνει περισσότερο στο μάθημα.

Ευχαριστώ τον συνάδελφο κ. Θεόδωρο Βιδάλη για το χρόνο που διέθεσε 
συζητώντας μαζί μου θέματα σχετικά με το περιεχόμενο του βιβλίου καθώς και για τις 
χρήσιμες υποδείξεις του.

Ιωάννινα, Μάϊός 1996 Παναγιώτης Χρ. Τσαμάτος
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1.1. Γενικά

Η έννοια της απόλυτης τιμής στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών και 
ειδικότερα, η δυνατότητα που μας δίνει η έννοια αυτή να μιλάμε για την απόσταση |x-y|
δύο πραγματικών αριθμών x και y, παίζει θεμελιακό ρόλο στη μελέτη του συνόλου R. Η 
έννοια αυτής της απόστασης στο R μας επιτρέπει, εκτός των άλλων, να ορίσουμε 
σύγκλιση μέσα στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, πάνω στην οποία στηρίζεται 
ουσιαστικά το οικοδόμημα του Απειροοτικού Λογισμού.

Από την παραπάνω απλή παρατήρηση και μόνο, γίνεται φανερό το πόσο σκόπιμο 
είναι να εξεταστεί η δυνατότητα ορισμού μιας έννοιας αντίστοιχης με την απόσταση στο 
R, σ ’ ένα τυχαίο σύνολο καθώς και οι συνέπειες ενός τέτοιου ορισμού. Αυτή ακριβώς 
είναι η σκοπιμότητα του ορισμού των εννοιών της "μετρικής" και του "μετρικού χώρου" 
που ακολουθούν.

Εξάλλου, είναι γνωστό ότι το σύνολο των πραγματικών αριθμών υπήρξε το βάθρο 
για τις αφαιρετικές προσπάθειες των Μαθηματικών. Αυτό, γιατί το R είναι ένα σύνολο 
πλουσιότατο σε ιδιότητες. Η διαπλοκή όμως όλων αυτών των ιδιοτήτων μέσα στο ίδιο 
σύνολο, κάνει συχνά πολύ δύσκολο το να τις εξετάσει κανείς με αυτοτέλεια μέσα στο R. 
' Ετσι, μέσω των “μετρικών χώρων’’ θα μελετηθούν, ανεξάρτητα η μία από την άλλη



1 Εισανωτη στην Τοπολογία

αλλά και σε συνδυασμό μεταξύ τους, ιδιότητες όπως η πληρότητα, το φραγμένα, η 
συμπαγότητα, η συνεκτικότητα αλλά και διάφορες βασικές μαθηματικές έννοιες όπως οι 
ακολουθίες, οι συναρτήσεις και γενικότερα η σύγκλιση. Οι “μετρικοί χοίροι" είναι τα 
σύνολα μέσα στα οποία θα κινηθούμε στα επόμενα για να μελετήσουμε τις παραπάνω 
ιδιότητες και έννοιες.

1.2. Η έννοια της μετρικής -  Μετρικός χώρος

Υποθέτουμε ότι Ε είναι ένα μη κενό σύνολο και ρ : ExE-*R μια συνάρτηση. Η  
πραγματική συνάρτηση Q ονομάζεται μετρική  (m etr ic ) σ το  Ε αν για τυχόντα 
στοιχεία χ, y και ζ εν Ε ικανοποιούνται οι τρεις επόμενες ιδιότητες:

0 Q(x. y) -  0 x=y, 
ϋ) ρ(χ, y) = Q(y> χ),
iii) ρ(χ, y) ^ ρ(χ, z) + ρ(ζ, y).

Η ιδιότητα (iii) ονομάζεται τριγωνική ιδιότητα  της μετρικής ρ.

\ Για τα τυχόντα στοιχεία x,y εν Ε η τιμή ρ(χ, y) της μετρικής ρ ονομάζεται 
\ α π ό σ τα ση  (distance) των στοιχείων χ και y.

| Ένα σύνολο Ε εφοδιασμένο με μια μετρική ρ ονομάζεται μ ετρ ικ ός  χ ώ ρ ος  
| (m etr ic  sp a ce) και συμβολίζεται σύντομα με (Ε, ρ).

Είναι πολύ εύκολο ν’ αποδείξει κανείς ότι η τριγωνική ιδιότητα (iii) της μετρικής 
μπορεί να γενικευθεί επαγωγικά στην εξής:

ρ(χ, y) ^ ρ(χ, Ζι) + ρ(ζι, zi)+...+Q(Zy-u Ζν)+ρ(Ζν, y) 
για τυχόντα x, y, ζι,.. „ζν εν Ε.

1.2.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω (Ε,ρ)ένας μετρικός χώρος. Για τυχόντα χ, y, ζ 
και w εν Ε ισχύουν οι σχέσεις:

i) 0(x ,y )> 0,
ii) |ρ(χ, γ)-ρ(ζ, w)| < ρ(χ, ζ) + ρ(γ, w),
iii) |ρ(χ, ζ)-ρ(ζ, y)| < ρ(χ, y).
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Α π ό δ ε ιξ η .

.. . . ο(χ, y) + ρ(χ. y) q(x, y) + Q(y.χ) .  ο(χ, χ) ~
OQ(x,y) = ---------2---------------------- 2 s  2 = °
ii) Λόγω ττις τριγωνικής ιδιότητας της μετρικής έχουμε

ρ(χ, y) < ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, w) + ρ(\ν, y).

' Αρα
ρ(χ, y) -  ρ(ζ, w) < ρ(χ, ζ) + ρφ, w). (1)

Ανάλογα, έχουμε
ρ(ζ, w) -  ρ(χ, y) < ρ(χ, ζ) + ρ(γ, w). (2)

Οι σχέσεις (1) και (2> δίνουν τη σχέση (ii).
iii)  Λόγω της (ii) έχουμε

|ρ(χ, ζ)-ρ(ζ, y)| < |ρ(χ, ζ)-ρ(γ, ζ)| < ρ(χ, y) + ρ(ζ, ζ) -  ρ(χ, y). ♦

1.3. Παραδείγματα- Εφαρμογές

1.3 .1. Αν Ε είνα ι ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος με στάθμη Ν, 
τότε η συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*Κ, με τύπο

ρ(χ, y) -  N(x-y),
είνα ι μια μετρική στο Ε. ____________

Α π ό δ ε ιξ η .

Για τσόντα στοιχεία x, y και ζ εν Ε έχουμε: 
ρ(χ, y) = 0 <*> N(x-y) = 0 x-y = 0 ·»  χ -  y. 
ρ(χ, y) = N(x-y) = N(y-x) = ρ(γ, χ).
ρ(χ, y) = N(x-y) = N[(x-z)+(z-y)] < N(x-z)+N(z-y) < ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, y). ♦

D  1 .3 .2 . Η συνάρτηση ffR x R -*R , με τύπο

ρ(χ, y) = |x-y|,
είνα ι μια μετρική στo R .
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Α π ό δ ε ιξ η .

Αυτό είναι άμεσο συμπέρασμα της παραπάνω Εφαρμογής 1.3.1. ♦

Επιπλέον, είναι γνωστό ότι στο όιανυσματικό χώρο Rn οι τύποι

Ν2(χ )- Σ Ν .ί-1
ορίζουν στάθμες.

' Ετσι, σύμφωνα με την προηγούμενη Εφαρμογή 1.3.1., οι τύποι:

ρ (χ ,γ )-| χ -7 ϊ
η
Σ (xi-yo2 .

Oi(x,y) -N i(x -y ) -  supfxi—yj|,

n
62(x,y) = Nz(x-y)-  2  |xi—yil,

i-l
οοίζουν μετοιχές στον Rn.

Ο  διανυσμαηκός χώρος Rn εφοδιασμένος με μετρική τηνεισαγόμενη από την 
ευκλείδια στάθμη I I, ονομάζεται ενκ λ ε ίδε ιο ς  μ ετρ ικ ό ς  χώ ρ ος  (euclidean  
m etric  space) και συμβολίζεται με (Rn, I I).

1.3.3. Αν Ε είναι τυχόν μη κενό σύνολο, η συνάρτηση ρ:ΕχΕ—*R, με
τύπο

< Κ χ . Λ - β
a v x * y  
avx = y

είναι μια μετοιχή στoR ,

Απόδειξη.
Οι δυο πρώτες ιδιότητες της μετρικής είναι άμεσες από τον ορισμό της ρ. Έτσι, 

αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι για τυχόντα στοιχεία x, y και z εν Ε έχουμε
ρ(χ, y) < ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, y). (*)
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Επειδή οι τιμές των αποστάσεων ρ(χ, y), ρ(χ, ζ) και ρ(ζ, y) είναι 0 ή 1, η μόνη περίπτωση 
που δεν θα ίσχυε η σχέση (*), θα ήταν η περίπτωση όπου ρ(χ, y) =1 και ρ(χ, ζ) = 
ρ(ζ, y) = 0. Αλλά τότε, από τον ορισμό της ρ, θα είχαμε

ρ(χ, y) = 1 <=> χ * y
και ταυτόγοονα 

που είναι άτοπο. ♦
ρ(χ, ζ) = ρ(ζ, y) = 0 - » x  = z= y ,

| Η παραπάνω μετρική ρ ονομάζεται δ ια κ ρ ιτή  (d is c r e te ) μ ετρ ικ ή  και ο  
| αντίστοιχος μετρικός χώρος δ ια κ ρ ιτό ς  μ ε τρ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  (d is cr e te  m e tr ic  
j sp a ce).

*
Όπως θα δούμε στα παρακάτω, η διακριτή μετρική είναι μεταξύ των άλλων 

χρησιμότατη για την κατασκευή αντιπαραδειγμάτων.

1.3.4. Αν (Ει, ρι), (Ε2, ρ2)*···,(Εη» On) είναι μετρικοί χώροι, τότε το
η

σύνολο, Ε= X Ei γίνεται μετρικός χώρος με μετρική τη συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*ΙΙ,i=l
που ορίζεται με τον τύπο:

όπου x=(xj,

g(x,y) - n 2Σ Qi (Xi,yi) ,yi)+...+Qn(Xn,yn) 9

,χη)και y=(yi,...,yn).

Απόδειξη.
Για τυχόντα x=(xi,...,xn), y=(yι,.. . ,yn) και z=(zi,. . . , Ζ η )  εν Ε έχουμε:

ρ(χ, y) -  0 “\ ^ (Χ ι,γ  ι)+. ..+Qn(Xn,yn) = 0

Qi(Xi,yi) = -  = en(xn,yn) = ο <*► xi=yi,...,xn-yn x=y.
Επίσης, _________  _________

0(X.y) - ' s j  (yi.Xi)-  Q(y.X)·

Για την τριγωνική ιδιότητα, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι για τυχόντα x=(xi,...,xn), 
y=(y ι, · · · ,yn) και ζ=(ζι,... ,Ζη) εν Ε ισχύει

η
2e?(Xi>y·) * \ Ι  +i»l V i-1 Λ̂ .Σ of(zi.yi) ·
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Για το σκοπό αυτό θέτουμε Oi(Xi.yi) -  &i. Qi(Xj,Z|) -  b|. ©(Zj.yi) -  Q, i=1__ η. Τότε, από
την ανισότητα των Cauchy- Schwarz έχουμε

Επειδή όμως ισχύει Qj(Xi, yO < Qi(Xi, ζ,) + Qj(Zi, y0, δηλαδή ai < bj+Cj, i-1 „ . .,n, η τελευταία 
σχέση δίνει

που είναι η ζητούμενη σχέση. ♦

| Ο μετρικός χώρος (Ε, ρ) ονομάζεται κ α ρ τεσ ια νό ς  μ ετρ ικ ός  χώ ρος  
| (cartesian  m etr ic  space) των μετρικών χώρων (Ej, ρ0, i=l,.. .ji.

1.3.5. Στον καρτεσιανό μετρικό χώρο (Ε, ρ) των μετρικών χώ ρω ν 
(Ej, ρϊ), i= l,...,n , γ ια  κάθε x = (X j , . . . ,X n )  κ α ι y=(yi,...,yn) εν  Ε ισχύουν ο ι σχέσεις:

Επομένως

>)0 i(xi,yi)^e(x. y).
n

Η)ρ(χ, y) < 2  Qi(xj, yO

Α π ό δ ε ιξ η .
i) Για τη σχέση -^και για κάθε iE f 1 .  ,n} έχουμε

ii) Η σχέση (ii) είναι άμεση συνέπεια της γνωστής σχέσης

αν θέσουμε
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1.3.6. Έστω ρ μια μετρική σ’ ένα μη κενό σύνολο Ε. Τότε οι 
συναρτήσεις τ: E2-*R και o:E2-*R με τύπους

τ(χ, y) -  1g<‘X/i^ -  και; σ(χΓγ)-πιίη {1, ρ(χ, y )),
1+ρ(χ, y)

είναι επίσικ ιιετοικές στοΕ.

Απόδειξη.
Για την τριγωνική ιδιότητα της τ παρατηρούμε ότι για τυχόντα x, y και ζ εν Ε

έχουμε:
τ(χ, y)+ t(y, ζ) -

*

Q(x,y) + Q(y,z) ^
1+ρ(χ, y) l+g(y, ζ)

β(*. ν)____+ ____ o(y.z)____
1+ρ(χ, y)+o(y, ζ) 1+ρ(χ, y)+Q(y, ζ) 
ρ(χ, y)+p(y, ζ)

ι+ο(χ. y)+o(y. ζ) 
ι

1 + ----------
o(x,y)+o(y,z)
ι

-------- :—  -  τ(χ, ζ).
1 + ~ Γ — :  ρ(χ,ζ)

Επίσης, για την τριγωνική ιδιότητα της σ
σ(χ, ζ) s σ(χ, y)+o(y, ζ) (*)

διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
α) χ = y = ζ, β )χ -γ * ζ , γ )χ « ζ * γ , δ )χ * γ -ζ κ α ι  ε) χ **y * ζ * χ.
Θ’ ασχοληθούμε ενδεικτικά με τις περιπτώσεις (δ) και (ε). Για την περίπτωση (δ), η (*) 
γίνεται σ(χ, ζ) s σ(χ, y), που προφανώς ισχύει αφού y-ζ . Ακόμη, για την περίπτωση (ε)
διακρίνουμε τις υποπεριπτώσεις:
ει) min( 1, ρ(χ, y)}=l, mini 1, ρ(χ, ζ ) ) -1, mini 1, ρ(γ, ζ ) } -1,
£2 ) mini 1, ρ(χ, γ))»ρ(χ,y), mini 1, ρ(χ, ζ)|-1, mini 1, ρ(y, ζ ) } -1,
83) mini 1, ρ(χ, γ » -ρ (χ ,y), mini 1, ρ(χ, ζ)}-ρ(χ, ζ),mini 1, ρ(γ, ζ ) } -1,
64) mini 1, ρ(χ, y))=ρ(χ,y), mini 1, ρ(χ, ζ ) ) -1, mini 1, o(y. ζ)}-ρ(γ, ζ),
6s)mini 1, ρ(χ, y)|-l, mini 1, ρ(χ, z)J-l,m ini 1, ρ(γ, ζ)}=ρ(γ,ζ),
66) min|l, ρ(χ, y)}=l, min(l, ρ(χ, ζ)}=ρ(χ, z),min|l, ρ(y. ζ))=ρ(γ, ζ),
67) mini 1. ρ(χ, γ)}=ρ(χ, y), mini 1, ρ(χ, ζ))=ρ(χ, ζ), mini 1, ρ(γ, ζ ))=ρ(γ, ζ),
68) mini 1, ρ(χ, y)}=l, mini 1, ρ(χ, ζ)}=ρ(χ, ζ),mini 1, ρ(y, ζ)}=1.
Για την περίπτωση (66), π.χ., η (*) γίνεται 1 βρ(χ, ζ)+ρ(γ» ζ), που προφανώς ισχύει, αφού 
στην περίπτωση αυτή έχουμε ΐ£ρ(χ, y) sq(x, ζ)+ρ(γ, ζ). Όμοια εργαζόμαστε και στις 
άλλες περιπτώσεις.
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Οι άλλες ιδιότητες είναι προφανείς τόσο για την τ όσο και για τη ο. φ

η
1.3.7. Ας είναι (Εχ, ρΟ, i= l,...,n , μετρικοί χώροι και Ε= χ Ej. Τότε οι

ι=1
σ υ ν α ρ τή σ εις  θ ': E2-*R κα ι ρ ": E2-*R, που ορίζονται από τους τύπους:

η
ρ' (x,y) -  max ρι (xj, yO κα ι ρ" (x.y) - % Qi (xi, yi),

1 i-i
όπου x- (Xi,...,Xn)eE και y- (yi,...,yn)GE, είνα ι μετρικές στο E και μάλιστα 

γ ια  τυχόντα x, y εν Ε ισχύουν ο ι σχέσεις:

ρ’ (χ, y) < ρ(χ, y) έ  Vn ρ* (χ, y)
“ ■ ρ" (χ, y)  ̂ρ(χ, y)  ̂q " (χ, y)

Απόδειξη.
Το ότι οι συναρτήσεις ρ', ρ" είναι μετρικές αποδεικνόεται εύκολα. 
Για τις σχέσεις

ρ’ (χ, y) < ρ(χ, y) 2 Vn ρ’ (χ, y) 
και

·-  ρ"(χ, y) £ ρ(χ. y)  ̂ρ"(χ. y),

αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι για τυχόν χ « (χι,... ,xn)£Rn ισχύουν
max IXjl<lxlsVn max Ixjl 

Ιέίέ n Ιέϊέ n
και

. n n
-  IxsΙέ fxl< IxjI,
"  i=l i=l

αντίστοιχα.
Πραγματικά, αν ^max Ixj I = Ixk I, παίρνουμε

^max IXjl-IXkl =^χ|[έ'\^χ^+...+χ^ = Ixl

και
Ixl

Επίσης, επειδή

Λ/χ 1+- +34  * — Vn Ιχκ I Vn max lx. 
l<i<n

Ixj I < Ixl, i = 1..... n,
παίρνουμε
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Άρα

η _y Ιχϊ IS η I χ I. 
ί=1

ι η
1  \  txjl< 
" 1=1

I x I.

Ακόμη, από τη σχέση

Xj +...+ x^^ Xj +···+ χ  ̂+ 2 y  Ixi I Ixjl **(lxil+...+txn02»
i=l

παίρνουμε τελικά
• _  n ----- Ϊ  n

1 x 1 = *\/χι + — +Χ|ϊ ^  X  ^  ΐ· *
ΐ=1

1.3.8. Α ν ρ είνα ι μ ια  μετρική ο ’ ένα σύνολο Ε τότε κα ι η d, ό π ο υ  d«CQ, 

c > 0. είναι επίσης μια μετρική στο Ε.

Α π ό δ ε ιξ η .

Για τυχόντα x, y, ζ εν Ε έχουμε: 
d(x, χ)=0»ερ(χ, γ)=0<*ρ(χ, y )= 0ox-y  (αφού οΟ ) 
d(x, y)=cρ(x, y)-co(y, x)=d(y, χ)
d(x, y)-<^(x, y)scfe(x, ζ)+ρ(ζ, y))«co(x, ζ)+ερ(ζ, y)-d(x, z)+d(z, y). ♦

1.4. Απόσταση συνόλων -  Αιάμετρος συνόλου

Α ν  Α και Β είναι μη κενά υποσύνολα ενός μετρικού χώρον (Ε, ρ) ορίζουμε 
ως α π όστα ση  (d ista n ce) τω ν  σ υ νό λ ω ν  Α κ α ι  Β τον πραγματικό 
αριθμό inf {ρ(χ, y): (χ, y)eAxB} που τον  συμβολίζουμε με ρ(Α, Β).

Έτσι έχουμε

-  inf ρ(χ, y).
( x , y ) e A x B

ρ(Α, Β) = ΰύ(ρ(χ, y): (χ, y)SAxB}
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Από τον παραπάνω ορισμό είναι άμεσες οι τρεις παρακάτω ιδιότητες, που 
ισχύουν για τυχόντα υποσύνολα Α και Β ενός μετρικού χοίρου. 

ρ(Α, Β) £ 0, 
ρ(Α, Β) -  ρ(Β, Α),
ΑΠΒ * 0  => ρ(Α, Β) -  0.

Έχοντας υπόψη τα παραπάνω, ορίζουμε την α π όστα ση  c(a, Α) ενό ς  ση μ είου  
a. τ ο ν  E x a t  ε ν ό ς  υ π ο σ υ νό λ ο υ  Α τ ο ν  Ε μ ετόν  τύπο:

Q(a, Α) -  ρ( {a), A) -  inf ρ(β, χ).χβ\

Για κάθε σημείο aEE και για τυχόν μη κενό υποσύνολο Α του Ε είναι φανερό ότι
ισχύει

aEA => g(a, A) = 0.

Η δ ιά μ ε τρ ο ς  (d ia m eter) b(A) ενός υποσυνόλου Α ενός μετρικού χώρου 
ορίζεται με τον τύπο:

δ(Α) = sup { q(x, y): (x, y)EAxA) = sup ρ(χ, y).(x, y)€EAxA

Για κάθε υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου ισχύει
0 =ϊ δ(Α) < οο.

Ένα υποσύνολο Α  ενός μετρικού χώρου λέγεται φ ρα γμ ένο  (bounded) αν η 
διάμετρός τον είναι πεπερασμένη, δηλαδή αν  δ(Α) < οο.

Για το κενό σύνολο κάνουμε την παραδοχή ότι είναι φραγμένο σύνολο.

|Λν ισχύει δ(Ε) < οο, τότε ο Ε ονομάζεται φ ρ α γμ ένο ς  μ ετρ ικ ός  
| χώ ρος (bounded  m etr ic  space).

1.5. Παραδείγματα -  Εφαρμογές -  Σχόλια

1.5.1. Στη σχέση aEA => Q(a, Α) = 0, 6εν ισχύει το αντίστροφο.
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Απόδειξη.
Πραγματικά, στον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I), για το σύνολο A = { - :  νΕΝ}, 

παίρνουμε

ρ(0, A) = inf 0 = in f- =  0 και ταυτόχρονα Ο^Α. 
νΕΝ |ν νΕΝ ν

' Ομοια, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και στη σχέση
ΑΠΒ * 0  => ρ(Α, Β) -  0,

δεν ισχύει το αντίστροφο. Αρκεί, πάλι στον (R, I I), να πάρουμε Α : νΕΝ) και 

Β={0). ♦
φ

1.5.2. Η έννοια του φραγμένου σ’ ένα μετρικό χώρο (£, ρ), εξαρτάται 
άμεσα από τη μετρική ο.

Πραγματικά, αν θεωρήσουμε τον διακριτό μετρικό χώρο (R, ρ) (Βλέπε 1.3.3.), 
τότε ολόκληρος ο χώρος R αλλά και κάθε υποσύνολό του είναι φραγμένα σύνολα. 
Εύκολα μπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι 6(R) = 1.

Τέτοιες μετρικές που καθιστούν ολόκληρο το χώρο φραγμένο σύνολο, 
ονομάζονται φ ραγμένες μετρικές  (Βλέπε 1.3.6).

Αντίθετα, αν θεωρήσουμε τον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I), παίρνουμε 6(R)=°°,
δηλαδή η μετρική που εισάγεται στο R από την απόλυτη τιμή δεν είναι φραγμένη.

1.5.3. Για τυχόντα σημεία a, b ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) και για 
τυχόν μη κενό υποσύνολο Α του Ε ισχύει:

| Q(a, A)-Q(b, A) I < Q(a, b).

Απόδειξη.
Για τυχόν xEA έχουμε ρφ, x) < ρφ, b) + ρφ, x). Ετσι, 

ρφ, A) = inf ρφ, x) < inf 1 ρφ, b) + ρφ, x)) = ρ(α, b) + inf ρφ, x) = ρ(α, b) + ρφ, A).
xGA xEA xEA

Ά ρα
Q(2iy A )- ρφ, A) < Q(3L, b).

Όμοια, παίρνουμε
ρφ, A )- ρφ, A) < ρφ, b).

Επομένως, τελικά έχουμε
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I o(a, Α)-ρ(δ, A) | < t>(a, b). ♦

1.5.4. Av A και B είναι φραγμένα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου 
(Ε, ρ), τότε και η ένωσή τους είναι φραγμένο σύνολο και μάλιστα ισχύει:
_________________________ 6(AUB) < δ(Α)+δ(Β)+ρ(Α, Β)._________________________

Απόδειξη.
Θεωρούμε δύο τυχόντα στοιχεία χ, y εν AUB.
Αν χΕΑ και yEA, τότε ρ(χ, y) £ δ(Α) και έτσι:

ρ(χ, y) < δ(Α) < δ(Α) + δ(Β) + ρ(Α, Β). 
Όμοια, αν χΕΒ και yEB.

Ας είναι χΕΑ και yEB. Τότε, επειδή ρ(Α, Β) -  inf ρ(χ, y), για κάθε νΕΝ
(x,y)eAxB

υπάρχουν στοιχεία ζ£Α και wEB τέτοια, ώστε
/ί\ρ(ζ, w) < ρ(Α, Β)+! -  . (*)
V

Πραγματικά αν δεν συνέβαινε η (*) θα είχαμε ότι υπάρχει ν0ΕΝ τέτοιο, ώστε για

όλα τα ζΕΑ και wEB να συμβαίνει ρ(ζ, w) > ρ(Α, Β)+ -7  · ΑραVo

inf ρ(ζ, w) -ρ(Α, Β) a ρ(Α, Β)+ 7“ => 7" s  0,
(Ζ, w)€AxB ν0 ν0

που είναι άτοπο.
Άρα η (*) ισχύει και επιπλέον

ρ(χ, y) < ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, w) + ρ(\ν, y),
που συνεπάγεται, λογω της (*),

ρ(χ, y) < δ(Α) + ρ(Α, Β) +  ̂ + δ(Β).

Έτσι, επειδή η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε νΕΝ, παίρνουμε
ρ(χ, y) < δ(Α) + ρ(Α, Β) + δ(Β). 

Επομένως, αποδείχτηκε ότι για τυχόντα x, y εν AUB ισχύει
ρ(χ, y) < δ(Α) + ρ(Α, Β) + δ(Β).

Άρα

sup ρ(χ, y) < δ(Α) + ρ(Α, Β) + δ(Β),(x,y)e(AUB)2
δηλαδή

6(AUB) < δ(Α) + ρ(Α, Β) + δ(Β). ♦
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1.5.5. Ας είναι (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών
η

χώρων (Ej.Qj), ϊ=1,...,ηκαι S = χ Si, όπου Sj C Ej, ΐ=1,...,η.Τότε ισχύει:
ϊ=1

i) max{6(S ,),..., 0(Sn))<0(S) < 0 (S ,) +...+ 0(Sn),
ii) S φραγμένο <=> (Vi£{ l,...,n }) S, φραγμένο._______  ____  _____

Απόδειξη.
i) Θεωρούμε τυχόν ie{ 1,... ,n} και δυο τυχόντα στοιχεία xj, yj εν Sj. Τότε, επειδή 

η
S = χ Si, υπάρχουν στοιχεία x και y εν S τέτοια, ώστε Ρϊ(χ)=Χϊ και Pi(y)=yi, όπου 

ϊ=1
Κ : S-*Sj είναι η ΐ-προβολή του S. Άρα, χ « (xi,...,xj,...,xn) και y = (yi,...,yi,...,yn) και, 
επειδή ρί(Χ|, yO < ρ(χ, y) (Βλέπε 1.3.5.), παίρνουμε

ρΚΧΐ, yi) < ρ(χ, y) < sup ρ(ζ, w) = b(S).
(Ζ. w)e$2

Αφού τα στοιχεία Xj, yi είναι τυχόντα εν Sj, η τελευταία σχέση δίνει
δ(5|) < sup{Qj(Xj, yi): (Xj, yOeS? } < 6(S).

Έτσι, αφού το i είναι τυχόν έχουμε
max{6(S i),...,6(Sn))<6(S).

Επιπλέον,αν x = (χι,...,χη)και y = (yi,...,yn) είναι δυό τυχόντα στοιχεία του S, 
τότε έχουμε (Βλέπε 1.3.5.),

V n 2
, Σ  Qi (xi.yi) £  le i(x i. y O l + ...+ |ρ η (Χ π , yn)| 2  6(Si) + . . .+  (Sn).

Επομένως

δ( S) = sup ρ(χ, y) < 6(S i) +...+ (Sn).(x. y)eS2
ii) Προκύπτει άμεσα από την (i). φ

1.6. Σφαιρικές περιοχές -  Περιοχές

Ας είναι a είναι τυχόν σημείο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) και r ένας θετικός 
πραγματικός αριθμός.

^Ονομάζουμε σφ α ιρ ικ ή  π εριοχή  (spherica l n eigh borhood ) ή σ φ α ίρ α  
| (sp h ere) με κ έ ν τρ ο  (cen te r ) το σημείο a και α κ τ ίν α  (radius) r, to 
I σύνολο B(a, r) που ορίζεται με τον τύπο:

B(a, r) -  (xGE:ρ(χ, a) < r).
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Δηλαδή σφαιρική περιοχή με κέντρο a και ακτίνα γ, γ > 0, είναι το σύνολο των 
σημείων του χώρου Ε που η απόστασή τους από το σημείο a είναι γνήσια μικρότερη του 
αριθμού r. Όταν απαιτείται, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό Bg(a, r) αντί του B(a, r) για 
να υποδηλώσουμε τη μετρική ως προς την οποία θεωρείται η περιοχή.

Αντίστοιχα, το σύνολο:
C(a, γ ) = {χ£Ε: ρ(χ, a) < r| ,

ονομάζεται κΑ ειστή (εΙοεεά) σφ α ιρ ικ ή  π εριοχή  ή κ λειστή  σφ α ίρα  
με κ έν τρ ο  το σημείο a και α κ τ ίν α  τ.

Ένα σύνολο U, UCE, ονομάζεται π εριοχή  (neighborhood) τ ο ν  ση μ είου  a, 
aGE, αν υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) με κέντρο a και γ>0 τέτοια, ώστε:

B(a, r)CU.

Για να δηλώσουμε ότι ένα σύνολο U είναι περιοχή ενός σημείου a, θέτουμε συχνά
U=U(a).

Στο παρακάτω σχήμα το σύνολο U, θεωρούμενο ως υποσύνολο του ευκλείδειου 
μετρικού χώρου (R2, I I), είναι περιοχή του σημείου a ενώ δεν είναι περιοχή του 
σημείου b.

Από τον παραπάνω ορισμό γίνεται φανερό ότι κάθε σφαιρική περιοχή είναι 
περιοχή του του κέντρου της. Ακριβέστερα για τις σφαιρικές περιοχές ισχύει η εξής 
πρόταση.

1.6.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε σφαιρική περιοχή είναι περιοχή 
οποιουδήποτε σημείου της. ΐ,

'•'•Λ X
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Απόδειξη.
Ας είναι B(a, r) μια σφαιρική περιοχή και 

χ τυχόν σημείο της. Επειδή xSB(a, r), ισχύει 
ρ(χ, a) < r και επομένως r -  ρ(χ, a) > 0. Θέτουμε 
Π -  r — ρ(χ, a) και θεωρούμε τη σφαίρα Β(χ, γ0·
Αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι Β(χ, ri)CB(a, r).

Πραγματικά, για τυχόν y παίρνουμε:

yGB(x, τι) => ρ(χ, y)<ri => ρ(χ, y)<r -  ρ(χ, a) =>

ρ(χ, a)+ρ(x, y)<r=> Q(y, a) < r => yGB(a, r). ♦
φ

Για τις περιοχές σ’ ένα μετρικό χώρο ισχύουν οι ιδιότητες που διαλαμβάνει η 
παρακάτω πρόταση.

1.6.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Σ’ ένα μετρικό χώρο ισχύουν τα εξής: 
i) Τυχόν σημείο ανήκει σε κάθε περιοχή του.
Π) Αν U είναι μια περιοχή ενός σημείου a9 τότε και κάθε υπερσύνολο 

V του U, είναι περιοχή του a.
iii) Η τομή πεπερασμένου πλήθους περιοχών ενός σημείου a είναι 

περιοχή του a.
iv) Για κάθε περιοχή U ενός σημείου a υπάρχει περιοχή V του a 

τέτοια, ώστε η U να είναι περιοχή κάθε σημείου της V.

Απόδειξη.
Τα (i) και (η) είναι φανερά 

από τον ορισμό της περιοχής.
(iii) Αρκεί ν’ αποδείξουμε 

ότι η τομή δυό περιοχών U ι και 
U2 ενός σημείου a είναι περιοχή 
του a. Αν αυτό ισχύει παίρνουμε 
εύκολα το συμπέρασμα επαγωγικά. 
Έτσι, ας είναι Ui και U2 περιοχές 
ενός σημείου a. Τότε υπάρχουν 
θετικοί αριθμοί τ\ και Γ2 τέτοιοι, 
ώστε:
B(a, rOCUi και B(a, T2)CU2.
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Αν υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι n sr2 τότε θα έχουμε 
B(a, ri)CB(a, r2)CU2 και, επειδή B(a, ri)CU|, θα έχουμε τελικά B(a. τ\) Q U|DU2, που 
αποδεικνύει ότι το σύνολο UinU2 είναι περιοχή του σημείου a.

(iv) Έστω U είναι περιοχή του σημείου a. Αρα υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) 
του σημείου a τέτοια, ώστε B(a, r)CU. Τότε όμως, κατά την ΙΙρόταση 1.6.1., για τυχόν 
x£B(a, r), η περιοχή B(a, r) είναι περιοχή του x και, επειδή B(a, r)CU, το στινολο U είναι 
επίσης περιοχή του χ. Έτσι, για το ζητούμενο αρκεί να ληφθεί V-B(a, r). ♦

Αν είναι ένα σημείο ενός μετρικού χώρου Ε, το σύνολο B(a, r) — {a | 
ονομάζεται κ α τ ’ εκδοχήν σφαιρική περιοχή τον & και συμβολίζεται με 
B(a, r).

Έτσι,
B(a, r) = B(a, r) -  {a} = (χ£Ε: 0 < ρ(χ, a) < r).

Αντίστοιχα, αν  U(a) είναι περιοχή του σημείου a, το σύνολο U(a) -(a ) 
ονομάζεται κ α τ ’ εκδοχήν περιοχή τον a και συμβολίζεται με U(a).

Έτσι,
U(a) = U (a)-{a}.

Επεκτείνοντας την έννοια της σφαιρικής περιοχής με κέντρο ένα σημείο 
του μετρικού χώρου, μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της σφαιρικής 
περιοχής Β(Α, r) με κέντρο ένα υποσύνολο Α τον μετρικού χώρον 
και ακτίνα r, r>0, με τον τύπο:

Β(Α, γ) = (χ£Ε: ρ(χ, A) < r).

Αντίστοιχα, ένα υποσύνολο U ενός μετρικού χώρου, ονομάζεται περιοχή τον 
συνόλου Α α ν υπάρχει σφαιρική περιοχή Β(Α, r) του Α  τέτοια, ώστε: 
Β(Α, r)CU. Στην περίπτωση αυτή το σύνολο U συμβολίζεται συχνά και με U(A).

____1.7. Παραδείγματα -  Εφαρμογές_____________________

1.7.1. Στο επίπεδο αποδίδουμε σχηματικά μια σφαιρική περιοχή B(a, r) με το 
εσωτερικό ενός κύκλου με κέντρο a και ακτίνα r. Αυτό είναι απόλυτα σωστό στην 
περίπτωση που το επίπεδο θεωρείται ως ο μετρικός χώρος (R2, ρ), όπου 
ρ(χ, y ) = λ/(χι-y ι)2+(Χ2-Υ2)2 . χ - (Χι,Χ2>. Υ=(Υι.Υ2). δηλαδή ο ευκλείδειος μετρικός
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χώρος (R2,1 I). Το σχήμα της σφαιρικής περιοχής στους χώρους R2 ή R3, όπου έχουμε 
εποπτεία, δεν διατηρείται αν αλλάξουμε τη μετρική. Τα παρακάτω σχήματα μας 
πείθουν για την αλήθεια αυτού του ισχυρισμού. Καθένα από τα επόμενα σχήματα 
αποδίδει την εικόνα της σφαιρικής περιοχής Β(0, r) στο μετρικό χώρο που σημειώνεται 
δίπλα.

( 0 , - γ )

Είναι αξιοσημείωτο ότι οι μετρικές ρ, ρι και ρ2 συμπίπτουν στο R με 
τη μετρική με τύπο ρ(χ, y) = I x-y I, ως προς την οποία, για τυχόν x£R, η 
σφαιρική περιοχή B(x, Γ) ταυτίζεται με το ανοιχτό διάστημα (χ-γ, χ+γ).
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\  1.7,2. Αν (Ε, ρ) είναι ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών 
χώρων (Ej, Qj), , τότε για τυχόν στοιχείο a=(ai,...,an)EE ισχύουν οι
σχέσεις:

i) B(ai, -7=-) χ-..x B(an, 4=-) Q B(a, r), r> 0.Vn Vn
if)B (a ,r)C B (a i,ri) x...x B(an, rn), r -  min (η ......rn)._______ ____

Απόδειξη.
i) Tux να απόδείξουμε τη σχέση (i) θεωρούμε τυχόν στοιχείο x

συνόλου B(ai, ^=-) χ...χ B(an, ^=-), οπότε έχουμε:

xiGB(ai, ^=-) => Qi(xi, aj) <

(Χι..Χη) ίου

XnGB(an, ^=-) => Qn(Xn. &η) < ·

Άρα
2 2 Γ2ρ j (χ ι, a ι)+... +ρη(χη> &η) < η —  => ρ2(χ, a) < r2 => ρ(χ, a) < r => xeB(a, r). 

ϋ)Για την απόδειξη της σχέσης (ϋ), παρατηρούμε ότι για κάθε x -  (χι,...,χη) 
έχουμε:

x£B(a, r) =>ρ(χ, a) < τ=> ρ,(χι, ai)+...+Qn(xn, an) <r2=>

Qj(Xi, ai)<r2,.i= l,...,n .
Επειδή όμως r = min {ri,..  .,rn), η τελευταία σχέση γίνεται

ρΐ(Χΐ, ai) < Γΐ,...,ρη(Χη» an) <rn => xieB(ai, π),...,ΧπΕ B(an, rn) => 
χ -  (xi,...,xn)e B(aj, r1)x...xB(an, rn). ♦

1.7.3. Όπως έχει τονιστεί, t o  κέντρο μιας σφαιρικής περιοχής είναι 
πάντοτε σημείο της σφαιρικής περιοχής, όπως επίσης και κάθε περιοχής 
του. Υπάρχει μάλιστα περίπτωση μια σφαιρική περιοχή να έχει ακριβώς 
ένα σημείο, το κέντοο τικ.

Απόδειξη.
Πραγματικά, θεωρούμε ένα διακριτό μετρικό χώρο (Ε, ρ), όπου η μετρική ρ, όπως 

είναι γνωστό, ορίζεται με τον τύπο

0(x, y)
1, a v x * y  
0, αν χ = y

I
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Θεωρούμε επίσης τυχόν στοιχείο a, a£E και τη σφαιρική περιοχή B(a, 1) του a. Είναι 
φανερό ότι aeB(a, 1). Επιπλέον, για κάθε χ£Ε έχουμε

x*a => ρ(χ, a)=l=>x£B(a, 1).
Άρα

B(a, l)={a).

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι για τυχόν στοιχείο a ενός 
διακριτού μετρικού χώρου Ε ισχύει:

B(a, r) = (a),
Ε,

αντ<1 
αντ>1 ’

*  ________________

1.7.4. Σε τυχόντα μετρικό χώρο Ε και για κάθε a£E ισχύει:
__________________________ 6(B(a, r)) < 2r. _________________

Απόδειξη.
Για τυχόντα στοιχεία x, y εν B(a, r) έχουμε

q ( x , y )  £ ρ(χ, a) + ρ(ζ, a) < r+r = 2r.
Άρα

sup ρ(χ, y) < 2r => 6(B(a, r)) < 2r. ♦
(x, y)£B2(a, r)

Γ Είναι ενδιαφέρον να εξεταστεί αν υπάρχουν μρτριχοί χαι
σφαιρικές περιοχές που να ισχύει

6(B(a, r)) < 2γ.
Η σχέση αυτή μπορεί να ισχύει σ’ ένα διακριτό μετρικό χώρο.

Πράγματι, όπως είναι γνωστό από την προηγούμενη Εφαρμογή 1.7.3., σ ’ ένα 
διακριτό μετρικό χώρο και για τυχόν a ισχύει B(a, 1)»{a). Επομένως

6(B(a, 1)) -  δ({α}> = 0 < 2 «  2 · 1.

\ 1.7.6. Έστω Α τυχόν μη κενό και φραγμένο υποσύνολο ενός μετρικού 
χώρου (Ε, ρ) και Χο τυχόν στοιχείο του Ε. θέτουμε r = ρ(Χο, Α) + δ(Α). Τότε
ισχύει:

ACB(x0, r).

Απόδειξη.
Για το τυχόν χ0£Ε και για κάθε ν£Ν υπάρχει ζ£Α τέτοιο, ακττε:
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ρ(χ0, ζ ) < ρ(χ0, Α) + ^. (*)

Αυτό, γιατί διαφορετικά θα είχαμε:

(3v0eN)(Vz£A) q(Xo, ζ) a ρ(χο, Α)+ =>(3ν0£Ν) inf q(Xo, ζ) -  q(Xo, Α)* ρίχ0, A)+ -J-vo / B A  v0
=>(3v0£N) ^-sO,Vo
που είναι άτοπο.

Έτσι, χρησιμοποιώντας τη σχέση (*), για τυχόν χ£Α παίρνουμε

ρ(χ, Xo)«  Q(Xo. ζ) + ρ(Χ, ζ) < ρ(Χο, Α) + £ + δ(Α).

Επειδή η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε ν£Ν έχουμε
ρ(Χ, xo) s 0(χο. Α) + δ(Α)-Γ =* χ£Β(Χο, γ), 

που αποδεικνύει το ζητούμενο. +

____ 1.8. Πυρήνας και θήκη συνόλου______________________

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε αρχικά τη θέση ενός σημείου a ενός 
μετρικού χώρου (Ε, ρ) σε σχέση με ένα υποσύνολο Α του Ε. Είναι φανερό ότι για το 
σημείο a και το σύνολο Α ισχύει αυστηρά ένα από τα δύο αΕΑ ή a£A. Όμως η έννοια
της μετρικής μας επιτρέπει να διακρίνουμε πολύ λεπτότερες διαβαθμίσεις στη θέση του 
σημείου a σε σχέση με το σύνολο Α. Για το σκοπό αυτό δίνουμε τους παρακάτω ορισμούς:

| Ένα σημείο a θα λέμε ότι είναι εσω τερικό σημείο (in ter io r  poin t) του
| συνόλου Α α ν  υπάρχει r > 0 τέτοιο, ώστε B(a, r)CA.

I Το σύνολο των εσωτερικών σημείων ενός συνόλου Α το ονομάζουμε πυρ ήνα  
| ή εσω τερ ικ ό  (in ter io r ) του συνόλου Α  και το συμβολίζουμε με Α°.

| Ένα σημείο a θα λέμε ότι είναι ση μ είο  επαφής (con tact p o in t) του συνόλου 
| Α αν για κάθε τ > 0 ισχύει B(a, r)DA * 0

I Το σύνολο των σημείων επαφής ενός συνόλου Α  το ονομάζουμε θήκη ή
I
| κάλυμμα (c lo su re )  του συνόλου Α και το συμβολίζουμε με Α .

Από τους ορισμούς αυτούς, γίνεται αμέσως φανερό ότι

Ε° = Ε = Ε.

ο



Μετρικοί Χώοοι 21

Ορίζουμε επίσης

0° = 0  = 0.
Δεν υπάρχει καμμία βλάβη αν στους παραπάνω ορισμούς αντικαταστήσουμε τον  

όρο “σφαιρικήπεριοχή” με τονόρο “περιοχή”. A m o είναι άμεση σινέπεια της παρακάτω 
Πρότασης 1.8.1.. Έτσι, στα επόμενα και σ ’ ότι αφορά τις έννοιες εσωτερικό σημείο και 
σημείο επαφής, αντί τον όρου “σφαιρική περιοχή” μπορούμε να χρησιμοποιούμε τον  όρο  
“περιοχή” και αντίστροφα.

1.8.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε και
για τυχόν σημείο a του Ε ισχύουν:

#i) a£A° <=> Υπάρχει περιοχή U(a) του a τέτοια, ώστε U(a)CA.

____ ii)a€A<»ria κάθε περιοχή U(a) του a ισχύει U(a)HA * 0 . _____________

Απόδειξη.
ί) Έστω a£A°. Τότε υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) τέτοια, ώστε B(a, r)CA. 

Θέτοντας B(a, r)-U(a), έχουμε το ζητούμενο.
Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει περιοχή U(a) του a τέτοια, ώστε U(a)CA. Τότε 

όμως υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) με B(a, r)CU(a) οπότε, επειδή U(a)CA, 
παίρνουμε B(a, r)CA, δηλαδή a£A°.

ii) Έστω a£A και U(a) τυχούσα περιοχή του a. Τότε υπάρχει σφαιρική περιοχή

B(a, r) με B(a, r)CU(a). Αλλά επειδή a£A, έχουμε B(a, γ)ΠΑ*0. Έτσι, επειδή 
B(a, r)CU(a), παίρνουμε B(a, r)nACU(a)nA, δηλαδή U(a)HA * 0 .

Αντίστροφα, έχουμε αμέσως το ζητούμενο θέτοντας U(a) = B(a, r). ♦
Οι επόμενες προτάσεις συνοψίζουν τα σημαντικότερα συμπεράσματα που 

αφορούν τις παραπάνω έννοιες. Όπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς αμέσως, υπάρχει 
μια αξιοσημείωτη δυ ίκότητα στα συμπεράσματα αυτά.

1.8.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για
—  
τυχόντα υποσύνολα Α και Β ενός μετρικού

χώρου Ε ισχύουν οι σχέσεις:
i) A°CA i ') ASA

Η) ACB=>A°CB° ii') ACB => ACB

■ii) (A°)c = Α^ iii ’) (A )c= (Ac)°.
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Α πόδειξη.
i) Έστο) χΕΑ°. Τότε υπάρχει r > 0 τέτοιο, ώστε B(x, r)CA. Έτσι, επειδή 

χΕΒ(χ, γ), παίρνουμε χΕΑ.
i')  Έστω χΕΑ και Β(χ, γ) τυχούσα περιοχή του χ. Έτσι, έχουμε: 

χΕΑ και x£B(x, r) =̂> χΕΑ(ΊΒ(χ, r) =# ΑΠΒ(χ, r) *0 .

Άρα, αφού η Β(χ, r) είναι τυχούσα, παίρνουμε χΕΑ.
ίΐ) Υποθέτουμε ότι ACB και έστω χ τυχόν σημείο, με χΕΑ°. Αρα, υπάρχει r > 0 

τέτοιο, ώστε B(x, r)CA. Αλλά τότε, επειδή ACB, έχουμε B(x, r)CB. Επομένως χΕΒ°, 
δηλαδή τελικά A°CB°.

Η')  Υποθέτουμε ότι ACB και έστω χ τυχόν σημείο, με χΕΑ. Τότε για κάθε r > 0 
έχουμε ΑΠΒ(Χ, γ)*0 . Άρα, επειδή ACB, έχουμε Β(χ, γ)ΠΒ * 0  για κάθε r > 0 . Αυτό

όμως σημαίνει ότι χΕΒ, δηλαδή τελικά ACB.
iii) Για τυχόν x έχουμε:
xE (A°)c ο  ~(χ£Α°) Ο  ~[(3r > 0)-Β(χ, r)CA] ο  (Vr > 0) Β(χ, Γ)^Α ο

(Vr > 0) Β(χ, r)flAc * 0  χ£ Α5. 
i i i ')  Για τυχόν x έχουμε:

x£ (Α )° ο  ~(χΕΑ) ^[(Vr > 0) Β(χ, γ)ΠΑ*0] ο  (3γ > 0) Β(χ, γ)ΠΑ=0ό  
(3γ > 0) Β(χ, r)CAc xE(Ac)°. ♦

1.8.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόντα υποσύνολα Α και Β ενός μετρικού
χώρου Ε ισχύουν οι σχέσεις:

i) Α°°=Α° Γ  )Α  = Α

Π) (ΑΠΒ)° =» Α0ΠΒ° Η')  AUB -  A UB .

Απόδειξη.
i) Από την προηγούμενη Πρόταση 1.8.2.(i) παίρνουμε A°°CA-. Έτσι, αρκεί ν’ 

αποδείξουμε ότι A°CA°°.
Πραγματικά για τυχόν χΕΑ° υπάρχει σφαιρική περιοχή B(x, r) του χ με 

Β(χ, r)CA. Θ’ αποδείξουμε τότε ότι ισχύει και B(x, r)CA°. Πραγματικά, αν y είναι τυχόν
σημείο της B(x, r) τότε η Β(χ, γ), ως περιοχή κάθε σημείου της, είναι και περιοχή του y. 
Αρα υπάρχει περιοχή U(y) του y, η U(y) = B(x, r), με U(y)CA. Επομένως yEA° και έτσι, 
επειδή το y είναι τυχόν σημείο της B(x, r), παίρνουμε Β(χ, r)CA°, που σημαίνει ότι 
χΕΑ°°. Αρα τελικά A°CA°°.
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i ' )  Από την Πρόταση 1.8.2.(i') παίρνουμε A C A . Έτσι, αρκεί ν’ αποδείξουμε 

ότι A C A .

Θεωρούμε τυχόν χ€ΞΑ και τυχούσα περιοχή B(x, r) του χ. Τότε έχουμε

Β(χ, γ)ΠΑ*0 . Ακόμη, για τυχόν y£B(x, γ)ΠΑ θα έχουμε y£B(x, r) και άρα η B(x, γ)

είναι περιοχή του y. Έτσι, επειδή y£A, θα έχουμε Β(χ, τ)ΠΑ * 0 , δηλαδή χΕΑ.
π) Από τις σχέσεις AftBCA και AHBCB και λόγω της Πρότασης 1.8.2.(ϋ), 

παίρνουμε (ΑΠΒ)°£Α° και (AnB)°CB°, οπότε (AnB)°CA°nB°. Έτσι, αρκεί ν’ 
αποδείξουμε ότι Α0ΡΒ°£(ΑΠΒ)°.

Πραγματικά, για τυχόν x παίρνουμε:
χ£Α°ΠΒ° χ£Α°λ χ£Β° ο · [(3rj > 0) Β(χ, ri)CA] λ [(3γ2 > 0) Β(χ, Γ2)ΟΒ].

Αρα για r=min{ri, Γ2 ) παίρνουμε Β(χ, r)CA και Β(χ, r)CB, οπότε Β(χ, r)CAHB. 
Επομένως χ£(ΑΠΒ)°, δηλαδή τελικά A°nB°C(AnB)°.

ΙΓ ) Από τις προφανείς σχέσεις ACAUB και BCAUB, λόγω της Πρότασης

1.8.2.(ϋ') , παίρνουμε ACAUB και BCAUB, οπότε AUBCAUB.

Για την απόδειξη της σχέσης AUB C AUB , υποθέτουμε ότι ισχύει το αντίθετο

και θα καταλήξουμε σε άτοπο. Αρα υπάρχει στοιχείο x τέτοιο, ώστε x£AUB και

x£AUB. Τότε όμως θα έχουμε χ£Α και χ£Β , δηλαδή θα υπάρχουν περιοχές Β(χ, γ0 
και Β(χ, Γ2) του χ τέτοιες, ώστε

Β(χ, rj)f\A -  0  και Β(χ, Γ2)ΠΒ - 0 .
Θέτοντας r=min{ri, Γ2), παίρνουμε Β(χ, γ)ΠΑ = 0  και Β(χ, γ)ΠΒ -  0 ,οπότε 

Β(χ, r)H(AUB) = (Β(χ, r)f\A)U(B(x, γ)ΠΒ) = 0 .

Αυτό όμως είναι άτοπο αφού ισχύει ότι x£AUB. φ

1.8.4. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν Αμ Α2,...,Αν είναι τυχόντα υποσύνολα ενός 
μετρικού χώρου Ε, τότε ισχύουν οι σχέσεις:

ί) φ Α ,  )°
V Ο

i') j^Av .UAj.
1=1
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Απόδειξη.
Εργαζόμαστε με επαγωγή, αφοί) είναι γνοκττό οπό την προηγούμενη ΙΙρόταση

1.8.3. ότι για ν -  2 οι σχέσεις ισχύουν, +

1.8.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Aj, iEI είναι μια οικογένεια υποσυνόλων ενός 
μετρικού χώρου Ε, τότε ισχύουν οι σχέσεις:

i) (U A i)°2  U a ! Γ )  UAj 2  UAjiei iei 1 iei iei

ii) (D A i)°£  ΓΙΑ. iei i «  ilei
ii ) HAj lei

c

Απόδειξη.
i) Για κάθε ie i έχουμε

Aj £  UAj =>A. C (U A j)°. 1 iei 1 i ieiiei
Άρα

i ')  Για κάθε ie i έχουμε

UA, £ (UAj)·. if=i 1 ieiiei

Aj £  UAj =*> Aj C UAj 
iei iei

Αρα

UAj
iei

£  UAj . 
iei

ii) Για κάθε ie i έχουμε

HAj £  Aj => (Π Α ΐ)°£ Α ,. iei it=' 1iei
Αρα

(Π Α ΐ)°£  ΠΑ5. viei i «  ιiei
i i ' )  Για κάθε ie i έχουμε

ΓΐΑί £A j=> DAj £  A j. iei iei
Αρα

£  H A j . ♦  
lei
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Μετά από αυτά, είναι ενδιαφέρον ν’ αναζητηθούν παραδείγματα όπου οι σχέσεις 
της Πρότασης 1.8.5 να ισχύουν με τη σχέση του γνήσιου υποσυνόλου. Αυτό γίνεται 
παρακάτω στο Παράδειγμα 1.9.4.

1.9. Παραδείγματα- Εφαρμογές- Σ χόλια

1.9.1. Σε τυχόντα μετρικό χώρο και για κάθε στοιχείο του a ισχύει

{T )-{a }.
^ μ — —— — — — —  ■  ι ■

Απόδειξη.

Επειδή ισχύει πάντοτε {a)C {a}, θ’ αποδείξουμε ότι |a)C{a). Πραγματικά,

έστω χ6|Τ). Τότε, γιατυχούσα περιοχή B(x, τ) του χ ισχύει Β(χ, γ)Π{a) *0 . Δηλαδή, 
για κάθε r > 0 έχουμε aEB(x, r) και επομένως ρ(χ, a) < r για κάθε r > 0. Αρα ρ(χ, a) -

0, που σημαίνει x=a. Τελικά xe{a ), οπότε {a }Q a }. ♦

1.9.2. Για τυχόντα α, βενΚμεα<β, στον ευκλείδειο μετρικό χώρο 
(R, I I) ισχύουν οι σχέσεις :

I) (α, β)° - (α, β]° - [α, β)° -[α, β]° - (α, β)

ϋ) (αΓβ)-(όςβ]- Ϊ̂ Γβ")-[αΓβ1 -[α,β].
Επιπλέον, έχουμε:
iii) (α,»)° . [α, οο)° = (α,») iii') (-οο, β)° - (-», β]° . (-», β)

ιν) (α, °°) ° [α, °ο)-[α, «>)._________Ιν') (-«>, α) =(-», α] =(-«, α].

Απόδειξη.
ΐ) Για τη σχέση (α, β)° = (α, β), αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι (α, β)£(α, β)°.
Για τυχόν χΕ(α, β) έχουμε ότι (x-r, x+r)C(a, β), όπου r = min{|x-a|, |χ-β|}.

Έτσι, επειδή υπάρχει περιοχή Β(χ, τ) -  (χ-r , χ+γ) του χ με Β(χ, r)C(a, β), παίρνουμε 
χΕ(α, β)°.

Για τη σχέση (α, β]°-(α, β), όπως και προηγουμένως αποδεικνύεται ότι 
(α, β)£(α, β]°. Για το αντίστροφο, επειδή (α, β) C (α, β]°£ (α, β], αρκεί ν’ αποδείξουμε
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ότι β£(α, β]°. Αυτό όμως είναι φανερό αφού για κάθε r>0 έχουμε: 
Β(β,Γ)=(β-ι\β+Γ)£(α,β].

Όμοια αποόεικνύονται οι σχέσεις [α, β)° -[α, β]° -  (α, β).

Η) Για τη σχέση [α, β]-[α, β], αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι [α, β]£[α, β]. Πραγματικά, 

για τυχόν χ£(α, β] έχουμε:

χΕ[α, β] =*> (Vr> 0) Β(χ, Γ)Π[α, β) **0, όπου Β(χ, r) -  (x-r, x+r).
Αν τώρα υποθέσουμε ότι χ£[α, β] και μάλιστα χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι χ>β, θα

X—β
έχουμε ότι (x -n , χ+Γι)Π[α, β] -0 , όπου . Δηλαδή, υπάρχει περιοχή B(x, r j) -

(x-r ι, x+r Ο του x με B(x, Γι)Π[α, β] -0 ,  πράγμα που είναι άτοπο αφού χΕ[α, β ] .

Για τη σχέση [α, β )-[α, β], καταρχήν παρατηρούμε ότι, επειδή για κάθε ι>0

ισχύει (β-r, β+Γ)Π[α, β)*0, έχουμε βΕ [α ,β). Άρα [α, β ]£ [α ,β ). Επιπλέον, όπως και

στα προηγούμενα, εύκολα αποδεικνύεται ότι για κάθε x ισχύει χ£[α, β] =>χ£[α,β),

δηλαδή [ α, β )C[a, β], οπότε τελικά [ α, β )-[α , β].
Οι σχέσεις (iii), (iii'), (iv) και (i ν'), αποδεικνύονται ανάλογα. ♦

1.9.3. Ο πυρήνας και η θήκη ενός υποσυνόλου ενός μετρικού χώρου 
εξαοτώνται άιιεσα από τη ιιετοική του νώοου.

'  Υποθέτουμε ότι α, β είναι πραγματικοί αριθμοί με α<β. Τότε, στο διακριτό 
μετρικό χώρο (R, ρ) έχουμε

{α)° - {α }  και (α,β) -  (α, β).
Αντίθετα, στο μετρικό χώρο (R, I I) έχουμε

{α}ο - 0 και (α,β) -  [α,β].
Ας αποδείξουμε τις παραπάνω σχέσεις.
Για τη σχέση {α}° -  (α|, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι (α)£(α|° ή, ισοδύναμα ότι 

α€{α)°. Αυτό όμως είναι φανερό γιατί υπάρχει περιοχή του α, η Β(α,1) **{«} (Βλέπε
1.7.3.), με B(a,l)=|a}C{a).

Για τη σχέση (α,β) = (α, β), αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι (α,β) C (α, β) ή, ισοδύναμα

ότι για κάθε x ισχύει χ£(α, β) => χ£(α, β). Πραγματικά, για κάθε χ έχουμε:
Χί(α, β) =Ηχ)Π(α, β) =0·
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Άρα υπάρχει περιοχή του χ, ηΒ(χ, 1)·={χ}, τέτοια, ώστε Β(χ, Ι)Π(α,β) ={χ|Π(α, β) =0.

Έτσι, χ£(α, β).
Για τον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I), θ’ αποδείξουμε μόνο τη σχέση (α|°=0

αφού η σχέση (α, β) -  [α, β] είναι γναχττή(Βλέπε 1.9.2.).
Έτσι, επειδή ισχύει {α}°£|α}, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι η υπόθεση α£|α)'

οδηγεί σε άτοπο. Πραγματικά:
α S  {α }° => (3γ> 0) Β(α, γ) = (α-Γ, α+r) C {α) =>

α+α+r 2α+τ
— —̂  ε {α )= * -χ -  -  α => r -  0,

που είναι άτοπο. ♦

1.9.4. Οι σχέσεις
ΤΓαΓ 2 u a ! , (ΠΑΐ)°ς π α ,Γiei iei iei iei 1

της Πρότασης I.8.S., ισχύουν ως ισότητες όταν η οικογένεια Aj, iei είναι 
πεπερασμένη, όπως προκύπτει από την Πρόταση 1.8.4. Όταν η οικογένεια 
Aj, iei είναι απέραντη, οι σχέσεις αυτές μπορεί να ισχύουν και με τη σχέση 
του γνήσιου υποσυνόλου.

Απόδειξη.
Έστω Αν »  ( ^ , °°), veN μια οικογένεια υποσυνόλων στον ευκλείδιο μετρικό 

χώρο(Κ,Ι Ι).Τότε

οπότε:

U  ΑνveN (0, °°),

U Ανν€Ν °°) “ U , 00) =(0, 00) C 10,00) = (Ο,οο) = U Αν .veN'V ' ' ν€Ν

Για την άλλη σχέση θεωρούμε την οικογένεια Αν

ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I). Τότε, επειδή

vQ/v=<°},

VGN
( -  ^ , ^ ) veN πάλι στον

( Q  AV)°= (O )°=0C  (0}= D veN — Αν = η Α„ veN veN ν

έχουμε:
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Για τις σχέσεις
(u Ai)° 2 ,υ Α. iei iei < OAj C  ΠΑί iei iei

της Πρότασης 1.8.5., μπορούμε να βρούμε παραδείγματα που να ισχύουν 
με τη σχέση του γνήσιου υποσυνόλου, ακόμη και όταν η οικογένεια Aj, iei
είναι πεπερασμένη.

Πραγματικά, αν θεωρήσουμε την οικογένεια |Aj, Α2Ι στον ευκλείδειο μετρικό 
χώρο (R, I I) με A j—(1,2] και Α2=(2, 3), έχουμε:
(A iUA2)° - [(1,2] U (2, 3 ) ] ° =  (1, 3 )°  - (1,3 ) D  (1,2) U (2, 3 ) = (1,2}° U (2, 3 )°  - A^UAj 

και

ΑΙΪΪΑ2 - (1,2]η(2,3) = 0  = 0C{2}- [1,2] Π [2, 3] = (Γ2]Π αΤ) -Αΐ π  αΓ2 . ♦

1.9.5. Για τυχόντα υποσύνολα A, Β ενός μετρικού χώρου τότε ισχύει:

________________ ΑΠ Β-0 =»(AUB)°-A°UB°. __________

Απόδειξη.
Επειδή πάντοτε ισχύει Α° U  Β° C  (AUB)°, αρκεί ν’ αποδειχτεί ότι

ΑΠΒ-0=> (AUB)° C Α° U Β°.
Πραγματικά:

X E(AUB)°=*(3 V(x)) V(x) CAUB.(*)
Επειδή xEV(x) έχουμε xEAUB. Άρα xEA ή x€B.

Έστω xGA, οπότε, επειδή ΑΠΒ=0, χ$£Β. Έτσι, υπάρχει περιοχή U(x) του x 
τέτοια, ώστε U(x)DB = 0 . Άρα, για την περιοχή W(x) = U(x)fW(x) του x, λόγω της (*), 
παίρνουμε W(x) CA, δηλαδή xeA° και επομένως xEA°UB°.

Όμοια αν xe Β. ♦

1.9.6. Για κάθε υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) ισχύουν οι 
σχέσεις:

i) ΧΕΑ ο  ρ(χ, Α) = 0.

Η) δ(Α ) = δ(Α).

iii) ρ(χ, Α) = ρ(χ, Α), χΕΕ.__________________________
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Απόδειξη.
i) Για τυχόν x έχουμε

χΕΑ (Vr> 0) Β(χ, γ)ΠΑ*0 ο  (Vr> 0)(3y) y£B(x, γ)(ΊΑ <*· (Vr> 0)(3yEA) 
q(x, y)<r «*> ρ(χ. A) = 0.

ii) Αρχικά παρατηρούμε ότι από τη σχέση ACA προκύπτει δ(Α) s  δ(Α). Απομένει 

ν’ αποδείξουμε ότι δ(Α) s  δ(Α). Για το σκοπό αυτό θεωρούμε δύο τυχόντα στοιχεία χ, y

εν Α. Τότε για κάθε vGN ισχύει
B(x, J )ΠΑ * 0  και B(y, J )ΠΑ * 0 .  

Άρα για κάθε ν£Ν υπάρχουν στοιχεία xv, yv εν Α τέτοια, ώστε

ρ(χ, χν) < ̂  και ρ(γ, yv) < ̂  ·

Έτσι,
1 1 2  ρ(χ, y) s  ρ(χ, χν) + ρ(χν, yv) + o(yv. y) < -  + δ(Α) + -  = δ{A) + - .

Επομένως, αφού η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε vGN, παίρνουμε:
ρ(Χ, y) S δ(Α).

Επιπλέον, επειδή τα στοιχεία x, y είναι τυχόντα στο Α, έχουμε:

(V(x, y)GAxA) ρ(χ, y) £ δ(Α).
Άρα

sup _ ρ(χ, y) < δ(Α) =*« δ(Α) < δ(Α).
(χ, y)eAx Α

ill) Επειδή ACA, είναι φανερό ότι ρ(χ, Α) < ρ(χ, Α). Έτσι, αρκεί ν’ αποδείξουμε 

ότι ρ(χ, A) s ρ(χ, Α). Για το σκοπό αυτό θεωρούμε τυχόν ε>0. Τότε, για το τυχόν χ€ΕΕ, 

υπάρχει yGA τέτοιο ώστε ρ(χ, y) < ρ(χ, Α)+ | . Τότε όμα)ς, επειδή y£A, υπάρχει yiGA 

τέτοιο, ώστερ(χ, yt)< | . Άρα:

ρ(χ,Α)$ρ(χ, yi)<Q(x, y) + Q(y, yi)<p(x,A) + | +| =ρ(Χ, Α) + ε.

Τελικά, επειδή το ε είναι τυχόν, η τελευταία σχέση δίνει ρ(χ, A) s  ρ(χ, Α). ♦
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1.9.7. Στον καρτεσιανό μετρικό χώρο (Ε, ρ) των μετρικών χώρων
η

(Ej.Oi). 1-1,..·Α έστω Α£Ε, με A - x Α{, όπου Α( £ Ε|, 1-1,...,η. Τότε ισχύουν 

οι σχέσεις:
η η

1) Α°-( X Ai)°- χ Α.° 
i=l i=l *
η η  

Η) A - X Ai - x Αι. 
i=l 1=1

Απόδειξη.
n

1) Έστω x=(xi,... ,Χη) τυχόν σημείο με χ€ χ Α,°. Τότε έχουμε
1-1 1

(Vi) XiSA° => (Vi)(3rj> 0) Β(Χι, η)£Α| => x B(Xi, η)£ x A f.
1-1 i- 1

Αλλά τότε, σε συνδυασμό με τη γνωστή (Βλέπε 1.7.2.) σχέση
η

B(x,r)C χ B(Xi, rj), r-min{ri,.../n}.
i- 1

παίρνουμε

που σημαίνει

η
B(x, r)C χ Αι -A, 

i- 1

η
xe( χΑι)°-Α°. 

i- 1

Άρα
η η
χ Α.° £ ( χ Αί )°-Α°.

1=1 1 1-1
η

Αντίστροφα, έστω χ=(χι,... ,Χη) τυχόν σημείο με x e (  x A i)°. Τότε
i-1

η
(3 r> 0) Β(χ, r)C χ Ai.

i- 1

Αλλά τότε, από τη γνωστή (Βλέπε 1.7.2.) σχέση
η
x̂ B(Xj, ·η=) CB(x, r),
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παίρνουμε
η _ η Γ ο η ο
χ Β(Χϊ, "7=·) C χ Ai=* (Vi) B(Xi, -7=) Q  Ai => (Vi) XiEA => x = (Xi,... ,Χη)Ξ x A  . 
i- 1  Vn i=i Vn * i-1 1

Άρα
n n o

A° - ( x Aj )°£ x A.. 
i- 1  i- 1

Επομένως, τελικά έχουμε
n  n  ο

A° = ( x Ai)°- x A. 
i- 1  i- 1

* n _
ii) Έστω τυχόν x - (xi,...pcn) e  x Aj και B(x, r) τυχούσα σφαιρική περιοχή του

i- 1

n
x. Θ ’ αποδείξουμε ότι B(x, γ ) Π (  χ  Aj) 0 0. Πραγματικά:

i- 1

η
x=(xi, - · · ,Χη) e  _x^Aj => (Vi) XjS Ai => (Vi) B(Xj, ̂  )ΠΑ, 0 0.

η η n
Αλλά, επειδή ( x Ai )fl( x Bj ) - χ (ΑίΠΒι), λόγω και της τελευταίας σχέσης 

i- 1  i- 1  i- 1

παίρνουμε
n n n

( x B(Xi,-T-))n( x Ai) - x (B(Xj,4=)nAi) 0 0. 
i-1 Vn i_i i-l Vn

Επομένως, επειδή x B(Xi, -7=) C B(x, r), παίρνουμε 
i=l Vn

n n
Β(χ,γ)Π( x Ai) 0 0=*> xe x Ai -A. 

i- 1  i- 1

Δηλαδή αποδείχτηκε ότι
n   n
x Ai £  x Ai . 
i- 1  i=l

n
Αντίστροφα, έστω τυχόν x - (xi,...,xn)S x Ai. Επιπλέον, για κάθε ie{l,...,n}

i- 1

θεωρούμε τυχούσα περιοχή B(xi, η) του Xj. Θ ’"αποδείξουμε ότι B(Xi, Γΐ)ΠΑ| 0 0 , i-1,...μι. 
Πραγματικά, θέτουμε r - min{ri,...,rn) οπότε,
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η
Β(χ, r)C χ Β(Χ|, η ). 

i-1

η η
Επιπλέον, επειδή χΕ χ Ai , έχουμε Β(χ, γ)Π( χ Aj ) *· 0 . Επομένως

i-1  i-1
n n n

(  χ B(xt, η >) n ( χ A i) .* 0=> χ ( b (X(, n) n Ai)  ̂0
i-1  i-1  i-1

__ n __
(V i)B(Xi,η)ΠΑϊ * 0 = >  (V i)XiEAj =*>x- (χι,.,.,χη)E x A j.

i-1
Άρα τελικά

n n  
x Ai C x A i. ♦  

i-1  i-1

1.10. Παραγωγό σύνολο -  Σύνορο συνόλου_____________

Μια κατηγορία σημείων που συγγενεύουν εννοιολογικά πάρα πολύ με χα σημεία 
επαφής ενός συνόλου, είναι τα “σημεία συσσώρευσης” ενός συνόλου.

Υποθέτουμε ότι Α είναι ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ).

Ένα σημείο aEE θα λέμε ότι είναι σημείο σνσσώ ρενσης(8εα ιαη ιΐΒ ύοη  
p oin t ή lim it poin t) τον συνόλου Α αν  για κάθε σφαιρική περιοχή B(a, r) 
του a ισχύει:

B(a, γ)ΠΑ *0 .

Είναι φανερό ότι, όπως και στην περίπτωση του ορισμού του σημείου επαφής, έτσι 
και εδώ μπορούμε ν’ αντικαταστήσουμε στον ορισμό του σημείου συσσώρευσης τον όρο 
“σφαιρική περιοχή” με τον όρο “περιοχή”.

Έτσι, ισοδύναμα έχουμε ότι ένα σημείο aEE θα λέμε ότι είναι σημείο 
συσσώρευσης του συνόλου Α αν για κάθε περιοχή U(a) του a ισχύει U(a)nA*0.

| Το σύνολο των σημείων συσσώρευσης ενός συνόλου Α  ονομάζεται π α ρά γω γο
| σ ύ νο λ ο  (d erived  set) του Α  και συμβολίζεται με Α ’ ή Ad.

|Ένα σημείο aEA θα λέμε ότι είναι μ εμ ονω μ ένο  ση μ είο  (iso la ted  poin t)
I του Α αν το a δεν είναι σημείο συσσώρευσης του Α.
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Ισοδύναμα, ο παραπάνω ορισμός σημαίνει ότι το a είναι μεμονωμένο σημείο του 
Α αν υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) (περιοχή U(a), αντίστοιχα) του a τέτοια, ώστε 
B(a, γ)ΠΑ = 0  ( U(a)nA - 0 ,  αντίστοιχα).

Από τους παραπάνω ορισμούς γίνεται φανερό ότι ένα μεμονωμένο σημείο 
ενός συνόλου είναι πάντοτε σημείο του συνόλου, ενώ δε συμβαίνει το ίδιο 
με τα σημεία συσσώρευσης ενός συνόλου. Ως παράδειγμα, μπορούμε ν’ 
αναφέρουμε τον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I), όπου το σημείο 0 είναι σημείο 
συσσώρευσης του διαστήματος (0, 1) και ταυτόχρονα 0£(0, 1). Στον ίδιο χώρο εύκολα
μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι το σημείο 2 είναι μεμονωμένο και ταυτόχρονα σημείο 

' 1επαφής του συνόλου (0, 1)U{2), ενώ τα σημεία 1 και  ̂ είναι ταυτόχρονα σημεία

συσσώρευσης και σημεία επαφής του ίδιου συνόλου.
Οι έννοιες του σημείου επαφής και του σημείου συσσώρευσης εισάγονται με 

παραπλήσιους ορισμούς. Η επόμενη Πρόταση 1.10.1. δίνει μια σημαντική διαφορά 
μεταξύ των δύο αυτών εννοιών. Πιο λεπτομερή σχέση μεταξύ των εννοιών αυτών δίνει η 
Πρόταση 1.10.3. παρακάτω.

1.10.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου 
τότε ισχύει:
________ aEA' ο  Κάθε περιοχή του a περιέχει άπειρα σημεία του Α._______

Απόδειξη
Υποθέτουμε ότι a£A ' και ταυτόχρονα 

ότι υπάρχει περιοχή U(a) του a που περιέχει 
πεπερασμένο αριθμό στοιχείων του Α. Ας είναι 
αυτά ai, a2, ·.. .â . Υποθέτουμε επιπλέον, χωρίς 
βλάβη της γενικότητας, ότι a<£{ai, a2,...,ak).
Έστω τώρα B(a, r) μια σφαιρική περιοχή του a 
με B(a, r)CU(a). Αν r ' -min{r, ρώι, a), ...,ρ ^ , a)},
τότε είναι προφανές ότι η κατ’ εκδοχήν σφαιρική 
περιοχή S(a, r ) δεν έχει σημεία του Α, δηλαδή 
B(a, r ' )ΠΑ -0 ,  που σημαίνει a£A ' .  Αυτό όμως
είναι άτοπο.

Αντίστροφα, έστω κάθε περιοχή U(a) του a περιέχει άπειρα σημεία του Α. Τότε 
και η U(a) περιέχει άπειρα σημεία του Α. Άρα U(a)nA * 0 , δηλαδή aG A '. ♦



Μ Εισαγωγή στην Τοπολογία

Ένα σημείο a θα λέμε ότι είναι εξω τερ ικ ό  ση μ είο  (e x te r io r  point)
ενός υποσυνόλου Α του μετρικού χώρου Ε, αν το a είναι εσοηερικό σημείο 
του συνόλου Ac, δηλαδή ae(Ac)°.

| Το σύνολο τω ν εξωτερικών σημείων ενός συνόλου Α  το ονομάζουμε εξω τερ ικ ό  
| ( e x te r io r )  του συνόλου Α και το συμβολίζουμε με extA.

Από τον ορισμό του extA και σε συνδυασμό με την Πρόταση 1.8.2.(iii ) 
παίρνουμε:

extA -  (Ac)°- ( A )c.

Ένα σημείο ενός μετρικού χώρον μπορεί να μην είναι ούτε 
εσωτερικό σημείο ούτε εξωτερικό σημείο ενός συνόλου Α. Για παράδειγμα, 
στον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I), το σημείο 1 δεν είναι εσωτερικό ούτε εξωτερικό 
σημείο του διαστήματος (0, 1). Με αφορμή αυτή την παρατήρηση δίνουμε τον εξής 
ορισμό:

| Ένα σημείο a θα λέμε ότι είναι συνορ ια κ ό  ση μ είο  (boundary point)
I ενός υποσυνόλου Α  του μετρικού χώρου Ε, α ν  το & δεν είναι εσωτερικό ούτε 
| εξωτερικό σημείο του συνόλου Α.

| Το σύνολο των συνοριακών σημείων ενός συνόλου Α  το ονομάζουμε σ ύ νο ρ ο  
\(boundary)Tou συνόλου Α  και το συμβολίζουμε με ΒΑ.

Χρήσιμες εκφράσεις του συνόρου ενός συνόλου δίνει η παρακάτω πρόταση:

1.10.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρον Ε 
ισχύουν οι σχέσεις:

1)θΑ = ΑΠ Ac.

ΐΐ)θΑ = Α -  Α°.

iii)dA -  Ac -  extA.
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Απόδειξη.
Από τον ορισμό του συνόρου έχουμε αμέσως:

i)dA -  (A°)cn(extA)c -  Α ^ Α )00 = Α^ΠΑ -  ΑΠΑ^.

Η )3Α- AD A ^ ««A -(A ^ )C= A -  (A°)cc = A -  A°.

iii)dA -  A5 ΠΑ = A5-(A )c = A5 -  extA. ♦

Η επόμενη πρόταση μας δίνει τις μερικές σημαντικές ιδιότητες του παραγωγού 
συνόλου και του συνόρου ενός συνόλου.

1.10.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε 
ισχύουν οι σχέσεις:

Ο Α ' ς Χ

Η) A -A U A '

Hi) A -  A°U8A - AU3A
iv) dA -  dAc. _____ _____

Απόδειξη.
i) Έστω aGA'.  Τότε για κάθε περιοχή U(a) του a ισχύει ii(a)flA **0. Επειδή όμως 

il(a)CU(a), τελικά έχουμε ότι για κάθε περιοχή U(a) του a ισχύει U(a)flA **0, δηλαδή

aGA. Αρα A 'C A .

Η) Επειδή ACA και A ' QA, παίρνουμε

AU A'CA.

Έτσι, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι ACAUA'.  Πραγματικά, για τυχόν aGA έχουμε aGA ή

aGA. Αν aGA το συμπέρασμα είναι φανερό. Έτσι, έστω aGA και aGA. Τότε έχουμε:

aGA λ aGA =* [(VU(a)) U(a)DA *0 ] λ aGA 
=f (VU(a)) H(a)nA**0 =* aGA' => aGAUA' .

Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση έχουμε ACAUA'.

iii) Επειδή A°CA, έχουμε:
%

A = A°U(A -  A°) «  A°UdA.
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Επιπλέον, επειδή ACA και dACA παίρνουμε AUciACA. Ακόμη, 71ί| τιητόν \ΕΑ 
διακρίνουμε τις περιπτώσεις: χΕΑ και χ£Α. Αν χΕΑ τότε xEAUM. Αν χ£Α. τότε x£A J

και, επειδή χΕΑ, έχουμε xEA -  A°«dACAUM.

iv) θΑ « Α Π Α ^ -(Ac)rflAC _ Α^Π (A T  =dAc. ♦

1 .1 1 . Παραδείγματα -  Εφαρμογές____________________

1.11.1.Σε τυχόντα μετρικό χώροΕκαι για κάθε aGE ισχύει
i) {a|' - 0.
Ακόμη, στο μετρικό χώρο (R, I I) και για τυχόντα α, β εν R με α < β, 

ισχύει:
Η) (α, β )' -  (α, β ]' -  [α, β )' = [α, β] ’ =[α, β],
ΐίί) (α, οο)' =[α, οο)' =[α, οο) και (-οο, α )' = (-οο, α ]' =(-οο, α],
Ιν) 3(α, β) -  3(α, β] = 6[α, β) -  6[α, β] -{α , β},
ν) θ(α, οο) -  d[a, οο) ={α} και θ(-οο, α) -  d(-°o, α] = |α}. _________________

Απόδειξη.
Εργαζόμενοι με τρόπο τελείως ανάλογο εκείνου της Εφαρμογής 1.9.2., μπορούμε 

ν’ αποδείξουμε εύκολα τα (1), (ii) και (ΐίί).

Επιπλέον, με βάση τον τύπο Μ  -  Α-Α°, παίρνουμε εύκολα:
9(α, β) = 9(α, β] -  θ[α, β) = «3[α, β] = {α, β},
θ(α, οο)«  d[a, οο) ={α} και α) = θ(-οο, α] = (α). ♦

1.11.2. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου ισχύει:
Ε = Α° U (θΑ) U extA._______

Απόδειξη.
Η σχέση A°U(3A)UextACE είναι προφανής.
Για την απόδειξη του αντιστρόφου, έστω τυχόν χΕΕ. Τότε, σχετικά με το σύνολο 

Α, το χ Θα είναι είτε εσωτερικό σημείο του Α, είτε εξωτερικό σημείο του Α είτε τίποτε 
από τα δύο, δηλαδή συνοριακό σημείο του Α. Έτσι, έχουμε

xEE => ΧΕΑ° ν xGextA ν ΧΕ3Α => xEA°U(3A)UextA. ♦
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1.11.3. Αν A, Β είναι τυχόντα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε, τότε 
ισχύουν οι σχέσεις:

i) A C B = *A '£ B \
ii) (AUB)' =Α ’ U Β '.
Επιπλέον, για τυχούσα οικογένεια Aj, iEI, υποσυνόλων του Ε ισχύει

ότι:
iv K . j jA O -a ^ A , .

ι.ΐφ,ΛΟ-ςβΑ,·.

Απόδειξη.
Η απόδειξη γίνεται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο, όπως στις Προτάσεις 1.82.(11'),

1.8.3.(ii), και 1.8.5 .(Γ), 1.85.(11'), αντίστοιχα. ♦

1,12 . Ανοιχτά και κλειστά σύνολα____________________

Έστω Α ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε.

|Λέμεότιτο Α είναι α ν ο ιχ τό  σ ύ ν ο λ ο  (o p en  s e t )  α ν  Α »Α °.

(Αντίστοιχα, λέμε ότι το Α είναι κ λ εισ τό  σ ύ νο λ ο  (c lo s ed  s e t )  αν A -  A.

Από τους ορισμούς αυτούς είναι φανερό ότι ένα σύνολο Α είναι ανοιχτό αν και 

μόνο αν ACA° και κλειστό αν και μόνο αν ACA.

1.12.1.ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω Α τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε. 
Τότε ισχύουν τα εξής:

i) το Α είναι ανοιχτό ο  το Α είναι περιοχή κάθε σημείου του.
Η) το Α είναι ανοιχτό ο  6ACAC.

j i') το Α είναι κλειστό Α ' £Α.
Π ) το Α είναι κλειστό ο  dACA.
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Απόδειξη.
i) Έστω ότι το A είναι ανοιχτό σύνολο, δηλαδή Α=Α°. Τότε για τιν.όν aEA 

έχουμε aEA°. Άρα υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) του a τέτοια, «ίκττε B(a, r)CA. 
Επομένως το Α είναι περιοχή του τυχόντος σημείου του a.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το Α είναι περιοχή κάθε σημείου του. Θ’ 
αποδείξουμε ότι ACA°. Για το σκοπό αυτό, έστω a τυχόν σημείο του Α. Τότε, από την 
υπόθεση, υπάρχει περιοχή του a, το ίδιο το σύνολο Α, με ACA. Αρα το a είναι εσοπερικό 
σημείο του Α, δηλαδή a£A°. Έτσι, αποδείχτηκε ότι ACA°, που σημαίνει ότι το Α είναι 
ανοιχτό σύνολο.

Η) Υποθέτουμε ότι το Α είναι ανοιχτό σύνολο. Τότε για τυχόν a έχουμε:

&ΕΒΑ ο  aEA -Α ° aEA και a£A° => a£A°.
Επειδή όμως το Α είναι ανοιχτό, δηλαδή Α = Α°, πρoκύπτa:

a£A° => a£A => aGAc.
Άρα, τελικά dACAc.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι dACAc. Θ’ αποδείξουμε ότι το Α είναι ανοιχτό ή, 
ισοδύναμα, ότι ACA°. Για τυχόν aGA έχουμε ότι a£Ac. Επειδή όμως dACAc, 
παίρνουμε

a<£Ac => agΘΑ => a<£A -  A° =*« agA v aGA°.

Αλλά η σχέση a£A δεν μπορεί να ισχύει, αφού aGA και ACA. Επομένως a£A° και 
τελικά ACA°.

I ' )  Έχοντας υπόψη τη σχέση A = AUA' (Βλέπε Πρόταση 1.10.3.), παίρνουμε:

Α κλειστό ο Α  = Α » Α »  AUA' ο  A ' CA.
Η')  Υποθέτουμε ότι το Α είναι κλειστό. Τότε για τυχόν a έχουμε:

aEdA ο  a6  Α -  Α° ο  aGA λ a<£A° => aGA.

Επειδή όμως το Α είναι κλειστό, δηλαδή Α = Α, η τελευταία σχέση δίνει aGA, οπότε 
τελικά dACA.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι 3ACA. Θ’ αποδείξουμε ότι το Α είναι κλειστό, 

δηλαδή ACA. Ισοδύναμα, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι για κάθε x ισχύει: χ£Α => χ£Α. 

Έτσι, για τυχόν χ, με χ£Α, λόγω της υπόθεσης 5ACA, παίρνουμε x<£dA και άρα χ£Α 

ν χ£Α°. Αλλά η σχέση χ£Α° δεν μπορεί να ισχύει αφού χ£Α και A°CA. Αρα χ£Α, που 

τελικά σημαίνει ότι ACA. ♦
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1.12.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε 
ισχύουν οι σχέσεις:

i) Α ανοιχτό Ac κλειστό.
81) Α κλειστό ο  Ac ανοιχτό. ________ ____ ____________________________

Απόδειξη.
Έχοντας υπόψη την προηγούμενη πρόταση και τη σχέση dA = dAc (Βλέπε

Πρόταση 1.10.3.), παίρνουμε:
i) Α ανοιχτό dACAc <*> dAcCAc <*> Ac κλειστό.
Π) Α κλειστό ο  3ACA dAcCA dAcC(Ac)c ο  Ac ανοιχτό. ♦

1.12.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. Σε κάθε μετρικό χώρο Ε, τα σύνολα Ε και 0  είναι 
ταυτόχρονα ανοιχτά και κλειστά υποσύνολα του Ε.________ ============

Απόδειξη.
Από ορισμό το Ε είναι ταυτόχρονα ανοιχτό και κλειστό σύνολο. Επειδή Ec=0,

εφαρμόζοντας την προηγούμενη πρόταση παίρνουμε αμέσως το συμπέρασμα και για το 
κενό σύνολο. ♦

1.12.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Σ* ένα μετρικό χώρο Ε ισχύουν τα εξής:
ι) Η ένωση .U Ai τυχούσας οικογένειας Αι, iEI ανοιχτών υποσυνόλων

του Ε είναι ανοιχτό σύνολο.
ii) Η τομή ΠΑ\ τυχούσας οικογένειας Ai, iEI κλειστών υποσυνόλων

του Ε είναι κλειστό σύνολο.
ν

ί ) Η ένωση UAi πεπερασμένου πλήθους κλειστών υποσυνόλων
i - l

Αι,.,.,Αν του Ε είναι κλειστό σύνολο.
ν

ii ) Η τομή ΠΑι πεπερασμένου πλήθους ανοιχτών υποσυνόλων
i - l

Aj,...,Ay του Ε είναι ανοιχτό σύνολο.

Απόδειξη.
i) Επειδή για κάθε iEI το σύνολο Aj είναι ανοιχτό, έχουμε Aj =Α°, iEI. Έτσι, 

εφαρμόζοντας την ΙΙρόταση 1.8.5.(i), παίρνουμε:



iaiiuyujYii ιπην luaufaffMi4α

U Ai -  UI A.C( U[Α\)° => U Ai -  ( U Ai)iei iei iei iei iei

ii) Επειδή για κάθε iEI το σύνολο Aj είναι κλειστό, έχουμε Α\ -Aj, ίΕΙ. Ετσι, 
εφαρμόζοντας την Πρόταση 1.85.(ii'), παίρνουμε:

ΠΑιΓ Π Ai -  ΠΑί =* Π Ai — ΠΑι. iei * 1 iei 1 iei 1 iei 1 iei 1
i') Επειδή για κάθε iE {l,...,v ) το σύνολο Aj είναι κλειστό, ισχύει Aj -Aj, 

iE { 1, ,  ν }. Έτσι, είραρμόζοντας το Πόρισμα 1.8.4.(i'), παίρνουμε:

V V   VUAj = UAj * UAj.
i-1 i-1 i-1

ii) Επειδή για κάθε iE {l,...,v } το σύνολο Ai είναι ανοιχτό, ισχύει Aj «Α ., 
1Ε| Ι,.,.,ν). Έτσι, είραρμόζοντας το Πόρισμα 1.8.4.(i), παίρνουμε:

V V 0 V(ΠΑί)°- Π A. - ΠΑί. ♦ 
i-1 i-1 1 i-1

1.12.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος και Α τυχόν 
υποσύνολό του. Τότε:

i) Το σύνολο Α° είναι ανοιχτό και μάλιστα το μέγιστο ανοιχτό 
υποσύνολο του Επου περιέχεται στο Α.

ii) Το σύνολο Α είναι κλειστό και μάλιστα το ελάχιστο κλειστό
υποσύνολο του Επου πεοιέγει το Α.________________________________________

Απόδειξη.
i) Επειδή ισχύει Α°° -  Α° (Βλέπε Πρόταση 1.8.3.), το Α° είναι ανοιχτό σύνολο. 

Επιπλέον, αν Β είναι ανοιχτό υποσύνολο του Ε, με BCA, τότε ισχύει Β°£Α°((Βλέπε 
Πρόταση 1.8.2.). Επειδή όμως το Β είναι ανοιχτό, έχουμε τελικά BCA°, πράγμα που 
αποδεικνύει ότι το Α° είναι το μέγιστο από τα ανοιχτά υποσύνολα του Α.

ii) Επειδή ισχύει Α= Α (Βλέπε Πρόταση 1.8.3.), το Α είναι κλειστό σύνολο. 
Επιπλέον, αν Β είναι κλειστό υπερσύνολο του Α θα έχουμε (Βλέπε Πρόταση 1.8.2.)

FQA => Β 2Α .

Επειδή όμως το Β είναι κλειστό σύνολο, έχουμε τελικά Β2Α, πράγμα που αποδεικνύει 

ότι το Α είναι το ελάχιστο κλειστό υπερσύνολο του Α. ♦
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1.12.6. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν Ε είναι ένας μετρικός χώρος και Α τυχόν
υποσύνολό του, τότε έχουμε:

Α° = U/ί ,όπου Α=[Χ : XCA και X ανοιχτό}

A * HC, όπου C = {X: ΧΏΑ  και X κλειστό}.___________________

Απόδειξη.
Το σύνολο UΑ είναι ανοιχτό ως ένωση ανοιχτών (Βλέπε 1.12.4.) και μάλιστα 

υποσύνολο του Α ως ένωση υποσυνόλων του Α. Ειδικότερα, ως ένωση όλων των 
ανοιχτών υποσυνόλων του Α είναι το μέγιστο ανοιχτό υποσύνολο του Α. Αρα κατά την 
Πρόταση 1.12.5 (i), Α° -  UΑ.

Το σύνολο HC είναι κλειστό ως τομή κλειστών (Βλέπε 1.12.4.) και μάλιστα 
υπερσύνολο του Α, ως τομή υπερσυνόλων του Α. Ειδικότερα, ως τομή όλων των 
κλειστών υπερσυνόλων του Α είναι το ελάχιστο κλειστό υπερσύνολο του Α. Αρα κατά την

Πρόταση 1.12.5. (ii), A = DC. ♦

11.12.7. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι Α ανοιχτό και Β κλειστό υποσύνολο ενός 
μετρικού χώρου Ε. Τότε το σύνολο A -  Β είναι ανοιχτό και το Β -  Α είναι

κλειστό.
Απόδειξη.

Θέτουμε Α -  Β -  ΑΠΒε. Τότε, επειδή το Bc είναι ανοιχτό, ως συμπλήροαμα 
κλειστού συνόλου, το σύνολο ΑΠΒ0 είναι ανοιχτό ως τομή πεπερασμένου πλήθους 
ανοιχτών συνόλων.

Ανάλογα εργαζόμαστε και για το σύνολο Β -  Α -  ΒΠΑ0. ♦

1.13 . Παοαδείγματα -  Εφαρμογές

1.13.1. Για κάθε υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε τα σύνολα ΘΑ 
και Α ' είναι κλειστά._______________________________
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Απόδειξη.

Επειδή θΑ« Α - Α°, όπου to σύνολο Α είναι κλειοτό και το Α° ανοιχτό, το a A 
είναι κλειστό σύνολο σύμφωνα με την Πρόταση 1.12.7..

Γιαν’ αποδείξουμε ότι το Α ' είναι κλειστό,

αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι A-' C A '.  Πραγματικά,

έστω xE Α ' και B(x, r), ι>0, τυχούσα σφαιρική
περιοχή του X. Αφού Β(χ, γ)ΠΑ ' * 0 , θεωρούμε
ένα στοιχείο yEB(x, γ)ΠΑ '.  Έστω ακόμη B(y, rj)
μια περιοχή του y τέτοια, ώστε B(y, n)CB(x, r)
και x£B(y, ri) (αρκεί να ληφθεί 0 < r ι < p, όπου
p-m in{r-ρ(χ,y), ρ(χ,y )}).Αφού y E A ',υπάρχει
ζΕΑ με zEB(y, ρ). Άρα, επειδή B(y, ri)CB(x, r) και
x£B(y, ri), έχουμε ότιζΕΒ(χ, γ)ΠΑ. Έτσι, fi(x, γ)ΠΑ*0 , δηλαδή χΕΑ'.  ♦

1.13.2. Κάθε υποσύνολο ενός διακριτού μετρικού χώρου είναι 
ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα.

Απόδειξη.
Πραγματικά, έστω Α ένα υποσύνολο ενός διακριτού μετρικού χώρου Ε. Αν Α = 0  

το συμπέρασμα ισχύει. Έστω Α << 0  και a τυχόν στοιχείο του Α. Τότε, επειδή 
B(a,l) -  {a) (Βλέπε 1.7.3.), έχουμε B(a,l) CA. Άρα το Α είναι περιοχή του τυχόντος 
σημείου του και επομένως ανοιχτό σύνολο.

Επιπλέον, για τυχόν υποσύνολο C του Ε και σύμφωνα με το πρώτο σκέλος της 
απόδειξης, το σύνολο <? είναι ανοιχτό σύνολο. Άρα το C είναι κλειστό ως συμπλήρωμα 
του ανοιχτού 0 :. ♦

1.13.3. Αν Α είναι ανοιχτό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και Β 
τυχόν υποσύνολο του Ε, τότε ισχύει:

ΑΠΒ * 0  => ΑΠΒ * 0

Απόδειξη.

Επειδή ΑΠΒ * 0 , θεωρούμε τυχόν x με χΕΑ και χΕΒ. Αφού το Α είναι ανοιχτό,

υπάρχει περιοχή U(x) του x με U(x)CA. Τότε όμως, επειδή χΕΒ, έχουμε U(x)HB*0. 
Επομένως 1!(χ)ΠΒ£ΑΠΒ και έτσι, ΑΠΒ*0. ♦
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1.13.4. Έ στω £ ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων
η

Ει,.,.,Εηκαι Αι,...,Αη υποσύνολα των Ει,.,.,Εη, αντίστοιχα. Αν A = x Αί, τότε
1=1

ισχύουν:
i) (Vi) Aj ανοιχτό εν E jo  Α ανοιχτό εν Ε.

______ii) (Vi) Aj κλειστό εν Ε* ο  Α κλειστό εν Ε. _____________ ___________

Απόδειξη.
η

0 Χρησιμοποιώντας τη γνωστή σχέση (  x A i)°- χ Α. (Βλέπε 1.9.7.(i)),
i=l i=l

παίρνουμε:
n n 0 n

(Vi) Ai ανοιχτό εν Ε* o  (Vi) Aj «Α. o A  = x Ai = x A, « (  x A i)°  -  A ° o
i=l i=l i=l

Α ανοιχτό εν Ε.

n
ii) Όμοια, χρησιμοποιώντας τη σχέση x Α\

i=l

(Vi) Ai κλειστό ενΕι ο  (Vi) Α| -  Α| ο  Α = 

Α κλειστό εν Ε. ♦

η __
χ Αχ (Βλέπει.9.7.(ii))f παίρνουμε: 

ί= 1

η η   η
χ Ai = χ Ai -  χ Aj -  A ο  

i=l i=l i=l

1.13.5. Ένα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε είναι ανοιχτό αν 
και μόνο αν μπορεί να παραοταθεί ως ένωση μιας οικογένειας σφαιρικών 
περιοχών._______________

Απόδειξη.
Επειδή κάθε σφαιρική περιοχή είναι ανοιχτό σύνολο, η ένωση οποιοσδήποτε 

οικογένειας σφαιρικών περιοχών είναι ανοιχτό σύνολο. Έτσι, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι, 
αν το Α είναι ανοιχτό σύνολο, γράφεται ως ένωση μιας οικογένειας σφαιρικών 
περιοχών. Πραγματικά, επειδή το Α είναι ανοιχτό, για κάθε χΕΑ υπάρχει γχ> 0 τέτοιο,

ώστε B(x, rx)CA. Αρα U Β(χ, r^CA. Επιπλέον, για κάθε χΕΑ, επειδή χΕΒ(χ, Γχ),
XtA

έχουμε AC U B(x, rx), οπότε τελικά A = U Β(χ, Γχ). ♦  xSA xGA
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1.13.6. Αν ρ είναι μια μετρική ο’ ένα σύνολο Η είναι γνωστό (Βλέπε 
1.3.8.) ότι και η d, όπου d-ερ, οΟ, είναι επίσης μια μετρική στο Ε. Γότε:

i) Bd(x, rc)«BQ(x, r), χΕΕ
Η) Οι μετρικοί νώοοι (Ε, ο). (Ε. d) ένουν τα ίδια ανοικτά σύνολα.

Απόδειξη.
ί) Για κάθε y έχουμε

yEBd(x, rc)<*d(y, x)<rc<t>cg(y, x)<rc<^Q(y, x)<r<*yEBQ(x, r).
Άρα Bd(x, rc)=BQ(x, r), xEE.

ii) Έστω ACE, A ανοιχτό στο μετρικό χώρο (Ε, ρ) και x τυχόν σημείο του Α. Τότε 
υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Βρ(χ, r)CA. Αλλά, λόγω της σχέσης Bd(x, rc)»BQ(x, r), ισχύει 
Bd(x, rc)CA. Δηλαδή, το τυχόν σημείο x του Α είναι εσωτερικό σημείο του Α και στον
μετρικό χώρο (Ε, d). Άρα το Α είναι ανοιχτό και ως υποσύνολο του μετρικού χώρου 
(Ε, d). Το αντίστροφο είναι τελείως ανάλογο. ♦

1.14 . Πυκνά σύνολα.

Έστω Α ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) και ε ένας θετικός 
πραγματικός αριθμός.

Θα λέμε ό η  το σύνολο Α είναι ζ -π υκ νό  υπ οσύνολ ο  ( z -d en se  subset) 
τον Ε α ν ισχύει: (VxEE) (3γΕΑ) .ρ(χ, y) < ε.

. . Θα λέμε ότι το σύνολο Α είναι πυκνό υποσύνολο(άβη8€ subset) του Ε ή 
π υκ νό  ε ν  Ε αν είναι ε- πυκνό υποσύνολο του Ε για κάθε ε > 0.

1.14.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ένα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε είναι 
πυκνό υποσύνολο του Ε αν και μόνο αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

ι) Α =Ε.
____ ii) Για κάθε μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο Β του Ε ισχύει ΑΠΒ* 0 .

Απόδειξη.
ί) Έστω ότι το Α είναι πυκνό εν Ε, δηλαδή για κάθε ε>0 το Α είναι ε-πυκνό 

υποσύνολο του Ε. Τότε, για τυχόν χΕΕ έχουμε:
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(Ve> 0)(3yEA) ρ(χ, y) <ε <» (Ve> 0)(3yEA) yeB(x, ε) (νε> 0) B(x, ε)ΠΑ * 0  ο χ Ε Α .  

Αρα ECA, δηλαδή Ε = Α.

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει Ε -  Α. Θεωρούμε τυχόν ε, ε>0 και τυχόν xeE. Αρα

χΕΑ και έτσι Β(χ, ε)ΠΑ * 0 . Επομένως, ιυτάρχει y με yEB(x, ε)ΠΑ, δηλαδή υπάρχει 
yEA με ρ(χ, y) < ε. Αυτό αποδεικνύει ότι το Α είναι ε-πυκνό υποσύνολο του Ε για το
τυχόν ε που θεωρήσαμε. Αρα το Α είναι πυκνό εν Ε.

Η) Έστω ισχύει ΑΠΒ * 0  για κάθε μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο Β του Ε. 
θεωρούμε τυχόν χΕΕ και τυχούσα σφαιρική περιοχή B(x, γ) του χ. Τότε, επειδή το

σύνολο Β(χ, τ) είναι -μ,η κενό και ανοιχτό, θα έχουμε ΑΠΒ(χ, γ) * 0 . Άρα χΕΑ, αφού η

Β(χ, γ) είναι τυχούσα σφαιρική περιοχή του χ. Επομένως ECa , οπότε Ε-Α. Έτσι, με 
βάση το (ΐ), το σύνολο Α είναι πυκνό εν Ε.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το Α είναι πυκνό εν Ε, οπότε Ε=Α. Επιπλέον, έστω 
Β ένα μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του Ε. Τότε για τυχόν χΕΒ υπάρχει σφαιρική

περιοχή Β(χ, τ) του χ, με Β(χ, r)CB. Επειδή όμως xEBCE=A, έχουμε χΕΑ, οπότε 
Β(χ, τ)ΠΑ*0. Άρα, επειδή Β(χ, rjnACBflA, έχουμε τελικά ΒΠΑ*0. +

1.15. Παραδείγματα- Εφαρμογές

1.15.1. Στον ευκλείδειο μετρικό χώρο (R, I I) ισχύουν:
ΐ) Το σύνολο Ζ των ακεραίων αριθμών είναι 1-πυκνό υποσύνολο

του R.
ΐ) Το σύνολο Q των ρητών αριθμών είναι πυκνό υποσύνολο του R, 

δηλαδή Q*>R.

Απόδειξη.
1) Για τυχόν xER θέτουμε zx=min{yEZ: y > x). Τότε έχουμε Ιχ-ζΧ Ι<1. Άρα ισχύει

(VxER) (3zxEZ) lx—ζχ ΚΙ,
πράγμα, που αποδεικνί’ει ότι το Ζ είναι 1- π\<κ-νό υποσύνολο του R.
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ϋ) Αρκεί να θυμηθούμε ότι για το σύνολο Q των ρητ<»ν αριθμών ισχύει 
(Ve>0) (VxER)(BqeQ) lx -  q I < ε. ♦

1.15.2. Έστω Ε ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων
π

Ει,...,Επ και Α|,...,Αη υποσύνολα των Ej,...,En, αντίστοιχα. Αν A = χ Aj
ί=1

τότε ισχύει:
(Vi) Aj πυκνό εν Ej ο  Α πυκνό εν Ε.

Απόδειξη.
"η η  

Το παραπάνω είναι άμεσο συμπέρασμα της γνωστής σχέσης A -  x Aj -  χ A j. ♦
i=l i=l

1.15.3. Αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και 
Α ανοιχτό υποσύνολο του Ε, τότε ισχύει:

A -  DHA.

Απόδειξη.
Επειδή A2DHA, η σχέση A2DHA είναι προφανής, θ ’ αποδειχτεί ότι ισχύει και

ACDHA. Πραγματικά, έστω xGA. Τότε (Vr>0)B(x,r)nA *0 . Επιπλέον, το σύνολο 
Β(χ, γ)ΠΑ είναι ανοιχτό, ως τομή ανοιχτών συνόλων. Έτσι, επειδή το D είναι πυκνό 
έχουμε:

(B(x, r)nA)DD * 0 = >  Β(χ, Γ)Π(ΟΠΑ) .■ 0  => χ GDHA .♦

1.15.4. Η έννοια του πυκνού συνόλου είναι συνδεδεμένη με την έννοια του 
“πουθενά πυκνού” συνόλου.

Ενα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε λέγεται π ουθενά  πυκνό  
(n onw here dence) ε ν  Ε αν ισχύει:

(Α)°=0.

Η σχέση της έννοιας αυτής με την έννοια του πυκνού συνόλου προκύπτει από το 
παρακάτω συμπέρασμα.
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1.15.4. Έστω Ε ένας μετρικός χώρος και Α ένα μη κενό υποσύνολο 
του Ε. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

i) Το Α είναι πουθενά πυκνό εν Ε.
ii) Το σύνολο extA είναι πυκνό εν Ε.
πί)Κάθε μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο Β του Ε περιέχει ένα μη 

κενό και ανοιχτό υποσύνολο U του Ε τέτοιο, ώστε UOA «0.______________

Απόδειξη.
Θ’ αποδείξουμε το παραπάνω κατά τον εξής τρόπο: (i) => (ii) =» (iii) =* (i).

(i) => (ii) Έστω (A)0-  0 . Τότε

Ε-extA  -  (extA)c«((A^)°)c»((A )cc)0-(A )0-  0 .
Επομένως

extA -  E.
(ii) => (iii) Υποθέτουμε ότι ισχύει (ii) η και όχι η (iii). Δηλαδή, υπάρχει μη κενό

και ανοιχτό υποσύνολο Β του Ε τέτοιο, ώστε για κάθε μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο U 
του Β να συμβαίνει ΜΊΑ** 0 . Αυτό όμως σημαίνει ότι κάθε σημείο του Β είναι σημείο

επαφής του Α, δηλαδή BCA και άρα το Ε-Α δεν είναι πυκνό στο Ε, γιατί

BnextA-Bn(E-A)-Bn(En(A)c)-En(Bn(A)c)-En0-0.
Αυτό όμως αντίκειται στη (ii) που είναι υπόθεσή μας.

(iii) => (i) Έστω Β-(Α)° και ότι Β**0. Επειδή το Β είναι ανοιχτό και μη κενό, 
από την υπόθεση, υπάρχει μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο U του Β τέτοιο, ώστε ΜΊΑ -

0 . Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί UCBCA και επομένως unA*0 , αφού το U είναι

ανοιχτό. Έτσι, Β=0, δηλαδή (Α )°-0 . ♦

Σχετική με την έννοια του πουθενά πυκνού συνόλου είναι και η έννοια της 
“κατηγορίας” .

I Ένας χώρος λέγεται χώ ρ ος  π ρώ τη ς κ α τη γο ρ ία ς  αν μπορεί να 
I παρααταθεί ως αριθμήσιμη ένοχη) πουθενά πυκνών υποσυνόλων του.
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|Ένας χώρος που δεν είναι πρώτης κατηγορίας λέγεται χώ ρ ος  Λ εύτερης  
{κ α τη γορ ία ς.

1.16, Λυμένες Ασκήσεις

1.16.1. Έστω ρ: R2-*R η συνάρτηση με τύπο:

0(x,y)“ |l+ixi-T+iyl !'
Η ρ είναι μετρική στο R και μήλιστα τέτοια, ώστε:
____________________________ ρ(χ, y) < Ιχ-y l, χ, y evR.

Λύση.
Για τη σχέση ρ(χ, y) -  O ^x-y, έχουμε:

ρ(χ, y) -  0 ο  | j^ j· · - j^ r  I “ °  ^xO+lyO-yil+lxl). Η σχέση όμως αυτή ισχύει μόνο στην

περίπτωση όπου οι x, y είναι ομόσημοι. Τότε όμως έχουμε
x(l+y)-y(l+x) ή x (l-y )-y (l-x ).

Και οι δύο τελευταίες σχέσεις συνεπάγονται x-y.
Το αντίστροφο είναι άμεσο.
Οι σχέσεις ρ(χ, y) -  ρ(γ, χ) καιρ(χ, y) < ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, y), είναι προφανείς.

Για τη σχέση ρ(χ, y) £ lx -  yl, x, y εν R, διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
α) xaO και yaO, 
β) χ £ 0 και y s 0,
Y )X £0 xa iya0

και
δ ) χ a 0 και y £ 0.

Έτσι, π.χ., για την περίπτωση (γ) έχουμε:

T^isi w^i+iT^iisbd+lyl" - x+y**-y·
Όμοια εργαζόμαστε και στις άλλες περιπτώσεις, +
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1.16.2. Έ στω  Β(Ι) ο διανυσματικός χώρος των φραγμένων 
πραγματικών συναρτήσεων με κοινό πεδίο ορισμού το διάστημα I της 
πραγματικής ευθείας. Η συνάρτηση g:B(I)xB(T)-*R, με τύπο

Q(f, g) -  sup |f(x)-g(x)|, 
xei

οοί£ει μια μετρική στο σύνολο Β(Ι).

Λύση.
Επειδή οι συναρτήσεις f, g είναι φραγμένες, η συνάρτηση ρ είναι καλά ορισμένη. 

Επιπλέον, για τυχούσες συναρτήσεις f, g και δεν Β(Ι) έχουμε:

ρ(ί,g) -  0 <*► sup|f(x)—g(x)| · 0 ο  (Vxei) |f(x)-g(x)| -  0 o  (Vxei) (f-gKx) -  0 
'xei
f-g  -  0 ·»  f -  g.

otf. g) -  sup )f(x)-g(x)| -  sup |g(x)-f(x)| -g (g ,f)
xei xei

Q(f, g) -  sup |f(x>—g(x)| -  sup |f(x)-h(x)+h(x)-g(x)|£ sup (|f(x)-h(x)|+|h(x)-g(x)|) 
xei xei xei

£ sup |f(x)-h(x)|+sup |h(x)-g(x)|-g(f, h)+g(h, g). ♦  
xei xei

Αφού κάθε συνεχής πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το διάστημα [a, b] 
(a<b) της πραγματικής ευθείας είναι φραγμένη συνάρτηση, ο ίδιος τύπος ορίζει μετρική 
στο σύνολο C[a, b] των συνεχών συναρτήσεων με κοινό πεδίο ορισμού το διάστημα [a, b] 
(a<b) της πραγματικής ευθείας.

1.16.3. Αν A  Β και C είναι μη κενά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου 
(Ε, ρ) και το C είναι φραγμένο σύνολο, τότε ισχύει:
_______________________ 0 (Α  Β) S ρ(Α  Q  + &C, Β) + 6(C).___________________

Λύση.
Για τυχόντα στοιχεία xEA, yGB και z, w εν C έχουμε
ρ(Χ, w) > ρ(χ, ζ) -  ρ(ζ, w) > (ρ(χ, y) -  ρ(y, ζ »  -  6(C) > ρ(Α, Β) -  Q(y, ζ) -  6(Q .

Αρα

inf ρ(χ, w) > ρ(Α, Β) -  ρ(y, ζ) -  6(C) => ρ(Α, C) > ρ(Α  Β) -  p(y, ζ )- 6(C) =>
(χ, w)GAxC

Q ( y , ζ) £ ρ(Α, Β) -  ρ(Α, C) -  6(C) => inf g(y, ζ) > ρ(Α, Β)-ρ(Α, C )-6(C) =>
(y, z)GBxC

ρ(Β, C) > ρ(Α, Β) -ρ(Α, C)-6(C) => ρ(Α, Β) < ρ(Α, C) + ρ(Β, C)+ 6(C). ♦
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1.16.4. Η σφαιρική περιοχή Β(Α, r) με κέντρο ένα υποσύνολο Α ενός 
μετρικόν χώρον και ακτίνα π>0, μπορεί να οριστεί και με τον τύπο:

Β(Α, γ) U Β(χ, γ).χβΑ

Λύση.
Αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι

{χΕΕ: ρ(χ, A)<r} U B(x,r).χΕΑ
Πραγματικά, για τυχόν ζ έχουμε

ζΕ{χΕΕ:ρ(χ, A)<rj ο  ρ(ζ, Α)<γ ό  inf ρ(γ,ζ)<γ«  (ΞχΕΑ)ρ(χ,z)<ro
y E A

(3χΕΑ) ζΕΒ(χ, Γ) ο  ΖΕ U Β(χ, γ). ♦χΕΑ

1.16.5. Αν Α είναι τυχόν μη κενό νποσννολο ενός μετρικού χώρον, ν’ 
αποδειχτεί ότι:

Α - ΠΒ(Α, γ).
__________________________ ___________  γ  > 0  ________________________________________________________________

Λύση.
xEA«>(Vr>0)B(x, r)QA *0o(Vr>O) ρ(χ, Α)< r<*s>(Vr>0) χΕΒ(Α, y)
οχε η Β(Α, Γ).φ 

Γ  >0

1.16.6. Αν Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρον, ν’
αποδειχτούν οι σχέσεις:

i) d A ° C d A ν) a(AUB)£AAUaB

ii) dA  Q d A vi) A n B - 0 =>d(AUB)-dAU5B
iii) d(dA)QdA vii) d(AnB)£AAUdB.
iv) d(d(dA))-d(dA)

V I
Λύση ?!

%
Λ .

i) Μ°= A0- (Α°)°- Α°- A°C Α- Α°-ύΑ
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ii) 3A CA -(A)°= A - (A)°C A - A°=dA

iii) d(dA)= dA -  (3A)°= dA -  (d A )° C dA  .
i v) Λόγω της (iii) αρκεί ν’ αποδειχτεί ότι: 3(θ(3Α))23(3Α). Πράγματι για τυχόν x 

έχουμε:

ΧΕ3(3Α) => xe  d A -  (dA)° => XE3A a xg(dA)°.

Επειδή xE3(3A) παίρνουμε xEd(dA) και ακόμη, επειδή x£(3A)°, λόγω και της (iii) 

παίρνουμε χΕ3(3Α)λ χ£(3(3Α))° και άρα xEd(d(d A))

ν) d(AUB) = Α θ Β - (AUB)°C AUB-(A°UB°) -  [A-(A0UB°)]U[B-(A0UB°)] -  

[(A-A0)n(A-B0)]U[(B-A0)n(B-B°))C(A- A°)U(B- B°)-3AU3B.

vi) Βάσει της Εφαρμογής 1.95., έχουμε ότι η σχέση ΑΠ Β-0 συνεπάγεται την 
(AUB)°=A°UB°. Λαμβάνοντας αυτό υπόψη και ακολουθώντας βήμα προς βήμα την 
απόδειξη του προηγούμενου ερωτήματος, παίρνουμε εύκολα την ισότητα d(AUB) -  
3AU3B.

vii) Έστω χΕθ(ΑΠΒ). Τότε για κάθε r > 0 παίρνουμε:
Β(χ, Γ)η(ΑΠΒ)χ0 λ  Β(χ, r)n(ADB)c 0  0  ο  

B(r, χ)ΠΑΠΒ 0 0  λ (Β(χ, r)nAc)U(B(x, r)nBc) 0 0  ο  
[B(r, χ)ΠΑΠΒ 0 0  λ Β(χ, r)nAc*0]v[B(x, γ)ΠΑΠΒ^0 λ  Β(χ, r)HBc 0 0] ο  

[B(r, χ)ΠΑ·* 0  λ  Β(χ, r)DAc *0]ν[Β(χ, γ)ΠΒ^0 λ  Β(χ, r)HBc 0  0 ]  ο  χΕ3ΑνχΕ3Β-»
XE3AU3B. ♦

1.16.7.1) Να δειχτεί ότι σε κάθε μετρικό χώρο τυχόν σύνολο μπορεί 
να παρασταθεί ως τομή ανοιχτών συνόλων.

Η) Αν ένας μετρικός χώρος Ε έχει την ιδιότητα:
“ η τομή  οσω νδή π οτε  α νο ιχ τώ ν  σ υ νό λ ω ν  να ε ίνα ι α νο ιχ τό  σ ύ ν ο λ ο ” (*), 

ν’ αποδειχτεί ότι ο Ε ένει όλα τα υποσύνολα του ανοικτά και κλειστά.

Λύση.
i) Είναι γνωστό ότι κάθε μονοσύνολο είναι κλειστό σύνολο(Βλέπε 1.9.1.). Έτσι 

αρκεί να παρατηρήσουμε ότι για το τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου έχουμε

που είναι το ζητούμενο.
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ϋ) Έστω ότι ο Ε έχει την ιδιότητα (*). Τότε κάθε υποσύνολο του μετρικού χώρον 
Ε, είναι ανοιχτό σύνολο αφού βάσει του (i) μπορεί να παρασταθεί ως τομή ανοιχτών 
συνόλων. Τότε όμως κάθε υποσύνολο του Ε είναι προφανώς και κλειστό. ♦

1.16.8.'Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και F η οικογένεια των μη 
κενών, κλειστών και φραγμένων υποσυνόλων του Ε. Για τυχόντα X, Υ εν F  

θέτουμε
d(X, Υ) -  max { sg> ρ(χ, Υ). sug 0(y, χ )ί·

Ν’ αποδειχτεί ότι:
i) Για τυχόν ε>0 ισχύει: d(X, Υ)ίε·οΧ£Β(Υ, 8)aYCB(X, ε).
ii) Η d είναι μια μετρική στο F  ( Η d είναι γνωστή ως μετρική του

H a u sd orff) ,____________________________________________________________ __

Λύση.
ί) Ας είναι XEF και YEF. Θεωρούμε τυχόν ε>0 και έχουμε:

d(X, Y)se ο  siy> ρ(χ, Υ)^ε λ  siyj ρ(γ, X)se ==> [(VxEX) ρ(χ, Υ)ίε]Λ

[(VyEY) Q(y, Χ)*ε] => [(VxEX) xEB(Y, 8)]A[(VyEY) yEB(X, ε)] =>
[X£B(Y, 8)]a[YCB(X, ε)].
Αντίστροφα, έχουμε:
[XCB(Y, 6)]a[YCB(X, e)]<t>[(VxEX) ρ(χ, Y)<8]A[(VyEY) ρ(y, Χ)<ε] 

sug ρ(χ, Y )s8 λ  sip) Q(y, X)se o  d(X, Y)se.

ii) Για τυχόντα X e F, Y e F έχουμε:

d(X, Y) - 0 om ax { sg>ρ(χ, Y), sip)ρ(y,Χ ) ) · 0 »  sugρ(χ, Y)»0 λ

sujj ρ(y, X )-0  (V xEX) ρ(χ, Y )-0 λ  (V yEY) Q(y, X )-0

Ααμβάνοντας υπ’ όψη την Εφαρμογή 1.9.6(i), και το ότι τα Χ,Υ είναι κλειστά 
παίρνουμε:

(V χΕΧ) ρ(χ, Υ )-0 λ  (V yEY) ρ(y, X)-0<s>(V xEX) χ ΕΫ λ (V yEY) yEX «»
(V χΕΧ) χ Ε Υ λ (V yEY) yEX<*>XCYAY C X  <*Χ-Υ.
Η σχέση d(X, Y)-=d(Y, X) είναι προφανής.
Για τη σχέση d(X, Υ) s d(X, Ζ) + d(Z, Υ), θεωρούμε τυχόντα ε>0 και χΕΧ. Τότε 

ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει ζΕΖ τέτοιο, ώστε
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ρ(χ, z)<d(X, Ζ)+ε.
Πράγματι, αν αυτό δεν συνέβαινε, θα είχαμε:

(\/ζεΖ)ρ(χ, z)ad(X, Ζ)+ε => inf ρ(χ, z)ad(X, Ζ)+ε =* ρ(χ, Z)ad(X, Ζ)+ε.ζΕΖ
Επειδή η τελευταία σχέση ισχύει για τυχόν xGX, παίρνουμε: sug ρ(χ, Z)ad(X, Ζ)+ε.

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού από τον ορισμό της d έχουμε sug ρ(χ, Z)sd(X, Ζ). 

Όμοια υπάρχει y£Y τέτοιο, ώστε ρ(ζ, y)<d(Z, Υ)+ε.
Άρα

ρ(χ, y) ίρ(χ, ζ)+ρ(ζ, y)<d(X, Z)+d(Z, Υ)+2ε =* inf ρ(χ, Y)sd(X, Z)+d(Z, Υ)+2ε=>
-  y € Y

ρ(χ, Υ) sd (X, Z)+d(Z, Υ)+2ε => X£B(Y, r), 
όπου r=d(X, Z)+d(Z, Υ)+2ε.
Όμοια αποδεικνύεται ότι Υ£Β(Χ, r). Άρα, σύμφωνα με το (ΐ), παίρνουμε:

d(X, Υ) s d(X, Ζ) + d(Z, Υ)+2ε.
Επειδή μάλιστα η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε ε>0, έχουμε τελικά

d(X, Ζ) s d(X, Υ) + d(Z, Υ). ♦

1.16.9. Αν A, Β είναι τυχόντα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ)
και τέτοια, ώστε ΑΠΒ-ΑΠΒ-0, ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχουν ανοιχτές
περιοχέςU(A) και U(B) τέτοιες, ώστε 
____  U(A)nU(B)-0.

Λύση.
Θεωρούμε τα σύνολα

U(A)-{xGE: ρ(χ, Α) < ρ(χ, Β)} και U(B)-(xGE: ρ(χ, Β) < ρ(χ, Α)}.
Τότε είναι φανερό ότι U(A>nU(B) -  0  . Θ’ αποδείξουμε επιπλέον, ότι τα σύνολα U(A) 
και U(B) είναι ανοιχτά και μάλιστα ACU(A) καιΒΟΐ(Β). Για το σκοπό αυτό αρκεί να
περιοριστούμε στο σύνολο U(A).

Πράγματι, για τυχόν xGU(A) έχουμε
γ- |·(ρ(χ, Β) -  ρ(χ, Α))>0.

Έτσι, για κάθε yGB(x, r), με βάση την Εφαρμογή 1.5.3., παίρνουμε:
Ιρ(χ, A) -  Q ( y , Α>1 s ρ(χ, y) < r

και
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Ιρ(χ, Β) -  ρ(y, Β)Ι λ ρ(χ, y) < r.
Αρα

0(y, A) < ρ(χ, A) + r -  -(ρ(χ, Β) -  ρ(χ, Α))-ρ(χ, Β) - γ<  ρ(ν, Β),

δηλαδή yEU(A). Αποδείχτηκε επομένως ότι B(x, r)CU(A), δηλαδή ότι το σύνολο U(A) 
είναι ανοιχτό.

Θ’ αποδείξουμε τώρα ότι A£U(A). Με βάση την υπόθεση ΑΠΒ-0 και την 
Εφαρμογή 1.9.6(i), παίρνουμε:

XGA => ρ(Χ, Α) -  0 λ χ£Β =* ρ(χ, Α) -  0 λ ρ(χ, Β)>0 => ρ(χ, Α) < ρ(χ, Β) => xEU(A). ♦

1.16.10. Αν Α είναι υποσύνολο ενός μετρικού χώρον, ν’ αποδειχτεί
οτι:

A ' 'C A '.
Να δοθεί παράδειγμα, όπου η παραπάνω σχέση να ισχύει με τη σχέση 

του γνήσιου υποσυνόλου.

Λύση.
Για κάθε χ έχουμε

χΕΑ' '· =» (Vr>0) Β(χ, γ)ΠΑ ' * 0 .
Έτσι, για τυχόν γ>0 θεωρούμε ένα τυχόν επίσης yEB(x, r)DA'.  Τότε έχουμε:

yGB(x, γ)ΠΑ ' => yEB(x, r) λ yEA' => (3r' >0) B(y, r ' )£B(x, r)Ax£B(y, r ')  a 
yEA' => B(y, γ)ΠΑ*« 0.(Αρκεί να ληφθεί r ' -  min {ρ(χ, y), Γ-ρ(χ, y)})

Επειδή όμως B(y, r')CB(x, r) λ x£B(y, r ), η τελευταία σχέση δίνει B(x, γ)ΠΑ*0 , 
δηλαδή χΕΑ' , που είναι και το ζητούμενο.

Στον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R, I I) θεωρούμε το σύνολο Α = {^ : νΕΝ). Τότε

έχουμε Α ' ={0 } και Α ' ' *  0 . ♦

1.16.11. Αν (Ε, ρ) είναι ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών 
χώρων (Ε,,ρΟ, 1=1,...,η , a=(ai,...,an)EE και U(aO, περιοχή εν Ej του aj, i=l,...,n. 
Ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο U°U(ai)x...x U(an) είναι περιοχή του a εν Ε.______

Λύση.
Αφού U(a0  είναι περιοχή του ai υπάρχει σφαιρική περιοχή B(ai, ιγ) του aj 

τέτοια, ώστε B(ai, ri)CU(ai). Όμοια, αφού U(an) είναι περιοχή του an υπάρχει σφαιρική 
περιοχή B(an, rn) του an τέτοια, ώστε B(an, rn)CU(an).
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Τότε όμως έχουμε B(a, r) c  B(aj, ri) x...x B(an, rn)CU(ai)x...x U(an)-U, όπου r -  
min(ri, ...,ΓηΚΒλέπε 1.7.2.), που αποδεικνύει ότι το σύνολο U«U(ai)x...x U(®n) είναι 
περιοχή του a.

1.17. Ασκήσεις

J 'Tiij Αν ρ είναι μια μετρική σ ’ ένα σύνολο Ε, ν’ αποδειχτεί ότι και οι 
συναρτήσεις

Οι->/ρ, Q2r̂ Q>
είναι μετρικές στο Ε.

Να εξεταστεί αν ισχύει το ίδιο για τη συνάρτηση 03-  ρ2 .

ο ®  Έστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και d: ExE-*R μια συνάρτηση ορισμένη με
τον τύπο

e(x, y), 
ι ,

αν ρ(χ, y)51 
αν ρ(χ, y)>l .

Ν’ αποδειχτεί ότι η d είναι μια μετρική στο Ε.

3 . ' Εστω ένα σύνολο Ε και μια συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*Β, τέτοια, ώστε για τυχόντα
χ, y, ζ εν Ε να ισχύει: 
α) ρ(χ, y ) - 0 o  x-y 
β) ρ(χ, y) λ ρ(χ, ζ) + ρ(γ, ζ)
Ν’ αποδειχτεί ότι η ρ είναι μετρική στο Ε.

4. 'Εστω ένα σύνολο Ε και μια συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*Κ, τέτοια, ώστε 
α) ρ(χ, χ) -  0 για κάθε χΕΕ
β) ρ(χ, y) s* 0 για κάθε χ, y εν Ε, με χ >* y. 
γ)ρ(χ, y) s ρ(χ, ζ) + Q(y, ζ) για κάθε χ, y, ζ εν Ε.
Ν’ αποδειχτεί ότι η ρ είναι μετρική στο Ε.

5. ' Εστω Ε -  {a, b| και μια συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*Κ με ρφ, a) -  ρφ, b) -  0 και 
ρφ, b) -  ρφ, a) -  r > 0. Ν’ αποδειχτεί ότι η ρ είναι μετρική στο Ε. 6

6. ' Εστω ρ^ ΐΕΙ μια οικογένεια μετρικών σ' ένα σύνολο Ε με την ιδιότητα:
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Για τυχόντα χ, y εν Ε νπάοχει σταθεοά dxy τέτοια, ώστε qj(x, y) £ dxy, 161.

Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση q:ExE-*R με τύπο, ρ(χ, y) -  sap Qj(x, y) είναι μετρική 

σιοΕ.

7. Ας είναι RN και R^ τα σύνολα των ακολουθιών πραγματικών αριθμών και

των φραγμένων ακολουθιών πραγματικών αριθμών, αντίστοιχα. Ν’ αποδειχτεί ότι οι 
συναρτήσεις ρ: (r N)2_*,r  και σ: (R^ )2-*R με τύπους

00 1 ΙΧν-ΥνΙ
ρ((Χν)ν£Ν>(Υν)ν€ΞΝ)“  2  ον ι κ, Iν-η ι+ΐχν-yvi 

και

0((Xv)veN,(yv)veN)- sug bCv-yvl,
ΙΝίείναι μετρικές στα σύνολα RN και R^ , αντίστοιχα.

s j  ί ΐ^Εστω E-C([a, β]) το σύνολο των συνεχών πραγματικών συναρτήσεων με πεδίο
ορισμούτο διάστημα [α, β]. Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση ρ:EχE-*R με τύπο

β
Q tf.g)- Jlf(x)-g(x)ldx, 

a
είναι μια μετρική στο Ε.

10. Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση ρ:RχR-»R με τύπο
X XQ(x,y)

l+“\J\+x2 l+yjl+y2

είναι μετρική στο R.
Θεωρούμε επιπλέον το σύνολο R » -  RU {«>} και θέτουμε

ρ’ (χ, οο)« lim 
y—οο

Q'(oo,y)_ Hm 
x-*oo

ι+yji+x2 i+yji+y2

i+yji+x2 i+yji+y2
q' (oo, oo) . lim

X—ooy—00
_______ 1

l+^Jl+x2 l+"\jl+y2 
Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση d: R^xR^-^R με τύπο
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ί q(x, y), αν χ και y εν R 
d(x, y) “  I ς· (Xj y), αν χ -oo ή y -  oo >

είναι μετρική στο Rw.

11. ' Εστω Ε ένας διανυσματικός χώρος και ρ μια μετρική στον Ε τέτοια, ώστε 
για τυχόντα x, y, ζ εν Ε και XeR να ισχύει

ρ(χ+ζ, y+z) -  ρ(χ, y) και ρ(λχ, 0) -  ΙλΙ ρ(χ, 0).
Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση Ν: E-*R με τύπο Ν(χ) -  ρ(χ, 0), είναι στάθμη στον Ε και 
μάλιστα η μετρική που ορίζεται από τη στάθμη αυτή είναι η ρ.

12. ' Εστω Ε ένας διανυσματικός χώρος και ρ η διακριτή μετρική. Ν’ αποδειχτεί 
ότι δέν υπάρχα στάθμη στον Ε τέτοια, ώστε να παράγει τη ρ.

13. Έστω φ μια αύξουσα πραγματική συνάρτηση με Dotn<p=[0>°°) και τέτοια 
ώστε φ(0)-0, φ(χ)> 0 αν χ>0 και <p(x+y)< φ(χ)+φ(γ). Ν’ αποδειχτεί ότι αν ρ είναι μια 
μετρική σ’ ενα σύνολο Ε, τότε και η ρι με τύπο:

ρι(χ, γ)=φ(ρ(χ, y)), χ, y εν Ε
είναι μετρική στο Ε. (Εφαρμογή για <p(x)=dog(l+x) και φ(χ) -  ~ “ )·X Λ ί

14. ' Εστω ένα σύνολο Ε και μια συνάρτηση ρ:ΕχΕ-»Κ, τέτοια ώστε για τυχόντα
x,y, z εν Ενα ισχύει 
α) ρ(χ, χ) -  0
β) ρ(χ, y) -  ρ(γ, χ)
γ) ρ(χ, y) s ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, y).
Μια τέτοια συνάρτηση λέγεται ψ ενδομετριχή (pseud om etric) στο Ε. Ορίζουμε στο 
Ε μια σχέση σ με τον τύπο: x σ y o  ρ(χ, y) -  0 . Ν’ αποδαχτεί ότι
α) Η σ είναι ισοδυναμία στο Ε.
β) Αν στο σύνολο πηλίκο Ε/ σ θέσουμε d([x], [y])-o(x, y), x, y εν Ε, όπου [χ] δηλώνει την 
κλάση ισοδυναμίας του χ, τότε η d είναι μια μετρική στο Ε/ σ.

15. ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και Α ένα υποσύνολό του. Ν’ αποδειχτεί 
ότι:
α) ρ(χ, y) ̂  ρ(χ, Α) + δ(Α) για τυχόντα χ£Ε και yeA. 
β) Ιρ(χ, y)-0(x, z)l < δ(Α) για τυχόντα χ£Ε και y, ζ ενΑ.

16. Στον ευκλείδειο μετρικό χώρο (Rn, I I), n£N, ν’ αποδειχτεί ότι ένα σύνολο Α, 
είναι φραγμένο αν και μόνο αν υπάρχει γ , γ  > 0 , τέτοιο, ώστε ACB((), r).
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17. Έστω E>*0, f : E-*R τυχούσα συνάρτηση και q:ExE-»R μια συνάρτηση με
τύπο:

ρ(χ. y) -  tf(x)-f(y)i.
Ν’ αποδειχτεί ότι η ρ είναι μια ψευδομετρική στο Ε.

18. Αν Ε είναι μετρικός χώρος, aSE και r > 0, ν’ αποδειχτεί ότι για τυχόν xSE
ισχύει:

x£ B(a, r) => ρ(χ, B(a, r)) a ρ(β, χ) -  r.

19. Αν α είναι τυχόν σημείο ενός μετρικού χώρου Ε και V υποσύνολο του Ε, ν’ 
αποδειχτεί ότι:

To V δεν είναι περιοχή του α ο  aE(V°)c. r (W <-)

20. Ν’ αποδειχτεί ότι για τυχόντα υποσύνολα A, Β ενός μετρικού χώρου ισχύουν 
οι σχέσεις:

. (Α -Β )°-Α °-Β  και A-BCA-B0.

21. Αν A, Β είναι υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε τέτοια, ώστε το Β να είναι 

ανοιχτό και επιπλέον A -Ε -Β , ν’ αποδειχτεί ότι ΑΠΒ -  Ε.

22. Δυό υποσύνολα A, Β ενός μετρικού χώρου λέγονται διαχω ρισμένα  αν

Α Π Β -0 - ΑΠΒ.
Ν’ αποδειχτεί ότι:
α) Αν σ ’ ένα μετρικό χώρο τα σύνολα A, Β καθώς και τα Β, C είναι διαχωρισμένα, τότε 
και τα AUC, Β είναι διαχωρισμένα.
β)Αν A, Β είναι διαχωρισμένα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου τότε (AUB)°- A°UB°.

23. Να δοθεί παράδειγμα συνόλων A, Β σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε, όπου τα ΑΠΒ 

ΑΠΒ, ΑΠΒ, ΑΠΒ να είναι όλα ανά δύο διαφορετικά.

24. Αν Α είναι ανοιχτό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου και Β τυχόν, ν’ 
αποδειχτεί ότι

ΑΠΒ£ΑΠΒ.
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Επιπλέον, να δοθεί παράδειγμα συνόλων Α και Β σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε τέτοιων, 

ώστε ΑίΊΒ(£ΑΠΒ.

25. Αν Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι: 

α) Το Α είναι κλειστό αν και μόνο αν 3Α-ΑΠ Ac

β) Το Α είναι ανοιχτό αν και μόνο αν AA- A - Α.

26. Αν Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι
Α°·Α-ΘΑ.

27. Αν Α  είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδαχτεί ότι 
δ(Α ' )£δ(Α). Να δοθεί παράδειγμα συνόλου Α για το οποίο ισχύει δ(Α ' )«δ(Α).

28. Αν Α είναιτυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι: 
α )Α ' «|χΕΕ: ρ(χ, A - {χ))=0}.

β) Α£Α '=> Α -Α \

29. Έστω Α ένα πεπερασμένο και ανοιχτό υποσύνολο του μετρικού χώρου Ε. Να 
δειχτεί ότι κάθε σημείο του Α είναι μεμονωμένο σημείο του Ε.

30. Αν Ε είναι ένας μετρικός χώρος, χΕΕ και AQE, ν’ αποδειχτεί ότι
xEextA ρ(χ, Α) > 0.

31. Αν A, Β είναι μη κενά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου ν’ αποδειχτεί ότι:

ρ(Α, Β) -  ρ(Α, Β) -  ρ(Α, Β) -  ρ<A, Β).

3 2 . ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και A, Β, C υποσύνολά του. Ν’ αποδειχτεί 
ότι:
α) ρ(Α, BUC) -  min { ρ(Α, Β), ρ(Α, C)} 
β) ρ(Α, Β) < ρ(Α, C) + ρ(Β, AUC) + 6(C).

γ) Αν ACBCA τότε ρ(χ, Α) -  ρ(χ, Β) για κάθε χΕΕ.

33. Για τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε ν’ αποδειχτεί ότι:
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ΘΑ-ίΑΠΑ*1 )U(AnAc).

34. Αν A και B είναι ανοιχτά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί 
ότι:
α) (AUB)°-(A°UBe)C 3AU3B 

β) ΑΠΒ -  AUB Q  ΘΑΠΘΒ.

35. Αν Α και Β είναι ανοιχτά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί 
ότι:
α) (AnaB)U(BndA)Cd(AnB)C(AnaB)U(BndA)U(dAnaB) 
β) ΑΠΒΠθ(ΑΠΒ) -  ΑΠΒΠ(ΘΑυθΒ).

36. Αν Α και Β είναι τυχόντα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε τέτοια, ώστε 
ΘΑΠθΒ -  0 , ν’ αποδειχτεί ότι:
α) (AUB)° -  A°U Β°

β)ΑΠΒ -  ΑΠΒ

γ) θ(ΑΠΒ) -  (ΑΠΘΒ)ϋ(ΘΑΠΒ).

37. Να δοθεί παράδειγμα συνόλου Α σ’ ένα μετρικό χώρο Ε, για το οποίο να 
ισχύουν οι σχέσεις:

α) ΘΑ*Θ Α*ΘΑ°*ΘΑ 
β) d(dA)CdA.

38. Αν Α και Β είναι τυχόντα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι 
α) extACAc
β) Α κλειστό ο  ext A -A c 
γ) ACB => ext AD extB 
δ) extA=ext[(extA)c] 
ε) ext(AUB)=(extA)n(extB).

39. Αν Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι: 
α) Α ' Π ext Α -  0

β) (ΘΑ)°- 0<*(Α)°£Αο.
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40. Έστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και Α τυχόν υποσύνολο του Ε. Ν’ 
αποδειχτεί ότι:

AUextA -  Ε.

41. Αν Α και Β είναι τυχόντα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε, ν’ αποδειχτεί 
ότι:

α) AUB -  Ε »  A U B °-E  

β) Α Π Β -0  => ΑΠΒ° -  0 .

42. Αν Α είναι υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε, ν’ αποδειχτεί ότι:

Ε - extA- Α.

43. Αν Α και Β είναι υποσύνολα ενός μετρικού χώρου, ν ’ αποδειχτεί ότι: 
α) Α°-Β°3(Α-Β)°

β) Α -  Β C Α -Β .
Να δοθούν παραδείγματα, όπου οι παραπάνω σχέσεις να ισχύουν με τη σχέση του 
γνήσιου υποσυνόλου.

44. ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και Ai, iei μια οικογένεια υποσυνόλων του 
Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι:

α) .UAi κλειστό·» .UAi -  UAi ιθ ιθ iQ
β) ΠΑΐ° είναι ανοιχτό »  Π A f -  (Π Α ί)° 

i& iei viei

45. Έστω Αν , νΕΝ μια φθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου Ε, 

με Αν * 0 , νΕΝ και Π Αν - 0 .  Ν’ αποδειχτεί ότι αν χΕ Π Αν, τότε χΕΑ. .
ν € Ν  V S N  1

4 6 . ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και F το σύνολο των μη κενών, κλειστών 
και φραγμένων υποσυνόλων του Ε. Στο σύνολο F θεωρούμε τη μετρική του Hausdorff 
που, όπως είναι γνωστό (Βλέπε 1.16.8.), ορίζεται με τον τύπο:
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d(X, Υ) -  max { sî > ρ(χ, Υ), siyi ρ(y, X )}.

για τυχόντα Χ,Υ εν F.
Ν’ αποδειχτεί ότι:
α) Για τυχόντα a, b εν Ε ισχύει d((a), (b)) -  ρ(ε, b).
β) Για τυχόν ε>0 ισχύει: d(X, Y )seo[X C B (Y , 8)]a[(Vx£Y)B(x, ε)ΠΧ^0].

47. 'Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και Α ένα υποσύνολό του. Το Α λέγεται

κανονικό α νοιχτό  (regu lar open ) υποσύνολο του Ε αν Α -  (Α)°. Ν’ αποδειχτεί ότι:
α) Να δοθεί παράδειγμα ανοιχτού αλλά μη κανονικού ανοιχτού υποσυνόλου του
ευκλείδειου μετρικού χώρου (R, I I).
β) Αν το Α είναι κανονικό ανοιχτό τότε είναι και ανοιχτό.
γ) Αν το Α είναι είναι κλειστό τότε το Α° είναι κανονικό ανοιχτό.

δ) Αν τα A, Β είναι κανονικά ανοιχτά, τότε ACB αν και μόνο αν ACB.
ε) Αν τα A, Β είναι κανονικά ανοιχτά, τότε και το ΑΠΒ είναι κανονικό ανοιχτό.

48. Αν Α είναι υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν’ αποδειχτεί ότι το Α είναι 
ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα αν και μόνο αν ισχύει ΑΑ=0.

•49. Αν a είναι τυχόν σημείο ενός μετρικού χώρου Ε και r, s θετικοί αριθμοί με 
rcs, ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο {x£E: r<Q(x,a)<s } είναι ανοιχτό.

50. Ν’ αποδειχτεί ότι
α) To Q δεν είναι ανοιχτό ούτε κλειστό υποσύνολο του (R, I I).
β) Το σύνολο Q Π[—V2, V2] είναι ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του χώρου (Q, I I).
γ) Κάθε υποσύνολο του υπόχωρου Α του ευκλείδειου μετρικού χώρου (R, I I), όπου 
A - {^ : ν£Ν J, είναι ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του Α.

51. Έστω Α ένα μη κενό και φραγμένο υποσύνολο του ευκλείδειου χώρου (R, 11). 

Ν’ αποδειχτεί ότι infAeA, supAEA. Ειδικότερα, ν’ αποδειχτεί ότι infAGdA, supAGdA.

52. Ας είναι (Rn, I I ) ο η- διάστατος ευκλείδειος μετρικός χώρος, και
—♦ —*

Β(0,1), C(0,1) αντίστοιχα, η σφαιρική περιοχή ακτίνας 1 και η αντίστοιχη κλειστή 

σφαιρική περιοχή ακτίνας 1 του σημείου 0 στον Rn. Αν Α είναι ένα υποσύνολο του Rn
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τέτοιο, ώστε B(0,1)CACC(0,1), ν’ αποδειχτεί ότι το Α δεν είναι ανοιχτό ούτε κλειστό 
υποσύνολο του Rn.

53. Ν’ αποδειχτεί ότι σε κάθε μετρικό χώρο οι κλειστές σφαιρικές περιοχές είναι 
κλειστά σύνολα. Επιπλέον, να δοθεί παράδειγμα που η θήκη μιας σφαιρικής περιοχής να 
μη ταυτίζεται με την αντίστοιχη κλειστή σφαιρική περιοχή που έχει το ίδιο κέντρο και 
την ίδια ακτίνα.

54. ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και Α ένα πεπερασμένο υποσύνολό του. 
Θέτουμε S-(xeE : (3ySA) ρ(χ, y )sl). Ν’ αποδειχτεί ότι το S είναι κλειστό υποσύνολο
τουΕ.

55. Αν το D είναι πυκνό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και Α ανοιχτό 

υποσύνολο του Ε, ν’ αποδειχτεί ότι A -  DfiA.

56. Να βρεθεί ο πυρήνας, η θήκη, το παράγωγο σύνολο και το σύνορο των 
παρακάτω υποσυνόλων του ευκλείδειου χώρου (R2,1 I):

1) A-(0,1)UN
2) Β-(-~,0)υφνΘΝ).

3) Γ- Q2
4 ) C - {(X, 1): 1 <Χ <2)

5) D- {(X, “■): Ο < χ <1}
6) Ε - |(χ, y): Ο < x2+y2 £1)
7) F- {(x,y):0<x+y£2J
8) 0  {(χ,y): χ >ΟκαιΟ^<£}

9) Η-{φθ):η£Ν)

10) Κ -{(^ ·. )̂:meZ, n£N)

11) L - {(x, y): x +y -2 )
12) M «{(x, sin ·̂): 0< x SI}.

57. Ν’ αποδειχτεί ότι το Α είναι πυκνό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε αν και 
μόνο αν το μόνο κλειστό υπερσύνολο του Α είναι το Ε.

58. Έστω Α ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) τέτοιο, ώστε
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(VxeA)(3aeA) 0(x, a) -  ρ(χ, A).
Ν’ αποδειχτεί ότι το A είναι κλειστό σύνολο.

59. Γux τυχόν υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε, ν’ αποδειχτεί ότι:
Α ανοιχτό ο  ΑΠθΑ-0.

60. Ας είναι Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος και Α ένα ανοιχτό 
υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι για τυχόν υποσύνολο Β του Ε, το σύνολο

A+B={x+y: χΕΑ  και y6 B}
είναι ανοιχτό.

61. 'Εστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος και V μια περιοχή του 0. 
Ν’ αποδειχτεί ότι για κάθε XGR υπάρχει περιοχή W του 0 τέτοια, 
ώστε WO,V.

62. Έστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος και V ένας γνήσιος και 
κλειστός διανυσματικός υπόχωρος του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι:

α )θ ν ·ν  και V5 =Ε.
β)Αν Α-{χΕΕ: Ν(χ)«1}, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει χΕΑ τέτοιο, ώστε ρ(χ, V)>1- ε. 
(Λήμμα του  Riesz).

63. Ν’ αποδειχτεί ότι στον καρτεσιανό μετρικό χώρο Ε των μετρικών χώρων Ει, 
Ε2 και για τυχόντα Aj, Α2, υποσύνολα των Ει, Ε2 αντίστοιχα, ισχύει:

(A ,xA2) ' -  (Aj xA^)U(AixA2 ).

64. ' Εστω Α είναι τυχόν υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι

α) Τα σύνολα AHAC και ADAC έχουν συμπλήρωμα πυκνό στον Ε.
β) Το σύνολο dA μπορεί να παρασταθεί ως ένωση δύο συνόλων που το συμπλήρωμά τους
είναι πυκνό στον Ε.

65. Ν’ αποδειχτεί ότι ένα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε είναι πουθενά 
πυκνό αν και μόνο αν τυχούσα σφαιρική περιοχή του Ε περιέχει σφαιρική περιοχή ξένη 
προς το Α.
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66 . Ν’ αποδειχτεί ότι η τομή πεπερασμένου πλήθους πουθενά πυκνών 
υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου είναι πουθενά πυκνό σύνολο.

67. Ας είναι (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων (Εμ ρ ι), 
i - 1, 2,...,η και για κάθε ί-1, 2,...μι, Αΐ ένα πουθενά πυκνό υποσύνολο του Ej. Ν’

η
αποδειχτεί ότι το σύνολο x Ai είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του μετρικού

ΐ-1
χώρου (Ε,ρ).

68. Ν’ αποδειχτεί ότι ο μετρικός χώρος (Q, I I) είναι ένας χώρος πρώτης 
κατηγορίας.

69. Ν’ αποδειχτεί ότι το σύνορο τυχόντος υποσυνόλου Α ενός μετρικού χώρου 

είναι πουθενά πυκνό σύνολο αν και μόνο αν (A)°Ca °.

70. Ν’ αποδειχτεί ότι για τυχόν m, l<m<n, το σύνολο
{(χι,x2,...pcn)eR n ; xm+1 -  xm+2 -,.._ x n-o )

είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου Rn.

71. ' Εστω ένα σύνολο Ε και μια συνάρτηση ρ:ΕχΕ-*ΙΙ, τέτοια, ώστε για τυχόντα 
χ, y, ζ εν Ε να ισχύει: 
α) 0(x. y ) - 0 <* x-y 
β) ρ(χ, y) s max{ ρ(χ, ζ), o(y, ζ)}
Μια συνάρτηση με τις ιδιότητες αυτές ονομάζεται υπερμετρική και ο  χώρος (Ε, ρ) 
υπερμετριχός χώρος.

Ν’ αποδειχτεί ότι: 
ϊ) Η ρ είναι μετρική στο Ε.
Η) Για τυχόντα a, b εν Ε ισχύει

ρ(χ, ζ) * ρ(γ, ζ) =»ρ(χ, y) -  max{ ρ(χ, z), ρ(γ, ζ)}.
iii) Για τυχόντα a, b εν Ε ισχύει:

beB(a, r) => Βφ, r)-B(a, r).
iv) Κάθε κλειστή σιραιρική περιοχή C(a, r) είναι ανοιχτό και κλειστό σύνολο. Επιπλέον, 
για τυχόντα a, b εν Ε ισχύει:

b€EC(a, r) => Οφ, r)-C(a, r).
ν) Αν δυο σφαιρικές περιοχές δεν είναι ξένες τότε η μια από τις δυο είναι υποσύνολο της 
άλλης
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> 72· Θεωρούμε to γραμμικό xcogo E όλων των πραγματικών ακολουθιών. Λν 
a - ( c i v ) v e N  και P - (P v )v e N  ανήκουν στο Ε, θέτουμε Κ(α, 0)-min|veN: < tv W M . Ορίζουμε 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ακολουθίες σε 

μετρικούς χώρους

2.1. Ορισμός της ακολουθίας -  Σύγκλιση______________

Έστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος.

Μια οικογένεια αν, ν€Ν, στοιχείων του  μετρικού χώρου Ε, με σύνολο δειχτών 
ένα απέθαντο και κάτω φραγμένο υποσύνολο Ν του συνόλου Ζ των ακεραίων 
αριθμών, ονομάζεται α κ ολουθ ία  (seq u en ce ) στο μετρικό χώρο Ε και 
συμβολίζεται συνήθιος με (ay

Τις πιο πολλές φορές θεωρούμε ως σύνολο δεικτών των ακολουθιών το σύνολο Ν 
των φυσικών αριθμών.

Έστω £ ένα στοιχείο του Ε και (av>veN μκ* ακολουθία στο Ε.
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θ α  λέμε ότι η ακολουθία (uv)ven fXf| όρ ιο  (lim it) to t ή on  η ακολονθία 
(Ov)vEN σ υ γκ λ ίνε ι (co n v erg es ! ή τε ίνε ι σ το  ί και θα το (η'μ/ίολίζηνμε με

αν α ν η πραγματική ακολονθία (ρ(αν, £))νβΝ είναι μηδενική.

Έτσι, έχουμε

lim αν «2  ο  lim ρ(αν, £ )-0
ν&1 νθ4

και με βάση τα γνωστά από τον Απειροστικό Λογισμό, παίρνουμε:

lim αν -£  ο  [(νε> 0) (3 nER) (Vv ΕΝ) ν > η => ρ(αν, £) < ε]

Μερικές φορές αντί των συμβολισμών lim αν -0  και αν ^  2. χρησιμοποιούμε
ν€ΞΝ νθνί

ρ
τους συμβολισμούς ρ -  lim αν =0 και Ον -* 0 , κυρίως όταν χρειάζεται να δηλώσουμεΛθΊ ν®*
και τη μετρική ως πρός την οποία θεωρούμε τη σύγκλιση.

Όπως και στις πραγματικές ακολουθίες, έτσι και στους μετρικούς χώρους το όριο 
μιας ακολουθίας, όταν υπάρχει, είναι μοναδικό. Αυτό προκύπτει από την επόμενη 
πρόταση.

2.1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Μια ακολονθία (αν)νεΝ ο ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ)

Α π ό δ ε ιξ η .

Ας υποθέσουμε ότι μια ακολουθία (αν)νθ\ΐ έχει δυό όρια 0 ι και 02 εν Ε, με 
0 \*ί·2· Τότε έχουμε

ρ(£ ι, 02) ^ 0(«ν. 0 ι) + ρ(αν, h ) ,  νΕΝ => ρ(0 ι,02) ^ Mm ρ(αν, 0 1) +lim ρ(αν, 02)νθΐ νθ*
=> Q(£ 1, ί2) ̂  0 + 0 => Q(£ 1,̂ 2) «ο => ^1 =#2» 

που είναι άτοπο. ♦

Επεώή όταν υπάρχει το όριο μιας ακολουθίας (av)veN» αυτό ορίζεται 
μονοσήμαντα, όεν υπάρχει βλάβη να λέμε απλά την ακολουθία (αν)νΕΝ σ υγκ λ ίνουσα  
(co n v erg en t) ακ ολουθία  αντί να λέμε ότι η (av)veN συγκλίνει προς το σημείο ί .

Επίσης για τον ίδιο λόγο μπορούμε να χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό lim αν=£ αντίνΟΜ
του αν ν€ΞΝL
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2.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν (av)veN είναι μια ακολουθία σ’ ένα μετρικό 
χώρο (Ε,ρ) και £ΕΕ τότε ισχύει:

lim αν *2 ο  ((VU(£)) avEU(2) τελικά για όλα τα νΕΝ.W3M

Απόδειξη.
Έστω lim αν -  £ και U(2) τυχούσα περιοχή του £. Αρα υπάρχει σφαιρική περιοχή

\&Ι

Β(£, r) του £ τέτοια, ώστε Β(£, r)CU(£). Τότε όμως έχουμε:

lim αν -£  => [(3nER)(Vv > η) =* ρ(αν, £) < r] => [(3nER)(Vv >η)=> αγΕΒ(£, r)]

=*· θν£Β(£, ί) τελικά για όλα τα νΕΝ.
Επειδή όμως Β(£, r)CU(£), η τελευταία σχέση γίνεται:

ayEU(£) τελικά για όλα τα ν£Ν.
Αντίστροφα, έχουμε:
((VU(£)) OvEU( )̂ τελικά για όλα τα νΕΝ =* ((VB(£, ε)) αγΕΒ(£, ε) τελικά για 
όλα τα νΕΝ) => [(Ve > 0)(3nER) (Vv >n) =* OyEB(£, ε)] => [(Ve > 0)(3nER)

(Vv>η)=>ρ(θν, £ )< t ]= >  lim av -£  . ♦

2.2. Παραδείγματα -  Εφαρμογές -  Σχόλια

2.2.1. Η σύγκλιση μιας ακολουθίας σ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ) 
εξαοτάται άμεσα από τη αετοικύ ρ.

Απόδειξη.
Ακριβέστερα, μια ακολουθία (av)veN σ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ) μπορεί να είναι 

συγκλίνουσα, ενώ η ίδια ακολουθία στον μετρικό χώρο (Ε, ρ ')  να μην είναι 
συγκλίνουσα.

Για παράδειγμα, θεωρούμε την ακολουθία Ον »  “ , νΕΝ στο μετρικό χώρο (R, 1 1). 

Είναι γνωστό ότι I I- lim αν -  0. Θεωρούμε τώρα την ίδια ακολουθία αν -  —, νΕΝ αλλά\<3Ι V
στον διακριτό μετρικό χώρο (R, ρ). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει £ER τέτοιο, ώστε 

ρ - lim αν -£ . Τότε:
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(Ve > 0)(3neR) (VvEN)v >π =*> ο(</.ν, 2 »< ε.
Αν μάλιστα απαιτήσουμε η παραπάνω σχέση να ισχύει για ε <1 παίρνουμε

(3nER) (VvEN)v >n =*> ρ(αν, 2) < ε < I,
δηλαδή,

[(3n£R) (VvGN)v >n q(«v, 2 ) -0] =>[(3n£R) (VvGN)v >n => αν -2  \.

Άρα η ακολουθία (av )veN είναι τελικά σταθερή και αυτό είναι άτοπο. Επομένο>ς, η 
ακολουθία αν = ^, vGN δεν συγκλίνει στο διακριτό μετρικό χ<ί)ρο (R, ρ). ♦

Η παραπάνω διαδικασία καθιστά προφανές και το εξής ενδιαφέρον συμπέρασμα:

Οι μόνες σνγκλίνουσες ακολουθίες σ’ ένα διακριτό μετρικό χώρο 
είναι εκείνες που είναι τελικά σταθερές.

2.2.2. Ας είναι (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών
χώρων (Ej, ρΟ, i- 1 ..... n, αν = (αιν,...,αην). ν£Ν, μια ακολουθία εν Ε και
2 - (2 i,...,2n)eE. Τότε ισχύει:

limav =£ ο  Iimaiv=2i.iE(l,...,n|.
νθ< \&Ι ___________________________________

Απόδειξη.
Έστω lim αν - 2 . Τότε έχουμε lim ρ(αν, 2) -  0. Επειδή όμως για κάθε i, i - 1 , η,

νθΊ νθΜ

ισχύει 0< ρΐ(αΐν, 2\) < ρ(αν, 2) (Βλέπε1.3.5.), παίρνουμε lim ρι(αιν, 2\) -  0 , i- Ι , ...,η.ν€Ν

Αντίστροφα, έστω limaiv =£i, δηλαδή lim θι(αιν, = 0 , Τότε,
νΟΜ ν&Ι

Π
επειδή 0 < ρ(αν, £) < y  ρί(αΐν, 20 (Βλέπε1.3.5.), παίρνουμε lim ρ(αν, 2) = 0. ♦

i-ι  *ΞΝ

2.2.3. Είναι ννωστό ότι στον καρτεσιανό ιιετοικό νώοο (Ε. ρ) m y μξΤΟίκών 
νώοωνέΕί.ΟίΙ. ΐ=1.....η. οι συναρτήσεις ο ' : E2-*R και ρ ' E2-*R που οοίίΐονται από
τους τύπους:

η
ρ' (χ, y)= max ρί(Χί, yi) και ρ ' ' (χ, y) -  £ 0 ί(χί- >’ί) 

i i-1
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είναι ιιποικέο στο Ε και οάλιστα. σε ογέση lie τη γνωστή ιχετοική ρ του καρτεσιανού 
αετοι,χού νώοου (Ε, ρ), ικανοποιούν tic ανέσεις:

ρ ' (χ, y )< ρ(χ,y )<>/ϊϊρ' (χ, y) κεα ^Q- ' (x, y)^ Q(x. y) ^ 6 ’ ' (x. y) 

via κάθε χ και y εν E.

Από τις σχέσεις αυτές συμπεραίνει εύκολα κανείς ότι αν μια 
ακολουθία (αν), νΕΝ εν Ε συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο £ ως προς μια από
τις μετρικές ρ, ρ ', ρ" , τότε συγκλίνει στο £ και ως προς τις άλλες όυό από 
τις μετρικές αυτές.

Για παράδαγμα, ας υποθέσουμε ότι ρ* -  limav -£ .  Τότε lim ρ’ (αν , £ )*0, οπότε, 

από τη σχέση ρ(αγ, £) <Vn ρ’ (αν, £\ προκύπτει ότι limρ(θν, £ )-0, δηλαδή

ρ -  lim αν «2. Όμοια, από τη σχέση -ρ "  (αν, £) < ρ(θγ, £) και, επειδή lim ρ(αν, £)-0,η ν^ί

παίρνουμε Ιίιηρ" (αν , 2)«0  δηλαδή ρ” -  limαν -£ . ♦
\<3V

Εξειδικεύοντας το παραπάνω συμπέρασμα, μπορούμε να πούμε ότι 
στον χώρο Rn και προκειμένου να μελετήσουμε τη σύγκλιση μιας 
ακολουθίας, το συμπέρασμά μας θα είναι το ίδιο οποιαδήποτε από τις 
μετρικές ρ, ρ’ και ρ" χρησιμοποιήσουμε, όπου:

- - Γηo(x,y) - Μ β2(χι- — — — — η 
Υί)2 , ρ’ (x,y)-max|xi-yi|, ρ " (χ ^ ) -  2 Ιχι-^Ι · 

i i-1

2.2.4. Μπορούμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, να θεωρούμε ότι το 
σύνολο των δεικτών μιας ακολουθίας είναι το σύνολο Ν των φυσικών 
αοιθμών.

Πραγματικά, αν (αν)νβΝ είναι μια ακολουθία, τότε θέτοντας μι-minN, μ2« 
min(N- {μι}),... ,μ*+ i-min(N-{μι,·.. ,μκ} )··· και rv -α μν, νΕΝ, παίρνουμε

{rv : veNJ-JOv : νΕΝ).
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Είναι φανερό ότι με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να θεωρούμε ως σύνολο δεικτών 
μιας ακολουθίας το σύνολο Να των άρτιων φυσικών ή το σύνολο, Νπ των περιττών 
φυσικών αριθμών, ♦

2.2.5. Ας είναι (Pv)veN και (qv)veN συγκλίνουσες πραγματικές 
ακολουθίες και (Ov)veN. (βν)νθΊ συγκλίνουσες ακολουθίες σ’ ένα σταθμητό 
διανυσματικό χώρο Ε. Τότε η ακολουθία (Ρνθν+Ονβν)νθΜ είναι συγκλίνουοα 
στον Ε και μάλιστα ισχύει:

lim (Ρναν+ςνβν)"( lim py) (lim a v)+(lim Qv) (lim a v).
νθ4 y&i νθΜ νθ4

Να γίνει εφαρμογή για p y l, q y  1, vgN και p y  1, q y -1 , vEN.

Απόδειξη.
Θέτουμε Umav -  a, lim ^ -  β, limpv -  p και limqv -  q. Τότε αν P είναι η 

στάθμη του Ε έχουμε
ρ(pvav + qvβv,pa + qβ)-P(Pvav + qvβv -p a - q β ) -  
Ρ( Ρν αν -  Ρν α+ qv β ν  -  qv β +  Ρν a— pa + qv β -  όβ ) s 
Ρ( Ρν (αν -  α »  +  P(qv ( β ν  -  β ) )  +  Ρ(α(ρν -  ρ ) )  +  P$(qv -  q)) -  

Ιρν I Ρ(αν -  a) + k}v I Ρ(βν -  β ) + Ιρν -  pi Ρ(α) + lqv -  ql Ρ(β).
Επειδή οι ακολουθίες (Pv>veN και (qv)veN ως συγκλίνουσες είναι και φραγμένες, η 
τελευταία σχέση δίνει άμεσα το ζητούμενο.

Για Ρν-1, qv-1, νΕΝ και p y  1, q y - 1, νΕΝ έχουμε αντίστοιχα:

lim (αν+βνΜ lim αν) + (lim βν)νθΊ νθί
και

lim ( θ ν - β ν ) = (  lim αν) -(lim  β ν ) .  ♦  νθΊ ' νθ<

2.3. Υπακολουθίες -  Σημεία συσσώρευσης ακολουθίας

Μια ακολουθία (βμ)μεΜ ονομάζεται νπακολουθία  (su b sequ en ce) της 
ακολουθίας (αν)νθΜ α ν υπάρχει μια γνήσια αύξουσα συνάρτηση k:M-»N 
τέτοια, ώστε:

βμ “  Ολ(μ). μΘΜ.
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Για την υπακολουθία (βμ)μ£Μ» αντί του συμβολισμού (αΐς(μ))μΕΜ χρησιμοποιούμε 
συνήθως τον απλούστερο συμβολισμό (α^μ)μ£Μ·

2.3.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν (β μ) μΕ Μ  είναι τυχούσα υπακολουθία μιας 
συγκλίνουσας ακολουθίας (α ν)νΕΝ σ ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ), τότε η (β μ) μΕ Μ  

είναι συγκλίνουσα και μάλιστα

lim βα = lim αν .
________________________________________ μΕΜ μ \Θ4____________________________________________

Απόδειξη.
φ

Έστω lim αν «£. Τότε η πραγματική ακολουθία (ρ(βμ, t  ))μβΜ. είναι υπακολουθία 

της μηδενικής πραγματικής ακολουθίας (ρ(αν, 2))ν€Ν· Άρα Ικη(ρ(βμ, ί  ))«=0,
μΕΜ

δηλαδή lim βη =2 . ♦
μΕΜ ^

| Το όριο τυχούσας υπακολονθίας μιας ακολουθίας (αν)νΕΝ ονομάζεται σ η μ είο  
\συσσώ ρευσης (accum ulation p oin t) της ακολουθίας (αν)νΕΝ·

Σχετικά με τα σημεία συσσώρευσης μιας ακολουθίας ισχύει η εξής σημαντική 
πρόταση:

2.3.2. ΠΡΟΤΑΣΗ Ας είναι (αν)νΕΝ μια ακολουθία σ ’ ένα μετρικό 
χώρο (Ε, ρ) και£ ένα σημείο του Ε. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

i) Το ί  είναι σημείο συσσώρευσης της (αν)νΕΝ·
______ii) Για κάθε περιοχή U(g) του ί  ισχύει avEU(£) για άπειρα νΕΝ._______

Απόδειξη.
Έστω ότι ισχύει το (i) και U(£) τυχούσα περιοχή του ί .  Λόγω της (i), υπάρχει 

υπακολουθία (βμ)μΕΜ  της (av)veN τέτοια, ώστε lim βμ , που σημαίνει ότι
μΕΜ

βμΕϋ(£) τελικά για όλα τα μΕΜ
ή, ισοδύναμα,

α^,,ΕΙΚ#) τελικά για όλα τα μΕΜ.
ΗπιιΟή όμως για κάθε μΕΜ ισχύει λμΕΝ, η τελευταία σχέση γίνεται
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uvGU(£) για άπειρα νΕΝ.
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει η ( i I). Τότε για κάθε μΕΝ έχουμε:

αγΕΒ(£, -  ) για άπειρα νΕΝ.

Έτσι, επιλέγουμε έναν δείκτη vjEN τέτοιον, ώστε
αν,ΕΒ(£. } ) .

Ορίζουμε επίσης τον δείκτη V2EN,
V2-min {νΕΝ: ν>νι και ανΕΒ(£, ̂ ) ) ,

οπότε έχουμε
V2>vj και αΥ2ΕΒ(£, ~ ).

Έτσι, επαγωγικά, αν ορίσουμε τους δείκτες vj, ορίζουμε και τον δείκτη ν̂ +ι έτσι,
ώστε

vjc+i«min{vEN: ν>νκκαι αΥΕΒ(£ 1
’k+1 )),

οπότε
Vk+l>Vk και a„k+1EB(£, “ ).

Με τον τρόπο αυτό ορίζεται η υπακολουθία (ακν)νθν της (αν)νεΝ για την οποία ισχύει

(ΥμΕΝ) ρ(αΥμ,£ ) =>lim αΥμ=£. r μ μον
πράγμα που αποδεικνύει το (ΐ). ♦

2.3.3.ΠΡΟΤΑΣΗ. Έ στω (αν)ν€Ν μ»« ακολουθία σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε 
και£ΕΕ. Αν κάθε υπακολουθία (βμ)μ€Μ της (αν)ν£Ν έχει υπακολουθία (γχ)λεΛ

με lim γλ=2, £ ΕΕ, τότε limaY=£.
xe.\ νθ-j

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι το £ δεν είναι όριο της (αν)νβΝ· Τότε για τυχυόσα περιοχή U(£) 

του £ ισχύει aY£U(£) για άπειρο πλήθος δεικτών νΕΝ. Τότε το σύνολο
Μ -  {vEN :aY<£U(£)|

είναι απέραντο και μάλιστα κανείς όρος της υπακολουθίας (αν)νβΜ τύζ (Uv)veN δεν 
ανήκει στην U(£). Αυτό όμως αντίκειται στην υπόθεση ότι υπάρχει υπακολουθία (γλ)λ&\ 
της (av)veM με lim γχ = £. ♦

λ€ΞΛ
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2.4. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

2.4.1. Κάθε ακολουθία (αν)νθΜ είναι υπακολουθία τον εαυτού της. Ί
Απόδειξη.

Αρκεί να θέσουμε Μ-Ν και ως συνάρτηση k:M-N-*N να θεωρήσουμε την 
ταυτοτική συνάρτηση. ♦

2.4.2. Αν (βμ)μ£Μ είναι υπακολουθία της (αν)ν€Ν *«» (QJkeA είναι 
υπακολουθία της (βμ)μΕΜ, τότε η (cyj\^\ ε ίν α ι υπακολουθία της(αν)νθΜ·

Απόδειξη.
Πραγματικά, αφού η (cjJxev είναι υπακολουθία της (βμ)μβΜ *αι η (βμ)μβΜ 

υπακολουθία της (αν)\θΐ, υπάρχουν γνήσια αύξουσες συναρτήσεις φ:Λ-*Μ και g:M-*N 
τέτοιες, ώσιε εχ-βφρ.), λ£Λ και βμ-α^μ), μΕΜ. Τότε η συνάρτηση goCp: Λ-*Ν είναι 
γνήσια αύξουσα και τέτοια, ώστε οχ -α 6„φ(λ), που σημαίνει ότι η (cjJxea είναι

υπακολουθία της (αν)νθ4· ♦

2.4.3. Ένα σημείο συσσώρευσης μιας ακολουθίας (av)vei δεν είναι 
πάντοτε σημείο συσσώρευσης του συνόλου (αν:ν€Ν ). _____

Ένα παράδειγμα που αποδεικνύει τον παραπάνω ισχυρισμό είναι το εξής:
Στο μετρικό χώρο (R, I I) θεωρούμε την ακολουθία (αν)ν€Ν που δίνεται από τον

τύπο
- ,  αν ν άρτιος(Χν V

. 2, αν ν περιττός
Τα σημεία 0 και 2 είναι σημεία συσσώρευσης της ακολουθίας (αν)ν€Ν ως όρια των 
υπακολουθιών βμ« —, μΕΝα και ςμ-2, μΕΝπ, όπου Να και Νπ τα σύνολα των άρτιωνr
και περιττών φυσικών αριθμών αντίστοιχα. Αντίθετα, ενώ το σημείο 0 είναι σημείο 
συσσώρευσης του συνόλου |av:veN )-{2 , |·, |·,...) , το σημείο 2 δενείναι. ♦

Η ακριβής σχέση μεταξύ των δύο παραπάνω εννοιών δίνεται παρακάτω (Βλέπε
2.8.2.)
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2.4.4. Ας είναι ρι, qz μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε τέτοιες, ώστε κάθε 
Ql-σνγκλίνουσα ακολουθία στοιχείων του Ενα είναι καιφ - συγκλίνουσα. 
Τότε, για κάθε ακολουθία (av)veN <ηο Ε ισχύει:

Ο ι -  lim αν -ί => < & - lim αν - £ .

Απόδειξη.
Έστω (av)veN μια ακολουθία στο Ε με ρ ι- lim αν -£ , ί  ΕΕ. Όπως είναι γνωστό

(Βλέπε 2.2.4.), χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι Ν-Νπ, όπου 
Νπ το σύνολο των περιττών φυσικών αριθμών. Θεωρούμε τότε την ακολουθία (βν)νθν 
που ορίζεται με τον τύπο:

ί αν, αν ν£Νπ
ανν£Ν α ’

όπου Να το σύνολο των άρτιων φυσικών αριθμών. Επειδή υποθέσαμε ότι ρ ι- lim αν

«£, είναι φανερό ότι ισχύει ρ ι- lim βν-£. Δηλαδή, η ακολουθία (βν)νεΝ είναι

ρι-συγκλίνουσα. Άρα, σύμφωνα με την υπόθεση, η ακολουθία (βν)ν£Ν είναι και 
ρ2-συγκλίνουσα. Τότε και η ακολουθία (βν)νθνα, ως υπακολουθία της ρ2-  συγκλίνουσας 
ακολουθίας (βν)ν€Ν, είναι και ρ2-συγκλίνουσα και μάλιστα ισχύει:

02-  lim βν -  Θ2-  lim βν.
νβ* νθνα

Επειδή όμως η ακολουθία (βν)ν€Να είναι σταθερή ακολουθία με τιμή ί ,  έχουμε

ί  -  Qi- lim βν -  Qz- lim βν.
νθΊ vQVa

Άρα η ακολουθία (βν)νθνπ, δηλαδή η ακολουθία (αν)νονπ, ως υπακολουθία της (βν)νβν, 

θα είναι ρ2-συγκλίνουσα και μάλιστα 02-  lim av«£ , που αποδεικνύει το ζητούμενο, φ
\ΘΊπ

2.5. Βασικές ακολουθίες.

Μ ια  ακολουθία (αν)ν€Ν σ ’ ένα μετρικό χώ ρ ο (Ε, ρ) λέγεται βασική 
ακολουθία ή ακολουθία του Cauchy αν:

(Ve > 0)(3ηΕΚ)(νμ,ν εν Ν) μ>η καιν>π => ρ(αμ, αν) < ε.
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Οι επόμενες προτάσεις μας δίνουν τις πιο σημαντικές ιδιότητες των βασικών 
ακολουθιών.

2.5.1· ΠΡΟΤΑΣΗ. Σε τυχόντα μετρικό χώρο (Ε, ρ) κάθε συγκλίνουσα 
ακολουθία είναι και Βασικό.

Απόδειξη.
Έστω (av)veN τυχούσα ακολουθία στον (Ε, ρ) με lim αν «2 , ί  ΕΕ και ε τυχών 

θετικός αριθμός. Τότε, έχουμε:
φ

lim αν = £ => [(3nER) (VvEN) v>n => ρ(αν, ί ) < I  ].

Έτσι, για τυχόντα μ,ν εν Ν, με μ>η και ν>π, παίρνουμε
ρ(αμ, αν) < ρ(αμ, ί )  + ρ(αν, ί )  <| + 1 = ε.

Επομένως, αποδείχτηκε τελικά ότι
(Υε > 0)(3nER)(V μ,ν εν Ν) μ>η καιν>η => ρ(αμ, αν) < ε, 

που είναι το ζητούμενο. ♦

2.5.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν σ* ένα μετρικό χώρο μια βασική ακολουθία] 
έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. τότε είναι συγκλίνουσα.______________

Απόδειξη.
Έστω (av)veN μια βασική ακολουθία και (βμ)̂ ΕΜ υπακολουθία της (αν)νΕΝ με 

lim βμ =£. Όπως είναι γνωστό, ισχύει βμ=ακ,,, μΕΜ, όπου k: Μ-*Ν μια γνήσια αύξουσα
μΕΜ ^ ^

συνάρτηση. Θεωρούμε τυχόν ε, ε> 0, οπότε έχουμε:

lim βμ =£ => lim α ,̂, =2 => [(3niER) (νμΕΜ) Κμ>ηι => (?(<%* 2) < ό 1·
μΕΜ μΕΜ ^

Επιπλέον, επειδή η (av)veN είναι βασική παίρνουμε:
λ ε

(3n2ER)(V μ,ν εν Μ) λμ>Π2 και ν>Π2 ράΜηι» αν) < 2 *

Έτσι, επειδή για κάθε νΕΝ και μΕΜ ισχύει
ρ(αν, £) < ρ(αν, ακμ) + ρ(ακμ, 2).

παίρνουμε τελικά ότι για κάθε v>max| η ι, Π21
ρ(αν? έ ) < ε,
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δηλαδή limav-£. ♦

Μια ακολουθία (av)veN ο 'ένα  μετρικό χο’)ρο θα λέμε ότι είναι φ ρ α γμ ένη  
α κ ολουθ ία  (bou n d ed  seq u en ce) αν η διάμετρος του συνόλου (αν: νΕΝ) 
είναι πεπερασμένη, δηλαδή α ν  δ(|θγ:νΕΝ ))<<».

2.5.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε βασική ακολουθία σ’ ένα μετρικό χώρο είναι 
φραγμένη ακολουθία.

Απόδειξη.
Έστω (Ov)veN τυχούσα βασική ακολουθία σ ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ). Τότε: 

(Ξη£Κ)(νμ,ν εν Ν) μ>η καινίη => ρ(αμ, αν) < 1.
Θέτουμε Γ=ιηεχ(ρ(αμ, αγ): μ^η και ν£η) και b-max{r, 1), οπότε διακρίνουμε τις εξής 
περιπτώσεις:

ί) Αν μ<η και ν<η, τότε ρ(αμ, αγ) ^ r < b <2b.
ii) Αν μ2η καινέη, τότε ρ(αμ, αγ) < 1 < b <2b.
iii) Av μ2η καιν <η, τότε

ρ(αμ, αν) :£ ρ(θμ, αη ) + ρ(αν, αη) <l+r < 2b.
iv) Αν μ< η και ν >η, όμοια με την (iii), παίρνουμε ρ(αμ, αγ) < 2b.
Επομένως, αποδείξαμε ότι για κάθε μ, ν εν Ν ισχύει ρ(αμ, αγ) <, 2b. Αρα

δ((αν: veN}) -  sup , ρ(αμ, αν) < 2b,
(μ,ν)ΞΝ2

που σημαίνει ότι η ακολουθία (αν)γ£Ν είναι φραγμένη. ♦

2.5.4. ΠΟΡΙΣΜΑ. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία σ’ ένα μετρικό χώρο 
είναι φραγμένη ακολουθία.

Απόδειξη.
Επειδή, σύμφωνα με την Πρόταση 2.5.1., κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι 

βασική, το συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από την προηγούμενη πρόταση. ♦
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2.6. Παραδείγματα -  Εφαρμογές -  Σχόλια

2.6.1.Έστω (αν)ν&Ν μια ακολουθία στον καοτεσιανό μετρικό χώρο 
(Ε,ρ)των μετρικών χώρων(Ej,ρΟ, i= 1,... ,η, μ ε αν=(αι ν,.·.,αΠν),ν€Ν.Τότε ισχύει: 

i) (av)veΝ βασική ακολουθία ο· (aw)veN βασική ακολουθία, i- Ι , . ..μι. 
it) (a v )v £ N  φραγμένη ακολουθία ο ·  (a w X e N  φραγμένη ακολουθία,

Απόδειξη.
ί) Υποθέτουμε ότι η ακολουθία (αν)ν€Ν είναι βασική. Τότε για τυχόν ε> 0,

έχουμε
(3reR)(Vp,v εν Ν) μ2τ και ν>τ => ρ(αμ, αν) < ε.

Επειδή όμως ισχύει 0ϊ(αιμ, aw) < ρ(αμ, αν), ϊ-1, ...μι (Βλέπε 1.3.5.), παίρνουμε 
(Υμ,ν εν Ν) μ>τ και ν>τ => ρ,(αίμ, aiv) < ε, ΐ-1, ...μι, 

που σημαίνει ότι για κάθε i - 1,... μι η ακολουθία (aw )veN είναι βασική.
Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε i« 1,... μι η ακολουθία (aw)vQM είναι βασική. Τότε 

για τυχόν ε> 0, έχουμε
(Βιγεκχνμ,ν εν Ν) μ2τ, και vSij => ρΧαΐμ, aw) <j^, i-Ι,...μ ι.

Επειδή όμως ισχύει (Βλέπε 1.3.5.)
η

ρ(θμ, Ον) < 2  0ϊ(αίμ, aw), 
ϊ-1

θέτοντας r-max {r j,... μη} παίρνουμε
(3τ€Κ)(νμ,ν εν Ν) μ>τ καινέτ => 0ϊ(θμ, αν) < |·η- ε,

που σημαίνει ότι η ακολουθία (αν XeN είναι βασική.
ii) Έστω ότι η (αν)ν€Ν είναι μια φραγμένη ακολουθία. Τότε έχουμε

δ({αν: ν€Ν}) -  sup ,  ρ(α«, αν)< ».(μ.ν)&μ
Επειδή όμως ισχύει ρΧαίμ, aw) ^ 0(αμ, αν), i- Ι ,...  μι, παίρνουμε

6({aw: vGN)) -  sup , ρ(αίμ, aw) £ sup ρ(αμ, αν) -  δ({αν: ν£Ν })«», i(μ,νίθΊ2 (μ,ν)®^
δηλαδή η ακολουθία (awXeN, i - 1,... μι, είναι φραγμένη ακολουθία.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε i- Ι , ...μι, η ακολουθία (aw)v@<i> i-Ι,...μ ι, είναι 
φραγμένη ακολουθία. Τότε έχουμε

6(|aw: veN)) -  ^sug^ 0(αΐμ. aw) <», i-Ι,...μ ι.
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n
Επειδή όμως ισχύει ρ(α,„ αν)< 2  Oi(«i|i, aiv), παίρνουμε

i-l
n

δ( j Oy: ν£Ν )) -  sup ρ(αμ, αν) $ 2  S“P , 0«% , «ίν) <°°»(μ, ν)ΘΊ2 (μ,ν)ΘΜ2
δηλαδή η ακολουθία (a|V)veN> i-Ι,...,η , είναι φραγμένη ακολουθία. ♦

2.6.2. Όποκ είναι ννωστό από τον Απειοοστικό Λονισαό. ma ποανιιατική 
ακολουθία (ανΚ,<=Μ. δηλαδή αια ακολουθία στο αετοικό νώοο (R. I I). λένεται wxtvuevu 
αν υπάογει πραγματικός αριθμός b τέτοιος, ώστε lav l<b,veN.

Για το μετρικό χώρο (R, I I), ο ορισμός αυτός είναι ισοδύναμος με τον 
ορισμό της φραγμένης ακολουθίας που δώσαμε στην προηγούμενη 
παράγραφο.

Α πόδειξη.
Πραγματικά, έστω ότι για μια ακολουθία (αν)ν€Ν στο μετρικό χώρο (R, I I) ισχύει 

δ({αν: ν£Ν})=θ <<». Τότε για κάθε μ,ν εν Ν θα έχουμε Ιαν-  αμΙ < θ. Αρα lav-  ajl < θ για 
κάθε ν£Ν, οπότε τελικά

ΙανΙ < Ιαμ + θ, ν£Ν.
Αντίστροφα, έστω ισχύει I αν 13), ν£Ν. Τότε, για τυχόντα μ,ν εν Ν θα έχουμε:

Ιαν- αμΙ 5 ΙανΙ + ΙαμΙ <, 2b.
Αρα

δ( {Oy: ν£Ν|)= sup . I αμ-  Oy I £ 2b<oo. φ(μ,ν)θ̂2

Το παραπάνω συμπέρασμα μπορεί να γενικευθεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο και 
σε τυχόντα σταθμητό όιανυσματικό χώρο (Ε, Ν), που γίνεται μετρικός χώρος με μετρική 
Ν εκείνη που εισάγεται από τη στάθμη (Βλέπε Ασκηση 2.10.6.).

2.6.3. Στον ευκλείδειο χώρο (Rn, I I) κάθε βασική ακολουθία είναι 
συγκλίνουσα και αντίστροφα.
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Απόδειξη.
Μια θεμελιώδης ιδιότητα του ευκλείδειου μετρικού χώρου (R, I I) είναι, όπως 

ξέρουμε, ότι κάθε βασική ακολουθία εν (R, I I) είναι συγκλίνουσα και 
αντίστροφα.

Συνδυάζοντας την ιδιότητα αυτή με τα συμπεράσματα των Εφαρμογών 2.2.2. και
2.6.1., παίρνουμε αμέσως το ζητούμενο. ♦

2.6.4. Η ιδιότητα ότι κάθε βασική ακολουθία είναι συγκλίνουσα, δεν 
ισγύει σε τυγόντα μετρικό γώοο.

Για παράδειγμα, στον μετρικό χώρο ((0,1], I I) η ακολουθία αν -  ^ , νΕΝ, είναι 
0

βασική αλλά όχι συγκλίνουσα. ♦

2.6.5. Έστω (αν)ν£Ν μια ακολουθία σ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ). Η 
(αν)ν€Ν είναι βασική αν και μόνο αν ισχύει:

lim δ((θν : ν>η})-0.

Απόδειξη.
Έστωότιη (Ov)veN είναι βασική. Θέτουμε An -  (αν : ν>η) και θεωρούμε τυχόν 

ε>0. Επειδή η (0ν)νθΊ είναι βασική, υπάρχει ΠοΕΝ ώστε για κάθε μ, ν με μ>ηο και 
ν>ηο να ισχύει ρ(αμ, αν) < ε. Αλλά τότε έχουμε

sup ρ(α„, αν) -  δ(Αηο> < ε.
μ>Πο ν>Πο

Επομένως για κάθε n>no επειδή An £  Adq παίρνουμε δ(Αη) < ε.
Έτσι αποδείχτηκε ότι

(Ϋε>0) (3no€N) (Vn>no)6(An) < ε
που σημαίνει

lim δ(Αη) -  0. η€Ν
Αντίστροφα έστω ότι lim δ(Αη) -  0 και ε > 0 τυχόν. ΤότεneN

(3ηο€ΞΝ) (VnGN) n>no => δ(Απ) < ε.
Αρα

sup ρ(αμ, αν) < ε.
μ>ηον>Πο

Δηλαδή
(V μ, ν εν Ν) μ>π0 και ν>π0=> ρ(αμ, αν) < ε

που σημαίνει ότι η (av)veN είναι βασική. ♦



82 EKKMiM) OTTiy.IifflOAQflU

2.7 Ακολουθίες και κλειστά σύνολα.

Στην παράγραφο αυτή θα δούμε, μεταξύ άλλων, πως μπορεί να εισαχθεί η 
έννοια του κλειστού συνόλου με τη βοήθεια των ακολουθιών.

■  — — —— — —  1 ——— —— ——— —— — ύ̂ τ̂γγ— — — —
2.7.1. ΠΡΟΤΑΣΗ.Ας είναι Α ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου 

(Ε, ρ)και ί  ένα σημείο του Ε. Τότε:
£ Ε Α ο · Υπάρχει ακολουθία (αν)ν€Ν εν Α με lim αν ·»£.νθί

Απόδειξη.
Έστω ί€ .Α . Τότε για κάθε veN ισχύει

ΑΠΒ(£,^)««0.

Με το αξίωμα της επιλογής θεωρούμε τα σημεία αι,α2,...,αν, ... τέτοια,ώστε 
αι£ΑΠΒ(£,|·) * 0

α2€ΑηΒ(^,γ)κ0 

ανΕΑΠΒ(^,γ)#0

Έτσι, ορίζουμε την ακολουθία 
(av)veN για την οποία ισχύει

αν€ΑΠΒ(2,^),νΕΝ.

Δηλαδή η (av)veN είναι μια ακολουθία εν Α και μάλιστα
αν€ΑΠΒ(2, £ ), veN => ρ(θν, £)< J , veN.

Άρα

lim ρ(θν, £ )-0 => lim αν -  £ ·\ΘΊ νθ<ί

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει ακολουθία (αν)ν£Ν 

κάθε περιοχή U(2) του ί  έχουμε:

εν Α με limαν - ί ·  Τότε, για>■,,·· '· ' ν

■
j* \

ν
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avEU(£) τελικά για όλα τα νΕΝ. 
Επειδή όμως OyEA, νΕΝ, παίρνουμε:

ayEAHUi#) τελικά για όλα τα νΕΝ,
που σημαίνει

ϋ(2 )Γ\Α *0 .

Άρα I ΕΑ, αφού η U(£) είναι τυχούσα. ♦
Η επόμενη πρόταση είναι σημαντική γιατί μας δίνει μια εύχρηστη ικανή και 

αναγκαία συνθήκη για να διαπιστώνουμε πότε ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου 
είναι κλειστό.

2.7.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ένα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρον Ε είναι 
κλειστό αν και μόνο αν για κάβε ακολουθία (Ov)veN εν Α» συγκλίνουσα στον

Ε, ισχύει lim ayEA.
\&ι ______________________SSS==SSS5S=3S==S=SS5S==S=SS==ESaSSESESS5aSSSSSSaSESBSSSS&SSaa3SSS3SSSSSESKSSSSEi

Απόδειξη.

Έστω ότι το Α είναι κλειστό δηλαδή Α -Α  και (αν)νΘ4 τυχούσα ακολουθία εν Α, 

συγκλίνουσα στο Ε με lim αν -0ΕΕ. Τότε, σύμφωνα με την προηγούμενη Πρόταση 2.7.1.,

έχουμε 2 ΕΑ -Α .
Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ακολουθία (αv)vQJ εν Α, συγκλίνουσα στο Ε 

ισχύει lim ayEA. Επιπλέον, έστω I τυχόν με ί  ΕΑ. Σύμφωνα πάλι με την προηγούμενη

πρόταση, υπάρχει ακολουθία (OyKeN εν Α με lim αν -  £. Τότε όμως, από την υπόθεση,

παίρνουμε 0ΕΑ. Αρα τελικά A.CA, δηλαδή Α-Α . ♦

%  
48 >

/
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2.8. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

2.8.1. Ας είναι Α ένα υποσύνολο ενός μετφίχον χώρου (Ε, ρ) και £ ένα 
σημείο τον Ε. Τότε:

£ΕΛ' ο (αν)νθ^ εν Α με lim αν ·£  και τέτοια ώστε: 

μ»*ν => θμ*·αν.

Α πόδειξη.
Η απόδειξη του συμπεράσματος αυτού είναι παρόμοια με εκείνη της Πρότασης

2.7.1. Πραγματικά, έστω £ Ε Α ' . Τότε για κάθε vQV η κατ’ εκδοχήν περιοχή Β(£, “  )

περιέχει άπειρα σημεία του Α (Βλέπε 1.10.1.). Έτσι, με το αξίωμα της επιλογής, 
θεωρούμε την ακολουθία (αν)νθΥ εν Α τέτοια, ώστε

(VveN)avGfi(g,^)
και επιπλέον

Τότε έχουμε
μ*ν => θμ*αν.

ρ (ά ν ,2 )< -, v e N  => lim av -  £.V vQV

Αντίστροφα, έστω υπάρχει ακολουθία (αν)νβΊ εν Α, με lim αν -  £ και τέτοια,ν ί̂
ώστε να ισχύει

μ*ν => αμ*αν.
Τότε για τυχούσα περιοχή U(2) του ί  έχουμε

avEU(£) τελικά για όλα τα νΕΝ.
Επειδή όμως οι όροι της ακολουθίας (αν)νβΝ είναι διάφοροι ανά δύο, η περιοχή U(£) 
περιέχει άπειρα σημεία του Α. Άρα, λόγω και της 1.10.1., £ Ε Α '. ♦

2.8.2. Έστω (αν)νΕΝ μι« ακολουθία σ ’ ένα μετρικό χώροΕ. Τότε: 
ι) Κάθε σημείο συσσώρευσης του συνόλου {αν : νΕΝ) είναι και σημείο 

συσσώρευσης-της ακολουθίας (αν)νΕΝ·
Η) Τυχόν σημείο a είναι σημείο συσσώρευσης της ακολουθίας (αν)νβΝ 

αν και μόνο αν aE{av :vE N )' ή το a εμφανίζεται άπειρες φορές ως όρος 
της ακολουθίας (αν)ν̂ Ν·
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Απόδειξη.
i) Προκύπτει αμέσως από την προηγούμενη εφαρμογή.
ϋ) Έστω το τυχόν σημείο a είναι σημείο συσσώρευσης της ακολουθίας (αν)νθί· 

Τότε υπάρχει υπακολουθία (ajCv)veN της (av)veN με lima^, = a. Διακρίνουμε τώρα δυό

περιπτώσεις:
a) Η (α^ΧίθΊ είναι τελικά σταθερή. Τότε το a εμφανίζεται άπειρες φορές ως 

όρος της (α^Χ^Ν άρα και της (av)veN·
b) H (α^)ν6Ν δεν είναι τελικά σταθερή ακολουθία. Τότε για τυχούσα περιοχή U(a) 

του a έχουμε a^eUia) τελικά ή OyEiKa) για άπειρα νΕΝ, που σημαίνει ότι 
aE{av :vE N }\

Αντίστροφα; έστω ότι ae(av : νΕΝ}'.  Τότε το συμπέρασμα προκύπτει αμέσως 
από το (ί). Έστω ακόμη ότι το a εμφανίζεται άπειρες φορές ως όρος της ακολουθίας 
(αν)νβΝ· Τότε προφανώς υπάρχει υπακολουθία της (αν)νβΝ με σταθερή τιμή a, άρα και 
όριο a, που σημαίνει ότι το a είναι σημείο συσσώρευσης της ακολουθίας (αν)ν€Ν· ♦

2.8.3. Σε τυχόντα μετρικό χώρο κάθε κλειστή σφαιρική περιοχή είναι 
κλειστό σύνολο. _______

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι (Ε, ρ) είναι τυχών μετρικός χώρος α€Ε, τ>0 και

C(a, r)-{xeE : ρ(χ, a)£r}
μια κλειστή σφαιρική περιοχή στον Ε. Τότε για κάθε ακολουθία (αν)νθί εν C(a, r) με 

lim α·ν «0ΕΕ έχουμε:

Ιρ(θν. α)-ρ(£. α)|<ρ(αν, ί ) ,  νΕΝ.

Επειδή όμως lim ρ(αν,2)-0, παίρνουμε

lim |ρ(αν, α)-ρ(£, α)|-0,

δηλαδή

lim ρ(αν,α )-ρ (£ ,α ).

Έχουμε όμως ότι η ακολουθία (αν)ν€Ν είναι εν C(a, r), δηλαδή ρ(αν, a) S τ, νΕΝ. Αρα

lim ρ(αν, a) £ r =©■ ρ(£, a) :£ r=* 2 EC(a, r),
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που σημαίνει ότι το σύνολο C(a, r) είναι κλειστό, ♦

2.8.4. 'Εστω (Ov>veN Ι>μ  ακολουθία σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε. θέτουμε 
Α η-(αν : vSn), nGN. Αν Α είναι το σύνολο των σημείων συσσώρευσης της

ακολουθίας (av)>oi. τότε A

Α πόδειξη.
Έστω αΕΑ. Τότε για κάθε ι> 0 το σύνολο

(vGN:ayGB(a,r))
είναι προφανώς απέραντο. Έτσι,

ΑηΠΒ(α, ι> 0 , nGN. 

Δηλαδή aGAn, nGN, που σημαίνει ότι

aG Π ΑΠ. 
nGN

Αντίστροφα, έστω aG Π An και r τυχόν, π>0. Τότε για κάθε nGN ισχύειnGN
Β(α, γ)ΠΑπ**0.

Αρα το σύνολο Mr -  (vGN: avGB(a, r)} είναι απέραντο σύνολο. Έτσι, με το αξίωμα της 
επιλογής θεωρούμε τους δείκτες νι,ν2,.. .,ν„,..., nGN, έτσι, ώστε

vnGM i/n,nGN.
Τότε η ακολουθία (Ovn)neN είναι υπακολουθία της (αν)ν€Ν και μάλιστα

aVnGB(a,^), nGN,

που σημαίνει ότι 11m αν_ «  α. Αρα αΕΕΑ. ♦  
η6Ν 11

2.8.5. ' Εστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος και A, Β δύο 

υποσύνολα του Ε. Τότε Α+Β CA+B .

Α πόδειξη.
Το συμπέρασμα αυτό μπορεί εύκολα ν’ αποδειχτεί με τη βοήθεια της Πρότασης

2.7.1. Πραγματικά για τυχόν ζ έχουμε:
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ζΕΑ+Β => (3χΕΑ)λ(3>ΕΒ ): z-x+y => (3(xv)v€N εν A)A(3 (yv)veN εν B)limxv -x

a lim yv =y.

Τότε όμως, επειδή η ακολουθία (Xv+yv)v€N είναι εν Α+Β και μάλιστα

lim χν + lim yv -  x+y-z.
νθΊ

έχουμε ζΕΑ+Β, που τελικά σημαίνει ότι

A+BQ\+B. ♦

2.9. Λυμένες Ασκήσεις

2.9.1. Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και (Ov)veN. (βν)ν€Ν δυο
ακολουθίες στον Ε. Αν lim ay - £ , £ ΕΕ, ν’ αποδειχτεί ότι:

νθΐ

lim βγ - £ +> lim ρ(αν, βν) - 0.
\ιθΙ ν θ ί

Λύση.
Έστω ότι lim βν -  Για τυχόν νΕΝ έχουμε:

Q(Ov, βν) ^ θ(θν* + (Κβν* £)·
Άρα

lim ρ(αν, βν) slim ρ(αν, £) +lim ρ(βν, £) -  0  + 0  -  0 .νθ>ί νθί

Αντίστροφα, έστω ότι lim ρ(θν, βν) -  0. Για τυχόν νΕΝ έχουμε:

ρ(αν, βν) s ρ(αν,έ) + ρ(βν, Ζ)<* ρ(βν, £)*ρ(βν> αν) + ρ(αν, £).

Αρα
lim ρ(βν, £) slim ρ(βν, Ov)+lim ρ(αν,έ) - 0  + 0 - 0 . +\Οί νθΊ
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2.9.2. Έστω μια ακολουθία (Uv)veN σ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ) και 
£ Ε Ε . Ν’ αποδειχτεί ότι αν η (uv)veN δεν συγκλίνει στο τότε υπάρχει ε > 0 
και υπακολουθία (akv)v€N της (av)vgN τέτοια, ώστε p(ukv, £ )>ε για κάθε ν6Ν.

Λύση.
Θεωρούμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι Ν-Ν και έστω ότι αν η (av)veN δεν 

συγκλίνει στο £. Τότε έχουμε:
~[(νε> 0) (3nEN) (VvEN) ν > η => ρ(αν, £) s ε]<=>(3ε> OXVnEN) (3νηΕΝ) 
νη > η και ρ(ανη, £ ) > ζ .

Είναι αμέσως φανερό ότι η (avn)neN. είναι η ζητούμενη υπακολουθία της (αν)ν£Ν· ♦

2.9.3. Έστω (αν)νεΝ άια βασική ακολουθία σ’ ένα μετρικό χώρο (Ε, ρ) 
και (α̂ ν)ν£Ν μια υπακολουθία της (av)veN· Ν’ αποδειχτεί ότι

lim ρ( αν, akv)-0.
ν€Ν

Λύση.
Θεωρούμε τυχόν ε>0. Επειδή η (ΟνΧοι είναι βασική, έχουμε:

(3ηοΕΚ)(μ,ν εν Ν) μ>πο και ν>ηρ => ρ(αμ, Ον) < | . (*) 

Επίσης, επειδή ισχύει kvav, νΕΝ, έχουμε v>no ^ k vano, που σημαίνει

Q ( % ,  a k v ) < |  . ( * * )

Οι σχέσεις (*) και (**) δίνουν
ρ ( α ν ,  ο υ ρ ί α ν ,  αμ)+ρ(αμ, a k v ) < | + 1  -  ε ,  ν > η 0 ,

δηλαδή,

lim ρ(αν, akJ=0.
ν θ Ί

2.9.4. ' Εστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος και V ένας
διανυσματικός υπόχωρος του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι και το σύνολο V είναι 
διανυσματικός υπόγωοος



Ακολουθία S3

Λύση.
Η άσκηση αυτή μπορεί εύκολα να λυθεί με τη βοήθεια της Πρότασης 2.7.1. 

Πραγματικά για τυχόντα x, y εν Ε και κ, λ εν R έχουμε:

x ev  Λ y ev  =>(3(xv)veN εν V>(3(yv)veN εν V ): lim xv -χ  λ lim yv -y .

Τότε όμως, επειδή ο V είναι υπόχωρος του Ε, για κάθε νΕΝ έχουμε:
κχγ+λγν€ν

Άρα

lim (κχν+λγν)-κ  limxv+λ lim yv -  κ χ + λ y €V ,
νθ4 νΟΊ Μ3Ί

που αποδεικνύει το ζητούμενο. ♦

2,10. Ασκήσεις____________________________________

1. Έστω μια ακολουθία (χν)ν€Ν στο E-B(y, r), όπου Ε μετρικός χώρος, yGE και 
r > 0. Avlimxy-x, ν’ αποδειχτεί ότι ρ(χ, y) £ r.

2. Έστω μια ακολουθία (αν)ν€Ν σ ’ ένα μετρικό χώρο τέτοια, ώστε οι 
υπακολουθίες της (α2ν-ι)ν€Ν και (02v)veN να συγκλίνουν στο ίδιο όριο ί .  Ν’ 
αποδειχτεί ότι τότε και η(αν)ν€Ν συγκλίνει στο ί .

3. Έστω μια ακολουθία (αν)ν€Ν σ’ ένα μετρικό χώρο τέτοια, ώστε οι 
υπακολουθίες της (α2ν>ν€Ν. («2ν+ι)νεΝ και (a3v)veN να είναι συγκλίνουσες. Ν’ 
αποδειχτεί ότι τότε και η (av)veN είναι συγκλίνουσα.

4. Έστω (Ε, ρ) ένας μ.χ. και (αν)ν€Ν , (βν)ν€Ν δύο ακολουθίες στον Ε τέτοιες, 

ώστε lim αν -  lim βν -  2eE. Θεωρούμε την ακολουθία (xv)veN με τύπο
y&i νθ«

ί  a(v+iy 2 · avvSNn 
Xv “ {  βν/ avvSNa ’

όπου Νπ, Να τα σύνολα των περιττών και άρτιων φυσικών αριθμών, αντίστοιχα Ν’ 

αποδειχτεί ότι lim xv -  £.
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5. Έστω μια ακολουθία (Ov)veN ° '  ένα μετρικό χιϋρο Ε, με αν *· αμ για ν «· μ
επί

και 1imav -  α. Αν A -  (αν: νΕΝ) και f:A -*A  είναι μια αμφιμονοσήμαντηvQV

συνάρτηση, ν ’ αποδειχτεί ότι lim f(Ov) -  a.

6. Ας είναι Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος με στάθμη Ν και (θν)ν6Ν μι«
ακολουθία εν Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι:

(θν)ν€Ν φραγμένη ο  (3 bER)(VvEN) N(av)5b.

7 . ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και Α ένα υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί 
ότι το χΕΕ είναι σημείο συσσώρευσης του Α αν και μόνο αν υπάοχει ακολουθία (av)veN

εν Α τέτοια, ώστε ρ(αι, χ) > ρ(α2, χ) > ρ(α3, χ) > ... και lim αν -  χ.νΟΊ

8 . Ας είναι (av)veN μια βασική ακολουθία σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε και (βν)νεΝ 
μια ακολουθία στον Ε τέτοια, ώστε:

ρ(αν, βν)<~, νΕΝ.

Ν’ αποδειχτεί ότι η ακολουθία (βν)νΕΝ είναι βασική.

9. Αν (αν)νβΝ και (βν)ν<ΞΝ είναι δυο βασικές ακολουθίες σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε, 
ν’ αποδειχτεί ότι και η πραγματική ακολουθία (ρ(αν, β ν » ^  είναι βασική στο μετρικό 
χώρο (R, I I).

10. Χρησιμοποιώντας το συμπέρασμα της Πρότασης 2.7.1., να δοθεί μια

Ή η  
απόδειξη της σχέσης x Ai -  χ Α ,, διαφορετική από εκείνη της Εφαρμογής 1.9.7.

ί-ι ί-ι

1 1 . ' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και Α ένα υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι 
το Α είναι ανοιχτό υποσύνολο του Ε, αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (av)veN 
σημείων του Ε που συγκλίνει σε σημείο του Α, ισχύει ayEA τελικά για όλα τα νΕΝ.

12. Έστω μια ακολουθία (αν)νθΊ σ’ ένα μετρικό χώρο Ε, A -  {cty: νΕΝ) και Β 

το σύνολο των σημείων συσσώρευσης της (αν)ν&Ν · Ν’ αποδειχτεί ότι A -AUB.
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13. Στον ευκλείδω χώρο (R, I I) θεωρούμε μια φραγμένη ακολουθία (αν)ν€Ν 
και ορίζουμε τις ακολουθίες (xv)veN και (yv)veN με τους τύπους

χν = βιιρίαμ: μ>ν), yv -ϊηί{αμ: μ£ν}.
Ν’ αποδειχτεί ότι
α)Οι ακολουθίες (χν>ν€Ν και (yv)v6 N είναι μονότονες και συγκλίνουσες στο R. 
β) limav £ Ιδΰαν, όπου limav = lim yv και limav »lim xv.

vQi νθΊ

γ) Για κάθε ε > 0 ισχύει Ον £ limav - ε για άπειρο πλήθος νΕΝ. Αντίστοιχα, ισχύει 
αν £ limav + ε για άπειρο πλήθος ν€Ν.

δ) Η (av)veN και συγκλίνει αν και μόνο αν limav - limav.

ε) Υπάρχουν υπακολουθίες της (OvlveN που συγκλίνουν στα limav, limav αντίστοιχα

14. ' Εστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρο και Α ένα κλειστό υποσύνολο 
του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι για τυχόντα χΕΕ, λΕΚ. τα σύνολα λΑ και χ +Α είναι κλειστά
υποσύνολα του Ε.

15. Ν’ αποδειχτεί ότι σ’ ένα υπερμετρικό χώρο κάθε σφαιρική περιοχή είναι 
ανοιχτό και κλειστό σύνολο.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
μετρικοί υπόχωροι

3.1. Η έννοια του μετοικού υποχώρου

Ας είναι (Ε, ο) ένας μετρικός χώρος και S ένα μη κενό υποσύνολο του Ε. Είναι 
φανερό ότι ο περιορισμός της συνάρτησης ρ πάνω στο σύνολο SxS είναι μια μετρική στο 
σύνολο S. Τη συνάρτηση ̂ SxS τη συμβολίζουμε απλούστερα με ρ5.

| Τ ον μετρικό χώ ρο (S, ρ5) το ν  ονομάζουμε μετρικό νπόχωρο(ωείηε 
\ subspace) ή α π λά  νπόχωρο (subspace) του μετρικού χώ ρ ο ν (Ε, ρ).

Αν a είναι τυχόν σημείο του μετρικού 
υποχώρου S, τότε μια σφαιρική περιοχή εν 
S του σημείου a, με ακτίνα r, r> 0, 
συμβολίζεται με τον τύπο:

Bs(a, r)-{xGS: ρ5(χ, a)< r}.
Για μια τυχούσα σφαιρική περιοχή 

Bs(a, r) εν S ενός σημείου aGS έχουμε:

Bs(a, r)={xGS: ρ5(χ, a)< r}= {χ€Ε: ρ(χ, a)<r}HS »B(a, r)DS.



Μετρικοί Υπόγωοοι V,
//

3.1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι S ένας υπόχωρος ενός μετρικό.
(Ε, ρ)καιΑ ένα υποσύνολο του S. Το σύνολο Α είναι ανοιχτό υποσύνολο τ*>. 
υποχώρου S αν και μόνο αν υπάρχει υποσύνολο Β του Ε, ανοιχτό στο 
μετρικό χώρο Εκαι τέτοιο, ώστε A«SDB.____________________________

Απόδειξη.
Έστω ότι το σύνολο A, ACS, είναι ανοιχτό στον S. Τότε για κάθε aEA υπάρχει 

ra> 0 τέτοιο, ώστε για τη σφαιρική περιοχή Bs(a, ra) του α στο S να ισχύει Bs(a, ra)CA ή 
SHB(a, ra)CA. Τότε όμως ισχύει

^(SHBia, ra)) - A => SH(aŷ B(a, ra))- A.

Θέτοντας U B(a, Ca)-B, παρατηρούμε ότι το Β είναι ανοιχτό στον Ε (Βλέπε 1.12.4.).&cA
Δηλαδή αποδείχτηκε ότι υπάρχει ανοιχτό υποσύνολο Β του Ε τέτοιο, ώστε A-SHB.

Αντίστροφα, έστω A-SDB, όπου Β ανοιχτό στον Ε και a τυχόν σημείο του Α. 
Τότε aSS και aGB. Επειδή το Β είναι ανοιχτό στον Ε, υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, r) 
του a τέτοια, B(a, r)CB. Επειδή aES, το σύνολο Bs(a, r)-B(a, r)HS, είναι περιοχή του a
εν S και μάλιστα τέτοια, ώστε:

Bs(a, r)-B(a, r)HSCBHS-A.
Αρα το Α είναι ανοιχτό στον μετρικό υπόχωρο S. ♦

3.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι S ένας υπόχωρος ενός μετρικού χώρον 
(Ε, ρ)καιΑ ένα υποσύνολο τον S. Το σύνολο Α είναι κλειστό υποσύνολο τον 
υποχώρου S αν και μόνο αν υπάρχει υποσύνολο C τον Ε, κλειστό στο 
μετρικό χώρο Εκαι τέτοιο, ώστε A-SHC. ______________________

Απόδειξη.
Έστω ότι το σύνολο A  ACS, είναι κλειστό στον S. Τότε το σύνολο S-Α είναι

ανοιχτό στο S. Έτσι, σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, υπάρχει υποσύνολο Β του 
Ε, ανοιχτό στον Ε, με S-A-SHB. Αρα

A-S-(S-A)-S-(SnB)-S-B-SnBc .
Αλλά το Bc είναι κλειστό υποσύνολο του Ε ως συμπλήρωμα ανοιχτού. Θέτοντας C-Bc 
έχουμε το ζητούμενο.

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει κλειστό υποσύνολο C του Ε με A-SHC. Τότε
S-A-S-iSHQ-S-C-SnCc.

Επειδή όμως το Cc είναι ανοιχτό στον Ε, ως συμλήρωμα κλειστού, με βάση την 
προηγούμενη πρόταση, το σύνολο S-Α είναι ανοιχτό στον S. Αρα το σύνολο Α  που
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είναι to συμπλήρωμα του S-A στον S, είναι κλειστό στον S, ως συμπλήρωμα 
ανοιχτού. +

3.2. Παραδείγματα -  Εφαρμογές -  Σχόλια

3.2.1. Ας είναι S ένας υπόχωρος ενός μετρικού χώρον (Ε, ρ), a£S και V 
ένα υποσύνολο τον S με aEV. Το σύνολο V είναι περιοχή τον a στον 
υπόχωρο S αν και μόνο αν υπάρχει περιοχή U(a)Tov a στον Ε, τέτοια, ώστε
v-snu(a).

Απόδειξη.
Έστω ότι το V είναι περιοχή του a στον S. 

Θέτουμε τότε U - Sc UV. Επειδή το V είναι
περιοχή του a στον S, υπάρχει ι> 0 τέτοιο, ώστε 
Bs(a, r) - B(a, r)HS Q V. Αλλά τότε 
ScU(B(a,r)nS)CScUV ==> Sc UB(a,r)CU=* 
B(a, r)CU.
Αρα το σύνολο U είναι περιοχή του a στον Ε και 
μάλιστα, από τη σχέση U - SCUV, προκύπτει
V- snu.

Αντίστροφα, αν U(a) είναι περιοχή του a 
στον Ε, υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε B(a,r)CU(a).
Αλλά τότε

B(a, r)nS£U(a)ns =* Bs(a, r)CU(a)nS, 
που σημαίνει ότι το σύνολο U(a)HS είναι περιοχή 
του a στον S. +

3.2.2. Ας είναι S ένας υπόχωρος ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) και A
ένα υποσύνολο του S. Συμβολίζουμε με As και Αε τη θήκη του Α ως προς 
τους χώρους S και Ε αντίστοιχα. Τότε ισχύει:

___ As -SDAe.____________________
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Α π ό δ ε ιξ η .

Έστω aGAs- Τότε aGS και, επιπλέον, υπάρχει ακολουθία (av)veN εν Α με

lim av =a. Αυτό όμως σημαίνει ότι aGS και aGAE, δηλαδή aGSDAE.

Αντίστροφα, έστω aGSflAE. Τότε aGS και, επιπλέον, υπάρχει ακολουθία (av)veN

εν Α με lim av -a, που σημαίνει aGAs- ♦νθ<

3.2.3. Αν συμβολίσουμε με ΑΕ και Α$ τον πυρήνα του Α ως προς Ε και ως προς
S αντίστοιχα, τότε δεν ισχύει ανάλογη σχέση με την παραπάνω, δηλαδή γενικά  ισ χύ ει 

ό τ ι:

_______________________ Ag * sn α ε.______________________

Πραγματικά, αν (Ε, ρ)-(ΙΙ, 11), S—[0,2] και Α-[0,1), έχουμε ΑΕ -(0,1). Εξάλλου,
το σύνολο Α είναι ανοιχτό υποσύνολο του S γιατί γράφεται ως τομή του S με το σύνολο 
Β—(—1, 1) που είναι ανοιχτό στο R (Βλέπε Πρόταση 3.1.1.). Άρα Α$ -[0, 1). Έτσι,
παίρνουμε Α^ -[0,1)#(0,1)«[0,2]Π(0,1)-S(TAE .

3.2.4. Θεωρούμε τον υπόχωρο [0, °ο) του μετρικού χώρου (R, I I). Το σύνολο [0,1) 
είναι ανοιχτό υποσύνολο του [0, «>) σύμφωνα με την Πρόταση 3.1.1., γιατί [0, 1)« 
[0, °°)Π(-1, 1) και το (-1, 1) είναι ανοιχτό υποσύνολο του R. Αντίθετα, όπως είναι 
γνωστό, το σύνολο [0,1) δεν είναι ανοιχτό υποσύνολο του R.

3,3. Λυμένες Ασκήσεις

3 .3 .1 . Ετο μετρικό νπόχωρο S—(0, » ) του ενκλείδειου μετρικού χώρου (R, 1 I) 

να βρεθούν τα σύνολα (0, l)s, (0,1)°, [ 2 , 3 )s και [2,3)°._______________________

Λ ύ σ η .
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Το σύνολο (0,1) είναι ανοιχτό εν (0,«) υποσύνολο του (0, «>) γιατί
(0,1)-(0, οο )Π(0,1).

Άρα
(0,1)°-(0,1).

Ακόμη,
[ 2,3 )S-Sn[ 2,3 )r - (0, οο )Π[2,3] - [2,3J.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι 2£[2,3)$ και ότι
[2,3)° -(2,3),

γιατί το (2, 3) είναι το μέγιστο (ως προς την διάταξη Q  ανοικτό εν (0, οο) υποσύνολο ίου
[2,3). ♦

3.3.2. Ας είναι Χ,Υ νπόχωροι ενός μετρικού χώρον Ε και Α ένα υποσύνολο 
του ΧΠΥ, το οποίο είναι ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό) και ως προς τον X και ως
προς τον Υ. Ν’ αποδειχτεί ότι το Α είναι ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό) και ως 
προς τον υπόχωρο ΧΠΥ του Ε. ___

Λύση.
Αφού το Α είναι ανοικτό εν X, υπάρχει ένα σύνολο Gi ανοιχτό εν Ε τέτοιο, 

ώοτεΑ-xnGi. Όμοια, υπάρχει G2 ανοικτό εν Ε τέτοιο, ώστε Α-ΥOG2. Αρα
A-cxnGi) n(YnG2)-(xnY)n(GinG2).

Επειδή όμως το σύνολο G-GiHG2 είναι ανοιχτό εν Ε το σύνολο Α ως τομή του ανοιχτού εν Ε 
συνόλου G με τον υπόχωρο ΧΠΥ, είναι ανοικτό εν ΧΠΥ υποσύνολο του ΧΠΥ.

Όμοια αν το Α υποτεθεί κλειστό. ♦

3,4, Ασκήσεις

1. Έστω Α ένα υποσύνολο του υπόχωρου S του μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί 
ότι As' - A ' HS, όπου As' το παράγωγο σύνολο του Α ως προς τον υπόχωρο S του Ε.

2. Έστω S ένας υπόχωρος ενός μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι ένα κλειστό 
(αντίστοιχα ανοιχτό) υποσύνολο του S είναι κλειστό (αντίστοιχα ανοιχτό) και στον Ε αν 
και μόνο αν το S είναι κλειστό (αντίστοιχα ανοιχτό) υποσύνολο του Ε.
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3 . Έστω Α ένα υποσύνολο του υπόχωρου S του μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί 
ότι το Α είναι πυκνό στον S αν και μόνο αν SCAe .

4. Ας είναι Aj, i£I μια ανοιχτή κάλυψη ενός μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι 
τυχόν υποσύνολο Κ του Ε είναι κλειστό στον Ε αν και μόνο αν για κάθε ΪΕΙ το σύνολο 
KflAj είναι κλειστό στον υπόχωρο Aj του Ε.

5. ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος με άπειρο πλήθος στοιχείων. Ν’ αποδειχτεί 
ότι υπάρχει απέραντο υποσύνολο S του Ε τέτοιο, ώστε κάθε υποσύνολο X του S να είναι 
ανοιχτό εν S.

6. ' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος, SCE, ZCE, ACSHZ και το Α είναι ανοιχτό
(αντίστοιχα κλειστό) υποσύνολο του S και του Ζ. Ν’ αποδειχτεί ότι το Α είναι ανοιχτό 
(αντίστοιχα κλειστό) υποσύνολο του SUZ.

7. ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και X, Υ, Ζ υποσύνολα του Ε. Ν’ 
αποδειχτεί ότι:
α) Αν ZCY και YCZ, τότε το Ζ είναι πυκνό στο Υ.

β) Αν DCY, και το D είναι πυκνό στο Υ, τότε το D είναι πυκνό και στο Ϋ.
γ) Αν ZCYCX, το Ζ είναι πυκνό στο Υ και το Υ είναι πυκνό στο X, τότε το Ζ είναι
πυκνό και στο X.

8 . 'Εστω Ε ένας μετρικός χώρος, E-XUY, όπου Υ κλειστό υποσύνολο του Ε, 
ACX και ΑΠΥCB, όπου Β ανοιχτό υποσύνολο του Υ. Ν’ αποδειχτεί ότι AC(XUB)°.

9. Έστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος, S ένας μετρικός υποχώρος του Ε και Α£Ε. 
Ν’ αποδειχτεί ότι
α) A°nS C (AnS)°
β) Α° - A°ns°
γ) (AOS)s c S.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
συναρτήσεις σε 

μετρικούς χώρους

____ 4.1. Συνέχεια συνάρτησης___________________________

Ας είναι (Ει,ρΟ και (Ε2,ρ2) δύο μετρικοί χώροι, f:Ei-»E2 μια συνάρτηση και Χο 
τυχόν σημείο του Ej.

Θ α λέμε ότι η συνάρτηση f είνα ι συνεχής (continuous) στο σημείο Χοαν; 
(νε> 0)(3δ> OXVxEEi) ρι(χ, χ0) < δ => Q2(f(x), f(Xo)> < ε.

Όπως μπορεί να παρατηρήσει κανείς, ο ορισμός της συνέχειας μιας συνάρτησης f 
σ’ ένα σημείο ενός μετρικού χώρου, είναι γενίκευση του ορισμού της συνέχειας σ’ ένα 
σημείο μιας πραγματικής συνάρτησης με πραγματική μεταβλητή, όπως αυτός δίνεται 
στον Απειροστικό Λογισμό.
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Η επόμενη πρόταση δίνει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για τη συνέχεια μιας 
συνάρτησης σ’ ένα σημείο xq.

4.1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2> δύο μετρικοί χώροι, 
f:Ei-*E2 μια συνάρτηση και Χο τυχόν σημείο του Εμ Η συνάρτηση f είναι 
συνεχής στο Χοαν και μόνο αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

ΐ) Για κάθε περιοχή U(f(Xo)) του f(Xo) υπάρχει περιοχή V(Xo) του Χο 
τέτοια, ώστε:

f(V(x0))CU(f(Xo))·
ii) Για κάθε περιοχή U(f(Xo)) του f(Xo) το σύνολο f_1(U(f(Xo))) είναι 

περιοχή του Χο· β
iii) Για κάθε ακολουθία (xv)veN Ει Ρε lim χν “Χο. ισχύει lim f(xv )=f(Xo)·ΛθΊ νθ<

Απόδειξη.
(f συνεχής στο Χο) => (i). Έστω ότι η f είναι συνεχής στο Χο και U(f(xo)) 

τυχούσα περιοχή του f(xo). Τότε υπάρχει ε> 0 τέτοιο, ώστε B(f(Xo), e)CU(f(Xo))- Αλλά 
επειδή η f είναι συνεχής στο Χο, υπάρχει δ> 0 τέτοιο, 
ώστε

ρι(χ, χο) < δ => ρ2(ί(χ), f(Xo)) < ε.
Αυτό ισοδύναμα γράφεται

χΕΒ(Χο, δ) => f(x)EB(f(x0), ε).
Άρα

f(B(x0,0))CB(f(Xo), ε).
Έτσι, επειδή B(f(xo), ε)£ϋ(1(Χο», έχουμε 

f(B(Xo,6))CU(f(Xo)).
Επομένως, θέτοντας Β(Χο, δ)=ν(χο), έχουμε το ζητούμενο.

(I) => (ii) Έστω ότι ισχύει το (i) και U(f(xo)) τυχούσα περιοχή του f(Xo). Τότε 
τυιάρχει περιοχή V(Xo) του Χο τέτοια, ώστε

f(V(x0))£U(f(Xo)).
οπότε

V(x0)Cf-l(f(V(Xo)))C f-l(U(f(Xo))), 

πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο.



1ΩΩ. l-nxr'aivn ι.ιπι\· I οπο/.ο-κι

(ii) =*· (Hi) Έστω ότι ισχύει το (Η) και (xv)veN τυχούσα ακολουθία εν Ε| με 
lim xv -Χο· Έστω, επιπλέον, U(f(x0)) τυχούσα περιοχή του Ι(χ0). οπότε, σύμιρωνα με τονΕΝ

(Η), το σύνολο f_1(U(f(Xo))) είναι περιοχή του χ0. Επειόή όμως lim χν -Χο. έχουμε\OJ
xvSf_1(U(f(Xo))) τελικά για όλα τα vGN,

άρα
f(xv)ef(f- 1 (U(f(xo)))) τελικά για όλα τα vGN. 

Επειδή όμοος f(f_1(U(f(xo))))CU(f(xo)), θα έχουμε
f(xv)GU(f(x0)) τελικά για όλα τα vGN,

που, επειδή η U(f(xo)) είναι τυχούσα, σημαίνει ότι lim f(xv )-f(xo)·
(Hi) => (f συνεχής στο Χο) Υποθέτουμε ότι ισχύει το (iii) και ταυτόχρονα ότι η 

f δεν είναι συνεχής στο Χο· Θα καταλήξουμε σε άτοπο. Το ότι η f δεν είναι συνεχής στο Χο 
σημαίνει

(3ε> 0)(V6> 0)(3xGEi) έτσι, ώστε να ισχύει ρι(χ, Χο) < δ και Q2(f(x), f(Xo)) ̂  ε.
Έτσι, για κάθε vGN (θέτοντας δ = “, vGN) το σύνολο

Av=|xeEi:ρι(χ, χ0) <  ̂καιρ2(ί(χ), f(Xo)) £ ε)
είναι μη κενό. Με το αξίωμα της επιλογής θεωρούμε μια ακολουθία (xv)veN εν Ε| 
τέτοια, ώστε xveAv,vGN. Τότε όμως για κάθε vGN έχουμε

ρι(χν, χ0) <r και ρ2(ί(Χν), f(xo>) S ε> 0.

Αρα, ενώ lim χν =Χο, λόγω της σχέσης Q2(f(Xv), Γ(Χο))̂ ε> 0, vGN, η ακολουθία (f(Xv))veNνΟΊ
δεν συγκλίνει στο σημείο f(Xo). Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί αντίκειται στην (Hi) που 
έχουμε υποθέσει. ♦

4.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι Ει, Ε2, Ε3 μετρικοί χώροι και ί:Ει-»Ε2, 
g:S-*E3, 0reovSCE2, συναρτήσεις. Αν XoG/)(gof), η f είναι συιεχής στο Χοκαι 
η g συνεχής στο f(Xo), τότε η συνάρτηση gof είναι συνεχής στο σημείο Χρ.____

Απόδειξη.
Έστω U(g(f(x0))) τυχούσα περιοχή του g(f((x0))- Τότε έχουμε:

(gof)-l(U(g(f(x0)))) = (f-‘og->)(U(g(f(x0)))) = f-’ig-kUigifiXo)))))).
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Επειδή η g είναι συνεχής, το σύνολο g-‘(U(g(f(Xo))))) είναι περιοχή εν S του σημείου 
f(x0). Έτσι, λόγω της συνέχειας της f, το σύνολο (H(g-«(U(g(f(Xo)))))))- 
(g«f)_1(U(g(f(Xo)))), είναι περιοχή εν Ει του σημείου Χο, που σημαίνει ότι η συνάρτηση gof

είναι συνεχής στο Χο· ♦

Μια συνάρτηση f:Ei— Ε2, λέγεται συνεχής στον Ε 1 ή απλά συνεχής αν είναι
συνεχής σε κάθε σημείο τον Εχ.

Έχοντας υπόψη τον παραπάνω ορισμό καθώς και την προηγούμενη Πρόταση
4.1.2., καταλήγουμε άμεσα στο επόμενο πόρισμα.

4.1.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. Η σύνθεση δύο συνεχών συναρτήσεων είναι 
συνεχής σ υ ν ά ο τ η σ η . _____________________________

Αν απαιτήσουμε οι συνθήκες (i), (ii) και (iii) της Πρότασης 4.1.1. να ισχύουν για 
κάθε χΕΕι αντί του συγκεκριμένου χο, τότε είναι φανερό ότι η πρόταση αυτή δίνει
ικανές και αναγκαίες συνθήκες για τη συνέχεια μιας συνάρτησης f σ’ ολόκληρο το πεδίο 
ορισμού της f, δηλαδή στο χώρο Εχ. Εκτός των συνθηκών αυτών, οι επόμενες προτάσεις 
δίνουν μερικές σημαντικότατες ικανές και αναγκαίες συνθήκες για τη συνέχεια μιας 
συνάρτησης.

4.1.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Εχ, ρχ), (Ε2, ρ2) δύο μετρικοί χώροι και 
ί:Εχ-*Ε2 τυχούσα συνάρτηση. Η συνάρτηση f είναι συνεχής αν και μόνο αν
ισχύει ένα από τα παρακάτω:

i) Για κάθε ανοιχτό υποσύνολο Α του Ε2 το σύνολο f-1(A) είναι 
ανοιχτό υποσύνολο του Εχ.

ii) Για κάθε κλειστό υποσύνολο Κ του Ε2 το σύνολο f- K̂) είναι
κλειστό υποσύνολο του Εχ._____________________________ ____ ____

Απόδειξη.
Επειδή, λόγω της γνωστής σχέσης

f - i(X c) -  (f-i(X ))c,
η ισοδυναμία (ϊ)<*(ϋ) είναι φανερή, αρκεί ν’ άποδείξουμε την ισοδυναμία 
(ί συνεχής)ο(ϊ).

(f συνεχής)=>(ΐ) Υποθέτουμε ότι η f είναι συνεχής και ότι Α είναι ένα ανοιχτό 
υποσύνολο του Ε2. Επιπλέον, έστω x τυχόν σημείο του f-1(A). Τότε f(x)SA και, αφού το
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A είναι ανοιχτό, υπάρχει περιοχή U(f(x)) του Κχ) μι U<Kx)>Ca . Έτσι. λόγω τη;
συνέχειας της Γ ατο x (Βλέπε I Ιρόταση 4.1.1 .(ϊ)), υπάρχει περιοχή V(x> του x τέτοια, ιίχιτε

l'(V(x))CU(f(x))CA.
Αρα

V(x)Cf-l(f(V(x)))Cf-l(U(f(x)))Cf-l(A).
ποιι σημαίνει ότι το σύνολο Γ-1(Α) είναι περιοχή κείθε σημείου του x και επομένυις 
ανοιχτό σύνολο.

συνεχής) Υποθέτουμε ότι ισχύει το (1) και έστω x τυχόν σημείο του Hj. 
Έστω ακόμη U(f(x)) τυχούσα περιοχή του f(x) στον Ε2· Τότε υπάρχει σφαιρική περιοχή 
B(f(x), r) του f(x), με B(f(x), r)C(J(f(x)). Επειδή το B(f(x), r) είναι ανοιχτό υποσύνολο του 
Ε2 και λόγω της υπόθεσης (I), το σύνολο f_1(B(f(x), r)) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Ej. 
Επιπλέον, επειδή xef~*(B(f(x), r)), το σύνολο f-1(B(f(x), r)) μπορεί να θεαιρηθεί περιοχή
του χ. Έτσι, υπάρχει περιοχή του χ, η f- *(B(f(x), r)), τέτοια, ώστε

f(f-l(B(f(x), r)))CB(f(x), r)CU(f(x)).
Αυτό, σύμφωνα με την Πρόταση 4.1.1.(ΐ), σημαίνει ότι η f είναι συνεχής στο τυχόν 
σημείο xGE[. Αρα η f είναι συνεχής. ♦

4.1.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ej, ρι), (Ε2, ρ2) δύο μετρικοί χώροι και 
f:Ei~*E2 τυχούσα συνάρτηση. Η συνάρτηση f είναι συνεχής αν και μόνο αν

για κάθε υποσύνολο X του Ει ισχύει: f(X)Cf(X).________________________

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι η f είναι συνεχής, X είναι τυχόν υποσύνολο του Ει και y τυχόν 

σημείο του f(X). Τότε υπάρχει χ£Χ, με f(x)-y. Επειδή όμως χ£Χ, υπάρχει ακολουθία 

(Xv)veN εν X με lim χν «χ. Αλλά τότε, λόγω της συνέχειας της f, έχουμε Iim f(xv)-f(x)νθΊ
(Βλέπε Πρόταση 4.1.1.(ΐϋ». Έτσι, επειδή η (f(xv))veN είναι ακολουθία του f(X),

παίρνουμε y=f(x)Gf(X), που σημαίνει f(X)Cf(X).

Αντίστροφα, έστω ισχιιει f(X)Cf(Xj για κάθε XCE[. Θεωρούμε τυχόν κλειστό 
ΐ’ποσέ'νολο Κ του Ε2· Αρκεί ν’ αποδειχτεί ότι το f_1(K) είναι κλειστό υποσύνολο του Ej. 
Πραγματικά, λόγιο της υπόθεσης έχουμε

f(l'-i(K))Cf(f-i(K)).

Αλλά f(f- i(K))CK. οπότε έχουμε
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fif-kKwcK
ή

f(F*(K))CK,
επειδή το Κ είναι κλειστό. Έτσι, η τελευταία σχέση δίνει

f- kKQf - 1 (f(f- 1 (Κ )))Df- ΗΚ),

οπότε f-KK)»Fi(Kj, που σημαίνει ότι το σύνολο f‘l(K) είναι κλειστό και άρα η f είναι 
συνεχής. ♦

Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, Q2) δύο μετρικοί χώροι, f:Ei-*E2 τυχούσα συνάρτηση και A 
ένα μη κενό υποσύνολο του Ει.

| Θα λέμε ό τι η f είναι σ υ ν ε χ ή ς  σ το  Α  α ν  η συνάρτηση f ΙΑ είναι συνεχής.

4.1.6. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2) δύο μετρικοί χώροι και 
f:Ei-*E2 τυχούσα συνεχής συνάρτηση. Αν Α είναι ένα μη κενό υποσύνολο 
του Ει, τότε η f είναι συνεχής στο Α.________  _________  _____

Απόδειξη.
Επειδή f ΙΑ- foiA, όπου ίΑ είναι η ταυτοτική συνάρτηση του Α, η οποία είναι 

προφανώς συνεχής, το συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από το Πόρισμα 4.1.3. φ

4.1.7. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ει, ρΟ, (Ε2, Q2) δύο μετρικοί χώροι, 
f:Ej—*·Ε2 τυχούσα συνάρτηση και Α είναι ένα μη κενό υποσύνολο του Ει· Αν
η f είναι συνεχής σε κάθε σημείο του Α τότε η f είναι συνεχής στο Α.

Απόδειξη.
Επειδή f ΙΑ- foiA, όπου ίΑ είναι η ταυτοτική συνάρτηση του Α, η f ΙΑ είναι συνεχής 

ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων, φ

Είναι αξιοσημείωτο ότι στην παραπάνω πρόταση δεν ισχύει το αντίστροφο 
(Βλέπε 4.2.11.).
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4.2. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

4.2.1. Η εικόνα ενός ανοιχτού ή κλειστόν σννόλον μέσω μιας 
συνεχούς συνάρτησης δεν είναι γενικά ανοιχτό ή κλειστό αντίστοιχα, 
σύνολο.

Απόδειξη.
Πραγματικά, για τη συνεχή συνάρτηση f(x)-x2, xeR, έχουμε f((-l,l))«[0, 1) και 

για την επίσης συνεχή συνάρτηση g(x) - £, ΧΕ(0, ®), έχουμε g([l, ®))-(0,1], ♦

4.2.2. Έστω (Ει, ρΟ ένας διακριτός μετρικός χώρος και (Ε2, ρ2) τυχών 
μετρικός χώρος. Τότε κάθε συνάρτηση f:Ei~*E2 είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη.
Πραγματικά, αν Α είναι τυχόν ανοιχτό υποσύνολο του Ε2, το σύνολο Μ(Α), ως 

υποσύνολο του διακριτού μετρικού χώρου Ej, είναι ανοιχτό (Βλέπε 1.13.2.) και άρα η f 
είναι συνεχής, φ

4.2.3. Ας είναι (Ει, ρι) τυχών μετρικός χώρος και (Ε2, Ν) τυχών 
σταθμητός διανυσματικός χώρος. Αν οι συναρτήσεις a:Ei~*R, b:Ei~*R, 
f:Ei~*E2 και g:Ei~*E2 είναι συνεχείς, τότε και η συνάρτηση af+bg:Ei~*'E2 είναι

Απόδειξη.
Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 4.1.1.(iii), καθώς και το συμπέρασμα της 

Εφαρμογής 2.2.5. παίρνουμε αμέσως το συμπέρασμα. ♦

4.2.4. Αν X είναι ένας μετρικός χώρος, (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός 
χώρος των μετρικών χώρων (Ej, Qj), i-l,...,n, και f-(fi,...,fn) είναι μια
συνάρτηση του X στον Ε, τότε η συνάρτηση f είναι συνεχής αν και μόνο αν 
όλες οι συναρτήσεις fj, i-1,...,η είναι συνεχείς._______________________
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Απόδειξη.
Το συμπέρασμα αυτό είναι άμεση συνέπεια της Εφαρμογής 2.2.2. και της 

Πρότασης 4.1.1.(ΐΰ). ♦

4.2.5. Ας είναι (Ει, ρι). (Ε2, (Η) δύο μετρικοί χώροι, Α ένα πυκνό 
υποσύνολο του Ει και f:Ei~*E2, g:Ei~*E2, συνεχείς συναρτήσεις, τέτοιες ώστε 
flA=glA. Τότε ισχύει f-g.________ _

Απόδειξη.
Έστω ότι f*g. Τότε υπάρχει xoGEi τέτοιο, ώστε f(xo)=*g(*o)· Επειδή όμως το A 

είναι πυκνό υποσύνολο του Ει, δηλαδή Α«Ει, έχουμε Χο£Α. Έτσι, υπάρχει ακολουθία 

(Χν)νθΜ στο Α, με lim χν «Χο· Επειδή flA»glA και XyEA, ν€Ν, έχουμε
v&t

f(xv)“g(Xv), veN,
οπότε λόγω της συνέχειας των f και g, παίρνουμε

f(xo)- lim f(xv)- lim g(xv) - g(Xo), 

που είναι άτοπο, αφού υποθέσαμε ότι f(Xo)*g(Xo)· ♦

Το παραπάνω συμπέρασμα είναι σημαντικό γιατί απλούστερα διατυπωμένο λέει 
ότι μια συνεχής συνάρτηση είναι πλήρως ορισμένη από τις τιμές της σ’ ένα 
πυκνό υποσύνολο του πεδίου ορισμού της.

Μια πολύ καλή εφαρμογή του συμπεράσματος αυτού συναντάμε στον ορισμό της 
συνάρτησης f(x)»ax, xER, (a>0). Η  συνάρτηση αυτή ορίζεται αρχικά στο σύνολο Q των
ρητών αριθμών, που είναι πυκνό υποσύνολο του συνόλου των R πραγματικών αριθμών 
και στη συνέχεια επεκτείνεται κατάλληλα σε μια μονοσήμαντα ορισμένη συνεχή 
συνάρτηση, επέκταση της αρχικής, σ’ ολόκληρο το R. Μέρος της διαδικασίας αυτής 
περιέχεται στην επόμενη εφαρμογή.



lift Εκκχνο/?τί στην Τοπολονίπ

4 .2 .6 . Ας είναι (Ε|, ρι), (Ε2, Q2) * « 0 μετρικοί χώροι, Α είναι ένα μη 

κενό υποσύνολο του Ε| και ί:Α-*Ε2 μια συνεχής συνάρτηση. Τότε:

I) Αν £ΕΑ κα ι για  κάθε ακολουθία (Xv)veN ατο Α, με lim χν -έ, το 

limf(Xv) υπάρχει στον Ε2, τότε για  τυχούσες ακολουθίες (yv)veN και (Zy)veMνθΜ

στο Α , με lim yv -  lim Zy -2, ισχύει lim f(yv) - lim f(Zy) -f(2).\ΘΊ \GM vQ>J veM
ii)A v A -E ], και η ιδιότητα που εκφράσει το (I) ισχύει για  όλα τα 

σ η μ ε ία  ί  το υ  Α ' ,  τότε υπάρχει μοναδική συνεχής επέκταση της f σ ’ 

ολόκληρο το μετρικό χ ώ ρ ο Ε ι.

Α π ό δ ε ιξ η .
ί) Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι Ν-Νπ και Μ-Να, όπου Νπ και 

Να είναι τα σύνολα των περιττών και άρτιων φυσικών αριθμών, αντίστοιχα. Θεωρούμε 
τότε την ακολουθία (rv)veN. με

Γν
yv , αν νΕΝπ 
Zy , αν ν£Να ·

Είναι φανερό ότι, επειδή lim yv - lim Zy - £, ισχύει lim rv - t . Άρα το lim f(rv)
υπάρχει στον Ε2· Επομένως, επειδή οι ακολουθίες (ί(γν))νεΝπ. (ί(Ζν))νβ*α είναι 
υπακολουθίες της (f(rv))veN, έχουμε

lim f(rv) - lim f(yv) - lim f(Zy).

ii) Επειδή Α-Ει, κάθε σημείο xEEi είναι σημείο επαφής του Α. Άρα κάθε σημείο

xEEj-A-A-A είναι σημείο συσσώρευσης του Α. Έτσι, ορίζουμε
f(x), αν χΕΑ

f(x) ,’ lim f(xv), αν χΕΕι-Α
νθί

όπου (Χν)ν£Ν είναι τυχούσα ακολουθία στο Α με lim xv -χ. Τέτοια ακολουθία υπάρχει 

πάντοτε γιατί xEEj-A-A-A. Εξάλλου, σύμφωνα με την (i) που ισχύει, η τιμή lim f(xv),
Λ

υπάρχει πάντοτε και είναι ανεξάρτητη από την ακολουθία (χν)νΕΝ' Αρα η συνάρτηση f
, Λείναι καλά ορισμένη και επιπλέον, είναι φανερό ότι είναι επέκταση της f, αφού f IA=f.
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Θ ’ αποδείξουμε τώρα ότι η f είναι συνεχής. Έστω Χο τυχόν σημείο του Ει. Επειδή

Α =Ει, το θα είναι είτε μεμονωμένο σημείο του Α είτε σημείο συσσώρευσης του Α. 
Υποθέτουμε καταρχήν ότι το Χο είναι μεμονωμένο σημείο του Α. Τότε για κάθε

ακολουθία (χν)ν€Ν εν Α, με lim χν =Χο, θα έχουμε ότι η (xv)veN θα είναι τελικά σταθερή
Λ Α

με όρους ίσους προς το Χο· Έτσι, θα έχουμε ότι lim f (xv)= lim f(Xo)=f(Xo)· Αν το Χο είναι
vGN v€N

σημείο συσσώρευσης του Α, τότε υπάρχει ακολουθία (ΧνΧοι 0X0 Α, με lim χν=Χο· Αλλά

f(xo) = limf(xv) και μάλιστα, όπως είδαμε, η τιμή f(xo) είναι ανεξάρτητη της 
ν€Ν

ακολουθίας (xv)veN που επιλέγουμε κάθε φορά. Έτσι, τελικά έχουμε ότι για κάθε
Λ Λ , Λ

ακολουθία (xv)v€N εν Ει, με lim χν =Χο, ισχύει lim f(xv)-f(Xo). που σημαίνει οτι η f
νθΊ νβΊ

είναι συνεχής στο τυχόν Χο€ΞΕι, δηλαδή σ’ ολόκληρο το Ει.
ΛΤο μονοσήμαντο της συνάρτησης f, ως επέκτασης της f, προκύπτει άμεσα από 

την προηγούμενη Εφαρμογή 4.2.5. ♦

4.2.7. Ας είναι Ει, Ε2, μετρικοί χώροι καιί: Ει-*Ε2 μια συνάρτηση. Ν ’ 
αποδειχτεί ότι αν ισχύει f(A' )C(f(A))' για κάθε ACEi τότε η f είναι συνεχής. 
Ισχύει το αντίστροφο:

Λύση.
Είναι γνωστό ότι για τυχόν ACEj, ισχύει A-AUA' και, επιπλέον,

f συνεχής ο  f(A) Q  f(A). (*)
Έτσι

f(A) = f(AUA') = f(A)Uf(A') και f(A) - f(A)U(f(A))' .
Έστω ότι f(A') C (f(A))'. Τότε

f(A)Uf(A') C f(A)U(f(A))' => f(A U A ') C f(A) => f(A ) C f(A) 
που, βάσει της (*), σημαίνει ότι η f είναι συνεχής.

Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει. Πράγματι, θεωρούμε τη συνάρτηση 
f: (R, 11) -* (R, 11) με τύπο f(x) = 0, xeR. Τότε έχουμε

f(R ') - f(R) = (O}D0 = J0|' = (f(R))'. ♦
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4.2.8. Ας είναι Ει, Ε2 μετρικοί χώροι και f: Ε|-*Ε2 μια συνάρτηση.
Τότε:

I) Αν Aj, iEI είναι μια οικογένεια ανοιχτών υποσυνόλων του Ε|, 
τέτοια, ώστε Ei-̂ U Aj και για κάθε iEI η συνάρτηση f IAj είναι συνεχής,
τότε και η f είναι συνεχής συνάρτηση.

i) Αν Aj, iEI είναι μια πεπερασμένη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων
του Ει, τέτοια, ώστε Ei-.UA* και για κάθε iEI η συνάρτηση ί ΙΑ| είναι 
συνεχής» τότε και η f είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη.
i) Έστω x τυχόν σημείο του Ε και (xv)ven τυχούσα ακολουθία εν Ε με limxv-x.

ven

Τότε υπάρχει jΕI τέτοιο, ώστε xEAj. Επειδή, μάλιστα το Aj είναι ανοικτό και limxy-x, 
έχουμε ότι XyEAj τελικά για όλα τα νΕΝ. Άρα έχουμε f(xv)-(f IAj)(xV) τελικά για όλα 
τα νΕΝ. Επιπλέον, επειδή η f IAj είναι συνεχής έχουμε:

lim (f IAj)(xv)-(f IAj)(x)-f(x).
Δηλαδή lim f(xv)-f(x).νΕΝ

ii) Έστω x τυχόν σημείο του Ε και (xv)ven τυχούσα ακολουθία εν Ε με limxyx.νΕΝ
Τότε για κάθε υπακολουθία (ί(χμ))μεΜ της (f(Xv))veN ισχύει ότι υπάρχει iei τέτοιο ώστε
Χμ£Α] για άπειρα μ£Μ. Αυτό, γιατί το I είναι πεπερασμένο. Θεωρούμε τότε την
υπακολουθία (χχ)λΕΛ της (Χμ)μ£Μ Χλ £Aj, λΕΛ. Τότε επειδή η f IAj είναι συνεχής
και lim xx-xeAj, αφού Aj κλειστό, παίρνουμε 

λ£Λ
f(x)-(f IAj)(x) - lim (f IAj)(xx)-lim ί(χχ).λΕΛ λΕΛ

Τότε όμως, σύμφωνα με την Πρόταση 2.3.3., παίρνουμε limf(xv) - f(x), που αποδεικνύει
νΕΝ

τη συνέχεια της f. +

4.2.9. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2> δύο μετρικοί χώροι και f:Ej —► Ε2 μια 
συνεχής συνάρτηση. Αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του Ει, τότε το 
σύνολο f(D) είναι πυκνό υποσύνολο του Ε2»__________________________

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι Α είναι ένα μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του Ε2· Αρκεί ν’ 

αποδειχτεί ότι f(D)HA*0 (Βλέπε Πρόταση 1.14.1.(ϋ)). Έτσι, έχουμε:
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A*0 και A ανοιχτό στον E2 => Η(Α)*0 και f_1(A) ανοιχτό στον Ει (επειδή η f είναι 
συνεχής και επί του Ε2) => ΟΠΜ(Α ) * 0  (επειδή το D είναι πυκνό στον Ej) 
=> f(Dnf-i(A))^0 => f(D)nf(f-HA))^0 => t'(D)nA*0. ♦

4.2.10. Αν (E,Qi),(E, 02) είναι μετρικοί χώροι, η ταυτοτική συνάρτηση 
Ϊη:(Ε, Qi)-»(E, Q2) δεν είναι πάντοτε συνεχής συνάρτηση._________________

Απόδειξη.
Στις Προτάσεις 4.1.6. και 4.1.7. χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η ταυτοτική 

συνάρτηση ϊ ε :(Ε , ρ)-»(Ε, ρ) είναι συνεχής συνάρτηση. Το συμπέρασμα αυτό δεν
διατηρείται γενικά όταν η ταυτοτική συνάρτηση είναι του μετρικού χώρου (Ε, ρι) επί του 
μετρικού χώρου (Ε, φ), όπου οι μετρικές οι. 02 είναι διαφορετικές. Για παράδειγμα, η 
ταυτοτική συνάρτηση ir:(R, I l)-*(R, ρ), όπου ρ η διακριτή μετρική, δεν είναι συνεχής.
Αυτό, γιατί ενώ ισχύει I I- 1ηπ  ̂- 0, το όριο της ακολουθίας ir( ̂  ̂, νΕΝ, ως προς

τη διακριτή μετρική, όπως είναι γνωστό (Βλέπε 2.2.1.), δεν υπάρχει. Αντίθετα, αν η ir 
ήταν συνεχής, θα έπρεπε να έχουμε ρ- ώη ir(̂  ) = ρ - lim^-0. ♦

4.2.11. Το αντίστροφο στην Πρόταση 4.1.7. δεν ισνύει.

Θεωρούμε τη συνάρτηση f:R-*R, με τύπο:

f 0, avxeQ 
Χ { 1, avxER-Q ’

Είναι πολύ εύκολο ν’ αποδείξει κανείς ότι η f IQ είναι συνεχής συνάρτηση, δηλαδή ότι η
f είναι συνεχής στο Q και ταυτόχρονα ότι η f δεν είναι συνεχής σε κανένα σημείο 
του<}. ♦

Ακριβέστερα, σχετικά με το αντίστροφο της Πρότασης 4.1.7. ισχύει το εξής:

Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2) δύο μετρικοί χώροι, f:Ei-*E2 τυχούσα 
συνάρτηση και Α είναι ένα μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του Ει. Τότε η f 
είναι συνεχής σε κάθε σημείο του Α αν και μόνο αν η f είναι συνεχής 
στο Α.________  ____
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Α π ό δ ε ιξ η .

Έστω ότι η f ΙΑ είναι συνεχής, Χο€Α και (xv)veN τυχούσα ακολουθία εν Ε| με
lim χν-χ. Τότε, επειδή χοΕΑ και το Α είναι ανοιχτό σύνολο, μπορούμε να υποθέσουμε, ν€Ν
χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι ΧνΕΑ, νΕΝ. Αρα επειδή η ΠΑ είναι συνεχής, 
παίρνουμε:

lim (f IA)(xv)-(f ΙΑ)(Χο), veN
δηλαδή

lim f(xv)-f(Xo>.ν€Ν
To αντίστροφο προκύπτει αμέσως από την Πρόταση 4.1.7. ♦

4.2.13. Έ στω  Α  ένα ανοιχτό διάστημα στο R και f:A-»R. Ν’

αποδειχτεί ό τι η f είνα ι συνεχής αν και μόνο αν τα σύνολα
A(a_)- {χΕΑ: f(x)<a) κα ι A(a+)-{xEA: f(x)>a| 

είνα ι ανοιχτά γ ια  κάθε a E R .

Α π ό δ ε ιξ η .
Έστω ότι η f είναι συνεχής και a£R τυχόν. Είναι προφανές ότι η τα σύνολα 

A(a_) και A(a+) είναι και τα δύο κενά αν και μόνο αν f(x)-a, xEA. Στην περίπτωση αυτή 
δεν έχουμε ν’ αποδείξουμε τίποτε, αφού τότε η f είναι συνεχής. ' Ετσι, υποθέτουμε ότι 
A(a_) ̂  0 και έστω XoEA(a_), δηλαδή τέτοιο, ώστε f(xo)<a. Θέτουμε ε - j  (a-f(Xo)>. Τότε
έχουμε f(xo)+e<a. Λόγω της συνέχειας της f, υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε:

Ιχ-ΧοΙ<δ=̂ Ιί(χ)-ί(χ0)Ι<ε. (*)
Αφού το Α είναι ανοιχτό, υπάρχει σφαιρική περιοχή B(xo, r)CA, με τ<δ. Τότε όμως από 
την (*) παίρνουμε

f(x)<f(x0)+8<a, χΕΒ(χ0, r).
Άρα Β(χο, r)CA(a_), που αποδεικνύει ότι το A(a_) είναι ανοιχτό. Τελείως ανάλογα 
αποδεικνύουμε ότι το σύνολο A(a+) είναι ανοιχτό.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι τα σύνολα A(a_)-{xEA: f(xl<a} και A(a+)- 
{xEA: f(x)>a} είναι ανοιχτά για κάθε aER. Τότε το σύνολο Α((ί(Χο)+ε)_)« 
(χΕΑ: ί(χ)<ί(χο)+ε} είναι ανοιχτό. Επιπλέον, χοΕΑ((ί(Χο)+ε)_). Αυτό συνεπάγεται ότι 
υπάρχει περιοχή του Χοτέτοια, ώστε Β(Χο, Γι)£Α((ί(χ0)+ε)_). Άρα

ί(χ)<ί(Χο)+ε, χΕΒ(χ0, Γι).
Όμοια, το σύνολο Α((ί(χο)-ε)+)»|χΕΑ: f(x)>f(Xo)—ε} είναι ανοιχτό και 

χοΕΑ((ί(χ0)-ε)+). Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει περιοχή του Χο τέτοια, ώστε 
Β(χο, Γ2)£Α((έ(χο)-ε)+). Δηλαδή
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f(x)>f(xo)-e, xeB(x0, Γ2).
Θεωρούμε την περιοχή Β(Χο, r)-B(xo, τι)ΠΒ(Χο, Γ2), οπότε από τις παραπάνω ανισότητες 
παίρνουμε

lf(x)-f(x0)l<e, χ£Β(χ0, r).
Άρα η f είναι συνεχής. ♦

4.3. Ομοιόμορφη συνέχεια συνάρτησης

Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2,ρ2) δύο μετρικοί χώροι και f:Ei~»E2 μια συνάρτηση.
*

Θα λέμε ότι η συνάρτηση f  είνα ι ομοιόμορφα συνεχής (uniformly 
continuous) επί τον Ει αν;
(Ve> 0)(3δ> 0)(Vxi, χ2 εν Ει) Qi(xi, χ2) < δ =* ρ̂ ίίχι), f(x2)) < ε.

Συγκρίνοντας τον ορισμό της συνέχειας μιας συνάρτησης σ’ ένα σημείο Χο, με τον 
ορισμό της ομοιόμορφης συνέχειας, συμπεραίνουμε ότι στον ορισμό της συνέχειας το δ 
εξαρτάται από το ε και το Χο ενώ στην ομοιόμορφη συνέχεια το δ εξαρτάται μόνο από 
το ε.

Μια άλλη παρατήρηση είναι ότι ο ορισμός της απλής συνέχειας δίνεται κατ’ 
αρχήν σημειακά κάτι που δεν μπορεί να γίνει για την ομοιόμορφη συνέχεια.

Αμεση συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι ότι κάθε ομοιόμορφα συνεχής 
συνάρτηση είναι συνεχής.

Παραδείγματα ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων καθώς και συνεχών 
συναρτήσεων που δεν είναι ομοιόμορφα συνεχείς, δίνονται στην επόμενη Παράγραφο
4.4.

4.3.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Η σύνθεση δύο ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων 
είναι οιιοιόιιοοφα συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη.
Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2), (Ε3, ρ3) μετρικοί χώροι και f:Ei-*E2, g:S-*E3, όπου 

SCE2, ομοιόμορφα συνεχείς συναρτήσεις. Έστω, επιπλέον, ε> 0. Τότε, επειδή η g είναι
ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, έχουμε:

(3δ' > 0)( Vx, y εν S) ρ^χ, y) < δ' =*> ρ3&(χ), g(y)) < ε. (*)
Επιπλέον, επειδή και η f είναι ομοιόμορφα συνεχής παίρνουμε:
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(3δ> 0)(Vx, y ev Ei) ρι(χ, y) < δ =*> c»2(f(x), f(y)) < δ'. (**)
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (*) και (**) παίρνουμε

(Vx, y εν 2)(gof)) ρι(χ, y) < δ => Q2(f(x), f(y)) <δ- => (sfeffix)), g(i(y))) < ε.
Άρα

(Ve> 0)(3δ> 0)(Vx, y εν Z)(goi)) ρι(χ, y) < δ => ρ3(̂ °0 (χ), (g°D(y)) < ε, 
που σημαίνει ότι η συνάρτηση gof είναι ομοιόμορφα συνεχής. ♦

4,4. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

4.4.1. Η συνάρτηση f:(0, f(x) - - , αν και συνεχής δεν είναι
οιιοιόίΐοοαα ovveviic.

Απόδειξη.
Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, τότε για ε- 1  

υπάρχει δ> 0 τέτοιο, ώστε για κάθε χ> 0 και y> 0 να έχουμε

Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί αν z - min|^, ~ (, τότε

Ι2ζ-ζΙ-ζ<δ, ενώ ±
2ζ

1
ζ ♦

4.4.2. Η συνάρτηση f:(0, «)-»R, f(x) - ̂ , δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής,Λ
ενώ ο περιορισμός τηςί |fl,21« είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη.
Όπως αποδείχτηκε η συνάρτηση f(x) = ~ , x > 0, δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής.λ

Θέτουμε f|[l, 2]-g και θεωρούμε τυχόν ε > 0. Τότε, επειδή για κάθε x, y εν [1,2] έχουμε:
ig(x)-g(y)i-|x -y

±
xy
lx -yl<llx -yl=lx -yl.

Θέτοντας δ-ε, παίρνουμε
lx -yl<6 =>J~ — ~ {—lx -yk6=e. ♦ 

ix yi
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4.4.3. Ας είναι (Ej, Qi), (Ε2, Q2) δύο μετρικοί χώροι και ί:Ει-*Ε2 μια 
ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. Αν (αν)ν£Ν είναι μια βασική ακολουθία 
στον Ει, τότε η ακολουθία (f(ay))veN είναι βασική στον Ε2.

Απόδειξη.
Θεωρούμε τυχόν ε, ε>0. Λόγω της ομοιόμορφης συνέχειας της f, υπάρχει δ>0 

τέτοιο, ώστε:
ρι(αν, αμ) <δ => ρ2(ί(αν), ί(αμ)) < ε.

Επειδή όμως η (av)veN είναι βασική, υπάρχει nER τέτοιο, ώστε
(νμ, ν εν Ν) μ>η και ν>η => ρι(αν, αμ) <δ.

Αρα τελικά για το τυχόν ε, ε>0, αποδείχτηκε ότι
(3ηΕΚ)(νμ, ν εν Ν) μ>η και ν>η => ρ2(ί(αν), < ε,

που σημαίνει ότι η f((av))vEN είναι βασική ακολουθία στον Ε2. ♦

Το παραπάνω συμπέρασμα συνιστά μια σημαντική διαφορά μεταξύ των συνεχών 
και των ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων. Αυτό, γιατί αν η f:Ei-*E2 είναι μια
συνεχής συνάρτηση και(αν)ν£Ν είναι μια βασική ακολουθία στον Ει, τότε η 
ακολουθία (f(av))vQvi δεν είναι πάντοτε βασική στονΕ2._________________

Πραγματικά, όπως είδαμε παραπάνω, η συνάρτηση f(x) - - , x > 0, δεν είναιχ
ομοιόμορφα συνεχής, ενώ είναι συνεχής. Ακόμη, η ακολουθία αν = ~, vGN, είναι μια
βασική ακολουθία στο (0, «>). Παρ’ όλα αυτά, η ακολουθία f(av)«v, vGN, είναι φανερό 
ότι δεν είναι βασική στο R. ♦

4.4.4. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2) δύο μετρικοί χώροι και f:Ει— μια 
συνάρτηση τέτοια, ώστε για κάθε χ, γεν Ει να ισχύει:

02(f(x), f(y)) — c ρ ι(χ, y), (*)
όπου c αμ αρνητική σταθερά. Τότε a f είναι ομοιόμορφα συνενικ.

Απόδειξη.
Αν c-Ο τότε από τη σχέση (*) παίρνουμε 02(f(x), f(y))=0, χ, y εν Ει, δηλαδή 

f(x)-=f(y) για κάθε χ, y εν Ε). Αρα η f είναι σταθερή συνάρτηση, που τότε είναι και 
ομοιόμορφα συνεχής.

Αν c*0, τότε για κάθε ε>0 υπάρχει δ - - > 0 τέτοιο, ώστε αν ρι(χ, y) £ -, λόγω τηςΟ ο
σχέσης (*) να ισχύει:
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<?2(f(x), f(y)) £ c oi(x, y) < c | - ε, 
που σημαίνει ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής. ♦

Το παραπάνω συμπέρασμα μας δίνει πολλές χρήσιμες εφαρμογές, μερικές από τις 
οποίες δίνονται αμέσως παρακάτω.

i) Αν Α είναι ένα μη κενό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ), τότε 
η συνάρτηση f: E-»R με τύπο ί(χ)-ρ(χ, Α), είνα ι ομοιόμορφα συνεχής._______

Α π ό δ ε ιξ η .

Το συμπέρασμα είναι άμεση συνέπεια της γνωστής (Βλέπε 1.5.3.) σχέσης 
lf(x)-f(y)l - Ιρ(χ, Α)- ρ(γ, Α)Ι£ρ(χ, y). ♦

Η) Ο ι προβολές τυχόντος καρτεσιανού μετρικού χώρου είνα ι 

ομοιόμορφ α συνενείς συναρτήσεις.

Α π ό δ ε ιξ η .
Έστω (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων (Ei, ρΐ), i-l,...,n.

Όπως είναι γνωστό, αν J—{ii,...,iki είναι ένα υποσύνολο του συνόλου {1,...,η|,
k

ονομάζουμε J - προβολή του Ε τη συνάρτηση Pj:E-*· x Ej:, με τύπο
ΐ-1 '

Pj(x ι ,χ2,... ,xn)-(xi ,,Xi2.··· ,%)·
Αν το σύνολο J είναι το μονοσύνολο J-{r}, l<r<n, τότε για την {rj-προβολή, αντί του 
συμβόλου Ρ(Γ| χρησιμοποιούμε το σύμβολο ΡΓ.

Για τη J - προβολή του Ε και για τυχόντα στοιχεία x-(xi,...,xn), y-(yi,...,yn)> εν
Ε ισχύει

ρ; (Pj (χ), Ρ; (y))

Voi(xi,

φ ,2 2 
'i,(Xii,yii)+-+Oi(xik,yik) ^

yi)+...+0n(xn,yn) -  ο(χ. y).

Αλλά η σχέση.
Qj (Pj (x), Pj (y)) -  ρ(χ> y)

είναι μια σχέση της μορφής (*), που σημαίνει ότι η συνάρτηση Pj είναι ομοιόμορφα 
συνεχής. +
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4.4.5. Σε τυχόντα μετρικό χώρο (Ε, ρ) η μετρική ρ (ως συνάρτηση του 
καρτεσιανού μετρικού χώρου (Ε2, d) στο μετρικό χώρο (R, I I)) είναι 
ομοιόμορφα συνεχής.

Απόδειξη.
Θεωρούμε τυχόν ε> 0 και θέτουμε δ * |· > 0. Θεωρούμε ακόμη δυό τυχόντα 

στοιχεία x, y εν ΕχΕ, με χ=(χι, χ2) και y=(yj, y2). Τότε η σχέση
d(x. y)=Vo2(xi,yi)+o2(x2,y2) < δ,

συνεπάγεται ότι
e(xi. yi)<6 και ρ(Χ2, y2)<6.

Άρα από τη γνωστή ανισότητα (Βλέπε Πρόταση 1.2.1.(ϋ))
iQ(xi. χ2)-ρθΊ, y2)i ̂  ρ(χι, γι)+ρ(χ2, y2).

παίρνουμε
!Q(xi. X2)-Q(yi, y2)l S ρ(χι, yi)+o(X2, γ2)<δ+δ-ε, 

πράγμα που αποδεικνύει την ομοιόμορφη συνέχεια της ρ. ♦

4.4.6. Αν (X, d) είναι ένας μετρικός χώρος, (Ε, ρ) ο καρτεσιανός 
μετρικός χώρος των μετρικών χώρων (Ei( &), i-l,...,n, και f-(fi,...,fn) μια
συνάρτηση του X στον Ε, τότε η συνάρτηση f είναι ομοιόμορφα συνεχής αν 
και μόνο αν όλες οι συναρτήσεις fj, i»l,...,n, είναι ομοιόμορφα συνεχείς.

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής. Παρατηρούμε ότι

fi-Piof,i-l,...A
όπου pi είναι η i-προβολή του Ε. Επειδή, όπως έχει αποδειχτεί (Βλέπε 4.4.4.(ϋ», οι
προβολές ενός καρτεσιανού μετρικού χώρου είναι ομοιόμορφα συνεχείς συναρτήσεις, 
κάθε συνάρτηση fj, i-l,...,n, είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, ως σύνθεση
ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων (Βλέπε 4.3.1.).

Αντίστροφα, έστω όλες οι συναρτήσεις ή, i-l,...,n, είναι ομοιόμορφα συνεχείς 
συναρτήσεις. Επιπλέον, έστω ε τυχόν, ε>0. Τότε για κάθε i-Ι,...,η υπάρχει δι>0 τέτοιο, 
ώστε

(Vx,y εν X) d(x, y)<6j =* ρί(ή(χ), ή(γ»<ξ·.
Θέτοντας δ-min{δι,...,δη), για κάθε χ, y εν X με ρ(χ, y)<δ, παίρνουμε
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0(f(x>. n 2 n r
2 0 i(fr(x>.fi(y))s 2 oi(fi(x>. fjivrt< n- i-l i-l n

Jioi» σημαίνει ότι η σι*ναρτη<τη f είναι ομοιόμορφα σι*νεχής. φ
ε.

4.5. ΙσομΕτοία -  Ομοιομορφισμός

Ας είναι (Ε|, ς>ι), (Ε2, ρ2)δύο μετρικοί χιόροικαι ί:Ε|̂ *Ε2 μια συνάρτηση.

Η σχνάρτηση f ονομάζεται ο μ ο ιο μ ο ρ φ ισ μ ό ς  (h o m e o m o r p h is m ) α ν  η { 
είναι αμφιμονοσήμαντη και ο ι σιναρτήσεις f και Μ  είναι συνεχείς 
(αναρτήσεις.

Είναι άμεσο από τον παραπάνω ορισμό ότι αν η f είναι ομοιομορφισμός τότε και 
η f_1 είναι επίσης ομοιομορφισμός.

Σοδιάζοντας τα παραπάνιο με τα σΐ'μπεράσματα της Πρότασης 4.1.4.. 
παίρνουμε άμεσα το εξής:

4.5.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Εμ ρι). (Ε2. ρ2> δύο μετρικοί χώροι και 
f:Eî *E2 μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση. Η f είναι ομοιομορφισμός αν 
και μόνο αν για κάβε υποσύνολο Α του Ει ισχύει: 

i) Α ανοιχτό στον Ej <t> f(A) ανοιχτό στον Ε2·
Η) Α κλειστό στον Ε| «> ί(Α) κλειστό στον Ε2·

Μ ια σινάρτηση f:Ei—»Ε> λέγεται ισ ο μ ε τ ρ ία  (is o m e tr y ) α ν γ ια τ ν χ ό ν τ α  

στοιχεία χ. ν εν Ει ισχύει:
C2(f(X). f(V>) = ρμχ. ν').

Η επόμενη πρόταση μας δίνει τις πιο βασικές ιδιότητες της ισομετρίας.
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4.5.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν (Ει, Qi), (Ε2, Q2) είναι μετρικοί χώροι και
επίf:Ei-*E2 μια ισομετρια, τότε:
ί) Η f είναι αμφιμονοσήμαντη. 
ii) Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, 
tii) Η f* 1 είναι ισομετρία.
Α) Η f είναι ομοιομορφισμός.

Απόδειξη.
i) Για τυχόντα στοιχεία x, y εν Ει έστω f(x)«f(y). Τότε

0 -Q2(f(x),f(y))«Qi(x, y).
Άρα x«y, δηλαδή η f είναι αμφιμονοσήμαντη.

φ

ii) Προκύπτει άμεσα από την Εφαρμογή 4.4.4.
iii) Ας είναι ζ, w δύο τυχόντα στοιχεία εν Ε2· Τότε, δεδομένου ότι η f είναι 

αμφιμονοσήμαντη και επί, υπάρχουν στοιχεία χ, y εν Ει με χ—f~*(z) και y»f_1(w) ή 
z>=f(x) και w«f(y). Επιπλέον, επειδή η f είναι ισομετρία, έχουμε

©2(f(x), f(y)> = ρι(χ. y) => ρ2(ζ, w) - ρι(Η(ζ), H(w)), 
που σημαίνει ότι και η f_1 είναι ισομετρία.

iv) Ως ισομετρίες οι f και f- 1 είναι και οι δύο ομοιόμορφα συνεχείς, άρα συνεχείς. 
Επομένως η f είναι ομοιομορφισμός. ♦

Δ ν ό μετρικοί χώροι (Ει,ρι), (Ε2,ρ2) λέγοντα ι ο μ ο ιο μ ο ρ φ ιχ ο ί
επί

(h o m e o m o r p h ic )  α ν  υπάρχει ομοιομορφισμός ί:Ει -» Ε2·

Δ υό  μετρικοί χώ ροι (Ει, ρΟ, (Ε2, ρ2) λέγονται ισ ο μ ε τ ρ ικ ο ί  ( is o m e tr ic )
επίαν υπάρχει ισομετρία f:Ei -* Ε2.

4.6. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

4.6.1. Ένας ομοιομορφισμός δεν είναι γενικά ομοιόμορφα συνεχής 
συνάρτηση.
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Απόδειξη.
Πραγματικά, η συνάρτηση f:(0, «)-*(0, »), f(x).- , (Βλέπε 4.4.1.) δεν είναιX

ομοιόμορφα συνεχής. Όμως η f είναι ομοιομορφισμός γιατί είναι αμφιμονοσήμαντη και 
τόσο η f όσο και η ί- 1 (Η(χ) - -■, χΕ(0, <»)), είναι συνεχείς συναρτήσεις. 4Λ

4.6.2. Αν Ε ε ίνα ι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με 

πεπερασμένη δ ιάσταση n, ηΕΝ, τότε μπορεί να οριστεί μια στάθμη | | στον Ε

έτσι, ώστε ο μετρικός χώρος (Ε, | |) να είνα ι ισομετρικός προς τον

ευκλείδειο μετρικό χώρο (Ri>, I I). Επιπλέον, αν Ν είνα ι τνχονσα στάθμη 

σ το ν  Ε υπάρχει θετικός αριθμός Β τέτοιος, ώστε:

Ν(χ) £ Β|χ|, χΕΕ.

Α π ό δ ε ιξ η .
Έστω (ri,...,rnl μια βάση του η- διάστατου διανυσματικού χώρου Ε. Τότε, τυχόν 

χΕΕ γράφεται στη μορφή
χ-ΧιΠ+...+Xnrn,

όπου η n-άδα (χι,.,.,χη) των πραγματικών αριθμών (χι,.,.,χη) ορίζεται μονοσήμαντα 
για το χ. Έτσι, θέτουμε χ - (χι,...,χη) και

Ι χ μ ί χ ΐ - ν ^ ξ .
Είναι φανερό ότι η συνάρτηση | |:E-»R είναι στάθμη. Επιπλέον, η συνάρτηση cp:E-»Rn, 
με τύπο φ(χ) -χ είναι μια ισομετρία μεταξύ των μετρικών χώρων (Ε, | |) και (Rn, I I). 
Αυτό, γιατί για τυχόντα στοιχεία x,y εν Ε έχουμε

i<p(x)-<p(y)i=ix-yi“|x-y|.
Έστω τώρα Ν τυχούσα στάθμη στον Ε. Τότέ για τυχόν x-xiri+...+Xn Γη εν Ε 

παίρνουμε:
N(x)-N(xiri+...+xnrn) SN(xiri)+...+N(xnrn) - lxilN(ri)+...+lxnl N(rn) S

max IXjl χΝ(η) < “\ 7 χ 2 N(ri) -ΙχΊ 2 Ν(η)-|χ|Β, 
iaai i- 1  i- 1  i- 1

n
όπουΒ- 2Ν(γϊ). 

i=l

Επειδή το σύνολο {r ι,_,Γη} είναι βάση του Ε ισχύει
rjpeO =>Ν(η) > 0, i-1,... ,n.

Άρα
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Β-2Ν(γΟ>0
ϊ=1

και η απόδειξη είναι πλήρης. ♦

4.6.3. Αν Ε είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος 
πεπερασμένης διάστασης, τότε κάθε συνάρτηση f£E* είναι συνεχής στο
μετρικό γώρο (Ε. I I).

Απόδειξη.
Υπενθυμίζουμε καταρχήν ότι Ε* είναι ο αλγεβρικός δυϊκός χώρος του Ε, δηλαδή

Φ

ο πραγματικός διανυσματικός χώρος όλων των πραγματικών γραμμικών συναρτήσεων 
με πεδίο ορισμού το Ε.

Θ’ αποδείξουμε αρχικά ότι κάθε συνάρτηση f£E* είναι συνεχής στο σημείο 0. 
Έστω (xv)veN τυχούσα ακολουθία εν Ε με I I- lim xv=»0. Τότε για κάθε ν£Ν έχουμε

Χν ·χΐν r ι +...+ Χην Γη»
όπου {Γι,.,.,Γη} είναι μια βάση του διανυσματικού χώρου Ε, που υποτίθεται η-
διάστατος. Είναι φανερό ότι επειδή 11— lim Χν-0, ισχύει lim Xfy-0, i-Ι,...μι. Άρα, επειδή\^ί \Θ*Ϊ
η f είναι γραμμική, παίρνουμε:

f(xv) - xiv f(ri) +...+ xnv f(rn), η£Ν,
οπότε

limf(xv) - (limxiv)f(ri) +...+ (limXnv)f(rn) - 0 +...+ 0 - 0.νθνί vQM y&i

Έτσι, επειδή f(0) - 0, έχουμε lim f(xv)-f(0).

Έστω τώρα xo τυχόν σημείο του Ε και τυχούσα ακολουθία (xv)veN εν Ε με 
I I- lim χν -Χο· Τότε, έχουμε I I- lim (Χν-Χο)-Ο, οπότε, λόγω της συνέχειας της f στο 0,

παίρνουμε lim f(Xv-xo)-f(0)-0 και λόγω της γραμμικότητας της f, έχουμε τελικά:

lim f(Xv-xo)-0 => lim (f(xv)- f(Xo))-0 =* lim f(xv)- f(xo)· ♦
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Επειδή, σύμφωνα με την προηγούμενη Εφαρμογή 4.6.2., για κάθε στάθμη Ν στον 
Ε ισχύει Ν(χ)£ ΒΙχΙ, χ£Ε, το παραπάνω συμπέρασμα ισχύει και στο μετρικό χώρο (Ε, Ν),
όπου Ν μια τυχούσα στάθμη στον Ε.

4.7. Λυμένες Ασκήσεις

4.7.1. Ας είναι Ει και Ε2 μετρικοί χώροι. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε 
συνάρτηση ί:Ει-*Ε2 είναι συνεχής αν και μόνο αν κάθε υποσύνολο του Ε| 
είναι ανοιγτό και κλειστό ταυτόχρονα.

Λύση.
Αν κάθε υποσύνολο του μετρικού χώρου Ει είναι ανοιχτό και κλειστό 

ταυτόχρονα, τότε κάθε συνάρτηση f:Ej-*E2 είναι συνεχής. Αυτό γιατί για κάθε ανοιχτό 
σύνολο Α του Ε2 το σύνολο f-1(A), ως υποσύνολο του Ει σύμφωνα με την υπόθεση είναι 
ανοιχτό.

Αντίστροφα, έστω ότι κάθε συνάρτηση ί:Ει~»Ε2 είναι συνεχής. Θεωρούμε τυχόν 
σύνολο Χ*0, XCEi και δυό σημεία xj, Χ2 εν Ε2, με χι*»Χ2. (Αν Ει—(χ) τότε έχουμε 
τετριμμένη περίπτωση.) Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση f:Ei-*E2 με τύπο:

„ ίχι, ανχ£Χ
f(x> -{ χ2. avxexc ’

Επειδή χι*Χ2, έχουμε ρ(χι, Χ2)»γ>0. θέτουμε Α=Β(χι, |). Το Α είναι ανοιχτό υποσύνολο
του Ε2, με Χι€Α και Χ2^Α . Τότε, επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής, έχουμε ότι το 
σύνολο f-1(A) είναι ανοιχτό. Αλλά f_,(A)-X. Αποδείχτηκε έτσι ότι κάθε υποσύνολο X 
του Ει είναι ανοιχτό. ♦

4.7.2. Ας είναι Ej, Ε2 μετρικοί χώροι και f:Ej-»E2 μια συνάρτηση. Ν’ 
αποδειχτεί ότι καθεμιά από τις παρακάτω συνθήκες (i) και (■■) είναι ικανή 
και αναγκαία συνθήκη για να είναι η f συνεχής.

i) Για κάθε υποσύνολο Α του Ε2 ισχύει f_1(A°) C f-'(A)°.

ii) Για κάθε υποσύνολο ΑτουΕ2 ισχύει f-1(A) Q f-1( A ).___________
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Λύση.
(f συνεχής) =*> (i). Έστω ότι η f είναι συνεχής και Α τυχόν υποσύνολο του Ε2·

Τότε το σύνολο Η(Α°) είναι ανοιχτό αφού η f είναι συνεχής και το Α° ανοιχτό. Έτσι:
f-!(A°Mf- ‘(A°))°Cf- '(Α)°.

(i) => (ii). Υποθέτουμε ότι για τυχόν υποσύνολο X του Ε2 ισχύει 
f-‘(X°)Cf-i(X)0. Τότε για κάθε A, ACE2, έχουμε:

f-'(A >=f— 1(((Ac)°)c)*=f— '((Ac)°)c.
Αλλά από την υπόθεση

f-K(Ac)°)Cf-l(Ac)°.
Άρα

f-‘( A )3(((f-i(A))c)°)c- f->(A).
(Η) =* (f συνεχής). Υποθέτουμε την (ii) και έστω X τυχόν υποσύνολο του Εμ 

Από την (ii) παίρνουμε:

f-itf<X)) CHtfW).
Άςα

f(X)Cf(f- l(f(X)))Cf(f- l(fTx)))CfTO, 
πράγμα που αποδεικνύει τη συνέχεια της f. ♦

4.7.3. Ας είναι (Εχ, ρι), (Ε2, Q2) μετρικοί χώροι και f: Ει-*Ε2 μια 
συνάρτηση. Ονομάζουμε τα λά ν τω σ η της f τη συνάρτηση Xf: Ei-*R με τύπο:

tf (χ) -  inf{6(f(B(x, r))): r> 0}.
Ν’ αποδειχτεί ότι:

α) Η f είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν Xf (χ) - 0. 
β) Για κάθεϋΕΙΙτο σύνολο {χΕΕι: Xf  (χ) < b} είναι ανοιχτό υποσύνολο 

του Ε\.______________________________________________________

Λύση.
α) Έστω ότι η f είναι συνεχής στο σημείο x και ε τυχόν, ε>0. Τότε υπάρχει γ>0 

τέτοιο, ώστε f(B(x, r))C B(f(x), |). Αρα
6(f(B(x, r)))s6(B(f(x), |))s2|-e.

Έτσι, επειδή το ε είναι τυχόν έχουμε inf(6(f(B(x,r))): r>0)-0.
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Αντίστροφα, έστω inf (δ(ί(Β(χ, r))): r> 0}—0 και η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής 
στο χ. Τότε υπάρχει ε> 0 τέτοιο, ώστε για κάθε γ>0 να υπάρχει y έτσι, ώστε να ισχύουν

ρι(χ, y)<r και Q2(f(x), f(y))>£.
Αυτό όμως σημαίνει ότι

inf{6(f(B(x,r))): r> 0|ase>0,
που είναι άτοπο.

β) Έστω Α-{χ£Ει: if (χ) < b} και aSA. Τότε
tf (a) < b=>(3r>0) 6(f(B(a, r)))<b. (*)

Θεωρούμε τυχόν xeB(a, r). Τότε υπάρχει r' > 0 τέτοιο, ώστε B(x, r' )£B(a, r). Αρα: 
B(x,r')CB(a, r)=>f(B(x, r' ))Sf(B(a, r))=*>f(B(x, r' ))£f(B(a, r)) 
=>0(f(B(x,r')))s6(f(B(a,r))).

Η τελευταία σχέση όμως, λόγω της (*), δίνει 6(f(B(x, r' )))<b και άρα
Tf (x) < b.

Επομένως xEA και, αφού το χ είναι τυχόν εν B(a, r), έχουμε τελικά
B(a, r)CA,

που αποδεικνύει ότι το Α είναι ανοιχτό. ♦

4.7.4. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2,ρ2)δύο μετρικοί χώροι και f:Ej—»Ε2 τυχούσα 
συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι αν η συνάρτηση f είναι συνεχής τότε για κάθε
υποσύνολο X του Ε] ισχύει: f(X)Cf(X). (Να δοθεί μια απόδειξη χωρίς τη 
βοήθεια των ακολουθιών) _______________________

Λύση.
Έστω X τυχόν υποσύνολο του Ει. Επειδή το σύνολο f(X) είναι κλειστό στον Ε2 

και η συνάρτηση f συνεχής, το σύνολο f_1(f(X)) είναι κλειστό στον Ει. Αρα

Η(«Χ)) -f-‘(f(X)).
Επίσης

XCf-i(f(X))Cf-i(f(X))
και έτσι

XCf-i(fQT))-f-i(f(X»,
οπότε

f(X)Cf(f- 1(f(X)))Cf(X). ♦
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4.7.5. Ν’ αποδειχτεί ότι η εικόνα ενός ανοιχτού συνόλου μέσω μιας 
προβολής ενός καρτεσιανού μετρικού χώρου είναι ανοιχτό σύνολο. Ν’ 
αποδειχτεί με κατάλληλο παράδειγμα ότι δεν ισχύει το ίδιο για κλειστά 
σύνολα. _______

Λύση.
Έστω X ένα ανοιχτό υποσύνολο του καρτεσιανού μετρικού χώρου (Ε, ρ) των 

μετρικών χώρων (Ει, ρϋ, και ρχ:Ε-*Εχ η i-προβολή του Ε. Θεωρούμε τυχόν
σημείο zEpi(X) και ένα σημείο χΕΧ με pi(x)=z. Επειδή το X είναι ανοιχτό, υπάρχει γ>0 
τέτοιο, ώστε B(x, r)CX.

Θεωρούμε τώρα τυχόν σημείο wEB(z,r) 
και ένα yEE τέτοιο, ώστε pi(y)=w και pj(y)*pj(x), 
j*i. Τότε έχουμε:

Q(x, y)=Qi(Pi(x), Pi(y))eQi(z,w)<r.
Αρα
yEB(x, r)=>pi(y)Epi(B(x, r))=>wEpi(B(x, r)).
Έτσι, τελικά

B(z, r)Cpi(B(x, r))Cpi(X).
Αρα το pi(X) είναι ανοιχτό, ως περιοχή του 
τυχόντος σημείου του ζ.

Αν το X είναι κλειστό σύνολο, το Ρί(Χ) 
δεν είναι εν γένει κλειστό σύνολο. Πράγματι Pi(X) 

1έστω ο ευκλείδειος μετρικός χώρος (R2,11) και το υποσύνολό του X* {(x, - ) :  0<χ* 1}. Τοχ
σύνολο X είναι προφανώς κλειστό ενώ το ρι(Χ) * (0, 1] δεν είναι κλειστό. ♦

4.7.6. Ας είναι Εχ, Ε2, μετρικοί χώροι και f: Εχ-*Ε2 μια συνάρτηση. 
Όπως είναι γνωστό, η συνάρτηση f λέγεται ανοιχτή (αντίστοιχα κλειστή) 
αν η εικόνα κάθε ανοιχτού (αντίστοιχα κλειστού) εν Εχ συνόλου είναι 
ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό) εν Ε2 σύνολο.

α) Να βρεθεί μια συνεχής, κλειστή και όχι ανοιχτή συνάρτηση, 
β) Να βρεθεί μια συνεχής, ανοιχτή και όχι κλειστή συνάρτηση, 
γ) Να βρεθεί μια ανοιχτή, κλειστή αλλά όχι συνεχής συνάρτηση, 
δ) Ν’ αποδειχτεί ότι αν η f είναι αμφιμονοσήμαντη και επί η f είναι 

ανοιχτή αν και μόνο αν η f είναι κλειστή ή αν και μόνο αν η f” 1 είναι
gsiaas:____________________________ :_________________________________
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Λ ύ σ η .
σ) Η συνάρτηση f: R -Z -»R , με τύπο f(x)-(x], όπου [χ) είναι το ακέραιο μέρος τον 

χ, είναι συνεχής. Πραγματικά, έστω xoGR-Z. Τότε υπάρχει ακέραιος m τέτοιος, οκπε

xo£(m, m+1) και επομένως f(xn)=m. Έτσι, για τυχούσα ακολουθία (xv)veN με lim χν-Χο,

μπορούμε να υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι Xv€(m, m+1) για όλα τα 
ν€ΞΝ. Έτσι, έχουμε f(xv)-m  για όλα τα ν€Ν και έτσι

lim f(xv)-m«f(xo),
νθ<

πράγμα που αποδεικνύει ότι η f είναι συνεχής. Το ότι η f είναι κλειστή είναι προφανές. 
Επιπλέον, η f δεν είναι ανοιχτή συνάρτηση γιατί παραδείγματος χάρη το σύνολο

ί ( φ

δεν είναι ανοιχτό υποσύνολο του R.
β)Σύμφωνα με την Εφαρμογή 4.4.4.(ii) και την προηγούμενη Άσκηση 4.7.5., κάθε 

προβολή ενός καρτεσιανού μετρικού χώρου είναι συνεχής, ανοιχτή και όχι κλειστή 
συνάρτηση.

γ )Η συνάρτηση f: R -*Z, με τύπο f(x)-[x], όπου [χ] είναι το ακέραιο μέρος του χ, 
είναι ανοιχτή και κλειστή συνάρτηση αφού κάθε υποσύνολο του Ζ είναι ανοιχτό και 

κλειστό ταυτόχρονα υποσύνολο του Ζ. Επιπλέον, η f είναι φανερό ότι δεν είναι συνεχής 
στα σημεία του Ζ. πράγματι η ακολουθία αν - 1-   ̂,ν£Ν, έχει όριο το 1 και ταυτόχρονα

limf(av) -0 * l-f(l).

δ) Έστω f: Ει~*Ε2 ανοιχτή συνάρτηση και Α ένα κλειστό υποσύνολο του Ej. Τότε, 
επειδή η f είναι ανοιχτή το σύνολο f(Ac) είναι ανοιχτό. Επιπλέον, επειδή η f είναι 
αμφιμονοσήμαντη και επί, έχουμε

f(A)-f((Ac)cM f(A c» c .
Αλλά, επειδή το σύνολο f(Ac) είναι ανοιχτό, το (f(Ac))c είναι κλειστό σύνολο, δηλαδή η f 
είναι κλειστή συνάρτηση. Το ανίστροφο είναι προφανές επειδή η f είναι 
αμφιμονοσήμαντη και επί.

Επίσης, επειδή όταν η f είναι αμφιμονοσήμαντη και επί, είναι φανερή η 
ισοδυναμία

f ανοιχτή ο  f- 1 συνεχής,
η απόδειξη είναι πλήρης. ♦
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4.7.7. Ας είναι f: Rn—R μια ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. Ν’ 
αποδειχτεί ότι υπάρχουν σταθερές a, b εν R τέτοιες ώστε: lf(x)l < alxl+b, x€Rn.

Λύση.
Αφού η f είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε:

tx-yl<6 =>lf(x)-f(y)l<l. (*)
Για κάθε x€Rn υπάρχα μοναδικός φυσικός αριθμός k τέτοιος, ώστε

k£y<k+l. (**)

ΘέτουμεΧο-0, χι -  ^ -,...,x k- k ^ .

Τότε για κάθε ακέραιο m, 0<m<k-l, έχουμε

bcm+i-xml- | ( m + D ^ - m ^ |  - |-^|-δ

και λόγω της (**)
Ix -Χ χΐ- lx -k | jl -  txl -k 6 < 6.

Έτσι, από την (*) προκύπτει
lf(xm+ i)-f(Xm)1<l για κάθε ακέραιο m, Osmsk-l,

και
lf(x)-f(Xk)lsl.

Αρα
lf(X)l -  lf(0)+(f(Xi)-f(0))+(f(X2)-f(Xl)>+.. .-Kf(Xk)-f(Xk_ !))+(f(X)-f(Xk»l 

<lf(0)+(k+l):Slf(0)+l+|v

Επομένως υπάρχουν σταθερές a -  |·και b= If(0)1+1 τέτοιες ώστε

lf(x)l < alxl+b, xGRn. ♦

4·7.8. Ας είναι Ει, E2 μετρικοί χώροι και f:Ei-*E2 μια συνάρτηση. Ν’
αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής αν και μόνο αν η συνάρτηση *
g:Ei~»Gf CE1XE2, με τύπο g(x)«  (x, f(x)) είναι ομοιομορφισμός.

Λύση.
Η συνάρτηση g είναι αμφιμονοσήμαντη. Πραγματικά

g(Xl)-g(X2)«»(Xi, f(Xi))-(X2, f(X2>) => χΐ -Χ2·
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Επιπλέον, η συνάρτηση g-1 είναι η πρώτη προβολή του Gf που, όπως είναι γνωστό, είναι 
συνεχής συνάρτηση. Έτσι, αν η f είναι συνεχής συνάρτηση τότε είναι φανερό ότι και η g 
είναι το ίδιο και επομένως η g είναι τότε ομοιομορφισμός.

Αντίστροφα, αν η g είναι ομοιομορφισμός, τότε και η f=P2«g, όπου
Ρ2 : Gf -*Ε2, η δεύτερη προβολή του Gf , είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών 
συναρτήσεων. +

4.8. Ασκήσεις

1. Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος, (R, I I) ο ευκλείδειος μετρικός χώρος, 
f:E-*R μια συνεχής συνάρτηση στο αΕΕ, με ί(α) > 0. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει δ > 0 
τέτοιο, ώστεί(χ)>0 για κάθε χΕΒ(α, δ).

2. Ας είναι X ένας μετρικός χώρος, Ε ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των 
μετρικών χώρων (Εί, ρβ, i-l,...,n  και f : Ε-*Χ τυχούσα συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι 
αν η f είναι συνεχής στο σημείο a-(ai,...,an)EE, τότε για κάθε iE( 1,...,η } και η 
συνάρτηση f i : Ej-*X με τύπο fi(x)-f(ai,...,ai_i, x , ai+i,...,an) είναι συνεχής στο aj.

Με κατάλληλο παράδειγμα ν’ αποδειχτεί ότι δεν ισχύει γενικά το αντίστροφο.

3. Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος, Α τυχόν μη κενό υποσύνολο του Ε και 
Xa :E-*R, η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α. Ν’ αποδειχτεί ότι:

Χα συνεχής στο σημείο ΧοΕΕ ο  Χο£θΑ.

4. Έστω f:(Rm, I l)-*(Rn, I I) (m, n είναι φυσικοί αριθμοί) μια συνάρτηση τέτοια, 
ώστε f(x+y)-f(x)+f(y) για τυχόντα x, y εν Rm. Ν’ αποδειχτεί ότι αν η f είναι συνεχής στο 
σημείο 0 (μηδέν), τότε είναι συνεχής παντού στο Rm.

5. Ας είναι f και g συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις με κοινό πεδίο ορισμού ένα 
μετρικό χώρο Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι τα σύνολα

{xEE: f(x)-0), {χΕΕ: f(x)»g(x)} και (χΕΕ: f(x) s g(x))
είναι κλειστά υποσύνολα του Ε.

6 . Έ στω f:R-*R η συνάρτηση με τύπο f(x)-[x] (ακέραιο μέρος του χ). Ν’ 
αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R - Ζ ενώ είναι μη συνεχής σε κάθε
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σημείο του Ζ, των R - Ζ και Ζ θεωρουμένων ως μετρικών υποχώρων του ευκλείδειου 
χώρου (R, I I).

7 .' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και Α τυχόν υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι 
η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α είναι συνεχής αν και μόνο αν το Α είναι ανοιχτό και 
κλειστό.

8. Ας είναι Α και Β μη κενά κλειστά και ξένα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου 
(Ε, ρ). Ν’ αποδειχτεί ότι ο τύπος

. _ ρ(χ, Α)-ρ(χ, Β)
Χ ’  ρ(χ, Α)+ρ(χ, Β) ’

ορίζει μια συνάρτηση f:E-*R, με τις ιδιότητες:
ΐ) Η f είναι συνεχής.
..... . Γ-1, αν χ€Α 
H)f(X)1 l ,  avxSB 
iii)-l< f(x) <1. xeAcnBc.

9. Να δοθεί παράδειγμα μετρικών χώρων Ει, Ε2, συνεχούς συνάρτησης f: Ει~*Ε2 

και ανοιχτού συνόλου Α στο Ε2 τέτοιων, (άστε το σύνολο f_1(A), να είναι διαφορετικό 

απότοί_ ,(Α).

10. Ας είναι Εμ Ε2 μετρικοί χώροι και f: Ει~*Ε2 μια συνάρτηση. Τότε, να δοθεί
μια απόδειξη των παρακάτω χωρίς τη χρήση των ακολουθιών.

α) Αν Αμ ie i είναι μια οικογένεια ανοιχτών υποσυνόλων του Εμ τέτοια, ώστε

Ei=jU Aj και για κάθε ΐεΐ η συνάρτηση f IAj είναι συνεχής, τότε και η f είναι συνεχής

συνάρτηση.
β) Αν A,, iei είναι μια πεπερασμένη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του Εμ 

τέτοια, ώστε Ej-.U  Aj και για κάθε ΐ£Ι η συνάρτηση f ΙΑ, είναι συνεχής, τότε και η f 

είναι συνεχής συνάρτηση.

11. Ας είναι Εμ Ε2, μετρικοί χώροι και f: Ei-*E2 μια συνάρτηση. Τότε η f είναι 
συνεχής αν και μόνο αν για κάθε χ£Ει υπάρχει μια περιοχή U(x) του x τέτοια, ώστε η 
f I U(x) να είναι συνεχής.
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12. Ας είναι Ει, Ε2. μετρικοί χώροι, f: Er*E2 μια συνάρτηση και ACE2 τέτοιο, 
ώστε f(Ej)CA. Ν’ αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής αν και μόνο αν η συνάρτηση f: Ej-*A 
είναι συνεχής.

13. Ας είναι Ει,Ε2, μετρικοί χώροι και f:E j-*E2 μια συνάρτηση. Ν* αποδειχτεί 
ότι αν η f είναι συνεχής τότε 3(f- 1(A))Cf- 1(dA) για κάθε Α£Ε2·

14. Ας είναι (Ει,ρι), (Ε2, 02) μετρικοί χώροι και f : Ει-* Ε2 μια συνάρτηση. Ν’ 
αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (αν)ν6Ν ίου Ej, 
συγκλίνουσα εν Ει, η (f(Ov))veN είναι συγκλίνουσα εν Ε2·

15. Ας είναι Ej, Ε2 μετρικοί χώροι και f: Ει-*Ε2 μια συνάρτηση που ο 
περιορισμός της σε κάθε φραγμένο υποσύνολο του Ει είναι ομοιόμορφα συνεχής 
συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι αν (Ov)veN είναι μια βασική ακολουθία στον Ej, τότε η 
(f(Oy))v£N είναι βασική ακολουθία στονΕ2·

16. Ν’ αποδειχτεί ότι η εικόνα ενός ανοιχτού συνόλου μέσω μιας προβολής ενός 
καρτεσιανού μετρικού χώρου είναι ανοιχτό σύνολο. Ν’ αποδειχτεί με κατάλληλο 
παράδειγμα ότι δεν ισχύει το ίδιο για κλειστά σύνολα.

17. Ν’ αποδειχτεί ότι η συνάρτηση f: (R, I l)-*(R. · 0, με τόπο f(x)-x3, xSR, δεν 
είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση ενώ είναι ομοιομορφισμός.

επί
18. Ας είναι Ει, Ε2, μετρικοί χώροι, f: Ει~»Ε2 μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση 

και (Aj)jei μια ανοιχτή κάλυψη του Ε2· Αν για κάθε ie l η συνάρτηση f I f- , (Aj) είναι 
ομοιομορφισμός του επί του Aj, ν’ αποδεχτεί ότι η f είναι ομοιομορφισμός του Ej επί 
τουΕ2.

19. Ας είναι Ει, Ε2 μετρικοί χώροι και f:Ei~*E2 μια αμφιμονοσήμαντη 
συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι η f είναι ομοιομορφισμός αν και μόνο αν για κάθε

υποσύνολο Ατού Ej ισχύει f (A) -  f (A ) .

20. Δίνεται η συνάρτηση f: ([-2, —1]U[1,2], I l)-*([-l, 1], I I) με τύπο
-2  5 x< -1  

XS 2 'f(x)
fx+1.

“ I Χ-1,
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Ν’ αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής και αμφιμονοσήμαντη αλλά όχι 
ομοιομορφισμός.

21. Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και X  τυχόν σύνολο που έχει την ίδια 
ισχύ με το Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχουν μια μετρική d στο X και μια συνάρτηση 
f:(E, ρ)-*(Χ, d), έτσι, ώστε η f να είναι ομοιομορφισμός.

23. Ν’ αποδειχτεί ότι μια συνάρτηση αμφιμονοσήμαντη, επί και ομοιόμορφα 
συνεχής μεταξύ δύο μετρικών χώρων, δεν είναι πάντοτε ισομετρία.

24. Έστω (Ε. ρ) ένας μετρικός χώρος. Ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο των 
ισομετριών του Ε επί του Ε, εφοδιασμένο με πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων, είναι 
ομάδα και, επιπλέον, ότι το σύνολο των ομοιομορφισμών είναι υποομάδα της παραπάνω 
ομάδας.

25. Να βρεθεί παράδειγμα μετρικού χώρου που να είναι ισομετρικός προς ένα 
γνήσιο υπόχωρό του.

2 6 . ' Εστω f: (R, I l)-*(R, I I) μια συνάρτηση συνεχής, αμφιμονοσήμαντη και επί. 
Ν’ αποδειχτεί ότι η f είναι ομοιομορφισμός.

2 7 . ' Εστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος. Μια συνάρτηση f : Ε-*Ε λέγεται σ τρ ο φ ή  
αν υπάρχει xeE τέτοιο, ώστε

ρ(χ, y)-Q(x, f(y)) για κάθε yEE.
Το σημείο χ λέγεται κέντρο της στροφ ής. Ν’ αποδειχτεί ότι αν η στροφή f είναι 
επιπλέον ισομετρία, τότε το σύνολο των κέντρων της στροφής f ταυτίζεται με το σύνολο 
των σταθερών σημείων της f και, επιπλέον, το σύνολο αυτό είναι κλειστό υποσύνολο 
τσυΕ.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
τοπολογία 

μετρικών χώρων

5.1. Ορισμός της Τοπολογίας

I Ονομάζουμε το π ο λ ο γ ία  (to p o lo g y ) ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) τη συλλογή 
I όλων τω ν ανοιχτών υποσυνόλων του  Ε.

Η τοπολογία ενός μετρικού χώρου είναι πάντοτε μη κενό σύνολο γιατί, όπως είναι 
γνωστό, σε κάθε μετρικό χώρο Ε τα σύνολα Ε και 0  είναι πάντοτε ανοιχτά σύνολα και
άρα μέλη της τοπολογίας.

Συμβολίζουμε με 7 την τοπολογία ενός μετρικού χώρου. Για την 7 είναι ήδη 
γνωστές οι εξής ιδιότητες:

i) Αν C είνα ι τυχούσα υποαυλλογή της 7 , τό τε: UCe7 
Η) Αν C είνα ι πεπερασμένη νποσνλλογή της 7 , τότε: HCe7.
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Είναι φανερό ότι η τοπολογία 7  ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ) εξαρτάται από τη
μετρική ρ. Για παράδειγμα, η τοπολογία του διακριτού μετρικού χώρου (R, ρ) συμπίπτει 
με το δυναμοσύνολο P(R) του R (Βλέπε 1.12.2.), πράγμα που δε συμβαίνει για το
μετρικό χώρο (R, I I). Για το λόγο αυτό και ειδικότερα όταν θέλουμε να υποδηλώσουμε 
και τη μετρική από την οποία προέρχεται η τοπολογία, συμβολίζουμε με 7 ρ την
τοπολογία του μετρικού χώρου (Ε, ρ).

Α ν Qi,Q2  είναι μετρικές στο ίδιο σύνολο  Ε, λέμε ότι οι μετρικές ρι, Q2 είναι 
ισ ο δ ύ να μ ες  (eq u iv a len t) α ν  7 βι«  7 ^ .

Συμβολίζουμε με Α/ρ το σύνολο των περιοχών όλων των σημείων ενός μετρικού 
χώρου (Ε, ρ). Προφανώς ισχύει 7 q =̂7\Iq.

5.1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Διό μερικές ρι, ρ2 στο ίδιο σύνολο Ε είναι 
ισοδύναμες αν και μόνο αν Α/ρ]-  Α /^ .

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι οι μετρικές, είναι ισοδύναμες και για ένα τυχαίο a£E, 

θεωρούμε μια περιοχή U(a)GA/Ql. 7ότε υπάρχει σφαιρική περιοχή Bei(a, r), r>0 ,
(Boj(a, r)-{xGE: ρι(χ, a)<r}) τέτοια, ώστε B0j(a, r)CU(a). Αλλά η σφαιρική περιοχή 
BQl(a, r) είναι ανοιχτό σύνολο στο μετρικό χώρο (Ε, ρο, δηλαδή BQl(a, Γ)Ε7ρ[. Επειδή 
όμως οι μετρικές ρι, ρ2 είναι ισοδύναμες, δηλαδή 7 0]« 7 ^ , παίρνουμε BCl(a, τ)Ε .7 ^  
Άρα υπάρχει σφαιρική περιοχή B ^a, Γ ), τ' > 0 ( B^Ca, Τ )-{xGE: Q2(x,a)<r' }) με 
B^ia, Γ )CBQj(a, r), οπότε, λόγω της σχέσης BCl(a, r)CU(a), παίρνουμε B ^ a , r)CU(a). 
Αλλά, η τελευταία σχέση σημαίνει ότι U ^ e A /^ .' Ετσι αποδείχτηκε ότι A/pjCA/^. Λόγω 
της συμμετρίας των υποθέσεων παίρνουμε και A/^c A/qj. Αρα τελικά A/Cl-

Αντίστροφα, έστω Α/0ι-  Α/^ και Α τυχόν ανοιχτό υποσύνολο του (Ε, ρι), δηλαδή 
A e7 0l. Τότε για τυχόν aGA, υπάρχει περιοχή U(a)GA/0l με U(a)CA. Επειδή όμως 
Α/ρι- Α/̂ παίρνουμε ότι U(a)GΑ/̂  και U(a)CA. Επειδή αυτό συμβαίνει για κάθε aGA 
έχουμε ότι Α Ε 7 ^ , δηλαδή 7 QjC 7 ^ . Όμοια παίρνουμε και 7 ^ Q  7 Q] οπότε, τελικά

V  ̂ 02· ♦

Αν ρι, ρ2 είναι μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε, τότε, όπως είναι γνωστό (Βλέπε
4.2.10.), η ταυτοτική συνάρτηση ϊε : (Ε, ρι)-*·(Ε, ρ2) δεν είναι γενικά συνεχής συνάρτηση.
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Η επόμενη πρόταση μας δίνει μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ο'κπε η ταυτοτική 
συνάρτηση να είναι συνεχής.

5.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι ρι, Q2 μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε. Η 
ταυτοτική συνάρτηση : (Ε, QiH E ,  02) είναι συνεχής αν και μόνο αν

7 <?ι·____________________________

Απόδειξη.
Έστω ότι 7 7 0ι> και Α τυχόν ανοιχτό υποσύνολο του μετρικού χώρου (Ε, ρ2).

Τότε, και, επειδή 7 (̂ C 7 q1, A e7 0j. Επειδή όμως ig1(A )-A e70j, δηλαδή το

ϊε1(Α) είναι ανοιχτό στον μετρικό χώρο (Ε, ρι), παίρνουμε ότι η ϊε είναι συνεχής.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η συνάρτηση ϊε είναι συνεχής. Έστω, επιπλέον, A 

τυχόν ανοιχτό υποσύνολο του χώρου (Ε, ρ2), δηλαδή A e 7 Qr Τότε όμως, επειδή η ϊε είναι

συνεχής, παίρνουμε ότι το σύνολο ig^A) είναι ανοιχτό στο μετρικό χώρο (Ε, ρι), δηλαδή
ig (Α )-Α Ε 7qj. Αρα 7 q̂ ~ 7

5.1.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Δυο μετρικές ρι, ρ2 στο ίδιο σύνολο Ε είναι 
ισοδύναμες αν και μόνο αν η ταυτοτική συνάρτηση ϊε : (Ε, ρι)-*(Ε, ρ2) είναι
ομοιομορφισμός.

Απόδειξη.
Έστω ότι οι μετρικές ρι, ρ2 είναι ισοδύναμες, δηλαδή 7 q ~ 7 ^ . Τότε έχουμε 

7 q2Q 7 q1 και άρα σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, η ϊε είναι συνεχής. Όμοια, 
από τη σχέση 7 ϋ^ 7 ^ ,  παίρνουμε 7 ^ (1 7 ^  και πάλι από την προηγούμενη πρόταση, η

ig1 είναι συνεχής. Έτσι, επειδή επιπλέον η ϊε είναι αμφιμονοσήμαντη και επί, η ϊε είναι 
ομοιομορφισμός.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις ϊε και ig1 είναι συνεχείς. Τότε, από 
την προηγούμενη πρόταση, παίρνουμε 7 Q]Q 7Qi  και 7 ^ c 7 Ql δηλαδή τελικά 7 0ι—7 ^ ,

που σημαίνει ότι οι μετρικές ρι, ρ2 είναι ισοδύναμες. ♦

5.1.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Δυο μετρικές ρι. ρ2 στο ίδιο σύνολο Ε είναι 
ισοδύναμες αν και μόνο αν το σύνολο των ρι-συγκλινουσών ακολουθιών 
του Ε ταυτίζεται με το σύνολο των ρ2-συγκλινουσών ακολουθιών του._____
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Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι οι οι. 02 είναι ισοδύναμες και ότι (αν)ν€Ν είναι μια 

Οι-συγκλίνουσα ακολουθία του Ε, με ρι-lim a^-d. Έστω, επιπλέον, U(£) τυχούσα
ν&Ι

περιοχή του ί  στο μετρικό χώρο (Ε, 02), δηλαδή U(£ Je A/^. Επειδή όμως οι μετρικές ρι 
και Q2 είναι ισοδύναμες, έχουμε Α/0)= Α (Βλέπε Πρόταση 5.1.1.), οπότε U(2)e A/Pi.

Ακόμη, επειδή ρι-lim  αν -  £, έχουμε ότι αν avEU(2) τελικά για όλα τα νΕΝ. Άρα\€Ν
έχουμε ότι ayeU(2) τελικά για όλα τα νΕΝ και για τυχούσα περιοχή U(£)EA/q2> που 

σημαίνει 02-  lim αν » ί .

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι κάθε ρ ι- συγκλίνουσα ακολουθία στον Ε είναι και *
ρ2-συγκλίνουσα. Τότε, σύμφωνα με την Εφαρμογή 2.4.4., για κάθε ακολουθία (av>veN 
στον Ε ισχύει

Ο ι-lim αν-2 ο  ο ? -  lim αν -  £.
y&i \&i

Έτσι, αν θεωρήσουμε την ταυτοτική συνάρτηση ϊε : (Ε, ρΟ -* (Ε, ρ2), έχουμε ότι για 
κάθε χΕΕ και για κάθε ακολουθία (av)veN στον Ε ισχύει

ρι- lim av-x => 02-  lim αν -  χ => ρ2-  lim i£(av)-  ϊε(χ).
\€Ν \Οί V®

που σημαίνει ότι η συνάρτηση ίΕ είναι συνεχής. Όμοια αποδεικνύεται ότι και η 
συνάρτηση ig1: (Ε, Q2)-*(E, Οι) είναι συνεχής. Αρα, αφού η iE είναι επιπλέον
αμφιμονοσήμαντη και επί, είναι τελικά ομοιομορφισμός. Αυτό, σύμφωνα με την 
Πρόταση 5.1.3., σημαίνει ότι οι μετρικές ρι. ρ2 είναι ισοδύναμες, φ

5.1.5. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν ρι, ρ2 είναι μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε και A, Β 
είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι, ώστε για κάθε x, y στο Ε να 
ισχύει

Α ρι(χ, y) < ρ2(χ, y) < Β ρι(χ, y), 
τότε οι μετρικές ρι. Q2 είναι ισοδύναμες._____________

Απόδειξη.
Αρκεί ν* αποδείξουμε'ότι κάθε ρι-συγκλίνουσα ακολουθία του Ε είναι και 

ρ2-συγκλίνουσα και αντίστροφα.

Έστω (αν)ν€Ν μια ακολουθία στον Ε με ρ ι- lim av «£ , t  ΕΕ. Τότε, από τη σχέση

0 < ρ2(αν. ί ) < Β ρι(αν. ί ). νΕΝ.
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παίρνουμε

0 £ lim 02(αν, £) £ Β lim ρι(αν, 2) -Β· 0-0.νθΊ \&i

δηλαδή lim Q2(Ov. £) -  0 ή, ισοδύναμα, 02-  lim oy-^. 
νΟΊ λΘΥ

Ανάλογα αποδεικνύουμε ότι

02-  lim Ον -£  => Qi- lim αν -£ . φ

5.2, Παραδείγματα -  Εφαρμογές

η
5.2.1. Στον καρτεσιανό μετρικό χώρο Ε - χ Ej των μετρικών χώρων

ΐ-1
(Ej,Qi), i - 1,...,η, οι μετρικέςq, o',0" με τύπους:

ρ(χ, y) - y  2 of(xi>yi)<

o’ (x, y) -  max oi(Xi,yi),

n
q"(x, y) -  2 ft(xi,y0 ,

i-1
είναι ισοδύναμες μετρικές.

Απόδειξη.
Όπως είναι γνωστό (Βλέπεΐ.3.7.)» για τις μετρικές αυτές ισχύουν οι σχέσεις:

O’ (X, y)  ̂<?(x, y) 2 y/n Ο’ (Χ, y) και ̂  ρ"(χ, y) <. ρ(χ, y) < q"(x, y).

Οι σχέσεις αυτές, σε συνδυασμό με το Πόρισμα 5.13., δίνουν αμέσως το 
ζητούμενο. ♦

5.2.2. Έστω (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος. Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση 
t:E-*R, με τύπο τ(χ, y) - ι·̂ 1̂ - είναι μια μετρική στο Ε (Βλέπεΐ.3.6.).

1+Q(x,y)
Επιπλέον, οι ιιετοικές ο. τ είναι ισοδύναμες.
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Απόδειξη.
Έστω ότι για τυχούσα ακολουθία (αν)ν€Ν oto Ε, έχουμε ρ - lim αν -  £ , δηλαδή

\&Ι

lim ρ(αν, £) = 0. Τότε, από την προφανή σχέση τ(αν, £) £ ρ(αν, £), νΕΝ, παίρνουμε ότι
νθΊ

lim τ(αν, £) -  0 ή, ισοδύναμα, τ -  lim αν -£ .

Αντίστροφα, έστω τ -  lim αν «£. Τότε έχουμε lim τ(αν, £)\Oi \Θ4
υποθέσουμε ότι τ(αν, £) * 1, ν£Ν. Επομένως έχουμε τ(αν,£ )

1-τ(αν,£ )

-  0. Αρα μπορούμε να 

ρ(αν, £), ν€ΞΝ και έτσι

.. τ(αν,£)lim----- ~
νθ^1-τ(αν, £)

«  0 => limρ(αν, £ ) - 0 = > ρ-1ΐπ ια ν -£ .ώ1-0 % Ι̂ \ΟΜ

Αν και οι μετρικές ρ, τ είναι ισοδύναμες και ισχύει ότι τ(χ, y) < ρ(χ, y) για τυχόντα 
χ, y εν Ε, δεν υπάρχει Β > 0 τέτοιο, ώστε να ισχύει ρ(χ, y) < Β τ(χ, y) για όλα τα χ, y εν Ε. 
Πραγματικά, αν υπήρχε τέτοιο Β θα είχαμε ρ(χ, y) < Β.1 -  Β για όλα τα χ, y εν Ε. Έτσι,
θα έπρεπε η ρ να είναι φραγμένη μετρική, πράγμα που δεν υποτίθεται γενικά για τη
μετρική ρ._____________________________________________________________________

Η παραπάνω παρατήρηση αποδεικνύει ότι to αντίστροφο του 
συμπεράσματος του Πορίσματος 5.1.5. γενικά δεν ισχύει.

5.2.3. Ας είναι (Ει, Οι). (Ε2, 0 2 ) δύο μετρικοί χώροι και f:Ei~*E2 ένας 
ομοιομορφισμός. Για τυχόντα χ, y στο Ει ορίζουμε

ο(χ. y) - 02(f(x), f(y))·
Τότε, η ρ είναι μετρική στον Ει και μάλιστα οι μετρικές ρ, Οι είναι 
ισοδύναμες.

Απόδειξη.
Για τυχόντα χ, y και z εν Ει έχουμε:

ρ(χ, y ) - 0 o  02(f(x), f(y))- 0 ο  f(x)-f(y) x-y, 
αφού η f είναι αμφιμονοσήμαντη. Ακόμη

ο(χ, y)=02(f(x), f(y))-02(f(y). f(x>) - o(y. χ)·
0(x. y)=02(f(x). f(y)) s 02(f(x). f(z)) + 02(f(z), f(y)) *■ Q(x. z) + ρ(ζ, y).

Άρα η ρ είναι μια μετρική στο Ει.
Για την απόδειξη του ότι οι μετρικές ρ, ρι είναι ισοδύναμες, αρκεί ν’ αποδείξουμε 

ότι κάθε ρ -  συγκλίνουσα ακολουθία εν Ει είναι και ρ ι- συγκλίνουσα και αντίστροφα.
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Πραγματικά, έστω (χν)νθΜ μια ακολουθία εν Ε| με ρ -  lim χν -  0EEj. Τότε
ν€Ν

έχουμε:
ρ - 1ύηχν - £  =»lim ρ(χν, Ζ) - 0 limρ2(ί(χν). f(£ ))-0 «* 0 2 -  limf(xv) - f (£).νθΜ v€N vSN ν€Ν

Λόγω της συνέχειας της συνάρτησης Μ  (η f είναι ομοιομορφισμός), η τελευταία σχέση 
συνεπάγεται ότι

ρ ι- limxv -  ί ·  
ν6ΞΝ

Αντίστροφα, ανρι-1ϊτηχν «  £, λόγω της συνέχειας της f, παίρνουμε
νθΊ

ρ2- limf(xv) - f(£) limρ2(ί(χν), f(2))·0 ο  limρ(χν,ί)« 0
ν€Ν ν€Ν ν€Ν

Αρα τελικά
ρ -  limxy-£  ♦  veN

5.2.4.

Δ υό στάθμες Νι και N2 σ' ένα διανυσμαηκό χώρο Ε λέγονται ισ ο δ ύ να μ ες  
σ τά θ μ ες  (eq u iva len t n orm s) α ν υπάρχουν θετικοί αριθμοί A m t Β τέτοιοι 
ώστε για κάθε χΕΕ να ισχύει:

ΑΝι(χ) < Ν2(χ) 5 ΒΝι(χ).

Από τον ορισμό αυτό και σε συνδυασμό με το Πόρισμα 5.1ό., προκύπτει ότι αν 
δύο στάθμες Ν ικαιΝ 2 είναι ισοδύναμες, τότε και οι μετρικές ρι και ρ2, που 
εισάγουν οι Νι και Ν2 με τύπους ρι(χ, y)-Ni(x-y) και ρ2(χ, y)-N2(x-y). 
αντίστοιχα, είναι ισοδύναμες.

5.2.5. Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος, S ένα υποσύνολο του Ε και 7  
η τοπολογία του (Ε, ρ). Τότε, ΐ) τοπολογία 7 S του μετρικού υποχώρου (S, ρ)
του μετρικού χώρου Ε δίνεται από τη σχέση:
______________________________ 7 s -{SnX : χ ε 7  )._____________________________

Α πόδειξη.
Το συμπέρασμα αυτό είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 3.1.1. ♦
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5 .2 .6 .' Ε στω  (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος. Τότε τα  παρακάτω ε ίν α ι 

ισ ο δύ να μ α :

α) Η ρ είνα ι ισοδύναμη με τη διακριτή μετρική.

Ρ) Κάθε σνγκλίνονσα ακολουθία στον (Ε, ρ) είνα ι τελικά  σταθερή, 

γ) 0  (Ε, ρ) δεν έχει σημεία συσσώρευσης .
δ) Γ ια  κάθε μετρικό χώρο X τυχούσα συνάρτηση f:E—*·Χ ε ίν α ι συνεχής. 

ε) Η θήκη κάθε ανοιχτού υποσυνόλου του Ε είνα ι ανοιχτό σύνολο.

Α π ό δ ε ιξ η .

Έστω d η διακριτή μετρική.
(α=Η*) Υποθέτουμε το (α) και έστω (αν)νθ< μια ρ-συγκλίνουσα ακολουθία εν Ε. 

Λόγω της υπόθεσης η (αν>ν€Ν θα είναι d-συγκλίνσυσα ακολοιΧΚα. Τότε όμως ως γνωστόν 
(Βλέπε 2.2.1.), η (av>veN είναι τελικά σταθερή.

( β=>α) Υποθέτουμε το (β) και έστω (αν)νθΜ μια ρ-συγκλίνουσα ακολουθία εν Ε. 
Λόγω της υπόθεσης η (av)veN θα είναι τελικά σταθερή. Αρα η (av)vQs[ θα είναι 
d-συγκλίνουσα. Όμοια, αν υποθέσουμε ότι η (αν>νθΜ είναι d-συγκλίνουσα, η (avKeN 
είναι προφανώς και ρ-συγκλίνουσα ακολουθία. Αρα οι μετρικές ρ και d είναι 
ισοδύναμες.

(β=>γ) Έστω ισχύει το (β) και όχι το (γ). Έστω, επιπλέον, x ένα σημείο 
συσσώρευσης του Ε. Τότε υπάρχει ακολουθία (av)veN εν Ε μη τελικά σταθερή με

lim αν -  X (Βλέπε 2.8.1.). Αυτό όμως είναι άτοπο.
y&i

(γ=Μ*) Έστω ισχύει το (γ) και όχι το (β). Αρα υπάρχει ακολουθία συγκλίνουσα εν 
Ε και όχι τελικά σταθερή. Τότε όμως το όριο της ακολουθίας θα είναι σημείο 
συσσώρευσης του Ε πράγμα άτοπο.

(α«>δ) Η ισοδυναμία αυτή είναι γνωστή (Βλέπε 4.7.1.).
(α=>ε) Επειδή η ρ είναι ισοδύναμη με τη διακριτή μετρική, κάθε υποσύνολο του Ε

είναι ταυτόχρονα ανοιχτό πράγμα που συνεπάγεται άμεσα το (ε).
(ε=ί*ι) Έστω ότι στο μετρικό χώρο (Ε, ρ) ισχύει το (ε) και ότι η ρ δεν είναι 

ισοδύναμη με τη διακριτή μετρική. Με βάση την ισοδυναμία (α)<*(γ), ο (Ε, ρ) έχει ένα 
τουλάχιστον σημείο συσσώρευσης έστω a. Τότε υπάρχει ακολουθία (αν)ν€Ν με 1ώιαν -  a

και τέτοια, ώστε Ov»*a, vGN. Κατασκευάζουμε μια ακολουθία σφαιρών (Bv)veN ως

εξήζ:
Βι«Β(αι, η ), η -  2^ % ^.

ρ(ανι, a)
Θέτουμε α ι- ανρ θεωρούμε ένα δείκτη \ 2  τέτοιο, ώστε o(ay2, a)<— r —  και θέτουμε
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—. 0(Ov2· &)
B2-B(Ov2, Γ), Γ2------2---- ‘

0(CIv2< a)
Επίσης, θεωρούμε ένα δείκτη V3 τέτοιο, ώστε ρ(αν3, a)<— 4—  wu 0έτου·Αε

„  _  ρ(αν3, a)
B3-B(Ov3, r), Γ3- — £—

κ.ο.κ. To σύνολο B2UB4UB6U... είναι ανοιχτό. ' Αρα, από την υπόθεση, και το σύνολο

B2UB4UB6U... -  Κ είναι ανοιχτό. Προφανώς a£K. Αρα υπάρχει ε>0 τέτοιο, ώστε 
B(a, ε )ς κ . Επιπλέον, επειδή για κάθε λ£Ν η Β(αν2λ+ι. Γν2λ+ι> δεν τέ^νει ι άλλη
σφαίρα, έχουμε

Β(α\>2λ+ΐ’ rv2x+j)n(B2UB4UB6U... ) m 0·
Αρα

αν2λ+1ί  B2UB4UB6U... -Κ .
Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού λόγω της σχέσης limav -  a, έχουμε ότι υπάρχει λ£Ν με 

aV2X+ieB (a, ε)£Κ και ταυτόχρονα αν2χ+ιίΚ .

5,3. Η έννοιια του τοπολογικού χώρον__________________

Η παράγραφος αυτή αποσκοπεί στο να δώσει κάποιες νύξεις για την έννοια του 
“τοπολογικού χώρου” που είναι γενίκευση της έννοιας του μετρικού χώρου.

Όπως είδαμε στα προηγούμενα, οι περισσότερες από τις έννοιες που ορίσαμε 
περιγράφονται με ικανές και αναγκαίες συνθήκες με τη βοήθεια της έννοιας της 
περιοχής και του ανοιχτού συνόλου. Η επισήμανση του γεγονότος αυτού οδηγεί στην ιδέα 
να οριστούν οι έννοιες της περιοχής και του ανοιχτού συνόλου και σε χώρους που δεν 
ορίζεται μετρική και επομένως δεν είναι αναγκαστικά μετρικοί χώροι. Στην παράγραφο 
αυτή θα σκιαγραφήσουμε το πως είναι δυνατό να οριστούν τέτοιοι χώροι που λέγονται 
τοπολογικοί χώροι. Η διεξοδική μελέτη των τοπολογικών χώρων είναι το αντικείμενο 
μελέτης ενός ιδιαίτερου κλάδου των Μαθηματικών που φέρει το όνομα Γ ενικ ή  
Τ οπ ολ ογία  (G eneral T opology).

Υποθέτουμε ότι Ε είναι ένα μη κενό σύνολο και ότι σε κάθε στοιχείο xSE 
αντιστοιχεί ένα σύνολο 7\ΙΧ υποσυνόλων του Ε, που ονομάζεται σύστημα  
π ερ ιο χ ώ ν  τον σημείου χ. Κάθε στοιχείο UeA/χ ονομάζεται π ερ ιοχή  του  χ.
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(Συχνά γράφουμε U(x) αντί του  U, για να δηλώσουμε, ότα ν είναι απαραίτητο, 
τίνος σημείου περιοχή είναι το σύνολο U. )
Για το σύστημα των περιοχών τον τυχόντος σημείου x απαιτούμε 
να ικανοποιούνται οι εξής ιδιότητες:

ΐ) χ e  U για κάθε UEA/x.

ii) Α ν  U eA /χ και \Q U , τότε VEA/x.

Μ) Α ν  UieA/x και U2EA/x , τότε ϋιΠυ2ΕΑ/χ.
νΐ) Για κάθε UE7\JX υπάρχει VE7\IX τέτοιο, ώστε UEA/y για κάθε yE V.

Ένα υποσύνολο Α το ύ  Ε θα λέγεται ανοιχτό α ν για κάθε χΕΑ υπάρχει περιοχή 
U του χ (Ue7\/X) τέτοια, ώστε U C Α.

Φ

| Γο 0  ορίζεται να είναι ανοιχτό σύνολο.

Το σύνολο 7  όλων τω ν ανοιχτών υποσυνόλων του  Ε ονομάζεται τοπολογία 
(topology) του Ε. Γο σύνολο Ε  εφοδιασμένο με μια τοπολογία 7  ονομάζεται 
τοπολογικός χώρος (topological space) και παριστάνεται με (Ε, 7 ) .

Αποδεικνύεται εύκολα ότι μια τοπολογία 7  σ ’ ένα σύνολο Ε έχει τις εξής 
ιδιότητες:

ΐ') 0Ε 7καιΕ Ε 7.
ii') Αν C c J , τότε U C e 7
iii' )Αν C c 7  καιΟ πεπερασμένη συλλογή, τότε O C e 7.

| Ένα υποσύνολο Α του  Ε ονομάζεται κλειστό α ν  Ace 7 .

Αποδεικνύεται ότι αν νια κάθε χΕΕ οοίσουιιε ένα σύσττιιια πεοιονών Λ/χ του χ, 
τότε η τοπολογία 7 , όπως οοίΕεται παοαπάνω. είναι αοναδικύ για τα συγκεκοιιιένα 
συστιίιιατα πεοιονών.

Μποοεί κανεά: ν’ ακολουθήσει αντίοτοοαπι διαδικασία ατουο παραπάνω οοιοοούο. 
Συγκεκοιιιένα. ιιποοεί να οοίοει κανείς ποώτα την έννοια me τοπολογίας απαιτώντας 
tic συνθήκες (i*), (ii' ) και (iii') και οτυ συνέχεια να οοίοει τττν έννοια trie πεοιονής ως

Για τυχόν σημείο χΕΕ ένα σύνολο U, UCE, θα λέγεται περιοχή του χ α ν υπάρχει 
AST τέτοιο, ώστε χΕΑ και ACU.
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Μετά από αυτά, το σύνολο των περιοχών ενός σημείου x το ονομάζουμε σύστημα 
περιοχών του x και το συμβολίζουμε με 7\ΙΧ .

Αποδεικνύεται ότι τα συστήματα περιοχών Λ/Χ , xGE, έχουν τις ιδιότητες (i), (ii) και 
(in) και επιπλέον, ότι για κάθε χ£Ε το σύστημα περιοχών Λ/Χ είναι μοναδικό για τη 
δεδομένη τοπολογία 7 .

Έχοντας ορίσει ένα τοπολογικό χώρο (Ε, 7 ) μ’ ένα από τους παραπάνω τρόπους, 
μπορούμε να ορίσουμε τις έννοιες: εσω τερικό σημείο, σημείο επαφής, σημείο 
συσσώ ρευση ς και συνοριακό σημείο συνόλου, μέσω της έννοιας της περιοχής και 
με τρόπο ίδιο με εκείνον που ορίσαμε τις έννοιες αυτές στους μετρικούς χώρους. Με τον 
ίδιο επίσης τρόπο μπορούμε να ορίσουμε πότε μια ακολουθία συγκλίνει και πότε μια 
συνάρτηση είναι συνεχής (Βλέπε 5.4.3.).

Είναι φανερό ότι κάθε μετρικός χώρος είναι και τοπολογικός χώρος με τοπολογία 
αυτή που εισάγει η μετρική του. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντοτε.

Αν για κάποιο τοπολογικό χώρο (Ε, 7 )  υπάρχει μετρική ρ στο Ε τέτοια ώστε 
η τοπολογία 7ρ του μετρικού χώρον (Ε, ρ) να ταυτίζεται με την 7 , τότε λέμε 
ότι ο τοπολογικός χώρος (Ε, 7 )  είναι μ ετρ ικ οπ οιή σιμ ος (m etriza b le).

Μ ια ιδιότητα ενός μετρικού ή τοπολογικούχώρον Ε λέγεται κληρονομ ική  
(h ered ita ry ) α ν αυτή είναι και ιδιότητα κάθε μετρικού ή τοπολογικού 
αντίστοιχα υπόχωρον τον  Ε.

Μ ια ιδιότητα ενός μετρικού ή τοπολογικού χώ ρον Ε λέγεται τοπ ολογικ  ή 
(to p o lo g ica l) αν αυτή είναι και ιδιότητα κάθε ομοιομορφικού προς τον  Ε 
μετρικού ή τοπολογικού,αντίστοιχα, χώρον.

5.4. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

5.4.1. Το δυναμοσύνολο Ρ (Ε) ενός συνόλου Ε, είναι μια τοπολογία στο 
Ε και μάλιστα ο τοπολογικός χώρος (Ε, Ρ (Ε)) είναι μετρικοποιήσιμος.____

Α πόδειξη.
Είναι πολύ εύκολο να διαπιστωθεί ότι η συλλογή Ρ (Ε) έχει τις ιδιότητες της 

τοπολογίας. Εξάλλου, αν ρ είναι η διακριτή μετρική, στο μετρικό χώρο (Ε, ρ) κάθε
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υποσύνολο του Ε είναι ανοιχτό (Βλέπε 1.13.2.) Άρα 7 e = Ρ(Ε), που σημαίνει ότι ο 
τοπολογικός χώρος (Ε, Ρ (Ε)) είναι μετρικοποιήσιμος.

5.4.2. Αν Α είναι ένα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου (Ε, 7 )  ορίζουμε:

| To a είναι εσω τερ ικ ό  ση μ είο  τον Α αν υπάρχει Ue7Va τέτοιο, ώστε UCA.

| To a είναι ση μ είο  επ αφ ής του Α αν για κάθε Ue7Va ισχύει ϋΠ Α*0.

j To a είναι ση μ είο  σ υσ σώ ρ ευσ η ς τον Α  α ν για κάθε Ue7Va ισχύει (U{a|)nA*0.

Φ
Έχοντας υπόψη τα παραπάνω ορίζουμε τα σύμβολα Α °, Α και Α ' για τα σύνολα 

των εσωτερικών σημείων (π υρή να ς) του Α, των σημείων επαφής (θήκη) του Α και των 
σημείων συσσώρευσης (π αράγω γο σύνολ ο) του Α, αντίστοιχα.

Με τρόπο ανάλογο εκείνου που ακολουθήσαμε στους μετρικούς χώρους, μπορούμε 
ν’ αποδείξουμε σχεδόν το σύνολο των ιδιοτήτων των συνόλων αυτών που ισχύουν και

στους μετρικούς χώρους, όπως παραδείγματος χάρη (ΑΓ)Β)° -Α 0ΠΒ°. AUB- AUB, Α -  
A U A '.

Είναι φανερό ότι υπάρχουν ιδιότητες των συνόλων αυτών που δεν γενικεύονται

στους τοπολογικούς χώρους, όπως για παράδειγμα η ιδιότητα δ(Α) = δ(Α) για τη θήκη 
ενός συνόλου και γενικά εκείνες που εμπλέκουν κατά τρόπο αναντικατάστατο την έννοια 
της μετρικής.

5.4.3.

Α ς είναι (Ε, 7 )  ένας τοπολογικός χώρος, (αν)ν€Ν μια ακολουθία σ τον  Ε και 
£ΕΕ. Λέμε ότι το 2. ε ίνα ι έ να  ό ρ ιο  τη ς  α κ ο λ ο υ θ ία ς  (av)veN. α ν για κάθε 
U(£), U(0 )e7Vg, ισχύει avGU(£) τελικά για όλους τους δείκτες vGN.

Α ν  (Ει, 7 ,), (Ε2,7 2) είναι δυο τοπολογικοίχώροι και f : Ει -► Ε2 μια 
συνάρτηση θα λέμε ότι η f είναι συνεχ ή ς σ το  ση μ είο  xoSEi αν για κάθε 
περιοχή U(f(xo)), το σύνολο f - l(U(f(Xo))) είναι περιοχή τον
Χο, δηλαδή ί-'Ο Κ Κ χ ο )))^ ^ .
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Από τους παραπάνω ορισμούς βλέπει κανείς όχι υπάρχει σχεδόν απόλυτη 
αντιστοιχία, τόσο στις έννοιες όσο και τα περισσότερα συμπεράσματα, μεταξύ μετρικών 
και τοπολογικών χώρων. Παρόλα αυτά, είναι πολύ επιπόλαιο το να μεταφέρει κανείς 
αβασάνιστα συμπεράσματα από τους μετρικούς στους τοπολογικούς χοίρους, ακόμη και 
για πολύ βασικές ιδιότητες.

Το επόαενο συυπέοασιια uac λέει ότι ιαα βασική ιδιότητα των ιιετοικών νώοων. το

μΡΥΘθήΗΑΥΤΡ— 13 1— flJttfV__ UlSfi__ ακολουθίαν όεν διατηρείται atovc

τοπολονιχού&  ν ώ ο ο υ ν

5.4.4. Σ τους τοπολογικούς χώρους μια ακολουθία μπορεί να έχει 

περισσότερα από ένα όρια.

Έστω Ε μη κενό σύνολο. Είναι φανερό ότι η συλλογή Τ-(Ε , 0 } είναι μια 
τοπολογία στο Ε. Για τυχόν xeE έχουμε Α/Χ -(E ). Αυτό γιατί ένα σύνολο U είναι 
περιοχή του x αν υπάρχει A e  7 με αΕΑ και A £  U.

Έτσι, αν (OvXreN είναι τυχούσα ακολουθία στο Ε, αυτή έχει όριο κάθε στοιχείο x 
του Ε γιατί αγ€Ε, ν€Ν και Ε είναι η μοναδική περιοχή του σημείου χ.

5.5. Λυμένες Ασκήσεις

5.5.1. Σ το  σύνολο Ν των φυσικών αριθμών ορίζουμε ρ(μ, ν) «*-------γ ιαJA V
κάθε μ, ν εν Ν. Ν ’ αποδειχτεί ότι η ρ είναι μετρική στο Ν και μάλιστα 

ισοδύναμη της διακοιτής.

Λ ύ σ η .

Για τυχόντα μ, ν και z εν Ν έχουμε:

ρ(μ, ν ) - 0  ο
Ιμ-νΙ

μν -  0 ο ίμ -ν  I— 0 <=> μ -ν .

ο(μ,ν>-
Ιμ-ν I tv-μ  I

-  Q(v, μ).μν νμ
Για την απόδειξη της τριγωνικής ιδιότητας πρέπει ν’ αποδειχτεί ότι

(*)
Ιμ-ν I Ιμ-ζ I ίζ —ν I
— ----------<  — — + ------------

μν μζ ζν
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μ-ν μ -ζ ζ -ν  ,
Πραγματικό αν ν s ζ s μ, η (*) γίνεται που προφανώς ισχύει.

Όμοια αποδεικνύεται η (*) και στις άλλες περιπτώσεις.
Θ’ αποδείξουμε τώρα ότι η ρ είναι ισοδύναμη με τη διακριτή μετρική. Για το σκοπό αυτό 
και για τυχόν aGN θεωρούμε τη σφαίρα B(a, ), k> a+1. Τότε για κάθε xGN έχουμε:

Αρα

1 1 be—a I 1 x xxe*a,5 )-Q(x,aX S  ^ - i < x - a < i .

ka ka_  < X < —  (**)
k+1 k-1

Επειδή k> a+1, έχουμε:
ka kak>a+l=^k>a-l·»-----> a-1  και b a + l « ; —-<  a+1.
k+1 k-1

Αρα από τη σχέση (**) παίρνουμε a -l<  x < a+1. Επειδή δε aGN και xGN, έχουμε x-a. 
Έτσι,

B(a’toW a ) -
Αυτό σημαίνει ότι τα μονοσύνολα του μετρικού χώρου (Ν, ρ) είναι ανοιχτά. Επομένως 
κάθε υποσύνολο του χώρου (Ν, ρ) είναι ανοιχτό (ως ένωση των ανοιχτών μονοσυνόλων 
με στοιχεία τα στοιχεία του). Αρα κάθε υποσύνολο του χώρου (Ν, ρ) είναι και κλειστό, 
δηλαδή

7ρ-Ρ(Ν ),
που σημαίνει ότι η μετρική ρ είναι ισοδύναμη της διακριτής μετρικής, ♦

5.5.2. Δυό μετρικές Q\ και Qi σ ’ ένα σύνολο Ε ονομάζονται ο μ ο ιό μ ο ρ φ α

ισοδύνα μ ες μ ετρικ ές αν και μόνο αν η ταυτοτική συνάρτηση
ϊε:(Ε, ρι)-»(Ε, 02) και *1 αντίστροφή της είναι ομοιόμορφα συνεχείς
συναρτήσεις.

Στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών ορίζουμε τις μετρικές
ρ(χ, y)=lx-y! και ρ ' (x, y)=bc3-y 3l, x,y εν R. Ν’ αποδειχτούν τα εξής:

i) Οι ρ ,ρ ' είναι ισοδύναμες.
ii) Κάθε ρ-βασική ακολουθία εν R είναι και ρ '-βασική  και 

αντίστροφα.
iii) Οι μετρικές ρ και ρ ' δεν είναι ομοιόμορφα ισοδύναμες

μετρικές.
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Λύση.
1) Έστω (θν)νΕΝ ρ - συγκλίνουσα ακολουθία και μάλιστα ρ-lim Ον -  ί, όπου

νΕΝ
£eR . Τότε προφανώς έχουμε και ρ-lim α -  £3, δηλαδή ρ '-Hm αν -

νΕΝ νΕΝ
Αντίστροφα, επειδή

Ιαν-2Ι -
Ιας - ̂ 3( Ια;-£3|

έ 2+£θν+αν («ν+—)2+ —— 
2 4

s^loj-tf3!, (*)3^2 * 3^2

ισχύει προφανώς ότι
ρ '-lim Ο ν-^ ρ-lim a y £ .  

νΕΝ νΕΝ
ii) Αν η (Ov)veN είναι μια ρ-βασική ακολουθία στο R τότε αυτή είναι και ρ - 

συγκλίνουσα ακολουθία. Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, η (αν)ν£Ν είναι τότε και 
ρ ' -συγκλίνουσα άρα και ρ ' -βασική.

Αντίστροφα, έστω ότι (ΟνλνεΝ είναι μια ρ ' -βασική ακολουθία στο R . Σύμφωνα με 
την σχέση (*), η (Ov)veN είναι τότε και ρ-βασική ακολουθία.

iii) Αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f:R-*R, με τύπο f(x)-x3, δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. Πραγματικά, αν η f ήταν ομοιόμορφα συνεχής, για ε-1  θα έπρεπε 
να υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε

bc-yl < δ => lf(x)-f(y)l < 1.
Άρα για κάθε xER θα έπρεπε να ισχύει

Ιί(χ)-ί(χ+δ)Ι=Ιχ3-(χ+δ)3Ι=Ι3χ2δ+3χδ2+δ3Ι<1, 
που προφανώς δεν ισχύει. ♦

____ 5.6. Αοκηοεις____________________________________

1. Αν (Ε, ρ) είναι ένας μετρικός χώρος, ν’ αποδειχτεί ότι οι μετρικές ρ και σ, όπου
σ(χ, y) -  πιΐη{ρ(χ, y ),l}, χ, y εν Ε,

είναι ισοδύναμες.

2. Ας είναι ρι, i»l,...,n  ισοδύναμες ανά δύο μετρικές στο σύνολο Ε. Ν’ αποδειχτεί

ότι η συνάρτηση ρ : E2-*R, με τύπο ρ(χ, y) -  max Qi(x, y) είναι μετρική στον Ε και
l<i<n

μάλιστα ισοδύναμη με καθεμιά από τις μετρικές ρι, i-l,...,n .

3. Ν’ αποδειχτεί ότι η ευκλείδια μετρική ορισμένη στο σύνολο Ζ των ακεραίων 
είναι ισοδύναμη προς την διακριτή μετρική.
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4. Για κάθε χ, y εν R ορίζουμε
ρ(χ,γ) -Ιτοξεφχ -  τo|εφy I

Ν’ αποδειχτεί ότι:
α) Η ρ είναι μετρική στο R.
β) Η ρ είναι ισοδύναμη με την ευκλείδια μετρική.

5. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε μετρικός χώρος είναι ομοιομορφικός προς ένα 
φραγμένο μετρικό χώρο.

6 . Θεωρούμε το σύνολο R » -R  U{ -<»,<»} και τη συνάρτηση q>:R«r*[-l, 1] με
τύπο

φ(χ)

χ
Ι+bd ’
-1.
1.

XER

χ— οο
Χ-οο

Ν’ αποδειχτεί 0u
α) Η φ είναι αμφιμονοσήμαντη και επί.

2
β) Η συνάρτηση d: με τύπο d(x, y)-l<p(x) -  cp(y)l είναι μετρική στο R » .

γ) Οι μετρικοί χώροι (R, d) και ((-1,1), I I), υπόχωροι ττον (R®, d) και (R, I I) 
αντίστοιχα, είναι ισομετρικοί.

7. Ας είναι (Ε, ρ), (Ε, d) μετρικοί χώροι, όπου Ε-(0, 1), ρ(χ, y)-lx -  yl και
d(x, y)-| Ν’ αποδειχτεί ότι:χ y ·

α) Οι μετρικές ρ και d είναι ισοδύναμες.
β)Η βασικότητα των ακολουθιών δεν είναι τοπολογική ιδιότητα(Υπόδ.: 

Χρησιμοποιείστε την ακολουθία αν -  ^ , ν€ΞΝ).

8 . Ας είναι (Ε, ρι), (Ε, ρ2) μετρικοί χώροι τέτοιοι, ώστε TqjCTqj και ACE. Ν’

αποδειχτεί ότι: 
α) A^CA^

β) Aqj

γ) a^Aca^A
δ) extpjACext^A
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9. Ας είναι (E, qO, (E, Qtf μετςιχοί χώροι χαι fc (E, qi).-*(E, Qz), η ταιποτική 
συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι:
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
πλήρεις μετρικοί

χώροι

6.1. Η έννοια του πλήθους μετρικού χώρον

| Ένας μετρικός χώρος (Ε, q) λέγεται π λήρης (c o m p le te ) μ ετρ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  
| αν κάθε βασική ακολουθία του  Ε είναι και σνγκλίνουσα σ τον  Ε.

Όπως είναι γνωστό, ο ευκλείδειος μετρικός χώρος (Rn, I I), nEN, είναι ένας 
πλήρης μετρικός χώρος ενώ ο μετρικός χώρος ((0 ,1], I I ), δεν είναι πλήρης μετρικός 
χώρος (Βλέπε 2.6.4.).

| Ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου Ε θα λέγεται π λήρες υ π ο σ ύνο λ ο  του 
| μετρικού χοίρον (Ε, ρ) αν ο μετρικός υπόχωρος (S, ρ5) του  (Ε, ρ) είναι πλήρης 
I μετρικός χώρος.

Λς σημειωθεί εδώ ότι αν ένας μετρικός χώρος είναι πλήρης δεν ισχύει ότι κάθε 
μετρικός υπόχωρός του είναι πλήρης. Τον ισχυρισμό αυτό επιβεβαιώνει η παραπάνιο 
παρατήρηση ότι ο μετρικός χώρος (R, I I), είναι πλήρης ενώ ο υπόχωρός του ((0, 1], I I )
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δεν είναι πλήρης. Επομένως η πληρότητα ενός μετρικού χώρον Αεν είναι 
κληρονομική ιδιότητα.

6.2. Ιδιότητες των πληρών μετρικών χώρων

6.2.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν (Ε, ρ) είναι ένας πλήρης μετρικός χώρος και S ένα 
μη κενό και κλειστό υποσύνολο τον Ε, τότε το S είναι πλήρες υποσύνολο 
τον Ε. _______________________

Απόδειξη.
Έστω (αν>ν€Ν μια βασική ακολουθία στο S. Τότε η (αν)ν£Ν είναι βασική ακολουθία 

και στον Ε. Επειδή ο Ε είναι πλήρης μετρικός χώρος, η ακολουθία (αν>νεΝ είναι

συγκλίνουσα στο Ε, δηλαδή lim αν ΕΕ. Επειδή όμως toS είναι κλειστό και o^ES, νΕΝ,
νθΊ

έχουμε limav€S. Άρα, αποδείχτηκε ότι τυχούσα βασική ακολουθία του S είναι 

συγκλίνουσα στο S, δηλαδή ότι το S είναι πλήρες υποσύνολο του Ε. ♦

6.2.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω S ένα πλήρες υποσύνολο ενός μετρικού χώρον 
Ε. Τότε το S είναι κλειστό υποσύνολο του Ε._________________________________

Απόδειξη.
Έστω (av)veN μια ακολουθία στο S συγκλίνουσα στο Ε. Επειδή η (av>veN είναι 

συγκλίνουσα είναι και βασική. Επειδή το S είναι πλήρες, θα έχουμε ότι η (αν)ν€Ν, όντας

βασική ακολουθία στο S, θα είναι συγκλίνουσα στο S. Αρα lim OyES, που αποδεικνύει
νθΊ

ότι το S είναι κλειστό υποσύνολο του Ε. ♦

Συνδυάζοντας τα συμπεράσματα των δύο παραπάνω προτάσεων παίρνουμε 
αμέσως το επόμενο πόρισμα.
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6.2.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. Ένα υποσύνολο ενός πλήρους μετρικού χώρου είναι 
κλειστό αν και μόνο αν είναι π λ ή ρ ε ς . _____________________

6.2.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των 
μετρικών χώρων (Ej, Qj), i =l,...,n . Τότε, ο (Ε, ρ) είναι πλήρης αν και μόνο αν 
για κάθε i€  ( I,..., η) ο (Ε,.ρ;) είναι πλήρης μετρικός χώρος.__________________

Απόδειξη.
Έστω ότι ο (Ε, ρ) είναι πλήρης μετρικός χώρος. Για τυχόν ke{ l,...,n ) έστω 

(«kv)v€N μια βασική ακολουθία στο μετρικό χώρο (Ε*, ρ*). Θεωρούμε τυχόντα σημεία 
2ieEi,...,2k_ieEk_j,£ic+ieEk+it...,£n£En με και την ακολουθία (αν)ν€Ν στον Ε με

αν = (2 ι,...,£ * -ι, akv,^k+ iv, #n). vEN.
Τότε για τυχόντα μ, ν εν Ν έχουμε:___________________________________

/~2 2 2 2 2 
ρ(αμ, αν) =Λ/ρ,(£\,ί i)+ ...+ ^ _1(2k-i^k-i)+ek(aku.akv)+^+i^k+i^k+i)+—+̂On^n,^n)

= Qk(%. akv)
Αρα, αφού η (akv)veN είναι βασική θα είναι και η (av)veΝ βασική. Τότε, όμως, η
(αν)νθΊ. ωζ βασική ακολουθία του πλήρους μετρικού χώρου Ε, θα είναι συγκλίνουσα 
στον Ε. Αυτό όμως σημαίνει (Βλέπε 2.2.2.) ότι και η ακολουθία (akv)veN συγκλίνει στον
Ek- Αρα τελικά ο χώρος Ek είναι πλήρης και επειδή το k είναι τυχόν, για κάθε 
ie ( 1,... ,η} ο μετρικός χώρος (Ej, Q0 είναι πλήρης.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι οι μετρικοί χώροι Ει,...,Εη είναι πλήρεις και 
θεωρούμε τυχούσα βασική ακολουθία (av)veN στον Ε, με αν -  (αιν,... ,αην), νΘΊ. Τότε 
(Βλέπε 2.6.1.), κάθε ακολουθία (α*ν)νβΝ. i=l,...,n  είναι βασική και επομένως 
συγκλίνουσα στον Ε, t αφού κάθε μετρικός χώρος E j, i =l,...,n , είναι πλήρης. Αρα, για

κάθε i *=l,...,n υπάρχει (?jEEj με limaiv =1\. Τότε όμως έχουμε (Βλέπε 2.2.2.) 

lim αν -  {ί ι,... JL η)ΕΕ, που αποδεικνύει ότι ο Ε είναι πλήρης μετρικός χώρος. ♦

Η επόμενη πρόταση μας δίνει μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας 
μετρικός χώρος πλήρης. Η συνθήκη που εκφράζει η πρόταση αυτή τίθεται ως αξίωμα για 
την κατασκευή του συνόλου .των πραγματικών αριθμών και είναι γνωστή με ΧΟν όρο 
αξίω μα το ν  κ ιβω τισμον.
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6.2.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Σ ’ ένα μετρικό χώρο (Ef ρ) παρακάτω είναι
ισοδύναμα:

I) Ο (Ε, ρ) είναι πλήρης μετρικός χώρος.
U) Για κάθε φθίνουσα (ως προς τη διάταξη C) ακολουθία (Κν)ν€Ν μη κενών

και κλειστών υποσυνόλων τουΕ, με lim6(Kv) - 0, ισχύει Π Κν +0.νβΜ ν€Ν

Απόδειξη.
(I => Π) Υποθέτουμε ότι ο Ε είναι πλήρης και ότι (Κν)ν€Ν είναι μια φθίνουσα 

ακολουθία μη κενών και κλειστών υποσυνόλων του Ε, με lim ό(Κν) -  0. Με το αξίωμα
ν€Ν

της επιλογής για κάθε νΕΝ θεωρούμε ένα στοιχείο αν, με ανΕΚν. Έτσι, έχουμε μια 
ακολουθία (αν)ν£Ν εν Ε. Θ’ αποδείξουμε ότι η (av)veN είναι βασική.

Πραγματικά, για τυχόν ε, ε > 0, επειδή lim δ(Κν) » 0, θεωρούμε ένα δείκτη ν0ΕΝ
ν&1

τέτοιο, ώστε για κάθε ν α ν0 να ισχύει δ(Κν) < ε. Τότε όμως, για τυχόντα μ, ν εν Ν, με 
μ > Vo και ν > νο παίρνουμε Κμ£ΖΚνο και Κν£Κνο, αφού η ακολουθία (Kv)veN είναι 
φθίνουσα. Αρα αν Ε Κν£Κνο και αμΕΚμ£Κνο, οπότε τελικά έχουμε

ρ(αμ, αν) < δ(Κνο) < ε για κάθε μ, ν εν Ν, με μ >ν0 και ν > ν0.
Άρα η ακολουθία (av)veN είναι βασική στον Ε.

Επειδή ο (Ε, ρ) είναι πλήρης μετρικός χώρος, υπάρχει #ΕΕ, με lim αν=£. Θ’
y&i

αποδείξουμε ότι ί  Ε^Π^Κν .

Πραγματικά για τυχόν kEN οι όροι της υπακολουθίας (ay)vac της (av)veN 

ανήκουν όλοι στο σύνολο Kk (γιατί η (Κν)νθΊ είναι φθίνουσα). Αλλά, επειδή

limav -2, έχουμε limav =£ και, επιπλέον, επειδή η (av)vac είναι ακολουθία σημείων
νΘί v£k
του κλειστού συνόλου Κ*, παίρνουμε ί  ΕΚ*. Έτσι αποδείχτηκε ότι για κάθε kEN ισχύει

£ΕΚ*, οπότε^Ε Π Κ* = Γ) Κν, δηλαδή Π Κν«*0.keN veN vSN
(Π => i) Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι ισχύει η (ii) και ότι (av)veN είναι μια βασική

ακολουθία στο μετρικό χώρο (Ε, ρ). Θεωρούμε τότε την ακολουθία (Kv)veN. όπου 
Κν »  {αμ : μ > ν (, νΕΝ, που είναι ακολουθία μη κενών και κλειστών υποσυνόλων του Ε.
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Η ακολουθία (Kv)veN. είναι φθίνουσα αφού για κάθε μ,ν εν Ν με μ>ν έχουμε Κμ£Κν, 

οπότε Κ,, C Κν. Θ’ αποδείξουμε ότι lim δ(Κν) = 0.( ' νΟΜ
Πραγματικά, για τυχόν ε, ε > 0, επειδή η ακολουθία (av)veN είναι βασική, υπάρχει 

νοΕΝ τέτοιο, ώστε για τυχόντα μ,ν εν Ν να ισχύει:
μ > νο και ν > νο => ρ( αμ, αν) < ε.

Άρα
δ(Κν0) «= ευρΙρίαμ, αν) : ν > ν0 και μ > ν0 | < ε.

Έτσι, για κάθε νΕΝ, με ν>ν0» παίρνουμε (Βλέπε 1.9.6(ϋ))

δ(Κν) ί  δ(Κνο) = δ(Κγ0) < ε,
Φ

που σημαίνει ότι lim δ(Κν) * 0.
\&ι

Έτσι, σύμφωνα με τη (ii) που υποθέτουμε, έχουμε Π Κν *  0 . Αρα, αν £Ε Π Κ ν,νΕΝ νΕΝ

επειδή ανΕΚν C Κν, νΕΝ, θα έχουμε:

ρ(αν, H) < δ(Κν), νΕΝ => lim ρ(αν, £ ) < lim δ(Κν) ·  0 => lim αν =£.
νΕΝ \ΕΝ ν & ί

Επομένως, τελικά αποδείχτηκε ότι η τυχούσα βασική ακολουθία (αν)νΕΝ του Ε 
είναι συγκλίνουσα στον Ε, που σημαίνει ότι ο Ε είναι πλήρης μετρικός χώρος, φ

6.2.6. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ej, ρι), (Ε2, ρ2) μετρικοί χώροι, Α ένα πυκνό 
υποσύνολο τ ο υ Ε ικ α ιί: A Ε2 μια ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. Αν ο 
(Ε, ρι) είναι πλήρης μετρικός χώρος, τότε υπάρχει ακριβώς μια συνεχής 
επέκταση ΐ: Ej Ε2 της f που, επιπλέον, είναι ομοιόμορφα συνεχής 
συνάοτηση.

Απόδειξη.
Όπως είναι γνωστό (Βλέπε 4.2.6.), οι υποθέσεις που έχουμε, εξασφαλίζουν την 

ύπαρξη μιας μοναδικής συνεχούς επέκτασης f : Ει Ε2 της συνάρτησης f. Έτσι, αρκεί ν*
Λ

αποδείξουμε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής.
Λ

Υπενθυμίζουμε ότι η συνάρτηση f : Hj —► Ε2, ορίζεται με τον τόπο:
f(x), αν χΕΑ

lim f(xv), αν χΕΕι-Α
Λ
f(x) —



όπου (xv)veN είναι τυχούσα ακολουθία στο Α, με lim xv -  x ΕΕ-Α.
Θεωρούμε τυχόν ε, ε > 0. Τότε, επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 

τέτοιο, ώστε για κάθε ζ, w εν Α να έχουμε
ρι(ζ, w) < δ => 0 2 ({(ζ), f(w)) < ε.

Ας είναι x, y τυχόντα στοιχεία του Ει , με ρι(ζ, w) < δ. Θεωρούμε επίσης τις ακολουθίες 

(Xv)veN και (yv)veN στο Α, με lim xv -  x και lim yv -  y. Τότε, επειδή ρ(χ, y) < δ και, λόγω
y&l y&l

της συνέχειας της μετρικής ρι, παίρνουμε ρ(χν , yv) < δ τελικά για όλα τα νΕΝ. Έτσι,
από την ομοιόμορφη συνέχεια της f, έχουμε:

ρ2(ί(χν ) , f(yv>) < ε τελικά για όλα τα νΕΝ.
Επομένως, επειδή η μετρική ρ2 είναι συνεχής συνάρτηση, παίρνουμε:

02(f(x), f(y))- lim ρ2(ί(χν ), f(yv)) ^ ε.νθΜ
Τελικά αποδείχτηκε ότι:

<νε>0)(3δ>0)(νχ, y εν Ει) ρι(χ, y )< 6 => Q2(f(x), f (y)) < ε.
Λ

που σημαίνει ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. ♦
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6.3, Παραδείγματα -  Εφαρμογές

6.3.1. Το σύνολο Q των ρητών αριθμών δεν είναι πλήρες υποσύνολο 
του μετρικού χώρου (R, I I) ενώ το σύνολο Ζ των ακεραίων αριθμών είναι 
πλήρες υποσύνολο του (R, I I).

Απόδειξη.
Είναι γνωστό ότι Q*Q=R (Βλέπε 1.15.1(ϋ)). Άρα σύμφωνα με το Πόρισμα 6.2.3.,

το Q δεν είναι πλήρες υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, I I) .
Για ν’ αποδείξουμε ότι το Ζ είναι πλήρες υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, 11) 

υποθέτουμε ότι (θγ)νθΜ είναι μια βασική ακολουθία στο Ζ. Τότε για ε - 1· υπάρχει nGN

τέτοιο, ώστε για κάθε μ, ν εν Ν με μ > η και ν > η να ισχύει
Ιαν-αμΙ<|·.

Επειδή όμως α^ΕΖ για κάθε νΕΝ, η τελευταία σχέση δίνει
α ν - Ομγια κάθε μ, ν εν Ν, με μ > η και ν > η.
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Δηλαδή η ακολουθία (αν)νθΜ είναι τελικά σταθερή και επομένως συγκλίνουσα στη 
σταθερή τιμή, που προφανώς ανήκει στο Ζ. Άρα το Ζ είναι πλήρες υποσύνολο του 
μετρικού χώρου (R, I I). ♦

6.3.2. Κάθε διακριτός μετρικός /ώρος είναι πλήρης.

Απόδειξη.
Έστω (Ε, ρ) τυχών διακριτός μετρικός χώρος και (αν)ν£Ν τυχούσα βασική 

ακολουθία στον (Ε, ρ). Επειδή ο (Ε, ρ) είναι διακριτός και η (θν)νβΝ βασική, προκύπτει 
εύκολα ότι η (αν)νθ>ι είναι τελικά σταθερή ακολουθία, άρα συγκλίνουσα. ♦

6.3.3. Αν Α και Β είναι πλήρη υποσύνολα ενός μετρικού χώρου, τότε 
και τα σύνολα ΑΠΒκαι AUB είναι πλήρη υποσύνολα του χώρου.

Απόδειξη.
Έστω (χν)ν£Ν βασική ακολουθία εν ΑΠΒ. Τότε, επειδή τα A, Β είναι πλήρη

σύνολα, παίρνουμε ότι lim χν€Α  και lim χν ΕΒ, δηλαδή lim χνΕΑΠΒ.
ν6Ν

Έστω (xv)veN μια βασική ακολουθία εν AUB. Τότε διακρίνουμε τις εξής 
περιπτώσεις:

i) χνΕΑ για άπειρα ν£Ν και ΧγΕΒ για πεπερασμένα νΕΝ
ii) χνΕΑ για πεπερασμένα νΕΝ και χν€Β για άπειρα νΕΝ
iii) χνΕΑ για άπειρα νΕΝ και ΧγΕΒ για άπειρα νΕΝ.
Αν ισχύει το (ΐ) τότε αυτό σημαίναι ότι έχουμε xvEA τελικά για όλα τα νΕΝ

οπότε το συμπέρασμα είναι προφανές. Όμοια, αν ισχύει το (ϋ). Στην περίπτωση (iii)
θεωρούμε τα σύνολα Να-I  νΕΝ : χνΕΑ) και ΝΒ«{νΕΝ : χνΕΒ| και τις υπακολουθίες
(Χν)ν£ΝΑ, (Χν)νθΜΒ της (Xv)veN· Προφανώς οι (xv)veNA και (xv)veNB είναι βασικές και
επειδή τα A, Β είναι πλήρη, υπάρχουν τα ( lim xv)EA και ( lim χν)ΕΒ. Επειδή όμως η

vENa νΕΝβ
(Xv)veN είναι βασική, έχει μοναδικό σημείο συσσώρευσης. Αρα

lim χν = lim xv »l imxv . ♦
vENa νΕΝβ νΕΝ
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6.3.4. Αν (KvKeN είναι μια φθίνουσα ακολουθία μη κενών κ α ι 

κλειστώ ν υποσυνόλω ν ενός πλήρους μετρικού χώ ρου (Ε, ρ) με Ητηδ(Κν) “  0,

τότε το σύνολο Π Κν είναι μονοστοιχειακό σύνολο.νΕΝ __________  ___________________________________________

Α π ό δ ε ιξ η .

Πραγματικά, από την Πρόταση 6 2 5 . έχουμε ότι Π Κν * 0 . Υποθέτουμε ότι α, βνΕΝ
είναι τυχόντα στοιχεία του συνόλου Π Κν . Τότε, για κάθε νΕΝ θα έχουμε αΕΚν καινΕΝ
βΕΚν , οπότε 

Άρα

Επομένως

ρ(α, β) ύ  δ( Κν), νΕΝ .

0 £ ρ(α, β) S lim δ( Κν) -  0.

ρ(α, β) -  0 => α -  β,

που σημαίνει ότι το ^ΠΚν είναι μονοσύνολο. ♦

6.3.5. Ισοδύναμα του αξιώ ματος του κιβωτισμού στο σύνολο R τω ν 

π ρα γμ α τικώ ν αριθμώ ν.

Από τα μαθήματα του Λυκείου είναι γνωστό ότι μια ακολουθία ([αν, βν])νεΝ 
κλειστών διαστημάτων στο R, με α , < βν, νΕΝ, λέγεται ακολουθία χιβω τισμ ένω ν

δια στη μ ά τω ν (nested  in tervals sequence) αν ισχύουν τα εξής:
ΐ) [θν+ι, βν+ι] £  [ctv. βν], νΕΝ, δηλαδή η ακολουθία ([α,, βν])ν£Ν είναι φθίνουσα

και

fl) lim (β , -  αν> -  0 , δηλαδή lim δ([αν, βν]) -  0.

Το αξίω μ α  του κιβω τισμού, όπως είναι γνωστό από τα μαθήματα του Λυκείου, 
διατυπώνεται ως εξής:

Γ ια  κάθε ακολουθία ([α,, βν])ν€Ν χιβωτισμένων διαστημάτων του R η

το μ ή  Π [αν, βν] είνα ι μη κενή κα ι μάλιστα μονοστοιχειακό σύνολο.νΕΝ
Συνδυάζοντας το αξίωμα αυτό με την Πρόταση 6.2.5. μπορούμε να συμπεράνουμε 

ότι αυτό είναι ισοδύναμο με το ότι ο μετρικός χώρος (R, II) είνα ι πλήρης.
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Το αξίωμα του κιβωτισμού στο R ή το ισοδύναμό του, ότι ο μετρικός χώρος (R, 1 1 ) 

είναι πλήρης, συμπληρώνει το σύστημα των γνωστών αξιωμάτων των πράξεων της 
πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού καθώς και της διάταξης ύ  στο R.

Αναφέρουμε αμέσως παρακάτω μερικά σημαντικά συμπεράσματα για το μετρικό 
χώρο (R, 11) που είναι ισοδύναμα με το αξίωμα του κιβωτισμού (ή το ισοδύναμό του της 
πληρότητας του (R, II).

α) Το σύνολο R των πραγματικώ ν αριθμών είνα ι κ εκ ορ εσμ ένο  (δηλαδή 
κάθε φραγμένο υποσύνολό του έχει supremum και infimum). 
β) Κάθε μονότονη κα ι φραγμένη ακολουθία στο R  ε ίν α ι σ υγκλίνουσα . 

γ) Κάθε φραγμένη ακολουθία στο R έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

Τα συμπεράσματα αυτά είναι ισχυρότατα αποδεικτικά εργαλεία για τον 
Απειροστικό Λογισμό γι’ αυτό και η σημασία τους είναι τεράστια.

Το αξίωμα του κιβωτισμού ή της πληρότητας του R  (ή και καθένα από τα 
ισοδύναμά τους συμπεράσματα (α), (β) και (γ)) διαφοροποιούν το R  ως διατεταγμένο 
σώμα, από το διατεταγμένο σώμα Q, αφού κανένα από αυτά δεν ισχύει στο μετρικό
χώρο (Q, 11).

6.3.6. Ορισμός της συνάρτησης φ(χ) = αχ, x£ R , όπου α π ρ α γμ α τικός 

θετικός αριθμός.

Μια άμεση εφαρμογή της Πρότασης 6.2.6. είναι ο ορισμός της συνάρτησης φ(χ) -  
αχ, x£R, όπου α είναι ένας πραγματικός θετικός αριθμός.

Αρχικά ορίζουμε τη συνάρτηση r : N-*R με τύπο

Γ(χ)=α·α···α. 
χ φορές

Στη συνέχεια ορίζουμε τη συνάρτηση g: Z-*R , με τύπο
'γ(χ), αν χ£Ν

g(x) 1,
1

r(-x)

αν χ=0 

ανχ<0

Από τον ορισμό ισχύει ότι g IΝ = γ, δηλαδή η g είναι επέκταση της γ. 
Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση f : Q-*R με τύπο

f(x)= (α*/ν) μ, όπου x = ^ , με μ£Ζ και ν£Ν.

Στο σημείο αυτό υποτίθεται ότι είναι γνωστός ο ορισμός της ν-στής ρίζας του θετικού
V Γ“

αριθμού α, <χι/ ν=να . Προφανώς η f είναι επέκταση της g άρα και της r. Είναι γνωστό 
από τον Απειροστικό Λογισμό ότι η f είναι συνεχής συνάρτηση.
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Ο περιορισμός fv -  f I Q fl[-v, ν], vGN της f πάνω στο σύνολο QD[-v, ν], vGN, 
είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση.

Πραγματικά για τυχόν ε > 0 επειδή η fv είναι συνεχής στο σημείο 0, υπάρχει δ > 0 
τέτοιο, ώστε για κάθε χ, με ΙχΙ<δ, να έχουμε:

lfv(x)-fv(0)l-lax- ll< j^ ,

όπου m-max|α-ν, αν|. Έτσι, για τυχόντα qi, εν QH[-v, ν], με Iqi -  q2l < δ, 
παίρνουμε:

Ια^- α^ι 1- 0^2 II- ac,i_<*2l < m — -ε,m
που αποδεικνύει την ομοιόμορφη συνέχεια της fv, vGN.

Επειδή για κάθε ν£Ν το σύνολο Q n[-v, ν] είναι πυκνό στο διάστημα [-ν, ν] των
πραγματικών αριθμών, υπάρχει μοναδική συνεχής επέκταση ?ν της fv στο διάστημα 
[-v ,v ],vG N .

Επειδή όμως f -  U fv, η συνάρτηση ? -  U ?ν. είναι συνεχής επέκταση της f με ν£Ν ν€Ν
πεδίο ορισμού το R και μάλιστα η μοναδική συνεχής επέκταση της f. Θέτοντας ?-φ  
έχουμε το ζητούμενο.

Ιδιαίτερα, λαμβάνοντας υπόψη την απόδειξη της Πρότασης 6.2.6., μπορούμε να 
πούμε ότι η συνάρτηση φ ορίζεται με τον τύπο:

φ(χ)
αχ , αν xGQ 

lim αχν, αν xGR-Q

όπου (χν)ν€Ν τυχούσα ακολουθία ρητών με lim xv -  xGR -  Q. ♦

6.3.7. Η πληρότητα δεν είνα ι τοπολονιχή ιδιότητα.

Α π ό δ ε ιξ η .

Για την απόδειξη του παραπάνω ισχυρισμού θεωρούμε τους μετρικούς χώρους 
(R, I I) και ((-1,1), I I), που είναι ομοιομορφικοί γιατί η συνάρτηση f : R -*■ (-1, 1), με

χ
τύπο f(x) -  — — , είναι ομφιμονοσήμαντη, επί και συνεχής με αντίστροφη τη συνάρτηση 1+κΙ
f_1 : (-1 ,1 ) -*■ R, με τύπο f_1(x) -  — , που είναι επίσης συνεχής. Αλλά ο μετρικός

1-κΙ
χώρος (R, I I) είναι πλήρης ενώ ο ((-1,1), I I), ως μη κλειστός υπόχωρος του (R, I I), δεν 
είναι πλήρης, ♦
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6.3.8. (θεώ ρημα πυκνότητας τον B aire)  Σ ’ ένα πλήρη μετρικό χώρο 

(Ε, ο) η τομή μιας αριθμήσιμης συλλογής πυκνών κ α ι ανοικτώ ν υποσυνόλω ν 

του γώρου είνα ι πυκνό υποσύνολο του γώρου.

Απόδειξη.
Έστω (Αν)ν€Ν μια αριθμήσιμη συλλογή ανοιχτών και πυκνών υποσυνόλων του

μετρικού χώρου Ε. Για ν’ αποδείξουμε ότι το Α-= Π Αν είναι πυκνό εν Ε, αρκεί ν’
νΕΝ

αποδείξουμε ότι για τυχόν σημείο x του μετρικού χώρου και τυχούσα σφαιρική περιοχή 
Β(χ, ε), ε>0, του χ ισχύει Β(χ, ε)ηΑ*0.

Επειδή το Αι είναι πυκνό και το Β(χ, ε) ανοιχτό και μη κενό, έχουμε 
Β(χ, ε)ΓΊΑι*0. Θεωρούμε ένα σημείο χι£Β(χ, ε)ΠΑι· Αφού το σύνολο είναι Β(χ, ε)ΠΑι 
ανοιχτό υπάρχει ει<Ί, τέτοια, ώστε C(xj, ei)CB(x, ε)ΠΑι (C(xj, ει) είναι η κλειστή 
σφαιρική περιοχή του σημείου Χι με ακτίνα ε ι). Επειδή το Α2 είναι πυκνό, υπάρχει ένα 
σημείο Χ2ΘΒ(Χι, ει)ΠΑ2 και μάλιστα, αφού το σύνολο Β(χι, ει)ΠΑ2 είναι

ανοιχτό, υπάρχει 82<j , τέτοια, ώστε C(X2, 82)CB(xj, ε)ΠΑ2· Συνεχίζοντας επαγωγικά, 

κατασκευάζουμε δύο ακολουθίες (xv)veN εν Ε και (εν)ν€Ν εν R τέτοιες ώστε
£ν<“  και C(Xy+i, Εγ+ i)CB(xv, εγ)ΠΑν+1, ν£Ν.

Έτσι, έχουμε
Β(χ, ε) 2C(xlf ει) 2  Β(χ,, ε,) D C(x2, ε2) 2  Β(χ2, ε2) 2... (*)

Αφού Χν€Β(χμ, εμ) για ν a μ και εν < ^ , ν£Ν, παίρνουμε

ρ(Χμ, Χν)<~ , ν  a  μ.

Αρα η ακολουθία (χν)νΕΝ είναι βασική.
Επειδή ο Ε είναι πλήρης, η ακολουθία (χν)νΕΝ συγκλίνει σε κάποιο σημείο z του 

Ε. Αλλά, λόγω της σχέσης (*), για κάθε μΕΝ οι όροι της ακολουθίας (xv)ven ανήκουν 
τελικά στο κλειστό σύνολο (Γ(χμ, εμ). Αρα ζΕΟ(χμ, εμ), μΕΝ. Έτσι, επειδή (3(χμ, εμ)(ΙΑ, 
μΕΝ, και 0(χμ, εμ)£Β(χ, ε), έχουμε ζΕΑΠΒ(χ, ε). ♦

6.4. Η αρχή Ttic; συστολής.____________________________

Με τον όρο "αρχή της συστολής" είναι γνωστό ένα σημαντικότατο συμπέρασμα που 
ισχύει στους πλήρεις μετρικούς χώρους. Η σημασία του συμπεράσματος αυτού 
συνίσταται όχι μόνο στις πολλές του εφαρμογές, αλλά και στο ότι ανήκει στην
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κατηγορία των θεωρημάτων σταθερού σημείου που είναι ισχυρότατα εργαλεία στη 
Μαθηματική Ανάλυση.

Πριν διατυπώσουμε την αρχή της συστολής, είναι σκόπιμο να δώσουμε τον εξής 
ορισμό:

Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και f : Ε -* Ε μια συνάρτηση. Η συνάρτηση f 
ονομάζεται συστολή αν υπάρχει πραγματικός αριθμός θ, 0s9<l, τέτοιος, ώστε 
για κάθε x, y στον Ε να ισχύει: ρ((χ), f(y)) s θρ(χ, y).

Είναι φανερό (Βλέπε 4.4.4.) ότι κάθε συστολή είναι ομοιόμορφα συνεχής 
συνάρτηση.

6.4.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. (Αρχή της συστολής) Έ στω (Ε, ρ) ένας πλήρης 
μετρικός χώρος και f : Ε-*Ε μια συστολή. Τότε η f έχει ένα μοναδικό 
σταθερό σημείο, δηλαδή υπάρχει ένα μοναδικό σημείο αΕΕ τέτοιο, 
ώστε α -  f(a). ____  ___________________________________________________

Απόδειξη.
Σταθεροποιούμε ένα τυχαίο σημείο ΧοΕΕ και θεωρούμε την ακολουθία (χν)ν£Ν

που ορίζεται επαγωγικά με τον τύπο
Xv -f(Xv_i), νΕΝ.

Θ’ αποδείξουμε ότι η ακολουθία (χν)ν€Ν είναι βασική.
Παρατηρούμε ότι για κάθε νΕΝ έχουμε:

ρ(Χν, Xv+l) -  Q(f(Xv-l), f(Xv)) * θθ(Χν-1, Xv)·
Άρα

ρ(Χν. xv+i)s θνρ(χ0, Χι), νΕΝ .
Έτσι, χρησιμοποιώντας τη σχέση αυτή για τυχόντα m, η εν Ν, με m<n, παίρνουμε:

Q(Xm» Χπ)  ̂ 0(Xm, Χπι+ΐ)^0(Χιη+1* Χγπ+2)"̂ "· · · 1 * Χπ) 

s θ«ηρ(χο,χι)+θ,η+1ρ(χο,χι)+...+θ”-·ρ(χ0,χι) 
s  θπ1ρ(χο,χι)(1+θ+...+θ,1- ,η- 1).

Επειδή όμως Os θ<1, έχουμε
00 .

1+θ+...4θ"-"»-ίs  S 0 V -— , 
ν·ο 1·θ

οπότε:
Q(Xm.Xn) *  θ”1, ιη ,η ε ν Ν , μ ε π κ η .1-V7
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Θεωρούμε τυχόν ε, ε> 0. Τότε, επειδή 0 s θ <1 και lim θν «  0, υπάρχει ηο€ΕΝ τέτοιο, ώστεvGN
για in > no να ισχύει 9m < ε. Αλλά τότε, επειδή n > m, συμπεραίνουμε ότι για κάθε m, η
εν Ν (χωρίς βλάβη υποθέτουμε n > m), με m > no και π > no ισχύει

που σημαίνει ότι η ακολουθία (χν)νθΝ είναι βασική.
Αφού η (Xv)vas είναι βασική και ο (Ε, ρ) πλήρης μετρικός χώρος, η (χν)ν€Ν 

συγκλίνει στον Ε. Έστω lim Xv=aeE. Τότε, επειδή η f ως συστολή είναι συνεχής,vCN
παίρνουμε:

f(a) -  f( lim xv)  = limf(xv) = lim χν+ι = a.vGN vGN v€N
Αρα το a είναι σταθερό σημείο της f.

Θ’ αποδείξουμε ότι το α είναι το μοναδικό σταθερό σημείο της f. Πραγματικά, για 
τυχόν άλλο σταθερό σημείο β της f, ί(β) = β, έχουμε:

ρ(α, β) = ρ(ί(α), ί(β)) s θρ(α, β) =* (1-θ) ρ(α, β) s  0.
Επομένως, επειδή 1-θ > 0, παίρνουμε ρ(α, β) s  0, δηλαδή ρ(α, β)-0. Άρα τελικά α=β. ♦

6.5. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

6.5.1. Η ακολουθία Χο, f(Xo), f(f(xo)),-·· που θεωρήσαμε στην Πρόταση 6.4.1., 
λέγεται ακολουθία διαδοχικώ ν π ροσεγγ ίσεω ν  του σταθερού σημείου της 
συστολής. Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι:

Ενώ η ακολουθία αυτή εξαρτάται από τον πρώτο της όρο Χο που 
επιλέγεται αυθαίρετα, το όριό της είναι ανεξάρτητο από την επιλογή αυτή 
και εξαρτάται μόνο από τη συνάρτηση f.

Επιπλέον, από τον τύπο
Q(Xm. Xn) * 0m , m, η εν Ν, με m< η,1—U

σταθεροποιώντας τον δείκτη m και παίρνοντας το όριο για η -► » , παίρνουμε
0m

ρ(Χ„ι> α) * —  ρ(Χο, f (Χο))·
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Ο τελευταίος τύπος μας δίνει μια εκτίμηση για την απόσταση του 
τυχόντος όρου xm της ακολουθίας των διαδοχικών προσεγγίσεων από το 
σταθερό σημείο α της συστολής ί.

6.5.2. Ας είναι Κ ένα κλειστό υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού 
χώρου (R, I I) και f: Κ -*Κ μια παραγωγίσιμη συνάρτηση τέτοια, ώστε 
If' (x)l έ θ < 1 για κάθε χ Ε Κ. Τότε η εξίσωση f(x) «  χ έχει μοναδική λύση 
στο Κ._______________________________________________________________________

Α πόδειξη.
Αρχικά παρατηρούμε ότι η f είναι συστολή στο Κ γιατί για τυχόντα σημεία x, y εν 

Κ, με χ < y, υπάρχει s Ε (x, y) τέτοιο, ώστε
lf(x)-f(y)l -  If' (s)l lx-yl £ ΘΙχ -  yl (Θεώρημα Μέσης Τιμής).

Έτσι, επειδή το Κ, ως κλειστό υποσύνολο του πλήρους μετρικού χώρου (R, I I)* είναι 
πλήρες, η f έχει ένα μοναδικό σταθερό σημείο στο Κ, δηλαδή η εξίσωση f(x) -  x έχει 
μοναδική λύση στο Κ. ♦

6.5.3. Ας είναι Ε ένας πλήρης μετρικός χώρος, f : Ε -► Ε μια συνάρτηση

και πιένας φυσικός αριθμός τέτοιος, ώστε η συνάρτηση 7f-fofo...of να είναι
m φορές

ιιια συστολή στον Ε. Τότε n f ένει ένα ακοιΒώς σταθερό σσιιείο στον Ε.

Α πόδειξη.
Η συνάρτηση ?f, ως συστολή στον πλήρη μετρικό χώρο Ε, έχει ακριβώς ένα 

σταθερό σημείο α στον Ε, δηλαδή ?ί(α) -  α. Άρα

f(a) -  f(Tf(a)) -  f(fofo...»f(a)) -  (fef....of)(f(a)) -  (?f)(f(a)). 
m φορές m φορές

Έτσι, το σημείο f(a) είναι και αυτό σταθερό σημείο για τη συστολή ?ί. Άρα f(a) -  α,
αφού η f έχει μοναδικό σταθερό σημείο, δηλαδή το α είναι σταθερό σημείο της f.

Αν δεχτούμε ότι η f έχει και άλλο σταθερό σημείο, το β, οπότε β -  ί(β), θα έχουμε:
?ί(β) -  (mo"'f)(W )) -  (m: W )  -  (mo20(f(P)) - ( 'ηο·20 (β )-...-ί(β ).

Δηλαδή το β είναι σταθερό σημείο της συστολής οΥ, οπότε α -  β. ♦
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Με αφορμή την εφαρμογή αυτή, σημειώνουμε ότι μπορεί μια συνάρτηση ίν α  
μην είναι συστολή και ταυτόχρονα να υπάρχει m£N τέτοιο, ώστε η
συνάρτηση ? f να είναι συστολή.

Για παράδειγμα, θεωρούμε τη συνάρτηση f : R -»  R, με τύπο:
1, αν x€Q

f(x) 0, αν x£R-Q

Η συνάρτηση f δεν είναι συστολή (Αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι η f δεν είναι καν
2

συνεχής). Εντούτοις, η συνάρτηση o f« fof: R R, έχει τύπο

(if χχ) = ι

και είναι συστολή στον πλήρη μετρικό χώρο (R, I I) με μοναδικό σταθερό σημείο το 1.

6.5.4. Η συνθήκη ρ(ί(χ), f(y)) s ρ(χ, y), χ, y εν Ε, όπου (Ε, ρ) είναι ένας 
πλήρης μετρικός χώρος και f : Ε -* Ε μια συνάρτηση, δεν εξασφαλίζει 
γενικά την ύπαρξη σταθερού σημείου για την f.

Απόδειξη.
Πράγματι, η συνάρτηση f: R-*R με τύπο

f(x) = χ + 1
1 + ex

ικανοποιεί την συνθήκη If' (χ)Ι <1, xGR, αφού Γ (χ) ■= 1 - ex
(1 + ex)2

, xSR. Άρα από το

Θεώρημα Μέσης Τιμής έχουμε
lf(x)-f(y)l < lx -  yl, χ, y εν R

Ταυτόχρονα, η f δεν έχει σταθερό σημείο αφού η εξίσωση f(x) -  x προφανώς δεν 
έχει λύση στο R. ♦

6.6. Λυμένες Ασκήσεις

6.6.1. Υποθέτουμε ότι D είναι ένα πυκνό υποσύνολο ενός μετρικού 
χώρου Ε και ότι κάθε βασική ακολουθία σημείων του D συγκλίνει στον Ε. Ν’ 
αποδειχτεί ότι οΕ  είναι πλύοικ. - · · . . ~
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Λ ύ σ η .

Θεωρούμε τυχούσα βασική ακολουθία (αν)νθν εν Ε. Επειδή D-E για κάθε ν€Ν
ισχύει

DnB(Ov, ~ )*0.

Με το αξίωμα της επιλογής θεωρούμε τα σημεία Χι, Χ2, . ..,χν, ... τέτοια, ώστε
xieDnB(ai,-j>0

x2£DnB(a2,| > 0

XvGDnB(a3, J· V 0

Έτσι, ορίζουμε την ακολουθία (xv)veN για την οποία ισχύει
XveDDB(av,^ ), ν£Ν.

Δηλαδή η (χν)ν€Ν είναι μια ακολουθία εν D και μάλιστα
Xv£DnB(av, ^), veN ρ(χν, θν)< ν£Ν.

Έστω τυχόν ε>0. Επειδή η (av)veN είναι βασική ακολουθία, υπάρχει vj£N 
τέτοιο, ώστε:

ν>νι και μ>νι =>ρ(αν, αμ)<ε.
Επίσης, υπάρχει ν2ΕΝ τέτοιο, ώστε

1ν>ν2 =*> -  <ε.

Αρα για κάθε v>max{vi, ν2) και μ>ΠΜΐχ|νι, ν2) έχουμε
ρ(χν, χμ)*ρ(χν, αν)+ρ(αν, αμ)+ρ(αμ, χμ)<~·+ε+<^<3ε,

που αποδεικνύει ότι η (χν)ν€Ν είναι βασική ακολουθία εν D και έτσι, σύμφωνα με την 
υπόθεση, υπάρχει το lim xv -  α£Ε. Αλλά λόγω της σχέσης

ρ(αν, α)*ρ(θν, χν)+ρ(Χν. α)<^+ρ(χν, α), ν£Ν
έχουμε προφανώς lim Oy-α .  Αρα ο Ε είναι πλήρης. ν€Ν

6.6.2. Ν ’ αποδειχτεί ότι σ ’ ένα μετρικό χώρο Ε τα παρακάτω είναι 

ισ ο δ ύ ν α μ α :

α)Κάθε βασική ακολουθία στον Ε είνα ι τελικά σταθερή. 

β)0 Ε είνα ι πλήρης και κάθε υποσύνολό του είνα ι ανοιχτό. 

γ)Κάθε υποσύνολο του Ε ε ίνα ι πλήρες.
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Λύση.
(α=»β) Έστω μια βασική ακολουθία στον Ε. Από την υπόθεση η ακολουθία αυτή, 

ως τελικά σταθερή, είναι συγκλίνουσα. Αρα ο Ε είναι πλήρης.
Επίσης, επειδή τυχούσα συγκλίνουσα ακολουθία του Ε είναι και βασική, από την 

υπόθεση και πάλι τυχούσα συγκλίνουσα ακολουθία του Ε είναι τελικά σταθερή. Έτσι, 
σύμφωνα με την Εφαρμογή 5.2.6. κάθε υποσύνολό του Ε είναι ανοιχτό.

(β=>γ) Λόγω της υπόθεσης κάθε υποσύνολό του Ε είναι κλειστό και επειδή ο Ε
είναι πλήρης, κάθε υποσύνολό του Ε θα είναι και πλήρες.

(γ=>α) Κατ’ αρχήν ο Ε ως υποσύνολό του εαυτού του θα είναι πλήρης μετρικός
χώρος. Επίσης, λόγω της υπόθεσης, κάθε υποσύνολό του Ε, ως πλήρες, είναι κλειστό. Αρα 
κάθε υποσύνολό του Ε θα είναι και ανοιχτό. Θεωρούμε τώρα τυχούσα βασική ακολουθία 
στον Ε. Σύμφωνα μετά παραπάνω, η ακολουθία αυτή θα είναι συγκλίνουσα και, κατά 
την Εφαρμογή 5.2.6., θα είναι τελικά σταθερή.

6.6.3. Ας είναι (Ε, ρ ) ένας πλήρης μετρικός χώρος, και f : Ε -*  Ε, 

g: Ε-* Ε συναρτήσεις τέτοιες, ώστε η f είναι συστολή και fog -  gof. Ν’

αποδειχτεί ότι υπάρχει ακριβώς ένα χΕΕ τέτοιο ώστε f(x) = g(x) ■ χ.__________

Λύση.
Επειδή η f είναι συστολή υπάρχει χΕΕ τέτοιο, ώστε f(x)-x. Τότε όμως έχουμε 

g(f(x))-g(x) και επειδή fog = gof, f(g(x))=g(x). Αρα το g(x) είναι σταθερό σημείο της f. Η
f όμως, ως συστολή, έχει μοναδικό σταθερό σημείο. Επομένως g(x)=x. Τελικά για το 
μοναδικό σταθερό σημείο της f έχουμε f(x)=g(x)=x.

6.6.4 .(Θεώρημα B a ire) Ν’ άποδειχτεί ότι κάθε πλήρης μετρικός χώρος 
είναι χώρος δεύτερης κατηγορίας.

Λύση.
Έστω Ε ένας πλήρης μετρικός χώρος. Σύμφωνα με την 1.15.4., αρκεί ν’ 

αποδειχτεί ότι ο Ε δεν μπορεί να είναι ένωση μιας αριθμήσιμης συλλογής πουθενά 
πυκνών και κλειστών υποσυνόλου του. Υποθέτουμε ότι αυτό δεν συμβαίνει και έστω ότι
Ε= U  Αν, όπου κάθε σύνολο Αν, νΕΝ, είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του Ε.ν£Ν
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Αφού το Αι είναι πουθενά πυκνό, σύμφωνα με την 1.15.4.(iii), υπάρχει «|£Ε και 

δι>0 τέτοια, ώστε Β(αι, δι)Π Α ι-0. Θέτουμε ει- ^ . Τότε έχουμε

C(ai, ει)Π Αι-0.
Αφού το Αι είναι πουθενά πυκνό, σύμφωνα με την 1.15.4.(ίϋ), υπάρχει α2€Ε και δ2>0 

τέτοια, ώστε Β(α2, δ2)£Β(αι, 6))£C(ai, εΟ καιΒ(α2, δ2)ΠΑι·0. Θέτουμε ε2 “  ^  s ^  “

γ - . Τότε έχουμε

C(a2, £2)CC(a,, εΟ και C(ai, ει)Π Αι-0.
Συνεχίζοντας μ* αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουμε μια ακολουθία κλειστών και μη 
κενών συνόλων (C(av, εγ))νο< τέτοια, ώστε

C(Ov, εν)ΠΑν-0καΐ6νί|^·, ν£Ν.

Επειδή lim ε-v -0  και σύμφωνα με την Πρόταση 6.2.5., υπάρχει χ£ Π C(av, εν). Τότε 
vQV ν€Ν

όμως, επειδή C(Ov, εν)ΠΑν-0, ν£Ν, έχουμε

που είναι άτοπο.

x£ U Αν
ν£Ν

Ε,

6.7. Ασκήσεις

1. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε μετρικός χώρος με πεπερασμένο πλήθος σημείων είναι 
πλήρης.

2. Αν ο μετρικός χώρος (Ε, φ  είναι πλήρης, ν’ αποδειχτεί ότι και ο μετρικός 
χώρος (Ε, ρ), όπου d-min(l, ρ), είναι πλήρης.

3. Έστω (Ε, ρ) ένας πλήρης μετρικός χώρος και (αν)ν€Ν. (βν)ν€Ν δυό βασικές 
ακολουθίες στον Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι

lim αν - lim βγ °· lim ρ(αν, βν) -  0.νΟΊ νθ« μΘ*

4. Ν’ αποδειχτεί ότι, αν κάθε το πολύ αριθμήσιμο υποσύνολο ενός μετρικού 
χώρου είναι πλήρες, τότε και ο μετρικός χώρος είναι πλήρης.
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5. Ν’ αποδειχτεί ότι αν κάθε κλειστή σφαιρική περιοχή τυχόντος σημείου σ’ ένα 
μετρικό χώρο Ε είναι πλήρες σύνολο, τότε ο μετρικός χώρος Ε είναι πλήρης.

6 .'Εστω Ν το σύνολο των φυσικών αριθμών, a τυχόν στοιχείο, a£N και 
ρ:(Νυ {a J )2-*R μια συνάρτηση με τύπο

ρ(Χ, y)

1 , (χ, jOSN2 και x*y 

■ ρ(β, χ)=ρ(χ, a)=l+^·, xGN 

0, x-y

Ν’ αποδειχτεί ότι
α) Η ρ είναι μετρική στο NU {a}.
β) Ο μετρικός χώρος (NU{a), ρ) είναι πλήρης.

7. Ν’ αποδειχτεί ότι αν κάθε φραγμένο και απέραντο υποσύνολο ενός μετρικού 
χώρου Ε έχει ένα τουλάχιστο σημείο συσσώρευσης, τότε ο Ε είναι πλήρης μετρικός χώρος.

8. Θεωρούμε τη συνάρτηση o:R xR -*R  με τύπο

σ(χ, y) I—m-bd l+lyl I.

Ν’ αποδειχτεί ότι
α) Η σ είναι μετρική στο R.
β) Η σ είναι ισοδύναμη προς την ευκλείδια μετρική.
γ) Ο μετρικός χώρος (R, σ) δεν είναι πλήρης.

και ρ(μ, ν)

9. Θεωρούμε τον μετρικό χώρο (Ν, ρ), όπου Ν το σύνολο των φυσικών αριθμών 
Ιμ-νΙ

μν για κάθε μ, ν εν Ν. Ν’ αποδειχτεί ότι ο μετρικός χώρος (Ν, ρ) δεν

είναι πλήρης μετρικός χώρός (Βλέπε 55.1.).

10. Στο μετρικό χώρο (R, I I) να δοθεί παράδειγμα μιας φθίνουσας ακολουθίας 
μη κενών κλειστών συνόλων μέ κενή τομή (Βλέπε Πρόταση 6.25.).

11. Ν’ αποδειχτεί ότι τυχούσα ισομετρία απεικονίζει τυχόντα πλήρη μετρικό 
χώρο σε πλήρη μετρικό χώρο..

\2. Ν’ αποδειχτεί ότι:'
α) Κάθε πλήρης μετρικός χώρος χωρίς .μεμονωμένα σημεία είναι μη αριθμήσιμος.
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β) Σ ’ ένα πλήρη μετρικό χοίρο κάθε κλειστό σύνολο χωρίς μεμονωμένα σημεία 
είναι μη αριθμήσιμο.

13. Ας είναι Ει, Ε2 μετρικοί χώροι. Υποθέτουμε ότι ο Ej είναι πλήρης και ότι
επίf:Ej -»  Ε2 είναι μια αμφιμονοσήμαντη και συνεχής συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι αν η 

συνάρτηση f_1 : Ε2 —► Εχ είναι ομοιόμορφα συνεχής, τότε ο Ε2 είναι πλήρης μετρικός 
χώρος.

14. Με τη βοήθεια της αρχής της συστολής, ν’ αποδειχτεί ότι η εξίσωση
3 12x -  cosx -  2 έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα [ -  ^ , -  j  1·

2
15. Θεωρούμε τον μετρικό υπόχωρο S «  [ - ,  +οο) του ευκλείδειου μετρικού χώρου

2χ+6
(H J0 και τη συνάρτηση f: S-*R με τύπο f(x) -  - —- .  Ν’ αποδειχτεί ότιJA ι μ

α) Ο S είναι πλήρης μετρικός χώρος, 
β) f(S)£S.
γ)Η f είναι συστολή
δ) Να βρεθεί το μοναδικό σταθερό σημείο της f εν S.

16. Ας είναι (Ε, ρ) ένας πλήρης μετρικός χώρος και S ένα μη κενό υποσύνολο του
επί

Ε. Υποθέτουμε ότι f : S -*  Ε είναι μια συνάρτηση για την οποία υπάρχει α > 1 τέτοιο, 
ώστε:

ρ(ί(Χ), f(y)) * αρ(χ, y)
για κάθε χ, y εν S. Ν’ αποδειχτεί ότι η f έχει σταθερό σημείο στο S.

17. Ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος λέγεται χώρος το ν  Banach αν είναι 
πλήρης μετρικός χώρος ως προς τη μετρική που εισάγει η στάθμη.

Έστω Β ένας χώρος του Banach και f : Β -► Β μια συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι:
α) Αν η f είναι γραμμική συνάρτηση και συστολή τότε το μηδενικό στοιχείο του Β 

είναι το μοναδικό σταθερό σημείο της f.
β) Αν η f είναι γραμμική συνάρτηση και η συνάρτηση (ϊβ+Ο : Β -* Β (ΐβ η 

ταυτοτική συνάρτηση του Β) είναι συστολή, τότε η f είναι αμφιμονοσήμαντη.

1 21 8 . Έ στω 5 - fxG R :x 2 l )x a if:S -* R  μια συνάρτηση με τύπο f (x ) - j (x  + ~). 

Ν’ αποδειχτεί ότι η f είναι συστολή και να βρεθεί το σταθερό σημείο της f.
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19 Α ς είναι (Ει, ρ ι ) πλήρης μετρικός χώρος, (Ε2, ρ2 ) τυχών μετρικός χώρος, 
f : E j-» Ε2 μια συνεχής συνάρτηση και (Kv)veN μια φθίνουσα ακολουθία κλειστών

υποσυνόλων του Ει, με lim δ(ί(Κν)) -  0. Ν’ αποδειχτεί ότι f( Π Κν ) -  Π f(Kv).
vQV ν€ΞΝ νΕΝ

20. Ένας μ.χ. (Ε, ρ) ονομάζεται κ υρτός  (con v ex ) αν για τυχόντα x, y εν Ε, με 
χ * y, υπάρχει ζ€Ε, μ ε ζ* χ κ α ιζ* γ  τέτοιο, ώστε ρ(χ, y) = ρ(χ, ζ) + ρ(ζ, y). Ν’ αποδειχτεί
ότι, αν ένας μετρικός χώρος είναι κυρτός και πλήρης, τότε για κάθε x, y εν Ε, υπάρχει 
ζ£Ε τέτοιο, ώστε 2ρ(χ, ζ) = 2ρ(γ, ζ) = ρ(χ, y).

21. Έ στω Ε ένας πλήρης μετρικός χώρος και Ε -  ,Ι^Α ΐ, όπου Ai, ie l είναι μια

οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει ΐ€Ι τέτοιο, ώστε το 
σύνολο Aj να περιέχει ένα μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του Ε.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
ολικά φραγμένοι 

μετρικοί χώροι

7.1. Η έννοια του ολικά φραγμένου μετρικού χώρου

Η έννοια του ολικά φραγμένου μετρικού χώρου είναι γενίκευση της έννοιας του 
φραγμένου μετρικού χώρου. Επιπλέον, είναι έννοια στενά συνόεόεμένη τόσο με εκείνη 
του πλήρους μετρικού χώρου, όσο και με την του συμπαγούς μετρικού χώρου που θα 
μελετήσουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

Ένας μετρικός χώρος Ε ονομάζεται ολικά φραγμένος (totally bounded) 
μετρικός χώρος αν για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα πεπερασμένο και ε- πυκνό 
υποσύνολό του.

| Ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου  Ε ονομάζεται ολικά φραγμένο 
| υποσύνολο του  Ε, α ν το S, ω ς υπόχωρος του  Ε, είναι ολικά φραγμένος 
| μετρικός χώρος.
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Αντί του όρου ολικά φραγμένος μετρικός χιυρος και ολικά φραγμένο σύνολο, 
χρησιμοποιούνται ισοδύναμα και οι όροι προσνμπαγής (precompact) μετρικός χώρος 
και προ συμπαγές σύνολο, αντίστοιχα.

- -------------------------------------------------------------------------------------------1
7.1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ενας μετρικός χώρος (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος αν και

μόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψή του από σφαιρικές περιοχές
ακτίνας ε._____________________________________________________________________

Απόδειξη.
Έστω ότι ο Ε είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος και ε τυχών θετικός 

πραγματικός αριθμός. Τότε, υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο A * {ai,...,an} του
* η

Ε που είναι ε- πυκνό στο Ε. Θ’ αποδείξουμε ότι Ε -  U B(a,, ε). Πραγματικά, για τυχόνί=ι
χΕΕ, επειδή το Α είναι ε- πυκνό, υπάρχει yEA τέτοιο, ώστε ρ(χ, y) < ε. Έστω y = a*, 
1 <; k !s n. Τότε

n
ρ(χ, y) < ε =ϊ> ρ(χ, ak)< ε => xEB(ak, ε) =*> χΕ U B(ai, ε).1=1

η
Έτσι αποδείξαμε ότι Ε C U B(ai, ε), που σημαίνει ότιί=ι

η
Ε = U B(ai, ε).1=1

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψη του Ε 
από τις σφαιρικές περιοχές B(ai, ε),..., B(an, ε), με ai,...,an εν Ε. Τότε, το σύνολο
A = {ai,...,an} είναι πεπερασμένο και ε-πυκνό υποσύνολο του Ε. Πραγματικά, αν x

η
είναι τυχόν στοιχείο του Ε, από την υπόθεση, δηλαδή από τη σχέση Ε- U B(aj, ε),

η
παίρνουμε xEUB(aj, ε). Αρα υπάρχει kE{l,...,n} τέτοιο ώστε xEB(afc, ε), δηλαδή 

ί=ι
υπάρχει a*EA, με ρ(^, χ)<ε. Αυτό αποδεικνύει ότι το Α είναι ε- πυκνό υποσύνολο του
Ε και επομένως ο Ε είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος. ♦

_____ 7 .2 . Ιδ ιό τ η τ ε ς  τω ν  .ο λικ ά  φ ρ α γ μ έν ω ν  μ ε τ ρ ικ ώ ν  χ ώ ρ ω ν ____________ _

Η επόμενη πρόταση αποδεικνύει ότι η έννοια του ολικά φραγμένου είναι 
γενίκευση της έννοιας του φραγμένου μετρικού χώρου.
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7. 2. I. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε ολικά φραγμένος μετρικός χιίιοος είναι φραγμένος) 

μετρικός yo'iooc.

Απόδειξη.
Έστω (Ε, ρ) ένας ολικά φραγμένος μετρικός χώρος και, για ε-1, 

{B(ai,l),...,B(an,l)l μια πεπερασμένη κάλυψη του Ε από σφαιρικές περιοχές ακτίνας 1. 
Τότε, για όυό τυχόντα σημεία x, y στο Ε υπάρχουν δείκτες k, λ εν | J με xEB(ak, 1) 
και yEB(ax, 1). Άρα

0(x. y )«  ρ(χ, ak) + ρ ^ , ax) + ρ(8χ, y) < 1 + ρ(βχ ax) +1 
Θέτοντας A -  (ai,...,an) παίρνουμε

ρ(χ, y) ̂ 2->δ(Α).
Αρα

δ(Ε) -  sup ρ(χ, y) < 2+ δ(Α).
(χ, y)eE2

Επειδή το Α είναι πεπερασμένο, έχουμε δ(Α) < °° και επομένως, η τελευταία σχέση δίνει 
δ(Ε) < »  . Αρα ο Ε είναι φραγμένος μετρικός χώρος. ♦

Η επόμενη πρόταση αποδεικνύει ότι η ιδιότητα του ολικά φραγμένου είναι 
κληρονομική ιδιότητα.

7. 2. 2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Τυχόν μ<1 κενό υποσύνολο ενός ολικά φραγμένου μετρικού 

γώρου είναι ολικά φραγμένο.

Απόδειξη.

Έστω S ένα μη κενό υποσύνολο ενός ολικά φραγμένου μετρικού χώρου (Ε, ρ) 
και ε τυχόν, ε > 0. Επειδή ο Ε είναι ολικά φραγμένος ισχύει:

Ε -  UB(ai,|),
1=1 2

όπου A=(ai,...,an) κατάλληλο πεπερασμένο υποσύνολο του Ε. Τότε, το σύνολο 
G = (xEA: Β(χ, j  )DS * 0  ) είναι προφανώς μη κενό και πεπερασμένο. Έτσι για κάθε

xEG, επειδή Β(χ, |· )DS * 0 , με το αξίωμα της επιλογής επιλέγουμε ένα σημείο axES 

τέτοιο, ώστε

Θ' αποδείξουμε ότι

0(ax, χ) < |.
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S= U (B(ax, e)nS), 
xGG

οπότε το S θα είναι ολικά φραγμένο.
Πραγματικά η σχέση U (B(ax, e)nS)CS είναι φανερή. Έστω τώρα yES. Τότε,

xGG

n εεπειδή SCE= U B(ai, r ), υπάρχει xGA με 
i=i *■

yGB(x, j ). Δηλαδή υπάρχει xSA τέτοιο, 

ώστε ρ(χ, y) < Τότε όμως, επειδή
0

yeSHB(x, —) και χ£Α, έχουμε ότι xGG.

Έτσι, θεωριόντας το αντίστοιχο σημείο 
ax£S, παίρνουμε:
ρ(γ, ax) s ρ(χ, y) + ρ(χ, ax) < | + 1 Q(y, ax) < ε.

Αρα υπάρχει xEG τέτοιο, ώστε y£B(ax, ε). Επειδή 
όμως y£S έχουμε

yE U (Β(αΧ,ε)Γβ),
xEG

πράγμα που αποδεικνύει τελικά την πρόταση. ♦

7. 2. 3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ει, ρι), (Ε2, ρ2) μετρικοί χώροι. Αν ο Ε\ είναι 
, , επί ,

ολικά φραγμένος και f :Ε ι—̂ Ε2 είναι μια ομοιομορφα συνεχής συνάρτηση, τότε και ο
Ε2 είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος, _________________________

Απόδειξη.
Έστω ε τυχόν, ε > 0. Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, υπάρχει 

δ > 0 τέτοιο, ώστε:
(Vx, y εν Ει) ρι(χ, y)<6 => ρ2(ί(χ), f(y)) < ε.

Επιπλέον, επειδή ο Ει είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος, υπάρχει ένα 
πεπερασμένο και δ - πυκνό υποσύνολο του A . Θ’ αποδείξουμε ότι το σύνολο f(A) είναι 
ε-πυκνό και πεπερασμένο υποσύνολο του Ε2· Το ότι το f(A) είναι πεπερασμένο σύνολο 
είναι φανερό, αφού το Α είναι πεπερασμένο. Έστω τώρα ζ τυχόν, ζ£Ε2· Επειδή η f 
είναι επί, υπάρχει χ£Ει, με ζ = f(x). Αλλά το Α είναι δ-πυκνό στο Ει και έτσι υπάρχει 
y£A με ρι(χ, y)<0. Τότε όμως, λόγω της ομοιόμορφης συνέχειας της f, έχουμε 
ρ2(ί(χ), fey)) < ε. Θέτοντας f(y) = w, παρατηρούμε ότι αποδείξαμε πως

(Vz£E2) (3wef(A>) ρ2(ζ, w) < ε,
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δηλαδή το f(A) είναι τελικά ε-πυκνό και πεπερασμένο υποσύνολο του F.2· λρα ο Ε2 
είναι ολικά φραγμένος μετρικός χιόρος. ♦

Η παραπάνω πρόταση δεν ισχύει αν παραλείψουμε την υπόθεση της 
ομοιόμορφης συνέχειας για την f έστω και αν η f παραμένει συνεχής (Βλέπε 7.3.3.) 
Έτσι, το ολικά φραγμένο δεν είναι τοπολογική ιδιότητα .

7. 2. 4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος το»ν μετρικών 
χώρων (Εμ ρι), i = 1,...,η. Τότε ο (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος αν και μόνο αν για κάθε 
i -  1,...,η ο (Ej, ρΟ είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος.__________  ___

Απόδειξη.
Έστω ότι ο (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος. Επειδή για κάθε i -1,...,η η προβολή 

Ρι: Ε-*Ε| είναι συνάρτηση ομοιόμορφα συνεχής (Βλέπε 4.4.4(ϋ).) και επί, σύμφωνα με 
την προηγούμενη Πρόταση 7.2.3., ο μετρικός χώρος (Εμ ρι), ΐ-1,...μι είναι ολικά
φραγμένος.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι καθένας από τους μετρικούς χώρους (Εμ ρι), 
i -1,...μι είναι ολικά φραγμένος και θεωρούμε ένα ε τυχόν, ε > 0. Επιπλέον, θεωρούμε

τα πεπερασμένα σύνολα Α μ...,An καθένα από τα οποία είναι -j=  -  πυκνό στους

μετρικούς χώρους Ει,...,Εη, αντίστοιχα, θ ’ αποδείξουμε ότι το σύνολο A - x Aj
i-1

είναι πεπερασμένο και ε- πυκνό υποσύνολο του Ε, οπότε θα έχουμε το ζητούμενο.
Καταρχήν το σύνολο Α, ως καρτεσιανό γινόμενο πεπερασμένου πλήθους 
πεπερασμένων συνόλων, είναι πεπερασμένο. Έστω τώρα x=(xi,...,xn) τυχόν στοιχείο
του Ε. Τότε για κάθε i -  1,..., η, επειδή Χ| e  Ej και το σύνολο Aj είναι ^  -  πυκνό στο 

Εμ υπάρχει ΥιεΑμ με ρι(Χΐ,Υΐ)<^, δηλαδή γιΕΒ(χι, ^ ). Θέτοντας y -  (yi,...,yn)

παίρνουμε
y£A και yGB(x j , ^  )χ...χ Β(χη , ̂ ),

η
οπότε, επειδή χ Β(χι ,- j= )  CB(x, ε) (Βλέπε 1.7.,2.), 

i=l Vn
yeA και yEB(x, ε).

Έτσι, αποδείξαμε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο Α του Ε 
τέτοιο, ώστε:
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(VxEE) (3y£A) ρ(χ, y) < ε,
που σημαίνει ότι ο (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος μετρικός χώρος. +

η
7. 2. 5. ΠΟΡΙΣΜΑ. Το καρτεσιανό γινόμενο Α= x Aj είναι ολικά φραγμένο

ϊ=1
σύνολο αν και μόνο αν καθένα από τα σύνολα Aj, ΐ =1,.,.,η, είναι ολικά φραγμένο.

Απόδειξη.
Είναι άμεση συνέπεια της προηγούμενης πρότασης. ♦

7. 2. 6. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ένας μετρικός χώρος (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος αν και 
μόνο αν κάβε ακολουθία σημείων τον έ/ει Βασική υπακολουθία._____________________

Απόδειξη.
Έστω ότι ο (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος και (χν)νβν τυχούσα ακολουθία στον 

Ε. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το σύνολο δεικτών της ακολουθίας 
είναι το σύνολο Ν των φυσικών αριθμών (Βλέπε 2.2.4.). Για κάθε ν£Ν θεωρούμε μια

πεπερασμένη κάλυψη Cy του Ε από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ^ . Θεωρούμε μια

(υπάρχει μία τουλάχιστον) από τις σφαιρικές περιοχές της κάλυψης Cj που περιέχει 
άπειρους όρους της ακολουθίας (χν)ν€Ν· Το σύνολο αυτών των άπειρων όρων της

(Xv)veN αντιστοιχεί σε μια υπακολουθία της (xv)veN, που τη συμβολίζουμε με (x vVv-eN· 
Οι όροι της ακολουθίας αυτής ανήκουν όλοι σε μια σφαιρική περιοχή της κάλυψης Ci, 
δηλαδή σε μια σφαιρική περιοχή ακτίνας 1. Αρα 

δ({Χ̂ι χΤν-, χ'ν’, ·}) s 2.1=2 
Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία γαι την 
ακολουθία (χ ν )veN και την κάλυψη Ο-ι και 
έτσι, συμπεραίνουμε ότι υπάρχει υπακολουθία 
(Xv^veN της (XvVveN με

δ({χ(?),Χ2>,...,Χν),...))^2|·=1

Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουμε για κάθε 
η£Ν μια ακολουθία (χ^Κ-ον τέτοια, ώστε για 

κάθε μ QV , με μ<η η (x(v)veN να είναι 

υπακολουθία της (x^ V gn και επιπλέον
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H lJ V .J ? ....HEN. η η
Θεωρούμε τώρα την ακολουθία (χίί>, χ^,-,χ^,···) δηλαδή μια ακολουθία που

(V)προφανιος είναι υπακολουθία της αρχικής ακολοιΌίας (χν)νθχ. Ακόμη, η (χ ν )ν£Ν είναι 
βασική ακολουθία.

2
Πραγματικά για τυχόν ε, ε > 0, επιλέγουμε ένα ηοΕΝ με — <ε. Τότε για τυχόντα

no
μ, λ εν Ν με μ > π0 και λ > no , οι ακολουθίες (^Χτθν και (x ν^νβΝ είναι
υπακολουθίες της (χ(̂ ))νον Έτσι, έχουμε:

« ( ( C ) , (*% ) ώ ο χ Τ  J f „  Λ Ι . . Ι )  Λ
°0

(y)
που σημαίνει ότι η ακολουθία (χ ν )ν€Ν είναι βασική.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι κάθε ακολουθία σημείων του Ε, έχει βασική 
υπακολουθία και, επιπλέον, ότι ο Ε δεν είναι ολικά φραγμένος. Τότε υπάρχει εο>0 
τέτοιο, ώστε ο Ε δεν έχει καμμιά πεπερασμένη κάλυψη από σφαιρικές περιοχές ακτίνας 
εο· Θεωρούμε τυχόν σημείο χιΕΕ και τη σφαιρική περιοχή Β(χι, εο). Λόγω της 
υπόθεσης, έχουμε B(xi, 8o)CE, δηλαδή Ε-Β(χι, εο)*0. Επιλέγουμε ένα σημείο 
Χ2ΕΕ- Β(χι, εη). Πάλι λόγω της υπόθεσης, η συλλογή |Β(χι, εο), Β(Χ2, εο))δεν κάλυψη 
του Ε, δηλαδή Ε-(Β(χι, 8o)UB(X2, εο))*0. Έτσι, επιλέγουμε ένα σημείο Χ3 με 
χ3ΕΕ-(Β(Χι, 8q)UB(X2, εο)). Όμοια, αν έχουμε ορίσει το σημείο Xk, ορίζουμε το σημείο
Xk+i έτσι, ώστε

k
Xk+ie E- B(Xj, εο).

Με τον τρόπο αυτό ορίζουμε μια ακολουθία (χν)ν€Ν στον Ε, για την οποία ισχύει
ρ(χν, χμ) a εο για κάθε μ, ν εν Ν.

Άρα καμμιά υπακολουθία της (xv)veN δεν μπορεί να είναι βασική. Αυτό όμως είναι 
άτοπο γιατί αντίκειται στην υπόθεσή μας. ♦

| Ένας μετρικός χώρος Ε λέμε ότι έχει την ιδιότητα των Bolzano-W eierstrass 
I αν κάθε ακολουθία σημείων του έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στον  Ε.

| Μετρικοί χώροι που έχουν την ιδιότητα των Bolzano- Weierstrass, λέγονται 
I και ακολονθιακά συμπαγείς (sequentially compact) μετρικοί χώροι.

Η ιδιότητα των Bolzano-Weierstrass (σύντομα: ιδιότητα B-W) σ ’ ένα μετρικό 
χώρο είναι στενά συνδεδεμένη με τις ιδιότητες της πληρότητας και του ολικά 
φραγμένου. Τη σχέση αυτή πραγματεύεται η επόμενη πρόταση.
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7. 2.7. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ένας μετρικός χώρος έχει την ιδιότητα B-W αν και μόνο αν 
είναι πλήοης και ολικά (ppaynEvoc

Απόδειξη.
Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος με την ιδιότητα B-W και (xv)veN μια βασική 

ακολουθία στον Ε. Από την υπόθεση η (χν)νΕΝ έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Αυτό 
όμως, σύμφωνα με την Πρόταση 2.5.2. και επειδή η (χν)\θί είναι βασική, σημαίνει ότι 
είναι συγκλίνουσα. Αρα ο μετρικός χώρος Ε είναι πλήρης.

Υποθέτουμε τώρα ότι ο Ε δεν είναι ολικά φραγμένος. Τότε σύμφωνα με την 
Πρόταση 7.2.6., υπάρχει ακολουθία (xv)v€N στον Ε τέτοια, ώστε να μην έχει βασική 
υπακολουθία. Τότε όμως η (x v)v e n  δεν μπορεί να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία,

φ

πράγμα άτοπο, αφού για τον Ε υποθέτουμε την ιδιότητα B-W.
Αντίστροφα, έστω ότι ο Ε είναι πλήρης και ολικά φραγμένος και (χν)ν€Ν είναι 

τυχούσα ακολουθία στον Ε. Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.6., η (xv)veN έχει 
βασική υπακολουθία που, λόγω της πληρότητας του Ε, θα είναι και συγκλίνουσα. Άρα 
ο Ε έχει την ιδιότητα B-W. ♦

7.3. Παραδείγματα- Εφαρμογές

7.3.1. Κάθε φραγμένο διάστημα της πραγματικής ευθείας , θεωρούμενο ως 
υποσύνολο του ιιετοικού νώοου (R, 1 I), είναι ολικά φραγμένο σύνολο.

Απόδειξη.
Θεωρούμε το διάστημα (α, β), α, β εν R με a < β και ε τυχόντα θετικό αριθμό.

β—α
Θεωρούμε ακόμη ένα φυσικό αριθμό ν0, με---- < ε και τους αριθμούςνο

β-α  Λ β-α β-αxi=a+ — ’ Χ2=α+ 2 —  ,...,Xv0-l= a+ (vo-l)-—  ,Vo Vo υ ν0
που είναι όλοι σημεία του (α, β). Τότε οι πεπερασμένου πλήθους σφαιρικές περιοχές 
Β(χν, ε)Π(α, β), ν -  1,...,ν0-1, στο (α, β), αποτελούν μια κάλυψη του (α, β).

Όμοια, μπορούμε ν'αποδείξουμε ότι τα διαστήματα [α, β], (α, β] και [α, β) είναι 
ολικά φραγμένα σύνολα. ♦
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7.3.2. Το αντίστροφο οτην Πρόταση 7.2.1. Λεν ισχύει, δηλαδή κάθε ρ ιγ μ έ ν ο ς  

μετρικός χώρος Λεν είναι αναγκαστικά και ολικά φραγμένος.

Θεωρούμε τον διακριτό μετρικό χώρο (R, ρ) Είναι γνωστό ότι αυτός είναι 
φραγμένος και μάλιστα 6(R)- 1. Υποθέτουμε ότι ο (R, ρ) είναι και ολικά φραγμένος.
Τότε, για ε= j , υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο Α του R, που είναι |· -  πυκνό

στο R. Θεωρούμε τυχόν xER-A. Τότε υπάρχει yEA με ρ(χ, y) < j . Επειδή όμως η ρ

είναι η διακριτή μετρική, η σχέση ρ(χ, y) < j  συνεπάγεται χ -  y , που είναι άτοπο, αφού 

yEA και xER-A. +
Αν αντί του R στην παραπάνω απόδειξη θεωρήσουμε ένα τυχόν απέραντο 

σύνολο, η απόδειξη παραμένει ισχύουσα. Έτσι, έχουμε ότι:

Κάθε μη πεπερασμένος διακριτός μετρικός χώρος είναι μη ολικά φραγμένος.

7,3.3. Το ολικά φραγμένο δεν είναι τοπολονιχή ιδιότητα

Απόδειξη.

θεωρούμε τη συνάρτηση f : ((0,1), I I) -* ((0, <»), I 1), με τύπο f(x) = που
1-χ

προςρανώς είναι συνεχής αμφιμονοσήμαντη και επί. Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι και 
η f_1 είναι συνεχής συνάρτηση. Αρα η f είναι ομοιομορφισμός. Παρόλα αυτά, όπως 
ξέρουμε, ο μετρικός χώρος ((0,1), I I) είναι ολικά φραγμένος (Βλέπε 7.3.1.), ενώ ο 
μετρικός χώρος ((0, <»), 11), όντας μη φραγμένος, δεν είναι ολικά φραγμένος. ♦

7.3.4. Ένα υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου (Rn, I I), είναι 

φραγμένο αν και μόνο αν είναι ολικά φραγμένο.

Απόδειξη.

Έστω S ένα υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου (Rn, I I). Αν το S είναι 
ολικά φραγμένο, τότε το S είναι και φραγμένο, σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.1.

Αντίστροφα, έστω ότι S είναι ένα φραγμένο υποσύνολο του Rn. Τότε υπάρχει r, 
r > 0 τέτοιο, ώστε SCB((T, r) (Βλέπε 1.7.6.) Έτσι, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι το σύνολο
Β((Τ, r) είναι ολικά φραγμένο γιατί τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.2., και το S, ως 
υποσύνολό του, θα είναι ολικά φραγμένο.
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Πραγματικά, το διάστημα (-r, r) είναι ολικά φραγμένο υποσύνολο του ΙΙ(Βλέπε
η

7.3.1.). Έτσι, σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.4. και το σύνολο χ (-r, r) είναι ολικά
ΐ-1

φραγμένο υποσύνολο του (Rn, I I). Επειδή όμως (Βλέπε 1.7.2(ϋ).) ισχύει
η η

Β (0 ,r) C χ Β(0,r) = χ (—γ, γ), 
ΐ=1 ΐ**1

το σύνολο Β(0, r) είναι ολικά ςρραγμένο ως υποσύνολο του ολικά φραγμένου 
η

συνόλου x (-Γ, γ). ♦  
i*l

7.3.5. Έστω Α ένα μη κενό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου. Το Α είναι ολικά 

(Ροανιιένο αν και novo αν το Α είναι ολικά Φοανιιένο.

Απόδειξη.

Αν Α είναι ολικά φραγμένο τότε και το Α είναι το ίδιο αφού το ολικά φραγμένο 
είναι κληρονομική ιδιότητα.

Αντίστροφα, έστω ότι το Α είναι ολικά φραγμένο και ε τυχόν ε> 0. Τότε
B(xit| ),

όπου Xi GA, Εξάλλου, για τυχόν y έχουμε:

yEA => B(y, I  )ΠΑ*0 =>B(y, | )n(.L) B(Xl, | )) * 0  => .LI B(y, | )DB(Xi, § )* 0  

■*· 0  je{ l,...,k}) B(y, | )nB(Xj, | ) * 0  => (3 z) zEB(y, | ) λ zEB(Xj, | ) =>

(3 z) Q (y ,  z)< § Λρ(Χ], z)<|.

Τότε όμως

QiY, Xj) s e(y, z)+Q(z, Xj)<| +1 «ε=^ΕΒ(Χ], ε) ^yejJ^Xj, ε).
Αρα τελικά:

_ k _
AC UjBiXj, ε)=>Α ολικά ςρραγμένο. ♦
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7.4. Λυμένες Ασκήσεις

7.4.1. Αν Α και Β είναι δυό ολικά φραγμένα υποσύνολα ενός μετρικού χώρου 
Ε, ν’ αποδειχτεί ότι και τα σύνολα AUB, ΑΓΊΒ (ΑΠΒ*0), είναι ολικά φοαγμένα 

υποσύνολα του Ε.

Λύση.

Αφού το Α είναι ολικά φραγμένο για τυχόν ε>0 υπάρχει μια πεπερασμένη 
κάλυψη του από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε, Α - {B(aj, ε): i-l,...,n). Όμοια, για το Β
υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψή του από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε, η 
S-{B(bi, ε): i«l,...,m }. Τότε η συλλογή ΑΌ Β  είναι μια πεπερασμένη κάλυψη του AUB 
από σφαιρικές περιοχές ακτίνας ε, που αποδεικνύει ότι το AUB είναι ολικά φραγμένο.

Το σύνολο ΑΠΒ ως υποσύνολο του Α είναι προφανώς ολικά φραγμένο αφού το 
ολικά φραγμένο είναι κληρονομική ιδιότητα.

7. 4. 2. Ας είναι (Ε\, Qi), (Ε2, Q2) μετρικοί χώροι και f: Ε]-* Ε2 μια συνάρτηση 

του Lipschitz. Ν’ αποδειχτεί ότι αν S είναι ολικό φραγμένο υποσύνολο του Ει, τότε 

και το f(S) είναι ολικά φραγμένο υποσύνολο του Ε2.__________________________

Λύση.

Έστω ε>0 τυχόν. Αφού το S είναι ολικά φραγμένο, υπάρχει ένα πεπερασμένο 
£  -πυκνό υποσύνολο Α του S, όπου L η σταθερά Lipschitz της συνάρτησης f. Έστω

Α-{αι,...,αν}. Θ’ αποδείξουμε ότι το πεπερασμένο υποσύνολο f(A) του f(S) είναι ε- 
πυκνό υποσύνολο του f(S). Θεωρούμε τυχόν yef(S). Τότε υπάρχει xes με f(x)-y.

Επειδή xES και το Α είναι πεπερασμένο και — -πυκνό υποσύνολο του S, υπάρχει αίςΕΑ 

τέτοιο, ώστε ρι(χ, αΌ<^-. Τότε όμως από την υπόθεση,

Q2(f(x), f(aic))<LQi(x, aic)<L |·- ε,

ή
Q2(y, f(«k))< ε.

Αρα για το τυχόν yef(S) υπάρχει f(ak)ef(A) τέτοιο, ώστε Q2(y, ί(αΌ)<ε. Επειδή το ε 
είναι τυχόν και το f(A) πεπερασμένο υποσύνολο του f(S), το f(S) είναι ολικά φραγμένο 
υποσύνολο του Ε2·
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7.5. Α σκήσεις

1. Ν’ αποδειχτεί ότι αν ο μετρικός χώρος (Ε, ρ) είναι ολικά φραγμένος τότε και 
ο μετρικός χώρος (Ε, d) είναι ολικά φραγμένος, όπου d=min{ 1, ρ}.

2. Ν’ αποδειχτεί ότι η διάμετρος ενός ολικά φραγμένου μετρικού χώρου είναι 
ίση με τη διάμετρο ενός το πολύ αριθμήσιμου και πυκνού υποσυνόλου του.

3. Ν’ αποδειχτεί ότι ένα υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου (Rn, I I) 
είναι ακολουθιακά συμπαγές αν και μόνο αν είναι κλειστό και φραγμένο.

4. Έστω (Ε, ρ) ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων (Ei, ρ}) 
i=l,...,n. Ν’ αποδειχτεί ότι ο (Ε, ρ) είναι ακολουθιακά συμπαγής αν και μόνο αν για 
κάθεΐ=1,...,η ο μετρικός χώρος (Ei, ρΟ είναι ακολουθιακά συμπαγής.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

συμπαγείς 
μετρικοί χώροι

8.1. Γενικά

Η έννοια της "συμπαγότητας" είναι μια από τις πιο βασικές έννοιες στην 
Τοπολογία αλλά και γενικότερα στη Μαθηματική Ανάλυση. Αυτό, γιατί οι "συμπαγείς 
μετρικοί χώροι" εκτός του ότι είναι πολύ πλούσιοι σε ιδιότητες, έχουν μεγάλη συχνότητα 
εμφάνισης σ ’ όλους τους κλάδους της Μαθηματικής Ανάλυσης.

Στο προηγούμενο κεφάλαιο δώσαμε τον ορισμό του ακολουθιακά συμπαγούς 
μετρικού χώρου. Όπως θα δούμε στο παρόν κεφάλαιο, οι έννοιες "συμπαγής μετρικός 
χώρος" και “ακολουθιακά συμπαγής μετρικός χώρος”  είναι έννοιες ισοδύναμες στους 
μετρικούς χώρους. Επειδή όμως οι έννοιες αυτές διαφοροποιούνται στους τοπολογικούς 
χώρους, θα δώσουμε τον ορισμό του συμπαγούς μετρικού χώρου με τρόπο που να μπορεί 
αυτός να είναι ορισμός και για την περίπτωση των τοπολογικών χώρων. Στη συνέχεια, 
εκτός των άλλων, θα δούμε και την ισοδυναμία των δύο εννοιών που αναφέραμε 
παραπάνω.
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8.2. Η έννοια τον συμπαγούς μετρικού χώρον___________

Μια κάλυψ η (c o v e r )  C ενός συνόλου Ε είναι μια συλλογή συνόλων C τέτοια 
ώστε Ε C UC.

Μια συλλογή συνόλων Α ονομάζεται υποκάλυψ η (su b co v er )  μιας κάλυψης 
C του Ε αν AQC και επιπλέον Ε C U Α.

Έστω S ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε. Μια κάλυψη C του S 
ονομάζεται α ν ο ιχ τή  ή κ λειστή  στον Ε αν κάθε στοιχείο A, AEC, είναι 
ανοιχτό ή κλειστό αντίστοιχα, υποσύνολο του Ε.

φ

| Ένας μετρικός χώρος Ε λέγεται σ υ μ π α γή ς  (com p a ct) μ ε τρ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  αν  
| κάθε ανοιχτή κάλυψή του έχει πεπερασμένη υποκάλυψη.

| Ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου Ε λέγεται σ υ μ π α γ ές  σ ύ ν ο λ ο  αν το S,
| ως μετρικός νπόχωρος του Ε, είναι συμπαγής μετρικός χώρος.

Ο παραπάνω ορισμός του συμπαγούς μετρικού χώρου είναι γνωστός ως ο ρ ισ μ ό ς  
των H ein e-B ore l.

8.3. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

8.3.1. Ένας μετρικός χώρος (Ε, ρ) με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων 
είναι συμπαγής μετρικός χώρος.

Απόδειξη.
Έστω Ε = {αι,...,αηΚ ηΕΝ και C μια ανοιχτή κάλυψη του Ε. Επειδή ECUC, 

έχουμε aiEUC. Αρα, υπάρχει AEC με αιΕΑ . Με το αξίωμα της επιλογής, επιλέγουμε 
ένα σύνολο AiEC με ajEAi. Όμοια, για κάθε ν «1,...,η θεωρούμε ένα ακριβώς σύνολο 
AVEC με ανΕΑν. Τότε έχουμε

η η
{αι,...,αη} C UAi ή E C  UAj .

1=1 1=1

Αρα υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη, η {Αι,...Λη1, της τυχούσας κάλυψης C του Ε, 
που σημαίνει ότι ο Ε είναι συμπαγής μετρικός χώρος. ♦
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8.3.2. Ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου (Ε, ο) είναι συμπαγές αν 
και μόνο αν για κάθε ανοιχτή στον Ε κάλυψη του S υπάρχει πεπερασμένη 
υποκάλυψη της.

Α πόδειξη.
Υποθέτουμε ότι Aj, iei, είναι μια ανοιχτή στο Ε κάλυψη του S. Τότε S C (U Aj,

οπότε
s -s n ( U A i) -  U (sn A i)- UBj, iei iei iei

όπου Bj -  SflAj, iei. Επειδή όμως τα σύνολα Aj, iei, είναι ανοιχτά στον Ε, τα 
σύνολα Bi -  SflAj, iei, είναι ανοιχτά στο μετρικό υπόχωρο S. Έτσι, αν το S είναι
συμπαγές, δηλαδή ο μετρικός υπόχωρος S είναι συμπαγής, υπάρχει πεπερασμένη 
υποκάλυψη της ανοιχτής κάλυψής του Bj, iei. Έστω Bj, iej, όπου J πεπερασμένο 
υποσύνολο του I, η πεπερασμένη υποκάλυψη της κάλυψης Bj, iei. Τότε, επειδή για κάθε 
iei έχουμε Bj-SflAj, παίρνουμε Bj C Aj, ieJ. Άρα

S= UBjCUAj, iej iej
δηλαδή η οικογένεια Aj, ieJ είναι πεπερασμένη υποκάλυψη της Aj, iei.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ανοιχτή στον Ε κάλυψη του S υπάρχει 
πεπερασμένη υποκάλυψή της. Υποθέτουμε επιπλέον, ότι Bj, iei, είναι μια ανοιχτή στο 
S κάλυψη του S. Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 3.1.1., για κάθε iei, δηλαδή για κάθε 
ανοιχτό στο S σύνολο Bj, επιλέγουμε ένα ανοιχτό στο Ε σύνολο Aj τέτοιο, ώστε Bj-SflAj. 
Έτσι, BjCAj, iei, οπότε

S-  UBjCUAj. iei iei
Τότε όμως, σύμφωνα με την υπόθεση και επειδή η οικογένεια Aj, iei, είναι ανοιχτή στο 

Ε κάλυψη του S, υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο J του I τέτοιο, ώστε SC UAj.

Άρα
S -  SfXU Aj)-  U (SflAj) .  UBj, iej iej iej

δηλαδή η οικογένεια Bj, iei, είναι πεπερασμένη υποκάλυψη της Bj, iei, που σημαίνει 
ότι ο S είναι συμπαγής μετρικός υπόχωρος του Ε, δηλαδή συμπαγές σύνολο. ♦

Το παοαπάνω συιιπέοασιια είναι ένα νουσιιιότατο. Αυτό, γιατί μας επιτρέπει να 
συμπεοαίνουιιε τυ συυπανότητα των υποσυνόλων ενόί μετρικού νώοου αέσω καλύφεών 
το-nc ανοιντών σ ’ ολόκληρο το υετοικό νώοο και όνι αναγκαστικά στον υπόνωοο που 
οοίΕουν τα υποσύνολα αυτά, όπακ θα έποεπε ιχε Βάση τον οοισιιό.
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8.3.3. Κάθε συμπαγής μετρικός χώρος ε ίν α ι ολικά  φ ραγμένος κ α ι 

επο£ενωξ_<Ε^αγμένο  ̂ ιιετοιχόζ νώ οoc.

Α π ό δ ε ιξ η .

Πραγματικά, έστω ε τυχών θετικός αριθμός. Τότε, επειδή Ε= U Β(χ, ε) και λόγω 

της συμπαγότητας του Ε, υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη της ανοιχτής κάλυψης 

Β(χ, ε), χΕΕ, του Ε. Άρα υπάρχουν σημεία xi,...,xn, η ΕΝ, του Ε τέτοια, ώστε 

η
Ε» U B(Xj, ε). Αυτό όμως, σύμφωνα με την Πρόταση 7.1.1., σημαίνει ότι ο Ε είναι ολικά 

ί=ΐ
φραγμένος. Επιπλέον, ως ολικά φραγμένος, ο Ε είναι και φραγμένος μετρικός χώρος 
(Βλέπε Πρόταση 7.2.1.). ♦

8.4. Ισοδύναμα της συμπαγότητας

Στην παράγραφο αυτή θα δούμε μερικούς άλλους τρόπους χαρακτηρισμού της 
συμπαγότητας που είναι ισοδύναμοι με τον κατά Heine-Borel χαρακτηρισμό της. Για το
σκοπό αυτό δίνουμε αρχικά το επόμενο λήμμα.

8. 4. 1. Λ Η Μ Μ Α . Α ς ε ίνα ι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώ ρος ακολουθιακά 
σ υ μ π α γή ς κ α ι  Α{, ϊΕ Ιμ ια  ανοιχτή κάλυψή του. Τ ότε υπάρχει ε, ε > 0, τ έ τ ο ιο ,

ώστε:
_______________________ (VxEE) (31ΕΙ)Β(χ, ε)£Αί·

Α π ό δ ε ιξ η .

Έστω ότι δεν ισχύει το συμπέρασμα του λήμματος. Τότε, για κάθε νΕΝ υπάρχει

ένα σημείο χν€Ε  τέτοιο, ώστε η σφαιρική περιοχή Β(χν, ^ ) δεν είναι υποσύνολο κανενός

από τα σύνολα Α,, ϊΕΙ. Ορίζεται έτσι μια ακολουθία (xv)veN η οποία, επειδή ο Ε είναι 
ακολουθιακά συμπαγής, έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Έστω χ0ΕΕ ένα σημείο
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συσσώρευσης της (χν)ν€Ν· Επειδή xoGE- UAj, υπάρχει j€J τέτοιο, ώστε xo€Aj.
2

Επιπλέον, επειδή το Aj είναι ανοιχτό, υπάρχει ηΕΝ με B(xo, -)£ A j. Επειδή το Χο

είναι σημείο συσσώρευσης της (xv)veN. υπάρχει mEN, m>n και τέτοιο, ώστε xmEB(Xo, ~ ) 
2 1 2

Q Β(χο, “ ). Τότε όμως ισχύει B(xm, —) Q B(xo, - ) .  Πραγματικά για τυχόν y έχουμε:

yeB(xm, jJj· ) => ρ(χπι· y )< ^ = >  ρίχπ,. y )< £  -*

0(ŷ )) < 0(y, Xm)+Q(Xm. x«)<n + n“n => 
yeB(Xo,J).

2
Αρα, από τη σχέση Β(Χο, -)C A j, παίρνουμε

®(Xm> )£Aj*

που αντίκειται στην αρχική μας υπόθεση, φ

| Ο θετικός αριθμός ε, την ύπαρξη το ν  οποίον εξασφαλίζει για τα ακολονθιακά 
| συμπαγή σύνολα το παραπάνω λήμμα, λέγεται αρ ιθμ ός το υ  L ebesgue.

8.4.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόντα μετρικό χώρο (Ε, ρ) τα παρακάτω 
είναι ισοδύναμα:

I) Ο (Ε, ρ) είναι συμπαγής.
Η) Ο (Ε, ρ) είναι πλήρης και ολικά φραγμένος.
iii) Ο (Ε. ο) είναι ακολουθιακά συμπαγής.
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Απόδειξη.
Από την Πρόταση 7.2.7., είναι γνωστή η ισοδυναμία (ϋ) (iii). Έτσι, αρκεί ν’ 

αποδείξουμε την ισοδυναμία (i) ο  (iii).
(i => iii) Υποθέτουμε ότι ο (Ε, ρ) είναι συμπαγής και ταυτόχρονα όχι 

ακολουθιακά συμπαγής. Τότε υπάρχει ακολουθία (αν)ν£Ν στον Ε η οποία δεν έχει σημεία 
συσσώρευσης στον Ε. Έτσι, για κάθε χΕΕ υπάρχει ανοιχτή περιοχή U(x) του Ε τέτοια,
ώστε

avEU(x) για πεπερασμένο πλήθος δεικτών νΕΝ.
Επειδή όμως

Ε= U U(x)Χ<ΕΕ
και ο Ε είναι συμπαγής, υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους σημεία x i,...,xn στον Ε
τέτοια, ώστε

η
E=UU(xO.

ϊ-1
Αλλά τότε οδηγούμαστε σε άτοπο γιατί, αφού για κάθε i -  1, ... ,η έχουμε 

OvEU(Xj) για πεπερασμένο πλήθος δεικτών ν€ΞΝ,
παίρνουμε τελικά

η
α-νΕ UU(Xj)-E για πεπερασμένο πλήθος δεικτών νΕΝ. 

ί-ι
(iii => i) Έστω ότι ο (Ε, ρ) είναι ακολουθιακά συμπαγής και Aj, iEI τυχούσα

ανοιχτή κάλυψη του Ε. Έστω επιπλέον ε, ε > 0, ο αριθμός του Lebesgue για την κάλυψη 
Aj, iEI που εξασφαλίζει το Λήμμα 8.4.1. Ακόμη, ο Ε, ως ακολουθιακά συμπαγής, είναι 
ολικά φραγμένος. Έτσι, έστω B(xj, ε),...,Β(χη, ε) μια πεπερασμένη κάλιτψη του Ε (Βλέπε 
Πρόταση 7.1.1.). Για κάθε περιοχή Β(χχ, ε), λ=1,...η θεωρούμε, σύμφωνα με το Λήμμα
8.4.1., ένα σύνολο Αχ της κάλυψης Aj, iEI τέτοιο, ώστε Β(χχ, ε)£Αχ. Τότε όμως

η η
Ε= U Β(χχ, 8)C U Αχ. 

λ-ι λ-ι
Αρα η κάλυψη Aj, iEI του Ε έχει πεπερασμένη υποκάλυψη, την {Αι,.,.,ΑηΚ που 
σημαίνει ότι ο Ε είναι συμπαγής. ♦

Η συμπαγότητα μπορεί να χαρακτηριστεί και με τη βοήθεια των κλειστών 
συνόλων. Για το σκοπό αυτό δίνουμε τον εξής ορισμό:

Μια συλλογή συνόλων C λέμε ότι έχει την ιδ ιό τη τα  τω ν  π επ ερα σμ ένω ν  
τομ ώ ν (fin ite  in tersec tio n  p ro p er ty )  αν για κάθε πεπερασμένη νποσνλλογή 
Βτης C ισχύει ΠΒ*0.
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8.4.3. ΠΡΟΤΑΣΗ Ένας μετρικός χώ ρ ο ς Ε είναι συμπαγής αν και 

μόνο αν κάθε οικογένεια κλειστώ ν υποσυνόλων του Ε, που έχει την 

ιδιότητα των πεπεοασιιένων τοιιών. έγει μη κενή τομή.

Α π ό δ ε ιξ η .
Υποθέτουμε ότι ο Ε είναι συμπαγής και ότι Gj, ie i είναι μια οικογένεια κλειστών 

υποσυνόλων του Ε, που έχει την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών. Επιπλέον,
υποθέτουμε ότι QGi - 0  και θα καταλήξουμε σε άτοπο.

Πραγματικά, έχουμε:
E -0 c- (n G l)c-U G i:. iQ iel

Άρα η οικογένεια Gj, ie l είναι μια κάλυψη του Ε και μάλιστα ανοιχτή, αφού για κάθε
ί£Ι το Gi είναι κλειστό σύνολο. Λόγω της συμπαγότητας του Ε, υπάρχει πεπερασμένη 
υποκάλυψη της G j, ie i, δηλαδή υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο J του I τέτοιο,

ώστε E -U G f. Τότε όμως παίρνουμε

0 -  Ec-  (U G f)c -  Π Ο ,.

Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί αντίκειται στην ιδιότητα των πεπερασμένων τομών που 
υποθέσαμε για την οικογένεια Gi, iei.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι κάθε οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του Ε που 
έχει την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών, έχει μη κενή τομή. Θ’ αποδείξουμε ότι ο Ε 
είναι συμπαγής.

Πραγματικά, έστω Aj, ie i τυχούσα ανοιχτή κάλυψη του Ε.
Τότε:

Ε - U Aj =>0- Ec-  ( U A0C -  Π A f . iei iei sei
Επειδή η συλλογή Af, ie i είναι συλλογή κλειστών συνόλων και μάλιστα με κενή τομή, 
σύμφωνα με την υπόθεση, η A f , ie i δεν μπορεί να έχει την ιδιότητα των πεπερασμένων 
τομών. Έτσι, υπάρχει πεπερασμένο σύνολο J, JCI, τέτοιο, ώστε

D A f  -  0 .

Τότε όμως έχουμε
E -0 c- (n A f ) c-U A j. viej * iQ

δηλαδή υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη της Aj, ie i. Αρα ο Ε είναι συμπαγής μετρικός
χώρος. ♦
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8.5. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

8.5.1. Όπως τονίστηκε και στα προηγούμενα, οι έννοιες της
συμπαγότητας και της ακολουθιακής συμπαγότητας, αν και είναι
ισοδύναμες στους μετρικούς χώρους, δεν είναι ισοδύναμες στους
τοπολογικούς χώρους.

Τα όσα εισαγωγικά αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο για τους 
τοπολογικούς χώρους, δεν μας δίνουν τη δυνατότητα να δώσουμε παραδείγματα χώρων 
ακολουθιακά συμπαγών και ταυτόχρονα μη συμπαγών. Τέτοια παραδείγματα μπορεί να 
βρει κανείς σε βιβλία που πραγματεύονται τη θεωρία των τοπολογικών χώρων. (Π.χ. στο 
βιβλίο: Foundations of General Topology τον W. Pervin, Academic Press 1965, στη 
σελίδα 59, υπάρχουν τέτοια παραδείγματα).

Σημειώνουμε εδώ ότι ένας συμπαγής τοπολογικός χώρος είναι πάντοτε 
ακολουθιακά συμπαγής, όπως προκύπτει από την απόδειξη της Πρότασης 8.4.2 (=>).

Η παραπάνω διαφορά μεταξύ μετρικών και τοπολογκών χώρων και τα 
συνακόλουθά της, είναι ο λόγος που οι αποδείξεις των περισσοτέρων προτάσεων του 
παρόντος κεφαλαίου στηρίζονται στον κατά Heine-Borel ορισμό της συμπαγότητας.
Έτσι, οι αποδείξεις αυτές, χωρίς σημαντικές αλλαγές ισχύουν και για τους τοπολογικούς 
χώρους. Αυτό, αν και πολλές από τις αποδείξεις αυτές θα ήταν ευκολότερες αν 
βασίζονταν στον χαρακτηρισμό της συμπαγότητας με βάση την ιδιότητα των Bolzano-
Weierstrass.

8.5.2. Ένα υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου (R, I I)) είναι 
συμπαγές αν και μόνο αν είναι κλειστό και φραγμένο.

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι Α είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, I I). 

Σύμφωνα με την Πρόταση 8.4.2., το Α είναι πλήρες, επομένως κλειστό (Βλέπε 6.2.2.) 
υποσύνολο του (R, 11). Επιπλέον το Α είναι και φραγμένο (Βλέπε 8.3.3.)

Αντίστροφα, έστω ότι το Α είναι κλειστό και φραγμένο υποσύνολο του (R, I I). 
Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 6.2.1. και την Εφαρμογή 7.3.1., το Α είναι πλήρες και 
ολικά φραγμένο άρα συμπαγές. ♦
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Με τον ίδιο ακρφώς τρόπο μπορούμε ν’ αποδείξουμε ότι: ένα υποσύνολο του 
ευκλείδειου μετρικού χώρου, (Rn, I I), ηΕΝ, είναι συμπαγές αν και μόνο αν
είναι κλειστό και φραγμένο.

8.5.3. Ένα μη κενό και συμπαγές υποσύνολο της πραγματικής 
ευθείας έχει μέγιστο και ελάχιστο στοιγείο.

Απόδειξη.
Έ στω Α ένα μη κενό και συμπαγές υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, I I). 

Σύμφωνα με την προηγούμενη εφαρμογή το Α είναι φραγμένο υποσύνολο του R. 
Επειδή, επιπλέον, Α * 0 , υπάρχουν τα supA και infA στο R. Επειδή όμως το Α είναι

κλειστό (ως συμπαγές) τα supA και infA, που είναι σημεία επαφής του Α, ανήκουν στο 
Α. Άρα supA-maxA και infA-minA. ♦

8.5.4. Η συμπαγότητα όεν είναι κληρονομική ιδιότητα

Απόδειξη.
Το διάστημα [0,1] της πραγματικής ευθείας ω ς κλειστό και φραγμένο υποσύνολο 

του μετρικού χώρου (R J D  είναι συμπαγές σύνολο. Αντίθετα, το σύνολο (0,1), παρότι 
είναι υποσύνολο του συμπαγούς συνόλου [0,1], δεν είναι συμπαγές γιατί δεν είναι 
κλειστό. ♦

8.5.5. Αν (Ε, ρ) είναι ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών 
χώρων (Ej, ρι), i-Ι,...μι, τότε ισχύει ότι ο (Ε, ρ) είναι συμπαγής αν και μόνο 
αν για κάθεΐ-Ι,.,.μιο μετρικός χώρος(Ej,ρΟ είναι συμπαγής.___________

Απόδειξη.
Πραγματικά, έστω ότι ο  (Ε, ρ) είναι συμπαγής. Τότε ο  (Ε, ρ) είναι πλήρης και 

ολικά φραγμένος. Έτσι, σύμφωνα με τις Προτάσεις 6.2.4. και 7.2.4. αντίστοιχα, για κάθε 
i -  1 ,... μι ο χώρος (Ει, ρ0 είναι πλήρης και ολικά φραγμένος και άρα συμπαγής.

Αντίστροφα, αν για κάθε i -  Ι ,.,.,η  ο  μετρικός χώρος (Ej, ρ;) είναι συμπαγής και 
επομένως πλήρης και ολικά φραγμένος, τότε, σύμφωνα πάλι με τις Προτάσεις 6.2.4. και
7.2.4., ο  (Ε, ρ) είναι πλήρης και ολικά φραγμένος και άρα συμπαγής. ♦
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8. 5. 6. Η οικογένεια των συνόλων Αγ®(0, ̂], νΕΝ έχει την ιδιότητα 

των πεπερασμένων τομών γιατί Αν1ΠΑν2Π...ΠΑνι, = (0, όπου νχ=

max{vi,...,vk}. Ισχύει όμως Π Α=0.

Συνδυάζοντας το συμπέρασμα αυτό με το συμπέρασμα της Πρότασης 8.4.3. και, 
λαμβάνοντας υπόψη ότι για κάθε νΕΝ το σύνολο Αν είναι κλειστό υποσύνολο του

μετρικού χώρου ((0,1], I I), συμπεραίνουμε ότι ο μετρικός χώρος ((0,1], I I) δεν είναι 
συμπαγής. ♦

8.5.7. Έστω Έ  ένας μετρικός χώρος και C μια συλλογή μη κενών και
κλειστών υποσυνόλων του Ε γραμμικά διατεταγμένη ως προς τη σχέση του 
υποσυνόλου. Αν ένα τουλάχιστον από τα στοιχεία της C είναι συμπαγές 
σύνολο, τότε C)C*0.

Απόδειξη.
Έστω Α ένα συμπαγές σύνολο της συλλογής C. Θεωρούμε τη συλλογή

/?~ {X eC : X C A }.
Επειδή η C είναι γραμμικά διατεταγμένη και AQC, ισχύει Π /?=Π β. Επιπλέον, η 
συλλογή /?, ως γραμμικά διατεταγμένη, έχει την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών και 
τα μέλη της είναι κλειστά υποσύνολα του συμπαγούς συνόλου Α. Αρα Π /?*0 , δηλαδή
nc*0. φ

8.5.8, Έστω Ε ένας μετρικός χώρος και (Χν)νΕΝ μια φθίνουσα 
ακολουθία μη κενών και κλειστών υποσυνόλων του Ε. Αν ένας 
τουλάχιστον όρος της ακολουθίας (Χ ν)νΕΝ είναι συμπαγές σύνολο, τότε
Π Χ ν * 0  και μάλιστα

\ΕΝ
δ( Π Χ ν) -  lim δ(Χ ν). 

ν€Ν νΕΝ
Επιπλέον, ισχύει:

lim δ(Χ ν) * 0 <ϋ> Το Π Χ ν είναι μονοστοιχειακό σύνολο.
_______________ νΕΝ______  νΕΝ _______________________________________

Απόδειξη.
Εφαρμόζοντας το συμπέρασμα της προηγούμενης εφαρμογής, παίρνουμε

Π Χ ν* 0 . 
νΕΝ
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Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι Ν-Ν και ότι το X ι είναι συμπαγές. 
Τότε κάθε Χ ν, νΕΝ ω ς κλειστό υποσύνολο του συμπαγούς X j, είναι συμπαγές. Άρα για 
κάθε νΕΝ υπάρχουν ay, bv εν Χ ν τέτοια, ώστε:

δ(Χν)“ρ(&ν> by).
Η ακολουθία (av>veN ω ς ακολουθία σημείων του συμπαγούς συνόλου Χ ι, έχει 
συγκλίνουσα εν Χι υπακολουθία με lim a. Όμοια, η ακολουθία (bkv>veN

έχει συγκλίνουσα εν Χ ι ακολουθία (b^yeN , με to n b x ^ b · Επειδή to n a x ^ a .

παίρνουμε
Hm ρ ^ ,  b ^ ^ a . ^ b ) ·

Επίσης, για τυχόν μΕΝ υπάρχει νοΕΝ τέτοιο, ώστε λν()2μ. Αρα Χ ^Ο Χ μ για κάθε
vav0. Επομένως, για κάθε ν ^ ν  ισχύει β^ Ε Χ μ, που σημαίνει £ a-  Ηπιβι^εΧμ, αφού τονθΝ
Χμ είναι κλειστό. Έτσι, έχουμε 

Όμοια, παίρνουμε

η  χ μ.
μΕΝ

2 be  η  Χμ
μΕΝ

Αρα
ρ(2 a, 2 b )- ton ρ(μ^, b ^ )-  ton 6 (X ^ )s  δ ( η  Χ ν). 

νΕΝ ^ ^ νΕΝ ^ μβΝ
Προφανώς όμως ισχύει και δ  (^Π^Χν )s ton δζΧ ^ ). Αρα

ton δ (Χ ^ )-δ ( Π Χ ν). 
νΕΝ ^ ν€Ν

Επειδή όμως η πραγματική μη αρνητική ακολουθία (δ(Χν))νβΝ είναι φθίνουσα και άνω 
φραγμένη, το όριό της υπάρχει και άρα

!έ£ δ (Χ ν)“  ton 6(XXy)-6( Π Xy). νΕΝ vEN ^  vEN
Για την ισοδυναμία

lim δ(Χ ν) · 0 ο Τ ο  Π Χ ν είναιμονοστοιχειακόσύνολο, 
νΕΝ νΕΝ

υποθέτουμε ότι α, β είναι τυχόντα στοιχεία του συνόλου Π Xy. Τότε, για κάθε νΕΝ θανΕΝ
έχουμε αΕ Χ ν και βΕ Χ ν , οπότε

ρ (α ,β )£ δ (Χ ν), νΕΝ.

Αρα

0 £ ρ(α, β) <, lim δ(Χ ν) -  0 =>α- βvES
Το αντίστροφο είναι προφανές. ♦



Συιιπαγεκ: Μετρικοί Χ ώοοι 121

8.6. Ιδιότητες των συμπαγών μετρικών χώρων

8.6.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε συμπαγές υποσύνολο ενός μετρικού χώρου 
είναι κλειστό και φραγμένο σύνολο.

Απόδειξη.
Έστω Α ένα συμπαγές υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε. Τότε το Α είναι πλήρες 

και ολικά φραγμένο, οπότε, σύμφωνα με τις Προτάσεις 6.2.2. και 7.2.1. αντίστοιχα,
είναι κλειστό και φραγμένο. ♦

*

Όπως είδαμε στην Εφαρμογή 8.5.2., στο μετρικό χώρο (R, I I) ισχύει και το 
αντίστροφο της παραπάνω πρότασης. Γενικά, όπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο, 
το αντίστροφο της Πρότασης 8.6.1. δεν ισχύει.

8.6.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε κλειστή υποσύνολο ενός συμπαγούς μετρικού 
χώρου είναι συμπαγές σύνολο.___________________________________

Απόδειξη.
Έστω Κ ένα κλειστό υποσύνολο του συμπαγούς μετρικού χώρου Ε και C τυχούσα 

ανοιχτή στον Ε κάλυψη του Κ. Τότε η συλλογή C ' =Cu {Kc } είναι ανοιχτή του Ε. Επειδή 
ο Ε είναι συμπαγής, υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη Κ της C ' . Τότε όμως η συλλογή 
Κ -{  Kc } είναι πεπερασμένη (ως υποσυλλογή της Κ )  υποκάλυψη της C για το σύνολο Κ. 
Αυτό, σύμφωνα με την Εφαρμογή 8.3.2., αποδεικνύει τη συμπαγότητα του Κ. ♦

8.6.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι Ει, Ε2 μετρικοί χώροι και f : Ει~*Έ2 μια 
συνεχής συνάρτηση. Αν ο μετρικός χώρος Ει είναι συμπαγής, τότε και το 
πεδίο τιμών 75(f) της f είναι συμπαγές υποσύνολο του Ε2·

Απόδειξη.
Έστω At, ie i  μια ανοιχτή στον Ε2 κάλυψη του πεδίου τιμών 75(f) της f. Τότε 

είναι φανερό ότι η συλλογή f~1(Ai), iEI είναι κάλυψη του Ε] και μάλιστα, επειδή η f 
είναι συνεχής και η συλλογή Aj, i e i , συλλογή ανοιχτών συνόλων, η Μ (Α 0 , ie i  είναι
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ανοιχτή κάλυψη του Ej. Έτσι, λόγω της συμπαγότητας του Ej, υπάρχει πεπερασμένη 
υποκάλυψηΜ(ΑΟ, ΐΕΙτης M(Aj), iei. Επομένως Ej - Uf_I(Aj), οπότε:

iEJ

η  (D-f(E,)-f(Uf-i(Ai)) -υί(ί-ΐ(Αθ)ςυΑι.
lEJ iEJ iEJ

Άρα η οικογένεια Aj, iEJ είναι πεπρασμένη υποκάλυψη της κάλυψης Aj, iEI του 75(f)* 
πράγμα που αποόεικνύει ότι το 75(f) είναι συμπαγές σύνολο. ♦

8.6.4. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν f είναι μια συνεχής πραγματική συνάρτηση με 
πε6ίο ορισμού ένα συμπαγή μετρικό χώρο, τότε η f είναι φραγμένη και

Απόδειξη.
Σύμφωνα με την προηγούμενη Πρόταση, το πεδίο τιμών 75(0 της f είναι συμπαγές

υποσύνολο του R. Αρα το R(0 είναι φραγμένο σύνολο και μάλιστα υπάρχουν τα 
max75(0 και min 75(0 (Βλέπε 8.5.3.), πράγμα που αποδεικνύει το πόρισμα. ♦

8.6.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι (Ει,ρΟ, (Ε2, ρ2) μετρικοί χώροι, f : Ε ι Ε 2 

μια συνεχής συνάρτηση και S τυχόν συμπαγές υποσύνολο του Ει. Τότε η 
συνάρτηση f IS είναι οιιοιόμοοορα συνεχής.

Απόδειξη.
Θεωρούμε τυχόν ε, ε > 0. Τότε για τυχόν aES, επειδή η f είναι συνεχής στο α,

£υπάρχει δα> 0 τέτοιο, ώστε για κάθε x£S με ρι(χ, α) < δα να ισχύει Q2(f(x), f(a)) < j· 

Με τον τρόπο αυτό για κάθε aeS, ορίζεται η σφαιρική περιοχή Βα - Β(α, ) έτσι,

ώστε f(Ba) Q B(f(a), |·). Η οικογένεια Βα, aES αποτελεί μια ανοιχτή κάλυψη του S.
Επομένως, λόγω της συμπαγότητας του S, υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη (Βαι, Βα2, 
..., Βαη} της Βα, aES. Δηλαδή

η
SC UBa, (*)

ί-1
€>έτουμε δ - j  min{6ai,...,6an} και θεωρούμε δυο τυχόντα στοιχεία x, y εν S τέτοια,

δ™,ώστε ρι(χ, y) < δ. Λόγω της σχέσης (*), υπάρχει ak ES τέτοιο, ώστε ρι(χ, ak) < — . Άρα
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δ((|/ 6(JL δ̂ ι,
Oi(y.ak)s Qi(y,x) + Qi(x,ak)<6 + —  s —  + —  = 6 ak.

Επομένως
Q2(f(x), f(at)) < | και Q2(f(y), ί(α*)) < |,

οπότε
Q2(f(x), f(y)) S 02(f(x), f(ak)) + OaCfiak), f(y)) < | + |= ε.

Έτσι, αποδείχτηκε ότι για κάθε ο Ο  υπάρχει δ>0 ώστε για τυχόντα x, y εν S, με 
Qi(x, y)<6, να ισχύει Q2(f(x), f(y))<e, που σημαίνει ότι η συνάρτηση f IS είναι ομοιόμορφα 
συνεχής, φ

8.7. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

8.7.1. Για τυχόντα μη κενά υποσύνολα Α και Β ενός μετρικού χώρου 
(Ε, ρ) ισχύουν τα παρακάτω:

ΐ) Αν το Α είναι συμπαγές και .το Β τυχόν, υπάρχει αΕΑ τέτοιο, ώστε
ρ(Α, Β) = ρ(α, Β).

it) Αν το Α είναι συμπαγές, το Β κλειστό και ΑΠΒ ~ 0, τότε ρ(Α,Β) > 0. 
iii) Αν τα Α,Β είναι συμπαγή, υπάρχουν σημεία αΕΑ και βΕΒ τέτοια, 

ώστε ρ(Α Β) = ρ(α, β).
ίν) Αν το Α είναι συμπαγές, υπάρχουν σημεία ΧοΕΑ και yoEA τέτοια, 

ώστε δ(Α) - ρ(χο, y0).

Απόδειξη.
ΐ) Είναι γνωστό ότι ρ(Α, Β) = inf ρ(χ, Β). Επιπλέον, η συνάρτηση f(x) - ρ(χ, Β),

ΧβΑ

χΕΒ είναι μια συνεχής πραγματική συνάρτηση (Βλέπε 4.4.4(i).). Επειδή το Α είναι
συμπαγές η f παίρνει ελάχιστη τιμή στο Α, σύμφωνα με το Πόρισμα 8.6.4. Αρα υπάρχει 
αΕΑ τέτοιο, ώστε:

f(a) = min f(x).
xEA

Αρα
ρ(α, Β) = f(a) = min f(x) - inf ρ(χ, Β) - ρ(Α,Β).

XEA Χ Ε Α
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ii) Επειδή το A είναι συμπαγές, σύμφωνα με το (i), υπάρχει aGA τέτοιο, ώστε 
ρ(α, Β) -  ρ(Α, Β) £ 0. Ας υποθέσουμε ότι ρ(Α, Β) -  0, δηλαδή ρ(α, Β) -  0. Αλλά τότε

(Βλέπε 1.9.,5(i).), αΕΒ -  Β, δηλαδή αΕΑΠΒ, που είναι άτοπο αφού ΑΠΒ -  0 .

iii) Η συνάρτηση (μετρική) ρ είναι μια συνεχής πραγματική συνάρτηση με πεδίο 
ορισμού το σύνολο ΑχΒ που είναι συμπαγές, ω ς καρτεσιανό γινόμενο συμπαγών 
συνόλων. Άρα η ρ παίρνει ελάχιστη τιμή στο ΑχΒ. Έτσι, υπάρχει ζεύγος (α, β)ΕΑχΒ
τέτοιο, ώστε:

ρ(Α, Β) -  inf ρ(χ, y) -  min 0(x, y) -  ρ(α, β).
(X,y)€AxB (x,y)€AxB

(iv ) Όμοια όπως και στο (iii), η συνάρτηση (μετρική) ρ είναι συνεχής στο 
συμπαγές σύνολο ΑχΑ και παίρνει μέγιστη τιμή. Έτσι, υπάρχει ζεύγος (Χο, yo)GAxA
τέτοιο, ώστε:

δ(Α)- sup oix,y)- max o(x,y) - ρ(χο, y0) · ♦(x,y)fcAxB (x,y)GAxB

8.7.2. Α ν E] κ α ι Έ2 ε ίνα ι μετρικοί χώ ροι, f:E] -» Ε 2 είναι μια συνεχής 

κ α ι αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση κα ι ο Ει είναι συμπαγής, τότε η Μ  ε ίν α ι 

συνεπής συνάρτηση.

Α π ό δ ε ιξ η .

Έ στω Κ ένα κλειστό υποσύνολο του Ει. Τότε, επειδή ο Ει είναι συμπαγής, το Κ 
είναι συμπαγές υποσύνολο του Ει. Ακόμη, επειδή η f είναι συνεχής, το σύνολο f(K) είναι 
συμπαγές υποσύνολο του Ε2 και άρα και κλειστό σύνολο. Έτσι, από τη σχέση

f(K) -  (f-i)-i(K ),

προκύπτει ότι η συνάρτηση Η  είναι συνεχής, αφού η αντίστροφη εικόνα (f-1)—*(Κ) του 
κλειστού συνόλου Κ είναι το κλειστό σύνολο f(K). ♦

8 .7 .3 . Ό πως ξέρουμε (Βλέπε Πρόταση 8.6.1.), κάθε συμπαγές υποσύνολο ενός 
μετρικού χώρου είναι κλειστό και φραγμένο σύνολο. Ειδικότερα, είναι γνωστό ότι στον 
ευκλείδειο μετρικό χώρο (Rn, I I) ισχύει και το αντίστροφο. Γενικά όμως, δεν ισχύει 
ό τ ι ένα κλειστό και φραγμένο υποσύνολο ενός μετρικού χώρον είναι 
συ μ π α γές. Ο ισχυρισμός αυτός αποδεικνύεται από το επόιιενο παράδειγμα.

Θεωρούμε τον μετρικό χώρο (Q , 11), δηλαδή τό σύνολο των ρητών αριθμών με 
μετρική αυτή που εισάγει η απόλυτη τιμή και το σύνολο A -  {xEQ : V2 < x < V3 ).
Προφανώς, το Α  είναι ένα φραγμένο υποσύνολο του Q. Επιπλέον, έχουμε ότι
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A = {XGR-.V2 s x  s  V3 }nQ =[V 2,V 3]nQ , 

δηλαδή το Α είναι τομή τον συνόλου [V2, V3] (που είναι κλειστό στο μετρικό χώρο 
(R J  I) και του Q. Αρα το Α είναι κλειστό υποσύνολο του (Q, I I) (Βλέπε Πρόταση
3.1.2.). Θ ’ αποδείξουμε ότι το Α, παρότι κλειστό και φραγμένο, δεν είναι συμπαγές 
υποσύνολο του (Q, I I).

Πραγματικά, επειδή το Q είναι πυκνό υποσύνολο του R, υπάρχει ακολουθία
(αν)ν€ΞΝ εν Q με lim αν = V2. Μάλιστα, χωρίς βλάβη, μπορούμε να υποθέσουμε ότι αν^Α , 

νΕΝ
νΕΝ. Τότε όμως δεν υπάρχει καμμιά συγκλίνουσα στο Q (άρα ούτε και στο Α) 
υπακολουθία της (αν)ν€Ν · Αυτό, γιατί κάθε υπακολουθία της (αν)·νθΜ συγκλίνει στο V2 
που δεν είναι στοιχείο του Q, ούτε του Α. Άρα το σύνολο Α, ω ς μη ακολουθιακά 
συμπαγές, δεν είναι συμπαγές. ♦

8.7.4. Σ’ ένα πραγματικό διανυσματικό χώρο πεπερασμένης 
διάστασης δυο τυχούσες στάθμες είναι ισοδύναμες.

Απόδειξη.
Το παραπάνω συμπέρασμα αποδακνύεται με τη βοήθεια της θεωρίας των 

συμπαγών συνόλων.
Υπενθυμίζουμε ότι δυο στάθμες Νι και Ν2 σ ’ ένα διανυσματικό χώρο Ε είναι 

ισοδύναμες αν υπάρχουν θετικοί αριθμοί Α  και Β τέτοιοι, ώστε για κάθε χΕΕ να ισχύει:
ANi(x) jsN2(x) & ΒΝι(χ).

Έ στω Ε ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με διάσταση η, ηΕΝ και 
{Γι,...,ΓηΙ μια βάση του Ε. Τότε, κάθε χΕΕ γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή

χ=χιΓι+...+χηΓη, όπου (xi,...,xn )=  x £ R n. Έχουμε αποδείξει (Βλέπε 4.6.2.) ότι η

συνάρτηση | |: Ε - »  R , με τύπο |χ| = ΙχΊ = ,.+χ^ , είναι στάθμη στον Ε και,

επιπλέον, ότι η συνάρτηση f : Ε -*  Rn , με τύπο f(x) = χ , είναι ισομετρία μεταξύ των 
μετρικών χώρων (Ε, | |) και (Rn. I I).

Για ν’ αποδείξουμε ότι δύο τυχούσες στάθμες στον Ε είναι ισοδύναμες, αρκεί ν ’ 
αποδείξουμε ότι τυχούσα στάθμη Ν στον Ε είναι ισοδύναμη με την | |. Έτσι, επειδή

ξέρουμε (Βλέπε 4.6.2.) ότι για τυχούσα στάθμη Ν στον Ε υπάρχει Β > 0 τέτοιο, ώστε 
N(x)sB|x|, χΕΕ, αρκεί ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει Α>0 τέτοιο, ώστε να ισχύει

A|x|sN(x), χΕΕ.

Πραγματικά, θεωρούμε το σύνολο . C»(xEE:|x|«l). Τότε, το σύνολο 

f(C )= {xE R n:lx l»l) είναι συμπαγές υποσύνολο του R n επειδή είναι κλειστό και
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φραγμένο. Επειδή όμως τα σύνολα C και f(C) είναι ισομετρικά (άρα και ομοιομορφικά), 
το σύνολο C είναι και αυτό συμπαγές (Βλέπε Πρόταση 8.6.3.). Επιπλέον, λόγω της 
γνωστής σχέσης

IN(x) - N(y)l s N(x-y) s Β |x-y|, χ, y εν Ε, 
η συνάρτηση Ν είναι συνεχής ως προς τη μετρική που εισάγει η στάθμη | | (Βλέπε 4.4.4.).
Άρα η συνάρτηση Ν παίρνει ελάχιστη τιμή στο συμπαγές σύνολο C. Θέτουμε

A - min N(x). xec
Τότε, επειδή 0£C και επομένως Ν(χ)>0 για κάθε x£C, συμπεραίνουμε ότι Α>0. Ακόμη,
για κάθε χΕΕ, με χ*»0, έχουμε:

X
Ιχ| f r - L

Άρα t t £C και έτσιΜ
Ν(τ τ ) £ A => ”  N(x) S A => Ν(χ) 2: Α|χ|, X € Ε-|0).|χ| |χ|

Επειδή όμως Ν(0) - 0 - Α|θ|, παίρνουμε τελικά
Ν(χ) £ Α|χ| για κάθε χΕΕ,

που αποδεικνύει το ζητούμενο. ♦

Ένα άμεσο πόρισμα του παραπάνω συμπεράσματος είναι το εξής:

Όλες οι στάθμες στο διανυσματιχό χώρο Rn, n€N, είναι ισοδύναμες.

8.7.5. Αν Ε είναι ένας διαννσματικός χώρος πεπερασμένης
διάστασης, Ν μια στάθμη στον Ε και Ε* ο χώρος των πραγματικών
γραμμικών συναρτήσεων επί τον Ε, τότε για κάθε f£E* το

sup{ If(x)l: x£E και N(x) -1) - sup lf(x)l,
Ν(χ)-1

υπάρχει στο R και μάλιστα ισχύει:
sup lf(x)l - sup j^f, fEE*. x*o niX)N(x)-1

Επιπλέον, ο τύπος N'(f)- sup lf(x)l — sup ορίζει μια στάθμη στο
N(x)-1 χ*0 Ν(χ)

διανυσματιχό τ ώ ο ο Ε*.
Απόδειξη.

Αρχικά παρατηρούμε ότι το σύνολο A- {xEE: Ν(χ)« 1} είναι συμπαγές υποσύνολο 
του διανυσματικού χώρου Ε, θεωρούμενου ως μετρικού με μετρική την εισαγόμενη από
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τη στάθμη Ν (Βλέπε 8.8.1.)· Αρα, για τυχούσα συνάρτηση f£E *, το sup (f(x)l υπάρχει
N(x)-1

crtoR, αφού σύμφωνα με την Εφαρμογή 4.6.3. κάθε συνάρτηση f, f£E *, είναι, συνεχής.

Για την απόδειξη της ισότητας sup lf(x)l=sup , αρκεί ν ’ αποδειχτεί ότι
Ν(χ)=1 χ«ο Ν' χ)

κάθε άνω φράγμα του συνόλου { lf(x)l: χ£Ε  και Ν(χ)=1} είναι άνω  φράγμα του συνόλου 

{ :  xGE-(O) } και αντίστροφα.

Πραγματικά έστω ότι για κάποιο a£R  ισχύει:
( V χ£Ε) Ν(χ) =1 =>lf(x)l s  a.

Τότε για κάθε χ £ Ε -{0 ), έχουμε Ν ( ^ )  = ^  = 1, οπότε f ( ^ )  s  α. Αλλά επειδή η f 

είναι γραμμική, παίρνρυμε

K f c  H - Κ ά ;  σι -sfe « w - “ “Τ4(χ)7| |-νΝ(χ) 
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει

N(x) α.

<νχ£ Ε -(0 | ) “  « α .

Τότε, για κάθε χ, με Ν(χ)«1 (οπότε χ *0), έχουμε:
lf(x~)l
N(x)

= lf(x)l s  α.

Εύκολα μπορεί ν ’ αποδείξει κανείς τις τρεις ιδιότητες της στάθμης για τη 
συνάρτηση Ν '. ♦

8.8. Λυμένες Ασκήσεις

8.8.1. Ν ’ αποδειχτεί ότι το σύνολο Α -{χ £ Ε  : Ν(χ)=1 | είναι συμπαγές 
υποσύνολο του διανυσματικού χώρου πεπερασμένης διάστασης Ε (του Ε 
θεωρούμενου ως μετρικού χώρου με μετρική την εισαγόμενη από τη στάθμη
NL____________________________________________________________________

Λύση.
Επειδή ο Ε είναι πεπερασμένης διάστασης, υπάρχει στάθμη Ν ' στο Ε έτσι, ώστε ο 

μετρικός (Ε, Ν ')  να είναι ισομορφικός προς το μετρικό χώρο (R n, I 0. όπου η είναι η 
διάσταση του Ε (Βλέπε 4.6.2.). Το σύνολο Β -{ x £ R n : ΙχΊ-1} είναι κλειστό και φραγμένο
υποσύνολο του Rn και άρα συμπαγές. Επειδή η συμπαγότητα είναι τοπολογική ιδιότητα 
και τα σύνολα Α και C=|x£E : Ν '(χ)=1| ισομορφικά, θα είναι και το C συμπαγές.
Ακόμη, επειδή σύμφωνα με την Εφαρμογή 8.7.4., οι στάθμες Ν και Ν ' είναι ισοδύναμες 
και το σύνολο Α θα είναι συμπαγές, επειδή η συμπαγότητα είναι τοπολογική 
ιδιότητα. ♦
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8.8.2. Έ σ τω  (xv)veN μια σ υ γ κ λίν ο υ σ α  α κο λο υ θ ία  σ ’ ένα μ ετρικό χώ ρο Η
κ α ι £«Iim Χν· Ν ’ α π ο δ ειχ τε ί ό τ ι το σύνολονΘΊ

A - (Xv:veN|U^l, 
ε ίν α ι συιιπανέ& οπ οσ ύνολο  το υ Ε .

Λ ύ σ η .
Τυχοΰσα ακολουθία στο Α θα είναι είτε υποκολουθία της (xv)veN άρα 

συγκλίνουσα στο ί , είτε θα έχει ως όρο της το ί  για άπειρα ν£Ν, οπότε το όριό της θα 
είναι πάλι το I . Επομένως το Α είναι ακολουθιακά συμπαγές και άρα συμπαγές. ♦

8.8.3. Α ν Α κ α ι Β ε ίν α ι μη κ ενά  χ α ι κ λ ε ισ τά  υποσύνολα του 

ε υ κ λ ε ίδ ε ιο υ  μ ετρ ικ ο ύ  χώ ρου R n κ α ι ένα  το υ λ ά χ ισ το ν  από α υ τά  ε ίν α ι 

φ ρ α γμ ένο , τό τε  υ π ά ρ χ ου ν  a£A κ α ι bEB τέ το ια , ώ στε

__________________ _____ ρ(Α, Β) - ia-bl._______________________

Λ ύ σ η .

Θέτουμε ρ(Α, Β) - inf{ix-yl :xEA, y£B}«m. Τότε υπάρχουν ακολουθίες
(Xv)veN εν Ακαι (yv)veN εν Β τέτοιες ώστε lim bcv-yvl-in.νΘί

Υποθέτουμε ότι το Α είναι κλειστό και φραγμένο δηλαδή συμπαγές, οπότε η 
(Χν)ν€Ν έχει συγκλίνουσα υποκολουθία. Άρα υπάρχει υποκολουθία (%μ)μεΝ της (Xv)veN,
με Umxjqjt - Τ. Τότε η ακολουθία (̂ μ-γίμΙ)μ€Ν ως υποκολουθία της (taw-yyl)veN

συγκλίνει επίσης στο m, δηλαδή
limlxty-yî l -m.

Επειδή
•yîl s Ιχ^Ι+ΐΓ^Ι, μ£Ν,

και οι ακολουθίες (Ιχι<μΙ)μ6Ν χαι (ΙΧΐψ̂ ΐΐμΙ)μ€Ν ως συγκλίνουσες είναι φραγμένες, και η 
(Ϋϊΐμ)μεΝ θα είναι φραγμένη. Αρα η (γΐψ)μεΝ έχει συγκλίνουσα υποκολουθία την
(Υΐψχ)λ€Ν με Um γχμχ.= b. Επιπλέον, επειδή η ακολουθία (γΐψλ)λ€Ν είναι εν Β και το Β
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είναι κλειστό, έχουμε lim ykn^=b£B. Επειδή η ακολουθία (ΧΐψχίλβΝ είναι υπακολουθία 

της (χχμ)μβΝ> θα έχουμε lim Χκμχ- a · Λόγω της συνέχειας της στάθμης, έχουμε τελικά: 

m « lim Ιχκμλ-ΥΐΐμχΙ = 1 Χ | ψ λ-  Um ΥκμχΜa - b I. ♦

8.8.4. Ν ’ αποδειχτεί ότι σε τυχόντα μετρικό χώρο κάθε σύνολο με 
συμπαγή θήκη είναι ολικά φραγμένο σύνολο. Επιπλέον, ν’ αποδειχτεί ότι, 
αν ο μετρικός τώοος είναι πλήοης, ισκύει και το αντίοτοο<ρο.

Λύση·
Έ στω S ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε τέτοιο, ώστε το S να είναι 

συμπαγές. Έστω, επιπλέον, (xv)veN μια ακολουθία εν S. Τότε επειδή η (xv)veN είναι και

ακολουθία εν S, η (xv)ven θα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (Χμ)μβΜ εν S . Ό μως η 
(Χμ)μ€Μ* ως συγκλίνουσα, θα είναι και βασική. Έτσι, αποδείχτηκε ότι κάθε ακολουθία 
εν S έχει βασική υπακολουθία, που σημαίνει ότι το S είναι ολικά φραγμένο.

Έστω τώρα ότι ο μετρικός χώρος Ε είναι πλήρης και S ένα ολικά φραγμένο

υποσύνολό του. Έστω, επιπλέον, (xv)veN μια ακολουθία εν S . Τότε για κάθε ν€ΞΝ 
ισχύει

snB(xVl̂ )-0.
Με το αξίωμα της επιλογής θεωρούμε τα σημεία α ι, α2,...,α ν, ... τέτοια, ώστε

aiesnB(Xi,-j>0

a2esnB(X2 , 2 )* 0

avGESnB(xv, ^ )* 0

Έτσι, ορίζουμε την ακολουθία (av)veN για την οποία ισχύει

avesnB(£,̂ ),veN.
Δηλαδή η (av)veN είναι μια ακολουθία εν S και μάλιστα avSSnB(xv, ^ ), vGN, δηλαδή

ρ(αν, xv)< y , veN . (*)

Επειδή το S είναι ολικά φραγμένο, η (αν)νθΝ θα έχει βασική υπακολουθία (αμ)μ£Μ εν S. 
Τότε όμως λόγω της σχέσης (*) και η νΧμ)μεΜ θα είναι βασική (Βλέπε Ασκηση
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2.10.9.)· Έτσι, επειδή ο Ε είναι πλήρης, υπάρχει 0ΕΕ τέτοιο, ώστε lim χμ -£ . Επειδή

όμως η (Χμ)νβΜ είναι μια ακολουθία εν S παίρνουμε ί  ES , πράγμα που αποδεικνύει τη 

συμπαγότητα του S . ♦

8.8.5. Ας είναι Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και (Χν)ν€Ν μια
φθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του Ε τέτοια, ώστε X- Π Χν" 0.νθΊ
Ν’ αποδειχτεί ότι για κάθε ανοιχτό σύνολο U του Ε, με IQX, υπάρχει vqEN 
τέτοιο, ώστε Χν CU για κάθε ν & ν0.

Λύση.
Αν για κάποιο kEN είχαμε X* CU, τότε θα ίσχυε Χν CU για κάθε ν ak. Έτσι, αν 

δεχτούμε ότι δεν ισχύει το συμπέρασμα, θα πρέπει να έχουμε Xy<£U, νΕΝ δηλαδή 
ΧνΠϋ0**0, ν€ΞΝ. Αλλά τότε, η οικογένεια {Χνπυ°}, νΕΝ είναι μια οικογένεια κλειστών 
συνόλων που έχει την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών. Έτσι, επειδή ο Ε είναι 
συμπαγής θα έχουμε

η (ΧνΠΐ̂) - 0 => (η xv)nuc * 0=>xnuc*0=>x cu,vEN vGN
που είναι άτοπο. ♦

8. 8. 6. Έστω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και f:E-»E μια συνεχής 
συνάρτηση, θέτουμε Ej-f(E) και Εν+ι-ί(Εν),νΕΝ. Αν A-^Ey, ν* αποδειχτεί 
ότι A ** 0 και f(A)-A.

Λύση.
Αν f(E)-E τότε Α-Ε. Έτσι, χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 

Ei«f(E)CE και γενικά Ev+iCEy, νΕΝ. Επίσης το Ει ως εικόνα του συμπαγούς συνόλου
Ε μέσω της συνεχούς συνάρτησης f είναι συμπαγές σύνολο και άρα κλειστό. Το ίδιο 
ισχύει προφανώς για καθένα από τα σύνολα Εν, νΕΝ. ' Ετσι, η οικογένεια Εν, νΕΝ είναι
μια φθίνουσα οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του Ε. Μάλιστα, επειδή η Εν, νΕΝ

k
είναι ςρθίνουσα, ισχύει Π  Ei - Εχ * 0, δηλαδή η Εν, νΕΝ έχει την ιδιότητα των

πεπερασμένων τομών. Επομένως, επειδή ο Ε είναι συμπαγής παίρνουμε
"  0 ·
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Επιπλέον,

Αλλά
Α - ^ Ε ^ . χ ,  vGN-{ 1 )=>f(A)Cf(Ev-i)«Ev, νΕΝ-{ 1).

Δηλαδή
f(A>cvg iEv=A (**)

Από τις σχέσεις (*) και (**) παίρνουμε τελικά f(A)=A. ♦

8. 8. 7. Έ νας μετρικός χώρος Ε ο ν ο μ ά ζετα ι τοπικά συμπαγής αν γ ια  
κάθε σημείο x τον  Ε υπάρχει συμπαγής περιοχή U(x) του σημείου X.

Ν’ αποδειχτεί ότι ο καρτεσιανός μετρικός χώρος τοπικά συμπαγών 
μετρικών χώρων είναι τοπικά συμπαγής.

Λ ύση.
Έστω ο  καρτεσιανός μετρικός χώρος (Ε, ρ) των μετρικών χώρων (Ej, ρΟ, 1—1,.. .,η, 

για και χ=(Χχ,...,χη)εΕ . Επειδή XjSEj, i= l,...,n , και κάθε μετρικός χώρος Ej είναι 
τοπικά συμπαγής, υπάρχει συμπαγής περιοχή U(Xj) του Xj. Τότε όμως το σύνολο

U(x)-U(xi)xU(x2)x ... xU(Xn)
είναι περιοσή του x (Βλέπεί.16.11.) και μάλιστα συμπαγής, ω ς καρτεσιανό γινόμενο 
συμπαγών συνόλων. +

8.9. Ασκήσεις

1. Με βάση τον κατά Heine-Borel ορισμό της συμπαγότητας ν ’ αποδειχτεί ότι το 
σύνολο [0, οο) δεν είναι συμπαγές υποσύνολο του ευκλείδειου χώρου (R, I I).

2 . Ας είναι ρχ, ρ2 δυό μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε τέτοιες, ώστε Τ ς ^ Τ ρ ,. Ν’ 

αποδειχτεί ότι αν ο μετρικός χώρος (Ε, ρχ) είναι συμπαγής τότε και ο (Ε, ρ2) είναι το 
ίδιο.

3 .Έ στω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και (av)veN μια ακολουθία στον Ε μη 
τελικά σταθερή. Ν’ αποδειχτεί ότι, αν η (av)veN έχει ένα μοναδικό σημείο συσσώρευσης,
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τότε αυτή είναι συγκλίνουσα. Είναι αναγκαία η υπόθεση ότι ο Ε είναι συμπαγής 
μετρικός χώρος;

4. Αν Αι..Αν είναι συμπαγή υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε, ν’αποδειχτεί
ότι το σύνολο AiU ...U Αν είναι συμπαγές υποσύνολο του Ε.

5. ' Εστω Α ένα συμπαγές υποσύνολο ενός μετρικού χώρου. Ν’ αποδειχτεί ότι και 
τα σύνολα A ' και Α είναι συμπαγή.

6 . Ν’ αποδειχτεί ότι για κάθε ανοιχτή κάλυψη ενός συμπαγούς μετρικού χώρου 
υπάρχει ένας αριθμός του Lebesgue. Να δοθεί μια απόδειξη διαφορετική από εκείνη του 
Λήμματος 8.4.1..

7. Ας είναι ρι, ρ2 ισοδύναμες μετρικές στο σύνολο Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι ο μετρικός 
χώρος (Ε, ρι) είναι συμπαγής αν και μόνο αν ο μετρικός χώρος (Ε, ρ2) είναι 
συμπαγής.

8. Ας είναι A, Β δυο μη κενά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε. Αν το Β είναι 
συμπαγές, ν’ αποδειχτεί ότι:

ρ(Α, Β)-0 ο  ΑΠΒ **0 .

9. Ας είναι Α ένα συμπαγές υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και ζ ένα σημείο 
του Ε, με ζ£Α. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει σφαιρική περιοχή Β(ζ, r) τέτοια, ώστε 
Β(ζ, γ) Π Α - 0 .

10. α) Να δοθεί παράδειγμα κλειστής σφαιρικής περιοχής σ’ ένα μετρικό χώρο 
που να μην είναι συμπαγές σύνολο.

β) Ν’ αποδειχτεί ότι αν σ’ ένα μετρικό χώρο Ε κάθε κλειστή σφαιρική περιοχή 
είναι συμπαγές σύνολο, τότε ο Ε είναι πλήρης μετρικός χώρος.

11. Ν’ αποδειχτεί ότι αν Α είναι ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου τέτοιο, ώστε
κάθε ακολουθία στο Α να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στο Α, τότε το Α είναι 
συμπαγές.
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1 2. ' Εστω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και KCE. Ν’ αποδειχτεί ότι το Κ 
είναι κλειστό αν και μόνο αν για κάθε συμπαγές υποσύνολα S του Ε ισχύει ότι το SDK 
είναι κλειστό.

13. Έστω Ε ένας μετρικός χώρος και S ένα συμπαγές υποσύνολα του Ε. Ν’ 
αποδειχτεί ότι για κάθε χΕΕ, με x£S, υπάρχουν περιοχές U(x) του x και V(S) του S 
τέτοιες, ώστε U(x)fYV(S)=0.

14. Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος και A, Β δύο συμπαγή υποσύνολα του Ε, με 
ΑΠΒ-0. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχουν ανοιχτά σύνολα U και V, με ACU και BCV τέτοια, 
ώστευην=0 .

Φ

15. ' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και ACSCE. Ν ’ αποδειχτεί ότι, αν το Α είναι 
συμπαγές σύνολα στον μετρικό υπόχωρο S, τότε το Α είναι συμπαγές και ως υποσύνολο 
του Ε.

16. Με βάση τον κατά Heine-Borel ορισμό της συμπαγότητας, ν’ αποδειχτεί ότι
αν Ε είναι ένας συμπαγής μετρικός χώρος, -τότε κάθε απέραντο υποσύνολα Α του Ε έχει 
ένα τουλάχιστον σημείο συσσώρευσης aEE.

17. Ας είναι Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και C μια συλλογή μη κενών 
υποσυνόλων του Ε τέτοια, ώστε XHYeC για κάθε X και Υ εν C. Ν’ αποδειχτεί ότι
Π Χ*0.Χθ2

18. Έστω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και (Kv)veN μια φθίνουσα 
ακολουθία μη κενών κλειστών υποσυνόλων του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι

δ( Π Κν) - inf {δ(Κν ): νΕΝ).
ν€ΞΝ

19. Ν’ αποδειχτεί ότι ένας συμπαγής μετρικός χώρος δεν μπορεί να είναι 
ισομετρικός με έναν γνήσιο υπόχωρό του.

20. Ας είναι Ει, Ε2 μετρικοί χώροι και f: Ει -* Ε2 μια συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί 
ότι η f είναι συνεχής αν και μόνο αν για κάθε συμπαγές υποσύνολο S του Ει η συνάρτηση 
f IS είναι συνεχής.
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21. Έστω E£R και f: Ε—»R μια συνάρτηση. Αν το Ε είναι συμπαγές σύνολο, ν’
αποδειχτεί ότι η f είναι συνεχής αν και μόνο αν το γράφημά της, δηλαδή το σύνολο 
((χ, y)eExR : y-f(x)}, είναι συμπαγές υποσύνολο του R2 .

22. Ας είναι (Ε|, ρι), (Ε2, ρ2) μετρικοί χώροι, ο (Ει, ρι) συμπαγής και ί: Ει-*Ε2 

μια συνάρτηση συνεχής, αμφιμονοσήμαντη και επί. Ν’ αποδειχτεί ότι οι μετρικοί χώροι 
(Ει, ρι) και (Ε2, ρ2) είναι ομοιομορφικοί.

23. Ας είναι ρι, ρ2 ισοδύναμες μετρικές στο Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι, αν ο μετρικός 
χώρος (Ε, ρΟ είναι συμπαγής, τότε και ο (Ε, <&) είναι συμπαγής και, επιπλέον, οι 
μετρικές ρι, ρ2 είναι ομοιόμορφα ισοδύναμες μετρικές.

24. 'Εστω (Ε, ρ) ένας συμπαγής μετρικός χώρος και f: Ε-*Έ μια συνεχής 
συνάρτηση τέτοια, ώστε f(x)**x για κάθε χ Ε Ε . Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει ε>0 τέτοιο, 
ώστε ρ(ί(χ), χ)> ε για κάθε xGE.

25. 'Εστω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος, f: Ε-»Χ μια συνεχής, 
αμφιμονοσήμαντη και επί συνάρτηση και X τυχών μετρικός χώρος. Ν’ αποδειχτεί ότι:

α) Η f- 1 είναι συνεχής συνάρτηση.
β) Αν Α είναι ανοιχτό υποσύνολο του Ε, το f(A) είναι ανοιχτό υποσύνολο

τσυΧ.

26. Έστω (Ε, ρ) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, f: Ε-* Ε μια συνάρτηση 
τέτοια, ώστε ρ(ί(χ), f(y)) < ρ(χ, y) για κάθε χ, y εν Ε με x**y. Ν’ αποδειχτεί ότι η f έχει 
σταθερό σημείο και μάλιστα μοναδικό..

27. Ν’ αποδειχτεί ότι στον ευκλείδισ χώρο (R, I I), το διάστημα [0,2] δεν μπορεί 
να είναι ομοιομορφικό με το σύνολο [-1,0)U(1,2].

28. Ας είναι (Ej, ρι), (Ε2, ρ2) μετρικοί χώροι, f: Ει~* Ε2 μια συνάρτηση και ο 
(Ε2,02) συμπαγής. Ν’ αποδειχτεί ότι, αν το γράφημα της f είναι κλειστό υποσύνολο του 
Ειχ Ε2, τότε η f είναι συνεχής.
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29.' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και Α ένα υποσύνολο του Ε. Το Α ονομάζεται
σ χετικ ά  σ υ μ π α γ ές  (re la tiv e ly  co m p a ct) υποσύνολο του Ε, αν το Α είναι 
συμπαγές υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι

α) Το Α είναι σχετικά συμπαγές αν και μόνο αν κάθε ακολουθία εν Α έχει 
συγκλίνουσα (όχι κατ' ανάγκη στο Α) υπακολουθία.

β) Ν’ αποδειχτεί ότι, αν Εμ Ε2 είναι μετρικοί χώροι, f:E[-»E2 μια συνεχής
συνάρτηση και Α ένα σχετικά συμπαγές υποσύνολο του Ει, τότε και το f(A) είναι 
σχετικά συμπαγές υποσύνολο του Ε2·

30. Να εξεταστεί ποιό από τα παρακάτω υποσύνολα του ευκλείδειου μετρικού 
χώρου (R2,1 I) είναι συμπαγές.

α) A={(x, y)ER2: χ > 1} 
β) Β= {(χ, y)ER2:15 x2+y2 < 4 J 
γ) Γ» ((χ, y)GR2: x2+y2 <1} 
δ) Δ« | (χ, y)ER2: x+y <1 και0<χ<2} 
ε) Ε=((χ, y)ER2: l<x2+y2 < 41 
οτ)Ζ-{(χ, y)ER2: |χ| + |y| < 1)
ζ) H={(x, y)ER2: x > 1,0< y

31. Έστω Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος, Κ ένα κλειστό υποσύνολο του 
Ε και S ένα συμπαγές υποσύνολο του Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι:

α) Το σύνολο K+S είναι κλειστό.
β) Αν και το Κ είναι συμπαγές, τότε το K+S είναι συμπαγές.

32. Ν’ αποδειχτεί ότι αν ένας Ε ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος είναι 
πεπερασμένης διάστασης, τότε η μοναδιαία κλειστή σφαιρική περιοχή είναι συμπαγές 
υποσύνολο του Ε.

33. Αν Α είναι ένα υποσύνολο του ευκλείδειου χώρου (R, I I), ν’ αποδειχτεί ότι 
το Α είναι φραγμένο αν και μόνο αν το Α είναι συμπαγές.

34. Ν’ αποδειχτεί ότι* ο υπόχωρος Q του ευκλείδειου χώρου (R, I I) δεν είναι 
συμπαγής ούτε τοπικά συμπαγής.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9
όιαχωρίσιμοι 

μετρικοί χώροι

9.1, Αιαχωρίσιμοι μετρικοί χώροι_________________________

Η έννοια της "διαχωρισιμότητας" είναι μια ενδιαφέρουσα γενίκευση τόσο της 
έννοιας της συμπαγότητας όσο και της έννοιας του ολικά φραγμένου.

|Ήνας μετρικός χώρος ονομάζεται διαχωρίσιμος (separable) αν έχει 
| ένα το πολύ αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο.

| Ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου Ε λέγεται διαχωρίσιμο σύνολο  
| αν ο μετρικός υπόχωρος S του Ε είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος.

Ένα υποσύνολο Β της τοπολογίας 7  ενός μετρικού χώρον Ε λέγεται 
βάση της τοπολογίας 7  αν για κάθε A G 7 υπάρχει C, CCΒ> τέτοιο, 
ώστε A=uC.
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Απλούστερα μια συλλογή Β, Β ζ, 7, ονομάζεται βάση της τοπολογίας 7  ενός
μετρικού χώρου Ε, αν κάθε ανοιχτό υποσύνολο Α του Ε μπορεί να παρασταθεί ως ένωση 
στοιχείων της Β.

Προκειμένου να διατυπώσουμε μια πρόταση που μας δίνει ικανές και αναγκαίες 
συνθήκες για να είναι ένας μετρικός χώρος διαχωρίσιμος, είναι σκόπιμο ν’ αποδείξουμε 
το επόμενο λήμμα.

9.1.1. ΛΗΜΜΑ. Έστω D ένα το πολύ αριθμήσιμο και πυκνό 
υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και 23-{B(a, r): aED, rEQ). Η συλλογή Β
είναι Βάση της τοπολογίας τουΕ.

Απόδειξη.
Έ στω Α  ένα ανοιχτό υποσύνολο του Ε και y τυχόν στοιχείο του Α. Θ’ 

αποδείξουμε ότι υπάρχει στοιχείο της συλλογής Β που περιέχει το y και ταυτόχρονα

περιέχεται στο Α.
Επειδή το Α  είναι ανοιχτό και yEA, υπάρχει σφαιρική περιοχή B(y, r), r> 0, του y 

τέτοια, ώστε B(y, r)CA. Χ ωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε μάλιστα ότι rEQ.

Επειδή το σύνολο X  είναι πυκνό στον Ε, το X  είναι και j  -  πυκνό στον Ε. Άρα, υπάρχει 

χΕΧ τέτοιο, ώστε ρ(χ, y) < j  . Επομένως yEB(x, j ). Επιπλέον, για κάθε z£B(x, j ) 

έχουμε ρ(ζ, x) < οπότε

ρ(ζ, y) s  ρ(ζ, χ) + ρ(χ, y) < r,

δηλαδή z£B (y, r)£A . Επιπλέον, επειδή

χ £ Χ κ α ι|-EQ, έχουμεB(x, j )e B .Έτσι

αποδείχτηκε ότι για κάθε στοιχείο y του 
τυχόντος ανοιχτού συνόλου Α Ε 7  υπάρχει

Γσφαιρική περιοχή B(x, j  )e S  τέτοια, ώστε 

y£B (x ,| )C A .

Δηλαδή αποδείχτηκε ότι για κάθε yEA υπάρχει σύνολο ByES με yEBy CA. Τότε

όμως είναι φανερό ότι U By -  Α, πράγμα που αποδεικνύει ότι η συλλογή Β είναι βάση
yEA J

της τοπολογίας 7. ♦
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9.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόντα μετρικό χώρο Ε τα παρακάτω είναι 
ισοδύναμα:

ϊ) Ο Ε είναι διαχωρίσιμος
Η) Ο Ε έχει μια το πολύ αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του 
Hi) Για κάθε ανοιχτή κάλυψη του Ε υπάρχει το πολύ αριθμήσιμη 

υποκάλυψη.

Απόδειξη.
(ί => Η) Έ στω Ε ένας διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. Τότε ο Ε έχει ένα το πολύ

αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο D, οπότε, σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα, η 
συλλογή S={B(x, r ) : (χ, r)EDxQ) είναι βάση της τοπολογίας 7 . Αλλά η συλογή Β ή 
ισοδύναμα η οικογένεια Β(χ, τ), (χ, r)EDx Q, είναι το πολύ αριθμήσιμη (το σύνολο των
δεικτών της είναι καρτεσιανό γινόμενο δύο το πολύ αριθμησίμων συνόλων).

(ii => in) Έστω Β = {U j, U2,...} μια το πολύ αριθμήσιμη βάση της τοπολογίας 
του Ε και C μια ανοιχτή κάλυψη του Ε. Θεωρούμε το σύνολο Μ - {veN:(BXEC)UV Q C }.

Είναι φανερό ότι το σύνολο Μ είναι μη κενό και το πολύ αριθμήσιμο. Θ ’ αποδείξουμε
αρχικά ότι Ε= U Uj. Πραγματικά, για τυχόν χΕΕ, επειδή Ε =UC, υπάρχει WEC μεiEM
xEW. Επειδή το W είναι ανοιχτό, υπάρχει U^e C με UkEW. Άρα kEM και έτσι 
xEUk οπότε EC^LHJi. Έτσι, σε συνδυασμό και με την προφανή σχέση .U^UjCE,

παίρνουμε τελικά U Uj -Ε . Με το αξίωμα της επιλογής για κάθε iEM θεωρούμε έναiEM
σύνολο XEC με Uj CX. Θέτουμε Χ -Χ , και έχουμε

Ε -  U Uj C U X j ,iEM iEM
που, επειδή Χ\ CE, ieM, δίνει τελικά

Ε -  U Χί ieM
Έτσι η οικογένεια Xj, ieM είναι μια το πολύ αριθμήσιμη υποκάλυψη της C.

(iii => i) Για τυχόν νΕΝ θεωρούμε τη συλλογή Cv={B(x, ^ ): χΕΕ}. Επειδή η

συλλογή Cy είναι ανοιχτή κάλυψη του Ε, σύμφωνα με το (iii), υπάρχει το πολύ

αριθμήσιμη υποκάλυψήτης, έστω {Β(χνι,^ ), Β(Χν2, ” , ...} . Θέτουμε Dv -  {χνι, Χν2, ···}»

νΕΝ και D -  U Dv. To D είναι το πολύ αριθμήσιμο σύνολο ως αριθμήσιμη ένωση το 
νΕΝ

πολύ αριθμησίμων συνόλων. Θ ’ αποδείξουμε ότι το D είναι πυκνό στο Ε ή ισοδύναμα, 
ότι για κάθε ε>0 το D είναι ε-πυκνό υποσύνολο του Ε. Πραγματικά, για τυχόν χΕΕ και

για τυχόν ε>0 θεωρούμε ένα vqEN, με —  < ε. Τότε, επειδή η συλλογή {B(xVrti, ~  ),Vq Vq
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Β(χν02, "Γ)>···! είναι κάλυψη του Ε, υπάρχει keN τέτοιο, ώστε x eB(xVnk. “ ). δηλαδή
V q 'β Vq

υπάρχει στοιχείο xVoicEDVoCD με ρ(χ, xVok) < ^  <Ε. Αυτό όμως αποδεικνύει ότι το D

είναι ε-πυκνό υποσύνολο του Ε για κάθε ε>0. Αρα το D είναι πυκνό και το πολύ 
αριθμήσιμο υποσύνολο του Ε, πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο. ♦

Η ισοδυναμία (in) ο · (i) στην παραπάνω Πρόταση είναι γνωστή ως θ ε ώ ρ η μ α  

κ ά λυ ψ η ς τ ο ν  L in d e lo f.

9.1.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. Κάθε συμπαγής μετρικός χώρος είναι 
διαγωοίσιικκ.

Απόδειξη.
Έ στω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος και C τυχούσα ανοιχτή κάλυψή του. Τότε 

υπάρχει πεπερασμένη υποκάλυψη Β της C. Η Β ως πεπερασμένη είναι το πολύ 
αριθμήσιμη υποκάλυψη της C, πράγμα που σύμφωνα με την Πρόταση 9.1.2 αποδεικνύει 

το ζητούμενο. ♦

9.1.4. ΠΟΡΙΣΜΑ. Κάθε ολικά φραγμένος μετρικός χώρος είναι 
διατωοίσιαος.

Απόδειξη.
Έ στω Ε ένας ολικά φραγμένος μετρικός χώρος. Τότε, για κάθε νΕΝ υπάρχει

υποσύνολο Dv του Ε πεπερασμένο και ^ -πυκνό. Τότε (Βλέπε απόδειξη (iii=>i) της

Πρότασης 9.1.2.), το σύνολο D -  U Dv είναι πυκνό και το πολύ αριθμήσιμο υποσύνολο
veN

του Ε που σημαίνει ότι ο  Ε είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. ♦

9.2. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

9.2.1. Ο hetoixoc Ytoooc (R.l I) είναι διαχωρίσιμος.
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Απόδειξη.
Επειδή το σύνολο Q των ρητών αριθμών είναι αριθμήσιμο και πυκνό στο σύνολο 

R έχουμε άμεσα το συμπέρασμα. ♦
Ο μετρικός χώρος (R, I I) είναι παράδειγμα διαχωρίσιμου μετρικού 

χώρου αλλά μη συμπαγούς (Ο μετρικός χώρος (R, I I) δεν είναι συμπαγής αφού δεν 
είναι φραγμένος).

9.2.2. Αν f:Ei-*E2 είναι μια συνεχής συνάρτηση και ο Ει είναι 
διαχωρίσιμος μετρικός χώρος, τότε το πεδίο τιμών 75(f) της f είναι 
διαχωρίσιμο υποσύνολο του μετρκού χώρου Ε2·_______________________

Απόδειξη.
Πραγματικά, αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του Ει, το σύνολο f(D) είναι πυκνό 

υποσύνολο του 75(0 (Βλέπε 4.2.9.) Επιπλέον, αν το D είναι το πολύ αριθμήσιμο, τότε,

επειδή f(D) < D, το f(D) είναι και αυτό το πολύ αριθμήσιμο. ♦

Σύμφωνα με το παραπάνω συμπέρασμα, η διαχωρισιμότητα είναι 
τοπολογική ιδιότητα.

9.2.3. Η διαχωρισιμότητα είναι κληοονομική ιδιότητα.

Απόδειξη.
Έστω Ε ένας διαχωρίσιμος μετρικός χώρος και δ  μια το πολύ αριθμήσιμη βάση 

της τοπολογίας του Ε. Τότε, για τυχόν υποσύνολο S του Ε η συλλογή Bs «  I SHX:Xe B ) 
είναι φανερό ότι είναι βάση της σχετικής τοπολογίας του S και επιπλέον το πολύ 
αριθμήσιμη (αφού Β ^ Bs). ♦

9.2.4. Αν Αν, νΕΝ είναι μια οικογένεια διαχωρίσιμων υποσυνόλων
ενός μετρικού χώρου, τότε και το σύνολο U Αν είναι διαχωρίσιμο.

vGN ________________________ _

Απόδειξη.
Θέτουμε Α= U Αν. Επειδή τα σύνολα Α ι,...,Α ν,... είναι διαχωρίσιμα υπάρχουν 

νΕΝ
το πολύ αριθμήσιμα σύνολα Di,...,DV,... υποσύνολα των Αι,...,Αν,..., αντίστοιχα και 

τέτοια ιόστε

^ΑρΑ-ΐ,..., T)av — Ay,...
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Τότε όμως το σύνολο D - U Dv είναι το πολύ αριθμήσιμο υποσύνολο του Α και μάλιστα:vers

A2D a “ ( U Dv)a 2  yL( Dv )a 2  U ( Dy )Ay 2  U Λν “ A . v€N v€N v€N v€N

Άρα Da -A, που σημαίνει ότι το Α είναι διαχωρίσιμο. ♦

9. 2. 5. Έ στω  Ε ο καρτεσιανός μετρικός χώρος των μετρικών χώρων 
Ej, i-1,...μι. Τότε ο Ε είνα ι Α ιαχω ρίσιμος αν και μόνο αν για  κάθε ί -Ι,.,.,η ο 

Ej ε ίν α ι Α ιαχω ρίσιμ ος.

Απόδειξη.
Πραγματικά, αν ο Ε είναι διαχωρίσιμος, τότε επειδή για κάθε η ισχύει

Pi(E) - Ei, όπου pr η i - προβολή που είναι συνεχής συνάρτηση, ο χώρος Ej θα είναι 
διαχωρίσιμος (Βλέπε 9.2.2.)

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι για κάθε i - 1,...,η ο χώρος Ej είναι διαχωρίσιμος

και Dj είναι το πολύ αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο του Ej, δηλαδή Dj - Ej,

η "ή η _
i-Ι,...,η. Θέτουμε D -.X jDj, οπότε από τη γνωστή σχέση .XjDj -,χ] Dj Βλέπε 1.9.7(11))

παίρνουμε:
_ ~n n _ η 
D -  .χ, Dj -  χ Dj -,χ  Ej -  Ε.1-1 1-1 1-1*

Άρα το D είναι πυκνό υποσύνολο του Ε και μάλιστα το πολύ αριθμήσιμο, ως καρτεσιανό 
γινόμενο πεπερασμένου πλήθους το πολύ αριθμησίμων συνόλων, πράγμα που 
αποδεικνύει ότι ο Ε είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. ♦

9.2.6. Όπως γνωρίζουμε (Βλέπε 1.16.2.), το σύνολο C[a, b] των συνεχών 
πραγματικώνν συναρτήσεων με πεδίο ορισμού το διάστημα [a, b] είναι ένας μετρικός 
χώρος με μετρική ρ ορισμένη με τον τύπο

ρ(ί, g) - sup |f(x)-s(x)|.xE[a,b]
Αποδεικνύεται ότι ο μετρικός χώρος (C[a, b], ρ) είναι πλήρης, διαχωρίσιμος και 

όχι συμπαγής.Το συμπέρασμα αυτό είναιμεταξύ άλλων συνέπεια δύο πολύ σημαντικών 
συμπερασμάτων της Θεωρίας Πραγματικών Συναρτήσεων. Συγκεκριμένα ισχύει ότι:



Διαγωοίσιυοι Μετρικοί Χώοοι 213

Κάθε συνάρτηση fEC[a, b] είναι όριο μιας ακολουθίας πολυωνυμικών 
συναρτήσεων με ρητούς συντελεστές και πεδίο ορισμού το διάστημα [a, b].

Έτσι, το αριθμήσιμο σύνολο των πολυωνυμικών στητ^τήσεων με ρητούς 
συντελεστές και πεδίο ορισμού το διάστημα [a, b] είναι πυκνό στο μετρικό χώρο (C[a, b], 
ρ) και επομένως ο (C[a, b], ρ) είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος.

Επίσης, ισχύει ότι:

Θεώρημα τον Ascoli. Ένα κλειστό υποσύνολο του μετρικού χώρου 
(C[a, b], ρ) είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι φραγμένο και ισοσυνεχές.
(Ένα υποσύνολο Α του μετρικού χώρου (C[a, b], ρ) λέγεται ισοσυνεχές αν για κάθε

φ

ε>0 υπάρχει δ>0 έτσι, ώστε lf(x)-f(y)l<8 όταν 1χ-γΙ<δ για κάθε fE/?.)______  _________

Είναι φανερό ότι ο (C[a, b], ρ) δεν είναι φραγμένος μετρικός χώρος. Άρα 
σύμφωνα με το παραπάνω συμπέρασμα, ο (C[a, b], ρ) δεν μπορεί να είναι συμπαγής 
μετρικός χώρος.

9.3. Λυμένες Ασκήσεις

9. 3. 1. ' Εστω Ε ένα σύνολο και ρ, σ δυο ισοδύναμες μετρικές στο Ε. 
Ν’ αποδειχτεί ότι ο μετρικός χώρος (Ε, ρ) είναι διαχωρίσιμος αν και μόνο 
αν ο μετρικός χώρος (Ε, σ) είναι διαχωρίσιμος.

Λύση.
Επειδή οι μετρικές ρ και σ είναι ισοδύναμες, η ταυτοτική συνάρτηση 

ϊε·(Ε, ρ)-*(Ε, σ) είναι ομοιομορφισμός. Έτσι, επειδή η διαχωρισιμότητα είναι
τοπολογική ιδιότητα, ο μετρικός χώρος (Ε, σ) θα είναι διαχωρίσιμος ω ς εικόνα, μέσω 
ομοιομορφισμού, του διαχωρίσιμου μετρικού χώρου (Ε, ρ).

9. 3. 2. Ν’ αποδειχτεί ότι σ ’ ένα διαχωρίσιμο μετρικό χώρο, κάθε 
συλλογή ξένων μη κενών και ανοιχτών υποσυνόλων του είναι το πολύ 
αοιθμήσιμη.
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Λύση.
Έ στω Ε ένας διαχωρίσιμος μετρικός χοίρος και C μια συλλογή ξένων μη κενοΊν 

και ανοιχτών υποσυνόλων του Ε. Αφού ο Ε είναι διαχοιρίσιμος μετρικός χο')ρος, υπάρχει 
ένα πυκνό και το πολύ αριθμήσιμο υποσύνολο D του Ε. Τότε θα ισχύει

ΧΓ\Ό*0 για κάθε XeC.
Έτσι, για κάθε XEC, με το αξίωμα της επιλογής, θεωρούμε ένα στοιχείο αχΕΧίΊϋ. 
Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση f:C -»D  με τύπο

ί(Χ )-α χ.

Θ ’ αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f είναι αμφιμονοσήμαντη. Πραγματικά για τυχόντα X 
και Υ  εν C έχουμε:

x*Y^xnY-0=*(xnD)n(YnD)-0=*.ax*aY=i»f(X)*f(Y).
Αρα η συλλογή C έχει το πολύ την ισχύ του D, που είναι το πολύ αριθμήσιμο και 

συνεπώς είναι και αυτή το πολύ αριθμήσιμη.

_____9.4. Ασκήσεις____________________________________________

1. Ν’ αποδειχτεί ότι ένα υποσύνολο S ενός μετρικού χώρου Ε είναι διαχωρίσιμο 

αν και μόνο αν υπάρχει ένα το πολύ αριθμήσιμο σύνολο D τέτοιο, ώστε D C s Q 5 .
2. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε σταθμητός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης 

διάστασης είναι διαχωρίσιμος.

3. Αν Α  είναι ένα διαχωρίσιμο υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, ν ’ αποδειχτεί ότι 

το Α  είναι διαχωρίσιμο σύνολο.

4. Ν’ αποδειχτεί ότι σ ’ ένα διαχωρίσιμο μετρικό χώρο Ε το σύνολο όλων των 
μεμονωμένων σημείων του είναι το πολύ αριθμήσιμο.

5. Ένας μετρικός χώρος ονομάζεται τοπικά διαχωρίσιμος (locally 
separable) αν για κάθε σημείο του υπάρχει μια διαχωρίσιμη περιοχή του σημείου 
αυτού.

α) Να δοθεί παράδειγμα τοπικά διαχωρίσιμου και μη διαχωρίσιμου μετρικού
χώρου.
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β) Αν Ει είναι ένας όιαχωρίσιμος μετρικός χώρος και Ε2 ένας τοπικά 
όιαχωρίσιμος μετρικός χώρος, ν ’ αποδαχτεί ότι ο  καρτεσιανός μετρικός χώρος Ειχ Ε2 
είναι ένας τοπικά όιαχωρίσιμος και μη όιαχωρίσιμος μετρικός χώρος.

γ) Έ στω Ε ένας τοπικά όιαχωρίσιμος και μη όιαχωρίσιμος μετρικός χώρος. Ν’ 
αποδαχτεί ότι ο  τύπος:

g(x)=sup{reR: B(x, r) είναι διαχωρίσιμο σύνολο} 
ορίζει μια συνάρτηση g:E -»R  που επιπλέον είναι και ομοιόμορφα συνεχής. (Υπόδειξη: 
Ν’ αποδαχτεί ότι για κάθε xeE  η περιοχή B(x, g(x)) είναι διαχωρίσιμο σύνολο.)
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συνεκτικοί 
μετρικοί χώροι

_____10.1 Η έννοια του συνεκτικού μετρικού χώρου_____________

Η έννοια της “συνεκτικότητας” στους μετρικούς χώρους είναι μια πολύ χρήσιμη 
έννοια με πολλές εφαρμογές στη Μαθηματική Ανάλυση, στη Γεωμετρία αλλά και σε 
άλλους κλάδους των Μαθηματικών.

Πρίν δώσουμε τον ορισμό του συνεκτικού μετρικού χώρου είναι σκόπιμο να 
υπενθυμίσουμε ότι δυό σύνολα Α και Β, υποσύνολα ενός συνόλου Ε συναστούν μια 
διαμέριση (partition) του Ε αν

Α *0 *Β , Α Π Β -0  και AUB-E.
Ιδιαίτερα, αν Ε είναι ένας μετρικός χώρος και {A, Β} μια διαμέρισή του, θα λέμε ότι η 
συλλογή {Α , Β) είναι ανοιχτή  (αντίστοιχα κλειστή ) διαμέρισή  του Ε αν τα 
σύνολα A, Β είναι ανοιχτά (αντίστοιχα κλειστά) υποσύνολα του Ε.

Σχετικά με τις ανοιχτές ή κλειστές διαμερίσεις ενός μετρικού χώρου ισχύει το 
εξής χρήσιμο συμπέρασμα.
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10.1.1. ΛΗΜΜΑ. Αν {A, Β} είναι μια ανοιχτή διαμέριση ενός 
μετρικού χώρου Ε, τότε η (A, Β} τότε είναι και κλειστή όιαμέριση του Ε και 
αντίστροφα. _ _ _

Απόδειξη.
Επειδή ΑΠΒ = 0  και AUB=E, παίρνουμε A=BC και B=AC. Αρα αν τα σύνολα Α, 

Β είναι ανοιχτά, λόγω των σχέσεων A=BC και B=AC, αυτά θα είναι και κλειστά ω ς 

συμπληρώματα ανοιχτών συνόλων.
Το αντίστροφο είναι προφανές. ♦

Έχοντας υπόψη,το συμπέρασμα του παραπάνω λήμματος, δίνουμε τον ακόλουθο 
ορισμό.

| Ένας μετρικός χώρος Ε ονομάζεται συνεκτικός (connected) μετρικός
| χώρος αν δεν υπάρχει ανοιχτή ή κλειστή όιαμέριση του Ε σε όνό υποσύνολά
| τον.

Διό χρήσιμες ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένας μετρικός χώρος 
συνεκτικός, δίνει η παρακάτω πρόταση.

10.1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τυχόντα μετρικό χώρο Ε τα παρακάτω είναι 
ισοδύναμα:

ί) Ο Ε είναι συνεκτικός μετρικός χώρος.
Η) Τα σύνολα 0  και Ε είναι τα μόνα υποσύνολα του Ε που είναι 

ταυτόχρονα ανοιχτά και κλειστά.
______iii) Για κάθε υποσύνολο Α του Ε με Α * 0 κ α ι Α*Ε, ισχύει dA *0 .

Απόδειξη.
(i=*ii) Υποθέτουμε ότι ο Ε είναι συνεκτικός μετρικός χώρος και ότι δεν ισχύει το 

(ϋ). Τότε, υπάρχει γνήσιο και μη κενό υποσύνολο Α του Ε, ανοιχτό και κλειστό 
ταυτόχρονα. Επομένως η συλλογή {A, Ac ) είναι μια ανοιχτή (και κλειστή) διαμέριση 
του Ε, πράγμα που αντικειται στη συνεκτικότητα του Ε.

(ii=>iii) Έ στω ισχύει,η (ϋ) και όχι η (iii). Τότε υπάρχει γνήσιο και μη κενό 
υποσύνολο Α του Ε, με dA *Τ. Τότε όμως έχουμε

ΘΑ =0 => Α -  Α°=0 => ACA° => Α = Α°=Α,
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που σημαίνει ότι το σύνολο Α είναι ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα υποσύνολο του Ε. 
Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί αντίκειται στη (ii).

(iii=>i) Υποθέτουμε ότι ισχύει η (iii) και όχι η (i). Τότε, αφού ο Ε είναι μη 
συνεκτικός, υπάρχει μια ανοιχτή και κλειστή όιαμέριση |Α, Β) του Ε. Αλλά τότε Λ*0 
και επιπλέον, επειδή Β*0 και A-Bc, έχουμε Α*Ε. Ακόμη, επειδή το Α είναι ανοιχτό και

κλειστό ταυτόχρονα, έχουμε Α - Α°-Α, οπότε dA - Α - Α°-0. Αυτό όμιος είναι άτοπο 
γιατί αντίκειται στη (iii). ♦

|Αν S είναι ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε, θα λέμε ότι το S είνα ι 
| σ υ ν ε κ τ ικ ό  σ ύ ν ο λ ο  α ν  το S, ως υπόχωρος του μετρικού χώρου Ε είναι 
| συνεκτικός μετρικός χώρος.

Η παρακάτω πρόταση είναι σημαντική γιατί μας επιτρέπει να μελετούμε τη 
συνεκτικότητα ενός υποσυνόλου S ενός μετρικού χώρου Ε χωρίς ν’ αναφερόμαστε σε 
ανοιχτές ή κλειστές διαμερίσεις του υπόχωρου S.

10.1.3. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ένα υποσύνολο S ενός μετρικόν χώρον Ε είναι 
σννεκτικό αν και μόνο αν δεν νπάρχει ανοιχτή (αντίστοιχα κλειστή) στο Ε 
κάλυψη (A, Β) τον S τέτοια, ώστε

SHA *0, SHB *0 και SDAflB =0.

Απόδειξη.
Έστω S συνεκτικό υποσύνολο του μετρικού χώρου Ε και (A, Β) μια ανοιχτή 

(αντίστοιχα κλειστή) στο Ε κάλυψη του S, με SHA *0 και SDB *0. Επειδή τα A, Β 
είναι ανοιχτά (αντίστοιχα κλειστά) υποσύνολα του Ε, τα SflA, SHB είναι ανοιχτά 
(αντίστοιχα κλειστά) στο S υποσύνολα του S. Αν υποθέσουμε ότι SDA *0, SHB *0 και 
SnADB =0 (οπότε (SnA )fl(SnB) -0 θα έχουμε ότι η συλλογή {SflA, SHB) είναι μια 
ανοιχτή στο S διαμέριση του S, πράγμα που αντίκειται στη συνεκτικότητα του S.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει ανοιχτή (αντίστοιχα κλειστή) στο Ε 
κάλυψη {A, Β} του S τέτοια, ώστε

SHA *0, SflB *0 και SnAHB -0
και ότι το S είναι μη συνεκτικό. Θα καταλήξουμε σε άτοπο. Πραγματικά, η υπόθεση ότι 
το S είναι μη συνεκτικό σύνολο, συνεπάγεται την ύπαρξη μιας ανοιχτής (αντίστοιχα 
κλειστής) στο S διαμέρισης {X, Υ) του S. Τότε όμως, επειδή τα σύνολα X και Υ είναι 
ανοιχτά (αντίστοιχα κλειστά) στο S, υπάρχουν σύνολα Α και Β ανοιχτά (αντίστοιχα 
κλειστά) στο Ε τέτοια, ώστε X=*SflA και Υ-SHB, οπότε

S-XUY- (SnA)U(SnB)CAUB.
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Δηλαδή η συλλογή (A, Β) είναι ανοιχτή (αντίστοιχα κλειστή) στο Ε κάλυψη του S. 
Επιπλέον, επειδή η συλλογή (X, Υ) είναι διαμέριση του S, έχουμε

χ  *0 => snA *0
υ  *0=> s h b  *0

και
χ π υ = 0  => (SDA)n(snB) = 0  => sd a d b  =0 .

Η ύπαρξη όμως της συλλογής |Α, Β), με τις παραπάνω ιδιότητες, αντίκειται στην 
υπόθεσή μας. ♦

____10.2. Παραδείγματα- Εηαομογές -  Σχόλια______________

10.2.1. Από τόν ορισμό της, κάθε διαμέριση απαρτίζεται από μη κενά σύνολα. 
Έτσι, τα σύνολα των διαμερίσεων που εμπλέκονται στους ορισμούς και τις προτάσεις 
του παρόντος κεφαλαίου θεωρούνται πάντοτε μη κενά σύνολα.

Είναι αξιοσημείωτο ότι ο ορισμός της συνεκτικότητας δίνεται με την άρνηση μιας 
λογικής πρότασης. Έτσι, είναι φανερό ότι ο προσφορότερος τρόπος για ν’ αποδείξει 
κανείς ότι ένας χώρος είναι συνεκτικός είναι η απαγωγή σε άτοπο.

10.2.2. Κάθε διακριτός μετρικός χώρος Ε με περισσότερα από ένα 
στοιχεία είναι μη συνεκτικός μετρικός χώρος.

Απόδειξη.
Το συμπέρασμα αυτό προκύπτει άμεσα από την Εφαρμογή 1.13.2. ♦

10.2.3. Μια ενδιαφέρουσα συνθήκη που χαρακτηρίζει τη συνεκτικότητα ενός 
μετρικού χώρου είναι δυνατόν να δοθεί με τη βοήθεια της έννοιας των “διαχωρισμένων ” 
συνόλων.

|Δυό υποσύνολα Α και Β ενός μετρικού χώρου ονομάζονται διαχωρισμένα
I
{(sep a ra ted ) αν ισχύει ΑΠΒ=ΑΠΒ=0.

Είναι φανερό ότι, επειδή AflBCADB, δυό διαχωρισμένα σύνολα είναι ξένα ενώ 
το αντίστροφο δεν ισχύει(π.χ. τα σύνολα (0,1) και [1, 2] είναι ξένα αλλά όχι 
διαχωρισμένα).

Σχετικά με τη συνεκτικότητα ενός μετρικού χώρου ισχύει το εξής:
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Ένας μετρικός χώρος Ε είναι συνεκτικός αν και μόνο αν Αεν υπάρχει 
διαμέριση του σε Αυό διαχωρισμένα υποσύνολά του.

Απόδειξη.
Για την απόδειξη του συμπεράσματος αυτού παρατηρούμε αρχικά ότι κάθε 

διαμέριση ενός μετρικού χώρου σε δυό διαχωρισμένα υποσύνολά του Α και Β, είναι 
ταυτόχρονα ανοιχτή και κλειστή διαμέριση. Πραγματικά από τις σχέσεις

ΑΠΒ-ΑΠΒ-0, και AUB-E,
παίρνουμε

ACBC -Α  και BCa c-B.

Άρα A -A «B C και B -B -A c, δηλαδή η διαμέριση |Α, BJ είναι ανοιχτή και κλειστή 
ταυτόχρονα.

Έτσι, αν ο Ε είναι συνεκτικός δεν υπάρχει διαμέρισή του σε δυό διαχωρισμένα 
υποσύνολά του, γιατί τότε αυτή θα ήταν ανοιχτή και κλειστή διαμέριση του Ε, πράγμα 
που αντίκειται στη συνεκτικότητα του Ε.

Αντίστροφα, έστω ότι δεν υπάρχει διαμέριση του Ε σε δυό διαχωρισμένα 
υποσύνολά του και επιπλέον ο Ε είναι μη συνεκτικός. Τότε υπάρχει ανοιχτή και κλειστή 
διαμέριση {Α, Β}του Ε. Επειδή όμως τα A, Β είναι κλειστά σύνολα έχουμε

ΑΠΒ «=0 => ΑΠΒ-ΑΠΒ-0.
Δηλαδή η συλλογή {A, Β) είναι διαμέριση του Ε σε δυό διαχωρισμένα σύνολα, πράγμα 
άτοπο. ♦

10.2.4. Το σύνολο X-(0,1)U(1, 2] δεν είναι συνεκτικό σύνολο (στο μετρικό 
χώρο(Κ, I I)).

Παρατηρούμε ότι τα σύνολα Α-(Ο,Ι) και Β-(1,3) συνιστούν μια ανοιχτή εν R
κάλυψη του X για την οποία ισχύει

ΧΠΑ-(Ο,Ι) *0 , ΧΠΒ-(1,2] * 0  και ΧΠΑΠΒ - 0
Άρα, σύμφωνα με την Πρόταση 10.1.3., το X δεν είναι συνεκτικό υποσύνολο 
του (R, I I).

10.2.5. Ένα υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, I I) είναι συνεκτικό 
σύνολο αν και μόνο αν είναι διάστημα.
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Απόδειξη.
Υπενθυμίζουμε ότι ένα υποσύνολο I της πραγματικής ευθείας είναι διάστημα αν

για τυχόντα στοιχεία α και β ισχύει:
a e i και β£Ι, με a < β => [α, β]£ΐ.

Έστω τώρα I ένα συνεεκτικό υποσύνολο του μετρικού χώρου (R, I I). Υποθέτουμε 
ότι το I δεν είναι διάστημα. Τότε, υπάρχουν σημεία α και β του I τέτοια, ώστε [α, β]<£1. 
Αρα υπάρχει c6 [a, β], με c£I. Τότε όμως η συλλογή c), (c, +<»)} είναι ανοιχτή στο 
R κάλυψη του I και μάλιστα, επειδή α *οβ , έχουμε:

α€1Π(-οο, c) * 0  
β£ΙΠ(ε, +οο) * 0

και
'  ΙΠ(-οο, c)fl(C, +οο) = 0 .

Αυτό όμως αντίκειται στην υπόθεσή μας ότι το I είναι συνεκτικό. Αρα το I είναι 
διάστημα.

Αντίστροφα, έστω I ένα διάστημα. Υποθέτουμε ότι το I είναι μη συνεκτικό, οπότε 
υπάρχει μια κλειστή εν R κάλυψη {A, Β) του I τέτοια, ώστε

ΙΠΑ * 0  X ΙΠΒ και ΙΠΑΠΒ = 0 .
Θεωρούμε δυό σημεία α€ΙΠΑ, και β£ΙΠΒ, υποθέτοντας χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
ότι α<β. Θέτουμε

Χ-ΑΠ[α, β] και Υ=ΒΠ[α, β].
Προφανώς τα σύνολα X και Υ είναι μη κενά, κλειστά ως τομές δυο κλειστών συνόλων 
και φραγμένα ως υποσύνολα του [α, β], Αρα τα X, Υ είναι συμπαγή υποσύνολα του 
μετρικού χώρου (R, I I) και μάλιστα ξένα γιατί

ΧΓΥΥ = (ΑΠ[α, β] )Π(ΒΠ[α, β])=[α, β]ΠΑΠΒ CinAHB =0.
Επομένως, σύμφωνα με την Εφαρμογή 8.7.1., υπάρχουν σημεία xoGX και yoGY

x0+y0
τέτοια, ώστε ρ(Χ,Υ)=ρ(χ0,Υο)> 0. Θεωρούμε το σημείο Ζο -  —  , οποτε έχουμε

xo<Zo<yo> ΖοίΧ και ζο£Υ, δηλαδή Zo^XUY. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί 
XU Y- (ΑΠ[α, β] )U(Bn[a, β])=[α, β]Π(ΑϋΒ)-[α, β], ♦

Επειδή ολόκληρη η πραγματική ευθεία R = ( — οο, +οο) είναι ένα διάστημα, έχουμε 
ότι ο μετρικός χώρος (R, I I) είναι συνεκτικός.

10.2.6. Η συνεκτικότητα δεν είναι κλυοονοιιική ιδιότητα.
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Απόδειξη.
Πραγματικά, από τις όυό προηγούμενες εφαρμογές, έχουμε ότι στο μετρικό χοίρο 

(R, I I) το σύνολο (0, 2] είναι συνεκτικό, ενώ το υποσύνολό του (0, 1 )U( 1, 21, δεν
είναι. ♦

10.2.7. Έστω {A, Β) μια ανοιχτή ή κλειστή διαμέριση ενός μετρικού 
χώρου Ε και S ένα συνεκτικό υποσύνολο του Ε. Τότε ισχύει SCA ή SCB.____

Απόδειξη.
Η συλλογή {A, Β} είναι μια ανοιχτή (αντίστοιχα κλειστή) εν Ε κάλυψη του 

συνόλου S, με SDADB- SD (A nB )-sn0-0. Αρα, επειδή το S είναι συνεκτικό, θα έχουμε 
SHA-0 ή SDB-0 δηλαδή SCAC ή SCB0. Επειδή όμως Ac-B  και Bc-A , παίρνουμε 
τελικά SQMSCB. ♦

10.2.8. Αν E-SUC, όπου S και C είναι συνεκτικά και μη διαχωρισμένα 
υποσύνολα του μετρικού χώρου Ε, τότε ο Ε είναι συνεκτικός μετρικός 
2ώ Β°5·________________________________________________________________

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι ο μετρικός χώρος Ε δεν είναι συνεκτικός. Τότε υπάρχει κλειστή 

διαμέριση {Α, Β) του Ε. Επειδή το S είναι συνεκτικό υποσύνολο του Ε, θα έχουμε(Βλέπε
10.2.7.)

SCA ή SCB.
Όμοια, θα ισχύει

CCA ή CCB.
Έστω τώρα ότι

SCA και CCB.
Τότε: A-(suc)nA-(snA)U(cnA)-su0-s
και

B-(SUC)nB-(SDB)U(CnB)=0UC-C.
Αλλά τότε πρέπει τα σύνολα S και C να είναι διαχωρισμένα, αφού τα ίσα προς αυτά A 
και Β είναι διαχωρισμένα σύνολα. Αυτό όμως είναι άτοπο.

Όμοια είναι η απόδειξη στην περίπτωση όπου CCA και SCB.
Η περίπτωση όπου SCA και CCA (αντίστοιχα SCB και CCB) δεν μπορεί να 

υφίσταται γιατί τότε θα είχαμε Β = 0  (αντίστοιχα A =0). ♦
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10.2.9. Έστω Ε ένας συνεκτικός μετρικός χώρος και S, D υποσύνολα 
του Ε. Αν το S είναι συνεκτικό υποσύνολο του Εκαι τέτοιο, ώστε SHD*0 και 
SDDc*0, τότε S(ldD*0. _____________________________________

Απόδειξη.
Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι

snaD=0 και snD°=0=>SnD-0. (*)

Πραγματικά από τη γνοκττή σχέση(Βλέπε 1.10.3.(iii)) D«=D°uaD, παίρνουμε

snDCsnD- sn(D°uaDH snD°)U (snaD)-0U0-0.
Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύουν οι υποθέσεις και όχι το συμπέρασμα της άσκησης. 

Τότε, αν snaD -  0 , εΛειδή E=D°U(aD)U(Dc)°, παίρνουμε:
SCD°U(aD)U(Dc)°=t> SCD°U(Dc)°

Επιπλέον, ισχύει
snD°n(Dc)°csnD nD c= 0.

Τότε, επειδή το S είναι συνεκτικό παίρνουμε
-(SOD0 * 0  και sn(Dc)° * 0 )  ~ S n D °-0  ή Sn(Dc)o=0.

Αλλά τώρα λόγω της σχέσης (*) και της υπόθεσης ότι SHdD-0, η τελευταία σχέση δίνει
SDD-0 ή SDDc- 0 ,

που είναι άτοπο. ♦

10.2.10. Στην παράγραφο αυτή θα δούμε ένα διαφορετικό τρόπο εισαγωγής της 
έννοιας της συνεκτικότητας.

Ένα πεπερασμένο σύνολο {Αι, Α2,...,Αη) υποσυνόλων τουΕ, ονομάζεται 
α λ υσ ίδ α  α ν ισχύει ΑιΠΑι+ι *0 ,i-l,...,n -l.

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα σύνολα  Αι και An σ υ ν δ έ ο ν τα ι μ ε μια  
α λ υσ ίδα .

Έστω Ε ένας μετρικός χώρος. Ο Ε είναι συνεκτικός αν και μόνο αν 
για κάβε ανοιχτή (αντίστοιχα, πεπερασμένη κλειστή) κάλυψή του Α, δύο 
τυχόντα μέλη της συλλογής Α μπορούν να συνδεθούν με μια αλυσίδα 
μελών της Α._______________  _________



224 Εκκιγωγή στττν Τοπολογία

Α πόδειξη.
Έστω ότι ο Ε είναι συνεκτικός, Α ανοιχτή κάλυψη του Ε και Α τυχόν, α ε Α. 

Θέτουι ιε:
Η-{Χε Α: τοΧ  μπορεί να συνδεθεί με μια αλυσίδα εν Α με το Λ),

Ι1ι-1_Λ και Il2-U ^ c. Τότε, τα σύνολα II ι, Η2 είναι ανοιχτά (αντίστοιχα, κλειστά) και 
προφανούς

HiUH2-U /?-E  και ΗιΠΗ2- 0 .
Τότε, επειδή ο Ε είναι συνεκτικός και Η ι*0 (ACHj), θα έχουμε Η2- 0 . Λρα Κ·Α, 
πράγμα που υποδεικνύει το ζητούμενο.

Αντίστροφα, έστω για κάθε ανοιχτή (αντίστοιχα, πεπερασμένη κλειστή) κάλυψη 
Α του Ε, δύο τυχόντα μέλη της συλλογής Α μπορούν να συνδεθούν με μια αλυσίδα 
μελών της Α και ο Ε δεν είναι συνεκτικός. Τότε υπάρχει διαμέριση {A, BJ του Ε σε δύο 
ανοιχτά υποσύνολά του. Έτσι, επειδή Α Π Β -0, έχουμε αμέσως άτοπο.

10 .2 .11 . Έστωε>0.

Έ νας μετρικός χώ ρος λέγεται ε-συνεκτικός α ν για τυχόντα σημεία x, y 
αυτού υπάρχουν σημεία a j,.. .,an εν Ε με ai-x και an-y  και τέτοια, ώστε

p (a i,a j+ i)< e,i-l,...,n -l.

Έστω Ε ένας μετρικός χώρος. Αν ο Ε είναι συνεκτικός, τότε είναι και 
ε-συνεκτικός για κάθε ε>0.

Α πόδειξη.
Ας είναι ο Ε είναι συνεκτικός, ε>0, a, b δύο τυχόντα στοιχεία του Ε και 

δ -{Β (χ , |): χΕΕ} μια ανοιχτή κάλυψη του Ε. Επειδή B(a, j  )Ε δ και B(b, j  )Εδ, 

σύμφωνα με τη προηγούμενη εφαρμογή, υπάρχει αλυσίδ{Αι, Α2,...,Α η )£ δ , με 

Αι -  B(a, | ) και Α2 -  B(b, j ). Τα κέντρα ai,...,an των σφαιρικών περιοχών Aj,

A2,...,An είναι, προφανώς, τέτοια, ώστε p(ai, βι+ι)<ε, i-I ,...,n -l, πράγμα που 
αποδεικνύει το ότι ο Ε είναι ε -  συνεκτικός.

____ 10.3. Ιδιότητες των συνεκτικών συνόλων _____________

Στην παράγραφο αυτή θα δούμε τις πιο βασικές ιδιότητες των συνεκτικών 
συνόλων. Η πρώτη απ’ αυτές είναι ότι η συνεκτικότητα είναι τοπολογική 
ιδιότητα. *
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10.3.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι Ει, Εζ μετρικοί χώροι, f:Ei-*E2 μια 
συνεχής συνάρτηση και S ένα συνεκτικό υποσύνολο του Εμ Τότε το f(S) είναι 
συνεκτικό υποσύνολο του Ε2·_________________________  _

Απόδειξη.
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θέτουμε S=Ej και f(S)=E2. Επιπλέον, υποθέτουμε 

ότι ο Ε2 δεν είναι συνεκτικός μετρικός χώρος. Τότε υπάρχει μη κενό και γνήσιο 
υποσύνολο Α του Ε2 ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα. Επειδή όμως η f είναι συνεχής 
συνάρτηση, το σύνολο f- 1(A) θα είναι ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα υποσύνολο του 
Ει- Επιπλέον, επειδή η συνάρτηση f υποτίθεται επί του Ε2 και 0 *Α*Ε2, το σύνολο

Ψ

f-^A) είναι μη κενό και γνήσιο υποσύνολο του Εχ. Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί 
αντίκειται στη συνεκτικότητα του Ei=S. ♦

10.3.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Q, iEI είναι μια οικογένεια συνεκτικών

υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου, με Π 0 *0 , τότε η ένωση U Q  της
ιΕΙ ΪΕΙ

οικογένειας Q, iEl είναι συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη.

Υποθέτουμε ότι το σύνολο .UQ είναι ένα μη συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού 

χώρου Ε. Τότε υπάρχει μια ανοιχτή εν Ε κάλυψη {A, Β} του συνόλου U Q

( U G CAUB) τέτοια, ώστε ιΕΙ
( U Q  )ΠΑ *0 , ( U Ci )ΠΒ * 0  και ( U Ci )ΠΑΠΒ-0.ιΕΙ iEI iEI

Επειδή .QQ * 0 , θεωρούμε ένα σημείο a e  H Q .Τότε, επειδή

Π QC U QCAUB, ίθ ίθ
έχουμε ότι α£Α ή αΕΒ.

Έστω aSA. Τότε έχουμε aGCjOA, iSI. Επειδή όμως για κάθε iSI ισχύει 

Q  C _UCi CAUB και Ci nAf1BC(.UCj )ηΑΠΒ=0 

και λόγω της συνεκτικότητας του κάθε συνόλου Q, iei παίρνουμε
q n B -0,'iei
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(αφού υποτίθεται ότι aEqnA, iei, δηλαδή qnA*0, iei). Αρα τελικά έχουμε

qne - 0 , iei-»( y q  )ΠΒ - 0 ,
που είναι άτοπο.

Όμοια, αν υποθέσουμε ότι αΕΒ, καταλήγουμε ότι (U^Q )Π Α -0, που είναι πάλι 

άτοπο. ♦

10.3.3. ΠΟΡΙΣΜΑ. Έστω C ένα υποσύνολο ενός μετρικού χώρου 
τέτοιο, ώστε για κάθε x, y εν C υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο Τ του C με 
χΕΤ και yET. Τότε το C είναι συνεκτικό.

Απόδειξη.
Θεωρούμε ένα σημείο aEC. Τότε για κάθε xEC υπάρχει ένα συνεκτικό υποσύνολο 

ΤΧ του C, με αΕΤχ και χΕΤχ. Η οικογένεια των συνεκτικών συνόλων Τχ, xEC έχει μη

κενή τομή, γιατί αΕΤΧ για κάθε xEC. Δηλαδή aΕ Π Τχ «*0. Αρα, σύμφωνα με την
XEC

προηγούμενη πρόταση, το σύνολο U Τχ είναι συνεκτικό και μάλιστα U TX£C.
xGC xGC

Εξάλλου, για κάθε yEC ισχύει yETy. Άρα yE U ΤΧ. Έτσι, CQ U Τχ και τελικά
xEC xEC

U Τχ -C . Επομένως το C είναι συνεκτικό σύνολο. ♦  x€C

10.3.4. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ο καρτεσιανός μετρικός χώρος Ε των μετρικών 
χώρων E j,i»l,...,n , είναι συνεκτικός αν και μόνο αν κάθε μετρικός χώρος Ej, 
i-1 ...... η, είναι συνεκτικός. _____________________

Απόδειξη.
Έστω ότι ο Ε είναι συνεκτικός. Τότε, επειδή pj(E)=Ej, i - 1,...,η όπου pj είναι η 

i-προβολή του Ε, κάθε μετρικός χώρος Ει, i-1, ...,n θα είναι συνεκτικός, ως εικόνα του 
συνεκτικού χώρου Ε μέσω της συνεχούς συνάρτησης pj,i=l,...,n.

Αντίστροφα, αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι ο καρτεσιανός μετρικός χώρος EjxE2 των 
συνεκτικών μετρικών χώρων Ει, Ε2 είναι συνεκτικός. Τότε, με επαγωγή το συμπέρασμα 
γενικεύεται εύκολα. Για το σκοπό αυτό θεωρούμε δυό τυχόντα στοιχεία χ- ( χ ι , Χ2) και
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y=(yi, y2) στο χώρο ΕιχΕ2· Τότε τα σύνολα Ejx{y2 ) και (χι(χΕ2 είναι συνεκτικά 
υποσύνολα του ΕΐχΕ2, γιατί είναι εικόνες των συνεκτικών χώρων Ει και Ε2 μέσω των 
συνεχών συναρτήσεων f:Ej— και g:E2~*E, αντίστοιχα, με τύπους f(x)=(x, y2> και 
g(x)«(xi, x) (σύμφωνα με την Πρόταση 10.3.1.).

Επιπλέον,για τα συνεκτικά σύνολαΕιχ{χ2 ΐ και {χι)χΕ2, ισχύει
(Ειχ{χ2})η({χι)χΕ2)“1(χι,χ2)}»«0.

Αρα, σύμφωνα με την Πρόταση 10.3.2., το σύνολο T=(Eix(y2|)U((xi)xE2) είναι 
συνεκτικό. Τελικά αποδείχτηκε ότι για δυό τυχόντα στοιχεία x=(xi, Χ2) και y=(yi, y2) του 
ΕΐχΕ2, υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο Τ του ΕιχΕ2, με χ€ΕΤ και yST. Έτσι, σύμφωνα με 
το προηγούμενο Πόρισμα 10.3.3., ο μετρικός χώρος ΕιχΕ2 είναι συνεκτικός. ♦

10.3.5. ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας είναι C και Τ δυό υποσύνολα ενός μετρικού

χώρου Ε τέτοια, ώστε το C να είναι συνεκτικό σύνολο και CCTCC. Τότε και 
το Τ είναι συνεκτικό σύνολο. _____________________

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι το Τ δεν είναι συνεκτικό. Τότε υπάρχει ανοιχτή εν Ε κάλυψη 

(A, Β )του Τ τέτοια, ώστε
ΤΠΑ *0 , ΤΠΒ * 0  και ΤΠΑΠΒ =0.

Έτσι, θεωρούμε δυό στοιχεία α και β, με αΕΤΠΑ και β£ΤΠΒ. Τότε έχουμε:

α€ΕΤ(ΊΑ => α€ΓΓ και α€ΕΑ =*> aGC και aGA.

Επειδή το Α, ως ανοιχτό, είναι περιοχή του α και aGC, παίρνουμε CflA*0. Όμοια, 
καταλήγουμε ότι ΌΠΒ^0. Αρα η συλλογή {A, Β}, ως ανοιχτή κάλυψη του Τ, είναι και
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ανοιχτή κάλυψη του υποσυνόλου C του Τ και μάλιστα τέτοια, ώστε ΟΊΑ**0, CDB«*0. 
Αφού το C είναι συνεκτικό, οι σχέσεις αυτές συνεπάγονται ΟΊΑΠΒ**0. Τότε όμως, από 
τις σχέσεις CCT και ΟΊΑΠΒ««0, παίρνουμε ΤΠΑΠΒ»*0, που είναι άτοπο. ♦

10.3.6. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν C είναι ένα συνεκτικό υποσύνολο ενός 

μετρικού χώρου, τότε π θήκη C του C είναι συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη.
Επειδή CCC CC, το συμπέρασμα είναι άμεσο από την προηγούμενη πρόταση, ♦

10.4. Παραδείγματα -  Εφαρμογές -  Σχόλια

10.4.1. Αν C είναι μια συλλογή συνεκτικών υποσυνόλων του Ε 
τέτοια, ώστε για κάθε A, Β εν C να ισχύει ΑΠΒ*0 , ν’ αποδειχτεί ότι το 
σύνολο UC είναι συνεκτικό.

Απόδειξη.
Θ’ αποδείξουμε ότι για τυχόντα x, y εν UC υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο S του 

UC με xGS και yGS. Πραγματικά θεωρούμε τυχόντα x, y εν UC. Τότε, υπάρχουν A, Β εν 
C, με xGA και yGB. Επειδή όμως τα A, Β είναι συνεκτικά και ΑΠΒ*«0. το σύνολο AUB 
είναι συνεκτικό και μάλιστα xGAUB και yGAUB. ♦

10.4.2. Ο ευκλείδειος χώρος (Rn, I I), nGN είναι συνεκτικός μετρικός

Απόδειξη.
Επειδή ο μετρικός χώρος (R, I I) είναι συνεκτικός (Βλέπε 10.2..5.), σύμφωνα με 

την Πρόταση 10.3.4., και ο μετρικός χώρος (Rn, I I), nGN είναι συνεκτικός. ♦

10.4.3. Μια σημαντική εφαρμογή της θεωρίας των συνεκτικών μετρικών χώρων 
είναι το γνωστό από τον Απειροστικό Λογισμό θεώρημα των ενδιαμέσων τιμών.
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ. Ας είναι Ε ένας μετρικός 
χώρος και f:E-*R μια συνεχής πραγματική συνάρτηση. Αν S είναι ένα
συνεκτικό υποσύνολο του Ε και a, b στοιχεία του S, μ ε f(a)<f(b), τότε για κάθε 
c με f(a)<c<f(b), υπάρχει σημείο x0ES τέτοιο, ώστε f(Xo)=c.__________________ _____

Απόδειξη.
Σύμφωνα με την Πρόταση 10.3.1., το σύνολο f(S) είναι συνεκτικό υποσύνολο του 

R και επομένως διάστημα. Άρα [f(a), f(b)]Cf(S), οπότε, επειδή cE[f(a), f(b)], cEf(S). 
Έτσι, υπάρχει xoES με f(Xo)=c. ♦

Στην ειδική περίπτωση όπου E=R και S=[a, b] έχουμε την απλή κλασσική 
διατύπωση του θεωρήματος των ενδιαμέσων τιμών που έχει ως εξής:

Αν a, b είναι πραγματικοί αριθμοί με ο< ^ κ α ι f:[a, b]—̂R μια συνεχής 
συνάρτηση, τότε η f παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ των αριθμών f(a) και f(b).

10.4.4. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε ένας μετρικός χώρος να είναι 
συνεκτικός, μπορεί να προκύψει με τη βοήθεια της Πρότασης 10.3.1. Συγκεκριμένα 
ισχύει το εξής:

Ένας μετρικός χώρος Ε είναι συνεκτικός αν και μόνο αν δεν υπάρχει 
συνεχής συνάρτηση f : E-»R τέτοια, ώστε 75(f)={a, b} με a*b.__________________

Απόδειξη.
Έστω ότι ο Ε είναι συνεκτικός και υπάρχει συνεχής συνάρτηση f:E-»R, με 

75(ί)={ a, b } και a*b. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί, αφού ο Ε είναι συνεκτικός χώρος και 
η f συνεχής, θα έπρεπε το σύνολο 75(0 να είναι διάστημα στο R, πράγμα που δε μπορεί 
να είναι το σύνολο {a, b} με a*b.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι ο Ε δεν είναι συνεκτικός. Τότε υπάρχει σύνολο Α, 
0*ACE, ανοιχτό και κλειστό ταυτόχρονα. Θεωρούμε τη χαρακτηριστική συνάρτηση του 
A, Xa-E-*R, που όπως είναι γνωστό ορίζεται με τον τύπο:

Γ1, ανχΕΑ
• *Α(χ)·{θ . ανχ*Α  '

Θ’ αποδείξουμε ότι η Χα είναι συνεχής. Πραγματικά, έστω C τυχόν ανοιχτό υποσύνολο 
ταυ R. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

1) oec και 1EC. Τότε X~^(C) -  Ε.
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2) 0EC και 1<£C. Τότε x'Al(C) -  Ac.

3) OgC και 1GC. Τότε x^'(C) -  A.

4) 0<£C και 1<£C. Τότε X~A\c) - 0 .
Έτσι, σε κάθε περίπτωση, η αντίστροφη εικόνα του ανοιχτού συνόλου C είναι ανοιχτό 
υποσύνολο του Ε, που σημαίνει ότι η συνάρτηση Χα  είναι συνεχής. ♦

10.4.5. Ενώ η θήκη ενός συνεκτικού συνόλου είναι πάντοτε συνεκτικό σύνολο 
(Βλέπε Πόρισμα 10.3.6.), ο πυρήνας ενός συνεκτικού συνόλου όεν είναι 
πάντοτε συνεκτικό σύνολο. ________________________________________________

Την αλήθεια αυτού του ισχυρισμού αποδεικνύει το επόμενο παράδειγμα. 
Θεωρούμε το σύνολο Α-([0, l]x[0, 1])U([1, 2]x{0})U([2, 3]x[0, 1]) στο 

. μετρικό χώρο (R2, I I). Θέτουμε Αι-[0, 1]χ[0, 1], Α2- [ 1, 2]χ{0), Α3- [2, 3]χ[0, 1] και 
παρατηρούμε ότι τα σύνολα αυτά είναι συνεκτικά υποσύνολα του μετρικού χώρου 
(R2, I I), ως καρτεσιανά γινόμενα συνεκτικών συνόλων (διαστημάτων). Επιπλέον, 
επειδή ΑιΠΑ2- { ( 1,Ο ))*0 , το σύνολο A 1UA2 είναι συνεκτικό.

Όμοια, επειδή (AiUA2)nA3- { ( 2, 0)1*0, το σύνολο (AiUA2)UA3 είναι συνεκτικό. Είναι 
εύκολο ν’ αποδείξουμε ότι Α°-((0, 1)χ(0, 1))U((2, 3)χ(0, 1)). Έτσι, το σύνολο Α°, ως 
ένωση ξένιον και ανοιχτών συνόλων (τα σύνολα (0, 1)χ(0, 1) και (2, 3)χ(0, 1) είναι 
ανοιχτά ως καρτεσιανά γινόμενα ανοιχτών συνόλων), δεν μπορεί να είναι συνεκτικό 
σύνολο. ♦

10.4.6. 'Εστω S ένα συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (Ε, ρ). 
Αν το S έχει τουλάχιστον δυό διαφορετικά σημεία, τότε το S είναι 
υπεοαοιθιιήσιιιο σύνολο.
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Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι a, b είναι σημεία του S, με a*b. Τότε, η συνάρτηση f: S-*R, με 

τύπο f(x)=g(x, a) είναι συνεχής (Βλέπε 4.4.5.) και έτσι το σύνολο f(S) είναι συνεκτικό 
υποσύνολο του R, δηλαδή διάστημα. Επιπλέον, επειδή f(a)=0 και f(b)=Q(a, b)=c>0,

έχουμε f(S)2[0, c]. Άρα f(S) > [0, c] και, επειδή το διάστημα [0, c], c>0, είναι

υπεραριθμήσιμο, το f(S) είναι υπεραριθμήσιμο. Όμως, από γνωστό συμπέρασμα της 

θεωρίας της ισχύος των συνόλων, έχουμε ότι S>f(S), που σημαίνει ότι και το S είναι

υπεραριθμήσιμο σύνολο, φ

10.4.7. Δεν, υπάρχει υποσύνολο της πραγματικής ευθείας 
ομοιομορφικό προς το μοναδιαίο κύκλο του ευκλείδειου μετρικού χώρου
(R2, I 1), δηλαδή προς το σύνολο K«{(x, y)ER2: x2+y2- 1}. ___________

Απόδειξη.
Αρχικά θ’ αποδείξουμε ότι το σύνολο Κ καθώς και το σύνολο K -{(a, b)}, όπου

(a, b) είναι τυχόν σημείο του Κ, είναι συνεκτικά.
Πραγματικά θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση f:R-*R2, με τύπο

ί(χ)=(συνχ, ημχ),
οπότε έχουμε

K=f([0,2π)) και K -{(a, b))=f((xo, Χο+2π)),
όπου χο είναι πραγματικός αριθμός τέτοιος ώστε a=ouvxo και b-ημχο. Έτσι, τα σύνολα 
Κ και K-{(a, b)), είναι συνεκτικά γιατί είναι εικόνες των διαστημάτων [0, 2π) και 
(Χο, Χο+2π), αντίστοιχα, που είναι συνεκτικά υποσύνολα του R, μέσω της συνεχούς 
συνάρτησης f.

Υποθέτουμε τώρα ότι υπάρχει ομοιομορφισμός φ :Κ ^ Α , όπου Α είναι ένα 
υποσύνολο της πραγματικής ευθείας. Τότε, επειδή το Κ είναι συνεκτικό σύνολο και η φ 
συνεχής συνάρτηση, το Α θα είναι διάστημα. Επιπλέον, επειδή τα σημεία (0,1), (1, 0) και 
(0,-1) είναι σημεία του Κ, τα σημεία φ((0,1)), φ((1,0)) και φ((0, -1)) είναι σημεία του Α
και μάλιστα διαφορετικά μεταξύ τους, αφού η φ είναι αμφιμονοσήμαντη. Έτσι, ένα 
τουλάχιστον από τα σημεία φ((0,1)), φ((1, 0)) και φ((0, - 1)) είναι εσωτερικό σημείο του
διαστήματος Α. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι αυτό είναι το σημείο 
φ((0,1)). Τότε όμως το σύνολο Α -{φ ((0,1))) δεν είναι διάστημα και επομένως δεν είναι
συνεκτικό σύνολο. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί

Α -{ φ((0,1))}«φ(Κ-{(0,1)})
και το σύνολο Κ - {(0,1)} είναι συνεκτικό σύνολο, όπως αποδείχτηκε παραπάνω. ♦
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10.5. Συνεκτικές συνιστώσες

Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε μια σημαντική εφαρμογή των προηγουμένων, 
που είναι η έννοια της “συνεκτικής συνιστώσας” ενός μετρικού χώρου.

Έστω Ε ένας μετρικός χώρος. Στον Ε ορίζουμε μια διμελή σχέση ~ ως εξής:
(Vx, y εν Ε) x ~y ο  Υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο S του Ε τέτοιο, ώστε xES και yes.

10.5.1. ΛΗΜΜΑ. Η σχέση ~ είναι μια ισοδυναμία στον Ε.

Απόδειξη.
Πραγματικά, επειδή για κάθε χΕΕ το μονοσύνολο (χ) είναι συνεκτικό σύνολο, 

ισχύει x ~χ, οπότε η σχέση ~ είναι ανακλαστική.
Επιπλέον, είναι άμεσο ότι η σχέση ~ είναι συμμετρική.
Θ’ αποδείξουμε ότι η σχέση ~ είναι και μεταβατική. Υποθέτουμε ότι για τυχόντα 

στοιχεία x, y και z εν Ε έχουμε x ~y και y ~ζ. Αρα υπάρχουν συνεκτικά υποσύνολα Si, S2 
του Ε με xESi, yESi, yES2 και zES2. Αρα SiHS2 * 0 , αφού yESiHS2 και επόμένως το 
σύνολο S1US2 είναι συνεκτικό σύνολο. Επιπλέον, XES1US2 και zGSiUS2, δηλαδή x ~ζ. 
Έτσι η σχέση ~ είναι και μεταβατική και επομένως ισοδυναμία.

| Κάθε μια από τις κλάσεις ισοδυναμίας της σχέσης ~ την ονομάζουμε συνεκ τικ ή
| σ υ ν ισ τώ σ α  (com p on en t) το υ  Ε.

10.5.2. ΠΡΟΤΑΣΗ. Για τις συνεκτικές συνιστώσες ενός μετρικού 
χώρου Ε ισχύουν τα εξής:

ΐ) Κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι συνεκτικό σύνολο.
Η) Κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι ψευδομέγιστο στη συλλογή όλων 

των συνεκτικών υποσυνόλων του μετρικού χώρου και αντίστροφα.
____ ϋί)Κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι κλειστό σύνολο._____________

Απόδειξη.
ί) Ας είναι C μια συνεκτική συνιστώσα του Ε και x, y δυό τυχόντα στοιχεία του 

συνόλου C. Τότε x~y και επομένως υπάρχει συνεκτικό σύνολο S με xES και yES.
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Επιπλέον, ισχύει SCC. Πραγματικά, αν S(£C, θα υπήρχε στοιχείο ζ, με ζES και z^C, 
δηλαδή χ~ζ και ταυτόχρονα ζ£ 0 =κλ_(χ), που είναι άτοπο. Έτσι, σύμφωνα με το

Πόρισμα 10.3.3., προκύπτει ότι το C είναι συνεκτικό σύνολο.
ii) Έστω Α η συλλογή όλων των συνεκτικών υποσυνόλων του Ε και C είναι ένα 

ψευδό μέγιστο (ως προς τη διάταξη του υποσυνόλου) της συλλογής Α. Θεωρούμε τυχόν 
xEC και τη συνεκτική συνιστώσα κλ^(χ). Θ’ αποδείξουμε ότι Οκλ_(χ). Πραγματικά,

για τυχόν y έχουμε:
γΕκλ^(χ) ==> x~y => (3 SSA) xES και yES.

Επειδή όμως xESHC, δηλαδή SHC *0 , και το C είναι ψευδομέγιστο της συλλογής /?, 
έχουμε SCC. Αρα yEC οπότε κλ_(χ)£0. '  τιπλέον, για τυχόν yEC έχουμε 

yEC => x~y (επειδή C σι νεκτικό και xEC) => γΕκλ^χ).
Αρα 0£κλ^(χ) και τελικά 0=κλ_(χ).

Αντίστροφα, έστω S μια συνεκτική συνιστώσα του Ε. Θ’ αποδείξουμε ότι το S 
είναι ψευδομέγιστο στοιχείο της συλλογής /?, δηλαδή ότι δεν υπάρχει συνεκτικό 
υποσύνολο C του Ε με SCC. Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι υπάρχει, τότε από τη σχέση 
SCC, θα έχουμε ότι υπάρχει xEC και x<£S. Έτσι, αν a είναι τυχόν σημείο του S, επειδή το 
S είναι συνεκτική συνιστώσα, θα έχουμε 8-κ λ ^ ) . Εξάλλου, επειδή aEC και xEC θα 
έχουμε x ~a, δηλαδή χΕκλ_^)=δ, που είναι άτοπο.

iii) Αν C είναι συνεκτική συνιστώσα του Ε, τότε, επειδή CCC και C το είναι

συνεκτικό σύνολο (Βλέπε Πόρισμα 10.3.6.), θα έχουμε O C , αφού το C είναι 
ψευδομέγιστο στη συλλογή όλων των συνεκτικών υποσυνόλων του Ε. ♦

10.6. Παραδείγματα- Εφαρμογές

10.6.1. i)Av ένας μετρικός χώρος Έ είναι συνεκτικός, τότε ο Ε είναι η 
μόνη συνεκτική συνιστώσα του χώρου.

ii) Σ ’ ένα όιακριτό μετρικό χώρο κάθε μονοσύνολο είναι συνεκτική 
σ υ ν ι σ τ ώ σ α . _______________________ ____________________________

Απόδειξη.
i) Είναι προφανές αφού ο Ε είναι συνεκτικός και δεν υπάρχει κανένα συνεκτικό 

γνήσιο υπερσύνολο του Ε.
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Η) Κάθε μονοσύνολο σε κάθε μετρικό χοίρο είναι σιτνεκτικό. Επιπλέον, στο 
διακριτό μετρικό χώρο τα μονοσύνολα είναι τα μονά συνεκτικά σύνολα του χοίρου. 
Πραγματικά αν X είναι ένα υποσύνολο ενός διακριτού μετρικού χώρου με περισσότερα 
του ενός στοιχεία και χΕΧ, τότε η συλλογή { {κ), X— {χ) | είναι ανοιχτή και κλειστή
διαμέριση του X, πράγμα που αποδεικνύει τη μη συνεκτικότητά του. Αρα δεν υπάρχει 
συνεκτικό γνήσιο υπερσύνολο ενός μονοσυνόλου. Αυτό αποδεικνύει ότι τα μονοσύνολα 
σ ’ ένα δισκριτό μετρικό χώρο είναι συνεκτικές συνιστώσες.

10.7. Οδική και πολυγωνική συνεκτικότητα

Ας είναι (Ε, ρ) ένας μετρικός χώρος και x, y δυό τυχόντα στοιχεία του Ε.

Μια συνεχής συνάρτηση f : [a, b]-*E (a, b εν R, με a<b), με f(a)-x xai f(b)-y 
λέγεται οδός (path) που συνδέει τα σημεία x και y tov Ε. Το σημείο χ 
λέγεται αρχικό (initial) σημείο και το y τελικό (terminal) σημείο της 
οδού.

Ένας μετρικός χώρος Ε λέγεται οδικά συνεκτικός (path connected)
μετρικός χώρος α ν για τυχόντα δυό σημεία του  Ε υπάρχει οδός συνδέουσα 
τα σημεία αυτά.

| Ενα υποσύνολο Α ενός μετρικού χώρου Ε λέγεται οδικά συνεκτικό σύνολο 
Ιαν το  Α, ω ς μετρικός υπόχωρος τον  Ε, είναι οδικά συνεκτικός μετρικός 
\χφρος.

Η επόμενη πρόταση μας δίνει μια πρώτη σχέση μεταξύ των εννοιών της 
συνεκτικότητας και της οδικής συνεκτικότητας.

10.7.1. ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε οδικά συνεκτικός μετρικός χώρος είναι και 
συνεκτικός μετρικός χώρος. ________________________

Α πόδειξη.
Ας είναι x, y δυό τυχόντα στοιχεία ενός οδικά συνεκτικού μετρικού χώρου Ε. Τότε 

υπάρχει οδός f που συνδέει τα σημεία x και y. Επειδή το πεδίο ορισμού της f είναι το 
συνεκτικό (ως διάστημα) σύνολο [a, b], το σύνολο f([a, b]) είναι συνεκτικό υποσύνολο του
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Ε και μάλιστα ισχύει xef([a, b]) και yef([a, b]). Έτσι, σύμφωνα με το Πόρισμα 10.3.3., ο 
Ε είναι συνεκτικός μετρικός χώρος. ♦

Με κατάλληλα παραδείγματα μπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι το αντίστροφο 
της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει (Βλέπε 10.8.1.).

Η έννοια της οδικής συνεκτικότητας αποκτά ιδιαίτερη σημασία στην περίπτωση 
που ο μετρικός χώρος Ε είναι ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος. Αυτό, γιατί στην 
περίπτωση αυτή και για δυό τυχόντα σημεία xj, Χ2, ορίζεται η έννοια του ευθυγράμμου 
τμήματος (χ 1X2] με τον τύπο:

[ΧΐΧ2ΐ = (χ€ΕΕ: x= (l- t)xj+tX2, tG [0,1]|.
Έχοντας υπόψη τον ορισμό της οδού, παρατηρούμε ότι το ευθύγραμμο τμήμα [χιΧ2] 
είναι μια οδός που συνδέει τα σημεία Χι και Χ2 και ορίζεται από τη συνάρτηση 
f: [0 ,1]-»Ε, με τύπο f(t)=(l-t)xi+tX2-

I Ενα υποσύνολο Α του  Ε θα λέγεται κυρτό (convex) σύνολο α ν για τυχόντα  
|χι καιΧ2 εν Ε ισχύει [ΧιΧ2]£Α .

Είναι φανερό ότι ένα κυρτό σύνολο είναι και οδικά συνεκτικό (άρα και 
συνεκτικό) σύνολο.

Μια γενίκευση της έννοιας της κυρτότητας στους σταθμητούς διανυσματικούς 
χώρους, είναι η έννοια της πολυγωνικής συνεκτικότητας που δίνουμε αμέσως παρακάτω.

Avxi, Χ2,..., χν είναι σημεία ενός σταθμητούόιανυσματικού χώρου, με Χϊ*χϊ+ι,
ν-1

i= l,2 ,...,v -1, τότε το σύνολο .U[XjXj_i] ονομάζεται πολυγωνική γ ρ α μ μ ή  με 

αρχικό σημείο το Χι και τελικό σημείο το χν.

| Τα ευθύγραμμα τμήματα [ΧιΧ2], [Χ2Χ3ΐ,· · ·.[Χν-ιΧν] ονομάζονται πλευρές της 
Iπολυγωνικής γραμμής.

(At)ό σημεία χκαι y ενός σταθμητού όιανυσματικού χώρου συνδέονται με 
| πολ υγωνική γραμμ ή, αν υπάρχει πολυγωνική γραμμή με αρχικό (ή τελικό)
| σημείο το χ και τελικό (αντίστοιχα αρχικό) σημείο το  y.
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Ένα υποσύνολο Α ενός σταθμητού όιανυαματικού χώ οον λέγεται 
π ολυγω νικ ά  συνεκ τικ ό  (p o ly g o n a lly  con n ected ) αν για κάθε χ, y

ν-1
εν Α νπάοχει πολυγωνική γοαμμή .U [XjXj.i] που συνδέει τα σημεία

ν-1
x,y και τέτοια, ώστε U [xiXi-i]£A.

Είναι φανερό ότι τα κυρτά υποσύνολα ενός σταθμητού διανυσματικσύ χώρου 
είναι πολυγωνικά συνεκτικά σύνολα, αφού κάθε ευθύγραμμο τμήμα είναι πολυγωνική 
γραμμή μιας πλευράς.

Πρίν δούμε τη σχέση της οδικής και πολυγωνικής συνεκτικότητας είναι σκόπιμο ν’ 
αποδείξουμε το επόμενο λήμμα.

10.7.2. ΛΗΜΜΑ. Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος και [aj, ft], aj < ft, 
i ° l,...,v , διαστήματα της πραγματικής ευθείας. Αν φμ [ai, ft]—ε , ΐ -ι,...,ν , 
είναι συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες, ώστε <Pi(ft) -<pi +i(aj +i ) , i - l , . . . ,v - 1 , τότε 
υπάρχει οδός που συνδέει τα σημεία χ -φ ι(α ι )κ α ιγ »  <Ρν(βν).

Α πόδειξη.
Είναι γνωστό ότι, αν [α, β] (α<β) και [γ, δ] (γ<δ) είναι δυό τυχόντα διαστήματα 

της πραγματικής ευθείας, η συνάρτηση h: [α, β] —[γ, δ], με τύπο

h(t)
t-a
β-α δ,

είναι συνεχής, επί του [γ, δ] και μάλιστα h(a) -  γ και h(b) -  δ. Έτσι, αν τι,τ2, .. . ,  τν-ι, 
τν είναι πραγματικοί αριθμοί με τι<τ2<...<τν-ι<Τν, τότε οι συναρτήσεις 
h i: fri.ii+i]—[a i,ft ],i-l,...,v , με τύπο

hj(t) = — aj + ■ ft. i- l ,...,v ,τι+ι-τι τί+ι-τ!
είναι συναρτήσεις συνεχείς, επί των διαστημάτων [aj, βι], i - 1,..·,ν και τέτοιες, ώστε 
hi(ti)=ai, hi(Ti+ i)-ft, i -1 ,... ,ν. Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση f που ορίζεται με τον τύπο

f(t) -  «I

(<piohi)(t), αν t e fri, τ2] 
(<P2oh2)(t), αν t Ε[Τ2, τ3]

V.
(q>vohv)(t), αν t £[τν. τν+1] ·
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Επειδή ισχύει
(cpiohi)(Ti+i)-9 iihi(Ti+i))-9 i(Pi)-q)i+i(ai)-((Pi+iohi+i)(Ti+i), i -Ι ,.,.,ν  - 1, 

η f είναι συνεχής συνάρτηση του [τι, τν+ι] στον Ε και μάλιστα
ί(τι)=φιΦι(τι)»φι(αι)»χ, ί(τν+ι)=φνΟΐν(τν+ι)-Φν(βν)-Υ·

Αρα η f είναι μια οδός που συνδέει τα σημεία χ και y. ♦

10.7.3. ΠΡΟΤΑΣΗ Σ’ ένα σταθμητό διανυσματικό χώρο κάθε 
πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο είναι και οδικά συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη.
Το συμπέρασμα αυτό είναι άμεση συνέπεια των ορισμών και του Λήμματος

103.2. ♦

| Μια πολυγωνική γραμμή που συνδέει δύο σημεία ενός σταθμητού διανυσματιχού  
{χώρουλέγεται και π ολ υγω νικ ή  οδός.

10.8. Παραδείγματα -  Εφαρμογές

10.8.1.'Ενα συνεκτικό σύνολο δεν είναι πάντοτε και οδικά συνεκτικό 
σύνολο.

Απόδειξη.
Ας είναι Α -{(0 , y): -l< y < l) και B=[(x, y): χ > 0 και y = siir· } υποσύνολα τουΛ

ευκλείδειου μετρικού χώρου (R, I I). Επειδή Α— {01 χ [— 1, 1], το Α είναι συνεκτικό σύνολο,
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ως καρτεσιανό γινόμενο συνεκτικών συνόλων. Το σύνολο Β είναι το γράφημα της 
συνεχούς συνάρτησης y -  sin ·̂, x>0 και επομένως είναι οδικά σιτνεκτικό σύνολο.

Επιπλέον, τα σύνολα Α και Β δεν είναι διαχωρισμένα γιατί ισχύει ΑΠΒ «*0. 

Πραγματικά, για κάθε ν£Ν παίρνουμε sin—|— -sin 2πν-0. Έτσι, η ακολουθία
2πν

αν -  , 0), ν£Ν είναι ακολουθία σημείων του Β και μάλιστα limav -  (0, 0). Αρα

(0,0)ΕΒ και, επειδή (0,0)€Α, έχουμε ΑΠΒ *0 .

Επειδή τα σύνολα A, Β είναι συνεκτικά και μη διαχωρισμένα, η ένωσή τους AUB 
είναι συνεκτικό σύνολο (Βλέπε 10.2.8.). Το σύνολο AUB δεν είναι όμως οδικά συνεκτικό.

Πραγματικά, το γράφημα της συνάρτησης y -  sin ·̂, x>0, δεν έχει κανένα κοινό σημείο με 

τον άξονα χ-0, που σημαίνει ότι δεν υπάρχει οδός στο AUB που να συνδέει ένα σημείο 
του Α με ένα σημείο του Β. (Αν υπήρχε τέτοια οδός τότε αυτή θα έπρεπε να είναι μέρος 
του γραφήματος της συνάρτησης y -  sin ·̂, x>0). ♦λ

10.8.2. Σ’ ένα σταθμητό διαννσματικό χώρο οι σφαιρικές περιοχές 
είναι κυρτά και επομένως συνεκτικά σύνολα.

Απόδειξη.
Ας είναι (Ε, Ν) ένας σταθμητός διανυσματικός χώρος, α τυχόν σημείο του Ε και 

Β(α, r)-{xGE: N(x-a)<r}, r>0, τυχούσα σφαιρική περιοχή του α στον (Ε, Ν). Αν x, y 
είναι τυχόντα σημεία της Β(α, r), θ’ αποδείξουμε ότι [x, y]CB(a, r). Θεωρούμε τυχόν 
z£[x, y]. Τότε υπάρχει te[0,l] με ζ -  (1—t)x + ty, οπότε
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Ν(ζ-α)=Ν((1-τ)χ + ty-a)=N ((I-t)x + ty -  (l-t)a  + ta)s 
(l-t)N(x-a)+tN(x-a)<(l-t)r+ tr-r.

Αρα
N(z-a)<r=>z£B(a, r), δηλαδή [x, y]CB(a, r), 

που σημαίνει ότι το σύνολο Β(α, γ) είναι κυρτό. ♦

10.8.3. Οπως είδαμε παραπάνω ένα συνεκτικό σύνολο γενικά είναι μη οδικά 
συνεκτικό σύνολο. Μπορεί όμως, κάτω από κατάλληλες συνθήκες, ένα συνεκτικό σύνολο 
να είναι και οδικά (ειδικότερα πολυγωνικά) συνεκτικό σύνολο. Τον ισχυρισμό αυτό 
επιβεβαιώνει το παρακάτω συμπέρασμα:

Ένα ανοιχτό υποσύνολο ενός σταθμητού διαννσματικού χώρον είναι 
πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο αν και μόνο αν είναι συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη.
Σύμφωνα με τα ήδη γνωστά, αρκεί ν ’ αποδείξουμε ότι αν Α είναι ανοιχτό και 

συνεκτικό υποσύνολο ενός σταθμητού διανυσματικού χώρου Ε, τότε το σύνολο Α είναι 
πολυγωνικά συνεκτικό.

Θεωρούμε τυχόν α£Α και το σύνολο C με
C= (x£A: υπάρχει πολττγωνική οδός που συνδέει το α με το x } U {α }.

Το σύνολο C από τον ορισμό του, είναι υποσύνολο του Α. Θ’ αποδείξουμε ότι το C είναι 
ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του Α.

Πραγματικά, έστω x τυχόν στοιχείο του C. Τότε χ£Α και, επειδή το Α είναι 
ανοιχτό υποσύνολο του Ε, υπάρχει σφαιρική Β(χ, γ) περιοχή του χ, με Β(χ, r)CA. Θ’ 
αποδείξουμε ότι Β(χ, r)CC. Για τυχόν z£B(x, r) έχουμε [x, z]CB(x, τ)(Βλέπε 10.6.2.). 
Έτσι, αν [a, xi]U[xi, X2]U...U[xv, χ] είναι μια πολυγωνική γραμμή που συνδέει το α με 
το χ (η ύπαρξη τέτοιας οδού εξασφαλίζεται από το ότι xeC), τότε η πολυγωνική γραμμή. 
[a, Xi]U[xi, X2]U...U[xv, x]U[x, z] συνδέει το σημείο α με το σημείο ζ. Αρα z£C και έτσι 
το C είναι ανοιχτό σύνολο.

Θ’ αποδείξουμε τώρα ότι το C είναι και κλειστό σύνολο, δηλαδή ότι το B -A -C  
είναι ανοιχτό στο Α. Πραγματικά, έστω x τυχόν στοιχείο του Β. Τότε χ£Α και, επειδή το 
Α είναι ανοιχτό υποσύνολο του Ε, υπάρχει σφαιρική Β(χ, γ) περιοχή του χ, με Β(χ, r)CA. 
Αν αποδείξουμε ότι Β(χ, r)flC =0, τότε θα ισχύει B(x, r)CA-C-B και έτσι, το Β θα είναι 
ανοιχτό. Για το σκοπό αυτό υποθέτουμε ότι Β(χ, τ)Π Ο 0, οπότε έστω ζ£Β(χ, r)HC. Τότε
υπάρχει πολυγωνική οδός που συνδέει το α με το ζ και το ζ συνδέεται με ευθύγραμμο 
τμήμα με το x (γιατί ζ£Β(χ, γ) και η σφαιρική περιοχή είναι κυρτό σύνολο). Αρα
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υπάρχει πολυγωνική οδός που συνδέει το α με το χ, δηλαδή x€C. Αυτό όμως είναι 
άτοπο, αφού xSB-A-C.

Αποδείχτηκε ότι το σύνολο C είναι ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του Α. 
Επιπλέον a€C, οπότε Cp*0. Έτσι, αφού το Α είναι συνεκτικό, πρέπει υποχρεωτικά να 
ισχύει Α-C. Επομένως αν x, y είναι τυχόνυα στοιχεία του Α θα έχουμε x e c  και y ec. 
Αρα υπάρχει πολυγωνική οδός (x,xi]U[xi,X2]U...U[xv,a] που συνδέει το x με το α και 
πολυγωνική οδός [a, yi]U[yi, y2]U...U[yk, y] που συνδέει το α με το y. Τότε η 
πολυγωνική γραμμή [χ, xi]U[xi, x2]U...U[xv, a]U[a, yi]U[yi, y2]U...U[yk, y] είναι 
πολυγωνική οδός που συνδέει το χ με το y. Αρα το Α είναι πολυγωνικά συνεκτικό. +

10.8.4. Ν’ αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει μη κενό και ανοιχτό 
υποσύνολο του χώρου (Rn, I I), η>1, ομοιομορφικό προς κάποιο υποσύνολο 
του (R. I I).

Απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι S είναι ένα μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του Rn 

ομοιομορφικό προς ένα υποσύνολο του R. Έστω z-(zi,...,Zt) τυχόν σημείο του S. Αφού 
το S είναι ανοιχτό, υπάρχει σφαιρική περιοχή Β(ζ, γ) με Β(ζ, r)£S. Τότε με τον τύπο

φ(χ, y)-( \  χ+ζι, j  y+z2, ζ3„ .. ,Ζη)

ορίζεται ένας ομοιομορφισμός f:R2 -*Rn. Έτσι αν Κ είναι ο μοναδιαίος κύκλος στο R2 
είναι εύκολο να δούμε ότι

φ(Κ)£Β(ζ, r)£A.
Άρα το σύνολο φ(Κ) είναι ομοιομορφικό προς ένα υποσύνολο του R. Έτσι και ο 
μοναδιαίος κύκλος Κ είναι ομοιομορφικός προς κάποιο υποσύνολο του R, πράγμα 
άτοπο σύμφωνα με την Εφαρμογή 10.4.6. ♦

10.8.5.
Έ νας μετρικός χώ ρος λέγεται τοπ ικ ά  σ υνεκ τικ ός (lo ca lly  con n ected ) α ν
για κάθε σημείο το ν  χ και για κάθε περιοχή U(x) του χ υπάρχει συνεκτική 
περιοχή V(x) τον χ τέτοια, ώστε V(x)CU(x).

Ένας διακριτός μετρικός χώρος με περισσότερα του ενός στοιχεία 
είναι τοπικά συνεκτικός και μη συνεκτικός μετρικός χώρος.
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Απόδειξη.
Το ότι ένας τέτοιος χώρος είναι μη συνεκτικός είναι γνωστό. Για το ότι ο χώρος 

αυτός είναι τοποικά συνεκτικός, παρατηρούμε ότι για κάθε σημείο p του χώρου, το 
σύνολο {ρ) είναι συνεκτική περιοχή του p και περιέχεται σε κάθε ανοιχτό σύνολο που 
περιέχει το ρ.

Ο μετρικός χώοος (Ο.Ι I)είναι ιιη τοπικά συνεκτικός χώοος.

Απόδειξη.
Για την απόδειξη του γεγονότος αυτού θεωρούμε τη σφαιρική περιοχή 

B(x, γ)« (χ - γ, x+r)HQ εν (Q, II). Υποθέτουμε μάλιστα ότι υπάρχει η συνεκτική περιοχή 
V(l) του 1 εν (Q, 11) με. V(l)CB(x, r). Η V(l) γράφεται στη μορφή V(l)*U(l)nQ, όπου 
U(l) είναι μια περιοχή του 1 στον ευκλείδειο μετρικό χώρο (R, I I). Έστω aEU(l) ένας 
άρρητος αριθμός. Τότε η συλλογή {(-<», a), (a, +«)} είναι μια ανοιχτή εν R κάλυψη του 
V(l) τέτοια, ώστε:

(~οο, a)nV(l)* 0*(a, +oo)HV(l) και (-«, a)H(a, +oo)nV(1> 0, 
πράγμα που αποδεικνύει η V(l) είναι μη συνεκτική περιοχή, και επομένως, ο (Q, I I) 
είναι μη τοπικά συνεκτικός χώρος.

10.8.6. Αν Ει, Ε2 είναι μετρικοί χώροι, f:Ei~^E2 μια συνεχής 
συνάρτηση και ο Ει είναι οδικά συνεκτικός μετρικός χώρος, τότε και το 
πεδίο τιμών 73(f) της f είναι οδικά συνεκτικό υποσύνολο του Ε2· ____

Απόδειξη.
Αν ζ, w είναι τυχόντα σημεία στο 73(f), υπάρχουν σημεία x, y εν Εχ με z«f(x) και 

w=f(y). Επειδή ο Εχ είναι οδικά συνεκτικός χώρος, υπάρχει συνεχής συνάρτηση 
φ:[0,1]-*Εχ, με φ(0)®χ και <p(l)*y. Τότε η συνάρτηση g -  focp είναι συνεχής και μάλιστα

Z)(g)-[0,1] και 75(g)C75(f).
Επιπλέον,

g(0)=f(<p(0))=f(x)**z και g(l)-f(cp(l))-f(y)»w .
Αρα η g είναι οδός εν 75(f) που συνδέει τα τυχόντα σημεία ζ και w του 75(f), πράγμα που 
αποδεικνύει την οδική συνεκτικότητα του 75(f). +

Από το παραπάνω συμπέρασμα προκύπτει ότι η οδική συνεκτικότητα είναι 
τοπολονική ιδιότητα.
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10.8.7.0 καρτεσιανός μετρικός χώρος Ε των μετρικών χώρων Ej, 
Μ ,...,η , είναι οόική συνεκτικός αν και μόνο αν κάθε μετρικός χώρος Ej, 
i - 1, ...,η είναι οόικά συνεκτικός.

Απόδειξη.
Έστω ότι ο Ε είναι οδικά συνεκτικός. Τότε, επειδή pKE)-E|, 1-1,...,η, όπου ρΐ 

είναι η i-προβολή του Ε, κάθε μετρικός χώρος Ej, i-1 ,.. .,η, θα είναι οδικά συνεκτικός, ως 
εικόνα του οδικά συνεκτικού χώρου Ε μέσω της συνεχούς συνάρτησης pj, i-1,. ..41.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι οι χώροι Ε], ..., Εη είναι οδικά συνεκτικοί και ότι 
χ-(χι, ..., χη) και y-(yi,...,yn ) είναι δυό τυχόντα σημεία του Ε. Τότε, επειδή οι χώροι 
Ει,...,Εη είναι οδικά συνεκτικοί, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις (οδοί) φι,...,φη, με 
φΐ:[0, 1]-Ε ι,...,φη:[0, 1]—Εη και <pi(0)-xi, cp ι (1)- y ι, - ,cpn(0)-xn και <pn(l)-yn· 
Επομένως, η συνάρτηση φ :[0 ,1]-*Ε, με τύπο

Φ(ί)-(φι(ί)....  Φη (t)),
είναι φανερό ότι είναι συνεχής και επιπλέον

φ(0)-(φι(0),...,φη (0))-(xi,...pcn )-x
και

φ (ΐ)-(φ ι(ΐ),—»Φη (D )-(yi, .-,yn )-y.
Αρα η φ είναι οδός στον Ε που συνδέει τα τυχόντα σημεία του x και y, πράγμα που 
αποδεικνύει την οδική συνεκτικότητά του. ♦

10.9. Λυμένες Ασκήσεις

10.9.1. Έστω Α ένα συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε και 
Β ένα ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του Ε τέτοιο, ώστε ΑΓ)Β*0. Ν’ 
αποδειχτεί ότι ACB.___________________________________________

Λύση.
Αφού το Β είναι ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του Ε το ΑΠΒ θα είναι ανοιχτό

και κλειστό υποσύνολο του συνεκτικού μετρικού υπόχωρου Α. Τότε όμως (Βλέπε
10.1.2.(ii)), θα έχουμε ΑΠ Β-0 ή ΑΠΒ-Α. Επειδή από την υπόθεση ΑΠΒ*0, θα ισχύει 
ΑΠΒ-Α, δηλαδή ACB. ♦
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10*9.2· Αν S, Si, S2 είναι συνεκτικά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου 
τέτοια, ώστε SnSj*0 *SnS2, ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο SUS1US2 είναι
σ υ ν ε κ τ ι κ ό . ________________________________________ ___ ________

Λύση.
Αφού τα σύνολα S και Si είναι συνεκτικά και SHSi*0, το σύνολο SUSi είναι 

συνεκτικό. Όμοια, επειδή τα σύνολα SUSi και S2 είναι συνεκτικά και 
(SUSi)nS2=(SnS2)U(SinS2)*0, το σύνολο (SUSi)US2=SUSiUS2 είναι συνεκτικό, φ

10.9.3. Εστω Ε ένας συνεκτικός μετρικός χώρος και S ένα συνεκτικό 
υποσύνολο του Ε. Αν* Α είναι υποσύνολο του Sc, ανοιχτό και κλειστό εν Sc, 
Ν’ αποδειχτεί ότι το SUA είναι συνεκτικό σύνολο. ___________

Λύση.
Εστω {Hi, Η 2} μια ανοιχτή εν SUA διαμέριση του SUA. Αφού το S είναι 

συνεκτικό περιέχεται σε ένα από τα Hi, Η 2 (Βλέπε 10.2.7.). Έστω SCHi. Τότε έχουμε
H iU H 2=SUA, Η ιΠΗ2-0 και SCHi=> Η 2£Α.

To Η 2 ως ανοιχτό και κλειστό στο SUA θα είναι ανοιχτό και κλειστό και στο Α. Όμοια, 
αφού το Α είναι ανοιχτό και κλειστό στο Sc και το Η 2 θα είναι ανοιχτό και κλειστό και 
στο Sc. Τελικά, το Η 2 θα είναι ανοιχτό και κλειστό και στο SCU (SUA)~E, πράγμα που 
αντίκειται στη συνεκτικότητα του Ε. φ

10.9.4. ' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και C μια κάλυψη του Ε που 
αποτελείται από συνεκτικά υποσύνολα του Ε και τέτοια ώστε για τυχόντα

A, Β εν C, με Α*Β ισχύει ΑΠΒ*0 ή ΑΠΒ *0 . Ν’ αποδειχτεί ότι ο Ε είναι 
συνεκτικός.

Λύση.
Αφού E=UC, θ’ αποδείξουμε ότι το σύνολο UC είναι συνεκτικό. Θεωρούμε δυό 

τυχόντα στοιχεία x και y εν UC. Τότε αρκεί ν’ αποδείξουμε ότι υπάρχει συνεκτικό 
υποσύνολο G του ϋΰτέτοιο, ώστε xEG και yEG. Επειδή xEUC υπάρχει AEC με χΕΑ. 
Όμοια, υπάρχει BEC με yEB. Επειδή όμως από την υπόθεση τα A, Β είναι συνεκτικά 
και μη διαχωρισμένα, το σύνολο AUB είναι συνεκτικό (Βλέπε 10.2.8.). Θέτουμε G=AUB 
και η απόδειξη είναι πλήρης, φ
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10.9.5. ΑνΙ είναι τυχόν διάστημα της πραγματικής ευθείας και f:I-*R 
τυχούσα συνεχής συνάρτηση, ν’ αποδειχτεί ότι και το γράφημα της f είναι 
συνεκτικό υποσύνολο του R2. ___ _________________________

Λύση.
Η συνάρτηση g:I-*R2 με τύπο g(x)-(x, f(x)) είναι συνεχής αφού η f είναι συνεχής. 

Άρα, επειδή το πεδίο ορισμού της g είναι το συνεκτικό σύνολο I και το πεδίο τιμών 75(g) 
της g θα είναι συνεκτικό σύνολο. Αλλά το 75(g) είναι ακριβώς το γράφημα της f. ♦

10.9.6. Έστω f:[0,1]—*-[0, 1] μια συνεχής συνάρτηση. Ν’ αποδειχτεί ότι η 
f έγει σταθερό σημείο.

Λύση.
Αν f(0)—0 ή f ( l) - l  το συμπέρασμα ισχύει.Έστω f(0)>0 και ί(1)<1. Επιπλέον, 

λόγω της προηγούμενης άσκησης και επειδή η f είναι συνεχής, το γράφημά της Gf είναι
συνεκτικό υποσύνολο του R2. Θεωρούμε τα σύνολα

G i-{(x , y)eR2: x<y) και G2«{(x. y)GR2: x>y}, 
που προφανώς είναι ανοιχτά υποσύνολα του R2. Επιπλέον, (0, f(0))GGi και (1, 
f(l))eG 2. Υποθέτουμε τώρα ότι η f δεν έχει σταθερά σημεία δηλαδή ότι το γράφημα της 
f της δεν περιέχει στοιχεία της διαγώνιου Δ -{(χ , y)GR2: x—yj. Τότε η συλλογή (Gi, G2} 
είναι μια ανοιχτή εν R2 κάλυψη του Gf και μάλιστα, τέτοια, ώστε

GιHGf* 0 i*G2DGf και ΟχΠ G2HGf « 0 , 
πράγμα που αντίκειται στη συνεκτικότητα του Gf. ♦

10.9.7. Ν’ αποδειχτεί ότι αν Α είναι ένα μη κενό, ανοιχτό, κλειστό 
και συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε, τότε το Α είναι συνεκτική 
συνιστώσα του Ε.______________________________________________

Λύση.
Έστω C ένα συνεκτικό υποσύνολο του Ε τέτοιο, ώστε C2A. Το Α ως ανοιχτό και

κλειστό υποσύνολο του Ε είναι ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο και του μετρικού 
υπόχωρου C. Άρα Α=0 ή Α-C. Επειδή από την υπόθεση Α*0, έχουμε υποχρεωτικά
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A=C. Άς>α το Α είναι ψευδομέγιστο στη συλλογή όλων των συνεκτικών υποσυνόλων του 
Ε, δηλαδή συνεκτική συνιστώσα. ♦

10.9.8. Ν’ αποδειχτεί ότι στον ευκλείδειο μετρικό χώρο (Rn, I I), η€ΞΝ, 

το σύνολο Α<={5Γ: Ι5Γ|«-1} είναι οδικά συνεκτικό σύνολο. ___

Λύση.
Θεωρούμε δυό τυχόντα σημεία x και y του συνόλου Α καθώς και ένα τρίτο 

σημείο ζΕ Α  τέτοια, ώστε -  x V z * -y . Τότε οι συναρτήσεις fi:[0, l]-*Rn και f2:[0, l]-»R n 
που ορίζονται με τους τύπους

«ο. <i±f4· «ο-ίί# !?-
I(l-t)x+tzl l(l-t)z+tyl

είναι συνεχείς με τιμές στο σύνολο Α και τέτοιες, ώστε fi(0) -x ,  ίχ(1) - f 2(0) - 7  και 

f2(l) -y . Έτσι, το διατεταγμένο ζεύγος (fi, f2) είναι μια οδός στο Α που συνδέει τα 
σημεία χ και y . ♦

10.10. Ασκήσεις

1. Ν’ αποδειχτεί ότι οι μετρικοί χώροι (Ζ, I I) και (Q, I I) δεν είναι συνεκτικοί.

2. Υποθέτουμε ότι A, Β είναι συνεκτικά υποσύνολα ενός μετρικού χώρου. Ν’ 
αποδειχτεί ότι τα σύνολα AUB και ΑΠΒ δεν είναι εν γένει συνεκτικά.

3. Ας είναι οι, 02 δυό μετρικές στο ίδιο σύνολο Ε τέτοιες, ώστε 7 q2c 7 q1. Ν’ 
άποδειχτεί ότι αν ο μετρικός χώρος (Ε, ρι) είναι συνεκτικός τότε και ο (Ε, ρ2) είναι το 
ίδιο.

4. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε κυρτό υποσύνολο του ευκλείδειου μετρικού χώρου 
(Rn, I I) είναι συνεκτικό.
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5. Αν Si, i£I είναι μια οικογένεια συνεκτικών υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου 

Ε τέτοια, ώστε να υπάρχει α£Ι με SanSi * 0 , iei, ν’ αποδειχτεί ότι το σύνολο Û Si 

είναι συνεκτικό.

6. Έστω Ε ένας μετρικός χώρος και S ένα συνεκτικό υποσύνολο του Ε τέτοιο, 
ώστε E-S-AUB, όπου τα Α και Β είναι διαχωρισμένα σύνολα. Ν’ αποδειχτεί ότι τα 
σύνολα AUS και BUS είναι συνεκτικά.

7. Ας είναι A, Β υποσύνολα ενός μετρικού χώρου Ε κλειστά εν AUB. Αν τα AUB 
και ΑΠΒ είναι συνεκτικά υποσύνολα του Ε, ν’ αποδειχτεί ότι τα σύνολα Α και Β είναι 
συνεκτικά υποσύνολα του Ε.

8 . Ν’ αποδειχτεί ότι στον ευκλείδειο μετρικό χώρο (R, I I) κάθε αριθμήσιμο 
υποσύνολό του με δύο τουλάχιστον στοιχεία καθώς και το συμπλήρωμά του δεν μπορεί 
είναι συνεκτικά σύνολα.

9. Με βάση την Εφαρμογή 10.4.4. να δοθεί μια διαφορετική απόδειξη της 
Πρότασης 10.3.2. καθώς και της Πρότασης 10.33.

1 0 . ' Εστω Ε ένας μετρικός χώρος και C μια κάλυψη του Ε που αποτελείται από 
συνεκτικά υποσύνολα του Ε και τέτοια, ώστε για τυχόντα A, Β εν C υπάρχουν σύνολα 
Αι, Α2, ·..Λη εν C τέτοια ώστε Αι-Α , An-Β  και ΑϊΠΑϊ+ι»*0, i-1, 2 ,...,n -l. Ν’ 
αποδειχτεί ότι ο Ε είναι συνεκτικός.

11. Ας είναι Ε ένας μετρικός χώρος και x, y δυο στοιχεία του Ε. Ένα 
πεπερασμένο σύνολο (Αι, Α2,...,Αη} υποσυνόλων του Ε, ονομάζεται απλή α λ υσ ίδ α  
που συνδέει τα x, y αν το Αι και μόνο αυτό, περιέχει το χ, το An και μόνο αυτό, 
περιέχει το y και ισχύει Ai HAj -  0 , αν και μόνο αν |i-j|>l. Ν’ αποδειχτεί ότι αν ο Ε 
είναι συνεκτικός και Α είναι μια ανοιχτή κάλυψη του Ε, τότε κάθε ζεύγος σημείων του Ε 
μπορεί να συνδεθεί με μια απλή αλυσίδα από στοιχεία της συλλογής Α.

12. Ας είναι A, Β μη κενά, κλειστά και ξένα υποσύνολα ενός συνεκτικού 
μετρικού χώρου Ε. Ν’ αποδειχτεί ότι ο τύπος

f(x) Q(x. Α)
0(Χ, Α)+ρ(χ, Β) ’ 

ορίζει μια συνάρτηση f:E-»R συνεχή, με f(E )-[0 ,1].
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13. Ας είναι Α υποσύνολο ενός μετρικού χώρου, xSA, yeA c και φ μια οδός που 
συνδέει τα σημεία x και y. Ν’ αποδειχτεί ότι υπάρχει to€iZ)(<p) τέτοιο, ώστε Φ(ίο)<ΞθΑ.

14. Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα συνεκτικό 
μετρικό χώρο και τιμές σ ’ ένα διακριτό μετρικό χώρο είναι σταθερή.

15. Ν’ αποδαχτεί ότι στον ευκλείόειο μερτικό χώρο (R2, I I) το σύνολο (Q2)c 
είναι συνεκτικό σύνολο ενώ το (Qc)2 μη συνεκτικό.

16. Στον ευκλείδιο μετρικό χώρο (R 2,| |) θεωρούμε το σύνολο

S = (Αχ[0,1])U{(0,0), (0,1)), όπου Α - φ  η -1 ,2,...}.

Ν’ αποδειχτεί ότι τα σύνολα {(0,0)}, {(0,1)) είναι συνεκτικές συνιστώσες του S.

17. Έστω Ε ένας συμπαγής μετρικός χώρος. Ν’ αποδειχτεί ότι ο Ε είναι. 
συνεκτικός αν και μόνο αν είναι ε-συνεκτικός για κάθε ε>0.

18. Να βρεθούν οι συνεκτικές συνιστώσες των μετρικών χώρων (R, I I), (Ζ, I I) 
και ((0 ,1]U{2)U[3,4], I I).

19. Αν οι συνεκτικές συνιστώσες ενός μετρικού χώρου είναι πεπερασμένου 
πλήθους, ν’ αποδειχτεί ότι καθεμιά τους είναι ταυτόχρονα ανοιχτό και κλειστό σύνολο.

20. Αν S είναι ένα συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου Ε, ν’ αποδειχτεί 
ότι υπάρχει μια ακριβώς συνεκτική συνιστώσα C του Ε τέτοια, ώστε SCC.

21 . ' Ενας μετρικός χώρος Ε είναι τοπικά συνεκτικός μετρικός χώρος, αν και μόνο 
αν για κάθε σημείο α£Ε, κάθε περιοχή U(a) του α περιέχει ένα συνεκτικό υποσύνολο S 
του Ε με aeS°.

22. Αν Εμ Ε2 είναι δυο ομοιομορφικοί μετρικοί χώροι, τότε υπάρχει μια ένα 
προς ένα αντιστοιχία μεταξύ των συνεκτικών συνιστωσών τους.

23. Ν’ αποδειχτεί ότι αν Si, ie l είναι μια οικογένεια οδικά συνεκτικών
Λ\"ΙΜ/,

υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου Ε, με .Π Si * 0 , τότε το σύνολο .USi είναι .οδικά
*r Τ

%συνεκτικό.
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24. Να εξεταστεί αν η οδική συνεκτικότητα είναι τοπολσγική ή κληρονομική 
ιδιότητα Να γίνει το ίδιο για την πολυγωνική συνεκτικότητα

25. Ν’ αποδειχτεί ότι οι συνεκτικές συνιστώσες ενός τοπικά συνεκτικού μετρικού 
χώρου είναι ανοιχτά σύνολα.

26. Ένα ανοιχτό και συνεκτικό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου λέγεται τόπ ος. 
Ν’ αποδειχτεί ότι κάθε μη κενό και ανοιχτό υποσύνολο του χώρου (Rn, I I), n£N είναι
ένωση μιας το πολύ αριθμήσιμης συλλογής ξένων τόπων. Πως εξειδικεύεται το 
συμπέρασμα αυτό στην περίπτωση του (R, I I)·
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