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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Ι Ι

Τό βιβλίο αυτό γράφτηκε αρχικά, γ ιά  νά ικανοποιήσει τ ις  άνάγκες 
τοΰ νέου προγράμματος τών δευτεροετών φοιτητών του Μαθηματικού Τμήμα
τος της Φυσικομαθηματικής Σχολής τοΰ Πανεπιστημίου 'Ιωαννίνων, άπό τό 
άκαδημαϊκό έτος 1977-78. Καταβλήθηκε όμως μεγάλη προσπάθεια νά γραφτεί 
μέ τέτοιο τρόπο, ώστε νά μπορεί νά χρησιμοποιηθεί ώς ένα βασικό βιβλίο  
'Αριθμητικής Άναλύσεως (Α .Α .), όχι μόνο άπό έκείνους, πού θά άσχολη- 
θοΰν στό μέλλον θεωρητικά μέ τήν Α.Α ., άλλά καί άπό έκείνους, πού θά 
χρησιμοποιήσουν μόνο τ ίς  αριθμητικές μεθόδους της, όπως είνα ι π .χ . ο ι 
Φυσικοί, ο ΐ Μηχανικοί κ. ά .

Γιά τήν καλύτερη κατανόηση καί έμπέδωση τής ύλης έχει δοθεί, μέ
σα στό κείμενο τοΰ βιβλίου, ένας μεγάλος άριθμός παραδειγμάτων καί έ -  
φαρμογών. Γιά τόν ίδιο σκοπό έχει έπίσης δοθεί στό τέλος κάθε κεφαλαί
ου ένας άριθμός άλυτων άσκήσεων. Οι άλυτες αύτές άακήσεις είνα ι δύο κα
τηγοριών: θεωρητικές καί άριθμητικές. Σέ όσες ασκήσεις χρειάζεται, δ ί
νονται καί ο ι άπαντήσεις τους, ώστε νά βοηθήσουν έκείνους, πού θά ά- 
σχοληθοϋν μέ τή λύση τους. Οι περισσότερες άπό τ ίς  άριθμητικές άσκήσεις 
μπορούν νά λυθούν μέ τό χέρ ι, πάρα πολύ λ ίγες μέ τή βοήθεια μιας άριθ- 
μρμηχανής καί ελάχιστες μέ τή βοήθεια ενός 'Ηλεκτρονικού ‘Υπολογιστή 
(Η.Υ.). Καταβλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια, ώστε ο ι άριθμητικές άσκήσεις 
τοΰ βιβλίου, πού λύνονται εύκολα μέ τό χέρ ι, μέ μιά μικρή μεταβολή στίς  
άριθμητικές παραμέτρους τους, νά μετατρέπονται σέ άλλες Αντίστοιχες,πού 
γιά  νά λυθούν είναι Αναγκαία ή βοήθεια είτε  μιας Αριθμομηχανής, είτε ε
νός Η.Υ. Αυτό θεωρήθηκε σκόπιμο γιά  νά μπορούν έκ εΐνο ι, πού θά έχουν 
στή διάθεσή τους ένα άπό τά δύο αυτά βοηθητικά μέσα, νά βοηθηθούν στήν 
έξοικείωσή τους μέ αυτά καί έμμεσα μέ τήν Ακόμη καλύτερη έμπέδωση τής 
ύλης τού βιβλίου.

‘Η πείρα γιά  τή δυνατότητα τής συγγραφής τού παρόντος βιβλίου ά-
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ποκτήθηκε μέσα σέ δεκαπέντε περίπου χρόνια. Προέρχεται Από τήν ηροαν I 
πική μελέτη τοΟ συγγραφέα, Από τήν παρακολούθηση σχετικών μαθημάτων | 
καί σεμιναρίων Α.Α. στό έξωτερικό, άπό τή διδασκαλία τοΟ μαθήματος της I 
Α.Α. σέ διάφορες βαθμίδες εδώ καί στό έξωτερικό, καί τέλος άπό έμπει- I 
ρ ίες , πού άποκτήθηκαν στην ερευνά, πού έγινε καί γίνετα ι στην "Εδρα I 
τής Α.Α. του Πανεπιστημίου Ίωαννίνων. I

'Επειδή γενικά πιστεύω ότι μιά Ατομική προσπάθεια γιά  τήν έπίτευ-| 
ζη ένός άντικειμενικοϋ σκοπού, όσο φιλότιμη καί καλή καί άν ε ίνα ι, θά I 
είναι πάντοτε κατώτερη μιας Αντίστοιχης συλλογικής, νομίζω πώς ή συγγραΙ 
φή τοΰ παρόντος βιβλίου δέν θά γινόταν πραγματικότητα, άν στηριζόμουν I 
Αποκλειστικά καί μόνο στίς δικές μου δυνάμεις. Μέ τόν ένα ή τόν άλλο τρα 
πο ήταν αρκετοί αύτοί, πού βοήθησαν στήν όλη προσπάθεια τής συγγραφής το| 
βιβλίου. "Ετσι, άπό τή θέση αυτή θεωρώ καθήκον καί υποχρέωσή μου νά εύχα 
ριστήσω όλους αύτούς πού συνέβαλαν σ'αύτή. I

'Αρχικά ευχαριστώ όλο τό προσωπικό τής “Εδρας καί τοϋ Εργαστηρίου 
Α.Α. γιά  τήν μέ τόν όποιοδήποτε τρόπο συμβολή του στή συγγραφή αύτοϋ τσί 
βιβλίου. I

'Ιδιαίτερα ευχαριστώ τόν 'Επιμελητή τής “Εδρας Α.Α. δρα Γ. 'Αβδελα 
όχι μόνο γιά  τή βοήθειά του μέ παρατηρήσεις, υποδείξεις καί διορθώσεις, I 
Αλλά καί γιά  τήν πενταετή συνεργασία μας στό Πανεπιστήμιο 'Ιωαννίνων,στη 
διάρκεια τής όποιας, σχετικές συζητήσεις μας μέ βοήθησαν στό νά καταλήξω 
στή συγγραφή καί στή διαμόρφωση τής ύλης τοΟ βιβλίου αύτοΟ. Ευχαριστώ A-J 
κόμη τούς Βοηθούς του 'Εργαστηρίου Α.Α. κ .κ . Σ. Παλάνη καί Α. Γέγιο γ ια  
τή συμβολή τους στή διόρθωση τοΰ κειμένου καί ίδιαίτερα στίς παρατηρήσει! 
καί υποδείξεις τους σέ ό ,τ ι Αφορά τά παραδείγματα, τ ίς  Ασκήσεις καί τ ία  
λύσεις τους. Τέλος ευχαριστώ τήν Ανώνυμη μάζα των φοιτητών, του ΠανεπιστΙ 
μ,ίου μας ίδιαίτερα, πού μέ τ ίς  έρωτήσεις καί τ ίς  παρατηρήσεις τους, στή I 
διάρκεια των μαθημάτων, των φροντιστηριακών καί έργαστηριακών Ασκήσεων κ| 
μέ βοήθησαν έμμεσα στή διαμόρφωση τής ύλης του βιβλίου.

*Η προσαρμογή τής γλώοσας τοΰ βιβλίου στή ζωντανή δημοτική έγινε <5ο 
τόν Φιλόλογο καί Βοηθό τής “Εδρας Μεσαιωνικής Ελληνικής Φιλολογίας τής · 
λοσοψικής Σχολής τοΰ Πανεπιστημίου Ίωαννίνων κ. Γιάννη Μαυρομάτη,τόν όπτ
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καί εύχσριστώ ίδιαίτερα. Οί άποχλίσεις σέ διάφορες περιπτώσεις άπό τή 
ζωντανή δημοτική, γλώσσα δέν τρέπει νά άποδοθούν στόν κ, Μχυρομάτη., άλ- 
λά στήν έμμονή τοΟ συγγραφέα σέ λέξεις ή έκφράσεις άπό τ ίς  όποιες δέν 
μπόρεσε νά απαλλαχτεί τόσο εύκολα έπειτα άπό βιώματα τριανταέξι έτών 
έκπαιδεύσεως.

Τέλος θά ήταν μεγάλη παράλειψή μου, άν δέν ευχαριστούσα ίδιαίτερα  
h τήν Παρασκευάστρια τού 'Εργαστηρίου Α.Α. κ. 'Αναστασία Μπαλάφα -  Γίαππα., 

γιά  τήν άφοσίωση, προθυμία καί επιμέλεια, πού έδειξε στή δακτυλογράφη- 
ι ση των δυσανάγνωστων χειρογράφων μέ πληθώρα, μαθηματικών συμβόλων καί 

τύπων.
*5 Πιστεύοντας ότι κανένα ανθρώπινο κατασκεύασμα δέν μπορεί νά είνα ι
» τέλειο , έχω τή γνώμη πως καί τό βιβλίο αύτό θά πρέπει νά άπέχει άρκετά
$ άπό τήν τελειότητα. Γιά τό σκοπό αύτό παρακαλώ τούς άναγνωστες, στήν

άντίληψη των οποίων θά ύποπέσουν λάθη, σφάλματα ή παραλήψεις, νά μή δ ι-  
3* στάσουν νά μου τά υποδείξουν. Θά τούς είμαι ίδιαίτερα υποχρεωμένος καί
i θά προσπαθήσω νά λάβω σοβαρά ύπόψη μου τ ίς  υποδείξεις τους σέ μιά πιθα

νή δεύτερη καί καλύτερη έκδοση.
Ιό " ■·

'Ιωάννινα -  'Ιούνιος 1977
I
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1. Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η

1.1. Γ ε ν ι κ ά

‘Η 'Αριθμητική 'Ανάλυση (Α.Α.) άποτελεΐ έναν άπό τούς κλάδους των 
Σύγχρονων 'Βφηρμοσμένων Μαθηματικών. *Η θέση της στό χώρο της Μαθηματι
κής 'Επιστήμης φαίνεται καθαρά στήν παρακάτω κατάταξη, δπου δμως τά δρια 
μεταξύ δύο διαφορετικών κλάδων δέν είνα ι πάντοτε σαφή
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*H Α.Α. σάν κλάδος των Σύγχρονων ' Εφαρμοσμένων Μαθηματικών πήρε τρο -  
μακτική (Ανάπτυξη μετά τό Δεύτερο Παγκόσμιο Πόλεμο. Αότό έγινε παράλληλα μέ 
την Ανάπτυξη των 'Ηλεκτρονικών Υπολογιστών (Η.Υ.) έτσι ώστε τό ένα έπηρέ- 
ασε καί βοήθησε τήν Ανάπτυξη τοΰ άλλου. "Οπως, όμως, όλοι ο ί κλάδοι τώνΜα
θηματικών έτσι έχει καί αύτός τ ίς  ρ ίζες του στήν Αρχαιότητα. Πατέρες της 
Α.Α. θά μπορούσαν νά θεωρηθούν στή σειρά οί άρχαΐοι Βαβυλώνιοι, Αίγύπτιοι 
καί "Ελληνες. 'Από τούς "Ελληνες Αναφέρουμε χαρακτηριστικά τόν 'Αρχιμήδη 
(220 π .χ .) ,  ό όποιος, χρησιμοποιώντας τήν κλασική πιά στήν Α.Α. μέθοδο των 
προσεγγίσεων, βρήκε τιμή γιά  τόν π (τό λόγο τού μήκους της περιφέρειας πρός 
τό μήκος τής διαμέτρου κάθε κύκλου) μεταξύ καί 3y καί τόν "Ηρωνα (100 
π .χ .) ,  6 όποιος, έδωσε τόν έπαναληπτικό τύπο xn+1= -|(x n+ ^ -) Yt<̂  τι*|ν εΐ )ΡεσΓΙ 
τής τετραγωνικής ρίζας θετικού Αριθμού ο καί πού Αποτελεί Ιμερική περίπτωση 
τού τύπου των Newton -  Raphson, πού βρέθηκε μετά Από δεκαοκτώ αίώ νες.

Γιά νά έξηγήσουμε τήν παράλληλη Ανάπτυξη τής Α.Α. μέ τούς Η.Υ. θά πρέ
πει νά πούμε λίγα λόγια γιά  τ ίς  δυνατότητες των Η.Υ. Είναι γνωστό ότι ο ί Η. 
Υ. είνα ι σέ θέση νά έκτελοΰν όρισμένες Απλές έργασίες μέ τρομακτικά ίΦτλές 
ταχύτητες. Σ' δ ,τ ι Αφορά τ ίς  Αριθμητικές πράξεις ο ί Η.Υ. μπορούν νά κάνουν 
μόνο πρόσθεση καί κατά κάποιο τρόπο Αφαίρεση (σάν συμπλήρωμα τής προσθέσε- 
ω ς). Κατ' έπέκταση βέβαια μπορούν νά έκτελοΰν πολλαπλασιασμό καί διαίρεση, 
Αφού οί δύο αύτές πράξεις είνα ι Αντίστοιχα διαδοχικές (έπαναληπτικές) προσ
θέσεις καί Αφαιρέσεις. Μ' άλλα λόγια ο ί μαθηματικές δυνατότητες των Η.Υ. έ -  
ξαντλοΟνται στίς τέσσερις βασικές πράξεις τής 'Αριθμητικής. ΊΑ προβλήματα 
όμως πού συναντούμε στήν πράξη περιέχουν καί άλλες πράξεις πέρα Από τ ίς  τέσ
σερις βασικές. Π .χ. Εύρεση τετραγωνικής ρ ίζας, λογαρίθμου, φυσικών τριγωνο
μετρικών Αριθμών, παραγωγού, όλοκληρώματος κλπ. ‘Επομένως δέν είνα ι άμέαος 
έπεξεργάσιμα Από έναν Η.Υ. "Ενας λοιπόν Από τούς σκοπούς τής Α.Α. είνα ι ή 
Ανάπτυξη μεθόδων γιά  τήν μετατροπή όλων των γνωστών Μαθηματικών σέ άλλα,κα
τά κάποια έννοια ίσοδύναμα, στά όποια όμως μόνον ο ί τέσσερις πράξεις τής 'Α
ριθμητικής θά περιέχονται καί έπομένως θά τά κάνουν έπεξεργάσιμα Από έναν 
Η.Υ. "Ενας άλλος Από τούς σκοπούς τής Α.Α. είνα ι νά Αναπτύσσει μεθόδους, ό
πως Αναφέρθηκε παραπάνω, ο ί όποιες· θά μάς δίνουν τό έπιδιωκόμενο Αποτέλεσμα 
κάνοντας τ ίς  λιγότερες δυνατές πράξεις.
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"Ενα χαρακτηριστικό παράδειγμα άναφέρεται στό βιβλίο των Balfour καί 
Beveridge "Basic Numerical A nalysis w ith FORTRAN" (σελ. 128). Γιά την 
έπίλυση ενός γραμμικού συστήματος η έξ ισωσεων μέ η άγνωστους προτείνε- 
ται ή χρησιμοποίηση της μεθόδου τοΰ Cramer όπου κάθε όρίζουσα αναπτύσ
σεται πλήρως ώς πρός όλα τά στοιχεία  της. Οί πράξεις πού περιέχονται 
είναι μόνον ο ί τέσσερις της 'Αριθμητικής καί τό πλήθος των περιεχόμε\ων 
πολλαπλασιασμών καί διαιρέσεων είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί ότι ε ίν α ι, 
τής τάξης (e - 1) (n + 1) I . Γιά η = 100, ένας άριθμός άρκετά συνηθισμένος 
στήν πράξη, ή προηγούμενη έκφραση δ ίνε ι 1.6 *10160 πράξεις περίπου. ‘Ε
πομένως καί άν άκόμη χρησιμοποιούσαμε έναν τελευταίου τύπου Κ.Υ. Ικανό 
νά έκτελεΐ 1000000 πολλαπλασιασμούς καί δ ια ιρέσεις στό δευτερόλεπτο 
άπα.ιτοΰνται 5 χ ΙΟ144 αιώνες γιά  τήν πλήρη έπίλυση του συστήματος. Σάν 
άντιπαράδειγμα στό παραπάνω Αναφέρουμε ότι είδικής μορφής σύστημα 361 
γραμμικών έξισώσεων μέ ισάριθμους άγνωστους λύθηκε άπό τήν όμάδα 'Αριθ
μητικής Άναλύσεως του Πανεπιστημίου 'Ιωαννίνων στόν Η.Υ. UNIVAC 1106 
του Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης σέ 2 λεπτά περίπου.

Συνοψίζοντας τά παραπάνω θά μπορούσαμε νά πούμε ότι Α.Α. ε ίνα ι ό  
κλάδος τών Σύγχρονων 'Εφηρμοσμένων Μαθηματικών πού όσχολεΐται μέ τήν 
κατασκευή καί Ανάπτυξη άριθμητικών μεθόδων γιά  τήν εύρεση (ή τόν υπολο
γισμό) Αριθμητικών Αποτελεσμάτων άπό Αριθμητικά δεδομένα.Λέγοντας όμως 
Αριθμητικές μέθοδοι έννοοΰμε μεθόδους πού περιέχουν τ ίς  τέσσερις πρά
ξε ις  τής 'Αριθμητικής κα,ί μόνο. "Αρα ή Α.Α. είνα ι όχι μόνο χρήσιμη καί 
Απαραίτητη στούς άλλους κλάδους τών 'Εφηρμοσμένων Μαθηματικών όπως ε ί 
ναι ή Μηχανική , ή Στατιστική, ή 'Επιστήμη τών 'Ηλεκτρονικών ‘Υπολογι
στών, ή 'Επιχειρησιακή "Ερευνα κλπ. Αλλά καί σέ όλους τούς κλάδους τών 
'Εφηρμοσμένων 'Επιστημών όπου είσχωρεΐ δ Η.Υ. γ ιά  τήν έπίλυση τών προ
βλημάτων τους, όπως είνα ι ή Φυσική, ή 'Αστρονομία, ή Μετεωρολογία, ή 
Ναυπηγική, ή Τοπογραφία κλπ.

Τά Αριθμητικά δεδομένα ένός προβλήματος λέμε ότι Αποτελούν τ ίς  
πληροφορίες είσόδου, τά αριθμητικά Αποτελέσματα τ ίς  πληροφορίες έξόδου 
καί ή Αριθμητική μέθοδος Απολογισμού τόν Αλγόριθμο. Οί υπολογισμοί γ ιά  
τήν Αριθμητική έπίλυση ένός προβλήματος (δηλαδή γιά  τήν έπίλυση ένός
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προβλήματος μέ t Cq  μεθόδους τής Α.Α,) είναι, δυνατό νά. γίνονται είτε μέ 

τό χέρι είτε μέ μιά Αριθμομηχανή. είτε μ έ  έναν Η,Υ, Τήν έκλσγή. έξαρτούν 

άπό τή μιά τό πλήθος καί τό είδος τΩν πράξεων πού περιέχσνται στόν Αλ

γόριθμο τοϋ προβλήματος πού έπιλύεται καί άπό τήν άλλη τά διαθέσιμα μέ

θα.

1 .2 . Σ φ ά λ μ α τ α

1.2.1. Γ ε ν ι κ ά

“Οπως άναφέραμε παραπάνω, ένας άπό τούς σκοπούς τής Α.Α. ε ίνα ι νά  
μετατρέπει δλα τά Μαθηματικά σέ άλλα ισοδύναμα πού θά περιέχουν μ ό νο τίς  
τέσσερις πράξεις τής 'Αριθμητικής. Ή μετατροπή αυτή θά γίνεται κατά κά
ποια έννοια προσεγγιστική πράγμα πού σημαίνει δτι Αναγκαστικά θά είσχω- 
ροΰν, κατά τή μετατροπή αύτή, σφάλματα τά όποια, προσπάθειά μας θά ε ίν α ι, 
νά έντοπίζουμε καί νά περιορίζουμε κατά τό δυνατό. Συνεπώς τά σράλματα 
καί ή θεωρία γύρω άπό αύτά Αποτελούν ένα άπό τά βασικότερα Αντικείμενα 
τής Α.Α.

'Εστω δτι χ είνα ι ή άληθής ή ή Ακριβής τιμή μιας ποσότητας καί χ*  

ή προσεγγιστική ή ή τιμή, πού υπολογίστηκε, τής ίδιας ποσότητας. Καλούμε 
σφάλμα ε τή διαφορά

ε = χ *  -  χ .

Τήν ποσότητα πού είνα ι Αντίθετη πρός τό σφάλμα καλούμε διόρθωση. 
Δηλαδή άν r είνα ι ή διόρθωση θά έχουμε

\
r  = -ε  = χ  -  χ* .

Στήν πράξη Αντί γ ιά  τό σφάλμα ή τή διόρθωση χρησιμοποιούμε τήν Α
πόλυτη τιμή τους, πού καλούμε Απόλυτο σφάλμα. "Ετσι γ ιά  τό Απόλυτο σράλ- 
μχ θά έχουμε

|e| = |r| = |χ * - χ | .

Ά ν μιά Αληθινή Απόσταση 1 μέτρου τήν έκτιμήσουμε ίση μέ 2 μέτρα,
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τότε είνα ι φανερό ότι χάνουμε ένα σφάλμα ε·|_ = 2 -1  = 1 μέτρο. "Αν 
μιά αληθινή άπόσταση 999 μέτρων τή μετρήσουμε καί τή βρούμε ίση μέ 
1000 μέτρα τότε πάλι κάνουμε ένα σφάλμα ε2 = 1000 - 999 = 1 μέτρο δη
λαδή ίσο μέ τό προηγούμενο. Παρά τό γεγονός ότι καί στίς δυό περιπτώ
σεις τό σφάλμα πού γίνετα ι είνα ι τό ίδ ιο  (1 μέτρο), ε ίνα ι φανερό ότι 
ή μέτρηση ή ή έκτίμηση στή δεύτερη περίπτωση είνα ι πιό άκριβής. Αυτό 
γιατί εισχωρεί υποσυνείδητα μία έννοια , όπου, χωρίς νά τό θέλουμε, 
συγκρίνουμε τό σφάλμα πού κάνουμε μέ τό μέγεθος της ποσότητας πού με
τράμε. "Οσο δέ μικρότερος είνα ι δ λόγος αύτός, τόσο καλύτερη είνα ι ή 
μέτρηση. Στά Μαθηματικά ή έννοια αύτή καλείται σχετικό σφάλμα καί δ -  
ρίζεται άπό τή σχέση

δ £
X

X» - X 
X ~ .

X

όπου δ τό σχετικό σφάλμα καί x,x* t 0. ’Αντίστοιχα πρός τά προηγούμενα 
μπορεί νά είααχτεί καί ή έννοια τοΰ άπόλυτου σχετικού σφάλματος μέ τή 
σχέση

Iδ
£
X

X* X
X*

Παράδειγμα

*Η άκριβής τιμή μιας ποσότητας είνα ι 2.5 ένω ή τιμή πού μετρήθη
κε είνα ι 2.45. Νά, βρεθούν τό σφάλμα, ή διόρθωση, τό άπόλυτο σφάλμα, 
τό σχετικό σφάλμα καί τό άπόλυτο σχετικό σφάλμα.

Λύση
"Εχουμε κατά σειρά. Γιά τό σφάλμα ε 

ε = χ * - χ  = 2 . 4 5 - 2 . 5  = -0.05 .

©  Τό σύμβολο * σημαίνει περίπου ίσον ή κατά προσέγγιση ίσον. 'Ισοδύ
ναμα πρός τό σύμβολο * θεωρούνται καί τά σύμβολα = καί δ .



Γιά τή διόρθωση r

r = - ε = 0.05 · 

Γιά τό άπόλυτο σφάλμα |ε

| ε | = j -  0.05 j = 0.05 . 

Γιά τό σχετικό σφάλμα δ

_ ε _ -  0.05 
" χ ~  2.5 0 .0 2 .

Καί τέλος γιά  τό άπόλυτο σχετικό σφάλμα |δ |

| δ j = | - ο . 021 =0.02 .

1.2.2.  Σ φ ά λ μ α τ α  σ τ ο ύ ς  ύ π ο λ ο γ  ι σ μ ο ό ς

Ά ν παραβλέψουμε τά σφάλματα πού υπάρχουν ατά δεδομένα ένός προ
βλήματος καί τά όποια είνα ι δυνατό νά προέρχονται άπό συστηματικά ή 
τυχαία σφάλματα των όργάυων μετρήσεως,άπό άμέλεια κλπ, δύο είνα ι τά 
κύρια είδη των σφαλμάτων πού είσχωροΟν στούς υπολογισμούς. Ίά σφάλμα
τα άποκοπης καί τά σφάλματα στρογγυλεύσεως.

"Ας υποθέσουμε δτι ζητάμε νά βρούμε τήν τΐ|χή ex γιά  κάποιο γνωστό 
χ . Είναι γνωστό άπό τήν ’Ανάλυση ότι ex = , ζ  Λ . Γιά νά βρούμε λοιπόνΚ “  U KJ
τήν τιμή e θά πρέπει νά άντικαταστήσουμε τό χ στό δεύτερο μέλος, νά  
βρούμε τήν τιμή καθενός άπό τούς άπειρους τό πλήθος όρους καί μετά νά 
βρούμε τό άθροισμα των άπειρων όρων. Αύτό όμως πρακτικά είνα ι άδύνατο. 
Είμαστε λοιπόν άναγχασμένοι νά σταματήσουμε κάποτε νά προσθέτουμε και
νούργιους όρους στό δεύτερο, μέλος καί νά δώσουμε σάν άποτέλεσμα έναΠ κ
άθροισμα τής μορρής όπου η κατάλληλος, κατά τήν κρίση μας»
φυσικός άριθμός. "Ετσι όμως κάνουμε ένα σφάλμα ε ίσο μέ
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καί τό όποιο καλείται σφάλμα Αποκοπής. Σφάλμα Αποκοπής, λοιπόν, καλεί
ται τό σφάλμα πού προκύπτει κατά την άντικατάσταση μιας σειράς (άθροι
σμα άπειρου πλήθους όρων) μέ ένα μερικό άθροισμά της (άθροισμα πεπερα
σμένου πλήθους όρων).

'Ακόμη στήν πράξη είτε  έργαζόμαστε μέ τό χ έρ ι, ε ίτ ε  μέ μία άριθμο- 
μηχανή, ε ίτε  μέ έναν Η.Υ., είμαστε αναγκασμένοι νά κάνουμε πράξεις χρη
σιμοποιώντας άριθμούς μέ περιορισμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (δ .ψ . ) . 
"Ετσι κάθε άριθμός πού θά έχει μεγαλύτερο πλήθος δ.ψ . άπό τό χρησιμο
ποιούμενο θά πρέπει νά άντικατασταθεί άπό κάποιον άλλον, πού θά έχει 
τόσα δ.ψ. ,  όσα είνα ι στό μέγιστο χρησιμοποιούμενο πλήθος. Μιά τέτοια  
άντικατάστατη λέγεται στρογγύλευση τό δέ σφάλμα πού προκύπτει κατά τήν 
στρογγύλευση (δηλαδή κατά τήν άντικατάσταση ενός άριθμοϋ άπό άλλον,πού 
έχει περιορισμένο πλήθος δ.ψ.) καλείται σφάλμα στρογγυλεύσεως. *Η στρογ
γύλευση ένός άριθμοΰ σέ k δ.ψ. πετυχαίνεται ώς έξής. Παραλείπουμε τά 
δ.ψ. πού ύπάρχουν πέρα άπό τήν k δεκαδική θέση, τό ψηφίο όμως τής k δε
καδικής θέσης τό άφήνουμε όπως είνα ι ή τό αύξάνουμε κατά μία μονάδα, 
Αντίστοιχα μέ τό άν τό μέρος πού παραλείπεται είνα ι μικρότερο ή μεγαλύ
τερο άπό μισή μονάδα τής k δεκαδικής τάξης πού διατηρείται. Στήν κρίσι
μη περίπτωση όπου τό μέρος πού παραλείπεται ίσσϋται Ακριβώς μέ μισή μο
νάδα τής k δεκαδικής τάξης, τό ψηφίο τής k τάξης τό άφήνουμε όπως είνα ι 
ή τό αύξάνουμε κατά μία μονάδα Αντίστοιχα μέ τό άν αύτό είνα ι άρτιο ή 
περιττό.

Πχράδειγμα 1

Νά στρογγυλευτεί διαδοχικά ό άριθμός 
π = 3.1415926535...

• |

σέ έπτά, έξ ι ,  πέντε, τέσσερα, τρία καί δύο δ.ψ . !

Λύση

'Ακολουθώντας τό γενικό κανόνα στρογγυλεύσεως ένός Αριθμού σέ k 
δ.ψ . είνα ι εύκολο νά βρούμε ότι

π * 3.1415927 σέ έπτά δ.ψ .
π *3.141595 σέ έξι  δ.ψ .
π*3.14159 σέ πέντε δ.ψ .
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σέ τέσσερα δ.ψ. 

σέ τρία δ.φ. 

σέ δύο δ.φ.

Παράδειγμα 2

Ν ά  στρογγυλευτούν οί άριθμοί α = 0.385 καί β = 0.535 σέ δύο δ.φ.

Λύση

Καί οί δύο περιπτώσεις άνήκουν στήν κρίσιμη περίπτωση. Ε φ α ρ μ ό ζ ο ν 

τας τόν άντίστοιχο κανόνα έχουμε άμέσίχ; δτι 

α « 0 . 3 8  καί β 3 0.6»» .

Είναι φανερό άπό τόν τρόπο πού πετυχρίνεται ή  στρογγύλευση ένός 

άριθμοϋ σέ k δ.φ. δτι άυ ε είναι τό σφάλμα στρογγυλεόσεως θ ά  έχουμε γιά 

γιά τό άπόλυτο σφάλμα |ε| δτι

'Εκτός άπό τήν έννοια των δ.φ. στήν παράσταση τ&» άριθμων είσχμρεϊ 

καί ή έννοια των σημαντικόν φηφίων (σ.φ.). Σημαντικά. Φΐφία ένός άριθμοϋ 

καλοΟνται δλσ. τά ψηφία τοΟ άριθμοϋ πού δίνονται έκτός άπό τυχόν μηδενι

κ ά  πού υπάρχουν στήν άρχή τοΟ άριθμοϋ. Τ ά  σ.φ. παίζουν μεγάλο ρόλο στήν 

έσωτερική παράσταση ένός άριθμοϋ άπό έναν Η.Υ. καί αύτό, γιατί οί Η.Υ. 

έργάζσνται συνήθως μέ σ.φ. καί όχι μέ δ.φ.

Παράδειγμα

Ν ά  βρεθεί τό πλήθος των σ.φ. των άριθμων α = 320.7, 8 = *».60 καί γ =

0.0058.

Λύση

Σύμφωνα μέ τόν όρισμό των σ.φ. έχουμε δτι δ  άριθμός α έχει τέσσε

ρ α  σ.φ., δ  β τρία καί δ  γ δύο σ.φ.

Παράδειγμα

ϊ ϋ  βρεθοϋν έλάχιστα φράγματα γι ά τό άπόλυτο σφάλμα (άκριβως) καί

ί
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τό άπόλυτο σχετικό σφάλμα (κατά προσέγγιση) του άριθμοϋ 5.0,  πού δ ίνε
ται με προσέγγιση δύο σ.ψ.

Δύση

*0 άριθμός χ *  = 5.0 δίνεται μέ προσέγγιση δύο σ.ψ . ή άκόμη μέ προ
σέγγιση ένός δ.ψ . Τό τελευταίο σημαίνει δτι γ ιά  τό άπόλυτο σφάλμα | ε | ,  
δηλαδή γιά  τό άπόλυτο σφάλμα στρογγυλεύσεως | ε | ,  θά έχουμε

|ε| ^ ·|ΐ0_1 = °·05 ·

‘Επομένως τό έλάχιστο φράγμα γιά  τό άπόλυτο σφάλμα θά είνα ι άκριβως
0.05. Γιά τό άπόλυτο σχετικό σφάλμα έχουμε

|χ*| 5.0

Συνεπώς τό έλάχιστο φράγμα γιά  τό άπόλυτο σχετικό σφάλμα θά ε ίνα ι κα
τά προσέγγιση 0.01.

1.2.3. Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  κ α τ ά  τ ο ύ ς  ύ-  
π ο λ ο γ  ι σ μ ο ύ ς

"Αν υποθέσουμε ότι κατά τήν έκτέλεση των τεσσάρων πράξεων της 
'Αριθμητικής δέν είσχωροϋν νέα σφάλματα (πράγμα συνήθως άναληθές) τό
τε τά άρχικά σφάλματα πού υπάρχουν σ τίς πληροφορίες είσόδου μεταδίδον
ται καί έχουν σάν αποτέλεσμα νά λαβαίνουμε πληροφορίες έξόδου πού πε
ριέχουν σφάλματα. Γιά τήν μετάδοση των άπόλυτων καί άπόλυτων σχετικών 
σφαλμάτων ισχύουν,μεταξύ των άλλων,καί τά ακόλουθα δύο βασικά θεωρήματα.

Θεώρημα 1

Τό μέγιστο του άπόλυτου σφάλματος τοΰ άθροίσματος (ή της διαφο
ράς) δύο άριθμών είνα ι ίσον μέ τό άθροισμα των άπόλυτων σφαλμάτων των 
άριθμών αύτών.



'Απόδειξη ·<- IQ ·»·

(*Η Απόδειξη δίνεται στήν περίπτωση τοΟ Αθροίσματος καί μόνο).

‘Υποθέτουμε ότι xlSx2 e ^vaL οί Ακριβείς τιμές των δύο Αριθμών, 

χ*,χ* οΐ Αντίστοιχες προσεγγιστικές τιμές αώτων καί καί ε2 τά Αντί

στοιχα σφάλματα. "Αν ε είναι τό σφάλμα τοΟ Αθροίσματος των δύο άριθμων 

θ ά  έχουμε διαδοχικά

ε = (x*+ }?2) -  (Xj t  χ 2 )=(χ*- χ^)  + (χ* -  χ 2 ) = + e 2

‘Επομένως παίρνοντας Απόλυτες τιμές θ ά  έχουμε

ε Ι = Ιει + ε2 Ι 4 ΐ ειΙ + Iε2 

δηλαδή τό ζητούμενο max | ε | = | | + | ε2 1.

Θεώρημα 2

Τό μέγιστο του Απόλυτου σχετικού σφάλματος τοΟ γινομένου (ή τοΟ 

πηλίκου) δύο άριθμων είναι ίσο κατά προσέγγιση μέ τό Αθροισμα των Α π ό 

λυτων σχετικών σφαλμάτων των Αριθμών αώτων.

'Απόδειξη

(‘Η Απόδειξη δίνεται στήν περίπτωση τοϋ πηλίκου καί μόνο).

‘Υποθέτουμε, όπως στήν Απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος, δτι 

Χ 1 ’ Χ2 ^  0 ) οε Ακριβείς τιμές δύο Αριθμών, χ* , χ* (ϊ 0 ) οΐ προσεγγι- 

στικές τιμές τους καί ε^ καί ε2 τά Αντίστοιχα σφάλματά τους. "Αν κα- 

λέσουμε ε τό σφάλμα του πηλίκου των δύο Αριθμών χ^ καί χ 2 θ ά  έχουμε

* * *
χ, (χ, + ε,)χ0 - (κΛ + ε„)χ,

ή
_ Χ1 Χ1 _ Χ1Χ2 ‘ Χ2Χ1 _ <χ 1 + ε1)χ2 - (

*Λ· *
χ2 Χ2 Χ2Χ2 Χ2Χ2

. V ‘2 " ε2Χ1
*

Χ2 Χ2
•

"Αν δ είναι τό σχετικό σφάλμα τοϋ πηλίκου καί δ, ,δ- τά σχετικά σααλ-
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μαία των Αριθμών χ^(^0) καί χ2 θά έχουμε

δ = X
ε

1
X,2

Έτσι, παίρνοντας Απόλυτες τιμές βρίσκουμε

| δ Μ δ 1-δ2 ! - Ι δ1 Μ δ2 Ι

δηλαδή τό ζητούμενο max|6|» |δ1 | + |δ2 | .
Παρατήρηση: Τά προηγούμενα Θεωρήματα 1 καί 2 γ ι ά τ ό  Αλγεβρικό Αθροισμα 
καί τό γινόμενο μπορεί νά αποδειχτεί έπαγωγικά δτι ίσχύουν καί στήν πε
ρίπτωση η άριθμων.

Παράδειγμα 1

"Αν ο ι Αριθμοί χ1 καί χ2 δίνονται στρογγυλεμένοι σέ δύο δ .φ . νά 
δειχτεί δτι τό μέγιστο Απόλυτο σφάλμα της έκφράσεως 1.3χ^ + 2.7χ2 είνα ι 
ίσον μέ 0.02. ( ‘Υποτίθεται δτι ο ι συντελεστές 1.3 καί 2.7 δίνονται Α
κριβούς) .

τά προσέγγιση τιμές των δύο Αριθμών καί χ καί χ* ή Ακριβής καί ή κατά 
προσέγγιση τιμή της έκφράσεως πού δόθηκε. "Αν ε είνα ι τό σφάλμα της έκ- 
φράσεως θά έχουμε

δπου μέ ε1 καί ε2 καλέσαμε τά σφάλματα (σφάλματα στρογγυλεύσεοος) των χ1

Λύση

ε = >
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καί χ2· Γιά τά καί ε2 Ισχύει, ώς γνωστό δτι

άφοΰ ο ΐ Αριθμοί ε ίν α ι στρσγγυλεμένοι σέ δύο δ .φ . Μέ βάση τά  παραπάνω 

έχουμε δ τι

|.ε] = }ΐ.3ε^ + 2.7ε2 | < |ΐ.3ε1 | + |2.7ε2 1 = 1 . 3 ^ ]  + 2.7ΐε2 | <

4  1.3 10~2 +2.7 χ j  1θ"2 = 0.02 .

"Αρα τό μέγιστο Απόλυτο σφάλμα της έκφράσεως πού δόθηκε εΓυαι 0.02. 

Παράδειγμα 2

Νά βρεθούν τό μέγιστο Απόλυτο σφάλμα (Ακριβώς) του Αλγεβρικού 

Αθροίσματος 2. 9 1 - 1 5 . 1  + 0.317, καθώς καί τό μέγιστο Απόλυτο σ χετικ ό  
σφάλμα του πηλίκου Αν ε ίν α ι γνωστό δ τ ι όλο ι ο ι  παραπάνω Αριθμοί 

πού δ ίνοντα ι ε ίν α ι στρογγυλεμένοι σέ τρ ία  σ .ψ .

Λύση

Ά ν  εχ , ε2 , ε3 είναι τά σφάλματα στρσγγυλεύσεως των Αριθμών 2.91,
15.1 καί 0.317, τότε θ ά  έχουμε

Ιε2 1 < | ΐ 0 _1 καί 1ε3 | < | ΐ θ ' 3 .

"Αν Ακόμη ε παρασταίνει τό σφάλμα στρογγυλεύσεως τού Αλγεβρικού Αθροί

σματος 2.91 -15.1 + 0.317 τότε σύμφωνα μέ τήν Παρατήρηση πού γενικεύει 

τό Θεώρημα 1 θ ά  έχουμε

Μ  < \ \  + !e2 ! + |e3 ! < | ΐ θ " 2 + | ΐ θ " 1+ | ΐ θ " 3 S0.05S5 

έπομένως max |ε| =0.0555.

Έ σ τ ω  τώρα 6^, δ2 καί δ τά σχετικά σφάλματα των Αριθμών χ* = 2.50,
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* Λ , 2.50
χ2 = 20'° m L  2 0 ^  Mat εΐ 
άντίστοιχα. Σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 2 θά έχουμε

0.002 +0.0025 = 0.004-5

όπότε max |δ ]«  0.0045.
Στό σημείο αυτό καί πρίν νά κλείσουμε τήν παρούσα παράγραφο θά 

πρέπει νά τανύσουμε τά έξης. Στην πράξη είμαστε πάντα αναγκασμένοι νά 
εργαζόμαστε χρησιμοποιώντας περιορισμένο πλήθος δ . ή σ.ψ. Συνεπώς καί 
άν ακόμη είμαστε σε θέση νά άποφύγουμε όλα τά άλλα σφάλματα, δέν μπο
ρούμε νά άποφύγουμε τά σφάλματα στρογγυλεύσεως, τά όποια ε ίνα ι έτσι 
πανταχσΰ παρόντα καί άποτελοϋν έπομένως ένα άναγκαΐο κακό. *Η παρουσία 
των αγαλμάτων στρογγυλεύσεως έκτός του ότι έχει σάν μία πρώτη συνέπεια  
την μετάδοσή τους σ τίς πληροφορίες έξόδου έχει σάν μία δεύτερη συν
έπεια νά επηρεάζει τή σειρά έκτελέσεως των πράξεων μέ άποτέλεσμα νά  
μην ισχύουν πιά βασικοί νόμοι της 'Αριθμητικής καί τής "Αλγεβρας όπως 
π.χ .  ό προσεταιριστικός νόμος. Γι'αύτό άπαιτεΐται μεγάλη προσοχή κατά 
τήν έκτέλεση των πράξεων, ίδιαίτερα δταν χρησιμοποιείται ένας Η.Υ. 
γι'α υτές. Αύτό φαίνεται καθαρά στό έπόμενο παράδειγμα.

Παράδειγμα

Νά βρεθεί τό άθροισμα

πού άποτελεϊται άπό δύο έκατομμύρια δρους ίσους μέ 0.000001 μέ τή βοή
θεια ένός Κ.Υ. δ όποιος, ύποτίθεται, μπορεί νά άπομνημονεύσει σέ μία  
θέση τής μνήμης του (άκριβως) άριθμούς μέ έξ ι τό πολύ σ.ψ .

Λύοη

Ά ν ή πρόσθεση πού δόθηκε έκτελεστεί μέ τό γνωστό τρόπο, δηλαδή 
ό δεύτερος όρος νά προστεθεί στόν πρώτο, ό τρίτος στό άθροισμα των δύο

0.000001 + 0.000001 + + 0.000001

i
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πρώτων κ .ο .κ ., τό τελικό άθροισμα θά εϋναι ίσον μέ 1 Αντί τοΟ σωστσΟ 2. 
Αύτό, γιατί ένώ όλα θά πηγαίνουν κανονικά μέχρι καί τήν πρόσθεση τοΰ 
έκατομμυριοστοΟ 0.000001, όπότε τό άθροισμα θά εϋναι 1.00000,ή πρόσθε
ση τοΟ έκατομμυρ ιοστοΟ πρώτου όρου θά άφήσει τό προηγούμενο άθροισμα Α
μετάβλητο γιατί τό σωστό άθροισμα 1.000001 έχει έπτά σ.ψ, καί ό Κ. Υ. 
μπορεί νά άπομνημονεύσει μόνο έξ ι ,  τά έξι  πρώτα. Τό ίδ ιο  θά συμβαίνει 
καί μέ τήν πρόσθεση καθενός άπό τούς υπόλοιπους όρους. Γιά νά βρεθεί 
τό σωστό άθροισμα 2 υπάρχουν πολλοί τρόποι. "Ενας άπό αύτούς εϋναι νά  
βρεθεί χωριστά τό άθροισμα των ένα έκατομμύριο πρώτων όρων καί χωριστά 
τό άθροισμα των ένα έκατομμύριο τελευταίων όρων. Τέλος τά δύο μερικά 
Αθροίσματα, πού εϋναι καθένα ίσον μέ 1, άν προστεθούν θά δώσουν τό σω
στό άθροισμα 2.

1.3. ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ ή ς  τ ι μ ή ς π ο λ υ ω ν ύ μ ο υ  
κ α ί  τ ω ν  π α ρ α γ ώ γ ω ν  τ ο υ  σ έ  γ ν ω σ τ ό  σ η 
μ ε ί ο .

ΐ ;3.1.  Γ ε ν ι κ ά

Τά πολυώνυμα παίζουν ένα πάρα πολύ σπουδαίο ρόλο στήν Ανάπτυξη της 
θεωρίας τής Α.Α. Αύτό, γιατί Αποτελούν τ ίς  άπλούστερες μαθηματικές έκ- 
φράσεις πού,, όπως θά δούμε, χρησιμοποιούνται γιά  νά παραστήσαυν ή νά 
προσεγγίσουν κατά κάποιο τρόπο άλλες συναρτήσεις. "Ετσι θά χρειαστεί πά
ρα πολλές «ρορές στή συνέχεια νά βρούμε τήν τιμή ένός πολυωνύμου μέ πραγ
ματικούς συντελεστές ή μιας παραγωγού του γιά  κάποια πραγματική τιμή τής 
μεταβλητής του. *Η εύρεση βέβαια τής τιμής ένός πολυωνύμου καί των παρα
γωγών του Αποτελεί ένα στοιχειώδες πρόβλημα, πού Αντιμετωπίζεται άπλού- 
στατα Από τόν καθένα μέ τ ίς  τρεις πρώτες πράξεις τής 'Αριθμητικής καί 
μόνο. Εϋναι όμως εύκαιρία νά δούμε, Ακριβώς μέ τό στοιχειώδες πρόβλημα 
αύτό, τόν τρόπο μέ τόν όποιο έργάζεται ή Α.Α. καί Αναπτύσσει μεθόδους μέ 
τ ίς  όποιες φθάνει στό έπιδιωκόμενο Αποτέλεσμα στό συντομότερο δυνατό χρό
νο , κάνοντας δηλαδή τ ίς  λιγότερες δυνατές πράξεις.

L
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1.3.2. ‘Υ π ο λ ο γ  ι ' ς μ ό  ς. τ f\ q . τ ι. >ι ή. ς π; ρ λ μ ω ν ύ- 
μ ο υ  σ έ  γ ν ω σ τ ό  g η. μ ε S ο.

Έστω τό πολυώνυμο ρ(χ)=α χη *α,χη ^*α0χη ^+., ,+α 0χ^*α ,χ+αο -L 2 η-2 η~1 π
βαθμού η(αο  ̂ 0 ). Ζητάμε νά βρούμε την τιμή του πολυωνύμου ρ(χ) γ ιά  χ =
χ δηλαδή την τιμή ρ(χ ) = α χ11 + α,χη .̂ + α .χη  ̂ + . . .  + α _χ  ̂ + α , χ  +Λο ο ο ο ί ο  2 ο  η-2 ο η-1 ο
+ α . π

■“Ενας τρόπος γιά  νά βρούμε την τιμή ρ(χ ) είνα ι δ ακόλουθος.
Ο

Βρίσκουμε πρώτα τήν τιμή του μεγιστοβάθμιου όρου aQxo πολλαπλασιάζον
τας τόν συντελεστή α έπί τόν αριθμό χ , τό γινόμενο α χ επί τόν άριθ-ο 2 ο  ο ο
μό xq, τό νέο γινόμενο aQxo ξανά έπί xq κ .ο .κ .  μέχρι νά βρούμε τόν όρο
α χ11. Έ τσι γιά  τήν εύρεση του πρώτου όρου έκτελοΰμε συνολικά π πσλλα-
πλασιασμούς. Γιά τήν εύρεση της τιμής τοϋ δεύτερου όρου α,χη έργαζό-

1 ο
μαστέ πάλι μέ τόν ίδ ιο  τρόπο. Δηλαδή πολλαπλασιάζουμε τό συντελεστή 
έπί χ , τό γινόμενο α .^  ξανά έπί xq κ .ο .κ . μέχρι νά βρούμε τόν όρο 
α1χ^ . Κάνουμε έτσι γ ιά  τήν εύρεση τοϋ δεύτερου όρου α^χ^ 1 η-1 πολλα
πλασιασμούς. Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο συνεχίζουμε καί βρίσκουμε όλους τούς ό
ρους μέχρι καί τόν προτελευταίο αη_^χ0 * πού γ ιά  νά τόν βρούμε κάνουμε
έναν πολλαπλασιασμό. Μέχρι στιγμής λοιπόν γιά  τήν εύρεση όλων των όρων

~ . 0 , . η η-1 η-2 2το υ  α θ ρ ο ίσ μ α το ς  ρ ( χ  ) = a χ  + α ,χ  + α „χ  + . . .  + α «χ + α  , χ  + αr ο ο ο  Ι ο  2 ο  η-2 ο η-1 ο η
έχουμε κάνει

η—2

η + (η-1) + (η-2) + . . .  + 2 + 1 = η η̂+1·̂ πολλαπλασιασμούς.
2

Τέλος γιά  τήν εύρεση τοϋ άθροίσματος p(xQ) πού άποτελειται άπό η+1 ό
ρους άρκεΐ νά κάνουμε η προσθέσεις καί αφαιρέσεις (προσθαφαιρέσεις). 
“Ετσι γιά  νά βρούμε τήν τιμή ρ(χ ) μέ τόν τρόπο πού περιγράψαμε άπαι-

/ ,  ν Ο
τούνται — Ώ£- } πολλαπλασιασμοί καί η προσθαφαιρέσεις.

“Ενας δεύτερος καί πιό σύντομος τρόπος γιά  τήν εύρεση της τιμής 
p(xQ)είναι αυτός πού περιγράφουμε στή συνέχεια. Πρώτα σχηματίζουμε τ ίς  
διαδοχικές δυνάμεις της τιμής τοϋ xq ώς έξης. Πολλαπλασιάζουμε τό xq 
έπί τό xq καί βρίσκουμε τό χ^ κάνοντας έτσι έναν πολλαπλασιασμό. Μετά 
πολλαπλασιάζουμε τό χ^ έπί τό xq καί βρίσκουμε τό χ^ κάνοντας 
έτσι έναν άλλον πολλαπλασιασμό κ.ο .κ .  καί τέλος πολλαπλασιάζουμε τό
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χ 11” 1  έπί τό χ καί βρίσκουμε τό χη κάνοντας έτσι. έναν τελευταίο πολλά-
Ο 0 * 0

πλασιασμό. Μέ τόν τρόπο αύτό έχουμε βρει όλες τ ίς  τομές των διαδοχικών 
δυνάμεων του xq κάνοντας συνολικά, όπως είνα ι φανερό, η-1 πολλαπλασια
σμούς. Στή συνέχεια μπορούμε νά βρούμε κάθε έναν άπό τούς όρους τού ά - 
θροίσματος ρ(χ ) πολλαπλασιάζοντας τό συντελεστή aQ έπί τήν τιμή χ” , 
τό συντελεστή α, έπί τήν τιμή χ11-1 η .ο .η. καί τέλος τό συντελεστή α ,1 Ο Π-1
έπί χ . Έτσι γιά  τήν εύρεση τών όρων τού άθροίσματος ρ(χ ) κάνουμε άλ- Ο ο
λους η πολλαπλασιασμούς. Δηλαδή συνολικά έχουμε κάνει μέχρι στιγμής 
η-1 + η = 2η-1 πολλαπλασιασμούς. Χρειαζόμαστε βέβαια άκόμη, όπως καί στήν 
προηγούμενη περίπτωση, νά κάνουμε η προσθαφαιρέσεις γ ιά  τήν εύρεση τού 
άθροίσματος ρ(χ ) πού άποτελείται άπό η+ 1  όρους. Έτσι έργαζόμενοι μέΟ
τό δεύτερο τρόπο πού περίγράψαμε, γιά  τήν εύρεση τής τιμής p(xQ) , άπαι- 
τούνται 2 η - 1  πολλαπλασιασμοί καί η προσθοκοαιρέσεις.

Συγκρίνοντας τώρα τούς δύο τρόπους πού περιγράιίαμε άπό τήν άποψη 
τού πλήθους των πράξεων, πού άπαιτούνται γ ιά  τήν εύρεση τής τιμής p(xQ) 
βλέπουμε ότι καί σ τίς δύο περιπτώσεις χρειάζεται τό ίδ ιο  πλήθος προσθ
αφαιρέσεων η ένω γιά  τό πλήθος των πολλαπλασιασμών πού άπαιτούνται σχη
ματίζουμε τή διαφορά

- (2n-l )  = I  (π-1) (n-2) .

‘Η έκφραση τού δεύτερου μέλους δείχνει ότι έκτός άπό τ ίς  περιπτώσεις 
η=1 καί 2,όπότε ή διαφορά είνα ι μηδέν,γιά κάθε άλλη τιμή τού η >,3 ή 
διαφορά είνα ι θετική καί έπομένως τό πλήθος των πολλαπλασιασμών, άρα 
καί τό πλήθος των πράξεων, στή δεύτερη περίπτωση είνα ι μικρότερο.

"Οσο καί άν αύτό φαίνεται κάπως παράξενο μέ τήν πρώτη ματιά ύ
παρχε ι ωστόσο καί άλλος τρόπος γιά  τήν εύρεση τής τιμής p(xQ) ταχύτε
ρος άπό τούς δύο προηγούμενους. ‘Η μέθοδος μέ τήν όποια πετυχαίνεται 
αύτό, όπως θά δούμε στή συνέχεια, στηρίζεται στήν παρατήρηση ότι ή τ ι
μή p(xQ) είνα ι τό υπόλοιπο τής διαιρέσεως τού πολυωνύμου ρ(χ) διά τού 
διωνύμου (x- xq).  Πραγματικά άν q'x) καί r είνα ι άντίστοιχα τό πηλίκο 
καί τό υπόλοιπο τής διαιρέσεως τού ρ(χ) διά τού (χ-χ^) έχουμε

p(x) = ( χ - x Q)q(x) + γ . (1.1)
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‘Επομένως γ ιά  χ =xq παίρνουμε άμέσως

ρ(χ ) =γΟ

'Εστω τώρα ότι

q(x) = 3Qxn_1 + 8·^° 2 + 82xn 3 + · · · + 8n_2x + 8n-1

είναι ή μορφή τοΰ πηλίκου τής διαιρέσεως (1 .1 ) .  Αντικαθιστώντας στήν 
ταυτότητα τής διαιρέσεως καί κάνοντας πράξεις λαβαίνουμε

/  \  ' . ή-1 , η-2 _ρ ( χ ) = α χ  +α,χ + α„χ + . . .  + α ,χ  +α = ο η 1 λ  η-1 π

= (χ -  χ ■)( β χΠ 1 + β..χη 2 + β_χη 3 + . . .  + β «χ + β . )  + ρ(χ ) = ο ο  1 ι τϊ-δ η- ι  ο

i 6 0>in + ( 8 i - e 0x0) x n' 1 + ( e2 - e 1x0 )x"·2 . . . .  +<en. f  e„-2xo )lM' 

**ixo> - « η -Λ  ·

Εξισώνοντας τούς συντελεστές των ίδιων δυνάμεων τοΟ χ στά δύο πολυώνυ
μα των παραπάνω ταυτοτήτων λαβαίνουμε

β = α

β, -  β X 1 ο ο α,

β2 - βΛ = <r

β„ -1  -  β„ -2*ο  = V l

Ρ(* ο ) - Β„-1χο =αη
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καί άπό αώτές

β =α + β ο ο -1  ο

*1 = αΐ  + βοΧο

β2 =α2 + β1Χο (1 .2)

e , = α .+βη „χη η-1 η-1 η-2 ο

β = α + β , χλη η η-1 ο
όπου τέθηκε γιά  χάρη της όμοιομορφίας β_  ̂= ο καί Bn = p(xQ) .  Είναι τώ
ρα φανερό ότι γιά  τήν εύρεση της τιμής β̂  = p(xQ) βρίσκουμε άπό τή δεύ
τερη σχέση τό συντελεστή β1 κάνοντας έναν πολλαπλασιαμό τσΟ Bq( = «q ) 
έπί τό χ καί μία προσθαφαίρεση των όρων α. καί β χ . Μέ τόν ίδ ιο  τρό-

Ο 1 0  0
πο βρίσκουμε άπό τήν τρίτη σχέση τό συντελεστή β  ̂ κάνοντας πάλι έναν 
πολλαπλασιασμό καί μία προσθαφαίρεση κ.ο.κ .  καί τέλος βρίσκουμε άπό 
τήν τελευταία σχέση τό συντελεστή βη( = p(xQ)) κάνοντας έναν άκόμη πολτ 
λαπλασιασμό καί μία προσθαφαίρεση. Μέ τόν τρόπο αυτό βρίσκουμε τήν τι
μή ρ(χ ) κάνοντας συνολικά η πολλαπλασιασμούς καί η προσθαφαιρέσεις. 
“Οπως παρατηρούμε ό άριθμός των προσθαφαιρέσεων είνα ι ό ίδ ιο ς , ένω ό  
άριθμός των πολλαπλασιασμών ε ίν α ι, έκτός άπό τήν περίπτωση n = 1, μ ι
κρότερος άπό δτι στήν προηγούμενη περίπτωση. Αυτό βέβαια φαίνεται άπό 
τή διαφορά

2 n -l -  η = η-1

πού γιά  η >,2 είνα ι πάντοτε θετική.
*Η μέθοδος, πού μόλις παρουσιάσαμε, γ ιά  τήν εύρεση της τιμής p(xQ) 

έκτός άπό τό δτι πλεονεκτεί άπό τ ίς  δύο προηγούμενες άπό τήν άποψη τού 
πλήθους τών άπαιτούμενων πράξεων έχει καί τό πλεονέκτημα νά βρίσκει
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©τούς συντελεστές | i  = o ( l ) n - i  τοϋ πηλίκου q(x) της διαιρέσεως του 
p ( x )  διά (χ ~ xq ) γεγονός πού μερικές φορές γίνετα ι χρησιμότατο όπως θά 
δούμε παρακάτω.

Οι παραπάνω n tl έξισωσεις πού δίνονται σ τίς σχέσεις (1.2)  είνα ι 
δυνατό νά γραφουν συνοπτικά ώς έξης

β. = α. + β. .χ  I i  = 0(1 )η μέ β = 0 καί β̂  = ρ ( χ ) .  (1 .3)

Πολλές φορές γιά  τόν άπλούστερο υπολογισμό των συντελεστών β. | i  = 0(l)n 
καί άπό αυτούς της τιμής d ( x q ) = $n , πού βρίσκονται φυσικά χρησιμοποιών
τας τ ίς  σχέσεις (1.2)  ή (1 .3 ) ,  άκολουθειται ή διάταξη των συντελεστών 
καί των πράξεων, πού δίνουν αυτούς όπως στό έπόμενο διάγραμμα

α0 α1 α2 * · * α -Iη-1 αη

X0 V o β1Χο ’ ' * βη-2χο βη - Λ

β1 * &2 · · V l «η = ρ(χο

‘0 παραπάνω τρόπος γιά  τήν εύρεση της τιμής p(xQ) καλείται άλγόριθμος 
ή σχήμα του Homer. Πολλές φορές ή ίδ ια  μέθοδος ε ίνα ι γνωστή καί σάν 
μέθοδος της συνθετικής διαιρέσεως.
Παρατήρηση: Είναι δυνατό έπεκτείνοντας κανείς κατάλληλα τό σχήμα τοϋ 

Homer καί τή σχετική θεωρία νά καλύψει καί τήν περίπτωση τής εύρέσεως 
τής τιμής ένός πολυωνύμου, μέ πραγματικούς συντελεστές, γιά  κάποια μ ι-  
γαδική τιμή α + βϊ τής μεταβλητής του.

Πσράδειγμα

Νά βρεθεί μέ τήν έφαρμογή του σχήματος του Homer ή τιμή του πο
λυωνύμου ρ(χ) = 3χ5 - 2χ3 + χ στό σημείο χ = - 2 .

©  *0 συμβολισμός o ( l )n - l  δίνει  σέ συντομογραφ ία όλους τούς όρους τής 
άριθμητικής προόδου μέ πρώτο όρο 0 λόγο 1 καί τελευταίο όρο η-1.
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Λύση

Σύμφωνα μέ τή διάταξη τοΟ σχήματος τοΟ H o m e r  έχουμε

3 0 -2 0 1 0

-2 -6 12 -20 HO -82

3 -6 10 -20 m -82

'Αρα ρ ( - 2 ) =-82.

1 . 3 . 3 . ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  τ  ώ ν  τ ι μ ώ ν  τ ω ν  π α ρ α -  

γ ώ γ ω ν  π ο λ υ ω ν ύ μ ο υ  σ έ  γ ν ω σ τ ό  σ η 
μ ε ί ο .

Γιά τήν εύρεση των τιμών των παραγώγων του πολυωνύμου ρ(χ) = α χη +
η-1 °

+ αχχ + ... + α ^ χ  + «η (αο i 0) γιά χ = χο έργαζόμαστε ώ ς  fegfjg. κάτ-

αρχήν άπό τό θεώρημα τοΟ Taylor έχουμε

(χ-χ )
ρ(χ) Ξρ(χ ) + -------

ι!

.η-1

(χ-χ )2
ρ '(χ ) +----

2 !
p"(xQ) + . . .  +

>η

^  ^  /"><*»> ·
I(η-1)! η!

'Εφαρμόζοντας τώρα διαδοχικά τήν ταυτότητα της διαιρέσεως τοΟ ρ(χ) διά 

τοΟ (χ-χο ) καί στή συνέχεια των διαδοχικών πηλίκων διά ( x - x q )  λαβαίνου

με

ρ(χ)  ξ (x-xQ )q^(x) + γ ^ 

q^(x) = ( χ - χ 0 )η2(χ)  + 1̂  

q2(x) H(x-xQ )q3(x) + r 2

L
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V i (x )  = ( χ - χ 0 )^ (!< ) « ητ1

%< * >  5 (χ-χο>·0 ί Γ η·

'Από τ ίς  παραπάνω σχέσεις μέ διαδοχικές άντικαταστάσεις έχουμε

p(x) = ( x -x Q)q1(x)  + r Q = (x -x Q) 2q2(x)  t r ^ x - x ^  + r Q=

(x -x  ) 3q - ( x ) + r  ( χ - χ  ) 2 +r  ( χ - χ  ) + r  = . . .  =
Ο Ο Δ 0 1 0  0

r  (x -x  )n+ r (x -x  )n 1 + . . .  + r  (x -x  ) 2 + η o n-1 o 2 o
(1 .5)

+ r  (x -x  ) + r  . 
l O O

'Εξισώνοντας τάρα τούς συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του (χ-χ ) στά
Ο

δύο Αναπτύγματα των δεξιών μελών τών σχέσεων (1.Η) καί (1.5)  λαβαίνου
με

r„ =ρ<χ,,)

' ι  = Ρ'<χ ο>

r - P " (iIo)

2 2!

n-1
;  ρ(η- ι ) »χ0>

(n-1)!

-‘" ’V

η!

p( k ) (x0 ) = |k = 0 ( l ) n

ή γενικ ά
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'Από τ ίς  παραπάνω σχέσεις καί άπό τό γεγονός ότι ο ί συντελεστές 
|k = 0(ΐ)η είνα ι τά ύπόλοιπα των διαιρέσεων των πολυωνύμων ς^(χ)
|k = 0(1)η διά τοΟ δυωνύμου (χ-χ ) ,  μέ άλλα λόγια ο ι τιμές q, (χ )
|k = 0(1)η , συμπεραίνεται δτι μέ έηανειλημμένες έψαρμογές τοΟ σχή
ματος του Homer είνα ι δυνατό νά βρούμε τόσο τήν τιμή τοΟ πολυωνύ
μου όσο καί των ποραγώγων του στό σημείο χ  = χ  .

0

Παράδειγμα 1

Δίνεται τό πολυώνυμο ρ(χ ) = 6χι*-53χ 3+184χ 2-295χ+186. Μέ έπα- 
νε ιλημμένες έφαρμογές τοΟ σχήματος του Homer νά βρεθούν ο ΐ τιμές  
ρ(2),  ρ ' (2) ,  ρ" (2) ,  ρ "' (2 ) καί ρ“  (2) .

Λύση

Διατάαααντας σύμφωνα μέ τό σχήμα τοΟ Homer βρίσκουμε διαδοχικά

'Εφαρμόζοντας τόν τύπο p(k )(x ) = k i r γιά k = 0( i )u  βρίσκουμε
ο Jc

ρ(2) = 0! ν = lx»* s 4
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ρ ' ( 2 )  = l l r ^  = 1 χ ( - 3 )  = - 3  

ρ " ( 2 ) = 2 ! ^  = 2 x1 0  = 2 0  

ρ"(2 )  = 3!γ 3  = 6χ( -5 )  = -30  

ρα ( 2 )  = *+! = 24x6 = 144 ·

Παράδειγμα 2

Μέ έπανε ιλημμένες έφαρμογές τοΰ σχήματος του Homer m i μόνο νά  
γραφτειτό πολυώνυμο ρ (χ )  = 3χ2  - 4χ + 5 μέ τη μορφή ρ (χ )  = α + β(χ -2)+  

+ γ ( χ - 2 ) 2 .

Λύση

χρησιμοποιώντας τό θεώρημα του Taylor μέ xq= 2 , τό πολυώνυμο πού 
δόθηκε μπορεί νά γραφτεί ώς έξης

p (x )  Ξ 3χ2  -  4χ + 5 Ξ ρ (2)  + S * ~ p . ρ' (2 )  + I g -'ff ip» (2)
ΐ! 2!

ή έπειδή

P(k)(x0) = k!rk |k = 0(1)2 

θά έχουμε τελικά

p(x)  Ξ r Q + r  ( χ - 2 ) + r 2 (x - 2 ) 2  .

Επομένως a  = 

2

r 0r β = m i γ = r 2 . Τό σχήμα τοΟ Hom er δ ίν ε ι

3 - 4  5 
6  4

2

3 2  9  = r 0
6

3 8 = γ  
II' 1
r
2
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'Αρα

ρ ( χ )  Ξ 9 + 8 ( χ - 2 ) + 3 ( χ - 2 ) 2

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Ν ά  δειχτεί, μέ ένα παράδειγμα, δτι ή στρογγύλευση ένός άριθμοΟ σέ 

τρία δ.φ. καί στή συνέχεια ή στρογγύλευση τοϋ άριθμοΟ, πού προκύπτει, 

σέ δύο δ.φ., δέν δίνει πάντοτε τό ίδιο άπστέλεσμα μέ τήν κατευθείαν 

στρογγύλευση τοϋ άρχικοΰ άριθμοΟ σέ δύο δ.φ.

Δίνονται οι άκριβεις τιμές των τεσσάρων άριθμων χ^ = 0.23750, χ 2 =

0.23650, χ3 = 0.23652 καί χ^ = 0.29950. Ν ά  βρεθεί τό άθροισμά τους μέ 

τούς παρακάτω δύο τρόπους: α) εύρεση τοϋ άθροίσματος καί οτρσγγύλευ- 

σή του σέ τρία δ.φ. β) στρογγύλευση των τεσσάρων άριθμων σέ τρία δ;

ψ. καί μετά εύρεση τοϋ άθροίσματός τους. (’Art. 1.010, 1.011)/

Δίνονται οί άριθμοί 2.5 καί -0.020 στρογγυλεμένοι , δ  καθένας, σέ 

δύο σ.φ. Νά βρεθούν κατά προσέγγιση τά ιιέΥΐστα άπόλυτα σωάλιτιτα τ ω ν

^  Ν ά  βρεθεί τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα τοϋ άλγεβρικοϋ αθροίσματος 

3.54 - 0.200 + 25.0, όταν είναι γνωστό ότι όλοι οι άριθμοί, πού δίνονται, 

είναι στρογγυλεμένοι σέ τρία σ.φ. (*Απ. 0.0555)

^ δ ν ^ Ν ά  βρεθεί, κατά προσέγγιση, τό μέγιστο άπόλυτο σχετικό σφάλμα γι ά  

τή συνάρτηση y = χ,^χ* , άν τά μέγιστα άπόλυτα σχετικά σφάλματα των χ^ 

καί χ 2 είναι 0.1 καί 0.2 άντίστοιχα. (*Απ. 0.5)

"Αν οί άριθμοί XjCsl.oo καί χ2»2.00 δίνονται στρογγυλεμένοι σέ δύο 

δ.φ. , νά βρεθεί τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα της έχφράσεως χ^ + χ 2 + χ 1χ2 · 

(*Απ. 0.025025)

Σέ τρεις θέσεις μνήμης Η.Υ., ό  όποιος μπορεί νά άπσμνημσνεύει άριθ- 

μούς μέ δύο σ.φ., βρίσκονται άπομνημονεμένοι οι άριθμοί 0.56, 0.65 καί

δύο άριθμων. (*Απ. 0.02, 0.025)
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0.54. Νά δειχτεί δτι

(0.56 x 0.65) x 0.54 i 0.56 x (0.65 x 0 .54),

δηλαδή δτι δέν ισχύει ή προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλάσια -  
σμου. ('Απ. 0.19?! 0.20)

Δίνεται τό πολυώνυμο ρ(χ) ξ χ 3 - χ . Νά βρεθούν, μέ έφαρμογές τού 
σχήματος τού Homer καί μόνο, ο ι τιμές ρ( —1 ) , ρ '(0)  καί ρ ' ( 1 ) . ( Ά π .  
0, -1 , 6 )

'Εφαρμόζοντας τό σχήμα τού Homer καί μόνο, όσες φορές χ ρ ε ιά -  
Τ.----  . A , .A , W , ρ(χ)ζεται, νά βρεθεί ή τιμή της πρώτης παραγωγού τού κλάσματος q(x) '
στό σημείο χ=2, δταν ρ(χ) = 3χ2 - 2χ + 1 καί q (x )= 3 x 2 - 2 .  ('Απ. -0.08)

Να βρεθεί, μέ έπανειλημμένες έφαρμογές του σχήματος του Homer 
καί μέ τέλεια άποφυγή δλων των περιττών πράξεων, ή τιμή τής τρίτης 
παραγωγού τού πολυωνύμου x 5 - χ 3 + χ,  στό σημείο χ = - 2 . ('Απ. 234)

11. Νά βρεθεί τό έλάχιστο πλήθος των πράξεων, πού άπαιτοΰνται γιά  
τόν υπολογισμό τής δεύτερης παραγωγού πολυωνύμου βαθμού η, μέ έπα-  
νειλημμένες έφαρμογές τού σχήματος τού Homer. ('Απ. προσθέσεις καί 
Αφαιρέσεις 3 η - 6 , πολλαπλασιασμοί 3η - 5)

1 %  Δίνεται τό πολυώνυμο ρ(χ) = χ 3 - χ2 + χ - 1. Μέ έπανειλημμένες έ -  
φαρμογές τού σχήματος τού Homer καί μόνο, νά προσδιοριστούν ο ί συν
τελεστές οω | i  = 0(1)3 στήν έκφραση q(x) ξ aQ ta^ix+l) + a 2 (x+l ) 2 +
+ ctg(x+l) 3 έτσι ώστε p(x)Hq(x). ('Απ. a Q = -4, 0^  = 6 , α 2 = -4, α 3 =ΐ)



2. Π Ε Π Ε Ρ Α Σ Μ Ε Ν Ε Σ  Δ Ι Α Φ Ο Ρ Ε Σ

2 .1 . Γ ε ν ι κ ά

"Ενα άπό τά κύρια Αντικείμενα της Α.Α., δπως άναφέρθηκε στό 

προηγούμενο Κεφάλαιο, καί θ ά  τό δούμε στό έπόμενο, είναι ή προσέγ

γιση συναρτήσεων μέ άλλες άπλούστερες καί αάν τέτοιες χρησιμοποιούν

ται τά πολυώνυμα. Σημαντικό ρόλο στην ανάπτυξη της Αντίστοιχης θεω

ρίας παίζουν οί λεγόμενες πεπερασμένες διαφορές, τις όποιες εισάγου

με στή συνέχεια μέ ένα παράδειγμα.

Έ σ τ ω  ότι δίνονται οί τιμές μιας συναρτήσεως f(x) γιά δρισμέ- 

νες τιμές της Ανεξάρτητης μεταβλητής χ γραμμένες σέ μία στήλη. 'Από 

τις τιμές αύτές της συναρτήσεως κατασκευάζουμε έναν πίνακα, πού κα

λείται πίνακας διάφορων, ώς έξης. Γράφουμε σέ μία νέα στήλη πρός τά 

δεξιά των προηγούμενων τις διαφορές πού προκύπτουν, άν κάθε τιμή της 

συναρτήσεως τού πίνακα τήν άφαιρέσουμε άπό τήν έπόμενη τιμή της. Οί 

διαφορές αύτές, πού γράφονται στή νέα στήλη μεταξύ των τιμών της 

συναρτήσεως άπό τις όποιες προήρθαν, καλούνται πρώτες διαφορές ή δια

φορές πρώτης τάξης. Μέ τόν ίδιο τρόπο κατασκευάζουμε τώρα μία νέα 

στήλη πρός τά δεξιά της στήλης των πρώτων διαφορών, όπου γράφουμε 

τις διαφορές πού βρίσκουμε μέ τόν ίδιο τρόπο άπό τις πρώτες διαφο - 

ρές δπως πριν βρήκαμε τις πρώτες διαφορές άπό τις τιμές της συναρ - 

τήσεως.

f i x )
2ε$ 3ES ι*ε$

X δυαφ. δυαφ· δυαφ. δυαφ·
-3 -2

6
-2 Η
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Οι νέες διαφορές καλούνται δεύτερες διοφορές ή. διαφορές δεύτερης τάξης 

κ . ο . η . Στην περίπτωση του πάροδείγματος_ό_ πίνακας των διαφορών τελειώνει στή. 
στήλη των τέταρτων διαφορών. Γενικά, ένας πίνακας διαφορών πού κατασκευ
άζεται μέ βάση k+Ι τιμές της συναρτήσεως f(x )  εξαντλείται στή στήλη τών 
διαφορών k τάξης. “Οπως έγινε φανερό κατά τήν κατασκευή του πίνακα δια
φορών οι τιμές της άνεξάρτητης μεταβλητής δέν τόν έπηρεάζουν καί μπορούν 
νά χρησιμοποιηθούν μόνο σάν σημεία άναφορας.

'Ανάλογα μέ τόν τρόπο πού χρησιμοποιούμε γιά  νά συμβολίσουμε τ ίς  
διαφορές τοΰ πίνακα διαφορών μπορούμε νά διακρίνουμε τρεις τύπους δια
φορών όπως θά δούμε στήν επόμενη παράγραφο.

2 .2 . ‘Ο ρ ι σ μ ο ί

2.2 .1 .  Π ρ ό ς  τ ά  έ μ π ρ ό ς  δ ι α φ ο ρ έ ς .

Οι πρώτες πρός τά έμπρός διαφορές ορίζονται άπό τη σχέση

Af = f(x  Μ.) - f ( x  ) = f  . -  f  . n n+1 n n+1 n

Οι δεύτερες πρός τά έμπρός διαφορές όρίζονται άπό τή σχέση

& f  = Δ ( Δ ί  ) = Af  -  Δ ί  = ( f  0 - f  , ) -  ( f  -  f  ) = n n n+1 n n+2 n+1 n+1 n

= f  . - 2 f  x 1 + f  . n+2 n+1 n

Τέλος, έπαγωγικά, ορίζονται o l πρός τά έμπρός διαφορές k τάξης άπό τ ίς  
πρός τά έμπρός διαφορές k-Ι  τάξης

.k _ . , .k~ 1 ,- >. Ak-1_ ,k"l-Δ f  = Δ(Δ f  )=Δ  f  - Δ f  .n n n+1 n

“Οταν χρησιμοποιείται ό συμβολισμός τών πρός τά.έμπρός διαφορών, τότε

ό πίνακας τών διαφορών έχει τήν άκόλουθη μορφή
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“Οπως μπορεί νά παρατηρήσει, κανείς,ot ίδιοι δείκτες έικλονίζονται κατά 

μήκος διαγώνιων μέ φορά άπό πάνω άριστερά πρός τά κάτω δεξιά.

<
2.2.2. Π ρ ό ς  τ ά  π ί σ ω  δ ι α φ ο ρ έ ς  

Οί πρώτες πρός τά πίσω διαφορές όρίζσνται άπό τή σχέση

Vf = f  ( x ) -  f ( x  . )  = f  - f  . .  __n_ ___ n n - l  n n-l

Ot δεύτερες πρός τά πίσω διαφορές όρίζονται άπό τή σχέση

v2f  = v(v.f ) = Vf -  Vf = ( f  -  f  . )  -  ( f  . - f  9 ) = n n n n - l  n n - l  n - l  n -z

= f  ‘ -  2 f  ,+ f  0 . n n - l  n-2

Τέλος, όρίζσνται έπαγωγικά ot πρός τά πίσω διαφορές k τάξης άπό τις 

πρός τά πίσω διαφορές k-Ι τάξης '  ̂ . 'r; : ;

vkf  = V(Vk_1f  ) = Vk_1f  -V k_1f  . n n n n - l

Ό  πίνακας τ ω ν π ρ ό ς  τά πίσω διάφορων έχει τή μορφή ν_ ; Λ/Ογ,

% r-%, ?
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χη-2 f η-2
η—1

X

X

X

Xη+2.

η

η+1

η-1

οπού o l ίδ ιο ι δείκτες έμφανίζονται κατά μήκος διαγωνίων μέ φορά άπό 
τά κάτω άριστερά πρός τά πάνω δεξιά .

3... Κ..ε. ν  jx. ρ ι κ„έ ς  δ_ι„ α φ ο ρ έ ς

Οι· πρώτες κεντρικές διαφορές δρίζονται άπό τή σχέση

6f l/=  f (χ  . )  - f ( x  ) = f  1 -  f  · n+ n+1 n n+1 n

Οι δεύτερες κεντρικές διαφορές δρίζονται άπό τή σχέση

Τέλος, έπαγωγικά, δρίζονται ο ί κεντρικές διαφορές περιττής καί άρτιας 
τάξης άπό τ ίς  σχέσεις

f
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Σημειώνουμε έδώ δτι ο ί κεντρικές διαφορές περιττής τάξης άναφέρσνται 
(μέ τό συμβολισμό τους) σέ εικονικές τιμές της συναρτήσεως ο ί όποιες 
Αντιστοιχούν σέ τιμές της Ανεξάρτητης μεταβλητής πού είνα ι ήμιαθροί- 
σματα διαδοχικών τίμιων αύτής στόν πίνακα, ένα Αντίθετα ο ι κεντρικές 
διαφορές Αρτιας τάξης άναφέρονται σέ τιμές της συναρτήσεως τοΟ πίνα
κα. “Οταν χρησιμοποιείται ό συμβολισμός των κεντρικών διαφορών, τό
τε ό πίνακας τών διαφορών έχει τήν παρακάτω μορφή.

δ 3/·η- '2 -
δ .

____________n r l_  3
δ„ 1, δ ι ,
η '7______J2_______ η~ h. I»

~ ,:______ V
‘" ♦ V  .  6ntl/?
_______  δΓΗ·1

δη+3/^

όπου οί ίδ ιο ι δείκτες έμφανίζονται κατά μήκος τής ίδιας δριζόντιας 
γραμμής.

2 . 3 . Σ χ έ σ ε ι ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ώ ν  τ ρ ι ώ ν  τ ύ π ω ν  
δ ι α φ ο ρ ώ ν

Θά πρέπει νά τονιστεί ότι ο ί πίνακες τών διάφορων που χρήσιμο -  
ποιούν τ ίς  πρός τά έμπρός, τ ίς  πρός τά πίσν καί τ ις  κεντρικές διαφο — 
ρές συμπίπτουν Απόλυτα. Περιέχουν δηλαδή τ ίς  ίδ ιες  τιμές στις ίδ ιες  
θέσεις. Τό μόνο πού Αλλάζει Από τόν έναν πίνακα στόν Αλλον είνα ι ό 
συμβολισμός πού χρησιμοποιείται. "Εστω ότι κατασκευάζουμε έναν πίνα
κα διαφορών, δπως αύτόν πού βρίσκεται στην Αρχή τής επόμενης σελίδας, 
όπου Αντί νά χρησιμοποιήσουμε συγκεκριμένο τύπο διαφορών, χρησιμοποι
ούμε σ'δλες τ ίς  θέσεις τό ίδ ιο  σύμβολο X, γιά  νά δηλώσουμε τήν Αντί
στοιχη τιμή τής διάφορος. Είναι φανερό δτι ή τιμή τής διάφορος πού πρόσω-

χη-2 η-2

χη-1 η-1

η η

η+1 η+1

η+2 ^η+2
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ρινά συμβολίζεται, μέ (χ ) ταυτίζεται μέ τήν τιμή Δίη άν χρησιμοποιή
σουμε τό συμβολισμό των πρός τά έμπρός διάφορων, μέ τήν τιμή Vf 
άν χρησιμοποιήσουμε πρός τά πίσω διαφορές καί μέ τή δ ί ι
σιμοποιήσουμε κεντρικές διαφορές. ‘Επομένως έχουμε

η+%'
η+1 

άν χρη-

Δίπ

Γιά τήν τιμή της διαφοράς πού συμβολίζεται στόν παραπάνω πίνακα μέ 
jx] , άν κάνουμε τήν ίδια  σκέψη βρίσκουμε δτι συμπίπτει μέ τ ίς  ταυ
τόσημες έκφράσεις

Δ2ί  = V2f  = 62f  Μ1 η η+2 η+1

Γενικά μπορούμε νά βρούμε δτι

λΚ  - Δ f  =η vkf n+k
..k,-

= 6 f n**/2

'Από τώρα καί στό έζής, έκτός άπό τήν περίπτωση πού θά τονίζε
ται ίδιαίτερα, τό βήμα της πινακοποιήσεως (δηλαδή ή διαφορά μιάς τ ι
μής τής άνεξάρτητης μεταβλητής άπό τήν έπόμενή της) μιας συναρτήσεως 
θά θεορεϊται σταθερό καί ίσο μέ h>0. Μέ άλλα λόγια θά θεωρείται δτι 
οί τιμές τής ύπόψη συναρτήσεως f(x) δίνονται γ ιά  ίοχαπέχουσες τιμές 
τής άνεζάρτηχης μεταβλητής χ . Έτσι είμαστε σέ θέση νά διατυπώσουμε 
καί νά άποδείξουμε ένα βασικό θεώρημα πού άναφέρεται σ τίς διαφορές.



Θεώρημα

Οί διαφορές m τάξης ένός πολυωνύμου βαθμού m είνα ι σταθερές. 

'Απόδειξη

"Εστω τό πολυώνυμο βαθμού m

f(x) IDα χ ο
. m-1+ α^χ + . +α , χ  +α (α 1 0 ) .m-1 m ο

Σχηματίζουμε τ ίς  διαφορές πρώτης τάξης σέ ένα σποιοδήποτε σημείο χ 
τού πίνακα. 'Επειδή τελικά ο ι τρεις τύποι διάφορων, όπως είδαμε  πριν, 
συμπίπτουν, παίρνουμε γιά  ευκολία πρός τά έμπρός διαφορές. 'Ετσι χρη
σιμοποιώντας καί τό Ανάπτυγμα τού διωνύμου τού Newton λαβαίνουμε δια
δοχικά

Δί(χ)  = f ( x + h ) - f ( x )  = Γα (x+h)m + α . (x+h)m * + . . . +ι- Ο 1
^  >'"· ^.ΙΜ J . .

+ α , (x+h) + α_1 -  (α xm + a .xm  ̂+ . . .  +α . χ + α )  = 
m-1 nr ο 1 m-1 m

= [a (x m + mhxm ^ + . . . ) +  a.  (x m * + ( m - l ) h x m ^  + . . . )  +o l

m+ . . .  +a  ,(x+h) + a *1 -  (a  x + a ,x  m-1 mi o l
m-1 + . . .  +a  , x  +a ) m-1 m

= a  mhxm  ̂+ δροι βαθμού < m-1. o

'Ως τώρα άποδείξαμε δηλαδή δτι ο ι διαφορές πρώτης τάξης ένός πολυωνύ -  
μου βαθμού m πού έχει συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου aQ, όταν τό βή
μα τής πινακσποιήσεως είνα ι h, Αποτελούν πολυώνυμο βαθμού m-Ι  πού έ
χε ι συντελεστή μεγιστοβάθμιου δρου a mh. 'Εφαρμόζοντας τό συμπέρασμα 
στό όποιο μόλις καταλήξαμε μπορούμε νά βρούμε δαδσχικά. Γιά τ ίς  δια
φορές δεύτερης τάξης ν-\\ '0
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A2f(x )  = Δ(Δί(χ)) = A(aomhxm 1 + δροι βάθρου < m-1) =

m_2
= aomh(m-l)hx top o i βάθρου < m-2 .

Γιά τ ίς  διαφορές τρίτης τάξης μέ τόν ίδ ιο  τρόπο

A3f(x )  = aorah(m-l)h(m-2)hxm 3 + όροι βάθρου < m-3 . ·

Καί τέλος έπαγωγικά βρίσκουμε ότι

Amf(x)  = a mh(m-l)h(m-2)h . . .  2hlhxm m = a rajhm . —> -· · '·o Q--■
P*'· I i~j

Δηλαδή σταθερό.

Πόρισμα

Οί. διαφορές m+1 καί άνώτερης τάξης ένός πολυωνύμου βάθρου m ε ί
ναι ίσες μέ μηδέν.

Παράδειγμα
ο

Δίνονται οίτιμές της συναρτήσεως f(x )  =.χ-3- στά σημεία χ = 2.5(0._2)
3.5. Νά βρεθούν ο ί διαφορές τρίτης, τέταρτης καί άνώτερης τάξης καί νά 
γίνει  έπαλήθευση μέ τήν κατασκευή ένός πίνακα διάφορων.

Λύση |

Άφοΰ ή συνάρτηση f(x )  είνα ι πολυώνυμο τρίτου βάθρου, ο ί δια
φορές τρίτης τάξης θά είνα ι σταθερές καί ίσες μέ aom!h3 = 1*3 J( 0 . 2 ) 3 =
= 0.048. Οί διαφορές τέταρτης καί άνώτερης τάξης θά είνα ι ίσες μέ μη

δέν. ‘Ο πίνακας διάφορων γιά  τή συνάρτηση πού δόθηκε καί γιά  τ ίς  άντι
στό ιχες τιμές της βρίσκεται στήν άρχή τής επόμενης σελίδας. Είναι φα- - 
νερό ότι οί τιμές των τρίτων καί τέταρτων διάφορων του πίνακα πού κα- , 
τασκευάστηκε έπαληθεύουν τ ίς  άντίστοιχες τιμές πού βρέθηκαν πριν μέ 
βάση τή θεωρία.



3*4

X f(x) Δ Δ2 Δ3 Δ*1

2.5 15.625 @  
*4058^

2.7 19.683 6*48
*+706 *48

2.9 2*1.389 696 0
5*402 *48

3.1 29.791 7*4*4 0
61*46 *48

3.3 35.937 792
6938

3.5 *42.875

Μ  ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ  ά  τ ω ν  σ έ  π ί ν α κ α

δ 1 α  φ  ο ρ ώ  ν

1. Γ ιε ν ι κ ά •

"Αν υπάρχουν κάποια σφάλματα σέ μία ή περισσότερες άπό τ ίς  τ ι
μές μιας συναρτήσεως, αυτό έχει σάν συνέπεια, κατά τήν κατασκευή τοΟ 
πίνακα διάφορων της συναρτήσεως, τή μετάδοσή τους στις διαφορές άνώ- 
τερης τάξης τοΟ πίνακα αύτοΟ. *0 τρόπος πού γίνεται ή σχετική μετάδο
ση θά μελετηθεί παρακάτω σέ δύο συγκεκριμένες περιπτώσεις.

2.4.2. Σ φ ά λ μ α τ α  π ο ύ  ό φ ε ί λ ο ν τ α ι  σ τ ή ν  

π α ρ ο υ σ ί α  έ ν ό ς  κ α ί  μ ό ν ο  ά π ο μ ο -  

ν ω μ έ ν ο υ  σ φ ά λ μ α τ ο ς  σ έ  μ ί α  ά π ό  

τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς .

Θεωρούμε τ ίς  τιμές μιας συναρτήσεως πινακσποιημένες γιά  διάφο
ρες τιμές του x καί υποθέτουμε ότι σέ μία άπό τ ίς  τιμές αύτές, έστω 
σ' έκείνη πού άντιστοιχει στό xr , ύπάρχει σφάλμα ίσον μέ ε . Τότε ε ί
ναι εύκολο νά δούμε ότι ό πίνακας διαφορών της συναρτήσεως θά έχει 
τήν άκόλουθη μορφή

®  Γιά τ ίς  τιμές των διαφορών στόν πίνακα διαφορών υιοθετείται ή σύμ
βαση σύμφωνα μέ τήν όποια ο ί τιμές αύτές έκφράζσνται σέ Ακέραιες 
μονάδες τής τελευταίας δεκαδικής τάξης πού διατηρείται.
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f(x ) Δ**

n-4 n-4 isV
n-4

xn+4 n+4

Σημειώνουμε στόν παραπάνω πίνακα διάφορων την παρουσία των συντελεστών 
του Αναπτύγματος του διώνυμου τοΰ Newton γεγονός πού μας έπιτρέπει σέ 
ορισμένες περιπτώσεις νά Ανακαλύπτουμε ένα Απομονωμένο σιράλμα σέ μία  
Από τ ίς  τιμές της συναρτήσεως. Τό Απομονωμένο σφάλμα, τότε, θά Αντιστοι
χε ί σ' έκείνη τήν τιμή της συναρτήσεως, πού βρίσκεται στήν ίδια  δριζόν- 
τια  γραμμή μέ τή διαφορά, πού περιέχει τό μέγιστο Απόλυτο σφάλμα, Αν αύ- 
τή είναι μία, ή μεταξύ των διαφορών, πού περιέχουν τό μέγιστο Απόλυτο 
σφάλμα, Αν αύτές είνα ι δύο.

®  "Αν δέν ύπάρχει περίπτωση νά γίνεται σύγχυση είνα ι δυνατό νά παραλεί- 
πεται Από τό συμβολισμό των διαφορών τό σύμβολο της συναρτήσεως. Δη
λαδή Αντί γιά  Δίη μπορούμε νά γράφουμε Δη·
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Παράδειγμα

Νά κατασκευαστεί πίνακας διάφορων γιά  την εύρεση του άπομαναμέ- 
νου σφάλματος πού υπάρχει σέ μία άπό τ ίς  τιμές της συναρτήσεως f ( x ) ,  
πού δίνεται άπό τόν παρακάτω πίνακα τιμών, όταν είνα ι γνωστό ότι αό- 
τή είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού καί έπειτα νά διορθωθεί ή Αντίστοι
χη τιμή της

X -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4

f(x) -28 -9 -2 -1 ·. 1 7 26 63 12«+ 215

Λύση

Σχηματίζουμε τόν πίνακα διαφορών της συναρτήσεως f (χ)

X fix) Δ

-13 -28
19 ·

-12 -9 <
7 :

-11 -2
1 ',

-10 -1
2

-9 g U o
6

-8 7
° 19

-7 . 26
37

-6 63
61

-5 124
91

-Η 215

Δ2 Δ 3 Δ1*

-12
6

-6 1
7

1 -4
3

4 6
9

13 -*♦
5

18 1
6

24 0
6

30

Παρατηρούμε άμέσως ότι στόν παραπάνω πίνακα θά έπρεπε ο ι τέταρτες δ ια -
»

φορές Δ**ί(χ) νά ήταν ίσες μέ μηδέν, άφού ή f (x )  είνα ι πολυώνυμο τρί
του βαθμού καί είνα ι πινακοποιημένη σέ σημεία πού ίσαπέχουν. ‘Επομένως 
οι τέταρτες διαφορές πού δέν είνα ι ίσες μέ μηδέν θά πρέπει νά είνα ι C-
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σες μέ τά γινόμενα του Απομονωμένου σφάλματος ε έπί τούς Αντίστοιχους 
διωνυμικούς συντελεστές (1, -4 , 6, -4 , 1 ). ‘Επομένως,

ε = ϊ =1
— 4̂ Η  6 λ  j t “ 4 λ  ** 1 λ= — = i  ή ε = g = l  ή ε = — = 1 η ε = γ  = 1.

Δηλαδή ε = 1. Στην τιμή λοιπόν f ( -9 )  υπάρχει σφάλμα ίσον μέ 1. "Αρα ή 
Αντίστοιχη διορθωμένη τιμή της συναρτήσεως θά είνα ι f (-9) =1-1 = 0.

2 .4 .3 .  Σ φ ά λ μ α τ α  π ο ύ  ό φ ε ί λ ο ν τ α ι  σ τ ά  σ φ ά λ 
μ α τ α  σ τ ρ ο γ γ υ λ ε ύ σ ε ω ς  τ ω ν  τ ι μ ώ ν  
τ ή ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ς

‘Υποθέτουμε δτι οι τιμές της συναρτήσεως είνα ι πινακοποιημένες 
καί έχουν στρογγυλευτεί σέ k δ.ψ. Αύτό σημαίνει πώς Αν ε^°  ̂ παριστάνει 
τό σφάλμα στρογγυλεύσεως πού Α ντιστοιχεί στήν όποιαδήποτε αληθή τιμή 
της συναρτήσεως f  , μέ Αντίστοιχη προσεγγιστική τιμή £* , θά έχουμε

Π Π

ε ( ο )
η

"Αν τώρα ε ^  είνα ι τό σφάλμα πού Α ντιστοιχεί στήν όποιαδήποτε Αληθή
Π Ν

τιμή της πρώτης διάφορος Af , μέ Αντίστοιχη προσεγγιστική τιμή Δί*,
η η

θά έχουμε

ε(1)= Af* - Δ£ = (f*  - f* ) - ( f  +1 - f  ) = (f*  - f .) -. η η η n + 1  η n + 1  n n+ 1  n + 1

- ( f * - f  ) = ε (ο) - ε(θ) 
η n n + 1  η

‘Επομένως

(1 ), _ , (ο) (ο)
η = εη + 1

- ε
η

. (ο)
'η+ 1

+ ε (ο)
η

2 * i l 0  - k = 1 0 -k

'Επαγωγικά μπορεί, τέλος, νά Αποδειχτεί δτι Αν ε^11̂  είνα ι τό σφάλμα 
πού Αντιστοιχεί στήν όποιαδήποτε Αληθή τιμή τής διαφοράς m τάξης Amf n,
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μέ Αντίστοιχη προσεγγιστική τιμή Amf" , θά έχουμε. __  η

■ ? ’ ■ * ί  - Λ  * « ' "■1C 1 - 4” ' l f n > - U " ' l f n n - ‘ " ' l f n>=

‘Επομένως

On) I .
η

(m-1) (m-1)e , Λ -  ε n+1 n
.(m-1)I | e0n-l)  
'n+1 1 1 n

< 2x2n,' 2x l 0 ' k

2m-1 10~k

Παράδειγμα

Δίνεται ή συνάρτηση f(x )  ξχ3 πινακσποιημένη στά σημεία x = 2.5  
(0.2)3.5 καί στρογγυλεμένη σέ δύο δ.φ. Νά βρεθεί ένα Φράγμα γιά  τό Από
λυτο σφάλμα στις τέταρτες διαφορές της συναρτήσεως πού προέρχεται άπό 
τά σράλματα στρογγυλεύσεως στίς τιμές της. Στή συνέχεια νά γ ίνε ι  ή έπα- 
λήθευση μέ τήν κατασκευή του πίνακα διάφορων της ύπόφη συναρτήσεως.

Δύση

Οά σφάλματα στρογγυλεύσεως πού υπάρχουν στίς πινακοποιημένες τ ι
μές της συναρτήσεως θά ικανοποιούν τή σχέση |ε^°^| 4  ^ 10 2· 'Ειρμένως 
γιά  τά σφάλματα στίς τέταρτες διαφορές της συναρτήσεως θά ίσχύει

| ε ( 4 ) | < 2  ι η 1 = 4 - 1  ί ο - 2  = 0 . 0 8

Συνεπώς ένα άπόλυτο φράγμα γιά  τά σράλματα αότά είνα ι δ άριθμώς 0.08. 
Ά ν πάρουμε τώρα τ ίς  τιμές της συναρτήσεως f (x )  = x3 στά σημεία χ = 2.5 
(0.2) 3.5 , στρογγυλέψουμε αυτές σέ δύο δ.φ. καί κατασκευάσουμε άπό τ ίς  
τιμές αύτές τόν πίνακα διαφορών τής συναρτήσεως, τότε αυτός θά είνα ι 6 
πίνακας πού βρίσκεται στήν άρχή τής έπόμενης σελίδας.

«
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X f ( x ) w x 3 Δ Δ2 Δ3 Δ“

2.5 15.62
406

2.7 19.68
471

65
4

2.9 24.39
540

69
6

2

3.1 29.79
615

75
4

-2

3.3 35.94
694

79

3.5 42.88

‘Η συνάρτηση f (χ) είνα ι πολυώνυμο τρίτου βαθμού έπομένως θά έπρεπε ot 
τρίτες διαφορές A3f n νά ήταν σταθερές καί ο ί τέταρτες Δ4^  ίσες μέ 
μηδέν. 'Επειδή όμως υπάρχουν τά σφάλματα στρογγυλεύσεως στίς τιμές της 
σαναρτήσεως ο ί τέταρτες διαφορές θά είνα ι ίσες μέ

= η -  4 - fη η η η

Δηλαδή ο ί τέταρτες διαφορές· άποτελοϋν σφάλματα καί ιαόνο πού προέρχονται 
άπό τά σφάλματα στρογγυλεύσεως στίς τιμές της συναρτήσεως. ‘Επομένως θά 
πρέπει αυτά νά φράζονται άπόλυτα άπό τόν άριθμό 0.08. Πραγματικά ισχύει

10 . 0 2 1 , |-0 . 0 2 1 <. 0 . 0 8  .

2.5 .  Γ ρ α μ μ ι κ ο ί  Τ ε λ ε σ τ έ ς  Δ ι α φ ο ρ ώ ν

2.5 .1 .  Γ ε ν  ι κ ά

Στήν παράγραφο 2 .2 .χρησιμοποιήσαμε τά σύμβολα Δ,ν καί δ γιά  νά 
συμβολίσουμε άντίστοιχα τ ίς  πρός τά έμπρός, τ ίς  πρός τά πίσω καί τ ίς  
κεντρικές διαφορές. Σύμβολα τοΰ τύπου αύτοΰ στά Μαθηματικά καλούνται τε
λεστές. Στήν παρούσα περίπτωση θά τά καλέσουμε τελεστές διαφορών. Οί τε
λεστές διαφορών καλούνται είδικά, γραμμικοί τελεστές διαφορών γιατί ικα
νοποιούν τή σχέση
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T(af(χ) + Bg(x)) = a T f(x )  + β T g(x)

όπου T είναι ένας δποιοσδήποτε άπό τούς τρεις τελεστές διαγορών, α καί 
β είναι σταθερές καί f(x) καί g(x) συναρτήσεις τού χ. *Κ ισχύς τής 

σχέσεως (2.1) γιά τούς τρεις τελεστές διάφορων είναι εύκολο ν ά  Αποδει

χτεί. Π.χ. γιά τόν τελεστή Δ έχουμε

A(af(x) + f3g(x)) = (af(x+h) + 8g(x+h)) - (af(x) + 8g(x)) =

= a(f(x+h) -  f (x ) )  + g(g(x+h) -  g(x)) = aAf(x) + $Ag(x) .

Στό σημείο αύτό θεωρούμε σκόπιμο νά εισαγάγουμε δύο νέους γραμμικούς 

τελεστές τούς όποιους θά χρησιμοποιήσουμε πάρα πολύ στά έπόμενα Κεφά

λαια. ‘0  πρώτος άπό αυτούς καλείται τελεστής μετατοτιίσεως, συμβολίζε

ται μέ Ε, καί όρίζεται άπό τή σχέση

Ef(x) = f(x+h) .

‘0  δεύτερος είναι δ γνωστός άπό τήν ’Ανάλυση τελεστής παραγωγίσεως ή 

τελεστής της παραγωγού, πού συμβολίζεται μέ D καί όρίζεται άπό τή σχέ

ση

■*(*> = Ο ψ - .

Είναι εύκολο ν ά  Αποδειχτεί δτι οΐ δύο νέοι τελεστές Ε καί D είναι γραμ

μικοί τελεστές.

Στή συνέχεια θεωρούμε Απαραίτητο ν ά  δώσουμε μερικούς βασικούς δ- 

ρισμούς πού Αφορούν τούς τελεστές καί αύτό γιατί 6  Αντίστοιχος λογισμός 

των τελεστών θ ά  χρησιμοποιηθεί πάρα πολύ Αργότερα, στήν παραπέρα Α ν ά 

πτυξη τής θεωρίας τής Α.Α. καί ίδιαίτερα στήν παραγωγή τύπων.

2.5.2. Β α σ ι κ ο ί  ό ρ ι σ μ ο ί  γ ι ά  τ ο ύ ς  τ ε λ ε 

σ τ έ ς

0ί όρισμοί πού δίνονται παρακάτω άναφέρσνται στήν όποιαδήποτε



συνάρτηση καί στό δποιοδήποτε σημείο- (σιωπηρά υποτίθεται τοΰ πεδίου 6 -  
ρισμοϋ ) χ αύτης.

α) Δύο τελεστές καί Τ θ ά  λέμε δτι είνα ι ίσοι καί θά γράφου- 
με Τι=Τ2 , δταν γιά  κάθε συνάρτηση f ( x )  καί σέ κάθε σημείο χ  αύτης ι 
σχύει ή σχέση T^fCx) = T2f (x ) .

β) *0 τελεστής Τ θά λέμε ότι είνα ι τό άθρο ισμα (ή ή διαφορά) δύο 
άλλων τελεστών Τ καί Τ0 καί θά γράφουμε Τ = +Τ2 (θ _Τ2 ^ ° ταν
γιά κάθε συνάρτηση f(x)  καί σέ κάθε σημείο χ αύτης ίσχύει ή σχέση 
T f ( x )  = T j f i x )  + T 2f ( x )  ( ή  T j f i x )  - T 2 f ( x ) ) .

γ) *0 τελεστής Τ θά λέμε δτι είνα ι τό γινόμενο των τελεστών 
καί Τ2 στή σειρά αύτή καί θά γράφουμε Τ = Τ̂ Τ2 δταν γιά  κάθε συνάρίθ- 
ση f (χ) καί σέ κάθε σημείο χ αύτης ισχύει ή σχέση Tf(x) = T ^ d ^ fix )) .

δ) ‘0 τελεοτής I θά λέμε δτι είνα ι δ μοναδιαίος ή δ ταυτοτικός 
τελεστής δταν γιά  κάθε συνάρτηση f ( x )  καί σέ κάθε σημείο χ  αύτης ι 
σχύει ή σχέση I f ( x )  = f ( x ) .  "Οταν δέν υπάρχει περίπτωση συγχυσεως ό 
τελεστής I θά μπορεί νά συμβολίζεται καί μέ τόν άριθμό 1.

ε) Τέλος ό τελεστής Τ θά λέμε δ τι είναι δεζιός άντίστροφος του 
τελεστή Τ δταν ίσχύει ή σχέση ΤΤ = 1, Συνήθως δ δεζιός άντίστροφος 
θά συμβολίζεται μέ Τ- 1 . "Αν τώρα συμβαίνει δ δεζιός άντίστροφος, Τ"1, 
του Τ νά είναι συγχρόνως καί άριστερός αντίστροφος του Τ δηλαδή άν ά- 
κόμη ίσχύει καί ή σχέση τ-1Τ = 1 τότε θά λέμε απλά δτι δ Τ-1 είνα ι άν
τίστροφος του Τ. Στήν περίπτωση αύτή ίσχύει ή άντιμεταθετική ίδιότητα 
μεταζύ τών Τ καί Τ-1 δηλαδή ίσχύει ή σχέση τ -1Τ =ΤΤ-1 =1.

Είναι δυνατό νά άποδειχτεί δτι άπό τούς πέντε γραμμικούς τελε
στές Δ, V, δ, Ε καί D μόνον δ Ε έχει άντίστροφο. Οί άλλοι τέσσερις έ
χουν μόνο δεζιό άντίστροφο. Γ ι’ αύτόν τό δεζιό  άντίστροφο, μπορεί νά 
άποδειχτεί δτι ίσχύει άκόμη ή σχέση

T_1 Tf(x) = f  (χ) +C

όπου Τ δ οποιοσδήποτε άπό τούς τέσσερις τελεστές Δ, 7, δ καί D, Τ-1 δ

δεζιός άντίστροφός του, f(x) δποιαδήποτε συνάρτηση, χ τυχόν σημείο αύ-



-  Μ-2

της καί C αυθαίρετη σταθερά.
Είναι Ακόμη δυνατό νά Αποδειχτεί ότι δύο σποιοιδήποτε Από τούς 

πέντε τελεστές αντιμετατίθενται στην πράξη τοϋ πολλαπλασιασμοΟ. Π.χ. 
γιάνά Αποδείξουμε ότι ο ί τελεστές Δ καί Ε αντιμετατίθενται στήν πρά
ξη τοϋ πολλαπλασιασμού, δηλαδή γιά  νά Αποδείξουμε ότι ΔΕ = ΕΔ, Αρκεί 
νά αποδείξουμε δτι τά γινόμενα των τελεστών ΔΕ καί ΕΔ όταν έφαρμοστοϋν 
στήν όποιαδήποτε συνάρτηση f (χ) καί στό τυχόν σημείο χ αύτης δίνουν 
τά ίδια  Αποτελέσματα. Πραγματικά έχουμε έ(ραρμόζοντας τούς όρισμούς 
στήν αρχή της παραγράφου

AEf(x) = Δ(Εί(χ)) = Af(x+h) = f(x+2h) - f(x+h) 

καί

EAf(x) = Ε(Δί(χ)) = E(f(x+h) - f (x ) )  = f(x+2h) -  f(x+h)

<Spa

ΔΕ = ΕΔ.

Τέλος είνα ι δυνατό νά άποδειχτεϊ ότι οί πέντε τελεστές Δ, 7 , δ, 
Ε καί D ύπακούουν σχεδόν σ' όλους τούς νόμους της "Αλγεβρας, μέ μόνη 
έξαίρεση τήν ίδιότητα τοϋ Αντιστρόφου γιΑ τούς Δ, 7, δ καί D καί ό ,τ ι  
προκύπτει Από αύτήν. ‘Επομένως μπορούμε σχεδόν πάντοτε νά κάνουμε πρά
ξεις  μεταξύ τους μέ τόν ίδιο  τρόπο πού κάνουμε πράξεις μεταξύ πραγμα
τικών Αριθμών. ‘0 Αντίστοιχος λογισμός καλείται λογισμός τών τελεστών 
καί ο ί Αντίστοιχες χρησιμοποιούμενες μέθοδοι καλούνται συμβολικές μέ
θοδοι.

Παράδειγμα

Χρησιμοποιώντας τό λογισμό τών τελεστών νά έκφραστοϋν ο ί τ έσ 
σερις τελεστές Δ, 7 , δ καί D σάν συναρτήσεις τοϋ τελεστή Ε.

Λύση

Γιά τόν τελεστή Δ έχουμε

Δί(χ) = f ( x + h ) - f ( x )  = Ef(x) -  f (x )  = (E - l ) f (x )
7.

j -n
7 !-



Γιά τόν τελεστή V έχουμε

V f ( x )  = f ( x ) - f ( x - h )  = f ( x ) - E _ 1 f ( x )  = ( 1 - E _ 1 ) f ( x )

ό ρ α  V = 1 - E " 1 .

Γιά τόν τελεστή δ έχουμε

6 f ( x )  = f ( x + ^ )  - f ( x - - | )  = E 1/2f ( x )  - E l / 2 f ( x )  = (E1//2- E 1/2) f ( x )  

<5pa 5 = E 1/z - E ^2 .

Γιά νά βρούμε τώρα τόν τελεστή D σάν συνάρτηση του τελεστή Ε έργα- 
ζόμαστε κάπως άντίστροφα. Βρίσκουμε δηλαδή τόν τελεστή Ε σάν συνάρτηση 
τοϋ τελεστή D πού όπως θά δούμε προκύπτει ευκολότερα. 'Από τόνδρισμότοϋ  
τελεστή Ε έχουμε ότι

E f ( x )  = f ( x + h )  ( 2 . 2 )

"Αν τώρα υποθέσουμε ότι ή συνάρτηση f(x+h) άναπτύσσεται σέ συγκλίνουσα 
σειρά Taylor γύρω άπό τό σημείο χ παίρνουμε

f<Krt)  = f ( x )   ̂h i  d f f o o  + ,  ·
ll dx 2!

. = f ( x )  + -  D f ( x )  + ^ 4  D2f ( x )  + . . .  = ( 2 . 3 )
11 21

= [1 + M 4 M 2 + . . . ]  f ( x )  = e h D f ( x )  .
L l! 2l J

'Από τ ίς  σχέσεις (2.2) καί (2 .3) συμπεραίνουμε ότι Ε = e καί άπό αύτή
λαβαίνουμε εύκολα D = — l o g  Ε .

h

2.5.3. Σ χ έ σ ε ι ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ώ ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  

“Οπως έργαστήκαμε στό παράδειγμα της προηγούμενης παραγράφου γιά
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ουμε τούς τελεστές Δ, V, δ καί D σάν συναρτήσεις τοΟ τελεστή 
υ ψ vavww/ 1 α  μπορούμε νά έργαστοϋμε καί νά έκψράαουμε δποιοδήποτε άπό 
τούς πέντε τελεστές σάν συνάρτηση όποιουδήποτε άλλου. Οί άντίστοιχες 
έκφράσεις πού μπορούν νά πρσκύψουν δίνονται στόν παρακάτω πίνακα

Δ . V δ Ε D

Δ % ( I - ? ) " 1 - 1 | δ2 + δ / 1 + δ£ Ε -1 hD . e - 1

V 1 -  (1+Δ)"1 - | δ 2 + δ / ΐ  + |^ 1 - Ε - 1,^ ,  -hD 1 -  e

δ Δ(1+Δ)_1/̂ 7(1 - 7 )1/2 • - Ε ^ 2sinh(·^

Ε Δ + 1 (1 - 7 Γ 1 ι φ 2+δΛ +|2 hDe

D i l o g U +Δ) - i l o g ( l  -  7) £sinh- 1 1  . h 2i

1  '

h logE
♦

Παρατήρηση: Γιά νά Αποδείξουμε μία ίσότητα μεταξύ δύο τελεστών, δ άπλού- 
στερος ίσως άπό τούς πολλούς τρόπους έργασίας, είνα ι νά έκιρράζουμε τάδύο 
μέλη της ίσότητας σάν συναρτήσεις τού τελεστή Ε καί νά Αποδείχνουμε δτι 
οί δύο έκφράσεις συμπίπτουν.

Παράδειγμα

Νά Αποδειχτεί δτι .

Δ -  7 = Δν .

Λύση

'Επειδή Δ = Ε-1 καί 7 = 1-Ε-1 έχουμε

Δ -  7 = Ε - 1 - ( 1 - Ε - 1 ) = Ε - 2 + Ε -1

.-1

άρα

Δ7 = (Ε-1)(1-Ε ‘ ) = Ε - 1 - 1 + Ε " 1 = Ε -2 + Ε " 1

Δ - V = Δ7.
;Ι·'?
Λ
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2.5 .4 .  *Η ι σ χ ύ ς  τ ω ν  σ υ μ β ο λ ι κ ώ ν  μ ε θ ό 
δ ω ν

'Επειδή στά επόμενα Κεφάλαια θά γ ίνε ι  μεγάλη χρήση των συμβολι
κών μεθόδων γιά  τήν παραγωγή τύπων, πού θά περιέχουν διαφορές, θεω
ρούμε σκόπιμο νά τονίσουμε έδω ορισμένα σημεία πού αφορούν τήν ισχύ 
των συμβολικών αυτών μεθόδων.

α) “Οταν χρησιμοποιούμε έκφράσεις της μορφής l o g d +Δ) ή (1-7)"1 
ή sinh- 1 -| κλπ , δέν έννοούμε φυσικά τόν λογάριθμο τού τελεστή 1+Δ ή 
τόν Αντίστροφο τού τελεστή 1-7 ή τήν άντίστροφη συνάρτηση του υπερβο
λικού ημιτόνου τού τελεστή |· κλπ άντίστοιχα, άφοΰ αύτά δέν έχουν κα
μιά έννοια. Εννοούμε όμως τ ίς  σειρές τού τελεστή πού συνδέονται άπό 
τήν 'Ανάλυση μέ τ ίς  Αντίστοιχες συναρτήσεις. Π.χ. όταν γράφουμε καί
χρησιμοποιούμε τό συμβολισμό logCl+Δ) έννοούμε άπλούστατα τή σειρά Δ- 

Δ2 Δ3
" 2 + 1  " * "  '

β) Μία σειρά ενός γραμμικού τελεστή έπιτρέπεται νά χρησιμοποι
είται άρκεϊ νά έξασφαλίζονται ο ι έξης δύο προϋποθέσεις ί) ή σειρά νά 
έφαρμόζεται σέ πολυώνυμο καί i i )  ή σειρά νά έχει διαταχτεί κατά τ ίς  Α
νιούσες δυνάμεις τού τελεστή, ό όποιος όταν έφαρμόζεται σέ πολυώνυμο 
πρέπει νά έλαττώνει τό βαθμό του. Σέ μιά τέτοια περίπτωση πού ο ΐ δύο 
προηγούμενες προϋποθέσεις έξασφαλίζονται, τό Αθροισμα των Απειρων όρων 
τής σειράς είναι στήν ούσία Αθροισμα πεπερασμένου πλήθους όρων. Αύτό 
όμως γιατί οι δυνάμεις τού τελεστή τάξης η+1 καί Ανώτερης όταν έφαρμό- 
ζονται σέ πολυώνυμο βαθμού η θά δίνουν έξαγόμενα ίσα μέ μηδέν. Είναι 
φανερό λοιπόν ότι ο ί τελεστές Δ, V, δ καί D ικανοποιούν τήν παραπάνω 
προϋπόθεση ( i i )  ένω ό τελεστής Ε όχ ι .  Έτσι ο ΐ έκφράσεις io g ( ΐ+ Δ ) , ( ΐ -ν ) ί  
sinh-1 ^  πού δόθηκαν στήν παράγραφο (α) έπι τρέπεται νά χρησιμοποιούν
ται μέ τήν έννοια πού έπεξηγήθηκε, ένω ή έκφραση log(2+A) = log(l+E) = Ε- 

~2 * · ·· δ χ ΐ ·
γ) Στήν πράξη βέβαια ή συνάρτηση f(x)  στήν όποια έφαρμόζεται ή 

σειρά ένός Από τούς πέντε γραμμικούς τελεστές, γιά  τούς όποιους μ ιλά
με, δέν είνα ι συνήθως πολυώνυμο. Τό γεγονός αύτό δέν έπηρεάζει ούσιω- 
δως τήν κατάσταση για τί σύμφωνα μέ τό θεώρημα τής πολυωνυμικής προσεγ-
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γίσεως τοΟ W eierstrass, πού διατυπώνεται ώς έξης: ""Οταν δοθεί μιά συν
άρτηση f(x) ορισμένη καί συνεχής στό διάστημα [a,b] , τότε γιά  κάθε αυθ
αίρετο ε>0 υπάρχει πολυώνυμο ρ(κ) τέτοιο ώστε |.f(x) -p(x>! <ε γιά  όλα 
τά χ e [a,b]" , είνα ι δυνατό ή δποιαδήποτε συνάρτηση f (x ) ,  όρισμένη καί 
ουνεχής σέ διάστημα [a,b] νά θεωρείται στό διάστημα αύτό, μέ μεγάληπρο
σέγγιση, σάν πολυώνυμο κατάλληλου βαθμού.

δ) "Οταν χρησιμοποιούμε τή σειράι ένός τελεστή διαφορών, πού έφαρ- 
μόζεται σέ μιά συνάρτηση f (x ) ,  θά. πρέπει νά έχουμε ύπάΐΛΐ μας ότι ο ι δια
φορές της συναρτήσεως Ανώτερης τάξης κυριαρχούνται άπό σφάλματα πού π«ο- 
έρχονται, όπως έχουμε δει ,  άπό τή μετάδοση των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως, 
καί άλλων πιθανόν, πού ύπαρχουν στις τιμές αυτής. Έτσι ένώ προσπαθούμε 
νά πετύχουμε μεγαλύτερη Ακρίβεια χρησιμοποιώντας δοο τό δυνατό περισσό
τερους όρους άπό τό Ανάπτυγμα τής σειράς τού τελεστή πού έφαρμόζεται 
στήν f (χ ) , ή χρησιμοποίηση Ακριβώς περισσότερων όρων, δηλαδή διαγορών 
Ανώτερης τάξης, κάνει τήν Ακρίβεια πού έπιζητούμε μικρότερη. Γι* αύτό 
στήν πράξη τή σειρά ένός τελεστή Αντικαταστούμε πάντοτε μέ ένα μερικό 
άθροισμά της καί όσες φορές είνα ι δυνατό προσπαθούμε νά δίνουμε συγχρό
νως μία έκφραση γιά  τό Αντίστοιχα σφάλμα Αποκοπής.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Δίνεται ή συνάρτηση f(x) =2χ“*-1. Νά κατασκευαστεί πίνακας διαφορών 
γιά  τ ίς  τιμές τού χ:χ^ = xQ+ih μέ xq = 0,h = l  καί i  =-1(1)4 .  Μέ τή βοήθεια 
τού πίνακα νά βρεθούν ο'ι τιμές γιά. τ ίς  έκφράσεις 6f 3̂ » V2f 3 , A3f j .  (*Απ. 
30, 1 0 0 , 120)

Νά δειχτεί ότι Δ3(αχ ) = (oh - ΐ ) 3αχ , όπου h τό βήμα τής πινακοποιήσε- 
ως καί α σταθερά.

“Αν είνα ι γνωστό ότι τό βήμα πινακσποιήσαος h γιά  τή συνάρτηση χ 3 

είναι ίσον μέ Ι ,νά Απλοποιηθεί ή έκφραση 7Δ2χ 3. (*Απ. 6)

Νά βρεθούν (χωρίς σχηματισμό πινάκων διαφορών) ο ί τρίτες πεπερασμέ
νες διαφορές τού πολυωνύμου 4χ3-3χ2+2χ-ΐ, όταν ώς σημεία πινακοποι —
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ήσεως λαβαίνσνται τά α) χ = 2ί καί 3) χ = 3 ί, σπου ό i  παίρνει όλες τ ίς  
ακέραιες τιμές. ('Arc. 192 , 648)

Δίνεται ή συνάρτηση f(x)  Ξχ3, πινακοποιημένη στά σημεία >c_. = i | i= 
-3(1)5. "Αν στη τιμή = f ( x 1) είσχωρήσει ένα άπομσνωμένο σφάλμα ε = 
-0 .2 ,  νά βρεθούν τά σφάλματα,πού θά εισχωρήσουν στις τιμές Δ ί  , V2f . . 
('Art. -0 .2 ,  -0 .2)

”Αν οι παρακάτω τιμές άποτελοΰν τ ίς  τιμές ενός πολυωνύιαου δεύτε
ρου βαθμού σέ σημεία, πού ίσαπέχουν, νά βρεθεί τό Απομονωμένο σφάλμα, 
πού υπάρχει σέ μιά άπ' αύτές καί νά διορθωθεί ή τιμή αύτή

X X0 χι Χ2 Χ3 Χ4 Χ5 Χ6 Χ7
f(x) 12 10 24 24 40 62 90 124

('Απ. 10, f (x 2) =14)

Στις τιμές f Q καί τού πίνακα τιμών μιας συναρτήσεως f  υπάρχουν 
σφάλματα ε = ε = 0.001 Αντίστοιχα. Νά βρεθεί τό σφάλμα,πού θά υπάρχειΟ 1
στήν τιμή A2f του πίνακα διάφορων της ύπόψη συναρτήσεως. ('Απ. -0.001)Ο

'Αφού δειχτούν οι σχέσεις Δ = VE = δ Ε ^ , ν ά  δειχτεί σ τή  συνέχεια πώς 
είναι δυνατό νά προκόψει Από αύτές δτι Δ̂ Ε = V^f. = δ Ε k .

n n+k n+^·
1

Νά Αναπτυχτεί μέ δποιοδήποτε τρόπο τό πηλίκο 1_2y+3v2 Tl's
Ανιούσες δυνάμεις τοΰ τελεστή V, βρίσκοντας συγχρόνως τούς τέσσερις 
πρώτους συντελεστές α , α ., α„ καί α. τού Αναπτύγματος α +α V + α ν2 +Ο 1 λ Ο Ο J. £.
+ < + . ('Απ. 1, 2, 1, -4)•  ·  Φ



3. Π Α Ρ Ε Μ Β Ο Λ Η

3.1. Γ ε ν ι κ ά

*Η παρεμβολή είνα ι ένα άπό τά σπουδαιότερα θέματα τής Α.Α., για
τί Αποτελεί τή βάση τής πολυωνυμικής προσεγγίσεως, δηλαδή τήςπροσεγγί- 
σεως μιδς συναρτήσεως άπό ένα πολυώνυμο. Τό πρόβλημα τής παρεμβολής μπο
ρεί νά διατυπωθεί σύντομα ως έξης. Δίνονται πινακοποιημένες ο ι τιμές 
μιας συναρτήσεως f(x )  γιά κάποιες τιμές τής Ανεξάρτητης μεταβλητής χ 
καί ζητείται νά βρεθεί ή τιμή τής συναρτήσεως γιά  κάποια τιμή χ πούδέν 
υπάρχει στόν πίνακα. Είναι φανερό ότι κάθε πραγματική τιμή μπορεί νά  
θεωρηθεί ότι είνα ι ή ζητούμενη τιμή τής συναρτήσεως στό σημείο χ . Γιά 
μιά μεγάλη όμως κλάση συναρτήσεων, γιά  τ ίς  όποιες υποθέτουμε μία ομαλή 
συμπεριφορά γύρω άπό τό σημείο χ , είνα ι δυ\>ατό νά προσδιορίσουμε μέ με
γάλη προσέγγιση τήν τιμή τής συναρτήσεως στό ύπόψη σημείο. Γιά τό λόγο 
αύτό ή παρεμβολή θεωρείται άπό πολλούς ότι είνα ι ή τέχνη του νά μπορεί 
νά διαβάζει κανείς μεταξύ των γραμμών ένός πίνακα.

3.2. Τ ύ π ο ι  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  π ο ύ  χ ρ η σ ι μ ο π ο ι 

ο ύ ν  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ε ς  δ ι α φ ο ρ έ ς

3.2.1. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ω ν  π ρ ό ς  τ ά  έ-

μ π ρ ό ς  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ώ ν  N e w t o n  - G r e 

g o r y

"Εστω ότι x είνα ι ή τιμή τής Ανεξάρτητης μεταβλητής γιά  τήν ό - 
ποία ζητούμε τήν Αντίστοιχη τιμή τής συναρτήσεως f ( x ) .  Καλούμε μέ xq 
μία άπό τ ίς  πινακοποιημένες τιμές τής Ανεξάρτητης μεταβλητής, συνήθως 
τήν Αμέσως μικρότερη τιμή άπό τή χ , πού περιέχεται στόν πίνακα καί μέ 
Θ τό λόγο

✓  χ -  X 
/ ο (3.1)



Είναι φανερό ότι στήν περίπτωση, πού τό xq ε ίνα ι ή άμέαως μικρότερη τ ι
μή του χ στόν πίνακα θά έχουμε 0 < Θ <Λ. Χρησιμοτκοιώντας τη σχέση (3.1) 
καί τούς τελεστές του προηγούμενου Κεφαλαίου μπορούμε νά λάβουμε διαδο
χικά

f ( x )  = f ( χ  + 0 h ) = E 6 f ( x  ) = ( 1 + Δ ) θ ί
Ο 0 0

f ( x )  =

Uj

f  + [ °ο 1

και

Af  + o

f  \
ο

Δ2ί  + . . .  .o (3 .2)

*0 παραπάνω τύπος γράφεται συνήθως ώς

f  ( χ ) = f  + ί®1ώί + 
ο [ l j  0 2 r 2 f o + - - '  + λ

(n.
Δ f o +Rn+l (x) (3.3)

' w

όπου ό όρος κη+1(χ ) καλείται διόρθωση καί θά βρεθεί άργότερα άναλυτικά, 
ή ακόμη καί ώς

f ( x ) S i f  + Γ°] Δ ί  + Δ2 ί  + . . .  +
f \ 
0

0 1 0 [2J ο ηΚι /

Δη ί ( (3 .4)

‘Ο τύπος (3.2) ή ό (3.3) ή ό (3.4) είνα ι ό γνωστός σάν τύπος των πρός 
τά έμπρός διάφορων των Newton -  Gregory.
Παρατηρήσεις:

i)  Τό άθροισμα του δεύτερου μέλους τού τύπου (3.2) άποτελειται
άπό ένα πεπερασμένο πλήθος όρων όταν ή f(x) είνα ι πολυώνυμο. Συγκεκρι
μένα, άπό τόν (3.3) έχουμε ότι κη+1(χ ) = ° πολυώνυι.ιο η βαθμού

i i )  *Η παρούσα παρεμβολή, γιά  0 < 0 < 1, έφαρμόζεται καλύτερα στήν 
άρχή ένός πίνακα, γιατί τότε είνα ι δυνατό νά χρησιμοποιηθούν περισσό
τεροι όροι στό δεύτερο μέλος τού τύπου (3 .2) .  Αύτό σημαίνει ότι μπορεί 
νά χρησιμοποιηθούν περισσότερες τιμές τής συναρτήσεως f(x)  καί έπομέ- 
νως περισσότερες πληροφορίες γιά  τή συμπεριφορά της

i i i )  ‘Η παρούσα παρεμβολή μπορεί νά χρησιμοποιηθεί καί γ ιά  τ ι
μές τού 0 < 0 ή 0 > 1. Στις περιπτώσεις όμως αύτές ο ΐ άλλοι τύποι πα



ρεμβολής δίνουν καλύτερα άποτελέσματα .

Παράδειγμα 1

Χρησιμοποιώ/εος δλες τ ίς  πληροφορίες πού δίνονται στύν παρακάτω 
πίνακα τιμών

X 0 1 2 3

f(x). 1 2 9 28

νά βρεθεί ή τιμή f (1 .5 )  μέ προσέγγιση τριών δ.ψ.

Λύση

Στήν άρχή κατασκευάζουμε τόν πίνακα διαφορών της συναρτήσεως πού
δόθηκε

Δ Δ̂  Δ̂χ

0

1

2

3

f(x )

1

2

9

28

1

7

19

6

12

£ V ·*’·

ί-ί
■ . γ

Γιά νά χρησιμοποιήσουμε δλες τίς πληροφορίες τοΟ πίνακα καλούμε μέ χ ( 

τήν πρώτη τιμή της άνεδάρτητης μεταβλητής. Έ τ σ ι  έχουμε xQ = 0 καί Θ=

Χ -  X 1 C Λ
— — ° = 1 ·a ~ -4 = 1 .5 . *0 τύπος πού θά χρησιμοποιηθεί είναι δ  άκόλουθος η ι

f(x)  SS f Q + [J)4f. * 0 1V [ 5 ) 4 ,f.

Γ· ν - ·  .<#><···/ · ·. rJ*Srδπότε άντικαθιστώντας βρίσκουμε

f ( l . S )  »  1 + (l j 5J * l » ( V ) * 6 ♦ (135) χ6 °

. 1 . l-Stl.5 - 1) ^  f 1 . 5 U . S  -1)(1·5 7?). , ^  _
1 2 -&}■ ■ β

= 1 + 1.5 + 2.25 - 0,375 = «1.375 .

&

■« . r ν> -·■ >'·Γγ̂'?γ*:
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Παράδειγμα 2

Δίνεται ό παρακάτω πίνακας τιμών της συναρτήσεως f(x )

X 1 2 3 4

f  (χ) 3 6 13 24

Χρησιμοποιώντας τόν τύπο παρεμβολής των πρός τά έμπρός διαφορών των 
Newton -  Gregory νά βρεθεί ή f(x)  με την προϋπόθεση δτι αυτή είνα ι 
πολυώνυμο δεύτερου βαθμού.

Λύση

Κατασκευάζουμε τόν πίνακα διαφορών τής συναρτήσεως μέχρι τή 
στήλη τών δεύτερων διαφορών (οί τρίτες διαφορές θά είνα ι μηδέν).

X f(x) Δ Δ2

ΐ] 3
3

2 6 4
7

3 13 4
11

4 24

Χρησιμοποιώντας τώρα τόν τύπο τών πρός τά έμπρός διαφορών τών Newton 
-  Gregory μέ χ έστω ίσο μέ 1, όπότε Θ = = — γ ·1 = χ -1»  θά έχουμε0 Π 1

= 3 + 3χ - 3 + 2χ2 -  6χ + 4 = 2χ2 -  3χ + 4 .

3 .2 .2 .  Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ώ ν  π ρ ό ς  τ ά  π ί 
σ ω  δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ώ ν  N e w t o n - G r e g o r y

Τό πρόβλημα παραμένει τό ίδ ιο  όπως διατυπώθηκε στήν προηγούμενη



παράγραφο. Σ' αύτή δμως τήν περίπτωση άρχίζουμε καλωντας μέ x , συνή-U
δως, τήν άμέσως μεγαλύτερη τής χ τιμή στόν πίνακα. Έ τσι έχριζε δτι

χ - χ
θ = —----- μέ 0 < θ < 1

h

)Σρησιμοπο ιώντας τούς κατάλληλους τελεστές μπορούμε ν ά  πάρουμε διαδο

χικά

*0 τύπος πού βρέθηκε καί πού είναι δ τύπος παρεμβολής των πρός τ ά  πί

σ ω  διάφορων των Newton - Gregory μπορεί νά γραφτεί καί ώ ς

Παρατηρήσεις:

Μπορούν νά γίνουν άκριβώς οί ίδιες παρατηρήσεις δπως στήν περί

πτωση τού τύπου πού χρησιμοποιεί τίς πρός τά έμπρός διαφορές. *Η μόνη 

διαφορά είναι δτι ή παρούσα παρεμβολή έφαρμόζεται καλύτερα στό τέλος έ- 

νός πίνακα.

3.2.3. Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ δ ν  κ ε ν τ ρ ι κ ώ ν  
δ ι α φ ο ρ ώ ν  τ ο ύ  B e s s e l .

"Ό τύπος παρεμβολής τού Bessel χρησιμοποιεί κεντρικές διαφορές

f = (1-7)ef Ο ο

f  (χ)  = f ο v2fΟ +

ή άκόμη ώς

f(x) fο V2fο + (-l)n Vn fΟ
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καί είνα ι της παρακάτω γενικής μορφής

f ( x )  = Bo ( f o t f 1 ) t B j6 f i 4 + B2 ( 6 2 f o + 6 2 f 1 ) + B36 3 f y 2 t . . .

λ  . .δτχου xq ε ίναι ,  συνήθως ,\ή  άμέσως μικρότερη της χ τιμή στόν πίνακα διά
φορων καί Β. | i  = 0,1,2 . . X συντελεστές πού πρέπει νά προσδιοριστούν. Μέ 
μέθοδο ή όποια είναι πέρα άήό τό σκοπό της παρούσας "^2ίσαγωγής στην 'Α
ριθμητική Ανάλυση" είναι δυνατό νά βρεθούν Αναλυτικές έκφράσεις πού νά 
δίνουν όλους τούς συντελεστές Β .̂ Έδω θά περιορίζουμ ε στήν εύρεση των 
τεσαάρων πρώτων άπό τούς συντελεστές Ακολουθώντας μέθοδο απλή. Γιά τό 
σκοπό αύτό λαβαίνουμε τό δεύτερο μέλος τού τύπ^υ τού B essel καί προσπα
θούμε έκτελώντας απλούς μετασχηματισμούς νά^βρούμε μία έκφραση πού νά  
περιέχει τ ίς  διαδοχικές δυνάμεις τού τελεστή Δ έφαρμοζόμενες στήν τιμή 
f Ετσι μπορούμε νά πάρουμε διαδοχικά /

/

f(x )  =Β ( f  + f . ) + B . ( f , - f  ) /+B0(62f  +62f 1) +B.(62f 1-62f  ) + . . . =  0 0 1  1 1 0 / 2 o 1 o 1 o

= < V Bl,f0 + <V V fl t ( B 2'B3)62f0 + (B2+B3)s2fl + ··· =

/

= (W fo-t(B/ +Bl)Efo t ( B 2-B3?62fo t < V B3)62Efo t ··· =

= [(Bo-B1) -y^+B ^Q +A ) + (Β2-Β3)Δ2(1+Δ)"1 + (Β2+Β3>Δ2+
/

+ . . . ] £  = \
/  °

= + (Βο+Β1)(1+Δ) + (Β2-Β3)Δ2(1-Δ+Δ2- . . . )  + (Β2+Β3>Δ2+

Γ2Β + (Β +Β. )Δ + 2Β„Δ2 + (Β0-Β_)Δ3 + όροι βαθμού > **]f . u ο Ο 1 Ζ Ο ζ  ο

'Εξισώνοντας τώρα τόν τελεστή πού βρήκαμε παραπάνω νά έφαρμόζεται στήν/
/

τιμή f  /  μέ τόν Αντίστοιχο τελεστή πού έφαρμόζεται στήν ίδια  τιμή f  ο /  ο



στόν τύπο παρεμβολής των πρός τά έμπρός διαχρορων τών Newton - Gregory

(2.2), βρίσκουμε γιά τούς συντελεστές των τεσσάρων πρώτων δυνάμεων τοΟ 

Δ δτι

2Β

Β + Β ο

2Β,

'Από την έπίλυση του Τϋραπάνω\ συστήματος παίρνουμε

Βο 4 ·  Β1 = β - | >  Β2 λ -

V /
θ(θ-  ι )
 ̂ /

. „ e(9-V2)(0-l)xat Β_ =--------------------3 R

Παρατηρήσεις:
/ \

'Ισχύουν οί ίδιες όπως M at στις περιπτώσεις των δύο τύπων παρεμ-' \
βολής των Newton - Gregory. *Η μόνή διαφορά είναι δτι ή παρούσα παρεμ.- 

βολή έφαρμόζεται καλύτερα στή μέση Ιένός πίνακα.

/  \
3.3. Π λ ή θ ο ς  / δ ρ  ω  ν π  ό  ύ χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο Ο ν  - 

τ α  ι σ  τ/ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς

Κατά, τήν έφαρμογή ένός δποιουδηποτε άπό τούς τρεις τύπους παρεμ

βολής πού βρήκαμε στήν προηγούμενη παράγραφο χρησιμοπο ιοϋμε φυσικά ένα
\

πεπερασμένο πλήθος όρων. Τό πλήθος των όρ ων πού χρησιμοποιούμε καθορί - 

ζεται άπό τήν άκόλουΟη σύμβαση. Χρησιμοπο ιοΰμε όλους στή σειρά τούς πρ ώ 

τους όρους, μέχρι τόν πρώτο δρο του τύπορ παρεμβολής, πού ή άπόλυτη τι

μή του είναι μικρότερη ή ίση άπό μισή μονάδα τής τελευταίας δεκαδικής 

τάξης τοΟ πίνακα διαφορών. ‘Ο  δρος αυτός ΐ<αθώς καί όλοι οι έπόμενοί του 

παραλείπονται. Μέ στοιχειώδεις μεθόδους τής Άναλύσεως είναι δυνατό νά 

ύπολογιστοΟν μέγιστες τιμές γιά τίς όποιες, άν οί άντίστοιχες διαφορές 

λαβαίνουν άπόλυτες τιμές μικρότερες ή ίσες άπό αυτές, τότε δ  Αντίστοιχος
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δρος τοΟ τύπου παρεμβολής θά έχει άπόλυτη τιμή μικρότερη ή ίση άπό μ ί
ση μονάδα της τελευταίας δεκαδικής τάξης τοΟ πίνακα διάφορων. "Ετσι μπο
ρεί νά καθοριστεί προκαταβολικά τό μέγιστο πλήθος των όρων μόύ θά -χρη
σιμοποιηθούν στόν τύπο παρεμβολής.

Παράδειγμα 1
\ /

- Στην περίπτωση τοϋΧτύπου παρεμβολής των πρός τα έμπρός διάφορων
των Newton -  Gregory ιιέ 0 <\Θ < 1 νά βρεθεί ή μέγισττ/άπόλυτη τιμή πού 
μπορεί νά πάρει ή Δ2ί_ ώστε ρ Αντίστοιχος όρος vgr έχει άπόλυτη τιμή

τής τελευταίας >ικής τάξης του π ί-μικρότερη ή ίση άπό μίση μο\ 
νακα διαφορών.

Λύση

*0 όρος του τύπου παρεμβολής τών προς τά έμπρός διαφορών των
Newton -  Gregory, πού περιέχει τή δεύτεόη διαφορά A2f  , ε ίνα ι ό

θΐ Ο /  ^- Δ2ί  . Σύμφωνα μέ την Απαίτηση τοϋ/προβλήματος, γιά  τόν όρο αυτόν,
(χ; 0 /  \
θά πρέπει νά έχουμε

Δ2ί =  2 0 < ΘΑ 1

‘Η παραπάνω σχέση γράφεται

| θ( θ- ι ) | | δ

'Εξάλλου έχουμε

0 < θ  < 1  .

max |θ(θ/ΐ)| = max' {θ(1-θ)} 
0 < θ < 1  /  0 < θ < 1 \

(3 .5)

καί έπειδή θ, ^-Θ > 0 μέ θ + (1-θ) =1 (σταθερό) ή μέγιστη τιμή πετυ-
χαίνεται γ ιά  4 = 1-Θ ή Θ =·|· . 'Οπότε

„ /
/ , 

max | Θ(Θ—1) | = -j- ·
0 <θ < 1
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Λαβαίνοντας υπόψη τό  παραπάνω Αποτέλεσμα βρίσκουμε Art γ ιά  νά  (ο χύ ει 

πάντοτε ή σχέση (3 .5 ) Αρκεί νά  έχουμε
/

|A2f 0 l < ·*

"Αρα ή μέγιστη Απόλυτη τιμή πού μπορεί νά  πάρει ή δεύτερη διαφορά
Δ2ί  ε ίν α ι τέσσερις μονάδες της τελευταίας δεκαδικής τάξης τοϋ π ίνα 

ό , /
κα διάφορων. /

Μέ μεθόδους παραπλήσιες τής μεθόδου τοϋ παραπάνω παραδείγματος 
ε ίν α ι δυνατό νά  βρεθούν Ακριβώς ή μέ ττρά^έγγιση μ έγισ τες Απόλυτες τ ι 
μ ές γ ιά  τ ίς  διαφορές όποιαρδήποτε τάξτ£, σέ μονάδες τής τελευταίας  
δεκαδικής τάξης τοϋ πίνακα διαφ ορώ ν,/γιά  τ ίς  ό π ο ιες  τ ιμ ές  ό  Α ντίστοι
χος όρος του τύπου παρεμβολής (συνεπώς καί όλο ι ο ί  έπόμενοί του) πα— 
ραλείπεται στήν πράξη. Στόν πίτακο^πού Ακολουθεί δ ίνο ντα ι ο ί  πρώτες 
στή σειρά  Από τ ίς  τ ιμ ές  αότές για. 0 < Θ < 1 , πού AcpopoOv καί τούς τ ρ ε ις

S /
τύπους παρεμβολής πού έχουν β ρ εθ εί.

Τύπος παρεμβολής/ δ2 63 δ·* δ5 δ6

Newton -  Gregory 
(καί ο ί  δύ^)

8 12 16 21

B essea ®
* \

60 1 20 500 100

Παράδειγμα 2

Δ ίνετα ι <yπίνακας διαφορών των τιμών τής συναρτησεως ί (χ ) ,π ο ύ  

βρίσκεται στην/ Αρχή τής έπόμενης σελίδα ςί χρησιμοποιώντας διαδοχικά  
καί τούς τ ρ ε ίς  τύπους παρεμβολής νά  βρεθεί ή τιμή f(5 .K 4 ).

\

\
®  Στόν τύίτο παρεμβολής τοϋ B e sse l, δταν έμφ ανίζεται Αθροισμα διαφορών, 

π .χ . ( 62f  + 62f ,  ) ,  ο ί  τ ιμ ές  τού παραπάνω πίνακα θά πρέπει νά  δίπλα-
Ο 1

σιάξσνται γ ιά  τό  Αθροισμα αώτό.
? > *
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fCx) Δ3

Λύση

διάφορων των Newton -  Gregory μέ xq = 5.4,^  τήν άμέαος μικρότερη τιμή  

τοΟ χ  = 5.44 στόν πίνακα/διάφορων, έχουμε

χ  -  X
θ = °  = ο .4

/ 0.1

'Από τόν πίνακα διάφορων καί τόν πίνακα τής σελίδα ς 56 έχουμε

|A2f / |  = 1436 > 4 , | A3f ο | = 52 > 8 καί | bf*fQ | = 6 < 12 .
\

"Αρα συμπεραίνουμε δ τ ι θά χρησιμοποιήσουμε τούς τέσ οερ ις πρώτους/ τό  
πολύ, όρους τοΟ τύπου παρεμβολής. 'Αντικαθιστώντας λοιπ όν παίρνουμε
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"Αρα. θά χρησιμοποιήσουμε τούς τέσσερις πρώτους, τό πολύ, όρους ταΟ τύ
που παρεμβολής. 'Αντικαθιστώντας λαβαίνουμε

®  Στήν πράξη γ ιά  νά  βρούμε ένα  Αποτέλεσμα πού νά  έ χ ε ι ένα  συγκεκρι
μένο πλήθος δ .ψ . διατηρούμε στά ένδιάμεσα Αποτελέσματα ένα  ή δύο

\

δ .φ . παραπάνω, όταν έργαζόμαστε μέ τό χ έ ρ ι, ή δλα τά διαθέσιμα  
δ .φ . όταν έργαζόμαστε μέ μ ία  Αριθμομηχανή ή έναν Η.Υ. Στό τέλος  
βέβαια στρογγυλεύουμε τήν τιμή πού θά πρσκύφει στό συγκεκριμένο  
πλήθος των δ .φ .
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= 0 .7403627

- 0 V f  = - 0 . 6  x 7 9 6 8 9  ο
i e ( 0 - l ) V 2 f  = i x  0 .6  X ( - 0 . 4 )  X ( - 1 4 9 0 )2 o 2

-  i e  ( 0 - l ) ( 0 - 2 ) ^ ? f  = -  i x 0 . 6  X ( - 0 . 4 ) /  ( - 1 . 4 )  x 57D \ Ο O

‘Ε πομένω ς

f  ( 5 . 4 4 )  = 0 . 7 3 5 5 9 ^

4 7 8 1 3  4

17 8  8

3 88

0 . 7 3 5 5 9 8 8  52

( 3 . 7 )

Τέλος, δταν χρησιμοποιήσουμε\τόν τύπο παρεμβολής των κεντρικών διαφορών
του B esse l καί πάρουμε δπως σΥήν ήρώτη περίπτωση χ = 5 .4  θά έχουμε 8 =

\ / 0
0 .4  . 'Επειδή όμως τώρα

] δ 2 ί ο + 6 ^ 1  = 1490  + / 4 3 ^ =  29 2 6  > 8 κ α ί  16 3f  1 = 54 < 60

θά χρησιμοποιήσουμε, τό πο^υ, τ ο ύ ς \τ ρ ε ις  πρώτους δρους του τύπου παρεμ
βολής. "Ετσι άντ ικαθιστώνέας έχουμε^

i ( f  + f . )  = * ( 0 . 7 3 2 3 9 3 8  + 0 . ) [ 4 0 3 6 2 7 )2 Ο 1

(Θ - ± )  6 f

‘Επομένως

= - 0 . 1  X 7 9 6 89

= 0 . 7 3 6 3 7 8 2  5

7 9 6 8  9

i 0 ( 0 - i y U 2 f  + 6 2f . )  = i x  0 . 4  x ( - 0 . 6 ) x ( - 1 4 9 0 - 1 4 3 6 ) =  176  56Η /  Ο 1 Η \

\ 0 . 7 3 5 5 9 9 0  16

f ( 5 . 4 4 )  = 0 . 7 3 5 5 9 9 0  . ( 3 . 8 )

'Οπως μπορεί νά  παρατηρήσει κ α νείς ο ί τ ρ ε ις  τ ιμ ές  στά Αποτελέσματα ( 3 . 6 ) ,
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(3 .7 )  κ α ί ( 3 .8 ) , πού  βρέθηκαν χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  δ ια δ ο χ ικ ά  τ ο ύ ς  τ ρ ε ι ς  τ ύ 

π ο υ ς  παρεμ βολής, ε ί ν α ι  τ έ τ ο ι ε ς  ώστε ο ι  δύο  π ρ ώ τες ν ά  σ υ ι[π ίπ το υ ν  ένώ  ή 

τ ρ ίτ η  ν ά  δ ια φ έ ρ ε ι  ά πό  α ύ τ έ ς  μόνο κ α τά  μ ία  μ ονάδα  τ ή ς  έβδομ η ς δ ε κ α δ ικ ή ς  

τ ά ξ η ς . 'Ε πομένω ς σ π ο ισ δ ή π ο τε  άπό α υ τ έ ς  τ ί ς  τ ι μ έ ς  μ π ο ρ ε ί ν ά  θ εω ρ η θ ε ί ώς 

ή τ ιμ ή  τ η ς  συνσρτήσεω ς σ τό  σ η μ ε ίο  χ  = 5 . 4 4 .

3 . 4 .  Τ ύ π ο ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  τ ο Ο  L a g r a n g e

Οί τύ π ο ι παρεμβολής πού  βρέθηκαν σ τή ν  παράγραφο 3 . 2 . χ ρ η σ ιμ ο π ο ι -  

οϋ ν  δ ια φ ο ρ ές  π ρ ο ερ χ ό μ εν ες  άπό τ ι μ έ ς  τ ή ς  συναρττισεως f ( x ) /  πού  δ ίν ο ν τ α ι  

γ ι ά  ίσ α π έχο υ σ ες  τ ι μ έ ς  τ ή ς  α ν εξ ά ρ τη τη ς  μ ετα β λ η τή ς  χ .  Συνεπώ ς δ έ ν  μπορούν 

ν ά  χρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ο ύ ν  ο ί  τύ π ο ι α ύ τ ο ί  σ ' έ κ ε ϊν ε ς  τ ί ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις ,  όπου  ο ί  

τ ι μ έ ς  τ η ς  συυαρτήσεω ς δ ίν ο ν τ α ι  γ ι ά  τ ι μ έ ς  τ ή ς  Α νεξά ρ τη τη ς μ ετα β λ η τή ς  πού 

δ έ ν  ίσ α π έχο υ ν . Τό γ ε ν ικ ό τ ε ρ ο  α ύ τό  πρόβλημα Α ν τ ιμ ετω π ίζο υ μ ε  έδώ . Θεωρού

μ ε ,  λ ο ιπ ό ν , ό τ ι  ή συνάρτηση f(x) δ ί ν ε τ α ι  Από τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  σ έ  η + 1  σ η -  

μ ε ΐα  χ^ | i  = 0 ( l ) n ,  τ ά  ό π ο ια ,  γ ε ν ικ ά ,  δ έ ν  ίσ α π έ χ ο υ ν . * Υ ποθέτουμε Ακόμη 

δ τ ι  ή συνάρτηση, πού  δό θ η κ ε , π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε τ α ι  ά πό  έ ν α  πολυώνυμο ρ ^ (χ )  βαθ

μού τό  πολύ  π κ α τά  τ έ τ ο ιο  τρ όπο  ώ στε ο ί  τ ι μ έ ς  το ύ  πολυωνύμου ρη ( κ )  ν ά  

σ υ μ π ίπ το υ ν  μ έ  τ ί ς  Α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  τ ι μ έ ς  τ ή ς  συνσρτήσεω ς ί:( χ )  σ τά  η + 1  σ η μ ε ία  

χ_, |i = 0(1)η. Τό ό λο  πρόβλημα, δη λα δή , κ α τα λ ή γ ε ι σ τή ν  εύρεση  έ ν ό ς  π ο 

λυωνύμου ρ ( χ ) ,  βαθμού τό  πολύ  η, τ έ τ ο ιο υ  ώ στε ν ά  ικ α ν ο π ο ιε ί  τ ί ς  σ χ έ -  
η

σ ε ι ς

ρ ( χ . )  = f . .  | i  = 0(1)η . ( 3 .9 )η ι  ι

Σ' αυτήν τήν περίπτωση τά σημεία | ί  = 0(1 )η καλούνται σημεία παρεμβο
λής, τό δέ πολυώνυμο Pn<x) πολυώνυμο παρεμβολής τού Lagrange. Ε ίνα ι φα
νερό δ τ ι άπό τ ίς  σ χέσ εις  (3.9) μπορεί νά  προκόψει δ τ ι ή μορφή τού πολυ
ωνύμου Pn(x) ε ίνα ι ή Ακόλουθη

η
Ρ ( χ )  = Σ Ι  L . ( x ) f .  (3 .10 )

η i =0 1 1

μέ L^(x) | i  = 0( 1 )η πολυώνυμα βαθμού η, πού καλούνται συντελεστές τού
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L a g ra n g e , κ α ί  ίκαυοκο ιοΟ ν τ ί ς  σ χ έ σ ε ις

L^.ix^) = 1 καί L^(Xj) = 0 | i , j  = 0(1)η , j^ i  · C 3 . l l )

'Από τ ί ς  παραπάνω σ χ έ σ ε ις  (3 .1 1 )  ε ί ν α ι  δυ να τό  ν ά  προκόψουν ο ι  σ υ ν τ ε 

λ ε σ τ έ ς  L . ( χ )  το υ  L ag ra n g e  ώ ς έ ξ η ς .  'Α πό τή  δ ε ύ τε ρ η  δυ ά δα  τω ν σχέσεω ν

( 3 .1 1 )  , κ α ί  γ ι ά  έ ν α  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  δ ε ίκ τ η  ί ,  έχο υ μ ε  ό τ ι  τ ό  πολυώνυμο 

L ^(x ) μ η δ ε ν ίζ ε τ α ι  γ ι ά  κ ά θε  τ ιμ ή  τ ο υ  x = x^ | j  = 0 ( l ) n ,  j ^ i .  "Αρα τ ό  

Ι ^ ( χ )  θ ά  δ ι α ι ρ ε ί τ α ι  μ έ  κ α θ ένα ν  π α ρ ά γο ν τα  ( x - x j  | j  = 0 ( l ) n ,  j ^ i ,  έ π ο -  

μένω ς κ α ί  μ έ  τ ό  γ ιν ό μ ε ν ό  τ ο υ ς .  Τό τ ε λ ε υ τ α ίο  δ ί ν ε ι  αάν συμπέρασμα ό τ ι  

ή μορφή το υ  L ^(x) θ ά  ε ί ν α ι  ή ακόλουθη

L.(x) = Α(χ-χ ) ... (χ-χ. )(χ-χ. .) ... (χ-χ ) (3.12)
1  0  1 “ 1  1 + 1  Π

όπου  Α σ τα θ ερ ά . Γ ιά  τή ν  εύρεση  τ η ς  τ ιμ ή ς  τ η ς  σ τα θ ερ ό ς  Α χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ 

μ ε  τή ν  πρώτη δμάδα ά πό  τ ί ς  σ χ έ σ ε ις  ( 3 . 1 1 ) .  "Ε τσ ι γ ι ά  x = χ^  ά π ό  τ η ν

(3 .1 2 ) π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι

L. (χ. ) = 1 = Α(χ. - χ ) ... (χ. -χ. . )(χ. -χ. ..) ... ( χ . - χ )  ι ι  ί ο  ι ι—ι ι ΐτΐ ι η

δ π ό τε

Α =
(χ.-χ ) ... (χ.-χ. ,)(χ.-χ..,) ... (χ.-χ ) ί ο  ι ι - 1  ι ι+ 1  ι η

'Α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  τ ή ν  παραπάνω τ ιμ ή  τοΟ Α σ τ ή ν  (3 .1 2 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι

L. (χ) =
(χ-χ )..,(χ-χ. ,)(χ-χ..,)...(χ-χΛ )

ι - 1 ί+1' η

( χ ^ ) . . .  ( χ ^ —χ^_^) (χ · ^—χ · ^ ^ ) . . .
|ΐ = 0(1)η . (3.13)

‘ Η παραπάνω έκφραση γ ι ά  τ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τοΟ L ag ra n g e  μ π ο ρ ε ί ν ά  γρ α 

φ τ ε ί  π ί ό  σ υ ν ο π τ ικ ά  κ α ί  ώ ς έ ξ η ς
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Ι ^ ( χ )

η
Π (χ-χ.) 
3=0 3

| i = 0(1)η . (3 .1 « 0

*Ο ποιαδήποτε άπό τ ί ς  δύο  έκ φ ρ ά σ ε ις  (3 .1 3 ) η ( 3 . 1 4 ) , γ ι ά  τ ο υ ς  σ υ ν τ ε λ ε 

σ τ έ ς  τοΟ L a g ra n g e , μ π ο ρ ε ί \ ά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί σ τή ν  (3 .1 0 ) γ ι ά  ν ά  δώ σ ει 

μΰα ά ν α λ υ τ ικ ή  έκφραση γ ι ά  τό  πολυώνυμο παρεμβολής το ύ  L a g ra n g e . "Ε τσ ι 

δ  τύ π ο ς  παρεμβολής τοΟ L ag ran g e  ε ί ν α ι  δ  ά κ όλου θος

V·

f ( x )  = Pn (x )  + Rn + l* x * ( 3 . 1 5 ) .

ή  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ά  δ

f ( x ) « P n ( x ) .  ( 3 .1 6 )

Σ το ύ ς  παραπάνω δύ ο  τ ύ π ο υ ς , Ρη ( χ )  ε ί ν α ι  τ ό  πολυώνυμο πα ρεμ βολής τοΟ 

L ag ran g e  πού  δ ί ν ε τ α ι  ά πό  χι*ι σχέση  (3 .1 0 ) ,  μ έ  τ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τ ο υ  L ^ ( x ) ,  

σ υ ν τε λ ε σ τ έ ς  τοΟ L a g ra n g e , ν ά  δ ίν ο ν τ α ι  ά πό  τ ί ς  έ κ φ ρ ά σ ε ις  (3 .1 3 )  ή  (3 .1 4 ) 

κ α ί R ,(χ) ε ί ν α ι  ή διόρθω ση π ο ύ  θ ά  β ρ ε θ ε ί  ά ν α λ υ τ ικ ά  σ τ ό  τ έ λ ο ς  τοΟ πα- 
ρ ό ν τ ο ς  Κ εφ αλαίου. Γ ιά  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς , τώ ρα , τ ι μ έ ς  τοΟ η μπορούμε ν ά  βρού

μ ε  κ α ί  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  μ ορφ ές το ύ  τύ π ο υ  παρεμβολής τ ο ύ  L a g ra n g e  ( 3 .1 6 ) .  

"Ε τσ ι γ ι ά  η - 1  (γραμ μ ική  παρεμβολή) έχο υ μ ε

f (χ) PjXx)
χ -χ, ο 1

fο χ,-χ 1 ο

Γ ιά  η = 2 (τετρ α γω ν ικ ή  παρεμβολή) έχο υ μ ε

' r'~

Μ . -



63

( x - x . . ) ( x - x 9 ) ( x - x  ) ( x - x 2 )
f i x )  «  p 2 ( x )  = ------- ----------—  f 0 + ----------------------

(xo ' xl ) ( V x2 ) (x1~x o ) (x l _X2 )

(x  - x  ) ( x - x , ) 0 1

( V xo ) ( x 2“xl )

κ . ο . κ .

Παρατηρήσεις:

i )  Ε ίν α ι  φ ανερό ό τ ι  τ ό  πολυώνυμο πα ρ εμ βολή ς τ ο υ  L a g ra n g e , πού  

βρέθηκε άπό τη ν  έκφραση (3 .10 )  μ έ  τ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τ ο υ  L ^ (x ) j i  = 

0 ( l ) n  ν ά  πληρούν τ ί ς  σ χ έ σ ε ις  ( 3 . 1 1 ) ,  ικ α ν ο π ο ιε ί  τ ί ς  ( 3 . 9 ) . Ε ίν α ι  ε ύ 

κολο λ ο ιπ ό ν  ν ά  συμπεράνουμε ό τ ι  κ α ί  κ ά θ ε  ά λλο  πολυώ νυμο, βαθμού τ ό  

πολύ  η , πού θά  ικ α ν ο π ο ιε ί  τ ί ς  σ χ έ σ ε ις  ( 3 . 9 ) , θ ά  τ α υ τ ί ζ ε τ α ι  μ έ  τ ό  πο 

λυώνυμο παρεμβολής το ύ  L ag ra n g e  ( 3 . 1 0 )  . Καί α υ τό  γ ι α τ ί  τ ά  δύ ο  π ο λ υ 

ώνυμα θ ά  ε ί ν α ι  β α θ ιο ύ  τ ό  πολύ  η κ α ί  θ ά  π α ίρ ν ο υ ν  τ ί ς  ί δ ι ε ς  τ ι μ έ ς  ( f ^ )  

γ ι ά  τ ί ς  η+1 δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  τ ι μ έ ς  τ ή ς  ά ν ε ζ ά ρ τ η τ η ς  μ ετα β λ η τή ς  x = x i |

i  = 0 ( l ) n  .

i i )  Μέ βάση τή ν  προηγούμενη  παρατήρηση μπορούμε ν ά  συμπεράνου

μ ε  ό τ ι ,  ά ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τα ι τ ε λ ικ ά  τ ά  ί δ ι α  ά κ ρ ιβ ώ ς  η+1 σ η μ ε ία  παρεμ 

β ολή ς πού ίσ χ α έ χ ο υ ν , τ ό τ ε  ο ι  ά ν τ ίσ τ ο ι χ ο ι  τ ύ π ο ι  παρεμβολής τών π ρ ό ς  

τ ά  έμ π ρός διαφορώ ν τών Newton -  G re g o ry , τών π ρ ό ς  τά  π ίσ ω  δ ιαφ ορώ ν 

τών Newton -  G re g o ry , τών κ ε ν τ ρ ικ ώ ν  δ ιαφ ορώ ν το ύ  B e s s e l  κ α ί  το ύ  L a

g ra n g e  σ υ μ π ίπ το υ ν .

i i i )  Σύμφωνα μ έ  τή ν  προηγούμ ενη  παρατήρηση ή έκφραση γ ι ά  τή  

διόρθω ση Rn+^ ( x ) ,  πού  θ ά  β ρ ε θ ε ί  σ τή ν  έπόμ ενη  παράγραφο ά ν α λ υ τ ικ ά ,γ ιά  

τή ν  περ ίπτω σ η  πολυωνύμου παρεμ βολής το ύ  L ag ra n g e  ίσ χ ύ ε ι  κ α ί  γ ι ά  ό λ ο υ ς  

τ ο ύ ς  μ έ χ ρ ι  τώρα τύ π ο υ ς  πα ρεμ βολής πού  έ χο υ ν  β ρ ε θ ε ί .

Π α ράδειγμ α  1

Νά χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί ό  π ίν α κ α ς  δ ιαφ ορώ ν το ύ  Π α ρ α δείγμ α το ς  2 τ ή ς  

προη γούμ ενη ς παραγράφου 3 . 3 . μ α ζ ί  μ έ  τ ό ν  τύ π ο  παρεμ βολής το υ  L a g ra n g e ,



γ ι ά  τή ν  εύρεση τ ή ς  ί δ ι α ς  τ ιμ ή ς  f ( 5 . 4 4 ) ,  π α ίρ ν ο ν τ α ς  σ ά ν  σ η μ ε ία  παρεμ 

βολή ς τ ά  σ η μ ε ία  5 . 3 ,  5 . Η, 5 .5  κ α ί  5 .6  .

Λύση

Καλούμε xq = 5 . 3 , χ ^  = 5 . 4 , χ^  -  5 .5  κ α ί  χ^  = 5 .6  κ α ί  έχο υ μ ε

3

f ( x )  «» P o (x )  = Σ Ι  L. ( x ) f .  .
3 i=o  1 1

Γ ι ά  χ  = 5 .44  β ρ ίσ κου μ ε

L ( 5 . 4 4 ) f  = 0 . 0 4 χ ( - 0 . 0 6 ) χ ( - 0 . 1 6 )  χ0>72 4 2 7 5 9 = - 0 .0 4 6 3 5 3 6  58
0 ° - 0 . 1 χ ( - 0 . 2 ) χ ( - 0 . 3 )

L ( 5 . 4 4 ) f .  = .0···1ί|·χ ( ~0 ·0 6 ) χ ( ~0.·-1·6-)- χ 0 .7323938  = 0 .4921686  34
1 1 0 . 1 χ ( - 0 . 1 ) χ ( - 0 . 2 )

L » ( 5 . 4 4 ) f -  = ° · 114><(0· 0ΐ4)χ(~0 · ^ ·χ 0 .7403627  = 0 .3 3 16824  90
2 2 0 . 2 χ ( 0 . 1 ) χ ( - 0 . 1 )

Ρ

L ( 5 . 4 4 ) f a = 0, l l tX(0,0l4)i<(~0 , 0 ^ x 0 .7481880  = - 0 .0 4 1 8 9 8 5  28
3 3 0 . 3 x 0 . 2 x 0 . 1  -----------------------------

0 .7355989  38

"Αρα

f ( 5 . 44)  »  0 .7355989  .
I

Π αράδειγμα 2

Χ ρησιμοποιώ ντας κατάλληλο τύπο  πα ρεμ βολής ν ά  β ρ ε θ ε ί  πολυώνυμο 

δ εύ τερ ο υ  βαθμού, τό  π ο λ ύ , πού  ν ά  τ α υ τ ίζ ε τ α ι  σ τά  σ η μ ε ία  χ = - 1 , 0 , 2  μ έ  

τή  συνάρτηση f ( x )  = χ 3 .

Λύση ^

'Από τούς τύπους παρεμβολής, πού βρήκαμε, μπορούμε νά χρησιμο

ποιήσουμε μόνο τόν τύπο παρεμβολής τού Lagrange, άφοΟ τά σημεία παρεμ-
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βολής δ έ ν  ία τ π έ χ ο υ ν . Ά ν  τώρα καλέσουμε x = -1 , χ = 0 κ α ί  χ„ = 2 , τ ό τ ε  

έχουμ ε f Q = - 1 ,  f ^ = ο κ α ί  f 2 = 8 . Χ ρη σ ιμοπο ιώ ντα ς τ ό ν  τό π ο  π α ρ εμ β ολή ς 

το υ  L ag ra n g e  β ρ ίσ κ ου μ ε

( χ - χ  ) ( χ - χ  ) 
f ( x )  « ρ . ( χ )  = -----------------------—

( χ - χ  ) ( χ - χ  )  
f o + _--------— l - f i  +

( χ  - χ  ) ( χ  - χ ~ )  ( χ  - χ  ) ( χ  - X  )  
ο  1 ο  2 1 ο  1 2

( χ -χ  ) ( χ -χ . , )
+ --------2----------1 .  f  a

( x 2 " Xo ) ( x 2 ‘ X l ) Ο

χ ( χ - 2 )  ,  . ( χ + 1 ) ( χ - 2 )  Λ . ( χ + 1 ) χ  0 _
--------------------  - 1 ;  +  ------------:---------  χ Ο  + -----------------χ  8  -

( - 1 ) χ ( - 3 )

= χ 2 +  2χ  .

1 χ / - 2 )
/

3x2

πού είναι, τό ζητούμενο πολυώνυμο.

3 . 5 .  Δ ο ό ρ θ ω σ η  σ τ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς  π α ρ ε μ β ο 
λ έ ς

*Η διόρθω ση Rn+^ ( x )  σ τό ν  τύ π ο  πα ρεμ βολής το υ  L a g ra n g e  (3 .1 5 )  

μ π ο ρ ε ί β έ β α ια , σ έ  μ ία  πρώτη έκφραση, ν ά  δ ο θ ε ί  άπό  τή  δ ια φ ο ρ ά

Rn+l(x)  = f ( x )  " pn( x ) * 0 . 17)

Ε ίν α ι  όμως δυ να τό  κάτω  ά πό  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  π ρ ο ϋ π ο θ έ σ ε ις , π ο ύ  άφοροϋν τή  σ υ

νάρτηση f ( χ ) , ν ά  β ρ ε θ ε ί  μ ία  άλλη  έκφραση π ο ύ , μ ε ρ ικ έ ς  φ ο ρ έ ς , μ π ο ρ ε ί 

ν ά  ε ί ν α ι  π ι ό  χρή σ ιμ η  άπό  τή ν  ( 3 . 1 7 ) .  Γ ιά  τ ό  σκοπό α υ τό  δ ια τυ π ώ νο υ μ ε  

κ α ί ά π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε  τ ό  παρακάτω  θεώ ρημα.

Θεώρημα

"Αν I είναι τό μικρότερο διάστημα πού περιέχει όλα τά σημεία πα-
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ρ εμ βολής χ̂  ̂ | i  = 0 ( 1 ) η  κ α ί τ ό  τυ χ ό ν  σ η μ ε ίσ ν  χ  (δηλαδή I  ξ Q n in (x ,x o , 

. . . , x n ) ,  m ax (x ,x o> . . .  »xn >J) x&i ή συνάρτηση f ( x )  ε ί ν α ι  τ έ τ ο ια  ώ στε 

f ( x )  e Cn+1( i ) ®  , τ ό τ ε  ή διόρθω ση Rr+1( x ) τοΟ τύ π ου  πα ρεμ βολή ς τοΟ 

L ag ran g e  δ ί ν ε τ α ι  ά πό  τή ν  έκφραση

g ( t )  6 Cn+1( I ) . 'Ε π ε ι δ ή  τώρα γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  δ τ ι  ο ι  τ ι μ έ ς  τοΟ πολυωνύμου πα

ρεμβολής P R ( t )  σ τά  σ η μ ε ία  παρεμ βολής σ υ μ π ίπ το υ ν  μ έ  τ ί ς  ά ν τ ίσ χ ο ι χ ε ς  

τ ι μ έ ς  τ ή ς  συναρτήσεω ς f ( t ) ,  ο ί  τ ι μ έ ς  τ ή ς  δ ιορθώ σεω ς Rn+1( t ) = f ( t ) - p n ( t )  

σ τά  ί δ ι α  σ η μ ε ία  θ ά  ε ί ν α ι  ίσ ε ς  μ έ  μ η δ έ ν . Αύτό μ ά ς  δ ί ν ε ι  ά μ έα ύ ς  α ά ν  σ υ 

μπέρασμα δ τ ι

(3 .1 8 )

δπου  ξ 6 1

Α πόδειξη

Σ τήν άρχή  σ χ η μ α τ ίζο υ μ ε  τή  συνάρτηση

i= 0

(3 .1 9 )

δπου  t  ε ί ν α ι  ή  ά νεξά ρ τη τη  μ ετα βλη τή  κ α ί  x ^ x^ |k  = 0 ( l ) n  έ ν α  δ π ο ιο -

δή ποτε σ η μ ε ίο . Σάν σ υ ν έ π ε ια  τ ή ς  ύποθέσεω ς δ τ ι  f ( t )  e c n + 1 ( I )  κ α ί  τ ή ς

σ χέσ η ς R ^ , ( t ) = f ( t ) - p  ( t )  έχο υ μ ε  γ ι ά  τή  συνάρτηση g ( t )  δ τ ι  
_ P f i  π

g i x ^ )  = 0  |k  = 0 ( l ) n  .

'Ακόμη γ ι ά  τ ό  σ η μ ε ίο  t  = x t έ χο υ μ ε  προφανώς δ τ ι

©  *Η σχέσ η  f ( x )  6C n+1( I )  δη λώ νει δ τ ι  ή  f ( x )  έ χ ε ι  παραγω γούς έω ς τή ν  

τά ξη  η+1 κ α ί  μ ά λ ισ τα  σ υ ν ε χ ε ίς  σ τό  δ ιά σ τη μ α  I .
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g ( x )  = Ο ·

“Αρα ή συνάρτηση g ( t )  έ χ ε ι  το υ λ ά χ ισ το ν  η+2 δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ρ ί ζ ε ς  σ τό  δ ι ά 

στημα I .  Σύμφωνα όμως μ έ  τ ό  θεώρημα το ϋ  R o l le  ή g ' ( t )  θ ά  έ χ ε ι  η+1 δ ια 

φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ρ ί ζ ε ς  σ τό  δ ιά σ τη μ α  I .  Γ ιά  τό ν  ί δ ι ο  λό γο  ή g " ( t )  θ ά  έ χ ε ι  η 

δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ρ ί ζ ε ς  σ τό  δ ιά σ τη μ α  I κ α ί τ έ λ ο ς ,  έπ α γ ω γ ικ ά , μ π ο ρ ε ί ν ά  δ ε ι 

χ τ ε ί  ό τ ι  ή g^n + 1 \ t )  έ χ ε ι  μ ία  ρ ί ζ α ,  πού  καλούμε ξ ,  σ τό  δ ιά σ τη μ α  I .  Π χ- 

ρ α γ ω γ ίζο ν τα ς  τώρα τή  σχέσ η  (3 .1 9 ) η+1 φ ο ρ έ ς , ά ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  τ η ν  τ ιμ ή  

Rn+l"L̂ t  ̂ ^  f ( n + l ) ( t ) _ p^n + 1  ̂ = f ^ n + 1 \ t )  κ α ί  θ έ τ ο ν τ α ς  όπου  ΐ  = ξ

βρ ίσ κουμε

0 = g ( n + 1 ) U )  = ί ( η + 1 ) ( ξ )  -
R - ( χ )

η+1 --------  ( η + 1 )  I
η

Π ( χ - χ . )
ΐ=0 1

Λ ύνοντας ώς π ρ ό ς  R ^ ( χ )  έχου μ ε  τ ε λ ικ ά  ό τ ι

η

Rn+1(x) = Π ( χ - χ . )
f ( n + l ) ( ? )

ί= 0  1 (η + 1 ).1

Π αράδειγμα

Νά ά π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  έ ν α  ά πόλυτο  φράγμα γ ι ά  τ ό  σφάλμα ά π ο κ ο π ή ς, 

κ α τά  τή ν  εύρεση  τ ή ς  τ ιμ ή ς  το υ  πολυωνύμου πα ρεμ βολής τ ο ύ  L a g ra n g e , 

πού  ό ρ ίζ ε τ α ι  άπό  τ ά  σ η μ ε ία  x = 0 κ α ί 1 κ α ί  π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε ι  τή  συνάρτηση 

s in - y ·  σ τό  σ η μ ε ίο  0 . 1 ,  ε ί ν α ι  τ ό  0 .0 1 1 2 5 π 2 .

Δύση

Σ τήν περ ίπτω σ η  α ύ τή  ή συνάρτηση f ( x )  ε ί ν α ι  ή s i n —  κ α ί τ ά  ση

μ ε ία  παρεμβολής τ ά  xq = 0 κ α ί χ,^ = 1 . Μία έκφραση γ ι ά  τ ό  σφάλμα Αποκο

π ή ς  ε ί ν α ι  ή
η

.  Π  u - v  Λ
• Λ ϊ. Ο 'ι=0  Ζ·

Ε = -R2 ( x ) =
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μέ ζ β [m in(x, xq , x ^ »  maxCx, xq , x ^ ]  . 

'Αντικαθιστώντας βρίσκουμε

E = - i < x - 0 ) ( x - l ) [ - £ 2 s i n - ^ J  = | 2x ( x - i ) s in · ^ ·  = 

= | 2( 0 . 1 ) ( 0 . 1- l ) s i n - ^ ·

συνεπώς

E = -  0.01125 π2 s in -γ· μέ ξ e [ θ , ΐ ]  .

'Apa

|e | = 1-0.01125 *2 s in-^·  |= 0.01125 x2 | s i n - ^  | 4  0.01125 *2 . 

‘Επομένως ένα  άπόλυτο φράγμα γ ιά  τό σφάλμα άποκοπής ε ίν α ι τό 0.01125 ι 2 ·

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Δ ίνετα ι ή συνάρτηση f ( x )  άπό τόν παρακάτω πίνακα τιμών

f i x )  - 1 0  8

χρησιμοποιώντας τόν τύπο παρεμβολής τσΟ B e sse l καί ό λ ες τ ί ς  πληροφορίες 

τοΟ πίνακα, νά  βρεθεί ή τιμή f ( i . u ) .  (*Απ. 0.96)

^  Νά βρεθεί τό πολυώνυμο παρεμβολής τδν σημείων ( - 2 ,  -5 α ) ,  <0,α) καί 

(1 ,  Ηα), όπου α σταθερά. (*Απ. 3α χ + α )

V  Νά δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι στήν περίπτωση τής τετραγωνικής παρεμβολής τοϋ l a -
I ( χ - χ , ) ( χ - χ 0 )  ( χ - χ 0 ) ( χ - χ 2 )  ^  ( Χ - Χ σ ) ( Χ - Χ ι )

9range f ( x ) = p 2<x) = ------------------Λ *  , .  _ “ > l‘ (x  -χ  )(χ  -χ  1 2>
ν (χ0“χι)ίχο"χ2* lxl χο̂ Χ1 Χ2; ιχ2 οΜΧ2 χΐ'

.
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δχα ν  ο ί  τ ι μ έ ς  f Q, f  κ α ί  f 2 ε ί ν α ι  σ τ α θ ε ρ έ ς  κ α ί  ίσ ε ς  μ έ  C, τ ό  πολυώ νυ- 

μο  παρεμβολής ρ2 ( χ ) ,  β α θ μ ο ύ .τό  πολύ  δ ύ ο , ε ί ν α ι  τ ό  σ τα θ ερ ό  πολυώνυμο C.

Χ ρησιμοποιώ ντας κα τάλληλο  τύ π ο  π α ρ εμ β ο λ ή ς, ν ά  β ρ ε θ ε ί  πολυώνυμο τό  

πολύ  τ ρ ίτ ο υ  βαθμού, πού  ν ά  π α ί ρ ν ε ι ,  σ τά  σ η μ ε ία  χ  = 0 , 1 , 3 , 5 τ ί ς  τ ι μ έ ς
y© ν,  χ·ο

y = 3 5 6 , 1 8 , 38 άντίοτοιχα. ( Ά π .  χ 2 + 2 χ  + 3)

5 . Νά ά π ο δ ε ιχ τ ε ί  ά ν α λ υ τ ικ ά  ό τ ι  στή  σ υ γκ εκ ρ ιμ έν η  π ερ ίπ τω σ η  τω ν τ ρ ιώ ν  

σημείω ν χ^  = xq + ih  | i  = 0 ( 1 ) 2 ,  ό  τύ π ο ς  παρεμ βολής το ύ  L a g ra n g e  σ υ μ π ί

π τ ε ι  μέ τ ό ν  τύ π ο  παρεμ βολής τω ν π ρ ό ς  τ ά  έμ π ρ ό ς δ ιαφ ορώ ν τώ ν N ew ton- 

-  G reg o ry .

Νά β ρ ε θ ε ί  τ ό  πολυώνυμο π α ρ εμ β ο λ ή ς, πού  π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε ι  τή  συνάρτηση 

f i x )  = χ 3-1  σ τ ά  σ η μ ε ία  χ  = - 2 ,  - 1 ,  1 κ α ί στή  σ υ ν έ χ ε ια  ν ά  β ρ ε θ ε ί  ή δ ι 

όρθωση γ ι ά  τή ν  παρεμβολή α ύ τ ή . ( 'Α π .  - 2 χ2 + χ + 1 ,  ( χ+ 2 ) ( χ+ 1 ) ( χ- 1 ) )

*Η συνάρτηση c o s ^ ·  π α ίρ ν ε ι  τ ί ς  τ ι μ έ ς  1 κ α ί  0 γ ι ά  χ  = 0 κ α ί  1 ά -  

ν τ ίσ τ ο ιχ α .  Χ ρησ ιμοπο ιώ ντας τ ά  δύο  α ύ τά  σ η μ ε ία  ώ ς σ η μ ε ία  πα ρ εμ βολή ς 

ν ά  β ρ ε θ ε ί τ ό  ά ν τ ίσ τ ο ίχ ο  πολυώνυμο π α ρειιβολή ς/ καθώ ς έ π ίσ η ς  κ α ί  έ ν α  

ά πόλυτο  φράγμα γ ι ά  τ ό  σφάλμα άποκσπής σ τό  δ ιά σ τη μ α  [ο , ΐ ]  . ( ' Α π ^ ^ χ + Ι ,

32

8 ^  Γ ιά  τή  συνάρτηση y ( x )  = χ 4 , ν ά  β ρ ε θ ε ί  τ ό  πολυώνυμο πα ρεμ βολής 

ρ ( χ )  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  ό λ ε ς  τ ί ς  π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  το υ  π ίν α κ α

X 0 1 2

y ( x ) 0 1 16

κ α ί  στή  σ υ ν έ χ ε ια  ν ά  β ρ ε θ ε ί  μ ίά  έκφραση γ ι ά  τή  δ ιόρθω ση  R ( x ) .  ( 'Α π .  

7 χ 2^ 5 χ ,  χ1*-7χ2 + 6 χ ή Η χ ( χ ^ ) ( χ - 2 ) ξ  μέ  ξ 6 [ m i n ( x , 0 ) ,  m a x ( x , 2 ) ] )



4 .1 .  Γ ε ν ι κ ά

Σ τήν πρά ξη , μ ία  συνάρτηση μ ια ς  μ ετα β λ η τή ς  χ  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  γ ιά  
τή  μαθηματική  π ερ ιγρ α φ ή  έ ν ό ς  φ α ιν ο μ έν ο υ . Συνεπώ ς τ ό μ ό ν ο  π ο υ  ϋείΧΜ τε 

συνήθως γ ι ά  τή  συνάρτηση α υτή  ε ί ν α ι  έ ν α  πλή θος τ ιμ ώ ν  τ η ς ,  γ ι ά  ο ρ ισ μ έ  — 

ν ε ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  ά ν εξ ά ρ τη τη ς  μ ετα β λ η τή ς , που  π ρ ο έ ρ χ ο ν τα ι άϊΐό μ ε τ ρ ή σ ε ις  η  

π α ρ α τη ρ ή σ ε ις . Έ τ σ ι  τ ό  πρόβλημα τ η ς  εύρέσ εω ς τ η ς  παραγωγού μ ια ς  συναρ- 

τήσεω ς π ο ύ  δ ί ν ε τ α ι  άπό ένα ν  π ίν α κ α  τ ιμ ώ ν  τ η ς  σ έ  έ ν α  π λ ή θ ο ς  γνω στω ν ση

μ ε ίω ν  δ έ ν  μ π ο ρ ε ί ν ά  ά ν τ ιμ ε τ ω π ισ τ ε ϊ  ά λ λ ιώ ς ,π α ρ ά  μ όνο  μ έ  τ ί ς  μ εθ ό δ ο υ ς  

τ η ς  Α.Α. ‘Ακόμη θ ά  π ρ έ π ε ι  ν ά  το ν ίσ ο υ μ ε  πώς κ α ί  σ τή ν  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  η  

συνάρτηση f ( x )  δ ί ν ε τ α ι  άπό  τή ν  Α να λυτική  έκφρασή τ η ς  ε ί ν α ι  π ρ ο τ ιμ ό τ ε ρ η , 

μ ε ρ ικ έ ς  φ ο ρ έ ς , ή χρ ιγα ιμοποίηση  των μεθόδων π ο ύ  θ ά  π ερ ιγρ ά φ ο υ μ ε  σ τή  σ υ 

ν έ χ ε ια ,  γ ι ά  τή ν  εύρεσ η  τ η ς  παραγωγού σ έ  έ ν α  γνω στό σ η μ ε ίο , tsapa  η  χ ρ η -  

σ ιμ ο π ο ίη σ η  τω ν Α ν τ ίσ το ιχ ω ν  μεθόδω ν τ ή ς  Ά να λ ύ σ εω ς.

‘Υ ποθέτουμε δ τ ι  ή συνάρτηση f(x) δ ί ν ε τ α ι  μ έ  τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  στά  
η+1 σ η μ ε ία  χ.. j i  = 0 ( l ) n  κ α ί  ζη τού μ ε ν ά  βρούμε τ ή ν  τ ιμ ή  τ η ς  παραγω γού 

τη ς  σ* έ ν α  γνω στό σ η μ ε ίο  χ .  *Η βα σ ική  ίδ έ α  τ η ς  Α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  παραγοτγι— 

σεω ς ε ί ν α ι  πολύ  ά π λ ή . |*Α ντί ν ά  βρούμε τή ν  τ ιμ ή  τ η ς  παραγώ γου τ ή ς  f(x) 

σ τό  σ τιμ είο  χ  β ρ ίσ κ ου μ ε  τή ν  τ ιμ ή  τη ς  παραγώγου το ύ  πολυωνύμου παρεμ βο

λ ή ς  τ η ς  pR (x) σ τό  ί δ ι ο  σ η μ ε ίο  χ ,  θεα ρ ώ ντα ς ο ά ν  σ η μ ε ία  πα ρεμ βολή ς τά  

χ^  | i  = o ( l ) n .  Έ τ σ ι  έχο υ μ ε  κ α τά  π ρ ο σ έγγ ισ η  δ τ ι

Ε ίν α ι  φανερό πώς <5ν τ ά  σ η μ ε ία  χ .  |i. = 0 (1  )n  δ έ ν  ίσ α π έ χ ο υ ν ,τ ό τ ε  α ά ν  π ο 

λυώνυμο παρεμβολής χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τ ό  Τϋλτώνυμο πα ρεμ βολής τοϋ Lagran
g e , ένώ  σ τή ν  περ ίπτω σ η  πού  τ ά  σ η μ ε ία  α υ τά  ίσ α π έ χ ο υ ν , τ ό τ ε  ε κ τ ό ς  ά π ό  τ ό  

πολυώνυμο παρεμβολής το ύ  Lagrange, μπορούμε ν ά  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  κ α ί  τό  

Α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  πολυώνυμο πού π ρ ο κ ύ π τε ι Από το ύ ς  τύ π ο υ ς  παρεμβολής τω ν Net 

-  Gregory ή . τ ό υ  τύπο  το ύ  B e sse l. Ο ΐ ά π λ ο ύ σ τερ ο ι τ ύ π ο ι  προκύπτουν  φ υσ ικ ά  

σ τή ν  περ ίπτω σ η  πού  τ ά  σ η μ ε ία  παρεμβολής χ .  | i  = o ( l ) n  ίσ α π έ χ ο υ ν , δηλαδή 

Ικ α νο π ο ιο ύ ν  τή  σχέση

4 .  Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Π Α Ρ Α Γ Ο Γ Ι Σ Η
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χ .  = χ  + i h  i  = OCl)n ·
1 0  1

Με τη ν  παραγωγή τ έ τ ο ιω ν  τύπω ν κ α ί μόνο  θ ά  ασχοληθούμ ε σ τ ό  πα ρόν  Κεφά

λ α ιο .

4 . 2 .  Τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  π α ρ α γ ω γ ί σ ε ω ς .

'Α ναχωρούμε ά πό  τ ό ν  τύ π ο  πα ρ εμ βολή ς τω ν π ρ ό ς  τ ά  έμ π ρ ό ς δ ιάφ ορω ν 

των Newton -  G reg o ry

n

f Ν
Θ

f S
Θ 2 V+

Λ.
Δ ί Ί

ο 2 Δ f  + . . . + 0 ηV /
An f

μ έ Θ = ( x - x o ) / h .  Παραγωγ ί  ζ ο ν τ α ς  ώς π ρ ό ς  χ  λ α β α ίν ο υ μ ε

η

Μ

θ .2 . ίθ ] Αη„„ Δ f  + . . . +  Δ r  2 ο η < ]

ο π ό τε  βρ ίσ κου μ ε τ ό ν  πρώτο τύ π ο  ά ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  παραγωγ ίσ εω ς

' ( χ )  «  i | A f  + ^ ( 2 Θ - 1 ) Δ 2ί  + - ( 3 Θ 2-6Θ+2)Δ3ί  + . . . +  
h L 0 2 0 6  ο

d0
μ  .lnJ oj ( 4 . 1 )

‘0  παραπάνω τύ π ο ς  μ π ο ρ ε ί ν ά  ά π λ ο π ο ιε ιθ ε ι ,  ό τ α ν  ζ η τ ε ί τ α ι  ή παράγω γος 

τ ή ς  f ( χ )  σ '  έ ν α  ά πό  τ ά  σ η μ ε ία  παρεμ βολής χ .  | i  = 0 ( l ) n .  Π . χ .  ή παρά

γω γος σ τό  σ η μ ε ίο  χ  = x q π ρ ο κ ύ π τε ι ά π ό  τ ό ν  τύ π ο  ( 4 .1 )  γ ι ά  Θ = 0 .  "Ε τσ ι 

έχο υ μ ε

f ' ( x 0)
1
h

Af 1 .2  1 . 3 -Δ ί ---- Δ f  + —Δ f
ο 2 0 3 0

, r λ \ Π - 1  1 ΑΠ-. . .  + ι - 1 )  — Δ fη ο ( 4 . 2 )

Γ ιά  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  τ ι μ έ ς  τοΟ η μπορούμε ν ά  βρούμε κ α ί  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο υ ς
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π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ο ύ ς  τύ π ο υ ς  γ ι ά  τή ν  f ' 0 cq ) .  Π .χ .  γ ι ά  n = 1 β ρ ίσ κ ο υ μ ε

V f 0f  '(x  ) «  -  Af =
0 h °  h

( > * . 3 )

γ ιά  n = 2

1 1 „ f . + 3 f ft
f  ' (x ) -  i ( A f  A2f  ) = λ -----2.

o h o 2 °  2h

H.O.K.

Γ ιά  τή ν  παραγωγή τύπω ν πού  ν ά  δ ίν ο υ ν  τορα γώ γους δ ε ύ τ ε ρ η ς ,  τ ρ ί τ η ς  

κ α ί  Ανώτερης τά ξ η ς  πα ρ α γω γ ίζο υ μ ε  τή  σχέση  ( 4 .1 )  δ ια δ ο χ ικ ά  ώ ς π ρ ό ς  χ .  

Π . χ .  γ ι ά  τή  δ εύ τερ η  παράγωγο μπορούμε ν ά  πάρουμε

f ' ( x )  «  ~ ^  [AfQ + ^ ( 2 θ - 1 ) Δ 2ί Λ + J  ( 3θ2-6 θ+ 2 )Δ 3ί Λ +ο 6

+ . . .  + άθ ' ] 4nf J  = - \  —  [ i f  * i< 2 l> -l> A  ♦
lnJ h 2 d 0 L ° 2 o

+ i  (3θΖ-6θ+2) A3f  + . . .  + - 46 ο Q0 (^ng κ α ί

f~ (x) -  0 2f  + ( 0- l ) A 3f  + . . . +  —  i 0]Anf ]  . 
h 2 0 0 d02 W  *

(*♦.5)

'Α πό τ ή ν  παραπάνω σχέσ η  γ ι ά  χ  = xQ κ α ί  η = 2 μπορούμε ν ά  βρούμε

i‘;5i

f0-2f + f
f " ( x  ) ~  -  A2f  =  ----- -— -

°  h2 °  _ h 2 . Φ'-'νέ'1 «·· ' : 
- \ϊΑ  ··** **·..

Παράδειγμα

Χ ρησιμοποιώ ντας ά λ ε ς  τ ί ς  π λ η ρ ο φ ο ρ ίες  τ ο ύ  π ίν α κ α

( •* .6 )

■ ·· · ν :>·* j&r ·*-·.··ν-ν..,

X 0 1 2 3

f ( x ) 0 1 6 15

■-.:ϊ * ■

ν ά  βρεθούν ο ί  τ ι μ έ ς  f ' ( 1 . 5 )  κ α ί  f * ( 2 . 5 ) . r'l
••sjT
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Λύση

Γ ιά  ν ά  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  ό λ ε ς  τ ί ς  π λ η ρ ο φ ο ρ ίε ς  το υ  π ίν α κ α  π α ίρ ν ο υ 

μ ε  χ  = 0 , δ π ό τ ε  χ, =1, χ = 2  «α£ χ , = 3 .  Προφανώς τ ά  σ η μ ε ία  α ό τά  ίσ α π έ -  

- χ ο υ ν  κ α ί  τ ό  βήμα h ε ί ν α ι  ίσ ο  μ έ  1 . Γ ιά  ν ά  βρούμε τη ν  τ ιμ ή  f ' ( 1 . 5 ) ,  δη 

λαδή τή ν  τ ιμ ή  τ η ς  παραγώγου τ ή ς  f ( χ )  σ τό  σ η μ ε ίο  χ  = 1 . 5 ,  θά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ι

ήσουμε τό ν  τύ π ο  (4 .1 )  μ έ  Θ = ( χ  - x Q) / h  -  ( 1 . 5 - 0 )  / I  = 1 . 5  κ α ι n = 3 W  Γ ια  

τή ν  εύρεση τ ή ς  τ ιμ ή ς  f " ( 2 . 5 )  θ ά  έφαρμόσουμε τ ό ν  τύ π ο  (4 .5 )  μ έ  Θ=(2.5 - 0 ) /  

/ I  = 2 .5  κ α ί π = 3, Γ ιά  τή ν  έφαρμογή όμως ό π ο ιο υ δ ή π ο τε  ά πό  τ ο ύ ς  τύ π ο υ ς

(4 .1 )  κ α ί (4^5) χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τε  τ ί ς  δ ια φ ο ρ έ ς , έω ς κ α ί  τ ρ ί τ η ς  τ ά ξ η ς ,  τ ή ς  

συναρτήσεω ς f ( χ )  σ τό  σ η μ ε ίο  xq . Κ ατασκευάζουμε λ ο ιπ ό ν  τό ν  π ίν α κ α  δ ι ά 

φορων τή ς  συναρτήσεω ς f ( x )  πού  ε ί ν α ι  ό  ά κ όλου θος

χ f (χ) Δ Δ2 Δ 3

0 0

1 1

2 6

3 15

Γ ιά  τή ν  f ' ( 1 . 5 )  ά ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς  β ρ ίσ κ ο υ μ ε

f ' ( 1 . 5 ) * - [ A f  + i (  2Θ-1)Δ2ί f i (  3θ2-60+2)Δ3ί ] = 
ft ι- Ο 2 ο ο oJ

=i &-+Ί (2χι·5_ι)χ4+|·( 3χι·52_6χι·5+2 χ̂° ] =5 ·

1

4
5 ο

4
9

Γ ιά  τή ν  f ' ( 2 . 5 )  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ά ν τ ίσ τ ο ιχ α

[Δ f  + (Θ-1)Δ f  ΊL Ο 0J [4 + ( 2 . 5 - 1 )  χ θ ] =  4 .f " ( 2 . 5) 1

h 2
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4 . 3 .  Τ ύ π ο ι  Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  π α ρ ο γ ω γ  { σ ε ω ς  

π ο ύ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  μ έ  τ  ή  χ ρ η σ ι μ ο π ο ί  

η σ η  σ υ μ β ο λ ι κ ώ ν  μ ε θ ό δ ω ν

Οι τ ύ π ο ι π ο ύ  βρέθηκαν σ τή ν  προηγούμενη  ιβαράγραφο μπορούν ν ά  προ

κόψουν, μ ε ρ ικ ο ί  ίσω ς ευ κ ο λ ό τερ α , χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  σ υ μ β ο λ ικ έ ς  μ ε θ ό δ ο υ ς . 

Παρακάτω δ ε ίχ ν ο υ μ ε  τό ν  τρόπο  εΰρέσεω ς τ η ς  πρώ της κ α ί τ η ς  δ ε ύ τ ε ρ η ς  π α ρ α - 

γώγου τ η ς  συναρτήσεω ς f ( x )  σ τό  σ η μ ε ίο  x Q. Γ ιά  τή ν  πρώτη παράγω γο π α ίρ 

νουμε δ ια δ ο χ ικ ά

Δ - Δ
2

/

Συνεπώς

f ' ( x  ) = πο η
1 . 2 .  1 . 3 .
2 Δ f o + 3 Δ f o ± t Hf  *  *♦ ο

Ε ίν α ι  φανερό δ τ ι  ά ν  σ τό ν  παραπάνω τύ π ο  π ρ ο σ εγγ ίσ ο υ μ ε  τ ό  πρώ το μ έ λ ο ς  το υ  

μ έ  τ ο ύ ς  η πρώ τους ό ρ ο υ ς  το ύ  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έλ ο υ ς  θ ά  έχο υ μ ε  β ρ ε ί  τ ό ν  τύ π ο  ( 4 .2 ) .  

Γ ιά  τή  δ εύ τερ η  παράγωγο μπορούμε ν ά  βρούμε Α ν τ ίσ τ ο ιχ ο

f ' (xo ) = Ώ\ =  ^ C l o g i l t A ) ] 2^  
h

2
f  =
ο

1 -Δ 3 5
6

5
Δ + f ο

'Α πό τό ν  παραπάνω τύ π ο  π α ίρ ν ο υ μ ε

f ( x „ > i 2 Λ . - Λ  - | A 5f  *h* l 0 o 12 o 6 o

Etvou π ά λ ι φανερό δ τ ι  ο ι  n - l  πρ ώ το ι δ ρ ο ι  τοΟ δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έλ ο υ ς  το υ  π π ρ α - 

Tidvco τυπου  άποτελοΟ ν μ ια  π ρ ο σ έγγ ισ η  το υ  πρώ του μ έλ ο υ ς  το υ ·  "Ε τσ ι έ χ ο υ 
μ ε  β ρ ε ι  τό ν  τύ π ο  ( 4 . 6 ) .



-  75

4 . 4 .  Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  π α ρ α γ ώ γ ι σ η μ έ  τ ή  μ έ 

θ ο δ ο  τ  δ  ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  σ υ ν τ ε  -  

λ  ε  σ  τ  ώ ν

Στην παράγραφο α υτή  μ ελ ετο ύ μ ε  τη ν  π ερ ίπ τω σ η  πού  δ ί ν ε τ α ι  ε ξ α ρ χ ή ς  

έ ν α ς  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ό ς  τύ π ο ς  ά ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  παραγω νίσ εω ς μ ια ς  π ρ ο κ α θο ρ ισ μ έ

ν η ς  μορφής. *0 τύ π ο ς  ο ώ τό ς γ ε ν ικ ά  δ ί ν ε ι  τή ν  τ ιμ ή  μ ια ς  παραγω γού μ ια ς  

σ υ γκ εκ ρ ιμ έν η ς  τά ξ η ς  ένω  σ τό  δ ε ύ τε ρ ο  μ έ λ ο ς  το υ  π ε ρ ι έ χ ε ι  έ ν α ν  ά ρ ιθ μ ό ,έ 

στω  η , παραμέτρω ν. Τό πρόβλημα ε ί ν α ι  6  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό ς  των παραμέτρω ν 

το ϋ  δ εύ τερ ο υ  μ έλ ο υ ς  έ τ σ ι  ώστε δ  τύ π ο ς  πού  δόθη κε ν ά  ε ί ν α ι  όσο τ ό  δ υ 

ν α τό ν  π ιό  ά κ ρ ιβ ή ς , δηλαδή ν ά  ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς  γ ι ά  πολυώ νυμα βαθμού όσο 

τό  δυνα τόν  μ εγ α λ ύ τερ ο υ . Γ ιά  τό ν  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό  τω ν η παραμέτρω ν α π α ιτ ο ύ 

μ ε  ό  τύ π ο ς  πού  π ρ ο τ ε ίν ε τ α ι  νά  ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς  γ ι ά  τ ί ς  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ι ς  σ υ ν -  

σ ρ τ ή σ ε ις  f ( x )  ξ χ  | k = 0 (1  ) n - l . Έ τ σ ι  π ρ ο κ ύ π τε ι έ ν α  σύστημα  η ε ξ ισ ώ 

σεων μέ η άγνω στους ή έπ ίλ υ σ η  το ύ  ό π ο ιο υ  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε ι  τ ί ς  τ ι μ έ ς  τω ν η 

παραμέτρω ν. Ε ίν α ι  φ ανερό ό τ ι  έ ξ α ι τ ί α ς  των ά π α ιτή σ εω ν  πού  θ έ το υ μ ε  γ ι ά  

τό ν  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ μ ό  των η παραμ έτρω ν, δηλαδή ό  τύ π ο ς  ν ά  ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς  γ ι ά  

f  ( χ )  ξ  χ  ] k = 0 (1  ) n - l ,  κ α ί άκόμη τ η ς  γ ρ α μ μ ικ ή ς  ίδ ιό τ η τ α ς  το ύ  τε λ ε σ τή  

τή ς  παραγώ γου, ό  τύ π ο ς  θά  ε ί ν α ι  έ π ίσ η ς  ά κ ρ ιβ ή ς  κ α ί  γ ι ά  ό λα  τ ά  πολυώνυ

μα. βαθμού έως κ α ί  η -1  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο . Σ τό  σ η μ ε ίο  α ύ τό  παρατηρούμε ό τ ι  ά ν  

τ ό  σύστημα πού  π ρ ο κ ύ π τε ι γ ι ά  τή ν  εύρεσ η  τω ν π παραμέτρω ν έ χ ε ι  ά π ε ιρ ε ς  

λ ύ σ ε ι ς ,  τ ό τ ε  πρ οσ θέτουμ ε κατά λληλο  π λ ή θ ο ς ν έω ν  έξ ισ ώ σεω ν σ 'α ύ τ ό  έ τ σ ι  

ώστε ν ά  φτάσουμε σ '  έ ν α  σύστημα πού  έ χ ε ι  μ ιά  (ή πεπερασητένο π λ ή θ ο ς  λύ 

σεων) ή κ α μ ιά  λύ σ η . Οι έ ξ ισ ώ σ ε ις  πού  π ρ ο σ θ έ τ ο ν τα ι σ τό  σύσ τη μα , όπω ς ά -  

νοκρέρθηκε, ε ί ν α ι  α ύ τ έ ς  πού  π ρ ο κ ύ π το υ ν , ό τα ν  ά π α ιτή σ ο υ μ ε  ό  τύ π ο ς  πού  δ ό 

θη κε ν ά  ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς  κ α ί γ ι ά  f ( x )  ξ χ 11,  χ η +1 , . . Γ ιά  τή ν  κ α λύ τερ η  κα

τανόηση τ ή ς  μ εθό δο υ  των π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τέ ω ν  σ υ ντελ εσ τώ ν  δ ίν ο υ μ ε  σ τή  σ υ ν έ χ ε ια  

έ ν α  π α ρ ά δ ε ιγ μ α .

Π αράδειγμα

Νά π ρ ο σ δ ιο ρ ισ το ύ ν  ο ι  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  α ,  β , γ  σ τ ό ν  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ό  τύ π ο  

τ ή ς  α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  πα ραγω γίσεω ς
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f  '<*„> -  F  <“ f o 1 « 1  t ' f f 2 )

μ έ f .  = f ( x Q + i h )  | i  = 0 , 1 , 2 ,  ά σ τε  ν ά  ε ί ν α ι  α ύ τ ό ς  όσο τ ό  δ υ ν α τό ν  π ι ό  Α

κ ρ ιβ ή ς  .

Γ ιά  ν ά  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ί ς  τ ρ ε ι ς  πα ρ α μ έτρ ου ς α , β , γ ,  σύμίρωνα μ έ  

τιί θ ε α ρ ία  πού  Α ναπτύξαμε, ά π α ιτο ϋ μ ε  δ  τύ π ο ς  πού  δόθη κε ν ά  ε ί ν α ι  Α κρ ι

β ή ς  γ ι ά  f ( x )  ξ ι ,  χ ,  χ 2 ,  έ τ σ ι  ώ στε ν ά  μπορέσουμε ν ά  σ χη μ α τίσ ο υ μ ε  τ ρ ε ι ς  

έ ξ ισ ώ σ ε ις  πού  ν ά  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  τ ο ύ ς  τ ρ ε ι ς  Α γνώστους α ,  β , γ .  Ά ν  καλέσου^  

μ ε μ έ  Α τό  πρώτο μ έλ ο ς  κ α ί  μ έ  Β τ ό  δ ε ύ τε ρ ο  μ έλ ο ς  τοΟ τύ π ο υ  π ο ύ  δ ό θ η κ ε , 

τ ό τ ε  γ ι ά  f ( x )  = 1  έχο υ μ ε  ■·

Λύση

Α = f ' ( x Q) = 0 κ α ί

( a x l  + β χ ΐ  + γ χ 1 )  = ^  (α  + β tY>

Ε π ε ιδ ή  π ρ έ π ε ι  ν ά  έχο υ μ ε  Α = Β, π ρ ο κ ύ π τε ι Αμέσως δ τ ι

α + β + γ  = 0 . ( 4 . 7 )

Γ ι ά  f  ( χ )  = χ

A = f ' ( x  ) = 1 ο
κ α ί

Β = |·  [otxQ + β(χο + h ) + y ( xq + 2h)] = ^  [χ ο(α+β+γ)+h(B+2Y)3

ή έ ξ α ι τ ία ς  τ ή ς  (4 .7 )

Β = β + 2γ

Από τή  σχέση  Α = Β β ρ ίσ κ ου μ ε  δ τ ι

( 4 . 8 )β-+ 2γ  = 1
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Γ ι ά  f ( x ) -  = .x_ __

A = f ' ( x  ) = 2x x a t- . . o o .

B = ^  CaXQ B(xo+ h ) ^ Y ( x o+ 2 h )2J =  [χ* (α+β+γ)  + 2 χ ^ ( β + 2 γ )  +

+ ϊι2 (β + 4 γ ) ]  = 2 χ ο + Μ β + 4 γ )

όπου  γ ι ά  τη ν  εύρεσ η  τ ο ϋ  δ ε ξ ιο ύ  μ έλ ο υ ς  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  τ ί ς  σ χ έ σ ε ις

( 4 .7 )  κ α ί  ( 4 . 8 ) .  'Α πό τή  σχέσ η  τώρα Α = Β π ρ ο κ ύ π τ ε ι

β + 4γ = 0 . ( 4 . 9 )

*Η έπ ίλυσ η  το υ  σ υ σ τή μ α τος τω ν έξισ ώ σεω ν ( 4 . 7 ) ,  ( 4 .8 )  κ α ί  ( 4 .9 )  δ ί ν ε ι

3 1
a  = -  τγ , β = 2 κ α ι  γ  = -  .

Μέ βάση τ ί ς  τ ι μ έ ς  α ύ τ έ ς  δ  τύ π ο ς  πού  δόθη κε γ ί ν ε τ α ι .

f  '( x  ) ~  -  —  ( 3 f  -  4 f . + f 0 ) .
°  2h °  1 2

Παρατηρούμε δ τ ι  δ  τ ύ π ο ς  πού  βρέθηκε ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς  γ ι ά  πολυώ νυμα μ έ 

χ ρ ι  δ εύ τερ ο υ  βαθμού τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  κ α ί  σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ έ  τ ό ν  τύ π ο  ( 4 . 4 ) .

4 . 5 .  Σ φ ά λ μ α  ά π ο κ ο π ή ς  τ ή ς  π ρ ώ τ η ς  π  α  -  

ρ  α  υ ώ  γ  ο  υ

10 σφάλμα άπσκσπής Er πού  γ ί ν ε τ α ι  κ α τά  τή ν  εύρεσ η  τ η ς  πρώ της 

παραγώγου σ τή ν  π ερ ίπ τω σ η  τω ν η+1 σ η μ είω ν  π α ρ εμ β ο λ ή ς , πού  γ ε ν ικ ά  μπο

ρ ο ύ ν  ν ά  θεω ρηθούν δ τ ι  δ έ ν  ίσ α π έ χ ο υ ν , θ ά  δ ί ν ε τ α ι  ά π ό  τ ή ν  παρακάτω  δ ι α 

φορά  .

2

En = ρή ( χ )  "  f # ( x ) '·
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'Ε π ε ιδ ή  γ ε ν ικ ά  ίσ χ ύ ε ι  δ τ ι  f ( x )  = pn (x )  +Rn+i ^ x ^> ^  ΤΤΠΡαπ^ ^  σ χέσ η  γρ ά 

φ ε τ α ι

Εη = - Κ Λ * '  ■

'Ε ά ν  τώρα γ ι ά  τή  διόρθω ση κη+1( χ ) χρ η σ ιμ σ π ο ιη θή  ή έκφραση ( 3 . 1 8 ) , μ έ τ ή ν  

προϋπόθεση φ υ σ ικ ά  δ τ ι  ίσ χύ ο υ ν  ο ι  ά ν τ ίσ τ ο ιχ ο ι  π ε ρ ιο ρ ισ μ ο ί  Ύΐά_τή συνάρτη- 

ση ± ' (χ ) ,  μποροϋμε ν ά  έχουμ ε

η η

Εη = -  Β Π 7 .  4  Π ' ^ ί »  * Ρ  < , , , , >  S f < n , 1 ) <5) ]
u 1 = 0  1=0 J

όπου ζ ε ί ν α ι  έ ν α  άγνω στο σ η μ ε ίο  το υ  δ ια σ τή μ α το ς  I  ξ [ m in ( x ,x  , . , χ  ) ,^ ο η
m ax (x ,x Q, . . .  »xn >] χα·ί ά π ο τ ε λ ε ϊ  συνάρτηση τ ο ϋ  σ η μ ε ίο υ  χ .  Μέ μ εθόδου ς  πού  

ε ί ν α ι  π έρ α  άπό τ ό  σκοπό το ϋ  π α ρ ό ντο ς  β ιβ λ ίο υ  κ α ί μ έ  τ ή ν  προϋπόθεση  δ τ ι  

f ( x )  e c  ( I )  ε ί ν α ι  δυ να τό  ν ά  ά π ο δ ε ιχ τ ε ί  δ τ ι

d ^ (n+1)  , r \ -  f ( n + 2 ) (n )  
dx r  " (n+2) n e i

Χ ρησιμοποιώ ντας τ ό  παραπάνω ά π ο τέλ εσ μ α  σ τή ν  έκφραση το ϋ  σφ άλματος ά π ο -  

κοπης βρ ίσ κουμ ε τ ε λ ικ ά  δ τ ι

η η

ΠΤ! [f("M>(5)® Π(*-*,) * Π(«4, <)"·)] <*·*»Εη “ (η+1

_  I  Q

μέ ξ ,  ή6Ι , f  8 C ( I )  καί I ξ Γϊηΐη(χ,χ , . ,χ  ) , max(x,x , . ,χ  )Ί . *0ι_ ο η ο η -J
τύ π ο ς  (4 .10)  μ π ο ρ ε ί ν ά  ά π λ σ π ο ιη θ ε ΐ σ η μ α ν τ ικ ά  δ τ α ν  τ ό  τυ χ ό ν  σ η μ ε ϊσ ν  χ  ε ί 

ν α ι  έ ν α  άπό τ ά  σ η μ ε ία  παρεμ βολής xk |k  = 0 ( l ) n ,  όπως σ υ μ β α ίν ε ι  π . χ .  σ χόν  

τύπο  ( 4 . 2 ) .  Σ τήν π ερ ίπ τω σ η  α ύ τή  μποροϋμε ν ά  βροϋμε άμέσω ς δ τ ι

En = " (n+l)j f (  ) (C)Q (xk_xi ) *i= 0
i* k

ξ β I = (min(x , . . . , χ  ) ,  max(x , . . . , χ  )1.ο π o n*·1

( H . l l )
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Π α ράδειγμ α  1

Νά β ρ ε θ ε ί  τ ό  σφάλμα άποκσπή ς σ τη ν  περ ίπτω σ η  χ ρ η σ ιμ σ π ο ιή σ εω ς τ ο υ  

τύπου  ( 4 . 3 ) ,  δηλαδή τοΟ τύ π ου

f , -  f
f ( x  ) « --------- -

0 h

Λύση

Γ ιά  ν ά  βρούμε τ ό  σράλμα ά ποκοπη ς ε ί ν α ι  φ ανερό  δ τ ι  θ ά  έφαρμόσου-

μ ε  τ ο ν  τύ π ο  (4 .1 1 ) μ έ  n = 1 ,  χ  = χ  κ α ί  έ χ ο ν τ α ς  υπόψη δ τ ι  τ ά  σ η μ ε ία
κ ο

παρεμβολής ια α π έ χ ο υ ν . 'Α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  β ρ ίσ κ ου μ ε

Ε1
1

( 1 + D !

ι
f(1+1)

9

ξ 6 I  = [min ( x  , u ο x ^ ) ,  max(xQ,

'Α πό τ ά  παραπάνω π ρ ο κ ύ π τε ι δ τ ι

^1 ~ 2 ^ * £®CX0 > x j3 ·

Πα ρ ά δ ε ιγμ α  2

Νά β ρ ε θ ε ί ,  δπω ς σ τό  προηγούμ ενο  Π α ράδειγμ α  1 , τ ό  σράλμα ά ποκοπη ς 

σ τη ν  περ ίπ τω σ η  χρ η σ ιμ σ π ο ιή σ εω ς το υ  τύπου  ( 4 . 4 ) , δηλαδή το υ  τύ π ο υ

f ( x  )Ο 2h

Λύση

'Ε ργα ζόμ α σ τε  ά κ ρ ιβ ώ ς δπω ς κ α ί  π ρ ί ν ,  μ έ  η = 2 α ύ τή  τή  φ ορά , δ π ό τ ε  

β ρ ίσ κ ο υ μ ε  εύκολα  δ τ ι

( ξ ) ,E2 = - f | f< 3 > U ) (V Xl )(V x2)



Π αράδειγμα  3 - ■ ·

Γ ιά  τή ν  εύρεσ η  τ η ς  πρώ της παραγωγού το ϋ  πολυωνύμου f ( x ) = 3 x 3-2 x 2+ l  

σ τό  σ η μ ε ίο  χ  = 1 .5  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  δ  τύ π ο ς  (4 .1 )  μ έ  σ η μ ε ία  π α ρ ε μ β ο λ ή ςτ ά  

xq = 0 , χ χ = 1 w at χ 2 = 2 .  Να β ρ ε θ ε ί ,  έφ ορμ όζσ ντα ς τ ό ν  τύ π ο  ( 4 .1 0 ) ,τ ό  ά ν τ ί -  

σ τ ο ιχ ο  σφάλμα ά ποκσ πη ς.

Λύση

Ε ίν α ι  φανερό δ τ ι  δ  τύ π ο ς  (4 .1 0 )  θ ά  έφ α ρ μ ο σ τε ΐ μ έ  η = 2 κ α ί  χ  = 1 . 5 .  

'Ε π ε ιδ ή  ή  συνάρτηση f ( x )  ε ί ν α ι  πολυώνυμο τ ρ ίτ ο υ  βα θμ ού , έ χ α ν ε  α μ έσ ω ς, 

ά πό  τή ν  ά ν α λ υ τ ικ ή  έκφρασή τ η ς ,  δ τ ι · ί ^ 3 \ ξ )  = 1 8  κ α ί  f^u\n )  = 0. ‘ Επομέ

νω ς δ  τύ π ο ς  (4 .1 0 )  δ ί ν ε ι

V - - J  1 8 [ ( χ - 0 ) ( χ - ΐ Κ χ - 2 ) ] ' | χ = 1 5  =

= -  3 (χ ’ - 3 χ 2 »2 χ / | χ=1-5

= - 3(3χ 2 - 6 χ +2>|χ=1·.5 = °·75 ·

Π α ρα τη ρή σ εις:

. Ο ί παρακάτω π α ρ α τ η ρ ή σ ε ις , ά ν  κ α ί  ά να φ έρ ο ν τα ι σ τ ό ν  ά πλσ ύσ τερ ο  τύ π ο  

πού  βρήκαμε γ ι ά  τή ν  πρώτη παράγω γο, δηλαδή σ τ ό ν  f  '(χ ) = ■ 1 ■ -°  , ε ί ν α ι
°  Π

γ ε ν ικ ή ς  χ ρ η σ ιμ ό τ η τ α ς , γ ι α τ ί  μπορούν εύκολα  ν ά  γ ε ν ικ ε υ τ ο ύ ν  έ τ σ ι  ώ στε ν ά  

καλύπτουν δ λ ε ς  τ ί ς  δ υ ν α τ έ ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις

i )  Ά ν  ή τ ιμ ή  το ύ  h ε ί ν α ι  πολύ  μ εγ ά λ η , τ ό τ ε  ε ί ν α ι  φ ανερό  δ τ ι  έ χ ο υ 

μ ε  μ ιά  π ρ ο σ έγγ ισ η  τ ή ς  παραγώγσυ π ο ύ  δ έ ν  ε ί ν α ι  ά κ ρ ιβ ή ς .  Λ ύτό μ π ο ρ ε ί  ν ά  

τ ό  δ ε ι  κ α ν ε ίς  μ έ  μ ιά  γρ α φ ικ ή  παράσταση.
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'Από τ ό  Σχήμα 1 έχουμ ε δ τ ι  f  ' ( x Q) = t a n  α , όπου  α ε ίν α ι, ή  γ ω ν ία  π ο ύ  σ χη 

μ α τ ίζ ε ι,  ή έφαπτομένη  τ ή ς  καμπύλης ΡΑ σ τό  σ η μ ε ίο  Ρ τ ε τ μ η μ έ ν η ς  χ  μ έ  τό ν
£  - f  0

ά ξο να  των χ  ένω  — -  = ta n  β , όπου  β ε ί ν α ι  ή γ ω ν ία  πού  σ χ η μ α τ ίζ ε ι  ή
h

ε ύ θ ε ία  ΡΜ, πού π έρ ν α  άπό  τ ά  σ η μ ε ία  τ ή ς  καμπύλης Ρ κ α ί  Μ τετμ η μ ένω ν  xq 

κ α ί χ 1 α ν τ ίσ τ ο ιχ α ,  μ έ  τ ό ν  ά ξο να  τω ν χ .  “Οπως (ρ α ίν ετα ι ά π ό  τ ό  Σχήμα 1 ή 

t a n  β α π ο τ ε λ ε ί  μ ιά . φτωχή π ρ ο σ έγγ ισ η  τ ή ς  t a n  α .

i i )  'Από τή ν  προηγούμενη  παρατήρηση φ α ίν ε τ α ι  καθαρά  ό τ ι  γ ι ά  ν ά  βρού

μ ε  μ ιά  καλή π ρ ο σ έγγ ισ η  τ ή ς  παραγω γού π ρ έ π ε ι  ν ά  πάρουμε τ ό  h όσο τ ό  δυ να 

τό , π ιό  μ ικ ρ ό . “Αν όμως ή τ ιμ ή  το υ  h ε ί ν α ι  πολύ  μ ικ ρ ή , τ ό τ ε  δ η μ ιο υ ρ γ ο ύ ν -  

τ α ι  άλλου ε ίδ ο υ ς  προβλή μ ατα . Π ρ α γμ α τικ ά , γ ι ά  τή ν  εύρεση  το υ  δ ε ύ τ ε ρ ο υ  μ έ 

λ ο υ ς  το ΰ  τύπου  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τα ι τ ι μ έ ς  τ ή ς  συναρτήσ εω ς ο ι  ό π ο ι ε ς ,  ά ν  ό χ ι  

τ ίπ ο τ ε  ά λ λ ο , θ ά  π ε ρ ιέ χ ο υ ν  το υ λ ά χ ισ το ν  σφάλματα σ τρ ο γ γ υ λ ε ύ σ ε ω ς . “Ε τ σ ι ά ν  

f ” , f*“* κ α ί h* ε ί ν α ι  ο ι  κ α τά  π ρ ο σ έ γ γ ισ η  τ ι μ έ ς  των f ^ ,  f Q κ α ί  h μ έ  ά ν τ ί -  

σ τ ο ιχ α  σφάλματα σ τρ ο γγυ λεύ σ εω ς ε ^ ,  e Q κ α ί  ε ^ ,  τ ό τ ε  θ ά  έχο υ μ ε  γ ι ά  τ ή ν  ε ύ 

ρεση τή ς  τ ιμ ή ς  τ ή ς  παραγω γού ό τ ι

f ' ( x  ) 0
fl - f 0 <fltEl )-(fo « o ) f . - f  ε . - ε  1 ο , 1 ο

Τ  Λ

Ε ίν α ι  τώρα φ ανερό ό τ ι  ή τ ιμ ή  τ ή ς  f  ' ( x q) ε ί ν α ι  κ α τά  π ρ ο σ έγγ ισ η  τ ό  ά θ ρ ο ι

σμα των δύο όρων το ύ  δ ε ξ ιο ύ  μ έ λ ο υ ς . Ό  πρ ώ τος ό ρ ο ς  ά π ο τ ε λ ε ΐ  τή ν  π ρ ο σ έγ 

γ ι σ η  πού θέλουμ ε ν ά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε . Γ ιά  τό  δ ε ύ τε ρ ο  όμως όρο μπορούμε 

ν ά  παρατηρήσουμε τ ά  έ ξ ή ς .  “Αν ο ΐ  τ ι μ έ ς  τω ν f ^ ,  f  κ α ί  h δ ί ν ο ν τ α ι  μ έ  π ρ ο 

σ έ γ γ ισ η  m σ . φ . ,  τ ό τ ε  έ π ε ιδ ή  ή τ ιμ ή  f  π α ρ α μ έν ε ι κ α τά  κ ά π ο ιο  τρόπο  σ τα θ ε 

ρά  ένω  ή μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι, ό τα ν  τ ό  h μ ετα β ά λ λ ε τα ι κ α ί τ ε ί ν ε ι  σ τό  μ η δ έ ν ,τ ό  

πλή θο ς των δ . ψ .  σ τ ι ς  τ ι μ έ ς  των f  κ α ί  f  θά  π α ρ α μ ε ίν ε ι  σ τα θ ερ ό  κ α ί  ίσ ο  

έστω  μ έ  k .  Τό γ ε γ ο ν ό ς  α ύ τό  μ α ς λ έ ε ι  ό τ ι  τ ά  σφάλματα ε 1 κ α ί. θ ά  ε ί ν α ι  

τ έ τ ο ια  ώστε l e | s | e 1 | <, ·|·10"'< πο ύ  σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι  ή δ ια φ ο ρ ά  τ ο υ ς  θ ά  ε ί ν α ι  

τ ή ς  τά ξ η ς  το ΰ  10-k  . "Ε τσ ι ένω  6  παρονομ αστής h τ ε ί ν ε ι  σ τό  μ η δέν  ( γ ί ν ε 

τ α ι  δηλαδή πολύ  μ ι κ ρ ό ς ) ,  δ  ά ρ ιθ μ η τ ή ς  ε - ε  π α ρ α μ έν ε ι τ ή ς  ί δ ι α ς  τά ξ η ς  10- k .J- Ο £ — £
Τό τ ε λ ε υ τ α ίο  δ ί ν ε ι  σαν συμπέρασμα ό τ ι  τ ό  κλάσμα · τ ε ί ν ε ι  σνό ά π ε ιρ ο .

h5!
Δηλαδή τό  σφάλμα σ τή ν  εύρεση  τού  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έλ ο υ ς  γ ί ν ε τ α ι  πολύ  μ εγ ά λ ο , ό 

τ α ν  τ ό  h γ ί ν ε τ α ι  πολύ  μ ικ ρ ό .



i i i )  Έ §α ιτία ς των προηγούμενων παρατηρήσεαΛ», στήν πράξη, θά πρέ
π ε ι ή έκλσγή τοΟ h νά  γ ίν ετ α ι μέ μεγάλη προσοχή.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Λ Χρησιμοποιώντας υποχρεωτικά δλα τά δεδομένα τοΟ πίνακα

X 0 1 2 3

f(x> - 1  1 15 53

νά  βρεθεί ή τιμή f ' ( 0 . 5 ) . ('An. 1.5)

Νά Α π ο δ ε ιχ τ ε ί  δ  π ρ ο σ έ γ γ ισ ε  ικ ό ς  τύ π ο ς

f ' ( χ ) »  — (2f_ -  9f_ + 18f.  -  I l f  ) 
o 6h 3 2 1 0

όπου x . = x  + ih  κ α ί  f .  = f ( x . )  | i  = 0 ( 1 ) 3 .1 0  1 1 1

Νά π ρ ο σ δ ιο ρ ισ το ύ ν  o t  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  a Q κ α ί  έ τ σ ι  ώ στε δ  τ ύ π ο ς  τ η ς  Α

ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  πορα γω γίσ εω ς : f  ' ( xq ) = α f ( x  ) + a 1f ( x 1 >, δπου  xq κ α ί  Xĵ  YVW" 

σ τ ο ί  Α ρ ιθ μ ο ί, ν ά  ε ί ν α ι  όσο  τ ό  δ υ να τό ν  π ι ό  α κ ρ ιβ ή ς . (*Απ. 1 / ( χο~χ1 ) , 1 / ( χ1 '

* ο »
; ■■ * Κ · ·

^ ^ Ν ά  Α π ο δ ε ιχ τ ε ί  μ έ  δ π ο ιο δ ή π ο τε  τρ ό π ο  δ τ ι

f  "  ( x n ) ( 2 f  -  5 f  + H f , -  f . )

δπου  x . = x  + ih  κ α ί  f .  = f ( x . )  | i =  0 ( 1 ) 3  . i  o 1 1 1 5

5 . Χ ρησιμοποιώ ντας τ ό  πολυώνυμο παρεμ βολής τσΟ L a g ra n g e , π ο ύ  δ ρ ίζ ε τ α ι  

ά πό  τ ά  σ η μ ε ία  πα ρεμ βολής xq , χ^  κ α ί  χ 2 μ έ  Α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  τ ι μ έ ς  f Q, f 1 κ α ί 

f 2 , γ ι ά  τή ν  π ρ ο σ έγγ ισ η  τ ή ς  συναρτήσεω ς f ,  ν ά  β ρ εθο ύν  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ έ ς  έ κ -  

α ρ ά σ ε ις ,  πού  ν ά  δ ίν ο υ ν  τ ή ν  πρώτη κ α ί  τή  δ ε ύ τε ρ η  τκχράγωγο τ ή ς  f  σ τ ό τ υ -
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χ ό ν  σ η μ ε ιο ν  χ .  -

(2Χ-Χ..-Χ,,) ( 2 χ - χ  - χ _ )  . ( 2 χ - χ  -Χ - )
'Απ;. ------ -- ■■■- ■ f + ------ - +.--------— --- f2 ,

( x n- x , ) ( x - x 0 ) 0 (x  - x n ) ( x . - x  ) ( χ _ - χ  Κ χ . - χ . . )ο 1 ο 2 1 ο - 1  2 2 0 . 2  1

f o + · f l  +
(x o"x i ^ x o-x 2  ̂ ~ Χ̂1_Χο ^ Χ1~χ2  ̂ χ̂ 2-Χο ^ Χ2-Χ1^

6 . Χρησιμοττοιώντας τό ν  τύ π ο  το υ  T a y lo r ,  ν ά  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ότι, τ ό  σφάλμα 

Α ποκοπής, κατά, τη ν  έφαρμογή το ϋ  π ρ ο σ εγγ  ισ τ ικ ο ϋ  τύ π ο υ

) * ------  ( f ,  -  f _ i ) /°  2h 1 - 1

δπου  f 1 = f ( x Q+h) κ α ί  f _ 1 = f ( x Q- h ) ,  δ ί ν ε τ α ι  άπό  τη ν  έκίρραση

Ε = - “ ί ' " ( ξ ) /  νέ ξ β [ χ ο-Η, xQ+h] .



5.  Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  O A O K A H P Q E H

5 .1 . Γ ε ν ι κ ά

* η άριθμητική όλοκλήρωση ά ιυ ιε λ ε ΐ  ίν α  άπο τά ι>ΛΑώχιότε(π ά ντ ι— 

κείμενα  τής Α.Α. Χρησιμοποιείται σέ μεγάλο βαθμό άτεό όλους τούς έπ ιστή - 
μσνες θετικής κατευθύνσεως σ τ ις  έφαρμσγές γ ιά  τόν ίχΐολσγκχιό των ο ρ ι
σμένων όλσκλτρϋμάτων. Αίτιό όφ είλεται σέ πολλούς λόγους. 'Ε νας άπό αυτούς 
ε ίν α ι ό  ά ντίσ το ιχος μέ έκ εινσ ν τής Αριθμητικής παραγωτίαεως δηλαδή ή πε
ρίπτωση όπου δέν γνωρίζουμε τήν Αναλυτική έκφραση τής <ΛΛθρτήσεως πού ε ί 
να ι γ ιά  δλακλτρωση. Συγκεκριμένα, γ ιά  τήν εύρεση έ \ό ς  Αρισμένου Αλσκλη- 
ρΰματος τής μορφής f (x )dx  στήν πράξη ιό  μόνο συνήθως που ξ έ ρ α ν ε  γ ιά  
τή συνάρτηση f i x )  ε ίν α ι ο ί  τ ιμ ές  της γ ιά  όρ ιομ ένες τ ιμ ές  τής Ανεξάρτητης 
μεταβλητής χ , πού προέρχονται δ ιυ ς  άναφέραμε άηό μετρήσεις ή παρατηρή
σ ε ι ς .  ‘Η Ανάγκη της Αριθμητικής Αλοκληρώιχως στήν περίπτωση αύτή ε ίν α ι  
έτιιτακτική. 'Ακόμη όμως καί όταν ξ έ ρ ο μ ε  τήν Αναλυτική έκφραση της o w -  
αρτήοεως f ( x )  ε ίν α ι δυνατό ή προσφυγή σ τ ίς  μεθόδους τής Αριθμητικής Αλο- 
κληρώσεως νά  ε ίν α ι Αναγκαία. Αίτιό γ ίνετ α ι φανερό στήν περίπτωση που τό  
Αόριστο όλσκλήρωμα, μ ια ς έστω καί σχετικά  Απλής συιαρτήσεως, νά  (ιά ρ χ ε ι, 
Αλλά νά  μήν έκεράζεται μέ ένα  πεπερασμένο πλήθος στοιχειωδών συναρτήσεων. 
Π.χ. στήν περίπτωση πού έχουμε τό όλοκλήρωμα je  dx. Γιά τό όλεχληρω π  
αίτιό ξέρουμε άηό τήν 'Ανάλυση ό τ ι ίχά ρ χει άλλά δ έν μπορεί νά  έκιρραστεΐ 
μέ ένα  πεπερασμένο πλήθος στοιχειωδών συναρτήεβΛ/. 'Επίσης γ ίν ε τ α ι έμμε
σα φανερό στήν περίπτωση πού τό άόριστο όλοκλήρωμα τής «ΧΛΟΡχήσεως, πού 
δ ίνετα ι Αναλυτικά, ε ίν α ι Αρκετά πολύπλοκης μορφής. Π .χ . γ ιά  τή σΐΛάρτη- 
ση f i x )  = ——  έχουμε δ τ ι

Γ ιά  νά  βρεθεί τάρα ή τιμή ένό ς όρισμένου Αλοκληρώματος τή ς μορφής
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όπου 5 '3^ [a ,b ] ,  μ έ  τή  χρη σ ιμ ο π ο ίη σ η  το υ  προηγούμ ενου  τύ π ο υ  θ ά  π ρ έ π ε ι  ν ά  

•χρησιμοποιηθούν π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ έ ς  τ ι μ έ ς  γ ι ά  τ ό  5 ^  κ α ί  τ ό  3 ^  κ α ί  σ τή  συ

ν έ χ ε ι α ,  μ ετά  άπό  τή ν  έκ τέλ εσ η  δλων των πράξεω ν μ έσ α  σ τή ν  άγκύλη  κ α ί  

σ τη ν  παρένθεση  το ύ  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έ λ ο υ ς , γ ι ά  χ  = a  κ α ί  χ  = b ,  θ ά  π ρ έ π ε ι  ν ά  

βρεθούν π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ά  π ά λ ι ο ι  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  τ ι μ έ ς  γ ι ά  τ ί ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  

lo g  κ α ί t a n -1 κ α ί  σ τό  τ έ λ ο ς  ν ά  γ ίν ο υ ν  δ λ ε ς  ο ι  π ρ ά ξ ε ις  πού  ά π ο μ έν ο υ ν . 

Συνεπώς τό  τ ε λ ικ ό  ά π ο τέλ εσ μ α  θ ά  ε ί ν α ι  δπω σδήποτε π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ό  κ α ί  μά

λ ισ τ α  μ έ  μ ιά  π ρ ο σ έγγ ισ η  πού  θά  ε ί ν α ι  δύσκολο ν ά  έ λ έ γ ξ ο υ μ ε , κ υ ρ ίω ς  έ ξ -  

α ι τ ί α ς  τη ς  πολύπλοκης μορφ ής τη ς  έκφράσεως το ύ  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έ λ ο υ ς , κ α ί  θ ά  

π ρ ο κ ύ π τε ι έ π ε ιτ α  άπό έ ν α  σ χ ε τ ικ ά  μ εγά λ ο  ά ρ ιθ μ ό  π ρ ά ξεω ν . Οι μ έ θ ο δ ο ι ό 

μως τ η ς  ά ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  δλοκληρώσεως, όπως θ ά  δούμε στή  σ υ ν έ χ ε ια ,  μπορούν 

ν ά  μ α ς δώσουν τό  ά π ο τέλ εσ μ α  μέ κα λύτερη  κ α ί  έλ εγχ ό μ εν η  μ ά λ ισ τα  π ρ ο σ έγ

γ ι σ η  κ α ί κ υ ρ ίω ς  μέ πολύ μ ικ ρ ό τε ρ ο  ά ρ ιθ μ ό  π ρ ά ξεω ν .

‘Η βασ ική  ιδ έ α  τ ή ς  ά ρ ιθ μ η τ ικ η ς  δλοκληρώσεως ε ί ν α ι  ή ί δ ι α  μ έ  τή ν  

ά ν τ ίσ τ ο ιχ η  τ η ς  ά ρ ιθ μ η τ ικ η ς  π α ρ α γω γ ίσ εω ς. Δηλαδή, ά ν τ ί  ν ά  βρούμε τ ό  δ -  

ρ ισ μ έ ν ο  ολοκλήρωμα μ ια ς  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η ς  σ υναρτήσ εω ς β ρ ίσ κ ο υ μ ε  τ ό  ί δ ι ο  δ -  

ρ ισ μ έ ν ο  ολοκλήρωμα ε ν ό ς  πολυωνύμου πα ρεμ βολής τ η ς .  Σ τ ι ς  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ε ς  

π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  ή συνάρτηση δ ί ν ε τ α ι  μέ τ ί ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  σ ' έ ν α  π λ ή θο ς σ η μ ε ίω ν . 

Ε ί ν α ι  όμως δυ να τό  ν ά  δ ί ν ε τ α ι  ή ά ν α λ υ τ ικ ή  τ η ς  έκφραση, ό π ό τε  θ ά  μπορού

μ ε  ν ά  βρούμε ό σ ε ς  τ ι μ έ ς  τ η ς  χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τε  σ έ  δ ιά φ ο ρ α  σ η μ ε ία . 01 ά π λ ο ύ -  

σ τ ε ρ ο ι  τύ π ο ι ά ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  δλοκληρώσεως π ρ ο κ ύ π το υ ν , φ υ σ ικ ά , ό τα ν  τ ά  ση

μ ε ία  άπό  τ ά  ό π ο ια  κ α τα σ κ ευ ά ζετα ι τό  πολυώνυμο παρεμ βολής ίσ α π έ χ ο υ ν . Μέ 

τή ν  εύρεση  τ έ τ ο ιω ν  τύπω ν θ ά  άσχοληθοΰμε κ υ ρ ίω ς  σ τή  σ υ ν έ χ ε ια .

5 . 2 .  Κ λ ε ι σ τ ο ί  τ ύ π ο ι  ά ρ ι θ μ η τ ι κ ή ς  δ λ ο 

κ λ η ρ ώ σ ε ω ς  τ ω ν  N e w t o n - C o t e s

Στήν παρούσα παράγραφο, όπως κ α ί  σ τή ν  επ ό μ εν η , θά  υ π οθέτου μ ε  ό 

τ ι  ή συνάρτηση f ( x )  σ τό  δ ρ ισ μ έ ν ο  δλοκλήρωμα δ ί ν ε τ α ι  ή μ π ο ρ ε ί ν ά  δ ο θ ε ί  

σέ η+1 σ η μ ε ία  χ.. | i  = 0 ( 1 ) π ,  πού  ίσ α π έ χ ο υ ν , κ α ί  ό τ ι  ένδ ια φ ερ ό μ α σ τε  γ ι ά  

τό ν  υ πολογισ μ ό  τ ή ς  τ ιμ ή ς  το ύ  δλοκληρώ ματος | χ Πί ( x ) c l x .  Γ ιά  τ ό ν  δ ρ ισ μ ό  

το ύ  πολυωνύμου πα ρεμ βολής pn (x )  θά  χρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ο ύ ς  ά ν τ ίσ τ ο ιχ ο υ ς  

τύ π ο υ ς  παρεμβολής των σ η μ είω ν  πού ίσ α π έχο υ ν  κ α ί  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν α  τ ό ν  τύ π ο
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των π ρ ό ς  τ ά  έμπρός διάφορω ν τω ν Newton -  G re g o ry . O t τ ύ π ο ι  τ ή ς  ά ρ ιθ μ η - , 

τ ικ ή ς  όλοκληρώσεως πού  θά  προκύφουν στή  σ υ ν έ χ ε ια  κ α λ ο ύ ν τα ι κ λ ε ισ τ ο ύ  τ ύ 

π ο ι  των Newton -  C o te s .  'Α νάλογα μ έ  τό  βαθμό η το ύ  πολυωνύμου παρεμ βο

λ ή ς  πού χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  προκύπτουν δ ιά φ ο ρ ο ι τ ύ π ο ι  των Newton -  C o te s .  

Στή σ υ ν έ χ ε ια  βρ ίσ κουμ ε το ύ ς  τύ π ο υ ς  ά ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  όλοκληρώσεως π ο ύ  Α ν τ ι

σ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ί ς  τ ι μ έ ς  η = 1 ,2  κ α ί  3 .

[α)ι Γιά η = 1 έχουμε

Γ1
f ( x ) d x  »  p . ( x ) d x

ο

Καί τ ε λ ικ ά

J  1f ( x ) d x P 4 |  . ( 5 . 1 )

xo

‘0  παραπάνω τύπος (5.1) άριθμητικής όλοκληρώσεως πού ε ίν α ι ό  άπλούστε-
ρος Από όσους θά βρούμε ε ίν α ι γνωστός ώς ό κανόνας τού τραπεζίου. Κι*
αύτό, γ ια τ ί όπως ε ίν α ι γνωστό τό όρισμένο όλοκλήρωμα | f (x )d x  π α ρι-

• ' a
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σ τ ά ν ε τ α ι γρ α φ ικ ά  άπό  τό  έμβαδό το υ  σ χή μ α τος (ABCED) (Σχήμα 2) , ένω  ή  

έκφραση το υ  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έλ ο υ ς  τοΟ τύ π ου  (5 .1 ) ., — CfQ + f ^ ) , ά πό  τ ό  έμβα

δό  το υ  τ ρ α π ε ζ ίο υ  (ABCD).

*0 κα νόνα ς το ϋ  τ ρ α π ε ζ ίο υ  μ π ο ρ ε ί υ ά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί  γ ι ά  τ ό ν  υ π ο 

λ ο γ ισ μ ό  το υ  ο ρ ισ μ έν ο υ  ολοκληρώ ματος τ ή ς  συναρτήσεω ς f ( χ )  σ τη ν  π ε ρ ί 

πτωση πού τό  δ ιά σ τη μ α  δλοκληρώσεως ά π ο τ ε λ ε ΐτ α ι  άπό  k δ ια δ ο χ ικ ά  δ ια σ τ ή 

μ α τα  ( ίσ ο  τό  κ α θ έν α  μ έ  τ ό  βήμα h ) . Σ τήν π ερ ίπ τω σ η  α ύ τή  έχουμε·

X,

X,

X, X,

f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx +...+
x. x„

f(x)dx .

xk - 1

"Αν τώρα τό ν  κ ά θε  όρο  το υ  δ ε ύ τε ρ ο υ  μ έλ ο υ ς  σ τή ν  παραπάνω ισ ό τη τα  ά ν τ ι -  

καταστήσουμε μ έ  τ ό  κ α τά  π ρ ο σ έ γ γ ισ η  ίσ ο  τ ο υ , άπό  τ ό ν  κ α νό να  το υ  τρ α π ε 

ζ ίο υ  θ ά  πάρουμε

-xkΛ V 1 >
f(x)dx »  -  (f + f , ) + -  (f. + f0 ) + . . . + -  (f. Λ + f, ) .2 ο 1 2 1 ^ 2 k -1  k

'Ε πομένω ς ό  γ ε ν ικ ε μ έ ν ο ς  κ α νό ν α ς  το υ  τ ρ α π ε ζ ίο υ  θ ά  ε ί ν α ι  ό  α κ ό λ ο υ θ ο ς '

X, r-

f(x)dx »  h + f 1 + f 2 + . . .  + f k _ 1 + - ( 5 . 2 )

β)/ Γ ι ά  n = 2 έχο υ μ ε

f(x)dx
'x.

p 0 (x)dx =
X

[f + L 0 1 K  +
f  \
Θ

A2f 1 hd 0 =nJ

= h ff + 0 Af + -  (Θ2 - Θ)Δ f 1d0 = 
'-ο o 2 0

Θ3 8 2) 2

0
= h[0f + —  Af + -  — |A2f J  

u °  2 0 2 >· 3 2 )
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καί τελικά

I f (x)dx »  -  ( f  + **f + f  ) . 
3 0 1 2

(5.3)

*0 τύπος (5 . 3) πού βρέθηκε παραπάνω ε ίν α ι γνωστός ώς δ  κανόνας του V3 

του Simpson.
‘Ο κανόνας (5.3) μπορεί νά  έπεκταθεΐ γ ιά  τήν εύρεση ένδ ς δρ ισ μ έ- 

νου δλοκληρώματος πού άποτελεΐται άπό 2k διαδοχικά, Coa μέ h , διαστήμα
τα . Στήν περίπτωση αύτή έχουμε όπως καί π ρ ίν

X., χ„ χ.. χ.
J  f(x )d x  = I  f(x )d x  + I  f(x )d x  + . . . + |

2k
f(x )d x  «

2k-2

( f„+*t f .  + f 0 ) + r  ( f 0 + « o +  f ,.)  + . . . + -  (f„ , * f M >1 2 3 '* 2  *3 3 2k- 2 2k- 1 2k'

‘Επομένως
A  Xf 2k h

I f (x )d x  *  J  ( f o + W 1 + 2f 2 + »*f3

+2f 2k-2  + 4f 2k - l  + f 2k) *

(5.*0

Γιά n = 3 έχουμε
J

f f(x )d x i P3(x)dx 4f. * !  a . *t (?)‘ 3fJ hd0=

o

= h j  & 0 + ΘΔί0 +“  (θ2 - θ ) Δ 2ί ο + ^  (θ 3-3θ2+2θ)Δ3ί ο]άθ =

* » [ e f « * T  “ » 4  ( τ  - τ )  *2fo 4 ( v - eS *0!)Δ% Γ  *. '  Ο

= h [3 f0 + |  « W  ( f 2 -  2 fx + f o ) +1  ( f 3 -  3f 2 + 3 f i  -  f o )]
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κ α ι συνεπώ ς
x;

f(x)dx «  —  ( f  + 3 f. + 3f_ + f . )  .g ο 1  λ 3 (.5.5)

*0 τύ π ο ς  (5 .5 ) είναι γνω σ τό ς ώ ς κ α νό να ς τω ν %. Μ πορεί ν ά  έ π ε κ τ α θ ε ι,.. 

όπω ς σ τ ις  δύο  π ρ ο η γο ύ μ ενες  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις , γ ιά  ν ά  κ α λ ύ ψ ει τη ν  π ερ ίπ τω σ η  

τω ν 3k δ ια δ ο χ ικ ώ ν  ίσω ν δ ια σ τη μ ά τω ν . "Ε χουμε

X,f 3k f 3 ' 6
f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx + . . ·  +

3k
f(x)dx

x X. 3k-3

*  —  ( f  + 3f..+3f0+ f,) +—  (f.+ 3 f +3f +f ) + . . .  + 3 o 1 z 3 0 o H o b

+ 8 ( f 3k-3 + 3 f 3k-2 + 3 f 3k-l + f 3k) *
Συνεπώς

3k 3hf(x)dx f i j  (fo +3f1 +3f2+2f3 +3ftt+3f5+2f6+ ...+
x

+ 2f 3 k -3+ 3 f3k -2+ 3 f3k -l + f 3k) *

(5 .6 )

Π α ρά δειγμ α  1

Χ ρη σ ιμ οπο ιώ ντα ς κ α ί το ύ ς  τ ρ ε ι ς  γ ε ν ικ ε μ έ ν ο υ ς  τύ π ο υ ς  α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς

όλσκληρώ σεω ς το ϋ  κ α νό να  το υ  τ ρ α π ε ζ ίο υ , το υ  κ α νό να  το ϋ  V3 το υ  S im pson

κ α ί το υ  κ α νό να  τω ν % , μ έ h = 0 .1  σ 'δ λ ε ς  τ ί ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις , ν ά  ύ π ο λ ο γ ι-
Γ5 6

σ τ ε ί  τό  ό ρ ισ μ έ ν ο  δλοκλήρω μα I ‘ f ( x ) d x ,  όπου  f ( x )  ε ίν α ι  ή συνάρτηση
^5λ0 '

πού δ ίν ε τ α ι  σ τό  Π α ρά δειγμ α  2 τ η ς  σ ε λ ίδ α ς  56 .

Λύση

Γ ιά  τ ό  γ ε ν ικ ε μ έ ν ο  κ α νό να  το υ  τρ α π ε ζ ίο υ  <5ν ά ντ ικ α τα σ τή σ ο υ μ ε  σ τό ν  

τύ π ο  (5 .2 )  κ α ί κάνουμ ε π ρ ά ξ ε ις  βρ ίσ κ ο υ μ ε δ ια δ ο χ ικ ά
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5.6
f(x)dx

5.0

+ £(5 .5) +

0.1 fe ---—  + f(5 .1 ) + f(5 ,2 )  + f(.5 .3 ) + f(5 .4 )  +
L 2

f  ( 5 43441849 .

Γιά τό γενικεμένο κανόνα τοΟ του Simpson άπό τόν τύπο (5 .4 ) , μέ τόν 
ίδιο  τρόπο, άντικαθιστώντας καί κάνοντας πράξεις βρίσκουμε

5.6 . r
ί f(x)dx « —  f(5 .0 ) + 4 f(5 .1 ) + 2 f(5 .2 ) + 4 f(5 .3 ) + 2 f(5 .4 ) + 
-*5.0 3
+ 4 f(5 .5 ) + f(5 .6 )J  =0.43442625 .

Τέλος γιά  τό γενικεμένο κανόνα των % άπό τόν τύπο (5.6) βρίσκουμε μέ 
τόν ίδιο τρόπο

5.6
f(x)dx 3x0

5.0 8

+ 3 f(5.5) + f ( 5

—  [ f (5 . 0) + 3f ( 5 .1) + 3f ( 5 .2) + 2 f(5 .3 ) + 3 f(5 .4 ) +

. 6)J = 0.4C43442624 .

Παρατήρηση: .
D

Γιά νά ύπολογίσουμε στήν πράξη τό όρισμένο όλοκλήρωμα |  f(x )d x , ό
ταν ή συνάρτηση f(x ) δίνεται Αναλυτικά μέ τήν έκφρασή της, έργαζόμαστε 
πάντοτε ώς έξης. Πρώτα Αποφασίζουμε γιά  ποιό άπό τούς τρεις απλούς τύπους |]  
άριθμητικής όλοκληρωσεως, δηλαδή τόν κανόνα του τραπεζίου, τόν κανόνα τού ^  
τοΟ Simpson ή τόν κανόνα των %, θά χρησιμοποιήσουμε. Στή συνέχεια παίρ
νουμε σάν διάστημα (βήμα) h τό b-a άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα τού τρα- |] 
πεζίου, τό άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα τού V3 τού Simpson, τό 
άν χρησιμοποιούμε τόν κανόνα των %  καί έφαρμόζουμε τόν τύπο πού διαλέξα
με. Μετά έπαναλαμβάνουμε τήν Αριθμητική όλοκλήρωση χρησιμοποιώντας τώρα 
τόν Αντίστοιχο γενικεμένο κανόνα μέ διάστημα (βήμα) h τό μισό τού προη -  
γούμενου. Τό τελευταίο βήμα τής έργασίας έφαρμόζεται έπαναληπτικά. Τέλος 
ή παραπάνω έπαναληπτική έργασία στόματα όταν δύο διαδοχικές τιμές τού δ - 
λοκληρώματος πού προκύπτουν άπό τήν προηγούμενη έργασία συμπίπτουν σέ έναΛ
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προκαθορισμένο άριθμό δ.ψ . Συγκεκριμένα άν ζητοΰμε ένα άποτέλεσμα μέ 
προσέγγιση k δ.ψ . τότε ή παραπάνω έργασία στόματα δταν ή άπόλυτη τ ι
μή της διάφορος δύο διαδοχικών τιμών του δλοκληρώματος, πού προκύ
πτουν μέ τόν τρόπο πού περιγράψαμε παραπάνω, είνα ι μικρότερη ή ίση 
άπό μίση μονάδα της k δεκαδικής τάξης. “Οταν αύτό συμβαίνει, τότε την 
τελευταία τιμή του δλοκληρώματος πού βρήκαμε τή δεχόμαστε σάν τήν τι
μή του άρχικοΰ δρισμένου δλοκληρώματος.

Παράδειγμα 2

Χρησιμοποιώντας έναν Η.Υ. καί έφαρμόξοντας τόν κανόνα του V3

του Simpson έπαναληπτικά νά υπολογιστεί τό δρισμένο δλοκλήρομα I =
'π u
u  sinxdx μέ προσέγγιση έξι δ.ψ. 

ο
Λύση .

Χρησιμοποιώντας έναν Η.Υ. άρχίζουμε μέ h - H I — 2.= π/η. καί έφαρ-
1 2μόξουμε τόν κανόνα του 73 τοΰ Simpson. Στή συνέχεια έργαζόμαστε επανα

ληπτικά έφαρμόζοντας τό γενικέμενο κανόνα τοΰ V3 του Simpson παίρνον
τας κάθε φορά σάν h τό μισό του προηγούμενου, δηλαδή h = π /3 , π /ΐ6 , 
π/ 32 > · · · *Η έργασία σταματά όταν ή άπόλυτη τιμή της διαφοράς δύο δια
δοχικών τιμών τοΰ δλοκληρώματος πού βρίσκονται, μέ τόν τρόπο αύτό, ε ί 
ναι μικρότερη ή ίση άπό μισή μονάδα τής έκτης δεκαδικής τάξης. Ή τε
λευταία τιμή πού βρίσκεται μέ τόν τρόπο αύτό γίνεται δεκτή ώς ή τιμή 
τοΰ ολοκληρώματος, πού δόθηκε, μέ προσέγγιση έξι δ.ψ . Στή συγκεκριμένη 
περίπτωση δ Η.Υ. έδωσε τά παρακάτω άποτελέσματα

h I
π/ι» 1.0022799

ιι/β 1.0001346

π/ΐ6 1.0000083

π/ 32 1.0000005

π/ 6*4 1 .0 0 0 0 0 0 0

*Η παραπάνω έπαναληπτική έργασία σταμάτησε στήν τιμή h = π/gi, γιατί 
11 .οοοοοοδ - ΐ.οοοοοοο| = ο.οοοοοοδ ίο -6 . ‘Η τελευταία τιμή, πού
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βρέθηκε, 1.0000000 στρογγυλεμένη στά έξι δ.φ . Αποτελεί τήν τιμή τοΟ ό -
λοκληρώματος πού δόθηκε. Δηλαδή I = 1.000000. Ή τιμή αύτή συμβαίνει, νά
συμπίπτει μέ τήν Ακριβή τιμή τού δλσκληράματος I *^2sinxdx.

'ο
5 .3 . Σ φ ά λ μ α  Α π ο κ ο π ή ς  κ α τ ά  τ ή ν  Α ρ ι θ μ η 

τ ι κ ή  ό λ ο κ λ ή ρ ω σ η

Στήν όλοκλήρωση κατά Newton -  Cotes πού Αναπτύξαμε στήν προηγού
μενη παράγραφο, τό δρισμένο όλσκλήρωμα, πού είνα ι γιά  υπολογισμό, έχει 
τή γενική μορφή J nf(x)dx καί ή συνάρτηση f(x) δίνεται στά η+1 ίσαπέχσν- 
τα σημεία xi |i=0(l^n. “Οπως είναι γνωστό ή προσέγγιση της συναρτήσεως 
γίνεται Από τό πολυώνυμο παρεμβολής της Ρη(χ ) πού δρίζεται Από τά η+1 
γνωστά σημεία χ̂  ̂ | i  =0(1)η. 'Ετσι γιά  τ ίς  διάφορες τιμές τοϋ η μπορούν 
νά προκόψουν διάφοροι τύποι Αριθμητικής όλοκληρώσεως. Στήν προηγούμενη 
παράγραφο βρέθηκαν ο ι Αντίστοιχοι τύποι των Newton -  Cotes γιά  n = 1, 2 
καί 3. Τό σφάλμα Αποκοπής Εη πού γίνεται σέ μιά Αριθμητική όλοκλήρωση 
τοΟ τύπου των Newton -  Cotes είνα ι φανερό ότι θά δίνεται Από τή διαφο
ρά

: χ„n r η
Pn(x)dx -  I f (x )d x  

‘Ο *ο

πού μπορεί νά γραφτεί καί ώς έξής

Εη
Γ n ‘
I [ρη(χ)  -  f(x)3dx

"Αν τώρα υποθέσουμε ότι Ισχύουν ot προϋποθέσεις τοϋ θεωρήματος τής σε
λίδας 65 , δηλαδή ότι f (x) e c n+1( I ) ,  όπου I = [xq, x j | , τότε χρησιμοποι
ώντας τήν έκφραση τού τύπου (3.18) γιά  τή διόρθωση R , ( χ )  στήν παρεμ-η+1
βολή θά έχουμε ότι

Εη = - ί

η
Rn+l(x)dx
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η τέλος δτ ι 

Ε
Ώ

1

(η+1)1

χη η
Π  ( χ - χ . ) .f^ n+1^(5)dx .
i=0

(5 .7 )

Στόν παραχώνω τύπο (5.7) τό σημείο ξ Αποτελεί συνάρτηση του χ καί Ανή
κει στό διάστημα I = (χ , x j .

Είναι δυνατό νά Αποδειχτεί δτι τό όλοκλήρωμα τοϋ δεύτερου μέλους 
τοϋ τύπου (5.7) μπορεί νά απλοποιηθεί. *Η αντίστοιχη έργασία γιά  την α
πλοποίηση, γιά  όποιαδήποτε τιμή τοϋ η, είναι αρκετά έπίπονη καί δ - 
πωσδήποτε πέρα άπό τό σκοπό τοϋ παρόντος βιβλίου. Μόνο στην περίπτωση 
τοϋ η=1 είνα ι δυνατό νά προκύψει απλοποιημένη έκφραση σχετικά απλά. Ή 
αντίστοιχη έργασία θά δοθεί στό Παράδειγμα 1 πού άκολουθεΐ. 'Ανεξάρτη
τα όμως άπό αυτά θά δώσουμε έδω τ ίς  Απλοποιημένες μορφές τοϋ τύπου (5.7) 
ώστε νά μπορούν νά χρησιμοποιηθούν στήν πράξη. Αυτές είνα ι ο ι παρακάτω

Εη=<

—-—  hn+2f^n+1\ n ) ίΓ~) (Θ)άθ, γιά η περιττό (η+1)! Λ  η

_ J _  hn+3f (n+2)(n) 
( η+2) !

η

ο
η+1(θ)άθ, γιά η άρτιο

(5 .8 )

όπου η είνα ι ένα άγνωστο σημείο τοϋ διαστήματος I = [χ , χ ] , | |, (θ) = 
k 0 n κ

- j j (θ - i ) .  Ίά παραπάνω ίσχύουν βέβαια μέ τήν προϋπόθεση ότι οί Αντί
στοιχες παράγωγοι της συναρτήσεως f  (χ) υπάρχουν καί είνα ι συνεχείς στό 
διάστημα I .

Παράδειγμα 1

Ξεκινώντας άπό τόν τύπο (5 .7 ) , νά έπαληθευτεΐ πρώτα ό τύπος (5.8) 
γιά η=1, καί στή συνέχεια νά βρεθεί μία όσο τό δυνατό απλοποιημένη έκ
φραση γιά  τό σφάλμα Αποκοπής Ε^.
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Λύση

Γ ιά  n = l δ  τύ π ο ς  (5 .7 ) γ ιά  τό  σφάλμα Α ποκοπής γ ίν ε τ α ι  

χ 1

Ε1 = -  — ί  (χ  -  xq ) ( x -  χ ^ ί ^ ί ξ Μ χ ,  ζ θ [ χ ο , x j .

χ ο

Π αρατηρούμε δμω ς δ τ ι  ή συνάρτηση (χ  -  χ  ) ( χ  -  χ  ) ε ίν α ι  σ υ ν εχ ή ς  κ α ί δ έ ν  

ά λ λ ά ζ ε ι σ η μ ε ίο  σ τό  δ ιά σ τη μ α  [xq , χ^  ένω  ή συνάρτηση f v ' ( κ )  ε ίν α ι  συ

ν ε χ ή ς  σ τό  ί δ ιο  δ ιά σ τη μ α . Σύμφωνα όμως μ έ τό  θεώ ρημα μ έσ η ς τ ιμ ή ς  το ύ  Ο

λοκληρω τικού  Λ ογισμού θ ά  έχο υ μ ε τό τ ε

Ε1 = "  f ^ 2 \ n )  I  ( χ  -  χ ο ) ( χ  -  x ^ d x ,  n e [ x o , Χι1  ·
χ ο

Ά ν  τώρα καλέσουμε μ έ  Θ τό  λ ό γο  (χ  -  xQ) / h  β ρ ίσ κ ο υ μ ε άμέοω ς δ τ ι

1

Ει = - | h3f ( 2 ) (n) f  e i e - i j d e  . ( 5 .9 )
' ο

Ε ίν α ι εύκολο ν ά  δ ε ι  κ α ν ε ίς  δ τ ι  τό  δ ε ύ τε ρ ο  μ έλ ο ς  το ύ  τύ π ο υ  (5 .9 )  σ υ μ π ί

π τ ε ι  μ έ  τό  δ ε ύ τε ρ ο  μ έλ ο ς  το ύ  τύπο υ  (5 .8 ) γ ιά  η = 1 . Ε ίν α ι φ α νερό  τώ ρα δ -  

τ ι  τ ό  δ εύ τερ ο  μ έλ ο ς  το ύ  (5 .9 )  μ π ο ρ ε ί ν ά  ά ιχλ ο π ο ιη θ ε ΐ πα ραπέρα  ά ρ κ ε ΐ ν ά  

υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί ή τ ιμ ή  το ύ  δλσκληρώ ματος | ^ θ ( θ - ΐ ) θ θ .  Αύτή εύ κ ο λα  β ρ ίσ κ ε 

τ α ι  δ τ ι  ε ίν α ι  ίσ η  μ έ  - ^ . ‘Επομένω ς δ  (5 .9 )  γρ ά φ ετα ι τ ε λ ικ άΟ

Ει  = Π  h 3 f ( 2 ) ( n ) » < * 0 . x j  .

Π αράδειγμα  2

Χ ρησιμοποιώ ντας το ύ ς  τύ π ο υ ς  (5 .8 ) ν ά  βρ εθο ύν  Α π λ ο π ο ιη μ ένες έ κ -  

φ ρ ά σ ε ις  γ ιά  τ ά  σφάλματα Α ποκοπής σ το υ ς  κ α ν ό ν ες  Α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  δλσκληρώσεως 

το ύ  V3 το ύ  S im pson κ α ί τω ν %  .

Λύση

Γ ιά  τόν κ α νό να  το ύ  V3 το ύ  S im pson έχο υ μ ε η=2 . Π α ίρ νο ντα ς τό Α ντί-
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σ τ ο ίχ ο  δ ε ύ τε ρ ο  μ έλ ο ε  τω ν τύπω ν C5.8} ^ρΟ οκουμε άμέίχοζ δ τ ι

(2
ε2 = -  A . h 5f (tf)Cn) Ι Π βΟθΜ θ , ne.[xo , x j  . C5.10)

Jo

Γ ιά  τη ν  α π λο π ο ίη σ η  τ η ς  παραπάνω  έκφράοεω ς γ ι ά  τ ό  σφάλμα α πο κ ο πή ς ά ρ κ ε ι 

ν ά  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί τ ό  ά ν τ ίσ τ ο ιχ ο  ο ρ ισ μ έ ν ο  ολοκλήρω μα. Ε ύκολα μ πορούμ ε ν ά  

βρούμε ό τ ι

[ | ~ Ι 3 ( θ ) ά θ =  ί θ ( θ - 1 ) ( θ - 2 ) ( θ - 3 ) ά θ  = ί (θ*»-6θ3+11θ2-6 θ )ά θ  =
' ο ■'ο ' ο

= [ Ι β 5 · | 8* +¥ θ 3 ' 3θ2] 2 = ·  Ί 5 ·L - ' ο

'Α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  τη ν  τ ιμ ή  π ο ύ  βρήκαμε σ τ δ ν  τύ π ο  (5 .1 0 ) έχο υ μ ε  άμέσω ς 

ό τ ι

Γ -  _ L^2 * go ^ ^ '  9 n 6[xo , x j  . (5.11)

Γιά. τόν κανόνα τώρα των %  έχουμε π=3. ‘Επομένως ό  τύπος (5.8) δ ίν ε ι  
γ ιά  τό σφάλμα άποκσπης ό τ ι

f2

Ε3 = - - | -  h5f (,° ( n )  J Π 3 (Θ)<1Θ » η 6 ί Χ0 » Χ3] ·  (5.12)

Γιά τόν υπολογισμό τού όλοκληρώματος έργαζόμαστε άκριβως όπως καί στήν 
προηγούμενη περίπτωση, όπότε παίρνουμε διαδοχικά

|3Π 3(9Μ9 = [ i 9 5 - f e " t ^ e 9 - 3 e 9 ] J = - Α .
Jo °

*Η τιμή πού βρέθηκε άν άντικατασταθεϊ στόν τύπο (5.12) δ ίν ε ι

h5f ( ,f ) (n) , n e [x o , x 3] .

Παράδειγμα 3

'Εφαρμόζοντας μ ιά  φορά τόν κανόνα τού V3 τού Simpson νά  βρεθεί
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τό όλσκλήρωμα |  χ*Μχ. Στή συνέχεια  νά βρεθεί τό σφάλμα Αποκοπής καί 
νά  έπαληθευτει ή τιμή πού θά βρεθεί γ ι'α ύ τ ό .

Λύση

Σ' αύτήν τήν περίπτωση έχουμε f ( x )  = xu, χ  =0 καί χ  =1 . "ΑραΟ ζ
h = 0 .5  καί Χ χ  = 0 .5 .  ‘Επομένως ό  κανόνας τοΟ V3 τοΟ Sinpson θά δώσει

| x \ i x « · ^  Jou +4 χθ.51* +1*»J = ° ι | ϋ «0.2083 . (5.13)

Τό σφάλμα Αποκοπής γ ιά  τόν κανόνα τοΟ V3 τού Sinpson δ ίνετα ι άπό τόν  
τύπο (5.11) τοΟ προηγούμενου παραδείγματος. 'Ετσι στή περίπτωση αότή 

έχουμε

Ε„ = ~  ( 0 . 5 ) 5χ24 = 0 ,0 2 5  ^ 0 . 0 0 8 3  . ( 5 . 1 4 )2 90 3

*Η άληθής τιμή του άλσκληρώματος πού δόθηκε ε ίν α ι ίση μέ

1 Το
|  x^dx = f  J 1 = 1 =  0.2  . ( 5 . 1 5 )

‘Επομένως τό σφάλμα κατά τήν Αριθμητική όλσχλήρωση μέ τόν κανόνα τοΟ 
V3 τοΟ Simpson θά ε ίν α ι ίσο μέ

Ε = 0 .525
-  0.2 =

0 .025 0 .0 0 8 3  ·

*Η τιμή πού βρέθηκε συμπίπτει μέ τήν Α ντίστοιχη της σχέσης (5.14) ,πού  
υπολογίστηκε έφαρμόζσντας τόν τύπο (5.8) ή π ιό  συγκεκριμένα τόν (5 .1 1 ) .

5 . 4 . ' Α ρ ι θ μ η τ ι κ ή  ό λ ο κ λ ή ρ ω σ η  μ έ  τ ή  μ έ 
θ ο δ ο  τ ώ ν  π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ έ ω ν  σ υ ν τ ε λ ε  
σ τ δ ν

'Οπως καί στήν παράγραφο 4 . 4. , στήν περίπτωση δηλαδή της Αριθμη
τικής παραγωγίσεως μέ τή μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστώ ν, έτσ ι 
καί στήν Αριθμητική όλοκλήρωση μέ τήν ίδ ια  μέθοδο, δ ίνετ α ι ένα ς τύηας
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Αριθμητικής όλοκληρώσεως μιας προκαθορισμένης μορφής πού περιέχει στό 
δεύτερο μέλος του έναν άριθμό π παραμέτρων. Τό πρόβλημα είνα ι όκατάλ
ληλος προσδιορισμός των η αύτών παραμέτρων έτσι ώστε ό τύπος πού δ ό 
θηκε νά είνα ι όσο τό δυνατόν πιό άκριβής. Δηλαδή νά είνα ι άκριβής γ ιά  
πολυώνυμα βαθμού όσο τό δυνατόν μεγαλύτερου. Ή θεωρία στην περίπτωση 
της άριθμητικής όλοκληρώσεως πού έδω παραλείπεται είναι Ακριβώς ίδια  
μέ την άντίστοιχη θεωρία πού Αναπτύχτηκε στην περίπτωση τής άριθμητι- 

• κής ποραγωγίσεως στην παράγραφο 4.4.  "Ετσι παραλείπεται έδω. Γιά τήν 
καλύτερη κατανόηση όμως της μεθόδου των προσδιοριστέων συντελεστών 
στην παρούσα περίπτωση της άριθμητικής όλοκληρώσεως δίνουμε στή συνέ
χεια ένα παράδειγμα.

Παράδειγμα

Νά προσδιοριστούν οι συντελεστές aQ, καί α στόν παρακάτω προ- 
σεγγιστικό τύπο άριθμητικής όλοκληρώσεως έτσι ώστε νά είνα ι αύτός όσο 
τό δυνατόν πιό άκριβής

*2 ^  \
f(x)dx ^  h(a f  +a,f, +α f „ ) .Jx 0 0 1 1 2  2

ο

Δίνεται ότι f .  = f ( x . ) καί χ. =χ + ih ί  = 0 ,1 ,2 .1 1  ί ο  1
Λύση

'Αφού έχουμε νά προσδιορίσουμε τρεις παραμέτρους aQ, α^, α π ρ ο 
σπαθούμε νά σχηματίσουμε τρεις έξισώσεις, μέ άγνωστους αυτές τ ίς  παρα
μέτρους, πού νά είνα ι όμως Ανεξάρτητες μεταξύ τους. ‘Η έπίλυση τού Αν
τίστοιχου συστήματος θά μας δώσει τ ίς  τιμές των τριών συντελεστών. Γιά 
τό σκοπό αύτό Απαιτούμε ό τύπος πού δόθηκε νά είνα ι άκριβής γιά  f (χ) ξ 
= ΐ , χ  καί χ2 . Γιά τήν Απλοποίηση τών συμβολισμών καλούμε μέ Α τήν τιμή 
τού πρώτου μέλους καί μέ Β τήν Αντίστοιχη τιμή τού δεύτερου μέλους του 
τύπου όλοκληρώσεως πού δόθηκε. "Ετσι γιά  f(x)  =1 έχουμε

A = ldx
' x

X
2 .

χ
= χ0 - χ = 2h καί 2 ο

II
I

i
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Β = h(a *1 +aix l  fa^xl )  = (a fa.. + a0Xh 0 1 2  o ± /

‘Ε π ε ιδ ή  π ρ έ π ε ι ν ά  έχο υ μ ε A = Β π α ίρ ν ο υ μ ε  Αμέσως δ τ ι

αο + α 1 + α 2 = 2 ‘ (5.16)

Γ ιά  f ( χ )  = χ  λ α β α ίνο υ μ ε 
χ„

xdx = f  1 2 = | [ ( x 0 + 2 h ) 2- x 2 ]  = 2xoh + 2 h 2 
*

B = h(aoxo +al Xl +°2X2) = h C“oXo +al (V h ) + a 2(V 2h)3 =

= (a +a +a»)x h + (a. +2a0)h .Ο 1 2 ο 1 2

'Α πό τή ν  τα υ τό τη τα  A = Β κ α ί τή  σχέση  (5 .1 6 ) π α ίρ ν ο υ μ ε

+ 20g = 2 . (5.17)

Γ ιά  f ( χ )  = χ 2 έχο υ μ ε

κ α ί

= \ x2dx = ί ]  2 = I  [ ( χο + 2 h ) "xo] = 2xoh +4x0h2 + l h3* ν

B = h ( a ox i + e l Xl + e 2x 2 ) = h t V o + ° l ( x o+ h ) 2 + a 2 ( V 2h)2J  =

2
= (a +a. + o ,)x  h + (2«, +4a_)x h2 + (a. +**a0)h3 .0 1 2 0 1 2 0 1 * 2

Λ α β α ίνο ντα ς ύπόψη τ ί ς  σ χ έ σ ε ις  (5 .1 6 ) κ α ί ( 5 . 1 7 ) , σ τή ν  τα υ τό τη τα  A = Β , 

π α ίρ ν ο υ μ ε

α ι  + ^ 2 = | · (5.18)
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‘Η έπ ίλ υ σ η  το υ  σ υσ τή μ α τος τω ν έζισ ώ σ εω ν ( 5 , 1 6 ) ,  (5 .1 7 ) κ α ί (.5 .18) δ ί ν ε ι

1 , 1 
αο = 3 ’ “ΐ = 3 * Xt “ 2 = 3 *

Έτσι ό τύπος πού δόθηκε γίνεται 
χ„

χ
f(x)dx «  ( f  + 4f + f  ) . 3 ο 1 2

Μπορούμε νά παρατηρήσουμε δτι δ τύπος πού βρέθηκε δέν είνα ι άλλος άπό 
τόν κανόνα του V3 του Simpson.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Δίνεται τό ολοκλήρωμα j  x2dx. Νά βρεθεί ή τιμή του, χρησιμοποιών
τας τούς γενικεμένους κανόνες^ρ^τοϋ τραπεζίου καί-Ί^Γ τοΰ V3 του Sim
pson, μέ βήμα h=l. ('Απ. 19, 18)

Χρησιμοποιώντας όλες τ ίς  πληροφορίες τοΟ πίνακα

X 0 1 2 3

f (x) - 1 0 3 8

καί κατάλληλο τύπο Αριθμητικής όλοκληρώσεως, νά βρεθεί ή τιμή του ό -
3

λοκληρώματος f(x)dx.  ('Απ. ‘0 γενικεμένος κανόνας τραπεζίου δίνει
W Λ

6.5,  δ κανόνας των 3/8 6)
1

J K  * Νά βρεθεί τό μέγιστο άπόλυτο σφάλμα, πού όφείλεται στά σφάλματα 
7 στρογγυλεύσεως των τιμών τής συναρτήσεως f (x)  καί μόνο, κατά τήν έφαρ- 

μογή του γενικεμένου κανόνα του τραπεζίου

Γ n h
I f ( x ) d x * |  <f 0 + 2 f i  + ··· +2fn_1 + f n) 
OC

μέ x. =x +ih, f .  = f ( x . )  | i  = 0( l )n ,  δταν ο ί τιμές f .  δίνονται στρογ- 1 0 *  x x 1 . i
γυλεμένες σέ k δ.ψ. ('Απ. j  (xn-xo)10_k)
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Νά δ ε ιχ τ ε ί, μέ όποιοδήποτε τρόπο, ό  τύπος της (Αριθμητικής δλσκλη-

ρωσεως

Γ f(x)dx ( 5 ^  + 8 ^ - f j )

δπου χ . =x +ih καί f .  = f ( x . )  1 i  = 0( 1)2  .
 ̂ ~ . 1  Ο 1 1

g(  Νά προσδtopιστοϋν τά ο , χ καί χ . έτσ ι ώστε ό  τύπος της ά ρ ιθμ η τι-Π 0 1
κης όλοκληρώσεως f(x )dx  «ί αΓ/(χο) t f i x ^ ) !  νά  ε ίν α ι  

π ιό  (Ακριβής. (*Απ. 1 1 , ή 1» )

δσο τό δυνατόν

V  Νά προσδιοριστούν οι συντελεστές α0, α^, καί α3 στόν παρακάτω 
''τύπο (Αριθμητικής όλοκληρώσεως

fxi  A *5
f(x )d x  * h ( a  f  + a . f . ) + h 3( a , f " + a , f ' )J O O l l  Z Ο 3 1

Xo
όπου f .  = f ( x . ) ,  f". = f"(x . )  καί x. =x +ih J i = 0 , l ,  έτσι tore  i l l  l  ί ο  1 1 1 1
αυτός νά είνα ι δσο τό δυνατόν» πιό (Ακριβής. ( ‘Are. j, j,

Νά βρεθεί γιά  μέχρι ποιου βαθμού πολυώνυμά ό παρακάτω τύπος (Αριθ
μητικής όλοκληρώσεως είνα ι (Ακριβής

χο
6nouh = x1-xo καί f^ = f (x ^ ) ,  f /  = f ' ( x . )  | i  = 0 , l  . ('Are. 3ου)

8 . Μέ τή χρησιμοποίηση συμβολικών μεθόδων νά  (Αποδείχτεϊ δ  τύπος (Αριθ
μητικής όλοκληρώσεως 

χ +h

L f (« )dx  « h (f<) 4  i f o - i  * . . . . )

όπου f„  = f (χ  ) . 
Ο ο

r ~



6 .  Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ω Ν

6 .1 . Γ ε ν ι κ ά

Είναι γνωστό δτι έλάχιστες μόνο κατηγορίες έξισώσεων είνα ι δυνα
τό νά έπιλυθοΰν μέ τ ίς  μεθόδους της “Αλγεβρας καί της Άναλύσεως. Γιά 
νά περιοριστούμε στίς άπλούστερες άπό τ ίς  εξισώσεις μπορούμε νά άναφέ- 
ρουμε τ ίς  πολυωνυμικές. 'Εκείνες δηλαδή πού είνα ι της γενικής μορφής

f ( χ)  = 0 ( 6 . 1 )

μέ f(x)  πολυώνυμο βαθμού η καί συντελεστές άπό τό σώμα των μιγαδικώνά- 
ριθμών. Είναι γνωστό γιά  τ ίς  έξισώσεις αυτές ότι γιά  η ^ 5 , έκτός άπό 
έξαιρέσεις, ή άντίστοιχη έξίσωση δέν μπορεί νά έπιλυθεΐ. Δηλαδή δέν ε ί 
ναι δυνατό νά βρεθούν έκφράσεις, πού νά περιέχουν άκόμη καί ριζικά δ - 
ποιασδήποτε τάξης, πού νά δίνουν τ ίς  ρ ίζες τής έξισόσεως άναλυτικά σάν 
συναρτήσεις των συντελεστών της. Φυσικά, όταν ή έξίσωση πού δίνεται ε ί 
ναι κάπως πιό πολύπλοκης μορφής (πράγμα πού είνα ι καί τό πιό συνηθισμέ
νο στήν πράξη) όπως π.χ .  ή έξίσωση

f(x)  Ξ eX - sinx - 1  = 0

είνα ι άδιανόητο άκόμη καί νά σκεφτουμε πώς είνα ι δυνατό νά υπάρχουν ά - 
ναλυτικές έκφράσεις πού νά δίνουν τ ίς  ρίζες της. Συνεπώς ή άνάγκη χρη- 
σιμοποιήσεως τών μεθόδων τής Α.Α. είναι κάτι περισσότερο άπό έπιτακτι
κή.

"Ετσι στό παρόν Κεφάλαιο θά άσχοληθοϋμε κυρίως μέ τήν άριθμητική 
εύρεση μιας δποιασδήποτε πραγματικής ρίζας ξ τής έξισόσεως τής γενικής 
μορφής (6.1) όπου f(x)  μία συνεχής συνάρτηση μέ πραγματικούς συντελε
στές. Γιά τήν έφαρμογή μιας άριθμητικής μεθόδου γιά  τήν εύρεση τής ρ ί
ζας ξ είνα ι άπαραίτητος ένας προηγούμενος έντοπισμός αύτής. Μέ άλλα 
λόγια, γιά  νά άρχίζουμε νά έφαρμόζουμε τήν δποιαδήποτε άριθμητική μέ-



θοδο θά' πρέπει νά ξέρουμε ένα διάστημα I στό έεωτερικό τοΟ όποιου νά  
βρίσκεται μόνο ή ρίζα  ξ της έξιοώσεως καί καμιά, άλλη. Ή εύρεση τσΟ 
διαστήματος αύτού μπορεί νά γίνει  μέ γραφικές ή ά,ναλυτικές μεθόδους. 

'Από τ ίς  γραφικές μεθόδους Αναφέρουμε τ ίς  Ακόλουθες δύο: 
α) Παρασταίνουμε γραφικά τή συνάρτηση y = f i x ) .  Τότε o l τετμη

μένες των σημείων τομής της καμπύλης y = f(x)  μέ τόν Αξονα των χ (y=0) 
δίνουν τ ίς  πραγματικές ρ ίζες της έξιοώσεως f(x)=C (Σχήμα 3 ) , όπότε 
εύκολα μπορεί νά βρεθεί διάστημα I πού νά περιέχει μιά ρ ίζα  ζ .

β) "Αν ή συνάρτηση f(x)  είνα ι σχετικά πολύπλοκης μορφής καί μπο
ρεί νά γραφτεί σάν διαφορά δύο άπλούστερων συναρτήσεων f^Cx) καί f 2(x) 
( f(x)  n f ^ x )  - f 2(x)) τότε μπορούμε νά κάνουμε τη γραφική παράσταση των 
έξισώσεων y  = f 1<x) καί y  = f 2(x),  όπότε ο ί τετμημένες των σημείων τομής 
των καμπύλων y = f ^(χ) καί y = f 2(x) θά δίνουν τ ίς  ρ ίζες της έξκαοσεως 
f (χ) = ο (Σχήμα 4) . Καί στήν περίπτωση αυτή μπορεί εύκολα νά δοθεί Αντί
στοιχο διάστημα I.

'Από τ ίς  Αναλυτικές μεθόδους Αναφέρουμε τήν Ακόλουθη. "Αν 
f ( a ) f ( β) < ο καί ή συνάρτηση f (x ) ,  έκτός Από συνεχής είνα ι καί γνήσια μο
νότονη στό διάστημα I = [α, β] , τότε είνα ι γνωστό Από τήν 'Ανάλυση δτι θά 
ύπάρχει μία καί μόνο ρίζα ξ τής έξισώσεως f (x)  =0 τέτοια ώστε ζ Θ (α,β).  
Έτσι τό διάστημα I Αποτελεί ένα διάστημα έντοπισμοϋ τής ρ ίζα ς.

"Οταν έχουμε βρει ένα διάστημα έντοπισμοϋ τής ρ ίζα ς, τότε παίρνου
με σάν μιά πρώτη προσέγγιση x τής άγνωστης ρίζας ξ ένα σημείο του διαστή
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ματος αύτού. Μετά έφαρμόζουμε τήν ύπόφη άριθμητική μέθοδο καί βρίσκου
με μέ βάση τήν xq καί τήν έξίσωση (6.1) μιά νέα προσέγγιση χ.̂  κ .ο .κ .
"Ετσι επαναληπτικά έφαρμόζοντας τή μέθοδο παράγουμε μία άκολουθία ίχ^}, 
ή όποια κάτω άπό ορισμένες προϋποθέσεις συγκλίνει στή ρίζα ξ . Σέ μιά τέ
τοια περίπτωση μπορούμε μέ κατάλληλο όριθμό έπαναλήφεων νά βρούμε όρο 
της ακολουθίας {χ^}, πού νά προσεγγίζει τή ρίζα  ξ μέ όση άκρίβεια θέλου
με. Στην πράξη όμως, έπειδή ή τιμή της ρίζας ξ είνα ι άγνωστη, ή έργασία
των έπαναλήφεων σταματά μόλις βρεθούν δύο διαδοχικές προσεγγίσεις χ καίη
χ , πού νά συμφωνούν σ' ένα προκαθορισμένο πλήθος δ. ή σ.φ. Μέ άλλα λό- 

η+1
για, όταν χρησιμοποιούμε μιά όποιαδήποτε έπαναληπτική μέθοδο γιά  τήν εύ
ρεση της ρίζας ξ της έξισώσεως (6.1) μέ προσέγγιση k δ.ψ. καί χρήσιμο -  
ποιούμε σάν κριτήριο γιά  νά σταματήσουμε τ ίς  έπαναλήφεις, αύτό πού μόλις 
άναφέραμε, στήν ούσία δέν βρίσκουμε τή ρίζα ξ . ‘Απλώς καί μόνο πετυχαί
νουμε μιά βελτίωση τής όρχικής προσεγγ ίσεως xq, χωρίς νά ξέρουμε τελικά 
άν ή τιμή πού δεχόμαστε έχει καμιά σχέση μέ τή ρίζα  ς ή δχι .  Συνεπώς όταν 
λέμε ότι ή τελική προσέγγιση τής μεθόδου χ ^  συμπίπτει μέ τή ρίζα  ξ. σ έ k 
δ.φ. έννοοΰμε ότι ο ι δύο τελευταίες προσεγγίσεις xfi καί xn+1 συμπίπτουν 
στά k δ.φ. καί μόνο.

Γιά νά άπλουστευτεΐ ή θεωρία πού θά άναπτυχτεί 00*1 συνέχεια θά ά - 
γνοήσουμε τελείως τήν παρουσία των σφαλμάτων στρογγυλεύσεως. Θά υποθέτου
με δηλαδή σιωπηρά ότι όλες ο ι πράξεις μπορούν νά έκτελεστούν χρησιμοποιών
τας άπειρο πλήθος δ .φ .

6.2. Μ. έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  δ ι χ ο τ ο μ ή σ ε ω ς  ή Μ έ θ ο 
δ ο ς  τ ο ύ  B o l z a n o

6.2.1.  Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

*Η μέθοδος πού θά περιγράφουμε σ'αύτή τήν παράγραφο άποτελεί τήν 
παλιότερη καί άπλούστερη μέθοδο. *Η μέθοδος τής διχοτομήσεως συγκλίνει 
πολύ άργά, άλλά συγχρόνως είνα ι ή μόνη μέθοδος γιά  τήν οποία ξέρουμε προ
καταβολικά μετά άπό πόσες τουλάχιστον έπαναλήφεις πετυχαίνουμε τήν έπιζητού-
μενη άκρίβεια, βρίσκουμε δηλαδή προσέγγιση xr πού συμπίπτει μέ τή ρίζα  ξ



σ' ένα προκαθορισμένο πλήθος δ.ψ. 'Αρχίζοντας καλούμε μέ I 0n[ao , 
τό άρχικό διάστημα έντοπισμοϋ της ρίζας στό όποιο βρίσκεται ή μ ία  καί 
μόνο απλή ρίζα ξ τής έξισωσεως f ix )  = 0. Είναι φανερό ότι θά έχουμε 
f(a  ) f ( β ) < 0. Θεωρούμε τώρα σάν μιά άρχική προσέγγιση χ της ρίζας0 0  α + β  ̂ 0
ξ τό μέσο του διαστήματος I . Δηλαδή xq = —° 2 ° . "Αν τώρα f ( x Q)= 0, 
τότε ξ = χ άλλιώς θέτουμεΟ

α, =χ καί 3, = 3 άν f(x  ) ί(β  ) < 0Ι ο  ί  ο ο ο

ή
a = α καί β, = χ άν f(a  ) f(x  ) < 0  .Ι ο  Ι ο  ο ο

"Ετσι όρίζουμε ένα νέο διάστημα ^  ξ [α^, β ]̂ μέσα στό όποιο έζοοιολου- 
θεΐ νά βρίσκεται ή ρίζα  ξ . Ή νέα προσέγγιση χ^ δρίζεται σάν τό μέσο 
του νέου διαστήματος 1^. Δηλαδή χ.̂  = α* 2 1̂ κ .ο .κ .  Είναι δυνατό τώρανά 
Αποδειχτεί ότι ή Ακολουθία {χ } In = 0 , 1 , 2 , . . .  πού παράγεται μέ τόν τρό-Π
πο που περιγράφαμε συγκλίνει πάντοτε στή ρίζα  ζ . Πραγματικά άν παρατη
ρήσουμε ότι τό μήκος του διαστήματος ^  είνα ι τό μισό τοΟ I , γιατί 

^1-α1 = ° 2 Π ' τ<̂  Ι2 τ<̂  ι̂ι'σι~) το® Ι ι κ ·° ·κ · μπορούμε νά Αποδείξουμε έ -
παγωγικά ότι τό μήκος τοΟ διαστήματος I είνα ι β -α  = ^» -■ °» . ‘Επομέ-Π π π
νως άν εη = χη “ ζ είνα ι τό σφάλμα κατά τήν η έπανάληψη θά έχουμε διαδο
χικά

η = Ι ν « ι  =
α + β η η -  ξ

β - α η η β -  α ο ο
οη+1 ( 6 . 2)

καί συνεπώς lime = 0 άφοΟηη-χ»
lim
η-χ»

= 0 .

“Οπως τονίσαμε καί στήν άρχή τής παρούσας παραγράφου ή μέθοδος 
τής διχοτομήσεως είνα ι ή μόνη στήν όποια είνα ι δυνατό νά γνωρίζουμε προ
καταβολικά τό έλάχ ιστό πλήθος των έπαναλήψεων πού Απαιτούνται γ ιά  νά βρού
με τή ρίζα ζ μέ προσέγγιση k δ.ψ. Πραγματικά γιά  νά τό έπιτύχουμε αώτό 
πρέπει καί άρκεΐ

1 . „.-k



η έπειδή Ισχύουν ο ΐ σχέσεις (6.21, άρκεΐ

^  < l « ' k„n+l =  2

άπό τήν οποία παίρνουμε

(6.3)

‘Η έξίεωση x 3 - 2χ - 5 = 0 έχει μιά καί μόνο ρίζα  ξ στό διάστημα (2, 
3 ). Νά υπολογιστείτόελάχιστο πλήθος των έπαναλήφεων πού άπαιτεΐται, έ -  
φαρμόζοντας τή μέθοδο της διχοτομήσεως, γιά  νά βρεθεί ή ρίζα  ξ μέ προ
σέγγιση τριών δ.φ.

Λύση

"Αν πάρουμε σάν άρχικό διάστημα έντοπισμου της ρίζας ξ τό I = (~2,0
3] , τότε έχουμε α =2 καί β = 3. "Ετσι άντικαθυστώντας τ ίς  τιμές αύτές

0 0

καθώς καί τήν τιμή k = 3 στόν τύπο (6.3) βρίσκουμε

n „ log(103(3-2))  
\ =  l o g 2

3
0.30103 9.97 .

"Αρα τό ελάχιστο πλήθος των έπαναλήφεων είνα ι η = 10.

6.2.2.  Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή έ ρ μ η ν ε ί α  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ  
τ ή ς  δ ι χ ο τ ο μ ή σ ε ω ς

"Εστω δτι ή καμπύλη y = f(x)  (Σχήμα 5) παριστάνει γραφικά τή συνάρ
τηση f  ( χ ). Είναι φανερό δτι ή τετμημένη του σημείου τομής της μέ τόν ά
ξονα των χ Ρ είνα ι ή ρίζα  ξ τής έξιεώσεως f (x)  =0.  Αυτή θά βρίσκεται στό
διάστημα I = Γα , β 1 , πού δρίζεται άπό τά σημεία Μλ καί Μ. στό σχήμα, ο L ο 7 oJ ο -*· α + ο
μέ άντίστοιχες τετμημένες α καί βο . *Η πρώτη προσέγγιση xQ = ° ε ί 
ναι ή τετμημένη τοϋ μέσου Μ2 του εύθύγραμμου τμήματος ΜοΜ1.'Επειδή τό σημείο



I i

Σχήμα 5

P π ερ ιέχετα ι μεταξύ M καί Κ_ καί ό χ ι μεταξύ κ_ καί Η, καλούμε α = α
Ο  Ζ Ζ  1  1 0

Cl βκαί β  ̂ = ° 2 ° . Γιά τήν εύρεση της έπάμενης προσεγγίσεως έργαζόμαστε
μέ τόν ίδ ιο  τρόπο. Παίρνουμε τό μέσο Η3 του διαστήματος = [α1 ,Β1]π ού
ό ρ ίζετα ι στό σχήμα άπό τά σημεία Mq καί Η2 · Ή  νέα  προσέγγιση χ^=Πι * ^
ε ίν α ι ή τετμημένη τού Μ,. ’Επειδή τό σημείο Ρ βρίσκεται μεταξύ Η καί

3 (X + β ^
Μ3 καί ό χ ι μεταξύ μ3 καί Μ2 ιοαλοϋμε ο2 = καί β2 =— —λ κ . ο . κ .  Ε ίναι
φανερό ό τ ι ο ΐ δ ια δοχικ ές π ρ οσ εγγίσ εις-xQ, χ^ , χ2 , . . .  συγκλίνουν στή ρ ί
ζα  ξ .

6 .3 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  γ ρ α μ μ ι κ ή ς  π α ρ ε μ β ο λ ή ς  
ή Μ έ θ ο δ ο ς τ ή ς  έ σ ψ α λ μ έ  ν η ς  θ έ σ τ ι ς  ( R e -  

g  u  1 a  F a l s i )

6 .3 .1 .  Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ
*

‘Η μέθοδος αυτή άποτελεΐ κατά, κάποιο τρόπο μ ιά  βελτίωση τής προ
ηγούμενης μεθόδου τής διχοτόμησεως, όπου ά ντ ί νά  πα ίρνοιμε σ5ν μιά. νέα  
προσέγγιση χ  ]η = 0 , 1 , 2 , . . .  τό μέσο τού όντίσ τοιχου  διαστήματος Ι^ παίρ- 
νουμε τή ρ ίζα  τού γραμμικού πολυ&^ύμου παρεμβολής πού ό ρ ίζετα ι άπό τά  
άκρα τού διαστήματος Ιη μέ τ ιμ ές  ίσ ες  μέ τ ίς  Α ντίσ τοιχες τ ιμ ές  της συναρ- 
τήσεως f ( χ ) . Στήν ούσία  δηλαδή Αντικαθιστούμε τή συνάρτηση f ( x )  μέ τό 
πρωτοβάθμιο πολυώνυμο παρεμβολής τη ς, χρησιμοποιώντας εά ν σημεία τσρεμ-
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βολής τά άκρα τοΰ διαστήματος πού έχουμε κάθε φορά. "Ετσι, σάν μιά προ
σέγγιση της ρίζας ξ θεωρούμε τή ρίζα  τοϋ πολυωνύμου παρεμβολής. Κάτω άπό 
όρισμένες συνθήκες είνα ι δυνατό νά άποδειχτεΐ ότι ή μέθοδος συγκλίνει.  

‘Υποθέτουμε, όπως καί στην προηγούμενη μέθοδο, ότι γνωρίζουμε ένα
διάστημα I = Γα , β 1 μέσα στό όποιο βρίσκεται ή μιά καί μόνο ρίζα  ξ της ο ο ο
έζισώσεως f(x)  =0.  "Εχουμε f(a  ) f ( β ) <0. Παίρνουμε τώρα τό πρωτοβάθμιοΟ ο
πολυώνυμο παρεμβολής μέ σημεία παρεμβολής τά aQ καί βο . Αύτό θά είνα ι τό 
άκόλουδο

x - β  χ -  a '0 / \ Ο £/ \ ο
ρι (χ)  = f ( a ~) +Ο ο β - α  ί ( β ο > * (6 . η )

I
■ίί

0 ο

Σάν πρώτη προσέγγιση τής ρίζας ξ παίρνουμε τή ρίζα  xq τής έζισώσεως 
ρ° ( χ )  =0. Χρησιμοποιόντος καί τήν (6.4) λαβαίνουμε τελικά

χ =ο
(X ί ( β  ) -  β f ( a  )
0 0 0 0

f(6  ) - f ( a  ) ο ο

S!

"Αν τώρα f (xQ) = 0 τότε ζ = x q, άλλιώς θέτουμε όπως καί στήν προηγούμενη 
μέθοδο τής διχοτομήσεως

α = χ καί β, = β <5ν f(x  ) ί(β ) < 0 1 0  Ι ο  0 0

a = a xat β = x &ν f ( a  ) f ( x  ) < 0 ·Ι ο  Ι ο  ο ο 1

"Ετσι βρίσκουμε ένα νέο διάστημα 1^= [ο^, β ]̂ μέσα στό όποιο βρίσκεται 
ή ρίζα  ξ. *Η νέα προσέγγιση όρίζεται πάλι όπως ή προηγούμενη δηλαδή σάν 
ή ρίζα  Αντίστοιχου πολυωνύμου παρεμβολής ρ1 (χ ) ,  όπότε προκύπτει τελικά 
ότι

I

χ ι  =
f ( e i ) - f(oti >

κ.ο .κ.  Τέλος έπαγωγικά μπορεί νά βρεθεί ότι ή προσέγγιση χ^ δίνεται
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άπό τήν ίδια  έκφραση όπως ο ί προηγούμενες δηλαδή

f<6n) - f ( « n)
|n ·* 0jly2j·*» (6.5)

όπου a καί $ τά άκρα του διαστήματος I πού έχει δριστει άπό τήν προ- 
n η η

ηγούμενη έπανάληψη.

Παράδειγμα

Μά βρεθεί ή μεταξύ 2 καί 3 ρίζα ξ της έξιοώσεως χ3 - 2χ -  5 = 0 μέ 
προσέγγιση τριών δ.ψ.

Λύση

'Εχουμε προφανώς ότι aQ = 2 καί &0 = 3. ‘Οπότε έφαρμόζοντας τόν τύ
πο (6.5) γιά  η=0 καί f(x) = χ3-2χ - 5 βρίσκουμε x q= 2.0588. ’Ακόμη έπει - 
δή f (χ ) . f ( 8  ) < 0 καλούμε μέ α, = χ = 2.0588 καί β, = β = 3. 'Εφαρμόζοντας 
ξανά τόν τύπο (6.5) γιά  η=1 βρίσκουμε = 2.0813. Συνεχίζοντας μέ τόν ί 
διο τρόπο βρίσκουμε διαδοχικά

χ2 = 2.0897

χ3 = 2.0928

χ4 = 2.0939

χ_ = 2.0943D

‘Επομένως ζ«2.094  άφοϋ | χ ^ - χ 5| = 0.0004 4 · |ίο -3 . ‘Υπενθυμίζεται ότι ο ι 
τιμές τής f(x)  στά διάφορα σημεία, έπειδή αύτή είνα ι πολυώνυμο, υπολο
γίζονται μέ τό σχήμα τοϋ Horner. 'Ακόμη παρατηρούμε ότι τό παρόν παρά
δειγμα είνα ι τό ίδιο  μέ τό παράδειγμα τής προηγούμενης μεθόδου τής δ ι-  
χοτομήσεως καί έπομένως έπαληθεύουμε μέ αύτό δτι ή μέθοδος αύτή τής γραμ
μικής παρεμβολής πού χρειάζεται στήν πράξη πέντε έπαναλήψεις γ ι ά ' τήν 
εύρεση τής ρίζας ζ είνα ι καλύτερη άπό τή μέθοδο τής διχοτομήσεως πού γιά  
τήν ίδια  έργασία χρειάζεται δέκα.
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6.3.2.  Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ ρ μ η ν ε ί α  τ ή , ς  μ ε θ ό δ ο υ  

R e g u l a  F a l s i

Σ' αύτή τή περίπτωση, άν y = f  (χ) είνα ι ή γραφική παράσταση της 
συναρτήσεως f (x)  (Σχήμα 6) τότε τό σημείο τομής της Ρ μέ τόν άξονα των 
χ  έχει τετμημένη ξ ,  δηλαδή τή ρίζα  τής έξιαόσεως f (x)  = 0.

y

‘ Η καμπύλη y = f ( x )  ορίζεται μεταξύ των σημείων Pq καί Ρ^ άντίστοίχων
τετμημένων α καί β καί τεταγμένων πού πληρούν τή σχέση f ( a  ) f ( β ) < 0 .

0 0 0 0

‘Η χορδή πού όρίζεται άπό τά σημεία Ρ , Ρ1 καί δ άξονας των x έχουν ση
μείο τομής τό Μ2 μέ τετμημένη x q , όπου άπό τό σχήμα έχουμε

x o = (0 Μ1 ) -  (Μ2 Μχ ) -

'Από τά όμοια τρίγωνα Μ2 Μ1 Ρ1 καί Pq S Ρ̂  έχουμε

(Μ2 μ1 ) ( Μ ^ )

(P„ S) (S Ρ .) ο 1
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<“ 2 V  = <6ο - “ο>
« β 0 >

fe e ο ο

"Ετσι Αντικαθιστώντας στην έκφραση γιά  τό xq παραπάνω βρίσκουμε

f  C 6 ) ο f  ( β )-β  f(ot ), „ * ο _ ο ο ο ο
x = β -  (3  ~ α ) ------------------------------------------------ *

° 0 ° ° f (g  ) - f (α ) f ( β )-f(ct )
0 0 0 0

"Εστω τώρα τό σημείο ?2 τής καμπύλης μέ τετμημένη xQ. *Η χορδή πού δ - 
ρίζέται άπό τά σημεία Pq καί ?2 μέ τετμημένες α1 = aQ καί β1 = χο δρ ίζει 
πάνω στόν άξονα των χ σημείο Μ3 μέ τετμημένη πού άπό τό σχήμα βρί
σκεται δτί είνα ι ίση μέ

χ = a i f ( g i ) ~ Bi f ( a i )
1 f(Bx) -  f (a1)

κ.ο.κ.  Έ τσι δρ ίζετα ι Ακολουθία (xn) |η = 0 , 1 , 2 , . . . , πού, στό σχήμα 
τουλάχιστο, φαίνεται δτι συγκ λίνει στή ρ ίζα  ζ .

6.4.  Γ ε ν ι κ ή  έ π α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς  ή Μέ 
θ ο δ ο ς  τ ώ ν  R i c a r d - P e a n o

6.4.1.  Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

Στίς προηγούμενες δύο μεθόδους τής διχοτομήσεως καί τής Regula -  
-  F a ls i, ή δποιαδήποτε προσέγγιση (ή έπανάληψη όπως μπορούμε νά τήν κα
λούμε) xn |η = 1 , 2 , 3 , . . .  βρισκόταν σάν συνάρτηση των άκρων ένός διαστή
ματος, ένα άπό τά όποια ήταν ή προηγούμενη έπανάληψη χ ^  "Οπως είναι 
γνωστό τό διάστημα αύτό περιείχε τή ρίζα ζ τής έζισώσεως f (x)  = 0. Στή 
μέθοδο πού θά περιγράφουμε στή συνέχεια, ή δποιαδήποτε έπανάληψη xr βρί
σκεται σάν συνάρτηση μόνο τής προηγούμενης έπαναλήψεως χ χ . Τό Αντίστοι
χο έπαναληπτικό σχήμα προκύπτει ώς έζής. 'Αναχωρούμε άπό τήν έζίεωση 
f ( χ )  = 0  καί προβαίνουμε σέ μιά Αναδιάταξη αυτής γράφοντάς την μέ τή μορ-
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φή

x = gCx) · Γ (6·6)

Έτσι η ρίζα  ξ crje έξισώσεως f (x )  = ο είνα ι τάρα ρίζα  τής έζιαώσεως (6.6) .  
Δηλαδή Ικανοποιεί τη σχέση ξ - g (ξ ).  Ή έζίσωση (6.6) υποδείχνει τήν έφαρ- 
μογή του παρακάτω έπαναληπτικου σχήματος

xn+1 = g(xn) |n = 0 , 1 , 2 , . . .  (6.7)

οπού xq δεδομένο (άρχική προσέγγιση). Κάτω άπό ορισμένες συνθήκες τό σχή
μα (6.7) παράγει μιά ακολουθία πού συγκλίνει στή ρίζα  ξ τής άρχικής έξισί)- 
σεως. Μιά τέτοια σύγκλιση 6έν πετυχαίνεται πάντοτε. Έζαρτάται τόσο άπό τή 
συνάρτηση g(x) όσο καί άπό τήν άρχική προσέγγιση xq.

6 . 4 . 2 . Σ ύ γ κ λ ι σ η  τ ή ς  γ ε ν ι κ ή ς  έ π α ν α λ η π τ ι -  
κ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

Στή συνέχεια διατυπώνουμε καί άποθεικνύουμε ένα άπό τά πιό βασικά 
θεωρήματα πού έζασψαλίζουν τή σύγκλιση τής άκολουθίας πού παράγεται άπό 
τόν άλγόριθμο (6.7) στή ρίζα  ξ τής αρχικής έξισώσεως f(x)  =0,  πού ίκανο- 
ποιεϊ  τή σχέση ξ = g (ζ ).

Θεώρημα

"Αν I = [a,b] είνα ι ένα διάστημα πού περιέχει στό έοωτερικό του τή 
ρίζα ξ τής έξισώσεως x = g(x) όπου g(x) e c U l )  καί |g '(χ) | 4 λ < 1 Yw*· δλατά 
χ 6 I , τότε άν ή άρχική προσέγγιση x καί ο ί έπαναλήψεις xn |η = 1 , 2 , 3 , . . . , 
πού παράγονται άπό τόν άλγόριθμο xn+  ̂ = g(xn) |n = 0 , 1 , 2 , . . .  άνήκουν στό 
διάστημα I , ή άκολουθία τους θά συγκλίνει στή ρίζα  ξ .

'Απόδειξη

"Αν καλέσουμε μέ = χ  ̂ -  ξ τό σφάλμα τής k έπαναλήψεως, τότε έπειδή 
xn+1 =g(xn) άπό τόν άλγόριθμο καί ξ =g(C), άφου ξ είνα ι ή ρίζα  τής έξισώ- 
σεως χ = g(x) θά έχουμε



-  112 -

en tl = xn+l ~  ̂ = 6<*n) - g « ) C6.8)

' Εφαρμόζοντας τώρα τό θεώρημα του Taylor μπορούμε νά πάρουμε

g(xn) - g ( U  = (xn - ? ) g ' ( y  = eng '( ? n) (6.9)

δπου min (χ , ξ) < ζ < max (χ , ξ ) . Άπό τ ίς  σχέσεις (6.8) καί (6.9) έ -  η η η
χουμε

εη+1 = V ' (5n> ·

Παίρνοντας Απόλυτες τιμές των μελών της παραπάνω σχέσης καί χρησιμοποιών
τας τήν υπόθεση |g '(χ) | <, λ γιά κάθε χ 6 I προκύπτει

e .,1 < λ en . (6.10)n+1 1 “  1 n 1

'Από τήν (6.10) πού ίσχύει γιά  κάθε τιμή τοΟ η συμπεραίνεται εύκολα δτι

|ε | < λη |ε |1 η 1 =  1 ο 1

καί έπειδή 0 < λ < 1 έχουμε lim λη = 0 καί άρα lim en = 0 ή lim  xr = ζ .
n-χ» n-χ» n-*»

Είναι εύκολο νά αποδειχτεί πώς άν πληρούνται ο ι προϋποθέσεις του 
θεωρήματος καί ή άρχική προσέγγιση xq έκλεγεΐ άπό τό μικρότερο άπότάδύο 
διαστήματα [β,ξ] κοά [ξ»!1] (ή γιά  τήν Απλότητα σάν τό γνωστό άκρο τού μι
κρότερου άπό τά δύο διαστήματα [β,ξ] καί [ζ,ΐ>]) ,  τότε δλες ο ΐ έπαναλήφεις 
πού παράγονται άπό τόν Αλγόριθμο θά βρίσκονται στό διάστημα I καί έπομέ -  
νως ή Ακολουθία τους θά συγκλίνει στή ρίζα  ξ .

Παράδειγμα

Δίνεται δτι ή έζίσωση χ 3-2χ2- ΐ  = ο έχει μιά μόνο πραγματική ρίζα ζ
τέτοια ώστε ζ e ( 2 , 3 ) .  Νά δειχτεί δτι έφορμόζοντας τόν Αλγόριθμο χ.^ it νχ
= 2 + —% |η = 0 , 1 , 2 , . . .  γ ιά  κάθε χ e [2,3] παράγεται Ακολουθία πού συγ-

η+1

νΤ1κλίνει στή ρίζα ς .

■■

^ '  . - I
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Λύση

Είναι, φανερό ότι ό αλγόριθμος πού δόθηκε προκύπτει άπό την ε ξ ί 
σωση

χ  = 2 + —  ξ g ( x )  
χ 2

πού μέ τή σειρά της είνα ι μιά Αναδιάταξη της έξισοσεως 

f ( χ )  = χ 3 -  2χ2 -  1 = 0 .

ί"J

%

Γιά νά μπορέσουμε νά έφαρμόσουμε τό θεώρημα, παίρνοντας ο ίν  διάστημα I 
τό διάστημα [2,3] ,  θά πρέπει, άφοΟ xq8 [2,3] ,  νά Αποδείξουμε ότι ο ι έ -  
παναλήψεις χ |η = 1 , 2 , 3 , . . .  πού προκύπτουν άπό τόν Αλγόριθμο ανήκουν 
στό διάστημα I = [2,3] καί άκόμη ότι |g ' ( χ )  j < λ <1 γιά  κάθε χ e I (προ
φανώς g(x) 6 C1 ( I ) ) .  Μέ την υπόθεση πού έχουι,ιε xq8 [2,3] μπορούμε εύκολα 
νά αποδείξουμε ότι καί x  ̂8 [2,3] . Πραγματικά έχουμε άμέσως ότι

2 < 2 + ϊ  < 2 + " Τ < 2 + ΐ  < 3
κο

επομένως 2 < χ̂  < 3. Μέ τόν ίδιο  τρόπο μπορεί νά Αποδειχτεί ότι Αν xR 8 
[2 , 3]  , τότε καί xn+1 6 [2,3] . Συνεπώς σύμφωνα μέ τήν άρχή της τέλειας 
επαγωγής θά έχουμε ότι όλες ο ί έπαναλήψεις Ανήκουν στό διάστημα [2,3] .
Γιά τήν παραγωγό g' (x)  έχουμε ότι g '(x) = ---- - καί γιά κάθε χ 8 [2,3]
θά έχουμε -·§·<. g' (x)  < ·~γ · ‘Επομένως |g'(x^|  <. %  < 1 γιά κάθε x 8 [2,3] . 
“Ετσι Αποδείξαμε ότι ικανοποιούνται ο ί Απαιτήσεις τού θεωρήματος καί 
συνεπώς ό Αλγόριθμος πού δόθηκε, γιά  κάθε xq8 [2,3], παράγει · Ακολουθία 
πού συγκλίνει στή ρίζα  ξ 8 (2 ,3 )  τής Αρχικής έξισώσεως.

Παρατηρήσεις:

χ) “Αν είνα ι γνωστό ότι jg' (?) |  <1 καί ή συνάρτηση g' (x)  είνα ι
συνεχής στό ζ , τότε είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί ότι υπάρχει μιά περιοχή
τής ρίζας ξ τέτοια ώστε Αν τό x έκλεγεί άπό τήν περιοχή αύτή, όλες οίο
έπαναλήψεις Ανήκουν στήν υπόψη περιοχή καί τό θεώρημα έφαρμόζεται

|£j

)f
:5i

r
ζ;

h

%t!'l
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ϋ )  "Αν είναι, γνωστό δ τι |g'(.?)j £ ΐ  fi. j g ' ( x ) |  >,1 σέ ένα  διάστη- 

. μα 13 ξ , τότε, έκτός έξαιρέσεω ν, γ ιά  δποιαοήποτε Εκλογή τοΟ xq ή Α
κολουθία xR+1 = g(xn> |n = 0 , 1 , 2 , . . .  δέν θά σ υγκ λίνει στή ρ ίζα  ξ .

Παράδειγμα 1

Νά έξετα σ τεί, <5ν δ Αλγόριθμος

χ L = 0 . 5 + χ  - O . l x 3 |η = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 6 .1 1 )n+1 η η 1 » > »

μττοοεϊ μέ κατάλληλες προϋποθέσεις νά  δώσει Ακολουθία πού νά  σ υ γ κ λ ίνε ι. 

Λύση

*0 Αλγόριθμος πού δόθηκε προέρχεται Από τήν έξίσωση

χ = 0 . 5 + χ - Ο . ΐ χ 3 ξ g ( x )

πού Αποτελεί μ ιά  Αναδιάταξη τής

f ( χ )  = χ 3 -  5 = 0 .  (6 .1 2 )

Ή μόνη πραγματική ρ ίζα  τής έξισώσεως (6.12) ε ίν α ι ή ς = ^5 . 'Επομένως 
Αν ό Αλγόριθμος (6 .11) συγκλίνει θά συγκλίνει στή ρ ίζα  ζ = ^5 . *Η Από
λυτη τιμή της παραγώγου τής συναρτήσεως g(x)  στό ς ε ίν α ι

| g ' ( 3/ T ) |  = | ΐ  -  0 .3  3»/25| = 1 -  0 .3  V25 <1 · ■

"Αρα σύμιρωνα μέ τήν προηγούμενη παρατήρηση ( i)  μπορεί νά  βρεθεί περιοχή  
τής 3/δ  τέτοια  ώστε Αν τό xQ έκ λεγεί Από αύτή, ή Ακολουθία πού παράγεται 
Από τόν Αλγόριθμο (6.11) νά συγκ λίνει στήν Vs.
Παράδειγμα 2

Νά έξετα σ τεί, άν δ  Αλγόριθμος

χ , ■ χ + χ “ 2 In -  0 , 1 , 2 , . . .  (6.13 )π+1 η η

μπορεί μέ κατάλληλες προϋποθέσεις νά  δώσει Ακολουθία πού νά  σ υ γκ λ ίνει.
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- Λύση

*0 Αλγόριθμος (6.13) προέρχεται Από τήν έξίςωση 

χ =χ3 +χ - 2 ξ g(x)

πού είνα ι μιά Αναδιάταξη της έξισώσεως

f(x)  = Χ3 - 2 = 0 . (6.14)

*Η έξίσωση (6.14) έχει αάν μόνη.πραγματική ρίζα  την ξ = Υ2Γ. Συνεπώς <5ν 
ό Αλγόριθμος πού δόθηκε συγκλίνει, θά συγκλίνει στήν ν2 . 'Εχουμε όμως 
ότι g' (x)  = 3x2 + 1, όπότε εύκολα συμπεραίνουμε ότι | g ' ( x ) | > l  γιά  κάθε 
πραγματικό χ . ‘Επομένους καί | g ' ( 3/ 2 ) |  >1 καί σύμφωνα μέ την προηγούμε
νη παρατήρηση ( i i ) , γιά δποιαδήποτε έκλογή xq δ Αλγόριθμος (6.13) δέν 
θά συγκλίνει.

Παράδειγμα 3

Νά έξεταστει μέ τόν ίδιο  τρόπο όπως καί στά προηγούμενα παραδείγ
ματα δ Αλγόριθμος

χ , = 4 ( 5 +  si n χ )  | η  = 0 , 1 , 2 , . . . .  (6.15)η+1 ο  η ·

Λύση

‘0 Αλγόριθμος (6.15) προέρχεται Από την έξίσωση\·1 . . .  * · ’

χ = ·|· (5 + sin  x) = g(x) 

πού είνα ι Αναδιάταξη της

f(x)  Ξ 3χ - sin χ - 5  = 0·  (6.16)

Ή παραπάνω έξίσωση έχει μιά πραγματική ρίζα  ξ . Προτόϋ παρατηρήσουμε δ ,-  
τιδήποτε Αλλο πού νά Αφορά αύτή, βλέπουμε δτι ισχύει |g'(x)  | = |— g— | <, 
<=4 < 1 γιά κάθε πραγματικό χ . ‘Επομένως γιά  δποιαδήποτε έκλογή χ δ Αλ- 

γόριθμος (6.15) παράγει Ακολουθία πού συγκλίνει στή ρίζα  ξ της έξισώσεως
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(6.16).. ί : , „ >

6.4.3. Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ ρ μ η ν ε  ί α .  τ ή ς . γ έ ν ι  -

κ ή ς  έ π α ν α λ η π τ ι κ ή ς μ ε θ ό ά ο υ
| .

’Οπως ε ίν α ι  γνω στό ά πό  τή ν  α νά π τυ ξη  τ η ς  θ ε ω ρ ία ς  σ τ ι ς  δ υ ό  πρ ο 

η γ ο ύ μ εν ες  παραγράφ ους ή ρ ίζ α  ξ τ η ς  έξισ ώ σ εω ς f (χ)  = 0 ε ί \ α ι  κ α ί ρ ίζ α  

τ η ς  έξ ια ώ σ εω ς x = g ( x ) .  *Η τ ε λ ε υ τ α ία  έζίαω σ η  γρ ά φ ετα ι κ α ί α ά ν  x - g ( x ) = 0  

6 π ό τε  δπω ς γν ω ρ ίζο υ μ ε  ή τετμ η μ ένη  ζ το υ  σ η μ ε ίο υ  το μ ή ς Ρ τω ν καμπύλω ν 

y = χ  κ α ί y = g ( x )  θ ά  ε ίν α ι  ή  ζη τούμ ενη  ρ ίζ α  τ η ς  ά ρ χ ικ ή ς  έ ξ ια ία ε ω ς . Γ ιά  

τή ν  έφαρμογή τώ ρα τ η ς  γ ε ν ικ ή ς  έπ α να λ η π τικ ή ς μ εθό δ ο υ  ξ ε κ ιν ο ύ μ ε  ά π ό  τ ό  

σ η μ ε ίο  τ η ς  καμπύλης y  = g ( x )  π ο ύ  έ χ ε ι  τετμ η μ ένη  xq (Σχήμα 7 κ α ί 8) κ α ί 

φ έρνουμ ε παράλληλη τιρός τό ν  ά ξ ο να  τω ν χ .  Αυτή σ υ να ντά  τή ν  ε υ θ ε ία  y  -  χ  

σ τό  σ η μ ε ίο , π ο ύ  έ χ ε ι  τετμ η μ ένη  g ( x Q) = χ 1 · Σ υ ν ε χ ίζ ο ν τ α ς  έ τ σ ι  β ρ ίσ κ χ χ μ ε

τό  σ η μ ε ίο  τ ή ς  κ α μ π ύλη ς π ο ύ  έ χ ε ι  τετμ η μ έν η  χ1 χ . ο . κ .  Μέ τ ό ν  τρ ό π ο  α υ τό  

6 ά λ γ ό ρ ιθ μ ο ς  χ η+1 = g ( x n ) Ιη = 0 , 1 , 2 , . . .  π α ρ ά γ ε ι μ ία  ά κ ο λ ο υ θ ία  {xQ} . 

Σ τή ν περ ίπτω σ η  τοΟ σ χή μ α το ς 7 ή  ά κ ο λ ο υ θ ία  σ υ γ κ λ ίν ε ι σ τή  ρ ίζ α  ξ ,  ένω
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στήν περίπτωση τοϋ σχήματος 8 όχ ι .  Αύτό συμβαίνει, γιατί στην πρώτη πε
ρίπτωση έχουμε |g ' (x ) |  <=λ< 1 σέ μιά περιοχή τής ρίζας ί πού περιέχει 
καί τήν άρχική προσέγγιση xq, ένω στη δεύτερη περίπτωση έχουμε άντίστοι- 
χα |g '(χ) | ^1 .

6.4.4.  Ε ί δ ο ς  σ υ γ κ λ ί σ ε ω ς  τ ή ς  γ ε ν ι κ ή ς  έ -  
π α ν α λ η π τ ι κ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

"Ας υποθέσουμε ότι I = [a ,b] είνα ι ένα διάστημα, πού περιέχει στό 
έσωτερικό του τή ρίζα ξ τής έξισώσεως x = g(x) γιά τή ανάρτηση g(x) τής

οποίας ισχύει g(x)6C'(I) μέκ>1."Ας υποθέσουμε ακόμη ότι ισχύουν ο ι σχέσεις 
=0 |m = l ( l ) k - l  καί t 0 καί ότι ή άρχική προσέγγιση x

μαζί μέ όλες τ ίς  έπαναλήψεις τοϋ άλγορίθμου χ . =g(x ) |n = 0 , 1 , 2 , . . .  ά - 
νήκουν στό I καί μάλιστα ή άχολουθία τους συγκλίνει στή ρίζα  ξ . Τότε &ν 
θεωρήσουμε τό σφάλμα ε^+1 κατά τήν η+1 έπανάληψη καί χρησιμοποιήσουμε τό 
θεώρημα τοϋ Taylor μπορούμε νά πάρουμε

εη+1= Χη+1

(χ  - ξ )
ξ = g(xn) - g ( ζ ) = (xn - ζ ) g ' (ξ ) +---- —----- g " U ) + . . .+

( χ π - ξ )

( k - l ) i

k-1
g(k_1)( 0  +

(χ„ - ζ) /-ν'* 
- g(

kj n

όπου min (xn, ξ) < ξr <max (xn, ξ ) .  "Εχοντας ύπόφη τ ίς  υποθέσεις λαβαίνου
με

n t l 6 < k ,u " ) ·

(6.16)

Κάνοντας τώρα μιά άναδιάταζη στήν ίσότητα (6.16) πού βρήκαμε, παίρνοντας 
όρια καί έχοντας ύπόφη τή συνέχεια τής g^k\ x j  στό διάστημα I προκύπτει 
τελικά ότι

lim = - ,  g(k)(5) (6.17)
η-*» ε k · η

Μέ 6ca άυοαιτύ&χμε μέχρι τώρα ουμπεραίνοιρε πώς &ν k = 1 χαί έτά πλέον
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[g ' U ) |  <1, τότε ύπώρχει κατάλληλη περιοχή τής ρίζας ξ , έστω ή 1^, τέ
τοια ώστε άν κ 6 1 . ,  τότε ή γενική έπαναληπτική μέθοδος συγκλίνει πάν- ο 1
τότε. Ή σύγκλιση πού πετυχαίνεται μέ τόν τρόπο αύτό καλείται σύγκλιση 
πρώτης τάξης ή γραμμική σύγκλιση. "Αν k > 1 τότε |g  '(ζ) | = 0 < 1 καί έπο- 
μένως είμαστε βέβαιοι πώς ύπώρχει πάντοτε περιοχή ^  της ρίζας ξ , τέ
τοια ώστε άν χ 6 I , , ή άκολουθία πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο χ„ .=
= g(xn) |η = 0 , 1 , 2 , . . .  συγκλίνει στή ρίζα  ξ . Στήν περίπτωση αύτή ή σύγκλι
ση όνομάζεται k τάξης, ένώ ειδικά γιά  k = 2 τετραγωνική καί γ ιά  k = 3 κυ
βική.

“Οπως (ραίνεται άπό τή σχέση (6.17) σέ μιά σύγκλιση k τάξης όριακά 
θά ίσχύει ότι τό σφάλμα σέ μιά έπανάληψη είνα ι άνάλογο της k δυνάμεως 
του οφάλματος της προηγούμενης έπαναλήψεως.Στήν πράξη αύτό συμβαίνει γιά  
πολύ μεγάλες τιμές του η.

Παράδειγμα

. 'Αφού πρώτα βρεθεί σέ τ ί μπορεί νά χρησιμεύσει ό άλγόριθμος 

2χ3 +α
xn+l  = Τ ~  |η = 0 , 1 , 2 , . . .

3χη
I

μέ xQ γνωστό καί α i ο, νά άποδειχτεί στή συνέχεια ότι αύτός είνα ι δεύ -  
τερης τάξης ουγκλίσεως ·

Δύση

“Οπως είνα ι γνωστό, άν δ άλγόριθμος πού δόθηκε συγκλίνει, τότε θά 
συγκλίνει στή ρίζα ξ τής έξισώσεως

χ = ^ - ^  = 8 (χ )
3χ

ή τής έξισώσεως

f(x)  = χ3-  α = 0 . '



Μ' άλλα λόγια θά χρησιμεύει γιά  τήν εύρεση της ξ = 3/α  . Γιά νά είνα ι 
τάρα δ άλγόριθμος πού δόθηκε δεύτερης τάξης συγκλίσεως θά πρέπει g'(^)= 
= 0 , ένω g"(?) t 0. Γιά τό σκοπό αύτό βρίσκουμε

ι · ( . ) ; ; ι , ! · , , )
3χ3

, ίΛ( * ** t \ _ 0Uκαι g (χ) = — - 
3χ^

"Επομένως

•fr\ . ,3 /—\ 2 Q( 3/ α ) 3-  of] Λg (ξ )  = g ( / α )  = ■ -u -------- = 0
3 ( 3/ f f ) 3

καί

'Αρα δ άλγόριθμος πού δόθηκε είνα ι δεύτερης τάξης (τετραγωνικής) συγ- 
κλίσεως.

"Οπως είδαμε πρίν, δταν μία μέθοδος είνα ι γραμμικής συγκλίσεως, 
γιά  νά υπάρχουν ο ι προϋποθέσεις συγκλίσεως θά πρέπει νά ικανοποιείται 
ή σχέση |g '(ξ) | <1.  Στήν περίπτωση όμως πού k > 1, δέν ύπάρχει τέτοιος 
περιορισμός γιατί ή προηγούμενη σχέση Ικανοποιείται αυτόματα άφοϋ 
|g ' (ζ ) I = 0 < 1. "Ετσι είμαστε σέ θέση νά ξέρουμε δτι σέ μία μέθοδο k 
τάξης συγκλίσεως (k > 1) υπάρχει πάντοτε περιοχή ΐ^, τέτοια άστε άν ή 
άρχική προσέγγιση διαλεχτεΐ άπ'αύτή, ή μέθοδος νά συγκλίνει.  Βασιζόμε
νοι στήν παρατήρηση αύτή προσπαθούμε στήν πράξη νά κατασκευάσουμε γε
νικές έπαναληπτικές μεθόδους, πού νά. είνα ι τουλάχιστον τετραγωνικής 
συγκλίσεως.

Στήν συνέχεια περιγράφουμε τήν πορεία πού Ακολουθούμε στήν πρά
ξη γ ιά  νά διαλέξουμε τό xq στήν περίπτωση μιας μεθόδου τετραγωνικής 
συγκλίσεως.

"Αν I = [a,b] είνα ι τό διάστημα στό έσωτερικό τού όποιου βρίσκε
ται ή ρίζα  ξ τής έξισώσεως x = g(x) καί είνα ι τέτοιο ώστε g(x) e c 2( I ) ,  
τότε άν g '(?) =0 καί g"( ζ ) i- 0 καί έφαρμόσουμε τόν Αλγόριθμο xn+1=g(xn)
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|η = 0 ,1 ,2 , . . .  μέ χ δεδομένο (Αλλά άγνωστο πρός χό παρόνΐ θά ισχύει ft 
σχέση (6.161. Στήν πρώτη έφαρμογή τοΟ Αλγορίθμου ή σχέση (6.161 θά δ ί
ν ε ι , .

*Η συνάρτηση δμως g"(x) είνα ι συνεχής στό κλειστό διάστημα I . "Αρα θά 
είνα ι καί φραγμένη. "Εστω λοιπόν δτι

"Αν τώρα λ <1, τότε ή παραπάνω σχέση είνα ι της ίδιας μορφής μέ τή 
σχέση (6.10) τής προηγούμενης παραγράφου καί έπσμένως ή μέθοδος θά συγ
κλίνει γ ιά  κάθε χ πού θά Ανήκει στό μικρότερο Από τά δύο διαστήματα 
[β,ξ] καί [c,b] άφοΟ τότε, Από τήν (6.20), συμπεραίνεται δτι χ^βΐ. Στήν 
περίπτωση αύτή ή σχέση (6.20) ισχύει γενικά γιατί μπορεί τότε έπαγωγι- 
κά νά Αποδειχτεί δτι

γιά  κάθε η = 0 , 1 , 2 , . . .  καί έπσμένως δ Αλγόριθμος συγκλίνει στή ρίζα  ζ .

ε 1 =-2 εο » min ί χ 0 »5) < <max ( χ 0 »ξ>·
1 2 (6.18)

1  = 2  εο

I  | g " ( x ) |  < Μ I ν  Χ β Ι  . (6.19)

χρησιμοποιώντας τήν (6.19) στήν (6.18) μπορούμε νά πάρουμε

Άν τώρα σκεφτοΰμε δτι

εο χο - ξ |  < b - a

τότε ’ j *

| ε 1 | < M(b ~ a ) | ε ο |

ή Αν θέσουμε λ = M(b-a) θά έχουμε

ε1 (6 .2 0)



\ Ά ν δμως λ >1/ τότε μικραίνουμε (μ .χ . διχοτομούμε), τό Αρχικό διάστημα 
| εντοπισμού της ρίζας ϊ ,  βρίσκουμε έτσι ένα νέο διάστημα I , ένα νέο Μ, 
| ένα νέο λ κ .ο .κ . *Η παραπάνω έργασία φαίνεται καθαρά στό επόμενο πα- 
I ράδειγμα.

i Παράδειγμα

 ̂ "Οπως είνα ι γνωστό, σύμφωνα μέ τό παράδειγμα της προηγούμενης
•ϊ
ί| παραγράφου, ό Αλγόριθμος
!■; ·

ι π+1

2χ3 +3 η
------ Τ3χ

|η = 0 ,1 ,2 ,» . .

5 ^
I μπορεί νά χρησίμεψει γιά  τήν εύρεση της /3  καί είνα ι δεύτερης τά- 
I ζης συγκλίσεως. 'Εφαρμόζοντας τη θεωρία πού Αναπτύχτηκε σ' αυτή τήν 
| παράγραφο νά βρεθεί διάστημα τέτοιο ώστε, άν τό xq έκλεγει άπό αυτό, 
ί 6 Αλγόριθμος νά συγκλίνει στήν / 3 .

\ Λύση

< 'Αρχικά μας χρειάζεται ένα διάστημα I έντοπισμοΰ της ρίζας ξ =
] =V a της έζισώσεως

1 2 Χ 3 + 3 _ , y.- χ = ------ — = g(x)
3χ2

| ή της έζισώσεως

| f  (χ) Ξ χ3 -  3 = 0. ·
S ·

Σάν τέτοιο μπορούμε νά πάρουμε όποιοδήποτε πού νά περιέχει τήν ρίζα* 
"Εστω I ξ [ ΐ , 2 ] . Στήν συνέχεια θά πρέπει νά βρούμε ένα Απόλυτο φράγμα 
γιά  τή συνάρτηση g"(x) γιά δλα τά χ e I .
'Επειδή

" ί \ -  2g ( χ )  = —
X*

βρίσκουμε Αμέσως δτι |g"(x) | 4  2 Υ^ά ^ ίχ ^  χ 6  Ιν "Αρα Μ=·|·χ2=1. Θέ-
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τουμε τώρα λ = M(.h-a) = 1(2-1) =1. 'Επειδή λ = 1 κάνουμε τήν ίδια  έργασία 
μέ ένα μικρότερο διάστημα, πού.νά περιέχει τή ρίζα  ξ . "Αν διχοτομήσου
με τό άρχικό διάστημα είναι εύκολο νά διαπιστωθούμε δτι τό διάστημα [ ΐ ,
1.5] περιέχει τή ρ ίζα  ζ . Αύτό γιατί f ( l )  =-2 <0, f (2 )  = 5 >0 καί f ( l .5 )=
= 0.375 > 0 . "Ετσι έχουμε ένα νέο I = [ ΐ , 1 .5] , γιά  τό όποιο βρίσκουμε ένα 
νέο φράγμα της g"(x) πού συμβαίνει νά είνα ι τό ίδ ιο , γιατί |g"(x)j £2  
γιά όλα τά κ e I . Λαβαίνουμε έτσι ένα νέο Μ = ·|· χ 2 = 1 καί ένα νέο λ =
= -M(b-a) = 1 ( 1 .5 - 1 )  = 0.5. 'Επειδή λ < 1 μπορούμε νά διαλέξουμε τώρα τό 

χ άπό τό μικρότερο άπό τά δύο διαστήματα [ ΐ ,ζ ]  καί [ζ,Ι.δΊ . Γιά τό σκο
πό αύτό βρίσκουμε τή θέση τοϋ μέσου τοΰ διαστήματος I ώς πρός τή ρίζα  ζ . 
'Επειδή = 1.25 βρίσκουμε f(1.25) =- 1.046875 <0. 'Αρα τό διάστημα
[ξ, 1.5] είνα ι τό μικρότερο άπό τά δύο διαστήματα. ‘Επομένως γιά  κάθε 
xq 6 [ζ , ΐ .5 ]  ό άλγόριθμος θά συγκλίνει στήν 3/ 3 .  Γιά εύκολία μπορούμε νά 
διαλέξουμε xq = 1.5 άν θέλουμε.

6.5. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  N e w t o n  R a p h s o n

6.5.1. Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

‘Η γενική έπαυαληπτική μέθοδος πού άναπτύχτηκε στήν προηγούμενη 
παράγραφο είνα ι βέβαια άπλή σπίν έφαρμογή της. Παρουσιάζει όμως μιά ση
μαντική δυσκολία τουλάχιστο στό ξεκίνημά της. Κι' αύτό γιατί ,  όπως ε ί
δαμε, άπό τ ίς  άπειρες άναδιατάξεις της έξισίσεως f (χ) = 0 της μορφής χ =
= g( χ) θά πρέπει νά βρούμε μιά τέτοια ώστε 1 g ' ( ζ ) | <1. 'Εκτός άπό τή δυ
σκολία αύτή ύπάρχει πάντοτε καί τόάναμψιοβήτητο γεγονός τής άργής σχετι
κά συγκλίσεως τής μεθόδου, άφού, έκτός έξαιρέσεωυ, ίοως ή σύγκλιση θά ε ί
ναι γραμμική. Σέ Αντιδιαστολή πρός αυτά, πού μόλις άναφέραμε ή μέθοδος 
των Newton -  Raphson είναι τής γενικής μορφής χ = g(x) ,  άλλά ή g(x) είνα ι 
πάντοτε ή ίδια  συνάρτηση των χ , f (x)  καί f '(χ)*συγκεκριμένα έχουμε

g ( x )  ξ χ  -  ί ί ϋ ΐ  . ( 6 . 2 1 )
f ' (x )

'Επιπρόσθετα ή νέα μέθοδος είνα ι τουλάχιστον τετραγωνικής συγκλίσεως στήν
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περίπτωση της άτχλης ρίζας ξ . Γιά τούς παραπάνω λόγους καί άκόμη γ ιά  τό 
λόγο ότι ή μέθοδος προγραμματίζεται εύκολα, σ' έναν Η.Υ. άποτελει αύτή 
την πιό δημοφιλή μέθοδο γ ιά  την εύρεση των ριζών των έξισίοεων μεταξύ 
όλων των επαναληπτικών μεθόδων. "Εχοντας υπόψη τήν έκφραση (6.21) γιά  
τη συνάρτηση g(x) έχουμε άμέσως ότι ό αλγόριθμος των Newton -  Raphson 
είνα ι ό άκόλουθος

f(x  )
xnJ. i = x „ --------— | n = 0 ,1 ,2 , . . .  (6.22)n t  x n ,. / / v

f  (Xn )

μέ x δεδομένο. Γιά τήν έκλογή φυσικά του x ισχύει ότι άναφέραμε στό ο ο
τέλος της προηγούμενης παραγράφου, άφοΰ ή μέθοδος αύτή είνα ι τουλάχιστον 
δεύτερης τάξης συγκλίσεως, όπως θά αποδείξουμε άμέσως στή συνέχεια.

Μέ τήν προϋπόθεση ότι υπάρχουν ο ΐ άντίστοιχες παράγωγοι της συν- 
αρτήσεως f (χ) καί είνα ι συνεχείς σ' ένα διάστημα, πού περιέχει στό έσω- 
τερικό του τήν άπλή ρίζα  ξ της έξισώσεως f(x)  = 0, γιά νά άποδείξουμε ό
τ ι ό άλγόριθμος (6.22) γιά κατάλληλο xq είνα ι τουλάχιστον τετραγωνικής 
συγκλίσεως άρκεΐ νά άποδείξουμε γιά  τή συνάρτηση g (x ) , πού δίνεται άπό 
τήν (6.21) ότι g'(C) =0 καί g"( ξ ) όχι πάντοτε διάφορο άπό τό μηδέν. 
Πραγματικά εύκολα βρίσκουμε ότι

g '(x)  =_ f(x)  f"(x)
[ f i x ) ]

καί

g '(x )  = f (g ) f" U )  =0
[ ί ' ( ξ ) ]

καί άκόμη ότι

_ ff  '(x)12f"(x) + f ( x ) f  '(x)f"tx) - 2f(x)ff"(x)]
[ f ' ( x ) ] 3

g"(x)

όπότε



g"U)
_ r f  'Ce o iV u ) t f ( c ) f  ' { o r x t )  -  2K E ) ( j r u x L

[ r c u ]

= 0 1 1 * 0  
f '(E)

γενικά.

6 .5 .2 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  N e w t o n  - R a p h s o n  y ι ά  
τ ή  v ε ύ ρ ε σ η  τ ή ς  τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ή ς  ρ ί -  
ζ α ς

Είναι φανερό δτι ό άλγόριθμος των Newton -  Raphson (6.22) γιά συγ
κεκριμένες έκφράσεις της συναρτήσεως f(x) παίρνει καί συγκεκριμένες μορ- < 
φές. 'Εκμετάλλευση τοΰ γεγονότος αύτοϋ γίνεται στήν περίπτωση πού θέλου
με νά βρούμε τήν τετραγωνική ρίζα ένός θετικού άριθμσύ α. Στήν περίπτωση 
αυτή άν καλέσουμε μέ χ τήν τετραγωνική ρίζα τοΰ ο θά έχριζε

f (χ) Ξ χ2-  α = 0

'Επειδή άκόμη f '(χ) = 2χ, τό σχήμα τΟν Newton -  Raphson θά είνα ι τό άχό- 
λουθο

χ  . , = χ  -  η+1 η

2 2χ - α χ + α η η (6.23)
2χη 2χ_η

ή τέλος

c =0.5 (χ +— ) η+1 η χΠ
| η = 0,1,2,.. (6.24)

όπου χ μιά κατάλληλη άρχική προσέγγιση. ‘Η μορφή τού άλγορίθμσυ (6.24) ο
πρέπει νά προτιμάται άπό τήν τελική μορφή τοΰ άλγορίθμου (6.23), γιατί 
στόν υπολογισμό τής τιμής άπό τήν (6.23) κάνουμε δύο πολλαπλασιασμούς , 
μία πρόσθεση καί μία διαίρεση, ένω στόν υπολογισμό μέ βάση τήν (6.24) κά
νουμε έναν πολλαπλασιασμό, μία πρόσθεση καί μία διαίρεση, δηλαδή λ ιγ ό -  
τερες πράξεις. Είναι φανερό, σύμφωνα μέ αυτά πού άναπτύχτηκαν στήν τπρά-
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γραφο 6 .4 .4 .γιά τήν έκλογή τοΟ xq, δτι άν αύτή γ ίνε ι  Από τήν περιοχή 
πού θά περιέχει, στό έσωτερικό της τήν Ja τότε δ Αλγόριθμος (6.241 θά 
συγκλίνει σ' αύτή, ένω άν γ ίνε ι  άπό τήν περιοχή, πού θά περιέχει τήν 
-✓ α τότε ό αλγόριθμος θά συγκλίνει στήν - /α .

Είναι δυνατό τάρα νά αποδείξουμε κάτι γενικότερο γ ιά  τήν έκλο
γή τοΰ xq στήν περίπτωση της εύρέσεως της τετραγωνικής ρίζας τοΰ θε
τικού Αριθμού α. Συγκεκριμένα μπορούμε νά αποδείξουμε ότι γιά  κάθε 
xq > 0 δ Αλγόριθμος (6.24) παράγει Ακολουθία, πού συγκλίνει στήν 
Πραγματικά γιά  δποιοδήποτε x q > 0, χρησιμοποιάιντας τήν έκφραση (6.24), 
μπορούμε νά Αποδείξουμε Αμέσως έπαγωγικά ότι

χ^ > 0 |η = 0 , 1 , 2 , . . .  .

Μετά παρατηρούμε ότι

χ . 1 - / α  = 0.5 (χ + —  ) - /α - 0.5 
η+ 1  η χ

η

έπομένως

&  - - 2-1 >0 
η &

η

χ > ν'α η =
η = 1,2,3,..;

'Ακόμη έχουμε ότι
2/χ  -  οη

-2 -----U  0
xn J

χ - χ ,, = 0.5 η η + 1

(6.25)

σύμφωνα μέ τήν σχέση (6.25). Άρα

χ > χ  j , η =  η + 1
| η = 1,2,3,... . (6.26)

'Από τ ίς  (6.25) καί (6.26) έχουμε ότι ή Ακολουθία (xn> |η = 1 , 2 , 3 , . . .  
είνα ι μονότονη καί φραγμένη άπό κάτω Από τήν */(α. ‘Επομένως θά συγκλί
ν ε ι .  'Επειδή πρέπει νά συγκλίνει σέ μία Από τ ίς  ρίζες ±/α της Αρχι
κής έξισώσεως f  (χ ) ξ χ2- α = 0 καί ή Ακολουθία είνα ι Ακολουθία θετικών 
όρων θά συγκλίνει προφανώς στήν ν'α . , ν\ ν^^/ο.ν' Φ

ΰC
Ύ -.

Φ
Λ '· ‘Λ
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Παράδειγμα 1 ·

Ν ά  βρεθεί Λ  τ/ϊ μέ προσέγγιση τεσσάρων δ.ψ.

Λύση

Τό σχήμα τΰν Newton -  Raphson γιά  α = 2 παίρνει τή μορφή

Χη+1 = °*5 I η = 0 , 1 , 2 , . . .
η

μέ χ όποιοδήποτε θετικό άριθμό. Παίρνοντας χ = 1 βρίσκουμε διαδοχικά Ο ο

χ  = ιο
χ^ = 1.5 

χ2 = 1.41667 

χ3 = 1.41422 

χΗ =1.41421

"Αρα /2 *1.4142, άφΟϋ |χ 3 -  | = 0.000014 .5Χ10”1*.
*

Παράδειγμα 2

Νά. βρεθεί τό σχήμα τών Newton -  Raphson γιά  τήν εύρεση της κυβι
κής ρίζας άριθμοΟ α.

Λύση

'Εστω χ ή μία καί μόνη πραγματική κυβική ρίζα τοΰ άριθμοΟ α. Θά 

έχουμε χ = 3/α καί άπό αύτήν

f (χ) = χ3- α  = 0 .

'Επειδή f '(χ) = 3χ2 βρίσκουμε άμέαως δτι

η+1 χη ~
χ3 - α π 2xd +α η

3χη 3χη



6.5 .3 .  Σ ύ γ κ λ ι σ η  
- R a p h s o n
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τ η ς  μ ε θ ό δ ο υ  τ ώ ν  N e w t o n

'Οπως άποδείχτηκε ή μέθοδος τών Newton -  Raphson είναι τουλάχιστον 
τετραγωνικής συγκλίσεως. Αύτό σημαίνει ότι γ ιά  κατάλληλο xq , πού θά εκλέ
γεται μέ τόν τρόπο πού άναπτύχτηκε στό τέλος της παραγράφου 6 .4 .4 . ,ή μέ
θοδος τών Newton -  Raphson θά συγκλίνει πρός τη ρίζα ξ . Γιά νά έφαρμοστεΐ· 
ή μέθοδος της παραγράφου 6 .4 .4 .χρειάζεται, όπως είνα ι γνωστό, νά βρεθεί 
ένα Απόλυτο άνω φράγμα της g"(x). 'Επειδή σ' αύτή την περίπτωση g(x) = χ-
- ^  — είνα ι δυνατό ή έκφραση γιά  την g"(x) νά είνα ι σχετικά πολύπλοκης 

f ' (x )
μορφής καί γιά  τό λόγο αύτό ή εύρεση τοΰ φράγματος δύσκολη. Γι' αύτό πε
ριγράφουμε στη συνέχεια τήν πορεία πού μπορούμε νά ακολουθήσουμε γ ιά  τήν 
έκλογή τοΰ x βασιζόμενοι στή συνάρτηση f(x )  καί όχι στήν g(x) .  Φυσικά ή 
παρακάτω περιγραφή άναφέρεται στήν μέθοδο τών Newton -  Raphson καί μόνο 
καί όχι στήν όποιαδήποτε μέθοδο δεύτερης τάξης συγκλίσεως.

‘Υποθέτουμε ότι I = [a,b] είνα ι τό διάστημα έντοπισμου της ρίζας ζ 
της έξισώσεως f(x )  = 0 καί άκόμη ότι f (x)  e C2 (I) μέ | f  '(χ) | >̂ Κ > 0 καί .
| f "(χ ) j 4 Λ γιά όλα τά χ 6 I .  "Αν τώρα έφαρμόσουμε τόν αλγόριθμο τών New
ton -  Raphson μέ xq δεδομένο (άλλά άγνωστο πρός τό παρόν), τότε μέ τήν 
πρώτη έφαρμογή αύτοΰ θά έχουμε

X1 Xο
f ( x 0>

f ' ( X 0 )
(6 .27 )

'Εξάλλου ξεκινώντας άπό τήν προφανή σχέση f ( ζ) = 0, πού τή γράφουμε
f (χ - ε ) = 0 , όπου ε = χ - £ τό άντίστοιχο σφάλμα, μπορούμε νά πάρουμε ο ο ’ ο ο
άν άναπτύξουμε σύμφωνα μέ τό θεώρημα τοΰ Taylor ότι

f ( x  ) - ε  f ' ( x  ) + · ^ ε 2 ί " ( ξ  ) -  0  (6 .2 8 )ο ο ο 2 ο ο

όπου Π ΐ ί η ( χ 0 , ξ )  < ξ ο  <max(xo ,C). 'Αντικαθιστώντας τώρα στήν (6.28) τήν έκ
φραση γ ιά  τήν τιμή f (x Q) άπό τήν (6.27) βρίσκουμε
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<% -  V f ' c< >  - e f ' ( V  Φ ο r (  V = 0

ι f " < 0
e -  — —  ε2

1 ° ’

'Από αυτήν μπορεί νά προκύψει Αμέσως

1 ] £ ^ Μ

2 |f(x0)|
ε I2 < Α .  | ε 12
εο> . =  2Κ | ε ο

καί <5ν χαλέσουμε Μ = έχουμε δτι

ε ΐ Ι  4  ΜΙ£0

Έτσι καταλήγουμε στήν ίδια  Ακριβώς σχέση πού είχαμε χαταλήξει καί στήν 
παράγραφο 6 .4 .4 . .  "Επομένως ή έργασία Από έδώ καί πέρα συνεχίζεται Ακρι
βώς μέ τόν ίδιο  τρόπο. Θά πρέπει" νά τονίσουμε δτι ή διαφορά των δύο δια
δικασιών, δηλαδή τής παραγράφου 6 .4 .4 .χαί αυτής τής παραγράφου βρίσκεται 
απλά χαί μόνο στόν δρισμό τοΟ φράγματος Μ. “Ολα τά άλλα συμπίπτουν Από
λυτα. Γιά τήν καλύτερη κατανόηση τής θεωρίας δίνουμε στή συνέχεια ένα 
συγκεκριμένο παράδειγμα.

παράδειγμα

*Η έξίσωση f(x )  ξ χ -  2χ -  5 = 0 έχει μία καί μόνο πραγματική ρίζα  ζ , 
πού βρίσκεται κοντά στόν Αριθμό 2. Νά βρεθεί αύτή μέ προσέγγιση τριών δ . 
ψ.

Λύση

Μπορούμε εύκολα νά βρούμε ένα διάστημα έντσπισμοΰ τής ρίζας ξ,Αφοϋ 
ξέρουμε ότι αύτή βρίσκεται κοντά στόν Αριθμό 2. Π.χ. μπορούμε νά διαπι -  
στώσουμε ότι f (2)  = - 1< ο καί f (2.2) = 1.2Φ8 > 0. Έτσι παίρνουμε Ι ξ[2,2.23 
Έχουμε προφανώς δτι f (x )  e c 2( l ) .  Γιά τήν εύρεση τού φράγματος Η ~ ~  βρί·
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αχούμε τά ςράγμχτα Κ καί Λ μέ τη. βοήθεια τοΟ παρακάτω πίνακα τιμών καί 
χρησιμοποιώντας τό σχήμα τοΟ Homer, όσες φορές χρειάζεται, γ ιά  τήν εύ
ρεση των τιμών της συναρτήσεως f(x )  καί τών παραγωγών της στά σημεία 2 
καί 2.2.

X 2 2.2

f(x) -1 1-.248

f' (x) 10 12.52

f"(x) 12 13.2

f'"(x) 6

'Από τόν παραπάνω πίνακα έχουμε άμέσως δτι | f ' (χ ) |  ^10 καί | f" (x) |  413·2  
γιά δλα τά χ e I . ‘Επομένως Κ = 10, Λ = 13.2 καί Μ = = 0.66. 'Αρα
λ = M(b-a) = 0.66(2.2 - 2) = 0.132 < 1. 'Επειδή βρέθηκε λ < 1, αυτό σημαίνει δ - 
τι μπορούμε νά έκλέξουμε τό χ σάν τό όποιοδήποτε σημείο τοϋ μικρότερου

θ’ λ ο ι ο
άπό τά δύο διαστήματα [2 ,ζ] καί [ξ ,2 .2 ] .  'Επειδή f(  ■■ - ) = f (2 .1 )  =
= 0.061 >0, τό διάστημα [2,ξ] είνα ι τό μικρότερο άπό τά δύο διαστήματα. 
Μπορούμε λοιπόν νά πάρουμε τό χ = 2 . 'Εφαρμόζουμε τώρα τόν άλγόριθμο τωνΟ
Newton -  Raphson έπαναληπτικά μέ xq= 2, χρησιμοποιώντας τό σχήμα του Hor
ner όπως παρακάτω/ καί παίρνουμε

<5ρα

-5

-1

f ( x 0>

f '(X0) 10
2 - ( - 0 .1 )  =2 . 1



1 3 0  -

άρα

1 ο -2 ' -5

2.1 2 .1 4.41 5.061

1 2.1 2.41 0.061

2 .1 2 .1 8.82

1 1 4 .2 11.23

χ Λ =  X
f i x . )

; -  = 2 .1  - ?ί°οο = 2 . 1 - 0 . 0 0 5 4  =5
1 f'iXj^) 11.23

1 0 -2 -5

.2.0946 2.0946 4.3873 5.0004
1 2.0946 2.3873 0.0004

2.0946 2.0946 8.7747
1 Η.1892 11.1620

άρα
f (x 2)

f ' ( x 2)
2.0946 0.0004

11.1620 2.0946 -  0.0000 = 2.0946.

‘Επομένως ξ « 2 .0 9 4 6 ,  άφοϋ Ιχ 2 " Χ3 Ι = 0 . o o o o i - |  10-3 . Τό παρόν παράδειγ
μα είναι τό C6io μέ τό παράδειγμα, πού δόθηκε στήν περίπτωση της μεθό
δου της διχοτόμησεως, όπου χρειάζονται 10 έπαναλήφεις καί τής μεθόδου 
Regula -  F a lsi όπου χρειάστηκαν 5 έπαναλήφεις γ ιά  τήν εύρεση της ρίζας 
μέ τήν ίδια  προσέγγιση. Σ* αύτή τήν περίπτωση, όπως είδαμε, χρειάστη
καν μόνο 3 έπαναλήφεις.

6 .5 .4 .  Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή  έ ρ μ η ν ε ί α  τ ή ς  μ ε θ ό 
δ ο υ  τ δ ν  N e w t o n - R a p h s o n

"Εστω y = f(x )  ή γραφική παράσταση τής συναρτήσεως f (χ). "Αν ξ 
είνα ι ή ρίζα τής έξισώσεως f(x) = ο, τότε αύτή θά είνα ι ή τετμημένη τής
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τομής Ρ της καμπύλης y = f(x )  μέ τόν άξονα των χ  (Σχήμα 9 ). Στό σχήμα,
Ρ είναι τό σημείο της καμπύλης, πού έχει τετμημένη τήν άρχική προσέγ-Ο
YLon. "Αν τώρα Μ1 είναι τό σημείο τομής της έφαπτσμένης της καμπύλης

στό Pq μέ τόν άξονα των χ , τετμημένης χ ^  θά έχουμε

(Μ Ρ )
χ ,  = χλ - (Μ Μ ) = χ  Ι ο  Ι ο  ο

ο ο
tan Θ

= χ
ί ( Χ0)
■■ -■■■-—■■ ·

f '(χ ) ο

Δηλαδή, όπως βλέπουμε, ή τετμημένη τοϋ σημείου είνα ι ή έπανάληψη, 
πού προκύπτει μετά μία έφαρμογή της μεθόδου των Newton -  Raphson. 
Συνεχίζοντας μέ τόν ίδιο τρόπο φέρνουμε τώρα τήν έφαπτομένη της κα
μπύλης στό σημείο Ρ^, τετμημένης χ1, πού συναντά τόν άξονα των χ στό 
σημείο Μ2, τετμημένης χ2 · *Η τετμημένη χ2 βρίσκεται, όπως καί πρίν , 
ότι δίνεται άπό τήν έκφραση

χ 2
ί ίχ^^) 

f '(x1)

h .o . k . "Οπως τουλάχιστο βλέπουμε στό σχήμα ή όκολουθία xq , χ^, x2 s 

. . .  συγκλίνει στή ρίζα ζ.



-  1 3 2  -

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

‘Η έξίσωση. 3χ3 - χ 2 + 6χ - 2 = ο έχει, μιά καί μόνο πραγματική ρ ίζα  ζ στό 
διάστημα (0 ,1 ) .  Νά Οπολογιστεΐ τό έλάχιστο πλίνθος των έπαναλήφεων πού ά - I ; 
ταιτεΐται μέ τή μέθοδο της διχοτσμήσεως, γιά  νά βρεθεί ή ρίζα  ξ μέ προσ- 1 1 
έγγιση δύο δ.φ . καί στή συνέχεια νά βρεθεί αυτή. (*Απ. 7, 0.33)

Νά υπολογιστεί ή ρίζα  ζ της προηγούμενης άσκήσεως μέ τή μέθοδο Regu-  ̂
la  F a lsi καί μέ τήν ίδ ια  προσέγγιση. Νά δοθεί άκόμη καί τό πλήθος τών ά - 
παιτούμενων έπαναλήφεων. ('Απ. 0.33, 6)

. «*. r

ο ο

4. Μέ τ ίς  προϋποθέσεις της προηγούμενης άσκι* νά δ ειχτεί ότι δ άλγό-
ριθμος πού δίνεται σ* άύτήν ε^κλίνειτστή  ρίζα  ζ . ( ‘Υπόδειξη: Γιά τό σκο
πό αύτό νά άποδειχτεΐ πρώταέπαγωγικά δτι~αο = = . . .  = αη < ξ < xr = Bn+1<

5Κ Τί μπορεί νά λέχτεί γιά  τή σύγκλιση τοϋ Αλγορίθμου χη+ι  = +
‘ + s i n ( a x n ) - c o s ( 3 x n )]  |n  = 0 , 1 , 2 , . . .  μέ xq δοσμένο καί α , β  σταθερές τέτοι-ί 

ες ώστε |Ρ/ά| <2. (*Απ. Συγκλίνει γ ιά  κάθε xq)

Λ Σέ τί μπορεί νά χρησιμεύσει 6 άλγόριθμος

χη+1 ■ "2xn + 2  |n  -  0 , 1 , 2 , . . .  j

('An. Στήν εύρεση τής ρίζας ζ = 1 τής έξισώσεως χ 2  -  3 χ  + 2 = 0) ί
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^Τ^Νά προσδιοριστεί ή τιμή της σταθερός α, ώστε ό άλγόριθμρς

xn*l = Χη ~ 2χη * 01 |n = Q>i>2 > . . .

μέ xq δοσμένο νά είνα ι τετραγωνικής συγκλίσεως. C'Art. 2)

β>ζ^ *Η έξίσωση f(x)  = χ 2 -  3χ + 2 = 0 έχει οάν ρίζες τούς αριθμούς = 1 
καί ξ2 = 2. νά βρεθεί μιά Αναδιάταξη αύτής της μορφής x = ax^bx +c = 
g(x),  έτσι ώστε ό αλγόριθμος χ = g(x ) |n = 0 , 1 , 2 , . . .  μέ χ δοσμένο 
νά είνα ι τετραγωνικής συγκλίσεως καί νά συγκλίνει στη ρ ίζα  ξ2 = 2.
( Ά π .  g( χ )  = - χ 2 + 4 χ - 2 )  ^

Γιά την εύρεση τής άγνωστης απλής ρίζας ξ της έξισόσεως f(x) =0 
προτείνεται ό άλγόριθμος xn+1 = xn -α (χ η> f  ( χη)· Νά προσδιοριστεί μιά  
τουλάχιστον συνάρτηση α(χ) ,  ώστε ό άλγόριθμος πού δόθηκε νά είνα ι του
λάχιστον τετραγωνικής συγκλίσεως. (Άπ. l / f ' ( x ) )

Δίνεται ό άλγόριθμος

χ . = χ3 + 6χ2 + ( β+1)χ +γ |η = 0 , 1 , 2 , . . .η+1 η η π
μέ xq δοσμένο γιά  τήν εύρεση τής απλής ρίζας ζ τής έξισώσεως f(x)  =
= χ 3 + 6χ2 + βχ + γ = 0. Νά βρεθούν τά β καί γ ,  έτσι ώστε ό άλγόριθμος, 
πού δόθηκε νά είνα ι τρίτης τάξεως συγκλίσεως. (Άπ. 11, 6)

Νά χρησιμοποιηθεί τό σχήμα των Newton -  Raphson γιά  την εύρεση τής 
3/Γ  , μέ προσέγγιση ενός δ.ψ.,  παίρνοντας σάν άρχική προσέγγιση xq = 1. 
(Άπ. 1.9)

12. Νά δειχτεί ότι ό άλγόριθμος των Newton -  Raphson

f(x  )
x = χ ------- Ξ_ In = 0 , 1 , 2 , . . .  καί χ δοσμένο

η+1 η ° , , .
χη I

γιά  τήν εύρεση τής ρίζας ξ τής έξισώσεως f(x )  = 0, είνα ι γραμμικής συγ-  
κλ ί̂σεως στην περίπτωση πού ή ρίζα  ξ είνα ι πολλαπλή μέ βαθμό πολλαπλότη
τας k > 1.
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13. Νά δειχτεί δτι ,  άν ή έξίαωση f (x )  = Ο έχει σΰ^ pC&x τι\ν ξ μέ βαθμό 

πολλαπλότητας k £ ΐ ,  τότε τό σχήμα

f(x  ) _ ,
χ ,=χ - k — 2 -  >1 = 0 ,1 ,2 . . · ·  Vi χβ βοσμέυοn tl n f ,u  ,  ο

η

γιά  τήν εύρεση-της'ρίζας ξ είνα ι τουλάχιστον τετραγωνικής ουγκλίσεως. 
(Υπόδειξη: Είναι δυνατόν νά διακριθουν δύο περιπτώσεις i)  k = 1 καί
i i )  k > 1 ).

14. Νά Αποδειχτεί ότι ό Αλγόριθμος

χ = χ (2 -  αχ ) I η = 0 , 1 , 2 , . . .  παί χ . δοσμένο, η+1 π π ο

δέν Αποτελεί παρά έναν Αλγόριθμο των Newton -  Raphson γιά  τήν εύρεση 
τού Αντιστρόφου τού Αριθμού α f 0.

15. Γιά τήν εύρεση της μίας καί μόνον ρίζας ξ , τού τριωνύμου χ 3-χ -4 ,  
πού Ανήκει στό διάστημα (1 .7 ,  1.8) πρόκειται νά χρησιμοποιηθεί ό Αλγό
ριθμος των Newton -  Raphson μέ Αρχική προσέγγιση xq= 1.7. Νά δ ειχτεί δτι 
ή παραπάνω έκλογή τής Αρχικής προσεγγίσεως xq παράγει Ακολουθία πού 
συγκλίνει στή ρίζα  ξ.



7. Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ  Δ Ι Α Φ Ο Ρ Ω Ν

7.1. Γ ε ν ι κ ά

*Η αριθμητική επίλυση των διαφορικών έξιεώσεων Αποτελεί ενα άπό 
τά τιιό βασικά καί πιό σπουδαία αντικείμενα της Α.Α., γιατί τά περισσό- 
τερα προβλήματα της Φυσικής, της Μηχανικής, της Οικονομίας κλπ πε
ρί γράφονται μέ απλές ή σύνθετες διαφορικές εξισώ σεις. Γιά τ ίς  περισσό
τερες άπ' αύτές ή Κλασική 'Ανάλυση Αδυνατεί νά δώσει Αναλυτικές έκφρσ.- 
σεις  γιά τη-λύση τους καί ή χρησιμοποίηση μεθόδων της Α.Α. γιά  τήν έ -  
πίλυσή τους είνα ι κάτι περισσότερο άπό Αναγκαία. *0 συνηθέστερος τρό
πος αριθμητικής έπιλύσεως μιας διαφορικής έξισύσεως, όπως θά δούμε στό 

επόμενο Κεφάλαιο, είνα ι ή Αντικατάσταση της μέ μία έξίσωση διαφορών, 
ή οποία καί έπιλύεται στή θέση της. Αύτός είνα ι καί ό λόγος πού μ ελε
τούμε στό παρόν Κεφάλαιο τ ίς  εξισώσεις διαφορών.

"Αν υποθέσουμε ότι yR ε y(k) είνα ι μία άγνωστη συνάρτηση της Ακέ
ραιος μεταβλητής k καί θεωρήσουμε μία εξίσωση, πού περιέχει διαφορές 

των γενικών μορφών APyk , V^y^, 62r>yk Μα(' °που Ρ> Π» Γ ><α̂
s μή Αρνητικοί Ακέραιοι, τότε ή έξίσωση αυτή καλείται έξίσωση διαίρο -  
ρών. Π.χ. ή έξίσωση

Δ yk + 2Ayk + 3yk = 0 (7.1)

είνα ι μία έξίσωση διαφορών. 'Επειδή ο ί γενικές μορφές των διαφορών,πού 
περιέχονται σέ μία έξίσωση διαφορών, δηλαδή ο ί APy^, Vqyk , 62ryk καί 
62s+1yk+1/̂ , μπορούν, όπως είνα ι γνωστό Ατό τό Κεφάλαιο 2, νά έκφραστουν 
σάν συναρτήσεις των τιμών της συναρτήαεως καί μόνο καί Αντίστροφα, ε ί
ναι φανερό ότι σάν μιά έξίσωση διαφορών μπορεί νά θεωρηθεί καί μία έ
ξίσωση, πού συνδέει διάφορες τιμ ές της άγνωστης συνσρτήσεως yk· Π.χ. ή 
έξίσωση (7.1) μπορεί νά πάρει τή μορφή

()W  - 2yk+i +yk> * 2 ( y i « i  - y k> t  3yk = 0
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ή τελικά

y, . + 2y, = Ο . ’yk+2 Jk

'Από τάρα καί στό έξης θά θεωροϋμε τ ίς  έξ ισώσεις διάφορων μέ τή δεύτε- 
ρή τους μορφή. Συγκεκριμένα θά καλούμε έξίσοση διάφορων μία έξίαωση της 
μορφής

f ( y k+n* yk+n-l’ y ) = 0 , k δποιοσδήποτε άκέραιος
Κ

όπου f  είνα ι μία γνωστή (συνάρτηση των η+1 διαδοχικών τιμών, yk+i Ji =
= 0(1)η, τής συναρτήσεως yk< Στό παρόν Κεφάλαιο θά άσχοληθοϋμε μέ τ ίς  
άπλούοτερες έξισώσεις διαφορών. Πιό συγκεκριμένα, θά άσχοληθοϋμε μέ τήν 
έπίλυση των. γραμμικών έξισώσεων διαφορών, η τάξης, μέ σταθερούς συντε
λεστές. Αύτές είνα ι της γενικής μορφής

yk+n +ctl yk+n-1 + · * · +an - lyk+l  + “nyk = g(k) Κ  * 0 (7 '2)

δπου a /" | i  = l ( l ) n  γνωστοί σταθεροί συντελεστές καί g(k) γνωστή συνάρ
τηση τοϋ k. "Αν g(k) = 0 τότε ή έξίαωση διαφορών (7.2) θά καλείται όμο- 
γενής, άλλιώς μή ομογενής. “Οτανμιλούμε γιά  έπίλυση της έξισώσεως (7.2), 
έννοοϋμε τήν εύρεση μιας συναρτήσεως yk= y (k ) , μέ k άκέραιο, πού νά τήν 
έπαληθεύει.

Είναι φανερό ότι ο ι τιμές τής συναρτήσεως yk γιά  όλες τ ίς  άκέραι- 
ες τιμές τοϋ k μποροϋν νά βρεθοϋν μ ί α - μ ί α  διαδοχικά άπό τήν (7.2) άμα 
δοθοϋν η διαδοχικές τιμές τής συναρτήσεως yk π .χ .  οί y  ̂ | i  = 0 ( l ) n - l .  Κι’ 
αύτό γιατί ,  ή τιμή yn μπορεί νά προκάνει άμέσως άπό τήν (7.2) γ ιά  k =0,  
ή yn+1 γιά  k = 1 κ .ο .κ .  'Επίσης ή τιμή y ^  μπορεί νά προκύψει άπό τήν
(7.2) γιά k = -1 ,  ή y_2 γιά k = -2 κ .ο .κ .

7 .2 .  ' Ε π ί λ υ σ η  δ μ ο γ ε ν ώ ν  γ ρ α μ μ ι κ ώ ν  έ ξ ι 
σ ώ σ ε ω ν  η τ ά ξ η ς  μ έ  σ τ α θ ε ρ ο ύ ς  σ υ ν 
τ ε λ ε σ τ έ ς

‘Υποθέτουμε δτι δίνεται γ ιά  έπίλυση ή παρακάτω όμογενής γραμμι-
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κή έξίσωση διάφορων η τάξης μέ στεθερούς συντελεστές

ν, + α, y, , + . . .  + α 1 ν, ,,  + β ν, = 0 Ια  ̂0 ,^k+n l-^k+n-l n-l^k+l irk  ’ n

kΜπορούμε νά παρατηρήσουμε άμέσως δτι <5ν θέσουμε στην (7.3) yk -ν  λα
βαίνουμε '

k , η . η-1 , Α  ̂ \ - ην (r  + a ,r  + . . . + α  , γ  + ο ) = 0 ·1 η-1 η
. ' Λ

"Αν άποκλείσουμε την περίπτωση 3? = 0 πού οδηγεί στη λύση y. = 0 γιά  κά-
. * ^

θε ακέραιο k σάν λύση της (7 .3) ,  τότε συμπεραίνουμε δτι ή yk =Γ' ε ί 
ναι μία λύση της έξισώσεως (7 .3 ) , τότε καί μόνον τότε, <5ν τό r είνα ι 
ρίζα  της έξισώσεως

f n + a. rn  ̂+ . . .  + a r + a = 0 . 1 n-1 n (7.i+)

Ή έξίσωση (7.4) καλείται χαρακτηριστική έξίσωση της έξισώσεως διάφο
ρων (7.3) ή άκόμη καί της (7 .2) .  Έ τσι άν μέ ^  | i  = 1(l)n  συμβολίσου
με τ ίς  η ρ ίζες της χαρακτηριστικής έξισώσεως (7 .4) ,  τότε ο ί συναρτή
σεις y, = rk Ii = l ( l ) n  είνα ι λύσεις τής έξισώσεως διάφορων (7 .3 ) .

Κ 1

Παράδειγμα ■ ' * '

Νά βρεθούν λύσεις τής έξισώσεως διάφορων

yk+2 “ 5yk+l + 6yk = ° ’ k ώκέίΧα° £ J' ·-

Λύση . · -

‘Η χαρακτηριστική έξίσωση τής έξισώσεως' διαφορών πού δόθηκε ε ί 

ναι ή

(7.5)

r - 53? + 6 = 0

κ kμέ ρ ίζες  ^  = 2 καί γ2 =3. "Αρα ο ί συναρτήσεις yk = 2 καί yR = 3 , δπου 
k άκέραιος, είνα ι λύσεις τής (7 .5 ) .

Γιά τήν εύρεση δλων των λύσεων τής έξισώσεως (7.3) δίνουμε καί
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άποδειηνύουμε στή συνέχεια μία σειρά θεωρημάτων. Γιά τήν καλύτερη. κα
τανόηση τους καί όπου θεωρείται σκόπιμο δίνουμε καί άντίστοιχα πυρα- 
δείγματα.

Θεώρημα 1

Ά ν y, = u, m i y, = ν, είνα ι δύο λύσεις της έξισώσεως (7 .3 ) ,  τό Κ Κ κ κ
τε καί κάθε γραμμικός συνδυασμός τους, yk = 0 ^  + C2vk, μέ Cj παί c 2 
αυθαίρετες σταθερές, θά είνα ι λύση της ίδιας έξιεώσεως .

'Απόδειξη

Γιά νά Αποδείξουμε ότι ή yk = c1uk + c 2v k ε ν̂αι' '̂-x3r' (7.3)
πρέπει νά Αποδείξουμε ότι ή συνάρτηση C^uk +C 2vjc τι |̂ν •αληθεύει. "Αν
τικαθιστώντας στό πρώτο μέλος της (7.3) βρίσκουμε διαδοχικά .

(ci W C2vktn) t“l <cl uk™ -ltc2vk+n-l) t  ···  *

. * V l (.Cl V l  * °2vk+l> ■ “n(Cl \  ♦ V k *  = .
/» ■ -

'  ' l ' W l  V n - 1  + · · · + \ - Λ . 1  + V k ’ *

+ C2(' W f0‘l1W l

= c .ο +c 2 .o  = 6

+ . . .  +α + α ν. ) =n - l vk + l T“n k

άφοϋ άπό τήν ύπόθεση ο ί uk καί vk είνα ι λύσεις τής (7.3) καί έπσμένως 
τήν έπαληθεύουν.

Πόρισμα

Ά ν yk =ujji )  Ii = l( l)m είνα ι λύσεις τής (7.3),' τότε καί κάθε 
γραμμικός συνδυασμός τους

( 2 )
C2Uk ' ' + * " +CmUk

(m)

όπου C. ·| i =l(l)m αύθαίρετες σταθερές, είναι λύση τής ίδιας έξιεωσεως.
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'Απόδειξη ·' ■ r v· ' '
*H άπόδειξη είνα ι Λ ίδια  μέ τήν άπόδειξη. τοϋ θεορήματος.

Θεώρημα 2 ’

"Αν r είνα ι μιά διπλή ρίζα  της χαρακτηριστικής έξισώσεως (7 .4 ) ,
τότε ή έξίσωση (7 .3 ) , έκτός άπό.τή λύση yk =r · , έχει εάν. λύση καί τήν 

. k
Yk = kr ·

'Απόδειξη

'Από τήν ύπόθεση έχουμε ότι ή (7.4) έχει διπλή ρίζα, τήν r . Αύτό 
σημαίνει ότι ή ρ ίζα  r θά είνα ι άπλή ρ ίζα  της παραγωγού τοϋ πρώτου μ έ- 

ι λους της. ‘Η r , δηλαδή, θά επαληθεύει καί τήν έξίαοση

nrn 1 + α. (n-l)r>n 2 + . . .  + a . = 0 *  (7,6)1 π - 1

Γιά νά άποδείξουμε ότι ή έξίσωση διαίρορων (7 .3 ) , έκτός άπό τή λύση
k ky =r , έχει καί τή λύση y = kr ,παίρνουμε τό πρώτο μέλος αύτης καί 

άντικαθιστοϋμε όπου yk = krk . "Ετσι λαβαίνουμε διαδοχικά
* \

(k+n)rk+n +a1(k+n-l)r>k+n 1 + . . .  + an_1(k+l )rk + 1 =

k ,  n  ■ n - 1 k+1r n-1 n - 2  .·'·
k r " ( r n + a i r>11-■*■ + . . .  + a  . r + a  ) + r JVTJ‘ [ n r “  Λ + α  ( n - l ) r > “  Λ +  . 1 n - 1  n  u JL

+ ot J  = kr^xo + r ^ +^x0 = 0 
n - l J

dcpoO ή ρίζα r έπαληθεύει τήν (7.4) καί τήν (7 .6 ) .  ’Αρα ή έξίςωση δια - .
kφορών έχει σάν λύση καί τήν yk = kr .

Πόρισμα

"Αν r> είνα ι μιά ρίζα  της χαρακτηριστικής έξισώσεως (7.4) μέ βαθ-
kμό πολλαπλότητας m, τότε ή εξίσωση (7.3)' έκτός άπό τή λύση yk =r έ χ ε ι ’ 

§ σάν λύσεις καί τ ίς

1 yk = k £r k | £ = l ( l )m - l  .
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'Απόδειξη. · -

*H Απόδειξη Ακολουθεί τό ίδιο σκεπτικό, όπως καί Λ άπόδειξη τοΟ 
θεωρήματος.

Παράδειγμα

ΝΑ βρεθούν λύσεις τής-έξισώσεως διαφορών

yk+2 " ^ k + l + **yk = 0 » k 0ii£fXLl0^  · ( 7 , 7 )

Λύση

„ *Η χαρακτηριστική έξίαωση σ* αύτή τήν περίπτωση είνα ι ή 

r2 - φγ + φ = ο

μέ διπλή ρίζα  τήν r = 2 . 'Αρα = 2k καί = k2k, όπου k Ακέραιος,είναι
λύσεις της έξιαώσεως διάφορων πού δόθηκε. Θά πρέπει νά σημειωθεί ότι

lc k Jcσύμφωνα μέ τό Θεώρημα 1 καί ή έκφραση yk = 0^2 + C2k2 = (C  ̂+kC2) 2 , 6 -  . 
που Cj καί C2 αύθαίρετες σταθερές είνα ι λύση της (7 .7 ) .

Θεώρημα 3

‘Η έξίσωση (7.3) έχει πάντοτε η τουλάχιστο λύσεις, πού είνα ι με
ταξύ τους γραμμικά Ανεξάρτητες.

'Απόδειξη

Τό γεγονός ότι ή έξίσωση (7.3) έχει πάντοτε η τουλάχιστο λύσεις, 
Αποτελεί Αμεση συνέπεια του Θεωρήματος 2 καί τοϋ Πορίσματός του. Πραγ
ματικά, Αν γ . | i  = 1(1)j είνα ι o l διάφορες μεταξύ τους, πλήθους j ,  ρ ί
ζες της χαρακτηριστικές έξιαώσεως; (7 .4 ) , μέ Αντίστοιχους βαθμούς πολ
λαπλότητας m. 1 i  = l ( l ) j ,  όπου . Σ η. =η, τότε καί o l συναρτήσεις y, = 

ί. k  ̂ ι  = 1 ^ *
= k r\ j i  = i ( i ) j  μέ ί, = o(l)m.-7l ,  πού είνα ι πλήθους η, ε ίνα ι λύσεις της
(7.3) .  Είναι δυνατό νά Αποδειχτεί, μέ τρόπο, πού στή γενική περίπτωση, 
είνα ι πέρα Από τό σκοπό τοΟ παρόντος βιβλίου, δτι o l η αύτές λύσεις, πού 
δόθηκαν τοραπάνω, είνα ι γραμμικά Ανεξάρτητες. Στό Παράδειγμα 1 πού Ακο-



λουθεί: δίνουμε τήν Αντίστοιχη Απόδειξη στην περίπτωση, πού δλες ο ί η ρ ί 
ζες της χαρακτηριστικής έξισώσεως είνα ι διάφορες μεταξύ τους.

Παράδειγμα 1

Νά Αποδειχτεί, δτι στην περίπτωση, πού ή χαρακτηριστική έξίαοση ·
(7 .4) ,  της ομογενούς γραμμικής έξισώσεως διάφορων η τάξης μέ σταθερούς 

συντελεστές (7 .3) ,  έχει δλες τ ίς  ρ ίζες  της διάφορες μεταξύ τους, τότε 
o i η λύσεις τής έξισώσεως (7.3) είνα ι γραμμικά.Ανεξάρτητες.

Λύση

"Ας υποθέσουμε δτι r. | i  = ι ( ΐ ) η  είνα ι ο ί η διάφορες μεταξύ τους 
ρίζες τής χαρακτηριστικής έξισώσεως (7 .4 ) .  Τότε η λύσεις τής (7.3) ε ί 
ναι οί rk | i  = l ( l ) n .  ΓιΑ νά είνα ι αύτές γραμμικά Ανεξάρτητες θά πρέπει 
Από τή σχέση

C r k + C r k + 1 1 2  2 + C r k = 0 n n

μέ Ci  | i  = l ( l ) n  σταθερές νά προκύπτει = 0 | i  = l ( l ) n .  *H παραπάνω σχέ- 
* ση πρέπει νά ίσχύει γιά  κάθε τιμή του k,. Θειοροΰμε λοιπόν τ ίς  Αντίστοιχες 

έξισώσεις γιά  τ ίς  η διαδοχικές τιμές του k = o ( l ) n - l .  Θά έχουμε

c l + c 2 + . . .  + cn

Cl r l  + C2r2 + * * * + Cnrn

0

0

-, η-1 , 0 η~1
c i r i  c 2 2 + · · · + C Γη _ 1  = 0 η η

Τό παραπάνω σύστημα μέ Αγνώστους τά | i  = 1(1)η είνα ι ένα γραμμικό καί 
όμογενές σύστημα η έξισώσεων μέ η Αγνώστους. *Η όρίζουσα D του πίνακα 
των συντελεστών των Αγνώστων είνα ι του τύπου του Vandermonde. Συγκεκρι
μένα



1, 1

r η-1
1

η-1 η-1r

Τ Τ  C r .  t °  ·
i , j = l
i>j

"Αρα ιό  σύστημα έχει μ ιά  καί μόνο λύση τήν (~ = 0 i  = l ( l ) n .

Παράδειγμα 2

Νά βρεθούν τρεϋς γραμμικά άνεξάρτητες λύσεις τής έξιοωσεως δια

φορών

V 3  * ·»μ  - 3yk tl - i e y k = ο , k ix & m o c ·

Λύση ·

*Η χαρακτηριστική έξίσωση είνα ι

r3 + nr2 -  3r -  18 = 0

m i έχει ρ ίζες  τ ίς  - 2 , r j = = -3 (σημειώνουμε ότι ο ι ρ ίζες  αυτές
βρίσκονται μέ τό γνωστό τρόπο, ιών διαιρετών τοΟ σταθερού όρου). ‘Επο
μένως τρεις γραμμικά άνεξάρτητες λύσεις τής έξιαίσεως διαφορών είνα ι 
Yk = 2k > y k = (-3)k m i y k =k(-3)k .

·%

, Θεώρημα 4

"Αν οί τιμές δύο λύσεων, m i  y,K = τής έξιαόσεως (7.3)

συμπίπτουν γιά η διαδοχικές τιμές τοΟ k, τότε οί δύο λύσεις σιμπίπτουν 

γιά κάθε τιμή (άκέραια) τοΟ k.

'Απόδειξη

"Εστω ότι uk = ν^. |k =m(l)nn-n-l. 'ΑφοΟ o t yk m .i yk = vk είνα ι 
λύσεις τής (7.3), τότε σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 1 m i ή  «k =ι^  - vk είνα ι
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λύση της (7.31. 'Από τήν υπόθεση, έχουμε ότι γ ιά  τή. λύση αύτή ίσχύει
= 0 ]k = m(l)m+n-l. Στήν περίπτωση όμως αύτή, Αντικαθιστώντας στήν

(7.3) γ ιά  k =m καί k =m-l παίρνουμε Αντίστοιχα

'Από την πρώτη άπό τ ίς  παραπάνω ίσότητες βρίσκουμε ότι w =0 καί Α
πό τή δεύτερη, έπειδή αη i 0, w  ̂ = 0. Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο Αντικαθιΐπών-
τας στήν (7.3) γιά k =m+l καί k = m-2 μπορούμε νά βρούμε w =0 καίm+n+l
w ο = 0. Τέλος έπαγωγικά μπορούμε νά δείξουμε ότι w, = ο, γ ιά  όλα τά ΤΠ— λ κy
k > m+n+l καί k <m-2. Έ τσι έχουμε = 0 γ ιά  κάθε Ακέραια τιμή του k,
Αρα u, =ν. . Δηλαδή ο ί δύο λύσεις συμπίπτουν γιά  κάθε τιμή τοΰ k. κ κ

Θεώρημα 5 “ ·· '

‘Οποιαδήποτε λύση της έξισώσεως διάφορων (7.3) μπορεί νά έκφρα- 
στεΐ μονοσήμαντα σάν γραμμικός συνδυασμός η λύσεων της (τίς όποιες γιά  
χάρη εύκολίας καλούμε | i  = l ( l ) n )  Αρκεί ή όρίζουαα . ·

όποία γιά  τ ίς  η συγκεκριμένες διαδοχικές τιμές του k =k(l)k+n-l παίρ·

+ α w = 0 η m

w  ,  +  a , w  . ο  +  m+n-1 1 m+n-2

m+n

( 7 . 8 )

uk+n-l uk+n-l

πού Α ντιστοιχεί σέ μιά όποιαδήποτε τιμή τοΰ k ,νά  είνα ι διάφορη άπό τό μηδέν 

'Απόδειξη .■ ·

"Εστω ότι εΓναι μιά όποιαδήποτε λύση της έξιαίσεώς (7 .3 ) , ή



ν ε ι Αντίστοιχα τ ίς  τιμ ές yk | k - k ( l )k tn - l  . 'Από τήν ύπόθεση δτι o t 
I i  = l U ) n  είνα ι λύσεις της (7,31, έχουμε σύμφωνα μέ τό Πόρισμα 

του Θεωρήματος 1 δτι καί ή συνάρτηση

ν ί 1 ’ + C2Uk 2) ^ Α η )

είνα ι λύση της (7 .3 ) , όπου | i  = l ( l ) n  αύθαίρετες σταθερές. Γιά νά  
μπορεί ή δποιαδήποτε λύση yk νά έκφράζεται σάν γραμμικός συνδυασμός 
των η λύσεων πού δόθηκαν, θά" πρέπει νά μπορούν νά προσδιοριστούν συν
τελεστές j i = l ( l ) n  τέτοιοι ώστε ή σχέση

yk =Cl uk1)+C2uk2) + · * ' +CnUk J (7,9>

νά ισχύει γιά  κάθε τιμή του k . Αύτό όμως σύμφωνα μέ τό προηγούμενο Θε
ώρημα 4 είνα ι δυνατό άρκεΐ ή ίσότητα (7.9) νά ίσχύει γ ιά  η συγκεκριμέ
νες διαδοχικές τιμές του k. 'Αρκεί δηλαδή τό σύστημα

> u (1)'luk
( 1) 

l “k+lC.u

( 2 ) 
'2uk

+ C2 ^ ll

+ . . . + C niî n -̂ £II

+ ... + Cnii£+J
= yk+l

(7.10)

C ’ + C u^2  ̂ + " + C u.(n) = v1 k+n-1 °C2Uk + n -l * * * n ^ + n - l  ^k+n-1

μέ άγνωστους τούς συντελεστές C. | i  = l ( l ) n  νά έχει λύση. Αύτό δμως t -
 ̂ ·

σχύει γιατί έχουμε υποθέσει δτι ή όρίζουσα των συντελεστών των άγνώ -  
στων του συστήματος (7.10), πού είνα ι ή όρίζουσα (7 .8 ) ,  ε ίνα ι διάφορη 
άπό τό μηδέν. "Αρα ή όποιαδήποτε λύση yk μπορεί νά έκφραστεΐ σάν γραμ
μικός συνδυασμός των π λύσεων πού δόθηκαν, μέ τή μορφή (7 .9 ) .

Θεώρημα 6
/  I \

"Αν · | i  = l ( l ) n  ε ίνα ι o t η γραμμικά Ανεξάρτητες λύσεις τής
(7.3) ,  πού όρίστηκαν στό Θεώρημα 3, τότε ή yk = ..+  u£n\
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όπου Ci  I i  - ι ( ΐ ) η  αυθαίρετες σταθερές, Αποτελεί τή. γενική. της λνΡΠ· 

'Απόδειξη.

Σύμφωνα μέ τήν υπόθεση, ο ί λύσεις u j^  | i  = l ( l ) n  είνα ι γραμμικά 
ανεξάρτητες. Αύτό όμως σημαίνει ότι άπό τή σχέση

C i / 1 '  + C u [ 2) + ___ + C v S n )  = 0l k  2 k n κ
(7.11)

όπου | i  = l ( l ) n  σταθερές, συμπεραίνεται ότι

C1 = c 2 -  . . .  = Cn = 0 (7.12)

γιά κάθε k. "Αν τοαρα πάρουμε η έξισώσεις άπό τ ίς  (7 .11) , πού αντιστοι
χούν στίς η συγκεκριμένες διαδοχικές τιμές του k = k(l)k+n-l θά έχουμε .

C,u,( 1) + C„u,(2)  + . . .  + C u Jn)I k

ν (1) Ί  k+1

'2 k 
( 2 )C.u. '" '  + ^ 2 ^ ^  + . · · + C_u (η) 

n “k+1

= 0 

= 0

C1UV+  ̂ 1 + ^9UV+  ̂ · . + · · ·  + C u£+n 1 = 0 1 k+n-1 2 k+n-1 n k+n-1

Τό παραπάνω όμως σύστημα, μέ άγνωστους τά (μ | i  = l ( l ) n ,  ε ίνα ι ένα γραμ
μικό καί όμογενές, πού, λόγω της γραμμικής Ανεξαρτησίας, έχει μία καί 
μόνο λύση την (7.12). Αύτό όμως σημαίνει πώς ή όρίζουσα των συντελεστών 
των άγνωστων, πού συμπίπτει μέ τήν (7 .8 ) , είνα ι διάφορη άπό τό μηδέν ... 
"Ετσι ικανοποιείται ή υπόθεση τοΟ προηγούμενου Θεωρήματος 5 καί έπομέ— 
νως όποιαδήποτε λύση της (7.3) μπορεί νά έκφραστει σάν,γραμμικός συν
δυασμός των η γραμμικά Ανεξάρτητων λύσεων αυτής τοΟ Θεωρήματος 3.

Παράδειγμα 1

Νά έπιλυθουν.οί παρακάτω έξισώσεις διαφορών δεύτερης τάξης

4) yk+2 + 3yk .l  ‘ 10yk = °
"ί" ' ί

k'0'
V]

\N
\'̂



1Κ6 -

J.:· ' . V j W . '·  i- ·-··.. : k. v  * V ." . j .  < '- ■  ■ ·■ ■ ■

ω  yk t2  -  ^ k t i + %  =0 

i i i>  ykt2 *yk = o ..·

Λύση

i)  *H χαρακττραστική έξίσωση είνα ι ή 

r2 + 3r -10 =0 ? ·

μέ ρ ίζες γ^=2 καί γ·2= -5 . ‘Επομένως ή γενική λύση τΑε έΕιοωσεως διάφορων 

είνα ι ή

yk = Cl 2l%C2(-5>k

δπου κάί c2* αύθαίρετες σταθερές. -  ' ■·>"·’· : -
- i i )  *Η χαρακτηριστική έζίσωση είνα ι· ή

γ 2 ~ 6γ  + 9 = 0

μέ διπλή ρίζα  ν =ρ2 = 3. ,‘Επσμένως ή γενική λύση είνα ι ή .

yk = Cl 3k + C2ksk = (Cl  + C2k}^

δπσυ C. καί C„ αύθαίρετες σταθερές.
• Vi .  * /  .*<*■ / '  . ,  ν * . "

i i i )  _ *Η χαρακτηριστική έξίσωση είνα ι ή
, « . - * ( - ι. ν · ·

r2 + 1 = 0 ' · '·· -

μέ ρ ίζες r ^ i  καί ι>2= - ί .  ‘Επομένως ή γενική λύση είνα ι ή

δπου καί C2 αύθαίρετες σταθερές. *Η γενική λύση πού βρέθηκε είνα ι δυ
νατό νά γραφτεί καί μέ διαφορετικό τρόπο, <5ν παραττρήσσυμε ότι

i = cos-|·. + isin— καί -i = cos-|· -isin̂ ··. .



‘Επομένως άντικαθιατώντας στήν έκφραση.-τής γενικής λύσεως μπορούμε νά  
πάρουμε διαδοχικά

yk = C1 [ c o s i + i s i n | J C + C, π . . π
cos 2 ~ i s i n  2~

~ rn \ krc * f  ̂ . kit _ krc - . ku- (C1+C2 )c° s —  + i(C i-C2)sm -2- -  c^cos + c2s n i y

σπου καί c2 αυθαίρετες σταθερές.
* - % \• 0 . . Ί  + %

Παράδειγμα 2

Ή ακολουθία του Fibonacci

0 ,. 1, 1 , 2 , 3, 5, 8 , 13, . . .

ορίζεται άπό τούς δύο πρώτους δρους της, aQ=0, «^=1 καί, άπό τη σχέση. 
αη+2 = «η+1 +«η | η = 0 , 1 , 2 , . . .  . Νά βρεθεί ή έκφραση τοϋ γενικού,όρου θύ
της.

Λύση

‘Η σχέση α , = α ±1 + α πού μπορεί νά γραφτεί μέ τή μορφή η+2 η+1 η

a j 0 - a  , - α  = 0  I η = 0 , 1 , 2 , . . .  (7.13)η+2 η+1 η 1 ’

είνα ι μιά γραμμική έζίσωση διαφορών μέ σταθερούς συντελεστές δεύτερης 
τάζης καί δμογενής. Γιά νά βρούμε τή γενική της λύση σχηματίζουμε τή 
χαρακτηριστική της έζίσωση πού είνα ι ή

r 2 -  r  - 1  = ο , -

μέ ρ ίζες r καί r = . ‘Επομένος ή γενική λύση τής (7.13) δ ί-
X Ζ, £  £

νεται άπό τήν έκφραση

αη | η = 0 ,1 ,2 , ( 7 . i t )

όπου C1 καί C2 αύθαίρετες σταθερές. 'Επειδή δμως έχουμε άπό τήν ύπόθε-
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ση δτι α =ο χαί α =1, συμπεραίνουμε δτι μπορούμε νά προσδιορίσουμε τ ίς  
σταθερές cl  χαί C2 στήν έκφραση. (7.141 Αρκεί νά Αντικαταστήσουμε, γκ* 
τϊ -  0 χαί η = 1,· τ ίς  Αντίστοιχες τιμές χαί νάέπιλύσουμε -τό σύστημα πού 
θά προκόψει. Έ τσι παίρνουμε τό σύστημα

1

1

ή έπίλυση τοΟ όποιου δ ίνε ι C. = -C0 =—  . Επομένως δ γενικός όρος τής
χ * /Ε

Ακολουθίας τοϋ Fibonacci δίνεται Από τήν έκφραση

· .  ' i  [ ( ¥ ] · ■  (^Π Ι . · Μ . . . . . .
♦  ’ * ^

7.3. Έ π ί λ υ σ η  μ ή δ μ ο γ ε ν ώ ν  γ ρ α μ μ ι κ ώ ν  έ" 
ξ ι ο  ώ σ ε ω ν  η τ ά ξ η ς  μ έ  σ τ α θ ε ρ ο ύ ς  σ υ ν 
τ ε λ ε σ τ έ ς

*Η γενική μορφή μιας μή όμογενους γραμμικής έξισώσεως η τάξης μέ
\  *

σταθερούς συντελεστές είνα ι ή (7.2) όπου g(k) 7 0. Γιά τή γενική της λύ-
« *

ση Ισχύει τό παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα

"Αν είνα ι μιά μερική λύση τής έξισώσεως (7.2) χαί ή γενική  
λύση τής Αντίστοιχης δμογενοΟς, τότε ή γενική λύση τής (7.2) είνα ι ή

y k = u k + v

'Απόδειξη

• "Αν ύποθέσουμε δτι yk είνα ι ή γενική λύση τής μή δμογενοϋς έξισω- 
οεωζ (7.2) χαί Υ. είνα ι μιά μερική λύση τής ίδιας έξισώσεως θά έχουμε
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* “ 1 W 1  * · · ; + V i % i  * “Λ  g 0 °  

Yk «  + · Α « · 1  + · · · + V l \ . l  * “A  ° * t t l

‘Αφαιρώντας κατά μέλη τ ις  παραπάνω έξια&σεις παίρνουμε

U, +  a . u ,  „ + . . . +  ο  , u .  .. +  ®k+n 1 K+n-1 n-1 k+1 n *
(7.15)

όπου τέθηκε u£ = y£ - Y£ | A = k(l)k+n. 'Apa ή uk είνα ι ή γενική λύση της 
ομογενούς έξισώσεως διάφορων (7.15), πού είνα ι αντίστοιχη πρός τη μή δ~ 
μογενή (7 .2) .  Συνεπώς ή γενική λύση yk της (7.2) είνα ι ή

Yk =uk t Y k

ίπου Υ μία μερική λύαη τής (7.2) m i uk ή γενική λύοη τής ώντίστοιχης 
δμογενοϋς.

[ Παρατήρηση: *Η δυσκολία στήν εύρεση της γενικής λύσης yk μιας μή
I δμογενοϋς γραμμικής έξιαώσεως διάφορων τής μορφής (7.2) είνα ι ή εύρεση 
ij μιας μερικής λύσης Υ. αύτής. Παρακάτω δίνουμε σέ πίνακα γιά  διάφορες 

στοιχειώ δεις έκφράσεις τής συναρτήσεως g(k) τ ί ς  αντίστοιχες εκφράσεις 
τής μερικής λύσης Yk · Στόν πίνακα αύτόν τά A,B,C,C^ji=0(l)m καί x είνα ι 

I σταθερές, δηλαδή Ανεξάρτητες του k . ■

g(k ) Yk®

Axk
Akm

A x V

BcosAk ri BsinAk 
Bx^cosAk n Bx^sinAk

CKk

C +C.k+ . . .+C km, °  1  in
x (C +C..k+. . »+C km) ο 1  m

C-cosAk + C0sinAk
k  1  £

x (C cosAk + C2 sinAk)

_________________________________________  t

'■© 01 έκφράσεις πού δίνονται γιά  Yk θά πρέπει νά θεωρούνται πολλαπλασι- 
ασμένες έπί τόν παράγοντα V1, όπου δ λ θά παίρνει στή σειρά τ ίς  τιμές 
A = 0 , 1 , 2 , . . .  μέχρι νά βρεθεί ή μονοσήμαντα δρισμένη μερική λύση, πού 
Ικανοποιεί τήν μή δμογενή έξίσωση διάφορων πού δόθηκε.

A
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Παράδειγμα 1

Νά βρεθεί ή γενική, λύστι τής έξισώσεως

ykt2 ‘ 5yk t l  * 6yk = 2 ·
(7.16)

Δύση

Ίό δεύτερο μέλος τής (7.16) είνα ι g(k)=2 καί έπσμένως τής γενικίΐς 
μορφής Axk μέ Α=2 καί χ=1 ή τής Akm (γιά k̂ O) μέ Α=2 καί m=0. ΟπΕοσδήπο- 

<5ν τό θεωρήσουμε αύτό, ή μορφή τής μερικής λύσης θά. είνα ι C
= 0 , 1 , 2 , . . .  . Γιά 1=0 έχουμε \  = 6 -

τε και
(σταθερά) ή γενικότερα Yk = Ck' 
πότε άντικαθιστώυτας στήν (7.16) παίρνουμε

C -  5C + 6C = 2. .

καί C=l. 'Αρα Υ^=ι. *Η χαρακτηριστική έζίσωση τής (7.16) ε ίνα ι A 

r2 - 5r + 6 = 0

μέ ρ ίζες r =2 καί γ2=3. Συνεπώς ή γενική λύση τής όμσγενους τής Αντίστοι
χης τής (7.16) είνα ι ή

“k = Cl 2 k tC 23k

ΰπου C1 χαί c2 αύΘαΟρετες σψ£)ερέε· ‘Επομένως ή γενική λύση tfte (7*26) εΗ 

ναι ή

A

μέ C ,̂ C2 αύθαίρετες σταθερές.

Παράδειγμα 2

Νά βρεθεί ή γενική λύση τής έζισίσεως

yk+2 + 5yk+l -  5yk = ° *
(7.17]
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Λύση ' ·

Τό δεύτερο μέλος της (7.17). είναι, τό ίδιο-όπως καί στό προηγού
μενο παράδειγμα. 'Επομένως ή μερική λύση.είναι τής μορφής = C (στα
θερά) ή γενικότερα = Ck*" |λ  = 0 , 1 , 2 , . . .  . Γιά Α=0 έχουμε Υ̂  = C καί 
Αντικαθιστώντας στην (7.17) βρίσκουμε

C + 5C - 6C = 2 . : .

1
ή 0=2 πράγμα τό όποιο είνα ι άτοπο. Συνεχίζουμε γιά. 1-1 καί δοκιμάζου-t

με τη μερική λύση Yk = Ck. 'Αντικαθιστώντας ζανά στήν (7.17) βρίσκουμε

C(k+2) + 5C(k+l) -  6Ck = 2 '

ή 7C = 2 καί C-Vy . "Αρα Yk =j  k . Ή χαρακτηριστική έζίσοση σ* αύτή 
τήν περίπτωση είνα ι ή

r 2 + 5γ -  6 = 0

μέ ρίζες r =1 καί r =-6. ‘Επομένως ή γενική λύση τής Αντίστοιχης όμο-X 2. ■'
γένους είνα ι ή

' · * 4 d

uk = C1l k + C2(-6 )k = Cx +C2(-6 )k 

καί άρα ή γενική λύση τής (7.17) είνα ι ή

yk = Uk +Yk = Cl  + C2( "6 )k + T k 

όπου καί c2 αύθαίρετες σταθερές.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Νά Αποδειχτεί ότ ι ,  άν ή χαρακτηριστική έζίεωση τής έζισώσεως διαφο

ρ ά

ν, + α„ν, + . . .  + α , ν . , + a y .  = 0  |αη ^®^k+n l^k+n-l n - lJk+l irk n
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έχε», σάν ρ ίζα  τήν r μέ βαθ)ΐό πολλαπλότητας η, τότε ο ί η λύσεις τής έ ξ ι-  
σώσεως, πού δόθηκε, k V  |λ  = Q Q ) n - l  .είναι, γραμμικά άνεξάρπιτες,

2. Να βρεθεί ή -μορφή γενικής έκφράσεως τοϋ όρου η τάξης μ ιάς άκο- 
λουθίας (μέ σχηματισμό καί έπίλυση έξιαώσεως διαφορϊν), στήν όποια τό 
τριπλάσιο κάθε όρου της (άπό τόν τέταρτο καί μετά) ε ίνα ι ίσον μέ τό ά
θροισμα των τριών προηγουμένων του. ('Απ.

Cl  + C2
f - l  + i / 2 ] n

4- P
f - l  -  i / 2 ]

3 J + C3 3 J
η

μέ C1 ,C2 ,C3 αύθαίρετες σταθε

ρές)

3. Γνωρίζοντας δτι ό γενικός όρος της άριθμητικής προόδου δρίζεται άπό 
τό άθροισμα τοΟ προηγουμένου του καί ένός σταθερού άριθμου ω (λόγου), 
νά βρεθεί χρησιμοποιώντας μιά έξίοωση διαφορών, ό γενικός όρος τάξης η, 
οάν συνάρτηση του η ,  του ω καί του πρώτου όρου της α .  ( ’Απ. α + (η - 1 )ω)

4. Νά βρεθεί ή γενική λύση τής έξιαίσεως διαφορών

•3yk+2 + 4yk+i ‘  7yk = 5' k άκέρεαος ’
.k('Are. c1 + C2( - 7 / 3 ) '+  k/2 μέ (^ , C2 αύθαίρετες σταθερές)

5. *0 πίνακας διαφορών τής συναρτήσεως f (k ) ,  γ ιά  τ ίς  τιμές k = 0 , 1 , 2 , . . .  
είνα ι τέτοιος ώστε ο ί δεύτερες διαφορές της νά είνα ι σταθερές καί ίσες 
μέ 2. Νά βρεθεί ή γενική μορφή τής συναρτήσεως f (k ) .  (*Απ. C^+Cjk+k2 μέ 
C ,̂ C2 αύθαίρετες σταθερές)

6. "Αν y =0 καί = -1 , νά βρεθεί ή γενική λύση τής έξισώοεως διαφορών|

yk+2+2yk + l+yk = 2’ i'An. ( - i  + 2 k ) ( - l )k + i  ) i  7

7. Νά βρεθεί ή γενική λύση τής έξισίσεως διαφορών

fk+2 -  2 y, - + y, = (-1) , k άκέραιος .k+1 ' Jk 
,k ’l l

(*Απ. C1 + C2k + ^ ( - l ) k μέ C2 αύθαίρετες σταθερές)
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8.' :Νά 0ρεθε£ή. γενική, λ ^ η ,τ ίΐς  έξιρώρέως δ φ φ ο ρ & κ
* ■' · ■ . "  '  V  - · ■ V . · *.-* - ί . 1 ' ' * ' - * - > - ··■· * *' A

* " 8yk R 31c’ k- to&fXMOQ. *

, A ,  ·

♦, *- >· ·*

yk*3  ̂2yki2

C'Ajt. + C2C2i)k + C3C -2ilk ~  - §  k 
θερές) · . . . . · ■

μέ C , C , ,C „  αύθαίρετες στα-
* -L *. Z. » t O ’ * · < ~ - λ . * * *7 “■» '· .· ~.

9. Nd βρεθεί ή λύση της έξισώσεως διοκρορων ' - ·.

y i + 2 " 2y i+i  + y i = 1 | i  = 0 ( l )n+ l
1 1dv εΓνατ γνωστό ότι. y = y , = 0 . ('An. - -=· (n+l) i  +·=·i 2 )Ο Π+1 λ z

< i  - ·.'*

• r * " * '■ . / , * *'■> · -i . ·

*'·*·  ̂ ~ Ά·ν^ *' „
^  ·< · « * A - ■* , * / *  , /T .·

·"· yvvir - iV.

' *i ' - - ’ ’ **' ’ . t ’·»

*'V-.

.■•I

^

f. - *

. ' ♦ * X‘
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8. Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  Δ Ι Α Φ Ο Ρ Ι Κ Ω Ν  

Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ω Ν

8.1.  Γ ε ν ι κ ά

“Οπως τονίσαμε καί στό προηγούμενο Κεφάλαιο, τά περισσότερα προ
βλήματα των ‘Εφηρμοσμένων Θετικών 'Επιστημών διατυπώνονται μαθηματικά 
μέ τη μορφή διαφορικών έξισώσεων. Είναι έπόμενο λοιπόν ένας μεγάλος κλά
δος τών Μαθηματικών νά άσχολεϊται μέ τήν άνάπτυξη της θεωρίας πού άφορα 
τ ίς  διαφορικές έ£ισώσεις καί' άναφέρεται κυρίως στήν ύπαρξη καί στην εύ
ρεση τών λύσεων τους. Δυστυχώς όμως ή θεωρία τών Διαφορικών Εξισώσεων, 
άν καί έχει προχωρήσει άρκετά, κρίνεται τελείως άνεπαρκής στήν πράξη. 
Αυτό φαίνεται καθαρά άπό όσα θά πούμε σεή συνέχεια καί πού άναφέρονται 
σέ μιά άπό τ ίς  άπλούστερες μορφές διαφορικών έξισώσεων, πού συναντούμε 
στή θεωρία καί στήν πράξη. Συγκεκριμένα άναφερόμαστε στή συνήθη διαφο
ρική έξίσωση πρώτης τάξης τής μορφής

y ' - f ( x , y ) .  ' · (8 .1)

όπου y =y(x) μιά άγνωστη συνάρτηση τού χ , πού ικανοποιεί τήν άρχική συν
θήκη' "

y(x0) =y0 (8 .2 )

μέ_ xq καί yQ δεδομένα. 'Από τή θεωρία τών Διαφορικών 'Εξισώσεων, είνα ι 
γνωστό, ότι γιά  μιά περιορισμένη κλάση συναρτήσεων f (x ,y )  τό πρόβλημα 
(8.1) -  (8.2) έχει μιά καί μόνο λύση. Ακόμη όμως καί στήν περίπτωση πού 
ύπάρχει μία καί μόνο λύση, όπως ξέρουμε άπό τή θεωρία, είνα ι δυνατό, 
πράγμα πού συνήθως συμβαίνει στήν πράξη, νά μήν ύπάρχει έκφραση πού νά 
δίνει  τή λύση αύτή άναλυτικά. Είναι φανερό τότε ότι μόνο ο ί μέθοδοι τής 
Α.Α. μπορούν νά βοηθήσουν άποφασιστικά γιά  τήν έπίλυση μιας τέτοιας έξι— 
σώσεως. Είναι έπίσης δυνατό όμως νά ύπάρχει άναλυτική έκφραση πού νά δ ί
ν ε ι τή λύση, όλλά αύτή νά είνα ι τόσο πολύπλοκη, ώστε νά είνα ι πρακτικά
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Ασύμφορη ή. χρησιμοποίησή, της γ Ά  τήν εύρεση τιμών της συναρτήρεως y γιά  
μιά ή περισσότερες τιμές τής Ανεξάρτητης μεταβλητής. χ . Π ,χ. ή. λύση, τής 

διαφορικής έξισώσεως

y'= ■ —  + χ μέ y(o) = 1
1-χ1*

δίνεται άπό τήν έκφραση

y = 1+χ
1- χ

ιΑ ta n
[1

1 -t
1+t

*  - t a n _1t  -Ie d t  J . ( 8 . 3 )

Μία έκφραση όπως ή παραπάνω είνα ι πρακτικά άχρηστη γιά  τήν εύρεση τής 
τιμής y γιά  μιά, έστω, τιμή χ . Αύτό δι,ιως γιατί όρχικά είνα ι Αμφίβολο άν 
τό ολοκλήρωμα, πού υπάρχει στήν Αναλυτική έκφραση τής λύσης, μπορεί νά 
έκφραστεί μ' ένα πεπερασμένο πλήθος στοιχειωδών συναρτήσεων. Σέ μιά τέ
τοια περίπτωση θά είμαστε αναγκασμένοι νά χρησιμοποιήσουμε μεθόδους τής 
Α.Α., συγκεκριμένα μεθόδους Αριθμητικής όλοκληρώσεως γιά  τόν υπολογισμό 
του ολοκληρώματος. 'Εκτός δμως Από τό σφάλμα, πού θά παρουσιαστεί, κατά 
τήν αριθμητική ολοκλήρωση, θά υπάρχουν όπωσδήποτε καί σφάλματα πού θά 
παρουσιάζονται κατά τήν εύρεση των διαφόρων τιμών τής συναρτήσεις

l t t  J

ν2 _ -1
e tan t  γι,ά τ ίς  διάφορες τιμές του t ,  πού θά Απαιτεί δ τύπος.

Αριθμητικής όλοκληρώσεως. Έ τσι παρά τό γεγονός δτι υπάρχει ή Αναλυτική 
έκφραση (8.3) γιά  τή λύση τής διαφορικής έξισώσεως, τά σφάλματα πού πα
ρουσιάζονται κατά τόν υπολογισμό μιας τιμής y είνα ι τόσα πολλά ώστε ί 
σως νά ήταν προτιμότερο νά Αναζητούσαμε άλλες μεθόδους γιά  τήν εύρεση 
τής λύσης y γιά  κάποιο χ.· 'Ακόμη, καί άν υποθέσουμε δτι τό ολοκλήρωμα στήν
(8.3) μπορεί νά έκφραστεί μ' ένα πεπερασμένο πλήθος στοιχειωδών συναρτή
σεων είνα ι Αμφίβολο άν Αξίζει τόν κόπο καί τόν χρόνο γιά  νά βρεθεί αύτή. 
Γιατί, καί άν Ακόμη βρεθεί, υπάρχει περίπτωση νά μην είνα ι καθόλου Απλή 
καί έτσι τό πλήθος καί τό είδος τών σφαλμάτων κατά τόν Απολογισμό του 
δεύτερου μέλους τής (8.3) νά είνα ι τέτοιο ώστε θά ήταν περισσότερο συμ- 
φέρουσα ή εύρεση τής τιμής y μέ άλλες μεθόδους. Τέλος θεωρούμε καί τήν
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περίπτωση, όπου- τά πάντα είνα ι τόσο ευνοϊκά ώστε καί τό δλοκλήρομα νά  
βρίσκεται σάν συνάρτηση ένός πεπερασμένου πλήθους στοίχε ιωδών συναρτή
σεων καί ή συνάρτηση, αύτή είνα ι απλή. 'Ακόμη όμως m i σέ μ ιά  τέτοια
αρκετά., ευνοϊκή περίπτωση θά έχουμε νά υπολογίσουμε έκτός άπό τ' άλλα

il+xl ,καί την τιμή της συναρτήσεως -τ̂ —! 2 γ ιά  κάποιο χ καθώς έπίσης m i τήν
tan χ καί τήν etan χ . 01 τιμές όμως αυτές, όπως είνα ι φανερό, ύπο- 
λογίζονται μόνο προσεγγιστικά m i μάλιστα μέ μεθόδους τής Α.Α. ‘Η όλη 
προηγούμενη άνάπτυζη στή συγκεκριμένη πείπτωση τής λύσης (8.3) δ είχνει 
άκριβως ότι άκόμη m i σέ περιπτώσεις όπου είνα ι γνωστή ή άναλυτική έκ
φραση τής λύσης, ή άριθμητική έργασία τού άπαιτεϊται γ ιά  τόν υπολογι
σμό τής τιμής y γιά  κάποιο χ , χρησιμοποιώντας τήν έκφραση τής λύσης, 
είναι άρκετά έπίπονη. "Οπως όμως θά δούμε παρακάτω ή άντίστοιχη έργα
σία είνα ι όπωσδήποτε περισσότερο έπίπονη, ουγκρινόμενη μέ μιά άπό τ ις  
μεθόδους πού θά άναπτύξουμε στή συνέχεια.

Στις έπόμενες παραγράφους θά ασχοληθούμε μέ τήν άριθμητική έπί-  
λυση τοϋ προβλήματος (8.1) -  (8.2) . Θά άναπτύξουμε δηλαδή δρισμένες ά
πό τ ις  πιό κλασικές μεθόδους τής Α.Α., πού δίνουν τόν τρόπο υπολογι
σμού μιας προσεγγιστικής τιμής τής άγνωστης συναρτήσεως y σ ’ ένα τυχόν 
σημείο x f xq. Οι μέθοδοι, πού θά μελετηθούν, χορακτηρίζονται σάν άμε
σοι. Αύτό γιατί χρησιμοποιούν μόνο τή διαφορική έξίσωση (8.1) m i τήν 
όρχική συνθήκη (8 .2) .  Δέν >αάνουν δηλαδή χρήση τυχόν ύπόρχουσας άναλυ- 
τικής έκφράσεως γιά  τή λύση.

Γιά τήν άριθμητική έπίλυση τού ύπύφη προβλήματος έργαζόμαστε ώς 
έξής. 'Εκλέγουμε αύθαίρετα ένα φυσικό άριθμό n m i συμβολίζουμε μέ xR 
τήν τιμή τού χ γιά  τήν όποια ζητείται ή τιμή τής y . Στή συνέχεια δ ια ι
ρούμε τό διάστημα [xq , χ^] (άν υποθέσουμε ότι xn > xQ) σέ η ίσα ύποδια- 
στήματα )ΐέ. τά σημεία χ^ | i  = l ( l ) n - l .  Είναι φανερό ότι όλα τά σημεία χ  ̂
| i  = 0(l)n μπορούν τότε νά όριστούν άπό τή σχέση

χ . = χ + ih  ι  ο i  = 0(l)n μέ h =
x„ - χn ο

n

Στή συνέχεια συμβολίζουμε μέ y^ τήν τιμή τής συνάρτησεως y γιά x =χ^

m i  έφαρμόζοντας μιά άπό τις αριθμητικές μεθόδους, πού θά άναπτύζουμε
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παρακάτω, βρίσκουμε ·πρΰτα τήν y^, μετά μέ τήν ίδια  μέθοδο τήν y2, κ .ο ,κ .  
καί τέλος τήν yn ,πού είναι, Λ ζητούμενη. τιμή_, Στήν πράξη 6 φυσικός άριθμός 
η δέν έχλέγεται συνήθως τελείως αύθαίρετα. Παίρνουμε πρώτα π=1 καί. βρί
σκουμε τήν τιμή yn(y1> εφαρμόζοντας τήν υπόψη μέθοδο. Στή συνέχεια παίρ
νουμε π = 2 καί βρίσκουμε νέα τιμή γ ιά  τήν yR(y2) έργαζόμενοι μέ τόν τρό
πο πού περί γράψαμε προηγούμενα. Μετά παίρνουμε 0 =*+, η=8 κ .ο ,κ .  καί βρί
σκουμε τ ίς  τιμές yn(y4) ,  yn(y8) κ .ο ,κ .  Σταματούμε, όταν, όπως καί σέ άλ
λες περιπτώσεις, βρούμε δύο διαδοχικές τιμές γ ιά  τήν yR πού νά συμφωνούν 
σ' ένα προκαθορισμένο άριθμό δ . ή σ.ψ.

Οι μέθοδοι, πού θά άναπτυχτοΰν στή συνέχεια, είνα ι τέτοιες ώστε γιά  
τήν εύρεση της κάθε τιμής yi+1 | i  = 0 ( l ) n - l  νά χρησιμοποιούν, άπό τ ίς  προ
ηγούμενες τιμές τής y , μόνο τήν τιμή y i · Γιά τόν λόγο αύτό είνα ι γνωστές 
σάν μέθοδοι τού όπλου βήματος. Ή βασική ιδέα των μεθόδων αυτών είνα ι ή 
άκόλουθη. *Η τιμή μιας παραγωγού τής συναρτήσεως y σ' ένα άγνωστο σημείο 
τού διαστήματος [yo, xi  ] | i  = 0 ( l ) n - l  προσεγγίζεται συνήθως μέ τήν τιμή 
τής ίδιας παραγωγού στό σημείο xi  ή μέ μιά γραμμική έκφραση τιμών τής συν
αρτήσεως f  σέ προκαθορισμένα γνωστά σημεία. 'Από τ ίς  μεθόδους τής πρώτης 
κατηγορίας θά μελετήσουμε τ ίς  μεθόδους τού Euler καί τής σειράς Taylor καί 
άπό τ ίς  μεθόδους τής δεύτερης κατηγορίας τ ίς  μεθόδους τών Runge-Kutta.

Προτού αρχίσουμε νά μελετούμε τ ίς  συγκεκριμένες μεθόδους, πού άναφέ- 
ραμε παραπάνω, θά πρέπει νά τονίσουμε τό γεγονός ότι σ' αύτές γίνεται χρή
ση τού Αναπτύγματος τού Taylor. "Οσες φορές τό Ανάπτυγμα αύτό θά χρησιμο
ποιείται,  θά υποθέτουμε σιωπηρά ότι ο ί διάφορες παράγωγοι τής συναρτήσεως 
y (όπως έπίσης καί τής f ) , πού υπεισέρχονται σ' αύτό, υπάρχουν καί είνα ι 
συνεχείς στά Αντίστοιχα διαστήματα.

8.2. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ο ύ  E u l e r  ή Μ έ θ ο δ ο ς  τ ο ύ  π ο 
λ υ γ ώ ν ο υ

*Η μέθοδος αυτή είνα ι παλιότερη, ή άπλούστερη καί ή λιγότερο Ακρι
βής άπό όλες τ ίς  μεθόδους Αριθμητικής έπιλύσεως διαφορικών έξιεχωσεων. Ά -  
ναφέρεται γ ιά  λόγους ιστορικούς καί Ακόμη για τί ή Απλότητά της μας έπιτρέ- 
πει νά συνειδητοποιήσουμε πιό εύκολα τόν τρόπο μέ τόν οποίο έργαζόμαστε
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γ ιά  νά άνχπτύξουμε μεθόδους «Αριθμητικής έτμλύσεως διαφορικών έξια&σεα». 
Ή μέθοδος αύτή δέ συστήνεται γ ιά  πρακτικές έφαρμογές,.

'Αναχωρούμε άπό τό «άνάιτηγμα τοΟ Taylor μ έ δύο δρους, όπότε μπο
ρούμε yd γράφουμε

y. = y ( x . ) = y(x +h) = y(x ) + hy '(x +Θ h) (8 .Ό1 1  o o o o

δπου 0 < Θ < 1 . "Αν προσεγγίσουμε τώρα τήν τιμή της y '(xQ + 8Qh) στό ά
γνωστο σημείο xQ + 0Qh μέ τήν τιμή της παραγωγού y '(xQ) στό σημείο xq 
καί χρησιμοποιήσουμε τό ίδ ιο  σύμβολο y^ γ ιά  νά τπαραστήσουμε τήν προσέγ
γ ισ η  κή τιμή της y(x1> έχουμε

yl =yo + hyo · ( 8 *5)

Λαβαίνοντας ύπόφη τήν (8 .1 ) , ή παραπάνω σχέση (8.5) γράφεται

yl  = yo + hf(xo ’ yo ) * - (8 *6)

Γενικεύσντας τώρα τή σχέση (8.6) παίρνουμε

- - y i + l =yi  + hf(x i ’ y i ) | i  = 0 ( l ) n - l  . (8.7)

πού άποτελεί χαί τή γνωστή σάν μέθοδο του Euler ή μέθοδο του πολυγώνου.
"Οταν πηγαίνουμε άπό τή σχέση (8.4) στήν (8.5) χάνουμε ένα αράλμα 

πού είνα ι γνωστό σάν σφάλμα άποκοπής. *Η έκφρασή του μπορεί νά βρεθεί 
εύκολα, άρκεί νά σχηματίσουμε τή διαφορά

y!  -  y<xi> = yc +hy 0 - [y0 + hyo + T y~(xo + e*h)3

δπου ο < Θ* < 1 . Κάνοντας τ ίς  Αναγωγές βρίσκουμε γ ιά  τό τχράλμα «Αποκοπής 
τήν έκφραση

yl “ y(xl ) = " |2y"(x0 + 8*h).

Τό σφάλμα αυτό καλείται συνήθως τοπικό «αράλμα άποκοπής. Πολλές φορές 
στήν πράξη μάς ένδιαφέρει κυρίως ό χι ή έκφραση γ ιά  τό τοπικό αράλμα ά -
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ποκοπης, άλλά ή τάξη, του ώς πρός h. Στίς περιπτώσεις αυτές, άντί γιά  
τήν προηγούμενη έκφραση, γράφουμε άπλά,τό συμβολισμό οΟτ'). Αύτό. γ ιά  
vd υποδηλώσουμε δτι τό τοπικό σφάλμα άποκοπης of vat τάξης k, δηλαδή 
μιά έκφραση της μορφής Chk, όπου C σταθερά. Σ' αυτή τήν περίπτωση της 
μεθόδου του Euler τό τοπικό σφάλμα αποκοπής μπορεί νά γραφτεί συμβο
λικά σάν 0(h2) .

Παράδειγμα 1

Μέ τή βοήθεια της μεθόδου του Euler νά βρεθεί μία άναλυτική έκ
φραση, σάν συνάρτηση των χ καί η, γ ιά  τή λύση της διαφορικής έξισώσεως

y ' = -y  μέ y(0) = 1

στό τυχόν σημείο χ( =χη)·

Λύση

“Οπως είνα ι γνωστό δ τύπος του Euler είνα ι δ

yi+ l  = yi  +hf(x i> yj.) I1 = 0 (D n - l  .
x - xo

Στήν περίπτοπη αύτή έχουμε f (x ,y )  = - y ,  x = 0, yQ = 1 καί h = ———  
= x ~-° = . Συνεπώς δ τύπος τοϋ Euler γίνετα ι , . -

*1+1 * yi  + l ( .‘ yi ) U = o ( l ) n - l  ,  , .

yi+1 - (1 - ^ )y^ = o | i  = 0( l ) n - l  . (8 .8)

Ή (8.8) όμως είνα ι μιά δμογενής έξίσωση διαφορών πρώτης τάξης μέ στα
θερούς συντελεστές. *Η χαρακτηριστική έξίσωσή της είνα ι ή

r - ( ι  - £  ) = ο
• /

μέ ρίζα τήν ν - 1 -  . ‘Επομένως ή γενική λύση της (8.8) είνα ι ή

‘ y i  = C ( 1 " n )X U  = 0(Dn ■

ν
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όπου C αυθαίρετη σταθερά. *Η τιμή τής C μπορεί νά ύπολργιστείάπό τήν 
άρχική συνθήκη, ηραγματικά γιά  ί=0 έχουμε

y = c ( 1 - £ )0 = c

όπότε C=l. 'Ετσι, ή λύση τής (8.8) είναι, Λ

y i s ( 1 " S ) i  !i  = 0(1)n

ή όποία γ ιά  i=n δ ίν ε ι

y(x) = y(xn ) = yn = ( ι -  £ ) n 

πού.είνα ι τό ζητούμενο.
, \ * * - 

Παράδειγμα 2

Χρησιμοποιώντας τή μέθοδο τοΟ Euler, νά βρεθεί ή λύση τής διαφο
ρικής έξισώσεως

y ' = - xy2 μέ y(o) = 2

στό σημείο χ = 0 .2 ,  μέ προσέγγιση δύο δ.ψ.

Λύση

Γιά τήν έξίσωση, πού δόθηκε, έχουμε f (x ,y )  ξ -  xy2 , χ^= ο, yQ = 2 
καί χ = 0 .2 .  Παίρνοντας η=1 βρίσκουμε h = Xn~x0 =9·?.~9. - ο .2 καί ή μέθο-Π Π 1
δος τοΟ Euler γίνετα ι

y i+1 = y i  + 0.2 ( - χ ^ | )  | i  = 0 ( 1 ) 0 .

'Από αυτήν, άντικαθιστώντας καί κάνοντας πράξεις λαβαίνουμε

y^ = 2.000 · · <- . r

X ο 2 **0Παίρνουμε τάρα η = 2 . Γιά τή νέα τιμή τοΟ η βρίσκουμε h =-----=- = ——χ—:η - ^
= 0.1.  ‘Επομένως ή μέθοδος τοϋ Euler είνα ι τάρα ή ^
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- y i + 1  =>± + 0 . ΐ Ο χ ^ ? }  - \ i  = Q(lU ♦ ' '
4

» i

'Από αυτό βρίσκουμε τελικά

= 2.000 καί y2 =1.960.

Συνεχίζουμε μέ η = 4 , οπότε h = 0.05. Ή μέθοδος του Euler γίνετα ι 

yi + 1 = y4 + 0 . 0 5 ( -x .y ^ )  Ii = 0(1)3 .

• · · '  '  r

'Από αυτήν παίρνουμε διαδοχικά

y 1 =2.000, y2 =1.990, y3 =1.970 καί y^ = 1 . 9 4 1 i

Συνεχίζουμε τώρα μέ η = 8 καί άπό τήν άντίστοιχη μέθοδο του Euler παίρ
νουμε τά παρακάτω άποτελέσματα *: - -

y =2.000, y = 1.998, y~= 1.993, y =1.985,
• ^ a 4 ' ·. .·"·»·, · *- :>

yg = 1.975, y = 1.963, y? = 1.949 καί yg = 1.932 .

Γιά n = 16 παίρνουμε άπό τή μέθοδο του Euler τ ίς  άκόλουθες τιμές

y^ = 2.000, y2 = 1.999, y3 = 1.998, = 1.996,

y5 =1.994, y6 =1.991, y7 = 1.987, y8 = 1.983,

yg = 1.978, yi o =1·972» yH=1.966, y12=1.959,

y13=1’952’ • Υ14·=1·9μ5’ y i 5=i.936 καί y,_ = 1.927 . J16

'Επειδή ο ΐ τιμές y =γ(ο.2)πού βρέθηκανγιά η=8 καί n=l6 ε ίνα ι τέτοιες ώστε
1 — ο[ys - y ^ !  = 0.005 4  —10 , συμπεραίνουμε δτι ή προσεγγιστική λύση της δια

φορικής έζισώσεως, πού δόθηκε, στό σημείο χ=0.2, μέ τή μέθοδο του Euler 
χαί μέ προσέγγιση δύο δ.ψ. είνα ι ή y ( 0 .2 ) « 1 .9 3 .
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8.3. Μ έ θ ο δ ο ς  τ ή ς  σ ε ι ρ ά ς  T a y l o r

*Η μέθοδος τής σειράς Taylor Αποτελεί κατά κάποιο τρόπο γενίκευ

ση της μεθόδου του Euler. Είναι περισσότερο Ακριβής καί συστήνεται στήν 

περίπτωση, πού οί παράγωγοι Ανώτερης τάξης μποροΟν ν ά  ύπολογιστοΟν εύκο

λα.

“Οπως καί στήν προηγούμενη μέθοδο Αναχωρούμε άπό τό Ανάπτυγμα του 

Taylor μέ k +Ι όρους, δπότε έχουμε

y (x .)  = y(x +h) =y(x„)+hy'(x ) + . . . + ------  y (*Q)+
l  °  o o ( k _i)J

* k! y<k><Xo t 9 . h)
όπου 0 < 0 <1. *H παραπάνω ισότητα μπορεί ν ά  γραφτεί καί ώς έξής 0

. k . , hk (k) ·-, J<+lv
y(xx ) = y 0 + hy0 + · · · + ^j-y0 +0(h

‘Επομένως, άν όπως καί πριν, χρησιμοποιήσουμε τό σύμβολο y1, γιά ν ά  να- 
ραστήσουμε τήν προσεγγιστική τιμή τής y ix ^  έχουμε ότι

y ι +' (k)
ο

πού άποτελεί καί τό πρώτο βήμα τής μεθόδου τής σειράς Taylor. ‘Επομένως

ή μέθοδος τής σειράς Taylor είναι ή Ακόλουθη

yi+1 = y i  +hy^ + . . .  +^~y y [ k) | i = 0 ( l ) n - l .  ( 8 . 9 )

Είναι φανερό ότι ή μέθοδος τής σειράς Taylor (8.9) συμπίπτει μέ τή μέθο

δο του Euler (8.7) γιά k = 1. Τονίζεται άκόμη ότι οί τιμές των παραγωγών 

Ανώτερης τάξης παίρνονται άπό τήν (8.1) μέ διαδοχικές παραγωγίσεις λα

βαίνοντας ύπόι|Λΐ καί τήν άρχική συνθήκη (8.2).

Παράδειγμα 1
ND

Ν ά  βρεθεί μ ι α  κατηγορία συναρτήσεων f(x,y), γιά. τήν όποια ή έφαρ-
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μογή της μεθόδου της σειράς .Taylor μέ τρεις, όρους

·' : h'
y :+1 = y£ + hy. + 2* y'i j i  = OCHn-l1.

γιά  την επίλυση της διαφορικής έξισώσεως

y'= f (x ,y )  μέ y(xQ) =yQ

στό τυχόν σημείο χ (= ) , όταν δέν υπάρχουν σφάλματα στρογγυλευσεως,
δίνει  άκριβή λύση. (Δηλαδή τό άντίστοίχο τοπικό σφάλμα άποκοπης είνα ι 
μηδέν).

Λύση . · '

Είναι εύκολο νά διαπιστωθεί ότι τό τοπικό σράλμα άποκοπης στη .
μέθοδο της σειράς Taylor μέ τρ εις όρους, κατά τήν εύρεση τής τιμής
y . , , ,  άπό τήν y .  | i  = 0 ( l ) n - l  ε ίνα ι J1+1 * J1 1 · 4·

, 3
0(h3) = - - . y " ( x .  + 8 .h ) - ,  · 0<Θ. <1 |. i  =0(1)η-1·; - ' · ·

3I J ι  ι  ’ 1 1 v τ V; ‘
'Αφού θέλουμε ή προσεγγιστική λύση νά συμπίπτει μέ τήν άντίστοιχη ά
κριβή, θά πρέπει όλα τά τοπικά σφάλματα άποκοπης νά είνα ι μηδέν. Δηλα
δή θά πρέπει

f ν

"  Jl/"  (Xi  + 6i h) ~ 0 : ■ . Λ  · · ' -

y"'= 0 ή .

y" = Cl  .. · . . - . ■ . . . .

y'=C1x + C2 .

‘Επομένως · . . , .

y ' = f (x ,y )  = + C2

όπου C1 καί C2 αύθαίρετες σταθερές. -........................ . .
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-  , ·· . , . . * « ·  ·,·: t '·· <·· ... ■ ·. ·■’ ‘ ·
Παράδειγμα 2

'Εφαρμόζοντας τή μέθοδο τΠς σ ειρ ά ς T aylor μέ τ ρ ε ις  όρους, νά  βρε

θ ε ί ή λύση της διαφορικής έζιαώσεως

y ' = - x y 2, μέ y ( o ) = 2
’ ‘ t .· · *-·-* * ' * ' > *

t . ‘ r * , '
ατό σημείο x = 0 . 2 ,  μέ προσέγγιση δύο δ .ψ .

Λύση' ·. · · ■' -  · -. ··■···

"Α ρχικά έχουμε ό τ ι f ( x , y )  = - x y 2 , x = 0 ,  y =2 καί x = 0 . 2 .  *Η μ έ-ο ο η
θοδος τώρα της σ ειρ ά ς T aylor μέ τ ρ ε ις  όρους ε ίν α ι ή '

y i+ 1= y i  + h y: + ·̂ y7 | i  = 0 ( l ) n - l .  (8 .10 )

Γιά τή χρησιμοποίηση των σχέσεων (8 .10) μας χρ ειά ζοντα ι ο ι  έκφ ράσειςτής 
πρώτης καί δεύτερης παραγωγού τής y . "Εχουμε

y ' = -xy2 ( 8 . 1 D

άπό τήν υπόθεση, καί

r y" = -  y 2 -  x 2 y y ' = -  (y 2 + 2xyy') ' (8 .1 2 )

παραγωγίζοντας τήν παραπάνω σχέση. Γ ιά η =1 τώρα έχουμε
. V ^  % .

yi + i =yi +hyi .+ f  y'i Ιλ = oci>o (8 .1 3 )

δπρυ h = '^ιΓ^' ·= ~  'ι  ° = ° · 2 : 'Από τήν ( 8 .1 3 ) , χρησιμοποιώιντας τ ίς  
(8 .11) καί (8 .12) καί Αντικαθιστώντας σ ' αύτή βρίσκουμε τελ ικ ά

y . = 1 .920  .X ρ *

Γιά η = 2 έχουμε

h2
yi +l =yi  + hyi  + 2 yl i  = 0 (1 )1 . '(8.1*0
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Λ A q 2 Q
μέ h =— - —  = —:~2—  = 0 . 1 . 'Εργαζόμαστε δίχως στήν προηγούμενη περίπτω
ση, χρησιμοποιώντας όμως τήν (8.14) δύο φορές. "Ετσι λαβαίνουμε τελικά

y1 = 1.980 καί y2 = 1.922.

'Επειδή ο ι τιμές y = y (0 .2 ) ,  πού βρέθηκαν γιά  η = 1 καί η = 2, είνα ι τέ- 
τοιες ώστε | — y2 ! = 0 .002^ ^ΙΟ , συμπεραίνουμε ότι ή αριθμητική λύ
ση της διαφορικής έξισώσεως, πού δόθηκε, οτό σημείο χ = 0.2 ,  μέ τη μέθο
δο της σειράς Taylor μέ τρ εις όρους καί μέ προσέγγιση δύο δ .ψ .,  είνα ι 
y(0.2) » 1 . 92. Σημειώνουμε δτι τό παρόν παράδειγμα είνα ι τό ίδιο μέ τό 
Παράδειγμα 2 της παραγράφου 8 .2  . 'Ετσι συγκρίνοντας τό πλήθος των επα
ναλήψεων, πού χρειαστήκαμε στή μέθοδο του Euler μέ τό άντίστοίχο της τω
ρινής μεθόδου, της σειράς Taylor, μέ τρ εις όρους γ ιά  τήν ίδια  προσέγγι
ση των δύο δ .ψ .,  παρατηρούμε ότι μέ τήν τωρινή μέθοδο Φτάνουμε στό άπο- 
τέλεσμα πολύ γρηγορότερα.

8.4. Μ έ θ ο δ ο ι  τ ω ν  R u n g e  -  K u t t a

8 .4 .1 .  Γ ε ν ι κ ά
. *

Οι μέθοδοι των Runge-Kutta είνα ι άρκετά μεγάλης Ακρίβειας καί ά - 
ποτελούντίς πιό δημοφιλείς μεθόδους, γιατί ό προγραμματισμός τους σ 'έ 
ναν Η.Υ. είνα ι εύκολος. 01 μέθοδοι των Runge-Kutta διακρίνονται σέ 
κατηγορίεςάνάλογαμέ τήν τάξη της παραγώγου, ή όποία τελικά προσεγγί
ζεται. Στή συνέχεια θά μελετήσουμε τή μέθοδο δεύτερης τάξης καί θά πε
ριγράφουμε μετά μιά άπό τ ις  μεθόδους τέταρτης τάξης.

8 .4 .2 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  R u n g e  -  K u t t a  δ ε ύ τ ε 
ρ η ς  τ ά ξ η ς

'Αρχίζουμε άπό τό Ανάπτυγμα τού Taylor μέ δύο όρους

y(x^) = y(xQ+h) =y(xQ) +hy '(xq + 0Qh) (8.15)

όπου ο < Θ < 1 . ‘Η βασική ίδέα της μεθόδου των Runge -  Kutta είνα ι νά
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προσεγγίσουμε στό άνάπτυγμα (8'.151; τήν.πρώτη παράγωγο στό άγνωστο σημείο 
χ '+"θ h ' μ* ένα γραμμικό συνδυασμό τιμών συναρτήσεως f  σέ γνωστά σημεία. 
Γιά τό σκοπό αύτό γράφουμε

yl =yo +“l'<l t “2k2 (8.16)

όπου

= hf(xQ, yQ ) καί k2 = hf ( xQ' + yQ + (8.17)

καί οί. · συντελεστές , <*2 , 81 καί 82 Οά  προσδιοριστούν xatd τέτοιο τρότοο,
ώστε ή τιμή άπό τήν (8.16) νά  προσεγγίζει κατά τόν καλύτερο δυνατό τρό
πο τήν άληθή τιμή τής y στό σημείο χ1, πού δίνεται άπό τήν (8 .1 5 ). Ά ν άν-] 
τικαταστήαουμε τ ίς  (8.17) σ τ ίς  (8.16) καί άχαπτύζουμε κατά Taylor παίρνου-] 
με διαδοχικά

»%Λ *.
y±= yo + α ^ ί(χ ο ,Υο) +a2hf(xo + + 82hf(xo ,yo >> =

. λ , r , . * . , :

= y „', a lhfo t “ 2h tfo ’ 6lhfx,o + e2hfo fy,o * 0<h2)] 

y l = y o t < a l t “ 2 )hfo +h 2 < " 2 BA , o t «2®2f<,fy, o > t0<1,3) <«·“ >

όπου τέθηκε “

f  = f(x  , y ) ,  f  = f ( x , y )  καί f  = f  (x . y_ ) . o · o ’/ o  * x ,o  x o ’ Jo y ,o  y o ’ -'o

Έζάλλου άπό τήν (8.15) άναιττύσσοντας παραπέρα μπορούμε νά  πάρουμε

y(xi )  =yo +hyo + f  y o +0(h3) ^

y ( x , ) = y  +hf + ( f  + f  f  ) + 0 ( h 3) * (8.19)j1 ο o 2 x,o y ,o  o

Είναι φανερό τώρα πώς άν τ ε θ ε ί.. < ‘ , ,

β1 +α2 = 1 , a28t = l /2  καί = 1/2 (8.20>]

τότε ή τιμή y.̂  άπό τήν (8.18) θά προσεγγίζει μέχρι καί τόν όρο h2, άπό τ<
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ά ντίσ το ιχο  άνάπτυγμα του T aylor, τήν άκ ρ ιβή τιμ ή  y C x . ) f πού δένετα ι ά -  

πό τήν (8 .191. Τό σύστημα (8.20) ε ίν α ι ένα  σύστημα τριών έξιαόσεω ν μ έ  

τέσσερις αγνώστους. Αύτό έ χ ε ι τή μονοπαραμετρική λύση

«2 = 1 - λ ,  α2 = λ καί = $2 (8 .2 1 )

οπού λ f Q  αύθαίρετος πραγματικός άριθμός. 'Ε τσι η (8.16) λόγω των (8.17)  

καί (8.21) δ ί ν ε ι  γενικ ά

yi+l = yi + h  ( l - X i f i x ^ y ^  +Xf(xi  + 2J ’ -yi  + -5Xf ( x i ’yi ^  
i ^

| i = 0 ( l ) n - l .

(8 .22)

‘H (8.22) άποτελει τη γενική μέθοδο των Runge - K utta δεύτερης τάξης. 'Α
πό τη γενικ ή  μέθοδο (8.22) ε ίν α ι δυνατό νά  πάρουμε διάφορες συγκεκριμέ
ν ες  μεθόδους των R unge-K utta δεύτερης τάξης γ ιά  διάφορες συγκεκριμένες 

τ ιμ ές  της παραμέτρου λ . "Ετσι γ ιά  λ = V 2 παίρνουμε τή γνωστή σάν β ελτι

ωμένη μέθοδο του E u ler, συγκεκριμένα τήν

yi+1 =yf + |  [ f ( x i ,y i > + f ( x i +h, y. +hf(xj. ,y i ))] j i  = 0 ( l )n - l

καί γ ιά  λ = 1 τή γνωστή σάν βελτιωμένη μέθοδο τοϋ πολυγώνου, συγκεκριμέ

να τήν
#

yi+1= y  ̂+ h f (χ  ̂ +^, yi  i"̂ i: x̂i ’yi^  | i  = 0 ( l ) n - l .

Πσράδειγμα 1

Νά ά π οδ ειχτει δ τ ι ή βελτιωμένη μέθοδος του E uler

i+1
= y . [ f ( x i ,y i > y j+ h f ix^ y^ )]·  | i = 0 ( l ) n - l

γ ιά  τήν εύρεση της λύσης της διαφορικής έξιαίχσεως

y ' = f ( x , y )  μέ y ( x0 ) = y0

I
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h =
x -xη__ο

η
όταν f(.x,y) =fCχ), δέν είναι παρά 6 γνωστό σημείο χ  ξ χ

U 1 U I
στός άπό τήν άριθμητική όλσκλήρωαη κανόνας τοΟ τραπεζίου.

Λύση

"Οταν f ( x , y )  ξ f ( x ) ,  τότε δ τύπος της βελτιωμένης μεθόδου τσΟ Ε- 
u ler παίρνει τή μορφή

yi+1 = y i  + |·  | / ( χα> + ί ( χ£ + h )J | i  = 0 ( l ) n - l ή

y i + l  ” y i =  | t f <xi > + f ( x i +l ) ] | i  = 0 ( l ) n - l

r i+1 ν ,,
j y 'd x  = [ f i x ^  + f ( x i+ 1 )J ] i  = 0 ( l ) n - l  ^

r i+1 .
J f(x)dx= |[f(Xi)+f(xi+1)] |i = 0(l)n-l 
•χ.i

πού δέν είνα ι παρά 6 γνωστός άπό τήν άριθμητική όλοκλήρωση κανόνας τοΟ 
τραπεζίου.

Παράδειγμα 2

Χρησιμοποιώντας α) τή βελτιωμένη μέθοδο τοΟ Euler καί β) τή βελ
τιωμένη μέθοδο τοϋ πολυγώνου, νά βρεθεί ή λύση τής διαφορικής έξισίσεως

y ' = - xy2 μέ y(o) = 2

στό σημείο χ = 0 .2 ,  μέ προσέγγιση δύο δ.φ.

Λύση

Στήν τωρινή περίπτωση έχουμε, όπως καί στά άντίστοιχα παραδείγ
ματα των παραγράφων 8 .2  καί 8 .3 ,  ότι f (x ,y )  = - x y 2> χο = 0 » yQ = 2 wx*' 
xR = χ = 0 .2 .  Χρησιμοποιώντας χωριστά τ ίς  δύο μεθόδους έχουμε

α) Γιά n = 1 , h = 0.2 καί ή βελτιωμένη μέθοδος τσΟ Euler γίνεται
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yi+1 =yi  [f ix^y.^) * f ( x n. +h- | i - 0 (1)0 · *;

"Αν άντι^χοσητσουμε καί έκτελέσουμε τ ις  πράξεις βρίσκουμε

yx = 1.920 . · '
. ·> ^

* - . ; r  * ,  . ^

Γιά η = 2, h = 0.1 καί π μέθοδος γίνετα ι

yi+ l  =yi  + ?  t f x̂i ,yi^ + f (xi  + 1ι> y i + b ^ V y i ^ ]  | i  = 0(1)1 . 

"Αν άντικαταστήσουμε βρίσκουμε · ·*

y1 = 1.980 καί y2 = 1.923 . ’*

’Επειδή o l τιμές yn γιά  n=l καί 2 έχουν άπόλυτη τιμή διαφοράς μικρό
τερη όπό μισή μονάδα της δεύτερης δεκαδικής τάξης συμπεραίνουμε ότι 
y (0 .2 ) » 1 .9 2 .  ' " ' ,

β). Γιά n = i ,  h = 0.2 καί π βελτιωμένη μέθοδος του πολυγώνου ε ί 
ναι ή

y i+1 = y£ + h f ( x i + | ,  >Ti +| ‘f  (xi ,y i ^  I i  = 0 ( 1 )0  . 

"Αν άντικαταστήσουμε βρίσκουμε
-ν’·- ·'■ * *

. *> » , *.

= 1.920 .

Γιά n = 2, h = 0.1 καί ή μέθοδος γίνετα ι

y . +1 = yi + h f  (xi + | ,  y i + | f  ( x j^ ^ ) )  | i  = 0 ( 1 ) 1 .
Ί

Ά ν άντικαταστήσουμε παίρνουμε
- · i 1* * ' * * · F '

1.980 καί y2 =1.922 . · ■■

"Οπως καί στήν προηγούμενη μέθοδο οί δύο τιμές πού βρέθηκαν στό σημείο 
xn γιά  n = 1 καί 2 συμπίπτουν στά δύο δ.φ. ‘Επομένως y(0.2)  «1 .92  .
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Παρατηρούμε ότι όπως καί στήν nppiTTOOn. τοΟ Αντίστοιχου όμοιου 
παραδείγματος στήν μέθοδο τής σειράς Taylorr τά Αποτελέσματα στό ση
μείο χ=0.2 λαβαίνονται μέ τόν ίδ ιο  άριθμό έπαναλήψεων, πού είνα ι Ασύγ
κριτα μικρότερος Από τόν Αντίστοιχο όριθμό στήν περίπτωση τοΟ ίδιου  
παραδείγματος μέ τή μέθοδο τοϋ Euler.

8 .4 .3 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ ώ ν  R u n g e - K u t t a  τ έ τ α ρ 
τ η ς  τ ά ξ η ς

Σ* αύτή τήν περίπτωση έργαζόμαστε όπως Ακριβώς καί στήν περίπτω
ση τής Αντίστοιχης μεθόδου τής δεύτερης τάξης ξεκινώντας Από τό Ανάπτυγ
μα (8.15) του Taylor μέ δύο όρους καί προσεγγίζουμε τήν πρώτη παράγωγο 
στό άγνωστο σημείο μ* ένα γραμμικό συνδυασμό τιμών τής συναρτήσεως f  σέ 
τέσσερα γνωστά σημεία. Γιά τό σκοπό αύτό γράφουμε σ*αύτή τήν περίπτωση 
ότι

7 l = yo + «1k1 + ct2k2 + a3k3 + a^k^

όπου

kl  = k2 = h f(V e1h » V e2kl ) *
r-i I a * ' 4' * _

k3 = h f ( x ^ 1h ,yon 2k1+Y3k2̂

Ot δεκατρείς συντελεστές α1»α2 >α3 ’° ν βι ίβ2 , γ 1 ’γ2 ’Ύ3 *δ1 ’δ2 ’δ3 καί δμ θά 
προσδιοριστούν μέ τέτοιο τρόπο ώστε ή τιμή y^ Από τήν (8.22) νά προσεγ
γ ίζε ι  κατά τόν καλύτερο τρόπο τήν Αληθή τιμή τής y(x^)> πού δίνεται Από 
τήν (8.15). "Αν Αντικαταστήσουμε τ ίς  έκφράσεις (8.23) στήν (8.22) καί Α
ναπτύξουμε κατά Taylor γύρω Από τό σημείο (xQ,yo) &ος τούς όρους τέ
ταρτης τάξης ώς πρός h παίρνουμε ένα Ανάπτυγμα τής γενικής μορφής

= A + hB + h2r +h?A +h**E + 0(h5 ), ... (8 .24 )

(8.22)

(8.23)
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όπου A, Β, Γ, Δ καί Ε συναρτήσεις των τιμών της y , τής f  καί των παρα
γωγών της στό σημείο (xQ,yo) .  "Αν τάρα άναπτύξουμε τήν .(8.15) ώς έξης

y (xi> =yD+hy0 +l  yo + 6 yo +l r  v +0(h5) - ( 8 . 2 5 )

καί άντικαταστήσουμε τ ίς  τιμές των παραγωγών τής y στό σημείο (xo>yo ),  
όπως καί στην προηγούμενη μέθοδο δεύτερης τάξης, μέ τ ίς  όντίσιτοιχες τ ι
μές τής f  καί των παραγάγων της στό ίδ ιο  σημείο, μπορούμε, έξ ισώνοντας 

τούς συντελεστές στούς άντίστοιχους όρους των δεύτερων μελών των (8.24) 
καί (8 .25) , νά βρούμε τελικά ένα σύστημα έντεκα εξισώσεων, πού νά περι
έχει τ ί ς  δέκετρεις άγνωστες παραμέτρους. Τό σύστημα πού προκύπτει έχει 
μιά διπαραμετρική λύση. Μία λύση, άπό τή διπλή άπειρία λύσεων μέ προ-

Ρ

φανή πλεονεκτήματα, ε ίναι'π  άκόλουθη - ' -

Χρησιμοποιάιντας τ ίς  τιμές (8.26) έχουμε ότι μία άπό τ ίς  μεθόδους Runge- 
-  Kutta τέταρτης τάξης είνα ι ή

yi + l =yi +-| (kl  + 2k2 +2k3 +kH) 1 i=  0 ( l ) n - l (8.27)

,r

k.
· ·. ) ;

k1 = hf(xi ,y i ) , k2 =hf(Xi h A U  
2 ’ yi  + 2 **

 ̂ t ^I*'  ̂'

y ' (8.28)
kg = hf(x .  + | ,  y. +-— ) , \  = hf(x. + h·, y  ̂ +kg) ;·'·*

Παράδειγμα

Χρησι μοπο ιάιντας τή μέθοδο των Runge -  Kutta τέταρτης τάξης, νά βρε
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θεί ή  λύση της διαφορικής έξισόσεως

y' = - xy2 . μ έ  y C o ) = 2

στό σημείο χ = 0.2, μέ προσέγγιση δύο δ.φ.

Λύση

Σ'αύτή τήν περίπτωση έχουμε, δπως καί στις (Αντίστοιχες όμοιες πε

ριπτώσεις των παραδειγμάτων των παραγράφων 8.2, 8.3 καί 8.4.2, ότι 

f(x,y) Ξ - xy2 , xQ = 0 , yo = 2 καί xn = 0 .2 .  Γιά n = 1 , h = 0 .2  καί ή μέθο

δος (8.27) ιιέ βάση τίς (8.28) δίνει μέ Αντίστοιχες Αντικαταστάσεις

k^.= 0, k 2 =-0.080, k 3 = -0.077 καί. k^ = -0.148

οπότε

y-L = yo +·| ( ^  + 2k2 + 2kg + kH ) = 1.923 ·'

Γιά n = 2·, h = 0.1 βρίσκουμε Αντίστοιχα Από τήν (8.27) γι ά i = 0

* ·. yy *·; ‘ { * * * , *■* ' J - * Μ*
k i = °, k 2 =-0.020, kg =-0.020 καί k 4 =-0.039

όπότε'

-· -  · y i =yo + f  - 2  — 3 - μ

καί γιά i = 1 »

+ ■=· <k, + 2 k - + 2 k - + k „ )  =1.980

ώπότε

k 2 = -0.039, k 2 = -0.058, kg = -0.057 καί k^ = -0.074

y 2 = y l + k  + 2kj + 2kg + k^) = 1.923.

1  c
'AcpoO, όπως διαπιστώνουμε γιά n=l καί 2 οί Αντίστοιχες τιμές y είναι ά-

κριβως οί ίδιες, συμπεραίνουμε πώς ή προσεγγιστική λύση στό σημείο χ=0.2 %• m
μέ προσέγγιση δύο δ.φ. είναι y(0.2)»l.92 . Καί στήν περίπτωση του παρόν-»? 

τος παραδείγματος σέ σύγκριση μέ τά Αντίστοιχα όμοια παραδείγματα των 

ραγράφων 8.2 καί 8.3 μπορεί ν ά  γίνει ή ίδια παρατήρηση, σέ δ,τι Αφορά τόν* 

Αριθμό των Απαιτούμενων έπαναλήφεων, πού έγινε στό Αντίστοιχο παράδει
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της παραγράφου 8 .4 .2  . 'Εκείνο όμως πού αξίζει  νά σημειωθεί ατό παρόν 
παράδειγμα είνα ι ότ ι ,  λόγω άκριβώς της μεγάλης άκρίβειας της μεθόδου, 
ή άληθής λύση είχε  ήδη βρεθεί μέ την πρώτη έφαρμογή της μεθόδου γιά  
n = 1. Αύτό βέβαια διαπιστώθηκε, άφοΰ έφαρμόσαμε τήν ίδια μέθοδο καί 
γιά  η = 2, όπότε όπως παρατηρήσαμε βρήκαμε, έργαζόμενοι μέ τρία δ .ψ . ,  
άκριβως τό ίδ ιο  άποτέλεσμα.

8.5.  Μ ε τ ά δ ο σ η  σ φ α λ μ ά τ ω ν  κ α τ ά  τ ή ν  ά ρ ι θ -  
μ η τ ι κ ή  έ π  ί λ ύ σ η  τ ω ν  δ ι α φ ο ρ ι κ ώ ν  έ -  
ξ ι σ ώ σ ε ω ν

“Οπως είδαμε κατά τήν περιγραφή των μεθόδων γιά  τήν αριθμητική 
έπίλυση των διαφορικών έξισώσεων, πού άναπτύξαμε στίς  προηγούμενες πα
ραγράφους, όταν βρίσκουμε μιά όποιαδήποτε τιμή y . . , άπό τήν προηγού-1+1
μενη τιμή ji = 0 ( l ) n - l ,  ύποθέτουμε άληθή, είσχωρεΐ όπωσδήποτε ένα 
σφάλμα, πού τό καλέσαμε τοπικό σφάλμα άποκοπης. Ίά τοπικά σφάλματα ά - 
ποκοπής μεταδίνονται άπό τό ένα βήμα στό άλλο μέ άποτέλεσμα ή τιμή y^, 
πού βρίσκεται τελικά, νά περιέχει ,  έκτός άπό τό τοπικό σφάλμα άποκοπης, 
πού εισχωρεί κατά τή μετάβαση άπό τήν τιμή y  ̂ στήν τιμή y , καί ένα 
σφάλμα, πού θά προέρχεται άπό τή μετάδοση όλων των προηγούμενων τοπικών 

>; σφαλμάτων άποκοπης. Τό σφάλμα στήν τιμή y , πού όφείλεται σ', όλα τά το- 
πικά σφάλματα άποκοπης, καλείται ολικό σφάλμα άποκοπης.

'Εκτός άπό τήν παρουσία τών σφαλμάτων άποκοπης κατά τήν άριθμητί- 
κή έπίλυση τών διαφορικών έξισώσεων θά πρέπει όπωσδήποτε νά τονιστεί 

I καί ή παρουσία τών άναπόφευκτων σφαλμάτων στρογγυλεύσεως. “Οπως έχουμε
£;ί

i έπανειλημμένα τονίσει,  στήν πράξη, είμαστε ύποχρεωμένοι νά έργαζόμαστε 
§ μ' ένα πεπερασμένο καί προκαθορισμένο πλήθος δ . ή σ.ψ. Τό γεγονός αύτό 
|  εισάγει άναγκαστικά σφάλματα ατούς διάφορους ύπολογισμούς, έπομένως καί 
|  στήν άριθμητική έπίλυση τών διαφορικών έζισώσεων. Τά «σφάλματα στρογγυ- 

Ί  λεύσεως, όπως άκριβως καί τά σφάλματα άποκοπης, μπορούν νά διακριθούν 
r! σέ τοπικά καί όλικά. "Ετσι θά καλούμε τοπικό σφάλμα στρογγυλεύσεως τό 

σφάλμα πού προκύπτει κατά τήν εύρεση τής τιμής y. άπό τήν προηγούμε- 
;ί| νη τιμή y.̂  | i  = 0(ί)η-1 ,  καί πού προέρχεται άπό τά σφάλματα στρογγυλεύ-
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I

σεως των τιμών των διάφορων παραμέτρων τοΟ τύπου πού δίνε ι  τήν y ^ ^ , κα
θώς επίσης καί άπό τά σφάλματα στρογγυλεύσεως κατά τήν έκτέλεση των πρά
ξεων γιά  τήν εύρεση τής τιμής αύτής. 'Αντίστοιχα θά καλούμε όλιχό σφάλμα 
στρογγυλεύσαος τό σφάλμα στήν τιμή yR, πού προέρχεται άπό τό τοπικό σράλ- 
μα στρογγυλεύσεως κατά τήν εύρεση τής τιμής αύτής άπό τήν προηγούμενή της 
y 1 , καθώς έπίσης καί άπό τό σφάλμα πού θά προέρχεται άπό τήν μετάδοση 
όλων των προηγούμενων τοπικών σφαλμάτων στρογγυλεύσεως.

'Από όλα τά παραπάνω συμπεραίνεται ότ ι ,  κάθε τιμή y^+1| i  = 0(1)η-1, 
θά περιέχει ένα σφάλμα πού θά καλείται ολικό σφάλμα. Αύτό θά είνα ι τό ά
θροισμα των ολικών σφαλμάτων άποκοπής καί στρογγυλεύσεως. *Η εύρεση έκ- 
φράσεων ή φραγμάτων γ ιά  τά ολικά σφάλματα άποκοπής καί στρογγυλεύσεως 
στίς διάφορες άριθμητικές μεθόδους έπιλύσεως διαφορικών έξισύσεων, άπο- 
τελει ένα άπό τά δυσκολότερα άντικείμενα τής θεωρίας τής Α.Α. καί έπομέ- 
κος είνα ι πέρα άπό τό σκοπό τού παρόντος βιβλίου.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Μέ τή μέθοδο τού Euler, νά βρεθεί ή λύση τής διαφορικής έξιαίσεως

y ' = l - 2 x y  μέ y ( l )  =0.538

στό σημείο χ = ΐ . ΐ  χρησιμοποιώντας η=2 καί διατηρώντας τρία δ.ψ. στούς 
ύπολογιομούς. (Άπ. 0.528) 2 3

2. Νά βρεθεί μέ προσέγγιση τριών δ.ψ. ή λύση τής διαφορικής έξισόοεως 
y ' =xy μέ y(0) =1 στό σημείο χ=1, μέ τή χρησιμοποίηση τής μεθόδου τής 
σειράς Taylor μέ τέσσερις όρους. ('Απ. 1.6^9)

3. Νά άποδειχτεί ότι ή μέθοδος

y i =yo + hf(xo + | , y0 +| f ( x 0 » y0)}

πού προτείνεται γ ιά  τήν έπίλυση τής διαφορικής έξισώσεως y ' = f (x ,y )  μέ 
yc = y(xo) » xo ,yQ γνωστά, y = yfx^) καί h = x1 - xQ, άπό τήν άποψη του το
πικού σφάλματος άποκοπής, είνα ι ίσοδύναμη μέ τή μέθοδο τής σειράς Taylor 
μέ τρεις όρους.

Ψ

&
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4. Νά έφαρμοστει Αμέθοδος τών J5un ê -K utta δεύτερης τάξη£ 

γ .+1 = y . ± h.[Cl-X)jfU- , γ ^  * > yi

11 = 0 ,1  .  ̂ - 
μέ λ = 0.25, γιά  την εύρεση της λύσης της διαφορικής έξιαωσεως y -  χ 

με y(o) = 0 στό σημείο χ = 1. (Ά τι. 0.5)

5. Γιά τήν άριθμητική έπίλυση της διαφορικής έξιαίσεως y '=f(x ,y )  μέ 
y(x ) =yQ καί xD,yo γνωστά, προτείνεται ό αλγόριθμος

y i + i = yi  +iCf ( x i> y i )+3f(xi  +f h’ yi  +| f ( x i»yi ))]  I1 = 0(1)n_1

μέ h = (x -x ) /n .  Νά βρεθεί ή τάξη τοϋ τοπικού σφάλματος άποκσπής. η ο
(Άπ. τρία)

6. Χρησιμοποιώντας μιά έξίσωση διαφορών νά δειχτεί ότι στην περίπτω
ση πού είνα ι f (x ,y )  = αχ (α σταθερά) καί y(o) = 0, ή βελτιωμένη μέθοδος 
τοϋ Euler βρίσκει τήν άκριβή λύση της διαφορικής έξισωσεως y '=f(x ,y)  
μέ y(x ) = y (χ καί y γνωστά) στό τυχόν σημείο χ( ξχ ) . (Δίνεται ότι 
ή θεωρητική λύση της y'= αχ μέ y(o) = 0 είνα ι ή y =  ̂ αχ2 ) ·

7. Νά δοθεί ή γενική μορφή πού θά έχει μιά μέθοδος των Range-Kutta . 
τρίτης τάξης καί στή συνέχεια μιά σύντομη περιγραφή τού τρόπου πού θά 
βρεθούν οί διάφορες παράμετροι.

8. Νά βρεθεί μέ προσέγγιση τριών δ.ψ. ή λύση της διαφορικής έξισώ- 
σεως y' = xy μέ y(o) = 1 στό σημείο χ=1, μέ τή χρησιμοποίηση της μεθό
δου των Runge -  Kutta τέταρτης τάξης. (Άπ. 1.648) 9

9. Νά δ ειχτεί ότι ή μέθοδος των Runge-Kutta τέταρτης τάξης, γ ιά  τήν 
έπίλυση τής διαφορικής έξιοώσεως y '=f(x ,y )  μέ y(xQ) =y , στήν περίπτω- 
ση πού f (x ,y )  = f ( x ) ,  δέν είνα ι παρά δ κανόνας τού 1/3 τού Simpson τής 
άριθμητικής όλοκληρώσεως.



9. N O R M S  Δ Ι Α Ν Υ Σ Μ Α Τ β Ν  Κ Α Ι  Π Ι Ν Α Κ Α Ν  jj

9 .1.  Γ ε ν ι κ ά  |

Στό παρόν Κεφάλαιο, πού Αποτελεί μιά εισαγωγή γιά  τά έπόμενα τρία j 
τελευταία, είσάγεται πρώτα ή γνωστή Από την ’Ανάλυση έννοια της norm έ - ^
νός η-6ιΑστατου διανύσματος,στή συνέχεια ή Αντίστοιχη έννοια τής norm 1
ένός η χ η πίνακα καί τέλος δίνονται όρισμένα θεωρήματα (μερικά Από αύτά |
χωρίς Απόδειξη), πού Αναφέρονται στή σύγκλιση Ακολουθιών διανυσμάτων καί § 
Ακολουθιών πινάκων. |

•  Π

9 . 2 .  N o r m s  δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  I

*Η norm ένός n -διΑστατου διανύσματος χ , μέ μιγαδικές, γενικά, συ- 1 
νιστώσες | ΐ  = 1(1)η, συμβολίζεται μέ ||χ  || καί δ ίν ε ι ,  κατά κάποιο τρό- I 
πο, μιά ίδέα γιά  τό μέγεθος τού διανύσματος, Ακριβώς δπως ή Απόλυτη τιμή |  
καί τό μέτρο δίνουν μιά ίδέα γιά  τό μέγεθος ένός πραγματικού καί ένός μ ι- ι 
γαδικου Αριθμού Αντίστοιχα. *Η norm ένός διανύσματος, πού είνα ι ένας μή |  
Αρνητικός Αριθμός, όρίζεται μέ τέτοιο τρόπο, ώστε νά ίσχύουν ο ι Ακόλουθες| 
τρεις ίδιότητες · |

Στήν πράξη χρησιμοποιούνται, πάρα πολύ, τρεις διαφορετικές norms, πού 
κύπτουν όλες Από τόν παρακάτω γενικό τύπο

όπου θά πρέπει νά τονίσουμε πώς δτάν στόν τύπο (9.2) χρησιμοποιούμε τήν

i)  || χ || > 0 , έκτός Αν χ = 0 , όπότε ||θ || = 0

i i )  || Cx|| = I c |  I) χ 11 , όπου C σταθερά

ΐ ϋ )  II χ +yli i  INI + II yII ·

n

τιμή p = ®, έννοοΰμε βασικά τό όριο τής τιμής τού δεύτερου μέλους, όταν τ<



ρ τείνει, ατό άπειρο. 'Από τόν τύπο τώρα (9.2) εύκολα μπεροΟμε νά πάρου”- 
με γιά  τ ίς  τρ εις διαφορετικές norms δτι

. . 
η

ιι^ιΐ! = ΣΙ ixji
i= l  

η
i t

i= l

Η
(9 .3)

1IXIL= nax Ixjl

Θά πρέπει νά σημειωθεί δτι ή norm | |χ | |2 , πού καλείται καί Εύκλείδια norm, 
δέν έκφράζει τίποτε άλλο παρά τό μήκος του διανύσματος χ .

Είναι δυνατό νά άποδειχτει, σχετικά εύκολα, δτι ο ί τρεις διαφορετι- 
κές norms (9.2) ή (9 .3 ) ,  έχουν τ ίς  τρεις βασικές ιδιότητες (9 .1 ) .

Παράδειγμα
ΤΝά βρεθούν οί τρ εις norms του διανύσματος x = [-2 3 - ΐ ]  , δπου γενικά

Τ # ·μέ Α συμβολίζουμε τόν ανάστροφο ένός πίνακα Α.

Λύση

'Εφαρμόζοντας στή σειρά τούς τύπους (9.3) βρίσκουμε 
3

χ | | χ = Σ - Ix j l  = I-21 + 131 + | - ΐ |  = 6 ,
i= l

ν 2
Μ 2 . [ Ε | , / ) ' Μ μ ’ * Ι » Γ · Ι - ι |

i= l )

2 \ιά  .
= /14 χαι

llxjl^ = max I x j  = max ( | —2 1 , 13 | , | - 1 1 ) = 3 .

9 .3 .  N o r m s  π ί ν α κ α

‘ H norm ένός n  χ n  πίνακα Α, μέ μιγαδικά, γενικά, στοιχεία cu^

|i,j =l(l)n, συμβολίζεται μέ ||α || καί είναι ένας μή άρνητικός άριθμός.
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*H norm ενός πίνακα, όρίζεται μέ τέτοιο τρόπο, ώστε vd ίσχύουν ο ί πα
ρακάτω τέσσερις ιδιότητες, ο ι τρ εις πρώτες άπό τ ίς  όποιες συμπίπτουν 
μέ τ ίς  Αντίστοιχες (9.1) των διανυσμάτων

ί) |]Α|| > 0, έκτός <5ν A = 0, όπότε || 0 ||= 0

i i )  11CA11 = | C| ||α || , όπου C σταθερά

ϋ ί )  Ι|α + β || < | |α || + | |β || 

iv) ||ΑΒ|| < ||Α||||Β|| .

‘Ο γενικός ορισμός της norm ένός πίνακα βασίζεται στόν όρισμό της norm 
ενός διανύσματος καί είνα ι δ παρακάτω

Ι|Α|| = J I M
X II *11

max· (9.5)

όπου χ f 0 είνα ι' όλα τά διανύσματα τοΟ η-διάστατου μιγαδικσυ, γενικά, 
χώρου. Χρησιμοποιώντας τήν ίδιότητα (9.1 i i )  εύκολα μπορεί ν ά ά π ο δ ε ι -  
χτεϊ ότι ό παρακάτω δρισμός γιά  τή norm ένός πίνακα είνα ι ίσσδύναμος 
μέ τάν όρισμό (9.5)

All = max 11 Αχ I!
11*11=1

(9.6)

'Ακόμη, χρησιμοποιώντας δποιοδήποτε άπό τούς δύο όρισμούς (9.5) καί 
(9.6) γιά τήν | |α | | ,  είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί ότι ο ί τρεις Αντίστοι
χες,πρός τ ίς  (9.3) norms γιά  πίνακες, δίνονται άπό τούς τύπους

η
ΙΜ ^  = max Σ  Ιο ^ Ι

3 ι=1

Ι | α | | ,  = [ρ(αηΑ )]^
η

IIα |Ι = max Σ . | α . , |
i  j=l 13

(9.7)
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οπού μέ ρ(Β) συμβολίζουμε τή φασματική άπτίνα τοΟ πίνακα Β, δηλαδή τή 
μεγαλύτερη άπό τ ίς  άπόλυτες τιμ ές (μέτρα), τών ίδιοτιμών του πίνακα Β

TJ
καί μέ Α τό συζυγή ανάστροφο τοΟ Α.

Παράδειγμα

Nci βρεθούν ο ι τρ εις norms τοϋ πίνακα Α =

Λύση ^ 6

Γιά τή | |α |  ̂ έχουμε
2

IIA1̂  = max H  leu. | = max ( | l |  + 13 |, j 2 | + |4| ) = 6 . 
j i= l  J

'Αντίστοιχα γ ιά  τή | |a | |2 έχουμε

II a |!2 = \p U ha)]
1 3
2 ^

1 2 
3 4

της όρίζουσας
είνα ι ο ι ρ ίζεςΓναρίζουμε δμως δτι ο ι ίδ ιοτιμ ές τοΰ πίνακα Vt

1 ~ 20_λ . Αυτές μέ τή σειρά τους είνα ι ο ι ρ ίζες  της
έζισώσεως λ2 -  30λ + 4 = 0, πού είνα ι ίσες μέ 15±/22Ϊ. 'Αρα

||Α||2 = |max ( 115 +/22Ϊ. |, | ΐ 5 - / 2 2 Ϊ | )
ν5

= Λ  5 + /221 .·

Τέλος γ ιά  τήν | |α || βρίσκουμε δτι
Δ

||Α|| =max Υ_ |α . . |=  max 11 j + 12 1, 13 1 + |4 |]  =7 
i  j= l  13 1 }

9 .4 .  Σ ύ γ κ λ ι σ η  ά κ ο λ ο υ θ ι ώ ν  δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  
κ α ί  π ι ν ά κ ω ν

Στήν τωρινή παράγραφο δίνουμε πρώτα μερικούς βασικούς ορισμούς,
| πού άναφέρονται στή σύγκλιση άκολουθιών διανυσμάτων καί πινάκων ύποθέ- 
I τσντας γνωστά άπό τήν 'Ανάλυση τά άντίστοιχα,πού άναφέρονται στή σύγ- 
I κλίση άκολουθιών πραγματικών καί μιγαδικών άριθμών.

i
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Μιά Αιολουθία η -  διάστατων διανυσμάτων { χ ^ }  | k = 0 , l , 2 , . . . ,  Αντί
στοιχων συνιστωσών x!rk  ̂ | i  = lCl)n/ λέμε ότι έχει ρριο τό μηδενικό διά
νυσμα 0 ή ίοόδύναμα ότι συγκλίνει στό μηδενικό διάνυσμα, τότε καί μόνο 
τότε, Αν ο ι η Ακολουθίες {x^k )} |k = 0 , l ,2 , . . . , πού σχηματίζονται Από τ ίς
Αντίστοιχες συνιστώσες των ύπόφη διανυσμάτων, έχουν όριο τό μηδέν. Στήν

(k) (k)περίπτωση αυτή θά γράφουμε lim χ = 0 ή χ -> 0.
k-χ» k -χ» ,, .

Μι.ά Ακολουθία η -  διάστατων διανυσμάτων {χ' | k = 0 , l , 2 , . . . ,  άντ ι 
στό ιχων συνιστωσών x (k  ̂ {i = i ( i ) n ,  λέμε ότι έχει όριο τό σταθερό διάνυ-
σμα χ ,  άντίστοιχων συνιστωσών χ. | i  = l ( l ) n  ή ισοδύναμα ότι συγκλίνει στό

1 (k)διάνυσμα χ, τότε καί μόνο τότε, άν ή Ακολουθία τών διανυσμάτων {χ -χ}
|k = 0 , l ,2 , . . .  έχει όριο τό μηδενικό διάνυσμα. Στήν περίπτωση αύτή θά γρά- 

(ki (ν')φούμε lim χν = χ ή χν ’ χ . 
k-χ» k-x°

Χρησιμοποιώντας τώρα όποιαδήποτε Από τ ίς  τρεις norms διανυσμάτων, 
πού όρίστηκαν μέ τ ίς  σχέσεις (9 .3 ) , είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί τό παρα
κάτω Θεώρημα 1, πού τό δίνουμε έδώ χωρίς Απόδειζη.

Θεώρημα 1

'Αναγκαία καί ικανή συνθήκη γιά  νά έχουμε

, . (k)lim x = x είνα ι ή lim || χ ^ -  χ || = 0 . 
k -χ» k-χ»

"Οσα Αναφέρθηκαν προηγούμενα σχετικά μέ τούς ορισμούς καί τ ίς  ι 
διότητες Ακολουθιών η -  διάστατων διανυσμάτων, μπορούν νά μεταφερθούν Αν
τίστοιχα σέ Ακολουθίες η*η πινάκων. 'Ετσι μπορούμε νά πούμε τά παρακάτω.

Μιά Ακολουθία η χη πινάκων { Α ^ }  jk = 0 , l ,2 , . . . , Αντίστοιχων στοιχεί
ων j i , j  = l ( l ) n ,  λέμε ότι έχει όριο τό μηδενικό πίνακα 0 ή ισοδύναμα
ότι συγκλίνει στό μηδενικό πίνακα, τότε καί μόνο τότε, dv ο ί n*n άκολου
θ ίες {cuk }̂ |k = o , i ,2 , . . . , πού σχηματίζονται άπό τά Αντίστοιχα στοιχεία των 
ύπόφη πινάκων, έχουν όριο τό μηδέν. Σέ μιά τέτοια περίπτωση θά γράφουμε
lim A(k)=0 ή 
k-χ»

A( k ) +0
k-χ»

Μιά Ακολουθία ηχη πινάκων { Α ^ }  |k = 0 , l , 2 , . . . , Αντίστοιχων στοιχεί
ων a<k) | i , j  = l ( l ) n ,  λέμε ότι έχει όριο τό σταθερό πίνακα Α, Αντίστοιχων 
στοιχείων | i , j = l ( l ) n  ή ισοδύναμα ότι συγκλίνει πρός τό σταθερό πί
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Α, τότε καί μόνο τότε, άν ή άκολουθία {A -A) jk-0,1,2 , έχει  cpio
τό μηδενικό πίνακα. Σέ μιά τέτοια περίπτωση θά γράφουμε lim Α'·''" = A
A(k)+ A . .
k-*=°

Χρησιμοποιώντας όποιαδήποτε άπό τ ίς  τρ εις norms πινάκων, πού ο
ρίστηκαν άπό τ ίς  σχέσεις (9.7) είνα ι δυνατό νά άποδειχτει τό παρακάτω 
Θεώρημα 2, πού δίνουμε εδώ χωρίς άπόδειξη.

Θεώρημα 2

001Αναγκαία καί ικανή-συνθήκη γ ιά  νά έχουμε lim A -Α  είνα ι ή
iim || A(k) — AI j = 0 - - 
k-*»

Στή συνέχεια δίνουμε τέσσερα θεωρήματα (τό πρώτο άπό αύτά χορίς 
άπόδειξη), πού άναψέρσνται σέ n*n πίνακες. Ίά θεορήματα αύτά θά χρησι
μοποιηθούν τώρα πολύ στά επόμενα Κεφάλαια.

Θεώρημα 3

Αναγκαία καί ικανή συνθήκη γιά  νά συγκλίνει ή άκολουθία των δια
δοχικών δυνάμεων ενός n*n πίνακα Α (δηλαδή ή άκολουθία Ak |k = 0 , 1 , 2 , . . . )  
πρός τό μηδενικό πίνακα 0 ε ίνα ι ή ρ(Α) < 1.

Θεώρημα 4

Γιά κάθε ηχη πίνακα Α έχουμε || Ακ || 4  II Al|k ·

'Απόδειξη

'Αρχίζοντας άπό τό πρώτο μέλος της σχέσης πού έχουμε νά άποδείξου- 
με, καί έφαρμόζσντας κατάλληλα τήν ιδιότητα (9.4 iv) k φορές παίρνουμε

||Ak || =||Ak"1 .A|| < |lAk_1 II |]A|] = ||Ak-2 .All ||A||<

< llAk'2 II ||a |!!|a || = l|Ak-2 ||||A||2 < . . . < l | A | | k .

Θεώρημα 5

‘Ικανή συνθήκη γιά  τή σύγκλιση της άκολουθίας των διαδοχικών δυ
νάμεων ένός n*n πίνακα Α πρός τό μηδενικό πίνακα είνα ι ή | |α || <1.
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'Απόδειξη

'Από τό Θεώρημα 2 έχουμε ότι ικανή καί άναγκαία συνθήκη, γ ιά  vd
ίσχύει ή lim Ak = 0, είναι, ή lira || Ak | |=0. 'Επειδή δμως,άπό τό Θεώρη- 

k-χ» , , k-*® ,
μα 4, έχουμε ότι ||Α || 4 ΐ ! Α!ί · YL<*· ^  ίσχύει ή lim ]|Α | |= 0 ,  άρκεΐ νά

k-*®
Ισχύει ή σχέση lira JJ Α|| =0. 'Αναγκαία καί ικανή συνθήκη, γιά. νά I -

k-*®
σχύει τό τελευταίο, ε ίνα ι ή || Α|| <1 .

Θεώρημα 6

Γιά κάθε nxn πίνακα Α έχουμε ρ( Α ) 4 | | α | | .

'Απόδειξη

"Αν Xi  | i= l ( l ) n  είνα ι μιά όποιαδήποτε άπό τ ίς  ίδ ιοτιμ ές τοΟ πίνα
κα Α καί χ^ τό άντίστοιχο ίδιοδιάνυσμα θά έχουμε

AXi = λ^χ  ̂ | i  = 1(1)η .

Παίρνοντας τ ίς  norms των δύο μελών της παραπάνω ισότητας βρίσκουμε

· ■ · .: > ,|| Αχ± II =|| λ . χ .  I! | i  = l ( l ) n  . ( 9 .8 )

'Από τό γενικό ορισμό (9.5) τής norm ένός ηχη πίνακα Α, γ ιά  τό όηοιοδή- 
ποτε διάνυσμα 0, έχουμε τή σχέση

!|αχ£ΙΙ i - |U lil l* il l  · . · »·*>
'Από τήν ίδιότητα (9.1 ϋ )  των norms ένός διανύσματος καί γ ιά  κάθε άριθ- 
μό Xif  έχουμε

ΙΙλ.χ.Ι! = Ιχ£|||χ±|| . - <9·10>
χρησιμοποιώντας τώρα τ ίς  σχέσεις (9.9) καί (9.10) στήν (9.8) παίρνουμε

I ^ I I U j I I *  II All I! xi || | i  = « i ) n .

‘Οπότε, διαιρώντας τά μέλη τής παραπάνω σχέσεως μέ || χ . || (πού είνα ι διά
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φορο άπό τό μηδέν, άφου τό χ . etvau, ίδιοδιάνυσμα). τροκύπτει
' · 1  ' < ··.. · -· . .V  . J .. .

|λ·! < Ιί A 1! i i = l C l ) n  ·

δηλαδή

“3* !**! i  I! A ·! ·

"Apa

p(A) 4  II A || . .· ■ 1

Παράδειγμα 1

Νά βρεθούν ο ΐ άναγκαιες καί ικανές συνθήκες, ώστε ή άκολουθία των 
διαδοχικών δυνάμεων του n*n άνω τριγωνικού πίνακα Τ νά συγκλίνει στό μη- 
δενικό πίνακα.

Λύση

Σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 3, άναγκαία καί ικανή συνθήκη, γ ιά  νά συγκλί
ν ε ι ή άκολουθία των διαδοχικών δυνάμεων τοϋ n*n πίνακα Τ στό'μηδενικό π ί
νακα, είνα ι ή ρ(Τ) <1. 'Επειδή όμως ό πίνακας Τ είνα ι άνω τριγω νικός,..εί
ναι φανερό ότι ο ι ίδ ιοτιμ ές του δέν είνα ι παρά τά διαγώνια στοιχεία  του
a .. | i  = l ( l ) n .  Συνεπώς ρ(Τ) = maxja.. | . ‘Επομένως άναγκαία καί ικανή συν- 
11 ^  11

θήκη γιά  τή σύγκλιση των διαδοχικών δυνάμεων του n*n άνω τριγωνικού πίνα
κα Τ σιό μηδενικό πίνακα είνα ι ή

• * ' * I , , *

max |α . .  | < 1 ;1 XI1 · 'ι

όπου cu. | i  = l ( l ) n  είνα ι τά διαγώνια στοιχεία  του.

Παράδειγμα 2

Νά άποδειχτεί ότ ι ,  άν Α είνα ι ένας nxn πραγματικός, συμμετρικός π ί
νακας τότε ρ(Α) = || Α ||  ̂ .
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Λύση

*0 πίνακας Α ε ίν α ι ένας πραγματικός., συμμετρικός πίνακας* Αύτό ση-
Ημαίνει ότι Α =Α. 'Επομένως

I! a II2 = [ρ (ΑΗΑ )]1/2 = [ρ(Α2 ) ] 1/2 * (9 .1 1 )

Γιά νά Αποδείξουμε τή σχέση πού δόθηκε, έχοντας ύπόψη τήν (9 .1 1 ), άρκεΐ 
νά Αποδείξουμε ότι

ρ(Α2 ) = [ρ (Α )]2 . (9 .1 2 )

Πραγματικά, <5ν λ . |χ  = 1 (1 )π  ε ίν α ι μ ιά  ίδ ιοτιμ ή  τοΰ πίνακα Α καί τό  
Α ντίστοιχο ίδιοδιάνυσμα έχουμε

AxA = λ ^ . | i  = l ( l ) n  * (9 .13)

‘Επομένως, <5ν πολλαπλασιάσουμε τήν παραπάνω σχέση άπό τά  άριστερά μέ τόν 

πίνακα Α βρίσκουμε

ΑΑχ. = λ . Αχ. i  = l ( l ) n  1 1 1  1

ή κ ά ν ο ν τα ς  χρήση τ η ς  (9

A2x . = λ . λ . χ .1 rlrlH

A2x . = λ?χ.1 1 1

13)

| i  = l ( l ) n  

| i = l ( l ) n  ·

'Από τήν τελευταία σχέση συμπεραίνουμε πώς, άν είνα ι μιά ίδιοτιμή τοΰ 
πίνακα Α μέ ίδιοδιάνυσμα χ . ,  τότε λ2, είνα ι μιά ίδιοτιμή τοΰ πίνακα Α2 μέ 
Αντίστοιχο ίδιοδιάνυσμα πάλι χ^. ‘Επομένως έχουμε

ρ(Α*) = πβχ|λ2. | = max] λ’.]  = fmax|X.j
i  1 i  1 I i  1
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καί ή σχέση (9.12) άποδείχτηκε. ",Αρα

p Ca) = !! a y2 .

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

A "Αν χ εϋναι ενα διάνυσμα του η -  διαστατού χώρου μέ συνιστώσες χ^ 
i  = 1(1)η , νά Αποδειχτεί ότι τό || x || = max|x. | ε ίνα ι μ ιά  norm διανύ-i  1

σματος.

Νά δ ειχτεί δτι || χ\\£ <, || χ Hχ || χΙΙ^ , δπσυ χ ένα τυχόν η-διάστατο  
διάνυσμα.

3. ΝΑ δ ειχτεί δτι || Α ||2 ^  || Α ^  || , όπου Α ένας πραγματικός π ί
νακας τάξης η.

4. Ά ν Α είνα ι ένας πραγματικός πίνακας τάξης η μέ στοιχεία  ca τό- 
τ μέ τή βοήθεια του -^ρισμοϋ της norm ενός πίνοκά : || Α[{ = max|| Ax||, 
νά Αποδειχτούν ο ι σχέσεις. ΙΙΧ!Ι-1

11 ...... - - t k aII ΑΙΙ, =max
3

ax L  |ot. .  I

Μέ την εύρεση των τριών γνωστών norms καί της φασματικής Ακτίνας
ρ(Α) τοϋ πίνακα Α 
Ισχύουν μεταξύ των

2 ĵ , νά έπαληθευτοΰν ο ι σχέσεις διατάξεως πού
Α|| καί ρ(Α).



10.  Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Η  Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Ω Ν  ΣΥ
Σ Τ Η Μ Α Τ Ω Ν

10.1 . Γ ε ν ι κ ά

Τό πρόβλημα τής έπιλύσεως γραμμικών συστημάτων η έζισίσεων μέ η 
άγνωστους είνα ι γνωστό καί Αντιμετωπίζεται μέ έπιτυχία Ακόμη καί στά 
Στοιχειώδη Μαθηματικά, όπου ό Αριθμός η είνα ι συνήθως άρκετά μικρός.
Οί σύγχρονοι όμως κλάδοι της Μηχανικής, της Φυσικής, τής 'Επιχειρηόι-.. 
σκής"Ερευνας κλπ, Απαιτούν σ τίς έφαρμογές τους τήν έπίλυση γραμμικών συ
στημάτων μέ Αρκετά μεγάλο η. Πολλές φορές είνα ι η>100 ή Ακόμη καί 
n>lOOO. “Οπως τονίστηκε καί μέ τό παράδειγμα, πού παραθέσαμε στό Κεφά
λαιο τής Είσαγωγής, ή έπίλυση, μέ τ ίς  μεθέδους τής "Αλγεβρας, ενός γραμ
μικού σχττήματος μέ μεγάλο η, Ακόμη καί μέ τή βοήθεια ένός Η.Υ., είναι 
Από τήν Αποψη τού χρόνου άσύμρορη Αν όχι Αδύνατη. ΓιΑ τό σκοπό αυτό θε- 
(ορήθηκαν καί Αναπτύχτηκαν, μέ συστηματικό τρόπο, διάφορες μέθοδοι, γιά  
τήν έπίλυση γραμμικών συστημάτων. Αύτές διακρίνονται σέ δύο μεγάλες κα
τηγορίες, σ τίς Αμεσες καί σ τίς έμμεσες ή έπαναληπτικές μεθόδους.

Καί στίς δύο περιπτώσεις των Αμεσων καί έπαναληπτικών μεθόδων σάν 
γενική μορφή τού συστήματος, πού θά έπιλύουμε, θά θεωρούμε τήν Ακόλουθη

allxl + a12X2 + **· + a, χ In n = bl

a21Xl
•

φ

+ & 22χ 2 * + a„ χ 2n n = b2

Φ

a ,χ. + a „χ„ + ... + a x = b
nl 1 η2 2 nn n n

(10.1)

Χρησιμοποιώντας πίνακες, τό παραπάνω σύστημα μπορεί νά γραφτεί συνοπτι
κά καί ώς έζής

Ax = b (10.2)



δπου

an ai2 ·*· aln

1
H
 

. * 1----
H

1____

a21 a22 "· a2n X2 b2

Α =
•

• » X =
•

• s b = •
•

•

a Λ nl an2 ·*· ann _

•

X
u n J 1 s

*
 
’

l

Στό σύστημα (1 0 .1 ) ή (1 0 .2 ) θά θεωρούμε πάντοτε ότι d e t(A )  t 0 (δπου μέ 
d e t(A )  συμβολίζουμε τήν όρίζουσα του πίνακα των συντελεστών των άγνω
στων Α) έτσι ώστε τό σύστημα πού δόθηκε νά .έχει μία καί μόνο λύση. Στην 
περίπτωση πού θεωρούμε, ή αναλυτική έκφραση της λύσης τού συστήματος 
(1 0 .2 ) μπορεί νά δοθεί άμέσως, μέ τή βοήθεια πινάκων. Αύτό για τί στήν 
περίπτωσή μας υπάρχει ό αντίστροφος τού Α, έστω A , οπότε πολλαπλασιά
ζοντας τά μέλη της (1 0 .2 ) άπό τά αριστερά έπί Α 1 λαβαίνουμε τή μονοσή
μαντα ορισμένη λύση x = Α 1b . Θεωρητικά ή ικανοποίηση της συνθήκης d e t(A )  
r 0 έξασφαλίζει καί τό μονοσήμαντο της λύσης. Στήν πράξη δμως ή κατάστα
ση δέν είνα ι τόσο απλή. Πολλές φορές έμφανίζοντα.ι κρίσιμες καταστάσεις 
σάν συνέπεια του γεγονότος δτι έργαζόμαστε πάντοτε χρησιμοποιώντας πεπε- 
ρασμένο πλήθος δ . ή σ.ψ . Στήν πράξη είνα ι δυνατό νά έχουμε d e t(A )  = Ο,καί 
αύτό νά όφείλεται άποκλε ιστικά καί μόνο στήν άκρίβεια, πού χρησιμοποι -  
ούμε. Προβλήματα άχόμη δημιουργούνται καί στήν περίπτωση όπου ή d e t(A )  
βρίσκεται στήν περιοχή του μηδενός γιά  τήν ακρίβεια πού έργαζόμαστε. Στήν 
περίπτωση αύτή μιά μικρή μεταβολή στούς συντελεστές του συστήματος είνα ι 
δυνατό νά έπιφέρει μεγάλη μεταβολή στή μονοσήμαντα ορισμένη λύση τού συ
στήματος καί συνεπώς νά μήν μπορεί νά θεωρηθεί αύτή άξια έμπιστοσύνης. 
Αύτό φαίνεται καθαρά στά δύο συστήματα, πού δίνουμε παρακάτω

2x + 6y  = 8  2χ + 6y  · = 8  ̂1Q
2χ + 6 .OOOOly = 8.00001 2x + 5 . 9 9 5 9 9 y  = 8.00002

Τό δεύτερο σύστημα προκύπτει άπό τό πρώτο μεταβάλσντας δύο άπό τούς έξι
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συντελεστές του, τόν πρώτο κατά δύο μονάδες της πέμπτης δεκαδικής τάξης 
(άπό 6.00001 σέ 5,99999) wad τό δεύτερο κατά μιά μονάδα τής ίδιας τάξης 
(άπό 8.00001 σέ 8,00002), Καί δμως, ένω ή λύση τοΟ πρώτου άπό τά δύο συ

στήματα (10.4) είνα ι ή χ=1, y= l, ή λύση του δεύτερου συστήματος είνα ι ή 
χ=10, y=-2. Δηλαδή βλέπουμε δτι είνα ι δυνατό μιά μικρή μεταβολή στους 
συντελεστές νά έπιφέρει μεγάλη μεταβολή στή λύση. Αύτό βέβαια συμβαίνει, 
γιατί ή δρίζουσα του πίνακα των συντελεστών τοΟ πρώτου συστήματος, det(A) 
=0.00002, δπως καί τοΰ δεύτερου (-0 .00002), βρίσκεται στην περιοχή τοΰ 
μηδενός.γιά την άκρίβεια μέ τιίν δποία έργαζόμαστε. Τέτοια συστήματα θά 
καλούνται άσταθή. Είναι φανερό δτι δέν μπορούμε νά έχουμε καμιά έμπιστο- 
σύνη στή λύση ένός άσταθοΰς συστήματος καί επομένως δέ θά τή δεχόμαστε. 
'Αντίθετα θά δεχόμαστε τή λύση ένός μή άσταθοΰς συστήματος, πού θά καλεί
ται άπό έδω καί πέρα εύσταθές. Στή συνέχεια θά υποθέτουμε δτι τό σύστημα, 
πού προσπαθούμε νά έπιλύσουμε, είνα ι εύσταθές.

10 .2 . " Α μ ε σ ε ς  μ έ θ ο δ ο ι

10.2 .1 . Μ έ θ ο δ ο ς  ά π α λ ο ι φ ή ς  τ ο Ο  G a u s s

1 0 .2 .1 .1 . Π ε ρ ι γ ρ α φ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ

*Η μέθοδος άπαλοιφής τού Gauss, πού θά άναπτύξουμε, είνα ι ή άπλού- 
στερη άπό δλες τ ις  άμεσες μεθόδους άριθμητικής έπιλύσεως γραμμικών συστη
μάτων τής μορφής (10.1) καί είνα ι γνωστή άπό τά Στοιχειώδη Μαθηματικά, μέ 
τή μόνη διαφορά δτι έδω άναιττύασεται κατά τρόπο συστηματικό καί πού προ
γραμματίζεται εύκολα σ* ένα Η.Υ.

Τό πρώτο βήμα γιά  τήν έπίλυση του συστήματος (10.1) μέ τή μέθοδο ά
παλοιφής τού Gauss είνα ι νά φυλάξουμε τήν πρώτη άπό τ ίς  έξισώ σεις,γιάνά  
χρησιμοποιήσουμε άργότερα, καί νά άπαλείψουμε τόν άγνωστο χ^ άπό δλες τ ίς  
υπόλοιπες η-1 έξισώ σεις, προσθέτοντας κατάλληλα πολλαπλάσια τής πρώτης έ -  
ξισώσεως σέ κάθε μία άπό τ ίς  υπόλοιπες. Έ τσι, άν χρησιμοποιήσουμε τούς 
συμβολισμούς
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b i11 b.1

| i = l C l l n ,  j = lC l ln

γυά τούς αρχικούς συντελεστές του συστήματος, τότε, μέ τήν προϋπόθεση 
ότι all^   ̂ 0 / ο ι πολλαπλασιαστές, πού θά χρησιμοποιηθούν γ ιά  τόν πολ
λαπλασιασμό της πρώτης έξιαόσεως, θά δίνονται άπό τ ίς  σχέσεις

mi l i  = 2 ( l ) n  .

Οι νέοι συντελεστές σ τις τελευταίες π-1 εξ ισάσεις, πού θά προκόψουν,
&ν πολλαπλασιάσουμε τήν πρώτη έξίεωση, πού φυλάξαμε, έπί Ji = 2 ( l ) n  

καί προσθέσουμε τά μέλη της στήν i  κατά σειρά έξίσωση θά βρίσκονται ά
πό τ ίς  σχέσεις

(2 ) (1 ) , (1 )a. . =ID a.  .ID + mi l  al j

b<2) = 1 b ^1 " i X 11
| i  = 2 ( l ) n ,  j = l ( l ) n

Είναι δυνατό νά έπαληθευτεϊ άμέσως ό τ ι, μέ τόν παραπάνω τρόπο, δ άγνω
στος χ άπαλείφεται άπό τ ίς  η-1 τελευταίες έξισώ σεις. Ά ν , όπως άναφέ- 
ραμε προηγούμενα φυλάξουμε τήν πρώτη έξίσωση καί θεωρήσουμε τό σύστημα 
των τελευταίων η-1 έξισώσεων, αύτό θά έχει τήν ίδια  γενική μορφή (10.1) 
μέ τή μόνη διαφορά ότι θά άποτελείται άπό η-1 έξισώσεις, πού θά περί -  
έχουν τούς η-1 άγνωστους xi  | i  = 2(1)η . Συγκεκριμένα θά είνα ι τό έξης

a ( 2 ) x +
22 Χ2

( 2 )+ a' χ 2n n b( 2 )
2

a ( 2 ) x + an2 x2 +
( 2 )t  a x nn n b<2 >n

'Ετσι, μέ τήν προϋπόθεση ότι a ( 2 )
22 * 0 , ή προηγούμενη διαδικασία μπορεί
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νά έπαναληφτεί γιά τήν Απαλοιφή τώρα τού Αγνώστου χ 2 κ .ο ,κ , Συνεπώς άν 
ή αυτή διαδικασία έπαναληφτεί. n -l φορές συνολικά θά πάρουμε τελικά μιά  
έζίσωση, πού θά περιέχει μόνο τόν άγνωστο καί πού θά μπορεί \ά  λυθεί 
Αμέσως.

>
Τό σύστημα των έζισώσεων, πού φυλάμε κάθε φορά μαζί μέ τήν τελευ

ταία, πού θά προκύψει είνα ι τό άκόλουθο

ι

11 χ1 + a l2^X2 + *'* + 31( 1 ) ΧIn η
-  h ( 1 )
-  b l

a ( 2 ) x + (2) ,= b ( 2 >«22 λ 2  * * * * 
•

a2n η D2

•
•

a (n)x = b(n)nn η η

(10 .5)

Είναι φανερό, άπό τόν τρόπο, πού προήρθε τό σύστημα (10.5) ότι αύτό ε ί
ναι ισοδύναμο πρός τό άρχικό (1 0 .1 ). *Η λύση του (1 0 .5 ), πού θά είναι
καί λύση τού άρχικοΟ (1 0 .1 ), μπορεί νά προκύψει εύκολα έπιλύσντας πρώτα

(π )τήν τελευταία έΕίσωση (μέ τήν προϋπόθεση ότι av 31 0 ) , μετά τήν προτε-nn
λευταία κλπ καί τέλος τήν πρώτη.

Ή λύση λοιπόν τοϋ συστήματος βρίσκεται μέ τή βοήθεια των σχέσεων
b ( n )

η
Χη = (η)

ann
η (10.6)

χ .1 i = n - l ( - l ) l  .

Οι έζισώσεις πού φυλάγονται καί σχηματίζουν τελικά τ ίς  έζισώσεις 
τοΟ συστήματος (10.5) καλούνται όδηγοί έξισώσεις ή δδηγοί γραμμές καί ο ί 
πρώτοι συντελεστές τών όδηγών έξισώσεων a ^  ji = l ( l ) n  καλούνται όδηγά 
στοιχεία . ‘Η μέθοδος, πού περί γράψαμε, είνα ι γνωστή σάν μέθοδος Απαλοι
φής τού Gauss χωρίς όδήγηση.



1

- 191 -

Γίχράδειγμα

Νά έπιλυθεΐ, μέ τή μέθοδο ό,παλοιψής τοΟ Gauss χαρίς δδήγηση, τό
σύστημα

Λύση

te.^ + 2χ2 -  3χ3 = 1 

3x^ + χ 2 + M̂Xg = 11 

2χ1 -  te 2+ llx 3 = 28

*Η πρώτη άπό τ ίς  τρεις έζισώσεις τοΟ συσπίματος φυλάγεται καί γιά
την άπαλοιφή τοΟ άγνωστου χ^, άπό τ ίς  δύο τελευταίες εξισώσεις, χρησι
μοποιούνται ο ι πολλαπλασιαστές

3 2m2  ̂= -  0.75 καί = - - · = - 0 . 5  .

Πολλαπλασιάζουμε τώρα τά μέλη της πρώτης έζισώσεως, πού φυλάγαμε,πρώτα 
μέ m21 έπειτα μέ m31 χαί τά προσθέτουμε άντίστοιχα στά μέλη της δεύτε
ρης χαί τρίτης έξισώσεως. "Ετσι, μετά τήν άπαλοιφή του άγνώστου χ.^, ο ί 
δύο τελευταίες έξισώσεις θά έχουν τή μορφή

- 0.5χ2 + 6.25χ3 = 10.25 

- 5χ2 +12.5χ3 = 27.5

Φυλάγουμε τώρα τήν πρώτη άπό τ ίς  παραπάνω έξισώσεις χαί γ ιά  τήν απαλοι
φή τοΟ άγνώστου χ2 χρησιμοποιείται ό πολλαπλασιαστής

τη, - 5
32 -0 .5

"Ετσι προκύπτει ή έξίσωση

= -1 0  .

50χ3 = -  75 .
λ

\
Συνεπώς τό σύστημα πού δόθηκε είνα ι ίσοδύναμο πρός τό
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^  + 2x2 -  3 x3 = 1
-  0.5x + 6.25x0 = 10.25z ^

50Xg = - 7 5

‘Η λύση τοϋ παραπάνω συστήματος βρίσκεται εύκολα άπό τ ις  Αντίστοιχες 
σχέσεις (1 0 .6 ). 'Ετσι παίρνουμε

X. = (10.25 - 6.25Χ-) = - 1.75Ζ -U.O ο

χ1 = ^  ( 1 - 2 χ 2 +3χ3) =2.25

Στήν περίπτωση, πού ή έπίλυση του γραμμικού συστήματος γίνεται 
μέ τό χέρι ή μέ τή βοήθεια μιΟς Αριθμομηχανής καί όχι με έναν Η.Υ.,  
τότε στό χαρτί πού έργαζόμαστε Ακολουθείται μία διάταξη, πού διευκο
λύνει τούς υπολογισμούς. Σ’ αύτήν παραλείπεται τελείως ή καταγραφήτων 
άγνώστων, ο ι έξισώσεις γράφονται μέ μορο^ πινάκων, τά όδηγά στοιχεία  
ύπογραιαμίζονται καί ο ί πολλαπλασιαστές γράφονται αριστερά άπό τ ις  Αντί
στοιχες γραμμές σέ μιά νέα στήλη. "Ετσι ή διάταξη πού άκολουθειται στήν 
περίπτωση τού προηγούμενου παραδείγματος, θά είνα ι ή παρακάτω

ID A b
___ Λ ______

2 -3 1

-0.75 3 1 11

-0.5 2 -Η 11 28

-0.5 6.25 10.25
-1 0 -5 12.5 27.5

-50 -75

Τ
X 2.25 -1.75 1.50
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οπού χΤ συμβολίζει- τό διάνυσ).ια -  γραμμή πού είνα ι ό Ανάστροφος πίνακας 
τοΰ διανύσματος -  στήλη χ .

Στη θ ε ω ρ ία , πού  Α ναπτύξαμε μ έ χ ρ ι  τώ ρα, ή  έκλογή  τω ν οδηγώ ν σ τ ο ι 

χ ε ίω ν ,  π ο ύ  γ ί ν ε τ α ι  κ α τά  μ ήκος τ ή ς  κ ύ ρ ια ς  δ ια γ ω ν ίο υ ,  γ ί ν ε τ α ι  γ ι ά  χάρη 

ε ύ κ ο λ ία ς .  *Η ό λ η , όμω ς, δ ια δ ικ α σ ία  ε ί ν α ι  δ υ ν α τό  ν ά  σ τ α μ α τ ή σ ε ι, ά ν  κά

π ο ιο  ά π ό  τ ά  ό δη γά  σ τ ο ιχ ε ία  (ε κ τ ό ς  άπό  τ ό  τ ε λ ε υ τ α ίο )  ε ί ν α ι  μ η δ έ ν , γ ι α τ ί  

τ ό τ ε  ο ι  Α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ι  π ο λ λ α π λ α σ ια ο τές  δ έ ν  ό ρ ί ζ σ ν τ α ι . Φ υσ ικά  ό τα ν  τ ό  τ ε 

λ ε υ τ α ίο  οδη γό  σ τ ο ι χ ε ίο  ε ί ν α ι  μ η δέν  α ύ τό  σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι  d e t(A )  = 0 , κ α ί  ε 

πομ ένω ς τ ό  α ρ χ ικ ό  σύστημα δ έ ν  έ χ ε ι  μονοσ ήμαντα  δ ρ ισ μ έ ν η  λύ σ η .

Γ ιά  τή ν  ύ π ερ ν ίκ η σ η  τ η ς  δ υ σ κ ο λ ία ς , πού  μ π ο ρ ε ί ν ά  π α ρ ο υ σ ια σ τ ε ί,  ό 

πω ς άναφ έραμε παραπάνω , έ χο υ ν  προ χ α θ ε ί  κ α τά  κ α ιρ ο ύ ς  δ ιά φ ο ρ ε ς  παραλλα

γ έ ς  τ η ς  μ εθόδου  πού  π ε ρ ιγ ρ ά φ α μ ε . Μία ά πό  α ύ τ έ ς  ε ί ν α ι  κ α ί  ή γνω στή σάν 

μ έθ ο δ ο ς  Α παλοιφ ής το υ  G auss μ έ  μ ε ρ ικ ή  ο δή γη σ η . Στή μ έθο δο  α ύ τή  ά ν τ ί  ν ά  

έ κ λ έ γ ε τ α ι  σάν οδη γό  σ τ ο ιχ ε ίο  τ ό  πρώ το τ ή ς  όδη γοΰ  έζ ισ ώ σ εω ς , ή μ έ  ά λλα  

λ ό γ ια  τ ό  πρώτο σ τ ο ι χ ε ίο  τ ή ς  πρώ της σ τή λ η ς  το υ  έλάσσονα  π ίν α κ α , δηλα

δή το υ  π ίν α κ α  των σ υ ντελ εσ τώ ν  τω ν άγνωστων το υ  σ υ σ τή μ α το ς , πού  Α π ο μ ένε ι 

γ ι ά  έπ ίλ υ σ η  σ έ  κά θε  βήμα, έ κ λ έ γ ε τ α ι  τ ό  σ τ ο ι χ ε ίο  τ ή ς  πρώ της σ τή λ η ς  το υ  

έλά σ σ ονα  π ίν α κ α , πού  έ χ ε ι  τή  μ εγα λ ύ τερ η  ά πόλυτη  τ ιμ ή .  Ε ίν α ι  φ α νερ ό , 

τ ό τ ε ,  πώ ς ή Α ν τ ίσ τ ο ιχ η  γραμμή Α π ο τ ε λ ε ί τή ν  ο δη γό  γραμμ ή . Ά ν  τ ό  Απόλυ

τ α  μ εγ α λ ύ τε ρ ο  σ τ ο ι χ ε ίο ,  πού  έ κ λ έ γ ε τ α ι  άπό  τή ν  πρώτη στήλη  το υ  έλάσσο

ν α  π ίν α κ α  σ υ μ β α ίν ε ι  ν ά  ε ί ν α ι  μ η δ έ ν , τ ό τ ε  ό  Α ρ χ ικ ό ς  π ίν α κ α ς  ε ί ν α ι  μή ό -  

μ α λ ό ς , ίσ χ ύ ε ι  δηλαδή d e t(A )  = 0 , κ α ί επομ ένω ς τ ό  σύστημα δ έ ν  έ χ ε ι  μονο

σ ή μ α ντα  ο ρ ισ μ έν η  λύ σ η . ‘Ο τρ ό π ο ς  τ ή ς  έκ λ ο γή ς  το ΰ  όδη γοΰ  σ τ ο ιχ ε ίο υ  σ τή  

μ έθ ο δ ο  μ έ  μ ε ρ ικ ή  όδήγηση δ ί ν ε ι  π ο λ λ α π λ α σ ια ο τέ ς , πού  έχο υ ν  Α ι 'Λ υ τ έ ς  τ ι 

μ έ ς  μ ικ ρ ό τ ε ρ ε ς  ή ίσ ε ς  μ έ  τή  μ ονάδα  κ α ί έπομ ένω ς π α ρ ο υ σ ιά ζ ε ι Ακόμη τό  

π λ εο ν έ κ τη μ α , κ α τά  τ ο ύ ς  Α ν τ ίσ τ ο ιχ ο υ ς  πολλα πλα σ ια σ μ ούς μ έ  τ ο ύ ς  σ υ ν τ ε λ ε 

σ τ έ ς  τ ή ς  όδη γοΰ  έζ ισ ώ σ εω ς , ν ά  μή μ εγα λ ώ νε ι παραπέρα  τ ά  τυ χ ό ν  σφάλματα, 

πού  υπά ρχουν  σ '  α ύ τ ο ύ ς .

Παρακάτω δ ί ν ε τ α ι  ή έ π ίλ υ σ η  το ΰ  σ υ σ π ίμ α το ς  το ΰ  πρ οη γούμ ενου  παρα

δ ε ίγ μ α τ ο ς  Α κολουθώ ντας όμως τώρα τή  μ έθο δο  Α παλοιφ ής το ΰ  G auss μ έ  μ ε ρ ι 

κή  ό δή γη σ η . Σ ' α ύ τή  τή ν  π ε ρ ίπ τω σ η , όπως μ έ χ ρ ι  τώρα Α ναφέραμε, ο ί  ο δ η γ ο ί 

έ ζ ισ ώ σ ε ις  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  Αφοΰ πρώ τα  ό ρ ισ τ ο ϋ ν  τ ά  " ό δ η γ ά  σ τ ο ι χ ε ί α "  μ έ  τό ν
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τρόπο πού περιγράψαμε, καί ότι τελικά ο ί όδηγοί έξιαόσεις* άπό τή τελευ
ταία πρός τήν πρώτη, χρησιμοποιούνται γ ιά  τήν εύρεση των τιμών τΕν Αντί
στοιχων Αγνώστων.

‘Η Αντίστοιχη διάταξη στό χαρτί έργασίας θά είνα ι ή Ακόλουθη

m A b

A  _

a  2 -3 1

-0 .7 5 3 1 11
-0 .5 2 -4 11 28

-0 .1 - 0 .5 6.25 10.25
^5 12.5 27.5

5 7 .5

T
X 2.25  -1 .7 5 1.50

.1 .2 .  Έ  π ( λ ύ σ η  γ ρ α  μ μ  ι  κ ΰ  v σ υ σ τ η μ ά τ ω ν

μ  έ τ ό ν  ί δ ι ο π ί ν α κ α σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν
Α γ ν ώ σ τ ω ν

’Ας υποδέσουμε δτι έχουμε γιά  έπίλυση 1 γραμμικά συστήματα, πού 
έχουν δλα τόν ίδ ιο  πίνακα συντελεστών Αγνώστων Α, όπως δίνεται στις σχέ
σ εις (1 0 .3 ). Τότε τά I αύτά γραμμικά συστήματα μπορούν νά γραφτούν μέ τή 
μορφή έξιαώσεων πινάκων ώς έξής

Ακ̂  = |k = 1(1)1 (1 0 .7 )

δπου |k = 1(1)1 ε ίν α ι τό διάνυσμα -  στήλη των Αγνώστων,στήν k στή σ ε ι
ρά έξίσωαη, καί bk Jk = 1(1)1 τό διάνυσμα -  στήλη των δεύτερων μελών της
ίδ ιας k έξιοώσεως. Είναι δηλαδή

*k = £xlk X2k Xn J T ^  bk = b̂lk  b2k ·*· bn J T* (10 .8)
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H i  £ γ ρ α μ μ ικ ά  συστήματα των έξιαίσεω ν. (10.7) μπορούν πάλι νά γραφτούν 
μέ τή μορφή πινάκων σέ μία καί μόνο έξίσωση πινάκων ώς έξης

ΑΧ = Β (10 .9 )

όπου σττ'ιν παραπάνω έξίσωση (10.9) ο ί πίνακες X καί Β είνα ι δύο ηχ£ 
πίνακες, τ ίς  στήλες των όποιων Αποτελούν τά διανύσματα -  στήλες των ά
γνωστων καί των δεύτερων μελιάν των έξισώσεων (1 0 .7 ), πού δίνονται Ανα
λυτικά άπό τ ίς  (10 .8 ). Συγκεκριμένα έχουμε

Χ11 Χ12 *

Γ
ΗX••

bn b12 '*· bl£

Χ21 Χ22 · • ' Χ2£ b21 b22 · "  b2£
X = •

•
καί Β = •

•
•

Χ 1 nl Χη2 · . . χ .η£_

•

bnl bn2 • · · v

(10.10)

Θεωρητικά, ή λύση του συστήματος (10.9) πετυχαίνεται εύκολα, μέ
- ιτήν προϋπόθεση ότι det(A) t 0 (οπότε ό Αντίστροφος Α του Α υπάρχει) 

πολλαπλασιάζοντας τήν (10.9) άπό τά άριστερά έπί Α . "Ετσι βρίσκουμε

X = A-1  Β

καί ο ί στήλες του πίνακα, πού Αποτελεί τό γινόμενο Α 1 Β δίνουν στή 
σειρά τ ίς  μονοσήμαντα ορισμένες λύσεις των £ γραμμικών συστημάτων .
(10.7) . Στήν πράξη, γιά  τήν εϋ:εση των λύσεων των συστημάτων (1 0 .7 ), 

Ακολουθούμε τή μέθοδο Απαλοιφής του Gauss χωρίς όδήγηση ή μέ μερική 
δδήγηση. *Η μόνη διαφορά είνα ι πώς, Αντί νά έχουμε πρός τά δεξιά τού 
πίνακα των συντελεστών των Αγνώστων μιά στήλη δεύτερων μελών, έχουμε 
£ στήλες δεύτερων μελών καί συνεπώς οί ποάξεις πού στήν προηγούμενη 
παράγραφο τ ίς  έκτελούσαμε σέ μιά στήλη, τ ίς  έκτελουμε τώρα συγχρόνως 
καί σ τίς £ στήλες των δεύτερων μελών. Γιά τήν καλύτερη κατανόηση τής 
θεωρίας, πού Αναπτύχτηκε, δίνουμε στή συνέχεια ένα συγκεκριμένο παρά
δειγμα.
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Παράδειγμα

Νά έπιλυθούν συγχρόνως μέ τή μέθοδο άπαλοις^ς toO Gauss μέ μερι
κή οδήγηση τά παρακάτω δύο συστήματα

Ηχ + 2χ2 - 3xg = 1
3χ1 + χ2 + Ηχ3 = 11 καί

2χ1 '  **Χ2 + 11Χ3 = 28

4χχ + 2χ 2 - 3χ 3 = 3 

Βχ̂  ̂+ χ 2 + Ηχ3 = 8 

2χ^ -  Ηχ2 + HXg = ^

Λύση

‘Επειδή ό πίνακας των συντελεστών των άγνωστων στά δύο συστήιχχτα 
είνα ι ό ίδ ιος, αύτά μπορούν νά γραφτούν σέ μιά καί μόνο έξίσωση πινά
κων καί επομένως μπορούν νά έπιλυθούν συγχρόνως. "Ετσι παίρνουμε

4

3
2

2 -3
1 ι+

ι:

-
Χ11 Χ12 1 3

• Χ21 Χ22 11 3
28 9J 31 32_

(10.11)

όπου γιά  νά διακρίνσνται μεταξύ τους ο ί άγνωστοι των δύο συστημάτων 
προστέθηκε καί δεύτερος δείκτης σ* αύτούς, πού χαρακτηρίζει τό σύστη
μα ( ι  γιά  τό πρώτο σύστημα καί 2 γ ιά  τό δεύτερο).

"Λν τάρα γιά  τήν έπίλυση τής παραπάνω έξιοώσεως πινάκων (10.11) 
άκολουθήσουμε τή μέθοδο άπαλοιφής τού Gauss μέ μερική όδήγηση, τότε ή 
διάταξη των διάφορων στοιχείων στό χαρτί έργασίας θά είνα ι όπως δ ίνε
ται παρακάτω

m AΛ Β
/— ■ Λ --
1  2 -3

¥
1 Τ

-0.75 3 1 ll· 11 8
-0 .5 2 -Η 11 28 9

-0 .1 -0 .5 6.25 10.25 5.75
-5 12.5 27.5 7.5

• S 7.5 5
Τ

χ *
χ2

2.25 -1 .75 1.50
1 1 1
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‘Επομένως ή λύση του πρώτου συστήματος είναι, A 

χ^ = 2 . 2 5 ,  χ2 = - 1 . 7 5 ,  Xg = 1 . 5 0

ένω ή λύση του δεύτερου συστήματος είναι, ή

Χΐ = 1, *2 = 1 » χ3 = 1 ·

1 0 .2 .1 .3 . ' Α ν τ ι σ τ ρ ο φ ή  π ί ν α κ α

"Ας υποδέσουμε ότι μας δίνεται ένας πίνακας Α της γενικής μορφής
(1 0 .3 ), μέ det(A) ί 0, καί ζητείται νά βρεθεί δ Αντίστροφός του. "Ανγιά 
μιά στιγμή, καλέσουμε μέ X, τόν Αντίστροφο του πίνακα Α, καί μέ I , τό 
μοναδιαίο πίνακα τής ίδιας τάξης η, τότε θά ισχύει ή σχέση

ΑΧ = I . (10.12)

*Η παραπάνω όμως έξίσωση πινάκων (10.12) είνα ι τής ίδιας μορφής μέ τη 
(1 0 .9 ), μέ τήν προϋπόθεση βέβαια ότι Β = ΐ .  ‘Επομένως ή (10.12) μπορεί νά  

Αναλυθεί σ' ένα πλήθος η έζισωσεων πινάκων (γραμμικών συστημάτων) τής 
μορφής

Ik = l ( l ) n

ί>
L:,;

Axk = bk
- ιόπου χ^ |k = l ( l ) n  είνα ι ή k στη σειρά στήλη του πίνακα Χ( = Α ) καί bk 

|k = l ( l ) n  ή k στήλη τοΟ μοναδιαίου πίνακα I . ‘Επομένως ή εύρεση του Αντί- 
στραρου ένός πίνακα άνάγεται τελικά στήν έπίλυση ενός γρα.μμίΗοϋ συστήμα
τος μέ περισσότερα Από ένα (η συγκεκριμένα) δεύτερα μέλη. Αύτή πετυχαίνε- 
ται εύκολα, Αν Ακολουθήσουμε τή μέθοδο πού Αναπτύχτηκε στήν προηγούμενη 
παράγραφο.

Παράδειγμα

Νά βρεθεί δ Αντίστροφος τού πίνακα

Α =

4

3

2

2 -3

1 Η

-Η 11

ίί »

r -
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μέ τή μέθοδο Απαλοιφή toQ Gauss xo^pus δδήγηση.

Λύση

'Ακολουθώντας τή διάταξη τοϋ παραδείγματος της προηγούμενης παρα
γράφου, όπου σμως τώρα ό πίνακας Β είνα ι δ μοναδιαίος πίνακας τάξης 3, 

θά έχουμε
m A

Λ
I

Γ~------ 1,1 %,
2 -3 1 0 0

-0,75 3 1 4 0 1 0

-0 .5 2 -Η 11 0 0 1

-0 .5 6.25 -0 .75 1 0

-10 -5 12.5 -0 .5 0 1

-50 7 -10 1

Τ
Χ1 0.27 -0 .25 -0 .14
Τ

Χ2 -0 .10 0.50 0.20
Τ

Χ3 0.11 . -0 .25 -0 .02

‘Επομένως δ Αντίστροφος τοΟ πίνακα Α είνα ι δ

-1
0.27 · -0 .10  0.11

A = -0.25 0.50 -0 .25
-0 .14 0.20 -0 .02

10 .2 .1 .4  ‘Υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ς  δ ρ ί ζ ο υ σ α ς

"Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε νά υπολογίσουμε τήν τιμή τής δρί
ζουσας, det(A ), τοΟ πίνακα των συντελεστών των Αγνώστων του συστήματος 
(1 0 .1 ), πού έχει τή μορφή (1 0 .3 ). Δηλαδή ζητούμε νά υπολογίσουμε τήν
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det(A) =

al i

a2 i

al2  ’ ' * aln

l22  * 2n

n l 3. ~ · · . 3n2 nn

Αν τάρα στόν αντίστοιχο πίνακα Α, καί μόνο, έψαρμοστεϊ ή διαδικασία της 
μεθόδου Απαλοιφής τοΰ Gauss χαρίς οδήγηση, τότε τό αποτέλεσμα θά είνα ι ή 
εύρεση τοΰ πίνακα των συντελεστών των άγνωστων τοΰ συστήματος (10.5) .'Ε 
πειδή όμως γιά  τήν εύρεση τοΰ τελευταίου πίνακα, άπό τόν πίνακα Α, ο ι μό
νες  πράξεις πού έγιναν ήταν προσθέσεις πολλαπλάσιων στοιχείω ν μιας γραμ
μής στά Αντίστοιχα στοιχεία  μιας Αλλης γραμμής, πράξεις πού όπως γνωρί
ζουμε δέ μεταβάλουν τήν τιμή της Αντίστοιχης όρίζουσας θά έχουμε

i( i )11

ο

det(A) =

(1) a(1) *12 * ' ' aln
(2) a(2)22 ' ' * a2n

0 . . a(n)nn

'ΐ’τειδή στήν παραπάνω όρίζουσα, ό Αντίστοιχος πίνακας είνα ι Ανω τριγω
νικ ό ς, ή τιμή της θά είνα ι τό γινόμενο των διαγο^νιων στοιχείων της. Hi 
διαγώνια στοιχεία όμως είνα ι συγχρόνως καί τά όδηγά στοιχεία  τοΰ ά ντ ί-  
στοιχου πίνακα κατά τή διαδικασία της Απαλοιφής τοΰ Gauss. 'Αρα ή τιμή 
τής όρίζουσας θά είνα ι τό γινόμενο των όδηγών στοιχείω ν. Συγκεκριμένα

. « ,Λ  = (1 ) . ( 2 )det(A) a i(n)
nn

'τ

ι" .
ft

»:< ’

ί  %

£
%.

%  Χζ.
--- > X

1
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Παράδειγμα

c

Νά υπολογιστεί ή τιμή τής δρίζουαας

det(A) =

4

3

2

2 -3

i 4
-4 11

(10.13)

Λύση

"Αν Ακολουθήσουμε, σπως Αναπτύχτηκε στή θεωρία, τή μέθοδο Απαλοι
φής τοδ Gauss χωρίς δδήγηση θά έχουμε

Π) A
Λ >

Η 2 -3

-0.75 3 1 4

-0.5 2 -4 11

-0.5 6.25

-10 -5 12.5

-50

'Αρα

det(A) = 4 χ ( -0 .5 )  χ (-50) = 100.

Στην περίπτωση πού, άντί νά Ακολουθείται ή μέθοδος Απαλοιφής τσΟ 
Gauss χωρίς δδήγηση γιά  τόν υπολογισμό τής τιμής τής δρίζσυαας, Ακολου
θείται ή μέθοδος Απαλοιφής τοΟ Gauss μέ μερική δδήγηση, τότε ή τιμή τής 
ύρίζουσας δέν είνα ι Ακριβώς τό γινόμενο των οδηγών στοιχείω ν. Στήν περί
πτωση αύτή ή τιμή τής όρίζουαας είνα ι τό γινόμενο των δδηγών στοιχείων 
έπί έναν παράγοντα (-1)^, δπου k δ είχνει τό πλήθος των Αντιμεταθέσεων, 
πού Απαιτούνται μεταξύ των δδηγών γραμμών, έτσι ώστε ό τελικός πίνακΑς 
τους νά γ ίν ε ι Ανω τριγωνικός. Αύτό δικαιολογείται Από τό γεγονός δτι κά
θε Αντιμετάθεση δύο γραμμών σέ μιά όρίζουσα Αλλάξει τό σημείο της. Έτσι
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οί, k συνολικά άντιμεταθέσεις θά Αλλάξουν τό σημείο της Αρχικής δρίζ,ου- 
σας k φορές, καί έπομένως γιά  νά βρούμε τήν τιμή, της αρχικής θά πρέπει 
νά πολλαπλασιάσουμε τήν τιμή τής τελευταίας, πού είνα ι τό γινόμενο των 
όδηγών στοιχείω ν, άφου ό Αντίστοιχος πίνακάς της είνα ι άνω τριγωνικός, 
επί τόν παράγοντα ( - l ) k. Στό παρακάτω παράδειγμα υπολογίζουμε τήν τιμή 
τής όρίζουσας του προηγούμενου παραδείγματος μέ τή μέθοδο Απαλοιφής τοΟ 
Gauss μέ μερική οδήγηση.

Παράδειγμα

Νά υπολογιστεί ή τιμή τής όρίζουσας (10.13) μέ τή μέθοδο Απαλοι
φής του Gauss μέ μερική οδήγηση.

Λύση

Πρώτα έχουμε τήν παρακάτω διάταξη

m A
A

-
/
4 2

λ

-3
-0.75 3 1 4
-0.5 2 -Μ· 11

-0 .1 -0.5 6.25
-5 12.5

_5

Ei'σαι φανερό ότι ή έκλογή των όδηγών γραμμών (έξιαύσεων), ο ί όποιες,ό
πως έχουμε πει στήν περιγραφή τής μεθόδου Απαλοιφής του Gauss, φυλά -  
γονται γιά  νά Αποτελόσουν τ ίς  έζισώσεις τοΰ τελικού συστήματος, είνα ι 
ή πρώτη, ή τρίτη καί ή δεύτερη. Σχηματικά ή έκλογή τών όδηγών γραμμών 
του πίνακα Α φαίνεται χαρακτηριστικά παρακάτω, όπου μέ X συμβολίζονται 
τά διάφορα στοιχεία  τών πινάκων στις διάφορες φάσεις τής Απαλοιφής καί 
μέ ο τά στοιχεία  πού έχουν Απαλέιφτεΐ.
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X X X X X X X X X

X X X -> 0 X X 0 0 X

X X X 0 X X 0 X X

Είναι φανερό ότι μία Αντιμετάθεση των δύο τελευταίων γραμμών τοΟ τελευ
ταίου πίνακα τόν κάνει άνω τριγωνικό. 'Επομένως

det(A) = (-1)χ4χ(-5)χ5 = 100.

1 0 .2 .2 .  Μ έ θ ο δ ο ς  Α π α λ ο ι φ ή ς  τ ο Ο  J o  r  d a  n

\  /
Ε ίναι δυνατό ή μέθοδος Απαλοιφής τοϋ G auss, τόσο ή μέθοδος χωρίς ό -

δήγηση,όσο καί ή μέθοδος μέ μερική όδήγηση, νά  τροποτριηθεΐ έτσ ι ώστε ο ι
τελικές  έξισώσεις,  μετά τήνάπαλοιφ ή , νά  παίρνουν μ ιά  μορφή στήν όποια  ό

\
πίνακας των συντελεστών των Αγνώστων νά  ε ίν α ι διαγώ νιος Α ντί νά  ε ίν α ι άνω

\
> \ ψ

τριγω νικός. Ή διαγώ νια μορφή τοϋ τελικού πίνακα εύκολυνει τόν ύπολογισμό .
των Αγνώστων, γ ια τ ί  κάθε ένας Από οπτούς μπορεί νά  προκόψει μέ μ ιά  Απλή δι*|

» \  '' * 
αίρεση. \  /  £

\ / ■;

. ‘Υποθέτουμε ό τ ι έχουμε γ ιά  έπίλύση τό σύστημα των η γραμμικών έξισ ό
θεων μέ η Αγνώστους (1 0 .1 ) .  Ή διαδικασία , γιΑ  τήν έπίλυση, Α ρχίζει μ' ένα 
βήμα, πού ε ίν α ι Ακριβώς ίδ ιο  μέ τό Α ντίστοιχο στή μέθοδο Απαλοιφής τοϋ Gauss| 
(χωρίς όδήγηση). Δηλαδή μέ τήν Απαλοιφή του, άγνωστου Από τ ίς  τελ ευ τα ίες | 

n-Ι  έξισώ σεις.Ι Έ τσι καλοϋμ£>μέ /

= a . .
ID ID

= b .1 1
/

l i / K D n ,  j = l ( l ) n  

( 1 ).καί μέ τήν προϋπόθεση ό τ ι a ;  / · 0 ,  όρίζουμε τούς πα

ΤΠ · .ι ΐ
^ 1/ΙϊΑ
- (1 )

11

i  = l ( l ) n ,  i  i  1 .

ιαστές

11

« V■ν:

&■
Μέ τήν χρησιμοποίηση των παραπάνω πολλαπλασιαστών καί μέ τό γνωστό τρ όπ ος

/
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δηλαδή πολλαπλασιάζοντας τά μέλη. τής πρώτης έζισίσεως έπί χαί ιροσ- 
θέχοντας στήν i  στή σειρά έξίσωση, γιά  δλες τ ίς  δυνατές τιμ ές,τοϋ i> Α
παλέ ίφεται δ Αγνωστος άπό τήν i  έζίσωση καί οί συντελεστές πού Απο
μένουν στην έξίσωση αύτή δίνονται άπό τ ίς  σχέσεις

J 2 )  -  a (1)  a<V
i j  '  i j  +mi l al j x

. ( 2 )  _ ( l )  ( l )
b . -  d . + m . - b -i  x 11 1

| i  = l ( l ) n ,  i * l ,  j=  1(l')n .

Στό σημείο αυτό χαί γ ιά  λόγους δμοιομορφίας στους συμβολισμούς θέτουμε

a (2 ) = a ( D
Ij l j

/

j = 2 ( l ) n , \ b ^ 2)= b^1)
\ /

χαί |προχωροϋμε στήν έφαρμογή του δεύτερου βήματος. Στό δεύτερο αυτό βή
μα, όπως χαί σέ όλα τά έπόμενα, ή μέθοδος Απαλοιφής τοϋ Jordan διαφέρει 
άπό τήν Αντίστοιχη τοΰ Gauss στό ότι δ Αγνωστος χ2 άπαλείφεται όχι μόνο / 
Από τ ίς  π -2 τελευταίες έζισώσεις,Αλλά συγχρόνως χαί άπό τήν πρώτη έζίοω-j
ση.Ι'Ετσι οί νέοι πολλαπλασιαστές/θά είνα ι ο ί - ·

( 2 )
*12

mi2 " (2)
a 22

i  = l ( l ) n ,  i  f2

( 2 )  \μέ τήν προϋπόθεση φυσιχά ότι a22 i 0. Πολλαπλασιάζοντας τώρα τή δεύτερη 
έζίσωση έπί πκ2 χαί προσθέτοντας στήν i  στή σειρά έξίσωση άπαλείφεται δ 
Αγνωστος χ2 άπό όλες τ ίς  έζισώσεις έκτός άπό τή' δεύτερη. Οί νέο ι συντε- 
λ=στές δρίζσνται άπό τ^ς σχέσεις

(3) (2)  ̂ (2)a.  . = a.  . +m.0a .
13  13 12  23

i  = l ( l ) n ,  i  * 2 ,  j = 2( l)n

όπου γ ιά  τήν δμοιομορφία θέτουμε έπίσης

a (3 ) -  a (2 )a2j - a2j I j = 3(i)n  x a i b ^ 3 ) =b22)



ed πρέπει νά τονιστεί δτι ο ι τιμές τών a ^  καί a ^ = 0  | i  = 3 ( ΐ )η  δέν  
θά άλλάξουν μέ τήν πρόσθεση πολλαπλασίων τής δεύτερης έζισίσεως σ 'δ -  
λες τ ίς  άλλες,γιατί ο άπό τήν προηγούμενη άπαλοιφή του χ^. Συ
νεχίζουμε τώρα στό τρίτο βήμα της διαδικασίας άπαλοιφής τοΟ Jordan 
όρίζοντας τούς πολλαπλασιαστές /

- 20*+ - !

mi3  = "
a(3)a i3
a (3)

33
, | i  = l ( l ) n ,  i  ϊί 3

/ Q \ ► \
καί υποθέτοντας δτι a^ ' i  0 .| Γ*ιά τήν άπαλοιφή τοϋ άγνωστου xg προσθέ
τουμε τάρα τά άντίστοιχα πολλαπλάσια τής τρίτης έζισώσεως σ τίς δύο πρώ
τες καθώς καί στίς η-3 τελευταίες κ .ο .κ .  "Αν ή δλη διαδικασία έπαναληφ- 
χεΐ η συνολικά φορές θά προκόψει σύστημα πού θά είνα ι ίεοδύ-

[^ναμο πρός τό άρχικό^(ΙΟ.Ι) 'fvcx

a(1) x a l l  1 \
( 2)

a22 Χ2

V
\

_ K(n+1) 
-  b l

_ , (n+1) 
" b 2

( 1 0 .I f )

\
a(n) V b(n+l) 

nn \ n

*H λύση τοϋ συστήματος (10.14), έπομένως καί τοϋ άρχιχοϋ, προκύπτει ά - 
μέσως άπό τ ίς  σχέσεις

b (n+l)

xi = | i  = l ( l ) n .
cl · ·

11 \
Παράδειγμα

Νά έπιλυθει μέ τή μέθοδο άπαλοιφής τοϋ Jordan τό σύστημα
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4x +2x0 - \  3x = 1 .. .. /
2 \  3 ' ' . ' :: v  ' ■ '

- 3x1 + x 2 + y 3 ? i i  ·■' '  - ·  y  · ;■

2χ^ -  4x2 + llk^ = 28 /

\  ' /  '
/

\  /  '\
Γιά τήν επίλυση θά Ακολουθήσουμε μιά Ανάλογη συστηματική διάταξη 

στό χαρτί έργασίας,πού Ακολουθήσαμε στή μέθοδο Απαλοιφής τοΰ Gauss χω
ρ ίς  οδήγηση. Έ τσι έχουμε \  /

Λύση

m A
-λ \ - /

/ * 
/ ...

\ / Λ
4 2 \ -3

-0.75 • 3 1 ··''■/ · 4 ·

-0.5 2 -4 / '■

/ '

//

11

4 4 -3

0 r 0 .5 

/ "

6.25

-10 0 12.5

0.44
/

4 // 0 22

0.125 ° / -0.5 6.25

0
/

0 -50

• · /

Λ
/

0 0

/· °
-(·#15 0

/
/

/
0 0 -50

Τ /  
* /

2.25 -1.75 1.50

1 =/^25. Χ9 =-1.75, χ3 = 1.50 .

, πρέπει ν ά  τονιστεί δτι ή μέθοδος τού

1 ' 

11- 
28

1

10.25
27.5

42
10.25 

-75

\ · 9
\

0.875
ν-75

/’

καί πού είνα ι Ανάλογη πρός τή μέθοδο Απαλοιφής τοΰ Gauss χαρίς οδήγηση, 
είνα ι έπίσης γνωστή καί σάν μέθοδος Απαλοιφής τοΟ Jordan χωρίς δδήγηση.
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Μπορούμε νά «άναφέρουμε, χωρίς νά «άναπτύξσυμε άντίστοιχη θεωρία ή v d δώ
σουμε «άντίσχοιχο παράδειγμα, ότι μέ άνάλογο πρός τή^μέθοδο τοΰ Gauss 
τρόπο, μπορεί νά  άναπτυχτει καί μέθοδος τοΰ Jordan μέ μερική όδήγηση.
Καί ο ι δύο παραλλαγές, δηλαδή ή μέθοδος του Jordan χωρίς οδήγηση καί ή 
μέθοδος μέ μερική οδήγηση, μπορούν νά χρησιμοποιηθούν, όπως ή μέθοδος 
άπαλοιφης τοΰ Gauss, σέ διάφορες έφαρμογές. Π.χ. γ ιά  τήν έπίλυση συστή
ματος η γραμμικών εξισώσεων μέ η άγνωστους, αλλά μέ περισσότερα άπό ένα 
δεύτερα μέλη ή γιά  τήν εύρεση τοΰ Αντιστρόφου ένός πίνακα. Είναι φανερό 
ότι ή μέθοδος άπαλοιφης τοΰ Jordan δέν πρέπει νά χρησιμοποιείται γ ιά  τόν 
υπολογισμό της τιμής μιας όρίζουσας. Αύτό για τί ή εύρεση των δδηγών 
στοιχείων τοΰ άντίστοιχου πίνακα, πού τό γινόμενό τους μάς δ ίν ε ι τήν τ ι
μή της όρίζουσας, στή μέθοδο άπαλοιφης τοΰ Gauss, προκύπτει μέ τήν άπα- 
λοιφή των στοιχείων τοΰ πίνακα πού είνα ι κάτω άπό τήν κύρια διαγώνιο, 
ένώ στή μέθοδο άπαλοιφης τοΰ Jordan προκύπτει καί μέ τή σύγχρονη άπαλοι- 
φή των στοιχείω ν, πού είνα ι πάνω άπό τή διαγώνιο» δηλαδή μέ διπλάσιο Α
ριθμό πράξεων.

Ώσράτηρηση:

Είναι δυνατό νά άποδειχτει ότι γιά  κάθε π >2 ή μέθοδος άπαλοιφης 
τοΰ Gauss άπαιτεΐ μικρότερο άριθμό πράξεων άπό τήν άντίστοιχη μέθοδο Α
παλοιφής τσΰ Jordan. ‘Επομένως στήν πράξη θά πρέπει νά χρησιμοποιούμε τή 
μέθοδο τοΰ Gauss καί μόνο. Αύτό τονίζεται ιδια ίτερα ,γιατί πολλοί έπιστή- 
μονες συνηθίζουν καί χρησιμοποιούν τή μέθοδο τοΰ Jordan πιθανόν γιατί ή 
άμεση εύρεση των άγνωστων στήν τελική φάση, άπό τούς τύπους (10.14), πα
ρασύρει καί δ ίνε ι τήν ψεύτικη έντύπωση ότι ή όλη μέθοδος άπαιιεΐ λ ιγό - 
τερες πράξεις.

1 0 .3 . " Ε μ μ ε σ ε ς  ( ή  έ π α ν α λ η π τ ι κ έ ς )  μ έ θ ο 
δ ο ι

1 0 .3 .1 . Γ ε ν  ι  κ ά

ΟΙ έμμεσες ή έπαναληπτικές μέθοδοι άριθμητικής έπιλύσεως γραμμι
κών συστημάτων, σέ σχέση πρός τ ίς  άντίστοιχες «άμεσες, χρησιμοποιούνται
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κυρίως, όταν είνα ι γνωστό άπό πρίν ότι Λ σύγκλισή τους είνα ι πολύ γρή
γορη ή όταν ό πίνακας Α είναι μεγάλης τάξης η καί έχει τά περισσότερα 
στοιχεία  του ίσα μέ τό μηδέν. Στίς περιπτώσεις αύτές τό πλήθος των πρά
ξεων, πού άπαιτεΐται γιά  τήν εύρεση της λύσης μέ μιά επαναληπτική μ έ-

μεση μέθοδο. Στήν έπόμενη παράγραφο αναπτύσσουμε τή βασική όρχή πάνω · 
στήν όποια στηρίζονται ο ί περισσότερες άπό τ ίς  έπαναληπτικές μεθόδους.

10 .3 .2 .  Γ ε ν ι κ ή  έ π α ν α λ η π τ ι κ ή  μ έ θ ο δ ο ς

Θεωρούμε τό σύστημα, πού είνα ι γιά  έπίλυση,μέ τή μορφή της έξισώ- 
σεως πινάκων (10.2) κα.ί αναλύουμε τόν πίνακα Α σέ άθροισμα δύο άλλων 
πινάκων Β καί c (δηλαδή A = B+C) μέ τούς μόνους πρός τό παρόν περιορι
σμούς, ό πίνακας Β νά έχει άντίστροφο (δηλαδή νά ίσχύει det(B) £θ)καί 
άκόμη δ άντίστροφος αύτός νά βρίσκεται εύκολα. "Ετσι ή έξίσωση (10.2) 
μπορεί νά γραφτεί ώς έξης

(Β + C)x = b

ή άνακατατάσσοντάς την

Bx = - Cx+ b . (10.15)

‘Η έξίσωση (10.15) οδηγεί στήν έφαρμογή τού παρακάτω έπαναληπτικοΰ σχή
ματος

(10.16)

X(k+Ι) _ (10.17)

k-*»
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τότε παίρνοντας τά όρια τών δύο μελών τής (10.17) θά έχουμε 

y = -B _ 1 Cy+ B_Jb

η πολλαπλασιάζοντας άπό τά άριστερά έπί Β 

By = -  Cy + b

ή

( B + C )y = b '

ή τέλος

Ay = b .

Δηλαδή τό όριο y τής άκολουθίας { χ ^  } |k = 0 , 1 , 2 , . . . »  έπαληθεύει τήν 
έζίσωση (10.2) καί, έπειδή αυτή έχει μιά καί μόνο λύση»συμπεραίνουμε ό
τ ι  τό y δά συμπίπτει μέ αώτή.

‘Απομένει λοιπόν, τάρα, νά καθοριστούν ο ί προϋποθέσεις κάτω άπό 
τ ίς  όποιες ό άλγόριθμος (10.17) θά παράγει άκολουθία συγκλίνουσα. Γιά 
τό σκοπό αύτό,άν μέ ε ^  συμβολίσουμε τό διάνυσμα-σφάλμα στήν k έπα- 
νάληψη, πού όρίζεται άπό τή σχέση

ε (k ) = |k = 0 , 1 , 2 , . . .  , (10.18)

όπου χ είνα ι τώρα ή άληθής λύση τοϋ άρχικοΟ συστήματος (10.2), καί ά - 
φαί'ΐέσουμε άπό τά μέλη της (10.17) τά αντίστοιχα μέλη τής (10.15) πολ· 
λαπΛ ισιασμένα έπί Β 1 θά έχουμε

jjik+D  _  χ  -  _  β' 1 C ( x ( k ) - x ) |k = 0 , 1 , 2 , . . .

Λόγω τής (10.13), όμως, ή παραπάνω σχέση γράφεται

e (k + l)  .  T e (k) |k = 0 , 1 , 2 , (10.19) "

όπου συγχρόνως τέθηκε
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Τ •Β
-1 C 0 .0 ,2 0 )

'Από τήν (10.19} μπορεί εύκολα νά προκόψει, έπαγωγικά ότι,

e(k) = Tk ε (θ) |k = 0 , 1 , 2 , . . .  (10.21)

'Επειδή θέλουμε ό Αλγόριθμος (10.17) να παράγει Ακολουθία, πού νά συγ
κλίνει  στην Αληθή λύση χ τοϋσυστήματος (1 0 .2 ),Απαιτούμε νά έχουμε

l im x ^ k) = χ 
k-H»

ή ισοδύναμα

l im (x^k  ̂ -  x ) = 0 
k-χ»

ή τέλος, λόγω της (10.18),

lim  ε 
k-*®

0 .

'Από τήν παραπάνω σχέση καί τήν (10.21) προκύπτει ότι πρέπει καί Αρκεί 
νά ίσχύει ή Ακόλουθη σχέση

lim (Tk ε ( θ ) ) = 0 . ' (10.22)
k->°° ■

"Αν τώρα Απαιτήσουμε Ακόμη ή (10.22) νά ίσχύει γιά  κάθε αυθαίρετο ε^°^ 
( Ξχ^°^ - χ ) , δηλαδή στήν ούσία, γιά  κάθε, αύθαίρετη έκλογή τής Αρχικής 
προσεγγίσεως χ ^ ° \  είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί ότι Αναγκαία καί ικανή 
συνθήκη γιά  νά ίσχύει ή (10.22) είνα ι ή

lim  Tk =0 . (10.23)
k-x»

Σύμφωνα μέ τό Θεώρημα 3 του προηγούμενου Κεφαλαίου 9, Αναγκαία καί ί -



- 210 -

Μανή συνθήκη γιά  νά ίσχύει ή (10.23) είνα ι Λ

~ι
ρ(Τ) = pC-B C) < 1 . C10.2H)

"Ετσι συνοψίζοντας μπορούμε νά πούμε ότι άχαγκαία μαί ικανή συν
θήκη γιά  τή σύγκλιση της άκολουθίας,πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο (1017) 
γιά  σποιοδήποτε αυθαίρετο άρχικό διάνυσμα χ^°\  είνα ι νά ικανοποιείται ή 
συνθήκη (10.24) γιά τόν πίνακα Τ, πού καλείται συνήθως Επαναληπτικός πίνα
κας της μεθόδου. 'Επειδή πολλές φορές ή εύρεση της φασματικής άκτίιας ρ(Τ) 
του πίνακα Τ είνα ι εργασία επίπονη , γι'αύτό δίνουμε συγχρόνως καί τήν 
παρακάτω ικανή συνθήκη γιά  τήν ικανοποίηση της (10.23), πού προκύπτει κατ
ευθείαν άπό τό Θεώρημα 4 τού προηγούμενου Κεφαλαίου

IIΤ II Ξ II - β _1 c |1 < ι (10.25)

Στίς πρακτικές έφαρμογές έξετάζουμε πρώτα <5ν ικανοποιείται ή συνθήκη
(10.25) θεωρώντας μιά άπό τ ίς  δύο άπλούστερες norms Jj || καί || J| . Ά ν

l
αύτή δέν ικανοποιείται γ ιά  καμιά άπό τ ίς  δύο norms, τότε έζετάζουμε άν ι 
κανοποιείται ή όχι ή συνθήκη (10.24). 'Εφόσον μιά άπό τ ίς  συνθήκες (10.25)1 
ή (10.24) ικανοποιείται, τότε έκλέγουμε ένα αυθαίρετο χ^°^ (συνήθως έκλέ-
γουμε τό μηδενικό διάνυσμα) καί έφαρμόζουμε τό σχήμα (10.17) γιά  k =0,1,2,]

(k)l. . .  . Οί έταναλήψεις σταματούν,όταν βρεθούν δύο διαδοχικά διανύσματα x 
καί χ ^ +1\ γ ι ά  τά όποια ή norm της διαφοράς νά είνα ι μικρότερη ή ίση άπό 
έναν προκαθορισμένο θετικό άριθμό . Τότε τό τελευταίο διάνυσμα χ ^ +^  θε-J
αρείται σάν ή λύση τού άρχικοϋ συστήματος. Ά ν στν norm ληφτεΐ ή || ||

-  * 1 -k °°καί σάν προκαθορισμένος θετικός άριθμός ληφτεΐ ό “ 10 , όπου k μή άρνητι-]
κός άκέραιος, τότε ε ίνα ι φανερό πώς ο ί έπαναλήφεις θά σταματήσουν, όταν δ-]
λες ο ί άντίστοιχες συνιστώσες δύο διαδοχικών διανυσμάτων, πού προκύπτουν
άπό τόν άλγόριθμο,συμπίπτουν στά k δ.ψ.

Παράδειγμα

Άφοΰ βρεθεί σέ τ ί μπορεί νά χρησιμεύσει ό άλγόριθμος

X(V.1> = A x ( k ) t b |k = 0,1,2,...
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όπου  χ Co) αυθαίρετο Αρχικό διάνυσμα,

‘ ο 0 0 ■ 1 ■

Α= 1 0 - 13/36 καί b = 1

0 1 1 · 1

νά  έξετα στει ή σύγκλισή του . - · ·

Δύση

"Αν δ Αλγόριθμος πού δόθηκε συγκλίνε ι /  τότε θά σ υ γκ λίνει στή λύ
ση τοϋ συστήματος

( I -  A ) χ = b

ή , Α ντικαθιστώ ντας, στή λύση του συστήματος

1 0 0 1

-1 1 13/ 
'36 X = 1

0 -1 0 1

1’ιά  νά  βρούμε Αν δ Α λγόριθμος, πού δόθηκε, σ υγκ λίνει ή ό χ ι θεωρούμε τόν 

έπανσληπτικό π:ίνακα Τ ,  πού σ' αύτήν τήν περίπτωση ε ίν α ι δ
—ι

0 . 0 

ο - ι3/36

καί βρίσκουμε, Αν ο ί  norms || τ || fj || τΚ^, ικανοποιούν τήν Ικανή συνθήκη

(1 0 .2 5 ) .  "Εχουμε

II ΤII ^ = max ( j o |  + | l |  + | o | , | ο |  + | ο |  + | ΐ | ,  | ο |  + | -  4 6 | + | i | ) 4 I >:l 

καί

i
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II τ !!β =roax ( !° !* |o |  + l o | ,  | l ! H o | * ! - 13/3 6 | ,  jo| + |lJ + | l | )  =2 > 1 .

’Επειδή ή Ικανή συνθήκη δέν Ικανοποιείται, γ ιά  καμιά άπό τ ίς  δύο norms, 
πού θεωρήσαμε, εξετάζουμε τώρα τή φασματική Ακτίνα τσϋ έπαναληπτικοΟ π ί
νακα. Γιά τό σκοπό αυτό βρίσκουμε τ ίς  ίδ ιοτιμ ές του πίνακα Τ, πού είνα ι 
ρ ίζες της έξισώσεως

-λ 0 0

.1  -λ - 134 ε

0 1 1 -  λ

ή τής

λ3 -  λ2 λ = 0 .

3 * 2ιΑύτές είνα ι λ = ο καί λ„ ,  =------ - . Άραχ 6
I

I λ I / I I  13+2iI 13-2i| i^3 .p(T) = max|Xi |= max(|o|, |-g— |, |-g— j ) = — -  < 1 .

‘Επομένως ή Ακολουθία διανυσμάτων πού παράγεται άπό τόν άλγόριθμο, πού 
δόθηκε, συγκλίνει πάντοτε.

Άπό τή θεωρία πού Αναπτύξαμε είνα ι προφανές ότι γ ιά  τή λύση ένός 
συγκεκριμένου συστήματος μπορούν νά προκόψουν άπειρες έπαναληπτικές μέ
θοδοι του τύπου πού περιγράψαμε. Άπό αύτές μελετούμε στήσυνέχεια τή μέ
θοδο του Jacobi καί τή μέθοδο τώι G a u ss-S eid el.

1 0 .3 .3 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ ο Ο  J a c o b i

Αναλύουμε τόν πίνακα Α σέ άθροισμα τριών άλλων πίνακαν L,

D καί U

A = L + D +U  , (1 0 .2 6 )

δπ ο υ  ό  π ίν α κ α ς  D ε ί ν α ι  δ ια γ ώ ν ιο ς ,  6  L α υ σ τη ρ ά  κάτω  τ ρ ιγ ω ν ικ ό ς  κ α ί  δ  U
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αυστηρά άνω τριγωνικός. Είναι φανερό δτι μέ τόν τρόμο αήτό ή άνόλϋοη
(10.26) είνα ι μονοσήμαντα ορισμένη. "Εχοντας ύπόψη. τήν άνάλυοη τής 

προηγούμενης παραγράφου θέτουμε

Β = D καί C = L+U , (10.27)

οπότε ή επαναληπτική μέθοδος τοϋ Jacobi είνα ι ή συγκεκριμένη περίπτω
ση, πού προκύπτει άπό την (10.17) λαβαίνοντας ύπόφη τ ίς  (10.27), δη
λαδή ή

χ (k+1) = -D-1 (L+U)x( k ) +D *b |k = 0 , 1 , 2 , . .

μέ χ<°> αύδαίρετο.

(10.28)

Προϋπόθεση γ ιά  τήν ύπαρξη της μεθόδου τοϋ Jacobi είνα ι νά ικανοποιείται 6 
περιορισμός det(B) =det(D)  ̂0. Δηλαδή τά διαγώνια στοιχεία  a ^ | i = l ( l ) n  
τοϋ πίνακα Α νά είνα ι όλα διάφορα άπό τό μηδέν. 'Εφόσον αύτό ισχύει, δ 
πίνακας D έχει αντίστροφο καί ό άντίστροφός του βρίσκεται προφανώς 
εύκολα. ‘Υπενθυμίζουμε δτι Ικανή συνθήκη γιά  τή σύγκλιση τοϋ έπαναλη- 
πτικοΰ σχήματος (10.28) είνα ι ή

II -D ^(L+U) II < 1 ,

ένω άναγκαία καί ικανή συνθήκη γιά  τή σύγκλιση είνα ι ή

p (-D _1(L+U )) < 1  .

"!ν καλέσουμε μέ χ^ | i  = l ( l ) n  τ ίς  συν ίσιωσες τοϋ διανύσματος της k 
έπαναλήφεως x^k\  τότε ό αλγόριθμος (10.27) μπορεί νά γραφτεί μέ μιά 
άλλη ίσόδυναμη μορφή, πού άποτελεΐται άπό η σχέσεις, καί καθεμιά δίνει  
τήν όποιαδήποτε συνιστώσα i  |χ = 1(1 )η τοϋ διανύσματος της k+Ι έπαναλή
φεως σάν συνάρτηση των συνιστωσών τοϋ διανύσματος της προηγούμενης k 
έπαναλήφεως. Οι σχέσεις αυτές μπορούν νά προκύφουν ώς έξης. Πολλαπλα
σιάζουμε τά μέλη της έξισώσεως (10.27) άπό άριστερά έπί D. "Ετσι παίρ
νουμε
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Dx(k+1) _ _ (L+U)x tk) +b |k = 0 , 1 , 2 , . . .

“Αν τώρα γράψουμε άναλυτικά τούς πίνακες καί τά διανύσματα τής παραπά
νω σχέσης, έκτελέσουμε δλες τ ίς  πράξεις καί έξιαοασυμε τ ίς  i | i = l ( l ) n  
(Xjvlcrxooes των διανυσμάτων των δύο μελών, πού προκύπτουν τελικά, βρί
σκουμε

ή τέλος

η
(k +Ι) : κa . . χ . = b.11 ι  ι - ς ;

j= l
(k )a . . x .

*3 3

i = l ( l ) n  |k=0,1,2,.' . .  (10.29)

δτιου x<o) | i  = l ( l ) n  αύθαίρετοι άριθμοί. Oi παραπάνω σχέσεις (10.29) 
μπορούν, πρακτικά., νά προκύψουν εύκολα ώς έξης. 'Αρχικά, θεωρούμε τήν i  
στη σειρά έξίσωση του άρχικού συστήματος (10.1), πού γράφεται συνοπτικά 
μέ τόν άκόλουθο τρόπο

Σ
1= ι 3

'Επιλύουμε τώρα τήν παραπάνω σχέση ώς πρδς τόν άγνωστο χ^ καί βρίσκουμε

a . .x .  .13 ι J
Μ

Τό μόνο πού Απομένει είνα ι στή σχέση, πού βρήκαμε, νά βάλουμε άνω δεί
κτες στίς συνιστώσες x  ̂ |j  = l ( l ) n  τούς (k+l) στό πρ&το μέλος καί (k) 
ατό δεύτερο. 'Ετσι έχουμε τελικά

η
(k + l)  .

Λ » *·
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πού δέν είνα ι παρά ή i  εξίσωση της k έπαναλήψεως πού δίνεται στίς σχέ
σεις  (10.29).

Παράδειγμα 1

'Αφοϋ αποδειχτεί δτι ή μέθοδος του Jacobi γ ιά  την επίλυση του συ
στήματος

3χ^ + 2x2 = 5

2χ2 + χ3 = 3 (10.30)

Χ1 +2χ3 = 3

συγκλίνει, νά βρεθεί στη συνέχεια μέ τη μέθοδο αύτή ή λύση, μέ προσέγ
γιση δύο δ.ψ.

Λύση

'Από τη μορφή του συστήματος (10.30) βρίσκουμε άμέσως δτι δ π ί
νακας Α, τό διάνυσμα x καί τό διάυυσμα b, πού άναφέρονται οπήν'. , έ ξ ί -  
σωση (10.2), έχουν τ ίς  άκόλουθες έκφράσεις

3 2 0 Χ1 5

Α = 0 2 1 , χ = Χ2 καί b = 3

1 0  2 _ Χ3_ 1
3

Οί πίνακες L, D καί U, πού έχουν άθροισμα τόν πίνακα Α, άπό τή σχέση
(10.26), είνα ι στήν περίπτωση ούτη ο ί άκόλουθοι

0 0 0“ 3 0 (Γ 0 2 ο"

L = 0 0 0 , D = 0 2 0 y» α II 0 0 1

- 1 0 0_ 0 0 2_ 0 0 0_

'Επειδή τά διαγώνια στοιχεία  τοΟ πίνακα Α είνα ι διάφορα άπό τό μηδέν 
ή ισοδύναμα det(D)=3x2x2=12^0, συμπεραίνουμε δτι Ικανοποιείται ή προ-
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υπόθεση γιά  τήν ύπαρξη της μεθόδου τοϋ Jacobi. *0 έπαναληπτικός πίνα
κας της μεθόδου προκύπτει, εύκολα, Από τ ίς  έκιρράσεις (10.31)., ότι είνα ι 

& Ακόλουθος

Τ = -D _ 1 (L+U) =

0

0
1
2

2
3
0

0

Βρίσκοντας τώρα μιά άπό τ ίς  δύο πιό άπλές norms τσΰ έπαναληπτιχοϋ π ί
νακα Τ, έστω τήν πρώτη, έχουμε

ΙΜ Ι ι= !  <1 .
‘Επομένως ή μέθοδος τοϋ Jacobi συγκλίνει. Γιά τήν εύρεση τάρα τών δια
δοχικών όρων της Ακολουθίας, πού παράγεται άπό τόν Αλγόριθμο (10 .28), 
έκλέγομαι αυθαίρετα χ(ο) = [ο 0 θ]Τ καί έιραρμόζουμε τόν Αλγόριθμο δια
δοχικά γιά  k = 0 , 1 , 2 , . . .  "Οπως τονίστηκε καί προηγούμενα ή διαδικασία 
των έπαναλήψεων γίνετα ι άπλσύστερη, όταν χρησιμοποιήσουμε τ ίς  σχέσεις
(10.29), πού μας δίνουν τ ίς  συνιστώσες της νέας έπαναλήφεως σάν συνάρ
τηση των συνιστωσών της προηγούμενης. Στήν περίπτωση αύτή καί Από τό 

σύστημα (10.30) έχουμε

χ

χ

X

(k+l)_ 1 , s_2x(k) 
1 “ 3 * 2 )

(k+l)_ 1 r3_ J k K
2 " 2 13 Χ3 '

<ktl)= A (3-*<k )>

Jk — 0^1j2j»··

Ίά διαδοχικά διανύσματα x (k) | k = 0 , 1 , 2 , . . . , πού βρίσκονται έχραρμόζσν- 
τας τ ίς  παραπάνω έξιαώσεις, ε ίνα ι τά Ακόλουθα
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ΟιΞιII
/—ΝΟ

ο ]Τ, χ (^ =  [1,667 -1.5 1 .5  ] Τ,

:ί2 )=[θ.667 0.75 0.666]Τ, x C3)= [l,167 1.167 1 .166]Τ,

[0.889 0.917 0.916]Τ, χ (5 )= [1.055 1.042 1.056[]Τ,

(6 )=[θ.972 0.972 0.972]Τ, χ (7) = [1.019 1.014 1.014]Τ,

(8 )=[θ.991 0.993 0 .99 ΐ]Τ, χ (9 )= [1.005 1.004 1.004]Τ,

(1°-[θ .997 0.998 0.998]Τ, χ(11)= [ι.ο ο ι 1.001 1.002]Τ.

'Επειδή ο ί Αντίστοιχες συνιστώσες των δύο τελευταίων διανυσμάτων συμ
πίπτουν σέ δύο δ.ψ. (έχουμε δηλαδή || χ^10  ̂ — || ~  ίο”2 , όπως έ -
ξηγήθηκε στήν προηγούμενη περάγραφο) ο ί έπαναλήψεις σταματούν καί ή Α
ριθμητική λύση του συστήματος (10.30) σέ δύο δ.ψ. είνα ι ή x&jl.OO
1 . 0 0  1 .οοΐ , πού συμβαίνει νά συμπίπτει μέ τήν Αληθή του λύση.

/
Παράδειγμα 2

ΝΑ έξεταστεΐ, Αν ή μέθοδος του Jacobi γιά  τήν έπίλυση του συστή
ματος

+ 2X2 + 2xg = 5 

- 2χ2 + Χ3 = 2

Χ1 +2χ3 = 1

παράγει Ακολουθία συγκλίνουσα. 

Λύση

Γιά τό σύστημα,

Α =
3 2
0 2
1 0

πού δόθηκε, έχουμε

2

1
2
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καί έπομένως

0 0 0 3 0 Ο" •

<Ν

1°

0 0 0 0 2 0 a 11 0 0 1

οΟ 0 0 2_
ο

1

Οο,

*0 επαναληπτικός πίνακας της μεθόδου του Jacobi βρίσκεται εύκολα ότι 
είνα ι δ

Τ= -D_1(L+U)=

Γιά τόν παραπάνω πίνακα έχουμε άμέαος ότι

καί || Τ ||w = · | > 1. /
I

'Επειδή δέυ ικανοποιείται ή ικανή συνθήκη συγκλίσεως γι'αύτό Ανατρέχουμε 
στήν εύρεση τής φασματικής άκτίνας τσΟ έπαυαληπτικοΟ πίνακα Τ. Γιά τό 
σκοπό αυτό θέτουμε

ή

-  λ 2
3

0 -  λ

1
2 0

6λ3 -2λ +1 =0

2
3

1
2

λ

0

Οι ρ ίζες τής παραπάνω τριτοβάθμιας έξιαώσεως, τουλάχιστον ή μιά,πού θά 
είνα ι όπωσδήποτε πραγματική, βρίσκονται συνήθως μέ μιά άπό τ ίς  άριθμη- 
τικές μεθόδους έπιλύσεως έζισώσεων τοΟ Κεφαλαίου 6 . Έ τσι γ ιά  τήν άπό- 
λυτα μεγαλύτερη, άπό αυτές, μπορούμε τελικά νά βρούμε δτι
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pCT) «  0.75 < 1 .

'Επομένως η μέθοδος χοΟ Jacobi, όταν έφαρμόζεχαι σχό σύστημα πού δό
θηκε, παράγει άκολουθία πού συγκλίνει.

Παράδειγμα 3

Νά εξεταστεί όπως σχό προηγούμενο Παράδειγμα 2 η μέθοδος του 
Jaoobi γ ιά  χό σύσχημα

3χ^ + 2Xg + Xg = 6.5

2χ„

2χ2 + 3χ3 = 6.5  

+ 2χ3 = 5

Λύση

Στήν περίπτωση αύτή έχουμε

A =
2
2
0

καί έπομένως

Ι ι =

—

0 0 0 3 0 0 0 2 1

0 0 0 , D= 0 2 0 , U= 0 0 3

C
M 0 0 0 0 2 0 0 0

wm
ΐ

-

Συνεπώς

Τ 5 -D_1(L+U)=

0

0

-1

2
3

0

0

1
3
3
2
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Γιά τόν πίνακα Τ βρίσκουμε άμέσως δ τ ι

ΙΙΤΙΙι = τ :>1 1|T|L = |>1 .
‘Επομένως, όπως καί στό προηγούμενο Παράδειγμα 2 , άυατρέχουμε στήν εδ -  

ρεση της φασματικης ά κ χίνα ς τσΟ έπαναληπτικοΟ πίνακα Τ. Γ ι'αότή  βρί

σκουμε τελ ικ ά

ρ(Τ) »  1 .1  > 1 .

'Αρα ή μέθοδος του Jacob i δταν έφαρμόζεται στό σύστημα πού δόθηκε, 

δέν παράγει άκολουθία συγκλίνουσα.

1 0 .3 .4 .  Μ έ θ ο δ ο ς τ ώ ν  G a u s s - S e i d e l

Στήν μέθοδο αύτή θεωρούμε πάλι τήν μονοσήμαντη άιάλυση τοΟ π ί

νακα Α, ατούς τ ρ ε ις  π ίνα κ ες L, D καί U, τής σχέσης (10 .26 ) .  ‘Η μόνη 
διαίρορά ε ίν α ι δ τ ι τώρα, ά ντ ί νά  όρίσουμε τούς π ίνα κ ες άπό τ ίς  σ χ έσ εις

(1 0 .2 7 ) ,  θέτουμε

Β = L + D καί C = U , (10 .32)

οπότε ή έππναληπτική μέθοδος τών Gauss -  S e id e l ε ίν α ι ή συγκεκριμένη μέ
θοδος, πού προκύπτει άπό τόν άλγόριθμο (10.17) λαβαίνοντας ύπό[η τ ίς

(1 0 .3 2 ) .  "Ετσι παίρνουμε

x (k+ l)  _ _ ( L+D) " l Uxi k) + (L+D)_1b |k = 0 , 1 , 2 , . . .  (10 .33)

μέ χ (ο)  αύθαίρετο.

Γ ιά νά  υπάρχει ή παραπάνω μέθοδος πρέπει νά  Ικανοποιείται ό  περιορισμός 

det(B) = det(L+D) t  0 .  Ε ίναι εύκολο νά  διαπιστω θεί, άιρσϋ 6  πίνακας L+D 

ε ίν α ι κάτω τριγω νικός, δ τ ι δ  περιορισμός ικ α νο π ο ιείτα ι, δταν τάδιαγώ νια  
σ τ ο ιχ ε ία  a^. | i  = l ( l ) n  τοΟ πίνακα Α ε ίν α ι διάίρορα άπό τό μηδέν. Μέ τήν 
προϋπόθεση αύτή δ ά ν τ ί άτρομος τοΟ πίνακα L+D υπάρχει, ε ίν α ι κάτω τ ρ ι-
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ωνικός καί συνεπώς υπολογίζεται εύκολα μέ μιά Από τ ίς  μεθόδους Απαλοι
φές του Gauss τής παραγράφου 10.2.1.3 . ‘Ικανή, συνθήκη γιΑ  τή σύγκλιση 
της μεθόδου (10.33). είνα ι ή

|| -  ( L+D Γ 1 u || < 1

ένώ αναγκαία καί ικανή συνθήκη γ ιά  τή σύγκλιση είνα ι ή 

ρ ( -  (L+D)-1 U ) <1 .

“Οπως στην προηγούμενη μέθοδο του Jacobi έτσι καί στήν μέθοδο αυ
τή των G au ss-S eid el είνα ι δυνατό νά βρούμε σχέσεις/ Αντίστοιχες πρός 
τ ίς  (10.29), άν εργαστούμε ώς έξης. Πολλαπλασιάζουμε πρώτα τά μέλη 
της (10.33) από τ'άριστερά έτιί L+D. "Ετσι παίρνουμε.

(L+D) x(k+1) = - U x i k ) +b .

"Ας γράφουμε τάρα Αναλυτικά τούς πίνακες καί τά διανύσματα των δύο με
λών» της παραπάνω σχέσης, έκτελέσουμε δλες τ ίς  ποάξεις καί έξισώσουμε 
τ ίς  i  | i  = l ( l ) n  συνιστώσες των τελικών διανυσμάτων των δύο μελών, παίρ
νουμε

Ε
3=1

(k+1)χ .
3

b. -ι

n
Σ

j=i+l
a . . x‘.k) 

i ]  3

Τέλος λύνοντας τήν παραπάνω έξίσωοη ώς πρύς x i k+1 βρίσκουμε

-  Ε  a . , x < k t l > -  Ε  a . , x < k > 1X .1
(k+1) _ 1

« i i   ̂ 1 jTi ^  =>

| i = l ( l ) n  |k = 0 , 1 , 2 , . . .

j=i+l i l  3
(10.31+)

δπου xi°^ | i  = l ( l ) n  αύθαίρετοι άριθμοί. Οί παραπάνω σχέσεις, όπως ι  1
καί στήν περίπτωση της μεθόδου τού Jacobi, μπορούν νά προκόψουν πρα
κτικά ώς έξης. Παίρνουμε τήν i  στή σειρά έξίσωση τού Αρχικού συστήμα-
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τος (10 .1) καί έπιλύουμε ώς πρός τόν άγνωστο χ^ . Έ τσ ι παίρνουμε όπως 

καί στήν προηγούμενη μέθοδο

η

Στό δεύτερο μέλος της παραπάνω σχέσης χαρίζουμε τό άθροισμα, πού Or 
πάρχει, σέ δύο μερικά άθροάσματα, όπου τό πρώτο περιέχει όλους τούς ό
ρους μέ δείκτες j < i  (έφόσσν υπάρχουν) καί τό δεύτερο μέ δείκτες j > i .  
Συγκεκριμένα γράφουμε

i-1  η

"Αν τάρα ατούς άγνωστους τοΰ πρώτου μέλους καί χ  ̂ τοϋ πρώτου άθρί- 
σματος τοϋ δεύτερου μέλους βάλουμε άνω δείκτες (k+i) ένω στούς άγνω
στους χ_. τοϋ δεύτερου άθροάσματος τοϋ δεύτερου μέλους άνω δείκτες (k) 
βρίσκουμε τ ίς  σχέσεις (10.34), δηλαδή τ ίς

Παράδειγμα

(k+l)_ i f ,  y  (k+1) y  (k) 11.ci  . bj -  L· a. .x. -  L_ a ^ x .  | i= l ( l )n |k =
ai i  1 j=l 3 3 j= i+l  3 3 J

= 0 , 1 , 2 , . . .  όπου x^°* | i= l ( l ) n  αυθαίρετοι άριθμοί.

'Αφοϋ άποδειχτε£ ότι ή μέθοδος των Gauss -S e id e l γ ιά  τή λύση τοϋ 
συστήματος

3χ^ + 2χ^ s 5

2χ2 + χ3 = 3

Χ1 + 2χ3 = 3

νά βρεθεί στή συνέχεια ή λύση του μέ προσέγγιση δύο δ .φ .συγκλίνει,
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Λύση

Ίό σύστημα αύτό είναι- τό ίδιο ]ΐέ τό σύστημα στό Παράδειγμα 1 της 
προηγούμενης παραγράφου, δηλαδή τό σύστημα (10.30). 'Επομένως ή (ανάλυ
ση του πίνακα των συντελεστών τών άγνωστων Α στούς τρεις πίνακες L,D 
καί u θά είνα ι ή ίδια καί οί τρεις αυτοί πίνακες θά δίνονται άπό τ ίς  
εκφράσεις (10.31). 'Επειδή έχουμε det(L+D) = 3.2.2 = 12 i 0 συμπεραίνουμε 
ότι ή μέθοδος τών G au ss-S eid el υπάρχει. Άπό τή μορφή τοϋ πίνακα L+D, 
πού είνα ι ή παρακάτω

L+D
3 0
0 2
1 0

0
0 ,
2

είνα ι δυνατό νά βρεθεί, πολύ εύκολα, ό (L+D) 1 άκολουθώντας τή μέθοδο 
άπαλοιφης τού Gauss ή τήν άντίστοιχη τοΰ Jordan. Ή απαλοιφή σέ όποια- 
δήποτε άπό τ ίς  δύο μεθόδους, πού είνα ι ή ίδια , περιέχει ένα μικρό ά- 
ριθμό πράξεων, άφοΰ τελικά σέ όποιοδήποτε άπό τούς δύο τρόπους άπαλοι
φης μόνο τό στοιχείο  1 στήν κάτω άριστερή γωνία θά πρέπει νά άπαλειφ- 
τ ε ί ,  άφοΰ ό πίνακας πού θά άπομείνει θά είνα ι ήδη διαγώνιος. 'Επομέ
νως ό άντίστροφος προκύπτει εύκολα. (Στό σημείο αύτό θά πρέπει ίσως 
νά κάνουμε τήν έξης άξιοσημείωτη παρατήρηση. *0 πίνακας L+D είνα ι κά
τω τριγωνικός. Δηλαδή έχει μιά μορφή άντίστοιχη μέ τήν άνω τριγωνική 
μορφή του πίνακα τών συντελεστών τών άγνώστων στό σύστημα (10.5) , πού 
προκύπτει γενικά άκολουθωντας τήν μέθοδο άπαλοιφης τοΰ Gauss χωρίς ο
δήγηση . Μπορούμε λοιπόν νά υποθέσουμε ότι ή κάτω τριγωνική μ:ρφή ένός 
πίνακα μπορεί νά προκύφει μέ τή μέθοδο άπαλοιφης τοΰ Gauss, όπου όμως 
ή άπαλοιφή τών άγνώστων καί ή σειρά τών έξισώσεων λαβαίνεται μέ τήν 
άντίστροφη άκριβώς τάξη. Δηλαδή φυλάγουμε σάν όδηγό τήν τελευταία έ -  
ξίσωση καί άπαλείφουμε τόν άγνωστο xr άπό τ ίς  η-1 πρώτες έξισάσεις. 
"Επειτα φυλάγουμε τήν προτελευταία έξίσωση, πού δέν περιέχει τόν ά
γνωστο καί άπαλείφουμε τόν άγνωστο χη  ̂ άπό τ ίς  π-2 πρώτες κ .ο .κ .  
Γιά τήν εύρεση τών άγνώστων λύνουμε τό σύστημα, πού προκύπτει καί πού
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έχει πίνακα συντελεστών άγνωστων κάτω τριγωνικό, άρχίζσντας ά π ό  τή ν  

πρώτη έξίσωση. καί καταλήγσντας στήν τελευταία, βρίσκοντας έτσι τούς 
αγνώστους στη φυσική τους σειρά, δηλαδή χ^, χ^ , . χ^. Στηριζόμε- 
νο ι τώρα στήν παρατήρηση αυτή μπορούμε νά χρησιμοποιήσουμε τ ίς  γραμτ 
μές τού πίνακα L+D σάν όδηγούς καί μέ τ ίς  απλές έπιλύσεις τής τελευ
ταίας φάσης της διαδικασίας,άλλά σε άντίστροφη τάξη, άπό τήν πρώτη 
πρός τήν τελευταία, νά  βρίσκουμε τ ίς  τιμές τών στοιχείων τών στηλών 
του άντίστροφσυ πίνακα). *Η σχετική διάταξη θά είνα ι ή παρακάτω

L+D I
/--------Λ
3 0
0 2
1 0

0 1 0  0 
0 0 1 0  
2 0 0 1

Τ 1 1
Χ1 3 0 " 6 <9

τχ „ 0 1 02 2 ι
Τ 1 •

Χ3 0 0 2
?

Έ τ σ ι  β ρ ίσ κ ο υ μ ε

1
3

(L+D)

1
6

Επομένως 6 έπαναληπτικός πίνακας τής με®^00 ^  είνα ι ό

ο

Τ (L+D)

2
3

0

0

1
2

0 1 ο
3

t
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γ ιά  τόν όποιο βρίσκουμε άμέσως ότι

Ι|Τ| | οο <1 .
λρα ικανοποιείται ή ικανή συνθήκη γιάτή σύγκλιση του άλγορίθμου καί επο
μένως ή μέθοδος των G au ss-S eid el γιά  τήν επίλυση του συστήματος, πού 
δόθηκε, συγκλίνει. Γιά τήν εύρεση τώρα της άκολουθίας των διανυσμάτων, 
πού παράγεται άπό τον αλγόριθμο (10.33) ή (10.34), εκλέγουμε αύθαίρετα 
χ' J=\o 0 ο] καί έφαρμόζουμε αύτόν μέ k = 0 , 1 , 2 , . . .  Οί διαδοχικοί ό
ροι της άκολουθίας θά προκόψουν φυσικά εύκολότερα, άν χρησιμοποιήσουμε 
τ ίς  σχέσεις (10.34), πού στην περίπτωση αύτή γιά  τ ίς  συνιστώσες τής 
νέας έπαναλήψεως χ ^ +1  ̂ δίνουν

χ

χ

X

<k+1) = .§(5-2x<k >)

k̂+1) = | ( 3 - x < k ) )

( k + l ) _ l , „  (k + 1 ) .
3 2 1 '

k = 0 , 1 , 2 , . . .

>

'Εφαρμόζοντας τ ίς  παραπάνω σχέσεις παίρνουμε διαδοχικά

X ο Ν-
/

II ο ο]Τ, χ ( 1 ) = [ ΐ .6 6 7 1 .5 0 .6 6 6 ]Τ ,

χ ( 2 ) = [θ .6 6 7 1.167 1 .1 6 7 ]Τ , χ ( 3 4  [0 .889 0.917 1 .0 5 6 ]Τ ί

χ (Ι+) = [ ΐ .0 5 5 0.972 0 .9 7 3 ]Τ , χ ί 5 ) = [1 .019 1 .0 1 * 0 .9 9 ΐ ]Τ ,

χ ί 6 ) = [θ .9 9 1 1 .004 ι . οοφ] τ , χ ( 7 ) = [0 .9 9 7 0.998 1 .0 0 2 ]Τ ,

χ ί 8 ) = [ ΐ .0 0 2 0.999 0 .9 9 9 ]Τ .

'Επειδή ο ί άντίστοιχες συνιστώσες των δύο τελευταίων έπαναλήψεων συμπί
πτουν σε δύο δ .ψ .,  έχουμε δηλαδή || χ ^  - χ ^  ||ro 4  \  10~ , ή άριθμητική 
λύση τού συστήματος, πού δόθηκε, μέ προσέγγιση δύο δ.ψ. είνα ι ή χ

m
! 1 . 0 0  1.00 l.OOj , πού συμβαίνει νά συμπίπτει μέ τήν άληθή λύση τού συ-
;■ στήματος, πού δόθηκε.
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Παρατήρηση:

Παραττρώντας προσεκτικά τ ίς  άναλυτικές έπαναληπτικές σχέσεις τών 
5ύο μεθόδων τού Jacobi καί των Gauss -  S eid el, πού δίνονται άντίστοιχα  
άπό τ ίς  (10.29) καί (10.34) είνα ι δυνατό νά δημιουργηθει ή παρακάτω έ -  
ντύπωση. 'Επειδή γιά  τήν εύρεση της τιμής μιας συνιστώσας χ9*+1  ̂ στή 
μέθοδο τοΟ Jacobi χρησιμοποιούνται ο ι τιμές των άλλον συνιστωσών, πού 
βρέθηκαν στήν προηγούμενη έπανάληφη (δηλαδή ο ί | j = l ( l ) n ,  j / i )>  έ
νώ γιά τήν εύρεση τής άντίστοιχης συνιστώσας στή μέθοδο των G au ss-Sei
del χρησιμοποιούνται δλες ο ί τελευταίες διαθέσιμες πληροφορίες γιά  τ ίς  
άλλες συνιστώσες (δηλαδή ο ί x ^ + i  ̂ |j  = 1 (1 ) i - 1 τής τρέχουσας έπαναλή-

ί τ- \ D
φεως καί ο ί χ  ̂ | j = i+ l ( l ) n  τής προηγούμενης), ή μέθοδος των Gauss -  
-S e id e l είνα ι ταχύτερη τής άντίστοιχης του Jacobi. *Η έντύπωση, πού π ι
θανόν νά δημιουργηθει άπό τόν παραπάνω λόγο, είνα ι δυνατό νά ένισχυθεϋ 
καί άπό τήν παράθεση των δύο ταυτόσημων παραδειγμάτων (Παράδειγμα 1 με
θόδου Jacobi καί Παράδειγμα μεθόδου Gauss -  S e id e l ) , όπου στήν πρώτη πε
ρίπτωση τού Jacobi χοειάστηκαν έντεκα έπαναλήφεις, ένώ στή δεύτερη των 
G au ss-S eid el χρειάστηκαν μόνο όκτώ. Μιά τέτοια όμως έντύπωση δέν είνα ι 
οπωσδήποτε ή όρθή. Συγκεκριμένα μπορούμε νά άναιρέρουμε ότι είνα ι δυνα
τό ή μέθοδος τοΟ Jacobi νά είνα ι ταχύτερη άπό τή μέθοδο των Gauss-Seidel 
ή καί άκόμη ή μέθοδος του Jaoobi νά συγκλίνει ένώ ή μέθοδος των Gauss-  
-  S eid el νά Αποκλίνει. Ίά πάντα έξαρτώνται άπό τή φασματική άκτίνα ρ(Τ) 
των έπαιαληπτικών πινάκων των δύο μεθόδων. Μέ τήν προϋπόθεση ότι καί ο ί 
δύο μέθοδοι έχουν φασματικές Ακτίνες έπαναληπτικων πινάκων μικρότερες 
Από τή μονάδα, ταχύτερη τελικά είνα ι έκείνη ή μέθοδος, πού Αντιστοιχεί 
στή μικρότερη φασματική Ακτίνα.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1. Νά βρεθεί τό πλήθος των πράξεων προσθέσεων καί Αφαιρέσεων (μαζί), 
πολλαπλασιασμών καί διαιρέσεων γιά  τήν έπίλυση του παρακάτω συστήματος, 
δταν είνα ι γνωστό δτι a . . t 0 | i  = l ( i ) n
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3ι Λ • l bi

a21Xl  + a22X2 . " b2

an lxl +an2x2 + · * * +annxn = bn

(*Απ. τχροσθ. + Αφαιρ. = ·η·— , τιολ,= -η- η·~1\  δ ια ιρ . - η)

ΝΑ λυθεί με τη μέθοδο Απαλοιφής του Gauss μέ μερική όδήγηση τό σύ
στημα

ΓΑη.

2χ, + ΧΛ ζζ 31 2
Χ„ + 3χ0 + 2χ. = 61 2 3

χΛ+ 4χ. + 3χ„ = 82 3 4

*Χ3 + 5χ4 = 9

(χ2 5 χ2 » χ3’

II✓'"Ν3-
X (1 ,  1, 1, 1 »

ί \  ΝΑ υπολογιστεί ή τιμή τής όρίζουσας

2 - 1 . 0  0
-1 2 - 1 0

0 - 1 2 - 1
0 0 - 1 2

χρησιμοποιώντας τή μέθοδο Απαλοιφής του Gauss χαρίς όδήγηση καί διατη
ρώντας δύο δ.ψ. στους υπολογισμούς. ('Art. 4.99)

ΝΑ βρεθεί ή

2

-4
1

τιμή τής όρίζσυσας

5 0
0 3 ,
2 3
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μ έ  τή  μ έθ ο δ ο  ά π α λ ο ιφ ή ς το υ  G au ss μ έ  μ ε ρ ικ ή  δδή γη σ η . ( 'A n . 63)

5 . Νά β ρ ε θ ε ί τό  π λ ή θ ο ς  τω ν προσθέσεω ν κ α ί ά φ α ιρέσ εω ν ( μ α ζ ί) ,  πολλα

πλα σ ια σ μ όν κ α ί δ ια ιρ έ σ ε ω ν , πού  ά π α ιτο Ο ν τα ι γ ι ά  τό ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ ή ς  πα

ρακάτω  δ ρ ίζ ο υ σ α ς  μ έ  τή  μ έθο δ ο  ά τα λ ο ιφ ή ς  τοΟ G au ss χ ω ρ ίς  δδήγηση

β1 γι

°2 *2 *2
α3 γ 3

(X Λη-1 βη-1 V i
α Βη η

( 'A rt. τιρ ο σ θ . +  ά ιρ α ιρ . =  η - 1 , τ ιο λ . =  2 η -2 , δ ι α ι ρ .  =  η -1 )

6. Διατηρώντας δύο δ.ψ. στούς ύπολογισμούς νά έτιιλυθει τ ό  σύσ τημα  τω ν 

έζισώσεων

2χ  + y  = *1.7 

χ  + 2y = 4 . 9

μ έ  τ ί ς  ά π λ ο ύ σ τερ ες  μ εθ ό δ ο υ ς  ά π α λ ο ιψ ή ς τ ΰ ν  G au ss κ α ί J o r d a n . ( A n. ( χ  ,y ) -  

= ( 1 . 5 0 ,  1 . 7 0 ) )

Νά έ τ ιιλ υ θ ε ι μ έ  τ ί ς  μ εθ ό δ ο υ ς ό π α λ ο ΐφ π ς  τω ν G auss κ α ι J o rd a n  μ έ  μ ε ρ ι

κή οδήγηση τ ό  σύσ τημα

2χ1 “ χ 3 = 1,3  

Ηχ̂  +Xg - 8·1

8x^-Ηχ2 = 5 .6

χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ ρ ία  δ .ψ . σ το ύ ς  ύ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς . { 'A rt. ( x ^ , X j» χ 3  ̂ = ^ · 5 »

1 . 6 ,  1 . 7 ) )
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8 . ΝΑ έταλυθοΟν συγχρόνως, μ έ δμοιαδήποτε μέθοδο, τΑ τρ ία  συστήματα

χ  + 2y = 3 χ  *  2 y  = 4
2χ + y = 3 * 2χ + y = 5

('Are. (x ,y)  = ( 1 , 1 ) , ( 2 ,1 ) ,  ( 3 , - 1 ) )

καί
x * 2y = 1 

2χ + y  = 5 .

κα
ΝΑ βρεθεί μέ δποιαδήποτε μέθοδο Απαλοιφής δ Αντίστροφος του τχίνα-

4 -9 2
A = 2 - 4  6 •

f

1 - 1 3

'Are.

b " 0. 3 -1.25 2.3"
0 -0 .5 1

- 0 . 1 0.25 •0.1
-

1
κα

ΝΑ βρεθεϋ μέ δτοοιαδήποτε μέθοδο Απαλοιφής δ Αντίστροφος τοΟ π ίν α -

0
1
0
1

0
0
2
0

'Art.

v2 0 0 0

0 1 0 0

i 0 % 0

- v 2 -1 0 1



11. Γιά την έπίλυση. τού γραμμικού συστήματος χ = Τχ + g, δπου Τ ένας nxn 
πίνακας καί χ , g διανύσματα (άγνωστο καί γνωστό Αντίστοιχα) τοΟ η -  διά
στατου χάρου, προτείνεται δ Αλγόριθμος χ ^ " 1  ̂ = Τ χ ^  +g |k = 0 ,1 , 2 , . . . μ έ  
χ (ο) αυθαίρετη αρχική προσέγγιση της λύσης του συστήματος. "Αν e ^ |k  =
= 0 , 1 , 2 , . . .  είνα ι τό διάνυσμα -  σφάλμα στήν k έπανάληψη τοΟ Αλγορίθμου, 
νά Αποδειχτεί ή σχέση || || 4  || T||k || ε^°^||.

-3
3  _ ι  /

χ = \χ1 x2J 1 καί b = [2 7_|1, προτείνεται δ Αλγόριθμος

x(k+D _ ( ι  1 Α  ̂x(k) + 1 b jk =ο,1,2,...

δπου I δ μοναδιαίος πίνακας τάξης δύο καί χ^°^ αυθαίρετο διδιάστατο δ ι-
άνυσμα. Τί μπορεί νά λεχτεΐ γ ιά  τή σύγκλιση τής Ακολουθίας διανυσμάτων

(k){χ '} |k = 0 , 1 , 2 , . . . , πού παράγεται άπό τόν Αλγόριθμο σέ σχέση μέ τή λύ- 
ση τού Αρχικού συστήματος; ( ’Art. Συγκλίνει)

13. Σέ τ ί μπορεί νά χρησιμεύσει δ Αλγόριθμος
1(η+1)_ ν3·

X =
ν3 ν2.

χ Η |π  = 0 , 1 , 2 , . . .  μέ χ<°> αυθαίρετο

δοσμένο διάνυσμα καί
χ

X(η)_
<η)

|η = 0 , 1 , 2 , . . .

καί τ ί  μπορεί νά  λ ε χ τ ε ΐ γ ιά  τή σύγκλισή του; ('Art. Στή λύση τοC συστή

ματος Υ2χ 1 ~ ^3Χ2 ” 1 , Σ υγκλίνει)
: 2

y i  Γιά τήν Αριθμητική έπίλυση τού συστήματος Αχ = b προτείνεται δ Αλ
γόριθμος

x ( k + l ) _ _  ( D + L)_1( D + L + 2U )x (k ^+2(D + L)“ 1b |k = 0 , l , 2 , . . .  

δπου χ (ο) δοσμένο αυθαίρετο διάνυσμα καί ο , L καί U τ ρ ε ις  π ίνακες μέ
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άθροισμα. AC = D + L + U). Νά άποδειχτει ότι άν ό άλγόριθμος, πού δόθηκε, 
συγκλίνει, τότε θά συγκλίνει στή. λύση, του άρχικοΰ συστήματος.

Νά δειχτεί ότι ή έπαναλητχτική μέθοδος τοΟ Jaoobi, όταν έφαρμοστεΓ 
στό σύστημα

2χ1 - χ2 = 0

- x1 f 2x2 - x 3 = 0

- x2 +2x3 = lf
συγκλίνει.

16. Νά δειχτεί ότι άν ό πίνακας Α τάξης η είνα ι αύστηρά διαγώνια υπέρ
τερος, τότε ή μέθοδος τοϋ Jacobi γ ιά  τήν έπίλυση τού συστήματος Αχ = b 
δίνει  άκολουθία, πού συγκλίνει. ("Ενας nxn πίνακας Α μέ στοιχεία  |
i , j  = l ( l ) n  λέγεται αύστηρά διαγώνια υπέρτερος, όταν ισχύουν ο ΐ σχέσεις 

η
) « ϋ |  > ^ K j l  | i  = l ( l ) n ) .

] * ί

17. Γιά τήν αριθμητική έπίλυση ένός γραμμικού συστήματος δύο έζισώσεων 
μέ δύο άγνωστους καί πίνακα συντελεστών άγνωστων ^  πρόκειται νά έ -  
φαρμοστεΐ ή μέθοδος των G a u ss-S eid el. Τί μπορεί νά λεχτει γιά  τή σύγ
κλισή της; (Άπ. Συγκλίνει)

18. Γιά τήν έπίλυση τοϋ γραμμι κού συστήματος Αχ = b, όπου A ( -D + L + U) 
γνωστός πίνακας τάξης n (D διαγώνιος μέ det(D)^0,L αύστηρά κάτω τριγωνι
κός καί u αύστηρά άνω τριγωνικός πίνακες), χ άγνωστο καί b γνωστό η-διά- 
στατα διανύσματα,προτείνεται ό άλγόριθμος

(D + rL)x(k+1)= [(1-ω)ϋ + ( r -u)L - o>u]x(k )+iob |k = 0 , 1 , 2 , . . .  
μέ χ^°^ αυθαίρετη άρχική προσέγγιση καί r καί ω/0 σταθερές. Νά άποδει- 
χτει i)  πώς άν ό παραπάνω άλγόριθμος συγκλίνει, θά συγκλίνει στή λύση τού 
άρχικοΰ συστήματος καί i i )  ότι γιά  τά ζεύγη των σταθερών (γ , ο>)=(0,1) καί 
(Γ ,ω )=(ΐ ,ΐ )  μπορούν νά προκύφουν δύο πολύ γνωστοί άλγόριθμοι.



11. Ε Π Α Ν Α Λ Η Π Τ Ι Κ Ε Σ  Μ Ε Θ Ο Δ Ο Ι  Γ Ι Α  Τ Η Ν  Ε Υ 

Ρ Ε Σ Η  Ι Δ Ι Ο Τ Ι Μ Ω Ν  Κ Α Ι  I  Δ I  Ο Δ I  A Ν Υ Σ Μ Α -  

Τ Ω Ν

11.1. Γ ε ν ι κ ά

Στό παρόν Κεφάλαιο θά Αναπτύξουμε μιά άπό τ ίς  πιό κλασικές έπη- 
ναληπτικές μεθόδους, μέ τ ίς  πιό χαρακτηριστικές παραλλαγές καί τροπο -  
ποιήσεις της, γ ιά  την εύρεση μιάς ή μερικών άπό τ ίς  ίδιοτιμές ένός n*n 
πραγματικού πίνακα Α, καθώς έπίσης καί των Αντίστοιχων ίδιοδιανυσμάτων 
των ίδιοτιμων τους. Ή μέθοδος, πού θά Αναπτυχτεί, μπορεί νά έφαρμοστεϊ 
σέ πίνακες, ο ί όποιοι έχουν ένα πλήρες σύστημα η γραμμικά Ανεξάρτητων 
ίδιοδιανυσμάτων. Τέτοιοι πίνακες είνα ι π .χ .  οί συμμετρικοί, έκεϊνοι πού 
έχουν όλες τ ίς  ίδ ιοτιμ ές τους διαφορετικές κλπ. Θά πρέπει νά τονιστεί 
δτι ό παραπάνω περιορισμός δέν Αποτελεί ένα σοβαρό περιορισμό καθόσο ή 
πλειονότητα των πινάκων, πού παρουσιάζονται στήν πράξη, Ανήκει σέ μιά ά
πό τ ίς  δύο προηγούμενες κατηγορίες, πού Αναφέρθηκαν. ‘Επομένως ή μέθοδος, 
πού θά Αναπτυχτεί, μπορεί νά έφαρμοστεϊ χαρίς κανένα δισταγμό. Γενικά,οί 
έπαναληπτικές μέθοδοι, γ ιά  τήν εύρεση των ίδιοτιμων τού πίνακα Α είνα ι 
προτιμότερες σέ σύγκριση μέ τήν Αντίστοιχη άμεση καί προφανή μέθοδο, πού 
είνα ι ή έπίλυση της πολυωνυμικής έξισώσεως

det(A -  λΐ)  = 0  (11.1)

όπου λ μία ίδιοτιμή τού πίνακα Α καί I δ μοναδιαίος πίνακας τάξης η.Αύτό 
γιατί ,  έκτός Από έξαιρέσεις, πού Αφορούν, πολύ μικρές τιμές τού η, ή έξ ί -  
σωση (11.1) μπορεί νά Αποδειχτεί ότι είνα ι Ασταθής ώς πρός τ ίς  ρ ίζες της. 
Δηλαδή μικρές μεταβολές στούς συντελεστές της μπορούν νά πρσκαλέαουν με
γάλες μεταβολές στίς ρίζες  της. Συνεπώς ο ί τιμές γ ιά  τ ίς  ίδιοτιμές τού 
πίνακα Α, πού προκύπτουν Από τήν Αριθμητική έπίλυση της έξισίσεως (11.1) 
δέν είνα ι Αξιόπιστες.
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11.2 .  Μ έ θ ο δ ο ς  τ η ς  δ υ ν ά μ ε ω ς

Ή μέθοδος αύτή χρησιμοποιείται γιά  τήν εύρεση της μιας καί μόνο 
μεγαλύτερης κατ'άπόλυτη τιμή ίδιοτιμής τού πίνακα Α, εφόσον υπάρχει τέ
τοια , καί τοΰ αντίστοιχου ίδιοδιανύσματος. Ά ν λ. | i = l ( l ) n  είνα ι ο ι 6- 
διοτιμ ές του πίνακα Α, τέτοιες ώστε |λ1 1 > |λ^] |χ = 2(1)η,καί χ ^  | i= l ( l )n  
τά άυτίστοιχα ίδιοδιανύσματα, ή μέθοδος της δυνάμεως είνα ι ή ακόλουθη έ -  
παναληπτική μέθοδος

yim+D _ Ay(m) |m = 0 , 1 , 2 , . . .  (1 1 .2 )

μέ 0 αύθαίρετο διάνυσμα. 'Επειδή υποθέτουμε ότι δ πίνακας Α έχει
ένα πλήρες σύστημα η γραμμικά Ανεξάρτητων ίδιοδιανυομάτων, τό διάνυσμα 

θά έπιδέχεται μιά άνάλυση της μορφής . ^
η  ̂ . .·... · · ·-

y(o) = Σ. α .χ ( ΐ )  . ν ( H .3 )
χ=1 1

%Η έφαρμογή τάρα της μεθόδου (11.2),  μέ βάση' τήν (11:3), δίνει διαδοχι
κά. Γιά m = 0

η η η
(1> -- Ay<°> = A L « , * ( i ) = ΣΖα,Α*(1) = ·

i= l i= l i= l x x

Γιά m = 1

y (2) = Ay(1) = A 5Zr..X.x( i )  = Σ. a.X.Ax( i )  = Σ α.λ2.χ ( ΐ )
i= l  1 1  i= l  i= l

Τέλος επαγωγικά μπορούμε νά βρούμε ότι
η

(m) = Σ. «·λ·Χ< υ  | Π) = 0,1,2,...
• _ - J- J·ι=1

Ή σχέση, πού μόλις βρέθηκε, γράφεται συνήθως καί ώς έξης
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η

y ( m ) =X™ [ a ^ H E o u  |ro = 0 , l , 2 , . . .  U l . O

"Αν τώρα υποθέσουμε ότι 0, σχηματίζουμε τό λόγο δύο άντίστοίχων καί 
διάφορων άπό τό μηδέν συνιστωσών, έστω των j στή σειρά, δύο διαδοχικών 
διανυσμάτων y ^  καί y^m πού προκύπτουν άπό τόν Αλγόριθμο (11.4).  
Έ τσι θά έχουμε ότι

(1) τ~ Γ λί  Ί ( i )ο , χ .  + )  α . - τ — χ .1 3 ί ~  1 1 xi  J 3(m)

.(m-1) = λ. i=2

( ΐ κ  y  [η  Γ ' 1 a )
al xj + f r2ailxTJ xj

| id=1,2 , 3 , . . . (11 .5 )

όπου ό συμβολισμός z . χρησιμοποιείται γιά την j στή σειρά συνιστώσα τσΟ
3 1 I Iδιανύσματος z . Επειδή, άπό τήν υπόθεση, έχουμε ότι |-^-|. <1 | i  = 2 (l)n 

συμπεραίνουμε πώς άν πάρουμε τό όριο της έκφράσεως (11.5) μέ m-*·· θά 
προκόψει άμέσως ότι,. .

(m)

l l . i l
m-*o y :(m -1)  = λ 1

(11.6)

δηλαδή ή Απόλυτα μεγαλύτερη ίδ ιοτιμ ή  λ^. Χρησιμοποιόντος τώρα τήν ίδ ιο -  

τιμή λ^, πού βρίσκεται άπό τήν (1 1 .6 ) ,  μπορούμε νά  βρούμε άπό τήν (11.4)  

ό τ ι

(m)
lim
m-κο ,m = αχχ (1 ) (11 .7 )

δηλαδή τό ίδιοδιάνυσμα πού Αντιστοιχεί στήν ίδιοτιμή λ^. (‘Υπενθυμίζου
με ότι, Αν χ είναι τό ίδιοδιάνυσμα τού πίνακα Α, πού Αντιστοιχεί στήν 
ίδιοτιμή λ ,  τότε καί Cx, όπου C σταθερά, είναι έπίσης ίδιοδιάνυσμα τού 
Α, πού Αντιστοιχεί στήν ίδια ίδιοτιμή λ).
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Παρατήρηση:
r

"Ενα σοβαρό μειονέκτημα τής μεθόδου τής δυνάμεως, όπως περιγράφτη- 
κε, είνα ι τό ακόλουθο. Γιά |λ1 | >1 έχουμε άμέσως άπό τήν (11.4). ότι 
lim  y ^  = ± « , ένω γιά  |λ1 | <1 έχουμε Αντίστοιχα δτι lim y ^  = 0 . "Ετσι,
171-*» to-χ»
εκτός καί Αν |λ^| = 1, δ Αλγόριθμος (11.2) θά παράγει ακολουθία διανυσμά- 
των { y ^ }  |m = 0 , 1 , 2 , . . .  πού θά τείνει  οτό Απειρο ή στό μηδενικό διάνυ- 
σμα. Συνεπώς στην πράξη καί κατά τήν εύρεση της θά έχουμε νά έκτελέ- 
σουμε πράξεις με πάρα πολύ μεγάλους ή πάρα πολύ μικρούς αριθμούς. Αύτό 
όμως έχει σάν συνέπεια Απώλεια σημαντικών ψηφίων κατά τή διάρκεια των 
πράξεων καί συνεπώς τήν εισαγωγή μεγάλων σφαλμάτων. Τό μειονέκτημα αύτό 
μπορούμε νά τό Αποφύγουμε μέ μιά μικρή τροποποίηση της μεθόδου της δυνά
μεως, πού περιγράφεται στήν επόμενη παράγραφο.

Παράδειγμα . . .. .. :.· . > ·.· . ;.*·

Νά βρεθεί, μέ τή μέθοδο της δυνάμεως ή Απόλυτα μεγαλύτερη ίδ ιο τ ι-  
μή τού πίνακα A = ^  2 J ^  προσέγγιση ενός δ .ψ .,  χρησιμοποιώντας σάν
άρχικό διΑνυσμα τό

y<o) -  [1 0] Τ.

Λύση

"Εχουμε y^°  ̂ = [ΐ θ1*. ‘Επομένως έφαρμόζοντας τόν Αλγόριθμο (11.2) 
μαζί μέ τ ίς  σχέσεις (11.5) βρίσκουμε

y (1)  = Ay(o > =
2 *· ' 1 '

r  **
2

1 2m _ 0 _ .  1 ’

(ι) _ ο
± -  = 1 = 2  (ο) 1

y(2) = Ay(1) =
2 1 

1 2

2

1

5

4

t:
\·,\Η· \ { , -V..,

/

\ \
 \ '
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x.C2)±

(2)
*1
Ι α Τ j  = 2.5

y<3> = Ay<2) =

(3)
(3) . yl .  »  .  2 8 

ll  ‘  “ (2)  - T  '  2*8

2 1 ’ 5 ~ * 1Η*

1 2_ '4
.  1 3 .

y"*> = Ay<3) =
2 1 ' ι η ' H i"

1 2 . 1 3 . _Η0

* ■

(η) :
1  ν <··. * *.*

CO
1

■ 
<

yi
«*# . ■* ν  ' * f '·■

^ II 

If) α·(Η)Ay

(5) _ y<5>
ι  · ", (Η)

Λ< .  -

= ^  =2.93

’2 1 ‘ HI * '122'

.1
'  2 .

HO _ 121

122
HI = 2.98

'Επειδή | λ ^  -λ ^ 5 ) | 4  j  ΙΟ- 1  βρίσκουμε ό τ ι ,  μέ προσέγγιση ένός δ .ψ .,
λ . as 3 .0 ,  πού συμβαίνει νά συμπίπτει μέ τήν άληθή τιμή. Μέ βάση τήν τ ι -

1 (1) μή αώτή μπορούμε νά βρούμε ότι τό Αντίστοιχο ίδιοδιάνυσμα είναι, τό x
~  [ ΐ 22 ΐ 2ΐ ] Τ/ ( 3 . 0 ) 5 = [ο .5 0 .5 ]Τ, πού έπίσπς συμβαίνει νά τυμπίπτει
μέ τήν άντίστοιχη άληθή τιμή.

1 1 .3 .  Β α σ ι κ ή  π α ρ α λ λ α γ ή  τ ή ς  μ ε θ ό δ ο υ  τ ή ς  

δ υ ν ά μ ε ω ς

*Η τροποποίηση τής μεθόδου τής δυνάμεως πραγματοποιείται μέ τήν 
Αντικατάσταση τού άλγορίθμου (1 1 . 2 ) άπό τόν παρακάτω, πού Αποτελεΐται ά - 
πό τρία ένδιάμεσα βήματα σέ κάθε έπανάληφη. Συγκεκριμένα θέτουμε
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]ySm)I = * 3 * 1 ^ 1

z Cm) _ 1 Cm)
z -~O ST y ■

] m = 0 , 1 , 2 , . . C ii.s)

(m+1) . (m)y = Az

Στά τρία παραπάνω ένδιάμεσα βήματα έκτελοΰμε τ ίς  άκόλουθες έργασίες. 
Στό πρώτο βρίσκουμε την απόλυτα μεγαλύτερη συνιστώσα τοϋ διανύοματος 

καί υποθέτουμε ότι αύτή είνα ι ή j στή σειρά* στό δεύτερο διαιρού
με τ ίς  συνιστώσες του διανύοματος y ^  μέ τη συνιστώσα y ^  καί τό δ ι-  
άνυσμα πού παίρνουμε καλούμε ζ m , πού έχει όλες τ ίς  συνιστώσες του μέ 
άπόλυτη τιμή μικρότερη ή ίση άπό τή μονάδα' τέλος βρίσκουμε,τό νέο δ ι-  
άνυαμα y^111+1 ̂  πολΛαπλασιάζοντας τόν πίνακα Α έπί τό διάνυσμαζ Άν 
έργαστοΰμε τώρα, όπως καί στήν προηγούμενη παράγραφο, άναχαρώντας όμως 
άπό τόν αλγόριθμο (11.3) άντί νά άναχωρήσουμε άπό τόν (11.2),  τότε ή 
άντίστοιχη έκφραση πρός τήν (11 .4) , πού θά προκόψει θά είνα ι ή ακόλου
θη

J m> = __________L
y‘° ή 11··

Jo J1

|m = 0 , 1 , 2 , . . .

,m
(m-Ι )  Λ1
V l

(k)

nt ·
α,,χ ( 1) + a. 

U 2  1

/ \ 
λ . 1 

1
\

πι ’ 

x ( i >
I V

(11.9)

όπου οι δείκτες στούς παράγοντες y ^ '  |k = 0(l)m-l δέν είναι άπαραί- 
τ'ΐτο νά είναι οΐ ίδ ιο ι. Άπό τήν (11.9^ μπορεί νά προκόψει όμέσως σχέ
ση άντίστοιχη πρός τήν (11.6), πού σ'αότή τήν περίπτωση θά είναι

lira y(.m) = λ, . (11.10)■j 1  1 1m-χ» m-1

Τονίζεται ότι ή συνιστώσα j , τού διανύοματος ' τού παραπάνω τύπου
III JL

(11.10) είνα ι έκείνη, πού άντιστοιχεϊ στή μεγαλύτερη συνιστώσα τού προ
ηγούμενου διανύοματος y ^ 1 ̂ . Γ'ιά τήν εύρεση τού όντίστοιχου ίδιοδιανύ-
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σματος χ ^  παρατηρούμε τά έξής. "Αν ό δείκτης j άπό μιά δρισμένη τ ι
μή τοϋ m καί πέρα παραμένει σταθερός, τότε είνα ι εύκολο νά διαπιστώσου
με δτΐ/  ή σχέση ή άντίστοιχη πρός τήν (11.71, πού θά είνα ι τό (διοδιάνυ- 
σμα, θά είνα ι ή άκόλουθη

lira 2(m) = Cx(1) (11.11)
m·*»

όπου C σταθερά καί μάλιστα τέτοια ώστε ή άπόλυτα μεγαλύτερη συνιστώσα 
του ίδιοδιανύσματος C x ^  νά είνα ι ίση μέ 1. "Αν όμως ό δείκτης j δέν 
παραμένει τελικά σταθερός, τότε ή (11.11) θά πρέπει νά τροποποιηθεί στήν 
άκόλουθη

lim
m-*»

(m)

(in) -  Cx( 1 ) (11.12)

όπου ό δείκτης k θά παίρνεται τελικά σταθερός. Στή σχέση (11.12) ή C ε ί
ναι μιά σταθερά καί μάλιστα τέτοια ώστε ή k στή σειρά συνιστώσα τοΟ δια- 
νύσματος Cx*y}A. νά είνα ι ίση μέ 1.

Παρατήρηση: ‘

Καί στίς δύο μεθόδους πού περιγράψαμε έως τώρα, δηλαδή στή μέθοδο 
τ'ής δυναμέως καί στή βασική παραλλαγή της, σάν άρχικό διάνυσμα y ° έκ- 
λέγεται συνήθως έκεινο, πού έχει όλες τές συνιστώσες του ίσες μέ 1.

Παράδειγμα

‘Εφαρμόζοντας τή βασική παραλλαγή τής μεθόδου τής δυνάμεως νά  βρε
θ ε ί ,  μέ προσέγγιση δύο δ .ψ . ,  ή άπόλυτα μεγαλύτερη ίδ ιοτιμ ή  καί τό ά ντ ι

στό ιχο  ίδιοδιάνυσμα τοΟ πίνακα

3
1
3

Λύση

‘Εφαρμόζοντας τήν παραλλαγή τής μεθόδου της δυνάμεως μέ y  -
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m
= [ l  1  l ]  παίρνουμε διαδοχικά

Η
 

1—
1 

Πο

1  1 ]
T

> z < ° ! = [  ! .· 1 .  . 1 ] T

y(1 )= [ 5 0 7]
T

l y 3C l ) l = 7 >
Z( l )  = [ 0 . 7 1 4 0 i.o o o ]T

y ( 2 )  = [ 3 . 7 1 4 1 . 7 1 4 5 . 1 4 2 ] T S, | y ^ 2 ) | = 5 . 1 4 2 , z ( 2 ) = [ 0 . 7 2 2 0 . 3 3 3 i.oo o]T

y ( 3 ) = [ 4 . 0 5 5 1 . 0 5 6 5 . 4 9 9 ] T , | y ^ 3 ) ! = 5 . 4 9 9 , z i 3 ) = [ 0 . 7 3 7
' J

0 . 1 9 2 i.ooo]T
) . . V

y ( l^  = [ 3 . 9 2 9 1 . 3 5 3
m

5 . 4 0 3 ]  , l y ^ ) | = 5 . 4 0 3 , z( 4 ) = [ 0 , 7 2 7 0 . 2 5 0 i.oo o]T·

y ( 5 ) = [ 3 . 9 7 7 1 . 2 2 7 5 . 4 3 1 ]  , | y ^ 5 ) | = 5 . 4 3 1 , z( 5 ) = [ 0 . 7 3 2 0 . 2 2 6 i.oo o]T

y ( 6 ) = [ 3 . 9 5 8 1 . 2 8 0 5 . 4 2 2 ] , | y ^ 6 ) | = 5 . 4 2 2 , z( 6 ) = [ 0 . 7 3 0 0 . 2 3 6 i.ooo]T

y * 7 * = [ 3 . 9 6 6 1 . 2 5 8 5 . 4 2 6 ]  , | y ^ 7 ) | = 5 . 4 2 6 , z( 7 ) = [ 0 . 7 3 1 0 . 2 3 2 i.ooo]T'

'Από τά παραπάνω άποτελέσματα καί μέ βάση τη θεωρία, πού άναπτύξαμε, ε ί 
ναι φανερό ότι άπό τ ίς  σχέσεις (11.10) καί (11.11) καί μέ προσέγγιση δύο 
δ.φ. έχουμε ότι

,· ' \ j * * * * 4

λ .^ 5 .4 3  καί Χ(1  ̂ = [ο. 73- 0.23 1.0θ]Τ '>-
* * , ’* f ; > ·. - - · . · * · ·  \  ' ;

11.4 .  Ε ύ ρ ε σ η  τ ή ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  κ α ί . μ ι . κ . ρ ό -
τ ε ρ η ς ί δ ι ο τ ι μ ή ς

. , * ' - * « , * * ' ’ ’ ■

. Μέ τήν προϋπόθεση ότι ό πίνακας Ά έχει όλες τ ίς  ίδιοτιμές του πραγ
ματικές καί μάλιστα μιά. άπό αύτές μεγαλύτερη άπό όλες τίς- άλλες (ή μικρό
τερη άπό όλες τ ίς  άλλες) είνα ι δυνατό νά τη βρούμε μέ μιά νέα τροποποίηση 
της μεθόδου της δυνάμεως ή άντίστοιχα της βασικής παραλλαγής της. Γιά τό 
σκοπό αύτό έργαζόμαστε όπως στη συνέχεια: "Αν | i  = 1 (1 )n είνα ι ο ί ίδ ιο 
τιμές του πίνακα Α καί | i  = l ( l ) h  τά άντίστοιχα ίδιοδιανύσματα, τότε

-  μ | i  = l ( l ) n  είναι οι ίδιοτιμές του πίνακα Α- μΙ ,  όπου μ οποιοσδήποτε 
άριθμός καί I ό μοναδιαίος πίνακας τάξης η, τά άντίστοιχα όμως ίδιοδιανύ-
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σματα έ&χκολουθσΟν νά  ε ίν α ι τά x ( l )  | i  =1(.1)η. Συνεπώς ά ν υποθέσουμε 

δ τ ι ο ι  ίδ ιο τ ιμ ές  τοΟ Α είναι, τ έτ ο ιες  ώστε

Κ ' * λ« > λ0 λ , > λ1 2 = 3 =  =  η- 1 =  η

ή τ έ τ ο ιε ς  ώστε

λ1 =  λ2 =  λ3 =  * * * =  λη -1  > λη

τότε ο ι  ίδ ιε ς  σ χέσ εις διατάξεω ς θά Ισχύουν καί γ ιά  τ ίς  ίδ ιο τ ιμ ές  τοΟ 

πίνακα A -  μ ΐ δηλαδή

λ -μ  > λ2 ~ μ > 5λ3 - μ > = . . .  ,> λη_2* V >, λ„ -  μ

και

(11 .13)

(11.1·»)λ χ - μ  >=λ2 - μ  >. Xg -  μ >, · · · > ,  λη_χ- μ > -  μ
ν

ά ντίσ το ιχα . 'Από τό Θεώρημα 6 του Κεφαλαίου 9 έχουμε δ τ ι

U'J < IUI! | i  = l(l)n
ή άκόμπ, έπειδή  ο ί ίδ ιο τ ιμ ές  λχ | i  = l ( l ) n  ε ίν α ι πραγματικές

-  II All < λχ < II Aj| | i  = l ( l ) n  (11 .15)

"Αν λοιπ όν σάν άριθμό μ χρησιμοποιήσουμε στήν (11.13) τόν - 1| Α|| καί 
σττ'ιν (11 .14) τόν || Α || , τό τ ε , λόγω των (1 1 .1 5 ) ,  παίρνουμε Α ντίστοιχα

λχ + II α || > λ2 + II α || > λ3 + II α || > . .  ·>λη.χ+|| α || >

λη + Ι | Α | | >  ο
(1 1 .1 6 )

καί

0 > λ χ -  || Α|| > λ2 -  II All > λ3 -  II All > . . . >

xn_ i - l | A | l  > λ η - | | Α | |
(1 1 .1 7 )



"Ετσι άπό τ ίς  σχέσεις (11.16) έχουμε ότι ή άπόλυτα μεγαλύτερη (θετική  
ίδιοτιμή. τού πίνακα Α + || Α]| I είναι, ή. λ1 + || Α]|. 'Επομένου ή. έ<*αρμογι\ 
της μεθόδου τής δυνάμεως η της παραλλαγής της στόν πίνακα Α ι- |] A|j I θά 
δώσει τήν ίδιοτιμή λχ + || Α|| , όπότε άφαιρώντας άπό αύτή τόν άριθμό 
|| Α|| βρίσκουμε τήν λ^. 'Αντίστοιχα άπό την (11.17) έχουμε ότι ή άπόλυ
τα μεγαλύτερη (άρνητική) ίδιοτιμή τοϋ πίνακα A - || A|| I ε ίνα ι ή λ^-H α || 
καί έπομένως ή μέθοδος της δυνάμεως ή ή παραλλαγή της, όταν εφαρμοστεί 
στόν πίνακα A - || Α ||ΐ  θά δώσει τήν ίδιοτιμή λ -  || Α|| , όπότε προσθέτον
τας σ' αύτή τόν άριθμό || α || βρίσκουμε τήν λ .

** ’ ' *.. ·· \ ·': K.J

Παράδειγμα

‘0 πίνακας

0 φ
1 0
0 1

0
0
0

έχει ίδιοτιμές λ1 = 2, λ2 = 0 καί λ3 = -2 , καί έπομένως ή μεγαλύτερη άπό 
αύτές λ1 = 2 δέν μπορεί νά βρεθεί μέ τή μέθοδο της δυνάμεως,■ άφοΟ |λ1 | =
= | λ | = 2 > 0 = | λ | . Νά δοθεί μιά όποιαδήποτε (συγκεκριμένη) ■ έπαναληπτική 
μέθοδος, μέ τήν οποία θά είνα ι δυνατός ό προσδιορισμός της ίδιοτιμης
= 2 .■

Λύση . · - * * ' · ' ·*·.- / 
Οι ίδιοτιμές. του πίνακα Α είνα ι πραγματικές καί τέτοιες ώστε λ^> , 

λ,. > λ0. ‘Επομένως ή μεγαλύτερη άπό αύτές λ. θά μπορεί νά βρεθεί, σύμφω- 
να μέ τή θεωρία πού άναπτύχτηκε προηγούμενα, μέ' τή μέθοδο της δυνάμεως

y(m + D  _ B y(m) I m = ο , 1 , 2 , . . .  (11 .18 )

όπου i 0 αύθαίρετο διάνυσμα καί Β ό πίνακας A + || A|| I μέ || Α|| μιά  
άπό τ ίς  τρεις norms του Α. "Αν θεωρήσουμε τήν || A||ro , αύτή βρίσκεται 
εύκολα πώς είνα ι ίση μέ 4 , ό πίνακας Β θά είνα ι δ
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Β =
4

1

Ο

ι+ Q

ι+ Q
1 4

*H άπόλυτα μεγαλύτερη ίδιοτιμή τοΟ πίνακα Β, πού βρίσκεται άπό τό έπα- 
ναληπτικό σχήμα (11.18), θά είνα ι ή + 4 , όπότε άφαιρώντας τόν Αριθμό 
4 θά βρούμε τήν λ^.

11 .5 .  Ε ύ ρ ε σ η  τ ή ς  ά π ό λ υ τ α  μ ι κ ρ ό τ ε ρ η ς  
t δ ι ο  τ ι μ fj ς

"Αν | i  = 1(1)η είνα ι ο ί ίδιοτιμές τού πίνακα Α καί υποθέσουμε
ότι 0 < |λ I < |λ . I lx = 1(1)η-1, δηλαδή ότι ύπάρχει μιά άπόλυτα μικρότε-
ρη ίδιοτιμή τού πίνακα Α διάφορη άπό τό μηδέν, τότε είνα ι δυνατό νά τή
βρούμε στηριζόμενοι πάλι σέ μιά τροποποίηση τής μεθόδου της δυνάμεως ή
τής βασικής παραλλαγής της. Γιά τό σκοπό αύτό έργαζόμαστε όπως στή συ -'
νέχε ια :Ά ν  λ  ̂ |χ  = 1(1 )π είνα ι ο ί ίδ ιοτιμ ές του πίνακα A(det(A) /  Ο) καί

| ΐ  = 1(1 )η τά Αντίστοιχα ίδιοδιανύσματα, τότε -ρ- | i  = 1(1)η είνα ι ο ί
1 '  ̂*

ίδιοτιμές τού πίνακα Α , τά Αντίστοιχα όμως ίδιοδιανύσματα έξακολου- 
θούν νά είνα ι τά ίδια  χ^^  | i  = l ( l ) n .  'Επειδή άπό τήν υπόθεση έχουμε ό 

τ ι |λ I < Γλ.Ι Iί = l ( l ) n - l ,  συμπεραίνουμε Αμέσως ότι ττπ- > ΤΓΤ li  = 1
Π ί 1 - ι I  I ^  ί I  ^

(1)η-1. Μέ άλλα λόγια ή γ-  θά είνα ι ή άπόλυτα μεγαλύτερη ίδιοτιμή τού 
πίνακα Α-1 καί έπομένως θδ μπορεί νά βρεθεί αύτή μέ τή μέθοδο τής δυνά
μεως ή μέ τή βασική παραλλαγή της. "Αν συνεπώς στηριχτούμε στή ,έθοδο 
τής δυνάμεως γ ιά  τήν εύρεση τής άπόλυτα μεγαλύτερης ίδιοτιμής τού πίνα
κα Α-1 θά έχουμε

y(m+1) = A -1 y(m) |m = 0 , 1 , 2 , . . .  (11.19)

όπου t 0 αύθαίρετο διάνυσμα. *Η (11.19) μπορεί νά γραφτεί καί ώς έ

ξης

Ay(ln+1)= y(m) |lD — 0*1,^,· · · (11.20)



όπου γιά  τήν εύρεση του δι,ανύσματος y (m+1) άπό τό y (jn) θά έπιλύουμε κά
θε φορά ένα σύστημα η γραμμικών έξισώσεων μέ η άγνωστους, χρησιμοποιώντας 
μιά άμεση μέθοδο. Αύτό τονίζεται ιδιαίτερα, καθώς επίσης καί τό γεγονός 
ότι όλα τά συστήματα, πού θά επιλύονται καί θά προκύπτουν άπό τήν (11.20), 
θά έχουν τόν Α κοινό πίνακα συντελεστών άγνωστων. Συνεπώς γιά  τήν έπίλυσή 
τους θά άκολουθεΐται ή διαδικασία της έπιλύσεως γραμμικού συστήματος μέ 
περισσότερα άπό ένα δεύτερα μέλη της παραγράφου 10 .2 .1 .2 .  'Από τήν ακολου
θία  των διανυσμάτων y(m) m= 0 , 1 , 2 , . . .  πού θά οριστούν, είνα ι δυνατό νά
βρεθοϋν, όπως καί στήν περίπτωση της μεθόδου της δυνάμεως, τόσο ή άπόλυτα 
μεγαλύτερη ίδιοτιμή του πίνακα A , πού θά είνα ι ή , όσο καί τό ά ντ ί-
στοιχο ίδιοδιάνυσμα x(η) νη

11.6. Ε ύ ρ ε σ η  μ ι α ς  ό π ο ι α σ δ ή π ο τ ε  ί δ ι ο τ ι 
μ ή  ς

jI

Κάτω άπό ορισμένες προϋποθέσεις είνα ι δυνατό νά εφαρμοστεί μιά νέα  
τροποποίηση της μεθόδου της δυνάμεως ή της βασικής παραλλαγής της καί νά 
βρεθεί έτσι μιά όποιαδήποτε άπλή πραγματική ίδιοτιμή τοϋ πίνακα Α, έστω ή 

. Γιά τό σκοπό αύτό θά πρέπει νά γνωρίζουμε έναν πραγματικό αριθμό μ , 
πού νά άπέχει άπό τήν υπόψη ίδιοτιμή λ̂  στό μιγαδικό έπίπεδο άπόσταση μ ι
κρότερη άπό ότι άπό όλες τ ίς  άλλες ίδιοτιμές λ . | i  = l ( l ) n ,  i  t j τοΰ πίνα
κα Α. "Αν ένας τέτοιος άριθμός μ είνα ι γνωστός, τότε σχηματίζουμε πρώτα 
τόν πίνακα Α- μΙ ,  όπου I δ μοναδιαίος πίνακας τάξης η. *0 πίνακας αυτός,ό
πως ξέρουμε, θά έχει ίδιοτιμές τ ίς  λ. - μ | i  = 1(1)η καί άντίστοιχα ίδ ιο δ ι-

(  * \

ανύσματα τά ίδια χνι; | ί  = 1(1)η τοϋ πίνακα Α. 'Από τόν ορισμό τοϋ άριθμοΰ 
μ έχουμε άμέσως ότι 0 < | λ ^ - μ | < | λ ^ - μ |  ji  = l ( l ) n ,  i ^ j .  "Ετσι ή ίδιοτιμή  
λ - μ θά είνα ι ή άπόλυτα μικρότερη ίδιοτιμή τοϋ πίνακα Α - μΐ καί επομένως 
μπορεί νά βρεθεί σύμφωνα μέ αυτά πού είπαμε στήν προηγούμενη παράγραφο, Εί
ναι φανερό λοιπόν ότι ό άλγόριθμος, ό άντίστοιχος πρός τόν (11.20), θά έχει  
το'ρα τή μορφή

m = 0 , 1 , 2 , . . ., (m+1) _ (in) (A - μΙ)γ = y (11.21)



οπού i- 0 αυθαίρετο διάνυσμα. 'Από τήν Ακολουθία τών δια\ΛΧτμάιων y^ 8  ̂

|ιη = 0 , 1 , 2 , . . . , πού θά ταραχτεί Από τόν Α λγόριθμο. (1 1 .2 1 ), ε ίν α ι δυνατό 

νά  βρεθούν, δτχως καί στήν περίπτωση τής μεθόδου της δυνάμεως, τόσο ή Από- 
λυτα μεγαλύτερη ίδ ιοτιμ ή  του πίνακα (A - ρ ΐ}"1 , δηλαδή ή τ - 1· · ■ , δσο καί

α . % Α  ·  “ * Η

τό Α ντίστοιχο ίδιοδιάνυσμα χ^3 . 3

Παράδειγμα

Οι ίδ ιο τ ιμ ές  ένό ς γνωστού 3x3 πίνακα Α, μέ προσέγγιση Ακέραιος μο
νάδας, ε ίν α ι ο ι  Ακόλουθες λ , ~  2 , λ _ « 1  καί λ, « - 1 .  Νά δοθούν τρ ία  έπαυα-1 ζ. ο
ληπτικά σχήματα, τά όπ οια  θά έπιτρέπουν τήν εύρεση κάθε μ ιας άπό τ ίς  

τ ρ ε ις  ίδ ιο τ ιμ ές  Α ντίστοιχα  μέ όσηδήποτε Α κρίβεια .

Λύση

Ά πό τήν προσέγγιση μέ τήν όποια  δ ίνοντα ι ο ι τ ρ ε ις  ίδ ιο τ ιμ ές  έχου
με αμέσως δ τ ι γ ιά  τό σφάλμα ε , κάθε μ ια ς άπό α υ τές, θά ίσ χύ ει

Μ  4  ■§ 10° = 0 .5  .

Αυτό σημαίνει δ τ ι ο ι  τ ρ ε ις  ίδ ιο τ ιμ ές  θά Ικανοποιούν τ ίς  παρακάτω σ χέσ εις

2 -  0 .5  < λΑ 4  2 + 0 . 5  ή 1 . 5 < λ 1 < 2 . 5

1 - 0 . 5  < λ2 < 1 + 0 .5  ή 0 . 5  < λ2 < 1 .5  (11 .22)

- 1 - 0 . 5  < λ3 < - 1  + 0. 5 ή - 1 .5  < λ3 < - 0 .5

Στίς  δύο τελευ τα ίες δ ιπ λές Α νισότητες γιΑ  τ ίς  ίδ ιο τ ιμ ές  λ2 καί λ3 δέν ί 
σ χύει ή ίσότητα καί αύτό γ ια τ ί οι Αριθμοί 0 .5  καί 1 .5  στρογγυλεύονται στό 

0 καί 2 Α ντίστοιχα  καί ό χ ι στό 1 , ένω ο ί άριθμοί - 1 .5  καί - 0 .5  στρογγυ
λεύονται στό -2  καί στό 0 Α ντίστοιχα  καί δ χ ι στό -1 . Γιά τήν κατασκευή τώ
ρα των τριών έπαναληπτικων σχημάτων πού ζητούνται, ε ίν α ι δυνατό νά  έργα- 
στούμε μέ διάφορους τρόπους. “Ενας Από αυτούς, ό  π ιό  σίγουρος στήν περί
πτωση αυτή, ε ίν α ι αύτός πού περιγράφεται στήν παράγραφο 11 .6 .  Θεωρούμε 

λοιπόν τό γενικ ό  έπαναληπτ ικό σχήμα

( A - p i I ) y (,n+1) = y (ln) | i  = 1 (1 )3 ,  m = 0 , l , 2 , . . .  (11.23)

- 2*4* -



δττου i ο αύθαίρετο διάνυσμα, I ό μοναδιαίος πίνακας τάξης 3 καί μ .ί*·
] χ = 1(1)3 πραγματικοί όριθμοί, τέτοιοι ώστε δ συγκεκριμένος άπό τούς 
τρ εις μ. νά απέχει άπό τήν ίδιοτιμή λ . άπόσταση γιικρότερη σέ σύγκριση 
άπό τ ίς  άλλες δύο ίδ ιοτιμ ές. Είναι φανερό πώς άν ορίσουμε

Ρ1 - 2  , μ2 = 1 Μαι̂  μ3 = _1 (11.24)

τότε

|λ1 - 2 |  < |λ2 - 2 | , | λ 3 - 2 |

άφοϋ άπό τ ίς  σχέσεις (11.22) μπορεί νά προκόψει ότι

|λ1 -2 | '  < ° . 5 ,  |λ2 -  2 1 >0.5 καί 1 λ3 — 2 | >2.5 .

Μέ τόν ίδ ιο  τρόπο μπορεί νά άποδε ιχτει δτι 

| λ2 - ι |  < |λ1 - ι | ,  | λ3 - ι |

καί

|λ3 + ι |  < |λχ + 11, |λ2 + ι |  .

Έ τσι δ άλγόριθμος (11.23) μέ μ. | i  = 1(1)3, πού δρίζσνm i άπό τ ίς  (11.24), 
μας έπιτρέπει νά βρούμε στη σειρά κάθε μιά άπό τ ίς  τρεις ίδιοτιμές | χ=
l ( l ) n  μέ όση προσέγγιση θέλουμε.

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

1 . Νά άποδε ιχτει δτι τό πρόβλημα τ?ίς εύρέσεως των ριζών του πολυωνύμου
\ + α, λη_1 + α„λη_2 + . . .  + a 0λ2 + a . λ + α είνα ι ισοδύναμο μέ τό πρόβλη- 1 z n -z Ώ-ι. π
ya της εύρέσεως των ίδιοτιμων του παρακάτω πίνακα τάξης η 

" 0 1

0 1 0  
0 1

ο  ■ .  · .
• ·

0 1
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2. Νά βρεθεί/ μέ την έφαρμογή τής μεθόδου τής δυνάμεως ή. άπόλυτα μεγα

λύτερη ίδιοτιμή τού πίνακα

' 0 - 2/3

0 0 - %

γΗ1 0 0

μέ προσέγγιση δύο σ·Ψ· (*Απ. 1.1)

3 . Νά βρεθεί, μέ τήν έφαρμογή της μεθόδου τής δυνάμεως ή  τής β α σ ικ ή ς  

παραλλαγής της ή άπόλυτα μεγαλύτερη ίδιοτιμή τοΟ πίνακα A = ^
σιμοποιώντας σάν αρχικό διάνυσμα τοΰ έπαναληπτικοΟ σχήματος τό y = 
[1 1]Τ. ('Απ. 3)

4. Νά δοθεί ένα έπαναληπτικό σχήμα, γ ιά  τήν εύρεση τής μικρότερης ά -
Λ «·

πό τ ίς  δύο ίδιοτιμές τοϋ πίνακα A = [χ 3] καί νά έφαρμοστεϊ τρεις Φο
ρές μέ άρχικό διάνυσμα = [3 2]^.' ('Απ. x^m+̂ =̂ (A — || A|| I)x^m̂ |ni
= 0 , 1 , 2 , . . . = C-i 1] . (2 ) .= & -2] και x (3 )= [-4 4]T)

5. Μέ τήν έφαρμογή τής μεθόδου τής δυνάμεως στόν πίνακα Β τάξης δύο, 
όπου Β = Α - · | ΐ , μ έ Α = [ 3 *] καί I τό μοναδιαίο πίνακα τάξης 2, νά δει
χτεί ποιά άπό τ ίς  δύο ίδ ιοτιμ ές τού πίνακα Α είνα ι δυνατό νά βρεθεί καί 
για τί; ( ’Απ. 4)

6. Χρησιμοποιώντας μιά  κατάλληλη έτοναληπτική μέθοδο νά βρεθεί, μέ 
προσέγγιση δύο δ .ψ ., ή άπόλυτα μικρότερη ίδιοτιμή τοϋ πίνακα [? J] · 
(*Απ. -  0.62)

7. Χρησιμοποιώντας μιά κατάλληλη έπαναληπτική μέθοδο, νά βρεθεί, μέ
προσέγγιση δύο δ .ψ .,  ή ίδιοτιμή τοϋ πίνακα J^°5 , πού βρίσκεται
πιό κοντά στόν άριθμό 0 .8 .  ('Απ. 1.37)



12. Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η  Σ Τ Η  Θ Ε Ω Ρ Ι Α  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι ' -  
Σ Ε Ω Σ

1 2 .1.  Γ ε ν ι κ ά

Τό γενικότερο πρόβλημα της προσεγγίσεως απαρτίζεται άπό τήν πα
ράσταση ενός πλήθους δεδομένων, πού είνα ι συνήθως εμπειρικά καί πού Αν
τιστοιχούν στίς τιμές μιας συναρτήσεως σέ ένα πλήθος σημείων, άπό μιά. 
στοιχειώδη συνάρτηση συγκεκριμένης μορφής ή ακόμη στήν παράσταση μιας 
συναρτήσεως, πού δίνεται Αναλυτικά μέ τήν έκφρασή της, άπό ένα συνδυ
ασμό πεπερασμένου ή Απειρου πλήθους στοιχειωδών συναρτήσεων. Στό παρόν 
Κεφάλαιο θά περιοριστούμε σέ μιά στοιχειώδη είσαγωγή στή θεωρία της λε
γάμενης πολυωνυμικής προσεγγίσεως έμπειρικων δεδομένων. Στή θεωρία αυ
τή ή στοιχειώδης συνάρτηση, πού 'χρησιμοποιείται γ ιά  τήν παράσταση (ή 
προσέγγιση) των εμπειρικών δεδομένων, είνα ι πολυώνυμο. Στό σημείο αύτό 
θά πρέπει νά παρατηρήσουμε ότι τό πρόβλημα της παρεμβολής, πού μελετή
θηκε στό Κεφάλαιο 3, Αποτελεί μιά στοιχειώδη μορφή πολυωνυμικής προσεγ
γίσεως.

♦

12.2. Π ο λ υ ω ν υ μ ι κ ή  π ρ ο σ έ γ γ ι σ η  έ μ π ε ι ρ ι 
κ ώ ν  δ ε δ ο μ έ ν ω ν

‘Υποθέτουμε ότι | i  = 0 ( l ) n  είνα ι ένα πλήθος εμπειρικών.· δεδομέ
νων, συνήθως μετρήσεων ή παρατηρήσεων, πού Αντιστοιχούν στίς τιμές μιας 
συναρτήσεως στά σημεία | i  = 0( l ) n  καί iu | i  = 0 ( l ) n  ot Αντίστοιχες τ ι
μές τοΰ πολυωνύμου, πού θά προσεγγίζει τά έμπειρικά δεδομένα στά ί’δια  
σημεία. 'Υποθέτουμε Ακόμη ότι ε^ = ικ - | i  = 0( l ) n  είνα ι τά σφάλματα στά 
σημεία x . καί ε τό διάνυσμα-  σφάλμα, τοΰ οποίου συνιστώσες είνα ι τά μερι
κά σφάλματα ε^ | i  = 0(1)η .  Γιά τήν εύρεση τοΰ "άριστού" πολυωνύμου, πού θά 
προσεγγίζει κατά τόν καλύτερο δυνατό τρόπο τά έμπειρικά δεδομένα, ή όπως 
Αλλιώς λέμε γιά  τήν προσαρμογή μιας καμπύλης (πού είνα ι ή γραφική παράστα
ση τοΰ πολυωνύμου) στό πλήθος των έμπειρικων δεδομένων, έπιβάλλεται, κατά
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κάποια έννοια, η έλαχιστοποίηση τοΟ διανύσματος -  σφάλμα ε . Τό φυσικότε
ρο μέτρο ένός διανύσματος, όπως έχουμε πει στό Κεφάλαιο 9f είνα ι ή norm 
του. "Ετσι ή έλαχιστοποίηση ένός διανύσματος είνα ι φυσικά νά πετυχαίνε- 
ται μέ την έλαχιστοποίηση μιας Από τ ίς  τρεις norms του. Σ' αυτή λοιπόν 
την περίπτωση, τό όλο πρόβλημα Ανάγεται στήν έλαχιστοποίηση μιας άπό 
τ ίς  τρεις norms του διανύσματος -  σφάλμα ε , δηλαδή στην έλαχιστοποίηση 
μιας άπό τ ίς  τρεις έκφράσεις

η  η  χ/ζ

. || ε\\1= ΣΙ |e .|t Ι|ε !!2=[ΣΙ kil j , II ε II*, = nax|e. | .

Οι πιό γνωστές μέθοδοι πολυωνυμικής προσεγγίσεως Ε μ π ειρ ικ ά  δεδομένα*; 
είνα ι αυτές, πού άναφέρονται στήν έλαχιστοποίηση των norms || ε | |2 καί 
II ε 11» * 0ε Αντίστοιχες μέθοδοι είνα ι γνωστές ώς ή μέθοδος των έ λ ά χ ι-  
στων τετραγώνων (γιά τήν || ε | |2 ) καί ή τεχνική τοΰ Chebyshev (γιΑ τήν 
II e IL) · Γενικοί κανόνες γιΑ τήν έκλογή της μεθόδου χαί τοΰ πολυωνύμου, 
πού θά προσεγγίζει τά έμπειριχά δεδομένα, δέν υπάρχουν στήν πράξη. ‘Ο- 
πΟίαδήποτε ένδειξη μπορεί νά χρησιμοποιηθεί μέ βάση υποκειμενικά κυρί
ας κριτήρια. Στήν επόμενη παράγραφο θά έξετάσουμε σέ γενικές γραβιές  
τή μέθοδο των έλάχιστων τετραγώνων.

IV-ί'

7*

12 .3 . Μ έ θ ο δ ο ς  τ ω ν  έ λ ά χ ι σ τ ω ν  τ ε τ ρ α γ ώ 
ν ω ν

‘Υποθέτουμε ότι

ρ (χ) = α + α,χ + ... + α xm (12.1)*in ο 1 m
πολυώνυμο βαθμού τό πολύ m, όπου cu | ί  = 0(1 )m συντελεστές πού θά 
προσδιοριστούν, τό "άριστο" πολυώνυμο, πού προσεγγίζει τό πλήθος των 
Εμπειρικών δεδομένων | i  = 0 (l)n  στά σημεία χ̂ , | i  = 0(1)η. Είναι προ
φανές ότι στήν πράξη ένδιαφερόμαστε γ ιά  τιμές π> < η. ΓιΑ m = η τό πρό
βλημα των έλάχιστων τετραγώνων έπιλύεται Αμέσως, αρκεί εάν pR(x) νά πά
ρουμε τό πολυώνυμο παρεμβολής μέ σημεία παρεμβολής τά x . | i  = 0(1)η 
καί Αντίστοιχες τιμές τ ίς  y  ̂ | i  = o ( l)n . Αύτό γιατί θά έχοεμε u.= pn(x .)
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=yi f  δηλαδή e^ = u^ -y^ = .o , καί έπομένως || ε j|2 = Q, πού είναι. ή. έλάχίΛΠτι 
δυνατή τιμή, red m > η, τό πρόβλημα άντιμετωπίζεται μέ ανάλογο τρόπο. 
Συγκεκριμένα ώς ρ (χ) παίρνουμε τό πολυώνυμο

ΤΠ
η

Ρ (κ) 5 Ρ (X) +Ρβ. λ. ι (χ) Γ I (X -*J>
1=0

όπου Ρη(χ) τό πολυώνυμο παρεμβολής πού άναφέρθηκε προηγούμενα καί 
P m -n -l^  ν̂α όποιοδήποτε αυθαίρετο πολυώνυμο βαθμού m-n-1. Είναι προ
φανές ότι καί στην περίπτωση αυτή έχουμε ||ε | |2 = 0 , δηλαδή τήν έλάχι- 
στη δυνατή τιμή.

Γιά τήν περίπτωση τώρα πού ένδιαφερόμαστε ιδιαίτερα, καί γ ιά  
τήν οποία έχουμε m < η, πρέπει όπως καί προηγούμενα νά έλαχιστσποιήσσυ- 
με τήν || ε | |2 ή πράγμα πού είνα ι ισοδύναμο, νά έλαχιστοποιήσουμε τήν 
ποσότητα Ε = || ε | | 2 . Σ'αύτή τήν περίπτωση έχει τήν άκόλουθη μορφή 

n η η

Ε = Σ Ι  | ε .  | = Σ Ι  (u. - y . ) 2 = H  (p (x .) - y . ) 2
• _A «*- · —Λ J- -L · _Λ J* X1=0 1=0 1=0

ή λόγω της (12.1) τή μορφή

η

Ε = Χ^Γ(α + α ,χ . + . . .  +α χ™) -  y ,Ί 2· » . (12 .2). nL ο 1 ι  m ι J iJι=0

Γιά τήν έλαχιστοποίηση τής έκφράσεως (12.2) άρκει νά έχουμε

9Ε
3α = 2Σϋ (α + αι Χ£ + · · · + amxi  “ ^ί^Χΐ  = 0 Μ = 0Ci)m

j  . _ 0  °  i  m i

ή ισοδύναμα
n n n n

a L x ·  + £ x ? +1 + . . . + am L ^ + m = L j y .
0 i^0 1 1 i=0 1 m i=0 1 i=0 1 1

(12.3)

| j = 0(l)m .

"Αν χρησιμοποιήσουμε τούς συμβολισμούς
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η
_ f~  k* / x.

i=Q

n

*  “ o i
κα ί  v.  = i L ^ v .  

K i ^ a  *· *·
k = QU12io (12,4)

τότε o t  έξισώ σεις (1 2 .3 ) , μέ βάση τ ίς  (1 2 .4 ) , γράφ οντα ι Αναλυτικά

s a + S,a, + . . .  + s  a = Vο ο 1 1 m m 0

Sl “o t s 2al + . . .  + s  ί Λ α  m+1 m

>II

(1 2 .5 )

s a + s -a- + . · .  t  s 0 a = v  m o m+1 1 2m m m

f\ συνοπτικά, μέ μορφή έξισώσεων πινάκων
* *

S a = V

όπου

S =

’s o S1 · · ' sra a0
V0

s i S2 · * * Sm+1 °1 V1
• • •

•

I· P II •
, v =

•

• » •

sm Sm+1* S2m aID
V

m
_  -

(12.6)

(1 2 .7 )

Θά Αποδείξουμε τώρα ό τ ι τό  σύστημα (1 2 .5 ) , ή τό ίασδύυαμό του (12 .6) ,6 -  

χ ε ι  μ ιά  καί μόνο λύση. Πρώτα όρίζουμ ε τόυ (n + l)x (ra+l) πίνακα X καί τό  
(η+1) -  διάστατο διάνυσμα y άπό τ ίς  έκφράσεις

X =

_ — ·« «■
4 2 m1 x x . . .  x • ΥΛo o o o
- 2 mX x^ · · · yi
• , y =

•
• •
• •
- . 2  IB 1 x x^ . . .  x yη η n .  n -

(12.8)
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δτχότε άπό τ ί ς  (12.31, (12.41 καί (JL2t71 ηαζρνουμε άμέαος

S = ΧΤΧ , ν = xTy  , 0 -2 ,a l

Γιά νά δείξουμε ότι τό σύστημα (12.6) έχει μιά καί μόνο λύση άρκεί vd 
άποδείξουμε ότι τό άντίστοίχο ομογενές σύστημα

Sa = Ο (12.10)

έχει μιά καί μόνο λύση, συγκεκριμένα την a = 0. Γιά τό σκοπό αυτό υπο
θέτουμε ότι ο t 0 καί πολλαπλασιάζουμε άπό άριστερά τά μέλη της (12.10) 
έπί a , όπότε

Το Sa = 0 .

Χρησιμοποιώντας την πρώτη σχέση άπό τ ίς  (12.9) στην παραπάνω ισότητα 
παίρνουμε διαδοχικά

αΤΧΤΧα = (Χα)Τ(Χα) = || Χ<χ||̂  = 0

Άρα

Χα = 0 .

*Η παραπάνω σχέση γράφεται άναλυτιχά

(12.11)

α +α1χ. + . . . + α χ Ι? = 0  | i  = 0(1)η · o l x  m i  '

0L παραπάνω σχέσεις όμως δείχνουν ότι τό πολυώνυμο (12.1) μηδενίζεται 
γιά  n+l > m τιμές της μεταβλητής του. Θά είνα ι έπομένως έκ τα.-τότητας 
μηδέν. Συνέπεια αύτου είναι ότι cu = 0 | i  = 0 (l)n  η ότι a = 0 πράγμα πού 
είνα ι άτοπο. Τό σύστημα έπομένως (12.10) έχει ώς μόνη λύση τήν a = 0. 
Αύτό σημαίνει ότι det(S) i 0. Άπό τό τελευταίο συμπεραίνουμε ότι καί 
τό σύστημα (12.6) έχει μιά καί μόνο λύση, ή όποία μέ μορφή πινάκων δ ί
νεται άπό τήν έκφραση

-1a = S ν . (12.12)
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Είναι δυνατό νά Αποδειχτεί μέ μιά σειρά μετασχηματισμών δτι ή λύση 0-2,12) 
έλαχιστοποιει ηραγματικά τήν έκφραση.. (12.21,

Παρατήρηση:

τό σύστημα (12.5) ή (12.6) (πού συνήθως καλείται κανονικό σύστημα) γιά  τ ι
μές τοϋ m >J, είναι άσταθές. "Εχουμε δηλαδή d et(S )»  0 καί συνεπώς τά Απο
τελέσματα, πού παίρνουμε άπό την έπίλυσή του, δέν είναι Αξιόπιστα. . Στήν 
πράξη χρησιμοποιούμε τή μέθοδο πού Αναπτύξαμε γιά  μικρές τιμές τού m. ΓιΑ 
τιμές τοϋ m ^7 καταφεύγουμε στή χρήση των λεγόμενων όρθογώνιων πολυωνύμων, 
τά όποια όμως δέν θά άναφερθοΰν έδω.

Παράδειγμα 1

Νά προσαρμοστεί μιά γραμμική συνάρτηση στό Ακόλουθα πλήθος των δε
δομένων: (χ^, y^) | i  = 0 (l)n

Λύση

‘Υποθέτουμε ότι ρ ^ χ )  =αβ + c^x είνα ι τό πρωτοβάθμιο πολυώνυμο (γραμ
μική συνάρτηση), πού πρόκειται νά προσαρμοστεί στά δεδομένα (χ^, y^) | i  =
= 0 (l)n . Γιά την εύρεση των συντελεστών του aQ καί Αρκεί νά έπιλύσουμε 
τό Αντίστοιχο κανονικό σύστημα, τό όποιο στήν περίπτωση αύτή έχει τή μορ-

0ά πρέπει νά τονιστεί ίδιαίτερα ότι είνα ι δυνατό νά Αποδειχτεί πώς

• φή

Sl ao + S2al  = V1

δπου
η η η

η η η
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%Κ έκϋλυστι.του τταρορτώυω συστήματος δ ίνε ι άμέαος 
n n η π

αο

^ -  χ ί  Σ Ιχ ^ τ *
i=Q i=0 i=0 1 i=Q

Π η
(η+1) “ ί ^ Χ . ]

i=0 1 <· i=0 ^

καί

Παράδειγμα 2
2

Νά προσαρμοστεί μιά συνάρτηση της μορφής aQ + α χ + α̂ χ. στό πλήθος 
των δεδομένων, πού δίνεται άπό τόν παρακάτω πίνακα

X 8 10 12 16 20 30 40 60 100

y • 0.88 1.22 1.64 2.72 3.96 7.66 11.96 21.56 43.16

Λύση

01 συντελεστές τοΟ πολυωνύμου α + α ,χ  + α„χ2, πού πρόκειται νά προσ-Ο 1 2.
αρμοστεί στό παραπάνω πλήθος δεδομένων, θά προκόψουν άπό την έπίλυση τοϋ 
κανονικού συστήματος (12.5) μέ m = 2, όπου ο ΐ συντελεστές του θά δίνονται 
άπό τ ίς  (12.4) μέ η = 8. Γιά τόν εύκολότερο προσδιορισμό των συντελεστών 
του κανονικού συστήματος κατασκευάζουμε τόν παρακάτω πίνακα, άπό τόν ό
ποιο μέ άθροίσεις των στοιχείων κάθε στήλης βρίσκουμε άμέσως τούς συντε
λεστές τού κανονικού συστήματος.

♦S·
ν\̂ Β-Λ/0

> ΐί %

C 4*>"Τ -■

. ,Α:



-  2 5 4  -

•1 X.1
. 2 X. 1 X?1 χϋ2 yi V i

2
V t

0 8 64 512 1+096 0.88 7.04 56.32
1 10 100 1000 10000 1.22 12.20 122.00
2 12 1 Μ 1728 20736 1.64 19.68 236.16
3 16 256 4096 65536 2.72 43.52 696.32
*+ 20 400 8000 160000 3.96 79.20 1584.00
5 30 900 27000 810000 7.66 229.80 6894.00
6 40 1600 64000 2560000 11.96 478.40 19136.00
7 60 3600 216000 12960000 21.56 1293.60 77616.00
8 100 10000 1000000 100000000 43.16 4316.00 431600.00

296 17064 1322336 116590368 94.76 6479.44 537940.80

'Από τόν παραπάνω πίνακα έχουμε

so = 9’ s i  = 296> s 2 = 1706l+* s 3 = 1322336» s  ̂= 116590368

vq = 94.76, νχ = 6479.44, v2 = 537940.80

*H έπίλυση τοϋ κανονικού συστήματος

a + s ,a . + s .a ,  = Vo 0 1 1 2 2 0
.-a1 o * V i * s 3a2 = vi

+ S - C t . + s,.a„ =2 o 3 1 4 2 2

μέ συντελεστές αύτούς πού βρέθηκαν τκχραπάνω, δ ίν ε ι  μέ προσέγγιση τεσσάρων 

σ .ψ .

αο = -1 .9 1 9 , αχ = 0.2782, « 2 = 0.001739 .

‘Επομένως ή συνάρτηση πού ζητούμε ε ίν α ι ή

ρ2(χ) = -  1.919 +0.2782χ + 0.001739χ2.
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι  S

1. Νά προσαρμοστεί:, μέ τή μέθοδο των έλάχιστων τετραγώνου, μιά γραμ
μική συνάρτηση, στό ακόλουθο πλήθος δεδομένων: (χ^,γ^) | ΐ  = 0 (1)2 , δπου 
χ ^  = i  MttC y^  = i 2 . ( 'Art .  - / £  + 2χ )

2. Νά βρεθεί τό "άριστο" πρωτοβάθμιο πολυώνυμο, πού προσεγγίζει τό 
πλήθος των έμπειρικων δεδομένων y = 1 ,3 ,-1  στά σημεία χ = 1 ,2 ,3  αντίστοι
χα μέ τή μέθοδο των έλάχιστων τετραγώνων. (Ά π . 3 -  χ)

3. Νά προσαρμοστεί, μέ τή μέθοδο των έλάχιστων τετραγώνων, ένα δευτε
ροβάθμιο πολυώνυμο, στό πλήθος των δεδομένων, πού δίνεται στόνπαρακάτω 
πίνακα

X 0

y ι

ι

2

2

9

3

28

( 'Art .  1 .3  -  4 . 7 x  + 4 . 5 χ 2)

4. “Ενα φυσικό φαινόμενο παριστάνεται άπό τή συνάρτηση y = eax+®, όπου 
e ή βάση των νεπερείων λογαρίθμων καί α καί 8 σταθερές. Διάφορες παρα
τηρήσεις έδωσαν τά Αποτελέσματα τοΰ παρακάτω πίνακα

X 0 1 2 3 4

y 2 3 10 29 51

Νά δειχτεί πώς είναι δυνατό νά χρησιμοποιειθει ή μέθοδος των έλάχιστων 
τετραγώνων, ώστε νά βρεθούν ο ί τιμές των σταθερών α καί 8 (‘Υπόδειξη: 
Θά χρησιμοποιηθούν οπωσδήποτε πίνακες λογαρίθμων). ('Απ. α = 0.927, 8 = 
= 0.*+76)
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