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Δ ρ  Χρήστου Β. Μ ασσαλα



.Sen Niva
■ γιο την αγάπη τοιις. . - ,ν ;



Στις σελίδες που ακολουθούν γίνεται μια περιορισμένη ανάλυση ενός κλά

δου των μαθηματικών που ενδιαφέρει εκείνους που ασχολούνται με τη λύση 

φυσικών προβλημάτων. Αντικειμενικός σκοπός αυτής της προσπάθειας είναι 

η σύντομη αλλά συστηματική παρουσίαση της θεωρίας και των εφαρμογών 

των πιο σπουδαίων ειδικών συναρτήσεων της κλασσικής ανάλυσης.

Η μελέτη του κειμένου προϋποθέτει βασικές γνώσεις της κλασσικής ανάλυ

σης, της μιγαδικής ανάλυσης και της θεωρίας των διαφορικών εξισώσεων. 

Παρόλα αυτά στη διάταξη της ύλης έγινε προσπάθεια ώστε οι προαπαιτού- 

μενες γνώσεις να είναι όσο το δυνατό λιγότερες και το κάθε κεφάλαιο να 

μπορεί να μελετηθεί ανεξάρτητα. Για την πληρέστερη μελέτη του αναγνώ

στη στο κείμενο αναφέρονται οι πηγές στις οποίες πρέπει αυτός να ανα

τρέξει ώστε να εμβαθύνει στη κατανόηση του αντικειμένου.

Στην προσπάθεια για την ολοκλήρωση αυτού του έργου είχα αμέριστη τη βο 

ήθεια των συναδέλφων μου Θ.Βιδάλη, Γ.Καρακώστα και των συνεργατών μου 

Β.Καλπακίδη και Γ.Τσολακίδη. Ακόμα οι συζητήσεις μου με τον Καθηγητή

I.Σφήκα για τη διάρθρωση της ύλης ήταν πολύτιμες. Τέλος η φροντίδα της 

κ.Λουκίας Λάμπρου-Παπακώστα για την άρτια δακτυλογράφηση ήταν καθορι

στική για την παρουσίαση αυτής της προσπάθειας.

Χρ. Μασσαλάς
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Οι ορθογώνιες συναρτήσεις παίζουν σημαντικό ρόλο στη μαθηματική 

επεξεργασία πολλών προβλημάτων των εφαρμοσμένων μαθηματικών . Πολλά 

σπουδαία σύνολα τέτοιων συναρτήσεων εμφανίζονται κατά τη λύση διαφο

ρικών εξισώσεων 2ας τάξης της μορφής

ν')'+(q(x)+Xw(x))y- 0  (εξίσωση Sturm-Liouville) .

Στην πρώτη παράγραφο του κεφαλαίου αυτού δίνονται οι βασικοί ορισμοί 

και ιδιότητες των ορθογωνίων συναρτήσεων και στη συνέχεια σχολιάζεται 

το πρόβλημα Sturm-Liouville.

Οι γραμμικές και ομογενείς διαφορικές εξισώσεις με σταθερούς συν

τελεστές μπορούν να λυθούν με αλγεβρικές μεθόδους και οι λύσεις τους 

είναι στοιχειώδεις συναρτήσεις γνωστές από τον ολοκληρωτικό και διαφο

ρικό λογισμό. Στην περίπτωση των διαφορικών εξισώσεων με μεταβλητούς 

συντελεστές το πρόβλημα επίλυσής τους εμφανίζεται πιο πολύπλοκο καιοι 

λύσεις τους είναι τις περισσότερες φορές μη-στοιχειώδεις συναρτήσεις 

(π.χ. εξισώσεις Legendre, Bessel κ.τ.λ.). Επειδή τέτοιες εξισώσεις 

εμφανίζονται πολύ συχνά κατά την περιγραφή διαφόρων φυσικών προβλη

μάτων και οι λύσεις τους παίζουν σημαντικό ρόλο στα εφαρμοσμένα μα

θηματικά, στη δεύτερη παράγραφο αυτού του κεφαλαίου θα σκιαγραφήσου

με τη μέθοδο επίλυσής τους που είναι γνωστή σαν μέθοδος των δυναμοσειρών.
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1, Ορθογώνιες συναρτήσεις. Πρόβλημα Sturm-Liouville.

Ας θεωρήσουμε δύο πραγματικές συναρτήσεις f  (χ ) και f  (χ ) πουm
ορίζονται για xe[a,b] και είναι τέτοιες ώστε το ολοκλήρωμα

Π

( 1) ( f m , f  ) = m n
a

f  ( x ) f  (x )d x  m n

να υπάρχει.

Οι συναρτήσεις αυτές θα λέμε ότι είναι ορθογώνιες (orthogonal functi

ons) στο διάστημα [a,b] αν το ολοκλήρωμα (1) είναι ίσο με το μηδέν, 

δηλαδή

U) ( f  , f  ) =ΠΓ Π a
f  ( x ) f  (x )d x  = 0 , m^n . m n

Ένα σύνολο συναρτήσεων {fJ λέγεται ορθογώνιο σύνολο (ortho- 

gonal set) συναρτήσεων στο διάστημα [a,b] αν οι συναρτήσεις ορίζο

νται στο διάστημα αυτό και όλα τα ολοκληρώματα (fm ,fn ) υπάρχουν και 

είναι ίσα με το μηδέν για m^n .

Η μη αρνητική τετραγωνική ρίί 

της f  (χ) και συμβολίζεται με Ilf II , δηλαδή^*)JJJ * · ΤΤΐ · *

Η μη αρνητική τετραγωνική ρίζα του (f^.f^) λέγεται στάθμη (norm)

m

(3 ) II f  ||= Af . f )  = ( f f jiC x ld x }3* ." m " m m  m' a
Ένα ορθογώνιο σύνολο λέγεται ορθοκανονικά (orthonormal) αν

(4) ( f , f  ) =m n α
f  ( x ) f  (x )dx  r  δ m n mn m ,n = l,2 ,3 , . * ·

όπου δ είναι το σύμβολο του Kronecker.mn
Η στάθμη της fm(x) που ανήκει σένα ορθοκανονικά σύνολο είναι

ίση με τη μονάδα ( | | f  ||=ι, m = i,2 ,3 , . . . )  .
Είναι προφανές ότι, από ένα ορθογώνιο σύνολο συναρτήσεων μπο

ρούμε νά πάρουμε ένα ορθοκανονικά αν διαιρέσουμε κάθε συνάρτησή του 

με τη στάθμη της στο διάστημα [a,bj.

( * }  Στη συνέχεια θα υποθέσουμε ά τι ο ι συναρτήσεις εένα ι φραγμένες, 
τα ολοκληρώματα υπάρχουν και ο ι στάθμες εένα ι διάφορες από το μηδέν.
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Παράδειγμα : Οι συναρτήσεις f (x)=sinmx, m=l,2,3,... συνιστούνm
ένα ορθογώνιο σύνολο στο διάστημα [-π,π] γιατί

ίπ(5) ( f  , f n ) = sinm xsinnxdx= Ο , (m ^n).
'-π

Η στάθμη της f είναιm

# | | f j | * { [  si^m xdx}^- / ϋ  ,
' -ΤΤ

(ίπ**! , 2 , 3 , . . . )  ·

Το ορθοκανονικό σύνολο που παράγεται από το σύνολο (fk> θα είναι

{ ~ f k , k -1 ,2 , . . .  }.

0992I06D2!] · Οι συναρτήσεις ι, cosx, sinx, cos2x, sin2x,... , 
που εμφανίζονται στις σειρές Fourier, σχηματίζουν ένα ορθογώνιο σύ

νολο στο διάστημα [-ιγ,τγ] .

Από τη θεωρία των σειρών Fourier ξέρουμε ότι, ο προσδιορισμός 

των συντελεστών μιας τέτοιας σειράς βασίζεται στο γεγονός ότι οι συ

ναρτήσει. τ αναφέρθηκαν πιο πάνω είναι ορθογώνιες στο διάστημα 

[-ιγ,ιγ]. Η παρατήρηση αυτή μας οδηγεί στο να προσπαθήσουμε να εκφρά- 

σουμε μια συνάρτηση F(x) σε όρους ενός οποιουδήποτε ορθογώνιου συ

νόλου συναρτήσεων {fk> με τη μορφή
00

( 6 ) Fix) = I  ckf k(x) = Cjf 1(x)+c2f i!(x)+ . . .  
k=l

Av n σειρά (6) συγκλίνει και εκφράζει τη συνάρτηση Fix) λέγεται 

γενικευμένη σειρά Fourier (generalized Fourier series) της Fix) και 

οι συντελεστές της λέγονται σταθερές ή συντελεστές του Fourier (Fou

rier constants or coefficients) ως προς το σύνολο των ορθογωνίων συ

ναρτήσεων {f } . Για τον προσδιορισμό των c. , k=l,2,3,... πολλά-Κ Κ
πλασιάζουμε την (6) με τη συνάρτηση f  ίχ )  και ολοκληρώνουμε στοm
διάστημα [a,b] ,

rb
(7 ) J F(x)fmix)dx =J  ck J f f kd x - c j | f j | 2 .

01 K®1 u
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Από την (7) έχουμε

(β) c = m
nr α

F (x )f (x)dx . m

Ας υποθέσουμε τώρα ότι με ορθοκανονικοποίηση του {f } παράγου-
■Κ

με το ορθοκανονικό σύνολο {φκ>.θα ζητήσουμε την προσέγγιση της F(x), 

xe[a,b], με το γραμμικό συνδυασμό των <}>k , δηλαδή
η

(9) Fn(x) = £ α^^^ίχ) = α1φ1(χ)+α2φ2(χ)+. . ·+αηΦη(χ)
χ=1

ώστε το μέσο τετραγωνικό σφάλμα (mean square error) να είναι ελάχιστο: 

(b(10) ΕΞΙ If-ι ; α.φ.;ΐ~σχ= ελάγιστοJb η
[/-( £ α.φ.)]2dx = ελάχιστ< 

α Ϊ=1 1 1

( Μ  10) γράφεται

rb
( 11)

όπου

Επειδή

Ε =
α

F2dx-2 £ a .c .+  £ α ζ. 
i= l  1 1 ι=1 1

c . =1 Γφ-dx ,
α α

φ.φ. dx = δ . .  
ΐ ]  13

-2 a .c .+ a . = - c .+ ia . - c . ) 'I l l  1 1 1

το σφάλμα ε θα δίνεται και από την έκφραση

(12) E = ( bF2dx- I c2+ I (a.-c.)2 .
>α ί=1 1 ί=1 1 1

Από την (1^) παίρνουμε χρήσιμα συμπεράσματα :

α) Το σφάλμα ε είναι μικρότερο αν οι συντελεστές α. είναι 

οι σταθερές του Fourier, δηλαδή α. = και το σφάλμα θα εί· 

να ι

(13)



β)

(14)

V)

δ)

(15)

Επειδή όμως από τπν (10) ξέρουμε ότι ε>ο θα έχουμε

? I

και για η·*®

® rb
Σ c? < l  F2dx , (ανισότητα του Bessel) . 

i= l 1 >α
οο

Η σειρά £ c? συγκλίνει και κατά συνέπεια c.-*-o για i-*·».
i= l 1 1

Η σειρά Fourier (9) , για η-*·« , συγκλίνει στην F(x) αν το 

τετραγωνικό σφάλμα τείνει στη μηδέν για η -*-<*> , δηλαδή αν

οο ,b
£ C? = F2dx , (υσότητα του P arseva l).

i= l 1 'α

Στις διάφορες εφαρμογές εμφανίζονται σύνολα πραγματικών συναρ

τήσεων {f -ου δεν είναι ορθογώνια αλλά έχουν την ιδιότητα ότι, για 
κάποια μη ^.μϋ.-ΐκή συνάρτηιη w(x) που λέγεται συνάρτηση βάρους 

(weight function) να ισχύει

(16) [ w(x)f (x ) f  (x)dxrO , mAn .

Έ ν α  τέτοιο σύνολο λέμε ότι είναι ορθογώνιο ως προς w(x) στο διάστη

μα [ a ,b ] . Η στάθμη της f m(x) ως προς w(x) ορίζεται με τον ακόλου

θο τρόπο :

(17) | | f  ||= {( w ix jf^x idxj’s .m πι

Αν ορίσουμε τις συναρτήσεις gm= / w f m , τότε η (16) παίρνει τη 

μορφή
fb
J ° » »

και κατά συνέπεια οι συναρτήσεις {gk> αποτελούν ένα ορθογώνιο σύνολο 

που ικανοποιεί τον ορισμό (2).
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Αν μια συνάρτηση f ( x )  μπορεί να εκφραστεί με μια γενικευμένη 

σειρά Fourier

(18) f ( x ) = c i y 1(x )+ c2y2 ( x ) + . . .

όπου {yk> είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο διάστημα [a ,b ] 
συνάρτηση θάρους w(x), τότε οι σταθερές Fourier θα είναι

(19) C ·m
fbw (x ) f (x )y  (x )dx  m a

m = l,2 , 3 , . . .

με

Πολλά ορθογώνια σύνολα συναρτήσεων εμφανίζονται σαν λύσεις δια

φορικών εξισώσεων της μορφής

(20) ( r ( x ) y f ) ! + (q (x)+X w (x))y  = 0 , xe [a ,b ]

που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες

k l y+k2y , =0 , γυα χ = α
(2 1 )

= 0 9 γυα x = b 9

όπου λ είναι μια παράμετρος και k^JL, i=i,2 είναι πραγματικές 

σταθερές από τις οποίες υποθέτουμε ότι σε κάθε συνθήκη τουλάχιστο μια 

είναι διάφορη από το μηδέν,

Η (20) με τις (21) αποτελούν ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών (bo

undary value problem) που είναι γνωστό σαν πρόβλημα Sturm-Liouville.

Το πρόβλημα (20-21) έχει λύση την y=o για κάθε τιμή της παρα

μέτρου λ . Οι λύσεις y^o λέγονται χαρακτηριστικές συναρτήσεις ή 

ιδιοσυναρτήσεις (eigenfunctions) του προβλήματος και οι τιμές της 

λ για τις οποίες υπάρχουν τέτοιες λύσεις, λέγονται χαρακτηριστικές 

τιμές ή ιδιοτιμές (eigenvalues) του προβλήματος.

Παράδειγμα : Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και οι ιδιοσυναρτήσεις του 

προβλήματος

y 11+λy = 0 , y (0 ) = y ( τγ) s Ο .
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Για λ=-ν2 ή λ=ο π λύση του προβλήματος είναι y=o . Για λ=ν Π 

γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y(x) = Acosvx+Bsinvx

Από τις συνοριακές συνθήκες παίρνουμε

y ( Ο ) »Α = 0

y(ir) = Bsinvir = Ο ν = ± 1 ,± 2 ,...

και κατά συνέπεια οι ιδιοσυναρτήσεις του προβλήματος (αν θέσουμε Β=1) 

είναι

y(x)= sinV x , ν = 1 ,2 ,3 , . . .

με αντίστοιχες ιδιοτιμές

λ = νζ , ν = 1 ,2 ,3 , . . .

2

θ ε ώ ρ η μ α  1: Ας υποθέσουμε ότι στην εξίσωση (20) οι συ

ναρτήσεις r,q και w είναι πραγματικές και συνεχείς για xe[a,lQ . 

Ας υποθέσο ,'c κόμα ότι y (χ) και y (χ) είναι ιδιοσυναρτήσεις του
Γΐι Π

προβλήματος U0-21) που αντιστοιχούν στις διακεκριμένες ιδιοτιμές λ^ 

και λη αντίστοιχα, και έχουν την πρώτη παράγωγό τους, y^(x) , y^(x), 

συνεχή για xe[a,b]. Οι y και y είναι τότε ορθογώνιες στο διάστη-m η
μα αυτό με συνάρτηση βάρους την w .

Απόδειξη : Οι ν και ν ικανοποιούν την (20), δηλαδή-----------  "m ■'η
( r y; ) ’+(q+Xmw)ym =0

( 22 )

(ry^)'+(q+Xnw)yn =0 .

Αν πολλαπλασιάσουμε τις (22 α,β) με yn και -ym , αντίστοιχα 

τις προσθέσουμε, θα πάρουμε

(2β) *

Ολοκληρώνοντας ως προς χ από το χ*α στο x=b έχουμε

και



9

(24) (W j  wymyndx=ir(ynym'yny 'm)}|a
ot

= r (b ) { y ; ( b )y m(b ) - y ; (b )y n (b ) }  

- r ( a ) { y ^ (a ) y m(a ) -y ^ (a )y n (a ) }  ·

Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις:

1-περίπτωση : r(a) rr(b) = ο. Τότε το δεύτερο μέρος της (24) εί

ναι ίσο με το μηδέν και επειδή λ Α η έχουμε

•b
vry y dx = 0 ,JmJn' a

δηλαδή το συμπέρασμα του θεωρήματος.

2-περίπτωση : r ( b ) = ο , r ( a )  ± ο . Από την (21α) έχουμε

(25)
k,y (a)+k y'(a) = 0 ι m 2 m

kjyn (a)+k2y^(a)  = 0 .

Ας υποθέσουμε ότι k2^o . Αν πολλαπλασιάσουμε τις (25 α,β) με _yn(a)

και y (α) , αντίστοιχα και τις προσθέσουμε, παίρνουμεm

k2{yn(a )ym̂ a ^”yn^a ŷm̂ a ^  = ° ’

Επειδή k2jio η έκφραση { } είναι ίση με το μηδέν. Η έκφραση όμως<αυ

τή συμπίπτει με το δεύτερο μέρος της (24) για r(b)=o και κατά συνέ

πεια για την περίπτωση αυτή αποδεικνύεται το θεώρημα 1. Αν k2=o και 

k ^ o  το θεώρημα 1 αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο.

3-περίπτωση : r(a)=o , r(b)jio. Η απόδειξη του θεωρήματος στην 

περίπτωση αυτή είναι ανάλογη εκείνης της 2-περίπτωσης.

4-περίπτωση : r(a)^o , r(b)j*o. Σαυτή την περίπτωση θα χρησιμο

ποιήσουμε όλες τις συνοριακές συνθήκες (21) και θα ακολουθήσουμε την 
πορεία των 2 και 3-περιπτώσεων.



(26)

5-περίπτωση ‘ r (a )= r(b ) . To δεύτερο μέρος tnc (22) γράφεται

r(b){y^(b)ym(b)-y |||(b)yn(b)-y^(a)y in(a)+y^(a)yn(o)} .

Αν χρησιμοποιήσουμε τις συνοριακές συνθήκες (21), όπως στις προηγού

μενες περιπτώσεις, θα καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι η (26) είναι (οη 

με το μηδέν και κατά συνέπεια στην απόδειξη του θεωρήματος 1.

θ ε ώ ρ η μ α  ? :  Αν το πρόβλημα (20-21) ικανοποιεί τις προϋ

ποθέσεις του θεωρήματος 1 και η συνάρτηση w είναι θετική (ή αρνητι

κή) σε όλο το διάστημα [a,b], τότε όλες οι ιδιοτιμές του προβλήματος 

είναι πραγματικές.

Απόδειξη : Ας υποθέσουμε ότι

λ = α + ΐ 0  

και
y (x ) s u(x)+ iu(x) , i= /  -1

είναι μια ΰ ο π μ ή  και μια ιδιοσυνάρτηση του προβλήματος που αντιστοι

χεί στην λ . Αν εισάγουμε τις εκφράσεις αυτές στην εξίσωση (20) , θα 

πάρουμε

ή

(27)

( r u '+ i r u ') ’+(q+aw+i3w)(u+iu) = Ο

(ru ')'+ (q+aw )u-3w u=0 

(ru '·) '+(q+aw)o+8wu = 0 .

Αν πολλαπλασιάσουμε τις (27) με υ και -u , αντίστοιχα και τις προσ
θέσουμε, έχουμε

(28) -8(u2+u2)w= { ( rU')u-(ru')υ}' .

Ολοκληρώνοντας την (28) ως προς χ από το χ=α στο x=b , παίρνουμε
fb |b

-β (u2+u2)w d x -{ r(u u '-u 'u )}
' a

(29)
a
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Από τις συνοριακές συνθήκες (21) μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρα

σμα ότι το δεύτερο μέρος της (29) είναι ίσο με το μηδέν και

Γ b
(30) -β  (u 2+u2)wdx = Ο .

•'α

Από την (30) βλέπουμε ότι επειδή η λ είναι ιδιοτιμή ->(u2+u2)^o 
και ακόμα επειδή οι w και y είναι συνεχείς και w>0 (ή  w<o) για 

όλες τις τιμές του xe[a,b] το ολοκλήρωμα (30) είναι διάφορο από το 

μηδέν. Κατά συνέπεια β=0 και η ιδιοτιμή λ=α , όπου αβ® .

Παράδειγμα : Ας θεωρήσουμε την εξίσωση

(31) ((1 -χ 2) y 1) '+Xy = 0 , λ=η(η+1), χ 6 [ - 1 , ΐ ] '  ,

η = 0 ,1 ,2 , . . .
που"είναι της μορφής (20) και που είναι γνωστή σαν εξίσωση Legendre. 

Επειδή για χ=±ι, r - i - x 2=o οι συνοριακές συνθήκες (21) δεν χρειάζο

νται για τη μελέτη του προβλήματος Sturm-Liouville στο διάστημα 
[-ι,ι]( (*) * * \  Όπως θα δούμε στα επόμενα, για η=ο,ι,2,... οι λύσεις 

του προβλήματος (31) είναι πολυώνυμα , Ρ (χ) , που λέγονται πολυώνυμα 

Legendre. Τα πολυώνυμα Pm(x ) είναι κατά συνέπεια ιδιοσυναρτήσεις 

και επειδή έχουν συνεχείς παραγώγους, από το θεώρημα 1 συμπεραίνου

με ότι είναι ορθογώνια στο διάστημα [-ι,ι], δηλαδή

Ρ (χ)Ρ (x )dx= 0  , m^n 
J m n

Η στάθμη των Ρ είναιΙΪ1
.1

P2(x )d x }^  m
' -ι

II pm Η = {2m+l■}** m=0,l,2,

( * )  Γυα να ευναυ υδυοσυνάρτηση η y πρέπευ να εύναυ ^0 καυ κατά συνε 
πεεα |y |= u 2+u2^0 ·

( * * )  Ι-Περυπτωση (σ ελ .9 , r ( l ) = 0 )



TEfagn. jm · ι · ι Ι ι ι ι  mi rur. (H 3 BEx* tc o ki1dc t · * * - * ^

H iV  (Z |:^ |g g m · ΜϋΜϋ^ΠΓΙ W ^g r^B E U lft

s.ixi

φ β^ ;

«%ζ.?··
' r

·. . . .tv .· . '  IV ·7 \-~4r.

■i

.νβ

;.- -Φ φ κΜ ^^:,-

. ., s„, ̂
~ k,

i ; f*. ^  ■ ■·*■.·* -vn?

'f  ‘ i-?j:f.’'V V r" ,^ iil r .  ^0
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(5) s(*0)= Σ cm(xo_ot)m *
m=0

Αν η ακολουθία των s^x), s2(x), ... αποκλίνει στο χ=χ0 τότε η σει

ρά (1) λέμε ότι είναι αποκλίνουσα (divergent) στο χ=χ0 .

Μια ακολουθία {si} λέμε ότι συγκλίνει στον αριθμό s ή ότι εί

ναι συγκλίνουσα με όριο s , αν στον κάθε δοσμένο θετικό αριθμό ε (ο- 

σονδήποτε μικρό και διάφορο από το μηδέν) μπορούμε να βρούμε ένα αριθ

μό Ν τέτοιον ώστε

(6) [sn-s[<e , γυα κάθε η>Νν
«

Από γεωμετρική σκοπιά η (6) σημαίνει ότι το sn για η>Ν βρίσκεται 

μεταξύ του s-ε και του s+ε .

-+*—  ε — — ■ ε — 4

-I--------------- 1------- 1------- Η
s-ε s sn s+ε

Στην περίπτωση που εξετάζουμε, έχουμε s=sn+Rn ή Rn=s-sn και

Η σύγκλιση στο χ=χ0 σημαίνει ότι μπορούμε να κάνουμε το υπόλοιπο 

|Rn(χ 0)| όσο μικρό Θέλουμε παίρνοντας το η αρκετά μεγάλο. Με άλλα 

λόγια, στην περίπτωση της σύγκλισης το μερικό άθροισμα sn(x0) είναι 

μια προσέγγιση του s (x 0) και το σφάλμα |Rn ( χ 0) I της προσέγγισης 

μπορεί να γίνει μικρότερο από κάθε δοσμένο θετικό αριθμό ε παίρνο

ντας το η ικανοποιητικά μεγάλο.

Για χ=χ0=α η σειρά (1) ανάγεται σένα όρο, τον c 0 και κατα 

συνέπεια η σειρά συγκλίνει στο χ=α . Αν υπάρχουν άλλες τιμές της χ 
για τις οποίες η (1) συγκλίνει , αυτές οι τιμές σχηματίζουν ένα διά

στημα, το διάστημα σύγκλισης (convergence interval), που έχει μέσο το

^■,ΙΒΛ/ο

Ά
■ts

3
. , - _Λ___

( * )  0  Ν ε ξ α ρ τ ά τ α ι  a i d  τ η ν  ε κ λ ο γ ή  τ ο ν  ε
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χ = α' τότε η σειρά συγκλίνει για όλες τις τιμές της χ που βρίσκο 

νται στο εσωτερικό του διαστήματος αυτού, χβία-R, a+R),

¥

δηλαδή για
a-R a  χ a+R

(7) Ix-a|<R

και αποκλίνει για |x-a|>R .

Η ποσότητα R λέγεται ακτίνα σύγκλισης (radius of convergence) 

της (1). Αν η Ο) συγκλίνει για κάθε χ , τότε R * »  .

Η R μπορεί να προσδιοριστεί από τους συντελεστές της σειράς 

με έναν από τους παρακάτω τύπους

—  -  fcim I 
Κ nr*»1

9

(*)
με την προϋπόθεση ότι τα όρια στις (8) υπάρχουν

Για κάθε χ για την οποία η (1) συγκλίνει, η σειρά έχει κάποια 
τιμή s i x )  που εξαρτάται από την χ · αν η R#> έχουμε

s ( x )  = £ c ( χ -α )“ , |x-a |<R
m»0

και λέμε ότι η σειρά (1) εκφράζει τη συνάρτηση s(x ) στο διάστημα 

σύγκλισης.

Παράδειγμα : Στην περίπτωση της σειράς

«ο mΡ X „ , X

= m Ο η1 = 1 2!

(*) Αν τα dpca δεν υκάρχουν τότε

4  = *·ίπι / | c  |=Um s u p / | c j  
m++® nH-+e>

Γυα χερυσσότερες χληροφορυες &λ€*ε Καρακώστας (1985, οελ. 20-39).

'**'
"*· 

—-
---

---
 -..

...
...

...
---

---
---

---
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έχουμε
_ _ ι _

m-  m!

και κατά συνέπεια

1 C 1 — = £im —2LLL -  £im — — =0 => R = °°R c m+1m-χ» m πτχ»
και η σειρά συγκλίνει για κάθε χ .

Ας σχολιάσουμε τώρα τις πράξεις με τις δυναμοσειρές που χρησιμο

ποιούνται στη μέθοδο δυναμοσειρών.

Μια δυναμοσειρά είναι δυνατό να διαφοριστεί κατά όρο. 

Αν
00

(9) y (x )=  £ cm(x -a )m
m=0

συγκλίνει για |x-a |<R  , όπου R>o , τότε η σειρά που προκύπτει από 

διαφόριση κατά όρο της (9) συγκλίνει, για τις ίδιες τιμές της χ , και 
εκφράζει την y 1 , δηλαδή,

00

(10) y '( x )=  £ me (x -a )m 1 .
m=l m

Δυο δυναμοσειρές είναι δυνατό να προστεθούν κατά όρο. 
Αν οι σειρές

(11) ΐ Μ χ - α Λ  I c(x-a)m
m=0 m=0

έχουν θετικές ακτίνες σύγκλισης και τα αθροίσματά τους είναι f(x) και 
Φ(χ),αντίστοιχα, τότε η σειρά

Σ ( W ' * - » » *m=0
συγκλίνει και εκφράζει την ί(χ )+ φ (χ ) για κάθε χ που συγκλίνουν 
και δύο σειρές (11).

Δυο δυναμοσειρές είναι δυνατό να πολλαπλασιαστούν 
(κατά Cauchy).
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Ας υποθέσουμε ότι οι σειρές (11) έχουν θετικές ακτίνες σύγκλισής και 

ότι τα αθροίσματά τους είναι f(x) και Φ(χ) , αντίστοιχα. Η σειρά 

που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό κάθε όρου της πρώτης σειράς με 

κάθε όρο της δεύτερης σειράς, μετά από ταξινόμηση των όρων ίσης δύνα

μης του x-a , είναι

b 0c 0+(b0Cj+bjC0)(x -a )+ .. .
(12) OO

= y {b c +b c + . . .  +b c }(x-a)n . 
n-0 0 n 1 n " 1 n  0

Η (12) συγκλίνει και εκφράζει τη συνάρτηση ί(χ)φίχ) για κάθε χ που 

συγκλίνουν και οι δύο σειρές (11).

Αν δυο δυναμοσειρές (11) που συγκλίνουν για |x-a|<R , 

R>o, έχουν το ίδιο άθροισμα, τότε b *c , m=o,i,2,...

Οι παραπάνω ιδιότητες των δυναμοσειρών προκύπτουν σαν συνέπεια 

γενικότερων θεωρημάτων επί των δυναμοσειρών που εξετάζονται στα βιβλί

α "μίγαδικίΓ ανάλυσης" (βλέπε Σφήκας (1984), Κατσάρας (1981),...).
Η βασι. * 5έα επίλυσης διαφορικών εξισώσεων με τη μέθοδο των δυ

ναμοσειρών είναι πολύ απλή. Σε πρώτο στάδιο θα περιγράφουμε την πρα

κτική διαδικασία εφαρμογής της γενικά και στη συνέχεια θα εξετάσουμε 

κλασσικά παραδείγματα.
Αν έχουμε να λύσουμε μια διαφορική εξίσωση, θα αναπτύξουμε σε δυ- 

ναμοσειρά του χ πρώτα όλες τις συναρτήσεις που εμφανίζονται σαυτή 

(ή του χ-α αν θέλουμε λύση της μορφής (1)). Στη συνέχεια θα θεωρήσου
με λύση της διαφορικής εξίσωσης της μορφής

(13) ν =  Τ c xm= c_+c .x+c ,x2+ . . .  .J *·„ m o l *
m=0

Tn (13) και τις παραγώγους της
α>

y ’s Υ me x m = c +2c x+3c x2+ . . ·
y  m 1 2  3msl

(14)
oo

y M = 7 m(m-l)c x m * 2c +3*2c x+4*3c x2+
rx Π) 2 3ms2

•  ·  ·
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τις εισάγουμε στη διαφορική εξίσωση, από την οποία παίρνουμε μια αλγε

βρική εξίσωση της μορφής

(15) kQ+kix+k2x2+... =0 ,

όπου οι σταθερές k., ί=ο,ι,2,... είναι εκφράσεις που περιέχουν

τους άγνωστους συντελεστές ci , ί=ο,ΐ,2,... . Για να ισχύει η (15) 
για κάθε χ σε κάποιο διάστημα , πρέπει

(16) kQ= ° , ki= ο , k2= 0 , ...

Από τις εξισώσεις (16) προσδιορίζονται διαδοχικά οι συντελεστές . 

Παράδειγμα : θα λύσουμε τη διαφορική:;εξίσωση

y Μ + y = 0

Αν εισάγουμε σαυτή τις (13) και (143) Θα πάρουμε

και

2c 2+Co= 0  » 3*2 c 3+c iSS0 , 4 . 3 ο μ+ ο 2= , . . .

c  C C

όπου c0 και c είναι αυθαίρετες σταθερές. Με τις τιμές αυτές των 

, i= 2 ,3 , . . .  η λύση της διαφορικής εξίσωσης θα είναι

X2 X** «5
y = c0(1" 2 Ϊ + μΤ  -+ ···)·'·01(χ-  y r  + gr  -+ · · · )

δηλαδή η γνωστή γενική της λύση

y  =c cosx+c,sinx • ' ο  ι

Πολλές φορές δεν είναι σίγουρο ότι κάποιο πρόβλημα μπορεί να ε 

πιλυθεί με τη βοήθεια των δυναμοσειρών. Μια ικανή συνθήκη για το 
σκοπό αυτό δίνει το ακόλουθο θεώρημα.



θ ε ώ ρ η μ α  1 ι Αν ot συναρτήσεις f  , Φ και r στη δια

φορική εξίσωση

(17) y" +f(x)y'+$(x)y =r(x)

είναι αναλυτικές*** στο σημείο χ=α , τότε κάθε λύση της y(x) είναι 

αναλυτική στο χ=α και μπορεί έτσι να εκφραστεί με δυναμοσειρά του

χ-α με r>o .
Για την απόδειξη του θεωρήματος βλέπε Ince ( 196** , Appendix 

I ) .
Παράδειγμα : Για την κατανόηση της μεθόδου των δυναμοσειρών θα 

λύσουμε την εξίσωση (1.31), δηλαδή την εξίσωση Legendre ,

(18) ( l - x 2)y" -2xy'+n(n+l)y -Ο

όπου η είναι μια παράμετρος.

Αν διαιρέσουμε την (18) με (ι-χ2) θα πάρουμε εξίσωση της μορ

φής (17) της οποίας οι συντελεστές f ( x ) ,  Φ(χ) και γ ( χ) είναι ανα
λυτικές συναρτήσεις στο σημείο χ=0 και έτσι σύμφωνα με το θεώρημα 

1 μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο των δυναμοσειρών. Αν εισάγουμε 

την

(19) y . f c /  ,
m=0 m

και τις παραγώγους της στην (18), θα πάρουμε

00 00

(1 -χ2) J ro(zn-l)c|nxin"2-2x I  nx^x™ *** 1 c^x® rO 
m=2 m=l msO

J m(m-l)c x® 2-  J m(m-l)c x®-2 £ me xm+k ][ c x®= 0 
ms2 ® ms2 ® m=l ® m=0 ® (*)

(*) Μια συνάρτηση f(x )  λέμε άτι ε ίν α ι αναλυτική στο σημείο x =a 
αν αυτή μκορεί να εκφραστεί με μια δυναμοσειρά σε δυνάμεις του χ-α
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Π οο
(20) I {(m+2)(m+l)c -m(m-l)c -2mc +kc }xm= 0' Λ m+2 m m mm=0

όπου k=n(n+l) .

Από την (20) προκύπτει ο αναγωγικός τύπος (recursion formula)

( 21)
(n-m)(n+m+1)

Cm+2” (m+2)(m+l) °m 5 m=0,1 ,2 , . · .

από τον οποίο προσδιορίζονται οι συντελεστές cm , m>2 σαν συνάρτηση

ίων cq 9 Cj που παραμένουν αυθαίρετοι. Οι συντελεστές με άρτιο δείκτη

εκφράζονται σαν συνάρτηση του c και εκείνοι με περιττό δείκτη εκ-ο
φράζονται σαν συνάρτηση του , π.χ.

rC

C2 =
η(η+1)

21 c o ’ c 3 "

(η-2) (m-3)
ι * ·3  c 2 c 5 =

(n-2)n(n+l)(n+3) -----------π ----------c .  » =

(n-1)(n+2) _
31 c i ’

(η-3)(η+·4)
5-4 3

(η-3)(η-1)(η+2)(η+>+)
51 c i

Η λύση της (18) θα είναι

(22) y(x) * c 0y 1(x)+c1y2(x) 

όπου

(23) Y |(x) =1- x3+ (ni2 )n (n tl)(n + 3 )i

(24) y2(x) = x- χ3+ (n -3 (n -l)(n + 2 )(n ^ )  χ5_+< _ _

H (22) είναι η γενική λύση της (18), γιατί οι y^x) και y2(x) εί

ναι γραμμικά ανεξάρτητες συναρτήσεις και συγκλίνει για χβ (-1 ,1 ) .
Σε πολλά φυσικά προβλήματα η παράμετρος η στην εξίσωση Legen

dre είναι ένας μη αρνητικός ακέραιος. Στην περίπτωση αυτή το δεύτερο 
μέρος της (21) είναι ίσο με το μηδέν για m-n και cn+2=o , οη+μ= ο ,
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cn+g= ο ..... Κατά συνέπεια, αν η είναι άρτιος η y^x) .ανάγεται

σένα πολυώνυμο η-βαθμού και αν η είναι περιττός π y2(x) αντίστοι

χα. Τα πολυώνυμα αυτά , πολλαπλασιασμένα με κάποιες σταθερές, λέγο

νται πολυώνυμα του Legendre (Legendre polynomials).

Από την (21) παίρνουμε

(25) (m+2)(m+l)
πΓ (n-m)(n+m+1) m+2 m<n-2

και μπορούμε να εκφράσουμε όλους τους μη μηδενικούς συντελεστές σε ό

ρους του συντελεστού cr , τ»)ς μεγαλύτερης δύναμης του χ στο πολυώ

νυμο, που θα είναι ένας αυθαίρετος αριθμός. Είναι συνηθισμένο για 

η=ο να εκλέγουμε c 0=i και

(26) c = (2η)! 1 ·3 ·5 ·. ..(2 η -1 )
η 2η (η !)2 η! ΤΙ— 1  | 2  · ·

Ο λόγος για μια τέτοια εκλογή του cn είναι ότι όλα τα πολυώνυμα για 

x=l έχουν τιμή ίση με τη μονάδα. Από τις (25) και (26) έχουμε

η(η-1) .
Cn-2=" 2(2η-1) °η

η (η -1 )(2η )! 
2(2η-1)2η (η !)2

η(η-1)2π(2η-1)(2η-2)!_______
2(2η-1)2ηη(η -1)!η (η -1)(η-2)!

=_ (2η-2)!
2η(η -1 )ί(η -2 )!

(η-2)(η-3) (2η-*»)!
'n - t  *t(2n-3) η-2 2η2 ϊ (η -2)! (η-**)!

και γενικά 

(27)
, . \k  (2n-2k)! 

cn-2k"(-1) ^ ------------- n-2k>0
2 k ! ( n - k ) ! (n -2k)!

Μετά την (27), η λύση της (16) λέγεται πολυώνυμο του Legendre η-βαθ

μού και συμβολίζεται Ρη(χ) , \\ 'ν>ιΒΛ·'α

- Τ ' >Ζ
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(28) ρ ( « ) .  f  ( - ΐ ) "  — —  > r 2k
n  k = 0  2 n k ! ( n - k ) ! ( n - 2 k ) !

( 2 n ) !  n _  ( 2 n - 2 ) !_________  x n “ 2 + _ #

2 n ( n ! ) z  X 2 n l ! ( n - 1 ) ! ( n - 2 ) !

όπου M = n / 2  ή ( n - l ) / 2  (όποιος οπτό τους δυο είναι ακέραιος). Στο 

σχήμα 1 φαίνονται γραφικές παραστάσεις των πολυωνύμων

Ρ,-1 , Ρ,(χ)= χ , P2(x)= J  (3χ 2-1), Ρ3(χ )= J  (5χ 2-3χ )

(29)

Ρ^(χ)= 1  (35χ '*-30χ2+3) , Ρ5( χ ) = -| (63χ 5-70χ 3+15χ ) .

Σχ. 1. Πολυώνυμα Legendre

Μερικές διαφορικές εξισώσεις, που εμφανίζουν μεγάλο ενδιαφέρον 

στις πρακτικές εφαρμογές, έχουν συντελεστές που δεν είναι αναλυτικές 

συναρτήσεις στο σημείο χ=ο (θεώρημα 1) αλλά είναι τέτοιες που βρί

σκει εφαρμογή το παρακάτω θεώρημα.

θ ε ώ ρ η μ α  2: Κάθε διαφορική εξίσωση της μορφής
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(30) r. . + otOOy, + M x ) .y = 0

όπου οι συναρτήσεις α(χ) και b(x) είναι αναλυτικές συναρτήσεις 

στο χ=ο , έχουν τουλάχιστο μια λύση που μπορεί να εκφραστεί με τη 

μορφή
00

(31) y(x)= χΓ I ĉ x™
m*0

όπου r είναι κατάλληλος αριθμός πραγματικός ή μιγαδικός και τέτοι-
. (*) ος ώστε ο,ήο

Για να λύσουμε την (30) την γράφουμε με τη μορφή

(32) x2y" +xa(x)y'+b(x)y=0

Επειδή οι συναρτήσεις α(χ) και b(x) είναι αναλυτικές για χ-ο 

εκφράζονται σε δυναμοσειρές της μορφής

(33) α(χ)-  I  α χ”
m=0 m

b(x)= 2 b 
m=0

Αν εισάγουμε τις (33), την (31) και τις παραγώγους της στην (30), θα 

πάρουμε
00 00 00

(34) χΓ{ 2 c (m+r)(m+r-l)xm+ 2 1 a.c im+rjx*'^
mt0 ra k=0 m=0 k m
OO 00

♦ l Ϊ b
k=0 m=0

k-Hn*»
n V  h

Από την (34) προκύπτει το ακόλουθο αλγεβρικό σύστημα, για τον προσδι

ορισμό των c ,

(35) c 0{ r ( r - l ) + r a e+be ) = 0

(*) Για την αεδδειζη του θεωρήματος βλέτε Ince (196*0.
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c  { ( r + l ) r + ( r + l ) a  + b  } = - ( r a  + b  ) c  
i  a a 1 1 0

c2{(r+2)(r+l)+(r+2)ao+b0}=-(ra2+b2)co-{(r+l)ai+bi}c1

(35) ...................

c n { ( r + n ) ( r + n - l ) + ( r + n ) a 0 + b 0 }

= - ( r a  + b  ) c  - + . . . + - { ( r + n - l ) a , + b , } c
η  n  o . l  i  n - i

Επειδή όμως έχουμε υποθέσει ότι c Q4 o ,  π (35α) μας δίνει την πλπ 

ροφορία ότι το r πρέπει να είναι ρίζα της δεικτοεξίσωσης (indicia! 

equation) ,

(36) r 2 + ( a  - l ) r + b  = 0 .° ο

Η μέθοδος αυτή, γνωστή σαν μέθοδος Frobenius , παράγει ένα βασι

κό σύστημα λύσεων. Η μία από τις λύσεις αυτές, σύμφωνα με το θεώρημα 

2, θα έχει τη μορφή (31), η δε άλλη εξαρτάται από τη σχέση μεταξύ τιν 

ριζών rj και γ 2 της (36).

Διακρίνουμε τώρα τρεις περιπτώσεις τις οποίες παρουσιάζουμε α

ναλυτικά :

1- περίπτωση : Οι και r2 είναι διακεκριμένες και δεν

διαφέρουν κατά ένα ακέραιο (1,2,3,...). Η περίπτωση αυτή εί

ναι η πιό απλή. Αν και ι> είναι ρίζες της (36), τότε οι λύσεις 

y j  και y 2 είναι

( 3 7 )  y i ( x )  = x r » I  c ^ x 1"
τη=0

★  τηr \ Γν r ★  ] y  ( χ ) = χ  Ζ > C X 
2 r ,  ταm=0

Οι (37) είναι γραμμικά ανεξάρτητες και αποτελούν ένα βασικό σύστημα 

της (32), στο διάστημα σύγκλισης των δύο σειρών (37).

0299I09D2Q : Από την (35) παρατηρούμε ότι το αριστερό μέρος κά

θε αλγεβρικής εξίσωσης προκύπτει από εκείνο της προηγούμενης με αντι

κατάσταση του r  με r + i .  Η παρατήρηση αυτή μας λέει ότι αν r 2 = r 1+ n ,
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όπου η θετικός ακέραιος, τότε η εισαγωγή της r t στις (35) οδηγεί 

στο μηδενισμό του αριστερού μέρους κάποιας εξίσωσης (π.χ. k-εξίσωσης) 

και κατά συνέπεια ο συντελεστής αυτής θα είναι απροσδιόριστος.

(33)

Παράδειγμα : Ας λύσουμε τη διαφορική εξίσωση

x2y "  +(χ2+ = ο .

Αν εισάγουμε την (31) και τη δεύτερη παράγωγό της στην (38), παίρνουμε

οο
πη-γ . r m+r+2 . 5

οο
7 (m+r)(m+r-l)c χ + Σ c χ° TO ** mm=0 m=0 m

5 r  m r  _
36 Κ°η* =0m=0

Π

(39)

{r(r-i)+ ge } c#xr+{(r+l)r+ ^ } c,36

00

{(m+r)(m+r-l)c +c + ^  c } * * * sO ,' _ ID ID“*2 ob inm*2

απόπου προκύπτει η δεικτοεξίοωση

(40) 

και

(41)

γ (γ -1 )+ 3^  = Ο

i(r+l)r+ c i= Ο

(m+r)(πη-γ - D c +c + ^ r - c = 0  , η ιη-2 οο α *8=2,3,

Οι ρίζες της (40) είναι r = |· και γ ,= ·|· . Ας προσδιορίσουμε ηρώ- 

τα τη λύση της (38) που αντιστοιχεί στη ρίζα Tj* g· . Από την (41 ο) 

παίρνουμε c l=o , ενώ η (41 β) παίρνει τη μορφή

(42) m(m+ -=-)c = c __ο ’ η m- 2

Επειδή Cj=o , από την (42) έχουμε c2k+1=o , k=l,2,3,.... Αν στην 

(42) αντικαταστήσουμε το η με 2k , τότε παίρνουμε τον αναγωγικά τύ

πο

ρ  ■■ ■ ΜΊ  %
5

< iiv -^5

I
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(43) c01 = - 1  °2*-2
2k H k(3k+l)

Από τον τύπο (43) έχουμε

k—192 93 9 ·

cο
2U-7

c  q 3 °_ϋ_____(— ) ____ 5___
3· 10 ” νι+' 3 !* 7 ·  10

και η λύση Υχ τπς (38) θα είναι

(44)
y 1( x ):Co J ' - 1) V  k! 1·4·7·.. · (3k+l) κ~ υ

Z k + 5 / 6

-C X5/6(l- J- χΖ + —  V1*_(- }
■ οχ 11 16 896 *

Η λύση y2(x) που αντιστοιχεί στη ρίζα r2=i/6 προσδιορίζεται με 

αντίστοιχο τρόπο (αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη) και είναι

(45) k,3.ky (x)=c* I (-1)κφ
k=0

=°οχ,/6{1- τ  χ2+-···>

4'

3 ' .2

2k+l/6X
k!2·5·..·(3k-l)

Οι σειρές (44) και (45) συγκλίνουν ιγια κάθε χ και οι λύσεις y 
και y2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Κατά συνέπεια οι συναρτήσεις αυ

τές αποτελούν ένα βασικό σύστημα (για όλες τις τιμές της ανεξάρτητης 
μεταβλητής χ ) της (38).

2-περίπτωση : Η δεικτοεξίσωση έχει διπλή ρίζα (r1=r2).
Η (36) έχει διπλή ρίζα αν και μόνο αν (oto-i)z-Hb =ο και τότε r=rJ = 
sr2r(i-aQ)/2 . Η μία λύση μιας τέτοιας διαφορικής εξίσωσης (θεώρημα
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2) θα έχει τη μορφή

(46) y (χ)=χΓ £ c xm
1 m=0 ra

και προσδιορίζεται όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Για να βρούμε 

τη δεύτερη λύση θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων 

(method of variation of parameters), θα αναζητήσουμε λύση της μορφής

(47) y2( x ) = u(x)yi (x) .

Αν εισάγουμε τη (47) και τις παραγωγούς της στην(32), έχουμε

(4ϋ) x2(un y +2u,y , +uyn )+xa(u'y ♦uy'Hbuy =0
ι 1 1  1 1  1

Επειδή όμως n γ χ είναι λύση της (32),η (48) παίρνει τη μορφή

(49) x2y un +2x2y |u , +xay1u, = 0 .

Αν διαιρέσουμε τώρα την (49) με x2y^ και εισάγουμε σαυτή την (33α), 

θα πάρουμε

y' a
(50) un +(2 —  + —  )uf= 0 .

yx χ

Στην (50) και στη συνέχεια, οι τελείες ... σημαίνουν ότι»οι όροι που 

ακολουθούν είναι σταθεροί ή περικλείουν θετικές δυνάμεις της ανεξάρ

τητης μεταβλητής χ . Αν λάβουμε υπόψη ότι

y! xr * 1{rc  + ( r+ l)c  χ + .. .}  _______ 0_______ 1_____
xr {c +C Χ + ..................  }0 1
- rc  * (r+ l)c  x+i  /__0_______ 1
x 1 c +c x+ .. .  0 1

}= Γ
X + ...

n (50) παίρνει τη μορφή 

2r+a
(51) u" +{ -----+ ... }u*s 0 .
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όμως r = ( i - a 0 ) / 2  , η (51) γράφεται

Ολοκληρώνοντας την (52), έχουμε 

(53) J t n u ' = - £ . n x +  ··· ή
Λ

Αν αναπτύξουμε την εκθετική συνάρτηση σε δυναμοσειρά της * και 0 

λοκληρώσουμε την (53β), παίρνουμε

Επειδή

(52)

(54) u  = i . n x + k l x + k 2 x 2 + . ..

Η μορφή λοιπόν της y2 θα είναι^*)
οο

(55) y (x )= y  (χ)£πχ+χΓ £ C xm
2 ι - mm=l

Παράδειγμα : Ας λύσουμε τπ διαφορική εξίσωση 

(56) x ( x - l ) y , f + ( 3 x - l ) y ! + y = 0

Η (56) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 2. Αν εισάγουμε λοι

πόν την (31) και τις παραγώγους της στην (56), θα πάρουμε

(57)

£ (m + r)(m + r-l)cmxin+r-  £ (m+r) (m + r- l)c mxm+r> 1 
m=0 · m=0

+ 3  £  (m+r)c xm+r>-  £ (nH-r)c xm+r> £  c xm+r= 0  . 
m=0 m=0 m=0

Η δεικτοεξίσωση που προκύπτει από την (57) είναι

(53) { - ( r - l ) r - r } c „ = 0  = >  r - r  = r  = 00 ι 2

Αν εισάγουμε τη διπλή ρίζα r=o στην (57), θα πάρουμε τον αναγωγικό

( * )  Αν  τ ο  χ  ε ί ν α ι  μ ι γ α δ ι κ ή  μ ε τ α β λ η τ ή  η  σ υ ν ά ρ τ η σ η  ί -nx  α ν τ ι π ρ ο σ ω 

π ε ύ ε ι  τ ο ν  κ ύ ρ ι ο  κ λ ά δ ο  ( μ π ο ρ ε ί  κ α ι  κ ά π ο ι ο  α υ θ α ί ρ ε τ ο  κ λ ά δ ο ) ,  B u t k o v  

( 1 9 7 5 ,  Κ ε φ . 3 ) .
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τύπο

m (m -l)c  -*(m+l)mc +3inc - ( m + l ) c  +c = 0

ή

(59) c , =c m+i m V ' r V

Αν εκλέξουμε co= l n θα είναι

(60 )  y j ( x ) =  l  xm= » | x | e ( o , i )  .
m»0

Η λύση y z = u yx ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

x (x - l) (u M y i+2uty j)+ (3 x -l)u ,y i = 0

που με την εισαγωγή της y x παίρνει τη μορφή

x u 11 +u* = 0 “ > u -  &ηχ .

Η λύση λοιπόν y2 θα είναι

3-περίπτωση : Οι ρίζες της δεικτοεξίσωσης διαφέρουν κα

τά ένα ακέραιο. Αν οι ρίζες ν χ και r2 της (36) διαφέρουν κατά 

τον θετικό ακέραιο η , δηλαδή r 2=r-n , r = r x , τότε μπορούμε πάντοτε 

να προσδιορίσουμε μία λύση της διαφορικής εξίσωσης της μορφής (31) που 

αντιστοιχεί στην r  =r . Για τη ρίζα όμως r  » δπως σχολιάσαμε πιο 

πάνω» δεν είναι δυνατό να εφαρμόσουμε την πορεία της 1-περίπτωσης 

και θα εργαστούμε όπως στη 2-περίπτωση.

( * )  Υπάρχουν περυπτώσευς που ου ρυζες της δευχτοεξυσωσης δυαφέρουν χα 
τά θετυχό αχέραυο χαυ η μια μόνο ρυζα της προσδυορυζευ τη γενυχη λόση 
της δυαφορυχής εζυσωσης π .χ. x2y "  +xy* +(x2-l/**)ys 0· Η γ2=-1/2
χροσδυορυζευ τη γενυχό της λύση, Butkov (1975, σελ. 13U-135).

(61) Tljc χ β ( Ο ,Ι )
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Από την (36) έχουμε ότι

r  +γ  = - ( α  - ι )1 2  ο
και κατά συνέπεια

(62) 2r+a0=n+l .

Αν εισάγουμε την (62) στην (51), θα πάρουμε

(63) U11 rn+1 ·.
U '  “  ^  X +  · · - ^

Ολοκληρώνοντας την (63), έχουμε
_(η+1) ( · · · )

λ ι κ ι ’ = - ( η + ΐ Π η χ +  . . .  = >  u · -  χ  ' - e v

όπου ··· σημαίνουν ότι, οι όροι που ακολουθούν είναι σταθεροί ή περι

κλείουν θετικές δυνάμεις της χ · Αν αναπτύξουμε την εκθετική συνάρ

τηση σε δυναμοσειρά της χ , θα πάρουμε μια σειρά της μορφής

„ k
(64) u f =

π + l π
k

+ —  + k  ^  + k  ^  χ +  
χ  η + ι  η +2

X X

Η έκφραση για τη u ,  μετά από ολοκλήρωσή της (64), εέναι

u = ------ ------- . . . + k  & n x + k  ^ . x +  . . .
ηχη η η+Ι

και η λύση y 2 = u y i , αφού λάβουμε υπόψη ότι rj-n=r2 , θα έχει την 

ακόλουθη μορφή
00

(65) y  ( x ) = k  y  ( x H n x + x 1*2 I  C x m .
2 n  i  ~  mm=0

Οι λύσεις λοιπόν y x και y  που δίνονται από τις (31) και (65) , 

αντίστοιχα, αποτελούν ένα βασικό σύστημα της (32) στην περίπτωση που 

οι ρίζες της (36) διαφέρουν κατά θετικό ακέραιο. Η λύση (31) αντιστοι 

χεί στη ρίζα που έχει το μεγαλύτερο πραγματικό μέρος.

Παράδειγμα : Ας θεωρήσουμε τη διαφορική εξίσωση

(6 6 ) ( x 2 - l ) x 2y "  - ( x 2 + l ) x y ' + ( x 2+ l ) y = Ο .
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Η διαφορική εξίσωση (66) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος

2. Αν εισάγουμε λοιπόν την (31) και τις παραγώγους της στην (66), θα 

πάρουμε
ΟΟ 00

(67) 7 (m+r-l) z c Xm+r+2- 7 (m+r+1)(m+r-l)c xm+r= Ο .
m=0 m m=0 m

Η δεικτοεξίσωση που προκύπτει από την (67) είναι 

( γ + 1 ) ( γ - 1 )  κ Ο =>  1^=1 , γ 2= - 1

( γ γ γ 2* 2 )

και αντιστοιχεί στο συντελεστή της r-δύναμης της χ . Από το συντελε
στή της r+ι-δύναμης της χ

“ (r+ 2 ) r c 1= Ο

παίρνουμε την πληροφορία ότι ο . Ο αναγωγικός τόπος

( 68) (m + r-l)2c -(m+r+3 )(m + r+ l)c  * Ο , m»0 , l , 2 , · .·
m m+2

για r=i μας δίνει

τη2
(6 9 )  c = ■ν . \ / - .  c  « πι=0)1)2 9 · · ·  ·
'  '  πι+ 2  ( m + 4 ) ( m + 2 )  m *

Από την (69) παίρνουμε την πληροφορία ότι c3=o , 0 ^ = 0 , ο$=ο , 

επειδή c1=o και για m=o => c2=o . Η λύση λοιπόν της (66) που α

ντιστοιχεί στη μεγαλύτερης ρίζα r t=l θα είναι

(70) ^ι“% χ

Παρατήρησή: Αν εισάγουμε την γ 2 = - ι  στον αναγωγικό τύπο (68) θα 

πάρουμε για m=o , He =ο => c =ο . Αλλά το αποτέλεσμα αυτό έρχεται
ο Ο .

σε αντίθεση με το θεώρημα 2 και κατά συνέπεια η (66) δεν έχει δεύτερη λύ

ση της μορφής (31).
Η λύση y2 της (66) θα είναι τηςψορφής (65), δηλαδή

00
y (x)=k x£nx+ -  J C χ1" ·

2 x mm=0
(71)
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Για τον προσδιορισμό των c θα εισάγουμε την (71) στην (66) ,
ΙΠ

οπότε θα έχουμε (μετά από απλοποιήσεις)
00 οο

(72) -2kx+ I  (m-2)2C xm+1- 7 m(m-2)C xm Χ=Ο .
m=0 m m=0 m

Από την (72) παίρνουμε

k=2C0 , Cj=0

. = (m-3)2 c
m+2_ 2 Λ m-lm -1

m=2, 3 , . . .

και κατά συνέπεια οι μόνοι μη-μηδενιζόμενοι συντελεστές (παραμένουν 

αυθαίρετοι) είναι οι co και c2 . Η λύση λοιπόν y2 θα είναι

, c
(7<3) y (x)=2C.x£.nx+ — (C +C xz )=2C x£nx+ —  +C xJ 2 Ο X 0 2 0 x 2

Επειδή ο τελευταίος όρος είναι c y / c  , το βασικό σύστημα της (66)2 1 Ο
θα είναι

(79) y (χ )= χ  , y (χ)=χ£ηχ+1 2 ^Χ

Πρέπει να τονιστεί στο σημείο αυτό ότι, μια γενική θεώρηση ως 

προς τη σύγκλιση των σειρών που εμφανίζονται στην επέκταση της μεθό

δου των δυναμοσειρών δεν παρουσιάστηκε στην παράγραφο αυτή" είναι ό

μως δυνατό για κάθε περίπτωση ξεχωριστά να εφαρμοστούν τα γνωστά κρι

τήρια σύγκλισης των σειρών.

Αν και δεν έγινε στην παράγραφο αυτή συζήτηση από τη σκοπίά της 

μιγαδικής ανάλυσης, θα αντιμετωπίσουμε ένα απλό παράδεινμα διαφορικής 

εξίσωσης της οποίας η δεικτοεξίσωση έχει μιγαδικές ρίζες. Ας θεωρήσου

με την εξίσωση του Euler

(80) x2y "  +xy 'ty  = Ο .

Αν εισάγουμε την (31) στην (80) παίρνουμε

cm{(r+in)2+l}= Ο , m = 0 ,l ,2 ,. . .
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Η δεικτοεξίσωάη (m=o) .

c ( r 2+l) = o ο

έχει ρίζες r  = ί i  . .
1 *2

Οι συντελεστές cm , m=i,2,3,... και για τις δύο περιπτώσεις» μηδενί

ζονται* κατά συνέπεια έχουμε

(31) yi(x) = xi , γ2(χ) = χ-ί ..

Οι συναρτήσεις (81) είναι πλειότιμες με κύριους κλάδους

,  \ i£nx - ,  . -ίί,ηχy ^ l x j r e  , y2( x ) « e

Η Wronskian των λύσεων αυτών είναι

W(y ,y ) = e iAnxe-i£nx (_
1 2  X X

1_
X

_1
X

2i i  0 (γυο πεπερασμένο x)

και κατά συνέπεια οι λύσεις είναι γραμμικό ανεξάρτητες και η γενική 

λύση της (**0) είναι

(32) y(x)=A^eιίη χ  Α -ίί,ηχ +Α e 
2

όπου Α και Α είναι μιγαδικές σταθερές.1 2
Αν θέλουμε την πραγματική λύση της (30), γράφουμε

ίίηχ_ i(  ί,η| χ |+iargx)t 6 ο * 6  ·

Για χ πραγματικό και θετικό έχουμε

και

argx = 0 , £η |χ | * £ηχ

ei£nx_ cos( fl,nx)+isin(i.nx) .

Επειδή οι πραγματικές συναρτήσεις cos(£nx) και sinU nx) είναι 
γραμμικά ανεξάρτητες και ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση , η γενική 

λύση της (30) θα είναι
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(63) y (x )  = c cos(£.nx)+c s in (A nx)1 2 x>0 .

Σχόλιο :

Για να μην υπάρχει σύγχυση του σπουδαστή που θα ανατρέξει σε άλ

λες πηγές για την πληρέστερη μελέτη της μεθόδου των δυναμοσειρών , θα 

δώσουμε τους παρακάτω ορισμούς :

Ogigy0£_i : Αν οι συναρτήσεις ρ ( χ )  και Q(x)  στη διαφορική

εξίσωση

(84) y "  + P (x )y '+ Q (x )y =0

είναι αναλυτικές στο σημείο χ=ο ,  τότε το σημείο αυτό λέγεται συνηθι

σμένο σημείο (ordinary point) της διαφορικής εξίσωσης.

. 0g igy0g_2  : Αν οι συναρτήσεις ρ ( χ )  και q ( x ) δεν είναι και οι

δύο αναλυτικές και είναι της μορφής

όπου α(χ) και b(x) είναι αναλυτικές συναρτήσεις στο χ=ο , τότε 

το σημείο αυτό λέγεται κανονικό ανώμαλο σημείο (regular singular point) 

Στην αντίθετη περίπτωση το σημείο λέγεται μη-κανονικό ανώμαλο σημείο 

(irregular singular point).

Η διατύπωση των θεωρημάτων 1 και 2 θα είναι τώρα :

θεώρημα 1: Αν το σημείο χ=ο είναι κανονικό σημείο, τότε κάθε 

λύση της διαφορικής εξίσωσης (34) είναι αναλυτική στο χ=ο .

θεώρημα 2: Αν το σημείο χ=ο είναι κανονικό ανώμαλο σημείο , 

τότε η λύση της διαφορικής εξίσωσης (84) είτε είναι αναλυτική στο 

χ=0 , (37) , είτε εκφράζεται με τη μορφή (55) ή (65) και έχει κλαδι

κό σημείο τύπου δύναμης ή λογάριθμου.

Προβλήματα .

1. Αν οι συναρτήσεις {φ (χ ) }  αποτελούν ένα ορθογώνιο σύνολο στο
κ

X
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διάστημα [ a ,b ], τότε οι συναρτήσεις {φ^(οΐ+μ)> , c*£o , αποτελούν έ
να ορθογώνιο σύνολο στο διάστημα γΙ“ιΗΑ , ΙίϊΐΗΐ] .

u C C

2. Να προσδιοριστούν οι σταθερές a 0,b 0, . . . , c 2 έτσι ώστε οι συναρτή
σεις φ^ο^,φ^ι^+bjX, φ3»ο0+ο1χ+ο2χ2 να είναι μεταξύ τους ορθογώνιες 

στο διάστημα [-ι,ΐ]. Να ορθοκανονικοποιηθούν οι φ2,φ2 και φ3 .

3. Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης των σειρών

ι
mχ

m η 0m 2 m=l ζ m
Σ , 1 ^ x - 3 ) 2m

m=0 o1-n *m=0

4. Να εφαρμοστεί η μέθοδος των δυναμοσειρών στις διαφορικές εξισώ

σεις

xy1 -3y = 3 , y M -xy* +y = 0 .

5. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις

y ' =2y , y "  *y  » xy'+y = 0 

σε δυναμοσί. ι,ρές του χ - ι  .

6. Να αποδειχτεί ότι

I Ρ (χ)Ρ (x)dx * 0 , n^m .I m η '-ι

7. Να αποδειχτεί 6τι< κάθε πολυώνυμο η-βαθμού μπορεί να εκφραστεί 

με τη μορφή

f <x) = c 0V c ipi (x)+-*-+cn V x) *

8. Να βρεθεί το βασικό σύστημα λύσεων των διαφορικών εξισώσεων

x2y "  +xy'+(x2- l /O y  s 0

x y " + y ' » 0  , x2y" +xy'+(x2- l ) y  = 0 <y

x2y"+xy'+(x2-  ^)y = 0 .

* i
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9. Στη διαφορική εξίσωση

(1 -χ2 ) y "  -x y ' +Xy = 0 

α) ποιά είναι τα ανώμαλα σημεία ;

0) να λυθεί με τη μέθοδο των δυναμοσειρών και να βρεθούν οι τιμές της 

παραμέτρου λ ώστε η μια από τις λύσεις να είναι αναλυτική στα α

νώμαλα σημεία. Να αποδειχτεί ότιιη λύση αυτή είναι ένα πολυώνυμο .

10. Να αποδειχτεί ότι η διαφορική εξίσωση

y "  -xy  = 0

έχει δυο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις που είναι αναλυτικές στο χ=ο .

Να υπολογιστούν οι λύσεις αυτές με τη μέθοδο των δυναμοσειρών.

11. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

x2y "  +(x2+ x )y '+ y =0

με τη μέθοδο των δυναμοσειρών και να εκφραστούν οι λύσεις της με κλει

στές μορφές .

12. Να μελετηθεί η διαφορική εξίσωση

x ( l - x ) u "  + {γ -(α + 0 + 1 )χ }α '-a0u = 0

όπου α,β  και γ είναι παράμετροι που μπορούν να πάρουν διάφορες πρα

γματικές ή μιγαδικές τιμές.

13. Να μελετηθεί η διαφορική εξίσωση

( l - x 2 )u "  -2 xu *+ v(v+ l)u  = ο

με βάση την ανάλυση για το πρόβλημα 12.
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Μια κ>4: : συναρτήσεων ορίζεται από ολοκληρώματα που δεν μπορούν 

να υπολογιστούν σε όρους, πεπερασμένου αριθμού, στοιχειωδών συναρτή

σεων. Η κλάση αυτή περιλαμβάνει τις r- , Β- και ψ- συναρτήσεις, 

τη συνάρτηση σφάλματος, τα ολοκληρώματα ημιτόνου και συνημιτόνου και 

τα ολοκληρώματα F r e s n e l Κάποιες από τις συναρτήσεις αυτές· ( και 

άλλες που δεν αναφέρθηκαν ) μπορούν να αναπτυχθούν σε ασυμπτωτικές 

σειρές. Οι σειρές αυτές μπορεί να μην είναι συγκλίνουσες αλλά μπορούν 
να χρησιμοποιηθούν για τον υπολογισμό αριθμητικών τιμών των συναρτή

σεων αυτών για μεγάλες τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής τους. Το χα

ρακτηριστικό τους είναι ότι, όσο μεγαλύτερες είναι οι τιμές της ανε

ξάρτητης μεταβλητής τόσο λιγότερους όρους της σειράς χρειαζόμαστε για 

τον υπολογισμό, με ικανοποιητική ακρίβεια, τιμών της συνάρτησης. (*)

(*) Σε εκύμενα κεφάλαια θα ασχοληθούμε με άλλη κλάση ειδικών συναρ
τήσεων π.χ. συναρτήσεις Bessel.
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1. Συναρτήσεις Γ (α ), B (x ,y ) και ψ(α) .

Μια από τις πιο σημαντικές μη στοιχειώδεις συναρτήσεις είναι η 

Γάμμα συνάρτηση (garima function), Γ(α) , που ορίζεται με τον ακό

λουθο τρόπο :

(1) Γ(α) =
α

Η Γ(α) εμφανίζεται σε πολλά προθλήματα της μαθηματικής στατιστικής, 

φυσικής κ.τ.λ.

Το ολοκλήρωμα (1) έχει έννοια μόνο όταν α>ο Για να απο

δειχτεί αυτό γράφουμε

(2) Γ(α) = e_tta_1dt+ ί e ^ V ^ d t  ,
ο' C'

|  e *  (**)t a Xd t , α>0 (E u le r)

όπου c είναι ένας θετικός αριθμός. Το δεύτερο ολοκλήρωμα στο δεξιό 

μέρος της (2) υπάρχει για κάθε c>o και για κάθε a . Το πρώτο ολο- 

κλήρωμα της (2), με την εφαρμογή του θεωρήματος της μέσης τιμής , 

γράφεται

(3)
c C

<Γ

- t  α - ι  -be t  d t = e
o'

c , c. a - i - b  t  t  dt  = e —a i o (a*0)

όπου b είναι ένας πραγματικός αριθμός μεταξύ ο και c . Αν α>ο, 

τότε ta+o για t + o και κατά συνέπεια το ολοκλήρωμα (3) υπάρχει. 

Αν α<ο , θα έχουμε τα·+°° γι,α t-*· ο και το ολοκλήρωμα (3) δεν υ

πάρχει- Για α=ο το ολοκλήρωμα (3) είναι e”bi.rvt και σπειρίζεται 

για t-*· ο .

( * )  Αν θεωρήσουμε και μ ιγα δ ιχές  τ ιμ έ ς ,  τό τε  το ολοκλήρωμα (1 ) έ χ ε ι  
έννοια γ ια  Rea>0 .
( * * )  -ν ,b

I(x’)= Ε (χ )φ (χ ,χ ι )dx Θ·Μ·Τ ·-  · F(xa) φ (χ ,χ ' )dx , x *e (a ,b ) .
a a



=0 ν' ■ ·.  ̂ · ·ν. ' '■■■ ;Από την (1), έχουμε

(4) . Γ(α+1) = | e_ttadt = -^/tta |"+a| e_^ta_Idt , α>0

= αΓ(α) .

Αν α είναι ένας θετικός ακέραιος π.χ. a=k , τότε με επαναληπτική 

εφαρμογή της (4), έχουμε

(5) r(k+l) = kr(k) = kOc-l)r(k-l)- ... «

* k·(k-1). ,.3·2·1·Γ(1)

Γ(1) J OB

e_tdt - '■». ίΜ%·

Από τον ορισμό (1) παίρνουμε Wy-r/stV-t’-fear
' w ' * -"t

M i l t i :
. '· - · '■ ·. ·** · - · 

και η (5) γράφεται t - =
. . » r * ;·ν·ν ο-

(6) Tfv+l)=ki . ■·■' , -, . 4,-̂j.y ν _ ?’ jfi

Με επαναληπτική εφαρμογή της (4) παίρνουμε ά  ·

(7) „,_Λ_Γ(α+1) _ Γ(α+2)_ _ Γία+k+l)
Ι 1 β , ~ α ~ α(α+1)........... α (α+ 1).. .(a+k)

(α/0,-1,-2,...) ·

Η (7) μπορεί να χρησιμοποιηθεί:για τον προσδιοριομό της Γ- συνάρτησης 

για αρνητικές τιμές του α , εκλέγοντας τον μικρότερο ακέραιο k άστε 

a+k+i>o . Η (ΐ) μαζί με τον (7) δένουν τον οριομό της Γ(α) για όλες 

■τις τιμές του α*ο, -ι, -2, - (σχ.Ι).

Στον πίνακα 1 φαίνονται οι τιμές της Γ(α) για αβ[ΐ,2] . Για

άλλες τιμές του α οι τιμές της r(a) μπορούν να προσδιοριστούν με 

βάση την (4).

Εκτός από τον οριομό (1)· του Euler , η Γ(α) μπορεί να οριστεί 

και μένα από τους ακόλουθους τρόπους :
·. -;·*? .· „

(8) Γ(α| ■ t i » -(a>;i“a ;fa- C T  «Λ,-Ι,-ί,... < » « ~ >

* k j - ’Λ :η ; ' ί
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Σχ.1 Συνάρτηση Γ(α)

(Γ(α)} s αβ^α Π (1+ ^)e α^η , (Weierstrass)
η=1

όπου γ είναι η σταθερά των Euler-Mascheroni ,

η ι
(10) γ = Him £ ± - £η(η+1) * 0.5772157 . 

η-* 00 k=l

D969lil2Q5Q : Το άνω όριο της (10) υπάρχει . Ας θεωρήσουμε

d t « 7  i . ' d t ■ 2 Γ0 ο
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Πίνακας ί Γ(α) t t a - i d t .

a Γ («) a Γ («) a Γ (β) a Γ («) a Γ («)

1.00 1.000000 1.20 0.918 169 1.40 0.887 264 1.60 0.893 515 1.80 0 .93) 384

1.02 0.988 844 1.22 0.913 106 1.42 0.886 356 1.62 0.895 924 1.82 0.936 845
1.04 0.978 438 1.24 0.908 521 1.44 0.885 805 1.64 0.898 642 1.84 0.942 612
1.06 0.968 744 1.26 0.904 397 1.46 0.885 604 1.66 0.901 668 1.86 0.948 687
1.08 0.959 725 1.28 0.900 718 1.48 0.885 747 1.68 0.905 001 1.88 0.955 071

1.10 0.951 351 1.30 0.897 471 1.50 0.886 227 1.70 0.908 639 1.90 0.961 766

1.12 0.943 590 1.32 0.894 640 1.52 0.887 039 1.72 0.912 581 1.92 0.968 774
1.14 0.936416 1.34 0.892 216 1.54 0.888 178 1.74 0.916 826 1.94 0.976099
1.16 0.929 803 1.36 0.890 185 1.56 0.889 639 1.76 0.921 375 1.96 0.983 743
1.18 0.923 728 1.38 0.888 537 1.58 0.891 420 1.78 0.926 227 1.98 0.991 708

1.20 0.918 169 1.40 0.887 264 1.60 0.893 515 1.80 0.931 384 J 2.00 1.000000

Αλλά t

uk = f  ( i l ·  tTk) d t= £ +to Κ ϊ ϊ " λ η έ

και η Ώ ί
I  uv = Σ τ: -Ηη(η+1) 

k=l k=l κ

Ύ Him
η-*»

η
Σ » ,k*l 14  Σk=l k2

1Γ2
12 *

Από τους ορισμούς (8) και (9) γίνεται φανερό ότι η Γ(α) σαν 

συνάρτηση της μιγαδικής μεταβλητής α έχει απλούς πόλους α=ο,-ΐ,-2, 

... .Το γεγονός αυτό μπορεί να διαπιστωθεί και από τον ορισμό (1). 

Το αριστερό μέρος της (3) για c=i γράφεται
1 00

Λ ® - 1* .  Σ
Κ  n=C

( - l ) n
n! J, t nK,- , d t = 

o

00
Σ

n-0

n(-1) 
n! (n+a)( 11) » Rea>0
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Από την (11) φαίνεται ότι η Γ(α) έχει απλούς πόλους α = ο , - ι , - 2 .........
Τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα στους πόλους της Γ(α) θα είναι

( _ ι ) η
(12) £im (α+η)Γ(α)= .II ·α+-η

Για να αποδείξουμε το ισοδύναμο των ορισμών (1),(3) και (9) θα χρησι

μοποιήσουμε το λήμμα^.

(13) Aim ί  {e  * - (  1- ^-)n } t a *d t = 0 , Rea>0
n-*· «> ·*ο n

θ ε ώ ρ η μ α  1. Οι ορισμοί (1),(8) και (9) είναι ισοδύναμοι. 
Αν χρημοποιήσουμε το λήμμα (13) και τον ορισμό (1) έχουμε

(14) Γ(α) = £im
n->-oo

n
e t dt = £im

rn

n - + o o

(1- — )nta_1dt n

Αν κάνουμε την αντικατάσταση t=nx στο τελευταίο ολοκλήρωμα και ολο

κληρώσουμε κατά μέρη n-φορές θα πάρουμε

(15) Γ(α) = £im η
η + ο ο

a ( 1 - τ ) ητ α” 1άτ = £im
I an ln

η->°° α(α+1). . . (α+η)

Με την απόδειξη της ύπαρξης του αριστερά ορίου αποδεικνύουμε ότι ο ο 

ρισμός (1) έχειισαν συνέπεια τον ορισμό (8).

Για να αποδείξουμε ότιι ο ορισμός (3) έχει σαν συνέπεια τον ορι

σμό (9) γράφουμε

( 16) ί Γ ( α ) Γ ! .=  « »  η"06 a ( a + l > - ; ( a t n L ·
ι ) 00

= Aim ae"aJln n Π e“ /k  Π (1+ £ )e "a /k  .
n*>°° k = l k= l

(*) Γυα την απέδευξη, Βλέπε Hochstadt (1971, σελ. 63-64).
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Επειδή
n

fcim l
n-*-“ k=l

έχουμε

(17)
n-*-“  k=l

To γινόμενο

(18) ou -ot/k.

υπάρχει, α<ροό για α σταθερό και k αρκετά μεγάλο έχουμε

(19)

α>
Το γινόμενο κατά συνέπεια συγκλίνει όπως το άθροισμα £ l/k2 και

πράγμα που αποδεικνύει το ισοδύναμο των ορισμών (8) και (9).

Επειδή π Γ(α) παίρνει απότομα μεγάλες τιμές με την αύξηση του 

α , είναι πολλές φορές σκόπιμο να χρησιμοποιούμε προσεγγιστικές εκ

φράσεις για την Γ(α) όταν το α είναι μεγάλο. Μια τέτοια έκφραση 

για την r-συνάρτηση είναι εκείνη του Stirling ,

(21) Γ(α+1)=/(2πα)(—)α (α:μεγοίλοε θετικός αριθμός)6

όπου e είναι η βάση των φυσικών λογαρίθμων .

Οι τιμές της r (k + i/2 ) , ^α κέρα ιος , μπορούν να υπολογιστούν με 
βάση την (4) και ότι :

(22) Γ ( ι /2 )= / ϊ

Για να αποδείξουμε την (22) εισάγουμε στην (1) το μετασχηματισμό

( 20 )

-Ν

I
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t=u2 και έχουμε

(23)

και

(24)

Γ(1/2)= |  e- t t " l / z d t = 2 | e’^ d u

2
= 4 -u2 f00 -U2e du e du .( r ( l /2 )

Αν εισάγουμε πολικές συντεταγμένες r  και φ

u = Γοοβφ , υ = Γείηφ 

Π (24) γράφεται

Γ(1/2)
’ 2 rTT/2

= 4
J *

άφ
Λ 4

e Γ rd r  = π 
ί ο

Οι συναρτήσεις Γ(α) για a=i/2±k (k=o,i,2,...) γίνονται στοιχειώ

δεις συναρτήσεις και είναι

(25) r(l/2+k)=/ir , r(l/2-k) = (-l)k/ r r ^ r  .
Λ '  U k ;.

Οι συναρτήσεις

(26)
X

Ρ(α,χ)= I e t t a  Xd t , Q(a,x)= - t . a - i ,. e t  d t a>0
x

διαφέρουν από τη r-συνάρτηση ως προς τα όρια ολοκλήρωσης και εμφανί*- 
ζονται σε προβλήματα της μαθηματικής στατιστικής . Όπως θα δούμε αρ

γότερα, οι συναρτήσεις (26) σχετίζονται με άλλες σπουδαίες ειδικές 

συναρτήσεις. Από την (1) έχουμε

(27) Γ(α) = P(a,x)+Q(a,x) .

Η συνάρτηση Βήτα (beta function) του Euler ορίζεται με τον ακό

λουθο τρόπο :

B (x ,y )= |  t X" l ( l - t ) y_1d t(28) 9 (x',y>0)
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και μπορεί να αντιπροσωπευτεί σε όρους Γ-συναρτήσεων.

(29) B(x,y) = Γ<Χ> $ Ι  = B(y,x) .

Για να αποδείξουμε την (29) θα σχηματίσουμε πρώτα το γινόμενο

r (x ) r (y )  ,

Ιοο r  00
e“t t X" 1d tj e_Uuy_1du

ο ο

Γ  f ”e- ( t +« )t x - luy-»dtdu . .

θα εισάγουμε τις νέες μεταβλητές r και φ που συνδέονται με τις t 

και u με τις σχέσεις

(31) u · Γοοε^φ , t-rsin^ .

Αν εκφράσουμε την υπό ολοκλήρωση έκφραση σε όρους των r και φ και 

αντικαταστ σουμε το dtdu με το άτάφ πολλαπλασιασμένο με την απόλυ

τη τιμή της Ιακωβιανής ορίζουσας ,

(32) = 
3(γ ,Φ)

.3t/3r 3τ/3φι
£-2Γοοεφδ1ηφ ,

'3u/3r 3υ/3φ'

η (30) γράφεται

flt/z (ΟΟ
(33) Γ(χ)Γ(γ)

■ 2
1 e”r(rsin20)X 1 (rcosz$)y >ζ*<:ο3φ3ίηφ<1ιύφ
Jo

Η Γ(α) ικανοποιεί κάποιες βασικές σχέσεις που παίζουν σημαντικό 
ρόλο στους διάφορους μετασχηματισμούς και υπολογισμούς ίου ιερικλεό- 
ουν την Γ-συνάρτηση π .χ .

(<*) r (a ) r ( l - a )=  » α^±0 , ± 1 ,  ± 2 , . . .

(β) 22ο' 1Γ(α)Γ(β+ |)*^ΓΓ(2β) , β)<0, -  i  . -1 , | ...............
Οι (α) και (β) ακοδεικνύονται με βάση τον ορισμό (1)* Η απόδειξη των 
(α) και (β) αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη.



47

ί
αο J\/Z

e- r r x+y~1 d r j s in 2X_^ c o s  y φάφ .
Ό  ' o

Στην (33) το πρώτο ολοκλήρωμα είναι

SCO

(34) e r r X+^ l d r = T(x+y)

ενώ το δεύτερο ολοκλήρωμα , με την αντικατάσταση t= s in 2<j> + l - t  = cos2<f>, 
d t -  2sin<J>cos<j>d<|> , παίρνει τη μορφή

(35)
7Γ/ 2 . 2χ-ιsm  φοοε J φαφ

Λ ι
t X X( l “ t ) ^  *d t = B (x ,y )τ- 1

0

Από τις (33)-(35) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι 

r (x )T (y )  = r(x + y )B (x ,y ) ,

δηλαδή την (29)·

Η θεωρία της r-συνάρτησης συνδέεται στενά με τη θεωρία της ψ_̂  

συνάρτησης που ορίζεται με τον ακόλουθο τρόπο :

(36)
οο

ψ(β) = α η Γ ( α ) ) '= - γ + I  .
k=0

Από την (36) είναι φανερό ότι η ψ(α) έχει απλούς πόλους α=-η (αχε- 

ραυος). Μία ολοκληρωτική έκφραση της ψ(α) είναι

(37) ψ(α).
r°° - t  -a tr e____ e_____

1 t  1 a to 1-e
}d t Rea>0

Αν πάρουμε τις λογαριθμικές παραγώγους των (4), (α) και (3) (υποσημεί

ωση στη σελίδα 46), έχουμε

(38)
ψ(α+1) = — +ψ(α) a
ψ ( 1-α) -ψ (a ) =ττοοΐπα

και

(39) ψ(α)+ψ(α+ |)+ 2 to 2  = 2ψ(2α)
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αντίστοιχα. Η απόδειξη των (33) και (39) αφήνεται σαν άσκηση στον α 

ναγνώστη.

Παράδειγμα 1 : Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ,

Αν θέσουμε x=e- t  και λάβουμε υπόψη την (25) παίρνουμε

I = Γ<§> = f

Παράδειγμα 2 : Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

= 1.
dx

ι /- *».ΐ/2
ο ( 1 “ Χ )

Αν θέσουμε x**=u έχουμε

1 ί 1 -» /"  n , , Γ φ Γ φ_ 1 u , 1 η,1 Μ· 2
1 " U I , l/2du = H Β(4 » 2^ =

•’ο (1-u)

Παράδειγμα 3 : Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

( V / Z

■Γ οοε^φάφ ·

Αν θέσουμε ΐ=εΐη2Φ έχουμε
1

I = i |
1/2 α+1/2-1 dt

- i B( i  1 _ .  - 1 Γ(2 )Γ(2 t t t  2 }- 2 β(2 » 2 α+ 2 ) - 2 j_
Γ<£ α+1)

α > -1

2, Συνάρτηση σφάλματος . Ολοκληρώματα Fresnel. Ολοκληρώματα ημιτόνου 

και συνημιτόνου .

2
Η συνάρτηση e είναι γνωστή σαν κωδωνοειδής καμπόλη (be!1- 

shaped curve) και η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχ. 1 . Η συν-

t

*  * .
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άρτηση αυτή  κ α ι το  ολοκλήρωμά τ η ς  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  πολύ  συχνά σ τα  εφαρμο 

σμένα μαθη μ ατικά  .

Σ χ .1  y=e

Η συνάρτηση

2 ίΧ - t 2(1) erfx  = —  j e d t = -e r f ( -x )

λ έ γ ε τ α ι  συνάρτηση σφάλματος ( e r r o r  f u n c t io n )  σ χ .2 )
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Από τις (1.22) και (1.23) βλέπουμε ότι 9

(2 )  p°e t  d t  ss j Y  (~ )  = J  /n
Jo

Από τις (1) και (2) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

(3) e r fοο = lim e r fχ = 1
Χ+°°

πράγμα που δικαιολογεί το συντελεστή 2 / / ϊ Γ σ τ η ν (1)·

Η συνάρτηση σφάλματος δεν μπορεί να εκφραστεί σε όρους , πεπερα

σμένου αριθμού» στοιχειωδών συναρτήσεων. Στον πίνακα 1 φαίνονται τιμές 
της erfx  και της παραγώγου της για xe[o,**] .

Πίνακας 1. (e r fx ) ,  ( e r fx )1

X erf * (2/ N/ n)r“ ** X erf χ

0.00 0.000000 1.128 379 1.00 0442 701 0.415 107

C.05 0.056 372 1.125 562 1.1 0.880205 0.336480
0.10 0.112 463 1.117 152 1.2 OJ910 314 0.267 344
0.15 0.167 996 1.103 274 1.3 0534 008 0.208 208
0.20 0.222 703 1.084 135 1.4 0.952 285 0.158942

Η 2 5
0.276 326 1.060014 1.5 0.966 105 0.118 930

0.30 0.328 627 1.031 261 1.6 0.976 348 0.087 229
0.3S 0.379 382 0.998 284 1.7 0.983 790 0.062 711
0.40 0.428 392 0.961 541 Ί .8 0.989 091 0.044 192
0.43 0.475 482 0.921 532 1.9 0.992 790 0.030 525

0.50 0.520 500 0.878 783 2.0 0.995 322 0.020667

0.55 0.563 323 0.833 837 2.2 0.998 137 0.008 922
0.50 0.603 856 0.787 243 2.4 0.999 311 0.003 556
0.65 0.642 029 0.739 547 2.6 0.999 764 0.001308
0.70 0.677 801 0.691 275 2.8 0.999925 0.000444

0.75 0.711 156 0.642 931 3.0 0.999 978 0.000139

0.80 0.742 101 0.594 986 3.2 0.999994 0.000040
0.85 0.770668 0.547 870 3.4 0.999 998 0.000011
0.90 0.796 908 0.501 969 3.6 1.000000 0.000003
0.95 0.820 891 0.457 619 3.8 1.000000 0.000001

1.00 0.842 701 0.415 107 4.0 1.000000 0.000000
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Για μικρές τιμές της |χ | μπορούμε να πάρουμε τιμές της e r fx  χρησι

μοποιώντας το ανάπτυγμά της σε σειρά Maclaurin

(4) e r fx  = ■—  ( χ -  yj-g- + jTg· “  3ΤΤ + ”  · * · } >

που παίρνουμε μετά από ολοκλήρωση κατά όρο της σειράς Maclaurin της 

e” x . Για μεγάλες τιμές της χ μπορούμε να κάνουμε χρήση της ασυμ- 

πτωτικής ανάπτυξης της e r fx  , όπως θα δούμε σε επόμενη παράγραφο.
Η συνάρτηση

(5) e rfcx  = — =  /rr

co 2- te d t

λέγεται συμπληρωματική συνάρτηση σφάλματος (complementary error fun 

ction). Από τις (3) και (5) έχουμε

(6) e rfc x  = 1 -e r fχ

Η συνάρτηση σφάλματος εμφανίζεται συχνά στα προβλήματα αγωγής 

της θερμότητας και για το λόγο αυτό θα λύσουμε ένα από τα πιο απλά 
προβλήματά της.

Η κατανομή της θερμοκρασίας τ σένα ημίχωρο προκύπτει από την 
επίλυση του ακόλουθου προβλήματος :

( Γ )
3Τ
a t = V 32Τ

3χ2

T (x ,t)= T  γ ια  χ=0 , t>0 , T (x ,t)=0 γ ια  t=0 , χ>0

T(°°,t) = Ο .

Αν θεωρήσουμε ότι ,

(3 ')  T = f U )  , ζ =

η (1) γράφεται

( 4 ')  ς ί "  +(ς+ | ) f ' -  ο

*
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και έχει λύση

Λ  -η , .
(5*) ί(ζ) = Αι dr.+Bj

η '

όπου Aj και Bj είναι σταθερές. Με την εισαγωγή της

ξ2 = ζ ,

η (5') παίρνει τπ μορφή

(6 ')  T ( x , t ) = AerfC+B .

Αν εισάγουμε τις (2*) στην (6*) έχουμε

(7*)

T (0 ,t)  =0+Β = Τ0

Τ(χ,Ο) = Α+Β = 0

κά ι η λύση του προβλήματος είναι

(θ ')  T (x ,t)  = Τ ( l-e rfC ) =Τ erfcC , ξ=  —4= . ·ο ο 2vvt

Στη συνέχεια θα σχολιάσουμε δυο σπουδαία ολοκληρώματα που δεν εί

ναι δυνατόν να εκφραστούν σε όρους , πεπερασμένου αριθμού , στοιχειω

δών συναρτήσεων. Τα ολοκληρώματα αυτά είναι (σχ.3)

(7) C (x )= |  c o s ( t2)d t -fsi,S(x) -  s in ( t  )d t 
"ο ·*ο

και λέγονται ολοκληρώματα του Fresnel. Οι συμπληρωματικές συναρτήσεις 
των (7)

( 8 ) c(x) -  ί  c o s ( t2)d t , s ix )  = r ° s in ( t2)d t
χ̂ ■’χ

εμφανίζονται σε πολλά προβλήματα της φυσικής
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Σχ.3 y=C(x) , y=S(x) .

Από τις (7) και (3) έχουμε 

(9) c(x) = c(°°)-c(x) , s(x) = s(<»)-s(x) .

0 υπολογισμός των c(oo)=s(«>) θα γίνει με τη βοήθεια της e rf(°° )= i.
2

Αν ολοκληρώσουμε τη συνάρτηση e” z στο δρόμο ( or- ĉ - s ) ,  από το 
θεώρημα

Re

, mm 2
Σχ.4 Δρόμος ολοκλήρωσης της e .

του Cauchy, έχουμε

.2
( 10) - Ζ - .  i R - χ ζ , | - ζ  .e dz = e dx+ e dz+ e Z dz = 0 .

To ολοκλήρωμα κατά μήκος του δρόμου τείνει στο μηδέν για R-*·» 

Το τμήμα του δρόμου s μπορεί να αντιπροσωπευτεί με

ΐ

t
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z ( t ) » te i l t /b te[o,Rj

και κατά συνέπεια

.2
( 11) J e“ * *d «  = e i l r A f  e - i- i t* d t

Από τις (10) και (11) έχουμε

(12) ( e ' ^ d t  = tiro ί
K  R-*» J0

R “ i t 2 , - ιπ / * * 0 .' - X *e d t s e Aim e dx
4«0 KR -*»

= i  Λ  J  / |  ( l - i )

και n (9) γράφεται

( 13) c ( x ) = i / l - - (c ( x ) = i  /  £  -C(x) , s ( x ) - £  / £  -S(x) .

To ολοκλήρωμα του ημιτόνου (sine Integral) ορίζεται με τον ακδ· 
λουθο τρόπο (σχ·5) :

ΓΧ
(14) Si(x) Γ - ϊ

s in t d t .

'! J ν * ■ -

Σχ.5 yeSi(x) .

Η συμπληρωματική της συνάρτηση είναι

I



55

(15) s i ( x ) = I d t .
x

Από τις (14) και (15) έχουμε

(16) s i( x )  = S i(ou )-S i(x ) .

Για τον υπολογισμό του Si(«>) γράφουμε

(17) S i ( ~ ) = i
-J-O0 s in x  , 1-------  d x - ττχ 2

r+°° sm z dz .

θα πραγματευτούμε το ολοκλήρωμα (17) σαν μιγαδικό ολοκλήρωμα με δρόμο 

ολοκλήρωσης c T .
ΛΙτη

- r
-£Χ Re

+r

Επειδή s in z /z  είναι συνεχής για ζ=ο ο δρόμος c (πραγματικός ά 
ξονας) μπορεί να παραμορφωθεί c-*cf και

(1ό) 2Si(°°) = &im
γ->·0

sm z ιζ - ι ζ
dz = 2 i ilim ( 

r-K) '
dz- dz)

= 2 l <I. - I 2>

0 δρόμος ολοκλήρωσης για το ι χ είναι

Ιτη

και ι1=ο ·

♦ Re
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Ο δρόμος ολοκλήρωσης για το ΐ2 είναι

KOI Ι 2=-27Γΐ R esf(O ) = -2 π ί .
Η (16) γράφεται

s i(x )  - ^ -S i(x )  .

Η συνάρτηση -

ci(x) = Γ  dt
Jx

λέγεται ολοκλήρωμα του συνημιτόνου (cosine integral).

Στον πίνακα 2 δίνονται για xe[o,l5] τιμές των si(x) και c i(x ) .

Πίνακας 2 . si(x) και ci(x).

X Si(x) ci(*) X Si(x) ά(χ) X Si(x) d(x)
0.0 0.0000 00 2.0 1.6054 -0.4230 5 1.5499 0.1900

0.2 0.1996 1.0422 2.2 1.6876 -0.3751 6 1.4247 0.0681
0.4 0.3965 0.3788 2.4 1.7525 -0.3173 7 1.4546 -0.0767
0.6 = 0.5881 0.0223 2.6 1.8004 -0.2533 8 1.5742 -0.1224
0.8 0.7721 -0.1983 2.8 1.8321 -0.1865 9 1.6650 -0.0554

1.0 0.9461 -0.3374 3.0 1.8487 -0.1196 10 1.6583 0.0455

1.2 1.1080 -0.4205 3.2 1.8514 -0.0553 11 1.5783 0.0896
1.4 1.2562 -0.4620 3.4 1.8419 0.0045 12 1.5050 0.0498
1.6 1.3892 -0.4717 3.6 1.8219 0.0580 13 1.4994 -0.0268
1.8 1.5058 -0.4568 3.8 1.7934 0.1038 14 1.5562 -0.0694
2.0 1.6054 -0.4230 4.0 1.7582 0.1410 15 1.6182 -0.0463
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3, Ασυμπτωτικά αναπτύγματα ή Ασυμπτωτικές σειρές.

Τα ασυμπτωτικά αναπτύγματα (asymptotic expansions) είναι (γενι

κά αποκλίνουσες) σειρές που έχουν μεγάλα πρακτυκη σημασία για τον υ

πολογισμό τιμών μιας συνάρτησης f ( x )  για μεγάλες τιμές της ανεξάρτη

της μεταβλητής χ . 0 υπολογισμός τιμών της f i x )  από το ανάπτυγμά 

της σε σειρά Maclaurin , όταν αυτή υπάρχει και συγκλίνει για μεγάλες 

τιμές της χ , απαιτεί πολλούς όρους της σειράς για να πετύχουμε επι
θυμητή ακρίβεια (ο αριθμός των όρων αυξάνει απότομα με την αύξηση της 

χ ) .  Η ίδια κατάσταση επικρατεί και για τη σειρά Taylor της f ( x )  με 

κέντρο α , όπου α έχει μεγάλη τιμή, εκτός από τη θέση χ=α . Όπως 

θα δούμε στη συνέχεια, όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή της χ τόσο λιγό- 

τερους όρους χρειαζόμαστε από το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα για να πάρουμε 

με την επιθυμητή ακρίβεια την τιμή της f i x )  .
Στην ανάπτυξη που θα ακολουθήσει θεωρούμε ότι οι μεταβλητές κα 

o l  συναρτήσεις είναι πραγματικές^ * \

Μια σειοά της μορφής

που δεν συγκλίνει για κάθε τιμής της χ , λέγεται ασυμπτωτικό ανάπτυ
γμα ή ασυμπτωτική σειρά της συνάρτησης f i x )  , η οποία ορίζεται για 

κάθε ικανοποιητικά μεγάλη τιμή της χ , αν για κάθε σταθερό η=ο,ι,2,

C C1 2 (c σταθερές)

(1) { f ( x ) - ( c Q+ + - f  + . . .  } χη 0
C C C

1 . 2 . η γυα χ "*■00

και τότε γράφουμε

C C
f i x ) ^  + —  + - 4  + ο χ 2

( * )  εκτός αν αναφέρεταυ δυαφορετυκά στο κεέρενο αυτής της παραγράφου.
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Αν μια συνάρτηση έχει ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα, τότε αυτό είναι το 

μοναδικό που έχει αφού οι συντελεστές του c0,cj,c2 ... προσδιορί

ζονται κατά μοναδικό τρόπο από την (1). Από την'(1) παίρνουμε

f(x)-c.-*-0  ή c = Him f(x )
(2) ° c χ~>

{ f(x )-c 0— jJ-}x-*-0 ή Cj= Aim ( f (x ) - c o)x , χ .τ .λ .
χ-χ°

Ενώ μια συνάρτηση έχει ένα και μόνο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα, είναι 

δυνατό δυο διαφορετικές συναρτήσεις να έχουν το ίδιο ασυμπτωτικό ανά

πτυγμα. Ας θεωρήσουμε τη συνάρτηση f(x)=e~x . Επειδή

έχουμε

—χ
Aim e s c Q= 0 ,

Χ -Χ »

-χe ^  0+ — + χ
0
2X

+

c^Aim ( f  (x )-c 0)x s 0
X-XX>

χ .τ .λ .

Αν η συνάρτηση g(x) έχει ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα , τότε και η 
g(x)+e~x θα έχει το ίδιο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα.

Για τις εφαρμογές , είναι σκόπιμο να επεκτείνουμε τον ορισμό του 

ασυμπτωτικού αναπτύγματος γράφοντας

(3)

όταν

C C
f ( x )  <V/g(x)+h(x){c + -3· + —§- + . . . )

x χ

f ( x ) - g ( x )  
h ( x )

c
'V C + ~  0 x I  ·  ·

Οι συντελεστές c . , i=o,i,2 ,... μόνο σε σπάνιες περιπτώσεις

προσδιορίζονται από την (2) , γιατί υπάρχουν άλλες μέθοδοι πιο κατάλ

ληλες για το σκοπό αυτό , όπως θα δούμε στο παράδειγμα με συνάρτηση 

f ( x ) = e rfx  .
Από την (2.6) έχουμε
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e r f x  = 1 - e r f c x  ,

και αν κάνουμε το μετασχηματισμό

τ = t z , -*· d t = ά τ / 2 / τ  ,

τότε

(4) e r f c x
_1_

/ i f

SCO

X
ά τ  .

Μια επαναλαμβανόμενη κατά παράγοντες ολοκλήρωση θα οδογήσει σε ολοκλη

ρώματα της μορφής

(6)

όπου

F „ ( x ) .
e - V ( z n + i ) / i dT n=0 , l , 2 , .

χ

e r f c x = F Q( x ) / / i r

Η (5) μπορεί να γραφτεί με την ακόλουθη μορφή

F ( χ )  = - e - V ( * n + l >/ 2  
η

ή

( 6 )

χ
2 η + 1  

2 2
0- τ τ - ( , η + 3 ) / 2 άτ

X

^  ,  V 1  - χ  2 η + 1  „  ,  \
F  ( χ )  ζ  -------—  e ------- ό—  F ( χ )  ,

η  2 η + ι  2  η + ι
χ

Γ1ξ:0 91. 92 9 · · ·  ·

Αν πολλαπλασιάσουμε την ( 6 )  με e x  ο αναγωγικός τύπος για την Fn(x) 

παίρνει τη μορφή 

.2
(7) χ ~  /  χ 1 2 η + 1  χ

e Fn(x) = X
J Ο e  F . ( χ )  .

2 n + i  2  n + i

Μια επαναληπτική εφαρμογή του (7) δίνει

/ q \ χ *  , ν 1 1 χ *  / \ 1 1 , 1  3 χ  , ,
(S) e F#( x ) = - - y e  Γχ(χ) = -  -  —  + j  · 2 e F2(X)
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-L .  + ■ ·1 *3· + . . .  +(-i)n~1 1·3..(2η-3)
2x3 2*xS ‘ *

t ( - l ) n (2n- 1} Λ  (x)Λη n

Η σειρά που έχει προκόψει

.2
(9) • ' ' . « 4 - ♦ · · · ·

είναι ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα.

Αν συμβολίσουμε με s Μ  την έκφραση { > στην (8), έχουμε

(1 0 ) { Λ  ( x ) - S  η }x2n_1= Κ ex2x2 n - ‘F (χ) ,ο 2Π-ι η η

όπου

κ = ( - Ι ) η Ι_·3 ·.··(2 η -1 )  ^
n

θα πρέπει να αποδείξουμε ότι , για κάθε σταθερό η«ι,2..... η έκφρα

ση στο δεξιό μέρος της (10) προσεγγίζει το μηδέν για χ-*·· . Στην 

(5) έχουμε

Τ ϊή + Π Τ ϊ -  “ *5+Γ Yte χ<ίθε τ^χΖΤ X

και κατά συνέπεια ισχύει η ανισότητα

= Γ, Τ&ΠΤΓ Γ.··'41·'χ τ χ 'χ*

από την οποία οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι

-·**-
-X

2Π+1

( 12) Κ e χ1 η 1
<Κ

Fn( x )< - * γυα χ-*00

Η (U) αποδεικνύει ότι η σειρά (9) είναι ένα ασυμπωτικά ανάπτυγμα
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της συνάρτησης e F0(x) . Αλλά

F
(13) erfx = 1-erfcx= 1- o(x)

/n

και κατά συνέπεια

(14) erfx λ» 1- e~X ---+ — -‘.3- + ...}
2χ3 2Ζχ 5

Για μεγάλες τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής χ θα έχουμε την προσέγ

γιση
1 2

(15) erfx ί  1---—  e χ
/ π χ

Μετά την παραπάνω ανάλυση θα πρέπει να δούμε τη χρήση της (14) στις 

αριθμητικές εφαρμογές. Από τις (10) και (11) έχουμε ότι

(16) eX *.<*>*,» J  ° Fn (x)

< 1*3··■-(2n-l) 1

2n 2n+ix

και κατά συνέπεια για ικανοποιητικά μεγάλες τιμές της χ το δεξιό μέ

ρος της (16) είναι πολύ μικρό. Η (16) μας οδργεί στο συμπέρασμα ότι 

το S2 είναι μια καλή προσέγγιση του ex F0(x) για μεγάλες τιμές 

της χ . Το αξιοσημείωτο όμως είναι ότι για σχετικά μικρές τιμές |χ| 

τα αποτελέσματα που παίρνουμε από την (14) έχουν ικανοποιητική ακρί

βεια.

Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε ότι χ=2 . Οι τιμές της erfx α

πό την (14) , των συντελεστών A =(-l)n 1 ·3 ·..·(2n-3)/x2n_12n_1, τηςΠ
απόλυτης τιμής του σφάλματος και το επιθυμητό άνω φράνμα του σφάλμα

τος φαίνονται στον'πίινακσ 1. Από τις τιμές του πίνακα βλέπουμε ότι 

οι όροι Αη στην αρχή μικραίνουν κατά απόλυτη τιμή και μετά (η>5) 

αυξάνουν (τυπική συμπεριφορά για ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα). Γενικά , 

η μεγαλύτερη ακρίβεια επιτυγχάνεται όταν παίρνουμε το άθροισμα των ό
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ρων μέχρι και το μικρότερο κατά απόλυτη τιμή όρο. Στην περίπτωση που 

εξετάζουμε το άθροισμα περιλαμβάνει μόνο πέντε πρώτους όρους. Αν λά

βουμε περισσότερους όρους, τότε το σφάλμα αυξάνει και η ακρίβεια πε

ριορίζεται μόνο στα τρία δεκαδικά ψηφία.

Αν για κάποια χ η ανάπτυξη της erfx  σε σειρά Maclaurin συγ

κλίνει, τότε μπορούμε να πετύχουμε όποια ακρίβεια θέλουμε, παίρνοντας 

υπόψη μας στο άθροισμα τον απαιτούμενο (μεγάλο) αριθμό όρων της σει

ράς. Το ανάπτυγμα της erfx  σε σειόά Maclaurin είναι

(17) ~  erfx  = χ- 1J3 + 2 ; 5

Πίνακας 1. erfx  γ ια  χ=2 (με βάση την (!·♦)).

η
Αχ *  1/χ
i - ,  1)η- , » · 3 · · · ( 2 » - 3 )

1 "

ν  w ί-1

Α π ό λ υ τ η
τ υ μ η

σ φ ά λ μ α τ ,

Φ ρ ά γ μ α
τ ο υ
σ φ α λ μ .

*<2.«)" '  '  2n l x*n_l

1 0.500 000 0.994 83 0.000 49 0.000 65
2 -0 .0 6 2  500 0.995 48 0.00016 0.000 25
3 0.023 438 0.995 24 0.00008 0.00016
4 -0 .0 1 4  648 0.995 39 0.00007 0.00014

5 0.012 817 0.995 26 0.000 06 0.00015

6 -0 .0 1 4  420 0.995 40 0.00008 0.00021
7 0.019 827 0.995 20 0.00012 0.000 34
8 -0 .0 3 2  219 0.995 53 0.000 21 0.00063

Για χβ2 οι τιμές των όρων

Β = ( - l)nx*n+1/n!(2n+ l) η

είναι

•  I
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0 1 2 3 4

2.00000 - 2.66667 3.20000 — 3.04762 2.37037

5 6 7 8 9

o f
- 1.55152 0.87521 - 0.43344 0.19122 - 0.07604

10 11 12 13 14

0.02752 - 0.00914 0.00280 - 0.00080 0.00021

Για να υπολογιστούν τα τρία πρώτα δεκαδικά ψηφία της e rf  2 από την

(17) χρειάζονται οι 14-πρώτοι όροι της σειράς. 0 τελευταίος όρος πε

ριλαμβάνει το χ27. Στα σχ. 1-2 φαίνεται η μεταβολή της απόλυτης τι

μής των όρων Αη και Βπ με το η για χ=2 .

ΙΙΛ,Ι

0.05

ο__ L
ο

I I \ 
5

■>-η

Σχ·1 lAJ  = l V n) ΣΧ;2 | B j  = |Bn (n ) | .

Αν θέλουμε στην e rf  2 ακρίβεια τεσσάρων ή και περισσοτέρων δεκαδικών
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ψηφίων, τότε όπως φαίνεται από το σφάλμα στον πίνακα, δεν είναι δυνα

τό να κάνουμε χρήση του ασυμπτωτικού αναπτύγματός της.

Από τη σχέση

erfx r 1-erfcx« 1-
^ γ· <χ>

βλέπουμε ότι η απόλυτη τιμή του σφάλματος είναι

1·3·.·2(η-1)

2 η/π

Από την (11) παίρνουμε την πληροφορία ότι αυτή είναι μικρότερη από 

την

(13) k(x,n)= 1·3·..·(2η-1)

2 η/ Γ
e

2Π+1X
χ>0 , η=1,2,...

η οποία αντιπροσωπεύει και το επιθυμητό φράγμα-του σφάλματος.

Για να γίνει κατανοητό το αποτέλεσμα της νυμπτωτικής ανάπτυξης 

πρέπει να έχουμε στο μυαλό μας ότι η τιμή χ-2 είναι σχετικά μικρή. 

Για χ=5 από την (15) παίρνουμε

- 2 S
erf 5 - 1- ·£—  * 0.999999999998433... ,

5/Γ

όπου τα 13-δεκαδικά ψηφία είναι σωστά και το σφάλμα υπάρχει κατά 3- 

μονάδες στο 14το-δεκαδικό ψηωίο. Τα παραπάνω αποτελέσματα μπορεί να 

μας οδηγήσουν σε όχι σωστή αξιολόγηση της ασυμπτωτικής ανάπτυξης μιας 

συνάρτησης. Για άλλα ασυμπτωτικά αναπτύγματα τα αντίστοιχα αποτελέσμα

τα μπορούμε να πετύχουμε για χ«20 ή χ=ΐοο.

Για την εφαρμογή των ασυμπτωτικών σειρών είναι χρήσιμο να ξέρου

με ότι αυτές μπορούν κατά όρο να προστεθούν, πολλαπλασιαστούν και κά

τω από ορισμένες συνθήκες να ολοκληρωθούν και να διαφοριστούν. Τις ι

διότητες αυτές θα τις διατυπώσουμε στη συνέχεια με ακριθή τρόπο.

*  1  „
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θ ε ώ ρ η μ α  1. Αν

α α

και

—  +X X4

b b1 2
X X2

τότε η συνάρτηση Af+Bg , όπου α και Β είναι σταθερές , έχει την 
ασυμπτωτική σειρά

(19) A f(x)+Bg(x) 'V AaQ+BbQ +
Αα +Bb Αα +Bb 

1 1 + ___ L +
* Λ T · · ·x

και η συνάρτηση fg έχει το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα

(20 ) f ( x )g (x )  + —  + —§· + . . .  ο X X

όπου οι συντελεστές c. , i=o,i,2,... δίνονται από τον τύπο

(21) c =α b +α b ,+ ... t a b .η ο η ι η-ι n o

Το πρώτο μέρος του θεωρήματος είναι συνέπεια του> ορισμού τηζ α- 

συμπτωτικής σειράς . θα ασχοληθούμε με το δεύτερο μέρος του θεωρήμα

τος. θα πρέπει να αποδείξουμε ότι για κάθε σταθερό μη-αρνητικό ακέ-

ραίο η

(22) (fg -S n)xn -> 0 γ ια  χ-+°° ,

όπου

(23)
C

S ( χ ) = c + —  η ο χ
C C 

+ —  + ...+ —  
X 2

Ας εκλέξουμε ένα αυθαίρετο σταθερό ακέραιο η και ας γράψουμε
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(24)

όπου

f(x )  = s (χ)+
η η

- · ν ·

8η( χ ) = α *+ Ί Γ + ·*· + “ϊ3C

Τότε θα έχουμε

(25) { f(x )-s  (x)}xn=h(x) η

Από τον ορισμό της f (x )  και την (25) καταλήγουμε στο συμπέρα* 

σμα ότι h(x)-*-o για χ-*·°° . Με παρόμοιο τρόπο γράφουμε

(26)

όπου

β ω - # » ) *
X·

s*(x) = b ft+n * x + . n

και JKxKo για x+«> .

Από τις (24) και (26) , παίρνουμε «r

(27) _ h+ί. . hfe
f *=ν £+;ίγ + 7" *X **

όπου

(23) s s* = S +T , n n n n h = sn ’ I s s  1 · n

0 τ στην (28) αντιπροσωπεύει το άθροισμα των όρων που περικλείουν

τις δυνάμεις ι/χη+1, .· , ι/**η και είναι τ χ η - ο  για **». Η

(27), μετά από πολλαπλασιασμό της με *η » γράφεται

(29) (fg-S  >χη= τ xnt(h+i)+  ^hit
η η

Αλλά το δεύτερο μέρος της (29) - ο  για **- και κατά συνέπεια ισχύ-

ί
&Ύ ■■ γ·

1

« I 1

5· .L, ■ \  £*  , . V : ^ , * * » _s
'· ·' JK ■ Λ .. . ■ ,ν   ̂ ·Ζ γ  ,··■ .'·.·· ;· .

?. : , ,φ  £  -  ■ ir '/ c ·· * ν  / * λ ·  « : ! . · · ,χύ ’ . « Μ Ι
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ει η (2 2 ).

θ ε ώ ρ η μ α  2 .  Ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση f(x) είναι 

συνεχής για ικανοποιητικά μεγάλες τιμές της χ και ότι ,

f(x) *v-f + -f- + . . .  
χ χ

Τότε , για τέτοιες τιμές της χ , θα έχουμε

(30)
* Ο c  C
f(t)dt^ — + —̂5+ —Ί-Γ + . . . 

χ 2χζ 3χ3

Ας συμβολίσουμε με F(x) το ολοκλήρωμα στην (30) και με s (χ) 

το ολοκλήρωμα της

δηλαδή

(32)

sn (x ) =
X

+
C

(CO
s  (t)dt = η +

cη
(η-1)χη 1

Από τον ορισμό του ασυμπτωτικού αναπτύγματος , για κάθε η=ο,ι,2 ,..., 

έχουμε

(33) | f  (x)-sn(x) I χ11 ■+ 0 γυα χ-»*00

Η συνέχεια της f(x) έχει σαν συνέπεια ότι, για ένα δοσμένο ε>ο 

μπορούμε να Βρούμε ένα χ0 τέτοιο ώστε για κάθε χ>χ0

(34) |f(x)-s  (χ) |χη<ε |f(x)-s  (χ)|<
n “ χ

Από τιν (34) , για κάθε x>xQ , παίρνουμε

fO O  fO O

|F(x)-Sn_ i(x)|=|I f(t)dt-j  sn(t)dt|
X X

( 3 5 )
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ί οο ο̂ο
| f ( t ) - s n ( t) |d t< e j  = ε'

(n - l)x  

n -i .

n -i

Αν πολλαπλασιάσουμε την (35) με τη θετική ποσότητα χ , έχουμε 

(36) |FCx)-s (χ) ΙχΧ1"1<~ τ  · yLa χ>χ (e) ο

Από την (36), επειδή ε(>ο) μπορεί να εκλεγεί όσο μικρό θέλουμε , έ

χουμε

|F(x)-S  (x ) |* n 1->·0 γ ια  χ-*·®1 η -ι

Αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής για κάθε ικανοποιητικά μεγά

λη τιμή της χ και

° °»
ί ( χ ) Ί 0 + + —  + ... ,

0 χ χ*

τότε , από το θεώρημα 2 , έχουμε

(37) r {f(t,v i ) 4 t V V  ···J ° τ  χ 2χζ 3χ3X

Αν η f(x) έχει ασυμπτωτικό ανάπτυγμα δεν σημαίνει ότι θα έχει επίσης 

και η f(x) . Για παράδειγμα , από την (2) παίρνουμε

f(x )  :  e Xs in (eX) 1 0 + -  + · ^ +  . . .  ,
χ χ

αλλά η f’(χ) που δίνεται από την έκφραση

f ' ( x ) ζ  -β xs in (e x )+cos(eX) = -f(x )+ cos(ex )

δεν έχει ασυμπτωτικό ανάπτυγμα. Αν όμως η f'(x) έχει ασυμπτωτικό α

νάπτυγμα, τότε αυτό μπορεί να προκόψει από διαφόριση κατά παράγοντα 

του αναπτύγματος της f(x) .

φ
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θ ε ώ ρ η μ α  3 :  Αν

C C
f (χ) 'V c + —  + —  + ...

° Χ X2

και η f(χ) έχει συνεχή παράγωγο f'(χ) που έχει ασυμπτωτικό ανάπτυ

γμα , τότε αυτό θα είναι

c 2c 3c
(38) f i x ) * -  - i  · · ·

x x χ

Σύμφωνα με τον ορισμό (1) έχουμε

(39) f ' ( . x ) ^ a 0+ t + ...

και πρέπει να αποδείξουμε ότι οι συντελεστές των (38) και (39) συμπί

πτουν. Από τις (2) έχουμε

(40) Minf (χ) = aQ , M m { f ' (χ)-αο)χ = α χ .
χ-*·» χ-*-“>

Οι f και f’ σχετίζονται με τον ακόλουθο τρόπο :

(41) f(x)= ( f'(t)dt+k , χο>0 k=oxa6 .
·*χο

Από την (2α) έχουμε ότι

■χ
(42) M m  f'(t)dt+k=c0

χ-*» -χ0

Από την (40α) γίνεται φανερό ότι, αν το α ^ ο  το όριο του ολοκληρώμα

τος δεν υπάρχει και κατά συνέπεια α 0=θ . Η (400) παίρνει τότε τη μορ

φή

M m  xf'(x) =
Χ-x»

( 4 3 )
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Η (43) σημαίνει ότι για ε>0 και για κ^θε ικανοποιητικά μεγάλη τιμή 

της χ

ή

(44)

ο ι -ε < χ ί '(χ )< α ι +ε

α "ε α +ε
■ < f ' (χ) < —i__X ν

Από την (2β) και την (41) παίρνουμε

A im  ( ί  f ' ( t ) d t + k - c  } x = c  .χ-*00 ^  0 1

Το όριο αυτό για α ^ ο  , όπως φαίνεται από την (44) 

κατά συνέπεια α ^ ο  . Η (39) παίρνει τότε τη μορφή

δεν υπάρχει και

α
f '(χ) ν — 1·

X

α

Ατχό την (41) και χο θεώρημα 2 θα έχουμε 

(45) f(x) = |°° f . ( t ) d t - f f < t ) d t * * f
α α

f ' ( t ) d t - l  f '( t ) d t+ k ,v. I f ’ ( t)d t+ k - -£ ■ ---- . . . .
x Jv 'v 2x

όπου το ολοκλήρωμα f ’(t)dt είναι μια σταθερά.

Όπως είναι γνωστό, μια συνάρτηση έχει (αν έχει) ένα και μόνο έ

να ασυμπτωτικό ανάπτυγμα και κατά συνέπεια στην (45) θα είναι α 2*-ο,, 

a 3=-2c2 , κ.τ.λ. και η σειρά (38) είναι η ίδια με την (39).

naggjiJgngn : Αν γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση f(x) ικανοποιεί τις 

υποθέσεις του θεωρήματος 3 και είναι λύση μιας διαφορικής εξίσωσης πρώ

της τάξης , τότε μπορούμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές της ασυμ- 

πτωτικής σειράς με την αντικατάσταση των f(x) και f'(x) στη διαφο

ρική εξίσωση .

Παράδειγμα : Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση
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(46) y z f ( x )  = ex
- te
t d t , x>0

θα έχουμε

y ' = f 1 (x ) = e d t-e x e-x
x

H f(x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

(47) y * - y + ^ = o  ·

Η διαφορική εξίσωση μπορεί να αποδειχτεί ότι έχει μόνο μια λύση y 

τέτοια ώστε y και y 1 υπάρχουν για κάθε θετικό χ και έχουν ασυμ- 

πτωηκάαναπτύγματα. Αν εισάγουμε τα αναπτύγματα των f ( x )  και f * ( x )  
στη (47) και θεωρήσουμε την εξίσωση που θα προκύψει σαν ένα μηδενικό 

πολυώνυμο της χ , θα πάρουμε

C0 =  ̂ 9 = 1 9 c 2 = cn+i=(- i ) V

και

(48) f(x)n,i - A. + ij. _ 3!̂  + _
χ X χ X

Η συνάρτηση Q(o,x) , (1.26) , είναι

Γ -t
^ - d t = Q ( 0 ,x)

X

και λέγεται εκθετικό ολοκλήρωμα (exponential integral). Από την (48) 

παίρνουμε το ασυμπτωτικό ανάπτυνμα της Ε ΐ(χ )  , δηλαδή

(50) E i(x )  = e Xf  (χ ) = e Χ { -^ — tj- t
Χ X X X

Ασυμπτωτικό αναπτύγματα ορισμένων ολοκληρωμάτων που περικλείουν 

μια παράμετρο μπορούν να βρεθούν με επαναλαμβανόμενη κατά παράγοντες 

ολοκλήρωση . Για το μετασχηματισμό Laplace
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(51) L (x )r | e"Xtq (t)d t , ;·}*,«
Ί>

υποθέτουμε ότι ο πυρήνας q (t) είναι άπειρες φορές παραγωγίαΐμοςστο 

διάστημα [ο,®) και για κάθε s

(52) q( s ) ( t ) - 0 ( e Ot) , U )  τβ[0 ,«°)

όπου σ είναι μια κατάλληλη σταθερά . Τότε για χ>σ

(53)

όπου

(54)

L (x )= a ( o i  + a :
X

( 0 ) q( n - l ) (0)
• ·  ·  X ,η-ι +ε_(χ)η

(**)

s (χ)=-^ Γη νη J.
e”Xtq(n )(t)d t

χ 'ο

και η είναι ένας αυθαίρετος μη αρνητικός ακέραιος. Από τη συνθήκη 

(52) και την (54) παίρνουμε

(55) |ε (x)|<-£ f V xteotdt= — 2--- , χ>σ
n xn Κ χη(χ-σ)

όπου Α είναι κατάλληλος αριθμός . Από την (55) έχουμε ε (x)=®(x~n·1) η u
και

(56) Μ χ) ί Σ ^ * °- » γι®
a  5 Χ  a SsO X

(*) ο όε^χης (s)  
σηδ <l(t) *ρος

(**) [ e"xtq(t)dt=- 
-'ο

στον εκθέτη σημαένει την s -καράγωγο τη$ συνόρτη- 
t  .

χ (t)d e“xt + o<P' ° ( 0 )
+en(x )*



73

Για παράδειγμα , ας θεωρήσουμε τη συνάρτηση

(57) Ρ(Ο,χ) = e-x xa j V xt(l+t)a",dt
10

Λ - χ  α - ι  ν 1 * ( α - 1 ) ( α - 2 )  . . .  (a-s) __'ν e χ 2, -----------1---------------------------, γ ια  χ-*50
s=0 xs

όπου α είναι ένας σταθερός αριθμός .

Η μέθοδος προσδιορισμού ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων που χρησιμοποι- 

είται πιο συχνά βασίζεται στο λήμμα του WatsorrV  Ας υποθέσουμε ότι η 

q(t) είναι μια πραγματική ή μιγαδική συνάρτηση της πραγματικής και 

θετικής μεταβλητής t , που μπορεί να έχει πεπερασμένο αριθμό ασυνε

χειών και πόλων , και την ιδιότητα

(58) q ( t ) < v f  α τ(3+λ_μ)/μ ,  γ ι α  t-*0+
s=0 S

όπου λ και μ είναι σταθερές τέτοιες ώστε , ReX>0 και μ>0 . Ας 
υποθέσουμε ακόμα ότι ο μετασχηματισμός Laplace της q(t) συγκλίνει 

στο διάστημα ολοκλήρωσης της για ικανοποιητικά μεγάλες τιμές της t . 

Μετά από κατά παράγοντα ολοκλήρωση παράγεται το ασυμπτωτικό ανάπτυ

γμα,

(59) | e~xtq(t)dt'v. ̂ (^Γ-) ( 3 + λ ) / μ  . γι'α χ °̂° ·

Επειδή έχουμε υποθέσει ότι n q(t) μπορεί να έχει ασυνέχειες , είναι 

εύλογο ότι το λήμμα του Watson περιλαμβάνει και την περίπτωση που τα 
όρια ολοκλήρωσης στην (59) είναι πεπρασμένοι αριθμοί.

Σχόλιο :

Την όλη διαδικασία προσδιορισμού του ασυμπτωτικού αναπτύγματος 

μιας συνάρτησης , από πρακτική σκοπιά , θα μπορούσαμε να την σκιαγρα

φήσουμε με τον ακόλουθο τρόπο :

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τη συνάρτηση f(x) , με ανεξάρτητη με-

( .* )  Γ ι α  π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ ε ς  π λ η ρ ο φ ο ρ ί ε ς  β λ . C o p s o n  ( 1 9 7 6  ,  σ ε λ .  * 4 8 - 6 2 )  .
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ταβλητή τη μιγαδική χ και θέλουμε να περιγράφουμε τη συμπεριφορά 

της για |x|-*«> και argxe[a,β] . Για το σκοπό αυτό είναι χρήσιμο 

να βρούμε μια έκφραση της μορφής

(a) f ( x ) = Φ(χ ) { ι +γ ( χ ) }  ,

όπου η ψ(χ) είναι μια συνάρτηση απλούστερης δομής από εκείνη της 

f(χ)  και γ (χ ) συγκλίνει ομοιόμορφα στο μηδέν για |χ|-*·<*>' και 

a rg x e [ α ,β ]. Από την (α) βλέπουμε ότι

(β) ί,ίχ)'νφ(χ) , ,γι-α |χ|-*·“ , argxe[a,8]

Η εκτίμηση της γ (χ ) δίνει το μέγεθος του σφάλματος κατά την προσέγ

γιση της f(x) με την φ(χ) .

Μια πιο ακριβής περιγραφή της (α) είναι

Ν
(γ) ί(χ) = φ(χ){ I αηχ +γν (χ )}, α0= 1 , **=1,2,3,...

η=0

όπου χΝγν (χ ) συγκλίνει ομοιόμορφα στο μηδέν για |χ|·*® , a rg x e[α,β].

Για ν=ο η (γ) συμπίπτει με την (α). Από την (γ) παίρνουμε λοιπόν το 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της f(x) .

ί(χ)»ν.φ(χ) £ a χ-η γοα |χ|-*·“ argxe[a,6]
n=0 n

Για παράδειγμα, το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της Γ(α) αβκ , είνσι

όπου

Γ(α) = (|Λΐ+Γ(α)}a e

r(a) r 1
1 2α 288α2

- 1 2 1 - -σ(|α|-). 
51ΘΗ0α*
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Προβλήματα

1. Να αποδειχτεί π (25) .

2. Να υπολογιστούν

Γ ( 2 , 3 )  ,  Γ ( - 0 . ι + )  ,  Γ ( - 2 , 7 )

Β(1,2) , Β(3,3) , Β (1.9,0 .6 )

ψ(1) , ψ(1/2) , ψ(1<+1/2) .

3. Να αποδειχτεί ότι

με τη βοήθεια της (α) και στη συνέχεια να αποδειχτεί ότι

5. Να βρεθούν οι σειρές Maclaurin των

c(x) , s(x) , S i(x)

6 . Να προσδιοριστούν οι θέσεις των μεγίστων και ελάχιστων των c(x), 
s(x) και Si(x) .

7. Να αποδειχτεί ότι

3ψ(3α) = ψ(α)+ψ(α+·|·)+ψ(α+·|·)+3£η3 .

4. Να αποδειχτεί ότι

α

2 J0 *

γ. erfx=P(— ,χ2)//ίΓ

9
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δ. erfcxs Q (i »χ 2 )/ι̂7γ

ε. C (x )= -£  { ^ ^ ( χ β - ^ ν β ' ^ β Γ ^ χ β 1*'·'')} .· , '

<TC. S ( x ) = ^ | { e ^ - e r f i x e ^ ^ - e ^ ^ e r f i x e 1^ " )

8 . Να βρεθούν τα ασυμπτωτικά αναπτύγματα των συναρτήσεων

e rfx  , Q (l/2 ,x ) , Q(a,x)

με τη μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε για το εκθετικό ολοκλήρωμα.

9. Με χρήση της κατά παράγοντα ολοκλήρωσης ,να βρεθούν τα ασυμπτω

τικά αναπτύγματα των συναρτήσεων

s i(x )  , c i(x )  , s(x) , , Q(a,x) . ,

10. Αν

Η (χ )  =

να αποδείχνει ότι Ai(e )=-Ei(x) .

11. Με χρήση των αποτελεσμάτων της 9 να βρεθούν τα ασυμπτωτικά ανα 

πτύγματα των

si(x) , C(c) , S(x) , Ρ(α,χ) .

η ■ -5  
J ■»

*
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Οι συναρτήσεις Bessel είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

1 ν*(α) y " +  — y '+ ( l---- r)y = 0  , (εξίσωση B essel)
χ χ

όπου χ είναι μιγαδική ή πραγματική μεταβλητή και η παράμετρος ν 
μπορεί να παίρνει πραγματικές ή μιγαδικές τιμές. Η εξίσωση Bessel ν - 
τάξης εμφανίζεται κατά τη μελέτη προβλημάτων συνοριακών τιμών της θε

ωρίας δυναμικού για κυλινδρικούς τόπους και για το λόγο αυτό οι λύσεις 

της (α) λέγονται κυλινδρικές συναρτήσεις. Στο κεφάλαιο αυτό για όλη 
την κλάση των κυλινδρικών συναρτήσεων θα χρησιμοποιήσουμε τον όρο 

"συναρτήσεις Bessel".

Επειδή η εφαρμογή των συναρτήσεων αυτών είναι ευρύτατη , η διεθ

νής βιβλιογραφία είναι πλούσια σαυτό το αντικείμενο. Οι συναρτήσεις 

Bessel είναι ίσως οι πιο σπουδαίες από τις ειδικές συναρτήσεις και έ

χουν εφαρμογή από τη θεωρία αριθμών μέχρι τα προβλήματα του μηχανικού 

της πράξης. Μερικές από τις εφαρμογές τους σχολιάζονται στο τέλος αυ

τού του κεφαλαίου. Για μια πληρέστερη μελέτη των συναρτήσεων αυτών ο 
αναγνώστης παραπέμπεται στην αναφερόμενη στο κείμενο ειδική βιβλιογρα

φία.
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1, Εξισώσεις Bessel και Legendre .

Η εφαρμογή της μεθάδου tou χωρισμού των μεταβλητών (separation 

of variables) σε κάποιες από τις πιο γνωστές διαφορικές εξισώσεις με 

μερικές παραγώγους τπς μαθηματικής φυσικής, παράγει συνήθεις διαφορι

κές εξισώσεις της μορφής (Α.2.84). Για παράδειγμα , ας εφαρμόσουμε τη 

μέθοδο αυτή στην 3-διάστατη εξίσωση κύματος (wave equation),

( 1 ) v2f  = -L  1 - ί
c2 9 t2 9

όπου c είναι η ταχύτητα του κύματος , V2 είναι ο τελεστής του Lapla

ce και t συμβολίζει το χρόνο.

Η εξίσωση (1) σε καρτεσιανές ( x , y , z ) ,  κυλινδρικές ( γ ,Θ ,ζ ) και 

σφαιρικές (γ ,Θ,Φ) συντεταγμένες, γράφεται

( 2 )

(3)

και

(4)

1_£ + !_ £  + 1 _ ί
3χ2 3y2 3z2

_1_ 3 ff 
c2 3 t2

1 3 , 3 ί ^  1 32f  ^ 32f— -ς—(r  )+ —τ  — r  + — τr 3r 3r γ 2 9Θ2 3 ζ2
1_ 3 ff 

c2 3 t2

1 32f
r 2s in 20 3φ2

1_ 3 ff
c2 3 t2

f = f ( x , y , z ; t )

f = f ( r , 0 , z ; t )

f  = ί(Γ ,θ ,φ - ,τ )  ,
αντίστοιχα

Οι εξισώσεις (2-4) είναι ισοδύναμες. Η εκλογή του συστήματος πε

ριγραφής της (1 ) εξαρτάται από τη γεωμετρία του προβλήματος.

Σε πρώτο στάδιο θα γράψουμε τη συνάρτηση^ f με τη μορφή (*)

( * )  Συωπηρά κάνουμε την παραδοχή ότυ η συνάρτηση f  καυ ου παράγω- 
γου της ευναυ συνεχευς καυ φραγμένες.
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a

(5) f  -  f ( r ; t )  = F (r)T (t)  .

Αν εισάγουμε την (5) στην (1) παίρνουμε τις εξισώσεις

(6) —  = λο2Τ , V2F=XF , 
d t2

όπου λ είναι η σταθερά του χωρισμού.

Τις πιο πολλές φορές ενδιαφερόμαστε για λύση που είναι αρμονική 

με το χρόνο και κατά συνέπεια λ<ο . Αν εκλέξουμε

λ = -Κ2 , k - “

και πάρουμε σαν δυνατή λύση της (1 ) την

f ( r ; t )  ·  F (r)e”itoVt ,

όπου οι τιμές της ω έχουν εξάρτηση από τις συνοριακές συνθήκες του 
προβλήματος. Η (6β) γράφεται

-ΊI
(7) V2F+k2F = Ο .

Η (7) είναι γνωστή σαν εξίσωση του Helmholtz . Στο σύστημα κυλινδρικών 

συντεταγμένων η (7) έχει τη μορφή

( 8 ) ί ΐ ( ρ & , · ί ΐ . ϊ Ι « * Γ = .  .
γ  3γ  '* 3r Γζ 3θ2 3ζ2

Με την εισαγωγή της F ( r ,e ,z ) = R (r)0(0)z(z) στην εξίσωση (8 ) παίρνου

με

(9) rR dr dr^+ 7 %  d02 + ζ dz‘
dR,
d r '

1 d2G 1 d2Z +k2 = 0

Στην (9) , οι δυό πρώτοι όροι έχουν εξάρτηση από τις ανεξάρτητες με

ταβλητές r και θ , ενώ οι δύο τελευταίοι είναι ανεξάρτητοι από τις 

r και θ . Για να μπορεί να συμβεί αυτό πρέπει

(10)  j  +k2 = σταθ. =» —λ jZ = Ο , ( λ ,= σ τ α θ . )

•α

νΐ-

5
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Αν κάνουμε χρήση της (10), η (9) πολλαπλασιασμένη με r 2 παίρνει τη 
μορφή

( 11) R dr dr Θ d0'

Επειδή ο δεύτερος όρος είναι ανεξάρτητος από την r  , πρέπει

021 S ' V 3 < ν«~··>d0 2 2

και η (1 1) γράφεται

( 13) g ?  ( r  3F)+{r(k2+V + R =° ·

Αν εισάγουμε τη νέα ανεξάρτητη μεταβλητή

(1 4 )  x = r ( k 2+Xj)^

τότε η (13) παίρνει τη μορφή

(1 5 )  y " + i  y ' + ( i + _ | .  ) y _ ο , y ( x )  = R ( x / ( k 2+X1)J$ ) .
5C

Αν συμβολίσουμε λ2=-ν2, η (15) γράφεται

1  ν 2
(16) y "  + -  y '+ ( l---- j-)y= 0 , (εξΰσωση Bessel) .

χ

0999106029 : Για τη συνάρτηση F , συνήθως , υπάρχει η απαίτηση 
να είναι περιοδική ως προς θ και τότε X2=-m2 , m = i,2 ,3 , . . .  .Η στα

θερά Xj προσδιορίζεται από επιπρόσθετες συνοριακές συνθήκες π.χ. 

F (r ,6 ,o )  = F (r,e ,L ) = ο —> z( o) = z( l ) = o , οπότε η λύση της (10) θα εί

ναι Zn=sin(iviTz/L) ( ιδιοσυνάρτηση) με αντίστοιχη ιδιοτιμή X1=-n 2TT2/L2.
Η εξίσωση του Helmholtz , (6β) , σε σφαιρικές συντεταγμένες , έ

χει τη μορφή

_L JL (r«2-5I)+
r,2 3r - 5— 7  M (s in 0  r  sin0 d0

3F
3Θ>+ r 2s in 20 3 < f >

+k2F = 0(17)
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Με την εισαγωγή της γ ( γ ,Θ,Φ) = ιι(χ·)θ(θ)Φ(φ) στην (17) και ακολουθώ

ντας την παραπάνω πορεία παίρνουμε

ά2Φ
M ' M = 0  ·

(18) ^  (sine ||)+{-δίηθ·λ2 + ^ ) θ = 0  ,

i < r * § W r * k * * X t) R « 0  -

Στο σύστημα των σφαιρικών συντεταγμένων έχουμε την απαίτηση η 

γ (γ ,Θ,Φ) να είναι περιοδική ως προς φ . Το γεγονός αυτό οδηγεί στο 

συμπέρασμα ότι στην εξίσωση (18α) η σταθερά λ, είναι

, (01=0,1 ,2 ,... )

Ας θεωρήσουμε την περίπτωση m=o , όπου η F(r,e,0 ) είναι ανεξάρτητη 

από την Φ -=> Φ = c ( η  λύση Φ-οφ δεν είναι περιοδική). Η εξίσωση 

(188) παίρνει τότε τη μορφή

(19) ^  (sin0 -X2sin0*0= 0 .

Αν εισάγουμε στην (19) τη νέα ανεξάρτητη μεταβλητή x=cos€ , τότε έ

χουμε

(20) ((l-x2)y*)'-X2y =  0 , (εζιοιβση Legendre)

όπου y(x) = e(arcosx) και ( )'rd( )/dx .

Η (20) είναι μία εξίσωση Sturm-Llouville (Α·1·31 , Α*2 ·ιβ).Για 

να έχουμε μια φραγμένη λύση της (20) για χ=±ΐ ή θ=0 ,ο , πρέπει

(21) Xj«-D{ntl) , η=0,1,2,...

Αν η F(r,e,0) δεν αναμένεται να είναι ανεξάρτητη της Φ · ^  

η εξίσωση (188) για λ1=-πι2 και xrcose θα πάρει τη μορφή

(22) ((1-χ2)γ·)*-(λ,+ -Ϊ-— )y = 0 , m=0,1,2,3,.--
2 1-χ2
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και λέγεται προσαρτημένη εξίσωση Legendre (associated Legendre equati

on). Για να υπάρχει λύση της (22) φραγμένη για χ=±1 πρέπει

(23) AjS-ntn+l) , 11=0,1,2,..., η>ρ

Η ακτινική εξίσωση (18γ) θα έχει τη μορφή

(24) ^  (γ 1 |J) +{rak2-n(n+l)}R = 0

και είναι μια εξίσωση Stunc-Llouvllle. Αν εισάγουμε στην (24) τη νέα 

μεταβλητή χ = kr , έχουμε

(25) (xlu ,)'t(xI-n(n+]))urO , R(j^)-u(x)

Η (25), με την αντικατάσταση u(x) = y(x)//T , παίρνει τη μορφή 

(27) y"+ j  y'-Kl- (n+ ^)2)y= 0

που είναι εκείνη της εξίσωσης Bessel (11*1 /2 )-τάξης.

2. Συναρτήσεις Bessel .

2.1 Πρώτου είδους .

Η μελέτη της εξίσωσης του Helnholtz σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

οδηγεί στη διαφορική εξίσωση Bessel ,

(1) x2y"+xy'+(x2-v2)y= 0  .

Η παράμετρος ν είναι πολύ συχνά ένας ακέραιος , αλλά μπορεί όμως να 

είναι κσι ένας οποιοσδήποτε αριθμός. Ας υποθέσουμε ότι ν είναι ένας 

μη-αρνητικδς πραγματικός αριθμός. Η (1) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις 

του θεωρήματος 2 (Λ·2 , σελ. 21-22) και κατά συνέπεια θα έχει μια λύ

ση της μορφής

y (x )s  I  c j T *  ( c f^O) .
DietO

(2)
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Αν εισάγουμε τη (2) και τις παραγώγους της στην (1) θα πάρουμε

13} ^(m+r)(ra+r^l)c xm+r+ J(ro+r)c xra+r+ J c xm+r‘,'z
i=0 m m=0 m m=0, m

• # * *

00

και

r ( r - l ) c 0+rc0-v 2c 0 = 0 , - m=0

(4) ( r+ l) r c 1+ (r+ l)c1-v 2c 1r  0 , msl

(m+r)(m+r-l)c +(m+r)c +c -v 2c =0 , m>2 m m m-2 m **

Η (4α) γράφεται

(5) ( r+ v ) ( r -v )= 0

και έχει ρίζες r 1=v (^o) , r 2=-v . Για τη ρίζα r ,= v  , από την (4β), 
έχουμε c ^ o  και η (4γ) γράφεται

(6) (m+2v)mc +c = 0 .in m-2

Επειδή όμως c1=o και ν> 0 θα έχουμε c3=o , cs=o ,... . Η (6 ) μπο

ρεί να γραφτεί με τη μορφή (m-*-2m)

(7)
2 m

1
22m(v+m)

c 2m-2 m=l,2 ,...

απόπου μπορούν να προσδιοριστούν οι συντελεστές c2,c l(, . . .  . Ο συντε

λεστής c 0 είναι αυθαίρετος , αλλά στη διεθνή βιβλιογραφία συνηθίζε

ται να εκλέγεται

( 8 )
ιCn« ,, 1 1 “—

2 Γ(ν+1)
9

όπου Γ(ν+ι) είναι η γνωστή r-συνάρτηση (Β ·ι) . 
Από τις (7) και (8 ) παίρνουμε

C2 2*(ν+1)
1______

22+νΐ!Γ(ν+2)
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c I* 2 22 ( v + 2 )  2 2!Γ(ν+3)

( 9 )
( - D 111

**m_ 2 ZID+Vm! Γ ( v+m+1)

Αν εισάγουμε την (9) στη (2) και λάβουμε υπόψη ότι , ci=o , c3=o , 

...θα πάρουμε μια μερική λύση της (1 ) , δηλαδή

( 10) Jv(x) * ιm=0
( - i ) V m

2 2m+Vm! Γ(v+m+1)

Η λύση J (χ ) είναι γνωστή σαν συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και ν -  
τάξης (Bessel function of the first kind of order v) και συγκλίνει 
Via κάθε τιμή της ανεξάρτητης μεταβλητής χ .

Για ν ακέραιο η(>ρ)

( 11) Jn (x) = Xn ι 
m=0

, .vin 2m
(-1) χ

_2m+n , /  , N 2 mKn+m)

Αν στην (10) αντικαταστήσουμε τη ρίζα ι>ι=ν με τη ρίζα r>2=-v θα 
πάρουμε

( 12) J_v(x) = x-V
m=0

( - l ) mx 2nl 
22m vm!r(m-v>+l)

0l (1 0) και (1 2) είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Θ ε ώ ρ η μ α  1 . Αν ν δεν είναι ακέραιος , τότε η γενική λύ- 
°Π της (1 ) είναι

(13) y (x ) = a jJ v (x )+a2J_v (x ) , γυα χιίθε χ/Ο

Αν όμως ν είναι ακέραιος η (13) δεν Θα είναι η γενική λύση της (1).

Θ ε ώ ρ η μ α  2 . Για ν=η (η α κ έ ρ α ι ο ς )  οι συναρτήσεις Jn(x) 

KaL J-n(x> είναι γραμμικά εξαρτημένες , γιατί
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(14) J_n( x ) = ( - l ) nJn (x) , n = l ,2 ,3 , . . .

Απόδειξη : Ας υποθέσουμε ότι στην (12) η ν προσεγγίζει ένα θε

τικό ακέραιο η  . Τότε , οι r-συναρτήσεις στους συντελεστές των πρώ

των n-όρων απειρίζονται ( β . ι  ,  σ ε λ .  <+ι ,  σ χ . ι )  και κατά συνέπεια οι

συντελεστές αυτοί μηδενίζονται , η δε άθροιση στην (1 2) θα αρχίσει α

πό m=n . Επειδή r(m-n+l)=(m-n)! θα έχουμε

(15) J  (χ)= I  ------------ = l   2-------
m=n 22m "m!(m-n)! s=0 22s+n(n+ s)is!

= (- l)nJn(x) , m=n+s

και κατά συνέπεια οι συναρτήσεις JR(x) και j_n(x) είναι γραμμικά 
εξαρτημένες.

Οι γραφικές παραστάσεις των j  ( χ ) ,  J  (χ) και j  (χ) φαίνονται 

στο σχ.1 .

Σχ.1 : Συναρτήσεις Bessel .

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση κατά την οποία η παράμετρος ν 
είναι μισός ακέραιος* τότε ο αριθμός 2ν είναι ένας περιττός ακέραι

ος. Ο αναγωγικός τύπος (7) προσδιορίζει όλους τους άρτιους συντελεστές 
σε όρους του cQ , όπως ακριβώς και στην περίπτωση κατά την οποία η 
παράμετρος ν είναι ένας πραγματικός και μη-αρνητικός αριθμός . Για 

τους συντελεστές όμως c1 ,c3 ,...,c2 v 2  δεν συμβαίνει πάντα να είναι

?
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ίσοι με το μηδέν (ο συντελεστής c  δεν είναι πάντα ίσος με το μη-
2Sδέν ' ) .  Το γεγονός αυτό δεν μας εμποδίζει , από δική μας εκλογή, να 

πάρουμε c =ο και κατά συνέπεια όλοι οι επόμενοι περιττοί συντελε-2S
στές θα είναι ίσοι με το μηδέν. Με την εκλογή αυτή μπορούμε να προσ

διορίσουμε τη συνάρτηση J _ v ( x )  με τον ίδιο τρόπο που προσδιορίσαμε 
την (12). Το πλεονέκτημα που έχουμε με την εκλογή αυτή είναι ότι η 

συνάρτηση J _ v ( x )  παραμένει μια συνεχής συνάρτηση του ν  για τιμές 

του 2 ν = 1 , 3 , 5 , . . .  και η γενική λύση της (1) θα είναι

y ( x ) = a j J v ( x ) + a 2 J _ v ( x )  ,  2 ν = 1 , 3 , 5 , . . .

Παράδειγμα 1 : Ας υποθέσουμε ότι ν = ΐ / 2  . Η (10) γράφεται

(16). 1/2 / - xin 2m
( - 1 )  χJ , /^(χ) = χ / ----------7-----------ί-----------2/ 2 Λ ο 2ΠΙ+1 /  2 . 1 , , - Xm=0 2 mirCTT+ni  + l )

— 00

ι  ϊν  · -

, Λ xm 2m+i 
(-1) X

Χ Π)=0 2 2m+1m ! r ( l / 2 )  j  ( 1 +  | ) . . . ( m +  | )

—  I
T J X  u

( - l ) mx 2m+l

m=0 2 mm ! ( 1  · 3 · . . .  · 2 m + l ) 

2 r  ( - l ) mx 2m+1 /  2
—  ITTV *-·

m=0πχ ( 2 m + l ) ! πχ s m x

γιατί από το Β·ι ξέρουμε ότι Γ(ι/2)=/π" και r(a+ k+ i)= r(a)a(a+ l) 
. ..(a+k) , a ^ o , - l , - 2 , ... . Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι

07) J_1/2(x> = ^  cosx

και η γενική λύση της (1 ) » για ν = ι / 2  , θα είναι

( * )  Γ ι α  Γ = - 1 / 2 = - ν  η ( I 1! )  γ ρ ά φ ε τ α ι  O - c ^ s O  κ α ι  κ α τ ά  σ υ ν έ π ε ι α  ο c  

μ π ο ρ ε ί  ν α  ε έ ν α ι  έ ν α ς  α υ θ α ί ρ ε τ ο ς  α ρ ι θ μ ό ς .  Η ρ ί ζ α  r  = - 1 / 2  π α ρ έ χ ε ι  τ η  

γ ε ν ι κ ή  λ ύ σ η  τ η ς  ( 1 ) *  ( β λ έ π ε  υ π ο σ η μ ε ί ω σ η  σ τ η  σ ε λ .  2 8 )  .
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(18) yCx) =

Ας δούμε τώρα πως μπορούμε να πάρουμε κάποιες σπουδαίες σχέσεις 

μεταξύ των συναρτήσεων Bessel πρώτου είδους.

Από την (10) παίρνουμε

,ιη 2m+2v00

(19) Λ  (χ)= ι  - I : 1/ X\r L 2m+V
m=0 2 r a ’r(v+m+l)

ί  ·
" vs*

Αν διαφορίσουμε την (19) και λάβουμε υπόψη ότι Γ(α+1)=οΓ(β) έχουμε
* 00 m 2rn+2V-l

(xVJ  <χ))·= I  - ( -·1) 2(mtv)x'  V ** om4.v( 20)
m=0 22m+vm!r(v+m+l)

V V - l  = X X
f  . \Π) 2ΤΏ 
.( - 1 )  X

oo

m=0 22m+v-1m!r(v+jn)
x J v - i (x)

Με όμοιο τρόπο , από την (12) παίρνουμε 

( 21)

00

(χ“ν.τ )*= y
ν m=l 22Π1+ν” 1(ιη-ΐ)!Γ(ν+πΗ·1)

οο
(~ l) s+1x2s+1

% L  22s+V+ls* r(v +s+2) s‘ x"Vjv+i(x) m=s*H

Οι (20) και (21) , μετά από πολλαπλασιασμό της (21) με χ2ν , γράφονται

( 22 )

και

(23)

vxv‘ V xVj v = xVj v- i

-vxv- V x V  = -xvJv+1

αντίστοιχα.
Από τις (22) και (23) παίρνουμε τις αναγωγικές σχέσεις

(24) Jv- 1(x)+Jv+i(x) = ¥  Jv(x)

I
V
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και

(25) Jv_i(x)_Jv+1(x) = 2Jv(x) ’

από τις οποίες μπορούμε να εκφράσουμε τις συναρτήσεις Bessel ανώτερης 

τάξης σε όρους συναρτήσεων κατώτερης τάξης.

Παράδειγμα 2 : θα εκφράσουμε τη J$(x) σε όρους των J0(x) και

J jCx ). Από την (24) έχουμε

J 2(x ) = |  J 1( x ) - J 0(x ) 

και

= 7  J2(x)-Jj(x) = (-τ -DJjix)- £ J„(x) ·X

.Παράδειγμα 3 : Από το παράδειγμα 1 έχουμε

j i / 2(x) = / to sinx ’ J - 1 / 2 ( X ) = πχ cosx

Αν εφαρμόσουμε τον αναγωγικό τύπο (24) παίρνουμε

J 3 / 2 ( X ) = X  J 1/ 2 ( X ) - J - 1 / 2 ( X ) =
2 ,s in x  ν—  (---------- cosx) ,πχ x *

J - 3 / 2 ( x )  = -  I  J - 1/ 2 ( X ) " J 1/ 2 (X)  (2ψ ί  + S l n X )

κ . τ .λ .

Από τον τρόπο υπολογισμού των συναρτήσεων Jy(x) , ν=ίι / 2  , ί 3 / 2  , 

±5/2 , ... προκύπτει το συμπέρασμα ότι οι συναρτήσσεις αυτές είναι 
στοιχειώδεις συναρτήσεις.

Οι συναρτήσεις J (χ) και j  (χ) έχουν τα ακόλουθα ασυμπτωτι-/ . \ ν “V
κά αναπτύγματα ν :

(26) j ±v(x)<v/ X  cos(x+ 2̂. - -̂)+σ(χ_3/2) ,

( * )  Η (26) δεν υσχυεϋ παντα όταν η χ εόναι, μυγαδυκό μεταβλητή καυ 
γ ια  το σκοπό αυτό στην (26) θα υποθέσουμε ό τ ι x6R .
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3/2 —3/2
όπου er(x~ ' ) συμβολίζει μία ποσότητα μικρότερη από Cx , όπου 

c είναι μία θετική σταθερά.

Ας εξετάσουμε τώρα την ορθογωνικότητα των συναρτήσεων Jn . Επει

δή οι Jn(s) είναι λύσεις της (1 ) θα έχουμε

(27) s2J +sJ +(s2-n2)J =ο ,n,ss n,s η

όπου ( ), - d( )/ds .s
θα θεωρήσουμε ότι η παράμετρος η είναι ένας μη-αρνητικός ακέ

ραιος. Αν κάνουμε το μετασχηματισμό s=Xx , όπου λ είναι μια μη-ΡΠ- 
δενική σταθερά , θα έχουμε dx/ds = ι/λ και η (27) γράφεται

(28) x2JJJ(Xx)+xJ^(Xx)+(X2x2-n2 )Jn(Xx) = 0 ,

όπου ( )'=d( )/dx .

Η (28) μπορεί να γραφτεί, για κάθε η , με τη μορφή της εξίσωσης 

Sturm-Liouville , δηλαδή,

(29) (xj'(Xx))'+(- Si +X2x)j (x) = o ,11 A 11

όπου εδώ έχουμε

-η2
γ (χ ) = χ , q(x)=-jp , λ·* λ2 , W(χ) = χ

Επειδή η συνάρτηση r(x)-o στο χ=ο , από το θεώρημα 1 (α ·ι σελ.β) 
οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι οι λύσεις της (29) σένα διάστημα 

χθ[ο,rJ που ικανοποιούν τη συνοριακή συνθήκη

(30) Jn(XR) = o ,

(ϋιυτελούν ένα ορθογώνιο σύνολο^, στο διάσημα αυτό με συνάρτηση βά

ρους wCx)=x. Η εξίοωση Jn(z)=o έχει άπειρες πραγματικές ρίζες,(βλέ

πε Watson (I9<t<0), z^nl,z^ni,... και μπορεί να αποδειχτεί ότι ,

(*) Πρέπει να σημειωθεί* άτι η 9(χ ) | χ=0 ε ίνα ι ασυνεχής για  ηήΟ , 
αλλά αυτά δεν επηρρεάςει την απόδειξη αυτού του θεωρήματος.
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ψεκτός από την αρχίΐϊ

έχουμε

Πίνακας 1: Ρυ'ζεε τηε J n (>0

Apudyds
Ρϋζας J 0( x) J x(x) J 2(x) J j ( x )

(1) 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802

(2 ) 5.5201 7.0156 8. it 172 9.7610

(3 ) 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152

(4 ) 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235

(5) 14.9309 16 . l+706 17.9598 19.4094

(6) 18.0711 19.6159 21.1170 22.5827

και

z(n+1 ) >2Cn)> (π-1) 
3 3 3

Ζ(Π)> Ζ̂ }
3*1 3

Για δύο διαδοχικές ρίζες της

Μ »  C z ^ - z ^ )  = π . 
+ +CO 3+1 3

Ας συμβολίσουμε τις θετικές ρίζες της (30) με amn , ^ ιχ^ α 1τι<

<α .... Τότε θα έχουμε3η

(31) »  = « W  * »=■ W T T *  ■=1.2·3····

και επειδή n είναι συνεχής στο χ=ο παίρνουμε το ακόλουθο συμπέ

ρασμα :

Θ ε ώ ρ η μ α 3  : Για κάθε η=ο,ι,2,... οι συναρτήσεις Bessel

J n (Xin x) * J n (X2nx) * J n (X3nx) * J n (X<.nx) 6n0U λπιη δ1νονται'
από την (31) , σχηματίζουν ένα ορθογώνιο σύνολο για xe[o,R] με συν
άρτηση βάρους w(x)=x , δηλαδή

(32) [ xJn(Xmnx)Jn(Xknx ) d x = 0  * (k*"i *
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Από το παραπάνω θεώρημα γίνεται φανερό ότι παίρνουμε άπειρο α

ριθμό ορθογωνίων συνόλων που το καθένα αντιστοιχεί σε μια τιμή του η.

Αν θέλουμε να εκφράσουμε μια συνάρτηση με τη γενικευμένη σειρά 

Fourier
οο

(33) f ( x )  = c J  (λ x)+c J  (λ χ ) + . . .  = I c j  (λ χ)ι n m  2 η 2η  ̂ τη η mnm=l

πρέπει να γνωρίζουμε τις στάθμες , II Jn^ mnx^l» αυτών των συναρτήσεων’ 
πράγμα που θα κάνουμε στη συνέχεια.

Αν πολλαπλασιάσουμε την (29) με 2χ,Γ(λχ) θα πάρουμε

(34) {(xJ1(Xx))2}'+(X2x2-n2 ){J2(Xx)}'=0 .n n

Ολοκληρώνοντας την (34) στο διάστημα [o ,r] , έχουμε
fR

(35) (xJ'(Xx ))2|R=- (X2x2-n2 ){j2Ux)}'dx .π ο JQ n

Από την (23) , γράφοντας αντί χ και ν , s και η , αντίστοιχα , έ 

χουμε

(36) s~nJ (s) = ns"n‘1Jn(s)-s*"nJn+i(s) .
n *s

Αν πολλαπλασιάσουμε με sn+1 την (36) και θέσουμε s=Xx θα πάρουμε

XxJ ( λ χ ) = xJ*(λ χ ) s n J  (Xx)-XxJ . ,(λχ) η ,λχ π η η+ι
t ,

και κατά συνέπεια

(37) (xJ'(Xx))2 |R=((nJ(λχ)-λχσ (λχ)}2|Κη ο 11 ΠΤ * ο

Αν λ - λ  , τότε J (XR)=o * επειδή όμως και J (0 ) = 0 , η=ι,2,3,..~ mn η η
η (37) γράφεται

n mn( χ α : ( λ „ χ ) ) 2 |* -  (X_R)mn η+1· mn(38)
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Το δεξιό μέρος της (35) , μετά από ολοκλήρωση κατά μέρη , παίρνει τη 
μορφή

(39) - ί  (X2x 2-n 2) { j 2(X x )} 'd x =  - { (X 2x 2-n2)J 2(Xx)}|^+2X2f xJ2(Xx)dx.; 0 n n 'ο Jo n

Όταν λ = λ

(40)

Π (35) , μετά τις (38) και (39) , γίνεται :

I! Jn ^ ~ n X̂  Ι|2 = ί Xjn^mnX d̂X = f “  J 2 .,(X R ) »Ώ  ιί,η I n mn 2 n+i mn 5' Λ
γιατί η πρώτη έκφραση του δεύτερου μέρους της (3 9 ) για λ = λ  είναιmn / \
ίση Με το μηδέν. Η (40) δίνει το τετράγωνο της στάθμης της J (λ χ) .η mn

Οι συντελεστές λοιπόν της σειράς (33), που λέγεται σειρά Fourier- 
Bessel , θα είναι (α · ι  , σ ελ .ιο )

R
(41=) c_ = ---------- - --------- | x f ( x ) J  (λ  x)dx m = l,2 ,3 , . . .η mn 7 7 7r Z j ; ,  Ι α  ) n+i mn

όπου λ =α /R .mn mn

Σχόλιο :

Οι συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους j  (χ) σχετίζονται πολύ α-η
πλά με τους συντελεστές της σειράς Laurent στην οποία αναπτύσσεται η 

συνάρτηση

(α) w (x , t )  = ex ( t - 1 / t ) / 2 = ΐ  cn ( x ) t n , |t[e(o,®) .
η=-α>

Για τον προσδιορισμό των συντελεστών cn(x) πολλαπλασιάζουμε τις δυ 
ναμοσειρές * 1

( * )  γ ια  τ ις  άλλες συνοριακές συνθήκες που αναφέρονται στο Κεφ.Α, παρ.
1 σελ. 7 , ακολουθούμε την έδια πορεέα.

Η 0+01 ισχύει γ ια  κάθε ν>τ1, βλέπε Lebedev* (1972, σελ. 123-129).
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X t / 2

(β)
ι+ (x/2) „ , (χ/2) 

1 ! 2 ! t*+ . . .

-x/2t , (χ/2) _-ι. (χ/2)2 ^ - 2  .
a -*■*“ υ  *· **■ 2» *· *“+ ···

και εξισώνουμε τους συντελεστές ίδιας δύναμης ως προς t του πρώτου 
και δεύτερου μέρους της (α) , οπότε παίρνουμε

cn(x) = Jn(x) , 11*0,1,2,...
(Υ)

cn(x)= (-l)nJ-n(x) , n=-l,-2,...

Η (α) μετά τις (γ) γράφεται
00

(δ) w(x,t) = ex(t"l/t)/2= J (χ)+ I Jn(x){tn+ ( - l ) V n } |t|e(o,«Oi

Η συνάρτηση w(x,t) λέγεται γεννήτρια συνάρτηση (generating function) 
των συναρτήσεων Bessel j^Cx) > n * o , i , 2 , . . .  . Η (δ) παίζει σημαντικά 
ρόλο στη θεωρία των συναρτήσεων Bessel ( Β λ έ π ε  ε φ α ρ μ ο γ ή  η ).

2.2. Δευτέρου είδους

Για ακέραιο ν=η , οι συναρτήσεις Bessel jr (x ) kol J_n(x) 

ναι γραμμικά εξαρτημένες και δεν αποτελούν ένα βασικό σύστημα της

(2.1.1). Στη συνέχεια , σε πρώτο στάδιο, θα ασχοληθούμε με την εύρεση 

μιας δεύτερης ανεξάρτητης λύσης της (2.1.1) για η*ο . Στην περίπτω

ση αυτή η εξίσωση Bessel γράφεται

(1) xyn +yf+xy = Ο .

Η δεικτοεξίσωση της (1) έχει τη διπλή ρίζα r»o και όπως ξέρουμε (Α· 

2, σελ.28, εξ.58) η ζητούμενη λύση της (1 ) πρέπει να έχει τη μορφή
00

y (χ) = J (x)Jlnx+ I C χ™ ·
2 · m=l m

(2)



Αν αντικαταστήσουμε τη (2) και τις παραγώγους της

J 00
y '( x )  = J 'i.nx+  —  + Τ mC χm-i

2J ' J «°
y ' '  (x )  = ilnx+ ------------ £· + l m(m-l)Cmx'm -2

x m=i

στην (1) και λάβουμε υπόψη ότι η j είναι λύση της (1), θα πάρουμε

(3)
00 ΟΟ

m- ι ,  ν m - i . r  ^ __m+i2J*+ £m(m-l)C χ 1+ J m C x  t  [  C χ =0 ·
0 m=i m m=i m m=i m

Από την (2.1.10), μετά από παραγώγιση , έχουμε

vm 2m-ι
( 4 ) J ’ ( x ) .  I  - I = i p L

0 m=i 22ln

και η (3) παίρνει τη μορφή 

(5)
οο . ν τη 2ΤΪ1—1 °°
Σ J ^ i p c ----- + Σ m2c Xm- 1 Σ cmxm+1=0 .

^  L> 2 m - 1 L* m U  m
ΠΙL Λ2ΐη-ι . /  .  x . ui=i 2 m !(m -l) j m=i m=i m

Από την (5) βλέπουμε ότι ο συντελεστής του χ° είναι ο . Cj=o .To 

άθροισμα των συντελεστών της δύναμης x2k είναι

(6) (2 k + l)2C2]<+1+C2k_1=0 , k = l , 2 ,3 , . . .

και επειδή c =ο , από την (6) παίρνουμε ότι c =ο, c =0, c =ο ....
1 $ 2k+l 3 5 '

Το άθροισμα των συντελεστών της δύναμης χ είναι

0+C -1 ) = Ο γ ιο  k -  Ο
(7),

(-1 ■>k+1—j r ------------  +(2k+2)2C k +C .= ® » Yta  k r l , 2 ,3 , . . .
22k( k + l) ! k l  k+2 2k

Από τις (7) παίρνουμε

ι 3



96

και γενικά

(8) C = ----- {~1)ΐη -* (1+ A + ± + . . .  + A) .
2ra 22m(m! ) 2 2 3 m

Αν κάνουμε χρήση της συντομογραφίας

hm = 1 + ?  + I + · ' ·  + m

και εισάγουμε στη (2) την (8) και το συμπέρασμα της (6), (Cj=Cj=Cs-. 

..=ο) , θα πάρουμε

(9)
00

y (χ) = J  (xHnx+ I  
m=i

__________m
2znl(m! )2

X
2m

1 3
= Jo(x)Anx+ ^ x2- -J28 χΙ,+" ·*'

Οι συναρτήσεις j 0 και y 2 αποτελούν ένα βασικό σύστημα της (1). Έ 

να άλλο βασικό σύστημα της (1) μπορούμε να πάρουμε αν αντικαταστήσου

με την y2 με μια ανεξάρτητη της J0 μερική λύση της μορ<ρής ot(y2+ 
+bJ0) , όπου α()έο) και b είναι σταθερές. Στη διεθνή βιβλιογραφία 

οι σταθερές αυτές εκλέγονται «=2 /π και b=Y-Jtn2, όπου γ είναι η σταθε

ρά των Euler-Mascheroni (β .ι , σελ. «*ι). Η λύση

( 10) Υ (χ) =!· (J (χ)(Λη |  +γ)+ I
m

ττ m=i 22m(m !)2
2101 χ )

είναι γνωστή σαν συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους και μηδενικής τάξης 

ή συνάρτηση του Neumann μηδενικής τάξης.
Αν ν=π= ι,2 ,3,... μια δεύτερη λύση της εξίσωσης (2.1.1) μπορούμε 

να πάρουμε με παρόμοιο τρόπο^. Το μειονέκτημα από τη διαδικασία αυ

( ★ )  Στο τέλος αυτής της παραγράφου θα σχολυαστει το σχεπτιχύ χατα- 
σχευής της δεύτερης λύσης της (2 .1 .1 ) .

Η συνάρτηση Neumann συμΒολύζεταυ χαι Ν^ .
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τή είναι ότι ο προσδιορισμός της δεύτερης λύσης εξαρτάται από το αν ή 
όχι η παράμετρος ν είναι ακέραιος αριθμός· Για να πετύχουμε μια ο

μοιόμορφη διατύπωση για την y2 πρέπει να υιοθετήσουμε μια μορφή της 
που να ισχύει για όλες τις τιμές της ν . Για το σκοπό αυτό εισάγουμε 

τη δεύτερη λύση με τη μορφή

Υ ( χ )  r  — { J y(x)cOSVTT-J ( x ) }  v simrrr v -v
( 11)

Y ( x )  = ilim Y ( x )  n vv+n

Η συνάρτηση αυτή είναι γνωστή σαν συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους 

και ν-τάξρς ή συνάρτηση Neumann ν-τάξης .

Όταν ν είναι μη-ακέραιος οι συναρτήσεις Jy(x) και Υγ(χ) 

αποτελούν ένα βασικό σύστημα και η γενική λύση της εξίσωσης του Bes

sel είναι

(12) y(x)= a1Jy(x)+a2Yv(x) .

Στην περίπτωση που η παράμετρος ν=η 

όριο

Jlim
v+n

cosvtt· J v ( x ) - J _ v ( x )  

sinvir

η=1,2 53, υπολογίζουμε το

εφαρμόζοντας τον κανόνα του L’Hopital και έχουμε

- 3J (χ) 3J (χ)

<13> > ν=η

Αν διαφορ(σουμε τις εκφράσεις για τις jy(x) και J_y(x) ως προς ν 

μπορούμε να πάρουμε την έκφραση ν·-α τη συνάρτηση του Newmann ,δηλαδή

(14) V * >  = i  v - x * »  I  *ν>* ί  Σ
ΙΏ= 0

(-l)m_1(h +h ^ )m m+n 2m.. — ■ ■ —  -- ......  χ

2 m!(m+n)l



9 χ>0 , η ·0 ,1 ,2

όπου

kel»2 y3 9···

και όταν η=ο to τελευταίο άθροισμα πρέπει να σντικατασταθεί με το 

μηδέν· Για η=ο η (14) παίρνει τη μορφή (10). Από την (14), παίρνου

με

(15) ϊ_η( * ) : ( - 1 ) ^ ( χ )  .

θ ε ώ ρ η μ α  1: Η γενική λύση της εξίσωσης Bessel για όλες 

τις τιμές της παραμέτρου ν είναι

(16) y(x) = <*j Jv (x)+aj Yv(x) .

Από την έκφραση (14) βλέπουμε ότι , η Υη(χ) έχει ένα κλαδικό σημείο 

(branch point) για χ=0 (από την παρουσία του &ηχ). Για μικρές τι
μές της χ η Υη(χ) συμπεριψέρεται όπως

με εξαίρεση την Υ0(χ) , η οποία δεν έχει αρνητικές δυνάμεις της χ , 

και που για μικρές τιμές της χ συμπερίφέρεται όπως

Οι συναρτήσεις Neumann ικανοποιούν τις παρακάτω αναγωγικές σχέσεις:

(17) γ  ( χ ) - J i l i l i L  (2 )n , γ,,β χ  ■*· ο n ir χ 9

(18) Y (xI'vltenx-lnS+Y) , 0 « -yta x 0 .

(19)
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(19) yv_ i ( x ) - yv+i ( x ) = 2y; ( x ) .

Το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της Υγ(χ) είναι

(20) Y ^ C x ) -ν , / ^  s in (x ? 2 !·  -  ΐ·)+0 (χ  3 /2 ) .

Από τα πιο σπουδαία αόριστα ολοκληρώματα της Υη (χ ) είναι τα ακόλου

θα :

[{Υ  ( x ) } 2xdx = 4p {(Υ ( χ ) ) 2+(Υ ( χ ) ) 2}J o  2 ο ι

f{Yn ( x ) } 2xdx = ^ -  { ( y x ) > 2+Yn+1(x ) V i ( x ) }  »

Υ (x)xdx = xY (χ )J ο ι
Υ (x )dx  = -Υ (χ ) ι ο

η?έΟ

Οι γραφικές παραστάσεις των γ , γ και Υ φαίνονται στο σχ.1·0 1 2
Στο σημείο αυτό αναφέρεται ότι υπάρχει πρακτική ανάγκη για λύσεις 

της εξίσωσης Bessel που είναι μιγαδικές για πραγματικές τιμές της χ · 
Για το λόγο αυτό χρησιμοποιούνται συχνά οι λύσεις

( 22 )
Η^1 )( χ ) = Jy (x )+ iY v (x ) 

Η^2) ( χ ) = Jy (x ) - iY v (x ) .

(*)
V x) ^ 
J+V(x) *

• ^ { A v (x )s in (x +  ψ  - |-)+Bv (x )c o s (x ; ~  -  I ) }  

» ^ {A v (x)cos(x+  ψ  - ^)+By (x )s in (x +  ^  -  1 ) }

όπου
Av ( x ) = 1- (4 ν2-1 )(Η ν2-9 ) 

2 ! (8 x )2
(·4ν2-1 )(Η ν2-9 ) (^ ν 2-25)(Η ν2-ι>9)

U !(8x)'*
+ ...

Bv(x)
Hv2-1 (4ν2-1 ) (9 ν 2-9 )(* ΐν 2-25) +

8x 3 ! (8 x )3
Για μ ιγα δ ικέε τ ιμ έ ε  τηε x πρέπει |a rgx|<n  .(βλέπε G.Korn (1968) 
σελ. 868-867). Για χ -*-0 , J 0Cx) %  ( f ) 2» ^ ( χ ) 'ν  Φ " * η > 0.
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Σχ.1 : Συναρτήσεις Neumann .

Οι γραμμικά ανεξάρτητες συναρτήσεις (22) λέγονται συναρτήσεις Bessel 

τρίτου είδους και ν-τάξρς ή συναρτήσεις Hankel (πρώτη και δεύτερη)^ 

ν-τάξρς. Στον πίνακα 1 δίνονται τιμές των γ (χ) και Υ (χ) για" ■' ■ ■ 1 Ο 1
xe[o,7].

πίνακας 1: Συναρτήσεος Bessel Υ# (χ) χβ«- Yj (χ) ·

X Υ«(χ) Υ,(χ) X Υ ,(χ> Υ ,(χ) χ Υ,(χ) Υι (χ)

0 . 0 (-α>) (-« ) 2.5 0.498 0.146 5.0 -0.309 0.148

0.5 -0.445 -1.471 3.0 0.377 0.325 5.5 -0.340 -0.024

1 . 0 0.088 -0.781 3.5 0.189 0.410 6 . 0 -0.288 -0.175

1.5 0.382 -0.412 4.0 -0.017 0.398 6.5 -0.173 -0.274

2 . 0 0.510 -0.107 4.5 -0.195 0.301 7.0 -0.026 -0.303

C*) Η συμκερυφορά των H(P)Cx) > Υ«* Wtxpis *au μεγάλες τι,μές
της χ εύνa t  η ακόλουθη :

/ Ρ1(χ) -ν. ;  i ( f ) v ψ -  , χ - °  . 

HiP)( x ) < v . ^ e ±i(X- 1/2V,r' 1/,l,r) 

Η(0Ρ)(χ) -ν + i  1  in  I  , * - 0

ν > 0

χ -*00

<5*ου το άνω σημευο γυα P s l *a t  το *ατω Υ^* Vs?
γϋα χ + Ο .Λ (Ρ )(χ) *«>

■4

*5

j

■ li
ifc

. -L
i__

__
_u

iii
-n

iL
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Σχόλιο:

Από την ασυμπτωτική μορφή της Jv »

(ο) Jiv(x) '''/jlj· cos(x+ - £)+0 (x 3/ ) , χ6 »

βλέπουμε ότι, για ν + η  (ακέραιος) έχουμε

J (χ)= (-i)nj (χ).-η η

Για να αποφύγουμε τη γραμμική εξάρτηση της δεύτερης λύσης της εξίσω

σης Bessel, στην περίπτωση που ν=η (ακέραιος) , η (α) μας δίνει την 
ιδέα να κατασκευάσουμε μια λύση που να συμπεριφέρεται ασυμπτωτικά ό

πως
Γ~2 . , νπ ττν „
/ —  sm(x- -5—  IT) * γυα x63R β

Η λύση αυτή κατασκευάζεται με τον ακόλουθο τρόπο. Γράφουμε

(0) s in(t-<$) = Acos(t-6)+Bcos(t+6)

και απαιτούμε όπως τα α και β έχουν εξάρτηση μόνο από το δ . Με 

την απαίτηση αυτή , από την (0) , παίρνουμε

A = cos26 , Β = -csc26

Αν

t - χ - Ι  Λ - .

τότε από τη δεύτερη λύση της εξίσωσης Bessel (συνάρτηση Neumann) που 
ορίζεται από τ η ν ^

(*) Για v=k+l/2 (keax^paios)

lk+i / 2 (x)= <-l)k+1J-k-1/2
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COSVTPJ (x )-J  (x)
(γ) Y (x) ---------- ?---- —----  , vfe (αχήχη,ος)

v sinvTT

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι

(δ) Υγ (χ) s in (x -  -  ^)+δ(χ 3̂ 2) ,

και κατά συνέπεια εξασφαλίζεται η γραμμική ανεξαρτησία της ^ν(χ) Με 
την Yy(x) για ν^η (ακέραιος). 'Οταν η παράμετρος ν είναι ακέραι 

ος* τότε το δεύτερο μέρος της (γ) γίνεται απροσδιόριστο και η Υη(χ) 

ορίζεται από το όριο

γη(χ) zftin 
ν*+η

COSV7T\Jy ( X )  - J  y ( X )  

sinvir

που μπορεί να αποδειχτεί ότι υπάρχει (βλένε G.Watson (19*μΟ , Appen 
d ix  1 ) .

2.3. Σφαιρικές

Από την εξίσωση του Helmholtz σε σφαιρικές συντεταγμένες (1.17)· 

προέκυφε η ακτινική εξίσωση (1.25) που με την αντικατάσταση x r k r  

παίρνει τη μορφή

( 1 ) (x 2u ,)+(x2-n(n+ l))u = 0  , η=0 , 1 , 2 , . . .

Οι λύσεις της Π) είναι γνωστές σαν σφαιρικές συναρτήσεις Bessel η- 
τάξης (spherical functions of order η) ή συναρτήσεις Neumannn-τάξρς.

Ο λόγος για την ονοματολογία αυτή είναι ότι με την αντικατάσταση 
u(x) = y(x)/f^x Π (1) ανάγεται στην (η+ι/2)-τάξης διαφορική εξί<»ση 

του Bessel ,

(2) y " +  ζ  y'+d- -τ (n+ i)l)y=o , η=ο,ι,2,...X X *

Οι λύσεις tnc Ο )  Μπορούν να εκφραστούν με τη μορφή
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(3) u(x) - α, J , (x ) n+1/2
&

+ a. J , (x ) -n-1 / 2

i/x

Για να είναι λοιπόν η σφαιρική συνάρτηση Bessel , j , λύση της (1), 

πεπερασμένη στο χ = ο  , πρέπει να είναι πολλαπλάσιο της Jn+1/2(x^x. 
Ο συντελεστής αναλογίας εκλέγεται / π / 2  και έτσι

η + ι / 2 (χ ) .

Η (4) μας επιτρέπει να εκφράσουμε τις j (χ) σε όρους της j (χ) .η ο
Από την (2.1.21) έχουμε

(5) Jy+1( x ) = -x v (x ” vJv ( x ) ) '  .

Αν θέσουμε στην (5) ν=η+ΐ/2 και διαιρέσουμε με χη+3^2 > θα πάρου

με *

( 6 ) Jn+3/2(x) 1 Jn+i/2(x)
η+3 / 2 ~ χ _η+ι/ 2 'X X

Από την (6) και την (4) οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι ,

(7) W x)
Χ+1

1
X

Ρ η (χ)
η η = 0 ,1 ,2 ,3 ,.

Από την (7) , με επαναληπτική εφαρμογή της, παίρνουμε

(8) • / \ π# 1 d \Π· t \
V x) = x ( "  χ ^  3ο(χ ) η = 1 ,2 ,3 ,. .

Η (1) για η=ο έχει τη μορφή 

(9) u " + - u'+u= ο .χ

Αν λύσουμε την (9) με τη μέθοδο των δυναμοσειρών θα δούμε ότι οι συν

αρτήσεις s in /x  και cosχ /χ  είναι μεταξύ των λύσεών της. Αν εκλέ
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ξουμε

επειδή J , /2 ( x ) r  / 2/πχ s in x  , π (10) ικανοποιεί την (4) , δηλαδή

(10) j#(x)= sinx/x ,

9

πράγμα που δικαιολογεί την εκλογή του συντελεστή αναλογίας στην (4)
Ισο με /π/ 2  .

Οι σφαιρικές συναρτήσεις Neunann παράγονται με τον Ιδιο τρόπο α

πό τον αναγωγικό τόπο

(11) ^ ( χ )  = Xk( -  ±  ^ ) kn , ( x )  , k=l,2,3,...

όπου

(12) n#( x ) s  -cosx/x  .

Επειδή J _ j /2(x)= / 2/Trxcosx , ο συντελεστής αναλογίας , στην αντίσωι- 

ΧΠ της (4) σχέση , εκλέγεται -V572 .

Οι συναρτήσεις Hankel στην περίπτωση αυτή είναι

(13) k s O ·· ·

Από τις (13) και τους ορισμούς των j, και η. , παίρνουμε0 »
. ix / » . -ix

(14) h ^ i x ) : - ! ^ -  , .

Οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel jk<x), ι^(χ), "αι b<l>ix>

συνδέονται με τις αντίστοιχες Jk<x), Tk(x), H^‘>(x) «*ι β<*)(χ| 

με τις σχέσεις
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(15)
V x) = /  Έ ί J k+i / a (x) ’

* ί , , « » - £ ■ & / . «  ■ 2x k+1 / 2

Για χ-*-» , οι παραπάνω συναρτήσεις , γράφονται

y x j v i e o s i x — t ) ,  . ι^ ίχ ) ^  i  s i n(x_ lSii.Tr) ,
(16)

. O ) /  1  , . »k+i ix
hk (x )^ x  (_ l)  e κ X

Για k=l,2,3,... από τις (15 αβ ), έχουμε

. . \ sinx  cosx j 0 (x) = (·?— -  —)sinx - cosx,3 χ

(17)

. . 1 5  6  \ . . 1 5  1 λ
3 = ( jr “ - 7 ) s in x -(—  -  c o s x ,  . . .  

3 x χ χ 3 χ

n ; ( χ ) s - cosx sinx η (χ) = -  ~ )cosx- ^y  sinx£ ΧΖ X X

f ν . 1 5  6  % . 1 5  1 *  .η (χ) r  ” (—j r ---- x-)cosx-(—5* -  - ) s m x  , . .
3 X X X x

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται φανερό ότι για μεγάλες τιμές της χ 

οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel συμπεριφέρονται όπως . ■ \

± s in  χ /χ  ή ± cos χ /χ

Επειδή όμως

( j k(x ) , nk(x )) = / £  (Jk + l/2 (x) , Yk+x/2( * »  »

οι συναρτήσεις J k + l/2 (x) και Yk+1 / 2(x) συμπεριφέρονται όπως

+ / Τ  sinx
“ * / Γ

% Α
cosx

W /χ  '
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2.4. Τροποποιημένες

Η διαφορική εξίσωση***

( 1 ) y" + ~  y '+ ( - l -  ^ j)y =  0
Λ χ

Λ
διαφέρει από την εξίσωση Bessel (1.16) μόνο ως προς το σημείο ενός ό

ρου. Αν κάνουμε την αντικατάσταση χ=±ίζ , τότε η (D παίρνει τη μορ
φή της εξίσωσης Bessel , δηλαδή

d2w
(2) ^ Γdz?

1 dw 
ζ dz +(1---- r) w=0

ζ

όπου y (x )sw (z ) .
Οι λύσεις της (1)

Jv(ix) και Yv(ix)

δεν είναι πάντα πραγματικές συναρτήσεις. Στη διεθνή βιβλιογραφία ορί

ζεται η τροποποιημένη (modified) συνάρτηση Bessel πρώτου είδους

(3) Iy ( x ) = i  J y(ix )

που είναι πάντα πραγματική συνάρτηση. Αν εισάγουμε την (2.1.10) στην

(3) παίρνουμε

(4) ΐ ν (χ)
<*> 2IB+V
y — 2----------------

n= 0  2 Zm+Vm'.r ( v+m+1 )

Οι συναρτήσεις ΐγ ικανοποιούν τις παρακάτω αναγωγικές σχέσεις : 

(χν ΐ ν (χ ))·  = χν ΐ ν ι (χ)

(5) (x-vIy(x))'= χ νΙν+1(χ)

(*) Η (1) εμφανίζεται συχνοί στη μαθηματική φυσική *.χ. αγωγή θερμότητας.
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Iv_ ^ ) - I v+1M = ^ I v U )

(5) ι ν. 1 (χ )+ ιν+1 (χ) = 2 ΐ;(χ )  .

Για μεγάλες τιμές της χ (βλέπε Abramowitz and Stegun (1972) σελ.377) 
έ χ ο υ μ ε ^

Χ(6) I  (χ )-\,— -----  + 0 (χ "3 /2 ) , x6R .
ν

Η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους ορίζεται με τον ακό

λουθο τρότκ/(*) ** (***)̂ :

(7) κν
Ι_ν(χ)-Ιν(χ)

sinvir

για ν μη ακέραιο αριθμό. Οι συναρτήσεις ΐγ(χ) και κν(χ) είναι 
γραμμικά ανεξάρτητες συναρτήσεις.

Στην περίπτωση που η παράμετρος ν=η , η = ι , 2 ,3 , . . .  εφαρμόζοντας 
τον κανόνα του L’Hopital παίρνουμε

( 8 ) f - D n ^ _ ν (χ ) 3* <χ >
----------- 5ν ^ ν=η

Από την (8) έχουμε *****

οο (X )2k
(9) Ko(x) = - I o(x){to  |  +γ>+ I 2

k=ο (k I )
και

,x .n + 2k 00 (·χ·).η+ι r 2
Kn ( x ) = ( - D  1 l  k ; ( n + k ) ι 2 " 2 (h k +hk+ n)+,(> +

k=o

(*) Γυα μυγαδι,χές τυμές της χ πρέπευ |argx | < ~  .

(**> I_v(x) = i VJ_v(ix )  , Ι η(χ) = Ι_η(χ) , 11=1,2,3,...

(***) Για μιγαδιπό μεταβλητό x πρέπει |argx |< ir .
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( 10)
η-ι

l
k=o

( - l ) k(n -k - l) i
k! V γΐ/β n=l,2,3,. · ·

Ot αναγωγικές σχέσεις για τις κν-συναρτήσεις διαφέρουν ελάχιστα από 

εκείνες για της Ιν-συναρτήσεις :

( 11)

(χνκν ( χ ) ) ’ = - χ νκν _ι (χ )  

( χ - ν Κν ( χ » >  = - χ ' νκν+1(χ)

κν - , <χ>- κν « <χ>= - ¥  ν χ)

Κν - ι (χ)+Κν+ι(χ )  = _2Κν (χ )  ·

Για μεγάλες τιμές της χ ( βλέκε Abramowitz and Stegun (1972), σελ. 
377) , έχουμε

(12) Kv(x) 4 ^ ( x * 3 / i ) » *β» .·

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ιο.ij,κ0 και κ, φαί

νονται στο σχ.1 .

Σχ.ΐ: Τροποποΐφένες συναρτήσεις Bessel.
* - Ν * ν-,

(Λ) Για μιχρές τιμ ές της χ  έχουμε
Ιγ (χ) <νχν / 2 νΓ(ν+1 ) , χ  + 0

Κν(χ)'ν-2ν" 1 Γ (ν)/χν , χ 0

Κ.(χ)<υίΛ 2 /χ , χ -►Ο
I y( 0 ) » 0  γ ια  ν > 0  , I fttO)=l KvtO)s - ■··> \

χ
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Η λύση της (1) θα έχει τη μορφή

(13)  y(x) = ctjlv (x)+a2Kv(x) .

Στον αναγνώστη αφήνεται σαν άσκηση η απόδειξη των παρακάτω ειδικών 

περιπτώσεων τροποποιημένων συναρτήσεων Bessel:

Οι τροποποιημένες συναρτήσεις Bessel , για χ^ο , δεν έχουν πραγματι

κές ρίζες και κατά συνέπεια δεν υπάρχει μια γενική σχέση ορθογωνικότη- 

τας αυτών των συναρτήσεων.

Σχόλιο :

Με τις συναρτήσεις Bessel είναι στενά δεμένες οι συναρτήσεις 

Kelvin που είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσηςν '

και της σχέσης

(15) Κη(χ )= .

x2y" +xyf- ( ix 2 +v2)y = Ο

δηλαδή

y r  ber x+ibei x , J v v
ker x+ikei x ,

ber x+ibei x -v -v
ker x+ikei xv -vv v -v

όπου

(*) ve]R 9 x> 0  .



ΧΙΟ

. . ,1 \V r s in iO A  v + i/2k)x} ,1  . 2 xk
bei x= ( j  x) l  k!r(v+k+'ll S  X }

KrO

Κ .τ.λ . (βλέπε Abramowitz and Stegun (1972) σελ. 379-383).
Οι συναρτήσεις Kelvin ορίζονται με τον ακόλουθο τρόπο :

bervx+beivx = Jv (xe3lriA ) = e ^ U e - 1̂ *  )

« evlri/2 Iv (xelr iA ) = e 3Vlli/2Iv ( x e '3lriA )

kervx+ikeivx = e-V1Ti 2̂ Κν (χβπ ΐ^") =^· x i Ĥ 1 ^(xe3*i A ) 

= - | 7lie- v1TiH<2 )(xe-,r iA ).

Για μεγάλες τιμές της χ έχουμε

ber χ'ν ν

beiyX'v

x / v T
e

o o s ( —  + *5-
/2ΉΧ /2  2

x/ST
e s i n ( —  + ψ

/ 2 2

- V 2

I .  / x "  - x V 5  / X  . XV . X \ . » /  - 3 / 2 \  kervx 'v / ^  e cos(—  + ~  + g)+or(x 2
x 1/2

k e i v x ,' » t ^  e~x^^sin(-— i + ~  + ^ - ) + 0 ( x  ) ·

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων Kelvin για ν=ο φαίνονται στο 

οχ. 2 .

2.5. Εφαρμογές.

2.5.1. Ταλαντώσεις κυκλικής μεμβράνης.

Το πρόβλημα των ταλαντώσεων μιας μεμβράνης έχει την ακόλουθη μα

θηματική περιγραφή :

-!4

1ι

.

•i

■ 1

1

.1

i

i

♦ I  ,



I l l

Σχ.2 : berx 9 beix , kerx 9 keix .

(D

^  = c2V2u 
3 t2

u z u ( x , y , t )

U : 0  , enc του συνόρου γυα t>0 

u ( x , y , 0 ) = f ( x , y )

3u
3t = g(x»y) 

=o

αρχικές συνθήκες

όπου f  και g είναι γνωστές συναρτήσεις. Ας Θεωρήσουμε πρώτα τις 

ακτινικά συμμετρικές ταλαντώσεις μίας κυκλικής μεμβράνης ακτίνας R . 

Στην περίπτωση αυτή , η περιγραφή του προβλήματος (1) είναι

ke
rx 

& 
ke

ix
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(2)

u ( R ,t ) = Ο , 

u ( r , 0 ) = f ( r )  

ύ (τ ,Ο )= g (r)

γυβ t > 0

αρχικές συνθήκες *

Θα αναζητήσουμε λύση της μορφής

(3) u ( r , t )  = W (r)T(t) .

Αν εισάγουμε την\3) και τις παραγώγους της στην (2α) παίρνουμε

(4) 4 -  = £ {w”+ f w’}
c Τ

9

όπου (·)=<!( )d t και ( ) * rd( ) /d r  . 
Από την (4) έχουμε

(5) Τ+λ2Τ=0 , λ = ck , k=oxaO. 

και
(6) W " + i w + k 2W r O  .

Ας Θεωρήσουμε πρώτα την εξίσωση (6). Αν εισάγουμε το μετασχηματισμό 

s*kr η (6) παίρνει τη μορφή

(7) w ’ss+ ¥ W ’s+ W = 0  *

Η (7) είναι μΙα εξίσωση Bessel (2.2.1). Η γενική της λύση είναι

(8) W = C 1J e(s)+C2Y 0(s) ,

όπου J# και υ 0 είναι οι συναρτήσεις Bessel μηδενικής τάξης . πρώ

του και δευτέρου είδους αντίστοιχα. Επειδή η μετατόπιση u της μεμ

βράνης είναι πάντα πεπερασμένη ενώ η απειρίζεται για β·*·ο Θα 

έχουμε c2=o , ς,έο .

Στο σύνορο r=R Θα έχουμε



113

Αν συμβολίσουμε με s=a15a 2, . . .  τις θετικές ρίζες της J o(s )  (σχ.1)

( 9 )  W(R) = 0 =>  J o(k R ) = 0 .  .

' Σχ« 1? Συνάρτηση Bessel J Q(s )

θα έχουμε

a
(10) kR=a ■*· k r  k : m = l,2 ,3 ,. . .m m R 9 9 9

και οι συναρτήσεις

a
(11) W (r)  r J (k r )  = J (-=- r )m o m o r

θα είναι λύσεις της (7) που μηδενίζονται στο σύνορο r=R .
Οι γενικές λύσεις της (5) για λ=λ =ck είναιm in

(12) Τ ( t ) = ccosA  t+ b s in  I tin m m 171 in

Οι συναρτήσεις

u ( r , t )  = W (r)T  ( t ) ; J  (k r ) ( c  cosA t+b sinA t  ) m m m  o m m m m m(12) 9



1X4

όπου m = i,2 ,3 ,... είναι λύσεις της εξίσωσης κύματος (1) που ικανοποι

ούν τη συνοριακή συνθήκη (23). Οι (12) είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του 

προβλήματος (2) με αντίστοιχες ιδιοτιμές τις Xm .

Η ταλάντωση της μεμβράνης που αντιστοιχεί στην λέγεται m- 
κανονική μορφή (normal mode) και έχει συχνότητα Xm/2n κύκλους ανά 

μονάδα χρόνου.

QgggTjJgggg : Επειδή οι ρίζες της J „ (s )  δεν χωρίζουν τον άξονα 

s σε ίσα διαστήματα , πράγμα που συμβαίνει στην ταλάντωση μιας χορ

δής, ο ήχος του drum είναι εντελώς διαφορετικός από εκείνον του Βι

ολιού.

Οι τρεις πρώτες κανονικές μορφές της μεμβράνης φαίνονται στο οχ.

2. Για να πάρουμε τη λύση που ικανοποιεί και τις αρχικές συνθήκες 

(2γ) θα θεωρήσουμε τη σειρά
ΟΟ ΟΟ (X

(13) u ( r , t ) = I  W (r)T  ( t )  = £ {c cosX t+b sinX t ) * J  ( -^  r )} .u m m u m m m  m o km=i m i

Αν στην (13) εισάγουμε την πρώτη των αρχικών συνθηκών έχουμε

m « I m »  2 m e  3

Σχ.2: Ko v o v o m c s  μορφίζ m o xXu u I s  μεμβρ*ίνη£<

00 ra r·.
"<-·»»= Σ V .  - rm=i v }

(14) = f(r) .
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Για να ικανοποιεί η (13) την αρχική συνθήκη u ( r , o ) = f ( r )  , πρέπει οι 

c να είναι οι συντελεστές της σειράς Fourier-Bessel που εκφράζει την

f(r) σε όρους της j„(« r/R) , δηλαδή (2.1 , εξ. 41).° m

ι,5> V  7337~7 f r,<rW·f¥')dr · - 1·2·3.............
R W  ’> '

Οι συντελεστές b προσδιορίζονται με ανάλονο τρόπο .in
Ας συζητήσουμε τώρα το πρόβλημα των ταλαντώσεων της κυκλικής μεμ

βράνης στην περίπτωση που u=u(r,0,t). Στην περίπτωση αυτή η περιγρα

φή του προβλήματος είναι

1 _3_ , jhu _1_ 3fu _1_ 3fu 
r> 5r  8r ;+ p 2 a 0 2 = c 2 ^ 2

(16) u (R ,0 ,t)  = O , συνοριακή συνθήκη γ ια  t>0

u ( r ,0 ,O )= f ( r ,0 )  

0 ( r  , 0  s0 ) = g(i>,0 )
αρχικές συνθήκες

Αν Θέσουμε u=w(r)0 ( 0 )T (t) από την (16α) παίρνουμε . 

Τ=λσ2Τ ,

(17) 4 ί ® =λ Θ  
άθ2 1

ϋίϋ ♦ i "  .(-i. J.)W= 0 .
d r“ r  dr

(*) Για την ύπαρξη της (1*0 ε ίνα ι ικανή η διαφορισιμότητα ττ\ζ f ( r )  ,
στο διάστημα [o, r]  , Watson (1944).

(**)
b = m ca R J (a  ) m l m

R a r  mr g ( r ) J 0(— )dr m=l,2 , 3 , . .
% \fr}

%

-wfi v

9
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Από φυσική σκοπιά έχουμε X--k2 , k€B και π συνθήκη περιοδικότητας 

ως προς θ απαιτεί όπως

(18) XjS-m2 , tn=0,l,2,...

Η λύση της (173) θα είναι

(19) θ (Θ) = Α cosn>0+Bsinm0 .m m  m

Η ακτινική εξίσωση παίρνει τη μορφή

(20) W, + “  W, +(k2~ ~)W = 0 , m=0,l,2,... ·Γ*Γ Γ Γ ρ

Η γενική λύση της (20) είναι

(21) H(r)s C J (kr)+C Υ (kr) .' ι m 2 m

Η T(t) μπορεί να εκφραστεί με τη μορφή

(22) T(t) = e'iwt , u>=kc .

Για να αποφύγουμε το μηδενισμό της C2 , θα υποθέσουμε ότι η μορ

φή της μεμβράνης είναι εκείνη του κυκλικού δακτυλίου με συνοριακές συν 

θήκες

(23) u(Rl50,t) = O , u(R,0,t) ■ ο

όπου Rj είναι η εσωτερική ακτίνα του δακτυλίου.

Αν εισάγουμε την (21) στις (23) παίρνουμε

(24) C J (kR)+C.Y (kR)= Ο' * * m ζ m

c.jikR, >+c,YJ kR. > = 0 ·ι m ι 2 m ι

Oi (24) έχουν λύση (ct,C2)ji(o,o) μόνο αν

J (kR)Y (kR W J k R .  )Y (kR) = 0 .m m i m ι m(25)
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Από τις θετικές ρίζες της (25) προσδιορίζονται οι ιδιοτιμές (ιδιοσυ- 

χνότπτες της μεμβράνης). Η (25) έχει άπειρες ρίζες και κατά συνέπεια 

θα έχουμε διπλά άπειρες ιδιοτιμές k , m=o,1,2,3,...

Οι ακτινικές ιδιοσυναρτήσεις μπορούν να εκλεγούν με τον ακόλου

θο τρόπο:

(26) W ( r )  = Υ ( k R)J ( k r ) - J  ( k R)Υ ( k r )  mn m mn m mn m mn m mn

Οι συναρτήσεις (26) δεν είναι κανονικοποιημένες αλλά είναι σύμφωνα με 

τη γενική θεωρία Sturm-Liouville , ορθογώνιες.

Μια κίνηση της κυκλικής μεμβράνης, με μορψή δακτυλίου , μπορεί 

να εκφραστεί με τη μορφή σειράς
ΟΟ 00

(27) u ( r , e , t ) Ζ Υ 7 W ( r )e  lkmnCt(A cosm6+B sinm0) ju u mn mn . mn■**' m=o n=i

όπου οι συντελεστές a και b προσδιορίζονται από τις αρχικέςran mn
συνθήκες.

2.5.2. θερμοκρασιακή κατανομή σε στερεό κύλινδρο.

Ας θεωρήσουμε ένα στερεό κυκλικό κύλινδρο άπειρου μήκους και α

κτίνας R . Ο κύλινδρος θερμαίνεται στη θερμοκρασία u 0= f(r)  και α

κτινοβολεί θερμότητα στο περιβάλον που βρίσκεται σε θερμοκρασία ίση 

με το μηδέν. Από μαθηματική σκοπιά το πρόβλημα ανάγεται στη λύση της 

εξίσωσης αγωγής της θερμότητας

( 1 ) Xt V2u =C£ , κ = λΤ/ο ε= σταθ.

που υπόκειται στη Θερμική συνθήκη

( 2 ) (u ,r +hu) r=R = Ο h = σταθ.

και την αρχική συνθήκη 

(3) u ( r , 0 ) = f ( r )

%

$
'> ·.. ..Λ.*..

ν\Ν
Λ

ίΛ
<>.
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Αν εισάγουμε στην (1) λύση της μορφής u=W(r)T(t)

( 4 )
f +κλ2Τ s 0

”  (rW,r ) , r+X2W=0

θα πάρουμε

όπου -λ 2 είναι η σταθερά χωρισμού. Οι (4) έχουν λύσεις

Τ ;  C β"Κλ2ΐ 
(5)

W =C1J 0(Xr)+C2Yo(Xr) .

Επειδή j  ( Χ γ ) - * · ι  ,  υ  ( Χ γ ) · * · 08 νια γ - * ·ο  και π η πρέπει να έχει0 Ο
πεπερασμένη τιμή στον άξονα του κυλίνδρου , η σταθερά c2=o .

Αν εισάγουμε την (5$) στη (2) έχουμε

(6) h J ^ X R ^ J jU R )  = 0 .

Αν γράφουμε a=XR , τότε η (6) γίνεται

(7) h RJ (a )-a J  ( a ) = 0 .0 1

Η (7) έχει μόνο πραγματικές ρίζες. 'Εστω ότι o<ai <aj . . . < a n< . . .  είναι 

οι θετικές ρίζες της. Οι επιτρεπτές τιμές της παραμέτρου λ είναι

λ =α /R και κατά συνέπεια οι μερικές λύσεις της (1) είναιn η .

(8) u =Α J (a r/R )e nt ^R η η ο η
η=1,2,3 9. · .

Η υπέρθεση των (8) δίνει 

( 9 )
00

u = £ A J  (a r /R ) e”ICant  /R* 
n«i n 0 n

Οι συντελεστές An προσδιορίζονται από την αρχική συνθήκη
αο

f ( r )  = i  AnJ #( a nr / R )  .
η=ι

(10)
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Η (10) είναι μία γενίκευση της σειράς Fourier-Besse) . Στην περίπτω

ση της (10) οι αριθμοί αη είναι ρίζες της (7) ενώ στην περίπτωση της 

σειράς Fourier-Bessel της J 0 (a )=o  . Οι συντελεστές Αη της (10) εί

ναι

( 11) A = η R2{J^(an )+J^(an)}

R
r f ( r ) J  (a r /R )d r  o n ο

Αν η θερμοκρασία είναι ανεξάρτητη από το χρόνο , τότε η (1) παίρ

νει τη μορφή

ή

( 12)

V2u Ζ 0 , u = u(r> ,0,z)

r  <r u >r >>r + 4 u » e e +u’z z = °

Ας υποθέσουμε ότι ο κύλινδρος έχει πεπερασμένο μήκος L και η u ( r ,0 ,z )  
ικανοποιεί τις συνθήκες

(13)
u ( R , 0 9z ) = Uj , u (r ,0 ,O ) -  u ( r ,0 ,L )  = Ο

u ( r ,0 ,z )  = u (r ,0 + 2 ir,z )

Uj= σταθ.

(*)

(a )

Οι συντελεστές της σειροίς 
00

f ( r ) =  I AnJy (avnr /R )
ΤΤ)=1

όπου ου αρυθμοέ
0<α .<α 0< . . .<α < νΐ ν 2 νη

εέναυ ρέζες της εξίσωσης
C ^ioO + C ^aJ^a) - Ο

δυνονταυ από τον τύπο

(β)
rR

V —  ------------------------------------------  r f ( r ) J  (a r /R )d r  .
R2{j; 2(avn>+ (i-v2/“^ ) j ; (avn)} 0

Η σευρά (a ) με συντελεστές που δένονται, από τον τόπο ,(β) λέγεται, σευρό 
D in i (βλέπε Lebedev (1972) σελ. 128-130).Γυα τυς συνθήκες συγχλυσης 
της (α ) βλέπε Watson (1944)»σελ. 591) , T o ls tov  (1976, σελ. 237-243).
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:‘r:
■·., . _ 
r<.Y ί-

; ' \ '?
’ Μ**»·* ..·*··—

Με την εισαγωγή της u=w(r)z(z) (αξονική συμμετρία) παίρνουμε

Ζ’ΖΖ= λ1Ζ
(14)

(rW’r ) *r+XirW=0 

Από την (14α) , έχουμε

(15)

και η (148) παίρνει τη μορφή

(16)

Mr

λ χ : - n V /L · 2 n=;l,2,3,...
-Vv’

(γΜΤ ) *γ· Ι$ 1 γ Η = 0

Οι λύσεις της (16) είναι 

(17) V r )  · 11=1,2,3,__

Επειδή όμως κ για γ -* ο , πρέπει Β =ο και η λύση του προβΜ"
* ο η

ματος θα είναι 

(18)
00

u ( r ,8 ,z )=  I  Αη5χη ψ ΐ οΐ ψ )
Π=1

Οι συντελεστές α  προσδιορίζονται από τη συνοριακή συνθήκη
η

(19)

και είναι

nitz χ ,ηττπ» 
sin - 7—  !.(-=— )ui = I V 1- X  *»'tη=ι

*4\1
A r  η rnirR.

nirI«(T ">
XI—i  |3y5) · · *

Η λύση λοιπόν του προβλήματος γράφεται ~£·£γ -

*411 »
u ( r , 0 , z ) s —- i  I

, I (nirr/L)sin(nirz/L) 
1 ο ______________

π *· η n s i ,* ,s

* -w T i. X:

5 λ .

. ; £  . ^Λ.,χ'.Λ 4

βχ ·* ;i?·3 "
. ·■· . ■ ;

-r r ν’ ·Κ'\: 'C · * £
■ ί

* > · . -·Β 4
1'ν' i

■* V ί
ί
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2.5.3. θερμοκρασιακή κατανομή σε στερεά σφαίρα.

Μία στερεά σφαίρα ακτίνας R έχει μια αρχική κατανομή θερμοκρα

σίας u = f( r )  και ψύχεται π επιφάνειά της σύμφωνα με το νόμο ψύξης του 

Newton

(1) ·|~ +Cll-U1 )h l  _R =  0 , hrrGTCtd.

όπου ui είναι η θερμοκρασία του περιβάλοντος μέσου, θέλουμε να προσ

διορίσουμε τη θερμοκρασία στο εσωτερικό της σφαίρας.

Η θερμοκρασιακή κατανομή u(r9<j>,e;t) ικανοποιεί την εξίσωση αγω

γής της θερμότητας

( 2 ) .

Επειδή η u πρέπει να έχει σφαιρική συμμετρία θα έχουμε u=u(r,t) .

Αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών u=w(r)T(t) στην

(2) , παίρνουμε

Οι λύσεις των (3) είναι

T(t) = e-κλ2ΐ W(r>) = jQ(Xr) = sinXr
Xr

Οι τιμές που μπορεί να πάρει η παράμετρος λ προσδιορίζονται από τη 
συνοριακή συνθήκη (1) η οποία είναι μη-ομογενής, δηλαδή

Λ

(4) + hu=hu =σταθ.dr ι

Αν εισάγουμε τη νέα μεταβλητή 
και η (1) γράφεται

3υ
(5 ) 3r +hu r 0

r=R

Usu-Uj , τότε η υ ικανοποιεί την (2)
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Αν εισάγουμε το λύση της (30) στον (5) παίρνουμε 

(6)
sinXR cosXR . sinXR

x r2 R AR

Η εξίσωση (6) για hR*i νράφεται 

tanXR 1(7) XR "  ( 1-hR)

και μπορεί να λυθεί αριθμητικά.

Η (6) για hRsl ανάγεται στην

(8) cosXR = 0 X=nir/2R 9 n s l93 ,5 * . . .  ·

Οι ρίζες της (7) μπορούν να προσδιοριστούν και γραφικά. Αν θέσουμε 

x«XR , ( l-h R )-1=a η (7) γράφεται

(9) y r  tanx s αχ

Από τις αλληλοτομίες των καμπύλών y=tanx και y=ax (σχ.1) προσδιο

ρίζονται οι ζητούμενες ρίζες της (7) που είναι οι ιδιοτιμές του εξετα 

ζόμενου προβλήματος.

Σχ.1 : Puces THS (7) .
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Η λύση του προβλήματος μπορεί τώρα να γραφτεί με τη μορφή σειράς

«> sinX r  ,2
(10) U ( r , t )  = I An β“ Κλ η1

η=ι Π

Οι συντελεστές Αη προσδιορίζονται από την αρχική συνθήκη

00 sinX r  00
(11) f ( r ) - u  z ][ A —τ— —  = y A j  (λ  r )  ι L η X r  L nJo n n=i n n=i

Όπως μπορεί πολύ εύκολα να διαπιστωθεί, οι συναρτήσεις jQ(*nr) 

είναι ορθογώνιες στο διάστημα [ o, r]  με συνάρτηση βάρους r 2 και κα

τά συνέπεια έχουμε

( 12)
( R

( f ( r ) - u  } r 2j  (λ r ) d r r A  ι ο η η
( R

r 2j 2(X r ) d r  ο η

= A
R s in 2X r  
r 2· η. λ λ d r = —  A

η '° Ψ  χ2 ηη . η

R
s in 2X rd rη

- sin2X r  R
= \  A { - -------Hr-2- *  I = -Λ *  A {2X R-sin2X R> .

λ2 n 2 Ηλη 0 «tX3 n n nη n

Από την (12) προσδιορίζονται οι συντελεστές Α και η λύση του προ-n
βλήματος είναι

u ( r , t )  = u t+ I
Κ  {0Rtf(r )-u1}r2j 0(Xnr)dr sinXni

n=i 2λ R-sin2X R n n X R n
-<x2t  e n

2.5.4. Διάθλαση από αγώγιμο κύλινδρο.

Ας θεωρήσουμε τη διάθλαση (diffraction) επίπεδου ηλεκτρομαγνητι- 

κού κύματος από ένα αγώγιμο κυκλικό κύλινδρο ακτίνας R . θα υποθέσου

με ότι ο άξονας z συμπίπτει με τον άξονα του κυλίνδρου και ότι η γω

νία θ στο σύστημα κυλινδρικών συντεταγμένων ( γ ,Θ ,ζ ) μετριέται από 

τη διεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος (incident) κύματος, θα υποθέ

σουμε ακόμα ότι η χρονική εξάρτηση περιγράφεται από τον παράγοντα e ia ) t ,
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ν όπου ω είναι π γωνιακή συχνότητα της προσπίπτουσας ακτινοβολίας και 

ότι το ηλεκτρικό διάνυσμα του προσπίπτοντος κύματος είναι παράλληλο 

προς τον άξονα του κυλίνδρου. Το πρόβλημα τότε ανάγεται στην εύρεση 

του μιγαδικού πλάτους του δευτερεύοντος πεδίου Ε που ικανοποιεί την 

εξίσωση του Helmholtz , δηλαδή

Π ) ?  (rE > r)’r + Λ  Ε’ΘΘ+Χ2ε= °  ’
Γ

τη συνοριακή συνθήκη

( 2) „ ιΤ. -lkRcosB .Ε | +Ε e =0r=R ο

και τις συνθήκες ακτινοβολίας (radiation conditions)

(3) E = 0 ( r " 1/2) , tim r 1 / 2 (E ,r +ikE) = 0
Γ-*<»

όπου k=w/c είναι ο κυματαριθμός και ε 0 είναι το πλάτος του προσπί

πτοντος κύματος (βλέπε Tikhonov and Samarski (1959),σελ. 997).
Με την εφαρμογή της μεθόδου του χωρισμού των μεταβλητών καταλήγου

με στο συμπέρασμα ότι, οι μερικές λύσεις της (1) (περιοδικές ως προς 

θ ) είναι της μορφής

(4) Ε = (A H( l ) (kr)+B H( 2 ) (kr)} C?sno n - 0 ,1 ,2 , . . .n n n n n sinno ’ * ’

όπου H^x\kr) , isi,2, , είναι οι συναρτήσεις Hankel ( r .2.2 σελ. 
9 9 , ε ζ . 2 2 ). Από τη συνθήκη συμμετρίας βγαίνει το συμπέρασμα ότι , Ε 
είναι μια άρτια συνάρτηση και κατά συνέπεια πρέπει να θεωρήσουμε λύσεις 

της (1) μόνο εκείνες που περιέχουν οοεηθ . Αν λάβουμε υπόΦη μας την α- 
συμπτωτική συμπεριφορά των συναρτήσεων Hankel στο άπειρο θα δούμε άτι ,

οι συνθήκες ακτινοβολίας θα ικανοποιούνται μόνο αν Α =ο (αυτό από φυ-η
σική σκοπιά ερμηνεύεται ότι δεν έχουμε εισερχόμενα (Incoming) κύματα).

Η λύση λοιπόν του προβλήματός μας θα έχει τη μορφή

•S
ί*-

£=
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(5 ) E= T B H( 2 ) (kr)cosn0 . L η η η=ο

Αν εισάγουμε την (5) στη συνοριακή συνθήκη (2) , παίρνουμε

(6 ) I  Β H( 2 ) (kR)cosn6+E.e"lkRcOs6=0u η η οη=ο
Αν στη γεννήτρια συνάρτηση

ex ( t - ! / t ) / 2= + ”  Jn (x ){ tn+(_1 )nt -n }
0 η=ι
ΐθ

θέσουμε x=kR και t= - ie  , θα πάρουμε
ΛΛ

-ikRcos0(7) = J (kR)+2 Υ (“i ) J  (kR)cosn0 . o u nn=i
Από τις (6) και (7) έχουμε

και

Β Hj;2 ) (kR) = -E J (kR) 
0 0 0 0

Β V 2 ) (kR) = -2 E „ (- i)nj  (kR) . η n o n

Η λύση λοιπόν του προβλήματος είναι

J.(kR) , ,> ”  J (kR) , .
(8 ) Ε r  -Ε { — 5 .------ Η (kr)+2 \  ( - i ) n ------ Η (kr)cosn0}

Η*·2 ikR) n=i Η 2 vkR) no n

Προβλήματα

1. Να αποδειχτεί ότι

α. J (ax)dx = — n a n>-l

3. J (ax) —  n x a nsJ. , 2 , 3 , . . ,



δ.

• s.‘.

. -/
ε.

- Λ. :.'f̂

στ.

Κ ° .
.·'i s .̂ ,7£·!·'̂ '·$·.:' νχ ’.‘ ■ :· .·: *, <*h· ’**ii ». «*» >

ί  e ^ J  (Bx)dx = i  ( ι_  . J L —  )
V 1 β ΛΛβ*

,̂ ν· *fc
■ x; •'̂ ;>.

Ιλ (ax)sinPxdx v

sin (n sin  *(β/α)
0 <β<α

ancos(nTr/2 )

Τ'».

*" ’ n*-2 ̂

t^ 2-a 2( β + ι^ -α 2 )n
0 <α<β

Γ ,Jo n
(ax)cos0 xdx .·■:'.··■ ■·'. ’ · \ · ' ··:'-·· ·' ‘ « . * „· ■ . /-■ . . V.. - . '*. ̂'X̂.v·;̂·;<.r· X ■■> _.· ·

■ F, -,

costncos^1 ( β/α)

—ansin(nTr/2 ) 
/β*-α* ( β+Λ*-α* )n

0 <β<α

, t $ ^  ^  ^i>> *·.;·.· i-l ' ·.;■ *■ & .
* ·.··'··*$* 3* 1 - - - &-*: £ · χ ■·:.·. -V ·. -! ·■■ * -5-·.· .. <“Λ . -.V '. -X Α>ι̂  ·

■..;·r':‘ "  ̂ ' · ; ; ^ ·:’·.·* "· . .. .•f:'v‘.<. .· ·· / ··■'· '
:'■·.'/ X ■ - ■'■ - \£  ... ;
::.v?;·.- n> -l ·

ζ .
J  (x )J  (x)I*  V  X)jn dx r

(ιη2 -ηζ )π

J L _

am

s in  2  '
' v X:.

·* ί'-ί7*"-

iMn

nrt®>0

16
2. Η γεννήτρια συνάρτηση (βλέκε r. 2.1, σελ.1 6 ) , αν θέσουμε t»e £. ,

παίρνει τη μορφή

(0 ) e ixsin© = Σ
ns-*·®

u 8 .  ,  , e J  (χ)
ID Χ'ν'ΐ»'..

Να αποδειχτεί με βάση την (α) η ολοκληρωτική έκφραση tnc Ja^  *
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<β> V ' - s
+π χχειηθ -1ιηθ,Ω e e d0
-π

Επειδή Jm(x) ε ί ν α ι πραγματική συνάρτηση , παίρνουμε το συμπέρασμα

Jm cos(xsin6)cosm0d0+
ο

1
ΤΓ

•π
s in  (xs ίη θ ) s inm0d 0. 

ο

Να αποδειχτεί ότι , η J (χ ) είναι άρτια ή περιττή αν m είναι αρτι-m
ος ή περιττός αριθμός , αντίστοιχα . Από το γεγονός αυτό να αποδειχτεί 
ότι

J (χ)Π)

1
Ή cos(xsin0)cosm0d0

ο
π

s in ( xs in 0 ) s inm0d0 
ο

m=<xp*ruog

ιη=περυττ<5ς .

3. Να διαπιστωθεί ότι
ί χ »

J ( t ) d t . 2  I  J v+2k+1(*) » Rev>-1 .
ο k=o

Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθούν οι αναγωγικές σχέσεις για τις και να 
αποδειχτεί ότι και τα δύο μέρη της (α) έχουν την ίδια παράγωγο.

4. Να αποδειχτεί ότι

Γ  Jv(x)

Γ - ? " 4 5· · Λ ( « ι ι ε ,
Rey>l/2 Re(v-y)>-l

(β) Γe-axJv(b x )d x = i(a2+b2)1/2-a}V
bv(a 2+b2 ) 1 / 2

Rev - 1  , α>0, b>0

5. Να αποδειχτεί ότι οι συντελεστές της σειράς
οο

f ( r )  = I  A J ( a  | )  , m>l ,u η τη mn R βη=ι .Ν \ ( , J(\> ■

■ν Λ
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όπου α είναι η η-στή ρίζα xnc · ctv(*imn m
r R

. 2 . f(r)J_ (o _  r/R )d r 
A = k m mn
n R*{1- b2/ o* }J2( a Jmn m mn

m>l

6· Να αποδειχτεί ότι

Κ (χ )Ι·(χ )-Κ * (χ )Ι  (χ) « — n η η η χ

7. Να αποδειχτεί ότι οι συναρτήσεις

A i ( x ) £

1 / 2
, 2χ

3/2

Χ*0

γ 2 χ
3/2

1  ^ - l / s *  3 *_ Ι 1/3* 3 *)}

* Τ <!>, / \ / , (223

3/2

■ : $ β £

* ~ V ,ί

; , ■ Φ  iM · ■ - ■%

B i(x) = ( | ) , / 1 ί Ι . 1/ , ( ^ 3 ” , + Ι ι / 3 (2Γ ” )) ■ -r
i ,

είναι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

u"-xu ζ  Ο .

Παρατήρηση: Οι συναρτήσεις Α.(χ) και Β .(χ) λέγονται συναρτήσεις 

Airy. Για μιγαδικές τιμές της χ , (argx|< — ■ ·

8. Να αποδειχτεί ότι u ν

Ai(X> = Σ ~ 2k+2 /T ~~k=0 3 k+ '

B i(x) = 3 l / ? { l

3k

x - Σ
3k+l

k!(k+2/3 ) k=o 32k+,,/Sk!(k+«»/3)
lx <»

00
X

3k

Σ
3 k + l

k=o 32k+2/Sk !r (k + 2 /3 )  k=o
32k+<./sk , r(k+1|/3)

9. Να αποδειχτεί ότι

' . V ' , [ ' , , :<· ·ί| ■· 1 ·
»  i  .‘Λ  .. - w i i ' '  Ι α  , J & . :

\

'ΛτΛί>λϊίώ&Λ

'>\
Ί \

λΛ
^
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w

(a)  e i ? M  i £(2 £ + l ) j  (ξ )ρ  ( χ ) .
ί.=ο * *

Υπόδειξη : Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος
,+ι
j e ^ XP^(x)dx

να αναπτυχτεί η e1^  σε δυνάμεις της χ , οπότε έχουμε να υπολογίσου

με ολοκληρώματα της μορφής j ^ x ^ C x M x  *

Λ*

(J Χ V x)dx -  (m+ϊ,+Ι) (m+ ί , - Ι ) . . .  (m-£+3) » ν•"ο

10. Η Wronsklan ενός ζεύγους λύσεων u^x) , u2(x) μιας γραμμικής 

και ομογενούς διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης είναι

W{u (x ),u  (χ)} = 1 2
U ( χ )  U ( Χ )

U j ( x )  u ^ , ( x )

Να αποδειχτεί ότι

w{j  (χ) 9 J  (χ)} =-ν
-2sinvTT

πχ

"‘V-’ · ν*» ■ =
, «< = > ( * » -

y x » = - i  ·

11. Να αποδειχτεί ότι

J „ ( R x ) J . . ( R ' x )  - x d x  = ^  δ  C R - R ' )

όπου 6(R-R'l είναι η. συνάρτηση του Dirac ίβλ. Morse and Feshbach, 

Sect. 6.3).
\\ νΛ"ϋ. \fr

;rh.

T ,'m
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. ^4 7)̂ '·ν^ν*?|^\ i* f-V^ ' ··'··· i; ■

fry:· .-/■ ΛΪ
'\c ■. ,..v ·' -j2·.

ΚΕΦ. A.
; · -V:-

·" ’>. . f «ίν>>; vr V* * **
p-'V ;'

 ̂ _ .

' Λ * ' +H ΐ&β* ' - , ', - '

Ορθογώνια πολυώνυμα

• IS V S & fA i*  τ . Λ ? v ~ . ;. *}. '
" - fy ̂ ' ·. :;·' ; . Λ- ;. >.-■ , r ' ·. - ·

ί » ! ρ , ί 3 ί Λ > : . . ^ · ν ζ  :··■.: ;:<s . ·· ;

# £ , r V */ *4Ϊ y . „ t* P 'rH * : V.·-·■.' i ^ V ^ ;  ; V : - * '* - J

v s r *  v ^ v  r x ^ A · ; ·  -m . ·/ * - , ί .ί ΐ ' . · ,· i

o n ·  i j . A  . y * t f \  A . r i ,  : ■; / ·  · . · '— '■

;X 'T ·  ■ ’" '· ·;:Ί» · y ' C f - : ··:*; ·· · · ; ' . ■ -  ,

V>" . '■' ■-  ’ Ί ^  '' . ; ' ' ' ,Λ. *Α ·' · ■ . ' : ·

-  - - - ί : · ‘ 7 i  :;  ψ ·  · 1 . ;  i  *;-·.> ; . ·  ;·· ^  . .

·* <’ 4* η  v ^ k .  ,  P V - : ;: V  f;<p.' - f  " U

J y p : r  *  ~ . · * . ;  >x*g· m ^ i f ^ 0 k v 4 :7  v p  ..··;· ■·'■ ’* - fe  ■

;·· ;:ί I  . :  : ^ ; : v ; ·  · \  * * r ’·- • ί·· · < ■ ·' • ;, - · ;

Ar '
P  ^:?4 '  j  ̂ iV .

m  iM Φ .

5 · ί :

*:·;; jvfcAo*
$*·:; i-J ··*- -.* ν ■ ■ s iy î.

■' λ Λ r Ό Λ'*7̂ Λΐ-'· 
μ ; + .Μ,Γ:;
;4rr'. ; n 0 & $ l · .

·> r-: ·
- n? v;.··;..· p..?·



Μια σπουδαία κλάση ορθογωνίων συστημάτων συνίσταται από ορθογώνια 

πολυώνυμα Ρ η ( χ )  , n = l , 2 , 3 , . . .  , όπου η  είναι ο θαθμός του πολυωνύ

μου Ρη(χ) . Η κλάση αυτή περιλαμβάνει πολλές σπουδαίες συναρτήσεις που 

εμφανίζονται στις εφαρμογές π.χ. τα πολυώνυμα Legendre , Chebyshev , Ja

cobi , Laguerre και Hermite. Οι συναρτήσεις αυτές έχουν εκτός από την 

ιδιότητα της ορθογωνικότητας, πολλές άλλες σπουδαίες ιδιότητες. Για πα

ράδειγμα , οι συναρτήσεις αυτές είναι λύσεις απλών διαφορικών εξισώσε

ων και μπορούν ακόμα να οριστούν σαν οι συντελεστές της ανάπτυξης σε δυ

ναμοσειρές του t κάποιων συναρτήσεων w(x,t) που λέγονται γεννήτριες 

συναρτήσεις . Τα ορθογώνια πολυώνυμα είναι ένα σημαντικό μαθηματικό ερ

γαλείο για την επίλυση προβλημάτων της μαθηματικής φυσικής , της θεωρί

ας προσεγγίσεων κ.τ.λ.

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια ανάπτυξη της θεωρίας των πολυωνύμω/ 

Legendre και στη συνέχεια δίνονται οι απαραίτητες πληροφορίες για τα πο

λυώνυμα Chebyshev , Jacobi , Laguerre και Hermite , όπως επίσης και οι 

μεταξύ τους σχέσεις , ώστε ο αναγνώστης να είναι σε θέση να τα χρησιμο

ποιήσει για τη λύση διαφόρων προβλημάτων. Για μια πληρέστερη ενημέρωση 

στο αντικείμενο αυτού του κεφαλαίου ο αναγνώστης παραπέμπεται στην ανα- 

φερόμενη στο κείμενο ειδική βιβλιογραφία.
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1. Πολυώνυμα Legendre

Τα πολυώνυμα Legendre ορίζονται από τον τύπο τόυ Rodrigues ,

(1) Ρ ( χ ) = - ^ ------ (χ 2-1 )η , η = 0 ,1 ,2 , . . .
η 2η! dx11

για πραγματικές ή μιγαδικές τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής χ . Τη 

γενική έκφραση για τα πολυώνυμα ρ^ίχ) παίρνουμε από τον τύπο (1) , 

με τη χρήση της διωνυμικής ανάπτυξης

( 2 )
Μ

(χ2- ι ) η = ϊ
k=o

( —l ) knI 
k ! ( n - k ) !

2n-2kx 9

και είναι

(3)
1-C'

P (x ) .  J ( - 1)lt(2° - 2k)!--------- x” - lk
n k=o 2nk!(n-k)!(n-2k)!

όπου M=n/2 ή ( n - l ) / 2  (όποιος από τους δύο είναι ακέραιος).

Οι ιδιότητες των πολυωνύμων ρ^ίχ) μπορούν να οριστούν πολύ α

πλά αν αποδείξουμε ότι η συνάρτηση

(4) w(x,t)= (l-2xt+t2) ' 1/2 ,

όπου η τιμή της τετραγωνικής ρίζας της (4) λαμβάνεται ίση με 1 για 

t=o , είναι η γεννήτρια συνάρτηση των πολυωνύμων Legendre , δηλαδή ό

τι , η ανάπτυξη 5 6

(5) w ( x , t ) = ( l - 2x t + t 2 ) I  P n ( x ) t n
n=o

ισχύει για ικανοποιητικά μικρές τιμές της |t|. Ας υποθέσουμε ότι 

και ν 2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης

( 6 ) l - 2x t + t 2 = 0 ,  r  = mini I r j  | ,  | r >2 | } .

Αν θεωρήσουμε την w(x,t) σαν συνάρτηση του t αυτή είναι αναλυτική
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για |t|<r^*^. Από τη μιγαδική ανάλυση ξέρουμε ότι

00
(7) w (x ,t )= (l-2xt+x2) 2= Ί cn(x )tn , |t |< r  ,

η=ο
όπου

(8 )  Cn ( x )  = 2 n l f'  c
και c είναι ένας κλειστός δρόμος που περιβάλλει το σημείο t=o και 

βρίσκεται στο εσωτερικό του δίσκου |t|<r . Αν κάνουμε την αντικατά

σταση

(9) i -u t= ( i-2 x t+ t2) 1/2 ,

τότε η (8) μετασχηματίζεται στο ακόλουθο ολοκλήρωμα , που υπολογίζε

ται κατά μήκος του κλειστού δρόμου c ' που περιβάλλει το σημείο u=x,

( 10) °n( x ) =
1

2ui
(u * - l)n

2 n(u -x ) n + 1
du

To ολοκλήρωμα (10) μπορεί να υπολογιστεί με τη θεωρία των ολοκληρωτι 

κών υπολοίπων (residue theory) δηλαδή ,

( 11) οη( χ ) = - J _ { A l i l z D l )  = ρ (χ)
2nn! dun u=x n

και κατά συνέπεια η w(x,t) είναι η γεννήτρια συνάρτηση των πολυωνύ

μων του Legendre.

Από την (5), για χ=ι , -ι , ο και ανάπτυξη του αριστερού μέρους 
σε δυνάμεις του t , παίρνουμε

Ρη( ΐ )  = ι  , pn ( - i )  = ( - i ) n ,
( 12)

ρ (ο)- (- ι )η 1’3····,:<2η-;Ρ
2η 2 ·*»·...· 2η 2n+i ( 0 ) = 0 .

(* )  Από πρακτικό σκοπυα x e [ - l , l ]  * a t τότε r e l  .
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Αν εισάγουμε τη σειρά (5) στην ταυτότητα

(13) ( l - 2x t+ t2) |^ + ( t - x ) w = 0  ,

έχουμε

00 00

0 4 )  ( l-2 x t+ t2) Ί nPn(x ) tn 1 + (t-x ) Ί Pn(x ) tn =0 .
η=ο η=ο

Από την (14) παίρνουμε την αναγωγική σχέση

0 5 )  (η+1)Ρη+ι<χ)-(2η+1)χΡη(χ)+ηΡη_ι ( χ ) = Ο , . η = 1 ,2 ,3 ,. . .

Με παρόμοιο τρόπο , από την ταυτότητα 

05) ( l - 2x t t t 2) -tw= ο ,
■vsr

παίρνουμε

07) Ρ' (χ)-2χΡ '(χ)+ Ρ ' ( χ ) - Ρ ( χ )  = 0 , η = 1 ,2 ,3 ,...η+ι η η -ι π 7

Από τις (15) και (17), με απλή αλγεβρική διαδικασία, καταλήγουμε στις 
ακόλουθες αναγωγικές σχέσεις

Ρ^+ 1< χ)-χΡ^(χ)= (n+l)Pn(x) , π = 0 ,1 ,2 ,3 ,. . .
0 8 )

χΡ^(χ)-Ρ^_ι ( χ ) = nPn(x) , η = 1 ,2 ,3 ,. . .

0 9 )  ρή+ι(χ)ρή - ι ( χ ) = ( 2n+1 )Pn(x) » η = 1 ,2 ,3 ,. . .

Αν στην (18α) κάνουμε την αντικατάσταση η->·(η-ι) και από την εξίσω

ση που θα προκόψει και την (18β) απαλείψουμε το ρ^_ (χ) θα πάρουμε

(20) (1 -χ 2 )ΡΗ χ) -  ηΡη_ι (χ)-ηχΡη(χ) , η = 1 ,2 ,. . .  . .·

Αν τώρα παραγωγίσουμε ως προς χ την (20) και χρησιμοποιήσουμε την
. \-,VH \ j ,  , 

. < >  ..Ντ

'ύ< S
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(180) για να απαλείψουμε το ρ^ (χ) » ®σ καταλήξουμε στη σχέση

(21) ((l-x2)P,(x)),+n(n+l)P (χ)r 0 , η=0,1,2,...η η

από την οποία παίρνουμε την πληροφορία ότι τα πολυώνυμα Legendre είναι 

μερικές λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

(22) ((l-x2)y')'+n(n+l)y= 0

που είναι γνωστή σαν εξίσωση του Legendre (Α.2.18, r.1 .2 0 ).

Μια από τις πιο σπουδαίες ιδιότητες των πολυωνύμων Legendre είναι 

η ορθογωνικότητά τους στο διάστημα [-ι,ι] . Αν τη διαφορική εξίσωση

(21) για το ρ (χ) την πολλαπλασιάσουμε με το ρ (χ) και την αφσιρέ-n m
σουμε από την εξίσωση (21) για το ρ^ίχ) πολλαπλασιασμένη με το Ρη(χ), 

θα πάρουμε

(23) {(1-χ2)(Ρ'(χ)Ρ (χ)-Ρ'(χ)Ρ (x))}*+(in-n)(n>+n+l)P (χ)Ρ_(χ) r Ο .
m n  n  m τη η

Η (23) , μετά από ολοκλήρωση στο διάστημα [-ι,ι] , μας δίνει

(m-n)(m+n+l) [ Ρ (χ)Ρ (x)dx=0 J m η -ι
και

(24) J Ρ (χ)Ρ (x)dx=0 , για m^n I m η-ι

Τα πολυώνυμα Legendre είναι ορθογώνια με συνάρτηση βάρους w(x)=l .

Η ιδιότητα της ορθογωνικότητας των pr (x ) παίζει σπουδαίο ρόλο, 

όπως θα δούμε στα επόμενα , στην ανάπτυξη συναρτήσεων σε σειρές πολυ

ωνύμων Legendre.

Αν την (15) για n-*n-l την πολλαπλασιάσουμε με (2n+l) Ρη(χ) 

και την αφαιρέσουμε από την (15)· πολλαπλασιασμένη με (2η-ι)Ρη 1 (χ) , 

θα πάρουμε

n(2n+l)P2(x)+(n-l)(2n+l)P (χ)Ρ (χ)- η η- 2  η



137

-(η+1)(2η-1)Ρ (χ)Ρ ^ (χ)-η(2η-1)Ρ 2 ( χ ) = Ο ,n-J. η+ι η -ι

που μετά από ολοκλήρωση στο διάστημα [-ι,ΐ] οδηγεί στην

(25)
£ -

P 2 ( x ) d xη
2η-1
2η+1 [ ο - » · * τ ι= 2 ,3 ,.. .

Μετά από επαναλαμβανόμενη εφαρμογή της (25) παίρνουμε 

(26) | p2 (x)dx = ̂ ;r j  P2 (x)dx = ^ | f r  .
J-i J- i

Η (26) , με άμεσο υπολογισμό του ολοκληρώματος του πρώτου μέρους, ι

σχύει επίσης και για η=ο,ι και κατά συνέπεια έχουμε

(27) I Ρη(χ )ά χ = 2ΪΓ?Γ •'-1
η = 0 ,1 ,2 ,.. .

και οι συναρτήσεις

(23) Φη( χ ) = /η+1/2 Ρη(χ) , η = 0 ,1 ,2 ,.. .

αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύνολο στο διάστημα [-ι,ι] .

Το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του πολυωνύμου Pn(co s0 )^ * \ x=cos0 ,
είναι

(29) Pn( c o s 0 ) ' \ - s i n { ( n + l / 2 ) 0 +  | ·)  , »+·«> , 06[δ,ΤΓ-δ]

όπου δ είναι ένας σταθερός θετικός αριθμός.

Στις εφαρμογές είναι πολύ συχνά αναγκαίο να αναπτύξουμε μια δοσμέ 

νη πραγματική συνάρτηση f(x) , χβ(-ι,ΐ) σε σειρά πολυωνύμων του Le 
gendre , δηλαδή

(*) βλέιε Lebedev (1972) , σελ. 51-53 .
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(30) f(x) = Σ cnV *> ·
n= 0

Ol συντελεστές υπολογίζονται με βάση τη σχέση ορθογωνικότητας των

ρ (χ) . Αν πολλαπλασιάσουμε την (30) με ρ(χ) και ολοκληρώσουμε στοη «η
διάστημα Q-ι,ι] θα πάρουμε

και

(31)

0f ( x ) P  ( x ) d x  m

» *

■ 1 · . \ 'Π*= 0 }- \
Ρ ( χ ) Ρ  (x ) d x  m n

2
2m+l Cm

1
c -  (n+ 4 ) [  f ( x ) P  ( x ) d x  , n /  j n n= 0 , 1 , 2 , . . .

To αν n συνάρτηση f(x) μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά της μορφής (30)

δεν είναι προκαταβολικά γνωστό, όπως επίσης δεν είναι γνωστό ότι είναι

επιτρεπτή η κατά όρο ολοκλήρωση που χρησιμοποιήθηκε στον προσδιορισμό

των c . π

θ ε ώ ρ η μ α  1 : Αν η πραγματική συνάρτηση fix) είναι κατά

τμήματα λεία στο διάστημα (-1,1) και αν το ολοκλήρωμα

(32) [ 1f 2(x)dx  
'"1

είναι πεπερασμένο , τότε η σειρά (30) , με συντελεστές c που υπολο-η
γίζονται από την (31), συγκλίνει στην f(x) σε κάθε σημείο που η f(x) 
είναι συνεχής.

Η απόδειξη του θεωρήματος βασίζεται στο ακόλουθο λήμμα***: Αν η 
πραγματική συνάρτηση φ(χ) είναι κατά τμήματα συνεχής στο διάστημα 

(-1,1) και αν το ολοκλήρωμα

(33) ί  φ2(χ)όχ  
•'-1

(*) Γυα την αιόδει,ζη βλέιε Lebedev (1972) σελ. 5H-57

ν̂ · 1'

'-•Λ %.
'X.
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είναι πεπερασμένο , τότε

(34) Aim (η+1/2)1^2ί <j>(x)Pn(x)dx= 0
η-*» 1

Στην περίπτωση που το χ είναι σημείο ασυνέχειας της f(x) (και ι

σχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος 1) η σειρά (30) συγκλίνει στο όριο

(35) Aim S (χ)=^· (f(x+0)+f(χ-0)} ,m 2nr*»
όπου

m -
S (χ )~  I c ρ (χ ) m υ η η η-ο

Το θεώρημα 1 μας δίνει ικανές συνθήκες για την ανάπτυξη της £(χ) σε 

σειρά της μορφής (30). Ένα θεώρημα που ισχύει για μια ευρύτατη κλάση 

συναρτήσεων αναφέρεται στο βιβλίο του Hobson (1931, σελ.39) .

Παράδειγμα 1 . Αν υποθέσουμε ότι η f(x) είναι ένα πολυώνυμο m- 

βαθμού

(36) f(χ)= I anxn ,
η=ο

τότε η (30) παίρνει τη μορφή

m
(37) f ( x ) = I cnPn(x ) .

n=o

Στην περίπτωση αυτή δεν είναι ανάγκη να υπολογίσουμε τα ολοκληρώματα

(31), αφού οι συντελεστές cn μπορούν πολύ εύκολα να υπολογιστούν λύ

νοντας ένα σύστημα γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων που λαμβάνεται με την

αντικατάσταση των εκφράσεων για τα πολυώνυμα ρ (χ) στην (37) και τηνη
εξίσωση των συντελεστών ίσων δυνάμεων της χ του αριστερού και δεξιού 

μέρους της (37) . Για παράδειγμα ,

χ2 : C  Ρ (x)+c Ρ (x)+c Ρ (χ ) r  c +c χ+ ~  c (3χ2-1 )0 0  1 1  2 2 0 1  2 2
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και

1
C r  0 1 C = £  , *=> X2 -  i  P ( x ) +  ·=■ P ( x )2

2 3
2
3 2

Παράδειγμά 2. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τη συνάρτηση

(38) f(x)={ 0 x6[-l,a)

Σύμφωνα με το θεώρημα 1 ,  η f ( x )  μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά της 
μορφής (30) με συντελεστές

(39) e n = ( n +  i ) [  Pn ( x ) d x  .
' a  n

Αν εισάγουμε την (19) στην (39) και λάβουμε υπόψη ότι Ρη(ΐ)=ΐ , έχου 

με

<4°) V  - ϊ  <Ρ„ „ « » - ' >„ - ι<” »  · ° . ' ϊ <Ι-“·)
και

(41) f(x ) = -| (1-α )- I  I {Ρη+1(α )-Ρ η_ /α ) } Ρ η(χ )  , χβ(-1 ,1) .
η=ι

Στο σημείο ασυνέχειας χ=α θα πρέπει να ισχύει η (35). Αν με 

s m( x )  συμβολίσουμε το άθροισμα των m+J. -όρων της σειράς (41) θα έ

χουμε

(42)
ι 1 .

<!-«)- ϊ  Σ (ο>)
η=ι

= 4  -  |  Pm+ ( α ' Ρ  ( α )  2. 2 m+i m

Από την (29) έχουμε

Ρη(α)-*·0 γ ια  η-*·®

και κατά συνέπεια
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Him s (α )=  i  { f (a + 0 ) + f(α-O)} .m z znr*»

Παράδειγμα 3, Η συνάρτηση 

(43) f i x )  -  ( ) 1/2 '

ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος 1 και κατά συνέπεια μπορεί να 

αναπτυχθεί σε σειρά της μορφής (30). Αν πολλαπλασιάσουμε την (5) με 
την fix) και την ολοκληρώσουμε στο διάστημα [-ι,ι] θα πάρουμε

(44) £  { l + t "

a - t ) 2^  ι ± Λ }

• I t
n=o

n
2 /t  l - / t

( ~ · ) Ϊ / 2 Ρ  (x )dxz n 11 i <1
-1

όπου n κατά όρο ολοκλήρωση δικαιολογείται από την ομοιόμορφη σύγκλιση 

της σειράς (30) στο διάστημα [-ι,ι]. Αν αναπτύξουμε το αριστερό μέρος 

της (44) σε δυνάμειας της t θα πάρουμε^

00

η=ι (4ηζ-1 )(2η+3)
I t n f 1( ^ ) l / 2 Pn (x )d x

και κατά συνέπεια

(45)
1 _ ν  1 / 2

( 1 ψ )  ' P0(x)dx Μ-
3 (-x^)l/2P (x)dxr - ζ η

4 .
(4η2-1)(2η+3)

Αν κάνουμε χρήση των (31) και (45) , Π συνάρτηση f(x) γράφεται

χβ(~1,1), ( X) . ( ^ L ) V * B 2 χ)_2 ι
Ρ (χ ) η

η=ι (2η -ϊ)(2η+3Τ  9

(*) £η 1+χ
1-χ |χ |< ι
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H k-οίζα του Ρη(χ) είναι ·

(η )= {1_ 1 +σ(η-2 )} ,
2η4

όπου j  είναι π k-θετική ρίζα tnc J#(x) ·0 ̂ JK *

2, Πολυώνυμα Chebyshev

Το n-στό πολυώνυμο Chebyshev Τη(χ) είναι λύση tnc διαφορικής 
εξίσωση

(1) ( 1-χ2 )Τ"-χΤ' +η2τ  =ο .η η η

Αν μ είναι η/ 2  ή ( η - ι ) / 2  (όποιος από τους δύο είναι ακέραιος), 

τότε

( 2 ) Τ < χ ) - Μ  ( - l ) k(n-fc-l>! ( 2x)n' 2k
ν χ ; - 2 .ί· k! (n - 2k ) ! ( 1Kr ο

(3)

Για παράδειγμα

Τ (cos0) = cosn8 n

(4)

Το(χ)=1  , Τ ( χ ) « χ  ,  Τ2 (χ) = 2χ2-1 ,

Τ ( χ )  = *txs-3x , Τ ( χ )  = 8χ ι*-8χ 2+1
3 ■*

Τ ( χ )  = 1 6 χ * - 2 0 χ 3+ 5 χ  , Τ ( χ )  = 32x6-«t8x"+18x2- l  .

0 τύπος του Rodrigues στην περίπτωση αυτή είναι

(5) r<*>. < - » "  *  ( ( ι - χ! ) " - , / ! ) .η λτη-ι . , , η2η+,Γ(η+1/2) dx

Τα πολυώνυμα τ ( χ )  ικανοποιούν τις ακόλουθες αναγωγικές σχέσεις :η
( 6 ) Τ . , ( χ ) ζ  2χΤ (χ)-Τ  (χ)η+ι η η-ι

V .

■· ι
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(6) (1 -χ 2) Τ * ( χ )= -ηχΤ (χ)+ηΤ (χ )η η η - ι

και χπ σχέση ορθογωνικότητας

(7) ί (1 -χ2) l / 2 T (χ)Τ (x)dx -  ■
1  λ
2 τηη γυα η^Ο

1 m η 
- 1 ττόmO γυα ■ η= 0

Η γεννήτρια σύνάρτπση των τ^ίχ) είναι

<χ>

(8 ) w (x , t )  = — -----  = £ t nT (χ ) , | t | < l  .
l - 2 x t+ t2 η=ο η

Αν μια συνάρτηση f ( x )  είναι τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα
,ι

(9 ) I | f ( χ ) { 2( l - x 2) ” 1/2dx

υπάρχει,τότε η σειρά
Γ1 οο Λ

(10) ~  f(x»)(l -χ2,)’1/2άχ·+ I  Σ { fCxOCl-x2’)‘1/2T (χ* )dxT }Τ (χ)
τ* I ττ η η

-ι η=ο

συγκλίνει στην f ( x )  . Αν η f ( x )  είναι κατά τμήματα λεία, τότε η σει

ρά στα σημεία ασυνέχειας συγκλίνει στο όριο

( 11) 4  { f (x + 0 )+ f(χ -Ο )}

Η k-ρίζα του Τ (χ ) είναι----  n

( 12) .(η) 2k - lχ. r  cos —=— k 2n tr

3, Πολυώνυμα Jacobi

, To η-στό πολυώνυμο Jacobi ρ^α,β\χ) είναι λύση της διαφορικής 
εξίσωσης

(1 ) (1 -χ 2)Ρ "(α ,β )+{β-α-(α+β+2)χ}Ρ ,(α ,β )+π η
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+η(η-ΗΧ+β+1)Ρ^α ,β )= Ο ,

όπου α>-ι και β>-ι ,

(2)
„(α ,β) 1  r  vnnx j;u rrp j;_______  .  .

η (n + a -k ) !k ! (k + B ) ! (n -k ) !  *χ  i ;  K* * lf

n (η+α)!(η+β): n -k .

2 “ k= 0

0 τύπος του Rodrigues στην περίπτωση αυτή είναι

(3) ρ (α ,β )(*) _ ( - l ) n 1 -------
η { ( 1 - χ ) α+η(1 +χ ) β*η >

2ηη! (1-χ)α(1+χ)Ρ dxn

Τα πολυώνυμα ρ^α ’̂  ικανοποιούν τις ακόλουθες αναγωγικές σχέσειςη

2(η+1)(η+α+β+1)(2ΐΗα+β)Ρ^“ 1’6 ) (χ)

.«2„„,»ί»1Χα’-Β’>. χ) Ρίβ ·8>(χ)

-2(η+α)(η+β)(2η+α+β+2)Ρ*α ’^ ( χ )  ,η -ι

(2η+α+β)(1-χ2 ) Ρ 'ία ’β )(χ) η

= η{α-β-(2η+α+β)χ}Ρ^α ’β)(χ)+2(ηια)(η+β)ρ5α :β)(χ) .π η -ι

(4)

και τη σχέση ορθογωνικότητας 

(5) ί (ΐ-χ)α
• '-1

(1 + χ )βΡ( α ’ β ) ( χ ) Ρ ( α ,β ) (χ )ά χm η

-  2°'l'Btl Γ(η+α·»·1)Γ(η+β+1) *
2η+α+β+ 1  η!Γ(η+α+β+1 ) °nm

Η γεννήτρια συνάρτηση των ρ^α * ^ ( χ )  είναι

(6)  w ( x , t ) r  ( l - 2 x t + t 2 l - t + / l - 2 x t + t 2)”“( l+ t+ A -2 x t+ t* ) “®

- φ ί  ί  , | t |< l  .
2 η=ο



Αν μια συνάρτηση f(x) είναι τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα

(7 ) ( l -x ) a ( l+ x )^ |f (x ) | 2dx
-ι

υπάρχει , τότε η σειρά

Γ(η+α+1 )Γ(η+β+1 ) >-ι 
η!Γ(η+α+β+1) '

P( a ,e ) (x ') f (x ') d x '} P ( a ,e ) (x)η η

f (χ) είναι κατά τμήματα λεία , τότε π 

συγκλίνει στο όριο

Η k-ρίζα του ρ^α,^(χ) είναι--- ------  Π * · ' ■ _ * . * ·

( 1 0 ) cos_1x^n )= ^  {1 +σ(η)} , . ,

όπου i . είναι η k-θετική ρίζα της j (χ) .(X ̂  Κ (X

“  r1 „α+β+ι 

<8 ’ ·

συγκλίνει στην f ( x )  . Αν η 

σειρά στα σημεία ασυνέχειας

(9 )  ^  { f ( x + 0 ) + f ( x - 0 ) }~tr ~ Ζ

ί), Πολυώνυμα Laquerre

Το n-στό πολυώνυμο Laguerre L^a^(x) 
εξίσωσης

(11) xL"(CX)t(ct+l-x)L ' (a )+nL(a )= 0n n n

όπου a>-i ,

( 2 ) r ( a ) ,  v r  Π η + α + ΐ Χ - χ ) *
n K , = . L r ( k + a + l ) k ! ( n - k ) !  k=o

είναι λύση της διαφορικής

Για παράδειγμα



146

L0 (x) = i  , L1 (x) = -x+l , L2 (x) = |  (x2 -4x+2)

(3) L (x )= -i ( -x 3+9x2-18x+6) ,3 D

L ( x ) = ^ r  (x*1 -16x 3+72x2 -96x+2**) .*» 2h

Ο τύπος του Rodrigues στην περίπτωση αυτή είναι

(4) (xn+v x) .
n n! dxn

Τα πολυώνυμα ι/α*(χ) ικανοποιούν τις ακόλουθες αναγωγικές σχέσεις:
η

(η+1)ΐ/®\χ) = (2n-HX+l-x)L^a ^(x)-(n+a)L^a^(x) ,η+ι η η-ι
(5)

Χΐΐ(α)(χ) nl/a^(x)-(n+a)l/a^(x) 
η η η-ι

και τη σχέση ορθογωνικότητρς

(6) Γ χ αβ-χί ( α ) (χ)Ιί( α ) (χ )ά χ=  rCnw.X.) > .
I τη η  η ; mn' ο

Η γεννήτρια συνάρτηση των ι/°*(χ) είναι

(7) w(x, t )= ( i - t ) " a' 1ex t / ( t "l ) = I t ni / o ) (x) , | t |< i  ·
n = o

Αν μια συνάρτηση f (x )  είναι τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα

(8 ) P x ae x | f ( x ) |2dx
Jo

υπάρχει , τότε η σειρά
00

(9) η:
_t. Γ(η+α+1)η=ο ό

Γ  ,α -χ· χ ' e

συγκλίνει στην f(x) . Αν η

f(x ')L * o ) (x ')dx 'L *o ) (x) 

f ix )  είναι κατά τμήματα λεία σε κάθε
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πεπερασμένο διάστημα , τότε η σειρά στα σημεία ασυνέχειας συγκλίνει 

στο όριο

( 10) {f(x+0 )+fCx-0 )} ,

Η k-ρίζα του ι/°^(χ) είναι

( 1 1 ) .(η) Ja,k 
k = 4η+2(α+1) (1+σ(η ) )  *

Ja,k

όπου j , είναι η k-θετική ρίζα της j (χ) .α,κ (χ

5, Πολυώνυμα Hermite

Το n-στό πολυώνυμό Hermite Ηη(χ) είναι λύση της διαφορικής

εξίσωσης
-τ<Τ

( 1 ) Η"-2χΗ'+2ηΗ =0 n n η

Αν θέσουμε u=e“x2/2Hn(x) , η (1) παίρνει τη μορφή

( 2 ) u"+(2n+l-x2 )u = 0  .

Αν Μ είναι η/2 η (η-ι)/2 (όποιος από τους δύο είναι ακέραιος), 
τότε

(3)
Μ ,  , . k  ,

Η ( χ ) = I  (_1) n ‘ n - 2k
n k=o 2kk!(n-2k)!

Για παράδειγμα

(4)

Η ( χ ) r  1 , Η ( χ ) ζ  2χ  9 Η ( χ ) = Η χ -2  ο 1 2

Η ( χ ) = 8χ3 -12χ , Η (χ) = 16χ*,-η8χ2+12
3 Η

Η ( χ ) = 3 2 χ 5 - 1 6 0 χ 3+ 1 2 0 χ  .
5

0 τύπος του Rodrigues στην περίπτωση αυτή είναι
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(5) Η ( * )  = ( -1 )ηβχ 2 - £ - < β- χ ί > .
η dxn

Τα πολυώνυμα Ηη(χ) ικανοποιούν τις ακόλουθες αναγωγικές σχέσεις

( 6 )

Η (χ) = 2χΗ(χ)-2ηΗ (χ) η+ι η η-ι

Η '(χ) = 2ηΗ (χ) η η-ι

και τη σχέση ορθογωνικότητας

2
e Χ Η (χ)Η (x)dx= 2ηη!/πδ 

m η τηη

Η γεννήτρια συνάρτηση των Ηη(χ) είναι

( 8) w (x,t) = e 2 X t - t 2 Γ “ Τ  Η (χ) .Ρ —r Π V= 2, η! η 
η=ο

Αν μία συνάρτηση f(x )  είναι τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα

(9)
[+ οο 

) —00
e 'x | f ( x ) |2dx

υπάρχει , τότε η σειρά 

(10) Γ χ ' °* ~χI  — —  (
η=ο 2ηη!/ίΓ ' -

+ »  |2
e~X Η (χ*)dx*H (χ)η η

συγκλίνει στην f(x ) . Αν η f(x )  είναι κατά τμήματα λεία σε κάθε πε 
περασμένο διάστημα , τότε η σειρά στα σημεία ασυνέχειας συγκλίνει στο 

όριο

•i { f(x+ 0 )+ f(x -0 )} .

Σχόλιο :

Τα πολυώνυμα ρ (χ) , τ (χ) , Ρ^α ’̂ ^(χ) . Lna *(x) και Ηη*χ*Π Π Π 11 “
συνδέονται μεταξύ τους με τις σχέσεις
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(a) P (x) = P(Q ,0 ) (x)n n

(3)
m(x) n!/rr 

n “ Γ(η+1 / 2 ) *n

(V) L( ~1 / 2 ) ( x ) = H 
n 22nn ! 2 0

C5) L( l / 2 ) ( x ) r  (~1 ) P ~ H
n  22n+1n ! ^ T

Cx)

2η+ι

Τα ασυμπτωτικά αναπτύγματα των l“ ( x ) και Ηη ( χ )  είναι

ι “ ( χ )Λ .,- , /2 . 1Ι/ζ„ 1/*α- , / ν · 4 “ - Α οοβ(2 /Κ -  =  _ ” ) _

και

H _(x )^2 (n + l) /2nn / 2e"n / 2ex2 / 2cos(/5HTi χ - ψ  ) , η-»· α>
η

αντίστοιχα.

Q969ldeD2Q : Για περισσότερες πληροφορίες βλέπε Abramowitz and
Stegun (1972) σελ. 784-802.

1.

Προβλήματα

Να αποδειχτεί ότι : .

( - i ) nLa (x)
χν = Γ(ν+α+1)Γ(ν+1) I

η=ο
χ β ( Ο , ο ο )  ,  α>-1 , ν> -1 /2 (α+ 1) .

-bx2. e ' ^ z i b + l ) ' 0-1 I
n=o

x 6 [ 0 , o o ) }  b > - l / 2

3 . (bx)"a /2 J  x ) = e"a  ?a  L

00 , nb . a .  . b_(x)
n=o

x> 0

Γ(η+α+1) n

b>0 , a>-l



(b+1)



1 3 .
* 2  « (χ)

e s in 2x t = J 
n=o (2n+l)I

14. ■■(l^*),/%|Pt|( x ) | < ( i ) 1./ *
1 n 1 Π7Γ 9

■■A' '

"  . V V

x e [ - i , i ]  ,

λ. ^-.;-

2n+i t  5

n=l





ΚΕΦ. Ε.

Προσαρτημενες συναρτήσεις Legendre 

Υπεργεωμετρικες συναρτήσεις



Me τον όρο σφαιρικές αρμονικές αναφερόμαστε στις λύσεις της γραμ 

μικής διαφορικής εξίσωσης

όπου χ είναι πραγματική ή μιγαδική μεταβλητή και μ , ν είναι παρά

μετροι που μπορούν να πάρουν πραγματικές ή μιγαδικές τιμές. Η εξίσωση 

(α) εμφανίζεται στη μαθηματική φυσική όταν χρησιμοποιούμε ορθογώνια 

καμπυλόγραμμα συστήματα συντεταγμένων για να λύσουμε προβλήματα συνορι

ακών τιμών της θεωρίας δυναμικού για διάφορους τόπους (π.χ. σφαίρα , 

torus). 0 απλοΰστερος τόπος είναι η σφαίρα από την οποία προέρχεται 

και ο όρος "σφαιρικές αρμονικές" . Στην περίπτωση της σφαίρας χ€(-ι, 
ι) και οι παράμετροι μ και ν είναι μη αρνητικοί ακέραιοι , πράγμα 

που δεν συμβαίνει για πολύπλοκες γεωμετρίες. Στο κεφάλαιο αυτό θα σχο

λιαστούν

i) οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre που βρίσκουν τη μεγαλύτερή 

τους εφαρμογή στην ανάπτυξη συναρτήσεων που ορίζονται στην επιφάνεια 

σφαίρας και

ϋ )  Οι υπεργεωμετρικές συναρτήσεις των οποίων ειδικές περιπτώσεις εί

ναι αρκετές από τις γνωστές συναρτήσεις .

Για τη μελέτη των αντικειμένων αυτού του κεφαλαίου , που είναι 

και σοβαρά και πολύπλοκα, γίνεται σύσταση στον αναγνώστη να ανατρέξει 

στην αναφερόμενη στο κείμενο ειδική βιβλιογραφία.

ft
I
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1, Προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre .

Η προσαρτημένπ διαφορική εξίσωση Legendre (Γ.2 2 ) είναι^

(1) ( ( ΐ - χ 2)γ* ) Τ~(λ + — ^ 5~ )y  = ο
2 1 -χ ζ

οι λύσεις της οποίας λέγονται προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre .Αν 

κάνουμε την αντικατάσταση (βλέπε Butkov (1978), σελ. 373)

(2) y (x ) = ( 1 -χ2)Τη̂ 2u (x ) , ιη>0

( * )  Α π ό  τ ο  Κ ε φ .  Α σ ε λ .  1 8 - 2 1  γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε  ά τ ι  ,  γ ι α  m =0 ,  λ 2= ? - η ( η + 1 ) ,

1 1 = 0 , 1 , 2 , 3 , . . .  ,  η δ ι α φ ο ρ ι κ ή  ε ξ ί σ ω σ η  ( 1 )  έ χ ε ι  μ ε ρ ι κ ή  λ ύ σ η  τ η ν

Μ
( α ) ρη(χ) = Ι (-1)

( 2 n - 2 k ) ! n-2k
k=o 2 n k ! ( n - 2 k ) ! ( n - k ) !

x

ά π ο υ  ο ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  p n ( x )  ε ί ν α ι  γ ν ω σ τ έ ς  σ α ν  π ο λ υ ώ ν υ μ α  τ ο υ  L e g e n d r e  

( Δ . 1 . 3 ) .  Η δ ε ύ τ ε ρ η  μ ε ρ ι κ ή  λ ύ σ η  τ η ς  ε ξ έ σ ω σ η ς  L e g e n d r e  γ ι α  m = 0  ,  η = 0 ,  

1 , 2 , . . .  π α ρ ά γ ε τ α ι  με  α ν ά λ ο γ η  τ η ς  ( α )  δ ι α δ ι κ α σ ί α  ( β λ έ π ε  C o l l i n s  ( 1 9 6 8 ) ,  

σ ε λ .  8 3 - 8 7 )  κ α ι  ε ύ ν α ι

Ν

( 2 k + l ) ( n - k 7  P n - 2k - i i x )  ’ χ β ( - 1 *1 )
(β) Qn(x) = |  P n ( x H n  ^  -  ΐ  ( - l ) n _ 2 k  ( 2 n " 4 k _ 1 )

k=o

ύ π ο υ  N = ( n - l ) / 2  ή ( n - 2 ) / 2  ( ά π ο ι ο ς  α π ύ  τ ο υ ς  δ ύ ο  ε ύ ν α ι  α κ έ ρ α ι ο ς ) .  Ο ι

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  Qn ( x ) > λ έ γ ο ν τ α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  L e g e n d r e  δ ε υ τ έ ρ ο υ  ε ί δ ο υ ς

κ α ι  n - τ ά ζ η ς  ,  ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι  σ π ά ν ι α  σ ε  π ρ ο β λ ή μ α τ α  σ υ ν ο ρ ι α κ ώ ν  τ ι μ ώ ν  κ α ι

ι κ α ν ο π ο ι ο ύ ν  τ ι ς  ύ δ ι ε ς  α ν α γ ω γ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς  μ ε  τ α  π ο λ υ ώ ν υ μ α  ρ η ( χ )  · ρ υ α

τ ι ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  Ρ ( χ )  κ α ι  Q ( χ )  έ χ ο υ μ ε  τ η ν  ι σ ό τ η τ αη η

( γ )  ( P n ( x ) , Q n ( x ) ) = ( - l ) n ( P n ( - x ) , - Q n ( - x ) >  .

\\
\MR \/νJ0)

·;%
31Λ

/
. . . Λ ____ ·
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στην (1) , έχουμε

(3) ( l - x 2)u"-2(m+l)xu, -(X2+in+ni2)u= 0 .

Η λύση της (3) με μορφή σειράς
οο

(4) u(x)= I ckxr+k
k=o

μας οδηγεί στον αναγωγικό τύπο

/ c % k (k -l)+ 2 (m+l)k-t-X2+m(m+l)
( 5 )  Ck + 2 = --------- ( k + l T T k + 2 )  ---------------- ° k  ’ k= °  ‘

Από tnv ανάλυση της (5) γίνεται φανερό ότι η (4) αποκλίνει για |χ|=ΐ 

(βλέπε Burkov (1973), σελ 137) εκτός αν η σειρά έχει πεπερασμένο αρι
θμό όρων , δηλαδή

Η (6) μας δίνει τις πληροφορίες ΐ) η παράμετρος λ2 είναι της μορφής 

-n(n+i) , n>m και ii) η σειρά θα περατώνεται στον (η-πΟ-όρο. Οι 

λύσεις u(x) (πεπερασμένες στα ανώμαλα σημεία χ=±ι ) είναι πολυώνυ

μα του χ .
Για τον προσδιορισμό της u(x) θα θεωρήσουμε τη διαφορική εξίσω' 

ση
(7) ( l - x 2)y"-2xy'+n(n+l)y= Ο

που ικανοποιούν τα πολυώνυμα Ρη(χ) . Αν διαφορίσουμε την (7) m- φο- (*)

( 6 )

k(k-l)+2(m+l)k+X2+ro(m+l) = 0 

=■> λ2 = -(m+kHm+k+l) .

ρές^** θα πάρουμε

(*)
|· (x f(x ) ) = X m f  .



155

( 8 ) (l-x2)( )"-2(τη+1)χ(2-^)', m , mdx dx

dm
+{n(n+l)-2m-m(m-l)}(— —) = 0

j mdx

Από σύγκριση των (3) και (8) βλέπουμε ότι η (8) είναι η διαφορική ε

ξίσωση για την u(x) και κατά συνέπεια

(9) u(x) = C
dmP (χ) η

dxτη

όπου c είναι μία αυθαίρετη σταθερά που εκλέγεται (για κανονικοποίη- 

ση) ίση με τη μονάδα. Η u(x) δεν είναι ανάλογη της dmQn(x)/dxin ε

πειδή η Qn(x) δεν είναι αναλυτική στα σημεία χ=±ι . Η (9) οδηγεί 

στην προσαρτημένη συνάρτηση Legendre πρώτου είδους με τη μορφή

( 10)
dmP (χ)m, s , .  2\in/2 ηΡ ( χ ) = ( 1 - χ ζ ) η dxm ιηβ[θ,η] .

Αν εφαρμόσουμε τον τύπο του Rodrigues για τα πολυώνυμα ρ (χ) (Δ.ι.ι)

θα πάρουμε τον τύπο του Rodrigues για τα πολυώνυμα Pm(x) :
η

η

( 11)
/Λ 2\Πΐ/2 ,n+m

ρ > ) - -  ί ί ? - ?. · .  i — <**-!)”η _π , . π+τη2 η! dx
me [Ο ,η]

Στη διεθνή βιβλιογραφία ορίζονται και οι συναρτήσεις ρ™(χ) για 

αρνητικές τιμές του m , οπότε ο τύπος (11) στη περίπτωση αυτή θα έχει 
τη μορφή

( 12)
/ λ 2 \-m / 2  .n-m

P_~m(x) = --------  (x2 - l ) n ,n 2nn! dxn-m
m6(0,n]

Oi (11) και (12) συνδέονται με τη σχέση

(13) ρ;",χ) = (.αΓ < ^  ρ ; ω  . »Ρ[-η,η] .
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(να αποδειχτεί η (13)).

Μερικές από τα pm(x) είναι :η
P j( x ) = (1 -χ 2 ) ι / 2  , Ρ*(χ) = S x il-x 2) 1^  ,

(14) P2 ( x ) r 3 ( ΐ - χ 2) , Ρ * (χ )= ^  ( 5 χ 2 - 1 ) ( 1 - χ 2 )

P2 ( x ) r 15χ(1-χ2) , Ρ 2( χ ) = 1 5 ( 1 - χ 2 ) 3 / 2  , . . .

Από τον ορισμό των προσαρτημένων συναρτήσεων Legendre , Ρ™(χ) , έχου

με

(15) Ρ®(χ) = Ρη(χ) .

Η νεννήτοια συνάρτηση των ρ™(χ) είναι

(16) w (x ,t) ( 2m )!(l-x 2 ) m / 2  y pm , )t.k 
2mn»!(l-2 x t+ t2 ),n+l/2 "k= 0 k+m

και δεν χρησιμοποιείται συχνά επειδή είναι πολύπλοκη και ακόμα γιατί 

δεν υπάρχει μια άμεση φυσική εφαρμογή της.

Όπως είναι φυσικό , οι συναρτήσεις Ρ ™ ( χ )  ικανοποιούν κάποιες 

αναγωγικές σχέσεις και μάλιστα μεγάλη ποικιλία τέτοιων σχέσεων αφού 

είναι εφοδιασμένες με άνω και κάτω δείκτη > π.χ.

Pm+I(χ)---— — r  Pm+{n(n+l)-m(m-l)}p'""1=0
η α - χ 2)ι/2 η η

(2n+l)xPm =(n+m)Pm +(n-m+l)p“ η η-ι η+ι

(17) (2n+l)(1-x2) * /2P™(x) =n nti m-ι

= ( n + m ) ( n + m - 1 ) Pm~ ] - ( n - m + 1 ) ( n - m + 2 ) P™ 1  n-i n+i

( l-X 2) pn = 2 Pn “  2  ( n+m><n_,n+1' pn *

Η απόδειξη των (17) και άλλων παρόμοιων σχέσεων μπορεί να γίνει με την

. ■* §  . -
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»

αναγωγή τους στις αντίστοιχες σχέσεις που ικανοποιούν τα πολυώνυμα 

Legendre και αντίστροφα. Για παράδειγμα , ας θεωρήσουμε την αναγωγική 
σχέση (Δ .1 .19) ,

(18) (2η+1)Ρ (χ)= ρ ' (χ) - ρ > ( χ ) .η η+ι η - ι

Αν διαφορίσουμε την (18) m-φορές θα πάρουμε

(19)

m ,m
(2n+ l) — -  Ρ (χ)  ζ -------  Ρ’ ( χ ) ------ —  Ρ1 . ( χ )

dxm n dxm m+i dxm n" 1
,in+i ,m+i

dxm+i n+i (x ) -
dxm+i n - i (x)

Αν τώρα πολλαπλασιάσουμε την (19) με (ι-χ2/ τη+1̂ 2 και κάνουμε χρή

ση του ορισμού (10) , θα πάρουμε την (17γ).

Από τον ορισμό (10) και την ισότητα

Ρ ( χ ) = ( - l ) nP ( -χ )  η η

καταλήγουμε στην

(20) Ρ™ (-χ)= ( - l ) n+mPm(x ) .η η

Για χ=±ι , και m>o από τον ορισμό (10) έχουμε ακόμα ότι ,

(21) P j i + D r o  .

Οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre που έχουν τον ίδιο άνω δεί

κτη m και διαφορετικό κάτω δείκτη η είναι μεταξύ τους ορθογώνιες 

γιατί είναι ιδιοτιμές ενός προβλήματος Sturm-Liouville (α. ι  , θεωρ.ΐ), 
δηλαδή

(22 )  ί Ρ™(χ)ρ™, (x )d x  = 0  , γυα min'
-1

0 προσδιορισμός της στάθμης των ρ™(χ) γίνεται με τον ακόλουθο τρόπο:
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(23)
, 1 ι 1 dmP d™P

{p” (x ) )2dx = ( I -* 2)1" n n
L i  - 1

, ID , IDdx dx
dx

- 1

» d01” 1?n d
Li dxid- ι dx {(l-x2)

d”p
,2 n

dxID
} dx .

Αν λάβουμε υπόψη άτι

d“ρ2*m___η 2 \ΠΙ dm+?p
τ ΐ Γ } = (1- χ2)

η d*P

dx dxID+1
- 2m x(l-x2)2 *10-1 n

dxID

και η συνάρτηση dm”1Pn/dxm-i-um i(x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσω

ση

έχουμε

( l - x 2)un -2mxuf +{n(n+l)-(iD-l)m}u = 0 ,m- ι  id—1 m- ι

dmP

(24)

- J - U l - x 2)1” — s r > =  (Χ-χ' Λ ^ Ι Ι - * * ) » "  -2mxu' }dx J  ID ID-1 ID- 1dx
= - ( l - x 2)ra~1tn (n+1) -m(m-1) >u

= -( l-x 2)m ^(n+mMn-iD+l)}

m-i

dM P.

dx'ID-1

H (23) , μετά την (24) , γράφεται

,ν  ( ι
(25) I {P^(x)}2dx= (n-HD)(n-rotl)| {Ρ® 1 (x )}2dx .

-ι Π '- ι

Αν εφαρμόσουμε την (25) m-φορές θα πάρουμε :ί
S* ;··

(26) f  „
-1 -1

Για τις προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre με ίδιο κάτω δείκτη και 
διαφορετικό πάνω δείκτη έχουμε την ακόλουθη σχέση ορθονωνικότητας ,

ύ
r•''4 » '•41, · ^

A, A. ■ ■ mU.

► y · ·" :·„·=,.· ^ r x - -
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(A rfken (1970) σελ. 562).

' _ι

Σχόλιο:

Για χ β ( - ι , ι )  οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre δευτέρου εί- 

δους , q™(x ) , ορίζονται με τον ακόλουθο τρόπο :

και ικανοποιούν αντίστοιχες με τις (17) αναγωγικές σχέσεις.

2, Υπεργεωμετρικές συναρτήσεις.

Η διαφορική εξίσωση

όπου χ είναι πραγματική ή μιγαδική μεταβλητή και α ,β ,γ  είναι παρά
μετροι που μπορούν να πάρουν διάφορες πραγματικές ή μιγαδικές τιμές , 

λέγεται υπεργεωμετρική εξίσωση (hypergeometric equation). Από την (1) 

προκύπτουν , σαν ειδικές περιπτώσεις , πολλές από τις γνωστές διαφο

ρικές εξισώσεις δεύτερης τάξης π.χ. εξίσωση Legendre (α=-η , β=π+ΐ , 
γ = ΐ) .  Η (1) με τη μορφή της Α.2.8Μ· είναι μία εξίσωση της οποίας οι συν
τελεστές είναι αναλυτικές συναρτήσεις για |x|e(o,l) και έχουν το ση

μείο χ=0 σαν απλό πόλο ή κανονικό ανώμαλο σημείο (αυτό έχει εξάρτη

ση από τις τιμές των α,β  και γ ). Από το Κεφ. Α ξέρουμε ότι, η (1) 
έχει μία μερική λύση της μορφής

Q“ (x ) = ( l - x 2)m/2 χ β ( - ι , ΐ )

(1) χ (1 -χ )υ "+ {γ -(α + β + 1 )χ }υ '-α β υ = 0

CO

( 2 )

όπου cfljio και η δυναμοσειρά (2) συγκλίνει για |χ|<ΐ .
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Αν εισάγουμε τη (2) στην (1) > θα έχουμε
οο

(3) I ck(r+k)(r+k-l+y)xr+1<-1-  £ ck(r+k+a)(r+k+8 )xr+k= 0
k=o k=o

Από την (3) παίρνουμε τη δεικτοεξίσωση

(4) c 0r(r-l+ Y ) = 0 

και τον αναγωγικό τύπο

(5) ck(r+k)(r+k-l+Y )-ck_1 (r+ k -l+ a )(r+ k -l+ 3 )=0 , k = l ,2 ,3 , . . .

Από την (4) έχουμε

r  = 0 ή r  r  1 -γ

Αν υποθέσουμε ότι γ/ο, - ι  , - 2 , . . .  και εκλέξουμε γ =ο οι συντελε

στές ck υπολογίζονται από τον αναγωγικό τύπο

( 6 )
c k =

(k-l+ct)(k-H-3)
k ( k - l + y )  k - J

k s l , 2 , 3 , . . .

Αν θέσουμε c gs i  και εισάγουμε τη συντομογραφία

(7) ( λ ) . =  1  ,  ( λ ) .  = X ( X + l ) . . . ( X + k - l )  ,  k s l , 2 , 3 , . . .  ,

η (6) γράφεται

(8)
■ <«ye>k 

ck = — ι π τ π γ
k = 0 y l *··

Για γ*ο, -ι, -2 , ... μια μερική λύση της (1) θα είναι η 

(9) u. = F(a.B-.Ytx) = V . ·;-τ - · ·· χ" . |χ |<1  ,
•  ( a)k(Mk k

u l = F (a,B;Y jx)=  J ν.Γ νΤ  ' x
k s O  K ’ K y , k

όπου η σειρά στο δεξιό μέρος της (9) είναι γνωστή σαν υπεργεωμετρική 

σειρά (hypergeometric series).

Αν εκλέξουμε r s i -γ  και θεωρήσουμε ότι , γ*2 , 3 ,*» ,... θα πάρου-
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με τον αναγωγικό τύπο

ή

( 1 0 )

(k-Y+a)(k-y+B) 
ck -  kCk+1-γ )  ck - i

( l-Y + a )k ( l-Y + g )k 
ck = k! (2-y)k

k r l , 2 , 3 , . . .  

k r O , 1 , 2 , . . .

όπου έχουμε υποθέσει ότι cu=l  .
Η δεύτερη λοιπόν μερική λύση της (9), γ*2,3,4,..., θα είναι

( 11) U
2

Ζ X

-  X

ι - γ “  (l-Y+a>k(l-Y+P)k k

k-ίο Χ

1-YF (l-Y +a , 1-γ+β; 2 -γ ;χ ) , |χ| < 1  , |argx|<Tr .

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται φανερό ότι για χ » ίθ ,- ι ,± 2 ,+ 3 ,... οι 

λύσεις (9) και (10) υπάρχουν συγχρόνως και είναι γραμμικά ανεξάρτητες. 

Η γενική λύση της (1), θα είναι

(12) u = ΑΓία,θ',Υ-,χΙ+Βχ1 ^F( 1 -γ+α ,1 -γ+ β ;2 -γ ;χ ) ,

όπου , [χ I< ι , |argx|<-rr και α , β είναι αυθαίρετες σταθερές.

Παρατήρηση : Αν γ είναι ένας ακέραιος αριθμός η μέθοδος που έ

χει εφαρμοστεί για τη λύση της (1) μας δίνει μόνο μία μερική λύση και 
θα πρέπει , για το λόγο αυτό, να τροποποιήσουμε τη μέθοδο που θα μας 

δώσει τη λύση που θα περικλείει γενικά λογαριθμικούς όρους (βλέπε God- 
d ington (1961) σελ. 123).

Αν κάνουμε αλλαγή των μεταβλητών στην (1) μπορούμε να πάρουμε άλ

λες διαφορικές εξισώσεις των οποίων οι λύσεις μπορούν να εκφραστούν 

σε όρους υπεργεωμετρικών σειρών , π.χ. για x=t2 η (1) γράφεται

(13) t ( l - t z )u t t +2(Y- ·| -  (α+β+ j )  t 2} u , t -'+a3tu= 0

και έχει μερικές λύσεις
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Uj = F (a}e-,Y ;t2) , γ * 0 , - 1 , - 2 , . . .

u2 = ΐ 2_2ΎΓ(1 -γ+ ο ,1 -γ+β',2 - γ ; ΐ 2) , 11!<1»IotrgtI<ir, γ * 2 ,3 ,4 ...

Οι (14) για γ μη ακέραιο είναι γραμμικά ανεξάρτητες αν |t|e(o,i) .

Παράδειγμα 1; Να μελετηθεί με βάση την παραπάνω ανάλυση η εξίσω

ση του Legendre

(1 5 )  ( l - x 2 )u " -2 x u '+ v (v + l)u = Ο ,

όπου ν είναι ένας πραγματικός ή μιγαδικός αριθμός.

Για να προσδιορίσουμε τις συναρτήσεις Legendre, θα ανάγουμε την

(15) σε υπεργεωμετρικη εξίσωση κάνοντας αλλαγές των μεταβλητών. Με την 

αντικατάσταση t= j  (ι-χ) η (15) μετατρέπεται στην

(16) t ( l - t ) u  + ( l-2 t)u , + v (v tl)u rO  

που είναι μία ειδική μορφή της (1) με

a  = -ν  , β ζ  ν+ 1  , γ = 1 ,

ενώ με την αντικατάσταση t=x~z , u=x-v-1u η (15) μετατρέπεται στηνε- 
ξίσωση

(17) t ( i - t ) u , t t +((v+ |) - ( ν +  | ) t ) u , t - (  |  +1 )( I  + 1 ) υ = 0

που αντιστοιχεί στην (1) για

α = 3'Υ= ν+ j

Από τις (16) και (17) παίρνουμε τις δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις 
της (15) , π.χ. από την (16) έχουμε

(18) Uj ζ F (-v ,v + l;l;  ) » |* - ΐ |< 2 ,

όπου Γ(α,β;γ·,χ) είναι η υπεργεωμετρική σειρά (9 ). (Για περισσότερες 

λεπτομέρεις βλέπε Lebedev, 1972 σελ. 165). Η συνάρτηση Uj για ν μη
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αρνητικό ακέραιο ανάγεται οτην ρ (χ) (πολυώνυμα Legendre).

Οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre μπορούν επίσης να εκφρα

στούν με υπεργεωμετρικές σειρές σε μια κατάλληλα περιορισμένη περιο

χή του χ-επιπέδου. Μια ανάπτυξη των ρ™(χ) που ισχύει στην περιοχή 
| χ - ΐ | <2 , ( a r g ( x - l ) |<π , μπορούμε να πάρουμε με m-φορές διαφόριση 

της σειράς (1 8 )( *^ ,

Από τον ορισμό , (9) , της υπεργεωμετρικής συνάρτησης , έχουμε

(19) F (a ,3 ;Y jx )= Ρ(β9α>Υ;χ) , ιδ ιό τη τα  συμμετρίας .

Αν διαφορίσουμε την (9) ως προς χ παίρνουμε

(20) ± τ(α  C T .„) ?  ϊ  <a)^ ' (e>-<« ;;κ
d x  ηα,ρ,γ,χ;-2, ( γ )  ( k - D !  χ  ~ J-  ’ · χ

Κ—1 * *~1k = o (^>k+1k!

αβ
Ύ

οο

ι
kro

( a + 1 ) k ( B + 1 ) k  k

<Y+l>kk! X y  F (a + l,3 + l;Y + l;x ) ,

όπου | χ | < ι  και ( X ) k + i = X ( X + i ) J< .

Μετά από επαναληπτική εφαρμογή της (20) έχουμε

ση (α) (3)
(21) —-  F(a,3}Y;x) =----- y -----F(a+m,3+m;Y+m;x) ,

dx
Ας εισάγουμε τώρα τους συμβολισμούς

π ι = 0 , .

(*)
Ρ ™ ( χ )  = ( l - x 2 ) m / 2  ^  F ( - v , v + l ; l ;  ? ψ )

dx
(l-x 2)n,/2( - l )m

,m

( - ν )  ( v + D
—  F ( m - v , v + m + l ; m + l · ,

( 1 ) .2 m

( l-x 2)m/2r(v ^ .tll F(ln-V, v+m+lj m+1; ^  ). 
2m (m+l)r(v-m+l) 2
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F(o,B;Y;x) = F , F(a±l,B;Y;x) = F(atl)

F(ot,Bil;Y;x) = F(Bil) , Ε(α,β;γί1;χ) = F(yil) ,

όπου οι συναρτήσεις F(aii) , f (8±D και F(y +i ) λέγονται συναφείς 

(contigous) της F συναρτήσεις. Η F και κάθε δύο από τις συναφείς 

της F συναρτήσεις σχετίζονται με αναγωγικές σχέσεις π.χ.

(Y-a-B)F+a(l-x)F(a+l)-(Y-8 )F(B-l)= 0

(23) (Y-a-l)F+aF(a+l)-(Y-l)F(Y-l) = Ο

Y(l-x)F-YF(a-l)+(Y-B)xF(Y+l) = 0 ,

που μπορούν να αποδειχτούν με απλή αντικατάσταση στις (23) της σειράς 

(9). Εκτός από αναγωγικές σχέσεις της μορφής των (23) υπάρχουν παρό

μοιες σχέσεις μεταξύ της συνάρτησης F(a,f}-,Y;x) και κάθε ζεύγους συν

αρτήσεων της μορφής F(a+i.,B+m;Y+n;x), όπου i,m και η είναι αυ

θαίρετοι ακέραιοι αριθμοί (βλέχε Lebedev, 1972 σελ. 243)

Σχόλιο:

Επειδή οι υπεργεωμετρικές συναρτήσεις είναι ενσωματωμένες στους 

σύγχρονους ηλεκτρονικούς υπολογιστές , είναι ανάγκη να γνωρίζουμε την 
έκφραση διαφόρων συναρτήσεων σε όρους υπεργεωμετρικών συναρτήσεων.

Για παράδειγμα, θα αναφέρουμε κάποιες γνωστές συναρτήσεις της μαθημα

τικής ανάλυσης που είναι ειδικές περιπτώσεις της F(a,6 ;Y;x) «*·> που 
αντιστοιχούν σε κατάλληλη εκλογή των παραμέτρων α,β,γ και της ανεξάρ

τητης μεταβλητής χ .
Η f (o ,B;y ;x ) ανάγεται σε πολυώνυμο αν α=ο,-ι,-2 ,ή β=ο,-ι,-2 ,..

π.χ.

(24) F(a,0;Y;x) = 1 , F(a,-25Y;x) * 1-2 Ζ  χ+ χ* .

Από το μετασχηματισμό (Lebedev (1 9 7 2 )σελ. 258-260)

(22)

Λ
4
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(25) F(a,f5;Y;x) = (1 -χ)Ύ-α”^(γ-α,γ-β·,γ·,χ) |arg (l-x ) |<τ

βλέπουμε ότι η F(a,3 sYsx) ανάγεται σε αλγεβρικό πολυώνυμο αν γ-α=ο, 

"1»"2 j . · .  ή γ~3“ 0 $ ΤΙ·Χ· ' 1

F(a,3 ',5;x) = (1 -χ )-α , |a rg ( l-x )  |<ιτ ,

( l - x ) V= F ( - v , l ; l ;x )  , ( l - x ) " 1 / 2» F (l/2 , 1; 1; χ) ,

χΠ= F ( - n , l ; l 5l - x )  , η = 0 ,1 .2 .3 ------

Από την ανάπτυξη σε σειρά

“  xk+1 . .  ”  (1)Α } „ k  
ô ( I - x ) = ~ i  -  x L ( 2 ) ν ι x

k = o  k = o  u ; k K *

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

(27) Λ η(Ι-χ)= -x F (l,l;2 ;x )  , ja r g ( l-x ) | <ir

|χ|<1

Με παρόμοιο τρόπο έχουμε

1 3arctanx = x F ( j ,1 ; ^ 5“Χ2) 9 | a rg ( l± x i |<π

r„ 1  1 3 2 Ν arcsm x = xF(*j  , ^  ; χ ) |a rg ( l ix )  |<ir .

Τα πλήρη ελλειπτικά ολοκληρώματα

fTT/ 2  .
Κ (χ)= 1 (1-Χ28ίη 2φ) '  άφ

'  ηV
Γπ/ 2 ι /£ 

Ε(χ)= (1 -χ 2βίη 2φ) '  άφ

του πρώτου και δεύτερου είδους .αντίστοιχα , όπου χ είναι μιγαδική 
μεταβλητή και |a rg ( i± x ) |<τγ , μπορούν να εκφραστούν σε όρους της υ- 

περγεωμετρικής συνάρτησης. Αν θεωρήσουμε ότι |χ|<ΐ και χρησιμοποιή 

σουμε τη διωνυμική ανάπτυξη, θα πάρουμε
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Με παρόμοιο τρόπο παίρνουμε

(29) E(x)=J F(- | , ; 1 i χ 2) , |o rg (l+ x)|< n  .

3. Συρρέουσα υπεργεωμετρική συνάρτηση.

Η διαφορική εξίσωση

( 1 ) xu"+(Y -x)u '-au= Ο

μπορεί να θεωρηθεί σαν η οριακή περίπτωση της υπεργεωμετρικής εξίσω

σης (2.1) στην οποία το ανώμαλο σημείο χ = ι  έχει μετακινηθεί στο ά

πειρο ενώ τα ανώμαλα σημεία χ=ο,« παραμένουν. Πρέπει να σημειωθεί 

ότι το σημείο χ=<» δεν είναι πια ένα ομαλό ανώμαλο σημείο αλλά ένα 

μη-κανονικό ανώμαλο σημείο^. Η (1) λέγεται συρρέουσα (confluent) 

υπεργεωμετρική εξίσωση.

Η (1) για γ^ο,-ι,-2,... έχει μερική λύση τη συνάρτηση

“  (a) xk
(2) φ (α ,γ ;χ )=  Σ ('v )'~k~  * Μ * ”

k=o 1γν ·

που είναι γνωστή σαν συρρέουσα υπεργεωμετρική συνάρτηση****(confluent

ν * (**) Αν κάνουμε την αντικατάσταση χ-*1 /χ  στην (1) θα δούμε ύτυ στη 
δυαφορυκύ εξύσωση που θα προχύψευ το χ = 0  ε ίνα ι μη-χανονυχύ ανώμαλο 
σημείο.

(**) ^ ^2 ) e^vau μια ακέραια (e n tire )  συνάρτηση και κατά συνέπεια συγ~ 
κλίνει για  ύλες τ ις  πεπερασμένες τιμές της χ .
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hypergeometric function). Αν εισάγουμε τη (2) στην (1) μπορούμε εύκο 

λα να διαπιστώσουμε ότι

χ φ " + ( γ - χ ) φ > - α φ  r

“ k(k-l)(a). , “ (a), k . “ (a). .
I  - 7 ^  xk-V (Y -x) l  xk_1-« I  — 4 U - x

k=, (̂ k k! k^x <*>kk! k=o (V k!

(a ) , °° (a) x

Για να πάρουμε μια δεύτερη^γραμμικά ανεξάρτητη,λύση της (1) θα θεωρή 

σουμε ότι , |argx|<τγ και θα κάνουμε την αντικατάσταση u=xJ Ύυ . Η

(1) παίρνει τότε τη μορφή

(3) χυ"+(γ'-χ)υ, -α ,υ = 0 ,

όπου α'=ι+α-γ, γ'=2-γ. Η (3) θα έχει λύση τη συνάρτηση

(4) ιχ = u2 β χ Ι_γφ(1 +α-γ,2 -γ ;χ )  .

Για γ*ο,ίι,±2,... οι λύσεις (2) και (4) συνυπάρχουν και είναι γραμ

μικά ανεξάρτητες, οπότε η γενική λύση της (1) θα είναι

(5) u= Αφ(α,γ*χ)+Βχ1_Ύφ(1+α—γ,2-γ·,χ) .

Από τις (2) και (4) ορίζεται η συρρέουσα υπερνεωμετρική συνάρτηση δεύ

τερου είδους,

(6 ) Ψ(α,Β;χ) = φ (α ,γ;χ)+  χ 1_γφ(1 + α-γ ,2 -γ ;χ )

γ *  0 , ί ΐ , ± 2 , . . .  |argx|<xr .

Από τον ορισμό της φ(α,γ;χ) προκύπτουν οι ταυτότητες

d a .^  φ (α ,γ ;χ) = -  φ(α+1 ,γ + ΐ;χ )
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(α)

dxτη
φ (α ,γ ;χ ) φ(α+τη,γ+ιη;χ) τη«1,2*3,,

(d)

και οι αναγωγικές σχέσεις

(γ-α-1)φ+αφ(α+1)-(γ-1)Φ(Ύ~1)= Ο

γφ-γφ(α-ΐ)-χφ(γ+1)» Ο 

(α-1+χ)φ+(γ-α)φ(α-1)-(Ύ -1)φ(γ-1)= Ο

γ(α+χ)φ-αγφ(α+1)-(γ-α)χΦ(Υ+1) * ° 

(γ-α)φ(α-1)+(2α-γ+χ)Φ-αφ(“+ ΐ ) = Ο 

γ(γ-ΐ)φ(γ-1)-γ(γ-ΐ+χ)Φ +(Υ -α)χφ(α+1)» ο

που σχετίζουν την φ(α,γ»χ) Με δύο από τις συναφείς της συναρτήσεις 

φ (α ίι)= φ (α ΐΐ,γ * χ ) και φ (γ ± ΐ)ξ φ (α ,γ ίΐ |Χ) .
Η συνάρτηση Ψ(α,γ-,χ) έχει αντίστοιχες ιδιότητες ρε εκείνες της 

φ (α,γ5χ) . Για παράδειγμα , η Ϋ ικανοποιεί τις ταυτότητες

^  Ψ(α,γ·,χ) = -αΨ(α+1 ,γ + ΐ;χ )

Ψ(α,γ·,χ) * ( - l ) m(a ) Ψ(α+π»,γ+ιη*χ)
dxm

και τις αναγωγικές σχέσεις

Ψ-αΊ'(α+1)-'Ρ(Ύ-ΐ) = Ο 

(γ-αίΨ +Υ ία-ΐί-χΨ ίγ+ΐ) = 0  

(α -1 +χ)Ψ-Ϋ(α-ΐ)+(α-γ+ΐ)'ί,( γ - 1 ) = Ο 

(α+χ)Ψ+α(Ύ”®“1)'^®',' ^ ”χ'^Υ+^  “ ® 

ψ(α_1)_(2α-γ+χ)Η,+α(α-Υ+1 )Υ(α+1) = Ο 

(γ_0 _1 )ψ (γ-1 ) - ( γ - 1 +χ)Υ+χΨ(γ+1 ) = 0

(10)

ιπβ1 |2 |3  $ <
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όπου

ψ = ψ(α,γ, }χ) , Ψ(αίΐ) Ξψ(α±1,γ·,χ) , 

ψ(γ±1) = Ψ(α,γ±1;χ) .

Όπως συμβαίνει νια την υπερνεωμετρική συνάρτηση F ( a , 3 ; y , x )  ,

πολλές από τις γνωστές συναρτήσεις της μαθηματικής ανάλυσης μπορούν 

να εκφραστούν σε όρους των φ(α,γ·,χ) και Ψ(α,γ;χ) και αντιστοιχούν 

σε κατάλληλη εκλογή των παραμέτρων α ,γ  και της ανεξάρτητης μεταβλη
τής χ , π.χ.

ί) Στοιχειώδεις συναρτήσεις

k
φ(α ,α ;χ) = £-£■}■ 

k=o
= eχ

οο k
( 1 1 ) φ(1 , 2 ;χ)= I χ

(k+Ι)! ° χ

φ (-2 , 1 ; χ ) = 1 - 2 χ+ ~  χ 2

11) Συνάρτηση σφάλματος

( i y - * = > k

= χφ(|· , |·  ; - χ 2)

ίϋ) Ολοκληρώματα Fresnel

2
■)}', c(x)= ΓCOS H i  d t2

(1 3 ) ο

1  3, Tfix2
2 · 2 5 ~ 2 ~

\i\
Aj

V7̂
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iv) Εκθετικό ολοκλήρωμα.

(°° - t
(14) Ei(-x)r- Ζ— - dts-e-’S'U.lix) ,

'χ

Ei(x)= -βχΨ(1,1;-χ) ,

Για τπν απόδειξη των (14) χρειάζεται η ολοκληρωτική αναπαράσταση της 
συνάρτησης ψ που δεν σχολιάστηκε σαυτή την παράγραφο,(βλέ«ε Lebedev

(1972), σελ. 266-268) .

ν) Πολυώνυμα Hermlte και Laguerre.

H2n(x) = (-l)n φ(-η, J  ; χ2 )

(1δ) H2n+i(x) = (-l)n 2χφ(-π, |  ;χ2 )

η (0t+1)n
La(x) = ---;—  φ(-η,α+1; χ ) .Ώ ΤΙ ·

| argx | <ir 

|arg(-x)|<ir

Παράδειγμά : Να μελετηθεί η διαφορική εξίσωση

(16) u"+(2v+l-x2)u * ο ,

όπου η ανεξάρτητη μεταβλητή χ μπορεί να είναι πραγματική ή μιγαδική 

όπως επίσης και η παράμετρος ν .
Αν κάνουμε την αντικατάσταση

(17) u = e"x2/* u

η (16) παίρνει τη μορφή 

(1«j) υ"-2χυ'+2νυ = Ο .

Η (18) για v=n (η=0 ,ι,2 ,...) είναι η (Δ.5.1), δηλαδή η εξίσωση που

I
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ικανοποιούν τα πολυώνυμα του Hermite. Για ν αυθαίρετο τις λύσεις 

της (13) είναι φυσικό να τις λέμε συναρτήσεις Hermite. Αν κάνουμε το 

μετασχηματισμό t=x2 η (13) θα πάρει τη μορφή

(19) tu»tt+(f  _t)u»t+ f  υ= 0 

που είναι μια ειδική μορφή της (1) με

Η λύση λοιπόν της (19), θα είναι

( 20)

ή

D = Αψ( -  J  , |  ; t ) + B / t  φ (— · , |  j t  )

(21) υ = Αφ(- ~  , i  ;χ ζ )+Βχφ(1ΐ1 , |- ;£2) .

Αν εκλέξουμε τις σταθερές α και Β να είναι

,ν
Α 2 Γ(1/2)

'  η ψ  )
2 ν Γ ( - 1 / 2 )  

Γ (  -  J )
Β =

η (21) γράφεται 

(22) υ = Ην ( χ )  = 2νΓ(1/2)

Γ ( ^ )

2νΓ(-1/2) 

Γ(- J)

1
2

Η συνάρτηση (22) λέγεται συνάρτηση του Hermite ν-βαθμού. Για ν=η 
(η=ο,ι,2,...) η Η^ίχ) ανάγεται στις (15 α,3). Για ν=ο,± ι,± 2 , . . .  η 
γενική λύση της (18) μπορεί να εκφραστεί σε όρους των συναρτήσεων Her 

mite. Επειδή για χ->·-χ η (18) δεν αλλάζει , η συνάρτηση υ2 =Ην (-χ )  
θα είναι επίσης λύση της και θα έχουμε
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(23) «ίυ,.υ,}- Cex
2

όπου c είναι μια σταθερά. Αν λάβουμε υπόψη ότι

H y(o)= 2νΓ(-1/2)

τότε

(25)

και η (23) γράφεται

(26)

Από την (26) παίρνουμε την πληροφορία ότι για νέθ,ι,2,... οι λύσεις 

η (χ) και Ην (-χ )  είναι γραμμικά ανεξάρτητες και η γενική λύση της 

(13) θα είναι

(27) U = Cl Hv(x)+C2 Ην(-χ) .

Για v=n (η = ο ,ι,2 , . . . )  θα έχουμε μ= ο και οι συναρτήσεις Ηγ(χ) 

και Hy(-x ) είναι γραμμικά εξαρτημένες

(23) Ηη(-χ > = ( - ΐ ) “Ηη(χ) .

ί|. Εφαρμογή των προοαρτημένων συναρτήσεων Legendre.

Οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre έχουν την πιο μεγάλη τους 

εφαρμογή στην ανάπτυξη σε σειρά μιας συνάρτησης που ορίζεται στην επι

φάνεια σφαίρας.

Ας θεωρήσουμε την εξίσωση του Helmholtz (r.1.7)

V2Fk+k2Fk = 0( 1 ) 9
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όπου η Fk (ιδιοσυνάρτηση) αντιστοιχεί, στη συχνότητα w = k c.

Αν εισάγουμε στην (1) την

(2) Fk (i>,0,<J>) =R(r)Y(0,<}>)

θα πάρουμε (χωρισμός των μεταβλητών)

(3) ( r 2R,r ) , r +{k2r 2+X}R=0 

και

(4) — ίτΚ sin6Y — i—  Υ ,..+λΥ  = 0 .Sin9 ’θ *θ . 2η ΦΦs in  θ Τ

Η ιδιοτιμή X θα προσδιοριστεί από την (4). Στην κάθε ιδιοτιμή λ 

θα αντιστοιχεί , αν δεν υπάρχει εκφυλισμός ( d e g e n e r a c y ) μία ιδιο- 

συνάρτηση γ^ίθ,ψ) . Η συνάρτηση λοιπόν Fk μπορεί να εκφραστεί με τη 

σειρά

(5) Fk ( r , e , * ) =  I οχΠλ (Γ)Υχ (θ ,φ ) ,
λ

όπου ο δείκτης λ έχει συμβολικό χαρακτήρα αφού ακόμα δεν έχει διερευ- 

νηθεί η δομή του φάσματος των λ (διακεκριμένο ή συνεχές και αν υπάρ

χει εκφυλισμός).

Για τον προσδιορισμό των τιμών της λ εισάγουμε στην (4) λύση 

της μορφής

(6) Υ(θ,φ) =Θ(θ)Φ(φ) 

και παίρνουμε τις εξισώσεις

<7> % f V  = °
λ

(8) (sin6*0,g)+{-Xsin0+ = 0

(*) ε χ φ υ λ υ σ μ ό  λ έ μ ε  ό τ υ  έ χ ο υ μ ε  α ν  κ ά π ο υ ε ς  α π ό  τ υ ς  υ δ υ ο τ ο μ έ ς  α ν τ υ σ τ ο υ -

χ ο υ ν  σ ε  π ε ρ υ σ σ ό τ ε ρ ε ς  α π ό  μ έ α  υ δ υ ο σ υ ν α ρ τ η σ ε υ ς .
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που έχουν συζητηθεί στο Κεφ.Γ. 

Από την (7) έχουμε

λ .=—m2

7 . ' 1 ' ·̂ ,Ρι
- , r '  r- I!

• 7 ·:··■· -··**. ■·· P** ̂ W ?  ··
ii)sO yl ,2 J · · ·

και

Φ„(φ) = 1  γ ια m sO

, ^\fjy
■■ ψ ί ξ  ' * && ,7"$Γ

(9)

Φ„(Φ)={Ί sinmj Yta **°
’t y ' k

m

Οι συναρτήσεις (9) είναι μεταξύ τους ορθογώνιες με στάθμες

Γ2ττ

ί*·ν!£ϊί.

·. f  ' .

( 10)
ν'.ί.:·7^4Μ ·Λ,

.  ·· rr.:^  „■»■■.■.·}*■

II Φ0(φ)|Γ= Γ ”{Φ0(φ)}2άφ » 2ΤΤ
' ο

'll ®mW H =  Γ 1Γ{ΦΙ»(Φ)}2άφ = ιτ
\  .... , :

Οι ορθοκανονικές συναρτήσεις που παίρνονται από τις (10) είναι
. -\i. ··>

Φ0(Φ )= -^
V2tt

για IDsO vj ;

( 11) ι(+)m

m

( φ )= -^ cosm<{)
/ Γ -

( φ ) = — sinm<J>
/τΓ

για ιΜΟ

όπου τα σύμβολα + και - δηλώνουν άρτια ή περιττή συνάρτηση ως προς 

την εναλλαγή φ ·*-*-φ , αντίστοιχα .
Από την παρ.1 είναι γνωστό ότι το φάσμα των λ στην εξίσωση (3) 

είναι διακεκριμένο, δηλαδή ,

* *· V: ? *

και

X s •“TiCri'i' 1) y n«0 yly2 y»· *n>in

οι λύσεις της είναι οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre P^(cos6 )

voi' ν'ο.

%.

-,V

4
1  ...

^  V* .·.■■■·■ , . ‘ \  . Ί - ** ♦ ’»->-- *· . ■*■■·.- - · 7ί·,"·>··· *J*J? 'V ̂  C**·fi'> , ' ·.·/.; •ir'KV· . '*f;* ^  ,ξ- ■ j ; ,.'*·■. ’ . · , * «>'* ,,-ί'/, -' ’.̂ 3 ̂  ' =̂ ' ; "ί* ·-
" *- * & ιί—  ·; >. ....
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που ικανοποιούν τη σχέση ορθογωνικότητας (1.26). 

Αν εισάγουμε τις συναρτήσεις

« 2) e"<cose) = { -2 § ϋ  £ ^ ) , / ! Λ - β >  ,

θα έχουμε 

(13)
π

(0 m(c o s 0) s in 0 d 0 nο

_ 2n+l (n -m )! 
2 (n+m)! f (Pin(x )} 2dx= 1

U n
9

δηλαδή το σύστημα των συναρτήσεων 0™(cos0) είναι ορθοκανονικό.

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται φανερό ότι η διαφορική εξίσωση

(4) έχει ιδιοτιμές

λ - -η (η + 1 )  , η = 0 ,1 ,2 , . . .

που είναι εκφυλισμένες (εκτός αν η=ο ) , γιατί για κάθε τιμή του η 

έχουμε τις ιδιοσυναρτήσεις

Θ ® (ο ο ε φ )Φ 0 ( φ )

Θ1 (ο ο 3 θ )Φ ^  + \ φ )  χαυ Θ 1 ( ο ο 30)Φ^ ^ ( φ )
(14) n - n 1

Θη ( ο ο 3 θ ) Φ ( + ) ( φ )  καυ Θη (οο3φ)Φ ^ ^ ( φ )  ,n η η π

δηλαδή σε κάθε τιμή του η αντιστοιχούν (2η+ΐ) διαφορετικές ιδιο- 

συναρτήσεις και κατά συνέπεια έχουμε (2η+ι)-πολλαπλότπτα εκφυλισμού. 

Οι βασικές λύσεις τηζ (4) θα είναι

Yn()(0  9φ ) = Θ® ( ο ° δφ )Φ0 ( φ )  , γυα  mrO

Υ™ )(θ ’Φ)=Θη(003Φ)φί + )(Φ)
γυα ιη^Ο

Υί _ ) ( φ , θ )  =ΘΙ,’ ( ο ο 8 φ ) φ ί ι“ ) ( φ )  .ητη Ύ 9 η τη

Οι λύσεις (15) λέγονται σφαιρικές αρμονικές (spherical harmonics).
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Αν εισάγουμε τις (15) στην (5) έχουμε

® n
(16) F (Γ,θ ,φ ) = I  R (r){ c  βΥ ( θ , φ ) +  I  ο ^ Υ ^ ί β , φ )  * ^ . π no no nm nmn=o

+ l  c ( - ) Y(_ )(0 ^ )}  _ . nm nm 9Ύ m=i

msi

Αν μια συνάρτηση Πθ,φ) ορίζεται στην επιφάνεια μιας σφαίρας και ι

κανοποιεί συνθήκες παρόμοιες εκείνων που απαιτούνται για την ανάπτυξη 

μιας συνάρτησης σε γενικευμένη σειρά Fourier π.χ. Fourler-Bessel , τό

τε αυτή μπορεί να αναπτυχθεί στη σειρά

(17)

όπου

(18)

00

« * .♦ > -  I  {ο Υ (θ,φ)+ I  ( ο ^ ν ^ ί θ , φ Η ο ^ ν ^ ί θ , φ ) ) }  
η=ο m=i nm nm nm nm

, - r  i.
2π

- . . ί(θ,φ)Υ  (θ,φ^ίηθάθάφ ,no I i noo 'o

,<*>'nm
Ttr 2π

■ u
ί (θ ,φ )Υ ^ ) (θ ,φ)3ίηθ<1θ<1φ

για

γυα

m=0

m̂ O

0969lil6Q9Q: Ο συντελεστής sin9 οφείλεται στο ότι dft s  βΐηθάθάφ, 
όπου dfi συμβολίζει το διαφορικό της στερεός γωνίας (dil = ds / r 2 =
= r 2sinθdθdφ/Γ2).

Στη κβαντομηχανική οι λύσεις.της διαφορικής εξίσωσης

Φ»,μ> 2Φ=0

λαμβάνονται με τη μορφή

(19)

Οι (19)

( 20)

β-ίπ>Φ

ικανοποιούν τη σχέση ορθογωνικότητας

;ο Jo

7

*
ϊ}
.Μ

.. 
- 

...
...

...
...

...
...

..
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

__
__

__
__

__
_

 „
·ιι
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Οι ορθοκανονικές συναρτήσεις που αντιστοιχούν στις (19) ε(ναι

(21) Φ ( φ ) = —  θίπιφ 1
/2 τγ

β-ίπ.φ

Οι σφαιρικές αρμονικές στην περίπτωση αυτή θα έχουν τη μορφή *

(2 2 ) Υη><β,φ) » { P™(cose)eimfl

και το πλήρες ολοκλήρωμα της ορθογωνικότητας θα είναι

(23)
rir

ο

2ΤΓ
Υ Υ* είηθδθδφ = δ δ

0 n imi n2n 2 n !n2 n,im2
9

όπου (*) συμβολίζει τη μιγαδική συζυγή συνάρτηση.

Σε προβλήματα της φυσικής π.χ. κατασκευή της συνάρτησης Green 

(στον τριδιάστατο χώρο)της εξίσωσης του Laplace σε σφαιρικές συντε

ταγμένες , είναι ανάγκη να γνωρίζουμε το θεώρημα άθροισης των σφαιρι

κών αρμονικών. Αν έχουμε δύο διανύσματα που ορίζονται από τα ζεύγη των 

γωνιών »Φ1) και (02»Φ2) και σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία γ , 
τότε

(24) p„<~*r>=3kr Σ < - ι > * Ο β . . ν ν β.·*.>m=-n

( * )  Σ τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  μ έ λ ο ς  τ η ς  ( 2 2 )  o t  C o n d o n - S h o r t l e y  έ χ ο υ ν  ε υ σ α γ ε μ  τ ο

συντελστή ( - l ) m{.........} ρ'η(θ ,φ )β1ιη<*> (συντελεστή φάσης -phase fac to r) .η
Μ ε ρ ι κ έ ς  α π ό  τ μ ς  σ φ α υ ρ υ κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ,  π ο υ  π ε ρ υ χ λ ε ύ ο υ ν  τ ο  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή  

( - 1 )  ,  ε υ ν α υ  :

Υ ( θ , φ ) =  —  , Υ ( θ , φ )  = ~ / Ί =  s i n 0 e 1<f> ,  Υ ( θ , φ ) = / ^ ο ο ε θ
οο ^  η  Ηπ >°

Υ21(θ ’Φ) = - ’̂ 3δ1ηθεθ8θβίΦ ’ 3- η2θ*2ΐΦ ·

Υ 2 # ( θ , φ )  ( |  c o s 2 0 -  \ )  ,  χ . τ . λ .
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όπου Υ* =Υ , . , (βλέπε Arfken (1970) , σελ. 581-58**).ran n(-m)

Παράδειγμα 1 : θα αναζητήσουμε τις λύσεις της εξίσωσης Laplace 

σε σφαιρικές συντεταγμένες

(25) V2u = 0 , r e [0 ,“ ) , θβ[θ,π] , φ6(-π,π]

που είναι φραγμένες στο κέντρο της σφαίρας. Η εξίσωση του Helmholtz 

για k=o ανάγεται στην (25) και κατά συνέπεια από τις (1-4) παίρνου

με

(26) (r 2R,r ) ,r -n(n+l)R =0 -

(27> iiW  <**»«.«>V  - γ γ : ϊ ·φφ-”'« « ) ϊ · 0 ·S1D ν

Η γενική λύση της (26) (εξ.ΕιιΙβΓ) είναι 

(23) R ( r ) » Cjrn+c2r  η 1

Η λύση της (25) θα προκύψει από την (16), δηλαδή , 

(29) „ ( γ , 0 ,Φ) .  I I ) » „ . ( « ,♦ )  .
n m

ΥλΊ Γ #

-- ·Γ-  ̂· ' ·τ. ■1- .' - .ν;

... 'φ.·:·
. ·ν

’ ‘ώΉ ;

Για να είναι η λύση της (25) φραγμένη στο γ = ο  πρέπει c2=o και η 

(29) παίρνει τη μορφή

(30) « ( Γ ,Θ ,Φ Μ Σ  AranrnYran(8 ^ )  ·
n m

Παράδειγμα 2. Στο εσωτερικό μιας σφαιρικής κοιλότητας ακτίνας 

r=a γεννιούνται ηχητικά κύματα (sound waves) και θέλουμε να μελετή

σουμε τα στάσιμα κύματα και τις συχνότητές τους.

Η περιγραφή του προβλήματος σε όρους του δυναμικού znc ταχύτητας 

ΰ=-νφ είναι

(31) ν2φ- —  Φ =0
C*

s Ο 
r s a

Γ ·* ,· τ  ·'
ϊύ·-*·· ■■ ■■■ ~ *.

&
>Λ
• >
"X

Φ  ·'
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θα αναζητήσουμε λύσεις της μορφής

(32) 0k ( i? ;t)  = Fk ( r )e  ιω ΐ , u> = kc , 

οπότε η περιγραφή του προβλήματος θα είναι

(33) V * V * ,Fk = 0 · rk.rl.«-0 ·

Η λύση της (33) δίνεται από την (16), όπου η R ( r )  ικανοποιεί την 
ακτινική διαφορική εξίσωση (3 η Γ .ι .2 4 )

(34) (r2Rnir),r)+{k2r2-n(n+l)}R= 0 , η= 0 ,1 ,2 ,...

Η λύση της (34) είναι

(35)- "Rn(r> = Anjn(kr)+B n (kr) .

Επειδή η σφαιρική συνάρτηση Neumann , n ( k r )  , δεν είναι πεπερασμένηη
στο r=o θα πρέπει Βη=ο . Οι τιμές της k προσδιορίζονται από τη 
συνοριακή συνθήκη

(36) ( j  ( k r ) ) ,  I =ο . n r ' r ^ a

Από τις ρίζες της (36), υπάρχουν σε πίνακες, προσδιορίζονται οι συχνό 

τητες των στάσιμων κυμάτων στο εσωτερικό της σφαιρικής κοιλότητας , 
π.χ. οι ρίζες της

(37) (jn(-ira),a- ο 

είναι

η 0 1 2 0 3 ■

1 1 1 1 2 1

° w 0 0.6626 1.0638 1.4303 1.4369
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και οι αντίστοιχες συχνότητες

(38) ωηί.
οπαη*.

α

Η λύση λοιπόν του προβλήματος θα είναι

(39) Φ ( γ ; Τ )  = Γ Σ Σ Dfcnmjn(kr)Ynm(0’,,,)e":l“t
Ι π κ

όπου οι συντελεστές προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες

του προβλήματος.

Προβλήματα

1. Να αποδειχτεί ότι

’> >  * tS S tt ί< « >

5$

Ρ1 (0) = ο2Π

Ρ* (0) = (" 1>η = (-1)" (? 2 η Τ ^2Π+1 (2nn !)2 v2n;::

Pm(cos0) = ( 2 n - l) !Σ sin0n , n = 0 , 1 , 2 , . . .  n

όπου

2n(2n-2).. . ·6·*»·2 = (2η)ί! 

(2 n + l)(2 n -l) .. . ·5 ·3 ·1 = (2n+l)!!

2. Να αποδειχτεί ότι

s in 6 P1 (cos6 ) = Ρ1 (cos9) n n

3· Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

ΓπI s in 20P^(cos0)d0 ·

’ . *1
; 1 ύ

.Af’ 111 . Μ·’ ·.,··

Μ /. ■
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4. Να αποδειχτεί ότι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης 

φ(α,γ;χ) είναι

£(φ (ο ,γ ;χ))= ·| F (a5l ; y ; ^ )  .

5. Να αποδειχτεί ότι

Γ ( α + β + | ) Γ ( | )  -
F(2ot,23;ct+e+ ·= · ;£ )  = --------- ^-=--------f  , α + β + ±  i Ο, - 1 , - 2, . . .

 ̂ Γ ( α + ± )  Γ (3 + | )·

Γ(1+α-β)Γ(|·)
F(a,3 ;l+ot-B ;-l) = 2 “ ----------— 4 j— — , 1+α-β t  0 , - 1 , - 2 , . . .

Γ (1 -β + | ·)Γ (±  + | )

6. Να αποδειχτεί ότι η γενική λύση της εξίσωσης Laplace V2u = o  σε 

σφριρικές συντεταγμένες που ισχύει για το εσωτερικό της σφαίρας 

(r<.a) μπορεί να εκφραστεί με τη μορφή

οο π

u(r,<j>90) = 7  Υ (Α οοειηφ+Β sinnujOrP (cos0) .Υ9 L L nm Y nm γ nn=o m=o
α) Αν υποθέσουμε ότι δίνεται η συνοριακή συνθήκη ιι(α,φ’,θ) =

f(θ,φ) να βρεθούν οι εκφράσεις για τους συντελεστές α και Βnm nm
3) Ποια είναι η αντίστοιχη λύση για r > a  ; 7

7. Στο παράδειγμα 2 της παρ. 4 να συζητηθεί το πρόβλημα του εκφυλι 
σμού των τρόπων ταλάντωσης της σφαιρικής κοιλότητας.
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μη - κανονικό ανώμαλο 33

στάθμη 3

συνημίτονο ολοκλήρωμα 37,56

συνοριακών τιμών πρόβλημα 7

συντελεστής φάσης 177

συρρέουσα υπεργεωμετρική εξίσωση 166

συνάρτηση 166,167

σφαιρικές αρμονικές 175,176

ορθογωνικότητα 177

σφάλμα μέσο τετραγωνικό 5

σφάλματος συνάρτηση 37,49,61,169

συμπληρωματική 51

Sturm- Liouvilie πρόβλημα 7

Ταλαντώσεις κυκλικής μεβράνης 115
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