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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ

Το β ιβ λ ίο  αυτό  γράφτηκε με σκοπό να  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί σαν δ ιδ α ­
κ τ ικ ό  β ιβ λ ίο  γ ια  το  μάθημα "Σύνολα κ α ι Α ρ ιθ μ ο ί" , του  1°-^ εξαμήνου 
του Π αιδαγω γικού Τμήματος Δ ημ οτικής Ε κπα ίδευσ η ς το υ  Π ανεπ ισ τήμ ιου  
Ιω αννίνω ν.

Ε πειδή  το  παραπάνω μάθημα ε ί ν α ι  ε ισ α γ ω γ ικ ό , το  β ιβ λ ίο  αυτό  
π ε ρ ιέ χ ε ι  τ ι ς  ε λ ά χ ισ τ ε ς  από ε κ ε ίν ε ς  τ ι ς  μ α θ η μ α τ ικ ές  έ ν ν ο ι ε ς ,  που 
π ρ έπ ε ι να  αποτελούν την α φ ετη ρ ία  κ α θ ενό ς  που θ έ λ ε ι  ν 'α σ χ ο λ η θ ε ί ,  
λ ιγ ό τε ρ ο  ή π ερ ισ σ ό τερ ο  σ υσ τη μ α τικ ά , με τη μ α θημ ατική  γνώ ση. Τ έτο ιε ς  
έ ν ν ο ιε ς  ε ί ν α ι  η έ ν ν ο ια  του  σ υνόλου , τη ς  σ χ έσ η ς , τη ς  συνάρτησης 
κ α ι τη ς  ισ χύ ο ς  των συνόλω ν. Ε ίν α ι  κ ο ιν ή  παραδοχή ό τ ι  ο ι  έ ν ν ο ιε ς  
α υ τέ ς  π α ίζο υ ν  θ εμ ελ ια κ ό  ρόλο στη σύγχρονη μ α θημ ατική  π α ιδ ε ία .

Εκτός των παραπάνω α ν τ ικ ε ιμ έ ν ω ν  κ α ι δ εδο μ ένο υ  το υ  σκοπού του 
β ιβ λ ίο υ ,  αυτό  π ε ρ ιέ χ ε ι  κ α ι ένα  κεφ ά λα ιο  που α ν α φ έρ ετα ι στα  συστή­
ματα αρ ίθμησης κ α ι τ ι ς  α ρ ιθ μ η τ ικ έ ς  π ρ ά ξ ε ις ,  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο ,  που από 
μόνο του έ χ ε ι  τ ε ρ ά σ τ ιο  ενδ ια φ έρ ο ν  γ ια  το ν  πα ιδαγω γό  τη ς  Δ ημοτικής 
Ε κ π α ίδευσ η ς.

Το παρόν β ιβ λ ίο  ε ί ν α ι  καρπός δ ίχ ρ ο ν η ς  δ ιδ α κ τ ικ ή ς  ε μ π ε ιρ ία ς  
στο Π αιδαγω γικό Τμήμα Δ ημ οτικής Ε κπα ίδευσ η ς το υ  Π α νεπ ισ τη μ ίο υ  Ι ­
ω αννίνω ν. Με γνώμονα την ε μ π ε ιρ ία  α υ τή , καταβλήθηκε π ρ ο σ π ά θε ια  να 
δοθούν ο ι  παραπάνω έ ν ν ο ιε ς  με α πλότη τα  χω ρ ίς  αυτό  ν 'α π ο β α ίν ε ι  σε 
βάρος τη ς  μ α θημ ατικής α υ σ τη ρ ό τη τα ς .

Θεωρώ υποχρέωσή μου να  ευχαριστήσω  το υ ς  συναδέλφ ους κ .κ .  Γε­
ώ ργ ιο  Καρακώστα κ α ι Χρυσόστομο Πέταλά γ ια  τ ι ς  εύ σ το χ ε ς  παρατηρή­
σ ε ι ς  το υ ς  στην τ ε λ ικ ή  διαμόρφωση του  β ιβ λ ίο υ  καθώς κ α ι την  Παρα- 
σ κ ευ ά σ τρ ια  κ . Αγνή Παπαβρανούση γ ια  την  π ρ ο σ εκ τ ικ ή  δακτυλογράφ η­
ση του  κ ε ιμ έ ν ο υ .

Μ άρτιος 1987 Π αναγ. Χρ. Τσαμάτος
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1. Λ Ο Γ Ι Κ Ε Σ  Π Ρ Ο Τ Α Σ Ε Ι Σ .

Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Α Κ Ο Σ  Λ Ο Γ Ι Σ Μ Ο Σ

Λ . Η έ ν ν ο ι α  τ  η £ λ ο γ ι χ ή  ς π ρ ό τ α σ η ς

Με τον όρο λ ο γ ικ ή  πρόταση ή κ α ι απλά πρόταση σ τα  Μ αθηματικά 
ννοούμε μ ια  έκφραση με π λή ρ ες νόημα που ε π ιδ έ χ ε τ α ι  ένα  μόνο από 
ους χα ρα κτηρ ισ μ ούς *Οληθή£ ή ψ ευ δ ή ς . Έ τ σ ι ,  π . χ .  , ο ι  ε κ φ ρ ά σ ε ις : 

"τα  Ιω ά νν ιν α  ε ί ν α ι  πρωτεύσουσα τη ς  Η π ε ίρ ο υ ” 
α ι

"ο α ρ ιθ μ ό ς  7 ε ί ν α ι  πολλα πλάσ ιο  του  α ρ ιθ μ ο ύ  3" 
ίν α ι  λ ο γ ικ έ ς  π ρ ο τά σ ε ις  κ α ι μ ά λ ισ τα  η πρώτη αληθής κ α ι η δεύτερη  
ιευδής. Α ν τ ίθ ετα  η έκφραση:

"η κλασσική μουσική ε ί ν α ι  το  π ιο  ε υ χ ά ρ ισ το  ε ίδ ο ς  μ ο υ σ ικ ή ς"  
αν κ α ι ε ί ν α ι  πρόταση σύμφωνα με το  Σ υ ν τα κ τ ικ ό ) , δ εν  ε ί ν α ι  λ ο γ ι -  
:ή πρόταση αφού δεν  ε ίν α ι  σ ίγ ο υ ρ α  α λη θές ο ύ τε  ψ ευ δές γ ια  όλους 
ους ανθρώπους αυτό  που ε κ φ ρ ά ζ ε ι.

.2 . Λ ο γ ι κ ο ί  σ ύ ν δ ε σ μ ο  ι . Π ρ ο τ α σ ι α κ ό ς  λ ο γ  ι σ μ ό ς

Αν σε κ ά π ο ια  πρόταση προτα χθεί κ ά π ο ιο ς  λ ε κ τ ικ ό ς  σ ύνδεσ μ ος ή 
tv συνδέσομε με κάπο ιο  λ ε κ τ ικ ό  σύνδεσμο δυό π ρ ο τ ά σ ε ις ,  π ρ ο κ ύ π τε ι 
ι ια  κ α ιν ο ύ ρ γ ια  πρόταση. Έ τ σ ι ,  π . χ .  από τ ι ς  π ρ ο τ ά σ ε ις r "ο α ρ ιθ μ ό ς  
J ε ί ν α ι  πρώ τος α ρ ιθ μ ό ς"  κ α ι "ο α ρ ιθ μ ό ς  7 ε ί ν α ι  ά ρ τ ιο ς  α ρ ιθ μ ό ς " , 
ιε την προσθήκη του  δ ια ζ ε υ κ τ ικ ο ύ  π ρ ο κ ύ π τε ι η πρόταση, "ο α ρ ι ­
θμός 3 ε ί ν α ι  πρώτος α ρ ιθ μ ό ς  ή ο α ρ ιθ μ ό ς  7 ε ί ν α ι  ά ρ τ ιο ς  α ρ ιθ μ ό ς " .- 

Οι σ υ νη θ έσ τερ ο ι λ ε κ τ ικ ο ί σ ύνδεσ μ ο ι που χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τ α ι γ ια  
:ο σκοπό αυτό  ε ί ν α ι  το  "ό χ ι " , το  " κ α ι" ,  το  "ή /', το  "α ν . . . , τ ό τ ε "
(ή "σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι"), το "τό τ ε  κ α ι μόνο τό τ ε  α ν " . Α υτοί ο ι  λ ε κ τ ικ ο ί
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σύνδεσμοί ονομάζονται λονικοί σύνδεσμοι. Με τους παρακάτω ηίνα- 
κες ορίζονται οι συνηθέστερες προτάσεις που μπορούν να προκόψουν 
από μια τέτοια διαδικασία. Σ'ό,τι ακολουθεί συμβολίζομε με p,q> 
r,..· τις λογικές προτάσεις και με α (αληθής) και ψ (ψευδής) TtC
τιμές τους.

ΑΡΝΗΣΗ

(α)

"όχι ρ" (συμβολικά: ~ρ)

Ρ - Ρ

α ψ
ψ α

ΣΥΖΕΥΞΗ ΠΡΟΤΑΣΕΩΝ 
“ρ και q" (συμβολικά: ρ Aq)

(β)

Ρ q 1 ρ Λ<ϊ

α α 1 α
α ψ ψ
ψ α ψ
ψ ψ ψ

ΕΓΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΔΙΑΖΕΥΞΗ ΠΡΟΤΑΣΕΩΝ 
"ρ ή q" (συμβολικά: pVq)

( Υ )

(δ)

Ρ q J p V q

α α  1 α
α ψ α
ψ α α
ψ ψ ψ

ΑΠΟΚΛΕΙΕΤΙΚΙ1 ΔΙΑΖΕΥΞΗ ΠΡΟΤΑΣΕΩΝ 
"ή μόνο ρ ή μόνο q” (συμβολικά: piiq)

Ρ
q  1

| p y q
α α Φ
α Ψ α
ψ αΨ

_ * j L L

3
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ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ
"αν ρ , τό τ ε  q" ή "ρ σ υνεπάγετα ι, q" (σ υμ β ολ ικά : p=>q)

Ρ q 1 p . = > q

a a a
a ψ φ
ψ a a
ψ φ a

Η έκφραση (πρόταση) "ρ σ υ ν ε π ά γ ετα ι q" α π ο δ ίδ ε τ α ι  σ υχνά  σ τα  
Μ αθηματικά κ α ι με τ ι ς  παρακάτω εκ φ ρ ά σ ε ις :

"η ρ ε ί ν α ι  ικανή συνθήκη γ ια  τη ν  q"
"η „q ε ί ν α ι  α ν α γκ α ία  συνθήκη γ ια  τη ν  ρ Μ.

ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑ
"ρ σ υ νεπ ά γετα ι q κ α ι q σ υ ν ε π ά γ ετα ι ρ ” (σ υμ βολ ικά : p<=^>q)

(στ)

Ρ q p < ^ q

a a a
a φ φ
φ a φ

ψ φ a

Ε ίν α ι φανερό ό τ ι  η πρόταση p<=s>q. δ εν  ε ί ν α ι  τ ίπ ο τ ε  π ε ρ ισ ­
σότερο  από την σύζευξη  των προτάσεων P = > q  κ α ι q = > p .  Δηλαδή, 
η  ρ  <=> q ξ ίν α ι  άλλη μορφή τη ς  πρότασης (ρ —>q) A (q=>p) . Έ τ σ ι ,  
ο π ίν α κ α ς  (στ) π ρ ο κ ύ π τε ι εύκολα από συνδυασμό των π ινά κω ν (β) κα ι 
(ε) .

Οι παραπάνω π ίν α κ ε ς  λ έ γ ο ν τ α ι π ίν α κ ε ς  α λ ή θ ε ια ς  των α ν τ ίσ τ ο ι ­
χων προτάσεων κ α ι ο ι  τ ιμ έ ς  α ,ψ  τ ιμ έ ς  α λ ή θ ε ια ς  των προτάσεω ν αυτών.

1 .3 . Τ α υ τ ο λ ο γ  ί ε ς

Ε ίδα μ ε παραπάνω ό τ ι  ο ι  σ υμ β ολ ισ μ ο ί P <s==>q κ α ι [ ( p = > q ) A  
( ς ^ ^ ρ ) ]  α π ο δ ίδο υ ν  τη ν  ί δ ια  πρόταση. Αυστηρά, α υτό  μπορούμε να 

το  δ ιατυπώ σουμε ως ε ξ ή ς : Οι π ρ ο τά σ ε ις  p <==>q  K a i [ ( p = > q ) A
(q =̂ >ρ)3 π α ίρ νο υν  τ ι ς  ί δ ι ε ς  τ ιμ έ ς  α λ ή θ ε ια ς  γ ια  όλους το υ ς  δ υ ­

ν α το ύ ς  συνδυασμούς τ ιμ ώ ν  α λ ή θ ε ια ς  των προτάσεων ρ κα ι q .  Έ τ σ ι ,  
από το υ ς  π ίν α κ ε ς  (β ) ,  (ε) κ α ι (στ) π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι  η π ρ ό τα σ η -ισ ο -
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δ υ ν α μ ία

[ (p ->q)  Λ (q - » p )  ] < —> ( ρ ' —>q)

είναι π ά ν το τε  πρόταση α ληθής α ν εξ ά ρ τη τα  από τ ι ς  τ ιμ έ ς  των ρ κ α ι 
q . Τ έ τ ο ιε ς  ισ ο δ υ ν α μ ίε ς  λ έ γ ο ν τ α ι  τ α υ τ ο λ ο γ ίε ς . Μ ερ ικές χρ ή σ ιμ ες  
τ α υ τ ο λ ο γ ίε ς  δ ίν ο ν τ α ι  αμέσως παρακάτω:

1 ) ρ <-=> ρ Λ ρ
2 ) ρ <— > ρ V ρ

3 ) ρ  <=-> - ( - ρ )

4 ) -  (ρ Λ q) <” => ( - ρ) V (~q)
5 ) ~ (ρ V q) < = >  (~ ρ) Λ ( -q )
6 ) ( p A q )  <“ > - ( ( -ρ )  V ( ~ q ) )
7 ) ( p V q )  <“ "> - ( ( - ρ )  Λ ( - q ) )

8 ) ( ρ  = >  g )  <-=> - (ρ  Λ ( ~ q ) ) <“ > (-q = > - p )
9 ) ( ρ  < = >  q )  < = > [~ (p A ( ~ q ) ) ]  A C~ (q A ( ~ P ) ) ]

1 0 ) p A ( q A r )  <“ > (ρ Λ q) Λ r
1 1 ) ρ V (q V r )  <—> (pV  q) V r
1 2 ) ρ Λ  (q V r)  <— > (ρ Λ q) V (pA r ) 1

1 3 ) p V ( q A r )  < = > (p v q )  Λ (p V r )  .

Η α π ό δ ε ιξ η  το υ  ό τ ι  κάθε μ ια  από τ ι ς  παραπάνω π ρ ο τ ά σ ε ις  ε ί ­
ν α ι  τ α υ τ ο λ ο γ ία , ε π ιτ υ γ χ ά ν ε τ α ι  εύκολα με την  κατασκευή του  π ίν α ­
κα α λ ή θ ε ια ς .  Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α ,α π ο δ ε ικ ν ύ ο μ ε  με το υ ς  παρακάτω π ίν α ­
κ ε ς  ό τ ι  ο ι  π ρ ο τ ά σ ε ις  (4) κ α ι (5) ε ί ν α ι  τ α υ τ ο λ ο γ ίε ς .  Ο.ι π ρ ο τά σ ε ις  
α υ τέ ς , ι δ ια ί τ ε ρ α  χ ρ ή σ ιμ ε ς , ε ί ν α ι  γνωστές  σαν νό μ ο ι του  De M organ . 
Ακόμη, η τ α υ τ ο λ ο γ ία  (p=*>q) <3=> ~ (pA (~ q)) ( 8 ) ,  ε ί ν α ι  ι δ ια ί τ ε ρ α
σ η μ α ντικ ή  γ ι α τ ί  εκ φ ρ ά ζε ι τη ν  πολύ γνωστή α π ο δ ε ικ τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  
τη ς  απαγω γής σε ά τ ο π ο . Σύμφωνα με αυτή τη  δ ια δ ικ α σ ία /  γ ια  να  α ­
π ο δ ε ίξ ο μ ε  ό τ ι  η ρ —>q ε ί ν α ι  αληθής, π ρ έ π ε ι  κ α ι α ρ κ ε ί να  δ ε ι χ τ ε ί  
ό τ ι  η πρόταση ρ Λ (~q) ε ί ν α ι  ψ ευ δή ς.

Π ίνα κ ες  α λ ή θ ε ια ς  γ ια  το υ ς  νόμους το υ  De M organ

P q ~P ~q p A q - ( p A q ) ( ~p) V ( - q ) - ( p A q )  <=> ( - p ) V ( - q )

a a ψ ψ a Ψ Φ a
a φ ψ a Ψ a a a

Ψ a a Ψ φ a a a

ψ φ a a ψ a a a
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Ρ q - ρ ~q Ρ V q ~ ( ρ  V q ) ( -ρ )  Λ (-q ) ~ ( p V q ) <=> ( - p ) A ( - q )

α α ψ ψ α Φ Ψ α

α φ ψ α α Ψ Φ α

ψ α α ψ α Φ Ψ α

ψ φ α α φ α α α

Ας σ η μ ε ιω θ ε ί εδώ ό τ ι  αν η πρόταση ρ <sa=:> q ε ί ν α ι  τ α υ τ ο λ ο γ ία ,  
τό τ ε  ο ι  π ρ ο τά σ ε ις  ρ κ α ι q λ έ γ ο ν τ α ι  ισ ο δ ύ να μ ες  κ α ι α ν τ ίσ τ ρ ο φ α .

1 .4 . Α σ κ ή σ ε  ι  ς

1. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  ο ι  π ρ ο τ ά σ ε ις  6 έως 13 τ η ς  Παραγράφου
1 .3  ε ί ν α ι  τ α υ τ ο λ ο γ ίε ς .

2 . Να ε ξ ε τ α σ τ ε ί  αν η πρόταση ρ \ί (q A r )  <*=> (ρ \lq) Λ ( p y . r )  ε ί ­
ν α ι  τα υ το λ ο γ ία .

3. Αν p ,q  κ α ι r  ε ί ν α ι  λ ο γ ικ έ ς  π ρ ο τ ά σ ε ις ,  να  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  
ο ι  π ρ ο τά σ ε ις

α) (~ρ)V ρ 
β) ~(ρ  Α ( ~ ρ ) )
Υ) ( p A q ) ^ p  
δ) ρ=> (ρ V q) 
ε) (ρ Aq) -> (p->q) 

στ) [ (ρ—>q) A (q*->r) ] &> (p^>r)  
ε ί ν α ι  π ά ν το τε  α λ η θ ε ίς .

4 . Να γ ί ν ε ι  ο π ίν α κ α ς  α λ ή θ ε ια ς  γ ια  τ ι ς  π ρ ο τ ά σ ε ις

α) [ (p->q) A ( ~ q ) 3->(~ρ)
( p V ( - q ) ) = > q  

Υ )  (ρ Λ (ρ 7  q ) ) <*->ρ.

5. Να β ρ ε θ ε ί π ό τε  η πρόταση

[ρ A Cq-> (ρ V r )  ]] <■*->[ (q=>p) V (q -> r)  ]

ε ί ν α ι  α λη θή ς.



6. Αν p,q και r είναι λογικές προτάσεις, να δειχτεί ότι αν 
q<->r είναι αληθής πρόταση, τότε και η (p -> q ) <-> <ρ-*Γ) είναι αλη-



2.  Σ Υ Ν Ο A A

2.1. Η έ ν ν ο ι α  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ

Η βασικώ τερη ίσως μ α θημ ατική  έ ν ν ο ια  ε ί ν α ι  η έ ν ν ο ια  το υ  συνό-  
λου . Η έ ν ν ο ια  αυτή χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  γ ια  τη θεμ ελ ίω σ η  όλων των 
κλάδων των Μ αθηματικών. Η α ξ ία  τη ς  έ ν ν ο ια ς  το υ  σ υ νό λ ο υ , ε κ τ ό ς  
των άλλων, σ υ ν ίσ τ α τ α ι στο ό τ ι  π ρ ο σ φ έρ ετα ι γ ια  τη ν  α νά π τυξη  μ ια ς  
σ ύ ντο μ η ς, κομψής κ α ι φ ο ρ μ α λ ισ τ ικ ή ς  γλώσσας γ ι α  έ ν ν ο ιε ς  που χρ η ­
σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τα ι τόσο συχνά  στα  λ εγά μ ενα  Ανώτερα Μ αθηματικά , όσο ο ι 
τ έ σ σ ε ρ ις  π ρ ά ξ ε ις  τη ς  Α ρ ιθ μ η τ ικ ή ς  σ τα  Σ τ ο ιχ ε ιώ δ η  Μ αθηματικά.

Γ ια  το. επόμενα  θα θεωρήσομε ό τ ι  η έ ν ν ο ια  "σ ύ νο λ ο ” ε ί ν α ι  γνω­
στή το υ λ ά χ ισ το  δ ια ισ θ η τ ικ ά .  Α υτό, γ ι α τ ί  κάθε α π ό π ε ιρ α  ορ ισ μ ού  
τη ς  έ ν ν ο ια ς  α υτή ς θα οδηγούσε σε μ ια  εισ α γω γή  στην α ξ ιω μ α τ ικ ή  θ ε ­
μελίω ση τη ς  θ εω ρ ία ς  των συνόλω ν, που ε ί ν α ι  κ ά τ ι  που ξ ε φ ε ύ γ ε ι κα ­
τά  πολύ από τ ι ς  ε π ιδ ιώ ξ ε ι ς  το υ  β ιβ λ ίο υ  α υ το ύ . Αν θέλο μ ε να  δώσο­
με μ ια  περ ιγρα φ ή  μόνο τη ς  έ ν ν ο ια ς  το υ  συνόλου, μπορούμε να  πούμε 
ό τ ι ,  σύνολο ε ί ν α ι  μ ια  συλλογή καθορ ισ μένω ν α ν τ ικ ε ιμ έ ν ω ν  που θεω ­
ρ ε ί τ α ι  αυτή καθεσυτή σαν ν έο  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο .  Τα α ν τ ικ ε ίμ ε ν α  που α ­
π α ρ τ ίζο υ ν  ένα  σύνολο τα  ονομάζομε σ τ ο ιχ ε ία  του  σ υνόλου .Τ α  σύνολα 
τα  σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με κεφ α λα ία  γράμματα κ α ι τα  σ τ ο ι χ ε ία  το υ ς  με μ ι ­
κρά γράμματα του  Ε λλη νικού  ή του  Λ α τ ιν ικ ο ύ  αλφ αβήτου .

Δ εχόμαστε καταρχή ό τ ι ,  δ ο θ έ ν το ς  ενό ς  συνόλου Α, μπορούμε 
με β ε β α ιό τη τα  να  αποφ α ινόμ ασ τε κάθε φορά αν ένα  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο  x 
α ν ή κ ε ι στο  σύνολο Α (δηλαδή ε ί ν α ι  σ τ ο ίχ ε  ίο  του  Α) ή δ εν  α ν ή κ ε ι 
στο Α (δηλαδή δ εν  ε ί ν α ι  σ τ ο ιχ ε ίο  του  Α) κ α ι τα  σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  α υτά  
α ν τ ίσ τ ο ιχ α  χ 6 Α κ α ι χ £ Α .Ε ίν α ι φανερό ό τ ι  ( ~χ 6  Α) <=>χ 0 Α.

Π α ρ ισ τά νο ντα ς με Α κ α ι Β δυό σύνολα  δ ίν ο μ ε  το υ ς  παρακάτω ο ­
ρ ισ μ ο ύ ς .
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Το σύνολο  A ε ί ν α ι  υποσύνολο το υ  συνόλου Β, κ α ι το  σ υ μ β ο λ ί­
ζομε A C B , αν κάθε σ τ ο ι χ ε ίο  που α ν ή κ ε ι σ το  Α α ν ή κ ε ι κ α ι στο  Β. 
Στην π ερ ίπ τω σ η  αυτή  το  Β λ έ γ ε τ α ι  υπεοσύνολο  του  Α κ α ι σ υ μ β ο λ ίζ ε ι  
τ α ι  Β ΏΑ.

Δύο σύνολα Α κ α ι Β ε ί ν α ι  ίσ α , κ α ι το  γράφομε Α « Β , αν ισ χύ  
0 ΐ Α ^ Β  κ α ι B d Α·

Αν το  σύνολο Α δ ε ν  ε ί ν α ι  υποσύνολο του  συνόλου Β, πράγμα 
που το  σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με Α ^ Β , σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι  υ π ά ρ χε ι χ 6 Α τ έ τ ο ιο  ώ­
σ τε  χ  0 Β.

Αν το  σύνολο Α δ ε ν  ε ί ν α ι  ίσ ο  με το  σύνολο Β, πράγμα που το  
σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με Α £ Β, σ η μ α ίν ε ι  ό τ ι  Α ^ Β  ή BCjtA.

Το σύνολο  Α ε ί ν α ι  γ ν ή σ ιο  υποσύνολο του  συνόλου Β αν  ισ χ ύ ε ι  
AQB κ α ι Α ^ Β . Στην περ ίπτω σ η  αυτή  το  σύνολο Β λ έ γ ε τ α ι  γ νή σ ιο  
υπερσ ύνολο  του  συνόλου Α κ α ι σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  με AC B ή ΒΟ Α .

Από το υ ς  παραπάνω ο ρ ισ μ ο ύ ς  ε ί ν α ι  φ α ν ερ ές  ο ι  παρακάτω ι δ ι ό ­
τ η τ ε ς .

A C A , γ ια  κάθε σύνολο Α (α να κ λα σ τικ ή  ιδ ιό τ η τ α )
AGB κ α ι B C  Α=>Α = Β (α ν τ ισ υ μ μ ε τρ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α )
ACLB κ α ι Β ^ Γ ^ Α ζ ζ Γ  (μ ετα β α τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α ) .

Από τα  πρώτα βήματα τη ς  θ εω ρ ία ς  των συνόλων, βρ ισ κόμ α σ τε σ τη ν | 
ανάγκη να  δ εχ το ύ μ ε  τη ν  ύπαρξη ε ν ό ς  συνόλου που δ ε ν  π ε ρ ι έ χ ε ι  κα­
ν έ ν α  σ τ ο ι χ ε ίο .  Το σύνολο α υ τό  τ ο  ονομάζομε κ ενό  σύνολο κ α ι το  |  
σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με 0 (ή κ α ι { } ) . Γ ια  το  κ ενό  σύνολο κάνομε τη ν  πα­
ραδοχή ό τ ι  ε ί ν α ι  υποσύνολο κάθε σ υ νό λ ο υ .

2 .2 . Π α ρ ά σ τ α σ η  σ υ ν ό λ ο υ

Έ χ ε ι  ε π ικ ρ α τ ή σ ε ι ,  ένα  σύνολο  ν α  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι με αναγραψή 
των σ τ ο ιχ ε ίω ν  του  μέσα σε δύο ά γ κ ισ τ ρ α . Έ τ σ ι ,  το  σύνολο με σ τ ο ι - 1  
χ ε ία  τα  γράμματα α ,β , γ  γ ρ ά φ ετα ι στη  μορφή

. ( α , β , γ ) .

Η αναγραφή των' σ τ ο ιχ ε ίω ν  εν ό ς  συνόλου  όπως παραπάνω, δ ε ν  ε ί ν α ι  
π ά ν το τε  ο ε ν δ ε δ ε ιγ μ έ ν ο ς  τρ ό π ο ς  γ ια  τη ν  παράσταση εν ό ς  σ υνόλου , 
ι δ ια ί τ ε ρ α  στην περ ίπτω σ η  που έχο μ ε  σύνολα με ά π ε ιρ ο  πλήθος σ τ ο ι ­
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χ ε ίω ν . Σε τ έ τ ο ιε ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  (αλλά κ α ι σε ά λ λ ε ς ,  όπως θα δ ο ύ μ ε)τα  
σύνολα π α ρ ισ τά ν ο ν τα ι ευκολώ τερα με την  β ο ή θ ε ια  τω ν”προτασ ιακώ ν 
τύπω ν".

2 .3 . Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α

1. Αν Α = { α ,β ,γ ,δ } ,  Β = {α ,β} κ α ι Γ = { α ,β ,ε }  τ ό τ ε  ε ί ν α ι  φα­

νερό ό τ ι
BQ A , BC Γ κ α ι Γ ^ Α .

2. Η π ρ ό τα σ η .0 6  0  ε ίν α ι  ψ ευδής, ενώ η πρόταση 0  e  { 0 }  ε ί ν α ι  
αληθής.

_3· Η πρόταση αΘ Α  ε ίν α ι  ισοδύναμη με την  { a (Q A .

4^ Η πρόταση { x ,y } ζ ζ { { χ } ,{ x ,y }} ε ί ν α ι  ψ ευδή ς, ενώ η 
{ x ,y } 6 {{ χ } ,{ x ,y }} ε ί ν α ι  α λη θή ς.

J5. Αν γ ια  κ ά π ο ιο  σύνολο Α ισ χ ύ ε ι  A C 0 , τ ό τ ε  έχο μ ε ό τ ι  Α = 0 . 
Αυτό ισ χ ύ ε ι γ ι α τ ί  εκ τό ς  τη ς  A C 0  ισ χ ύ ε ι  π ά ν το τε  κ α ι η σχέση 0CTA.

2 .4 . Π ρ ο τ α σ ι α κ ο ί  τ ύ π ο  ι .

Π ροκειμένου να  δώσομε σύντομα κ α ι με φ ο ρ μ α λ ισ τ ικ ό  τρόπο  το υ ς 
ο ρ ισ μ ο ύ ς διαφόρων πράξεων μ ετα ξύ  συνόλων κ α ι ά λ λ ες  έ ν ν ο ιε ς  που 
ακολουθούν, ε ί ν α ι  σκόπιμο  να  δώσομε εδώ τη ν  έ ν ν ο ια  το υ  "π ρ ο τ α σ ι­
ακού τύ π ο υ " . Έ τ σ ι :

Ε κφράσεις που π ε ρ ιέ χ ο υ ν  μ ια  μεταβλητή  κ α ι τ έ τ ο ι ε ς  ώστε αν 
η μεταβλητή  π ά ρ ε ι σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  τ ιμ έ ς  να  γ ίν ο ν τ α ι  λ ο γ ικ έ ς  π ρ ο τά ­
σ ε ι ς ,  ο νο μ ά ζο ντα ι π ρ ο τα σ ια κ ο ί τ ύ π ο ι .

Σαν π α ρ α δ ε ίγμ α τα  προτασιακώ ν τύπων αναφέρομε τ ι ς  παρακάτω 
εκ φ ρ ά σ ε ις .

"Ο χ  ε ίν α ι  κ ά το ικ ο ς  Ιω α ννίνω ν"
"Ο α ρ ιθ μ ό ς  χ  δ ι α ι ρ ε ί  τον  α ρ ιθ μ ό  1 2 " .

Ε ξυ π α κ ο ύ ετα ι, ό τ ι  ένα ς π ρ ο τα σ ια κ ό ς  τύ π ο ς  γ ί ν ε τ α ι  πρόταση ανI
α ντικ α τα σ τή σ ο μ ε τη μεταβλητή  του  με τ ιμ έ ς  από κ ά π ο ιο  κατάλληλο 
σύνολο . Έ ν α  τ έ τ ο ιο  σύνολο λ έ γ ε τ α ι  σύνολο αναφοράς του  π ρ ο τα σ ια ­
κού τύ π ο υ .

Η α ντικ α τά σ τα σ η  τη ς  μ ετα β λ η τή ς  με μ ια  σ υ γκ εκ ρ ιμ έν η  τ ιμ ή  από 
κά π ο ιο  σύνολο α να φ ο ρ ά ς,δεν  ε ί ν α ι  ο μ όνος τρ ό π ο ς γ ια  να  κ α τα σ τή -
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οομε το ν  π ρ ο τα σ ια κ ό  τύπο  πρότα σ η . Αυτό μ π ο ρ ε ί ε π ίσ η ς  να γ ί ν ε ι  με 
την  προσθήκη καταλλήλω ν εκφράσεων σ τον  π ρ ο τα σ ια κ ό  τύπο  που λ έ γ ο ­
ν τ α ι  π ο σ ο ό ε ίκ τ ε ς . Έ τ σ ι ,  ο π ρ ο τα σ ια κ ό ς  τύ π ο ς  "ο α ρ ιθ μ ό ς  χ δ ια ιρ ε ί  
το ν  α ρ ιθ μ ό  6 ", με τη ν  προσθήκη τη ς  λ έ ξ η ς  ’’υ π ά ρ χ ε ι”, γ ί ν ε τ α ι  η (α ­
ληθής) πρόταση "υ π ά ρ χ ε ι α ρ ιθ μ ό ς  χ που δ ι α ι ρ ε ί  το ν  α ρ ιθ μ ό  6 " . Ακό­
μη ο π ρ ο τα σ ια κ ό ς  τύ π ο ς  wx < 3", με την  προσθήκη τη ς  έκφρασης " γ ια  
κά θε" γ ί ν ε τ α ι  η (ψ ευδής) πρόταση " γ ια  κάθε χ : κ ΐ 3 " .

Έ ν α ν  π ρ ο τα σ ια κ ό  τύπ ο  με μεταβλητή  χ το ν  σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με 
Ρ('χ) ή Q(x) ή R(x) κ . λ . π .  Ακόμη ο ι  π ρ ο τ ά σ ε ις :

"υ π ά ρ χ ε ι χ έ τ σ ι  ώστε να  ισ χ ύ ε ι  Ρ ( χ ) "
" γ ια  κάθε χ  ισ χ ύ ε ι  Ρ ( χ ) "

γρ ά φ ο ντα ι σ ύντομ α  (3 χ )Ρ (χ )  κ α ι (V x )P (x ) , α ν τ ίσ τ ο ιχ α .
Ο σ υ μ β ο λ ισ μ ό ς "3 χ "  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  με τη ν  έ ν ν ο ια  '’υ π ά ρ χε ι 

ένα  το υ λ ά χ ισ το  χ " , ενώ ο σ υμ β ο λ ισ μ ό ς "Vx" χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι  με την 
έ ν ν ο ια  " γ ια  όλα τα  χ  α ν ε ξ α ίρ ε τ α " . Έ τ σ ι ,  γ ί ν ε τ α ι  φ ανερό ό τ ι  η 
άρνηση τη ς  πρότα σης (3 χ )Ρ (χ ) ,  ε ί ν α ι  η (V x )-P (x ) κ α ι η άρνηση τη ς  
πρότα σ ης (V x)P (x), ε ί ν α ι  η ( 3 χ ) ~ Ρ ( χ ) .  Επομένως ισ χύ ο υ ν  ο ι  τα υ το ­
λ ο γ ί ε ς :

(3χ) Ρ (χ) ]<=*> (Vx) -Ρ  (χ)
~ [(V x )P (x ) ]<=> (3χ) ~Ρ(χ) .

Ά λ λ ε ς  σ υ ν η θ ισ μ έ ν ε ς  εκ φ ρ ά σ ε ις  που δρουν σαν π ο σ ο δ ε ίκ τ ε ς  στους 
π ρ ο τα σ ια κ ο ύ ς  τύ π ο υ ς  ε ί ν α ι :  "υ π ά ρ χ ε ι το  πολύ έν α  χ " ,  " γ ια  μ ε ρ ικ ά  
χ " ,  " γ ια  ένα  α κ ρ ιβ ώ ς χ " ,  " γ ια  κ α νένα  χ "  κ . λ . π .

Αν Ω ε ί ν α ι  το  σύνολο αναφοράς ε ν ό ς  π ρ ο τα σ ια κ ο ύ  τύπου  Ρ ( χ ) ,  
το  σύνολο όλων των χΘ Ω  γ ια  τα  ο π ο ία  ο Ρ (χ )  γ ί ν ε τ α ι  αληθής πρό­
ταση, λ έ γ ε τ α ι  σύνολο α λ ή θ ε ια ς  το υ  π ρ ο τα σ ια κ ο ύ  τύ π ο υ  Ρ ( χ ) . Σύντο­
μα, το  σύνολο α λ ή θ ε ια ς  το υ  π ρ ο τα σ ια κ ο ύ  τύπου  Ρ ( χ )  π α ρ ισ τ ά ν ε τ α ι 
με

ί χ  : Ρ ( χ ) } .

Ο τρ ό π ο ς α υ τό ς  παράστασης ε ν ό ς  συνόλου, λ έ γ ε τ α ι  παράσταση του  
συνόλου με π ε ρ ιγ ρ α φ ή .

2 . 5 . Π ρ ά ξ ε ι ς  σ τ α  σ ύ ν ο λ α

α) Τομή συνόλω ν. Αν Α,Β ε ί ν α ι  δυό τ υ χ ό ν τ α  σ ύ ν ο λ α ,τ ό τ ε  το  
σύνολο ( χ  : χ  6  Α κ α ι χ 6 Β) λ έ γ ε τ α ι  τομή των συνόλων Α κ α ι Β κ α ι 
σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι με ΑΠΒ.  Έ τ σ ι :
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Α θΒ  = {χ : χ €Α κα ι χ 6 Β}.

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ότι το σύνολο ΑΠΒ έχει, σ τ ο ίχ ε  ία 
τα κο ινά  σ τ ο ιχ ε ία  των συνόλων Α και Β κ α ι μόνο αυτά .

Από τον παραπάνω ορισμό ε ίν α ι  άμεσες ο ι  παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς  
γ ια  τυχόντα σύνολα Α ,Β ,Γ.

ΑΠ A = A 
Α Π Β = Β Π Α  
(ΑΠΒ) π γ = α Π (β Π γ )
AHBCA και  Af lBQB 
Α Π 0  = 0  ΠΑ = 0 .

Αν Α Π Β = 0 τό τε  τα  σύνολα Α,Β ονομάζοντα ι Εένα.
Η τρ ίτη  από τ ι ς  παραπάνω ιδ ιό τ η τ ε ς  μας ε π ιτ ρ έ π ε ι  να  ορ ίσ ο μ ε: 

Α θ Β Π Γ =  (ΑΠΒ) Π Γ = Α Π(ΒΠΓ) .

β) Ένωση συνόλων. Αν Α,Β ε ίν α ι  δυό τυχόντα  σ ύνολα ,το  σύνολο 
(χ  : χ 6 Α ή χ 6 Β} λ έ γ ετα ι ένωση των συνόλων Α κα ι Β κ α ι συμβολίζε­
τα ι με AU Β. Έ τ σ ι :

A(JB = {x : χ € Α  ή X 6 Β} .

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  το σύνολο AUB έ χ ε ι  σ τ ο ιχ ε ία  
όλα τα  σ τ ο ιχ ε ία  του Α κα ι όλα τα  σ τ ο ιχ ε ία  του Β κ α ι μόνο αυτά .

Από τον παραπάνω ορισμό ε ίν α ι  άμεσες ο ι  παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς ,  
γ ια  τυχόντα  σύνολα Α ,Β ,Γ.

AU A = Α 
Al /Β =BU Α 
(AUB) U Γ = A U ( B U D  
Ad A UB και  BQAUB 
AU0 = 0UA = A.

Η τρ ίτ η  από τ ι ς  παραπάνω ιδ ιό τ η τ ε ς  μας ε π ιτ ρ έ π ε ι  να  ο ρ ί ­
σομε: A U B U r  = (AUB) U Γ = Α U ( B U r ) .

γ) Διαφορά συνόλων. Αν Α,Β ε ίν α ι  δυό τυχόντα  σ ύνολα ,το  σύν­
ολο {χ : χ € Α  κα ι χ 0 Β }  λ έγ ετα ι διαφορά του  συνόλου Β από το  σύν­
ολο Α κ α ι σ υ μ β ο λ ίζετα ι με Α-Β. Έ τ σ ι :

Α-Β = {χ : χ  6 Α κα ι χ 0 Β } .

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  το σύνολο Α-Β έ χ ε ι  σ τ ο ιχ ε ία  ε­
κ ε ίν α  τα  σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου Α που δεν ανήκουν στο Β κ α ι μόνο 
αυτά.

Από τον παραπάνω ορισμό ε ίν α ι  άμεσες ο ι  παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς :
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Α-Α * 0  
0-Α = 0  
A-BCA 
Β —A C Β «

Η αμέσως επόμενη πρόταση μας δ ί ν ε ι  μ ε ρ ικ έ ς  χρή σ ιμ ες ισ ο ­
δ υ ν α μ ίε ς .

2 .5 .1 .  ΠΡΟΤΑΣΗ, Αν Α,Β ε ίν α ι  τυ χό ντα  σύνολα έχομε:
α) X 0 AU Β<=>Χ 0 Α Λ χ 0 Β 
β) χ  0 Α Π Β<*=>χ 0 AV χ 0 Β 
γ) X  0 Α-Β <*=>Χ 0 A V X θ Β .

Α πόδειΕη.
α) χ  0 A  U Β<=> -χ  θ A  U B<ass> - (x 0  A  V x e B) <-*> t~x Θ A )  Λ t-x 'e  B) <~> 

<=>x 0 A Ax 0 B.
β) x 0 ΑΠ B<=>~x β Α Π B<=>~ (x e  Α Λ x θ B) <*> (~x 6  A) V ( - X  6  B) <"=> 

<=a>x 0 A V x 6 B .
γ) x 0 A-B<==>~x 6 A-B<=> ~ (x e Α Λ χ 0 B) <==> (-X β A) V [-, (x 0 B) ]<*=> 

<=i>x 0 A V x € B .

2.6. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

JL· Αν A = {χ : P(x) } και  Β = {χ : Q(x) } ε ίν α ι  τα  σ ύνολα^αλήθει- 
ας των προτασιακών τύπων Ρ(χ)  και  Q(x) α ν τ ίσ τ ο ιχ α ,τ ό τ ε  ε ίν α ι  φα­
νερό από τα  παραπάνω ό τ ι :

Αί ΐΒ = (χ  : Ρ(χ)  A Q(x) }, AUB = { x : P ( x ) V Q ( x ) }  και  
Α-Β = (χ  : Ρ(χ)  A (~Q( χ ) )} .

2.  Αν Α = { α ,β ,γ}  και Β = { α ,ε ,δ ,η }  τ ό τ ε :
AU Β = { α , β , γ , ε , ζ , η }  Α(Ί Β = {α}
Α-Β = {{3, γ } κα ι Β-Α = { ε , δ , η } .

2 .  Αν Α = { α , β , γ } ,  Β = { α , ε , £ , η } κα ι Γ  = { θ ,α ,κ }  τ ό τ ε :
Α Π β ΓΙΓ = (ΑΓ|Β) Π Γ = {α} Π {θ ,α ,κ }  = {α}
At lBU Γ  = (AUB)U Γ  = { α , β , γ , ε , ζ , η }  U { θ ,α ,κ }  = { α , β , γ , ε , ζ , η , θ , κ } .

ί ·  Αν C1 ε ίν α ι  το  σύνολο αναφοράς των προτασιακών τύπων Ρ (χ) 
πα ι Q(χ) κ α ι Α,Β τα  σύνολα α λή θεια ς των Ρ (χ) κα ι Q(x) α ν τ ίσ τ ο ιχ η  
τό τε  μπορούμε, χρησιμοποιώ ντας τον προτασιακό λ ο γ ισ μ ό ,ν α  βρούμε



τα σύνολα α λή θεια ς των διαφόρων προτασιακών τύπων που μπορούμε 
να δημιουργήσομε από τους Ρ(χ)  και  Q(x) κ α ι τους δ ιάφ ορους λ ο γ ι ­
κούς συνδέσμους. Γ ια  παράδειγμα  ας βρούμε το  σύνολο α λ ή θ ε ια ς  του 
προτασιακού τύπου P f x J ^ Q i x )  .

Γ ια  τυχόν χ  στο Ω, σε συνδυασμό με τα  σύνολα AfBr έχομε τ ι ς  
εξής π ερ ιπ τώ σ ε ις :

α) Χ 0Α  κα ι χ  0Β<==>χ 0ΑυΒ<*=>χ€ Ω-(ΑΙΙΒ) 
β) χ  6  Α κα ι χ  6 Β<=>χ 6 Α Π Β 
γ χ  € Α κ α ι χ 0 Β < = > χ 6 Α - Β  
δ) Χ0 Α και  χΘΒ<=>χ€Β- Α.

Έ τ σ ι έχομε:
α) χ  0 Α  Λ χ  $ Β=>Ρ(χ) ψευδής κα ι Q(x) ψ ευδής.

Ά ρα P(x)=>Q(x) αληθής, 
β) χ  6  Α Λ χ  e  Β=>Ρ (χ) αληθής κ α ι Q(x) αληθής.

Ά ρα P{x)=>Q(x) αληθής, 
γ) χ 6 Α Λ χ 0 B=>P (χ) αληθής κ α ι Q(x) ψ ευδής.

'Αρα P(x)=>Q(x) ψ ευδής, 
δ) χ 0 α Λχ 6 Β ϊ=>Ρ(χ) ψευδής κ α ι Q(x) α ληθής.

Ά ρα Ρ( χ) (χ) αληθής.
Ά ρα ο προτασιακός τύπος P(x)=>Q(x)  γ ίν ε τ α ι  αληθής πρόταση αν 
κα ι μόνο αν χ 6 Ω-(ΑϋΒ)  ή χ β Α ί ΐ Β  ή χ β Β - Α .  Έ τ σ ι ,  το  σύνολο αλή­
θ ε ια ς  του  προτασιακού τύπου P(x)=>Q(x) ε ί ν α ι  το  σύνολο 
[Ω -(A U Β) ] U (Β-Α) U (Αθ Β) .

5. Αν Α « (χ  : χ  παραλληλόγραμμο} , Β -  { χ : χ  ρόμβος} , Γ = {χ : 
χ ορθογώνιο παραλληλόγραμμο} κ α ι Δ = (χ  : χ  τετράγω νο}, τό τε  ισ χύ ­
ουν τα  ε£ ή ς.
Αν χ ε ί ν α ι  ρόμβος ή ορθογώ νιο παραλληλόγραμμο ή τετράγω νο τό τε  
το χ ε ί ν α ι  κα ι παραλληλόγραμμο. Ά ρ α , BQA,  TCA κα ι AC Α. Ό μοια  
Δ ^ Γ  κα ι Δ ζ Ζ Β .  Ακόμη, αν ένα  παραλληλόγραμμο ε ί ν α ι  ορθογώ νιο κα ι 
ρόμβος ταυτόχρονα , τό τε  ε ί ν α ι  τετράγω νο κ α ι α ντίσ τρ ο φ α . Έ τ σ ι ,  
(Vx) χ 6  Β Α χ e Γ <=>χ e Δ , κα ι επομένως Β Π Γ  = Δ .

Μ/,··

*ν.
%:\
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Ο ι  δύο παρακάτω π ρ ο τά σ ε ις  δ ίν ο υ ν  τ ι ς  π ιο  σ η μ α ντικές ιδ ιό τ η ­
τ ε ς  των πράζεων τη ς τομ ής, τη ς ένωσης και της διαφοράς συνόλων.

2 . 7 . 1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β,Γ ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα, τότε  ισχύουν: 
α) Α Π ( Β ϋ Γ )  = (ΑΠΒ) U (ΑΠΓ)
β) A U (ΒΠ Π  = (AU Β) Π (AU Γ) .

Απόδε ι £ η : α ) Γ ια  τυχόν χ '  χ β Α Π (Β Ο Γ) >χ β Α Λ χ β Β U Γ '“ > 
< » x  e Α Λ (χ e  Β Vx β Γ ) . Αν στο σημ είο  αυτό εφαρμόσομε την ταυτο­
λ ο γ ία  12 (σελ. 4) από τον προτασιακό λογισμό, πα ίρνομε ό τ ι  η τ ε ­
λ ε υ τα ία  σχέση ε ίν α ι  ισοδύναμη με την (χ θ Α Λ χ β Β) V ( χ β Α Α χ β Γ )
<=>x e A i i B V x e A f i  γ <-=>χ e  ( α  π β ) u ( a  n d  .
Έ τ σ ι αποδείξαμ ε ό τ ι  τυχόν σ τ ο ιχ ε ίο  του συνόλου Α Π (BU Γ) ε ίν α ι  
σ τ ο ι χ ε ί ο  και  του (ΑΠΒ) U (ΑΠΓ) κα ι α ντίσ τρ ο φ α , δηλαδή 
Α Π (BU Γ) = (ΑΠ Β) U (ΑΠ Γ) .

β) Γ ια  τυχόν χ* χ  e A U (Β Π Γ) <—>χ e  A V χ β Β Π Γ<~>
< = > χ  β A V ( χ  6 Β Α χ  e  Γ ) . Σύμφωνα πάλι με την τα υ το λ ο γ ία  13 (σελ.
4 ) ,  η τ ε λ ε υ τ α ία  σχέση ε ίν α ι  ισοδύναμη με την ( χ β Α \ / χ β Β ) Λ  
A ( x e A V x e r ) < = > x e A U B A x e A U r < “ > x e  (AUB) O ( A U r ) .  Έ τ σ ι ,

a  u ( β  n D = ( α  υ β ) n ( a  υ D.
Οι ιδ ιό τ η τ ε ς  τη ς παραπάνω Πρότασης 2 . 7 . 1 ,  δηλώνουν, η (α) 

ό τ ι  η τομή ε ίν α ι  πράξη ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  ως ποος την ένωση κα ι η (β) 
ό τ ι  η ένωση ε ίν α ι  πράξη ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  ως προς την τομή.

2 . 7 . 2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β,Γ ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα τό τε  ισχύουν: 
α) ACB <=>Α-Β = 0
β) Α-Β = Α-(Α α  Β)
γ) A η (Β-Γ) = (ΑΠ Β)- (ΑΠΓ) .
6 ) A U (Β-Α) = A U Β.

Α πόδει£π: α) Έστω ACB και Α-Β ψ 0 . θα καταλήξομε σε άτοπο. 
Πραγματικά* Α-Β ^ 0 < = >  ( 3 χ )  χ  e Α-Β<=> (3χ) χ  e Α Α χ  φ Β<=>Α$£Β.Αυτό 
όμως ε ίν α ι  ά τοπο , αφού υποθέτομε ό τ ι  ACB. Α ντίστροφα, έστω Α-Β= 
= 0 κα ι α Φ β . Ακολουθώντας πάλ ι την δ ια δ ικ α σ ία  της απαγωγής σε 
άτοπο, αποδεικνύομε εύκολα κα ι το  αντίστροφ ο .

β) Γ ια  τυχόν χ ’ χ  6  Α-Α Π Β<=>χ 6  Α Λ χ 0  Α ΓΙ Β<=>
<*=>χ € A Α (χ 0 A V χ 0 Β) <=> (χ 6 Α Α χ 0 A )  V ( χ  Θ Α Λ  χ 0 Β) <=>χ Θ A Λ  χ 0 Β 

<=>χ 6 Α-Β.

' 2j_7. I 6 i A t h t c c  τ ω ν  π p ά £ ε ω v τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν



γ) Γ ια  τυχόν χ· x € (Α Π Β) -  (Α Π Γ) <“ >* 6 Α Π Β Λ χ 0  A Π Γ<->
<=> (χ 6  Α Λχ 6 Β) Λ (χ 0 A Vx $ Γ) <—>[ ( χ  € Α Λ χ 6  Β) Λ χ  0 A] V 
[ (χ 6 Α Λ χ  6 Β) Α χ  0 Γ ] < = > χ € Α  Λ (χ  6 Β Λ χ 0 Γ) <=>χ 6  Α Λ χ e Β-Γ<=>
<=>χ € Α Π (Β-Γ)

6) Γ ια  τυχόν χ '  X 6 A U (Β-Α) <=>Χ 6 A Vx 6 Β-Α<=>
<=*>χ 6 Α V (χ G Β Λ χ  0 A) <==> (x 6  A V χ  6 Β) A (χ 6 A V χ  0 Α) < = > χ  6  A U Β.
'Αρα A U (Β-Α) = A U Β.

Στην απόδειξη  τη ς παραπάνω πρότασηε χρησ ιυοπο ιήθηκαν  ο ι  ι -  
σοδυναμ ίες τη ς  Πρότασης 2 . 5 . 1 .

Η ισότητα  (δ) τη ς παραπάνω Πρότασης 2.1.2, δηλώ νει ό τ ι  η έ ­
νωση δεν  ε ίν α ι  ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  πράξη (*>£ προς τη δ ια φ ορά . Πραγμα­
τ ικ ά  αν αυτό σ υνέβα ινε θα ε ίχα μ ε  A  U (Β-Α) = AU Β-Α U A = A U Β-Α ψ 
^ a U b . Α ντίθετα  η ισ ότητα  (γ) τη ς Πρότασης 2.1.2, δηλώ νει ό τ ι  η 
τομή ε ίν α ι  ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  πράξη ως προς τη δ ιαφ ορά .

Οι παρακάτω σ χ έ σ ε ις  δ ίν ο υ ν  μ ε ρ ικ έ ς  επ ιπ λ έο ν  χρ ή σ ιμ ες  ι δ ι ό ­
τη τες  των πράξεων των συνόλων. Οι σ χ έ σ ε ις  α υ τέ ς  α π ο δ ε ικ ν ύ ο ν τα ι 
εύκολα,όπως κα ι ο ι παραπάνω π ρ ο τά σ ε ις  κα ι ε ί ν α ι  ο ι  ε ξ ή ς :

1) ACB<->A Π β = Α
2) AQB<*=>AUB=B
3) (ΑΠΒ)-Γ = Α Π (Β-Γ)
4) (A U Β) -Γ = (Α-Γ) U (Β-Γ)
5) Γ- (ΑΠΒ) = (Γ-Α) U (Γ-Β)
6 ) Γ- (AU Β) = (Γ-Α) Π (Γ-Β) .

2 .8 . Δ υ ν α μ ο σ ύ ν ο λ ο

Με τον όρο 6υναμοσύνολο ενός συνόλου Α εννοούμε το  σύνολο 
που έ χ ε ι  σ τ ο ιχ ε ία  όλα τα υποσύνολα του συνόλου Α κ α ι μόνο αυτά . 
Γ ια  το  δυναμοσύνολο του συνόλου Α χρησ ιμ οπο ιούμε το  σύμβολο }Ρ(Α) . 
Έ τ σ ι έχομε

JP(A) = {χ : X G a ) .

Ε ίνα ι εύκολο να α π ο δ ε ίξ ε ι  κ α ν ε ίς  ό τ ι  αν το  σύνολο Α έ χ ε ι  ν 
δ ια φ ο ρ ετ ικ ά  σ τ ο ιχ ε ία  το  JP(A) έ χ ε ι  ακριβώ ς 2ν  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  σ τ ο ιχ ε ία . 
(Βλ. Ασκ. 4 , Παράγρ. 6 . 1 0 ) .



* 2 , 7 . Ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  π ρ A ξ ε ω ν τ ω ν  σ υ ν ό λ ω ν

Οι 6 ύο παρακάτω π ρ ο τά σ ε ις  δ ίν ο υ ν  τ ι ς  π ιο  σ η μ α ντικ ές  ιδ ιό τ η ­
τ ε ς  των πράξεων τη ς το μ ή ς, της ένωσης κ α ι τη ς δ ιαφοράς συνόλων.

2 . 7 . 1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β,Γ ε ί ν α ι  τυ χό ντα  σύνολα, τότε ισχύουν: 
α) Α Π (BU Γ) = (ΑΠ Β) U (ΑΠ Γ)
3) A U (ΒΠ Γ) * (AU Β) Π (AU Γ) .

Α π ό δειξη : α ) Γ ια  τυχόν x e χ e Α Π (Β U Γ) <~~>χ 6 Α Λ X θ Β U Γ<-*>
<*»>x e  Α Λ (χ e  Β Vx 6 Γ ) . Αν στο σ η μ είο  αυτό  εφαρμόσομε την τα υτο ­
λ ο γ ία  12 (σελ . 4 ) από τον προτασ ιακό  λογισ μ ό , πα ίρνομε ό τ ι  η τ ε ­
λ ε υ τα ία  σχέση ε ί ν α ι  ισοδύναμη με την (χ € Α Α χ ΘΒ) V ( χ β Α Λ χ β Γ )  
<=>χ 6 Α Π β \ / χ 6 ΑΠ Γ<**>χ e  (Α Π B) U (Α Π Γ) .
Έ τ σ ι  α π ο δείξα μ ε  ό τ ι  τυχόν σ τ ο ιχ ε ίο  του συνόλου ΑΠ( ΒΙ Ι Γ)  ε ίν α ι  
σ τ ο ι χ ε ί ο  και  του (ΑΠΒ) U (Α(Ί Γ) κα ι α ντ ίσ τρ ο φ α , δηλαδή 
Α Π (BU Γ) = (ΑΠΒ) U (ΑΠ Γ) .

3) Γ ι α  τυχόν  x* χ  € A U (Β Π Γ) <&>χ 6 A V χ β Β Π Γ<®=>
<=>χ 6 A V (χ  β Β Λ χ  e Γ ) . Σύμφωνα πά λ ι με την τα υ το λ ο γ ία  13 (σελ . 
4 ) ,  η τ ε λ ε υ τ α ία  σχέση ε ί ν α ι  ισοδύναμη με την (χ 6 Α \ / χ 6 Β)Λ 
Λ (χ € AV χ β Γ) <=>χ 6 AU Β Λχ e AU Γ<=>χ e (A U Β) Π( ΑΙ Ι Γ) .  Έ τ σ ι ,

A U (ΒΠ Γ) = (AUB) Π (Αϋ Γ) .

Οι ιδ ιό τ η τ ε ς  τη ς  παραπάνω Πρότασης 2 . 7 . 1 ,  δηλώνουν, η (α) 
ό τ ι  η τομή ε ί ν α ι  πράξη ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  ως ποος την ένωση κ α ι η (3 ) 
ό τ ι  η ένωση ε ί ν α ι  πράξη ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  ως προς την τομή.

2 . 7 . 2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β,Γ ε ί ν α ι  τυ χό ντα  σύνολα τό τε  ισ χύουν; 
α) AQB<=>A-B = 0
3) A-B=A-0VQB)
γ) Α Π (Β-Γ) = (Α 0 Β) -  (Α Π Γ)
δ) A U (Β-Α) = A U Β.

Α π όδειξη ; α) Έ στω  ACB και Α -Β ^ 0 . θα καταλήξομε σε άτοπο. 
Πραγματικά* Α-Β φ $<=*> (3χ) χ  6 Α-Β<*=> (3 χ) χ € Α Λ χ ^ Β<=>Α9£β . Αυτό 
όμως ε ίν α ι  ά το π ο , αφού υποθέτομε ό τ ι  Α £ Β .  Α ντίστροφ α , έστω Α-Β= 
= 0 κ α ι Α<£β . Ακολουθώντας π ά λ ι την δ ια δ ικ α σ ία  τη ς  απαγωγής οε 
άτοπο, α ποδεικνύομ ε εύκολα κα ι το α ντ ίσ τρ ο φ ο .

3) Γ ια  τυχόν  χ* χ  β Α-Α Π Β<=>χ 6 Α Λ χ  0  Α Π Β<=>
<=>χ 6 Α Λ (χ 0 A V χ  0 Β) <=> (χ e Α Λ χ  0 A) V (χ Θ Α Λ χ  0 Β) <~=>χ e Α Λχ 0  Β 
<=>x e α- b .



γ) Γ ια  τυχόν  x ' χ  6  (Α Π Β) -  (Α Π Γ) <=>χ β Α Π  Β Λ χ  0 Α Π Γ<~>
<=> (χ β Α Λ χ  6  Β) Λ (χ 0 A V  χ <β Γ) <—>[ ( χ  6  Α Λ χ 6  Β) Λ χ  ?  A] V 
[ (χ β Α Λ χ  6  Β) Λ χ 0 Γ ] < = > χ 6 Α  Λ (χ 6  Β Λ χ  0 Γ) <=>χ 6  Α Λ χ  e  Β-Γ<“ >
<=>χ 6  Α Π (Β-Γ)

δ) Γ ια  τυχόν  χ ’ x β A U (Β-Α) <—>Χ 6  A V χ  6  Β-Α<“ >
<=>χ 6 A V (χ 6 Β Λ χ 0 Α) <=> (χ β A V χ 6 Β) Α (χ 6 A V χ 0 Α) <=>χ 6 A U Β.
Ά ρα  A U (Β-Α) = A U Β.

Στην α π ό δειξη  τη ς  παραπάνω πρόταση£ χρ η σ ιμ ο π ο ιή θη κ α ν  ο ι  ι ­
σ ο δ υ να μ ίες  τη ς  Πρότασης 2 . 5 . 1 .

Η ισ ό τη τα  (δ) τη ς  παραπάνω Πρότασης 2.1.2, δη λ ώ νει ό τ ι  η έ ­
νωση δεν  ε ί ν α ι  ε π ι μ ε ρ ι σ τ ι κ ή  πράξη ως προς τη δ ια φ ο ρ ά . Πραγμα­
τ ι κ ά  αν αυτό σ υ νέβ α ινε  θα ε ίχ α μ ε  A U (Β-Α) = A ll Β-Α U A = A U Β-Α Φ 
Φ AUB.  Α ντ ίθ ετα  η ισ ό τη τα  (γ) τη ς  Πρότασης 2.1.2, δηλώ νει ό τ ι  η 
τομή ε ί ν α ι  ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  πράξη ως προς τη δ ια φ ο ρ ά .

Οι παρακάτω σ χ έ σ ε ις  δ ίν ο υ ν  μ ε ρ ι κ έ ς  ε π ιπ λ έ ο ν  χ ρ ή σ ιμ ε ς  ι δ ι ό -
m

τη τ ε ς  των πράξεων των συνόλων. Οι σ χ έ σ ε ις  α υ τ έ ς  α π ο δ ε ικ ν ύ ο ν τα ι 
εύκολα,όπω ς κ α ι ο ι  παραπάνω π ρ ο τά σ ε ις  κ α ι ε ί ν α ι  ο ι  ε ξ ή ς :

1) ACB<->A Π β = Α
2) AQB<=>AUB=B
3) (ΑΠΒ)-Γ = Α Π (Β-Γ)
4) (AU Β)-Γ = (Α-Γ) U (Β-Γ)
5) Γ- (ΑΠΒ)  = (Γ-Α) U (Γ-Β)
6 ) Γ- (AU Β) = (Γ-Α) Π (Γ-Β) .

2 . 8 . Δ υ ν α μ ο σ ύ ν ο λ ο

Με τον όρο δυναμοσύνολο εν ό ς  συνόλου Α εννοούμ ε το  σύνολο 
που έ χ ε ι  σ τ ο ι χ ε ί α  όλα τα  υποσύνολα του  συνόλου Α κ α ι μόνο α υ τά . 
Γ ια  το  δυναμοσύνολο του συνόλου Α χρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  το  σύμβολο Ρ(Α) . 
Έ τ σ ι  έχομε

p ( A )  = ( X  : X C A ) .

Ε ί ν α ι  εύκολο να  α π ο δ ε ίξ ε ι  κ α ν ε ίς  ό τ ι  αν το  σύνολο Α έ χ ε ι  ν 
δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  σ τ ο ι χ ε ί α  το  Ρ(Α) έ χ ε ι  α κ ρ ιβ ώ ς 2ν δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  σ τ ο ιχ ε ία .  
(Βλ. Ασκ. 4 , Παράγρ. 6 . 1 0 ) .



2 .9 . Β α σ ι κ ό  σ ύ ν ο λ ο . Σ υ μ π λ ή ρ ω μ α  σ υ ν ό λ ο υ

Σ υ μ β α ίνε ι συχνά  τα  σύνολα που εμ π λέκ ο ντα ι σε κά π ο ιο  πρόβλη­
μα να ε ί ν α ι  όλα υποσύνολα κάπο ιου  συνόλου Ω. Στην περίπτω ση αυτή 
το  Ω λ έ γ ε τ α ι  βα σ ικό  σ ύνολο . Τότε, αν Α και Β ανήκουν στο Ρ(Ω) κα ι 
τα  σύνολα AUB,  α Π β , Α-Β κα ι Β-Α ανήκουν στο ,Ρ(Ω) .

Ι δ ια ί τ ε ρ α ,  αν Α€Ρ( Ω)  το  σύνολο Ω-Α λ έ γ ε τ α ι συμπλήρωμα του 
Α κ α ι σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι με Ac (ή κ α ι Α^ γ ια  να δηλωθεί το  βασικό σ ύν­
ολο Ω). Έ τ σ ι  έ χ ο μ ε :

AC = Ω-Α = (x e  Ω : X 0 Α ).

Από το ν  παραπάνω ο ρ ισ μ ό  ε ί ν α ι  ά μ εσ ες ο ι  παρακάτω ιδ ιό τ η τ ε ς :
1) A U AC = Ω 4) 0C = Ω
2) Α Π α0  = |ϊ 5) Ω° = 0 .
3) (AC) C =A

Η παρακάτω πρόταση δ ί ν ε ι  μ ε ρ ικ έ ς  πολύ χρ ή σ ιμ ες  σ χ έ σ ε ις  που 
αφορούν το  συμπλήρωμα εν ό ς  συνόλου.

2 , 9 . 1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β ε ί ν α ι  υποσύνολα ενό ς  βασικού συνόλου 
Ω ισ χύουν  τα  παρακάτω:

α) ACB<=>Bc C A c
β) Α-Β = ΑΠ BC
υ ) (ΑΠΒ) = A U Β Ί Τ£π ο ι Χου oe M organ.
6) (AU B )C = AC n BC J

Α πόδειΕ η . α) Έ στω  ό τ ι  ισ χ ύ ε ι  ACB.  Γ ι α  τυ χό ν  χ· χ  e  Β°·»>
=>χ 6 Ω Α χ 0 β . Τότε όμω ς, λόγω τη ς  ACB,  π α ίρ νο μ ε  χ 6 Ω κ α ι χ 0 Α  
δη λ . χ  6 AC. Ά ρα BCC A C.

Γ ια  το  α ν τ ίσ τρ ο φ ο , χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τη ν  ήδη γνωστή συνεπαγω­
γή A Q b =>Bc G ac, π α ίρ ν ο μ ε :

BC£  AC=> (AC) CC  (BC) CH>A £ B .

β) Έστω χ τ υ χ ό ν . Τ ό τε : χ 6 Α-Β<=^χ 6 Α Λ χ  0 Β<=>χ e  Α Λ (χ  e f l  Λ χ 0 Β )
<=>χ e α Λ χ  e  bc<=>x e  a n  bc .

Y) Γ ια  τυ χό ν  χ '  χ  6 (Α Π Β) °<=>χ 6 Ω Λ χ 0 Α Π Β<=>χ e  Ω Λ 
Λ (~χ 6 Α ΠΒ) <=>χ ΘΩ Λ [ ~ ( χ 6 Α Λ χ 6 Β)] <=> χ 6  Ω Α [ ( - χ  6  A) V ( - χ  6  Β)] 

<=->χ € Ω Λ (χ  0 A V χ  0 Β) <=> (χ 6  Ω Λ χ  0 Α) V (χ β Ω Α χ 0 Β) <=>χ 6 ACV χ  e Β° 
<=>χ e A c UBc .

δ) Γ ια  τυ χό ν  χ* χ  6  (A U Β) c <=*>x 6  Ω Λ χ  0 A U Β<=>χ β Ω Α (~χ6 Α U Β)



€ Ω Λ [ - ( x 6 A V x 6 B) ]<=*>χ 6 Ω Λ [ ( ~χ 6 Α) Λ ( ~ χ 6 Β) ]<=>χ 6  Ω Λ 
(X 0 Α Λ χ  0 Β) <=> (X 6 Ω Λχ 0 Α) Λ (χ 6  Ω Λ χ  0 Β) <=>χ 6  Α° Λ χ  6  BC<=S>
<->χ 6 Ac η BC.

2,10. Δ ι α γ ρ ά μ μ α τ α  τ ο υ  V e n n .

Έ να ς πολύ π α ρ α σ τα τ ικ ό ς  τρ ό π ο ς γ ια  να  αποδοθούν ε π ο π τ ικ ά  
σ χ έ σ ε ις  κ α ι π ρ ά ξ ε ις  μεταξύ  συνόλων, ε ί ν α ι  τα  λ εγό μ ενα  δ ια γρ ά μ μ α ­
τα  του V enn. Τα δ ια γρά μ μ α τα  του  Venn σ τ η ρ ίζ ο ν τ α ι  στην ιδ έ α  να  
π α ρ ισ τά νο ντα ι τα  σ τ ο ι χ ε ί α  ε ν ό ς  συνόλου με σ η μ ε ία  σ το  ε π ίπ ε δ ο  
που π ε ρ ικ λ ε ίο ν τ α ι  από μ ια  κ λ ε ισ τή  γραμμή. Δ ίνομ ε αμέσως παρα­
κάτω μ ια  σ ε ιρ ά  τ έ το ιω ν  σχημάτων. Κάτω από το  κάθε σχήμα σ η μ ε ι­
ώ νετα ι π ο ιό  ε ί ν α ι  το  σύνολο που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στο  γραμμ οσκιασμ έ- 
νο μέρος του  σ χή μ α τος.

A c

Τα δ ια γρά μ μ α τα  το υ  Venn ε ί ν α ι  πολύ χρ ή σ ιμ α , όπως κάθε τ ι  
που .βοηθάει την ε π ο π τ ε ία  σ τα  Μ αθηματικά. Δεν μπορούν όμως ν α  υ ­
ποκαταστήσουν την α π ό δ ε ιξ η  μ ια ςσ χ έσ η ςμ ετα ξ ύ  συνόλων που π ρ έ π ε ι 
να  σ τ η ρ ίζ ε τ α ι  στον προτα σ ιακό  λ ο γ ισ μ ό . Έ τ σ ι ,  ενώ στο παρακάτω 
σχήμα,

Α - Β



Λ  V

έχομε μια πρώτη ένδειξη για την αλήθεια της ισότητας Α Π (β-Γ) *
■ (Α Π Β) - (Α Π Γ) , η απόδειξη της ισότητας αυτής δέεται στην Πρό­
ταση 2.7.2.

2.11. Π α ρ α δ ε  ( γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

Κ  Γ ια  να  α π ο δ ε ίξο μ ε  την ισ ό τη τα  Α  = Β, γ ια  δύο σύνολα Α,Β, 
α ρ κ ε ί να  α π ο δ ε ίξο μ ε  ό τ ι :  ( V x )  : χ e  Α<->χΘΒ.  Έ τ σ ι έ γ ιν α ν  ο ι  απο­
δ ε ί ξ ε ι ς  των προτάσεων του κεφ αλα ίου  α υ το ύ . Αυτός δ εν  ε ίν α ι  ο μο- 
μ α δ ικ ό ς  τρόπος γ ια  μ ια  τ έ τ ο ια  α π ό δ ε ιξ η , που μπορεί να  γ ί ν ε ι  και 
π ι ο  έμμεσα χρ η σ ιμ ο π ο ιώ ντα ς τ ι ς  μ έ χ ρ ι τώρα γνω στές προτάσεις.Α υτό  
δ ε ί χ ν ε ι  το  π α ρ ά δειγμ α  που α κ ο λ ο υ θ ε ί.

Αν Α,Β ε ί ν α ι  υποσύνολα εν ό ς  βασικού συνόλου, να  α π ο δ ε ιχ τ ε ί
ό τ ι :

(ACU Β) Π (AUBC) = (Α Π Β) U (AUB)C.

Π ραγματικά:
(ACU Β) n (AU Β°) = [ ( Α ° υ  Β) η A] U [ (AC UB) Π Β °] =

= Π Α°ηΑ) υ (β η a ) ] u c (α° π bc ) u (β π β 0π  =

= [ (0 U ( Β Π Α Π υ  [<ACn  BC) U 0 ]  = (ΒΠΑ) U (ACΠ BC) =

=  ( A  η B )  U ( A  U B )  c .

2. To δυναμοσύνολο του  0 δεν  ε ί ν α ι  το  κενό  σύνολο, αφού το  
0 έ χ ε ι  σαν μ ονα δ ικ ό  υποσύνολό του  τον  εαυτό  το υ . Έ τσ ι,>>(0)={0}· 
Ακόμη, Χ Ρ ( 0 )  ) =>( {0})  = { 0 , ( 0 } } .

3. Αν Α = {α}, τό τ ε  Ρ(Α) = { 0 , { α } } .  Ακόμη, αν Β = { α , β , γ }  τότε:

Ρ (Β ) = { 0 , { α } , { β } ,  { γ } , { α , β } , ί α , γ } , { β , γ } , Β } .

4. Αν Α,Β,Γ και  Δ ε ί ν α ι  τα  σύνολα του  π α ρ α δε ίγμ α το ς  5 τη ς  
παραγράφου 2 . 6 ,  τό τ ε  ένα  δ ιά γρα μ μ α  του  Venn γ ι 'α υ τ ό  ε ί ν α ι  το  α ­
κόλουθο :



Το γραμμοσκιασμένο μέρος στο παραπάνω σχήμα α ν τ ισ τ ο ι χ ώ  
σύνολο Δ.

jj. *Αν Ω ε ί ν α ι  ένα  βασ ικό  σ ύ νο λ ο , Α = { χ 6 Ω : Ρ ( χ ) }  κα ι  
Β = {χ 6 Ω : Q(χ) }, τότε, όπως ε ίδ α μ ε  στο π α ρ ά δ ε ιγμ α  4 τη ς  παραγρά­
φου 2 . 6 , το  σύνολο α λ ή θ ε ια ς  του  προτα σ ιακού  τύπου P f x J ^ Q i x )  ε ί ­
ν α ι  το R = [ Ω - (AU Β) ] U (Β-Α) U (ΑΠΒ) . Το σύνολο αυτό  μ π ο ρ ε ί να  
γραφ εί κα ι ως

R = (A U Β) C U (Β-Α) U ( ΑΠΒ) .

Στο παρακάτω δ ιά γρα μ μ α  του  Venn το  γραμμοσκιασμένο  μ έρ ο ς  α­
ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  στο σύνολο R.

Από το παραπάνω δ ιά γρα μ μ α  του  Venn φ α ίν ε τ α ι  ό τ ι  π ρ έ π ε ι  να  
ισ χ ύ ε ι

R= (AU Β) CU Β κ α ι R = (A -B)c .

Ας α π ο δ ε ίξο μ ε  σαν άσκηση τ ι ς  δύο παραπάνω σ χ έ σ ε ις .
Γ ια  ν α 'ισ χ ύ ε ι  η πρώ τη, δηλαδή ( AUB) C U (Β-Α) U (Α Π Β) =

= (AU Β) C(J Β, α ρ κ ε ί να  δ ε ίξ ο μ ε  ό τ ι :

(Β-Α) U (ΑΠΒ) = Β.

Π ράγματι: (Β-Α) U (ΑΠΒ) = [ (Β-Α) U Α] Π [ (Β-Α) U Β] = [ (Β-Α) U Α] Π Β, 
αφού B-ACB. Ά ρα :

(Β-Α) U (Α Π Β) = [ (Β-Α) U Α] Π Β = [ (Β Π AC) U A] Π Β =
= [ (Β U Α) Π (AC U Α) ] Π Β = [ (BU Α) Π Ω] Π Β =
= (BU Α) Π Β = Β, αφού B U A C q κ α ι B C B U A .

Γ ι α  τη δ εύτερ η  ισ ό τη τα  α ρ κ ε ί να  δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι  (a U b ) c U b =
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= (Α-Β) °. Πράγματι* (AU B)CU Β = (ACD BC) U Β » (ACU Β) Ο (BCU Β) »
= (ACU B) Π Ω =ACU B =AC U <BC)C * (AflB®)0 . <A-B)C.

2.12. Κ α ρ τ ε σ ι α ν ό  Y ι ν ό α ε ν ο  σ υ ν ό λ ω ν .

Av A x a t B ε ίν α ι  δύο μη κενά  σύνολα, θα ονομάζομε καρτεσιανό 
υ ινόμ ενο  των συνόλων Α,Β, ένα νέο  σύνολο τιου το  συμβολίζομε με 
ΑχΒ κα ι ε ί ν α ι :

Α*Β = { (α,β)  : αΘΑ και  β Θ Β ) .

Το σ τ ο ι χ ε ί ο  (α,β)  6 ΑχΒ ονομ ά ζετα ι δ ια τετα γμ ένο  ζεύγος· Έ τσ ι, 
μπορούμε να πούμε ό τ ι  το σύνολο ΑχΒ ε ί ν α ι  το σύνολο όλων των δ ια ­
τεταγμένω ν ζευγών (α ,β ), με a  6 Α κα ι βΘΒ.

Η ισ ότη τα  μεταξύ των δ ια τετα γμ ένω ν ζευγών ο ρ ίζ ε τ α ι  ως εξή ς:

(α ,β ) » (α· , β · ) <*=>α = α ' κα ι β = β ' .

Γ ια  τυχόν σύνολο Α ο ρ ίζο μ ε

Αχ0 = 0χΑ = 0.
2 2Συμβολίζομε ακόμη ΑχΑ = Α κα ι με Δ το υποσύνολο του Α που ο­

ρ ί ζ ε τ α ι  με τον τύπο

Δ = { ( χ , χ )  : χ  θ Α} 

κα ι λ έ γ ε τ α ι δ ια γ ώ ν ιο ς  του Α.
Το δ ια τετα γ μ ένο  ζεύ γο ς  (β,α)  λ έ γ ε τ α ι αντίστροφ ο του (α , β) ·
Ε ίν α ι φανερό από τα  παραπάνω, ό τ ι  γ ε ν ικ ά  γ ια  δυο σύνολα Α,

Β ι σ χ ύ ε ι :
ΑχΒ ψ ΒχΑ.

Μ ερικές χρή σ ιμ ες ιδ ιό τ η τ ε ς  του καρτεσ ιανού  γ ινομ ένου , σε συν­
δυασμό με τ ι ς  ήδη γνω στές π ρ ά ξ ε ις  των συνόλων, δ ίν ο υ ν  ο ι παρακά­
τω σ χ έ σ ε ις : .

1 . ΑχΒ = ΒχΑ<=> (Α = Β V Α = 0 V Β ~ 0)
2. Αχ(ΒΠΓ) = (ΑχΒ) Π (ΑχΓ)
3. (Β Π Γ) χΑ = (ΒχΑ) Π (ΓχΑ)

* 4.  Αχ(Β U Γ) = (ΑχΒ) U (ΑχΓ)

( ύ )
Σ η μ ε ί ω σ η , Η έ ν ν ο ι α  τ ο υ  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο υ  ζ ε υ γ ο υ ς  μ π ο ρ ε ί  ν α  δ ο θ ε ί  α υ σ τ η ­

ρ ά  π . χ .  μ ε  έ ν α  α π ο  τ ο υ ς  π α ρ α κ ά τ ω  τ ύ π ο υ ς :

( α , β )  = { { α } , { α , β } }  Α  ( α , β )  = { { α , 0 } , { β , { 0 } } } .



5.  ( B U T )  x A =  (B*A) U (ΓχΑ)

6. Αχ ( Β- Γ)  = ( Α χ Β ) - ( Α χ Γ )

7 .  ( Β - Γ ) xA * ( Β χ Α ) - ) Γ χ Α ) .

Γ ια  παράδειγμα , ας αποδείξομ ε την ισ ότητα  (6 ) .
Γ ι α  τ υχόν ( x , y )  * ( x , y )  6 Αχ ( Β - Γ )  <=->χ e Α Λ y  6 Β - Γ < = > χ  e A Λ 

Λ (y 6 B  A y  g D  <=> ( x  6 A Λ y 6 B) A y 0  Γ<—> ( x , y )  6 ΑχΒ A ( x , y ) g Α * Γ < = *  

<=> ( x , y )  6 ( Α χ Β ) - ( Α χ Γ ) .

Με παρόμοιο τρόπο α π ο δ ε ικ νύ ο ντα ι κ α ι ο ι  υ π ό λ ο ιπ ες  σ χ έ σ ε ις .

2 . 1 3 . Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε ψ α ρ μ ο γ  έ ς

1) Αν Α = ( α , 3 >  Β = ( 1 , 2 ) ,  τ ό τ ε ,  ΑχΒ = { ( α,  1) , ( α ,  2) , ( β,  1) , 

( 3 , 2 ) }  κ α ι  ΒχΑ = { ( Ι , α ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , α ) , ( 2 , 3 ) J . Το π α ρ ά δ ε ι γ μ α  αυτό 

α π ο δ ε ι κ ν ύ ε ι  ό τ ι  ΑχΒ φ ΒχΑ.

2 ) Έ να  σύνολο δ ια τετα γμ ένω ν ζευγών δεν ε ί ν α ι  πά ντοτε  καρ­
τεσ ια νό  γ ινό μ ενο  δύο συνόλων. Έ τ σ ι ,  π . χ .  το σύνολο { (α,3)  , ( α , γ ) ,  
(3 , γ)> δεν μπορεί να θεω ρηθεί καρτεσ ιανό  γ ινό μ εν ο  κανενός ζ ε ύ ­
γους συνόλων. Μπορούμε όμως να γράφομε:

{ ( α , 3 )  , ( α , γ )  , ( 3 , γ )  ) C A x B ,

όπου, Α = { α , 3 )  και  Β = ( 3 , γ> .

3) Η π ι ο  χαρακτηρ ιστική  εφαρμογή τη ς έ ν ν ο ια ς  του κ α ρ τεσ ια ­
νού γ ινο μ ένο υ  ε ί ν α ι  το γνωστό καρτεσ ιανό  επ ίπ εδ ο  τη ς Α ναλυτικής 
Γ εω μετρίας, όπου κάθε σημείο  Ρ του επ ιπ έδο υ  α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί  σε ένα 
μοναδικό δ ια τετα γμ ένο  ζεύ γο ς (x,y)  
πραγματικών αριθμώ ν, όπου χ  ε ί ν α ι  
η τετμημένη του σημείου Ρ κα ι y 
η τεταγμένη  του σημείου Ρ. Οι α ­
ρ ιθ μ ο ί x ,y  3 ρ ίσ κ ο ντα ι από τ ι ς  ____
ορθές προ3ολές του σημείου  Ρ σε 
δύο κάθετους προσανατολισμένους 
άξονες που αποτελούν το σύστημα 
συντεταγμένω ν. Το σημείο  0 τη ς τομής των αξόνων α ν τ ισ τ ο ιχ ώ  στο

0

P(x,y)

χ

δ ια τετα γμ ένο  ζεύγος (0 , 0 ) .
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2,14. Α ο κ ϋ ο ε  ι ς

1 . Να παραοταθούν με αναγραφή των σ το ιχ ε ίω ν  τους ^  παρακά- 
τω σύνολα

α) Α = { χ :  χ  φ υσ ικός α ρ ιθμ ό ς κα ι δ ια ιρ έ τ η ς  του 20}
2

β) Β = {χ: χ  α κ έρ α ιο ς  α ρ ιθμ ό ς  κα ι χ < 36} 
γ) Γ = {χ: χ  γράμμα τη ς  λέξη ς "ιπποπόταμος"}·

2 . Να β ο ε θ ε ί το  σύνολο 3Ρ ({α ,0} ).

3. Ν α  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :  {{χ} ,  { x , y } }  *  { {a} ,  {α,β} }<->χ κα ι
y = β·

4. Να γ ίν ο υ ν  ο ι  παρακάτω π ρ ά ξ ε ις  
α) ( { 1 , 2 } Π { 1 , 2 , 3 } ) U ( 1 , 2 , 4 )  
β) ( { 1 ,2 ,3 } —{1,5}) Π ( 2 , 7 , 4 }  
υ ) { { M i n n i ι
δ) > ({ 1 ,2 } )  Π j P (  { 1 ,3 ,5 } )  .

5. Να α π ο δ ε ιχ το ύ ν  ο ι  σ χ έ σ ε ις  1 ως 6 τη ς παραγράφου 2 . 7 .

6 . Με τ ι  ε ί ν α ι  ίσο το  σύνολο A D(BU Γ) α ν : 
α) τα  σύνολα Α,Β ε ίν α ι  ξένα
3 )  Β  =  Γ  

Υ) A C r .

7 . Αν Α,Β ε ίν α ι  τυ χό ντα  σ ύνολα ,να  δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι :  
a) Α Π Β = A U Β<=->Α = Β
β) ΑΠ Β = 0<~->Ρ(Α) Π p(B) = {0}. 8 9

8 . Γ ια  τυχόντα  σύνολα Α,Β,Γ,  υποσύνολα ενό ς βασικού συνόλου 
Ω, να δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι :

[ (Α Π Γ) U B]c = (Ac 0 B c ) U (Γσ Π BC) ·

9. To σύνολο (A-B) U (Β—Α) λ έ γ ε τα ι συμμετρική διαφορά των 
συνόλων Α,Β κα ι σ υ μ β ο λ ίζετα ι AtB. Δ ιαπιστώ στε με ένα  διάγραμμα 
του Venn ό τ ι  AtB = ( AU B ) - ( A f l B) .

JJ0. Γ ια  τυχόντα  σύνολα α , β , να  δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

Α-Β -  Α<=>Α Π Β = 0.



ν'--·:x
·*>'··· ,

if

■3r. r'; >*>
• ; > -

■■■ ■
• ·> ·

23

11 . Αν Α = { 1 ,2 ,3 )  Β = { 2 ,α ,3 }  να  βρεθούν τα  σύνολα 
α) Α*Β
β) (A U B)x (AD Β) 
γ) (Α-Β)χΑ*

12. Να α π ο δειχτο ύ ν  ο ι σ χ έ σ ε ις  τη ς  παραγράφου 2.12,.

• V '  ν .^  '·

•̂J;t

A··"'v . .

··**· '.i ; -L: ·.*



3. Σ Χ Ε Σ Ε Ι Σ

3,1 . Η έ ν ν ο ι α  τ η ς  σ χ έ σ η ς

Ο σ υσ χετισ μ ός σ το ιχ ε ίω ν  δύο δ ια φ ορετικώ ν συνόλων ή και του 
ίδ ιο υ  συνόλου, ε ίν α ι  μ ια  καθημερινή δ ια νο η τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  γ ια  
τον καθένα.

Ας υποθέσομε ό τ ι  το  σύνολο Α = { α ,β ,γ ,δ }  ε ίν α ι  ένα σύνολο αν- 
δρών κ α ι Β = ( κ ,λ ,μ ,ν ,ξ }  ένα  σύνολο γυναικώ ν κα ι μάλιστα  έτσ ι ώ­
στε να σ υ μ β α ίνο υ ν :

ο α ε ίν α ι  σύζυγος τη ς  μ
II β  (I Μ II

" δ " " " κ .
Με τον τρόπο αυτό σ υ σ χετίζο μ ε  σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου Α με σ τ ο ιχ ε ία  
του συνόλου Β. Π ροκειμένου να δηλώσομε με σύντομο τρόπο αυτόν τον 
σ υσ χετισ μ ό , γράψομε α ν τ ί  των παραπάνω,το σύνολο των ζευγών 
σ = { ( α , μ ) , ( β , ξ ) , ( δ , κ ) }, με τη συμφωνία, το πρώτο σ τ ο ιχ ε ίο  του κά­
θε δ ια τετα γμ ένο υ  ζεύγους να δηλώ νει τον σύζυγο κα ι το δεύτερο 
σ τ ο ιχ ε ίο  την σύζυγο . Παρατηρούμε ό τ ι  το σύνολο σ ε ίν α ι  ένα υπο­
σύνολο του Α*Β.

Από τα  παραπάνω οδηγούμαστε στον εξή ς ορ ισμό:

Σχέση σ από ένα σύνολο Α σ 'έ ν α  σύνολο Β ε ίν α ι  ένα υποσύνολο 
του ΑχΒ.

Το σύνολο των δ ια τετα γμ ένω ν ζευγών που ο ρ ίζ ε ι  μ ια  σχέση σ 
λ έ γ ε τ α ι συχνά κα ι γράφημα τη ς σχέσης.

Αν σ ε ίν α ι  μ ια  σχέση από ένα σύνολο Α σ 'έ ν α  σύνολο Β και 
(x ,y ) e σ, λέμε ό τ ι  το σ τ ο ιχ ε ίο  χ σ υ νδ έετα ι μέσω τη ς σχέσης σ ^ιε 
το y . Αυτό το  γράψομε ισοδύναμα xoy. Ε π ίσ η ς, α ν τ ί του (x ,y ) 0 σ



γ ρ ά ψ ο μ ε ισ ο δ ύ ν α μ α  κφ γ .

Π εδίο ορισμού μ ια ς  σχέσης σ C ΑχΒ, ονομάζομε το  σύνολο 

Jb(a) = { χ 6 Α  : (3y e B )xoy} 

και π ε δ ίο  τιμών το σύνολο

51(σ) = (y 6 Β : (3χ 6 A )xoy}.

Πιο ελεύθερα , τα  παραπάνω δηλώνουν ό τ ι ,  π ε δ ίο  ορισμού μ ια ς  σ χέ­
σης ε ίν α ι  το σύνολο όλων των σ το ιχ ε ίω ν  που ε ίν α ι  πρώτα μέλη των 
δ ιατεταγμένω ν ζευγών που α π α ρτίζο υν  τη σχέση κ α ι ,  το  σύνολο των 
δεύτερων μελών των ζευγών τη ς σχέσης ε ίν α ι  ακριβώ ς το  π ε δ ίο  τ ι ­
μών α υ τή ς. Στο παραπάνω παράδειγμα  έχομε 3>(σ) = { α ,β ,δ }  κ α ι 
)3ίσ) = { μ ,ζ ,κ } . .

Μια σχέση oQAxB, δηλώ νεται συμβολικά κα ι με σ : Α-^Β.Επίσης 
πολλές ψορές π α ρ ισ τά νετα ι με ένα  β ε λ ο ε ιδ έ ς  δ ι άγ ραμμαί *1 * Ενα τ έ ­
τ ο ιο  β ε λ ο ε ιδ έ ς  δ ιάγραμμα, που ε ίν α ι  το  αμέσως παρακάτω σχήμα ,α­
π ο δ ίδ ε ι  τη σχέση σ του α ρ χ ικ ο ύ  π α ρ α δείγμ α το ς .

A Β

Αν σ : Α-Η3 ε ίν α ι  μ ια  σχέση , α ντ ισ τρ έφ ο ντα ς  την τάζη των μ ε­
λών όλων των δ ια τεταγμ ένω ν ζευγών τη ς σ , πα ίρνομε μ ια  κ α ινο ύρ ­
γ ια  σχέση που την συμβολίζομε με σ *. Η σ · 1 ε ίν α ι  σχέση από το  
Β στο Α (σ 1 : Β-*Α) κα ι λ έ γ ε τ α ι αντίστροφη σχέση τη ς σ .
Σύντομα, η σ 1 ο ρ ίζ ε τ α ι  από το  σύνολο

σ 1 = ( (y ,χ ) : xoy} .

3.2. Ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  σ χ έ σ ε ω ν

Σ εό ,τι ακολουθεί θεωρούμε σ χ έ σ ε ις  σ από ένα σύνολο Ε στον 
εαυτό το υ . Τ έ το ιε ς  σ χ έ σ ε ις  σ : Ε+Ε, τ ι ς  ονομάζομε δ ιμ ε λ ε ίς  σ χέ­
σ ε ις  στο σύνολο Ε. Αναψερόμενοι σε τ έ τ ο ιε ς  σ χ έ σ ε ις  δ ίνο μ ε  τους 
παρακάτω ο ρ ισ μ ούς.

 ̂  ̂ Αν και, έ χ ε l επυκρατησεε ο όρο< " β ε λ ο ε ε δ έ ς  δ ιά γ ρ α μ μ α " , θα όταν χυο 

σωστός ο όρος "δυάγραμμα με β έ λ η " .
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Μια σχέση σ : Ε+Ε, λ έ γ ε τ α ι ανακλαστικά (ή αυτοπαθής) αν 
ισ χ ύ ε ι :

χσχ γ ια  όλα τα χ 6 Ε .
Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  μ ια  σχέση σ : Ε-*Ε ε ίν α ι  ανακλα­
σ τ ικ ή , αν κα ι μόνο αν π ε ρ ιέ χ ε ι  όλα τα ζεύγη της μορφής ( χ ,κ ) , γ ια  
όλα τα  χ θ Ε .  Έ τ σ ι ,  ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  η σ ε ίν α ι  ανακλαστική σ χέ­
ση στο σύνολο Ε, αν κα ι μόνο αν A Q o, όπου Δ η δ ια γώ ν ιο ς  του Ε. 

Μια σχέση σ : Ε+Ε, λ έ γ ε τ α ι συμμετρική αν:

(Vx,y εν Ε): xoy=>yox.

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  μ ια  σχέση σ : Ε-*Ε ε ίν α ι  συμμε­
τρ ικ ή  αν κα ι μόνο αν δεν μ εταβάλλετα ι αν αντιστρέφ ομε τα  μέλη 
των ζευγών που την α π α ρ τ ίζο υ ν . Έ τ σ ι ,  μ ια  σχέση ε ίν α ι  ρ υμ μ ετρ ι­
κή αν και μόνο αν σ = σ

Μια σχέση σ : Ε+Ε λ έ γ ε τ α ι α ντισ υ μ μ ετρ ικ ή  α ν :

(Vx,y εν Ε): xoy κα ι y ox= > x= y .

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  μ ια  σχέση σ : Ε+Ε ε ίν α ι  αντισυμ- 
μ ετρ ικ ή  αν κα ι μόνο αν γ ια  κάθε ζεύγο ς (x ,y ) Θ σ, με έχομε
(y ,x ) 0 σ. Αυτό μπορούμε να το  εκφράσομε κα ι ως ε ζ ή ς : Τα μόνα ζεύ­
γη (x ,y ) t γ ια  τα  ο π ο ία  ε π ιτ ρ έ π ε τ α ι να ανήκουν σε μ ια  α ντισ υ μ μ ε- 
τρ ικ ή  σχέση τα  α ντίσ τροφ ά  το υ ς , ε ίν α ι  ε κ ε ίν α  γ ια  τα  οπο ία  x = y .  

Μια σχέση σ : Ε+Ε, λ έ γ ε τ α ι μεταβατική  αν:

(V x ,y ,z  εν Ε): χσγ κα ι yoz=>xoz.

Απλούστερα, μπορούμε να πούμε ό τ ι  μ ια  σχέση σ : Ε+Ε ε ίν α ι  μεταβα­
τ ικ ή  αν κα ι μόνο αν γ ια  κάθε δυο ζεύγη της μορφής (x ,y ) και (y ,z ) 
που π ε ρ ιέ χ ε ι ,  π ε ρ ιέ χ ε ι  οπωσδήποτε κα ι το  ζεύγος ( χ , ζ ) .

3.3. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

1. Έστω Ε = { α ,β ,γ ,δ }  και σ = { (α ,α) , (α ,β) , ( γ , β) }. Το σύνολο 
σ ε ίν α ι  το γράφημα μ ια ς  σχέσης στο Ε. Η σχέση αυτή δεν ε ίν α ι  
ανακλαστική γ ια τ ί  π .χ . ,  (β ,β ) 0 σ . Η σ δεν  ε ίν α ι  ούτε συμμετρική* 
γ ια τ ί  αν ή τα ν, θα έπρεπε, π .χ . ,  το σ τ ο ιχ ε ίο  (β ,α ) να ανήκει στη σ, 
αφού (α ,β ) Θσ. Ε π ίσ η ς, ε ίν α ι  εύκολο να δ ια π ισ τώ σ ει κ α ν ε ίς  ό τ ι  η 
σ ε ίν α ι  α ντισ υ μ μ ετρ ικ ή  και μεταβατική  σχέση.

2. Μια σχέση μπορεί να ε ίν α ι  ταυτόχρονα συμμετρική κα ι α ν τ ι -  
συμμετρ ική . Τ έ το ιε ς  σ χ έ σ ε ις  σ 'έ ν α  σύνολο ε ίν α ι  η δ ια γώ ν ιο ς  του
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συνόλου και τα μη κενά υποσύνολά τη ς . Π .χ ., στο παραπάνω σύνολο 
Ε του Παραδείγματος 1, ο ι σ χ έσ ε ις  = ί ( α , α ) , ( 3 ,3 ) , ( γ , γ ) , ( δ , δ ) }, 
σ2 = { (α,α) , (β, β) } , σ 3 = { (γ ,γ )}  κ . λ . π . ,  ε ίν α ι  όλες ταυτόχρονα συμ­
μ ετρ ικ ές  και α ντ ισ υ μ μ ετρ ικ ές  σ χ έ σ ε ις .

2· Αν σ ε ίν α ι  μ ια  σχέση σ 'έ ν α  σύνολο Ε, τό τε  και η σ ε ίν α ι  
επ ίσ ης σχέση στο Ε. Σ υμβα ίνει μάλιστα μ ια  σχέση σ να ε ίν α ι  α ν τ ι -  
συμμετρική αν και μόνο αν σ Π σ  XC A , όπου Δ η δ ια γώ ν ιο ς  του  Ε. 
Πραγματικά* σ α ντισ υμμ ετρ ική  <=>[(Vx,y) (x ,y ) 6 σ  A (y ,x ) e  o=>x=y] 
<«*>[ (Vx, y) (x ,y) 6 σ Λ (x ,y ) 6 σ  ̂=>x = y ] <==>[ (Vx,y) (x ,y ) 6 σ Π σ 1 =>
—> (x ,y) eA ]= > o n o ‘ 1£ 4 .

3.4. Ι σ ο δ υ ν α μ ί α

Μια σχέση σ : E+E, που ε ίν α ι  ταυτόχρονα ανακλαστική συμμετρ ι­
κή και μεταβατική λ έγ ε τα ι σχέση ισοδυναμ ίας (ή και ισ οδυναμ ία ) 
στο Ε.

Μια σχέση ισοδυναμ ίας σ 'έ ν α  σύνολο Ε σ υ μ β ο λ ίζετα ι συνήθως 
με το σύμβολο

Έστω - μ ια  ισοδυναμία  σ 'έ ν α  σύνολο Ε κα ι α τυχόν σ τ ο ιχ ε ίο  
του Ε. Το σύνολο (υποσύνολο του Ε)

( χ € Ε :  χ~α},

ονομάζεται κλάση ισοδυναμ ίας του α κα ι σ υ μ β ο λ ίζετα ι με κ λ _ (α ) .
Σ χετικά  με τ ι ς  κ λά σ εις  ισοδυναμ ίας των σ το ιχε ίω ν  του Ε ισ ­

χ ύ ε ι η παρακάτω πρόταση.

3 .3 .1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν ~ ε ίν α ι  μ ια  ισοδυναμία  σ 'έ ν α  σύνολο Ε, 
τό τε  ισχύουν:

i )  Γ ια  κάθε α 6 Ε ,  κλ~ (α) 5*0 
i l )  Γ ια  κάθε α ,β  εν Ε, α~β<=>κλ_ (α) =κλ~(β) 

i i i )  Γ ια  κάθε α ,β  εν  Ε, α/β<=>κλ^(α) (Ίκλ_(β) = 0 .

ΑπόδειΕη. i )  Γ ια  τυχόν αΘ Ε έχομε α~α. Άρα a  G κλ~ (α) και 
έ τσ ι κλ~ (α) ^ 0.

i i )  Έστω α ,β  εν Ε, με α~β. Τότε γ ια  κάθε χ έχομε, χ 6 κ λ .( α ) < β > 
=>χ~α. Επειδή όμως α~β, λόγω της μεταβατικότητας της ~, π α ίρ νο ­
με, χ~β=>χ 6 κλ~ (β) . Ά ρα κλ~ (a) C  κλ_ (β) . Ό μ ο ια  αποδεικνύομε ό τ ι 
κλ~ (β )C κ λ ~ (α ) . Έ τσ ι έχομε κλ~(α) = κ λ _ (β ) .
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Το αντίσ τροφ ο  ε ίν α ι  φανερό.
i i i )  Έστω α /β  κα ι κλ~ (α) Π κλ.. (β) # 0 .  Ά ρα , υπάρχει χ 6 Ε με 

χ θ κ λ . (α) Π κλ- (β) <^>χ e  κ λ . (α) κ α ι χ 6 χ λ . (β) <“*>χ-α και χ-β«->>α~κ 
κα ι χ~β^>α~β, που ε ίν α ι  άτοπο .

Α ντίστροφ α, έστω κλ~ (α) Π κλ„ (β) = 0 κα ι α~β. Τότε ό μ ω ς ,ε π ε ι­
δή α~β, από το  ( ii)  πα ίρνομε κλ~ (α) = κλ_ (β) . Ά ρα κλ_ (α) Π κλ- (β) =
= κ λ -(α )  ^ 0 ,π ο υ  έ ρ χ ε τα ι σε α ντίθ εσ η  με το ό τ ι  κλ_ (α)ΠκλΛ (β) = 0.

Το σύνολο των κλάσεων ισ οδυνα μ ία ς σ 'έ ν α  σύνολο Ε, λ έγ ετα ι
σύνολο πηλίκο  κα ι σ υ μ β ο λ ίζετα ι με Ε /~ . Τα σύνολα αυτά ε ίνα ι/ μη

(*)κενά , ανά δύο ζένα  κα ι η ένωση όλων δ ίν ε ι  το Ε

3.5 . Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α

_1. Στο σύνολο Χ+ των θετικ ώ ν  ακεραίων αριθμώ ν, η σχέση, 
χσγ<=> ο ι  α ρ ιθ μ ο ί x ,y  όταν δ ια ιρ ο ύ ν τ α ι με τον 3 δ ίνο υ ν  ίσα υπό­
λο ιπα , ε ίν α ι  μ ια  σχέση ισ ο δ υ να μ ία ς . Πραγματικά ε ίν α ι  προφανές ό τ ι 
η σ ε ίν α ι  ανακλαστική συμμετρική  κ α ι μεταβατική  σχέση.

Ας υπολογίσομε το σύνολο κλσ ( 2 ) . Ο α ρ ιθμ ός 2 δ ια ιρ ο ύ μ ενο ς  
με τον 3 δ ί ν ε ι  πηλίκο  0 κα ι υπόλοιπο 2 . Έ τ σ ι ,  στο σύνολο κλ^(2) 
ανήκουν ο ι α ρ ιθ μ ο ί 2 , 5 , 8 , 1 1 , 1 4 , . . .  . Ά ρα: κλσ <2) =
= { 2 ,5 ,8 ,1 1 ,1 4 , . . . }  = {χ βΧ + : χ  = 3 k - l ,  k = l , 2 , . . . } .  Ό μ ο ια , 
κλσ (1) = { 1 , 4 , 7 , 1 0 , . . . }={χ ΘΧ+ : χ  = 3k-2> k = 1 , 2 , . . . }  κ α ι κλσ <3) =
= { 3 ,6 , 9 , 1 2 , . . . }  = {χ : χ = 3k, k = 1 , 2 , . . . } .  Παρατηρούμε ό τ ι  τα  σύν­
ολα κλ (1 ) ,  κλ (2) κ α ι κλ (3) σ υνισ τούν  μ ια  δ ια μ έρ ισ η  του συνόλου , σ σ σ
% .

2:.Στο σύνολο των ευθειώ ν του Ε υ κ λ ε ιδε ίο υ  επ ιπ έδο υ  η σχέση, 
,,χ / γ < = > η  ε υ θ ε ία  χ  σ υ μ π ίπ τε ι ή ε ίν α ι  παράλληλη με την ε υ θ ε ία  y ", 
ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  ε ίν α ι  μ ια  σχέση ισ ο δυνα μ ία ς . Στο παρακάτω σχήμα 
βλέπομε πως το  σύνολο των κλάσεων ισ οδυναμ ία ς τη ς σχέσης /  , δη­
μ ιο υ ρ γ ε ί μ ια  δ ια μ έρ ισ η  του συνόλου όλων των ευθε ιώ ν . Στο σχήμα 
α υτό , κάθε δέσμη παραλλήλων ευθειώ ν  σ υ ν ισ τά  την κλάση ισ ο δυνα μ ί-

/ & \
Έ ν α  σύνολο υποσυνο'λων το υ  Ε ,  μη κενών * ξένω ν ανά 

δύο κ α ι που η ένωσή τ ο υ ς  δ ί ν ε ι  το Ε ,  ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι δ ια μ έ ρ ισ η  το υ  Ε . Έ τ σ ι ,  το 

σύνολο π η λ ίκ ο  Ε / ~ ,  μ ια ς  σ χέσ η ς ισ ο δ υ ν α μ ία ς  -  σ ’ ένα σύνολο Ε , α π ο τ ε λ ε ί δ ια μ έ -  

ρ ισ η  τ ο υ  Ε .
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ας μιας οποιασδήποτε ευθείας της δέσμης αυτής.

3.6. Δ ι ά τ  α Ε  η

Μια σχέση σ : Ε-*Ε, που είναι ταυτόχρονα ανακλαστική, α ν τ ι- 
συμμετρική και μεταβατική λέγεται σχέση μερικής διάταΕηε (ή και 
απλά διάταΕη) στο Ε.

Μιά μερική διάταΕη συμβολίζεται συνήθως με το σύμβολο < .
Αν γ ι α  δύο σ τ ο ι χ ε ί α  α , β ,  σ υ μ β α ί ν ε ι  α κ β ,  λ έ μ ε  " το  α  π ρ ο η γ ε ί τ α ι  
του  β" . (Στην περ ίπτω σ η  αυτή  γράφομε ισο δύ να μ α  κ α ι  β > α . ) Ένα 
σύνολο εφ ο δ ια σ μ ένο  με μ ι α  σχέση  δ ι ά τ α ζ η ς  λ έ γ ε τ α ι  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  
σ ύ ν ο λ ο .

Αν < είναι μια μερική διάταΕη σ'ένα σύνολο Ε και Δ είναι η 
διαγώνιος του Ε , τότε η διμελής σχέση <  -Δ ,  λέγεται γνήσια διάτα­
Εη και συμβολίζεται με το σύμβολο-< . Αν α < β , λέμε ότι το στοι­
χείο α προηγείται γνήσια του στοιχείου β.

Σ ' έ ν α  σύνολο  Ε, μ ι α  δ ιά τ α Ε η  με τη ν  ι δ ι ό τ η τ α : "

V x , y  εν  Ε ι σ χ ύ ε ι :  xKy ή y<x

λέγεται ολική ή γραμμική διάταΕη και το σύνολο Ε ολικά ή γραμμι-  
κά διατεταγμένο.

3.7. Π α ο α δ ε ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

JL. Η σχέση ^  στο σύνολο Μ  των πραγματικών αριθμών που ο ρ ί­
ζ ε τα ι με τον τύ π ο , χ  >sy<=>x-y μη α ρνη τικ ός α ρ ιθ μ ό ς , ε ίν α ι  μ ια  
σχέση ολ ικής δ ιά τα ζη ς  στο σύνολο IR.

2. Αν Ω ε ίν α ι  ένα βασικό σύνολο, η σχέση C  ε ίν α ι  μ ια  δ ιά τα ­
Εη στο ^Ρ(Ω) . Η δ ιά τα ζη  αυτή ε ίν α ι  μη ο λ ικ ή . Π ράγματι, αν Ω *
=ε { α ,β ,γ}  τό τε  γ ια  τα  {α,β} κα ι {β , γ } εν Ρ(Ω), δεν ισ χ ύ ε ι {α,β}
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C i3 /Y )  ούτε { β ,γ } £ { α ,β } .
2. Στο σύνολο H των φυσικών αριθμών η σχέση σ *  ί (x ,y ) : 

x δ ια ιρ ε ί  τον y}, ε ίν α ι  δ ιά τα ξη  αψού:
α) Γ ια  κάθε x Θ JN χ δ ια ιρ ε ί  τον x->xox
β) Γ ια  κάθε x ,y  εν 1Ν · xoy κα ι yσχ·>χ δ ια ιρ ε ί  τον y κα ι 

y δ ια ιρ ε ί  τον χ “ >χ <̂ y και y < x mts> x = y .
γ) Γ ια  κάθε x ,y ,z  εν 3Ν · xoy κα ι yoz<~>x δ ια ιρ ε ί  τον y 

κα ι y δ ια ιρ ε ί  τον z<=>y = kx και ζ = λ γ ,  με k,X εν 3Ν-^ζ = (λΜ χ με 
k,X εν U =">χ δ ια ιρ ε ί  τον ζ=>χσζ.
Η παραπάνω σχέση σ δεν  ε ίν α ι  σχέση ο λ ικ ή ς  δ ιά τα ξ η ς , αφού έχομε 
305 κα ι 503.

4. Ε ίν α ι πολύ εύκολο να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  αν -< ε ίν α ι  μ ια  σχέση 
μ ερ ικ ή ς  δ ιά τ α ξ η ς ,τ ό τ ε  κα ι η αντίστροφ η σχέση :< ε ίν α ι  επ ίσ η ς με­
ρ ική  δ ιά τα ξ η . Θέτομε τό τε  ·< 1 = Αυτός ε ίν α ι  ο λόγος που δεχό ­
μαστε ό τ ι  ο ι  συμβολισμοί α < β  κα ι β > α  ε ίν α ι  ταυτόσημοι.

3 .8 . Φ ρ α γ μ έ ν α  σ ύ ν ο λ α

Έστω Ε ένα  δ ια τετα γ μ έ ν ο  σύνολο (με δ ιά τα ξη  την <) κα ι Α έ ­
να μη κενό υποσύνολο του Ε.

Έ ν α  σ τ ο ιχ ε ίο  α του Ε ο νο μ ά ζετα ι άνω φράγμα του Α αν και μό­
νο αν ισ χ ύ ε ι χ κ α  γ ια  όλα τα  χ θ Α .  Στην περίπτωση αυτή λέμε ό τ ι  
το σύνολο Α ε ίν α ι  άνω φραγμένο. Α ποδεικνύετα ι (Βλ. Ασκ. 9 , Παρ. 
3 .10) ό τ ι  υπάρχει ένα το πολύ άνω φράγμα α του Α τ έ τ ο ιο  ώστε 
α 8 Α . Αυτό το  μοναδικό  άνω φράγμα του Α (όταν υπάρχει) το ονομά­
ζομε μ έ γ ισ τό  (maximum) σ τ ο ιχ ε ίο  του Α κ α ι το  συμβολίζομε με maxA.

Έ να  σ τ ο ιχ ε ίο  β του Ε ο νομ ά ζετα ι κάτω φράγμα του Α αν και 
μόνο αν ισ χ ύ ε ι β «<χ γ ια  όλα τα  χ θ Α .  Στην περίπτωση αυτή λέμε ό­
τ ι  το σύνολο Α ε ίν α ι  κάτω φ ραγμένο. Α π ο δ ε ικ νύ ετα ι, όπως κα ι πα­
ραπάνω, ό τ ι  υπάρχει ένα το  πολύ κάτω φράγμα β του Α, με (3 ΘΑ.
Αυτό το  μοναδικό  κάτω φράγμα του Α (όταν υπάρχει) το  ονομάζομε 
ελά χ ισ το  (minimum) σ τ ο ιχ ε ίο  του Α κα ι το συμβολίζομε με m in Α .

Αν το σύνολο Α ε ίν α ι  άνω φραγμένο τό τε  το  ελά χ ισ το  του συν­
όλου των άνω φραγμάτων του Α το ονομάζομε άνω πέρας (supremum) 
του Α κα ι το συμβολίζομε με s u p Α .

Αν το σύνολο Α ε ίν α ι  κάτω φραγμένο τό τε  το μ έγ ισ το  του συν­
όλου των κάτω φραγμάτων του Α το ονομάζομε κάτω πέρας (infimum)
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του Α και το συμβολίζομε με in f  A.
Ας σημειω θεί εδώ ό τ ι ,  ενώ ισ χ ύ ε ι πάντοτε max A 6 Α κα ι 

m inAeA, τα σ τ ο ιχ ε ία  sup Α κα ι in f  Α δεν ε ίν α ι  εν γ έ ν ε ι  σ τ ο ιχ ε ία  
του Α. Ε ιδικώ τερα αν sup Α 6 Α , τό τε  max A = sup Α κα ι αν in f  Α ΘΑ, 
τότε min A = in f  Α.

3.9. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α -  Ε ψ α ρ μ ο γ  έ ς

1. Αν 1R ε ίν α ι  το σύνολο των πραγματικών αριθμών εφοδιασμέ­
νο με τη συνηθισμένη δ ιάταξη  τό τε  το σύνολο lR+ = {χ 6 3R : χ > 0}, 
ε ίν α ι  κάτω φραγμένο από το σ τ ο ιχ ε ίο  0. Το 0 ε ίν α ι  μάλιστα  το  μ ε­
γαλύτερο κάτω φράγμα του Μ + . Π ραγματικά, αν υποθέσομε ό τ ι  ένα 
σ τ ο ιχ ε ίο  α 6 3R ε ίν α ι  κάτω φράγμα του 3R+ και μάλιστα  α>  0 , τό τε , 
επειδή  : |> 0 ,  έχομε το άτοπο ό τ ι  υπάρχει σ τ ο ιχ ε ίο  του 1R+ , το  ^  , 
μ ικρότερο από το α , που υποτέθηκε κάτω φράγμα του 3R+ . Ά ρα
0 = in f  1R+ . Παρατηρούμε εδώ ό τ ι  in f  0 IR+ .

Ανάλογα μπορεί κ α ν ε ίς  να δ ε ί  ό τ ι  0 =m in 3Rq , όπου 3R* =
= { x e  1 :  χ > 0} και ακόμη ό τ ι  0 = sup !R~ , όπου IR” = {χ 6 3R : 0>χ} 
και 0 = max ]R̂  , όπου = { x € J R : 0 > =x}.

2. Αν Ω ε ίν α ι  ένα μη κενό σύνολο τό τε  το δυναμοσύνολο 'p(Q) 
του Ω με σχέση δ ιατάξεω ς τη σχέση του υποσυνόλου (Q  ) , ε ίν α ι  ένα 
δ ια τετα γμ ένο  σύνολο κα ι μάλιστα  ισχύουν min Ρ(Ω) =0 κ α ι max Ρ(Ω) = 
= Ω.

3 . Έστω X = { a, b, c , d , e}  και η σχέση { (a,a) , (b,b)  , (c,c)  , 
( d , d ) , ( e , e ) , ( c , a ) , ( c , b ) , ( e , d ) } που είναι μια μερική διάταξη στο 
X. Ένα  βελοειδές διάγραμμα για  τη σχέση < είναι το ακόλουθο σχή­
μα.

Στο διάγραμμα αυτό τα σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου X τοποθετήθηκαν 
με τ έ τ ο ιο  τρόπο ώστε τα  σ τ ο ιχ ε ία  εκ ε ίν α  που ε ίν α ι  δεύτερα  μέλη 
των ζευγών της να βρ ίσ κοντα ι στο σχήμα σε "ψηλότερο" σημείο
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από τα  σ τ ο ιχ ε ία  που ε ίν α ι  πρώτα μέλη των ζευγών της 5· Αυτό μας 
δ ί ν ε ι  επ ο π τικ ά  α ρ κ ετές  πληροφ ορίες γ ια  τη δ ιά τα ξη  ϊ ·  Π .χ . από το 
σχήμα φ α ίν ε τ α ι ό τ ι  αν Υ = ( a ,b ,c )  κα ι Z « { d ,e } ,  τότε  min Υ * c , 
min Ζ = e κ α ι max Z c d .  Επίσης προκύπτει ό τ ι  το σύνολο Υ δεν έ χ ε ι  
μ έ γ ισ το  σ τ ο ιχ ε ίο .  Τ ις  ε ικ α σ ίε ς  α υ τές  μπορούμε να τ ι ς  αποδείξομε 
αυστηρά. Έ τ σ ι ,  π . χ . ,  γ ια  το  ό τ ι  min Υ » c έχομ ε: σ β Υ  και c ^ a r 
c κ α ι c ^ c .  Δηλαδή ο β Υ  κα ι γ ια  κάθε χ β Υ  ισ χ ύ ε ι C JY . Ά ρα 
c = min Υ .

Το παρακάτω β ε λ ο ε ιδ έ ς  διάγραμμα '

α π ο δ ίδ ε ι επ ο π τικ ά  τη δ ιά τα ξη  ί ( a « a ) , ( b ,b ) , ( c , c ) , ( d ,d ) , (e ,e )  , 
( c , a ) , ( d , a ) , ( c , b ) , ( d ,b ) , ( d , e ) , ( d , c ) } στο σύνολο X = { a ,b ,c ,d ,e } .  

Ως προς τη δ ιά τα ξη  αυτή έχομε να παρατηρήσομε τα  εξή ς: 
min X = d , ενώ το  max X δεν  υ π ά ρ χ ε ι. Το σύνολο {c,d} ε ίν α ι  

το  σύνολο των κάτω φραγμάτων του Υ = {a,b} κ α ι επ ε ιδ ή  m ax{c,d}=c, 
έχομε c = i n f  Υ . Επίσης έχομε min Yc = d .

Μετά τα  παραπάνω εύκολα μ π ορεί κ α ν ε ίς  να κατανοήσει ότ% από

X

το σχήμα

έχομε:



m ini a f c} = c .max X = a ,  s u p { c ,d } = e ,  

su p (b ,c}  = a ,  m in ( a ,d ,e } = d  και m ax{a,d fe} = a .

3.10. Α σ κ ή σ ε ι ς

JL. Δ ίν ετα ι το σύνολο E = { 1 ,2 ,3 ,4 }  και ο ι  σ χ έ σ ε ις  σ^ =
= { ( 1 ,2 ) , ( 2 ,1 ) , (3 ,2 )} , σ2 = ί ( 1 ,1 ) , ( 1 ,2 ) , (1 ,3 ) , (2 ,2 ) , ( 3 ,3 ) , (4 ,4 ) }, 
σ3 » { ( 1 ,4 ) ( 2 ,1 ) , (3 ,1) , (1 ,2 ) } και σ4 = Ε*Ε. Να εξ ετα σ τε ί π ο ιε ς  από 
τ ι ς  γνωστές ιδ ιό τ η τ ε ς  έ χ ε ι  η κάθε μ ια  Q-πό τ ι ς  παραπάνω σ χ έ σ ε ις .

2. Αν Ε ε ίν α ι  ένα μη κενό σύνολο και σ ^ ,σ 2 ^VO στο
Ε ,να  α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι :

α) Αν ο ι ε ^ν α ι σ υμ μ ετρ ικές, τό τε  και η σ 1 ^ σ 2 ε ^ναι
συμμετρική.

β) Αν η σ^ ε ίν α ι  ανακλαστική και η σ2 τυ χο ύσ α ,τό τε  κα ι η 
σ^υ  σ2 ε ίν α ι  ανακλαστική.

3 . Στο σύνολο 1Ν των φυσικών αριθμών ορ ίζομ ε μ ια  σχέση σ με
τον εξής τύπο: (Vx,y) xoy<~>x-y = 3 k , όπου k 622. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί
ό τ ι η σ ε ίν α ι  σχέση ισοδυναμ ίας στο Ή  κα ι να β ρ εθ ε ί το  σύνολο 
πηλίκο 3Ν/σ.

Στο σύνολο Χ = { α ,β ,γ ,δ }  ο ρ ίζομ ε τη σχέση σ = { (α ,α) , (β ,β ) , 
( Υ , Υ ) , ( δ , δ ) , ( α , β ) , ( β , α ) , ( γ , δ ) , ( δ , γ ) }. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  η σ ε ίν α ι 
σχέση ισοδυναμίας στο X και να β ρ εθ ε ί το σύνολο πηλίκο Χ/σ.

5>. Αν Α ε ίν α ι  ένα μη κενό υποσύνολο ενός δ ια τετα γμ ένου  συν­
όλου Ε, να  α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι  αν υπάρχει άνω φράγμα α του Α, με α6Α, 
τότε  αυτό το άνω φράγμα ε ίν α ι  μοναδικό .

6. Στο σύνολο X = { x ,y ,z}  ορ ίζομ ε τη σχέση ·< = { (χ ,χ )  , (y ,y ) , 
(ζ , ζ) , (x ,y ) , (y , ζ ) , ( χ , ζ ) }. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  η σ ε ίν α ι  σχέση δ ιά ­
ταξης στο X και μάλιστα  σχέση ο λ ικ ή ς  δ ιά τα ξ η ς . Να βρεθούν τα  
min X και max X ως προς τη δ ιάταξη  7 *

7. Έστω X = { a ,b ,c ,d ,0 }  και σ = { ( a , c ) , ( b , c ) , ( d , e ) }. Να απο­
δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :

α) Η σ ε ίν α ι  γνή σ ια  δ ιά ταξη  στο X.
W Η σ ε ίν α ι  μη ολική δ ιά τα ξη .
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γ) Να β ρ εθ ε ί η ελά χ ισ τη  σχέση ο Ώ ο  τ έ τ ο ια  ώστε η σ να 
ε ίν α ι  μ ερ ική  δ ιά τα ξ η .

8 . Έ στω  X = { a ,b ,c ,d )  κα ι { (a ,a )  , (b ,b ) , ( c , c ) , (d ,d ) , (a ,d )  , 
( b ,d ) , ( c , d ) ) . Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :

α) Η σ ε ίν α ι  μ ερ ική  δ ιά τα ξη  στο X.
β) Το σ τ ο ιχ ε ίο  d ε ίν α ι  το μ έγ ισ το  σ τ ο ιχ ε ίο  του X ως προς 

τη δ ιά τα ξη  ^  .
γ) Δεν υπά ρχει ελ ά χ ισ το  του X ως προς τη  ̂9 10

9. Έστω Χ = { α ,β ,γ ,δ } ,  Υ = (α ,β }  κ α ι ·<= { (α ,α) , (β ,β ) , (γ*γ) * 
( δ , δ ) , ( α , γ ) , ( β , ϊ ) r ( α , δ ) , ( β , δ ) , ( γ , δ ) }. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :

α) Η ^  ε ίν α ι  μ ια  μ ερ ική  δ ιά τα ξη  στο X.
β) Τα σ τ ο ιχ ε ία  γ κα ι δ ε ίν α ι  άνω φράγματα του συνόλου Υ 

ως προς τη δ ιά τ α ξ η ς  .
γ) sup Υ = γ
δ) Να δ ια π ισ τω θ ε ί ό τ ι  η αντίστροφ η σχέση τη ς ^  ε ίν α ι  ε π ί­

σης μ ια  μερ<*κή δ ιά τα ξη  στο X, ως προς την ο π ο ία  ισ χ ύ ε ι γ = i n f  Υ.

10. Αν Ε ε ίν α ι  ένα  μη κενό σύνολο, σ μ ια  σχέση στο Ε και Δ 
η δ ια ν ώ ν ιο ς  του Ε ,ν 'α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :

σ Πσ~*ζΖ δ <=**> σ α ντ ισ υ μ μ ετρ ικ ή .



4.1. Γ ε ν ι κ ά

Καθημερινά qπλoπoιoύμε πολλές καταστάσεις τη ς  ζωής μας χρη­
σιμοποιώ ντας αριθμούς και απλές ή σ ύνθετες α ρ ιθ μ η τ ικ ές  π ρ ά ξ ε ις . 
Τα τελ ευ τα ία  μάλιστα χρ ό ν ια  η εισβολή των ηλεκτρονικώ ν υ π ο λ ο γ ι­
στών τ ε ί ν ε ι  να καταστήσει τελ ε ίω ς μηχα νισ τική  την επαφή του ανθ­
ρώπου με τους α ρ ιθμ ούς. Τι ε ίν α ι  όμως ο ι α ρ ιθ μ ο ί;  Π οιές ε ίν α ι  ο ι 
βαθύτερες δομές και σ χ έσ ε ις  που οικοδομούν και συνδέουν α υτές τ ις  
τόσο απαρα ίτητες γ ια  τη ζωή μας έ ν ν ο ιε ς ;

Σε ό , τ ι  ακολουθεί θα δώσουμε σύντομα το περίγραμμα ενός τρό ­
που θεμελίωσης του συνόλου των πραγματικών αριθμών καθώς και τ ι ς  
βασικές ιδ ιό τ η τ ε ς  του συνόλου αυτού.

4. Τ_0 Σ Υ Ν Ο Λ Ο  Τ Ω Ν  Π Ρ Α Γ Μ Α Τ Ι Κ Ω Ν  Α Ρ Ι Θ Μ Ω Ν

4.2. Τ ο σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  π ρ α γ μ α τ  ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν

Δεχόμαστε ό τ ι  υπάρχει ένα μη κενό σύνολο 1R εφοδιασμένο με 
δυο "π ρ ά ξεις" , την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό. Πιο συγκεκριμ- 
μένα, σε κάθε ζεύγος (x ,y) Θ IR , α ν τ ισ το ιχο ύ μ ε  ένα μοναδικό σ τ ο ι­
χ ε ίο  του 3R, που το συμβολίζομε με x+y και το ονομάζομε άθροισμα 
των σ το ιχε ίω ν  x ,y .  Τη δ ια δ ικ α σ ία  (πράξη) εύρεσης από τα  τυχόντα  
σ τ ο ιχ ε ία  x ,y , του αθροίσματος x+y, την ονομάζομε πρόσθεση. Ανάλο- 
γα , σε κάθε ζεύγος (x ,y) 6 IR , α ν τ ισ το ιχο ύ μ ε  ένα μοναδικό σ το ιχε ίο  
του IR, που το συμβολίζομε με x -y  (ή κα ι απλούστερα xy) και το ο­
νομάζομε γ ινόμ ενο  των σ το ιχε ίω ν  x ,y .  Την δ ια δ ικ α σ ία  (πράξη) εύ­
ρεσης από τα  τυχόντα  σ τ ο ιχ ε ία  x ,y ,  του γ ινομ ένου  xy, την ονομά­
ζομε πολλαπλασιασμό.

Οι π ρ ά ξ ε ις  της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού δεχόμαστε
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ό τ ι  ικανοπο ιούν  τα παρακάτω αξιώ ματα:

Αχ) x+y -  y+x (α ν τ ιμ ε τα θ ε τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  της πρόσθεσης).
Α2> x+(y+z) = (x+y)+z (π ρ ο σ ετα ιρ ισ τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  της πρόσθεσης).
Α^) Υπάρχει ένα σ τ ο ιχ ε ίο  0 e 1R τ έ τ ο ιο  ώστε χ+0 = x γ ια  κάθε 

χ Θ 3R . Το 0 λ έ γ ε τα ι ουδέτερο  σ τ ο ιχ ε ίο  του 1R ως προς την 
πρόσθεση.

Α^) Γ ια  κάθε χ  e IR υπάρχει σ τ ο ιχ ε ίο  z e iR  τ έ τ ο ιο  ώστε x+y®0. 
Το ζ ο νομ ά ζετα ι α ν τ ίθ ε τ ο  σ τ ο ιχ ε ίο  του χ κα ι συμβολίζετα ι 
με - χ .  Επίσης συνηθίζομε να γράφομε x -y  α ν τ ί του x + ( - y ) .

Αβ) x y = y z  (α ν τ ιμ ε τα θ ε τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  του πολλαπλασιασμού).
Ag) χ (yz) = (xy)z (π ρ ο σ ετα ιρ ισ τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  του πολλαπλάσια- 

σ μ ο ύ ). 1 '
Α^) Υπάρχει ένα σ τ ο ιχ ε ίο  1 e TR τ έ τ ο ιο  ώστε 1χ = χ γ ια  κάθε 

χ  e IR . Το 1 λ έ γ ε τ α ι ουδέτερο  σ τ ο ιχ ε ίο  του 3R ως προς τον 
πολλαπλασιασμό.

Α&) Γ ια  κάθε χ 6 3R , με χ φ 0 υπάρχει σ τ ο ιχ ε ίο  ζ e TR τ έ τ ο ιο  ώ­
στε χζ  = 1. Το ζ ονομ ά ζετα ι α ντίστροφ ο  του χ κα ι συμβολί­
ζ ε τ α ι  με χ  1 ή — .

Ag) x(y+z) = xy+xz. (ε π ιμ ε ρ ισ τ ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  του πολλαπλασιασ­
μού ως προς την πρόσθεση).

Οι παραπάνω ιδ ιό τ η τ ε ς  καθ ιστούν το 2R σώμα.

Ο ρίζομε τώρα στο 3R μ ια  σχέση ο λ ικ ή ς  δ ιά τα ξη ς  > με τ ι ς  ι δ ι ­
ό τη τες  (α ξ ιώ μ α τα ):

Αχο) Αν χ  <,y τό τε  x+z ^y+ z γ ια  κάθε ζ
Αχ χ ) 0 < χ κα ι 0 < y ^ O  < x y .

Το σώμα TR εφοδιασμένο με τη δ ιά τα ξη  αυτή ονομάζετα ι δ ια τ ε ­
ταγμένο σώμα των πραγματικών αριθμώ ν.

Με τη β ο ή θεια  τη ς παραπάνω δ ιά τα ξη ς  μπορούμε να ορίσομε τα 
σύνολα Β  + = (X61R: χ>0} κ α ι Β~ = ( χ θ Β :  0>χ} . Τα σύνολα αυτά 
ονομάζοντα ι σύνολο των θετικ ώ ν  πραγματικών αριθμών κα ι σύνολο

(*) Με βάση τη ν  ιδ ιό τ η τ α  6 μπορούμε να ο ρ ίσ ο μ ε  το γ ιν ό μ ε ν ο  νχ . χ . . .χ .,

χ 6 IR , που το σ υ μ β ο λ ίζ ο μ ε  με χ  . η φορές
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των αρνητικών πραγματικών αριθμώ ν, α ν τ ίσ τ ο ιχ α .
Γ ια  το  σύνολο JR+ α π οδεικ νύοντα ι ο ι  εξής βα σ ικές ιδ ιό τ η τ ε ς .

1) Αν χ 6 JR+ και y 6 JR+ τό τ ε : x+y 6 JR+ κα ι xy e JR+ .
2) Γ ια  κάθε χ  6 JR ισ χ ύ ε ι ένα ακριβώς από τα  ακόλουθα: χ  6 JR+ 

η χ = 0 ή - χ  e JR+ .
3) Αν χ 6 JR+ τό τε  -χ  Θ JR~ .

Ορίζομε ακόμη JR* = JR+ U {0} κα ι JRQ = JR U {0}.

4.3. T ο σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  Φ υ σ ι κ ώ ν  α p ι θ μ ώ ν .

Α ποδεικνύεται ό τ ι  υπάρχει ένα υποσύνολο JN του JR με τ ι ς  ε ­
ξής ιδ ιό τ η τ ε ς .  ·

1) 1 6 JN .
2) (Vx): χ 6 JN =>χ+1 6 JN.(**
3) To JN ε ίν α ι  το ελά χ ισ το  (ως προς την δ ιά τα ξη  C. ) υπο­

σύνολο του JR που έ χ ε ι  τ ι ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  1 κα ι 2 .
Το σύνολο JN ονομάζετα ι σύνολο των φυσικών αρ ιθμ ώ ν.
Μερικές ενδιαφέρουσες ιδ ιό τ η τ ε ς  του συνόλου JN των φυσικών 

αριθμών ε ίν α ι  ο ι εξή ς.
4) Γ ια  κάθε x ,y  εν JN έχομε: x+y 6 ϊ ί  κα ι xy e  JN .
5)  M C 1 + .

6 ) 1 = min JN .
7) 0 0 JN .

Συμβολίζομε το  σ τ ο ιχ ε ίο  1+1 του JN με 2 , το σ τ ο ιχ ε ίο  2+1 
με 3, το σ τ ο ιχ ε ίο  3+1 με 4 κ .ο .κ .  . Έ τσ ι έχομε

JN = { 1 , 2 , 3 , 4 , . . . } .

4.4. Τ ο σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  α . κ ε ρ α  ί ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν 

Ορίζομε τώρα το υποσύνολο Ζ του JR με τον τύπο:

% = JN U (0>υ  {χ e JR : - x e J N } .

Το σύνολο Z* ονομάζετα ι σύνολο των ακεραίων αριθμώ ν. Οι π ιο  βα σ ι­
κές ιδ ιό τ η τ ε ς  των σ το ιχε ίω ν  του συνόλου Ζ ε ίν α ι  ο ι εξή ς:

(*) Ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς  ( 1 )  κ α ι ( 2 )  χ α ρ α κ τη ρ ίζ ο υ ν  τα λεγο μ ενα  εκα γω γικα  σ ύ ν ο - 

λα ·
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1) Γ ια  κάθε x ,y  εν 1 ,  έχομ ε: x + y e i ,  xy βΖ και x-y*x+(-y )e* . 
2 ) IN = 3R+ Π Z .
3) Av x ,y  ανήκουν στο Z , με y > 0 , τό τε  υπάρχουν α κ έρ α ιο ι 

q κα ι r ,  μονοσήμαντα ο ρ ισ μ έ ν ο ι, τ έ τ ο ιο ι  ώστε να ισχύουν:

χ = yq+r και 0 <,r < y .

4 .5 . Τ ο σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  ρ η τ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν

Από το σύνολο Σ των ακεραίων μπορεί να παραχθεί ένα νέο υ­
ποσύνολο φ του IR με τον τύπο

C = { x e i R :  χ  = αβ- 1 , με α β Ζ κα ι pew }1**.

Το σύνολο © ο νομ ά ζετα ι σύνολο των ρητών αρ ιθμώ ν.
Οι β α σ ικ ές  ιδ ιό τ η τ ε ς  που μπορούν ν 'α π ο δ ε ιχ το ύ ν  γ ια  το σύν­

ολο φ ε ίν α ι  ο ι  εξή ς:
1) Το φ ε ίν α ι  υποσώμα του 1R. (Δηλ. ισχύουν και γ ια  το φ ό ­

λες  ο ι  ιδ ιό τ η τ ε ς  από Αχ μ έχρ ι Α9 που ισχύουν κα ι γ ια  το 3R ) .
2) Το © ε ίν α ι  το ελά χ ισ το  υποσώμα του 1R . (Δηλ. αν AC1R 

ε ίν α ι  υποσώμα του 1R τό τε  ©GA) .

4 .6 . Τ ο κ ε κ ο ρ ε σ μ έ ν ο  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  σ ώ μ α  3R

Τα όσα εκτέθηκαν στην παράγραφο 4 .2  κα ι συγκεκριμμένα  τα α­
ξιώματα Α  ̂ μ έχρ ι κ α ι Α ^, δεν  χαρακτηρ ίζουν το  1R , όπως αυτό 
μας ε ίν α ι  γνωστό από τ ι ς  γυμνασ ιακές μας σ πουδές. Π .χ ., τα  α ξ ιώ - 
ματα αυτά  δεν  εξασφ αλίζουν ό τ ι  η εξίσωση χ · χ = χ  =2 έ χ ε ι  λύση 
στο TR . Έ τ σ ι ,  α πα ιτούμε γ ια  το  1R το παρακάτω αξίωμα.

Α ^ )  Κάθε μη κενό κα ι άνω φραγμένο υποσύνολο του 3R έ χ ε ι  άνω 
πέρας (suprem um ).

Το σύνολο IR εφοδιασμένο με τα αξιώ ματα Α1 μ έχρ ι κα ι Α ^  ονο­
μ ά ζετα ι κεκορεσμένο δ ια τετα γμ ένο  σώμα.

Θα δώσομε τώρα μ ερ ικά  συμπεράσματα που συμπληρώνουν τη γνώ­
ση μας γ ια  το 3R . Τα συμπεράσματα αυτά  α π ο δε ικ νύ ο ντα ι από τα  α ­
ξιώματα Α  ̂μ έχρ ι κα ι Α ^  σε συνδυασμό κα ι με το αξίωμα Αχ2 ·

1) Γ ια  κάθε χ e  1R υπάρχει n € 1Ν τ έ τ ο ιο ς  ώστε η > χ · ( Ι δ ιό ­
τητα  του Α ρχιμ ή δη ).

2) Γ ια  κάθε x ,y  εν IR με x < y , υπάρχει q e ®  τ έ τ ο ιο ς  ώστε

Το σ τ ο ιχ ε ίο  αβ * σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι κ α ι με κ α ι ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι κλάσμα με α­

ρ ιθ μ η τή  α κ α ι παρονομαστή β .
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x < q < y .
3) Γ ια  κάθε y € Μ  υπάρχει χ 6 IR τ έ τ ο ιο ς  ώστε χ  = y .

Αν x ,y  ε ίν α ι  όπως παραπάνω, γράφομε χ  = κα ι ονομάζομε τον

χ τετραγωνική ρ ί του Υ·
4) 0 πραγματικός αριθμός δεν ε ίν α ι  ρ η τό ς.

Το παραπάνω συμπέρασμα 4 έ χ ε ι  ιδ ια ίτ ε ρ η  α ξ ία  γ ια τ ί  μας εξασ­
φ άλιζε ι ό τ ι το σύνολο 1R-Q ε ίν α ι  μη κ εν ό . Το σύνολο αυτό ε ίν α ι  
γνωστό σαν σύνολο των άρρητων αριθμώ ν. Γ ια  το  σύνολο αυτό ισ χ ύ ε ι 
η εξής πρόταση.

5) Γ ια κάθε x ,y  εν 1R με χ  < y υπάρχει άρρητος αρ ιθμ ός ρ τ έ ­
το ιο ς  ώστε: χ < ρ < y .

Παρατήρηση, α) Με τον ίδ ιο  τρόπο που α π ο δ ε ικ νύ ετα ι ό τ ι  ο α­
ριθμός /2 δεν ε ίν α ι  ρ η τό ς , αποδε ικ ν ύ ετα ι ό τ ι  κα ι ο ι α ρ ιθ μ ο ί /3 , 
/5 , /β  , / 8 , / ί θ ,  . .  . δεν ε ίν α ι  ρ η το ί. Γ εν ικά  ισ χ ύ ε ι το εξή ς: Αν 
χ 6 IR+ και δεν υπάρχει ρητός q τ έ τ ο ιο ς  ώστε q 2 = x ,  τό τε  ο αριθμός 
/χ  ε ίν α ι  άρρητος.
13) Το συμπέρασμα 3 Π αρ.4.6 γ εν ικ εύ τα ι ως εξή ς: Γ ια  κάθε π € 1Ν 

και y 6 JR+ υπάρχει χ 6  1 + τ έ τ ο ιο ς  ώστε x n = y .  Αν x ,y  ε ίν α ι  δυο 
τ έ τ ο ιο ι  αρ ιθμ ο ί από το IR+ τό τε  γράφομε χ = rVy κ α ι ονομάζομε τον 
χ η -στή ρ ίζ α  του y .

γ) Γ ια τα σύνολα ( χ 6 Ζ :  χ > 0} και  { χ θ ( β : χ > 0 } ,  χρη σ ιμ ο π ο ι­
ούμε τους συμβολισμούς Ζ+ κα ι ©+ , α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Ακόμη, θέτομε zzt =

+ + + — - υ = Ζ U{0} και ©q = Φ U {0 >. Ανάλογα ο ρ ίζομ ε 7L = { χ 6 2 : χ  <0} και
δ" = (χ  6 5) : χ < 0}.

4.7. Η ε υ θ ε ί α  τ ω ν  π ρ α γ μ α τ  ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν

Συχνά το σύνολο των πραγματικών αριθμών πα ρ ισ τά νετα ι γεωμε­
τρ ικ ά  σαν το σύνολο των σημείων μ ια ς  ευ θ ε ία ς  γραμμής,που ονομά­
ζε τα ι ευ θ ε ία  (ή ά ξονας) των πραγματικών αριθμώ ν. Σ υγκεκριμένα , 
πάνω σε μ ια  ευ θε ία  επ ιλέγο μ ε δύο σημεία  γ ια  τους αρ ιθμούς 0 και 
1, όπως στο παρακάτω σχήμα.

0 1
,. -  ♦ I —  -  ------------- -----  ■

Με τον τρόπο αυτό επ ιλέγομ ε ταυτόχρονα και μ ια  μονάδα μήκους,πά­
νω στην ε υ θ ε ία ,ίσ η  με την απόσταση .των σημείων 0 και 1. Με μέτρο



40

αυτή τη μονάδα τοποθετούμε πάνω στην ευ θ ε ία  δ εξ ιό τερ α  του 1 τους 
άλλους φ υσ ικούς αρ ιθμ ούς και α ρ ισ τερ ό τερ α  του 0 τους α ρνητικούς 
α κ ερ α ίο υ ς σε ίσ ες  με την μονάδα μήκους αποστάσεις μεταξύ τ ο υ ς ,ό ­
πως στο σχήμα.

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0  1 2 3 4 5

Ανάλογα, μπορούμε να τοποθετήσομε πάνω στην ευ θ ε ία  τους ρητούς 
α ρ ιθ μ ο ύ ς . Στη σ υ ν έ χ ε ια , με τη β οή θεια  γνωστών προτάσεων της Ευ- 
κ λ ε ίδ ε ια ς  Γ εω μ ετρ ία ς, μπορούμε ν 'α π ο δ ε ίξ ο μ ε  ό τ ι  σε κάθε σημείο  
τη ς ε υ θ ε ία ς  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  ένας πραγμ ατικός α ρ ιθμ ός κα ι αντίστροφ α . 
Έ τ σ ι ,  συχνά τα υ τ ίζο μ ε  την έ ν ν ο ια  ενός σημείου  της ευ θ ε ία ς  των 
πραγματικών αριθμών με τον  αρ ιθμό  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στο σημείο  αυ­
τό . Η σχέση δ ιά τα ξη ς  < με την ο π ο ία  ε ίν α ι  εφοδιασμένο το σύνολο 
3R των πραγματικών αριθμώ ν, μπορεί να δ ο θ ε ί στην ευ θ ε ία  των πραγ­
ματικών αριθμών πολύ απλά ως εξή ς:

Αν χ < y τ ό τ ε ,  το  σ ημ είο  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στον αριθμό x β ρ ί“ 
σ κ ετα ι α ρ ισ τερ ό τερ α  ή τ α υ τ ίζ ε τ α ι  με το σημείο  που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  
στον αρ ιθμ ό  y .

Έ τ σ ι ,  ό λο ι ο ι α ρ ν η τ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί β ρ ίσ κ ο ντα ι α ρ ισ τερά  του 
σημείου  0 κα ι ο ι θ ε τ ικ ο ί  α ρ ιθ μ ο ί δ ε ξ ιά  του 0.

4 .8 . Δ ι α σ τ ή μ α τ α

Στην παράγραφο αυτή θα δόσομε τους ορ ισμούς μ ια ς  κατηγορίας 
υποσυνόλων του IR που ονομάζοντα ι δ ια σ τή μ α τα .

Έστω α ,β  εν 3R κα ι α < β .
Το α νο ικ τό  δ ιάστημα (α ,β) ο ρ ίζ ε τ α ι  να ε ίν α ι  το σύνολο

(a ,b )  = (x 6 IR : α < χ < β } .

Το κ λ ε ισ τό  διάστημα [ a , b ]  ε ίν α ι  το σύνολο

[ α , β ] = { χ 6 : π * :  α < χ 

Ο ρίζομε ακόμη τά διαστήματα

[α ,β ) = {χ Θ 3R : α ^ χ  < β} (κ λ ε ισ τό  α ρ ισ τερά  κα ι α νο ικ τό  δ εξ ιά ) 
(α ,β ]  = (χ 6 IR : α < χ <Έ) (α νο ικ τό  α ρ ισ τερά  κα ι κ λ ε ισ τό  δ εξ ιά ) .

Εκτός από τα  δ ιαστήματα αυτά , μπορούμε να ορίσομε κα ι τα  α­
πέραντα δ ιαστήματα ως εξή ς .
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(a,+°°) = {x 6 1R : x > a } ,  [ a ,  +«) = {x € 1R : x ^a}

(-» , a) = (x 6 IR : x < a} , (-® ,a ] = {x0  3R: x },

όπου a SIR .
Μ ερικές φορές γράφομε: IR = (-«,<») .

Τα σύμβολα +® και -® χρη σ ιμ οπο ιούντα ι εδώ καθαρά σαν σύμβο­
λα και τ ίπ ο τε  περ ισ σ ότερο . Επομένως δεν π ρ έπ ε ι να θεωρηθούν σαν 
σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου 1R.

4.9. Α π ό λ υ τ η  τ ι μ ή  π ρ α γ μ α τ  ι κ ο ύ  α ρ ι θ μ ο ύ

Γ ια  κάθε πραγματικό αριθμό χ ,  συμβολίζομε με |χ |  τον αριθμό 
που ο ρ ίζ ε τ α ι με' τον τύπο,

χ
χ ,  αν χ  ιΟ

<
- χ ,  αν χ < 0 .

Η ποσότητα |χ ]  λ έγ ετα ι απόλυτη τ ιμ ή  του αριθμού χ .  Αν λάβομε υπ­
όψη την ευ θ ε ία  των πραγματικών αριθμώ ν, η ποσότητα | χ | ,  με χ e  1R, 
ε ίν α ι  τό μήκος τη ς απόστασης του σημείου που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στον α­
ριθμό χ από το σημείο που α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  στο μηδέν.

4.10 Ε π α γ ω γ ή

Η μαθηματική επαγωγή ε ίν α ι  μ ια  απλή α π ο δ ε ικ τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  
που εφαρμόζεται πολύ συχνά στα Μαθηματικά. Εδώ θα εξηγήσομε αυτή 
τη δ ια δ ικ α σ ία  με βάση τα  όσα προηγήθηκαν στο κεφάλαιο αυτό . Γ ια  
το σκοπό αυτό δ ίνο μ ε  το παρακάτω θεώρημα.

4.10.1 ΘΕΟΡΗΜΑ. Έστω Ρ(ν) ένας προτασιακός τύπος με σύνολο 
αναφοράς το σύνολο JN των φυσικών αριθμώ ν. Αν ισχύουν 

( ί)  Ρ (1) αληθής πρόταση
και

( i i )  Ρ (ν )—>Ρ (ν+1) γ ια  όλα τα ν e 3Ν , 
τότε  το σύνολο α λήθειας του προτασιακού τύπου Ρ(ν) ε ίν α ι  ολόκληρο 
το σύνολο 3Ν των φυσικών αριθμών.

Α πόδειξη . Έστω S το σύνολο αλήθειας του Ρ ( ν ) .  Τ ότε, επειδή  
το σύνολο αναφοράς του Ρ(ν) ε ίν α ι  το 3Ν, ισ χ ύ ε ι SC3N. Ακόμη λόγω 
της ( i)  ισ χ ύ ε ι

1 e s . (α)
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■■'4

E t ilπλέον, αν για τυχόν v € W  ισχύει ves (άρα Ρ(ν) αληθής 
πρόταση), λόγω της (ii) θα έχομε Ρ(ν+1) αληθής πρόταση* επομένως 
v+ies. Δηλαδή αποδείχτηκε ότι για τυχόν ν € IN ισχύει

ves->v+ies. (3)
Οι σχέσεις (α) και (β) δίνουν ότι το S είναι επαγωγικό υπο­

σύνολο του συνόλου 1Ν. Επειδή όμως το D είναι το ελάχιστο επα­
γωγικό υποσύνολο του 3R , θα ισχύει τελικά S = H. *

Αν θέλομε να αποδώσομε με πιο ελεύθερη διατύπωση το παραπά­
νω θεώρημα,μπορούμε να πούμε τα εξής.

'Εστω Ρ(ν) , ν 6 H ένας προτασιακός τύπος και θέλομε να απο­
δείξομε ότι η πρόταση

( w e w  (Ρ(ν)
είναι αληθής.

Τότε αρκεί να αποδείξομε ότι:
(I) Ρ(1) αληθής πρόταση

και
(II) VveH Ρ(ν) αληθής ·*>Ρ(ν+1) αληθής.

Η παραπάνω αποδεικτική διαδικασία είναι ακριβώς η μαθηματι­
κή επαγωγή.

Δίνομε αμέσως παρακάνω”δύο παραδείγματα που αφορούν την τεχ­
νική της επαγωγής -

1. Να αποδειχτεί ότι
i+2+...+v=^fii- ,ve*.

Απόδειξη. Για ν = 1, ο προτασιακός τόπος 1+2+... +ν = ν_(ν+1)
δίνει 1 = , που είναι αληθές.

"Εστω τώρα ότι για κάποιο τυχαίο ν 6 Μ  ισχόει
l+2+...+v = ^ f ^ -  (a).

6α αποδείξομε, χρησιμοποιώντας την (α) , ότι
1+2+... +ν+ (ν+Χ) = ̂ + Ι ψ +Ϊ ) .

Πραγματικά.*
1+2+..·+ν+(ν+1) = (1+2+..·+ν)+(ν+1) =2=
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ν(ν+1) . _ ν (ν+ 1 ) . 2 (ν+1) (ν+1) (ν+2)
2 tV i} "  2 + 2 “  2

2. Να α π ο δ ε ιχ τε ί ό τ ι

ν < 2V, ν 6 3Ν.

ΑπόδειΕη. Γ ια  ν = 1 , ο προτασιακός τύπος ν  < 2^ 6Cvei 1 < 21 , 
που ε ίν α ι  αληθής πρόταση.

Έστω ό τ ι  γ ια  κάποιο τυ χα ίο  ν ισ χ ύ ε ι

ν < 2ν . (β)

Με βάση το  (β) θα α ποδείξομε ό τ ι  ισ χ ύ ε ι
>ν+1ν+1 < 2

Έ τ σ ι έχομε

ν < 2ν =>ν+1 < 2ν +1. (Ύ)
Αλλά γ ια  κάθε φυσικό αριθμό χ ,  ισ χ ύ ε ι

1 < χ<=>1+χ < χ+χ<=> 1+χ < 2χ. (δ)

Έ τσ ι από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  (γ) κα ι (δ) ( γ ια  χ  = 2ν ) πα ίρνομε 

' Αρα
ν+1 < 2ν +1 < 2 ·2ν = 2ν+1

ν+1 < 2ν+1



5. Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ι Σ

5.1 . Η έ ν ν ο ι α  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Οι σ υνα ρτή σ εις  σ υνισ τούν  την π ιο  ενδιαφέρουσα κατηγορία  
σχέσεων στα  Μ αθηματικά. Με τον όρο συνάρτηση εννοούμε μ ια  σ χέ­
ση f  από ένα σύνολο Α σ 'έ ν α  σύνολο Β τ έ τ ο ιο  ώστε:

A( f )  =Α
κ α ι

x fy  και x f z ^ y  = ζ γ ι α  κάθε χ 6 Α  και y , z ^ v  Β.

Πιο ελεύθερ α , μπορούμε να πούμε ό τ ι  συνάρτηση ε ίν α ι  μ ια  σχέση 
από ένα σύνολο Α σ 'έ ν α  σύνολο Β, που στο γράφημά της κάθε σ το ι­
χ ε ί ο  χ 6 Α εμ φ α ν ίζετα ι ακριβώ ς σε ένα από τά  δ ια τετα γμ ένα  ζεύγη 
σαν πρώτο μ έλο ς.

Γ ια  κάθε x 6 Α το μοναδικό  y 6 Β τ έ τ ο ιο  ώστε x fy  σ υμ β ολ ίζε­
τα ι με f (χ) κα ι ονομ ά ζετα ι τ ιμ ή  της f  στο χ ή ε ικ ό να  του χ δ ι ­
αμέσου τη ς f .  Ε π ίσ η ς, στην περίπτωση αυτή λέμε ό τ ι  τχ f  α π ε ικ ο ­
ν ί ζ ε ι 1* το  χ  στο y . Ακόμη, όπως κα ι σ τ ι ς  σ χ έ σ ε ις ,  η συνάρτηση f  
του συνόλου Α στο σύνολο Β α π ο δ ίδ ε τα ι με τον συμβολισμό f  : Α Β. 
Ε ιδ ικ ό τ ε ρ α , αν fc(f) =Β , γράφομε f  : A Β και λέμε ό τ ι  η f  
ε ίν α ι  συνάρτηση του Α ε π ί του Β.

Το σύνολο όλων των συναρτήσεων του συνόλου Α στο σύνολο Β 
σ υ μ β ο λ ίζετα ι συνήθως με τα  σύμβολα ΒΑ ή (Α,Β) . Γ ίν ε τα ι φανερό 
από τον ορισμό τη ς συνάρτησης, ό τ ι  δύο σ υνα ρτήσ εις f  κα ι g από 
το  σύνολο Β ε ίν α ι  ίσ ε ς  αν και μόνο α ν :

* Πολύ συχνά  σ υ να ντά  χ ά ν ε ις  χ α ι  τ ο ν  άρο α π ε ικ ό ν ισ η  ή μονοσήμαντη α π ε ιχ ά -

ν ισ η  α ν τ ί  το υ  άρου σ υ νά ρ τη σ η .
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f  (x) =g ( x )  γ ι α  όλα τα x S A .

Αν f  : A -*B ε ίν α ι μ ια  συνάρτηση και S ε ίν α ι  υποσύνολο του A, 
τότε το σύνολο των διατεταγμένω ν ζευγών { ( x , f ( x ) )  : x 6 S }  ο ρ ίζ ε ι  
μ ια  κ α ινούργια  συνάρτηση g : S -+Β .τέ το ια  ώστε

f (x)  =g(x)  γ ι α  κάθε x € S .

Τη συνάρτηση g την συμβολίζομε με f /S  και την ονομάζομε π ε ρ ιο ρ ι­
σμό της f  πάνω στο S. Ακόμη, αν G2A κα ι q ε ίν α ι  μ ια  συνάρτηση 
του G στο Β τ έ τ ο ια  ώστε

f (x)  =q(x)  γ ι α  κάθε χ 6 Α ,  
λέμε ό τ ι η q ε ίν α ι  μ ια  επέκταση της f .
Από τα παραπάνω γ ίν ε τ α ι  φανερό ό τ ι αν g ε ίν α ι  π ερ ιο ρ ισ μ ό ς  μ ια ς  
συνάρτησης f ,  τότε η f  ε ίν α ι  επέκταση της g .

φ

5.2. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ  έ ς

JU Το διπλανό β ελ ο ε ιδ ές  
διάγραμμα (α) πα ρ ισ τά νε ι μ ια  

•,σχέση r  από ένα σύνολο Α σ 'ένα
ί

σύνολο Β. Η σχέση αυτή δεν ε ί ­
να ι συνάρτηση αφού σ υμ β α ίνει 
ζ τ2 , ζτ4 και 2 ^ 4 .
Α ντίθετα , το  β ελ ο ε ιδ ές  διάγραμμα 

. του συνόλου Α στο σύνολο Β γ ια  
την οποία  έχομε:

R(f)  » ί 1/ 2, 4} .

2. Αν 3R ε ίν α ι  το σύνολο των πραγματικών αριθμώ ν, τότε  η 
σχέση f  = { (x,y) Θ 1R χ 3R : y = χ+ 1}, ε ίν α ι  μ ια  σ υ νά ρ τη σ η ,γ ια τ ί γ ια  κά­
θε χ e 3R η τιμ ή  χ+1 ο ρ ίζ ε τα ι μονοσήμαντα από το  χ .

Σε συναρτήσεις όπως η παραπάνω του Π αραδείγματος 2 , η ανα­
λυτική  μαθηματική έκφραση που δ ί ν ε ι  τη συνάρτηση, λ έγ ετα ι τύπος 
της συνάρτησης. Συνηθέστατα σ τ ι ς  εφαρμογές μ ια  συνάρτηση δ ίν ε τ α ι 
με τον τύπφ τ η ς ,γ  = ί ( χ ) ,  και το π ε δ ίο  ορισμού τη ς . Στην περ ίπτω ­
ση αυτή, το χ λ έγ ετα ι ανεξάρτητη μεταβλητή κα ι το y εξαρτημένη 
μεταβλητή της συνάρτησης.
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Ό τα ν  μ ια  συνάρτηση f δ έ ν ε τ α ι από ένα τύπο y « f (χ) , το χ λέ­
γ ε τ α ι ανεξάρτητη  μεταβλητά και το ν εξαρτημένη μεταβλητά της συν­
άρτησης.

3. Μια συνάρτηση f ,  με ^R(f) C λ έγ ετα ι πραγματικά συνάρτη­
ση. Ε ιδ ικ ό τε ρ α , ο ι  πραγμ ατικές συναρτάσεις με πρα­
γματικά  μεταβλητά/ όπως αυτά του παραπάνω Π αραδείγματος 2, έχουν 
ιδ ια ίτ ε ρ ο  ενδ ια φ έρ ο ν . Αυτό ο φ ε ίλ ε τα ι στο ό τ ι ,  γ ι α  τ ι ς  συναρτάσεις 
α υ τές  μπορεί να γ ί ν ε ι  γραφικά παράσταση στο Καρτεσιανό επ ίπ εδ ο . 
Πάνω σ 'α υ τά ν  την ιδ έα  σ τ η ρ ίζ ε τ α ι το οικοδόμημα της Α ναλυτικάς Γε­
ω μ ετρ ία ς . Έ τ σ ι ,  όπως ε ίν α ι  άόη γνωστό, η συνάρτηση
f  = {(x ,y)  eiRxIR : y = χ+ 1 } του 
προηγουμένου Π αραδείγματος 2, 
έ χ ε ι  γραφικά παράσταση μ ια  ευ­

θ ε ία  γραμμά, όπως φ α ίν ε τα ι κα ι 
στο δ ιπ λα νό  σχάμα.

4. Ας ε ίν α ι  Α,Β δυό μη κενά  σύνολα, κα ι c ένα σταθερό σ τ ο ι­
χ ε ί ο  του Β. Η σχέση f  = Ax{c} = { (x, c)  : χ 6 Α } ,  ε ίν α ι  μ ια  συνάρτηση 
του Α στο Β. Η συνάρτηση αυτά ε ί ν α ι  η σταθερά συνάρτηση του Α στο 
Β, με τ ιμ ά  c κα ι μπορεί να  αποδοθεί το ίδ ιο  καλά ως εξά ς:
y = f  (χ) - c ,  χ 6 Α ,  όπου c € B .

5_. Αν Α ε ίν α ι  τυχόν μη κενό σύνολο, η δ ια γώ ν ιο ς  Δ του συνόλου 
Α ο ρ ίζ ε ι  μ ια  συνάρτηση του Α επ ί του Α με τύπο f  (χ) = χ ,  χ ΘΑ. 

Την συνάρτηση αυτή την ονομάζομε τα υτο τικ ά  συνάρτηση του Α κα ι 
χρησ ιμοποιούμε γ ι 'α υ τ ά  τα  σύμβολα ΐ Α ή χ α ν τ ί  του Δ.

5.3. Α μ φ ί μ ο ν ο σ ά μ α ν τ η  Σ υ ν ά ρ τ η σ η . Α ν τ  ί σ τ ρ ο φ ή
Σ υ ν ά ρ τ η σ η

Είδαμε στο Κεφάλαιο 3 ό τ ι  αν σ ε ί ν α ι  μ ι α  σχέση, ο ­
ρ ίζ ε τ α ι  π ά ντοτε η αντίστροφ ά της σχέση σ 1. Έ χο ντα ς  υπόψη ό τ ι  
μ ια  συνάρτηση f  ε ίν α ι  σχέση, έχομε αμέσως το  συμπέρασμα ό τ ι η f  1 
ε ίν α ι  επ ίσ η ς σχέση. Δεν ισ χ ύ ε ι όμως γ ε ν ι κ ά  ό τ ι  η αντίστροφη σ χ έ ­
ση μ ια ς  συνάρτησης f , ε ί ν α ι  συνάρτηση. Αυτό μπορεί εύκολα να
το δ ε ί  κ α ν ε ίς , π .χ . ,  στο Παράδειγμα 1 τη ς προηγούμενης παραγράφου.
Θα μελετάσομε εδώ μ ια  κατηγορία  συναρτάσεων γ ια  τ ι ς  ο π ο ίε ς  συμβαί­
ν ε ι  η αντίστροφά τους να ε ί ν α ι  επ ίσ η ς  συνάρτηση. Γ ια  το σκοπό αυ­
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τό δ ίνομ ε τον παρακάτω ορισμό.
Μια συνάρτηση f  : Α-* Β λ έ γ ε τα ι αμ<ριμονοσήμαντη ή ένα προς έ ­

να α ν :

γ ια  κάθε x ,y  εν A, f  (χ) = f  {γ)^>χ = y .

Χρησιμοποιώντας τη γνωστή τα υτο λο γ ία  ( p ^ q )  <==s> ( - q ^ - p )  από τον 
προτασιακό λογισμό, μπορούμε α ν τ ί  του παραπάνω ορισμού να χρ η σ ι­
μοποιούμε τον εξής:

Μια συνάρτηση f : A-*· Β λ έ γ ετα ι αμψιμονοσήμαντη α ν :

γ ια  κάθε x , y  εν A, x ^ y = > f ( x )  ^ f ( y ) .

Ε ίνα ι πολύ εύκολο να δ ια π ισ τώ σ ει κ α ν ε ίς  ό τ ι  ο ι σ υναρτήσεις 
των Παραδειγμάτων 2 και 5 της προηγούμενης παραγράφου ε ί ν α ι  αμψι- 
μονοσήμαντες, ενώ η του Π αραδείγματος 4 , της ίδ ια ς  παραγράφου, ό­
χ ι ,  εκτός αν Α = (α) .

Για τ ι ς  αμφίμονοσήμαντες συναρτήσεις ισ χ ύ ε ι η εξή ς σ η μ α ντι­
κή πρόταση.

5 .3 .1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Μια συνάρτηση f  ε ίν α ι  αμφίμονοσήμαντη αν και 
μόνο αν η f  * ε ίν α ι  συνάρτηση.

Α πόδειξη . Έστω ό τ ι  η f  ε ίν α ι  αμφίμονοσήμαντη και ό τ ι  x f  *y 
και x f *ζ γ ια  τυχόντα  x , y , z .  Τότε y fx  κα ι z f x .  Άρα  x = f ( y ) = f ( z ) ,  
απ 'όπου προκύπτει ό τ ι  y = z , αφού η f  ε ίν α ι  αμφί μονοσήμαντη. Έ τσ ι 
αποδείχτηκε ό τ ι :  x f  *y και  x f  ^ z ^ y - z ,  που σ η μ α ίνε ι ό τ ι  η f  
ε ίν α ι  συνάρτηση.

Α ντίστροφα’ υποθέτομε ό τ ι  f~* ε ίν α ι  συνάρτηση και ό τ ι  f (χ)=
= f (y)  γ ι α  δυό τυχόντα  x , y .  Θέτομε f  (x) = f (y)  = ζ κα ι παίρνομε 
f (x)  = f ( y )  = ζ=> (χ,  ζ ) 6 f  και  (y,z)  6 f = > ( z , x )  6 f  1 και  (z,y)  6 f  1 
=>zf *x κα ι z f  *y. Επειδή η f  1 ε ί ν α ι  συνάρτηση, η τε λ ευ τα ία  σχέ­
ση δ ί ν ε ι  x = y .  Ά ρα, επε ιδή  η υπόθεση f  (χ) = f  (y) ο δη γε ί στο συμ­
πέρασμα x = y ,  παίρνομε ό τ ι  η f  ε ί ν α ι  αμφί μονοσήμαντη συνάρτηση.

Παρατήρηση. Ε ίνα ι πολύ εύκολο να δ ια π ισ τώ σ ει κ α ν ε ίς  ό τ ι  αν 
η f  ε ί ν α ι  αμφίμονοσήμαντη συνάρτηση τότε  η f  1 ε ί ν α ι  επ ίσ η ς αμφί-
μονοσήμαντη συνάρτηση. Αυτό γ ι α τ ί  αν f ” 1 (χ) = f ” 1 (y) = ζ  τό τε : x f “1 ζ

-1 f συνάρτησηκαι y f ζ *=> zfx  και z fy  ■■ < ......x = y .
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5,4 . Σ ύ ν θ ε σ η  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν

Πολλές Φορές σε δ ιά φ ορες εφαρμογές τ υ χ α ί ν ε ι  να "συνθέσομε" 
δυο σ υ να ρτή σ εις  f  κα ι g με τον εξής τρόπο. Γ ια  κάθε xe«Z)(f) σχη­
μ α τίζο μ ε  την τ ιμ ή  f  (χ) και στη σ υ ν έ χ ε ια  την τ ιμ ή  g ( f ( x ) ) ,  όταν 
αυτό ε ίν α ι  δυνατό (όταν δηλαδή/ f (x)  eJ&(g)) .  Η συνάρττιση που λθμ- 
β ά νετα ι με τον τρόπο αυτό σ υ μ β ο λ ίζετα ι με g * f .  Για παράδειγμα , 
αν f  ε ί ν α ι  μ ια  συνάρτηση, με Jb(f)  = 2R και τύπο f  (χ) = χ+1 και g 
μ ια  συνάρτηση, με i>(g) = { x e i R : x ^ 0 }  και τύπο g(x)  = / χ ,  η σύνθε­
σή τους g « f έ χ ε ι  τύπο (gof)  (χ) = /χ+Τ κα ι ο ρ ίζ ε τ α ι  γ ια  χ > - 1 .  Δη­
λαδή, 3)(gof) = {χ 6 IR : χ > -1 } .

Από τα  παραπάνω οδηγούμαστε στον εξή ς ορισμό:

Αν f  κ α ι g ε ί ν α ι  σ υνα ρτή σ εις  με f  : A-*· Β κα ι g : Γ-*Δ, όπου 
TCB,  τό τε  το σύνολο

{ (x,y)  ΘΑ*Δ: Υπάρχει b e r  τ έ τ ο ιο  ώστε (x ,b ) e f  κα ι (b ,y ) e g } ,

ο ρ ί ζ ε ι  μ ια  συνάρτηση h , που λ έ γ ε τ α ι σύνθεση των συναρτήσε­
ων f  κα ι g κα ι σ υ μ β ο λ ίζετα ι με h = g ° f .

Πιο· απλά, σύνθεση των συναρτήσεων f  : A -*■ Β κα ι g : Γ-*Δ,όπου 
TGB,  ε ί ν α ι  μ ια  συνάρτηση h , με τύπο h(x)  = g ( f ( x ) )  κα ι π ε δ ίο  ορ ι­
σμού l>(h) = { x e i ) ( f )  : f  (χ) e  Jt)(g) ) = Ι χ 6 Α :  f  (x) e r } .

Μια καλή εποπτική  ερμ η νεία  τη ς σύνθεσης δύο συναρτήσεω ν,δ ί­
ν ε ι  το επόμενο σχήμα
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Επαγωγικά, μπορούμε να ορίσρμε τη σύνθεση τρ ιώ ν συναρτήσεων 
f ,g  και φ με τον εξής τρόπο

f  ogotp = ( f  og) ο φ

Γ ια  τη σύνθεση συναρτήσεων, περισσοτέρων των δύο , ισ χ ύ ε ι η 
π ροσ ετα ιρ ισ τική  ιδ ιό τη τα  (Βλ. Ασκ. 6 της Παραγρ. 5 . 6 ) .  Δηλαδή:

(fog) ο φ = f  ο (qo<p) .

5.5. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ  έ ς
2

1) Δ ίν ετα ι η συνάρτηση f ,  με f  (χ) = χ  -1 κα ι Jb{£) ={x6IR : 0<χ^2}
και g , με g(x) = — και «Dig) = (χ  6 IR : χ  > 0}. Να β ρ εθ ε ί ο τύπος καιχ
το π εδ ίο  ορισμού, της συνάρτησης gof .

Καταρχή ο τύπος τη ς gof ε ίν α ι  (g°f)  (χ) = g ( f  ( χ ) ) — ·

Για το π εδ ίο  ορισμού της g ° f  ε ί ν α ι  γνωστό ό τ ι  *i)(gof)  -  
= { x 6 i ) ( f )  : f  (χ) eJ)(g) }. Ά ρα:

ο
J)(gof)  = {x e m : 0 < x <,2 και  χ  -1 > 0} =

2= { x 6 K : 0  <x <2} Π { χ € Ε : χ  -1 >0} .

Αλλά χ 2-1 > 0<=> (χ-1) (χ+1) > 0<=>χ >1 ή χ  <-1. Έ τ σ ι ,  από το  σχήμα

- 1 0  1 2

— ► 0 <_χ < 2

παίρνομε

jt>(gof) = {χ 6 IR: 1 < χ  < 2}.
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3) Αν f  : Α -*  Β n a t  g s B-► Γ ε ί ν α ι  αμφι μονοσήμαντες συναρτήσεις 
τό τε  η συνάρτηση g o f  : Α-*- Γ ε ί ν α ι  αμ<ριμονοσήμαντη.

Π ραγματικά: Έστω ό τ ι  (gof)  (χ) = ( g « f ) ( y ) ~ > g ( f ( χ ) ) = g ( f ( y ) ) .  
Ε πειδή  όμως η g ε ί ν α ι  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση, η τε λ ε υ τα ία  σχέ­
ση δ ί ν ε ι  f  (χ) = f ( y ) .  Έ τ σ ι ,  επ ε ιδ ή  κ α ι η f  ε ί ν α ι  αμφι μονοσήμαντη, 
π α ίρνομ ε x = y .

4) Έστω f  :A-+B μ ια  συνάρτηση. Αν XCA και YCB,  τό τε  ο ρ ί ­
ζομε τα  σύνολα

f  (X) = {y e Β : (ax 6 X) y = f  (x) } κα ι

f  1 (Y) = { x 6 A :  (ay β Y) y = f  (x) }.

Av f  : ( α , β , γ , δ , ε }  -► { 1 , 2 , 3 , 4 }  ε ίν α ι  μ ια  συνάρτηση τ έ τ ο ια  ώ­
στε f  * ί ( α , Ι ) , ( β , 1 ) , ( γ , 2 ) , ( δ , 3 ) } ,  έχομε:

f  ({α ,β}) = {1}, f  ({ α ,δ ,ε } )  ={1 , 3}

ί ( { ε } )  = 0,  κ α ι ακόμη,

f _ 1 ({l})  = ( α , β ) ,  f - 1 { l,3 >  = { α ,β ,6}

f - 1 ({2,4 J = {γ},  f " 1 ({4}) = 0 .

5 .6 . Α σ χ  ή σ ε ι ς

1.. Να ε ξ ε τ α σ τ ε ί π ο ιέ ς  από τ ι ς  παρακάτω σ χ έ σ ε ις  ε ίν α ι  συν- 
α ρ τ ή σ ε ις :

α) σ = { ( α , β ) , ( γ , β ) , ( κ , λ ) , ( η , λ ) , ( ε , δ ) } 

β) σ = { (x ,y ) 6 HR2 : x 2+y2 = l )

Υ)· σ = { (x,y)  e 3Ν2 : y ^ x + 1 }

6) σ = { (x ,y ) e  3N2 : 3x+y = 10}

ε) σ = { (x ,y ) e IR2 : xy = 1}.

,2. Να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  ο ι  παρακάτω σ υνα ρτήσ εις ε ίν α ι  αμφιμονοσή 
μ α ντες·

α) f  (χ) = χ +1, χ  e  3R κ α ι χ  > 0 

δ) £ M = 2x+3 '  x e 3 R  κα ι χ  f -3 /2  

γ) f (χ) = /χ - 3 ,  χ  e Μ  κ α ι χ  > 3 .



2 »3̂ . Δ ί ν ε τ α ι  η συνάρτηση f ( x )  = χ  , χ  6 1R . Ας ε ί ν α ι  

A = {χ e  IR: - 1  < χ  1 0 }  χ α ι  Β = {χ 6 3R: 0 ^ χ  } .

α) Να βρ εθο ύν  τ α  σύνολα  f ( A f ) B )  κ α ι  f  (A) f | f ( B )  κ α ι  ν α  
σ υ γ κ ρ ιθ ο ύ ν .

β) Να γ ί ν ε ι  το  ί δ ι ο  γ ι α  τ α  σ ύ νο λα  f (A -B )  κ α ι  f  (A) - f  (Β) .

.4. Αν f  : Α->Β ε ί ν α ι  μ ι α  σ υ ν ά ρ τη σ η ,  Χ , Χ ^ , Χ ^  ε ί ν α ι  υποσύνολα  
το υ  Α κ α ι  Υ , Υ ^ , Υ ^  ε ί ν α ι  υποσύνολα  τ ο υ  Β, ν α  δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

α) f ’ ^ f t x n a x

β) f  (XjU Χ2 ) = f  (Χχ ) u  f  (Χ2 )

γ) f  ( x f n  x 2 i c f  ( χ χ ) n  f  ( χ 2 )

6) f ( f - 1 ( Y ) ) C Y

ε) f “ 1 (Y1 U Y2 ) = f _ 1 (Y1) U f - 1 (Y2 )

- στ) f ~ 1 (Y1 n  y2 ) = f - 1 (Y1) n  f _ 1 (Y2 ) .

5.  Av f  :A -* B  κ α ι  g : A-*B ε ί ν α ι  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  ν α  α π ο δ ε ι χ τ ε ί  
ό τ ι  αν f Q g ,  τ ό τ ε  f  = g .

£ ·  Αν <p :  Α-+  Β , g  :  Β-> Γ  κ α ι  f  :  Γ - * Δ  ε ί ν α ν  σ υ ν ά ρ τ η σ ε ι ς ,  ν #α ­
π ο δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι  ( f o g ) o  φ  =  f 0 ( g © < p )  .



6.  Ι Σ Ο Δ Υ Ν Α Μ Α  Σ Υ Ν Ο Λ Α

6.1. Γ ε ν ι η  ά

Το "μέτρημα” των σ το ιχ ε ίω ν  ενό ς  συνόλου, ε ί ν α ι  κ ά τ ι με το 
ο π ο ίο  ο άνθρωπος ε ξ ο ικ ε ιώ ν ε τ α ι από την προσχολική του η λ ι κ ί α . Ό ­
ταν μετρούμε τα  σ τ ο ιχ ε ία  ενό ς συνόλου, υποσυνείδητα  αποκαθιστού- 
με μ ια  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση μεταξύ του συνόλου αυτού και ε ­
νό ς  υποσυνόλου του συνόλου IN των φυσικών αριθμώ ν. Γ ια  π α ρ ά δε ιγ ­
μα, αν θελήσομε να  μετρήσομε τα σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου Α = {α ,β ,γ ,6 } , 
λ έμ ε , 1 γ ια  το  α , 2 γ ια  το  β , 3 γ ια  το  γ και 4 γ ια  το δ . Έ τ σ ι ,  
έχομε την αμφι μονοσήμαντη συνάρτηση f  : Α - » { 1 , 2 , 3 , 4 ) ,  με f  (α) = 1 ,  
ϋ(β) = 2 ,  f (γ ) = 3 ,  f ( δ ) = 4 .  Κάνοντας το ί δ ι ο  γ ι α  το σύνολο Β =
= { κ , λ , μ , ν } ,  συμπεραίνομε ό τ ι  τα  σύνολα Α και Β έχουν το ίδ ιο  
πλήθος σ το ιχ ε ίω ν  ή , όπως αλλιώ ς λ έμ ε , τον ί δ ι ο  "πληθικό α ρ ιθμ ό ". 
Έ τ σ ι ,  χρησ ιμ οπο ιώ ντας σαν "μέτρο" σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου IN των 
Φυσικών αριθμών μπορούμε να συγκρίνομε, με τον παραπάνω τρ ό π ο ,δ ιά ­
φορα σύνολα. Ε ί να ι  όμως φανερό, ό τ ι  αυτό δεν μπορεί να γ ί ν ε ι  γ ι α  
οποιαδήποτε σύνολα. Γ ια  π α ρά δειγμ α , αν θελήσομε να εκτιμήσομε τον 
πληθικό  αρ ιθμ ό  του συνόλου των ευθειώ ν του επ ιπ έδο υ  σ υγκρ ίνοντάς ; 
το με ένα υποσύνολο ή κα ι ολόκληρο το σύνολο U των φυσικών α ρ ι - f 
θμών, αυτό φ α ίν ε τα ι μάλλον αδύνατο . i

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού ε ί ν α ι  να  ορίσομε με αυστηρό τρό- 
πο την έ ν ν ο ια  του πληθικού  αρ ιθμού  ενό ς  συνόλου, που περιγράψαμε ! 
παραπάνω, κα ι να  δώσουμε διάφορα συμπεράσματα σ χ ετ ικ ά  με τον πλη-’ 
θ ικ ό  άριθμό γνωστών συνόλων Μ
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6,2. Ι σ ο δ ύ ν α μ α  σ ύ ν ο λ α

Δυό σύνολα Α,Β θα λέμε ό τ ι  έχουν την ίδ ια  ισχύ ή τον ί δ ι ο  
τιληθικό αριθμό ή ό τ ι  ε ίν α ι  ισοδύναμα, αν υπάρχει μ ια  αμφιμονοσή 
μάντη συνάρτηση του Α επ ί του Β. Στην περίπτωση αυτή γράψομε 
A * Β.

Ε ίνα ι φανερό ό τ ι  η σχέση έ χ ε ι  τ ι ς  εξής ιδ ιό τ η τ ε ς :
A * A
A * B<=SS>B - A 
A - Β κα ι Β = Γ=>Α = Γ .

Επομένως, η σχέση ε ίν α ι  μ ια  σχέση ισ οδυνα μ ία ς.

6.3. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

1. Το σύνολο 3Ν των φυσικών αριθμών έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με το
σύνολο IN = ( 2 , 4 , 6 , 8 , . . . }  των άρτιω ν φυσικών αριθμώ ν. Πραγματικά,
η συνάρτηση f  : ΙΝ-*ΙΝα Ι με τύπο f  (χ) = 2χ, ε ίν α ι  μ ια  συνάρτηση του
IN στο IN και μάλιστα ε π ί του IN . Αυτό, γ ια τ ί  αν k € IN , τό τε  ο α α 9 α'
αριθμός k /2  ε ίν α ι  φυσικός αρ ιθμ ός, αφού ο k ε ίν α ι  ά ρ τ ιο ς .  Έ τ σ ι ,  
έχομε f ( k / 2 )  = 2 - k / 2 = k  κα ι επομένως η f  ε ίν α ι  συνάρτηση ε π ί του 
IN . Ακόμη, αν γ ια  δυο σ τ ο ιχ ε ία  x ,y  εν IN ισ χ ύ ε ι f  (x) = f  (y) , τό ­
τε  2χ = 2y κα ι άρα x = y .  Δηλαδή η f  ε ίν α ι  κ α ι αμφιμονοσήμαντη.Ε­
πομένως, IN » IN .

2. Το σύνολο 7L των ακεραίων αριθμών έ χ ε ι  την ί δ ια  ισχύ  με 
το σύνολο IN των φυσικών αριθμώ ν. Γ ια  να  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  αυτό α ρ κ εί 
να θεωρήσει κ α ν ε ίς  τη συνάρτηση f  :2Ζ-*ΙΝ, με τύπο

Γ - 2  X,
f  (χ) =

2x+1

αν χ  < 0 

αν χ > 0.

Θα αποδείξομε ό τ ι  η f  ε ίν α ι  αμφι μονοσήμαντη κα ι ε π ί του IN. 
Θεωρούμε δύο τυχόντα  σ τ ο ιχ ε ία  x ,y  εν 2Ζ και υποθέτομε ό τ ι  f (χ) = 
= f ( y ) .  Για τα  σ τ ο ιχ ε ία  x ,y  δ ια κ ρ ίνο μ ε  τ ι ς  εξής π ερ ιπ τώ σ ε ις :

(a) χ ^ 0  και y  ^ 0 .  Τότε f  ( x )  = f  ( y )  = -> 2 χ + 1  = 2 y + l = > x  = y  

( β )  χ  < 0 κα ι y < 0. Τότε f  ( χ )  = f  ( y )  = -> -2 x  = - 2 y = > x  = y  

(γ) x  j^O και y < 0
και ;

(δ) χ < 0 ψιι y >_ 0.
/
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Οι π ερ ιπ τώ σ ε ις  (γ) κα ι (6) 6εν μπορούν να ισχύουν ταυτόχρονα με 
την υπόθεση f  (x) = f ( y ) ,  γ ι α τ ί  τό τ ε ,  π . χ .  στην περίπτο>ση (γ) ,θα 
έχομε 2x+l = - 2y ,  που ε ί ν α ι  αδύνατο, αφού ο αρ ιθμ ός 2χ+1 ε ί ν α ι  
π ε ρ ιτ τ ό ς  α κ έρ α ιο ς και ο -2y  ά ρ τ ιο ς . Έ τσ ι ο ι μόνες δυνατές π ε­
ρ ιπ τώ σ ε ις  ε ί ν α ι  ο ι  (α) , (β)  γ ι α  τ ι ς  ο π ο ίε ς  α ποδείχτηκε ό τ ι 
f ( x )  *=f (y )  =>x = y . Άρα η f  ε ί ν α ι  αμφιμονοσήμαντη.

Γ ια  να  α π οδείξομ ε ό τ ι  η £ ε ί ν α ι  επ ι  του ΤΝ, θεωρούμε τυχόν 
σ τ ο ι χ ε ί ο  k e  1Ν κ α ι δ ια κ ρ ίνο μ ε  δύο π ερ ιπ τώ σ ε ις

α) Έστω k ά ρ τ ιο ς .  Τότε k /2  e IN. Ά ρα, -k /2  ΘΖ και μάλιστα 
-k /2  < 0 . Ά ρα επ ε ιδ ή  -2 ( -k /2 )  = k , έχομε f  (—k / 2 ) =k .

β) Έστω k π ε ρ ιτ τ ό ς .  Τότε ο α ρ ιθμ ός k-1 ε ίν α ι  ά ρ τ ιο ς  κα ι α -
k-1  k-1κόμη k-1 >Έ. Ά ρα ο α ρ ιθμ ός - γ — ε ί ν α ι  α κέρα ιος κα ι μάλιστα — >,

> 0. Έ τσι,, f  ( ^ )  =2  ^  + 1 = k .
Δηλαδή π ά ντοτε υπάρχει α κ έρ α ιο ς που α π ε ικ ο ν ίζ ε τ α ι  μέσω της 

f  στο τυχόν k Θ 3Ν που θεωρήσαμε. Ά ρα η f  ε ί ν α ι  επ ί του ΤΝ .
3. Το σύνολο JR των πραγματικών αριθμών έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ 

με το δ ιάστημα ( - 1 , 1 ) .
Θεωρούμε τη συνάρτηση f  (χ) = |' f χ 6 IR . Κ ατ'αρχή παρατη­

ρούμε ό τ ι  γ ια  κάθε x 6 1R : x 4  Iχ I β>χ < 1+1*1 =>ι+~*χ]" < 1 κοα χ L “ I χ ί
= > χ > - 1 - | χ |  => Τ+JxJ > * 'Αρα H ( f ) ^ ( ~ l f D ·

Θα αποδείξομ ε τώρα ό τ ι  η f  ε ί ν α ι  αμφιμονοσήμαντη κα ι επ ί του
( - 1 , 1 ) .  Π ραγματικά, αν f (χ) = f ( y ) <=>1+| χ ι = i +Tyi (1>
Επειδή ο ι παρονομαστές στην ισότητα  (1) ε ί ν ά ι  θ ε τ ι κ ο ί  πρ έπ ε ι

ο ι α ρ ιθ μ ο ί x ,y  να  ε ί ν α ι  ομόσημοι. Έ τ σ ι ,  αν χ  >,0 και y >Έ π α ίρ -  
νομέ από την (1) γ γ ^  = γγ^= > χU+y) = y (1+x) =>x = y . Ό μ ο ια  αν x < 0

κα ι y < 0, η (1) δ ί ν ε ι  = γ ^ = > χ ( 1-y) = y ( 1-x) =>x = y .
Ά ρα η f  ε ί ν α ι  αμφιμονοσήμαντη.

Γ ια  να α ποδείξομ ε τώρα ό τ ι  η f  ε ί ν α ι  ε π ί του ( - 1 , 1), παρατη­
ρούμε ό τ ι  f  (0) =0 κ α ι ακόμη, -1 < f  (χ) < 0 , αν χ < 0 ,  και  0 < f  (χ) <1,
αν χ > 0. Έ τ σ ι ,  έστω λ 6 ( - 1 , 1), με 0 < λ < 1. Τότε αν υπάρχει x 6 IR 
με f  (χ) = λ θα π ρ έπ ε ι χ > 0. Ά ρα, = λ=> = λ=>χ = > 0.

Ό μ ο ια , αν -1 < λ < 0 η σχέση | ' = λ, δ ί ν ε ι  = λ κα ι τε λ ικ ά

χ=ύχ'<0·
4. Το δ ιάστημα ( -1 ,1 )  κα ι το τυχόν διάστημα (α ,β) , με α < β, 

της ε υ θ ε ία ς  των πραγματικών αριθμώ ν, έχουν την ί δ ι α  ισ χύ .
Αυτό μπορεί εύκολα να το δ ια π ισ τώ σ ει κ α ν ε ίς  χρησιμοποιώ ντας
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τη συνάρτηση f  : ( -1 ,1 )  (α ,β) , με τύπο f  (χ) = (β~°·?χ .

5. Αν συνδυάσομε τα συμπεράσματα των δύο παραπάνω π α ρ α δ ε ιγ ­
μάτων 3 και 4 προκύπτει το εξής σημαντικό συμπέρασμα:

Το σύνολο 3R έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με κάθε διάστημά του τη ς 
μορφής (α,β) , με α < β .

6. Το διάστημα [ - 1 ,1 ]  κα ι το τυχόν διάστημα [ α ,β ] ,  με α < β , 
της ευ θε ία ς  των πραγματικών αριθμών, έχουν την ίδ ια  ισ χύ .

Χρησιμοποιώντας την ίδ ια  συνάρτηση όπως«και στο παραπάνω πα­
ράδειγμα 4, παίρνομε αμέσως το ζητούμενο.

7. Αν ν 6 3Ν και k 6 ( 1 , 2 ,__ ,ν+1} τό τε  ισ χ ύ ε ι :  { 1 , 2 , . . . ,ν + 1 }-
-{k> - { 1 , 2 , . . . , ν } .

Πραγματικά: Θεωρούμε τη συνάρτηση f ,  με π ε δ ίο  ορισμού το  σύν­
ολο { 1 , 2 , . . . ,ν+ 1 }-{k} κα ι τύπο

f  (χ) =-<
αν χ  6 {1, 2 , , k - 1  }

χ - 1 ,  α ν  χ  6 {k+1, . . . , ν + 1 } .

'Ενα β ελ ο ε ιδ ές  διάγραμμα γ ια  τη συνάρτηση f  βλέπομε στο ακόλουθο 
σχήμα:

1 2 3  k-1 k k+1 ν

Ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  η συνάρτηση f  το υ  { 1 , 2 , . . . , ν + 1 }-{k} στ<? { 1 . 2 , . . . , ν }  
ε ί ν α ι  αμφ ιμονοσήμαντη  κ α ι ε π ί .  Αυτό α κ ρ ιβ ώ ς δη λ ώ νε ι ό τ ι  { 1 , 2 , . . .
. . . ,ν + 1 }-{k} = { 1 , 2 , . . . , ν } .

6 .4 . Τ α τ μ ή μ α τ α  τ ω ν  φ υ σ ι κ ώ ν α  ρ ι θ  μ ώ ν

Αν ν ε ί ν α ι  έ ν α ς  φ υ σ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με Τ(ν)  το  σ ύ ν -_  
ολο { 1 , 2 , . . . , ν ) .  Έ τ σ ι  έ χ ο μ ε :  Τ (1) = {1} , Τ(2)  = { 1 , 2 } ,  Τ(3)  =
—* { 1 , 2 , 3 }  κ . ο . κ .

Τα σύνολα  Τ ( ν ) ,  ν  6 IN, τα  ονομ ά ζομ ε τμ ή μ α τα  των φ υσικώ ν α ρ ι ­
θμών . Ε π ε ιδ ή , όπως θα  δούμε παρακάτω , τ α  σ ύνολα  α υ τά  χ α ρ α κ τ η ρ ί-



56

ζουν μ ια  κα τη γορ ία  συνόλων, κα ι συγκεκριμένα  εκ ε ίνη  των "πεπερα­
σμένων” συνόλων, ε ίν α ι  σκόπιμο να δούμε κ ά π ο ιες ιδ ιό τ η τ έ ς  τους.

Παραθέτομε δύο π ρ ο τά σ ε ις , χω ρίς α π ό δ ε ιξη , που μας δ ίνο υ ν  
δυό σ η μ α ντ ικ ές  πληροφορίες γ ια  τα  τμήματα των φυσικών αριθμών.

6 . 4 . 1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α ε ίν α ι  μη κενό και γνήσ ιο  υποσύνολο του 
Τ (ν ) ,  ν € U , τό τε  υπάρχει ακριβώς ένας φυσικός αρ ιθμ ός k , με k<v, 
τ έ τ ο ιο ς  ώστε A = Τ ( k ) .

6 . 4 . 2 . ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν Τ(ν) , ν e 3Ν ε ίν α ι  τυχόν τμήμα των φ υσ ι­
κών αριθμών, τό τε  δεν  υπάρχει γνή σ ιο  υποσύνολο του Τ(ν) που να έ­
χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με το Τ (ν ) .

6 .4 .3 . ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν k κα ι ν ε ίν α ι  φ υσ ικο ί α ρ ιθ μ ο ί τότε ισχύει 
η ισ οδυναμ ία

Τ (k) = Τ(ν) <==>k = ν .

Α π ό δειξη . Γ ια  να  α π οδείξομ ε ό τ ι  T(k) - Τ (ν) =*>k = ν ,  υποθέτομε 
ό τ ι  T(k) -Τ (ν )  κα ι ταυτόχρονα k ^ v .  Έστω τό τε  k<v. Αυτό σημαίνει 
Τ (k) C  Τ (ν) · Αλλά τό τε  από το  Πόρισμα 6 .4 .2 ,  δεν  μπορεί να ισχύει 
ό τ ι  T(k) = Τ(ν) . Ό μ ο ια  αν ν < k .

Α ντίστροφα, αν k = v ,  τό τε  T(k) = Τ (ν) και η τα υτοτικ ή  απεικό­
ν ισ η  του συνόλου T(k) επ ί του ίσου του Τ (ν ) ,  μας δ ί ν ε ι  ό τ ι  T (k)- 
= Τ(ν) .

6 .5 . Π ε π ε ρ α σ μ έ ν α  σ ύ ν ο λ α

Έν α σύνολο Α λέγεται πεπερασμένο σύνολο αν Α = 0 ή υπ­
άρχει φυσικός αριθμός k τέτοιος ώστε A « T (k ) .

Με βάση τον παραπάνω ορ ισ μ ό , μπορούμε να συμπεράνομε ό τ ι  ό­
λα τα τμήματα των φυσικών αριθμών ε ίν α ι  πεπερασμένα σύνολα αφού 
ε ίν α ι  ισοδύναμα προς τον εαυτό το υ ς . Ακόμη, γ ια  το  σύνολο Α =
= { α ,β ,γ } , λόγω τη ς αμφιμονοσήμαντης συνάρτησης f  = { ( a , 1 ) , ( β , 2) , 
( γ ,3 ) } ,  του Α ε π ί του Τ(3) , συμπεραίνομε ό τ ι  Α - Τ ( 3 ) ,  κα ι άρα το 
{ α ,β ,γ}  ε ίν α ι  πεπερασμένο.

Γ ια  τα πεπερασμένα σύνολα ισ χ ύ ε ι η εξής σημαντική πρόταση.

6 . 5 . 1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α ε ίν α ι  μη κενό πεπερασμένο σ ύνολ ο ,τότε  
υπάρχει ακριβώς ένας φυσικός α ρ ιθμ ό ς k τ έ τ ο ιο ς  ώστε A * Τ ( k ) ·
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ΑττόδειΕπ» Έστω Α μη κενό και πεπερασμένο σύνολο. Τ ότε, από 
τον ορισμό, υπάρχει ένας τουλάχιστο  φυσικός αρ ιθμ ός k τ έ τ ο ιο ς  ώ­
στε A - Τ ( k ) . Αν υποθέσομε ό τ ι  υπάρχει κα ι ένας άλλος φυσικός α ρ ι­
θμός ν με A - Τ(ν) , τότε θα έχομε: T(k) = Α και A =T(v)=>T(k) = Τ (ν ). 
Ά ρα, από το Πόρισμα 6 .4 .3  παίρνομε k = v .

Τον μοναδικό φυσικό αριθμό k, που ο ρ ίζ ε ι  η Πρόταση 6 . 5 . 1 , γ ια  
κάθε πεπερασμένο σύνολο Α ,τον ονομάζομε πληθικό αριθμό του συν­
όλου Α γράφοντας ca rd A  = k . Στην περίπτωση αυτή λέμε επ ίσ η ς ό τ ι  το 
σύνολο Α έ χ ε ι k σ τ ο ιχ ε ία . Ε ίνα ι φανερό ό τ ι  ένα σύνολο Α με k σ το ιχ ε ία  
μπορεί να παρασταθεί με Α = {χ^ , ,  . .  . , } . Ε ιδ ικ ά  γ ια  το  κενό σύν­
ολο δεχόμαστε ότι,

c a rd  0 = 0 .

Οι παρακάτω προτά σ εις  μας δ ίνο υ ν  μ ε ρ ικ έ ς  σημ αντικές ι δ ι ό ­
τη τες  γ ια  τα πεπερασμένα σύνολα.

6 .5 .2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Β ε ίν α ι  τυχόν υποσύνολο ενός πεπερασμέ­
νου συνόλου Α τότε  το Β ε ίν α ι  πεπερασμένο κα ι μάλιστα  ισ χ ύ ε ι :

c a rd  Β c a rd  Α .

Ε ιδικώ τερα αν BC A , τότε  c a rd  Β < c a rd A .

ΑπόδειΕη. Στην περίπτωση Α = 0 η c a rd  Α = 1 το συμπέρασμα ε ί ­
να ι φανερό. Το ίδ ιο  αν Β=Α .

Έστω τώρα Α ^ 0  και BCA. Θέτρμε τό τε  c a rd  Α = ν όπου ν € 3Ν
επ ί

και ν > 2 . Άρα υπάρχει αμφίμονοσήμαντη συνάρτηση f  :Α  — * Τ (ν ) .
Έ τ σ ι ,  αφού BCA, έχομε ό τ ι  f(B)CZT(v) και μάλιστα  Β - f  (Β) . Ά ρα 
από τ ι ς  Προτάσεις 6 .4 .1  και 6 .5 .1  παίρνομε ό τ ι  υπάρχει μοναδικός 
Φυσικός αριθμός k < v  τ έ τ ο ιο ς  ώστε f  (Β) - T ( k ) .  Αλλά τ ό τ ε ,  λόγω 
της Β - f  (Β) παίρνομε Β 2 T(k) με k < ν . Έ τ σ ι c a rd  Β < ca rd  Α.

6 .5 .3 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Γ ια  τυχόντα  πεπερασμένα Α και Β ισχύουν: 
α) Α Π Β = 0=^>card (A U Β) = ca rd  A + c a rd  Β
&) card(A-B) = ca rd  A - c a r d (ΑΠ Β) 
γ) card(A U B) = ca rd  Α+ ca rd  Β- ca rd  (Α Π Β)

Α πόδειξη . α ) Α ν Α  = 0 ή Β  = 0 η  σχέση (α) ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  ισ χ ύ ε ι. 
^Εστω τώρα card  A = k κα ι c a rd  Β = λ  με ^ λ  εν 3Ν . Θεωρούμε τ ι ς  αμ-
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cpiμονοσήμαντες σ υνα ρτή σ εις  f  :Α  -— *-T(k) κα ι g : Ε ^ Τ ( λ ) .  Τ ότε,α ν  
Φ ε ίν α ι  η αμφί μονοσήμων τη συνάρτηση του Τ(λ) επ ί του συνόλου 
{ k + l ,k + 2 ,. . . ,k+X ), με τύπο φ(χ) = k+x, χ β Τ (λ )  , η συνάρτηση h=<p*g 
ε ίν α ι  αμφίμονοσήμαντη του Β επ ί του (k+1 ,k+2 , . . .  ,k+X}. θεωρούμε 
τώρα τη συνάρτηση * που ο ρ ίζ ε τ α ι  ως εξής

Μχ)
f  (χ) , αν χ e  A

<
h (χ) , αν χ e  Β.Ν

Η I ε ίν α ι  αμφί μονοσήμαντη συνάρτηση του AUB επ ί του συνόλου 
Τ (k) U {k+l ,k+2 , . . .  f k +λ} = Τ (k+λ) . Το παρακάτω σχήμα δ ίν ε ι  μ ια  ε ι ­
κόνα τη ς  συνάρτησης Λ.
Ά ρα έχομε ό τ ι  A U Β - Τ (k+λ), που 
σ η μ α ίνε ι c a rd  A U Β= k+X=card Α+ 

c a rd  Β.
3) Γ ια  την α πόδειξη  τη ς σχέσης 

(β) , παρατηρούμε ό τ ι  Α=(Α-Β) (J (ΑΠΒ) 
και ό τ ι  τα  σύνολα Α-Β, ΑΠΒ ε ίν α ι  
ξένα . Έ τ σ ι από τη σχέση (α) π α ίρ ­
νομε :
c a rd  A=card [ (Α-Β) U (ΑΠΒ)] = 

ca rd  (Α-Β) + card  (Α Π Β) .
Ά ρα c a rd  (Α-Β) =· c a rd  A -card  (Α Π Β) .

γ) Ανάλογα, γ ια  τη σχέση (γ) παρα­
τηρούμε ό τ ι  A U Β = (Α-Β) U Β και ό τ ι  τα σύνολα Α-Β,Β ε ίν α ι  ξένα. 
Έ τ σ ι από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  (α) και (β) πα ίρνομε

card(A  U Β) = c a r d [ (Α-Β) U Β] = c a r d (Α-Β)+card  Β = 
c a rd  A -card(A  Π BH-card Β = c a rd  A+card B -card  (ΑΠΒ).

■k+λ 
^  T(k+X)

6 .5 .4 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α,Β ε ίν α ι  πεπερασμένα σύνολα τό τε  ισ χ ύ ε ι 

c a rd  (ΑχΒ) = (ca rd  Α) · (card  Β) .

Α πόδειξη . Α νΑ  = 0 ή Β = 0 τ ο  συμπέρασμα ε ίν α ι  φανερό. Έστω 
ό τ ι  c a rd  A = k κα ι c a rd  Β = λ ,  με κ ,λ  εν IN.· Τότε θέτομε 
Α = {χ1 /χ 2 , . . . /Xk > κα ι Β « {γχ ,γ2, . . . ,γχ ) .* Ά ρα:

ΑχΒ={(χ1 ,y 1) , ( χ 1 f · . . / (χ1 ,Υχ),(x2 ,y x) / (x2 /Y2) #■···>(x2 /y XJ ' · · ·  
(x^ry-j  ̂ 9 (xk ^ 2  ̂ 9 · · · r  ̂*

Τα σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου ΑχΒ μπορούν να παρασταθούν σχηματικά ως
εξή ς:
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( x ,  , y 1 ) ,  ( x 1 >y2 ) ' · · · ' *x i — lQ σ ε ι Ρά

(χ 2 f Y i) i x̂ 2 ,y 2̂  ' ’ ' ' '  ^X2 ,y X̂  "* ^
# ·  · · ·  ·  * ·  · · · · · · · ·

(χ^#Υ1) ,  (xk ry2>' ·  · · '  (xk ' yX) '<— kQ σ ε ιρ ά
σ 'έ ν α  ορθογώνιο δ ίκ τυ ο  k σειρών με λ ζεύγη στην κάθε σ ε ιρ ά .Έ τ σ ι  
το πλήθος των ζευ γώ ν-σ το ιχε ίω ν  του Α*Β ε ίν α ι  k -λ .

6.6. Α π έ ρ α ν τ α  σ ύ ν ο λ α

Έ να  σύνολο Α θα λέμε ό τ ι  ε ίν α ι  απέραντο αν το Α δεν  ε ίν α ι  
πεπερασμένο σύνολο.

6 .6 .1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Το σύνολο 3Ν των φυσικών αριθμών ε ίν α ι  α πέ­
ραντο .

ΑπόδειΕη. Επειδή 1Ν ψ 0 , αν υποθέσομε ό τ ι  το 2ί ε ίν α ι  π επ ε­
ρασμένο, θα υπάρχει k 6 3Ν με IN = T (k ) . Ά ρα υπάρχει αμφιμονοσή-

μαντη συνάρτηση f  : ΊΝ T (k ) . Αλλά τό τε  θα έχομε f  (Τ (k+l))CZ f(N)=T(k).
Ά ρα, σύμφωνα με την Πρόταση 6 .5 .2 ,  c a rd  f  (Τ (k+1)) <_c a rd  Τ (k) =>
=>k+1 ^Κ,ηον  ε ίν α ι  άτοπο.

6 .6 .2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε υπερσύνολο απέραντου συνόλου ε ίν α ι  α­
πέραντο σύνολο.

ΑπόδειΕη. Έστω Α απέραντο σύνολο κ α ι Β τυχόν υπερσύνολο του 
Α. Αν το Β ήταν πεπερασμένο τότε , σύμφωνα με την Πρόταση 6 .5 .2 ,  
θα ήταν κα ι το Α πεπερασμένο, αφού A CB. Αυτό όμως ε ίν α ι  άτοπο.
’Αρα το Β ε ίν α ι  απέραντο.

6 .6 .3 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν Α ε ίν α ι  ένα απέραντο σ ύ νο λ ο ,τό τε  υπάρχει
9

υποσύνολο Β του Α, τ έ τ ο ιο  ώστε Β - 3Ν.

ΑπόδειΕη. Επειδή το Α ε ίν α ι  απέραντο θεωρούμε ένα σ τ ο ιχ ε ίο  
του κα ι το σ υ μ β ο λ ίζο μ ε  με χ ^ . Το σύνολο A-{x^} ε ίν α ι  επ ίσ η ς απέ­
ραντο. Εκλέγομε ένα σ τ ο ιχ ε ίο  από το Α-{χ^} κα ι το συμβολίζομε με 
χ 2 · Επαναλαμβάνομε την ίδ ια  δ ια δ ικ α σ ία  γ ια  το σύνολο Α - ί χ ^ χ ^ ,  
και έτσ ι επαγω γικά, αν έχομε ο ρ ίσ ε ι τα σ τ ο ιχ ε ία  χ ^ χ ^ . , . , χ ^  από 
το σύνολο Α, εύκολα μπορούμε να ορίσομε το σ τ ο ιχ ε ίο  
χν+1 β A-Cx^ , . .  . ,x v > · Η δ ια δ ικ α σ ία  αυτή μας ο δ η γε ί τ ε λ ικ ά  στην κα­
τασκευή του συνόλου Β = { χ ^ ,χ 2 , χ ^ , . Λ }C Α. Ε ίνα ι φανερό ό τ ι  το
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σύνολο Β έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ  με το  Tti, αφού η συνάρτηση f  : H -* B , 
με τύπο f  (ν) = χ ^ ,  ν β  W ε ίν α ι  αμφι μονοσήμαντη του H επ ί του Β.

Παρατήρηση. Από την α πόδειξη  τη ς παραπάνω πρότασης προκύπτει 
ό τ ι  αν Α ε ίν α ι  ένα σύνολο που έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με το σύνολο 
3Ν των φυσικών αριθμών, τότε  το Α μπορεί να σ υμ βολ ισ τεί με

^ 2 J ^3  ̂  ̂*
6. 6 .4 . ΘΕΩΡΗΜΑ, Έ να  σύνολο Α ε ίν α ι  απέραντο αν κα ι μόνο αν 

υπάρχει γνή σ ιο  υποσύνολό του που έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με το Α.

Α πόδειξη . Αφού το  Α ε ίν α ι  απέρα ντο , σύμφωνα με την προηγού­
μενη Πρόταση 6 .6 .3 ,  το Α έ χ ε ι  ένα  υποσύνολό του Β =» {χ^ · · .} ,
ισοδύναμο με το σύνολο 3Ν . Ορίζομε τώρα τη συνάρτηση f  ίΑ - ^ Α - ίχ ^ ,  
με τύπο :

f i x )  Η

αν χ  0 { χ 1 , χ 2 , χ 3 , . . . }

αν χ = χ , ν= 1 ,2 ...  .ν+ 1 ' -  "ν '
Έ να  διάγραμμα γ ια  τη συνάρτηση αυτή ε ίν α ι  το  εξής

Ε ίν α ι πολύ εύκολο να δ ια π ισ τώ σ ε ι κ α ν ε ίς  ό τ ι  η f  ε ίν α ι  αμ- 
φίμονοσήμαντη συνάρτηση του Α επ ί του Α -ίχ ^ } . Ά ρα το σύνολο 
Α-tx ^ }  ε ίν α ι  ένα γνήσ ιο  υποσύνολο του Α κ α ι ισοδύναμό το υ .

Α ν τ ίσ τ ρ ο φ α , έστω υ π ά ρ χ ε ι BCZa  με Α = Β κ α ι Α π ε π ε ρ α σ μ έν ο .Τ ό ­

τ ε  σύμφωνα με τη ν  Πρόταση 6 . 5 . 2 ,  το  Β θα ε ί ν α ι  πεπερασμ ένο κ α ι μά­

λ ισ τ α  c a r d  Β < c a r d  Α ,  που έ ρ χ ε τ α ι σε α ν τ ίθ ε σ η  με τη ν υπόθεση ό τ ι  

Α - Β .
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Παρατήρηση. Το παραπάνω Θεώρημα 6 .6 .4  δ ί ν ε ι  μ ια  ικανή κ α ι 
αναγκαία συνθήκη γ ια  να ε ίν α ι  ένα σύνολο απέραντο . Έ τ σ ι ,  η συν­
θήκη που εκφράζει το θεώρημα αυτό μπορεί να  ληφθεί σαν ορ ισμός 
της έννο ια ς  του απέραντου συνόλου. 0 ορ ισμός αυτός του απέραντου 
συνόλου ε ίν α ι  γνωστός σαν ορισμός του D edekind.

0 ορισμός του Dedekind, αν και ξ ε ν ί ζ ε ι  σε πρώτη εντύπωση, έ ­
χ ε ι  το πλεονέκτημα να απλουστεύει τ ι ς  α π ο δ ε ίξ ε ις  των πρρτάσεων 
που δ ίνο υν  τ ι ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  των απέραντων (και πεπερασμένων) συνόλων.

6.7. Α ρ ι θ μ ή σ ι μ α  σ ύ ν ο λ α

Έ να  σύνολο Α λ έγ ε τα ι αρ ιθμήσιμο σύνολο αν A ^ IN .
Επειδή το σύνολο IN ε ίν α ι  απέραντο σύνολο, ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  

κάθε αριθμήσιμο σύνολο ε ίν α ι  απέραντο . Επομένως αναφύετα ι αμέσως 
το ερώτημα: Υπάρχουν απέραντα σύνολα μη αρ ιθμ ήσ ιμα ; Η απάντηση 
στο ερώτημα αυτό ε ίν α ι  καταφατική όπως δ ε ίχ ν ε ι  η παρακάτω πρόταση.

6 .7 .1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Το διάστημα (0 ,1 ) ε ίν α ι  ένα απέραντο κα ι μη 
αριθμήσιμο σύνολο.

Δεν θα δώσομε εδώ την απόδειξη  τη ς πρότασης αυτής γ ια τ ί  ξ ε ­
φ εύγει από τ ι ς  ε π ιδ ιώ ξ ε ις  του μαθήματος.

Σε συνδυασμό με το  Παράδειγμα 5 τη ς Παραγράφου 6 .3  μπορού­
με να πούμε ό τ ι  το IR ε ίν α ι  ένα απέραντο σύνολο αλλά μη α ρ ιθμ ή - 
σ ιμ ο . Το ίδ ιο  σ υμ β α ίνει γ ια  κάθε μη τετρ ιμ μ ένο  διάστημα τη ς ευ­
θ ε ία ς  των πραγματικών αριθμώ ν.

Θα δώσομε τώρα μ ε ρ ικ ές  ιδ ιό τ η τ ε ς  των αριθμήσιμων συνόλων.

6 .7 .2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Η ένωση δυο αριθμήσιμων κ α ι ξένων συνόλων 
ε ίν α ι  αριθμήσιμο σύνολο

Απόδειξη ■ Έστω A = {x^ ,x ^ , . . .  } κα ι Β = {y^ ,y 2 , . . . } δυο α ρ ι-  
θμήσιμα σύνολα. Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση f  με τύπο

f  (χ)
*2 ν -1 , αν χ = χ 6 Aν

2ν, αν χ = ν 6 Β. ν. ' J ν
Επειδή τα  σύνολα A ,Β ε ίν α ι  ξένα , ο παραπάνω τύπος ο ρ ίζ ε ι  

μ ια  συνάρτηση με π ε δ ίο  ορισμού το AUB, που α π ε ικ ο ν ίζ ε ι  αμφιμονο- 
σήμαντα τα σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου Α ε π ί του συνόλου των περ ιττώ ν  
Φυσικών κα ι του Β επ ί του συνόλου των ά ρτιω ν . Ά ρα A UB «1Q.
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Το συμπέρασμα τη ς παραπάνω πρότασης ισ χ ύ ε ι και όταν τα σύν­
ολα Λ,Β ε ίν α ι  μη ξένα . (Βλ. Άσκηση 1 1 , Παράγο. 6 . 1 0 ) .

β: 7-«-β* ΠΡΟΤΑΣΗ. Γ ια  το  σύνολο ]Ν των φυσικών αριθμών ισ χ ύ ε ιι
3Ν - 3Ν *3Ν .

Από6 ε_ι_ξτι. Γράφομε τα σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου 1Ν *1Ν στην παρακά­
τω σχηματική δ ιά τα ξ η .

Όπως φ α ίν ε τα ι κα ι στο σχήμα θεωρούμε σαν 1- σ τ ο ιχ ε ίο  του συν- 
όλου ΙΝχΜ το  ( 1 ,1 ) ,  2- το  ( 2 ,1 ) ,  32  το ( 1 ,2 ) ,  42  το (3 ,1 ) κ .ο .κ . 
Μ' άλλα λ ό γ ια  α π ε ικ ο ν ίζο μ ε  το  σύνολο U x H  στο 3Ν, με τον τρόπο 
που υ π ο δ ε ικ ν ύ ε τα ι στο σχήμα. Η συνάρτηση που υπαγορεύει αυτή την 
αρίθμηση του 3Ν χΙΝ ε ίν α ι  η συνάρτηση f  με τύπο:

f (μ ,ν ) (μ+_ν-2 ).(μ+ν-1 ) ( ^
(μ ,ν ) 6 IN χ3Ν .

6 . 8. Π α ρ α δ ε  ί γ μ α τ α  -  Ε φ α ρ μ ο γ έ ς

1 ) Αν {a} ε ίν α ι  ένα μονοσυνολο κα ι Α αριθμήσ ιμο σ ύ νο λ ο ,τό - 
τε  το  σύνολο A U ia} ε ίν α ι  αρ ιθμ ή σ ιμ ο .

Αν a 6 Α, τό τε  A U (a}  =Α κα ι το  ουμπέρασμα ε ίν α ι  φανερό. Έστω 
τώρα a 0 Α κα ι A = {χ^ , χ 2 , χ ^ , . . .  } . Τ ότε, A U{a} = ( a ,  χ χ , χ 2 ^ 3  /··*> · 
Έ τ σ ι ,  η συνάρτηση f  με τύπο

f (ν) — s
αν ν = 1

, V e  3Ν
αν ν 6 { 2 , 3 , 4 , . . . }  

ε ίν α ι  αμφιμονοσήμαντη του 3Ν ε π ί του ( a ,x  ,χ  χ  . πράγμαλ 6 J
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που δηλώνει ό τ ι  το σύνολο AU {a} ε ίν α ι  α ρ ιθμ ή σ ιμ ο .
Το συμπέρασμα αυτό γ ε ν ικ ε ύ ε τ α ι εύκολα με επαγωγή στο εξή ς:

Αν Β ε ίν α ι  πεπερασμένο σύνολο και Α αρ ιθμ ήσ ιμο  τό τε  το All Β ε ί ­
να ι αριθμήσιμο σύνολο.

Ακολουθώντας παρόμοια α π ο δ ε ικ τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  με το  παραπά­
νω μπορούμε ν 'α π ο δ ε ίξο μ ε  ό τ ι  αν Β ε ίν α ι  πεπερασμένο σύνολο κα ι A 
αριθμήσιμο τό τε  το σύνολο Α-Β ε ίν α ι  α ρ ιθμ ή σ ιμ ο .

6 .9 . Τ ο Θ ε ώ ρ η μ α  τ ω ν  S c h r o d e r  -  B e r n s t e i n

Θα λέμε ό τ ι το σύνολο Α υ π ερ ισ χύ ε ι του συνόλου Β αν κα ι μό­
νο αν υπάρχει υποσύνολο Γ του Α τ έ τ ο ιο  ώστε Β » Γ. Στην π ερ ίπ τω ­
ση αυτή γράφομε Α >: Β ή Β Α.

Αν AsrB και Α /Β  (Δηλ. το Α δεν έ χ ε ι  την ίδ ια  ισχύ με το Β) 
τότε λέμε ό τ ι το Α υ π ερ ισ χύ ε ι γνή σ ια  του Β κα ι το συμβολίζομε με 
Α>-Β ή Β-<Α.

Ε ίνα ι φανερό ό τ ι  αν Α^γΒ τό τε  υπάρχει αμφιμονοσήμαντη συν­
άρτηση f  του Β στο Α. Ανάλογα, αν Α>-Β, υπάρχει αμφιμονοσήμαντη 
συνάρτηση του Β στο Α με & ( f )C A .

Γ ια  τη σχέση τ< ε ίν α ι  φανερές ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς ,  που ισχύουν γ ια  
τυχόντα  σύνολα Α ,Β ,Γ.

Ατ<Β<=>Α = Β ή Α <Β .
Α*< Α.
Α:5 Β και Β^Γ=>Ατ<Γ.
ACB=>A^B.
Την π ιο  σημαντική όμως ιδ ιό τ η τ α  τη ς σχέσης *< δ ί ν ε ι  το παρα­

κάτω θεώρημα που παραθέτομε χω ρίς α π ό δ ε ιξη . Το θεώρημα αυτό ε ί ­
ν α ι γνωστό σαν Θεώρημα των S c h ro d e r -B e rn s te in .

6 .9 .1 . ΘΕΩΡΗΜΑ. Γ ια  τυχόντα  σύνολα Α,Β ισ χ ύ ε ι :
Α^:Β και Β<ΤΑ<=>Α = Β.

Σαν εφαρμογή του Θεωρήματος 6 .9 .1  θα α ποδείξομ ε τ ι ς  παρακά­
τω π ρ ο τά σ ε ις .

6 .9 .2 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Το σύνολο Q των ρητών αριθμών ε ίν α ι  α ρ ιθμ ή -
σ ιμ ο .

Α πόδειξη . Επειδή 3ΝζΙφ+ , όπου φ+ το σύνολο των θετικώ ν ρη­
τών, η τα υτοτική  συνάρτηση ε ίν α ι  μ ια  αμφιμονοσήμαντη συνάρτη­
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ση του IN στο φ*. Ά ρα Β*. ( l)
θα α ποδείξομ ε επ ιπ λέο ν  ό τ ι  Γ ια  το σκοπό αυτό , παρα­

τηρούμε ό τ ι  αν ^ θ φ + και μάλιστα  το ^  ε ίν α ι  ανάγωγο κλάσμα, τότε
(μ ,ν ) eW x JN . Ά ρα η συνάρτηση με τύπο f (^) = (μ ,ν ) ε ίν α ι  αμφιμο-

+ + ^νοσήμαντη του φ στο 3Ν χ]Ν . Ά ρα φ 1Ν * Χί .  Επειδή όμως από την
Πρόταση 6 .7 .3  1Ν χΙΝ = ]Ν, παίρνομε φ*·^1Ν. (2)

Οι σ χ έ σ ε ις  ( 1 ) , ( 2 )  δ ίνο υ ν  σε συνδυασμό με το προηγούμενο 
θεώρημα 6 . 9 . 1  ό τ ι  φ + = 3Ν. Ά ρα το σύνολο φ*  ε ίν α ι  αριθμήσιμο.Α λλά 
τό τε  κα ι το σύνολο Β . των αρνητικών ρητών, ε ίν α ι  αρ ιθμήσ ιμο , σαν 
ισοδύναμο προς το φ + . (Η συνάρτηση f  (^) = -  ^  , (μ ,ν ) 6 ]Ν χ]Ν, ε ί -
να ι αμψιμονοσήμαντη του φ επ ί του φ ) . Ά ρα , κατά την Πρόταση 
6 . 7 . 2  το σύνολο φ U Φ* ε ίν α ι  α ρ ιθμ ήσ ιμ ο . Αν τώρα λάβομε υπ'όψη 
το Παράδειγμα 1 τη ς Παραγράφου 6 .8 ,  παίρνομε ό τ ι  και το σύνολο 
Β  U i O } U B +  ε ίν α ι  α ρ ιθμ ήσ ιμ ο . Αλλά φ U { 0 } U  φ+ = | β .

6 .9 .3 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Έ να  σύνολο Α ε ίν α ι  απέραντο αν και μόνο αν 
IN ^  Α.

Α πόδειξη . Έστω ό τ ι  το Α ε ίν α ι  απέραντο. Τότε σύμφωνα με την 
Πρόταση 6 .6 .3  υπάρχει υποσύνολο Β του Α τ έ τ ο ιο  ώστε 3Ν - Β. Άρα 
3Ν *< Α.

Α ντίστροφα, αν ΊΝτ5Α, υπάρχει υποσύνολο Β του Α τ έ τ ο ιο  ώστε 
Β = 3Ν. Επειδή όμως το 1Ν ε ίν α ι  απέραντο κα ι το Β ε ίν α ι  απέραντο. 
Ά ρα το Α, σαν υπερσύνολο του απεράντου συνόλου Β, θα ε ίν α ι  απέ'- 
ραντο , σύμφωνα με την Πρόταση 6 .6 .2 .

6.10. Α σ κ ή σ ε ι ς

Κ Αν Α,Β κα ι Γ ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα να α ποδειχτούν  τα  εξής: 
α) A - Α 
β) Α = Β<=>Β = Α 
γ) Α « Β κα ι Β - Γ=>Α - Γ

2 . Αν ν ε ίν α ι  φυσικός αρ ιθμός να β ρ εθ ε ί ο πληθικός αριθμός 
του συνόλου T ( l)U  Τ (2 ) U . . . U Τ ( ν ) .

3 . Αν ν ε ίν α ι  φυσικός αρ ιθμ ός κα ι 4 ν ε ίν α ι
σ τ ο ιχ ε ία  του συνόλου Τ(ν) , ανά δύο δ ια φ ο ρ ετ ικ ά , να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι

c a rd  (Τ (ν) -{ , *2 ' ·  · · , e v -k .
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4. Αν ν € IN U {Ο> ε ίν α ι  ο ηληθ ικός αρ ιθμ ός του πεπερασμένου 
συνόλου Α, να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  c a rd (  Ρ(Α) ) = 2ν .

5. Αν Α ε ίν α ι  αριθμήσιμο σύνολο κα ι Β πεπερασμένο, να δ ε ιχ ­
τεί* ό τ ι  το σύνολο Α-Β ε ίν α ι  αρ ιθμήσ ιμο σύνολο, ενώ το  Β-Α ε ίν α ι  
πεπερασμένο.

6. Αν Α,Β ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα, να  δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

Α-Β * Β-Α=>Α s Β.

7. Αν Β ε ίν α ι  πεπερασμένο σύνολο, AQB κα ι c a rd  A ^ c a rd  Β , 
να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  Α = Β.

8. Αν Α,Β· ε ίν α ι  πεπερασμένα σύνολα κ α ι 2 c a rd  (ΑΠΒ) = c a rd  Α+ 
+card Β να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  Α = Β.

£ . Αν Α,Β ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα κ α ι τ έ τ ο ια  ώστε Α = Β, a 6 A  
και b € Β, να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  A-{a} = B -(b } .

10* Αν Α,Β,Γ ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα να α π ο δ ε ιχ το ύ ν  τα  εξή ς : 
α) A^CA
3) Ατ* Β<=>Α = Β ή Α-<Β 
γ) Α-^Β κ α ι Β!<Γ=>Ατ<Γ 
δ) ACB=>A^B.

11. Αν Α,Β ε ίν α ι  αρ ιθμ ήσ ιμα  σύνολα να α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  το  σύν­
ολο AU Β ε ίν α ι  αρ ιθμ ή σ ιμ ο .

12. α) Αν α κ α ι 3 ε ίν α ι  πρα γμ α τικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί,  με α < 3 *  να α ­
π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό η  η συνάρτηση f ,  με τύπο f  (x) =  ̂ χ  e (-1 ,1)
ε ίν α ι  μ ια  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση του ( -1 ,1 )  ε π ί του ( α ,3 ) ·

3) Χρησιμοποιώντας το (α) να  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  (α ,3 ) = (γ,δ) 
όπου α ,3 ,Υ  κ α ι δ ε ίν α ι  πρα γμ α τικο ί α ρ ιθ μ ο ί με α < 3 κα ι γ < δ .



7. Σ Υ Σ  Τ Η Μ A Τ Α Α Ρ Ι Θ Μ Η Σ Η Σ

7 . 1 , Γ ε ν ι κ ά

Μια από τ ι ς  πρώτες δ ια ν ο η τ ικ έ ς  δ ια δ ικ α σ ίε ς  που ανάπτυξε ο 
πρωτόγονος άνθρωπος ήταν η ομαδοποίηση διαφόρων ομοειδών α ν τ ικ ε ι­
μένων. 'Ε τσ ι ά ρχισ ε  να σ υ ν ε ιδ η το π ο ιε ί τ ι ς  έ ν ν ο ιε ς ,  "το σύνολο των 
εργαλείω ν του" "το σύνολο των δέντρων γύρω από τη σπηλιά του",
"το σύνολο των δακτύλων του" κ .ο .κ .  Το επόμενο βήμα, ήταν η προ- 
σ πά θειά  του να απαντήσει σε ερωτήματα σαν τα εξής: "Πόσα δέντρα 
καταστράφηκαν στην τ ε λ ευ τα ία  κ α τ α ιγ ίδ α ;"  ή "Πόσες μέρες πέρασαν 
από την τ ε λ ε υ τα ία  βροχή/' κ . τ . λ .  Έ τ σ ι ,  η προσπάθεια του ανθρώπου 
γ ια  την αρίθμηση διαφόρων συνόλων ξεκ ίνησε πολύ νω ρ ίς . 0 πρωτόγο­
νος άνθρωπος στήν προσπάθειά  του να αρ ιθμ ήσει τα διάφορα σύνολα, 
δεν μπορούσε να β ρ ε ι καλύτερο "αρ ιθμητήριο" από τα δάχτυλα των 
χερ ιώ ν το υ . Επομένως, δεν ε ίν α ι  καθόλου συμπτωματικό το γεγονός 
ό τ ι  έ χ ε ι  επ ικ ρ α τή σ ει σ 'ό λ ο  τον κόσμο το δεκαδικό  σύστημα αρίθμη­
σης.

Τα πολύ γνωστά σε όλους μας σύμβολα 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,  π ερ ί­
που σ 'α υ τή  τη μορφή, επινοήθηκαν από τους Ιν δ ο υ ϊσ τέ ς  π ρ ιν  από δύο 
χ ιλ ιά δ ε ς  δ ια κ ό σ ια  χρ ό ν ια  π ερ ίπ ο υ . Το 0 (μηδέν) επινοήθηκε πάλι α­
πό το υ ς  Ιν δ ο υ ϊσ τ έ ς , αργότερα από τους άλλους α ρ ιθμ ούς. (Οι Ινδου- 
ϊσ τ έ ς  το έλεγαν "σούνια" που σ η μ α ίνε ι " τ ίπ ο τ α " .)

Οι Ά ραβες ήρθαν σε επαφή με το Ιν δ ο υ ϊσ τ ικ ό  σύστημα αρίθμη­
σης περ ίπ ο υ  το 800 μ.Χ . κα ι το μετέφεραν μέσω της Β όρειας Αφρικής 
στην αραβοκρατούμενη τότε  Ισ π α ν ία . Η υπόλοιπη Ευρώπη, μ έχρ ι τό τε , 
ταλαιπωρούνταν με το ρωμαϊκό σύστημα αρίθμησης. Ο Μωχάμεντ Αλ- 
-Χ ο υ α ρ ίζμ ι, ήταν ο πρώτος Ά ραβας που εξέθεσε σε ένα β ιβ λ ίο  (γύ-
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ρω στο 820 μ .Χ .) το Ιν δ ο υ ϊσ τ ικ ό  σύστημα γραφής των αριθμώ ν. Το 
β ιβ λ ίο  αυτό έπεσ ε, γύρω στο 970 μ .Χ ., στα χ έ ρ ια  του Γάλλου Ζερμπέρ, 
που δεν ε ίν α ι  άλλος από τον Πάπα Σ ίλβεστρο I I .  Ο Ζερμπέρ αν και 
από θέση ισχύος, δεν κατάφερε να π ε ίσ ε ι  τους Ευρωπαίους γ ια  τα  
πλεονεκτήματα του κ α ινούργ ιου  συστήματος. Αυτό έ γ ιν ε  200 περ ίπου 
χρ ό ν ια  αργότερα, όταν ο Ιτα λό ς μαθηματικός Φ ιμπονάτσι με ένα β ι ­
βλ ίο  του , το 1202 μ .Χ ., έ δ ε ιξ ε  πόσο απλουστεύοντα ι ο ι  α ρ ιθ μ η τ ι­
κές π ρ ά ξε ις  με το κ α ινο ύρ γ ιο  σύστημα.

Το Ιν δ ο υ ϊσ τ ικ ό  σύστημα γραφής των αριθμών ε ίν α ι  γνωστό ως 
σήμερα, σαν Ινδο-Α ραβικό σύστημα αρ ίθμ ησης.

Στο τέλος του παρόντος Κεφαλαίου υπάρχει π ίνα κ α ς των α ρ χ α ί­
ων ελληνικών και των ρωμαϊκών συμβόλων αρ ίθμησης.

7.2. Τ ο δ ε κ α δ  ι κ ό  σ ύ σ τ η μ α

Το πρώτο σημαντικό βήμα γ ια  την ανάπτυξη του δεκαδικού  συ­
στήματος, ήταν ο τρόπος γραφής οποιουδήποτε αριθμού με τη χρησ ι­
μοποίηση των δέκα συμβόλων 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9  και μόνον αυτώ ν. 
Αυτό έ γ ιν ε  δυνατό υε το να γράφομε μ ερ ικ ά  από τα  παραπάνω σύμβο­
λα το ένα κατόπιν  του άλλου με κάποια  συγκεκριμένη  δ ια δ ικ α σ ία . 
Έ τσ ι γράφοντας το  κ α ινο ύ ρ γ ιο  σύμβολο 52, υπονοούμε μ 'α υ τό  τον 
αριθμό που έ χ ε ι  π έντε  δεκάδες κα ι δύο μονάδες. 'Ό μ ο ια  το σύμβολο 
204 α π ο δ ίδ ε ι τον αριθμό που έ χ ε ι  δύο εκ α το ντά δ ες , μηδέν δεκάδες 
και τέσ σ ερ ις  μονάδες. Πιο σύντομα κα ι φ ορμαλισ τικά  έχομε γ ια  τα 
παραπάνω

52 = 5-10+2 = 5 - 101+ 2 ·10°

204 =2-100+0-10+4 = 2 · 102+0· 10Χ+4·1 0 °:

Γ ενικά , γ ια  τον αριθμό ava v_ ^ . . .a ^ Q  , όπου a^6 { 0 , 1 ,2 , . ,9 } ,
i  = 0 , l , . . . , v  κα ι a ^ ^ O , έχομε

a va v - l ' * -a l a 0 = a v ‘ 1°V+av - 11°V" 1+· • • +a 1lo l+ a o10°·

7.3. Ά λ λ α  σ υ σ τ ή μ α τ α  α ρ  ί θ μ η σ η ς

Το Ινδο-Α ραβικό σύστημα αρίθμησης επεκράτησε ό χ ι γ ια τ ί  ο α­
ρ ιθμ ός 10, που ε ίν α ι  η βάση του , έ χ ε ι  κάποια  πλεονεκτήματα σαν 
αρ ιθμός από οποιονδήποτε άλλο αρ ιθμ ό . Η επ ιλογή  του δέκα σαν
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βάση, όπως αναφέραμε, Ο φ είλετα ι στο πλήθος των δακτύλων των χεριών 
μας. Ε κείνο  που έκανε δημοφ ιλές αυτό το σύστημα, ε ίν α ι  ο έξυπνος 
συνδυασμός των δέκα βασικών σ το ιχ ε ίω ν  του γ ια  τη γραφή οποιουδή- 
ποτε αρ ιθμού  και φυσικά , ο εύκολος μηχανισμός που προκύπτει από 
τη γρα<ρή αυτή στην τέλεση των αρ ιθμητικώ ν πράξεων.

Ε ίν α ι φανερό ό τ ι  ο καθένας μπορεί ακολουθώντας τον ίδ ιο  τρό­
πο, όπως στο δ εκ α δ ικ ό , να κατασκευάσει διάφορα συστήματα αρίθμη­
σης.

Γ ια  παράδειγμα  αν σαν βάση αρίθμησης θεωρήσομε το 2, το σύμ­
βολο 110 ε ίν α ι  ο α ρ ιθμ ό ς που έ χ ε ι  μηδέν μονάδες, μ ία  δυάδα και 
μ ία  τετρ ά δα , δηλαδή ο α ρ ιθμ ό ς 6 του δεκαδικού συστήματος.

Ό μ ο ια  έχομε τα παρακάτω. (Ο αρ ιθμ ός μέσα στην παρένθεση κά­
τω δ ε ξ ιά  του κάθε α ρ ιθμ ού , δηλώνει τη βάση ως προς την οποία  ε ί ­
ν α ι γραμμένος ο α ρ ιθ μ ό ς .)

1 0 0 1(2) = 1·2 3+0 ·22+0 ·2 1+1·2° = 9 (10)
2 1 0 (3) = 2 ·3 2+ 1 ·3 1+ 0 ·3 ° = 2 1 (10)

143(5) = l* 5 2+ 4 · ^ ^ ^ 0 = 4 8 (10) .

Γ εν ικ ά , το  σύμβολο avav _1 · . . a ^  (b) μπορεί να χρησ ιμ οπο ιη - 
θ ε ί  γ ια  τον αριθμό

avbv+av_̂  bv  ̂+...+â  b̂  +agb^.
(Υ π οτίθετα ι στην παραπάνω γραφή 0 T i .a ^ < b ,  i  = 0 , l , . . . , v . )

Παρατήρηση. Από τα  παραπάνω παραδείγματα  γ ίν ε τ α ι  σαφές ό τ ι  
γ ια  να  γράψομε τους αρ ιθμ ούς στο δεκαδικό  σύστημα χρειαζόμαστε 
δέκα σύμβολα, γ ια  το  εννεα δ ικ ό  σύστημα εννέα  σύμβολα, γ ια  το οκ- 
τα δ ικ ό  σύστημα οκτώ σύμβολα κ .ο .κ .  Έ τ σ ι ,  το δυαδικό  σύστημα έ­
χ ε ι  το  πλεονέκτημα ό τ ι  μπορεί να παραστήσει οποιονδήποτε αριθμό 
με δύο μόνο ψ ηφ ία ,το  0 κα ι το 1. Αυτή η ο ικ ο νο μ ία  συμβόλων κάνει 
το σύστημα αυτό κατάλληλο γ ια  τη χρησιμοποίησή του στους ηλεκτρο­
ν ικ ο ύ ς  υ π ο λ ο γ ισ τές .

7.4. Α λ λ α γ ή  β ά σ η ς  σ τ α  σ υ σ τ ή μ α τ α  α ρ  ί θ μ η σ η ς

Το να  μετατρέψομε τον τρόπο γραφής ενός αριθμού από ένα τυ ­
χα ίο  σύστημα στο δεκαδικό  ε ίν α ι  απλούστατο. Π .χ . γ ια  τον αριθμό 
1010ί2) έχομε:
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1010 (2) = 1·2 3+0 ·22+1*2 1+0 ·2° = 8+2 = 1 0(10) ·
Ό μ ο ια , γ ια  τους αρ ιθμούς 4312 κα ι 1201 έχομε:

4312 (5) = 4 -5 3+3-52+ l's V 2 -5 0 =500+75+5+2 = 582{10)

1201(3) = 1 .3 3+2·32+ 0·31+1·3° =27+18+1 = 4 6 (10) .

Γ ενικά  γ ια  τον αριθμό · . . a^a^ ^  η ανάπτυξή του  στη
μορψή

avbv+av -1 bv 1+ . . . +a^b1+aQb ° ,

δ ίν ε ι  τον τρόπο μετατροπής του στο δεκαδικό  σύστημα.
Γ ια  το αντίσ τροφ ο , ας υποθέσομε ό τ ι  έχομε να μετατρέφομε τον

αριθμό 158 (10) στο π εντα δ ικ ό  σύστημα. Ο υσιαστικά θέλομε να γρά-
όπου,-k-1Φομε τον αριθμό 158(1(^  στη μορφή a ^ ^ a ^ ^ ^  + . . . + a Q50

0  ̂ 5, ι  -  0 , 1 , . . . ,k .
Παρατηρούμε ό τ ι

a k -5k+ak _ 15k -1 + . . . + a 252+ a151+a0 5° =

5 (ak · 5k -1 +ak - 1 · 5k_2+ . . .+*2 · 5+a1) +aQ.

Έ τ σ ι ο α ρ ιθμ ός a n ε ίν α ι  το υπόλοιπο της δ ια ίρ ε σ η ς  του αριθμού
‘ 0

158(ΐο) δ ία  του 5 (δηλαδή ο αρ ιθμ ός 3 ) , ενώ ο αρ ιθμ ός a^5 k-1 + · . .

. . . + a 2 , 5+a1 ε ίν α ι  το πηλίκο  τη ς ίδ ια ς  δ ια ίρ ε σ η ς  (ο α ρ ιθμ ό ς 3 1 ). 
Σ υνεχ ίζο ντα ς την ίδ ια  δ ια δ ικ α σ ία  έχομε:

a^*5^ ^+a^_.|*5^ ^+. · .  + a 2 · 5+a^ —

5 (ak .5 k_2+a]c_1 -5k“ 3+ . . .+ a 2)+ a1 .

Ά ρα, ο αρ ιθμ ός a^ ε ίν α ι  το υπόλοιπο της δ ια ίρ ε σ η ς  του πηλίκου 
της πρώτης δ ια ίρ ε σ η ς , με τον αριθμό 5 (δηλ. 1) κα ι ο αρ ιθμ ός 
a^-5^  ^ + . . .+ a 2 r ε ίν α ι  το πηλίκο  της ίδ ια ς  δ ια ίρ ε σ η ς  (δηλ. 6 ) .

Με τον τρόπο αυτό υ π ο λ ο γ ίζο ντα ι όλο ι ο ι  α ρ ιθ μ ο ί a ^ a ^ , . . .  
. . . , a ^ ,  που χ ρ ε ιά ζ ο ν τα ι γ ια  την παράσταση του αριθμού 158 ( 10j στο 
πεντα δ ικό  σύστημα.

Η παραπάνω δ ια δ ικ α σ ία  δ ίν ε τ α ι  σύντομα ως εξή ς :
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158 5

==8

Ά ρα έχομε 158(10) = 1 · 53+1·52+ 1· 5Χ+ 3 ·5° * 1113(5) .

Ό μ ο ια ,γ ια  τη μετατροπή του αριθμού 1243^1Qj στο οκταδικό 
σύστημα έχομε:

1243

=44

=43

/
a 0

Ά ρα : 1243 ( 10) = 2333 (8) *

Παραθέτομε εδώ ένα  π ίνα κα  που δ ε ίχ ν ε ι  τον τρόπο γραφής των 
δέκα πρώτων αριθμών σε διάφορα συστήματα.

Δεκαδικό Δυαδικό Π ενταδικό Εφταδικό
σύστημα σύστημα σύστημα σύστημα

1 1 1 1
2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 10 5
6 110 11 6
7 111 12 10
8 1000 13 11
9 1001 14 12

10 1010 20 13
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7.5 , Ο_ι π ρ d Ε ε t ς τ η ε Α ρ ι θ_μ η τ t κ ή £

Έ να από τα βασικά α ν τ ικ ε ίμ ε ν α  δ ιδα σ κ α λ ία ς των πρώτων τά ξ ε ­
ων του Δημοτικού Σχολείου ε ίν α ι  η εκτέλεση των τεσσάρων πράξεων 
της Α ριθμητικής. Στόχος τη ς παραγράφου αυτής ε ίν α ι  η ερμ ηνεία  
του μηχανισμού των πράξεων αυτών. Η κατανόηση αυτής της ερ μ η ν ε ί­
ας δ ίν ε ι  τη δυνατότητα  να ε κ τε λ ε ί κ α ν ε ίς  τ ι ς  π ρ ά ξ ε ις  α υ τ έ ς ,  ό χ ι 
μόνο στο δεκαδικό  σύστημα, αλλά σε οποιοδήποτε σύστημα αρίθμ ησης.

7.6. Π ρ ό σ θ ε σ η  κ α ι  Α φ α ί ρ ε σ η

α) Πρόσθεση. Ας παρακολουθήσομε το παράδειγμα :
* 3 ο 2 (α)1243(10)+514(10) = (1*10 +2-10 +4·10+3)+ (5·10 +1-10+4) =

3 2 2  (3)1 ·1CT+(2 ·1CT+5·1 (Τ )+(4-10+1-10)+(4+3) =

1 · 103+ (2+5)102+ (4+1)10+(4+3) (=*
3 2 (δ)1·1(Τ+7· 10 +5-10+7 = 1757 (1()).

Στο παραπάνω παράδειγμα , η ισότητα  (α), ερμ ηνεύει τον "κανόνα*':
Γ ια να προσθέσομε δύο α ρ ιθ μ ο ύ ς , -τοποθετούμε τον ένα κάτω από τον 
άλλο, έ τσ ι ώστε το ψηφίο των μονάδων του ενός να ε ίν α ι  κάτω από 
το ψηφίο των μονάδων του άλλου κ .ο .κ .  Η ισ ό τη τες  ( β ) , ( γ )  κα ι (δ) 
ερμηνεύουν τη σ υ νέχε ια  του παραπάνω "κανόνα" που λ έ ε ι :  Προσθέ­
τομε τα ψηφία των μονάδων των αριθμών και το αποτέλεσμα το θέτο ­
με σαν ψηφίο των μονάδων στο άθρο ισ μα , προσθέτομε τα  ψηφία των 
δεκάδων των αριθμών και το  αποτέλεσμα το θέτομε σαν ψηφίο των δε­
κάδων στο άθροισμα κ .ο ^ κ . Έ τ σ ι η παραπάνω πρόσθεση γ ίν ε τ α ι  σύν­
τομα με την γνωστή δ ια δ ικ α σ ία  ως εξή ς:

1243 
+ 514 

1757

Ας δούμε τώρα*το παράδειγμα  που α κ ο λο υ θεί.

541(1 0 )+393(10) = ( 5 ·102+4·1 0 + 1 )+ (3·102+9·10+3) = .

(5 ·102+3·102) + (4-10+9-10)+(1+3) =

(5+3J ·102+ (4 + 9 )-10+U +3) =

8·10^+13·10+4
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2 2 \ Ρ8*10 +1·10ζ +3·10+4 *
2 (γ )(8+1)·10^+3*10+4 4

9 ·1 0 2+ 3 ·10+4 =

934
( 10)

Στο παραπάνω παράδειγμα  ο ι ισ ό τη τες  (α) ,(β )  και (γ) ερμηνεύουν 
τον γνωστό "κανόνα” : Σε περίπτωση που το άθροισμα των ψηφίων μιας 
τά ξης (όπως εδώ το άθροισμα των ψηφίων των δεκάδων) προκύψει με­
γαλύτερο του δέκα (όπως εδώ προκύπτει 13), γράφομε σαν ψηφίο της 
α ν τ ίσ τ ο ιχ η ς  τάξης στο άθροισμα το ψηφίο των μονάδων του αθροίσμα- 
το ς  που προέκυψε (εδώ γράφομε 3) και το ψηφίο των δεκάδων (στο 
παράδειγμα  το 1) το  προσθέτομε στο άθροισμα των ψηφίων της επό­
μενης τάξης (εδώ στο ψηφίο 8 των εκατοντάδω ν).

Έ τ σ ι ,  η παραπάνω πρόσθεση μπορεί να γ ί ν ε ι  σύντομα με τον 
παρακάτω τρόπο:

541 
+ 393 

934

Η πράξη τη ς  πρόσθεσης στο δεκα δικό  σύστημα αρίθμησης, που 
το μηχανισμό της εξηγήσαμε με τα δύο παραπάνω π α ρ α δ ε ίγμ α τα ,ε ίνα ι 
μ ια  εύκολη υπόθεση γ ια τ ί  ακριβώς γνω ρίζομε από μνήμης τα α θρο ίσ ­
ματα όλων των μονοψηφίων αριθμώ ν. Μ'άλλα λ ό γ ια  μπορεί κ α ν ε ίς  να 
κ ά νε ι εύκολα οποιαδήποτε πρόσθεση εφ 'όσον έ χ ε ι  απομνημονεύσει τον 
π ίνα κα :

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

♦3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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Επομένως, αν κατασκευάσει, κ α ν ε ίς  ένα τ έ τ ο ιο  π ίνα κα  γ ια  ο π ο ιο δ ή - 
ποτε σύστημα αρίθμησης, μπορεί να  εκ τελ έσ ε ι την πρόσθεση στο σύ­
στημα αυτό , ακολουθώντας ακριβώς τον τρόπο που γ ν ω ρ ίζ ε ι από το 
δεκαδικό  σύστημα

Δ ίνο ντα ι αμέσως παρακάτω διάφορα παραδείγματα  στο δυαδ ικό  
και π εντα δ ικ ό  σύστημα.

Πίνακας πρόσθεσης στο 
δυαδικό  σύστημα

+ 0 1
0 0 1
1 1 10

1 0 1 1 (2) 1 1 1 ( 2 ) 1 01 1 0  (2)

h 1 1 0 (2) + 1 1 1 (2) + 110 1 1  (2)

1 0 0 0 1 ( 2 ) 1 1 1 0 (2) 1 1 0 0 0 1 ( 2 )  .

Πίνακας πρόσθεσης στο 
π εντα δ ικ ό  σύστημα

+ 0 1 2 3 4
0 1 1 2 3 4

1 1 2 3 4 10·
2 2 3 4 10 11
3 3 4 10 11 12
4 4 10 11 12 13

1 2 2 2 ( 5 ) 4 3 4 4 ( 5 ) 1 0 4 3 4 (5)

+ 2 4 1 (g) + 3 3 4 1 ( 5 ) + 3 3 4 4  (5)

2 0 2 3 ( 5 ) 1 3 2 4 0 (5 ) 1 3 3 3 3 (5)

β) Αφαίρεση. Αν α κ α ι β ε ίν α ι  δύο φ υσ ικο ί α ρ ιθμ ο ί με α ^ β /  
τότε ο αρ ιθμ ός α+ (-β) = α -β , ε ίν α ι  μη α ρνητικός α κέρα ιος κα ι ονο­
μάζετα ι διαφορά των αριθμών α και% β. Ίην δ ια δ ικ α σ ία  εύρεσης της
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διαφοράς α -0 , από τους αρ ιθμ ούς α και 0 , την ονομάξομε πράξη της 
αφαίρεσης και τους αρ ιθμούς α και 0 μειω τέο  και αφ α ιρετέο  α ν τ ί -  
σ το ιχ α .

Ό σα εκθέσαμε παραπάνω α να λυτικά  γ ια  την πρόσθεση, μπορούν 
εύκολα να  επεκταθούν με παράλληλο τρόπο και γ ια  την πράξη της α­
φ α ίρεσ η ς. Γ ια  το λόγο αυτό δεν θα αναφερθούμε ιδ ια ίτ ε ρ α  α να λ υ τι­
κά σ 'α υ τή ν . Θα δώσομε όμως αμέσως παρακάτω μ ερ ική  παραδείγματα 
γ ια  την πράξη αυτή στα διάφορα συστήματα αρίθμησης

1485(10) 9783(10) 43829(10)

-  7 99 (10) -  1837 (10) -  37989(10)

686(10) 3946(10) 584°<10>

43012(5) 32421(5) 24101(51

" 2011<5) -  4431(5) - 12423(5)

41001(s) 22440(5) 11123(5)

1212 (3) 1201(3) 21022(3)

- 1101<3) -  212 (3) -  12121 (3)

ΐ η (3) 212(3) 1201(3)

11011(2) 11001(2) 100000(2)
-  1010 (2) " 3011(2) " 11111(2)

10001(2) 1110(2) 1 (2) *

Π ο λ λ α π λ ά σ ι α σ μ ό ς

Ας παρακολουθήσομε το παράδειγμα

43-35 « (4-10+3) · (3-10+5)

(4 -1 0 + 3 )-3 -1 0 + (4 -1 0 + 3 )-5 .

Ά ρα , γ ια  την εύρεση του γ ινομ ένου  43-35 αρκεί να υπ ο λο γ ί­
σομε χω ριστά τα  δύο γ ινό μ ενα  (4 ·10+ 3)·3 ·10  και (4 -10+3)·5  και να 
τα προσθέσομε. Έ τ σ ι έχομε:
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1- γ ινό μ ενο : (4 ·1 0 + 3 )·3 · 10 = 1 2 · 102+9·10 =
= (10+2)·102+9·10 = 103+2·102+9·10 = 1 ·1 0 3+2·102+9·10+0 = 1290

2- γ ινό μ ενο : (4·10+3)*5 =20·10+15 =
= 2-10-10+10+5 = 2 ·1 0 2+1·10+5 = 215.

Ά ρα: 43-35 =1290+215 =1505.

Σύντομα, η παραπάνω δ ια δ ικ α σ ία  μπορεί να  δ ο θ ε ί ως εξή ς:

43 
χ 35
215 «— 2- γ ινό μ ενο  

* * 1290 1-
1505

ή και απλούστερα:
43 

χ 35 
215 

129 
1505

Θα εξετάσομε τώρα πως μπορούμε να επ εκ τε ίνο μ ε  τον παραπάνω τρόπο 
πολλαπλασιασμού από το δεκαδικό  σ 'ο π ο ιο δ ή π ο τε  σύστημα αρίθμησης.

Η πράξη του πολλαπλασιασμού, με τον γνωστό σύντομο τρόπο στο 
δεκαδικό σύστημα (όπως αυτή εξηγήθηκε στα παραπάνω), ε ίν α ι  μ ια  
εύκολη δ ια δ ικ α σ ία  γ ια τ ί  ξέρομε από μνήμης τα  αποτελέσματα πολλα­
πλασιασμών μεταξύ μονοψηφίων αριθμών. Π.χ.', γνω ρίζομε από μνήμης 
ό τ ι 3-5 = 15, 8-7 = 56, 9-9 = 81 κ . τ . λ .  Έ τ σ ι ,  γ ίν ε τ α ι  φανερό ό τ ι η 
εκτέλεση της πράξης του πολλαπλασιασμού σ 'έ ν α  οποιοδήποτε σύστη­
μα αρίθμησης, προϋποθέτει την εκμάθηση τη ς "π ρ ο π α ίδε ια ς"  του πολ­
λαπλασιασμού στό σύστημα αυτό .

Οι παρακάτω π ίν α κ ες  δ ίνο υ ν  τα αποτελέσματα του πολλαπλασια­
σμού μεταξύ μονοψηφίων αριθμών στο δυαδικό  και το π εντα δ ικ ό  σύ­
στημα (τέ το ιο υ ς  π ίν α κ ες  μπορεί κ α ν ε ίς  να κατασκευάσει γ ια  ο π ο ιο - 
δήποτε σύστημα α ρ ίθμ η σ η ς).
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Πίνακας πολλ/σμού στο * Πίνακας πολλ/σμού στο 
δυαδικό  σύστημα π εντα δ ικ ό  σύστημα

• 0 1 • 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 11 ] 3
3 0 3 11 14 22
4 0 4 13 22 31

Με την βοή θεια  των πινάκων αυτών μπορεί κ α ν ε ίς  να κατανοή­
σ ε ι τους παρακάτω πολλαπλασιασμούς.

110 (2) ι ι ι ο ι (2 ,

χ 1 0 (2? ” 111<2>
000 11101

110 11101

1100(2) 11101
11001011 (2)

123(5) 243 (5)
X 2 4 (5) χ Π 4 ί5)
1102 2132
301 1334
4 1 1 2 ,5) 243

100322{5)

7 .8 . Δ ι α ί ρ ε σ η

Στο σύνολο Ζ των ακεραίων αριθμώ ν, όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 
4 (Παράγρ. 4 . 4 . ,  Ιδ ιό τ η τ α  3 ) , ισ χ ύ ε ι ό τ ι :  Γ ια  τυχόντα  σ τ ο ιχ ε ία  
x ,y  εν Ζ , με y > 0 , υπάρχουν μ ονα δ ικ ο ί α κ έρ α ιο ι q κα ι r ,  τ έ τ ο ιο ι  
ώστε χ = yq+r και 0 <.r < y . Έ τ σ ι ,  τ ίθ ε τ α ι  το εξής "πρα κτικό” πρό­
βλημα.

Αν (x ,y ) 6Ζ χΖ , να β ρ εθε ί το  ζεύγο ς (q ,r )  ez , που ο ρ ίζ ε ι  
η παραπάνω ιδ ιό τ η  τα .

Η δ ια δ ικ α σ ία  εύρεσης των αριθμών q και r  στο παραπάνω πρό­
βλημα λ έ γ ε τα ι αλγορ ιθμ ική  δ ια ίρ εσ η  ή και απλά δ ια ίρ εσ η  του 
αριθμού χ με τον y και σ υ μ β ο λ ίζετα ι σύντομα x :y .
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Ο αριθμός q λ έγ ετα ι πηλίκο  κα ι ο α ρ ιθμ ός r  υπόλοιπο τη ς δ ια ίρ ε σ η ς . 
Στη δ ια ίρεσ η  x :y  ο ι  α ρ ιθμ ο ί χ  κα ι y ονομάζονται δ ια ιρ ε τ έ ο ς  κα ι 
δ ια ιρ έ τη ς  α ν τ ίσ τ ο ιχ α .

Στόχος της παραγράφου αυτής ε ίν α ι  να  δ ο θ ε ί η ερ μ η νε ία  τη ς  
τε χ ν ικ ή ς  της πράξης τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  όπως την ξέρομε από το  Δ ημοτι­
κό Σ χολείο . Γ ια  το σκοπό αυτό χρειαζόμ ασ τε την εξής πρόταση.

7 .8 .1 . ΠΡΟΤΑΣΗ. Ας ε ίν α ι  x ,y  φ υσ ικο ί α ρ ιθ μ ο ί κ α ι m μη αρ­
ν η τ ικ ό ς  α κ έρ α ιο ς . Αν q ε ίν α ι  το  πηλ ίκο  τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  x :y  τό τε  έ ­
χομε:

10my <,χ < 10m+1y <=>10m < q < 10m+1.

Α πόδειξη . Έ χομε x = y q + r ,  0 <^r < y . Ά ρα

yq <=χ < y (q+1). (1 )

Επομένως από τη σχέση (1) κα ι την 10my <̂ x < 10m+1y π α ίρ νο μ ε:

1 0my ^ x ^ l  0my' < y (q+1) =>1 0m < q+1 *>1 0m < q (3)

και

x < 1 0  y=>yq<10 y=>q < 10 . (4)

Έ τ σ ι από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  (3) , (4) πα ίρνομε την σχέση

10m < q < 10m+1 .
τυϊ τ τ \ *4· 1Α ντίστροφα. Αν υποθέσομε ό τ ι  10m ^ q  <10 , τό τε  σε συνδυ­

ασμό με την (1) π α ίρνομ ε:

10m S q ^ l O ^  < qy=>10my 4 Χ (5)

και

q < 1 0 m+1=>q+1 < J0 m+1=>y(q+1) <,y1 0m+1 =>x < 10m+1y· (6)

Οι σ χ έ σ ε ις  (5) κα ι (6) δ ίν ο υ ν :

10 y 4 Χ < 10 y ·

Γ ια  ν,α κατανοήσομε το συμπέρασμα της παραπάνω πρότασης <*£ 
παρακολουθήσομε το παράδειγμα :

Έστω ό τ ι  έχομε τη δ ια ίρ εσ η  14541:726.
Παρατηρούμε ό τ ι :

7260 < 14541 < 72600
δηλαδή:
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7 2 6 ·ΙΟ1 < 14541 < 726·101+1

Σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση, αν q ε ίν α ι  το  πηλίκο της 6 ια ί  
ρεσης 14541:726 θα έχομε ό τ ι

Δηλ. το πηλίκο  q τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  ε ίν α ι  αρ ιθμ ός δ ιψ ή φ ιος.

Επομένως,η παραπάνω πρόταση μας δ ίν ε ι  τη δυνατότητα να υπο 
λογίσομε το πλήθος των ψηφίων του πηλίκου μ ια ς  δ ια ίρ ε σ η ς  χω ρίς
να εκτελέσομε την πράξη.

Απλούστερα διατυπωμένη η πρόταση μας δ ίν ε ι  το εξής συμπέρα
σμα:

Αν m e z * * ε ίν α ι  τ έ τ ο ιο ς  ώ στε: 10my ^ χ  < 10ra+1y , τότε  το πηλί 
κο της δ ια ίρ ε σ η ς  x :y  των φυσικών αριθμών x ry έ χ ε ι  ακριβώς m+1 
ψηφία.

• Ας υποθέσομε τώρα ό τ ι  έχομε να εκτελέσομε τη δ ια ίρ εσ η

Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, επ ε ιδή

135200 <,248114 < 1352000 ή 1352-102 < 248114 < 1352-103 , 

το πηλίκο  της δ ια ίρ ε σ η ς , 248114 : 1352, έ χ ε ι  3 ψηφία. Έ τ σ ι, έστω

Σ υμβολίζοντας με r  (0 < r̂ < 1352) το υπόλοιπο της δ ια ίρ ε σ η ς , 
248114 : 1352, παίρνομε

10 < q < 100.

248114 : 1352.

q - a 2a 1a 0(10)

Ά ρα,
248114 = 1352-q+r=»248ll4  = 1 3 5 2 (a2 *102+a1 · 10+aQ)+ r· 

248114 = (1352-102) a 2+ [1 3 5 2 (l9 a 1+a0 ) + r ] .  (a)
Ισ χ ύ ε ι όμφς

Επομένως, 

1 0 a 1+ a0+ l 4 l 0 2s=>1352 (10a1+a0+ l ) <1352·102=> 1352( l O a ^ a ^ +1352^1352·
• 102 .

Επειδή r  < 1352, η τ ε λ ε υ τα ία  σχέση δ ίν ε ι

1 3 5 2 ·(10a^+aQ)+ r  < 1352-102 . (β)



79

Εφ'όσον ισ χ ύ ε ι η σχέση (β ) ,  μπορούμε να πούμε ό τ ι  η σχέση (a) 
μ α ς" 'δ ίνε ι ό τ ι :  ο αρ ιθμ ός a 2 ε ίν α ι  το πηλίκο  τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  
248114 : 135200. Έ τσ ι πα ίρνομε

a 2 = l .

Θέτοντας στη σχέση (α) , a 2 = l ,  παίρνομε 248114 = 135200*1+ 
+ [l3 5 2 (1 0 a1+aQ)+ r]  κα ι τ ε λ ικ ά /

1 3 5 2 ( 1 0 a 1 + a Q) + r  = 1 1 2 9 1 4 .  (γ)

Το μ έχρ ι εδώ 1- βήμα τη ς  δ ια ίρ ε σ η ς  248114:1352/ μπορεί ν 'α -  
ποδοθεί σχηματικά ως εξής:

1352(00)
l= a 2 (δ)

112914
Φ

Σ υ νεχ ίζο ντα ς  τώρα από τη σχέση (γ) πα ίρνομε

112914 = (1352*1 0 )a 1+(1352*a2+ r) . (ε)

Εργαζόμενοι όπως ακριβώς στο 1- βήμα,μπορούμε ν 'α π ο δ ε ίζ ο μ ε  ό τ ι  
1352*aQ+r < 1352·10. Ά ρα, η σχέση (ε) δ ίν ε ι  ό τ ι  ο α ρ ιθμ ός ε ί ­
να ι το πηλίκο τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  112914: (1352- 10) , δηλ. a^ = 8 .
Επομένως, το δεύτερο  ψηφίο a^, του πηλίκου q τη ς δ ια ίρ ε σ η ς  
248114:1352, ε ίν α ι  το ψηφίο 8. Θ έτοντας a ^ = 8  στη σχέση (ε) π α ίρ ­
νομε:

112914 =13520-8+1352·a Q+r=>
4754 = 1 3 5 2 -a Q+ r. (στ)

Το βήμα αυτό της εύρεσης του ψηφίου a^ του πηλίκου q α π ο δ ίδεσ α ι 
σχηματικά ως εζή ς :

112914 1352(0)
108160 8=a^ (ζ)

4754

Α πομένει γ ια  την ολοκλήρωση της δ ια ίρ ε σ η ς  248114:1352 η εύ­
ρεση του ψηφίου a Q του πηλίκου q .

Η σχέση (σ τ ) , επ ε ιδή  r  < 1352, δ ίν ε ι  ό τ ι  ο αρ ιθμ ός a Q ε ί ν α ι*
.το πηλίκο  της δ ια ίρ ε σ η ς  4754:1352, δηλαδή ag = 3 . Έ τ σ ι ,  Y ia a g = 3 , 
η σχέση (στ) δ ίν ε ι

r  = 4754-1352* 3 = 4754-4056 = 698.

Όπως κα ι τα προηγούμενα βήμμτα, το βήμα αυτό μπορεί ν απο—

2 4 8 1 1 4

1 3 5 2 ( 0 0 )
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δ ο θ ε ί σύντομα με το σχήμα

4754 1352
4056 3=a^

698=r
(Π)

Ά ρα , από τα παραπάνω προκύπτει ό τ ι  η δ ια ίρεσ η  248114:1352 
δ ίν ε ι  πηλίκο  q = 183 κα ι υπόλοιπο r  = 698. Τα σχήματα (δ) , (ζ) και 
(η) μπορούν να ενοποιηθούν στο εξής σχήμα:

248114 1352
1352 183
112914 
10816 

4754 
4056 

698

Το σχήμα αυτό δεν  ε ίν α ι  τ ίπ ο τ 'ά λ λ ο  από την γνωστή σ 'ό λ ο υ ς  μας 
τε χ ν ικ ή  της δ ια ίρ ε σ η ς .

Όπως εύκολα μπορεί να  α ν τ ιλ η φ θ ε ί κ α ν ε ίς ,  η επέκταση του 
παραπάνω μηχανισμού τη ς  πράξης τη ς  δ ια ίρ ε σ η ς  στα άλλα συστήματα 
αρ ίθμ ησ ης, ε ίν α ι  μόνο θέμα γνώσης της π ρ ο π α ίδ ε ια ς  του πολλαπλα­
σιασμού στο α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  σύστημα. Αυτό, γ ια  να μπορεί κ α ν ε ίς  να α­
π α ντά ει άμεσα π ο ιό  ε ίν α ι  το  πηλίκο  δυο αριθμών μέσα στη δ ια δ ικ α ­
σ ία  τη ς  δ ια ίρ ε σ η ς . Σ 'ό , τ ι  ακολουθεί θα π ερ ιορ ισ τούμ ε σε μερικά  
παραδείγματα  στο δυαδικό  σύστημα. Ο λόγος ε ίν α ι  ό τ ι  το πηλίκο 
δυό αριθμών κατά την εκτέλεση μ ια ς  δ ια ίρ εσ η ς  στο δυαδικό  σύστη­
μα, θάνα ι 0 ή 1 αφού αυτά ε ίν α ι  τα μόνα ψηφία του συστήματος αυ­
τού .

1 1 1 1 1

1 0

( 2 )

11
1 0

11
1 0

11
1 0

1
( 2 )

1 0 ( 2 )

1111 ( 2 )

110101
( 2 )

11
0 1

00
1 0

00
1 0 1

11
1 0

( 2 )

11 ( 2 )

10001 (2)



m o o o o i (2)

110
1000 .

110 
1001 
110

“ ( 2)

ΠΙΝΑΚΑΣ ΤΩΝ ΑΡΧΑΙΩΝ ΕΛΛΗΝΙΚΩΝ ΚΑΙ ΡΩΜΑΪΚΩΝ ΣΥΜΒΟΛΩΝ
ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ
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110 ( 2 )

100101
( 2)

1 α '
ψ

I 10 ι ' X 100 P ' C
2 β ' I I 20 κ ' XX 200 σ ' CC
3 γ· I I I 30 λ ' XXX 300 τ ' CCC
4 δ ' IV 40 μ ' XL 400 υ ' CD
5 ε ' V 50 ν ' L 500 Φ' D
6 s ' VI 60 Ε· LX 600 κ ' DX
7 C' V II 70 ο ' LXX 700 ψ ' DCC
8 η ' ΙΙΧ 80 π ' XXC 800

#

9ω CCM
9 θ ' IX 90 f

(κόππα) XC 900
.(σβμ*ί)

CM

1000 α ' * Μ

7 .9 . Α σ κ ή σ ε ι ς

1. Να μετατραπούν ο ι  παρακάτω α ρ ιθ μ ο ί στο δεκαδικό  σύστημα: 

1101(2) , 11111 (2) , 221 (3)/ 1012( 3 ) , 6150( ? ) , 10(8) , 1001(9) .

2. Να μετατραπούν ο ι παρακάτω α ρ ιθ μ ο ί στο δυαδικό  σύστημα:

1 4 2 ( 1 0 ) '  3 5 7 ( 1 0 ) '  1 3 4  (5 ) r 1 2 2 2  ( 3 ) '  1 5 5 ( 7 )·

.3. Να εκτελεστούν ο ι  παρακάτω π ρ ο σ θέσ εις :

* 10011 (2) 1221(3) ιοοοι(2) 1234

+ 1111 (2) + 102(3) + 11111(2) + 1033
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4. Να γίνουν οι παρακάτω αφαιρέσεις:
1 1 0 0 1 1 (2) 1 0 1 ° U (2) 2 4 3 1 0 <5) 4 6 5 5 2 , , >

-  U 1 1 (2> -  1 1 1 1 0 <2>
Φ

■” 5Ι5(7) .

Να γίνουν οι παρακάτω πολλαπλασιασμοί:

1 1 0 1 <2) 1 0 0 1 (2) 1 3 4 0 (5) 2 2 2 3 (5)

* 1 1 1 (2) " ‘ 1 0 ί21  ̂ 123 ^

6. Να βρεθεί ο αριθμός των ψηφίων των πηλίκων των παρακάτω 
διαιρέσεων χωρίς να εκτελεστούν οι πράξεις:

14583:130, 81548:2859, 15421437:28513
7533135:35400, 1835439170:835342.

2· Να γίνουν οι παρακάτω διαιρέσεις και να επαληθευτούν:
1 0 0 1 0 1 1 l l (2) 1 1 1 1 1 0 0 0 1(2) : 1 1 1(2, 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1(2) : 11101

8.  Να εξεταστεί αν υπάρχουν μονοψήφιοι αριθμοί a,b,c,d και 
e τέτοιοι ώστε να ισχύει:

3· d a b c d e ) =abcde1^10)·



83

Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Φ Ι Α

1. A. DONEDDU, A rith m e tiq u e  G § n € ra le , Dunod, P a r i s ,  1962.
2. W. FAIRCHILD and C .I .  TULCEA, S e ts ,  W.B. S aunders C o .,

P h i la d e lp h ia ,  1970.
3. P . HALMOS, N aive S e t T heory , D. Van N ostrand  Co. I n c . ,

P r in c e to n , 1966.
4. I .  KAPLANSKY, S e t Theory and M e tr ic  S p aces , A lly n  and Bacon

I n c . ,  B oston , 1975.
5 . S. LIPSCHUTZ, S e t Theory and R e la te d  T o p ic s , Schaum 's

O u tlin e  S e r ie s ,  New Y ork, 1964.
6. B. ΣΤΑΪΚΟΥ, Μαθήματα Μ αθηματικής Αναλύσεως, Μέρος I ,Ιω ά ν ν ιν α ,

1980.



Υ Π Ο Δ Ε Ι Η Ε Ι Σ  Γ Ι Α  Τ Η Λ Υ Σ Η  Τ Ο Ν  Α Σ Κ Η Σ Ε Ο Ν

ΠαράγραφοC 1 .4 .

1) Αρκεί να κατασκευαστεί ο π ίνα κ α ς α λή θεια ς γ ια  την κάθε 
πρόταση. Π αραδείγματος χάρη γ ια  την τα υτολογία  12, δηλ. την 
p A ( q V r )  (ρ Λ q) V (ρ Λ r) , έχομ ε: '

Ρ q r <^/r pA(qVr) PAq pAr (pAq) V(pAr) pA(q\/r) <—> (pAq)V(pAr)
α α α α α α α α α
α α φ α α α Φ α α
α φ α α α ψ α α α
α φ Ψ φ ψ φ φ φ α
ψ α ά α φ Φ φ Φ α
ψ α Φ α ψ φ φ φ α
φ φ α α φ ψ φ φ α
Φ Φ Φ Φ φ ψ φ φ α

2) Από τον π ίνα κ α  α λ ή θ ε ια ς ,

Ρ q r qAr p y (q A r ) p y q p y r (pyq) A (p y r ) PV(qAr) <■=> ( p y q ) Α (p y r )
Ψ φ φ Ψ.α α α α α

α α φ Φ α ψ α Φ ____  . Φ(X Φ α. Φ CL Π φ ιΐι ’Η* ψ ♦ V A VJL ψ Ψ
φα Φ Φ Φ α α α α α

φ· α α α α α α α α
αψ α Φ Ψ φ α φ φ ■

Φ ψ α φ φ . ψ α ψ α
φ φ φ φ φ ψ φ φ α
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προκύπτει ό τ ι  η πρόταση, ρ Λ (q y  r )  <—> (ρ Λ q) iZ (ρ A r ) ,  δεν  ε ίν α ι  ταυ­
το λ ο γία .

6) Από τον π ίνακα  α λ ή θ ε ια ς ,

Ρ q r q<^>r p “ >q Ρ~>Γ (p“ >q) <—* (p“ >r)

α α α α α α a
α α Φ φ α φ φ
α φ α φ ψ α φ
α φ Φ α φ φ α
Φ α α α α α α
ψ α φ φ α α α
φ" Φ α Φ α α α

Φ Φ α α α α

προκύπτει αμέσως το ζητούμενο.

Παράγ pacpo ς 2 .1 4 .

2 ) :Ρ ( ( α , 0 }) = {0,{α} ,{·0} ,{α ,0}}.

3) Αν χ = α  κα ι y = 3  τό τε  ε ίν α ι  φανερό ό τ ι  { { x } ,{ x ,y } } =
={ ία } , { α ,0} }. Α ντίστροφα, έστω ό τ ι  { {χ>, ( x ,y } } = { {α}, { α ,0 } } . Ά ρσ 
{χ} 6 {{α},{α ,β}} =>{χ} = (α} ή (χ} = { α ,0 } . Αλλά αν (χ> = {α}, έχο ­
με χ = α .  Επίσης από τη σχέση {χ} = { α ,0}, πα ίρνομε α β { χ }  κα ι άρα 
χ = α .  'Ε τσ ι σε κάθε περίπτωση προκύπτει χ = α .  Ά ρα η ισότητα  
{{x},{x ,y}} = {{ α } ,{ α ,0 } }, δ ίν ε ι  { { a} ,{ a ,y } }  = { { α } ,{α ,0 }} , απ 'όπου 
παίρνομε αμέσως y = 0.

5) 1) A C b <=-->A ΠΒ = A.
Έστω ισ χύ ε ι. AQB. Θα α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  ΑΠ Β = Α. Επειδή A O b G a, 

αρκεί να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  ACAOB.  Πραγματικά* έστω τυχόν x e Α. Τότε, 
επε ιδή  ACB,  θα έχομε ό τ ι  χ € Α  και χ 6 Β .  Δηλαδή χ  ΘΑ=*>χ e Α Λ χ eB=> 
= - - > χ 6 Α Π Β .  Ά ρα ACAf l B.

Α ντίστροφα. Έστω ισ χ ύ ε ι ΑΠΒ=Α.  Τότε γ ια  τυχόν x με χ ΘΑ,  
επ ε ιδή  Α = ΑΠΒ,  παίρνομε ό τ ι  χ β Α Π Β  δηλαδή χ 6 Β .  Έ τ σ ι ,  γ ια  κά­
θε χ , έχομε χ 6 Α - > χ 6 Β .  Ά ρα AQB.

2) ACB<=>AU Β = Β.
Έστω ισ χ ύ ε ι ACB. Τότε επε,ιδή BGAUB,  α ρκεί να  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι
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ACB
AUBCB.  Ετσι ,  x e A U B ^ x  e A V x e B — ·> x e B V x e B->x e B. 

Α ντίστροφα. Έστω A (J Β = B. Τότε έχομε γ ια  τυχόν χ ,
Β=Α U Βχ βΑ “>χ e All Β χ ΘΒ. Ά ρα ACB.

3) (ΑΠ Β)-Γ = Α Π (Β-Γ) .
Γ ια  τυχόν χ π α ίρ νο μ ε:

χ  e  (Α Π Β) -Γ<—>χ β Α Γ) Β Λ χ 0 Γ<“ > ( χ β Α Α χ β Β ) Λ χ 0  Γ<—> 
χ 6Α Λ (χ β Β Λ χ 0 Γ) <=>χ ΘΑΛ X β Β-Γ<—>
χ e α η (β- d  .

4) (AU Β )-Γ = (Α-Γ) U (Β-Γ) .
Γ ια  τυχόν χ π α ίρνομ ε:

X e ,(Α u Β) -Γ <=>χ € A U B A x 0 r  <=> ( χ β Α \ / χ β Β ) Λ χ 0  Γ<—>
(χ e α λ χ 0 γ ) ν (χ e β Λ χ 0 γ ) <-=> (χ e a- d  ν (χ e β- γ ) <=>
X e (Α-Γ) υ  (Β-Γ) .

5) Γ- (Α Π Β) = (Γ-Α) U (Γ-Β) .
Γ ια  τυχόν χ έχομε:

χ 6 Γ- (ΑΓ) β ) <=“>χ e Γ Λ χ 0 Α Π Γ <=>χ 6 Γ  A ( x 0 A V x 0 B )  <” =>
(χ e γ α  χ  0  α ) ν (χ e γ Λ χ 0 β ) <=>(χ e γ- α ) ν (χ e γ - β ) <-> 
χ  e (Γ-Α) u (Γ-Β) .

6) r - ( AUB)  = (Γ-Α) η (Γ-Β) .
Γ ια  τυχόν χ  έχομε:

X e Γ- (AU Β) <=>χ e Γ Αχ 0 A U Β < = > Χ  e r  Λ( χ 0 Α Λ χ 0Β) <?=>
(χ β Γ A X 0 Α) Α ( χ  6 Γ Α X 0 Β) <—> (χ e Γ-Α) Λ (X e Γ-Β) <=»
X e (Γ-Α) η (Γ-Β) .

7) α) Α 0 Β = A U Β <=·=>Α = Β.
Αν Α = Β, τό τε  AUB = a =ADB.
Α ντίστροφα, έστω A U Β = Α Π Β. Τότε γ ια  τυχόν χ  έχομε:

AUΒ=ΑΠΒ
χ 6 Α = > χ θ Α Ι Ι Β  > χ  β Α Π Β =>χ e A Α χ  β Β =̂ >χ e Β. Ά ρα A C B .Ό μοια
α π ο δ ε ικ νύ ετα ι ό τ ι  BCA. Ά ρα τε λ ικ ά  Α = Β. 

β) ΑΓΙΒ = 0 < = > Ρ ( α ) Π y>(B) = (0 }.
Καταρχή επ ε ιδή  0 6^(Α ) και 0 βΖΡ(Β) έχομε ό τ ι  0 6 3Ρ(Α) Π 2Ρ(Β) . 
Έστω τώρα ΑΓ»Β=0 κα ι !Ρ(Α)Π ΙΡ(Β) ψ (0) .  Έ τσ ι θα υπάρχει

σύνολο Χ ψ 0 ,  με X 6J=>(A)n JD(B) . Τότε όμως γ ια  τυχόν χ έχομε: 
χςΑ κα ι XQB

χ β Χ  * “ > ΧΘΑ και χ e  Β =>χ e Α Π Β *·>Α Γ) Β ζ4 0 ,
που ε ίν α ι  άτοπο.
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Α ν τ ίσ τρ ο φ α .  Έ σ τω  ΙΡ(Α)η;ρ(Β) = {0} κ α ι  Α Γ )Β ? ί0 .  Ε π ε ιδ ή  
Α Π Β ^ 0 , θεωρούμε τυ χ ό ν  χ ,  με χ  6 Α Π Β . Τ ό τε  i x ) C A  κ α ι  (x ) C b =»
=>{χ} 6JP(A) κ α ι  {χ} e y ’i B J ^ t x }  6 ρ̂ (α ) Q !Ρ(Β) , που ε ί ν α ι  ά τ ο π ο ,  α ­
φού .Ρ (Α )η ;Ρ (Β )  = {0}.

8) [(a η γ ) u b] c = (α π  r ) c n b c = (ac u r c ) n bc = (α° π bc ) u <rc n bc ) .

10) Έ στω  A-B =A κ α ι  Α Π Β ^ 0 ,  τ ό τ ε  γ ι α  τ υ χ ό ν  χ ,  με  χ Θ α Π β 
π α ί ρ ν ο μ ε :

χ 6 A Γ) Β=>χ 6 Α Λ χ β Β—>χ 6 Α Λ Χ 0 Α - Β .

Αυτό όμως ε ί ν α ι  ά τοπο  αφού A = Α-Β.
Αντ ίστροφα . ,  Έ σ τω  Α Π Β = 0  κ α ι  Α-Β φ Α. Ε π ε ιδ ή  ι σ χ ύ ε ι  π ά ν τ ο τ ε  

A-BCA, η σχέση Α-Β ψ Α σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  A -B C A .  Ά ρ α  υ π ά ρ χ ε ι  χ  με χ € Α Λ  
χ  0 Α-Β~>χ 6 Α Λ ( Χ 0 Α  V x 6  Β)*=-> (χ 6 Α Λ χ  φ A) V (χ  6 Α Λ χ  β Β) =>χ Θ Α Λ χ δ Β  
=>χ β A Γ) Β=»Α ΓΙΒ f  0, που  ε ί ν α ι  ά τ ο π ο ,  αφού υποθέσαμε  Α Π Β = 0 .

12) 2.  Αχ (ΒΠ Γ) = (ΑχΒ) Π (ΑχΓ) .
Γ ια  τυ χ ό ν  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  ζ ε ύ γ ο ς  ( x , y )  έ χ ο μ ε :

(x ,y )  6 Αχ (Β 0 Γ) <=>χ 6 Α Λ y 6 Β Γ) Γ<=>χ 6 Α Λ (y 6 Β Λ y 6 Γ) <=>
(χ 6 Α Λ y β Β) Λ (χ  6 A A y 6 Γ) <=> ( x ,y )  6 ΑΧΒ Λ ( x , y )  e  Α*Γ<==>
(x ,y )  € (ΑχΒ) Π ( ΑχΓ) .

4.  Αχ (Β U Γ) = (ΑχΒ) U (ΑχΓ) .
Γ ια  τυ χ ό ν  δ ι α τ ε τ α γ μ έ ν ο  ζ ε ύ γ ο ς  ( x ,y )  π α ί ρ ν ο μ ε :
(x ,y )  e A x ( B U r ) < = > x 6 A A y  6 B U r < = > x 6 A  A ( y € B V y e r ) < = >
(χ 6 A Ay 6B)  V (x 6 A A y 6 Γ) <=> ( x ,y )  6 ΑχΒ V ( x ,y )  6Α*Γ<=>
(x ,y )  e  (AxB) u (AxD .

7 .  Γ ι α  τ υ χ ό ν  ζ ε ύ γ ο ς  ( x , y )  έ χ ο μ ε :
( x ,y )  6 (Β-Γ) χΑ<=>χ β Α - Γ  Ay 6 Α<“ > ( x 6 B A x 0 D A y  ΘΑ<=>
(χ 6 Β Λ y 6 A) Α χ  0 Γ<=> ( x ,y )  6 B x A A ( x , y )  0 ΓχΑ<=-->
( x ,y )  6 (ΒχΑ)-(ΓχΑ) .

Παοάγ ραφος 3 . 1 0 .

2) α) Γ ια  τ υ χ ό ν  ζ ε ύ γ ο ς  ( x , y )  π α ίρ ν ο μ ε :
σ-. , σ 2 σ υ μ μ ετρ .

( x ,y )  e o ^  o 2= > ( x ,y )  β σ 1 V ( x , y )  β σ 2 > ( y . x j e o ,  V (y ,x )6  σ2

■=> ( y ,x )  e O j U  σ 2<
β) Γ ι α  τυ χ ό ν  χ β Ε  έ χο μ ε  ( χ , χ )  β σ ^  ε π ε ι δ ή  σ χ α ν α κ λ α σ τ ικ ή .
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Ά ρα , γ ια  κάθε χ β Ε  έχομε (χ ,χ )  βσ10σ2. Αυτό ακριβώς σημαίνει 
ό τ ι  η σχέση 0 ^ 0 2  ε ίν α ι  ανακλαστική.

3) Γ ια  κάθε χ e 3Ν έχομε χ - χ = 0  = 3 ·0 . Έ τ σ ι ,  γ ια  κάθε χ 6 H 
ισ χ ύ ε ι χσ χ . Ά ρα η σ ε ίν α ι  ανακλαστική. Ε πίσης, (x ,y ) β σ<**> 
<*=>x-y = 3κ, κ e* < -> y -x  = 3 (-κ) , - κ 6 2 < -> (  y ,χ ) e σ . Ά ρα η σ ε ίν α ι
συμμ ετρ ική . Ακόμη, (x ,y ) € σ  και (y ,z ) eo-^>x-y = 3K και y -z  = 3λ,

*

κ ,λ  εν Ζ*=>χ-ζ = 3 (κ+λ) , κ+λ ez--> (χ ,ζ )  Θσ. Ά ρα η σ ε ίν α ι  και με­
ταβατική  σχέση και επομένως σχέση ισ οδυναμ ία ς.

Οι φ υσ ικο ί α ρ ιθμ ο ί ο ι ισ οδύναμ οι, μέσω της σ, προς τον α ρ ι­
θμό 1 συνισ τούν το σύνολο { 1 ,4 ,7 ,1 0 , . . . }  = {3κ+1:κ=0,1 , 2 , . . . }fAx· 
Ό μ ο ια , ο ι ισοδύναμοι προς τον αριθμό 2 συνιστούν το σύνολο 
{ 2 , 5 , 8 , . . . }  = {3κ+2: κ = 0 ,1 ,2 , · · · }  =Α2 κα ι ο ι ισοδύναμοι προς τον 
αρ ιθμό  3 συνισ τούν το σύνολο Α3 = { 3 ,6 ,9 , . . . } = { 3 κ :  κ = 1 , 2 , · . . } .  
Ά ρα 3Ν/σ = {Al f A2 ,A3 }.

4) Δ ια π ισ τώ νετα ι εύκολα ό τ ι  η σ ε ίν α ι  ανακλαστική, συμμετρι­
κή κ α ι μεταβατική  σχέση κ α ι άρα ισοδυναμ ία  στο σύνολο X, Έ τσ ι 
έ χ ο μ ε :

κλσ (σ) = { α ,β } , κλσ (γ) = { γ ,δ } .  Ά ρα Χ/σ * { {α ,β} , { γ ,δ } }.

5) Έστω α ,β  δύο άνω φράγματα του Α με α θ Α  και β β Α . Τ ότε, 
επ ε ιδή  β 6 Α κα ι α άνω φράγμα του Α παίρνομε β ^ α  (1 ) . Ό μ ο ια ,ε ­
π ε ιδή  α 6 Α  και β άνω φράγμα του Α παίρνομε αζέ& (2 ) .  Επειδή η 
δ ιά τα ξη  ^  ε ίν α ι  α ντίσ υ μ μ ετρ ικ ή  σχέση, ο ι σ χ έ σ ε ις  ( 1 ) ,(2 )  δ ίνουν  
α = β.

6) Δ ια π ισ τώ νετα ι εύκολα ό τ ι  η ζ< ε ίν α ι  μ ια  σχέση ολ ική ς δ ιά ­
ταξης στο X κα ι μάλιστα  min Χ = χ κα ι max X = ζ .

7) σ = { ( a , c ) , ( b , c ) , ( d , e ) , ( a , a ) , ( b ,b ) , ( c , c ) , ( d ,d ) , ( e , e ) }.

8) Στα ερωτήματα β κα ι γ μπορεί κ α ν ε ίς  να απαντήσει εύκολα 
χρησιμοποιώ ντας το β ε λ ο ε ιδ έ ς  διάγραμμα της ς£·

9) Χ ρησ ιμοποιείστε το β ελ ο ε ιδ ές  διάγραμμα της :£·

" <■

%.
· ι ' Λ .

Ί·

\ί
1
■j

j
.· j < \ ^

/s
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Παράγραφοc 5 .6 .

1 . Σ υ ν α ρ τή σ ε ις  ε ί ν α ι  ο ι:  α ,δ  κ α ι ε:.

2 . α) Έστω f  (χ ) = f  (y ) ϊ 1·11 ev IR , με χ > 0  κ α ι y  ^Ο.Τότε: 
χ 2+1 = y 2+ l - > x 2 = y 2 . Ε π ε ιδ ή  όμως χ  >,0 κ α ι y L °  π α ίρ ν ο μ ε : χ  = y ->

= >x = y. 3
β) Έστω f (x)  = f (y) Yi-a x, y  εν 3R ue x ^ - ^ ^ y .  Τότε:

“ > 2x+3 = 2y+3 2x = 2y->x =y.2x+3 2y+3
Y) Έστω f  (x) = f (y )  Yta x ,y  εν K i  W  x > 3  x a t  y > 3 .T 0 T 8 : 

/x -3  = /y^3 κ α ι ε π ε ιδ ή  x > 3 και y > 3 π α ίρ ν ο μ ε  /x -3  = /y -3  =->
=>x-3 = y -3 i=>x = y .

3 · a) Επε ι6ή A = {χ 6 Β : 5_x <. 0 } κα ι Β {χ 6 1R: 0 5_x 1}, πα ιρ -
νομέ Α Γ> Β = { 0 } .  Ά ρ α ,  f ( A 0  Β) = f({ 0 } )  = (0 ) .  Ακόμη, f(A ) = [ 0 ,1 ]  ·
και £ (Β) = [ 0 ,1 ] .  Ά ρ α , f (A ) f lf (B )  = [ 0 ,1 ] .  Έ τ σ ι,  πα ίρνομε 
f  (ΑΟΒ) C f  (Α) Π f  (Β) .

β) Ό μ ο ια Ά -Β  = [ - 1 ,0 ] - [ 0 ,1 ]  = [ -1 ,0 )  . Ά ρα, f  (Α-Β) =
= f ( [ - 1 ,0 ) )  = ( 0 ,1 ] .  Α κόμη, f (A )-f (B )  = [ 0 ,1 ] - [ 0 ,1 ]  = 0 . Επομένως, 
f (A )- f (B )C f(A -B ) .

4. α) θεωρούμε τυχόν χ ,  με χ θ Χ .  Τότε, f  (χ) 6 f (X ) = > x 6 f  *(f (X)) . 
Ά ρα, X C f '1 ( f (X )) .

β) (Vy) y 6 f  (Xj.U Χ2) <=> (3χ 6 Xn U X2)y = f  (x) <=>
<=> (ax €X1 :y = f  (χ) ) V (3x 6 X2 :y = f  (x) ) <=>y 6 f  (X1) V y e f  (X2) <*“ >
<=>y e f l x ^ u  f  (X2) .

y) (vy) y e f  (x1 n x2) <=> (ax e x 1 n x 2)y = f  (χ) <=>
<=> (ax :x  e x 1 Ax e x 2)y = f  (x) =>[ (3x e x ^ y  = f  (x) ] A [ (3x 6 X^y = f  (x)] 
<—> y e f  (x1) A y e f  (x1) <=>y e f  (x1) Π f  (x2) .

6) (Vy) y e f  ( f~ 1 (Y)) <=-> (3x e f " 1 (Y))y = f  (x) . (D 
Αλλά x 6 f -1 (Y)=> (3Yl e Y) : y i = f ( x ) .  (2 ) . Από τ ι ς  σ χ έ σ ε ις  U) Ha t
(2) πα ίρνομε y = y 1 6 Y. Ά ρα αποδείχτη κε ό τ ι  γ ια  κάθε y , 
y e f ( f - 1 (Y)=>y e Y. Επομένως,f ( f _ 1 (Y)C Y.

ε) (vx) x e f~ 1 (y1 u y2) <=-> (3y e y1 U Y2)y = f  (x) <=>
<==>[ (3y 6 Y ^ y  = f  (x) ] V [ (3y e Y2)y = f  (x) ]<=> (xe£-1(Y1)) V (xef-1^ * * 
<=>xef1(Y1) u r t Y 2) .

στ) (Vx) X e f “1 (Y1 n Y2) <“ > (3y eY 1 n Y2)y = f  (X) <“ >
<=>[(3y) y e Y 1 A y e Y2]y = f  (x) <->[ (3y e Y ^ y  = f  (x) ]A 
[ (ayeY2)y=f (x) ]<=->xef~1 ( y ^  λ x e f -1 (y2) <=>xef"1 (y.,) n  f -1 (y2) ·
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5. Επειδή ισ χ ύ ε ι f C g ,  α ρκεί να δ ε ιχ τ ε ί  g C f .  Τότε θα έχομε

f =g .
Έστω (x ,y ) τυχόν ζ εύ γο ς , με (x ,y ) e g —>y = g (χ) . U ) Τότε ε ­

π ε ιδ ή  χΘ Α  και f  : Α»-*Β, υπάρχει y j e Β Υγ 6 f . ( 2 )
Επειδή όμως f C g ,  θα έχομε (x ,y^) e g ^ y ^  = g (x ) .  (3) Από τ ι ς  σχέ­
σ ε ις  (1) και (3) προκύπτει y = y ^ .  Έ τ σ ι, θ έτοντα ς στην σχέση (2) 
y  = y  παίρνομε (x ,y ) e f .  Ά ρα α ποδείχτη κε ό τ ι  γ ια  κάθε (x ,y) με 
( χ ,y) e g  ισ χ ύ ε ι (x ,y ) e f ,  δηλαδή g C f .

6. Ε πειδή  γ ια  κάθε χ έχομ ε, ( f o ( g o c p ) ) ( x )  = f  [ g ( φ ( χ ) ) ] -
= ((fog)o(p) (χ) , α ρ κ εί να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  Jb(f ° (go<p) ) = JZ)( (f°g ) βΦ) · 

Πραγματικά:
2 )(f  ο (gocp) ) = {χ e A : χ  e£)(g<><p) Λ (g<xp) (x) e£>(f) } =
= {x e A : [χ  Θ-ί)(φ) Λ <p(x) eJb(g) ] Λ (goφ) (x) e -ί>(f ) ) *
= {χ e A : χ 6«2)(φ) λ Εφ(χ) eJD(g) A (goφ) (χ) e£ )(f) ]'} =
= {χ e A : χ  θ £>(φ) Λ φ(χ) e.£>(f°g) } = <£>( (f<>g)o<p) .

Παράγ ραφο ς 6 .1 0 .

1. α) Αρκεί να θεωρήσει κ α ν ε ίς  την τα υτοτική  συνάρτηση 
επ ίi A : A --- y A.A

θ) Επειδή A = Β, υπάρχει αμφίμονοσήμαντη συνάρτηση

f  : A B · Τότε η f  1 ε ίν α ι  αμφί μονοσήμαντη συνάρτηση κα ι μ ά λ ι-
- 1  επ ί στα f  : Β ·----► Α.

γ) Επειδή A - Β κα ι Β « Γ, υπάρχουν αμφίμονοσήμαντες συν- 
, επ ί επ ί

α ρ τή σ ε ις  f  : Α — ► Β κα ι g : Β —► Γ. Τότε η g e f  ε ίν α ι  αμφιμονοσή-
επ ί

μάντη συνάρτηση κα ι μάλιστα , g o f  :Α  — ► Γ. ' Αρα, Α - Γ .
#

2. Αρκεί να παρατηρήσει κ α ν ε ίς  ό τ ι  T (1 )U T (2 )U  , . ,U T ( v )  =
= Τ(ν) .

3. Σύμφωνα με την Πρόταση 6 .5 .3  (β), έχομε, 
card(A -B) = ca rd  A -c a rd  (A Π Β) . Ά ρα ,
c a rd (T (v ) -{ n 1,Ji2 , . . . , ^  }) = c a rd  T (v) -  c a rd  (T (v) Π {l., , . . . , i }) =
= v -ca rd {  f l2' · · · * *κ ) = ν -κ .

4. Θα αποδείξομ ε το ζητούμενο επαγω γικά.
Αν το Α ε ίν α ι  μονοσυνολο, δηλαδή A = { α } ,τό τε  έχομε JP(A)= { 0 ,{α}}.
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Άρα ca rd  Jd(a) = 2 = 2 1 . Ό μ ο ια , αν c a rd  A = 2 , δηλαδή A = { α ,β } ,π α ίρ ­
νομε JP(A) = {0, {α}, {β} , {α,*β}) · Ά ρα c a rd  Ρ(Α) = 4 = 22 .

Ας υποθέσομε τώρα ό τ ι α π ο ό ε ίξ α μ ε-ό τ ι ισ χ ύ ε ι:  c a rd  A =
~>card p{h) = 2κ γ ια  κάθε κ < ν .

Έστω τώρα Α ένα σύνολο με ν+1 σ τ ο ιχ ε ία ,  δηλαδή c a r d A = v + l .
Θέτομε τότε Α = {α1#>. . .  ,α  ,α ν+ 1} = (α^ , . . .  ,α ν > U {αν+ 1>. Παρατηρούμε
ό τ ι τα υποσύνολα του Α ε ίν α ι  όλα τα  υποσύνολα του συνόλου ( α ^ , . . .
. . .  ,α  } και επ ιπλέον ε κ ε ίν α  που προκύπτουν από τα υποσύνολα αυτά ν
αν τους επισυνάψομε το σ τ ο ιχ ε ίο  α^+^. Αλλά τα υποσύνολα του { α ^ , . . .  
. . . ,α  } ε ίν α ι  σύμφωνα με την υπόθεση μας πλήθους 2ν . Από κάθε ένα 
από τα υποσύνολα του { α ^ , . - . ,α ^ } ,  προκύπτει ένα επ ί πλέον υποσύν­
ολο, γ ια  το σύνολο Α, αν του επισυνάψομε το σ τ ο ιχ ε ίο  αν + χ . Έ τ σ ι ο 
αριθμός των υποσυνόλων του Α ε ίν α ι  δ ιπ λ ά σ ιο ς  από τον αριθμό των υ­
ποσυνόλων του Α ε ίν α ι  δ ιπ λ ά σ ιο ς  από τον αριθμό των υποσυνόλων του 
{αχ , . .  . ,α ^ } . Άρα έχομε:

ca rd  Α = 2 c a rd  Ρ ( { α  , . ,α ν >) = 2·2ν = 2ν+ 1 .

5. Κατ'αρχή παρατηρούμε ό τ ι  επ ε ιδή  B-a C b κ α ι το Β ε ίν α ι  πε­
περασμένο, έχομε ό τ ι  κ α ι το σύνολο Β-Α ε ίν α ι  πεπερασμένο.

Γ ια  να δε ίξο μ ε  ό τ ι  το σύνολο Α-Β ε ίν α ι  αρ ιθμ ή σ ιμ ο , όταν Α 
αριθμήσιμο κα ι Β πεπερασμένο, θα π ερ ιο ρ ισ το ύ μ ε στην περίπτωση 
που το Β ε ίν α ι  μονοσύνολο. Στη σ υ νέχε ια , εύκολα με επαγωγή, μπορού­
με να συμπληρώσομε την α π όδειξη .

Έ τ σ ι, υποθέτομε ό τ ι  Α αριθμήσιμο κα ι Β = {β}. Αν β$!Α, τό τε  
Α-Β = Α κα ι το συμπέρασμα ε ίν α ι  φανερό. Έστω τώρα β 6 Α. Επειδή 
το Α ε ίν α ι  α ρ ιθμ ή σ ιμ ο ,θέτομ ε Α = {χχ , χ 2 , . . . } κ α ι υποθέτομε ό τ ι
β = χ  , κ 6 IN. Τότε η συνάρτηση με τύπο κ

f  (V) =
χ ν ' αν ν = 1 , 2 , ,κ -1

χ ν+1 ' αν ν = κ ' κ+1' · · ·
ε ίν α ι  μ ια  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση του H  επ ί του συνόλου 
{χχ , χ 2 , . . . , χ κ -1 ,χ κ+1, . . . }  = A-{x^} = Α-{β} = Α-Β. Ά ρα το σύνολο 
Α-Β ε ίν α ι  αρ ιθμήσ ιμο.

6. Έστω Α Π Β = 0 . Τότε Α-Β = Α και Β-Α = Β, οπότε το συμπέρα-χλ\ν* ·»'·ν/0
σμα ε ίν α ι  φανερό. ^  % ^

%■Έστω Α Π Β φ 0 κ α ι Α-Β = Β-Α. Τότε υπάρχει αμφι μονοσήμαντη^
%

επ ί

4 ,

συνάρτηση f  : Α-Β Β-Α. Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση φ^με τύπο

Υ(
)\
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Φ(Χ)

£ ( χ ) ,  ο ν  χ  βΑ -Β

α ν  χ  β  Α Π Β .„ * ,

Ε ίνα ι πολύ εύκολο ν 'α π ο δ ε ίξ ε ι  κ α ν ε ίς  ό τ ι  η <ρ ε ίν α ι  αμφιμονοσήμα- 
ντη συνάρτηση του Α επ ί του Β. Άρα A * Β.

7. Αν υποθέσομε ό τ ι  Α ^Β  τ ό τ ε , επ ε ιδή  α £ β , θα ισ χ ύ ε ι ACB. 
Ά ρα , από την Πρόταση 6 .5 .2 ,  c a rd  A < c a rd  Β, που έρ χετα ι σε α ν τ ί ­
θεση με την υπόθεση c a rd  A ^ c a rd  Β.

8. Ε ίν α ι γνωστό (Πρόταση 6 .5 .3  (α ) ) ό τ ι :

card(A U B ) = c a rd  A +card Β- c a r d  (Α Π Β) . (1)

Από την (1), σε συνδυασμό με την 2 ca rd  (ΑΠΒ) = ca rd  A +card Β, παίρ­
νομε card(A U  Β) = c a rd (A O B ). Επειδή A flB C A U B , χρησι\ιοποιώντας 
την προηγούμενη Άσκηση 7 , πα ίρνομε A U B = A flB .

Έ τ σ ι,  έχομε

ACAUB =A flB C  Β'

BGAU Β = Α Π BQA
Α = Β.

επ ί
9. Επειδή Α = Β, υπάρχει αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση f:A  — ► Β. 

Αν f (a )  = b, τό τε  ο π ερ ιο ρ ισ μ ό ς f/A -{a}  τη ς f  πάνω σ το σ ύ νο λ ο  A-{a} 
ε ίν α ι  μ ια  αμφι μονοσήμαντη συνάρτηση του A -(a} επ ί του B-{b) και 
άρα A-{a} = B -(b } .

Έστω τώρα f (a )  =^b. Τότε θεωρούμε τ ι ς  συναρτήσεις f  κα ι φ 
όπως στο σχήμα

όπου η φ ε ίν α ι  συνάρτηση με τύπο:



αν χ  φ f  (a) κ α ι x ^ b  
αν χ  = f  (a) 
αν χ  = b .
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cp(x) = <
x ,
b ,
f  (a) ,

Ε ίνα ι φανερό ό τ ι  η φ ε ίν α ι  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση του Β επ ί 
του Β. Ά ρα η συνάρτηση <pof ε ίν α ι  αμφι μονοσήμαντη του Α επ ί του 
Β κα ι μάλιστα  (cp©f) (a) = (p (f(a ))  = b . Ά ρ α ,ο  π ερ ιο ρ ισ μ ό ς  cp°f/A-{a} 
της cpof ε ίν α ι  αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση του A-{a} επ ί του B-(b>. 
Επομένως A-{a} -B -{ b } .

10. Αρκεί να  ερ γα σ τε ί κ α ν ε ίς  όπως στην Άσκηση 1.

11. Αν τα  σύνολα Α,Β ε ίν α ι  ξένα  τό τε  έχομε αμέσως το  συμπέ­
ρασμα από την Πρόταση 6 .7 .2 .

Αν Α θ Β ^ 0  χρησιμοποιώ ντας την απόδειξη  τη ς  ίδ ια ς  πρότασης 
παίρνομε A U B^IN  . (1)

Εξάλλου, από τη σχέση A U B 2A , πα ίρνομε A(J Β>ΙΑ. Ά ρα,αφού 
A = 3Ν , έχομε τε λ ικ ά  A U B d N . (2) Οι σ χ έ σ ε ις  (1) κ α ι (2) δ ίνο υ ν  
AUB * 1Ν .

12. α) Έστω f  (χ) == f  (y) , με x ,y  εν ( - 1 ,1 ) .  Τότε χ  + =

= χ ^  χ = Υ· Επειδή β > α , πα ίρνομε β -α  ψ 0 κα ι α ­

κόμη Επομένως, χ = y=>x = y . Ά ρα η συνάρτηση f  ε ί ­

ν α ι αμφι μονοσήμαντη. Επειδή > 0 , γ ια  τυχόν χ 6  ( -1 ,1 )  πα ίρνομε: 

- 1  < χ  < 1=> ( - 1 ) < & f X < ^ . l -  αζ& + & ± α ;β ζα  χ + &±α<

< ^  α < + ^y^ < β . Ά ρα η f  ε ίν α ι  συνάρτηση του

(-1 ,1 )  στο διάστημα ( α ,β ) .
Απομένει να α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι η f  ε ίν α ι  επ ί του ( α ,β ) . Έστω 

y τυ χό ν , με yG ( α ,β ) .  Αρκεί να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  υπάρχει χ 6  ( -1 ,1 )  ΐιε

y = f  (χ) <=>y = . Επιλύοντας την τε λ ευ τα ία  σχέση ως προς

χ, πα ίρνομε χ = '2Χ~~^·"α > Έ τ σ ι, αρκεί ν 'α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  χ 6 ( - 1 , 1 ) · Γ ια  r * ρ -α
το  σκοπό αυτό παίρνομε δ ια δ ο χ ικ ά  α < y < β8=>2α < 2y < 2β*==>β-α <
< 2α-β-α  < 2 γ -β -α  < 2β-β-α=>α-β < 2 ^ β - α  < β -α .

Επειδή β -α  > 0 , η τε λ ευ τα ία  σχέση δ ίν ε ι  < & Ζ & Ζ *  < | ζ £  =>

= >  - 1  < - -  < 1 = > - 1  < χ  < 1 = > χ  β  ( - 1 , 1 )  .ρ-α
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β) Από το (α) παίρνομε (α,β) » ( - 1 , 1 )  και ( γ ,β )  » ( - 1 , 1 )  . 
Άρα: (α,β) « (-1,1) και (-1,1) * (γ,6)-»(α,β) * (γ,6).

Παράγραφος 7 .9 . .

6) Αρκεί να  εφ αρμ όσει. κ α ν ε ίς  την Πρόταση 7 .8 .1 .

8) Η σχέση 3* ( la b c d e ^ Q j) = a b c d e l^ 10j ,  γράφεται,:

3 ( 1 · 105+ a·104+ b·103+ c·102+d·10+e) = a ·1 0 5+b·104+ c·103+d·102+ e·10+1
7e+70d+700c+7000b+70000a = 300000-l-> 7  (e+lOd+lOOc+lOOOb+lOOOOa)

= 299999‘=>7(abcde(1 0 )) =299999.
Η τ ε λ ε υ τα ία  σχέση σ η μ α ίνε ι ό τ ι  ο α ρ ιθμ ός 7 π ρ έπ ε ι να δ ια ιρ ε ί  

τον  αρ ιθμ ό  299999 κα ι να δ ί ν ε ι  πηλίκο  τον αρ ιθμό  abode ( 1 0 ) ·
Π ραγματικά,η δ ια ίρ ε σ η  299999 : 7 δ ί ν ε ι  πηλίκο  42857 κ α ι υπόλοιπο
0 . Έ τ σ ι έχομε: a  = 4 , b ='2, c = 8 , d = 5 κα ι e = 7 .

Λ.
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1. Αν 
ποδε ι,χτούν 

α) 
β) 
Υ)

. 2 . Αν
1» »

α)
β)

3. Αν 
α) 
β)

4. Αν 
τ ε ί  ό τ ι :

Γ Ε Ν Ι Κ Ε Σ  Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ

Α,Β x a t Γ ε ίν α ι  υποσύνολα ενό ς βασικού συνόλου/ ν 'α -  
ο ι  σ χ έ σ ε ις :
Α-Β = Bc -Ac
(au  β ) η (Α ° υ  γ ) η (b u  D  = (au  β ) η (ac u d  
[ (ΑΠ Dcu (Ac a  Β) ] c η (AU Γ) = α ι ί γ .

Α και Β ε ίν α ι  τυχόντα  σύνολα, ν 'α π ο δ ε ιχ τ ο ύ ν  ο ι  σ χέσ εις : 
Α-Β = Α <=> Β-Α = Β 
Α-Β = Β-Α <=> Α = Β.

κα ι Β/Γ τυχόντα  σύνολα, ν 'α π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι :
AxBQAxT ^  B C r 
ΑχΒ = ΑχΓ —> Β = Γ .

σ : Α -► Β κα ι g : Α -> Β ε ίν α ι  τυχούσες σ χ έ σ ε ις ,  ν 'α π ο δ ε ιχ -  

o C g  <==> σ * c g  1 .

5
τύπο:

Στο σύνολο 1Ν των φυσικών αριθμών ο ρ ίζουμ ε τη σχέση σ με 

χσγ <=̂ > (3 k € IN) xy = k ^ .
Ν 'α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι  η σ ε ίν α ι  σχέση ισοδυναμ ίας στο 3Ν.

{>. Έστω Α = { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 } κ α ι σ : Α -> Α μ ια  σχέση που ο ρ ί­
ζ ε τα ι με τον τύπο , xoy <=> x + 2 = y . Να β ρ εθε ί το γράφημα της σ .

Ζ . Να γ ί ν ε ι  το  ίδ ιο  γ ια  τη σχέση σ :Ζ -*Χ , που ο ρ ίζ ε τ α ι  με 
2 2τον τύπο xoy <=̂> χ  -y  = 0.

8. Δ ίν ετα ι η συνάρτηση f  : 3R -> 3R με τύπο f  (χ) =
ίχ Τ 'αν χ ? ί0

Να βρεθούν τα σύνολα f ( [ - ! , + ! ] ) ,  £ ( [0 ,2 ] )  κα ι f ~ 1 ( ( 0 ,2 ) ) .
0 ,αν χ=0

£ . Δ ίν ετα ι η συνάρτηση f  : 2R ·» 2R με τύπο:

ΐρ , αν χ Φ 1
f  (χ) =

3·, αν χ  = 1
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Ν 'α π ο δ ε ιχ τ ε ί ό τ ι  η f  ε ίν α ι  αμφιμονοσήμαντη και ε π ί .  Να β ρ εθε ί η 
συνάρτηση f “ *.

10 . Δ ίν ε τα ι η συνάρτηση f  : IP. ·♦ TR με τύπο f(x )  * x |x | .  Ν 'α­
π ο δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  η f  ε ίν α ι  αμφιμονοσήμαντη και επ ί και να β ρεθεί η 
συνάρτηση f - 1 .

11 · Δ ίνο ντα ι ο ι  σ υνα ρτήσ εις f  : [0,®) -►  3R και φ : 1R -► TR με 
τύπους f (x) = /χ  κα ι <ρ(χ) = 2χ+3. Να β ρ εθ ε ί η συνάρτηση <p*f.

12. Να γ ί ν ε ι  το ίδ ιο  γ ια  τ ι ς  σ υνα ρτήσ εις f (x )  

χ e 1R- (1 ,-1  } κα ι φ (χ) = / χ ,  χ 6 [0,®) .

9

13. Ν 'α π ο δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι  η συνάρτηση f  : IN * ϊί + IN με τύπο 
f ( x , y ) = 2  ( 2 y + l )  ε ίν α ι  αμφι μονοσήμαντη.

14. Αν Α,Β κα ι Γ ε ίν α ι  πεπερασμένα σύνολα, ν 'α π ο δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι :

c a rd  (AU BUT)  = c a rd  A + c a rd  B + ca rd  Γ+ c a rd  (ΑΠΒΠΓ) - c a rd  (A Π B) -  
-c a rd (A  Π Γ )-ca rd (B  Π Γ ) .

15. Av A « 3N και B ε ίν α ι  
τούν τα παρακάτω

( i)  AUB »3Ν
( i i )  A-B - ]N
( i i i )  A%B

ένα πεπερασμένο σύνολο ν 'α π ο δ ε ιχ -

16. Να εξ ε τα σ τε ί αν υπάρχουν μονοψήφιοι α ρ ιθμ ο ί a ,b  και c 
τ έ τ ο ιο ι  ώστε να  ισχύει·:

2 (3 a b c (1 0 )) = a b c 8 (10) .

17. Να ε ξ ε τα σ τε ί αν μπορεί να ισ χ ύ ε ι η ισότητα  
2 * ( 1 a b c ^ )  = abc1 ^ + 1 0 1 2  ^  .

18. Να βρεθούν τα  ψηφία α κα ι β ώστε να ισ χ ύ ε ι η ισότητα

1 αβ0 (2 ) · 1 1 (2 ) = 1 0 0 1 0 0  (2 ) -

19 . Να επ ιλυθούν ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις :
ι ο (2)· ( χ + ιο ο ο ι(2 ) ) = 11100110(2)

212 (3)· (χ-21001 (3 ))+1 0 1 (3) = 22220 (3)
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x+11101
________ i*) = 1 ni

1 1 0 0 , ΊϋΊ (2 ) ·( 2 )

20. Προκειμένου να γράψουμε α ρ ιθμ ούς στο εν τεκ α δ ικ ό  σύστημα 
θέτουμε a = 10. Να λ υ θε ί η εξίσωση

x+aO
1 ¥ 7 Γ Γ Γ ' = 1 1 9 (1 1 ) +8 a (1 1 ) ·'
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