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Πρόλογος

Ο S. Bernstein το 1915 στην εργασία [2] απέδειξε ότι : Αν u : R2 −→ R

είναι λύση, ορισµένη σε όλο το R2, της ελαχιστικής εξίσωσης (minimal

surface equation)

div

 ∇u√
1 + |∇u|2

 = 0,

τότε u(x, y) = αx+ βy + γ, όπου α, β, γ ∈ R είναι σταθερές.

Για το παραπάνω αποτέλεσµα, που είναι γνωστό ως το κλασσικό ϑεώ-

ϱηµα του Bernstein έχει δοθεί αριθµός αποδείξεων κυρίως µε µεθόδους

µιγαδικής ανάλυσης µε πιο αξιοπρόσεκτες αυτές του L. Bers [3] και του

J. Nitsche [15].

Ο E. Heinz το 1952 στην εργασία [11] εξέτασε επιφάνειες που είναι

γραφήµατα λύσεων της ελαχιστικής εξίσωσης στο δίσκο DR = {x ∈ R2 :

|x− x0| < R} και απέδειξε ότι οι κύριες καµπυλότητες k1, k2 της επιφά-

νειας πληρούν τη σχέση (k2
1 + k2

2)(x0) ≤ c
R2 , όπου c είναι µια σταθερά.

Αυτή η εκτίµηση δίνει απόδειξη, χωρίς µιγαδική ανάλυση, του κλασσικού

ϑεωρήµατος Bernstein.

Παράλληλα άρχισαν να γίνονται προσπάθειες απόδειξης του ϑεωρή-
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µατος Bernstein σε µεγαλύτερες διαστάσεις. Πιο συγκεκριµένα διατυ-

πώθηκε η εικασία, γνωστή ως εικασία Bernstein (Bernstein conjecture),

ότι οι µόνες λύσεις u : Rn −→ R της ελαχιστικής εξίσωσης είναι οι οµοπα-

ϱαλληλικές συναρτήσεις, δηλαδή u(x1, x2, ..., xn) =
∑n

i=1 αix
i +α0, όπου

α0, α1, ..., αn σταθερές.

Ο W.H. Fleming το 1962 στην πολύ ενδιαφέρουσα εργασία του [10]

έλυσε το πρόβληµα του Plateau για προσανατολισµένες επιφάνειες, χρη-

σιµοποιώντας Γεωµετρική Θεωρία Μέτρου, και παρατήρησε ότι η τεχνική

που χρησιµοποιείται για να αποδειχθεί η κανονικότητα της λύσης, µπο-

ϱεί να δώσει µια καινούργια απόδειξη του κλασσικού ϑεωρήµατος του

Bernstein και το σηµαντικότερο ότι εφαρµόζεται και σε µεγαλύτερες δια-

στάσεις. Πιο συγκεκριµένα, αν Σ είναι η επιφάνεια γράφηµα µιας λύσης

της ελαχιστικής εξίσωσης και p ∈ Σ, τότε µε κατάλληλες συστολές της

Σ, κατασκευάζεται µια οικογένεια ευσταθών ελαχιστικών επιφανειών Σr

µε σύνορο στην µοναδιαία σφαίρα κέντρου p. Οδηγούµαστε, έτσι, στην

µελέτη ευσταθών ελαχιστικών κώνων K µε κορυφή το p και σύνορο στην

µοναδιαία σφαίρα. Ο Fleming διατύπωσε το εξής ισοδύναµο, µε την ει-

κασία του Bernstein, πρόβληµα: ΑνK είναι ευσταθής ελαχιστικός κώνος

διάστασης n στον Rn+1 µε κορυφή το κέντρο της µοναδιαίας σφαίρας Sn

και σύνορο στην Sn τότε ο K είναι n-διάστατος δίσκος. Σε µια τέτοια

περίπτωση η Σ είναι επίπεδο.

Ο E. De Giorgi το 1965 στην εργασία του [7] ϐελτίωσε τη διαδικασία

του Fleming δείχνοντας ότι : Η απόδειξη του ισοδύναµου προβλήµατος του

Fleming για τους κώνους διάστασης n συνεπάγεται την ισχύ της εικασίας

Bernstein για λύσεις της ελαχιστικής εξίσωσης στον Rn+1.
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Ο ίδιος ο Fleming απέδειξε το ισοδύναµο πρόβληµα για n = 2 και

ο F.J. Almgren το 1966 στην εργασία [1] για n = 3. Συνδυάζοντας µε

το αποτέλεσµα του E. De Giorgi αποδεικνύεται η εικασία Bernstein για

n = 3 και 4.

Ο J. Simons το 1968 στην εργασία [19] µελέτησε ελαχιστικούς κώνους

διάστασης n στον Rn+1 µε περισσότερη προσοχή. ΄Ενα από τα κυριότερα

αποτελέσµατα του σε αυτή την εργασία είναι µια ταυτότητα, γνωστή στη

ϐιβλιογραφία ως τύπος του Simons, η οποία δίνει την λαπλασιανή του

τετραγώνου του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής µιας ελαχι-

στικής υπερεπιφάνειας στον ευκλείδειο χώρο Rn+1. Συνδυάζοντας αυτήν

την ταυτότητα µε την πρώτη ιδιοτιµή ενός προβλήµατος ιδιοτιµών απέ-

δειξε το ισοδύναµο πρόβληµα του Fleming για n ≤ 6. Η εργασία του J.

Simons αποκαθιστά, πλέον, ϑετικά την εικασία του Bernstein για n ≤ 7

ως ϑεώρηµα του Bernstein: Οι µόνες λύσεις u : Rn −→ R, n ≤ 7, της

ελαχιστικής εξίσωσης είναι οι οµοπαραλληλικές συναρτήσεις.

Οι E. Bombieri, E. De Giorgi και E. Giusti το 1969 στην εργασία [4]

απέδειξαν ότι η εικασία του Bernstein δεν είναι αληθής για n ≥ 8.

Οι R. Schoen, L. Simon και S.T. Yau το 1975 στην εργασία [17]

απέδειξαν το ϑεώρηµα του Bernstein για n ≤ 5, µε µεθόδους γεωµετρικής

ανάλυσης.

Σηµειώνουµε ότι η εικασία Bernstein έχει αποδειχθεί ανεξαρτήτως

διάστασης µε περιορισµούς πάνω στην κλίση της λύσης από J. Moser

[14], K. Ecker και G. Huisken [9].

Στην παρούσα µεταπτυχιακή διατριβή ϑα ασχοληθούµε µε το ϑεώρη-

µα του Bernstein. Στο πρώτο κεφάλαιο δίνουµε έννοιες από τη Γεωµετρία
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Riemann και τη ϑεωρία υποπολυπτυγµάτων (submanifolds). Στο δεύτερο

κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε την πολύ σηµαντική ταυτότητα, γνωστή ως ¨τύ-

πος του Simons¨. Επιπλέον ϑα δούµε την πρώτη και δεύτερη µεταβολή

του εµβαδού υποπολυπτύγµατος κυρίως σε χώρους σταθερής καµπυλότη-

τας τοµής. Στο πρώτο µέρος του τελευταίου κεφαλαίου ϑα ασχοληθούµε

µε το σπουδαίο αποτέλεσµα του J. Simons για τους ευσταθείς κώνους

και ϑα δώσουµε ένα παράδειγµα ευσταθούς κώνου στον R8 που δεν είναι

δίσκος. Στο δεύτερο µέρος αυτού του κεφαλαίου ϑα δώσουµε την απόδει-

ξη, µε µεθόδους γεωµετρικής ανάλυσης, του ϑεωρήµατος του Bernstein

που δόθηκε από τους R. Schoen, L. Simon και S.T. Yau [17] για n ≤ 5.

Τέλος, ϑα περιγράψουµε την απόδειξη του J. Simons για το ϑεώρηµα

Bernstein, µε µεθόδους γεωµετρικής ϑεωρίας µέτρου, για n ≤ 7.
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δώσουµε ϐασικά στοιχεία της Γεωµετρίας Rie-

mann. Για περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στα ϐιβλία [5],[6]

[8],[12],[13],[16].

1.1 Πολυπτύγµατα Riemann

΄Εστω M ένα διαφορίσιµο πολύπτυγµα διάστασης n. Συµβολίζουµε µε

∆(M) το σύνολο των διαφορίσιµων διανυσµατικών πεδίων και µεD(M) το

σύνολο των διαφορίσιµων συναρτήσεων στοM αντίστοιχα. ΄Ενα σύνολο το

οποίο αποτελείται από n διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία {E1, E2, ..., En},

που είναι µοναδιαία και κάθετα ανά δύο σε κάθε σηµείο ενός ανοιχτού

υποσυνόλου U του M λέγεται ορθοµοναδιαίο πλαίσιο του M στο U .

Μια γραµµική συνοχή (linear connection) στο M είναι µια απεικόνιση

∇ : ∆(M)×∆(M) −→ ∆(M), (X, Y ) 7−→ ∇XY

1
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µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y, ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

2. ∇fXY = f∇XY, ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY,

για κάθε f ∈ D(M) και X,X1, X2, Y, Y1, Y2 ∈ ∆(M). Το διανυσµατικό

πεδίο ∇XY λέγεται συναλλοίωτη παράγωγος (covariant derivative) του Y

στη διεύθυνση X ως προς τη συνοχή ∇.

Μια µετρική Riemann, 〈, 〉, στο M είναι µια αντιστοιχία η οποία σε

κάθε σηµείο p ∈ M αντιστοιχεί µια συµµετρική, ϑετικά οριστική, δι-

γραµµική µορφή του TpM , και η οποία είναι διαφορίσιµη µε την εξής

έννοια : για κάθε X, Y ∈ ∆(M) η συνάρτηση p 7→ 〈X, Y 〉p := 〈Xp, Yp〉 εί-

ναι διαφορίσιµη. Το M εφοδιασµένο µε µια µετρική λέγεται πολύπτυγµα

Riemann.

Αν ϑεωρήσουµε χάρτη (U, φ) στο M µε συντεταγµένες {x1, x2, ..., xn}

και { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τα αντίστοιχα ϐασικά διανυσµατικά πεδία, τότε οι

συναρτήσεις

gij : U −→ R, p 7→ gij(p)

που ορίζονται ως εξής

gij(p) :=

〈
∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p
〉

λέγονται συνιστώσες της µετρικής 〈, 〉 ως προς τον χάρτη (U, φ). Αν {dx1, dx2,

..., dxn} είναι η δυϊκή ϐάση των { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τότε η

ds2 =
n∑

i,j=1

gijdx
idxj
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λέγεται πρώτη ϑεµελιώδης µορφή τουM . Αν τοM είναι προσανατολισµέ-

νο, χρησιµοποιώντας τις συνιστώσες της µετρικής ορίζεται η διαφορική

µορφή ϐαθµού n µε τοπική έκφραση

dM =
√

det(gij) dx
1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn,

η οποία λέγεται στοιχείο όγκου (volume element) του M .

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Γεωµετρίας Riemann µας εγγυάται ότι

για δεδοµένη µετρική στο M υπάρχει µοναδική γραµµική συνοχή, η

οποία λέγεται συνοχή Riemann ή συνοχή Levi-Civita, και η οποία έχει

επιπλέον τις παρακάτω δύο ιδιότητες :

1. X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

2. ∇XY −∇YX = [X, Y ],

για κάθε X, Y, Z ∈ ∆(M), όπου [X, Y ] είναι το γινόµενο Lie των X, Y .

΄Εστωσαν πολυπτύγµατα Riemann M και M µε διαστάσεις m και

n, αντίστοιχα, και f : M −→ M µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Συµ-

ϐολίζουµε µε TpM και Tf(p)M τους εφαπτόµενους χώρους στα σηµεία

p και f(p), αντίστοιχα. ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f είναι

µια απεικόνιση W η οποία σε κάθε σηµείο p ∈ M αντιστοιχεί ένα διά-

νυσµα W (p) ∈ Tf(p)M . Αν {E1, E2, ..., En} είναι τοπικό ορθοµοναδιαίο

πλαίσιο περί το f(p), τότε για κάθε q ∈ U , U περιοχή του p, έχουµε την

παρακάτω ανάλυση

W (q) =
n∑
i=1

wi(q)Ei(f(q)),
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όπου wi, i = 1, 2, ..., n, συναρτήσεις ορισµένες στο U . Το διανυσµατικό

πεδίο W κατά µήκος της f ϑα λέγεται διαφορίσιµο όταν οι συναρτήσεις

wi, i = 1, 2, ..., n, είναι διαφορίσιµες. Αν v ∈ TqM τότε ορίζουµε την

συναλλοίωτη παράγωγο ∇̃vW ,κατά µήκος της f , του W στην διεύθυνση

v ως εξής

∇̃vW =
n∑
i=1

v(wi)Ei(f(q)) +
n∑
i=1

∇df(v)Ei,

όπου ∇ η συνοχή Levi-Civita του M . Είναι προφανές ότι αν X ∈ ∆(M)

τότε το df(X) είναι διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f : M −→M . Η

∇̃ ικανοποιεί τις παρακάτω σχέσεις

X〈Y, Z〉 = 〈∇̃XY, Z〉+ 〈Y, ∇̃XZ〉, (1.1)

df([V,W ]) = ∇̃V df(W )− ∇̃Wdf(V ), (1.2)

για κάθε X, V,W ∈ ∆(M) και Y, Z διανυσµατικά πεδία κατά µήκος της

f .

Θεωρούµε, για τη συνέχεια, πολύπτυγµα Riemann (M, 〈, 〉) διάστασης

n και έστω ∇ η συνοχή Levi-Civita αυτού. ΄Ενας τανυστής τύπου (r, s),

όπου s = 0 ή 1, στο M είναι µια απεικόνιση

T : ∆(M)×∆(M)× ...×∆(M)︸ ︷︷ ︸
r−ϕορές

−→

 D(M), αν s = 0,

∆(M), αν s = 1,

η οποία είναι D(M)-γραµµική ως προς κάθε µεταβλητή. Αν X ∈ ∆(M)

τότε η συναλλοίωτη παράγωγος του T στη διεύθυνση X είναι ο τανυστής
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∇XT τύπου (r, s) που ορίζεται ως

(∇XT ) (X1, X2, ..., Xr) = ∇X(T (X1, X2, ..., Xr))

−
r∑
i=1

T (X1, ..., Xi−1,∇XXi, Xi+1, ..., Xr),

όπου ϑέτουµε ∇X(T (X1, X2, ..., Xr)) = X(T (X1, X2, ..., Xr)) αν s = 0.

Επίσης ορίζουµε την συναλλοίωτη παράγωγο του T και συµβολίζουµε µε

∇T , τον (r + 1, s) τανυστή

∇T (X1, X2, ..., Xr+1) := (∇X1T ) (X2, ..., Xr+1).

Η απεικόνιση

R : ∆(M)×∆(M)×∆(M) −→ ∆(M), (X, Y, Z) 7→ R(X, Y )Z,

που ορίζεται ως

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, όπου X, Y, Z ∈ ∆(M),

είναι ένας (3, 1) τανυστής και λέγεται τανυστής καµπυλότητας του M . Με

τη ϐοήθεια του τανυστή R ορίζονται οι παρακάτω καµπυλότητες σε κάθε

σηµείο του πολυπτύγµατος M .

΄Εστω p ∈M και X, Y ∈ TpM µοναδιαία και κάθετα. Η καµπυλότητα

τοµής του M στο σηµείο p ως προς το επίπεδο σ που γεννάται από τα

X, Y είναι ο αριθµός

K(p, σ) = K(X ∧ Y ) := 〈R(X, Y )Y,X〉.

Αν X µοναδιαίο διάνυσµα του TpM και {e1, e2, ..., en} είναι ορθοµονα-

διαία ϐάση µε en = X, τότε η ποσότητα

Ric(X) :=
n−1∑
i=1

〈R(ei, X)X, ei〉
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λέγεται καµπυλότητα Ricci του M στη διεύθυνση X.

Για X ∈ ∆(M) η απόκλισή του, divX, ορίζεται ως η διαφορίσιµη

συνάρτηση στο M

trace (Z −→ ∇ZX), Z ∈ ∆(M),

η οποία ως προς τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο {E1, E2, ..., En} έχει την

έκφραση

divX =
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉.

Ως προς τοπικό σύστηµα συντεταγµένων {x1, x2, ..., xn} µε αντίστοιχα ϐα-

σικά διανυσµατικά πεδία { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} λαµβάνει την έκφραση

divX =
1
√
g

n∑
i=1

∂

∂xi
(√

gX i
)
,

όπου X =
∑n

i=1X
i ∂
∂xi

και g = det (gij).

΄Εστω f ∈ D(M). Η κλίση της f ορίζεται ως το µοναδικό διανυσµατικό

πεδίο ∇f ∈ ∆(M) που πληροί την σχέση

〈X,∇f〉 := df(X) = X(f)

για κάθεX ∈ ∆(M). Ως προς τοπικό σύστηµα συντεταγµένων {x1, x2, ...,

xn} µε αντίστοιχα ϐασικά διανυσµατικά πεδία { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} έχει την

έκφραση

∇f =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xi
,

όπου gij τα στοιχεία του αντίστροφου πίνακα του (gij).

Η λαπλασιανή της f συµβολίζεται µε ∆f και ορίζεται ως

∆f := div(∇f).
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Εύκολα προκύπτει ότι η έκφραση της ∆f ως προς τοπικό ορθοµοναδιαίο

πλαίσιο {E1, E2, ..., En} είναι

∆f =
n∑
i=1

{Ei(Eif)− (∇Ei
Ei) f} (1.3)

και σε τοπικό σύστηµα συντεταγµένων {x1, x2, ..., xn} µε αντίστοιχα ϐα-

σικά διανυσµατικά πεδία { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} είναι

∆f =
1
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂xi
(
√
g gij

∂

∂xj
(f)), (1.4)

όπου g = det (gij) και gij τα στοιχεία του αντίστροφου πίνακα του (gij).

Ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες

∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈∇f,∇g〉 (1.5)

div (fX) = f divX + 〈∇f,X〉, (1.6)

όπου f, g ∈ D(M) και X ∈ ∆(M).

Θα υπενθυµίσουµε δύο κλασσικά Θεωρήµατα της Ανάλυσης, τα Θε-

ωρήµατα Stokes και Gauss.

Θεώρηµα 1.1. (Stokes) ΄Εστω Mn προσανατολισµένο πολύπτυγµα Rie-

mann µε σύνορο ∂M . Αν ω είναι µια (n−1)-διαφορική µορφή, µε συµπαγές

στήριγµα στο M , τότε ισχύει∫
M

dω =

∫
∂M

i∗ω,

όπου i : ∂M −→ M είναι η συνάρτηση έγκλεισης. Στην περίπτωση όπου

το πολύπτυγµα δεν έχει σύνορο, ισχύει∫
M

dω = 0,

για κάθε (n− 1)-διαφορική µορφή ω µε συµπαγές στήριγµα στο M .
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Θεώρηµα 1.2. (Gauss) ΄Εστωσαν Mn προσανατολισµένο πολύπτυγµα

Riemann χωρίς σύνορο, και X ∈ ∆(M) µε συµπαγές στήριγµα. Τότε∫
M

(divX)dM = 0,

όπου divX η απόκλιση του διανυσµατικού πεδίου X στο Mn.

Παρατήρηση 1.1. Χρησιµοποιώντας την (1.6) και το Θεώρηµα του Stokes

προκύπτει ∫
M

f∆gdM =

∫
M

g∆fdM (1.7)

για f, g ∈ D(M) µε συµπαγή στηρίγµατα.

Αναφέρουµε, τώρα, δύο γνωστές ανισότητες.

1. ε-ανισότητα του Cauchy: Για a, b ∈ R και ε > 0 ισχύει

ab ≤ εa2

2
+
b2

2ε
. (1.8)

2. Ανισότητα Hölder: ΄Εστωσαν p, q µε 1 < p, q ≤ ∞ και 1
p

+ 1
q

= 1. Αν

f ∈ Lp(M) και g ∈ Lq(M), όπου M πολύπτυγµα Riemann, τότε∫
M

|fg|dM ≤
(∫

M

|f |pdM
) 1

p
(∫

M

|g|qdM
) 1

q

. (1.9)

Θεωρούµε, τώρα, πολυπτύγµατα M και M µε διαστάσεις n, n+ k αν-

τίστοιχα που πληρούν, ως σύνολα, τη σχέση M ⊂ M . Αν η απεικόνιση

της έγκλεισης i : M −→M είναι εµφύτευση, τότε τοM λέγεται υποπολύ-

πτυγµα (submanifold) του M . Αν το M είναι πολύπτυγµα Riemann και

το M ϕέρει την επαγόµενη µετρική, τότε για κάθε p ∈M ο εφαπτόµενος

χώρος TpM αναλύεται σε ορθογώνιο ευθύ άθροισµα

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,
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όπου (TpM)⊥ είναι το ορθοσυµπλήρωµα του n−διάστατου υποχώρου

TpM στον (n + k)−διάστατο Ευκλείδειο χώρο TpM . Ο χώρος (TpM)⊥

λέγεται κάθετος χώρος (normal space) του υποπολυπτύγµατος M στο M ,

στο σηµείο p. Κάθε διάνυσµα v ∈ TpM γράφεται µονοσήµαντα ως

v = v> + v⊥, όπου v> ∈ TpM και v⊥ ∈ (TpM)⊥.

Συµβολίζουµε µε N(M) το σύνολο των κάθετων διαφορίσιµων διανυσµα-

τικών πεδίων τουM στοM . Για κάθε διανυσµατικό πεδίο X, κατά µήκος

της i : M −→M , έχουµε την παρακάτω ανάλυση

X = X> +X⊥, όπου X> ∈ ∆(M) και X⊥ ∈ N(M).

Συµβολίζουµε µε∇, ∇ τις συνοχές Levi-Civita τωνM καιM , αντίστοιχα.

Τότε για κάθε X, Y ∈ ∆(M) έχουµε

∇XY =
(
∇XY

)>
+
(
∇XY

)⊥
.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι
(
∇XY

)>
= ∇XY . Με αφορµή την παραπάνω

σχέση ϑεωρούµε την D(M)−διγραµµική και συµµετρική απεικόνιση

B : ∆(M)×∆(M) −→ N(M), (X, Y ) 7→ B(X, Y ),

που ορίζεται ως

B(X, Y ) :=
(
∇XY

)⊥
και ονοµάζεται δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή (second fundamental form)

του M στο M . Η σχέση

∇XY = ∇XY +B(X, Y ), X, Y ∈ ∆(M)
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λέγεται τύπος του Gauss. Στην περίπτωση όπου M ⊂ N , N πολύπτυγµα

Riemann, ϑα πληρούται η σχέση

B̃(X, Y ) = BM(X, Y ) +BM(X, Y ), (1.10)

για κάθε X, Y ∈ ∆(M), όπου B̃ η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή τουM στο

N , BM η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή του M στο M και BM η δεύτερη

ϑεµελιώδης µορφή του M στο N .

∆οθέντος ξ ∈ N(M) ο αυτοπροσαρτηµένος (self-adjoint) γραµµικός

τελεστής

Aξ : ∆(M) −→ ∆(M)

που δίνεται από τη σχέση

〈AξX, Y 〉 = 〈B(X, Y ), ξ〉, X, Y ∈ ∆(M)

λέγεται απεικόνιση Weingarten του M στη διεύθυνση ξ.

΄Εστωσαν χάρτης (U, φ) στο M µε συντεταγµένες {x1, x2, ..., xn} και

{ ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τα αντίστοιχα ϐασικά διανυσµατικά πεδία. Αν ϑεωρή-

σουµε {ξ1, ξ2, . .., ξk} κάθετο και ορθοµοναδιαίο πλαίσιο του U στο M

τότε

B

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

k∑
m=1

〈
B

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
, ξm

〉
ξm.

Οι συναρτήσεις

bmij : U −→ R, p 7→ bmij (p)

που ορίζονται ως εξής

bmij =

〈
B

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
, ξm

〉
=

〈
Aξm

(
∂

∂xi

)
,
∂

∂xj

〉
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λέγονται συνιστώσες της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής, στην διεύθυνση

ξm, ως προς τον χάρτη (U, φ).

Θεωρούµε, στη συνέχεια, την απεικόνιση

∇⊥ : ∆(M)×N(M) −→ N(M), (X, ξ) 7→ ∇⊥Xξ,

που ορίζεται ως

∇⊥Xξ :=
(
∇Xξ

)⊥
και ονοµάζεται κάθετη συνοχή του M στο M . Ισχύει ο παρακάτω τύπος

∇Xξ =
(
∇Xξ

)>
+
(
∇Xξ

)⊥
= −AξX +∇⊥Xξ, (1.11)

ο οποίος λέγεται τύπος του Weingarten.

Αν {E1, E2, ..., En} είναι τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στο M , τότε

το διανυσµατικό πεδίο

~H =
1

n

n∑
i=1

B(Ei, Ei)

λέγεται διανυσµατικό πεδίο µέσης καµπυλότητας (mean curvature vector

field). Στην περίπτωση όπου ~H = 0 το υποπολύπτυγµαM τουM λέγεται

ελαχιστικό υποπολύπτυγµα (minimal submanifold).

Για κάθε υποπολύπτυγµα Mn του Rn+k µε παραµετρική παράσταση

~x(u1, u2, ..., un) ισχύει

∆~x = n ~H. (1.12)

Συµβολίζουµε µε S το τετράγωνο του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώ-

δους µορφής του M στο M και έχουµε

S = |B|2 :=
n∑

i,j=1

|B(Ei, Ej)|2 =
k∑

m=1

traceA2
ξm
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όπου {E1, E2, ..., En} είναι ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στοM και {ξ1, ξ2, ..., ξk}

ορθοµοναδιαίο πλαίσιο, κάθετο στο M .

΄ΕστωM υπερεπιφάνεια του πολυπτύγµατος Riemann M
n+1

, δηλαδή

υποπολύπτυγµα του M
n+1

συνδιάστασης 1. Θεωρούµε τοπικό κάθετο

και µοναδιαίο διανυσµατικό πεδίο ξ της M στο M . Θα συµβολίζουµε µε

A αντί Aξ, την αντίστοιχη απεικόνιση Weingarten. Επειδή σε κάθε ση-

µείο p τηςM ο A είναι αυτοπροσαρτηµένος γραµµικός µετασχηµατισµός

του TpM , υπάρχει ορθοµοναδιαία ϐάση {e1, e2, ..., en} του TpM που τον

διαγωνιοποιεί. Οι ιδιοτιµές του A στο τυχόν p ∈ M συµβολίζονται µε

ki, i = 1, 2, ..., n, και λέγονται κύριες καµπυλότητες (principal curvatu-

res) του M στο p. Προκύπτει ότι η µέση καµπυλότητα H := 〈 ~H, ξ〉 ϑα

είναι

H =
1

n

n∑
i=1

ki. (1.13)

Τέλος, αν τοM
n+1

έχει σταθερή καµπυλότητα τοµής c τότε ισχύουν οι

σχέσεις :

1. Εξίσωση Gauss

R(X, Y )Z = 〈AY,Z〉AX − 〈AX,Z〉AY + c (〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y )

(1.14)

2. Εξίσωση Codazzi

(∇XA)Y = (∇YA)X, (1.15)

για κάθε X, Y, Z ∈ ∆(M), όπου R είναι ο τανυστής καµπυλότητας του

M .
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1.2 Η εξίσωση ελαχιστικότητας

΄Εστω u : Ω ⊂ Rn → R µια συνεχώς διαφορίσιµη συνάρτηση στο Ω και C2

στο Ω, δηλαδή u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω), όπου Ω ένας τόπος στον Rn. Θεωρούµε

το γράφηµά της

Gu = {(x1, x2, ..., xn+1) ∈ Rn+1 | (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω

και xn+1 = u(x1, x2, ..., xn)}.

Ο όγκος (εµβαδόν) αυτού, ως γνωστόν, ϑα είναι

Vol(Gu) =

∫
Ω

√
1 + |∇u|2dΩ.

Αν h : Ω ⊂ Rn → R είναι διαφορίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε h|∂Ω = 0,

τότε για τα γραφήµατα Gu+th, t ∈ (−ε, ε), έχουµε

Vol(Gu+th) =

∫
Ω

√
1 + |∇u+ t∇h|2dΩ,

και συνεπώς,

d

dt
(Vol(Gu+th))|t=0 =

∫
Ω

〈∇u,∇h〉√
1 + |∇u|2

dΩ. (1.16)

Λόγω της ταυτότητας (1.6) ϑα έχουµε

div

h ∇u√
1 + |∇u|2

 = h div

 ∇u√
1 + |∇u|2

+
〈∇u,∇h〉√
1 + |∇u|2

.

Ολοκληρώνοντας στο Ω και χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Gauss προ-

κύπτει ∫
Ω

〈∇u,∇h〉√
1 + |∇u|2

dΩ = −
∫

Ω

h div

 ∇u√
1 + |∇u|2

dΩ.
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΄Αρα η (1.16) λαµβάνει την µορφή

d

dt
(Vol(Gu+th))|t=0 = −

∫
Ω

h div

 ∇u√
1 + |∇u|2

dΩ.

Συνεπώς το γράφηµα της u ϑα είναι κρίσιµο σηµείο του συναρτησοειδούς

του εµβαδού αν και µόνο αν η u πληροί την εξίσωση

div

 ∇u√
1 + |∇u|2

 = 0 (1.17)

ή, ισοδύναµα, την

(1 + |∇u|2)
n∑
i=1

uxixi −
n∑

i,j=1

uxixjuxiuxj = 0. (1.18)

Η (1.17) ή η ισοδύναµη της (1.18) λέγεται εξίσωση ελαχιστικότητας.

Θα διαπιστώσουµε ότι κάθε λύση της (1.18) έχει ελάχιστο εµβαδό

(area-minimizing) ανάµεσα σε όλες τις υπερεπιφάνειες του στερεού κυ-

λίνδρου Ω × R ⊂ Rn+1 µε σύνορο το ∂Gu. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε

την διαφορική n-µορφή ω στο Ω × R ⊂ Rn+1 η οποία ορίζεται ως εξής :

ω(X1, X2, ..., Xn) := det(X1, X2, ..., Xn, N), X1, X2, ..., Xn ∈ ∆(Ω× R),

όπου

N =
(−ux1 ,−ux2 , ...,−uxn , 1)√

1 + |∇u|2
.

Αν { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn+1} είναι τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία του Rn+1 ως

προς τις καρτεσιανές συντεταγµένες και dx1, dx2, ..., dxn+1 η δυϊκή ϐάση
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αυτών τότε η n-µορφή ω ϑα γράφεται

ω =
n+1∑
i=1

ω(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, ...,

∂̂

∂xi
, ...,

∂

∂xn+1
)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn+1

=
n∑
i=1

(−1)n+i uxi√
1 + |∇u|2

dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn+1

+
1√

1 + |∇u|2
dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn,

όπου το σύµβολο ̂ σηµαίνει ότι παραλείπουµε αυτόν τον όρο. Συνεπώς

dω =
n∑
i=1

(−1)n+i(−1)i+1 ∂

∂xi

 uxi√
1 + |∇u|2


= (−1)n+1

n∑
i=1

∂

∂xi

 uxi√
1 + |∇u|2


= (−1)n+1 div

 ∇u√
1 + |∇u|2

 = 0.

΄Αρα, η n-µορφή ω είναι κλειστή. Αν, τώρα, διαλέξουµε X1, X2, ..., Xn

ορθοµοναδιαία διανύσµατα στο τυχόν σηµείο p = (x1, x2, ..., xn+1) ∈ Ω×

R τότε

ω(X1, X2, ..., Xn) ≤ 1 (1.19)

µε την ισότητα να πληρούται µόνο όταν

X1, X2, ..., Xn ∈ TpGu και p ∈ Gu. (1.20)

Η µορφή ω λέγεται µορφή ϐαθµονόµησης (calibration form). Ισχύει η

παρακάτω
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Πρόταση 1.1. ΄Εστω u : Ω ⊂ Rn → R λύση της εξίσωσης ελαχιστικό-

τητας. Αν M υπερεπιφάνεια του Rn+1 µε M ⊂ Ω× R και ∂M = ∂Gu

τότε

Vol(Gu) ≤ Vol(M). (1.21)

Απόδειξη. Επειδή η ω είναι κλειστή από το ϑεώρηµα του Stokes έχουµε∫
Gu

ω =

∫
M

ω.

Λόγω των (1.19) και (1.20), προκύπτει ότι

Vol(Gu) =

∫
Gu

ω =

∫
M

ω ≤ Vol(M).

΄Εστω x0 ∈ Rn+1. Με Bn+1
r (x0) συµβολίζουµε, στον Rn+1, την µπάλλα

κέντρου x0 και ακτίνας r, δηλαδή

Bn+1
r (x0) := {x ∈ Rn+1 : |x− x0| < r},

και µε Snr (x0) συµβολίζουµε την σφαίρα κέντρου x0 και ακτίνας r, δηλαδή

Snr (x0) := {x ∈ Rn+1 : |x− x0| = r} = ∂Bn+1
r (x0).

∆ίνουµε το εξής πόρισµα.

Πόρισµα 1.1. ΄Εστω u : Ω ⊂ Rn → R λύση της εξίσωσης ελαχιστικότητας

και x0 ∈ Ω. Αν Bn
r (x0) ⊂ Ω τότε

Vol(Bn+1
r (x0) ∩Gu) ≤

Vol(Snr (x0))

2
=

Vol(Sn1 (x0))rn

2
. (1.22)
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Απόδειξη. Το ∂Bn+1
r (x0) ∩ Gu χωρίζει την ∂Bn+1

r (x0) = Snr (x0) σε δύο

συνιστώσες από τις οποίες µια έχει όγκο το πολύ ίσο µε Vol(Sn
r (x0))
2

. Χρη-

σιµοποιώντας την (1.21) προκύπτει το Ϲητούµενο.

Παρατήρηση 1.2. Είναι προφανής η ακόλουθη ανισότητα

Vol(Bn+1
r (x0) ∩Gu)

Vol(Bn
r (x0))

≤ Vol(Sn1 (x0))

2 Vol(Bn
1 (x0))

. (1.23)

Ισχύει η παρακάτω πρόταση

Πρόταση 1.2. ΄Εστω u : Ω ⊂ Rn → R λύση της εξίσωσης ελαχιστικό-

τητας, όπου Ω είναι κυρτός τόπος στον Rn. Τότε ο όγκος του γραφήµατος

Gu, είναι απόλυτο ελάχιστο (absolutely area-minimizing), δηλαδή έχει

τον ελάχιστο όγκο µεταξύ όλων των υπερεπιφανειών του Rn+1 µε σύνορο

το ∂Gu.

Απόδειξη. ΄Εστω M υπερεπιφάνεια του Rn+1 µε ∂M = ∂Gu. Αν M

κείται ολόκληρη στο εσωτερικό του κυλίνδρου Ω × R τότε το Ϲητούµε-

νο προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 1.1. Στην περίπτωση, τώρα, που

η M δεν κείται ολόκληρη στον κύλινδρο Ω × R, ϑεωρούµε την προβολή

π : Rn+1 −→ Ω× R η οποία απεικονίζει κάθε σηµείο του Rn+1 στο πιο

κοντινό του από το Ω × R. Η π είναι προφανώς η ταυτότητα στο Ω × R

και µικραίνει αποστάσεις. Συνεπώς Vol(π(M)) ≤ Vol(M) και από την

Πρόταση 1.1 προκύπτει ότι Vol(Gu) ≤ Vol(M).





Κεφάλαιο 2

Τύπος του Simons και

Μεταβολές Εµβαδού

2.1 Τύπος του Simons

΄Εστω Mn προσανατολισµένη, ξ το µοναδιαίο και κάθετο διανυσµατικό

πεδίο αυτής, υπερεπιφάνεια του χώρου σταθερής καµπυλότηταςM
n+1

(c)

µε c = 0 ή 1. Ο χώρος M
n+1

(c), ϑα συµβολίζει τον ευκλείδειο χώρο En+1

µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο ή τη µοναδιαία σφαίρα Sn+1 µε την

επαγόµενη από τον En+2 µετρική, όταν c = 0 ή 1, αντίστοιχα. Συµβολί-

Ϲουµε µε ∇, ∇̃ τις συνοχές Levi-Civita των Mn και M
n+1

(c) αντίστοιχα,

µε R, R̃ τους τανυστές καµπυλότητας των Mn, M
n+1

(c) και µε A την

απεικόνιση Weingarten ως προς το µοναδιαίο κάθετο ξ. ΄Εστω S το τετρά-

γωνο του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής τηςM στο M
n+1

(c),

19
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δηλαδή S = traceA2. Ως γνωστόν ο A πληροί την εξίσωση Codazzi

(∇XA)Y = (∇YA)X,

για κάθε X, Y ∈ ∆(M). Επιπλέον, οι A,∇XA είναι συµµετρικοί και

ισχύει

∇(traceA) =
n∑
i=1

(∇Ei
A)Ei, (2.1)

όπου {E1, E2, ..., En} είναι τυχαίο τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στην

M .

Προκειµένου να αποδείξουµε την ταυτότητα του Simons χρειαζόµαστε

το παρακάτω

Λήµµα 2.1. Ισχύει

∇X∇YA−∇Y∇XA−∇[X,Y ]A = [R(X, Y ), A], (2.2)

για κάθε X, Y ∈ ∆(M), όπου R(X, Y ) ο τελεστής καµπυλότητος.

Απόδειξη. ΄Εστω Z ∈ ∆(M), τότε ϑα έχουµε

[R(X, Y ), A]Z = R(X, Y )(AZ)− A(R(X, Y )Z)

= ∇X∇Y (AZ)−∇Y∇X(AZ)

−∇[X,Y ](AZ)− A(R(X, Y )Z)

= ∇X{(∇YA)Z + A(∇YZ)}

−∇Y {(∇XA)Z + A(∇XZ)}

−∇[X,Y ](AZ)− A(R(X, Y )Z)

= (∇X∇YA)Z − (∇Y∇XA)Z −
(
∇[X,Y ]A

)
Z

= (∇X∇YA−∇Y∇XA−∇[X,Y ]A)Z.
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Πρόταση 2.1. (Τύπος του J.Simons)

Αν Mn είναι ελαχιστική υπερεπιφάνεια του πολυπτύγµατος M
n+1

(c) τότε

ισχύει
1

2
∆S = S(nc− S) + |∇A|2, (2.3)

όπου ∆ ο τελεστής Laplace της M και |∇A|2 το τετράγωνο του µήκους της

συναλλοιώτου παραγώγου του A.

Απόδειξη. Για τυχαίο p ∈M επιλέγουµε ένα γεωδαιτικό πλαίσιο {E1, E2, ..., En},

περί το p και συνεπώς ∇XEi|p = 0, για κάθε X ∈ ∆(M). ΄Αρα ισχύει

∆S|p =
n∑
i=1

EiEi(traceA2)|p.

Επειδή

Ei(traceA2) = Ei

(
n∑
j=1

〈AEj, AEj〉

)

= 2
n∑
j=1

〈∇Ei
(AEj), AEj〉

= 2
n∑
j=1

〈(∇Ei
A)Ej, AEj〉+ 2

n∑
j=1

〈A (∇Ei
Ej) , AEj〉,

έχουµε εκτιµώντας στο σηµείο p,

n∑
i=1

EiEi(traceA2) = 2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
((∇Ei

A)Ej), AEj〉

+2
n∑

i,j=1

〈(∇Ei
A)Ej,∇Ei

(AEj)〉+ 2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
(A (∇Ei

Ej)) , AEj〉
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+2
n∑

i,j=1

〈A (∇Ei
Ej) ,∇Ei

(AEj)〉 = 2
n∑

i,j=1

〈(∇Ei
∇Ei

A)Ej, AEj〉

+2
n∑

i,j=1

〈(∇Ei
A)Ej, (∇Ei

A)Ej〉 = 2 trace

[
n∑
i=1

(∇Ei
∇Ei

A)A

]
+ 2|∇A|2.

(2.4)

Θα υπολογίσουµε ξεχωριστά την ποσότητα
∑n

i=1∇Ei
∇Ei

A, εκτιµών-

τας στο σηµείο p, και ϑα την αντικαταστήσουµε στην (2.4). Αν Z ∈ ∆(M),

τέτοιο ώστε (∇Ei
Z) (p) = 0, ∀i = 1, ..., n, τότε(

n∑
i=1

∇Ei
∇Ei

A

)
Z =

n∑
i=1

(∇Ei
∇Ei

A)Z

=
n∑
i=1

{∇Ei
((∇Ei

A)Z)− (∇Ei
A)(∇Ei

Z)}

=
n∑
i=1

∇Ei
((∇Ei

A)Z)

=
n∑
i=1

∇Ei
((∇ZA)Ei)

=
n∑
i=1

{(∇Ei
∇ZA)Ei + (∇ZA)(∇Ei

Z)}

=
n∑
i=1

(∇Ei
∇ZA)Ei.

Κάνοντας χρήση της ταυτότητας του λήµµατος 2.1, έχουµε(
n∑
i=1

∇Ei
∇Ei

A

)
Z =

n∑
i=1

{
(∇Z∇Ei

A)Ei + [R(Ei, Z), A]Ei +
(
∇[Ei,Z]A

)
Ei
}

=
n∑
i=1

{(∇Z∇Ei
A)Ei + [R(Ei, Z), A]Ei} . (2.5)

Θα υπολογίσουµε, τώρα, ξεχωριστά τους δύο όρους της (2.5). Για τον
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πρώτο όρο, λαµβάνοντας υπόψη την (2.1), ϑα έχουµε
n∑
i=1

(∇Z∇Ei
A)Ei =

n∑
i=1

{∇Z((∇Ei
A)Ei)− (∇Ei

A)(∇ZEi)}

=
n∑
i=1

∇Z((∇Ei
A)Ei)

= ∇Z

(
n∑
i=1

(∇Ei
A)Ei

)
= ∇Z(∇(traceA))

= 0, (2.6)

αφού η M είναι ελαχιστική. Για τον δεύτερο όρο της (2.5) ϑα έχουµε
n∑
i=1

[R(Ei, Z), A]Ei = −
n∑
i=1

[R(Z,Ei), A]Ei

= −
n∑
i=1

R(Z,Ei)(AEi)

+
n∑
i=1

A(R(Z,Ei)Ei). (2.7)

Για τον πρώτο όρο της (2.7), χρησιµοποιώντας την εξίσωση του Gauss,

ϐρίσκουµε,

−
n∑
i=1

R(Z,Ei)(AEi) = −
n∑
i=1

〈AEi, AEi〉AZ +
n∑
i=1

〈AZ,AEi〉AEi

−c

(
n∑
i=1

〈AEi, Ei〉Z −
n∑
i=1

〈AEi, Z〉Ei

)

= −(traceA2)AZ + A

(
n∑
i=1

〈
A2Z,Ei

〉
Ei

)

−c

(
(traceA)Z −

n∑
i=1

〈AZ,Ei〉Ei

)
= −SAZ + A3Z + cAZ. (2.8)
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Επιπλέον ο δεύτερος όρος της (2.7), χρησιµοποιώντας πάλι την εξίσωση

του Gauss, ϑα γίνει

n∑
i=1

A(R(Z,Ei)Ei) =
n∑
i=1

A(〈AEi, Ei〉AZ

−〈AZ,Ei〉AEi + c(〈Ei, Ei〉Z − 〈Z,Ei〉Ei))

= −A3Z + c(n− 1)AZ. (2.9)

Η (2.7), λόγω των (2.8), (2.9), ϑα γίνει

n∑
i=1

[R(Ei, Z), A]Ei = −SAZ + cnAZ.

΄Αρα η σχέση (2.5) ϑα λάβει την µορφή

(
n∑
i=1

∇Ei
∇Ei

A

)
Z = −SAZ + cnAZ

= (nc− S)AZ,

από την οποία προκύπτει ότι

n∑
i=1

∇Ei
∇Ei

A = (nc− S)A.

Αντικαθιστώντας στην (2.4) έχουµε τελικά

1

2
∆S = (nc− S)S + |∇A|2.
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Επειδή ∇|A|2 = 2 |A| ∇|A| ϑα έχουµε

4 |A|2 |∇|A||2 =
∣∣∇|A|2∣∣2

=
n∑
j=1

〈∇|A|2, Ej〉2

= 4
n∑
j=1

〈∇Ej
A,A〉2

= 4
n∑
j=1

(
n∑

i,m=1

〈
(
∇Ej

A
)
Ei, Em〉〈AEi, Em〉

)2

= 4
n∑
j=1

(
n∑

i,m=1

himjhim

)2

, (2.10)

όπου ϑέσαµε hij = 〈AEi, Ej〉 και hijk = 〈(∇Ek
A)Ei, Ej〉, για τυχαίο

τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο {E1, E2, ..., En} στην M . Ο A είναι συµ-

µετρικός και λόγω της εξίσωσης Codazzi συµπεραίνουµε ότι οι ποσότητες

hij, hijk είναι συµµετρικές ως προς κάθε Ϲεύγος δεικτών.

΄Εστω p ∈M και {E1, E2, ..., En} ορθοµοναδιαίο πλαίσιο σε µια περιο-

χή του p, τέτοιο ώστεA(Ei|p) = λiEi|p, δηλαδή hij(p) = λiδij. Εκτιµώντας

στο σηµείο p την (2.10) έχουµε

4 |A|2 |∇|A||2 = 4
n∑
j=1

(
n∑
i=1

hiijλi

)2

≤ 4 |A|2
n∑

i,j=1

h2
iij,

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Cauchy-Schwarz για τα διανύ-

σµατα (h11j, h22j, ..., hnnj), (λ1, λ2, ..., λn). Οπότε προκύπτει ότι

|∇|A||2 ≤
n∑

i,j=1

h2
iij. (2.11)
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Η ταυτότητα
n∑

i,j=1

h2
iij =

∑
i 6=j

h2
iij +

n∑
i=1

h2
iii, (2.12)

λαµβάνοντας υπόψη την ελαχιστικότητα, δηλαδή την

h2
iii =

(∑
i 6=j

hiij

)2

,

λαµβάνει την µορφή

n∑
i,j=1

h2
iij =

∑
i 6=j

h2
iij +

n∑
i=1

(∑
i 6=j

hiij

)2

.

Χρησιµοποιώντας την γνωστή αλγεβρική ανισότητα(
n∑
i=1

ci

)2

≤ n
n∑
i=1

c2
i

έχουµε
n∑

i,j=1

h2
iij ≤

∑
i 6=j

h2
iij + (n− 1)

∑
i 6=j

h2
iij = n

∑
i 6=j

h2
iij.

Συνεπώς λόγω της (2.11) λαµβάνουµε

2

n
|∇|A||2 ≤

∑
i 6=j

h2
iij +

∑
i 6=j

h2
iij

=
∑
i 6=j

h2
iji +

∑
i 6=j

h2
jii. (2.13)

Προσθέτοντας κατά µέλη τις (2.11) και (2.13) προκύπτει η(
1 +

2

n

)
|∇|A||2 ≤ |∇A|2. (2.14)

Η ανισότητα (2.14) είναι γνωστή και ως ανισότητα Kato. Αντικαθιστώντας

στον τύπο του Simons για c = 0 λαµβάνουµε

1

2
∆S ≥ −S2 +

(
1 +

2

n

)
|∇|A||2. (2.15)
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2.2 Τύποι Πρώτης και ∆εύτερης Μεταβολής

Εµβαδού

΄Εστω M
n+k

πολύπτυγµα Riemann, Mn υποπολύπτυγµα αυτού µε την

επαγόµενη µετρική και D ⊂ M ένας τόπος µε D συµπαγές υποσύνολο

τουM . Μια διαφορίσιµη απεικόνιση φ : (−ε, ε)×M −→M τέτοια ώστε :

1. Για κάθε t ∈ (−ε, ε), η απεικόνιση φt : M −→M µε φt(p) := φ(t, p)

να είναι εµβάπτιση µε φt|M\D ≡ id.

2. φ0 ≡ i : M −→M , όπου i η έγκλειση,

ϑα λέγεται µεταβολή (variation) του D ⊂ M στο M . Συµβολίζουµε µε

Mt την εικόνα του M µέσω της απεικόνισης φt. Προφανώς M0 ≡ M .

Παρακάτω ϑα ϑεωρούµε ότι D = M .

΄Εστωσαν x = (x1, x2, ..., xn) συντεταγµένες περί το τυχόν σηµείο p0 ∈

M και { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τα αντίστοιχα ϐασικά διανυσµατικά πεδία. Μπο-

ϱούµε να ϑεωρήσουµε συντεταγµένες (t, x1, x2, ..., xn) στο (−ε, ε) × M

περί το σηµείο (0, p0) µε { ∂
∂t
, ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τα αντίστοιχα ϐασικά δια-

νυσµατικά πεδία, όπου t η συντεταγµένη του (−ε, ε) και ∂
∂t

το αντίστοιχο

ϐασικό διανυσµατικό πεδίο αυτού. Συµβολίζουµε µεEi(t, x) = dφ( ∂
∂xi

) =

dφt(
∂
∂xi

) για i = 1, ..., n, E(t, x) = dφ( ∂
∂t

) και µε gij(t, x) = 〈Ei, Ej〉 την

επαγόµενη µετρική στο M µέσω της φt. ΄Εστω A : (−ε, ε) −→ R, A(t) :=∫
M
dMt η συνάρτηση εµβαδού, όπου dMt το στοιχείο όγκου της µετρικής

(gij(t, x)). Αν {dx1, dx2, ..., dxn} η δυϊκή ϐάση των { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} τότε

dMt =
√
g(t, x)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn,
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όπου g(t, x) = det (gij(t, x)) µε dM0 = dM .

Για λόγους ευκολίας ϑεωρούµε κανονικές συντεταγµένες (normal co-

ordinates) (x1, x2, ..., xn) περί το p0. ΄Αρα ϑα έχουµε

gij(0, p0) = δij και ∇Ei
Ej|(0,p0) = 0,

όπου ∇ η συνοχή Levi-Civita του M . Παρακάτω ϑα χρειαστούµε το εξής

λήµµα (ϐλέπε για παράδειγµα στο [13]).

Λήµµα 2.2. ΄Εστω (αij(t)) ένας (n × n)−αντιστρέψιµος και συµµετρι-

κός πίνακας, όπου αij(t) διαφορίσιµες συναρτήσεις. Θέτοντας (αij(t)) =

(αij(t))
−1 και α(t) = det (αij(t)), έχουµε την ταυτότητα

α′(t) = α(t)
n∑

i,j=1

αij(t)α′ij(t). (2.16)

Θα αποδείξουµε το εξής

Θεώρηµα 2.1. (Τύπος Πρώτης Μεταβολής του Εµβαδού)

Αν το διανυσµατικό πεδίο µεταβολής E έχει συµπαγές στήριγµα στο M ,

τότε ισχύει

A′(0) = −n
∫
M

〈E, ~H〉dM, (2.17)

όπου ~H είναι το διάνυσµα µέσης καµπυλότητας του M στο M .

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι

dMt =
√
g(t, x)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

=

√
g(t, x)√
g(0, x)

√
g(0, x)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

=

√
g(t, x)√
g(0, x)

dM.
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Θέτουµε

J(t, x) =

√
g(t, x)√
g(0, x)

και έχουµε dMt = J(t, x)dM . Συνεπώς ισχύει

A(t) =

∫
M

J(t, x)dM. (2.18)

Θα υπολογίσουµε την παράγωγο της συνάρτησης A(t) στο t = 0, δηλαδή

την A′(0). Προς τούτο, αρκεί να υπολογίσουµε την J ′(t, x) = ∂J
∂t

(t, x) και

να εκτιµήσουµε στο σηµείο (0, p0). Επειδή gij(0, p0) = δij έχουµε

J ′(0, p0) =
g′(0, p0)

2
. (2.19)

Αλλά, λόγω της ταυτότητας του λήµµατος 2.2, λαµβάνουµε

g′(0, p0) = g(0, p0)
n∑

i,j=1

gij(0, p0)g′ij(0, p0) =
n∑
i=1

g′ii(0, p0). (2.20)

΄Οµως

g′ii =
∂

∂t
〈Ei, Ei〉 = 2〈∇̃ ∂

∂t
Ei, Ei〉,

όπου ∇̃ η συνοχή Levi-Civita κατά µήκος της φ. Επειδή dφ
([

∂
∂t
, ∂
∂xi

])
=

0, προκύπτει ότι

∇̃ ∂
∂t
Ei = ∇̃ ∂

∂xi
E. (2.21)

Συνεπώς ϑα έχουµε

g′ii = 2〈∇̃ ∂

∂xi
E,Ei〉 = 〈∇dφ( ∂

∂xi
)E,Ei〉 = 2〈∇Ei

E,Ei〉, (2.22)

όπου ∇ η συνοχή Levi-Civita του M . Συµβολίζουµε µε E> και E⊥,

αντίστοιχα, τις προβολές του E(0, x) στον εφαπτόµενο και κάθετο χώρο
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του M στο M . Αντικαθιστώντας την (2.22) στην (2.20) ϑα έχουµε

g′(0, p0)

2
=

n∑
i=1

〈∇Ei
E>, Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
E⊥, Ei〉

= divE> +
n∑
i=1

(
Ei〈E⊥, Ei〉 − 〈E⊥,∇Ei

Ei〉
)

= divE> −
n∑
i=1

〈E⊥,
(
∇Ei

Ei
)⊥〉

= divE> − 〈E⊥,
n∑
i=1

(
∇Ei

Ei
)⊥〉

= divE> − 〈E⊥,
n∑
i=1

B(Ei, Ei)〉

= divE> − 〈E⊥, n ~H〉, (2.23)

όπου έχουµε εκτιµήσει στο σηµείο (0, p0) και divE> είναι η απόκλιση

του διανυσµατικού πεδίου E> στο M . Συνεπώς από (2.19), λόγω της

(2.23), λαµβάνουµε

J ′(0, p0) = div(E>)− 〈E⊥, n ~H〉. (2.24)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι το διανυσµατικό πεδίο E έχει συµπαγές στή-

ϱιγµα και ότι το διάνυσµα µέσης καµπυλότητας είναι κάθετο στο M , ϑα

έχουµε

〈E>, n ~H〉 = 〈E, n ~H〉 και
∫
M

divE>dM = 0,

λόγω του ϑεωρήµατος του Gauss. ΄Αρα, ολοκληρώνοντας την σχέση (2.24)
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στο M ϑα έχουµε

A′(0) =

∫
M

J ′(0, x)dM

=

∫
M

(
divE> − 〈E⊥, n ~H〉

)
dM

=

∫
M

divE>dM −
∫
M

〈E⊥, n ~H〉dM

= −n
∫
M

〈E, ~H〉dM.

Προκειµένου να αποφασίσουµε, στη περίπτωση που τοM είναι ελαχι-

στικό υποπολύπτυγµα τουM , αν το εµβαδόν τουM αυξάνει ή ελαττούται

στις µεταβολές χρειαζόµαστε το παρακάτω.

Θεώρηµα 2.2. (Τύπος ∆εύτερης Μεταβολής του Εµβαδού)

Αν το πεδίο µεταβολήςE είναι παντού κάθετο στοM µε συµπαγές στήριγµα,

τότε ισχύει

A′′(0) =

∫
M

{−
n∑

i,j=1

〈E,B(Ei, Ej)〉2 −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E)

−〈
(
∇EE

)⊥
, n ~H〉+

∣∣∇⊥E∣∣2 + 〈E, n ~H〉2}dM, (2.25)

όπου B είναι η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή του M ⊂ M , ∇⊥ η κάθετη

συνοχή καιK(Ei∧E) η καµπυλότητα τοµής τουM στο επίπεδο που ορίζεται

από τα Ei, E. ΄Εχουµε ϑέσει |∇⊥E|2 =
∑n

i=1 |∇⊥Ei
E|2.

Απόδειξη. Για την απόδειξη αρκεί να υπολογίσουµε την παράγωγο J ′′ και

να εκτιµήσουµε, όπως προηγουµένως, στο σηµείο (0, p0).
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Ισχύει

J ′(t, x) =
1

2

g′(t, x)√
g(t, x)

√
g(0, x)

=
1

2

g′(t, x)

g(t, x)
J(t, x),

ή, λαµβάνοντας υπόψη τη ταυτότητα του Λήµµατος 2.2,

J ′(t, x) =
1

2

n∑
i,j=1

gij(t, x)g′ij(t, x)J(t, x). (2.26)

΄Οµως, παραλείποντας την εκτίµηση στο (t, x), ϑα έχουµε

g′ij =
∂

∂t
〈Ei, Ej〉 = 〈∇̃ ∂

∂t
Ei, Ej〉+ 〈Ei, ∇̃ ∂

∂t
Ej〉. (2.27)

΄Αρα, λαµβάνοντας υπόψη την (2.21), ϑα έχουµε

g′ij = 〈∇̃ ∂

∂xi
E,Ej〉+ 〈Ei, ∇̃ ∂

∂xj
E〉

= 〈∇Ei
E,Ej〉+ 〈Ei,∇Ej

E〉.

Επειδή τοE είναι παντού κάθετο στοM και 〈∇Ei
Ej, E〉 = 〈B(Ei, Ej), E〉,

όπου B είναι η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή, από την παραπάνω σχέση,

προκύπτει ότι

g′ij = 2〈∇Ei
E,Ej〉. (2.28)

Αντικαθιστώντας την (2.28) στην (2.26) έχουµε

J ′ =
n∑

i,j=1

gij〈∇Ei
E,Ej〉J. (2.29)

Συνεπώς ϑα πάρουµε

J ′′ =
∂J ′

∂t
=

n∑
i,j=1

∂gij

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉J +
n∑

i,j=1

gij
(
∂

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉
)
J

+
n∑

i,j=1

gij〈∇Ei
E,Ej〉J ′. (2.30)
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Θα υπολογίσουµε, τώρα, ξεχωριστά τους τρεις όρους της (2.30) και ϑα

εκτιµήσουµε στο σηµείο (0, p0). Για τον πρώτο όρο, παραγωγίζοντας τη

σχέση
∑n

k=1 g
ikgkj = δij, λαµβάνουµε

∂

∂t

(
n∑
k=1

gikgkj

)
= 0 ή

n∑
k=1

∂gik

∂t
gkj = −

n∑
k=1

gik
∂gkj
∂t

.

Εκτιµώντας στο σηµείο (0, p0) ϑα έχουµε

∂gij

∂t
= −∂gij

∂t
= −2〈∇Ei

E,Ej〉.

΄Αρα, ο πρώτος όρος αν εκτιµηθεί στο (0, p0), δίνει

n∑
i,j=1

∂gij

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉J = −2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
E,Ej〉2. (2.31)

Για τον δεύτερο όρο της (2.30) έχουµε

∂

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉 = 〈∇̃ ∂
∂t
∇Ei

E,Ej〉+ 〈∇Ei
E, ∇̃ ∂

∂t
Ej〉.

Η παραπάνω σχέση, λόγω της (2.21) και της ∇̃ ∂
∂t
∇Ei

E = ∇E∇Ei
E, λαµ-

ϐάνει την µορφή

∂

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉 = 〈∇E∇Ei
E,Ej〉+ 〈∇Ei

E, ∇̃ ∂

∂xj
E〉

= 〈R(E,Ei)E,Ej〉+ 〈∇Ei
∇EE,Ej〉

+〈∇Ei
E,∇Ej

E〉, (2.32)

όπου R ο τανυστής καµπυλότητος του M . ΄Αρα, ο δεύτερος όρος της

(2.30), υπολογισµένος στο σηµείο (0, p0), δίνει

n∑
i,j=1

gij
(
∂

∂t
〈∇Ei

E,Ej〉
)
J =
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=
n∑
i=1

〈R(E,Ei)E,Ei〉+
n∑
i=1

〈∇Ei
∇EE,Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉

= −
n∑
i=1

〈R(Ei, E)E,Ei〉+
n∑
i=1

〈∇Ei

(
∇EE

)>
, Ei〉

+
n∑
i=1

〈∇Ei

(
∇EE

)⊥
, Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉

= −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)
+

n∑
i=1

{
Ei〈
(
∇EE

)⊥
, Ei〉 − 〈

(
∇EE

)⊥
,∇Ei

Ei〉
}

+
n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉

= −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)− 〈(∇EE
)⊥
,

n∑
i=1

(
∇Ei

Ei
)⊥〉

+
n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉

= −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)− 〈(∇EE
)⊥
, n ~H〉

+
n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉. (2.33)

Τέλος, λόγω της (2.29), ο τρίτος όρος της (2.30) εκτιµηµένος στο (0, p0)

δίνει

n∑
i,j=1

gij〈∇Ei
E,Ej〉J ′ =

(
n∑
i=1

〈∇Ei
E,Ei〉

)2

=

(
n∑
i=1

{
Ei〈E,Ei〉 − 〈E,∇Ei

Ei〉
})2

= 〈E, n ~H〉2. (2.34)
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Συµπερασµατικά, η (2.30) εκτιµώντας στο (0, p0) δίνει

J ′′ = −2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
E,Ej〉2 −

n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)
−〈
(
∇EE

)⊥
, n ~H〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉+ 〈E, n ~H〉2

= −2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
E,Ej〉2 −

n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)
−〈
(
∇EE

)⊥
, n ~H〉+

n∑
i,j=1

〈∇Ei
E,Ej〉

2
+

n∑
i=1

〈∇⊥Ei
E,∇⊥Ei

E〉

+〈E, n ~H〉2

= −
n∑

i,j=1

〈∇Ei
E,Ej〉2 −

n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)
−〈
(
∇EE

)⊥
, n ~H〉+

∣∣∇⊥E∣∣2 + 〈E, n ~H〉2

= −
n∑

i,j=1

〈E,B(Ei, Ej)〉2 −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E) + div
((
∇EE

)>)
−〈
(
∇EE

)⊥
, n ~H〉+

∣∣∇⊥E∣∣2 + 〈E, n ~H〉
2
, (2.35)

όπου κάναµε χρήση της

〈∇Ei
E,∇Ei

E〉 =
∣∣∣(∇Ei

E
)>∣∣∣2 +

∣∣∣(∇Ei
E
)⊥∣∣∣2

και του γεγονότος ότι στο (0, p0) το {E1, ..., En} είναι ορθοµοναδιαίο πλαί-

σιο.

Ολοκληρώνοντας την (2.35), λαµβάνοντας υπόψη ότι το E έχει συµ-

παγές στήριγµα και εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Gauss λαµβάνουµε

την (2.25).

Θεωρούµε, για τη συνέχεια, ελαχιστικό υποπολύπτυγµα M του πο-

λυπτύγµατος Riemann M . Σύµφωνα µε τον τύπο της πρώτης µεταβολής
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τοM αποτελεί κρίσιµο σηµείο της συνάρτησης εµβαδού A(t) και ο τύπος

δεύτερης µεταβολής λαµβάνει τη µορφή

A′′(0) = −
∫
M

{
n∑

i,j=1

〈E,B(Ei, Ej)〉2 +
n∑
i=1

K(Ei ∧ E)−
∣∣∇⊥E∣∣2}dM.

(2.36)

Ισχύει το παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 2.3. Με τους παραπάνω συµβολισµούς και λαµβάνοντας υπόψη

ότι το E ∈ N(M), έχουµε

1

2
∆ |E|2 = 〈∆⊥E,E〉+

∣∣∇⊥E∣∣2 , (2.37)

όπου ∆⊥E :=
∑n

i=1

(
∇⊥ei∇

⊥
ei
E −∇⊥∇eiei

E
)

και {e1, e2, ..., en} τυχαίο ορ-

ϑοµοναδιαίο πλαίσιο στο M .

Απόδειξη. Λόγω της (1.3) έχουµε

1

2
∆ |E|2 =

1

2
∆〈E,E〉

=
1

2

n∑
i=1

{ei(ei〈E,E〉)− (∇eiei) 〈E,E〉}

=
n∑
i=1

{
ei〈∇⊥eiE,E〉 − 〈∇

⊥
∇eiei

E,E〉
}

=
n∑
i=1

{〈∇⊥ei∇
⊥
ei
E,E〉+ 〈∇⊥eiE,∇

⊥
ei
E〉 − 〈∇⊥∇eiei

E,E〉}

= 〈
n∑
i=1

{∇⊥ei∇
⊥
ei
E −∇⊥∇eiei

E}, E〉+
n∑
i=1

〈∇⊥eiE,∇
⊥
ei
E〉

= 〈∆⊥E,E〉+
∣∣∇⊥E∣∣2 .
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Ολοκληρώνοντας την ταυτότητα του λήµµατος και λαµβάνοντας υπό-

ψη ότι το E έχει συµπαγές στήριγµα, από το ϑεώρηµα απόκλισης του

Gauss έχουµε ∫
M

〈∆⊥E,E〉dM = −
∫
M

∣∣∇⊥E∣∣2dM.

Συνεπώς, η (2.36) λαµβάνει την µορφή

A′′(0) =

∫
M

{−
n∑

i,j=1

〈E,B(Ei, Ej)〉2 −
n∑
i=1

K(Ei ∧ E)}dM

−
∫
M

〈∆⊥E,E〉dM. (2.38)

Επειδή
n∑

i,j=1

〈E,B(Ei, Ej)〉2 =
n∑

i,j=1

〈B(Ei, Ej), E〉〈B(Ei, Ej), E〉

= 〈
n∑

i,j=1

〈B(Ei, Ej), E〉B(Ei, Ej), E〉

και
n∑
i=1

K(Ei ∧ E) =
n∑
i=1

〈R(Ei, E)E,Ei〉

= −
n∑
i=1

〈R(Ei, E)Ei, E〉

= 〈−
n∑
i=1

(
R(Ei, E)Ei

)⊥
, E〉

η (2.38) ϑα λάβει τη µορφή

A′′(0) = −
∫
M

{〈∆⊥E +
n∑

i,j=1

〈B(Ei, Ej), E〉B(Ei, Ej)

−
n∑
i=1

(
R(Ei, E)Ei

)⊥
, E〉}dM. (2.39)
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Για ελαχιστικές υπερεπιφάνειες παίρνουµε την παρακάτω

Πρόταση 2.2. ΄Εστω Mn προσανατολισµένη, ελαχιστική υπερεπιφάνεια

του M
n+1

(c). Αν E είναι κάθετο διανυσµατικό πεδίο της M µε συµπαγές

στήριγµα και ~N το µοναδιαίο και κάθετο διανυσµατικό πεδίο της M , τότε

E = f ~N , όπου f ∈ D(M) έχει συµπαγές στήριγµα, και ισχύει

A′′(0) = −
∫
M

(
∆f + (|A|2 + nc)f

)
fdM. (2.40)

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε την (2.40) αρκεί να υπολογίσουµε τους

όρους της (2.39) για την περίπτωση υπερεπιφάνειας. Επειδή

B(Ei, Ej) = 〈B(Ei, Ej), ~N〉 ~N,

ϑα έχουµε

n∑
i,j=1

〈B(Ei, Ej), E)〉B(Ei, Ej) = f
n∑

i,j=1

〈B(Ei, Ej), ~N〉2 ~N

= f |A|2 ~N.

Λόγω της

(
R(Ei, E)Ei

)⊥
= 〈

(
R(Ei, E)Ei

)⊥
, ~N〉 ~N

= 〈R(Ei, E)Ei, ~N〉 ~N

= f〈R(Ei, ~N)Ei, ~N〉 ~N,
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ϑα έχουµε
n∑
i=1

(
R(Ei, E)Ei

)⊥
= f

n∑
i=1

〈R(Ei, ~N)Ei, ~N〉 ~N

= −f
n∑
i=1

〈R( ~N,Ei)Ei, ~N〉 ~N

= −f
n∑
i=1

K( ~N ∧ Ei) ~N

= −fRic( ~N, ~N) ~N

= −ncf ~N, (2.41)

όπου Ric( ~N, ~N) είναι η καµπυλότητα Ricci του M στη µοναδιαία διεύ-

ϑυνση ~N . Τέλος, αν {e1, e2, ..., en} είναι ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στη M

ϑα έχουµε

∆⊥E =
n∑
i=1

(
∇ei

⊥∇⊥ei(f ~N)−∇⊥∇eiei
(f ~N)

)
=

n∑
i=1

(
∇⊥ei

(
(eif) ~N

)
− (∇eiei(f)) ~N

)
=

n∑
i=1

(
ei(eif) ~N − (∇eiei) (f) ~N

)
=

n∑
i=1

{ei(ei)f − (∇eiei) (f)} ~N

= (∆f) ~N.

Συνεπώς, αντικαθιστώντας στην (2.39) τις παραπάνω εκφράσεις, προκύ-

πτει η Ϲητούµενη σχέση.

Με αφορµή την σχέση (2.39), ορίζουµε τους τελεστές.

B̃ : N(M)→ N(M), V 7→ B̃(V ) :=
n∑

i,j=1

〈B(ei, ej), V )〉B(ei, ej)
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και

R̃ : N(M)→ N(M), V 7→ R̃(V ) :=
n∑
i=1

(
R(ei, V )ei

)⊥
,

όπου {e1, e2, ..., en} είναι ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στο M . Αποδεικνύεται

ότι οι τελεστές B̃ και R̃ είναι ανεξάρτητοι από την επιλογή του ορθοµονα-

διαίου πλαισίου και ότι είναι συµµετρικοί, δηλαδή ισχύουν

〈B̃(V ),W 〉 = 〈V, B̃(W )〉 και 〈R̃(V ),W 〉 = 〈V, R̃(W )〉

για κάθε V,W ∈ N(M), όπου 〈, 〉 το εσωτερικό γινόµενο στο M .

Με τους νέους συµβολισµούς η (2.39) λαµβάνει την µορφή

A′′(0) = −
∫
M

〈∆⊥(E)− R̃(E) + B̃(E), E〉dM

=

∫
M

〈(−∆⊥ + R̃− B̃)E,E〉dM.

Η συνάρτηση

I : N(M)×N(M) −→ R, (V,W ) 7→ I(V,W ),

µε τύπο

I(V,W ) =

∫
M

〈(−∆⊥ + R̃− B̃)V,W 〉dM

λέγεται µορφή δείκτη (index form) τουM στοM . Συµβολίζουµε µεN0(M)

το σύνολο των διαφορίσιµων διανυσµατικών πεδίων του N(M) µε συµπα-

γές στήριγµα. ΤοM ϑα λέγεται ευσταθές (stable) αν I(V, V ) ≥ 0 για κάθε

V ∈ N0(M) και µη ευσταθές (unstable) αν υπάρχει V ∈ N0(M) τέτοιο

ώστε I(V, V ) < 0.

Ο τελεστής J : N(M) −→ N(M), ο οποίος ορίζεται ως εξής

J := −∆⊥ + R̃− B̃,
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λέγεται τελεστής του Jacobi. ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο V ∈ N(M) το

οποίο πληροί τη σχέση J(V ) = 0 ϑα λέγεται πεδίο Jacobi. Ο τελεστής J

αποδεικνύεται ότι είναι ελλειπτικός τελεστής.

Για υπερεπιφάνειες Mn ⊂ Mn+1(c), V = f ~N, όπου f ∈ D(M) µε

συµπαγές στήριγµα, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2, ϑα έχουµε

I(V, V ) = −
∫
M

(
∆f + (|A|2 + nc)f

)
fdM. (2.42)

Πόρισµα 2.1. (Συνθήκη Ευστάθειας) ΄Εστω Mn ⊂ M
n+1

(c) προσανα-

τολισµένη και ελαχιστική υπερεπιφάνεια µε προσανατολισµό ~N . Η Mn

είναι ευσταθής µόνο αν για κάθε Lipschitz συνάρτηση f : Mn −→ R µε

συµπαγές στήριγµα ισχύει∫
M

|∇f |2 dM ≥
∫
M

(|A|2 + nc)f 2dM. (2.43)

Απόδειξη. Η (2.43) προκύπτει άµεσα από την (2.42).





Κεφάλαιο 3

Θεώρηµα Bernstein

3.1 Ελαχιστικοί Κώνοι στον Ευκλείδειο Χώ-

ϱο

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε τη µελέτη των ελαχιστικών κώ-

νων του ευκλειδείου χώρου και τη σχέση τους µε ελαχιστικά υποπολυ-

πτύγµατα της σφαίρας.

΄ΕστωMn υποπολύπτυγµα της µοναδιαίας σφαίρας Sn+k στον Rn+k+1.

Ο κώνος υπεράνω του M , συµβολίζεται µε CM , είναι το σύνολο

CM :=
{
tx ∈ Rn+k+1 : µε x ∈M και t ≥ 0

}
.

Είναι προφανές ότι ο κώνος CM δεν είναι λείος το πολύ στην κορυφή.

Ορίζουµε για κάθε ε ∈ (0, 1) το σύνολο

CMε :=
{
tx ∈ Rn+k+1 : µε x ∈M και t ≥ ε

}
,

43



44 Κεφαλαιο 3. Θεώρηµα Bernstein

το οποίο λέγεται ε-κόλουρος κώνος και είναι λείος παντού ως πολύπτυγµα

µε σύνορο.

Παράδειγµα 3.1. Συµβολίζουµε µε Sq(r) µια σφαίρα διάστασης q στον

ευκλείδειο χώρο Eq+1 µε ακτίνα r. ΄Εστωσαν p, n ϑετικοί ακέραιοι µε

n > p και Mp,n−p = Sp
(√

p
n

)
× Sn−p

(√
n−p
n

)
το γινόµενο των σφαιρών

Sp
(√

p
n

)
και Sn−p

(√
n−p
n

)
.

Το πολύπτυγµα Mp,n−p εµφυτεύεται στην Sn+1(1) ως εξής. ΄Εστωσαν

X1, X2 διανύσµατα των Ep+1 και En−p+1, αντίστοιχα, µε |X1| =
√

p
n

και

|X2| =
√

n−p
n

. Το σηµείο (X1, X2) του En+2 = Ep+1 × En−p+1 είναι στην

Sn+1(1).

Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το Mp,n−p είναι ελαχιστικό υποπολύ-

πτυγµα τηςSn+1(1). Προς τούτο έστω θ(u1, u2, ..., up) και φ(w1, w2, ..., wn−p)

τοπικές παραµετρικές παραστάσεις των Sp(1) και Sn−p(1). Τότε η διανυ-

σµατική συνάρτηση

z(u1, u2, ..., up, w1, w2, ..., wn−p) =

√
p

n
θ(u1, u2, ..., up)

+

√
n− p
n

φ(w1, w2, ..., wn−p)

είναι τοπική παραµετρική παράσταση της Mn,n−p. Θα έχουµε

zui =

√
p

n
θui , ∀i = 1, ..., p και zwj =

√
n− p
n

φwj , ∀j = 1, ..., n− p.

Είναι προφανές ότι το διάνυσµα ξ =
√

n−p
n
θ −

√
p
n
φ είναι µοναδιαίο, εφα-

πτόµενο της Sn+1 και κάθετο στην Mp,n−p. Από τις εξισώσεις Weingarten
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λαµβάνουµε

ξui =

√
n− p
n

θui =

√
n−p
n√
p
n

zui =

√
n− p
p

zui , ∀i = 1, ..., p,

ξwj = −
√
p

n
φwj = −

√
p
n√
n−p
n

zwj = −
√

p

n− p
zwj , ∀j = 1, ..., n− p.

Συνεπώς οι κύριες καµπυλότητες του Mp,n−p είναι οι

k1 = k2 = ... = kp = −
√
n− p
p

,

kp+1 = kp+2 = ... = kn =

√
p

n− p
.

΄Αρα η µέση καµπυλότητα H, του Mp,n−p, είναι

nH =
n∑
l=1

kl = p

(
−
√
n− p
p

)
+ (n− p)

(√
p

n− p

)
= 0.

Επιπλέον, το τετράγωνο της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής ϑα είναι

S =
n∑
l=1

k2
l = p

(√
n− p
p

)2

+ (n− p)
(√

p

n− p

)2

= n.

΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε στη συνέχεια ο κώνος CMp,n−p υπεράνω του

Mp,n−p είναι ελαχιστικός στον Rn+2.

Μια ειδική περίπτωση, για p = 3 και n = 6, ϑα αποδειχθεί χρήσιµη.

Η υπερεπιφάνεια M3,3 = S3
(√

2
2

)
× S3

(√
2

2

)
της S7(1) είναι ελαχιστική

και ο αντίστοιχος κώνος CM3,3, διάστασης 7, είναι επίσης ελαχιστικός

στον R8.

Μας ενδιαφέρει να συγκρίνουµε στοιχεία τουM µε στοιχεία του CMε.

Προς τούτο, έστω ~θ(u1, u2, ..., un), µια τοπική παραµετρική παράσταση

του M . Τότε η
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~x(t, u1, u2, ..., un) := t~θ(u1, u2, ..., un), t ≥ ε

ϑα είναι µια τοπική παραµετρική παράσταση του ε-κόλουρου κώνου

CMε. Θα υπολογίσουµε, στη συνέχεια, τις ϑεµελιώδεις µορφές των M ,

CMε και ϑα δούµε πως συνδέονται µεταξύ τους.

Θέτοντας u0 := t οι συνιστώσες gij, g̃ij των µετρικών των M και CMε

ϑα είναι :

gij = 〈~θui , ~θuj〉, ∀i, j = 1, 2, ..., n, (3.1)

g̃ij = 〈~xui , ~xuj〉, ∀i, j = 0, 1, ..., n, (3.2)

αντίστοιχα.

Επειδή,

~xt = ~θ, ~xui = t~θui , ~xtt = ~0, ~xtui = ~xuit = ~θui , ~xuiuj = t~θuiuj (3.3)

έχουµε ότι,

g̃ij = 〈~xui , ~xuj〉 = t2〈~θui , ~θuj〉 = t2gij, ∀i, j = 1, 2, ..., n (3.4)

g̃tt = 〈~xt, ~xt〉 = 1, (3.5)

g̃it = 〈~xui , ~xt〉 = 0. (3.6)

΄Εστω {ξ1, ξ2, ..., ξk} τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο στον κάθετο χώρο

τουM στην Sn+k. Μεταφέροντας, παράλληλα, κατά µήκος των γενετειρών

του ε-κόλουρου κώνου, οι συνιστώσες της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής,

στην διεύθυνση ξm, των M και CMε ϑα είναι :

bmij = 〈~θuiuj , ξm〉, ∀i, j = 1, 2, ..., n και m = 1, ..., k (3.7)

b̃mij = 〈~xuiuj , ξm〉, ∀i, j = 0, 1, ..., n και m = 1, ..., k, (3.8)
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αντίστοιχα.

Η (3.8) λόγω της (3.3) δίνει

b̃mij = tbmij , b̃
m
it = b̃mtt = 0, ∀i, j = 1, ..., n και m = 1, ..., k. (3.9)

Το τετράγωνο του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής B ενός

υποπολυπτύγµατος M στο M , δίνεται από τη σχέση

|B|2 =
n∑

m,m,r,r=1

gmmgrr〈bmr, bm r〉, (3.10)

όπου gij η επαγόµενη µετρική από το M στο M και

bij = B (~xui , ~xuj) ,

ως προς τοπικό σύστηµα συντεταγµένων.

Συµβολίζουµε µε S το τετράγωνο του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώ-

δους µορφής του M στην Sn+k και µε S̃ το τετράγωνο του µήκους της

δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής του CM στον Rn+k+1, αντίστοιχα. Χρησι-

µοποιώντας τον τύπο (3.10) και τις σχέσεις (3.7),(3.8) ϑα έχουµε

S̃ =
n∑

m,m,r,r=0

g̃mmg̃rr〈b̃mr, b̃m r〉

=
n∑

m,m,r,r=1

g̃mmg̃rr〈b̃mr, b̃m r〉.

=
1

t2

n∑
m,m,r,r=1

gmmgrr〈bmr, bm r〉

=
1

t2
S.

Συµπερασµατικά, προκύπτει η σχέση

S̃ =
1

t2
S. (3.11)
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Θεωρούµε, τώρα, µια διαφορίσιµη συνάρτηση f(t, u1, u2, ..., un) του

CM ή του CMε. Συµβολίζουµε, για κάθε t σταθερό, µε ft τη διαφορίσιµη

συνάρτηση στο M , που ορίζεται ως ft(u1, u2, ..., un) := f(t, u1, u2, ..., un).

Ισχύει η παρακάτω

Πρόταση 3.1. Θεωρούµε ένα ελαχιστικό υποπολύπτυγµα Mn της µονα-

διαίας σφαίρας Sn+k. Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. ∆f = 1
t2

∆(ft) + n
t
∂f
∂t

+ ∂2f
∂t2

,

όπου έχουµε συµβολίσει µε το ίδιο γράµµα ∆ τους τελεστές Laplace στοM

και CMε.

2. Το CMε είναι ελαχιστικό υποπολύπτυγµα του Rn+k+1.

Απόδειξη. 1. Θέτουµε ~xui ≡ ∂
∂ui

, οπότε ~xu0 = ~xt ≡ ∂
∂t
. Απο την έκφραση

της ∆f σε τοπικές συντεταγµένες, σύµφωνα µε την (1.4), ϑα έχουµε

∆f =
1√
g̃

n∑
i,j=0

∂

∂ui
(
√
g̃ g̃ij

∂

∂uj
(f)), (3.12)

όπου g̃ = det(g̃ij). Αν g = det(gij), τότε λόγω των σχέσεων (3.4), (3.5) και

(3.6) ϑα έχουµε ότι

g̃ = det(g̃ij) = det(t2gij) = t2n det(gij) = t2ng. (3.13)

Αντικαθιστώντας στην (3.12) ϑα έχουµε

∆f =
1

tn
√
g

n∑
i,j=0

∂

∂ui

(
tn
√
g g̃ij

∂

∂uj
(f)

)

=
1

tn
√
g
{

n∑
i,j=1

∂

∂ui

(
tn
√
g g̃ij

∂

∂uj
(f)

)
+

n∑
i=1

∂

∂ui

(
tn
√
g g̃it

∂

∂t
(f)

)
+
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+
n∑
j=1

∂

∂t

(
tn
√
g g̃tj

∂

∂uj
(f)

)
+
∂

∂t

(
tn
√
g g̃tt

∂

∂t
(f)

)
}. (3.14)

Από τις σχέσεις (3.4), (3.5) και (3.6) ϑα έχουµε επίσης ότι

g̃ij =
1

t2
gij, g̃it = 0, ∀i = 1, ..., n και g̃tt = 1. (3.15)

΄Αρα η (3.14), λόγω της (3.15), ϑα γίνει,

∆f =
1

tn
√
g

{
tn−2

n∑
i,j=1

∂

∂ui

(
√
g gij

∂

∂uj
(f)

)
+
∂

∂t

(
tn
√
g
∂

∂t
(f)

)}

=
1

t2
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂ui

(
√
g gij

∂

∂uj
(f)

)
+

1

tn
∂

∂t

(
tn

∂

∂t
(f)

)

=
1

t2
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂ui

(
√
g gij

∂

∂uj
(ft)

)
+

1

tn

{
ntn−1 ∂

∂t
(f) + tn

∂

∂t

(
∂

∂t
(f)

)}
=

1

t2
∆(ft) +

n

t

∂

∂t
(f) +

∂

∂t

(
∂

∂t
(f)

)
=

1

t2
∆(ft) +

n

t

∂f

∂t
+
∂2f

∂t2
. (3.16)

2. Από την (3.16) λαµβάνοντας ως f την ~x = t~θ ϑα έχουµε:

∆~x =
1

t2
∆(~xt) +

n

t

∂~x

∂t
+
∂2~x

∂t2
,

από όπου έπεται, µε χρήση της (1.12), ότι

(n+ 1) ~HCM =
1

t2
∆(t~θ) +

n

t
~θ =

n

t
~̃HM +

n

t
~θ, (3.17)

όπου ~HCM το διάνυσµα µέσης καµπυλότητας του CM στον Rn+k+1 και

~̃HM το διάνυσµα µέσης καµπυλότητας τουM στονRn+k+1. Συµβολίζουµε
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µε ~HM το διάνυσµα µέσης καµπυλότητας τουM στην Sn+k. Εφαρµόζον-

τας τη σχέση (1.10), έχουµε

B̃M(Ei, Ei) = BM(Ei, Ei) +BS(Ei, Ei), ∀i = 1, 2, ..., n,

όπου B̃M είναι η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή του M στον Rn+k+1, BM η

δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή του M στην Sn+k, BS η δεύτερη ϑεµελιώδης

µορφή της Sn+k στον Rn+k+1 και {E1, E2..., En} τοπικό ορθοµοναδιαίο

πλαίσιο του M . Αθροίζοντας, ως προς i, ϑα έχουµε,
n∑
i=1

B̃M(Ei, Ei) =
n∑
i=1

BM(Ei, Ei) +
n∑
i=1

BS(Ei, Ei),

δηλαδή,

n ~̃HM = n ~HM +
n∑
i=1

BS(Ei, Ei). (3.18)

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά την (3.18) µε το ~θ παίρνουµε

〈n ~̃HM , ~θ〉 = 〈n ~HM , ~θ〉+
n∑
i=1

〈BS(Ei, Ei), ~θ〉.

Το ~HM είναι κάθετο στο ~θ, άρα ϑα έχουµε

〈n ~̃HM , ~θ〉 =
n∑
i=1

〈BS(Ei, Ei), ~θ〉 =
n∑
i=1

〈A~θ(Ei), Ei〉, (3.19)

όπου A~θ η απεικόνιση Weingarten της Sn+k στον Rn+k+1 στη διεύθυνση

~θ. Για X ∈ ∆(Sn+k) από τον τύπο (1.11) προκύπτει

A~θ(X) = −X

και συνεπώς από την (3.19) έχουµε

〈 ~̃HM , ~θ〉 = −1. (3.20)
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Η σχέση (3.17) δίνει

(n+ 1) ~HCM =
n

t
~̃HM +

n

t
~θ

=
n

t
{ ~HM + 〈 ~̃HM , ~θ〉~θ}+

n

t
~θ,

ή, λόγω της (3.20),

~HCM =
n

t(n+ 1)
~HM ,

από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Θεωρούµε, για τη συνέχεια, µια ελαχιστική και συµπαγή προσανα-

τολισµένη υπερεπιφάνεια Mn της µοναδιαίας σφαίρας Sn+1. Συµβολί-

Ϲουµε µε ~N(t, ~θ) το διαφορίσιµο µοναδιαίο και κάθετο διανυσµατικό πε-

δίο στον ε-κόλουρο κώνο CMε και ϑέτουµε V (t, ~θ) = f(t, ~θ) ~N(t, ~θ), ό-

που f(t, ~θ) είναι µια διαφορίσιµη συνάρτηση που ορίζεται στον CMε µε

f(ε, ~θ) = f(t, ~θ) = 0, για t ≥ 1.

Λήµµα 3.1. Με τους παραπάνω συµβολισµούς ισχύει

I(V, V ) =

∫
[ε,1]×M

(
−∆(ft)− Sf − nt

∂f

∂t
− t2∂

2f

∂t2

)
tn−2fdMε, (3.21)

όπου dMε είναι το στοιχείο όγκου του γινοµένου [ε, 1]×M .

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε S το τετράγωνο του µήκους της δεύτερης

ϑεµελιώδους µορφής του CMε. Από την (2.42) και χρησιµοποιώντας το

γεγονός ότι ο περιβάλλων χώρος είναι ευκλείδειος, ϑα έχουµε

I(V, V ) =

∫
CMε

(
−∆f − fS

)
fdCMε,
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όπου dCMε είναι το στοιχείο όγκου του CMε. Σε τοπικές συντεταγµένες

έχουµε

dCMε =
√

det g̃ij dt ∧ du1 ∧ du2 ∧ ... ∧ dun

=
√
t2n det gij dt ∧ du1 ∧ du2 ∧ ... ∧ dun

= tn
√

det gij dt ∧ du1 ∧ du2 ∧ ... ∧ dun

= tndMε, (3.22)

όπου dMε είναι το στοιχείο όγκου του γινοµένου [ε, 1] ×M . Χρησιµο-

ποιώντας τις σχέσεις (3.11) και (3.16), η παραπάνω σχέση λαµβάνει τη

µορφή

I(V, V ) =

∫
CMε

(
− 1

t2
∆(ft)−

f

t2
S − n

t

∂f

∂t
− ∂2f

∂t2

)
fdCMε

=

∫
CMε

1

t2

(
−∆(ft)− fS − nt

∂f

∂t
− t2∂

2f

∂t2

)
fdCMε

=

∫
CMε

(
−∆(ft)− fS − nt

∂f

∂t
− t2∂

2f

∂t2

)
t−2fdCMε

από όπου προκύπτει η (3.21).

Με αφορµή τη σχέση (3.21), ορίζουµε τους δύο διαφορικούς τελεστές,

L1 : D(M) −→ D(M), f 7−→ L1(f) := −∆f − Sf (3.23)

L2 : D([ε, 1]) −→ D([ε, 1]), g 7−→ L2(g) := −t2g′′ − ntg′. (3.24)

Για τον διαφορικό τελεστή L1 ισχύει το παρακάτω.

Λήµµα 3.2. Ο L1 διαγωνιοποιείται από ένα πλήρες ορθοµοναδιαίο σύ-

στηµα ιδιοσυναρτήσεων {fi}i∈N, από το D(M), µε αντίστοιχες ιδιοτιµές λi

τέτοιες ώστε

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λi ≤ ... −→∞.
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Επιπλέον, για λi 6= λj, έχουµε
∫
M
fifjdM = 0 και αν f ∈ D(M), τότε

f =
∑∞

i=1 aifi, όπου {ai}i∈N οι συνιστώσες της f ως προς το σύστηµα

{fi}i∈N.

Απόδειξη. Ο διαφορικός τελεστής L1 είναι αυστηρά ελλειπτικός, άρα δια-

γωνιοποιείται στον D(M) από ιδιοσυναρτήσεις {fi}, µε αντίστοιχες ιδιο-

τιµές λi τέτοιες ώστε

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λi ≤ ... −→∞.

Λόγω της (1.7) έχουµε ότι ο L1 είναι αυτοπροσαρτηµένος ως προς το

εσωτερικό γινόµενο

(f, g) :=

∫
M

fg dM.

Πραγµατικά, για f, g ∈ D(M), έχουµε

(L1(f), g) =

∫
M

(−∆f − Sf) g dM = −
∫
M

g∆f dM −
∫
M

(Sf)g dM

= −
∫
M

f∆gdM −
∫
M

f(Sg) dM =

∫
M

f (−∆g − Sg) dM

= (f, L1(g)).

Συνεπώς, αν λi 6= λj, από την

(L1(fi), fj) = (fi, L1(fj))

προκύπτει

(λi − λj)(fi, fj) = 0,

από όπου έχουµε ότι
∫
M
fifjdM = 0.

Παίρνοντας ορθογώνια προβολή της f στους ιδιοχώρους, ϑα έχουµε

f =
∑∞

i=1 aifi, όπου ai = (f, fi) =
∫
M
ffidM .
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Για τον τελεστή L2 ισχύει το εξής.

Λήµµα 3.3. Συµβολίζουµε µε D0([ε, 1]) το σύνολο των συναρτήσεων f ∈

D([ε, 1]) µε f(ε) = f(1) = 0. Ο τελεστής L2 διαγωνιοποιείται από ένα πλή-

ϱες σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων {gk}k∈N, από τον D0([ε, 1]), µε αντίστοιχες

ιδιοτιµές δk τέτοιες ώστε

δ1 < δ2 < ... < δk < ... −→∞.

Συγκεκριµένα έχουµε

gk(t) = −t
1−n
2 sin

(
kπ

log ε
log t

)
, δk =

(
kπ

log ε

)2

+
(n− 1)2

4
, k ∈ N.

Επίσης, για i 6= j, έχουµε ότι
∫ 1

ε
gigjt

n−2dt = 0 και αν g ∈ D0([ε, 1]) τότε

υπάρχουν µοναδικές σταθερές {bi} τέτοιες ώστε g =
∑∞

i=1 bigi.

Απόδειξη. Αναζητούµε τις συναρτήσεις g ∈ D0([ε, 1]) που πληρούν την

εξίσωση L2(g) = δg όπου δ ∈ R. Λόγω της (3.24) αυτές προκύπτουν ως

λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

t2g′′ + ntg′ + δg = 0. (3.25)

Παρατηρούµε ότι αυτή είναι τύπου Euler. Εκτελούµε την αλλαγή t = ex

και αυτή ανάγεται σε µια οµογενή, γραµµική διαφορική εξίσωση δεύτε-

ϱης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Πραγµατικά, έχουµε

g′(x) =
∂g

∂t

∂t

∂x
= g′(t)ex, (3.26)

g′′(x) =
∂2g

∂t2
(
∂t

∂x
)2 +

∂g

∂t

∂2t

∂x2
= g′′(t)e2x + g′(t)ex = g′′(t)t2 + g′(x).
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Συνεπώς,

g′′(x)− g′(x) = g′′(t)t2

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην (3.25) έχουµε

g′′ + (n− 1)g′ + δg = 0 (3.27)

και µε τις συνοριακές συνθήκες τώρα να είναι

g(0) = g(log ε) = 0. (3.28)

Για την επίλυση αυτής ϑεωρούµε τη χαρακτηριστική πολυωνυµική εξίσω-

ση

y2 + (n− 1)y + δ = 0.

Για τις ϱίζες της

y1,2 =
(1− n)±

√
(n− 1)2 − 4δ

2
,

διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις

1. Αν ∆ = 0 τότε y1,2 = 1−n
2

. ΄Αρα η λύση της (3.27) σε αυτήν την

περίπτωση ϑα είναι

g(x) = c1 exp(y1x) + c2x exp(y2x)

= c1 exp

(
1− n

2
x

)
+ c2x exp

(
1− n

2
x

)
. (3.29)

Από την (3.29), λόγω της (3.28) έχουµε c1 = c2 = 0 και συνεπώς

έπεται g(x) = 0.
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2. Αν ∆ > 0 τότε y1,2 =
(1−n)±

√
(n−1)2−4δ

2
. ΄Αρα η λύση της (3.27) σε

αυτήν την περίπτωση ϑα είναι

g(x) = c1 exp

(
(1− n) +

√
(n− 1)2 − 4δ

2
x

)

+c2 exp

(
(1− n)−

√
(n− 1)2 − 4δ

2
x

)
. (3.30)

Από την (3.30), λόγω της (3.28), έχουµε c1 = c2 = 0 και συνεπώς

έπεται, επίσης, g(x) = 0.

3. Αν ∆ < 0 τότε y1,2 =
(1−n)±i

√
4δ−(n−1)2

2
. ΄Αρα η λύση της (3.27) σε

αυτή την περίπτωση ϑα είναι

g(x) = c1 exp

(
1− n

2
x

)
cos

(√
4δ − (n− 1)2

2
x

)

+c2 exp

(
1− n

2
x

)
sin

(√
4δ − (n− 1)2

2
x

)
. (3.31)

Από την (3.31), λόγω της (3.28), ϑα έχουµε

c1 = 0

c2 exp

(
1− n

2
log ε

)
sin

(√
4δ − (n− 1)2

2
log ε

)
= 0 (3.32)

Η (3.32) δίνει ή c2 = 0 ή exp
(

1−n
2

log ε
)

sin

(√
4δ−(n−1)2

2
log ε

)
= 0.

1. Αν c2 = 0 τότε λαµβάνουµε ξανά την µηδενική λύση g(x) = 0.

2. Αν exp
(

1−n
2

log ε
)

sin

(√
4δ−(n−1)2

2
log ε

)
= 0 τότε έχουµε,

sin

(√
4δ − (n− 1)2

2
log ε

)
= 0
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ή √
4δ − (n− 1)2

2
log ε = −kπ, k ∈ N

ή √
4δ − (n− 1)2 = − 2kπ

log ε
, k ∈ N

ή

4δ − (n− 1)2 = 4

(
kπ

log ε

)2

, k ∈ N

ή

4δ = 4

(
kπ

log ε

)2

+ (n− 1)2, k ∈ N

ή

δ = δk =

(
kπ

log ε

)2

+
(n− 1)2

4
, k ∈ N (3.33)

Συνεπώς, αντικαθιστώντας την (3.33) στην (3.31), οι ιδιοσυναρτήσεις

του L2, εκτός της µηδενικής, ϑα είναι οι

gk(t) = −t
1−n
2 sin

(
kπ

log ε
log t

)
, k ∈ N.

Επίσης, αν i 6= j, ϑα έχουµε∫ 1

ε

gigjt
n−2 dt =

∫ 1

ε

t−1 sin

(
iπ

log ε
log t

)
sin

(
jπ

log ε
log t

)
dt.

Εκτελώντας την αλλαγή x = π
log ε

log t, έχουµε ότι∫ 1

ε

gigjt
n−2 dt =

∫ 0

π

sin(ix) sin(jx)
log ε

π
dx

= − log ε

π

∫ π

0

sin(ix) sin(jx) dx

= − log ε

π

{
−1

2

∫ π

0

(cos((i+ j)x)− cos((i− j)x) dx

}
=

log ε

2π

{[
sin((i+ j)x)

i+ j

]π
0

−
[

sin((i− j)x)

i− j

]π
0

}
= 0.
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Κανονικοποιούµε τη ϐάση {gi}i∈N, ως προς το εσωτερικό γινόµενο (, )

που ορίζεται ως εξής

(f, h) :=

∫ 1

ε

fhtn−2 dt,

για κάθε f, h ∈ D0([ε, 1]). Συνεπώς, για g ∈ D0([ε, 1]) έχουµε την ανά-

λυση g =
∑∞

i=1 bigi, όπου bi =
(∫ 1

ε
ggit

n−2 dt
)(∫ 1

ε
g2
i t
n−2 dt

)− 1
2
.

Με τους συµβολισµούς που έχουν προηγηθεί και τις υποθέσεις του

Λήµµατος 3.1 ισχύει το εξής.

Λήµµα 3.4. Υπάρχει διαφορίσιµη συνάρτηση f(t, u1, u2, ..., un) του CMε

µε f(ε, u1, ..., un) = f(t, u1, ..., un) = 0, για κάθε t ≥ 1, τέτοια ώστε

I(V, V ) < 0, αν και µόνον αν, ισχύει λ1 + δ1 < 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει διαφορίσιµη συνάρτηση f(t, u1, u2, ..., un)

του CMε µε f(ε, u1, ..., un) = f(t, u1, ..., un) = 0, για κάθε t ≥ 1, τότε

αυτή ϑα έχει την µοναδική ανάλυση

f(t, u1, u2, ..., un) =
∞∑

i,j=1

aijfi(u
1, u2, ..., un)gj(t), όπου aij ∈ R. (3.34)
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Αντικαθιστώντας στη σχέση (3.21) λαµβάνουµε

I(V, V ) =

∫
[ε,1]×M

(L1(f) + L2(f)) tn−2fdMε

=

∫
[ε,1]×M

(
∞∑

i,j=1

{aijgjL1(fi) + aijfiL2(gj)}

)(
tn−2

∞∑
k,l=1

aklfkgl

)
dMε

=

∫
[ε,1]×M

(
∞∑

i,j=1

aij(λi + δj)figj

)(
tn−2

∞∑
k,l=1

aklfkgl

)
dMε

=
∞∑

i,j,k,l=1

aijakl(λi + δj)

∫
[ε,1]×M

figjfkglt
n−2dMε

=
∞∑

i,j,k,l=1

aijakl(λi + δj)

(∫
M

fifk dM

)(∫
[ε,1]

gjglt
n−2 dt

)

=
∞∑

i,j=1

(aij)
2(λi + δj)

(∫
M

fi
2 dM

)(∫
[ε,1]

gj
2tn−2 dt

)
.

Συνεπώς, αν I(V, V ) < 0, τότε υπάρχουν λi, δj τέτοια ώστε λi + δj < 0.

Αλλά, αφού λ1 ≤ λi για κάθε i, και δ1 ≤ δj για κάθε j, έχουµε ότι

λ1 + δ1 < 0. Επιπλέον, αν υποθέσουµε ότι λ1 + δ1 < 0 µπορούµε να

διαλέξουµε f(t, u1, u2, ..., un) := f1(u1, u2, ..., un)g1(t) και ϑα έχουµε

I(V, V ) = (λ1 + δ1)

(∫
[ε,1]

g2
1t
n−2dt

)(∫
M

f 2
1dM

)
< 0,

αφού
∫ 1

ε
g2

1t
n−2dt = − log ε

2
> 0.

Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε µια εκτίµηση της ιδιοτιµής λ1.

Λήµµα 3.5. ΄Εστω Mn συµπαγής και προσανατολισµένη ελαχιστική υπε-

ϱεπιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας Sn+1. Ισχύει λ1 ≤ −n εκτός αν η M

είναι ολικά γεωδαισιακή Sn οπότε λ1 = 0.
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Απόδειξη. Αν η Mn είναι ολικά γεωδαισιακή, τότε επειδή S = 0 ϑα έ-

χουµε L1 = −∆ και συνεπώς λ1 = 0 µε τις υπόλοιπες ιδιοτιµές να είναι

αυστηρά ϑετικές.

Για µια διαφορίσιµη συνάρτηση f ∈ D(M), που δεν είναι η ταυτοτικά

µηδενική συνάρτηση, ϑα ισχύει

λ1 ≤
∫
M
L1(f)f dM∫
M
f 2 dM

. (3.35)

Πραγµατικά, γράφοντας f =
∑∞

i=1 aifi και λόγω της ορθογωνιότητας των

fi, fj, για i 6= j, ϑα έχουµε∫
M
L1(f)f dM∫
M
f 2 dM

=
(L1(f), f)

(f, f)
=

(
∑∞

i=1 aiL1(fi),
∑∞

m=1 amfm)(∑∞
i=1 aifi,

∑∞
j=1 ajfj

)
=

∑∞
i=1 a

2
iλi (fi, fi)∑∞

i=1 a
2
i (fi, fi)

≥
∑∞

i=1 a
2
iλ1 (fi, fi)∑∞

i=1 a
2
i (fi, fi)

= λ1.

Θα αποδείξουµε το λήµµα εφαρµόζοντας την ανισότητα (3.35) για τις

συναρτήσεις που ορίζονται στο M ως εξής

fε := (S + ε)
1
2 , ε > 0

και παίρνοντας το όριο καθώς ε → 0. Θα υπολογίσουµε αρχικά την

λαπλασιανή της fε. Αν {E1, ..., En} είναι τοπικό ορθοµοναδιαίο πλαίσιο

του M τότε,

∆fε =
n∑
i=1

{Ei(Ei(fε))− (∇Ei
Ei) (fε)}

= −1

4
(S + ε)−

3
2

n∑
i=1

(Ei(S))2

+
1

2
(S + ε)−

1
2

n∑
i=1

{Ei(Ei(S))− (∇Ei
Ei) (S)}.
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Επειδή S = |A|2, έχουµε

Ei(S) = 2〈∇Ei
A,A〉. (3.36)

Αντικαθιστώντας παραπάνω την (3.36), λαµβάνουµε,

∆fε = −(S + ε)−
3
2

n∑
i=1

〈∇Ei
A,A〉2 +

1

2
(S + ε)−

1
2 ∆S. (3.37)

Λόγω της (2.3) και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο περιβάλλων χώρος

είναι η Sn+1, έχουµε

∆fε = −(S + ε)−
3
2

n∑
i=1

〈∇Ei
A,A〉2

+(S + ε)−
1
2

(
S(n− S) + |∇A|2

)
. (3.38)

΄Οµως, από την ανισότητα Cauchy-Schwartz, ϑα έχουµε

〈∇Ei
A,A〉 ≤ |∇Ei

A| |A| ή 〈∇Ei
A,A〉2 ≤ |∇Ei

A|2 |A|2

ή
n∑
i=1

〈∇Ei
A,A〉2 ≤

n∑
i=1

|∇Ei
A|2 |A|2 .

∆ηλαδή,
n∑
i=1

〈∇Ei
A,A〉2 ≤ |∇A|2 |A|2 (3.39)

και συνεπώς η (3.38) λόγω της (3.39) ϑα γίνει

∆fε ≥ −(S + ε)−
3
2 |∇A|2 |A|2 + (S + ε)−

1
2

(
S(n− S) + |∇A|2

)
.

΄Αρα,

fε∆fε ≥ −
|∇A|2 S
S + ε

+ S(n− S) + |∇A|2
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= |∇A|2
(

1− S

S + ε

)
+ S(n− S) ≥ S(n− S)

από όπου προκύπτει ότι

−fε∆fε ≤ S(−n+ S) ή − (fε∆fε + fε
2S) ≤ −(n+ ε)S.

Ολοκληρώνοντας στη M την παραπάνω σχέση λαµβάνουµε

−
∫
M

(fε∆fε + fε
2S)dM ≤ −(n+ ε)

∫
M

SdM

ή

lim
ε→0

{
−
∫
M

(fε∆fε + fε
2S)dM

}
≤ −n

∫
M

SdM. (3.40)

Από την (3.35) έχουµε ότι για κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση f ∈ D(M),

που δεν είναι η ταυτοτικά µηδενική συνάρτηση, ισχύει

λ1 ≤
∫
M
L1(f)f dM∫
M
f 2 dM

=
−
∫
M

(f∆f + f 2S)dM∫
M
f 2dM

.

΄Αρα, για κάθε ε > 0 ϑα ισχύει

λ1 ≤
−
∫
M

(fε∆fε + fε
2S)dM∫

M
fε

2dM
. (3.41)

Επειδή η M δεν είναι η ολικά γεωδαισιακή Sn ϑα έχουµε

lim
ε→0

∫
M

fε
2dM =

∫
M

SdM > 0,

οπότε από την (3.41) προκύπτει ότι,

λ1 ≤ lim
ε→0

−
∫
M

(fε∆fε + fε
2S)dM∫

M
fε

2dM
=

limε→0

{
−
∫
M

(fε∆fε + fε
2S)dM

}∫
M
SdM

.

Χρησιµοποιώντας, τώρα, την (3.40) έχουµε άµεσα το Ϲητούµενο, δηλαδή

λ1 ≤ −n.
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Το παρακάτω ϑεώρηµα είναι ουσιώδες για την απόδειξη του ϑεωρή-

µατος του Bernstein.

Θεώρηµα 3.1. (J. Simons [19]) ΄ΕστωMn συµπαγής, ελαχιστική υπερε-

πιφάνεια της Sn+1. Ο κώνος CM είναι µη ευσταθής, για n ≤ 5, εκτός αν η

M είναι ολικά γεωδαισιακή σφαίρα Sn.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ηM δεν είναι η ολικά γεωδαισιακή σφαίρα Sn. Αρκεί

να ϐρούµε πεδίο µεταβολής V του CM τέτοιο ώστε I(V, V ) < 0. Από τα

Λήµµατα 3.3, 3.5 ϑα έχουµε ότι

λ1 + δ1 ≤ −n+

(
n− 1

2

)2

+

(
π

log ε

)2

. (3.42)

Επειδή n ≤ 5, για πολύ µικρό ε, επιτυγχάνουµε λ1 + δ1 < 0. Σύµφωνα

λοιπόν µε το Λήµµα 3.4 υπάρχει µεταβολή V του ε−κόλουρου κώνου,

CMε τέτοια ώστε I(V, V ) < 0. Επεκτείνοντας την παραπάνω µεταβολή V

στο CM ως εξής :

V (t, u1, u2, ..., un) = 0, ∀t ∈ [0, ε].

ϑα έχουµε I(V, V ) < 0 στο CM .

Θα δώσουµε τώρα ένα παράδειγµα µιας συµπαγούς, ελαχιστικής υ-

περεπιφάνειας στην S7, που δεν είναι ολικά γεωδαισιακή σφαίρα, µε τον

αντίστοιχο κώνο υπεράνω αυτής να είναι ευσταθής.

Παράδειγµα 3.2. Θεωρούµε την υπερεπιφάνεια M = S3(
√

2
2

) × S3(
√

2
2

)

της S7. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.1 είναι ελαχιστική υπερεπιφάνεια

της S7 µε τετράγωνο δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής S = 6. Θα δείξουµε
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ότι ο κώνος CM υπεράνω της M , ο οποίος είναι ελαχιστικός λόγω της

Πρότασης 3.1, είναι ευσταθής στον R8. Αρκεί να αποδειχθεί, σύµφωνα µε

το Πόρισµα 2.1, ότι για κάθε συνάρτηση Lipschitz f , µε συµπαγές στήριγµα

στο CM ισχύει ∫
CM

|∇f |2 dCM ≥
∫
CM

f 2S̃dCM,

όπου S̃ το τετράγωνο του µήκους της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής του

CM .

Προς τούτο, ϑεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο W = f2

|~x|2~x στο CM , όπου

~x το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου τουCM και f συνάρτηση Lipsch-

itz στο CM , µε συµπαγές στήριγµα στο CMε, για ε ϑετικό και αρκούντως

µικρό.

Η απόκλιση αυτού του διανυσµατικού πεδίου στον ευκλείδειο χώρο εί-

ναι,

divW = div

(
f 2

|~x|2
~x

)
= f 2 div

(
~x

|~x|2

)
+

〈
~x

|~x|2
,∇f 2

〉
= f 2 div

(
~x

|~x|2

)
+ 2

〈
~x

|~x|2
, f∇f

〉
=

6f 2

|~x|2
+ 2

〈
~x

|~x|2
, f∇f

〉
,

αφού

div

(
~x

|~x|2

)
=

6

|~x|2
.

Ολοκληρώνοντας στο CM λαµβάνουµε∫
CM

divWdCM =

∫
CM

(
6
f 2

|~x|2
+ 2

〈
~x

|~x|2
, f∇f

〉)
dCM
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από όπου προκύπτει ότι,∫
CM

6
f 2

|~x|2
dCM = −2

∫
CM

f

|~x|2
〈~x,∇f〉dCM

≤ 2

∣∣∣∣∫
CM

f

|~x|2
〈~x,∇f〉dCM

∣∣∣∣
≤ 2

∫
CM

|f |
|~x|2
|〈~x,∇f〉|dCM

≤ 2

∫
CM

|f |
|~x|2
|~x| |∇f |dCM

= 2

∫
CM

|f |
|~x|
|∇f |dCM. (3.43)

Με την ϐοήθεια της ανισότητας Hölder προκύπτει

∫
CM

|f |
|~x|
|∇f |dCM ≤

(∫
CM

|f |2

|~x|2
dCM

) 1
2(∫

CM

|∇f |2 dCM
) 1

2

.

΄Αρα από την (3.43) λαµβάνουµε ότι

∫
CM

6
f 2

|~x|2
dCM ≤ 2

(∫
CM

|f |2

|~x|2
dCM

) 1
2(∫

CM

|∇f |2 dCM
) 1

2

ή, υψώνοντας στο τετράγωνο

36

(∫
CM

f 2

|~x|2
dCM

)2

≤ 4

(∫
CM

f 2

|~x|2
dCM

)(∫
CM

|∇f |2 dCM
)

ή

9

∫
CM

f 2

|~x|2
dCM ≤

∫
CM

|∇f |2 dCM.

Επειδή S̃ = 6
|~x|2 , ϑα έχουµε

9

6

∫
CM

f 2S̃dCM ≤
∫
CM

|∇f |2 dCM
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ή ∫
CM

f 2S̃dCM ≤ 2

3

∫
CM

|∇f |2 dCM <

∫
CM

|∇f |2 dCM

από όπου προκύπτει ότι∫
CM

(|∇f |2 − f 2S̃)dCM > 0.

΄Αρα τελικά I(V, V ) > 0 και συνεπώς ο CM είναι ευσταθής.

3.2 Θεώρηµα Bernstein

΄Εστω x0 ∈ Rn. Με Bn
r (x0) έχουµε συµβολίσει την µπάλλα κέντρου x0 και

ακτίνας r στον Rn, δηλαδή

Bn
r (x0) := {x ∈ Rn : |x− x0| < r}.

Για τα παρακάτω χρειαζόµαστε τον τύπο του συνεµβαδού (coarea formu-

la).

΄Εστω M πολύπτυγµα Riemann και f ∈ D(M) µια συνάρτηση Lip-

schitz τέτοια ώστε f−1((−∞, t]) συµπαγές για κάθε t ∈ R. Για κάθε

τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση g ∈ D(M) και t ∈ R ισχύει,∫
f≤t

g |∇f | dM =

∫ t

−∞

(∫
f=r

g dMr

)
dr, (3.44)

όπου dMr είναι το στοιχείο όγκου του υποπολυπτύγµατος f−1(r). Θα

διατυπώσουµε, τώρα, και ϑα αποδείξουµε την ταυτότητα µονοτονίας (mo-

notonicity formula) για τον όγκο ελαχιστικών υποπολυπτυγµάτων Mn

στον ευκλείδειο χώρο Rn+k.
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Πρόταση 3.2. (Ταυτότητα Μονοτονίας) ΄Εστω Mn ελαχιστικό υποπο-

λύπτυγµα του Rn+k και x0 ∈ Rn+k. Για s, t ∈ R µε 0 < s < t ισχύει

Vol (Bn+k
t (x0) ∩M)

tn
− Vol (Bn+k

s (x0) ∩M)

sn

=

∫
((Bn+k

t (x0)\(Bn+k
s (x0))∩M

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|x− x0|n+2 dM, (3.45)

όπου (x− x0)⊥ η κάθετη συνιστώσα του x− x0 στο Mn.

Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f στο M µε τύπο f(x) = |x− x0|.

Επειδή το M είναι ελαχιστικό υποπολύπτυγµα, αν {E1, E2, ..., En} είναι

ορθοµοναδιαίο πλαίσιο αυτού, ϑα έχουµε

∆f 2 =
n∑
i=1

{
Ei(Eif

2)− (∇Ei
Ei) f

2)
}

= 2
n∑
i=1

{
〈∇Ei

Ei −∇Ei
Ei, x− x0〉+ 〈Ei, Ei〉

}
= 2

n∑
i=1

{〈B(Ei, Ei), x− x0〉+ 〈Ei, Ei〉}

= 2n,

όπου ∆ ο τελεστής Laplace στο M , B η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή και

∇, ∇ οι συνοχές των Mn και Rn+k αντίστοιχα. Ολοκληρώνοντας την
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τελευταία σχέση και χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Gauss έχουµε

2nVol({f ≤ r}) =

∫
f≤r

∆f 2dM

=

∫
f≤r

div∇f 2dM

= 2

∫
f≤r

div (x− x0)>dM

= 2

∫
f=r

〈(x− x0)>, N〉dMr

= 2

∫
f=r

∣∣(x− x0)>
∣∣ dMr, (3.46)

όπου (x − xo)
> η εφαπτοµενική συνιστώσα του x − x0 στο Mn, N το

εξωτερικό µοναδιαίο κάθετο του υποπολυπτύγµατος f−1(r) στο f ≤ r

και dMr το στοιχείο όγκου του υποπολυπτύγµατος f−1(r) του M όπου r

κανονική τιµή της f . Από την σχέση (3.44) έχουµε ότι

Vol({f ≤ r}) =

∫
f≤r
|∇f |−1 |∇f | dM

=

∫ r

0

(∫
f=t

|∇f |−1 dMt

)
dt

=

∫ r

0

(∫
f=t

|x− x0|
|(x− x0)>|

dMt

)
dt. (3.47)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.46), (3.47) λαµβάνουµε

d

dr

(
Vol ({f ≤ r})

rn

)
=

1

rn

∫
f=r

|x− x0|
|(x− x0)>|

dMr −
nVol ({f ≤ r})

rn+1

=
1

rn

∫
f=r

|x− x0|
|(x− x0)>|

dMr −
1

rn+1

∫
f=r

∣∣(x− x0)>
∣∣ dMr

=
1

rn+1

∫
f=r

{
|x− x0|2

|(x− x0)>|
−
∣∣(x− x0)>

∣∣} dMr
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=
1

rn+1

∫
f=r

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|(x− x0)>|
dMr.

Ολοκληρώνοντας την τελευταία σχέση έχουµε∫ t

s

d

dr

(
Vol ({f ≤ r})

rn

)
dr =

∫ t

s

1

rn+1

(∫
f=r

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|(x− x0)>|
dMr

)
dr

ή
Vol ({f ≤ t})

tn
− Vol ({f ≤ s})

sn
=

=

∫ t

s

(∫
f=r

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|(x− x0)>| |x− x0|n+1 dMr

)
dr

=

∫ t

0

(∫
f=r

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|(x− x0)>| |x− x0|n+1 dMr

)
dr

−
∫ s

0

(∫
f=r

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|(x− x0)>| |x− x0|n+1 dMr

)
dr

ή, λόγω της (3.44),

Vol (Bn+k
t (x0) ∩M)

tn
− Vol (Bn+k

s (x0) ∩M)

sn

=

∫
f≤t

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|x− x0|n+2 dM −
∫
f≤s

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|x− x0|n+2 dM

=

∫
((Bn+k

t (x0)\(Bn+k
s (x0))∩M

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|x− x0|n+2 dM.

΄Ενα άµεσο αποτέλεσµα είναι το παρακάτω

Πόρισµα 3.1. ΄ΕστωMk ελαχιστικό υποπολύπτυγµα του Rn και x0 ∈ Rn.

Η συνάρτηση Θx0 : (0,+∞)→ R, µε τύπο

Θx0(s) =
Vol (Bn

s (x0) ∩M)

Vol (Bk
s (x0))

, (3.48)
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είναι αύξουσα. Επιπλέον είναι σταθερή, αν και µόνον αν, τοM είναι κώνος

µε κορυφή το x0. Στην περίπτωση όπου x0 ∈ M ισχύει Θx0(s) ≥ 1 και αν

Θx0(s) = 1, για κάποιο s > 0, τότε Bn
s (x0) ∩M = Bk

s (x0).

Απόδειξη. Η Θx0(s) είναι προφανώς αύξουσα λόγω της (3.45). Αν, τώρα,

υποθέσουµε ότι η Θx0(s) είναι σταθερή, τότε πάλι λόγω της (3.45), για

0 < s1 < s2, ϑα έχουµε∫
((Bn

s2
(x0)\(Bn

s1
(x0))∩M

∣∣(x− x0)⊥
∣∣2

|x− x0|k+2
dM = 0.

΄Αρα (x − x0)⊥ = 0 ταυτοτικά, δηλαδή το M είναι κώνος µε κορυφή το

x0. Αντίστροφα, πάλι λόγω της (3.45), προκύπτει ότι η συνάρτηση Θx0(s)

είναι σταθερή. Επιπλέον, αν x0 ∈ M , αφού το M είναι λείο παντού, ϑα

έχουµε

lim
s→0

Θx0(s) ≥ 1

και επειδή Θx0(s) αύξουσα προκύπτει ότι Θx0(s) ≥ 1 για κάθε s ϑετικό.

Τέλος, αν Θx0(s) = 1 για κάποιο s > 0 ϑα έχουµε, σύµφωνα µε τα

προηγούµενα, ότι το M είναι κώνος µε κορυφή x0. Επειδή όµως το M

είναι λείο παντού προκύπτει ότι το M ϑα είναι ανοιχτό υποσύνολο ενός

k-επίπεδου και συνεπώς Bn
s (x0) ∩M = Bk

s (x0).

Ορισµός 3.1. Η παραπάνω συνάρτηση Θx0 λέγεται συνάρτηση πυκνότη-

τας (density function) του Μ ως προς το x0. Επίσης το όριο

lim
s→0

Θx0(s),

το οποίο υπάρχει πάντα λόγω της µονοτονίας της Θx0 , λέγεται πυκνότητα

της M στο σηµείο x0 (density at x0).
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Σύµφωνα µε το κλασσικό ϑεώρηµα Bernstein, κάθε λύση u : R2 → R

της ελαχιστικής εξίσωσης, που ορίζεται σε όλο το R2 είναι της µορφής

u(x, y) = αx + βy + γ, όπου α, β, γ ∈ R, δηλαδή µια οµοπαραλλη-

λική συνάρτηση (affine function). Στην προσπάθεια γενίκευσης αυτού

του αποτελέσµατος σε µεγαλύτερες διαστάσεις αναπτύχθηκαν καινούρ-

γιες ϑεωρίες : Η ϑεωρία των πτυγµάτων µεταβολών (varifolds) και κυρίως

η γεωµετρική ϑεωρία µέτρου. Συνέπεια αυτής της προσπάθειας, µεταξύ

άλλων, ήταν να γενικευθεί σταδιακά το παραπάνω αποτέλεσµα µέχρι τη

διάσταση 7, και να ϐεβαιωθεί ότι για διάσταση 8 και άνω υπάρχουν λύσεις

που δεν είναι οµοπαραλληλικές. Πιο συγκεκριµένα ισχύει

Θεώρηµα 3.2. (J. Simons [19]) Αν u : Rn −→ R, (x1, x2, ..., xn) 7→

u(x1, x2, ..., xn) µε n ≤ 7, είναι λύση της εξίσωσης ελαχιστικότητας σε όλο

το Rn, τότε η u(x1, x2, ..., xn) είναι οµοπαραλληλική.

Η πλήρης απόδειξη χρησιµοποιεί σε ϐάθος την ϑεωρία των πτυγµάτων

µεταβολών καθώς επίσης και λεπτές τεχνικές της γεωµετρικής ϑεωρίας

µέτρου, που εισήχθησαν κυρίως από τον W.H. Fleming στο [10], προκει-

µένου να εξετάσει ιδιάζουσες καταστάσεις στο πρόβληµα του Plateau.

Θα παρουσιάσουµε απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2 για n ≤ 5 µε τη

ϐοήθεια της γεωµετρικής ανάλυσης, που δόθηκε από τους R. Schoen, L.

Simon και S.T. Yau [17]. Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε την απόδειξη

που γίνεται µε την ϐοήθεια των πτυγµάτων µεταβολών για n ≤ 7. Πιο

συγκεκριµένα πρώτα ϑα αποδείξουµε την

Πρόταση 3.3. (Schoen-Simon-Yau) Αν u : Rn −→ R, µε n ≤ 5, είναι
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λύση της εξίσωσης ελαχιστικότητας σε όλο το Rn, τότε η u είναι οµοπαραλ-

ληλική.

Για την απόδειξη αυτής χρειαζόµαστε το παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 3.6. ΄Εστω Gu το γράφηµα µιας συνάρτησης u : Rn −→ R που

πληροί την εξίσωση ελαχιστικότητας. Αν f είναι µη αρνητική συνάρτηση

Lipschitz, µε συµπαγές στήριγµα στο Gu, τότε ισχύει∫
Gu

|A|2pf 2pdGu ≤ C(n, p)
∫

Gu

|∇f |2p dGu. (3.49)

όπου p ∈ [2, 2 +
√

2/n) και C(n, p) µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο

από τα p, n. Επιπλέον |A| είναι το µήκος της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής

του γραφήµατος Gu της u στον Rn+1 και dGu το στοιχείο όγκου του Gu.

Απόδειξη. Για λόγους ευκολίας παραλείπουµε το στοιχείο όγκου στα ο-

λοκληρώµατα. Απο την συνθήκη ευστάθειας (2.43), για τυχαία f µε τις

παραπάνω ιδιότητες ϑα έχουµε ότι∫
Gu

|A|2 f 2 ≤
∫

Gu

|∇f |2.

Θέτοντας όπου f την |A|1+q f , για q ∈ [0,
√

2/n), και αντικαθιστώντας

παραπάνω, έχουµε∫
Gu

|A|4+2q f 2 ≤
∫

Gu

∣∣∇(|A|1+q f)
∣∣2

= (1 + q)2

∫
Gu

f 2 |A|2q |∇|A||2

+

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2

+2(1 + q)

∫
Gu

f |A|1+2q 〈∇|A| ,∇f〉. (3.50)
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Από την ταυτότητα

1

2
∆|A|2 = |A|∆|A|+ |∇|A||2

και την ανισότητα (2.15) λαµβάνουµε

|A|∆|A|+ |A|4 ≥ 2

n
|∇|A||2. (3.51)

Πολλαπλασιάζοντας την (3.51) µε |A|2q f 2 και ολοκληρώνοντας στο Gu ϑα

έχουµε

2

n

∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 ≤
∫

Gu

|A|2q+1 f 2∆|A|+
∫

Gu

|A|4+2q f 2. (3.52)

΄Οµως,

div
(
|A|2q+1 f 2∇|A|

)
= |A|2q+1 f 2∆|A|+ 〈∇

(
|A|2q+1 f 2

)
,∇|A|〉.

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση στο Gu και χρησιµοποιώντας το

ϑεώρηµα Gauss, λαµβάνουµε∫
Gu

|A|2q+1 f 2∆|A| = −2

∫
Gu

f |A|2q+1 〈∇f,∇|A|〉

−(2q + 1)

∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 . (3.53)

Συνεπώς η (3.52) λόγω της (3.53) λαµβάνει τη µορφή

2

n

∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 ≤
∫

Gu

|A|4+2q f 2

−2

∫
Gu

f |A|2q+1 〈∇f,∇|A|〉

−(2q + 1)

∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 . (3.54)
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Προσθέτοντας κατά µέλη τις (3.50), (3.54) ϑα έχουµε(
2

n
− q2

)∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 ≤

≤
∫

Gu

|A|2+2q |∇f |2 + 2q

∫
Gu

f |A|1+2q 〈∇|A| ,∇f〉

≤
∫

Gu

|A|2+2q |∇f |2 + 2q

∫
Gu

f |A|1+2q |∇|A|| |∇f | . (3.55)

Με τη ϐοήθεια της ανισότητας (1.8) µε a = f |A|q |∇|A|| και b = |A|1+q |∇f |

ϑα έχουµε ότι ο δεύτερος όρος στο δεύτερο µέλος της (3.55) ϑα είναι

2q

∫
Gu

f |A|1+2q |∇|A|| |∇f | ≤

qε

∫
Gu

f 2 |A|2q |∇|A||2 +
q

ε

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 .

΄Αρα η (3.55) ϑα γίνει, λόγω του παραπάνω,(
2

n
− q2

)∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 ≤
∫

Gu

|A|2+2q |∇f |2

+qε

∫
Gu

f 2 |A|2q |∇|A||2 +
q

ε

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 ,

από όπου προκύπτει ότι(
2

n
− q2 − qε

)∫
Gu

|A|2q f 2 |∇|A||2 ≤
(

1 +
q

ε

)∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 .

(3.56)

Στη συνέχεια ϑα κάνουµε ξανά χρήση της (3.50), από την οποία, χρησι-

µοποιώντας την ανισότητα των Cauchy-Schwartz, ϑα έχουµε∫
Gu

|A|4+2q f 2 ≤ (1 + q)2

∫
Gu

f 2 |A|2q |∇|A||2

+

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2

+2(1 + q)

∫
Gu

f |A|1+2q |∇|A|| |∇f | . (3.57)
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Εφαρµόζοντας την ανισότητα (1.8) για ε = 1, a = (1 + q)f |A|q |∇|A|| και

b = |A|1+q |∇f | στον τελευταίο όρο του δεύτερου µέλους της (3.57) ϑα

έχουµε

2(1 + q)

∫
Gu

f |A|1+2q |∇|A|| |∇f | ≤∫
Gu

(1 + q)2f 2 |A|2q |∇|A||2 +

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 . (3.58)

Η (3.57) λόγω της (3.58) ϑα λάβει την µορφή∫
Gu

|A|4+2q f 2 ≤ 2(1 + q)2

∫
Gu

f 2 |A|2q |∇|A||2

+2

∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 ,

και συνεπώς λόγω της (3.56), για ε <
2
n
−q2

q
, ϑα έχουµε τελικά ότι

∫
Gu

|A|4+2q f 2 ≤

(
2(1 + q)2

(
1 + q

ε

)(
2
n
− q2 − qε

) + 2

)∫
Gu

|A|2+2q |∇f |2 . (3.59)

Θέτοντας p = q + 2 έχουµε p ∈ [2, 2 +
√

2/n) και ϐάζοντας όπου f την

fp η (3.59) ϑα γίνει∫
Gu

|A|2p f 2p ≤ C(n, p)
∫

Gu

(
|A|2p−2 f 2p−2

) (
|∇f |2

)
,

όπου

C(n, p) =

(
2(1 + q)2

(
1 + q

ε

)(
2
n
− q2 − qε

) + 2

)
p2.

Χρησιµοποιώντας, τώρα, την ανισότητα Hölder στο δεύτερο µέλος ϑα έ-

χουµε∫
Gu

|A|2p f 2p ≤ C(n, p)
(∫

Gu

|A|2p f 2p

) p−1
p
(∫

M

|∇f |2p
) 1

p

. (3.60)



76 Κεφαλαιο 3. Θεώρηµα Bernstein

Από την (3.60) λαµβάνουµε τελικά∫
Gu

|A|2p f 2p ≤ C(n, p)
∫

Gu

|∇f |2p ,

όπου C(n, p) =
(
C(n, p)

)p
.

Απόδειξη της Πρότασης 3.3. Θεωρούµε για κάθε r ≥ 1 τη συνάρτηση η :

[0,+∞) −→ R που ορίζεται ως

η(x) =


1 , για x ≤ r

log x , για r < x ≤ 2r

0 , για x > 2r

για την οποία ισχύει η′(x) ≤ 1
x
< 1

r
. Εφαρµόζουµε στη συνέχεια το Λήµµα

3.6 για f : Rn+1 −→ R, f(x) := η(|x|) και 2p = 4 +
√

7/5 < 4 +
√

8/n.

Η f έχει προφανώς συµπαγές στήριγµα στο Gu και ισχύει |∇f | < 1
r
. ΄Αρα∫

Bn+1
r ∩Gu

|A|4+
√

7/5 dGu ≤ C(n, p)
∫
Bn+1

2r ∩Gu

|∇f |4+
√

7/5 dGu

≤ C(n, p)
Vol
(
Bn+1

2r ∩Gu

)
r4+
√

7/5
.

΄Οµως, λόγω του Πορίσµατος 1.1, ϑα έχουµε∫
Bn+1

r ∩Gu

|A|4+
√

7/5 dGu ≤ C(n, p)2n−1 Vol (Sn1 )

r4+
√

7/5−n
.

Επειδή το γράφηµα ορίζεται σε ολόκληρο το Rn παίρνοντας το όριο για

r → ∞, λαµβάνουµε |A| = 0. Συνεπώς το γράφηµα είναι υπερεπίπεδο

και ως εκ τούτου η u είναι οµοπαραλληλική.
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Περιγραφή της απόδειξης του Θεωρήµατος 3.2. ΄Εστω u(x1, x2, ..., xn) µια

λύση της ελαχιστικής εξίσωσης (1.18). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υ-

ποθέτουµε ότι ισχύει u(0, 0, ..., 0) = 0. Σύµφωνα µε τη Πρόταση 1.2 το

γράφηµα Σ = Gu της u έχει απόλυτο ελάχιστο εµβαδό, µεταξύ υπερεπι-

ϕανειών του Rn+1 µε κοινό σύνορο ∂D, όπου D συµπαγής τόπος του Σ.

Συµβολίζουµε µε ~x(x) = (x, u(x)), όπου x = (x1, x2, ..., xn), το διάνυσµα

ϑέσης του Σ ως προς την αρχή O. Για κάθε ϑετικό πραγµατικό αριθµό r,

οι συναρτήσεις ur που ορίζονται ως

ur(x) :=
1

r
u(rx)

πληρούν την εξίσωση ελαχιστικότητας (1.18) και ορίζουν γραφήµατα Σr =

Gur µε την ιδιότητα ευστάθειας και διάνυσµα ϑέσης

~yr(x) = (x, ur(x)) =
1

r
(rx, u(rx)) =

1

r
~x(rx).

Συνεπώς |~yr(x)| = 1
r
|~x(rx)| και για |~x| ≤ r ϑα έχουµε |~yr| ≤ 1. ΄Αρα,

αν περιοριστούµε στο τµήµα της Σ που περιέχεται στη µπάλλα Bn+1
r (O),

τότε το αντίστοιχο τµήµα της Σr ϑα περιέχεται στην Bn+1
1 (O) και ϑα έχει

σύνορο στην ∂Bn+1
1 (O) = Sn1 (O).

Ο W.H. Fleming στο [10] ϑεωρεί την οικογένεια των Σr και αποδεικνύ-

ει, µε τη ϐοήθεια της γεωµετρικής ϑεωρίας µέτρου, ότι µια υπακολουθία

συγκλίνει µε την έννοια των πτυγµάτων µεταβολών στην Σ∞, η οποία είναι

κωνική υπερεπιφάνεια στον Rn+1, ελαχιστική και ευσταθής ως προς το

σύνορο της στην Sn1 (O). Στη συνέχεια απέδειξε, µε τη ϐοήθεια της ταυ-

τότητας µονοτονίας (Πρόταση 3.2), ότι αν η Σ∞ ⊂ Rn είναι δίσκος τότε η

Σ είναι υπερεπίπεδο και συνεπώς η λύση u : Rn −→ R της ελαχιστικής

εξίσωσης (1.18) είναι οµοπαραλληλική.
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Ο E. De Giorgi στο [7], αµέσως µετά, απέδειξε ότι, αν κάθε ελαχιστικός

και ευσταθής n-διάστατος κώνος στον Rn+1 είναι δίσκος τότε κάθε λύση

u : Rn+1 −→ R της ελαχιστικής εξίσωσης είναι οµοπαραλληλική.

Η διαδικασία του W.H. Fleming, το αποτέλεσµα του E. De Giorgi σε

συνδυασµό µε το Θεώρηµα 3.1 αποδεικνύουν το Θεώρηµα 3.2.

Παρατήρηση 3.1. Το Θεώρηµα 3.2 δεν ισχύει για n ≥ 8, όπως απέδειξαν

οι E. Bombieri, E. De Giorgi και E. Giusti στο [4] οι οποίοι ξεκινώντας

από τον κώνο του Simons (Παράδειγµα 3.2) έδειξαν την ύπαρξη λείων, µη

οµοπαραλληλικών λύσεων.
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Summary

In 1915, Bernstein [2] proved that if u : R2 −→ R is an entire C2

solution of the minimal surface equation

div

 ∇u√
1 + |∇u|2

 = 0,

then u must be linear (i.e. u(x, y) = ax+ by + c, where a, b, c ∈ R).

The result mentioned above is widely known as the classical Bern-

stein’s theorem. Several proofs based on Complex Analysis have been

obtained by L. Bers [3], J. Nitche [15]. In 1952, E. Heinz [11] gave a

proof of Bernstein’s theorem using methods from the theory of Partial

Differential Equations and estimating the square norm of the second

fundamental form of the graph of u.

In 1962, W.H. Fleming [10] using Geometric Measure Theory te-

chniques reduced the problem of proving Bernstein’s theorem for any

dimension n to proving the following argument: if K is a n-dimensional

stable minimal cone inRn+1 with vertex at the origin and boundary on the

unit sphere centered at the origin, then K is a Euclidean n-dimensional

disk. He then proved his argument for n = 2 and thus he obtained
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another proof of the classical Bernstein’s theorem without using Com-

plex Analysis. Furthermore, the advantage of this method is that it

provides for the first time, real hopes of proving the general Bernstein

theorem.

The first step in that direction was made by E. De Giorgi [7] in 1965.

He showed that the validity of the statement about stable minimal n-

dimensional cones in Rn+1 implies Bernstein’s Theorem for minimal

graphs over Rn+1 in Rn+2. This proved Bernstein’s theorem for n = 3.

In 1966, F.J. Almgren [1] using Geometric Measure Theory proved W.H.

Fleming’s argument for n = 3. Combining this with E. De Giorgi’s result

he gave a proof of the Bernstein’s theorem for n = 4.

In 1968, J. Simons [19] extends the Bernstein theorem up to dimen-

sion 7 by proving W.H. Fleming’s argument for minimal n-dimensional

cones in Rn+1 for n ≤ 6, using the stability of minimal cones. In parti-

cular, he proved that every n-dimensional minimal cone K in Rn+1 is

unstable for n ≤ 6, unless K is a n-dimensional plane. Using E. De

Giorgi’s modification of W.H. Fleming’s argument, it follows that Bern-

stein’s theorem holds for n ≤ 7. In the same paper, J. Simons gave an

example of a 7-dimensional minimal cone in R8 which is locally stable.

In 1969, E. Bombieri, E. De Giorgi and E. Giusti [4] proved that

the cone of J. Simons, is not only locally stable but absolutely area -

minimizing with respect to its boundary. They also proved that for n ≥

8 Bernstein’s theorem is false by proving the existence of a complete

minimal graph in Rn, n ≥ 9, which is not hyperplane.

In 1975, R. Schoen, L. Simon and S.T. Yau [17] gave estimates on



the length of the second fundamental form of stable minimal hypersur-

faces, using Geometric Analysis. A new proof of Bernstein’s theorem,

for n ≤ 5, arose from these estimates.

In 1976, L. Simon [18] proved the Bernstein theorem for n ≤ 7

using Geometric Measure Theory and Geometric Analysis by estimating

again, the length of the second fundamental form.

We should note that in 1961 J. Moser [14] had already proved that

if u : Rn −→ R is a smooth entire solution of the minimal surface equa-

tion with bounded gradient, then u is affine. Moreover, K. Ecker and

G. Huisken in [9] improved J. Moser’s theorem under the assumption

that the gradient of u satisfies

|∇u(x)| = o(
√
|x|2 + |u(x)|2).

The aim of the present master thesis is to prove the Bernstein the-

orem for n ≤ 7. The thesis is organized as follows: In the first chapter,

we recall the notions from Riemannian Geometry and the submanifolds

theory that will be used in the sequel. In the second chapter, we prove

J. Simons’ formula for the square length of the second fundamental

form of a minimal hypersurface in a space form. As a result a useful

inequality is obtained. We, also, derive the first and second variation

formulas of area. Then, the notion of stability of minimal submanifolds

is discussed.

In the last chapter, we present the techniques developed by J.Simons

in [19], in order to investigate the stability of minimal cones and we

give an example of a minimal cone in R8 which is absolutely area-



minimizing. We present the proof of Bernstein’s theorem for n ≤ 5

due to R. Schoen, L. Simon and S.T. Yau [17]. Finally, we describe J.

Simons’ proof of the Bernstein theorem, for n ≤ 7.




