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Εισαγωγή

΄Εστω k ένα σώµα καιR = k[x1, x2, · · · , xn] ο δακτύλιος πολυωνύµων στις n ≥ 2 µεταβλητές.
Ο Jean Pierre Serre το 1955 στο διάσηµο άρθρο του "Faisceaux algebriques coherents",

έχοντας σαν ϐάση κάποια γεωµετρικά αποτελέσµατα, παρατήρησε ότι : ‘‘On ignore s’il existe

des A-modules projectifs de type fini qui ne soient pas libres’’ [31, page 243], δηλαδή:
«∆εν είναι γνωστό αν υπάρχουν πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα τα οποία

δεν είναι ελεύθερα». ΄Εκτοτε, και προς απογοήτευσή του, η ϑετική απάντηση στο πρόβληµα
που εµπεριέχει η παρατήρηση αυτή έγινε γνωστή ως:

Εικασία του Serre (1955): Αν k είναι ένα σώµα, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προ-

ϐολικό πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου πολυωνύµων k[t1, . . . , tn] είναι ελεύθερο.

Κατά την εικοσαετία 1955-1975 διάφοροι ερευνητές, αναπτύσσοντας νέες µεθόδους και
ϑεωρίες προσπάθησαν να επιλύσουν και να δώσουν µία ϑετική απάντηση στην Εικασία του
Serre. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση µιας µεταβλητής είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η
εικασία του Serre έχει ϑετική απάντηση, ως συνέπεια του ότι ο δακτύλιος k[x] είναι περιοχή
κυρίων ιδεωδών. Επίσης στην κατηγορία των ϐαθµωτών προτύπων είναι σχετικά εύκολο, µε
χρήση οµολογικής άλγεβρας, να δει κανείς ότι κάθε ϐαθµωτό (πεπερασµένα παραγόµενο)
προβολικό k[t1, . . . , tn] είναι ϐαθµωτό ελεύθερο. Για την περίπτωση n ≥ 2, αποδείχθηκαν
κατά τη χρονική περίοδο 1955-1975 αρκετά αποτελέσµατα τα οποία έδωσαν ϑετική απάντη-
ση στην εικασία του Serre σε µερικές περιπτώσεις ή υπό διάφορες επιπρόσθετες συνθήκες.
Τα πιο αξιοσηµείωτα ήταν τα εξής :

(α) Το 1958 ο Seshadri, ϐλέπε [30], απέδειξε την εικασία του Serre στην περίπτωση των
δύο µεταβλητών.

(β) Το 1972 οι Murthy και Towber, ϐλέπε [20], απέδειξαν την εικασία στην περίπτωση
των τριών µεταβλητών υποθέτοντας ότι το σώµα k είναι αλγεβρικά κλειστό.

Σηµειώνουµε ότι η εικασία του Serre έχει αρνητική απάντηση όταν ο δακτύλιος k είναι
δακτύλιος διαίρεσης και όχι σώµα όπως έδειξαν οι Ojanguren και Sridharan, ϐλέπε [23].
Αναλυτικότερα οι Ojanguren και Sridharan κατασκεύασαν ένα πεπερασµένα παραγόµενο
προβολικό D-πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου πολυωνύµων D[x1, x2], όπου D είναι ένας
µη-µεταθετικός δακτύλιος διαίρεσης, το οποίο δεν είναι ελεύθερο.

Τον Ιανουάριο του 1976, οι µαθηµατικοί Daniel Quillen και Andrei Suslin απέδειξαν
ανεξάρτητα και µε διαφορετικές µεθόδους την εικασία του Serre. Αναλυτικότερα οι Quillen
και Suslin απέδειξαν το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα των Quillen και Suslin (1976): Αν k είναι ένα σώµα, τότε κάθε πεπερασµένα

παραγόµενο προβολικό πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου πολυωνύµων k[t1, . . . , tn] είναι

ελεύθερο.

Η έρευνα στο χρονικό διάστηµα 1955-1975 γύρω από την εικασία του Serre οδήγησε,
µεταξύ άλλων, στην ανάπτυξη και ϑεµελίωση της ανωτέρας Αλγεβρικής Κ-Θεωρίας, ως το
αλγεβρικό ανάλογο της Τοπολογικής Κ-Θεωρίας. Σηµειώνουµε ότι η Αλγεβρική Κ-Θεωρία
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έχει σηµαντικές συνέπειες στην Θεωρία ∆ακτυλίων, τη Θεωρία Αριθµών, την Αλγεβρική Γε-
ωµετρία, την Αλγεβρική Τοπολογία και Γεωµετρική Τοπολογία, µεταξύ άλλων πεδίων της
σύγχρονης έρευνας.

Η παρούσα εργασία επικεντρώνεται στην παρουσίαση τριών αποδείξεων της εικασίας του
Serre. Οι δύο εκ των αποδείξεων αυτών είναι οι αποδείξεις των Quillen και Suslin, και η τρίτη
είναι µια απλούστερη εκδοχή της απόδειξης του Suslin η οποία οφείλεται στον Vaserstein.

• • •

Η εικασία του Serre αποτελεί ειδική περίπτωση του ακόλουθου γενικότερου προβλήµα-
τος :

(†) Πρόβληµα: Πότε ένα (πεπερασµένα παραγόµενο) προβολικό R-πρότυπο είναι

ελεύθερο, για διάφορες κλάσεις δακτυλίων R;

Το παραπάνω πρόβληµα προέκυψε ϕυσιολογικά από δύο διαφορετικές πηγές, µια κα-
ϑαρά Αλγεβρική (Α) και µια Γεωµετρική (Γ). Υπενθυµίζουµε ότι αν R είναι ένας τυχόν δακτύ-
λιος, τότε προφανώς κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό, και τα προβολικά R-πρότυπα
είναι ακριβώς οι ευθείς αθροιστέοι των ελεύθερων προτύπων.

(Α) Από την Αλγεβρική πλευρά: Ιστορικά το πρόβληµα (†) πρώτα εµφανίστηκε µε το κλασσι-
κό αποτέλεσµα του Kaplansky: κάθε προβολικό (πεπερασµένα ή απείρως παραγόµενο)

πρότυπο υπεράνω ενός τοπικού (local) (όχι απαραίτητα µεταθετικού) δακτυλίου είναι

ελεύθερο. Στη συνέχεια ο Kaplansky απέδειξε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα που αφορά
τη γενική δοµή των προβολικών προτύπων: υπεράνω τυχόντος δακτυλίου, κάθε προ-

ϐολικό πρότυπο είναι ευθύ άθροισµα προβολικών προτύπων τα οποία παράγονται από

αριθµήσιµο πλήθος γεννητόρων. Αυτό το ϑεώρηµα ανάγει την µελέτη των προβολικών
προτύπων στην µελέτη των αριθµήσιµα παραγόµενων προβολικών προτύπων.

Καθώς υπάρχουν παραδείγµατα δακτυλίων στα οποία υπάρχουν προβολικά πρό-
τυπα τα οποία δεν είναι ελεύθερα (π.χ. ο δακτύλιος Z6 ή ο δακτύλιος Mn(k) των
n × n πινάκων υπεράνω ενός σώµατος k), προκύπτει ϕυσιολογικά το ερώτηµα: για
ποιούς δακτυλίους R είναι κάθε (πεπερασµένα παραγόµενο) προβολικό R-πρότυπο,
ελεύθερο ; Είναι εύκολο να δει κανείς, χρησιµοποιώντας το κλασσικό Θεώρηµα ∆οµής
των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων υπεράνω περιοχών κυρίων ιδεωδών, ότι το
ερώτηµα αυτό έχει καταφατική απάντηση για περιοχές κυρίων ιδεωδών, π.χ. Z ή k[x],
όπου k είναι ένα σώµα. ΄Ετσι τίθεται ϕυσιολογικά το πρόβληµα αν το παραπάνω πρό-
ϐληµα (†) έχει καταφατική απάντηση για τον δακτύλιο πολυωνύµων k[t1, . . . , tn] στις
n-µεταβλητές, n ≥ 2, για τον επιπρόσθετο λόγο ότι οι δακτύλιοι πολυωνύµων έχουν
σηµαντική γεωµετρική σηµασία.

(Γ) Από τη Γεωµετρική πλευρά: Ιστορικά το πρόβληµα εµφανίστηκε σε σχέση µε την Θεωρία
αλγεβρικών διανυσµατικών δεσµών υπεράνω αφφινικών χώρων και σε σχέση µε την
ϑεωρία των πλήρων διατοµών.

1. (Αλγεβρικές ∆ιανυσµατικές ∆έσµες επί Αφφινικών Χώρων) Ο Serre παρατήρησε ότι
τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα αντιστοιχούν σε (τοπολογικές)
διανυσµατικές δέσµες (topological vector bundles) υπεράνω του αφφινικού (ή
οµοπαραλληλικού) χώρου An(k) του k, και τα πεπερασµένα παραγόµενα ελεύ-
ϑερα πρότυπα αντιστοιχούν σε τετριµµένες διανυσµατικές δέσµες (trivial (topo-
logical) vector bundles). Σηµειώνουµε ότι µια διανυσµατική δέσµη επί ενός
τοπολογικού χώρου X καλείται τετριµµένη (ϐαθµίδας r) αν είναι ισόµορφη, ως
διανυσµατική δέσµη, µε την τετριµµένη δέσµηX×kr. Καθώς ο αφφινικός χώρος
An(k), είναι τοπολογικά συσταλτός (contractible), έπεται ότι ο χώρος An(k) δεν
έχει µη-τετριµµένες τοπολογικές διανυσµατικές δέσµες.



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 3

΄Εχοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω τοπολογικά/γεωµετρικά αποτελέσµατα, ο Serre
παρατήρησε ότι η απάντηση στην ανάλογη ερώτηση για αλγεβρικές διανυσµα-
τικές δέσµες (algebraic vector bundles) υπεράνω του αφφινικού χώρου An(k),
ϑεωρούµενου ως το αφφινικό σχήµα (affine scheme) Spec(k[x1, x2, · · · , xn]) το
οποίο ορίζεται από τον δακτύλιο k[x1, x2, · · · , xn], δεν ήταν γνωστή. Καθώς αλγε-
ϐρικές διανυσµατικές δέσµες υπεράνω του αφφινικου σχήµατος An(k) αντιστοι-
χούν σε πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα υπεράνω του δακτυλίου
k[x1, x2, · · · , xn], ο Serre οδηγήθηκε άµεσα στην διατύπωση του ανοιχτού προ-
ϐλήµατος το οποίο έγινε γνωστό ως εικασία του Serre, και εν τέλει στην επίλυσή
της εικασίας από τους Quillen και Suslin το 1976. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις
παραπάνω παρατηρήσεις, έχουµε την γεωµετρική εκδοχή του Θεωρήµατος των
Quillen και Suslin το οποίο µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα και ως εξής :

Θεώρηµα των Quillen και Suslin: Αν k είναι ένα σώµα, τότε κάθε αλγεβρική

διανυσµατική δέσµη υπεράνω του αφφινικού χώρου An(k) επί του k είναι

τετριµµένη.

Για περισσότερες πληροφορίες για την γεωµετρική εκδοχή του Θεωρήµατος των
Quillen-Suslin παραπέµπουµε στο Παράρτηµα B′.

2. (Πλήρεις ∆ιατοµές) ΄Ενα διαφορετικό κίνητρο για την εικασία του Serre προκύπτει
από την µελέτη των πλήρων διατοµών (complete intersections) στην Αλγεβρι-
κή Γεωµετρία. ΄Εστω V ένα ανάγωγο υποπολύπτυγµα (irreducible subvariety)
συνδιάστασης 2 στον An(k). Για παράδειγµα µπορεί κανείς να ϑεωρήσει µια
µη-ιδιάζουσα ανάγωγη αλγεβρική καµπύλη V στον A3(k) η οποία είναι είτε ϱητή
ή ελλειπτική. Τότε στο V αντιστοιχεί ένα πρώτο ιδεώδες I ύψους (height) 2 στον
πολυωνυµικό δακτύλιο k[t1, . . . , tn]. Το ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι αν
το I είναι δυνατόν να παράγεται από 2 πολυώνυµα. Σε αυτή την περίπτωση το
πολύπτυγµα είναι µια πλήρης διατοµή.

Ο Serre, µε κάποιες ϕυσιολογικές υποθέσεις στο πολύπτυγµα V , έδειξε ότι το
I έχει µια προβολική ανάλυση 0 −→ k[t1, . . . , tn] −→ P −→ I −→ 0, όπου το P
είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό k[t1, . . . , tn]-πρότυπο ϐαθµίδας
2. Αν το P είναι ελεύθερο, τότε το P είναι ισόµορφο µε το ελεύθερο k[t1, . . . , tn]-
πρότυπο k[t1, . . . , tn]2, και ο παραπάνω επιµορφισµός δείχνει ότι πράγµατι το
I µπορεί να παραχθεί από δύο πολυώνυµα, δηλαδή το πολύπτυγµα V είναι
πλήρης διατοµή.

• • •

Οι Serre, Quillen και Suslin ϑεωρούνται από τους επιφανέστερους Μαθηµατικούς οι
οποίοι εργάσθηκαν κατά το δεύτερο µισό του 20ου αιώνα:

- Ο Jean Pierre Serre (1926-) είναι ίσως ο κορυφαίος εν Ϲωή Μαθηµατικός. Του απονε-
µήθηκε το 1954 το ϐραβείο Fields για τη σηµαντική συµβολή του στην Αλγεβρική Τοπολογία,
και το ϐραβείο Abel το 2003 για το συνολικό του έργο το οποίο αποτελεί ϑεµελιώδη συµβολή
σε πολλές περιοχές των Μαθηµατικών, ενδεικτικά αναφέρουµε στην Αλγεβρική Γεωµετρί-
α, στην Θεωρία Αριθµών, στην Αλγεβρική Τοπολογία, στην Θεωρία Αναπαραστάσεων, στην
Θεωρία Οµάδων, στην Οµολογική ΄Αλγεβρα, ...

- Ο Daniel Quillen (1940-2011) ϑεωρείται από τους επιφανέστερους µαθηµατικούς της
τελευταίας πεντηκονταετίας. Του απονεµήθηκε, µεταξύ άλλων, το 1978 το ϐραβείο Fields
για την συµβολή του στην ανάπτυξη της ανωτέρας Αλγεβρικής Κ-Θεωρίας, στην Θεωρία Ο-
µοτοπίας, στην Οµοτοπική ΄Αλγεβρα και στην Θεωρία Συνοµολογίας µεταθετικών δακτυλίων
και οµάδων, και για τις αποδείξεις του για την εικασία του Adams και την εικασία του Serre.

- Ο Andrei Suslin (1950-) έχει σηµαντικότατη συµβολή στην ανάπτυξη της Αλγεβρικής
Κ-Θεωρίας, στην ΄Αλγεβρα, στην Θεωρία Αριθµών, στην Αλγεβρική Γεωµετρία, στην λεγόµενη
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motivicic cohomology, και στην απόδειξή του για την εικασία του Serre. Για την εν γένει
συµβολή του στα Μαθηµατικά, του έχουν απονεµηθεί διάφορα ϐραβεία.

• • •

Βασικό εργαλείο για την συγγραφή της παρούσας διατριβής, η οποία έχει συνθετικό
χαρακτήρα, αποτελούν τα ϐιβλία του Lam, ϐλέπε [13] και [14].

Η διατριβή έχει οργανωθεί σε τέσσερα Κεφάλαια και τέσσερα σύντοµα παραρτήµατα.

Στο πρώτο κεφάλαιο, το οποίο έχει εισαγωγικό χαρακτήρα, δίνουµε τους ορισµούς των
ελεύθερων και προβολικών προτύπων και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι κάθε ελεύθερο
πρότυπο είναι προβολικό. Αποδεικνύουµε το λήµµα του Nakayama το οποίο ϑα µας οδηγή-
σει σε ένα ιδιαίτερα σηµαντικό αποτέλεσµα ότι η εικασία του Serre έχει ϑετική απάντηση για
τοπικούς δακτυλίους. Αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία δακτυλίων της Noether, ορίζουµε
την έννοια των πεπερασµένα παραστάσιµων προτύπων και αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα ϐά-
σης του Hilbert. ΄Ετσι οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το ϐασικό αντικείµενο µελέτης της
διατριβής : ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών k[x1, . . . , xn], όπου το k είναι σώµα,
είναι δακτύλιος της Noether.

Συνεχίζουµε µε την ανάπτυξη της ϑεωρίας τοπικοποίησης µεταθετικών δακτυλίων η ο-
ποία ϑα παίξει σηµαντικό ϱόλο στην απόδειξη του Quillen της εικασίας του Serre. Αποδει-
κνύουµε ιδιαίτερα ότι αν R είναι δακτύλιος της Noether τότε και ο δακτύλιος τοπικοποίησης
S−1R είναι δακτύλιος της Noether. Συνεχίζουµε µε τους ορισµούς και τη ϐασική ϑεωρία
των επίπεδων προτύπων τα οποία διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ϑεωρία τοπικοποίη-
σης και αποδεικνύουµε ότι ο δακτύλιος τοπικοποίησης S−1R είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο.
Τέλος, ορίζουµε την σηµαντική έννοια της ϐαθµίδας των πεπερασµένα παραγόµενων προ-
ϐολικών προτύπων η οποία ϑα χρησιµοποιηθεί στα επόµενα Κεφάλαια της διατριβής.

Στο δεύτερο κεφάλαιο ορίζουµε τα ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα και καταλήγουµε στο
συµπέρασµα ότι κάθε ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο είναι προβολικό. Στη συνέχεια, δίνον-
τας έναν διαφορετικό ορισµό των ευσταθώς ελεύθερων προτύπων, ανάγουµε την µελέτη τους
στη µελέτη των αντιστρέψιµων τετραγωνικών πινάκων πάνω από τον δακτύλιοR. ∆ίνουµε την
έννοια των unimodular γραµµών και ορίζουµε τους δακτυλίους του Hermite, έννοιες που ϑα
ϕανούν ιδιαίτερα χρήσιµες στις αποδείξεις της εικασίας στο τέταρτο κεφάλαιο. Συνδυάζοντας
τις έννοιες των ευσταθώς ελεύθερων προτύπων και των δακτυλίων του Hermite, η εικασία
του Serre µπορεί να µεταφραστεί ως εξής : ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων d µεταβλητών
R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι ένα σώµα. Θα αποδειχτεί ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο
P είναι ευσταθώς ελεύθερο. Λαµβάνοντας υπόψιν αυτό το αποτέλεσµα, η εικασία του Serre
µπορεί να µεταφραστεί στο ακόλουθο ερώτηµα: Είναι ο δακτύλιος πολυωνύµων d µετα-
ϐλητών R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι ένα σώµα, δακτύλιος Hermite; Ισοδύναµα, είναι
δυνατόν κάθε (b1, . . . , bn) ∈ UMn(k[t1, . . . , td]) να µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν n × n
πίνακα µε ορίζουσα που ανήκει στο k − {0};

Συνεχίζουµε µε κάποιους ορισµούς από την ϑεωρία πινάκων, οι οποίοι ϑα µας ϕανούν
ιδιαίτερα χρήσιµοι στις αποδείξεις που σχετίζονται µε unimodular γραµµές. Τέλος, ϑα
αναφερθούµε στην ϑεωρία της οµάδας του Grothendieck K0 για τυχαίους δακτυλίους R η
οποία ϑα µας ϕανεί χρήσιµη στη συνέχεια σε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα του Serre.

Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε κάποια κλασικά αποτελέσµατα γύρω από την εικασία
του Serre από την διατύπωσή της το 1955 µέχρι το τέλος του 1975. ΄Εστω A = k[t1, . . . , tn]
ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών και P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό
A-πρότυπο. Αρχικά, αποδεικνύουµε ότι αν το P έχει ϐαθµίδα 1, τότε είναι ελεύθερο. Αυτό
το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από ένα ϑεώρηµα του Gauss που λέει ότι ο A είναι µία
περιοχή µονοσήµαντης παραγοντοποίησης. Συνεχίζουµε µε την περίπτωση µίας µεταβλη-
τής, A = k[t1]. Τότε ο δακτύλιος A είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών και γνωρίζουµε ότι
πάνω από µία περιοχή κύριων ιδεωδών τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα
είναι ελεύθερα. Ακόµη και αν το k είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης, οπότε το k[t1] ϑα είναι
µία µη µεταθετική περιοχή κύριων ιδεωδών, η εικασία συνεχίζει να έχει ϑετική απάντηση.
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΄Οπως αναφέραµε πριν, οι Ojanguren και Sridharan το 1971 απέδειξαν ότι αν το k αντί
για σώµα είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης και αν n ≥ 2, τότε η εικασία του Serre δεν ισχύει.
Εποµένως η άµεση γενίκευση της εικασίας του Serre σε µη-µεταθετικούς δακτυλίους έχει
αρνητική απάντηση. Στην περίπτωση των ϐαθµωτών προτύπων, οι Cartan και Eilenberg, το
1956, αποδεικνύουν ότι η εικασία έχει ϑετική απάντηση.

΄Ενα ϐασικό αποτέλεσµα στην ανάπτυξη της ϑεωρίας το οποίο ϐοήθησε στην επίλυση της
εικασίας, είναι ένα ϑεώρηµα του Serre, το οποίο µας εξασφαλίζει ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό A-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο. Εποµένως η εικασία ανάγεται
στην απόδειξη ότι κάθε ευσταθώς ελεύθερο A-πρότυπο είναι ελεύθερο. Το 1958, ο Seshadri
αποδεικνύει ότι η εικασία αληθεύει στην περίπτωση του πολυωνυµικού δακτυλίου A =
k[t1, t2] µε δύο µεταβλητές. Το 1964, ο Bass αποδεικνύει ότι η εικασία έχει ϑετική απάντηση
στην περίπτωση όπου rankP > n. Τέλος, αποδεικνύουµε το κλασσικό ϑεώρηµα συζυγιών
του Hilbert το οποίο δίνει ενδείξεις ότι η εικασία του Serre έχει ϑετική απάντηση.

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τρεις αποδείξεις της εικασίας του Serre, τις απο-
δείξεις των Suslin, Vaserstein και Quillen.

• Ο Suslin χρησιµοποιεί τον ορισµό του δακτυλίου Hermite σε συνδυασµό µε το γεγονός
ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t1, . . . , tn]-πρότυπο είναι ευσταθώς
ελεύθερο. ΄Ετσι για να αποδείξει την εικασία του Serre, αποδεικνύει ότι για κάθε σώµα
k, ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών είναι ένας δακτύλιος του Hermite. Για
να καταλήξει σε αυτό το συµπέρασµα ο Suslin, αναλύει την δράση των αντιστρέψιµων
πινάκων στις unimodular πολυωνυµικές γραµµές που περιέχουν ένα µονικό στοιχείο.

• Ο Vaserstein, απλοποιώντας την απόδειξη του Suslin, αποδεικνύει την εικασία του Serre
µέσω ενός ιδιαίτερα σηµαντικού λήµµατος που λέει ότι αν R είναι ένας µεταθετικός
τοπικός δακτύλιος, f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]) µία unimodular γραµµή πάνω
από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t], όπου n ≥ 3 και αν ο ηγετικός
συντελεστής του πολυωνύµου f1 είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίουR, τότε
ισχύει ότι :

f(t) ∼En(R[t]) f(0) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

• Τέλος ο Quillen αποδεικνύει την εικασία του Serre χρησιµοποιώντας την έννοια του επε-
κτάσιµου προτύπου. Συνδυάζοντας ένα παλαιότερο ϑεώρηµα του Horrocks, µε ένα
σηµαντικό νέο αποτέλεσµα, γνωστό ως Quillen’s Patching Theorem, καταλήγει στο
επιθυµητό αποτέλεσµα.

Στην εργασία υπάρχουν 4 Παραρτήµατα.

Στο Παράρτηµα Α΄ παρουσιάζουµε ένα παράδειγµα, γεωµετρικής ϕύσης, ενός δακτυλίου
R (του δακτυλίου πολυωνυµικών συναρτήσεων επί της µοναδιαίας σφαίρας του R3) και ενός
πεπερασµένα παραγόµενου ευσταθώς ελέυθερου R-προτύπου το οποίο δεν είναι ελεύθερο.

Στο Παράρτηµα Β΄ παρουσιάζουµε εν συντοµία το ϐασικό Θεώρηµα του Swan το οποίο
δίνει µια ακριβή σχέση µεταξύ της κατηγορίας των διανυσµατικών δεσµών (vector bundles)
επί ενός συµπαγούς τοπολογικού χώρου Hausdorff X και των πεπερασµένα παραγόµενων
προβολικών προτύπων υπεράνω του δακτυλίου των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί
του X.

Στο Παράρτηµα Γ΄ παραθέτουµε κάποια σύγχρονα αποτελέσµατα αναφορικά µε δακτυ-
λίους, όχι απαραίτητα µεταθετικούς ή πολυωνυµικούς, για τους οποίους κάθε προβολικό
(πεπερασµένα ή απείρως παραγόµενο) πρότυπο είναι ελεύθερο.

Στο τελευταίο Παράρτηµα ∆΄ παρουσιάζουµε µια γενικευµένη µορφή της εικασίας του
Serre η οποία είναι γνωστή ως εικασία των Bass-Quillen, και η οποία είναι ανοιχτή µέχρι
σήµερα. Παραθέτουµε κάποια αποτελέσµατα τα οποία δίνουν µερική απάντηση στην εικασία
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των Bass-Quillen και τα οποία υποστηρίζουν µια καταφατική απάντηση στην εικασία στην
γενική περίπτωση.
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Κεφάλαιο 1

Προβολικά Πρότυπα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα δώσουµε τους ορισµούς των ελεύθερων και προβολικών προτύπων, ϑα
αποδείξουµε το λήµµα του Nakayama το οποίο ϑα µας οδηγήσει σε ένα ιδιαίτερα σηµαντικό
αποτέλεσµα ότι η εικασία του Serre έχει ϑετική απάντηση για τοπικούς δακτυλίους.

Αναπτύσσουµε τη ϐασική ϑεωρία δακτυλίων της Noether και αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα
ϐάσης του Hilbert. ΄Ετσι οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το ϐασικό αντικείµενο µελέτης
της διατριβής : ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών k[x1, . . . , xn], όπου το k είναι σώµα,
είναι δακτύλιος της Noether.

Συνεχίζουµε µε την ανάπτυξη της ϑεωρίας τοπικοποίησης µεταθετικών δακτυλίων η ο-
ποία ϑα παίξει σηµαντικό ϱόλο στην απόδειξη του Quillen της εικασίας του Serre. Αποδει-
κνύουµε ιδιαίτερα ότι αν R είναι δακτύλιος της Noether τότε και ο δακτύλιος τοπικοποίησης
S−1R είναι δακτύλιος της Noether. Συνεχίζουµε µε τους ορισµούς και τη ϐασική ϑεωρία
των επίπεδων προτύπων τα οποία διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ϑεωρία τοπικοποί-
ησης. Τέλος, ορίζουµε την σηµαντική έννοια της ϐαθµίδας των πεπερασµένα παραγόµενων
προβολικών προτύπων η οποία ϑα χρησιµοποιηθεί στα επόµενα Κεφάλαια της διατριβής.

1.1 Ελεύθερα και Προβολικά Πρότυπα

Στην πρώτη παράγραφο αυτού του κεφαλαίου ϑα µελετήσουµε τα πεπερασµένα παραγόµε-
να, τα ελεύθερα, τα προβολικά, τα επίπεδα και τα πεπερασµένα παραστάσιµα πρότυπα.

Στο εξής µε R ϑα συµβολίζουµε έναν δακτύλιο όχι απαραίτητα µεταθετικό. ΄Οταν ϑα λέµε
R-πρότυπο ϑα εννοούµε συνήθως αριστερό R-πρότυπο.

1.1.1 Ελεύθερα πρότυπα

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω X ένα υποσύνολο ενός R-προτύπου M . Το σύνολο όλων των R-

γραµµικών συνδυασµών των στοιχείων του X

〈X〉 = {
n∑
i=1

ri · xi : ri ∈ R, xi ∈ X},

καλείται το υποπρότυπο που παράγεται από το X.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι το 〈X〉 είναι ένα αριστερό R-υποπρότυπο του M .
Ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό ενός πεπερασµένα παραγόµενου προτύπου:

Ορισµός 1.1.2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M είναι πεπερασµένα παραγόµενο αν το M
παράγεται από ένα πεπερασµένο σύνολο, δηλαδή αν υπάρχει ένα πεπερασµένο υποσύνολο

του R-προτύπου M , X = {x1, . . . , xn} τέτοιο ώστε

M = 〈X〉.

Τότε το σύνολο X καλείται σύνολο γεννητόρων του R-προτύπου M .

7
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Παράδειγµα 1.1.3. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος V πάνω από ένα σώµα K είναι ένα πεπε-
ϱασµένα παραγόµενο K-πρότυπο αν και µόνο αν ο διανυσµατικός χώρος V είναι πεπερα-
σµένης διάστασης.

Ας ξεκινήσουµε µε την πιο απλή κατηγορία προτύπων, τα ελεύθερα πρότυπα. Θα δώ-
σουµε αρχικά τον ορισµό της ϐάσης ενός αριστερού R-προτύπου.

Ορισµός 1.1.4. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο και έστω S = {xi}i∈I ένα υποσύνολο του

M . Το σύνολο S λέµε ότι παράγει το πρότυποM αν κάθε στοιχείοm ∈M µπορεί να γραφτεί

σαν γραµµικός συνδυασµός

m =
∑
i∈I

rixi, ri = 0, για ∀i ∈ I, εκτός από πεπερασµένο πλήθος δεικτών

για κάποια x1, . . . , xn ∈ S και r1, . . . , rn ∈ R.

Ορισµός 1.1.5. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο και έστω S = {xi}i∈I ένα υποσύνολο του

M . Το σύνολο S ονοµάζεται R-γραµµικά ανεξάρτητο αν οποτεδήποτε υπάρχει µία σχέση

της µορφής ∑
i∈I

rixi = 0,

όπου xi ∈ S και r1, . . . , rn ∈ R, τότε

ri = 0,∀i ∈ I.

Ορισµός 1.1.6. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο. ΄Ενα σύνολο S = {xi}i∈I ⊆ M είναι

ϐάση του M αν το S παράγει το πρότυπο M και αν το S είναι R-γραµµικά ανεξάρτητο.

Είµαστε τώρα έτοιµοι να δώσουµε τον ορισµό του ελεύθερου R-προτύπου.

Ορισµός 1.1.7. ΄Ενα αριστερόR-πρότυποM ονοµάζεται ελεύθεροR-πρότυπο αν τοM έχει

ϐάση.

Συνεχίζουµε τώρα µε κάποια ϐασικά παραδείγµατα.

Παράδειγµα 1.1.8. 1. Το µηδενικό R-πρότυπο ϑεωρείται ελεύθερο µε ϐάση το κενό
σύνολο.

2. Το R-πρότυπο Rn = R× . . .×R = {(r1, . . . , rn) | ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ n} είναι ελεύθερο
R-πρότυπο µε ϐάση το σύνολο S = {e1, . . . , en}, όπου

ei = (0, . . . , 0, 1R, 0, . . . , 0)

και το 1R ϐρίσκεται στην i-ϑέση.

3. Ο δακτύλιος πολυωνύµων R[x] κατά προφανή τρόπο είναι ένα αριστερό R-πρότυπο.
Τότε ο R[x] είναι ελεύθερο R-πρότυπο µε ϐάση το σύνολο

{1, x2, x3, . . .}.

Παρατήρηση 1.1.9. Κάθε δακτύλιος R είναι ελεύθερος αν τον ϑεωρήσουµε ως αριστερό
R-πρότυπο (αντίστοιχα και δεξιό) διότι το σύνολο {1R} αποτελεί µια ϐάση του R. Γενικά,
ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια οικογένεια αριστερών R-προτύπων (Ri)i∈I , που αποτελείται
από αντίγραφα του RR-προτύπου R, δηλαδή ∀i ∈ I,Ri = R. Το αριστερό R-πρότυπο
⊕i∈IRi είναι ελεύθερο διότι το σύνολο

A = {(aki)i∈I |k ∈ I} ⊆ ⊕i∈IRi,

όπου

aki =

{
0R αν i 6= k

1R αν i = k

αποτελεί µία ϐάση του ⊕i∈IRi. ΄Οπως και στην περίπτωση των διανυσµατικών χώρων, την
παραπάνω ϐάση την ονοµάζουµε κανονική ϐάση του ⊕i∈IRi.



1.1. ΕΛΕΥΘΕΡΑ ΚΑΙ ΠΡΟΒΟΛΙΚΑ ΠΡΟΤΥΠΑ 9

Ας περάσουµε σε µία ϐασική πρόταση:

Πρόταση 1.1.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Για κάθε σύνολο S, υπάρχει ένα ελεύθερο

αριστερό R-πρότυπο F µε ϐάση το σύνολο S.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [28, Proposition 2.33].

Συνεχίζουµε τώρα µε το παρακάτω ϑεώρηµα που εκφράζει µια πολύ σπουδαία ιδιότητα
που έχουν όλα τα ελεύθερα R-πρότυπα.

Θεώρηµα 1.1.11. ΄Εστω N ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο µε ϐάση B ⊆ N και έστω

M ένα τυχαίο R-πρότυπο. Αν {mb|b ∈ B} είναι στοιχεία του M , τότε υπάρχει µοναδικός

R-οµοµορφισµός φ : N →M µε φ(b) = mb, για κάθε b ∈ B.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας οµοµορφισµός φ : N →M µε φ(b) = mb, για κάθε b ∈ B.
Τότε επειδή γνωρίζουµε ότι κάθε x ∈ N γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως

x =
∑
b∈B

rbb,

έχουµε ότι :

φ(
∑
b∈B

rbb) =
∑
b∈B

rbφ(b) =
∑
b∈B

rbmb.

Εποµένως, αν υπάρχει ένας οµοµορφισµός φ : N → M που να ικανοποιεί το συµπέρασµα
του ϑεωρήµατος, τότε είναι µοναδικός. Τώρα συνεχίζουµε την απόδειξη προσπαθώντας να
κατασκευάσουµε έναν τέτοιον οµοµορφισµό. Θεωρούµε την εξής απεικόνιση:

φ : N → M∑
b∈B

rbb 7→
∑
b∈B

rbmb.

Επειδή, κάθε στοιχείο x ∈ N εκφράζεται µε µοναδικό τρόπο ως R-γραµµικός συνδυασµός
στοιχείων της ϐάσης B, έπεται ότι η απεικόνιση φ είναι καλά ορισµένη, και επιπλέον

∀b ∈ B,φ(b) = φ(1Rb) = 1Rmb = mb.

Μένει τώρα να δείξουµε ότι η απεικόνιση φ είναι ένας R-οµοµορφισµός προτύπων. ΄Εστω
x =

∑
b∈B rbb, y =

∑
b∈B r

′
bb ∈ N και r ∈ R. Τότε έχουµε ότι

φ(x+ y) = φ(
∑
b∈B

rbb+
∑
b∈B

r′bb)

= φ(
∑
b∈B

(rb + r′b)b)

=
∑
b∈B

(rb + r′b)mb

=
∑
b∈B

rbmb +
∑
b∈B

r′bmb

= φ(
∑
b∈B

rbb) + φ(
∑
b∈B

r′bb)

= φ(x) + φ(y).
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Ακόµα,

φ(r · x) = φ(r ·
∑
b∈B

rbb)

= r · (
∑
b∈B

rbmb)

= r · φ(
∑
b∈B

rbb)

= r · φ(x).

΄Αρα, η απεικόνιση φ αποτελεί έναν οµοµορφισµό R-προτύπων.

Πόρισµα 1.1.12. Για κάθε αριστερόR-πρότυποM , υπάρχει ένας επιµορφισµόςR-προτύπων

από το N →M , όπου το N είναι ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄ΕστωX 6= ∅ ένα σύνολο γεννητόρων του RM . Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση
(1.1.9), µπορούµε να σχηµατίσουµε το ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο N = ⊕x∈X xR, όπου
για κάθε x ∈ X το πρότυπο xR ισούται µε το RR πρότυπο. Θεωρούµε την απεικόνιση φ
από την κανονική ϐάση A του M στο σύνολο γεννητόρων Q του M, φ : A→ X, ax 7→ x, η
οποία επεκτείνεται σε έναν R-οµοµορφισµό

φ : A → X∑
x∈X

axrx 7→
∑
x∈X

xrx,

και επειδή το σύνολο γεννητόρωνX παράγει το RM , η απεικόνιση φ είναι επιµορφισµός.

Παρατήρηση 1.1.13. Σύµφωνα µε το παραπάνω πόρισµα και χρησιµοποιώντας το πρώτο
ϑεώρηµα ισοµορφισµών συµπεραίνουµε ότι κάθε R-πρότυπο είναι ένα πρότυπο πηλίκο ενός
ελεύθερου R-προτύπου.

Από τον ορισµό του ελεύθερου R-προτύπου γνωρίζουµε ότι το πρότυπο αυτό έχει µία
ϐάση. Αυτή η χαρακτηριστική ιδιότητα µας προµηθεύει µε πολλές πληροφορίες και ϑα
δείξουµε στην επόµενη πρόταση ότι καθορίζει την δοµή του προτύπου µας, και µάλιστα η
δοµή ενός ελεύθερου προτύπου λόγω αυτού του γεγονότος είναι πολύ απλή.

Πρόταση 1.1.14. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο. Αν RM είναι ελεύθερο R-πρότυπο και

B είναι µία ϐάση του, τότε

RM ∼= ⊕b∈BRb,

όπου για κάθε b ∈ B, το R-πρότυπο Rb είναι ισόµορφο µε το αριστερό R-πρότυπο RR.

Απόδειξη. ΄Εστω η απεικόνιση φ από την ϐάση B του RM στην κανονική ϐάση A του
⊕b∈BRb,

φ : B → A

b 7→ ab.

Από το Θεώρηµα (1.1.11) γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση φ επεκτείνεται σε ένανR-οµοµορφισµό

φ : M → ⊕b∈BRb∑
b∈B

brb 7→
∑
b∈B

abrb.

Επειδή κάθε στοιχείο ⊕b∈BRb γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός στοιχείων της ϐάσης A,
έπεται ότι η απεικόνιση φ είναι επιµορφισµός. Αν τοm =

∑
b∈B brb ανήκει στον πυρήνα του

φ, τότε
∑
b∈B abrb = 0. Ακόµα, επειδή το A είναι ϐάση, έχουµε ότι για κάθε b ∈ B, rb = 0,

συνεπώς, έχουµε ότι m = 0. Εποµένως, η απεικόνιση φ είναι ισοµορφισµός.
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Ορισµός 1.1.15. Μία πεπερασµένη ή µη πεπερασµένη ακολουθία απόR-οµοµορφισµούς και

R-πρότυπα

· · · // Mn−1

fn−1 // Mn
fn // Mn+1

fn+1 // Mn+2
// · · ·

ονοµάζεται ακριβής αν Im fn−1 = Ker fn για όλα τα n.
Μια ακριβής ακολουθία της µορφής

0 // L
p // M

q // N // 0

καλείται σύντοµη ακριβής ακολουθία.

Ας µελετήσουµε τώρα τι συµβαίνει αν σε µία ακριβή ακολουθία έχουµε κάποιο ελεύθερο
πρότυπο. Ξεκινάµε µε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1.1.16. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και F ένα ελεύθερο R-πρότυπο. Τότε η

σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // K // F // M // 0

ονοµάζεται ελεύθερη παράσταση του M .

Πόρισµα 1.1.17. Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό και την Παρατήρηση (1.1.13) συνεπά-

γεται ότι κάθε πρότυπο έχει µία ελεύθερη παράσταση.

Ορισµός 1.1.18. Μία σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // L
p // M

q // N // 0

καλείται διασπάσιµη αν και µόνο αν υπάρχει ισοµορφισµός

ϕ : M
∼−→ L⊕N

τέτοιος ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

0 // L
p //

IdL
��

M
q //

ϕ

��

N //

IdN
��

0

0 // L
iL
// L⊕N

$N
// N // 0

Πρόταση 1.1.19. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Η σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 // L
p // M

q // N // 0

είναι διασπάσιµη.

2. Υπάρχει οµοµορφισµός i : N →M τέτοιος ώστε : q ◦ i = IdN

3. Υπάρχει οµοµορφισµός $ : M → L τέτοιος ώστε : $ ◦ p = IdL

Απόδειξη. (1⇒ 2) Θεωρούµε τον οµοµορφισµό

iN : N → L⊕N
y 7→ iN (y) = (0, y)
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και ϑέτουµε i = ϕ−1 ◦ iN : N →M . Τότε πρέπει να αποδείξουµε ότι : q ◦ i = IdN . Από το
διάγραµµα

0 // L
p //

IdL

��

M
q //

ϕ

��

N //

IdN

��

0

0 // L
iL
// L
⊕
N

$N
// N // 0

ϑα ισχύει το εξής : $N ◦ ϕ = q ⇒ $N ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = q ◦ ϕ−1 ⇒ $N ◦ Id = q ◦ ϕ−1 ⇒ $N =
q ◦ ϕ−1 ⇒ $N ◦ iN = q ◦ ϕ−1 ◦ iN ⇒ IdN = q ◦ ϕ−1 ◦ iN ⇒ q ◦ i = IdN .

(2 ⇒ 3) Γνωρίζουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός i : N → M τέτοιος ώστε q ◦ i = IdN .
Θα κατασκευάσουµε έναν ισοµορφισµό

ψ : L⊕N → M

(x, y) 7→ ψ(x, y) = p(x) + i(y)

Για κάθε (x, y) ∈ L
⊕
N ϑα ισχύει ότι :

(q ◦ ψ)(x, y) = q(ψ(x, y)) = q(p(x) + i(y)) = q(p(x)) + q(i(y)) = 0 + y = y = $N (x, y).

΄Αρα q ◦ ψ = $N . Εύκολα αποδεικνύεται ότι η ψ είναι ισοµορφισµός. Τότε ϑα ισχύει :

q ◦ ψ = $N ⇒ (q ◦ ψ) ◦ ψ−1 = $N ◦ ψ−1 ⇒ q = $N ◦ ψ−1

Θέτουµε ϕ := ψ−1 : M → L
⊕
N και q = $N ◦ ϕ. Μένει να δείξουµε ότι : ϕ ◦ p =

iL ⇔ ψ−1 ◦ p = iL ⇔ p = ψ ◦ iL. Ισχύει ότι : (ψ ◦ iL)(x) = ψ(iL(x)) = ψ(x, 0) = p(x).
Οπότε ψ ◦ iL = p. Θέτουµε $ : M → L να είναι ο οµοµορφισµός $ = $L ◦ ϕ. Εύκολα
αποδεικνύεται ότι ο $ είναι οµοµορφισµός και ότι $ ◦ p = IdL.

(3 ⇒ 1) Γνωρίζουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός $ : M → L, τέτοιος ώστε $ ◦ p = IdL.
Ορίζουµε

ϕ : M → L⊕N
m 7→ ϕ(m) = ($(m), q(m))

ένας οµοµορφισµός. Αν αποδείξουµε ότι $N ◦ ϕ = q και ϕ ◦ p = iL, τότε η ϕ ϑα είναι
ισοµορφισµός. Ισχύει ότι :

($N ◦ ϕ)(m) = $N ($(m), q(m)) = q(m),∀m ∈M ⇒ $N ◦ ϕ = q

και

(ϕ ◦ p)(x) = ϕ(p(x)) = ($(p(x)), q(p(x))) = (($ ◦ p)(x), 0) = (x, 0) = iL(x),

∀x ∈ L⇒ ϕ ◦ p = iL.

΄Αρα η ϕ είναι ισοµορφισµός.

Πρόταση 1.1.20. Αν F είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο, τότε κάθε σύντοµη ακριβής ακολου-

ϑία από αριστερά R-πρότυπα

0 // M1
// M

f // F // 0

είναι διασπάσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω S = {xj}j∈J µία ϐάση του ελεύθερου R-προτύπου F . Αφού, η f είναι
επιµορφισµός, τότε για κάθε j ∈ J υπάρχει στοιχείο yi ∈M έτσι ώστε f(yi) = xj . Ορίζουµε
απεικόνιση

g : S → M

xj 7→ g(xj) = yj .
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Γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδικό β ∈ HomR(F,M) έτσι ώστε β/S = g. Αφού,

f ◦ β(xj) = xj = IdF (xj),∀j ∈ J,

και άρα f ◦ β = IdF . Συνεπώς από την Πρόταση (1.1.19) έπεται το συµπέρασµα.

Κλείνουµε τώρα την παράγραφο αυτή, µε δύο προτάσεις, που αφορούν την συµπεριφορά
των ελεύθερων προτύπων ως προς τις ακριβείς ακολουθίες.

Πρόταση 1.1.21. 1. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο και N ⊆M ένα υποπρότυπο έτσι

ώστε M/N να είναι ελεύθερο R-πρότυπο. Τότε

M ∼= N ⊕ (M/N).

2. Αν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και F ένα ελεύθερο R-πρότυπο, τότε

M ∼= ker(f)⊕ F

για κάθε επιµορφισµό f : M → F .

Απόδειξη. 1. Αφού το R-πρότυποM/N είναι ελεύθερο, τότε από την Πρόταση (1.1.20) η
ακριβής ακολουθία

0 // N // M // M/N // 0

διασπάται. Εποµένως,
M ∼= N ⊕ (M/N).

2. Αρκεί να ϑέσουµε ως N = ker(f). Η απόδειξη τότε είναι όµοια µε το 1.

Πρόταση 1.1.22. ΄Εστω N ένα R-πρότυπο και F ένα ελεύθερο R-πρότυπο. Αν

0 // M1
φ // M

ψ // F // 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία από R-πρότυπα, τότε η

0 // HomR(N,M1)
φ∗ // HomR(N,M)

ψ∗ // HomR(N,F ) // 0

είναι διασπάσιµη σύντοµη ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων (ή R-προτύπων αν R αντι-

µεταθετικός).

1.1.2 Προβολικά Πρότυπα

Είµαστε τώρα σε ϑέση να εισάγουµε µια πιο γενική κλάση προτύπων από τα ελεύθερα
πρότυπα, τα προβολικά πρότυπα. Ξεκινάµε µε µία πρόταση η οποία ϑα µας οδηγήσει πιο
οµαλά στον ορισµό των προβολικών προτύπων.

Πρόταση 1.1.23. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και F ένα ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο µε ϐάση

B. Αν M είναι ένα οποιοδήποτε αριστερό R-πρότυπο και αν g : B → M είναι οποιαδήποτε

απεικόνιση, τότε υπάρχει µοναδική R-απεικόνιση g : F → M µε gi = g, όπου i : B → F
είναι η απεικόνιση εγκλεισµού, δηλαδή g(b) = g(b) για κάθε b ∈ B, έτσι η g επεκτείνει την g.

F
g

  
B

i

OO

g
// M
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Απόδειξη. Κάθε στοιχείο u ∈ F έχει µία µοναδική έκφραση της µορφής:

u =
∑
b∈B

rbb, όπου rb ∈ R και σχεδόν όλα τα rb είναι 0.

΄Αρα, υπάρχει µία καλά ορισµένη συνάρτηση

g : F → M

u 7→ g(u) =
∑
b∈B

rbg(b).

Προφανώς η g επεκτείνεται στην g. Αν s ∈ R, τότε su =
∑
srbb. Αν u′ =

∑
r′bb, τότε

u + u′ =
∑

(rb + r′b)b. Από τον τύπο της η g δείχνει ότι είναι µία R-απεικόνιση. Μάλιστα,
εφόσον F = 〈B〉, είναι η µοναδική R-απεικόνιση που επεκτείνει την g. Γνωρίζουµε ότι δύο
R-απεικονίσεις που συµφωνούν σε ένα σύνολο γεννητόρων είναι ίσες.

Θεώρηµα 1.1.24. ΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Αν p : M → N είναι ένας

επιµορφισµός, τότε για κάθε h : F → N , υπάρχει ένας R-οµοµορφισµός g : F → M που

κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

F
g

~~
h
��

M
p
// // N // 0

∆ηλαδή, αν µας δώσουν έναν επιµορφισµό p : M → N , τότε κάθε απεικόνιση h : F → N
γράφεται ως h = pg για κάποιον οµοµορφισµό g : F →M .

Απόδειξη. ΄Εστω B µία ϐάση του ελεύθερου προτύπου F . Για κάθε b ∈ B, το στοιχείο
h(b) ∈ N . Επειδή η απεικόνιση p είναι επιµορφισµός, υπάρχει κάποιο m ∈ M τέτοιο ώστε
h(b) = p(m). Από το αξίωµα επιλογής, υπάρχει µία απεικόνιση g : B → M µε g(b) = m
για κάθε b ∈ B. Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση υπάρχει ένας R-οµοµορφισµός
g : F → M µε g(b) = m για κάθε b ∈ B. Τώρα pg(b) = p(m) = h(b), έτσι η pg συµφωνεί
µε την h στην ϐάση B. Εφόσον 〈B〉 = F , έχουµε pg = h. ΄Αρα το διάγραµµα είναι
µεταθετικό.

Ορισµός 1.1.25. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P ονοµάζεται προβολικό (projective) αν για

κάθε επιµορφισµό p : M → N και κάθε οµοµορφισµό προτύπων h : P → N , υπάρχει

οµοµορφισµός g : P → M , ώστε να ισχύει h = pg. ∆ηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα να είναι

µεταθετικό :

P
g

~~
h
��

M
p
// // N // 0

Παρατήρηση 1.1.26. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα (1.1.24) και τον ορισµό του προβολικού
προτύπου συνεπάγεται ότι κάθε ελεύθερο πρότυπο είναι προβολικό. Θα δούµε αργότερα ότι
υπάρχουν προβολικά πρότυπα τα οποία δεν είναι ελεύθερα, ϐλέπε Παράδειγµα (1.1.35).

Υπενθυµίζουµε τον ορισµό του αριστερά ακριβή, του δεξιά ακριβή και του ακριβή συ-
ναρτητή. Συµβολίζουµε µε R−Mod την κατηγορία των αριστερών R-προτύπων και µε Ab ή
Z−Mod την κατηγορία των αβελιανών οµάδων.

Ορισµός 1.1.27. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής T : R−Mod→ Ab ονοµάζεται αριστερά
ακριβής αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // A
i // B

p // C
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συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // T (A)
T (i) // T (B)

T (p) // T (C) .

Παράδειγµα 1.1.28. Ο συναρτητής HomR(M,�) είναι πάντα αριστερά ακριβής.

Ορισµός 1.1.29. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής T : R−Mod → Ab ονοµάζεται δεξιά
ακριβής αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

A
i // B

p // C // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

T (A)
T (i) // T (B)

T (p) // T (C) // 0 .

Παράδειγµα 1.1.30. Ο συναρτητής M
⊗

R� είναι πάντα δεξιά ακριβής.

Ορισµός 1.1.31. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής T : R−Mod→ Ab ονοµάζεται ακριβής
αν η ακρίβεια της ακολουθίας αριστερών R-προτύπων

0 // A
i // B

p // C // 0

συνεπάγεται την ακρίβεια της ακολουθίας αβελιανών οµάδων

0 // T (A)
T (i) // T (B)

T (p) // T (C) // 0 .

Ας περάσουµε τώρα στον κατηγορικό ορισµό του προβολικού προτύπου ο οποίος είναι
ισοδύναµος µε τον Ορισµό (1.1.25):

Πρόταση 1.1.32. ΄Ενα αριστερόR-πρότυποP είναι προβολικό αν και µόνο αν οHomR(P,�) :
R−Mod→ Z−Mod είναι ένας ακριβής συναρτητής.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το αριστερόR-πρότυπο P είναι προβολικό. Γνωρίζουµε ότι ο συναρτητής
HomR(P,�) είναι πάντα αριστερά ακριβής. ∆ηλαδή, για κάθε πρότυπο P , εφαρµόζοντας
τον συναρτητή HomR(P,�) σε µία ακριβή ακολουθία αριστερών R-προτύπων

0 // M1
p // M2

q // M3
// 0

δίνει µια ακριβή ακολουθία

0 // HomR(P,M1)
pP∗ // HomR(P,M2)

qP∗ // HomR(P,M3) .

Για να είναι ο συναρτητής HomR(P,�) και δεξιά ακριβής, πρέπει να εξασφαλίσουµε την
ακρίβεια στο τέλος της ακολουθίας

HomR(P,M3) // 0 .

Αρκεί να αποδείξουµε ότι ο qP∗ : HomR(P,M2)→ HomR(P,M3) είναι επιµορφισµός. Εφό-
σον το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό το παρακάτω διάγραµµα ϑα είναι µεταθετικό :

P
g

}}
h

��
M2 q

// // M3
// 0
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∆ηλαδή για κάθε οµοµορφισµό προτύπων h : P → M3 και για κάθε επιµορφισµό q :
M2 → M3 υπάρχει οµοµορφισµός g : P → M2 µε qg = h. Εποµένως, για κάθε
h ∈ HomR(P,M3), υπάρχει g ∈ HomR(P,M2) τέτοιος ώστε qg = h. ΄Οµως,

qP∗ : HomR(P,M2) → HomR(P,M3)

g 7→ qP∗ (g) = qg.

΄Αρα qg = h ⇒ qP∗ (g) = h. ΄Αρα για κάθε h ∈ HomR(P,M3), υπάρχει g ∈ HomR(P,M2)
τέτοιος ώστε qP∗ (g) = h. Εποµένως αποδείξαµε ότι ο οµοµορφισµός qP∗ : HomR(P,M2) →
HomR(P,M3) είναι επιµορφισµός. Συνεπώς ο συναρτητής HomR(P,�) είναι ακριβής.

Αντίστροφα, έστω ότι ο συναρτητής HomR(P,�) είναι ακριβής. ΄Εστω ένας επιµορφισµός
προτύπων q : M2 →M3 και έστω ένας τυχαίος οµοµορφισµός προτύπων h : P →M3.

P

h

��
M2

q // M3
// 0

Τότε ϑα έχουµε την εξής ακριβή ακολουθία προτύπων:

0 // ker q
i // M2

q // M3
// 0

Η ακολουθία αυτή είναι από κατασκευή ακριβής γιατί γνωρίζουµε ότι ο πυρήνας κάποιου
επιµορφισµού είναι πάντα 1-1. Αν εφαρµόσουµε τώρα τον ακριβή συναρτητή HomR(P,�)
στην παραπάνω ακριβή ακολουθία ϑα έχουµε:

0 // HomR(P, ker q)
iP∗ // HomR(P,M2)

qP∗ // HomR(P,M3) // 0

η οποία είναι ακριβής ακολουθία. ΄Αρα ο qP∗ είναι επιµορφισµός ⇒ για κάθε οµοµορφισµό
h ∈ HomR(P,M3), υπάρχει g ∈ HomR(P,M2) έτσι ώστε qP∗ (g) = h⇒ qg = h.

΄Αρα για κάθε οµοµορφισµό προτύπων h : P →M3 και για κάθε επιµορφισµό q : M2 →
M3 υπάρχει οµοµορφισµός g : P → M2 µε qg = h. ∆ηλαδή το παρακάτω διάγραµµα είναι
µεταθετικό :

P
g

}}
h

��
M2 q

// // M3
// 0

και άρα το αριστερό πρότυπο P είναι προβολικό.

Πρόταση 1.1.33. ΄Ενα αριστερόR-πρότυπο P είναι προβολικό αν και µόνο αν κάθε σύντοµη

ακριβής ακολουθία

0 // M
p // N

q // P // 0

διασπάται.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό. ΄Εστω µια σύντοµη ακριβής
ακολουθία

0 // M
p // N

q // P // 0

και έστω το διάγραµµα:
P

1P
��

N
q
// // P
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Επειδή το P είναι προβολικό, από τον Ορισµό (1.1.25) υπάρχει µία h : P → N , τέτοια ώστε
το διάγραµµα:

P

h

~~
1P
��

N
q
// // P

να είναι µεταθετικό. Τότε έχουµε ότι qh = 1P και άρα από την Πρόταση (1.1.19) η σύντοµη
ακριβής ακολουθία

0 // M
p // N

q // P // 0

είναι διασπάσιµη.
Αντίστροφα, έστω ότι κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία που τελειώνει µε P διασπάται.

Θεωρούµε το διάγραµµα:

P

h
��

M
p
// // N // 0

όπου ο p είναι επιµορφισµός. ΄Εστω F ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο για το οποίο
υπάρχει ένας επιµορφισµός f : F � P , και έστω το ακόλουθο επεκτεταµένο διάγραµµα:

F
f //

∃g
��

P

gj~~
h
��

M
p
// N // 0

Από την υπόθεση, κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία που τελειώνει σε P διασπάται, άρα
από Πρόταση (1.1.19), υπάρχει µια απεικόνιση j : P → F µε f ◦ j = IdP . Εφόσον το F
είναι ελεύθερο, συνεπάγεται ότι είναι προβολικό. ΄Αρα υπάρχει µια απεικόνιση g : F →
M µε p ◦ g = h ◦ f .

F
∃g

~~
h◦f
��

M
p
// // N // 0

΄Αρα ισχύει : p ◦ g = h ◦ f ⇒ (p ◦ g) ◦ j = (h ◦ f) ◦ j ⇒ p ◦ (g ◦ j) = h ◦ (f ◦ j)⇒ p ◦ (g ◦ j) =
h ◦ IdP ⇒ p ◦ (g ◦ j) = h.

΄Αρα για κάθε επιµορφισµό p και για κάθε οµοµορφισµό προτύπων h : P → N , υπάρχει
οµοµορφισµός g ◦ j : P → M τέτοιος ώστε p ◦ (g ◦ j) = h. ΄Αρα το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό :

P
∃g◦j

~~
h
��

M
p
// // N // 0

και άρα το πρότυπο P είναι προβολικό.

Θεώρηµα 1.1.34. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό αν και µόνο αν το P είναι

ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο P είναι προβολικό. Ξέρουµε ότι κάθε πρότυπο
είναι πηλίκο ενός ελεύθερου προτύπου. ΄Αρα υπάρχουν ένα ελεύθερο πρότυπο F και ένας
επιµορφισµός f : F � P που κάνουν την παρακάτω ακολουθία ακριβή:

0 // ker f // F
f // P // 0
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Η ακολουθία αυτή είναι από κατασκευή ακριβής γιατί γνωρίζουµε ότι ο πυρήνας κάποιου
επιµορφισµού είναι πάντα 1-1. Εφόσον το πρότυπο P είναι προβολικό, από την Πρόταση
(1.1.33), κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία διασπάται και άρα το P είναι ευθύς αθροιστέος
του F (από τον Ορισµό (1.1.18)). ∆ηλαδή, F ∼= P ⊕ ker f .

Αντίστροφα, έστω ότι το P είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου
F . ΄Αρα υπάρχουν απεικονίσεις f : F → P και j : P → F µε f ◦ j = IdP . Θεωρούµε το
διάγραµµα:

F
f //

∃g
��

P

gj~~
h
��

M
p
// N // 0

όπου p ένας επιµορφισµός. Η σύνθεση h ◦ f είναι µία απεικόνιση F → N . Εφόσον το
F είναι ελεύθερο, είναι και προβολικό, και άρα υπάρχει µία απεικόνιση g : F → M µε
p ◦ g = h ◦ f . Αρκεί να αποδείξουµε ότι p ◦ (g ◦ j) = h. Ισχύει : p ◦ g = h ◦ f ⇒ (p ◦ g) ◦ j =
(h ◦ f) ◦ j ⇒ p ◦ (g ◦ j) = h ◦ (f ◦ j)⇒ p ◦ (g ◦ j) = h ◦ IdP ⇒ p ◦ (g ◦ j) = h.

΄Αρα για κάθε επιµορφισµό p και για κάθε οµοµορφισµό προτύπων h : P → N , υπάρχει
οµοµορφισµός g ◦ j : P → M τέτοιος ώστε p ◦ (g ◦ j) = h. ΄Αρα το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό :

P
∃g◦j

~~
h
��

M
p
// // N // 0

και άρα το πρότυπο P είναι προβολικό.

Παράδειγµα 1.1.35. Θεωρούµε το F = Z6 ως πρότυπο πάνω από τον δακτύλιο R = Z6, το
οποίο είναι ελεύθερο. Επειδή

F ∼= Z2 ⊕ Z3,

από το Θεώρηµα (1.1.34) έπεται ότι τα Z2 και Z3 είναι προβολικά, αλλά όµως δεν είναι
ελεύθερα ως Z6-πρότυπα, διότι αν ήταν ελεύθερα ϑα είχαν τουλάχιστον 6 στοιχεία.

Πρόταση 1.1.36. 1. Κάθε ευθύς αθροιστέος ενός προβολικού προτύπου είναι προβολικό

πρότυπο.

2. Κάθε ευθύ άθροισµα προβολικών προτύπων είναι προβολικό.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω RK ένας ευθύς αθροιστέος ενός προβολικού προτύπου P . Τότε P =
K⊕L. Το P όµως είναι προβολικό, οπότε υπάρχει ένα ελεύθερο R-πρότυπο F , τέτοιο
ώστε F = P ⊕Q. ΄Αρα ϑα ισχύει ότι F = P ⊕Q = (K ⊕ L) ⊕Q = K ⊕ (L ⊕Q) ⇒
F = K ⊕ (L⊕Q). Εποµένως, το K είναι ευθύς αθροιστέος του ελεύθερου προτύπου
F , άρα το K είναι προβολικό.

2. ΄Εστω (Pi)i∈I µία οικογένεια προβολικών προτύπων. Για κάθε i, υπάρχει ένα ελεύθερο
πρότυπο Fi τέτοιο ώστε Fi = Pi⊕Qi, για κάποιο Qi ⊆ Fi. ΄Οµως ⊕iFi είναι ελεύθερο
(µε ϐάση την ένωση των ϐάσεων των Fi). Οπότε ϑα ισχύει :

⊕iFi = ⊕i(Pi ⊕Qi) = (⊕iPi)⊕ (⊕iQi).

΄Αρα το ⊕iPi είναι προβολικό.

Θα υπενθυµίσουµε στη συνέχεια τον ορισµό του ϱιζικού του Jacobson και κάποιες
σχετικές προτάσεις µε σκοπό να αναφερθούµε στο Λήµµα του Nakayama το οποίο ϑα µας
ϕανεί χρήσιµο αργότερα.

Ορισµός 1.1.37. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε το ϱιζικό του Jacobson (J = radR)
ορίζεται να είναι η τοµή όλων των µεγιστοτικών αριστερών ιδεωδών του R.



1.1. ΕΛΕΥΘΕΡΑ ΚΑΙ ΠΡΟΒΟΛΙΚΑ ΠΡΟΤΥΠΑ 19

Αποδεικνύεται ότι το ϱιζικό του Jacobson είναι η τοµή όλων των µεγιστοτικών δεξιών
ιδεωδών. Τότε το J = radR είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες οπότε R/J είναι ένας δακτύλιος.

Ας περάσουµε στην επόµενη πρόταση η οποία χαρακτηρίζει τα στοιχεία του J .

Πρόταση 1.1.38. Αν x είναι ένα στοιχείο ενός δακτυλίου R, τότε x ∈ radR αν και µόνο αν,

για κάθε a ∈ R, το στοιχείο 1 − ax έχει ένα αριστερό αντίστροφο, δηλαδή υπάρχει u ∈ R
τέτοιο ώστε u(1− ax) = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω R(1− ax) ένα γνήσιο αριστερό ιδεώδες, τότε από το Λήµµα του Zorn συµ-
περαίνουµε ότι υπάρχει κάποιο µεγιστοτικό αριστερό ιδεώδες M που το περιέχει. ∆η-
λαδή, R(1 − ax) ⊆ M . ΄Εστω x ∈ J ⇒ ax ∈ J , αφού J ιδεώδες και a ∈ R. ΄Αρα
1 = (1−ax) +ax ∈ J . ΄Οµως J ⊆M γιατί το ιδεώδες J είναι η τοµή όλων των µεγιστοτικών
ιδεωδών και M µεγιστοτικό. ΄Αρα 1 ∈ M ⇒ M = R. ΄Ατοπο γιατί M µεγιστοτικό. ΄Αρα το
ιδεώδες R(1−ax) δεν είναι γνήσιο, οπότε R(1−ax) = R. Οπότε υπάρχει u ∈ R τέτοιο ώστε
u(1− ax) = 1.

Αντίστροφα, αν x 6∈ J , τότε υπάρχει κάποιο µεγιστοτικό ιδεώδες M , έτσι ώστε x 6∈ M .
΄Αρα M  M +Rx. ΄Οµως το M είναι µεγιστοτικό, άρα M +Rx = R. Συνεπώς, υπάρχουν
m ∈M και a ∈ R τέτοια ώστε m+ ax = 1. Αν m = 1− ax έχει ένα αριστερό αντίστροφο u,
τότε 1 = um ∈M . ΄Ατοπο, γιατί M µεγιστοτικό ιδεώδες. ΄Αρα x ∈ J .

Ακολουθεί το Λήµµα του Nakayama:

Λήµµα 1.1.39. ( Λήµµα του Nakayama) ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό

R-πρότυπο και J = radR το ϱιζικό του Jacobson. Αν M = JM τότε M = {0}.

Απόδειξη. ΄ΕστωM ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερόR-πρότυπο. ΄Εστω {m1, . . .mn}
ένα ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων του M , µε την έννοια ότι δεν υπάρχει άλλο γνήσιο
υποσύνολο του {m1, . . .mn} που να γεννά τοM . Ισχύει ότιM = JM ⇒ m1 =

∑n
i=1 ri ·mi,

όπου ri ∈ J . ΄Αρα,

(1− r1) ·m1 =

n∑
i=2

ri ·mi.

Εφόσον r1 ∈ J , από την Πρόταση (1.1.38), το 1 − r1 ϑα έχει αριστερό αντίστροφο, έστω
u ∈ R. Τότε ϑα ισχύει ότι u(1−r1) = 1. ΄Αρα (1−r1) ·m1 =

∑n
i=2 ri ·mi ⇒ u(1−r1) ·m1 =∑n

i=2 uri ·mi ⇒ m1 =
∑n
i=2 uri ·mi ⇒ m1 ∈ {m2, . . . ,mn}. ΄Αρα το Μ παράγεται από το

σύνολο {m2, . . . ,mn}  {m1, . . .mn}. ΄Ατοπο, άρα M = {0}.

Παρατήρηση 1.1.40. Στο Λήµµα του Nakayama είναι απαραίτητη η προϋπόθεση ότι το
πρότυποM είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Για παράδειγµα, έστω ο δακτύλιος Z(2) = {ab ∈
Q : b είναι περιττός}. Ο δακτύλιος αυτός έχει ένα µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες P = Z(2)2.
΄Αρα το ϱιζικό του Jacobson ϑα είναι rad(Z(2)) = P . Αλλά το Q είναι ένα Z(2)-πρότυπο µε
PQ = 2Q = Q. ΄Οµως το Q δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο ως Z(2)-πρότυπο.

Μία εναλλακτική µορφή του Λήµµατος του Nakayama είναι η εξής :

Λήµµα 1.1.41. ΄Εστω N0, N δύο R-πρότυπα µε N0 ⊆ N . ΄Εστω N/N0 ένα πεπερασµένα

παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Αν N = N0 + JN τότε N = N0.

Απόδειξη. ΄Εστω N/N0 ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Ισχύει ότι
N/N0 = N0 + JN/N0 = J(N/N0). Αν εφαρµόσουµε το Λήµµα του Nakayama στο N/N0,
ισχύει ότι N/N0 = J(N/N0)⇒ N/N0 = {0} ⇒ N = N0.

Λήµµα 1.1.42. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, J ένα ιδεώδες του R και M ένα R-πρότυπο. Τότε

R/J ⊗RM ∼= M/JM .
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Απόδειξη. Θεωρούµε την εξής ακριβή ακολουθία :

0 // J
i // R // R/J // 0

Αν εφαρµόσουµε τον δεξιά ακριβή συναρτητή � ⊗RM στην παραπάνω ακριβή ακολουθία,
ϑα πάρουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

J ⊗M i⊗M // R⊗M // R/J ⊗M // 0 .

Τώρα, ισχύει ότι Im(i ⊗ M) = JM και R ⊗ M ∼= M . Οπότε προκύπτει η εξής ακριβή
ακολουθία :

0 // JM // M // R/J ⊗M // 0

΄Αρα, ισχύει ότι R/J ⊗RM ∼= M/JM .

Αν εφαρµόσουµε τώρα το Λήµµα του Nakayama σε πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
αριστερά R-πρότυπα, ϑα καταλήξουµε στο ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 1.1.43. ΄Εστω J = radR το ϱιζικό του Jacobson.

1. ΄Εστω Q ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, P ένα πεπερασµένα παραγόµενο

προβολικό R-πρότυπο και γ ∈ HomR(Q,P ). Αν γ : Q/JQ → P/JP είναι ένας

ισοµορφισµός, τότε και ο γ ϑα είναι ισοµορφισµός.

2. Αν Q,P είναι πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά αριστερά R-πρότυπα, και Q/JQ ∼=
P/JP ως R/J -πρότυπα, τότε Q ∼= P ως R-πρότυπα.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω η ακριβής ακολουθία

Q
γ // P // Coker(γ) // 0

Αν εφαρµόσουµε τον δεξιά ακριβή συναρτητή R/J ⊗R � στην παραπάνω ακριβή ακο-
λουθία, ϑα πάρουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

R/J ⊗R Q // R/J ⊗R P // R/J ⊗R Coker(γ) // 0

Σύµφωνα µε το Λήµµα (1.1.42) ισχύει η σχέση

(1.1) R/J ⊗RM ∼= M/JM

οπότε έχουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

Q/JQ
γ // P/JP // Coker(γ)/JCoker(γ) // 0

΄Αρα Coker(γ)/J Coker(γ) ∼= P/JP� Im(γ) ΄Οµως γ : Q/JQ → P/JP είναι ένας
ισοµορφισµός, οπότε Im(γ) = P/JP . ΄Αρα Coker(γ)/J Coker(γ) ∼= P/JP�P/JP =
0 ⇒ Coker(γ) = J Coker(γ). ΄Οµως το Coker(γ) είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο
R-πρότυπο ως πηλίκο του πεπερασµένα παραγόµενου προβολικού προτύπου P . ΄Αρα
από το Λήµµα του Nakayama ϑα ισχύει ότι Coker(γ) = 0. Οπότε Coker(γ) = 0 ⇒
P/ Im(γ) = 0⇒ P = Im(γ)⇒ γ είναι ένας επιµορφισµός.
Εφόσον, γ : Q → P είναι ένας επιµορφισµός και το P είναι προβολικό, ϑα ισχύει ότι
Q ∼= Ker(γ) ⊕ P . Τότε υπάρχει µονοµορφισµός γ′ : P � Q, τέτοιος ώστε Im(γ′) =
P ′ ⊆ Q, συνεπάγεται P ∼= P ′. ΄Αρα, Q = Ker(γ)⊕ P ′. Εφαρµόζοντας τώρα τον δεξιά
ακριβή συναρτητή R/J ⊗R � και λαµβάνοντας υπόψιν την σχέση (1.1), ϑα έχουµε

Q/JQ = (Ker(γ)/J Ker(γ))⊕ (P ′/JP ′).

Επειδή γ: ισοµορφισµός συνεπάγεται ότι Ker(γ)/J Ker(γ) = 0⇒ Ker(γ) = J Ker(γ).
ΤοKer(γ) ως ευθύς αθροιστέος τουQ, είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενοR-πρότυπο,
άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε το Λήµµα Nakayama στο Ker(γ), άρα Ker(γ) = 0,
οπότε η γ ϑα είναι 1− 1. ΄Αρα γ : Q→ P είναι ισοµορφισµός.



1.2. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΤΗΣ NOETHER ΚΑΙ ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΒΑΣΗΣ ΤΟΥ HILBERT 21

2. Υποθέτουµε ότι υπάρχει κάποιος R/J-ισοµορφισµός g : Q/JQ → P/JP , όπου
Q,P πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά αριστερά R-πρότυπα. Αφού το Q είναι
R-προβολικό, ϑα υπάρχει γ ∈ HomR(Q,P ) που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µετα-
ϑετικό :

Q // //

∃γ
��

Q/JQ

g

��
P // // P/JP

΄Αρα γ = g. Οπότε σύµφωνα µε το πρώτο µέρος της απόδειξης ο γ ϑα είναι ισοµορφι-
σµός.

Πόρισµα 1.1.44. ΄ΕστωP ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικόR-πρότυπο και z1, . . . , zr
∈ P . Τότε τα {zi} αποτελούν µια R-ϐάση για το P αν και µόνο αν οι εικόνες τους {zi =
zi + JP} αποτελούν µία R/J -ϐάση για το P/JP .

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [13, Corollary 1.7].

Ορισµός 1.1.45. ΄Ενας δακτύλιος R ονοµάζεται τοπικός δακτύλιος, αν R/J είναι ένας

δακτύλιος διαίρεσης όπου J = radR το ϱιζικό του Jacobson, δηλαδή αν οR έχει ένα µοναδικό

µεγιστοτικό αριστερό (ή δεξιό) ιδεώδες.

Σε αυτή την περίπτωση, κάθε R/J-πρότυπο είναι ελεύθερο ως διανυσµατικός χώρος
πάνω από τον δακτύλιο διαίρεσης R/J , οπότε :

Πόρισµα 1.1.46. ΄Εστω R ένας τοπικός δακτύλιος και J = radR το ϱιζικό του Jacobson.

Τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο P είναι ελεύθερο. ΄Ενα σύνολο

στοιχείων z1, . . . , zr ∈ P αποτελούν µια ελεύθερη R-ϐάση για το P αν και µόνο αν οι εικόνες

τους z1 = z1 + JP, . . . , zr = zr + JP αποτελούν µία ϐάση διανυσµατικού χώρου για το

P = P/JP πάνω από τον R = R/J .

Αξίζει να αναφέρουµε, αν και δεν ϑα µας ϕανεί χρήσιµο στην συνέχεια, ότι το 1958
ο Kaplansky απέδειξε ότι κάθε προβολικό πρότυπο πάνω από ένα τοπικό δακτύλιο είναι
ελεύθερο.

1.2 ∆ακτύλιοι της Noether και το Θεώρηµα ϐάσης του
Hilbert

Στην παράγραφο αυτή ϑα ορίσουµε τους δακτυλίους της Noether, ϑα διατυπώσουµε και ϑα
αποδείξουµε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert και ϑα δούµε ότι ο δακτύλιος K[x1, . . . , xn],
όπου K σώµα, είναι δακτύλιος της Noether.

1.2.1 ∆ακτύλιοι της Noether

Τα πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα είναι τα πιο σηµαντικά πρότυπα, και είναι στενά
συνδεδεµένα µε µία συνθήκη αλυσίδας.

Ορισµός 1.2.1. 1. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M πάνω από κάποιον δακτύλιο R ικανο-

ποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσίδας (ascending chain condition) (ACC) αν κάθε

αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του M

S1 ⊆ S2 ⊆ S3 ⊆ · · ·

είναι τελικά σταθερή. ∆ηλαδή, αν υπάρχει ένας ακέραιος n τέτοιος ώστε Sn = Sn+1 =
Sn+2 = · · · .
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2. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M πάνω από κάποιον δακτύλιο R ικανοποιεί την συνθήκη

µεγίστου (maximum condition) αν κάθε µη κενή οικογένεια F υποπροτύπων του M
έχει ένα µέγιστο στοιχείο, δηλαδή, υπάρχει κάποιο S0 ∈ F για το οποίο δεν υπάρχει

κάποιο S ∈ F µε S0 ( S.

Πρόταση 1.2.2. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες για κάθε αριστερό R-πρότυπο M .

1. Το M ικανοποιεί την ACC στα υποπρότυπα.

2. Το M ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου (maximum condition).

3. Κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Απόδειξη. (1)⇒ (2) ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο M ικανοποιεί την ACC στα υποπρό-
τυπα, δηλαδή κάθε αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του M είναι τελικά σταθερή. Θέλουµε
να αποδείξουµε ότι τοM ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου. ΄Εστω F µία µη κενή οικογένεια
υποπροτύπων του M . Υποθέτουµε ότι η οικογένεια F δεν έχει κανένα µεγιστοτικό στοιχείο.
Επιλέγουµε κάποιο υποπρότυπο S1 που ανήκει στην οικογένεια F , S1 ∈ F . Εφόσον η F δεν
έχει κανένα µεγιστοτικό στοιχείο, το S1 δεν ϑα είναι µεγιστοτικό. ΄Αρα, ϑα υπάρχει κάποιο
S2 ∈ F τέτοιο ώστε S1  S2. Τώρα το S2 δεν είναι µεγιστοτικό στοιχείο της οικογένειας F ,
οπότε υπάρχει κάποιο στοιχείο S3 ∈ F , τέτοιο ώστε S2  S3. Συνεχίζοντας µε αυτόν τον
τρόπο κατασκευάζουµε µία αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του M η οποία δεν είναι τελικά
σταθερή. ΄Ατοπο, γιατί το αριστερό R-πρότυπο M ικανοποιεί την ACC στα υποπρότυπα.
΄Αρα, η οικογένεια F έχει τουλάχιστον ένα µεγιστοτικό στοιχείο, οπότε το M ικανοποιεί την
συνθήκη µεγίστου.

(2) ⇒ (3) ΄Εστω ότι το αριστερό R-πρότυπο M ικανοποιεί την συνθήκη µεγίστου. Θέ-
λουµε να αποδείξουµε ότι κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Εστω
S ένα τυχαίο υποπρότυπο του M και F η οικογένεια όλων των πεπερασµένα παραγόµε-
νων υποπροτύπων του M που περιέχονται στο S. Η οικογένεια F είναι µη κενή, γιατί το
{0} ∈ F . Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι κάθε µη κενή οικογένεια F υποπροτύπων του
M έχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο. ΄Αρα, υπάρχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο S∗ ∈ F . Τώρα,
επειδή S∗ ∈ F ϑα ισχύει ότι S∗ ⊆ S. Αν το S∗ είναι γνήσιο υποπρότυπο του S, τότε ϑα
υπάρχει κάποιο s ∈ S, τέτοιο ώστε s 6∈ S∗. Θεωρούµε το υποπρότυπο S∗∗ = 〈S∗, s〉 ⊆ S.
Το υποπρότυπο S∗∗ είναι πεπερασµένα παραγόµενο, άρα S∗∗ ∈ F . Αλλά, S∗  S∗∗, άτοπο
γιατί το S∗ είναι µεγιστοτικό στοιχείο της οικογένειας F . ΄Αρα, S∗ = S, οπότε το S είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. Επιλέξαµε το S να είναι ένα τυχαίο υποπρότυπο του M , οπότε
κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

(3)⇒ (1) ΄Εστω ότι κάθε υποπρότυπο του M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Θέλουµε
να αποδείξουµε ότι το M ικανοποιεί την ACC στα υποπρότυπα. Θεωρούµε µία αύξουσα
αλυσίδα υποπροτύπων του M :

S1 ⊆ S2 ⊆ . . . .

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η ένωση S∗ =
⋃
n≥1 Sn είναι ένα υποπρότυπο τουM . Αφού κάθε

υποπρότυπο τουM είναι πεπερασµένα παραγόµενο, έτσι και το S∗ ϑα είναι ένα πεπερασµέ-
να παραγόµενο υποπρότυπο του M . ΄Εστω S∗ = 〈s1, . . . , sq〉. Για κάθε si ∈ S∗, ϑα υπάρχει
κάποιο ni έτσι ώστε το si ∈ Sni . Αν το N είναι το µεγαλύτερο από όλα τα ni, i = 1, . . . , q,
τότε για κάθε i, i = 1, . . . , q ϑα ισχύει ότι Sni ⊆ SN . Οπότε, για κάθε i, i = 1, . . . , q ϑα
ισχύει ότι si ∈ SN και S∗ = 〈s1, . . . , sq〉 ⊆ SN . Αν n ≥ N , τότε S∗ ⊆ SN ⊆ Sn ⊆ S∗.
Οπότε, Sn = S∗, άρα η αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του M :

S1 ⊆ S2 ⊆ . . .

είναι τελικά σταθερή και έτσι το M ικανοποιεί την ACC στα υποπρότυπα.

΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πρότυπο της Noether αν ικανοποιεί µία από τις
παραπάνω ισοδύναµες προτάσεις .

Ας δούµε τώρα πότε ένας δακτύλιος καλείται δακτύλιος της Noether.
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Ορισµός 1.2.3. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται αριστερός δακτύλιος της Noether αν το RR
είναι ένα πρότυπο της Noether ως αριστερό R-πρότυπο.

΄Ενας δακτύλιος R καλείται δεξιός δακτύλιος της Noether αν κάθε δεξιό ιδεώδες είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. Προφανώς, κάθε µεταθετικός αριστερός δακτύλιος της Noether
είναι και δεξιός δακτύλιος της Noether και τον ονοµάζουµε απλά δακτύλιο της Noether.

Παράδειγµα 1.2.4. 1. Κάθε περιοχή κύριων ιδεωδών είναι δακτύλιος της Noether.

2. Θα αποδείξουµε αργότερα το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert, το οποίο µας λέει ότι αν R
είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε ϑα είναι και ο R[x] (όπου ϑεωρούµε
ότι η µεταβλητή x µετατίθεται µε τους συντελεστές στον R).

3. Αν το K είναι ένα σώµα, τότε κάθε K-άλγεβρα R πεπερασµένης διάστασης είναι και
αριστερός και δεξιός δακτύλιος της Noether, για κάθε αριστερό ή δεξιό ιδεώδες είναι
ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από τοK, και έτσι κάθε αυστηρά αύξουσα ακολουθία
αριστερών ή δεξιών ιδεωδών έχει µήκος ≤ dimK(R).

Πρόταση 1.2.5. ΄Εστω µία ακριβής ακολουθία από R-πρότυπα

0 // N
f // M

g // K // 0 ,

τότε το M είναι πρότυπο της Noether αν και µόνο αν τα N,K είναι πρότυπα της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το M είναι πρότυπο της Noether. Θεωρούµε µία αύξουσα ακολουθία
υποπροτύπων του N :

N1 ⊆ N2 ⊆ N3 ⊆ . . .

Τότε ϑα έχουµε µία αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του M :

f(N1) ⊆ f(N2) ⊆ f(N3) ⊆ . . .

΄Οµως το M είναι πρότυπο της Noether, οπότε κάθε αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του
M είναι τελικά σταθερή. ∆ηλαδή, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε

f(Nn) = f(Nn+1) = f(Nn+2) = . . .

΄Εστω x ∈ Nn+1 τότε f(x) ∈ f(Nn+1) = f(Nn), άρα f(x) ∈ f(Nn), εποµένως υπάρχει
y ∈ f(Nn), τέτοιο ώστε f(y) = f(x). ΄Οµως η ακολουθία µας είναι ακριβής οπότε η f είναι
”1 − 1” και άρα x = y, οπότε x ∈ Nn. ΄Αρα x ∈ Nn+1 ⇒ x ∈ Nn. Οπότε Nn+1 ⊆ Nn.
΄Οµως Nn ⊆ Nn+1, άρα τελικά Nn = Nn+1. ΄Αρα η αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του
N :

N1 ⊆ N2 ⊆ N3 ⊆ . . .

είναι τελικά σταθερή, οπότε το N είναι πρότυπο της Noether.
΄Εστω τώρα µία αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του K:

K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ . . .

Τότε ϑα έχουµε µία αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του M :

g−1(K1) ⊆ g−1(K2) ⊆ g−1(K3) ⊆ . . .

΄Οµως το M είναι πρότυπο της Noether, οπότε κάθε αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του
M είναι τελικά σταθερή. ∆ηλαδή, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε

g−1(Kn) = g−1(Kn+1) = g−1(Kn+2) = . . . .
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΄Εστω x ∈ Kn+1 τότε επειδή η g είναι επί ∃y ∈ M τέτοιο ώστε g(y) = x ∈ Kn+1. ΄Αρα
y ∈ g−1(Kn+1) = g−1(Kn). Εποµένως, g(y) ∈ Kn ⇒ x ∈ Kn. ΄Αρα Kn+1 = Kn, οπότε η
αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του K:

K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ . . .

είναι τελικά σταθερή, οπότε το K είναι πρότυπο της Noether.
Αντίστροφα, έστω

0 // N
f // M

g // K // 0 ,

µία ακριβής ακολουθία από R-πρότυπα. ΄Εστω ότι τα N,K είναι πρότυπα της Noether. Θα
αποδείξουµε ότι και τοM είναι πρότυπο της Noether. ΄Εχουµε την εξής αύξουσα ακολουθία
υποπροτύπων του M

M1 ⊆M2 ⊆ . . .

Τότε
g(M1) ⊆ g(M2) ⊆ . . .

είναι µία αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του K. ΄Οµως το K είναι πρότυπο της Noether,
οπότε κάθε αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του K είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα, υπάρχει
n′′ ∈ N τέτοιο ώστε g(Mn′′) = g(Mn′′+1).

Επίσης ϑα έχουµε την εξής αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του N

f−1(M1) ⊆ f−1(M2) ⊆ . . .

΄Οµως τοN είναι πρότυπο της Noether, οπότε κάθε αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων τουN
είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα, υπάρχει n′ ∈ N τέτοιο ώστε f−1(Mn′) = f−1(Mn′+1). Επιλέγω
n = max(n′, n′′). Τότε για το n γνωρίζω ότι f−1(Mn) = f−1(Mn+1) και g(Mn) = g(Mn+1).
Θα αποδείξουµε ότι Mn = Mn+1. ΄Ηδη γνωρίζουµε ότι Mn ⊆Mn+1, άρα αρκεί να δείξουµε
ότι Mn+1 ⊆ Mn. ΄Εστω m ∈ Mn+1. Τότε g(m) ∈ g(Mn+1) = g(Mn). ΄Αρα υπάρχει
x ∈ Mn ⊆ Mn+1, τέτοιο ώστε g(x) = g(m)⇒ g(m− x) = 0⇒ m− x ∈ Ker(g) = Im(f).
΄Αρα, υπάρχει y ∈ N τέτοιο ώστε f(y) = m − x ∈ Mn+1. ΄Αρα, y ∈ f−1(Mn+1) =
f−1(Mn) ⇒ f(y) ∈ Mn ⇒ m − x ∈ Mn ⇒ m ∈ Mn. Οπότε, Mn+1 ⊆ Mn, συνεπώς
Mn = Mn+1. ΄Αρα η ακολουθία

M1 ⊆M2 ⊆ . . .

είναι τελικά σταθερή, οπότε το M είναι πρότυπο της Noether.

Πόρισµα 1.2.6. Κάθε δακτύλιος πηλίκο ενός αριστερού δακτυλίου της Noether R είναι

αριστερός δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω I ένα αµφίπλευρο ιδεώδες του R, οπότε R/I είναι ένας δακτύλιος. Αν J
είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R/I, τότε J ′ = ν−1(J) είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R,
όπου ν : R → R/I είναι ϕυσική απεικόνιση. Αφού ο R είναι ένας αριστερός δακτύλιος
της Noether, το J ′ ϑα είναι πεπερασµένα παραγόµενο, δηλαδή J ′ = (r1, . . . , rn). ΄Αρα το
J = ν(J ′) παράγεται από τα ν(r1), . . . , ν(rn). ΄Αρα, κάθε αριστερό ιδεώδες του R/I είναι
πεπερασµένα παραγόµενο, και άρα R/I δακτύλιος της Noether.

Πρόταση 1.2.7. 1. Αν R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε κάθε υποπρότυπο

ενός πεπερασµένα παραγόµενου αριστερού R-προτύπου M είναι πεπερασµένα παραγό-

µενο.

2. Αν R είναι περιοχή κύριων ιδεωδών και ένα R-πρότυπο M παράγεται από n στοιχεία,

τότε κάθε υποπρότυπο του M µπορεί να παραχθεί από n ή λιγότερα στοιχεία.

Απόδειξη. Βλέπε [28, Proposition 3.18].
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Παρατήρηση 1.2.8. Το δεύτερο µέρος της παραπάνω πρότασης δεν αληθεύει πιο γενικά.
Για παράδειγµα, ο δακτύλιος R = Q[x, y] δεν είναι περιοχή κύριων ιδεωδών, οπότε υπάρχει
κάποιο ιδεώδες I το οποίο δεν είναι κύριο, για παράδειγµα το ιδεώδες I = 〈x, y〉. ΄Ετσι, ο R
έχει ένα γεννήτορα ενώ το υποπρότυπό του I δεν µπορεί να παραχθεί από ένα στοιχείο.

Συνεχίζουµε µε τον ορισµό των πεπερασµένα παραστάσιµων προτύπων.

Ορισµός 1.2.9. ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πεπερασµένα παραστάσιµο αν

υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

Rm // Rn // M // 0 ,

για κατάλληλους ϕυσικούς αριθµούς m,n.

Πόρισµα 1.2.10. Αν R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε κάθε πεπερασµένα πα-

ϱαγόµενο αριστερό R-πρότυπο είναι πεπερασµένα παραστάσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Τότε, ϑα υπάρχουν ένα
πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο F και ένας επιµορφισµός ϕ :
F → M . Εφόσον ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, σύµφωνα µε την
Πρόταση (1.2.7) κάθε υποπρότυπο του F ϑα είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Οπότε το
υποπρότυπο Kerϕ του F είναι πεπερασµένα παραγόµενο, άρα το M είναι πεπερασµένα
παραστάσιµο.

1.2.2 Το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert

Το 1890, ο Hilbert απέδειξε το περίφηµο Θεώρηµα Βάσης του Hilbert, δείχνοντας ότι κάθε
ιδεώδες στον δακτύλιο C[x1, . . . , xn] είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Οπως ϑα δούµε, η
απόδειξη δεν είναι κατασκευαστική µε την έννοια ότι δεν δίνει ένα σαφές σύνολο γεννητόρων
ενός ιδεώδους (στις µέρες µας αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε τη χρήση των ϐάσεων Gröbner).
Αναφέρεται ότι όταν ο P.Gordan, ένας σηµαντικός αλγεβριστής της εποχής, είδε την απόδειξη
του Hilbert, είπε : Αυτά δεν είναι Μαθηµατικά, είναι Θεολογία !. Από την άλλη, όταν ο
P.Gordan το 1899, δηµοσίευσε µία απλοποιηµένη απόδειξη του Θεωρήµατος Hilbert, είπε
ότι :΄Εχω πειστεί ότι και η Θεολογία έχει τα προτερήµατά της.

Λήµµα 1.2.11. ΄Ενας δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν,

για κάθε ακολουθία στοιχείων a1, . . . , an, . . . του R, υπάρχει m ≥ 1 και r1, . . . , rm ∈ R µε

am+1 = r1a1 + . . .+ rmam.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας αριστερός δακτύλιος της Noether και a1, . . . , an, . . . µία ακολουθία
στοιχείων του R. ΄Εστω In το αριστερό ιδεώδες που παράγεται από τα στοιχεία a1, . . . , an,
τότε ϑα υπάρχει µία αύξουσα αλυσίδα αριστερών ιδεωδών I1 ⊆ I2 ⊆ . . . η οποία ϑα είναι
τελικά σταθερή, εφόσον R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether. ΄Αρα ϑα υπάρχει κάποιο
m ≥ 2 τέτοιο ώστε Im = Im+1. Επιπλέον, έστω am+1 ∈ Im+1 = Im, οπότε ϑα υπάρχουν
r1, . . . , rm ∈ R µε am+1 = r1a1 + . . .+ rmam.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ακολουθία στοιχείων a1, . . . , an, . . . του R, υπάρχειm ≥ 1
και r1, . . . , rm ∈ R µε am+1 = r1a1 + . . .+ rmam. Αν ο R δεν είναι αριστερός δακτύλιος της
Noether, τότε ϑα υπάρχει µία αύξουσα αλυσίδα αριστερών ιδεωδών I1 ⊆ I2 ⊆ . . . η οποία
δεν είναι τελικά σταθερή. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι In  In+1, για κάθε n. Τώρα για
κάθε n, επιλέγουµε an+1 ∈ In+1 και an+1 /∈ In. Από την υπόθεση, υπάρχουν m και ri ∈ R
για i ≤ m µε am+1 =

∑
i≤m riai ∈ Im. ΄Ατοπο, άρα ο R είναι αριστερός δακτύλιος της

Noether.

Παρατήρηση 1.2.12. Αν ο R είναι ένας δακτύλιος, όχι απαραίτητα µεταθετικός, τότε R[x]
συµβολίζει τον πολυωνυµικό δακτύλιο στον οποίο η µεταβλητή x µετατίθεται µε κάθε στοιχείο
του R.
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Είµαστε έτοιµοι να διατυπώσουµε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert. Η απόδειξη που
ακολουθεί οφείλεται στον Sarges, ϐλέπε [29, Σελίδες 436-437].

Θεώρηµα 1.2.13. (Hilbert Basis Theorem) Αν ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether,

τότε και ο R[x] ϑα είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο πολυωνυµικός δακτύλιος R[x] δεν είναι δακτύλιος της Noether.
΄Εστω I ένα αριστερό ιδεώδες του R[x], το οποίο δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Φυσι-
κά, I 6= 〈0〉, εφόσον το µηδενικό ιδεώδες είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Ορίζουµε f0(x)
να είναι ένα πολυώνυµο που ανήκει στο ιδεώδες I ελαχίστου ϐαθµού. Επαγωγικά, ορίζουµε
ένα πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού fn+1(x) ∈ I\〈f0(x), . . . , fn(x)〉. Ας σηµειώσουµε ότι το
πολυώνυµο fn(x) υπάρχει για κάθε n ≥ 0, γιατί αν I\〈f0(x), . . . , fn(x)〉 = ∅, τότε το ιδε-
ώδες I ϑα ήταν πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Εστω dn = deg(fn(x)) για ∀n. Τότε ϑα ισχύει
dn ≤ dn+1 για ∀n (γιατί αν ίσχυε dn > dn+1 αυτό ϑα ερχόταν σε αντίθεση µε την επιλογή
του fn(x)).

Για κάθε n ας συµβολίσουµε µε an τον ηγετικό συντελεστή του πολυωνύµου fn(x).
Εφόσον ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε η αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του
R:

〈a0〉 $ 〈a0, a1〉 $ . . . $ 〈a0, . . . , an〉 $ . . .

σταµατάει, οπότε για κάποιο m ϑα ισχύει ότι 〈a0, . . . , am〉 = 〈a0, . . . , am+1〉. Οπότε, υπάρ-
χουν ri ∈ R, τέτοια ώστε am+1 =

∑m
i=0 ri · ai. Ορίζουµε το πολυώνυµο:

g(x) = fm+1(x)−
m∑
i=0

rifi(x)xdm+1−di

όπου di = deg(fi). Τότε ϑα ισχύει g(x) ∈ I\〈f0(x), . . . , fm(x)〉, διότι fm+1(x) ∈ I\〈f0(x),
. . . , fm(x)〉. Αρκεί τώρα να αποδείξουµε ότι deg(g(x)) < deg(fm+1). Θα συµβολίσουµε µε
οµβ τους όρους µικρότερου ϐαθµού. ΄Εστω fi(x) = aix

di + οµβ , τότε :

g(x) = fm+1(x)−
m∑
i=0

rifi(x)xdm+1−di

= (am+1x
dm+1 + οµβ )−

m∑
i=0

ri(aix
di + οµβ )xdm+1−di

= am+1x
dm+1 + οµβ −

m∑
i=0

(riaix
dixdm+1−di + ri( οµβ )xdm+1−di)

= am+1x
dm+1 + οµβ −

m∑
i=0

(riaix
dm+1 + ri( οµβ )xdm+1−di)

= am+1x
dm+1 + οµβ −

m∑
i=0

riaix
dm+1 −

m∑
i=0

ri( οµβ )xdm+1−di

΄Οµως ισχύει ότι : am+1 =

m∑
i=0

ri · ai. ΄Αρα
m∑
i=0

riaix
dm+1 = am+1x

dm+1 .

Οπότε g(x) = οµβ −
m∑
i=0

ri( οµβ )xdm+1−di .

΄Αρα deg(g(x)) < deg(fm+1), το οποίο είναι άτοπο γιατί το πολυώνυµο fm+1(x) έχει τον ελά-
χιστο ϐαθµό ανάµεσα στα πολυώνυµα που ανήκουν στο I\〈f0(x), . . . , fm(x)〉. ΄Αρα τελικά
κάθε αριστερό ιδεώδες I του δακτύλιου πολυωνύµων R[x] είναι πεπερασµένα παραγόµενο,
οπότε ο R[x] ϑα είναι αριστερός δακτύλιος της Noether.

Πόρισµα 1.2.14. 1. Αν K είναι ένα σώµα, τότε ο K[x1, . . . , xn] είναι δακτύλιος της No-

ether.
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2. Ο δακτύλιος Z[x1, . . . , xn] είναι δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. Επειδή οι δακτύλιοι K,Z είναι δακτύλιοι της Noether η απόδειξη προκύπτει
άµεσα µε επαγωγή στο n ≥ 1.

Ας περάσουµε σε έναν ορισµό.

Ορισµός 1.2.15. ΄Ενας δακτύλιοςR έχει αναλλοίωτο αριθµό ϐάσης (invariant basis num-
ber) (IBN) αν Rm ∼= Rn ως αριστερά R-πρότυπα συνεπάγεται ότι m = n. Αν ο R έχει IBN,

τότε το πλήθος των στοιχείων µιας ϐάσης ενός ελεύθερου αριστερού R-προτύπου F καλείται

ϐαθµίδα του F και συµβολίζεται µε rank(F ).

Αν ένας δακτύλιος R έχει IBN, τότε αν Rm ∼= Rn ως δεξιά R-πρότυπα συνεπάγεται ότι
m = n. Αν ο R έχει IBN και F είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο αριστερό
R-πρότυπο, τότε κάθε Ϲευγάρι ϐάσεων του F έχει το ίδιο πλήθος στοιχείων, αν x1, . . . , xn
είναι µία ϐάση του F , τότε F ∼= Rn. ΄Αρα, η rank(F ) είναι καλά ορισµένη για δακτυλίους
µε IBN.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε αριστερός δακτύλιος της Noether έχει IBN. Θα µας
χρειαστεί το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 1.2.16. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και έστω M ένα αριστερό R-πρότυπο της Noether.

Αν ϕ : M →M είναι ένας επιµορφισµός, τότε ϕ είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση ϕ : M → M είναι 1-1. Αρκεί να
αποδείξουµε ότι Kerϕ = {0}. Θεωρούµε τους οµοµορφισµούς

ϕ : M →M

ϕ2 = ϕ ◦ ϕ : M →M

ϕ3 = ϕ ◦ ϕ ◦ ϕ : M →M

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Τα υποσύνολα του M : Kerϕ, Kerϕ2, Kerϕ3, . . . είναι υποπρότυπα του M . ΄Εστω x ∈
Kerϕn, τότε ϕn(x) = 0 ⇒ ϕ(ϕn(x)) = ϕ(0) ⇒ ϕn+1 = 0 ⇒ x ∈ Kerϕn+1. ΄Αρα Kerϕn ⊆
Kerϕn+1 για κάθε n ∈ N. Οπότε προκύπτει η ακόλουθη αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων
του M :

Kerϕ ⊆ Kerϕ2 ⊆ Kerϕ3 ⊆ . . . ⊆ Kerϕn ⊆ Kerϕn+1 ⊆ . . .

η οποία είναι τελικά σταθερή εφόσον το M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο της Noether. ΄Αρα
υπάρχει κάποιο m ∈ N τέτοιο ώστε :

Kerϕ ⊆ Kerϕ2 ⊆ Kerϕ3 ⊆ . . . ⊆ Kerϕm = Kerϕm+1 = . . .

Από την υπόθεση γνωρίζω ότι η απεικόνιση ϕ : M → M είναι επιµορφισµός, άρα οι απει-
κονίσεις ϕn : M →M ϑα είναι επιµορφισµοί για κάθε n ∈ N, διότι : ΄Εστω

ϕ : επιµορφισµός ⇒ ϕ(M) = M ⇒ ϕ2(M) = ϕ(ϕ(M)) = ϕ(M) = M ⇒

ϕ2 : επιµορφισµός . . . . . . ϕn(M) = ϕ(ϕn−1(M)) = ϕ(M) = M ⇒

ϕn : επιµορφισµός . . . . . .

Αρκεί να αποδείξουµε ότι Kerϕm = {0}, γιατί τότε ϑα ισχύει ότι Kerϕ = {0}, αφού Kerϕ ⊆
Kerϕm. ΄Εστω x ∈ Kerϕ⇒ ϕ(x) = 0. Τώρα, η ϕm : M → M είναι επιµορφισµός, άρα για
∀x ∈M, ∃y ∈M, τέτοιο ώστε ϕm(y) = x. Οπότε ϕ(ϕm(y)) = ϕ(x) = 0⇒ ϕm+1(y) = 0⇒
y ∈ Kerϕm+1 = Kerϕm ⇒ ϕm(y) = 0 ⇒ x = 0. ∆ηλαδή αν x ∈ Kerϕ τότε x = 0, άρα
Kerϕ = {0}, οπότε η ϕ είναι ισοµορφισµός.

Θεώρηµα 1.2.17. Αν ο R είναι αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε ο R έχει IBN.
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Απόδειξη. ΄Εστω A ένα ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο. Υποθέτουµε ότι A ∼= Rm ∼= Rn,
όπου m ≥ n. Αν m > n, τότε υπάρχει ένας επιµορφισµός ϕ : A → A, όπου ker(ϕ) 6= 0
(απλά προβάλλουµε µια m-άδα επί των πρώτων n συντεταγµένων). Το A είναι προφανώς
πεπερασµένα παραγόµενο, άρα έχει την ACC, άρα από το προηγούµενο λήµµα ο ϕ ϑα είναι
ισοµορφισµός, άτοπο αφού ker(ϕ) 6= 0. ΄Αρα m = n, συνεπώς ο R έχει IBN.

Παράδειγµα 1.2.18. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης πάνω από ένα
σώµα K ( dimVK =∞ ). Τότε ο δακτύλιος R = EndK(V ) δεν έχει IBN.

Εφόσον V είναι ένας διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης πάνω από ένα σώµα K,
ϑα υπάρχει ένας K-ισοµορφισµός θ : V → V ⊕V . Ορίζουµε τις προβολές p, q : V ⊕V → V
έτσι ώστε

p : (v, w) 7→ v

q : (v, w) 7→ w

΄Εστω R = EndK(V ) ο δακτύλιος όλων των K-γραµµικών απεικονίσεων f : V → V .
Τώρα εφαρµόζουµε τον συναρτητή HomK(V,�) στον K-ισοµορφισµό θ : V → V ⊕V για

να πάρουµε ένα K-ισοµορφισµό

θ∗ : HomK(V, V ) → HomK(V, V ⊕ V ),

θ∗ : g 7→ θ∗(g) = θg,

όπου g ∈ HomK(V, V ). ΄Εστω

ψ : HomK(V, V ⊕ V ) → HomK(V, V )⊕ HomK(V, V )

f 7→ (pf, qf)

Ο ψ είναι ένας ισοµορφισµός (ϐλέπε [28, Corollary 2.22 ii]). Θεωρούµε τώρα τον K-
ισοµορφισµό ψθ∗ : R→ R⊕R. Ο R είναι ένα δεξιό R-πρότυπο και R⊕R επίσης είναι ένα
δεξιό R-πρότυπο µε την εξής δράση:

(f, g)h = (fh, gh) όπου f, g, h ∈ R.

Θα αποδείξουµε ότι ψθ∗ είναι ένας R-ισοµορφισµός. Αν f, h ∈ R, τότε :

(ψθ∗)(fh) = ψ(θ∗[fh]) = ψ(θfh) = (pθfh, qθfh) = (pθf, qθf)h = (ψθ∗)(f)h.

΄Αρα, ψθ∗ είναι ένας R-ισοµορφισµός, οπότε R ∼= R⊕R ως δεξιά R-πρότυπα. ΄Ετσι καταλή-
γουµε ότι ο δακτύλιος R = EndK(V ) δεν έχει IBN.

1.3 Τοπικοποίηση και Επίπεδα Πρότυπα

Ορισµός 1.3.1. ΄Ενα µη κενό σύνολο G καλείται µονοειδές αν είναι εφοδιασµένο µε µία

προσεταιριστική διµελή πράξηG×G→ G, και µε ένα ταυτοτικό στοιχείο e: δηλαδή ge = g =
eg για κάθε g ∈ G.

Παράδειγµα 1.3.2. 1. Κάθε οµάδα είναι ένα µονοειδές.

2. Κάθε δακτύλιος R είναι ένα µονοειδές ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού.

Ορισµός 1.3.3. ΄Ενα υποσύνολο S ⊆ R ενός µεταθετικού δακτυλίου R καλείται πολλα-
πλασιαστικά κλειστό αν το S είναι ένα µονοειδές το οποίο δεν περιέχει το 0. ∆ηλαδή,

0 6∈ S, 1 ∈ S, και το S είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασµό : αν s, s′ ∈ S, τότε ss′ ∈ S.

Πόρισµα 1.3.4. Το συµπλήρωµα ενός πρώτου ιδεώδους είναι πάντα πολλαπλασιαστικά κλει-

στό.
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Απόδειξη. ΄Εστω R ένας τυχαίος µεταθετικός δακτύλιος και ℘ ένα πρώτο ιδεώδες του δακτυ-
λίου R. Ορίζουµε S = R − ℘ ⊆ R το συµπλήρωµα του πρώτου ιδεώδους ℘. Θέλουµε να
αποδείξουµε ότι το S είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό. Γνωρίζουµε ότι κάθε ιδεώδες περιέχει
το 0, οπότε ισχύει ότι 0 6∈ R − ℘. Επίσης, γνωρίζουµε ότι το µοναδιαίο στοιχείο 1 ανήκει
στο δακτύλιο R και δεν ανήκει στο ιδεώδες ℘, άρα 1 ∈ S = R − ℘. ΄Εστω s, s′ ∈ S, αρκεί
να αποδείξουµε ότι ss′ ∈ S. Υποθέτουµε ότι ss′ 6∈ S, τότε ss′ 6∈ R − ℘ ⇒ ss′ ∈ ℘. ΄Οµως
το ℘ είναι πρώτο ιδεώδες οπότε ϑα ισχύει ότι s ∈ ℘ ή s′ ∈ ℘. ΄Ατοπο, γιατί υποθέσαµε ότι
s, s′ ∈ S ⇒ s 6∈ ℘ και s′ 6∈ ℘. ΄Αρα, ss′ ∈ S, οπότε το S = R − ℘ είναι πολλαπλασιαστικά
κλειστό υποσύνολο του δακτυλίου R.

Παράδειγµα 1.3.5. 1. Αν R είναι µία ακέραια περιοχή, τότε το σύνολο S = R − {0}
είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό. Πρόκειται για µία ειδική περίπτωση του Πορίσµατος
(1.3.4), αφού σε µία ακέραια περιοχή το {0} είναι ένα πρώτο ιδεώδες.

2. Αν ένα στοιχείο a ενός µεταθετικού δακτυλίου R δεν είναι µηδενοδύναµο, τότε το
σύνολο όλων των δυνάµεων του a : S = {an : n ≥ 0} είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό.
Γενικά, κάθε υποµονοειδές ενός µεταθετικού δακτυλίου R που δεν περιέχει το 0 είναι
πολλαπλασιαστικά κλειστό.

Συνεχίζουµε µε την κατασκευή του δακτυλίου κλασµάτων ενός µεταθετικού δακτυλίου
R ως προς ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο S ⊆ R.

Θεωρούµε το σύνολο R× S = {(r, s)|r ∈ R, s ∈ S} και ορίζουµε την παρακάτω σχέση:

(1.2) (r, s) ≡ (r′, s′) αν και µόνο αν υπάρχει s′′ ∈ S : s′′(rs′ − r′s) = 0.

Αποδεικνύουµε ότι η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναµίας :

1. Ισχύει η ανακλαστική ιδιότητα, δηλαδή (r, s) ≡ (r, s), διότι υπάρχει το 1 ∈ S τέτοιο
ώστε 1(rs− rs) = 0.

2. Ισχύει η συµµετρική ιδιότητα, δηλαδή (r, s) ≡ (r′, s′) ⇔ (r′, s′) ≡ (r, s), διότι :
(r, s) ≡ (r′, s′) ⇔ υπάρχει s′′ ∈ S τέτοιο ώστε s′′(rs′ − r′s) = 0 ⇔ s′′(r′s − rs′) ⇔
(r′, s′) ≡ (r, s).

3. Ισχύει η µεταβατική ιδιότητα, δηλαδή αν (r, s) ≡ (r′, s′) και (r′, s′) ≡ (r′′, s′′), τότε
(r, s) ≡ (r′′, s′′), διότι :

(r, s) ≡ (r′, s′)⇔ υπάρχει u1 ∈ S τέτοιο ώστε u1(rs′ − r′s) = 0 (1)

(r′, s′) ≡ (r′′, s′′)⇔ υπάρχει u2 ∈ S τέτοιο ώστε u2(r′s′′ − r′′s′) = 0 (2)

Πολλαπλασιάζουµε την σχέση (1) µε u2s
′′ και την σχέση (2) µε u1s οπότε προκύπτουν

οι παρακάτω σχέσεις :
u2s
′′u1(rs′ − r′s) = 0 (3)

και
u1su2(r′s′′ − r′′s′) = 0 (4)

Προσθέτουµε κατά µέλη τις σχέσεις (3) και (4), οπότε ϑα ισχύει :

u2s
′′u1rs

′ − u2s
′′u1r

′s+ u1su2r
′s′′ − u1su2r

′′s′ = 0 ⇒

u2s
′′u1rs

′ − u1su2r
′′s′ = 0 ⇒ u1u2s

′(rs′′ − sr′′) = 0

΄Οµως u1, u2, s
′ ∈ S και το σύνολο S είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό, άρα ϑα ισχύει

ότι u1u2s
′ ∈ S. Οπότε, ισχύει ότι (r, s) ≡ (r′′, s′′).

΄Αρα τελικά η σχέση (1.2) είναι σχέση ισοδυναµίας. Συµβολίζουµε µε r
s την κλάση

ισοδυναµίας του Ϲεύγους (r, s), δηλαδή r
s = {(r′, s′) ∈ R× S|(r′, s′) ≡ (r, s)} και µε S−1R

το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας.
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Πόρισµα 1.3.6. Αν το 0 ∈ S τότε το σύνολο S−1R έχει ακριβώς ένα στοιχείο το
0
1 .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το 0 ∈ S και έστω r
s ένα τυχαίο στοιχείο του συνόλου S−1R. Ισχύει ότι

0(r1− s0) = 0, οπότε r
s ≡

0
1 , συνεπώς S

−1R = { 0
1}.

Συνεχίζουµε ορίζοντας δύο πράξεις στο σύνολο S−1R.

1. Ορίζουµε αρχικά έναν πολλαπλασιασµό στο σύνολο S−1R µε τον εξής κανόνα:

r

s
· r
′

s′
=
rr′

ss′
.

Αποδεικνύουµε στην συνέχεια ότι η πράξη του πολλαπλασιασµού είναι καλά ορισµένη:

΄Εστω r1
s1
≡ r

s και r
′
1

s′1
≡ r′

s′ . Πρέπει να αποδείξουµε ότι

r1

s1
· r
′
1

s′1
=
r

s
· r
′

s′
.

Υπάρχουν s2, s3 ∈ S, τέτοια ώστε

s2(r1s− s1r) = 0,

s3(r′1s
′ − s′1r′) = 0.

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη σχέση µε s3r
′
1s
′ και την δεύτερη µε s2rs1. Στη συνέχεια

προσθέτουµε τις δύο σχέσεις που προκύπτουν και καταλήγουµε στο εξής :

s2s3(r1r
′
1ss
′ − rr′s1s

′
1) = 0.

Τότε, εφόσον s2s3 ∈ S ϑα ισχύει ότι r1r
′
1

s1s′1
= rr′

ss′ . Οπότε,

r1

s1
· r
′
1

s′1
=
r

s
· r
′

s′
,

άρα η πράξη του πολλαπλασιασµού είναι καλά ορισµένη. Η πράξη του πολλαπλασια-
σµού έχει µοναδιαίο στοιχείο το 1

1 και είναι προσεταιριστική.

2. Ορίζουµε στη συνέχεια µία πρόσθεση στο σύνολο S−1R µε τον εξής κανόνα:

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + r′s

ss′
.

Αποδεικνύουµε ότι η πράξη της πρόσθεσης είναι καλά ορισµένη:

΄Εστω r1
s1
≡ r

s και r
′
1

s′1
≡ r′

s′ . Πρέπει να αποδείξουµε ότι

r1

s1
+
r′1
s′1

=
r

s
+
r′

s′
.

Υπάρχουν s2, s3 ∈ S, τέτοια ώστε

s2(r1s− s1r) = 0,

s3(r′1s
′ − s′1r′) = 0.

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη σχέση µε s3s
′s′1 και την δεύτερη µε s2ss1. Στη συνέχεια

προσθέτουµε τις δύο σχέσεις που προκύπτουν και καταλήγουµε στο εξής :

s2s3[ss′(r1s
′
1 + r′1s1)− s1s

′
1(rs′ + r′s)] = 0.

Τότε, εφόσον s2s3 ∈ S ϑα ισχύει ότι r1s
′
1+r′1s1
s1s′1

= rs′+r′s
ss′ . Οπότε,

r1

s1
+
r′1
s′1

=
r

s
+
r′

s′
,

άρα η πράξη της πρόσθεσης είναι καλά ορισµένη.
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Το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας S−1R µαζί µε τις δύο πράξεις που ορίσαµε
παραπάνω ορίζουν τον δακτύλιο κλασµάτων του R ως προς S.

Θεώρηµα 1.3.7. ΄Εστω S−1R ο δακτύλιος κλασµάτων ενός µεταθετικού δακτυλίου R ως

προς ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο S ⊆ R, και έστω m 6= 1
1 ένα ιδεώδες του S−1R,

τέτοιο ώστε κάθε
r
s ∈ S

−1R −m είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του S−1R. Τότε, ο S−1R είναι

τοπικός δακτύλιος και το m είναι το µοναδικό µεγιστοτικό του ιδεώδες.

Παράδειγµα 1.3.8. Σύµφωνα µε το Πόρισµα (1.3.4) το συµπλήρωµα ενός πρώτου ιδεώδους
είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό. ΄Εστω ℘ ένα πρώτο ιδεώδες ενός µεταθετικού δακτυλίου
R, και έστω S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο. Συµβολίζουµε µε R℘ τον δακτύλιο
κλασµάτων του R ως προς S = R − ℘, δηλαδή R℘ = (R− ℘)

−1
R. Εύκολα αποδεικνύεται

ότι το σύνολο m = {as |a ∈ ℘, s ∈ S = R − ℘} ⊆ R℘ είναι ένα ιδεώδες του R℘. ΄Εστω ένα
στοιχείο r

s 6∈ m, τότε r 6∈ ℘ ⇒ r ∈ R − ℘ = S. ΄Αρα, r
s ·

s
r = 1

1 , οπότε κάθε στοιχείο
r
s ∈ S

−1R −m είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R℘. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα (1.3.7) ο R℘
είναι τοπικός δακτύλιος και το m είναι το µοναδικό µεγιστοτικό του ιδεώδες.

Πρόταση 1.3.9. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό

σύνολο και S−1R ο δακτύλιος κλασµάτων του R ως προς S. Τότε η απεικόνιση

f : R → S−1R

r 7→ r

1

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

Απόδειξη. Ισχύει ότι :

1. f(r1 + r2) = r1+r2
1 = r1

1 + r2
1 = f(r1) + f(r2).

2. f(r1r2) = r1r2
1 = r1

1
r2
1 = f(r1)f(r2).

3. f(1R) = 1R
1 = 1

1 .

΄Αρα η f είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

Πρόταση 1.3.10. ΄Εστω g : R → R′ ένας οµοµορφισµός δακτυλίων τέτοιος ώστε για κάθε

s ∈ S, το στοιχείο g(s) είναι αντιστρέψιµο στο R′, τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός

δακτυλίων h : S−1R → R′ που κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό, δηλαδή τέτοιος

ώστε g = h ◦ f .
R

f

||
g

��
S−1R

h
// R′

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση

h : S−1R → R′
r

s
7→ h(

r

s
) = g(r)(g(s))

−1
,

για κάθε r
s ∈ S

−1R. Αποδεικνύουµε αρχικά ότι η h είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω ότι rs = r′

s′ ,
τότε υπάρχει κάποιο s1 ∈ S, τέτοιο ώστε s1(rs′ − r′s) = 0. ΄Εστω g : R → R′ ένας
οµοµορφισµός δακτυλίων τέτοιος ώστε για κάθε s ∈ S, το στοιχείο g(s) είναι αντιστρέψιµο
στο R′. Τα στοιχεία s1, r, s

′, r′, s είναι όλα στοιχεία του δακτυλίου R. Τότε ϑα ισχύει ότι
g(s1)[g(r)g(s′)− g(r′)g(s)] = 0. Πολλαπλασιάζουµε την προηγούµενη σχέση µε (g(s1))

−1

και στη συνέχεια µε (g(s′))
−1 και µε (g(s))

−1, οπότε καταλήγουµε στην εξής σχέση:

g(r)(g(s))
−1

= g(r′)(g(s′))
−1
.
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΄Αρα h( rs ) = h( r
′

s′ ), συνεπώς η h είναι καλά ορισµένη.
Αποδεικνύουµε στη συνέχεια ότι η h είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων:

h(
1

1
) = g(1)(g(1))

−1
= 1

h(
r

s
+
r′

s′
) = h(

rs′ + r′s

ss′
)

= g(rs′ + r′s)(g(ss′))
−1

= (g(r)g(s′) + g(r′)g(s))((g(s))
−1

(g(s′))
−1

= g(r)g(s′)(g(s))
−1

(g(s′))
−1

+ g(r′)g(s)(g(s))
−1

(g(s′))
−1

= g(r)(g(s))
−1

+ g(r′)(g(s′))
−1

= h(
r

s
) + h(

r′

s′
).

h(
r

s
· r
′

s′
) = h(

rr′

ss′
)

= g(rr′)(g(ss′))
−1

= g(r)g(r′)(g(s))
−1

(g(s′))
−1

= h(
r

s
)h(

r′

s′
).

΄Αρα η h είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.
Ισχύει ότι g = h ◦ f , διότι :

(h ◦ f)(r) = h(f(r)) = h(
r

1
) = g(r)(g(1))

−1
= g(r),

για κάθε r ∈ R.
Τέλος, αποδεικνύουµε ότι η h είναι µοναδική:

h(
r

1
) = h(f(r)) = g(r)

h(
1

s
) = h((

s

1
)
−1

) = (h(
s

1
))
−1

= (g(s))
−1

h(
r

s
) = h(

r

1

1

s
) = h(

r

1
)h(

1

s
) = g(r)(g(s))

−1

Πρόταση 1.3.11. Αν S είναι ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο ενός δακτυλίου R
και g : R→ R′ είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων τέτοιος ώστε :

1. Αν s ∈ S τότε το g(s) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R′.

2. Αν g(a) = 0 τότε as = 0 για κάποιο s ∈ S.

3. Αν κάθε στοιχείο του R′ είναι της µορφής g(a)(g(s))
−1

για κάποια a ∈ R, s ∈ S.

Τότε υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός δακτυλίων h : S−1R→ R′ τέτοιος ώστε g = h ◦ f .

Απόδειξη.

R
f

||
g

��
S−1R

h
// R′
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Στην Πρόταση (1.3.10) αποδείξαµε την ύπαρξη και την µοναδικότητα του οµοµορφισµού h.
Αρκεί να αποδείξουµε ότι η h είναι ισοµορφισµός.

΄Εστω a
s ∈ Ker(h). Τότε h(as ) = 0⇒ g(a)(g(s))

−1
= 0. ΄Οµως το g(s) είναι αντιστρέψιµο

στοιχείο του R′, εποµένως g(s) 6= 0. ΄Αρα, g(a) = 0. Σύµφωνα µε το (2) της υπόθεσης ϑα
υπάρχει κάποιο t ∈ S τέτοιο ώστε ta = 0. ΄Αρα, t(a1 − 0s) = 0 ⇒ a

s = 0
1 = 0 ⇒ Ker(h) =

{0}. Οπότε η h είναι µονοµορφισµός.
΄Εστω r′ ∈ R′. Σύµφωνα µε το (3) της υπόθεσης ϑα ισχύει ότι r′ = g(a)(g(s))

−1
= h(as ).

Οπότε η h είναι επιµορφισµός. ΄Αρα, τελικά η h είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων.

΄ΕστωM ένα R-πρότυπο και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του δακτυλίου
R. Τότε το S−1M = M × S / ∼ είναι ένα S−1R-πρότυπο.

Πρόταση 1.3.12. Αν u : M → N είναι ένας οµοµορφισµός R-προτύπων, τότε ο s−1u :

S−1M → S−1N , όπου
m
s 7→ (s−1u)(ms ) = u(m)

s είναι ένας οµοµορφισµός S−1R-προτύπων.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την υπόθεση ο u : M → N είναι ένας οµοµορφισµός R-προτύπων,
άρα ϑα ισχύει :

u(m1 +m2) = u(m1) + u(m2)

u(rm) = ru(m)

Θα αποδείξουµε ότι ο s−1u : S−1M → S−1N είναι ένας οµοµορφισµός S−1R-προτύπων:

s−1u(
m1

s1
+
m2

s2
) = s−1u(

m1s2 +m2s1

s1s2
)

=
u(m1s2 +m2s1)

s1s2

=
u(m1s2) + u(m2s1)

s1s2

=
u(m1s2)

s1s2
+
u(m2s1)

s1s2

=
s2u(m1)

s1s2
+
s1u(m2)

s1s2

=
u(m1)

s1
+
u(m2)

s2

= s−1u(
m1

s1
) + s−1u(

m2

s2
). (1)

s−1u(
r

t
· m
s

) = s−1u(
rm

ts
)

=
u(rm)

ts

=
ru(m)

ts

=
r

t

u(m)

s

=
r

t
s−1u(

m

s
). (2)

Από τις σχέσεις (1), (2) συµπεραίνουµε ότι ο s−1u : S−1M → S−1N είναι ένας οµοµορφι-
σµός S−1R-προτύπων.

Πρόταση 1.3.13. Αν η ακολουθία R-προτύπων

M ′
f // M

g // M ′′
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είναι ακριβής στο M , τότε η ακολουθία S−1R-προτύπων

S−1M ′
s−1f // S−1M

s−1g // S−1M ′′

είναι ακριβής στο S−1M .

Απόδειξη. Η ακολουθία R-προτύπων

M ′
f // M

g // M ′′

είναι ακριβής στο M , άρα Ker(g) = Im(f).
Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η ακολουθία S−1R-προτύπων

S−1M ′
s−1f // S−1M

s−1g // S−1M ′′

είναι ακριβής στο S−1M . Αρκεί να αποδείξουµε ότι Ker(s−1g) = Im(s−1f).
Ισχύει ότι f(x) ∈ Im(f)⇒ f(x) ∈ Ker(g)⇒ g(f(x)) = 0⇒ (g ◦ f)(x) = 0.

(s−1g) ◦ (s−1f) = s−1(g ◦ f) = s−1(0) = 0⇒ Im(s−1f) ⊆ Ker(s−1g).
Αντίστροφα, έστω m

s ∈ Ker(s
−1g) ⇒ s−1g(ms ) = 0 ⇒ g(m)

s = 0
1 ⇒ ∃t ∈ S τέτοιο ώστε

t(g(m)1 − 0s) = 0 ⇒ tg(m) = 0 ⇒ g(tm) = 0 ⇒ tm ∈ Ker(g) ⇒ tm ∈ Im(f). ΄Αρα,
υπάρχει κάποιο n ∈ M ′ τέτοιο ώστε f(n) = tm. ΄Οµως, m

s = tm
ts = f(n)

ts = s−1f( nts ) ⇒
m
s ∈ Im(s−1f). Οπότε, Ker(s−1g) ⊆ Im(s−1f).

΄Αρα, τελικά ισχύει ότι Ker(s−1g) = Im(s−1f). Συνεπώς, η ακολουθία S−1R-προτύπων

S−1M ′
s−1f // S−1M

s−1g // S−1M ′′

είναι ακριβής στο S−1M .

Πρόταση 1.3.14. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και S−1M ένα S−1R-πρότυπο. Τότε S−1M =
S−1R

⊗
RM .

Απόδειξη. ΄Εστω το ακόλουθο διάγραµµα:

S−1R×M
g

ww
f

��
S−1R⊗M

f ′
// S−1M

όπου

g : S−1R×M → S−1R⊗M
(
r

s
,m) 7→ r

s
⊗m

f : S−1R×M → S−1M

(
r

s
,m) 7→ rm

s

και

f ′ : S−1R⊗M → S−1M
r

s
⊗m 7→ rm

s
.

Η g είναι επί και η f είναι διγραµµική, κατά προφανή τρόπο, οπότε σύµφωνα µε την
κατασκευή του τανυστικού γινοµένου υπάρχει οµοµορφισµός f ′ : S−1R

⊗
M → S−1M ,

τέτοιος ώστε f = f ′ ◦ g. Μένει να αποδείξουµε ότι η f ′ είναι ισοµορφισµός.
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Η f ′ είναι επιµορφισµός διότι, για κάθε m
s ∈ S

−1M, ∃ 1
s ⊗m ∈ S

−1R
⊗
M,

τέτοιο ώστε f ′( 1
s ⊗m) = m

s .
΄Εστω ένα τυχαίο στοιχείο x ∈ S−1R

⊗
M . Τότε το x µπορεί να γραφτεί µε την εξής

µορφή:

x =

n∑
i=1

ri
si
⊗mi =

r1

s1
⊗m1 + . . .+

rn
sn
⊗mn.

΄Εστω s = s1s2 · · · si · · · sn και ti = s1 · · · si−1si+1 · · · sn, τότε s = tisi. Ισχύει ότι :

x =
r1t1
t1s1

⊗m1 + . . .+
rntn
sntn

⊗mn =
r1t1
s
⊗m1 + . . .+

rntn
s
⊗mn =

=
1

s
⊗ r1t1m1 + . . .+

1

s
⊗ rntnmn =

1

s
⊗ (

n∑
i=1

ritimi) =
1

s
⊗m.

΄Αρα, x = 1
s ⊗ m. ΄Εστω, x ∈ Ker(f ′) ⇒ f ′( 1

s ⊗ m) = 0 ⇒ m
s = 0 = 0

1 . ΄Αρα, υπάρχει
κάποιο t ∈ S τέτοιο ώστε tm = 0. Οπότε, x = 1

s ⊗m = t
st ⊗m = 1

st ⊗ tm = 0. ΄Αρα, τελικά
Ker(f ′) = 0, συνεπώς Η f ′ είναι µονοµορφισµός.

Αποδείξαµε ότι η f ′ είναι ισοµορφισµός, άρα S−1M = S−1R
⊗

RM .

Πρόταση 1.3.15. Αν η ακολουθία R-προτύπων

M ′
f // M

g // M ′′

είναι ακριβής στο M , τότε η ακολουθία S−1R-προτύπων

S−1R
⊗
M ′

Id⊗f // S−1R
⊗
M

Id⊗g // S−1R
⊗
M ′′

είναι ακριβής στο S−1R
⊗
M , όπου

(Id ⊗ f)(x⊗ y) = x⊗ f(y)

και

(Id ⊗ g)(a⊗ b) = a⊗ g(b).

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει συνδυάζοντας τις Προτάσεις (1.3.13), (1.3.14).

Στην συνέχεια ϑα δώσουµε τους ορισµούς των επίπεδων και των πιστά επίπεδων προ-
τύπων. Η αναφορά µας στα ειδικά αυτά πρότυπα ϑα είναι σύντοµη, καθώς ϑα εστιάσουµε
µόνο σε κάποια αποτελέσµατα τα οποία ϑα µας χρησιµεύσουν αργότερα.

Τα επίπεδα πρότυπα και τα πιστά επίπεδα πρότυπα εισήχθησαν και µελετήθηκαν από
τον Serre σε ένα παράρτηµα του ϕηµισµένου άρθρου GAGA, 1955/1956 .

Τα επίπεδα πρότυπα κάνουν τον τανυστικό συναρτητή ακριβή, όπως τα προβολικά πρό-
τυπα κάνουν ακριβή τον συναλλοίωτο συναρτητή Hom . Ας περάσουµε τώρα στον ορισµό
τους.

Ορισµός 1.3.16. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος. ΄Ενα δεξιόR-πρότυποN καλείται επίπεδο (flat)
αν N

⊗
R� είναι ένας ακριβής συναρτητής από αριστερά R-πρότυπα σε αβελιανές οµάδες.

∆ηλαδή αν,

0 // M1
p // M2

q // M3
// 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα, τότε

0 // N
⊗

RM1
IdN⊗p// N

⊗
RM2

IdN⊗q// N
⊗

RM3
// 0

είναι µία ακριβής ακολουθία από αβελιανές οµάδες.
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Παρατήρηση 1.3.17. Επειδή οι συναρτητές N
⊗

R� : R-Mod→ Ab είναι δεξιά ακριβείς,
διαπιστώνουµε ότι ένα δεξιόR-πρότυποN είναι επίπεδο αν και µόνο αν, όποτε p : M1 →M2

είναι 1-1 τότε IdN ⊗ p : N
⊗

RM1 → N
⊗

RM2 είναι επίσης 1-1.

Ας περάσουµε τώρα σε έναν πιο ισχυρό ορισµό από τον ορισµό του επίπεδου προτύπου:

Ορισµός 1.3.18. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος. ΄Ενα δεξίR-πρότυποN καλείται πιστά επίπεδο
(faithfully flat) αν ισχύει :

0 // M1
p // M2

q // M3
// 0

είναι µία σύντοµη ακριβής ακολουθία από αριστερά R-πρότυπα, αν και µόνο αν

0 // N
⊗

RM1
IdN⊗p// N

⊗
RM2

IdN⊗q// N
⊗

RM3
// 0

είναι µία ακριβής ακολουθία από αβελιανές οµάδες.

Πόρισµα 1.3.19. Το S−1R είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο.

Παρατήρηση 1.3.20. Αν το I είναι ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου R, τότε το S−1I = { is | i ∈
I, s ∈ S} είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου S−1R.

Πρόταση 1.3.21. Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether, τότε και ο S−1R είναι δακτύλιος της

Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο R είναι δακτύλιος της Noether. Τότε, κάθε ιδεώδες του R ϑα είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Εστω I = 〈f1, . . . fr〉 ένα πεπερασµένα παραγόµενο ιδεώδες του
R, όπου f1, . . . , fr ∈ I γεννήτορες του ιδεώδους I.

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο S−1R είναι δακτύλιος της Noether. Αρκεί να αποδείξουµε
ότι κάθε ιδεώδες του S−1R είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Αν I είναι ένα ιδεώδες του R,
τότε το S−1I = { is | i ∈ I, s ∈ S} είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου S−1R. Επίσης, αν J είναι
ένα ιδεώδες του S−1R, τότε υπάρχει ένα ιδεώδες I του R τέτοιο ώστε J = S−1I. Οπότε σε
κάθε περίπτωση ένα ιδεώδες του S−1R είναι της µορφής S−1I = { is | i ∈ I, s ∈ S}. Μένει
να αποδείξουµε ότι κάθε ιδεώδες S−1I του S−1R είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

I = 〈f1, . . . fr〉 = {r1f1 + . . .+ rrfr | r1, . . . , rr ∈ R και f1, . . . , fr ∈ I}.

S−1I = { i
s
| i ∈ I, s ∈ S}

= {r1f1 + . . .+ rrfr
s

| r1, . . . , rr ∈ R, f1, . . . , fr ∈ I, s ∈ S}

= {r1f1

s
+ . . .+

rrfr
s
| r1, . . . , rr ∈ R, f1, . . . , fr ∈ I, s ∈ S}

= {r1

s

f1

1
+ . . .+

rr
s

fr
1
| 1 ∈ S, ri

s
∈ S−1R,

fi
1
∈ S−1I, i = 1, . . . , r}

= 〈f1

1
, . . . ,

fr
1
〉.

΄Αρα,

S−1I = 〈f1

1
, . . . ,

fr
1
〉,

όπου fi
1 ∈ S−1I, i = 1, . . . , r. Οπότε, το S−1I είναι πεπερασµένα παραγόµενο, συνεπώς

κάθε ιδεώδες S−1I του S−1R είναι πεπερασµένα παραγόµενο, άρα ο S−1R είναι δακτύλιος
της Noether.
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Παρατήρηση 1.3.22. Το αντίστροφο της Πρότασης (1.3.21) δεν ισχύει, δηλαδή αν ο S−1R
είναι δακτύλιος της Noether για κάποιο πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο S, τότε ο R δεν
είναι απαραίτητα δακτύλιος της Noether. ∆ίνουµε ένα αντιπαράδειγµα:

΄Εστω R = K[x1, . . . , xn, . . .] ο πολυωνυµικός δακτύλιος µε άπειρες µεταβλητές ο οποίος
δεν είναι δακτύλιος της Noether και έστω S = R−{0} = R∗ ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό
σύνολο. Τότε ορίζεται ο δακτύλιος S−1R = (R∗)

−1
R ο οποίος είναι δακτύλιος της Noether.

Αποδεικνύουµε αρχικά ότι ο πολυωνυµικός δακτύλιος µε άπειρες µεταβλητές R =
K[x1, . . . , xn, . . .] δεν είναι δακτύλιος της Noether. Για να είναι ένας δακτύλιος R δακτύ-
λιος της Noether πρέπει κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R να είναι τελικά σταθερή.
Θεωρούµε την εξής αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R = K[x1, . . . , xn, . . .]:

(x1) $ (x1, x2) $ (x1, x2, x3) $ . . . ,

η οποία δεν είναι τελικά σταθερή, άρα ο πολυωνυµικός δακτύλιος µε άπειρες µεταβλητές
R = K[x1, . . . , xn, . . .] δεν είναι δακτύλιος της Noether.

Ο πολυωνυµικός δακτύλιος µε άπειρες µεταβλητές R = K[x1, . . . , xn, . . .] δεν έχει διαι-
ϱέτες του µηδενός, άρα ο R είναι ακέραια περιοχή, συνεπώς το S = R−{0} = R∗ είναι ένα
πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο.

Εφόσον, το S = R − {0} = R∗ είναι ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο µπορώ
να ορίσω το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής R: S−1R = (R∗)

−1
R. Το S−1R

είναι σώµα γιατί έχει µόνο δύο ιδεώδη, τα 〈0〉 και 〈1〉. ΄Αρα κάθε ιδεώδες του S−1R είναι
πεπερασµένα παραγόµενο, οπότε ο S−1R είναι δακτύλιος της Noether.

1.4 Βαθµίδα Πεπερασµένα Παραγόµενων Προβολικών Προ-
τύπων

Σε αυτή την παράγραφο, µε R ϑα συµβολίζουµε έναν µεταθετικό δακτύλιο και µε SpecR το
σύνολο των πρώτων ιδεωδών ενός µεταθετικού δακτυλίου R. Για κάθε ℘ ∈ SpecR και για
κάθε R-πρότυπο M , ϑα συµβολίζουµε µε M℘ την τοπικοποίηση του M στο πολλαπλασια-
στικό σύνολο R − ℘. Στο σηµείο αυτό, να σηµειώσουµε ότι η τοπικοποίηση R℘ είναι ένας
µεταθετικός τοπικός δακτύλιος µε µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες το ℘R℘.

Πόρισµα 1.4.1. Για κάθε πεπερασµένα παραστάσιµο πρότυπο P ενός δακτυλίου R οι ακό-

λουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Το P είναι R-προβολικό.

2. Το Pm είναι Rm-προβολικό για κάθε m ∈ maxR.

3. Το Pp είναι Rp-ελεύθερο για κάθε p ∈ SpecR.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [13, Corollary 3.4].

Ορισµός 1.4.2. ΄Εστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο ενός µεταθε-

τικού δακτυλίου R και έστω ℘ ∈ SpecR ένα πρώτο ιδεώδες του R. Τότε, ορίζουµε την ϐαθµίδα

του προτύπου P ως προς ένα πρώτο ιδεώδες ℘ ως εξής rank℘ P := rankR℘ P℘.

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, έχουµε µία συνάρτηση

rankP : SpecR → Z
℘ 7→ rankP (℘) = rankR℘P℘.

΄Οταν γράφουµε rankP ≥ r ϑα εννοούµε ότι rank℘ P ≥ r για κάθε ℘ ∈ SpecR. Αν
rankP = r, ϑα λέµε ότι το P έχει σταθερή ϐαθµίδα r.

Το σύνολο SpecR εφοδιάζεται µε την τοπολογία του Zariski, στην οποία τοπολογία τα
κλειστά σύνολα είναι της µορφής

V (α) = {℘ ∈ SpecR|℘ ⊇ α},
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όπου το α είναι ένα ιδεώδες του R. Το συµπλήρωµα ενός τέτοιου κλειστού συνόλου είναι
της µορφής ⋃

f∈α

{℘ ∈ SpecR|℘ 63 f}.

Οπότε, µία ϐάση ανοιχτών συνόλων δίνεται από τα σύνολα

D(f) = {℘ ∈ SpecR|℘ 63 f}.

Να σηµειωθεί ότι η τοπολογία του Zariski στο σύνολο SpecR είναι ηµι-συµπαγής, δηλαδή
είναι συµπαγής χωρίς απαραίτητα να είναι χώρος Hausdorff.

Πρόταση 1.4.3. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και P ένα πεπερασµένα παραγόµενο

προβολικόR-πρότυπο. Τότε η συνάρτηση rankP : SpecR→ Z είναι συνεχής, όπου το σύνολο

SpecR είναι εφοδιασµένο µε την τοπολογία του Zariski και το Z µε την διακριτή τοπολογία.

Η συνάρτηση rankP είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω rank℘ P = n, δηλαδή, P℘ ∼= Rn℘. Τότε σύµφωνα µε την πρόταση [14,
Corollary 2.17], υπάρχει κάποιο f 6∈ ℘ τέτοιο ώστε Pf ∼= Rnf . Τότε η συνάρτηση rankP :
SpecR→ Z έχει σταθερή τιµή n στην περιοχή των συνόλωνD(f) = {℘ ∈ SpecR|℘ 63 f} του
℘. Συνεπώς η συνάρτηση rankP είναι συνεχής. Εφόσον η τοπολογία του Zariski στο σύνολο
SpecR είναι ηµι-συµπαγής, συνεπάγεται ότι η συνάρτηση rankP είναι ϕραγµένη.

Πόρισµα 1.4.4. Αν ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο P δεν έχει µη-

τετριµµένα ταυτοδύναµα στοιχεία, τότε το P έχει σταθερή ϐαθµίδα.

Το παραπάνω πόρισµα ισχύει για κάθε ακέραια περιοχή R. Στην περίπτωση αυτή,
µπορούµε να υπολογίσουµε την ϐαθµίδα του P χρησιµοποιώντας το πρώτο ιδεώδες ℘ = (0):

rankP = rank(0)P(0) = dimK K ⊗R P,

όπου K το σώµα κλασµάτων του R. ΄Ετσι ορίζουµε την ϐαθµίδα των πεπερασµένα παραγό-
µενων προτύπων πάνω από µία περιοχή R.



Κεφάλαιο 2

Ευσταθώς Ελεύθερα Πρότυπα,
∆ακτύλιοι Hermite και η Οµάδα
Grothendieck

Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουµε τα ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα και τους δακτυλίους του Her-
mite, έννοιες που ϑα ϕανούν ιδιαίτερα χρήσιµες στις αποδείξεις της εικασίας στο τέταρτο
κεφάλαιο. ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων d µεταβλητών R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι
ένα σώµα. Θα αποδείξουµε ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο P είναι ευσταθώς ελεύθερο.
Λαµβάνοντας υπόψιν αυτό το αποτέλεσµα, η εικασία του Serre µπορεί να διατυπωθεί ισο-
δύναµα ως εξής :

Είναι ο δακτύλιος πολυωνύµων d µεταβλητών R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι ένα
σώµα, δακτύλιος Hermite;

Ισοδύναµα, είναι δυνατόν κάθε (b1, . . . , bn) ∈ UMn(k[t1, . . . , td]) να µπορεί να συµπλη-
ϱωθεί σε έναν n× n πίνακα µε ορίζουσα που ανήκει στο k − {0};

Τέλος, ϑα αναπτύξουµε σύντοµα την ϑεωρία της οµάδας του Grothendieck K0 για τυχαί-
ους δακτυλίους R η οποία ϑα µας ϕανεί χρήσιµη στη συνέχεια σε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα
του Serre.

2.1 Ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα και δακτύλιοι του Her-
mite

Στην παράγραφο αυτή το R ϑα συµβολίζει ένα τυχαίο δακτύλιο. Θεωρούµε δεξιά πρότυπα
αντί για αριστερά ενώ οι οµοµορφισµοί προτύπων ϑα συνεχίσουν να γράφονται στα αριστερά.

Ορισµός 2.1.1. ΄Ενα δεξιό R-πρότυπο P καλείται ευσταθώς ελεύθερο (stably free) τύ-
που m (0 ≤ m < ∞) αν το P ⊕ Rm είναι ελεύθερο. ΄Ενα πρότυπο καλείται ευσταθώς
ελεύθερο αν είναι ευσταθώς ελεύθερο τύπου m για κάποιο m.

Κάθε ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο τύπου 0 είναι ελεύθερο.

Πόρισµα 2.1.2. Κάθε ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο είναι προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εστω P ένα ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο. Τότε το P ⊕Rm είναι ελεύθερο για
κάποιοm (0 ≤ m <∞). ΄Αρα το P είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου προτύπου, οπότε
είναι προβολικό (σύµφωνα µε το Θεώρηµα (1.1.34)).

Στον ορισµό του ευσταθώς ελεύθερου προτύπου απαιτήσαµε ο ευθύς αθροιστέος να είναι
πεπερασµένα παραγόµενος (το m να είναι ένας πεπερασµένος πληθικός αριθµός). Η προ-
ϋπόθεση αυτή είναι απαραίτητη και αυτό είναι εµφανές από την ακόλουθη πρόταση που
οφείλεται στον Eilenberg (ϐλέπε [2, Σελίδα 24]).

39
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Πρόταση 2.1.3. Για κάθε προβολικό πρότυπο P υπάρχει κάποιο (όχι απαραίτητα πεπερα-

σµένα παραγόµενο) ελεύθερο πρότυπο F τέτοιο ώστε το πρότυπο P ⊕ F να είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω P,Q δύο προβολικά R-πρότυπα, έστω ότι το P ⊕Q = E είναι ελεύθερο και
έστω το πρότυπο

F = E ⊕ E ⊕ E ⊕ . . .

το οποίο είναι επίσης ελεύθερο. Τότε,

P ⊕ F ∼= P ⊕ E ⊕ E ⊕ . . .
∼= P ⊕ (Q⊕ P )⊕ (Q⊕ P )⊕ . . .
∼= (P ⊕Q)⊕ (P ⊕Q)⊕ . . .
∼= E ⊕ E ⊕ . . .
∼= F

Συνεχίζουµε µε µία πρόταση η οποία οφείλεται στον Gabel, ϐλέπε [9].

Πρόταση 2.1.4. Αν ένα πρότυπο P είναι ευσταθώς ελεύθερο και δεν είναι πεπερασµένα

παραγόµενο, τότε το P είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το P είναι ευσταθώς ελεύθερο, τότε το P ⊕Rm ∼= F ϑα είναι ελεύθερο.
Θέλουµε να δείξουµε ότι το πρότυπο P είναι ελεύθερο.

Η προβολή από το F στο P είναι µία επί και γραµµική απεικόνιση, οπότε εφόσον το P δεν
είναι πεπερασµένα παραγόµενο συνεπάγεται ότι το F δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
Το F είναι ελεύθερο, οπότε έχει µια ϐάση. ΄Εστω {ei}i∈I µία ϐάση του F . Εφόσον το F δεν
είναι πεπερασµένα παραγόµενο, το σύνολο δεικτών I ϑα είναι άπειρο. Η προβολή από το F
στο Rm είναι µία επί και γραµµική απεικόνιση f : F � Rm µε πυρήνα Ker f = P . ΄Εστω
{x1, . . . , xm} µία ϐάση του Rm. Τότε υπάρχουν yi ∈ F τέτοια ώστε f(yi) = xi. ΄Οµως κάθε
yi είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των {ei}i∈Ii όπου Ii είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο
του I. ΄Εστω Io =

⋃m
i=1 Ii. Τότε το I0 είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του I. Ορίζουµε

Fo =
∑
i∈Io(ei · R) τότε ο περιορισµός της f , f |Fo : Fo � Rm είναι επί απεικόνιση. Για

κάθε v ∈ F, f(v) = f(v′) για κάποιο v′ ∈ Fo. Τότε ϑα ισχύει ότι f(v) − f(v′) = 0 ⇒
f(v− v′) = 0⇒ v− v′ ∈ Ker f = P , οπότε F = Fo +P . ΄Εστω Q = P ∩Fo, τότε έχουµε τις
ακόλουθες σύντοµα ακριβείς ακολουθίες :

0 // Q
i // P

ϕ // P/Q // 0

0 // Q
g // Fo

h // Rm // 0

Η πρώτη ακολουθία είναι ακριβής στο Q γιατί η ταυτοτική απεικόνιση i : Q → P , όπου
q 7→ i(q) = q είναι 1-1, είναι ακριβής στο P/Q γιατί η απεικόνιση ϕ : P → P/Q, όπου
p 7→ ϕ(p) = p + Q είναι επί και τελικά είναι ακριβής στο P γιατί Kerϕ = {p ∈ P | ϕ(p) =
0 +Q} = {p ∈ P | p+Q = 0 +Q} = {p ∈ P | p ∈ Q} = Q = Im i. Η δεύτερη ακολουθία
είναι ακριβής γιατί Ker h = {x ∈ Fo : h(x) = 0} = {x ∈ Fo : x ∈ P} = P ∩ Fo = Q = Im g.

Σύµφωνα µε το δεύτερο ϑεώρηµα ισοµορφισµών ισχύει ότι :

Fo/P ∩ Fo ∼= P + Fo/P ⇒
Fo/Q ∼= F/P ⇒
F/Fo ∼= P/Q

Γνωρίζουµε ότι F/Fo =
∑
i∈I−Io(eiR). Εφόσον το σύνολο δεικτών I − Io είναι άπειρο,

µπορούµε να γράψουµε P/Q ∼= Rm ⊕ F1 για κάποιο ελεύθερο πρότυπο F1.
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Η πρώτη ακολουθία διασπάται γιατί το πρότυπο P/Q είναι ελεύθερο και η δεύτερη
διασπάται γιατί τοRm είναι ελεύθερο (οπότε και προβολικό). ΄Αρα ϑα ισχύει ότι P ∼= Q⊕P/Q
και Fo ∼= Q⊕Rm. Τελικά ϑα ισχύει το εξής :

P ∼= Q⊕ P/Q ∼= Q⊕ (Rm + F1) ∼= (Q⊕Rm)⊕ F1
∼= Fo + F1

όπου το Fo + F1 είναι ελεύθερο άρα και το P είναι ελεύθερο.

Εξαιτίας της Πρότασης (2.1.4), ϑα εστιάσουµε την προσοχή µας στα πεπερασµένα παρα-
γόµενα R-πρότυπα. ΄Ενα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο P είναι ευσταθώς ελεύθερο

τύπουm αν και µόνο αν P ∼= Ker(Rn
f
� Rm) για έναν κατάλληλο διασπάσιµο επιµορφισµό

f . ΄Εστω M ο m × n πίνακας που αντιστοιχεί στον επιµορφισµό f , τότε ο M είναι δεξιά
αντιστρέψιµος, δηλαδή υπάρχει ένας n ×m πίνακας N τέτοιος ώστε MN = Im. Συνεπώς,
κάθε δεξιά αντιστρέψιµος m× n πίνακας M ορίζει ένα πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς
ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο P τύπου m, δηλαδή,

P =

α =

 a1

...
an

 : M · α = 0


(ο ‘‘χώρος των λύσεων’’ του M ). Με αυτόν τον τρόπο, η µελέτη των πεπερασµένα παραγό-
µενων ευσταθώς ελεύθερων δεξιών R-προτύπων γίνεται ισοδύναµη µε την µελέτη των δεξιά
αντιστρέψιµων τετραγωνικών πινάκων πάνω από τον δακτύλιο R.

Η ακόλουθη πρόταση δίνει ένα κριτήριο για το πότε το πρότυπο P ∼= Ker(Rn
f
� Rm)

είναι ελεύθερο:

Πρόταση 2.1.5. Ο πυρήνας P ενός επιµορφισµού f : Rn � Rm είναι ένα ελεύθερο R-

πρότυπο αν και µόνο αν επάγει έναν ισοµορφισµό f̂ : Rn → Rm ⊕ Rr (για κάποιο r) τέτοιον
ώστε πf̂ = f , όπου π : Rm ⊕Rr → Rm είναι η προβολή επί του Rm.

Απόδειξη.

Rm ⊕Rr

π
����

Rn
f
// //

f̂

∼=

::

Rm

΄Εστω ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός f̂ : Rn → Rm⊕Rr (για κάποιο r) τέτοιος ώστε πf̂ = f ,
όπου π : Rm ⊕ Rr → Rm είναι η προβολή επί του Rm. Τότε P = Ker f ∼= Ker π = Rr ⇒
P = Rr. Οπότε το πρότυπο P είναι ελεύθερο.

Αντίστροφα, έστω ότι το πρότυπο P ∼= Ker(Rn
f
� Rm) είναι ελεύθερο. Τότε ϑα υπάρχει

κάποιο r έτσι ώστε ο g : P
∼=−→ Rr να είναι ισοµορφισµός. Μπορούµε να γράψουµε Rn =

Q ⊕ P , µε τέτοιον τρόπο ώστε ο περιορισµός του f στο Q να µας δώσει έναν ισοµορφισµό
f/Q = fo : Q→ Rm. Τότε fo ⊕ g : Rn → Rm ⊕Rr δίνει τον επιθυµητό ισοµορφισµό f̂ .

Παρατήρηση 2.1.6. Στην παραπάνω πρόταση να σηµειώσουµε ότι Rn ∼= Rm ⊕ Rr δεν
συνεπάγεται γενικά ότι n = m+ r.

Ορισµός 2.1.7. ΄Ενας δακτύλιος R ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης ϐάσης
(invariant basis property) (IBP) αν, για κάθε s, t ≥ 0,

Rs ∼= Rt (ως δεξιά πρότυπα) ⇒ s = t.

Παράδειγµα 2.1.8. 1. Οι δακτύλιοι διαίρεσης ικανοποιούν την IBP.

2. Αν R,S είναι δύο µη µηδενικοί δακτύλιοι για τους οποίους υπάρχει ένας οµοµορφι-
σµός δακτυλίων R → S, τότε αν ο S ικανοποιεί την IBP το ίδιο συµβαίνει και µε τον
R.
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3. Οι τοπικοί δακτύλιοι ικανοποιούν την IBP.

4. Οι µεταθετικοί δακτύλιοι ικανοποιούν την IBP.

5. Οι δεξιοί δακτύλιοι της Noether ικανοποιούν την IBP.

Συνεχίζουµε µε την πινακοθεωρητική ερµηνεία της Πρότασης (2.1.5). Συµβολίζουµε µε
M τον m×n πίνακα που αντιστοιχεί στον επιµορφισµό f , και µε N τον (m+ r)×n πίνακα
που αντιστοιχεί στον ισοµορφισµό f̂ , αν ο f̂ υπάρχει. Η συνθήκη ‘‘π ◦ f̂ = f ’’ ερµηνεύεται
ως εξής : ο M είναι ένας υποπίνακας του N , αποτελούµενος από τις πρώτες m γραµµές του
πίνακα N . Η συνθήκη ότι ο f̂ είναι ένας ισοµορφισµός ερµηνεύεται ως εξής : ο N είναι ένας
όχι απαραίτητα τετραγωνικός αντιστρέψιµος πίνακας, δηλαδή, υπάρχει κάποιος πίνακας
N ′, µεγέθους n × (m + r), τέτοιος ώστε NN ′ = Im+r, και N ′N = In. ΄Ετσι καταλήγουµε
στην ακόλουθη πινακοθεωρητική µορφή της Πρότασης (2.1.5):

Πρόταση 2.1.9. Για κάθε δεξιά αντιστρέψιµοm×n πίνακαM ,m < n, ο (ευσταθώς ελεύθε-

ϱος) χώρος των λύσεων του M είναι ελεύθερος αν και µόνο αν ο M µπορεί να συµπληρωθεί

σε έναν αντιστρέψιµο πίνακα προσθέτοντας έναν κατάλληλο αριθµό νέων γραµµών.

Ορισµός 2.1.10. ΄Ενας πίνακας γραµµή (b1, . . . , bn) καλείται unimodular αν ο πίνακας

γραµµή (b1, . . . , bn) είναι δεξιά αντιστρέψιµος, δηλαδή αν ισχύει ότι
∑n
i=1 biR = R.

Το σύνολο όλων των unimodular γραµµών µήκους n µε στοιχεία από τον δακτύλιο R ϑα
συµβολίζεται µε UMn(R).

Παρατήρηση 2.1.11. 1. Μία γραµµή b = (b1, . . . , bn) είναι unimodular, αν και µόνο
αν υπάρχουν ai ∈ R τέτοια ώστε

∑n
i=1 biai = 1. Επιπλέον, αν a = (a1, . . . , an), τότε

bat = 1. ΄Ετσι, b ∈ UMn(R) αν και µόνο αν υπάρχει µία γραµµή µήκους n τέτοια
ώστε < b, a >= bat = 1. Για παράδειγµα το διάνυσµα ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) είναι
ένα unimodular διάνυσµα.

2. Μία γραµµή, ϑεωρώντας την ως έναν 1 × n-πίνακα, περιγράφει µία γραµµική απει-
κόνιση δεξιών προτύπων Rn → R, η οποία είναι επί αν και µόνο αν η γραµµή είναι
unimodular. Οπότε υπάρχει µία επί απεικόνιση από το σύνολο όλων των unimodu-
lar γραµµών µήκους n στο σύνολο των κλάσεων ισοµορφίας των ευσταθώς ελεύθερων
προτύπων τάξης n− 1 και τύπου 1.

Πόρισµα 2.1.12. Για κάθε δακτύλιο R, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο είναι ελεύθερο.

2. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο τύπου 1 είναι ε-

λεύθερο.

3. Κάθε δεξιά unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο R µπορεί να συµπληρωθεί σε

έναν αντιστρέψιµο πίνακα (προσθέτοντας έναν κατάλληλο αριθµό νέων γραµµών).

Απόδειξη. (1) ⇒ (2) Είναι προφανές.
(2) ⇒ (1) ΄Εστω ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-

πρότυπο τύπου 1 είναι ελεύθερο. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα πα-
ϱαγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο είναι ελεύθερο. ∆ηλαδή αν P είναι ένα
πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο, τότε το P ϑα είναι ένα πε-
περασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο τύπουm για κάποιοm, οπότε
P ⊕ Rm είναι ελεύθερο και ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι το P είναι ελεύθερο. Η απόδειξη
ϑα γίνει µε επαγωγή στο m. Για m = 1, σύµφωνα µε το (2) η πρόταση ισχύει. ΄Εστω ότι η
πρόταση ισχύει γιαm−1, δηλαδή κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό
R-πρότυπο τύπου m− 1 είναι ελεύθερο, οπότε αν P ⊕Rm−1 είναι ελεύθερο τότε το P είναι
ελεύθερο. ΄Εστω ένα πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-πρότυπο τύπου
m, τότε το P ⊕ Rm ϑα είναι ελεύθερο, οπότε P ⊕ Rm ∼= Rn ⇒ (P ⊕ Rm−1) ⊕ R ∼= Rn.
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Συνεπώς το P ⊕Rm−1 ϑα είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο δεξιό R-
πρότυπο τύπου 1, άρα το P ⊕Rm−1 ϑα είναι ελεύθερο. Οπότε ϑα ισχύει ότι P ⊕Rm−1 ∼= Rk

για κάποιο k, άρα το P είναι ελεύθερο.
(2)⇔ (3) Προκύπτει από την Πρόταση (2.1.9).

Ορισµός 2.1.13. Οι δακτύλιοι που ικανοποιούν τις παραπάνω ισοδύναµες προτάσεις του

Πορίσµατος (2.1.12) καλούνται (δεξιοί) δακτύλιοι του Hermite.

΄Εστω GLn(R) η γενική γραµµική οµάδα των αντιστρέψιµων n×n τετραγωνικών πινάκων
µε στοιχεία από έναν δακτύλιο R και έστω UMn(R) το σύνολο όλων των δεξιών unimodular
γραµµών µήκους n µε στοιχεία από τον δακτύλιο R. Η οµάδα GLn(R) δρα στο σύνολο
UMn(R) µε δράση τον πολλαπλασιασµό πινάκων από δεξιά µε τον ακόλουθο τρόπο:
Αν u ∈ UMn(R), σ ∈ GLn(R), τότε

UMn(R)× GLn(R) → UMn(R)

(u, σ) 7→ u · σ

Αν δύο γραµµές f, g ∈ UMn(R) είναι συζυγείς υπό αυτή την δράση, δηλαδή αν υπάρχει
σ ∈ GLn(R) τέτοιο ώστε g · σ = f , τότε ϑα γράφουµε f ∼ g. ΄Ετσι, ορίζεται µία σχέση
ισοδυναµίας στο σύνολο UMn(R). Οι κλάσεις ισοδυναµίας του συνόλου UMn(R) υπό την
σχέση ισοδυναµίας ∼ είναι οι τροχιές της GLn(R)-δράσης.

Πρόταση 2.1.14. Οι τροχιές του συνόλου UMn(R) υπό την GLn(R)-δράση ϐρίσκονται σε ένα

προς ένα αντιστοιχία µε τις κλάσεις ισοµορφίας των δεξιών R-προτύπων P για τα οποία ισχύει

P ⊕ R ∼= Rn. Υπό αυτή την αντιστοιχία η τροχιά του (1, 0, . . . , 0) αντιστοιχεί στο ελεύθερο

πρότυπο Rn−1
.

Απόδειξη. Σε κάθε (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R), µπορούµε να αντιστοιχίσουµε το P = P (b1, . . . , bn),
τον ‘‘χώρο των λύσεων’’ (δηλαδή τον πυρήνα) του επιµορφισµού (b1, . . . , bn) : Rn � R1. ΄Ε-
να τέτοιο πρότυπο P είναι ένα πρότυπο για το οποίο ισχύει P ⊕ R ∼= Rn. Υποθέτουµε

ότι P (b1, . . . , bn)
β∼= P (c1, . . . , cn), για κάποιο (c1, . . . , cn) ∈ UMn(R). Τότε µπορούµε να

συµπληρώσουµε το ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

0 // P (b1, . . . , bn)

β

��

// Rn
(b1,...,bn)//

∃α
��

R1 // 0

0 // P (c1, . . . , cn) // Rn
(c1,...,cn)// R1 // 0

µε έναν κατάλληλο ισοµορφισµό Rn
α
99K Rn. Να σηµειώσουµε ότι οι γραµµές του διαγράµ-

µατος είναι ακριβείς και διασπάσιµες. Αν ο M ∈ GLn(R) συµβολίζει τον πίνακα αυτού του
ισοµορφισµού α, ϑα ισχύει ότι (b1, . . . , bn) = (c1, . . . , cn) ·M .

Αντίστροφα, έστω ότι (b1, . . . , bn) = (c1, . . . , cn) ·M για κάποιον πίνακα M ∈ GLn(R).
Τότε ο αυτοµορφισµός Rn → Rn που ορίζεται από τον πίνακα M εισάγει έναν ισοµορφισµό
των δύο πυρήνων: P (b1, . . . , bn) ∼= P (c1, . . . , cn).

Ορισµός 2.1.15. Μία δεξιά unimodular γραµµή πάνω από έναν δακτύλιο R καλείται συµ-
πληρώσιµη (completable) αν είναι δυνατόν να συµπληρωθεί σε έναν τετραγωνικό αντιστρέ-

ψιµο πίνακα προσθέτοντας έναν κατάλληλο αριθµό νέων γραµµών.

Πόρισµα 2.1.16. ΄Εστω µία γραµµή (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R). Οι ακόλουθες προτάσεις είναι

ισοδύναµες :

1. Η γραµµή (b1, . . . , bn) είναι συµπληρώσιµη.

2. P (b1, . . . , bn) ∼= Rn−1
.

3. (b1, . . . , bn) ∼ (1, 0, . . . , 0).
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Απόδειξη. (2)⇔ (3) Προκύπτει άµεσα από την Πρόταση (2.1.14).
(1) ⇒ (3) ΄Εστω ότι η γραµµή (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R) είναι συµπληρώσιµη σε έναν

αντιστρέψιµο τετραγωνικό πίνακαM ′ ∈ GLn(R). ΑνM ′M = In, τότε (1, 0, . . . , 0) ·M ′ ·M =
(b1, . . . , bn) ·M = (1, 0, . . . , 0) · In = (1, 0, . . . , 0), δηλαδή (b1, . . . , bn) ∼ (1, 0, . . . , 0).

(3)⇒ (1) ΄Εστω (b1, . . . , bn) = (1, 0, . . . , 0)·M . Τότε η γραµµή (b1, . . . , bn) είναι δυνατόν
να συµπληρωθεί στον τετραγωνικό αντιστρέψιµο πίνακα M .

Να σηµειώσουµε ότι αν ένας δακτύλιος δεν ικανοποιεί την IBP τότε είναι δυνατόν µία
γραµµή (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R) να µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν ορθογώνιο αντιστρέψιµο
πίνακα (ώστε το P (b1, . . . , bn) να είναι ελεύθερο), αλλά δεν µπορεί να συµπληρωθεί σε
έναν τετραγωνικό αντιστρέψιµο πίνακα. Στη συνέχεια, για να αποφύγουµε κάτι τέτοιο ϑα
αναφερόµαστε σε µεταθετικούς δακτυλίους. ΄Ετσι έχουµε δύο πλεονεκτήµατα. Πρώτον, ο
δακτύλιος εφόσον ϑα είναι µεταθετικός ϑα ικανοποιεί την IBP, οπότε αντιστρέψιµοι πίνακες
σηµαίνει τετραγωνικά αντιστρέψιµοι πίνακες και δεύτερον, µπορούµε να αναφερόµαστε στην
ϐαθµίδα (rank) των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών R-προτύπων. Αν ισχύει ότι
P ⊕Rm ∼= Rn, τότε rankP = n−m.

Εκµεταλλευόµενοι την ύπαρξη της ϐαθµίδας, µπορούµε να αναδιατυπώσουµε κάποια
από τα προηγούµενα αποτελέσµατα σε πιο κατάλληλες µορφές. Για παράδειγµα, στην
Πρόταση (2.1.14), οι τροχιές του συνόλου UMn(R) υπό την GLn(R)-δράση ϑα ϐρίσκονται
σε ένα προς ένα αντιστοιχία µε τις κλάσεις ισοµορφισµών των πεπερασµένα παραγόµενων
ευσταθώς ελεύθερων R-προτύπων τύπου 1 και ϐαθµίδας n − 1. Στο Πόρισµα (2.1.12),
µπορούµε να επαναλάβουµε τις ισοδύναµες προτάσεις αλλά µε έναν κατάλληλο περιορισµό
όσο αναφορά την ϐαθµίδα, οπότε :

Πρόταση 2.1.17. Για κάθε ακέραιο d ≥ 0, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο µε rank > d είναι ελεύ-

ϑερο.

2. Κάθε unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο R µήκους ≥ d + 2 µπορεί να συµ-

πληρωθεί σε έναν (τετραγωνικό) αντιστρέψιµο πίνακα πάνω από τον δακτύλιο R.

3. Για n ≥ d+ 2, η οµάδα GLn(R) δρά µεταβατικά στο σύνολο UMn(R).

Ορισµός 2.1.18. ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιοςR καλείται d-Hermite αν ικανοποιεί µία από

τις παραπάνω ισοδύναµες προτάσεις.

Παρατήρηση 2.1.19. Οι 0-Hermite δακτύλιοι είναι απλά Hermite. Επίσης, εφόσον µία
unimodular γραµµή µήκους 2 είναι πάντα συµπληρώσιµη σε έναν πίνακα µε ορίζουσα 1,
οι 1-Hermite δακτύλιοι είναι απλά Hermite.

Παράδειγµα 2.1.20. Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα αποδείξουµε ότι, αν ο R είναι δακτύλιος
της Noether και έχει διάσταση του Krull d, τότε ο R είναι d-Hermite.

Σχόλιο 2.1.21. Η σχέση µεταξύ των δακτυλίων Hermite και της εικασίας του Serre είναι
η εξής : ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων d µεταβλητών R = k[t1, . . . , td], όπου το k εί-
ναι ένα σώµα. Θα αποδειχτεί ότι κάθε προβολικό R-πρότυπο P είναι ευσταθώς ελεύθερο.
Λαµβάνοντας υπόψιν αυτό το αποτέλεσµα, η εικασία του Serre µπορεί να µεταφραστεί στο
ακόλουθο ερώτηµα:

Είναι ο δακτύλιος πολυωνύµων d µεταβλητών R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι
ένα σώµα, δακτύλιος Hermite;

Ισοδύναµα, είναι δυνατόν κάθε (b1, . . . , bn) ∈ UMn(k[t1, . . . , td]) να µπορεί να συµπλη-
ϱωθεί σε έναν n× n πίνακα µε ορίζουσα που ανήκει στο k − {0};

Σύµφωνα µε το προηγούµενο παράδειγµα, ο k[t1, . . . , td] είναι d-Hermite, εφόσον η
Krull-διάστασή του είναι d.

Συνεχίζουµε µε δύο ακόµη αποτελέσµατα για τα ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα πάνω από
µεταθετικούς δακτυλίους.
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Θεώρηµα 2.1.22. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Υποθέτουµε ότι P ⊕ Rn−1 ∼= Rn,
δηλαδή το P είναι ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο ϐαθµίδας 1. Τότε P ∼= R.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το P παριστάνει τον χώρο λύσεων ενός δεξιά αντιστρέψιµου (n − 1) ×
n πίνακα M . Αρκεί να αποδείξουµε ότι οι µέγιστες ελάσσονες b1, . . . , bn του πίνακα M
παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες. ΄Εστω ότι οι µέγιστες ελάσσονες b1, . . . , bn του πίνακα M
δεν παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες. Τότε ϑα υπάρχει ένα µέγιστο ιδεώδεςm που ϑα περιέχει
τις b1, . . . , bn. ΄Εστω ο δακτύλιος τοπικοποίησης R = R/m. Εφόσον ο M ∈ Mn−1,n(R/m)
είναι δεξιά αντιστρέψιµος, έχει ϐαθµίδα n − 1. Οπότε µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν
αντιστρέψιµο πίνακαM∗ ∈ GLn(R/m). Αλλά από το ανάπτυγµα Laplace της det(M∗) κατά
µήκος της τελευταίας γραµµής, ισχύει ότι det(M∗) = 0 εφόσον όλες οι µέγιστες ελάσσονες
ανήκουν στο µεγιστοτικό ιδεώδες m. ΄Ατοπο.

΄Αρα, οι µέγιστες ελάσσονες b1, . . . , bn του πίνακα M παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες.
΄Αρα υπάρχουν a1, . . . , an ∈ R τέτοια ώστε a1b1 + . . . + anbn = 1. Οπότε, µπορούµε να
συµπληρώσουµε τον πίνακα M σε έναν πίνακα µε ορίζουσα 1 προσθέτοντας µία τελευταί-
α γραµµή a1, . . . , an, µε κατάλληλα πρόσηµα. Σύµφωνα µε την Πρόταση (2.1.9), αυτό
συνεπάγεται ότι το P είναι ελεύθερο. ΄Αρα, P ∼= R.

Θεώρηµα 2.1.23. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Αν ισχύει ότι P ⊕ R ∼= R2n
για

κάποιο n ≥ 1, τότε P ∼= R ⊕ Q για κάποιο R-πρότυπο Q. (΄Ενα ευσταθώς ελεύθερο µη

αναλύσιµο πρότυπο τύπου 1 που δεν είναι ισόµορφο µε τον δακτύλιο R πρέπει να έχει άρτια

ϐαθµίδα.)

Απόδειξη. Συνθέτοντας έναν ισοµορφισµό R2n ∼= P ⊕ R µε την προβολή στον δεύτερο α-
ϑροιστέο προκύπτει µία επί απεικόνιση ϕ : R2n → R µε πυρήνα ισόµορφο µε το P , δηλαδή
Kerϕ ∼= P . Εφόσον κάθε γραµµική απεικόνιση R2n → R είναι πολλαπλασιασµός µε ένα
σταθερό διάνυσµα, υπάρχει κάποιο w ∈ R2n τέτοιο ώστε ϕ(v) = v · w για κάθε v ∈ R2n.
΄Εστω w = (c1, . . . , c2n). Τότε

ϕ(c2,−c1, . . . , c2n,−c2n−1) = (c2,−c1, . . . , c2n,−c2n−1) · (c1, . . . , c2n) = 0

Τότε u = (c2,−c1, . . . , c2n,−c2n−1) ∈ Kerϕ ∼= P . Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει ένα υπο-
πρότυπο Q του P τέτοιο ώστε P ∼= R⊕Q.

Επιλέγουµε το (r1, . . . , r2n) ∈ R2n τέτοιο ώστε ϕ(r1, . . . , r2n) = 1, οπότε c1r1 + . . . +
c2nr2n = 1. Τότε u · (r2,−r1, . . . , r2n,−r2n−1) = 1, οπότε για την γραµµική απεικόνιση
f : R2n → R που δίνεται από f(v) = v · (r2,−r1, . . . , r2n,−r2n−1) ισχύει ότι f(u) = 1.
Εφόσον u ∈ Kerϕ, ο περιορισµός της f στην γραµµική απεικόνιση Kerϕ→ R είναι επί και
προκύπτει ο ισοµορφισµός uR

∼=−→R. ΄Αρα P ∼= Kerϕ = uR⊕ Ker f ∼= R⊕ Ker f .

Πόρισµα 2.1.24. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Ο R είναι δακτύλιος του Hermite αν

και µόνο αν κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο άρτιας ϐαθµίδας

είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο µεταθετικός δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Hermite. Τότε τα πε-
περασµένα παραγόµενα ευσταθώς ελεύθερα R-πρότυπα είναι ελεύθερα, συνεπώς και τα
πεπερασµένα παραγόµενα ευσταθώς ελεύθερα R-πρότυπα άρτιας ϐαθµίδας είναι ελεύθερα.

Αντίστροφα, έστω ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο
άρτιας ϐαθµίδας είναι ελεύθερο,όπου R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος. Θέλουµε να
αποδείξουµε ότι ο R είναι δακτύλιος του Hermite. Αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε πε-
περασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο είναι ελεύθερο. Τα πεπερασµένα
παραγόµενα ευσταθώς ελεύθερα R-πρότυπα άρτιας ϐαθµίδας είναι ελεύθερα, οπότε µένει
να αποδείξουµε ότι τα πεπερασµένα παραγόµενα ευσταθώς ελεύθερα R-πρότυπα περιττής
ϐαθµίδας είναι ελεύθερα.

΄Εστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο περιττής ϐαθµί-
δας P ⊕ Rk ∼= Rl, (όπου k ≤ l) µε rankP = l − k περιττός αριθµός. Θέλουµε να δείξουµε
ότι το P είναι ελεύθερο.
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Θα το αποδείξουµε επαγωγικά. Για k = 0, ϑα ισχύει ότι P ∼= Rl, άρα το P είναι
ελεύθερο. Για k > 0, ϑα ισχύει P ⊕ Rk ∼= Rl ⇒ (P ⊕ R) ⊕ Rk−1 ∼= Rl, οπότε το P ⊕ R
είναι ευσταθώς ελεύθερο άρτιας ϐαθµίδας l− (k−1). ΄Αρα, το P ⊕R είναι ελεύθερο. Οπότε,
P ⊕ R ∼= Rl−k+1. Τότε, σύµφωνα µε το Θεώρηµα (2.1.22) ύπάρχει κάποιο Q, τέτοιο ώστε
P ∼= R ⊕Q. ΄Αρα, P ⊕ R ∼= Rl−k+1 ⇒ (Q⊕ R)⊕ R ∼= Rl−k+1. Οπότε Q⊕ R2 ∼= Rl−k+1,
άρα το Q ⊕ R2 είναι ελεύθερο άρτιας ϐαθµίδας l − k + 1. Συνεπώς, το Q είναι ευσταθώς
ελεύθερο περιττής ϐαθµίδας (l − k + 1) − 2 = l − k − 1. Επαγωγικά, Q ∼= Rl−k−1, οπότε
P ∼= R⊕Q ∼= Rl−k. ΄Αρα το P είναι ελεύθερο.

Παρατήρηση 2.1.25. Στο Πόρισµα (2.1.24), αν ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένη διάσταση
του Krull d, τότε, για να ελέγξουµε αν ο R είναι δακτύλιος του Hermite, αρκεί να ελέγξουµε
αν τα πεπερασµένα παραγόµενα ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα P ϐαθµίδας 2r στο πεπερα-
σµένο διάστηµα 2 ≤ 2r ≤ d είναι ελεύθερα (σύµφωνα µε το Παράδειγµα (2.1.20)). Για
παράδειγµα, για να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος R = k[t1, t2, t3] είναι δακτύλιος του Her-
mite (όπου το k είναι σώµα), αρκεί να αποδείξουµε ότι τα ευσταθώς ελεύθερα R-πρότυπα
ϐαθµίδας 2 είναι ελεύθερα.

2.2 Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί

΄Εστω R ένας οποιοσδήποτε δακτύλιος. Αν οι a = (a1, . . . , an) και b = (b1, . . . , bn) ανήκουν
στο σύνολο UMn(R) των δεξιών unimodular γραµµών, έχουµε συµφωνήσει να γράφουµε
a ∼ b για να δηλώσουµε το γεγονός ότι οι a και b είναι συζυγείς υπό την δεξιά δράση του
πολλαπλασιασµού της οµάδας GLn(R). Γενικότερα, αν G είναι µία υποοµάδα της GLn(R),
ϑα γράφουµε ∼G για να συµβολίσουµε την συζυγία των δεξιών unimodular γραµµών υπό
την δράση της G. Με έναν απλό πολλαπλασιασµό πινάκων, παρατηρούµε ότι, για µία δεξιά
unimodular γραµµή a ∈ UMn(R), ισχύει ότι a ∼G (1, 0, . . . , 0) αν και µόνο αν η a είναι
συµπληρώσιµη σε έναν πίνακα της G. Αυτό, εν µέρει, γενικεύει το Πόρισµα (2.1.16).

Θα συνεχίσουµε µε κάποιους ορισµούς από την ϑεωρία πινάκων, οι οποίοι ϑα µας ϐοη-
ϑήσουν στις αποδείξεις που σχετίζονται µε τις unimodular γραµµές.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και n ένας ϑετικός ακέραιος. Για i, j ≤ n, συµ-

ϐολίζουµε µε eij τον n × n-πίνακα του οποίου το µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο είναι το 1 το

οποίο ϐρίσκεται στην (i, j)-ϑέση. Αυτού του είδους τους πίνακες, τους ονοµάζουµε πίνακες
µονάδες.

Ορισµός 2.2.2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, x ∈ R και n ένας ϑετικός ακέραιος. Συµβολίζουµε

µε Eij(x) όλους τους πίνακες της µορφής In + xeij , όπου In ο µοναδιαίος πίνακας, x ∈ R,

i 6= j και eij οι πίνακες µονάδες. Οι πίνακες αυτής της µορφής ονοµάζονται στοιχειώδεις
πίνακες.

Οι στοιχειώδεις πίνακες Eij(x) := In + xeij είναι αντιστρέψιµοι, µε αντίστροφους τους
πίνακες της µορφής Eij(x)

−1
= Eij(−x) := In − xeij , µε i 6= j. Ισχύει δηλαδή ότι

Eij(x)Eij(−x) = Eij(0) = In.

Ορισµός 2.2.3. Συµβολίζουµε µε En(R) την υποοµάδα της οµάδας GLn(R), που παράγεται

από όλους τους στοιχειώδεις πίνακες Eij(x). Η οµάδα En(R) καλείται οµάδα των στοιχειω-
δών πινάκων.

Ορισµός 2.2.4. ΄Ενας διαγώνιος πίνακας είναι ένας πίνακας του οποίου τα στοιχεία εκτός

της κύριας διαγωνίου είναι όλα µηδέν. ∆ηλαδή, ο πίνακας D = (di,j) µε n γραµµές και n
στήλες είναι διαγώνιος αν :

di,j = 0 για όλα τα i 6= j, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}

Με diag(x1, . . . , xn) συµβολίζουµε τον διαγώνιο πίνακα µε στοιχεία x1, . . . , xn κατά µή-
κος της διαγωνίου.
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Παρατήρηση 2.2.5. 1. Κάθε επιµορφισµός δακτυλίωνR→ S επάγει έναν επιµορφισµό
οµάδων En(R)→ En(S). Αυτό δεν ισχύει γενικά για τις οµάδες GLn,SLn.

2. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, έτσι ώστε να ορίζεται η γραµµική οµάδα SLn(R),
τότε En(R) ⊂ SLn(R). Οι δύο αυτές οµάδες ταυτίζονται όταν µιλάµε για ηµιαπλές ή
Ευκλείδειες περιοχές.

3. Πολλαπλασιάζοντας έναν n × n πίνακα M από τα αριστερά µε έναν πίνακα Eij(x) =
In + xeij είναι σαν να προσθέτουµε ένα αριστερό πολλαπλάσιο του x της j-γραµµής
του πίνακα M στην i-γραµµή του M .

Πολλαπλασιάζοντας έναν n × n πίνακα M από τα δεξιά µε έναν πίνακα Eij(x) =
In + xeij είναι σαν να προσθέτουµε ένα δεξιό πολλαπλάσιο του x της i-στήλης του
πίνακα M στην j-στήλη του M .

Αυτές οι πράξεις καλούνται, αντίστοιχα, οι στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµής
και στήλης.

4. Με τρεις στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στήλης µπορούµε να εναλλάξουµε δύο στή-
λες έχοντας και µια αλλαγή προσήµου. ∆ηλαδή, αν συµβολίσουµε µε v, w δύο στήλες,
ξεχνάµε τις υπόλοιπες στήλες και εκτελούµε τους ακόλουθους στοιχειώδεις µετασχη-
µατισµούς :

(v, w) 7→ (v, w + v) 7→ (−w,w + v) 7→ (−w, v)

Το ίδιο ισχύει και για γραµµές.

Για παράδειγµα, ο πίνακας
(

0 1
−1 0

)
∈ E2(R), διότι :

(
0 1
−1 0

)
7→
(

1 1
−1 0

)
7→
(

1 1
0 1

)
7→
(

1 0
0 1

)
.

∆ηλαδή, ισχύει ότι : (. . . , a, . . . , b, . . .) ∼En(R) (. . . , b, . . . ,−a, . . .).

5. Οι σύνθετοι πίνακες της µορφής(
In A
0 Im

)
,

(
In 0
B Im

)
ανήκουν και οι δύο στην οµάδα En+m(R). Εποµένως, µετασχηµατίζοντας ένα σύνθετο
πίνακα µε τις παραπάνω στοιχειώδεις πράξεις γραµµής και στήλης, ϑα είναι ϑεµιτό
να εφαρµόσουµε στοιχειώδεις σύνθετες πράξεις γραµµής και στήλης στον δοσµένο
πίνακα. Η παρατήρηση αυτή ϑα µας ϕανεί αρκετά χρήσιµη στη συνέχεια.

Συνεχίζουµε µε κάποιες ϐασικές προτάσεις για τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς και
παραθέτουµε κάποια παραδείγµατα.

Πρόταση 2.2.6. 1. Η οµάδα των διαγώνιων πινάκων που ανήκουν στην GLn(R) κανονι-

κοποιεί την οµάδα En(R).

2. (
0 In
−In 0

)
,

(
0 −In
In 0

)
∈ E2n(R).

∆ηλαδή, ισχύει το εξής :

(. . . , a, . . . , b, . . .) ∼En(R) (. . . ,−b, . . . , a, . . .) ∼En(R) (. . . , b, . . . ,−a, . . .).

Απόδειξη. 1. Αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε διαγώνιος πίνακας

D = diag(1, . . . , d, . . . , 1)
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όπου το d είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R, κανονικοποιεί την οµάδα En(R). ΄Εστω
ότι το d ϐρίσκεται στην k-γραµµή. Τότε, για i 6= j ισχύει :

D · (In + xeij) ·D−1 =


In + xeij αν i 6= k 6= j,

In + dxeij αν k = i,

In + xd−1eij αν k = j.

2. Αρκεί να αποδείξουµε ότι (
0 In
−In 0

)
∈ E2n(R).

Αυτό προκύπτει από µια σειρά σύνθετων στοιχειωδών µετασχηµατισµών στήλης :(
0 In
−In 0

)
7→
(

In In
−In 0

)
7→
(

In 0
−In In

)
7→
(
In 0
0 In

)
.

Λήµµα 2.2.7. (του Whitehead) ΄Εστω A,B ∈ GLn(R). Τότε, ϑα ισχύει ότι :(
AB 0
0 In

)
∈
(
A 0
0 B

)
· E2n(R).

Απόδειξη. Προκύπτει από τους ακόλουθους σύνθετους µετασχηµατισµούς στήλης :

(
A 0
0 B

)
7→
(

A 0
In B

)
7→
(

A −AB
In 0

)
7→
(
AB A
0 In

)
7→
(
AB 0
0 In

)
.

Ο τρίτος µετασχηµατισµός προκύπτει από την Πρόταση (2.2.6)(2).

Πρόταση 2.2.8. Αν ο δακτύλιοςR είναι µεταθετικός, τότε κάθε διαγώνιος πίνακας της οµάδας

SLn(R) ανήκει στην οµάδα των στοιχειωδών πινάκων En(R).

Απόδειξη. ΄Εστω D = diag(d1, . . . , dn) όπου τα di, i = 1, . . . , n είναι αντιστρέψιµα στοιχεία
του δακτυλίου R. Μπορούµε να παραγοντοποιήσουµε τον πίνακα D ως εξής :

D = diag(d1, d1
−1, 1, . . . , 1) · diag(1, d1d2, d3, . . . , dn).

Με επαγωγή στο n, αρκεί να αποδείξουµε ότι ο διαγώνιος πίνακας diag(d, d−1) ∈ E2(R).
Αυτό αποδεικνύεται µετασχηµατίζοντας τον πίνακα diag(d, d−1) στον ταυτοτικό πίνακα I2
µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµής και στήλης.

(
d 0
0 d−1

)
στήλη7→

(
d 1
0 d−1

)
γραµµή7→

(
d 1

−(d−1 − 1)d d−1 − (d−1 − 1)

)
=

(
d 1

d− 1 1

)
γραµµή7→

(
1 0

d− 1 1

)
γραµµή7→

(
1 0
0 1

)
= I2

Πρόταση 2.2.9. Αν (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R) περιέχει µία δεξιά unimodular υπογραµµή µι-

κρότερου µήκους (ειδικά αν ένα από τα bi είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R ή 0), τότε

(b1, . . . , bn) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).



2.2. ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΙΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 49

Απόδειξη. ΄Εστω (bi1 , . . . , bim) ∈ UMm(R) περιέχεται στην γραµµή (b1, . . . , bn) ∈ UMn(R)
και έστω i 6∈ {i1, . . . , im}. Γράφουµε

bi1ai1 + . . .+ bimaim = 1 για κάποια aij ∈ R, 1 ≤ j ≤ m.

Μετά από µία σειρά στοιχειωδών µετασχηµατισµών, µπορούµε να αλλάξουµε τα bi σε bi −
(bi1ai1 + . . . + bimaim) · (bi − 1) = 1. Συνεχίζοντας µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς,
µπορούµε να αλλάξουµε τα άλλα bj σε 0. Τότε ϑα ισχύει ότι (b1, . . . , bn) ∼En(R) ei. Γνωρί-

Ϲουµε ότι ο πίνακας
(

0 1
−1 0

)
∈ E2(R), οπότε µπορούµε να δείξουµε ότι ei ∼En(R) e1.

Συνεπώς, (b1, . . . , bn) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Πρόταση 2.2.10. ΄Εστω R µία Ευκλείδεια περιοχή.

1. Για n ≥ 2, κάθε γραµµή (a1, . . . , an) ∈ UMn(R) είναι στοιχειωδώς ισοδύναµη µε την

e1 = (1, 0, . . . , 0), δηλαδή:

(a1, . . . , an) ∼En(R) e1 = (1, 0, . . . , 0).

2. Επιπλέον, SLn(R) = En(R).

Απόδειξη. 1. ΄Εστω R µία Ευκλείδεια περιοχή. Τότε, υπάρχει µία απεικόνιση δ : R→ N
η οποία καλείται ευκλείδεια νόρµα και ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

• Αν a/b τότε δ(a) ≤ δ(b).
• Για κάθε a, b ∈ R, υπάρχει q, r ∈ R όπου b = q · a + r και είτε r = 0 είτε
δ(r) < δ(a).

Από το σύνολο όλων των γραµµών (a′1, . . . , a
′
n) οι οποίες είναι στοιχειωδώς ισοδύναµες

µε την γραµµή (a1, . . . , an), επιλέγουµε εκείνη που έχει το ελάχιστο δ(a′1). Αν το a′1 =
0, τότε η γραµµή (a′1, . . . , a

′
n) περιέχει µία δεξιά unimodular υπογραµµή µικρότερου

µήκους, άρα από την Πρόταση (2.2.9) ϑα ισχύει ότι :

(a1, . . . , an) ∼En(R) (a′1, . . . , a
′
n) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Αν a′1 6= 0, τότε ϑα αποδείξουµε µε την εις άτοπον επαγωγή ότι a′1 | a′j για κάθε j ≥ 2.
΄Εστω ότι a′1 - a′2, τότε a′2 = a′1 · q + r µε δ(r) < δ(a′1). ΄Αρα, ϑα ισχύει ότι :

(a′1, . . . , a
′
n) ∼En(R) (a′1, r, a

′
3, . . . , a

′
n) ∼En(R) (r,−a1, a

′
3, . . . , a

′
n)

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεσή µας ότι το δ(a′1) είναι ελάχιστο. ΄Αρα,
a′1 | a′j για κάθε j ≥ 2, οπότε

(a′1, . . . , a
′
n) ∼En(R) (a1, 0, . . . , 0).

Οπότε η γραµµή (a′1, . . . , a
′
n) περιέχει µία δεξιά unimodular υπογραµµή µικρότερου

µήκους, άρα από την Πρόταση (2.2.9) ϑα ισχύει ότι :

(a1, . . . , an) ∼En(R) (a′1, . . . , a
′
n) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

2. Εφόσον ο R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος ισχύει ότι En(R) ⊂ SLn(R). Οπότε
µένει να αποδείξουµε ότι SLn(R) ⊂ En(R). ΄Εστω M ∈ SLn(R). Σύµφωνα µε το
πρώτο µέρος αυτής της πρότασης µπορούµε να εκτελέσουµε κατάλληλους στοιχειώδεις
µετασχηµατισµούς και να µετατρέψουµε τον πίνακαM σε έναν πίνακαM1, µε πρώτη
γραµµή την (1, 0, . . . , 0). ΄Επειτα, µετά από µία ακολουθία µετασχηµατισµών γραµµής
µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τον πίνακα M1 στον πίνακα

M2 =

(
1 0
0 M ′

)
όπου M ′ ∈ SLn−1(R). Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε επαγωγή στο n.
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Πόρισµα 2.2.11. ΄Εστω R =
∏r
i=1 ki ένα πεπερασµένο ευθύ γινόµενο σωµάτων ki ή γενικό-

τερα Ευκλείδειων περιοχών.

1. Για n ≥ 2, κάθε γραµµή (a1, . . . , an) ∈ UMn(R) είναι στοιχειωδώς ισοδύναµη µε την

e1 = (1, 0, . . . , 0), δηλαδή:

(a1, . . . , an) ∼En(R) e1 = (1, 0, . . . , 0).

2. Επιπλέον, SLn(R) = En(R).

Απόδειξη. ΄Εστω GLn(R) =
∏r
i=1 GLn(ki), δηλαδή µπορούµε να ϑεωρήσουµε µία γραµµή

a ∈ GLn(R) ως µία r-άδα (a1, . . . , ar) µε ai ∈ GLn(ki). Τότε έστω a = (a1, . . . , ar) ∈
GLn(R) =

∏r
i=1 GLn(ki).

Ισχυριζόµαστε ότι ισχύει το εξής a ∈ En(R) ⇔ ai ∈ En(ki) για i = 1, . . . , r. Το ευθύ
προκύπτει µε προφανή τρόπο. Αποδεικνύουµε το αντίστροφο.

Ας υποθέσουµε ότι κάθε ai είναι ένα γινόµενο στοιχειωδών πινάκων,

ai = εi1 · · · εimi .

Κάθε r-άδα ε′ij := (In, . . . , In, εij , In, . . . , In), όπου το εij ϐρίσκεται στην i-ϑέση, αποτελεί
έναν στοιχειώδη πίνακα πάνω από το

∏r
i=1 ki. Τότε

a = ε′11 · · · ε′1m1
· · · ε′r1 · · · ε′rmr ∈ En(R).

΄Εστω (b1, . . . , bn) µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο R. Θεωρούµε την
γραµµή αυτή ως µία r-άδα

((b1, . . . , bn)1, . . . , (b1, . . . , bn)r),

όπου (b1, . . . , bn)i είναι unimodular γραµµή πάνω από το σώµα ki. Σύµφωνα µε την Πρό-
ταση (2.2.10), υπάρχουν ai ∈ En(ki) τέτοια ώστε (b1, . . . , bn)iai = (1, 0, . . . , 0)i. Σύµφω-
να µε τον ισχυρισµό για a := (a1, · · · , ar) προκύπτει ότι (b1, . . . , bn)a = (1, 0, . . . , 0) και
a ∈ En(R).

Πόρισµα 2.2.12. ΄Εστω R ένας µεταθετικός ηµιτοπικός δακτύλιος και u ∈ UMn(R) µία

unimodular γραµµή. Τότε u ∼En(R) e1.

Απόδειξη. ΄Εστω m1, . . . ,mr τα µεγιστοτικά ιδεώδη του ηµιτοπικού δακτυλίου R και J =⋂r
i=1 mi το ϱιζικό του Jacobson του δακτυλίου R.
Ισχύει ότι R/J '

∏r
i=1R/mi. ∆ηλαδή, το R/J είναι ένα πεπερασµένο ευθύ γινόµενο

σωµάτων. Από το προηγούµενο πόρισµα, υπάρχει ε ∈ En(R) τέτοιο ώστε uε = e1. Μπο-
ϱούµε να µετατρέψουµε το ε σε κάποιο ε ∈ En(R), οπότε ισχύει ότι uε = (a1, . . . , an) µε
a1 ≡ 1(mod J). ΄Αρα, a1 ∈ R× και επιπλέον (a1, . . . , an) ∼En(R) e1.

Το ίδιο ισχύει αν το R/J(R) είναι ένα πεπερασµένο γινόµενο Ευκλείδειων περιοχών.

Παρατήρηση 2.2.13. Οι Ευκλείδειες περιοχές και οι µεταθετικοί ηµιτοπικοί δακτύλιοι
είναι δακτύλιοι του Hermite.

Στην Παρατήρηση (2.2.5)(1) αναφέραµε ότι κάθε επιµορφισµός δακτυλίων R → S ε-
πάγει έναν επιµορφισµό οµάδων En(R) → En(S). Αυτό δεν ισχύει γενικά για τις οµάδες
GLn,SLn. Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.2.14. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, µε

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∈ UMr+s(R), s ≥ 1.

΄Εστω I =
∑
R · ai και R = R/I. Αν (b1, . . . , bs) ∼Es(R) (1, 0, . . . , 0), τότε

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∼Er+s(R) (1, 0, . . . , 0).
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Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τις στοιχειώδεις πράξεις οι οποίες µετασχηµατίζουν την γραµµή
(b1, . . . , bs) στην (1, 0, . . . , 0), ισχύει ότι

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∼Er+s(R) (a1, . . . , ar, b
′
1, . . . , b

′
s)

όπου (b′1, . . . , b
′
s) ≡ (1, 0, . . . , 0)(mod I). Εφαρµόζοντας στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς,

µετατρέπουµε την γραµµή (a1, . . . , ar, b
′
1, . . . , b

′
s) στην γραµµή (a1, . . . , ar, 1, 0, . . . , 0). Ο-

πότε η γραµµή (a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) περιέχει µία δεξιά unimodular υπογραµµή µικρότε-
ϱου µήκους. Σύµφωνα µε την Πρόταση (2.2.9) συµπεραίνουµε ότι

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∼Er+s(R) (1, 0, . . . , 0)

Πόρισµα 2.2.15. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, µε

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∈ UMr+s(R), s ≥ 2.

Αν R/
∑
R ·ai είναι µία ευκλείδεια περιοχή ή

∑
R ·ai περιέχεται µόνο σε µεγιστοτικά ιδεώδη

του R το πολύ πεπερασµένα, τότε

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) ∼Er+s(R) (1, 0, . . . , 0).

2.3 Η οµάδα του Grothendieck K0

Αναπτύσσουµε εν συντοµία την ϑεωρία της οµάδας του Grothendieck K0 για τυχαίους δα-
κτυλίους R, διότι ϑα µας ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στην συνέχεια σε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα
του Serre.

Παρουσιάζουµε, αρχικά την κατασκευή της οµάδας του Grothendieck K0. ΄Εστω R ένας
τυχαίος δακτύλιος. Συµβολίζουµε µε P(R) το σύνολο όλων των πεπερασµένα παραγόµενων
προβολικών R-προτύπων. ΄Εστω P ∈ P(R). Συµβολίζουµε µε (P ) την κλάση ισοµορφισµών
του προτύπου P . ΄Εστω G µία ελεύθερη αβελιανή οµάδα που παράγεται από τα σύµβολα
{(P ) : P ∈ P(R)} και έστω H µία υποοµάδα της G που παράγεται από τις εκφράσεις
(P ⊕Q)− (P )− (Q). Τότε, η οµάδα του Grothendieck K0R είναι µία προσθετική αβελιανή
οµάδα που παράγεται από τα σύµβολα (P ) και ορίζεται ως εξής :

K0R = G/H.

Αν συµβολίσουµε µε [P ] την εικόνα της κλάσης (P ) στην οµάδα K0R, τότε ϑα ισχύει
ότι [P ⊕ Q] = [P ] + [Q] ∈ K0R, όπου P,Q ∈ P(R). Γενικότερα, αν υπάρχει µία ακριβής
ακολουθία από πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα Pi ∈ P(R)

0 // Pn // Pn−1
// · · · // P0

// 0,

τότε
∑

(−1)i[Pi] = 0 ∈ KoR. Αυτό προκύπτει αν διασπάσουµε την παραπάνω ακολουθία
σε σύντοµα ακριβείς ακολουθίες και χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο n. Να σηµειώσουµε
ότι όλα τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά οπότε κάθε σύντοµα
ακριβής ακολουθία είναι διασπάσιµη.

΄Ενα τυχαίο στοιχείο της οµάδας K0R ϑα έχει την ακόλουθη µορφή:

z = [P1] + · · ·+ [Pm]− [Q1]− · · · − [Qn] = [P ]− [Q],

όπου P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pm, Q = Q1 ⊕ · · · ⊕ Qn. Αν επιλέξουµε κάποιο Q′ ∈ P(R) τέτοιο
ώστε Q⊕Q′ ∼= Rt, τότε το τυχαίο στοιχείο της οµάδας K0R παίρνει την µορφή:

z = [P ⊕Q′]− [Q⊕Q′] = [P1]− [Rt]

όπου P1 = P ⊕Q′ ∈ P(R).
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Παρατήρηση 2.3.1. Αν f : R → S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε ο f επάγει
έναν καλά ορισµένο οµοµορφισµό οµάδων f∗ : K0R→ K0S τέτοιον ώστε f∗[P ] = [S⊗R P ],
για κάθε P ∈ P(R). Λαµβάνοντας υπόψιν αυτή την παρατήρηση προκύπτει ότι η K0

είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής από την κατηγορία των δακτυλίων στην κατηγορία των
προσθετικών αβελιανών οµάδων.

Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω P,Q ∈ P(R), τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. [P ] = [Q] ∈ K0R.

2. Υπάρχει κάποιο T ∈ P(R) τέτοιο ώστε P ⊕ T ∼= Q⊕ T (σε αυτή την περίπτωση τα P,Q
ονοµάζονται ευσταθώς ισόµορφα).

3. Υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε P ⊕Rt ∼= Q⊕Rt.

Απόδειξη. (2) ⇒ (3) ΄Εστω ότι υπάρχει κάποιο T ∈ P(R) τέτοιο ώστε P ⊕ T ∼= Q ⊕ T .
Εφόσον το T είναι προβολικό, επιλέγουµε ένα R-πρότυπο S τέτοιο ώστε το πρότυπο T ⊕ S
να είναι ελεύθερο. Τότε, υπάρχει κάποιο t ∈ N τέτοιο ώστε T ⊕ S ∼= Rt. Οπότε ισχύει το
εξής :

P ⊕ T ∼= Q⊕ T ⇒ P ⊕ T ⊕ S ∼= Q⊕ T ⊕ S ⇒ P ⊕Rt ∼= Q⊕Rt.

΄Αρα, υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε P ⊕Rt ∼= Q⊕Rt.
(3)⇒ (2) ΄Εστω ότι υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε P ⊕Rt ∼= Q⊕Rt.

Το Rt είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο άρα και προβολικό. Θέτοντας Rt = T καταλήγουµε
στο ότι υπάρχει κάποιο T ∈ P(R) τέτοιο ώστε P ⊕ T ∼= Q⊕ T .

(1)⇒ (2) ΄Εστω ότι [P ] = [Q] ∈ K0R = G/H. Τότε (P )− (Q) ∈ H, οπότε ϑα ισχύει :

(P )− (Q) =
∑
i

{(Pi ⊕Qi)− (Pi)− (Qi)} −
∑
j

{(P ′j ⊕Q′j)− (P ′j)− (Q′j)},

όπου όλα τα πρότυπα είναι πεπερασµένα παραγόµενα και προβολικά. ΄Αρα, ϑα ισχύει το
εξής :

(P ) +
∑
i

{(Pi) + (Qi)}+
∑
j

(P ′j ⊕Q′j) = (Q) +
∑
i

(Pi ⊕Qi) +
∑
j

{(P ′j) + (Q′j)}.

Εφόσον η οµάδα G είναι ελεύθερη, τότε
∑

(Mα) =
∑

(Nβ) ⇒
⊕
Mα
∼=
⊕
Nβ. Θέτοντας

T =
⊕

i{Pi ⊕Qi}⊕
⊕

j{P ′i ⊕Q′j}, καταλήγουµε στο ότι τα P,Q είναι ευσταθώς ισόµορφα,
δηλαδή P ⊕ T ∼= Q⊕ T .

(2) ⇒ (1) ΄Εστω ότι υπάρχει κάποιο T ∈ P(R) τέτοιο ώστε P ⊕ T ∼= Q ⊕ T . Τότε
σύµφωνα µε το (3), υπάρχει κάποιος ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε P ⊕ Rt ∼= Q ⊕ Rt.
Οπότε, [P ⊕ Rt] = [Q ⊕ Rt], εφόσον το Rt είναι προφανώς προβολικό. ΄Αρα, ϑα ισχύει το
εξής :

[P ⊕Rt] = [Q⊕Rt]⇒ [P ] + [Rt] = [Q] + [Rt]⇒ [P ] = [Q].

Πόρισµα 2.3.3. ΄Εστω P ∈ P(R). Τότε το P είναι ευσταθώς ελεύθερο αν και µόνο αν

[P ] ∈ Z · [R]. Οπότε,K0R = Z · [R] αν και µόνο αν κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό

R-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω P ∈ P(R) και έστω ότι το P είναι ευσταθώς ελεύθερο. Τότε ϑα ισχύει ότι
P ⊕Rm ∼= Rn. Οπότε [P ] = [Rn]− [Rm] = (n−m) · [R]⇒ [P ] ∈ Z · [R].

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει [P ] ∈ Z · [R], άρα [P ] = r · [R], r ∈ Z. Επιλέγουµε έναν
ακέραιο s τέτοιον ώστε r + s ≥ 0. Τότε [P ⊕Rs] = (r + s) · [R] = [Rr+s] ∈ K0R. Σύµφωνα
µε την προηγούµενη πρόταση ϑα υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε να ισχύει
P ⊕Rs⊕Rt ∼= Rr+s+t. Οπότε το πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο P είναι
ευσταθώς ελεύθερο.
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Πόρισµα 2.3.4. Αν κάποιο P ∈ P(R) επιδέχεται µία πεπερασµένα ελεύθερη επίλυση, δη-

λαδή αν υπάρχει ακολουθία

0 // Fn // Fn−1
// · · · // F0

// P // 0,

όπου τα Fi είναι ελεύθερα R-πρότυπα πεπερασµένης ϐαθµίδας, τότε το P είναι ευσταθώς

ελεύθερο. Αν, επιπλέον, ο R είναι µεταθετικός δακτύλιος και το πρότυπο P έχει ϐαθµίδα 1
(rankP = 1), τότε P ∼= R.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάποιο P ∈ P(R) επιδέχεται µία πεπερασµένα ελεύθερη επίλυση,
δηλαδή αν υπάρχει ακολουθία

0 // Fn // Fn−1
// · · · // F0

// P // 0,

όπου τα Fi είναι ελεύθερα R-πρότυπα πεπερασµένης ϐαθµίδας. Τότε [P ] =
∑

(−1)i[Fi] ∈
Z · [R], οπότε σύµφωνα µε το προηγούµενο πόρισµα το P είναι ευσταθώς ελεύθερο. Αν, επι-
πλέον, ο R είναι µεταθετικός δακτύλιος και το ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο P έχει ϐαθµίδα
1 (rankP = 1), τότε σύµφωνα µε την Πρόταση (2.1.21) ισχύει ότι P ∼= R.

Πόρισµα 2.3.5. ΄Ενας δακτύλιος R ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης ϐάσης (IBP )
αν και µόνο αν η [R] έχει άπειρη τάξη στην οµάδα K0R, δηλαδή αν και µόνο αν Z · [R] ∼= Z.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο δακτύλιος R έχει άπειρη τάξη. Τότε Rr ∼= Rs ⇒ (r− s) · [R] = 0 στην
οµάδα K0R, οπότε r = s. Συνεπώς ο δακτύλιος R ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης
ϐάσης (IBP ).

Αντίστροφα, έστω ότι ο δακτύλιος R ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης ϐάσης
(IBP ) και έστω ότι ο R έχει πεπερασµένη τάξη. Τότε ϑα ισχύει ότι m · [R] = 0, για
κάποιο m > 0, οπότε [Rm] = [0] ∈ K0R. Σύµφωνα µε την Πρόταση (2.3.2), υπάρχει
κάποιος ϕυσικός αριθµός t τέτοιος ώστε να ισχύει Rm ⊕ Rt ∼= Rt, τότε εφόσον ο δακτύλιος
R ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης ϐάσης (IBP ) ϑα ισχύει ότι m+ t = t⇒ m = 0.
΄Ατοπο, αφού m > 0. Συνεπώς, ο δακτύλιος R έχει άπειρη τάξη.

Συνδυάζοντας τα Πορίσµατα (2.3.3) και (2.3.5) καταλήγουµε στην ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.3.6. Αν ένας δακτύλιοςR ικανοποιεί την ιδιότητα της αναλλοίωτης ϐάσης (IBP )
και όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα είναι ευσταθώς ελεύθερα, τότε

K0R ∼= Z µε γεννήτορα το [R].

Ολοκληρώνουµε αυτή την παράγραφο µε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.3.7. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και P,Q ∈ P(R). Αν rankP = 1, τότε
[P ] = [Q] ∈ K0R⇒ P ∼= Q.

Ολοκληρώνουµε αυτή την παράγραφο µε το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο παρουσιάζει
µια ισοδύναµη εκδοχή της εικασίας του Serre µε χρήση της οµάδας Grothendieck.

Θεώρηµα 2.3.8. ΄Εστω k ένα σώµα. Τότε όλα τα πεπερασµένα παραγόµενα k[x1, x2, · · · , xn]-
πρότυπα είναι ελεύθερα, δηλαδή η εικασία του Serre έχει ϑετική απάντηση αν και µόνον αν

K0(k[x1, x2, · · · , xn]) ∼= Z.

Παραπέµπουµε στο Θεώρηµα ∆΄.1 του Παραρτήµατος ∆΄ για µια γενίκευση του παραπάνω
αποτελέσµατος σε άλγεβρες µονοειδή.
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Κεφάλαιο 3

Τα «Κλασικά» Αποτελέσµατα της
Εικασίας του Serre

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουµε κάποια κλασικά αποτελέσµατα γύρω από την εικασία
του Serre από την διατύπωσή της το 1955 µέχρι το τέλος του 1975.

΄Εστω A = k[t1, . . . , tn] ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών υπεράνω ενός σώµατος
k και P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό A-πρότυπο. Αρχικά, αποδεικνύουµε ότι
αν το P έχει ϐαθµίδα 1, τότε είναι ελεύθερο. Αυτό το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από ένα
ϑεώρηµα του Gauss που λέει ότι ο A είναι µία περιοχή µονοσήµαντης παραγοντοποίησης.
Συνεχίζουµε µε την περίπτωση µίας µεταβλητής, A = k[t1]. Τότε ο δακτύλιος A είναι
µία περιοχή κύριων ιδεωδών και γνωρίζουµε ότι πάνω από µία περιοχή κύριων ιδεωδών τα
πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα είναι ελεύθερα. Ακόµη και αν το k είναι ένας
δακτύλιος διαίρεσης, οπότε το k[t1] ϑα είναι µία µη µεταθετική περιοχή κύριων ιδεωδών, η
εικασία συνεχίζει να έχει ϑετική απάντηση.

Σηµειώνουµε ότι το 1971, οι Ojanguren και Sridharan αποδεικνύουν ότι αν το k αντί
για σώµα είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης και αν n ≥ 2, τότε η εικασία δεν ισχύει. Εποµένως
η άµεση γενίκευση της εικασίας του Serre σε µη-µεταθετικούς δακτυλίους έχει αρνητική
απάντηση.

Στην περίπτωση των ϐαθµωτών προτύπων, οι Cartan και Eilenberg, το 1956, αποδεικνύ-
ουν ότι η εικασία έχει ϑετική απάντηση. ΄Ενα ϐασικό αποτέλεσµα στην ανάπτυξη της ϑεωρίας
το οποίο ϐοήθησε στην επίλυση της εικασίας, είναι ένα ϑεώρηµα του Serre, το οποίο µας
εξασφαλίζει ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό A-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύ-
ϑερο. Εποµένως η εικασία ανάγεται στην απόδειξη ότι κάθε ευσταθώς ελεύθερο A-πρότυπο
είναι ελεύθερο.

Το 1958, ο Seshadri αποδεικνύει ότι η εικασία αληθεύει στην περίπτωση του πολυωνυ-
µικού δακτυλίου A = k[t1, t2] δύο µεταβλητών. Το 1964, ο Bass αποδεικνύει ότι η εικασία
έχει ϑετική απάντηση στην περίπτωση όπου rankP > n. Τέλος, αποδεικνύουµε το κλασσικό
ϑεώρηµα συζυγιών του Hilbert το οποίο δίνει ενδείξεις ότι η εικασία του Serre έχει ϑετική
απάντηση.

3.1 Προβολικά πρότυπα ϐαθµίδας 1

Στην παράγραφο αυτή στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο
προβολικό πρότυπο ϐαθµίδας 1 πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων k[t1, . . . , tn], όπου το
k είναι σώµα, είναι ελεύθερο.

Για να καταλήξουµε σε αυτό το συµπέρασµα, µας είναι απαραίτητος ο ακόλουθος χα-
ϱακτηρισµός των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προτύπων ϐαθµίδας 1 πάνω από
οποιαδήποτε ακέραια περιοχή.

Λήµµα 3.1.1. ΄Εστω R µία ακέραια περιοχή µε σώµα πηλίκο K. ΄Εστω P 6= 0 ένα R-

55
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υποπρότυπο τουK. Τότε το P είναι προβολικό αν και µόνο αν υπάρχει κάποιο R-υποπρότυπο

του K, Q ⊆ K, τέτοιο ώστε P · Q = R. Στην περίπτωση αυτή, το P είναι πεπερασµένα

παραγόµενο πάνω από την ακέραια περιοχή R.

Απόδειξη. ΄Εστω R µία ακέραια περιοχή µε σώµα πηλίκοK. ΄Εστω P 6= 0 ένα προβολικό R-
υποπρότυπο του K. Εφόσον το P είναι προβολικό, είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου
προτύπου F . Επιλέγουµε ένα κατάλληλο ελεύθερο R-πρότυπο F =

⊕
α∈ΛR · eα, όπου

B = {eα : α ∈ Λ} µία ϐάση του F . Εφόσον το F είναι ελεύθερο, υπάρχει ένας µοναδικός
R-οµοµορφισµός

f : F → P

eα 7→ f(eα) = aα,

όπου α ∈ Λ, aα ∈ P . Εφόσον το P είναι προβολικό υπάρχει ένας R-οµοµορφισµός

g : P → F

τέτοιος ώστε f ◦g = IdP . Για κάθε p ∈ P , υπάρχει µία µοναδική έκφραση g(p) =
∑
α rα ·eα,

όπου rα ∈ R και σχεδόν όλα τα rα είναι 0. Ορίζουµε οµοµορφισµούς gα ∈ HomR(P,R),
µε gα(p) = rα, όπου gα(p) = 0 για σχεδόν όλα τα α. Τότε ισχύει ότι g(p) =

∑
α gα(p) · eα,

για κάθε p ∈ P . Κάθε R-οµοµορφισµός gα : P → R επάγει έναν οµοµορφισµό Id ⊗ gα :
K ⊗R P → K ⊗R R. Η R είναι µία ακέραια περιοχή και το K είναι το σώµα πηλίκο της
ακέραιας περιοχής R, οπότε η ακολουθία

R �
� // K // // K/R

είναι ακριβής. ΄Οµως το K ως σώµα πηλίκο µίας ακέραιας περιοχής R είναι ένα R-επίπεδο
πρότυπο (ϐλέπε [27, Corollary 3.48]), οπότε πολλαπλασιάζοντας τανυστικά από αριστερά µε
το K προκύπτει η ακόλουθη ακριβής ακολουθία :

K ⊗R R �
� // K ⊗R K // // K ⊗R K/R.

Λαµβάνοντας υπόψιν τους ισοµορφισµούς K ⊗R R ∼= K και K ⊗R K/R ∼= 0 προκύπτει η
ακριβής ακολουθία :

K
� � // K ⊗R K // 0.

Οπότε, K ∼= K ⊗R K. Το P είναι ένα R-υποπρότυπο του K, οπότε προκύπτει η ακόλουθη
ακριβής ακολουθία :

P
� � // K // // K/P.

΄Οµως τοK είναι έναR-επίπεδο πρότυπο, οπότε πολλαπλασιάζοντας τανυστικά από αριστερά
µε το K προκύπτει η ακόλουθη ακριβής ακολουθία :

0 // K ⊗R P �
� // K ⊗R K // // K ⊗R K/P // 0.

Λαµβάνοντας υπόψιν τους ισοµορφισµούς K ⊗R K ∼= K και K ⊗R K/P ∼= 0 προκύπτει η
ακριβής ακολουθία :

0 // K ⊗R P �
� // K // 0.

Οπότε, K ⊗R P ∼= K. ΄Αρα προκύπτει ο οµοµορφισµός Id ⊗ gα : K → K. ΄Αρα, ο
οµοµορφισµός gα είναι πολλαπλασιασµός µε κάποια bα ∈ K. Οπότε gα(p) = bα · p, για
κάθε p ∈ P . Εφόσον ο οµοµορφισµός gα απεικονίζει το P στο R, ϑα ισχύει ότι bα · P ⊆ R.
Για κάθε p ∈ P , πεπερασµένο πλήθος των gα(p) = bα · p είναι µη µηδενικά. Εφόσον P 6= 0
και R ακέραια περιοχή, παρατηρούµε ότι πεπερασµένο πλήθος των bα είναι µη µηδενικά.
Αν δεν λάβουµε υπόψιν τους δείκτες α για τους οποίους ισχύει bα = 0, µπορούµε να
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ϑεωρήσουµε ότι το σύνολο δεικτών Λ είναι πεπερασµένο, |Λ| < ∞. Για κάθε p ∈ P , ισχύει
ότι

p = (f ◦ g)(p)

= f(g(p))

= f(
∑

gα(p) · eα)

= f(
∑

bα · p · eα)

= p · f(
∑

bα · eα)

= p ·
∑

bα · f(eα)

= p ·
∑

bα · aα

Οπότε ισχύει ότι
∑
bα ·aα = 1. Συνεπώς υπάρχει έναR-υποπρότυπο τουK,Q =

∑
R·bα ⊆

K, τέτοιο ώστε P ·Q = R.
Αντίστροφα, έστω R µία ακέραια περιοχή µε σώµα πηλίκο K και P 6= 0 ένα R-

υποπρότυπο του K. ΄Εστω ότι υπάρχει κάποιο R-υποπρότυπο του K, Q ⊆ K, τέτοιο ώστε
P ·Q = R. Τότε το 1 ∈ P ·Q, οπότε υπάρχουν aα ∈ P, bα ∈ Q τέτοια ώστε

∑
bα · aα = 1.

Επιπλέον, για κάθε α ∈ Λ, bα · P ⊆ P · Q = R. Εφόσον
∑
bα · aα = 1, για κάθε r ∈ R

ϑα ισχύει ότι r =
∑

(bα · r) · aα = 1 και αν r ∈ P , τότε κάθε bα · r ∈ P ·Q ∈ R. Οπότε τα
στοιχεία aα παράγουν το πρότυπο P , P = (a1, . . . , an). Ορίζουµε τους R-οµοµορφισµούς

gα : P → R

p 7→ gα(p) = bα · p.

Τότε ισχύει ότι p =
∑
gα(p) · aα, για κάθε p ∈ P, α ∈ Λ. Στη συνέχεια ορίζουµε την

απεικόνιση

f : Rn → P

(r1, . . . , rn) 7→
∑

rα · aα.

Η f είναι επιµορφισµός επειδή τα στοιχεία aα παράγουν το πρότυπο P . Ορίζουµε τον
οµοµορφισµό

g : P → Rn

p 7→ g(p) = (g1(p), . . . , gn(p)) = (b1 · p, . . . , bn · p).

Τότε ϑα ισχύει ότι

(f ◦ g)(p) = f(g(p))

= f(b1 · p, . . . , bn · p)
=

∑
bα · p · aα)

=
∑

gα(p) · aα)

= p

Οπότε f ◦g = IdP , συνεπώς ο f είναι ένας διασπάσιµος επιµορφισµός και άρα το πρότυπο P
είναι ευθύς αθροιστέος του Rn. Εποµένως το πρότυπο P είναι προβολικό και πεπερασµένα
παραγόµενο υπεράνω του R.

Θεώρηµα 3.1.2. ΄Εστω R µία περιοχή µονοσήµαντης παραγοντοποίησης (unique factoriza-

tion domain) (UFD) και έστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο. Αν

rankP = 1, τότε ισχύει ότι P ∼= R.
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Απόδειξη. ΄Εστω R µία περιοχή µονοσήµαντης παραγοντοποίησης (unique factorization do-
main) (UFD), P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικόR-πρότυπο καιK το σώµα πηλίκο
της περιοχής R. Το R-πρότυπο P είναι προβολικό, οπότε είναι ένα torsion free πρότυπο,
συνεπώς ισχύει ότι P ⊂ K

⊗
R P
∼= K. Επίσης το πρότυπο P είναι πεπερασµένα παραγό-

µενο, οπότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι το P είναι ένα ιδεώδες της περιοχής R. Σύµφωνα
µε την απόδειξη του προηγούµενου λήµµατος, εφόσον το R-πρότυπο P είναι προβολικό,
ϑα υπάρχουν aα ∈ P, bα ∈ K, bαP ⊂ R, τέτοια ώστε να ισχύει ότι

∑
bα · aα = 1. ΄Εστω

bα = cα
dα

, όπου τα cα, dα ∈ R δεν έχουν κανένα κοινό παράγοντα εκτός της µονάδας. Ε-
ϕόσον cβ

dβ
· aα ∈ R, σύµφωνα µε την µονοσήµαντη παραγοντοποίηση, συνεπάγεται ότι dβ

διαιρεί το cβ · aα, οπότε το dβ διαιρεί το aα, για κάθε Ϲευγάρι α, β. ΄Εστω d = lcm{dβ}, τότε
το d διαιρεί το dβ για κάθε β, επίσης το dβ διαιρεί το aα, για κάθε Ϲευγάρι α, β, συνεπώς
το d διαιρεί το aα για κάθε α. ΄Αρα, aα ∈ R · d, οπότε ισχύει ότι P ⊆ R · d. Απαλείφον-
τας τους παρονοµαστές του 1 =

∑ cα
dα
· aα πολλαπλασιάζοντας µε το d, παρατηρούµε ότι

d =
∑
cα · ddα · aα ∈

∑
R · aα = P , οπότε R · d ⊆ P . ΄Αρα P = R · d ∼= R.

Πόρισµα 3.1.3. ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων R = A[t1, . . . , tn], όπου A µία περιοχή

µονοσήµαντης παραγοντοποίησης και έστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-

πρότυπο. Αν rankP = 1, τότε ισχύει ότι P ∼= R.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Gauss (ϐλέπε [15, Theorem 2.3, page 182]), ο δα-
κτύλιος πολυωνύµωνR = A[t1, . . . , tn] είναι µία περιοχή µονοσήµαντης παραγοντοποίησης,
οπότε µπορούµε να εφαρµόσουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα.

3.2 ∆ακτύλιος πολυωνύµων µίας µεταβλητής

Γνωρίζουµε ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων µίας µεταβλητής k[t] πάνω από ένα σώµα k είναι
µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Θα αποδείξουµε ότι πάνω από µία περιοχή κύριων ιδεωδών,
τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα είναι ελεύθερα. Αυτό το αποτέλεσµα ϑα
προκύψει από το γεγονός ότι, πάνω από µία περιοχή κύριων ιδεωδών τα υποπρότυπα των
ελεύθερων προτύπων είναι πάντα ελεύθερα.

Αν το k είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης ο δακτύλιος πολυωνύµων µίας µεταβλητής k[t]
ϑα είναι µία µη-µεταθετική περιοχή κύριων ιδεωδών. Θα δούµε ότι και πάνω από µία
µη-µεταθετική περιοχή κύριων ιδεωδών, τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα
είναι ελεύθερα. Αρχίζουµε µε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 3.2.1. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται left hereditary αν κάθε αριστερό ιδεώδες του

R είναι προβολικό.

Παρατήρηση 3.2.2. Αν R είναι µία hereditary περιοχή, τότε ο R είναι ένας δακτύλιος του
Dedekind. Οι περιοχές κύριων ιδεωδών R είναι hereditary περιοχές, εφόσον όλα τα µη-
µηδενικά κύρια ιδεώδη σε µία περιοχή είναι ισόµορφα µε το R. Οπότε οι περιοχές κύριων
ιδεωδών είναι δακτύλιοι του Dedekind (ϐλέπε [28, page 105]).

Θεώρηµα 3.2.3. (Θεώρηµα του Kaplansky) ΄Εστω R ένας left hereditary δακτύλιος, τότε

κάθε υποπρότυπο A ενός ελεύθερου R-προτύπου F είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα

αριστερών R-ιδεωδών.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο δακτύλιοςR είναι left hereditary, F ένα ελεύθερο αριστερόR-πρότυπο
και A ένα υποπρότυπο του F . ΄Εστω {eα : α ∈ Λ} µία ϐάση του F , F =

⊕
α∈ΛR · eα.

Σύµφωνα µε το αξίωµα της επιλογής, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το σύνολο δεικτών Λ
είναι καλώς διατεταγµένο. Ορίζουµε F0 = {0}, όπου 0 είναι το µικρότερο στοιχείο του Λ ως
προς την καλή διάταξη του Λ. ΄Εστω Fα το υποπρότυπο του F µε ϐάση eβ για κάθε β < α,
Fα =

⊕
β<αR · eβ και έστω Fα =

⊕
β≤αR · eβ = Fα

⊕
R · eα το υποπρότυπο του F µε

ϐάση eβ για κάθε β ≤ α. Παρατηρούµε ότι F0 = F0

⊕
R · e0 = {0}

⊕
R · e0 = R · e0.
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΄Εστω Aα = A ∩ Fα και Aα = A ∩ Fα. Κάθε στοιχείο x ∈ Aα = A ∩ Fα έχει µία µοναδική
έκφραση της µορφής x = b+ r · eα, όπου b ∈ Fα και r ∈ R, έτσι ώστε η απεικόνιση

ϕα : A ∩ Fα → R

x 7→ ϕα(x) = r,

να είναι καλά ορισµένη. Τότε υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // A ∩ Fα // A ∩ Fα // Imϕα // 0 .

Εφόσον η Imϕα είναι ένα αριστερό ιδεώδες, είναι και προβολικό πρότυπο, οπότε η παραπάνω
ακολουθία διασπάται :

A ∩ Fα = (A ∩ Fα)
⊕

Iα,

όπου Iα ∼= Imϕα. Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη µένει να δείξουµε ότι A =
⊕

α∈Λ Iα.
Αρχικά αποδεικνύουµε ότι A = 〈∪α∈ΛIα〉: Εφόσον F = ∪α∈ΛFα, τότε κάθε στοιχείο

x ∈ A (όπως και κάθε στοιχείο του F ), ϐρίσκεται σε κάποιο Fα. ΄Εστω µ(x) ο µικρότερος
δείκτης α τέτοιος ώστε x ∈ Fα. Ορίζουµε I = 〈∪α∈ΛIα〉 ⊆ A. Αν I ( A, τότε J = {µ(x) :
x ∈ A− I} 6= ∅. ΄Εστω j το µικρότερο στοιχείο του J , και έστω y ∈ A− I έτσι ώστε µ(y) = j.
Τώρα y ∈ A ∩ Fj = (A ∩ Fj)

⊕
Ij , έτσι ώστε y = b + i, όπου b ∈ A ∩ Fj και i ∈ Ij . Τότε,

b = y − i ∈ A, b 6∈ I, (έτσι ώστε το y να µην ανήκει στο I) και µ(b) < j, άτοπο. Οπότε,
A = I = 〈∪α∈ΛIα〉.

Τέλος αποδεικνύουµε ότι το άθροισµα
⊕

α∈Λ Iα είναι ευθύ: Υποθέτουµε ότι x1 + . . . +

xn = 0, όπου xi ∈ Iαi ⊂ Fαi . Υποθέτουµε ότι οι δείκτες είναι έτσι διατεταγµένοι ώστε
α1 < . . . < αn. Τότε x1, . . . , xn ∈ Fαn και Fαn ∩ Iαn = ∅, οπότε x1 + . . .+ xn−1 = −xn ∈
(A∩Fαn)∩Iαn = {0}. Συνεπώς, ισχύει ότι xn = 0 και επαγωγικά όλα τα xi, i = 1, . . . , n−1
είναι 0.

Αποδείξαµε ότι A =
⊕

α∈Λ Iα, άρα κάθε υποπρότυπο A ενός ελεύθερου R-προτύπου F
είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα αριστερών R-ιδεωδών.

Το ϑεώρηµα του Kaplansky µας οδηγεί άµεσα στον ακόλουθο εναλλακτικό χαρακτηρι-
σµό των left hereditary δακτυλίων :

Πόρισµα 3.2.4. ΄Ενας δακτύλιος R είναι left hereditary αν κάθε υποπρότυπο ενός προβο-

λικού R-προτύπου είναι προβολικό.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας left hereditary δακτύλιος, P ένα προβολικό R-πρότυπο και S ένα
υποπρότυπο του P . Εφόσον το P είναι προβολικό, είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου
προτύπου, δηλαδή το P είναι ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου προτύπου. Οπότε το S είναι
ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου προτύπου. Εφόσον οR είναι ένας left hereditary δακτύλιος
και το S είναι ένα υποπρότυπο ενός ελεύθερου προτύπου, τότε σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του
Kaplansky το S ϑα είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ άθροισµα αριστερών ιδεωδών, όπου κάθε
αριστερό ιδεώδες είναι ένα προβολικό R-πρότυπο, οπότε το S ϑα είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ
άθροισµα προβολικών προτύπων. ΄Οµως κάθε ευθύ άθροισµα προβολικών προτύπων είναι
προβολικό, οπότε το S είναι προβολικό.

Το πόρισµα που ακολουθεί αποτελεί άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος του Kaplansky:

Πόρισµα 3.2.5. ΑνR είναι ένας δακτύλιος του οποίου όλα τα αριστερά ιδεώδη είναι ελεύθερα

τότε τα υποπρότυπα των R-ελεύθερων προτύπων είναι ελεύθερα. Ιδίως, όλα τα R-προβολικά

πρότυπα είναι ελεύθερα.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος του οποίου όλα τα αριστερά ιδεώδη είναι ελεύθερα, F
ένα ελεύθερο R-πρότυπο και A ένα υποπρότυπο του F . Αρκεί να αποδείξουµε ότι το A
είναι ελεύθερο. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Kaplansky, αν F έχει µία ϐάση {eα : α ∈ Λ},
τότε A =

⊕
α∈Λ Iα, όπου Iα είναι ισόµορφο µε ένα ιδεώδες του R. Εφόσον ο R είναι
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ένας δακτύλιος του οποίου όλα τα αριστερά ιδεώδη είναι ελεύθερα, ϑα ισχύει ότι κάθε µη-
µηδενικό ιδεώδες είναι ισόµορφο µε τον δακτύλιο R, οπότε είτε Iα = {0}, είτε Iα ∼= R.
Συνεπώς ϑα ισχύει ότι είτε A = {0}, είτε A ∼=

⊕
α∈ΛR. Σε κάθε περίπτωση το A είναι

ελεύθερο.

Το αρχικό πρόβληµα του Serre τέθηκε για πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρό-
τυπα πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων n µεταβλητών k[t1, . . . , tn], όπου το k είναι ένα
σώµα. Ολοκληρώνουµε αυτή την παράγραφο δίνοντας απάντηση στο πρόβληµα του Ser-
re, στην περίπτωση του δακτυλίου πολυωνύµων µίας µεταβλητής k[t], όπου k είναι ένας
δακτύλιος διαίρεσης :

Θεώρηµα 3.2.6. ΄Εστω k ένας δακτύλιος διαίρεσης, τότε κάθε προβολικό αριστερό πρότυπο

πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R = k[t] είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. Αν I είναι ένα µη-µηδενικό αριστερό ιδεώδες του R, τότε από τον συνήθη αλ-
γόριθµο διαίρεσης, παρατηρούµε ότι I = R · f , όπου το f είναι ένα πολυώνυµο του I
ελαχίστου ϐαθµού. Εφόσον ο R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, συµπεραίνουµε ότι I ∼= R
ως αριστερά R-πρότυπα. Εφαρµόζοντας το Πόρισµα (3.2.5), συµπεραίνουµε ότι κάθε προ-
ϐολικό αριστερό πρότυπο πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R = k[t]
είναι ελεύθερο.

3.3 Μη-µεταθετικοί δακτύλιοι

Στην προηγούµενη παράγραφο αποδείξαµε ότι κάθε προβολικό πρότυπο πάνω από τον πο-
λυωνυµικό δακτύλιο k[t] µίας µεταβλητής, όπου k είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης, είναι
ελεύθερο. Το 1971 οι Ojanguren και Sridharan (ϐλέπε [23]) απέδειξαν ότι, αν k είναι ένας
δακτύλιος διαίρεσης ο οποίος δεν είναι σώµα, τότε υπάρχει κάποιο πεπερασµένα παραγό-
µενο προβολικό πρότυπο P πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο δύο µεταβλητών k[t1, t2],
το οποίο δεν είναι ελεύθερο. Πολλαπλασιάζοντας τανυστικά το P µε τον πολυωνυµικό δα-
κτύλιο n µεταβλητών Rn = k[t1, . . . , tn], παρατηρούµε ότι ο Rn επιδέχεται πεπερασµένα
παραγόµενα προβολικά πρότυπα τα οποία δεν είναι ελεύθερα για κάθε n ≥ 2.

Θεώρηµα 3.3.1. (Θεώρηµα των Ojanguren-Sridharan) ΄Εστω k ένας δακτύλιος διαίρεσης

ο οποίος δεν είναι σώµα και έστω R = k[x, y] ο πολυωνυµικός δακτύλιος δύο µεταβλητών.

Τότε υπάρχει κάποιο δεξιό R-ιδεώδες P τέτοιο ώστε P
⊕
R ∼= R2

(οπότε το P είναι ευσταθώς

ελεύθερο τύπου 1 και παράγεται από δύο στοιχεία), αλλά το P δεν είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. Η κατασκευή του προτύπου P που ϑα δοθεί παρακάτω δεν χρησιµοποιεί την
πλήρη υπόθεση ότι το k είναι ένας µη-µεταθετικός δακτύλιος διαίρεσης. Ο δακτύλιος k ϑα
πρέπει να ικανοποιεί τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

1. Ο δακτύλιος k ικανοποιεί την εξής ειδική περίπτωση της ιδιότητας της αναλλοίωτης
ϐάσης : Αν km ∼= k2 ως δεξιά k-πρότυπα τότε m = 2.

2. Ο δακτύλιος k δεν έχει ούτε δεξιούς ούτε αριστερούς διαιρέτες του µηδενός, δηλαδή
αν α · β = 0, όπου α, β ∈ k, τότε είτε α = 0 είτε β = 0.

3. Υπάρχουν δύο αντιστρέψιµα µη-µεταθετικά στοιχεία a, b ∈ k, τέτοια ώστε το στοιχείο
u = a · b− b · a να είναι επίσης αντιστρέψιµο.

Οι παραπάνω ιδιότητες ικανοποιούνται από κάθε µη-µεταθετικό δακτύλιο διαίρεσης k.
΄Εστω δύο αντιστρέψιµα µη-µεταθετικά στοιχεία a, b ∈ k, τέτοια ώστε το στοιχείο u =

a · b − b · a να είναι επίσης αντιστρέψιµο. Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y ∈ R τα οποία
µετατίθενται ορίζουµε έναν οµοµορφισµό δεξιών R-προτύπων ϕ : R2 → R ως εξής :

ϕ(e1) = ϕ(1, 0) = x+ a, ϕ(e2) = ϕ(0, 1) = −(y + b).
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Τον οµοµορφισµό ϕ µπορούµε να τον ορίσουµε από την unimodular γραµµή (x+ a,−(y+
b)). Η απεικόνιση ϕ είναι επί, διότι :

ϕ

(
y + b
x+ a

)
= (x+ a,−(y + b)) ·

(
y + b
x+ a

)
= ab− ba = u,

όπου το στοιχείο u είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του k άρα και τουR. Εφόσον ο οµοµορφισµός
ϕ είναι επί και το πρότυπο RR είναι προβολικό, ο ϕ είναι διασπάσιµος, άρα ισχύει ότι
R2 ∼= Ker(ϕ) ⊕ Im(ϕ) = P ⊕ R, όπου P = P (x + a,−(y + b)) := Ker(ϕ). ΄Αρα το P είναι
ένα ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο τύπου 1: P ⊕R ∼= R2.

Το P είναι ισόµορφο µε ένα δεξιό ιδεώδες J του R. ΄Εστω ότι x + a,−(y + b) δεν είναι
διαιρέτες του µηδενός στον R. Τότε η προβολή της δεύτερης συντεταγµένης π2 : R2 → R
απεικονίζει το P ισοµορφικά στο δεξιό ιδεώδες

J := {β ∈ R : −(y + b) · β ∈ (x+ a) ·R}

και αν πολλαπλασιάσουµε από αριστερά µε το −(y + b) ορίζεται ένας ισοµορφισµός από το
J στο δεξιό ιδεώδες (x+ a) ·R ∩ −(y + b) ·R.

Θα αποδείξουµε ότι το πρότυπο P δεν είναι R-ελεύθερο. Υποθέτουµε ότι ισχύει P ∼= Rn,
τότε R1+n ∼= R2. Ανάγοντας τον ισοµορφισµό αυτό modulo (x, y) ϑα ισχύει ότι k1+n ∼= k2,
οπότε σύµφωνα µε την ιδιότητα (1) συνεπάγεται ότι n = 1. Εποµένως, µένει να αποδείξουµε
ότι P � R, που ισοδυναµεί µε το να αποδείξουµε ότι η unimodular γραµµή (x+a,−(y+b))
δεν µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν 2× 2 αντιστρέψιµο πίνακα πάνω από τον πολυωνυµικό
δακτύλιο δύο µεταβλητών k[x, y] (σύµφωνα µε την Πρόταση (2.1.16)).

΄Εστω f ∈ R. Συµβολίζουµε µε deg f το συνολικό ϐαθµό του πολυωνύµου f . Σύµφωνα
µε την ιδιότητα (2), ο R δεν έχει ούτε αριστερούς ούτε δεξιούς διαιρέτες του µηδενός, οπότε
για κάθε f, g ∈ R ϑα ισχύει ότι deg(f ·g) = deg f+deg g. Στο σηµείο αυτό είναι απαραίτητο
να αποδείξουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 3.3.2. ΄Εστω f ∈ R = k[x, y]. Συµβολίζουµε µε f(0, 0) τον σταθερό όρο του πολυω-

νύµου f . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Το P δεν περιέχει στοιχεία

(
f0

g0

)
6= 0 µε deg f0 ≤ 1,deg g0 ≤ 1.

2. Το P περιέχει ένα στοιχείο

(
f1

g1

)
τέτοιο ώστε deg f1 = deg g1 = 2, f1(0, 0) = 0.

3. Το P περιέχει ένα στοιχείο

(
f2

g2

)
τέτοιο ώστε f2(0, 0) 6= 0.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω
(
f0

g0

)
∈ P , µε f0 = c + dx + ey, g0 = c′ + d′x + e′y. Τότε (x + a) ·

(c + dx + ey) = (y + b) · (c′ + d′x + e′y). Συγκρίνοντας τους συντελεστές, παρατηρούµε
ότι d = e′ = 0, c = bd′, c′ = ae, e = d′, και ac = bc′, οπότε abe = bae. ΄Αρα, ισχύει
ότι (ab − ba)e = 0. Εφόσον u = ab − ba 6= 0, συµπεραίνουµε ότι e = 0 = d′ και συνεπώς
c = 0 = c′.

(2) ΄Εστω f1 = a1x+ a2y + a3xy + a4y
2 και g1 = b1x+ b2y + b3xy + b4x

2. Η συνθήκη
(x+ a)f1 = (y + b)g1 µας οδηγεί στην ακόλουθη σχέση:

aa1x+ aa2y + a1x
2 + (a2 + aa3)xy + aa4y

2 + a3x
2y + a4xy

2

= bb1x+ bb2y + bb4x
2 + (b1 + bb3)xy + b2y

2 + b4x
2y + b3xy

2.

Τα bi ορίζονται µοναδικά από τα ai, διά µέσου των εξισώσεων b3 = a4, b4 = a3, b2 =
b−1aa2, b1 = b−1aa1. ΄Ετσι προκύπτουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες :

bb4 = a1 ⇔ ba3 = a1
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b2 = aa4 ⇔ b−1aa2 = aa4

b1 + bb3 = a2 + aa3 ⇔ b−1aa1 + ba4 = a2 + aa3.

Από τις δύο πρώτες ισοδυναµίες παρατηρούµε ότι τα a1, a2 ορίζονται µοναδικά από τα
a3, a4, ως εξής a1 = ba3, a2 = a−1baa4. Οπότε αποµένει η ακόλουθη εξίσωση:

b−1aba3 + ba4 = a−1baa4 + aa3,

ή
b−1(ab− ba)a3 = a−1(ba− ab)a4.

Εφόσον το στοιχείο u = ab − ba είναι αντιστρέψιµο, µπορούµε να λύσουµε την παραπάνω
εξίσωση ϑέτοντας a3 = −u−1ba−1ua4 και αφήνοντας το a4 να είναι οποιοδήποτε στοιχείο
του k διαφορετικό του µηδενός. ΄Ετσι ϑα ισχύει ότι deg f1 = deg f2 = 2.

(3) ΄Εστω f2 = a1 + a2y + a3y
2 και g2 = b1 + b2x+ b3y + b4xy. Η συνθήκη (x+ a)f2 =

(y + b)g2 µας οδηγεί στην ακόλουθη σχέση:

aa1 + a1x+ aa2y + a2xy + aa3y
2 + a3xy

2

= bb1 + bb2x+ (b1 + bb3)y + (b2 + bb4)xy + b3y
2 + b4xy

2.

Τα ai ορίζονται µοναδικά από τα bi, διά µέσου των εξισώσεων a1 = bb2, a2 = b2 + bb4, a3 =
b4. ΄Ετσι προκύπτουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες :

aa1 = bb1 ⇔ abb2 = bb1

aa3 = b3 ⇔ ab4 = b3

aa2 = b1 + bb3 ⇔ a(b2 + bb4) = b1 + bb3.

Από τις δύο πρώτες ισοδυναµίες παρατηρούµε ότι τα b1, b3 ορίζονται µοναδικά από τα b2, b4,
ως εξής b1 = b−1abb2, b3 = ab4. Οπότε αποµένει η ακόλουθη εξίσωση:

a(b2 + bb4) = b−1abb2 + bab4,

ή
b−1(ab− ba)b2 = (ab− ba)b4.

Εφόσον το στοιχείο u = ab − ba είναι αντιστρέψιµο, µπορούµε να λύσουµε την παραπάνω
εξίσωση ϑέτοντας b2 = u−1bub4 και αφήνοντας το b4 να είναι οποιοδήποτε στοιχείο του k
διαφορετικό του µηδενός. ΄Ετσι ϑα ισχύει ότι f2(0, 0) = a1 = bb2 = bu−1bub4 6= 0.

Σύµφωνα µε το παραπάνω λήµµα, είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι P � R. Πράγµατι,

αν P ∼= R, τότε ϑα υπήρχε κάποιο
(
f
g

)
∈ P τέτοιο ώστε

(
fi
gi

)
=

(
f
g

)
·hi για κάποιο

hi, i = 1, 2.
Για i = 1, από το (3.3.2)(2) συµπεραίνουµε τα εξής :

2 = deg f1 = deg f + deg h1,

2 = deg g1 = deg g + deg h1.

Σύµφωνα µε το (3.3.2)(1) πρέπει h1 ∈ k και h1 6= 0. Από την ισότητα 0 = f1(0, 0) = f(0, 0)h1

συµπεραίνουµε ότι f(0, 0) = 0, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την ισότητα 0 6= f2(0, 0) =
f(0, 0)h2(0, 0).

Ολοκληρώνουµε αυτή την παράγραφο µε δύο σηµαντικές παρατηρήσεις :

Παρατήρηση 3.3.3. 1. Το ϑεώρηµα των Ojanguren-Sridharan µας εφοδιάζει µε δύο
αντιπαραδείγµατα των Θεωρηµάτων (2.1.22) και (2.1.23) για µη-µεταθετικούς δακτυ-
λίους. Χρησιµοποιούµε δεξιά πρότυπα έτσι ώστε να συµβαδίσουµε µε τα αποτελέσµατα
της Παραγράφου (2.1).
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2. Θεώρηµα του Swan (ϐλέπε [36]): ΄Εστω D µία περιοχή τέτοια ώστε D2 ∼= Dm (ως
δεξιά R-πρότυπα) συνεπάγεται ότι m = 2 και έστω ότι υπάρχουν a, b ∈ D τέτοια ώστε
το c := ab − ba ∈ U(D), όπου U(D) η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του D.
΄Εστω R = D[x, z1, . . . , zn] ένας πολυωνυµικός δακτύλιος πάνω από την περιοχή D.
΄Εστω y := f(x, z1, . . . , zn) ένα πολυώνυµο πάνω από το κέντρο του D τέτοιο ώστε
το f(−a, z1, . . . , zn) να είναι ένα µη σταθερό πολυώνυµο του D[z1, . . . , zn]. Τότε το
ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο P = P (x+ a, y + b) δεν είναι ελεύθερο.

3.4 Βαθµωτοί δακτύλιοι

Στην παράγραφο αυτή ϑα αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό ϐαθ-
µωτό πρότυπο P πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο n µεταβλητών k[t1, . . . , tn], όπου το
k είναι σώµα, είναι ελεύθερο. Αρχίζουµε µε κάποιους απαραίτητους ορισµούς :

Ορισµός 3.4.1. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται ϐαθµωτός αν υπάρχει µία οικογένεια προσθε-

τικών υποοµάδων {Rn}n∈N του R τέτοια ώστε ο R να αναλύεται ως ευθύ άθροισµα αυτών των

αβελιανών οµάδων R = R0 ⊕ R1 ⊕ R2 ⊕ . . . και αν ισχύει ότι Rn · Rm ⊆ Rn+m για κάθε

n,m ≥ 0. Κάθε υποοµάδα Ri του R καλείται οµογενής συνιστώσα του R ϐαθµού i.

Λήµµα 3.4.2. Η οµογενής συνιστώσαR0 µηδενικού ϐαθµού του ϐαθµωτού δακτυλίουR είναι

ένας υποδακτύλιος του R.

Απόδειξη. Η συνιστώσα µηδενικού ϐαθµού R0 είναι µία προσθετική υποοµάδα του ϐαθµω-
τού δακτυλίου R κλειστή ως προς τον πολλαπλασιασµό, διότι ισχύει ότι R0 ·R0 ⊆ R0. Για να
αποδείξουµε ότι η συνιστώσα µηδενικού ϐαθµού R0 είναι ένας υποδακτύλιος του ϐαθµωτού
δακτυλίου R, µένει να δείξουµε ότι το µοναδιαίο στοιχείο 1 του δακτυλίου R ανήκει στην R0.
΄Εστω ότι ο ϐαθµωτός δακτύλιος R είναι διαφορετικός από τον µηδενικό δακτύλιο, R 6= 0.
Γράφουµε το µοναδιαίο στοιχείο 1 του R ως εξής : 1 = ai + ai+1 + . . ., όπου aj ∈ Rj και
ai 6= 0. Εφόσον ισχύει 1 = 12 = a2

i + . . . και a2
i = ai · ai ∈ RiRi ⊆ Ri+i = R2i, συµπεραί-

νουµε ότι i = 0, οπότε 1 = a0+a1+. . .. ΄Εστω x ∈ Rj , τότε x = 1·x = x·1 = x·(a0+a1+. . .)
και συγκρίνοντας τα οµογενή στοιχεία ϐαθµού j, συµπεραίνουµε ότι a0 · x = x · a0 = x.
΄Αρα, a0 = a0 · 1 = a0 · (a0 + a1 + . . .) = a0 + a1 + . . . = 1. Οπότε το a0 ∈ R0 είναι ένα
πολλαπλασιαστικό ταυτοτικό στοιχείο για τον R, συνεπώς a0 = 1.

Παράδειγµα 3.4.3. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και έστω t1, . . . , td µεταβλητές πάνω από τον
R. Για m = (m1, . . . ,md) ∈ Nd, έστω tm = t1

m1 · · · tdmd . Τότε ο πολυωνυµικός δακτύλιος
S = R[t1, . . . , td] είναι ένας ϐαθµωτός δακτύλιος, όπου

Si = {
∑
m∈Nd

rmt
m| rm ∈ R, m1 + . . .+md = i}

η υποοµάδα όλων των οµογενών πολυωνύµων των µεταβλητών t1, . . . , td ϐαθµού i. Να
σηµειώσουµε ότι S0 = R είναι η οµογενής συνιστώσα του S ϐαθµού 0 (σταθερά πολυώνυµα)
και ότι όλες οι µεταβλητές {tj} έχουν ϐαθµό 1 για j = 1, . . . , d.

Συνεχίζουµε µε τον ορισµό του ϐαθµωτού προτύπου:

Ορισµός 3.4.4. ΄Εστω R ένας ϐαθµωτός δακτύλιος και M ένα R-πρότυπο. Το M καλείται

ϐαθµωτό R-πρότυπο αν υπάρχει µία οικογένεια προσθετικών υποοµάδων {Mj}j∈Z του M
τέτοια ώστε το M να αναλύεται ως ευθύ άθροισµα αυτών των οµάδων, M = ⊕j∈ZMj και αν

ισχύει ότι RiMj ⊆Mi+j , για κάθε i ≥ 0 και j ∈ Z.

Παρατηρούµε ότι στον παραπάνω ορισµό επιτρέπουµε στο M να έχει συνιστώσες αρνη-
τικού ϐαθµού έτσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 3.4.5. ΄Εστω R ένας ϐαθµωτός δακτύλιος και M ένα ϐαθµωτό R-πρότυπο, M =
⊕j∈ZMj . Το M καλείται κάτω ϕραγµένο αν υπάρχει κάποιο r ∈ Z, τέτοιο ώστε να ισχύει

Mj = 0 για κάθε j < r.
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Τα ϐαθµωτά κάτω ϕραγµένα πρότυπα είναι ένα χρήσιµο είδος προτύπων και αυτό ϕαί-
νεται από την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.4.6. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ϐαθµωτό R-πρότυπο M είναι κάτω ϕραγ-

µένο.

Απόδειξη. ΄Εστω m1, . . . ,mk οι R-γεννήτορες του πεπερασµένα παραγόµενου R-προτύπου
M . Επιλέγουµε κάποιο r τόσο µικρό ώστε οι οµογενείς συνιστώσες τωνm1, . . . ,mk να έχουν
ϐαθµό ≥ r. Τότε, ισχύει ότι M =

∑
R ·mi ⊆

∑
j≥rMj .

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ . . . ένας ϐαθµωτός δακτύλιος. Τότε

1. R+ = R1 ⊕R2 ⊕ . . . = ⊕n≥1Rn είναι ένα ιδεώδες του R και

2. Οι δακτύλιοι R/R+
και R0 είναι ισόµορφοι.

Απόδειξη. 1. Το R+ είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση, οπότε έστω
∑
n≥1 an ∈ R+ και

υποθέτουµε ότι
∑
n≥0 bn ∈ R. Τότε ϑα ισχύει ότι (

∑
n≥1 an) · bk =

∑
n≥1 an · bk και

an · bk ∈ Rn+k, για n ≥ 1 και k ≥ 0. Οπότε, (
∑
n≥1 an) · bk ∈ ⊕n≥1Rn+k ⊆ R+

για κάθε k ≥ 0, συνεπώς ισχύει ότι (
∑
n≥1 an) · (

∑
n≥0 bn) ∈ R+. Οµοίως, ισχύει ότι

(
∑
n≥0 bn) · (

∑
n≥1 an) ∈ R+. ΄Αρα, το R+ είναι ένα ιδεώδες του R.

2. Σύµφωνα µε το Λήµµα (3.4.2) η οµογενής συνιστώσα R0 µηδενικού ϐαθµού του ϐαθ-
µωτού δακτυλίου R είναι ένας υποδακτύλιος του R. Οπότε, υπάρχει ένας επιµορ-
ϕισµός δακτυλίων f : R → R0 του οποίου ο πυρήνας είναι το R+, ker f = R+.
Εποµένως, ισχύει ότι R/R+ ∼= R0.

Για κάθε ϐαθµωτό R-πρότυπο M , ϑα γράφουµε

M =
M

R+M
∼=

R

R+
⊗RM ∼= R0 ⊗RM,

όπου το M είναι ένα ϐαθµωτό πρότυπο πάνω από τον δακτύλιο R0 = R0 ⊕ 0⊕ · · · .

Πρόταση 3.4.8. Αν για κάθε ϐαθµωτό R-πρότυπο M το οποίο είναι κάτω ϕραγµένο ισχύει

ότι M = 0, τότε συνεπάγεται ότι M = 0.

Απόδειξη. ΄ΕστωM = Mr⊕Mr+1⊕ . . . ένα ϐαθµωτό R-πρότυπο, τότε ϑα ισχύει ότι R+M =
(R1 ⊕ R2 ⊕ . . .)(Mr ⊕Mr+1 ⊕ . . .) ⊆ Mr+1 ⊕Mr+2 ⊕ . . .. Αν M = 0, τότε M = R+M ,
συνεπώς Mr = 0. Επαγωγικά, για όλα τα Mi ισχύει ότι Mi = 0, άρα M = 0.

Σύµφωνα µε την Πρόταση (3.4.6), η Πρόταση (3.4.8) ισχύει για όλα τα πεπερασµένα
παραγόµενα ϐαθµωτά R-πρότυπα. ΄Ετσι, η παραπάνω πρόταση µπορεί να ϑεωρηθεί ως
κάτι ανάλογο του λήµµατος του Nakayama (Λήµµα (1.1.39)). Η αναλογία αυτή αποφέρει
κάποια χρήσιµα αποτελέσµατα για πεπερασµένα παραγόµενα ϐαθµωτά R-πρότυπα, ένα
από τα οποία είναι η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.4.9. ΄Εστω P,Q δύο πεπερασµένα παραγόµενα ϐαθµωτά R-πρότυπα πάνω από

έναν ϐαθµωτό δακτύλιο R, όπου το P είναι ένα προβολικό R-πρότυπο. ΄Εστω γ : Q → P
ένας R-οµοµορφισµός ο οποίος διατηρεί τον ϐαθµό (δηλαδή, ισχύει ότι γ(Qk) ⊂ Pk για κάθε

k). Τότε ο γ είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο γ : Q→ P είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. ΄Εστω P,Q δύο πεπερασµένα παραγόµενα ϐαθµωτά R-πρότυπα πάνω από έναν
ϐαθµωτό δακτύλιο R, όπου το P είναι ένα προβολικό R-πρότυπο. ΄Εστω γ : Q → P ένας
R-οµοµορφισµός ο οποίος διατηρεί τον ϐαθµό (δηλαδή, ισχύει ότι γ(Qk) ⊂ Pk για κάθε k).
Αν ο γ : Q→ P είναι ισοµορφισµός ϑα αποδείξουµε ότι ο γ είναι ισοµορφισµός.

΄Εστω K = Ker(γ), C = Coker(γ), τα οποία είναι ϐαθµωτά R-πρότυπα και έστω η
ακριβής ακολουθία

Q
γ // P // Coker(γ) = C // 0
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Αν εφαρµόσουµε τον δεξιά ακριβή συναρτητή R/R+ ⊗R � στην παραπάνω ακριβή ακολου-
ϑία, ϑα πάρουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

R/R+ ⊗R Q // R/R+ ⊗R P // R/R+ ⊗R C // 0

Οπότε έχουµε την εξής ακριβή ακολουθία :

Q
γ // P // C // 0

΄Αρα C ∼= P� Im(γ). ΄Οµως γ : Q → P είναι ένας ισοµορφισµός, οπότε Im(γ) = P . ΄Αρα
C ∼= P�P = 0. ΄Οµως το Coker(γ) = C είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο
ως πηλίκο του πεπερασµένα παραγόµενου προβολικού προτύπου P και επίσης είναι και
ϐαθµωτό. ΄Αρα, σύµφωνα µε τις Προτάσεις (3.4.6), (3.4.8) ϑα ισχύει ότι C = 0. Οπότε
Coker(γ) = 0⇒ P/ Im(γ) = 0⇒ P = Im(γ)⇒ γ είναι ένας επιµορφισµός.

Εφόσον, ο γ : Q→ P είναι ένας επιµορφισµός και το P είναι ένα προβολικό R-πρότυπο,
η ακολουθία

0 // K // Q
γ // P // 0

είναι διασπάσιµη, άρα ϑα ισχύει ότι Q ∼= Ker(γ) ⊕ P . Τότε υπάρχει ένας µονοµορφισµός
γ′ : P � Q, τέτοιος ώστε Im(γ′) = P ′ ⊆ Q, συνεπάγεται P ∼= P ′. ΄Αρα, Q = K ⊕ P ′.
Εφαρµόζοντας τώρα τον δεξιά ακριβή συναρτητή R/R+ ⊗R �, ϑα έχουµε την ακόλουθη
ακριβή διασπάσιµη ακολουθία :

0 // R/R+ ⊗R K // R/R+ ⊗R Q // R/R+ ⊗R P ′ // 0

Οπότε έχουµε την εξής ακριβή διασπάσιµη ακολουθία :

0 // K // Q
γ // P ′ // 0

συνεπώς ισχύει ότι :
Q = K ⊕ P ′.

Επειδή ο γ είναι ισοµορφισµός συνεπάγεται ότιK = 0. Το Ker(γ) = K ως ευθύς αθροιστέος
του πεπερασµένα παραγόµενου R-προτύπου Q, είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυπο και επίσης είναι και ϐαθµωτό. ΄Αρα, σύµφωνα µε τις Προτάσεις (3.4.6), (3.4.8) ϑα
ισχύει ότι Ker(γ) = K = 0, οπότε η γ ϑα είναι 1− 1.

΄Αρα, ο γ : Q→ P είναι ένας ισοµορφισµός.

Θεώρηµα 3.4.10. ΄Εστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό ϐαθµωτό R-πρότυπο

πάνω από τον ϐαθµωτό δακτύλιο R = R0 ⊕ R1 ⊕ . . .. Τότε, υπάρχει ένας ϐαθµωτός ισοµορ-

ϕισµός R-προτύπων R⊗R0 P
∼= P (Το P επεκτείνεται από τον R0).

Απόδειξη. Το P είναι ένα ϐαθµωτό R0-πρότυπο, οπότε το τανυστικό γινόµενο R⊗R0
P είναι

ϐαθµωτό, δηλαδή ισχύει ότι (R⊗R0 P )k =
∑
i+j=k Ri ⊗R0 Pj , µε άθροιση πάνω από όλα

τα i, j, έτσι ώστε i ≥ 0 και i + j = k. ΄Εστω η κανονική προβολή f : P → P . Εφόσον το P
είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο, συνεπάγεται ότι το P είναι ένα
πεπερασµένα παραγόµενο προβολικόR0-πρότυπο. Τότε προκύπτει η ακόλουθη διασπάσιµη
ακριβής ακολουθία ϐαθµωτών R-προτύπων:

0 // Ker f // P
f // P // 0 .

Οπότε η κανονική προβολή f είναι ένας διασπάσιµος R0-επιµορφισµός. Επιλέγουµε έναν
R0-οµοµορφισµό g : P → P , τέτοιον ώστε να ισχύει f ◦ g = IdP . Εφόσον η απεικόνιση f
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διατηρεί τον ϐαθµό, το ίδιο ϑα συµβαίνει και µε την g, οπότε και η g είναι ένας διασπάσιµος
R0-επιµορφισµός. Η g επάγει έναν R-οµοµορφισµό

γ : Q = R⊗R0 P → P

r ⊗ x 7→ r · g(x)

ο οποίος διατηρεί επίσης τον ϐαθµό. Ο γ : Q→ P είναι ένας ισοµορφισµός, οπότε σύµφωνα
µε την Πρόταση (3.4.9), ο γ είναι ισοµορφισµός. ΄Αρα ισχύει ότι R⊗R0

P ∼= P .

΄Ετσι καταλήγουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα:

Πόρισµα 3.4.11. ΄Εστω R = R0[t1, . . . , tn] ο ϐαθµωτός δακτύλιος πολυωνύµων n µεταβλη-

τών, όπου ο R0 έχει ϐαθµό 0 και κάθε µεταβλητή ti έχει ϐαθµό 1. ΄Εστω P ένα πεπερασµένα

παραγόµενο προβολικό ϐαθµωτό R-πρότυπο. Τότε υπάρχει ένας ϐαθµωτός ισοµορφισµός R-

προτύπων R⊗R0
P ∼= P .

Πόρισµα 3.4.12. ΄Εστω R = R0[t1, . . . , tn] ο ϐαθµωτός δακτύλιος πολυωνύµων n µεταβλη-

τών, όπου ο R0 έχει ϐαθµό 0 και κάθε µεταβλητή ti έχει ϐαθµό 1. Αν κάθε πεπερασµένα

παραγόµενο προβολικόR0-πρότυπο είναι ελεύθερο, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προ-

ϐολικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο.

3.5 Ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα

Στην παράγραφο αυτή, στόχος µας είναι να αποδείξουµε ένα ϑεώρηµα του Serre, το οποίο
λέει ότι αν k είναι σώµα, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό k[x1, . . . , xn]-
πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο.

Ορισµός 3.5.1. ΄Ενα πρότυπο M λέµε ότι επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση

µήκους ≤ n αν υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // Fn // Fn−1
// · · · // F0

// M // 0,

όπου κάθε Fi είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο.

Προφανώς κάθε ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Πρόταση 3.5.2. ΄Ενα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό αριστερό R-πρότυπο P επιδέχε-

ται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση αν και µόνο αν το P είναι ευσταθώς ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το πρότυπο P είναι ευσταθώς ελεύθερο, τότε το P είναι πεπερασµένα
παραγόµενο και υπάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο F τέτοιο ώστε το
P ⊕ F να είναι ελεύθερο. Οπότε προκύπτει η ακριβής ακολουθία

0 // F // P ⊕ F // P // 0,

συνεπώς το P επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους ≤ 1.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το P επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση, δηλα-

δή υπάρχει µία ελεύθερη επίλυση

0 // Fn // Fn−1
// · · · // F0

// P // 0,

όπου κάθε Fi είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο. Θα αποδείξουµε ότι
το P είναι ευσταθώς ελεύθερο µε επαγωγή στο µήκος της επίλυσης n ≥ 0. Αν n = 0, τότε
υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // F0
// P // 0,
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όπου το F0 είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο. Η ακολουθία είναι
ακριβής, οπότε F0

∼= P , άρα το P είναι ελεύθερο, συνεπώς και ευσταθώς ελεύθερο. Για το
επαγωγικό ϐήµα, υποθέτουµε ότι υπάρχει µία ελεύθερη επίλυση

0 // Fn+1
// Fn // · · · // F1

// F0
ε // P // 0,

όπου κάθε Fi είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο. ΄ΕστωK = Ker ε, τότε
µπορούµε να σπάσουµε την παραπάνω επίλυση σε δύο ακριβείς ακολουθίες :

0 // Fn+1
// · · · // F1

// K // 0 και

0 // K // F0
// P // 0 .

Από την πρώτη ακριβή ακολουθία συµπεραίνουµε ότι το K επιδέχεται µία πεπερασµένη
ελεύθερη επίλυση µήκους ≤ n. Εφόσον το P είναι προβολικό, η δεύτερη σύντοµη ακρι-
ϐής ακολουθία διασπάται, F0

∼= P ⊕ K, οπότε το K είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο
προβολικό πρότυπο. Επαγωγικά, τοK είναι ευσταθώς ελεύθερο, δηλαδή, υπάρχει ένα πεπε-
ϱασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο Q, τέτοιο ώστε το K⊕Q να είναι ένα πεπερασµένα
παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο. Οπότε, το P είναι ευσταθώς ελεύθερο, εφόσον ισχύει

P ⊕ (K ⊕Q) ∼= (P ⊕K)⊕Q ∼= F0 ⊕Q

Ορισµός 3.5.3. ΄Ενα πρότυπο M λέµε ότι επιδέχεται µία πεπερασµένη προβολική επίλυση

µήκους ≤ n αν υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

d2 // P1
d1 // P0

ε // M // 0

όπου κάθε Pi είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρότυπο.

Λήµµα 3.5.4. Αν ένα πρότυπο M επιδέχεται µία πεπερασµένη προβολική επίλυση µήκους

≤ n

0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

d2 // P1
d1 // P0

ε // M // 0

στην οποία κάθε Pi είναι ευσταθώς ελεύθερο, τότε τοM επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη

επίλυση µήκους ≤ n+ 1.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο n ≥ 0. Αν n = 0, τότε το πρότυπο M
επιδέχεται µία πεπερασµένη προβολική επίλυση µήκους 0,

0 // P0
ε // M // 0

όπου το P0 είναι ευσταθώς ελεύθερο. Η ακολουθία 0 // P0
ε // M // 0 είναι α-

κριβής, οπότε ο ε : P0 → M είναι ένας ισοµορφισµός. Συνεπώς, M ∼= P0 και το P0 είναι
ευσταθώς ελεύθερο, άρα και το M . Εφόσον το M είναι ευσταθώς ελεύθερο, ϑα υπάρχουν
πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα πρότυπα F0 και F1 τέτοια ώστε F0

∼= M ⊕ F1, οπότε
προκύπτει η ακριβής ακολουθία 0 // F1

// F0
// M // 0 . ΄Αρα το M επιδέ-

χεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους 1. ΄Εστω n > 0. ΄Εστω ότι το πρότυπο M
επιδέχεται µία πεπερασµένη προβολική επίλυση µήκους ≤ n

0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

d2 // P1
d1 // P0

ε // M // 0

στην οποία κάθε Pi είναι ευσταθώς ελεύθερο. Εφόσον το P0 είναι ευσταθώς ελεύθερο, ϑα
υπάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο F τέτοιο ώστε το P0 ⊕ F να είναι
ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο πρότυπο. Υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // Pn // · · · // P2

d′2 // P1 ⊕ F
d1⊕1F // P0 ⊕ F

ε′ // M // 0
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όπου d′2 : p2 7→ d2(p2, 0) και ε′ : (p0, f) 7→ ε(p0). Ο πυρήνας ker ε′ επιδέχεται µία ευσταθώς
ελεύθερη επίλυση µε n − 1 όρους, συνεπώς, σύµφωνα µε το επαγωγικό ϐήµα, ο πυρήνας
ker ε′ επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους n. Συνδυάζοντας αυτή την
πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους n για τον πυρήνα ker ε′ µε την σύντοµη ακριβή
ακολουθία

0 // ker ε′ // P0 ⊕ F // M // 0

διαπιστώνουµε ότι το πρότυπο M επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους
≤ n+ 1.

Λήµµα 3.5.5. ΑνR είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether καιA είναι ένα πεπερασµένα

παραγόµενο αριστερόR-πρότυπο, τότε τοA επιδέχεται µία προβολική επίλυση όπου κάθε όρος

της είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο.

Απόδειξη. Εφόσον το A είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο, ϑα υ-
πάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο P0 και µία επί R-
απεικόνιση ε : P0 → A. Εφόσον ο R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, ο
πυρήνας ker ε είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο, οπότε ϑα υπάρχει
ένα πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο αριστερό R-πρότυπο P1 και µία επί R-απεικόνιση
d1 : P1 → ker ε. Ορίζουµε την απεικόνιση D1 : P1 → P0 να είναι η σύνθεση i ◦ d1, όπου
i : ker ε→ P0, ο εγκλεισµός. Τότε, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία

0 // kerD1
// P1

D1 // P0
ε // A // 0.

Η κατασκευή αυτή µπορεί να επαναληφθεί, διότι ο πυρήνας kerD1 είναι ένα πεπερασµένα
παραγόµενο αριστερό R-πρότυπο. Συνεπώς, µε αυτόν τον τρόπο η απόδειξη ολοκληρώνεται
επαγωγικά. Στην ουσία, κατασκευάζουµε µία ελεύθερη επίλυση του A, όπου κάθε όρος της
είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο.

Πρόταση 3.5.6. ΄Εστω 0 // M ′ // M // M ′′ // 0 µία ακριβής ακολουθία

αριστερών R-προτύπων, όπου R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether. Αν δύο από

αυτά τα πρότυπα επιδέχονται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση, το ίδιο συµβαίνει και µε το

τρίτο πρότυπο.

Απόδειξη. Αν δύο από τα πρότυπα M,M ′,M ′′ επιδέχονται µία πεπερασµένη ελεύθερη επί-
λυση, τα πρότυπα αυτά ϑα είναι πεπερασµένα παραγόµενα. Εφόσον ο δακτύλιος R είναι
ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε και το τρίτο πρότυπο ϑα είναι πεπερασµένα
παραγόµενο. Τότε, εφόσον ο δακτύλιος R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether, σύµ-
ϕωνα µε το προηγούµενο λήµµα, ϑα υπάρχουν ελεύθερες επιλύσεις των M ′ και M ′′ των
οποίων οι όροι ϑα είναι πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα.

�� ��
F ′1

��

F ′′1

��
F ′0

��

F ′′0

��
0 // M ′

��

// M // M ′′

��

// 0

0 0
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Σύµφωνα µε το Horseshoe λήµµα, (ϐλέπε [28, Proposition 6.24]), µπορούµε µεταξύ των ε-
λεύθερων επιλύσεων τωνM ′ καιM ′′ να εισάγουµε µία ελεύθερη επίλυση τουM . Να σηµειώ-
σουµε ότι όλα τα Fi ∼= F ′i⊕F ′′i είναι πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα πρότυπα. Για κάθε
n ≥ 0, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία συζυγιών : 0 // K ′n // Kn

// K ′′n // 0 .
Αν οποιαδήποτε από αυτές τις συζυγίες, έστω η Kn, είναι ένα ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο,
τότε η επίλυση

0 // Kn
// Fn // · · · // F0

// M // 0

είναι µία πεπερασµένη επίλυση, όπου κάθε όρος της είναι ένα ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο,
εφόσον τα πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα πρότυπα Fi είναι ευσταθώς ελεύθερα. Αν
εφαρµόσουµε το προηγούµενο λήµµα συµπεραίνουµε ότι τοM επιδέχεται µία πεπερασµένη
ελεύθερη επίλυση.

Σύµφωνα µε την υπόθεση, δύο από τα πρότυπα {M ′,M,M ′′} επιδέχονται µία πεπερα-
σµένη ελεύθερη επίλυση µήκους≤ n. Υποθέτουµε αρχικά ότι ένα από αυτά τα δύο πρότυπα,
είναι το M ′′. Εφόσον ο δακτύλιος R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether και το M ′′

είναι ένα αριστερό R-πρότυπο το οποίο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µή-
κους ≤ n, τότε η νιοστή συζυγία οποιασδήποτε ελεύθερης επίλυσης του M ′′, όπου η όροι
της είναι πεπερασµένα παραγόµενα πρότυπα, είναι ευσταθώς ελεύθερη. Συνεπώς, η συζυ-
γία K ′′ είναι ευσταθώς ελεύθερη. Η ακριβής ακολουθία των συζυγιών διασπάται, εφόσον
τα ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα είναι προβολικά. ΄Αρα, η τρίτη συζυγία ϑα είναι ευσταθώς
ελεύθερη, εφόσον το συµπλήρωµά της είναι ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο. Εφαρµόζοντας
το προηγούµενο λήµµα συµπεραίνουµε ότι τα M ′ και M επιδέχονται µία πεπερασµένη
ελεύθερη επίλυση.

Υποθέτουµε τώρα ότι τα πρότυπαM ′ καιM επιδέχονται µία πεπερασµένη ελεύθερη επί-
λυση µήκους≤ n, οπότε οι συζυγίεςK ′n καιKn είναι ευσταθώς ελεύθερα πρότυπα. Συνδυά-
Ϲοντας την σύντοµη ακριβή ακολουθία των συζυγιών 0 // K ′n // Kn

// K ′′n // 0
µε την επίλυση

0 // K ′′n // F ′′n // · · · // F ′′0 // M ′′ // 0

προκύπτει µία επίλυση ευσταθώς ελεύθερων προτύπων του M ′′:

0 // K ′n // Kn
// F ′′n // · · · // F ′′0 // M ′′ // 0 .

Αν εφαρµόσουµε ξανά το προηγούµενο λήµµα συµπεραίνουµε ότι το M ′′ επιδέχεται µία
πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση.

Ορισµός 3.5.7. Οικογένεια F ονοµάζεται κάθε µη κενή υποκλάση του συνόλου των αριστε-

ϱών R-προτύπων obj(RMod) τέτοια ώστε αν δύο όροι µίας ακριβής ακολουθίας

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

ανήκουν στην F, τότε και ο τρίτος όρος της ακολουθίας ϑα ανήκει στην F.

Σχόλιο 3.5.8. Η Πρόταση (3.5.6) µπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής : Αν R είναι ένας
αριστερός δακτύλιος της Noether, τότε η κλάση όλων των αριστερών R-προτύπων τα οποία
επιδέχονται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση είναι µία οικογένεια.

Λήµµα 3.5.9. Κάθε τοµή οικογενειών αριστερών R-προτύπων είναι µία οικογένεια.

Απόδειξη. ΄Εστω F∗ = ∩aFa, όπου κάθε Fa είναι µία οικογένεια. Αν

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

είναι µία ακριβής ακολουθία όπου δύο όροι της ανήκουν στην F∗, τότε αυτοί οι δύο όροι ϑα
ανήκουν σε κάθε Fa. Εφόσον κάθε Fa είναι µία οικογένεια, ο τρίτος όρος ϑα ανήκει σε κάθε
Fa, συνεπώς ο τρίτος όρος ϑα ανήκει και στην F∗.
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Σχόλιο 3.5.10. Εφόσον η τοµή όλων των οικογενειών αριστερών R-προτύπων είναι µία
οικογένεια, τότε κάθε υποκλάση X ⊆ obj(RMod) παράγει µία οικογένεια.

Ορισµός 3.5.11. Η τοµή όλων των οικογενειών που περιέχουν µία υποκλάσηX ⊆ obj(RMod)
ονοµάζεται η οικογένεια που παράγεται από αυτή την υποκλάση και συµβολίζεται µε F(X).

Ορισµός 3.5.12. ΄Εστω µία υποκλάση X ⊆ obj(RMod). ΄Ενα αριστερό R-πρότυπο καλείται

X-child αν εµφανίζεται σε µία σύντοµη ακριβή ακολουθία της οποίας οι άλλοι δύο όροι

ανήκουν στην υποκλάση X.

Συµβολίζουµε µε C(X) την κλάση όλων των X-children.

Λήµµα 3.5.13. ΗκλάσηC(X) όλων τωνX-children περιέχει την υποκλάσηX ⊆ obj(RMod).

Απόδειξη. Αν X = ∅ τότε X = ∅ ⊆ C(X). Αν X 6= ∅, έστω M ∈ X. ΄Εστω η σύντοµη
ακριβής ακολουθία

0 // M
1M // M // 0 // 0 .

Το µηδενικό πρότυπο {0} είναι ένα X-child διότι εµφανίζεται στην παραπάνω σύντοµη
ακριβή ακολουθία της οποίας οι άλλοι δύο όροι ανήκουν στην υποκλάση X. Συνεπώς,
{0} ∈ C(X). ΄Εστω ότι η υποκλάση X περιέχει το µηδενικό ιδεώδες, άρα και τοM είναι ένα
X-child διότι εµφανίζεται στην παραπάνω σύντοµη ακριβή ακολουθία της οποίας οι άλλοι
δύο όροι ανήκουν στην υποκλάση X. Συνεπώς, M ∈ C(X). ΄Αρα, X ⊆ C(X).

Ορίζουµε µία αύξουσα αλυσίδα υποκλάσεων:

C0(X) = X ,Cn+1(X) = C(Cn(X)).

Τότε η ένωση ∪∞n=0C
n(X) αποτελείται από όλους τους απογόνους του X.

Λήµµα 3.5.14. ΑνX είναι µία υποκλάση των obj(RMod) που περιέχει το µηδενικό ιδεώδες,

τότε η ∪∞n=0C
n(X) = F(X) είναι η οικογένεια που παράγεται από την υποκλάση X.

Απόδειξη. Κάθε οικογένεια F που περιέχει την υποκλάσηX ϑα πρέπει να περιέχει την C(X)
και όλες τις Cn(X) για κάθε n, άρα και την ένωσή τους. Οπότε, ∪∞n=0C

n(X) ⊆ F για κάθε
οικογένεια F. Συνεπώς, ∪∞n=0C

n(X) ⊆ ∩FF = F(X).
Για να αποδείξουµε τον αντίστροφο εγκλεισµό, αρκεί να δείξουµε ότι η ένωση ∪∞n=0C

n(X)
είναι µία οικογένεια που περιέχει το X. ΄Εστω

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

µία ακριβής ακολουθία όπου δύο όροι της ανήκουν στην ένωση ∪∞n=0C
n(X). Τότε υπάρχει

κάποιο n ≥ 0 τέτοιο ώστε η κλάση Cn(X) να περιέχει αυτούς τους δύο όρους, συνεπώς ο
τρίτος όρος ϑα ανήκει στην κλάση C(Cn(X)) = Cn+1(X). ΄Αρα, η ένωση ∪∞n=0C

n(X) είναι
µία οικογένεια.

Πόρισµα 3.5.15. Αν R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether και X είναι µία κλάση

αριστερών R-προτύπων όπου κάθε στοιχείο της επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυ-

ση, τότε κάθε στοιχείο της οικογένειας F(X) η οποία παράγεται από την X επιδέχεται µία

πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα τυχαίο στοιχείο της οικογένειας F(X) η οποία παράγεται από την
X, M ∈ F(X), ϑα αποδείξουµε ότι το M επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση.
Εφόσον M ∈ F(X) = ∪∞n=0C

n(X), υπάρχει ένας ελάχιστος αριθµός n ≥ 0 τέτοιος ώστε
M ∈ Cn(X). Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο n. Αν n = 0, τότε M ∈ C0(X) =
X. Σύµφωνα µε την υπόθεση κάθε στοιχείο της X επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη
επίλυση, οπότε το M επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση. Αν n > 0, τότε το M
είναι όρος µίας σύντοµη ακριβής ακολουθίας, της οποίας οι άλλοι δύο όροι ανήκουν στην
Cn−1(X). Σύµφωνα µε το επαγωγικό ϐήµα, αυτοί οι δύο όροι επιδέχονται µία πεπερασµένη
ελεύθερη επίλυση. Εφαρµόζοντας την Πρόταση (3.5.6), συµπεραίνουµε ότι και ο τρίτος όρος
της ακολουθίας, δηλαδή το M επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση.
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Ορισµός 3.5.16. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο ενός µεταθετικού δακτυλίου R. ΄Ενα υποσύνολο

X ⊆M καλείται ϐαθµωτά κλειστό αν x ∈ X συνεπάγεται ότι rx ∈ X για κάθε r ∈ R.

Κάθε υποπρότυπο ενός προτύπουM είναι ϐαθµωτά κλειστό. ΄Ενα παράδειγµα ενός ϐαθ-
µωτά κλειστού υποσυνόλου του R, το οποίο δεν είναι υποπρότυπο του R είναι το ακόλουθο:

Zer(R) = {r ∈ R : r = 0 ή r είναι ένας µηδενοδιαιρέτης}.

Ορισµός 3.5.17. ΄Εστω X ⊆ M ένα ϐαθµωτά κλειστό υποσύνολο. Ο µηδενιστής του

x ∈ X είναι το σύνολο:

ann(x) = {r ∈ R : rx = 0},
Ο µηδενιστής του X είναι το σύνολο:

ann(X) = {r ∈ R : rx = 0 για κάθε x ∈ X},

και

A(X) = {ann(x) : x ∈ X και x 6= 0}.

Να σηµειώσουµε ότι τα σύνολα ann(x) και ann(X) είναι ιδεώδη του R.

Λήµµα 3.5.18. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether,M ένα µη-µηδενικό πεπε-

ϱασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και έστω X ⊆M ένα µη κενό ϐαθµωτά κλειστό υποσύνολο

του M .

1. ΄Ενα µεγιστοτικό ιδεώδες I µεταξύ των ιδεωδών A(X) = {ann(x) : x ∈ X και x 6= 0}
είναι ένα πρώτο ιδεώδες.

2. Υπάρχει µία ϕθίνουσα αλυσίδα

M = M0 ⊇M1 ⊇M2 ⊇ · · · ⊇Mn = {0}

για την οποία ισχύει ότι Mi/Mi+1
∼= R/℘i για κάποια πρώτα ιδεώδη ℘i.

Απόδειξη. 1. Εφόσον οR είναι ένας δακτύλιος της Noether κάθε µη κενό σύνολο ιδεωδών
του R έχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο. Οπότε το σύνολο ιδεωδών A(X) = {ann(x) : x ∈
X και x 6= 0} ϑα περιέχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο. ΄Εστω I = ann(x) το µεγιστοτικό
στοιχείο του συνόλου A(X). Υποθέτουµε ότι τα a, b είναι δύο στοιχεία του δακτυλίου
R τέτοια ώστε ab ∈ I και b 6∈ I. Τότε, ab ∈ I = ann(x)⇒ abx = 0 και b 6∈ I ⇒ bx 6= 0.
΄Οµως, ann(bx) = {r ∈ R : rbx = 0}, οπότε a ∈ ann(bx), συνεπώς ϑα ισχύει ότι
ann(bx) ⊇ I+Ra ⊇ I. Αν a 6∈ I, τότε ann(bx) ⊇ I+Ra ) I. Το σύνολο X ⊆M είναι
ένα µη κενό ϐαθµωτά κλειστό υποσύνολο τουM , οπότε bx ∈ X, άρα ann(bx) ∈ A(X),
το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το ότι το I = ann(x) είναι ένα µεγιστοτικό στοιχείο του
A(X). ΄Αρα, το στοιχείο a ανήκει στο I, a ∈ I, συνεπώς το I είναι ένα πρώτο ιδεώδες.

2. Εφόσον ο R είναι ένας αριστερός δακτύλιος της Noether κάθε µη κενό σύνολο αριστε-
ϱών ιδεωδών του R έχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο. Οπότε το µη κενό σύνολο ιδεωδών
A(M) = {ann(x) : x ∈ M και x 6= 0} ϑα περιέχει ένα µεγιστοτικό στοιχείο. ΄Ε-
στω ότι αυτό το µεγιστοτικό στοιχείο είναι το ℘1 = ann(x1), το οποίο σύµφωνα µε
το πρώτο µέλος του λήµµατος είναι πρώτο. Ορίζουµε M1 = 〈x1〉 και σηµειώνου-
µε ότι M1

∼= R/ann(x1) = R/℘1. Επαναλαµβάνουµε αυτή την διαδικασία. ΄Εστω
℘2 = ann(x2 + M1) ένα µεγιστοτικό στοιχείο του συνόλου A(M/M1), οπότε το ℘2

είναι πρώτο. Ορίζουµε M2 = 〈x2, x1〉. Να σηµειώσουµε ότι {0} ⊆ M1 ⊆ M2 και ότι
M2/M1

∼= R/ann(x2 + M1) = R/℘2. Εφόσον ο R είναι ένας αριστερός δακτύλιος
της Noether και M ένα µη-µηδενικό πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, τότε το
M ικανοποιεί την συνθήκη της αύξουσας αλυσίδας, οπότε αυτή η διαδικασία σταµα-
τάει σε κάποιο M∗ ⊆ M . Τότε αναγκαστικά ϑα πρέπει να ισχύει M∗ = M , διότι
διαφορετικά η παραπάνω διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί παράγοντας ένα πρότυπο
N µε M∗ ⊆ N ⊆ M και N 6= M∗, κάτι το οποίο αντίκειται στο γεγονός ότι το M∗

είναι µεγιστοτικό. Αναδιατάσσοντας τους δείκτες καταλήγουµε στο επιθυµητό αποτέ-
λεσµα.
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Συνεχίζουµε µε ένα ϑεώρηµα το οποίο είναι απαραίτητο για την ολοκλήρωση της από-
δειξης του ϑεωρήµατος του Serre.

Θεώρηµα 3.5.19. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Αν κάθε πεπερασµένα

παραγόµενοR-πρότυπο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση, τότε κάθε πεπερασµέ-

να παραγόµενο R[x]-πρότυπο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση.

Απόδειξη. ΄Εστω X η κλάση όλων των πεπερασµένα παραγόµενων επεκτάσιµων από τον
R R[x]-προτύπων M , δηλαδή, M ∼= R[x] ⊗R B για κάποιο πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυποB. Σύµφωνα µε την υπόθεση, τοB επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση:
υπάρχει µία R-ακριβής ακολουθία

0 // Fm // · · · // F1
// F0

// B // 0

στην οποία όλα τα Fi είναι πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα R-πρότυπα. Εφόσον R[x]
είναι ένα επίπεδο R-πρότυπο, αν πολλαπλασιάσουµε τανυστικά την παραπάνω ακολουθία
µε R[x] ϑα πάρουµε µία R[x]-ακριβή ακολουθία :

0 // R[x]⊗R Fm // · · · // R[x]⊗R F0
// R[x]⊗R B // 0 .

΄Οµως κάθε R[x] ⊗R Fi είναι ένα ελεύθερο R[x]-πρότυπο, οπότε το M επιδέχεται µία πε-
περασµένη ελεύθερη επίλυση. Σύµφωνα µε το Πόρισµα (3.5.15) κάθε πρότυπο που ανήκει
στην οικογένεια F(X) επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση. Οπότε, στόχος µας
είναι να αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R[x]-πρότυπο M ανήκει στην
F = F(X).

Αρχίζουµε κανονικοποιώντας το M . Υποθέτουµε ότι ann(M) ∩ R 6= {0}. ΄Εστω m ∈ M
ένα µη µηδενικό στοιχείο του M και έστω ann(m) ο µηδενιστής του m. Να σηµειώσουµε
ότι ann(m) ∩ R ⊇ ann(M) ∩ R 6= {0}. ΄Εστω I = ann(m) ∩ R, τότε R/I ∼= 〈m〉R, το
R-υποπρότυπο του M που παράγεται από το στοιχείο m. Εφόσον το R[x] είναι ένα επίπεδο
R-πρότυπο, υπάρχει µία ακριβής ακολουθία :

0 // R[x]⊗R I // R[x] // R[x]⊗R 〈m〉R // 0 .

Ισχύει ότι R[x] ⊗R I ∼= R[x]I, οπότε R[x]I 6= {0}. ΄Εστω R[x]/R[x]I ∼= R[x] ⊗R 〈m〉R ∼=
〈m1〉 ένα κυκλικό υποπρότυπο του M . ΄Αρα, το 〈m1〉 είναι επεκτάσιµο, διότι 〈m1〉 ∼=
R[x] ⊗R 〈m〉R, άρα το 〈m1〉 ανήκει στην κλάση X, 〈m1〉 ∈ X ⊆ F. Από την ακρίβεια της
παραπάνω σύντοµη ακριβής ακολουθίας, συνεπάγεται ότι ann(m1) ∼= R[x] ⊗R I ∼= R[x]I,
οπότε ann(m1) ∩ R 6= {0}. Αυτό το επιχείρηµα µπορεί να εφαρµοστεί και στο πρότυπο
M/〈m1〉: υπάρχει m2 + 〈m1〉 ∈ M/〈m1 τέτοιο ώστε ann(m2 + 〈m1〉) ∩ R 6= {0} και
〈m1,m2〉/〈m1〉 ∈ X. Συνεπάγεται ότι 〈m1,m2〉 ∈ F και ann(〈m1,m2〉) ∩ R 6= {0}. Η
διαδικασία αυτή σταµατάει εφόσον το M ικανοποιεί την συνθήκη της αύξουσας αλυσίδας.
Συµπεραίνουµε ότι αν ann(M) ∩R 6= {0}, τότε το M ανήκει στην F.

Σύµφωνα µε το Λήµµα (3.5.18)(2), υπάρχει µία ϕθίνουσα αλυσίδα

M = M0 ⊇M1 ⊇M2 ⊇ · · · ⊇Mn = {0}

για την οποία ισχύει ότι Mi/Mi+1
∼= R/℘i για κάποια πρώτα ιδεώδη ℘i. Αρκεί να απο-

δείξουµε ότι M = R[x]/℘ ∈ F. Η απόδειξη αυτή ϑα ολοκληρωθεί µε επαγωγή στο n. Η
κανονικοποίηση του M µας επιτρέπει να υποθέσουµε ότι ann(R[x]/℘) ∩R = ℘ ∩R = {0}.
΄Οµως το ℘ ∩R είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R, συνεπώς οι δακτύλιοι R και R[x] είναι ακέ-
ϱαιες περιοχές. Επιλέγουµε ένα µη µηδενικό f(x) ∈ ℘ ⊆ R[x] και ϑεωρούµε την ακόλουθη
ακριβή ακολουθία :

0 // (f) // ℘ // ℘/(f) // 0 .

Ο δακτύλιος R[x] είναι µία ακέραια περιοχή, οπότε (f) ∼= R[x]. Εφόσον f(x) ∈ ann(℘/(f)),
συµπεραίνουµε ότι ann(℘/(f)) 6= {0}. Οπότε, τα (f), ℘/(f) ανήκουν στην οικογένεια F, άρα
και το ℘ ϑα ανήκει στην F. Τελικά, εφόσον R[x], ℘ ∈ F, το R[x]/℘ ϑα ανήκει στην οικογένεια
F.
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Πρόταση 3.5.20. Αν R είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε κάθε πεπερασµένα παραγό-

µενο R-πρότυπο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους ≤ 1.

Απόδειξη. ΑνM είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, τότε σύµφωνα µε το Πόρι-
σµα (1.1.12), ϑα υπάρχει µία επί απεικόνιση a : F →M , όπου το F είναι ένα πεπερασµένα
παραγόµενο ελεύθερο R-πρότυπο. Αν K = ker a, τότε ϑα υπάρχει µία σύντοµη ακριβής
ακολουθία R-προτύπων:

0 // K // F // M // 0 .

Στην παραπάνω ακολουθία τα πρότυπα F και K είναι πεπερασµένα παραγόµενα ελεύθερα
R-πρότυπα. Το πρότυπο K είναι ελεύθερο ως υποπρότυπο του ελεύθερου προτύπου F
πάνω από µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Συνεπώς, το πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο
M επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους ≤ 1.

΄Ετσι, καταλήγουµε στο ϑεώρηµα του Serre:

Θεώρηµα 3.5.21. (Θεώρηµα του Serre) Αν k είναι ένα σώµα, τότε κάθε πεπερασµένα

παραγόµενο προβολικό k[x1, . . . , xn]-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο.

Απόδειξη. Αρχικά αποδεικνύουµε, µε επαγωγή στο n ≥ 1, ότι κάθε πεπερασµένα παραγό-
µενο k[x1, . . . , xn]-πρότυπο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση. Αν n = 1, τότε
ο δακτύλιος πολυωνύµων µίας µεταβλητής k[x] είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών, οπότε
σύµφωνα µε την Πρόταση (3.5.20) κάθε πεπερασµένα παραγόµενο k[x]-πρότυπο επιδέχεται
µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση µήκους ≤ 1. Αν n > 1, τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα
Βάσης του Hilbert, ο R = k[x1, . . . , xn−1] είναι δακτύλιος της Noether. Σύµφωνα µε το
επαγωγικό ϐήµα, κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R = k[x1, . . . , xn−1]-πρότυπο επιδέχεται
µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση, οπότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα (3.5.19), κάθε πεπερα-
σµένα παραγόµενο R[xn] = k[x1, . . . , xn]-πρότυπο επιδέχεται µία πεπερασµένη ελεύθερη
επίλυση. Συνεπώς, τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά k[x1, . . . , xn]-πρότυπα επιδέ-
χονται µία πεπερασµένη ελεύθερη επίλυση, οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση (3.5.2), είναι
ευσταθώς ελεύθερα.

Σχόλιο 3.5.22. Για µία διαφορετική προσέγγιση του ϑέµατος, στα πλαίσια της Αλγεβρικής
K-ϑεωρίας, ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο εδάφιο II.5 του Lam (ϐλέπε [13, Chapter
2, Section 5]).

3.6 Ο πολυωνυµικός δακτύλιος δύο µεταβλητών

Στην παράγραφο αυτή, ϑα αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρό-
τυπο πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο δύο µεταβλητών k[t1, t2], όπου k είναι ένα σώµα,
είναι ελεύθερο. Το αποτέλεσµα αυτό διατυπώθηκε και αποδείχθηκε από τον Seshadri, το
1958 (ϐλέπε [30]). Η απόδειξη του ϑεωρήµατος που ϑα παραθέσουµε οφείλεται στον Roi-
tman (ϐλέπε [26]).

Θεώρηµα 3.6.1. (Θεώρηµα του Seshadri) Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρό-

τυπο πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο δύο µεταβλητών k[t1, t2], όπου k είναι ένα σώµα,

είναι ελεύθερο.

Για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Seshadri αρκεί να αποδείξουµε την ακόλουθη πρό-
ταση:

Πρόταση 3.6.2. ΄Εστω R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Τότε ο δακτύλιος πολυωνύµων µίας

µεταβλητής R[t] είναι δακτύλιος του Hermite.
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Απόδειξη. ΄Εστω R µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο δακτύλιος
πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t] είναι δακτύλιος του Hermite. Αρκεί να δείξουµε ότι
κάθε unimodular γραµµή µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν αντιστρέψιµο πίνακα πάνω από
τον R. ΄Εστω K το σώµα κλασµάτων της περιοχής κύριων ιδεωδών R. Επειδή η R είναι
περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t]-πρότυπο P
είναι ευσταθώς ελεύθερο (ϐλέπε [13, Corollary 5.9, page 64]). Οπότε ϑα ολοκληρωθεί η
απόδειξη αν αποδειχθεί ότι ο A = R[t] είναι δακτύλιος του Hermite.

΄Εστω α = (α1, . . . , αn) ∈ UMn(A). Εφόσον ο δακτύλιος K[t] είναι δακτύλιος του Her-
mite, η γραµµή α µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν πίνακα M ∈ GLn(K[t]). Απαλείφοντας
όλους τους παρονοµαστές από τον M , µπορούµε να υποθέσουµε ότι όλα τα στοιχεία του
πίνακα M ανήκουν στον δακτύλιο A και ότι detM = d ∈ R\{0}. Αν η ορίζουσα d είναι ένα
αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε καταλήγουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα, οπότε υποθέ-
τουµε ότι δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R. ΄Εστω b ∈ R ένας πρώτος παράγοντας της
d. Εφόσον το R/b είναι σώµα, τότε A = A/b ∼= (R/b)[t] είναι µία ευκλείδεια περιοχή, οπότε
σύµφωνα µε το Πόρισµα (2.2.11) ϑα ισχύει ότι :

α ∼En(A) (1, 0, . . . , 0).

Περνόντας από τον δακτύλιο A στον δακτύλιο A, παρατηρούµε ότι υπάρχει κάποιος πίνακας
E1 ∈ En(A) τέτοιος ώστε

α · E1 ≡ (1, 0, . . . , 0)(mod b).

΄Εστω
M1 = ME1 = (αij), και N = (αij)2≤i,j≤n.

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα detM1 = d κατά µήκος της πρώτης γραµµής, παρατηρούµε ότι
detN ≡ 0(mod b). Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα στοιχειωδών διαιρετών πάνω από µία περιοχή
κύριων ιδεωδών, µπορούµε να γράψουµε το εξής :

(3.1) X ·N · Y = diag(d2, . . . , dn−1, 0),

όπου X,Y ∈ SLn−1(A) = En−1(A) (ϐλέπε Πόρισµα (2.2.11)(2)). Περνόντας από τους
πίνακες X,Y στους πίνακες X,Y ∈ En−1(A), έστω οι πίνακες E2 = ( 1 0

0 Y ),
E3 = ( 1 0

0 X ). Τότε,

(3.2) M2 = E3ME1E2 =

(
α11 (α12, . . . , α1n) · Y
∗ XNY

)
,

όπου, σύµφωνα µε την (3.1), η τελευταία γραµµή του πίνακαXNY αποτελείται από πολλα-
πλάσια του b. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το (n, 1)-στοιχείο
του πίνακα M2, έστω c, είναι επίσης ένα πολλαπλάσιο του b. (Αυτό µπορεί να πραγµα-
τοποιηθεί αφαιρώντας c ϕορές την πρώτη γραµµή του M2 από την τελευταία του γραµµή.
Αυτό ϑα µετατρέψει το c σε c · (1 − α11) ∈ bA και δεν ϑα αλλάξει τα άλλα χαρακτηριστικά
του M2 εφόσον η γραµµή (α12, . . . , α1n) · Y αποτελείται επίσης από πολλαπλάσια του b).
Αφαιρώντας ένα κοινό παράγοντα b από αυτή τη γραµµή, έπεται από την (3.2) ότι η γραµµή:

β = (α11, (α12, . . . , α1n) · Y )

µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν πίνακα πάνω από τον A µε ορίζουσα d/b (µε έναν επιπλέον
πρώτο παράγοντα). Στο σηµείο αυτό, επικαλούµενοι µία επαγωγική υπόθεση, ϑα µπορού-
σαµε να ϑεωρήσουµε ότι η γραµµή β µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν πίνακα που ανήκει
στην οµάδα GLn(A). ΄Οµως ισχύει ότι :

α ∼ (α11, α12, . . . , α1n) ∼ (α11, (α12, . . . , α1n) · Y ) = β,

οπότε η γραµµή α µπορεί να συµπληρωθεί σε έναν πίνακα της GLn(A).

Σχόλιο 3.6.3. Για µία διαφορετική απόδειξη του ϑεωρήµατος του Seshadri, ο αναγνώτης
µπορεί να ανατρέξει στο εδάφιο II.6 του Lam (ϐλέπε [13, Chapter 2, Section 6]).
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3.7 Προβολικά πρότυπα µεγάλης ϐαθµίδας

Στην παράγραφο αυτή στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο
προβολικό R-πρότυπο µε rankP > d πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο d µεταβλητών,
R = k[t1, . . . , td], όπου k είναι ένα σώµα, είναι ελεύθερο. Αυτό το αποτέλεσµα οφείλεται στον
Bass (ϐλέπε [4]). Για να καταλήξουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα ϑα µας ϕανούν χρήσιµα
κάποια αποτελέσµατα από την µεταθετική άλγεβρα.

Ορισµός 3.7.1. Μία αλυσίδα γνήσιων εγκλεισµών πρώτων ιδεωδών της µορφής : ℘0 ( ℘1 (
. . . ( ℘n ενός µεταθετικού δακτυλίου R λέµε ότι έχει µήκος n.

Ορισµός 3.7.2. ∆ιάσταση του Krull ενός µεταθετικού δακτυλίου R ονοµάζεται το ελάχι-

στο άνω ϕράγµα (supremum) του πλήθους των γνήσιων εγκλεισµών µιάς αλυσίδας πρώτων

ιδεωδών.

Λήµµα 3.7.3. ΄Εστω ℘1, . . . , ℘r πρώτα ιδεώδη ενός µεταθετικού δακτυλίου R. ΄Εστω x ∈ R
και έστω U ένα ιδεώδες του R. Αν ισχύει ότι x+ U ⊆

⋃
i ℘i, τότε (x,U) ⊆ ℘i για κάποιο i. (Το

(x,U) συµβολίζει το ιδεώδες που παράγεται από τα x και U).

Απόδειξη. Επιλέγουµε ένα αντιπαράδειγµα µε το r να είναι ελάχιστο. Τότε πρέπει να ισχύει
ότι r > 1 και ℘i * ℘j , για i 6= j. Ισχυριζόµαστε ότι x ∈

⋂
℘i. Υποθέτουµε ότι x 6∈ ℘i για

κάποιο i. Τότε τα x+℘i ·U και ℘i είναι ξένα, συνεπώς x+℘i ·U ⊆j 6=i ℘j . Από την επιλογή του
r, συµπεραίνουµε ότι (x, ℘i ·U) ⊆ ℘j για κάποιο j 6= i. Εφόσον ℘i * ℘j και το ℘j είναι ένα
πρώτο ιδεώδες, συνεπάγεται ότι (x,U) ⊆ ℘j , άτοπο. Οπότε x ∈

⋂
i ℘i. Επίσης U ⊆

⋃
i ℘i.

Πάλι σύµφωνα µε την επιλογή του r, παρατηρούµε ότι, για κάθε i, ισχύει U *
⋃
j 6=i ℘j .

΄Εστω yi ∈ U\
⋃
j 6=i ℘j . Τότε πρέπει να ισχύει ότι yi ∈ ℘j . Αν ϑέσουµε y =

∑
y1 · · · ŷi · · · yr,

τότε y ∈ U αλλά το y δεν µπορεί να ανήκει σε κανένα ℘i, άτοπο.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα (3.7.3) για να δώσουµε µία δεύτερη απόδειξη
του Πορίσµατος (2.2.12).

Πόρισµα 3.7.4. ΄ΕστωR ένας µεταθετικός ηµιτοπικός δακτύλιος και (α1, . . . , αn) ∈ UMn(R)
µία unimodular γραµµή, n ≥ 2. Τότε (α1, . . . , αn) ∼En(R) e1.

Απόδειξη. ΄Εστω m1, . . . ,mr τα µεγιστοτικά ιδεώδη του ηµιτοπικού δακτυλίου R. ΄Εστω
x = α1 και U =

∑
i≥2R · αi. Εφόσον (x,U) = R * mi, για κάθε i, υπάρχει ένα στοιχείο

u = α1 + c2 · α2 + . . .+ cn · αn 6∈
⋃
i

mi.

Το u είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R, οπότε (α1, . . . , αn) ∼En(R) e1.

Λήµµα 3.7.5. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Τότε

1. κάθε πρώτο ιδεώδες του R περιέχει ένα ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες και

2. αν ο R είναι δακτύλιος της Noether τότε το πλήθος των ελαχιστοτικών πρώτων ιδεωδών

του R είναι πεπερασµένο.

Απόδειξη. (1) Σύµφωνα µε το λήµµα του Zorn, αρκεί να αποδείξουµε ότι, αν {℘α} είναι µία
οικογένεια πρώτων ιδεωδών διατεταγµένη µε τη διάταξη του υποσυνόλου, τότε το ιδεώδες
I =

⋂
℘α είναι ένα πρώτο ιδεώδες. ΄Εστω a, b 6∈ I. Τότε a 6∈ ℘α και b 6∈ ℘β για κάποια α, β.

Αν, ℘α ⊆ ℘β, τότε ab 6∈ ℘α οπότε ab 6∈ I.
(2) ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Τότε κάθε ϱιζικό ιδεώδες U του R (xn ∈ U⇒ x ∈ U)

είναι µία πεπερασµένη τοµή πρώτων ιδεωδών. ΄Εστω ότι δεν είναι, επιλέγουµε τότε ένα
µεγιστοτικό ϱιζικό ιδεώδες U του R. Το U δεν είναι πρώτο (U 6= R), οπότε υπάρχουν b, c 6∈ U
τέτοια ώστε bc ∈ U. ΄Εστω

B = (b,U) ) U και C = (c,U) ) U
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και έστω B′,C′ τα ϱιζικά τους. Θα καταλήξουµε σε άτοπο αν αποδείξουµε ότι B′
⋂
C′ = U.

Ισχύει ότι B′
⋂
C′ ⊇ U. Αντίστροφα, αν x ∈ B′

⋂
C′, τότε

xm = by + α1, xn = cz + α2

για κατάλληλους ακεραίους m,n και αi ∈ U. Τότε xm+n ∈ U και εφόσον το U είναι ϱιζικό
ιδεώδες συµπεραίνουµε ότι x ∈ U. Οπότε B′

⋂
C′ = U.

΄Εστω NilR το ϱιζικό του µηδενός του R. Τότε NilR = ℘1 ∩ . . . ∩ ℘r. ΄Εστω ℘ ένα
ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες του R, τότε ϑα ισχύει

℘ ⊇ NilR ⇒ ℘ ⊇ ℘1 ∩ . . . ∩ ℘r ⊇ ℘1℘2 . . . ℘r

⇒ ℘ ⊇ ℘i για κάποιο i
⇒ ℘ = ℘i

Θεώρηµα 3.7.6. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε διάσταση του Krull

d <∞ και έστω (a1, . . . , an) ∈ UMn(R). Αν n ≥ d+ 2, τότε

(a1, . . . , an) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Απόδειξη. ΄Εστω ℘1, . . . , ℘r τα ελαχιστοτικά πρώτα ιδεώδη του R. ΄Οπως και στην απόδειξη
του Πορίσµατος (3.7.4), ϑα υπάρχει ένα στοιχείο

(3.3) a′1 = a1 + b2a2 + . . .+ bnan 6∈
⋃
i

℘i

συνεπώς ϑα ισχύει ότι (a1, . . . , an) ∼En(R) (a′1, a2, . . . , an). ΄Εστω R = R/(a′1). Αν d = 0,
τότε το a′1 ϑα είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R και n ≥ 2, οπότε σύµφωνα µε την
Πρόταση (2.2.9), έχουµε τελειώσει. Αν d ≥ 1, τότε σύµφωνα µε την σχέση (3.3) και την
Πρόταση (3.7.5(1)), η διάσταση Krull του R ισούται το πολύ µε d − 1. Επικαλούµενοι µία
επαγωγική υπόθεση σε αυτό το σηµείο, µπορούµε να υποθέσουµε ότι

(a2, . . . , an) ∼En−1(R) (1, 0, . . . , 0),

όπου η άνω παύλα συµβολίζει ότι εργαζόµαστε modulo a′1, δηλαδή στον δακτύλιο R =
R/(a′1). Οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση (2.2.14), ισχύει ότι :

(a1, . . . , an) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Θεώρηµα 3.7.7. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε διάσταση του Krull

d <∞, τότε ο R είναι d-Hermite. Κάθε µεταθετικός δακτύλιος της Noether µε διάσταση του

Krull ≤ 1 είναι Hermite.

Ορισµός 3.7.8. ΄Υψος ενός πρώτου ιδεώδους ενός µεταθετικού δακτυλίου R, ℘ ⊂ R, ονο-

µάζεται το ελάχιστο άνω ϕράγµα (supremum) των ακεραίων n ∈ Z για τους οποίους υπάρχει

µια αλυσίδα γνήσιων εγκλεισµών πρώτων ιδεωδών µήκους n:

℘0 ( ℘1 ( . . . ( ℘n = ℘.

Το ύψος ενός πρώτου ιδεώδους ϑα συµβολίζεται στο εξής µε ht(℘).

Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, ισχύει ότι ht(℘) = Krulldim(R℘). Αν ο R εί-
ναι δακτύλιος της Noether, τότε το ύψος ενός πρώτου ιδεώδους είναι πάντα πεπερασµένο.
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Krull (ϐλέπε [22, page 26]), το ύψος ενός πρώτου ιδεώδους
κάποιου δακτυλίου της Noether, χαρακτηρίζεται ως ο µικρότερος ακέραιος m, τέτοιος ώστε
το ℘ να είναι ένα ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες πάνω από ένα R-ιδεώδες που παράγεται απόm
στοιχεία. Το συµπέρασµα αυτό ϑα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη του ακόλουθης πρότασης.
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Πρόταση 3.7.9. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether, ℘′ ένα πρώτο ιδεώδες του

δακτυλίου πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t] και έστω ℘ = ℘′ ∩R. Τότε

ht(℘′) =

{
ht(℘) αν ℘′ = ℘[t],

1 + ht(℘) αν ℘′ ) ℘[t].

Απόδειξη. ΄Εστω htR(℘) = n. Υπάρχει µία αλυσίδα

℘0 ( . . . ( ℘n = ℘

πρώτων ιδεωδών του R, από την οποία παίρνουµε την ακόλουθη αλυσίδα πρώτων ιδεωδών
του R[t]

℘0[t] ( . . . ( ℘n[t] = ℘[t] ⊆ ℘′.

Εποµένως, ισχύει ότι

htR[t](℘
′) ≥

{
htR(℘) αν ℘′ = ℘[t],
1 + htR(℘) αν ℘′ ) ℘[t].

Εφόσον htR(℘) = n, υπάρχουν n στοιχεία α1, . . . , αn ∈ R, τέτοια ώστε το ℘ να είναι ένα
ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες πάνω από το R-ιδεώδες U = (α1, . . . , αn) = Rα1 + . . .+ Rαn.
Οπότε, το ℘[t] είναι ένα ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες πάνω από τοR[t]-ιδεώδες U[t] = α1R[t]+
. . .+αnR[t]. Συνεπώς, htR[t]℘[t] ≤ n και αν ℘[t] = ℘′, τότε htR[t]℘

′ ≤ n. Οπότε, αν ℘[t] = ℘′,
ισχύει ότι htR[t]℘

′ = htR℘.
Υποθέτουµε ότι ℘′ ) p[t] και έστω f ∈ ℘′\℘[t]. Η απόδειξη ϑα ολοκληρωθεί αν απο-

δείξουµε ότι το ℘′ είναι ένα ελαχιστοτικό πρώτο ιδεώδες πάνω από το ιδεώδες U[t] + fR[t].
΄Εστω ℘′′ ένα πρώτο ιδεώδες ανάµεσά τους. Τότε

U ⊆ ℘′′ ∩R ⊆ ℘′ ∩R = ℘,

οπότε ℘′′ ∩R = ℘. ΄Αρα,
℘[t] ( ℘′′ ⊆ ℘′.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ℘ = (0), εφόσον έχουµε την ίδια κατάσταση για τον R/℘ ⊂
(R/℘)[t] = R[t]/℘[t]. Τότε ο R είναι µία ακέραια περιοχή. ΄Εστω το πολλαπλασιαστικό
σύνολο S = R\(0). Εφόσον ℘′′ ∩R = ℘′ ∩R = ℘ = (0), ϑα ισχύει ότι ℘′′ ∩ S = ℘′ ∩ S = ∅.
Οπότε µπορούµε να τοπικοποιήσουµε την αλυσίδα πρώτων ιδεωδών

(0) 6= ℘′′ ⊆ ℘′

και να πάρουµε µία γνησίως αύξουσα αλυσίδα πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου S−1R[t],

(0) ( S−1℘′′ ( S−1℘′.

΄Αρα, Krulldim(S−1R[t]) ≥ 2. Εφόσον ο S−1R είναι σώµα, ο τοπικοποιηµένος δακτύλιος
S−1R[t] είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών, οπότε Krulldim(S−1R[t]) = 1. ΄Ετσι καταλή-
γουµε σε άτοπο. ΄Αρα S−1℘′′ = S−1℘′. ΄Οµως ισχύει ότι ℘′′ ∩ S = ℘′ ∩ S = ∅, οπότε
℘′′ = ℘′.

Πόρισµα 3.7.10. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Τότε

Krulldim(R[t]) = 1 + KrulldimR.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση (3.7.4), ισχύει ότι

Krulldim(R[t]) ≤ 1 + KrulldimR.
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Για να αποδείξουµε την αντίστροφη ανισότητα υποθέτουµε ότι KrulldimR = n < ∞. Τότε
για κάθε πρώτο ιδεώδες ℘ ⊆ R, έχουµε την ακόλουθη αλυσίδα πρώτων ιδεωδών µήκους n
του R:

℘0 ( . . . ( ℘n = ℘,

από την οποία παίρνουµε µία αλυσίδα πρώτων ιδεωδών µήκους n+ 1 στο R[t]:

℘0[t] ( . . . ( ℘n[t] = ℘[t] ( ℘[t] + tR[t],

όπου το ℘[t] + tR[t] είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R[t]. ΄Αρα, Krulldim(R[t]) = 1 +KrulldimR.

Θεώρηµα 3.7.11. Ο πολυωνυµικός δακτύλιος d µεταβλητών, k[t1, . . . , td], όπου k είναι

σώµα, έχει διάσταση του Krull d.

Συνδυάζοντας τα Θεωρήµατα (3.7.7), (3.7.11) και γνωρίζοντας ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο P µε rankP > d πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο
d µεταβλητών, R = k[t1, . . . , td], όπου k είναι ένα σώµα, είναι ευσταθώς ελεύθερο, καταλή-
γουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 3.7.12. ΄Εστω R = k[t1, . . . , td], όπου το k είναι ένα σώµα. Τότε κάθε πεπερασµέ-

να παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο P µε rankP > d είναι ελεύθερο.

3.8 Οµολογική διάσταση και το ϑεώρηµα συζυγιών του
Hilbert

Σε αυτή την παράγραφο δίνουµε τον ορισµό της οµολογικής διάστασης ενός δακτυλίου
και αναφέροντας κάποια αποτελέσµατα από την οµολογική άλγεβρα, διατυπώνουµε και
αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα συζυγιών του Hilbert.

3.8.1 Στοιχειώδη αποτελέσµατα από την οµολογική άλγεβρα

Παρουσιάζουµε κάποια αποτελέσµατα από την οµολογική άλγεβρα, χωρίς απόδειξη, τα ο-
ποία ϑα µας ϕανούν χρήσιµα στην συνέχεια.

Το ακόλουθο λήµµα µας δείχνει έναν τρόπο κατασκευής προβολικών επιλύσεων:

Λήµµα 3.8.1 (Horseshoe Lemma). ΄Εστω το ακόλουθο διάγραµµα R-προτύπων όπου η

στήλη είναι ακριβής και οι γραµµές είναι προβολικές επιλύσεις :

0

��
· · · // P ′1 // P ′0 // M ′

i

��

// 0

M

π

��
· · · // P ′′1 // P ′′0 // M ′′

��

// 0

0

Μπορούµε να συµπληρώσουµε αυτό το διάγραµµα και να προκύψει το ακόλουθο µεταθετικό

διάγραµµα
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0

��

0

��

0

��
· · · // P ′1

i1

��

// P ′0

i0

��

// M ′

i

��

// 0

· · · // P1

π1

��

// P0

π0

��

// M

π

��

// 0

· · · // P ′′1

��

// P ′′0

��

// M ′′

��

// 0

0 0 0

όπου τα Pi = P ′i ⊕ P ′′i δίνουν µία προβολική επίλυση του M και οι στήλες είναι ακριβείς µε

τους κανονικούς εγκλεισµούς και τις απεικονίσεις-προβολές.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [37, Lemma 2.2.8 Horseshoe].

Πρόταση 3.8.2. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο, τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Το M είναι προβολικό.

2. ExtiR(M,N) = 0 για κάθε i > 0 και για κάθε R-πρότυπο N .

3. Ext1R(M,N) = 0 για κάθε R-πρότυπο N .

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [28, Corollary 7.25(i)].

Ορισµός 3.8.3. ΄ΕστωM έναR-πρότυπο. Η προβολική διάσταση τουM , που συµβολίζεται

µε pdR(M), είναι ο µικρότερος ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε να υπάρχει µία προβολική

επίλυση R-προτύπων:

0 // Pn // · · · // P0
// M // 0.

Αν το M δεν επιδέχεται µία προβολική επίλυση πεπερασµένου µήκους, τότε pdR(M) =
∞.

Λήµµα 3.8.4. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο, τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. pdR(M) ≤ n.

2. ExtiR(M,N) = 0 για κάθε i > n και για κάθε R-πρότυπο N .

3. Extn+1
R (M,N) = 0 για κάθε R-πρότυπο N .

4. Αν η ακολουθία

0 // K // Pn−1
// · · · // P0

// M // 0

είναι ακριβής, όπου κάθε Pi είναι προβολικό, τότε το K είναι προβολικό.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [28, Proposition 8.6(i)].

Από την δεύτερη πρόταση του Λήµµατος (3.8.4), προκύπτει ότι αν pdR(M) <∞ τότε

pdR(M) = min{i : Exti+1
R (M,N) = 0 για κάθε R-πρότυπο N }.

Οπότε σύµφωνα µε το Λήµµα (3.8.4), οι ακόλουθοι αριθµοί είναι ίδιοι για έναν δακτύλιο R:
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1. sup{i : ExtiR(M,N) 6= 0 για κάποια R-πρότυπα M,N }

2. sup{pdR(M) : M ∈ R−mod}

Ορισµός 3.8.5. Ο κοινός αυτός αριθµός ονοµάζεται οµολογική διάσταση του δακτυλίου R
και συµβολίζεται µε gldim(R).

Λήµµα 3.8.6. ΄Εστω {Mi}i∈I µία συλλογή R-προτύπων, τότε

pdR(
⊕
i∈I

Mi) = supi∈I{pdR(Mi)}.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [28, page 467].

΄Εστω R→ S ένας µορφισµός δακτυλίων. Το ακόλουθο ϑεώρηµα συνδυάζει την προβολι-
κή διάσταση ενός S-προτύπου M πάνω από τον δακτύλιο S µε την προβολική του διάσταση
πάνω από τον δακτύλιο R.

Θεώρηµα 3.8.7. Αν R→ S είναι ένας µορφισµός δακτυλίων και M ένα S-πρότυπο, τότε

pdR(M) ≤ pdR(S) + pdS(M).

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Theorem 9.32].

Λήµµα 3.8.8. Αν η ακολουθία R-προτύπων

0 // A // B // C // 0

είναι ακριβής, τότε

pdR(B) ≤ max{pdR(A), pdR(C)}.

Επιπλέον, αν έχουµε γνήσια ανισότητα, τότε pdR(C) = pdR(A) + 1.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [27, Lemma 9.26].

3.8.2 Το ϑεώρηµα συζυγιών του Hilbert

΄Εστω ένας µεταθετικός δακτύλιος R και ένα στοιχείο r ∈ R το οποίο δεν είναι µηδενο-
διαιρέτης. Θεωρούµε ένα R/rR-πρότυπο M . ΄Ενα τέτοιο πρότυπο είναι ένα R-πρότυπο το
οποίο µηδενίζεται από το στοιχείο r. Το ακόλουθο ϑεώρηµα δίνει την προβολική διάσταση
του προτύπου M πάνω από τον δακτύλιο R/rR σε σχέση µε την προβολική διάσταση του
προτύπου M πάνω από τον δακτύλιο R. Το αποτέλεσµα αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό
διότι αν ϑέσουµε R = S[x] για κάποιο δακτύλιο S και r = x, µπορούµε να συνδυάσουµε
την οµολογική διάσταση του δακτυλίου S[x] µε την οµολογική διάσταση του δακτυλίου S.

Θεώρηµα 3.8.9. ΄Εστω ένα στοιχείο r ∈ R το οποίο δεν είναι µηδενοδιαιρέτης του δακτυλίου

R, M ένα µη-µηδενικό R/rR-πρότυπο και έστω ότι pdR/rR(M) <∞. Τότε

pdR(M) = 1 + pdR/rR(M).

Απόδειξη. Αρχικά, να σηµειώσουµε ότι pdR(M) 6= 0, διότι αν pdR(M) = 0 αυτό ϑα σήµαινε
ότι το R-πρότυπο M είναι προβολικό, οπότε το M ϑα είναι ευθύς αθροιστέος κάποιου
ελεύθερου R-προτύπου, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι το M µηδενίζεται
από το στοιχείο r. Οπότε, pdR(M) ≥ 1.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι το M είναι ένα προβολικό R/rR-πρότυπο, τότε εφόσον η
ακολουθία

(3.4) 0 // R
·r // R // R/rR // 0
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δίνει µία προβολική επίλυση ελάχιστου µήκους του R/rR, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα
(3.8.7) προκύπτει ότι

pdR(M) ≤ pdR(R/rR) + pdR/rR(M) = 1 + 0 = 1.

Οπότε, pdR(M) = 1, συνεπώς το ϑεώρηµα ισχύει.
Συνεχίζουµε µε την περίπτωση όπου ισχύει pdR(M), pdR/rR(M) ≥ 1. Η απόδειξη ϑα

γίνει µε επαγωγή στο n = pdR/rR(M) < ∞. Θεωρούµε µία προβολική επίλυση R/rR-
προτύπων

0 // Pn
fn // . . .

f1 // P0
f0 // A // 0

ελάχιστου µήκους. ΄Εστω K = ker f0, τότε η ακολουθία

0 // K // P0
// M // 0

είναι ακριβής και pdR/rR(M) = 1 + pdR/rR(K). Τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα (3.8.8), είτε

(3.5) 1 = pdR(P0) = max{pdR(K), pdR(M)}

ή

(3.6) pdR(M) = 1 + pdR(K).

Εφόσον από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι

pdR(K) = 1 + pdR/rR(K)

δεδοµένου ότι pdR(K) ≥ 1, ϑα έχουµε τελειώσει αν ισχύει η σχέση 3.5 ή η σχέση 3.6 και
pdR(K) = 0, εφόσον pdR(M) ≥ 1.

Μένει να εξετάσουµε την περίπτωση όπου pdR(M) = 1 = pdR/rR(M). Θα αποδείξουµε
ότι κάτι τέτοιο δεν µπορεί να συµβεί. ΄Εστω

0 // P1
// P0

// M // 0

µία προβολική επίλυση R-προτύπων του M . Εφαρµόζοντας τον συναρτητή − ⊗R R/rR
προκύπτει η ακριβής ακολουθία

0 // TorR1 (M,R/rR) // P1 ⊗R R/rR // P0 ⊗R R/rR // M // 0

R/rR-προτύπων. Εφόσον τα R/rR-πρότυπα P1 ⊗R R/rR και P0 ⊗R R/rR είναι προβο-
λικά, τότε σύµφωνα µε το Λήµµα (3.8.4) προκύπτει ότι το πρότυπο TorR1 (M,R/rR) είναι
προβολικό.

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή M ⊗R − στην προβολική επίλυση R-προτύπων 3.4, προ-
κύπτει ότι

TorR1 (M,R/rR) ∼= M.

Συνεπώς, το R/rR-πρότυπο M είναι προβολικό, άρα pdR/rR(M) = 0, άτοπο.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα εξετάζει την περίπτωση όπου το r δεν είναι ούτε µηδενοδιαιρέτης
του R ούτε του M .

Θεώρηµα 3.8.10. ΄ΕστωM έναR-πρότυπο και r ∈ R το οποίο δεν είναι ούτε µηδενοδιαιρέτης

του R ούτε του M , τότε

pdR/rR(M/rM) ≤ pdR(M).
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Απόδειξη. Αν pdR(M) =∞ το αποτέλεσµα είναι προφανές. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή
στην pdR(M) < ∞. Αν pdR(M) = 0, τότε το M είναι ένα προβολικό R-πρότυπο, οπότε το
M/rM ∼= R/rR ⊗R M είναι ένα προβολικό R/rR-πρότυπο, άρα pdR/rR(M/rM) = 0.
Οπότε το αποτέλεσµα ισχύει.

Υποθέτουµε ότι n = pdR(M) ≥ 1 και έστω

(3.7) 0 // K // F // M // 0

µία ακριβής ακολουθία R-προτύπων, όπου το πρότυπο F είναι ελεύθερο. Σύµφωνα µε το
Λήµµα (3.8.4) προκύπτει ότι pdR(K) = n − 1 και από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει
ότι

pdR/rR(K/rK) ≤ n− 1.

Εφαρµόζοντας τον συναρτητή −⊗RR/rR στην ακριβή ακολουθία 3.7 προκύπτει η ακολου-
ϑία

0 // TorR1 (M,R/rR) // K/rK // F/rF // M/rM // 0

και µε έναν πρόχειρο υπολογισµό προκύπτει ότι TorR1 (M,R/rR) = 0, οπότε η ακολουθία

0 // K/rK // F/rF // M/rM // 0

είναι ακριβής. Σύµφωνα µε το Λήµµα (3.8.8) ισχύει είτε

0 = pdR/rR(F/rF ) = max{pdR/rR(K/rK), pdR/rR(M/rM)}

οπότε pdR/rR(M/rM) = 0, ή ισχύει ότι

pdR/rR(M/rM) = pdR/rR(K/rK) + 1

≤ (n− 1) + 1 = n

οπότε προκύπτει το επιθυµητό αποτέλεσµα.

Πόρισµα 3.8.11. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο, τότε

pdR(M) = pdR[x](R[x]⊗RM).

Απόδειξη. Εφόσον το x δεν είναι µηδενοδιαιρέτης ούτε του R[x] ούτε του R[x]⊗RM , εφαρ-
µόζοντας το Θεώρηµα (3.8.10) προκύπτει ότι

pdR(M) ≤ pdR[x](R[x]⊗RM).

΄Εστω P∗ �M µία προβολική επίλυση R-προτύπων. Εφόσον το R[x] είναι ένα ελεύθερο R-
πρότυπο, οπότε ένα επίπεδο R-πρότυπο, εφαρµόζοντας τον συναρτητή R[x]⊗R− στην προ-
ϐολική επίλυση R-προτύπων P∗ � M , προκύπτει µία ακριβής ακολουθία R[x]-προτύπων
R[x] ⊗R P∗ � R[x] ⊗R M , όπου τα πρότυπα R[x] ⊗R Pi είναι R[x]-προβολικά για κάθε
i. Συνεπώς, προκύπτει µία προβολική επίλυση R[x]-προτύπων R[x]⊗R P∗ � R[x]⊗RM .
Οπότε,

pdR(M) ≥ pdR[x](R[x]⊗RM).

΄Ετσι καταλήγουµε στο ϐασικό ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου.

Θεώρηµα 3.8.12. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, τότε

gldim(R[x]) = gldim(R) + 1
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Απόδειξη. Αν gldim(R) =∞ τότε σύµφωνα µε το Πόρισµα (3.8.11) προκύπτει ότι gldim(R[x]) =
∞, οπότε το αποτέλεσµα ισχύει.

Υποθέτουµε ότι gldim(R) = n < ∞. Αν το N είναι ένα R-πρότυπο, τότε το N είναι ένα
R[x]-πρότυπο και από το Θεώρηµα (3.8.9) προκύπτει ότι

pdR[x](N) = 1 + pdR(N)

οπότε gldim(R[x]) ≥ n+ 1.
΄Εστω ότι το M είναι ένα R[x]-πρότυπο. Τότε η ακολουθία R[x]-προτύπων

0 // R[x]⊗RM
ϕ // R[x]⊗RM

ψ // M // 0

όπου
ϕ(f ⊗m) = xf ⊗m− f ⊗ xm

ψ(f ⊗m) = fm

είναι ακριβής. Οπότε σύµφωνα µε το Λήµµα (3.8.8) προκύπτει ότι είτε

pdR[x](M) = 1 + pdR[x](R[x]⊗RM)

ή
pdR[x](M) ≤ pdR[x](R[x]⊗RM).

Κάνοντας χρήση του Πορίσµατος (3.8.11) προκύπτει το εξής :

pdR[x](M) ≤ 1 + pdR[x](R[x]⊗RM)

= 1 + pdR(M)

≤ 1 + n

Οπότε gldim(R[x]) ≤ n+ 1.

Από το Θεώρηµα (3.8.12) προκύπτει άµεσα το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 3.8.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, τότε

gldim(R[x1, . . . , xn]) = gldim(R) + n

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα µε επαγωγή στο n ≥ 1 και κάνοντας χρήση του
Θεωρήµατος (3.8.12).

΄Ετσι καταλήγουµε στο Θεώρηµα Συζυγιών του Hilbert.

Θεώρηµα 3.8.14. (Θεώρηµα Συζυγιών του Hilbert) Αν k είναι ένα σώµα, τότε

gldim(k[x1, . . . , xn]) = n

Απόδειξη. Εφόσον το k είναι ένα σώµα, τότε όλα τα k-πρότυπα είναι ελεύθερα, οπότε όλα τα
k-πρότυπα είναι προβολικά, συνεπώς gldim(k) = 0. ΄Αρα, σύµφωνα µε το Πόρισµα (3.8.13)
ϑέτοντας gldim(k) = 0, προκύπτει ότι gldim(k[x1, . . . , xn]) = n.

Από το Θεώρηµα συζυγιών του Hilbert έπεται ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο πρότυ-
πο M υπεράνω του δακτυλίου πολυωνύµων R = k[x1, . . . , xn] έχει µια προβολική επίλυση

0 // Pn // Pn−1 // · · · // P 1 // P 0 // M // 0

Εποµένως αν το M είναι προβολικό R-πρότυπο, τότε η παραπάνω επίλυση είναι διασπά-
σιµη. Από το Θεώρηµα του Serre (Θεώρηµα (3.5.21)), έπεται τότε ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο. Η εικασία του Serre υποστη-
ϱίζει ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο είναι στην πραγµατικότητα
ελεύθερο.

Στο επόµενο Κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε ότι η εικασία του Serre έχει καταφατική απάν-
τηση.
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Κεφάλαιο 4

Τα Θεωρήµατα των Suslin και
Quillen, και η Απόδειξη του
Vaserstein

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τρεις αποδείξεις της εικασίας του Serre, τις αποδείξεις
των Suslin, Vaserstein και Quillen.

Ο Suslin χρησιµοποιεί τον ορισµό του δακτυλίου του Hermite σε συνδυασµό µε το
γεγονός ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικόR[t1, . . . , tn]-πρότυπο είναι ευσταθώς
ελεύθερο. ΄Ετσι για να αποδείξει την εικασία του Serre, αποδεικνύει ότι για κάθε σώµα
k, ο πολυωνυµικός δακτύλιος n µεταβλητών είναι ένας δακτύλιος του Hermite. Για να
καταλήξει σε αυτό το συµπέρασµα ο Suslin, αναλύει την δράση των αντιστρέψιµων πινάκων
στις unimodular πολυωνυµικές γραµµές που περιέχουν ένα µονικό στοιχείο.

Ο Vaserstein, απλοποιώντας την απόδειξη του Suslin, αποδεικνύει την εικασία του Serre
µέσω ενός ιδιαίτερα σηµαντικού λήµµατος που λέει ότι αν R είναι ένας µεταθετικός τοπικός
δακτύλιος, f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]) µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύ-
λιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t], όπου n ≥ 3 και αν ο ηγετικός συντελεστής του
πολυωνύµου f1 είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R, τότε ισχύει ότι :

f(t) ∼En(R[t]) f(0) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Τέλος ο Quillen αποδεικνύει την εικασία του Serre χρησιµοποιώντας την έννοια του
επεκτάσιµου προτύπου. Συνδυάζοντας ένα παλαιότερο ϑεώρηµα του Horrocks, µε ένα ση-
µαντικό νέο αποτέλεσµα, γνωστό ως Quillen’s Patching Theorem, καταλήγει στο επιθυµητό
αποτέλεσµα.

4.1 Η απόδειξη του Suslin

Σύµφωνα µε την Πόρισµα (2.1.12) δακτύλιος του Hermite καλείται κάθε δακτύλιος για τον
οποίο κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο είναι ελεύθερο, όπου
R µεταθετικός δακτύλιος. Επίσης, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Serre (3.5.21), κάθε πεπε-
ϱασµένα παραγόµενο προβολικό R[t1, . . . , tn]-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο. Σύµφωνα
µε αυτά τα δύο συµπεράσµατα, για να αποδείξουµε την εικασία του Serre, αρκεί να αποδεί-
ξουµε ότι για κάθε σώµα k, ο δακτύλιος πολυωνύµων n µεταβλητών, k[t1, . . . , tn], είναι ένας
δακτύλιος του Hermite. Η απόδειξη αυτού του συµπεράσµατος στάλθηκε µε ένα γράµµα
από τον Suslin στον Bass τον Μάιο του 1976. Η µέθοδος που χρησιµοποίησε ο Suslin
περιέχει την ανάλυση της δράσης των αντιστρέψιµων πινάκων στις unimodular πολυωνυ-
µικές γραµµές, οι οποίες περιέχουν ένα µονικό στοιχείο. Αρχίζουµε µε κάποια στοιχειώδη
λήµµατα:

85



86 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ SUSLIN ΚΑΙ QUILLEN

Λήµµα 4.1.1. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και I ένα ιδεώδες του δακτύλιου πολυω-

νύµων µίας µεταβλητής R[t] το οποίο περιέχει ένα µονικό πολυώνυµο. ΄Εστω J ένα ιδεώδες

του R τέτοιο ώστε I + J [t] = R[t]. Τότε ισχύει ότι (R ∩ I) + J = R.

Απόδειξη. ΄Εστω S = R[t]/I ⊇ R = R/(R ∩ I) και έστω J = J/(J ∩ I) η εικόνα του
J στο R = R/(R ∩ I). Σύµφωνα µε την υπόθεση ισχύει ότι I + J [t] = R[t], συνεπώς
J · S = (J/(J ∩ I)) · (R[t]/I) = R[t]/I = S. Η επέκταση δακτυλίων

R = R/(R ∩ I) ↪→ R[t]/I

είναι ακέραια, εφόσον το I περιέχει ένα µονικό πολυώνυµο. Επειδή ο S είναι ακέραιος πάνω
από τον R/(R∩ I), σύµφωνα µε το Going Up ϑεώρηµα για ακέραιες επεκτάσεις (ϐλέπε [18,
Theorem Going Up]) προκύπτει ότι J = R/(R ∩ I), δηλαδή (R ∩ I) + J = R.

Λήµµα 4.1.2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και f = (f1, f2) ∈ R[t]
2
. ΄Εστω c ∈

R ∩ (f1R[t] + f2R[t]). Τότε για κάθε µεταθετική R-άλγεβρα A, όπου το c δεν είναι διαιρέτης

του µηδενός, και για κάθε b, b′ ∈ A, ισχύει ότι :

b ≡ b′(modcA)⇒ f(b) ∼SL2(A) f(b′).

Απόδειξη. Ισχύει ότι c ∈ R ∩ (f1R[t] + f2R[t]), οπότε µπορούµε να γράψουµε το c ως
εξής : c = f1g1 + f2g2, όπου g1, g2 ∈ R[t]. Εφόσον το c δεν είναι διαιρέτης του µηδενός στην
µεταθετικήR-άλγεβραA, µπορούµε να εργαστούµε στην τοπικοποίησηAc ⊇ A. Στόχος µας
είναι να αποδείξουµε ότι f(b) ∼SL2(A) f(b′), δηλαδή ότι υπάρχει ένας πίνακαςM ∈ SL2(A)
τέτοιος ώστε f(b) ·M = f(b′). ΄Εστω ότι ο απαιτούµενος SL2(A)-πίνακας είναι ο ακόλουθος :

M =
1

c
·
(
g1(b) −f2(b)
g2(b) f1(b)

)
·
(

f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)
Θα αποδείξουµε ότι ο πίνακας M ανήκει στην οµάδα SL2(A). Πρώτον, παρατηρούµε
ότι detM = 1

c2 · c · c = 1. ∆εύτερον, αν δουλεύουµε στο A/cA και εφόσον ισχύει ότι
b ≡ b′(modcA), τότε το γινόµενο των δύο παραπάνω πινάκων ϑα ισοδυναµεί µε 0modcA:(

g1(b) −f2(b)
g2(b) f1(b)

)
·
(

f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)

≡
(
g1(b)f1(b′) + f2(b)g2(b′) g1(b)f2(b′)− f2(b)g1(b′)
g2(b)f1(b′)− f1(b)g2(b′) g2(b)f2(b′) + f1(b)g1(b′)

)
≡

(
c 0
0 c

)
≡ 0.

΄Αρα, ο M έχει όλα τα στοιχεία του στην άλγεβρα A, συνεπώς M ∈ SL2(A). Τελικά, ισχύει :

f(b) ·M =
1

c
· (f1(b), f2(b)) ·

(
g1(b) −f2(b)
g2(b) f1(b)

)
·
(

f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)
=

1

c
· (f1(b)g1(b) + f2(b)g2(b),−f1(b)f2(b) + f2(b)f1(b)) ·

(
f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)
=

1

c
· (c, 0) ·

(
f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)
= (1, 0) ·

(
f1(b′) f2(b′)
−g2(b′) g1(b′)

)
= (f1(b′), f2(b′))

= f(b′)

Συνεπώς, ισχύει ότι f(b) ∼SL2(A) f(b′).
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Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και έστω f ∈ R[t]
n
. Τότε, για κάθε

µεταθετική R-άλγεβρα A και για κάθε υποοµάδα G της οµάδας GLn(A), το σύνολο

I = If,A,G = {c ∈ R|b ≡ b′(modcA)⇒ f(b) ∼G f(b′)}

είναι πάντα ένα ιδεώδες του µεταθετικού δακτυλίου R.

Απόδειξη. ΄Εστω c, c′ ∈ I και r, r′ ∈ R. Εφόσον c ∈ I ⇒ c ∈ R και d ≡ d′(modcA) ⇒
f(d) ∼G f(d′), επίσης c′ ∈ I ⇒ c′ ∈ R και e ≡ e′(modc′A) ⇒ f(e) ∼G f(e′), όπου
d, d′, e, e′ ∈ A. Στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι το σύνολο I είναι ένα ιδεώδες του
R, αρκεί να δείξουµε ότι rc + r′c′ ∈ I. Ισχύει ότι r, r′ ∈ R και c, c′ ∈ I ⊆ R, συνεπώς
rc + r′c′ ∈ R. ΄Εστω b, b′ ∈ A και έστω b ≡ b′(mod(rc + r′c′)A). Τότε, υπάρχει κάποιο
a ∈ A, τέτοιο ώστε b−b′ = (rc+r′c′)a⇒ b−rac = b′+r′ac′. ΄Οµως, b ≡ b−rac(modcA)⇒
f(b) ∼G f(b− rac). Επίσης, b′ ≡ b′ + r′ac′(modc′A)⇒ f(b′) ∼G f(b′ + r′ac′). Συνεπώς,

f(b) ∼G f(b− rac) = f(b′ + r′ac′) ∼G f(b′).

΄Αρα, το σύνολο I είναι ένα ιδεώδες του µεταθετικού δακτυλίου R.

Θεώρηµα 4.1.4. (Θεώρηµα του Suslin) ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και f =
(f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]), n ≥ 2 µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύ-

µων µίας µεταβλητής R[t], όπου το f1 είναι ένα µονικό πολυώνυµο. Τότε, για κάθε µεταθετική

R-άλγεβρα A και για κάθε b, b′ ∈ A, ισχύει ότι f(b) ∼G f(b′), όπου G είναι η υποοµάδα της

GLn(A) που παράγεται από τις οµάδες En(A) και SL2(A).

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]), n ≥ 2
µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t], όπου
το f1 είναι ένα µονικό πολυώνυµο. ΄Εστω µία µεταθετική R-άλγεβρα A, b, b′ ∈ A και έστω G
είναι η υποοµάδα της GLn(A) που παράγεται από τις οµάδες En(A) και SL2(A). Θέλουµε
να αποδείξουµε ότι για κάθε b, b′ ∈ A, ισχύει ότι f(b) ∼G f(b′), αρκεί να δείξουµε ότι το
ιδεώδες I = If,A,G = {c ∈ R|b ≡ b′(modcA) ⇒ f(b) ∼G f(b′)} είναι το µοναδιαίο ιδεώδες
του δακτυλίου R, δηλαδή I = R = 〈1〉. ΄Εστω m ⊂ R ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του δακτυλίου
R, αρκεί να ϐρούµε ένα στοιχείο c ∈ R το οποίο ανήκει στο ιδεώδες I και δεν ανήκει στο
m, c ∈ I − m. Αν κοιτάξουµε στο fmod((f1) + m[t]), προκύπτει η unimodular γραµµή
(f2, . . . , fn) πάνω από τον δακτύλιο

R[t] =
R[t]

(f1) + m[t]
∼= (

R

m
[t])/(f1),

(f2, . . . , fn) ∈ UMn−1(R[t]). Ο δακτύλιος (Rm [t])/(f1) είναι µία µεταθετική R-άλγεβρα,
πεπερασµένα παραγόµενη ως R

m -πρότυπο, όπου το R
m είναι σώµα, άρα είναι ένας µεταθετικός

ηµιτοπικός δακτύλιος. Τότε σύµφωνα µε το πόρισµα [13, Corollary Ι.3.9], ο δακτύλιος
(Rm [t])/(f1) είναι ένας ηµιτοπικός δακτύλιος. Υποθέτουµε ότι n ≥ 3, διαφορετικά ϑα ισχύει
ότι f(b) ∼SL2(A) (1, 0) ∼SL2(A) f(b′). Οπότε ο δακτύλιος (Rm [t])/(f1) είναι ένας µεταθετικός
ηµιτοπικός δακτύλιος και η γραµµή (f2, . . . , fn) είναι µία unimodular γραµµή πάνω από
αυτόν τον δακτύλιο, (f2, . . . , fn) ∈ UMn−1(R[t]), τότε σύµφωνα µε το Πόρισµα (2.2.12)
ισχύει ότι :

(f2, . . . , fn) ∼En−1(R[t]/(f1)+m[t]) (1, 0, . . . , 0).

΄Αρα, υπάρχει κάποιος πίνακας M ∈ En−1(R[t]/(f1) + m[t]) τέτοιος ώστε :

(f2, . . . , fn) ·M = (1, 0, . . . , 0).

Μεταφέρουµε τον πίνακα M στον πίνακα M ∈ En−1(R[t]) και έστω

(f2, . . . , fn) ·M = (g2, . . . , gn) ∈ R[t]
n−1

.
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Τότε g2 ≡ 1mod(f1) + m[t], το οποίο συνεπάγεται ότι (f1, g2) + m[t] = R[t]. Ο R είναι ένας
µεταθετικός δακτύλιος, το (f1, g2) είναι ένα ιδεώδες του R[t] το οποίο περιέχει το µονικό
πολυώνυµο f1, το m είναι ένα ιδεώδες του R τέτοιο ώστε (f1, g2) + m[t] = R[t], εποµένως
σύµφωνα µε το Λήµµα (4.1.1) ϑα ισχύει ότι

(R ∩ (f1, g2)) + m = R.

΄Αρα, υπάρχει κάποιο στοιχείο c ∈ (R ∩ (f1, g2)), το οποίο δεν ανήκει στο m, c 6∈ m. Θα
καταλήξουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα, αν αποδείξουµε ότι το στοιχείο c ανήκει στο ιδεώδες
I, c ∈ I = If,A,G. ΄Εστω b ≡ b′(modcA). Τότε, για i ≥ 2, ϑα έχουµε:

gi(b)− gi(b′) ∈ (b− b′) ·A ⊆ c ·A ⊆ f1(b)A+ g2(b)A.

Οπότε,

f(b) = (f1(b), . . . , fn(b))

∼En (f1(b), g2(b), g3(b), . . . , gn(b))

∼En (f1(b), g2(b), g3(b′), . . . , gn(b′))

∼SL2 (f1(b′), g2(b′), g3(b′), . . . , gn(b′))

∼En (f1(b′), f2(b′), f3(b′), . . . , fn(b′))

= f(b′).

Το ακόλουθο πόρισµα αποτελεί µία γενικότερη εκδοχή του Θεωρήµατος (4.1.4):

Πόρισµα 4.1.5. ΄ΕστωR ένας µεταθετικός δακτύλιος και f = (f1(t), . . . , fn(t)) ∈ UMn(R[t]),
(n ≥ 2) µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t],
όπου το f1(t) είναι ένα µονικό πολυώνυµο. Τότε, ισχύει ότι f(t) ∼G f(0), όπου G είναι η

υποοµάδα της GLn(R[t]) που παράγεται από τις οµάδες En(R[t]) και SL2(R[t]).

Απόδειξη. Αν στο Θεώρηµα (4.1.4) ϑέσουµε A = R[t], b = t και b′ = 0, τότε προκύπτει το
Ϲητούµενο.

Λήµµα 4.1.6. (Μετασχηµατισµός του Nagata) ΄Εστω k ένα σώµα και f ένα πολυώνυµο

του δακτύλιου πολυωνύµων d µεταβλητών k[x1, . . . , xd]. Υπάρχει µία αλλαγή µεταβλητών

t1 7→ t1, ti 7→ ti + t1
ri (2 ≤ i ≤ d),

τέτοια ώστε

f(t1, t2 + t1
r2 , . . .) = c · h(t1, . . . , td)

όπου c ∈ k−{0} και h είναι ένα µονικό πολυώνυµο του t1 πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων

d− 1 µεταβλητών k[t2, . . . , td].

Απόδειξη. ΄Εστω το πολυώνυµο f1(t1, . . . , td) =
∑
i∈Nd ait1

i1 · · · tdid , τότε αλλάζοντας τις
µεταβλητές ϑα έχουµε:

f1(t1, t2 + t1
r2 , . . .) =

∑
i∈Nd

ait1
i1(t2 + t1

r2)
i2 · · · (td + t1

rd)
id

=
∑
i∈Nd

(ait1
i1+r2i2+···+rdid

+ όροι µε t1 − ϐαθµό < i1 + r2i2 + · · ·+ rdid).

Μπορούµε να επιλέξουµε τα r2, . . . , rd µε τέτοιο τρόπο ώστε οι ακέραιοι i1 + r2i2 + · · · +
rdid να είναι διαφορετικοί για κάθε d-άδα i = (i1, . . . , id). Αν m είναι ένας ακέραιος ο
οποίος είναι µεγαλύτερος από κάθε ij , j = 1, . . . , d, µπορούµε να επιλέξουµε rj = mj−1,
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διότι τότε οι ακέραιοι i1 + r2i2 + · · · + rdid ϑα έχουν διαφορετικά m-αδικά αναπτύγµατα.
΄Εχοντας επιλέξει τα r2, . . . , rd µε αυτόν τον τρόπο, τα µονώνυµα ait1

i1+r2i2+···+rdid του
πολυωνύµου f1(t1, t2 + t1

r2 , . . .) δεν ϑα απλοποιούνται µεταξύ τους και επίσης το µονώνυµο
µε τον µεγαλύτερο ϐαθµό για το οποίο ισχύει ότι ai 6= 0 ϑα αποτελεί τον ηγετικό όρο του
πολυωνύµου f1(t1, t2 + t1

r2 , . . .) ως ένα πολυώνυµο του t1.

Θεώρηµα 4.1.7. (Θεώρηµα των Quillen-Suslin) Αν k είναι ένα σώµα τότε κάθε πεπερασµέ-

να παραγόµενο προβολικό πρότυπο P πάνω από τον πολυωνυµικό δακτύλιο A = k[t1, . . . , td]
είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Serre (3.5.21) κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προ-
ϐολικό k[t1, . . . , td]-πρότυπο είναι ευσταθώς ελεύθερο και σύµφωνα µε την Πόρισµα (2.1.12),
ένας µεταθετικός δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Hermite αν και µόνο αν κάθε πεπερασµέ-
να παραγόµενο ευσταθώς ελεύθερο R-πρότυπο είναι ελεύθερο. Οπότε, για να αποδείξουµε
ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρότυπο P πάνω από τον πολυωνυµικό δα-
κτύλιο A = k[t1, . . . , td] είναι ελεύθερο, αρκεί να δείξουµε ότι ο πολυωνυµικός δακτύλιος
A = k[t1, . . . , td] είναι δακτύλιος του Hermite. Σύµφωνα µε τις Προτάσεις (2.1.16) και
(2.1.17) αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε unimodular γραµµή f = (f1, . . . , fd) πάνω από τον
δακτύλιο A = k[t1, . . . , td] είναι συµπληρώσιµη, συνεπώς αρκεί να δείξουµε ότι :

f = (f1, . . . , fd) ∼GLd (1, 0, . . . , 0).

Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο πλήθος των µεταβλητών d. ΄Εστω d = 1, γνωρίζουµε
ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων µίας µεταβλητής k[t1] πάνω από ένα σώµα k είναι µία περιοχή
κύριων ιδεωδών και σύµφωνα µε το Θεώρηµα (3.2.6), πάνω από µία περιοχή κύριων ιδε-
ωδών, τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα είναι ελεύθερα. ΄Αρα, το ϑεώρηµα
ισχύει για d = 1. ΄Εστω ότι το ϑεώρηµα ισχύει για d − 1 µεταβλητές, ϑα αποδείξουµε ότι
ισχύει για d µεταβλητές. ΄Εστω f = (f1, . . . , fd) µία unimodular γραµµή πάνω από τον
δακτύλιο A = k[t1, . . . , td]. Αν f1 = 0, τότε η unimodular γραµµή f = (f1, . . . , fd) ϑα πε-
ϱιέχει µία unimodular υπογραµµή µικρότερου µήκους, συνεπώς σύµφωνα µε την Πρόταση
(2.2.9) ϑα ισχύει ότι

f = (f1, . . . , fd) ∼GLd (1, 0, . . . , 0).

΄Αρα, υποθέτουµε ότι f1 6= 0. Σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό του Nagata του Λήµµατος
(4.1.6) ϑα υπάρχει µία αλλαγή µεταβλητών

t1 7→ t1, ti 7→ ti + t1
ri (2 ≤ i ≤ d),

τέτοια ώστε
f1(t1, t2 + t1

r2 , . . .) = c · h(t1, . . . , td)

όπου c ∈ k − {0} και h είναι ένα µονικό πολυώνυµο του t1 πάνω από τον δακτύλιο πολυω-
νύµων d− 1 µεταβλητών k[t2, . . . , td]. Αυτή η αλλαγή µεταβλητών δίνει έναν αυτοµορφισµό
του A = k[t1, . . . , td], άρα ϑα ισχύει ότι :

f1(t1, . . . , td) = f1(t1, t2 + t1
r2 , . . . , td + t1

rd).

Στο γινόµενο f1(t1, t2 +t1
r2 , . . .) = c·h(t1, . . . , td), εφόσον το k είναι σώµα και c ∈ k−{0}, ο

παράγοντας c είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο. ΄Αρα, εφόσον το h είναι ένα µονικό πολυώνυ-
µο του δακτυλίου πολυωνύµων k[t2, . . . , td][t1], τότε και το f1(t1, t2+t1

r2 , . . . , td+t1
rd) είναι

ένα µονικό πολυώνυµο του δακτυλίου πολυωνύµων k[t2, . . . , td][t1]. Συνεπώς, το πολυώνυ-
µο f1(t1, . . . , td) είναι ένα µονικό πολυώνυµο του δακτυλίου πολυωνύµων k[t2, . . . , td][t1].
Εποµένως, σύµφωνα µε το Πόρισµα (4.1.5) ϑα ισχύει ότι :

f = (f1, . . . , fd) ∼GLd (f1(0, t2, . . . , td), . . . , fd(0, t2, . . . , td)) = f(0, t2, . . . , td).

Σύµφωνα µε το επαγωγικό ϐήµα το ϑεώρηµα ισχύει για d−1 µεταβλητές, άρα f(0, t2, . . . , td)
∼GLd (1, 0, . . . , 0). Τελικά,

f = (f1, . . . , fd) ∼GLd (1, 0, . . . , 0).

΄Αρα, ο πολυωνυµικός δακτύλιος A = k[t1, . . . , td] είναι δακτύλιος Hermite.
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Από την απόδειξη του Θεωρήµατος (4.1.7), συµπεραίνουµε ότι για να πάρουµε µία
unimodular γραµµή (f1, . . . , fd) ισοδύναµη µε την (1, 0, . . . , 0) πάνω από τον δακτύλιο
A = k[t1, . . . , td], το µόνο που χρειαζόµαστε είναι πίνακες από τις οµάδες SL2(A) και
En(A).

4.2 Η απόδειξη του Vaserstein

Σε αυτή την παράγραφο στόχος µας είναι να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.2.1. ΄ΕστωR ένας µεταθετικός δακτύλιος. ΄Εστω f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t])
είναι µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιοR[t], τέτοια ώστε οι ηγετικοί συντελεστές

των πολυωνύµων fi να παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες R. Τότε ισχύει ότι f(t) ∼GLn f(0)
πάνω από τον δακτύλιο R[t].

Στο σηµείο αυτό, ϑα µπορούσαµε να συγκρίνουµε το Θεώρηµα (4.2.1) µε το Πόρισµα
(4.1.5) της προηγούµενης παραγράφου. Αφενός η υπόθεση του Θεωρήµατος (4.2.1) είναι
λιγότερο ισχυρή, εφόσον απλά υποθέτουµε ότι οι ηγετικοί συντελεστές των πολυωνύµων
fi παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες R, ενώ στο Πόρισµα (4.1.5), υποθέτουµε ότι ένας από
τους ηγετικούς συντελεστές είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R. Αφετέρου,
το συµπέρασµα του Πορίσµατος (4.1.5) είναι πιο ισχυρό, διότι αναφέρεται στο είδος των
πινάκων που είναι απαραίτητοι για την µετατροπή του f(t) σε f(0). Παρ΄ όλα αυτά, αυτή
η επιπλέον πληροφορία δεν είναι απαραίτητη στην απόδειξη της εικασίας του Serre στο
Θεώρηµα (4.1.7). ΄Ετσι, αποδεικνύοντας το Θεώρηµα (4.2.1) µε διαφορετικό τρόπο από
αυτόν του Πορίσµατος (4.1.5), ϑα καταλήξουµε σε µία δεύτερη απόδειξη της εικασίας του
Serre.

Σε αντίθεση µε την προηγούµενη παράγραφο, τα συµπεράσµατα που ακολουθούν ϐασί-
Ϲονται σε µεθόδους τοπικοποίησης :

Λήµµα 4.2.2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό

υποσύνολο του R. ΄Εστω τ(x) ∈ GLn(Rs[x]), τέτοιος ώστε τ(0) = In. Τότε υπάρχει ένας

πίνακας τ̂(x) ∈ GLn(R[x]), τέτοιος ώστε ο τ̂(x) να τοπικοποιείται στο τ̂(sx) για κάποιο s ∈ S,

(δηλαδή τ̂(x)s = τ̂(sx)) και τ̂(0) = In.

Απόδειξη. Εφόσον τ(x) ∈ GLn(Rs[x]), υπάρχει κάποιος πίνακας µ(x) ∈ GLn(Rs[x]) τέτοιος
ώστε τ(x) · µ(x) = In. Επίσης, εφόσον τ(0) = In, ϑα ισχύει ότι µ(0) = In. ΄Αρα, τ(0) =
µ(0) = In, συνεπώς τα στοιχεία των διαγωνίων των πινάκων τ(x), µ(x) ϑα ανήκουν στο
1 + x ·Rs[x] και τα υπόλοιπα στοιχεία ϑα ανήκουν στο x ·Rs[x], δηλαδή

τ(x) = (δij + x · fij(x)),

µ(x) = (δij + x · gij(x))

όπου fij(x), gij(x) ∈ Rs[x]. Εφόσον υπάρχει µόνο ένα πεπερασµένο πλήθος παρονοµα-
στών, µπορούµε να ϐρούµε κάποιο s1 ∈ S, τέτοιο ώστε οι πίνακες τ(s1 · x) και µ(s1 · x)
να ορίζονται πάνω από τον R[x]. ΄Εστω τ1(x), µ1(x) δύο πίνακες πάνω από τον R[x], µε
τ1(0) = µ1(0) = In, οι οποίοι τοπικοποιούνται στους πίνακες τ(s1 ·x) και µ(s1 ·x) αντίστοι-
χα. Τότε ο πίνακας β(x) = τ1(x) · µ1(x) = (δij + x · hij(x)) τοπικοποιείται στον In, δηλαδή
(τ1(x) · µ1(x))s = In. Εφόσον β(0) = τ1(0)·µ1(0) = In, υπάρχει κάποιο s2 ∈ S, τέτοιο ώστε
s2hij = 0 για κάθε i, j, δηλαδή β(s2 · x) = In = τ1(s2 · x) · µ1(s2 · x). Συνεπώς, ο πίνακας
τ̂(x) := τ1(s2 · x) ∈ GLn(R[x]), είναι αντιστρέψιµος πάνω από τον R[x] και τοπικοποιείται
στον πίνακα τ(s1 · s2 · x). Επιπλέον, τ̂(0) := τ1(0) = In.

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό

υποσύνολο του R. Αν f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]) είναι µία unimodular γραµµή πάνω από

τον δακτύλιο R[t], τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο τοπικοποίησης Rs[t],
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2. Υπάρχει κάποιο b ∈ S τέτοιο ώστε f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x].

Απόδειξη. (2) ⇒ (1) ΄Εστω ότι υπάρχει κάποιο b ∈ S τέτοιο ώστε f(t + bx) ∼ f(t) πάνω
από τον δακτύλιο R[t, x]. ΄Εστω ο δακτύλιος τοπικοποίησης Rs[t, x]. Στην δοσµένη σχέση
ισοδυναµίας ∼ ϑέτουµε t 7→ 0 και x 7→ b−1t. Τότε ισχύει ότι f(0 + bb−1t) = f(t) ∼ f(0)
πάνω από τον δακτύλιο τοπικοποίησης Rs[t].
(1)⇒ (2) ΄Εστω f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο τοπικοποίησης Rs[t], τότε υπάρχει ένας
αντιστρέψιµος πίνακας σ(t) ∈ GLn(Rs[t]) τέτοιος ώστε f(t) · σ(t) = f(0). ΄Εστω τ(t, x) =

σ(t+ x) · σ(t)
−1 ∈ GLn(Rs[t, x]). Τότε

f(t+ x) · τ(t, x) = f(t+ x) · σ(t+ x) · σ(t)
−1

= f(0) · σ(t)
−1

= f(t) · σ(t) · σ(t)
−1

= f(t) (∈ Rs[t, x]
n
).

Θα µεταφέρουµε την ισότητα αυτή στον δακτύλιο R[t, x]
n. Εφόσον ισχύει ότι τ(t, 0) =

σ(t) · σ(t)
−1

= In, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Λήµµα (4.2.2) πάνω από τον δακτύλιο
R[t]. Σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, µπορούµε να ϐρούµε έναν πίνακα τ̂(t, x) ∈
GLn(R[t, x]) ο οποίος τοπικοποιείται στον πίνακα τ(t, sx), για κάποιο s ∈ S και για τον
οποίο ισχύει τ̂(t, 0) = In. Τότε στον δακτύλιο R[t, x]

n, ϑα ισχύει ότι :

f(t+ sx) · τ̂(t, x)− f(t) = x · g(t, x),

για κάποια γραµµή g(t, x) η οποία τοπικοποιείται στο 0. Οπότε, υπάρχει κάποιο s′ ∈ S
τέτοιο ώστε να ισχύει :

f(t+ ss′x) · τ̂(t, s′x)− f(t) = x · s′ · g(t, s′x) = 0.

Συνεπώς, f(t + ss′x) · τ̂(t, s′x) = f(t). ΄Αρα, υπάρχει κάποιο b = ss′ ∈ S, τέτοιο ώστε
f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x].

Θεώρηµα 4.2.4. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t]) µία

unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t] και έστω τα

σύνολα:

A = {a ∈ R|f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο Ra[t]},

B = {b ∈ R|f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x]}.

Τότε τα σύνολα A, B αποτελούν ιδεώδη του δακτυλίου R και ισχύει ότι A = radB.

Απόδειξη. ΄Εστω b ∈ B, συνεπώς b ∈ R και f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x].
΄Εστω c ∈ R, αν αντικαταστήσουµε το x µε cx, τότε ϑα ισχύει f(t + bcx) ∼ f(t), άρα
bc ∈ B. ΄Εστω b, b′ ∈ B, τότε b, b′ ∈ R και f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x],
f(t+ b′x) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x]. Αν αντικαταστήσουµε το t µε t+ b′x, τότε
ϑα ισχύει

f(t+ b′x+ bx) = f(t+ (b′ + b)x) ∼ f(t+ b′x) ∼ f(t).

΄Αρα, b′ + b ∈ B. Συνεπώς, το σύνολο B αποτελεί ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Εφαρµό-
Ϲοντας την Πρόταση (4.2.3), συµπεραίνουµε ότι A = radB.

Θεώρηµα 4.2.5. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t])
µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t]. Αν για

όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του R, m ⊂ R, ισχύει ότι f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο

Rm[t], τότε f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο R[t].
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Απόδειξη. ΄Εστω τα ιδεώδη του Θεωρήµατος (4.2.4):

A = {a ∈ R|f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο Ra[t]},

B = {b ∈ R|f(t+ bx) ∼ f(t) πάνω από τον δακτύλιο R[t, x]}.

Σύµφωνα µε την Πρόταση (4.2.3), για κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες m ⊂ R, ϑα υπάρχει κάποιο
στοιχείο b ∈ R − m και b ∈ B. Συνεπώς, ϑα ισχύει ότι B = R. Σύµφωνα µε την Πρόταση
(4.2.4), ϑα ισχύει ότι A = R, άρα f(t) ∼ f(0) πάνω από τον δακτύλιο R[t].

Λαµβάνοντας υπόψιν το Θεώρηµα (4.2.5), η απόδειξη του Θεωρήµατος (4.2.1) ανάγεται
στην ‘‘τοπική’’ περίπτωση, δηλαδή στην περίπτωση κατά την οποία ο δακτύλιος R είναι
τοπικός. ΄Ετσι το ακόλουθο Λήµµα, το οποίο αφορά τοπικούς δακτυλίους και στο οποίο το
συµπέρασµα είναι ισχυρότερο, ολοκληρώνει την απόδειξη του Vaserstein (Θεώρηµα (4.2.1)).

Λήµµα 4.2.6. ΄Εστω R ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος, f = (f1, . . . , fn) ∈ UMn(R[t])
µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής R[t], όπου

n ≥ 3 και έστω ότι ο ηγετικός συντελεστής του πολυωνύµου f1 είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο

του δακτυλίου R. Τότε ισχύει ότι :

f(t) ∼En(R[t]) f(0) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

Απόδειξη. Ο δακτύλιος R είναι ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος και f = (f1, . . . , fn) ∈
UMn(R[t]) µία unimodular γραµµή πάνω από τον δακτύλιο πολυωνύµων µίας µεταβλητής
R[t], όπου n ≥ 3. ΄Εστω A = R[t]/(f1), τότε σύµφωνα µε την Πρόταση (2.2.14), για να
αποδείξουµε ότι f = (f1, . . . , fn) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0), αρκεί να δείξουµε ότι :

(f2, . . . , fn) ∼En−1(A) (1, 0, . . . , 0).

Εφόσον το πολυώνυµο f1 έχει ηγετικό συντελεστή ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε
το A = R[t]/(f1) είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Ο δακτύλιος R είναι
ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος, το A = R[t]/(f1) είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο
R-πρότυπο και µία µεταθετική R-άλγεβρα, άρα ο A = R[t]/(f1) είναι ένας µεταθετικός
ηµιτοπικός δακτύλιος (ϐλέπε [13, Corollary I.3.9]). Τότε, σύµφωνα µε το Πόρισµα (2.2.12),
ισχύει ότι :

(f2, . . . , fn) ∼En−1(A) (1, 0, . . . , 0).

Συνεπώς, f(t) ∼En(R[t]) f(0) ∼En(R) (1, 0, . . . , 0).

4.3 Η απόδειξη του Quillen

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουµε την απόδειξη του Quillen για την εικασία του
Serre. ΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει στην Παράγραφο 3.6, το 1958 ο Seshadri απέδειξε
ότι αν R είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών, τότε τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά
R[x]-πρότυπα είναι ελεύθερα. Λαµβάνοντας υπόψιν αυτό το γεγονός, προκύπτει ότι αν k
είναι ένα σώµα, τότε τα πεπερασµένα παραγόµενα k[x, y]-πρότυπα είναι ελεύθερα. Για να το
αποδείξει αυτό ο Seshadri χρησιµοποίησε την έννοια του επεκτάσιµου extended προτύπου,
την οποία έννοια χρησιµοποίησε και ο Quillen για την απόδειξη της εικασίας του Serre.

Ορισµός 4.3.1. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και A είναι µία R-άλγεβρα, τότε ένα

A-πρότυπο P καλείται επεκτάσιµο (extended) από τον R αν υπάρχει ένα R-πρότυπο P0

τέτοιο ώστε P ∼= P0 ⊗R A.

Παράδειγµα 4.3.2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και A µία R-άλγεβρα.

1. Κάθε ελεύθερο A-πρότυπο F είναι επεκτάσιµο (extended) από τον R, διότι, αν B =
{ei : i ∈ I} είναι µία ϐάση του ελεύθερου A-προτύπου F και F0 είναι το ελεύθερο
R-πρότυπο µε ϐάση B, τότε F ∼= F0 ⊗R A.
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2. Αν έναA-πρότυπο P είναι επεκτάσιµο (extended) από τονR και S είναι ένα υποσύνολο
του A, τότε το S−1P είναι επεκτάσιµο (extended) από τον R. Εφόσον το A-πρότυπο P
είναι επεκτάσιµο (extended) από τον R, από τον ορισµό του επεκτάσιµου προτύπου,
προκύπτει ότι P ∼= P0 ⊗R A, επίσης ισχύει ότι S−1P = P ⊗A S−1A (ϐλέπε Πρόταση
(1.3.14)) και από την προσεταιριστικότητα του τανυστικού γινοµένου, προκύπτει ότι :

S−1P = P ⊗A S−1A
∼= (P0 ⊗R A)⊗A S−1A
∼= P0 ⊗R (A⊗A S−1A)
∼= P0 ⊗R S−1A.

3. Αν V είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο, τότε V ⊗RA είναι ένα ελεύθερο A-πρότυπο, διότι
το τανυστικό γινόµενο µετατίθεται µε τα ευθέα αθροίσµατα. Το V είναι ένα ελεύθερο
R-πρότυπο, συνεπώς V ∼= ⊕i∈IRi, όπου I είναι µία ϐάση του V , οπότε :

V ⊗R A ∼= (⊕i∈IRi)⊗R A
∼= ⊕i∈I(Ri ⊗R A)
∼= ⊕i∈IAi.

΄Οµοια, εφόσον ένα προβολικό R-πρότυπο είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου
προτύπου, τότε κάθε A-πρότυπο που είναι επεκτάσιµο (extended) από ένα προβολικό
R-πρότυπο είναι προβολικό.

4. ∆εν είναι όλα τα πρότυπα επεκτάσιµα. Για παράδειγµα, αν A = k[x], όπου k είναι
ένα σώµα, τότε κάθε k-πρότυπο V είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το k,
συνεπώς κάθε επεκτάσιµο πρότυπο είναι ελεύθερο. Οπότε, κάθε k[x]-πρότυπο το
οποίο δεν είναι ελεύθερο, δεν είναι επεκτάσιµο.

Ορισµός 4.3.3. ΜίαR-άλγεβραA (όχι απαραίτητα µεταθετική) καλείται επαυξηµένη (aug–
mented) αν υπάρχει µία απεικόνιση R-αλγεβρών ε : A→ R.

Εφόσον ε(1) = 1, η επέκταση ε είναι µία επί απεικόνιση. Ο πυρήνας της ε καλείται
ιδεώδες επέκτασης (augmentation ideal).

Παράδειγµα 4.3.4. Ο δακτύλιος πολυωνύµων n µεταβλητών A = R[t1, . . . , tn] είναι µία
επαυξηµένη R-άλγεβρα µε απεικόνιση επέκτασης :

ε : A = R[t1, . . . , tn] → R

f 7→ σταθερός όρος του f.

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και A µία R-άλγεβρα. ΄Εστω P ένα

προβολικό A-πρότυπο και I ένα ιδεώδες της A. Τότε το πρότυπο P/IP είναι ένα προβολικό

A/I-πρότυπο.

Απόδειξη. ΄Εστω F ένα ελεύθερο A-πρότυπο, τότε F = ⊕j∈JAj , όπου J µία ϐάση του F
και IF = ⊕j∈JIj . ΄Αρα, F/IF = ⊕j∈J(Aj/Ij), οπότε το F/IF είναι ένα ελεύθερο A/I-
πρότυπο.

Αν το P είναι ένα προβολικόA-πρότυπο, τότε το P είναι ευθύς αθροιστέος ενός ελεύθερου
A-προτύπου F . Συνεπώς, P ⊕ Q = F , άρα F/IF = (P/IP ) ⊕ (Q/IQ). ΄Οµως, το F/IF
είναι ένα ελεύθερο A/I-πρότυπο και το P/IP είναι ευθύς αθροιστέος του ελεύθερου A/I-
προτύπου F/IF , άρα το το πρότυπο P/IP είναι ένα προβολικό A/I-πρότυπο.

Λήµµα 4.3.6. ΄Εστω A µία µεταθετική επαυξηµένη (augmented) R-άλγεβρα, I το ιδεώδες

επέκτασης (augmentation ideal) και έστω P ένα A-πρότυπο.

1. Αν P ∼= P0 ⊗R A, τότε P0
∼= P/IP .
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2. Αν το P είναι προβολικό ή πεπερασµένα παραγόµενο, το ίδιο ισχύει και για το P0.

Απόδειξη. 1. Πολλαπλασιάζοντας τανυστικά από αριστερά την ακριβή ακολουθία

0 // I // A // R // 0

µε P0, προκύπτει η ακόλουθη δεξιά ακριβής ακολουθία :

P0 ⊗R I // P0 ⊗R A // P0 ⊗R R // 0 .

Σύµφωνα µε την υπόθεση, ισχύει ότι P ∼= P0⊗RA. Επίσης, ισχύουν ότι P0⊗RR ∼= P0

και Image(P0 ⊗R I) = IP , άρα προκύπτει η ακόλουθη ακριβής ακολουθία :

0 // IP // P // P0
// 0 .

Συνεπώς, προκύπτει ότι P0
∼= P/IP .

2. Αν το P είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε ο ισοµορφισµός P/IP ∼= P0 δείχνει
ότι το P0 είναι επίσης πεπερασµένα παραγόµενο. Αν το P είναι A-προβολικό, τότε
το P/IP είναι ένα προβολικό A/I-πρότυπο (Πρόταση (4.3.5)) και ο ισοµορφισµός
P/IP ∼= P0 δείχνει ότι το P0 είναι επίσης προβολικό.

Σχόλιο 4.3.7. ΄Εστω ένας δακτύλιος R και ένα επεκτάσιµο πάνω από τον R, R[t1, . . . , tn]-
πρότυποM , δηλαδή, υπάρχει ένα R-πρότυποM0 τέτοιο ώστεM ∼= R[t1, . . . , tn]⊗RM0. Αν
υπάρχει ένα τέτοιο R-πρότυπο M0, τότε είναι µοναδικό, διότι :

M

(t1, . . . , tn) ·M
∼=
R[t1, . . . , tn]

(t1, . . . , tn)
⊗RM0

∼= R⊗RM0
∼= M0.

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και έστω R[t] ο πολυωνυµικός δακτύλιος µίας µε-
ταβλητής, ϑα ορίσουµε έναν ιδιαίτερα χρήσιµο δακτύλιο πηλίκο του R[t], τον οποίο ϑα
συµβολίσουµε µε R(t). Θα µελετήσουµε την συµπεριφορά των πεπερασµένα παραγόµενων
προβολικών R[t]-προτύπων πάνω από µία επέκταση από τον R[t] στον R(t).

Ορισµός 4.3.8. Ο R(t) είναι η τοπικοποίηση του δακτυλίου R[t] στο πολλαπλασιαστικό

σύνολο S, το οποίο αποτελείται από όλα τα µονικά πολυώνυµα του R[t], R(t) = S−1R[t]. Τα

στοιχεία του R(t) µπορούν να ϑεωρηθούν ως ϱητές συναρτήσεις (amt
m + am−1t

m−1 + . . .+
a0)/(tn + bn−1t

n−1 + . . .+ b0).

Μπορούµε να πάρουµε τον ίδιο δακτύλιο R(t), αν γίνει η τοπικοποίηση στο πολλα-
πλασιαστικά κλειστό υπερσύνολο του S, S′, το οποίο αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα
του R[t] µε ηγετικό συντελεστή ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R. Εφόσον, τα σύνολα S, S′

αποτελούνται από στοιχεία τα οποία δεν είναι µηδενοδιαιρέτες του R[t], µπορούµε να ϑεω-
ϱήσουµε τον δακτύλιο R[t] ως έναν υποδακτύλιο του R(t). Στην ειδική περίπτωση όπου ο R
είναι ένα σώµα k, η τοπικοποίηση k(t) είναι το σώµα πηλίκο του k[t], δηλαδή το σώµα των
ϱητών συναρτήσεων µίας µεταβλητής t πάνω από το σώµα k.

Ορισµός 4.3.9. Αν P είναι ένα R[t]-πρότυπο, ορίζουµε

P (t) = S−1P = P ⊗R[t] R(t).

Το ακόλουθο Θεώρηµα από την Μεταθετική ΄Αλγεβρα, το οποίο οφείλεται στον Roberts,
ϑα µας χρειασθεί στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Horrocks (Θεώρηµα (4.3.12)).

Συµβολίζουµε µε άνω παύλα την αναγωγήmodulo m, γιαR-πρότυπα και γιαR-άλγεβρες,
M = M/m ·M .

Θεώρηµα 4.3.10. (Θεώρηµα του Roberts) ΄Εστω (R,m) ένας µεταθετικός τοπικός δακτύ-

λιος, και A µία R-άλγεβρα (όχι απαραίτητα µεταθετική). ΄Εστω S ένα πολλαπλασιαστικά

κλειστό σύνολο αποτελούµενο από κεντρικά στοιχεία τα οποία δεν είναι µηδενοδιαιρέτες της

άλγεβρας A, και έστω n ≥ 0 ένας σταθερός ακέραιος. ΄Εστω ότι ισχύουν οι ακόλουθες

υποθέσεις :
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1. Για κάθε f ∈ S, A/f ·A ∈M(R).

2. Η απεικόνιση GLn(S
−1A)→ GLn(S−1A) είναι επί.

3. ΤοS−1A περιέχει µίαR-υποάλγεβραB (όχι απαραίτητα µεταθετική) τέτοια ώστεS−1A =
A+B και mB ⊆ radB.

΄Εστω P ∈ M(A) είναι τέτοιο ώστε όλα τα στοιχεία f ∈ S δρουν στο P ως στοιχεία που δεν

είναι µηδενοδιαιρέτες. Αν P ∼= A
n

και S−1P ∼= (S−1A)
n
, τότε P ∼= An.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϐλέπε [13, Theorem 4.1].

Πρόταση 4.3.11. ΄Εστω A = R[t], και B ο υποδακτύλιος του R(t) που αποτελείται από

στοιχεία της µορφής g(t)/f(t) όπου το f είναι ένα µονικό πολυώνυµο, και ισχύει ότι deg g ≤
deg f . Επίσης, έστω s = 1/t ∈ B. Τότε :

1. R(t) = A+B = B[ 1
s ].

2. B = (1 + sR[s])
−1
R[s].

3. Αν ο R είναι ένας τοπικός δακτύλιος, µε µεγιστοτικό ιδεώδες m, τότε B = R[s](m,s), και

ο υποδακτύλιος B του R(t) είναι επίσης τοπικός δακτύλιος.

Απόδειξη. 1. ΄Ενα τυχαίο στοιχείο του δακτυλίου R(t) είναι της µορφής h(t)/f(t), όπου
το f είναι ένα µονικό πολυώνυµο. Μπορούµε να διαιρέσουµε το πολυώνυµο h µε το f
και σύµφωνα µε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης για πολυώνυµα, ϑα έχουµε
h = q · f + g, όπου ή g = 0 ή deg g < deg f . ΄Αρα, h/f = (q · f + g)/f = q + g/f ∈
A+B = R[t] +B. Εφόσον B ⊃ R, συµπεραίνουµε ότι R(t) = B[t] = B[ 1

s ].

2. Ισχύει ότι R[s] ⊆ B. ΄Ενα τυχαίο στοιχείο του 1 + sR[s] είναι της µορφής:

a = 1 + s · (b1 + b2s+ . . .+ bns
n−1)

= 1 + b1s+ . . .+ bns
n

=
tn + b1t

n−1 + . . .+ bn
tn

,

οπότε
a−1 =

tn

tn + b1tn−1 + . . .+ bn
∈ B.

Αυτό αποδεικνύει ότι (1 + sR[s])
−1
R[s] ⊆ B.

Αντίστροφα, ένα τυπικό στοιχείο του δακτυλίου B είναι της µορφής:

β =
a0t

m + . . .+ am

tn + . . .+ bn−1t+ bn
, όπου ai, bj ∈ R, m ≤ n.

Πολλαπλασιάζοντας και αριθµητή και παρονοµαστή µε sn, ισχύει ότι :

β =
sn(a0t

m + . . .+ am)

sn(tn + . . .+ bn−1t+ bn)

=
a0s

ntm + . . .+ ams
n

sntn + . . .+ bn−1snt+ bnsn

=
a0s

n−m + . . .+ ams
n

1 + . . .+ bn−1sn−1 + bnsn

=
sn−m(a0 + . . .+ ams

m)

1 + b1s+ . . .+ bnsn
∈ (1 + sR[s])

−1
R[s].

Συνεπώς, B ⊆ (1 + sR[s])
−1
R[s], άρα τελικά B = (1 + sR[s])

−1
R[s].
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3. ΄Εστω (R,m) ένας τοπικός δακτύλιος. Το πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο R[s] −
(m, s) αποτελείται από στοιχεία της µορφής b0 + b1s + . . . + bns

n, όπου b0 ∈ R − m
είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R. Οπότε, ο δακτύλιος R[s](m,s) είναι
ίσος µε τον δακτύλιο τοπικοποίησης (1 + sR[s])

−1
R[s] = B. Εφόσον, R[s]/(m, s) ∼=

R/m, παρατηρούµε ότι το (m, s) είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες, συνεπώς ο δακτύλιος
R[s](m,s) = B είναι τοπικός.

Θεώρηµα 4.3.12. (Θεώρηµα του Horrocks) ΄Εστω R ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος,

και P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t]-πρότυπο. Αν P (t) = R(t)⊗R[t] P είναι

R(t)-ελεύθερο, τότε το P είναι R[t]-ελεύθερο.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Roberts (4.3.10), όπου A = R[t] και S το σύνολο
όλων των µονικών πολυωνύµων. Προφανώς, η άλγεβρα R[t] και το σύνολο S δεν είναι
µηδενοδιαιρέτες, και σύµφωνα µε τον ορισµό ϑα ισχύει ότι S−1A = R(t). Για την υπόθεση
(1), να σηµειώσουµε ότι, για ένα µονικό πολυώνυµο f ∈ S ϐαθµού d, ισχύει ότι A/f · A =∑
R · ti, όπου 0 ≤ i < d. Για την υπόθεση (2), να σηµειώσουµε ότι, S−1A = R(t). Εφόσον

το S−1A είναι ένα σώµα, ϑα ισχύει ότι :

GLn(S−1A) = En(S−1A) · { αντιστρέψιµοι διαγώνιοι πίνακες }.

Προφανώς, η απεικόνιση En(S
−1A) → En(S−1A) είναι επί, οπότε αν κάθε µη-µηδενικό

στοιχείο a ∈ R(t) µπορεί να προκύψει από ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου S−1A =
R(t), µέσω του παραπάνω επιµορφισµού τότε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η απεικόνιση
GLn(S

−1A) → GLn(S−1A) είναι επί. Μπορούµε να γράψουµε το στοιχείο a ως r · g/f ,
όπου r ∈ R −m, και f, g είναι µονικά πολυώνυµα. Η προφανής αντίστροφη εικόνα r · g/f
του r · g/f είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R(t). Για την υπόθεση (3), έστω B ⊆ R(t)
ο δακτύλιος που κατασκευάστηκε στην Πρόταση (4.3.11). Σύµφωνα µε τα (4.3.11)(3) και
(4.3.11)(1), ο δακτύλιος B είναι τοπικός µε µεγιστοτικό ιδεώδες ⊇ mB, και R(t) = A+B.
Οπότε, ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Θεωρήµατος (4.3.10).

΄Εστω P ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t]-πρότυπο µε P (t) ∼= R(t)
n. Το P

είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t]-πρότυπο, οπότε ισχύει ότι P ∼= R[t]
n
,

εφόσον το R[t] είναι µία περιοχή κύριων ιδεωδών. Τελικά, η προβολικότητα του P συνεπά-
γεται ότι όλα τα στοιχεία f ∈ S δρουν στο P ως στοιχεία που δεν είναι µηεδενοδιαιρέτες.
Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα (4.3.10), προκύπτει ότι P ∼= R[t]

n.

Συµβολίζουµε µε M το σύνολο των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων και µε P το
σύνολο των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προτύπων. Για κάθε δακτύλιοA, ο συµ-
ϐολισµός M ∈ MA(A[t1, . . . , tn]) σηµαίνει ότι το πεπερασµένα παραγόµενο A[t1, . . . , tn]-
πρότυπο M είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο A, δηλαδή, υπάρχει ένα A-
πρότυποN τέτοιο ώστεM ∼= A[t1, . . . , tn]⊗AN . Τότε, προκύπτει ότιN ∼= M/(t1, . . . , tn)M ∈
M(A). Εφοδιασµένοι µε αυτούς τους συµβολισµούς είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε το α-
κόλουθο ϑεώρηµα του Quillen το οποίο αποτελεί ένα κριτήριο για το πότε ένα πρότυπο είναι
επεκτάσιµο (extended) πάνω από έναν πολυωνυµικό δακτύλιο.

Θεώρηµα 4.3.13. (Quillen’s Patching Theorem) ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος.

΄Εστω A µία, όχι απαραίτητα µεταθετική, R-άλγεβρα και έστωM ένα πεπερασµένα παραστά-

σιµο A[t1, . . . , tn]-πρότυπο. Τότε :

1. (An) Q(M) := {g ∈ R : Mg ∈MAg (Ag[t1, . . . , tn])} είναι ένα ιδεώδες του R.

2. (Bn) Αν Mm ∈ MAm(Am[t1, . . . , tn]) για κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες m ∈ MaxR, τότε

M ∈MA(A[t1, . . . , tn]).

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι (An) ⇒ (Bn). Αρκεί να δείξουµε ότι το ιδεώδες
Q(M) είναι το µοναδιαίο ιδεώδες R. ΄Εστω

M ′ = A[t1, . . . , tn]⊗A (M/(t1, . . . , tn)M),
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το οποίο είναι ένα πεπερασµένα παραστάσιµο A[t1, . . . , tn]-πρότυπο που είναι επεκτάσιµο
(extended) από την R-άλγεβρα A. Για κάθε m ∈ MaxR, υπάρχει ένας ισοµορφισµός φ :
Mm → M ′m. Ο ισοµορφισµός φ είναι η τοπικοποίηση ενός Ag[t1, . . . , tn]-ισοµορφισµού
Mg → M ′g, για κάποιο g ∈ R − m. Τότε ϑα ισχύει ότι g ∈ Q(M) − m, οπότε Q(M) * m.
Αυτό αποδεικνύει ότι Q(M) = R.

Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι αν ισχύει η (A1), τότε ϑα ισχύει η (An) για κάθε n.
Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο πλήθος των µεταβλητών n. Σύµφωνα µε το επαγωγικό
ϐήµα, υποθέτουµε ότι ισχύει η (An−1), συνεπώς ϑα ισχύει και η (Bn−1). ΄Εστω το σύνολο
Q(M) = {g ∈ R : Mg ∈MAg (Ag[t1, . . . , tn])}. Ισχύει ότι R ·Q(M) ⊆ Q(M), οπότε αρκεί
να δείξουµε ότι

f0, f1 ∈ Q(M)⇒ f = f0 + f1 ∈ Q(M).

΄Εστω N = M/tnM , το οποίο είναι ένα πεπερασµένα παραστάσιµο πρότυπο πάνω από τον
δακτύλιο A[t1, . . . , tn−1], και έστω

L = M/(t1, . . . , tn)M,

το οποίο είναι πεπερασµένα παραστάσιµο πάνω από την R-άλγεβρα A. Εφαρµόζοντας την
(A1) στο

A[t1, . . . , tn−1]→ A[t1, . . . , tn−1][tn],

παρατηρούµε ότι τοMf είναι επεκτάσιµο (extended) από τοNf , το οποίο είναι πεπερασµένα
παραστάσιµο πάνω από τονAf [t1, . . . , tn−1]. Ισχυριζόµαστε ότιNf ∈MAf (Af [t1, . . . , tn−1]).
Αν ισχύει ο ισχυρισµός µας, τότε ϑα έχουµε

Mf ∈MAf (Af [t1, . . . , tn])},

δηλαδή, f ∈ Q(M). Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό, αρκεί να δείξουµε ότι το (Nf )m είναι
επεκτάσιµο (extended) από το (Af )m, για κάθε m ∈ Max(Rf ). ΄Εστω m = pf , όπου p είναι η
συστολή (contraction) του m στο R, (για τον ορισµό της συστολής ϐλέπε [8]). Εφόσον f 6∈ p,
ϑα ισχύει ότι fi 6∈ p για κάποιο i, έστω i = 0. Αλλά το Mf0 είναι επεκτάσιµο (extended) από
το Lf0 , οπότε (Nf )m = Np είναι επεκτάσιµο (extended) από το Lp ∈M(Ap) = M((Af )m),
και έτσι καταλήγουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα.

Τελικά, ϑα αποδείξουµε την (A1), οπότε στο εξής υποθέτουµε ότι n = 1 και αντικαθι-
στούµε το t1 µε t. Πρέπει να αποδείξουµε ότι

f0, f1 ∈ Q(M)⇒ f = f0 + f1 ∈ Q(M).

Αντικαθιστώντας το R µε Rf , µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα f0, f1 είναι συνµεγιστοτικά
(comaximal) στοιχεία του R, και να προσπαθήσουµε να αποδείξουµε ότι M ∼= N [t], όπου
N = M/tM . ΄Εστω οι Afi [t]-ισοµορφισµοί

ui : Mfi → Nfi [t], i = 0, 1.

Συνθέτοντας αυτούς τους ισοµορφισµούς µε έναν κατάλληλο αυτοµορφισµό τουNfi [t], µπο-
ϱούµε να υποθέσουµε ότι οι ισοµορφισµοί ui ανάγονται modulo t στην ταυτοτική απεικόνιση
του Nfi . ΄Ετσι προκύπτει το πάνω µισό του ακόλουθου διαγράµµατος :

Mf0

u0

��

loc. // Mf0f1
(u0)f1

yy

(u1)f0

%%

Mf1
loc.oo

u1

��
Nf0 [t]

v0

��

loc. // Nf0f1 [t]

(v0)f1 %%

θ // Nf0f1 [t]

(v1)f0yy

Nf1 [t]
loc.oo

v1

��
Nf0 [t]

loc. // Nf0f1 [t] Nf1 [t]
loc.oo
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στο οποίο υπάρχουν δύο ισοµορφισµοί από τοMf0f1 στοNf0f1 [t]. Αν αυτοί οι δύο ισοµορφι-
σµοί, τυχαίνει να είναι ο ίδιος ισοµορφισµός, τότε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι υπάρχει
ένας A[t]-ισοµορφισµός M → N [t]. Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη, αρκεί να επιλέξουµε
τα u0, u1, έτσι ώστε το (u0)f1 να γίνει ίδιο µε το (u1)f0 . ΄Εστω θ = (u1)f0 ◦ (u0)f1

−1. Το θ
ανήκει στο EndAf0f1 [t](Nf0f1 [t]), το οποίο µπορεί να αντικατασταθεί από το (EndAN)f0f1 [t].
΄Εστω E = EndAN , το οποίο είναι µία R-άλγεβρα και έστω θ ∈ Ef0f1 [t]∗. Τότε, µπορούµε
να γράψουµε θ = (v1)f0

−1 ◦ (v0)f1 (ϐλέπε [14, Corollary 1.3]), για κατάλληλους

vi ∈ Efi [t]∗ ⊆ AutAfi [t](Nfi[t]).

΄Αρα, προκύπτει ότι (v0u0)f1 = (v1u1)f0 , συνεπώς η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί, εφόσον
αντικαταστήσαµε τους ui µε viui για i = 0, 1.

Υπενθυµίζουµε ότι τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα πάνω από οποιον-
δήποτε δακτύλιο είναι πάντα πεπερασµένα παραστάσιµα. Αν στο προηγούµενο ϑεώρηµα
αντικαταστήσουµε τα πεπερασµένα παραστάσιµα πρότυπα µε πεπερασµένα παραγόµενα
προβολικά A[t1, . . . , tn]-πρότυπα P , και την άλγεβρα A µε R, καταλήγουµε στο ακόλουθο
πόρισµα, το οποίο αποτελεί ένα κριτήριο για το πότε το P είναι επεκτάσιµο (extended).

Πόρισµα 4.3.14. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, και P ∈ P(R[t1, . . . , tn]). Τότε P ∈
PR(R[t1, . . . , tn]) αν και µόνο αν το Pm είναι Rm[t1, . . . , tn]-ελεύθερο για κάθε m ∈ MaxR.

Απόδειξη. (⇒) Τα ελεύθερα Rm[t1, . . . , tn]-πρότυπα είναι επεκτάσιµα (extended) από τον
δακτύλιο Rm.
(⇐) Το Pm είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο Rm, συνεπώς πρέπει να είναι
επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο

Pm/(t1, . . . , tn)Pm
∼= (P/(t1, . . . , tn)P )m.

Το πρότυπο (P/(t1, . . . , tn)P )m είναι Rm-προβολικό, συνεπώς ϑα είναι και Rm-ελεύθερο.
΄Αρα, η επέκτασή του Pm πρέπει να είναι ένα Rm[t1, . . . , tn]-ελεύθερο πρότυπο.

Ο Quillen, χρησιµοποιώντας το Patching Theorem, Θεώρηµα (4.3.13) και το ϑεώρηµα
του Horrocks, Θεώρηµα (4.3.12) κατέληξε στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.3.15. ΄Εστω U µία κλάση δακτυλίων τέτοια ώστε

1. Αν R ∈ U, τότε R(t) ∈ U, όπου µε R(t) συµβολίζουµε τον δακτύλιο όλων των ϱητών

συναρτήσεων της µορφής f(t)/g(t), όπου f(t), g(t) ∈ R[t].

2. Αν R ∈ U και m ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R, τότε τα Rm[t]-προβολικά πρότυπα είναι

ελεύθερα.

Τότε, για κάθε k ≥ 1 και για κάθε δακτύλιο R ∈ U, τα πεπερασµένα παραγόµενα προβο-

λικά R[t1, . . . , tk]-πρότυπα είναι επεκτάσιµα (extended) από τον δακτύλιο R.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο πλήθος k των µεταβλητών t1, . . . , tk.
Υποθέτουµε ότι k = 1 και ότι P είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t]-

πρότυπο. Σύµφωνα µε την συνθήκη (2), τα προβολικά Rm[t]-πρότυπα είναι ελεύθερα για
κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες m του R. Οπότε το προβολικό Rm[t]-πρότυπο Pm = P ⊗ Rm[t]
είναι ελεύθερο. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα (4.3.2)(1), κάθε ελεύθερο Rm[t]-πρότυπο είναι
επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο Rm, οπότε το Pm είναι επεκτάσιµο (extended) από
τον δακτύλιο Rm. Εφαρµόζοντας το Quillen’s Patching Theorem, συµπεραίνουµε ότι το P
είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο R.

Υποθέτουµε τώρα ότι k > 1 και ότι P είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό
R[t1, . . . , tk]-πρότυπο. Θέτουµε :

P0 = P/(t1, . . . , tk)P



4.3. Η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ QUILLEN 99

P1 = P/(t2, . . . , tk)P

S1 = { το σύνολο των µονικών πολυωνύµων του δακτυλίου R[t1]},
όπου το S1 µπορούµε να το ϑεωρήσουµε ως ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του
R[t1, . . . , tk]. Ορίζουµε :

P ′ = S1
−1P

= P ⊗R[t1,...,tk] S1
−1R[t1, . . . , tk]

= P ⊗R[t1,...,tk] R(t)[t2, . . . , tk],

όπου στην ϑέση του t1 έχουµε τοποθετήσει το t. Σύµφωνα µε την συνθήκη (1), ισχύει ότι
R(t) ∈ U, και σύµφωνα µε το επαγωγικό ϐήµα, το προβολικό R(t)[t2, . . . , tk]-πρότυπο P ′

είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο R(t). Εφόσον οι πολυωνυµικοί δακτύλιοι
είναι επαυξηµένοι (augmented), ϑα ισχύει ότι :

P ′ ∼= P ′/(t2, . . . , tk)P ′ ⊗R(t) R(t)[t2, . . . , tk].

Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, I ένα ιδεώδες του R και M,N είναι R-πρότυπα,
τότε ισχύει ότι :

M ⊗N/I(M ⊗N) ∼= (M/IM)⊗R/I (N/IN).

Αν ϑέσουµε όπου I = (t2, . . . , tk) και λαµβάνοντας υπόψιν τον ορισµό P ′ = P⊗R(t)[t2, . . . , tk],
έχουµε ότι :

P ′/(t2, . . . , tk)P ′ ∼= P1 ⊗R[t] R(t).

Σύµφωνα µε το αρχικό ϐήµα k = 1, ισχύει ότι :

P1
∼= P0 ⊗R R[t].

Συνδυάζοντας αυτούς τους ισοµορφισµούς καταλήγουµε στον ακόλουθο ισοµορφισµό:

(4.1) P ′ ∼= P0 ⊗R R(t)[t2, . . . , tk].

Ορίζουµε B = R[t2, . . . , tk] και S = { το σύνολο όλων των µονικών πολυωνύµων του δα-
κτυλίου B[t]}. Να σηµειώσουµε ότι S−1B[t] = B(t). Αν ισχύει ότι S1 ⊂ S ⊂ R, τότε
S−1(S1

−1A) = S−1A = S1
−1(S−1A) για κάθε R-πρότυπο A. Συνεπώς, εφόσον S1 ⊂ S,

συµπεραίνουµε ότι :
P (t) = S−1P = S−1(S1

−1P ) = S−1P ′.

Σύµφωνα µε τον ορισµό του S−1, προκύπτει :

P (t) = S−1P ′ = P ′ ⊗R(t)[t2,...,tk] S
−1R(t)[t2, . . . , tk]

= P ′ ⊗R(t)[t2,...,tk] B(t)

= P0 ⊗R B(t), σχέση (4.1),

= (P0 ⊗R B)⊗B B(t).

Για δύο R-πρότυπα A,B, υπάρχει πάντα ένας ισοµορφισµός

(4.2) S−1(B ⊗R A) ∼= S−1B ⊗S−1R S
−1A

(ϐλέπε [27, Lemma 3.77]). ΄Εστω m ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του δακτυλίου B. Ορίζουµε
Pm(t) = P (t)⊗B Bm, και εφαρµόζοντας την σχέση (4.2) προκύπτει ότι

Pm(t) = (P0 ⊗R B)m ⊗Bm
Bm(t).

Το πρότυπο (P0 ⊗R B)m είναι Bm-προβολικό, διότι το P0 είναι R-προβολικό. Επίσης, το
πρότυπο (P0 ⊗R B)m είναι Bm-ελεύθερο, γιατί ο δακτύλιος Bm είναι τοπικός. Επιπλέον, το
πρότυπο Pm(t) είναι ελεύθερο. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Horrocks, το πρότυπο Pm είναι
ελεύθερο και σύµφωνα µε το Παράδειγµα (4.3.2)(1) το Pm είναι επεκτάσιµο (extended) από
τον δακτύλιο Bm για κάθε m. Εφαρµόζοντας το Quillen’s Patching Theorem, συµπεραί-
νουµε ότι το πρότυπο P είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο B = R[t2, . . . , tk].
Σύµφωνα µε το επαγωγικό ϐήµα, καταλήγουµε στο ότι το P είναι επεκτάσιµο (extended)
από τον δακτύλιο R.
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Θεώρηµα 4.3.16. (Θεώρηµα των Quillen-Suslin) Αν R είναι ένα σώµα, τότε κάθε πεπε-

ϱασµένα παραγόµενο προβολικό R[t1, . . . , tk]-πρότυπο είναι ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω U η κλάση όλων των σωµάτων. Η κλάση U όλων των σωµάτων ικανοποιεί τις
συνθήκες του προηγούµενου ϑεωρήµατος. Αν R ∈ U είναι ένα σώµα, τότε το R(t) είναι το
σώµα κλασµάτων του R[t], το οποίο αποτελείται από όλες τις ϱητές συναρτήσεις της µορφής
f(t)/g(t), όπου f(t), g(t) ∈ R[t]. ΄Αρα, R(t) = Frac(R[t]) ∈ U. Για να ελέγξουµε αν η κλάση
U όλων των σωµάτων ικανοποιεί την συνθήκη (2) του προηγούµενου ϑεωρήµατος, αρκεί να
παρατηρήσουµε ότι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες m ενός σώµατος R είναι το µηδενικό
ιδεώδες m = {0}. Τότε, ϑα ισχύει ότι Rm = R και Rm[t] = R[t] είναι µία περιοχή κύριων
ιδεωδών, συνεπώς τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R[t]-πρότυπα είναι ελεύθερα.
΄Αρα, ικανοποιούνται και οι δύο συνθήκες του προηγούµενου ϑεωρήµατος, οπότε για κάθε
k ≥ 1 και για κάθε δακτύλιο R ∈ U, τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R[t1, . . . , tk]-
πρότυπα είναι επεκτάσιµα (extended) από τον δακτύλιο R. Εφόσον το R είναι ένα σώµα,
κάθε R-πρότυπο είναι ένας διανυσµατικός χώρος, οπότε κάθε R-πρότυπο είναι ελεύθερο,
συνεπώς κάθε πρότυπο το οποίο είναι επεκτάσιµο (extended) από τον δακτύλιο R είναι
ελεύθερο.

Πόρισµα 4.3.17. Αν k είναι ένα σώµα και R = k[t1, . . . , tn] ο πολυωνυµικός δακτύλιος n
µεταβλητών, τότε κάθε R-πρότυπο A επιδέχεται µία ελεύθερη επίλυση

0 // Fn // · · · // F0
// A // 0 .

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος συζυγιών του H-
ilbert και του ϑεωρήµατος των Quillen-Suslin.

Μια µικρή επέκταση των µεθόδων που ανέπτυξε ο Quillen στην απόδειξη της εικασίας
του Serre δείχνει το εξής γενικότερο αποτέλεσµα το οποίο δίνει καταφατική απάντηση στην
εικασία του Serre για δακτυλίους πολυωνύµων υπεράνω περιοχών κυρίων ιδεωδών:

Θεώρηµα 4.3.18. (Θεώρηµα των Quillen-Suslin) [24] Αν R είναι µια µεταθετική περιοχή

κυρίων ιδεωδών, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[t1, . . . , tk]-πρότυπο είναι

ελεύθερο.

Για αποτελέσµατα σχετικά µε γενικεύσεις της εικασίας του Serre σε γενικότερους, µη-
πολυωνυµικούς, δακτυλίους ή δακτυλίους της µορφής R[t1, . . . , tk], όπου ο R δεν είναι
σώµα ή περιοχή κυρίων ιδεωδών, παραπέµπουµε στο Παράρτηµα Γ΄.

Παρατήρηση 4.3.19. Σηµειώνουµε ότι τα τελευταία χρόνια έχουν δοθεί και κατασκευα-

στικές αποδείξεις του Θεωρήµατος των Quillen-Suslin. ∆ηλαδή έχουν αναπτυχθεί αλγόριθ-
µοι οι οποίοι αποφασίζουν αποτελεσµατικά πότε ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό
πρότυπο υπεράνω του πολυωνυµικού δακτυλίου R = k[t1, . . . , tn] είναι ελεύθερο. Για πε-
ϱισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του Lam, στην εργασία [17] και στις
παραποµπές της.



Παράρτηµα Α΄

Ευσταθώς Ελεύθερα µη
Ελεύθερα Πρότυπα

Στο παρόν Παράρτηµα παρουσιάζουµε ένα γεωµετρικό παράδειγµα ενός ευσταθώς ελεύθε-
ϱου προτύπου το οποίο δεν είναι ελεύθερο. Η απόδειξη χρησιµοποιεί ένα γνωστό αποτέλε-
σµα της Αλγεβρικής Τοπολογίας περί µη-ύπαρξης συνεχούς µη-µηδενιζόµενου εφαπτόµενου
διανυσµατικού πεδίου ορισµένου επί της µοναδιαίας σφαίρας S2 στον R3.

Παράδειγµα Α΄.1. ΄Εστω R ο δακτύλιος συντεταγµένων της µοναδιαίας σφαίρας S2 του R3:

R = R[x, y, z]/(x2 + y2 + z2 − 1)

΄Εστω T το πρότυπο T = {(f, g, h) ∈ R3 : xf + yg + zh = 0 στον R}. Τότε ισχύει ότι
R ⊕ T ∼= R3, δηλαδή το T είναι ένα ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο, αλλά το T δεν είναι
ελεύθερο: T � R2.

Απόδειξη. Εφόσον ο R είναι ένας δακτύλιος, µπορούµε να ϑεωρήσουµε στον R3 ένα εσωτε-
ϱικό γινόµενο R3 × R3 → R. Για παράδειγµα, (x, y, z) · (x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 1. Για
κάθε v ∈ R3, έστω r = v · (x, y, z) ∈ R. Τότε

(v − r(x, y, z)) · (x, y, z) = v · (x, y, z)− r(x, y, z) · (x, y, z) = r − r = 0,

οπότε v − r(x, y, z) ∈ T . ΄Αρα, R3 = R(x, y, z) + T . Το άθροισµα αυτό είναι ευθύ, διότι
R(x, y, z) ∩ T = (0, 0, 0): αν r(x, y, z) ∈ T τότε πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά το r(x, y, z)
µε το (x, y, z) προκύπτει ότι r = 0. Οπότε, έχουµε αποδείξει ότι

(Α΄.1) R3 = R(x, y, z)⊕ T.

Ο δακτύλιος R είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο R(x, y, z):

ϕ : R
∼=−→ R(x, y, z)

r 7→ r(x, y, z)

Οπότε, R ∼= R(x, y, z), άρα από την σχέση (Α΄.1) καταλήγουµε στο εξής : R3 ∼= R ⊕ T .
Συνεπώς, το T είναι ένα ευσταθώς ελεύθερο πρότυπο.

Μένει να αποδείξουµε ότι T � R2. Για να το αποδείξουµε ϑα χρειαστούµε ένα ϑεώρηµα
της τοπολογίας για διανυσµατικά πεδία της σφαίρας, το ϑεώρηµα hairy ball (ϐλέπε [19,
Theorem 10.4]. Θα αποδείξουµε το Ϲητούµενο µε την εις άτοπον απαγωγή. Υποθέτουµε ότι
T ∼= R2, οπότε το T είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο µε µία R-ϐάση που αποτελείται από
2 στοιχεία, έστω τα (f, g, h) και (F,G,H). Σύµφωνα µε την σχέση (Α΄.1), τα διανύσµατα
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(x, y, z), (f, g, h), (F,G,H) του R3 αποτελούν µία R-ϐάση, οπότε ο πίνακας αλλαγής ϐάσης
από την κλασική ϐάση του R3 στην ϐάση (x, y, z), (f, g, h), (F,G,H) είναι αντιστρέψιµος :x f F

y g G
z h H

 ∈M3(R).

Επιπλέον η ορίζουσα αυτού του πίνακα είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R:

(Α΄.2) det

x f F
y g G
z h H

 ∈ R×.
Μπορούµε να αντιστοιχίσουµε στοιχεία του δακτυλίου R σε στοιχεία (x0, y0, z0) της µονα-
διαίας σφαίρας S2, διότι τα πολυώνυµα τουR[x, y, z] τα οποία είναι ισοϋπόλοιπαmodulo x2+
y2+z2−1 παίρνουν την ίδια τιµή σε κάθε σηµείο (x0, y0, z0) ∈ S2, εφόσον x2

0+y2
0+z2

0−1 = 0.
΄Ενα αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R παίρνει µη µηδενικές τιµές παντού στην σφαί-
ϱα, διότι αν ισχύει a(x, y, z)b(x, y, z) = 1 στον R, τότε a(x0, y0, z0)b(x0, y0, z0) = 1 στον R,
όπου (x0, y0, z0) ∈ S2. Οπότε, σε κάθε σηµείο v ∈ S2 η ορίζουσα (Α΄.2) παίρνει µία µη
µηδενική τιµή, συνεπώς (f(v), g(v), h(v)) ∈ R3 − {0}. ΄Αρα, το v 7→ (f(v), g(v), h(v)) είναι
ένα εφαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο της σφαίρας S2 το οποίο δεν µηδενίζεται πουθενά µε
συνεχείς συνιστώσες (οι πολυωνυµικές συναρτήσεις είναι συνεχείς). Λαµβάνοντας υπόψιν το
ϑεώρηµα hairy ball της τοπολογίας το οποίο λέει ότι κάθε συνεχές διανυσµατκό πεδίο της
σφαίρας µηδενίζεται τουλάχιστον µία ϕορά, καταλήγουµε σε άτοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο
γιατί υποθέσαµε ότι T ∼= R2, άρα T � R2.

Γενικότερα ισχύει το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο οφείλεται στον Swan, ϐλέπε [36,
Theorem 3], και του οποίου η απόδειξη ϐασίζεται σε ϐαθιά τοπολογικά αποτελέσµατα: η
µοναδιαία σφαίρα Sn του Rn+1 είναι παραλληλίσιµη αν και µόνον αν n = 0, 1, 3, 7, σε συν-
δυασµό µε το Θεώρηµα των Serre-Swan το οποίο δίνει µια 1-1 και επί αντιστοιχία µεταξύ
διανυσµατικών δεσµών επί ενός συµπαγούς τοπολογικού χώρου X και πεπερασµένα παρα-
γόµενων προβολικών προτύπων υπεράνω το δακτυλίου των συνεχών απεικονίσεων X −→ R,
ϐλέπε Παράρτηµα Β΄.

Θεώρηµα Α΄.2. (Swan) [36, Theorem 3] Εστω Λ ο δακτύλιος συντεταγµένων της µοναδιαίας

σφαίρας του Rn+1
:

Λ = R[x0, x1, · · · , xn]/(x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n − 1), n ≥ 1

΄Εστω P το Λ-πρότυπο µε γεννήτορες s0, s1, · · · , sn και σχέσεις Σni=0xisi = 0. Τότε το Λ-

πρότυπο Λ⊕ P , είναι ευσταθώς ελεύθερο αλλά όχι ελεύθερο για n 6= 1, 3, 7.



Παράρτηµα Β΄

∆ιανυσµατικές ∆έσµες και
Προβολικά Πρότυπα

Στο παρόν Παράρτηµα παρουσιάζουµε συνοπτικά τις σχέσεις µεταξύ διανυσµατικών δεσµών
υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου ή ενός αλγεβρικού πολυπτύγµατος X, και προβολικών
προτύπων υπεράνω κατάλληλων δακτυλίων οι οποίοι προκύπτουν µε ϕυσιολογικό τρόπο
από τον χώρο X. Ιστορικά η εν λόγω σχέση αποτέλεσε το έναυσµα για την διατύπωση της
εικασίας του Serre και την ανάπτυξη της ΑλγεβρικήςK-ϑεωρίας, και η επίλυση της εικασίας
του Serre από τους Quillen-Suslin είχε ενδιαφέρουσες γεωµετρικές συνέπειες.

Β΄.1 (Τοπολογικές) ∆ιανυσµατικές ∆έσµες

΄Εστω ότι k είναι είτε το σώµα R των πραγµατικών αριθµών ή το σώµα C των µιγαδικών
αριθµών. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος.

Μια k-διανυσµατική δέσµη (vector bundle) υπεράνω του τοπολογικού χώρου X είναι
ένας τοπολογικός χώρος E µαζί µε µια συνεχή απεικόνιση π : E −→ X η οποία είναι
επί, έτσι ώστε : (α) κάθε νήµα (fiber) Ex = π−1(x) να είναι ένας k-διανυσµατικός χώρος
πεπερασµένης διάστασης, και (β) για κάθε x ∈ X, υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή U του x
και ένας οµοιοµορφισµός f : π−1(U) −→ U × kn, έτσι ώστε για κάθε y ∈ U , ο f να επάγει
έναν ισοµορφισµό διανυσµατικών χώρων από το νήµα Ey επί του y στο {y} × kn.

Μια k-διανυσµατική δέσµη (E, π) υπεράνω τουX καλείται διανυσµατική δέσµη ϐαθµίδας

n αν η απεικόνιση r : X −→ N, r(x) = dimk Ex είναι σταθερή και ίση µε n.
Σηµειώνουµε ότι από την συνθήκη (β) του ορισµού προκύπτει ότι η παραπάνω απεικό-

νιση είναι τοπικά σταθερή ή ισοδύναµα είναι συνεχής όταν το N είναι εφοδιασµένο µε την
διακριτή τοπολογία. Εποµένως αν ο τοπολογικός X είναι συνεκτικός, τότε η απεικόνιση
είναι σταθερή.

Παράδειγµα Β΄.1. Για κάθε n ∈ N έχουµε την τετριµµένη k-διανυσµατική δέσµη ϐαθµίδας

n X × kn υπεράνω του X, όπου π : X × kn −→ X είναι η προβολή.

Αν π : E −→ X και π′ : E′ −→ X είναι δύο k-διανυσµατικές δέσµες υπεράνω του X,
τότε ένας µορφισµός µεταξύ αυτών είναι µια συνεχής απεικόνιση f : E −→ E′ έτσι ώστε :
π = π′ ◦ f (ισοδύναµα η f στέλνει το νήµα Ex στο νήµα E′x, ∀x ∈ X, και επάγει µια
γραµµική απεικόνιση µεταξύ των νηµάτων).

Οι k-διανυσµατικές δέσµες υπεράνω του X µαζί µε τους µορφισµούς τους σχηµατίζουν
την προσθετική κατηγορία Vec(X) των k-διανυσµατικών δεσµών υπεράνω του X. Μια k-
διανυσµατική δέσµη υπεράνω τουX καλείται τετριµµένη αν είναι ισόµορφη, στην κατηγορία
Vec(X), µε την τετριµµένη k-διανυσµατική δέσµη του παραδείγµατος B′1, για κάποιο n ∈
N.
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΄Εστω π : E −→ X µια k-διανυσµατική δέσµη υπεράνω του X. Μια (ολική) τοµή (global
section) της (E, π) είναι συνεχής απεικόνιση s : X −→ X έτσι ώστε : π◦s = IdX . Το σύνολο
των τοµών της (E, π) συµβολίζεται µε Γ(E). Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι το σύνολο Γ(E)
είναι ένας k-διανυσµατικός χώρος. Ισχύει κάτι περισσότερο :

΄Εστω C(X) ο δακτύλιος των συνεχών απεικονίσεων f : X −→ k. Αν π : E −→ X είναι
µια k-διανυσµατική δέσµη υπεράνω του X, τότε ορίζουµε µια δράση

? : C(X)× Γ(E) −→ Γ(E), f ? s : X −→ E, (f ? s)(x) := f(x)s(x)

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι µε την παραπάνω δράση, το σύνολο Γ(E) των
τοµών της (E, π) αποκτά δοµή ενός C(X)-προτύπου. Επιπρόσθετα η παραπάνω διαδικασία
E −→ Γ(X) είναι ϕυσική και στέλνει µορφισµούς µεταξύ k-διανυσµατικών δεσµών σε
οµοµορφισµούς C(X)-προτύπων, µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να έχουµε έναν (προσθετικό)
συναρτητή:

Γ : Vec(X) −→ Mod-C(X), (E, π) 7−→ Γ(E)

Το ακόλουθο σηµαντικό ϑεώρηµα του Swan, το οποίο µας δίνει ενδιαφέρουσες διασυν-
δέσεις µεταξύ Τοπολογίας και ΄Αλγεβρας, πιστοποιεί ότι ο συναρτητής Γ των ολικών τοµών
επάγει µια ισοδυναµία µεταξύ των κατηγοριών των k-διανυσµατικών δεσµών υπεράνω τουX
και των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων επί του δακτυλίου των συνεχών συναρτήσεων
επί του X, όταν ο X είναι συµαπαγής χώρος του Hausdorff.

Θεώρηµα Β΄.2. (Swan) [36] ΄Εστω k-διανυσµατικών δεσµών X ένας συµπαγής τοπολογικός

χώρος του Hausdorff. Τότε ο συναρτητής Γ των ολικών τοµών επάγει µια ισοδυναµία

Γ : Vec(X)
≈−→ projC(X),

µεταξύ της κατηγορίας των k-διανυσµατικών δεσµών Vec(X) υπεράνω του X και της κατη-

γορίας projC(X) των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προτύπων επί του δακτυλίου

C(X) των συνεχών συναρτήσεων επί του X.

Η παραπάνω ισοδυναµία επάγει µια ισοδυναµία µεταξύ των τετριµµένων k-διανυσµατικών

δεσµών υπεράνω του X και της κατηγορίας freeC(X) των πεπερασµένα παραγόµενων ελεύ-

ϑερων προτύπων επί του δακτυλίου C(X).

Από το Θεώρηµα του Swan, έπεται ότι τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά C(X)-
πρότυπα, όπου X είναι ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, είναι ελεύθερα αν
και µόνον αν ο X δεν έχει µη-τετριµµένες k-διανυσµατικές δέσµες. Για παράδειγµα αν ο
X είναι συσταλτός (contractible) (δηλαδή είναι οµοτοπικά ισοδύναµος µε ένα σηµείο), τότε
είναι γνωστό και εύκολο να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν µη-τετριµµένες διανυσµατικές δέσµες
υπεράνω του X.

΄Ενα τυπικό στοιχειώδες παράδειγµα της χρήσης του Θεωρήµατος του Swan είναι το
ακόλουθο παράδειγµα µεταθετικού δακτυλίου R ο οποίος δεν είναι δακτύλιος της Noether
και στον οποίο κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο, αλλά
ο R περιέχει απείρως παραγόµενα προβολικά πρότυπα τα οποία δεν είναι ελεύθερα.

Παράδειγµα Β΄.3. (Kaplansky) ΄Εστω X = [0, 1] ⊆ R. Τότε ο X είναι ένας συµπαγής
χώρος του Hausdorff ο οποίος είναι συσταλτός. ΄Αρα κάθε διανυσµατική δέσµη υπεράνω
του X = [0, 1] είναι τετριµµένη. Από το Θεώρηµα του Swan, έπεται ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό C([0, 1])-πρότυπο είναι ελεύθερο.

Θεωρούµε το σύνολο

I = {f ∈ C([0, 1]) | ∃ ε(f) > 0 : f |[0,ε(f)] = 0}

Τότε είναι εύκολο να δειχθεί ότι το I είναι ένα ιδεώδες του C([0, 1]) το οποίο είναι προβολικό
ωςC([0, 1])-πρότυπο. ΄Οµως το I δεν είναι ελεύθερο, διότι κάθε συνάρτηση f ∈ I µηδενίζεται
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από κάθε συνάρτηση της οποίας το στήριγµα support περιέχεται στο διάστηµα [0, ε(f)].
Συµπεραίνουµε ότι το I δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Ιδιαίτερα αυτό δείχνει ότι ο
δακτύλιος δεν είναι δακτύλιος της Noether, καθώς περιέχει απείρως παραγόµενα ιδεώδη.

Περαιτέρω ανάλυση δείχνει ότι το I, αν και προβολικό πρότυπο δεν είναι ευθύ άθροι-
σµα πεπερασµένα παραγόµενων υποπροτύπων. Σηµειώνουµε ότι ο Kaplansky έχει δείξει
ότι υπεράνω τυχόντος δακτύλιου, κάθε προβολικό πρότυπο είναι ευθύ άθροισµα απείρως
παραγόµενων υποπροτύπων.

Παράδειγµα Β΄.4. Είναι γνωστό ότι η εφαπτόµενη δέσµη T (S2k) κάθε µοναδιαίας σφαίρας
άρτιας διάστασης είναι µη-τετριµµένη. Εποµένως από το Θεώρηµα του Swan, έπεται ότι
το C(T (S2k))-πρότυπο Γ(T (S2k)) των ολικών τοµών της είναι πεπερασµένα παραγόµενο
προβολικό πρότυπο το οποίο δεν είναι ελεύθερο.

Β΄.2 (Αλγεβρικές) ∆ιανυσµατικές ∆έσµες

΄ΕστωX ένα αφφινικό πολύπτυγµα (affine variety) υπεράνω ενός σώµατος k. Τότε τοX είναι
τοπολογικός χώρος εφοδιασµένος µε την τοπολογία Zariski. Η ϐασική ιδέα µια (αλγεβρικής)
k-διανυσµατικής δέσµης υπεράνω του X είναι ότι στον ορισµό της τοπολογικής διανυσµατι-
κής δέσµης οι εµπλεκόµενες συναρτήσεις απαιτείται να είναι πολυωνυµικές. Γενικότερα αν
(X,OX) είναι ένας δακτυλιοειδής χώρος (ringed space), τότε µια διανυσµατική δέσµη επί
του X είναι ένα τοπικά ελεύθερο OX-πρότυπο το οποίο σε κάθε σηµείο έχει πεπερασµένη
ϐαθµίδα. Οι έννοιες που ορίστηκαν για τοπολογικές διανυσµατικές δέσµες έχουν ανάλο-
γες εκδοχές για αλγεβρικές τοπολογικές δέσµες, παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του Weibel [38,
Chapter I] για περισσότερες λεπτοµέρειες.

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος της Noether και ϑεωρούµε το αφφινικό πολύπτυγµα
Spec(R), εφοδιασµένο µε την τοπολογία Zariski. Τότε τοX είναι ένας ηµι-συµπαγής (quasi-
compact) τοπολογικός χώρος, δηλαδή συµπαγής αλλά όχι απαραίτητα χώρος Hausdorff.
Συµβολίζουµε µε VecAlg(X) την κατηγορία των αλγεβρικών διανυσµατικών δεσµών υπεράνω
τουX. Το ανάλογο του Θεωρήµατος του Swan, στην απλούστερη εκδοχή του, σε αλγεβρικο-
γεωµετρικό πλαίσιο είναι το ακόλουθο.

Θεώρηµα Β΄.5. [37] ΄Εστω X = Spec(R) ένα αφφινικό πολύπτυγµα, όπου R είναι ένας

µεταθετικός δακτύλιος της Noether. Τότε υπάρχει µια ισοδυναµία κατηγοριών

VecAlg(X)
≈−→ projR

µεταξύ των αλγεβρικών διανυσµατικών δεσµών υπεράνω του X και των πεπερασµένα παρα-

γόµενων προβολικών προτύπων υπεράνω του R.

Η παραπάνω ισοδυναµία επάγει µια ισοδυναµία µεταξύ των τετριµµένων αλγεβρικών δια-

νυσµατικών δεσµών υπεράνω του X και πεπερασµένα παραγόµενων ελεύθερων προτύπων

υπεράνω του R.

Από το παραπάνω Θεώρηµα έπεται ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-
πρότυπο είναι ελεύθερο αν και µόνον αν κάθε αλγεβρική διανυσµατική δέσµη υπεράνω του
αφφινικού πολυπτύγµατος Spec(R) είναι τετριµµένη.

Η εικασία του Serre αφορά το αφφινικό πολύπτυγµα Spec(R), όπουR = k[x1, x2, · · · , xn],
και k είναι ένα σώµα. Υποθέτουµε ότι το k είναι αλγεβρικά κλειστό, π.χ. k = C. Τότε
Spec(R) = An(k) ο αφφινικός χώρος. Εποµένως µε ϐάση το Θεώρηµα B′.5, έχουµε το
ακόλουθο ϑεώρηµα το οποίο είναι η αλγεβρικο-γεωµετρική εκδοχή του Θεωρήµατος των
Quillen-Suslin και έπεται από το Θεώρηµα (4.3.15).

Θεώρηµα Β΄.6. (Quillen-Suslin) Αν k είναι ένα σώµα, τότε κάθε αλγεβρική διανυσµατική

δέσµη υπεράνω του αφφινικού χώρου An(k) επί του k είναι τετριµµένη.

Το πρόβληµα του πότε κάθε αλγεβρική διανυσµατική δέσµη υπεράνω του αφφινικού
χώρου An(k) είναι τετριµµένη, αποτέλεσε το έναυσµα για την διατύπωση της εικασίας του
Serre και την επίλυσή της από τους Quillen-Suslin.
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Παράρτηµα Γ΄

Η Εικασία του Serre σε
µη-Πολυωνυµικούς ∆ακτυλίους

Στο παρόν Παράρτηµα παρουσιάζουµε συνοπτικά κάποια αποτελέσµατα που αφορούν τη
δοµή των προβολικών προτύπων υπεράνω µη-πολυωνυµικών, και κατά κύριο λόγο µη-
µεταθετικών, δακτυλίων.

Το σηµείο εκκίνησης για αποτελέσµατα του τύπου

(†) P προβολικό πρότυπο =⇒ P ελεύθερο

αποτελεί το κλασσικό Θεώρηµα του Kaplansky: αν R είναι ένας τοπικός δακτύλιος, τότε

κάθε προβολικό πρότυπο, πεπερασµένα ή απείρως παραγόµενο, είναι ελεύθερο.

Ο Bass στις αρχές της δεκαετίας του 60 απέδειξε ένα από τα πρώτα µη-τετριµµένα
αποτελέσµατα αυτού του είδους το οποίο έδινε ϑετική απάντηση στην περίπτωση οµάδων-
δακτυλίων ελεύθερων οµάδων υπεράνω περιοχών κυρίων ιδεωδών.

Θεώρηµα Γ΄.1. (Bass) [5] ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και G µια ελεύθερη οµά-

δα (ή ένα ελεύθερο µονοειδές). Αν RG είναι η οµάδα-δακτύλιος, τότε κάθε πεπερασµένα

παραγόµενο προβολικό (αριστερό ή δεξιό) RG-πρότυπο είναι ελεύθερο.

Από την άλλη πλευρά η µη-µεταθετική εκδοχή ενός δακτυλίου πολυωνύµων k[x1, x2, · · · , xn]
υπεράνω ενός σώµατος k είναι η ελεύθερη άλγεβρα στις n (µη-µεταθετικές) µεταβλητές
k〈x1, x2, · · · , xn〉. Σην περίπτωση αυτή η ελεύθερη άλγεβρα είναι αριστερά και δεξιά κληρο-
νοµική (hereditary) και ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο δείχνει ότι η συνεπαγωγή
(†) αληθεύει στην περίπτωση των µη-µεταθετικών πολυωνυµικών δακτυλίων.

Πόρισµα Γ΄.1. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό (αριστερό ή δεξιό) πρότυπο υπε-

ϱάνω της ελεύθερης k-άλγεβρας k〈x1, x2, · · · , xn〉, όπου k είναι ένα σώµα, είναι ελεύθερο.

Στην περίπτωση κατά την οποία ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός δακτύλιος της Noether
ο Bass απέδειξε την ακόλουθη ενδιαφέρουσα διχοτοµία :

Θεώρηµα Γ΄.2. (Hinohara, Bass) ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Υποθέτουµε ότι το

ϕάσµα Spec(R) των πρώτων ιδεωδών τουR είναι συνεκτικό, δηλαδή οR δεν έχει µη-τετριµένα

ταυτοδύναµα στοιχεία.

1. (Hinohara) [11] Αν ο R είναι ηµιτοπικός (semilocal), δηλαδή ο R έχει πεπερασµένο

πλήθος µεγιστοτικών ιδεωδών, τότε κάθε προβολικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο.

2. (Bass) [2] Αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε ένα προβολικό R-πρότυπο είναι είτε

ελεύθερο ή πεπερασµένα παραγόµενο.
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Στο παραπάνω πλαίσιο ένα σηµαντικό αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο
οφείλεται στον Beck και το οποίο γενικεύει παλαιότερα αποτελέσµατα του Bass και του
Kaplansky:

Θεώρηµα Γ΄.3. (Beck) [6] ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε ϱιζικό του Jacobson N = Jac(R), και

έστω P ένα προβολικόR-πρότυπο. Αν τοR/N -πρότυπο P/NP είναι ελεύθερο, τότε το P είναι

ελεύθερο.

Γενικά, όπως προκύπτει από τα ακόλουθα αποτελέσµατα του Swan, ϐλέπε [36], η συµ-
περιφορά των πεπερασµένα παραγόµενων προβολικών προτύπων είναι αρκετά πολύπλοκη,
ακόµα και υπεράνω µεταθετικών δακτυλίων πεπερασµένης διάστασης Krull:

Θεώρηµα Γ΄.4. (Swan) [35] ΄Εστω m ≥ 2 ένας ακέραιος. Τότε υπάρχει ένας µεταθετικός

δακτύλιος R µε διάσταση Krull: Dim(R) ≤ 6m και ο οποίος είναι µια C-άλγεβρα, έτσι ώστε :

1. ΄Ολα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα ϐαθµίδας < m είναι ελεύθε-

ϱα.

2. Υπάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρότυπο ϐαθµίδας m το οποίο δεν

είναι ελεύθερο.

3. ΄Ολα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα είναι ευσταθώς ελεύθερα.

Ανm = 2mod4, τότε υπάρχει ένας µεταθετικός δακτύλιος R µε διάσταση Krull: Dim(R) = m
στον οποίο :

1. ΄Ολα τα πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά R-πρότυπα ϐαθµίδας 6= m είναι ελεύθε-

ϱα.

2. Υπάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρότυπο ϐαθµίδας = m το οποίο δεν

είναι ελεύθερο.



Παράρτηµα ∆΄

Νεότερες Εξελίξεις και Ανοιχτά
Προβλήµατα

Στο παρόν Παράρτηµα παρουσιάζουµε συνοπτικά νεότερες εξελίξεις, µετά το 1977 και το
Θεώρηµα των Quillen-Suslin, που αφορούν τη δοµή των προβολικών προτύπων υπεράνω
πολυωνυµικών δακτυλίων R[x1, x2, · · · , xn], όπου R δεν είναι απαραίτητα ένα σώµα, καθώς
και άλλων µη-πολυωνυµικών δακτυλίων.

Για µια ενδελεχή παρουσίαση των εξελίξεων, µετά το 1977, σχετικά µε τα ακόλουθα
συσχετιζόµενα προβλήµατα τα οποία σχετίζονται µε την εικασία του Serre και τα οποία
προέκυψαν από τις αποδεικτικές µεθόδους των Quillen και Suslin στις αποδείξεις τους της
εικασίας του Serre, παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του Lam, [13]:

1. Για ποιούς, όχι απαραίτητα µεταθετικούς, δακτυλίους R ισχύει ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο είναι ελεύθερο ;

2. Για ποιούς, όχι απαραίτητα µεταθετικούς, δακτυλίους R ισχύει ότι κάθε ευσταθώς
ελεύθερο R-πρότυπο είναι ελεύθερο ;

3. Για ποιούς, όχι απαραίτητα µεταθετικούς, δακτυλίους R ισχύει ότι κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο προβολικό R[x1, x2, · · · , xn]-πρότυπο, n ≥ 1 είναι επεκτάσιµο από τον
δακτύλιο R;

Σηµειώνουµε ότι ο πολυωνυµικός δακτύλιος R[x1, x2, · · · , xn], όπου R είναι ένα σώµα ή
γενικότερα µία περιοχή κυρίων ιδεωδών, είναι ειδική περίπτωση µιας µονοειδούς άλγεβρας
(monoid algebra). Ο Anderson, ϐλέπε [1], έχοντας ως ϐάση το Θεώρηµα των Quillen-Suslin
έκανε την ακόλουθη εικασία, ως γενίκευση της εικασίας του Serre: ‘‘΄Εστω S ένας αφφινικός

κανονικός υποδακτύλιος του δακτυλίου πολυωνύµων k[x1, x2, · · · , xn] ο οποίος παράγεται

από ένα σύνολο µονωνύµων. Τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό S-πρότυπο

είναι ελεύθερο’’.
Το 1989 ο Gubeladze έδωσε ϑετική απάντηση στην εικασία του Anderson αποδεικνύον-

τας το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο αποτελεί γενίκευση του ϑεωρήµατος των Quillen-Suslin.

Θεώρηµα ∆΄.1. (Gubeladze) [10] ΄ΕστωR µια περιοχή κυρίων ιδεωδών καιM ένα µονοειδές.

Τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό πρότυπο υπεράνω της άλγεβρας-µονοειδούς

R[M ] είναι ελεύθερο αν και µόνον αν η οµάδα Grothendieck της άλγεβρας-µονοειδούς R[M ]
είναι ισόµορφη µε το Z αν και µόνον αν το µονοειδές είναι ηµι-κανονικό (seminormal).

΄Ενα µονοειδέςM καλείται ηµι-κανονικό αν είναι µεταθετικό, ικανοποιεί την ιδιότητα της
διαγραφής, είναι ελεύθερης στρέψης και τέλος αν 2x ∈M και 3x ∈M έπεται ότι x ∈M .

΄Ισως το πιο σηµαντικό πρόβληµα το οποίο είναι ανοιχτό µέχρι σήµερα είναι η ακόλουθη
εικασία των Bass-Quillen. Πρώτα χρειαζόµαστε έναν ορισµό. ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος
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R καλείται regular, αν ο R είναι δακτύλιος της Noether και έχει πεπερασµένη οµολογική
διάσταση.

Εικασία των Bass-Quillen: ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος ο οποίος είναι re-
gular και έχει πεπερασµένη διάσταση Krull: Dim(R) < ∞. Τότε για κάθε n ≥ 1, κάθε
πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R[x1, x2, · · · , xn]-πρότυπο είναι επεκτάσιµο από τον
R.

Η παραπάνω εικασία µπορεί να διατυπωθεί και για συγκεκριµένη τιµή d της διάστασης
Krull (τοπική εκδοχή). Παραπέµπουµε στο Κεφάλαιο V του ϐιβλίου [13] του Lam για την
παρουσίαση µιας σειράς εικασιών οι οποίες είναι ισοδύναµες µε την εικασία των Bass-
Quillen.

΄Ηδη το 1976 οι Quillen-Suslin απέδειξαν ότι η παραπάνω εικασία είναι αληθής όταν
Dim(R) ≤ 2.

Στην περίοδο 1977-1981 οι Lindel, Lindel-Lütkebihmer, Mohan-Kumar έδωσαν µερι-
κές απαντήσεις στην εικασία των Bass-Quillen, ϐλέπε τις σχετικές παραποµπές στο ϐιβλίο
του Lam [13]. Ειδικότερα οι παραπάνω απέδειξαν ότι η εικασία είναι αληθής στην περίπτω-
ση του δακτυλίου των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω ενός σώµατος, και στην περίπτωση
των αλγεβρών ‘‘ουσιαστικά πεπερασµένου τύπου’’ υπεράνω ενός σώµατος (δακτύλιοι ‘‘γεωµε-
τρικού τύπου’’). Ως (µη-τετριµµένη) συνέπεια αυτών των αποτελεσµάτων έπεται ότι η εικασία
των Bass-Quillen αληθεύει στην περίπτωση των τοπικών regular µεταθετικών δακτυλίων της
Noether οι οποίοι είναι πλήρεις και περιέχουν ένα σώµα (ισο-χαρακτηριστική περίπτωση).

Σ΄ αυτή τη κατεύθυνση οι Rao, Murthy απέδειξαν την εικασία των Bass-Quillen στην
περίπτωση των τοπικών δακτυλίων διάστασης Krull Dim(R) ≤ 3 των οποίων το σώµα πηλίκο
ως προς το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες έχει χαρακτηριστική διάφορη του 2 του 3, ϐλέπε
[21], [25].

Η εικασία των Bass-Quillen σχετίζεται µε το ακόλουθο ανοιχτό πρόβληµα:

Πρόβληµα: ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος ο οποίος είναι Hermite, είναι τότε ο
πολυωνυµικός δακτύλιος R[t] Hermite;

Είναι γνωστό ότι αν η απάντηση στο παραπάνω πρόβληµα είναι ϑετική, τότε η εικασία
των Bass-Quillen έχει ϑετική απάντηση.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε ανοιχτά προβλήµατα και γενικεύσεις της
Εικασίας του Serre, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο ϐιβλίο του Lam, ϐλέπε [13, Chapter
VIII].
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